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序言一

六西格玛管理方法是20世纪80年代中期由美国摩托罗拉公司最先提出来的，当初该方法主要用于改进产品质量。后来，杰克·韦尔奇（Jack Welch）把六西格玛管理引入通用电气（GE），并将其作为促进公司经营绩效提升的四大发展战略之一，六西格玛管理为GE带来了几十亿美元的收益。摩托罗拉、GE、联合信号等公司的成功促进了六西格玛管理在世界各地的普及和推广。目前，世界500强中，至少有25％以上的企业实施了六西格玛管理。

六西格玛管理是一种系统的过程改进方法，它通过对现有过程进行界定、测量、分析、改进和控制（简称DMAIC流程），消除过程缺陷和无价值作业，从而提高质量、降低成本、缩短周期时间，最终达到顾客完全满意。通过20多年的实践，六西格玛管理不断丰富和发展，已经从最初时作为质量改进的工具，发展成为改善企业经营绩效和提升战略执行力的有效方法。

六西格玛管理主要不是统计技术，其本质上是一种全新的管理方式。但六西格玛管理离不开统计技术，在DMAIC流程中，测量、分析、改进和控制各阶段都涉及统计工具的使用。由于历史的原因，我国企业的统计技术基础普遍较差。许多企业管理者感叹，学习统计技术对质量管理工作确实非常重要，但真正能够理解统计思想并在实际工作中使用统计技术实在太难了，这也是目前制约国内很多企业推广六西格玛的主要障碍之一。

本书作者马逢时是国内知名统计学专家，天津大学数学系教授，是最早通过摩托罗拉大学全部核心课程认证的几名中国教师之一。十年来，听过他讲授六西格玛管理统计课的人数以千计。经常有学员反映，听马老师讲课是一种享受，他能够将枯燥、难懂的统计知识，讲得非常生动、有趣。马逢时老师对各种统计软件也非常熟悉，他是最新版MINITAB软件R15和R17中文翻译的主要评审人。由于马逢时老师对全国六西格玛管理推进事业的突出贡献，他被中国质量协会全国六西格玛管理推进工作委员会授予“全国优秀六西格玛培训导师”称号。

应广大六西格玛实施企业的要求，马逢时老师结合近年来讲授六西格玛统计的体会和学员经常提出的问题，将他的讲义整理成书。现在由他主持编著的《六西格玛管理统计指南》已经由中国人民大学出版社正式出版了，这对于广大六西格玛管理实施企业，尤其是六西格玛资深黑带、黑带、绿带来说是一件特别值得庆幸的事，它会帮助更多对六西格玛管理感兴趣的人理解和掌握统计技术。马逢时老师是中国质量协会六西格玛专家委员会的专家及顾问，也是中国质量协会注册六西格玛黑带考试参考教材《六西格玛管理》的主要编著者之一，全国六西格玛管理推进工作委员会已将本书列为《六西格玛管理》的配套参考用书。我非常高兴为此书作序，热诚地向读者推荐这本好书。




马　林

中国质量协会副会长兼秘书长


序言二

马逢时教授等编著的《六西格玛管理统计指南——MINITAB使用指导》将要出版，邀我说几句话。我正好想借此机会谈一些看法。

数理统计在20世纪三四十年代，我国就有一些突出的理论成就，但是整体说来，研究和教学都很少。自从1956年全国第一次科学规划将其列为重点学科以来，科研和教学有了空前的发展，在理论方面做出了很多新贡献，在应用方面则相对薄弱。从学科引进的发展过程来看，这恐怕是一种带有一般性的现象，即总是从某一方面先发展，然后逐步全面、健康地发展。但是数理统计作为一门应用几乎无处不在——特别是在当今数字社会——的学科，发展它的应用，对于我国的现代化是一项具有深远意义的战略任务。作为数理统计学家能编著出本书，是对数理统计的应用做出贡献。实际上，马逢时教授从1996年起，就开始从事六西格玛黑带咨询培训工作，现在是全国六西格玛推进委员会专家组专家、顾问，主持编写了全国六西格玛黑带注册考试指定辅导教材《六西格玛管理》统计部分；是全国六西格玛推进委员会专家组中首批六西格玛黑带培训导师，多次参加全国六西格玛培训教师的培训和认证工作。2005年11月，在全国第三届六西格玛大会上，被中国质量协会授予“全国优秀六西格玛培训导师”称号。他和一些数理统计学家一样，已经用大量精力致力于数理统计与相关学科的交叉和应用，这种行动值得肯定和提倡。

我国已经是世界第二大经济体，已经成为世界制造业大国。但是我国企业在质量管理水平等方面与发达国家相比还存在相当大的差距，缩短这一差距，对进一步发展具有关键的意义。美国的一批企业，通过实行六西格玛管理扭转了在管理方面相对于日本企业的劣势。六西格玛管理可以看作全面质量管理的一种继承性新发展，它逐渐从一种过程改进的方法演变成为一种提升企业竞争力和实现组织变革的战略举措。近年来，我国引进六西格玛管理有不少成功的事例，六西格玛的理念日益被人们所接受，结合我国的实践，六西格玛管理体制也越来越成熟。六西格玛具有两方面的内涵：一是基于管理方面的理念与原则，例如，以顾客为关注中心，聚焦于流程改进，有预见的积极管理等理念与原则；一是基于事实和数据驱动的管理方法。我认为需要特别强调的是：按照我国传统的习惯，企业往往以领导者的主观判断做出决策；或者比较进步一点，在做出决策前，由领导层根据一些事实和数字作过一些表面的或大概的分析和讨论。六西格玛提出的管理方法并不只是简单、直接地运用事实和数据，而是对这些事实和数据运用数理统计的方法进行客观、科学的分析，提取有效的信息，然后做出决策。这就要求六西格玛管理者理解统计思想、方法的含义以及运用统计方法所得出结论的含义，虽然不必理解数理统计公式和结论的数学推导过程。本书为读者着想作了很好的安排和介绍。还有考虑到目前我们开始（至少在城市！）进入数字社会，作者采用了目前在六西格玛管理中常用的软件——MINITAB的最新版本，结合统计方法的运用作了细致、恰当的安排。因此本书是六西格玛培训教材的很有效的辅助参考书，同时是六西格玛管理者的有效的统计学参考书。此书的出版对于六西格玛管理在我国健康推广定会起到积极、显著的作用。

六西格玛管理的推广或者将现代管理理念和统计方法结合而创新的企业管理模式的建立和普及可能是我国经济健康发展、壮大的关键。但是我认为这在我国还有很多工作要做，任重道远。现代管理理念的贯彻和实现需要时日，而我国统计观念和统计方法应用的薄弱更需引起我们的重视。特别是数理统计方法不仅是六西格玛管理的一个基本方面；在当今数字社会，数理统计方法应用之广、之深且应用领域拓展之快都令人目不暇接。因此企业的领导者能够关注统计方法的应用（最好不仅限于六西格玛）是很重要的，自己能了解和学习一些更好，如果有困难，也要吸收一些专门统计人才参加共同工作；更希望有一批统计学家能够积极参加具体应用部门的工作，合作开展统计应用，并在此基础上实现创新。果能如此，则不仅对提高企业的竞争力，而且对经济、科技的健康、深入发展都会起很大的推动作用。这是一些技术先进国家实现过而且正在实行的经验，值得吸取和借鉴。

最后预祝本书在推广六西格玛管理和培养人才方面起更大的推动作用。




北京师范大学数学科学学院
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附：严士健是北京师范大学数学科学学院教授，国务院学位委员会批准的首批博士指导教师。曾任中国数学会副理事长，中国概率统计学会理事长，国务院学位委员会第一、二、三届数学评议组成员，国家教委普通高校数学及力学教学指导委员会副主任委员。


序言三

众所周知，六西格玛管理的本质是基于顾客需求和组织经营战略的持续改进的管理模式，从过程管理的角度来看，组织的业务本身是由一系列相互关联的过程组成的，顾客关注的是过程的输出，而影响过程的变量往往很多，对影响输出的根本性原因的查找需要严谨的数据分析，因此，基于事实和数据的六西格玛管理保证了过程持续改进的有效性。作为分析数据的统计工具，是学习和实施六西格玛管理过程中最重要也往往是最困难的内容。

国内出版的有关统计类的著作可谓汗牛充栋，然而真正能够为管理者和工程师容易理解和掌握并能够应用于实际工作的并不多，不少著作理论上固然严谨，水平也很高，但是通篇的理论推导让实际应用者望而生畏，而且没有软件的支持很难在实际工作中应用。相反，有的书只是介绍统计软件，没有理论上的指引，使得实际工作者一头雾水，知其然，不知其所以然。很多实施六西格玛的企业迫切需要一本既有系统的理论又能够深入浅出、理论与实践相结合的六西格玛管理统计类的著作，因此，当马逢时教授主持撰写了这本书并请我作为本书的主审人时，我欣然答应，认真审阅了全书并与马教授进行了多次沟通。我认为这是一本非常值得向希望系统学习统计技术（不仅仅是实施六西格玛的黑带或绿带）的广大管理和工程技术人员以及大学生甚至研究生推荐的好书。

本书有三个显著的特点：一是系统性强，本书涵盖了六西格玛管理常用的大部分统计学知识，尤其是常用的统计分析和统计质量改进方法；二是浅显易懂，将统计知识和工程问题甚至实际生活问题密切结合，略去了不必要的统计证明，可读性很强；三是结合MINITAB软件，在给出详细的软件操作步骤的同时，对输出结果给出了明确的统计解释，再配以一批专门的数据文件，这将特别适合没有系统学习过统计理论的人士自学。

本书的三位作者（马逢时、周暐、刘传冰）都有丰富的六西格玛管理培训经验和坚实的统计学基础，尤其是天津大学的马逢时教授长期致力于统计学的研究和教学工作，在概率统计学界是知名的统计学家，作为全国六西格玛管理推进工作委员会专家委员会的专家和顾问，为我国六西格玛管理推进工作做了大量艰苦细致的工作，曾为包括摩托罗拉在内的许多企业和全国六西格玛培训教师做过大量的六西格玛统计培训，深受大家的欢迎，曾获中国质量协会颁发的“全国优秀六西格玛培训导师”荣誉称号。

近年来，在中国质量协会领导的大力支持下，我国六西格玛推进工作取得了显著的成效，如中航一集团、中航二集团、宝钢、太钢、济钢等企业，通过实施六西格玛管理，极大地提升了企业的产品质量和核心竞争力，取得了显著的经济效益。为了正确引导六西格玛在我国的实施，全国六西格玛管理推进工作委员会组织出版了六西格玛黑带注册考试指定辅导教材《六西格玛管理（第二版）》等著作，制定了《六西格玛管理评价准则》，得到了企业的高度评价。可以说，本书的出版，是对我国六西格玛管理推进的又一个重要贡献。

在此书即将出版之际，我很高兴为此书作序，向广大读者推荐这本书。本书可以作为全国六西格玛黑带注册考试的参考书，也可作为企业的管理和技术人员（尤其是质量工程师）学习统计分析、过程控制和试验设计技术的一本自学教程，对于高等学校管理类或应用统计类专业的老师和学生来说也是一本难得的教学参考书。




何　桢

天津大学管理学院副院长，教授、博士生导师

全国六西格玛管理推进工作委员会专家委员会主任



第二版前言

自2007年本书第一版出版以来，共7次印刷，受到广大读者的普遍欢迎，也有读者提出了一些宝贵意见和增补内容的建议。2010年6月，MINITABR16软件面世，虽然与R15相比变化并不大，但修补了R15软件中的错误及不足之处，增补了一些功能，如广义回归等。编著者用了近一年的时间终于完成了第二版的修订工作。为了使广大读者对第二版有个了解，现将一些重大的增补和修改说明如下。

（1）修改了第一版中叙述不严谨之处，并将MINITAB操作界面全部换成R16的形式，但这些更改并不影响只有MINITAB的R15中文版或其他版本软件读者的使用。

（2）有些章节增补了例题及综合练习，例如第6章列联表分析部分增加了高维列联表的处理分析方法；第9章回归分析部分增加了对残差诊断中出现问题时的处理方法，增加了对于共线性程度度量的方差膨胀因子的概念介绍；增补了对于Logistic回归的介绍；第11章测量系统分析部分增加了编著者对于ndc（可区分组数）的解释及它与Gage R&R关系的介绍；第12章控制图部分增加了综合练习的例题，过程能力指数部分增补叙述了偏离指数的概念；第13章试验设计部分增加了常用的多种设计类型的介绍，例如无中心点的设计、含离散因子的设计、响应变量残差非齐性或有失拟情况需要进行Box-Cox变换的设计，含区组的试验设计，响应变量为离散型值需要进行Logistic变换的设计；增补了由因子设计过渡到响应曲面设计所需要的最速上升法的细致解释；增补了多响应曲面设计的分析方法，增加一个用响应曲面设计方法解决望目问题的实例，等等。

（3）由于六西格玛设计在实际工作中越来越显示其威力，编著者对第14章进行了较大的修改增补。在容差设计中标准差计算这个关键环节，增补了有广泛应用价值的宏指令，并给出较为完整的两个例题来说明其使用方法。这些内容是其他参考资料上未曾有的新方法，它将对于推广六西格玛设计起到一定的作用。

在本书第一版出版后不久，金海木先生就承担起编写各印次的编辑勘误表的工作，他在本次修订第二版的工作中又承担了细致的修改计算机界面、校验勘误表等大量的琐碎任务，没有他的这些工作，修订第二版任务不可能这样顺利地完成。徐凌博士细心地指出了第一版中的缺点和错误，而且她的研究论文（参见书末参考文献［29］）则是第14章六西格玛设计宏指令编制成功的关键环节。另外，在第二版的修改初稿完成征求意见过程中，很多朋友提出了意见和建议，这对完成第二版修改稿起了重要的补充和审核的作用。编著者对上述帮助和支持深表谢意。我们的目标是将本书打造为精品，在修订过程中，编著者虽然尽了最大努力，但由于各方面的原因，仍然难免会有缺点或疏漏及需要改进之处，恳请读者和专家学者不吝批评指正。编著者的联系电子信箱如第一版前言中所述，也欢迎各有关网站刊登评论，对本书的进一步改进发表意见。编著者对于所有的读者和帮助者衷心致谢！




编著者


第一版前言

目前我国正处于经济蓬勃发展的时期，中国已经成为世界制造业大国，现代服务业也颇具规模，但我国企业也面临着严峻的挑战。我们只有不断加强自主创新，不断改进和采取新的管理方法与技术，才能从根本上提高我国企业质量管理水平。经过近年来在我国的实践，六西格玛的成功故事一个接着一个，六西格玛的理念日益被人们所接受，六西格玛的管理体制也越来越成熟。这一切都使六西格玛管理显示出了巨大的魅力，六西格玛管理已经被充分证明是一种行之有效的系统管理方法。在国内，不仅推广六西格玛的各类企业在逐年增加，而且涌现出一批实施六西格玛成效显著的企业。随着六西格玛在国内更多企业的普及、推广，六西格玛专业人才的匮乏已成为广大企业在推广六西格玛过程中的最大困扰。推进六西格玛管理的骨干力量——绿带（Green Belt）、黑带（Black Belt）和资深黑带（Master Black Belt）等的成长提高成了当前最迫切需要解决的问题。

什么是六西格玛管理中的精髓与真谛？自20世纪90年代中期开始，六西格玛慢慢地从一种过程改进的方法演变成一种提升企业竞争力和实现组织变革的战略举措。从更广泛的意义上讲，六西格玛已经形成了一种企业文化，一种管理哲学。这个哲学中蕴涵着六大主要原则，包括：真正关注顾客；以事实和数据驱动管理；以过程为重；预防性的管理；无边界的合作；力求完美但容忍失败。

在这里我们特别强调一下“以事实和数据驱动管理”的原则。近年来，虽然知识管理渐渐受到重视，但是大多数企业仍然习惯性地根据领导者或管理者的主观意见和臆断假设来做决策。六西格玛的首要规则就是要从顾客的需求出发，分辨出什么指标对经营业绩的测量具有关键影响，然后再收集数据并分析这些关键变量，得出最重要的信息以改进工作。但是，数据并不就是信息，将数据转化为信息的关键工具就是统计学。为此，六西格玛管理者的一个重要任务就是要学好统计学。但是，六西格玛管理者学习统计学的目标，并不是要把自己培养成统计专业工作者，也不能把自己变成统计工具的使用者，更不能把自己定位为计算机统计软件的操作者。六西格玛管理者的真正重要任务就是要学好统计思想（不是统计知识或工具，更不是软件的具体操作），要学会用统计思维看待和分析问题，避免只看到表面层次的现象就去下结论作决策。举个最简单的例子：去年本公司的顾客满意率为70％，今年调查了100个用户，其中75个表示满意，满意率达到75％。根据“数据驱动管理”的原则，是不是可以说“今年的顾客满意率已经比去年提高了5％”？相信大多数读者会认为“当然可以这样说”。但事实上这个结论根本不对，这里的抽样数量太小，不足以得到这个结论。详细的解释读者可以参看本书第6章。这里就提出了一个重要问题，拿到了一些数据，但这些数据能说明什么？哪些判断是正确的？哪些判断并没有根据？回答这些问题就需要对统计学有深入的了解。

本书比较系统地介绍了六西格玛管理中用到的有关统计学背景知识及其统计思想，并把各方面统计内容的介绍与计算机MINITAB软件的操作使用结合起来，使得广大工程技术人员在学习本书后，对于常用的六西格玛管理中的统计学内容有更深入的理解与认识，有更广泛的应用。

本书的编著者将此书的特点定位于下述几个方面：

1．它是统计方法的应用指南。它与一般的统计教材不同，大大增加了实际应用（特别是在六西格玛管理中的应用）的方法介绍。它不强调公式与理论的推导（最多给出公式），但要求能学会理解统计思想并使用统计工具，结合计算机软件MINITAB直接解决具体问题。本书的阅读对象是一般工程技术人员，大专毕业水平，不要求具备专门的概率统计基础。

2．它是软件操作的使用指导。它与一般的软件使用说明书不同，不是只讲操作，而是特别强调通过统计概念的介绍，讲明有关计算的统计含义。如果实际问题同时有多种统计方法都可以处理时，本书会介绍各种方法的共同点及其差异，以使读者明白如何进行统计方法的选择。因此，本书强调，在理解有关统计概念的基础上，一定要具体落实到计算机的软件操作上，最终获得实际问题的准确分析。因此本书特别强调实用，但又要在理论上达到一定高度。

3．它是六西格玛培训教材的辅助参考书。它与一般的六西格玛黑带培训教材不同，在内容上对有关管理方面的内容基本上不涉及，但针对统计专题将介绍得更广泛、更深入。中国人民大学出版社于2004年出版马林主编的《六西格玛管理》是我国黑带培训教材的代表作，2007年又出版了其第二版。此书或其他类似的六西格玛黑带培训教材中，对于常用的统计方法已经作了简要的介绍。本书对这些常见的统计方法的背景和统计思想将有更多的说明，对于一般书籍中道理讲得太简单之处，予以补充完整，因此，本书可以作为六西格玛管理者首选的统计学参考书。

4．它讲述内容的顺序安排是按统计方法的知识结构来设计的。一般的六西格玛黑带培训教材，在内容安排的顺序与步骤上，强调与DMAIC顺序一一对应。DMAIC（Define（界定），Measure（测量），Analyze（分析），Improve（改进），Control（控制））代表了六西格玛改进活动中的五个阶段，是目前使用最多的一种方法和程序，也是六西格玛中最成熟的一种方法和程序。我们强调在应用统计方法的介绍时，在内容上一定要与六西格玛管理密切结合。但本书着重介绍与统计方法有关的思路及目的，因此在内容安排的顺序与步骤上，是按照统计方法的内在知识结构安排的，由浅入深，以便于读者学习。例如，测量系统分析（measurement system analysis，MSA），在六西格玛管理中是属于第二阶段测量（measure）的，但它要用到方差分析及方差分量计算等统计内容，要用到质量管理中的“变异源分析”等工具，因此我们安排在第11章中才作介绍。我们认为只有这样安排才能使读者对各部分内容理解透彻。

5．它使用的是MINITAB最新版软件。任何与统计有关的工作离开计算机的使用是不可能的。目前全世界通用的统计软件不下百种，但MINITAB是目前在六西格玛管理中使用最多的统计软件。2007年1月，MINITAB软件公司推出了R15版，不但在功能上较以前版本有所增加，而且首次增加了中文简体版界面。中文版界面的出现将使广大的中国读者能够更容易地接受它、使用它，有了问题也更容易查到有关的详细的中文帮助信息，这将大大推动应用统计及计算机软件在中国的普及应用。2010年6月，该公司推出了最新的R16版，但其界面及操作与R15版基本相同。本书使用的界面是MINITAB的R16中文版，在内容方面试图包括新版软件尽可能多的功能。我们在全部使用中文版操作说明的同时，在计算机的每步操作使用上，都在中文操作说明之后用括号注明英文原文的内容，这对于使用英文原版或使用早期其他版本的读者也很方便。限于篇幅，在输出结果的界面内本书只给出了中文输出结果，不过使用英文原版界面的读者对照着两种输出，不难理解其含义。为了更方便两种文本的对照，在本书的最后附录有英汉、汉英统计词汇对照表，供读者检索。

6．本书在语言方面力求通俗易懂。在介绍统计知识时，本书尽量避免使用专业的数学语言，特别注意做到叙述的通俗化，例题力求生动具体，稍微深入些的或不常见到的内容都加以解释，努力使一般的工程技术人员都能看得懂、学得会。

为了方便读者的学习使用，我们将本书所使用的全部数据放在网络上供大家免费下载。读者可以登录中国人民大学出版社经管在线（www.rdjg.com.cn），也可以登录编著者电子信箱：fengshima@163.com，登录密码为：statistics。MINITAB软件R15及R16的英文版、中文版的试用版可以从MINITAB软件公司及其在中国的上海泰珂玛信息技术有限公司网站上免费下载：www.minitab.com或www.techmax.com.cn。

本书的初稿完成中，周暐负责第1、3、11、12、14章；刘传冰负责第4、5、6、9章；马逢时负责第2、7、8、10、13章。初稿完成后，大家交互讨论修改了多次，最后由马逢时负责完成全书的审订修改。根据审稿者的宝贵意见，在出版前编著者再次进行了修改。

本书的编写得到了中国质量协会全国六西格玛管理推进工作委员会的关怀与指导，得到了MINITAB软件公司及其在中国的上海泰珂玛信息技术有限公司的支持，初稿完成后承蒙天津大学管理学院副院长、全国六西格玛管理推进委员会专家委员会主任何桢教授审稿（参加审稿工作的还有天津大学管理学院的师生张敏、韩亚娟、梁昭磊及施亮星等），编著者对他们表示诚挚谢意。

虽然本书编著者尽了自己的最大努力，但限于各方面的条件，难免会有错误或疏漏，恳请读者批评指正。

编著者联系电子信箱：fengshima@vip.sina.com；zhou-wei-2008@hotmail.com；liuchuanbing@126.com。

提供支持的网站：www.caq.org.cn；www.techmax.com.cn；www.qualityclub.cn；www.6sq.net等。


第1章
六西格玛与统计学

1.1　六西格玛概论

1.1.1　六西格玛的兴起

人类社会的质量活动可以追溯到远古时代，而现代意义上的质量管理活动却是从人类跨入了以加工机械化、经营规模化、资本垄断化为特征的工业化时代，即20世纪初开始的。质量管理随着时代的发展而不断发展，根据解决问题的手段和方式的不同，一般可以将现代质量管理分为三个阶段：第二次世界大战以前可以看作第一阶段，通常称为质量检验阶段；20世纪40—50年代末为第二阶段，通常称为统计质量控制阶段；第三阶段为20世纪60年代开始的全面质量管理阶段。

全面质量管理的观点现已逐渐在全球范围内获得认可和传播，各国结合自己的实践也有所创新发展，很多管理体制都是以全面质量管理的理论为基础的。六西格玛也可以看作全面质量管理的一种继承性新发展，它诞生于20世纪80年代的美国摩托罗拉公司。面对当时日本竞争对手咄咄逼人的威胁和挑战，摩托罗拉逐步在公司内部形成了一套系统化的质量改进方案——六西格玛。从开始实施的1987年到1997年10年间，公司产品和服务的质量水平显著提升，销售额增长5倍，利润每年增加20％，通过实施六西格玛所带来的收益累计高达140亿美元。由于创造性地实施了六西格玛，摩托罗拉还于1988年荣膺极负盛名的第一届“鲍德里奇美国国家质量奖”。

90年代初，又有为数不多的几家美国公司开始尝试推行六西格玛，其中以通用电气公司（GE）的首席执行官杰克·韦尔奇（Jack Welch）的举措最为激进。他将六西格玛称为通用电气历史上前所未有的最雄心勃勃的工作，“质量问题可以真正地使通用电气从最了不起的公司之一这个地位上升到全球商界绝对最了不起的公司”。从1995年起，通用电气开始以其雄厚的财力不断投入巨资在全公司范围内推广六西格玛，并将它作为公司战略的一部分来实施。1997年六西格玛给通用电气带来的收益已经超过了投入的成本，1999年此项年收益达到了15亿美元，到21世纪初，达到了50亿美元。从1981年入主通用电气公司开始，韦尔奇在短短的20年时间里，使通用电气的股票市值增长到了4500亿美元，增长了30多倍，公司排名从世界第十位提升到了第二位。通用电气这家“百年老店”在他的带领下，焕发出从未有过的青春活力。

六西格玛强劲的发展趋势跨越了国界，走向了世界。从摩托罗拉、联合信号、通用电气等少数几个实践先驱，到福特、杜邦、ABB、东芝、索尼、三星、LG、柯达、西门子、国民半导体、花旗银行、汇丰银行、英特尔等一大批商界巨擘，从诞生地美国，到欧洲的英国、法国、德国、瑞典、芬兰、意大利以及亚洲的日本、韩国等，从最初的电子工业到普通制造业、航空业、化工业、冶金业、软件行业，乃至银行、医疗、保险等服务业以及电子商务领域，近年来又扩大到政府部门、军队等更广泛的领域。六西格玛的成功故事一个接着一个，六西格玛的理念日益被人们所接受，六西格玛的管理体制也越来越成熟。这一切都使六西格玛显示出了巨大的魅力，像一股烈火在全世界熊熊燃烧。

1.1.2　六西格玛的实施模式

经过近20年的高速发展，六西格玛渐渐形成了一套行之有效的解决问题和提高企业绩效的系统的方法论，也形成了更深入人心、层次更高的以顾客为中心的蓬勃发展、永无止境的企业文化。它个性化的具体实施模式，基本上可以分为两大类。

1.1.2.1　六西格玛改进的模式——DMAIC

DMAIC代表了六西格玛改进活动中的五个阶段，是目前使用最多的一种方法和程序，也是六西格玛最成熟的一种方法和程序，主要用于改进现有过程。DMAIC每个阶段的主要工作内容有：

1．界定阶段

确认顾客的关键需求并识别需要改进的产品或流程，决定要进行测量、分析、改进和控制的关键质量特性（CTQ），将改进项目界定在合理的范围内。

2．测量阶段

通过对现有过程的测量和评估，制定期望达到的目标及业绩衡量标准，识别影响过程输出Y的输入X，并验证测量系统的有效性。

3．分析阶段

通过数据分析确定影响输出Y的关键X，即确定过程的关键影响因素。

4．改进阶段

寻找最优改进方案，优化过程输出Y并消除或减小关键X的不良影响，使过程的缺陷或变异降至最低。

5．控制阶段

将改进成果进行固化，通过修订文件等方法使成功经验制度化。通过有效的监测方法，维持过程改进的成果并寻求进一步提高改进效果的持续改进方法。

1.1.2.2　六西格玛设计的模式

与六西格玛改进的DMAIC流程相似，六西格玛设计也有自己的流程，但是到目前为止还没有形成完全统一的模式，比较典型的有DMADV（界定（define）—测量（measure）—分析（analyze）—设计（design）—验证（verify））和IDDOV（识别（identify）—界定（define）—研制（develop）—优化（optimize）—验证（verify））等模式。下面以DMADV流程为主线介绍每个阶段的工作内容。

1．界定阶段

通过项目团队章程，创建项目计划，确定顾客需求，并根据顾客需求说明产品要求和目标，同时明确整个项目开展中所需的资源和受限条件。

2．测量阶段

确认采用何种方法获知顾客的需求，并将它们列入“顾客的声音”（VOC）清单中，将顾客的声音转化为实际的要求，确认关键质量特性（CTQ）的衡量方法。

3．分析阶段

利用创造性的方法确定可行的概念，使用符合逻辑的、客观的方法来评估可选的方案，确认并消除产品或服务失效的潜在可能。

4．设计阶段

落实具体的产品研制规划，尽量减少产品或流程的差异性（稳健性优化），调整输出信息，使其达到可测量的指标。

5．验证阶段

验证生产过程的能力，进行试生产，建立、测试并固化原型。

1.1.3　六西格玛的管理哲学

20世纪90年代中期开始，六西格玛慢慢地从一种过程改进的方法演变成为一种提升企业竞争力和实现组织变革的战略举措。从更广泛的意义上讲，六西格玛已经成为一种企业文化和管理哲学。这个哲学中蕴涵着六大主要原则，正在潜移默化地转变着人们传统的工作方式。

1．真正关注顾客

六西格玛把顾客放在第一位，要求企业完全从顾客角度，而不是从自身的角度，来看待企业内部的各种活动，用顾客的要求来建立标准，以此来评估企业流程的有效性与合理性，并最终依此设立产品与服务的标准与规格。这种理念与许多企业在开发或改进产品与服务时，忽视市场需求、自以为是的方法形成鲜明的对比。实际上，六西格玛改进的成绩很大程度上也是以顾客满意来定义的。

2．以事实和数据驱动管理

近年来，虽然知识管理渐渐受到重视，但是大多数企业仍然根据意见和假设来做决策。六西格玛的首要规则便是将分辨什么指标对测量经营业绩有关键影响作为开始，然后再收集数据并分析关键变量。这时，问题能够被更加有效地发现、分析、解决并彻底被消除。

更确切地说，六西格玛帮助管理者回答了两个重要问题来支持以数据为基础的解决方案：一是企业真正需要的是什么样的数据和信息；二是如何处理或提炼这些数据和信息以做出正确决策。

3．以过程为重

无论是设计产品或服务，提升顾客满意度，还是改善业务经营，六西格玛都强调过程管理。六西格玛活动的显著突破主要都是针对过程，它使管理者确信掌握过程是构建向顾客传递价值的竞争优势的有效途径。

4．预防性的管理

企业必须时常主动去做那些一般企业常忽略的事情，例如设定远大的目标并经常进行评审；设定明确的优先事项；强调防火而不是救火；常质疑“为什么要这么做”，而不是常说“我们都是这么做的”。

真正做到预防性的管理是创造性和有效变革的起点，而绝不会令人厌烦或觉得分析过度。六西格玛将综合利用一系列方法，以动态的、积极的、预防性的管理风格取代被动的管理习惯。

5．无边界的合作

六西格玛强调无界限的合作，让员工了解自己应该如何配合实现企业的大方向，并且思考在企业的众多过程中，各部门活动之间有什么关联性。改进企业内部各部门之间、企业和供货商之间、企业和顾客间的合作关系，打破障碍，加强自上而下、自下而上和跨部门、跨企业的团队合作，以此为企业带来巨大的商机。

6．力求完美但容忍失败

从本质上讲，力求完美和容忍失败这看似对立的两方面是互补的。如果人们已经看到了接近完美的可能方法，却又太害怕随之而来的错误，他们将永远不会尝试，永远不会成功。员工不断追求一个能够提供较好服务，又降低成本的好方法，管理者持续追求完美的财务结果，但也能接受并处理偶然的挫折，从错误中学习，从失败中前进。


1.2　统计学概论

1.2.1　统计学的发展历史

从字面上看，统计学这个名词最早来自欧洲，英语单词statistics（统计学）源自欧语系字根standing，status，state等，这几个字根的意义基本上是在描述事物的现象，这也是统计学的基本意义。

其实统计的起源是很早的，远在奴隶社会，由于赋税、徭役、征兵等需要，国家就要掌握人口、土地等数字。据历史记载，公元前3050年，埃及建造金字塔，为征集建筑费，就有对全国的人口与财产调查。罗马皇帝恺撒·奥古斯都曾下过一道命令，要全世界向他纳税，于是每个人都向就近的收税人登记。中国在夏禹时代就开始有人口统计的数字，春秋时期反映齐国丞相管仲思想的重要著作《管子》一书中曾有这样的记载：不明于计数，而欲举大事，犹无舟楫而欲经于水险也。这就是说不善于利用计数而进行宏伟事业，犹如没有船和桨而想渡过急流险滩一样。可见当时的人们就已经意识到统计是治理国家必不可少的一项重要工作。

但是作为一门科学，统计学的出现要比统计工作和统计资料晚得多，它的产生与当时的社会背景以及其他科学的相互影响密不可分。17世纪的欧洲，随着工商业的迅猛发展，海外市场和殖民地的不断开拓，一些主要国家深感有系统调查国内外情况的必要。18世纪，在德国和意大利相继出现了“国势论”的著作，德国哥廷根大学教授阿亨瓦尔在其著作《近代欧洲各国国势学纲要》的绪论中首次提出了“统计学”这一名词，把统计学定义为国家显著事项的结晶体。另外，英国在资本主义的发展过程中，也较早地利用数字对经济问题进行记载和推断。1661年，英国人格朗特在《对死亡标的自然观察和政治观察》一书中对当时英国情况的分析揭示出一系列的数量关系。虽然他没有提到“统计学”这一名词，但却已应用了现代统计中的大量观察方法去发现规律性的问题，其独特和新颖的方法给人诸多启示。

此后，比利时统计学家凯特勒综合已有的学术成果，并把概率论的原理和大量观察法引入统计研究领域，使统计学的发展进入到一个新的阶段。他认为：“统计学不仅仅是国势的记述，还应当把它作为学术问题来研究，因为统计学是对性质相同的事物进行大量观察，从而探索出社会现象相继不绝的一门学问。”这正是现代统计学的核心。

在他之后又有许多统计学家把统计方法应用于自然科学，出现了一批有重大影响的学者，如皮尔逊（K. Pearson）、费雪（R. A. Fisher）、沃尔德（A. Wald）等。他们在实践中进一步发展了统计理论，使统计学逐步成为一门比较成熟的科学。

1.2.2　统计学的特点

简单地说，统计学是研究如何有效地收集、整理、分析和解释带有随机性的数据资料的一门科学，它的性质特点主要表现在以下几个方面：

（1）统计学是研究数量方面的学问。统计的语言是数字，没有数字，就不是从数量方面入手进行认识，就谈不上统计。凡能以数量来表现的问题均可以作为统计学的研究对象。统计方法已渗透到其他科学领域，成为当前最活跃的学科之一。

（2）统计学研究的是客观现象总体的数量特征。数量有个体数量与总体数量之分，统计学主要研究后者。单个数字不能成为统计，只有对大量现象进行观察，才可能找到总体的数量特征及其规律性。不过，统计学研究总体，必须从样本的调查入手，遵循由样本到总体的认识逻辑。

（3）统计学主要研究不确定性现象。所谓不确定性是指由于受到偶然的、随机因素的作用，客观事物的实际数量表现存在一定程度的“不确定性”。在现代统计学中，处理不确定性问题，是统计学的主要课题和任务。

（4）统计学是一门方法论的科学。统计学的实用性很强，就统计工作而言，它总是研究实际问题的，统计的方法也是从现实问题中产生的。它的内容包括研究如何用有效的方法收集资料，如何对资料加以整理、概括和表征，以及如何对取得的数据进行分析和推断等一系列方法以至为采取某种行动提供依据和建议。目前，统计方法已经成为科技研究和信息管理的重要工具，并且还在不断发展之中。

1.2.3　统计学的分类

由于研究人员观察的角度不同，研究的重点不同，任何一门科学都会出现各个相互联系而又有区别的分支。统计学也不例外，大致有以下两种分类。

1.2.3.1　理论统计学与应用统计学

理论统计学是统计学的数学基础，它扎根于数学的一个领域——概率论，此外还包括一些并不属于传统概率论的内容，如随机化原则的理论、各种估计的原理、假设检验的原理以及一般决策的原理。在统计实践中常常会遇到一些新问题，原有的统计方法不适用，需要统计学家针对新问题去建立一个与实际情况相适应的统计模型，创建新的统计方法去分析，这就要靠统计理论来指导。理论统计学也常被称作数理统计学（mathematical statistics）。

与理论统计学相对应的是应用统计学，将统计学的基本原理应用于各个领域就形成了各种各样的应用统计学。它包括一整套统计分析方法，有的是一般性的统计方法，适用于各个领域，如参数估计、相关与回归等；有的则是某一专业领域中特有的分析方法，如统计过程控制中的控制图等。这类统计学的特点是不着重于统计数学原理的推导，而是着重于阐明统计的思想，并将理论统计学的结论作为工具应用于各个具体领域。

本书属于应用统计学范畴，尤其侧重于质量管理方面的应用。

1.2.3.2　描述统计学与推论统计学

描述统计学是研究如何对构成研究对象的总体全面逐一地进行调查以及数字的计量、概括、表示的方法。有些客观现象的数字计量比较简单，如人的身高、体重等，而另一些比较复杂，如居民生活费的变动，会涉及很多方面，因此需要确定一系列反映客观现象数量特征的范畴，即统计指标体系。此外，刚刚收集到的数据往往杂乱无章，需要对其提炼加工，分门别类进行整理，再通过一些图表醒目地表达出来。这些都是描述统计学所要研究的内容。

推论统计学也称归纳统计学或推断统计学，它研究如何根据样本的部分数据去推论总体的情况。因为对客观现象收集数据时，有时不可能对全部个体做调查，即使有时可以调查但工作量也太大，故通常采取抽取部分样本来进行研究，从而对总体作出推论。虽然样本只是总体的一部分，包含的信息不完备，而且随机抽样必然会出现误差，从而导致对推论的可靠与否要冒一定的风险，但是推论统计学根据概率论的原理可以使推断所产生的不确定性得到控制，所获得的结论一定是对于现有样本的“最佳”的统计结论。

所以说，描述统计学是推论统计学的基础，而推论统计学则是描述统计学的深化和发展。本书注意兼顾这两方面的内容，除第3章属于描述统计学之外，其余各章主要是推论统计学的内容。


1.3　统计学在六西格玛中的地位

从以上两节的介绍中，我们已经可以清晰地感受到实际工作与统计学间的密切联系。至于六西格玛管理与统计学之间的具体联系，本书将详细展开来介绍。本节主要是概括地从两个方面说明统计学在六西格玛中的重要地位。

1.3.1　六西格玛名称的由来

从定义上说，六西格玛最初的含义就是建立在统计学中最常见的正态分布基础上的。σ（即西格玛）是一个希腊字母，在统计学中代表“标准差”。由于σ是衡量任意一组数据离散程度的指标，可以当作一种评估产品和生产过程特性波动大小的统计量。在质量管理理论中，就由σ（标准差）的值导出了“西格玛水平”的概念，用以衡量过程绩效的优劣。在六西格玛理论中，“西格玛水平”是将过程输出的平均值、标准差σ与顾客要求的目标值、规格限综合起来进行比较，最终得出的对过程满足顾客要求能力的一种度量指标。σ（标准差）越小，则“西格玛水平”越高，表示过程满足顾客要求的能力就越强；σ（标准差）越大，则“西格玛水平”越低，过程满足顾客要求的能力就越低。

六西格玛名称的具体由来还与摩托罗拉公司密切相关。当年摩托罗拉在进行大幅度的质量改进运动时，有一位名叫比尔·史密斯（Bill Smith）的工程师在研究制造缺陷和可靠度之间的关系时发现一个惊人的结论：需要在产品设计半个公差限范围内包含六倍标准差（6σ），才能从源头上确保产品不会发生缺陷！这个观点最终被整个公司所理解和采纳，并且将这场质量改进运动命名为六西格玛，而史密斯本人也因此被尊称为“六西格玛之父”。

6σ（即六西格玛）代表的是理想化的高质量水平，在考虑了平均值可能含有的1.5个σ的偏移后，半个公差限内可以包含6个σ，这时，每百万次机会中出现缺陷的个数只有3.4（相当于正态分布超过4.5个σ外的单侧概率）。图1—1是六西格玛统计含义的图形示意，其中LSL表示下规格限；USL表示上规格限；ppm表示百万分之。
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图1—1　六西格玛的统计原理释义

1.3.2　六西格玛工具的组成

从更广泛的意义上说，六西格玛是一种基于数据的决策方法，强调用数据说话，而不是凭直觉与经验行事，依靠可信的数据收集方式，采用统计方法进行决策，告诉管理者问题的症结所在。这一特性决定了六西格玛中的许多工具与方法直接或间接地来源于统计学理论。这一系列工具与方法在六西格玛管理思想的指引下，有机地结合成为一个系统工具箱，比传统的质量管理方法中应用的方法更敏捷、更具前瞻性。下面结合六西格玛改进模式中的五大阶段，代表性地介绍六西格玛的工具方法。

1．界定阶段常用工具

包括SIPOC图、立项说明书、KANO模型分析、QFD（质量功能展开）、COPQ（劣质成本分析）等。

2．测量阶段常用工具

包括流程图、MSA（测量系统分析）、过程能力分析、数据调查表、直方图、箱线图、散布图、时间序列图等。

3．分析阶段常用工具

包括帕累托（Pareto）图、因果图、假设检验、ANOVA（方差分析）、相关与回归分析、FMEA（失效模式及效应分析）、列联表卡方分析、多变异分析、多变量统计分析、可靠性统计分析、时间序列分析等。

4．改善阶段常用工具

包括脑力激荡法、TRIZ（创新方法与理论）、DOE（试验设计）、防差错措施等。

5．控制阶段常用工具

包括SPC（统计过程控制）、SOP（标准作业程序）、控制计划与项目报告等。

从上述介绍中可以看到很多统计学中的专业术语（用黑体字表示），这并不是一种巧合，而是六西格玛与统计学本质相通所导致的必然。这些相关的统计分析工具和其他的管理方法组成了行之有效的、具有强大解决问题及提高业务水平能力的六西格玛方法体系。而且越是需要高精度地量化解决问题，就越需要依赖统计方法。因为只有用严谨而合理的统计分析方法才能确保从收集数据直至依靠数据做出决策的全过程都是科学的，才能真正地发挥数据的作用。


1.4　MINITAB简介

值得一提的是，按传统的手工方式进行统计分析，往往费时费力，且结果误差较大、功能有限，令人信心大减。如果能借助准确易用的专业统计软件，效果就会大为改观。目前，MINITAB是全球公认的在质量改善及六西格玛市场上运用的主要统计软件。适用于六西格玛统计需求的软件还有几个，例如JMP，SPSS等，各软件的功能与使用方法虽各有特点且略有差别，但总体上说大同小异。本书以MINITAB软件为载体，展示计算机在统计计算及应用领域的强大功效，但所叙述的所有方法与结论都广泛地适用于各种类型的软件，读者很容易举一反三，将这些方法与结论应用于其他软件。

1972年，MINITAB软件诞生于美国宾夕法尼亚大学统计系，当时主要用于教学演示。20世纪90年代初起，MINITAB开始活跃在工业及商业领域，并且随着全球六西格玛管理浪潮的兴起而飞速发展。40多年来，MINITAB使用便捷、分析可靠的特点在商业界和学术界被广泛验证，不同国家、不同行业和不同规模的多家公司不约而同地选择了MINITAB。此外，它还被朱兰研究院、美国质量协会等世界顶级的顾问组织与机构不断推荐给需要提高质量的客户。2007年初，MINITAB推出其第15版R15，并首次推出中文版，这既为中国的广大用户带来了福音，又标志着MINITAB的发展进入了一个新的阶段。2010年6月，MINITAB又推出了第16版R16，它比R15增加了若干功能，但各项操作及输出结果都无很大变化。

MINITAB是一个全方位的统计软件包，它提供了普通统计学所涉及的所有功能，如描述性统计分析、假设检验、相关与回归、列联表和多元统计分析等，并包括了丰富的质量分析工具，如统计过程控制、试验设计、测量系统分析、可靠性分析和抽样验收等，这些内容都可以在软件中轻松实现。同时，MINITAB能够绘制箱线图、直方图、散点图、时间序列图、曲面图和概率分布图等20多类统计图形，生动形象地显示了数据分析的结果。

MINITAB了解众多企业存在的问题和挑战。通过完美地结合以人为本的操作平台和功能强大的后台支持，MINITAB使统计学在六西格玛中的应用如虎添翼，曾有用户亲切地称MINITAB软件为“非统计学者的统计软件”。本书中所有案例分析的计算都是在MINITABR16版（简体中文版）的环境下完成，并配有详细的操作说明。但考虑到广大用户使用英文版或使用MINITAB早期版本的需求，在所有操作中都用括号给出相应的英文界面，读者在使用非简体中文版时将同样方便快捷。


第2章
概率论基础知识

在现实世界中有两类现象：一种是确定性现象，另一种是随机性现象。所谓确定性现象是指在一定条件下可以完全预知结果的现象。例如，在标准大气压下，水100℃会沸腾；在地球上，物体下落会遵循自由落体定律；在天体运行规律上，日月食的发生完全可以精确预测，等等。所谓随机性现象是指不能完全准确预知其结果的现象。例如，掷硬币出现正面还是反面？下期彩票中奖号码是多少？明日股市指数会是多少？车床生产的下颗螺钉直径精确值是多少？对于标准块规长度的下次精确测量结果是多少？这些全都是事先未知的，这就是随机现象。

我们在研究客观世界中的随机现象时，一定要有清醒的认识。那就是，在任何情况下，个别随机现象是绝对不可预测的。例如，有些人声称可以预测下次彩票的中奖号码等，这是绝对不可能的。但大量随机现象将呈现明显的规律性。例如，假定生男生女的可能性相同，那么10000个新生儿中，男孩将会是多少？其数量的范围又如何？等等。这些是可以预测的。概率论所研究的就是大量随机现象的规律性。

本章介绍的是有关概率论的基本知识。由于概率论是一门内容非常丰富、应用非常广泛的学科，我们不可能介绍它的所有方面，实际上本章中将只介绍六西格玛管理所用到的有关基本内容。主要包括五部分：随机变量及其分布；随机变量的数字特征；常用的连续分布；常用的离散分布；中心极限定理。


2.1　随机变量及其分布

2.1.1　随机变量的概念

在同一组条件下，对某事物或现象所进行的观察或实验叫随机试验（experiment），把观察或实验的结果叫随机事件（event）。例如，抛掷一枚质地均匀的骰子就是一次试验，骰子落地，可能出现1点，2点，…，6点，或为奇数点或为偶数点，点数大于5，等等，这些就是一个个事件。这些事件在一次试验中可能出现也可能不出现，我们称之为随机事件。

如果随机试验的每种结果可以用一个数字作为其代表，则我们称此变量为随机变量（randomvariable）。例如掷骰子试验中，骰子落地，将可能出现的点数作为考察的变量X，则X就是一个随机变量。此随机变量可以取的值仅限于1～6这六个正整数。在此范围内，随机变量究竟在一次试验中会出现哪一个值，在试验前是完全不能确定的。通常的随机变量都具有这种性质和特点，即事先可以肯定取值的范围，但不能肯定具体的取值是多少。同样，在掷两颗骰子试验中，我们可以定义所掷两颗骰子“点数和”为一个随机变量Y，它的取值范围就是2～12的这些整数，投掷之前不知道此随机变量取值是几。当然，你也可以定义所掷两颗骰子“点数差（绝对值）”作为另一个随机变量Z，那么它的取值范围就将是0～5这六种结果。

概率论并不能确定一次试验下随机变量所取的值是多少，它所要研究的是随机变量所取之值的规律，即出现各种结果的可能性如何。例如，在掷骰子试验中，随机变量取1～6这六个整数的可能性全都相同，都是1/6。掷两颗骰子点数和的这个随机变量，取值范围是2～12的这些整数，但取这些值的可能性很不同，取值为7的可能远大于取值为2的可能。描述出现各种结果的可能性规律的就是分布律。

随机变量的取值有两种不同的类型。

第一种是离散型（discrete）随机变量。例如，检查一个产品是否合格，可能有“合格”及“不合格”两种结果，可以分别用0，1代表。例如，市场手机有A，B，C共三种，这里没有顺序可言，但可以分别以1，2，3代表。又如，车间产品分一等品、二等品及三等品；满意性分为“极不满”、“不满”、“尚可”、“满意”、“极满意”五等，这些是有顺序可言的。同样可以分别规定产品等级为1～3共三种，对于满意度可以规定为1～5共五类，等等。

另一种是连续型（continuous）随机变量。例如，自动车床生产的螺钉直径、长度，每台手机的发射功率，等等。这些随机变量的取值通常是某个实数区间，此区间可以是有限的，也可以是无限的。连续型随机变量的应用要比离散型随机变量广泛得多。

随机变量的两种数据类型不同，处理方法也不同。我们再看些例子。设X为某铸件上的缺陷点数，X可以取0，1，2，…可能值。因此，X是离散型随机变量。类似地，手机外壳透明显示框内包含的气泡数、布匹上的疵点数、车床一天内发生的故障次数、京津高速公路上的事故数等，都是取值为{0，1，2，3，…}的离散型随机变量。射击飞碟比赛，共发10枪，命中飞碟的次数也是离散型随机变量，其取值域为{0，1，2，…，10}。

再比如，设X为某品牌手机电池的寿命（单位：小时），则X是在［0，∞）上取值的连续型随机变量。类似地，PCB板上焊锡膏涂层厚度、硝酸铵化肥反应罐每天的产量等，都是在［0，∞）上取值的连续型随机变量。

2.1.2　随机变量分布的概念

随机变量通常用大写字母X，Y，Z等表示，随机变量的取值常用小写字母x，y，z等表示。我们已经知道，随机变量可以分为两类：连续型随机变量和离散型随机变量。

为了描述随机变量的分布规律，我们对这两种类型分别讲述。

2.1.2.1　离散型随机变量的分布律

对于离散型随机变量，我们可以将其所有可能的取值排列起来。例如，掷骰子试验中，将可能出现的点数这个随机变量记为X，则这就是一个离散型随机变量。此随机变量可以取的值xi是1～6这六个整数。由于取这六个数的概率全相等，都是1/6，因此分布律可以写成下列形式（见表2—1）：

表2—1　掷1颗骰子点数分布律表
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在掷2颗骰子的试验中，将可能出现的点数和这个随机变量记为Y，则此离散型随机变量可以取的值yi是2～12这11个整数。由于取这11个数的概率不全相等，因此要把取每个不同值的概率分别写出，因此分布律可以写成下列形式（见表2—2）：

表2—2　掷2颗骰子“点数和”Y的分布律表
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一般说来，我们可以先将离散随机变量所有可能的取值，沿水平方向排成一行，在每个值的下方列出随机变量取此值的可能性，这个表就称为离散型随机变量的分布律。当然，这里所有列出的概率一定是非负数，而且所有这些概率之和应恰好为1。

我们再看几个离散型随机变量分布律的例子。

例2—1

在M电子公司生产的简易二极管中，按质量等级可分为5级，其中1级最差，5级最好。现统计了今年1月份生产的二极管质量各种等级所占比率（见表2—3）。

表2—3　质量等级分布状况表
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为了直观显示概率分布的状况，我们可以画出分布律图。在研究二极管质量等级分布状况的例子中，记X为任意抽取一个二极管的质量等级数，则X是个以表2—3为分布律的离散型随机变量。图2—1就是二极管质量等级的概率分布律图。
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图2—1　质量等级分布律图

由于画出概率分布律图非常重要，在很多计算机软件中，都可以直接画出离散随机变量的分布律图来。例如，用MINITAB软件，先形成一个离散分布律的数据表，如图2—2所示。
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图2—2　离散分布律输入数据表

在图2—3中介绍了画图的具体过程：从“图形＞概率分布图（Graph＞Distribution）”进入，选“单一视图（Simple）”，然后在各种分布中选“离散（Discrete）”，指定“值在（value）”为“等级”，指定“概率在（probability）”为“P”，则计算机可以直接画出如图2—4所示形状的分布图。

[image: alt]

图2—3　画离散概率分布律图的MINITAB操作流程
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图2—4　质量等级分布律图

还有另一种方法可以画离散型的分布律图。

如图2—5所示。从“图形＞散点图（Graph＞Scatterplot）”窗口进入，选“简单（Simple）”，出现如图2—5所示的界面。再以“P”为纵坐标，以“等级”为横坐标，则可以画出散点图，再在“数据视图（Data View）”选项中在原来已有的“符号（symbols）”的基础上，加选“投影线（Project Line）”项，则可以画出在每个点的下方带投影线的图（见图2—6）。

[image: alt]

图2—5　画柱状图的MINITAB操作流程
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图2—6　质量等级分布律图（柱状图）

2.1.2.2　连续型随机变量的分布

我们平时都有直方图的概念，对它的详细介绍将在第3章给出。例如，对收集到的1213名成年男子身高数据绘制出频数直方图，如图2—7所示。频数直方图可以清楚地显示出在不同取值处，取值可能性的大小状况，身高在162cm～174cm的人比别的身高人数要多很多。但要注意，这里画的只是频数直方图。直方图的纵坐标可能是频数，也可能是频率，观测值的个数发生变化，或区间的划分方法发生变化时，纵坐标就会发生变化。我们可以这样设想，当数据个数很多、组距很小、组数很多时，连接直方图中每个矩形上边中点的折线就接近一条光滑的曲线了，图2—7给出了这样的描述。
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图2—7　中国成年男子身高抽样分布图

随着数据的不断增加，频率趋于稳定，频率的稳定值就是概率。如果要求整个曲线下方的面积恰好为1，则这条曲线就称为概率密度曲线，此密度函数就是概率密度函数（probability density function，pdf），如图2—8所示。
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图2—8　中国成年男子身高（单位：cm）概率密度分布图

请注意比较一下，在图2—7与图2—8中，两条曲线形状完全相同，但二者的纵坐标是不相同的。图2—7中，纵坐标高度与观测值总个数及身高间隔的划分都有关系，但图2—8则不然，光滑曲线下方的面积固定为1，它的曲线高度与抽样人数及间隔的划分都无关。可是，对于概率密度曲线而言，它仍然与选用单位有关。例如，在图2—8中，身高的单位是厘米，其密度的最大值大约是0.07，如果我们把身高的单位换成米（厘米的100倍），则其密度的最大值也要扩大100倍，大约是7，如图2—9所示。也就是说，密度是有量纲的，它的量纲是1/［X］。
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图2—9　中国成年男子身高（单位：m）概率密度分布图

概率密度函数是描述连续随机变量分布的最重要和最基本的工具。概率密度函数应该有什么特点呢？如果p（x）是连续随机变量X的概率密度函数，则p（x）应该满足下列条件：

p（x）≥0，概率密度函数肯定为非负数。
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这就是说，概率密度函数曲线与横轴所围成的面积永远为1。
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这就是说，随机变量落入［a，b］的概率就等于密度函数曲线在［a，b］上的积分。其含义如图2—10所示。

[image: alt]

图2—10　事件的概率与概率密度分布的关系图

这样一来，就看到概率密度函数的重要性。因为如果我们得到了概率密度函数，就可以直接求出随机变量落在任意一个范围内的概率。这一点在今后的统计计算中起了关键的作用。


2.2　随机变量的数字特征

如果已经知道了随机变量的分布，那么我们对于随机变量取值的状况就已经有了规律性的了解。但是，概率分布是个函数，要想抓住一个函数的状况是很不容易的。比如公司领导问你：“昨日深市A股状况如何？”你说：“我这里有股市日报，昨日所有几千份A股的价格全在里面列出了。”这样的回答当然不能令人满意。你至少要说“昨日深A指数是12789，比前天上涨了0.38％”，等等。换言之，你总要把一大堆数字归纳成几个特别有代表性的数字，用以代表总的状况。又例如，你在自由市场上买了一堆河虾，你可以说：“这些河虾平均每斤50只，个头虽不大，但还算整齐。”这里就是至少提供了两方面的信息：平均值如何，分散程度如何。从统计学的理论描述上来讲，这就是“平均值”和“方差”两个基本概念。当然，描述平均状况和分散状况的量还不止这两个，以后还会陆续介绍。

2.2.1　随机变量的均值

随机变量最重要的特征就是平均值（mean）。用E（X）来代表随机变量X的数学期望或平均值，有时也可以简化用单一的希腊字母μ来表示。平均值有时也简称为均值。对于离散型或连续型随机变量，E（X）的定义很不相同。下面分别讲述。

2.2.1.1　离散型随机变量的均值

我们先举一个例子说明究竟应该怎样计算平均值。假设一个班，在数学考试中，考试成绩如下（这里为了集中精力思考概念，例子已作了简化）。

例2—2

A班数学期末考试成绩如表2—4所示。求全班数学考试平均值。

表2—4　A班数学期末考试成绩表
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显然，我们不能简单地将分数60，70，80，90，100平均起来，得到80。我们一定要考虑得此分数的人数。因此，平均值应该为：

μ＝（60×30＋70×60＋80×80＋90×20＋100×10）/200＝76

如果我们先将分母分别放入括号中的每一项，也就是先计算出每种得分所占的比率，则可以根据算术中的分配律将上述算法换成另一种等价算法：

μ＝60×0.15＋70×0.3＋80×0.4＋90×0.10＋100×0.05＝76




这两种算法结果当然应该相同，但是后一种计算方法有更明确的概率的含义。也就是说，只要将所取的值与取此值的比率相乘再相加，就可以得到平均值。利用与此相似的方法就可以得到随机变量的平均值。比如，离散型随机变量X的分布如表2—5所给定。

表2—5　质量等级的分布律表
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例2—3（续例2—1）

质量等级的分布律在表2—5中列出。求平均质量等级。

由于此表中的第一行列出的是随机变量所取的值，第二行列出的是随机变量取此值相对应的概率。因此容易想到，平均质量等级应该是：

μ＝1×0.1＋2×0.2＋3×0.3＋4×0.3＋5×0.1＝3.1

根据上例的启发，我们就可以得到一般的离散型随机变量的平均值的概念。

设一般离散型随机变量X的分布律为表2—6：

表2—6　一般离散型随机变量分布律表
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我们用μ表示随机变量的均值，则为：

[image: alt]

如果随机变量仅取有限个值，则式（2—3）的表达式中的求和只有有限项。如果随机变量取无限个不同的值，则式（2—3）的表达式中可能有无限项，这就成了无限项求和的问题。严格说来，我们当然至少得要求此求和是“收敛”的。如果求和不收敛，则均值就不存在。由于不“收敛”的情况是很罕见的，我们在此不详细讨论，我们总假定均值是存在的。

从物理意义上看，平均值相当于质心的位置。比如，在一根水平横放的细棒上，在位置x1处，放着比率p1的质量；在位置x2处，放着比率p2的质量；…，如图2—11所示。
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图2—11　离散型随机变量均值示意图

那么，整个系统的质心的位置，就应该是μ所在的位置。

2.2.1.2　连续型随机变量的期望值

对于连续型随机变量的分布，我们可以用分布密度p（x）（或f（x））来表示。如果分布密度的图形已经给定，可以仿照离散型随机变量求质心的思想给出均值的定义。我们设想以分布密度曲线作为上边界，横轴作为下边界，这样形成一块薄板。如何求这块薄板的质心呢？图2—12就是连续型随机变量的均值作为质心的示意图。
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图2—12　连续型随机变量的均值μ示意图

由高等数学的公式可以得知，全部面积应该为：[image: alt]；全部质量矩应该为：[image: alt]，因此质心的横坐标为：
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最后一个等式的成立是由于我们总假定分母上的图形总面积为1，因此可以容易理解连续型随机变量的平均值的定义：
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换言之，随机变量的均值就是该密度图形质心的横坐标。

很显然，如果分布是对称的，则均值一定正好是分布的对称中心。如果分布非对称，则要针对具体的分布具体计算之。通常说来，计算均值是件不容易的事，可是对于非专业的统计工作者而言，计算均值的过程并不重要，而对于均值概念的深入理解才是最重要的。本章2.3节和2.4节将给出常用的一些分布的均值数值公式供大家参考使用。

这里还要给出计算平均值的一种推广形式。

例2—4

航班每次飞行坠机概率为十万分之一，每位乘客保费为20元，死亡赔付金额为40万元。问保险公司从每位顾客手中平均获取多大利润？

解　记随机变量X为事故发生指示变量：当飞行平安时，X＝0；当飞行出事故时，X＝1。

由所给条件可知，P{X＝1}＝0.00001，P{X＝0}＝0.99999。随机变量X的分布律在表2—7中的前两行给出。

表2—7　保险公司航空保险事故分布律与赔付表
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我们要讨论的不是发生事故的可能性问题，而是保费问题。投保时，乘客交一定保费，当未出事故时，乘客保费归保险公司所有，一旦发生事故，则保险公司要按约定好的保险额予以理赔。保险公司有时赚有时赔，那么平均说来，保险公司在每个客户身上的平均获益是多少呢？设Y为保险公司收益，无事故为20元，有事故为（20－400000）元，因此平均收益为：

E（Y）＝20×0.99999＋（20－400000）×0.00001＝16

这里我们用E（Y）代表对于Y求期望（expectation），它的真实含义就是求平均。在本例中，E（Y）＝16，换言之，保险公司在每个客户身上的平均获益是16元。扣除相关费用，它的利润绝对是非常可观的。

一般说来，对于随机变量X的某个函数Y＝g（X），求Y的期望值时，可以对于每个Y的取值按X的取值概率求其平均值。

根据上面这条性质，可以很容易地得到下列常用公式（式中，a，b都是普通常数）：

1．E（aX＋b）＝aE（X）＋b

2．E（aX1＋bX2）＝aE（X1）＋bE（X2）

这两条性质是普遍成立的，不需要任何关于独立性及分布方面的条件。

2.2.2　随机变量的方差

对于一个随机变量的分析，了解其均值当然是重要的。但仅知道均值是远远不够的。“一个社区内每户平均月收入为3000元”是否说明该社区内收入状况不错了呢？那要看各户收入之间的差别波动大不大。为了度量这种波动，可以有多种计算方法。计算出随机变量的方差（variance）是最重要的一种。我们参看图2—13，了解一下不同分散程度的图形。
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图2—13　两个分布的分散程度比较

这个图中的两个分布中，均值是相同的，都是10。它们的差别是分散程度不同。很明显，图形较“瘦”的表示分散程度较小；图形较“胖”的表示分散程度较大。我们用V（X）或σ2表示随机变量X的方差（也有书籍用记号Var（X）或D（X）表示随机变量X的方差），它的定义是随机变量与其均值之差的平方的平均值。用数学公式来写就是下述公式：
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很明显，不论随机变量X的取值比μ大，还是比μ小，由于（X－μ）2的取值都会是正数，X取值偏离μ越远，则（X－μ）2的取值会越大。因此可以看出，如果数据越分散，则V（X）的值会越大。因此，方差代表的量就是随机变量分散的程度。比如，从天然河流中钓来的鱼和从农贸市场上买来的鱼的最主要差别是什么呢？区别不在于鱼的平均长度如何，而是钓来的鱼的长度之方差会远比买来的鱼的长度的方差大得多；解放军仪仗队士兵为了显示雄壮有力，其身高一定要平均值较大，而身高的方差要较小。

方差的物理意义也是很明显的，随机变量的均值是该密度图形质心的横坐标，方差则代表该密度图形绕质心的转动惯量。比如在图2—13中，很明显，较“瘦”的图形绕质心旋转启动或制动旋转都会比较容易，较“胖”的图形绕质心旋转启动或制动旋转都会比较困难。这正是“转动惯量”的含义。方差越大，代表数据越分散；方差越小，代表数据越集中。

但方差有个先天性缺点。大家知道，均值的量纲与原随机变量X的量纲［X］是一致的；而方差的量纲则是X量纲的平方，即为［X］2，这使得理解起来不够直观。为此我们引入标准差（standard deviation）的概念，它常用希腊字母σ（读音为“西格玛”）表示。由此可知：
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以上给出的计算随机变量方差公式对于连续型或离散型随机变量都是相同的，但具体求法却不完全相同。对于计算方差公式（2—5），具体化为离散型随机变量时则为：
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对于计算方差公式（2—5），具体化为连续型随机变量时则为：
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例2—5（续例2—1）

质量等级的方差计算。在例2—3中，已经知道平均质量等级为μ＝3.1，因此根据式（2—7）可得
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根据式（2—6）可得

σ＝1.1358

对于连续型随机变量，计算方差通常都要用定积分进行。这些计算通常都很复杂，统计工作者早已帮我们计算好，我们不必过问计算过程，只要明白其概念就够。下面我们用正态分布加以解释。

中国成年男子身高（单位：cm）的分布如图2—14所示。
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图2—14　中国成年男子身高分布密度曲线及标准差示意图

正态分布的密度曲线是钟形的，最中间是对称中心的均值位置，曲线的两端是下凸的（凹的），中心段部分是上凸的，在凹与凸的交界处有个转折点，称为拐点。拐点到中心线的距离就是标准差σ。很明显，与方差的概念完全一致，标准差越大，代表数据越分散；标准差越小，代表数据越集中。

其他分布的方差的计算比较复杂，我们这里不准备给出。下面的两节介绍常用分布时将给出它们的均值和方差公式。

方差是度量随机变量分散程度的最有力的工具。我们常用到它们的一些性质。从方差的概念，很容易得到下列常用性质（式中，a，b都是普通常数）：

（1）V（C）＝0（任意常数的方差是0）

（2）V（aX）＝a2V（X）（随机变量增大为a倍时，其方差将增大为a2倍）

（3）V（aX＋b）＝a2V（X）

（4）在X1与X2相互独立时：

V（X1＋X2）＝V（X1）＋V（X2）

V（X1－X2）＝V（X1）＋V（X2）

即两个相互独立的随机变量，其和（或差）的方差是二者方差之和。更一般的公式是：

（5）
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这里我们未加解释就引用了两个随机变量相互独立的概念。对于随机变量独立性概念我们只要考虑到：对于第一个随机变量X的任意取值都不会影响第二个随机变量Y的取值时，则称两个随机变量是相互独立的。上述性质4说明了独立随机变量间方差关系式，这在后面会多次用到。

（6）如果有多个随机变量X1，X2，…，Xn，它们相互独立，且各方差都相等（记为σ2），则
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2.2.3　随机变量的偏度与峰度

只用反映位置状况和离散程度的参数来描述随机变量的分布仍然不够完善。如果能增加有反映随机变量分布形状的参数配合前两者，将更能完整地呈现随机变量分布的特性。偏度和峰度是最常用的两个度量数据分布形状的参数。

2.2.3.1　偏度

偏度（skewness）是对随机变量分布不对称性的度量，用βs表示。其计算公式为：
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式中，μ为分布的均值；σ为分布的标准差。

它的含义是：当分布完全对称时，则βs＝0。正态分布对称，当然它的偏度就为0（见图2—15B）；反之，βs＝0时，分布并不一定对称，但一般说有某种对称性。当βs＞0时，分布称为正偏（也称右偏），它的分布中高于均值的“尾”部向右侧延伸严重（见图2—15C），当βs＜0时，分布称为负偏（也称左偏），它的分布中低于均值的“尾”部向左侧延伸严重（见图2—15A）。负偏分布在实际工作中很少出现，而大多数偏态分布都是正偏的。正偏分布常见于寿命分布、社会状况（收入、住房等）、水文气象（年最高气温、雨量、水位、风速、波高）等领域内的数量分布。
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图2—15　偏度示意图

2.2.3.2　峰度

峰度（kurtosis）度量随机变量分布中间部分的陡峭程度及两端尾部的厚重程度，也可以简单地当作分布平坦性的度量，用βk表示，计算公式为：
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式中，μ为分布的均值；σ为分布的标准差。

我们理解峰度含义的时候，一定要注意，比较两个分布的峰度时，一定要让它们二者有相同的均值和相同的方差，否则比较的不是峰度而常常变成比较方差了。可以参考图2—16，各分布都有相同的均值及方差。当数据为正态分布时，其峰度为0。正峰度表示数据分布比正态分布中间顶峰更峭、两尾更重；负峰度表示数据分布中间比正态分布顶峰更平、两尾更轻。负峰度常在均匀分布类型或多个不同均值的混合正态总体中出现。
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图2—16　峰度示意图

2.2.4　随机变量的累积分布函数及分位数概念

对于随机变量的数字特征，除了常用的均值及方差之外还有很多。为了将来计算这些数字特征，也为了计算随机变量取值的概率，有必要先引入累积分布函数的概念。

2.2.4.1　随机变量的累积分布函数

我们以连续随机变量为例。当分布密度p（x）给定之后，我们可以直观看到随机变量取值的规律，看到哪个部分概率大，哪个部分概率小。但是如果我们真的要求出落入某范围内的概率，则要用定积分求出面积才行。一般说来，求积分是很困难的，有些甚至是不可能的（例如，正态概率密度的积分就得不出普通的初等函数）。为了能顺利计算出落入任意一个区间的概率，我们引入累积分布函数概念，这就使计算概率的工作变得非常简单。

我们用F（x）代表累积分布函数（cumulative distribution function，简记为cdf）或简称为分布函数。对于任意指定的x值，累积分布函数F（x）代表随机变量落入其左方的概率，它的含义如图2—17阴影部分所示。
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图2—17　累积分布函数示意图

从累积分布函数的定义可以看出下列性质：

（1）当x趋于负无穷时，F（x）趋于0；当x趋于正无穷时，F（x）趋于1。

（2）x逐渐增长时，F（x）也会逐渐增长，至少不会减小。

（3）落入区间［a，b］的概率，可以用公式来计算：
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用图形来显示概率，如在图2—18中，图中阴影部分的面积就是随机变量落入此区间的概率。因此，如果已知累积分布函数时，则计算落入［a，b］区间的概率，可以用F（b）与F（a）之差直接求得，即要学会使用式（2—14）的前半段：

P{a≤X≤b}＝F（b）－F（a）
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图2—18　随机变量在指定区间内取值的概率计算示意图

其示意图见图2—18。

在上述图形中，容易看出式（2—14）的下面两种特例情况：

1）当a为负无穷时，由于F（a）＝0，P{X≤b}＝F（b）。

2）当b为正无穷时，P{X≥a}＝1－F（a）。

F（a）的计算通常要用计算机来完成。其一般计算方法是：从“计算＞概率分布（Calc＞Probability Distributions）”入口，选中相应的分布后，在其后面列出了三个选择：“概率密度（Probability density）”、“累积概率（Cumulative probability）”及“逆累积概率（Inverse cumulative probability）”，计算累积概率时选择中间一个（也是默认的选择）；输入一个或多个常数x后，即可以得到对应这些x的F（x）。

例2—6

中国成年男子身高均值为168cm，标准差为5.5cm。试计算：

（1）身高小于160cm的概率。

（2）身高大于180cm的概率。

（3）身高介于160cm～180cm的概率。

解　用MINITAB软件，因为本例牵涉到160和180两个数，可以先在空白工作表上取一列，并命名为H（见图2—19）。
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图2—19　概率计算数据输入输出表

从“计算＞概率分布＞正态（Calc＞Probability＞Normal）”入口，选中“累积分布（Cumulative Distribution）”，同时设定“均值（mean）”为168，设定“标准差（Std Dev）”为5.5，同时设定自变量为“输入列（Input Column）”记为H；设定计算结果为“可选存储（Output Column）”记为P，则可以用MINITAB直接计算出概率，并且将结果存在原数据表中的P列内。对于例2—6，从上述窗口进入后可以看到下列对话窗口，当把相应信息填入后，则会得到下列界面（概率的计算结果已列在图2—19内）（见图2—20）：
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图2—20　概率计算数据操作窗口图

如果只计算单个值的累积概率，可以从“输入常量（Input Constant）”处填写单个x，对于“可选存储（Optional Storage）”通常不选（这时输出结果只在运行窗口中出现）。如果需要将结果存起来，也可以选定一个命名单元。但要注意：单个常数在MINITAB存储中，自己可以选择名称，但由于规定C开头的字母代表一个列，M开头的字母代表一个矩阵，因此要用其他字母例如A1，B3或K18等。对于选定命名单元者，计算机将按指定命名存入内存，以后可以用此命名参加计算。如果想将它显示出来，可以从“数据＞显示数据（Data＞Display Data）”入口，指定名称后，就能将其显示出来。

对例2—6中三个问题的回答结果是：

（1）身高小于160cm的概率。图2—19中第一行已列出。

P{X≤160}＝0.0729

（2）身高高于180cm的概率。

身高小于180cm的概率，图2—19中第二行已列出，因此

P{X≥180}＝1－P{X≤180}＝1－0.9854＝0.0146

（3）身高介于160cm～180cm的概率。

P{160≤X≤180}＝F（180）－F（160）＝0.9854－0.0729＝0.9125

2.2.4.2　随机变量的分位数

在实际工作中，常听说“长江三峡大坝可以抵御长江百年一遇的洪水”。那么“百年一遇”是什么意思呢？有人说：“这很简单，将100年的水位记录下来，最大的水位就是百年一遇水位。”可是这就有个理论上的矛盾，如果有连续两个“百年水位记录”，它们这两组数的最大值不一样（很可能这样），那又该认定哪个值呢？如果有连续十个“百年水位记录”，它们这十组数都各自有自己“百年一遇”值（即各自的最大值），那么又从哪里能得到“千年一遇”值呢？看来这样规定是有毛病的。

如果得到年最高水位X的分布函数，取这样的一个数：随机变量X的取值比它大的概率正好是1/100时，则此数被称为“百年一遇”值。更一般的说法是：随机变量X的取值比它大的概率正好是1/T时，则此数称为“T年一遇”值。

一般来说，对于随机变量X，如果数值xp可以满足下式：
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则称xp为随机变量X的p分位数。例如：

P{X≤x0.1}＝0.1

x0.1就是随机变量X的0.1分位数。按照这样的规定，可以很清楚地得知，“百年一遇”值就是年最高水位分布的0.99分位数，即x0.99，此数也常称为右侧0.01分位数。同样可以得知，“千年一遇”值就是年最高水位分布的0.999分位数，即x0.999；“二十年一遇”值就是年最高水位分布的右侧概率恰好为1/20，即0.95分位数x0.95；“十年一遇”值就是年最高水位分布的右侧概率恰好为1/10，即0.90分位数x0.9。

求随机变量X的p分位数xp的工作很重要。其一般计算方法是：从“计算＞概率分布（Calc＞Probability Distributions）”入口，选中相应的分布后，在其后面列出了三个选择：“概率密度（Probability density）”、“累积概率（Cumulative probability）”及“逆累积概率（Inverse cumulative probability）”，计算分位数时选择最后一个：“逆累积概率（Inverse cumulative probability）”，输入常数p，即可以得到随机变量X的p分位数。

对于正态分布及其导出的T分布、F分布、卡方分布等的分位数计算见本书第4章；对于有关寿命分布的分位数计算请参见本书的姐妹篇《基于MINITAB的现代实用统计》中关于可靠性的有关章节。

2.2.4.3　随机变量的中位数

如果p取为0.5，此数特别重要，x0.5称为中位数，常用m表示。其含义是随机变量X取值中，有一半比m要小，另一半比m要大。画成图（见图2—21），则可以看到，它位于恰好将全部概率分为两半的位置。显然中位数与平均值是两个不同的概念。如果分布图形如图2—21这样，大尾巴在右边，大头在左侧（以后可知这叫“正偏分布”），从重心的概念出发，很容易知道“中位数肯定要比均值小些”。如果分布基本对称，中位数则应该与均值相等。
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图2—21　连续分布的均值与中位数

为什么一定会有这样的结论呢？初中物理告诉我们物体重心的概念。如果一根电线杆，悬线可以确定其重心的位置（见图2—22），如果用锯沿重心点切开，左右两半的重量相等吗？

[image: alt]

图2—22　非对称物体重心图

观察图2—22，由于右半较细，右半段的重心离总重心一定比左半段的重心离总重心稍远些，而由于左右两段的力矩即“力乘力臂”是相等的，因此可以断定，左侧一定会稍重些。由此可以得知，对于图2—21内的正偏分布的图形，必然可以得到下列结论：中位数m一定在均值μ的左方。

什么情况下用均值作为位置状况的代表，什么情况下用中位数作为位置状况的代表好呢？当然，在分布基本对称的时候，二者相差不大，用哪个都无所谓。但是如果明知分布偏斜很严重，那该如何选择呢？事实上，由于偏斜严重，平均值将会受到尾部数据的强烈影响，因此它的代表性会很差。例如，中国某特大城市，全体有户口的居民平均住房面积达到30平方米／每人，这个结果有代表性吗？按一般规律，住房面积和工资收入等社会指标一样，其分布是严重正偏的。按照“有户口才被统计”的办法，有钱人虽然其人数不算很多，他们的居住面积远远超出大多数人，这些人即使不是该城市长期居民，但他们有“蓝印户口”因而居住面积被统计在内；而非常贫困的住户，像大量的农民工朋友，他们因没有常住户口而根本未统计在内，这样一来，“有户口的居民平均住房面积”就失去了代表性，而“本市所有居民住房面积的中位数”的代表性将会好得多。

2.2.4.4　随机变量的四分位数及四分位数间距

如果p取为0.25或0.75，相当于把整个范围按概率分为相等的四部分，这样的数称为四分位数（quantile），这两个数也很重要：x0.25称为下四分位数（lower quantile，LQ）或第一四分位数（first quantile，Q1）；x0.75称为上四分位数（upper quantile，UQ）或第三四分位数（third quantile，Q3）。这两个四分位数连同中位数，都是度量随机变量的位置状况的，它们的含义在图2—23中予以显示。其中LQ与UQ所界定的范围内，将包含约一半的数据，常用来表示数据的主体部分。
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图2—23　四分位数示意图

两个四分位数之间的距离是描述随机变量离散状况的非常重要的参数。它称为四分位间距（inter quantile range，IQR），它的定义就是：
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不论分布状况如何不规则或偏斜，IQR总能代表位于中间部位的一半数据的变动范围，因此它的大小可以代表分布的分散程度：IQR越大，则随机变量分布越分散。这个参数对于各种分布（特别是非正态或非对称分布）的应用是很广泛的。


2.3　常用的连续分布

在六西格玛管理中，最常用的连续型分布有：

（1）正态分布（normal distribution）

（2）均匀分布（uniform distribution）

（3）指数分布（exponential distribution）

（4）对数正态分布（lognormal distribution）

（5）威布尔分布（Weibull distribution）

此外，还有很多分布在管理、经济、社会、卫生、教育等领域有广泛应用，MINIT-AB为此提供了全面选择的机会。总共包括下列这些：

（6）三角形分布（triangular distribution）

（7）Beta分布（beta distribution）

（8）Cauchy分布（Cauchy distribution）

（9）Gamma分布（Gamma distribution）

（10）Laplace分布（Laplace distribution）

（11）Logistic分布（Logistic distribution）

（12）对数Logistic分布（Loglogistic distribution）

（13）最大极值分布（largest extreme distribution）

（14）最小极值分布（smallest extreme distribution）

在统计推断中还有三种连续型分布极其重要，但是它们本身并没有太多的直接应用。由于这三种分布都是在正态分布的假定下推导出来的，因此它们常被称为是“导出分布”，这里有：T分布、F分布以及卡方（Chi-Square）分布。对这三种分布将在第4章中作详细介绍，本章就不再赘述，只在表2—10中一并列出。

以下分小节予以介绍。

2.3.1　正态分布

质量管理中最常遇到的连续分布是正态分布，很多质量特性X都可以用正态分布来描述其取值的规律性。数学理论上可以证明，如果某项指标受到很多项随机因素的干扰，而每项干扰都很小的话，则所有干扰影响的综合结果将导致此项指标的分布为正态分布。事实上，很多生产过程的最终指标都具有这种特点，因此相当多的随机变量本身都应该是正态分布。但也有些随机变量就不是这样，例如“寿命”的形成就不是这样的机理，所以绝大多数的寿命都是严重的正偏分布（右边尾部会很长），所以可靠性分析中的常用分布就是另外一类了。

一般正态分布的概率密度函数为：
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正态分布又称高斯（Gauss）分布，虽然早在18世纪及以前有很多学者已经知道这种分布的样子，但它是由德国数学家高斯于1809年正式给出了表达式的。为了纪念高斯的伟大贡献，在德国10马克的钞票上不但印上了高斯的头像，而且把正态密度曲线连同式（2—17）印在钞票的正面（见图2—24）。
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图2—24　德国10马克钞票正面图

在这里我们约定，式（2—17）密度表达式中竖线后面的几个字母代表此分布的相应参数，例如正态分布就有μ及σ2两个参数。其概率密度函数曲线可形象地描述为“中间高、两边低、左右对称、延伸到无穷”的钟形曲线，如图2—25所示。
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图2—25　一般正态分布概率密度图

一般正态分布用符号N（μ，σ2）表示，其中，μ是正态分布的均值，给出了正态分布的中心，X在μ附近取值的机会较大。σ2是正态分布的方差，σ＞0是正态分布的标准差，它代表数据的分散状况。μ取值的不同，反映的是位置的不同，后面的图（见图2—28）中显示的是N（1，1）及N（3，1）的密度图。在MINITABR15中增加了绘制总体密度图的功能，我们可以充分利用。

[image: alt]

图2—28　均值不等但方差相等的正态曲线比较图

从“图形＞概率分布图（Graph＞Probability Distribution Plot）”入口，选中“不同参数（Vary Parameter）”，其操作示意参见图2—26。

[image: alt]

图2—26　同时显示多条概率密度图

这时将跳出分布类型的选择窗（参见图2—27），选择“正态（Normal）”。填写有关参数，并选择“确定”后，则可以在同一张图中显示出两条均值不等、方差相等的正态曲线（见图2—28）。
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图2—27　选定分布并要求重叠显示操作图

用几乎相同的操作，可以绘制出均值相等（都为5）但方差不等（σ＝1，σ＝2及σ＝3）的正态曲线比较图（见图2—29）。
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图2—29　均值相等但方差不等的正态曲线比较图

我们把μ＝0且σ＝1的特殊正态分布称为标准正态分布（standard normal distribution），记为N（0，1）。它在统计理论中有着关键的地位（见图2—30）。
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图2—30　标准正态分布密度曲线图

更详细的结果是这样的：
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对于一般正态分布概率计算依赖于下列重要的公式：

设X的分布是正态分布N（μ，σ2），即X～N（μ，σ2），令
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则Z～N（0，1）。我们称Z为X所对应的“Z值”（即标准化正态值）。其示意图见图2—31。
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图2—31　一般正态分布的标准化示意图

由于正态分布的密度积分不能表达为一般的公式，计算起来就非常困难，因此式（2—18）就是计算一般正态分布概率必须熟练掌握的工具，但在计算机软件发达的今天，我们可以直接计算一般正态分布概率之值，不一定要用此公式，但它的概念仍非常重要，尤其在六西格玛管理中，它就是我们通常使用的Z值。

与Z值相联系的分布就是标准正态分布函数表。在本书的附表1中就给出了它们的数值。有关正态概率的计算，读者可以直接查表求得，也可以使用计算机软件来进行。

例2—7（续例2—6）

中国成年男子身高均值为168cm，标准差为5.5cm。试计算：

（1）身高小于160cm的概率。

（2）身高高于180cm的概率。

（3）身高介于160cm～180cm的概率。

解　在例2—6中，给出了用计算机软件计算的方法。下面用手算的方法，这将使我们对正态分布的性质有更深入的理解。

（1）身高小于160cm的概率：
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（2）身高高于180cm的概率：
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（3）身高介于160cm～180cm的概率：
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这里与原来用计算机直接计算结果0.9121有些差别，原因是我们在除法时有舍入误差，将-1.4545舍为-1.45以及将2.1818舍为2.18都造成了查表的误差，致使最后结果也有了微小的误差。这说明直接用软件计算既方便又准确。

正态分布有很多很有用的性质，例如，两个正态分布随机变量之和一定也是正态分布。具体说来：

（1）如果X～N（μ1，[image: alt]），Y～N（μ2，[image: alt]），而且二者独立，则
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（2）如果X～N（μ1，[image: alt]），Y～N（μ2，[image: alt]），且已知二者相关，相关系数为ρ，则
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可以看出式（2—20）比式（2—19）意义更广泛：当X与Y相互独立时，当然二者不相关（反之不对，对于一般的二元随机分布，不相关不能保证独立；但对于正态分布，独立与不相关是一回事），因此，ρ＝0，式（2—20）就自动变为式（2—19）。

（3）如果X～N（μ1，[image: alt]），Y～N（μ2，[image: alt]），二者相关，相关系数为ρ，设a，b为任意常数，则
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特别地，如果X与Y相互独立，则
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其实，式（2—22）可以推广到更多的随机变量情况。在多个随机变量情况下，下面的结果最常用：

（4）如果X1，X2，…，Xn相互独立，且分布都是N（μ，σ2），则
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2.3.2　均匀分布

如果连续型随机变量X落入区间（a，b）间的概率密度为常数，则称X在区间（a，b）上服从均匀分布，记为X～U（a，b），其密度函数见式（2—25），其密度图形如图2—32所示。
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图2—32　均匀分布密度图

例如，一只轮子上，原来标有水平箭头（见图2—33左），飞快旋转中突然让它停转，原来的水平箭头线会停留何处（见图2—33右）？如果记它旋转了的角度为X（以弧度为单位），则X是在［0，2π］上的均匀分布，其密度函数见式（2—26）。
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图2—33　轮子旋转形成均匀分布密度图
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又比如，在将计算过程中的中间结果进行四舍五入取整时，有的数因此而变大些，有些则变小些，其舍入误差是在区间［-0.5，0.5］上的均匀分布；在将计算中间结果进行四舍五入保留一位小数时，其舍入误差是区间［-0.05，0.05］上的均匀分布。

均匀分布U（a，b）的均值、方差分别为：
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2.3.3　指数分布

指数分布是一种常见的连续分布，它在研究寿命分布方面有特别重要的意义。其概率密度函数为：
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此式还有另一种形式：
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其分布密度曲线如图2—34所示。
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图2—34　指数分布密度图

密度为式（2—28）或式（2—29）的随机变量X称为服从指数分布。容易看出这两个公式其实是一回事，只要令λ＝1/b就行了（当然这里λ，b都必须是正数）。这两种表达方式各有其物理意义。指数分布中的参数写为式（2—29）中的λ，它代表瞬时失效率，也就是一个元器件今日尚在工作，明日突然失效的概率。例如已知某电视机瞬时失效率为λ＝0.0001／天（瞬时失效率的量纲是时间倒数），表示此电视机今日尚在工作，明日失效的概率为万分之一（以天为时间单位）。指数分布中的参数写为式（2—28）中的b，它称为“尺度参数”。数学上可以证明：如果瞬时失效率永远不变而保持常数λ时，则此元器件寿命一定是服从指数分布。若记其平均寿命μ，则有下列公式：b＝μ＝1/λ，就是说b的含义是平均寿命。在上述电视机的例子中，由于瞬时失效率为λ＝0.0001／天，则平均寿命为μ＝b＝1/λ＝10000天（≈27年）。在MINITAB中，对于指数分布通常使用尺度参数b。

对于电视机寿命的分布密度图可以参见图2—35，这里我们用的是尺度参数b＝10000。在这种简单情况下，平均寿命μ＝b。
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图2—35　电视机寿命分布密度图

一般元器件的失效规律应该是什么样的？其实大家对此是有经验的。例如，电视机寿命通常有几十年，一台电视机使用了2年或3年之后，由于造成此时出现失效的只可能是偶然原因，因此可以认为使用了2年或3年之后瞬时失效率是相同的。一般而言，元器件有早期失效期（越在开始使用阶段越容易失效），还有老年的耗损失效期（太老的元器件会随使用时间的增加而使瞬时失效率增长）。在此之间的正常工作期限内，其失效原因完全是偶然因素造成的，可以假定瞬时失效率与时间是无关的，因而它可以维持一个常数。总之，瞬时失效率大体上应该呈现浴盆曲线（bath-tubcurve），其示意图见图2—36。
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图2—36　元器件瞬时失效率的浴盆曲线图

如果只考虑中间瞬时失效率保持常量的这个阶段，则可以认为寿命服从指数分布。指数分布有两个重要结论：

（1）在指数分布中，失效率λ与尺度参数b二者互为倒数。

（2）在单参数指数分布（只含一个尺度参数）中，标准差σ与尺度参数b及平均寿命μ相同。即

σ＝b＝μ＝1/λ

这也就是说，对于服从单参数指数分布的随机变量X的均值、方差分别为：
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在实际工作生活中，不少产品首次发生故障的时间或发生故障后需要维修的时间都可以认为是服从指数分布的。

从图2—34或图2—35中可以看出，单参数指数分布是以原点为其开始点的。实际上，我们应该增加考虑此分布从某个阈值（threshold）开始。在MINITAB中，此值有时也称为“下界”。带有阈值T的指数分布称为“双参数指数分布”，其密度是式（2—31）：
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这表示，寿命最短也有T，寿命失效至少要从T时刻开始。与式（2—28）相比，服从双参数指数分布的随机变量X的方差与式（2—30）相同，期望则稍有差别：
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例2—8

某公司生产的二极管的寿命服从阈值是500（小时），尺度是1000（小时）的指数分布。求其平均寿命及寿命的标准差。

解　其密度表达式为式（2—31）：
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其密度图形见图2—37。
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图2—37　带阈值的双参数指数分布密度图

将参数值代入式（2—32）可得平均寿命为1500小时，代入式（2—30）下半式，可得其标准差为1000小时。

2.3.4　对数正态分布

如果随机变量X只取正数值，而取自然对数后，lnX服从正态分布，则称X服从对数正态分布。对数正态分布出现在很多领域，如某些电器的寿命、化学反应时间、混凝土的强度、针刺麻醉的镇痛效果、流行病的蔓延时间、绝缘材料的被击穿电压等。在机床维修中，大量机床在短时间内都可修理好，但有少量机床需要长时间维修，个别机床可能需要更长的维修时间，因此机床维修时间常常是对数正态分布。其分布密度的表达式为：
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这时，lnX～N（μ，σ2）。我们称μ为位置参数，称σ为尺度参数。其分布密度的图形显示为图2—38，从中可以看出，服从对数正态分布的随机变量X的大量取值（“大头”）在左侧，长尾在右侧，虽然尾巴很细但拖得很长，随机变量X所取数值非常分散，这样的分布属于典型的“正偏分布”（见图2—38）。
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图2—38　对数正态分布密度图

对数正态分布的均值和方差为：
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对数正态分布也可以有第3个阈值参数T，作为分布的起始点。

2.3.5　Weibull分布

Weibull分布是寿命试验和可靠性理论的基础，它是瑞典科学家威布尔（Waloddi Weibull）于1939年为描述材料强度而发现的一种分布，现都以其名字命名此分布。此分布的重要意义在于，对于瞬时失效率处于浴盆曲线的三个阶段，其寿命的分布都可以统一用Weibull分布给出。有关细节将在可靠性讨论中给出。

Weibull分布的概率密度函数为：
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Weibull分布比指数分布有更广泛的适应性。式（2—36）中，a＞0为尺度参数，b＞0为形状参数。式（2—36）给出的是两参数的Weibull分布，记为X～W（a，b）。如果用f（x）和F（x）分别表示一个分布的密度函数和分布函数，称[image: alt]为瞬时失效率函数。当b＝1时，h（t）是个常数，这一时期失效是属于“偶然失效”，这就是指数分布；当b＜1时，h（t）随t的增长而下降，正好代表“早期失效”状况；当b＞1时，h（t）是个递增函数，正好代表“耗损失效”的状况。尺度参数a起到放大与缩小比例常数的作用。因此，Weibull分布是描述可靠性的最理想的分布函数。

对于两参数a，b的Weibull分布，其数学期望和方差分别为：
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如果分布的起始点不为0，可以设定第三个参数：阈值参数（也称为位置参数）。阈值参数T是一个平移参数，有时又称为最小保证寿命，产品在时刻T以前是不会失效的。

图2—39显示的是尺度参数保持不变，而形状参数变化时（只显示了b＞1）的分布密度状况。显然形状参数b＝1就是我们熟悉的指数分布。
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图2—39　Weibull分布（尺度参数固定）的分布密度图

2.3.6　三角形分布

顾名思义，三角形分布就是分布密度呈现三角形的分布。

这种分布要指定三个参数：下端点、上端点及众数。比如图2—40就是在［2，5］区间上，众数（密度最高处）为3的三角形分布。
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图2—40　三角形分布密度图

三角形分布在实际工作中也常用到。在六西格玛管理中，为了估计改进方案的效果，常进行计算机模拟试验。对于可能产生误差的因子，计算机有规律地产生大量随机数，以这些来模拟实际运转情况，最后以输出结果作为实际试验结果来进行评价分析，这就是随机模拟试验（或称蒙特卡罗方法）。这种随机模拟试验方法可以大大节省时间和试验费用，而且避免了可能造成的试验失败的经济损失，是很有前途及推广价值的。对于实际参数的取值，很常见的一种就是设定此参数为某段指定位置上的三角形分布。

2.3.7　Beta分布

在实际工作中也常用到取值为［0，1］范围的随机变量。例如，产品的不良率p肯定介于［0，1］之间。如果我们把不良率p看成是可以随机取值的随机变量，则可以讨论它的可能的分布密度，而Beta分布则可以作为p的分布密度（比如在随机模拟试验时）。其分布密度由式（2—38）给出，其中，a，b是该分布的两个参数：
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当两个参数a，b取不同值时，其密度曲线也不相同。当a＝b＝1时，其密度曲线为常数，代表［0，1］上的均匀分布；当a＞1且b＞1时，曲线上凸（见图2—41，这里显示的是a＝2，而b分别取2及取5的两条曲线）。
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图2—41　Beta分布分布密度图（当a＞1且b＞1时）

当a＜1且b＜1时，曲线下凸（见图2—42，这里显示的是a＝0.9，而b分别取0.6，0.95的两条曲线）。
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图2—42　Beta分布分布密度图（当a＜1且b＜1时）

当a＞1且b＜1时，曲线呈现J形（见图2—43，这里显示的是a＝2，而b分别取0.7，0.9的两条曲线）。
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图2—43　Beta分布分布密度图（当a＞1且b＜1时）

当a＜1且b＞1时，曲线呈现L形（见图2—44，这里显示的是b＝1.5，而a分别取0.4，0.8的两条曲线）。
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图2—44　Beta分布的分布密度图（当a＜1且b＞1时）

Beta分布数学期望和方差分别为：
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2.3.8　Cauchy分布

在实际工作中也常用到取值非常分散的连续型分布，其代表之一就是Cauchy（柯西）分布。其最初来源是出自两个标准正态分布之比。可以设想，每个标准正态分布的均值是0，标准差是1，这样两个随机变量之比值肯定会满天乱飞，完全不着边际。其分散之严重是不难想象的。其分布密度公式（a＞0）为：
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此分布两端无限延伸。由于它太分散了，以至于它的均值都不存在（它只有中位数，即对称中心），它的方差就更不存在了。其密度图形见图2—45。
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图2—45　Cauchy分布密度图

此图是对尺度参数a选为1画的，尺度参数变大些时，会更加分散。还应提到的另一个事实是，以后提到的t分布还与Cauchy分布有关，自由度为1的t分布其实就是参数a＝1的标准Cauchy分布。

与其他很多分布相同，Cauchy分布也可以有第2个位置参数T，作为其分布的对称中心。

2.3.9　Gamma分布

自然界中很多随机变量的分布都是正偏态的。比如，在水文气象的研究中，年降雨量、年最高水位、风速、波高等，它们的分布与正态偏离很大，用Gamma（伽玛）分布来描述是很合适的。Gamma分布是包含两个参数的一族分布，它的适应性很广，不同的参数取值使得其密度出现复杂变化。两参数的Gamma分布之密度函数为：
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密度函数表达式中的Γ（a）是Gamma函数。这里要注意的是：Gamma函数Γ（a）与Gamma分布是完全不同的概念。Gamma函数的定义是下列将a作为参数的定积分，见式（2—42）：
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当a为正整数时，Γ（a）＝（a－1）！，即它是a－1的阶乘，例如，Γ（2）＝1，Γ（3）＝2，Γ（4）＝6，…。

Gamma函数Γ（a）考虑的是在式（2—42）中，以a为自变量的变化状况；Gamma分布则是在式（2—41）中，考虑在a，b等参数取固定值的条件下，x变化时的分布规律。所以，Gamma函数Γ（a）与Gamma分布讨论的是不同问题，完全是两回事。

在统计学中有重要地位的自由度为n的卡方分布是Gamma分布的特例（a＝n/2，b＝2）；指数分布也是它的特例（a＝1）；伽玛分布又是a个（a为整数）服从指数分布的随机变量和的分布，因此可以说，Gamma分布是非常有用的一族分布。图2—46显示了a＝2的几组分布图形。
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图2—46　Gamma分布密度图

两参数的Gamma分布的数学期望和方差为：
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与对数正态分布及Weibull分布相同，Gamma分布也可以有第3个阈值参数T，作为分布的起始点。其期望为E（X）＝ab＋T，方差则保持与式（2—43）中的结果相同。

2.3.10　Laplace分布

18世纪中期，人们对于大量测量结果中的误差分布规律进行了多方面的探讨。拉普拉斯（Laplace）考虑到误差出现正负的可能性应该相同，在拟合多个观测值的线性规律时，应该使绝对误差的平均值达到最小，于是他在1772年（远在高斯于1809年提出正态分布以前）提出了Laplace分布。单参数Laplace分布密度公式是：
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式中，b是尺度参数。其图形见图2—47。
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图2—47　Laplace分布密度图

容易看出，Laplace分布其实就是由左右两边都是指数分布“拼合”而成的。尺度参数b的不同值将使分布分散的程度有所不同。

单参数Laplace分布的数学期望和方差为：

[image: alt]

与其他很多分布相同，Laplace分布也可以有第2个位置参数T作为其分布的对称中心。这时分布的期望为E（X）＝T，方差则保持与式（2—45）中的结果相同。

2.3.11　Logistic分布

实际生活中常常有这种状况：某个数量（例如中国彩色电视机的销售量）先有明显的增长趋势（20世纪90年代前），趋于饱和后，销售量逐渐呈现下降趋势。服用药物后，身体内此种药物的存留量也是在达到高潮后逐渐回落。但这些数量升降的速度远比正态要缓慢、延迟。Logistic分布就是这样的分布，样子像正态分布，但降落非常慢，它在数学上更易于处理。设X是服从Logistic分布的随机变量，其概率密度函数是：
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式中，σ是尺度参数；μ是位置参数。其分布密度的图形如图2—48所示。
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图2—48　Logistic分布密度图

从表面上看，它与正态分布很相似，但它的两侧尾部的下降速度是指数级（e-x），与指数分布速度相仿；远比正态分布的“平方指数级”[image: alt]要慢得多；但它又远比Cauchy分布的“二次幂级”（x-2）要快得多。其均值和方差分别为：
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由于Logistic分布在可靠性中有十分重要的地位，我们将在本书的姐妹篇《基于MINITAB的现代实用统计》（见参考文献［21］）的第8章“常用寿命分布及其识别”内做更详细的介绍。

2.3.12　对数Logistic分布

若Y＝lnX是服从Logistic分布的随机变量，则X称为对数Logistic分布。其概率密度函数是：
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式中，μ和σ分别为位置参数和尺度参数。

它的分布密度的图形如图2—49所示。
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图2—49　对数Logistic分布密度图

对数Logistic分布的均值和方差分别为：

[image: alt]

同样，在对数Logistic分布函数中，用t－T代替t，则两个参数的对数Logistic分布就扩展成了三参数（增加了阈值参数T）对数Logistic分布。其概率密度函数是：
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式中，μ和σ分别为位置参数和尺度参数；T为阈值参数。

三参数对数Logistic分布的均值为eμΓ（1＋σ）Γ（1－σ）＋T，其方差与式（2—49）结果相同。

由于二参数及三参数的对数Logistic分布在可靠性中也有十分重要的地位，我们将在本书的姐妹篇《基于MINITAB的现代实用统计》（见参考文献［21］）的第8章“常用寿命分布及其识别”内做更详细的介绍。

2.3.13　最大极值分布

我们先看一个自然界中的例子。大海波涛汹涌，在修建水工建筑物或在海洋中航行必须要考虑到波浪的高度。通常我们取年最大波高分布中“50年一遇”值来作为考虑的设计标准。但什么是“年最大波高”呢？一年有365天，年最大波高其实是365个“日最大波高”中的最大值，而我们可以假定，365个“日最大波高”近似相互独立，而且具有相同的分布。这就提示我们，在自然界中，有一类物理量，例如年最大波高，它本身就是从若干个独立相同分布的随机变量中选取其最大值形成的。在这种机理下，概率论的理论分析证明，这个最大值分布只可能有三种分布类型。其中应用最广泛的分布应该就是本节要介绍的“最大极值分布”。该分布广泛应用于许多领域，特别是在水文气象学中。龚贝尔（Gumbel）在1958年首次系统全面地分析了这种分布的重要理论价值及实际应用的多种工具和方法，因此这种分布也被称为Gumbel分布。其密度为：
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式中，μ是位置参数；σ是尺度参数。μ＝0和σ＝1的极值分布称为标准最大极值分布，其密度函数图形如图2—50所示。
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图2—50　标准最大极值分布密度图

最大极值分布的均值和方差分别为：
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式中，c是欧拉常数，它是Gamma函数的最小值，大约等于0.5772。

由于最大极值分布在可靠性中也有十分重要的地位，我们将在本书的姐妹篇《基于MINITAB的现代实用统计》（见参考文献［21］）的第8章“常用寿命分布及其识别”内做更详细的介绍。

2.3.14　最小极值分布

我们再看另一个自然界中的例子。钢铁材料坚硬无比，在修建各种建筑时要考虑到它究竟可以禁得起多大的拉力而不会断裂？我们可以设想，用力拉钢筋时，什么地方会断裂呢？钢筋中有上亿的分子相互连接着，所谓“断裂”指的就是在这上亿个分子连接中，最薄弱的环节就是能够承受拉力最小的那一段，所以“断裂强度”就应该是承受拉力的最小值。我们可以假定，上亿个分子间能够承受的拉力值是相互独立的，而且具有相同的分布。这就提示我们，在自然界中，有一类物理量，例如断裂强度，它本身就是从若干个独立、有相同分布的随机变量中选取其最小值形成的。在这种机理下，概率论的理论分析证明，这个最小值的分布只可能有三种分布类型。其中应用最广泛的有两种，一种是前面分析过的Weibull分布，另一种就是本节要介绍的“最小极值分布”。最小极值分布广泛应用于许多领域。作为理论上的非常有趣的结果是，如果一个随机变量V服从Weibull分布，那么取自然对数后，即X＝lnV应该是什么分布呢？同样经过严格的数学证明，可以断言，X就应该是最小极值分布。

若V服从参数为α和β的二参数Weibull分布，则X＝logV就服从尺度参数σ＝β-1和位置参数μ＝logα的最小极值分布，其概率密度函数是：
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式中，μ是位置参数；σ是尺度参数。μ＝0和σ＝1的极值分布称为标准最小极值分布，其密度函数图形如图2—51所示。
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图2—51　标准最小极值分布密度图

一般的最小极值分布的均值和方差分别为：
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式中，c是欧拉常数，大约等于0.5772。

由于最小极值分布在可靠性中也有十分重要的地位，我们将在本书的姐妹篇《基于MINITAB的现代实用统计》（见参考文献［21］）的第8章“常用寿命分布及其识别”内做更详细的介绍。


2.4　常用的离散分布

在实际工作中可能用到很多离散分布，但其中最常用的离散分布有二项分布和泊松分布两种。MINITAB包含了这两种分布，一共列出了7种离散分布。本书则再加上理论讨论时常用的0—1分布，因此一共列出下列8种分布，括号内的英文是MINITAB软件中所使用的简称。

（1）0—1分布（0—1 distribution）

（2）二项分布（binomial distribution）

（3）Poisson分布（Poisson distribution）

（4）超几何分布（hypergeometric distribution）

（5）几何分布（geometric distribution）

（6）负二项分布（negative binomial distribution）

（7）整数均匀分布（integer distribution）

（8）任意离散分布（discrete distribution）

下面分别给出简要介绍。

2.4.1　0—1分布（两点分布）

有一种试验，每次试验只有两种可能的结果，而且出现两种结果的概率都保持不变。两种结果的例子很多，比如正面与反面，合格与不合格，通过与不通过，命中与不命中，具有某特性与不具有某特性等，我们归纳而统称为“成功”与“失败”。至于验收产品时，什么叫“成功”，大多数人倾向于把出现不合格叫做“成功”。记“成功”出现的概率为p，失败出现的概率为1－p，则称此随机变量服从0—1分布，也称为两点分布，记为B（1，p）。写成分布律的形式则如表2—8所示。

表2—8　0—1分布的分布律
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容易得出其期望及方差是：

[image: alt]

0—1分布在理论讨论上很重要，但实际应用很少。又因为下面介绍的二项分布当n＝1时就成为0—1分布，即二项分布是以0—1分布为其特例的，所以在MINITAB软件中并未专门列入此种分布。我们只要理解式（2—55）的结果就够了。

2.4.2　二项分布

考虑从本厂产品中随机抽取20件进行检测，产品只分一等品和二等品。根据历史数据知，产品的二等品率为20％，那么20件产品中大约会抽出几件二等品？如果记二等品件数为随机变量X，它的分布律会是怎样的？

把上述问题一般化：假设我们独立地进行了n次试验（“独立”就是说，上次试验的结果不影响下次试验的结果），每次试验结果只有“成功”及“失败”两种结果，而且每次试验获得“成功”的概率都是固定的常数p，记“成功”的总次数为随机变量X，则称X的分布为二项分布（记作X～B（n，p））。本节开头的问题就可以描述为：进行了20次抽样试验，抽中二等品产品称为“成功”，每次“成功”概率都是常数p＝0.2，总“成功”次数的分布就是参数为n＝20，p＝0.2的二项分布，即X～B（20，0.2）。数学上可以证明一般的二项分布的取值概率为：
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容易得出二项分布的期望及方差是：
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用MINITAB软件可以求出所有的概率值，而且可以画出分布律的图形。

在MINITAB中打开一个新（空白）文件。在第一列上命名为“次数”，取值为0，1，…，20。为此，从“计算＞生成模板化数据＞简单数集（Calc＞Make Patterned Data＞Simple Set of Number）”入口，就会看见信息窗如图2—52所示。
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图2—52　形成规则数据序列操作图

只要在“从第一个值”填入“0”，只要在“至最后一个值”填入“20”，“步长”保持为原来的“1”，则可以形成所需数列。再从“计算＞概率分布＞二项（Calc＞Probability＞Binomial）”入口，就会看见信息窗如图2—53所示。
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图2—53　形成二项分布概率分布律操作图

在已知分布律时，这里有两种方法可以绘制其图形，其中散点图方法，在2.1节已有介绍。下面介绍对于离散型指定分布类型后的分布律绘制方法，其实这与连续分布的图形绘制是完全一样的。

从“图形＞概率分布图（Graph＞Probability Distribution Plot）”入口，选中“单一视图（Single Parameter）”即可，其操作示意参看图2—26。

在分布类型中选定“二项（Binomial）”，再指定相应参数（见图2—54）即可。

[image: alt]

图2—54　绘制二项分布概率分布律图的参数设定

这时可以得到如图2—55所示的结果。
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图2—55　二项分布概率分布律图的输出结果

从图中可以看出，当x＝4时，概率值最大；当x＜4时，概率值逐渐增长；当x＞4时，概率值逐渐减小，很快就几乎为0了。从实际经验上，大家早有这种粗略的理解：如果二等品出现的概率是0.2，则在抽出的20件产品中，发生“二等品出现0件”这样的好事，概率大约1/100（百里挑一）；发生“二等品出现20件”这样的倒霉事，概率也绝对不会超过百万分之一。

二项分布除了作为连续生产过程中不合格品数的精确分布外，当抽样的样本量小于有限总体其个体总数的10％时，还可以作为超几何分布的近似分布。

虽然现在有了计算机可以帮助我们计算复杂的二项分布概率，但我们仍然应该了解有关二项分布的一些规律性的概念。在二项分布的计算中，最重要的是它的正态近似。当二项分布中的参数n足够大（比如超过100），参数p不是太大或太小（0.1＜p＜0.9），则二项分布B（n，p）近似于正态分布N（np，np（1－p））。

例2—9

一个城市出生10000名婴儿，假定生男生女概率相等，市长对每个男婴赠给一个小足球，对每个女婴赠给一个芭比娃娃，问市长要准备多少足球和芭比娃娃才能保证万无一失？

所谓“万无一失”指的是失误的概率小于万分之一。如果保证“永无一失”那就一定要准备1万个足球和1万个芭比娃娃。但实际上不用准备这么多，因为出现这种极端情况的概率几乎为零。

记男婴出生人数为X，则可知X～B（10000，0.5）。由于二项分布当样本量足够大（超过100），p不是太大或太小，因此可以用正态分布近似。由于均值为μ＝np＝5000，σ2＝np（1－p）＝2500，因此σ＝50。故B（10000，0.5）与N（5000，502）近似相同（见图2—56）。

[image: alt]

图2—56　二项分布的正态近似示意图

从图2—30下方列出的表中，可以得知，在均值μ两侧的4σ范围内，将包含全部数据的99.9937％，4σ范围之外即未被包含部分之概率不到十万分之七，即未超过万分之一。在本问题中，4σ＝200，所以X落入（4800，5200）之外的概率不到万分之一，所以市长要准备5200个足球和5200个芭比娃娃足可以保证万无一失。

注意上面的解释一定不要理解为百分比的概念。上例中，保证万无一失的范围4σ＝200，相对原来总人数n＝10000占“2％”就够了。其实这样理解是完全错误的。读者可以自己计算，如果n＝100万，则4σ＝2000，只占n的2‰；而当n＝100时，4σ＝20，占n的2/10。可见，n越大，则随机现象的规律性越明显，随机波动会显得越小；n越小，则随机现象的规律性越不明显，偶然性就越大，随机波动会变得很大。而个别的随机现象是绝对不可预报的。有人声称可以预报彩票的中奖号码，稍有概率论常识的人都会知道这是无稽之谈。关于二项分布的规律性问题，我们在第6章比率检验中还会更深入地讨论。

2.4.3　Poisson分布

在自然界中，常常有一些不寻常的事情出现，例如，2006年福州遭到4次台风的袭击，一片镀防腐蚀膜的机翼上出现了3个瑕疵点，一匹染了蓝色的布上有5个黑斑点，等等。这种稀有事件的出现有什么规律性？概率论的理论研究结果表明，在一定的条件下，这些稀有事件出现的概率都服从Poisson分布（泊松分布），大量的观测也证明了这一点。博尔德希维兹（Bortkewitsch）在1898年提交了一份报告，记录了1875—1894年的20年间普鲁士骑兵团被马踢伤致死的士兵人数，发现其分布与Poisson分布非常吻合；英国著名物理学家卢瑟福观测记录了放射性物质在7.5秒内放射出的α粒子数目，其分布与Poisson分布非常吻合；第二次世界大战中，德国用V－2飞弹袭击伦敦，将伦敦分为576个区，发现每个区的真实弹着点数分布与Poisson分布非常吻合；在照片上记录细菌群的分布，每个细菌会形成小黑点，将显微镜整个视野分成若干小方块后，各方块中黑点的个数也服从Poisson分布。这些都不是偶然的。在质量管理中也常遇到这样的情况，我们不仅要关注不合格品，而且要关注每件产品中所包含的不合格项的情况。例如，在芯片的生产中，记录每片芯片上的瑕疵点数，则瑕疵点数就应该服从Poisson分布。记X为不合格点数，如果X的分布律为：
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则称X的分布为Poisson分布，记为X～P（λ）。

容易得出Poisson分布的期望与方差为：
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不要小看上述公式，它是有特殊含义的：期望值一定与原观测值有相同量纲，方差的量纲一定是原观测值的平方，这二者怎么可能相等呢？世上的分布成百上千，有此性质的分布唯有Poisson分布。仅从量纲上看，由于量纲与量纲的平方竟然相同，此量纲一定是无量纲的常数，即“点数”、“件数”、“次数”等。任何带有实际物理量纲者（如长度、重量等）绝不可能是Poisson分布。

Poisson分布与二项分布有非常深刻的本质上的联系。在二项分布中，当n较大（超过100）时，如果p值很小（p＜0.05，且np＜30），则二项分布B（n，p）可以近似看成是Poisson分布P（np）。比如，一条高速公路上，每天车流量为n＝10000，发生车祸的概率是p＝0.0003，这时，np＝3，也就是说，每日在此高速公路上将平均发生3次车祸。如果略去n和p的具体数值，只是笼统地说“每日在此高速公路上平均发生3次车祸”，这也就是Poisson分布P（3）。对于这种实际问题，用两种分布模型去处理，结果几乎是一样的。用MINITAB很容易计算出车祸问题的结果（见表2—9），两行结果中的上一行是用二项分布计算的，下一行是用Poisson分布计算的，可以看出，二者数值几乎相同。

表2—9　二项分布与Poisson分布比较表
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Poisson分布应用广泛，可以用来描述不少随机变量的分布。例如，中午时分，快餐店中每分钟顾客到来的人数；一定时间内，接错电话的次数；一定时间内，某操作系统发生的故障数；一个铸件上的缺陷数；一平方米玻璃上的气泡数；一件产品擦伤留下的痕迹数；一页书上的错字数，等等。

从Poisson分布的概念出发还可以看出下列性质，这就是均值的“可分性”。如果每罐稻米中的稗子数服从均值为6的Poisson分布，那么很容易想到，如果以半罐作为一“小罐”，每小罐稻米中的稗子数应服从均值为3的Poisson分布；若1000平方米一匹的化纤布平均瑕疵点数是25，瑕疵点数的分布是P（25），4平方米可以缝制一套工作服，每套工作服的瑕疵点数的分布就应该是P（0.1）。这就是说，在单位换算（例如从“罐”到“小罐”）时，Poisson分布的性质不变，而且均值也可以做同样的换算，当然这里只限于被分割或被合并的总份数很少的情况才成立。

2.4.4　超几何分布

当总体只包含有限个个体时，即使仍然只有两种可能的结果，但前次抽样的结果会影响下次抽样的结果。例如，原来只有100件产品，其中6件不良。抽第一件，不良率显然是6/100。但若第一次抽到良品，则第二次抽样的不良率就变成6/99；但若第一次抽到不良品，则第二次抽样的不良率就变成5/99。这时模型就与二项分布有很大的不同了。如果我们设想抽完第一次后，将样本放回，它可能被再次抽到，这种“有放回”的抽样将产生二项分布；如果我们抽完第一次后，不将样本放回，这种“无放回”的抽样将产生的分布称为超几何分布。假设总体中有N个个体，其中M个个体具有特征A（比如“不良”），在从中随机地抽出n（n≤N）个个体中（无放回抽样），恰好取得x个具有特征A的元素的概率为：
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超几何分布在抽样理论中占有重要地位。另外，超几何分布与二项分布之间有密切联系。事实上，当总体中元素的数量N很大，而取出的元素n相对较小时（n≤0.1N），这种差别就应该很小，前次抽样的结果基本上不会影响下次抽样的结果。超几何分布包含三个参数N，M，n（n≤M）。

超几何分布的数学期望和方差分别为：
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2.4.5　几何分布

如果我们进行独立试验时仍然只有“成功”和“失败”两种结果，而且每次获得“成功”的概率都是p，但试验一直要进行到首次出现“成功”为止，记所需试验次数为X，则X的分布称为几何分布（geometric distribution）。表面看来，这种模型与二项模型相同，但其实不然：二项分布的条件是试验次数固定，试验中总成功次数X为随机变量；现在则是试验次数为随机变量，而且最后一次一定是“成功”（否则早出现“成功”试验将停止）。这时得到的分布律为：
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式中，x表示获得首次“成功”所需要的总次数。几何分布具有一条重要特性——无后效性，即在前n次试验中未出现成功的条件下，再经过m次试验（即在第n＋m次试验中）首次出现成功的条件概率，等于首次成功恰好需要进行m次试验的无条件概率。换句话说，在已经进行了n次试验，且未出现成功时，首次成功恰好需要再进行m次试验的概率与以前的试验无关，就像试验重新开始一样。在老虎机前等待中大奖，究竟能否中大奖与你在此老虎机前已经投了多少次硬币是无关的，在另外一台机器上去碰碰运气和在此“死等”效果是相同的。在离散型随机变量中，只有几何分布才具有无后效性。这个分布只包含一个参数p（0＜p＜1）。

几何分布的数学期望和方差分别为：
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该公式的解释其实也很自然，如果你打枪命中概率是0.1，你进行射击直到首次命中为止，则平均说来你得打上10枪才行。注意这里说的并不是“打了10枪，平均会命中一枪（这是二项分布）”；现在是打到首次命中为止，前面射击各枪肯定是都没命中，最后一枪一定是命中，这才是几何分布，这时很可能要打上20枪、30枪才行。其分布律图形见图2—57，右边尾巴拖得很长。

[image: alt]

图2—57　几何分布的分布律图

2.4.6　负二项分布

讨论和几何分布相同的模型：如果我们进行独立试验时仍然只有“成功”和“失败”两种结果，而且每次获得“成功”的概率都是p，但试验一直要进行到“成功”出现r次为止，记所需试验次数为X，则X的分布称为负二项分布（negative binomial distribution），也称Pascal分布。这里要注意，负二项分布与二项分布截然不同：二项分布时，试验次数是固定的，试验中出现成功的次数X为随机变量；负二项分布则是总“成功”次数给定，总试验次数为随机变量，而且一定是最后一次为“成功”（否则早就达到r次出现“成功”，试验将停止）。这时得到的分布律为：
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负二项分布中包含两个参数r，p（r≥1，0＜p＜1）。

在实际中，负二项分布常用于不幸事件和发病情况等问题的统计推断。负二项分布的数学期望和方差分别为：

[image: alt]

容易看出，负二项分布中如果r＝1，则变成了几何分布，也就是说，几何分布是负二项分布的特殊情况。

2.4.7　整数均匀分布

整数均匀分布是在M到N的整数范围内，以等概率取值的分布。本来其英文全称应该是Integer Uniform Distribution，但MINITAB对名称作了简化。其概率分布为：
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这个分布包含起点和终点M及N共两个参数。

整数均匀分布的数学期望和方差分别为：

[image: alt]

2.4.8　任意离散分布

离散型随机变量的分布有很多种，除了上述常用的著名的分布外，其他的离散型分布的分布规律就要用自行定义的表格来实现了。表格的样子如表2—6所示，一般离散随机变量分布律表都要写成这种形式。具体说来，我们在本章最开始举的例子，其分布写成这样（原表见表2—3，这里重复列出）：

质量等级分布状况表
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我们可以以此分布来进行分析、生成随机数等，也可以画出分布律图（见图2—1或图2—4），这些就不再讨论了。

为了使读者查阅方便，我们把2.3节和2.4节中所有叙述过的结论，加上三个导出分布（t分布，卡方分布，F分布），一起用表格的方式加以汇总。这就是下面给出的表2—10。

表2—10　常用分布的密度公式及数字特征表
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2.5　中心极限定理

为了给今后研究统计学问题打下好的基础，我们要在概率基础的最后一节介绍中心极限定理。从严格的数学意义上来讲，中心极限定理内容非常丰富，但我们只介绍今后研究统计问题时会遇到的最重要的两个结论。而且准确地说，第一个结论算不上是中心极限定理的内容，这里只不过按照一般六西格玛教材中的普遍说法加以陈述罢了。

2.5.1　样本平均值的标准差性质

我们通常会讲到随机变量的独立性。我们说“两个随机变量X1与X2是相互独立的”，指的就是：其中一个随机变量的取值不会影响另一个变量的取值。对于多个随机变量也是一样的意思。我们研究统计学的时候，各样本间就是相互独立取值的有相同分布的随机变量。对于这种类型的问题，在本章的2.2.2节中曾讨论过。在讲述方差的性质时，讲到了下述性质（见式（2—10）及式（2—11））：

如果有多个随机变量，它们相互独立，而且方差都相等（记为σ2），则
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这个性质就是说，[image: alt]的方差与原来X的方差相比，[image: alt]的方差是原来X的方差的n分之一。将此式更明确地写出，就是
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或者写成标准差的形式：
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要注意的是，式（2—68）和式（2—69）的成立并未要求原来分布为正态，这两个公式对于任何分布都是正确的。

2.5.2　样本平均值的分布性质

大家容易理解，两个随机变量的分布类型不同，那么各自抽取10个样本（也就是10个独立同分布的随机变量），两个随机变量各自形成[image: alt]的分布当然也会不同。但是，大量实践表明，它们都与正态分布接近。概率论的理论证明了这样一个重要定理，我们称之为中心极限定理，通俗的描述就是：

随着样本量的无限增长，无论原来的分布是什么（离散分布或连续分布，正态分布或非正态分布），[image: alt]的分布总会趋向于正态分布。

实际工作中，只要n较大时，我们就可以认为，[image: alt]的分布近似于正态分布。当分布对称时，n＝5已经近似得很好；当分布严重偏斜时，n＝30也会近似得很好。

此定理的严格证明不再给出，但我们给出几个例子加深理解其含义。

我们选“凹三角”分布和“均匀分布”作为对称分布的代表。n＝1代表原分布；n＝2代表两个同样随机变量的平均值的分布；n＝5代表5个同样随机变量的平均值的分布。从图2—58中上两排图可以看出，对于对称分布，5个样本的平均值的分布已经与正态分布很接近了。我们选指数分布作为严重偏斜分布的代表，5个样本的平均值的分布形状离正态分布还很远，但是30个样本的平均值的分布则与正态分布很接近了。我们在数据文件BS_中心极限定理.MTW中，给出了示意性的数据供大家参考。如果需要正式进行正态性检验，则要在学习第5章之后才能实行。
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图2—58　中心极限定理示意图


第3章
描述性统计及图形

在正式讨论有关统计分析概念之前，首先要了解统计学中最基本的有关总体与样本的概念，然后再来了解如何去收集样本以及如何对这些数据进行初步分析，这里包括描述性统计以及简明的图形展示。


3.1　总体与样本

在实际工作中，人们常常关心某个具体问题，我们把所关心的对象的全体称为总体，例如我们关心某公司今年2月生产的螺钉的直径状况，则该公司今年2月生产的全部螺钉就是个总体。当然我们关心的并不是螺钉本身，而是其某个数量特征——直径。而且，当问题的提法发生变化时，所规定的总体也会不同，例如，我们讨论该公司今年一季度生产的螺钉的直径状况，这时总体就是包含前3个月生产的全部螺钉。在总体给定后，我们不可能也不必要研究总体中所包含的全部个体，我们经常会随机地抽取出若干个体作为研究的对象。从总体中所抽取到的这部分个体组成的集合就称为样本。对样本进行分析，目的是了解整个总体的某个统计特性。样本中的个体有时也称为样品，样品的数量称为样本量。

上述说法只是较为粗糙的直观描述。实际上，我们关心的并不是个体本身，而是关心其某个数量特性。由于各个不同个体的数字特性总会有随机波动的状况，也就是说这个数量特性是个可以取不同数值的随机变量，所以，我们应更深入地理解其含义：所谓总体其实就是一个具有确定分布的随机变量，而每个组成总体的个体则是随机变量的一次观测值。

我们最终希望了解的总体特性其实是希望了解总体的分布函数。我们从总体中抽取样本就是为了认识总体的分布函数，希望通过样本数据的分析来推断总体。描述总体数字特征的参数有很多，位置参数有：均值（mean）、中位数（median）、第一（下）四分位数（LQ，Q1或1st quartile）、第三（上）四分位数（UQ，Q3或3rd quartile）；散布参数有：方差（variance）、标准差（standard deviation）、四分位间距（inter-quartile range）；形状参数有：偏度（skewness）、峰度（kurtosis）等。对于样本也有相应的统计量，例如样本均值（[image: alt]）等，其详细描述见本章3.2节。我们在这里特别要强调的是区分总体参数与样本相应统计量的差别。例如，我们要弄懂总体均值（μ）与样本均值（[image: alt]）的差别。事实上，当总体指定时，μ一定是个固定的常数，我们称之为参数；样本均值[image: alt]则不然，随着抽样的进行，每次抽样后所得到的结果可能是不同的，它是个随机变量，我们称之为统计量。虽然样本均值[image: alt]通常在总体均值μ周围取值，可以用[image: alt]来估计μ，但这二者是性质完全不同的两个量，我们随时要想到各统计量的随机性，想到它们的不确定性，而且正是由于这种不确定性，导致我们在统计学中总要考虑到在判断上可能犯的错误，或估计中不够精确而产生的误差。我们可以用[image: alt]来估计μ，但绝不能错误地写成二者相等的式子：μ＝[image: alt]，而只能用帽子“^”作为估计量的记号，写成[image: alt]。

关于总体参数的性质已经在第2章中详细讨论过了，从本章起讨论的就都是针对样本的了。下面一节所介绍的有关性质的分析（例如“均值”）都是针对样本而言的，都是指样本的统计量（例如这里有时把“样本均值”简称为“均值”），读者应特别予以注意。

为了使这种统计推断结果更可靠，还应该注意抽样方法。在较简单的情况下，可以在抽取样本的时候采取随机抽样的方法。采用随机抽样方法形成的样本称为简单随机样本，简称随机样本。真正构成随机样本要具有三个基本条件：

（1）代表性。所抽取的样本一定要能代表所要研究的总体。

（2）随机性。总体中每个个体都有相同的机会进入样本。

（3）独立性。从总体中抽取的每个个体对其他个体的抽取无任何影响。

只有满足上述三项要求的样本才能够很好地反映所研究的总体，大家今后在抽样中要特别注意这些要求。我们今后讨论的样本都被认为是满足这些要求的随机样本。

为了获取随机样本，通常使用不同的随机抽样方法，抽样方法可以粗略地分成几类：

（1）简单随机抽样法。总体中每个个体被抽到的机会是相同的，常用的实现方式可采用抽签、抓阄、查随机数表等。

（2）系统抽样法（等距抽样法、机械抽样法）。随机选取抽样起点后，等距离抽取样本。例如，高考试卷抽样可以规定考生“准考证号末尾两位数字为01者”入选，这就是等间隔的百分之一抽样。要注意的是，如果总体呈现周期性变化，而抽样间隔恰好同这个周期相符合，会导致抽样结果的系统偏差。所以，在已知该总体会发生周期性变化的场合，不宜使用这种抽样方法。

（3）分层抽样法（类型抽样法）。常用于产品质量验收、大规模社会分析等。分层抽样法就是从一个可以分成不同子总体（层）的总体中，按规定的比例从不同层中随机抽取样品的方法。例如，为了调查某城市大学生毕业5年后的平均工资，应先了解他们中分别在国企、合资及外资企业的人数，再了解分别在一般工业、高科技企业、服务业及政府部门工作的人数，按人数比率设定相应抽样量。这种抽样方法将比简单随机抽样有更精确的结果。分层抽样法的优点是样本代表性好，抽样误差小；缺点是实施手续较为烦琐。

（4）整群抽样法。将总体分成群，每个群由个体按一定方式结合而成，然后随机地抽取若干群，并由这些群中的所有个体组成样本。例如，想调查小学生的身体状况，从本市选定三所学校，对这三所学校的所有学生进行数据的采集，这就是整群抽样法。整群抽样法的优点是抽样实施方便，缺点是有可能代表性差。

例3—1

假设有产品微型变压器分别装在100个零件箱中，每箱装20个，共2000个。如果想从中取200个零件组成样本进行测试研究，应如何应用简单随机抽样法、系统抽样法、分层抽样法、整群抽样法这四种抽样方法？

解　（1）简单随机抽样法：将2000个微型变压器编号后混合均匀，抽签或抓阄。

（2）系统抽样法：将2000个微型变压器编号后混合均匀，用抓阄或抽签办法决定起始编号，然后再等距离抽样。

（3）分层抽样法：将箱作为“层”，对100箱，每箱随机抽2个微型变压器。

（4）整群抽样法：先从100箱随机抽取10箱，对这10箱进行全检。




在实际工作中，有时还需要考虑抽样的时间。例如，我们在现场监控某项生产特性指标。这时，所抽取的样本除了要求是随机样本以外，还要求考虑怎样安排抽样间隔。例如，是每10分钟抽1件，还是每小时抽一组5件？我们称5件一组为一个子组（sub-group）。这时，所抽取的样本必须遵循合理子组原则，即子组内差异一定仅由偶然因素引起，因为子组间的差异有可能由异常因素引起。这些将在本书第12章统计过程控制中详细描述。


3.2　描述性统计

收集和罗列数据是统计资料处理的初级阶段，日渐庞大的原始数据资料往往会使人无所适从，进一步的研究分析不仅要求我们对数据分布变化有直观的了解，而且要求我们能用几个既简洁又有效的统计量将其分布变化的规律性表示出来。描述性统计就是与这个问题相关的统计学工具，力求能够高度综合地概括出数据中所蕴含的关于总体的统计特征。在第2章中，我们介绍了总体相应各参数的含义，包括位置状况、离散程度和分布形状等的度量，但这些参数在获得样本后如何用相应的统计量来代表呢？本节将逐一介绍几个最常用、最重要的指标。

3.2.1　位置状况

在大多数情况下，较大或较小值发生的频数一般比较少，大部分数值总是集中在某个区域内不断变化，使总体大体上落入某个范围内，这就是所谓的数据位置状况的问题，这是人们最关心的一类数据特征。比如，零件的平均长度、焊锡膏的平均重量、员工的平均工资，等等。度量数据位置状况的指标主要有平均值、中位数和众数等。

3.2.1.1　平均值

样本平均值（常简称样本均值，sample mean）是最常用来表示数据的位置状况的，它反映随机变量各个取值的中心位置或均衡点。总体的均值相当于分布密度重心的横坐标，样本均值则是将所有数据的数值相加，除以数据的个数即可得到，即
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平均值具备良好的数学特性，因此无论是在描述统计学，还是在后文介绍的推论统计学中，它的应用都非常广泛。例如3，2，1，7，4的平均值是（3＋2＋1＋7＋4）/5＝3.4。

3.2.1.2　中位数

样本中位数（sample median）是反映数据位置状况的另一个常用统计量。总体的中位数相当于面积位于50％处的横坐标，样本中位数则是将所有数据按从小到大的顺序进行排列，位置居中者的数值。当数据的个数为奇数时，居中的数值直接就是中位数；当数据的个数为偶数时，居中的两个数值的平均值就是中位数，即
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式（3—2）中带括号的下标表示样本排好顺序后的样本值，X（i）代表排序后左起第i个样本的值。如果数据为2，8，5，1，6，则其中位数是5，而2，8，5，1，6，10的中位数是（5＋6）/2＝5.5。

当分布基本上对称时，样本平均值与样本中位数应该相差不多；但有较严重的偏斜或数据中含有异常观测值时二者会有较大差别，这时，应该说中位数对于位置状况有更好的代表性。这种对异常观测值反应不敏感的特性，称为稳健性（robust）。因此可以说，在度量位置状况时，中位数比平均值对于异常值更稳健。

3.2.1.3　众数

众数（samplemode）是指数据中出现最频繁的那个数值。从这点来看，众数也可以用来描述数据的位置状况。但是众数的存在有可能并不唯一。例如1，1，2，3，4，4，4，5中的众数是4，而1，2，3，4，5，6，7，8中每个数都是众数。相对其他位置参数的度量，众数的代表性要差很多，甚至在总体中也是这样。众数虽然也可以有意义，但用得很少。

3.2.1.4　第一四分位数

第一四分位数（sample 1st quartile，Q1或LQ）是这样一个数，当把数据集划分为两个部分时，其中小于等于此数的数据约占整个数据集的25％，大于等于此数的数据约占整个数据集的75％。它的准确计算公式是：首先将样本按从小到大的顺序排好，记其中第i名者为X（i）。对于给定的n，先求出[image: alt]，其整数部分记为k，其小数部分记为f（当然0≤f＜1）。
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例如，n＝40，[image: alt]＝10.25，k＝10，f＝0.25，所以Q1一定介于X（10）与X（11）之间，而且有Q1＝X（10）＋0.25（X（11）－X（10））。样本量较大时，临近次序统计量间的差距很小，可以取f＝0.5，因而可以近似有

[image: alt]

式中，k是[image: alt]的整数部分。

3.2.1.5　第三四分位数

第三四分位数（sample 3rd quartile，Q3或UQ）是这样一个数，当把数据集划分为两个部分时，其中小于等于此数的数据约占整个数据集的75％，大于等于此数的数据约占整个数据集的25％。它的准确计算公式是这样的：对于给定的n，先求出[image: alt]，其整数部分记为k，其小数部分记为f（当然0≤f＜1）。
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例如，n＝40，[image: alt]＝30.75，k＝30，f＝0.75，所以Q3一定介于X（30）与X（31）之间，而且有Q3＝X（30）＋0.75（X（31）－X（30））。样本量较大时，临近次序统计量间差距很小，可以取f＝0.5，因而可以近似有

[image: alt]

式中，k是[image: alt]的整数部分。

3.2.2　离散程度

只用位置状况的指标来描述数据是不充分的，甚至会产生误解。例如A，B两个城市居民的人均住房面积均为18平方米，此时我们的直觉是这两个城市的居民住房生活水平差不多。可事实上，A城市居民的人均住房面积最高达80平方米，最低只有5平方米。而B城市居民的人均住房面积最高为40平方米，最低为10平方米。显然，A城市居民住房面积的离散程度远大于B城市。如果忽略考虑数据的离散程度，就可能导致错误的判断。统计学的一个重要原则就是“不简单地相信平均值”，因为必须同时考虑离散程度。度量数据离散程度的指标主要有方差、标准差和极差等。

3.2.2.1　方差

方差（variance）的应用十分广泛，总体的方差相当于密度分布围绕重心的转动惯量，对于样本方差则是将所有数值减去平均值，加以平方，然后求出差值平方的平均值，就可得到方差，即
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与总体参数的含义相同，样本方差值越大，表明数据间的离散程度越大；方差值越小，表明数据间的离散程度越小。例如一组样本的数值分别是3，2，4，5，1，其样本均值是3，则其样本方差S2可计算如下：
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3.2.2.2　标准差

将方差开算术平方根即可得到标准差（standard deviation），即

[image: alt]

方差的计量单位是原始数据的计量单位的平方，但标准差的计量单位则与原始数据的计量单位完全一致，所以很多人更习惯使用这个指标描述数据的离散程度。但在很多方面方差也有很多优点是标准差所不能替代的，最主要的就是方差具有可加性，而标准差则没有。例如，一个制造过程，过程的总方差可以分解为若干部分方差的和（详细内容参看本书第10、11两章）；标准差则不能这样分解。“六西格玛管理”名称中的“西格玛”也来源于标准差。上例数据的标准差直接计算就是2.5的算术平方根，即[image: alt]。

3.2.2.3　极差

极差（range）也称全距，是指一组数据中的最大值与最小值之间的差值，即

[image: alt]

极差计算方便，意义明显，但由于它仅仅取决于一组数据中的两个值，存在一定的局限性，一般只能粗略地反映数据的离散程度。例如4，6，9，1，5的极差是9－1＝8。它只在样本量较小时使用（通常不超过6，绝不能大于10）。在总体参数中，一般不列出此参数，因为相当多的分布两侧或单侧是无限的，根本不存在“极差”的概念。极差是统计量中所特有的。

3.2.2.4　四分位间距

四分位间距（interquartile range，IQR）等于第三四分位数与第一四分位数的差值，即
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它代表了居中的50％数据范围的宽度。与总体参数的含义相同，样本四分位间距越大，表明数据间的离散程度越大；四分位间距越小，表明数据间的离散程度越小。

以上四个描述离散状况的统计量各有优劣。总的来说，标准差最为常用，它对离散状况有较好的代表性；另外，它与样本量关系不密切，样本量大些或小些都可以使用，n大于6时标准差要比极差好些，但标准差的缺点是对异常值敏感。方差与标准差相似，方差的量纲虽为原量纲的平方因而不太方便，但有时它具有的可加性很方便。极差与样本量关系十分密切，对异常值也很敏感；但它计算简单，当n较小时代表性已足够。四分位间距与样本量关系不密切，且对异常值不敏感，是所有离散状况度量的统计量中最稳健的。

3.2.3　分布形状

只用反映位置状况和离散程度的指标表示所有的数据，仍然不够完善。如果能增加反映数据分布形状的指标配合前两者，将更能完整地呈现数据的特性。偏度和峰度是最常用的两个度量数据分布形状的指标。

3.2.3.1　偏度

偏度（skewness）是对数据不对称性的度量，总体参数偏度用βs表示，样本统计量偏度用bs代表。计算公式为：
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为了直观理解，我们曾画出过不同偏度的总体的图形（见图2—15），下面给出不同偏度的抽样结果的分布直方图（见图3—1）。与总体的参数性质完全一样：当分布完全对称时，bs应该近似为0（见图3—1（b））；bs为正数，代表分布有正偏度，表示分布高于均值的“右尾”部延伸严重（见图3—1（c））；bs为负数，代表分布有负偏度，表示分布低于均值的“左尾”部延伸严重（见图3—1（a））。
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图3—1　样本偏度示意图

3.2.3.2　峰度

峰度（kurtosis）是数据分布平坦性的度量，总体参数峰度用βk来表示，样本统计量峰度用bk代表。计算公式为：
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为了直观理解，我们画出过不同峰度的总体图形（见图2—16），下面给出不同峰度抽样结果的分布直方图（见图3—2）。与总体的参数性质完全一样：正态分布的峰度为0；峰度为正数时，表示数据分布比正态分布顶峰更峭、两尾更重（见图3—2（b））；峰度为负数时，表示数据分布比正态分布顶峰更平、两尾更轻（见图3—2（a））。负峰度常来自均匀型分布或多个不同均值的正态分布的混合。两图中的参考曲线都为具有同样均值及同样方差的正态分布（峰度为0）。
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图3—2　样本峰度示意图

下面用一个案例综合展示上述指标的实际应用。

例3—2

为了解育才小学学生的身体素质状况，对该校的小学生进行随机抽样，并测量了其性别与身高，试对此做描述性统计分析（数据列在表3—1中，数据文件：BS_描述性统计.MTW）。

表3—1　学生身高数据表
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解　运用计算公式可以逐一手工计算获得描述数据的位置状况、离散程度和分布形状等各项指标。这里介绍一个使用MINITAB的相关命令进行描述性统计计算的简便方法。

（1）选择“统计＞基本统计量＞图形化汇总（Stat＞Basic Statistics＞Graphical Summary）”。

（2）指定“变量（Variables）”为“身高”，则可得到如图3—3所示的图形输出。
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图3—3　学生身高的统计分析

从图3—3中可以直接看到多个反映数据特征的指标：

1）位置状况：

样本平均值[image: alt]＝144.62cm

样本中位数[image: alt]＝145.00cm

第一四分位数Q1＝132.00cm

第三四分位数Q3＝158.50cm

2）离散程度：

样本方差S2＝239.19cm2

样本标准差S＝15.47cm

3）分布形状：

样本偏度bs＝-0.005380（几乎为0，基本对称）

样本峰度bk＝-0.910425

峰度为负，很可能是因男女生两个不同总体的混合造成的。


3.3　简单统计图形

单纯的数字和符号往往比较抽象乏味，适当的统计图形会显著增强数据的感染力，帮助人们理解统计分析结果。本节将介绍一些在表现描述性统计信息时最常用的统计图形及其实现方法，主要包括直方图、箱线图、饼图、时间序列图、三维散点图、3D曲面图和矩阵图。

3.3.1　直方图

直方图（histogram）常常用于了解数据的分布情况，使我们比较容易直接看到数据的位置状况、离散程度和分布形状，并且可与要求的分布进行比较。

直方图是用一系列宽度相等、高度不等的长方形表示数据的，其宽度代表组距，高度代表指定组距内的数据数。制作直方图的具体步骤如下：

（1）从n个样本数据中找出最大值ak＝max和最小值a0＝min，并计算极差值R＝max-min。

（2）对样本进行分组，决定组数k和组距d。k的取值范围通常在7～15之间，具体值一般随样本量n的增加而增加。d由极差R与组数k来确定，通常定义d＝R/k。

（3）确定各组的区间端点a0，a0＋d＝a1，a0＋2d＝a2，…，形成如下区间：

［a0，a1），［a1，a2），…，［ak－1，ak］

（4）计算样本落在每个区间中的频数ni，根据需要计算频率fi＝ni/n和密度Di＝ni/nd。

以样本为横坐标，以频数为纵坐标，在每个小区间上竖起一个长方形，它们相连形成一张频数直方图。纵轴的单位也可以用频率或密度表示，得到对应的频率直方图或密度直方图。

例3—3

某银行对其所属的某营业网点顾客的等待时间进行抽样调查，其中测量了该网点在2月8日（周五）从上午10点至下午3点间所有顾客（共40人）的等候时间，试绘制直方图（数据列在表3—2中，数据文件：BS_直方图.MTW）。

表3—2　顾客等候时间数据表
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解　利用MINITAB的实现方法如下：

（1）选择“图形＞直方图（Graph＞Histogram）”中的“简单（Simple）”。

（2）指定“图形变量（Graph variables）”为“等候时间”，则可得到如图3—4所示的图形输出。
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图3—4　顾客等候时间直方图

从图3—4中可以看出，总共40个顾客的等候时间集中在5～65分钟之间，其中又以等候15～25分钟的顾客数量最多，高达12个。数据整体呈明显的正偏（尾部右偏）分布，另外还有一个顾客的等候时间接近100分钟，形成延伸严重的高于均值的尾部。

3.3.2　箱线图

箱线图（boxplot）主要是利用数据中的五个统计量来描述数据的一种图示方法。利用它可以粗略地看出数据是否具有对称性、中心位置和分布范围等信息。此外，对同一性质的多组数据在同一坐标下分别作箱线图，可以直观地进行多组数据比较。

箱线图由箱体、上下须触线和星号三部分组成，图形的形状和位置由最小值、第一四分位数、中位数、第三四分位数和最大值这五个统计量决定。最小值、中位数和最大值的含义大家都很熟悉，第一四分位数Q1和第三四分位数Q3在前面3.2.1节中已作了介绍。

箱线图可以竖直画（见图3—5），也可以横着画（见图3—3）。以下我们用竖直画的箱线图（见图3—5）来说明其具体含义。箱体内位于中间的线代表中位数，箱体的下边界是Q1，箱体的上边界是Q3，箱体的长度对应着四分位间距，即Q3与Q1之间的差值。
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图3—5　灯泡使用寿命箱线图

除了箱体之外，还有上下两条须触线。它们分别从箱体的上下边界为始端出发，尾端由上下限的计算公式给出：
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上面两个公式的含义是：以下限为例，如果最小值很小，须触线下限将延伸到Q1－1.5IQR处为止；如果最小值较大，须触线的下限将到最小值处为止。上限的含义相同。最后介绍一下星号。如果上下限的计算结果不是观测值中的最大、最小值，箱线图上就会出现一些游离点，这些点有异常值的嫌疑，通常用“*”表示。

例3—4

某公司从两家供应商各采购了一批灯泡，分别统计各组样品的使用寿命，试绘制箱线图分析（数据列在表3—3中，数据文件：BS_箱线图.MTW）。

表3—3　灯泡使用寿命数据表
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解　利用MINITAB的实现方法如下：

1．选择“图形＞箱线图（Graph＞Boxplot）”中的“一个Y含组（One Y-With Groups）”。

2．指定“图形变量（Graph variables）”为使用寿命，指定“用于分组的类别变量（Categorical variables for grouping）”为“供应商”，则可得到如图3—5所示的图形输出。

从图3—5可以看出，两种灯泡的使用寿命分布的对称性较差，分布均似乎显正偏。供应商乙有一个使用寿命特别短的产品，大小如图中*号所处的位置所示，其原因值得调查。供应商甲的使用寿命似乎略高于供应商乙，同时除去异常值，供应商甲产品的分布范围比供应商乙的似乎略大些，但这些都不能肯定。如果要做出明确的结论，还需经过统计检验（见第5章）。

如果对于图3—5仍觉得不够满意，比如希望增加两供应商灯泡寿命的各自均值位置显示及增加两均值的连线，则可以重复刚才的操作，并打开右下角处的“数据视图”（见图3—6（a）），在打开的窗口中加选“均值符号”及“均值连接线”，并再次“确定”，其操作见图3—6。
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图3—6　增加箱线图功能的操作

再次操作后，将得到符合自己要求的图（见图3—7）。
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图3—7　增加箱线图功能的结果

上面通过增加图形功能的例题向大家展示了如何开发MINITAB软件所提供的丰富功能。本书中正式描述的操作都是能完成某个功能的最基本的操作，在界面上还有很多未提及的小窗口，大家可以打开尝试增加功能。这方面的内容丰富多彩，请大家在使用中学会完善功能，逐步提高使用MINITAB软件的水平。

3.3.3　饼图

饼图（pie chart）在显示属性统计资料的场合中使用最多。圆形中的各个不同大小和颜色的扇形代表不同的属性变量，它们的面积之和构成了一个完整的圆形，即代表所有属性变量的整体。这个特点非常适合体现某个整体的成分构成和各成分之间的对比关系。

制作饼图时，首先要画一个圆，其次根据各属性变量出现的频数fi占总观测值数n的比率，计算出扇形度数θi＝fi/n×360，然后以扇形度数为依据将圆周分割成一个个扇形，并添加不同的颜色和图例加以区分，最终绘制成简单易懂的饼图。

例3—5

某集团公司下属四家工厂年终编写年度质量报告，汇总后得到当年的劣质成本金额数量，试绘制饼图分析（数据列在表3—4中，数据文件：BS_饼图.MTW）。

表3—4　全年劣质成本数据表
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解　利用MINITAB的实现方法如下：

（1）选择“图形＞饼图（Graph＞Pie Chart）”中的“用整理好的表格画图（Chartvaluefromatable）”。

（2）指定“类别变量（Categoricalvariable）”为“种类”，指定“汇总变量（Sum-maryvariables）”为“金额”。

（3）在“饼图选项＞排列扇形区，按：（Pie Chart Options＞Order Slices By:）”中“选大小递减（decreasing volume）”，在“标签（Labels）”的“扇形区标签（Slice Labels）”中“选百分比（Percent）”，指定“多图形＞按变量＞按变量，组在相同图形中：（Multiple Graphs＞By Variables＞By variables with groups on same graph:）”为“工厂”，则可得到如图3—8所示的图形输出。
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图3—8　饼图分析

从上图可以看出四家工厂劣质成本的构成比例各有不同，金额最高的劣质成本也各不相同，产生这些现象的具体原因值得进一步分析，例如使用列联表方法（详见6.3节）。

3.3.4　时间序列图

时间序列图（time series plot）是显示观察值随时间变化而不断变化的图形。在自然界和社会领域，客观现象发展变化的差异及其规律性可以通过时间变量反映时，往往会借助时间序列图来展现。

时间序列图有两个基本要素：时间要素和观察值要素。前者主要说明客观现象的观察值所属的时间类型及其长度，后者主要表明客观现象在某一时间点上发展变化的结果和状态。相对而言，观察值要素的作用更重要，对它的要求也更高。

制作时间序列图时，通常以时间为横坐标，以观察值为纵坐标，先按时间顺序依次描点，再用折线连接各点即可。

例3—6

某工厂成品仓库每月月末盘点记录产品的库存数量，试绘制时间序列图分析（数据列在表3—5中，数据文件：BS_时间序列图.MTW）。

表3—5　全年成品库存数据表

[image: alt]

解　利用MINITAB的实现方法如下：

（1）选择“图形＞时间序列图（Graph＞Time Series Plot）”中的“简单（Simple）”。

（2）指定“序列（Series）”为“库存量”。

（3）在“时间／尺度（Time/Scale）”中选“时间＞时间尺度＞标记（Time＞Time Scale＞Stamp）”，指定“标记列（Stampcolumns）“为“月份”，则可得到如图3—9所示的图形输出。
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图3—9　时间序列图分析

从上图可以看出该厂成品库存的数量依托时间序列而表现出来的变化特点，其中上半年的波动范围较大，但下半年却呈显著递减趋势，暗示着某种积极因素在发挥作用。

3.3.5　3D散点图

散点图（scatterplot）是研究成对出现的两组数据之间相关关系的简单图示，它的实现方式相对比较容易，在此介绍更进一步的3D散点图（3D scatterplot），即可以研究成对出现的三组数据之间相关关系的三维立体图形。一个数据（X，Y，Z）就是三维空间中的一个点，很多个数据就构成了三维空间中的点集，观察点集的分布状态便可判别三组数据两两之间的相关程度，或是推断其中两组数据对另一组数据的影响程度。

制作3D散点图时，首先应建立与三组数据相对应的X轴、Y轴和Z轴，然后找出X，Y和Z的最大值和最小值，以这些值为参考界定三个坐标轴，并定义各个坐标轴的刻度，最后在这个三维坐标系中进行描点即可，必要时还可以画投影线。

例3—7

面包房制作某糕点时，为了解烘烤时间、烘烤温度与糕点口感（0分为最差，10分为最佳）的关系，特收集了一批过程数据，试绘制3D散点图分析烘烤时间与温度对糕点口感的影响（数据列在表3—6中，数据文件：BS_3D散点图.MTW）。

表3—6　糕点生产过程数据表
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解　利用MINITAB的实现方法如下：

（1）选择“图形＞3D散点图（Graph＞3D Scatterplot）”中的“简单（Simple）”。

（2）指定“Z变量（Z variable）“为“口感”，“Y变量（Y variable）“为“温度”，“X变量（X variable）“为“时间”。

（3）在“数据视图（Data View）”的“数据显示（Data Display）”中选“投影线（Projectlines）”，则可得到如图3—10所示的图形输出。
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图3—10　3D散点图分析

从上图可以看出烘烤温度和时间对糕点口感都有显著的影响。一般来说，温度越高，口感越好；时间控制在12～15分钟区间内时，口感最好。此外，如果对3D散点图的三维立体效果不甚满意时，还可选择“工具＞工具栏＞3D图形工具（Tools＞Toolbars＞3D Graph Tool）”，用此工具栏上的按钮进行编辑处理。

3.3.6　3D曲面图

用于研究成对出现的三组数据之间相互关系的图形不是仅有3D散点图，3D曲面图（3D surface plot）是另一种能够达到此功效的图形表达形式。尤其是在探索如何用因素变量对响应变量构建一个合适模型的时候，它的作用特别突出。

与3D散点图类似，制作3D曲面图也需要有X，Y，Z三个轴。值得一提的是，图形中的曲面不是直接连接原始的数据点形成的一个曲面，而是首先基于原始的三维数据用插值法生成拟合Z值，然后再用X值、Y值和拟合Z值生成的一个平滑连续的曲面图。

例3—8

某炼钢厂的工艺部门已知加工温度和时间会对产成的钢铁的强度产生重要影响，为了进一步了解温度和时间影响钢铁强度的总体规律和趋势，收集了一批现场数据，试用3D曲面图进行探索性分析（数据列在表3—7中，数据文件：BS_3D曲面图.MTW）。

表3—7　钢铁生产过程数据表
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解　利用MINITAB的实现方法如下：

（1）选择“图形＞3D曲面图（Graph＞3D Surface Plot）”中的“曲面（Surface）”。

（2）指定“Z变量（Z variable）”为强度，“Y变量（Y variable）”为时间，“X变量（X variable）”为温度。

（3）在“数据视图（Data View）”的“数据显示（Data Display）”中选“曲面（Surface）”、“符号（Symbols）”和“投影线（Projectlines）”，则可得到如图3—11所示的图形输出。
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图3—113　D曲面图分析

从上图可以看出该曲面能够较好地表现温度和时间对钢铁强度的影响关系，强度实际值与拟合值的误差较小，值得用响应曲面分析（详见13.5节）的方法构建一个精确的模型并预测最优效果。同样，如果对图中的三维立体效果不甚满意时，也可用“工具＞工具栏＞3D图形工具（Tools＞Toolbars＞3D Graph Tool）”上的按钮进行编辑处理。

3.3.7　矩阵图

当我们需要研究的数据有4个、5个，乃至更多个变量时，3D散点图或3D曲面图也无法直接表达。这时候，矩阵图（matrix plot）就成了一个合适的图形工具。其实，矩阵图的全称是散点图矩阵图，它通过创建一个二维散点图阵列来同时评估多个变量对之间的关系。在数据变量较多时，分析效率会明显提高。

矩阵图中的每张子图都是反映任意两个变量关系的散点图，它有条理并紧凑地将所有二维散点图拼接在一起。对角线位置显示的是数据的变量名称，右上角部分与左下角部分其实是对称的，如果想简化图形可以省略不画。必要时还可以在所有的散点图上添加分组变量标记或者回归拟合线和平滑拟合曲线。

例3—9

某野生动物保护机构想研究黑熊的身体素质情况，通常在现场为熊称重的尺度使用起来很不方便，所以希望找到一些可用作体重指示器的更可靠、更简单的度量。因为不清楚哪些变量与体重密切相关，所以想创建一个矩阵图来确定各个度量之间的关系（数据列在表3—8中，数据文件：BS_矩阵图.MTW）。

表3—8　黑熊体型测量数据表
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[image: alt]

解　利用MINITAB的实现方法如下：

（1）选择“图形＞矩阵图（Graph＞Matrix Plot）”上半部分“图的矩阵（Matrixofplots）”中的“简单（Simple）”。

（2）指定“图形变量（Graph variables）”为头长、头宽、颈围、胸围、体重，则可得到如图3—12所示的图形输出。
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图3—12　矩阵图分析

从上图可以看出前4个度量都与黑熊的体重有一些正相关的关系，其中胸围和颈围与体重的相关性更加密切。此外，如果想观察不同性别的黑熊是否会有不同的体重指示器，可以选择“图形＞矩阵图（Graph＞Matrix Plot）”上半部分“图的矩阵（Matrix of plots）”中的“含组（With Groups）”进入操作；如果想观察体重指示器与体重的线性或非线性拟合效果，可以选择“图形＞矩阵图（Graph＞Matrix Plot）”上半部分“图的矩阵（Matrix of plots）”中的“包含平滑器（With Smoother）”进入操作。


第4章
统计基础

我们在第3章中介绍了总体与样本的概念。由于不可能也没必要研究总体中所有的个体，要想对总体的有关参数作出估计，对有关性质作出推断，只能使用样本。为此，我们想得知有关样本统计量的性质和主要结论，先要了解它们的分布。这些都是在第5章以后讨论各项统计分析的基础。我们将在4.1节介绍关于正态总体的抽样分布。

大家知道，所谓统计分析，其实不过是参数估计和假设检验两方面的内容。六西格玛管理中用到的统计分析，大约80％以上是关于假设检验的，我们将在第5章以后各章逐项加以详细讨论。在本章中，将完成对于参数估计问题的全面介绍。其中，在4.2节将介绍点估计的方法；在4.3节介绍区间估计的方法。这些都是以后讨论各项统计分析的基础知识。


4.1　正态总体的抽样分布

为了对正态总体的统计量进行分析，首先要了解它们的分布，各统计量的分布称为抽样分布，这里介绍四种常用的抽样分布。

4.1.1　样本均值[image: alt]的分布——标准正态分布及T分布

从2.5节中心极限定理所叙述的结论，我们可以得知[image: alt]的标准差是原来的标准差除以[image: alt]，因此可以得到如下结论：

当总体服从正态分布N（μ，σ2）时，样本均值[image: alt]服从正态分布[image: alt]，若将样本均值[image: alt]进行标准化转换，则有

[image: alt]

也就是说，当总体标准差σ已知时，样本均值[image: alt]进行标准化转换后，可以得到标准正态分布。

当总体标准差σ未知时，用样本标准差S代替总体标准差σ后会怎么样？20世纪初，人们都认为，代换后正态分布将近似不变。但年轻的统计学家戈塞特（W. S. Gossett）在研究时发现：当样本量很小时，用样本标准差S代替总体标准差σ后，分布与正态分布有很大不同，波动大大增加了（即其分布密度图形比正态分布的要“胖”很多），而且波动与样本量关系密切（样本量越小，密度图形越“胖”）。1908年，戈塞特（Gosset）以笔名“Student”发表一篇论文，给出了一种新分布。这篇文章成为近代统计学开始的里程碑，他所建议的分布被称为“学生氏t分布”。也就是说，用样本标准差S代替总体标准差σ后，原来的Z统计量会变成t统计量，服从自由度为n－1的t分布，记为t（n－1），即
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式中，S是样本标准差，其计算公式为：

[image: alt]

这里省略其证明过程，有兴趣的读者可以参考一般的概率统计教材。大家只要记住式（4—2）的结论就可以了。

在实际工作中，总体标准差σ常常是未知的，因此t统计量常用来进行有关单个正态总体的均值和两个正态总体均值之差等问题的假设检验。

t分布的概率密度函数与标准正态分布其实很类似，亦为对称分布，均值也为0。与标准正态分布相比，t分布的密度曲线只是略“胖”些罢了（见图4—1）。这是因为将式（4—2）与式（4—1）相比较后可以看出，t统计量除了分子的样本均值是随机变量外，分母用随机变量样本标准差S代替常数总体标准差σ，其波动性增加了，故t的标准差比标准正态Z的标准差大。当然，自由度超过30以后，二者差别很小，此时完全可以用标准正态分布替代t分布。
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图4—1　标准正态密度与t分布密度的比较

t分布（Student t distribution）的定义是：如果X服从标准正态分布，S2服从ν个自由度的卡方分布，且它们相互独立，那么随机变量
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所服从的分布称为ν个自由度的t分布。其分布密度函数为：

[image: alt]

当ν→∞时的极限分布即是标准正态分布，当ν＝1时就是Cauchy分布。t分布只包含1个参数ν。数学期望和方差分别为0，[image: alt]（ν≤1时期望不存在，ν≤2时方差不存在）。我们常常用t（ν）表示ν个自由度的t分布。MINITAB对于更一般的t分布还增加了一个“非中心参数”，当非中心参数为0时，就得到了我们现在所说的t分布。在用MINITAB计算时，只要注意这一点就行了。

在统计推断中常常会碰到自由度这一概念，不少人对这一概念感到不好理解，这里特别解释一下。

如果有10个数，而且你知道了均值和其中的9个数的值，那么你就可以推算出第10个数。又比如，让10个人挑选总共10个不同颜色的玻璃球，只有9个人有自由挑选的可能，因为当这9个人都挑好之后，你就别无选择了！因此这个问题的自由度为9。

所以，自由度通常可以简单地理解为在研究问题中，可以自由独立取值的数据或变量的个数。

例4—1

计算下列各分布的相关数值。

（1）Z～N（0，1），求Z＝1.98时的概率密度。

解　1）选择“计算＞概率分布＞正态分布（Calc＞Probability Distributions＞Normal Distribution）”，选中“概率密度（probability density）”，输入常数“1.98”（如图4—2所示）。
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图4—2　正态分布概率密度计算操作图

2）点击“确定”后，得到如下输出结果：



概率密度函数

正态分布，均值＝0和标准差＝1

[image: alt]



（2）Z～N（0，1），求P（Z ＜2.4）。

解　1）选择“计算＞概率分布＞正态分布（Calc＞Probability Distributions＞Normal Distribution）”，选中“累积概率（cumulative probability）”，输入常数“2.4”（见图4—3）。
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图4—3　正态分布累积概率计算操作图

2）点击“确定”后，得到如下输出结果：



累积分布函数

正态分布，均值＝0和标准差＝1
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（3）Z～N（0，1），求使得P（Z ＜x）＝0.95成立的x值，即Z的0.95分位数。

解　1）选择“计算＞概率分布＞正态分布（Calc＞Probability Distributions＞Normal Distribution）”，选中“逆累积概率（Inverse cumulative probability）”，输入常数“0.95”（见图4—4）。

[image: alt]

图4—4　正态分布分位数计算操作图

2）点击“确定”后，得到如下输出结果：



逆累积分布函数

正态分布，均值＝0和标准差＝1
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此结果很重要，正态分布的0.95分位数（或右侧0.05分位数）是1.645。

（4）自由度＝12，求使得P（t＜x）＝0.95成立的x值。

解　1）选择“计算＞概率分布＞t分布（Calc＞Probability Distributions＞t Distribution）”，选中“逆累积概率（Inverse cumulative probability）”，输入自由度“12”，常数“0.95”（见图4—5）。
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图4—5　t分布分位数计算操作图

2）点击“确定”后，得到如下输出结果：



逆累积分布函数

学生t分布，12自由度
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在本书的附表3中，查表得到的结果是1.782。此结果从数值上说明：同样的0.95分位数，也就是同样从右侧截取0.05面积，正态分布的横坐标是1.645，而t分布的横坐标就要大很多：12个自由度时是1.782；6个自由度时是1.943；2个自由度时是2.920；1个自由度时竟然高达6.314。

（5）自由度＝12，求P（t≤3）。

解　1）选择“计算＞概率分布＞t分布（Calc＞Probability Distributions＞t Distribu-tion）”，选中“累积概率（cumulative probability）”，输入自由度“12”，常数“3”（见图4—6）。
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图4—6　t分布累积概率计算操作图

2）点击“确定”后，得到如下输出结果：



累积分布函数

学生t分布，12自由度
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4.1.2　双样本均值差的分布

设有两个总体：X～N（μ1，[image: alt]），Y～N（μ2，[image: alt]），从总体X中抽取的样本X1，X2，…，Xn，样本均值为[image: alt]，样本方差为[image: alt]，样本标准差为SX，从总体Y中抽取的样本为Y1，Y2，…，Ym，样本均值为[image: alt]，样本方差为[image: alt]，样本标准差为SY。

根据两个总体的方差是否已知或相等，其样本均值之差[image: alt]－[image: alt]服从的抽样分布有以下三种情况：

（1）两个总体均服从正态分布，且两个总体的方差[image: alt]均已知情况时，两样本均值差所服从的抽样分布为：

[image: alt]

将[image: alt]－[image: alt]标准化，得到Z统计量：

[image: alt]

只要样本量足够大，对于总体分布是否正态都可近似使用。

（2）两个总体均服从正态分布，且[image: alt]，但[image: alt]均未知时，两样本均值差所服从的抽样分布为：[image: alt]，由于[image: alt]均未知，我们需要用样本合并方差[image: alt]取代[image: alt]，即

[image: alt]

进行标准化变换后，得到

[image: alt]

（3）当两个总体均服从正态分布，[image: alt]，且方差均未知时，自然用[image: alt]分别估计[image: alt]，从而得到[image: alt]，此时

[image: alt]

需注意的是：此时t不再服从自由度为n＋m－2的t分布，而是近似服从自由度为ν的t分布。自由度ν的计算公式为：
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4.1.3　正态样本方差S2的分布——卡方分布

若X1，X2，…，Xn是从正态总体N（μ，σ2）中抽出的一组样本量为n的独立随机样本，记[image: alt]，则当μ已知时：

[image: alt]

当μ未知时，用[image: alt]代替μ后可以得到

[image: alt]

其概率密度函数在正半轴上呈正偏态分布，如图4—7所示。
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图4—7　卡方分布密度图

卡方分布的定义是：把n个相互独立的标准正态随机变量的平方和称为自由度为n的卡方分布（χ是希腊字母，χ2写成英文是Chi-square）。它的密度表达式为：

[image: alt]

式中，参数ν≥1称为自由度。卡方分布有向右的偏斜，特别在较小自由度情况下（ν越小，分布越偏斜）。我们常用χ2（ν）表示自由度为ν的卡方分布。MINITAB软件提供的是一个更一般的“非中心”卡方分布，表达式（4—12）是其中最简单的“中心参数”为0的情况，使用MINITAB时只要注意这点就够了。

另外，卡方分布是Gamma分布b＝2时的特例。由于卡方分布在正态抽样定理中的重要性，因而卡方分布受到特别的重视。卡方分布有很多用途，其中一项就是用来分析单个正态总体样本方差的状况。卡方分布还可以用来进行分布的拟合优度检验，也即检验资料是否符合某种特定分布；对于离散数据构成的列联表，也可以用来分析两个离散型因子间是否独立等，这些将在以后的章节予以介绍。

卡方分布的性质：

（1）卡方分布的加法性：设X和Y彼此独立，且都服从卡方分布，其自由度分别为n1，n2。若令Z＝X＋Y，则Z服从自由度为n1＋n2的卡方分布。

（2）若X～χ2（n），则E（X）＝n，V（X）＝2n。

例4—2

计算下列各卡方分布的相关数值：

（1）自由度＝10，求使得P（χ2＜x）＝0.95成立的x值。

解　其实这就是求卡方分布的分位数问题。我们的书后以及一般的概率统计教材都会附有这张分位数表，现在我们自己可以用计算机把它们计算出来了。

1）选择“计算＞概率分布＞卡方分布（Calc＞Probability Distributions＞Chi-square）”，选中“逆累积概率（Inverse cumulative probability）”，输入自由度“10”，常数“0.95”（见图4—8）。

[image: alt]

图4—8　χ2分布逆累积概率计算操作图

2）点击“确定”后，得到如下输出结果：



逆累积分布函数

卡方分布，10自由度

[image: alt]



大家可以查本书的附表4验证，查表给出的结果是18.31。

（2）自由度＝10，求P（χ2≤28）。

解　1）选择“计算＞概率分布＞卡方分布（Calc＞Probability Distributions＞Chi-square）”，选中“累积概率（cumulative probability）”，输入自由度“10”，常数“28”（见图4—9）。

[image: alt]

图4—9　χ2分布累积概率计算操作图

2）点击“确定”后，得到如下输出结果：



累积分布函数

卡方分布，10自由度

[image: alt]



4.1.4　两个独立的正态样本方差之比的分布——F分布

两个独立的正态样本方差之比的分布是F分布。设有两个独立的正态总体N（μ1，σ2）和N（μ2，σ2），它们的方差相等。又设X1，X2，…，Xn是来自N（μ1，σ2）的一个样本；Y1，Y2，…，Ym是来自N（μ2，σ2）的一个样本，这两个样本相互独立。它们的样本方差之比是自由度为n－1和m－1的F分布：

[image: alt]

式中，n－1称为分子自由度；m－1称为分母自由度；F分布的概率密度函数在正半轴上呈正偏态分布（见图4—10）。图4—10画的是分子自由度为2，分母自由度分别为5及20的两条密度曲线。

[image: alt]

图4—10　F分布密度图

实际上，F统计量就是由两个卡方随机变量相除所构成的，如果X～χ2（ν1），Y～χ2（ν2），且二者相互独立，则称二者比值的分布为F分布，即

[image: alt]

其密度函数是：

[image: alt]

F分布的应用非常广泛，尤其是在判断两正态总体方差是否相等以及方差分析（ANOVA）等问题上面。

例4—3

计算F0.95（8，18）的数值。

解　1）选择“计算＞概率分布＞F分布（Calc＞Probability Distributions＞F Distribution）”，选中“逆累积概率（Inverse cumulative probability）”，分别输入分子、分母的自由度“8”，“18”，常数“0.95”（见图4—11）。

[image: alt]

图4—11　F分布分位数计算操作图

2）点击“确定”后，得到如下输出结果：



逆累积分布函数

F分布，8分子自由度和18分母自由度

[image: alt]



读者可以查本书附表5，查表的结果是2.51。


4.2　参数的点估计

4.2.1　点估计的概念

假设需要对供应商提供的一批批量为5000个轴承的这个总体的直径进行估计。通常的办法是随机抽取部分比如20个轴承进行测量，而不是测量全部轴承。假设这20个轴承的平均直径是2.12cm，我们就将这批批量为5000个轴承的总体平均直径估计为2.12cm，这种用单个数值对于总体参数给出估计的方法称为点估计。

下面给出点估计的定义：

设θ是总体的一个未知参数，X1，X2，…，Xn是从该总体中抽取的样本量为n的一个随机样本，那么用来估计未知参数θ的统计量[image: alt]（X1，X2，…，Xn）称为θ的估计量，或称为θ的点估计。

以后我们总是在参数上方画一个帽子“^”表示该参数的估计量。在工程中经常出现的点估计问题之最好结果是：

对于总体均值μ，[image: alt]；

对于总体方差σ2，[image: alt]＝S2；

对于比率p，[image: alt]，X是样本量为n的随机样本中我们感兴趣的那类出现的次数；

对于[image: alt]（两个独立随机样本均值之差）；

对于p1－p2，估计为[image: alt]（两个独立随机样本比率之差）。

常用的点估计值可参见第3章介绍的方法，通过MINITAB软件实现。

4.2.2　点估计的评选标准

点估计量会随着抽取的样本而不同，如果[image: alt]，则称[image: alt]是参数θ的无偏估计。由于期望E可以理解为求平均值，因此上式的含义就是，对于θ的估计量具体的一次估计当然可能大些或小些，但取多次的平均值时，应该与原来的参数值相等，不能总是偏大或总是偏小，多次使用时其平均偏差为0。无偏性当然是估计量优良性的一个重要标准，我们应尽量选用无偏估计量或近似无偏估计量。

当有多个无偏估计时，我们希望采用其方差达到最小者。例如在正态总体中，用样本均值[image: alt]来估计总体均值μ，就是所有无偏估计量中方差最小者。

除了上述优良性标准，还有另外一些要考虑的因素。例如对于总体标准差的估计，虽然我们知道样本方差S2是总体方差σ2的最小方差无偏估计，但其平方根则不再是无偏的了。在样本量较小时，其差别非常明显，用S来估计σ总是略偏小一些。为了解决此问题，就要将样本标准差S除以系数c4，此系数列在本书后附表6中。当样本量n逐渐增大时，此系数将与1非常接近，超过30就可以认为是1了。估计σ的另一类方法是用样本的极差R。如果样本被分成若干组，对于每组都可以先求出组内极差R，对于多组R可以求出其平均值[image: alt]，然后将[image: alt]除以系数d2，此系数也列在本书后附表6中。例如，每组只含两个样品时，d2＝1.128。这样得到的σ的估计[image: alt]/1.128也是无偏的，但这时只考虑了组内的波动。总之，参数估计的方法很多，究竟采用哪一个，要看实际问题的需要，在不同的场合应采用相应的最好的估计量。

采用点估计时，并不能保证在每次估计参数时都是无偏差的，它无法给出对于待估参数的估计的精度和可靠程度的度量，区间估计解决了这一问题。


4.3　参数的区间估计

设θ是总体的一个待估参数，从总体中获得样本量为n的样本是X1，X2，…，Xn，对给定的显著性水平α（0＜α＜1），有统计量：θL＝θL（X1，X2，…，Xn）与θU＝θU（X1，X2，…，Xn），若对任意θ有P（θL≤θ≤θU）＝1－α，则称随机区间［θL，θU］是θ的置信水平为1－α的置信区间，θL与θU分别称为置信下限与置信上限。

置信区间的大小表达了区间估计的精确性，置信水平表达了区间估计的可靠性，1－α是区间估计的可靠程度，而α表达了区间估计的不可靠程度。

如果［θL，θU］是置信水平为0.95的置信区间，由于随机区间［θL，θU］会随样本观察值的不同而不同，它有时包含了参数θ，有时没有包含θ，即是说用这种方法作参数的区间估计时，在100次的区间估计中，平均说来，大约有95个区间能包含参数θ，大约有5个区间没能包含θ。

在进行区间估计时，必须同时考虑置信水平与置信区间两个方面。对于置信区间的选取，一定要注意，决不能认为置信水平越大的置信区间就越好。实际上，置信水平定的越大，则置信区间相应也一定越宽，当置信水平太大时，则置信区间会宽得没有实际意义了。这两者要结合在一起考虑，才更为实际。通常我们取置信水平为0.95，极个别情况下可取0.99或0.90，一般不取其他的置信水平。

4.3.1　单正态总体均值的置信区间

当X～N（μ，σ2）时，正态总体均值的置信区间有以下三种情况：

（1）当总体方差σ2已知时，正态总体均值μ的1－α置信区间为：

[image: alt]

式中，Z1－α/2是标准正态分布的1－α/2分位数，也就是双侧α分位数。例如α＝0.05时，Z0.975为1.96。

在MINITAB中，我们可以通过“统计＞基本统计量＞单样本Z（Stat＞Basic Statistics＞1-Sample Z）”来实现。

由于在实际情况中，已知标准差的情况很罕见，因此我们这里重点关注的是标准差未知时的情形。

（2）当总体方差σ2未知时，σ用其样本标准差S代替，此时正态总体均值μ的1－α置信区间为：

[image: alt]

式中，t1－α/2（n－1）表示自由度为n－1的t分布的1－α/2分位数，也就是t分布的双侧α分位数。例如α＝0.05时，样本量n＝16时，t0.975（15）＝2.131，其值略大于Z0.975＝1.96。

例4—4

某集团公司正推行节省运输费用活动，表4—1是某部门20个月使用的运输费用调查结果数据（数据文件：BS_运输费用.MTW）。

表4—1

[image: alt]

假设运输费用是服从正态分布的，求运输费用均值的95％置信区间。

解　（1）由于总体标准差未知，选择“统计＞基本统计量＞单样本t（Stat＞Basic Statistics＞1-Samplet）”，在“样本所在列（Samples in columns）”栏中输入数据列，点击“选项（Options）”后，输入置信水平“95”（％），如图4—12所示。

[image: alt]

图4—12　单样本t求置信区间操作图

（2）点击“确定”后，得到输出结果如下：



单样本T：运输费用

[image: alt]



当全部样本数据给出时，此类问题的计算还可以直接从“统计＞基本统计量＞图形化汇总（Stat＞Basic Statistics＞Graphical Summary）”中得到，在此不再赘述。




（3）前两种情况讨论的是当总体为正态分布时，μ的区间估计，然而当总体不是正态分布时，如果样本量n超过30，则可根据中心极限定理知道：[image: alt]仍近似服从正态分布，因而仍可用正态分布总体时的均值μ的区间估计方法，而且可以直接用样本标准差代替总体标准差，即采用公式：

[image: alt]

在MINITAB中，通常直接采用“统计＞基本统计量＞图形化汇总（Stat＞Basic Statistics＞Graphical Summary）”中得到总体均值的置信区间结果。只不过要注意的是：总体非正态时，在小样本情况下此结果并不可信，只有当样本量超过30后，由于中心极限定理的保证，此结果才是可信的。

4.3.2　单正态总体方差和标准差的置信区间

当X～N（μ，σ2）时，正态总体方差的置信区间是：

[image: alt]

式中，[image: alt]和[image: alt]分别是χ2分布的1－α/2分位数与α/2分位数。

当X～N（μ，σ2）时，正态总体标准差的置信区间是：

[image: alt]

例4—5

某集团公司正推行节省运输费用活动，表4—2是某部门20个月使用的运输费用调查结果数据（数据文件：BS_运输费用.MTW）。

表4—2　

[image: alt]

假设运输费用服从正态分布，求运输费用方差和标准差的95％置信区间。

解　（1）求总体方差置信区间，选择“统计＞基本统计量＞单方差（Stat＞Basic Statistics＞1 Variance）”。

（2）在“样本所在列（Samples in columns）”栏中输入数据列，点击“选项（Options）”后，输入置信水平“95”（％），如图4—13所示。

[image: alt]

图4—13　求单总体方差置信区间操作图

（3）点击“确定”后，得到输出结果如下：



单方差检验和置信区间：运输费用

方法

卡方方法仅适用于正态分布。

Bonett方法适用于任何连续分布。

[image: alt]



求总体标准差置信区间另一种方法：选择“统计＞基本统计量＞图形化汇总（Stat＞Basic Statistics＞Graphical Summary）”；在“变量（Variables）”一栏中输入数据列，置信水平输入“95”（％），点击“确定”后，得到输出结果如图4—14和图4—15所示。

[image: alt]

图4—14　求单总体标准差置信区间操作图

[image: alt]

图4—15　单总体标准差置信区间结果图

4.3.3　单总体比率的置信区间

当X～b（1，p）时，也就是X取“非0则1”的0—1分布，我们常需要估计总体中感兴趣的那类比率的置信区间，比如，一批产品中，不合格品率的大致范围；顾客满意度调查中，有抱怨顾客的比率范围等。

这里我们记总体比率为p，样本比率为[image: alt]。可以证明，当样本量足够大时（要求np＞5及np（1－p）＞5），且p值适中（0.1＜p＜0.9），则可用正态分布去近似二项分布，因而近似有：[image: alt]。因此，由[image: alt]服从的正态分布构造总体比率p的置信区间为：[image: alt]

例4—6

某电视台为了调查新节目收视率，在节目放映时间内进行了电话调查。在接受调查的2000名被调查者中有1230名正收看本节目。求此节目收视率的95％置信区间。

解　（1）求总体比率p的置信区间，选择“统计＞基本统计量＞单比率（Stat＞Basic Statistics＞1 Proportion）”，如图4—16所示。

[image: alt]

图4—16　求单总体比率置信区间操作路径图

（2）在“汇总数据（Summarized data）”栏中分别输入“2000”、“1230”，点击“选项（Options）”后，输入置信水平“95”（％），如图4—17所示。

[image: alt]

图4—17　求单总体比率置信区间数据输入操作图

（3）点击“确定”后，得到输出结果如下：



单比率检验和置信区间

[image: alt]

使用正态近似。



4.3.4　双总体均值差的置信区间

某工厂品质部部长希望了解两家不同原材料供应商提供的原材料强度是否存在差异，这实际上是要对两个总体均值之差做区间估计。

设有两个总体，X～N（μ1，[image: alt]），Y～N（μ2，[image: alt]），从总体X中抽取的样本X1，X2，…，Xn，样本均值为[image: alt]，样本方差为[image: alt]，样本标准差为SX，从总体Y中抽取的样本为Y1，Y2，…，Ym，样本均值为[image: alt]，样本方差为[image: alt]，样本标准差为SY。

对两总体均值差异μ1－μ2的区间估计常有以下三种情况（请读者结合4.1.2节理解）：

（1）两个总体均服从正态分布，且两个总体的方差[image: alt]都已知时，两总体均值差异μ1－μ2的1－α置信水平下的置信区间为：

[image: alt]

只要样本量足够大，无论两总体的方差是否相等，上述公式都适用。

（2）两个总体均服从正态分布，且[image: alt]，但[image: alt]均未知时，两总体均值之差μ1－μ2的1－α置信水平下的置信区间为：

[image: alt]

式中，[image: alt]。

例4—7

一家冶金公司需要减少其排放到废水中的生物氧需求量（biochemical oxygen demand，BOD）含量。用于废水处理的活化泥供应商建议，用纯氧取代空气吹入活化泥以改善BOD（此数值越小越好）。从两种处理的废水中分别抽取10个和9个样品，数据见表4—3（数据文件：BS_生物氧需求量.MTW）。

表4—3　

[image: alt]

已知BOD含量服从正态分布，试确定：该公司采用空气和采用纯氧减少BOD含量均值之差的95％置信区间。

解　（1）求两总体μ1－μ2的置信区间，选择“统计＞基本统计量＞双样本t（Stat＞Basic Statistics＞2-Samplet）”。

（2）在“样本在不同列中（Samples in different columns）”栏中分别输入C1，C2列，点击“选项（Options）”后，输入置信水平“95”（％），勾选“假定等方差（Assume Equal Variance）”（这里先这样假定，至于对“方差相等”的假定如何进行检验，方法见5.4.2节），如图4—18所示。

[image: alt]

图4—18　求双总体均值差置信区间操作路径图2

3）点击“确定”后，得到输出结果如下：



双样本T检验和置信区间：空气，氧气

空气与氧气的双样本T

[image: alt]

差值估计：16.61

差值的95％置信区间：（-0.58，33.80）

差值＝0（与≠）的T检验：T值＝2.04　P值＝0.057　自由度＝17

两者都使用合并标准差＝17.7356



（3）当两个总体均服从正态分布，[image: alt]，且方差均未知时，两总体均值之差μ1－μ2的1－α置信水平下的置信区间为：

[image: alt]

式中，自由度ν的计算公式为：

[image: alt]

例4—8

假定A，B两名工人生产相同规格的轴棒，关键尺寸是轴棒的直径。由于A使用的是老式车床，B使用的是新式车床，二者精度可能有差异。经检验（检验方法在第5章5.4.2节介绍），他们的直径数据确实来自两个方差不等的正态分布。现他们各测定13根轴棒直径（结果见表4—4，数据文件：BS_轴棒直径.MTW）。

表4—4　

[image: alt]

试确定A，B生产的轴棒直径之差的95％置信区间。

解　（1）求两总体μ1－μ2的置信区间，选择“统计＞基本统计量＞双样本t（Stat＞Basic Statistics＞2-Samplet）”。

（2）在“样本在不同列中（Samples in different columns）”栏中分别输入C1，C2列，点击“选项（Options）”后，输入置信水平“95”（％），如图4—19所示。

[image: alt]

图4—19　求双总体均值差置信区间操作路径图3

（3）点击“确定”后，得到输出结果如下：



双样本T检验和置信区间：A，B

A与B的双样本T

均值

[image: alt]

差值估计：1.965

差值的95％置信区间：（0.435，3.496）

差值＝0（与≠）的T检验：T值＝2.71　P值＝0.015　自由度＝17



下面给出一个实例，其中未提供原始数据而只含有摘要数据，计算方法不变。

例4—9

独立随机样本取自均值μ1，μ2未知，标准差未知的两个正态分布总体，若第一总体样本标准差S1＝0.73，样本量n＝25，[image: alt]＝6.9；第二总体样本标准差S2＝0.89，样本量m＝20，[image: alt]＝6.7。求μ1－μ2的95％置信区间。

解　（1）求两总体μ1－μ2的置信区间，选择“统计＞基本统计量＞双样本t（Stat＞Basic Statistics＞2-Samplet）”（见图4—20）。

[image: alt]

图4—20　求双总体均值差置信区间操作路径图1

（2）在“汇总数据（Summarized data）”栏中分别输入已知样本数据，点击“选项（Options）”后，默认置信水平“95”（％），如图4—21所示：

[image: alt]

图4—21　求双总体均值差置信区间数据输入操作图

（3）点击“确定”后，得到输出结果如下：



双样本T检验和置信区间

[image: alt]

差值估计：0.200

差值的95％置信区间：（-0.301，0.701）

差值＝0（与≠）的T检验：T值＝0.81　P值＝0.423　自由度＝36



对于双总体均值差的置信区间要能理解其含义。以例4—7为例，用纯氧取代空气吹入活化泥后，BOD的样本均值表面上看降低了16.61，但能否根据此数据就断言“纯氧取代空气吹入活化泥后降低BOD的效果显著”呢？这是错误的。我们不能只看样本的均值差，还要看置信区间。我们算出总体均值差的95％置信区间是（-0.58，33.80），换言之，真正的总体的均值差不一定是正数，两总体均值差可能为正，也可能为负。正确的断言应该是目前还“看不出显著降低”。如果置信区间的上限与下限都为正，则可以断言总体均值差为正；如果置信区间的上限与下限都为负，则可以断言总体均值差为负；如果置信区间的上限与下限为一正一负，则目前还不能排除总体均值差为0的可能。此例比较特殊，下限虽然为负，但其绝对值很小，要获得最终结论，要进行更细致的单侧假设检验，关于此问题的结论请参看第5章例5—8的有关讨论。

4.3.5　双总体比率差的置信区间

设两个总体的比率分别为p1和p2，为了估计p1－p2，分别从两个总体中各随机抽取样本量为n1和n2的两个随机样本，并计算两个样本的比率[image: alt]，可以证明，p1－p2的置信水平为1－α的置信区间为：

[image: alt]

例4—10

为了解员工对工资的满意度，对250名男员工、200名女员工进行调查，结果见表4—5。

表4—5　

[image: alt]

求男女员工对工资满意度差异的95％置信区间。

解　（1）求两总体p1－p2的置信区间，选择“统计＞基本统计量＞双比率（Stat＞Basic Statistics＞2-Proportions）”。

（2）在“汇总数据（Summarized data）”栏中分别输入数据，点击“选项（Options）”后，输入置信水平“95”（％），勾选“使用p的合并估计值进行检验（Use pooled estimate of pfortest）”，如图4—22所示。

[image: alt]

图4—22　双总体比率差置信区间操作图

（3）点击“确定”后，得到输出结果如下：



双比率检验和置信区间

[image: alt]

差值估计：-0.08

差值的　95％　置信区间：（-0.172630，0.0126298）

差值＝0（与≠0）的检验：Z＝-1.69　P值＝0.091

Fisher精确检验：P值＝0.106



在本章中，我们介绍了多种置信区间的求法，但并未讲到更多的原理。对于置信区间的理解如果能与假设检验密切联系起来，就会有更深入的体会。等大家学习了第5章所讨论的假设检验问题后，对置信区间的理解就会更加全面。


第5章
假设检验

5.1　基本原理及方法

参数估计和假设检验是统计推断的两个重要方面。参数估计是以“数值”为其输出结果。与参数估计不同的是，我们还会经常遇到另一类问题，例如要判断新配方药物的疗效是否比原配方药物疗效好些？采取改进措施后合格品率是否提高？纤维的长度是否服从正态分布？等等。这类问题要求对总体参数的性质、分布的类型做出结论性的判断。我们对这类问题的共同处理方法是：先把某个结论当成一种假设，然后根据样本观测值的情况，运用统计分析的方法对假设进行检验，并做出判断。这类问题最终是以“判断”为其输出结果，我们把它归纳为假设检验的问题。

由于观测到的样本数据总会带有误差，因此不能简单地由样本统计量结果直接作结论，必须使用严格的统计假设检验方法才能得出科学的结论。本节着重介绍有关假设检验的基本原理和检验方法，这是下面几章讲解统计方法的理论基础，大家必须理解掌握。

为使大家对假设检验的基本原理有具体的了解，先看一个例子。

例5—1

原来的冷拉钢筋生产线上的钢筋平均抗拉强度为2000kg，标准差为300kg。经过调整参数后，希望钢筋平均抗拉强度能有所提高。项目团队实施改进后抽取了25根钢筋，测得钢筋平均抗拉强度为2150kg。问：能否断言，钢筋平均抗拉强度确有提高？




从此例的问题可以看出，我们是希望通过样本观测数据的情况，即“抽取了25根钢筋，测得钢筋平均抗拉强度为2150kg”这样的结果，去推断“整批钢筋平均抗拉强度是否确有提高”。这实际就是典型的假设检验问题：根据所获取的样本——运用统计分析方法——对总体X的一个假设做出判断。

问题的关键在于：如何运用统计分析方法呢？

一般的做法是：根据所讨论问题的性质构造一个检验统计量，计算出在原假设成立的条件下，该统计量应该有的分布及应拒绝的范围，再根据样本观测值是否落入应该拒绝的范围做出判断。

统计分析方法运用过程中蕴含了两条基本原理：

1．带有概率性质的反证法原理

在例5—1中，用μ代表总体的钢筋抗拉强度的平均值，这个值是我们不知道的。我们从抽样中得到的只是样本均值，而统计学的目的就是要用样本去推断总体。对于这个问题，我们知道，若总体均值μ＝2000，则认为钢筋抗拉强度的平均值没有提高；若μ＞2000，则认为钢筋抗拉强度的平均值有提高。为此可以建立两个命题，在假设检验中称它们为假设（hypothesis），前一个为原假设（或零假设）（null hypothesis），记为H0；后一个为备择假设（或对立假设）（alternative hypothesis），记为H1，即

[image: alt]

我们思考的逻辑是：为检验H0（原假设）是否正确，先假定它正确，看由此会出现什么结果，如样本观测值出现了一个与H0应有结果明显矛盾的情况，则表示应该判定“H0正确”这个假设是错误的，于是拒绝H0，这时检验结果是具有说服力的；如果没出现矛盾的情况，我们却不能判定“不拒绝H0”或“接受H0”，因为此时只能说明“目前还没找到足够拒绝H0的理由”而已，没有足够的说服力来肯定H0一定是成立的。

基于这些事实，H0和H1地位是不对等的，不能随意交换。因而，在一般情况下，H0要取那个在实践中应该受到保护，有足够证据时才能否定的论断或“不证自明”的论断作为原假设，在对参数进行检验时，我们将把相等的、无差别的、等号成立的结论作为原假设；根据要说明的问题，将待判定、待证明的、不相等的、有差别的结论作为备择假设，设为H1。对于参数检验的问题，原假设一定含有“等于”某值，备择假设中永远只可能是“大于”、“小于”或“不等于”这三种情况。

对于本例题所建立的检验，有人会问，检验原假设和备择假设中都没有包含“小于”号，这是否漏掉了一种可能而不完善呢？事实上，我们在这里只是检验“抗拉强度是否提高”的命题，并不关心也不讨论“抗拉强度是否降低”或“抗拉强度是否合格”的问题，因此，并不需要包含“小于”这种情况。正如在法院打官司，张先生告王先生欠他3万元，原假设H0是王先生不欠钱，备择假设H1是王先生欠3万元，张先生要举出证据来证明王先生确实欠钱。这时候是不需要讨论是否张先生反而欠王先生钱的问题，如果要讨论，那也是另一场官司的事了。

有些六西格玛培训教材中特别强调了“H0与H1一定构成全空间”，因此它们建议，此钢筋抗拉强度的检验问题应该写成：

[image: alt]

这里应该说明的是，“H0与H1一定构成全空间”这种说法是正确的，但问题在于什么是“全空间”。实际上，由于我们这里讨论检验的是均值这个参数，在分析之前，一定要根据检验问题的实际含义讨论清楚什么是我们所要检验的“参数空间”。注意，它与该参数全部可能取值的范围即“参数的自然空间”不见得是一回事。例如讨论“检验现在钢筋抗拉强度是否超过2000”问题时，钢筋抗拉强度μ的自然空间是全部实数（-∞，+∞）或（0，+∞），但我们的统计问题则只限于讨论μ≥2000这样的“参数空间”，我们只是希望将此空间分割为“μ＝2000”（均值未提高）和“μ＞2000”（均值有提高）两个部分。这里，μ＜2000这部分是不需要讨论的。比如抽检了25根钢筋，其平均抗拉强度只有1900，那么这时如果要检验“现在钢筋抗拉强度是否超过2000”，这个检验问题的提法本身就是错误的。我们只能在样本平均抗拉强度超过2000后，才有资格讨论该总体在参数空间中究竟是“μ＝2000”还是“μ＞2000”。这样说来，“H0与H1一定构成全空间”虽然还是正确的，但我们的全空间是“μ≥2000”。总之，我们的问题“检验现在钢筋抗拉强度是否超过2000”写成式（5—1）或式（5—2）都是正确的，没有“对”与“错”的区分，但它们考虑的参数空间是不同的。另外，从统计学理论上看，对于检验式（5—1）和式（5—2），它们的一致最大功效（uniform most powerful，UMP）检验一定是相同的。因此两种设定原假设的形式其分析结果完全是相同的。由于式（5—1）的形式是更基本、更简单的，因此从理论上说，式（5—1）比式（5—2）要更简洁、更清晰，在实际工作中，用式（5—1）来处理问题，也更容易思考，所以各种统计计算软件也都采用这种表达方法来设定。因此编著者建议大家以后在工作中，不论对立假设是H1：μ＞μ0，或H1：μ＜μ0，还是H1：μ≠μ0中的哪一种，其原假设写成统一形式“H0：μ＝μ0”，则处理起来更简洁、清晰，不易出错。

2．小概率事件原理

带有概率性质的反证法原理中，所谓的明显不合理情况指的就是竟然出现了小概率事件，因为按照常识，在假设“H0是成立的”条件下，与大概率事件相比，小概率事件在一次试验中是几乎不会发生的，如果它发生，说明最初的假设“H0是成立的”并不正确，因此应该拒绝H0。但与此同时，应该注意的是，在处理假设检验问题时，未考虑特殊情况，虽说小概率事件在一次试验中几乎不会发生，但不等于就不会发生，它仍然有发生的可能性。所以，根据小概率事件发生而做出的拒绝H0的判断有犯错误的可能，了解这一点是很重要的，这就是下一节要讨论的两类错误问题。

在实际工作中，常见的比较问题可以按总体的个数分为三种类型：单总体、双总体、多总体。上面所说的钢筋平均抗拉强度是否提高的问题是典型的第一种类型：单总体问题。如果想改进水泵的平均抽水量，改进前抽取15台，改进后抽取12台，希望检验改进后的水泵平均抽水量比改进前是否有提高，这就是双总体检验问题。如果有4台车床，都生产同型号的垫片，希望检验4台车床生产的垫片厚度的平均值是否相等，这就是多总体比较问题。

在MINITAB软件中，相应的问题是用样本来表述的，即称为“单样本、双样本、多样本”问题。本书以后的章节对这两种提法也就不再加以区分了。另外，从比较的对象上讨论，上述几个例题讨论的都是平均值问题，同样的三种比较类型还可以比较方差相等性、比率相等性或中位数相等性问题。这样一来，在六西格玛管理中经常遇到的检验问题，搭配起来至少有3×4＝12类。下面我们将逐个介绍，并在本章最后给出一个检验方法总表（详见本章表5—16），供读者参考。


5.2　基本步骤

假设检验基本步骤的规定在叙述时可以详细也可以简略，我们这里将假设检验过程归结为五个基本步骤。

1．建立假设

假设检验的第一步便是建立假设，通常需要建立一对假设：原假设H0和备择假设H1。比如：在对单总体均值进行检验时，有三类假设：

H0：μ＝μ0，H1：μ＞μ0

H0：μ＝μ0，H1：μ＜μ0

H0：μ＝μ0，H1：μ≠μ0

称前两个为单边假设检验，后一个为双边假设检验。

在例5—1中，我们用的是单边检验：

H0：μ＝2000

H1：μ＞2000

假设检验的任务便是根据样本X1，X2，…，Xn来判断原假设是否为真，如果有证据证明它已经不能成立，应该被拒绝，则可以得出结论说我们可以肯定H1是成立的。

2．选择检验统计量，确定拒绝域的形式

若对总体的均值进行检验，那么将用样本均值[image: alt]引出检验统计量，若对于正态总体的方差进行检验，将从样本方差S2引出检验统计量。选定检验统计量还要看数据的基本条件，例如是否已知总体标准差σ等。

根据检验统计量的值，我们把整个样本空间分成两个部分：拒绝域W与接受域A。当样本落在拒绝域中就拒绝原假设，否则就无法拒绝原假设；如果样本落入所谓的“接受域”，我们所能说的也只是“无法拒绝原假设”，因为这时只能说明“目前我们尚未找到证据拒绝原假设”而已，这与说“接受原假设”或“原假设肯定成立”还是有差别的。这时候，拒绝是一种有说服力的判断，而“无法拒绝原假设”是一种没有说服力的判断。所以在假设检验中我们通常总是强调要找出拒绝域。

根据备择假设的不同，拒绝域可以是双边的也可以是单边的。在确定了拒绝域的类型后，还要确定临界值c，这应根据允许犯第一类错误的概率α来确定。

3．给出检验中的显著性水平α

在对原假设是否成立进行判断时，由于样本的随机性，判断可能产生两类错误，如表5—1所示。第一类错误是当原假设H0为真时，由于样本的随机性，使样本观察值落入拒绝域W中，从而做出拒绝原假设的决定，这类错误称为第一类错误，其发生的概率称为犯第一类错误的概率，也称为“拒真概率”，记为α，即P（拒绝H0|H0成立）＝α。第二类错误是当原假设H0为假时，由于样本的随机性，使样本观察值落入接受域A中，从而做出无法拒绝原假设的决定，这类错误称为第二类错误，其发生的概率称为犯第二类错误的概率，也称为“纳伪概率”，记为β，即P（不拒绝H0|H1成立）＝β。

表5—1　假设检验中的两类错误

[image: alt]

由于假设检验的目的通常是要进行某种判断，强调的是判断的说服力要足够强。当原假设成立的时候，如果出现“目前样本观测结果是根本不可能的”，则根据逻辑关系，我们可以根据出现了不应该出现的观测结果，而判定原假设不成立。但现实情况中，当原假设成立的时候，虽然目前观测结果出现可能性很小，但仍然是有可能出现的，则根据逻辑关系，我们“由于目前样本出现了，因而判定原假设不成立”也就有犯了判断错误的可能性。我们要求出现这类错误，也就是犯第一类错误的概率不能超过某个水平α，由此给出的检验称为“水平为α的显著性检验”，称α为显著性水平，通常取α为0.05。

以例5—1为例，因为要求检验钢筋抗拉强度的平均值是否提高，因此H0的要求就是μ＝2000，表示平均值并未提高；如果H0：μ＝2000被拒绝，则表明钢筋抗拉强度的平均值确有提高。为了真正理解假设检验结论的含义，我们应该具体地理解犯两类错误的实际意义。

关于第一类错误的说明：如果H0钢筋抗拉强度的平均值μ＝2000，钢筋抗拉强度的平均值无提高，但我们拒绝了H0，即把钢筋抗拉强度平均值未提高的总体当作了有提高。一般来说就是，当H0成立时，我们却拒绝了H0，这就是第一类错误。犯第一类错误的概率用α表示，通常取α＝0.05作为犯第一类错误的概率标准。有时也可能要求犯第一类错误的概率更小，而取α为0.01；有时为了减少犯第二类错误的概率，而取α为0.10。

关于第二类错误的说明：如果钢筋抗拉强度平均值实际已经有提高，但我们却把这样的总体当作了没有提高，没能辨别出来，这种情况下，我们不能拒绝H0，即把钢筋抗拉强度平均值有提高的总体当作了没有提高。一般来说就是，当H0不成立时，我们却未拒绝H0，这就是第二类错误。犯第二类错误的概率用β表示。

在样本量n一定的情况下，α减小，β会增大；β减小，α会增大；要想同时减小α和β，只有增大样本量n才行。

4．给出临界值，确定拒绝域

有了显著性水平α后，可以根据给定的检验统计量的分布，计算或查表得到临界值，从而确定具体的拒绝域。在不同的备择假设下，拒绝域、临界值与显著性水平α的关系是不同的，如图5—1所示。

[image: alt]

（a）H0：μ＝μ0，H1：μ＞μ0

[image: alt]

（b）H0：μ＝μ0，H1：μ＜μ0

[image: alt]

（c）H0：μ＝μ0，H1：μ≠μ0

图5—1　备择假设、拒绝域和显著性水平

5．根据样本观察值，计算检验统计量的值并进行判断

判断检验结论通常有三种方法：

（1）p值比较法。所谓p值，指的就是当原假设H0成立时，出现目前状况的概率（严格说是：当原假设H0成立时，出现目前状况或对原假设更不利状况，即对备择假设更有利状况的概率）。当这个概率很小时（例如小于0.05），这个结果在原假设成立的条件下就不该在一次试验中出现；但现在它确实出现了，因此我们有理由认为“原假设成立”的这个前提是错的，因而应该拒绝原假设，接受备择假设。因此可以有个最一般的规则：如果p值＜α，则拒绝原假设。所谓p值，也可以理解为“对于此样本拒绝原假设将犯的第一类错误”，因此同样可以得到判断法则：“如果p值＜α，则拒绝原假设。”目前大多数统计软件都提供了与假设检验对应的p值（p-value），不必再查统计表确定拒绝域临界值就可以根据p值作出判断结论，这使在假设检验中得出结论的工作大大简化了。那么，小到什么程度才能算很小呢？这与我们指定的显著性水平α有关。我们把p值与显著性水平α进行比较，若p值比α小，则拒绝原假设；反之，不能拒绝原假设H0。实际工作时，通常取α＝0.05，我们就把p值与0.05进行比较，若p值比0.05小，则拒绝原假设；反之，不能拒绝原假设H0。

（2）置信区间方法。根据样本观测结果计算总体参数的置信区间，然后看置信区间是否包含了该总体参数的原假设值，如果原假设值未被包含在内，则拒绝原假设；反之，则不能拒绝原假设。目前大多数统计软件都提供了相应的置信区间，不必自己计算，因此用这个方法判断也很方便。

（3）临界值法。这是假设检验最早采用的一种手工计算方法，计算用的工具比较简单。我们先计算出检验统计量的观测值，将它与该检验统计量的临界值进行比较（详细比较方法参见图5—1），当它落在拒绝域中就作出拒绝原假设的结论，否则就作出无法拒绝原假设的结论。

当给定的第一类风险标准α相同时，三种方法得出的结论当然应该是一致的。但它们有不同的侧重点。作为黑带，应该对三者都很熟悉才好，至少前两种方法都应熟练掌握。p值着眼于考虑这个事件出现是小概率事件，其发生的概率是那么小，以至于我们认为它在一次试验中发生是非同寻常的，以此来拒绝原假设；置信区间则着重于考虑原假设的参数值“偏离1－α置信区间有多远”，以此来拒绝原假设。出发点略有不同，结论却是殊途同归。我们分析问题时，应全面掌握这些信息，以便更好地理解所得到的结论。

例5—1续

解　建立原假设和备择假设。

H0：μ＝2000

H1：μ＞2000

由于钢筋抗拉强度X为正态分布，故[image: alt]的抽样分布也服从正态分布，且标准差已知，检验统计量为：

[image: alt]

在H0成立时，Z服从标准正态分布。

取显著性水平α，相应检验统计量的拒绝域为右单侧：{Z＞Z1－α}（当α＝0.05时，式中Z1－α＝1.645），即如果Z＞1.645，则拒绝H0。

计算检验统计量：

[image: alt]

由于Z＝2.50＞1.645，故拒绝H0。

注：我们这里对例5—1给出的拒绝域的一般形式是Z＞Z1－α，此式如果换成Z≥Z1－α，其实结果是一样的（由于连续随机变量形成的统计量恰好取某个指定值的概率肯定为0，可以不予考虑，但对于取离散值的统计量则要小心区别是否包含等号）。

应用MINITAB则可以得到下述结果（操作细节请看本章5.3节）：



单样本Z

mu＝2000与＞2000的检验

假定标准差＝300

[image: alt]



对于MINITAB输出的结果必须学会解释清楚。这里首先给出样本量n为25，样本均值[image: alt]为2150，均值的标准误（即[image: alt]）为60。除此之外，这里主要提供了三处可以直接判断原假设是否成立的计算结果。

（1）Z＝2.50，应该拒绝原假设。前面对此已经作了分析。

（2）p值＝0.006。判断法则是：当p值小于给定的显著性水平α时，则拒绝原假设。本例，p值比0.05小，故应该拒绝原假设。

（3）置信区间。在本例题中，样本均值为2150，总体均值可能稍大些或稍小些，但我们可以有95％的把握来断言，总体的均值一定会大于2051.3（此值就是总体均值的95％置信下限，总体均值的上限是无穷），因为原假设的均值2000比2051.3还小，并未落入此置信区间内，因此应该拒绝原假设。


5.3　均值检验

在实际工作中，对均值的检验是最基本、最重要的。以下分单总体、双总体及多总体分别叙述之。

5.3.1　单正态总体均值检验

从第4章中的4.1节，我们知道了正态总体的抽样定理。对于单个正态总体，当总体标准差σ已知或σ未知的两种不同条件下，有关样本均值的抽样分布是不同的。

当总体标准差σ已知时，有公式：

[image: alt]

当总体标准差σ未知时，有公式（参见式（4—2））：

[image: alt]

式中，S为样本标准差：

[image: alt]

对于这两种不同的情况，分别进行介绍。

5.3.1.1　总体标准差σ已知

1．临界值法

我们这里分别给出不同备择假设下的拒绝域，实际检验时，根据计算出的检验统计量的观测值，看它是否落在拒绝域内，从而做出判断。

（1）关于总体均值μ常用的三对假设：

[image: alt]

（2）检验统计量选择Z统计量。

[image: alt]

在H0成立时，Z～N（0，1）。

（3）对应这三个备择假设，它们各自的拒绝域分别为：

1）H1：μ＞μ0时，拒绝域是：

[image: alt]

2）H1：μ＜μ0时，拒绝域是：

[image: alt]

3）H1：μ≠μ0时，拒绝域是：

[image: alt]

式中，Z1－α是标准正态分布的1－α分位数。根据标准正态分布的对称性，Zα＝-Z1－α，因此，式（5—5）也可以写成下述形式（以后不再赘述）：

H1：μ＜μ0时，拒绝域是：

[image: alt]

2．p值比较法

已知总体标准差时，通过MINITAB软件指令“统计＞基本统计量＞单样本Z（Stat＞Basic Statistics＞1-Sample Z）”来实现。

例5—2

从历史记录得知，快递公司投送从中国发往美国的邮件，平均投递时间为80小时，标准差为14小时。现随机抽取了28份邮件的投递时间记录见表5—2（数据文件：BS_投递时间.MTW）。

表5—2

[image: alt]

可以看出平均值已降低为75.21小时。试用MINITAB分析发往美国的国际邮件的平均投递时间是否已低于80小时？取显著性水平α＝0.05。

解　许多统计问题的解决依赖于数据是否服从正态分布，我们这里要检验平均投递时间是否已低于80小时，必须先判定数据是否服从正态分布，在MINITAB中，指令“统计＞基本统计量＞正态性检验（Stat＞Basic Statistics＞Normality Test）”可以产生一个正态分布的概率图以及判定数据是否符合正态分布，正态检验的详细内容见5.3.1.3节。

假设目前我们已证明数据是服从正态分布的，且此处总体标准差已知，采用“单样本Z”进行总体均值假设检验。建立如下假设：

H0：μ＝80

H1：μ＜80

（1）选择“统计＞基本统计量＞单样本Z（Stat＞Basic Statistics＞1-Sample Z）”。

（2）输入已知的总体标准差“14”，输入待检验均值“80”，点击“选项（Options）”后，在“备择（Alternative）”选项中要输入“小于（Less Than）”，如图5—2所示。

[image: alt]

图5—2　单样本Z检验操作图

（3）点击“图形（Graphs）”，选中“数据直方图”。

（4）点击“确定”后，得到输出结果（参见图5—3）。
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图5—3　投递时间的直方图



单样本Z：投递时间

mu＝80与＜80的检验

假定标准差＝14

[image: alt]



（5）输出结果说明。

由图5—3可以看出，H0：μ＝80在置信区间以外，或者由输出的p值＝0.035＜0.05，我们都可以得出同样的结论：发往美国的国际邮件的平均投递时间确实已低于80小时。

例5—3

抽查精细面粉的装包重量，其每包重量（单位：kg）在正常生产下均值为20，标准差0.1。某日在生产的产品中抽查了16包，其观测数据见表5—3（数据文件：BS_面粉重量.MTW）。

表5—3

[image: alt]

现发现平均重量稍有变化，如果标准差不变，试问生产是否正常？取α＝0.05。

解　（1）建立假设：

H0：μ＝20

H1：μ≠20

（2）由于σ已知，故选用单样本Z检验。

（3）根据显著性水平α＝0.05及备择假设知拒绝域为：

[image: alt]

（4）由样本观察值，求得

[image: alt]

由于样本观察值落在拒绝域中，因此拒绝原假设，可以认为该天生产不正常。

应用MINITAB，打开“BS_面粉重量.MTW”数据文件，从“统计＞基本统计量＞单样本Z（Stat＞Basic Statistics＞1-Sample Z）”入口，填写变量名后，要特别注意在“选项（Options）”窗口选择双侧检验“不等于（Not Equal）”，如图5—4所示。
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图5—4　单样本Z检验操作图

得到的结果如图5—5所示。

[image: alt]

图5—5　面粉重量的直方图



单样本Z：面粉重量

mu＝20与≠20的检验

假定标准差＝0.1

[image: alt]



输出结果说明：因为p值＝0.007＜0.05，故拒绝H0，即认为面粉平均重量已有显著变化，生产不正常。换个角度考虑，由于观测的样本均值是20.0669，置信区间显示，以95％的把握断言，总体均值肯定落在（20.0179，20.1159），μ＝20未落入此置信区间，因而拒绝原假设。MINITAB还给出非常直观的图形（见图5—5）帮助判断：当H0所对应的均值未落入均值的置信区间时，拒绝原假设；否则无法拒绝原假设。本例的结论是：拒绝原假设H0，即面粉平均重量与20kg有显著差别，生产不正常。

5.3.1.2　总体标准差σ未知时

当总体标准差σ未知时，用σ的估计值S代替Z统计量中σ而得到t统计量。因此，相应各种检验方法与Z检验相似，只是把Z的标准正态分布换成t分布而已。

1．临界值法

我们这里分别给出不同备择假设下的拒绝域，实际检验时，根据计算出检验统计量的观测值，看它是否落在拒绝域内，从而做出判断。

（1）关于总体均值μ常用的三对假设：

[image: alt]

（2）当小样本（n＜30）时，用σ的估计S代替Z统计量中σ而得到t统计量：

[image: alt]

在H0成立条件下，t～t（n－1）。

（3）对应这三对假设，它们各自的拒绝域分别为：

1）H1：μ＞μ0时，拒绝域是：

[image: alt]

2）H1：μ＜μ0时，拒绝域是：

[image: alt]

3）H1：μ≠μ0时，拒绝域是：

[image: alt]

式中，t1－α（n－1）是自由度为n－1的t分布的1－α分位数，根据t分布的对称性，tα＝-t1－α，因此，式（5—10）也可以写成下列形式：

H1：μ＜μ0时，拒绝域是：

[image: alt]

大样本（n≥30）时，上述检验统计量的拒绝域中的t分位数都可以近似用标准正态分布分位数来代替。

2．p值比较法

通过MINITAB软件指令“统计＞基本统计量＞单样本t（Stat＞Basic Statistics＞1-Sample t）”来实现。

例5—3续

与原题相同，只是不再假定总体标准差已知。

解　这时就应该用单样本t检验了。

（1）建立假设：

H0：μ＝20

H1：μ≠20

（2）由于σ未知，故选用单样本t检验。

（3）根据显著性水平α＝0.05及备择假设知拒绝域为：

[image: alt]

（4）由样本观察值，求得

[image: alt]

由于样本观察值落在拒绝域中，因此拒绝原假设，可以认为该天生产不正常。

应用MINITAB，打开“BS_面粉重量.MTW”数据文件，从“统计＞基本统计量＞单样本t（Stat＞Basic Statistics＞1 Sample t）”进入相关界面，填写变量名后，要特别注意在“选项（Options）”窗口选择双侧检验“不等于（Not Equal）”得到结果。



单样本T：面粉重量

mu＝20与≠20的检验

[image: alt]



因为p值＝0.020＜0.05，拒绝H0，即认为面粉平均重量已有显著变化，生产不正常。

例5—4

某车工所加工的轴棒要求平均长度为500mm，他在自己生产的轴棒中随机抽取了25根，测量结果得样本均值为501mm，样本标准差为1mm。问：在显著性水平α＝0.05下，他加工的轴棒长度均值能认为是500mm吗？

解　先建立假设：

H0：μ＝500

H1：μ≠500

由于是小样本，并且σ未知，故选用单样本t检验。

（1）选择“统计＞基本统计量＞单样本t（Stat＞Basic Statistics＞1-Sample t）”，输入“汇总数据（Summarized data）”，输入待检验的均值“500”，点击“选项（Options）”后，在“备择（Alternative）”选项中要输入“不等于（Not Equal）”。

（2）点击“确定”后，得到如下输出结果：



单样本T

mu＝500与≠500的检验

[image: alt]



（3）输出结果说明。计算结果显示：[image: alt]＝501，S＝1，t＝5，而t1－α/2（n－1）＝t0.975（24）＝2.064（t分布分位数表），由于|t|＝5＞2.064，故拒绝H0。

同样，由于MINITAB输出的p值＝0.000＜0.05，因此我们的结论是：拒绝原假设，即在显著性水平α＝0.05下，不能认为加工的轴棒长度均值是500mm，它已经超长了。




在这里我们要提醒读者，应该深入理解检验结果的含义。有人会问：原来标准差为1mm，平均值与标准值之差也是1mm，这个差别不过是1倍标准差，怎么这样小的差别就被判为差异显著了呢？问题出在现在讨论的是样本平均值而不是样本的单值。根据中心极限定理，原来的标准差为1mm，25个样品的平均值的标准差降为原来的1/5了，也就是说平均值的标准差只有0.2mm了，这样一来，偏离值1mm相当于5倍标准差了，差异当然是显著的了。

将上述结果列在表5—4中以便查用，通常将用Z，t作检验统计量的检验分别称为Z检验和t检验。

表5—4　单个正态总体均值的显著性水平为α的检验

[image: alt]

5.3.1.3　单总体均值检验所需要验证的条件

是否对任何数据都可以进行单样本Z检验或单样本t检验呢？当然不是。在检验前，我们必须验证所有数据同时符合下列两个条件：

（1）数据观测值是相互独立的；

（2）数据必须服从正态分布。

为了检查这两个基本前提是否成立，应该对此分别进行检验。

1．独立性检验

由于我们讨论假设检验的基础是：我们所收集的数据是来自同一总体的随机独立样本，因此对于来自同一总体的样本数据的独立性检验，通常采用游程（run，也译为“链”、“串”）检验来进行。

依时间或其他顺序排列的有序数列中，具有相同的事件或符号的连续部分称为一个游程，常常记r为游程总个数。比如：
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此游程数为r＝6。

我们要检验的独立性若写成假设检验的形式，则应该这样设立假设：

H0：数据是相互独立的

H1：数据不是相互独立的

从游程的概念出发，很容易看出，当数据是相互独立的时候，数据的出现顺序完全随机，因此，游程的个数应该不多不少。但是如果像证券市场中的上证指数那样，第一天指数很高，第二天指数接着也会很高；第一天指数很低，第二天指数接着也会很低，这就必然导致游程的个数偏少，这是典型的数据不独立的例子。另一种类型是：如果将球往地上一个筐内投掷希望命中，第一次投远了，即投掷距离太长，第二次肯定要矫枉过正用力小些，导致投得偏近，即投掷距离太短；反之，这次投近了，即投掷距离太短，下一次肯定要矫枉过正用力大些，导致投得偏远；这样一来，每次都在矫正，游程总个数会偏多。总之，游程总个数偏少或游程总个数偏多都是数据不独立的表现。为此我们可以对游程总个数设定拒绝域：游程总个数偏少或游程总个数偏多。具体计算方法比较复杂，在样本量较小（小于40）时，有临界值表可查（见本书附表10）；在样本量较大时，可以使用正态近似，计算机软件可以直接算出结果。

从MINITAB中的“统计＞非参数统计＞游程检验（Stat＞Nonparametric＞Runs Test）”可以进行游程检验。它可以用来检验样本的独立性，也可用来检验任何序列的随机性，而不管这个序列是怎样产生的。但使用此检验的条件是要在大样本情况下才行，在大样本情况下，游程个数可以近似认为是正态分布。另外，它在操作中也有个小缺点，那就是要手工输入中位数才行，它的默认功能是以平均值为界进行游程检验，而独立性检验必须以中位数为界进行游程检验。因此，样本量较小时可以用计算机算出游程总个数，但要查表来判断是否拒绝。总之，游程检验要按照样本量的大小分以下两种情形进行：

（1）当样本量不超过40时。设立如下假设：

H0：数据是相互独立的

H1：数据不是相互独立的

用“统计＞质量工具＞运行图（Stat＞Quality Tools＞Run Chart）”可以给出游程总个数r的计算结果，然后查附表10确定下临界值R1及上临界值R2。当r≤R1或r≥R2时，则拒绝原假设。

例5—5（续例5—3）

在面粉重量例题中有16个数据（数据文件：BS_面粉重量.MTW）。问：上述数据是否为相互独立的？

解　建立如下假设：

H0：数据是相互独立的

H1：数据不是相互独立的

由于样本量不超过40，先求出游程总个数r。

（1）选择“统计＞质量工具＞运行图（Stat＞Quality Tools＞Run Chart）”（见图5—6）。
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图5—6　小样本游程计算操作图

（2）输入变量，选定“子组大小（Subgroup Size）”为1，点击“确定”后，得到如图5—7所示输出结果。
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图5—7　小样本游程计算结果图

（3）输出结果说明。由输出知道，关于中位数的游程总个数为10。我们的样本量为16，以中位数为界，则比它高的（记为“+”号），比它低的（记为“-”号）各为8个。查附表10的左上角表，对应n1＝8与n2＝8的交汇点得到临界值R1＝4；查附表10的右上角表，对应n1＝8与n2＝8的交汇点得到临界值R2＝14。如果游程总个数小于等于4或游程总个数大于等于14，则拒绝原假设，说明数据不独立。现在游程总个数r＝10，未落入拒绝域中，所以结论是：无证据显示独立性有问题，因此，在目前抽样条件下，可以认为（或者说也只能认为）面粉重量的数据是独立的。




（2）当样本量超过40时。由于附表10的应用范围是n1，n2小于等于20，即总样本量小于40才行。当总样本量超过40时，虽然无临界值表可查，但这时可以对游程总个数用正态近似了。设立如下假设：

H0：数据是相互独立的

H1：数据不是相互独立的

先求出中位数，再以中位数为界，用“统计＞非参数统计＞游程检验（Stat＞Non-parametric＞Runs test）”求出游程总数，并用正态近似法计算出p值，当p值小于α时，拒绝原假设。

实际上，样本量超过25时已经可以使用正态近似方法了，因此在数据量位于25～40之间时，查表的精确计算法与正态近似方法二者都可用。下面我们先用正态近似方法来计算。

例5—6（续例5—2）

检验快递公司的投递时间是否独立（数据文件：BS_投递时间.MTW）。问此投递时间数据是不是独立的？

解　建立如下假设：

H0：数据是相互独立的

H1：数据不是相互独立的

（1）用“统计＞基本统计量＞图形化汇总（Stat＞Basic Statistics＞Graphical Summary）”，求出观测数据的中位数是“76”。

（2）选择“统计＞非参数＞游程检验（Stat＞Nonparametrics＞Runs Test）”，输入变量及分界值（观测数据中位数）“76”，如图5—8所示。
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图5—8　游程检验操作图

（3）点击“确定”后，得到如下输出结果：



游程检验：投递时间

投递时间　游程检验

游程高于及低于的分界值K＝76

观测到的总游程数＝11

期望的总游程数＝15

14个观测值高于K，14个低于

P值＝0.123



输出结果说明：由于游程检验输出的p值＝0.123＞0.05，所以不能拒绝原假设，在现有抽样结果条件下可以认为投递时间数据是独立的。

对此数据也可以直接用精确计算方法。游程总个数为11，查附表10可以得知其接受域为（9，21），结论同样是可以认为数据相互独立。




最后，根据上述所得到的数据独立性结论，该采取什么行动呢？

如果发现数据是独立的，则可以继续进行数据的正态性检验等后续工作步骤。如果发现数据不是独立的，建议仅能使用运行图展示数据采集结果的状况，可以使用点估计值（point estimates）来估计参数，但不要计算置信区间上下限，不要进行假设检验。在这种情况下，最重要的任务不是讨论如何进行后面的分析，而是首先搞清楚为什么数据会出现不独立的情况。通常这是由于在收集数据过程中混入了某个因子的系统性影响，必须先把它找出来，然后设法去除它的影响，并重新收集数据、重新进行分析。

2．正态性检验

许多统计问题的解决依赖于数据是服从正态分布的，因此我们必须先判定数据是否服从正态分布。

例5—7

以例5—3数据为例（数据文件：BS_面粉重量.MTW）介绍如何进行正态检验。

解　打开数据文件：BS_面粉重量.MTW，建立原假设和备择假设：

H0：面粉平均重量服从正态分布

H1：面粉平均重量不服从正态分布

（1）选择“统计＞基本统计量＞正态性检验（Stat＞Basic Statistics＞Normality Test）”。

（2）在“变量（Variable）”栏中输入C1列，在“标题（Title）”栏可输入自定义的标题，如图5—9所示。
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图5—9　正态检验操作图

对话框中列出了三种正态性检验的方法：

1）Anderson-Darling（AD）检验：根据观测数据的累积分布函数ECDF（empirical cumulative distribution function）来计算，它是默认选项。一般统计学者都认为此方法是目前所有正态性检验中功效最高者。

2）Ryan-Joiner检验：类似Shapiro-Wilk检验（简称W检验）。在正态概率纸上，如果数据服从正态分布，则数据点形成一条直线，本方法是以讨论数据点的横纵两个坐标间的相关系数为基础的检验方法。显然，相关系数越接近于1则代表数据点形成的线“越直”。此方法的优点是它可以对很小的样本量进行正态检验。此方法被国际标准化组织ISO及我国标准化委员会采纳作为正态性检验的方法。

上述两种方法检验功效差不多。

3）Kolmogorov-Smirnov（KS）检验：根据观测数据的累积分布函数ECDF与理论分布相差的最大值处的差别来进行检验的一种方法，它适用于多种分布，因此单独针对正态分布的检验功效比前两种专门方法要低一些。

要说明的是，这三种检验方法所设定的假设都是一致的——原假设：数据服从正态分布；备择假设：数据不服从正态分布。如果我们对同一组数据同时采用这三种方法检验会有什么结果？一般来说，它们的结论应该是一致的。如果结论不一致，那又该如何判断呢？这种情况确实是可能发生的。这时，根据我们前面所叙述的假设检验基本概念：“拒绝是有说服力的，接受是没有说服力的”，因此，只要有任何一种检验方法的结果是判定拒绝原假设，那么我们的结论都应该是拒绝原假设，即这组数据不服从正态分布。

（3）点击“确定”后，得到输出结果如图5—10所示。
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图5—10　面粉重量正态概率图

（4）输出结果说明。由于输出的p值＝0.650＞0.05，因此我们的结论是：没有足够证据拒绝原假设，即在目前情况下，接受数据服从正态分布的原假设。

数据正态性检验的结果在另一处也可以看到：选择“统计＞基本统计量＞图形化汇总（Stat＞Basic Statistics＞Graphical Summary）”。由图5—11我们可以看到输出的p值，判定方法跟此处相同，只是没有图5—10这样的概率图输出罢了。
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图5—11　图形化汇总正态检验结果图

在生产过程或社会生活中，常常遇见正态分布，这不是偶然的。概率理论中，有理论说明正态分布形成的机理：如果一个变量的波动是由大量的微小而且独立的随机因素的积累而形成，则它一定是个正态随机变量。这里一是强调“大量”，二是强调每个因素的影响都“微小”。例如以固定角度、固定初速度打出炮弹，其弹着点应该是固定的一个点，但实际上，炮弹的飞行距离受太多因素的影响，而每个因素的影响又足够小，因此弹着点就会形成正态分布，我们平时遇见的很多量在理论上讲它就应该是正态分布。但有些量却并不如此，例如金属的疲劳寿命、社区中家庭月收入等，肯定不是正态分布的。

这里有几点需要澄清。

“生产过程是稳定的”与“生产特性服从正态分布”有什么关系？二者应该没有关系。在生产过程是稳定的条件下，其生产特性有可能并不服从正态分布；反之，生产特性服从正态分布，其生产过程也可能并不稳定。二者是从两个不同角度来讨论问题的。

“数据是相互独立的”与“生产特性服从正态分布”有什么关系？二者也应该没有关系。数据是相互独立的说明其采样过程正常，但数据相互独立时生产特性仍可能为非正态分布；反之，生产特性服从正态分布也并不能保证数据的采集是相互独立的。独立性与正态性二者也是从两个不同角度来讨论问题的。

对于数据非正态该如何处理？这在假设检验中是个很常见的情况。一般说来，数据如果是正态分布，则我们可以使用在书中通常所介绍的，例如Z检验、T检验等方法；如果数据非正态分布就不能用这些方法，而应该换用非参数检验方法。关于非参数检验方法，我们将在第7章中详细介绍。

如果平时的生产状况一直是正态分布，某一天突然变成非正态了，那就应该找寻出现非正态分布的原因；如果平时的生产状况一直是非正态分布，那么这就是“正常状况”，无须采取什么措施非要让它成为正态。以后我们还会学到一些内容，例如在残差分析中，本该是正态分布的，如果出现非正态该怎么办？这种事一般是没有固定的方法予以解决的。正如问“一个人发烧了，这该如何医治？”好的医生会说，一定要找出发烧的原因，然后对症下药才能退烧；只有庸医才会说，吃些退烧药就行了。如果本身确实该是正态，而现在非正态了，这就反映出某种“不正常”的状况，是一种“征兆”，但是原因可能多种多样，找到形成非正态的根本原因才是解决问题的根本途径。

数据非正态在正态性检验中会出现什么状况？数据如果是正态的，则应该在正态概率图（见图5—10）上散点呈现直线的形状；数据如果不是正态的，则散点应该在正态概率图上呈现出并非直线的形状。正态概率图上散点的形状完全反映了分布的形状。在3.2.3节分布形状的分析中，介绍了分布形状度量指标：偏度和峰度。大家都知道，正态分布的偏度和峰度都恰好为0。对于非0的偏度、峰度的状况，图5—12介绍了它们的直方图及概率图之间的对应关系。
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图5—12　非正态分布的直方图与概率图

下面我们再给出一例，说明由于取值精度不够导致“非正态”的情况。

在本书例12—1中，在生产线上收集了共125个钢球的直径数据（见表12—3）（数据文件：SPC_钢球直径.MTW）。当测量结果记录为3位小数时，数据呈现为正态分布，正态性检验也获得通过（p值为0.216），见图5—13上图；但将此数据取整为仅保留2位小数时，则未能通过正态性检验（p值为0.005），见图5—13下图。
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图5—13　由于精度不够导致的非正态分布图

总之，按照自然规律，有些量就应该服从正态分布，有些量则不然。判断一个随机变量是否为正态分布是很重要的。对于非正态分布的各种具体状况应该有更深入的理解。

5.3.2　双正态总体均值检验

要对双正态总体均值进行检验，需要分别从这两个正态总体中抽取样本。这时要特别注意的是：抽取的两组样本是独立的还是配对的。若从两个总体中抽取出的样本观测值彼此互不影响，抽取的样本量也可以不同，则这样的样本是普通的独立样本；若选取的样本观测值是成对的，即是对选定的一组个体，分别观测在两种处理之后的结果，则称这样的样本为配对样本。

例如，厂商声称新眼药水比老眼药水治疗红眼病疗效显著，为了检验这种说法，可以采用两种方法。方法1：选取30名红眼病患者，随机选取其中15人，让每个人用老药水，其余15人用新药水，过7天后加以比较，这就是普通的独立样本。方法2：选取15名红眼病患者，让每个人一只眼睛用老药水，另一只眼睛用新药水，过7天后两个眼睛间加以比较，这就是配对样本。可以看到，配对样本中能充分去除掉除药水以外的其他干扰因素的影响，即可以控制个体间由于年龄、健康状况等其他因素带来的差异。两种不同的样本抽取方法要用不同方法加以处理，在抽样前就要分辨清楚。我们先讨论普通的独立样本的分析，配对样本留在5.3.2.2节讨论。

5.3.2.1　双正态总体均值检验

设有两个总体，X～N（μ1，[image: alt]），Y～N（μ2，[image: alt]），从总体X中抽取的样本X1，X2，…，Xn，样本均值为[image: alt]，样本方差为[image: alt]，样本标准差为SX，从总体Y中抽取的样本为Y1，Y2，…，Ym，样本均值为[image: alt]，样本方差为[image: alt]，样本标准差为SY。

要讨论的检验问题是下列三种：

（1）H0：μ1＝μ2，H1：μ1＞μ2

（2）H0：μ1＝μ2，H1：μ1＜μ2

（3）H0：μ1＝μ2，H1：μ1≠μ2

以下分三种情况来讨论。

1．σ1，σ2已知

当σ1，σ2已知时，可以采用检验统计量
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在H0成立，即μ1＝μ2时，Z～N（0，1）。

对检验问题（1）H0：μ1＝μ2，H1：μ1＞μ2，拒绝域为{Z＞Z1－α}。

对检验问题（2）H0：μ1＝μ2，H1：μ1＜μ2，拒绝域为{Z＜-Z1－α}。

对检验问题（3）H0：μ1＝μ2，H1：μ1≠μ2，拒绝域为{Z＞Z1－α/2}。

2．σ1，σ2未知，但σ1＝σ2

当σ1，σ2未知，但σ1＝σ2时，可以采用检验统计量：
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式中
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在H0成立条件下，t～t（n＋m－2）。

对上述三个检验问题的拒绝域可以用t分布的分位数得到，它们分别是：{t＞t1－α（n＋m－2）}，{t＜-t1－α（n＋m－2）}，{|t|＞t1－α/2（n＋m－2）}。

3．σ1，σ2未知，且不知道σ1＝σ2

当σ1，σ2未知，且不知道σ1＝σ2（或确实知道二者不等时），可以采用近似双样本的t检验，其统计量为：
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其自由度ν取最接近于下列数值ν的整数：
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在实际工作中，第一种情况几乎不会出现，MINITAB也没有相应窗口，我们在此不再讨论。工作中对于第二种情况应用最多，我们通常称之为双样本的t检验。注意，能够使用双样本的t检验的条件共有三项：

（1）两组样本内相互独立，两组间也相互独立；

（2）两组数据皆来自正态分布总体；

（3）两个总体方差（或标准差）相等，[image: alt]。

请大家特别留意这三项基本前提。对于前两项的含义及检验方法，我们已在5.3.1.3节中作了介绍。这里要特别注意第3项条件，我们应该充分理解这样要求的合理性。事实上，如果两批数据精度悬殊（例如一批螺钉直径用卡尺量，另一批螺钉直径用千分尺量），两批数据其实是不可比较的。双样本的t检验就提出了这种要求。如果它不能满足，则我们用统计量（5—16）来检验时，它只可能是一种近似的双样本的t检验方法罢了，其总自由度已经大打折扣，精确度受到很大的影响。另外，这里要求是两个总体方差（或标准差）相等，并没要求两个样本方差（或标准差）相等。实际工作中，两个样本方差（或标准差）有些差别并不奇怪，它是被允许的。至于如何通过两批样本数据来检验两总体的方差是否相等，请参考5.4.2节。

虽然在MINITAB软件中，比较两总体均值时，无论两总体方差是否相等计算机都可以计算，但必须明确：选定“假定两总体方差相等”时，计算机进行的是精确的双样本t检验，而未选定“假定两总体方差相等”时，计算机进行的只是近似的双样本t检验。

将上述关于两个总体均值的显著性水平为α的检验列在表5—5中，同样用检验统计量Z，t的检验分别称为Z检验和t检验，但由于双样本Z检验很少使用，所以MINITAB软件没有此窗口。

表5—5　两正态总体均值的显著性水平为α的检验

[image: alt]

例5—8

一家冶金公司需要减少其排放到废水中的生物氧需求量（Biochemical Oxygen Demand，BOD）含量。用于废水处理的活化泥供应商建议，用纯氧取代空气吹入活化泥以改善BOD含量（此数值越小越好）。在两种处理的废水中，空气法抽了10个样品，氧气法抽了9个样品，数据见表5—6（数据文件：BS_生物氧需求量.MTW）。

表5—6

[image: alt]

已知BOD含量服从正态分布，问在显著性水平α＝0.05下，该公司是否应改用氧气来减少BOD含量？

解　建立假设：

H0：μ1＝μ2

H1：μ1＞μ2

式中，μ1，μ2分别代表空气和氧气条件下的BOD含量。

（1）选择“统计＞基本统计量＞双样本t（Stat＞Basic Statistics＞2-Sample t）”。界面如图5—14所示。

[image: alt]

图5—14　双样本t检验操作图

（2）在经过检验后，可以判定两总体方差相等（具体过程见例5—13），所以勾选“假定等方差（Assume equal variances）”，点击“选项（Options）”后，因为显著性水平为0.05，故在“置信水平（Confidence level）”输入“95”（％），在“备择（Alterna-tive）”选项中要输入“大于”。

注意，图5—14中数据录入方式有三种：

1）Samples in one column：两组样本数据输入在同一列内，但必须有另一个变量来分辨，称为识别列，用Subscripts（下标）来标识。

2）Samples in different columns：两组样本数据分别在不同的列。

3）Summarized data：汇总数据。

（3）点击“确定”后，得到如下输出结果：



双样本T检验和置信区间：空气，氧气

空气与氧气的双样本T

[image: alt]

差值估计：16.61

差值的95％置信下限：2.44

差值＝0（与＞）的T检验：T值＝2.04　P值＝0.029　自由度＝17

两者都使用合并标准差＝17.7356



（4）输出结果说明。由于输出的p值＝0.029＜0.05，因此我们的结论是：拒绝原假设，使用氧气确实能显著减少BOD含量。

例5—9（续例4—8）

假定A，B两名工人生产相同规格的轴棒，关键尺寸是轴棒的直径。由于A使用的是老式车床，B使用的是新式车床，二者精度可能有差异。现他们各测定了13根轴棒的直径（数据见例4—8，数据文件：BS_轴棒直径.MTW）。试分析A，B两名工人生产的轴棒直径的均值相等吗？

解　建立如下假设：

H0：μ1＝μ2

H1：μ1≠μ2

式中，μ1，μ2分别代表工人A及B生产的轴棒直径。

在检验均值的相等性之前，先要检验其方差的相等性（见例5—14），结果是断言二者方差并不相等。此后，按例5—8中所叙述的方法完全相同的操作，在图5—14的左半部界面内，注意不要勾选“假定等方差”，右半部界面内，勾选“不等”，则可以得到下列结果：



双样本T检验和置信区间：A，B

A与B的双样本T

[image: alt]

差值估计：1.965

差值的95％置信区间：（0.435，3.496）

差值＝0（与≠）的T检验：T值＝2.71　P值＝0.015　自由度＝17



结论是：二者轴棒直径间有显著差异。值得注意的是，原来各自有13个观测值，双样本t检验自由度应该是24，但现在由于方差不相等，对方差特大者缩小其权重，加权平均得到了方差的估计量，最终只剩下17个自由度。

5.3.2.2　配对样本的检验

配对检验在实际工作中时常会遇到。比如，考察某种减肥药品的药效，如果用完全不同的两批人，一批未吃药，一批吃药，将此类问题当作两总体的均值检验问题，则很容易得到“疗效不显著”的结论，这是因为不同人的体重本身有很大差异，而这种误差并不是由于药物疗效引起的，减肥药的疗效就被淹没在误差之中了。解决此问题最好的办法是收集成对数据的方式：对同一批人，先记录原始体重，再记录吃药后的体重，这样将每个人服用药物前后的体重进行比较，把同一人服用药物前后的两个结果之差求出来（求出吃药后的“体重减少量”d，此数可能为正也可能为负），这就可以较准确地度量出药效在每个人身上产生的作用。最后进行的检验就是：看“体重减少量”d的均值是否为正数。设Xi和Yi是第i个人减肥前后的体重，则di＝Xi－Yi（i＝1，2，…，n）是第i个人的体重减少量，记μ为体重减少量d的均值，则我们要检验的问题变成：H0：μ＝0，H1：μ＞0。

一般情况下的配对检验，就是对于差值的均值μ进行单总体的假设检验，其具体形式可能有下列三种情况：

H0：μ＝0，H1：μ＞0

H0：μ＝0，H1：μ＜0

H0：μ＝0，H1：μ≠0

显然，这些都是单个正态总体均值是否为0的检验问题。

另外，通常情况下，σ是未知的，因此对此问题用单样本的t检验，在MINITAB的入口是：“统计＞基本统计量＞单样本t（Stat＞Basic Statistics＞1-Sample t）”检验，检验统计量变成[image: alt]。在显著性水平为α时，拒绝域可参见式（5—9）至式（5—11）。

当然，在MINITAB中，我们还可以省略求出差值d的步骤，直接用“统计＞基本统计量＞配对t（Stat＞Basic Statistics＞Paired t）”，即配对t检验来对两列原始数据直接进行检验。

例5—10

想要比较某种减肥药物的疗效，选定10个人进行实验，收集了每个人服用减肥药前后的体重数据，表5—7是测量数据的记录（数据文件：BS_配对t检验.MTW）：

表5—7　体重测量记录

[image: alt]

问：在α＝0.05水平上，服用药物后体重是否有显著的降低？

解　建立假设：

H0：μ＝0

H1：μ＞0

这里的数据属于成对数据，求出“体重减少量”d，令di＝Xi－Yi（i＝1，2，…，10），便是每个人服用药物后体重减少量，n＝10，在α＝0.05时的拒绝域是：

{t＞t1－α（n－1）}＝{t＞1.833}

由于n＝10，[image: alt]＝4.9，Sd＝3.1429，可求得[image: alt]，样本统计量落在拒绝域中，所以可以认为服用药物后体重有显著的降低。

用MINITAB软件，打开“BS_配对t检验.MTW”数据文件，选择“统计＞基本统计量＞单样本t检验（Stat＞Basic Statistics＞1-Sample t）”检验，对于差值进行单样本均值是否大于0的检验，得到下列结果：



单样本T：d＝x－y

mu＝0与＞0的检验

[image: alt]



p值＝0.000＜0.05，拒绝原假设，即服用药物后体重有显著的降低。

当然这里也可以直接采用配对t检验。

解　建立假设：

H0：μ＝0

H1：μ＞0

（1）选择“统计＞基本统计量＞配对t（Stat＞Basic Statistics＞Paired t）”；

（2）在“列中的样本（Samples in columns）”栏输入数据所在列，点击“选项（Options）”后，因为显著性水平为0.05，故在“置信水平（Confidence level）”输入“95”（％），在“备择（Alternative）”选项中要输入“大于”（见图5—15）。

[image: alt]

图5—15　配对t检验操作图

（3）点击“确定”后，得到如下输出结果：



配对T检验和置信区间：x（服药前），y（服药后）

x（服药前）－y（服药后）的配对的T

[image: alt]

95％平均差下限：3.078

平均差＝0（与＞0）的T检验：T值＝4.93　P值＝0.000



（4）输出结果说明。p值＝0.000＜0.05，拒绝原假设，即服用药物后体重有显著的降低。

由此可见，我们对差值采用单样本t检验与对原始数据直接采用配对t检验结论是一致的。

如果将此问题误认为是普通的两样本均值检验，我们将使用MINITAB软件直接用“统计＞基本统计量＞双样本t（Stat＞Basic Statistics＞2-Sample t）”检验，得到下列结果：



双样本T检验和置信区间：x（服药前），y（服药后）

x（服药前）与y（服药后）的双样本T

[image: alt]

差值估计：4.90

差值的95％置信下限：-1.15

差值＝0（与＞）的T检验：T值＝1.40　P值＝0.089　自由度＝18

两者都使用合并标准差＝7.8063



p值＝0.089＞0.05，不能拒绝原假设，即服用药物后体重没有显著降低。可见对于事先设计好的配对观测数据进行分析，可以得到较为精确的结论；若误当作普通两样本数据来分析，则容易犯第二类错误而得不到正确结论。


5.4　方差检验

5.4.1　单正态总体方差检验

在实际问题中，常常要检验一批数据的方差是否比设定的值大，或是否已经变小。例如，希望检验本次购进的原材料的方差是否比供应商宣称的要大？改进工作后的方差是否比改进工作前的方差（作为固定值是已知的）有所降低？这些都导致我们要进行单正态总体的方差检验。

1．临界值法

我们计算出检验统计量的观测值，看它是否落在拒绝域内，从而做出判断。

（1）关于总体方差σ2常用的三对假设：

[image: alt]

（2）检验统计量选择χ2统计量，在[image: alt]时：

[image: alt]

服从自由度为n－1的卡方分布。

（3）对应这三对假设，它们各自的拒绝域分别为：

1）H1：[image: alt]时，拒绝域是：

[image: alt]

2）H1：[image: alt]时，拒绝域是：

[image: alt]

3）H1：[image: alt]时，拒绝域是：

[image: alt]

2．p值比较法

通过MINITAB软件指令“统计＞基本统计量＞单总体方差（Stat＞Basic Statistics＞1-Variance）”来实现。

例5—11

某种金属丝折断力服从N（μ，64），μ未知，现随机抽取了30根做折断力试验，测得其数据见表5—8（数据文件：BS_单总体方差检验.MTW）。试问在α＝0.05水平上能否认为这批金属丝的折断力标准差仍然是8？

表5—8

[image: alt]

解　应用MINITAB，打开“BS_单总体方差检验.MTW”数据文件，直接对单正态总体标准差进行假设检验。

建立假设：

H0：σ＝8

H1：σ≠8

（1）从“统计＞基本统计量＞单方差（State＞Basic Statistics＞1Variance）”入口；

（2）如图5—16所示输入数据，输入变量名后，选定“进行假设检验”，再选中“假设标准差”（如果要检验的是方差，就可以选择“假设方差”）。

[image: alt]

图5—16　单方差检验操作图1

（3）点击“确定”后，得到如下输出结果：



单方差检验和置信区间：折断力

方法

[image: alt]

卡方方法仅适用于正态分布。

Bonett方法适用于任何连续分布。

统计量

[image: alt]

95％置信区间

[image: alt]

检验

[image: alt]



（4）输出结果说明。由于已知金属丝折断力服从正态分布，看到输出结果p值＝0.139＞0.05，因此我们的结论是：不能拒绝原假设，即认为这批金属丝的折断力标准差还是8。此例说明，当样本量较小时，样本的标准差（或方差）的波动可以是很大的。原来总体标准差是8，现在样本的标准差是9.51，在稍微有些变化时不能认为总体标准差已经发生变化。在实际工作中，如果是为了讨论有关平均值问题，样本量应该超过15；如果是为了讨论有关方差问题，样本量应该超过30；本例勉强达到要求，否则是得不到有意义的结论的。

在MINITAB的早期版本（R14及以前）中，对于单总体的方差检验没有专门的窗口，只能用原始数据计算出标准差的置信区间（例如用“统计＞基本统计量＞图形化汇总（STAT＞Basic Stat＞Graphical Summary）”），然后将此置信区间与要检验的值比较。但用置信区间进行检验仍有局限性，这是因为，使用置信区间一般只能进行双侧检验，对于单侧检验则要麻烦得多（要将α加倍，再看其单侧置信限）。

对于此例，我们可以使用“统计＞基本统计量＞图形化汇总（STAT＞Basic Stat＞Graphical Summary）”入口，求出标准差的95％双侧置信区间为（7.57，12.78），而总体标准差8落入此置信区间，因此不能拒绝原假设，认为这批金属丝的折断力标准差还是8。

例5—12

车工生产精密轴杆，其长度的规格限为15±0.3。原来的标准差已达到0.1，过程能力达到4个西格玛水平。现经六西格玛团队完成黑带项目，过程能力达到5个西格玛水平。现随机抽取了30根轴杆测量其长度，数据见表5—9（数据文件：BS_轴杆长度.MTW）。

表5—9

[image: alt]

试问在α＝0.05水平上能否认为这批轴杆长度的标准差比原来的0.1确实有所降低？

解　应用MINITAB，打开“BS_轴杆长度.MTW”数据文件，直接对单正态总体方差进行假设检验。

建立假设：

H0：σ＝0.1

H1：σ＜0.1

（1）从“统计＞基本统计量＞单方差（Stat＞Basic Statistics＞1 Variance）”进入相关界面。

（2）如图5—17所示输入数据，注意在图5—17左半图中选择“假设标准差”。

[image: alt]

图5—17　单方差检验操作图2

（3）点击“确定”后，得到如下输出结果：



单方差检验和置信区间：轴杆长度

方法

[image: alt]

卡方方法仅适用于正态分布。

Bonett方法适用于任何连续分布。

统计量

[image: alt]

95％单侧置信区间

[image: alt]

检验

[image: alt]



结果是p值＝0.030（分布为正态，所以只看上面这行），拒绝原假设，即可以断言轴杆长度的标准差比0.1确实有所降低。

这里要注意的是，如果把此问题当作双侧检验，则结论会稍有差异。从“统计＞基本统计量＞图形化汇总（Stat＞Basic Statistics＞Graphical Summary）”入口，求出标准差的95％双侧置信区间为（0.061，0.101），而总体标准差0.1落入此置信区间，因此不能拒绝原假设，应认为这批轴杆长度的标准差与原来的0.1无显著变化。

为什么会有这种差别呢？这就是因为假设检验的单侧问题与双侧问题是有很大不同的，在选定备择假设时一定要非常小心。单侧备择假设问题能得到显著结果的，在双侧备择假设问题中不一定能得到显著结果，两者的拒绝域是有差别的。当然在通常情况下，单侧备择假设问题能得到显著结果的，在双侧备择假设问题中一般也能得到显著结果，但举上述这个例子的目的是给大家敲个警钟。另外，本例题的计算只能在MINI-TABR15版本增加了新功能后才能进行，在以前的版本中没有此功能。这里要再次提醒大家关于样本量的问题：对于均值方面的检验，样本量至少应该是15以上，对于方差（或标准差）方面的检验，样本量至少应该是30以上。正如在计算过程能力时要求样本量达到50，达到30属于“勉强可以”。样本量太小时是不可能进行有关方差（或标准差）方面检验的。




许多统计工具如双样本t检验（2-Samplet）、方差分析（ANOVA）等，都要假定总体方差相等，因此还要讨论双总体等方差检验或多总体等方差检验等问题。

5.4.2　双总体等方差检验

在实际问题中，常常要检验两批数据的方差是否可以认为是相等的，例如，希望检验两批购进的原材料的方差是否相等？改进工作后的方差是否比改进工作前的方差有所降低？另一方面，双样本t检验（2-Samplet）要在假定两总体方差相等的条件下才能进行，这些都导致我们要进行双正态总体的方差检验。

1．临界值法

我们计算出检验统计量的观测值[image: alt]，看它是否落在拒绝域内，从而做出判断。

（1）常用的三对假设：

[image: alt]

（2）检验统计量选择F统计量，在[image: alt]时：

[image: alt]

（3）对应这三对假设，它们各自的拒绝域分别为：

1）H1：[image: alt]时，拒绝域是：

[image: alt]

2）H1：[image: alt]时，拒绝域是：

[image: alt]

3）H1：[image: alt]时，拒绝域是：

[image: alt]

单／双正态总体方差的显著性水平为α的检验中检验统计量和拒绝域等见表5—10。

表5—10　单／双正态总体方差的显著性水平为α的检验

[image: alt]

2．p值比较法

通过MINITAB软件指令“统计＞基本统计量＞双方差（Stat＞Basic Statistics＞2-Variances）”来实现。

例5—13（续例5—8）

一家冶金公司需要减少其排放到废水中的生物氧需求量（BOD）含量。考虑用纯氧取代空气吹入活化泥以改善BOD含量。在两种处理的废水中，空气法抽了10个样品，氧气法抽了9个样品，数据见表5—11（数据文件：BS_生物氧需求量.MTW）。

表5—11

[image: alt]

已知BOD含量服从正态分布，问在显著性水平α＝0.05下，该公司采用这两种不同方法对BOD含量影响的方差是否相等？

解　（1）建立假设：

[image: alt]

（2）在正态条件下，可以用F检验。

（3）据显著性水平α＝0.05及备择假设可知拒绝域为：

[image: alt]

（4）样本观察值，求得

[image: alt]

由于样本观察值未落在拒绝域中，因此不能拒绝原假设，可以认为该公司采用这两种不同方法对BOD含量影响的方差是相等的。

由于F检验的拒绝域是双侧，使用者必须同时考虑F值的拒绝范围：F太大要拒绝，F太小也要拒绝。为了使判断中的思考简化，不少中外六西格玛黑带培训教材中建议，在F统计量的计算中规定要使分子大于分母，这样一来，拒绝域可以只考虑右侧，也就是说只考虑F值太大则拒绝。这种处理方法可以简化我们的思考，但是若把F定义为分子大于分母则又是错误的（这时F肯定大于1，根本不再是F分布了），拒绝域取为右侧5％也是错误的（应该仍保留2.5％）。本书在此特别予以提醒，请大家在使用时注意。

使用MINITAB软件求解本题步骤：

（1）建立假设：

[image: alt]

（2）从“统计＞基本统计量＞双方差（Stat＞Basic Statistics＞2-Variances）”进入相关界面。

（3）输入数据后，在“图形”中勾选“区间图”和“箱线图”。点击“确定”后，得到下列输出结果及图5—18。

[image: alt]

图5—18　两总体方差相等性检验1



双方差检验和置信区间：空气，氧气

方法

[image: alt]

统计量

[image: alt]

标准差比＝1.358

方差比＝1.845

95％置信区间

[image: alt]

检验

[image: alt]



（4）输出结果说明。由于BOD含量服从正态分布，输出的F检验的p值＝0.401＞0.05，因此我们的结论是：不能拒绝原假设，该公司采用这两种不同方法对BOD含量影响的方差是相等的。




值得注意的是，对于等方差检验输出有两种检验结果：

●F检验，适于正态数据。

●Levene检验：是以样本中位数而非样本均值为基准，在小样本时更稳健，适于非正态连续数据。

如何比较F检验和Levene检验这两种方法呢？从表面上看，Levene检验适用于任何类型连续性分布，当然也适用于正态分布，应用范围要比F检验广泛得多。那么是否可以说Levene检验要比F检验“好”呢？不能这样说。大家都知道有种药叫“板蓝根”，它可以治感冒、淋巴腺炎、扁桃腺炎、腮腺炎、肝炎，预防“非典”，最近发现又增加一项“抗高原反应症”功能。能说它是“天下第一药”吗？恐怕不能。得了肝炎，在治疗时很少有人再去用板蓝根，因为市面上有很多专门治疗肝炎的药，在治疗肝炎时，用板蓝根绝对不如那些专门治疗肝炎的药。对于检验两总体方差相等性这个问题，如果数据为正态分布，F检验绝对是最灵敏（也就是犯第二类错误最小）的方法，只有当数据为非正态时，F检验不能使用了，才会使用Levene检验方法。

例5—14（续例4—8）

假定A，B两名工人生产相同规格的轴棒，关键尺寸是轴棒的直径。由于A使用的是老式车床，B使用的是新式车床，二者精度可能有差异。现他们各测定了13根轴棒直径的结果（数据见例4—8，数据文件：BS_轴棒直径.MTW）。试分析A，B两名工人生产的轴棒直径的方差相等吗？

解　建立假设：

[image: alt]

与例5—13所叙述的操作完全相同，由于二者皆为正态分布，因此可以得到下列结果及图5—19。

[image: alt]

图5—19　两总体方差相等性检验2



双方差检验和置信区间：A，B

方法

[image: alt]

统计量

[image: alt]

标准差比＝2.038

方差比＝4.152

95％置信区间

[image: alt]

检验

[image: alt]



从计算结果中可以看出，两样本方差之比高达4.15，两样本方差相差这么多倍，p＝0.02＜0.05，结论应该是拒绝原假设，即可断言两总体方差并不相等。


5.5　单因子ANOVA分析

假如六西格玛团队遇到了这样一个问题：考察温度对某一化工产品得率的影响。选了五种不同的温度进行试验，希望判断温度对化工产品得率是否有显著影响。这就是多总体的均值比较问题。前面几节我们介绍了双正态总体均值的检验方法，对于多个正态总体均值的检验，是否可以采用先前学过的方法逐一两两检验总体均值是否相等呢？答案是否定的。因为比较过程将更加复杂（比如，若有n个总体，则需要检验[image: alt]次），还会导致判定结果犯第一类错误的概率大大增加。

以三个总体均值相等的检验为例，采用先前学过的方法，分别对两总体均值相等性进行检验，需要进行三次检验，若每次检验的置信水平为0.95，那么三次检验后，置信水平将降低为0.953＝85.7％。总体数目越多，置信水平将越低，第一类错误风险将变得太大，这将使得这种比较方法不再具有实际价值。为此，我们引入一种更为有效的方法来实施多总体均值相等的检验，这就是方差分析（analysis of variance，ANOVA）。

5.5.1　单因子ANOVA分析基本原理

为讨论方便，将试验中要考察的结果称为指标，将在试验中会改变状态的因素或对指标有影响的因素称为因子，通常用大写字母A，B，C等表示。因子在试验中所处的不同状态（各因子在其变化范围内所处的具体状态）称作因子的水平，用表示因子的字母加下标来表示，譬如因子A的水平用A1，A2，…表示。如果一项试验中，只有一个因素变化，其他因素不变的话，这种试验称作单因子试验。最简单的多总体均值相等性检验其实就是单因子试验问题。下面通过一个实例说明方差分析的基本原理。

例5—15

考察温度对烧碱产品得率的影响，选了4种不同的温度进行试验，在同一温度下进行了5次试验（见表5—12，数据文件：ANOVA_单因子.MTW）。希望在显著性水平α＝0.05下，判断温度对烧碱产品得率是否有显著影响。

表5—12

[image: alt]

上述表中数据Yij的含义是：Y的两个下标中的前者i代表总体号，第二个下标j为观测值号，i＝1，2，…，k；j＝1，2，…，mi。




首先，从例5—15可以看到，即使在同样的温度下，产品得率也不一样，这是因为虽然外界条件基本相同，但由于随机因素的干扰，结果会有微小的波动。我们可以假定，在一定的温度下，产品得率有一个理论上的均值，实际观测数据对理论均值的偏离是随机误差，这个误差一般会服从正态分布。但温度不同时，各产品得率应该有不同的均值，这些均值上的差异是由于不同的温度造成的，是系统误差。由于除了温度以外的其他因素尽可能保持一致，因此可以认为每个温度下对应的总体方差相同。这样，现在解决的问题就变为对于4个均值不同、方差相同的正态总体，推断（因子）温度对（指标）烧碱产品得率影响是否显著的问题，等价于推断4个方差相同的正态总体均值是否相等的问题。

把上述说明推广到一般情况，即

（1）正态假定：假定因子有k个水平，每一水平下均服从均值为μi（i＝1，2，…，k），方差为σ2的正态分布，每一水平下的指标全体便构成一个总体，共有k个总体；

（2）等方差假定：因子在每一水平下所服从的正态分布方差相等；

（3）数据独立性假定：对于第i个水平下收集的数据Yij（j＝1，2，…，mi）是相互独立的；

（4）在这三个假定成立的前提下，检验如下假设是否为真：

H0：μ1＝μ2＝…＝μk

H1：至少一对μi≠μj

下面具体说明分析的思路：如果在不同温度下，烧碱产品平均得率差异与随机误差相比不相上下，那么可以认为不同温度下的烧碱产品得率间没有显著差别。反之，如果在不同温度下，烧碱产品平均得率间的差异与随机误差相比显得较大，那么这种差异就很难用随机误差来解释，只能认为是由于“温度不同”这个原因造成的。

下面来看看如何对这些差异进行定量描述。

把同样温度下的试验作为一组，用[image: alt]来表示本组（水平）内数据间的随机误差大小，求出[image: alt]之和来表示总的随机误差，记为SSE，称SSE为组内离差平方和（或误差平方和）。

[image: alt]

对于不同温度下产品得率的差异用SSA来表示，称SSA为组间离差平方和。

[image: alt]

再考虑所有数据的总离差平方和SST：

[image: alt]

这里，[image: alt]是[image: alt]的平均值。

数学上可以证明，这三者间有下列等式成立：

[image: alt]

这就是著名的平方和分解公式。

方差分析的基本思想就是求出组间离差平方和SSA与组内离差平方和SSE之比值。此比值越大，说明因子效应越显著；反之，说明因子效应越不显著。为了消除数据个数及分组数（水平数）的多少给离差平方和带来的影响，在求此比值时，还要除以各自的自由度，得到各自的均方和MSA，MSE，这个比值就称为F统计量。换言之，F统计量就等于MSA/MSE。而其中MSA＝SSA/dfA，MSE＝SSE/dfE。

检验的基本思想就是：若F值足够大，则可以判定因子是显著的。具体写出来则是：如果F＞F1－α（dfA，dfE），则可以判定因子是显著的。与此同时，还可以得到如下结果：

（1）第i个水平指标的均值的估计为：[image: alt]；

（2）各组内的共同的误差方差σ2之估计值是MSE。

将上述分析内容用一个表格来归纳，就得到了下列方差分析表（见表5—13）。其中关键的是检验统计量F，MINITAB软件还在最后给出了与F值相对应的p值。

表5—13　单因子方差分析表

[image: alt]

如果F＞F1－α（dfA，dfE），则拒绝H0，表示不同水平下的指标的均值确有显著差异，此时称因子效应是显著的，否则称因子效应不显著。

具体求解例5—15。在例5—15中，要考察4种温度，在显著性水平取α＝0.05时，判断温度对烧碱产品得率是否有显著影响，下面是手工计算的具体过程。

Yij：表示第i水平下第j个试验数据

m：表示因子在每一水平下试验的次数（这里各水平试验次数相同，故省略了下标）

k：表示因子水平数

[image: alt]：总的平均值

[image: alt]：因子在第i水平下的平均值

[image: alt]

SSE＝SST－SSA＝56.4，dfE＝n－k＝20－4＝16

MSA＝SSA/dfA＝84.15/3＝28.05

MSE＝SSE/dfE＝56.4/16＝3.52

F＝MSA/MSE＝28.05/3.52＝7.96

临界值F1－α（dfA，dfE）＝F0.95（3，16）＝3.24

把以上计算结果列入单因子方差分析表（见表5—14）。

表5—14　单因子方差分析表

[image: alt]

由于F＝7.96＞3.24，因此拒绝原假设。结论：不同温度对烧碱产品得率有显著影响。

在用MINITAB软件计算时，步骤如下：

（1）打开“ANOVA_单因子.MTW”数据文件，要注意的是：如果数据录入格式是C1，C2列形式（即响应变量在一列，因子水平代码在另一列）时，从“统计＞方差分析＞单因子（Stat＞ANOVA＞One way）”进入相关界面（见图5—20左）；如果数据录入格式是C4－C7形式（即因子各水平对应的响应值在不同的列），就从“统计＞方差分析＞单因子（Stat＞ANOVA＞One way（Unstacked））”进入相关界面，如图5—20右所示。

[image: alt]

图5—20　ANOVA分析（数据堆叠和未堆叠）操作图

（2）输入数据所在列后，因为显著性水平为0.05，故在“置信水平（Confidence Level）”输入“95”（％），点击“图形（Graphs）”后，勾选“数据箱线图”，如图5—21所示。

[image: alt]

图5—21　ANOVA分析（数据堆叠）生成数据箱线图

（3）点击“确定”后，得下列输出结果及图5—22：

[image: alt]

图5—22　得率与温度的箱线图



单因子方差分析：得率与温度

[image: alt]

合并标准差＝1.877



（4）输出结果的解释。由于p值＝0.002＜0.05，因此拒绝原假设。结论：不同温度下烧碱产品平均得率有显著差异。在ANOVA第一步得到的ANOVA表中，如果p值＞0.05，无法拒绝原假设，说明各水平间并无显著差异，则方差分析到此结束。如果p值＜0.05，拒绝原假设，说明各水平间有显著差异。这时就提出了下一个问题，哪些水平间有显著差异，哪些水平间没有显著差异？这就需要了解各水平下平均值的差异的详细情况，这就是下段的内容：如何分析多重比较的结果。

注意：在ANOVA表下方用文字打印方式输出了一个均值置信区间的示意图，但此图仅提供了均值状况的参考示意，并不能用来作为两总体间是否有显著差异的任何评比根据。

在ANOVA的计算过程中也输出了4种不同温度的箱线图。从中可以看出，70℃时得率似乎最高。但我们同样不能由此图得到任何确定性的论断。如何进行更细致的比较请看下节。

5.5.2　单因子ANOVA分析多重比较方法

当因子显著即因子在各水平下均值有差异时，我们可以进一步了解因子在k个水平下均值的差异，即同时检验如下[image: alt]假设，这个检验叫做多重比较。

进行多重比较方法的关键是如何选定第一类错误风险值的问题。MINITAB给出了如下四种多重比较方法的风险值设定方式供我们选择，下面分别说明。

（1）“Tukey，整体误差率”：Tukey方法所设定的所有的两两检验总和起来的整体误差率，栏框中默认的是整体误差率5（％），输入值若大于1，MINITAB会解释为百分比。显然，如果整体误差率设定为5％，那么两两比较检验的第一类错误设定的风险要远远低于5％。Tukey方法可以计算所有多重比较（两两均值差）的置信区间。以后我们在实际进行单因子的方差分析时，一定只选Tukey算法，以保证整体误差率为5％。

（2）“Fisher，个别误差率”：采用Fisher方法计算多重比较（两两均值差）的置信区间时，所设定的是两两比较的每次检验的第一类错误都为5％，这样一来，整体第一类错误的误差率肯定会大大超过5％。以后我们在实际进行单因子的方差分析时，除非有特殊需要，一定不选Fisher算法。

（3）“Dunnett，全族误差率”：它讨论的是另一种试验问题，在这种试验中，存在一个特殊的称为“对照组”的总体。2005年，我国在完成了SARS疫苗的各项动物实验鉴定后，决定对SARS疫苗进行实际的人体试验，当时将36名勇敢的试验者等分为三组，一组注射生理盐水，此组称为“对照组”（control group），另两组分别注射1倍和2倍SARS疫苗。这时我们要进行的只是将注射1倍和2倍SARS疫苗组与对照组相比较，以确认SARS疫苗是否有效，其他组之间不再进行比较。采用Dunnett方法计算的是其他各数据组与控制组平均值差异的置信区间。计算前当然先要特别指定哪组是“对照组”。除非我们进行的是这种对照试验，否则也不会选择此方法。

（4）“许氏MCB，全族误差率”：它讨论的是对于各组只进行与最佳组的比较分析，其他组与组之间并不进行比较。当然这里又要分平均值是越大越好（Largest is best）还是平均值越小越好（Smallest is best）这两种类型。采用许氏MCB方法将计算每一个水平平均值与整体最好的平均值之差异的置信区间。此方法用得也不多。

将以上四种多重比较方法的特性归纳如表5—15所示：

表5—15　多重比较法对比表
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注：μi为第i水平下的均值；μc为控制组水平下的均值；μbest为整体最好水平下的均值。

例5—16（续例5—15）

考察4种温度，在显著性水平取α＝0.05时，判断温度对烧碱产品得率是否有显著影响。在前段，我们已判断出各水平间有显著差异（其操作见图5—20、图5—21）。下面分析：哪些水平间有显著差异？哪些水平间没有显著差异？

解　前面已介绍了方差分析表中ANOVA的计算及箱线图的绘制。在得到各组间差异显著的结论后，我们可以进行多重比较的检验。

从“统计＞方差分析＞单因子（Stat＞ANOVA＞One way）”进入相关界面后，点击“比较（Comparisons）”，如图5—23所示。
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图5—23　ANOVA多重比较操作图

选中Tukey算法，设定整体误差率为5％。

再选中Fisher算法，设定个别误差率为5％（注意：本次选定该项只是为了进行两种算法比较，显示一下结果。以后再也不要选此项）。

点击“确定”后，得下列输出结果：



使用Tukey法对信息进行分组
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不共享字母的均值之间具有显著差异。

Tukey95％整体置信区间

温度水平间的所有配对比较

单组置信水平＝98.87％

温度＝60减自：
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温度＝65减自：
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温度＝70减自：
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我们先看Tukey方法的三组多重比较的置信区间：

由于Tukey方法所设定的整体误差率是5（％），显然，两两比较检验的第一类错误设定的风险要远远低于5％。输出中指明：“95％整体置信区间，温度水平间的所有配对比较，单组置信水平＝98.87％”，这就意味着，在两两比较中，第一类错误概率只有1－98.87％＝1.13％。

Tukey方法可以计算所有多重比较（两两均值差）的置信区间。以后在实际进行单因子的方差分析时，一定只选Tukey算法，以保证整体误差率为5％。

在以下的分析中，大家应该参看图5—22中的不同温度下得率的箱线图。图中显示出：温度为70时得率最高，65时稍差，60及75时更差些。

第一组以水平一（温度60）作被减项，其他水平65，70，75时的均值分别减去水平60时的均值得到的置信区间。从65减去60时的样本均值为3.0，但总体的均值差可能大些，也可能小些，但我们以98.87％的把握可以断言，总体的均值差将落入（-0.401，6.401）内，可以看出这个置信区间包含0，说明温度60与65间总体的均值差不排除为0，也即二者得率平均值无显著差异。其实从上述分析可以看出，我们对于两总体的均值差将落入什么区间的具体数值并不关心，关键是这个区间是否包含0，也就是区间的上下限是否恰好正负符号相反。如果上下限皆为正，则说明第二个总体均值比第一个总体均值大；如果上下限皆为负，则说明第二个总体均值比第一个总体均值小。从这组中可以看出，只有一组均值差异显著：从温度70减去60时的样本均值为4.8，但总体的均值差以98.87％的把握将落入（1.399，8.201）内，上下限皆为正，故温度70均值肯定超过温度60均值。我们记为“70度＞60度”。

同样分析，第二组以水平二（温度65）做被减项，其他水平70，75时的均值分别减去水平65时的均值得到的置信区间都包含0，故温度为70和75时，得率平均值与温度65无显著差异。

第三组以水平三（温度70）做被减项，温度75时的均值减去水平70时的均值得到的置信区间，可以看出这里所有的置信区间（-8.201，-1.399），上下限皆小于0，说明温度75时，得率平均值比温度为70时小。我们记为“75度＜70度”。

总之，Tukey方法计算结果中，一共有两组均值差异显著，那就是：“70度＞60度”及“75度＜70度”，其余各组间并无显著差异。在R16新增的对信息进行分组的结果中，也可以看出，70度及65度为A，75度及60度为B，二者差异显著。

以下是Fisher算法结果：



使用Fisher方法对信息进行分组
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不共享字母的均值之间具有显著差异。

Fisher95％两水平差值置信区间

温度水平间的所有配对比较

同时置信水平＝81.11％

温度＝60减自：
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温度＝65减自：
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温度＝70减自：
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由于Fisher方法所设定的个别误差率是5（％），显然，整体比较检验的第一类错误风险将远远高于5％。输出中指明：“Fisher 95％单独置信区间，温度水平间的所有配对比较，同时置信水平＝81.11％”，这就意味着，整体比较检验的第一类错误概率将高达1－81.11％＝18.89％，这样高的第一类错误概率当然是不能容忍的。

Fisher方法也共有三组多重比较的置信区间：

第一组以水平一（温度60）做被减项，其他水平65，70，75时的均值分别减去水平60时的均值得到的置信区间，结果是“65度＞60度”、“70度＞60度”。

第二组以水平二（温度65）做被减项，其他水平70，75时的均值分别减去水平65时的均值得到的置信区间，结果是“75度＜65度”。

第三组以水平三（温度70）做被减项，水平75时的均值减去水平70时的均值得到的置信区间，结果是“75度＜70度”。

在R16新增的对信息进行分组的结果中，其结论与上面的分析相同。

总之，用Fisher方法得到的结论是，在6对均值比较中，有4对差异是显著的；而Tukey方法得到的结论是，在6对均值比较中，只有2对差异是显著的。可见，在要求整体误差率为5％的时候，判定“差异显著”要比简单的两两比较严格得多，而我们当然应该以Tukey方法得到的结论为最终结论：70度显著高于60度及75度；其他组间差异不显著。

5.5.3　多总体等方差检验

在5.5.1节的单因子ANOVA分析基本原理中，我们提到进行单因子ANOVA的三项基本前提，除了数据独立性、正态性假定，最重要的就是等方差性，就是因子在每一水平下所收集到的数据来自方差相等的正态分布。为了考察这项前提是否得到满足，要进行多总体等方差的检验。我们所讨论的一般问题是：
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在正态分布的前提下，可以使用Bartlett检验，在正态分布的前提不满足时，可以使用Levene检验，下面结合具体例题加以说明。

例5—17（续例5—15）

考察4种温度，在显著性水平取α＝0.05时，判断温度对烧碱得率是否有显著影响。先检验4组方差是否相等。
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选用“数据”与“分组”分别列在两列的存放格式。如果数据是分多列存放的，要先整理数据，使之堆叠而变成采用“数据”与“分组”分别列在两列的存放格式。

选择“统计＞方差分析＞等方差检验（Stat＞ANOVA＞Testfor Equal Variances）”。

在“响应（Response）”栏输入C2列“得率”，“因子（Factors）”栏输入C1列“温度”，如图5—24所示。
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图5—24　多总体等方差检验操作图

点击“确定”后，得到如下输出结果及图5—25：

[image: alt]

图5—25　多总体等方差检验结果图



结果：ANOVA_单因子.MTW

等方差检验：得率与温度

95％标准差Bonferroni置信区间
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Bartlett检验（正态分布），检验统计量＝0.07，P值＝0.995

Levene检验（任何连续分布），检验统计量＝0.00，P值＝1.000



输出结果的说明如下：

由于假定得率服从正态分布，输出结果选取Bartlett检验，输出的p值＝0.995＞0.05，因此我们的结论是：不能拒绝原假设，即4个温度下得率的方差是相等的。




这里要补充说明的一点是：使用ANOVA是需要三个条件的（详见5.5.1节），即独立、正态、等方差，但在实际应用中，有时样本量较小，直接验证这三个条件几乎没有意义，为此常用残差诊断的方法予以验证，即在图5—21右图中增选“残差图”功能项。详细操作方法及原理请参看9.2.5节回归方程的残差诊断。


5.6　比较方法的总结

在统计假设检验中，比较方法用得最多，为此我们给出了一个总表（见表5—16）。本章的5.3节至5.5节的内容也归纳在内，所有相应的MINITAB软件操作可以从下列表格中的前3列内查到。至于第4列的有关比率的检验，将在第6章得到；第5列的有关中位数的检验，将在第7章非参数检验中得到。现在先一并给出，以便读者获得总体性印象。

表5—16　假设检验比较方法汇总表
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注：以上这些操作都是先从“统计（Stat）”入口，表中代码含义为：

BS＝基本统计（Basic statistics）：TBL＝表格（Tables）：

NP＝非参数（Nonparametrics）；方差分析＝方差分析（ANOVA）。




下面补充叙述一个新内容。

在表5—16中的多总体均值检验栏中，对于“方差相等时”给出了方差分析的操作窗口。那么当方差不相等时要比较总体均值该怎么办？大家知道，对于两总体均值相等性检验问题，当方差相等时，可以使用双样本t检验；当方差不相等时，MINITAB会自动使用近似双样本t检验，其原理是按样本方差大小来对自由度进行修正，样本方差越大的组，其自由度被削减得越多，通过调整自由度来进行近似的双样本t检验。方差不相等时的多总体的均值比较其原理与双总体相似，分子的自由度不变（总是“组数减1”），而分母的自由度则将依赖于样本方差的大小适当削减。样本方差越大的组，其自由度被削减得越多，通过调整自由度来进行近似的ANOVA检验，这就是Welchs方差分析方法。MINITAB软件没有提供相应的窗口，我们用另编的宏（Macro）指令进行计算。通过本段的介绍，也希望大家知道，当MINITAB软件功能需要补充时，可以自行编写宏指令加以补充。最好用“写字板”打开并编辑；无写字板时，也可以使用“记事本（Notepad）”对宏指令文本进行编辑，但存放后必须将后缀由“.txt”修改为“.mac”。本书只介绍如何使用别人已经编好的宏指令。

调用宏指令应从“编辑＞命令行编辑器（Edit＞Command Line Editor）”进入相关界面，在相应窗口中填写有关命令即可。

宏指令文件以“.mac”为后缀，其存放地一定要与所使用的数据文件位于同一个文件夹，否则宏指令不能工作。为了让宏指令对任何文件夹的数据文件都能起作用，也可以将文件存储在MINITAB软件的宏指令文件夹中。通常，把宏指令文件复制到C盘中“Pro-gram Files”内的MINITAB文件夹中的“宏指令（Macro）”文件夹中，则这个宏指令就可以对所有文件使用。在打开数据文件后，调用宏指令时，从“编辑＞命令行编辑器（Edit＞Command Line Editor）”入口，在填写调用命令时，应以“％”开头，同时要填写有关的信息（即所谓将其“哑元”代实），再单击“提交命令”就行了。

先把数据文件“ANOVA_单因子.MTW”调出成为当前文件。此数据在5.5.3节中已经等方差检验被确认为方差相等，现在只是以此文件为例说明对于方差不等者如何使用宏指令检验其均值的相等性。

H0：μ1＝μ2＝…＝μk

H1：至少一对μi≠μj

调用宏指令welchs，其调用格式是：

％welchs　y　x

其中，％welchs是调用名为welchs的宏指令；y是响应变量数据的名称（或位置）；x是单因子的名称（或位置）。具体到本例题，可以填写下列两种格式中任一种：
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从上面所述规则可以看出，如果填写哑元为变量名，则要在变量名前后加上引号‘变量名’，显然直接填写列号C1，C2要容易得多。调用宏指令操作图请参看图5—26。
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图5—26　调用宏指令操作界面图

其运行结果为：



Welchs方差分析F检验
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输出结果的前半部给出了各组的方差以及相应的权重（方差越大权重就越小），后半部给出了计算结果：其中，分子自由度为3（本例中，共4种温度，自由度为3，与以前相同），分母自由度为8.88（本例中，共4种温度，每组5个观测值，原来的ANOVA表中分母（误差）的自由度为4×5－4＝16，现在削减为8.88了）。由最终的p值＝0.01197可知，结论应该是拒绝原假设H0，即可以断言4种温度的得率之间有显著差别。


5.7　样本量的计算

在实际工程应用中，常会出现这样的问题：究竟要采集多大的样本量才能得到我们所需要判断的结论呢？这个问题很复杂，不同的检验问题需要样本量的计算方法是不同的。下面讨论最简单的单样本均值检验问题，原假设是均值为0，备择假设是均值为1的单点情形。检验问题实际上是如何判断一组样本来自哪个总体。假设两个总体的标准差都是σ＝1，如果只抽取1个样品，这时它本身就是样本均值，样本均值的分布与原来总体的分布完全一样。我们从图5—27可以看出它们的概率分布图形有很大部分会重叠，当抽取出一个样品后很难判定它是来自哪一个总体。但是，当抽取的样本量超过1个并且将数据取平均值之后，我们知道，这些均值的分布会变得越来越窄，当样本量大到一定程度的时候，比如，取到样本量为25时，从图5—27可以看出，两组样本均值的概率分布图形只有很少部分会重叠，这时就很容易识别两者的差别了。
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图5—27　不同样本量的样本均值分布对比图

下面的问题是，如果知道两总体确有差别，那么，又该如何确定其样本量保证达到这种分辨开两总体的效果呢？首先引入检验功效的概念。一个检验的检验功效指的是“在原假设不成立的条件下，拒绝原假设的概率”。换言之，由于我们知道，“在原假设不成立的条件下，不拒绝原假设的概率”就是犯第二类错误的概率β，因此“原假设不成立的条件下，拒绝原假设的概率”就应该是1－β。总之，在原假设不成立的条件下，能够拒绝原假设，也就是能够分辨出原假设与备择假设的差别，这就是检验能力的表现，其概率值当然越大越好。我们将侦测到两总体间这种差别的能力称为检验功效，即1－β。

从前几节的内容我们知道，利用抽取的样本情况对总体进行估计或检验时都可能会犯两类错误，样本量的大小取决于决策错误的风险、总体标准差大小、拟检查的差异大小这三方面的因素：通常，如果希望降低犯错误的风险，那么必须增大样本量；随着总体变异性的增大，即总体标准差变大，为了保持原有的风险，样本量必须增大；随着拟检查之差异的变小，样本量必须增大。对于像例5—1那样的右单侧检验问题，其假设是如下简单原假设和简单备择假设的检验问题：

H0：μ＝μ0

H1：μ＝μ1＞μ0

我们记两总体均值的差异为Δ，在本例中，Δ＝μ1－μ0，可以结合图5—28看到两类错误的概念，也可以具体得到计算样本量的公式，见表5—17第1行。至于其他类型的检验功效与样本量的计算要更加复杂，此处不再进行公式推导，直接给出了结论。大家只要学会解决下面例5—18类型的问题就很好了。
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图5—28　两类错误概率及检验功效示意图

表5—17　样本量确定公式一览表

[image: alt]

注：由于t分布分位数的数值依赖于自由度，因此使用t检验的样本量计算公式时并不能直接给出结果，实际计算时的最终结果是由迭代法得到的。

例5—18

某钢铁公司项目团队在参数调整后，希望评估冷拉钢筋生产线上的钢筋平均抗拉强度是否能比2000kg有所提高，假定生产线制程的标准差为300kg。经检验，钢筋平均抗拉强度已变为2150kg。问：如果我们选定α＝0.05，还要求检验功效达到90％（也就是说，对于平均抗拉强度已提高为2150kg的钢筋样本，被误判为“没有提高”的概率要小于10％），项目团队对于“钢筋生产线上的钢筋平均抗拉强度是否从2000kg有所提高”的检验，需要抽取多少根钢筋才能同时达到这两类风险的要求？

解　根据公式[image: alt]来计算：
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向上取整为35。即需要抽取35根钢筋才能达到检验功效为90％。在例5—1中，已抽取了25根（这时第一类风险肯定是按原来要求达到5％，但第二类风险则毫无把握），需要再补抽10根，则可以保证第二类风险降到10％。

利用MINITAB计算可以直接得到上述结果：

（1）选择“统计＞功效和样本数量＞单样本Z（Stat＞Powerand Sample Size＞1-Sample Z）”；

（2）输入差值“150”，检验功效“0.9”及已知的标准差“300”，保留待计算的“样本数量”为空白，再点击“选项（Options）”后，在“备择（Alternative）”选项中要输入“大于”，如图5—29所示：
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图5—29　求样本量的计算操作图

（3）点击“确定”后，得到以下输出结果及图5—30。
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图5—30　检验的功效曲线图



功效和样本数量

单样本Z检验

检验均值＝零（与＞零）

计算功效的均值＝零＋差值

[image: alt]



（4）输出结果的解释。从计算结果中可以看出，如果要求检验功效为0.9（即第二类错误小于0.1），则样本量至少要35个（其实准确结果是34.3，向上取整才变为35），这时，准确的功效为0.9054，略高于0.9。

如果希望了解例5—1中，抽取不同样本量（如：25，30，35，50，100）时功效状况如何，只要将图5—29的输入方式换成图5—31就行了（输入已知的样本数量，留下待求的“功效值”为空白）。

[image: alt]

图5—31　求功效的计算操作图

点击“确定”后，得到以下输出结果及图形（见图5—32）：

[image: alt]

图5—32　检验的功效曲线图



单样本Z检验的功效曲线

功效和样本数量

单样本Z检验

检验均值＝零（与＞零）

计算功效的均值＝零＋差值
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从输出结果可以看出，在例5—1中，抽取25根，犯第二类错误的概率大约为20％，要保证第二类风险为10％，需要补抽10根，即抽取35根方可。

从检验功效曲线图可以看出，在同等条件下侦测相同的差值，样本量越大，其检验功效就越高。




其他类型检验样本量确定的问题，包括检验是单侧或双侧，单样本t检验，双样本t检验，单因子ANOVA等，计算过程大同小异。读者比照例5—18，自己就可以进行计算了，在此不再赘述。


第6章
比率检验

在第5章中，我们所讨论的假设检验问题是针对连续变量进行的，随机变量都假定服从正态分布。但在实际工作中，常需要讨论另一类情况，即所有的度量结果都是离散的，最简单的度量结果是只有“合格／不合格”、“良品／不良品”等。抽样检验的结果常常是“抽检100件产品，其中不合格者为4件”，“抽验8片芯片，其中共发现22个瑕疵点”等。这种数据与连续数据有很大的差别，它们是离散随机变量，通常服从二项（binomial）分布或泊松（Poisson）分布。下面我们将讨论对这种随机变量总体的检验问题。6.1节介绍单总体比率检验；6.2节介绍双总体比率检验；6.3节介绍多总体比率检验的列联表方法；6.4节介绍单双总体Poisson率检验。


6.1　单总体比率检验

我们常需要借助样本比率去判断总体中感兴趣的类别的比率变化，比如：了解改进之后，产品不合格品率比原来是否有显著降低（原有的不合格品率作为常量是已知的），顾客满意率是否比过去有显著提高（过去的满意率作为常量是已知的）等。这类问题通常可以通过单总体比率检验进行处理。

为叙述方便，设样本X1，X2，…，Xn来自两点分布总体X，记为X～b（1，p）。所谓两点分布就是，这里随机变量X只能取0或1两个数值，我们常规定：取1代表抽到不良品，取0代表抽到良品。记总体不良品比率为p，样本不良品比率为[image: alt]，它可以由下式计算：

[image: alt]

我们希望检验的假设是如下类型：

H0：p＝p0

H1：p≠p0

当然备择假设也可以换成“＞”或“＜”。

直接求出[image: alt]的分布需要用到二项分布的概率计算，但当n较大时，即当[image: alt]且[image: alt]时，二项分布可用正态分布去近似，因而有

[image: alt]

这时可以用近似的Z检验对参数p进行假设检验。检验的统计量为：

[image: alt]

当样本量较小时，计算机自动按精确的二项分布来计算，给出精确的p值。

在不同的假设下，在大样本情况时，显著性水平为α时的拒绝域如表6—1所示：

表6—1　比率p的显著性水平为α的检验

[image: alt]

例6—1

小学生近视比率日益增加，现随机抽取了500位小学生进行视力检测，其中有310位近视，那么是否可以认为小学生近视比率已经超过六成？取α＝0.05。

解　（1）建立假设：

H0：p＝0.6

H1：p＞0.6

（2）因为[image: alt]，故可用近似Z检验；

（3）根据显著性水平α＝0.05及备择假设知拒绝域为{Z＞Z1－α}＝{Z＞1.645}；

（4）由样本观察值，求得

[image: alt]

由于Z＝0.913＜1.645，样本观察值没有落在拒绝域中，因此不能拒绝原假设，即根据现有观测数据判断，小学生近视比率还不能说已超过六成。

应用MINITAB进行计算，从“统计＞基本统计量＞单比率（Stat＞Basic Statistics＞1 Proportion）”入口，界面如图6—1所示：

[image: alt]

图6—1　单比率检验操作图1

如图6—2所示输入数据，要注意的是：图6—2右半部分若勾选“使用基于正态分布的检验和区间”，则求出的是近似结果，除非样本量足够大，一般不必选此项。

[image: alt]

图6—2　单比率检验操作图2

本例中，没有勾选该项，可得到精确的计算结果：



单比率检验和置信区间

p＝0.6与p＞0.6的检验

[image: alt]



这里p值＝0.193＞0.05，因此不能拒绝原假设，即得到这样的结论：虽然小学生抽样数据近视比率达到0.62，但并没有显著超过六成。但当样本量增大10倍，相应近视人数也增大10倍时，对于同样的检验问题其检验结果就是显著的了。



单比率检验和置信区间

p＝0.6与p＞0.6的检验

[image: alt]



从上例也可以看出，要想从比率数据中获得显著性的结论，样本量要相当大才有可能。

作单比率检验时，一定要注意样本量的重大作用。上例中，两组数据样本比率都是0.62，但是310/500与3100/5000是有不同含义的。这也就是说，统计学不相信简单的百分数，一定要得知此百分数是从多大的样本量中获得的。比如，在本书前言中举的例子：去年本公司的顾客满意率为70％，今年调查了100个用户，其中75户表示满意，问：今年的满意率比去年有提高吗？对此问题，大多数人会毫不迟疑地说：“今年的满意率已经达到75％，当然可以说比去年的70％有提高了。”其实在学习了本段单比率检验后，用MINITAB软件算一下，就会立即发现这样回答不对。

建立如下假设：

H0：p＝0.7

H1：p＞0.7

运用MINITAB计算，其结果如下：



单比率检验和置信区间

p＝0.7与p＞0.7的检验
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这说明：100个用户中，75户表示满意，并不能断言今年的满意率比去年的0.7有提高。

增大样本量后，会有些改进，其结果如下：



单比率检验和置信区间

p＝0.7与p＞0.7的检验

[image: alt]

单比率检验和置信区间

p＝0.7与p＞0.7的检验

[image: alt]



这说明：200个用户中，150户表示满意，也不能断言今年的满意率比去年的0.7有提高；直到400个用户中，300户表示满意，才能断言今年的满意率比去年的0.7有提高。

由于从比率数据中获得显著性的结论，样本量要相当大才有可能，因此，这也给我们以重要启示，在研究改进工作是否有效时，最好采用连续变量的度量，这样，宁可在度量时多花些时间和精力，这样在判断的时候，需要的样本量将要小得多；否则，采用离散变量的度量（只区分合格／不合格），当时可能省事，但需要进行比较时，则必须要有大得多的样本量，综合起来看不一定合算。

下面，我们可以复习一下如何求出单总体比率的置信区间问题。数据仍如例6—1给出，500位小学生中有310位近视，那么问题是：小学生患近视比率的95％置信区间是多少？

对于此类问题我们曾在4.3节中作过介绍，当时由于没学习过假设检验的思想，不能完全理解获得置信区间的原理。现在可以明白，要想获得比率的双侧置信区间，在图6—2左半部的选项“进行假设检验（Perform Hypothesis Test）”前面方框内，不要勾选（表示不进行假设检验），但要在图6—2右半部的“备择假设（Alternative Hypothesis）”中选择“不等于（Not Equal）”，这就可以获得比率的双侧置信区间；要想获得比率的单侧“大于型”的置信区间，只要在“备择假设（Alternative Hypothesis）”选择“大于（Great Than）”就可以；要想获得比率的单侧“小于型”的置信区间，只要在“备择假设（Alternative Hypothesis）”选择“小于（Less Than）”就可以了。

求小学生近视比率的95％双侧置信区间，只要在图6—2中右侧部分，将“备择假设”的“大于”换成“不等于”就可以得到下列结果：



单比率检验和置信区间

[image: alt]



如果将数据增大到10倍，即5000名学生中3100名近视，则近视比率的置信区间就变成：



单比率检验和置信区间

[image: alt]



从上面两处不同样本量的比较中可以看出，样本量增大后，置信区间的宽度大大缩短了。


6.2　双总体比率检验

我们常需要对两个总体的比率进行比较，比如希望了解在两种工艺方法条件下产品不合格品率是否有显著差别，采用某种服务方法是否比另一种服务方法让顾客满意率有显著提高等。这类问题我们通常可以通过双总体比率检验方法予以处理。

设样本X1，X2，…，Xn来自二点分布总体X，X～b（1，p1），样本Y1，Y2，…，Ym来自二点分布总体Y，Y～b（1，p2），两样本独立。我们希望检验的假设是这种类型：H0：p1＝p2，H1：p1≠p2，当然备择假设可以换成“＞”或“＜”。此问题可以改用“比率差”的说法：H0：p1－p2＝0，H1：p1－p2≠0，也可以更一般化地提出检验问题：H0：p1－p2＝d，H1：p1－p2≠d，当然备择假设也可以换成“＞”或“＜”的形式。这里d就是要检验的两总体的比率差。当然实际工作中，d＝0是最常见的情况。

引入以下记号：

[image: alt]

在对参数p1－p2进行检验时，对于d取值是否为0，其检验统计量的形式稍有差别。以下分两种情况分别给出：

（1）p1－p2＝d（其中d≠0）时：

[image: alt]

对其作标准化变换，得到统计量：

[image: alt]

由此可以得到相应的拒绝域。其结果列在表6—2中。

表6—2　两个比率差为d的显著性水平为α的检验

[image: alt]

（2）p1－p2＝0时，p1与p2可以使用公共的估计量[image: alt]（表达式见式（6—4））。

由于[image: alt]，因此统计量

[image: alt]

由此可以得到相应的拒绝域。其结果列在表6—3中。

表6—3　两个比率差为0的显著性水平为α的检验

[image: alt]

例6—2

分别从A，B两种工艺条件下随机抽取1500片及1800片芯片，其中A种工艺条件下有340片为一等品，B种工艺条件下有350片为一等品。在α＝0.05下，检验A种工艺条件是否比B种工艺条件有较高的一等品率。

解　设p1，p2分别表示A，B两种工艺条件下的一等品率，此时要检验的假设为：

H0：p1＝p2

H1：p1＞p2

由所给出的备择假设，利用大样本的正态近似性，得出在α＝0.05水平上的拒绝域为{Z＞1.645}。

由样本数据知n＝1500，m＝1800，[image: alt]，可知：

[image: alt]

落在拒绝域中，拒绝原假设，即在α＝0.05水平上，A种工艺条件比B种工艺条件有较高的一等品率。

用MINITAB软件计算，从“基本统计量＞双比率（Stat＞Basic Statistics＞2 Proportion）”进入相关界面，输入相关数据后，得到下列结果：



双比率检验和置信区间

[image: alt]

差值估计：0.0322222

差值的95％置信下限：0.00873597

差值＝0（与＞0）的检验：Z＝2.26　P值＝0.012

Fisher精确检验：P值＝0.013



这里p值＝0.012＜0.05，得到同样的结论：拒绝原假设，即在α＝0.05水平上，A种工艺条件比B种工艺条件有更高的一等品率。

例6—3

同种产品有甲、乙两种品牌。随机抽取800位及600位各自购买了甲、乙两种品牌的顾客，其中甲品牌有340位顾客对其产品质量表示满意，乙品牌有180位顾客对其产品质量表示满意。在α＝0.05下，检验甲品牌的顾客满意率是否比乙品牌的顾客满意率高5％以上。

解　设p1，p2分别表示甲、乙两种品牌的顾客满意率，此时要检验的假设为：

H0：p1－p2＝0.05

H1：p1－p2＞0.05

由所给出的备择假设，利用大样本的正态近似性，得出在α＝0.05水平上的拒绝域为{Z＞1.645}。

由样本数据知n＝800，m＝600，[image: alt]，可知：

[image: alt]

落在拒绝域中，拒绝原假设，即在α＝0.05水平上，甲品牌的顾客满意率比乙品牌的顾客满意率高5％以上。

用MINITAB软件计算，通过“基本统计量＞双比率（Stat＞Basic Statistics＞2 Proportion）”进入相关界面，如图6—3所示。

[image: alt]

图6—3　双比率检验操作图

输入相关数据后，得到下列结果：



双比率检验和置信区间

[image: alt]

差值估计：0.125

差值的95％置信下限：0.0828883

差值＝0.05（与＞0.05）的检验：Z＝2.93　P值＝0.002



这里p值＝0.002＜0.05，拒绝原假设，得到同样的结论：拒绝原假设，即在α＝0.05水平上，可以断言甲品牌的顾客满意率比乙品牌的顾客满意率高5％以上。


6.3　列联表与卡方检验

在前两节中，我们分别讨论了单总体和双总体的比率检验问题。当总体的个数增加到3个以上时，原来的方法就都失效了。本节所要介绍的列联表就是为了解决这个问题而引入的。但是列联表的功能要广泛得多，多总体比率检验只是其特例而已。列联表的检验要用到卡方检验（即用服从卡方分布的统计量作为检验统计量），但卡方检验不只用在列联表中，与此密切相关的还有另外一些离散型分布的拟合检验。本节将重点讨论下列三种假设检验问题：

（1）使用列联表进行因子间独立性检验；

（2）有限项离散型分布的拟合优度检验；

（3）分布的拟合优度检验。

由于这三种检验的检验统计量使用的都是χ2，因此统称这三种检验为卡方检验。

6.3.1　列联表

当数据资料以两种准则或者属性加以分类，那么所有的数据资料都可以归属于列联表。例如，因子A代表手机的不同品牌（分为四种：甲、乙、丙、丁），因子B代表顾客的不同满意程度（分三种：不满意、一般及很满意）。抽样调查可以得到相应的频数（例如，对品牌甲不满意者30人，对品牌甲感觉一般者40人，对品牌甲满意者62人等），我们可以利用收集到的数据组成列联表（如表6—4所示）。我们要进行的是对因子A与因子B是否独立进行检验，也就是检验顾客满意率状况是否与品牌有关。这就是两离散型因子间的独立性检验。

常见的列联表格式见表6—4。

表6—4　随机样本的列联表

[image: alt]

利用列联表进行独立性检验的步骤：

（1）建立假设：

H0：因子A与因子B相互独立

H1：因子A与因子B不相互独立

（2）确定检验统计量。抽取n个样本，归类整理如表6—4所示。其中Oij表示第i行第j列中的观测数据，Oi.表示第i行数据之和，O.j表示第j列数据之和，n表示数据总和。所以
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如果列联表中两因子相互独立，则落入Ai与Bj格内之概率值pij必须满足pij＝pi.p.j，这里pi.与p.j表示由行和及列和分别求出的“边际”比率。这样我们最初设定的假设等价为：

H0：pij＝pi.p.j

H1：至少有一对i，j使pij≠pi.p.j

实际问题中，对于边际比率的估计可以简单地采用实际样本的比率来估计就行了，写成公式就是：
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所以

[image: alt]

而列联表中属于Ai行及Bj列交叉格的数据期望值为：E（Oij）＝n×pij，因而其估计量为：

[image: alt]

当实际观测值Oij与期望值[image: alt]相差不大时，可以认为因子A与因子B不相关，或相互独立；如果相差太大，就不能认为两因子无关了。按照这样的想法，我们选用统计量：
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在H0成立的条件下：

[image: alt]

（3）显著性水平为α时的拒绝域为W：

[image: alt]

式中，r是列联表的行数；c是列联表的列数。

下面用一个具体的例子来说明如何进行列联表的独立性检验。

例6—4

某连锁超市要检验商品销售情况与陈列方式是否相关，随机抽取了300家门市，它们将商品分别以A，B，C共三种方式陈列，并将各门市销售情况以“高”及“低”归成两类，如表6—5所示，数据是落入响应范围的门市部个数。

表6—5　陈列方式与实际销售情况数据表

[image: alt]

问：在α＝0.05时，是否可以认为销售情况与陈列方式相互独立？

解　（1）建立假设：

H0：销售情况与陈列方式相互独立

H1：销售情况与陈列方式相互不独立

（2）确定检验统计量的值：

先由式（6—10）计算出各陈列方式期望的销售情况数值，如：
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其他以此类推（参见表6—6）。

表6—6　各陈列方式对应的期望的销售情况数值
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检验统计量为：
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由于统计量值落在拒绝域中，因此拒绝原假设，即在α＝0.05水平上，可以断言销售情况与陈列方式不具有独立性，商品陈列方式会影响销售情况。

用MINITAB软件计算：

（1）当录入数据为列联表格式时。

打开数据文件“TBL_陈列方式.MTW”，依次选择“统计＞表格＞卡方检验（工作表中的双向表）（Stat＞Tables＞Chi-Square test（Table in worksheet））”，将列联表中各列（C2～C4）作为响应变量输入，如图6—4所示。可得下列结果：
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图6—4　卡方检验操作图（列联表格式）



卡方检验：陈列方式A，陈列方式B，陈列方式C

在实测计数下方给出的是期望计数

在期望计数下方给出的是卡方贡献
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卡方＝18.776，DF＝2，P值＝0.000



这里p值＝0.000＜0.05，得到同样的结论：拒绝原假设，即在α＝0.05水平上，销售情况与陈列方式不具有独立性，商品陈列方式会影响销售情况。

（2）当录入数据按因子排列时。

这里指的是录入数据的形式是按因子排列的原始数据或是按因子排列的频数值格式。

请注意，表6—5给出的是整理好的列联表，两个因子分别处于“行”和“列”的位置。原始记录的记录方式则与此不同，其各个因子各占一列。此外，还有一种对原始记录稍加整理的统计计数格式，即按原有归类分别记录了其频数数据，其因子仍各占一列（见图6—5中的数据表）。比如例6—4，我们用C6记录“销售情况”，用C7记录“陈列方式”，不论C8列记录的是原始销售记录（购买者姓名记录）还是求了总数的频数记录，MINITAB都认为，只要各因子单独成为一列，就要先用交叉分组制表的方法将数据整理成列联表格式（两个因子分别位于“行”和“列”），然后再进行卡方检验。
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图6—5　卡方检验操作图（原始数据格式）

我们可以从“统计＞表格＞交叉分组表和卡方（Stat＞Tables＞Cross Tabulation and Chi-Square）”入口，将工作表中C6和C7分别作为“行”及“列”，将C8（销售量）作为频数输入（见图6—5）。

在未进行卡方检验前（即图6—5下左半部操作）后，只默认选择“计数”则可得到下面这个列联表：



列表统计量：销售情况，陈列方式

使用销售量中的频率
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再进行卡方检验（如图6—5下图右半部所示操作）后，可得下列结果：



列表统计量：销售情况，陈列方式

使用销售量中的频率
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Pearson卡方＝18.776，DF＝2，P值＝0.000

似然比卡方＝19.044，DF＝2，P值＝0.000



这里p值＝0.000＜0.05，得到同样的结论：拒绝原假设，即在α＝0.05水平上，销售情况与陈列方式不具有独立性，商品陈列方式会影响销售情况。

在得到这个显著性结论后，我们可以继续讨论“商品陈列方式如何影响销售情况”的问题。上面得到的总卡方统计量是18.8，它是由6个格的卡方贡献量求和而得到。从6个格的卡方贡献量上看最大者是在“A种陈列方式销售额低”这格中出现的，约7.2，本格中预期出现32.7家门市部，但实际观测值有48家，这说明，A种陈列方式下，销售额低的门市部数比预期的要多；同样分析方式可以得知卡方贡献量次大者（6.3），仍是A种陈列方式，销售额高的门市部数（实际有22家）比预期的37家要少。总之，A种陈列方式导致了销售额降低。同样分析方式可以得知：C种陈列方式导致了销售额增高；B种陈列方式几乎与平均状况无差别。

例6—5

给外商办营业执照，有关部门规定，若在10个工作日内完成任务算“及时”，否则算“不及时”。现将A，B，C三个城市完成任务情况统计如下，见表6—7（数据文件：TBL_及时率.MTW）。

表6—7
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问：在α＝0.05水平上，三个城市间完成任务的“及时率”是否有显著不同？

解　应用MINITAB软件进行计算：打开数据文件“TBL_及时率.MTW”，可以从“统计＞表格＞卡方检验（工作表中的双向表）（Stat＞Tables＞Chi-Square test（Table in worksheet））”入口，将工作表中各列（C2～C3）作为响应变量输入，如图6—6所示。
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图6—6　多总体比率卡方检验操作图

可得下列结果：



卡方检验：及时，不及时

在实测计数下方给出的是期望计数

在期望计数下方给出的是卡方贡献
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卡方＝12.259，DF＝2，P值＝0.002



结论：这里p值＝0.002＜0.05，三个城市间“及时率”有显著不同。从卡方贡献量上最大者入手分析可以看出：城市B不及时者明显偏少，城市C不及时者明显偏多；城市B及时者明显偏多，城市C及时者明显偏少。总之，说明城市B办事效率高，城市C办事效率低，城市A及时率与平均水平没有很大差异。




从本例可以看出，多比率的检验不过是列联表的一个小小应用（列联表含有多行但只有两列）而已。下面我们再举一个处理原始记录的实际应用例题。

例6—6

汽车销售商记录了销售的303辆汽车的各项状况，包括：性别、婚姻状况、年龄、购车者国别、汽车尺寸、汽车车型。一部分数据列在表6—8中（数据文件：TBL_汽车销售.MTW）。

表6—8　汽车销售记录表
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试分析销售“车型”与购买者性别有关吗？与购买者婚姻状况、年龄、国别有关吗？

解　对于这样的原始数据可以用交叉分组表及卡方分析的方法解决。先讨论销售“车型”与购买者性别是否有关问题。

先进行图6—5左半部的操作，将“车型”作为行，将“性别”作为列，得到下列表格：



列表统计量：车型，性别
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这就是“车型”与“性别”这两个因子间的列联表。

然后再进行卡方检验，得到的结果是：



列表统计量：车型，性别
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Pearson卡方＝1.655，DF＝2，P值＝0.437

似然比卡方＝1.659，DF＝2，P值＝0.436



由于p值＝0.437，因此销售“车型”与购买者性别无关。

下面分析销售“车型”与购买者婚姻状况是否有关。

将“车型”作为行，将“婚姻状况”作为列，得到下面的列联表：



列表统计量：车型，婚姻状况
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然后再进行卡方检验，得到的结果是：



列表统计量：车型，婚姻状况
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Pearson卡方＝26.963，DF＝2，P值＝0.000

似然比卡方＝26.766，DF＝2，P值＝0.000



首先看到，由于p值＝0.000，因此销售“车型”与婚姻状况有关。这时可以进一步分析“如何有关”的具体状况。由于卡方统计量总共26.963，其中贡献最大者为“未婚而买跑车”的这一格，卡方高达10.97，预期“未婚而买跑车”应该是35.31辆，但实际买了55辆，说明未婚者买跑车比预期的要多。卡方贡献中次大者为“未婚而买家用车”的这一格，卡方达6.41，预期“未婚而买家用车”应该是54.74辆，但实际只买了36辆，说明未婚者买家用车比预期的要少。

其余的分析是类似的。凡是结论为“无法拒绝两因子无关的原假设”时，分析到此为止；凡是结论为“拒绝两因子无关的原假设”时，则要进一步分析两因子间是如何有关的。

下面分析销售“车型”与“年青否”是否有关。

这里要注意，对于“年龄”，我们有详细的记录资料，但我们只能用将年龄分了类的离散型数据：“年青？（≤30）”。把“车型”作为行，把“年青？（≤30）”作为列，得到下面的列联表：



列表统计量：车型，年青？（≤30）
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列表统计量：车型，国别
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以上都可以得到显著性结论（细节略）。

用完全相同的步骤，可以分析汽车“尺寸”与其他各因子间的关系。结果发现只有“尺寸”与“国别”这两个因子间是相关的。其列联表数据如下：



列表统计量：尺寸，国别
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“尺寸”与其他各因子间都是无关的，详细过程不在此赘述。




我们之所以在这里举这个例题，目的在于提醒大家：在日常工作中，像表6—8这样的原始记录到处可见，作为六西格玛管理的实践者，千万不要轻易放过这样的原始记录表，只要我们运用统计工具，就一定会从中挖掘出很多有用的信息，而列联表的卡方统计检验就是这种分析中的最有力工具，我们要从实践中很好地学习和掌握它。

到目前为止，我们只讨论了两个属性变量（也称为二维）的列联表问题，但在实际工作中，我们很可能遇到需要同时考虑更多属性变量的情况。其实例6—6汽车销售问题就是一个多属性变量的例子，只不过我们选择其中两个属性变量来讨论罢了。同时考虑多个属性变量需要使用高维列联表，在一般的统计软件中只处理三维列联表分析，更高维的列联表就要使用多元统计中的对应分析工具来解决。牵涉三维列联表时，我们不但要注意到其计算的复杂性，更重要的是高维列联表分析的结论常常会推翻低维列联表所得到的不正确结论，这就是所谓Simpson悖论。下面举例说明。

例6—7

加工生产螺栓的不合格率问题。A，B两个车间都生产同样规格的螺栓，其生产不合格品数的统计结果如表6—9所示（数据文件：TBL_Simpson悖论.MTW）。

表6—9　螺栓生产结果数据表
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解　这是双比率检验问题。设两车间的不合格率为PA及PB，我们需要检验的是

H0：PA＝PB[image: alt]HA：PA≠PB

用MINITAB软件计算，从“基本统计量＞双比率（STAT＞Basic Statistics＞2 Proportion）”入口，输入相关数据后，得到下列结果：



结果：Simpson悖论.MTW

双比率检验和置信区间
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差值估计值：0.0101750

差值的95％置信区间：（0.00563469，0.0147153）

差值＝0（与≠0）的检验：Z＝4.39　P值＝0.000

Fisher精确检验：P值＝0.000



此结果显示，两个车间的不合格率有显著差别，从差值的95％置信区间（0.00563469，0.0147153）可以看出差值肯定为正，即PA＝0.084249显著大于PB＝0.074074，即车间B不合格率较低。

此问题也可以用列联表来解决。希望检验“车间”与“合格否”是否相互独立，将表6—9中的“总不合格数”和“总合格数”这两列填写入列联表“包含表格的列”（计算过程与例6—5完全相同，操作见图6—6），得到结果如下：



卡方检验：总不合格数，总合格数

在实测计数下方给出的是期望计数

在期望计数下方给出的是卡方贡献
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卡方＝19.273，DF＝1，P值＝0.000



由于卡方检验的p值为0.000，可以看出“车间”与“合格否”间肯定是不独立的，也就是说两车间的不合格率有显著差异。这个结论与双比率检验是一致的。从卡方检验结果中可以看出在卡方贡献最大处（卡方为8.923），B车间实际不合格数（2000）远比期望的不合格数（2138.12）少，可以断言B车间的不合格率更低些。

根据上面得到的统计分析结果，我们是否可以得出结论说A车间的不合格率更高些，A车间的生产比B车间的生产更差些？如果收集到的数据到此为止，当然我们就只能得出这样的结论。如果仔细分析生产状况，把“零件”（螺栓）拆分为更细的部件（螺钉和螺母），记录更详细的数据，列在表6—10中（数据文件：TBL_Simpson悖论.MTW，详细数据存在C6～C11）。如何比较两个车间生产的优劣？

表6—10　螺栓生产结果数据详细表
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不用统计分析，直接从上表列出的不合格率就能看出，就螺母而言，车间A的不合格率（0.090909）比车间B的不合格率（0.107143）要低；就螺钉而言，车间A的不合格率（0.056604）也比车间B的不合格率（0.065421）要低。这个结论是让人们足够吃惊的，因为此处认为不论螺钉或螺母，车间A都比车间B要好，可是螺钉或螺母合并为螺栓后，我们得到的结论恰好相反：车间A比车间B要差。那么两个结论哪个正确呢？

表6—10中比较并未经过统计分析，我们要把统计分析补充完整才能得出令人信服的结论。

为了使用MINITAB软件，我们要把表6—10的格式稍作更改，形成含“产品”、“车间”、“合格否”3个因子的原始数据型的数据列（见图6—7左图上端。在表6—10中，合格与不合格在不同的列中）。
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图6—7　卡方检验操作图（三维原始数据格式）

仔细分析一下，立即可以看到这里比例6—4（见图6—5中上图中的表）要复杂，那里只有两个因子（也称为是“二维”的），而现在增多到三个因子（即是“三维”的）。因此操作上也要复杂些，除了“行”、“列”，我们还要增加“层”的内容。操作图与图6—5相同，只是在“交叉分组表和卡方”窗（见图6—5中左下），增加“对于层”，具体填写方法见图6—7中右图：

计算结果如下：

[image: alt]

可以看出，这里按层变量（本例是“产品”）取值（本例是螺钉、螺母）分列多个（本例为两个）二维（即普通的）列联表。可以看出，不论是螺钉还是螺母，统计检验结果都是显著的（α＝0.05），而且都是车间A的不合格率要低。

这里自然要产生疑问，怎么会有这样奇怪的结果呢？仔细分析可以知道，由于螺钉比螺母的加工要容易些，生产螺钉的不良率要低于生产螺母的不良率，实际生产过程中，车间A虽然比车间B不良率低些，但车间A大量生产的是较难加工的螺母，而车间B大量生产的是较容易加工的螺钉，不加区分地把螺钉与螺母统称为“零件”，把加工螺钉与螺母的数据不合理地求了和，最后就造成了上述问题。




最早分析这种现象的是美国法律学家辛普森（Simpson），他在研究美国佛罗里达州的犯罪问题时发现，白人杀手被处死刑的比率要高于黑人杀手；但如果把被害人的肤色也考虑进来时，他发现，不论被害者是白人还是黑人，白人杀手被处死刑的比率要低于黑人杀手，这就得出了矛盾的结论，他认为这是个悖论，故此类现象统称为“Simpson悖论”。他的数据是这样的（见表6—11）：

表6—11　Simpson悖论原始数据
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从表6—11中可以看出，黑人凶手被判处死刑的比率低于白人凶手。但是如果加上被害人的肤色，则有更详细的数据（见表6—12）。

表6—12　Simpson悖论原始详细数据
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从表6—12中可以看出，加入被害人信息后，不论被害人是白人或黑人，白人凶手被处死的比率都低于黑人。形成这种悖论的原因是，当被害人是白人时，凶手被处死的比率要高于被害人是黑人时凶手被处死的比率。由于白人凶手杀害的更多的是白人，因此造成“白人杀手被处死刑的比率要高于黑人杀手”。辛普森所指出的问题是非常重要的一个概念，但他的原始数列并不具有统计意义上的显著性。类似的例子还有很多，本书9.4节例9—8所分析的上海人口死亡率问题也是这样，在研究不同婚姻状况下的死亡率时，如果不管其年龄状况，笼统分析会得出错误结论说“未婚者死亡率远低于已婚且有配偶者”（这与社会学常识不符），但考虑年龄后，不论哪个年龄段都是未婚者死亡率高于已婚且有配偶者（这就与社会学常识相符而合理了）。

我们学习统计学要特别注意这个问题。在例6—7中，如果我们只根据粗略数据可能会得到的结论说A车间的不合格率更高些；但实际上，不论螺钉或螺母，车间A都比车间B不合格率更低些。我们在六西格玛管理统计中曾反复强调，仅凭数据表面现象不能得出有意义的结论，必须经过统计检验才能说明问题。本书前言中举例说明，100个用户中有75户表示满意，表面上的样本的满意度达到75％，但不能说明满意度比70％有提高，因为经过检验发现结论并不成立；经过统计检验，在400个用户中有300户表示满意，表面上的样本的满意度仍然为75％，但就可以断言满意度比70％有提高。这说明统计检验的必要性。例6—7让我们的认识更上了一层新的境界，那就是说，表面上已经过统计检验得到的结论，也不一定是正确的，其数据可能仍然很粗糙；我们一定要根据实际情况收集更多数据，进行更仔细的分析才可能得出真正正确的结论。

6.3.2　有限项离散型分布的拟合优度检验

当总体有两种类别时，将这两种类别分别以“成功”和“失败”来表示，关于“成功”的比率p的检验在前面章节已经详细介绍了。本节是针对总体中有k种（k＞2）类别时，各类别所占比率结构的检验。

检验的步骤为：

（1）建立假设。我们要检验一个多项分布总体中各类别比率结构是否为规定的p10，p20，…，pk0时，要求

p10＋p20＋…＋pk0＝1

所以，我们建立的假设为：

H0：p1＝p10，p2＝p20，…，pk＝pk0

H1：至少一项pi≠pi0

（2）抽取样本并进行归类，如表6—13所示。

表6—13　单个多项分布总体抽样类别频数表

[image: alt]

其中，Oi（i＝1，2，…，k）表示第i类别的观测频数值，所以n＝O1＋O2＋…＋Ok。

（3）确定检验统计量。O1，O2，…，Ok是由k个观测值所组成的多元随机变量，它服从多项分布，从多项分布的统计性质可知：n次抽样中第i类别的期望值Ei＝n×pi0（i＝1，2，…，k）。当Oi实际观测值与期望值相差不大时，可以认为H0成立；如果相差太大，就认为H0不成立。按照这样的想法，我们选用统计量：
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式中，k代表类别数。

（4）显著性水平为α时的拒绝域为：

[image: alt]

例6—8

在五选一的500道考题中，答案是A，B，C，D，E的分别为80，90，125，110，95（数据文件：TBL_试题答案.MTW）。试判断，可以认为选择5种答案的可能性是相同的吗？

解　这是一个离散的均匀分布的假设检验问题。要检验的假设是：

H0：p1＝p2＝…＝p5＝1/5

H1：至少有一个pi≠1/5，i＝1，…，5

应用MINITAB软件进行计算：打开数据文件“TBL_试题答案.MTW”，可以从“统计＞表格＞卡方拟合优度检验（单变量）（Stat＞Tables＞Chi-Square Goodness-of-Fit Test（One Variable））”入口，如图6—8所示输入相关变量。
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图6—8　多项分布卡方拟合优度检验操作图

可得下列结果：



单变量观测计数的卡方拟合优度检验：数量

在答案中使用类别名称
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由于p值为0.014＜0.05，因此可以断言5种答案的可能性并不相同。从进一步的分析中可以看出，上述表中，卡方贡献量最大者是答案“C”（卡方贡献达6.25），期望应该有100题选“C”，但实际上有125题答案为“C”，答案为“C”的题目太多了。

例6—9

现随机抽取500位数码相机购买者，其中各品牌数码相机使用人数如表6—14所示：

表6—14

[image: alt]

数据文件为“TBL_市场占有率.MTW”。已知：去年此地区数码相机品牌A，B，C市场占有率结构为：[image: alt]。问在显著性水平α＝0.05下，今年市场占有率结构是否已经发生了变化？

解　（1）建立假设：

H0：pA＝0.20，pB＝0.50，pC＝0.30

H1：H0中等式不全成立

（2）计算各品牌的期望频数Ei和χ2统计量，如表6—15所示。

表6—15　期望频数Ei和χ2统计量计算
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由于[image: alt]，统计量落在拒绝域中，拒绝原假设，即在α＝0.05水平上，认为该地区数码相机品牌A，B，C市场占有率结构已经发生变化，不再是pA＝0.20，pB＝0.50，pC＝0.30。

用MINITAB软件计算：打开数据文件“TBL_市场占有率.MTW”，从“统计＞表格＞卡方拟合优度检验（单变量）（Stat＞Tables＞Chi-Square Goodness-of-Fit Test（One Variable））”入口，如图6—9所示输入相关变量。
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图6—9　卡方拟合优度检验操作图

点击“确定”后，可得下列结果：



单变量观测计数的卡方拟合优度检验：实际购买数量

在品牌中使用类别名称
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这里p值＝0.006＜0.05，得到同样的结论：拒绝原假设，所以在α＝0.05水平上，认为该地区数码相机厂商A，B，C市场占有率结构已经发生变化，不再是pA＝0.20，pB＝0.50，pC＝0.30。这里，卡方贡献最大者为品牌C（卡方达6.0），原因是按去年比率，品牌C应销售150台，而实际上品牌C只销售了120台，品牌C的占有率比去年下降了；同样，卡方贡献次大者为品牌A（卡方达4.0），按去年比率品牌A应销售100台，而实际上品牌A销售达到120台，品牌A的占有率比去年提高了；品牌B的销售状况几乎与去年相同。

6.3.3　分布的拟合优度检验

各种统计理论或方法均有其基本假设，所以在运用统计工具前，通常需要先检验它的基本条件是否成立。例如，在许多统计工具运用中，常有总体服从正态分布、Poisson分布之类的假设前提，对于总体是否服从特定分布的检验方法称为拟合优度检验（goodness-of-fit test）。对于Poisson分布的检验，自MINITABR15开始，已有专门的窗口，根据总体参数是否已知，结论会略有差异，因此我们分参数已知和参数未知两部分加以介绍。

6.3.3.1　Poisson分布的拟合优度检验

例6—10

每天检查10000支二极管，随机抽取了100天记录的每天二极管不合格数据，对其结果按出现不合格二极管的天数加以整理，如表6—16所示。

表6—16　二极管不合格数数据表
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在显著性水平为α＝0.05下，此数据可以认为是服从Poisson分布吗？（数据文件：BS_泊松拟合优度检验.MTW）

解　由于在MINITAB中，已有Poisson分布的拟合优度检验的专门窗口，下面直接使用它。

打开数据文件“BS_泊松拟合优度检验.MTW”，从“统计＞基本统计量＞Poisson分布的拟合优度检验（Stat＞Basic Statistics＞Goodness-of-Fit Test for Poisson）”进入有关界面，如图6—10所示输入相关变量。
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图6—10　Poisson分布的拟合优度检验操作图

点击“确定”后，可得图6—11及下列结果：
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图6—11　Poisson分布的拟合优度检验结果图



Poisson分布的拟合优度检验

数据列：二极管不合格数

频率列：观测频数

二极管不合格数的Poisson均值等于2.01
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这里p值＝0.178＞0.05，二极管不合格数据可以认为是服从Poisson分布的。

6.3.3.2　参数已知的离散型分布拟合优度检验

虽然在MINITAB中可以简单地使用专门窗口来对Poisson分布进行拟合优度检验，但为了演示一般离散型分布拟合优度检验的步骤，我们将例6—10仔细用手工方法计算一遍，一方面是为了熟悉拟合优度检验方法，另一方面也可以与计算机直接计算的结果相比较。这里的方法几乎和有限项离散型分布拟合优度检验完全相同，只是项数要根据数据类别情况相应设置。

将例6—10的数据重新表述为例6—11加以说明，但这里补充了Poisson率值。

例6—11（续例6—10）

每天检查10000支二极管，随机记录了100天内二极管不合格数数据，其结果见表6—16，在显著性水平为α＝0.05下，问：可以认为此数据记录是服从每天平均不合格数λ＝2的Poisson分布吗？（数据文件：TBL_二极管不合格数.MTW）

解　（1）以X表示每天发生的二极管不合格数，则我们建立的假设为：

H0：X～Poisson（2）

H1：X不服从Poisson（2）

（2）若H0为真时，由Poisson分布概率计算公式：
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计算表6—16中二极管不合格数各自出现的概率值，列入表6—17中：

表6—17　各二极管不合格数的概率及期望值

[image: alt]

需要注意的是，在整个卡方检验中，各类别的期望值不允许小于5，若某类别出现这样的问题，解决办法是：

（1）将该类别归并到相邻其他类别中；

（2）增加抽样样本数，直到期望值大于等于5为止。

由于表6—17中有两组（X＝5及X≥6）的期望值均小于5，因此将这两组合并为一组后，重新计算得到表6—18。

表6—18　修正后各二极管不合格数的概率及期望值
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（3）由于[image: alt]，统计量未落在拒绝域中，不能拒绝原假设，即在α＝0.05水平上，认为此数据记录服从λ＝2的Poisson分布。

用MINITAB软件计算：

打开数据文件“TBL_二极管不合格数.MTW”，从“统计＞表格＞卡方拟合优度检验（单变量）（Stat＞Tables＞Chi-Square Goodness-of-Fit Test（One Variable））”入口，这里我们有以下三种录入数据的方式，如图6—12至图6—14所示。
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图6—12　分布拟合优度检验理论分布录入方式1
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图6—13　分布拟合优度检验理论分布录入方式2
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图6—14　分布拟合优度检验理论分布录入方式3

点击“确定”后，可得下列结果：



单变量观测计数的卡方拟合优度检验：观测频数Oi

在二极管不合格数中使用类别名称
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这里p值＝0.277＞0.05，不能拒绝原假设，即在α＝0.05水平上，可以认为此数据记录服从λ＝2的Poisson分布。

注意：这里的计算结果与例6—10的结果有微小差别，原因是数据分7组（大于等于6的单列一组）还是分6组（大于等于5的合并在同一组），其均值的计算结果有差异（分7组时，均值为2.01；分6组时，均值为1.99）。

6.3.3.3　参数未知的离散型分布拟合优度检验

参数未知的拟合优度检验与参数已知的拟合优度检验相比，唯一的差别在于检验过程中需要先进行参数估计，因而造成检验统计量自由度的损失，其自由度损失数量与需要估计的参数个数相等。通常是假定总体所服从的分布类型后，用样本数据估计相应的r个参数，卡方的自由度也会由式（6—13）中的k－1变成k－r－1：
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显著性水平为α时的拒绝域也相应变为：
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例6—12（续例6—10）

此数据可以认为是服从Poisson分布吗？这里并未指定Poisson分布的均值λ。

解　在例6—10中，已经使用MINITAB软件直接回答了本问题，现在演示一下一般的离散型分布的拟合优度检验方法，同时也可以更深入地理解Poisson分布的拟合优度检验是如何进行的。

（1）以λ表示Poisson分布的均值，则我们建立的假设为：

H0：X～Poisson（λ）

H1：X不服从Poisson分布

（2）检验过程跟前例完全相同，只不过在假定Poisson分布后需要先估计出λ的值。

[image: alt]

若H0为真时，计算出表6—19中二极管不合格数的概率值及期望值。如由
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得
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表6—19　修正后各二极管不合格数的概率及期望值
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（3）由于[image: alt]，统计量未落在拒绝域中，不能拒绝原假设，即在α＝0.05水平上，认为此数据记录服从Poisson分布。

用MINITAB软件计算：

打开数据文件“TBL_二极管不合格数.MTW”，在这里，直接从“统计＞基本统计量＞Poisson分布的拟合优度检验（Stat＞Basic Statistics＞Goodness-of-Fit Testfor Poisson）”入口，输入数据，点击“确定”后，可得下列结果：



Poisson分布的拟合优度检验

数据列：二极管不合格数

频率列：观测频数Oi

二极管不合格数的Poisson均值等于1.99
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这里p值＝0.175＞0.05，得到同样的结论：不能拒绝原假设，即在α＝0.05水平上，认为此数据记录服从Poisson分布。

6.3.3.4　连续型分布的拟合检验

在早期统计应用中，对于一般连续型分布的拟合检验也采用卡方拟合检验方法。其主要思路是：将连续分布通过分割区间实现离散化，然后进行离散型分布的拟合检验。这种方法可以用于任何一种分布，应用非常广泛，但一般来说，精度都不够高，容易犯第二类错误。现在计算机软件发达了，有很多更好的办法可以实现这一目标，下面举例说明。

例6—13

有一组数据，共有30个，其值如表6—20所示（数据文件：BS_连续分布拟合.MTW）。

表6—20
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请判断：它服从什么分布？

解　打开数据文件，依次选择“BS_连续分布拟合.MTW”；从“图形＞概率图（Graph＞Probability Plot）”入口（见图6—15）。选中“单一”，则可以进入如图6—16（a）所示界面；再选择“分布（Distribution）”（见图6—16（b）），就可以得到多种分布的选择。假如我们先选择“Gamma”分布试试。
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图6—15　连续型随机变量的分布识别操作1
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图6—16　连续型随机变量的分布识别操作2

计算机计算后就可以得到图6—17，如果数据在此概率图上基本上呈直线，相应的p值又比0.05大，则不排除是此种分布。由图6—17可以看出，不能排除此数据来自Gamma分布。
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图6—17　连续型随机变量的分布识别结果1

将“分布（Distribution）”换成“Weibul”试验一下，输出概率图如图6—18所示。
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图6—18　连续型随机变量的分布识别结果2

同理，也不能排除此数据来自Weibull分布。

但若换成指数分布（exponential distribution），则数据明显地越出置信范围（见图6—19），另外由于p值＜0.003，可以断言此数据不可能是指数分布。
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图6—19　连续型随机变量的分布识别结果3

这里所讨论的都是完全数据，即所有数据记录的都是准确数据。在研究可靠性理论时，数据常常是删失（censoring）的，这时如果希望识别分布类型，就要使用可靠性统计理论来处理，这要比完全数据复杂多了。这部分内容请参看本书的姐妹篇《基于MINI-TAB的现代实用统计》，在此就不涉及了。


6.4　单双总体Poisson率检验

从6.1节到6.3节，我们讨论的都是离散变量为二项分布的情形。如果离散变量服从Poisson分布，如何进行分布的拟合优度检验以及参数的估计和检验呢？

在MINITABR15以前的版本中，没有专门的窗口处理这类问题，自MINITABR15开始增加了Poisson分布的拟合优度检验方法（参见6.3.3.1节），也增加了单Poisson分布总体的Poisson率（即Poisson分布的均值）检验，及双Poisson分布总体的Poisson率相等性检验。这里将在6.4.1节及6.4.2节中分别介绍单、双Poisson分布总体的Poisson率检验。

6.4.1　单总体Poisson率检验

Poisson分布总体的Poisson率其实就是其分布的均值，因此本段相应于正态分布的单总体均值检验。先看一个例题。

例6—14

某芯片生产流水线生产8英寸片，每小时抽取3片，检测总共有多少个瑕疵点。根据一般见解，我们可以假定瑕疵点个数是服从Poisson分布的（也通过了分布的检验）。在六西格玛团队改革生产前，平均瑕疵点数为8。对于改革后的状况，共收集了26个小时的数据，列在表6—21中（数据文件“BS_瑕疵点比较.MTW”中第2列“改革后”，见图6—20）。

表6—21
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图6—20　单总体Poisson率检验操作1

问：改革后平均瑕疵点数确实下降了吗？

解　本问题要检验的假设是：

H0：λ＝8

H1：λ＜8

MINITAB软件给出了两种方法进行检验的计算。样本量较小时，用精确方法计算；当样本增大后，使用正态近似算法。一般都用精确算法。

依次选择“统计＞基本统计量＞单样本Poisson率检验（Stat＞Basic Statistics＞1Sample Poisson Rate）”（见图6—20）。

可以见到如图6—21所示界面。
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图6—21　单总体Poisson率检验操作2

一般情况下，在图6—21下半部的“观测值的长度”项通常都取为1。对于其下方“使用基于正态分布的检验和置信区间”的选项，如果不勾选，则表示只进行精确计算；如果勾选，则表示还要进行正态近似的计算。一般我们是不勾选的。MINITAB计算后可以得到下列结果：



单样本Poisson率：改革后的检验和置信区间

比率检验＝8与比率＜8
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观测值的“长度”＝1



计算结果表明：在26次检验（每次3片芯片）中，总共发现瑕疵点数175个，因此平均瑕疵点数（出现率）为6.73个。以95％的把握可以断言，平均瑕疵点数肯定小于7.6，也就肯定小于8，而检验的精确p值为0.011＜0.05，因此应该拒绝原假设，也就是说，可以断言平均瑕疵点数肯定比8小，即平均瑕疵点数确实有所降低。

例6—15（续例6—10）

每天检查10000支二极管，其结果按出现不合格二极管的天数整理成表6—18（数据文件：TBL_二极管不合格数.MTW），平均不合格二极管的支数可以认为是2吗？

解　本问题要检验的假设是：

H0：λ＝2

H1：λ≠2

由于此数据是整理过的带有观测频数的数据，因此输入格式稍有差别。图6—20中的上半部应该增加频率列，如图6—22所示。
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图6—22　单总体Poisson率检验操作3

当然也要注意把“选项”中的备择假设设定为“不等于”。计算结果如下：



单样本Poisson率：二极管不合格数的检验和置信区间

使用频率与观测频数

比率检验＝2与比率≠2
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观测值的“长度”＝1



输出结果说明：由于p值＝0.944＞0.05，故不能拒绝原假设，即平均不合格二极管的支数可以认为是2。




这里还要特别说明的是，使用单总体Poisson率检验需要什么条件呢？与单总体正态分布均值检验的条件相似，这里也有两个要求：（1）观测数据相互独立；（2）分布服从Poisson分布。如何进行这两项的检验不再赘述，独立性的检验在离散型及连续型两种类型间检验方法相同（因为游程检验法是非参数检验法，对分布无任何特别要求）；服从Poisson分布的检验已在6.3.3.1节讲述。

6.4.2　双总体Poisson率检验

Poisson分布总体的Poisson率其实就是其分布的均值，因此本部分相应于正态分布的双总体均值相等性检验。先看一个例题。

例6—16

假定瑕疵点个数服从Poisson分布，在六西格玛团队改革生产前后，分别收集了30个小时和26个小时的数据，列在表6—22和表6—23中（数据文件：BS_瑕疵点比较.MTW）。

改革生产前：

表6—22
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改革生产后：

表6—23
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问：改革生产后的平均瑕疵点个数比改革生产前确有降低吗？

解　记改革生产前平均瑕疵点个数为λ1，改革生产后的平均瑕疵点个数为λ2。

本问题要检验的假设是：

H0：λ1＝λ2

H1：λ1＞λ2

或改写为：

H0：λ1－λ2＝0

H1：λ1－λ2＞0

MINITAB软件给出了两种方法进行检验的计算。样本量较小时，用精确方法计算；当样本增大后，使用正态近似算法。一般用精确算法。

从“统计＞基本统计量＞双样本Poisson率检验（Stat＞Basic Statistics＞2-Sample Poisson Rate）”入口，可以见到如图6—23所示界面。
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图6—23　双总体Poisson率检验操作1

注意在“选项”中的备择假设设定为“大于”，则可以得到下列结果：



双样本Poisson率：改革前、改革后的检验和置信区间
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差值估计：1.30256

差值的95％置信下限：0.108879

差值＝0（与＞0）的检验：Z＝1.79　P值＝0.036

精确检验：P值＝0.041



计算结果表明：在改革前的30次检验（每次3片芯片）中，总共发现瑕疵点数241个，因此平均瑕疵点数（出现率）为8.03个。在改革后的26次检验（每次3片芯片）中，总共发现瑕疵点数175个，因此平均瑕疵点数（出现率）为6.73个。二者的样本平均瑕疵点数差为1.30个，以95％的把握可以断言，平均瑕疵点数差即肯定大于0.109，即肯定大于0。而检验的精确p值为0.041＜0.05，因此应该拒绝原假设。也就是说，可以断言平均瑕疵点数差肯定为正值，即改革后平均瑕疵点数确实比改革前有所降低。




使用双总体Poisson率检验需要什么条件呢？与单总体Poisson率检验需要的条件完全相同。这里也是两个要求：（1）各总体观测数据相互独立；（2）两总体分布都服从Poisson分布。原来双正态总体的均值相等性检验中，要求“两总体方差相等”，现在与之相应的这一条在这里被取消了，因为这里进行的是精确检验，p值是未使用任何统计量分布而直接计算出来的，因此不必增加附加条件。


第7章
非参数检验方法

在本书的前几章已经介绍了常用的统计假设检验方法。但使用这些方法的共同前提有两条：一是观测数据要相互独立；二是数据要服从正态分布。如果数据不能满足上述要求则要另想办法。如果数据不独立，几乎失去所有讨论的理论基础，所有抽样定理都不再成立，检验统计量的分布也不再为相应的分布。遇到这种情况的最好对策是重新审查数据的获得过程，确认其究竟受到哪个不正常因素的影响，将此因素的影响去除，然后重新收集数据；如果从机理上分析数据确有不独立的成因（例如正常的股市指数、按月的销售记录等序列数据应该是相关的），则在收集的数据量足够大的条件下可以使用时间序列分析（time series analysis）等统计工具进行分析。如果数据是独立的，但是并不服从正态分布，则可以采用其他一些统计方法来分析。这里最重要的方法就是非参数方法。本章将对此作详细介绍。

首先要明确，检验问题本身分为“参数假设检验”和“非参数假设检验”两大类。例如，对于均值、方差或比率等的检验，其检验问题是首先对于数据的分布类型已确认（例如正态或二项），讨论的问题是针对参数的，这类问题称为参数检验问题；另一类检验问题则不是这样，例如对于分布的正态性或数据的独立性的检验、分布拟合检验等，可以假定的条件非常宽（例如只假定分布是“连续型”的或“对称”的，等等），其检验问题不是针对参数的，这类问题称为非参数检验问题。另外我们更加关注在参数检验问题中当正态性这个基本假定不能满足时，如何使用一些与分布类型无关的方法来进行检验。我们把解决非参数检验问题及使用与分布类型无关的方法来解决参数检验问题这两类方法统称为非参数检验法。

什么是参数检验方法？众所周知，参数检验方法指的是假定了分布类型后，用求平均值、标准差、极差等统计量做基础，再加工成检验统计量（如z统计量、t统计量等），最后根据这些检验统计量在原假设成立的条件下应该具有的分布及取值的范围，并用实际取值做出最终的判断。

非参数检验方法：问题仍是参数问题（均值相等性检验等），但方法是非参数的，即只是用“符号”（sign）、“秩”（rank）及“游程”（run）等几种与原来分布无关的工具进行分析，这就是非参数检验方法的基本思想。

这里有个重要问题要澄清：如果数据是服从正态分布的，那么是否可以用非参数检验法？当然可以。那么自然要问，对于正态数据使用参数方法与非参数方法有什么差别？结论是：第5章介绍的方法早就被统计学家证明是所有方法中最好的。因此，如果数据确实服从正态分布，则我们用第5章所介绍的方法一定是最好的，用非参数方法的结果会使相应检验的功效稍微降低一些，也就是犯第二类错误的概率β会增大，换言之，数据因与原假设不符合而被检测出来的可能性要小些。非参数方法简单易算，不需要验证很多条件就可以用，但在计算机日益普及的今天，计算量已不用多考虑，因此对于正态数据当然应首选参数方法；只有在数据非正态时才用非参数方法。另外，如果数据只是有序的数据（例如只有排队的名次结果），并非连续性数据，对这些数据是可以使用非参数检验方法的。

由于非参数检验的内容非常丰富，应用非常广泛，我们不可能介绍它的所有方面。在MINITAB软件中，也只有常用的一些非参数方法的计算，本章只介绍这些能够用MINITAB计算的内容。由于检验独立性的游程检验法已经在第5章介绍过了，本章将只介绍其余非参数检验的内容，包括：符号检验法；秩和检验法；符号秩检验法；多样本均值相等性的三种检验法。


7.1　符号检验法

7.1.1　符号检验概念

在六西格玛管理实践中，人们常常遇到只取两类状况的计数结果分析问题。例如：产品分“合格”、“不合格”两类；顾客态度分“满意”、“不满意”两类；按时间记录的数据记录中分“上升”、“下降”两类；观测的一组数据中与其中位数的关系分“大于”、“小于”两类，等等。可以看出，此类数据其实就是“单比率”的分析问题，但其中有一类特殊的单比率“恰为一半”的情况有更广泛的应用，为此计算机也单独给出这种检验的具体实施方法，这就是符号检验法（sign test）。

我们把两类结果用正号“+”及负号“-”作为代表（原来称为“成功”及“失败”），记出现“+”的概率为p+，记出现“-”的概率为p-。我们要进行的假设检验是：
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由于只有“+”与“-”两种选择，总有p+＋p-＝1成立，因此上述假设检验问题可以换成单比率检验问题：
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当然，有时上面的备择假设可能改为“＞”或“＜”。这个检验的方法在第6章关于比率的检验中讨论过了，详细内容请参看6.1节。下面通过一些例子介绍它的灵活应用。

例7—1

现有A，B两种品牌手机价格及功能基本相同，但设计外形不同。经抽样调查，发现在40人中，喜欢A的有28人，喜欢B的有12人，问喜欢两种品牌的人数有显著差别吗？

解　记喜欢A的为“+”，喜欢B的为“-”，我们要进行的假设检验是式（7—2）。

可以看出，此题与例6—1中的小学生近视率检验完全相同，只是这里待检验的比率是0.5，对于单比率检验，可以用与图6—1、图6—2相同的操作，最后可得到下列结果：



单比率检验和置信区间

p＝0.5与p≠0.5的检验

[image: alt]



由于p值＜0.05，因此拒绝原假设，也就是可以断言“喜欢两种品牌的人数有显著差别”。

为了使用方便，我们将符号检验结果的临界值专门列成数值表，见本书最后的附表8。其使用方法是：

记n+及n-分别为正负号的个数，令n＝n+＋n-（这里强调，出现了“0”的结果时是不把这些样本结果计入样本总数的）。令S＝min{n+，n-}，根据n及α查附表8求出下界Sα，若S≤Sα，则拒绝原假设。对于例7—1，按总样本量为40，查到对于显著性水平α＝0.05的下界为13。在样本观测值中的28与12间选取小者为12，但12＜13，落入拒绝域中，因此结论也是拒绝原假设，认为喜欢两种品牌的人数并不相等。

例7—2

某车间生产螺钉，每小时抽取螺钉一颗，测量其直径。现共抽取20颗螺钉，绘制了单值控制图（见图7—1），在控制图上出现了下述状况，问它们有什么不正常吗？（关于控制图的详细内容及有关理论将在第12章中详细介绍。）
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图7—1　螺钉直径的单值控制图

解　对于控制图是否异常有8种判异方法，按这些方法检验，本图皆为正常。现在用“升”“降”趋势来检验。记“升”为“+”，记“降”为“-”，在从11号观测值到最后的20号的连续10个观测值间，有9次升降机会，出现“升”或“降”的机会应该相等。但这里n+＝8，n-＝1。对此，检验问题如式（7—2）所示：

H0：p+＝0.5

H1：p+≠0.5

用MINITAB，得到下列结果：



单比率检验和置信区间

p＝0.5与p≠0.5的检验
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由于p值＜0.05，因此拒绝原假设，也就是可以断言“出现升降的机会并不相等”，即生产出现了异常，应该报警，立即检查。查附表8，按总样本量为9，查到对于显著性水平α＝0.05的下界为1。在样本观测值中的8与1间选取小者为1，而1并未超过下界，这落入拒绝域中，因此结论也是拒绝原假设，即认为生产现已出现不正常。

例7—3

现有M，N两种保健品，都声称自己的催眠安神效果最好。现随机挑选了300名志愿者参加测试。对每位被测试者用投掷硬币方法决定他们属于甲乙两种测试方法之一。甲种方法是：先服用M保健品一周，停用一周，再服用N保健品一周；乙种方法是：先服用N保健品一周，停用一周，再服用M保健品一周。将测试者在测试中的感觉归类为表7—1。服用M，N两种保健品效果间有显著差异吗？

表7—1　保健品效果数据表
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解　表7—1看上去好像是“列联表”，但其实不是。列联表的“行”和“列”都必须是因子，而这里不是。不能看见有几行几列结构的数据就断言其为列联表。

在上述4格中，左上角表示这些被测试者感觉两种保健品“都有效”，说不定他们服用淀粉片也会觉得“有效”；右下角表示这些被测试者感觉两种保健品“都无效”，这说明他们得服用更强烈的催眠药物才能入睡；这两格中的数据不予考虑。最后能为我们提供信息的只有左下、右上两格的数据。如果两种保健品效果差不多，则出现在两格的可能性相等。如果记左下角为“+”（M有效而N无效），右上角为“-”（N有效而M无效），查附表8（其中n＝80，小于30即应拒绝）或用MINITAB（由于p值＝0.01＜0.05），结果都是拒绝原假设，即M，N两种保健品效果间有显著差异，认为“M有效而N无效”的人要显著地多，也即M更有效。

注意表7—1中的数据不能理解为“比率”，如果将上述数据全部缩小为1/4，认为“M有效而N无效”的人数为13，认为“N有效而M无效”的人数为7，则查表法或MINITAB结果都不能认为差异显著。

7.1.2　中位数符号检验法

在六西格玛管理实践中，常需要检验均值是否等于某个常数的问题，这些我们在5.3.1节已经讨论过了。但那时假定总体一定为正态分布，这时均值也确实是对于位置的最好代表；如果不假定总体为正态分布，这时候中位数才是对于位置的最好代表。因此对于位置状况的检验可以写成：
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这里希腊字母η读成“依塔”，代表中位数，英文写成ETA。

当然，有时上面的备择假设可能改为“＞”或“＜”。如果将观测数据按与其中位数的关系分“大于”、“小于”两类（恰等于中位数者的数据应弃之不用），分别记为“+”、“-”，则检验式（7—3）可以化为符号检验式（7—2）：

H0：p+＝0.5

H1：p+≠0.5

此检验的处理方法对于列出原始数据者将增加一个更直接的处理窗口。具体操作办法可以参见例7—4。

例7—4（续例5—10）

用配对数据检验服用减肥药是否有效。10位被测试者服用减肥药前的体重减去服用减肥药后的体重分别为（单位：千克）：7，9，6，4，5，5，-3，4，6，6。问减肥药是否有效（数据文件：BS_配对t检验.MTW）？

解　我们现在要检验的是对于这个差值列中位数是否为正数，因为如果差值的平均值或中位数是正的，则说明减肥有效；如果仍为0，则说明减肥无效。为了更加不受分布的影响，我们使用中位数。为此可以设立待检验的假设如下：
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将观测数据按其与0的关系分“大于”、“小于”两类（恰等于0者的数据应弃之不用），分别记为“+”、“-”，式（7—4）可以化为检验：
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依次选择“统计＞非参数＞单样本符号（Stat＞Nonparametric＞1 Sample Sign）”，界面如图7—2所示：
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图7—2　单样本符号检验操作图1

在出现的下列信息框（见图7—3）内填写有关信息（注意备择假设要选“大于”）：
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图7—3　单样本符号检验操作图2

最后可得下列结果：



中位数的符号检验：d＝x－y

中位数＝0.00000与＞0.00000的符号检验
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在差值d与0的比较中，一共10个观测值，在0下方的有1个，在0上方的有9个，恰为0者无（如果有，则这些观测值应弃之不用）。这10个数据的中位数是5.5。如果原来中位数真是0的话，出现目前这种状况的可能性只有0.0107（p值），因此在显著性水平为α＝0.05时，应该拒绝原假设，即减肥数据的中位数不可能是0，它一定为正，也即减肥确实是有效的。

例7—5（续例5—3）

抽查精细面粉的装包重量，抽查了16包，其观测值为如表7—2所示（单位：kg）（数据文件：BS_面粉重量.MTW）。

表7—2
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试检验平均重量与原来设定的20kg是否有显著差别？取α＝0.05。

解　按参数检验方法，在验证了独立性及正态性后，可以用单样本t检验。现在我们在验证过数据是独立的之后，用非参数检验法。从观测到的数据上看，可以假定分布是对称的，检验平均重量可以换为中位数，因此本问题要检验的是：

H0：η＝20

H1：η≠20

同样，依次选择“统计＞非参数＞单样本符号（Stat＞Nonparametric＞1 Sample Sign Test）”（见图7—2、图7—3）。可得下列结果：



结果：BS_面粉重量.MTW

中位数的符号检验：面粉重量

中位数＝20.00与≠20.00的符号检验
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由于在16个数据中，有6个比20kg小，有10个比20kg大，p值＝0.4545，因此无法拒绝原假设，也即未看出面粉平均重量与20kg有显著差别。




一般来说，用符号检验法，方便易行，直观概念清晰，但它比较粗糙，检验的功效较低，也就是说，对于与原假设已有变化的数据，仍然很难看出有变化，犯第二类错误的可能性较大。对于上面引用的例5—3的面粉重量数据我们还要在7.3节用更精细的方法分析，结果得出了显著性差异的结论。


7.2　秩和检验法及Mann-Whitney检验法

除了使用“符号”这个工具，非参数检验方法中另一个强有力的工具是秩（rank），意为名次。我们先把秩的概念严格化。例如有11个数据，如何给它们赋予名次呢？一般来说这很容易，从小到大排好队后，立即可以得到名次。但遇见数据相等（称为“结”（tie））时则要恰当处理才行。在运动会上，如果第二名、第三名成绩一样，会称他们“并列亚军”，但这样处理在讨论检验性能时很不方便，所有数据的所有秩的和会因为有“并列”而发生变化。我们将之改进而采用“平均”的办法，将原来两个数据的2与3名，平均得到每个数据都是第2.5名。依此类推，如果3个或多个数据相同，则它们的共同秩是原来应有的秩的平均。请看表7—3中排好了的数据及它们相应的秩：

表7—3

[image: alt]

如“14”有两个，原应位于3、4名，故它们都是3.5名；“19”有3个，原应位于第7，8，9名，故它们现在都是第8名。MINITAB可以对数据列自动计算出相应的秩，具体操作见例7—6。

对于给定的两组数据，如何检验它们的均值（或中位数）间是否有显著差异呢？先来解释一下我们的思考方法。

由于两组观测值个数不一定相等，我们称样本量较小的一组为“第一组”（样本量相同时，可以任意指定一组）。要检验的假设是两组中位数是否相等：

[image: alt]

或者全部移至左侧，将检验写成：

[image: alt]

如果将两组全部数据混合在一起，排出各数据之秩，再将各组内所有的秩相加，求出“秩和”（sum of rank）。我们先分析一下，式（7—6）中“H0成立”与“H0不成立”对秩和会有什么影响。

在图7—4中，我们用“○”代表第一组数据（样本量稍小者），而用“[image: alt]”代表第二组数据。如果第一组中位数明显比第二组要小，则第一组的秩和肯定应该比第二组的秩和要小很多（见图7—4（a））；如果第一组中位数明显比第二组要大，则第一组的秩和肯定应该比第二组的秩和要大很多（见图7—4（b））；如果两组中位数相差不大，则两组的秩和应该差不多（见图7—4（c））。因此，可以用秩和的差别是否足够大来判别两组中位数差异是否显著，即当第一组的秩和偏大或偏小都应拒绝H0。差异到多大才算“差异显著”？可以根据两样本的数量查附表9得到临界值，具体计算过程参见例7—6。归纳起来说是：将两组数据合并排序并给每个观测值一个秩值，计算出样本量较小者组内所有秩的和T，查本书附表9中对应α＝0.025的左半栏（这是针对秩和值太大或太小双侧都拒绝的问题给出的，右半栏是针对单侧拒绝域给出的），得到临界值的下界T1，上界T2。若T≤T1或T≥T2，则拒绝原假设。当样本量之一超过10，则可以使用近似正态检验法。在历史上，首先是由威尔科克斯（F. Wilcoxon）在1945年提出了这种两样本之样本量相等条件下的秩和检验，曼（Mann）和惠特尼（Whitney）于1947年将此方法推广到两样本量不等的情况，所以常称双样本中位数检验方法为Wilcoxon-Mann-Whitney检验（WMW检验），在MINITAB的菜单上标注的是Mann-Whitney检验。

[image: alt]

图7—4　双样本秩和检验示意图

例7—6

抽查两种工艺条件下生产的电容器，在固定的高电压脉冲冲击下，其寿命是产品质量的关键指标。A组抽取10片，B组抽取8片，记录其寿命的观测值如表7—4所示（耐冲击次数，单位：千次）（数据文件：NP_两组电容寿命.MTW）。试分析两种工艺条件下的电容器寿命有显著差异吗？（取α＝0.05）

表7—4

[image: alt]

解　我们要检验的问题是两组中位数之差是否为0：

H0：η1－η2＝0[image: alt]H1：η1－η2≠0

注意到这两组寿命数据都不是正态分布的，不能使用双样本t检验来检验平均值之差是否为0。

先用MINITAB将全部18个数据堆叠为一列，并按由小到大排序，从“数据＞堆叠＞列（Data＞Stack＞Column）”入口，可得下列界面（见图7—5）。

[image: alt]

图7—5　双样本堆叠数据操作图

对于堆叠好的数据（见图7—5中上图C4及C5两列）可以使用MINITAB排秩功能将其秩的数值求出。从“数据＞排秩（DATA＞Rank）”入口，得到如图7—6所示界面，填写好有关信息（见图7—6），则可以得到图7—5中上图最右一列的数据。
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图7—6　数据排秩操作图

下面我们先用手算非参数检验法来检验中位数之差是否为0，以了解全部计算细节，然后再学会用计算机计算。

B组样本量较小，从排秩结果中可以求得B组的秩和为：

T＝1＋12＋3＋2＋5＋6＋4＋15＝48

查附表9，对应于n1＝8，n2＝10，在左栏查得接受域为（54，98），T值比下界54还小，落在接受域之外了，因此应拒绝原假设，即认为两种工艺生产的电容器寿命间有显著差异。

以上是对于小样本，自己动手计算的过程与步骤。实际工作时，不用这样麻烦，特别如果有一组数据超过10，则因附表9未涵盖，还要用近似正态方法获得。MINITAB中的Mann-Whitney检验可以适用于任意大小的样本量。下面介绍用MINITAB的操作。依次选择“统计＞非参数＞Mann-Whitney（Stat＞Nonparametric＞Mann-Whitney）”，填写两组变量名即可得到结果。



Mann-Whitney检验和置信区间：A组寿命，B组寿命

[image: alt]

ETA1－ETA2的点估计为2.300

ETA1－ETA2的95.4置信区间为（0.900，6.601）

W＝123.0

在0.0145上，ETA1＝ETA2与ETA1≠ETA2的检验结果显著



这里给出了检验结果的p值＝0.0145，因此应该拒绝原假设，即可以断言两总体中位数间有显著差异。在两组合并样本中，样本量一共为18，两组样本全部秩之和是固定常数，即为从1到18的全部整数的和：1＋2＋…＋18＝171，前面手算获得B组秩和为48，所以A组秩和为剩余部分：W＝171－48＝123。ETA1－ETA2的点估计并不是两组中位数之差，而是所有两组的配对观测值之差的中位数；置信区间的计算公式是这样的：先将所有可能的配对观测值按A组减B组求出差值，将其由小到大排序，选出大于给定置信水平的置信区间中长度最短者，当然也有近似估计公式可用（可以参看参考文献［9］：吴喜之所编的《非参数统计》），这里就不详细介绍了。但应注意，因为数据属于离散数据，因而不一定能恰好得到指定置信水平的置信区间，这里给出的是最近似指定置信水平（这里是95.4％）的结果，由于置信区间不包含0，因此应拒绝原假设。结论与秩和法的查表结果一致。

双样本的Wilcoxon-Mann-Whitney（WMW）检验，在样本确实服从正态分布时虽然不如双样本t检验，但其渐近效率（这里不给出严格定义）高达0.955，两种检验效果差不多；而对于非正态（例如非对称分布），WMW检验反而比t检验要好。因此在进行双样本均值（或中位数）检验时，究竟是否要选用非参数方法，强烈地依赖于数据的分布状况。

例7—7

某市举行中学生长跑比赛。A，B两校都参加了比赛，各自获得的名次如表7—5所示（数据文件：NP_长跑比赛.MTW）。

表7—5

[image: alt]

试分析两个学校长跑成绩有显著差别吗？（取α＝0.05）

解　由于数据是有序数据，是离散型数据，不能用连续变量方法来分析。对于这种数据我们仍然可以使用Mann-Whitney检验法。其操作步骤与例7—6完全一样，这里就不列出了。其结果为：



Mann-Whitney检验和置信区间：A校，B校

[image: alt]

ETA1－ETA2的点估计为-18.50

ETA1－ETA2的95.6置信区间为（-29.01，-1.01）

W＝106.0

在0.0378上，ETA1＝ETA2与ETA1≠ETA2的检验结果显著



由于p值＝0.0378，因此结论是“两校长跑成绩有显著差别”。

在数据中出现结时，计算机将自动给出对错的修正结果，这时应以修正结果为准。


7.3　单样本Wilcoxon符号秩检验法

对于单样本的中位数检验方法，我们曾在7.1节介绍了符号检验法，并讨论了例5—3面粉重量的检验问题。但符号检验法粗糙，检验功效很低。统计学家Wilcoxon研究出了一种精密得多的“符号秩检验法”。我们先用一个数字例题说明这种方法的原理，然后再次讨论例5—3，并获得了显著性检验结果。

例7—8

我们收集到了12个数据，如表7—6所示（数据文件：NP_符号秩.MTW）。

表7—6

[image: alt]

试问，能认为这批数据的中位数是24吗？取α＝0.05。

解　我们要检验的问题是：

H0：η＝24

H1：η≠24

我们把数据按从小到大的顺序排好（见表7—7中第1行）。

表7—7　单样本Wilcoxon符号秩检验表

[image: alt]

如果单看符号，12个数据中，数值小于24的有4个，数值大于24的有8个，用计算机或查附表8都无法拒绝原假设。但我们看到，小于中位数的观测值个数虽然高达4个，但它们都与24很接近，相差并不多；反之，大于中位数的观测值不仅个数多，而且比设定中位数高了很多。我们将求出观测值与设定中位数之差（列在表7—7中第2行），再取绝对值（见表7—7中第3行），再对绝对值求秩（见表7—7中第4行）。

这里按正负号分了两组，样本数分别为4及8，对两组分别求秩和，其中负号组的秩和为W-＝4.5＋2.5＋2.5＋1＝10.5。查附表9，对应于n1＝4，n2＝8，在左栏查得接受域为（14，38），T值比下界14还小，落入接受域之外了，因此应拒绝原假设，即不能认为此组数据的中位数为24。

MINITAB软件的操作如下。依次选择“统计＞非参数＞单样本Wilcoxon（STAT＞Nonparametric＞I-Sample Wilcoxon.）”（见图7—7），填写变量名即可得到结果。
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[image: alt]

图7—7　单样本符号秩检验操作图



Wilcoxon符号秩检验：X

中位数＝24.00与中位数≠24.00的检验

[image: alt]



例7—9（续例5—3）

抽查精细面粉的装包重量，抽查了16包，其观测值如表7—8所示（数据文件：BS_面粉重量.MTW）。

表7—8

[image: alt]

试检验平均重量与原来设定的20kg是否有显著差别。取α＝0.05。

解　此问题是要检验：

H0：m＝20

H1：m≠20

本例在例7—5中按符号检验法讨论过，当时由于数据中比20小的有6个，比20大的有10个，因而检验结果是不能拒绝原假设，无法断言平均值与此20有显著差别。表7—9中记述了符号秩检验法，在对于与20的差值（第2行）取绝对值（第3行）后，计算了各自的秩（第4行）。这里按正负号分了两组，样本数分别为6及10，对两组分别求秩和，其中负号组的秩和为：

W-＝5.5＋10.5＋1.5＋1.5＋3.0＋4.0＝26

表7—9　面粉重量数据的符号秩检验

[image: alt]

正号组的秩和为：

W+＝15.0＋12.0＋8.0＋9.0＋13.5＋13.5＋10.5＋5.5＋16.0＋7.0＝110

由于W-＋W+＝1＋2＋…＋16＝136，因此W+不用再次求和，而可以用下式算出：

W+＝136－W-＝136－26＝110

查附表9，对应于n1＝6，n2＝10，在左栏查得接受域为（33，69），T值26比下界33还小，落在接受域之外了，因此应拒绝原假设，即不能认为此组面粉数据的中位数为20。

使用MINITAB软件计算，操作方法与例7—8完全相同，可以得到下列结果：



Wilcoxon符号秩检验：面粉重量

中位数＝20.00与中位数≠20.00的检验

[image: alt]



由于p值＝0.032＜0.05，因此应拒绝原假设，即不能认为此组面粉数据的中位数为20。与在例7—5中按符号检验的结果相比，可以看出符号秩的检验法比简单的符号检验要灵敏得多。但是，这里也要明确使用符号秩检验法所需要的条件：一是样本要来自连续随机变量总体（符号检验并不需要此条件）；二是要求总体分布的对称性较好。当总体对称性较差时，则还是符号检验更可靠。对于在本例中所使用的面粉重量的数据，可以看出其对称性是很好的，使用符号秩检验的结果是可信的。


7.4　多样本均值相等性检验

在实际工作中，常常需要讨论多样本的中心位置的比较问题。我们曾在第5章讨论了单因子方差方法，但是那里要求除了数据相互独立，还要求数据都是正态分布而且各水平间方差相等。如果不能保证正态性，那又该如何解决多样本的中心位置的比较问题？由于获得的数据之状况的不同，我们分三部分来讨论不同的处理方法。7.4.1节将介绍Kruskal-Wallis检验法；7.4.2节将介绍Mood中位数检验法；7.4.3节将讨论在试验设计中包含区组的情况下比较多样本的中心位置的问题，给出Friedman检验法。对于使用这三种不同方法的条件和方法间的相互比较问题，将在具体给出方法的同时予以介绍。

7.4.1　多样本Kruskal-Wallis检验法

如果有多组样本，希望进行中心位置的比较检验，其问题是要检验：

[image: alt]

在讨论双样本中心位置的比较问题时，我们在7.2节介绍了用求秩的途径解决问题的Wilcoxon-Mann-Whitney方法。1952年，克鲁斯卡尔（Kruskal）与沃利斯（Wallis）两人将WMW检验方法推广到处理检验多样本的中心位置的比较问题，提出了Kruskal-Wallis检验法。与双样本情况一样，在多组样本情况下，也是先将多组样本数据混合起来，求出各个数值在整个数据集中的秩，再按各组分别求出秩的和，通过比较各组的秩和是否差别很大来判断多样本的中心位置是否有显著差异。

设共有k组样本，第i组样本量为ni，总样本量N＝n1＋n2＋…＋nk，第i组样本的秩和为Ri，第i组样本的平均秩为[image: alt]，总平均秩是[image: alt]。克鲁斯卡尔与沃利斯两人提出H统计量作为各组的平均秩的离差平方和：

[image: alt]

此式的前半部含义很清楚，它相当于不考虑观测值本身，只考虑观测值在全体数据集上的秩值所形成的“组间离差平方和”；而后半部意义不那么明显，但容易计算。这里[image: alt]是总平均秩，由于所有的样本的所有的秩的总和必为：1＋2＋…＋N＝N（N＋1）/2，此数被N个样本平均，故有[image: alt]＝（N＋1）/2。H统计量越大，表示各组间差异越大，所以，当H很大时应该拒绝原假设。当每组样本量不超过5，组数恰为3时，有专门的表可查（本书略去此表）；当样本量较大且各组样本量所占比率趋于固定常数时，H近似于自由度为k－1的卡方分布；在大样本时，H经简单变换就能近似F分布。对于这些细节大家不必全部了解，只要明白H统计量的含义，知道H越大表明各组差异越大就行了，因为MINITAB会自动算出p值供我们判断使用。在有结的观测值出现时，除了用“平均秩”的方法代替“并列秩”，计算机还将对H值予以修正。过去手工计算时，按Kruskal-Wal-lis检验法的使用说明，只在带有结的观测值太多，以至于超过总观测值个数的25％时，才对H进行修正（参见参考文献［18］第354页）。现在，只要MINITAB输出结果中列出了修正值，我们就应采用修正的结果。

例7—10

某轧钢车间对四种不同供应商提供的原材料轧出来的钢板进行断裂强度测试，各种原材料所抽取样本量不全相等。数据见表7—10（数据文件：NP_四组钢板.MTW）。

表7—10

[image: alt]

试检验四组不同原料生产的钢板间平均断裂强度间是否有显著差别。取α＝0.05。

解　此问题是要检验：

[image: alt]

如果对此问题用单因子方差分析来解决，则必须验证4组数据皆独立、皆正态。但是，在正态性检验时发现对于原材料D，数据并非正态。因此，本问题只能用非参数方法解决。

用MINITAB软件，从“统计＞非参数＞Kruskal-Wallis（Stat＞Nonparametric＞Kruskal-Wallis）”入口（参见图7—7），填写“响应变量（Response）”为“断裂强度”及“因子（Factor）”为“材料”，即可得到下列结果。



Kruskal-Wallis检验：断裂强度与材料

在断裂强度上的Kruskal-Wallis检验

[image: alt]



输出结果的前半部是四组材料下断裂强度的样本量、中位数、平均秩及相应的近似正态Z值。后半部给出了H统计量及相应的p值。H的计算是按式（7—9）进行的，数据文件“NP_四组钢板.MTW”中记录了手算的具体过程，最后得到H＝8.90323。本数据集中，共有结值5个（如1712，1803等），含结的观测值共有11个（如1712有2个相同者；1803有3个相同者等），虽未达到总数62的1/4，但我们应该采用MINITAB输出中的最后一行作为最终结果。由于p值＝0.031＜0.05，因此拒绝原假设，即认为四种原料下的钢板断裂强度间确实有显著差别。



Kruskal-Wallis检验法相当于符号秩检验的推广，是相当灵敏的，样本量不必很大，但是此方法容易受到数据中存在的个别异常数据的严重影响。

7.4.2　多样本Mood中位数检验法

对于多组样本中心位置的比较检验还有另一种简便方法，这就是Mood中位数检验法。其主要思想是：先将k组样本数据全部混合起来，求出整个数据集合的中位数M，然后对于各组数据计算出“观测值比M大”的个数和“观测值比M小”的个数；将这些数汇总起来就可以得到一个k行两列的列联表。对于列联表进行卡方检验就可以断言各组的中心位置是否有显著差别了。我们要检验的假设是：

[image: alt]

式中，η代表中位数。

例7—11（续例7—10）

某轧钢车间对四种不同供应商提供的原材料轧出来的钢板进行断裂强度测试（数据文件：NP_四组钢板.MTW）。试检验四组不同原料生产的钢板间平均断裂强度间是否有显著差别。取α＝0.05。

解　我们要检验的问题是：

H0：η1＝η2＝…＝η4

H1：至少一对ηi≠ηj

用MINITAB软件，从“统计＞非参数＞Mood中位数（Stat＞Nonparametric＞Mood's Median Test）”入口（参见图7—7），填写“响应（Response）”为“断裂强度”及“因子（Factor）”为“材料”，即可得到下列结果：



Mood中位数检验：断裂强度与材料

断裂强度的Mood中位数检验
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整体中位数＝1843



将全部62个数据汇总，求出整体中位数是1843。然后看各组中有多少小于等于中位数者，有多少大于中位数者，汇总成表7—11。

表7—11　Mood中位数检验的列联表
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用列联表的卡方检验，可得p值＝0.034＜0.05，所以拒绝原假设，即认为四种原料下的钢板断裂强度间确实有显著差别。




一般说来，Mood中位数检验相当于符号检验，比较粗糙，要求样本量也要较大，检验效率比较低，但它对于异常观测值的存在不敏感，有较好的稳健性。

7.4.3　多样本Friedman检验法

我们现在讨论另一种类型的多组样本中心位置的比较检验问题。先看一个例题。

例7—12

某热注塑车间生产手机外壳。对于外壳有多项指标：表面是否光滑、是否有小斑点、是否有毛刺、色泽是否光亮等。测量员凭操作规程中列出的标准给每件外壳打分。现对3件手机外壳由4个测量员为其打分，数据记录如表7—12所示（数据文件：NP_手机外壳.MTW）。

表7—12　手机外壳质量评分表
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试检验3件外壳评分间是否有显著差异。取α＝0.05。

解　要检验的假设是：

H0：η1＝η2＝…＝ηk

H1：至少一对ηi≠ηj

粗略看，中位数与平均值都是位置中心的代表，这就是很简单的方差分析问题。按照单因子方差分析方法，将外壳当做唯一的因子就行了。但实际上这样考虑是有问题的，因为测量员之间的差异其实并不是随机误差，测量员自己给被测的几个外壳打分是可比的，而不同的测量员之间很可能有系统差异（例如有人评分总容易偏高些，有人评分总容易偏低些）。这时我们虽然对测量员间打分的规律并不感兴趣，但也不得不考虑测量员之间差异的影响。这类似于双样本的配对检验，但配对检验要求数据正态，而且只限于两个样本，现在推广到多样本，而且不要求数据的正态性。我们把每个测量员当作一个区组（block），即区组内的性质比较一致，但区组间有可能有我们并不感兴趣的系统差异存在。我们感兴趣要比较的是外壳评分，称外壳为“处理”（treatment）。就是要分析处理间差异是否显著。Friedman检验所解决的就是带区组的中位数比较问题。

在进行分析前，先要将数据整理成每个变量自成一列的形式。在堆叠这种数据时，与以前习惯的“按行堆叠”或“按列堆叠”都不同，现在是要把“行名”及“列名”分列在两列中，评分结果再单列一列。

用MINITAB软件，从“数据＞堆叠＞列的区组（Data＞Stack＞Blockin Column）”进入有关界面（见图7—8）。
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图7—8　带区组数据的堆叠操作1

这时将出现如图7—9所示界面。
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图7—9　带区组数据的堆叠操作2

在要堆叠的各行中，第一行填写“测量员A　C1”；第二行填写“测量员B　C1”；依此类推。在给新列命名时要注意与刚填好的顺序对应，指定“评分”和“外壳”，另用一列来记录下标“测量员”。即可得到图7—9中右侧所显示的数据存放形式。

由于要考虑区组的影响，要先把每个处理（本例是外壳）在区组内（对于同一个测量员）的得分排序求出秩来（评分越低名次越小，因此秩越大表示评分越好。外壳1在4个测量员评分中分别列为2，2，2，3；外壳2在4个测量员评分中分别列为3，3，3，2；外壳3在4个测量员评分中分别列为1，1，1，1），再计算出秩和（外壳1秩和为9；外壳2秩和为11；外壳3秩和为4）。Friedman统计量S的定义是：

[image: alt]

式中，b是区组（测量员）个数；k是处理（外壳）个数；Ri是第i个处理的秩和。由于每个区组内都有秩1＋2＋…＋k＝k（k＋1）/2，b个区组秩和共有bk（k＋1）/2，平分到k个处理上，每个处理的平均秩和为b（k＋1）/2。在式（7—12）的第一式中的右半部分，其含义是明显的，这就是各处理间平均秩的离差平方和，它越大表示处理间差异越大。当b较大时，W＝S/b（k－1）将近似服从k－1个自由度的卡方分布。MINITAB给出了相应的p值，可以供我们判断使用。

在手机外壳例中，我们要检验的问题是：

H0：η1＝η2＝η3

H1：至少一对ηi≠ηj

依次选择“统计＞非参数＞Friedman（Stat＞Nonparametric＞Friedman）”，得到下列输出结果及如图7—10所示界面：
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图7—10　Friedman检验信息填写示意图



结果：NP_手机外壳.MTW

Friedman检验：评分与外壳，按测量员划分区组
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总中位数＝82.833



由于p值＝0.039＜0.05，因此拒绝原假设，即可以断言，3个手机外壳的评分间有显著差异。

我们可以用散点图画出这种比较的示意。为了画散点图，横坐标不能是属性变量，必须改成数字变量，我们把测量员名称改为1，2，3，4，并列在最后一列。然后选择“图形＞散点图（Graph＞Scatter Plot）”，得到如图7—11所示界面及图7—12。
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图7—11　手机外壳评分图操作
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图7—12　手机外壳评分图

如果我们把测量员的差异当作随机误差（不当作区组），就可以使用单因子方差分析。这时的计算结果如下：



单因子方差分析：评分与外壳
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合并标准差＝2.315



由于p值＝0.24＞0.05，因此无法拒绝原假设，即不可以断言3个手机外壳的评分间有显著差异。从箱线图（见图7—13）也看不出3个手机外壳的评分间有显著差异。而实际上评分的差异是存在的。
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图7—13　手机外壳评分箱线图

这就说明，对于区组效应是不能当作随机误差来看待的。




当然，如果把“外壳”和“测量员”当作双因子进行方差分析是可以得到更准确结论的，但这要求正态性、等方差性等一系列条件。本例中，如果把“外壳”和“测量员”当作双因子，则还必须考虑到二因子的交互作用（详见第10章变异源分析），这就要求要进行重复试验才行，我们的数据不具备此条件。因此可以说，Friedman检验相当于用秩作为数据的方差分析方法。另外，从六西格玛管理的流程来看，应先进行测量系统分析，如果数据说明测量员间有显著差异，先要改进测量系统，然后才能进行下一步的统计分析工作，这些就不在这里详细分析了。


第8章
探索性数据分析

探索性数据分析（exploratory data analysis，EDA）是应用统计学中一个新的非常重要的研究方向。近几十年来，已有多本专著及大量论文研究了探索性数据分析这一专题，实际应用也取得了明显成效。在六西格玛管理中，要寻求过程的改进，但又不能主观臆断问题产生的原因，不应对数据有太多的前提假定，这就要求更加看重探索性数据分析方法的意义。由于它是一种全新的统计方法，为了让读者对于探索性数据分析（EDA）的内容有些初步的了解，我们将在8.1节介绍有关探索性数据分析的概念，包括EDA的特点，它所讨论的四大主题及常用术语。后面三节将按三个主题分别介绍。在8.2节介绍有关数据分布的探索工具，包括茎叶图、箱线图、字母图和根状图等。在8.3节介绍有关两个变量间线性关系方面的探索工具，主要是耐抗线等。在8.4节介绍有关响应变量与两个自变量因子间的线性关系方面的探索工具，着重探索如何使用可加性模型，主要是中位数平滑法等。至于在EDA中包含的另一个工具“耐抗平滑”（resistant smooth）则主要是关于如何对于有序数据列使用平滑工具以消除随机波动，这种平滑对于发现和汇总数据趋势及异常值都非常有用。由于这部分内容属于时间序列分析范畴，我们将在本书的姐妹篇《基于MINITAB的现代实用统计》（见参考文献［21］）中予以介绍。


8.1　探索性数据分析的概念

有关EDA的基本概念，我们下面分三小节予以介绍。在8.1.1节中将介绍探索性数据分析的特点；在8.1.2节中将介绍EDA所讨论的四大主题；在8.1.3节中将介绍EDA中常用的术语。

8.1.1　探索性数据分析的特点

探索性数据分析的主要特点有下列三项：

1．一切从原始数据出发

传统的统计方法通常是先假定一个模型，例如数据服从某个分布，特别常见的是正态分布，然后使用适合此模型的方法进行拟合、分析及预测。但实际上，多数试验数据并不能保证满足假定的理论分布。因此，传统方法的统计结果常常表现很差，使用上受到很大的局限。探索性数据分析则完全从原始数据出发，深入探索数据的内在规律性，而不是从某种假定出发，套用理论结论，拘泥于模型的假设。

2．分析方法从实际出发，不强调理论严谨性

传统的统计方法以概率论为基础，使用有严格理论基础的假设检验、置信区间等处理工具。探索性数据分析则以不完全正式的方式处理数据。探索性数据分析方法的选择完全从数据出发，灵活对待，灵活处理，什么方法可以达到目的就使用什么方法。这里要特别强调的是，探索性数据分析更看重的是方法的稳健性、耐抗性，而不刻意追求概率意义上的精确性。

3．分析工具简单直观

传统的统计方法越来越精密，越来越深奥，探索性数据分析则更强调直观及图形化，强调方法的多样性及灵活性，使大多数使用者都能从中分析出有用的信息。

正是由于探索性数据分析的上述特点，因此探索性数据分析提出一些专有术语和名词，它很少照搬传统常用的统计名词术语。这主要出于下列理由：

（1）探索性数据分析（EDA）主要关注的是分析数据全过程的早期阶段，这时还无法进行常规的统计分析。这里所用的技术通常也是与统计学方法不同的，例如茎叶图、字母值、箱线图等，这些工具与术语只在EDA中才会有（箱线图本是EDA特有术语，在统计图形分析中也有相同术语，但含义并不相同）。

（2）EDA的术语与传统的统计术语有关，但不尽相同。例如“四分数”（fourth）（或“折叶数”（hinges））与统计中的“四分位数”（quartile）不完全相同。新术语“批”（batch）就是一组待分析的数据组，它与“样本”（sample）也不全相同，样本通常是要求“相互独立且同分布”的，但“批”并无此要求。

（3）故意回避容易引起误解的术语。例如EDA中常使用“高斯分布”而不用“正态分布”，以免暗示这种分布形状就是通常的形状。

（4）探索性数据分析（EDA）强调的是稳健性概念，因此探索性数据分析的目的与稳健性统计目的是一致的，而与常用统计的目的并不完全相同。

从分析的过程与步骤来看，它也与常用统计方法不同。探索性数据分析的操作步骤大体可以划分为探索及证实两个阶段。

探索阶段主要是判断与分析数据的模式与特点，并将它们有序地展示出来。通常，分析者总是先对数据进行探索分析，然后才能有把握地选择结构变量或随机变量的模型。探索阶段还可以揭示数据对于常见模型的种种偏离。探索阶段的要点是灵活性，既要灵活适应各种数据的不同结构，也要对后续分析步骤所揭示的种种模式灵活反应。

证实阶段主要是评估观察到的模式或效应的再现性。传统的统计分析主要是进行显著性检验或置信区间的估计，证实阶段与此相近，但它还要包含两项内容，一是要把其他密切相关的数据信息结合进来，二是通过收集和分析新数据确认分析结果，为进一步结合模型的统计分析提供线索。

总之，探索阶段强调灵活探求线索和证据，而证实阶段则着重评估现有证据。无论是对大组数据进行分析，还是对相关的几个小组数据进行分析，一般都要经过探索和证实两个阶段，通常还要交替使用探索和证实两种技术，循环反复多次才能得到满意结果。

8.1.2　探索性数据分析的主题

探索性数据分析的全过程有四大主题，即耐抗性、残差、重新表达和启示。

8.1.2.1　耐抗性

探索性数据分析的基本目的是找出所获得的数据的整体性规律，这时就一定要求分析的方法与结论不要受小部分数据的巨大波动的影响，也就是对于数据中的局部不良行为能保持不敏感性，这就是耐抗性（resistance）。对于这种具有耐抗性分析结果的含义是：当数据中的一小部分被新的数据代替时，即使它们与原来的数据很不一样，分析结果也只有轻微的改变。人们之所以关注耐抗性，主要是因为“好”的数据中也难免有百分之几的数据有大错或重大差错，数据的分析要有措施来防御大错产生破坏性影响。从目的上看，探索性数据分析应该不受个别“野值”（wild value）的影响；也正因为如此，在实际确定统计方法时应念念不忘野值存在的可能性，要研究野值存在对于耐抗性的影响，还要研究舍入误差和分组误差对于耐抗性的影响。

耐抗与稳健（robustness）密切相关，但不是一回事。通常认为，稳健性是耐抗性中的一种。稳健性讨论的是统计方法如何能对数据围绕某个特定模型偏离的不敏感性，耐抗性则更广泛些。

8.1.2.2　残差

残差的定义从本书的第9章起将多次引用，但那主要是针对回归分析而给出的，这里的定义比第9章的定义更广泛些：残差（residuals）是数据减去与某模型的拟合值后的差值。这个模型可以是任意一个选定的模型，而不一定限定为回归模型。

EDA认为，分析任何一组数据而不考察残差是不完全的。通过残差分析可以看出数据与模型之间的差距，如果数据组中的大部分都与模型的差距很小，则说明这个模型是个“耐抗拟合”。对于残差有反常的情况时，需要从数据和模型两个方面查找原因：如果残差有系统性行为（如弯曲、非恒定变异等），则修改模型（包括对数据进行变换或选取更细致的模型）将使残差系统性地减小，这时要先修改模型；模型基本上被肯定后，则特别要注意是否有个别点远离模型，分析其产生是否受特殊影响。总之，要兼顾到数据和模型两个方面。

8.1.2.3　重新表达

EDA认为，找到合适的尺度或数据表达方式将大大有利于简化分析，因此要尽早考虑数据的原始尺度是否合适的问题。如果原始尺度不合适，重新表达（re-expression）为另种尺度可能有助于促进出现对称性、恒定变异性、关系线性或效应可加性等。坚持原始测量尺度，对于数据分析并不总是有利的。例如，研究动物肝脏对于某处理的反应，用重量w来反映并不见得比用[image: alt]或logw更自然，除非已有其他明确的定量知识。重新表达也称为变换（transformations）：对于一组原始数据X，可以使用新值T（X）来代替，这里T（X）是X的某个确定函数。EDA中，最常使用的是Box-Cox变换（即幂变换），也就是说T（X）是X的幂函数。

8.1.2.4　启示

EDA强调图形显示。所谓启示（revelation）就是通过各种图表显示数据分析的结果，直观、简单、一目了然地表述出数据分析的各种情况，显示出其遵循的普遍规律及与众不同的突出特点，促进发现规律，得到启迪，满足分析者的多方面要求。正因为EDA强调图形显示，所以使用了很多新的图解技术，这是EDA对于统计学的主要贡献。

8.1.3　探索性数据分析的术语

前已说明，EDA的术语与传统的统计术语有关，但又不尽相同，学习这些术语时，要注意与传统统计术语的区别与联系。

8.1.3.1　批

“批”（batch）也称为“数据批”，就是一组待分析的数据组。在传统的统计术语中，数据组就是“样本”（sample），但二者也不全相同。样本通常是要求这些数据间“相互独立且同分布”，但“批”则只是原始数据组，并无这些要求。

在传统的统计分析中，常给出一些摘要统计量作为样本数据状况的概括，例如样本均值、标准差等，但这些统计量都不耐抗，对于数据中的野值非常敏感。EDA中则出于探索的目的而选择另类统计量作为摘要统计量，例如选用“中位数”代表位置状况，它就是耐抗的，一批数据中即使一小部分有巨大变化对“中位数”影响也很小。

8.1.3.2　次序统计量

这里的定义与传统的统计分析方法是相同的。对于数据批x1，x1，…，xn，按由小到大的顺序排好：x（1）≤x（2）≤…≤x（n），则x（1），x（2），…，x（3）称为x1，x1，…，xn的次序统计量（order statistics），其中x（i）称为第i个次序统计量。显然，x（1）是最小值，x（n）是最大值。

在排序的基础上，我们继续讨论数据批的结构分析。当顺序是由小到大时，称为是升秩（upward rank），x（1）称为有升秩1，x（2）称为有升秩2，…，x（n）称为有升秩n，一般x（i）称为有升秩i。当顺序是由大到小时，称为是降秩（downward rank），x（n）称为有降秩1，x（n－1）称为有降秩2，…，x（1）称为有降秩n，一般x（i）称为有降秩n－i＋1。如果同时考虑升秩和降秩，则对同一个数据，有：升秩＋降秩＝n＋1。升秩和降秩的概念是EDA中独有的，它将导出EDA中最重要的概念之一——“深度”。

8.1.3.3　深度

数据批中一个数据值的深度（depth）是它的升秩及降秩两者中的最小值。在EDA中规定：两个极端值x（1）及x（n）的深度为1，x（2）及x（n－1）的深度为2，而第i个数据x（i）及第n－i＋1个数据x（n－i＋1）都有深度i。在EDA中，用深度的概念可以导出一系列探索性的总括值。对于深度，专门规定了记号d，例如d（x（1））＝1，d（x（n））＝1，表示的就是x（1）及x（n）的深度都为1这样的事实。

8.1.3.4　中位数

在数据批中，将次序统计量求出后，位于最中间的数据称为中位数（median）（这里的定义与常规定义是相同的）。记中位数为M，求中位数运算用med表示，则
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且中位数M的深度应该为：
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例如，当n＝9时，M＝x（5），d（M）＝5；当n＝10时，M＝（x（5）＋x（6））/2，d（M）＝5.5。

8.1.3.5　四分数

从中位数定义容易看出，中位数将全部次序统计量分为“低值”和“高值”两部分，且这两部分包含的样本数量是相同的。在这两部分数据内部各有一个深度大约为n的四分之一的点，称之为四分数（fourth），用F表示。相应的“低值”和“高值”部分各有一个，分别称为下四分数FL及上四分数FU。两个四分数也常被称为“折叶点”（hinges），在MINITAB中常用字母H来表示。四分数F深度d（F）的准确定义是：
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式内的中括号［d（M）］代表对d（M）取整，例如［4］＝4，［4.4］＝4，［4.5］＝4等。如果深度值带0.5，则表示取相邻两个次序统计量的平均值。在式（8—3）中，由于中位数的深度d（M）大约为n的一半，四分数F的深度d（F）大约是d（M）的一半，所以四分数F的深度d（F）大约为n的1/4。

例如，当n＝9时，M＝x（5），d（M）＝5，则d（F）＝3，即四分数的深度为3，下、上两个四分数分别为FL＝x（3），FU＝x（7）。

当n＝10时，M＝（x（5）＋x（6））/2，d（M）＝5.5，d（F）＝3，下、上两个四分数分别为FL＝x（3），FU＝x（8）。

当n＝11，M＝x（6），d（M）＝6，d（F）＝3.5，FL＝（x（3）＋x（4））/2，FU＝（x（8）＋x（9））/2；当n＝12，M＝（x（6）＋x（7））/2，d（M）＝6.5，d（F）＝3.5，FL＝（x（3）＋x（4））/2，FU＝（x（9）＋x（10））/2。

我们学习过传统的四分位数（quartile），其中下四分位数（lower quartile）简记为LQ，上四分位数（upper quartile）简记为UQ。在EDA中定义的四分数F与传统的四分位数粗略看起来大体上是一致的，都是将全部次序统计量分成四段，列出位于分界处的值，但仔细比较则可知二者仍然是有区别的。传统四分位数的计算是在正态分布的假定下，求出对于各分位数的次序统计量最佳线性函数的估计公式，而四分数则是在无任何假定条件下，根据深度的概念而给出的公式。下面给出传统的四分位数的具体计算公式，即可看出两者的差别。

例如，当n＝9时，M＝x（5），LQ＝（x（2）＋x（3））/2，UQ＝（x（7）＋x（8））/2；

当n＝10时，M＝（x（5）＋x（6））/2，LQ＝0.25x（2）＋0.75x（3），UQ＝0.75x（8）＋0.25x（9）；

当n＝11时，M＝x（6），LQ＝x（3），UQ＝x（9）；

当n＝12时，M＝（x（6）＋x（7））/2，LQ＝0.75x（3）＋0.25x（4），UQ＝0.25x（9）＋0.75x（10）。

与四分数F相仿，可以定义八分数（eighth，记为E）、十六分数（sixteenth，记为D）及卅二分数（thirty-seconds，记为C），每个下层的深度都按式（8—3）由上一层的深度给出。

8.1.3.6　散布

散布（spread）也称为展形或展布，是反映数据离散状况的度量。在EDA中，最常用的散布就是四分散布（fourth-spread），将其用记号dF表示，其定义为：
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它给出数据批内包含中间一半数据的宽度，此量有很强的耐抗性，它几乎不受离群点的影响，而且不受采集的数据量的影响。四分散布与四分位间距（inter quartile range，IQR）相仿，但由于四分数FL及FU与四分位数LQ及UQ有差别，四分散布dF与四分位间距IQR也就有差别了。另外，两个极端值间的散布（即极差）也反映数据的离散状况，但极差受离群值的影响太大，耐抗性太差，只在数据量很少时才使用，通常极差不宜作为数据离散状况的度量。

8.1.3.7　临界值

数据批中常出现一些离群值，但准确判断某个数据是否为离群值并不容易。为此，EDA给出一些作粗略判断用的方法及术语。

称FL－1.5dF为下内界值，称FU＋1.5dF为上内界值，统称为离群值截断点。

称大于下内界值的最小观测值为下临界值XL：
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称小于上内界值的最大观测值为上临界值XU：
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临界值（criticalvalue）之外仍有数据，则可称之为离群值。可以看出，这里定义的临界值与传统的箱线图“尾端”定义的思路是相同的，只是由于四分数FL及FU与四分位数LQ及UQ有差别，四分散布dF与四分位间距IQR也有差别，因而这里的“临界值”与传统的箱线图“尾端”的准确定义也略有差别。

与此类似，称FL－3dF为下外界值，称FU＋3dF为上外界值；如果上下外界值之外仍有数据，则可称之为远外值或异常值（outlier）。


8.2　关于分布的探索性分析

我们先来讨论有关数据分布状况的工具。这里包括茎叶图、箱线图、字母图和根状图。

8.2.1　茎叶图

对于一批数据，我们首先希望能直观地看出它的各方面特征，例如数据批的接近对称程度，有多大的散布，是否有野值，是否有数据的集中及间隙等。茎叶图（stem-and-leaf display）就是用简单的图示方法把数据特征展现出来。

例8—1

对于参加统计课学习的某班92名学生测量了一些有关脉搏的指标。脉搏1是静息脉搏，脉搏2是运动脉搏。数据见表8—1（数据文件：EDA_脉搏.MTW）。试讨论静息脉搏的分布状况。

表8—1　学生脉搏数据
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传统统计方法可以用直方图描述数据的分布状况。对于绘制直方图的方法，我们已在第3章给出。下面先给出直方图结果（见图8—1）。
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图8—1　学生脉搏直方图

根据上述图形可以看出数据分布的大致状况，但直方图也省略了很多细节，例如，脉搏为60附近（其实是介于57.5～62.5）的数据究竟有哪些？从直方图中是显示不出来的。即使换成“点图”，虽然每个点都能表示出来，但也经过了整理合并，损失了些细节。EDA使用茎叶图可以弥补这些缺陷。

从“统计＞EDA＞茎叶图（Stat＞EDA＞Stem and Leaf）”入口，在“图形变量（Graph Variables）”中填写入“脉搏1”（见图8—2），即可绘制出茎叶图。
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图8—2　绘制茎叶图操作图

操作后可以得到输出结果如下（见图8—3）：
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图8—3　学生脉搏茎叶图

绘制茎叶图的原理是：将每个数据分为“茎”和“叶”两部分，例如，学生脉搏为68，则可将60作为“茎”，将8作为“叶”。数据较多时（如本例），可以将茎分得稍细些，例如“60”，“65”都作为“茎”，60～64，65～69分列为两个“茎”。在图8—3中，将所有茎的值从小到大排列好，列于图中左侧第二列；将“叶”的数值列在其后。例如，茎为6的分成两部分，在60～64部分中，60有4个，61有1个，62有9个，63有0个，64有4个；在65～69部分中，66有5个，68有11个。从茎叶图中同样可以看见分布状况的总轮廓，包含数据较多的区间将导致“叶”较长，比如从本例学生脉搏茎叶图中可以明显看出，在60～74这段范围中，包含了较多的数据。它对于分布状况的描述与直方图功能相仿，但茎叶图增加了很多信息，主要是它无合并地提供了每个数据的状况。

作为茎叶图的另一特点，在图8—3中的茎叶图之最左列，给出了数据的累积深度。例如，48是深度为1的最小值；数值为54的数据有2个，截止到54时，深度已达到3；数值为58的数据有3个，截止到59时，深度已达到6，等等。同样从高端算起，100是深度为1的最大值；数值为96的数据有2个，截止到95，深度已达到3；数值为94的数据有1个，数值为92的数据有2个，数值为90的数据有4个，截止到90时，深度已达到10，等等。在最中间的一格内（用圆括号括起来的）指明中位数所在的区间，以及在本区间所包含的数据个数。本例中，可以得知中位数位于70～74组内，且本组共包含17个数据。茎叶图还有一个重要用途，那就是可以求出任意指定深度的观测值，例如本例中，可以求出深度为46的是哪个数值，其计算方法是：（1）从下端算起，由于下侧第5组累积已有40个观测值，因而深度为46的是此组的下组（茎为70）的第6个观测值70（即是升秩为46者）；（2）从上端算起，由于上侧第6组累积已有35个观测值，因而深度为46的是此组的上组（也是茎为70的那组）的第11个观测值72（即是降秩为46者）；中位数应是二者的平均值，因而中位数是71。

8.2.2　箱线图

对于一批数据，除了希望能直观地看出全部数据的各方面特征，还希望同时对于多个小组数据的各方面特征都能有比较直观的展现。箱线图（box plot）就是用简单的图示方法把多个数据组的特征同时展现出来。

我们已在8.1.3节中介绍了在EDA中常用的统计术语，其中描述数据分布状况的有下列五个最重要的数：中位数M，下四分数FL，上四分数FU，FL－1.5dF及FU＋1.5dF，通常称为“五数概括”。用下四分数FL及上四分数FU分别作箱子的两端，用M作中心线，用FL－1.5dF及FU＋1.5dF分别作为尾线的端点XL及XU，这就是箱线图。如果在两尾端之外还有观测值，则可以认为是“可疑异常值”。总之，箱线图可以直观地显示出一批数据的位置、散布、偏度、尾长和离群值状况。它与传统的箱线图一样都有很强的耐抗性，经得起少数异常数据的影响，长方形箱外即使有多个数据远离长方形箱也不会引起长方形箱位置及大小的变化。

从“统计＞EDA＞箱线图（Stat＞EDA＞Box Plot）”入口，选中左上角“一个Y、简单（One Y，Simple）”窗，在“图形变量（Graph Variables）”中填写入“脉搏1”（图省略），即可绘制出箱线图（见图8—4）。
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图8—4　学生脉搏箱线图

粗略看来，EDA的箱线图与原来传统的箱线图似乎完全相同，但实际上仍有微小差异，尤其当样本量较小时差异更大些。因为EDA中“五数概括”是：中位数M，下四分数FL，上四分数FU，FL－1.5dF及FU＋1.5dF；而传统的箱线图是由中位数M，下四分位数LQ，上四分位数UQ，LQ－1.5IQR及UQ＋1.5IQR这5个数构成，二者是有微小差别的。

与传统的箱线图相似，EDA的箱线图同样也可以显示多个组之间的差异。如本例，希望给出男女生脉搏的比较，则可以绘制出分组的箱线图。从“统计＞EDA＞箱线图（Stat＞EDA＞Box Plot）”入口，选中右上角“一个Y、含组（One Y，With Group）”窗，在“图形变量（Graph Variables）”中填写入“脉搏1”并加选“用于分组的类别变量”为“性别”（图略），即可绘制出脉搏1数值的分性别的箱线图（见图8—5）。
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图8—5　学生分性别的脉搏箱线图

从图8—5中容易看出，女生的脉搏明显高于男生的脉搏。

8.2.3　字母图

对于一批数据，除了希望能直观地看出数据各方面的特征外，还希望能归纳出一些摘要性的数值特征结果。上面提到的“五数概括”就是其中一个很好的代表，这里给出了中位数M，下四分数FL，上四分数FU，FL－1.5dF及FU＋1.5dF。如果数据量更大，需要对双侧尾部更大范围内状况加以描述，就需要增加一些量，例如在五数概括的基础上，再增加两个上下八分数，则可以组成七数概括；在七数概括的基础上，再增加两个上下十六分数，则可以组成九数概括，等等。为了让这些分数有系统化的名称以能更方便地表示这些值，EDA规定：从字母F代表四分数开始按英文字母表的倒序，一个一个字母倒退，字母E代表八分数；字母D代表十六分数；字母C代表卅二数；字母B代表六十四分数；字母A代表一百二十八分数；如果还要再向下分，则用字母Z代表二百五十六分数；字母Y代表五百一十二分数；字母X代表一千零二十四分数；……

MINITAB则以H（hinges，折叶点）代表四分数，与一般命名法不全相同，但高阶分数E，D，C，B，A则与一般命名法恢复一致。

我们已知四分数与中位数深度关系为（见式（8—3））：
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更一般地，对于后深度与前深度有关系：
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这里中括号代表取整数之函数。式（8—7）的含义是，如“前深度”是指中位数深度，则“后深度”是指四分数深度；“前深度”是指四分数深度，则“后深度”是指八分数深度；依此类推。

将各字母相应的取值及上下两字母间的差值全部列出来，对于数据的双尾状况的显示是非常有用的，特别是它可以用来分析数据批的展布程度的耐抗量度，或用来搜索离群值。MINITAB软件将自动完成上述任务，给出各字母值。

仍以学生脉搏数据为例，从“统计＞EDA＞字母图（Stat＞EDA＞Letter Values）”入口，在“变量（Variables）”中填写入“脉搏1”（图略），即可得出相应的字母值（见图8—6）。
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图8—6　学生脉搏的字母图

从图8—6中可以看出，中位数深度为d（M）＝46.5，中位数为71；两个四分数（或折叶点）深度d（F）＝23.5，下、上四分数分别为64及80，中点是下、上四分数的平均值，此数也称为四分数的“中概括（MidF）”，MidF＝72，散布（即四分展布）为16；两个八分数深度d（E）＝12，下、上八分数分别为62及88，中点MidE＝75，散布为26；两个十六分数深度d（D）＝6.5，下、上十六分数分别为59及91，中点MidD为75，散布为32＝6；…；两个六十四分数深度d（B）＝2，下、上六十四分数分别为54及96，中点MidB＝75，散布为42；两个极端值深度皆为1，极小值和极大值分别为48及100，中点也称为“极差中值”（center of range），极差中值为74，散布（即极差）为52。从本例数据所得到的若干个中点概括值几乎不变，说明数据状况基本上是对称的。

从理论上分析，由于高斯分布的四分数为μ±0.6745σ，四分散布为1.349σ，因而也常用四分散布除以1.349得到σ的估计量，此量常称为“四分伪标准差”（F-pseudosig-ma），它具有很好的耐抗性。通常情况下，此估计量应该与样本标准差S很接近。如果这两个估计量相差悬殊，则通常宁可用四分伪标准差也不用样本标准差S，因为样本标准差对极端值太敏感，四分伪标准差则要好得多。这是我们从EDA中得到的重要结论之一。

8.2.4　根状图

对于一批数据，悬浮式根状图是拟合了正态分布后偏离量的直方图，它显示与所拟合正态分布的偏差。其计算的原理是：按小组计算出实际数据的各百分位数，同时计算出相应的正态分布的百分位数，再计算出二者的差别“原始残差”（raw residual，RR），最后算出“双根号残差”（double root residuals，DRR），并将双根号残差展现成悬浮式根状图。我们可以从根状图中看出是否存在与正态分布偏离特别大的分布非正态的异常状况。对于第i组，记实际观测频数为ni，正态分布相应频数为fi，定义原始残差为：
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定义双根号残差DRRi为：
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可以看出，DRR的核心部分是：

[image: alt]

在样本量足够大的情况下，DRRi应该是标准正态分布，也就是说其值绝大多数应落在（-2，2）之内，偶尔可以落在其外，但除非极特殊情况一般也不能超出（-3，3）。从DRRi的值是否有极端异常值可以判断数据与正态分布是否有较大差异。

从“统计＞EDA＞根状图（Stat＞EDA＞Rootogram）”入口，得到如图8—7所示界面，在“变量（Variables）”中填写入“脉搏1”，选定多列作为存储结果用（见图8—7）。
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图8—7　学生脉搏根状图的操作

在此界面中显示出，数据允许有多种记录格式，例如可以是原始数据记录格式，也可以是分组并记录其频数的格式等。存储计算结果可供以后备查，以便显示偏离最大的组的细节。

运行后得到的悬浮式根状图见图8—8。
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图8—8　学生脉搏的悬浮式根状图

在左半部数值结果显示中，可以看出共分了13组，在“计数”一列中显示了每组内的观测值个数，在“原始残差”一列中显示了根据式（8—8）计算出的组内实际观测值个数与预期的正态观测值个数之差，在“双根号残差”一列中显示了根据式（8—9）计算出的双根号残差。在右半部悬浮式根状图的图形结果显示中，分别用字符“+”或“-”代表双根号残差的符号，每个字符值为0.2，双侧圆点代表正负2的边界线。在本例图中，可以看出13组中只有第4组双根号残差值达到2.3（用12个“+”来显示），已经超出正负2的边界，显示数据与正态分布（高斯分布）有相当的差距。在原始数据文件的最后几列，可以看见存储的细节（见图8—9）。
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图8—9　学生脉搏的悬浮式根状图数值结果

图8—9中最左列的边界是各组的上界，例如双根号残差的最大值出现在第4组，其值为2.2967，观测值的上界为62.5（即本组包含的是落入57.5～62.5间的数据），实际共有17个观测值，按正态分布计算，此组应有8.96个观测值，代入式（8—9），可得第4组处双根号残差为：
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这说明，在偏离正态性的现象中，第4组的观测值个数过多是最重要的原因（第6组的观测值个数也偏多）。如果简单地进行正态性检验，当然同样可以得出“此数据非正态”的结论，但这里给出了更加细致的定量分析结果。

如果双根号残差超过（-3，3）范围，则在悬浮式根状图（见图8—8）的图形显示区内标记出“*”，表示偏离极端严重。


8.3　直线拟合的耐抗线方法

在六西格玛管理中，要寻求过程的改进，常常需要讨论两个变量间的关系问题。如果已经获得了n个观测值数对（x1，y1），（x2，y2），…，（xn，yn），我们希望能够拟合一条直线，传统的方法是使用最小二乘法估计出下列线性回归方程中的系数a及b。
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但最小二乘法是不耐抗的，常常受到异常观测值的巨大影响，数据中的一个野值将导致最终回归方程结果完全失去意义。EDA就是希望能找到对异常值具有耐抗性的方法以使直线能很好地拟合数据。下面介绍的耐抗线方法即可解决此问题。很多统计学家建议在使用最小二乘回归之前先拟合耐抗线，以确定两个变量间的关系是否为线性，如果确认二者关系不是线性的，则希望找出将关系线性化的重建表达式，可以使用变换方法使之线性化，并且在拟合中能够识别出异常值。

8.3.1　耐抗线的基本原理与方法

本节先介绍耐抗线（resistant line）方法的基本原理及计算方法。

为了保证求出的回归方程（8—11）具有耐抗性，就要设法在求系数时舍弃观测值中可能出现的异常值。我们用下列五个步骤实现这一目标。

1．形成三个组

将数据按自变量由小到大的顺序分成样本量大体相等的三组：左组（L）、中组（M）及右组（R）。由于数据的总个数n不一定恰好是3的整倍数，因此不一定能分成样本量完全相等的3组。下面给出在n取不同值时的准确样本量（见表8—2）。

表8—2　耐抗线分析的数据分组表
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例如，当n＝18时，则左、中、右三组皆含6个数据；当n＝19时，则左、中、右三组各含6，7，6个数据；当n＝20时，则左、中、右三组各含7，6，7个数据。

2．计算出各组的总括点

对于划分好的3个组，分别求出各组的中位数，记号如下：
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这里要注意，我们可以用式（8—12）给出的这3对数据当作坐标而描绘出3个点，但这3个点并不是真实观测点。

3．形成拟合直线方程的初始估计

考虑如下形式的拟合直线方程：
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此方程中，b就是斜率（slope）；a代表了在中组总括点处回归线的纵坐标，称为“水平”（level）。以式（8—12）中3个数对的数值来拟合方程（8—13）时，我们选定这样一对回归系数，将其作为a，b的初始估计：
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其实这里相当于要求左右两总括点都在此回归线的同侧，其残差相同，而且三个总括点形成的残差和为0。

4．求出对于初始回归方程的残差

考虑所有数据（xi，yi）对于如下直线方程：
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的残差，记为[image: alt]。

5．迭代修正求出最佳回归方程

以数据对（xi，[image: alt]）为基础，按上述第2、第3步，求出式（8—13）的回归方程，我们把按式（8—14）及式（8—15）得到的回归系数分别记为δ1及ε1，然后以这两个系数修正原来的回归系数，其修正公式为：
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以系数（a1，b1）返回步骤4及步骤5，可以得到新的回归系数（a2，b2），依此类推，不断迭代，直到系数修正之绝对值小于某个指定下界时，修正结束。

通过上述步骤所得到的回归方程很可能与传统的最小二乘法结果有很大差别，而耐抗线方法的结果将最大限度地以数据主体部分作为估计回归系数的依据，因而避免了可能的异常值对回归方程的灾难性的不良影响。

8.3.2　耐抗线方法实例分析

下面通过一个实例介绍根据数据求出耐抗线的具体步骤。

例8—2

某小学收集了18名儿童的年龄（以月龄计）及身高（以厘米为单位）的数据。数据列在表8—3中（数据文件：EDA_儿童身高.MTW）。希望找到身高与月龄间的关系。

表8—3　儿童月龄身高数据表
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[image: alt]

由于样本量为18，恰好为3的倍数，这里正好分为左、中、右三组都是6个观测值。对各组求出其中位数作为总括点，其月龄与身高数据见表8—4。

表8—4　儿童月龄与身高总括点数据表
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我们画出散点图（见图8—10）。图中可以看到，在右组内有两个点很特殊，相对于其月龄而言，其中一个儿童身高太低，另一个儿童身高太高。
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图8—10　儿童身高数据的散点图

将数据代入式（8—14）及式（8—15），可以得到初始EDA回归方程，其示意图见图8—11。这里要注意，此线只考虑三组的总括点的数据，由于总括点并未考虑异常观测值的数值，因而此回归线也丝毫未受到异常观测值的影响。
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图8—11　儿童身高数据的初始EDA回归线图

具体数据结果说明了上述这一点：

EDA初始回归方程为：

身高＝146.01＋0.4933（月龄－127.5）＝83.11＋0.493 3月龄

最小二乘法回归方程是：

身高＝144.89＋0.5113（月龄－127.5）＝79.7＋0.511 3月龄

这里最小二乘法回归方程明显受到第17号观测点（身高特高者）的影响，斜率偏大。

EDA的初始方程再经过迭代调整，斜率逐渐降低，直到最后降至最小，得到EDA的耐抗线结果为：

身高＝145.65＋0.42857（月龄－127.5）＝91.007＋0.4285 7月龄

MINITAB可以直接实现上述全部过程。从“统计＞EDA＞耐抗线（Stat＞EDA＞Resistant Line）”入口，在“响应（Response）”中填写入“身高”，在“自变量（Predictor）”中填写入“月龄”，并要求存储残差、拟合值及系数，即可得到下列结果及图8—12：
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图8—12　儿童身高数据的耐抗线结果



耐抗线拟合：身高与月龄
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斜率1＝0.493333

斜率2＝0.422815

斜率3＝0.428571

斜率＝0.4286　水平＝91.0071　半斜率比＝0.307



在运行窗输出的结果中，有“左半斜率（Left-Half Slope）”和“右半斜率（Right-Half Slope）”。它们是根据左（或右）半侧的数据用总括点的数据估计出来的斜率值。
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“比率（Ration）”则是左右两半斜率之比值。
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如果此数值越接近1，则表明数据与直线拟合良好；相反，如果此数值远离1（不论太大或太小），则表明数据与直线相去较远。

下面绘制出回归结果的图形（见图8—13），其中EDA耐抗线结果用实线表示，最小二乘法结果用虚线表示。可以看出EDA耐抗线的主要特点是其建立起来的回归方程，不会受到异常观测值的严重影响，避免了传统的最小二乘法对异常观测值的敏感性。图中，EDA耐抗线更多地考虑了数据的主体部分，而最小二乘法受到第5，7，8，17号观测点的较大影响，斜率明显偏大。
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图8—13　儿童身高数据的耐抗线（实线）与最小二乘回归线（虚线）的比较图


8.4　用中位数平滑法分析双向表

在实际工作中，常常需要讨论响应变量与两个自变量因子间的关系问题。有时可以认为这里是简单的两因子效应叠加模型，有时则必须考虑两因子间的交互作用。传统的统计分析方法是：假定在所有的处理下获得的数据都服从等方差的正态分布，我们可以使用双因子方差分析方法，分析出各因子的主效应及它们的交互效应，并进一步确认交互作用是否显著。如果交互作用不显著，则可以使用简单的效应叠加模型（additional model）。现在的问题是，如果数据中有相当多的离群值，如何使用可加模型来分析有关结果。传统的方差分析方法要求出各种条件下的平均值，以确定“行效应”、“列效应”以及“交互效应”等，而这样的分析方法不具有耐抗性，在数据中存在离群值的情况下就不能再使用了。EDA提供的“中位数平滑法”（median polish）正是用来解决此问题的。

8.4.1　中位数平滑法的原理及方法概述

先看一个实际例子，从这个例题可以看出双向表的概念及用途。

例8—3

研究三种头盔的抗冲击性能。头盔的类型（因子A）有三种，在这三种头盔中，力的作用位置（因子B）有两种：作用于头盔的前部或后部。在同等大小的撞击力下，能够削减的撞击力是响应变量，对每种头盔的两个位置各测量了2次（削减的）撞击力。希望确定这里是否存在任何可识别的数据模式，同时要指明三种头盔类型之间的差异和作用点（头盔前部与头盔后部）的差异，并综合评价头盔所能提供的保护水平（由“撞击力”度量）。这里考虑了两个因子（头盔类型A和撞击力的作用位置B），而且对这两个因子的每个搭配都进行了2次重复试验。希望分析因子的主效应是否显著，二因子的交互效应是否显著。数据列在表8—5中（数据文件：EDA_中位数平滑.MTW）。

表8—5　头盔撞击力试验数据表
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传统的二因子方差分析方法似乎可以解决此问题。但使用方差分析方法的关键，是在对效应进行评价时，使用的是各种条件下的平均值，而平均值不具有耐抗性，因而导致分析方法整体上就不具有耐抗性。EDA方法中关键的一步就是将“平均值”改为“中位数”。

在EDA中，数据的存放格式与方差分析类似，仍称之为“双向表”（two-way table）。记因子A有k个水平，因子B有m个水平，在Ai与Bj的每个搭配条件下，得到观测值：
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把简单的可加模型写为：
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式中
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这时，我们可以定义响应变量的残差平方和（sum of square of residual，SSR）为：
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在ANOVA中，我们拟合这批数据的“最优”可加模型，就是选取[image: alt]及[image: alt]使SSR达到最小。按照最小二乘原理，这里取相应的平均值就会达到这一目的，因而就有了完整的方差分析方法。但这一切都要先假定εij是相互独立、等方差、均值为0的正态（高斯）分布。但当这个假定不成立时，最小二乘原理就不再适合。正如同考虑一组数据xi，如何选择值c，能使
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达到极小？回答应该是取其平均值
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如果问题换成如何选择值c，能使
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达到极小？回答应该是取其中位数
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类似地，如果考虑模型
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希望讨论如何选择各参数，以使得绝对残差和（sum of absolute-value of residual，SAR）
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达到极小？我们猜测上述参数都取各自的中位数将可以实现这一点，这就是“中位数平滑”的基本思路。数学理论上的研究表明，可以举出反例来说明中位数平滑的方法有时确实不能使SAR达到最小（参见本书参考文献［17］），但实践经验表明，上述反例实在是非常罕见的，在一般情况下，中位数平滑的方法是行之有效的。MINITAB软件也是基于此而将这一方法付诸实施。作为实际工作者，理解理论分析中的各个细节并不重要，理解这些方法的含义才是最重要的。我们之所以要学习EDA方法，主要是担心数据中有异常观测值出现，如何使分析方法具有耐抗性是主要的出发点。中位数平滑法既然是行之有效的，我们学会使用它就够了。

8.4.2　中位数平滑法的实例分析

回到例8—3，我们希望分析出三种头盔类型之间的差异和作用点（前部与后部）的差异，并综合评价头盔所能提供的保护水平（由“撞击力”度量）。也就是希望分析两个因子的主效应是否显著，并使用可加模型分析解释有关结果。

在MINITAB软件操作中，“中位数平滑”本身并不显示任何结果，只能将结果存储下来，并利用显示工具显示出来，然后再加以分析。

从“统计＞EDA＞中位数平滑（Stat＞EDA＞Median Polish）”入口（出现窗口见图8—14），在“响应（Response）”中填写入“撞击力”，在“行因子（Row Factor）”中填写入“头盔型”，在“列因子（Column Factor）”中填写入“位置”，并要求存储公共效应（它是常量，要特别命名，不妨记为A1）、行效应、列效应及比较值，另外要求存储残差与拟合值。

[image: alt]

图8—14　头盔撞击力的中位数平滑操作

运行后就得到如图8—15所示的结果（显示在原数据表的后列）。
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图8—15　头盔撞击力的中位数平滑结果

为了显示其他方面的结果，要使用下列操作：从“数据＞显示数据（Data＞Display Data）”入口（出现窗口如图8—16所示），在“要显示的列、常量和矩阵（Columns，constants，and matrices to display）”中填写入“A1”，则可以在运行窗中看到公共效应A1之值。
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图8—16　头盔撞击力的显示公共效应数据操作



[image: alt]



从“统计＞表格＞描述性统计（Stat＞Tables＞Descriptive Statistics）”入口（见图8—17），出现界面见图8—18左半部。在“对于行”中填写“头盔型”，在“对于列”中填写“位置”。打开“关联变量”窗口后（出现界面见图8—18中右图），在“关联变量”中，填写“撞击力”、“拟合1”及“残差1”，在“显示”中，选中“数据”。
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图8—17　头盔撞击力的中位数平滑结果显示操作1
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图8—18　头盔撞击力的中位数平滑结果显示操作2

最终可以在运行窗中得到输出结果，整理后可以看出它是如表8—6所示的一个表格。

表8—6　头盔撞击力的中位数平滑结果
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单元格内容：撞击力原始数据（2个）

拟合数据

残差数据（2个）




下面对这些结果加以解释和说明：

从数据分析结果可知，公共效应（它代表“撞击力”的一般水平）为44.5。行效应（头盔类型效应）解释了相对于撞击力公共值在不同行之间发生的变化（即不同头盔类型的变化）。对于头盔类型A，B和C效应分别为0，23，-3，这表明头盔类型B的耐撞击力比公共水平高很多；而头盔类型C的耐撞击力比公共水平略低。列效应解释了相对于撞击力公共值在不同列（即不同撞击位置）之间发生的变化。对于前部和后部，效应分别为-1，1，表明撞击头盔前部略低于头盔耐撞击力公共值，撞击头盔后部略高于头盔耐撞击力公共值。每个单元格的两个观测值的原始值、拟合值及残差值都显示在每个小表格中。

这里还有需要深入探讨的问题。从数据结果上看，A型前部残差和为3，A型后部残差和为-5；B型前部残差和为-3，B型后部残差和为1；似乎头盔类型与撞击位置之间还有交互作用存在（不同的头盔在不同撞击位置上反应不全相同）。至于这里是否真的有交互作用存在，要用到更细致的工具才能分析，这里就不再继续讨论了。

使用本例数据，直接用双因子方差分析也是可以的。所得出的结论与这里是相似的，如果考虑双因子连同交互作用模型，则可得出如下结论：因子A（头盔类型）效应显著，因子B（撞击位置）效应不显著，A与B交互作用效应不显著。如果数据中存在异常值，则可能会更加凸显出中位数平滑法的优越性。


第9章
相关分析和回归分析

在实际工作中，我们经常会与变量打交道，比如：炼钢温度与含碳量、广告支出与营业额、汽车使用年限与年平均维修成本、加工工艺条件与产品性能指标等，它们会随着条件的变化，取不同的值，在数学上称之为变量。

变量之间常常是相互联系的，它们之间存在一定的关系，通常有两种类型。

一种类型是：变量间的关系是确定的，总可以用某种函数来表达。比如：圆的面积S＝πr2，这里变量r和S间的关系是完全确定的，称之为函数关系。

另一种类型是：变量间有某种关系，但又不是确定性的关系，称之为相关关系。

可以看出，函数关系和相关关系是两种不同的关系，但它们之间又没有严格的界限。在理论上存有函数关系的变量，由于实验或测量的误差，数值会有不确定性；而相关变量间本来是没有确定性关系的，但在特定条件下，从统计意义上看，它们又是存在某种函数关系的。

在变量存在相关关系时，又有两种情况：

第一种，这些变量都是随机变量，彼此间地位相同，任一个变量既可以做因变量也可以做自变量。这类问题可以用相关分析解决。

第二种，某些变量是可以控制和测量的非随机变量，称之为自变量，另一个变量与它们有关，它是不可控的，是随机变量，称之为因变量。这里因变量与自变量地位不同，不能互换。这类问题我们用回归分析去解决。

相关分析主要用来衡量变量间线性相关的密切程度；回归分析则是定量地给出变量间变化规律，它不仅能提供变量相关关系的经验公式（回归方程），而且可以判明所建立的回归方程的有效性。在方程有效的前提下，可以利用方程做预测和控制，并了解预测和控制的精度。在多元回归中，还可以分析判定出哪些是重要的变量，哪些是次要的变量。

本章9.1节讨论相关分析；9.2节讨论简单线性回归；9.3节讨论多元线性回归；9.4节讨论离散变量Logistic回归；9.5节讨论广义回归。


9.1　相关分析

这里通过一个例题来详细了解相关分析的具体内容。

例9—1

某市场分析员进行了一项研究，分析某地区居民的每月家庭消费支出y与每月家庭收入x之间的关系。现从该地区随机抽取了16个家庭组成一个样本，数据见表9—1（数据文件：REG_收入与支出.MTW）。试判定：该地区居民的每月家庭消费支出y与每月家庭收入x是否相关？如果相关，那么相关是否密切？在显著性水平α＝0.05时，给出y与x的一元线性回归方程，判定方程是否有效。当家庭收入为8000元时，预测消费支出y的大致范围。

表9—1　某地区居民每月家庭收入与消费支出数据记录

[image: alt]

这里首先要解决的问题是：收入x和消费支出y相关吗？经验告诉我们似乎是相关的，但统计学不相信表象，我们要用统计的方法证实它们确实相关。

我们的做法是：

（1）先绘制x，y的散点图。通过散点图形的特点大致可以了解x，y是否可能存在相关关系。打开数据文件“REG_收入与支出.MTW”，在MINITAB中，选择指令“图形＞散点图（Graph＞Scatter plot）”，输入变量后，得到图9—1。

[image: alt]

图9—1　消费支出与收入散点图

分析散点图大致有以下特点：

●由图9—1可以看出，本例中两个变量间确实相关，当收入x增加时，消费支出y也呈上升趋势。

●存在一条上升的直线，大致使得：1）点密集分布在这条直线的两侧；2）两侧点的分布数目大体相等；3）点在直线两侧分布的具体位置完全是随机的。

（2）为了更为准确地描述x，y相关的密切程度，我们引入一个统计量来量化它，这就是样本相关系数r。

设（x1，y1），…，（xn，yn）为抽样得到的来自两个总体的配对随机样本数据，Tx，Ty分别代表所有x和所有y数据之和，Lxy为x，y的离差乘积和；Lxx，Lyy分别为x，y的离差平方和。相关系数定义为：

[image: alt]

回到例9—1，将数据代入式（9—1）至式（9—4），计算后可以得到：

Lxy＝3259.81，Lxx＝7690.94，Lyy＝1580.44

所以

[image: alt]

从理论上来说，根据r的计算公式，数学推导可以证明：|r|≤1。对于应用工作者来说，关键是要理解相关系数的含义。

相关系数r在不同取值范围时与散点图的关系大致如图9—2、图9—3、图9—4所示：
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图9—2　r＝±1时，x，y完全线性相关散点图

[image: alt]

图9—3　|r|＜＜1时，x，y线性相关散点图

[image: alt]

图9—4　r＝0时，x，y散点图

从相关系数的定义及从上述4张图上可以看出，r的绝对值越接近于1，则数据点与直线越靠拢；r的绝对值越小，则数据点与直线越远离。直到最后，如果x与y完全无关，则r应该接近于0；但反之，如果r接近于0，我们不能断言“x与y完全无关”，实际上，x与y的关系很可能如图9—4中右图那样，是有二次函数关系的。因此，正确的说法是：如果r接近于0，我们可以断言x与y非线性相关。总之，相关系数r是两个变量间线性相关关系密切程度的度量。

（3）在工程实际中，如果知道某两个变量间没有线性相关关系，那么它们总体的相关系数应该为0，但实际上由于实验或测量的误差，我们根据样本数据计算出来的相关系数却不会准确等于0。自然地，我们会想到：到底样本相关系数r为多大时，才可以认为x，y是在统计意义上具有线性相关关系呢？

有的六西格玛管理教材中说“只要相关系数绝对值大于0.8，则二者肯定相关”，这显然是错误的。原因就在于样本相关系数r的分布与样本量密切相关，我们需要通过如下假设检验的方式加以判断。

（1）设立假设：假定变量间总体相关系数为ρ，则
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（2）确定检验统计量及在原假设成立条件下的分布。由于得知近似有

[image: alt]

这里ρ是总体相关系数，是个未知的参数，用样本相关系数r作为ρ的估计量，并对r进行标准化变换，可以得知在原假设成立条件下近似有下列结论：

[image: alt]

（3）对应前面三组假设检验问题式（9—5），拒绝域W分别为：

H1：ρ＞0，W：{t＞t1－α（n－2）}，若落入拒绝域，可以断言两变量间正线性相关；

H1：ρ＜0，W：{t＜tα（n－2）}，若落入拒绝域，可以断言两变量间负线性相关；

H1：ρ≠0，W：{|t|＞t1－α/2（n－2）}，若落入拒绝域，可以断言两变量间线性相关。

回到例9—1，我们来判定x，y是否线性相关。

我们设定的假设是：H0：ρ＝0，H1：ρ≠0。
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所以，结论是拒绝原假设，x，y是线性相关的。

对于相关系数的检验也可以直接通过查表的方式进行。

对于检验H0：ρ＝0，H1：ρ≠0，在本书附表12中给出了|r|的临界值rα。如果实际计算所得到的|r|＞rα，则拒绝原假设。例如，对于例9—1，当n－2＝14时，取α＝0.05，查附表12得临界值是0.4973，由于0.935＞0.4973，因此拒绝H0，即可以断言x，y是线性相关的。

如果用MINITAB来判定，会简单得多，打开数据文件“REG_收入与支出.MTW”，选择指令“统计＞基本统计量＞相关（Stat＞Basic Statistics＞Correlation）”，如图9—5所示；输入变量后，得到以下结果：
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图9—5　相关性检验操作图



相关：支出，收入

支出和收入的Pearson相关系数＝0.935

P值＝0.000



可以看到，输出的相关系数r＝0.935，与手算结果是一致的，另外输出结果中p值＝0＜0.05。所以，结论是拒绝原假设，收入x与消费支出y是线性相关的。

要注意的是：x与y显著相关并不意味着x与y间一定存在因果关系，可能它们都以另一个变量为原因。例如，对于一个城市，“当日雨伞的销售量”与“当日道路上交通事故量”高度相关，但二者谁也不是另者的原因，实际上二者都以“当日降雨情况”为原因。因此在六西格玛管理中，寻找原因时不能只看相关系数，还要分析变量间关系的结构；但反过来说，寻找y的原因时，只可能在与y有显著密切相关关系的变量组中寻找；与y关系不密切者更不可能是y的原因。因此，研究相关关系对于六西格玛管理而言还是很重要的。

用上述求相关系数的方法，可以同时求出多个变量间的相关系数矩阵。例如，在本章9.3节中介绍一个例子，研究水泥在凝固时放出的热量y（卡／克）与水泥中4种化学成分物质x1，x2，x3，x4的关系。共记录了13组数据，列在表9—8中（数据文件“REG_Hald数据.MTW”）。现在希望判断水泥的4种化学成分间是否有相关关系。这是个同时讨论多个自变量间关系是否密切相关的实例。

先画图来直观观察一下。由于变量个数大于2，因此散点图就不够用了。我们用矩阵图（matrix plot）更方便。从指令“图形＞矩阵图（Graph＞Matrix Plot）”入口，在填写变量时，将x1，x2，x3，x4都输入作为变量，得到如图9—6所示图形。
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图9—6　多变量的矩阵图

从图中可以看出x1与x3，x2与x4之间有负相关的迹象，但它们是否真的相关呢？我们来计算它们之间的相关系数。

从指令“统计＞基本统计量＞相关（Stat＞Basic Statistics＞Correlation）”入口，在填写变量时，将x1，x2，x3，x4都输入作为变量，得到以下结果：



结果：REG_Hald数据.MTW

相关：x1，x2，x3，x4
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单元格内容：Pearson相关系数

P值



从输出结果中可以看出，x1与x3的相关系数r＝-0.824，p值＝0.001＜0.05；x2与x4的相关系数r＝-0.973，p值＝0＜0.05；这两对是有显著负相关关系的，其余各对是没有相关关系的。关于这个例题的详细讨论请看9.3节。


9.2　简单线性回归

9.2.1　简单线性回归方程的建立

当确定两个变量间存在线性相关关系时，常常希望建立两者间的定量关系表达式，这便是两个变量间的一元线性回归方程。从图9—1也看得出来，16个点大致在一条直线附近波动，我们这里希望建立的一元线性回归方程便是对这条直线的一种估计。

这里线性回归方程的建立是基于下面这些假定才成立的：

（1）自变量x视为非随机变量；

（2）当自变量x取某特定值时，对应的y值服从正态分布，且这些正态分布对于不同的自变量x值是等方差的；

（3）我们所建立的回归方程实际上是自变量x取值与随机变量y的均值之间的关系式，这种关系如图9—7所示：
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图9—7　自变量x与随机变量y关系图

我们把这条回归直线方程称为总体的回归直线方程，表示成：
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把一元线性回归模型表示成：
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式中，yi表示自变量取xi时的响应值；β0，β1分别表示直线的截距与斜率；εi表示随机误差，相互独立，而且εi～N（0，σ2）（i＝1，2，…，n）。

对于一个实际的问题，若判定变量间确实满足上述一元线性回归模型条件时，就可以将它们表示成E（y）＝β0＋β1x这样的形式。接下来要做的就是将方程中未知的参数β0，β1用样本观测数据估计出来，假设估计出来后的方程表示为：
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式中，a，b统称为经验回归方程的回归系数（一般省略“经验”二字），a是β0的估计值，b是β1的估计值；[image: alt]是x＝xi时E（y）的一个拟合值（fitted value）。

另外，将实际观测值yi与拟合值[image: alt]间的差异称作残差（residual），用ei表示。所以有：
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残差是个非常重要的概念，它的主要用途有：

（1）残差分析。目的在于检验整个回归分析的过程是否符合我们的基本假定，以及观测值中是否有个别点具有特殊状况。

（2）确定评估最佳拟合直线的准则。最常用的想法是使残差平方和最小作为最佳拟合直线的评估准则，这种方法就是通常所称的最小二乘法（least square）。

残差平方和表示为：
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可以将SSE视为a，b的函数，为使得SSE最小，可以对a，b分别求偏导数后令它们为0，得到方程组：
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解方程组，得到

[image: alt]

通过最小二乘法求得的回归方程[image: alt]有如下性质：

（1）通过点[image: alt]，（0，a）；

（2）∑ei＝0；

（3）∑eixi＝0；

（4）∑ei[image: alt]＝0。

回归系数有如下性质：

（1）斜率b是β1的无偏估计值，服从正态分布，即b～N[image: alt]。

（2）截距a是β0的无偏估计值，服从正态分布，即a～N（β0，[image: alt]）。

回到例9—1，按照最小二乘法，可以求出消费支出y与收入x的一元线性回归方程。

由式（9—12），得
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所以，回归方程为：

y＝9.12＋0.424x

对于此回归方程一定要能清楚地解释其含义，特别是斜率的含义。在本例中，斜率0.424代表的是，若居民的每月家庭收入值x每增加1个单位（百元），则平均说来，居民的每月家庭消费支出值y将增加0.424个单位（百元）。一般说来，回归系数b代表的是：x每增加1个单位，平均说来，y将增加b个单位。通常，b是有量纲的，它的量纲是［y］/［x］。当然本题比较特殊，x与y量纲恰好相同，因此本例中，回归系数b是个无量纲的常数。

为了用MINITAB求x，y的回归方程，先打开数据文件“REG_收入与支出.MTW”。求单自变量的回归方程可以有两种操作方式。第一种方式是：选择指令“统计＞回归＞拟合线图（Stat＞Regression＞Fitted Line Plot）”；输入变量名后，得到图9—8，我们会发现回归方程和手算结果是一致的。
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图9—8　一元线性回归拟合线图

另一种方式是：选择指令“统计＞回归＞回归（Stat＞Regression＞Regression）”，输入变量名称后，得到的回归方程也是一致的。除回归方程外，还输出了很多其他有用的信息，这些信息将在后续章节中加以说明。



回归分析：支出与收入

回归方程为

支出＝9.12＋0.424收入

[image: alt]

方差分析

[image: alt]



将计算指令“统计＞回归＞拟合线图（Stat＞Regression＞Fitted Line Plot）”与指令“统计＞回归＞回归（Stat＞Regression＞Regression）”相比较，它们虽然都是进行回归计算的，但前者只适用于单个自变量，输出结果比较少，但它输出了回归线的图形，给使用者以直观的显示；而后者可以适用于任意多个自变量，输出结果比较全面详细，但缺点是无任何图形输出（是多个自变量的原因）。读者应选择合适的窗口实现必要的功能。

回归方程拟合出来之后，我们需要进行统计分析以解决以下四个问题：

（1）给出回归方程的显著性检验，从总体上判定回归方程是否有效；

（2）给出回归方程总效果好坏的度量标准；

（3）当回归方程效果显著时，进行各个回归系数的显著性检验，判定回归方程中哪些自变量是显著的，将效应不显著的自变量删除，以优化模型，这点尤其在多元回归当中至关重要；

（4）残差诊断——检验数据是否符合我们对于回归的基本假定，检验整个回归模型与数据拟合得是否很好，是否能进一步改进回归方程以优化我们的模型。

9.2.2　简单线性回归方程的显著性检验

随便给一组数据，按照式（9—12）都可以计算出一个回归方程。那么，这组变量中，y是否真的与x有关系？如果y与x没有关系，那么建立起来的回归方程就没有意义。如何判断整个回归方程是否有意义呢？也就是要检验下列问题：

H0：模型无意义

H1：模型有显著意义

为了回答此问题，我们要对所有数据进行仔细分析。当回归直线拟合出来之后，可以发现观测数据yi可以分解成三个部分之和，如图9—9所示：
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图9—9　观测值yi的分解图

这里，观测数据yi表示成：
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将此式改写成：
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将式（9—13）平方并累积求和，由于右端两项和之平方和展开后的中间交叉项为0，因而可以得到
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这就是本节最重要的平方和分解公式。

记总离差平方和为：
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总的自由度（degree of freedom）：

dfT＝n－1

回归平方和：

[image: alt]

回归的自由度：

dfR＝1

（回归平方和自由度恰好是回归方程中自变量的个数，在简单回归中只有一个自变量，所以在本例中有dfR＝1。）

残差平方和：

[image: alt]

残差的自由度：

dfE＝n－2

实际上，用缩写的方式来写，式（9—14）就是证明了有下列平方和分解公式：

SST＝SSR＋SSE

而且有　dfT＝dfR＋dfE

我们继续讨论如何使用方差分析法来对回归方程作显著性检验。响应变量y总的数据波动用总离差平方和SST表示，本质上说，SST由两大部分组成：一方面，由于x，y之间存在线性相关关系时，x的变化会引起y的变化，这种变化可以用回归线上的拟合点的波动加以解释，归结为SSR；另一方面，数据观测点与回归线上拟合点的差异完全是由于随机误差引起的，这种残差的平方和归结为SSE。可以设想，如果回归完全没有意义，则回归方程变成一条水平线，这时回归平方和SSR将几乎为0，而残差平方和SSE将构成总离差平方和SST的主体；反之，可以设想，如果回归非常好，则数据点几乎全在回归方程线上，这时残差平方和SSE将几乎为0，而回归平方和SSR将构成总离差平方和SST的主体。因此，SSR与SSE的比值将是度量回归是否显著的最具代表性的结果。但我们还不能直接将两者的比值直接使用，这是因为形成两个平方和的独立变量个数并不相同，要各自对其平方和求出“平均”，也就是要除以各自的自由度，这就是“均方和”（mean square）。具体写出来，这个比值就是：
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如果这个比值足够大，就有理由否定“回归模型无意义”的原假设，而应该认为回归效果是显著的。统计学家证明，在原假设成立的条件下，F将服从自由度为（dfR，dfE）的F分布。拒绝域为：

{F＞F1－α（dfR，dfE）}

将上述所有结果整理一下，就可以得到如表9—2所示的方差分析表。这里除了列出的自由度一列是针对简单线性回归给出的，其他列是所有回归分析都相同的。

表9—2　简单线性回归的ANOVA表
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回到例9—1，对求出的回归方程作显著性检验。

由式（9—15）、式（9—16）、式（9—17），可得
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SSE＝SST－SSR＝198.8，dfE＝n－2＝14

MSR＝SSR/dfR＝1381.7

MSE＝SSE/dfE＝14.2

F＝MSR/MSE＝97.32

将计算结果列入方差分析表，见表9—3。

表9—3　简单回归的ANOVA表
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由于F的观测值落入拒绝域：F＝97.32＞F1－α（dfR，dfE）＝F0.95（1，14）＝4.6，所以可以得到结论：方程是有显著意义的。

ANOVA表的另一个用途是提供了残差的方差的估计量：一元线性回归模型yi＝β0＋β1xi＋εi中的随机误差εi～N（0，σ2），从ANOVA表中可以得到MSE（位于“均方和”所在列，“残差”所在行交叉点处，在表9—3中用阴影部分标出，本例MSE是14.2），而MSE正是σ2的无偏估计，即可以选取：
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9.2.3　简单线性回归方程总效果的度量

如果实际观测值与拟合出来的回归线很贴近，说明回归线与数据拟合得很好，我们就说回归方程总效果很好。为了比较几种回归方程效果好坏，通常用三个指标来度量回归方程的总效果：R2（MINITAB使用记号R－Sq），[image: alt]（MINITAB使用记号R－Sq（调整））以及s。下面逐一加以说明。

从前面ANOVA内容我们知道，SST＝SSR＋SSE，当实际状况是观测点落在回归直线旁很近时，回归总效果就很好。因此在ANOVA表中，F很大，即SSR与SSE相比很大，当然SSR在SST中比率也就很大。这时可以用决定系数R2来表示这个比率：
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R2衡量回归方程解释观测数据变异的能力，它是回归平方和占总离差平方和的比率。当然其数值越接近于1代表模型拟合越好。这与方差分析的概念是一致的，只不过是用不同的方式表达罢了。应特别指出的是：在简单线性回归中，当只有一个自变量时，R2就是9.1节所介绍的样本相关系数的平方，即R2＝r2，这就使R2有了更直观的含义。

需要注意的是，R2并不是回归模型拟合效果的最好度量指标。这是因为，从回归平方和的定义就可以看出，当多一个自变量加入模型时，不管这个变量影响是否显著，回归平方和都会增大，R2也会增大，因此从R2的增大看不出新增加的自变量是否有意义，这点在多元回归中会更为明显。此时我们应该用[image: alt]（MINITAB使用记号R－Sq（adj））去修正R2，以考虑模型总项数增加带来的影响。
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式中，p代表回归方程中自变量（包含常数项在内）的个数。

在简单线性回归中，由于p＝2，所以
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从定义就可以看出，[image: alt]≤R2，引入[image: alt]的作用就是看它与R2之间的差距有多大，两者数值越接近，说明模型拟合越好。

在模型拟合好坏的度量中，R2与[image: alt]都是从总体上给出的比率方面的度量。我们引入的另一个指标是残差标准差S，它是从观察值与拟合回归线的平均偏离程度来加以度量，也即回归模型中标准差σ的估计值，当然我们希望S越小越好。由于式（9—18）告诉我们MSE正是σ2的无偏估计，所以σ的估计值就是MSE的平方根：
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由于正态分布均值加减2倍标准差将包含大约95％的数据，因此，粗略地说，以回归线为中心，上下各距离2倍S为距离画出平行线区域（即[image: alt]范围）将包含大约95％的数据。使用者可以根据此数值估计出观测值可能波动的范围，如果使用者认为2S的误差可以容忍的话，则回归方程是可接受的；反之，如果此误差大得不能容忍的话，则回归方程是无意义的。对于几个不同的回归方程的效果加以比较时，S是个最重要的指标，哪个回归方程的S最小，哪个回归方程就最好。

续例9—1，计算度量回归方程总效果的三个指标：
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这些结果在MINITAB的输出中都可以找到。详细解释请参阅9.2.4节之后的说明。

9.2.4　回归系数的显著性检验

在回归线的两个系数中，显然斜率b较截距a更为重要，因为如果b＝0，就意味着回归线是水平的，因变量将不受自变量的影响，从而b＝0将导致拟合出来的回归线毫无意义。由于在一元线性回归中只有一个自变量，因此对于一元线性回归而言，回归系数的检验与回归方程的显著性检验是一回事，但是对于多元线性回归将有很大的差别。对于回归方程系数的检验，我们不能简单地比较几个系数的大小就得出结论，因为系数都是有量纲的，无法直接比较。比如，回归方程是y＝5＋5000x1＋0.0005x2＝a＋b1x1＋b2x2，你决不能因为5000比0.0005大千万倍，就说x1比x2的作用更显著，因为实际上很可能x1本身就是百万分之几的数，x2本身就是几百万的数，所以不能因为b1比b2大很多倍就断言x1比x2的作用更显著。

下面介绍关于简单线性回归中回归系数b的准确检验方法——t检验法。

（1）建立一般假设：H0：β1＝0，H1：β1≠0。

（2）确定检验统计量：基于9.2.1节的内容，我们知道回归系数b～[image: alt]，得到t检验统计量及其在原假设成立时的分布为：
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式中，[image: alt]。

（3）拒绝域W为：{|t|＞t1－α/2（n－2）}。

回到例9—1，我们对回归方程的斜率b进行显著性检验。

1）建立假设：H0：β1＝0，H1：β1≠0。

2）确定检验统计量：

σ未知时，由于[image: alt]＝MSE＝14.2，得到检验统计量为：
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由于t＝9.87＞t1－α/2（n－2）＝t0.975（14）＝2.145，因此得出结论：拒绝原假设，回归线斜率不为0，系数对应的自变量x是显著的。

此项检验结果在MINITAB输出中也有相应的输出（在R－Sq等回归效果度量之前）：
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由于对x的回归系数检验得到的p值为0，因此拒绝原假设，即应认为x的回归系数不为0，此自变量对于y是有意义的。

当自变量只有一个的时候，ANOVA中的F检验与这里的t检验其实是一回事，事实上，t的平方就是F（本例中，ANOVA表中的F＝97.32，恰好就是T＝9.87的平方），所以两个检验的效果（包括p值）会完全等价。但是当自变量不止一个的时候，ANOVA中的F检验是分析回归的总效果，t检验是分别检验每个单独的自变量是否有显著意义，两者含义有很大差别。回归总效果显著不能排除某几个自变量是无意义的。正如古时的寓言：齐宣王喜欢听竽合奏，听竽的合奏效果很好；但儿子齐氵昬王上台后喜欢听竽独奏，结果发现有些竽手是“滥竽充数”的。我们进行回归方程系数检验的目的，就是要发现是否有“滥竽充数”的自变量。这些多余的变量应该从方程中剔除掉，详细内容见9.3.2节。

9.2.5　回归方程的残差诊断

在计算机未能普及应用之前，人们认为进行上述几方面的统计分析就足够了，但统计学家安斯康姆（F. J. Anscombe）于1973年在其论文中举出例子后让大家吃了一惊。我们先借助他举的例子来解释为什么在作了回归方程一般统计分析（包括显著性检验、回归系数显著性检验）之后，还要进行残差诊断。

例9—2

现有四组数据，分别是（x1，y1），（x2，y2），（x3，y3），（x4，y4），数据见表9—4（数据文件：REG_残差分析.MTW）：

表9—4
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打开数据文件“REG_残差分析.MTW”，选择指令“统计＞回归＞拟合线图（Stat＞Regression＞Fitted Line Plot）”，分别输入四组变量后，可以得到四组图形，见图9—10。
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图9—10　四组变量拟合线图

我们惊奇地发现输出结果大体相同：y＝3＋0.5x，R－Sq＝66.7％，R－Sq（adj）＝62.9％，S＝1.24，回归方程显著性检验结果也都完全相同。

但实际情况是，这四组数据对应的变量间的关系是有很大差异的。右上角（第二组数据）明显应该是个二次函数，用线性回归去处理是不合适的，模型应该再改进；左下角（第三组数据）中10个点在一条直线上（y＝4＋0.346x），但另一个点明显脱离此线；如果考虑全部11个点，则方程（y＝3＋0.5x）与刚才方程有很大不同；那么哪个方程“正确”呢？这就需要进一步审查那个离线的点，数据记录是否有错误？还是有什么其他原因？一定要判明此点是“留”还是“舍”。右下角（第四组数据）中10个点在图中左下角分布完全没有规则，但另一个点在图中右上角，是它完全决定了回归方程的结果，我们对于这种情况要特别慎重，一个回归方程竟然对于一个点（“强影响点”）有这样严重的依赖，应该考虑此批数据到底是否为真实规律的反映。这个例子启示我们，要保证一个模型能够真实反映实际状况，只考虑前面所述三方面的统计分析是远远不够的，还需要进一步做残差诊断，才能得到更为准确的结论。

前面介绍过，残差的定义为实际观测值与拟合值之差，即[image: alt]。正常情况下，如果模型确实能够反映数据情况，则残差应满足如下假定：

（1）具有时间独立性；

（2）来自稳定受控总体；

（3）对输入因子的所有水平有相等的总体方差；

（4）符合正态分布ei～N（0，σ2）（i＝1，2，…，n）；

为了检验残差是否满足这些条件，我们要进行残差诊断，而这主要是使用图形方法。在进行残差诊断时应该画出下列四种图：

（1）残差对于观测顺序的散点图：以残差为纵轴，以时间T为横轴；

（2）残差对于拟合值[image: alt]的散点图：以残差为纵轴，以拟合值[image: alt]为横轴；

（3）残差的正态概率图：在正态概率纸上，以累计百分比为纵轴，以残差为横轴；

（4）残差对于各自变量的散点图：以残差为纵轴，以各自变量为横轴。

图9—11画出了在正常情况及不正常情况下的各散点的轮廓图状况。这些图并不特指上述各图中的哪种图。总之，以残差为纵轴，横轴可以是时间、自变量、拟合值。正常的残差图应该如图9—11中左上角（1）的情况：散点散布在水平矩形中。非正常残差图如图9—11中后三种图形所示情况。
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图9—11　常见残差图类型

其中残差对于拟合值[image: alt]的散点图中的不正常，主要是出现图9—11中的情况（2）或（3），这说明模型与数据拟合得不好，需要改进模型。如果出现（2），即残差图呈现“喇叭口”，一般说明对于y的线性模型与数据拟合不好，建议对y作个变换会更好，例如将y取平方根、取对数、取倒数等，具体的处理方法将在例9—4中介绍。残差对于各自变量的散点图情况的不正常，主要是图9—11中的情况（3），即出现“弯曲”。对于这种不正常，一般说明y对于x的线性模型与数据拟合不好，建议应该增加x的高阶项才会好些（例如拟合x的二次函数或三次函数）。图9—11中的情况（4）特别容易出现在横轴为试验顺序的图中，对于这种不正常，一般说明试验过程中混入了某种系统的但未知的干扰原因，要对试验（或数据收集）过程进行更仔细分析，找出异常的原因，这常常导致要重新试验或重新收集数据。总之，要对于不正常的残差找出原因，并设法解决。残差中出现问题要设法解决，但情况多种多样，很难给出能概括所有情况的一般办法，要靠丰富的经验才能顺利解决，初学者只能多试验几种方法看看哪种方法最有效。

下面仍以例9—1为例，看看如何通过MINITAB做回归方程的显著性检验、回归总效果度量、回归系数显著性检验及残差诊断。

打开数据文件“REG_收入与支出.MTW”，选择指令“统计＞回归＞回归（Stat＞Regression＞Regression）”，得出界面如图9—12左半部分所示。输入变量名称后，再点击“图形（Graphs）”，得出右半图界面，勾选“四合一（Fourinone）”，在“残差与变量（Residuals Versus the variables）”中输入自变量名称，如图9—12右下角所示。
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图9—12　回归操作图

点击“确定”后，可得下列输出结果及图9—13、图9—14。
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图9—13　回归残差图
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图9—14　残差与自变量图



回归分析：支出与收入

回归方程为

支出＝9.12＋0.424收入
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方差分析
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输出结果说明：

（1）回归方程的显著性检验：要先看ANOVA表中的结果。其中对应F统计量97.32的p值＝0.000＜0.05，所以从整体上判定回归方程是显著有效的。

（2）回归方程总效果的度量：R－Sq与R－Sq（adj）很接近，且R－Sq（adj）＝86.5％，说明拟合的模型可以解释消费支出y中86.5％的变异，回归的效果还可以（但也不能说非常好），同时拟合模型的S大约是3.77（百元）即377元，上下大约2倍S即约754元，所以我们认为模型拟合总效果还可以。

（3）回归方程显著时，作回归系数的显著性检验：自变量x系数的p值＝0＜0.05，说明自变量x是显著因子。本例是单个自变量的情况，这项检验与回归方程ANOVA中的显著性检验是等价的。

（4）残差诊断：MINITAB画出的残差图见图9—13及图9—14。

图9—13即是残差诊断的输出结果，下面加以解释：

（1）首先看右下角“残差与观测值顺序”（Residuals Versus the Order of the Data）：观察残差对于以观测值顺序为横轴的散点图，重点考察此图中残差值是否随机地在水平轴上下无规则地波动。若是随机波动，说明残差值间是相互独立的。本例中，残差值随机波动，彼此间是独立的。

（2）看右上角“残差与拟合值”（Residuals Versus the Fitted Values）：重点考察此散点图中残差是否保持等方差性，即是否有“漏斗形”或“喇叭形”。若图形明显有漏斗形或喇叭形，说明对响应变量y需要做某种变换，变换后重新拟合模型，拟合效果会更好。本例中，图形正常，残差是等方差的。

（3）看左上角的“正态概率图”（Normal Plot of Residuals）：观察残差的正态概率图，看残差值是否符合正态分布。本例中，p值＝0.504＞0.05，可以认为残差是服从正态分布的；左下角的“残差直方图”（Histogram of the Residuals）可供辅助检查残差大致分布情况。

（4）看残差对于以各自变量为横轴的散点图“残差与收入”（Residuals Versus the Variables）（见图9—14）：重点考察此图中是否有弯曲趋势。若残差虽保持等方差，但图形有明显的弯曲趋势，就应考虑增加自变量的高阶项才能使模型拟合得更好些。本例中，残差对于自变量“收入”的散布图是正常的，无弯曲趋势。

由以上残差图分析可以得出结论：数据符合我们对于回归的基本假定，本例整个线性回归方程与数据拟合是较好的。

请注意看图9—12中右侧操作中的最上端，在“图中的残差”选项中有三种选择：“正规”、“标准化”及“删后”。“正规”残差指的就是式（9—10）给出的定义：

[image: alt]

这里残差是有量纲的，其量纲与原来y的量纲是一致的。但仅看正规残差很难断定某点处的残差绝对值是否偏大。为此，我们将所有的残差进行“标准化”，一般教材中称之为“t化残差”，它不是简单地把残差减均值并除以残差的标准差，它还要考虑到自变量观测值到自变量平均值之间的距离等因素而得到的（具体计算公式从略）。标准化后的残差可以近似看成是相互独立的服从标准正态分布的随机变量，因此标准化残差的绝对值一般不应超过2（标准正态分布落在±2之外的概率大约只5％），这可以用来检查单个观测值是否有异常（注意这种“异常”不是指观测值是否过大或过小，而是指偏离模型是否很远）。“删后”残差是指在全部数据中删除本数据而保留别的数据再进行回归时，对本观测值所得到的残差。这是在假定模型已经正确的条件下，观察每个单一观测值对于模型的作用及影响，例如有的数据作用不同寻常，将此单个数据删除后，模型会发生很大变化，这种点称为“强影响点”，而一般数据则不会这样。注意：异常点与强影响点并不是一回事。异常点可能是强影响点，但也可能不是；同样，强影响点也可能是异常点，也可能不是异常点。如果在实际问题中遇到异常点或强影响点时，要考虑到它对估计和拟合的种种影响。解决问题的办法有两种：第一种是删除此点（如果对方程影响不大）；另一种方法则是采用一些不大受这种点影响的“稳健”估计方法，主要有R方法（采用数据的秩数据）和M方法（休伯（Huber）提出的一种极大似然估计方法）。有需求的读者可以参考专门书籍（如本书参考文献［3］：茆诗松主编《统计手册》等）。

9.2.6　利用回归方程进行预测

当回归模型建立完成后，可以利用它来预测自变量为x＝x0时的因变量y的响应值，这里要考虑两个问题：一个是如何预测x＝x0时因变量y的平均响应的范围；另一个是预测x＝x0时因变量y的单个观测值响应的范围。

9.2.6.1　预测x＝x0时因变量y的平均响应

假定样本回归方程已确定为：[image: alt]，预测x＝x0时因变量y的平均响应有点估计和区间估计两种情况。点估计很简单，要预测x＝x0时，因变量y的平均响应，只需要将x＝x0代入方程[image: alt]即可。而求出因变量y的平均响应置信区间则比较复杂。本来，如果我们得到的回归方程已经就是理论的回归方程，则点估计就是准确的预测均值。但我们的回归方程是经验回归方程，回归方程中的参数是由样本估计而来，a，b并不就是理论回归方程中的β0，β1，回归系数的波动导致预测因变量y的平均响应的波动。

以点估计值a＋bx0为基础的平均响应的1－α置信区间为：

置信下限：

[image: alt]

置信上限：

[image: alt]

式中

[image: alt]

这个置信区间通常用CI（confidence interval）表示，称之为预测的理论均值的置信区间。

从公式中，可以看出只有当[image: alt]时，置信区间是最窄的，这说明，在对y进行预测时，自变量越接近[image: alt]时，预测效果越好；越远离[image: alt]时，预测效果越差；当自变量处于预测区域之外时，甚至预测结果不再具有实用价值。

9.2.6.2　预测x＝x0时因变量y的个别响应

个别响应yi可以看作平均响应再加上随机误差，即yi＝β0＋β1xi＋εi，可以看出，个别响应值是在原来的平均值的周围，以σ为标准差所形成的波动。这个置信区间我们通常用PI（prediction interval）表示，指的是由于单个观测值偏离回归方程中心而导致的观测值波动范围。显然，它应比平均响应的预测置信区间CI要宽很多，个别响应值的1－α置信区间公式为：

置信下限：

[image: alt]

置信上限：

[image: alt]

式中　[image: alt]

9.2.6.3　预测x＝x0时因变量y的个别响应近似公式

当x离[image: alt]不太远且n较大时，式（9—27）、式（9—28）中根式里的值近似为1，t1－α/2（n－2）用Z1－α/2代替，这样得到y的1－α近似预测区间：

[image: alt]

如果取α＝0.05，则Z1－α/2＝1.96，约等于2，所以式（9—29）可以简化为（[image: alt]－2S，[image: alt]＋2S）。正是由此，所以我们在9.2.3节中给出了重要结论：粗略地说，以回归线为中心，上下各距离2倍S为距离画出平行线区域（即[image: alt]±2S范围）将包含大约95％的数据。

续例9—1

我们看如何计算当家庭收入x＝80（百元）时，消费支出y的预测情况。

解　（1）以点估计预测x＝80（百元）时，因变量y的平均响应。

将x＝80，代入方程[image: alt]＝9.12＋0.424x，得到[image: alt]＝43.04（百元）。

（2）以置信区间预测x＝80时因变量y的平均响应。

由式（9—24）、式（9—25）得到

置信下限：

[image: alt]

置信上限：

[image: alt]

即CI为（39.77，46.31）。

（3）以置信区间预测x＝80时因变量y的个别响应。

由式（9—27）、式（9—28）得到

置信下限：

[image: alt]

置信上限：

[image: alt]

即PI为（34.32，51.76）。




下面介绍如何利用MINITAB对回归方程进行预测。

续例9—1

当家庭收入x＝80（百元）时，预测消费支出y。

先打开数据文件“REG_收入与支出.MTW”，选择“统计＞回归＞回归（Stat＞Regression＞Regression）”，输入变量后，点击“选项（Options）”，输入x的一个值“80”（单位：百元），如图9—15所示。

[image: alt]

图9—15　利用回归方程进行预测操作图

点击“确定”后，得下列输出结果：



新观测值的预测值

[image: alt]

新观测值的自变量值

[image: alt]



我们还可以通过选择指令“统计＞回归＞拟合线图（Stat＞Regression＞Fitted Line Plot）”输入变量后，选择“选项（Options）”后，显示CI和PI预测区间的图形，如图9—16、图9—17所示。

[image: alt]

图9—16　利用拟合线图显示CI和PI

[image: alt]

图9—17　拟合线图显示CI和PI结果

从图9—17也可以看出，PI预测区间明显宽于置信区间CI。要注意，在图9—17中给出的是对全部原有数据的预测置信区间，并非对给定的某个新观测值而给出的。


9.3　多元线性回归

上节讨论了一元线性回归的情况，其中因变量只与一个自变量有关。在大多数实际问题中，影响因变量的因素往往是多个，我们把这类单个响应变量对于多个自变量的回归问题称作多元回归分析。在本节中，着重讨论最一般的多元线性回归问题，也就是希望得到下列回归方程：

[image: alt]

这里一共包含k个自变量。有时也记回归方程所包含的总项数为p，这样就有p＝k＋1。

多元线性回归分析的基本流程与一元线性回归完全相同，在建立回归方程后，先要进行统计分析，考察模型总效果是否显著，记录回归效果的度量结果，考察各个自变量效应是否都显著，然后进行残差分析。这些分析的结果归纳起来，就是综合考虑并判断：模型与数据拟合得如何？是否模型还有改进的余地？如果模型中有些变量效应不显著，则我们改进时应该删去这些变量；如果在残差分析中，发现残差与响应变量预测值[image: alt]的图不正常，则要考虑对y作变换；如果在残差分析中，发现残差与自变量x的图不正常，则要考虑增加自变量的高阶项。修改模型后，要再次进行回归分析，看新模型的回归效果是否有改进。如果确有改进，则应该修改原来的模型，然后重新进行统计分析和新的残差诊断，直到获得最满意的模型为止。模型满意后，还要再考虑数据中是否有与模型有较大偏差的点（异常点或强影响点）。如果有这种点，则要考虑如何处理这些点：通常首先要重新检查数据来源或试验条件以及记录中是否有问题，如果确认此数据有问题，则应该删除；如果数据本身并无问题，则要考虑是否换用别的稳健估计方法。

与一元线性回归分析不同的是，在多元回归方程中，即使整个回归效果是显著的，因变量y也有可能只与某几个自变量x有密切关系（系数显著不为0），所以对于多元回归，除了检验整个回归方程显著性以外，还要对各个回归系数进行检验，以分辨出哪些x对y没有影响，或者更准确地说，删除了此变量之后对于回归方程没有重要影响。

9.3.1　多元线性回归分析的一般方法

下面，通过一个例题来了解多元线性回归的一般分析方法。

例9—3

某手机厂研究如何提高线路板焊接制程的拉拔力问题。根据过去的经验知道，拉拔力可能与烘烤温度、烘烤时间和涂抹的焊膏量有关，现从制程中收集了20批数据，列入表9—5中（数据文件：REG_拉拔力.MTW）。

表9—5　拉拔力数据记录

[image: alt]

试建立拉拔力与各因素的回归模型。

解　这里有三个自变量，因此本问题是多元回归问题，先建立多元线性回归模型。

建立模型：使用MINITAB软件先打开数据文件“REG_拉拔力.MTW”，选择指令“统计＞回归＞回归（Stat＞Regression＞Regression）”，可见到如图9—18所示的界面，输入相应变量名；打开“图形”窗（见图9—18中右上），选择“四合一”及在“残差与变量”中填入各自变量的名称；打开“存储”窗（见图9—18中下），选择“残差”、“标准化残差”及“拟合值”。

[image: alt]

图9—18　多元线性回归操作图（拟合模型）

点击“确定”后，得到以下结果：



回归分析：拉拔力与温度，时间，焊膏量

回归方程为

[image: alt]

方差分析

[image: alt]

[image: alt]



对输出结果的解释：

（1）从ANOVA表分析回归方程总的显著性检验结果，由于p值＝0＜α＝0.05，说明在显著性水平α＝0.05下，线性回归方程总效果是显著的。

（2）回归模型显著性的度量指标：从R－Sq＝94.7％，R－Sq（调整）＝93.7％来看，二者很接近，模型还可以。S＝1.146比较小，2S大约2.3，也还可以容忍。

（3）各个回归系数进行显著性检验。在本例中，从回归系数检验来看，自变量“温度”、“焊膏量”的p值都小于α＝0.05，故这两个因子均为显著因子；自变量“时间”的p值＝0.440＞α＝0.05，效应不显著，同时在平方和来源中也说明了自变量“时间”的平方和是5.14，在整个平方和中所占比例非常小，所以，这提示我们将来要修正模型时，应删除自变量“时间”。

（4）进行残差分析。先考察四合一残差图（见图9—19）：

[image: alt]

图9—19　四合一残差图

1）残差与数据顺序图（图9—19中右下角），此图正常，残差对于观测值顺序随机分布。

2）残差与拟合值图（图9—19中右上角），此图正常，未看见喇叭口形状分布，说明线性模型是可以接受的。

3）残差的正态概率图（图9—19中左上角），此图正常，数据点基本在一条直线上，即可以认为残差服从正态分布。残差的直方图（图9—19中左下角）也显示了残差的正态性。如果需要准确的检验结果，打开数据文件后可以看见存储的残差，可以对此列进行正态性检验，得到p值＝0.115。

4）残差与自变量（见图9—20），这里共有3张图，分别以温度、时间及焊膏量为横轴，都显示残差正常。

[image: alt]

图9—20　残差与自变量图

经过上述分析我们可以认为，设定的线性模型是可以接受的，只是应该从方程中删除不显著变量“时间”。

如果发现在残差对预测值[image: alt]的图中，出现了方差非齐性的情况（即随[image: alt]值的不同，呈现“喇叭口”状或弯曲），又该如何处理？我们应该采取对响应变量y进行变换的方法。但如何选择变换的公式呢？此外，为了防止我们用人工方法对残差是否正常的判断中出现失误，也应有工具协助判断此残差图是否有异常，本书在MINITAB之外，提供一个宏指令解决此问题。对于响应变量所采用的变换称为Box-Cox变换，它是以下函数：

[image: alt]

宏指令的名称是Boxcoxregres，它的使用规则是：

（1）数据的存放格式必须是：所有自变量存在连续的若干列中，中间不得有空列；在第一个自变量列的左侧必须有一列全部是1的常数列。

（2）假设响应变量为y，假设常数列存在C2中，其他变量存储于C3～C5，则使用指令“编辑＞命令行编辑器（Edit＞Command Line Editor）”，在信息窗内输入下列命令（见图9—21）：

％boxcoxregres　Y　C2－C5

[image: alt]

图9—21　宏指令操作图

这里第一个哑元Y是响应变量所在的位置，第二个哑元是自变量存储位置，其中第1列为全是1的常数列，后续是连续排列的自变量观测值。例如，C2是常数列所在的位置，常数列右边是连续排列的自变量数据C3～C7（共5个自变量），则填写“C2－C7”就行了。

本例中，C6是响应变量所在的位置，C2是常数列所在的位置，C3～C5为自变量。

“提交命令”后就可以看见下列图形（图9—22）。

[image: alt]

图9—22　宏指令操作结果图

图9—22中的横轴是参数λ（英文为lambda）。对于每个选定的λ，如果以此数值作为y的方幂进行Box-Cox变换，则可以对变换后的数据进行最小二乘法回归，然后可以得到相应的残差平方和，图9—22就是以相应的残差平方和作为纵坐标而绘制出的曲线。当然，残差平方和越小，表示回归效果越好。图形的上方还有一条水平的点虚线，如果曲线落在水平的点虚线之下，则表示对应此范围内λ值都能够满足线性回归模型的条件。对于这张图，主要是考察当λ＝1时（即不用变换），曲线是否落在水平的点虚线下方。如果是这样（图9—22就属于这种情况），则表明对于y不必再进行变换，也不必过问λ取为何值将使曲线达到最低；如果当λ＝1时，曲线高于水平的点虚线，则表示对于y必须进行变换才能满足回归方程的基本条件。这时应查找能使曲线达到最低点（不必非常准确）的λ值，用此值作为Box-Cox变换的方幂就行了。

综上所述，本回归模型还需要修改，而修改只是要删除不显著变量罢了。

重新进行回归计算，仍从指令“统计＞回归＞回归（Stat＞Regression＞Regression）”入口，只是在图9—18中左上图的自变量选取时，删去“时间”，只保留“温度”和“焊膏量”两个自变量，残差分析中，残差对自变量的图中也删去“时间”，其他不变。点击“确定”后，得到相关图形及以下模型修正后结果：



拉拔力的残差与焊膏量

回归分析：拉拔力与温度，焊膏量

回归方程为

[image: alt]

方差分析

[image: alt]



对模型修正后输出结果的解释：

●由对回归方程显著性检验结果（ANOVA输出表），p值＝0＜α＝0.05，说明在显著性水平α＝0.05下，回归方程总效应是显著的。

●从回归系数检验输出来看，自变量“温度”、“焊膏量”的p值都小于α＝0.05，故这两个因子均为显著因子。

●决定系数R－Sq值为94.5％，说明自变量可以解释响应变量即拉拔力y中94.5％的变异，而修正的R－Sq（调整）为93.8％，与R－Sq更接近（原来是R－Sq＝94.7％，R－Sq（调整）＝93.7％），这是淘汰“时间”之后的结果（虽然R－Sq值稍有降低）。特别是由原来的S＝1.14618降到S＝1.13357，证明选取两个变量比保留全部三个自变量效果更好。

●对于单个自变量检验的显著水平究竟取多少为好？通常仍可以使用α＝0.05，但由于试验过程中，难免试验误差较大，因此取α＝0.10也很常见，甚至有α＝0.20的情况，这里并没有严格的统一标准。

●比较回归方程的优劣要看三项指标（R－Sq，R－Sq（调整）及S），如果对于某个方程，其三项指标都好（像本例这样），那在判断上当然就没有问题。如果三项指标不一致怎么办？这时要综合考虑，通常还是看s更有把握些。但有时增多一个自变量即使对方程有改进，但如果改进效果不大，这时并不需要一定选取“最优”的，还是结合实际灵活处理会更好些。

●对模型修正后输出残差图的解释与原来一样，所有图都是正常的（这里从略）。

综上所述，我们可以认为修正后的模型为：

拉拔力＝10.0＋0.247温度＋4.44焊膏量




关于预测等问题这里就不详细叙述了，可以参看9.2.6节。

9.3.2　多元线性回归分析的改进模型方法

例9—3是完全通过正常步骤进行，而且所有结果都是正常状况。当我们发现残差有不正常情况时，一定要认真思考，不要拘泥于任何“准则”，而要根据实际情况灵活处理。例如，首先要考虑回归方程本身的物理意义，根据各变量的实际含义来判断什么样的方程更有价值。有这样一个例子，使用者希望建立圆木体积V与材高H及底部周长C的回归方程。建立线性方程后，发现对自变量的残差有明显的弯曲状况。这时可以根据圆木体积V形成的物理意义，重新考虑方程的样式，设法建立V＝a＋b1H＋b2C2或建立lnV＝a＋b1lnH＋b2lnC这种类型的回归方程会更有意义。下面举例说明残差不正常的处理方法。

例9—4

原木体积估计公式。为了估计森林中仍存活的树木之体积，对于随机挑选的28棵树，先在高度为1.5米处测量其胸径C（单位：米），再用测高仪测出树干高度H（单位：米），伐木后加工为成材原木，测量出其材积V（单位：米3）。希望建立V依赖于C，H的回归方程。数据列在表9—6中（数据文件：REG_原木体积.MTW）。

表9—6　原木体积数据表
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解　这里有两个自变量，先建立二元回归模型（模型1）：

[image: alt]

操作步骤与例9—3完全相同。输出结果如下：



回归分析：V与C，H

回归方程为

[image: alt]

方差分析
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此计算结果告诉我们模型总效果是高度显著的，两个回归系数也都是显著的，衡量回归效果的决定系数R2＝0.986；调整的决定系数[image: alt]；一切看来都很好。虽然第26号观测值的残差较大，但由于现在模型尚未最终确定，因此对这个点的问题也只好先不予追究。注意，我们此时并不能立即断定这个回归方程很好，一定要进一步分析残差诊断的结果才能进行判断。

其残差四合一图如图9—23所示。残差与自变量图如图9—24所示。
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图9—23　残差四合一图
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图9—24　残差与自变量图

从残差图上看，残差对响应变量预测值及残差对自变量胸径C都有明显的弯曲（对自变量树高H也有弯曲）。看来模型对于数据的拟合还是有很大问题的，应该再对模型加以改进。对于残差的弯曲，本来可以有两种改进的选择：对Y进行变换（例如将Y开平方或对Y取对数）或者增加自变量高阶项。但我们首先应该从实际问题出发，由于体积大体上是截面积与高度的乘积（可以粗略地设想为圆柱体），因此在本问题中，增加胸径C的平方项是有道理的，因此选择在回归方程中增加自变量的二阶项（模型2）：
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我们可以把C2当作一个新自变量（记为CC），建立一个三元回归方程。操作步骤与例9—3完全相同。输出结果如下：



回归分析：V与C，H，CC

回归方程为
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方差分析
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从这个计算结果可以看出，模型是显著的，残差图基本上是正常的。但这里包含有不显著的一次项，应该予以删除。模型变成（模型3）：
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回归方程为：
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方差分析
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回归结果很好，残差图也正常了，分析似乎可以结束了。但是我们很容易想到一个问题，一般来说，C与C2是高度相关的，这会对模型2的求解产生什么影响吗？由于在估计回归系数的时候，实际上是在解一个联立的代数方程组，如果变量间高度相关，相当于此回归系数的方程的行列式接近于0，在解方程时会含有较大的误差。我们下面先研究更一般的问题，即如何处理多元线性回归中各自变量间有显著相关关系的问题。我们首先应考虑如何度量自变量间线性相关的密切程度，再讨论如果有些自变量之间存在密切线性相关时该怎么办。

我们引入方差膨胀因子概念。

将自变量xi与所有其他自变量作回归，设其决定系数为[image: alt]（其定义可以参考式（9—19））。本来在一般的回归问题中，决定系数R2越大说明回归效果越好；但现在是自变量对其余自变量的回归，在自变量间无线性关系时这样的回归方程之决定系数R2应该很小才对，也就是说每个[image: alt]都应该很小。这时若某个R2接近于1，则说明xi有依赖于其他自变量的线性关系（称为有“共线性”），则求解回归系数方程时可能产生较大误差。为度量这种依赖性，引入第i个自变量的方差膨胀因子：

[image: alt]

显然，此数值肯定大于1，它越大则说明线性依赖关系越严重（即存在共线性）。通常认为，若VIF＜5，则认为共线性不严重；若5≤VIF≤10，则认为有中等程度的共线性，处理时要格外小心；若VIF＞10，则认为共线性严重，必须设法解决。解决的办法通常有下面几种方法：增加数据量；变量变换；换用其他方法（主要是岭回归及主成分回归）。

MINITAB软件提供了输出方差膨胀因子的功能，在计算回归结果的操作中（见图9—18中左上图），打开“选项”窗，加选“方差膨胀因子”（见图9—18右下图，图中尚未选此项），即可在每个自变量显著性检验后得到其相应的VIFi值。本例对于模型2输出了VIF栏，其中C及CC项的VIF都远超过10。这就说明，模型中不应该同时引入C及CC项。

一般对于多项式回归方程的改进办法就是使用“正交多项式”，其最简单的形式就是，线性项x不变；二次项改取[image: alt]；三次项改取[image: alt]……这里[image: alt]是该自变量所有观测值的平均值。对于胸径C的二次项应该是[image: alt]，我们数据中的胸径C的平均值为1.60，取CC0＝（C－1.60）2。

下面考虑这样的模型（模型4）：
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其计算结果为：



回归分析：V与C，H，CC0

回归方程为
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方差分析
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由这里的计算结果可以看出，这样取3个自变量后，它们之间并没有严重的共线性问题（方差膨胀因子都小于5），而且它们三个的效应都是显著的，最后回归方程的标准差估计s达到0.0335，它与模型2同样是达到了s最小值，但它避免了模型2中出现的太大的方差膨胀因子，也没有像模型2那样包含不显著的项。可见用模型4这样的方法获得的结果是很好的。

例9—5

在制冷过程中，氨气量非常重要。历史经验表明，氨气的损失量可能与反应过程中的气流、水温及酸浓度相关。现希望求得氨损失量对于气流、水温及酸浓度间的回归方程。数据列在表9—7中（数据文件：REG_氨损失量.MTW）。

表9—7　氨损失量数据表
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解　这里有三个自变量，因此本问题是多元回归问题，先建立多元线性回归模型，操作步骤与例9—3完全相同。输出结果如下：



结果：REG_氨损失量.MTW

回归分析：氨损失量与气流，水温，酸浓度

回归方程为

[image: alt]

方差分析
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从这里看结果一切正常，回归总效果显著，三个自变量中，“酸浓度”是否保留还可以讨论。但从残差图上看出残差对于拟合值图形不正常（见图9—25中的右上角）：残差似乎有“喇叭口”样的发散状况。
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图9—25　氨损失量的回归残差图

这就提醒我们考察一下，此残差图是否真有问题。使用调用宏指令命令：

％boxcoxregres　C6　C2－C5

得到下列图形（见图9—26）：
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图9—26　氨损失量的Box-Cox变换选择图

从图9—26中可以看出，在λ＝1时，曲线落在水平的点虚线上方了，这表示对于y必须进行变换才能满足回归方程的基本条件。在图中可以看出，在大约λ＝0.5时曲线达到最低，因此我们应该试用求平方根的方法来改进回归方程。这时的回归方程是：

[image: alt]

实际计算时，在原数据表中最右侧，再增加生成一列新数据（C7），命名为“平方根”，再对“平方根”这个变量进行回归，其残差图如下（见图9—27）：

[image: alt]

图9—27　氨损失量平方根的残差图

图9—27中的右上图看来已经基本正常了。为了核实这样变换是否确实解决了问题，再次调用宏指令：％boxcoxregres　C7　C2－C5，得到下列图形（见图9—28）：
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图9—28　氨损失量平方根的Box-Cox变换选择图

从图9—28中可以看出，在λ＝1时，曲线确实落在水平的点虚线下方，可见真的解决了问题，表明对于y不必再进行变换了。以下步骤则与以前完全相同，这里就省略了。只是特别要注意，最后方程是式（9—31），要将所有原来对于“平方根”的结果再平方后才能回到“氨损失量”。

如果残差不正常的问题出现在残差对于自变量的图中，则我们应该增加自变量的高阶项。当自变量只有单个时，常可以增加二次项，这就形成二次回归，具体的操作可以从“统计＞回归＞拟合线图（Stat＞Regression＞Fitted Line Plot）”入口，再选“二次”，则可以得到二次回归的结果。如果残差仍有弯曲（“S”形或“反S”形），则可以选“三次”，得到三次回归的结果；一般说来，三次回归已经有足够的适应性了。当自变量是多个时，只能使用指令“统计＞回归＞回归（Stat＞Regression＞Regression）”，这时可以在数据表中形成你所需要增加的任意类型的高阶项，再选用上述操作，就可以建立对于新的自变量的回归方程了。这里容易出现的一些问题必须注意，详细叙述已在例9—4中给出了。

9.3.3　多元线性回归分析的自变量筛选方法

下面讨论一般的多元线性回归变量筛选问题，这里主要是要考虑自变量之间可能有相关性的情况下可能出现的问题。下面这组数据是著名统计学家哈尔德（Hald）于1952年给出的。

例9—6

某种水泥在凝固时放出的热量y（卡／克）与水泥中4种化学成分物质x1，x2，x3，x4的含量有关。现记录了13组数据，列入表9—8中（数据文件：REG_Hald数据.MTW），试建立热量y与化学成分间的回归模型。

表9—8　不同成分组合水泥凝固时散热量数据记录
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解

方法一：采用一般的多元回归分析方法

建立模型：使用MINITAB软件先打开数据文件“REG_Hald数据.MTW”，选择指令“统计＞回归＞回归（Stat＞Regression＞Regression）”，输入相应选项；点击“确定”后，得到以下结果：



回归分析：散热量与x1，x2，x3，x4

回归方程为
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方差分析
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从对回归方程显著性检验结果（ANOVA输出表）来看，p值＝0.000＜α＝0.05，说明在显著性水平α＝0.05下，回归方程总效果是显著的。但在本例中，从回归系数检验输出来看，自变量x1，x2，x3，x4的p值都大于α＝0.05，都不显著，这是让人吃惊的结果。

怎么可能回归总效果显著，而4个自变量中竟然没有一个是显著的呢？这就牵涉到如何分析各回归变量系数检验结果的问题。在各回归变量系数检验时，粗略地说是“分辨出每个自变量对y是否有显著影响”，其实更准确地说应该是，“删除了此变量之后对于回归方程是否有重要影响”。这一点补充非常重要，当自变量间相互无关的时候，这两种说法几乎相同。但当自变量间密切相关时，由于某个自变量与其他几个自变量密切相关，此变量的效果可以用其他变量的组合来代替，所以删除此变量不会使方程受到多少影响，因而此变量回归系数检验相应的p值会较大。这从方差膨胀因子的数值上可以看出，这里4个自变量的方差膨胀因子都超过5，可见它们之间相关很严重。因此删除一个自变量后，原来的各自变量回归系数检验结果会发生很大变化，所以，不要以为凡是回归系数检验相应的p值较大者就一定不重要。我们不能看见p值大者就一起全部删除，删一个自变量后很可能使留下的自变量的p值发生变化。最后的结论是：由于各自变量间可能相关，因此对于多元回归方程，删除不显著变量时必须逐个进行，删除的顺序仍然是以p值为准，p值越大者越先删除。本例中的所有残差诊断分析都是正常的，这里就不全部列出了。

再回顾一下对各回归系数的检验，其中最大的p值出现在自变量x3上，修正模型时应先删去x3，得到下列结果：



回归分析：散热量与x1，x2，x4

回归方程为
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方差分析
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删去x3后，x1的p值由不显著（p＝0.071）变为显著（p＝0.000）了。为什么会这样呢？原因就是自变量间的相关，具体相关关系在9.1节已经给出，我们重复列在下面。



相关：x1，x2，x3，x4
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以上相关分析结果说明：x1与x3，x2与x4都高度负相关，原本在4个变量都包含在方程中时，删除任何一个变量对整个方程影响都不大，但删除x3之后，x1就是显著的了；同理，删除x4之后，x2可能就是显著的了。

在上述含3个自变量的方程中，总效果仍然显著，由于x4的p值为0.205大于0.05，所以应继续修正模型，删去x4，重复上述过程，得到下列结果（残差分析一切正常，从略）：



回归分析：散热量与x 1，x 2

回归方程为

[image: alt]

方差分析
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最后的结论说明：修正后的模型为：

散热量＝52.6＋1.47x1＋0.662x2

这样逐项删除的方法是人们手工进行多元回归分析必须照办的，但这太麻烦了。当自变量个数达到成百上千时，这几乎无法实现，因此就有了计算机自动筛选的逐步回归分析方法。

方法二：采用逐步回归法

逐步回归分析方法的基本思想就是让计算机自动进行多元回归分析中的自变量筛选工作。逐步回归分析现在已经越来越广泛地应用于各个领域。按怎样的原则和办法来实现筛选的目标呢？通常进行筛选的方法有三种：

（1）“向前选择”（forward selection）。这种“前进法”是：逐个引入自变量，先选入对y影响最大（p值最小）者，再从其余自变量中寻找影响次最大（p值次最小）者，直到无任何变量p值小于指定的“选入α值”可以被引入为止。在向前选择方法中，自变量一旦加进回归模型就不再删除。

（2）“向后消除”（backward elimination）。这种“后退法”是：一开始引入全部自变量，对于p值大于指定的“删除α值”者逐个删除，直至不能再删除为止。

（3）“逐步（向前和向后）”（stepwise（forward and backward））。这种“逐步法”是：自变量逐个引入，边引入边检查已引入自变量中最大的p值是否已大于指定的“删除α值”，若大于，则从模型中删除该项，再重复上述过程。如果没有任何自变量可以删除，则会尝试再加入一个新的自变量，重复上述过程，直至不能再引入也不能再删除为止。

经过统计学家多年的分析证明，这几种方法最终结果可能略有不同，以逐步法为最优。MINITAB软件的相应“逐步回归”功能也只是负责讨论筛选与比较，一旦选中哪些自变量，要再用9.3.2节中介绍的方法进行全面的统计分析。

我们仍以例9—6为示范，说明逐步回归的详细步骤。

（1）建立模型：使用MINITAB软件先打开数据文件“REG_Hald数据.MTW”，选择指令“统计＞回归＞逐步（Stat＞Regression＞Stepwise）”输入变量后，在“方法（Methods）”中有三种方法建立模型。

第一种，“前进法”，操作见图9—29。在方法窗内选“前进法”。
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图9—29　逐步回归（前进法）操作图

下面是这种方法得到的结果（入选用α值取0.25）。结果的输出中介绍了详细的入选过程，先选入x4，再选入x1，最后选入x2。最终结果是选入这3个自变量。入选用α值换取0.10，结果不变；入选用α值换取0.05，则将只选入x4及x1。



逐步回归：散热量与x1，x2，x3，x4

前进法。入选用Alpha：0.25

响应为4个自变量上的散热量，N＝13
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第二种，“后退法”。操作见图9—30。在方法窗内选“后退法”。方法是：一开始引入全部自变量，逐个删除，直至不能再删除为止。自变量删除的判定方法是只要某自变量的p值大于“删除用α值”，则将其删除。默认取删除用α值为0.1。这种方法其实与用手算筛选变量方法是一致的。
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图9—30　逐步回归（后退法）操作图

采用这种方法得到的结果：先删除x3，再删除x4。最终结果是方程中留下x1及x2这两个自变量。



逐步回归：散热量与x1，x2，x3，x4

后退法。删除用Alpha：0.1

响应为4个自变量上的散热量，N＝13
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第三种，“逐步法（向前和向后）”。这是标准的也是最好的逐步回归方法。操作见图9—31。在方法窗内选“逐步（向前和向后）”。这里默认入选和删除用α值都为0.15。

[image: alt]

图9—31　逐步回归（向前和向后）操作图



逐步回归：散热量与x1，x2，x3，x4

入选用Alpha：0.15　删除用Alpha：0.15

响应为4个自变量上的散热量，N＝13
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采用这种方法得到的结果：先选入x4，再选入x1，再选入x2，当选入了x1和x2后发现这时x4已经意义不大而应予以删除，因此最后得到的方程中，只含x1和x2。

三种方法结果略有差异，但都是可以使用的结果。并没有绝对的“好结果”或是“劣结果”，通常人们还是愿意采用逐步法计算所得到的结果。

方法三：采用最佳子集法

对于一个实际问题，通常并不能得到一个公认的“最好”的回归方程，采用逐步回归的不同方法也会有不同的结论。为了不漏掉任何一种可能的好结果，我们还可以使用“最佳子集”回归方法，把所有可能的自变量的子集进行回归之结果都列出来，以便使用者综合考虑，从中选出一个最满意的结果。对于究竟在方程内包含多少个自变量，使用者可以任意选定个数的范围；对指定的包含于方程内的自变量个数，可以选定输出最佳的多个方程，选多少个也可以指定。当然，最佳子集回归与逐步回归的作用相同，这里也只提供选择与比较的结果，详细的计算还要用多元回归进行。下面仍以例9—6为示范，说明使用方法。

使用MINITAB软件先打开数据文件“REG_Hald数据.MTW”，选择指令“统计＞回归＞最佳子集（Stat＞Regression＞Best Subsets）”；我们只希望得到2～3个自变量的（我们已知只含单个自变量结果很差，含4个自变量结果也不会好），对每种自变量个数都列出4个最佳方程；同时让自变量全部“自由竞争”，不人为规定哪个变量“必须进入”（见图9—32）。

[image: alt]

图9—32　最佳子集回归操作图

输入变量后，得到以下结果：



最佳子集回归：散热量与x1，x2，x3，x4

响应为散热量
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输出结果分析：

我们需要参考R－Sq，R－Sq（调整）（越大且与R－Sq越接近越好），Cp（越接近参数个数越好，包括常数项），s值（越小越好）这几项指标来选取自变量。

本例中，如果决定选2个自变量，则选x1，x2最好；如果决定选3个自变量，则选x1，x2，x4最好。究竟选几个自变量好，可以根据实际需要（考虑精度、计算的方便）来选，并没有绝对好的结果。由于选2个及选3个自变量的标准差相差并不大（选x1，x2，x4时，s＝2.3087，只比选x1，x2时，s＝2.4063的结果好一点点），所以我们最终可以选取x1，x2两个变量。然后借用指令“统计＞回归＞回归（Stat＞Regression＞Regression）”，自变量输入x1，x2，最后会得到有关的全部结果。




综上所述，用最佳子集回归和用逐步回归方法都可以协助使用者选定较好的回归方程。逐步回归方法提供了详细的筛选过程，可以看见各自变量重要性的比较，其中以逐步法为最好；后退法次之；前进法效果最差。最佳子集回归只提供了最后结果，它比逐步回归法优越的是可以提供全部可能的选择，不会漏掉好的结果。两种方法各有其优缺点，都可以采用。


9.4　离散变量Logistic回归

前面几节讨论了一元及多元线性回归的问题，其中因变量一定是连续型随机变量。在有些实际问题中，响应变量可能是离散型的，而自变量依然是连续型的，例如，每个人的体重指数（body weight index，BWI）定义为BWI＝体重（公斤）／身高（米）2，这是连续变量，希望讨论是否随BWI的增加患心血管疾病的比率也会增加？这时，响应变量取值只有“患有”或“未患有”两类，我们把这类只取两值的响应变量对于单个或多个自变量的回归问题称作离散变量的回归分析。回归分析的模型对于比率要用到Logistic变换，所以称这种回归为离散变量的Logistic回归。更一般地，离散随机变量还可以取多个离散值，其中一种是“名义变量”，例如3种品牌、4门课程等；还有一种是“有序变量”，空气污染指数分4级，从1级到4级是有顺序可言的；这两种类型问题也都可以借助于二值Logistic回归而得到解决。在本部分中，首先在9.4.1节讨论二值Logistic回归，在9.4.2节讨论一般名义值的Logistic回归，最后在9.4.3节讨论有序样本的Logistic回归问题。

9.4.1　二值Logistic回归

本节只讨论响应变量取值只有“是”或“否”两类，我们把这类只取两值的响应变量对于单个或多个自变量的回归问题称作二值Logistic回归分析（MINITAB称之为“二进制Logistic回归分析”）。

例9—7

研究肥胖是否与患心血管疾病有关的问题。上海某高校对于3983名参加体检者，记录了体重超重者（BWI大于等于25）患有心血管疾病的人数。其数据列于表9—9（数据文件是：REG_心血管疾病.MTW）。希望分析体重指数（BWI）与心血管疾病患病率的关系。

表9—9　体重指数与患心血管疾病数据表

[image: alt]

解　从上表最后一行看出，患病率有随BWI增加而增长的趋势，但这是否为规律性的结果？更具体地，对于给定的BWI，估计其患心血管病率为多少？因此要对这种数据进行回归分析。显然，用患病率p直接作为因变量y效果肯定不好，因为p的变化范围是从0到1，拟合线性回归肯定不行，要对p进行变换才好。

定义两种结果出现的概率之比为“优势比”或“差异比”（odds ratio），其定义是：
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当事件发生概率从0变化到1时，优势比从0变化到正无穷。当事件出现概率从不可能（p＝0）慢慢增长时，优势比逐渐增大；当事件出现概率恰好为1/2时，优势比为1，即“出现”或“不出现”的可能性相等；一旦事件出现概率大于1/2时，优势比将大于1，即“出现”比“不出现”的可能性大很多；p值越来越大时，优势比也越来越大，这表示“出现”比“不出现”的可能性大得越多，直到p→1时而优势比趋于无穷。

求优势比的对数，则发现优势比的对数将从负无穷变化到正无穷。故定义：
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希望建立y与一个x或若干个连续自变量x1，x2，…，xk的线性回归：
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反解式（9—34），可得
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特别对于只有一个自变量时，方程（9—35）可以变成：
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称式（9—36）为Logistic函数。当x从负无穷变到正无穷，y也从负无穷变到正无穷，即它们取整个实数轴时，p从0变到1。用这种类型的函数来拟合比率的变化规律是再好不过的了。所以，Logistic变换式（9—33）对于二值回归起着关键的作用。

打开数据文件时，请注意数据的存放格式（见表9—10）。

表9—10　心血管疾病与肥胖数据表
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数据存放格式可以有两种方式。一种是从C1到C3这3列是按“事件／试验”格式记录的，新增加的C4列是必需的，它是通过计算而获得的“总人数”；另一种是从C7到C9这3列，是按“响应／频率”格式记录的，其中响应列C9是响应变量，对于“有心血管疾病”用“1”记录，“无心血管疾病”用“0”记录。一般认为用“事件／试验”格式记录更方便简洁。

选择指令“统计＞回归＞二进制Logistic回归（Stat＞Regression＞Binary Logistic Regression）”，得到的界面见图9—33中左半部分。填写信息：选定“事件／试验格式的响应”，在“事件数”中填写“有心血管疾病”；“试验数”填写“总人数”；“模型”填写“BWI”；选“存储”窗，打开后，存储“事件概率”。本例当然也可以在填写信息时选用“响应／频率格式的响应”，结果完全相同。
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图9—33　二进制Logistic回归操作图

计算后可得如下结果：



二进制Logistic回归：有心血管疾病，总人数与BWI

Logistic回归表
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对数似然＝-235.051

检验所有斜率是否为零：G＝11.465，DF＝1，P值＝0.001



对于此表的解释是：

1．在Logistic回归表项下，首先给出了回归方程：

[image: alt]

在“检验所有斜率是否为零”一行中，得知G统计量的值为：G＝11.465，自由度DF＝1，p值＝0.001。说明整个模型效果是显著的。这一段的作用与连续变量回归中的ANOVA作用相同，判断的是回归总效果。在各自变量效应的检验中，其系数为0.257，这代表，体重指数每增加一级，[image: alt]将增加0.257，也即优势比（患心血管病比率与未患心血管病比率）[image: alt]将增加e0.257＝1.293倍。

2．从拟合效果来看，3种拟合检验方法的p值（H0：拟合无显著差异；H1：拟合有显著差异）都大于0.05，故可以认为拟合是满意的。具体的拟合情况中列出了5个组（BWI从25到28，最后BWI＝29与BWI＝30两组由于观测值有的格小于6，故予以合并），对“有心血管病”和“无心血管病”两种情况分别计算了预期频数和实测频数的结果，可以看出二者是很接近的。



拟合优度检验
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观测和期望频率表：

（有关Pearson卡方统计量，请参阅Hosmer-Lemeshow检验）
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从计算机输出“存储”结果中，可以找到对于相应BWI值的预测概率，并将输出的结果整理成下列表格（见表9—11）。

表9—11　实际与预测患有心血管疾病比较表
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对于上述表格，如果把BWI作为横坐标，分别以实际患有心血管病比率与预测概率为纵坐标，可以画出患病率与BWI的关系图（见图9—34）。例如，我们可以预报，BWI达到29的人，患有心血管病的概率高达80.5％。
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图9—34　心血管病的实测患病率与预测概率对照图

3．相关性度量结果：



相关性度量：

（响应变量与预测概率之间）
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找到了规律性的结果离能够准确预报还差很远。这样以BWI来预报患有心血管病究竟预测效果如何？看看预报的实际结果。我们在数据中共收集了267个“患有心血管病”者，121个“未患心血管病”者，所有可能搭配的“配对”共有：267×121＝32307个。在这些配对中，我们逐一检查，是否都是“BWI大则容易患心血管病”。符合这一规律者，一共有16025对，占总观测值的49.6％；不符合这一规律者，一共有9449对，占总观测值的29.2％；BWI值持平者（称为“结”）一共有6833对，占总观测值的21.2％。这些结果可以评价预报效果（即与实际结果的一致性）之好坏。Somer D，Goodman-Kruskal Gamma及Kendall Tau-a都是一致性结果的度量，三者的分子都是“一致对”的数量减去“不一致对”的数量（本例是16025－9449＝6576），分母则三者不同：Somer D以“总对数”为分母（本例是32307）；Goodman-Kruskal Gamma是以扣除“结”的“总对数”为分母（本例是32307－6833＝25474）；Kendall Tau-a是以“所有可能的观测值对数”（本例是387×388/2＝75078）为分母，计算出的这三个统计量值分别为0.20，0.26，0.09，都还嫌太小了些。实际上，单凭“BWI是否大”就断言“是否发作过心血管病”还是很不充分的，预测出错的可能性还是较大的。




本例题比较简单，连续型的自变量只有一个，如果有其他的连续型自变量，可以照样列在“模型”一格中（参见图9—33中左半部分）；如果影响响应变量的还有其他离散型自变量，则可以把它们同时填写在“模型”和“因子”两个窗内。下面举一个例子，这里自变量内含一个连续型自变量和一个离散变量。

例9—8

我国在1990年进行了第四次全国人口普查，将婚姻状况分为“有配偶”、“丧偶”、“离婚”和“未婚”四类。在过去的一年中，按年龄和婚姻状况分别统计了总数及死亡人数，其数据列在表9—12中（摘自王静龙、梁小筠编著：《定性数据分析》，137页，上海，华东师范大学出版社，2005）（数据文件：REG_上海人口死亡率.MTW）。希望分析不同婚姻状况下的死亡率与年龄间的关系，并判断死亡率是否与年龄和婚姻状况有密切关系，判断哪种婚姻状况死亡率最低。部分数据存储格式见表9—13。

表9—12　各年龄组和各类婚姻状况的居民人数表
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[image: alt]

表9—13　上海各年龄组和各类婚姻状况的居民人数表存储格式（部分）
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此例题性质与例9—7完全相同，只是这里增加了一个属性自变量。数据存放格式同样可以有两种方式：从C1到C4这4列是按“事件／试验”格式记录的；从C7到C10这4列是按“响应／频率”格式记录的。操作也大体与例9—7相同：选择指令“统计＞回归＞二进制Logistic回归（Stat＞Regression＞Binary Logistic Regression）”，得到的界面见图9—33中左半部分。填写信息：“事件数”填写“死亡数”；“试验数”填写“现有人数”；“模型”填写“年龄婚姻状况”，“因子”填写“婚姻状况”；选“存储”窗，打开后，存储“事件概率”。结果如下：



Logistic回归表
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对数似然＝-370473.217

检验所有斜率是否为零：G＝194750.423，DF＝4，P值＝0.000



在Logistic回归表项下，首先给出了4个回归方程：
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我们对于婚姻状况取“有配偶”作为“参考选项”，“有配偶”项的截距系数为-11.9594是计算结果直接给出的，其余婚姻状况的截距系数都要自行补算。例如，“丧偶”项的截距系数应为-11.9594＋0.443364＝-11.5160，其余类推。在“检验所有斜率是否为零”的一行中，得知G统计量的值为：G＝194750，自由度DF＝4，p值＝0.000。说明整个模型效果是显著的。这一段的作用与连续变量回归中的ANOVA作用相同，判断的是回归总效果。在各自变量效应的检验中，年龄的p值＝0.000，效应显著，说明年龄的不同导致死亡率显著不同（这是大家都知道的常识）；不同婚姻状况的p值也都为0.000（离婚的p值为0.001），说明各种婚姻状况的死亡率与“有配偶”这个“参考选项”之寿命状况的不同也是显著的。

在式（9—38）中可以看出，各种婚姻状况的年龄变量之回归系数是相同的0.124，这代表，年龄每增加1岁，[image: alt]将增加0.124；年龄每增加5岁，[image: alt]将增加0.620，也即优势比（死亡率与存活率的比值）[image: alt]将增加e0.620＝1.859倍。

计算结果中的死亡概率是小数格式，将数值乘以100，并稍加整理，可以得到百分数死亡概率表（见表9—14中C22～C25）：

表9—14　上海各年龄组和各类婚姻状况的死亡概率预报表
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与原来直接计算的实际死亡率（见C17～C20）相比，拟合结果并不太好，但大体趋势及总的规律还是一致的。将表9—14数据C21～C25画出图来（见图9—35），可以看出各种死亡概率预报的变化趋势。这里，有配偶的死亡概率最低；离婚、丧偶次之；未婚者死亡概率最高。这与社会科学的一般原理是吻合的。
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图9—35　上海各类婚姻状况的死亡概率预报结果图

值得注意的是，如果不考虑年龄，将表9—12中最后一行数字取出，笼统比较4种婚姻状况的死亡率，利用列联表的卡方检验，将得出结论：4种婚姻状况的死亡率间确有显著差异，未婚者死亡率最低，有配偶、离婚者次之，丧偶者死亡率最高（总和数据列在“REG_上海人口死亡率.MTW”的C12～C14内）。而“未婚者死亡率最低”这个结论当然是错误的。比较不同婚姻状况的死亡率时，不同年龄段的人口数据是不能直接求和的，这是因为未婚者绝大多数处于死亡率很低的年青阶段，求总和将极大地掩盖未婚者内中老年后死亡率很高这样的事实。不同婚姻状况死亡率的比较应该以比较细致的Logistic回归分析结果为准。




这里引申出一个很重要的观点。六西格玛管理中强调“一切结论要从数据的统计分析出发”，而统计分析时必须注意统计方法的准确性、适用性。例如这里举的人口死亡率的例子，使用简单的列联表卡方检验方法可以得出“未婚者死亡率最低”这个结论，而且在统计检验时差异是高度显著的，但这个结论并不正确。因为列联表卡方检验这种方法是较粗糙的，它没有考虑年龄这个重要因素，因而可能导致得到错误结论，这是在使用统计分析方法时必须注意到的。

9.4.2　名义值的Logistic回归

在9.4.1节讨论了响应变量取值只有“是”或“否”两类的二进制Logistic回归分析。实际工作中，我们还会见到响应变量取名义值的情形，这个响应变量可以取多个值，但这些值又不存在顺序关系。例如响应变量是手机品牌，它有A，B，C，D共4种，4种品牌间不存在顺序关系；又如响应变量是某车间的“车床”、某工厂的“工人”、生产某产品的“方法”等，这些响应变量都是名义值。当响应变量是名义值类别变量（即离散变量），自变量中有数值变量和类别变量，求出这些量之间的关系之数学模型就是名义值Logistic回归问题。常用的名义值Logistic回归数学模型是：从响应变量取的值中选一个为参考事件，例如选取最后一个，即第k个事件，设响应变量取它的概率为pk，响应变量取其余事件概率为p1，…，pk－1；名义值Logistic回归方程模型为：
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式中，β10，…，β1m，β20，…，β2m，…，βk－1，0，…，βk－1，m是未知参数；x1，…，xm是自变量；ε1，…，εk－1是误差。具体估计未知参数的方法很复杂，用MINITAB的“名义Logistic回归”对话框可以完成有关计算，我们不必过问求解的具体细节。当估计出参数β10，…，β1m，β20，…，β2m，…，βk－1，0，…，βk－1，m后，就得到回归方程组

[image: alt]

注意这里各行的分子与分母之和并不到1，这是名义Logistic回归与二值Logistic回归不同之处。同样，这里也省略了式（9—40）中估计量上的“^”符号，因为用观测值所得到的概率值只能是真正概率值的估计值，为了书写简单而略去了。另外，这里计算要稍复杂些，先要对于给定的自变量x1，…，xm预测出[image: alt]，再由p1＋…＋pk＝1才能得到p1，…，pk的预测值。

在进行名义Logistic回归计算之前，先要把因变量的某个值选定作为参考事件。在操作MINITAB时，先进入“名义Logistic回归—选项”对话框，在参考事件空格中输入选定的参考事件名称，注意：该名称要夹在两个西文半角的双引号之间。如果你不指定参考事件，MINITAB自动按照字典序指定最后的一个事件为参考事件，如果各事件以中文表示，则以汉语拼音的英文字符顺序最后一个事件为参考事件。

由式（9—40）预测各事件的概率的计算比较麻烦。如果预测所用自变量的值已经出现在原始数据中，则可以像例9—7那样用MINITAB计算各事件的概率。具体实施方法是：进入“名义Logistic回归—存储”对话框后，在“输入事件数”空格中填写因变量的事件总个数，勾选“事件概率”，点击“确定”，则MINITAB在工作表中给出各次观测值各事件概率，详见例9—7。

例9—9（续例6—6）

我们用列联表方法分析过汽车销售记录分析问题，现在换用名义Logistic回归分析方法。

汽车销售商记录了其销售的303辆汽车的各项状况，包括购买者的性别、婚姻状况、年龄、国别、汽车尺寸、汽车车型，数据列在本书表6—8中（数据文件为：TBL_汽车销售.MTW）。

试分析销售“车型”与购买者年龄与国别有什么关系？

这里因变量“车型”取3个值：“家用”、“工作”、“跑车”。试建立由购买者年龄与国别预测“车型”概率的“名义Logistic回归方程”。因变量“车型”中我们选定的参考事件为“跑车”。

解　作为响应变量的“车型”有“家用”、“工作”及“跑车”三种，取某一值作为“参考事件”（默认时，计算机取拼音字母最后者作为“参考事件”，使用者可以自行指定参考事件），其他事件与参考事件构成比较对。使用指令“统计＞回归＞名义Logistic回归（Stat＞Regression＞Nominal Logistic Regression）”，得到的界面见图9—36。填写信息：“响应”填写“车型”；“模型”填写“年龄”和“国别”；“因子”填写“国别”。
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图9—36　名义Logistic回归操作图

计算后可得下列结果：



名义Logistic回归：车型与年龄，国别

响应信息

[image: alt]

Logistic回归表
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在上表中给出下列信息：

1．将“跑车”当作“参考事件”，其他两种车型都与“跑车”相比较。这里分了两组，第一组是“家用／跑车”；第二组是“工作／跑车”。

2．每组中共有3个变量，对于第一组“家用”与“跑车”相比，其方程为：

[image: alt]

结果分析：（1）由Logistic回归表可见：“Logit 1：（家用／跑车）”以下部分是将“家用”与“跑车”相比的结果，由“系数”列可见，常数项β10＝-2.51574，年龄的系数β11＝0.120775，国别对于“欧洲”的系数β12＝-1.54740，国别对于“日本”的系数β13＝-0.878845，国别对于“美国”的系数是0。从而“家用”与“跑车”相比的回归方程如式（9—41）所示。

年龄为连续变量项，国别有三个取值（美国、欧洲及日本），以美国为基准项，欧洲及日本要分别加不同的截距系数。年龄系数0.120775为正，且p值为0.000，表示随年龄的增长，买“家用”的比率确实会有增加，年龄每增加1岁，买“家用”与买“跑车”二者的比率[image: alt]会变为原来的e0.1207＝1.128倍；另外，购车人是欧洲人或日本人则与购车人为美国人有显著不同，p值分别为0.000，0.005，截距项从大到小顺序依次为美国、日本、欧洲，说明选择购买家用车而非跑车，积极性的顺序是美国、日本、欧洲。换言之，美国人最爱购买家用车，欧洲人最爱购买跑车。



Logistic回归表

[image: alt]

对数似然＝-281.997

检验所有斜率是否为零：G＝42.398，DF＝6，P值＝0.000

拟合优度检验
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3．对于第二组“工作”车与“跑车”相比，其方程为：

[image: alt]

比较买“工作”车与买“跑车”二者关系时，年龄系数0.09775为正，且p值为0.004，表示随年龄的增长，买“工作”车的比率确实会有增加，年龄每增加1岁，买“工作”车与买“跑车”二者的比率[image: alt]会变为原来的e0.09775＝1.103倍（增加得很少）；另外，购车人是欧洲人则与购车人为美国人有显著不同，p值为0.023；购车人是日本人则与购车人为美国人无显著不同，p值为0.279。截距项从大到小顺序依次为美国、日本、欧洲，说明选择购买工作车而非跑车，积极性的顺序是美国、日本、欧洲，美日差别不大。换言之，美国人最爱购买工作车，欧洲人最爱购买跑车。

4．总的回归效果是显著的，检验所有斜率是否为零：G＝42.398，DF＝6，p值＝0.000。同时拟合优度的检验也认为是没有问题的（两种拟合检验方法的p值都大于0.05）。

5．在第6章中，我们讨论了列联表的检验（6.3.1节），对于同样的例题（见例6—6），我们用卡方检验的方法，得到了显著性结论：选购汽车的类型确实与“年龄”有关，与“国别”也有关。但在卡方检验中只给出了定性的结论，究竟选购汽车的类型如何与“年龄”及“国别”相联系，只有到了名义的Logistic回归才有了定量的结论。当然，我们这里使用的年龄是连续变量数据，列联表只分了“年青”与“非年青”两类。工具不同，则要求的数据类型也不同，结论的细致程度也是不同的。

9.4.3　有序样本的Logistic回归

在9.4.1节讨论了响应变量取值只有“是”或“否”两类的二进制Logistic回归分析；在9.4.2节讨论了离散变量取名义值的情形。实际工作中，我们还会见到离散变量取有序值的情形，例如空气污染等级分为Ⅰ，Ⅱ，Ⅲ，Ⅳ共4个级别，这里Ⅳ级污染最重，Ⅲ级次之，Ⅱ级更好些，Ⅰ级最好，它们之间可以排出顺序。这就提供了比二值回归或取多个名义值这两种情况更多的信息。与响应变量有关的自变量可以是离散变量，也可以是连续变量，我们要建立回归方程，主要的工具仍然是二进制Logistic回归分析。以空气污染状况为例，我们可以先比较Ⅰ与Ⅱ，Ⅲ，Ⅳ；再比Ⅰ，Ⅱ与Ⅲ，Ⅳ；最后比Ⅰ，Ⅱ，Ⅲ与Ⅳ。这样比较了三次，就把所有可以配对的状况都比较清楚了。更详细点说是这样：在每次比较时，[image: alt]中的分子p代表的是“累积事件”出现的可能性，例如，第一次比较中，p代表的是出现Ⅰ级污染状况的概率与出现Ⅱ，Ⅲ，Ⅳ三级污染状况的概率1－p的比较；第二次比较中，p代表的是出现Ⅰ，Ⅱ两级累积污染状况的概率与出现Ⅲ，Ⅳ两级污染状况的概率1－p的比较；第三次比较中，p代表的是出现Ⅰ，Ⅱ，Ⅲ三级累积污染状况的概率与出现Ⅳ级污染状况的概率1－p的比较。将p理解为“累积事件”出现的可能性则可以更容易地理解有序状况的二进制Logistic回归分析。一般说来，如果有序观测值分为k级，则可以比较的共有k－1对。还应注意的是：这k－1对回归方程中，自变量的系数一定是相同的。

例9—10

蝾螈生活在北半球温暖潮湿的淡水或沼泽地带，对环境要求很苛刻，在被污染的水中，寿命会大大缩短。将蝾螈的寿命分为3级：1级是小于10天；2级是介于10～30天；3级是31天以上。收集到的73只蝾螈来自1区或2区，而且记录了水中的毒性水平（见表9—15）。试分析蝾螈生存时间与水中的毒性水平及区域间的关系。

表9—15　蝾螈的生存时间数据表
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解　生存时间分为三级，它们是有顺序的，我们就可以分两次来比较。第一次，将1级与2，3级比，p代表的是出现最短寿命1级（＜10天）的概率，1－p代表的是出现较长寿命2，3级（≥10天）的概率；第二次，将1、2级与3级比，p代表的是出现较短寿命1，2级（≤30天）的概率，1－p代表的是出现最长寿命3级（≥31天）的概率。每次比较都使用二进制Logistic回归分析方法，而且这里使用的毒性水平的系数一定相同。具体的实现步骤使用者不必过问，计算机会自动进行分析。

使用指令“统计＞回归＞顺序Logistic回归（Stat＞Regression＞Ordinal Logistic Regression）”，得到的界面见图9—37。填写信息：“响应”填写“生存时间”；“模型”填写“毒性水平”和“区域”；“因子”填写“区域”。
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图9—37　顺序Logistic回归操作图

计算结果如下：



结果：REG_蝾螈.MTW

Logistic回归表

[image: alt]

对数似然＝-59.290

检验所有斜率是否为零：G＝14.713，DF＝2，P值＝0.001



首先给出回归方程。我们这里分成两次进行：第一次，将1级与2，3级比，即“寿命＜10天”与“寿命≥10天”相比较；第二次，将1，2级与3级比，即“寿命≤30天”与“寿命≥31天”相比较。回归方程结果如下：

[image: alt]

从计算结果还可以看出：回归的总效果是显著的，因为“检验所有斜率是否为零时，p值＝0.001”。对于“毒性水平”的影响，因为p值＝0.000，所以“毒性水平”是影响显著的；对于“区域”的影响，因为p值＝0.685，所以“区域”影响是不显著的。为此，应先删除“区域”因子，重新进行顺序Logistic回归。结果如下：



顺序Logistic回归：生存时间与毒性水平

Logistic回归表
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对数似然＝-59.374

检验所有斜率是否为零：G＝14.546，DF＝1，P值＝0.000

拟合优度检验
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相关性量度：（响应变量与预测概率之间）
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首先给出回归方程。

[image: alt]

这里的系数显著性检验中，毒性水平的p值＝0.000，说明毒性水平的效应是显著的；毒性水平每增加1级，[image: alt]会变为原来的e0.1199＝1.127倍，即出现1级“生存时间＜10天”的可能性与出现2，3级“生存时间≥10天”的优势比增加大约12.7％。相似的是，出现1，2级即“生存时间≤30天”的可能性与出现3级即“生存时间≥31天”的优势比增加大约12.7％。这也就是说，随毒性水平的增长，寿命短的概率越大。我们也可以从另一个角度来粗略地解释方程（9—44）的含义：

在方程（9—44）上方公式中，如果量值“0.119939毒性水平-6.86978”是负数（即毒性水平小于57.28），则[image: alt]会为负数，“生存时间＜10天”的可能性p将会小于“生存时间≥10天”的概率1－p，也就是说蝾螈的寿命多半会大于等于10天；同样在方程（9—44）下方公式中，如果量值“0.119939毒性水平-3.35691”是负数（即毒性水平小于27.99），则[image: alt]会为负数，“生存时间≤30天”的可能性p将会小于“生存时间≥31天”的概率1－p，也就是说蝾螈的寿命多半会超过30天。这里的解释只是讨论了在三类寿命状况边缘处的状况，更细致的做法是，我们可以将给定的毒性水平代入式（9—44）中，准确地给出属于每种寿命状况的概率。

下面给出验算的结果。三组各有样本15，46及12个，任取一组的一个样本观测值可以与另两组的任一观测值配对，因此所有的搭配的“对”数共有n＝15×46＋15×12＋46×12＝1422对。对于这样一对属于不同寿命类型的观测值，分别将毒性水平代入回归方程（9—44），得出[image: alt]值，比较其大小，若其顺序与观测的实际结果一致，则说明方程的预测结果与实际一致，即毒性水平越高则生存级别越低，记为“一致对”；若相反，则说明方程的预测结果与实际不一致，记为“不一致对”；如果毒性水平相等，则称这种情况为“结”。本例中，寿命属于“2类”的3号样本（毒性水平48.50）与寿命属于“3类”的4号样本（毒性水平32.00），分类与其毒性水平排序是一致的，因此是“一致对”；寿命属于“1类”的2号样本（毒性水平46.00）与寿命属于“2类”的3号样本（毒性水平48.50），分类与其毒性水平排序是不一致的，因此是“不一致对”；寿命属于“1类”的2号样本（毒性水平46.00）与寿命属于“2类”的12号样本（毒性水平也是46.00），分类不同但其毒性水平是相同的，因此是“结”。当然在本例要简单得多，自变量只有一个，而且回归系数为正，因此只要比较“毒性水平顺序”与“生存时间顺序”是否恰好相反就行了。

在1422对中，“一致对”为1115对，占总对数78.4％；“不一致对”为293对，占总对数20.6％；“结”为14对，占总对数1.0％；总效果还是不错的。




应用离散变量Logistic回归的问题很丰富，本书只是给出入门的介绍。


9.5　广义回归

在实际问题需要进行回归分析时，自变量中不仅会有连续变量，也会有离散变量，更多的情况是同时遇到这两类变量。本节就介绍同时遇到这两类变量的回归分析问题。准确说来，离散变量应当称为“类别变量”（categorical variable），每个“类别变量”的值只能取有限个，而且值间不能做算术运算。如果事先能够确认响应变量与连续自变量间的函数关系，当类别变量取不同值，我们必须选用相同的函数关系，但其回归系数可能有不同。以下讨论两种情况：如果当类别变量取不同值，函数关系中只有截距项不同，我们称此类别变量与连续自变量间没有交互作用；如果当类别变量取不同值，函数关系中回归系数有不同时，我们称此类别变量与连续自变量间有交互作用。一般情况下，我们不能事先断定二者是否有交互作用，在进行回归分析的过程中可以检验回归系数以确定交互作用是否存在。

广义回归分析的应用非常广泛。比如有两家实验室分析同一套试样，分别得到各自的回归方程，如何比较两个回归方程是否有显著差异？有几种工艺方法生产同种产品，其产品的性能是用某个回归方程来体现的（例如反应曲线），如何比较它们的差异？这些回归方程如果没有显著差异，我们就可以把这些数据合并起来，形成一个更精确的（因为样本量增加了）公共的回归方程；如果有显著差异，我们就要分清条件，分别使用适合于各自特点的不同的回归方程。下面我们通过两个例题说明此类问题的解题方法。

例9—11

儿童发育问题。幼儿（2岁至7岁）的身高随年龄的增长而增高，在A，B两省对各个年龄的幼儿分别抽取3名儿童，测量他们的身高（单位：厘米），其数据列在表9—16中（数据文件：REG_幼儿身高.MTW）。试比较两省间幼儿发育状况是否有显著差异。

表9—16　幼儿身高数据表

[image: alt]

解　本问题中有两个自变量，一个是年龄（连续型），另一个是省份（类别变量）。下面先绘制散点图以观察变化规律。散点图见图9—38。
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图9—38　幼儿身高增长散点图

从图9—38中可以看到，在幼儿阶段，身高与年龄的关系虽大体上是线性的，但不能排除有高阶项；两省间似乎差别也不大。但这些还应该仔细分析。本例是广义回归中最简单的情况：连续型自变量及类别变量自变量都只有一个。

首先不考虑年龄的二次项，也不考虑年龄与省份间的交互作用（方案1），此时这个类别变量“省份”只是当作一个单独的自变量，同时出现在“模型项”中及“类别变量项”中。其操作如下：

选择指令“统计＞回归＞广义回归（Stat＞Regression＞General Regression）”，得出界面如图9—39左上角所示。在“模型”中填写“省份　年龄”（注意，类别变量应该列入），在“类别预测变量”中填写“省份”；再点击“图形（Graphs）”，勾选“四合一（Four in One）”，在“残差与变量（Residuals Versus the variables）”中输入自变量名称，见图9—39中左下角。再点击“存储（Storage）”，勾选“残差（Residual）”及“标准化残差（Standardized Residuals）”，见图9—39中右下角。在“选项（Options）”中（见图9—39中右上角），将“类别预测变量的编码类型”由“（-1，0，+1）”换成“（1，0）”。计算结果如下（方案1）：
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图9—39　广义回归操作图



结果：REG_幼儿身高.MTW

广义回归分析：身高与年龄，省份

回归方程
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模型汇总
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方差分析
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异常观测值的拟合和诊断
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R表示此观测值含有大的标准化残差



这里的方程按省份的不同分为两个回归方程，它们对于年龄的回归系数是相同的（都是11.1324），差别只反映在常数项上。计算方法是这样的：在回归系数列表中，常数项对于类别变量中的某个“参考值”（通常是按编码顺序位于最前者，本例为A省）默认的56.6154，在省份换为B时，此值应加上2.5000，因而得到其常数项为56.6154＋2.5000＝59.1154。

注：如果我们在“选项（Options）”中（见图9—39右上角），将“类别预测变量的编码类型”保留“（-1，0，+1）”形式时，计算机输出结果将是这样的：
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这时，它们在常数项上的计算方法是这样的：在常数项上，公共值（加权平均值）为57.8654，在省份为A时，应加上-1.2500，因而得到其常数项为57.8654－1.2500＝56.6154；在省份为B时，应减去-1.2500，因而得到其常数项为57.8654＋1.2500＝59.1154。这种计算方法在类别数据只取两值时（即离散情况只分两种时），表达方式和计算难度与用“（1，0）”几乎是相同的；但如果类别数据取值超过两个时（即离散情况至少分三种以上情况时），在“类别预测变量的编码类型”的选择上，用“（-1，0，+1）”远不如换成“（1，0）”好。因此我们建议以后不论类别数据取值是多少，一律换成“（1，0）”，这样表达清晰且计算简单。

在本例输出的结果中，在ANOVA项中，整个模型是高度显著的（回归项的p值为0.000），但失拟项的p值为0.0447851，这样显著的失拟来自何处？从残差对于自变量的图形（见图9—40中左侧），数据点明显是有弯曲的。
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图9—40　幼儿身高对于年龄的残差图

这说明需要改进模型，应该增加对于自变量的二次项“年龄*年龄”（方案2），而广义回归中，增加这种项不需要另加一列给出计算值来，而只需在模型选项中增加填写此项即可。其操作图见图9—41中左侧。
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图9—41　幼儿身高对于年龄的模型填写图

这时的计算结果如下（方案2）：



回归方程
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模型汇总

[image: alt]

方差分析
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异常观测值的拟合和诊断
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R表示此观测值含有大的标准化残差



这时的计算结果显示，我们的回归方程对于两个省份分别给出，对于身高与年龄的回归方程是二次的。ANOVA显示，回归总效果显著，没有失拟；年龄项及年龄平方项是显著的，两省间差异也是显著的（体现在回归方程中，回归方程中的截距项是显著不同的）。各个残差图也都显示正常，特别是残差对于年龄的图（见图9—40中右侧），是完全正常的。

但我们必须讨论下列问题：两省间的差异是否不仅表现在截距差别，而且是有可能二者的回归系数已经有差别？对此我们要给出明确的回答。这时就一定要引入交互作用项，并且在计算后确认，两组回归方程的回归系数是否有显著差别。

计算含交互作用的模型只需要修改“广义回归”的填写内容。这时模型项中应该包含“省份”、“年龄”及“年龄*省份”三项，MINITAB软件将这种交互作用项简化写为“年龄|省份”。由于已知年龄的平方项肯定是显著的，因此应该将模型中改为“年龄|省份年龄*年龄|省份”（见图9—41中右侧），这就是方案3。填写含交互作用项的一般准则应该是将类别变量放在竖线之后，但如果只有两项，例如“年龄|省份”和“省份|年龄”则顺序就无所谓了。其计算结果如下：



广义回归分析：身高与年龄，省份（方案3）

回归方程
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系数
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模型汇总
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方差分析

[image: alt]

异常观测值的拟合和诊断
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R表示此观测值含有大的标准化残差



在上述回归方程中，对于两个省份的回归方程是完全不同的。我们需要从结果中判断，这个交互作用效应显著吗？在“年龄*省份”项中，B与A的差别之p值为0.516，说明交互作用不显著，在“年龄*年龄*省份”项中，B与A的差别之p值为0.575，说明交互作用同样不显著。这就说明，两个省份间在回归方程的系数上没有显著差别，两省可以使用只是常数项不同而回归系数相同的方程，换言之，方案2的计算结果就是我们的最终结果，方案3的结果徒然变得复杂，它没有任何意义。

我们回到方案2的计算结果。如果我们需要预测A省6岁幼童平均身高情况，这时要再次从指令“统计＞回归＞广义回归（Stat＞Regression＞General Regression）”入口，得出界面（如图9—39中左上角所示）后，选择“预测”项，分别填写连续自变量及类别自变量的值（如图9—42所示）。这时要注意，填写类别变量省份A时，要在A前后加上双引号（要用英文半角字形）。
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图9—42　广义回归的预测值计算界面图

计算结果如下：



新观测值的预测值
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新观测值的自变量值
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对于这些结果的解释与一般的回归分析中的预测是相同的，这里的“点预测”（就是将自变量值代入回归方程后计算结果）为123厘米，95％置信区间（即A省所有的6岁幼儿的平均身高）的95％置信区间为（121.756，124.244），95％预测区间（即A省一个6岁幼儿的身高的95％置信区间）为（118.402，127.597）。




下面再举一例，介绍类别数据取值在3个以上的情况，这时的计算要复杂一些。

例9—12

钢材锈蚀量的计算。为了降低钢材锈蚀量，我们希望对于钢材锈蚀的规律进行定量分析。钢材锈蚀不但与钢材配方有关（铬、镍含量越高则越不易锈蚀，当铬含量超过14％时则称之为“不锈钢”），而且与环境中的含盐量有关（盐越多锈蚀越快），与温度有关（温度越高锈蚀越快），与时间有关（时间越长锈蚀越严重）。现在的研究处于初期摸索阶段，希望先研究锈蚀与温度间的关系。我们将3种配方A，B及C（后两种增加了不同的铬及镍）生产出的不同之螺纹钢，直径都取Φ28，每种螺纹钢都再分为两组，选定30℃，50℃，70℃，80℃及90℃共5种温度，将螺纹钢都放入5％浓度的食盐溶液制成的盐雾箱中72小时，螺纹钢将被锈蚀。将原重量减去酸洗后剩余的重量即得到锈蚀量（单位：克）。我们希望建立锈蚀量Y与温度及配方间的回归方程。数据列在表9—17中（数据文件：REG_锈蚀量.MTW）。

表9—17　螺纹钢锈蚀量数据表
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解　本问题中有两个自变量，一个是温度（连续型），另一个是配方（类别变量，取3个值）。下面先绘制散点图以观察变化规律。散点图见图9—43。
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图9—43　锈蚀量与温度的散点图

从图9—43中可以看到，锈蚀量与温度的关系明显不能认为是线性的，因此考虑直接建立二次函数关系，即要包含温度的平方项。

首先不考虑含配方与温度间的交互作用（方案1），此时这个类别变量“配方”只是当作一个单独的自变量，同时出现在“模型项”中及“类别变量项”中。其操作与例9—10完全相同，这里只给出主操作窗（见图9—44），其他界面图从略。
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图9—44　广义回归操作图

选择指令“统计＞回归＞广义回归（Stat＞Regression＞General Regression）”，得出界面如图9—44中左侧所示。在“模型”中填写“配方　温度　温度*温度”（注意，类别变量应该列入），在“类别预测变量”中填写“配方”。点击“图形（Graphs）”后，勾选“四合一（Four in One）”，在“残差与变量（Residuals Versus the Variables）”中输入自变量名称，见图9—39中左下角。再点击“存储（Storage）”，勾选“残差（Residual）”及“标准化残差（Standardized Residuals）”，见图9—39中右下角。在“选项（Options）”中（见图9—39中右上角），将“类别预测变量的编码类型”由“（-1，0，-1）”换成“（1，0）”。

这时计算结果如下（方案1）：



广义回归分析：锈蚀量与温度，配方

回归方程
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模型汇总
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方差分析
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异常观测值的拟合和诊断
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R表示此观测值含有大的标准化残差



这时的方程按配方的不同分为3个回归方程，他们对于温度项及温度的平方项的回归系数是完全相同的，其差别只反映在常数项上。其计算方法是这样的：在回归系数列表中，参考值A的常数项为28.9178（通常是按编码顺序位于最前者，本例为配方A，如果需要指定其他值作为参考值，则要在“选项”（见图9—39中右上）给出），下面我们将介绍不同的参考值的含义。在配方为B时，应加上-5.1900，因而得到其常数项为28.9178－5.1900＝23.7278（其p值为0.000，说明配方A与配方B在回归方程常数项上有显著差异）。在配方为C时，应加上-27.4400，因而得到其常数项为28.9178－27.4400＝1.47782（其p值也为0.000，说明配方A与配方C在回归方程常数项上有显著差异），回归方程中的温度及温度的平方项上之p值分别为0.000及0.017，也都是显著的。

此计算结果还告诉我们模型总效果是高度显著的，衡量回归效果的决定系数R2＝0.9770；调整的决定系数[image: alt]；一切看来都很好。虽然第5号观测值的残差较大，但也并不严重。残差图也基本正常。

但我们仔细观察图9—43可以发现，对于3种不同的配方其响应变量的图形是有差别的：在配方A（低铬、镍）时弯曲不严重，而配方B，C（高铬、镍）时弯曲明显。如果不同的配方会导致不同的回归关系，我们应该考虑配方与温度的交互作用。为此，我们先考虑配方与温度的交互作用（方案2）。这时模型项中应该包含“配方|温度”及“温度*温度|配方”。方案2的模型表示方法见图9—44中右侧。其计算结果如下：



回归方程
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模型汇总
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方差分析
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这时的方程不但按配方的不同分为3个回归方程，而且它们的回归系数是不同的（对于温度项和温度的平方项）。其计算方法是这样的：在回归系数列表中，配方A的常数项为39.9380，在配方B时，应加上-24.4321，因而得到其常数项为39.9380－24.4321＝15.5059（此项p值为0.005，说明配方B的常数项与配方A的常数项有显著差异）；在配方C时，应加上-41.2583，因而得到其常数项为39.9380－41.2583＝-1.3204（此项p值为0.000，说明配方C的常数项与配方A的常数项有显著差异）。在回归方程中温度项，配方A的系数为0.1405，在配方B时，应加上0.8098，因而得到其常数项为0.1045＋0.8098＝0.9143（此项p值为0.010，说明配方C的温度项与配方A的温度项有显著差异）；在配方C时，应加上0.6176，因而得到其常数项为0.1045＋0.6176＝0.7221（此项p值为0.041，说明配方C的温度项与配方A的温度项有显著差异）。在回归方程中温度平方项，配方A的系数为0.0014，在配方B时，应加上-0.0071，因而得到其常数项为0.0014－0.0071＝-0.0057（此项p值为0.006，说明配方B的温度平方项与配方A的温度平方项有显著差异）；在配方C时，应加上-0.0056，因而得到其常数项为0.0014－0.0056＝-0.0042（此项p值为0.026，说明配方C的温度平方项与配方A的温度平方项有显著差异）。可以断言现在的回归方程是合乎要求的回归方程。

总之，根据上述分析可以断言，配方B与配方A的回归方程有显著差异，配方C与配方A的回归方程有显著差异。但是配方B与配方C的回归方程间是否有显著差异？上述结果并未回答。为此，我们选择配方B作为参考值，只需要在“选项”框内填写“配方‘B’”（见图9—45）即可（注意：填写时“配方”与“B”之间要有空格，“B”用半角状态双引号）。
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图9—45　广义回归指定参考值的操作图

再进行一次回归后，结果如下：



回归方程
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上述系数的具体计算从略。从上述结果可以确认：在配方B与配方C间，常数项有显著差异（p值为0.041），温度项系数无显著差异（p值为0.506），温度平方项也没有显著差异（p值为0.529），因此，在配方B与配方C间，其显著差异完全是由于常数项的不同而引起的；在配方B与配方A之间，其显著差异既有常数项的不同，也包含温度及温度的平方项系数的不同。




例9—11和例9—12都是广义回归中最简单的情况。一般来说，连续型的回归自变量可以是多个；类别变量也可以是多个。多个连续型的回归自变量的情况我们早就见过（这就是多变量的回归问题），而多个类别变量的情况将导致有多个分叉的结构，这里的分叉是所有的类别变量的所有搭配都应该有相应的回归方程，一般是比较复杂的，这里就不仔细讨论了。


第10章
变异源分析

10.1　变异源分析概论

实施六西格玛管理的一个重要目标就是减少生产过程中产品性能的变异。大家都知道，生产出的产品各项性能变异越小，表明该过程生产出的产品性能越好。例如，自动车床A，可以做到“车削轴杆长度100mm时，保证误差在1mm内”；自动车床B，可以做到“车削轴杆长度100mm时，保证误差在0.1mm内”。很显然，自动车床B的产品性能比自动车床A要好得多，也可以说，自动车床B本身也就比自动车床A要好得多。这里，度量产品性能优劣的关键指标就是产品特征性能的波动性或变异性，其统计指标就是产品特征性能的标准差。实施六西格玛管理的目标就是希望生产出的产品的特性指标的标准差要尽可能地小。

当然，让标准差尽可能地小，可不是件简单的事，它可能牵涉到生产中的很多因素。生产中产生的变异这么大，到底是哪些原因形成的？通过事先安排好的计划，有规律地去收集生产过程中的有关数据，通过统计分析，我们不但要弄清楚变异是由哪几部分原因组成，而且要定量地给出每部分原因所产生的变异究竟在总变异中占多大的比例。换言之，我们要找出产生变异的“罪魁祸首”，并把所有对产生变异有“贡献”的各因素，按其对产生总变异的“贡献率”排成队，定量地列出一个需要解决的问题的顺序清单，以便在选择攻关项目时作为参考依据。这就是通常所说的变异源分析（source of variation，SOV）。它所使用的主要统计工具就是“方差分析”和更深入的有关方差分量的计算。

如上所述，变异源分析主要是为了分析问题的，此时尚未考虑如何解决问题。如果希望最终判定所有因素在其可能取值范围内，究竟哪些因素对于生产特性指标有重要影响，哪些没有重要影响？对于那些有显著影响的因子，究竟它们处于什么状态时会使产品特征性能达到最佳？这是统计学中另一个重要课题，这个任务将要在试验设计（design of experiment，DOE）中完成，这部分内容将在本书的第13章作介绍。本章所要讨论的“变异源分析”属于不改变目前生产状况情况下的研究分析工作，是在正式解决问题之前的准备工作，即首先要搞清楚变异究竟是怎样产生的。


10.2　变异源分析的一般方法

先引入一些在进行变异源分析（SOV）中最常用到的概念。我们把最能代表过程特征的变量称为因变量或响应变量，而把可能产生影响的那个（些）变量称为因子。此因子在观察中可能取的不同值称为水平。例如，有3台车床，称车床这个因子取3个水平。在SOV中，因子通常是以离散型变量形式出现的，即使原来是连续型变量也要在取定若干固定数值后将其变成离散型变量。对于因子和响应变量都是连续变量的情况，通常会用回归分析的方法来处理；对于两者皆为离散型变量的情况，通常会用列联表的卡方检验方法来处理；如果因子是连续变量而响应变量是离散数据时，则使用Logistic回归处理。在SOV研究中，表面上看，因子是以离散型变量形式出现的，响应变量是以连续型变量形式出现的，这种类型问题都可以使用ANOVA的方法处理。但实际上，由于每个因子的性质可能不同，各因子间还可能有多种不同的结构关系，因此处理起来也要分为多种类型，要在ANOVA的基础上进一步深入计算，其细节将在下面分别介绍。

变异源分析是指通过对过程收集到的数据进行分析得到关于变异来源的结论。但是如何收集数据呢？比如，我们关心本车间生产的螺钉的直径的波动问题，到仓库中随机抽取200颗螺钉，发现它们直径的方差大得超出我们的想象。螺钉的直径是关键指标，减小它的波动对于生产来讲是很重要的问题。但这样随机收集的数据能说明什么？它只能说明产品性能的总体波动太大，而我们所希望获得的是更进一步的信息，即到底是什么原因造成这么大的波动。为此必须放弃简单随机抽样，改而采用按不同因子的不同水平有计划地分层，然后再抽取样本。再有就是，抽样一定是在现有生产条件下进行的，并不对生产条件作任何改动，抽样分析工作只是有计划的观察，这与试验设计中的状况是完全不同的。形象些说，我们只是对现实状况作最准确详尽的记录，并加以分析，得到各个因子在产生响应变量的变异方面的贡献率，从而确认减少变异的主攻方向。这很像选好角度给过程拍一个有很多细节的“快照”，我们当然希望快照中能准确而又详细地反映出过程全部真实的状况，而并不希望过程本身发生任何变化。

我们通常就是按上述方法进行变异源分析的。为使大家有具体的了解，先看下面的例子。

例10—1

考虑车工车间在生产标准螺钉时的直径波动过大问题。从十几名工人中随机选取3名工人，让他们使用同一根钢条做原料，每人都使用自己平时所用的车床，按随机顺序各自分别加工出4颗螺钉，然后在每颗螺钉的根部随机选取两个相互垂直的方向，分别测量其直径，共得到24个数据。分析螺钉直径间的变异产生的原因。其数据列于表10—1中（数据文件：QT_SOV2嵌套.MTW）。

表10—1　螺钉直径数据（2因子）
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很显然，工人之间可能有变异，每名工人自己生产的螺钉间也有变异。当然，在一颗螺钉根部两个方向上测定的直径间也有变异，但我们是用其平均值作为整个螺钉直径的代表的，两个不同方向间变异的产生是车床生产过程中固有的（称为“不圆度”），它是在同一名工人生产出同一颗螺钉上得到的结果。我们目前还不想讨论螺钉不圆度的成因，它的产生几乎是不可控制的，我们将把它作为随机误差来处理。当然在实际工作中，它可能含有测量误差，但在测量系统分析完成后，我们可以假定测量误差已经小到可以忽略的程度了。随机误差并不是测量误差，但它是完全随机形成的，不能算作待考察的因子。总之，现在有“工人”和“螺钉”两个因子以及一个随机误差项（或螺钉内部变异）。我们的问题是，在螺钉直径的变异中，在“工人”、“螺钉”这两个因子和随机误差项之间，也即在3名工人间和每人生产的4颗螺钉间以及螺钉内部的变异中，究竟哪项最大，哪项次之，哪项最小？它们各占多大比例？

将此例题所叙述的问题一般化，就是进行SOV时的处理方法。先要根据过程分析结果，初步判断可能影响响应变量的因子。当然，在准备进行SOV分析前，先要确认测量系统是合格的，也就是说，由测量引起的波动应该控制在非常小的范围内。只有当测量系统被判定为合格时，收集到的数据才能用来进行SOV分析。至于测量系统分析的内容，从使用的工具来看也与SOV有关，我们将在下一章讨论。

通常把变异来源归因于下述三个方面：

1．随机误差

任何实际工作中，都要先选取一个可以不追究或无法更细致追究的变异原因，我们把这部分称为随机误差。有时也称为“组内差”，如上例的不圆度误差。注意不要把这部分理解为或实施为重复测量的误差，我们需要的是真正反映过程中的随机误差项，像例10—1中螺钉两个垂直方向的直径度量差别就是较好的选择。

2．组间差

经常要考虑人员之间的差异、部件间的差异、原料批次间的差异、设备之间的差异、方法之间的差异、环境条件之间的差异等。这些是我们要考察的重点，而且对于不同问题将会有不同的安排与选择。例如在例10—1中，考虑3个工人间变异、每人生产的4颗螺钉间变异就都是组间差。

3．时间差异

需要考虑到时间因素所形成的变异。例如，每周之间的差异、每周内5个工作日之间的差异、早中晚三班之间的差异、每个小时之间的差异等。

SOV最终的目的就是把整个方差分解为若干有意义的方差分量。如果将因子用A，B，…，K代表，将随机误差用E代表，则有基本公式：
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SOV最后的结果就是要得到上式的数值结果，并且能把各项方差在总方差中所占的比率计算出来，从而确认对于总方差的最大贡献者（或言“罪魁祸首”）。

选定SOV所要研究的因子后，要设计好采样计划。除了随机误差因子可以最少取2个水平之外，任何属于组间差或时间差异的因子都最少取3个水平。使用变异源分析方法的第一个重要步骤是，先画出SOV中要考察的各因子间的树状图（tree diagram）。每个因子画一行，将各水平的数值从左至右列出，然后对每个因子都自上而下画出。这时，由于随机误差总会放在最底（下）层，这行不能算是“因子”。例10—1的树状图参见图10—1。
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图10—1　例10—1螺钉直径（2因子）树状图

按照上述树状图，我们安排了数据的收集工作，最终得到了如表10—1中列出的观测值。

为了解更广泛的情况，再看几个例子。

例10—2

考虑精密车工车间生产微型轴杆长度波动过大问题。我们从十几位工人中随机选取3名工人，让他们使用同一根钢条做原料，大家都使用固定的编好号的4台车床，按随机顺序各自分别加工出3根轴杆，然后分别测量其长度，共得到36个数据。我们要分析轴杆长度间变异产生的原因，究竟是车床间的变异为主？还是工人间的变异为主？还是同一工人同一车床生产的不同轴杆间的变异为主？其数据列于表10—2中（数据文件：QT_SOV2交叉.MTW）。

表10—2　轴杆长度数据
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这仍然是两个因子的问题，下面看一个更复杂些的例子。

例10—3

轴棒直径变异问题（3因子）。对于随机选取的3名工人A，B及C，让他们使用同一根钢条做原料，分别使用已选好并编了号的固定的4台车床，各自分别加工出3根轴棒，然后在每根轴棒的根部随机选取两个相互垂直的方向，分别测量其直径，共得到72个数据。我们的问题是，轴棒直径间的变异究竟是怎样产生的？这里考虑了工人、车床及轴棒共3个因子，其数据列于表10—3（数据文件：QT_SOV3交叉嵌套.MTW）。

表10—3　轴棒直径数据（3因子）
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对于这种分析变异来源的问题，在统计上如何处理呢？通常有两个步骤：首先应用统计作图法，提供图形工具直观显示这些变异的组成状况（严格说这是用计算机将图形显示出来的问题，与统计概念无关）；然后给出精确数值定量的分析和解释，将各因子的贡献量化。下面先在10.3节中介绍变异源分析的图形方法，然后在10.4节中介绍变异源分析的单因子数值分析方法，最后在10.5节中介绍多种更复杂模型的分析方法。


10.3　变异源分析的图形方法

在应用统计方法解决实际问题时，常用图形显示方法给出直观的判断。图形方法是一个非常重要的手段。在SOV中画出的图称为“多变异图”（multi-varichart）。其操作方法是先要画出树状图以阐明因子间的结构关系，然后用计算机软件将图画出。

下面以本章例10—1为例介绍有关内容。其树状图见图10—1，这属于较简单的双因子情况。

有了树状图，就可以容易地画出多变异图。画多变异图的具体操作是：

从“统计＞质量工具＞多变异图（Stat＞Quality Tools＞Multi-vari Chart）”入口，操作示意图如图10—2所示。
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图10—2　绘制多变异图的操作（1）

得出的界面如图10—3所示，在上半部先填入响应变量名，再填入因子名称，这里特别要注意的是，因子填写要按照由下而上的顺序，换言之，先从最基层的因子填起（注意误差不算因子），然后逐次向高层填写。在打开“选项（Options）”窗口后，注意增选“显示个体数据点（Display Individual Data Points）”（见图10—3下半部）。
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图10—3　绘制多变异图的操作（2）

计算机处理后，会将所有数据列出来形成如图10—4所示的展示图。图10—4中显示的是例10—1（数据文件：QT_SOV2嵌套.MTW）螺钉直径的2因子多变异图图形结果。
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图10—4　螺钉直径的2因子多变异图

本例中，3名工人使用各自的车床各生产4颗螺钉。从图形中容易看出，这3名工人之间有着显著的差别。当然，每个工人在使用不同的车床生产的螺钉之间也有差别，但相比于工人间的差别小多了。这说明，螺钉直径间的差异主要是由工人间差异造成的。这就是从图形中直观分析可以得到的结论。对于更复杂的不易确定变差成因主次的情况，不一定全部都能从图形上看出明确结论，这时必须使用更精确的数值分析方法。单因子变异源数值分析内容将在10.4节加以介绍，其他几个例子的多变异图及数值分析参见10.5节的介绍。


10.4　变异源分析的数值方法

在本节中，我们将仔细分析各种情况下的数据结构，并给出具体的分析方法。为此，先介绍有关概念，特别是方差分量的概念，然后介绍有关单因子变异源分析的计算公式，并对其含义给予解释。至于10.1节中提出的三个问题，属于两因子或更复杂模型，我们将在10.5节分别加以叙述。

为了理解有关理论，先介绍有关两因子间关系和有关效应的几个概念。

10.4.1　因子间的交叉及嵌套关系

在进行SOV分析时，通常要面对多个因子的状况。由于要同时处理多个因子的效应分析问题，因此首先要搞清楚这些因子间的关系。多个因子间通常都是分层的，在画树状图的时候已经有所体现。而对于相邻层的两个因子，根据它们的不同关系状况，可分为嵌套或交叉关系。在绘制多变异图时，并不需要区分两种关系的不同，但对于变异源的数值分析而言，两种关系就有很大的不同，必须区分清楚。

回顾一下例10—1。在此例中考虑车工车间在生产标准螺钉时的直径波动过大问题。随机选取3名工人，各自分别加工出4颗螺钉，然后在每颗螺钉的根部随机选取两个相互垂直的方向，分别测量其直径，共得到24个数据。将“工人”这个因子记为因子A，将“螺钉”这个因子记为因子B，那么，A与B两个因子间是什么样的关系呢？由于各工人生产的4颗螺钉，是分别附属于相应的工人的，即使我们将这些螺钉都编号为1，2，3，4，但是很明显，工人A和工人B之下的编号皆为1的两颗螺钉并不是同一件东西。这时，称因子B“螺钉”是被因子A“工人”所嵌套着的（Factor B is nested with factor A）。很明显，此种情况下的两个因子所处的地位是不能颠倒过来的。然而，在实际情况中，两个因子间还可能存在另一种关系。例如，3名工人轮流使用共同的4台编了号的车床，每个工人都使用了车床1，2，3，4，这时，工人A和工人B之下的编号都为1的两台车床是同一件东西。而且可以反过来说，每台车床都被3名工人使用过。这时，称因子B“车床”是与因子A“工人”相交叉（Factor B is crossed with factor A）。很明显，如果这时候说因子A“工人”与因子B“车床”相交叉也是同样的，它们的位置是可以颠倒过来的。这里要注意，单从树状图上是不能区分两个因子的关系是交叉还是嵌套的，只能从实际意义判断之。

在例10—2中轴杆长度问题中，选取3个工人，让他们轮流使用固定的编好号的4台车床，按随机顺序各自分别加工出3根轴杆。若将与因子A（工人）及搭配的因子B（车床）的每台车床编好号，则可以发现，因子A（工人）与因子B（车床）间的关系是交叉关系。注意，它们两因子间可以颠倒顺序，即可以反过来说，因子B（车床）的每个值也都与因子A（工人）的每个值搭配过。如果车床不是固定的编号的车床，而是每个工人各自有自己固有的4台车床，这时因子A（工人）与因子B（车床）间的关系就不再是交叉关系，而是嵌套关系了。

例10—3讨论的是三因子问题。由于不能将轴棒之间的变异看成随机误差，因而要求将轴棒之间的变异也看作因子，即形成三因子问题。这里3个工人（因子A），分别使用已选好并编了号的4台车床（因子B），各自分别加工出3根轴棒（因子C），然后对每根轴棒测两次直径（误差）。由于因子B的4台车床是固定的，所以工人（因子A）与车床（因子B）之间是交叉关系，而轴棒（因子C）则是被A与B所嵌套的，即三因子是先交叉后嵌套的关系。

如果将例10—3的安排稍加调整：3个工人（因子A），分别使用自己固定的4台车床（因子B），各自分别加工出3根轴棒（因子C），这时因子间的关系就会发生变化。这时B被A所嵌套，C被A，B所嵌套，这种关系也称为完全嵌套关系（fully nested）。

实际问题中可能有多种结构，但仔细分析它们的数据就可以发现，因子间的关系无非是嵌套或交叉这两种基本类型。有时在实际问题中可能遇到的是因子个数较多，关系较复杂，这时需要仔细分析处理之。

10.4.2　固定效应与随机效应

下面讨论每个因子本身的效应问题。一个因子可以取若干个不同的数值，这些数值称为该因子的水平（level）。对于此因子所取的每个水平下响应变量取值的均值的算术平均值，称为此因子的因子总均值。如果对于此因子所取的各个水平，响应变量取值的各水平均值与此因子的总均值有差别，则称这个差别（因子所取的各个水平下响应变量取值的均值减去此因子的总均值）为此因子在该水平上的效应（effect），即因子取此水平时会使响应变量取值的均值在本因子的总均值上产生多大改变。

这种效应有两种不同的情形：固定效应和随机效应。如果对于每个特定的水平，其效应是一个固定的数，称此种效应为固定效应（fixed effect），此因子称为固定效应因子（factor with fixed effect）。比如在比较多个总体均值是否相等时使用的方差分析方法，所遇到的都是设各因子的效应是固定效应的例子。但实际生活中还有另一种类型，各因子在各水平上的效应不再是固定的数值，而是一个随机变量。此种效应称为随机效应（random effect），此因子称为随机效应因子（factor with random effect）。本章中所讨论的变异源问题一般都将各因子考虑为随机效应因子。比如例10—1，因子A（工人）有A，B，C共3个水平，这3个水平是从这个因子A（工人）所有可能取值的集合中随机抽取的，它们的效应不再是固定的数值，而是个随机变量。这时，我们所感兴趣的焦点，不是具体分析出各自的效应是多少，而是希望得知这种效应的变化有多大，此种效应属于随机效应，因而因子A（工人）是随机效应因子。我们对此的处理方法是，将此因子所有各个水平（总计为nA个）的效应值看成是个总体，而因子第i个水平的效应αi是来自此总体的一次抽样（i＝1，2，…，nA）。显然此总体的均值应为0，而我们感兴趣且又非常重要的常量是该因子的方差[image: alt]，此常数与i无关，而仅与因子A有关，称为因子A的方差分量（variance component）。因此，有
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式中，[image: alt]未知。在SOV中，最重要的任务就是估计这个参数[image: alt]。

对于其他各因子我们也采用同样的处理方法。而SOV的最终目的是将各个因子的方差分量按照由大到小的顺序排列出来，这就是它们对总变差的贡献。将它们换算为百分数，就是各个因子对于总变差的贡献率，而按贡献率由大到小的排序就是进行“变异源分析”的最主要目标。

分析随机效应因子与固定效应因子是很不同的。由于以前介绍过的ANOVA中处理的都是固定效应因子，因此我们必须在ANOVA的基础上，经过进一步计算才能得到方差分量的值。显然，求方差分量的工作要远比ANOVA难得多。

另外一点值得注意的是，因子之间的关系是嵌套或是交叉，与这些因子本身有固定效应还是随机效应是没有关系的。换言之，两个皆为固定效应因子（或皆为随机效应因子）之间，或一个随机效应因子与一个固定效应因子之间，既可以是嵌套关系，也可以是交叉关系。

当然，这里也要注意到另一件事：两个是交叉关系的随机效应因子，除了考虑它们每个因子的主效应方差[image: alt]及[image: alt]外，还应该考虑到它们之间可能存在的交互效应方差[image: alt]。而对于两个是嵌套关系的随机效应因子，它们之间则不可能存在交互效应方差项。这是因为，如果因子B被因子A所嵌套，因子B不可能取固定的各个水平，因子B所取的各个水平将依因子A的不同水平而不同，这时，它们之间是没有交互作用可言的。我们将只考虑因子A的效应方差[image: alt]和因子B被A所决定的各个水平效应的方差[image: alt]。根据固定效应与随机效应的定义，可以得知，在两因子为交叉关系时，只有两者皆为固定效应时，其交互作用才是固定效应的；只要有一个因子是随机效应的，则交互效应肯定是随机效应的，都要考虑计算方差分量。至于有交叉关系的两个因子间，是否一定存在交互作用呢？两因子间确实可能并没有交互作用存在。对于这种情况，通常是先假设它们存在交互作用，然后通过假设检验的方法，给出它们之间是否有交互作用的判断。如果它们的交互效应真的不显著，则可以把它们的交互效应再从模型中剔除出去。

10.4.3　单因子方差分量计算公式

在因子个数不同或因子间关系不同（嵌套还是交叉）时，方差分量的计算公式是很不相同的。本段将只介绍最简单的单因子方差分量的计算。

设Yij为因子A在其第i个水平时所得到的第j个观测值，则可以假定下列模型：

[image: alt]

式中，μ为总平均值，是非随机参数；αi是总体Ai的随机效应，是随机变量；εij是随机误差。对于各随机项有下列假定：

[image: alt]

这里εij与αi皆不相关。

模型（10—1）与模型（10—2）就是所要讨论的单因子方差分量模型。在此模型中，[image: alt]及σ2称为方差分量。对这个模型研究的重点放在方差分量的估计上，对于这两个参数的假设检验（这时还要增加它们都是正态分布的假定）就不进行讨论了。

我们注意到，这种问题的分析方法与普通的方差分析法是非常不同的。在得到方差分析的表格ANOVA后，已经可以算出各分量的离差平方和SS，相应的自由度df，从而可以得到各分量的平均平方和（简称为均方）MS，包括MSA和MSE。但这里计算的SS只是根据观测到的数据直接计算其离差平方和得来的，这对于固定效应的模型足够了。然而，如果A因子是随机效应因子，各水平下观测值的离差平方和既包含A因子方差的影响，还包含随机误差的影响，为了求出单纯的A因子的方差必须在扣除随机误差的波动影响之后才有可能。因此，求方差分量的估计还要以ANOVA计算出的MS为基础，再进行下一步计算才行。可以证明有下列公式（参见参考文献［15］蒙哥马利：《实验设计与分析》，92页）：

[image: alt]

其中各项MS是ANOVA表中的均方，我们在式（10—3）中给出的是它们的期望值，对这些期望值用对应的均方的观测值来估计，可得到下列方程组：

[image: alt]

解此方程组，就可以得到方差分量的估计：

[image: alt]

10.4.4　单因子方差分量计算举例

为了演示上面各项计算的含义，举一个单因子方差分量例子。

例10—4

某瓷砖厂每天烧制一炉瓷砖，每炉随机抽取5块，分别测量其平面度（flatness）。连续抽取了7天，共记录了35个数据，如表10—4所示（数据文件：QT_SOV1瓷砖.MTW）。试分析其平面度变异的成因。

表10—4　瓷砖平面度数据表

[image: alt]

经由MINITAB软件，绘制出多变异图（绘制方法见10.3节，操作参见图10—2及图10—3），结果如图10—5所示。从图10—5中可以看到，尽管每天的5块瓷砖平面度间有差异，但很明显的是7天之间瓷砖平面度间的差异似乎要大得多。

[image: alt]

图10—5　瓷砖平面度数据的多变异图

为了获得更准确的两个方差分量的数值结果，我们使用MINITAB具体计算两个方差分量。其操作步骤如图10—6所示。

[image: alt]

图10—6　完全嵌套方差分量计算操作（1）

从“统计＞方差分析＞完全嵌套方差分析（Stat＞ANOVA＞Fully Nested ANOVA）”入口（见图10—6）。

在如图10—7所示界面中，在“响应（Response）”中填写“‘平面度’”，在“因子（Factor）”中填写“‘天’”，则可以得到结果。

[image: alt]

图10—7　完全嵌套方差分量计算操作（2）

注意：本操作窗口能计算的是所有因子是完全嵌套时的随机效应模型，由于本例只有一个因子，当然也可以借用此窗口功能，以后我们还会使用此窗口来计算更复杂的例子。在打开的窗口中填写相应信息即可（见图10—7）。

计算结果如下所示：



嵌套ANOVA：平面度与天

对于平面度的方差分析

[image: alt]

方差分量

[image: alt]

期望均方

[image: alt]



我们要对此表进行仔细分析，搞懂每个输出的结果。

首先看方差分析表，本例中只有一个因子A“天”，其余完全是随机误差。将因子A及误差两项的离差平方和除以相应自由度，可以得到相应于A的均方MSA＝0.8403及误差均方MSE＝0.0209。但是要注意这里的因子A的均方是将A因子各水平当作固定效应来计算的，而实际上，A是随机效应因子，它的几个水平间（也就是几天平均值间）的差异，并不是固定数值间的差异（那时就根本不存在“方差”的概念），它们的波动之成因除了A因子自身的方差[image: alt]之外，还有随机误差的σ2在起作用，因此不能把MSA完全归因于A因子自身的变异原因[image: alt]。在MINITAB输出结果中的最后一段“方差分量计算公式”内，还附带给出了具体计算公式：
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这是代入式（10—4）的具体结果，写成真正的公式是：

[image: alt]

在方差分量计算公式中，用“（1）”代表最高层的方差（本处是[image: alt]），用“（2）”代表最基层的随机误差（本处是σ2），方差分量计算公式主要是给出了相应系数。如果把具体数值代入式（10—6）就可以得到下列方程：

[image: alt]

由此容易解出（直接代入式（10—5）也一样）：

[image: alt]

这就是方差分量计算的最终结果。

在方差分量结果段中，还给出了[image: alt]和σ2各自所占的百分比，[image: alt]占总和高达88.69％，而σ2只占总和的11.31％。这就从数值上定量地给出了各项方差在总方差中所占的比率。

将方差分量结果中的前2列粘贴入原数据工作表QT_SOV1瓷砖.MTW中第4，5列（见图10—8），然后绘制Pareto图。从“统计＞质量工具＞Pareto图（Stat＞Quality Tools＞Pareto Chart）”入口（见图10—8中下图），在“缺陷或属性数据在”中填写“‘来源’”，在“频率位于”中填写“‘方差分量’”。
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图10—8　由方差分量画Pareto图的操作

经MINITAB处理后可以得到Pareto图如图10—9所示。

[image: alt]

图10—9　瓷砖平面度变异源的Pareto图

从此图中可以看出，天与天之间的差异确实是非常显著的，它对于总变异的贡献率高达88.6％。

这里要注意，上述计算方差分量的方法有时可能得到负的方差分量估计。此时通常可以认定该方差分量为0就行了。另外，如果需要考察[image: alt]到底有多大，可以考虑用更精确的公式求出比值[image: alt]的置信区间，详细内容请参见参考文献［15］（蒙哥马利：《实验设计与分析》，97页）。


10.5　变异源分析的一般模型数值方法

变异源分析中会遇到很多不同类型的问题，我们将依次介绍两因子交叉、两因子嵌套、三因子交叉加嵌套等几种类型。由于MINITAB软件只对完全嵌套因子的模型给出直接结果，我们对于一般模型只好采用一般线性模型方法。我们先对此进行一些介绍，然后再用各自的例子具体说明。

10.5.1　一般线性模型的方差分量计算

在实际工作中所遇到的问题，因子的个数可能是2个、3个或更多个；这些因子间的关系可能是交叉关系，可能是嵌套关系，多因子时更可能先交叉后嵌套，或先嵌套后交叉，也可能交叉到底，也可能嵌套到底；因子的效应可能是固定效应，也可能是随机效应；各因子搭配时所使用的水平数一般是固定的，但也不免有个别缺失水平的（如试验失败、记录短缺等）；情况千差万别。只是由于在变异源分析中常常会遇到多个因子都是随机效应，而且因子间的关系是嵌套到底的，因此MINITAB软件对此专门开设了窗口，只处理此种模型，这给我们带来很大的方便。但我们必须学会处理一般的情况以应对不同类型的问题。

MINITAB软件在ANOVA类型下，提供了两个具有一般功能的窗口：平衡方差分析（Balanced ANOVA）及一般线性模型（General Linear Model）。其实二者功能相差不多，而平衡方差分析也只是要求所有观测值是平衡的，也就是说，每个因子所取的水平数在整个数据集中都保持不变。由于一般线性模型应用更广泛些，因此在本部分中只介绍一般线性模型方法，平衡方差分析与此几乎完全相同，读者可以自行学习使用。我们对此模型只进行一般介绍，具体使用可以参见后面的例题。

一般线性模型适用于多种情况，在使用时有下列三个步骤（详见例10—5）：

第一步，要学会如何“建立模型”。其实很简单，基本规则是：如果因子B被因子A所嵌套，则除了考虑因子A的方差分量外，还要考虑B的方差分量，这项用B（A）表示；如果因子B与因子A是交叉关系，则除了考虑两个因子A，B自身方差分量外，还要考虑二者交互效应的方差分量，此项用A*B表示。举例如下：

（1）考虑二因子交叉模型，则模型可写成：

Y＝A＋B＋A*B＋error

而在实际填写时，“error”是所有模型所共用的，故省略不写；另外，MINITAB软件规定，用“空格”连接的并列两项默认为相加。因此，上述模型实际上可以写为：

Y＝A　B　A*B

为了印刷上不被误解，本节中仍保留“＋”号。

两交叉因子模型也可简写为：

Y＝A|B

（2）考虑二因子嵌套模型，B被A所嵌套，则模型可写成：

Y＝A＋B（A）

（3）考虑三因子嵌套模型，B被A所嵌套，C被A，B所嵌套，则模型可写成：

Y＝A＋B（A）＋C（AB）

（4）考虑三因子模型全交叉，则模型可写成：

Y＝A＋B＋C＋A*B＋A*C＋B*C＋A*B*C＝A|B|C

（5）考虑三因子模型，A，B交叉，C被A，B所嵌套，则模型可写成：

Y＝A＋B＋A*B＋C（AB）＝A|B＋C（AB）

（6）考虑三因子模型，B被A所嵌套，C与A，B交叉，则模型可写成：

Y＝A＋B（A）＋C＋A*C＋B*C

更多的因子情况与此类似，在此不再赘述。

第二步，选定随机效应项。由于在一般线性模型中，默认的是固定效应，因此如果某因子是随机效应则应该将此因子列入“随机效应因子”的表格中。要注意的是，在SOV中，除极个别情况外，所有的因子都是随机效应因子，计算中不要漏选此项。对于固定效应项，各因子效应是固定常数，根本没有方差分量可言。

第三步，增选输出“方差分量结果”。由于在一般线性模型中，默认的是固定效应，没必要计算方差分量，因此在进行SOV时，必须在操作中注意，在填写完“响应变量”名称、“模型”内容、“随机因子”名称后，打开“结果（Result）”窗，勾选“显示期望均方及方差分量（Display Mean Square and Variance Component）”。具体操作的图形界面可以参见图10—11和图10—12，那里有使用一般线性模型计算方差分量的操作图。

在一般线性模型的方差分量计算中，由于情况的不同导致具体方法与公式也很不相同。下面给出有双因子交叉、双因子嵌套及三因子先交叉后嵌套共三种常见类型的例题，其他情况就不再叙述了。

10.5.2　双因子交叉型方差分量计算

我们先回顾一下例10—2中的问题。

例10—5（续例10—2）

在生产精密轴杆过程中，随机选取3个工人，都使用相同的4台车床，各自加工出3根轴杆，其数据列于表10—2中。由于因子A（工人）中每个水平与因子B（车床）各水平（各车床）都进行了全面搭配，显然A与B是交叉的。

对于两个交叉因子计算其方差分量。

解　设Yijk为在因子Ai水平和因子Bj水平搭配下，所得到的第k个观测值。将Ai水平的随机效应记为αi，因子Bj的随机效应记为βj，因子Ai水平和因子Bj水平的随机交互效应记为δij，记εijk为随机误差，则可以有下列模型：

[image: alt]

式中，随机误差εijk与αi，βj及δij之间都不相关。此模型中的[image: alt]及σ2都是方差分量，模型（10—7）也称为交叉二因子方差分量模型。

可以证明有下列公式（参见参考文献［15］蒙哥马利：《实验设计与分析》，246页）：

[image: alt]

式中，各项MS是在ANOVA表中的均方，对这些均方的期望值用对应的均方的观测值来估计，可得到相应方程组，解这些方程组就可以得到方差分量的估计结果：

[image: alt]

对于例10—2，下面给出一个完整的步骤介绍。为此，先画出多变异图，然后给出方差分量的计算结果。

由于有交叉关系的两个因子间可以交换顺序，哪个在上面都无所谓，可以把因子B（车床）作为最高层，结果如图10—10所示（画多变异图的方法可以参看10.3节）。

[image: alt]

图10—10　轴杆长度多变异图

从上图可以看出车床间有明显变异，工人间似乎也有些变异，几根轴杆间随机波动也有些。究竟各项方差中大小的顺序如何、各占多大比率等问题则要经过下面的数值计算。使用一般线性模型计算方差分量的操作如图10—11及图10—12所示。

从“统计＞方差分析＞一般线性模型（Stat＞ANOVA＞General Linear Model）”入口（见图10—11，打开窗口后的操作见图10—12）。

在“响应（Response）”中填写“‘长度’”；在“模型（Model）”中填写“‘车床’‘工人’‘车床’*‘工人’”；在“随机因子”内填写“‘车床’‘工人’”；打开“结果（Results）”后，勾选“显示期望均方和方差分量（Display Mean Square and Variance Component）”，则可以得到最后结果：

[image: alt]

图10—11　使用一般线性模型计算方差分量操作图

[image: alt]

图10—12　使用一般线性模型的模型输入图

计算结果中的最后一部分如下：



期望均方，使用调整的SS

[image: alt]

检验的误差项，使用调整的SS

[image: alt]

方差分量，使用调整的SS

[image: alt]



上面计算结果中，只有方框中最后一段内容是我们所需要的，这里列出了各项方差分量的估计值。据此结果可以画出方差分量的Pareto图（见图10—13）。

[image: alt]

图10—13　轴杆生产过程方差分量Pareto图

本例中，车床的方差分量所占比率最大（达73.3％），工人间方差分量所占比率较小（只有15.4％）。这样一来，为了解决轴杆长度的波动过大问题，必须先从“车床间的差异为何这么大”开始分析，而且要设法将其尽可能缩小。获得这样的结论就是我们使用SOV的主要成果。

10.5.3　双因子嵌套型方差分量计算

例10—6（续例10—1）

我们先回顾一下例10—1中的双因子嵌套问题。

考虑螺钉直径波动过大问题。随机选取3名工人，让他们都使用自己平时所用的车床，按随机顺序各自分别加工出4颗螺钉，然后在每颗螺钉的根部随机选取两个相互垂直的方向，分别测量其直径，共得到24个数据。我们要分析螺钉直径间的变异产生的原因。由于因子B（螺钉）的各水平是由因子A（工人）所决定的，因此，因子B是被因子A所嵌套的。

对于两个嵌套因子计算其方差分量。

解　设Yijk为在因子Ai水平和因子Bj水平搭配下，所得到的第k个观测值。将因子Ai水平的随机效应记为αi，因子Bj水平的随机效应记为βj，随机误差效应记为ε（ij）k，则可以有下列模型：
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式中，随机误差ε（ij）k与αi及βj（i）之间都不相关。此模型中的[image: alt]及σ2都是方差分量，模型（10—10）被称为嵌套二因子方差分量模型。

可以证明有下列公式（参见附录参考文献［15］蒙哥马利：《实验设计与分析》，503页）：
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式中，各项MS是ANOVA表中的均方，对这些均方的期望值用对应的均方的观测值估计，可得到相应方程组，解这些方程组就可以得到方差分量的估计结果：

[image: alt]

对于例10—1，我们已先画出了多变异图（见图10—4），下面用两种方法给出方差分量的计算结果。

由于在MINITAB软件中，对于ANOVA完全嵌套模型给出专门的窗口，因此可以直接进入此窗口得出详细结果。从“统计＞方差分析＞完全嵌套方差分析（Stat-ANOVA-Fully Nested ANOVA）”入口，操作如图10—14所示。

[image: alt]

图10—14　ANOVA完全嵌套模型的方差分量计算操作（1）

打开窗口后的操作见图10—15。在“响应（Response）”中填写“‘直径’”；在“因子（Factor）”中依次填写“‘工人’‘螺钉’”。请注意：填写因子的顺序时一定要将树状图中的因子排列按由上到下的顺序输入，本例题一定要先写“工人”，再写“螺钉”。

[image: alt]

图10—15　ANOVA完全嵌套模型的方差分量计算操作（2）

计算结果如下：



对于直径的方差分析
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方差分量

[image: alt]

期望均方
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上述结果比较完整，不但给出方差分量计算结果，而且给出各分量的贡献率，还给出标准差结果。

对于本例，同样可以用一般线性模型得到结果。其模型应该是这样的：

Y＝A＋B（A）

从“统计＞方差分析＞一般线性模型（Stat＞ANOVA＞General Linear Model）”入口，打开窗口后的操作见图10—16。在“响应（Response）”中填写“‘直径’”；在“模型（Model）”中填写“‘工人’‘螺钉’（‘工人’）”；在“随机因子”内填写“‘工人’‘螺钉’”；打开“结果（Results）”后，在“显示期望均方和方差分量（Display Mean Square and Variance Component）”项前勾选之，则可以得到最后结果。

其计算结果如下：



方差分量，使用调整的SS
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这里只有方差分量结果。Pareto分析结果如图10—17所示（画Pareto图的方法可以参看10.4.4节中在例10—4中介绍过的内容）。
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图10—16　ANOVA一般线性模型交叉二因子的方差分量计算
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图10—17　嵌套二因子的方差分量Pareto图

这里要提醒大家注意，从例10—1中的多变异图（见图10—4）中，很容易看出工人间的差异非常显著；从方差分量的计算中也证实了这一点，“工人”的方差占总方差量达到83.4％。似乎多变异图已经基本上抓住了方差分量的结构，方差分量的计算似乎可有可无。实际上这种概念是错误的，这是因为多变异图只展现了表面现象，很容易出现“视觉误差”。下面再举一例，也是双因子嵌套结构的，但多变异图展现的表面现象所造成的直观感觉并不一定对。

例10—7

焊锡膏涂抹量问题。为了研究焊锡膏涂抹机在涂抹焊锡膏过程中波动过大的原因，使用了3批焊锡膏，每批焊锡膏各随机挑选了4管焊锡膏，对每管焊锡膏都涂抹在3个不同的点上。烘烤后，将焊锡膏刮掉，测量其涂抹量（单位：毫克）。全部数据记录在表10—5中（数据文件：QT_SOV焊锡膏.MTW）。

表10—5　焊锡膏涂抹量数据表
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用多变异图可以看出焊锡膏涂抹量的变化状况（见图10—18）。
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图10—18　焊锡膏涂抹量的多变异图

从上图中可以得到什么信息呢？对于变异状况，可以看出3个“批”之间差异很小，而“管”之间的差异比较大，同一“管”内的3个点之间也有差异。那么究竟是“管”间差异更大还是“点”间差异更大？从图上看，似乎“管”间差异更大些，波动更严重。但应该想到，即使“管”之间没有波动，但由于“管”的均值是由“点”的值平均而来的，“点”间波动必然会导致“管”间均值的波动，要想计算出“管”之间的真正波动量（方差分量），必须将“管”间波动扣除掉“点”波动造成的影响才行，这就是我们要计算“方差分量”的意义所在。

从“统计＞方差分析＞完全嵌套方差分析（Stat＞ANOVA＞Fully Nested ANOVA）”入口，打开窗口后，在“响应（Response）”中填写“‘焊膏量’”；在“因子（Factor）”中依次填写“‘批’  ‘管’”，计算结果如下：



嵌套ANOVA：重量与批，管

对于重量的方差分析
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方差分量
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期望均方
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可以看出，误差的方差分量为4.250，占总方差的61.69％；“管”之间的方差分量为2.296，占总方差的33.33％；可见随机误差项才是产生波动的真正的“罪魁祸首”。但是在实际工作中，得到这样的结果是失败的，因为这表明“随机误差”中含有值得更细致考虑的因子，需要将误差项继续细分，否则无法指明改进方向。

画出方差分量的Pareto图（见图10—19），可以得到更直观的结论。
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图10—19　焊锡膏涂抹量方差分量的Pareto图

10.5.4　三因子方差分量计算

例10—8（续例10—3）

下面讨论例10—3轴棒直径变异问题（三因子）。3名工人A，B及C，让他们使用已选好并编了号的固定的4台车床，各自分别加工出3根轴棒，然后在每根轴棒的根部测出两个相互垂直方向的直径。这里考虑了工人、车床及轴棒共三个因子。计算各项方差分量。

解　下面先画出多变异图（见图10—20）。
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图10—20　轴棒生产三因子的多变异图

从图10—20左可以看出，车床间差异显著，工人间差异有一些，轴棒间差异也有一点。将“车床”与“工人”两因子颠倒后画出的多变异图将更清楚地显示这一结果（见图10—20右）。到底每项各占多大比率？这要经过方差分量的计算。

容易看出，工人与车床间是交叉关系，而轴棒被二者所嵌套，所以写出模型应该是：

Y＝A＋B＋A*B＋C（AB）

从“统计＞方差分析＞一般线性模型（Stat＞ANOVA＞General Linear Model）”入口，打开窗口后的操作见见图10—21。在“响应（Response）”中填写“‘直径’”；在“模型（Model）”中依次填写“‘工人’|‘车床’‘轴棒’（‘工人’‘车床’）”；在“随机因子”内填写“‘工人’‘车床’‘轴棒’”；打开“结果”后，在“显示期望均方和方差分量”项前勾选之，则可以得到最后结果：



期望均方，使用调整的SS
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检验的误差项，使用调整的SS
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方差分量，使用调整的SS
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图10—21　轴棒三因子的方差分量计算

上述输出结果中后一个部分是最终计算出的方差分量结果。画出Pareto图如图10—22所示。
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图10—22　轴棒三因子的方差分量Pareto图

从图10—22中明显看出，车床间的方差分量贡献最大，竟达到86.7％。工人之间也有差别，但相比于车床间的差别小多了（只占7.1％）。这说明，轴棒直径间的差异主要是由不同的车床间差异造成的。这可以从图形中直观分析看出，但方差分量的计算给出了定量的分析结论。




实际问题可能千差万别，但变异源的分析方法大同小异。我们主要应该一方面掌握多变异图的图形分析方法，得到一个粗略的结论，另一方面掌握完全嵌套方差分量计算方法及有更广泛应用的一般线性模型方差分量计算方法，使一般问题都可以得到解决。


第11章
测量系统分析

六西格玛管理的一大特点是“以事实和数据驱动管理”，而数据是测量的结果。因此，在开展统计分析时，六西格玛特别强调测量数据本身的质量和相应的测量系统分析。

为了避免混淆和误解，我们有必要定义几个最基本的术语。测量是指对某具体事物赋予数值，以表示它们与特定特性之间的关系。在这个过程中，由人员、仪器或量具、测量对象、操作方法和环境所构成的整体就是测量系统。所谓测量系统分析，是指运用统计学的方法对测量系统进行评估，在合适的特性位置测量正确的参数，了解影响测量结果的波动来源及其分布，并确认测量系统是否符合工程需求。

任何实测数据的波动都可以看作过程的波动和测量系统的波动之和，即
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但在本章中，过程的波动不是我们关心的重点，测量系统的波动才是我们分析的主要内容。经过层层解析，可以得到六个常见的测量系统评估项目。它们分别是稳定性（stability）、偏倚（bias）、线性（linearity）、分辨力（discrimination）、重复性（repeatability）和再现性（reproducibility）。其中偏倚是测量系统准确度（accuracy）的度量，用来描述测量结果的位置方面的状况，反映的是测量结果平均值与真值的差异程度；重复性与再现性构成了测量系统的精度（precision），用来描述测量结果波动的状况。一个测量系统是否足够好，它的关键指标有偏倚（bias）和精度（precision）两方面。旧的测量系统分析强调绝对误差、相对误差，现在认为这不够科学准确。对相同测量对象的同一特性进行多次测量，假定此特性的参考值Vr已知（或者它是标准件上标明的标准值，或用更高级别的测量设备获得的更精确的数值），多次的测量结果将形成一个分布（通常应该是正态分布），此分布有均值μ和标准差σMS。偏倚就是指理论上的平均值μ与其参考值Vr之间的差异；精度指的就是此分布的范围，一般用6σMS表示（早期常用5.15σMS表示）。偏倚和精度的含义可以参见图11—1。
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图11—1　偏倚及精度示意图

对于测量系统的分析，我们最终要得出测量系统是否合格的结论。如果可以认定测量系统合格，测量系统分析工作可以结束；但如果测量系统不合格，则要进一步分析，到底它在哪方面出了问题。对于分辨力和稳定性方面的问题，将在11.1节介绍。对于偏倚和线性方面的问题，将在11.2节介绍。对于精度方面的问题，包括重复性与再现性的问题将在11.3节介绍。在这三节中，将全面阐述一般测量系统分析的要求、特点和实现方式，并借此解释测量系统波动的主要来源，评价测量系统的优劣。除此之外，我们还将在11.4节和11.5节中分别介绍两类特殊的但在某些行业非常适用的测量系统分析，即破坏性试验的测量系统分析和计数型测量系统分析，这将使读者能够对测量系统分析有更全面深入的理解。


11.1　分辨力和稳定性

11.1.1　分辨力

分辨力是指测量系统识别并显示被测量物最微小变化的能力。这种能力往往可以通过仪器仪表上的最小刻度来反映。如果测量系统的分辨力不高，就无法正确识别过程的波动，从而导致不正确的数据分析结果。

具有足够的分辨力是合格测量系统的首要条件之一。发现测量系统的分辨力不足时，一般应当考虑更换量具或选用更好的测量技术。

图11—2说明了分辨力不同的测量系统对同一部件进行测量所得到的不同结果。显然，测微计的分辨力最强，测径规的分辨力次之，直尺的分辨力最弱。
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图11—2　不同分辨力的测量结果

对于连续型测量数据，一般称测量结果的最小间距Unit为分辨力，测量系统分辨力的最起码要求应当使Unit同时不大于过程总波动PV（用6倍的过程标准差表示）的1/10和容差（USL-LSL）的1/10，即
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容易理解，测量系统合格的首要条件之一就是它要有足够的分辨力。例如，测量气温，用最小刻度为1℃的温度计就足够精确了，但用这样的温度计去测量人体的体温判断是否发烧，则显然不行，因为36℃～37℃算是正常，37℃～38℃就算低烧，38℃以上就是高烧。整个可变范围不过3℃，最小刻度为1℃当然就不行，所以人体体温计最小刻度为0.1℃。用这样的温度计测量车间温度是否足够精确？如果生产要求环境温度变动不得超过0.8℃，当然最小刻度为0.1℃的温度计也是不合格的。测量太空中的辐射背景温度以确定宇宙形成初期的物质结构规律，那就要求在2.7K（绝对温度）附近用精确到百万分之一摄氏度的温度计才行。式（11—2）的要求不过是把这些常识性的要求具体量化罢了。

另外，为了保证产品的波动能够在测量系统测量结果存在的波动中仍然可以可靠地辨别和区分，我们用可区分类别数（number of distinct categories，ndc）作为判断分辨力足够与否的另一个标准。它的定义公式为：
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式中，σP表示实际过程波动的标准差；σMS表示测量系统波动的标准差；int（number）表示下取整函数。

这里要注意的是，式（11—2）与式（11—3）这两个公式虽然都涉及“分辨力”的问题，但两者说的是不同方面的要求。式（11—2）是前提，是测量系统分析的第一个要考查的内容，当测量系统安装调试成功之后，只要能得到测量结果，不用进行细致的测量系统分析就立即可以看出式（11—2）是否成立。而按一般测量分析程序，式（11—3）的结果要在全部测量系统分析结束时才能给出。实际上，可区分类别数根本就与测量系统精确度的指标GageR&R是一回事（详细解释请参看11.3.3节）。一般说来，仅式（11—2）这项要求得到满足，可区分类别数不一定就能满足要求，可区分类别数的要求更高些。

11.1.2　稳定性

对于任何一个质量特性而言，具有稳定性指的是此种特性的分布不随时间而变，即它的平均值、标准差以及分布的形状等都不随时间而变。这里强调的是在时间变化条件下的特性，而不是“标准差越大就越不稳定”。假定一个特性指标标准差较大，分布也非正态，但是如果这个特性的分布状况天天如此，也要说此特性指标是稳定的。具体到测量系统的稳定性则是指测量系统的各个计量特性（主要是偏倚和精度）在时间范围内保持恒定的能力。对于基准值的多次测量的平均值不稳定这种简单情形，可以参见图11—3的示意。合格测量系统的基本条件之一是测量系统要有稳定性，为此，通常使用测量结果的控制图加以判定。
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图11—3　测量值的时域变化

因为测量可以看作制造数据的过程，所以用于判断过程稳定性的各种控制图都可以用来判断测量系统的稳定性，我们通常使用Xbar-R或Xbar－S控制图进行分析。定期使用量具对标准部件进行重复测量，绘制测量值的控制图，观察测量系统是否产生了异常现象，并且对造成不稳定的原因进行分析和纠正。

有关控制图的原理和实现，请参见本书第12章的内容。


11.2　偏倚和线性

11.2.1　偏倚

偏倚是指多次测量的理论上的平均值μ与其参考值Vr之间的差异。参考值的来源主要有：多个准确测量设备所得重复测量值的平均值；专业团体认可的值；当事方达成一致的值或法律规定的值。实际工作中，测量系统分析对某个指定参考值只能进行有限几次重复测量，我们观测到的只能是样本的平均值[image: alt]。因为测量中总会存在随机误差，每次测量结果总会有波动，[image: alt]也就会有波动。即使μ与其参考值Vr相等，[image: alt]也不见得正好与其参考值Vr相等。研究偏倚首先要明确到底是否存在偏倚，也即判断测量结果的理论上的均值μ是否等于参考值Vr。这正好是单样本假设检验所要解决的问题。有的偏倚看似很小，但检验结果证实偏倚确实不为0；有的偏倚看似数值不小，但由于精确度较差，反而检验结果证实偏倚为0。一切要在检验之后才能得到结论。

经过检验，可能断言是“在此点处，测量系统没有偏倚”，也可能断言是“在此点处，测量系统确实有偏倚”。如果确有偏倚，就用[image: alt]－Vr作为此点处偏倚的估计。这里需要注意的是：偏倚的值可正可负，其绝对值则用来作为准确性的代表。

此外，在整个量程中，各点处的偏倚可能并不相等，整体偏倚的状况可以用偏倚平均值[image: alt]与过程总波动PV（PV＝6σ总）比值的形式，即偏倚百分率％Bias表示，它的数学表达式为：
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这里请注意，偏倚有正有负，偏倚平均值[image: alt]是把正负偏倚抵消了算出的，[image: alt]很小不代表各处偏倚都很小。另外，对于％Bias很难给出一个对任何测量系统都能认可的统一标准，要根据自己生产过程的特性来判断，但肯定这个数值要很小（％Bias通常要小于10）才行。

11.2.2　线性

偏倚是针对单点处而言的，而每个测量系统都会有量程作为测量结果的范围。原则上说应当要求量程内的任何一处都不存在偏倚，这才是最好的测量系统。但是如果在一点处能够准确地知道偏倚的数值，或者在整个量程范围内有共同的偏倚，则可以通过扣除偏倚加以修正。但测量系统分析只可能在量程中的某几个点进行，那么怎样才能对整个量程的每一点都知道偏倚值呢？如果可以断言测量系统的偏倚在整个量程范围内具有线性，则可以根据已有的测量结果加上线性关系的规律求出任一指定点处的偏倚。这是我们在有偏倚的条件下的“不幸中的万幸”；如果有偏倚而又不具有线性，则将真是大不幸，测量系统已经无可救药了。

具体来说，线性是指在测量系统预期的量程范围内，各点处的偏倚与参考值呈线性关系。一般来说，线性就是要求这些偏倚量在数学上表现为是其对应参考值的线性回归关系。如何根据多点处的偏倚求出线性回归方程，以及如何判断回归方程的斜率不为0，这正是第9章讨论过的回归分析内容。偏倚是否有线性，可以用图11—4中的两种形式来说明。

通常用线性度Linearity衡量某个量程的偏倚的总体变化程度，其定义是线性方程斜率b的绝对值与过程总波动PV的乘积，即
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此量代表过程总波动范围内，测量值偏倚的波动（注意不是偏倚本身）范围。

量程的偏倚的总体变化程度也可以用百分比的形式，即线性百分率％Linearity表示，它的数学表达式为：
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换言之，％Linearity就是将|b|写成百分数罢了。即
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对于线性的图示可参见图11—4。一般情况下，类似于左图的表达形式使用得更多一些，这是因为偏倚与被测值相比会非常小，图11—4右图中的两条线常常分辨不开，因而很难精确画出。
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图11—4　偏倚的线性示意图

11.2.3　偏倚和线性的计算

实际工作中，常常同时评估偏倚和线性。在量程范围内，将偏倚作为y，参考值作为x，进行简单线性回归分析，计算出线性回归方程：y＝a＋bx，构建此数学模型，绘制出如图11—5所示的图形。从图11—5中可以看出，在若干点上有偏倚，偏倚为0的水平线已落入回归线的置信区间带之外了。
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图11—5　偏倚的线性回归拟合线

经过统计检验，如果各点上都没有偏倚，而且回归效果不显著，a和b均为0，则称测量系统在整个量程范围内没有偏倚。在回归拟合线图中，则表现为偏倚为0的水平线（Bias＝0）完全被包含在回归线的置信区间带之内，且各点的平均偏倚值皆落在回归线的置信区间带之内，则这时测量系统的偏倚和线性均合乎要求，是测量系统中偏倚和线性最理想的状况。

如果在若干点上有偏倚，偏倚为0的水平线（Bias＝0）已经落入回归线的置信区间带之外，这时如果不能拒绝回归系数b为0，但a显著不为0，则称在整个量程范围内有共同偏倚a（即有常量偏倚）。这虽然比最理想状况稍差，但由于偏倚有共同值，因而在使用时容易通过纠偏加以修正。

如果量程范围内有若干点偏倚不为0，偏倚为0的水平线（Bias＝0）已经落入回归线的置信区间带之外，且回归效果显著，即系数b显著不为0，同时各点的平均偏倚值皆落在回归线的置信区间带之内（参见图11—5），这时则称在整个量程范围内偏倚有线性（即有非常量偏倚），此时可以计算出线性产生的影响。这是不幸中的万幸，因为毕竟在使用该测量系统时，对于所有测量结果可以按线性回归结果对偏倚加以修正。

如果量程范围内有若干点偏倚不为0，但又不能拒绝回归系数b为0，而且有若干点处的平均偏倚值落在回归线的置信区间带之外（且位于不同侧），则测量系统在整个量程中有偏倚，但又因没有线性而无法加以修正，这是测量系统中最差的情况。这样的测量系统根本无法修偏，只能弃之不用。

接下来，用例11—1对测量系统的偏倚和线性分析方法加以说明。

例11—1

一家公司的质检部门新购买一台测厚仪，在正式使用之前，需要对此测量系统进行评估。根据实际需要的量程范围，挑选了5个具有代表性的标准部件。然后由检验员以随机的方式对每个部件测量了6次。假设已知过程总波动PV（即6倍的过程标准差）为12，试分析其偏倚和线性（数据列在表11—1中，数据文件：QT_MSA偏倚与线性.MTW）。

表11—1　测厚仪的测量结果
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请注意，MINITAB中的数据与表11—1的形式并不一样，要将部件号、参考值与测量值分列在3列中（见图11—6中的最右端）。

计算机软件MINITAB的实现方法如下：

1．从“统计＞质量工具＞量具研究＞量具线性和偏倚研究（Stat＞Quality Tools＞Gage Study＞Gage Linear&Bias Study）”进入（见图11—6）。
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图11—6　测量系统偏倚的线性计算操作图

2．指定“部件号（Part numbers）”为“部件”，“参考值（Reference value）”为“参考值”，“测量数据（Measurement data）”为“测量值”，在“过程变异（Process variation）”中输入“12”，运行命令后可以得到图11—7。
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图11—7　线性与偏倚的分析图

从图11—7中可以看到下述分析结果：整体偏倚值＝0.117667，整体偏倚百分率＝1.0，因为对应的p值＝0.000＜0.05，所以判定整体偏倚确实存在。同时，还可以查阅到5个具有代表性的测量点的偏倚值和偏倚百分率，其中在参考值为20时，偏倚严重存在。线性度＝0.242664，线性百分率＝2.0，表明当需要测量的部件的波动范围在12（已知条件）之内时，测量的偏倚值的波动保持在0.242664的范围内。偏倚的线性回归拟合方程是y（偏倚）＝－0.09264＋0.020222x（参考值），因为斜率和截距相应的p值都小于0.05，式中的斜率和截距都显著地不为0，结合左侧带拟合直线的散点图，表明此测试设备在整个量程范围内有线性偏倚。实际使用此测量系统时，可以对于测定出的x值，按上述回归方程计算出偏倚值，然后对测量结果加以修正。


11.3　重复性和再现性

对于测量系统的分析，最终要得出测量系统是否合格的结论。对于偏倚及稳定性方面的问题，前面两节已分别进行了分析。相对而言，偏倚及稳定性方面的问题比较简单，也容易解决。测量系统不满足要求更容易出问题的地方常常在于精度方面。而提高精度的问题要复杂得多，下面对构成精度的组成部分，即测量系统的重复性与再现性进行仔细分析。

本节中最重要的公式是构成精度的组成公式：
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式中，[image: alt]代表重复性方差；[image: alt]代表再现性方差。

11.3.1　重复性

整个测量系统指的是在测量过程中，由人员、仪器或量具、测量对象、操作方法和环境所构成的整体。测量系统中的各环节都可能出现误差，测量系统的总误差是由各方面误差综合而成。重复性误差指的是同一个操作者使用同一套测量设备，对同一个测量部件的同一特性在较短的时间间隔内进行多次测量，所得结果的一致性。重复性强调所有的测量都是在尽可能相同的条件下完成的，这时误差的产生全部是由测量设备本身的固有波动引起，这部分误差一般是不可能再降低的。因此，重复性又称为设备波动（equipment variation，EV）。如果重复性误差过大，则测量系统无法改进，只能彻底更换。

重复性作为研究测量系统固有波动的度量，除了选用其方差[image: alt]作为绝对量的度量指标，也常选用设备波动与过程总波动（total variation，TV）的比值作为其相对量的度量指标，即是重复性标准差与过程总体标准差的比值（这是个无量纲的比率），即
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11.3.2　再现性

测量系统的误差不仅包含重复性误差，人员、仪器或量具、操作方法和环境的变化等也都可能形成误差。所谓再现性是指在各种可能变化的测量条件下，对同一个测量部件的同一特性进行多次测量，所得结果的一致性。可能改变的测量条件包括操作者、操作方法、测量设备、测量地点、使用条件和测量时间等。其中相当普遍的情况是，误差主要由不同的操作人员引起。因此，再现性又称为人员波动（appraiser variation，AV）。

再现性作为研究具有多个波动源的测量系统波动的度量，除了选用其方差[image: alt]作为绝对量的度量，也常选用人员波动与过程总波动的比值作为其相对量的度量指标，即是再现性标准差与过程总体标准差的比值（这是个无量纲的比率），即
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当然也有这种情况，即在测量系统中不存在人员波动（例如数字式测量仪器）或人员波动小到可以忽略不计。这时，导致误差的应该是另外一些原因，例如不同的测量设备、不同的设置、不同的班次或不同的环境条件等，我们根据测量系统的真实运行状况分析哪些是最主要的再现性误差原因，并以此代替人员波动作为再现性误差的主体。

11.3.3　精确度分析

重复性和再现性分析一同构成了测量系统精确度分析的主要内容，二者应该同时评估，这是测量系统分析的重点。

当重复性方差[image: alt]以及再现性方差[image: alt]都求出后，可以将二者求和，用式（11—8）求出测量系统的精度的平方，然后求出其平方根即为测量结果波动的标准差：
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求出σMS后，可以进一步求出评价测量系统精确度的两项重要指标：％GageR&R和％P/T。由于重复性和再现性两个英文字皆以R开头，所以习惯上也用R&R表示精度，即R&R＝6σMS。评估指标％GageR&R是测量系统波动占过程整体波动的百分比，其数学定义公式为：
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另一个评估指标％P/T则是指测量系统精度占公差的百分比，其数学定义公式为：
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％P/T着重评估测量系统针对相关产品规格的测量效果，强调测量系统对公差界限的分析性能（判断产品是否合格）能否测量得足够精确。％GageR&R着重评估测量系统对整体过程变异的测量效果，强调测量系统对生产过程改进分析性能（过程是否已有改进）能否测量得足够精确。％P/T和％GageR&R是评估测量系统性能的两个不同方面，缺少其中任何一个都将是不全面的。一个好的测量系统，必须同时使这两项指标都足够小。表11—2归纳了这两个度量指标的判断标准。

表11—2　测量系统的合格标志
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对于表11—2的理解应该是：

（1）若％GageR&R及％P/T两项指标皆小于10％，则测量系统良好。

（2）若％GageR&R或％P/T两项指标有一项大于30％，则测量系统不合格，不可接受，测量系统必须改进后才能使用。

（3）若处在（1）与（2）之间的情况，则测量系统性能属于边缘状况。当测量系统测量的指标并非产品的关键性能指标，且更换测量系统在经济上不可行时，则测量系统可以勉强使用；否则测量系统也应加以改进才能使用。

对于测量系统精确度的分析还可以从另一个指标“可区分类别数（ndc）”来体现。为此，我们先从统计学角度说明式（11—3）的来源，然后补充说明GageR&R与ndc的关系，对ndc要求的含义，以及GageR&R与P/T两个指标间的联系，并讨论它们与过程能力指数Cp的关系。这段内容中用到数学推导较多，初学者可以先略去不看，只要直接学习测量系统分析的实现方法就够了。

在最开始提出“可区分类别数（ndc）”概念的一本测量分析手册（参见参考文献［24］）中，引用了惠勒和里达伊（Wheeler and Lyday）的专著《评估测量过程》（参见参考文献［31］）的结果。那里先引入判别比（discrimination ratio，DR），然后根据理论上的推导得到作为近似公式的定义（参看参考文献［32］），即可区分类别数（number of distinct categories，ndc）。

[image: alt]

我们希望从统计意义上直接说明此定义的来源。为此，我们先要介绍一个预备知识，即分析两个正态总体均值间有显著差异需要什么条件。下面我们给出重要结论：

预备1：两个有相等方差σ2的均值分别为μ1和μ2的正态总体，对于检验问题：

H0：μ1＝μ2[image: alt]H1：μ1≠μ2

假设各抽取相同的样本量n的样本，记二者的样本均值分别为[image: alt]和[image: alt]，取第一类风险α＝0.0027，则当
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时，将拒绝原假设，从而可得出结论，认为两总体均值不相等。

事实上，由本书5.3.2.1节双正态总体均值检验的式（5—13）可知，当两组样本量相等（皆为n）时，式（5—13）变成
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拒绝原假设的区域应该是：
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当α＝0.0027，上式右端就是Z0.99865＝3，拒绝域就简化为[image: alt]，也就是[image: alt]预备1证明完毕。

对于通常使用的检验水平α＝0.05，式（11—14）改为[image: alt]

我们下面回到测量系统的可区分类别数的讨论。设生产过程的标准差为σP，整个生产过程的波动可以用6σP表示，测量系统的精度为σMS，当从生产过程中任意抽取能够代表整个变异范围的若干样品（例如100个），用我们现有的测量系统只测量一次，平均说来，能将这些数据分成几组（置信水平99.73％）？

显然，能够分成的组数等于
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因为此数只能为整数，所以我们得到式（11—3），这里可区分类别数（ndc）为：
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式中取整应该是“下取整”（MINITAB用Floor来表示），这就是式（11—3）的由来。

通常的六西格玛教材中都认为：可区分类别数ndc小于5时，测量系统不具备足够的分辨力；当可区分类别数ndc大于等于5时，测量系统具备足够的分辨力；当可区分类别数ndc大于等于10时，测量系统具备优良的分辨力。表11—3对此做了进一步的说明（详细结果可参看MINITAB数据文件“ndc.MTW”，那里分别计算了四舍五入取整和下取整两种方法）。

表11—3　分辨力对过程控制与分析的影响
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其实，如果坚持“％GageR&R小于0.1测量系统可判优”的标准，换用ndc的结果，标准不应该是“ndc超过10可判优”，而应该是“ndc超过14可判优”才更合理。

例11—2介绍了计算可区分类别数的软件实现方法。

在表11—3中这些对于ndc的要求是怎样得来的？下面给出定量的回答。我们在式（11—12）中已介绍了测量系统精度指标％GageR&R的定义（以下此值用G来表示），即
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式中，σT是σTotal的缩写。

下面我们给出可区分类别数ndc与测量系统精度指标％GageR&R的关系式：
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式（11—17）的证明：

因为[image: alt]，故（1－G2）[image: alt]，因此，σP＝σT[image: alt]，将此式代入ndc的定义式（11—15）即可得
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由式（11—17）可见，ndc与％GageR&R与二者完全是一一对应的函数关系，它们完全是一回事，只不过表达方式不同罢了。可区分类别数表11—4列出几个常用的对应关系。

表11—4　ndc与％GageR& R对应关系表
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很明显，可区分类别数ndc与％GageR&R二者完全是一回事；而ndc与真正的“分辨力”（仪器仪表的最小刻度）反而完全是两码事。所谓ndc代表“分辨力”，其实是指从测量系统的精确度角度来说明对于描述生产过程变化的分辨能力。

具体实现测量系统分析有两类方法：一类是将测量系统的分析与生产过程的波动结合在一起分析，常称为传统方法；另一类是先不考虑生产过程的波动，只使用标准件或固定件，这可以对测量系统分析得更细致，但只能直接计算％P/T指标，为了计算％GageR&R必须由其他方法获得过程的波动才行，因为这个指标在计算上的关键是要确保对于过程总波动（TV）的度量要准确，要真的能够涵盖整个过程范围。两种方法都很有用，在此先介绍常用的第一类方法。

所谓传统分析方法，是指在过程实际变化范围内选择若干部件（大约10件），再随机选择若干操作员（大约3人），让每个操作员按随机顺序对所有部件重复测量几遍（通常重复2～3次）。收集并整理好所有的测量记录后，可以有三种计算方法：极差法、均值极差法和方差分析法。三者各有特点，其中以方差分析法为最准确，极差法及均值极差法都是早期以手工计算为主时所采用的为了计算简单而使用的，现在已很少使用。这里关键是要理解整个分析的整体思路，特别是重复性和再现性的计算思路，其示意见图11—8。

[image: alt]

图11—8　测量系统精确度分析的传统方法示意图

事实上，由式（11—1）得知：
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用英文字母表达，则可以写成：
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这里观测到的全体波动[image: alt]，包括了过程实际的波动[image: alt]和测量系统的波动[image: alt]。而测量系统的波动[image: alt]又可以写为（见式（11—8））：
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在传统的测量系统分析方法中，同一个测量者测量同一个部件的波动[image: alt]本身就构成重复性方差[image: alt]，测量者的波动[image: alt]以及测量者与部件交互作用的波动[image: alt]构成了再现性波动。因此，最后归纳出下列公式：
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如果求出各个方差分量，就可以最终计算出评估测量系统的两项指标。

实际操作时，首先应在过程实际变化范围内选择S个部件，再随机选择R个操作员，让每个操作员按随机顺序对所有部件重复测量T遍，将第r个操作者对第s个部件进行第t次测量的结果记为Xrst。收集并整理好所有的测量记录，为整个测量系统的计算分析做好准备。容易看出，两个因子（测量员与部件）之间是交叉关系，而且二者都是随机效应因子。根据第10章介绍的方法，应该先计算出方差分析表，然后求出方差分量。

这里，数学模型是：
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式中，μ是总均值；Or，Ps，（OP）rs和erst分别是操作者、部件、操作者与部件交互作用和测量误差的随机变量，假设Or～N（0，[image: alt]），Ps～N（0，[image: alt]），（OP）rs～N（0，[image: alt]），erst～N（0，[image: alt]），且四者相互独立。

然后，将离差的总平方和SST进行分解，先得到方差分析表（见表11—5）。

表11—5　测量系统的方差分析表
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以表11—5为基础，可以根据下列公式进一步计算出各个波动源的方差分量：
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已知σ2e代表重复性的方差，[image: alt]代表再现性的方差，因此测量系统重复性和再现性的标准差为[image: alt]，而过程总波动的标准差为[image: alt][image: alt]，将σMS及σT以其估计量代入，再加上已知的公差界限Tolerance，就可以分别计算出％GageR&R和％P/T值。

下面用例11—2对测量系统的重复性和再现性的计算过程加以说明。

例11—2

某食品厂生产袋装糖果，用秤测量其重量（单位：千克）。已知公差要求为45.5±0.5。为进行测量系统分析，在总装线终端有代表性地抽取10包成品糖果编好号，随机挑选3位检验员用同一台秤测量每包重量，将糖果包顺序打乱后再测一次，再打乱后测第3次。试做测量系统的精确度分析（数据列在表11—6中，数据文件：QT_MSA重复性与再现性.MTW）。

表11—6　糖果重量的测量结果
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解　计算机MINITAB软件对于这种传统数据格式有专门的窗口实现计算：

1．从“统计＞质量工具＞量具研究＞量具R&R研究（交叉）（Stat＞Quality Tools＞Gage Study＞GageR&RStudy（Crossed））”进入。

2．指定“部件号（Part numbers）”为“糖果包”，“操作员（Operators）”为“检验员”，“测量数据（Measurementdata）”为“测量值”，保持“Method of Analysis（分析方法）”为“ANOVA（方差分析）”。

3．选择“选项（Option）”，在“过程公差（Processtolerance）”中的“规格上限—规格下限（Upper spec-Lower spec）”中输入“1.0”。

运行命令后可以得到如图11—9所示的会话窗口输出和如图11—10所示的分析图形。
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图11—9　重复性与再现性的分析结果

图11—9显示的主要是波动源方差分析和测量系统能力的计算结果。容易看到重复性方差为0.0010622；检验员方差为0.0008105；检验员与糖果包交互作用方差为0.0026965；后两项求和得到再现性方差为0.0035070；重复性方差与再现性方差求和为0.0045693（此即[image: alt]）；过程方差为0.0360033；这最后两项求和得到[image: alt]＝0.0405726。再经过一些简单运算可得％GageR&R＝33.56％＞30％，％P/T＝40.56％＞30％，可见重复性和再现性的水平都不高。ndc＝3＜5，可见分辨力较弱。总之，测量系统是不合格的，我们必须切实改进该测量系统进行再次评估，然后才能使用。
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图11—10　重复性与再现性分析图

图11—10是一张六合一的图形。其中左上图是波动源各分量大小的条形图，生动地展示了会话窗口中的计算结果。

百分比贡献条形表示各波动分量的方差与总体波动分量的方差之比，即[image: alt]；百分比研究变异条形表示各波动分量的标准差与总体波动分量的标准差之比，即σMS/σTotal；百分比公差条形表示各波动分量的标准差的6倍数与公差之比，即6σMS/Tolerance。由于％GageR&R指标要小于0.1才合格，分子分母同时平方后可以看出，量具R&R的百分比贡献条形高度要小于1％才合格，也就是说，量具R&R的百分比贡献条形高度与部件间的百分比贡献条形高度之比小于1/99才行。本例中，虽然部件间的百分比贡献条形已经很高大了，但仍然不够。

左中图、左下图显示的是以同一个检验员检验同一个部件为分组变量的Xbar-R“控制图”（严格讲这并不是控制图）。左中图是以每个测量员测量同一个部件的极差形成的R图，数据点绝大多数应该落在控制限之内。本例中虽然所有数据点都落在控制限之内，说明各部件测量结果的极差并无特异者，但此控制限范围太宽，说明重复性误差太大；左下图是以所有部件的总平均值为中心，以重复观测的标准差为标准差绘制的常规控制图，正常情况应该是绝大多数平均值点落在控制域外，因为越多的数据点超出Xbar图的控制限，表明过程实际的波动越大，同时表明测量系统能力越高。左中图、左下图在分析测量系统性能上其实不是十分准确有效的，只能供参考。

右上图是按部件分组的测量结果运行图，一般地，均值连线的变化越大，表明过程实际的波动越大；均值周围的多个散点分布越集中，表明重复性与再现性的波动越小。右下图重叠地显示了三个人员按部件分组的测量结果均值运行图，一般地，连线的变化越大，表明过程实际的波动越大；三条连线越接近平行，表明人员与部件的交互作用越小。这两张图对于改进测量系统的工作是有指导意义的：如果人员与部件有明显的交互作用，则可以通过右下图找出是哪几个部件使得测量员间“分歧”较大（本例中4，5，10号糖果包的测量结果相差悬殊），测量培训中对于这几个部件的深入讨论就可以缩小再现性误差，提高测量的精度。

右中图是按人员分组的测量结果运行图，这条均值的连线的变化越小，表明再现性的波动越小。由于各部件相差悬殊，将每个测量员的全部结果平均之后，一般都看不出显著差异，此图没有什么参考价值。

对于此例，我们可以自己动手直接计算出方差分量，一方面验证上述计算结果，另一方面使我们明白测量数据属于其他结构时的计算步骤。

数据结构是糖果包与测量员二因子间的交叉类型，用第10章学习的计算方差分量方法即可得到相应结果。计算机MINITAB软件对于这种传统数据格式有专门的窗口实现计算：

1．从“统计＞方差分析＞一般线性模型（Stat＞ANOVA＞General Linier Model）”进入。

2．指定“响应（Response）”为“‘测量值’”，“模型（Model）”为“‘糖果包’‘检验员’‘糖果包’×  ‘检验员’”，“随机因子（Random Factors）”为“‘糖果包’‘检验员’”。

3．选择“结果（Results）”，勾选“显示期望均方和方差分量（Display Mean Squareand Variance Component）”。

运行命令后可以得到下列结果：



方差分量，使用调整的SS
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可以看出，我们自己用直接计算方法所得结果与用上述MINITAB专用模块计算方法完全相同，当然直接计算时还要接着自行求和，并分别求出重复性方差和再现性方差，将二者求和，然后求出总方差，最后计算出两项评价指标。




关于重复性和再现性，这里还有两点需要特别强调。

一是再现性这个概念。重温它的定义，再现性是指在各种可能变化的测量条件下，对同一个测量部件的同一特性进行多次测量，所得结果的一致性。在传统的分析中，常常将再现性的变异来源默认为“测量人员”。现在很多生产环境使用的都是数字式测量仪器，测量人员之间几乎没有差别，我们千万不能认为不需要考虑再现性了，或是生搬硬套地执行重复性与再现性实验。这时候，再现性到底体现在哪里？一定要从实际出发，例如可以从测量仪器、设定初始值、工作班次或其他可能变化的测量条件来考虑可能出现误差的原因，从而设定再现性包括的范围。

二是测量系统变异源分析的问题。在MINITAB的量具R&R研究和例11—2中，只计算和分析了人员和部件两个变异因素，切不可因此认为进行重复性与再现性的分析时所需考虑的变异因素全都如此简单。其实在实际工作中，影响测量系统的因素可能有很多，在没有足够的把握之前，不能轻易地排除其中的任何一个。对此，比较成熟的方法是先进行变异源分析，然后选择最具显著影响的因素进行重复性与再现性分析。关于“变异源分析”的内容，请参阅本书的第10章，在此不再重复。

在测量系统精度分析中，％GageR&R及％P/T两项指标都非常重要，都要满足相应的要求，测量系统的精度才算符合要求。那么两者之间的关系是什么？它们与过程能力指数Cp（其定义及分析见12.6.1节）又是什么关系？

回顾％GageR&R及％P/T两项指标的定义式（11—12）及式（11—13），％GageR&R为：
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另一个评估指标％P/T为：
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下面就是％GageR&R及％P/T两项指标与过程能力指数Cp的关系式：
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事实上，由Cp的定义式（12—6）及式（11—17）的证明中可得

[image: alt]

再由式（11—13）可得
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将式（11—23）代入式（11—22），则可得式（11—21）：
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式中的近似号是由于通常G不会太大（例如不超过0.3）而成立的，最大误差率不超过5％。

由式（11—21）容易看出，当测量系统两项精度％GageR&R及％P/T两项指标近似相等时，说明过程能力指数Cp大体上是1；当％GageR&R＞％P/T时，Cp＞1，说明过程能力较好，且％GageR&R及％P/T差别越大，则说明过程能力指数越好；当％ GageR&R ＜％ P/T时，Cp＜1，说明过程能力较差，且％ GageR&R及％P/T差别越大，则说明过程能力指数越差。因此，如果％GageR&R满足要求，而％P/T较大不满足要求（例如％GageR&R＝0.1，％P/T＝0.4），则说明过程能力指数太差了，％GageR&R表面上是合格的，但实际上测量系统的精度还是非常差的，基本上是不符合要求的。反之，如果％P/T满足要求，而％GageR&R较大，不满足要求（例如％GageR&R＝0.4，％P/T＝0.1），则说明测量系统的精度基本上是可用的，只是由于过程能力指数太好，过程的波动太小，必须要求好得多的测量系统才能满足检测过程改进生产水平的状况。总之，％GageR&R及％P/T这两项指标的具体比较非常重要，它反映了测量系统的精度究竟是测量系统精度本身不合乎要求，还是由于过程太好而使测量系统精度未能达到要求，这两种“不合格”的含义是不相同的。

下面介绍另一类测量系统分析方法，主要是先不考虑生产过程的波动，只使用标准件或固定件，这可以对测量系统分析得更细致。

例11—3

某半导体芯片厂对芯片镀膜，公差限是1000±50A，平时生产过程实际标准差σP＝15A。我们使用的是光电干涉法测厚仪测量镀膜的厚度，现在要进行测量系统分析。由于是数字显示，测量员差别基本上不用考虑。现在考虑可能造成测量误差的两方面原因：一是不同的测量时刻是否会造成测量误差；二是每次将样件装置于测量底架时的装上卸下的循环是否会造成测量误差。现选用一片固定的芯片，在6时、14时、22时三个不同时刻，各进行装上卸下的3次循环，每次循环中重复测量2次膜厚。试分析本测量系统是否合格（数据列在表11—7中，数据文件：QT_MSA固定件.MTW）。

表11—7　测厚仪测量固定芯片镀膜厚度数据表
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解　先画出多变异图获得直观印象。

1．从“统计＞质量工具＞多变异图（Stat＞Quality Tools＞Multi-vari Chart）”进入。

2．指定“响应（Response）”为“‘厚度’”，“因子1（Factor1）”为“‘循环’”，“因子2（Factor 2）”为“‘时间’”。

3．打开“选项（Options）”，勾选“显示单个数据点（Display Individual Data Point）”。

运行后可以得到如图11—11所示图形结果。
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图11—11　测量系统分析固定件多变异图

可以看出，“循环”影响似乎不太大，但“时间”影响显著。

由于两因子“时间”与“循环”是嵌套结构，我们为了计算方差分量可以采用“完全嵌套方差分析”（详见10.5.3节）。

从“统计＞方差分析＞完全嵌套方差分析（Stat＞ANOVA＞Fully Nested ANOVA）”入口：

在打开的界面中，在“响应（Response）”中填写“‘厚度’”，在“因子（Factor）”中填写“‘时间’‘循环’”，则可以得到下列结果，见表11—8。

表11—8　方差分量
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这里，同时间、同循环下的波动[image: alt]就是重复性方差[image: alt]，所以[image: alt]是重复性方差；时间的方差及循环的方差两个原因构成了再现性波动[image: alt]9.639＋1.000＝10.639。因此，[image: alt]10.639＋1.722＝12.361，故可得到σMS＝[image: alt]＝3.516。由于问题描述中已给定σP＝15A，所以
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因而σTotal＝15.4065，由此可以得知％GageR&R[image: alt][image: alt]。两项指标都没达到合格标准，因为此项指标是过程的关键指标，因而测量系统必须改进。这里“时间”的差异导致测量波动过大的主要部分，必须追究原因。“时间”导致测量结果波动的原因可能有两个：一是虽然测膜厚是在空调室内进行的，但同一天内外界温度变化较大，也可能对测量结果有影响；另一个可能是同一天内不同时刻造成电路上电压不稳定，可能造成误差大。要在深入分析原因后进一步找出解决问题的办法。




本例的因子关系恰好是嵌套结构，因此可以使用MINITAB的“完全嵌套方差分析”窗口，下面介绍应用更为广泛的“一般线性模型”方法。

此问题的模型具体写出来是：

厚度＝时间＋循环（时间）

且二因子皆为随机效应。从“统计＞方差分析＞一般线性模型（Stat＞ANOVA＞General Linear Model）”入口，在“响应（Response）”中填写“‘厚度’”；在“模型（Model）”中填写“‘时间’‘循环（时间）’”；在“随机因子”内填写“‘时间’‘循环’”；选择“结果（Results）”，勾选“显示期望均方和方差分量（Display Mean Square and Variance Component）”，则可以得到最后结果：



方差分量，使用调整的SS

[image: alt]



可以看出，本例题用“一般线性模型”计算结果与“完全嵌套方差分析”完全相同。如果实际问题中的模型不是完全嵌套，或者因子更多，或者采集数据不平衡，就可以使用这种应用更广泛的“一般线性模型”计算方法。


11.4　破坏性试验的测量系统分析

所谓破坏性试验的测量系统分析是指在测取数据的同时，部件遭到破坏，如强度试验或使用寿命试验等。这时对部件多次重复测量是不可能的，我们需要采取其他办法进行测量系统分析。普通的测量系统分析采用的是可以重复测量的测量员与部件间的交叉（crossed）结构，而破坏性试验不可能交叉，因而它在统计分析中采用的是测量员与部件间的嵌套（nested）结构。这两者间的区别显示在图11—12中。
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图11—12　测量系统分析的数据结构类型

由于重复测量的不可能实现，破坏性试验下的测量系统分析中就没有“重复性”误差的分量，“再现性”误差的含义也有相应变化。实际工作中最常使用的分析方法是，认为同批次内部件间的差异可以忽略不计，采用同一批次中的多个部件当作单个部件来用。例如在传统的MSA中，我们选择S个部件、R个操作者、每个操作者重复测试T次的方法评价测量系统的波动。在这些操作中，共进行了RST次测量操作，操作者与部件是交叉关系。在破坏性试验的情况下，我们就选SR个批次（假设同一批次的输出结果是在相同的条件下产生的），从每批选取T个部件，用这些部件替代在非破坏性试验情况下的那一个部件的重复测量作用，这时可以近似得到重复性误差，但每个批次不可能太大，因此要求一批次部件仅供一个操作者使用。该方法同样适用于不可重复的非破坏性试验的测量系统分析。

从原理上说，破坏性试验的测量系统分析与11.3节介绍的可重复测量的测量系统之方差分析方法一致，只不过需要类似地建立嵌套型的双因子方差分析的数学模型：
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式中，μ是总均值；Or，P（O）rs和erst分别是操作者、部件（含操作者因素）和测量误差的随机变量，假设Or～N（0，[image: alt]），P（O）rs～N（0，[image: alt]），erst～N（0，[image: alt]），且三者相互独立。之后将离差的总平方和SST进行分解，采用统计量F值进行检验。

计算分析的典型步骤可以归纳为表11—9。根据此表格可以进一步推导出主要波动源的方差估计值，进而计算％GageR&R和％P/T。

表11—9　破坏性试验的测量系统的方差分析表
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当然，这里的“重复性”方差、“再现性”方差的含义已与传统含义有所不同了。接下来，用例11—4对破坏性试验的测量系统分析加以说明。

例11—4

某军工单位生产新型射孔弹，需要进行射孔试验。考虑到产品无法重复使用，从15批产品中各抽取2个射孔弹，安排3名操作员每人对5批射孔弹各测取2次射孔深度的数据（假设同一个人在同一批次内的2次测量是重复测量）。已知公差要求为16，试分析该测量系统（数据列在表11—10中，数据文件：QT_MSA破坏型量具.MTW）。

表11—10　射孔深度的测量结果
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解　计算机软件MINITAB的实现方法如下：

1．选择“统计＞质量工具＞量具研究＞量具R & R研究（嵌套）（Stat＞Quality Tools＞Gage Study＞GageR&RStudy（Nested））”进入。

2．指定“部件号（Part Numbers）”为“编号”，“操作员（Operators）”为“操作员”，“测量数据（Measurement Data）”为“测量值”。

3．选择“选项（Option）”，在“过程公差（Process Tolerance）”中的“规格上限—规格下限（Upper Spec-Lower Spec）”中输入“16”，运行命令后可以得到如图11—13所示的会话窗口输出和如图11—14所示的分析图形。
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图11—13　破坏性试验的测量系统的分析结果
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图11—14　破坏性试验的测量系统分析图

这两个图的应用解释与例11—2相似，在此不再重复。众所周知，在计算方差分量的估计值时，有可能出现负值，这时应自动将其修改为0，说明此项方差分量很小。本例中的“再现性”方差分量为0，说明再现性误差很小，但重复性误差实在太大了，无论是从GageR&R，P/T，还是从ndc，都可以看出该测量系统不合格。


11.5　计数型测量系统分析

计数型测量系统的最大特征是其测量值是一组有限的分类数，如合格、不合格，优、良、中、差、极差，等等。前几节介绍的内容都是针对计量型测量系统的分析，当过程输出特性为计数型数据时，测量系统的分析方法会有所不同，一般可以从一致性比率和卡帕值两个方面着手考虑。

11.5.1　一致性比率

一致性比率是度量测量结果一致性最常用的一个统计量，它的计算公式可以统一地概括为：
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根据侧重点和比较对象的不同，又可以分为四大类。

（1）操作者对同一部件重复测量时应一致，这类似于计量型测量系统的重复性分析。每个操作者内部都有各自的一致性比率。

（2）操作者不但对同一部件重复测量时应一致，而且应与该部件的标准值一致（若标准值已知），这类似于计量型测量系统的偏倚分析。将每个操作者的测量结果与标准值相比较，又有各自不同的一致性比率。

（3）所有操作者对同一部件重复测量时应一致，这类似于计量型测量系统的再现性分析。操作者之间有一个共同的一致性比率。

（4）各操作者不但对同一部件重复测量时应一致，而且应与该部件的标准值一致（若标准值已知）。通常，使用这种一致性比率来衡量计数型测量系统的有效性。一般说来，一致性比率至少要大于80％，最好达到90％以上。当其值小于80％时，应采取纠正措施，以保证测量数据准确可靠。

接下来，用例11—5对计数型测量系统的一致性比率分析加以说明。

例11—5

某巧克力公司为检验新员工感官评估的培训效果，特取6块不同等级的巧克力请3位受训员工品尝并评分。试对此测量系统进行分析（数据列在表11—11中，数据文件：QT_MSA计数型量具.MTW）。

表11—11　巧克力评定结果

[image: alt]

解　计算机软件MINITAB的实现方法如下：

1．从“统计＞质量工具＞属性一致性分析（Stat＞Quality Tools＞Attribute Agreement Analysis）”进入。

2．指定“属性列（Attribute Column）”为“评定值”，“样本（Samples）”为“样品”，“检验员（Appraisers）”为“品尝师”，“已知标准／属性（Known Standard/Attribute）”为“标准值”，运行命令后可以得到如图11—15所示的会话窗口输出和如图11—16所示的分析图形。
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图11—15　一致性比率的分析结果
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图11—16　计数型测量系统的分析图

图11—15分别显示了四类一致性比率的计算结果及其置信区间。容易看到小赵的评估水平最佳，小孙次之，小钱居末。整体而言，6个样品中只1个（样品A）测量完全正确，总体有效性的一致性比率＝16.67％≪80％，新员工培训效果仍然不能令人满意。为了保证测量数据的一致性，改进该计数型测量系统必不可少。图11—16是一张二合一的图形。其中左图是显示各品尝师重复性的区间图，右图是显示各品尝师偏倚的区间图，生动地展示了会话窗口中的计算结果。

11.5.2　卡帕值（κ）

κ（希腊字母，读音为kappa，中文为卡帕）是另一个度量测量结果一致程度的统计量，只用于两个变量具有相同的分级数和分级值的情况。表面上判别正确的比率P0不能作为衡量一致性的标志，因为这里不能排除随机猜对的可能性。为此引入卡帕值κ，它的计算公式可以统一地概括为：
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式中，P0为实际一致的比率；Pe为期望一致（即随机猜对）的比率。κ在计算上有两种方法：Cohen的κ和Fleiss的κ。本文主要介绍的是比较常见的Cohen的κ，而Fleiss的κ与之基本相似。从式（11—25）可以看出κ肯定要比P0小，它是扣除随机猜对可能性后的结果。

κ的可能取值范围是从－1到1，当κ为1时，表示两者完全一致；κ为0时，表示一致程度不比偶然猜测好；当κ为－1时，表示两者截然相反，判断完全不一致。通常，κ为负值的情况很少出现，表11—12归纳了常规情况下κ的判断标准。在计数型测量系统中研究一个测量员重复两次测量结果之间的一致性，一个测量员的测量结果与标准结果之间的一致性，或者两个测量员的测量结果之间的一致性时，都可以使用κ。

表11—12　计数型测量系统的合格标志
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κ的计算原理大致上可以这样解释：表11—13表示某种产品共分k个等级数，两个操作员或一个测量员重复两次测量同一样品后，各种不同结果的概率分布情况。

表11—13　评定结果
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在表11—13中，[image: alt]表示该结果出现的次数；N表示总的测量次数）。

根据概率论知识，容易推导得到：
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将P0和Pe代入κ的定义式（11—25），就能够得到κ值。

接下来，用例11—6对计数型测量系统的κ值分析加以说明。

例11—6

某壁纸制造商为调查顾客对本公司产品色彩的评价是否一致，有意挑选了10个比较容易混淆的蓝色或绿色的样品，请两位顾客鉴定其色彩，试用κ统计量做再现性分析（数据列在表11—14中，数据文件：QT_MSAkappa.MTW）。

表11—14　色彩鉴定结果
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解　计算机软件MINITAB的实现方法如下：

1．从“统计＞质量工具＞属性一致性分析（Stat＞Quality Tools＞Attribute Agreement Analysis）”入口。

2．指定“属性列（Attribute Column）”为“色彩”，“样本（Samples）”为“样品”，“检验员（Appraisers）”为“顾客”。

3．选择“选项（Option）”，确认“如果适当，计算Cohen的kappa（Calculate Cohen's kappa if appropriate）”被选中；选择“结果（Results）”，确认“控制结果显示（Control the Display of Results）”中的“此外，kappa和Kendal（顺序数据）系数（In addition，kappa and Kendal's (ordinal data) coefficients）”被选中，运行命令后可以得到如图11—17所示的会话窗口输出。
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图11—17　卡帕值的分析结果

图11—17显示了Cohen的κ值为0.4＜0.7，表示不同顾客之间的再现性较差，也就是说两个测量员的测量结果之间的一致性较差。

下面解释这里κ值的计算步骤。根据表11—14中的数据，可以整理成一个表格（见表11—15）。在总共10件产品中，A，B一致认为是蓝色的有3个；A，B一致认为是绿色的有4个；A认为是蓝色、B认为是绿色的有2个；A认为是绿色、B认为是蓝色的有1个。其中有7件产品二人判断是一致的（左上到右下的对角线上的两格），直接计算一致率似乎应该是7/10＝0.7，但此数值并不准确，因为这里不能排除有“瞎蒙”的部分。A总共选了5个蓝，B总共选了4个蓝，如果二人在10件中随机选蓝绿，则凑巧选中同件产品的概率为0.4×0.5＝0.2，总计10件产品中，期望应为10×0.2＝2，此数列在表11—15中以括号显示。熟悉列联表的读者可以发现，表11—15中期望数值的计算与列联表中的期望计算是完全相同的。总计10件产品中，二人瞎蒙判断凑巧相同者期望共有5件（左上到右下的对角线上的两格带括号的数字之和）。带入κ计算公式（11—25），表面正确率P0＝7/10＝0.7，瞎蒙正确率Pe＝5/10＝0.5，故有
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从κ计算公式中可以看出，如果A，B真的全部判断一致，P0＝1，这时κ＝1；如果A，B判断水平与瞎蒙一致，P0＝Pe，这时κ＝0。因此κ扣除了“瞎蒙”的成功，因而计算出的“一致率”比“表面一致率”稍小些，但反映一致性更准确。

表11—15　κ系数计算表
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值得一提的是，如果将“顾客B”改为“标准答案”时，结果表示的就是一个测量员的测量结果与标准结果之间的一致性。


第12章
统计过程控制

在完成绩效改进、成果鉴定之后，六西格玛项目团队仍然需要关注各方面指标的监控。此时要关注和测量的不但包括响应变量，而且包括输入及过程中的关键因子，这些关键指标的监控将使项目团队或他们的继任者能更长时间地维持和管理过程。统计过程控制（statistical process control，SPC）在实现上述要求方面特别有效。

所谓统计过程控制，是指为了贯彻预防原则，应用统计方法对过程中的各个阶段进行评估和监控，建立并保持过程处于可接受且稳定的水平，从而保证产品与服务符合规定要求的一种技术。1924年，休哈特（Shewhart）博士在美国贝尔实验室首次提出了质量控制图的概念，经过多年的发展，现在ISO9000质量管理体系特别注重过程控制和统计技术的应用，六西格玛管理也把统计过程控制作为控制阶段的主要工具之一，SPC的发展和推广日趋成熟。

SPC的主要表现形式是各种控制图和相应的过程能力分析，本章将在已介绍过的统计理论的基础上，代表性地介绍几类常见控制图的制作和过程能力分析的实现。


12.1　控制图基础理论

导致质量产生变异的因素很多，根据因素对产品质量影响的大小和性质，可以将其分为两大类：一类是特殊因素；另一类是随机因素。特殊因素很多，如工艺过程的变动、刀具的过度磨损、人员的变动更换等。这些因素对产品质量的影响是显著的，在技术上容易识别并消除。随机因素也有很多，如温湿度的轻微变化、仪器的微小振动、原材料的细微差异等。这些因素对产品质量的影响是细小的，在技术上不易识别，更不可能消除，但如果从根本上改变了过程，则这种波动会大幅减少。休哈特认为，可以以μ±3σ为控制限建立控制图把特殊因素和随机因素区分开来。

控制图是对过程质量特性值进行测定、记录、评估和监测，以判断过程是否处于统计控制状态的一种用统计方法设计的图形。通常控制图的横轴总是时间，而其纵轴则可以有多种选择，例如可以是单值，也可以是小组均值，可以是小组极差，也可以是小组标准差，等等。一般说来，可以用统计量T来代表。对于T的分布，我们认为它们是正态分布或近似为正态分布。实际上，控制图是统计量T的正态分布图在时域上的具体展示，它由T的中心线μ、上下控制限μ±3σ和按时间顺序抽取样本并用其统计量的数据点T这三个基本要素组成。对于服从或近似服从正态分布的统计量T，大约有99.73％的数据点会落在上下控制限之内，数据点落在上下控制限之外的概率约为0.27％。根据假设检验的小概率原则，一旦有界限之外的数据点出现，就可判为异常点，即认为它们是由特殊因素造成的过程变异。SPC控制图的基本原理可用图12—1概括表示。
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图12—1　SPC原理示意图

包括“点出界就判异”的准则在内，SPC中共有8条判异准则用来判断过程是否受控。为了便于具体地说明这8条准则，可将控制图分为6个区，每个区的宽度为σ。6个区的标号为A，B，C，C，B，A，两个A区、B区、C区都关于中心线对称（见图12—2）。
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图12—2　控制图的分区

根据控制图的分区定义，8条准则可以表达为：

（1）1点落在控制限之外。

（2）连续9点落在中心线同一侧。

（3）连续6点递增或递减。

（4）连续14点中相邻点升降交错。

（5）连续3点中有2点落在中心线同一侧的B区之外。

（6）连续5点中有4点落在中心线同一侧的C区之外。

（7）连续15点落在C区之内。

（8）连续8点落在中心线两侧，但无1点在C区之内。

统计学上可以证明，以上8种现象出现的概率大体都等于或接近于0.27％，小概率事件的发生导致我们判定过程为异常。

这里要注意，在8条判异准则中，前4项其实与分区无关，而后4项判断法则都是在正态条件下，将±3σ区域分成6个子区，按照正态分布在各区中应该出现的概率来制定的法则，因此，后4条只有当监控统计量严格服从正态分布时才有意义，故后4项判断法则只对单值X及小组均值[image: alt]的控制图使用，其他各控制图皆只使用前4项法则。

控制图的类型很多，常用的控制图按数据类型分为两类：对于连续变量用计量控制图；对于离散变量用计数控制图。前者有单值—移动极差图（I-MR Chart）、均值—极差图（Xbar-R Chart）、均值—标准差图（Xbar-S Chart）；后者有不合格品率图（P Chart）、不合格品数图（NP Chart）、单位产品缺陷数图（U Chart）和缺陷数图（C Chart）。

综合考虑数据特点和抽样方法等因素，可以归纳出如图12—3所示的“常用控制图的选择路径图”。

[image: alt]

图12—3　常用控制图的选择路径图

根据应用目的不同，控制图又可分为分析用控制图与控制用控制图两个阶段。一个过程开始实施控制图时，通常不会恰巧处于统计控制状态，总会存在些异常波动。如果就以这种状态下的参数来建立控制图，上、下控制限的间隔一定较宽，这会导致判断失误。因此，开始过程控制时，总需要将失控状态调整到统计控制状态，这就是分析用控制图的阶段。

国标中规定，制定分析用控制图时，在合理分组的前提下，至少要采集25组数据，用来计算控制限。如有越界者要根据实际情况判定是否确实出现异常原因，确有异常原因（简称异因）者可以删除此组数据，未发现异因者必须保留此组数据且增大观测组数。分析用控制图阶段要解决的第一个问题是：调整过程，消除异因，以使过程受控；分析用控制图阶段要解决的第二个问题是：在过程受控后，再改进过程，以确保过程能力指数Cp或Cpk等能达到顾客要求。一旦过程实现了上述两点，就可延长控制限作为控制用的控制图，进入控制用控制图阶段，在线使用。在此阶段，一旦判异，应停产检查找出异因，并在消除异因后再恢复生产，以保持过程的统计控制状态。


12.2　计量控制图

一般对连续型随机变量所做的控制图，称为计量控制图。计量控制图是建立在正态分布N（μ，σ2）的理论基础上，由于正态分布的特征值均值和方差是相互独立的，因此控制计量值的波动需要两张控制图：一张用于控制位置特征量（如均值、单值控制图）；另一张用于控制散布特征量（如极差、标准差控制图）。本节将以最具代表性的均值—极差图为例，介绍计量控制图。

现分别将控制线的计算公式和制作步骤整理为表12—1和表12—2。

表12—1　均值—极差图中控制线的计算公式
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说明：d2，D3，D4，A2与样本量n有关，可查阅本书有关控制图的附表6获得。

表12—2　均值—极差图的制作步骤
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下面用例12—1对计量控制图的实际应用加以说明。

例12—1

某台机器连续生产钢珠，直径是它的一个重要质量特性。为对钢珠直径进行控制，每隔15分钟抽样1次，每次抽取产品5个，共抽样25次，测量并记录数据。经检验钢珠直径服从正态分布，试绘制Xbar-R控制图（数据列在表12—3中，数据文件：SPC_钢珠直径.MTW）。

表12—3　钢珠直径的测量结果
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解　手工计算的实现方法如下：

首先，计算出每个子组的均值[image: alt]和极差R。然后，可以得到极差图和均值图的中心线分别是：
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在本例中，子组大小为5，查本书附表6得知，A2＝0.577，D4＝2.114，D3＝0，因此极差图和均值图的控制上下限分别是：
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最后，根据子组数据值和以上计算所得的6条控制线可绘制出所需的Xbar-R控制图。

计算机软件MINITAB的实现方法如下：

1．从“统计＞控制图＞子组的变量控制图＞Xbar-R（Stat＞Control Charts＞Variable Charts for Subgroups＞Xbar-R）”进入。

2．指定“图表的所有观测值均在一列中（All observations for a chart are in one column）”为“直径”，指定“子组大小（Subgroup Size）”为“5”。如果每小时的5个数据分别记录在5列中时，MINITAB也可以直接使用（R15之前版本无此功能）：指定“子组的观测值位于多列的同一行中（Observations for a subgroup are in one row of columns）”。

3．在“Xbar-R选项＞估计＞‘子组大小＞1’（Xbar-ROptions＞Estimate＞‘Subgroup Size＞1’）”中选择“Rbar”，运行命令后得到图12—4。
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图12—4　Xbar-R控制图

由上图可知，极差图和均值图均无异常，我们可以判定钢珠的生产过程处于统计控制状态，如果同时能够证明该过程的过程能力满足预期要求，就可以延长此控制限，成为控制用的控制图。

值得一提的是，在MINITAB的“统计＞控制图＞子组的变量控制图＞Xbar-R＞Xbar-R选项＞检验（Stat＞Control Charts＞Variable Charts for Subgroups＞Xbar-R＞Xbar-R Options＞Tests）”中，可以逐一看到前文所述的SPC中8项判异准则，如图12—5所示，这将便于用户查阅和记忆。
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图12—5　MINITAB列出的SPC中8项判异准则


12.3　计数控制图

一般对离散型随机变量所做的控制图，称为计数控制图。计数控制图是建立在二项分布B（n，p）或泊松分布P（λ）的理论基础上，由于二项分布和泊松分布各自的特征值均值和方差彼此相关、不独立，因此控制计数值的波动只需要一张控制图。计数控制图又要区分为两类，如果产品之检验结果只有两类：合格或不合格，这属于“计件”型，不合格产品数X肯定会小于总检查产品数n，且不合格产品数服从二项分布B（n，p），这要用监控不合格数的NP控制图，或监控不合格率的P控制图。另一种情况则是缺陷点的“计点”型，例如每天检查6片芯片，共有13个瑕疵点，瑕疵点个数服从平均值为λ的泊松分布，这要用监控缺陷数的C控制图，或监控单位产品上的平均缺陷数的U控制图。

关于各种类型的计数控制图的统计基础，现已整理为表12—4。这里[image: alt]是从实测数据估计而得的相应平均值。

表12—4　计数控制图的统计基础

[image: alt]

计数控制图的制作步骤与计量控制图类似。本节将通过4个案例，逐一介绍常见计数控制图的实现方法。

例12—2

在二极管生产线上，于每个班次结束前抽取150个二极管进行检验。下面是6月份共计30个工作日每天的不合格二极管数量的记录。试绘制一个控制图来分析产品的不合格品率是否稳定（数据列在表12—5中，数据文件：SPC_二极管不合格品率.MTW）。

表12—5　6月份二极管的抽样结果

[image: alt]

解　计算机软件MINITAB的实现方法如下：

1．从“统计＞控制图＞属性控制图＞P（Stat＞Control Charts＞Attributes Charts＞P）”进入。

2．指定“变量（Variables）”为“不合格品数量”，“子组大小（Subgroup sizes）”为“样品数量”，运行命令后得到P控制图（见图12—6）。
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图12—6　6月份二极管不合格品数量的P控制图

由图12—6可知，P控制图中的所有数据点都未违背任何一条判异准则，整个过程的不合格品率非常稳定，二极管的生产处于统计控制状态。由于这里的样品数量是固定的常数“150”，因此也可以换成监控其不合格品数的NP控制图，其监控效果与P控制图完全相同，只是控制图中的纵坐标由不合格品率换成不合格品数罢了。

计算机软件MINITAB的实现方法如下：

1．从“统计＞控制图＞属性控制图＞NP（Stat＞Control Charts＞Attributes Charts＞NP）”进入。

2．指定“变量（Variables）”为“不合格品数量”，“子组大小（Subgroup sizes）”为“样品数量”，运行命令后得到NP控制图（见图12—7）。
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图12—7　6月份二极管不合格品数量的NP控制图

例12—3

在二极管生产线上，于每个班次结束前抽取数量不等的二极管进行检验。下面是12月份共计30个工作日每天的不合格二极管数量的记录。试绘制一个控制图来分析产品的不合格品率是否稳定（数据列在表12—6中，数据文件：SPC_二极管不合格品率2.MTW）。

表12—6　12月份二极管的抽样结果
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解　由于每日抽取进行检验的二极管数量不等，因而不能使用NP图。我们用P图进行生产的监控。绘制P图的计算机软件MINITAB实现方法如下：

1．从“统计＞控制图＞属性控制图＞P（Stat＞Control Charts＞Attributes Charts＞P）”进入。

2．指定“变量（Variables）”为“不合格品数量”，“子组大小（Subgroup sizes）”为“样品数量”，运行命令后得到P控制图（见图12—8）。

[image: alt]

图12—8　12月份二极管不合格品数量的P控制图

由图12—8可知，虽然每天的抽检数量不同，上控制限变成了“城墙”形状，但二极管的生产仍处于统计控制状态。




有实际工作经验的人都会明白，如果控制图的样式如图12—8所显示那样，使用起来是很不方便的，而且此种“城墙”状控制图只能在分析用控制图中使用。为此，我国的国家标准（GB/T4091－2001）规定：“如果子组大小变化不大，则可以采用单一的基于平均子组大小的一组控制限。实际上，当子组大小的变化在子组大小目标值的±25％以内时，可采用上述方法。”“当子组大小变化较大时，可采用另一种利用标准化变量的方法。”

上面讨论过的NP控制图及P控制图都是针对“计件”型产品而制定的，产品检验结果只有两类：合格或不合格。总检查产品数n及不合格品率给定时，不合格产品数X服从二项分布B（n，p）。另一种情况则是缺陷点的“计点”型，缺陷点个数X服从平均值为λ的泊松分布，抽样调查的样本中很可能出现缺陷点个数超过检验样品数的情况。例如检查了4个电镀件，共出现了9个斑点。这时监控生产可以有两种控制图：监控缺陷数的C控制图；监控单位产品上的平均缺陷数的U控制图。下面分别举例予以介绍。

例12—4

在芯片的生产过程中，如果芯片上有一个瑕疵点，则认为是一个缺陷，每个班次结束前抽取10片芯片进行检验。下面是3月份前15个工作日每天总缺陷数情况的记录。试绘制一个控制图来分析产品的缺陷数是否稳定（数据列在表12—7中，数据文件：SPC_芯片缺陷率.MTW）。

表12—7　3月份芯片的抽样结果
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解　先介绍监控单位产品上的平均缺陷数的U控制图。计算机软件MINITAB的实现方法如下：

1．从“统计＞控制图＞属性控制图＞U（Stat＞Control Charts＞Attributes Charts＞U）”进入。

2．指定“变量（Variables）”为“缺陷数”，“子组大小（Subgroup sizes）”为“样品数量”，运行命令后得到U控制图（见图12—9）。
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图12—9　3月份芯片缺陷数的U控制图

由图12—9可知，U控制图中的所有数据点都未违背任何一条判异准则，整个过程的缺陷率非常稳定，芯片的生产处于统计控制状态。由于这里的样品数量是固定的常数“10”，所以也可以换成监控其总缺陷数的C控制图，其监控效果与U控制图完全相同，只是控制图中的纵坐标由平均缺陷数换成总缺陷数罢了。

计算机软件MINITAB的实现方法如下：

1．从“统计＞控制图＞属性控制图＞C（Stat＞Control Charts＞Attributes Charts＞C）”进入。

2．指定“变量（Variables）”为“缺陷数”，运行命令后得到C控制图（见图12—10）。
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图12—10　3月份芯片缺陷数的C控制图

例12—5

在芯片生产过程中，每个班次结束前抽取一定数量的产品进行检验。下面是9月份前15个工作日每天的有缺陷芯片情况的记录。试绘制一个控制图来分析产品的缺陷率是否稳定（数据列在表12—8中，数据文件：SPC_芯片缺陷率2.MTW）。

表12—8　9月份芯片的抽样结果
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解　由于每天检测的样品数量是不同的，因此只能使用U控制图。计算机软件MINITAB的实现方法如下：

1．从“统计＞控制图＞属性控制图＞U（Stat＞Control Charts＞Attributes Charts＞U）”进入。

2．指定“变量（Variables）”为“缺陷数”，“子组大小（Subgroup sizes）”为“样品数量”，运行命令后得到U控制图（见图12—11）。
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图12—11　9月份芯片缺陷数的U控制图

由图12—11可知，虽然每天的抽检数量不同，上、下控制限变成了“城墙”形状，但芯片的生产仍处于统计控制状态。当下限计算为负值时，计算机将自动把它修正为0，这样一来下限就变成LCL＝0的水平线了。图12—8的P图与此类似，它已变为LCL＝0了。


12.4　特殊控制图

在12.1节中介绍了所有的常规控制图：单值—移动极差图、均值—极差图、均值—标准差图、不合格品率图、不合格品数图、单位产品缺陷数图和缺陷数图。除这些常规控制图，还有一些特殊的控制图，如累积和控制图（CUSUM Chart）、指数加权移动平均控制图（EWMA Chart）、标准化控制图（Z-MR Chart）、区域控制图（Zone Chart）和多元控制图（Multivariate Chart）等。本节将介绍特殊控制图中比较常用的指数加权移动平均控制图和标准化控制图。

12.4.1　指数加权移动平均控制图

常规控制图的运用前提是假定观测值服从正态分布和过程均值恒定不变。但在实际应用中，这些假定不一定都能成立。在过程均值有长期的微小漂移时，常规控制图对于过程均值的微小漂移很不敏感，很难识别过程的这种变化；相比较而言，指数加权移动平均（exponential weight moving average，EWMA）控制图的最大优点是不受正态假定条件的限制，同时由于EWMA控制图上的点包含了所有前面子组的信息，因而也能够较敏感地探测出过程均值的微小漂移。此外，EWMA控制图还适用于单个观测值及子组均值两种情况。

在EWMA控制图中，绘制的统计量Z为当前值与历史数据的加权平均，以子组均值控制图为例，其计算公式为：
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式中，r为当前观测值的权重，取值范围为［0，1］。

我们分析一下式（12—1）的含义。这里第i个新的统计量Zi包含两部分：一部分是第i个观测值[image: alt]，它以权重r加入；另一部分是前面的统计量已取得之值Zi－1，它以权重1－r加入。多次使用式（12—1）降低下标值后可以发现，离指标i越远（即越早期）的数据被赋予的权重将按指数速度减小。这样一来，Zi的值不仅考虑了第i个时刻的观测值而且考虑其历史数据，因而能够较好地反映出趋势性的状况，而且使曲线变得比原始数据光滑得多。r值越小，则光滑的效果越好；r值越大，则保真的效果越好，即光滑的效果越差；但一般建议0.05≤r≤0.25。可以先缺省设定（默认）r＝0.2。如果已发现有异常点，则可以判断出现异常而终止判断过程；如果发现可疑趋势，但对于此权重取值并未超界，则可以换用较小或较大的权重r试验一下，只要某个权重使得数据点出界，我们都可以判断“过程出现异常”，或说过程已失控。关于此类控制图中控制线的计算公式已整理成表12—9。

表12—9　指数加权移动平均控制图中控制线的计算公式
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下面用例12—6对EWMA控制图的实际应用加以说明。

例12—6

某电子厂的QC小组欲优化芯片研磨过程，首先对其厚度进行SPC控制。小组共收集20个厚度数据，试用控制图分析该过程的稳定情况（数据列在表12—10中，数据文件：SPC_EWMA控制图.MTW）。

表12—10　芯片研磨厚度数据表
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解　首先，用计算机软件MINITAB实现常规控制图I-MR：

1．从“统计＞控制图＞单值的变量控制图＞I-MR（Stat＞Control Charts＞Variable Chartsfor Individuals＞I-MR）”进入。

2．指定“变量（Variables）”为“厚度”，运行命令后得到图12—12。
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图12—12　芯片研磨厚度的I-MR控制图

由图12—12可知，I-MR控制图中最后几个点虽有上扬的趋势，但使用传统的8条判异准则没有发现任何可判异问题，只能判生产正常。由于最终部分似乎有向上升的不正常趋势，下面用计算机软件MINITAB绘制特殊控制图EWMA：

1．从“统计＞控制图＞时间加权控制图＞EWMA（Stat＞Control Charts＞Time-Weighted Charts＞EWMA）”进入。

2．指定“图表的所有观测值均在一列中（All observations for a chart are in one column）”为“厚度”，指定“子组大小（Subgroup sizes）”为“1”，运行命令后得到图12—13。
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图12—13　芯片研磨厚度的EWMA控制图

EWMA控制图中，在15号样本以前生产一直正常，但从15号起均值明显地向上漂移，到了20号点已越出控制限，应判生产异常，这是常规控制图无法实现的功能。EWMA控制图对均值微小但系统的漂移有较强的判别能力。

12.4.2　标准化控制图

当过程的输出为不同规格的产品，相互之间的差别较大但样本量却较少时，使用常规控制图就显得比较牵强，且误差较大。标准化控制图应用统计方法，将各不同性质的变量都进行正态标准化，使之都化为具有近似标准正态的分布，这样一来，拥有同一背景但规格不同的几个样本组就可以放在一起进行过程评价，实现了“多品种，小批量”的产品控制。由于这种方法的基础是将所有观测值都标准化后再进行分析处理，使得控制限的数值都由标准正态分布导出，因而控制限是固定的，不需要每次都重新调整。

标准化控制图包括计数型和计量型两大类，这里仅介绍最常用的适用于计量数据的Z-MR控制图，其他控制图原理与此完全相同，在此不加赘述。在Z-MR控制图中，所绘制的统计量的计算公式如下所示，控制限的计算公式已整理成表12—11。

[image: alt]

表12—11　标准化控制图中控制限的计算公式
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当统计量计算公式中的μ和σ未定时，需要通过样本数据获得。下面用例12—7对Z-MR控制图的实际应用加以说明。

例12—7

某食品包装线共有A，B，C三种产品，现已收集到某段时间内所有产品的重量数据，试用控制图分析该过程的稳定情况（数据列在表12—12中，数据文件：SPC_ ZMR控制图.MTW）。

表12—12　食品重量的测量结果
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解　首先，用计算机软件MINITAB绘制常规控制图I-MR：

（1）从“统计＞控制图＞单值的变量控制图＞I-MR（Stat＞Control Charts＞Variable Chartsfor Individuals＞I-MR）”进入。

（2）指定“变量（Variables）”为“重量”，运行命令后得到图12—14。
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图12—14　I-MR控制图

其次，用计算机软件MINITAB实现特殊控制图Z-MR：

（1）从“统计＞控制图＞单值的变量控制图＞Z-MR（Stat＞Control Charts＞Variable Chartsfor Individuals＞Z-MR）”进入。

（2）指定“变量（Variables）”为“重量”，指定“部件编号（Part indicator）”为“类型”，运行命令后得到图12—15。
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图12—15　Z-MR控制图

由以上两图的比较可知，I-MR控制图中最后3点中有2点超出控制下限，符合第1条判异准则“1点落在A区之外”，应判生产异常。但这里分析的4个数据来自产品C，并不应该与产品A，B混在一起处理。为此，分别对三种产品进行标准化，用Z-MR控制图来监控，这样将排除产品间正常的固有差异。最终可以判定生产过程一直稳定。显然，Z-MR控制图弥补了常规控制图的缺陷。当然，本例只是作为示范，样本量仍然偏少，正常情况下，每组至少应收集10个以上观测值。


12.5　非正规条件下的控制图

众所周知，控制图的理论是美国的休哈特博士建立的，他首先给出的最重要的判断就是：我们可以以μ±3σ为控制限建立控制图把特殊因素和随机因素区分开来。现在要仔细分析一下，为什么可以这样做？数据大体上应该是正态分布这个条件很是容易想到的。但实际上，控制图本来应该有三个基本的正规条件才能绘制：（1）数据相互独立；（2）数据大体是正态分布；（3）过程变异只有随机误差。严格说来，我们必须验证这三个条件都满足才能绘制控制图。如果忽略了这些条件而直接绘制控制图可能会出现很严重的问题。本节将针对这三个条件分别讨论三个问题，即：A．如果忽略这个条件将会造成什么严重后果？B．这些条件如何验证？C．出现了不满足正规条件的情况下，该如何设法解决统计过程控制问题？

对于数据非相互独立的情况，大家容易想到这个条件的重要性。例如，为了监控股市两个月内连续50天（休市时扣除计算）的交易数据是否有异常，我们是否可以直接用单值控制图进行控制？由于数据明显不是相互独立的，用50天的“平均值”作为控制图的中心线、用50天的“标准差”作为控制图的标准差，显然是不合理的，如果50天内股市有上升的趋势，势必会使前面一些数据大多会低于中心线，后面一些数据大多会高于中心线；用全部数据直接计算标准差的值也显然偏大，而导致控制限明显变宽。对于非独立数据的处理，通常要用到时间序列分析的理论，这里不再给出。有需要的读者可以参看本书参考文献［21］《基于MINITAB的现代实用统计》。但应用时间序列分析必须要求数据量相当大（至少上百组、几百组的观测值），只有这样大量的数据才能发现时间序列的规律。如果观测数据量较少，均值随组间有变化，但却又几乎是随机波动式的无任何规律性变化，则可以放弃发现规律性结果而只当作随机变化，这类数据也在一些条件下设法使用非单一变异源的情况来处理。

12.5节将分为两小节，分别讨论非正态数据的控制图和非单一变异源数据的控制图。

12.5.1　非正态数据的控制图

前几节多次提到控制图的一个前提条件：观测值服从或近似服从正态分布。因为如果数据分布非正态，原来设定的以±3σ为界来区分是否为异常原因的基本理论原则上就不成立了。然而，对不少实际工作中遇见的过程来说，它们的总体分布很可能呈现出非正态分布，如正偏、负偏等不对称形态。这里要说明的是，即使监控平均值，也不能认为有“中心极限定理”保证[image: alt]近似正态，那要子组样本量相当大才行，而控制图中子组样本量大多不超过10，这是很难肯定近似为正态分布的。一方面控制图要求数据基本正态，否则控制图没意义；另一方面，数据又确实非正态，那该如何处理呢？实践证明：对数据作变换会改变分布的类型，也就是说，通过适当的变换可使非正态分布转化为正态分布。常见的转换方法有：y*＝lny，y*＝y－1，y*＝y2，y*＝[image: alt]等，它们可能将转换后的数据分布近似拟合为中间高、两边低、左右对称的钟形曲线。比较规范和通用的做法是运用Box-Cox法进行转换。

Box-Cox法的基本思路是首先选择一个合适的λ值，然后带入下列转换公式，将原来随机变量y变换成新的随机变量：
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最终得到服从正态或近似正态分布的随机变量y*。

下面用例12—8对非正态数据绘制控制图的实际应用加以示范。

例12—8

在某化工生产过程中发现，当催化剂接近耗尽时，表示杂质含量的数据呈偏态分布，试用正确的方法绘制控制图（数据列在表12—13中，数据文件：SPC_Box Cox变换.MTW）。

表12—13　杂质含量的测量结果
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解　计算机软件MINITAB的实现方法如下：

1．确认非正态性。

首先，对数据进行正态性检验：从“统计＞基本统计量＞正态性检验（Stat＞Basic Statistics＞Normality test）”进入，指定“变量（Variables）”为“杂质含量”，运行命令后得到图12—16。
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图12—16　原始数据的正态性检验

由图12—16可知p值＜0.005，确认数据为非正态分布，所以要进行Box-Cox变换。

2．选择Box-Cox变换中的参数Lambda（λ）。

从“统计＞控制图＞Box-Cox变换（Stat＞Control Charts＞Box-Cox Transformation）”进入，指定“图表的所有观测值均在一列中（All observations for a chart are in one column）”为“杂质含量”，指定“子组大小（Subgroup size）”为“5”，得到图12—17。
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图12—17　Box-Cox转换

由图12—17可知Lambda（λ）的估计最佳值为－0.04。其实不必这样严格要求，取Lambda（λ）落入图12—17中右上部列出的CL下限与CL上限之间就可以了，为了让转换更简单，可以将Lambda（λ）值调整为0.00。

3．将原始数据进行变换并存储。

按照式（12—4）中y*＝lny的计算公式进行数据转换，并将转换好的数据y*存储在名为“新数据”的新一列中。此时，为了更保险，应再次对变换后的数据进行正态性检验（见图12—18）。
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图12—18　转换后数据的正态性检验

由图12—18可知p值＝0.796，显然，数据被成功转换为正态分布。

4．对于变换后的数据绘制均值—极差控制图。

从“统计＞控制图＞子组的变量控制图＞Xbar-R（Stat＞Control Charts＞Variable Chartsfor Subgroups＞Xbar-R）”进入，指定“图表的所有观测值均在一列中（Al  obser-vationsforachartareinonecolumn）”为“新数据”，指定“子组大小（Subgroup size）”为“5”，在“Xbar-R选项＞估计＞‘子组大小＞1’（Xbar-ROptions＞Estimate＞‘Sub-group Size＞1’）”中选择“Rbar”，运行命令后得到图12—19。
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图12—19　对变换后数据绘制的Xbar-R控制图

5．将控制图绘制在原变量趋势图内。

如果要对过程进行实时监控，只得到图12—19是不够的，我们希望在原数据的趋势图内加上控制限。为此，要把图12—19中的各控制限经“反变换”再变回为原始变量的界限。由于变换后的波动性质有很大变化，对于非正态数据通常只绘制Xbar图而略去R图。

经计算，e3.032＝20.73，e2.306＝10.03，e1.581＝4.859，这就是各控制限。在绘图前，先应将数据分组求出平均值：从“统计＞基本统计量＞存储描述性统计（Stat＞Basic Statistic＞Storage Descriptive Statistics）”进入，指定“变量（Variable）”为“杂质含量”，指定“按变量（By Variable）”为“批次”，在“统计量（Statistics）”中选择“均值（Mean）”，运行命令后得到数据表中的C3～C5。再对平均值这列绘制“时间序列图（Time Series Plot）”就可以了。具体操作是：从“图形＞时间序列图＞简单（Graph＞Time Series Plot＞Simple）”进入，指定“序列（Series）”为“平均值”，并在“时间／尺度（Time/Scale）”中，打开“参考线（Reference Line）”后，将上述三个控制限值依次输入“显示Y值的参考线（Display YReference Line）”中，运行命令后得到图12—20。这样的图就可以在实际工作中使用了。
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图12—20　对原始数据绘制的Xbar控制图

在使用MINITAB软件直接对非正态数据绘制控制图时，其实可以省略上述步骤中的第3步。实际上，在第4步中计算变换后数据的控制限时，只要确知λ的数值则可以直接从原始数据获得。其操作是：从“统计＞控制图＞子组的变量控制图＞Xbar-R（Stat＞Control Charts＞Variable Chartsfor Subgroups＞Xbar-R）”进入，指定数据列后，打开“Xbar-R选项（Xbar-ROptions）”窗，再从其中打开“Box-Cox”窗，指定Lambda（λ）的值，则计算机在计算后直接可以显示出图12—19的结果。这将节省求数据变换后结果的步骤。

如果数据无法经过Box-Cox变换化为正态分布又如何绘制控制图呢？其实通过仔细分析可以看出，所谓控制图其实就是找出一个区间范围，使得绝大部分数据落入此区间，因而一旦有数据落在此区间之外则可以认为出现了异常。因此，我们可以不必追究数据分布的准确类型，只要能找出这样的范围就行了。针对具体的数据，我们可以通过非参数的数值方法直接求得其分位数，例如0.5％，50％及99.5％三个分位数，它们可以被当作控制图中的下、中、上三条控制限（LCL，CL，UCL）画入图中。这时，包含在LCL，UCL之间部分的数据将达到99％，因而可以起到控制图的作用。

这里自然有个问题，为什么不与正态分布完全相同地取99.73％作为控制范围呢？事实上，利用数据直接计算分位数（尤其是小分位数）是有一定条件的。一般说来，计算p分位数（p很小），则样本量n要满足
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具体说来，对于p＝0.005，n要超过100才行；如果要像正态分布那样，p＝0.00135，则n要超过370才行。一般情况下的样本量不可能有这样大，因此，通常还是选用0.5％，50％及99.5％三个分位数作为控制图中的下、中、上三条控制限。

调用宏指令UCLC可以直接得到上述结果，只要在宏指令UCLC后指定数据存放的变量名就行了。具体到例12—8，由于按组计算的数据只有25个，为了演示非参数方法的控制图计算方法，我们把题目改为绘制单值控制图。由于其数据存放于C1中，因此宏指令调用格式是：

％UCLC　C1

计算机运算后可得下列结果：



结果：SPC_Box COX变换.MTW
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由于这里的控制限结果是对单值给出的，因此不能将这些结果与图12—20中的结果直接比较。如果对于例12—8也按单值控制图计算，同样选择Box-Cox变换中的参数λ＝0，则三个控制限值分别为：0.651，2.306及3.962；经计算，e0.651＝1.917，e2.306＝10.03，e3.962＝52.562，这就是最终各控制限。而一般说来，用非参数方法得到的控制范围要比用Box-Cox变换法得到的范围稍窄些，这是因为，毕竟包含数据99％的范围要比包含数据99.73％的范围稍窄些，但这并不影响控制图的正常使用。

12.5.2　非单一变异源数据的控制图

我们先看一个例题。

例12—9

为芯片镀膜的车间，在连续25天内，每天抽取5片芯片，测量其镀膜厚度，其测量结果如下（见表12—14镀膜厚度数据，数据文件：SPC_芯片镀膜.MTW）。绘制控制图以判断生产是否正常。

表12—14　镀膜厚度数据
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解　带子组的控制图可以有两种绘制方法。一种是先求出每组（本例是天）的均值，然后对均值绘制I-MR（单值—移动极差）控制图；另一种是直接使用原始数据，绘制Xbar-R（均值—极差）控制图。

绘制I-MR图的方法是先求出子组均值，将其存入某列（本例是放在C5中），然后再绘制控制图。计算机软件MINITAB的实现方法如下：

1．从“统计＞控制图＞单值的变量控制图＞I-MR（Stat＞Control Charts＞Variable Chartsfor Individual＞I-MR）”进入。

2．指定“变量（Variables）”为“均值1”。

3．在“统计＞控制图＞单值变量控制图＞I-MR＞I-MR选项＞检验（Stat＞Control Charts＞Variable Charts for Individual＞I-MR＞I-MR Options＞Tests）”中，可以逐一看到根据前文所述的SPC中8项判异准则的判异检验。

4．运行命令后得到图12—21。
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图12—21　芯片镀膜均值绘制的I-MR控制图

从图12—21看，生产一切都正常，8项判异检验无一异常。

下面直接用原始数据，绘制Xbar-R（均值－极差）控制图。其操作方法与例12—1完全相同，这里不再重复。运行命令后得到图12—22。
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图12—22　芯片镀膜原始数据绘制的Xbar-R控制图

从图中可以看出，25天的极差都在控制限内，说明每天的波动状况是受控的；但对于均值，则除个别天之外，绝大多数点都落在控制限外，说明芯片镀膜生产过程的均值严重不受控。

用两种绘制控制图的方法所得结论怎么会这样完全不同？

仔细分析这两张图可以看出，它们的均值都是相同的[image: alt]，其不同出现在对于标准差的估计上。容易看出，Xbar-R控制图中，是用各小组内的极差（除以极差系数d2）来估计总体的标准差的；均值的I-MR控制图中，是用各组间的移动极差（除以极差系数d2＝1.128）来估计总体的标准差的。前者使用的是组内差，后者使用的是组间差。如果生产过程数据只有唯一的变异来源，所有数据的波动都来自随机误差的话，二者的估计应该大体相同；但如果生产过程数据不只有唯一的变异来源，数据的波动一方面来自随机误差（根据合理子组的原理，组内差反映的就是随机误差），另一方面还来自组间可能有的波动，这样一来，用组间移动极差估计出来的标准差会比仅用组内差（不考虑组间差）估计出来的标准差大很多，这必将导致I-MR控制限会比Xbar-R控制限宽很多，因此才会使“I-MR图判断认为过程均值正常”，而“Xbar-R图判断认为过程均值几乎点点都不正常”。




下面我们先讨论如何判断收集到的数据中波动全部来自随机波动？换言之，如何分析数据的变异源是如何组成的？在什么条件下达到什么标准就可以认为数据中波动全部来自随机波动？

这就牵涉到我们曾经在第10章所学的变异源分析方法。

我们先用多变异图来直观描述一下例12—9的状况。绘制多变异图的方法已在例10—1（见图10—2、图10—3、图10—4）中给出。图12—23是例12—9的多变异图。

[image: alt]

图12—23　芯片镀膜原始数据绘制的多变异图

从图12—23可以看出，各天内5片芯片厚度的波动都不大，但天与天间的均值相差较大。

下面我们给出变异源的定量分析。例12—9中实际上只有一个因子，与例10—4的定量分析方法完全相同。其方差分量计算结果如下：



方差分量
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从计算结果可以看出，在芯片镀膜数据中，组内差（误差）方差分量为902.900，只占总变异的5.54％；组间差（天）方差分量为15383.982，占总变异的94.46％。这里不但不能说“随机误差为唯一变异源”，实际上组间差反而比组内差要大很多，组间差形成的波动占了主导地位。此例当然是非常特殊的案例，一般情况下不会如此严重。通常认为，随机误差的方差分量超过90％以上时，可以认为随机误差为唯一变异源。

如果不能认为随机误差为唯一变异源时，或是发现数据不独立时（这时对标准差不同的估计方法将导致结果相差悬殊），该如何进行过程统计控制？按休哈特博士最初的思想，这种情况下是不能够绘制控制图的。但是再深入分析一下控制图的基本思想，它主要是监控生产过程是否稳定的。如果“随机误差不是唯一的变异源”的状况虽然不好，但它一直不随时间而改变，这是否也应该认为是稳定的呢？应该也认为是稳定的。这样一来，我们就应该放宽生成控制图的条件，允许生产过程中包含不止一个变异源，而对各个变异源的状况分别予以监控。这时，如果组间差一直很大，各组均值间可能有较大波动，但这种状况能保持稳定不变，则也应该认为是正常的。为此，我们就用组均值及其移动极差作为控制图的主体，同时再增加对组内差的监控，绘制各组的极差（或标准差）控制图，这就比较全面了。同样，如果数据有非独立的情况，综合上面这些要求，这就形成了“I-MR-R（S）组内／组间”控制图，在MINITAB控制图内有专门的窗口来完成此功能。具体操作如下：

从“统计＞控制图＞子组的变量控制图＞I-MR-R（S）（组间／组内）（Stat＞Control Charts＞Variable Chartsfor Subgroup＞I-MR-R（S））”进入。在表上方选择“图表的所有观测值均在一列中”（数据位于多列中则选“子组的观测值位于多列的同一行中”），在输入窗口中填写变量名“厚度”，在“子组大小（Subgroup size）”填写“5”。运行命令后可得如图12—24所示结果。

从图12—24中可以看出，I-MR-R/S控制图是由三张图组成的（以前最多只有两张图），其中，上图和中图其实就是图12—21中的两张图，下图其实就是图12—22中的下面那张组内极差控制图。读图时，先看组内极差控制图，如果没有异常，说明各组内的波动状况是正常的；如果有异常，先要找到该组异常的原因。图12—24中的组内极差控制图完全正常。在分析极差控制图后，再来看组间的单值—移动极差控制图，看图中是否有异常的组。图12—24中的单值－移动极差控制图也是正常的。这说明，芯片镀膜生产过程厚度虽然有较严重的组间波动，但总体上看还是稳定的。
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图12—24　芯片镀膜数据绘制的I-MR-R/S控制图

我们再看另一个例子。

例12—10

汽车尾气浓度问题。为达到环保目标，现检测M运输公司所属汽车队的汽车尾气浓度。每天随机抽取3辆汽车，连续25天检测其尾气含颗粒物浓度值。其测量结果如下（见表12—15汽车尾气浓度数据，数据文件：SPC_尾气浓度.MTW）。

表12—15　汽车尾气浓度数据
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我们先对25天数据绘制均值－极差控制图（操作方法与例12—1完全相同），得到控制图如图12—25所示。
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图12—25　汽车尾气浓度的Xbar-R控制图

从图12—25可以看出，汽车尾气浓度数据是受控的，一切都正常。

下面我们先求出每天3辆汽车尾气浓度的均值，对于这25个均值绘制单值—移动极差控制图（方法与例12—9完全相同），结果见图12—26。
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图12—26　汽车尾气浓度均值的I-MR控制图

从图12—26可以看出，移动极差控制图是正常的，而单值图中，8，9号超出上限，16，17号超出下限，10，11，18也不正常，应该判为均值异常。

这里又出现了两张图结论不同的情况，但例12—10与例12—9情况相反，例12—10是均值—极差图正常，单值—移动极差图反而不正常。例12—9是单值—移动极差图正常，均值—极差图不正常。




我们再次提出问题：用两种绘制控制图的方法所得结论怎么会这样完全不同？

在例12—10中，情况与例12—9是不同的。在图12—25的上图（均值控制图）中，明显看到均值有连续漂移的情况，先是上升再下降，然后再次上升再下降，天与天之间明显不独立，每个数据都强烈依赖于前一个数据的状况，高值接着是高值；低值接着是低值，这样就会导致移动极差偏小。这样一来，用组间移动极差估计出来的标准差会比用组内差估计出来的标准差小很多，这必将导致I-MR控制限会比Xbar-R控制限窄很多，因此才会使“Xbar-R图判断认为过程均值正常”，而“I-MR图判断认为过程均值有些点不正常”。

对于例12—10，我们可以同样绘制I-MR-R/S图，结果见图12—27。
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图12—27　汽车尾气浓度的I-MR-R/S控制图

从图12—27的下图中可以看出，各子组的极差基本是正常的；但从其上图（单值控制图）中看出有好多点不正常。

如何分析均值序列是否可以看出是独立的？在例12—10中，由于图12—26中日均值有明显的相依状况，对于日均值，应该进行数据的独立性检验—游程检验（见例5—5）。要注意的是独立性检验不一定先要求出均值列来，我们可以直接对带子组的数据直接绘制运行图进行游程检验，再求出游程总个数，而这只要从“统计＞质量工具＞运行图（Stat＞Quality Tools＞Run Chart）”入口，选定“子组大小（Subgroup sizes）”为“3”，即可以直接进行游程检验。结果见图12—28。
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图12—28　汽车尾气浓度的运行图（为游程检验用）

对于25组数据，却只有5个游程，经过游程检验（详细方法见例5—5），查附表10，可知游程个数的双侧检验的下限为8，因此应该拒绝“数据独立”的原假设，判定数据是不独立的。

对于非独立的序列不能再采用普通的均值—极差控制图来进行控制，必须换成I-MR-R/S控制图，考虑其均值序列的可控性。对于本例而言，应该判定均值序列有失控的现象。当然，严格说来，均值非独立的序列究竟该如何判断其稳定性？坚持用水平的中心线作为控制图中心，是在数据完全独立时的标准办法；如果对于有系统漂移的很强的正自相关的序列可以用“单参数指数光滑法”求出其光滑曲线，然后以此曲线为控制图中心，以残差作为控制对象，这将是时间序列分析中控制图的研究方法。详细内容可参看本书文献［21］《基于MINITAB的现代实用统计》第14章。这时对于时间序列的稳定性将比现在有更宽的理解。

总之，如果数据是完全独立的，而且所有变异都只是由于随机误差构成的，则用组间移动极差估计出来的标准差和用组内差估计出来的标准差相差不大，普通的常规控制图就可以解决控制问题；但如果数据的变异源不单是随机误差，还混有组间差（组间有较大的波动），或是组间有强烈的相依，移动极差会非常小，则必须另外专门考虑子组均值是否受控。

下面归纳I-MR-R/S控制图的适用条件。

I-MR-R/S控制图提供了三个控制图的组合，这将提供一种评估过程位置的稳定性、变异的组内差、组间差的各分量的方法。

不论数据组间差的变异是由规律性的时间序列生成的，还是完全由随机波动形成的，只要其变动波动只与某一个（不能是两个或更多）原因有关，我们就可以将其作为组间差。换言之，如果变异源只有两部分：随机误差和另一个变异原因，则可以使用I-MR-R/S控制图来监控过程的统计稳定性。详细说来，如果随机误差方差分量大于总方差的90％，且均值序列可以看成是独立的，则可以使用简单的常规控制图来处理；如果随机误差方差分量小于总方差的90％（即另一变异源形成的方差分量超过总方差的10％），或均值序列不可以看成是独立的，则应该使用I-MR-R/S控制图来处理；如果数据是独立的，但变异源除了随机误差外还至少有两个以上变异源，虽然从理论上讲，应该可以对每一个变异源加以控制，但实际上则无法使用计算机控制图来监控过程，必须减少变异源到恰好只有两个变异源（组内、组间）才能使用I-MR-R/S控制图实现过程的统计控制。如果数据本身有明显的不独立性，那么我们绘制常用控制图的基本条件都不能满足，这时控制图就不一定是适用的，所有的结论都应该存疑，这是我们在使用控制图时必须要小心的。


12.6　过程能力分析

在用控制图确认过程处于统计控制状态之后，可以进行过程能力分析，进一步判断过程能力是否达到顾客的要求。过程能力分析也是六西格玛项目中评价过程基线和改进方向的重要工具。过程的数据类型分为计量数据和计数数据两类，过程能力分析的方法也要分为两类。

12.6.1　计量数据的过程能力分析

通过比较过程公差限的宽度和过程度量值的变化宽度，计算其比值，可以评价过程满足顾客要求或工程规范的能力。当产生计量数据的过程稳定且输出服从正态分布时，如果分布的总体标准差σ已知，可按下列数学公式分别进行过程能力指数Cp与Cpk以及过程绩效指数Pp与Ppk的计算和分析（见图12—29）。
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图12—29　过程能力分析示意图

由于总体标准差σ通常是未知的，因此必须使用实测样本对它进行估计后才能得出相应的样本统计量。如果强调的是从过程固有波动的角度来考察过程能力，其中的固有波动6σ主要由随机因素的影响而产生，对于划分子组的过程，其变化宽度值用控制图中的6[image: alt]/d2来估计；对于不划分子组的过程，观测值是单值，只要将上式中的平均极差[image: alt]换成平均移动极差[image: alt]即可，这时，过程能力指数记为Cp与Cpk，也称短期能力指数。如果强调的是从过程总波动的角度考察过程能力，其中的总波动6σ由随机因素和特殊因素的共同影响而产生，其变化宽度值用样本整体的标准差6S来估计，这时过程绩效指数记为Pp与Ppk，也称长期能力指数。

显然，所有这些指标的数值越大，标志着过程能力越好。随着时代的发展，对这些指标的要求也越来越高。例如，在传统的质量标准中，Cp＞1（公差超过6倍σ）表明过程能力尚可。但用高标准的六西格玛眼光来看，Cp≥2（公差超过12倍σ）的过程才是理想的过程。

至于在计算Cp和Pp的同时还要计算Cpk和Ppk的原因是：Cp和Pp是假定过程输出的均值与目标值重合时的过程能力，只反映了过程的潜在能力。但对大多数情况来说，过程输出的均值与目标值不重合。因此，引入Cpk和Ppk的目的就是将均值偏移的影响也考虑进来。在实际工作中，应当同时考虑这两类指数，以便对整个过程的状况有较全面的了解。显然，当过程的实际中心与公差中心重合时，Cpk和Ppk的数值一定会与Cp和Pp相等。当Cpk/Ppk的数值与Cp/Pp越接近时，说明过程的实际中心离公差中心越近；反之，当Cpk/Ppk的数值离Cp/Pp越远时，则说明过程的实际中心偏离公差中心越远。正是由于这个性质，可以从Cp/Pp及Cpk/Ppk这一对数值的状况清楚地看出过程的状况及过程应改进的方向。例如，当Cpk/Ppk的数值与Cp/Pp很接近，但数值都还偏小（例如Cp＝0.9，Cpk＝0.8），则说明过程的实际中心离公差中心不远，问题的关键是生产过程的波动太大，降低标准差是关键；反之，当Cpk/Ppk的数值与Cp/Pp相差悬殊，但Cp/Pp还算满意（例如Cp＝1.5，Cpk＝0.9），则说明生产过程的波动尚可，但是实际中心离公差中心较远，问题的关键是要将生产过程的实际中心调整至公差中心处。总之，要结合Cp/Pp与Cpk/Ppk的搭配才能清楚地看出过程的全面状况。

从统计学的角度看长期或短期的能力的差别，其实只是总体标准差σ的估计方法不同而已。因此，当生产过程只有随机误差的波动时，两者的数值应该相差不大，哪个稍大哪个稍小完全是随机的，不能完全确定；当生产过程除了含有随机误差的波动，还含有明显的组间差异时，两者的数值应该相差悬殊，用[image: alt]（或用[image: alt]）来估计出的σ比用整体s估计出来的σ要小很多，因而短期能力指数将比长期能力指数大很多。因此，在实际问题中，如果发现短期能力指数与长期能力指数相差不多时（不论谁大谁小），就可以肯定，生产过程中只受到随机误差波动的影响；如果发现短期能力指数比长期能力指数大很多时，就可以肯定，生产过程中除了受到随机误差波动的影响，组间差异的影响是非常显著的。

过程能力的另一个常用指数是Cpm。当生产过程不但给出上下公差限，而且给出过程的目标值m时，可以用Cpm表示过程能力：
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式中
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很明显，当过程的实际中心μ与过程目标值m重合时，Cpm的数值一定会与Cp/Pp相等。当Cpm的数值与Cp/Pp越接近，则说明过程的实际中心与过程目标值m越接近；反之，当Cpm的数值与Cp/Pp相比越小，则说明过程的实际中心与过程目标值m越远。与Cpk/Ppk不同的是，Cpk/Ppk反映的是实际中心μ离公差限中心值的偏离程度，而Cpm的应用则可以更广泛些，这里可以指定任意值作为过程目标。

描述过程能力的另一个常见的指数是“偏离指数”。由前可知，当过程均值与公差中心重合时，Cpk＝Cp；当过程均值与公差中心不重合时，Cpk＜Cp，而且偏离越严重时二者相差越大。根据这个性质，很容易想到一个量，我们称K为偏离指数，有
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当过程均值与公差中心重合时，K＝0；当过程均值与公差中心不重合时，K＞0；即K总是一个正数，K越大表示偏离越严重。如果K达到1，则说明Cpk＝0，即过程均值偏离到正好等于上（或下）公差限。如果K＞1，表明Cpk＜0，即过程均值偏离到上（或下）公差限之外了，通常这种情况可以不在我们讨论范围内。

结合式（12—7）和式（12—10）两个定义，如果公差中心记为T，半公差限记为R，则容易得到偏离指数K的另一个等价定义：
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这样一来，偏离指数K的含义就更直观了，它是偏离量与半公差限之比（见图12—30）。
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图12—30　过程的偏离指数K的示意图

前面讲过，单独一个指数，例如Cp或Cpk都不能全面描述过程能力的状况，但二者的组合（Cp，Cpk）则可以全面描述过程的状况。同样，（Cp，Cpm）也是可以全面描述过程的状况的一对指标。在增加了偏离指数K之后，（Cp，K）也是可以全面描述过程的状况的一对指标。具体使用哪一对指标作为过程能力的描述依赖不同的场合，可能各有各的特点，但从数学上说，这三对的含义和价值都是相同的。

下面用例12—11对计量数据的过程能力分析的实际应用加以说明。

例12—11（续例12—1）

在钢珠生产过程中，假定顾客允许的钢珠直径的变异范围为［10.90，11.00］，试进行过程能力分析（数据列在表12—3中，数据文件：SPC_钢珠直径.MTW）。

解　计算机软件MINITAB的实现方法如下：

1．从“统计＞质量工具＞能力分析＞正态（Stat＞Quality Tools＞Capability Analysis＞Normal）”进入。

2．指定“单列（Single column）”为“直径”，指定“子组大小（Subgroup size）”为“批次”，在“规格下限（Lower spec）”中输入“10.90”，在“规格上限（Upper spec）”中输入“11.00”。

3．打开“选项（Options）”，在“目标（添加Cpm到表格）”中输入过程的目标值“10.95”。运行命令后得到图12—31。

观察图12－31，可以获得很多信息。首先，图正中带两条拟合曲线的直方图给了我们最直观的认识。两条线几乎完全重合，将左上角的标准差（组内）＝0.0252228与标准差（整体）＝0.024645相比，相差甚微，这都说明，除组内随机误差外，组间差的差异是不显著的。其次，Cp＝0.66，Cpk＝0.66，两者均小于1，说明过程能力不足，两者没有差别，说明改进过程时，主要改进方向是设法降低过程的波动。再次，Pp＝0.68，Ppk＝0.67，两者均近似于Cp与Cpk，说明当前的过程能力非常接近过程固有的能力，过程中不存在组间差异过大的特殊因素，应当从寻找随机因素入手提高过程能力。此外，图左下方的PPM值的统计从可能出现的不良率这个角度解释了过程能力的优劣。
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图12—31　计量数据的过程能力分析

另外要注意的是，在进行上述分析之前，先应该验证过程是稳定的，还应该验证过程服从正态分布，才能进行过程能力的计算。为了简化这一分析过程，计算机软件MINITAB提供了另一个窗口“六合一”的一条龙式的全流程：Capability Sixpack。具体的实现方法如下：

1．从“统计＞质量工具＞Capability Sixpack＞正态（Stat＞Quality Tools＞Capability Sixpack＞Normal）”进入。

2．指定“单列（Single column）”为“直径”，指定“样本大小（Subgroup size）”为“批次”，在“规格下限（Lower spec）”中输入“10.90”，在“规格上限（Upper spec）”中输入“11.00”。

3．打开“选项（Options）”，在“目标（添加Cpm到表格）”中输入过程的目标值“10.95”，运行命令后得到图12—32。
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图12—32　过程能力的Capability Sixpack分析

图12—32蕴含着非常丰富的信息。首先，左上的Xbar控制图、左中的R控制图以及左下最后25个子组的散点图可以用来验证过程是否稳定。其次，右上的能力直方图和右中的正态概率图可以用来验证过程是否服从正态分布。此外，右下的能力图精确地显示出过程能力指数及其置信区间。

12.6.2　计数数据的过程能力分析

对于输出特性为计数数据的过程，也需要进行过程能力分析。数据分布的类型不同（Poisson分布和二项分布），过程能力的估算方法也有所不同。对于二项分布的过程绩效指标主要用百万机会缺陷数DPMO，可以由此算出缺陷率p，查标准正态分布的上侧概率表（见附表2）即可求得西格玛水平Z值。详细步骤可以参看例12—13。对于Poisson分布的过程绩效指标则略有不同，有单位缺陷数DPU、直通率YFT、缺陷率p和西格玛水平Z等几个指标，下面先列出主要的计算公式以说明过程绩效指标的计算方法和相互关系，详细步骤可以参看例12—12。
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式中，D为缺陷数；U为单位数；Φ－1（）为逆累积标准正态概率函数。

例12—12

某电话分局最近一个月（30天）内共发生接错电话事故4次，试以日为单位计算电话接线过程的西格玛水平Z。

解　容易得到单位缺陷数[image: alt]。但由于4次接错电话事故不一定恰好在不同的4天之内，因此以天为单位计算“不良”，并不能断言不良率为13.33％，而应该按Poisson分布以式（12—10）至式（12—13）来计算。根据式（12—11），得知直通率YFT＝e-DPU＝e－0.1333＝87.517％，那“一天内无任何接错电话事故”的概率为87.517％（比1－13.33％＝86.67％要稍大一些）。不良率（一天中至少有一次接错电话事故的概率）为p＝1－87.517％＝12.483％（比13.33％要稍小一些）。

计算西格玛水平的公式是：Z＝Φ－1（YFT）＝Φ－1（87.517％）＝1.15118。其操作是：从“计算＞概率分布＞正态分布（Calc＞Probability Distributions＞Normal Distribution）”入口，选中“逆累积概率（Inverse cumulative probability）”，在“输入常量”格内，输入常数“0.87517”（参见图4—4），即可得到结果“1.15118”。手边无计算机时，也可以将0.87517代入标准正态分布函数表（见附表1）反查，或将不良率0.12483代入正态分布上侧概率表（见附表2）反查，都可以得到相应Z值近似为1.15。




下面对二项分布的计件数据的过程能力分析用例12—13加以说明。

例12—13（续例12—2）

试对二极管生产线的状况进行过程能力分析（数据列在表12—5中，数据文件：SPC_二极管不合格品率.MTW）。

解　计算机软件MINITAB的实现方法如下：

1．从“统计＞质量工具＞能力分析＞二项（Stat＞Quality Tools＞Capability Analysis＞Binomial）”进入。

2．指定“缺陷数（Defectives）”为“不合格品数量”，“实际样本量（Use sizes in:）”为“样品数量”，运行命令后得到图12—33。
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图12—33　计数数据的过程能力分析

观察图12—33，可以获得很多信息。首先，图中左侧的P控制图和累积不良品率图表明过程处于统计受控状态。其次，图中右侧的二项分布概率图和不良品率的直方图表明过程的输出数据服从二项分布。最后，图中下方的摘要统计显示，过程绩效指标为43556ppm，缺陷率p＝4.36％，西格玛水平Z＝1.7108，以及各自的置信区间。显而易见，如果用六西格玛的标准（DPMO＝3.4ppm，Z＝4.5）来衡量，该过程的能力指标还是比较低的。




由于不良品率与西格玛水平的换算经常要进行，MINITAB软件的输出常常同时给出两个值，具体计算步骤如例12—12所述。本书后的附表2也给出了对应数值表。例如例12—13中，不良品率p＝4.36％，按0.0436查附表2，则可得到西格玛水平Z＝1.71。对于更小的不良品率也可以很清楚地查出来，例如，不良品率为30ppm，写成0.000030＝0.0430，查附表2可得知Z＝4.01。

12.6.3　非正态数据的过程能力分析

当需要进行过程能力分析的计量数据呈非正态分布时，直接按12.6.1节中介绍的方法处理会有很大的风险。一般解决方案的原则有两大类：一类是设法将非正态数据转换为正态数据，然后就可按正态数据的计算方法进行分析；另一类是根据以非参数统计方法为基础，推导出一套新的计算方法进行分析。遵循这两大类原则，在实际工作中成熟的实现方法主要有三种，现在简要地介绍每种方法的操作步骤。

第一种方法是Box-Cox变换法。

（1）估计合适的Lambda（λ）值；

（2）计算求出变换后的数据y*；

（3）根据原来给定的USL和LSL，计算求出变换后的USL*和LSL*；

（4）对y*用USL*和LSL*求出过程能力指数。

第二种方法是Johnson变换法：

（1）根据Johnson判别原则确定转换方式；

（2）计算求出变换后的数据y*；

（3）计算求出变换后的USL*和LSL*；

（4）对y*用USL*和LSL*求出过程能力指数。

第三种方法是非参数计算法：

当第一、二种方法无法适用，即用Box-Cox法和Johnson法均无法找到合适的转换方法时，还有第三种方法可供尝试，即以非参数方法为基础，不需对原始数据做任何转换，直接按以下数学公式就可以进行过程能力指数Cp与Cpk的计算和分析。
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式中，xα是数据X分布的α分位数，例如x0.005表示随机变量X分布的0.005（即0.5％）分位数。

例12—14（续例12—8）

假定质量标准允许的杂质含量的上限为24，已知其数据分布不正态，试进行过程能力分析（数据列在表12—13中，数据文件：SPC_Box Cox变换.MTW）。

解　从例12—8的计算结果中可以得知，Box-Cox变换所取λ＝0为最好，也即是要对杂质率取自然对数。将杂质率取自然对数后的值记录在原来文件中，然后就可以得到计算结果。其计算机软件MINITAB的实现方法如下：

1．从“统计＞质量工具＞能力分析＞正态（Stat＞Quality Tools＞Capability Analysis＞Normal）”进入。

2．指定“单列（Single Column）”仍为“杂质含量”，指定“子组大小（Subgroup size）”仍为“5”，在“规格上限（Upper spec）”中输入“24”，在“Box-Cox”中指定取λ＝0，在“选项（Option）”中设定“目标（Target）”为“10.95”，即可得到如图12—34所示结果。
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图12—34　Box-Cox变换法的过程能力分析

本例由于数据量足够，因此也可以使用非参数计算法，可将数学公式编写成宏指令ncap，供需要时调用，其调用格式是：

％ncap　X　USL　LSL

关于宏指令的具体内容，请参阅本书的5.6节，在此不再赘述。对于只有单侧公差限时，调用上述宏指令时，仍然要补充任一数以填写成两个限都存在的形式。命令如下：

％ncap　C1　24　0

输出结果中只有下列这一行是有意义的：



数据显示
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下面简要介绍Johnson变换法的基本原理，并重点用案例说明使用此方法实现非正态数据过程能力分析的过程。

Johnson变换体系一般将连续数据分成三大数学类型，每个类型分别对应不同的转换公式。

第一种，SB分布类型，变换公式为：
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第二种，SU分布类型，变换公式为：
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第三种，SL分布类型，变换公式为：
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具体的模型判别和参数估计比较复杂，有兴趣的读者可以参阅参考文献［27］：邹远敏、波兰斯基和马森（Y. Chou，A. M. Polansky and R. L. Mason）的论文。通过相应的统计原理和实践检验可以证明，经Johnson转换后计算所得的过程能力指数与实际值的拟合度很高，即误差很小。

例12—15（续例12—8）

假定质量标准允许的杂质含量的上限为24，已知其数据分布不正态，试进行过程能力分析（数据列在表12—13中，数据文件：SPC_Box Cox变换.MTW）。

解　计算机软件MINITAB的实现方法如下：

1．从“统计＞质量工具＞能力分析＞正态（Stat＞Quality Tools＞Capability Analysis＞Normal）”进入。

2．指定“单列（Single column）”为“杂质含量”，指定“子组大小（Subgroup size）”为“5”。打开“变换（Transformation）”，选择“Johnson转换（Johnson transformation）”，在“规格上限（Upper spec）”中输入“24”，运行命令后得到图12—35。
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图12—35　Johnson变换法的过程能力分析

观察图12—35，同样可以获得很多信息。首先，图正中带拟合曲线的直方图是经Johnson转换后的过程数据，与左上方表示原始数据的带拟合曲线的直方图相比，正态性明显好转。其次，转换所采用的公式为图上方所示：

2.821＋1.335ln［（X－1.105）/（84.593－X）］

再次，从两边的及下边的数据表格中可以看到，USL*＝1.52099，Ppk＝0.53，合计ppm＝57091.08。显然，该过程的过程能力不高，很有改进的必要。另外也可以看出，使用非参数方法与经Box-Cox变换或Johnson变换后的计算结果相差不多，二者不需要很大样本量，而使用非参数方法需要样本量要大得多。


12.7　统计过程控制综合应用实例

正如前文所述，控制图是用来判断过程是否稳定受控以及发现过程是否异常的重要工具。控制图的使用可以分为分析用控制图和控制用控制图两个阶段。

分析用控制图是用来确定一个初始稳定的过程，它的形成过程是先有数据点再有控制线，然后利用点在控制线范围内的分布或有否出界来判断过程是否稳定。通过对过程的改进或删除确有异因的异常点，最终可以得到一个稳定受控的初始过程。本章中12.2节至12.5节的内容都是围绕分析用控制图展开的。

在实际工作中，控制用控制图的使用更加重要，它的作用是把分析阶段得到的稳定的、符合我们要求的初始过程保持下去，真正地发挥监控作用。控制用控制图一开始常常是只有三条控制线的空白图，随着生产过程的延续，不断从生产现场采集数据往图上打点，就可以用来判断现在的过程是否与初始过程相比发生了异常变化。所以说控制用控制图的绘制过程与分析用控制图正好相反，是先有线再有点的。

下面通过一个实际案例来说明如何借助MINITAB软件来综合运用这些常见的统计过程控制工具。

例12—16

一家汽车发动机制造商专业生产与发动机气缸相关的零部件，主要产品之一是缸盖曲轴，其中一个孔径必须满足［33，37］毫米的公差限。这是一个重要的技术质量指标，因此质量部经理要求现场工程师先了解一下现有的工艺流程是否稳定，是否能够稳定地达到公差限要求，如果满足前两个条件的话，还需要制定和实施下一步的控制计划。生产线上有专门的设备按照设定的频率来测量缸盖曲轴的孔径，每次会自动记录5个产品的数据，试用统计过程控制的工具完成此项任务（数据列在表12—16中，数据文件：SPC_综合运用.MTW）。

表12—16　孔径测量结果表
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解　1．确定初始过程是否稳定。

显然，本例适合使用均值－极差控制图，应按照分析用控制图的方法来分析判断，计算机软件MINITAB的实现过程如下：

（1）从“统计＞控制图＞子组的变量控制图＞Xbar-R（Stat＞Control Charts＞Variable Charts for Subgroups＞Xbar-R）”进入。

（2）指定“子组的观测值位于多列的同一行中（Observations for a subgroup are in one row of columns）”为“孔径1—孔径5”。

（3）在“尺度＞时间＞‘X尺度’（Scale＞Time＞‘X Scale’）”中选择“标记（Stamp）”，指定“标记列（Stamp Columns）”为“时间”。

（4）在“Xbar-R选项＞估计＞‘子组大小＞1’（Xbar-R Options＞Estimate＞‘Subgroup Size＞1’）”中选择“Rbar”，在“Xbar-R选项＞检验（Xbar-R Options＞Test）”中选择“执行所有的特殊原因检验（Perform all tests for special causes）”，运行命令后得到图12—36。
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图12—36　孔径的分析用控制图

从图12—36可以看出，均值图和极差图均无异常，特殊原因检验也没问题，说明过程是稳定受控的。

2．判断过程是否达到技术稳态。

接下来可以进行过程能力分析，如果结果表明过程的能力也能满足预期要求，就可以延长此控制线进入过程控制阶段。

关于MINITAB软件进行过程能力分析的具体操作步骤如下：

（1）从“统计＞质量工具＞统计能力＞正态（Stat＞Quality Tools＞Capability Analysis＞Normal）”进入。

（2）指定“子组跨数列（Subgroups across rows of）”为“孔径1—孔径5”，在“规格下限（Lower spec）”中输入“33”，在“规格上限（Upper spec）”中输入“37”。

（3）点击“选项”按钮，选择“估计子组内标准差的方法（子组大小＞1）”为“Rbar”，运行命令后得到图12—37。
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图12—37　孔径的过程能力分析

从图12—37的分析结果可知：所有的过程能力指数均大于1，说明现有的生产过程能够确保产品质量达到工程技术的要求。当然，如果按更高标准要求把不合格品率降得更低，那就需要进一步降低标准差，但这要逐步努力才能实现，目前只能维持现状。因此，我们可以把此初始状态当作以后过程控制的标准，如果按此标准进行控制，那么过程的不合格品率可以维持在362ppm左右。

3．实现后续的过程控制。

经过第一阶段，我们得到了一个稳定受控的过程。经过第二阶段，我们知道过程能力也能满足要求。接下来，就需要对过程进行监控了。

控制用控制图可以用来对过程进行监控。绘制控制用控制图的关键是要事先确定控制图上的三条控制线：中心线和上下控制限。然后，只要实时采集数据往控制图上打点，根据点的走势来判断过程是否发生变异，一旦出现过大的变异应及时采取措施调整过程，就可以达到“控制过程”的目的了。

根据控制图的原理和MINITAB软件提供的功能选项，可以通过估计所选用控制图的关键统计量来达到控制用控制图的效果。

比如本例选用的是适合于计量数据的均值—极差控制图，因此对应的参数是均值和标准差。如果我们能准确地估计出稳定生产过程的均值和标准差，就可以绘制对应的控制用控制图了。

一般可以这样来估计过程的均值和标准差：均值用[image: alt]来估计，直接与均值控制图上的中心线位置对应，在本例中等于35.017。标准差则可以通过[image: alt]来计算。在本例中等于1.304/2.326＝0.5606。

这两个参数确定下来以后，就可以去生产线采集新生产的产品测量数据，并输入到MINITAB数据表中（即SPC_综合运用.MTW中的“新孔径1”至“新孔径5”五列，参见图12—39右部），接下来就可以用MINITAB软件来绘制控制用控制图，具体操作步骤如下：

（1）从“统计＞控制图＞子组的变量控制图＞Xbar-R（Stat＞Control Charts＞Variable Charts for Subgroups＞Xbar-R）”进入。

（2）指定“子组的观测值位于多列的同一行中（Observations for a subgroup are in one row of columns）”为“新孔径1—新孔径5”。

（3）在“尺度＞时间＞‘X尺度’（Scale＞Time＞‘XScale’）”中选择“标记（Stamp）”，指定“标记列（Stamp columns）”为“新时间”。

（4）在“Xbar-R选项＞检验（Xbar-R Options＞Test）”中选择“执行所有的特殊原因检验（Perform all tests for special causes）”，在“Xbar-R选项＞参数（Xbar-R Options＞Parameters）”中输入“均值（Mean）”为“35.017”，“标准差（Standard deviation）”为“0.5606”，运行命令后得到图12—38。
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图12—38　孔径的控制用控制图（一）

从图12—38可以看出，虽然生产数据已更新，但均值图和极差图中的中心线和上下控制限依然沿用之前分析用控制图中控制线的取值。其中第9个数据点，即13：40时生产的产品测量结果超出了均值图中的上控制限，对这个点我们就要分析过程异常的原因了。这里建议大家养成一个好习惯：把生产过程中的变化点简明扼要地记录在数据后面的“备注”栏中（如SPC_综合运用.MTW中的C14列，参见图12—39右部），这有利于我们更快更准地找到数据点偏离控制状态的原因。

4．流程的实时在线监控。

完成前三部分的工作后，很多企业还想进一步利用之前的工作成果，用控制用控制图的形式实现生产流程的实时在线监控。

运用MINITAB软件提供的一个菜单功能项，能够实现一种简易的实时控制图监控效果。

具体操作是左键单击制作完成的控制用控制图使其成为当前窗口，右键单击此图并选择“自动更新图形（Update Graph Automatically）”，然后在数据表中新添加的任意数据组都可以直接描到控制图上去了（参见图12—39的显示结果）。
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图12—39　与数据同步更新的控制用控制图

统计过程控制在企业的应用还有很多，有兴趣的读者可以在实际操作中领悟更多的原理知识，积累更多的实战经验。


第13章
试验设计

六西格玛管理通常包含五个阶段：DMAIC（界定，测量，分析，改进，控制），主要用于改进现有过程。前三个阶段是这样进行的：首先通过界定阶段，确认顾客的关键需求并识别需要改进的产品或流程，决定要进行测量、分析、改进和控制的关键质量特性（CTQ），将改进项目界定在合理的范围内；再通过测量阶段，对现有过程进行测量和评估，制定期望达到的目标及业绩衡量标准，识别影响过程输出响应变量y的所有有关的输入变量x，并验证测量系统的有效性；然后通过分析阶段，经过严谨的数据统计分析确定出影响输出y的关键x，即确定过程的关键影响因素。在前三个阶段获得了相应的认识后，就可以进入第四个阶段——改进阶段。该阶段主要是希望找到关键x的最佳设置以使过程输出y达到最优，使过程的缺陷或变异降至最低，寻找出最优的改进方案。

试验设计（design of experiment，DOE）方法对产生或形成最佳改进方案起着关键的作用。许多项目在形成改进方案时面临的一个重要问题是：在相当多的可能影响y的自变量中确定哪些自变量x确实显著地影响着y，怎样去改变这些自变量x或如何设置这些自变量x的取值将会使y达到最佳值。这时，我们可以使用的最主要的手段和工具就是计划安排一批试验，并严格按计划在设定的条件下进行这些试验，获得新数据，然后对之进行分析，获得我们所需要的信息，从而找到改进的途径。这一整套步骤就组成了试验设计。试验设计是这样一门科学，它是研究如何以最有效的方式安排试验，通过对试验结果的分析以获取最大信息。

如上所述，DOE所要达到的主要目的是分析出“哪些自变量x显著地影响着y，这些自变量x取什么值时将会使y达到最佳值”。前面介绍的统计方法中也有与之类似目的的，那么DOE与前面各章介绍过的方法间有些什么关系呢？

如果我们能够利用历史数据获得一些信息，决不应轻易放弃。通常我们可以使用多元回归分析方法（详细叙述见第9章9.3等节）对历史数据加以分析，获得相应的回归方程，得到y与各个自变量x间的关系式。但这种关系的获得是“被动”的，因为我们使用的是已有的现成的数据，几乎无法控制适用范围，无法控制方程的精确度，只能是处于“有什么算什么”的状况。而在改进阶段要进行更广泛的探索，自变量常取一些过去未曾取过的值，几乎没有历史数据可用。我们面对的首要问题是如何安排试验以获得更有价值的数据，这就必然要用到新工具DOE。当然，在计划好试验，并获得了数据之后要进行一系列分析工作，要判断响应变量y是否受各自变量x的显著影响，并进一步找出y与x之间的关系，这时就要使用方差分析和多元回归分析等统计分析方法。因此，方差分析和多元回归分析都是DOE分析中所使用的工具。这些工具在前面各章中已有介绍，在此只需学会如何使用它们。


13.1　试验设计基础

13.1.1　试验设计中的基本术语

一般实际问题都是复杂的，任何数学模型都只是它的某种抽象概括。试验设计也不例外。我们先给出一些有关试验设计的简单基本概念的描述，稍后将给出一些更深入的概念的定义。

1．因子：可控因子与非可控因子

将过程模型简化为图13—1，其中y1，y2，…，ys是我们关心的s个输出变量，这些常被称为“响应变量”（response）或“指标”。当然在一般情况下，应该同时考虑多方面指标，可是这太复杂了，我们将在13.5节简单叙述解决此类多指标问题的一些方法。除此之外，在本章的试验设计中，将只考虑单个响应变量的情况。
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图13—1　过程模型示意图

我们将影响响应变量的那些变量称为试验问题中的“因子”（factor）。我们假定，x1，x2，…，xk是人们在试验中可以加以控制的因子（称“可控因子”），（controlled factor），它们是输入变量，是影响过程最终结果的。这些变量可以是连续型的（通常是这样），也可以是离散型的。影响过程及结果的变量除了这些可控因子还可能包含一些可以记录但不可控制的“非可控因子”（uncontrolled factor）：U1，U2，…，Um，它们通常包括环境状况、操作员、材料批次等。这些变量可能取连续值，也可能取离散值。对于这些变量，通常很难将它们控制在某个精确值上，实际问题中它们确实也可能取不同的值。我们也把这些非可控因子称为“噪声因子”（noise factor），常把它们当作试验误差来处理。

2．水平及处理

为了研究因子对响应的影响，需要用到因子的两个或更多个不同的取值，这些取值称为因子的“水平”（level）或“设置”（setting）。各因子皆选定了各自的水平后，其组合称为“处理”（treatment）。一个处理的含义是，各因子按照设定的水平的一个组合，按此组合我们能够进行试验并获得响应变量的观测值（当然也可以进行多次试验）。因此处理也可以代表一种“安排”，它比“试验”（trail或experimental run）或“运行”（run）含义更广泛些（因为一个处理可以进行多次试验）。

3．试验单元与试验环境

指对象、材料或制品等载体，处理（即试验）应用其上的最小单位称为“试验单元”（experiment unit）。例如，按因子组合规定的工艺条件所生产的一件（或一批）产品，接受治疗的一个病人等。

以已知或未知的方式影响试验结果的周围条件，称为“试验环境”（experiment environment）。这里通常包括温度、湿度、电压等非可控因子。

4．模型与误差

考虑到影响响应变量y的可控因子是x1，x2，…，xk。因此，在试验设计中建立的数学模型是：
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式中，y是响应变量；x1，x2，…，xk都是可控因子；f是某个确定的函数关系。式中的误差ε除了包含由非可控因子（或噪声）所造成的“试验误差”（experimental error）外，还可能包含“失拟误差”（lack of fit）。这里，失拟误差是指我们所采用的模型函数f与真实函数间的差异。试验误差与失拟误差这两种误差性质是不同的，分析时也要分别处理。有时为了简化，常假定函数关系f是准确的，从而可以忽略失拟误差。从上述概念中还可以看到，试验误差本身也包含了测量误差。为了不使测量误差影响分析结果，通常要在试验进行前，先进行测量系统的分析，只有测量误差满足了对测量系统的最低要求后，试验才能开始进行。有关测量系统的分析在第11章中已作了细致的讨论。本章介绍的分析方法都假定测量系统已经通过了合格评估，因此不再考虑测量误差。

建立模型（13—1）的重要目的是希望找到使响应变量y达到最优的条件。所谓“最优”，在实际工作中常常有三种不同特性要求：一种是希望y越大越好，称之为“望大”；另一种是希望y越小越好，称之为“望小”；第三种是希望y与某个目标值越接近越好，称之为“望目”。当然，对于望目型问题，设一个新的响应变量，它的值是y与目标值差的绝对值或差的平方，则这样就可以将“望目”型问题转化为“望小”型问题。对于不同特性要求的响应变量，在选取试验设计方法时是有区别的，详细内容会在有关部分再予以讨论。

5．主效应和交互效应

关于各因子的效应以及两因子间的交互作用概念，已在第10章作了介绍。那里指出“效应”分为固定效应和随机效应，而实际工作中，除了变异源分析外，通常只讨论固定效应，这时对于效应的估计要由样本观测值得出，例如用样本均值估计总体的均值等，以下为叙述简洁，我们将“效应的估计量”简称为“效应”。我们在本章要更细致地将它们精确化、定量化。下面举一个最简单的因子设计来说明主效应和交互效应的概念及计算。

例13—1

在合成氨生产中，考虑两个因子，每个因子皆2水平。A：温度，低水平：700摄氏度；高水平：720摄氏度。B：压力，低水平：1200帕；高水平：1250帕。以产量Y为响应变量（单位：kg），列表如下（见表13—1）：

表13—1　可加模型数据表

[image: alt]

如何分析因子A温度的效应呢？由于A处于低水平的情况（不考虑因子B），得到的产量的平均值是（200＋230）/2＝215kg，A处于高水平的情况（不考虑因子B），得到的产量的平均值是（220＋250）/2＝235kg。产量由215kg提高到235kg完全是因子A的作用。这时，称因子A的“主效应”（main effect）为235－215＝20kg。
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同样可以算出：

因子B的主效应＝［（230＋250）/2－（200＋220）/2］＝240－210＝30（kg）

不但如此，我们还发现，当B（压力）处于高水平时，因子A的效应为250－230＝20，当B（压力）处于低水平时，因子A的效应仍然为220－200＝20，二者完全相同。如果以因子A为横轴，以响应变量（产量）为纵轴作图（见图13—2），可以看出，两条线是平行的。
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图13—2　无交互作用时的效应图

如果数据换成另一组，见表13—2：

表13—2　有交互作用的数据表
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由于A处于低水平的情况的产量的平均值是（200＋230）/2＝215kg，A处于高水平的情况得到的产量的平均值是（220＋270）/2＝245kg。我们称因子A的主效应为245－215＝30kg。同样可以算出：

因子B的主效应＝［（230＋270）/2－（200＋220）/2］＝250－210＝40（kg）

我们发现，当B（压力）处于高水平时，因子A的效应为270－230＝40，当B（压力）处于低水平时，因子A的效应为220－200＝20，二者大不相同。仍以因子A为横轴，以响应变量（产量）为纵轴作图（见图13—3），可以看出，两条线是不平行的。

[image: alt]

图13—3　有交互作用时的效应图

定义两因子间的交互作用为：如果因子A的效应依赖于因子B所处的水平时，则称A与B之间有交互作用（interaction）。

显然，在前组数据（见表13—1）中，因子A与因子B没有交互作用。在后组数据（见表13—2）中，因子A与因子B是有交互作用的。那么，如何度量交互作用的大小呢？如果没有交互作用，当因子B处于不同水平时，因子A的效应是固定不变的，因此我们要考虑的定义交互效应的出发点就是，当因子B处于不同水平时，因子A的效应到底差了多少？因此，定义交互效应（interaction effect）为下式：
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在后组数据中，交互效应A*B＝［（270－230）－（220－200）］/2＝10。同样，交换AB顺序，可以得到公式：
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交互效应B*A＝［（270－220）－（230－200）］/2＝10，显然二者是相同的。以后，我们不再区分A*B或B*A。仔细分析式（13—3）与式（13—4）可以看出，在上述计算公式中，其实是两项同水平（皆高水平，或皆低水平）之和与两项不同水平（一高水平一低水平）之和的差值之半，也就是说，还可以得到计算交互效应的另一个变形的公式：
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用本例数据代入，即得交互效应

A*B＝［（270＋200）－（230＋220）］/2＝10

式（13—5）可以帮助我们理解在后面讲到的从正交表中直接分析交互效应的计算公式。

要注意的是，如果两个因子间存在显著的交互作用时，应该将主效应和交互效应结合在一起考虑，而不能只用主效应大小作为该因子是否重要的判断依据。有时一个因子主效应很小，但只要某个含它的交互效应显著，则这个因子就是重要的，就得予以保留。




试验设计的内容中，有很大一部分是讨论因子的效应的，上述有关主效应及交互效应的概念是非常重要的。

13.1.2　试验设计的基本原则

有三个基本原则在试验设计中必须要考虑：完全重复（replication）、随机化（randomization）和区组化（blocking）。这些原则早在20世纪20年代，就由伟大的统计学家费雪（R. A. Fisher）首先提出。当时，他在英国的Rothamsted农业试验站工作，由于农业试验规模较大，花费时间长，而且必须妥善处理田间差异等问题，他提出的这些原则获得了巨大的成功。这些原则直到现在仍然有重要的指导意义。

所谓完全重复是指一个处理要施于多个试验单元。完全重复有时也简称为“复制”、“仿行”等。理论上讲，进行试验的目的就是比较不同处理之间是否有显著差异，我们这里是把一个处理所能获得的结果看成一个总体，而实际进行试验时所获得的结果是各个处理所形成的不同总体的抽样。在前面各章（比如第5章介绍的假设检验）告诉我们，显著性检验都是拿不同总体间形成的差别与随机误差相比较，只有当各总体间的差别比随机误差显著地大时，才说“总体间的差别是显著的”，没有随机误差的估计就无法进行任何统计推断。为此，就要在试验的安排中，在处理相同的条件下一定要进行完全重复的试验，以便获得试验误差的估计。需要注意的是：一定要进行不同单元的完全重复（replicate），而不能仅进行同单元的重复取样（repetition）。换言之，一定要重新做试验即完全重复试验，而不能只是重复观测或重复取样。比如在热处理车间，研究什么样的工艺条件（加热温度、加热时间等）能使叶片弹簧的断裂强度达到最高。每次试验要在热油槽中置放100片叶片弹簧，热处理后可以测量出弹簧的断裂强度，一个试验单元指的是一个热油槽。同一个热油槽中不同的叶片弹簧间的差别是各个体间的差异，而我们要讨论的是不同的工艺条件造成的差别，因此这时的“完全重复”指的是，同一种工艺条件要在多个热油槽中进行热处理，而不能仅在同一个热油槽中取出不同的叶片弹簧。显然，同一个热油槽中不同的叶片弹簧间的差异要小，而不同热油槽间差异要大。以同单元重复取样得到的差异估计试验误差将会造成低估，所得的结论就都是不可信的。我们在试验安排中一定要包含真正的重复。当然，完全重复不一定要对所有处理全都重复，下面会介绍一些方法来节省试验次数，例如可以安排只在“中心点”处进行完全重复，别处只进行一次试验，这将大大节省试验费用。

随机化是试验设计的第二个原则。随机化的含义是以完全随机的方式安排各次试验的顺序和／或所用试验单元。这样做的目的是防止那些试验者未知的但可能会对响应变量产生某种系统的影响。仍以热处理试验为例，假使我们要考察热油温度（摄氏度）为700，750，800，850对断裂强度的影响。如果在整个上午按温度由低到高的顺序进行试验，会有什么问题吗？如果当天的电压有一种由高向低变化的趋势，而恰好电压的降低将导致断裂强度的降低，那么很明显，究竟是热油温度的作用还是电压的作用，这是无论如何也分辨不清的。如果将这些试验顺序完全打乱，则不会再出现上述问题。随机化并没有减少试验误差本身，但随机化可以使不可控因素对试验结果的影响随机地分布于各次试验中，因此可以防止未知的但可能会对响应变量产生某种系统影响的出现。

区组化是试验设计的第三个原则。在实际工作中，各试验单元间难免会有某些差异，如果能按某种方式把它们分成组，每组内可以保证差异较小，即它们具有同质齐性（homogeneous），而允许区组间有较大差异，这将使我们可以在很大程度上消除由于较大试验误差所带来的分析上的不利影响。一组同质齐性的试验单元称为一个区组（block），将全部试验单元划分为若干区组的方法称为区组化（blocking）或分区组。通过在同一个区组内比较处理间的差异，就可以使区组效应在各处理效应的比较中得以消除，从而使对整个试验的分析更为有效。例如，假定在白班、夜班时段内差异不大，而白班、夜班差异可能较大，就把白班、夜班当作两个区组。这时在分析中就可以去除掉白班、夜班间差异的影响，或尽可能把试验全都安排在白班（或夜班）进行。如果分区组有效，则这种方法在分析时，可以将区组与区组间的差异分离出来，这样就能大大减少可能存在的未知变量的系统影响。这就是分区组的好处。当然，在区组内还应该用随机化的方法进行试验顺序及试验单元分配的安排。什么时候用分区组，什么时候用随机化呢？在试验设计中应遵照下列原则：“能分区组者则分区组，不能分区组者则随机化”（Block what you can and randomize what you cannot）。

13.1.3　试验设计的类型

根据不同的研究内容，可以对试验设计进行多种方法的分类。

根据试验的因子的个数，可以分为单因子、多因子。根据试验的目的，可以分为因子筛选设计、回归设计。在不考虑区组的设计中，常用的有完全随机化设计（complete randomized design）；在考虑区组的设计中，常用的有：配对比较设计（paired comparison design）、随机区组设计（randomized block design）、平衡不完全区组设计（balanced incomplete block design）、部分平衡不完全区组设计（partial balanced incomplete block design）等。根据因子效应是固定效应还是随机效应可以分为两大类。在固定效应中，又可以分为单向分类（one-way layout）、双向分类（two-way layout）、多向分类（multi-way layout）。在随机效应中，主要是应用嵌套设计（nested design）或称方差分量模型（variance component modeling）。这些试验设计用到的理论和方法都比较复杂，工程师们用得较少，在MINITAB软件中也没有相应的窗口。除了单因子试验设计将在13.2节简单介绍外，别的内容本书就不再介绍了，本章的重点是下列几个能直接使用计算机处理的内容。

根据试验目的而分的主要是两大类：因子筛选设计及回归设计。本章开始的叙述中已经说明，我们进行试验有两个基本目的：一是明确哪些自变量x显著地影响着y；二是找出y与x间的关系式，从而进一步找出自变量x取什么值时将会使y达到最佳值。第一种试验的目的是确定在相当多的自变量中，哪些自变量x并不显著地影响着y，应予以删除；哪些自变量x显著地影响着y，应予以保留。我们称其目的为“因子筛选设计”（screening design）。由于这种试验的目的是针对因子的，因此这种试验设计属于“因子设计”（factorial design），或称“析因设计”或“因析设计”。第二种试验的目的是确定y与x间的关系式，找出y对于x的回归方程。由于这种试验的目的是针对回归关系的，这种试验设计称为“回归设计”（regression design）。

当然，这两类设计也有相通之处：一方面，筛选因子的方法其实也是先建立一个y与x间的简单的线性回归方程，然后根据各项系数的显著性来筛选（详细叙述参见9.3节多元线性回归分析）。这里要注意的是，我们在试验设计中所说的“线性”，已经与通常数学概念中的“线性”有所不同：在“试验设计”中的“线性”指的是在回归方程中除了可以包含各自变量的一次项外，还允许包含有两个或多个自变量的乘积项，例如可以含有x1x2，x1x2x3等，而通常的数学概念中的“线性”是不允许包含这些项的。在建立了线性回归方程后，除了可以判断变量是否显著外，对于求最大值或最小值的问题也可以求出最佳值，以及达到此最佳值的自变量的最佳设置（通常在试验区域端点），这在实际工作中也常常是有用的。总之，筛选变量也是通过建立回归方程实现的。另一方面，建立了回归方程，仍然可以在方程中判断是否存在效应不显著的因子，可以删除它们，达到筛选因子的目的。因此，因子设计和回归设计间确有相通之处：它们都要建立回归方程。但因子设计只要线性的，而这里的回归设计指的是二阶的。总的说来，筛选的要求是较粗糙的，试验次数较少；建立回归曲面方程要求就细致多了，试验次数要大增。在因子设计中，又可以按因子水平的个数分为2水平因子设计、3水平因子设计和混合水平因子设计。实践证明：在因子设计中，使用2水平正交试验法，再加若干中心点的设计方法最简单有效，因此本书只介绍2水平的试验设计。再细分，因子设计中又有全因子设计（full factorial design）和部分因子设计（fractional factorial design）两大类，将在本章的13.3和13.4两节中分别加以介绍。对于回归设计，我们也以建立二次回归方程为主要工具，介绍响应曲面方法（response surface methodology，RSM），这部分内容将在13.5节详细介绍。

另一类很重要的试验目的是寻求系统的稳健性（robust）。所谓稳健性，是指系统的抗干扰能力要强，即当系统受到难以控制的因子（或称为“噪声”）的严重影响时，系统输出的变异（variation）要足够小。为做到这一点，我们尽量选择那些使系统对噪声变化不敏感的控制因子的某种水平的组合来达到目的，这就是稳健参数设计（robust parameter design）。在国内，这类设计常称为“田口参数设计方法”。这类问题在六西格玛改进工作中也是有重要意义的，将在13.6节中介绍。

如果讨论的是配方问题，例如在橡胶、造纸、药品生产等行业中，我们研究的是在整个产品中各个分量所占的比率问题，显然，这些比率的总和应该为100％。研究这类问题的试验设计称为“混料设计”（mixture design），将在13.7节中简要介绍。

13.1.4　试验设计的策划与安排

人类认识自然界的过程是个循序渐进的过程。一般是这样的：先根据已有的知识提出某种设想，设计一个试验去验证或否定它，从试验中获得的数据帮助人们验证或修正初始的设想，然后又提出了一个更新更深入的设想，再设计新的试验。这个反复的过程会一直持续下去，直到形成了较为完整的理论结果为止。我们进行试验也是一个学习的过程，不可能一蹴而就。我们不要企图“毕其功于一役”，进行一次试验就结束战斗。一般来说，试验要进行好几批，通常采用下面几个步骤：

1．用部分因子设计进行因子的筛选

最开始，情况不很清楚，考虑到影响响应变量的因子个数可能较多（大于或等于5），这时应在较大的试验范围内，先进行因子的筛选，通常应使用部分实施的因子试验设计法，这样获得的结果可能较为粗糙，但试验次数可以大大节省，筛选的目的能够达成就行了。如果认为部分实施的因子试验费用仍然太昂贵，则可以使用试验次数更少的“Plackett-Burman设计”方法或“均匀设计”等方法筛选因子，“Plackett-Burman设计”方法的详细内容见13.4.4节。

2．用全因子试验设计法对因子效应和交互作用进行全面的分析

当因子的个数被筛选到少于等于5个之后，可以进一步在稍小范围内进行全因子试验设计以获得全部因子效应和交互作用的准确信息，并进一步筛选因子直到因子个数不超过3个。

3．用响应曲面方法（RSM）确定回归关系并求出最优设置

当因子个数不超过3个时，我们就有条件采用更细致的响应曲面设计分析方法，在包含最优点在内的一个较小区域内，对响应变量拟合一个二次曲面函数，从而可以得到试验区域内的最优点，但这种方法通常只对望大或望小特性的响应变量特别有效，因为对于望目特性的响应变量满足望目条件的解通常有无穷多个，响应曲面分析无法提供进一步的选择。

4．用稳健参数设计方法（田口设计）寻求望目特性的最优设置

如果试验目的是寻求望目特性响应的最优解，则最好采用稳健参数设计方法。虽然试验次数比RSM稍多些，但此种方法很有效。

以上所说的当然是典型的步骤，在实际工作中，可能跳过某个环节，也可能在某个步骤上反复进行好几次。总之，要不断地筛选因子，不断调整试验的范围和选择因子试验水平，经过几轮试验后才能最终达到试验的总目标。

13.1.5　试验设计的基本步骤

粗略地说，试验设计包含计划、实施及分析三个阶段。

1．计划阶段

这里又可以分为下面几个步骤：

（1）阐述目标。所有团队成员都要投入讨论，明确目标及要求。究竟是为了筛选因子还是为了找寻关系式？最终要达到什么要求？

（2）选择响应变量。在一个试验中若有多种响应，则要选择起关键作用的且最好是连续型指标作为响应变量。如果只能度量出二元响应（成功、失败），则使分析变得困难得多而且需要大大增加试验次数（详见13.3.4.5节）。

（3）选择因子及水平。用流程图及因果图先列出所有可能对响应变量有影响的因子清单，然后根据数据和各方面的知识及专业经验，也可以借助些工具，比如FMEA等进行细致分析并作初步的筛选。不能确定该删除者就应该保留（“宁多毋漏”）。对于水平的选择也要仔细处理，一般来说，各水平的设置应足够分散，这样效应才能检测出来，但也不要太分散以至于将各种其他的物理因素都包括进来，这会使统计建模和预测变得困难。在实际工作中，选择因子及水平才是真正最关键的工作。

（4）选择试验计划。根据试验目的，选择正确的试验类型，确定区组状况、试验次数，并按随机化原则安排好试验顺序及试验单元的分配，排好计划矩阵（planning matrix）。

2．实施阶段

严格按计划矩阵的安排进行试验，除了记录响应变量的数据，还要详细记录试验过程的所有状况，包括环境（气温、室温、湿度、电压等）、材料、操作员等。试验中的任何非正常数据也应予以记录，以便后来分析时使用。

3．分析阶段

对数据的分析方法应与所应用的设计类型相适应。分析中应包括拟合选定模型、残差诊断、评估模型的适用性并设法改进模型等。当模型最终选定后，要对此模型所给出的结果做必要的分析、解释及推断，从而获得重要因子的最佳设置及响应变量的预测。当认定结果已经基本达到目标后，给出验证试验（confirmation run）的预测值，并做验证试验以验证最佳设置是否真的有效。关于分析阶段的具体方法和所使用的统计工具请参见以后各节的详细叙述。


13.2　单因子试验设计

单因子试验在实际工作中是经常会遇到的，它比较简单，但所用到的方法和理论在多因子试验中也会遇到。

单因子试验通常有两个目的：一是想比较一下因子的几个不同设置间是否有显著差异，如果有显著差异，哪个或哪些设置较好；二是建立响应变量与自变量间的回归关系（通常是线性、二次或三次多项式），判断我们建立的回归关系是否有意义。下面就分别介绍这两种要求。

13.2.1　单因子试验设计

我们先举一个实例。

例13—2

在焊接工序中希望比较4种不同烘烤时间所得到的拉拔力是否相等。将20个未焊部件用随机序编好顺序号，再采用随机抽取方法，让4种时间下各选用5个未焊部件，按随机顺序号在烘箱焊接。获得单向分类设计拉拔力数据表（见表13—3，数据文件见DOE_拉拔力（单因子）.MTW）。

表13—3　单因子试验设计拉拔力数据表

[image: alt]

试比较不同的焊接时间是否对焊件的拉拔力有显著影响。

解　本试验是单因子试验，我们只有“时间”这个因子，它取4个水平（即4个不同的焊接时间），这就是单因子试验设计，有时也称作单向分类设计。每个焊接时间进行5次焊接试验，这就是“完全重复”，在安排试验时，采用了随机化方法，将试验单元（每个未焊部件是一个单元）及顺序号两方面皆采用了随机化处理。选取的4个焊接时间是固定的，假定在各固定的焊接时间条件下的焊件的拉拔力之平均值为固定的常数，要比较这些平均值，确定哪个条件下的焊件的拉拔力的平均值最大，各条件下的平均值是否有显著差异等，这是固定效应的问题。因此可以直接采用单因子方差分析法（one way ANOVA）。

在进行单因子方差分析前，先要验证三个前提条件：

（1）各组内数据相互独立；

（2）各组数据皆为正态分布；

（3）各组数据的方差相等。

各组数据较少（每组只有5个数据），独立性可以从宽。正态性容易验证，本处从略。为验证三个前提条件是否成立，也常通过残差诊断来进行。

对于方差相等性，这里要检验的假设是：

[image: alt]

从“统计＞方差分析＞等方差检验（Stat＞ANOVA＞Test for Equal Variances）”入口；在“响应（Response）”处输入“拉拔力”，在“因子（factor）”处输入“焊接时间”，则可以得到图13—4。

[image: alt]

图13—4　不同焊接时间的焊接拉拔力等方差检验图

由图13—4所得结果容易看出，Bartlett检验得到p值为0.798，无法拒绝原假设，即可以认为4个总体的方差是相等的。

对于均值的相等性检验，这里要检验的假设是：

H0：μ1＝μ2＝μ3＝μ4[image: alt]H1：至少一对μi≠μj

使用MINITAB软件，可以从“统计＞方差分析＞单因子（Stat＞ANOVA＞One Way）”入口；在“响应（Response）”处输入“拉拔力”，在“因子（Factor）”处输入“焊接时间”；打开“图形（Graph）”窗，选中“数据箱线图（Data Box Plot）”及“四合一（Fourin One）”，并在“残差与变量（Residual and Variable）”处输入“焊接时间”。打开“比较（Comparision）”窗，选中“Tukey，整体误差率（Tukey，Family Error Rate）”为5％；则计算后可以得到下列结果及箱线图（见图13—5）以及残差图（从略）。由于这些内容在第5章已经作了详细介绍，本处只叙述一些结论。

单因子方差分析：拉拔力与焊接时间

[image: alt]

合并标准差＝2.153

Tukey 95％同时置信区间

焊接时间水平间的所有配对比较

单组置信水平＝98.87％

焊接时间＝5.0减自：

焊接
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焊接时间＝5.5减自：

焊接
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焊接时间＝6.0减自：

焊接
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这里要检验的假设是：

H0：μ1＝μ2＝μ3＝μ4[image: alt]H1：至少一对μi≠μj

由ANOVA结果中可以看出，组内差（随机误差）离差平方和为74.16，自由度为16；组间差（焊接时间差异）离差平方和为101.28，自由度为3，算得F比为7.28，其p值为0.003，显然应拒绝原假设，即应认为不同焊接时间之间的拉拔力有显著差异。

计算中还输出拉拔力的箱线图（见图13—5）。

[image: alt]

图13—5　不同焊接时间的焊接拉拔力比较图

从图中明显看出，4种不同焊接时间下的拉拔力之间有显著差异。




本例的分析只是方差分析法的一次运用，但我们在安排试验时注意到了试验设计的随机化及完全重复两条原则。实际上，如果不能假定所有20个未焊部件性能基本相同，那就必须再安排划分区组，这里就不再讨论了。

在断言各组间有显著差异后，一个很自然的问题就是要回答：究竟哪些组间有显著差异，而哪些组间没有显著差异？这就要用到多重比较（multiple comparison）的统计方法（见5.5.2节）。

由上述计算结果可以看出，焊接时间在5.5及6.0（毫秒）时拉拔力最大，而且二者间无显著差别；焊接时间在5.0与6.5（毫秒）时拉拔力最小，而且二者间无显著差别；两组间的差异是显著的。从残差的图形中可以看出本数据与方差分析所需三个前提条件符合良好，各残差图皆正常，故本处将残差图略去。

13.2.2　多项式回归

通常单因子试验的第二个目的是希望建立响应变量与因子（自变量）间的回归关系。下面先看一个例子。

例13—3

热处理工序中的油温将影响合金钢丝的弹性模量。试验油温（单位：℃）采用800，820，840，860，热处理后各抽取3根钢丝，将钢丝的弹性模量（单位：N/mm2）记录下来，得到下列数据（见表13—4，数据文件：DOE_弹性（单因子）.MTW）。

表13—4　油温度与弹性模量数据表

[image: alt]

试建立弹性模量与温度间的回归方程。

解　由于只有一个自变量，从“统计＞回归＞拟合线图（Stat＞Regression＞Fitted Line Plot）”入口；在“响应（Response）”处输入“弹性模量”，在“预测变量（Predicted Variable）”处输入“温度”；在“回归模型类型（Regression Model）”处选中“线性”；打开“图形（Graph）”窗，选中“四合一（Four in One）”，并在“残差与变量（Residual and Variable）”处输入“温度”。则可以得到图13—6以及残差图（见图13—7及图13—8）。
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图13—6　热处理油温与弹性模量线性回归关系图

[image: alt]

图13—7　弹性模量与油温回归分析四合一残差图

[image: alt]

图13—8　弹性模量与油温线性回归分析中对于自变量的残差图

从图13—6及图13—8中可以看出，数据明显有弯曲趋势，应拟合更高阶回归方程。

由于自变量取值已达到3个以上的值，因此可以拟合二次函数，同样从“统计＞回归＞拟合线图（Stat＞Regression＞Fitted Line Plot）”入口，在“回归模型类型（Regression Model）”处选中“二次（Quadratic）”，可得图13—9。
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图13—9　热处理油温与弹性模量二次回归关系图

在四合一残差图（此图从略）中看到一切正常，而对自变量的残差图（见图13—10）也无任何有规律性的趋势，因此回归分析可以到此为止（如果图13—10呈现“S”或“反S”形，则要考虑增加为三次回归）。
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图13—10　弹性模量二次回归分析中对于自变量的残差图

计算结果如下：



多项式回归分析：弹性模量与温度

回归方程为

[image: alt]

方差分析

[image: alt]

方差的序贯分析
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先看ANOVA表中的总效果。建立假设检验：

H0：模型无效[image: alt]H1：模型有效

本例中，“回归”项的p值为0.001，可见模型是显著的。ANOVA表下方是将回归按“线性”和“二次”分开列出的计算结果，从中可以看到：

线性（Linear）项，p值为0.034，可见线性趋势是显著的。

二次（Quadratic）项，p值为0.001，可见二次项趋势也是显著的。

中学代数中有这样的结论，对于一元二次方程y＝ax2＋bx＋c，若a＞0，则y有极小值，若a＜0，则y有极大值，且极值在[image: alt]处达到。仔细分析本例的回归方程式

弹性模量＝－5202＋12.92温度－0.007708温度**2

可以求出弹性模量的最大点在温度[image: alt]处达到。




上述方法还可以推广到更高阶的情形。为了让回归方程中的各项保持独立以便于检查各项效应的显著性，最好选用“正交多项式回归”（orthogonal polynomial regression）。另外，从拟合多项式的阶数上说，一个因子取了k个水平，对于所获得的数据可以拟合一个k－1阶多项式，但实际上，4次以上的多项式一般是不使用的。表面上看，次数增高可以使“拟合效果更好”，但这样的拟合模型缺乏好的预测能力，因为这时估计和预测值的方差都变大了。在回归分析中，称这类现象为“超拟合”（over fitting）。我们应尽量避免这种情形的出现。如果低次多项式与数据确实拟合不好，可以采用“样条回归”（spline regression）或分段样条回归的方法，先将整个区域分为若干小区间，在每个小区间上拟合最高3次多项式，然后将这些多项式拼接修补在一起，形成一个在整个区域上光滑的函数或曲面。这些需要专门的工具，这里就不多介绍了。


13.3　全因子设计

“全因子试验设计”（full factorial design）的定义是：所有因子的所有水平的所有组合都至少要进行一次试验的设计。由于包含了所有的组合，全因子试验所需试验的总次数会较多，但它的优点是可以估计出所有的主效应和所有的各阶交互效应。所以在因子个数不太多，而且确实需要考察较多的交互作用时，常常选用全因子设计。

全因子试验法的思想很简单，用全面搭配的方法来安排试验也是容易实现的，因此全因子设计的计划阶段很容易。我们重点讨论分析阶段。我们强调的是如何使用统计分析工具以获得更多的有用信息。实际上，不使用统计分析工具，即使是用全面搭配的方法来安排试验，在拿到试验结果后，也只是从中挑选那个最优值就结束，因此就浪费了大量的有用信息。试验设计的统计分析方法不但能从试验结果中找到最优值，而且可以判明哪些因子影响显著，哪些因子影响不显著，还可以得到有关的变化规律，预测将要达到的最佳值是多少和这个最佳值将在什么范围内波动。这些就是统计分析方法的威力。

当因子水平超过2时，由于试验次数随因子个数的增长而呈指数速度增长，因而通常只做2水平的全因子试验。如果确实需要做3水平或更多水平全因子试验时，计算机软件中也有与2水平完全相同的试验设计及分析方法，本节对此不再单独叙述。但通常认为，加上了中心点之后的2水平试验设计在工程实践中已经足够，在相当大程度上它可以代替3水平的试验，而且分析简明易行，现已被工程师普遍使用。

13.3.12　水平全因子试验概述

将k个因子的2水平的全因子试验记为：2k试验。这是整个全因子试验的记号，而不仅仅是试验次数。当然，2k从数值上看也恰好是k个因子的2水平的全因子试验所需要的最少试验次数。这对理解下节部分因子试验设计的记号是有用的。

1．试验目的

什么时候需要进行2k试验呢？一般来说，进行任何试验都要进行好几批，大约是：先用部分实施的因子设计进行因子的筛选，让因子个数最后不超过5个，然后用全因子试验设计进行因子效应和交互效应的全面分析。进一步筛选因子直到因子个数不超过3个时，则最后可以用响应曲面方法（RSM）确定回归关系并求出最优设置。因此，部分因子试验通常只是为了筛选因子，可以稍粗糙些，因而试验次数也较少些；而响应曲面试验设计是为了得到包含平方项的非常精细的回归方程，试验次数最多，因而只对较少因子（个数≤3）有实际意义。全因子试验既不像部分因子试验，也不像响应曲面试验设计，它可以兼有筛选因子和建立回归方程（当然只是线性方程）两方面目的。全因子试验可以分析出所有因子主效应和各因子间的所有各阶交互作用的效应，回归方程中将包含全部一次项和各因子的乘积项，试验次数也较适中，可以适用于因子个数不超过5的情况。由于全因子试验设计方法和理论是理解部分实施因子试验方法和响应曲面试验设计方法的基础，因此本节详细介绍全因子试验设计。

2．正交试验设计概念

早在20世纪20年代，著名统计学家费雪在农田试验中已经使用正交试验方法来安排试验，与他同时期的耶茨（F. Yates）及芬尼（D. J. Finney）也都对分区组、随机化、重复试验以及正交性等方面做出了卓越贡献。到了40年代，印度统计学家劳（C. R. Rao）首先提出正交阵列这种更广泛的设计理念，其强度为2的特例就是现在常常使用的“正交试验设计”。50年代起，博克斯（G. E. P. Box）系统地发展了正交试验设计方法，使此设计方法不仅仅限于处理的比较，而且更系统地讨论了如何用序贯试验设计的方法改进流程。与此同时，日本的田口玄一（G. Taguchi）博士大力推广正交试验设计方法到实际应用部门，并在70年代提出了稳健参数设计方法（当时他自己称为“线外质量管理”）。这些都是我们现在应该掌握的统计工具。

我们回到例13—1，这里考虑两个因子，每个因子皆2水平。A：温度，低水平：700摄氏度（记作“－1”）；高水平：720摄氏度（记作“＋1”）。B：压力，低水平：1200帕（记作“－1”）；高水平：1250帕（记作“＋1”）。以产量Y为响应变量（单位：kg），试验结果原列在表13—2中，下面按因子排好，写成下表形式（见表13—5）：

表13—5　正交试验结果数据表

[image: alt]

表中的前两列A，B是因子安排的代码计划（只有“＋1”及“－1”），第3列则只是形式上A与B代码的乘积。计算A因子的主效应时，将A列上对应于“＋1”的Y值求和（M＋＝270＋220＝490），将A列上对应于“－1”的Y值求和（M－＝230＋200＝430），除以样本量后可得A在“＋1”时的平均值（m＋＝245）和在“－1”时的平均值（m－＝215）；二者之差即为因子A的主效应（30）。同样可以求出因子B的主效应（40）。这些与用式（13—2）计算结果相同。对于A与B的交互作用项可以用同样的办法进行，结果得到AB交互效应为10，这就是用式（13—5）计算的表格化结果。

从上面这段分析可以看出，当我们按正交表的格式安排试验将使实施计划简化，使主效应和交互效应的计算简化。这就是正交设计“均衡分散，整齐可比”的优点。以上这些内容不难推广到更多因子的情形，在此不再赘述。

3．试验的安排、中心点的选取及随机化排序

对于全因子试验的安排，道理上是很简单的，但实际使用时要注意考虑如何在试验设计中贯彻三个基本原则：完全重复试验、随机化和划分区组。

如何实现“完全重复试验”呢？一种办法就是将每一个试验条件都重复2次或更多次，这样做的好处是对于试验误差估计得更准确了，但代价却是大大增加了试验次数因而增加了试验成本。另一种更巧妙的办法就是只在“中心点”处安排重复试验，通常是在中心点重复做3次或4次试验。

所谓中心点，在所有因子都是连续变量时容易找到，那就是各因子皆取其高水平与低水平的平均值。如果因子全部是离散变量时，可以选取它们各种搭配中的某一个组合作为“伪中心点”；如果因子中既有连续变量又有离散变量时，则可以对连续变量选取其平均值，离散变量选取某一个组合作为“伪中心点”（这时不必要求试验的“平衡”，强调的是确实要有“完全重复”）。

选取“中心点”并在此处安排重复试验的好处，主要是为了进行相同条件下的完全重复，因而可以估计出试验误差即随机误差。另外，由于每个连续因子的取值原来只有2个值（高水平及低水平），现在增加到了3个值，因而增加了对于响应变量可能存在的弯曲趋势估计的能力，这也是简单全面重复所不能达到的效果。而且，在把因子点试验的顺序随机化之后，如果再把在中心点处所进行的3次或4次试验安排在全部试验的开头、中间和结尾，那么这几个点的试验结果间只应存在随机误差。如果这几个试验结果呈现非常明显的上升、下降或其他不正常的趋势，则有可能帮助我们发现在试验过程中出现的不正常状况。这里我们要明确的是取中心点的最根本目的是估计随机误差，而不是用来参加对模型各系数（包括对常数项）的估计，这在用MINITAB软件计算时要与另一种估计回归方程的用途区分开来。

总之，安排每个因子取2水平，再加上中心点，则可以构成较好的全因子试验安排。在13.4节的部分因子试验中，可以采用相同方法安排中心点。

4．代码化及其计算

无论我们试验的目的是筛选因子还是建立关系式，都要建立回归方程。那么，是对原始的自变量数值直接进行回归分析好，还是先将这些数值进行代码化后再进行回归分析好呢？所谓代码化（coding），就是将该因子所取的低水平设定的代码（code）值取为－1，高水平设定的代码值取为1，中心水平定为0。经过理论上的分析后发现，将自变量代码化后有很多好处，即我们应该对代码化的数据进行回归分析。

（1）代码化后的回归方程中，自变量及交互作用项的各系数可以直接比较，系数绝对值大者之效应比系数绝对值小者之效应更重要、更显著。大家知道，对自变量原始数据所进行的回归方程中的回归系数是有单位的。在y＝a＋bx内，b的单位是［Y］/［X］，显然，X更换单位后，其系数也会更换。如果自变量不止一个，多个自变量间含义不同，量纲也不同，其回归系数之间显然是不可比的。如果代码化后，每个自变量都化为无量纲的［－1，1］间的数据，这时，各自变量间具有相同的“尺寸”，各系数之间就可以比较了。

（2）代码化后的回归方程内各项系数的估计量间是不相关的。很明显，x1与x1x2之间是相关的，它们的回归系数的估计量之间也是相关的。比如，在回归方程中，保留x1x2项及删除此项时，x1的回归系数肯定要发生变化，这造成了使用中的诸多不便。一旦将自变量全部代码化，则没有这个问题了，删除或增加某项对于其他项的回归系数将不会产生任何影响。

（3）在自变量代码化后，回归方程中的常数项（或称“截距”）就有了具体的物理意义。代码“－1”与“＋1”的中点恰好为“0”，而将全部自变量以“0”代入方程得到的响应变量预测值则恰好是截距值。因此，截距值是全部试验结果的平均值，也是全部试验范围中心点上的预测值。

用代码数据得到的回归方程是重要的（例如我们在判断因子或因子间的交互效应是否显著时只能使用此方程），但用原始数据得到的回归方程有时也是有意义的（例如求出最佳设置的原始值），因此我们应该熟悉真实值与代码值间的换算。

举例说明之。假定因子温度真实值的低水平是820，高水平是860，相应的代码值是－1和＋1，列出表格（见表13—6）。

表13—6　真实值与代码值换算表
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记

中心值M＝（低＋高）/2

半间距D＝（高－低）/2

则有

[image: alt]

或

真实值＝M＋D×代码值

在本例中：

[image: alt]

真实值＝840＋20×代码值

13.3.2　全因子设计的计划

全因子设计的计划中，最关键的是选定因子及确定它们的水平。先举例来说明。

例13—4

改进热处理工艺提高钢板断裂强度问题。合金钢板经热处理后将提高其抗断裂性能，但工艺参数的选择是个复杂问题。我们希望考虑可能影响断裂强度的4个因子，确认哪些因子影响确实是显著的，进而确定出最佳的工艺条件。这几个因子及准备安排的试验水平如下：

A：加热温度（摄氏度），低水平：820，高水平：860

B：加热时间（小时），低水平：2，高水平：3

C：转换时间（分钟），低水平：1.4，高水平：1.6

D：保温时间（分钟），低水平：50，高水平：60

由于要细致考虑各因子及其交互作用，我们决定采用全因子试验，并在中心点处进行3次试验，一共19次试验（即24＋3），如何安排试验计划呢？

解　有了MINITAB软件的帮忙，制定试验计划就是件简单的事情了。创建试验计划的入口是“统计＞DOE＞因子＞创建因子设计（Stat＞DOE＞Factorial＞Create Factorial Design）”。进入后可得下列界面（见图13—11中左半图），在“设计类型”中选中“2水平因子（默认生成元）（2-level factorial（default generators））”，在“因子数（Number of factors）”内选中“4”。点击“设计（Design）”后可以得到图13—11中右半图，选中“全因子（Full factorial）”试验次数为“16”的那行，在“每个区组的中心点数（Number of center points）”中填写“3”，其他项可以保留默认状况（本例没有分区组，各试验点皆不需要完全复制），而后点击“确定”，得到界面见图13—12中左半图（这时图13—11中左半图内“因子”、“选项”和“结果”都由灰色变为黑色，成为可选项）。
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图13—11　创建全因子设计操作图1

[image: alt]

图13—12　创建全因子设计操作图2

点击“因子”打开后，可以填写4个因子的名称及相应的“低水平”及“高水平”的设置。计算机会自动对于试验顺序进行随机化，然后形成下列表格（见图13—13）。在此表的最后一列，写上响应变量名“强度”，就完成了全部试验的计划阶段工作。
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图13—13　试验计划结果图

按此表格安排试验就可以进入实施阶段了。这里要说明一点：由于试验顺序的随机化是计算机根据生成的随机数而安排的，读者得到的顺序不一定与图13—13完全相同，这其实没关系，不会影响试验的实施及对于获得数据的分析。

13.3.3　全因子设计的分析

按图13—13中的试验计划表进行试验，将结果填入表的最后一列，则可得到试验的结果数据（见表13—7，数据文件：DOE_热处理（全因）.MTW）。

表13—7　热处理全因子试验结果
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全因子设计的分析方法是一般的试验设计分析的典型代表，共有五大步骤。其流程见图13—14。
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图13—14　试验设计分析五步法流程图

13.3.3.1　拟合选定模型

这里所说的第一步“拟合选定模型”，其主要任务是根据整个试验的目的，选定一个数学模型。通常首先可以选定“全模型”。由于三阶及三阶以上的交互作用通常都可以忽略不计，在因子设计的问题中，全模型就是在模型中包含全部因子的主效应及全部因子的二阶交互效应。在经过细致分析后，如果可以断言某些主效应及某些因子的二阶交互作用是不显著的，则在下次选定模型时，将不显著的主效应及二阶交互效应项删除，只保留那些效应显著的项。

拟合选定模型的操作有下列各项：

（1）从“统计＞DOE＞因子＞分析因子设计（Stat＞DOE＞Factorial＞Analyze Factorial Design）”进入，得到下列界面（见图13—15）。
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图13—15　全因子试验设计分析操作图1

（2）点击窗口“项（Terms）”后，界面如图13—15右上所示。在“按顺序在模型中包括项（Include terms in the model up through）”中选“2”（表示考虑最高到二阶交互作用，三阶及以上忽略不计）；对原默认选中的“在模型中包括中心点（Include center points in the model）”删去“选中”，而改为不选。

（3）点击“图形（Graphs）”后，界面如图13—15左下所示。在“效应图（Effects Plots）”中选“正态（Normal）”（或“半正态（Half Normal）”、“Pareto”）；在“图中的残差（Residual for Plots）”中选“正规（Regular）”；在“残差图（Residual graph）”中选“四合一（Four in one）”，在“残差与变量（Residual versus variables）”中，填写全部4个自变量名称。

（4）点击“存储（Storage）”后，界面如图13—15右下所示。在“拟合值与残差（Fits and Residual）”中选定“拟合值（Fits）”、“残差（Residuals）”及“标准化残差（Standardized residuals）”；在“模型信息（Model Information）”中选定“设计矩阵（Design matrix）”。

由于计算机的计算全部是自动进行的，其结果列在下面。我们对具体的计算过程不必过问，但对于结果要学会如何分析。



拟合因子：强度与加热温度，加热时间，转换时间，保温时间

强度的效应和系数的估计（已编码单位）
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[image: alt]

对于强度方差分析（已编码单位）
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强度的系数估计，使用未编码单位的数据

[image: alt]



第一步要注意观察在运行窗（Session Windows）的各项输出结果。由于这是对于试验结果进行回归分析，所有输出结果与第9章所介绍内容完全一致，具体含义不多重复。这里指出特别要注意下列三个要点：

分析的第一要点是分析评估回归的显著性

关于ANOVA表的分析。这里包含三点：

（1）看ANOVA表中的总效果。

H0：模型无效[image: alt]H1：模型有效

如果对应“主效应”和“2因子交互作用”中至少一项的p值＜0.05，则表明应拒绝原假设，即可以判定本模型总的说来是有效的；如果对应回归项的p值＞0.05，则表明无法拒绝原假设，即可以判定本模型总的说来是无效的。遇见这种情况就比较麻烦，这说明整个试验没有任何有意义的结果。造成这种情况的常见原因可能是下列几点：

1）试验误差太大。由于ANOVA检验的基础是将有关各项的离差平方和与随机误差的平方和相比较，取其值形成F统计量。如分母的随机误差平方和太大，则将使F变小，从而得不到“效应显著”的结论。这时，应仔细分析误差产生的各项原因，是否能设法降低，这是能找到显著因子的关键措施。当然，也有可能“试验误差太大”是由测量系统不好造成的，这时就要设法改进测量系统。

2）试验设计中漏掉了重要因子。这当然与上面一项有某种关系。漏掉了重要因子必然会使试验“误差”增大，这时更应仔细分析因子的选定。通常我们在试验前考虑因子时，很难有把握说某因子重要或不重要。这时，应该“宁多毋漏”，而不是相反。因子多选了，将来删去它很容易；一旦漏掉再想找回来就很困难了。

3）有可能是模型本身有毛病，例如模型有失拟（lack of fit），或数据本身有较强的弯曲性（curvature），这时候也可能导致判断为“模型无效”。这方面的问题将由下面讨论的两方面问题给出回答。

例13—4的ANOVA中，主效应p值为0.000，证明回归总效果是显著的。

（2）看ANOVA表中的失拟现象。

这里要检验的假设是

H0：无失拟[image: alt]H1：有失拟

在ANOVA表中，如果失拟项的p值＞0.05，则表明无法拒绝原假设，即可以判定，本模型并没有失拟现象；反之，就说明模型漏掉了重要的项（例如高阶交互作用项等），应该补上。本项计算的依据是：最初是以重复试验间的差异作为试验误差的估计（pure error），将缺失的项（例如高次项、高阶交互项等）所造成的误差平方和与之相比，经过F检验即可判明。以后，将判明为不显著的各项都归并为随机误差项，重新计算失拟项是否显著。

例13—4的ANOVA中，失拟项p值为0.709，无法拒绝原假设，可以认为回归并无失拟现象。

（3）看ANOVA表中的弯曲项。

这里要检验的假设是

H0：无弯曲[image: alt]H1：有弯曲

在ANOVA表中，如果弯曲项的p值＞0.05，则表明无法拒绝原假设，即可以判定本模型并没有弯曲现象；反之，就说明数据呈现弯曲，而模型中并没有平方项，应该补上。本项计算的依据是：最初是以重复试验间的差异及失拟项的误差作为试验误差的估计，将高低水平的2个数据连同中心点的试验数据，构成自变量的3个不同的观测值，扣除线性项后可得二次项的平方和，将二次项误差的均方和与试验误差的均方和相比较，经过F检验即可判明是否呈现弯曲。

例13—4的ANOVA中，弯曲项p值为0.633，无法拒绝原假设，可以认为本数据并无弯曲现象。

分析的第二要点是分析评估回归的总效果

（1）两个确定系数R2及[image: alt]。

拟合的总效果可以用确定系数（coefficient of determination）R2（也称为多元全相关系数（multiple correlation coefficient））及调整的确定系数（adjusted coefficient of determination）（也称为调整的多元全相关系数（adjusted multiple correlation coefficient））。我们回顾在第9章介绍过的有关主要结论。

由回归分析中的平方和分解公式可知：

[image: alt]

考虑SSModel在SSTotal中的比率，定义R平方（R-Square，R-Sq）：

[image: alt]

显然，此数值越接近于1就越好。容易看出，它有另一种写法：

[image: alt]

由于R2有一个缺点：当自变量个数增加时，不管增加的这个自变量效应是否显著，R2都会增大一些，为此，我们引入调整的R2即[image: alt]，它的定义是：

[image: alt]

式中，n为观测值总个数；p为回归方程中的总项数（包含常数项在内）。也就是说，[image: alt]（即R-Sq（adj））是扣除了回归方程中所受到的包含项数的影响的相关系数，因而可以更准确地反映模型的好坏。因为[image: alt]总比R2要稍小一些，因此在实际应用中，要判断两个模型的优劣可以从二者的接近程度来判断：二者之差越小说明模型越好。我们常常比较包含所有自变量有关项的“全模型”与删去所有影响不显著的项后的“缩减模型”，看看究竟哪个更好。如果将影响不显著的项删去之后，二者更接近，则说明删去这些项确实使模型得到了改进。

例13—4的计算结果显示，R-Sq＝92.49％，R-Sq（adj）＝83.11％，二者间差距较大，说明模型还有改进余地。

（2）对于S值或S2的分析。

我们考虑到，所有的观测值与理论模型之间可以有误差，但总是假定这个误差应该服从以0为均值以σ2为方差的正态分布。在ANOVA表中，对应于残差误差（residual error）那行中的平均离差平方和（adj MS）的数值则恰好是σ2的无偏估计量，我们将其记为均方误MSE（mean square of error），而此量与其平方根S一并输出，可以认为S值是σ的估计。比较两个模型的优劣最关键的指标就可以选择S或S2，哪个模型能使之达到最小，哪个模型就最好。

例13—4的计算结果显示，SSE＝288.14（注意，MINITAB输出了连续平方和（sequential sum of square）以及调整的平方和（adjusted sum of square），在设计是正交的且不包含共变量的情况下，二者总是相同的），我们用SSE作为SSError的缩写，代表实际观测值与拟合值之差的平方和；除以自由度后得到平均离差平方和MSE＝36.017，这是σ2的无偏估计量；求其算术根得到S＝6.00146，这是σ的估计量。此量暂存作为记录，等修改模型后再来看此数值是否有所降低，以判断模型是否确有改进。

（3）对于预测结果的整体估计。

可以设想，如果有某个点在模型中起着特别重要的作用，此点可能是异常点（或离群点，指的不是数据过大或过小，而是指远离模型），或者是强影响点，或是杠杆点，此点将对于回归方程各系数的估计起着强烈的影响作用，一旦被删除，方程会有较大变化；如果某个点是个普通点，则它在模型中起着微不足道的作用，即此点对于回归方程几乎不起作用，一旦被删除，方程几乎没有变化。我们特别要警惕得到的方程是受个别点影响而形成的“虚假”回归方程。这种方程从表面上看，可能拟合得还不错，但用作预测则效果并不好。为了鉴别回归方程究竟是不是虚假的，引入两个有用的统计量，一个是PRESS，另一个是R-Sq（预测）。

PRESS是预测的误差平方和（predicted residual error sum of square），它与原来的SSE很相似，但它参加求和的各项“残差”已与原来的定义不同。这里对于第i个观测值的预测值所使用的回归方程不是用全部观测值来获得的，而是将第i个观测值删除后拟合的回归方程，然后求出其残差。对所有的观测值都是这样处理的，即轮番删除一个，计算出一个残差。最后把这些残差求出平方和来，这就是PRESS。用全部观测值来获得的回归方程，当然它肯定会受到第i个观测值的影响，会使回归方程有向此实际观测值“靠拢”的效果，因而残差会小些；删除第i个观测值后则会“客观”得多，它避免了第i个观测值本身的影响，特别当第i个观测值有强影响的时候。PRESS通常要比SSE大些。但如果大得不多，则表明数据点中有特殊地位的点不多，或它们的影响不大（保留第i个观测值与删除第i个观测值对回归方程几乎没什么影响），将来用此回归方程作预测结果也比较可信。

另一个统计量是“预测的R2”。回顾式（13—8），[image: alt]，这里的分子是SSE，是使用全部数据拟合的回归方程后得到的残差平方和。将SSE换成PRESS，则可以得到预测的R2，简记为R-Sq（预测）。此值通常会比R2（即R-Sq）要小些。但如果小得不多，则表明数据点中有特殊地位的点不多，或它们的影响不大（保留第i个观测值与删除第i个观测值对回归方程几乎没什么影响），将来用回归方程作预测结果也比较可信。

例13—4的计算结果显示，R-Sq＝92.49％，R-Sq（预测）＝53.68％，二者间差距较大；SSE＝288.14，PRESS＝1778.45，二者间差距也较大。说明本例中如果使用现在的模型，则有较多的点与模型差距较大，模型还应进一步改进。

PRESS及R-Sq（预测）的输出丰富了计算结果的信息，对进一步分析和改进模型提供了指导。

分析的第三要点是分析评估各项效应的显著性

正如南郭先生本不会吹竽，但混在齐宣王的乐队中可以“滥竽充数”，可是在齐宣王的儿子齐湣王要他独奏的时候就露出原形了。我们前面所进行的分析都是针对总效果而言的，为了把所有的效应不显著者全都删除，就要对各项效应的显著性进行逐个检验。检验的假设问题是：

H0：βi＝0[image: alt]H1：βi≠0

这里的βi既可以代表某因子的回归系数，也可以代表2因子交互效应项的回归系数。如果原假设被拒绝，则说明此项作用确实是显著的，应予以保留；如果原假设无法拒绝，则说明此项作用是不显著的，应予以删除。检验的统计量是t统计量：

[image: alt]

在原假设成立时，它是t（n－p）分布，这里n为试验次数，p是方程中包含的项数（常数项应计算在内）。

在MINITAB结果输出的最开始部分就有各回归系数（代码后）的统计检验。这里列出了各项的效应、回归系数、回归系数的标准误及检验结果。这是对各项的分别的检验，很可能有些项是显著的而另一些项不显著，将来修改模型时，应该将这些不显著项删除。要注意的是：如果一个高阶项是显著的，则此高阶项所包含的低阶项也必须包含在模型中。例如，二阶交互作用BC项显著，则B及C这两个主效应项也一定要包含在模型中，即使表面上看这两个主效应项本身并不显著。

例13—4的计算结果显示，4个主效应中，加热温度（因子A）、加热时间（因子B）及保温时间（因子D）都是显著的，只有转换时间（因子C）效应不显著。6个2因子交互效应项中，只有加热时间*保温时间（B*D）显著。说明本例全模型中还有不显著的自变量及2因子交互作用，改进模型时应该将它们删除。

对于各项效应的显著性，计算机还输出一些辅助图形帮助我们判断有关结论。这里最重要的就是Pareto效应图（Pareto effect plot）、正态效应图（normal effect plot）及半正态效应图（half-normal effect plot）。

Pareto效应图是将各效应的t检验所获得的t值的绝对值作为纵坐标，按照绝对值的大小排列起来，根据选定的显著性水平α，给出t值的临界值（注意按t的双侧拒绝域），绝对值超过临界值的效应将被选中（见图13—16）。

[image: alt]

图13—16　因子效应的Pareto图

例13—4的计算结果显示，加热温度（因子A）、加热时间（因子B）及保温时间（因子D）及加热时间*保温时间（B*D）显著。图13—16更直观地说明了这种判断是正确的。

用Pareto效应图来判断因子效应的显著性是非常直观的，但它有个严重缺点，那就是进行各效应的t检验时，首先要用S2估计出σ2，而通常S2并不一定可靠，因此在数据与模型拟合不好的情况下，Pareto效应图不一定准确。为了更保险地删除不显著变量，还有另两张图供参考。

我们将各因子的效应按由小到大（正负号考虑在内）排成序列，将这些效应点标在正态概率图上，这就是正态效应图，示例参见图13—17。正态效应图的原理是：可以假定大多数因子中只会有极少数因子效应是显著的，即一般应遵循“效应稀疏原则”（effect sparsity principle）。因此，当挑选位于中间的一些效应的点群拟合一条直线，它们的效应应该是不显著的，效应应该服从正态分布，点全在直线上；某些效应确实非零时，相应的估计效应绝对值应会偏大，即一定会远离直线。对于正效应，估计的效应将落在直线的右（下）方；对于负效应，估计的效应将落在直线的左（上）方。在MINITAB画出的图中，凡因子效应点离直线不远者，用不标注变量名的黑圆点表示，这些点就显示它们的效应不显著；凡因子效应点离直线较远者，用标注变量名的红色正方形点表示，这些点就显示它们的效应是显著的。

[image: alt]

图13—17　因子效应的正态图

半正态效应图（见图13—18）与正态效应图含义完全相同，但所有效应只考虑其绝对值，因而画出的图中只有右（下）侧的点出现。与正态效应图相同，凡因子效应点离直线不远者，就应认为它们的效应不显著；凡因子效应点离直线较远者，就应认为它们的效应是显著的。正态和半正态这两张图作用相同，只画一张就够了，通常是画正态效应图。

[image: alt]

图13—18　因子效应的半正态图

例13—4的计算结果显示，加热温度（因子A）、加热时间（因子B）、保温时间（因子D）及加热时间*保温时间（B*D）显著。图13—17与图13—18都直观地说明了这种判断是正确的。由于本例的各主要效应项都是正的，因此两张图几乎完全一样，一般情况是不会这样的。

经过上述各项计算，我们就完成了对数据的初步分析，即第一步“拟合设定模型”的任务。

13.3.3.2　残差诊断

DOE分析“五步法”中的第二步是进行残差诊断。这一步的主要目的是基于残差的状况来诊断模型是否与数据拟合得很好。单纯从ANOVA表及回归系数的估计与检验系数两方面结果来分析整个结果是远远不完整的。为了弥补第一步所得结果的不足，我们要进行残差的诊断。如果数据与模型的拟合是正常的，则残差应该是正常的。

如何判断残差是正常的呢？我们通常假定，数据是相互独立的，且其分布为N（f（x），σ2），即这些数据是以模型为均值，以固定常数σ2为方差的正态分布。我们定义的残差（residual）是观测到的响应变量数据与代入回归模型后的预测值之差，因此，应该有：residual～N（0，σ2）。我们应该观察一下，残差是否真的这样分布。如果确实是这样分布，则可以相信选定的模型是正确的，否则就说明选定的模型不正确，要对模型进行某些修改。由于我们事先对选定的试验设计的线性回归模型没有绝对的把握，因此，残差诊断还是很有必要的。这里进行的残差诊断比一般的回归分析中的残差诊断多了一个有利条件，这就是中心点重复试验提供的残差是随机误差的正常状况，比较时可以拿中心点的残差作为比较的基准（参看图13—19及图13—20中的中心点残差）。

具体地说，残差诊断应包括下列四个步骤，观察计算机自动输出的四个图形。在对话窗“图形（Graphs）”中可以选定相应项（参见图13—15），得到下列图形：

（1）在“四合一”图的右下角图中，观察残差对于以观测值顺序为横轴的散点图，重点考察此散点图中，各点是否随机地在水平轴上下无规则地波动。

（2）在“四合一”图的右上角图中，观察残差对于以响应变量拟合预测值为横轴的散点图，重点考察此散点图中，残差是否保持等方差性，即是否有“漏斗形”或“喇叭形”。

（3）在“四合一”图的左上角正态概率图（或左下角直方图）中，观察残差的正态性检验图，看残差是否服从正态分布。

（4）观察残差对于以各自变量为横轴的散点图，重点考察此散点图中是否有弯曲趋势。

回顾第9章中介绍的残差诊断方法，如果模型与数据拟合很好，则四个图都应是正常的。什么是最常见的情况而被认为“不正常”呢？

第一种最常见残差图不正常情况是出现在第二个图中，即残差对响应变量拟合值的图中，残差未保持等方差，散点明显有“漏斗形”或“喇叭形”，这说明对响应变量y作某种变换后才会使模型拟合更好。例如，取[image: alt]，lny等作为新响应变量，可能会好得多。一般规则是这样的：如果从图中可以看出，残差的标准差σ大体上与拟合值[image: alt]的u次方成正比，则可以进行Box-Cox变换：

[image: alt]

式中，λ＝1－u。由于人们用肉眼来判断u的取值很不容易，我们可以使用对MINITAB的补充宏指令来计算对λ的建议值。要注意的是：虽然这里变换的形式及名称都是Box-Cox变换，但这与控制图等领域中将非正态数据转换为正态数据的Box-Cox变换完全是两回事，MINITAB也并未提供相应的窗口来计算线性回归所需要的Box-Cox变换。

第二种最常见残差图不正常情况是第四个图，即残差对自变量的散点图中。残差虽保持等方差，但散点明显有U形或倒U形弯曲，这说明对响应变量y而言，对该自变量x仅取线性项已经不够了，应增加x的平方项或立方项，将会使模型拟合得更好。

例13—4的残差图见图13—19及图13—20。这些图形都显示残差是正常的。

[image: alt]

图13—19　残差诊断的四合一图

说明：有些读者发现在图13—19的左上角图中没有正态性检验的p值显示，其实只要按下列操作就可以增加此补充显示功能。从“工具＞选项＞单独图表＞残差图”进入（操作图从略）前，勾选“包括带有正态概率图的Anderson-Darling检验”就行了。

[image: alt]

图13—20　残差对各自变量图

为了防止漏判，特别是关于残差对拟合预测值的图中是否出现了方差非齐性（喇叭口或漏斗形）的状况，可以使用下列宏指令。此宏指令与回归分析中9.3.1节及9.3.2节所介绍的内容完全一致，只不过调用格式上稍有差别而已。

调用此宏指令的格式是：

％boxcoxdoe　y　M　p　C21-C60

这里y是响应变量的变量名，可以用列号代表。M是设计矩阵，我们在最开始操作分析因子设计时，曾在“存储”项中除了“拟合值”、“残差”、“标准化残差”外，要求存储了“设计矩阵”（见图13—15右），它的具体存放位置我们可以打开“显示设计”（快捷键见图13—21）来查看。从显示结果可知我们的设计矩阵已被命名为“M1”，它共有19行（总试验次数是19），总变量个数11个（4个主效应项，6个2因子交互作用项，再加1个常数项），通常我们不必具体查看M1内容，如果需要查看M1的具体内容，可以从“数据＞显示数据（Data＞Display Data）”入口，指明显示矩阵M1就可以。设计矩阵的内容有两种形成格式，一种是由原始数据形成，另一种是由代码数据形成。在计算机内部，二者都是有用的，但究竟哪种形式称为“设计矩阵”则可以有不同的选择。如果计算中不牵涉到自变量的设定值时（例如研究是否需要对响应变量做变换）则不必注意其定义是哪种选择；如果计算中牵涉到自变量的设定值时（例如对给定的自变量值进行预测计算）则必须注意其定义是哪种选择。MINITAB R15设计矩阵显示的是原始数据，自变量的设定值必须使用原始数据的值；MINITAB R16设计矩阵显示的是代码数据，自变量的设定值必须使用代码数据的值。最后要为计算机留出可供随意使用的40个空白列（“40”是事先设定的，不能多也不能少）。

[image: alt]

图13—21　查看设计矩阵位置操作图

在例13—4中，调用命令是从“编辑＞命令行编辑器（Edit＞Command Line Edit）”入口，输入下列命令（参见图13—22）：

％boxcoxdoe　C9　M1　11　C21-C60

[image: alt]

图13—22　调用Box-Cox变换宏指令操作图

结果可以看到输出图形如下（见图13—23）。

[image: alt]

图13—23　调用Box-Cox变换宏指令结果图

这里的横轴是Box-Cox变换的方幂λ，纵轴是按此λ进行响应变量变换后所形成的残差平方和，曲线用蓝色实线显示。图形最上方的红色虚线表示符合方差齐性要求的残差平方和上限，如果残差平方和蓝色曲线落在红色虚线下方，则表示用此λ值进行变换已经可以使残差达到齐性。而当λ＝1时，表示不必进行变换。因此分析此图关键是看在λ＝1处，残差平方和蓝色曲线是否落在红色虚线下方。如果残差平方和蓝色曲线确实落在红色虚线下方，则不必对y进行变换；反之，则需要进行变换，而对于λ的选择则只要寻求蓝色曲线的最低点附近的λ即可。将响应变量进行变换后，一切都要从头开始，重新拟合模型。

对于例13—4，在图13—23中发现在λ＝1处，残差平方和蓝色曲线确实落在红色虚线下方（见图13—23中竖直虚线），说明方差齐性要求是满足的，不必再对y进行变换。

总之，DOE分析的第二步只是进行残差诊断，只是看“模型是否有问题”。如果确实发现了问题，又如何办呢？这就转入了第三步。

13.3.3.3　判断模型是否要改进

DOE分析“五步法”中的第三步是：判断模型是否要改进。一共有三件事情要考虑：

（1）残差对拟合预测值的诊断图中，是否有不齐性或弯曲的情形？如果此图有问题，则提示我们，要对响应变量y作某种变换后才行，将y作变换后一切重新开始。具体判断方法前段已有详细叙述。

（2）残差对自变量的诊断图中，是否有弯曲的情形？如果确实有弯曲，则要考虑增加x的平方项或立方项才会使模型拟合更好，那么就一定要修改模型（例如进行响应曲面设计，重新安排或增加试验，然后重新开始拟合）。

（3）基于各项效应及回归系数计算的显著性分析中是否有不显著项？如果发现有些主效应项或交互效应项并不显著，这些项应该从模型中删除，模型的拟合也要重新进行。

总之，凡是发现模型需要修改时，就要返回最初的第一步，重新建立模型，再重复前面所有各步骤。

在例13—4中，发现只是在模型中包含有不显著项，应予以删除。加热温度（因子A）、加热时间（因子B）、保温时间（因子D）及加热时间*保温时间（B*D）显著，应予以保留，其余都应删除。现在再转回13.3.3.1节。

再次从“统计＞DOE＞因子＞分析因子设计（Stat＞DOE＞Factorial＞Analyze Factorial Design）”进入，主要是修改“项（Terms）”，在选取的项中将A（加热温度）、B（加热时间）、D（保温时间）及BD保留，其他项皆删去，操作中的其余各项都保持不变。计算后得到下列结果：



结果：DOE_热处理（全因）.MTW

拟合因子：强度与加热温度，加热时间，保温时间

强度的效应和系数的估计（已编码单位）

[image: alt]

对于强度方差分析（已编码单位）
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强度的系数估计，使用未编码单位的数据
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对于这次计算结果，仍用前面介绍过的方法与步骤进行分析。

此时观察到下面几处要点：

先看ANOVA表中的总效果。在本例中，对应主效应项及2阶交互项的p值分别为0.000（即＜0.001）和0.018，表明应拒绝原假设，即可以判定本模型总的说来是有效的。在本例中，对应失拟项的p值为0.157，其值比临界值0.05大，表明无法拒绝原假设，即可以判定，本模型删去了好多项，但并没有造成失拟现象。再看删减后的模型是否比原来有所改进。我们把各项计算结果列在这里，用来比较全模型与删减模型哪个更好，结果见表13—8。

表13—8　全模型与删减模型效果比较表
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可以看出，由于模型项数减少了6项，R-Sq通常会有微小的降低（本例由0.9249降低到0.8968），但关键是看调整的R-Sq（adj）是否有所提高。本例中，R-Sq（调整）由0.8311提高到0.8673，可见删除不显著的主因子及交互作用项后，回归的效果更好了。而S的值由6.00146降为5.31913，PRESS由1778.45降到704.408，再次证明删除不显著的主因子及交互作用项后，回归的效果更好了。

对于缩减模型同样应该进行残差的诊断，但本例中所有的结果都说明模型与数据拟合得很好，残差图也全部正常。

13.3.3.4　对选定模型进行分析解释

经过前三步的多次反复，已获得一个我们认为最满意的方程，将它定为我们选定的模型。

在例13—4中，最后确认的回归方程是：
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除此之外，计算机也提供最后确定了的对原始数据的回归方程：

y＝213.1＋0.5009A－61.35B－2.445D＋1.4225BD

第四步是“对选定模型进行分析解释”，主要是在拟合选定模型后输出更多的图形和信息，并作出有意义的解释。主要包含下列四个方面，而这些要求在MINITAB中都会自动给出结果。

1．再次进行残差诊断

这时残差诊断的目的已与前面的残差诊断不同了。前面的诊断着重考虑模型是否与数据拟合得合适，如何修改模型以求拟合得更好；本阶段的诊断则是在肯定模型不再修改的前提下，判断数据中是否有个别点出现异常。

检验的方法是将分析“正规（Regular）”残差换为分析“标准化（Standardized）”残差，后者在一般教材中称为“t化残差”，它不是简单地把残差减均值并除以残差的标准差，它还要考虑到自变量观测值到自变量平均值之间的距离等因素而得到的（具体计算公式从略）。标准化后的残差可以近似看成相互独立的服从标准正态分布的随机变量，因此标准化残差的绝对值一般不应超过2（标准正态分布落在±2之外的概率大约只有5％），这可以用来检查单个观测值是否有异常（注意这种“异常”不是指观测值是否过大或过小，而是指偏离模型是否很远）。

也可以将“正规（Regular）”残差换为“删后（Deleted）”残差，删后残差是指在全部数据中删除本数据而保留别的数据再进行回归时，对本观测值所得到的残差。删后残差的平方和就是前面提到的PRESS。

如果在实际问题中遇到异常点或强影响点，要考虑到它对估计和拟合的种种影响。解决问题的办法有两种：一是观察删除此点后方程究竟会如何；二是采用一些不大受这种点影响的“稳健”估计方法，主要有R方法（采用数据的秩数据）和M方法（休伯（Hu-ber）提出的一种极大似然估计方法）。有需求的读者可以参考相关专门书籍（如参考文献［3］：茆诗松主编的《统计手册》等），这里不多陈述了。

具体做法是：打开原数据文件，可以看到在拟合最后选定的模型后所形成的“标准化残差”列，仔细察看此列数据。如果全部数值之绝对值都不超过2，则可认为“无异常点”；如果个别数据绝对值超过2，则可认为“此点可能异常”。当然，如果绝对值超过2的点数不超过总点数的5％，则异常的情况并不严重。

在例13—4中，所有标准化残差数据都是正常的。

2．确认主效应及交互效应的显著性，并考虑最优设置

输出各因子的主效应图、交互效应图。在MINITAB软件中可以从“统计＞DOE＞因子＞因子图（Stat＞DOE＞Factorial＞Factorial Plot）”进入，设定各因子的主效应图、交互效应图的设置（“立方图”通常不用显示，除非交互作用太严重，简单效应分析找不到最优点时才用）。我们可以从图中看到，已经选中的那些主因子和交互作用项是否真的很显著，未选中的那些主因子和交互作用项是否真的不显著，从而更具体、更直观地确认选定模型。

在例13—4中，我们考察4个因子，希望断裂强度最大。主效应图见图13—24。

[image: alt]

图13—24　断裂强度的主效应图

从图13—24中可以看出，因子A（加热温度）、B（加热时间）、D（保温时间）三者回归线较陡，故主效应影响确实显著；而因子C（转换时间）回归线较平，故主效应影响确实不显著。为了使断裂强度达到最大，三因子都是取值越大越好，即因子A（加热温度）应取上限860摄氏度，因子B（加热时间）应取上限3小时，因子D（保温时间）应取上限60分钟。

从图13—25中可以看出，只有因子B（加热时间）与因子D（保温时间）二者效应线明显不平行，说明二者交互作用显著。
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图13—25　断裂强度的交互效应图

3．输出等值线图、响应曲面图等以确认最佳设置

我们绘制等值线图及响应曲面图的目的是进一步确认，响应变量是如何受所选中的那些主因子和交互作用项的影响的，它的变化规律如何。在自变量的主效应与交互效应图中我们已经获得一些最佳设置的信息，但这些分析是否准确？我们可以从等值线图及响应曲面图中，直观地看到整个试验范围内的最佳值的位置。

众所周知，等值线图及响应曲面图只能同时考虑两个自变量及一个响应变量。如果自变量个数较多，只能分多组进行，MINITAB也确实设定可以“对所有配对变量绘制等值线图及响应曲面图”。但实际应用中，如果两个自变量间无交互作用时，等值线图是一组平行线，响应曲面图是平面，几乎不增加新的信息。因此为了集中精力研究变化规律，最重要的只需绘制有交互作用的那些自变量就够了。

在例13—4中，只有因子B（加热时间）与因子D（保温时间）二者交互作用显著，我们绘制这组等值线图及响应曲面图，而设定另一个影响显著的变量A（加热温度）为最佳设置（取最大值860摄氏度）。具体操作如下：从“统计＞DOE＞因子＞等值线／曲面图（Stat＞DOE＞Factorial＞Counter/Surface Plot）”进入，在设置后就可以获得结果了（等值线图见图13—26，曲面图见图13—27）。
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图13—26　断裂强度的等值线图
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图13—27　断裂强度的曲面图

从图13—26及图13—27中可以看出，断裂强度的最大值确实在B（加热时间）＝3小时，因子D（保温时间）＝60分钟，因子A（加热温度）固定在860摄氏度时达到最大（等值线图中右上角之点）。在MINITAB软件实际绘制的等值线图内，蓝色代表低值，绿色代表高值，高低状况一目了然；本书是黑白两色显示，高低状况不很清楚，但结合曲面图仍可以准确判断出来。

4．实现最优化

在设定的最佳条件下，究竟响应变量可以取什么结果？是否真的是最优？我们应按照具体问题的望大、望小或望目特性在整个试验区域内求得响应变量的最优值。虽然在因子设计阶段，我们的试验设计的主要目标是筛选变量，但根据对于数据的分析，已经可以判断出哪些自变量效应是显著的，哪些自变量效应是不显著的，我们可以在使用这些信息的基础上，获得最佳值。在MINITAB软件中有专门的响应变量优化器窗口。使用时，可以从“统计＞DOE＞因子＞响应优化器（Stat＞DOE＞Factorial＞Response Optimizer）”进入（见图13—28），计算机可以自动给出最优设置。只要在使用前选定响应变量（见图13—28中左）后，再对最优的目标予以设置（见图13—28右）即可。
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图13—28　对断裂强度使用响应变量优化器

根据具体问题要求，优化目标有望大型、望小型和望目型三种。设置时先要选定目标的类型。如果是属于望大型的，在对最优的“目标（Goal）”设定上，取“望大（Maxi-mize）”，在“设置（Setup）”中，只需填写“下限（Lower）”及“望目（Target）”两项，而“上限（Upper）”留为空白。这时，填写的“下限”一定要取试验中已经确实达到的结果（计算机将以此点作为起始点，不要选得太大）；填写的“望目（Target）”一定要远远高于可能达到的最大值（计算机一旦达到此值将立即停止搜索，所以要把目标设得高高的）。如果是属于望小型的，在对最优的“目标（Goal）”设定上，取“望小（Minimize）”，在“设置（Setup）”中，只需填写“上限（Upper）”及“望目（Target）”两项，而“下限（Lower）”留为空白。如果是属于望目型的，在对最优的“目标（Goal）”设定上，三个值都要设定：“望目（Target）”填写目标值，“下限（Lower）”及“上限（Upper）”则填写容许的范围。由于计算机的计算要兼顾这三种不同的需求，为此，通常要把求响应变量Y达到最优的问题转化为求一个渴求函数（desirability function）的单个合意度（desirability）d（0≤d≤1）达到最大的问题。d的取值越接近于1表示越满意，d的取值越接近于0表示越不满意。这个渴求函数的具体设置是计算机根据望大、望小或望目三种不同情况自动设置的，若响应变量y的估计值为[image: alt]，设定的权重为r，合意度d的定义如下：

（1）望大型：设下界为L，目标为T，则
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（2）望小型：设目标为T，上界为H，则
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（3）望目型：设下界为L，目标为T，上界为H，则

[image: alt]

对同一个问题，如果对于下界L、目标T、上界H的这几个值的设定不同，则合意度可能不同，但最终的最优解是不受影响的。“权重（Weight）”取值r的范围是0.1～10，通常设定（即默认值）为r＝1。小于1时将减小对目标的强调；等于1时将目标和上下限视为同等重要；大于1时将加大对目标的强调。权重的含义在图13—28中右图下端给出了形象的描述，r值只在有特殊要求时才需要修正。计算机自动搜索后，将得到d达到最大值的结果。如果同时考虑多个目标（本窗口号称可以同时处理25个响应变量），则使用者可以按重要性赋予不同的重视程度。如果同时考虑k个响应变量的优化问题，当第i个响应变量的“重要性（Importance）”取值为wi（其设定范围是0.1～10）时，则可以将各自的合意度di组合成为一个综合指标：复合合意度D。其定义为：
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式中，W＝∑wi，是所有重要性的总和。这时，D相当于对各个di以wi为权重的几何平均值。特别地，如果这些权重全部相等，则式（13—15）可以简化为这些合意度di的简单几何平均值：
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对于只有单个响应变量的情况时，根本不必设定重要性，保持默认的wi＝1就行了。

在例13—4中，问题是属于望大型的，在对最优的“目标（Goal）”设定上，取“望大（Maximize）”，在“设置（Setup）”中，填写“下限（Lower）”取“560”（这个值是在做过的试验中已经实现了的），取“望目（Target）”为“600”（这个值是在做过的试验中未能达到的，是较高理想），“上限（Upper）”留为空白。计算结果见图13—29。

[image: alt]

图13—29　断裂强度响应变量优化器结果图

这个图中共有3列，分别是我们选中的自变量。最上端列出各变量名称、取值范围及最优设置（用中括号括起）。上半图是合意度d的取值情况，下半图是最优化结果：最大值在因子A（加热温度）取860摄氏度，因子B（加热时间）取3小时，因子D（保温时间）取60分钟时达到，断裂强度最终可以达到569.2066。合意度d＝0.23016（所填写的上下限有变化时，此值可能也变）。

响应变量优化器可以进行人机对话，图中的各项设置都是可以调整的。每个自变量的设置值（竖直红线）可以用鼠标拖动，也可以双击最上端的红色区间（用中括号表示的）直接设定数值。这可以弥补计算机考虑不周时的不足，用人工方法协助计算机完成选优工作。

这里要对例13—4中的数据再作些解释。从数据表中，我们明明看到已达到的最大值是第9号试验点的y＝574.5，为什么计算出的最优值却只有569.2？实际上，由于自变量C（转换时间）作用不显著，而试验数据中对应A（加热温度）取860摄氏度，因子B（加热时间）取3小时，因子D（保温时间）取60分钟的试验一共进行了两次，除了第9号试验外，第13号试验条件也如此（只是C（转换时间）不同），但13号试验结果只为561.8，我们不能只看好的，而应考虑在此试验条件下所有可能取值的平均状况。我们预测的最优值569.2066是有道理的。

13.3.3.5　进行验证试验

DOE分析“五步法”中的第五步是判断“目标是否已达到？”这主要是将预计的最佳值与原试验目标相比较。如果离目标尚远，则应考虑安排新一轮试验，通常是在本次获得的或预计的最佳点附近，重新选定试验的各因子及其水平，继续做因子设计DOE或回归设计（RSM），以获得更好的结果。如果已基本达到目标，则要做验证试验以确保将来按最佳条件生产能获得预期效果。试验设计大师博克斯（G. Box）有句名言：“所有统计模型都是错的，只不过有些模型有用罢了”（All models are wrong, some are useful）。我们根据试验数据所建立的任何统计模型是否符合实际规律，在未验证前都是没有把握的。通常的做法是先算出在最佳点的预测值及其变动范围，然后在最佳点做若干次验证试验（通常要3次以上），如果验证试验结果的平均值落入事先计算好的范围内，则说明一切正常，模型是正确的，预测结果可信；否则就要进一步分析发生错误的原因，改进模型，再重新验证，以求得符合实际数据的统计模型。

1．直接得到预测区间

从回归分析（见9.2.6节）介绍中可以知道，预测区间分为对于理论均值的预测（95％ CI）及对于单个试验结果的预测（95％ PI）两种。前者所谓“理论均值”实际上相当于进行无穷多次试验结果的平均；后者所谓“单个试验结果”实际上相当于进行一次试验得到的值。我们下面给出MINITAB的操作步骤。

从“统计＞DOE＞因子＞分析因子设计（Stat＞DOE＞Factorial＞Analyze Factorial Design）”进入，得到如图13—30所示界面。请注意，我们在“项（Terms）”中已经将最终选定的模型中包括了因子A（加热温度）、因子B（加热时间）、因子D（保温时间）以及因子B与D的交互作用项。再打开“预测（Prediction）”窗，在“因子”设定值格内按“项（Terms）”中顺序填写最优设置即可（注意不要受“预测”窗中列出了全部变量的影响，这里不用填写交互作用项的实际数值）。
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图13—30　试验设计的预测计算操作

计算机将自动给出下列数值结果：
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最左侧给出的拟合预测值是569.207，就是将自变量值代入回归方程所得的结果，这与最优值的预测是一致的。拟合值标准误为2.926，是拟合值的标准差，此值在作进一步计算时还有用。预测值平均值置信区间（95.0％ CI）的结果是（562.931，575.483），表明了回归方程上的点的置信区间。对此区间可以理解为，当按照此自变量的设置无限多次重复运行下去将会获得的理论均值的95％置信范围，此值可以作为改进结果的预报写在总结报告中。在例13—4中，具体说就是：当加热温度取860摄氏度，加热时间取3小时，保温时间取60分钟时，我们可以有95％把握断言，断裂强度平均值将落入（562.931，575.483）之内。后一个置信区间95％预测区间（95.0％ PI）表明的是以上述回归方程上的点的置信区间为基础，加上单个观测值具有试验误差而给出的置信区间。这里，95％预测区间（95.0％ PI）是将来做一次验证试验时将要落入的范围，可供做验证试验时使用。换言之，当加热温度取860摄氏度，加热时间取3小时，保温时间取60分钟时，我们可以有95％把握断言，任何一块钢板的断裂强度将落入（556.186，582.227）之内。

上述结果只给出了验证试验次数m＝1及m＝∞的两种特例情况。一般验证试验要3次以上，下面还需要学会求出这m次验证试验获得的均值所应落入的置信区间。

2．任意次数验证试验平均值的预测区间

m个观测值的平均值的95％置信区间计算公式是：
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式中，n是试验总次数；p是最终模型中所包含的项数（常数项要计算在内）；m是验证试验的次数；SE of Fits是在回归方程预测值时输出的拟合值的标准误（在输出拟合值后，紧接着就有“拟合值标准误（SE of Fits）”的数值）；MSE也就是σ2的无偏估计量，它就是在ANOVA表中输出的对应“残差误差”的adj MS项。

显然，当m＝1时，此置信区间就是95％预测区间（95.0％ PI）；当m趋于无穷大时，此置信区间就是95％置信区间（95.0％ CI）；当需要求出m个（例如m＝3或m＝5）观测值平均值的95％置信区间时，只要代入相应的m的数值就行了。

在例13—4中，试验总次数n＝19，最终模型中所包含的项数（含常数项）p＝5，验证试验的次数m＝3。SE of Fit＝2.926（见刚才的预测结果），MSE＝28.29（见ANOVA表），查14个自由度的t分位数表（见本书附表3）可得
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因此，变动半径的公式如下所示：
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因此可知，3个观测值的平均值的95％置信区间为：
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这样的计算太麻烦，为了大家使用方便，本书提供了宏指令，读者可以直接得到所要结果。

在调用宏指令之前，先要在某空白列上填写出最佳设置的数值，不但要包含自变量项，而且要含交互作用项。

在例13—4中，我们将第10行命名为“X预测”，其中有4项：860，3，60，180。其中前3项分别为加热温度、加热时间及保温时间之值，最后的值“180”是BD乘积项值。

调用宏指令格式为：

％ypred　y　M　p　m　xpred

式中，y是响应变量；M是设计矩阵；p是最后回归方程所含项数（含常数项在内）；m是准备进行的验证试验的次数；xpred是自变量的最佳设置。请注意，由于MINITAB R15与R16在程序中有变化，在因子设计时，R15的设计矩阵一律使用原始数据形成，而R16则一律换用代码数据，因此我们在进行预测结果的计算时，就要用不同的预测自变量数据。为了避免混淆，最好先输出设计矩阵来看一下（从“数据＞显示数据（Data＞Display Data）”入口，指明显示矩阵M1就可以）。对于例13－4，下面分别显示出R15及R16的设计矩阵内容：
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我们在数据文件“DOE_热处理（全因）.MTW”中的C10中，给出了用原始数据表示的有显著效应的自变量最佳设置点：A加热温度为860（℃），B加热时间为3（小时），D保温时间为60（分钟），加上显著的交互作用BD，自变量最佳点的设置为“860，3，60，180”。C10这一列是在用MINITAB R15版本时使用的，换用R16时，则要使用C11列，那里是代码化的设置“1，1，1，1”。具体到例13—4，如果使用MINITAB R15，则调用宏指令的命令为：

％ypred　C9　M2　5　3　C10

如果使用MINITAB R16，则调用宏指令的命令要换为：

％ypred　C9　M2　5　3　C11

不论哪个版本的MINITAB，计算结果都是相同的。

最后结果表明，如果验证试验重复进行3次，则其平均值应落入（560.109，578.304）之内。如果平均值确实落入此区间，则说明试验结果分析及预测等结论都是可信的。

实际计算时，为了避免出错，在调用宏指令时，可以先令m＝1，这时得到的结果应该与计算机算出的95％预测区间（95％ PI）一致，然后再来计算自己设定的m值。

13.3.4　全因子设计的补充介绍

在上节我们介绍了最常见的全因子设计方法。实际上，全因子设计方法内容非常丰富，本节将补充介绍下列常见情况，包括：（1）无中心点重复的计算例题；（2）含离散型变量为因子的例题；（3）响应变量需要变换的例题；（4）离散型响应变量的处理方法；（5）带区组的例题。

13.3.4.1　无中心点的试验及分析

作为因子设计，使用博克斯推荐的设计点加上若干中心点的方法是最有效的方法。但有些时候，进行中心点的试验很困难或很麻烦，不希望进行中心点的试验；有时试验中含有离散因子，根本就没有“中心点”可言，这时当然可以考虑选择使用“伪中心点”，但也可以放弃安排伪中心点处的试验；解决此问题的通用选择就是进行重复试验。这时，我们可以只在因子点上仿行（即“重复”）一次，分析方法基本上与含中心点的试验相同，下面举例说明。

例13—5

铣床加工精度分析试验。为了保证精密轴孔的光洁度（用平面度来度量），在加工轴孔时要进行最后一道工序——铣床加工。在铣孔的过程中，影响平面度的最重要因子有A“转速”，B铣刀的“进刀速度”及C“润滑油进给量”。调整铣床的参数较困难，如果增加中心点的试验则要多增加一次调整铣床时间，因此免去中心点的试验安排。为实现重复，则每个试验点皆重复一次。本来按随机化要求，要将所有试验次序全部随机排序，但这样做，又会增加试验时间。为此，考虑到，由于整个加工试验时间不需要太长，按同一参数连续加工两个零件不会影响随机化，因此最后决定进行3因子2水平不含中心点仿行1次的全因子试验，且仿行是两次连续进行的。A：转速的高水平为860（转／分钟），低水平为800（转／分钟）；B：铣刀的进刀速度高水平为1.5（mm／秒），低水平为1.0（mm／秒）；C：润滑油进给量高水平为7（毫升／秒），低水平为6（毫升／秒）。试验结果列在表13—9中（数据文件：DOE_铣孔（无中心点）.MTW）。

表13—9　铣床加工精度分析试验数据表
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解　下面给出分析结果。实际上，不含中心点的试验结果之分析过程与一般全因子试验（如例13—4）完全相同。由于不含中心点，因此在分析结果时无法估计出是否有弯曲，除此之外所得的结果与含中心点的一般全因子试验完全相同。这点反映在方差分析表中。本例的一般结果从略，其方差分析表为：



平面度的方差分析（已编码单位）
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在此处的方差分析表中，在残差误差的组成项中，除纯误差项外，只含有“失拟”项的估计，根本没有“弯曲”项的估计值。在进行试验前，对此应考虑清楚。在本例中，安排中心点当然会增加完成试验的难度（多调整一次参数的设计值），但好处却是可以估计是否有弯曲。如果事先能肯定不存在弯曲时，不安排中心点则无任何问题；反之，不能肯定是否存在弯曲时，则还是应该安排中心点的试验的，且这样做的结果在总试验次数上还是合算的。本例后续的结果分析在此全部从略，大家不难自行完成。

13.3.4.2　含离散因子的试验及分析

前面几个例子中，我们所举的自变量全部是连续型的。但实际工作中有可能出现离散因子（即离散型自变量）的情况。下面举例说明自变量中若同时含有连续型和离散型两种情况时，应该如何处理。

例13—6

提高合成氨产量试验。为了提高合成氨的产量，要选择最佳工艺条件，这里含3个重要因子：A反应温度（Temp）、B反应时间（Time）及C催化剂种类。这里，A及B皆为连续型自变量，而C为离散变量（1号及2号催化剂两种）。安排含4次中心点的2水平全因子试验，且两种催化剂各试验两次。A：反应温度的高水平为780℃，低水平为760℃；B：反应时间高水平为44分钟，低水平为40分钟；C：催化剂高水平为2号催化剂，低水平为1号催化剂。响应变量为产量（单位：千克）。试验结果列在表13—10中（数据文件：DOE_合成氨（含离散因子）.MTW）。

表13—10　合成氨试验数据表
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解　本例与一般的全部为连续型因子试验在分析时的最大不同是回归方程有变化，同时在绘制残差分析图的操作中有不同（CT含义及详细操作见下面的解释）。

本例的计算结果输出表是这样的：



产量的估计效应和系数（已编码单位）
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产量的方差分析（已编码单位）
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从方差分析表中可以看出，数据并无弯曲及失拟，因此可以直接分析各因子的响应。这里要注意的是：含离散因子的方程解读与全部是连续因子的情况有所不同。上面各因子效应的分析中，结果看似无任何特殊之处，实际则不然。本例的回归方程写出来应该是：
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这就是说，含离散因子的回归方程一定会分为几叉，本例离散变量取2值，因此分两叉；有两个分别取2值的离散变量时，共分4叉，…，依此类推。当催化剂分别为1号和2号时，方程分别采用上下两不同的表达式。而且注意，在最开始得到的估计效应和系数表中的各个系数实际上相当于离散因子取第二个水平时的系数，因为效应（系数也一样）代表的是离散因子“高水平”与“低水平”的响应变量值之差，其差值为正时，代表的是的离散因子取“高水平”比取“低水平”要高，反之亦然。本例中，催化剂的系数－3.877为负，代表响应变量的值在催化剂取“高水平”（2号）要比催化剂取“低水平”（1号）低。

在进一步的分析中，发现本例中有两项交互作用项不显著，而且残差正常、不需要对y进行变换的情况，这时，在修改模型时只要去掉这两个不显著项就行了。经修改模型删除两项交互作用项后，最后可得结果如下：
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因此，显著项为A（温度）、B（时间）、C（催化剂）及AB交互项，最终的回归方程为：
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这就是说，如果温度和时间不变，只是催化剂变化时，它们的常数项要进行修改（即分别减或加某个常数，此常数即该项的“回归系数”）。这一点与回归分析是一样的，我们在9.4节Logistic回归中的例9—8中的回归方程（9—38）也列出了详细结果，不过那里已经直接给出了离散自变量取不同值时的修改结果。

另外一点不同是在含离散因子时，其绘制残差图时也有不同。由于MINITAB软件的限制，当自变量为离散型因子时，在绘制对该变量的残差图时，计算机不能直接生成残差图。补救的办法是：另加一列“连续型”的数字来代表这个离散型因子的取值就行了。本例中，新增加取名为“CT”列，它取值（按连续变量取值）为－1（催化剂为1号）及1（催化剂为2号）。从“统计＞DOE＞因子＞分析因子设计（STAT＞DOE＞Factorial＞Analyze Factorial Design）”窗口进入后，在关于“图形”的窗口（参看图13—15中左下）中，在“残差与变量”项下，需要填写的除了原来的“Temp”、“Time”外，还要增加一个“CT”（参见图13—31中左侧）。其残差输出图（参见图13—31中右侧）也与连续自变量的残差图略有不同（这里无中心点，因此只在“－1”、“1”两处有残差）。
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图13—31　含离散因子的残差分析操作图及残差图

对于残差的分析等项工作，并未因是否为离散因子而不同。主效应图及交互效应图分别如图13—32和图13—33所示。
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图13—32　含离散因子的主效应图
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图13—33　含离散因子的交互效应图

从主效应看，三个因子效应都是显著的；除A（温度）与B（时间）之间交互作用显著外，其他各项交互作用都不太显著。

等传值线图（见图13—34）及曲面图（从略）进一步证实了上述分析。
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图13—34　合成氨产量的等值线图

总之，本例的结果为回归方程（13—18）。从方程中可以看出，当温度取高水平（高温：780℃）、时间取高水平（长时间：44分钟）（即等值线图中的右上角）时，等值线取最大值；仔细比较图13—34中两图，可看出当催化剂取1号时，产量可以达到最大。

13.3.4.3　响应变量需要变换的试验及分析

前面介绍的几个例题中，残差图基本上是正常的。但如果残差与自变量的残差图中出现了弯曲，就说明此时仅拟合线性方程是不够的，需要在回归方程中增加自变量的高阶项，而这只能通过增加试验点的方式实现，这就是后面介绍的响应曲面设计方法，在此不加说明。如果残差与响应变量预测值的残差图中出现了非齐性（即“喇叭口”或弯曲）或者在ANOVA表中出现了严重的失拟，就说明此时对于现在的响应变量拟合此线性方程是不合适的。对于残差图中出现了“喇叭口”通常需要对响应变量进行某种变换，这点容易理解，也容易找到含有数据的实际例题（这里不详细举例解释了），但有时明明看着残差图好像不正常，但又说不出哪里有问题。因此，凡是残差与响应变量预测值的残差图或残差与自变量的残差图出现弯曲（不用管ANOVA中弯曲项及失拟项是否显著），则通常需要检查残差是否齐性，并确定是否需要对于响应变量进行变换。至于“弯曲”与“失拟”两者的差别与联系，我们只能简单介绍一下。一般，我们在DOE中说的“弯曲”通常都是指响应变量的回归方程中未含二次项时，以中心点的试验结果与试验点连线形成的线性方程为比较标准，查看是否与线性回归方程有显著偏离；我们在DOE中说的“失拟”通常都是指响应变量的回归方程中未含各高阶项（三次、四次等）、高阶交互作用项时，试验结果是否与回归方程有显著偏离。由于二者强调的内容不同，常常出现只有“弯曲”及“失拟”中的某一项，对于它们的解决方法当然也是不同的，对“弯曲”常增加二阶项即可；对“失拟”则复杂得多，先要判断是缺什么项造成的，然后补加该项即可。有时，看起来像是有“弯曲”，但ANOVA中“弯曲”并不显著，而“失拟”倒很显著，这就要更仔细地分析才行。详细介绍见例13—7。

对于残差图中出现了“喇叭口”的情况我们不再举例（在例9—5氨损失量的回归分析中有类似的状况），下面举例说明因出现“失拟”而需要对响应变量进行变换的情况。

例13—7

提高金属疲劳寿命试验。为了提高钢板的性能，特别是担心钢板在长期使用后由于疲劳而发生断裂的情况出现，要选择最佳的材料、热处理工艺条件等。现在普遍使用电渣重熔钢方法冶炼，这里含2个重要因子要考虑：A（铬的含量）和B（锰的含量）。在热处理过程中，一般处理方法是相同的，可变的只有因子C：热处理时间。对于这3个因子安排含3次中心点的2水平全因子试验。A：铬的含量高水平为1.46％，低水平为1.42％；B：锰的含量高水平为0.32％，低水平为0.28％；C：热处理时间高水平为80分钟，低水平为60分钟。在疲劳寿命试验中在低温情况下用弯折机对钢板条进行反复弯折，以折断所需次数为响应变量寿命（单位：次数）。试验结果列在表13—11中（数据文件：DOE_疲劳寿命（变换）.MTW）。

表13—11　金属疲劳寿命试验数据
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解　对于此数据的分析过程的操作与例13—4完全相同，但对于结果的分析则要仔细注意，特别要重视残差图与数值分析结果的对应解释。拟合模型的数值结果如下：



寿命的估计效应和系数（已编码单位）
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寿命的方差分析（已编码单位）
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从上述结果可以看出，虽然模型总响应勉强是显著的，但这里出现了严重的失拟，可弯曲却又看不出问题。下面用残差图（见图13—35）来验证分析。
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图13—35　提高金属疲劳寿命试验的四合一残差图

这个四合一残差图显得怪怪的，残差的数值好像集中在两处（见图13—35左上及左下）。再从对3个自变量的残差图（见图13—36中左上、右上及左下）可以看出明显的“弯曲”，可数值结果却只认为有“失拟”，而不认为有弯曲，所以还不能仅使用“增加自变量高阶项”的办法来解决。
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图13—36　疲劳寿命试验各个自变量的残差图及宏指令结果

为了处理含有失拟的这种问题，通常应该对模型拟合方面是否有大的问题予以检查，这通常与“是否需要对响应变量进行变换”结合起来。

为此，我们调用宏指令来观察是否需要和怎样进行对响应变量的变换。调用方法与例13—4完全相同。本例响应变量值存在C8列，设计矩阵存在并命名为M1，选取了变量共7个（3个自变量，3个交互作用项，1个常数项），故调用格式为：

％boxcoxdoe　C8　M1　7　C21-C60

结果得到图形如图13—36中右下图所示。

从图13—36中右下图可以看出，当λ＝1时，蓝线略微超过了红色的边界线，因而提示我们应该对响应变量进行变换。究竟λ选多少最合适？图中似乎认为λ＝－0.5最好，但考虑到实际意义，取负次方幂较难解释，况且λ＝0也是一个较好的选择，而λ＝0意味着对响应变量取对数，而这是很常见的手法（以后在“可靠性统计分析”可以知道，当寿命分布为Weibull分布等很多情况下都要取对数）。我们就在数据表中，另行生成一列lnY列（见表13－11第9列）。下面的工作就是对于lnY进行分析，当分析结束后，再将其数值取指数还原为寿命数据。

对于lnY进行分析的结果则一切正常了。残差正常，显著自变量只有A及C（即铬含量和热处理时间），当铬含量最高及热处理时间最长时，金属的疲劳寿命将达到最大。

13.3.4.4　带区组的试验设计及分析

我们在上面介绍的试验设计中，一般都暗含假定了在试验的整个过程中，一切条件都是不变的，换言之，所有的试验都是在有计划的安排之下，试验中只受到完全随机的试验误差干扰，试验条件的变化是根据设定的因子的变化而给定的，试验材料性能保持不变，人员保持不变等，我们概括地称之为试验条件是“齐性”的。但在实际工作中，时常会出现在随机干扰的同时，还有系统的干扰，例如材料并非由单个供应商提供，材质可能有不全相同的情况，不同的试验人员和试验工具等，即称为试验条件是“非齐性”的。如果不考虑这种非齐性的情况（例如材料在试验过程中有变化），则会使试验误差增大，在进行ANOVA分析及因子响应分析时，由于分母（误差项）变大，而常常不能敏锐地发现已经有显著效应的因子或交互作用。如果我们能事先明确造成非齐性的原因（例如试验中必须使用两批材料，将其作为区组），将这项原因分离出来，即有
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这里把误差项分为“区组”部分和“剩余误差”两部分后，当有“区组”效应出现时，“剩余误差”部分将远小于原来的全部“误差”项。这时，对于总离差平方和的分解式写出示意关系是这样的。

未将区组列入模型：
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将区组列入模型：
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由于有这样的拆分，在进行ANOVA分析和各因子主效应（或交互效应）分析时，将大大减小分母的数值（由SS误差换成SS剩余误差），因而会敏锐地发现已经有显著效应的因子或交互作用，提高试验的精度。

有人会问：将全部试验安排在不同的区组内，实际上不也是将区组当成了一个因子了吗？是的，但它与普通的因子并不一样。虽然在试验安排或统计分析过程中，处理起来是都采用相同的按“因子”来处理，但一般来说，我们对研究因子的效应是感兴趣的，而对区组的效应是不感兴趣的。区组是客观存在的不得不面对的试验条件的不同，我们不必也不能将区组取消掉而让全部试验一定在齐性条件下进行。对于这种不得不考虑的因子，常常也称之为“讨厌因子”。

在对于含区组的试验设计的处理中主要是要注意：在分析时，区组一定要当作因子的分析（这样分析才能准确、灵敏）；在预报时，区组一定不要当作因子，在模型中应予以删除（能加以“设定”的因子通常已经是可控的普通因子了）。下面举例来说明带区组的试验设计计划安排及统计分析方法。

例13—8

陶粒混凝土强度的分析。一般的混凝土是由水泥、砂及石料所构成的，石料虽然坚固，但其自重过大，这是普通混凝土的最大缺点。发电厂在使用粉煤发电时，必然产生大量的粉煤灰，存放粉煤灰既占空间又容易污染环境，将粉煤灰经烧结而形成鸽蛋大小的球状物陶粒，不但能代替石料形成混凝土，而且将污染环境的粉煤灰清理干净，是一项有重大环保价值的举措。本试验设计为探索生产陶粒混凝土的工艺条件。为了提高陶粒混凝土构件板的强度，要选择最佳工艺条件，这里含4个重要因子：A水泥用量，B含砂率，C陶粒用量，D搅拌时间。全因子试验（含中心点）至少20次左右，而实际试验过程中，由于同炉生产的陶粒无法满足这样多试验的要求，只好使用由两个烧结炉烧结而成的共两批陶粒，同炉陶粒可以保证有较好的同质性，而两炉则不能保证它们的性能没有显著差别，考虑这样的安排就是把材料的不同来源当作区组，这就是含区组的试验设计。安排4因子的2水平全因子试验，分两个区组（甲、乙两炉陶粒），共含4次中心点。A：水泥用量，高水平为220kg，低水平为200kg。B：含砂率，高水平为38％，低水平为36％。C：陶粒用量，高水平为280kg，低水平为260kg。D：搅拌时间，高水平为8分钟，低水平为6分钟。区组1、2分别为甲、乙两炉生产的陶粒。试验结果列在表13—12中（数据文件：DOE_陶粒（含区组）.MTW）。希望分析出显著因子及显著交互作用项，给出在现有条件下的最优设置条件，并预报出在最优设置条件下强度的预测值及相应置信区间。

表13—12　陶粒混凝土强度试验数据表
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解　在生成试验计划时，填写因子个数时仍应填“4”（区组因子个数不计算在内），在“设计”中，选“每个区组含中心点数”为“2”，“仿行数”保留为“1”不变，“区组数”填写为“2”；打开“因子”项后，按要求填写4个可控因子的名字及相应高低水平之值，这就可以得到试验计划表了（见表13—12的前8列）。

按区组设计要求，两个区组各进行10次试验，养护28天后，将混凝土构件放在压力机上受压破碎，记录下其结果列在“强度”列中（见表13—12最后一列）。

在分析带区组的试验设计时要注意：分析时要将“区组”选为因子（因此因子个数要增加一个），中心点与原来一样仍然保留不选“在模型中包含中心点”项；在残差分析的图形中，对于“残差与变量”框，除了要填写各自变量外，要增加残差对“区组”的图形（操作图如图13—15中左下图所示，在最下方的“残差与变量”栏中，加选“区组”即可，此处界面从略）。

计算结果如下：



拟合因子：强度与区组，水泥量，砂比率，陶粒用量，搅拌时间

强度的估计效应和系数（已编码单位）
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强度的方差分析（已编码单位）
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分析时，首先要看ANOVA中模型的总效果是否显著（本例的主效应项的p值为0.000，因此模型总效果显著），是否有“弯曲”或“失拟”（本例这两项p值分别为0.871和0.904，都不显著）。在此基础上，容易看出，区组效应项的p值为0.035，说明区组的效应还是显著的（即两炉生产的陶粒间确实有显著差异，我们原来的担心被证实了）。本例中，残差分析都正常（从略），显著项（以α＝0.05为显著水平）有全部4个主效应项及交互作用项“砂比率*陶粒用量”。

由于残差图都正常，修改模型只需删除不显著项，其结果如下：



拟合因子：强度与区组，水泥量，砂比率，陶粒用量，搅拌时间

强度的估计效应和系数（已编码单位）
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强度的方差分析（已编码单位）
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写出完整的回归方程为：

[image: alt]

回归方程中各自变量上带有“*”是表示代码化的数据，回归方程对于区组是分叉给出的。

下面求出在现有条件下的最优设置条件，并求出在最优设置条件下强度的预测值及相应置信区间。

由上述回归系数的估计结果，加上因子效应图及等值线图等工具的使用，可以看出在现有条件下的最优设置条件是：水泥量、砂比率及搅拌时间取高水平（水泥量＝220kg，砂比率＝38％，搅拌时间＝8分钟），陶粒用量取低水平（陶粒用量＝260kg）将会使构件强度达到最大。由于我们对于最佳设置的选择应该与区组无关（因为预报时事先无法选择或指定某个区组），因此进行预报时必须按上述显著项对于不含区组的模型重新计算，然后才能代入求出预测值及相应置信区间。我们先对不含区组的模型进行计算，其结果为：



拟合因子：强度与水泥量，砂比率，陶粒用量，搅拌时间

强度的估计效应和系数（已编码单位）
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强度的方差分析（已编码单位）
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比较一下“将区组列入模型”和“未将区组列入模型”，可以看出它们的差别。两者的总离差平方和虽然都是24318.0，将区组列入模型时，分解式为：
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未将区组列入模型时，分解式为：
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但正因为区组效应显著，原来分母误差项离差平方和中将分离出有很大的数值的区组离差平方和（总SS误差＝1098.9，扣除SS区组＝400.5），剩余的参加效应分析的分母将变得小很多（本例中SS剩余误差＝698.3），这使各个系数的显著性估计都更准确了。总之，将区组列入模型会把SS误差（1098.9）换成SS剩余误差（698.3），确实会使各个因子效应项及回归系数的估计精度提高。

实际上也确实如此：将区组列入模型的分析中，4个主因子及交互作用项“砂比率*陶粒用量”都是显著的；但未将区组列入模型的分析中，因子D（搅拌时间）及交互作用项“砂比率*陶粒用量”都变成不显著的了。我们的分析结论必须以将区组列入模型的分析为准。但进行结果预测时，我们一定要用“未将区组列入模型”的回归结果来计算，但最佳设置一定要按“将区组列入模型”的回归结果来给出，在删除不显著的5个交互作用项后，再将4个自变量的设置都代入。事实上，将区组列入模型的分析中对于标准差的估计量是S＝7.32929（这是MS剩余误差＝53.7的平方根），未将区组列入模型的分析中对于标准差的估计量是S＝8.85943（这是MS剩余误差＝78.5的平方根），我们的预测必须以较大的标准差作为预测值波动的基础。本例得到的计算结果是：
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我们得到的陶粒混凝土构件强度的预测值为543.029，其多次试验的平均值的95％置信区间（称为95％置信区间CI）为（531.588，554.469），其单次试验的值的95％置信区间（称为95％预测区间PI）为（520.849，565.209）。




这里要说明的是，如果试验结果的分析中指明“区组效应显著”的话，应该引起警惕。为什么会出现这样的显著差异？要尽量分析出原因，以便对误差加以控制；实在找不出原因时，只能承认试验误差太大，要对预测结果可能存在的较大波动进行充分的估计。

13.3.4.5　离散型响应变量的试验设计及分析

我们在上面介绍的所有的试验设计中，全都假定了响应变量是取连续型数值的。但在实际工作中常常会遇到离散型响应变量的情况，主要是收集到的数据是只有“是”“否”、“合格”“不合格”的计量型结果，计算出来只有合格率、不良率等类指标。这时一定不要勉强将合格率、不良率数据当作连续型变量来处理。有人认为，比率是带小数的，当作连续型变量来对待在外表上是看不出问题的。但实际上除非样本量很大（达到成千上万），否则都是有很大问题的。

回顾在Logistic回归中讨论的问题，那时就是要处理响应变量是离散型数值时的处理办法，现在的问题是相同的。仿照Logistic回归的办法，处理离散型响应变量的最好办法是对这些数据采用变换的方法，化成连续型变量来处理，最常用的变换是Logistic变换。关于Logistic变换的基本内容，我们已经在本书9.4节“离散变量Logistic回归”中，做了介绍。在式（9—33）中，给出了下列公式（下面重新给出并给出新公式号），它可以将比率p变换成连续型数据y：
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式中，p是“成功”比率，[image: alt]称为差异比（odds ratio），[image: alt]称为是比率的Lo-gistic变换。在得到y值后，可以将式（13－22）反解求出p，得到下式：
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现在再补充说明一些在试验设计中对于式（13—22）的应用方法。

通常，如果进行了n次试验，其中“成功”（注意，“成功”可能代表着“良品”，也可能代表“不良品”）为x次，一般都是用式（13—24）作为p的估计量：
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大家公认这样的估计是天经地义的，但如果用此值作为响应变量来进行试验结果的分析理论上是不妥的，而且估计出的结果也不准确。在一般情况下，当x不小于5，n不小于100，这样估计是可行的。但在式（13—24）中，如果出现x＝0或x＝n的情况，p将估计为0或1，这时带入式（13—22）无法取对数，因此，式（13—24）就有问题了。另外，用式（13—24）估计得出的[image: alt]或[image: alt]在解释上也不一定合理。例如，1976年，唐山大地震后，要对京津地区的地震烈度进行测定（注意，一个地震的震级只有一个，唐山地震的震级为7.8，但各地区的烈度可以是不同的。例如，唐山市区的地震烈度为11度；天津烈度大部分是8度，局部地区为9度；北京则更小些）。调查烈度的粗略方法是将某指定地区划分为0.5千米见方的小方格，在每个小方格内，现场计数高度超过8m的烟囱总数及倒塌数，以倒塌比率来估计该小方格区域的地震烈度，这样的粗略估计是有效的。但是，如果一个小方格内有3个烟囱，全部倒塌；另一个小方格有100个烟囱，也全部倒塌；这两个小方格区域倒塌率估计值皆为1，可是后者的烈度肯定会更强些，因此用式（13—24）作为p的估计量似乎不够合理。经过统计学家使用Bayes理论的分析，在假定p的先验分布在［0，1］是上均匀分布时，得到p的Bayes估计为：
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工程界结合工程经验，将式（13—25）修正为式（13—26），这个公式已纳入多项国际标准及国家标准。
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我们也推荐这个公式。以此式为依据，则式（13—22）将写成：
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总之，如果进行n次试验，其中“成功”次数为x，将这两个数值代入式（13—27），得到y值，我们就可以将y值当成连续型响应变量进行各项统计分析了。下面举例给出详细的计算步骤并说明用x/n来估计不良率之缺点。

例13—9

降低TPU单板不良率的试验分析。将合格的芯片颗粒进行封装并焊线、点胶后用模压将其成型，再用高温封装。初步分析认为，焊线时焊机使用的时间，模压时的压力及最后高温封装时的温度是影响单板不良率的3个显著因子。为降低最后的不良率，进行了3因子各2水平加4个中心点的全因子试验。因子A：焊机使用时间，高水平为80毫秒，低水平为60毫秒；因子B：模压时的压力，高水平为260帕，低水平为240帕；因子C：高温封装温度，高水平为160℃，低水平为150℃。安排全因子试验设计，再安排4个中心点作为试验误差的估计。试验结果列在表13—13中（数据文件：DOE_单板不良率（离散响应）.MTW），其中记录了试验件数n和不良件数x。希望分析出显著因子及显著交互作用项，给出在现有条件下的最优设置条件，并预报出在最优设置条件下不良率的预测值及相应置信区间。

表13—13　TPU单板不良率的试验数据表
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解　这是典型的离散型响应变量的例子。我们列出x/n的值（见表13—13的第10列），用式（13—25）来估计不良率p值（见表13—13的第11列p），用式（13—25）来估计出差异比（见表13—13的第12列Odds）及比率的Logistic变换值（见表13—13的第13列即最后一列y）。下面的分析就以y为响应变量。所有操作与例13—4完全相同，我们只摘录出一些重要结果，详细内容从略。

初步分析结果说明，模型的拟合效果是显著的，残差是正常的，显著的因子只有A（焊机使用时间）和因子B（模压时的压力）。修改模型时，对于将比率经Logistic变换转为连续变量者不能再次考虑是否要再进行Box-Cox变换了，修改模型只需将不显著的各项删除就行了。现在将不显著的交互作用项删去，就可得到最终的模型。经分析，A（焊机使用时间）取最大值（80毫秒）且因子B（模压时的压力）取最大值（240帕）时不良率将达到最小。其预测结果如下：



根据该模型在新设计点处对y＝ln（Odds）的预测响应
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新观测值的自变量值
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这是式（13—22）中[image: alt]中的y值的计算结果，我们用其反变换式（13—23）得到不良率p的预测值及其CI见表13—14。

表13—14　单板不良率的预测结果表
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可以看出，最佳设置将使TPU单板不良率降为约3.54％，95％的置信区间CI为（2.9％，4.2％），95％的预测区间PI为（2.4％，5.1％）。

表面上看，如果不考虑离散型数据的背景，直接以x/n计算p，再求出yy＝ln[image: alt]，然后对yy进行分析是否可行呢？回答是否定的。从理论上讲，我们的试验设计的分析工作都是对结果进行回归分析而得到的，而回归分析是需要很多条件的（3条假定的详细内容请见第9章的9.2.1节），这里关键的是第2条“当自变量x取某特定值时，对应的y值服从正态分布，且这些正态分布对于不同的自变量x值是等方差的”，对于p的估计值x/n而言，显然不能满足这一条件，特别是当试验次数越少时或p越接近于0或1时偏离正态就越严重，而且方差的波动越大。这样一来，回归分析不能使用，DOE的分析结果当然也是不可信的了。



根据该模型在新设计点处对yy＝ln（x/（n－x））的预测响应
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在本例中，不良率大约3％～8％，还不算非常小，用x/n勉强来计算，得到的不良率p的计算结果已经发现偏小了（相应计算结果列在表13－14的最后一列中供参考），当不良率p变得更小（或接近于1）或试验次数减少时，则预测值甚至可能差10倍以上，用x/n来计算是不可取的。


13.4　部分因子试验

因子试验中最有魅力的内容不是全因子试验，而是大大减少了试验次数的部分因子试验。如果在减少试验次数的条件下仍然能够获得足够的信息，这当然是工程师们求之不得的好方法。

13.4.1　部分因子试验概论

13.4.1.1　部分因子试验的必要性

大家都知道，进行2水平全因子试验设计时，全因子试验的总试验次数将随因子个数的增加而急剧增加。例如，4个因子需要16次试验，6个因子就需要64次试验。但仔细分析所获得的结果可以看出，建立的6因子回归方程包括哪些项呢？除常数项外，估计出来的主效应项有6项，2阶交互项15项，3阶交互项20项，…，6阶交互项1项，详细结果列成表13—15。

表13—15　全因子试验系数分布表（6因子）
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容易看出，回归方程中除了常数项、一阶主效应项及二阶交互效应项外，共有42项是3阶及3阶以上的交互作用项，而这些项实际上已无具体的物理意义了。这自然会提出一个问题：能不能少做些试验，但又照样能估计方程中的常数、1阶及2阶项系数呢？如果能够这样，那就有很重要的应用价值了。部分因子试验就是使用这种方法，它可以用在因子个数较多（例如5个以上），但只需要分析各因子和2阶交互效应是否显著，而并不需要考虑高阶交互效应时，这将使试验次数大大减少。

13.4.1.2　部分因子试验的实施原理

下面，用简单例子说明部分因子试验的实施原理。

例13—10

有A，B，C，D共4个可控的试验因子，每个因子都为2水平。如何只进行8次试验，而且使分析效果达到最好？

解　方案1：删节试验方法。我们设想，4个试验因子，每个因子都为2水平，做全因子试验要16次。我们从这16次试验中，选出8次来做，希望照样能分析主效应，是否可行？如何选？

先列出全因子设计的16次试验计划表（如表13—16所示）：

表13—16　4因子全因子试验计划表
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按照表13—16的前4列安排试验，对于最终获得的数据结果可以分析出所有主效应，2阶交互效应，也可以分析出3阶、4阶交互效应。先想：从16次试验中随机挑8次，行吗？显然不行。因为很可能挑成这样：某些因子在8次试验中，取高水平及低水平次数并不恰好相等。这时，原来正交试验的“均衡分散，整齐可比”的优点不复存在，分析方法要另搞一套才行，这当然是我们不希望看到的。我们知道，在上述正交表中，任何一列都与另外一列“正交”，因此，固定将某列（比如最后一列“ABCD”）取“1”的8行予以保留，而删去取“－1”的8行，这样可以保证在保留的8行表中，A，B，C，D这4列中皆有4行取“1”，4行取“－1”，且各列间仍然保持“均衡分散，整齐可比”，即可以保持正交性。设定取ABCD＝1，结果见表13—17。

表13—17　减半实施的4因子全因子试验计划表（ABCD＝1）
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仔细分析可以发现，原来16行的正交表13—16中，15列是完全不同的。但删去8行后（见表13—17），除去一列全为1外，另14列中，每列都有与之成对的另一列是完全相同的。例如，ABCD＝1的表中，D与ABC完全相同，记为D＝ABC。完全相同的两列，在作分析时，计算出的效应或回归系数结果完全相同。这两列的效应就被称作“混杂”（confounded）了。也可以换个说法：这时，D与ABC互为别名（D is the alias of ABC）。

是否可以选别的条件作为删去8行的标准呢？例如，选BCD＝1，也是可以的。这时，由于D＝BC，显然不如D＝ABC好。经比较后，可知ABCD＝1这种安排方法是所有安排中效果最好的。

混杂总是坏事，能否不产生混杂呢？答案是：任何部分因子试验，混杂是不可避免的。我们只是希望混杂安排得更好些，尽量让我们感兴趣的因子或交互作用只与更高阶的交互作用相混杂，而在通常情况下，3阶或更高阶的交互作用项是可以忽略不计的，这时，我们感兴趣的因子或交互作用就都是可以估计的了。

方案2：增补因子方法。我们设想，总计8次试验，由于每个因子都为2水平，做全因子试验可以安排3个因子，假设A，B，C这3个因子已安排在前3列了，现在有4个因子要安排，如何安排这新的第4个因子呢？如何办才好？此问题的描述见表13—18。

表13—18　3因子全因子试验计划表
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原来的这个表有8行7列，任意两列间是相互正交的。我们希望增加一列来安排因子D，而且希望此列仍然能与前面各列保持正交性。能否找出一个与前7列不同的列，且与前面各列保持正交呢？数学上可以证明，这是不可能的。换言之，D这列必然要与前面第4，5，6，7列中某列完全相同。权衡之下，我们认为，取D＝ABC是最好的安排。将D取值设定与ABC列相同，并将其前移至第4列，可以得到表13—19。

表13—19　减半实施的4因子试验计划表
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而将ABCD＝1的表13—17重新排序后，将与表13—19完全相同。

很明显，ABCD＝1这个约定非常重要。这将导致A＝BCD，B＝ACD，C＝ABD，AB＝CD，AC＝BD及AD＝BC，即某些主效应将与3阶交互效应相混杂，某些2阶交互效应将与另一些2阶交互效应相混杂。从上述结果很容易发现混杂的规律。我们可以用下列法则来表述：对ABCD＝1这个等式两边都乘以A，由于AA＝1，因此就能得到：BCD＝A。同样，也可以得到D＝ABC及AB＝CD等。这种运算规则简单易用，相当于任何字母在等式两侧可以随意移动，只要不“无中生有”就行。这个法则对2水平的部分因子试验设计总是成立的。

如果约定改为ABC＝1，这将导致，A＝BC，B＝AC，C＝AB，某些主效应将与某些2阶交互效应相混杂，这个设计ABC＝1将比设计ABCD＝1的混杂情况要差很多。在部分因子试验中，要想使混杂情况尽可能地好且照顾到自己的问题的实际需求，则要用到较多的试验设计知识和技巧。20世纪60年代，日本的田口玄一博士提出用“点线图”的方法来计算交互作用法则，现在看来这种方法既烦琐又不够准确；中国的统计学家从70年代起就提出了一整套“表头设计”法则，这套方法很有效，但需要有相当多的实践经验后才能熟练掌握。目前国内很多书籍仍然倡导工程师们用查“交互作用列表”的方法掌握表头设计，而且倡导大家仍然用手算的方法进行试验结果的分析。笔者认为，能够学会表头设计并会自己手算对结果的分析当然很好，但毕竟要花费太多的精力。计算机软件已经提供了更简单的设计及计算功能，不但不需要再学“点线图”，而且可以不再去进行大量的“表头设计”的练习。对于部分因子试验设计的一般需求，计算机已经可以自动提供最佳的设计供人们使用；如果有更高或更灵活的要求，也只要学会下文介绍的简单易懂的“别名运算法则”，再加上计算机的辅助输出，就足以应付一切了。因此，一般使用试验设计的工程师们不必再花力气去掌握“点线图”和“表头设计”这些烦琐的内容。但这里要提醒大家的是：下面介绍的有关概念确实很重要，即使直接使用计算机也要理解好这些概念才行。

13.4.1.3　部分因子试验的关键概念——分辨度

下面通过例13—11介绍部分因子试验的几个关键概念。

在例13—10中，为了在8次试验中安排A，B，C，D共4个因子，在表13—18的3因子8次试验安排中，让D因子与ABC交互作用相混杂，则称D＝ABC为“生成元”（generator）。经过仔细分析后发现，这样的安排其实等价于表13—16内16次试验中保留ABCD＝1的那些试验。称ABCD＝1（或写为I＝ABCD）为“定义关系”（defining relation），简称“字”（word）。在新因子只有一个时，“生成元”与“定义关系”是同一件事的两种表达方式，但用“生成元”来考虑问题会简单些，因为此时是在较少的试验次数下安排更多因子的问题。当新因子个数增多时，“生成元”当然会增加，但“定义关系”的总个数会增加得更多。例13—11将介绍更多“生成元”的情况，并给出“生成元”与“定义关系”间的关系。

例13—11

有A，B，C，D，E，F共6个可控的试验因子，每个因子都为2水平。如何能在16次试验中安排而获得最好的混杂结果？

解　考虑16次试验可以安排4个因子的全因子试验，这4个因子A，B，C，D称为“基本因子”。问题是如何安排另两个因子E和F。比较下列两个方案。

方案1：令“生成元”为：E＝BCD，F＝ABCD。这时立即可以看到的是定义关系I＝BCDE和I＝ABCDF，但注意这两个定义关系的乘积一定也是定义关系，所以有I＝（BCDE）（ABCDF）＝AEF。通常将其写成一整串的形状：I＝BCDE＝ABCDF＝AEF。考虑其混杂情况，我们发现I＝AEF意味着A＝EF，E＝AF和F＝AE，即有些主效应与2阶交互效应相混杂了。

方案2：令“生成元”为：E＝ABC，F＝ABD。这时立即可以看到的是定义关系I＝ABCE和I＝ABDF，且有I＝CDEF，即I＝ABCE＝ABDF＝CDEF。考虑其混杂情况，我们发现这时没有任何主效应与2阶交互作用相混杂的情况，只有某些2阶与2阶交互效应相混杂，例如AB＝CE等。

从上面两个方案的比较容易看出，方案2优于方案1。我们要考虑到底应该用什么指标来作为部分因子试验优劣的评审标准。显然，造成方案1不好的关键是因为有个定义关系I＝AEF所含字母只有3个，它的“长度”太短了。为此，我们引入部分因子试验的最关键指标——分辨度。




我们称所有的字中字长最短的那个字的长度为整个设计的分辨度（resolution）。分辨度通常用罗马数字给出（前6个数字是Ⅰ，Ⅱ，Ⅲ，Ⅳ，Ⅴ，Ⅵ）。从分辨度定义可以看出，如果一个因子设计中，因子的个数及试验次数给定时，能使分辨度达到最大的当然是最好的设计。

我们进行更一般的讨论，如果一共考虑k个因子，p代表新安排的因子个数（当然这意味着有k－p个因子是设计表中原有的“老因子”或基本因子），这样的试验记作2k－p（比如例13—11的设计就应记为26－2）。对这个记号可以有两种解释方法：一方面，将k－p当作一个数来看待，此数恰好是安排进行全因子试验的“老因子”或基本因子的个数，2k－p作为一个数字来看，它正好是试验进行的次数；另一方面，当然也可以这样解释，比如例13—11的试验26－2，可以将其写成[image: alt]，分子为因子个数是6时的全因子试验次数64，分母是2的2次方，表示只实行了1/4，或减半了两次。这两种理解都有意义。因此，2k－p是部分因子试验设计的很恰当的记号。

设计2k－p一共有p个生成元（比如例13—11就有2个生成元），一共有2p－1个定义关系（比如例13—11就有3个定义关系）。在方案1中，3个定义关系中字长最短为3，所以方案1的分辨度为Ⅲ。在方案2中，3个定义关系中字长全是4，所以方案2的分辨度为Ⅳ。又比如例13—10，设计24－1的生成元是D＝ABC，定义关系为I＝ABCD，则这是分辨度为Ⅳ的设计。

如果将分辨度标注在因子设计记号的右下角，则我们把例13—10的设计记为[image: alt]；例13—11的设计方案2记为[image: alt]。一般地，分辨度为R的部分因子设计记为[image: alt]。

我们有必要再详细解释一下分辨度的含义。

分辨度为Ⅲ的设计：各主效应间没有混杂，但某些主效应可能与某些2阶交互效应相混杂。

分辨度为Ⅳ的设计：各主效应间没有混杂，主效应与2阶交互效应间也没有混杂，但主效应可能与某些3阶交互效应相混杂，某些2阶交互效应可能与其他2阶交互效应相混杂。

分辨度为Ⅴ的设计：某些主效应可能与某些4阶交互效应相混杂，但不会与3阶或更低阶交互效应混杂；某些2阶交互效应可能与3阶交互效应相混杂，但各2阶交互效应之间没有混杂。

以下依此类推，但常用的达到分辨度为Ⅴ的设计就可以了。

如果能够认为3阶及3阶以上的交互作用全都可以忽略不计，则与3阶及3阶以上的交互作用相混杂的因子效应或交互效应则称为是可估计的（estimable）（也称是纯净的（clear））。由此可知，分辨度为Ⅳ的设计中各主效应都是可以估计的，所有相互间并未混杂的2阶交互效应也是可估计的；分辨度为Ⅴ的设计中，全部主效应及全部2阶交互效应都是可估计的。

13.4.1.4　部分因子试验的设定

怎样才能根据k和p的数值确定分辨度的数值呢？这是个很难给出一般结论的问题，也没有简单的公式可用。统计学家为便于大家使用，就编制了计算分辨度的表格（见表13—20），学会使用这个表非常重要。下面举例说明计算分辨度及安排试验的方法。

表13—20　部分因子试验分辨度表
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表13—20给出了在因子总数及试验总次数给定情况下所能达到的最大分辨度。表中，第一行代表试验的因子个数，第一列代表试验的总次数（不含中心点），表中所列出的数值就是最佳设计所具有的分辨度值。例如，第一行选因子个数为6，第一列选试验总次数16（安排全因子试验可以安排4个因子），这就是部分因子设计26－2。表中所对应的就是最佳设计所具有的分辨度值Ⅳ，也就是说我们可以使用设计[image: alt]。至于如何选定生成元，全部的定义关系（字）是什么，哪些效应间会产生混杂，这些都将由计算机自动给出，详细使用方法见13.4.2节。除非设计者有特别要求，由计算机所给定的设计通常是合用的、最好的。

表13—20还可以有更多的用途。例如，要考察8个因子，做多少次试验可以保证分辨度不低于Ⅳ？从表中对应因子数为8的那列可以看到，做16次或32次试验分辨度都是Ⅳ，做64次试验分辨度才能达到Ⅴ。这样一来，我们就可以决定，做16次试验就够了。再例如，如果条件限定最多做16次试验，如果保证分辨度不低于Ⅳ，最多可以安排多少因子？从表中对应试验次数为16的那行可以看到，安排6，7，8个因子都可以使分辨度为Ⅳ，故最多可以安排8个因子。

13.4.2　部分因子试验的计划

如何安排部分因子试验是很重要也是很细致的工作。过去安排因子时，主要是查有关的统计书籍或专门的正交表，但有了计算机之后，特别是MINITAB等软件给出的方案比一般的资料上所介绍的正交表种类要更多、考虑得更全面，计算机提供了默认生成元的设计方法，使用这种方法比较简单。如果此种办法能够满足要求，当然是最省事的。如果此种办法不能满足要求，则要自己选择生成元，而且事先要计算好设计方案，这就比较麻烦。

13.4.2.1　默认生成元的部分因子试验计划

我们通过一个例题说明如何安排部分因子试验。

例13—12

用自动刨床刨制工作台平面的工艺条件试验。在用刨床刨制工作台平面试验中，考察影响其工作台平面光洁度的因子，并求出使光洁度达到最高的工艺条件。

共考察6个因子：

因子A：进刀速度，低水平1.2，高水平1.4（单位：mm／刀）

因子B：切削角度，低水平10，高水平12（单位：度）

因子C：吃刀深度，低水平0.6，高水平0.8（单位：mm）

因子D：刀背后角，低水平70，高水平76（单位：度）

因子E：刀前槽深度，低水平1.4，高水平1.6（单位：mm）

因子F：润滑油进给量，低水平6，高水平8（单位：毫升／分钟）

要求：连中心点在内，不得超过20次试验，考察各因子主效应和2阶交互效应AB，AC，CF，DE是否显著。

解　由于试验次数的限制，我们在因子点上只能做试验16次，另4次取中心点，这就是26－2＋4试验。由表13—20可以查得，这时R＝Ⅳ，可达分辨度为Ⅳ的设计。各主效应间没有混杂，主效应与2阶交互效应间也没有混杂，但某些2阶交互效应可能与其他2阶交互效应相混杂，因此，只要保证所要考察的2阶交互效应AB，AC，CF，DE之间没有相互混杂就行了。
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图13—37　部分因子设计的创建设计操作1

下面具体生成试验设计表。从“统计＞DOE＞因子＞创建因子设计（Stat＞DOE＞Factorial＞Create Factorial Design）”入口可得图13—37的左半图所示界面。

单击“显示可用设计（Display Available Design）”就可以看到图13—37右半图的界面。从图中的右半部分中的显示可以看出，这就是表13—20的内容，可以确认：用16次试验（不包含中心点）能够达到分辨度为Ⅳ的设计。

在图13—37左半部分，打开“设计（Design）”，可以得到图13—38右半图所示界面。
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图13—38　部分因子设计的创建设计操作2

选中试验次数为16，再选中“中心点”为4个，点击“确定”，则可回到图13—39左半图所示界面，这时各选项如“因子”、“选项”“结果”等皆由灰色转为黑色了（见图13—39左）。
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图13—39　部分因子设计的创建设计操作3

打开“因子（Factors）”，可以得到图13—39右半图界面，设定各因子名称，并设定其“高”、“低”水平值。点击“确定”后，回到图13—39左半图界面，再点击“确定”便可完成设计，得到试验计划表（见表13—21）。

表13—21　刨床工艺条件部分因子设计计划表
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与全因子设计不同的是，我们不能肯定这个试验计划表一定能满足要求，因为部分因子试验中一定会出现混杂，这些混杂如果破坏了试验要求，则必须重新设计，而全因子设计则没有这个问题。从运行窗中可以看到下列结果：



设计生成元：E＝ABC，F＝BCD

别名结构
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此表告诉我们，计算机自己选择的生成元（Design Generators）是：E＝ABC，F＝BCD。后面的“别名结构（Alias Structure）”中列出了交互作用项的混杂状况，即每列中互为别名的因子有哪些。在此结构表中的每一行，实际在正交表中相当于每一列，例如因子A所在列，由于表中显示：A＋BCE＋DEF＋ABCDF，这说明A所在的列，其实不仅A在起作用，同时起作用的还有BCE，DEF和ABCDF。有时也可将此式写成A＝BCE＝DEF＝ABCDF，表明这些项是互为别名的，或说它们是相互混杂的。当然，在这项中，除了因子A外，其他3项都是3阶或更高阶的交互效应，都可以忽略不计。如果此项效应显著，则可以断定是因子A效应显著，因此本列的混杂对我们分析因子A效应不会产生任何实质性影响。对于分辨度为Ⅳ的设计，关键是要检查一下我们所感兴趣的2阶交互作用的混杂情况。将3阶以上交互作用忽略不计，这里混杂的有：AB＝CE，AC＝BE，AD＝EF，AF＝DE，AE＝BC＝DF，BD＝CF，BF＝CD。本问题所要求估计的4个2阶交互作用是AB，AC，CF和DE，从别名结构表中可以看见这4项恰好没有重叠在同行。因此表13—21的试验计划是可行的。




万一出现“所要求的可以估计的2阶交互作用间在给定设计中出现混杂”，那该如何处理？这里有两种情况可能出现。一种是试验计划者可以自行解决的，其办法有两条：（1）将因子名称相互交换就可以自动解决；（2）自行选定设计生成元（这时就要改变计算机给出的缺省的生成元，自己另行指定）。还有另一种可能，那就是该问题所要求的那么多2阶交互作用不能与别的项混杂是根本办不到的。如何区分这两种情况比较复杂，通常可能需要向统计学家咨询。但是，不管遇到哪种情况，只要增加试验次数总是可以解决的。

13.4.2.2　指定生成元的部分因子试验计划

例13—13（续例13—12）

用自动刨床刨制工作台平面的工艺条件试验，6因子设定条件同上。要求是：连中心点在内，不得超过20次试验，考察各因子主效应和2阶交互效应AB，AC，CE及DE是否显著。

解　由于试验次数的限制，我们只能使用26－2＋4设计。但是从例13—12中的别名结构表中可以看出，AB与CE是混杂的，因此用默认的生成元来构造如表13—21这样的部分因子设计不能满足例13—13的需求。

我们先介绍一个运算性质：在解代数方程时，可以对等式进行变形处理，能使用的是各种“移项法则”，例如“等式左右两侧可以同乘相同的常数”等。这些法则对于带“≠”的式子同样成立。用这个法则实现生成元的设定是很有效的。

由要求条件可知，AB，AC，CE及DE不混杂，这相当于AB≠CE，AB≠DE，AC≠DE。

变形后可知，此即E≠ABC，E≠ABD，E≠ACD。从例13—11的方案比较中我们发现，分辨度为Ⅳ的设计生成元中，只能含3个字母（含4个字母就会像方案1那样变成分辨度为Ⅲ的设计）。而试验次数为16的各列中，字母个数为3的项只有4个：ABC，ABD，ACD及BCD。既然给定条件中有3个选择不可接受，因此，生成元只能选择E＝BCD。试验计划中对于F没有要求，因此F可以任选，我们取F＝ABC。

设定好了生成元，就可以使用自定义生成元形成试验计划表。其操作是：

从“统计＞DOE＞因子＞创建因子设计（Stat＞DOE＞Factorial＞Create Factorial Design）”入口（见图13—40左上）。这时要选“2水平因子（指定生成元）”，因子的个数填写“4”（这是基本设计的因子数，而不是总因子数“6”）。点击“设计”，打开后（见图13—40右上），选“全因子”；“生成元”项打开后（见图13—40下方），填写生成元的设定：E＝BCDF＝ABC。全部点“确定”后，就可以得到设计结果。
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图13—40　指定生成元的部分因子设计操作

设计结果中的别名结构表如下：



设计生成元：E＝BCD，F＝ABC

别名结构
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可以看出，AB，AC，CE及DE分别位于不同的列上，此设计满足了原定要求。总之，在计算机的帮助下，可以从别名结构表中验证选定的生成元是否能满足需求。

13.4.3　部分因子试验的实例分析

部分因子试验设计也是试验设计的一种，其分析方法当然应该与一般的试验设计的分析步骤相同，其流程图已列在13.3.3节。

由于部分因子试验分析方法与全因子试验分析方法基本相同，就不系统解释了。以下给出一个例子着重说明其与全因子设计的不同之处。

例13—14

降低微型变压器耗电量问题。在微型变压器生产的六西格玛改进中，经过头脑风暴发现，影响变压器耗电量的原因有很多，至少有4个因子要考虑：绕线速度、矽钢厚度、漆包厚度和密封剂量。由于绕线速度与密封剂量毫无关系，因而可以认为绕线速度与密封剂量间无交互作用。由于试验成本很高，研究经费只够安排12次试验。试验安排如下：

因子A：绕线速度，低水平取2，高水平取3（单位：圈／秒）

因子B：矽钢厚度，低水平取0.2，高水平取0.3（单位：mm）

因子C：漆包厚度，低水平取0.6，高水平取0.8（单位：mm）

因子D：密封剂量，低水平取25，高水平取35（单位：mg）

试验安排及试验结果列在表13—22中，响应变量是耗电量（单位：毫瓦）（数据文件：DOE_变压器（部分）.MTW）。

表13—22　变压器耗电量试验数据表
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由于试验次数的限制，本例只能采用24－1＋4设计。由部分因子试验分辨度表（见表13—20）可以看出，8次试验（不包含中心点）可以实现分辨度为Ⅳ的计划。这时候，计算机自动取生成元D＝ABC，同时可知：AB＝CD，AC＝BD，AD＝BC，总计将有3对2阶因子效应相混杂。

对部分因子试验的数据进行分析，其方法与全因子试验设计的五步分析法完全相同。具体步骤及结果如下。

第一步：拟合选定模型

在MINITAB软件中，同样从“统计＞DOE＞因子＞分析因子设计（Stat＞DOE＞Factorial＞Analyze Factorial Design）”窗口进入，点击“项（Terms）”后，界面如图13—41右半部分所示。
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图13—41　部分因子设计的分析操作

由于现在是部分因子试验，“全模型”已不是包含全部交互作用项了。

点击“图形（Graphs）”后，在“效应图（Effects Plots）”中选“正态（Normal）”和“Pareto”；在“图中的残差（Residual for Plots）”中选“正规（Regular）”；在“残差图”中选“四合一（Four in one）”，在“残差与变量（Residual versus variables）”中，填写全部4个自变量名称。

点击“存储（Storage）”，在“拟合值与残差（Fits and Residual）”中选定“拟合值（Fits）”、“残差（Residuals）”及“标准化残差（Standardized residuals）”；在“模型信息（Model Information）”中选定“设计矩阵（Design matrix）”。

运算之后，从运行窗中可得到如下计算结果：



结果：DOE_变压器（部分）.MTW

拟合因子：耗电量与绕线速度，矽钢厚度，漆包厚度，密封剂量

耗电量的效应和系数的估计（已编码单位）
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耗电量的方差分析（已编码单位）
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从ANOVA表中可以看出：模型总效应是显著的（主效应项p值＝0.001，2因子交互效应项p值＝0.002）；数据无弯曲（p值＝0.809）。回归效果的度量也很好，R-Sq＝99.01％，R-Sq（调整）＝97.28％。

从单个因子效应的检验可以看出：主效应中，因子A（绕线速度）效应不显著（p值＝0.630），因子B（矽钢厚度）效应显著（p值＝0.000），因子C（漆包厚度）效应显著（p值＝0.001），因子D（密封剂量）效应显著（p值＝0.007）。

分析交互效应要特别小心，计算结果显示A（绕线速度）与D（密封剂量）的交互效应显著（p值＝0.000）。但由于这里是部分因子试验，此项交互作用是由AD＝BC得到的，实际上可能交互作用AD显著，但也可能交互作用BC显著。根据例题的背景说明，实际上A与D不可能有交互作用，因此这项应该是BC的交互作用。当然，如果这一项效应是不显著的，则可以断言这二者都没有显著作用。

MINITAB计算中输出了效应的Pareto图（见图13—42），从图形窗中还可得到其他效应图、残差图等，此处从略。
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图13—42　部分因子设计效应的Pareto图

图形上同样显示是B，C，D及AD显著，但实际上应该是B，C，D及BC显著。部分因子试验的数据分析与全因子试验设计的数据分析相比较，其差别只在这里。即当数据分析结果中有某些2阶交互作用效应显著时，不能仅从表面上的结果来决定取舍，要仔细分析混杂结构，查看在别名结构表中，此显著项是与哪个（或哪些）2阶交互作用效应相混杂的，再根据背景材料予以判断，最终决定谁入选。如果没有相关背景材料提供，这时判断确实可能有困难，只好再做进一步的试验来区分这些混杂的交互作用。

第二步：进行残差诊断

残差诊断分析法与全因子试验设计完全相同。本例残差诊断中未发现任何问题，此处从略。

第三步：判断模型是否要改进

从残差诊断中看出，模型基本上是好的。从残差对响应变量预测值的图上也没看见非齐性状况，画出Box-Cox变换图也说明对y不用进行变换，也不需要增加x的高阶项。改进模型主要是删除不显著项。因此，实际上，又要返回第一步。

新第一步：拟合选定模型



结果：DOE_变压器（部分）.MTW

拟合因子：耗电量与矽钢厚度，漆包厚度，密封剂量

耗电量的估计效应和系数（已编码单位）
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耗电量的方差分析（已编码单位）

[image: alt]



比较全模型与缩减模型的回归效果，各回归效果的度量见表13—23。

表13—23　部分因子试验模型拟合比较表
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表13—23结果显示，删去不显著项后，模型确实得到了改进。

新第二步：残差诊断

从残差图上看，各残差图都正常，没有异常现象。

新第三步：判断模型是否要改进

已不需要改进了。

第四步：对选定模型进行分析解释

（1）检查是否有异常点。我们仔细查看原模型标准化残差的输出值，未看到有绝对值超过2的。

（2）输出各因子的主效应图和交互效应图。

从“统计＞DOE＞因子＞因子图（Stat＞DOE＞Factorial＞Factorial Plot）”进入，设置后即可得到主效应图和交互效应图。

主效应图见图13—43。
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图13—43　变压器耗电量主效应图

交互效应图见图13—44。
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图13—44　变压器耗电量交互效应图

从图13—43主效应图中可以看出，因子B，C，D对于响应变量耗电量的影响确实是很显著的，而因子A的影响确实是不显著的。还可以看出，为使耗电量达到最小，应该让B尽可能小，C，D应尽可能大。

从图13—44中可以看出，因子B与因子C的交互作用对于响应变量耗电量的影响确实是很显著的（两条线非常不平行），而其他交互效应对于响应变量耗电量的影响确实是不显著的（两条线几乎平行）。由于B与C交互效应太大，因此要注意，单纯从主效应最优考虑的设置不一定是最好设置，因此还要从等值线图和曲面图来细致分析。

（3）输出等值线图和响应曲面图。

从“统计＞DOE＞因子＞等值线／曲面图（Stat＞DOE＞Factorial＞Counter/Surface Plot）”进入，等值线设置时，应选定密封剂量为35，等值线水平中选定数目为11，计算后即可得到等值线图及曲面图。等值线图见图13—45，曲面图见图13—46。
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图13—45　耗电量对于B，C二因子的等值线图
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图13—46　耗电量对于B，C二因子的曲面图

从图13—45中可以看出，其左下角比右下角更低，即因子B（矽钢厚度）应取最小值，因子C（漆包厚度）也取最小值反而更好些。这说明，仅从主效应图就判断最优值在交互效应强烈时不一定能选对。下面再看曲面图（见图13—46）。

从图13—46中可以看出，交互效应BC对于响应变量耗电量影响确实是太显著了（等高线很弯曲，曲面扭曲严重），为使耗电量取值更小，应该让B和C都取最小，D应取最大。

（4）实现最优化。

本具体问题是属于“望小”型的。从“统计＞DOE＞因子＞响应优化器（Stat＞DOE＞Factorial＞Response Optimizer）”入口。这时，在对最优的“目标（Goal）”选择上，取“望小（Minimize）”，在“设置（Setup）”中，只需填写“上限（Upper）”及“望目（Target）”两项，而“下限（Lower）”留为空白即可。我们取“上限”为“250”（这个值是在做过的试验中已经实现了的），取“望目”为“200”（这个值在做过的试验中未能达到，是较高理想）。计算机自动搜索后，得到最小值计算结果见图13—47。
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图13—47　耗电量的最优化结果图

从图中可知，当因子B（矽钢厚度）取最小值0.2，因子C（漆包厚度）取最小值0.6，因子D（密封剂量）取最大值35时最好，耗电量可以降至207.083。

大家可以看到，在试验过程中，进行第7号试验（标准序为2号）时，在A＝3，B＝0.2，C＝0.6，D＝35的条件下，曾经达到过耗电量209。在部分因子试验中，能够正巧在最优设置做过一次试验的这种情况（A不显著，取值无关大局）并不一定总能出现。由于是部分实施，有些试验条件的搭配组合并未做过试验。现在通过分析可以看到，即使未在最优设置处做过试验，我们的分析也可以预测到这个最佳设置。这正是试验设计统计分析方法的价值所在，如果只安排试验而不进行统计分析，是无论如何也做不到这一点的。

第五步：判断“目标是否已经达到”

本来，部分实施的因子试验的目的是筛选因子，能够由各因子的主效应图和交互效应图分析出哪些因子或哪些因子间的交互效应是显著的，应予以保留，这就达到目的了。如果目前的结果仍不满足要求，通常是以这些结果为依据，选定因子并确定因子水平，进行下一轮试验。例如，因子B（矽钢厚度）取比现最小值0.2更小些的值，因子C（漆包厚度）取比现最小值0.6更小的值，因子D（密封剂量）取比现最大值35更大的值来安排新一轮试验。如果目前的结果基本能满足要求，我们可以更充分地挖掘信息，进一步求出最佳值，甚至可以求出最佳值的预测值的置信区间。

从“统计＞DOE＞因子＞分析因子设计（Stat＞DOE＞Factorial＞Analyze Factorial Design）”入口，打开“预测（Prediction）”窗口，在因子设置数值中，依次输入“0.2”，“0.6”，“35”即可得到下列计算结果：
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如果需要进一步计算m次（例如3次）验证试验平均值的95％置信区间，也与全因子试验设计的相应部分完全相同（参见13.3.3.5节），使用宏指令即可直接得到结果，此处从略。

13.4.4　Plackett-Burman设计

前面介绍的各种部分因子设计在一般情况下已经足够使用了。它的一般理论也比较完整，易理解，易应用。但有时试验经费非常昂贵，节省每一次试验都是有价值的，这时就可以使用试验次数更少些的方法。Plackett-Burman设计就是最常见的一种试验次数最少的另一类筛选因子设计方法。

如前所述，部分因子设计的试验次数n都是2的整方幂：4，8，16，32，…。这些试验计划保证了试验安排的正交性，除中心点外，任一列中正负号出现次数各占一半，任两列中，＋＋，＋－，－＋，－－四种搭配出现的次数都是相等的。这种正交性导致试验结果“均衡分散，整齐可比”。但是，保持正交性的设计其试验次数n是否非要是2的整方幂呢？数学上容易看出，n确实不一定非要是2的整方幂，但它一定得是4的整倍数。 Plackett-Burman设计就是对所有恰为4的整倍数的n的这些情况给出了设计。若此时n又恰为2的整方幂时，其结果与前面介绍的部分因子设计完全一样，因此没有讨论的必要。总之，Plackett-Burman设计最有用的是n＝12，20，24，…。我们常记Ln为试验次数为n的试验设计表，下面就是一个L12表（见表13—24）。

表13—24　Plackett-Burman设计表（n＝12）
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用Plackett-Burman设计来安排试验的最大好处是节省试验次数。例如用L12时，12次试验可以安排最多11个因子。当然，这种方法的分辨度只有Ⅲ，换言之，主效应将与2阶交互效应混杂。若任何一个2阶交互效应是显著的，则将导致不能准确分析主效应。这种设计不像一般的部分因子设计还可能提供别的更多信息，它只能用于筛选因子，因此也专称Plackett-Burman设计为“筛选试验设计”。它的使用范围和条件是：因子个数较多，试验费用昂贵，不必考虑任何交互作用。因此，不到万不得已，此方法通常是不采用的。

创建Plackett-Burman设计可以从“统计＞DOE＞因子＞创建因子设计（Stat＞DOE＞Factorial＞Create Factorial Design）”入口，选中第3行的“Plackett-Burman设计”即可。分析方法与前面介绍的部分实施因子设计完全相同，这里从略。

13.4.5　3水平部分因子试验的分析

对于全因子试验设计，本节前面只考虑了2水平试验的设计与分析。如果实际工作中确实需要考虑3水平或多水平时，可以自行定义一个全因子试验，计算机软件也有相应的设计与分析的功能。由于它与2水平的状况相仿，故不再加以叙述。如果需要进行3水平的部分因子试验时，就要自己动手安排和计算。

本来，高、中、低3水平的代码可以有多种选择方法，选1，2，3可以，选离散的A，B，C也行，但以连续型变量－1，0，1作为代码最好。这时，可以把对因子效应的方差分析和对自变量的回归结合起来进行。

下面举例说明。

例13—15

手机外壳注塑试验。为了提高注塑手机外壳的强度，研究影响强度的各因子的设置。为了考察如何能使其强度达到最大，要进行承载力试验，将外壳放入压力机中将其压碎，以其承载力（kg）为指标y，希望选定最优工艺条件使y达到最大。共有3个因子，选择其水平如下：

因子A（注射压力）（帕），A1＝500，A2＝520，A3＝540

因子B（注射时间）（秒），B1＝1.2，B2＝1.5，B3＝1.8

因子C（模具温度）（摄氏度），C1＝70，C2＝75，C3＝80

找出重要影响因子及最佳搭配，使承载力y达到最大。数据见表13—25（数据文件：DOE_手机壳（3水平）.MTW）。

表13—25　手机壳承载力数据表
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解　3水平设计与2水平有很大差别，下面以本例做代表来说明整个设计及分析的操作过程。

在计划阶段，从“统计＞DOE＞因子＞创建因子设计（Stat＞DOE＞Factorial＞Create Factorial Design）”入口，选用“一般全因子设计（General Full Factorial Design）”，并选定因子个数为2（因为只进行9次试验），在对话窗“设计（Design）”中，填写A，B二因子，且水平数皆为3。在对话窗“因子（Factor）”中，填写A，B二因子各自的实际水平。在对话窗“选项（Options）”中，选中“非随机化”。这样就可以得到含A，B两因子各3水平的正交表。自己在表中再补充一列C，按部分因子3水平正交表的第3列填写，3水平仍取因子C的实际水平。随机化顺序后（本例题省略此步），就得到完整的试验计划表了（见表13—25前7列）。在实际试验后，将数据“承载力”填写在A，B，C因子列之后，就完成了数据的输入，结果见表13—25。

在分析时，不能使用“DOE”窗，而要从“统计＞方差分析＞一般线性模型（Stat-ANOVA-General Linear Model）”入口。这时，3个因子都应当作“固定效应”（因而不要填写入“Random Effect”窗内），得到ANOVA结果如下：



结果：DOE_手机壳（3水平）.MTW

一般线性模型：承载力与注射压力，注射时间，模具温度
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承载力的方差分析，在检验中使用调整的SS
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可以得知，3个因子的效应都是显著的（显著性水平取为0.05）。为了得到回归方程，要先在数据表中加上3个因子的平方项A—2，B—2，C—2，然后再进行回归分析。这是因为，因子取3水平后，不单有线性效应（Main Effect），而且包含2阶效应，不加入2阶项所得到的因子效应是不完全、不准确的。从“统计＞回归＞回归（Stat＞Regression＞Regression）”入口，选入A，B，C及它们的平方项共6项，结果如下：



回归分析：承载力与注射压力，注射时间，模具温度，A－2，B－2，C－2

回归方程为
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方差分析
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取显著水平为α＝0.10，则6项皆可以认为是显著的。

从“统计＞方差分析＞主效应图（Stat＞ANOVA＞Main Effect Plot）”入口，可以得到下列主效应图（见图13—48）。
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图13—48　承载力的主效应图

由图13—48可以断言，A取中水平520帕，B取高水平1.8秒，C取中水平75摄氏度，将使响应变量y取值最大。最后再从“统计＞回归＞回归（Stat＞Regression＞Regression）”入口，选定“注射压力”，“注射时间”，“模具温度”，“A－2”，“B－2”，“C－2”共6项，以“520”，“1.8”，“75”，“270400”，“3.24”，“5625”代入方程，得到最优值的预测结果如下：



新观测值的预测值
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新观测值的自变量值
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由上述结果可以看出，A取中水平520帕，B取高水平1.8秒，C取中水平75摄氏度，将使响应变量y取值达到最大值71.044。这个搭配是我们在试验中并未进行的。从方差分析的结果看到，3个因子中贡献最小的因子是C（模具温度），取A为中水平520帕，取B为高水平1.8秒，C只有取低水平70摄氏度的第6号试验，其结果为69.6，这是试验中的最好结果了，但我们的预报结果要优于此结果。可见我们的试验不但比全部搭配所需要的次数要少，而且可以预报出从未得到的好结果，再次证明统计试验方法的巨大威力。当然预报的结果要经过验证试验的确认才能最后判定为最优结果。


13.5　响应曲面设计

13.5.1　响应曲面设计概论

在实际工作中，常常需要研究响应变量Y究竟如何依赖于自变量，进而能找到自变量的设置使得响应变量得到最佳值（望大、望小或望目）。如果自变量的个数较少（通常不超过3个），则响应曲面方法（response surface methodology，RSM）是最好的方法之一。本方法特别适合于响应变量望大或望小的情形，如果问题是望目的情形，虽然用全部重复响应曲面试验的方法也能解决，但参数稳健设计（robust parameter design）方法则更适合于响应变量望目的情形。

通常的做法是：先用2水平的因子试验的数据，拟合一个线性回归方程（可以含交叉乘积项），如果发现有弯曲的趋势，则希望拟合一个含二次项的回归方程。其一般模型是（以两个自变量为例）：
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这些选项比因子设计的模型增加了各自变量的平方项。由于要估计这些项的回归系数，原来因子设计所安排的设计点就不够用了，要再增补一些试验点。这种先后分两阶段完成全部试验的策略就是“序贯试验”的策略。适用于这种策略的方法有很多种，其中最常用的就是中心复合设计（central composite design，CCD）。

13.5.1.1　中心复合设计

图13—49就是三维空间（即3个因子）中的一个中心复合设计示意图。
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图13—49　3因子中心复合设计布点示意图

以下叙述中给出的坐标都假定各因子已代码化。

整个试验由下面三部分试验点构成：

（1）立方体点（cube point）（或角点（corner point）），各点坐标皆为1或－1，这就是组成因子试验的部分。

（2）中心点（center point），各点之各维坐标皆为0。

（3）星号点（star point）（或轴点（axial point））。除一个自变量坐标为±α外，其余自变量坐标皆为0。在k个因子情况下，共有2k个星号点。

上述立方体点和部分中心点构成本章13.3节中介绍过的一个普通的全因子设计，星号点和另一些中心点将其扩展为2阶设计。当然，如果可以肯定试验区域已接近于最优区域，则不必经过序贯试验，而直接进行中心复合设计，3部分试验点同时进行。这里有三个问题需要仔细讨论：

（1）如何选择全因子设计部分；

（2）如何确定星号点的位置（即确定α的数值问题）；

（3）如何确定中心点的个数问题。

在因子设计部分，通常都取全因子试验的安排方法，当因子个数大于5时才考虑部分因子设计，这时通常要求设计的分辨度在Ⅴ以上。

在α的选取上可以有多种出发点，旋转性（rotatability）是个很有意义的考虑。所谓旋转性指的是：将来在某点处预测值的方差仅与该点到试验点中心的距离有关，而与其所在方位无关，也即响应变量的预测精度在以设计中心为球心的球面上是相同的。可以证明，为了满足旋转性的要求，这时α值应取
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式中，F代表因子试验点的总数。当因子试验选择了对k个因子的全因子试验时，则有
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（当k＝2，α＝1.414；当k＝3，α＝1.682；当k＝4，α＝2；当k＝5，α＝2.378）

对于α值的选取其实不必很精确，设计只要有近似旋转性（near rotatability）就够了。按上述公式选定的α值来安排CCD设计是最典型的情形，它既可以满足旋转性，也可以同时实现试验的序贯性，此种试验特称中心复合序贯设计（central composite circumscribed，CCC），它是CCD中最常用的一种。

如果要求进行CCD设计，但又希望试验水平安排不能超过立方体边界时，可以将星号点设置为±1，则计算机会自动将原CCD缩小到整个立方体内，这种设计也称为中心复合有界设计（central inscribed design，CCI），但这种设计失去了序贯性，因为前一次在立方体点上已经做过的试验结果，在后续的CCI设计中已经没有用了。

带区组的CCD设计中，对于α值的选取就要从另一个角度出发了。由于把区组也作为一个因子（它是可控的，但它又是“讨厌因子”）来安排，在最开始估计各项效应显著性时，要把“区组”作为一个因子放入回归方程以减小误差，从而增加参数估计及判定的精度；但后来在作预报时，又应将“区组”这个因子从回归方程中删除。此时首先考虑的是，希望在“保留”和“删除”区组因子这两种不同选择下，对其他因子效应的估计要保持不变，也就是说，要保持“区组”因子与其他因子间效应估计的独立性或这两部分因子间的正交性。为此，我们要调整α值的选取标准，这时顾及不到旋转性而只能顾及正交性的要求了。具体的计算公式这里不详细叙述，计算机会自动按正交性的要求对不同的因子个数计算出相应的α值来。

对于α值的选取的另一个出发点也是有意义的，就是取α＝1。这就意味着将星号点的位置向中心收缩而设在立方体的表面上，这样的设计称为中心复合表面设计（central composite face-centered design，CCF）。这样做的另一个好处是每个因子取值的水平数只有3个（－1，0，1）；而一般的CCD，因子取值的水平数是5个（－α，－1，0，1，α），这在更换因子水平较困难的情况下是有意义的。另一种情况下也将有用：如果希望试验设计有序贯性，即允许先进行因子设计，其结果在2阶回归中仍然要采用，做CCF就是有意义的，但CCF的代价是失去了旋转性。其示意图见图13—50。
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图13—50　3因子中心复合表面设计布点示意图

在中心点的个数（number of center，Nc）问题上，更是有很多细节要分析。在满足旋转性的前提下，如果再适当选择Nc，则可以使在整个试验区域内的预测值都有一致均匀精度（uniform precision）。这当然是好事。特别是在试验前，我们无法预知最优点究竟位于何处，在整个试验区域内的预测值都有一致均匀精度很重要，如果中心点重复得过少，则在试验接近中心的区域内之预测精度反而较低。为此，中心点的试验要重复很多次，具体次数见表13—26。但有时认为，这样做的代价太大，Nc其实取2以上就够了；如果安排中心点的目的主要是估计试验误差，则可能需要Nc取4以上。

表13—26　CCD设计试验点数表
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下面是一致均匀精度的CCD设计在不同因子数的情况下，博克斯所建议的各类型试验点的个数表（见表13—26）。

在表13—26中前3行（因子个数不超过4）的设计方案是唯一的；当因子个数为5时，有两种选择，前一种在因子点上进行的是全因子试验25，而后一种是进行的部分因子试验25－1，相应的中心点个数要求也不同。

总之，当时间和资源条件都容许时，进行CCD试验设计时尽量按照表13—26中所给出的试验计划去安排试验，可以达到一致均匀的精度，设计结果和推测出的最佳点都比较可信。实在需要减少试验次数时，中心点至少也要2～5次。当因子水平更换有困难且试验水平安排不能超过立方体边界时可采用CCF设计。必须要保证一致均匀精度时，只能牺牲序贯性而保持旋转性，这时可以采用CCI设计。这些对于具体问题的处理原则将会在响应曲面设计的计划阶段体现出来。

13.5.1.2　Box-Behnken设计

响应曲面设计的另一种方法就是Box-Behnken设计。这种设计安排是将因子各试验点取在立方体的棱的中点上。3因子的Box-Behnken设计取点示意图见图13—51。
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图13—51　3因子Box-Behnken设计取点示意图

这种设计所需点数比CCD要少，它也具有近似旋转性，它最适应的试验区域是球形域（而不是立方体域），它特别适合于立方体顶点无法获得数据时使用。但其最大缺点是设计没有序贯性，上批进行过的试验结果数据对下批试验几乎没有用，每批试验都要全部重新做。因子个数为3时，试验次数为12＋3＝15；因子个数为4时，试验次数为24＋3＝27。除非极端重视试验次数，否则通常不采用这种设计。

下面以3个因子为例，给出4种设计的计划表（见表13—27），其中前3种是CCD。第1种是普通的CCD（即CCC），第2种是CCI，第3种是CCF，第4种是Box-Behnken（BB）设计。前3种试验都要20次，Box-Behnken设计需要15次。这些设计都假定一开始就希望完成全部响应曲面设计，未作序贯设计的安排，而且表中所列数值假定已代码化。

表13—27　3因子4种响应曲面设计试验点计划表
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13.5.2　响应曲面设计的计划

一旦识别出来的因子个数较少，就可以准备进行响应曲面分析方法。整个响应曲面设计的计划应该包含两个阶段：求最优试验区域；安排试验计划。

第一阶段要先求出最优试验区域。这阶段要先识别目前试验区域的状况，究竟此区域已经接近或达到了能使响应变量达到最佳值的最优区域了，还是仍然远离最优区域？我们以望大型（望小型完全相同）问题为例来讨论，望目型问题虽然可以通过多次重复试验方法然后再使用多响应曲面设计方法加以解决，但更常见的是使用本章13.6节介绍的参数稳健性设计方法。由于通常响应变量的极大值是在有曲面的弯曲的“山顶”部分达到的，因此，我们首先要特别认真地分析数据是否显示了弯曲性，或在数据拟合线性回归方程时的ANOVA表中是否显示了“失拟”现象。如果可以断言弯曲或失拟并不严重，则说明目前试验区域的位置仍然远离最优区域。就像爬山时，如果脚下虽然倾斜但仍然是较为平坦的区域，则说明此时仍然仅在半山坡上，离山顶依然遥远。这时，首要任务是先沿最陡峭的方向爬上去，当可以肯定达到山顶区域了，再建立细致的曲面方程来描述其数学规律。因此，我们可以归结响应曲面试验的两个阶段如下：

第一阶段：用最速上升法（steepest ascent search）寻找试验的最优区域。由于这时的回归方程是线性的，其等值线是些近似的平行直线，选取与等值线垂直的方向作为“最速前进方向”（path of steepest ascent），边沿此方向前进边做试验（对每个选定的位置只做一次即可）。若响应变量数值持续增加，则继续前进，直到响应变量数值出现了下降的情况才停止。选定刚才已得到的最佳值之处作为新一批响应曲面设计的中心点，转入下面的第二阶段。

第二阶段：在已确认为最优区域的范围内，进行响应曲面试验。要根据实际条件来安排CCD设计或Box-Behnken设计，在CCD型设计中又有CCC（中心复合序贯设计）、CCI（中心复合有界设计）和CCF（中心复合表面设计）三种选择可能。

下面先较详细地介绍第一阶段，即如何使用最速上升法来寻求试验的最优区域的问题。其基本思想可以用下列等值线示意图（见图13—52）显示出来。图中只讨论了2个自变量的情形，最优值是最大值（即问题是望大特性的），其实这种思路不难推广到更多维的情况。
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图13—52　最速上升法示意图

在图13—52中，整个区域是自变量所容许的范围，其中左下角的以O为中心的矩形区域是我们开始时进行因子试验的区域。容易看出，在分析响应变量的状况时，可以清楚地看出，在矩形区域内等值线的弯曲并不严重，响应变量与自变量间基本上还是线性关系。这时一方面可以用原来因子设计所使用的分析方法，另一方面说明这个区域离我们要寻求的整个区域上的最优值还很远。为了能尽快地找到最优值，应该沿着与等值线垂直的上升方向前进，这就是最速上升路径。当然前进时其步长不要太长，第一步常以刚好抵达因子试验的边界为最好（见图中点A），这时可以保证第一步迈出后其响应变量值肯定是增加的。沿此方向继续前进，且每前进一步都进行一次试验（如B等），获得其响应变量的值。如果此值继续增大，则沿此方向再前进一步，再获得其响应变量的值；如果此值已经开始减小（如图中抵达点L后，则再出发前进将使响应变量值减小），则在此方向上获得了响应变量的最大值点（即图中的点L）。当然一般点L不会正巧是响应曲面在整个范围内的最大值（例如本图中全部区域的真正最大值点位于点M），但我们可以得到一个以点L为中心的区域，再在此区域上安排若干试验点，尽量拟合一个二次曲面方程。由点A出发找到点B直到点L的上述方法常被称为“最速上升法”。通常可以认为这样做就能找到最优区域了。当然这不一定准确，如果仍未抵达最优区域，则重复上述最速上升方向前进的办法，甚至重复若干次，最后总是能找到最优区域的。

下面我们介绍最速上升法的一般计算原理，为方便起见，以下用两个自变量的情况作为代表来说明含义，而且假定是有望大特性的指标，朝响应变量增长的方向前进。

大家知道，如果等值线图中，各等值线基本上是平行直线（可能略有弯曲），则最速上升方向一定是与等值线垂直的方向。当弯曲很严重，或者根本没有“平行的趋势”，这主要是由于响应变量的回归方程中含有高次项或交叉项，这时，不存在固定的最速上升方向，想要尽快地寻求最大（小）值，只能在每个试验点上求此点处的最速上升方向，前进一步后对最速上升方向要另行计算。一般地，如果等值线方程为：

u＝F（x，y）＝C

则与等值线垂直的方向为[image: alt]。一般地，当维数为m时，其公式与此相同。

设等值线方程为：

[image: alt]

则与等值线垂直的方向为：

[image: alt]

在实际工作中常见的是线性方程，而且不含交叉乘积项，这样一来，我们就可以得到较简单的公式。一般地，若回归方程为下列形式：

[image: alt]

则由（13—32）可知其等值线的垂直方向为：

[image: alt]

其单位向量（即长度为1的向量）为：

[image: alt]

在实际问题中，前进的步长取长度为1并不总是合适的，太长了不一定能继续保持增长，太短了前进步伐太慢，一般认为最好的长度是前进一步后恰好抵达原来设计的边界。具体的寻求最速上升途径的过程，可以从更细致的图中看出。图13—53就是二维情况下寻求最大值的过程。图中，我们先在左下角以O为中心的矩形区域开始进行因子设计，获得的响应变量的等值线见该区域上的那组平行直线（假定没有失拟，弯曲也不严重），回归方程为u＝a＋b1x1＋b2x2，b1和b2是回归系数，在以b1和b2为两直角边的直角三角形中，斜边长度为[image: alt]，而斜边所指示方向就是最速上升方向（图中的OC方向）。在此方向上截取一段，使之恰好达到原来试验区域的边界点（图中的OA），则第一步前进到A，第二步沿此方向继续前进到B，以下依此类推，继续前进。这样求出最速上升方向不仅对两个自变量情况成立，一般到m个自变量依然成立。
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图13—53　最速上升方向计算示意图

需要注意的是，如果原来的自变量有范围的限制，一直沿最速上升途径前进并不一定是可行的，如果前进的途中已有某个自变量超出限制的情况，则应该令该自变量取相应边界上的值，其余自变量仍按原来的最速上升方向继续前进，直到响应变量的值出现下降为止。

在实际工作中，在求出A，B，…最速上升方向上的坐标点后，要分别进行一次试验以获得响应变量的值。如果响应变量的值是比前一个点上升的，则继续前进至下一个点；如果到某个点后，响应变量的值是比前一个点出现下降的，则证明在前一个点处已达到了此最速上升方向线上的最大值。再下一步应该是以这个最大点为中心，安排新一轮因子试验，这时如果弯曲不显著，证明离山的顶峰还差得远，则应重复上述寻求新的最速上升路径，以寻求新的最大点；如果弯曲严重，则应该以此次因子试验的结果为基础，安排更多点进行试验以形成一个响应曲面设计。求出响应变量的二次回归方程后，可以通过方程解出在试验区域内的最大值。这就是由因子设计逐渐发展至响应曲面设计的一般途径。

上述计算还是比较复杂的，而且还要对于原始自变量数据给出调整，因为要不断判断所选定的点是否超出允许的边界范围。为了计算方便，我们提供了宏指令，由回归方程直接求出最速上升方向，给出前进10步的相应各自变量的取值，这里的处理办法是：如果超界则以后皆取边界点的值。当然，通常前进用不了10步，一般就会发现响应变量出现下降的情况，这时就不要再继续前进了。如果真的到了前进10步仍然一直上升的话，那也应该在最后一点处安排一次因子试验，以重新拟合线性方程，因为前进多步后，回归方程常常会出现变化，以新的数据来计算新的最速上升路径将会更准确些。

需求最速上升方向并安排试验的方法称为“最速上升法”，这部分内容如我们刚才所介绍的，必须另行计算，因此一般都认为最速上升法本身并不属于响应曲面设计的内容。

下面我们举出实例，学会求出最速上升点坐标的方法，过程中还要学会调用宏指令的计算步骤。当然本宏指令仅限于交互作用项不显著时使用，如果交叉项显著，则要利用式（13—32）直接手算，这当然很麻烦，具体计算例题这里从略。

例13—16

焊接优化试验。经过因子试验，发现影响焊接拉拔力的因子有两个，且各自有其可行域：因子A为温度（450摄氏度至820摄氏度），因子B为点焊时间（50毫秒至160毫秒）。最后一次因子试验是这样进行的。因子A温度低水平取500摄氏度，高水平取560摄氏度；因子B点焊时间低水平取60毫秒，高水平取90毫秒。安排的是全因子试验加3个中心点，响应变量为拉拔力（单位：kg），其试验结果见数据文件：DOE_焊接（综）.MTW，数据见表13—28。

表13—28　焊接拉拔力试验结果数据表

[image: alt]

试分析此次试验结果，并寻求最优点或最速上升方向，求出前进途径上前4个点的坐标。

解　这是一个全因子设计，其分析方法已在例13—4中作了详细介绍，这里不重复详细步骤，只是摘录出主要的计算结果。



[image: alt]



回归方程为：

y＝141.2＋14.55Temp*＋17.85Time*

这里自变量皆为代码化数据，且交叉项不显著。残差诊断中虽然显示有些弯曲迹象，但统计分析显示并无显著弯曲。

其等值线图见图13—54。容易看出响应变量的最速上升方向，而且箭头的终点直达试验区域的边界。
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图13—54　焊接拉拔力试验结果等值线图

下面给出计算最速上升方向上各试验点的坐标的方法。

现在Temp的系数为14.55，Time的系数为17.85，长度为1的单位方向向量应该分别是[image: alt]。方向向量中第二项“Time”的系数最大，前进1/0.775117＝1.290128倍单位向量就达到此次因子试验的边界了，这时步长向量中的Time＝1.290128×0.775117×15＝15，Temp前进增量为1.290128×0.631818×30＝24.4538，这就是第一步的结果。用人工计算比较麻烦，可以使用宏指令，不但直接可以得到多步（这里限定10步）试验点的计算结果，而且一旦某个自变量达到该变量的试验区域外边界，则将保留其边界值而沿边界前进。调用宏指令方法如下。

打开数据文件DOE_POA.MTW，填写清楚有关信息（见表13—29的前6列）。

表13—29　求最速上升路径结果

[image: alt]

这里第1列是回归变量名称（有几个自变量就填写几个，可以不止2个），第2列是回归方程中的系数，第3，4列填写本次试验时所取的因子高低水平值，第5，6列填写自变量所容许的最宽范围（如果无边界限制，则要填写随便选定的很小和很大的两个数，此2行不能空白）。以工作表文件DOE_POA.MTW为工作平台时，宏指令的调用非常简单，直接在“编辑＞命令行编辑器”中填写：

％doepoa

则计算机就可以把结果全部算出，包括中心点坐标、每步各自变量的增加值，以及从第1步、第2步，…，直到第10步，每次试验点的坐标N1，N2，…，N10。我们摘出前4点列入表13—29中的C9～C12。

在实际工作中，后续的步骤是这样的：按列出的试验点坐标进行试验，再对试验结果数据进行分析判断，决定最佳点位置。本例的计算结果状况类似于图13—52，这里从略，读者可自行补出。原来的因子试验预测已知中心点的响应变量值y值（即焊接拉拔力）为141.227，我们在N1处进行试验（近似取温度554摄氏度，时间为90毫秒），试验结果为171.5（按原来算出的回归方程计算出的预测值为171.304）。同样，在N2处（近似取温度579度，时间为105毫秒）试验结果为203.2；在N3处（近似取温度603摄氏度，时间为120毫秒）试验结果为238.6；在N4处（近似取温度627摄氏度，时间为135毫秒）试验结果为210.4。显然，N3处响应变量的值最大，沿最速上升路径再前进到N4，响应变量的值反而下降了。这就提示我们，现在可能已经到了弯曲显著的区域了，我们所能获得的最大值是在N3处出现的，下一步应该以N3为中心，再次安排因子试验。然后根据试验结果判断，究竟弯曲是否严重。如果弯曲不严重，则应再次按新拟合的回归方程求出新的最速上升路径，在此线上寻求更优值作为出发点；如果弯曲严重，则认为已经进入“最优区域”，应补充若干点，完成响应曲面设计，求出响应变量的二次回归方程，进而解出全区的最优点。




寻找试验的最优区域以后的步骤，主要是如何按响应曲面设计要求补充安排新试验点以及如何分析试验结果等，我们将在13.5.3节介绍。

下面介绍第二阶段，即进行响应曲面试验。这首先要创建响应曲面设计。

各计算机软件都能自动生成各种设计的表格，MINITAB软件操作的主要步骤是：

从“统计＞DOE＞响应曲面＞创建响应曲面设计（Stat＞DOE＞Response Surface＞Create Response Surface Design）”入口（见图13—55左上），首先在对话框中可以选定中心复合（CCD）或Box-Behnken设计，并选定因子个数。在“显示可用设计（Display Available Design）”框中可以看到不同要求下所需要的试验次数（见图13—55右上）。

在“设计（Design）”对话框中（见图13—55左下）选定总试验次数、中心点试验次数及α值。计算机提供默认的试验次数选择，这都是最佳选择，除非资源限制使试验次数实在达不到这些要求可以自行选择，否则通常不要改变试验次数。在α值的选取上有三种选择：（1）默认，这时计算机会按因子个数、旋转性还是正交性要求自动求出最佳的α值；（2）选“表面中心（α＝1）”，即安排CCF（中心复合表面设计）；（3）自定义α值。

在“因子（Factor）”对话框（见图13—55右下）中，除了要设定各因子的实际水平外，还要注意选取星号点的设置。当“水平定义（Levels Define）”栏中选定“立方体点（Cube Points）”时，表示这时设定的水平作为立方体点，也就是说这时选择的是CCC（中心复合序贯）设计，星号点将超出立方体。选定“轴点（Axial Points）”时，表示这时设定的水平作为轴上的星号点，即这时选择的是CCI（中心复合有界）设计，星号点将达到立方体边界而不超出，立方体点将向内收缩。

在“选项（Options）”对话框（界面图从略）中，若选定“随机化运行顺序”，则计算机会自动将运行顺序随机化；如果不选，就可以看到标准化的安排方法。在标准化顺序安排中，开始部分是因子设计点（立方体点），中间部分是星号点部分，最后是中心点，将来真正进行试验时，再将试验顺序随机化也行。这些与其他试验设计相同，不再赘述。

例13—17

提高密封胶条黏合力试验。影响黏合力的3个因子是：A：烘烤温度（220～240摄氏度），B：烘烤时间（6～10秒），C：黏合压力（100～140帕）。在因子设计时，分别取下列条件，安排了全因子试验（23＋3）：

因子A：烘烤温度，低水平220，高水平240（摄氏度）

因子B：烘烤时间，低水平7，高水平9（秒）

因子C：黏合压力，低水平110，高水平130（帕）

试验后发现，数据呈现明显弯曲状况，希望进一步安排些实验以拟合响应曲面方程。

由于要进行序贯试验，最好选CCD型设计。从“统计＞DOE＞响应曲面＞创建响应曲面设计（Stat＞DOE＞Response Surface＞Create Response Surface Design）”入口（见图13—55），在对话框中选定中心复合设计，并选定因子个数为“3”。在“显示可用设计（Display Available Design）”框中可以看到未划分区组时试验次数为“20”（见图13—55右上）。

[image: alt]

图13—55　响应曲面设计操作图

打开“设计（Design）”后，本例中试验需要20次，这是可行的，不必修改；中心点数也不用另设。但选哪种CCD，则要考虑更多条件。由于在烘烤温度上，原来的试验温度条件已经取在边界上了，不允许再超界因而不能使用CCC，而为了保持序贯性，只能放弃有旋转性的CCI，故而应选用CCF，即在“设计（Design）”中选定“表面中心（Surface Center）”。

打开“因子（Factors）”后，要选“立方点（Cube Point）”，再填写各因子名称及水平。

打开“选项（Options）”后，为了看清结构，暂时先删除“随机化（Randomize）”，得到下列结果（见表13—30）：

表13—30　3因子响应曲面CCF设计表
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在表中的20次试验中，第1至第8号因子点以及第15至17号中心点（共11个点），已经在因子设计阶段获得了数据，只要将这些结果填在后面第8列上，然后再补充其他9个试验，就可以完成全部响应曲面的试验任务。

13.5.3　响应曲面设计的分析及实例

响应曲面设计也是试验设计的一种，其分析方法当然应该与一般的试验设计的分析步骤相同，其流程图如图13—14所述，也分为五大步骤。

响应曲面试验的分析方法与一般的试验设计分析的差别就在于其选项。响应曲面试验设计要拟合的是二次曲面，其一般模型是（以两个自变量为例）：

[image: alt]

选项比过去增加了各自变量的平方项。另外，在计算机的输出中，输出的表达上也有些细微的差别，在此不多加叙述，详细比较可以从下面例题中看出。

例13—18

提高烧碱纯度问题。在烧碱生产中，经过因子的筛选，最后得知反应炉内压力及温度是两个关键因子。在改进阶段先进行了全因子试验，因子A压力的低水平及高水平取为50帕及60帕，因子B反应温度的低水平及高水平取为260摄氏度及320摄氏度。在中心点处也作了3次试验，试验结果如表13—31所示（数据文件：DOE_烧碱纯度（响应1）.MTW）。

表13—31　烧碱纯度的全因子设计数据表
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对于这批数据按全因子试验进行分析，其结果如下：

第一步：拟合选定模型。

首先将全部备选项列入模型，这里包含A压力，B温度，及它们的交互作用项AB（压力*温度），得出结果如下：



拟合因子：纯度与压力，温度

纯度的效应和系数的估计（已编码单位）

[image: alt]

纯度的方差分析（已编码单位）
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从ANOVA表首先可以看到，模型的总效果（主效应及2因子交互效应项）不显著。另外可以清楚地看到，在弯曲一栏中，p值只有0.014，显示这里响应变量纯度有明显的弯曲趋势。另外，在残差分析中，由残差对各自变量的图（见图13—56）中也验证了严重弯曲的存在。
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图13—56　纯度残差对自变量“压力”及“温度”的散点图

这些结果说明：在本问题中，试验数据有明显的弯曲，这也提示我们，现在进行的试验区域可能已达到响应变量的最佳区域了。这时对响应变量纯度单纯拟合一阶线性方程不够了，要再补充些“星号点”，构成一个完整的响应曲面设计，拟合一个含二阶项的方程就可能解决问题。我们补做4次星号点上的试验，而且由于我们确信这批新做的试验，其各方面条件都与上批相同，因此直接将它们并在一起进行分析。如果没有这种假定，两批试验应该当作两个“区组”来对待才能使分析更准确。补充的4个“星号点”试验结果见表13—32（全部数据形成的文件：DOE_烧碱纯度（响应2）.MTW）。

表13—32　烧碱纯度优化问题第二批试验数据表
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对全部11个点构成的CCC（中心组合序贯）设计进行分析，拟合一个完整的响应曲面模型。分析结果如下：

第一步：拟合选定模型

从“统计＞DOE＞响应曲面＞分析响应曲面设计（Stat＞DOE＞Response Surface＞Analyze Response Surface Design）”窗口进入（见图13—57），点击窗口“项（Terms）”后，界面如图13—57右上半部分所示。
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图13—57　响应曲面设计的分析操作图

首先将全部备选项列入模型。这里包含A（压力），B（温度），及它们的平方项AA，BB以及它们的交互作用项AB。获得的计算结果如下：



结果：DOE_烧碱纯率（响应2）.MTW

响应曲面回归：纯度与压力，温度

分析是使用已编码单位进行的。

纯度的估计回归系数
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纯度的方差分析
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在第一步要注意观察下面几处要点：

（1）看ANOVA表中的总效果。在本例中，对应回归项（Regression）的p值为0.000（即＜0.001），表明应拒绝原假设，即可以判定本模型总的说来是有效的。

看ANOVA表中的失拟现象（Lack of Fit）。在本例中，失拟项的p值为0.747，其数值远比临界值0.05大，表明无法拒绝原假设，即可以判定本模型并没有失拟现象。

（2）看拟合的总效果多元全相关系数R2（即R-Sq）及修正的多元全相关系数（即R-Sq（调整））。本例中，R-Sq为99.35％，R-Sq（调整）为98.70％，二者已经很接近了，但如果将影响不显著的效应删去，二者会更接近。

S值的分析。本例中，S＝0.1819。

R-Sq（预测）＝97.27％，PRESS＝0.693667。

（3）各项效应的显著性。在计算结果的最开始参数估计中，列出了各项效应及检验结果。可以看出，压力、温度，及它们的平方项压力*压力、温度*温度都是高度显著的，而它们的交互作用项压力*温度则不显著（p值为0.855），将来修改模型时，应该将此交互作用项删除。总的来说，模型拟合效果是好的。

第二步，进行残差诊断

利用计算机自动输出的残差图（见图13—58和图13—59）可以很容易地进行残差诊断。四合一残差诊断包括4项诊断（见图13—58）。
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图13—58　响应曲面设计的四合一残差分析图
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图13—59　残差对于自变量的散点图

从6张图中可以看出，残差的状况是正常的。我们解释一下，如何分析图13—58右上图是否有残差不齐性的问题，粗略看来好像有“喇叭口”的趋势，但在图中先要找到3个中心点的位置。由于3个中心点的拟合值一定相同，所以3个中心点在右上图中一定会出现3点竖直排列的状况（如图中虚线所示），这完全是试验误差形成的波动，如果别的点的残差没有超过这些中心点残差波动的范围，就应该视为正常，此图无问题。

第三步：判断模型是否要改进

从残差诊断中看出，模型基本上是好的，没发现残差对自变量的“S”形或“反S”形弯曲，因此不需要增加x的高阶项。为了确认残差对于预测值是否没有非齐性，是否要对y进行变换，还可以使用宏指令来定量地分析（参见13.3.3.2节）。

调用宏指令，格式如下：

％boxcoxdoe　C7　M1　6　C21-C60

计算结果见图13—60。
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图13—60　响应曲面设计的Box-Cox变换分析图

在λ＝1处，残差平方和曲线落在95％置信曲线下方，因此说明此例中对于y不需要进行变换。

只是在检验各项效应中，发现2个自变量间的交互效应项不显著，因而改进模型主要是删除此不显著项。因此，实际上，又要返回第一步。

新第一步：拟合选定模型

本例中，在重新拟合模型的计算时要删去交互作用项“压力*温度”，保留其他项，再次计算所得的结果如下：



响应曲面回归：纯度与压力，温度

分析是使用已编码单位进行的

纯度的估计回归系数
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纯度的方差分析
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纯度的估计回归系数，使用未编码单位的数据
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对于这次的计算结果，我们仍用前面介绍过的方法与步骤进行分析。此时观察到下面几处要点：

（1）先看ANOVA表中的总效果。在本例中，对应回归项（Regression）的p值为0.000（即＜0.001），表明应拒绝原假设，即可以判定，本模型总的说来是有效的；看ANOVA表中的失拟现象，在本例中，对应失拟项的p值为0.836，其值远比临界值0.05大很多，表明无法拒绝原假设，即可以判定，本模型删去了一项，但并没有造成失拟现象。

（2）看删减后的模型是否比原来有所改进。我们把两个模型计算的多元全相关系数R-Sq和修正的多元全相关系数R-Sq（调整），标准差的估计量S，预测残差平方和（PRESS）及R-Sq（预测）各项值汇总成表13—33。

表13—33　全模型与删减模型效果比较表
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可以看出，由于模型项数减少了一项，R-Sq通常会有微小的降低，但关键是看R-Sq（调整）是否有所提高（本例R-Sq（调整）是有提高的），S的值是否有所降低（本例S的值由0.1819降为0.1667），预测残差平方和（PRESS）是否有所降低（本例由0.693667降为0.54655），R-Sq（预测）是否有提高（本例由97.27％提高到97.85％）。本例结果证明删除了不显著的交互作用项后，回归的效果更好了。

除上述常用结果外，为了获得更精密的数值结果，还可以输出更精确的对于原始数据的回归系数值。
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由上述数值，可以写出最后确定了的回归方程：
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新第二步：进行残差诊断

没有发现任何不正常情况（详细结果从略），可以确认上述模型为我们最终选定的模型，不用再进行第三步修改模型了。

第四步，对选定模型进行分析解释

本问题是希望纯度越大越好，这里两个平方项系数皆为负，又没有交叉项，可以肯定将可以从回归方程中（令两个偏导数为0）求得最大值（但不能保证此最大值一定落在原来试验范围内）。在求解前，我们先看一下等值线图及曲面图（见图13—61）。从图中可以清楚地看到，在原试验范围内确实有个最大值。
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图13—61　响应变量的等值线及曲面图

利用人工解方程的方法，由于两因子交叉项为0，可以对两个变量分别求解最大值。由一元二次函数性质知，y＝ax2＋bx＋c，当a＜0时，y的最大值将位于[image: alt]处，因此也可以得到最优解。当

压力＝5.36834/（2×0.0512244）＝52.4（帕）

温度＝0.134611/（2×0.0002567）＝262.2（摄氏度）

时，所获得的纯度最高。

计算机也提供了响应优化器，可直接获得最优解。从“统计＞DOE＞响应曲面＞响应优化器（Stat＞DOE＞Response Surface＞Response Surface Optimizer）”入口，选定“响应（Response）”为“纯度”，在“设置”中，选定“目标”是“望大”，“下限”填写为“80”，“望目”填写为“100”，则可以得到图13—62，这里为计算方便，对自变量只保留了一位小数。结果与我们手算结果相同，纯度将达到98.325。这个结果比我们已经做过的试验中最好的结果（98.08）还要好些。
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图13—62　响应变量优化器的计算结果图

为了获得置信区间，从“统计＞DOE＞响应曲面＞分析响应曲面设计（Stat＞DOE＞Response Surface＞Analyze Response Surface Design）”入口，选定“响应（Response）”为“纯度”，在“预测（Prediction）”中，在自变量设置处，填写“52.4，262.2”，则可以得到下列结果：



根据该模型在新设计点处对纯度的预测响应
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前一个置信区间（95.0％ CI）表明的是回归方程上的点的置信区间，此值可以作为改进的结果的预报写在总结报告中。后一个置信区间（95.0％ PI）表明的是以上述回归方程上的预测值的置信区间为基础，加上观测值固有的波动所给出的置信区间，这就是将来做一次验证试验时将要落入的范围，可供做验证试验时使用。如果要求出多次（例如3次）验证试验的平均值，就要使用宏指令，这里有件事情要注意，那就是要确认自己所存储的设计矩阵究竟是已编码数据还是未编码（即原始）数据。如果在进行分析时使用的是代码数据，存储的设计矩阵也是编码后的数据，最优设置之值也应该是已编码的数据；如果求最优设置时对自变量常使用的是原始数据，则要对原始数据的设计矩阵再存一次才能使用。设M1，M2分别是全模型（6个自变量）及删减模型（5个自变量）的编码数据设计矩阵，M3是原始数据5个自变量的设计矩阵，则调用宏指令应该是：

％ypred　C7　M3　5　3　C8

得到最终结果为：



m次验证试验均值的95％置信区间

m＝3.0

模型的均方误（MSE）＝0.027777

95％置信区间下界＝98.0094

95％置信区间上界＝98.6407



13.5.4　多响应曲面设计的最优分析

前面各节讨论响应曲面分析仅限于单个响应变量的问题。实际工作中常遇到要同时考虑多个响应变量的情况，例如希望断裂强度越大越好，同时希望厚度越小越好；希望质量水平越高越好，但同时希望成本越低越好，等等。如何同时考虑多项指标是个很复杂的课题。这里有两种思路：一种是设法将多个指标用某种方式结合成某个综合的单指标，仍将问题化为单指标来考虑；另一种思路则是设法直接处理多指标问题。本节将只讨论后种思路。下面通过一个例题阐明解决这类问题的具体方法，结合MINITAB软件提供的两个窗口来具体实现最优化。我们先讨论一个实际问题。

例13—19

验血校正试验。本问题是要求同时考虑4项响应指标：

（1）吸收（absorb），要求：≤61.85，希望越小越好；

（2）模糊（blanking），要求：≥300；

（3）比率（ratio），要求：介于0.4～0.5之间；

（4）分离（separation），要求：≥200。

影响这几项指标的自变量有2个：

A：抗体（antibody），取值要在（10，40）之内；

B：试剂（reagent），取值要在（20，50）之内。

由于自变量范围明确不能超越，因此安排了CCI（中心复合有界）设计，试验费用昂贵，中心点只安排了2次，试验结果如下（见表13—34）（数据文件：DOE_验血（多响应）.MTW）。

表13—34　验血校正试验数据表
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希望能找到满足所有要求条件且吸收越小越好的最佳因子设置。

先对这4个响应变量分别进行响应曲面设计分析，观察对于各响应变量有显著影响的自变量项（当然它们不全相同），取这些变量的全部：A，B，AA，BB，AB。

多响应变量的优化有两个工具可以使用：重叠等值线图及响应优化器。

重叠等值线图（Overlaid Counter Plot）就是对于选定的自变量区域内，将多个响应变量的取值等值线画在同一张图内，这便于观察同时满足多项要求的状况。从“统计＞DOE＞响应曲面＞重叠等值线图（Stat＞DOE＞Response Surface＞Overlaid Counter Plot）”入口（界面见图13—63左），选定“响应（Response）”为全部4个响应变量；打开“等值线（Counter）”窗口（界面见图13—63右），在各响应变量设置处，填写各自范围。对于只有“≤”者，将其上界值写入“高”，将自己任意选的低值写入“低”；对于只有“≥”者，将其下界值写入“低”，将自己任意选的高值写入“高”；对于同时有“≤”及“≥”者，将其下界值写入“低”，将其上界值写入“高”。这样就可以得到下列重叠等值线图结果（见图13—64）。
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图13—63　多响应变量重叠等值线图操作

[image: alt]

图13—64　多响应变量重叠等值线图

在重叠等值线图中，所有带阴影色的区域都是“不可行区域”，中间左下方有个白色“可行域”。如果输入“响应（Response）”时，逐个填写响应变量，则在打开“等值线（Counter）”窗口（界面见图13—63右）后，逐个填写各自范围，则可以看到等值线的个数逐渐增多，填充导致可行域逐渐缩小的过程。

为了寻求最优设置，我们可以用工具“十字线”协助。对准图形点鼠标右键，找到“十字线”；或从工具栏中点击“十字线”，即可以产生能自由移动的十字线（见图13—65）。在移动十字线时，计算机在左上角自动跳出“坐标窗”显示十字线位置及各响应变量的数值。从本例来看，希望吸收越小越好，则应该让“比率”尽可能接近下限0.4，让“模糊”也尽可能接近下限300，即应当将十字线尽可能靠近此二线的交点处（菱形的最下角）。这样，“吸收”就尽可能地小了，可以达到61.789。
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图13—65　多响应变量重叠等值线中的十字线

多响应变量的优化还有另一个工具可以使用：响应优化器（Response Optimizer）。

响应优化器可以同时处理多个响应变量的优化设置选择问题。从“统计＞DOE＞响应曲面＞响应优化器（Stat＞DOE＞Response Surface＞Response Optimizer）”入口（界面见图13—66左上），选定“响应（Response）”为全部4个响应变量；打开“设置（Setup）”窗口（界面见图13—66右上），在各响应变量设置处，填写各自优化目标。对于只有“≤”者，将其目标写为“望小”，上界值写入“上限”，将自己任意选的低值写入“望目”，“下限”空白；对于只有“≥”者，将其目标写为“望大”，下界值写入“下限”，将自己任意选的高值写入“望目”，“上限”空白。由于多个响应变量选优问题可能很复杂，计算机要先找到“初始值”作为出发点，如果搜索几次都不能满足所设要求时，计算机会“自动罢工”而无任何有意义成果输出。为此，我们要打开“选项（Options）”，输入一个“可行点”（不一定很准确），然后计算机就可以开始正常的“选优”计算了。在本例中，我们将因子A（抗体）设为21，将因子B（试剂）设为21.5，就可以计算了。
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图13—66　多响应变量响应优化器操作

计算后，可以得到下列响应最优化结果，见图13—67。
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图13—67　多响应变量响应优化结果

但是，上述结果很显然是并不令人满意的。如果调整“重要性”，将“吸收”的“重要性”提高到10，其余三项的“重要性”降为0.1，则结果能达到比重叠等值线更好（其实是更精确）的结果（见图13—68）。设置为：因子A（抗体）设为20.9903，因子B（试剂）设为21.5152，吸收可以降低到61.7877。
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图13—68　多响应变量响应优化结果

我们前面已经说过，在处理多响应变量的优化问题时，有两个工具可以使用：重叠等值线图及响应优化器。从这个例子可以看出应用重叠等值线图显得直观、方便，但实际上，每张等值线图只是针对两个自变量时绘制的，多个自变量时必须要同时考虑多张重叠等值线图，这样一来，重叠等值线图实际上只在仅有两个自变量时才特别有效，变量一多，应用很不方便。下面我们就举例说明这种多自变量的情况，同时，此例也是对于解决望目特性问题的介绍。

例13—20

黏接膏体黏接力试验。不干胶黏接广泛应用于实际工作中。有时，对于黏接膏体之黏接力并非希望一定最大，而是希望与某个理想值最接近（有一定的黏度又容易撕开，且不同的被包装物及不同的使用条件对理想值的要求也不相同）。本问题是要求黏接力达到一个理想值，同时希望黏接力的波动最小。

影响本黏接膏体之黏接力的因子有三个。因子A为酚醛树脂％含量；因子B为甲醛硝钠％含量；因子C是反应温度。响应变量为黏接力，按每个搭配条件重复进行3次试验。试验是在最优区域内的CCI试验，因子A（酚醛树脂％含量）取值为32％～36％；因子B（甲醛消钠％含量）取值为1.6％～1.8％；因子C是反应温度（120摄氏度～160摄氏度）。由于自变量范围明确不能超越，因此安排了CCI（中心复合有界）设计，按Box响应曲面设计经典设计，中心点安排了6次，试验结果如下（见表13—35，数据文件：DOE_黏合剂（多响应）.MTW）。

表13—35　黏合剂试验数据表
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希望能找到在平均黏合力为13.5（千克）时，波动最小的最佳因子设置。

解　先求出3次试验结果的均值Ybar和标准差S对于Ybar和S分别进行响应曲面设计的分析，发现这两个响应变量所含各个因子、它们的平方项、交互作用项几乎都是显著的（只有Ybar中的AC项不显著）。先对Ybar的取值状况进行分析，绘制其等值线图，发现在设计区域内在设计的中心点附近确实可以有最大值。其等值线图见图13—69。
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图13—69　黏合剂试验的多响应变量等值线图

由于自变量有3个，分三组，每次只讨论两个自变量，如果要求得出最优值（特别是同时求出两个响应变量的最优值）是很麻烦的事，因为确实很难同时看到未选入的那个自变量变化后的状况。我们改为直接使用响应曲面的优化器，操作如图13—70所示。
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图13—70　黏合剂试验的优化器使用图

其计算结果见图13—71。
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图13—71　黏合剂试验的优化结果图

对于望目特性的响应变量选优的问题，可以将望目值设为目标，然后指定某种精度就可以计算了。我们先取的是Ybar的限制为（13.4，13.6）。这时我们得到，在A＝33.4949，B＝1.7235，C＝150.707时，Ybar可以达到13.5003，S可以小至0.3532。但我们不要满足于这个结果。如果我们在使用响应曲面的优化器时，将图13—70中响应变量的取值要求稍加改动，将Ybar的限制由（13.4，13.6）改为（13.49，13.51），则Ybar可以达到13.5026，S可以更小至0.3527，这比上述结果更好。如此说来，是否对于望目特性的响应变量都可以用缩小其允许范围而得到改进呢？显然不是，如果我们在使用响应曲面的优化器时，将Ybar的限制由（13.49，13.51）改为（13.499，13.501），则Ybar表面上有些改变，但S却变大了：这时Ybar为13.5000，S却变大为0.5134。这说明，如果对望目特性要求得过严，则满足此条件的自变量范围将更窄，一般说来S常常会变差的。

下面我们对于多响应变量优化器使用中的“重要度”加些补充说明。

仍以黏接力设计为例，有时我们希望获得黏接力最大，同时希望黏接力的波动达到最小，这时如何选择“最优值”呢？

首先我们先对响应变量Ybar求最大值。这时按单响应变量优化处理，暂不考虑标准差S的问题。容易知道，Ybar的最大值为13.9302，这是在A＝34.1010，B＝ 1.6889，C＝144.6465时得到的。如果对响应变量S求最小值。这时仍按单响应变量优化处理，暂不考虑Ybar的问题。容易知道，S的最小值为0.3192，这是在A＝ 32.4444，B＝1.7313，C＝160.0时得到的。如果同时考虑Ybar达到最大值及S达到最小的问题，则可以肯定的是，两者所能达到的最优值都一定不如只考虑单响应变量时的好。这时必须考虑到二者的重要性设置，对于不同的设置肯定会得到不同的结果。当二者的重要度相等时（二者皆取1，这与同样取别的值结果是相同的），可以看到，Ybar的最大值为13.7905，S的最小值为0.3783，这是在A＝33.7778，B＝1.7111，C＝145.859时得到的。当二者的重要度发生变化时（在MINITAB中，重要度的取值限定在0.1～10），则最优值会发生变化。例如，当Ybar的重要度取10，S的重要度取0.1，这时Ybar的最大值为13.9299（从图13—69中可以看出，本例的响应曲面顶部曲率很小，几乎是个“平顶山”，这时也差不多达到了单响应变量时达到的最大值13.9302），S的最小值为0.4414（远高于单响应变量时的最小值0.3192），这是在A＝34.1010，B＝1.6889，C＝144.242时得到的；当Ybar的重要度取0.1，S的重要度取10，这时Ybar的最大值为13.0685，S的最小值为0.3390，这是在A＝33.1313，B＝1.7273，C＝153.131时得到的。

总之，当自变量个数超过2时，等值线图的应用受到诸多限制，响应变量优化器则显示出很大的威力，按不同的要求可以得到不同标准下的“最优点”。


13.6　稳健参数设计

稳健参数设计（robust parameter design）（也称健壮设计、鲁棒设计，简称参数设计）是工程实际问题中很有价值的统计方法。它通过选择可控因子的水平组合来减少一个系统（或产品、过程）对噪声变化的敏感性，从而达到减少此系统性能波动的目的。大家知道，过程的输入变量（因子）有两类：可控因子（control factor）和噪声因子（noise factor）。可控因子是指其值一旦选定就保持不变的变量，它包括产品或生产过程设计中的设计参数，而噪声因子是在正常条件下难以控制的变量。我们在作参数设计时，就是把可控因子的设置当作研究的主要对象，与此同时让噪声因子按照设定的计划从而系统地改变其水平的方法来表示正常条件下的变化，最终按照我们预定的望大、望小或望目的目标选出最佳设置。从方法角度而言，稳健参数设计可以使用乘积表（cross array）（即内外表“相乘”）和单一表（single array）（两类因子排在同一张表内）两种方法。从建模策略而言，我们可以使用相应的位置—散度分别建模和响应统一建模两种建模策略。田口玄一博士在参数设计方法方面贡献突出，他在设计中引进SN比（信噪比）的概念，并以此作为评价参数组合优劣的一种测度，这是很有价值的，甚至很多文献和软件都把稳健参数设计方法称为田口设计（Taguchi design）。

上述讨论到的响应变量都只限于一个。在我们所研究的系统中，这个响应变量有特定的最佳值（望大、望小或望目），而且这个最佳值是不变的，这类响应称为简单响应（simple response），这类系统称为简单响应系统（simple response system）。在更复杂的系统中，响应变量显著地依赖于一个有效的信号因子，这个系统称为信号—响应系统（signal-response system）。例如，我们研究自动车床生产质量问题，其重要指标就是加工出的零件直径的波动性。如果限定此零件直径是50mm，则可以将其生产工艺条件设计看成是有望目特性的稳健参数设计问题，波动越小越好，这里把生产的零件直径看成是简单响应。但实际上，零件直径是由切削深度决定的，我们可以对切削深度加以控制，不同的切削深度会生产出不同直径的产品。我们希望的是各种直径零件的波动性都能很小。这里，切削深度就是个信号因子（signal factor），整个生产过程就是用切削深度与零件直径间的信号—响应关系来刻画的，仔细研究这种关系将比简单的望目特性研究要深入得多、复杂得多。在田口方法的术语中，简单响应关系被称为是静态（static）特性的，对应的参数设计问题被称为静态参数设计（static parameter design）。信号—响应关系被称为是有动态（dynamic）特性的，对应的参数设计问题被称为动态参数设计（dynamic parameter design）。本书将在13.6.1节讨论一般的稳健参数设计模型，在13.6.2节讨论不含信号因子的静态稳健参数设计的计划问题，在13.6.3节中通过一个具体例题介绍静态稳健参数设计的分析方法，在13.6.4节通过一个具体例题讨论含信号因子的动态稳健参数设计问题。

13.6.1　稳健参数设计的模型

产品性能指标除了受可控因子的影响，还受到噪声因子的影响。一般的试验设计对误差的分析比较笼统，全都归为随机误差或试验误差。但我们在稳健参数设计中，为了能达到产品或过程的稳健性，一定要细致地分析这些变差是如何形成的。首先要明确噪声因子的具体状况，对噪声因子的状况进行细致的分析，然后才能予以准确描述进而设法在试验中反映这些变差，最后讨论如何通过稳健参数设计实现我们相应地控制这些变差的目标。

13.6.1.1　噪声因子的进一步分析

噪声因子就是在正常生产过程或使用条件下难以控制的因子，我们在本章中将不区分“噪声”与“难以控制”。噪声因子可能有很多类型，下面是一些常见的类型。

（1）参数的变化。生产过程中的某些要素，由于在试验设计过程中并不发生设置的改变，我们并未将它们设定为可控因子。但在实际工作中，任何参数的控制都不可能完全准确，这就造成了误差。例如，反应罐中的温度很重要，如果要考虑它们变化产生的影响，则可将它处理为可控因子；否则可以设定为常量，但实际上它是有波动的，因此一般情况下要将温度这个参数的波动看成噪声因子。

（2）原材料参数的变化。加工成产品的零部件有其名义值（nominal value），但是其实际值与名义值总会有偏离，这就造成了变异。由于原材料参数通常被我们选定作为可控因子，这类误差所形成的噪声因子也常被称为“内噪声”（internal noise）。

（3）环境的变化。环境条件对响应变量也会有直接的影响，而我们通常又未将它们放入可控因子范围内，例如手表走时快慢随温度的变化而波动，电视机的清晰度与输入电压的大小有密切关系，很多生产过程与室内条件有关，例如温度（或湿度、静电粒子数、输入电压）等，我们要在参数稳健设计中考虑如何使产品对这些环境的变化不敏感。称这种使用条件和环境条件的波动为外干扰，也称为外噪声（external noise）。

（4）载荷因子。载荷因子是指产品所承受的外部载荷。例如，洗衣机的设计中要考虑洗衣量的变化，汽车设计要考虑载重量的变化，冰箱设计要考虑开门次数的变化等。

（5）单元间差异与空间差异。原料的不同批次、操作工的不同安排、反应炉中不同位置会有不同温度等，这些差异也造成响应变量的波动。

（6）时间差异。时间差异是指一段较短的时间区间内，上下午的差异、同一周内不同的几天产生的差异等。

（7）耗损降级（consume degradation）。在一个长时期内，各种条件的缓慢衰变、元器件老化磨损、生物活性降级、材料耗损导致性能的长期变异。要让系统对此类变异更加不敏感。

本章前几节的试验设计中，一般是靠在单元上或在时间上进行重复试验来估计试验误差的大小，试验的最终目的还是针对响应变量本身（例如望大或望小）。而稳健参数设计则把响应变量的变差作为研究对象，寻找并识别出直接影响性能变差的变量，这比原来的要求深入了一大步，功能也大为扩充。

13.6.1.2　试验与建模的策略

响应变量的变差如何才能减小呢？很自然的想法是，通过减小噪声的变差来实现减小响应变量的变差，但这通常要付出较高的经济代价。稳健参数设计则是更好的一种策略选择。这种策略是通过探索可控因子与噪声因子间的交互作用，从而用改变可控因子的水平组合的办法来减小响应变量的变差。因为可控因子通常易于改变，所以稳健参数设计比直接减小噪声变差更经济、更方便。

我们先举一个简单直观的例子。如果可控因子本身受到噪声的影响而有波动，响应变量与这个可控因子的关系是非线性的，则我们可以选择斜率较小的平坦区域从而使响应变量的变差减小。这样减小变差的方法比直接减小可控因子的噪声波动要便宜得多。其示意图可参见图13—72。一般人们是在系统设计（system design）选择确定了系统的构造之后，把选择参数的最佳设置以求减小响应变量变差的方法称为参数设计（parameter design），再进一步把如何限定可控因子的噪声波动的方法称为容差设计（tolerance design）。
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图13—72　选定平坦区域使响应变量变差减小

在稳健参数设计领域，现在公认较好的试验与建模方法有两种不同类型：一种是用乘积表进行位置—散度建模；另一种是用单一表进行响应建模。

用乘积表进行位置与散度建模：为了考察可控因子的不同水平搭配的效果，我们要在一张控制表（control array）中安排这些可控因子，通常用全因子设计或部分因子设计进行，此表也常称为“内表”（inter array）。为了考察噪声因子的效应，要对控制表中每个试验条件安排一个噪声表（noise array），此表常称为“外表”（outer array）。这样做就相当于控制表中的每个水平组合与噪声表中的所有组合相乘构成一个乘积表（或直积表）。乘积表的示意见表13—36。记n1和n2分别为控制表及噪声表的试验次数，则乘积表的试验次数为n＝n1×n2。表13—26中的n1＝9，n2＝8，表中带“*”的地方表示一次试验，总计要进行72次试验。在田口设计术语中，常将乘积表称为内外表（inter-outer array）。

表13—36　稳健参数设计的乘积表
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对乘积表试验的数据该怎样建模和分析呢？一个很自然的想法就是对位置和散度分别建模的方法。

位置—散度建模法（location and dispersion modeling）就是分别建立位置和散度的度量值关于可控因子主效应和交互效应的模型。对每个控制水平的组合，用噪声重复试验的样本均值[image: alt]作为位置的度量，用样本方差的对数lnS2或样本方差S2本身作为散度的度量。对这两种度量，分别找出对它们有显著影响的因子来。

凡对位置度量有显著影响者，称为位置因子（location factor）；

凡对散度度量有显著影响者，称为散度因子（dispersion factor）；

是位置因子但又非散度因子者，称为调节因子（adjustment factor）。

这三者关系可以参看示意图（见图13—73）。
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图13—73　因子分类示意图

对于望目型问题，解决问题的两步程序是：

（1）选择散度因子的水平使散度最小化；

（2）选择调节因子的水平使位置达到目标值。

在第二步中，若只使用一个调节因子仍不足以使位置达到目标值，则可能使用两个或多个调节因子来达到目的。若没有调节因子存在，只能使用同时仍是散度因子的位置因子，这时候，有可能当位置调整到目标时散度却增大了，这就需要重新调整散度因子，并且要在上述两步间进行迭代。如果第二步总也不能使位置达到目标值而且偏差明显时，第一步所得到的结果可能要推翻重来。甚至也有可能仅用这两步法根本就找不到可控因子的最佳水平组合。

对于望大或望小型问题，解决问题的两步程序是：

（1）选择位置因子的水平使位置达到最大（小）；

（2）选择非位置因子的散度因子的水平使散度最小化。

之所以可以使用位置—散度建模法解决稳健参数设计问题，是因为在乘积表中，我们对于位置和散度的度量都是在相同的噪声表中进行的，位置（或散度）度量间的任何差异都可以归因于可控因子水平的组合。因此，乘积表的使用自然会导致使用位置—散度建模法来寻求最优解。

13.6.1.3　位置及散度的度量

取什么指标作为位置及散度的度量是最好的呢？前面所说的样本均值及样本方差是常见的选择，但响应变量优化的目标可能有望大、望小和望目三种形式，统一使用“信噪比”及“灵敏度”是田口提出的建议之一。粗略说来，对于望大、望小和望目三种形式，用不同的公式来定义信噪比后，位置—散度建模法优化步骤的第一步都可以归结为信噪比极大化，第二步再根据不同的目标选不同的因子予以调节，不一定都选“灵敏度”做指标。下面给出不同特性情况下的信噪比（signal to noise ratio，SN ratio）定义。

1．望目特性信噪比

望目特性的SN比与变异系数有着密切的关系。

设望目特性随机变量为y，它的期望值为μ，方差为σ2，目标值为m。对于望目特性y来说，我们希望：

（1）μ＝m；

（2）σ2越小越好。

在概率论中，常用变异系数[image: alt]作为随机变量的离散性指标，则变异系数γ越小说明随机变量（质量特性）可能值的密集程度越高。变异系数的优点是既考虑了标准差σ的影响，又考虑了期望值μ的影响。如果把标准差理解为绝对误差，则变异系数代表相对误差。

望目特性信噪比定义如下：
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可见，望目特性信噪比η等于信号μ2与噪声σ2之比，也就是变异系数平方的倒数。因此，η是随机变量的一个关于变异性的优良指标，其值越大越好。

η的分子μ2的估计[image: alt]由[image: alt]（Sm－Ve）确定，分母σ2由
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确定，因此有
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在实际计算时，通常将估计^η取常用对数再乘以10，化为分贝值。在不致引起混淆的情况下，仍记为η，即
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式中
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有时更简化为：
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另一种信噪比η值的定义是只考虑样本的方差，定义为：

[image: alt]

2．望小特性信噪比

当产品的质量特性y为望小特性时，一方面希望其数值越小越好，即等价于希望期望值μ的绝对值或μ2越小越好；另一方面，希望y的波动越小越好，故相当于希望方差σ2越小越好，也就是μ2＋σ2越小越好，其倒数越大越好。因此，望小特性y的SN比定义如下：
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注意，随机变量y的2阶原点矩E（Y2）为：
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因此
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这说明望小特性y的信噪比η应取2阶原点矩E（Y2）的倒数。

2阶原点矩E（Y2）的无偏估计称为均方值VT：
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因此，η的估计公式为：
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取常用对数再乘以10，化为分贝值，仍用η来表示，则得到望小特性信噪比的估计公式为：
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3．望大特性信噪比

设y为望大特性，则[image: alt]为望小特性。因此，将望小特性SN比的估计公式（13—48）中yi变换成[image: alt]，可分别得到望大特性SN比的估计公式：
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取常用对数再乘以10，化为分贝值，仍用η来表示，则得到望大特性信噪比的估计公式为：
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以上介绍了用乘积表进行位置—散度建模的方法。这是目前最通用的做法，计算机软件也多按此思路编写程序。但是，位置—散度建模方法也有其缺点，这就是用可控因子建立的位置—散度模型可能会掩盖可控因子与噪声因子之间的某些重要关系，因为我们建立的各项效应分析都只考虑了可控因子本身，噪声因子并没有连同可控因子一起予以考虑，特别是未能考虑二者的交互作用。另外，散度还可能并不是可控因子的线性函数，更有可能是其非线性函数，这些使建立度量散度的模型更加困难。再一点就是，乘积表所用的试验次数实在是太多了，因此提出一种全新的设想，即用单一表直接进行响应建模。

在这种响应建模（response modeling）方法中，不是计算噪声因子在重复试验上的方差，而是将响应变量y拟合为可控因子及噪声因子的函数，将这种拟合模型称为响应模型（response model）。安排试验时，也是将可控因子与噪声因子统一排在一张表中，这将大大减少试验次数。其设计及分析用到较多统计知识，本书只好从略。详细内容可以参看本书参考文献［19］：吴建福教授等的著作《试验设计与分析及参数优化》。

13.6.2　静态稳健参数设计的计划

对于实际应用问题，稳健参数设计的主要步骤如下。

1．制定可控因子水平表

同前几节介绍的一般的试验设计一样，首先要确定本问题中的可控因子名单，并确定它们各取多少水平。如果确实需要考虑某些因子间的交互作用，则最好选定所有因子取相同水平的对称正交表（symmetrical orthogonal array），这时交互效应容易得到估计，但水平数受到限制。一般情况下，我们不应特别强调交互作用，可以选用混合水平的非对称正交表（asymmetrical orthogonal array），这使各因子水平数的选择有更多的考虑余地。

2．制定控制表（或称内设计或内表）

一旦可控因子名单和它们的水平确定下来，就可以选定控制表。全部2水平或全部3水平的全因子试验或部分因子试验都可以使用。例如2水平的L4，L8，L16，L32；3水平的L9，L27等。如果有多种水平的混合，则可以选用L18，L36等设计表。在稳健参数设计时，很少使用全因子试验，而多是采用部分实施而且不考虑其交互作用，因为这可以在较少次数的试验中考察相当多的因子，这是很经济和有效的。

使用MINITAB软件可以自动形成内表。主要步骤是：从“统计＞DOE＞田口＞创建田口设计（Stat＞DOE＞Taguchi＞Create Taguchi Design）”入口（其界面见图13—74左），根据自己选定的是对称型（各因子水平数相同）设计还是混合型设计，并考虑到可控因子个数，可以先从“显示可用设计（Display Available Design）”中观察和确认自己选定的试验次数是否可行，然后从对话窗“设计（Design）”中选定试验次数。注意这里的圈选框“为动态特性添加信号因子（Add a signal factor for dynamic characteristics）”是针对动态型稳健参数设计问题而给出的，我们在静态问题中先不要管它。在对话窗“因子（Factor）”中，选定因子名称及水平设置。如果有交互作用需要特别设定的话，注意在这里选择按键“交互作用（Interaction）”后，对要考虑的交互作用项名称予以设定，否则一律不考虑交互作用。全部操作完成后，即可输出设计表（即控制表或称内表）。
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图13—74　田口设计的可用设计表

3．制定误差因子水平表

由于误差因子有很多种类型，要仔细分清每种误差的来源，并设定正确的计算公式。例如，可控因子的误差（用相对误差给出）也是应该作为误差因子来对待的，其取值的计算通常依赖于可控因子本身的数值，而环境误差等则常取固定的设定值作为“外噪声”。

4．制定噪声表（或称外设计或外表）

当误差因子取定后，如何安排噪声表（或称外表）是件非常重要的事。一般情况下，噪声表也采用正交表，因为它可以保证布点“均衡分散”，具有较好的均匀性，这时实施一次噪声表试验相当于在噪声变差范围内实施一次全面模拟试验。而实际上，相当于对内表的每一个试验都要安排一个全面的噪声表。

为了实现对内表的每一个试验都要安排一个全面的噪声表，就要把内表（控制表）和外表（噪声表）“相乘”而得到，相乘的方法如表13—36所示。此表的内表是用L9安排4个可控因子，每个因子皆取3水平。外表是用L8安排4个误差因子，其中每个因子为2水平，按1/2实施安排的。这样一来，搭配在一起共要做9×8＝72次试验。

在用MINITAB软件进行稳健参数设计时，并不真正列出乘积表，误差表（外表）要自己另行安排，其试验结果按顺序填入响应变量的多个列中即可。

能够安排完成全面的乘积表试验当然会得到很好的结果，但噪声因子个数较多或噪声因子水平较多时，试验次数会很大，这时可以用较少次数的试验安排来代替。通常有两种方法可以解决此问题：第一种方法就是综合误差法，考虑在噪声表中选择少数几点（通常3点或4点）能使误差达到最大的最具代表性的试验结果作为全部试验误差的代表，这就可以大大节省试验次数；第二种方法是第一种方法的特例，就是最不利综合误差法，在噪声表中只选2点最不利情况（一个是正偏最不利，另一个是负偏最不利）作为全部试验误差的代表，这就使试验总次数更少了。具体如何选择噪声表要根据实际情况慎重确定。

安排好噪声表后，经过试验，将所有试验结果作为响应变量的多个取值并列排在试验表最右侧，就完成了全部的试验实施及数据收集步骤。

13.6.3　静态稳健参数设计实例分析

下面通过例子说明望目类型问题的稳健参数设计的创建及分析方法。

例13—21

喷塑制成机柜架工艺条件设计问题。喷塑过程的喷入量是喷塑机柜架的关键要求，响应变量是喷入量，其目标值是350克，喷入量过大或过小都将影响机柜架的成型。我们已经知道影响喷入量的因子有4个：喷射压力、喷射时间、喷嘴高度及喷射角度，希望能各取3水平。

因子A：喷射压力，12，15，18（帕）

因子B：喷射时间，4，4.5，5（秒）

因子C：喷嘴高度，1，1.5，2（毫米）

因子D：喷射角，20，22，24（度）

要求分析4个因子效应的显著性，寻求最佳搭配，以使喷入量与目标值350克最为接近。

解　4个可控因子都是3水平，因此选用L9正交表作为可控因子表（内表），其设置代码如表13—37所示。

表13—37　3水平正交表L9
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从“统计＞DOE＞田口＞创建田口设计（Stat＞DOE＞Taguchi＞Create Taguchi Design）”入口（其界面见图13—75左）。从对话窗“设计（Design）”中，选定试验次数为“9”（此界面图形从略）。注意这里的圈选框“为动态特征添加信号因子（Add a signal factor for dynamic characteristics）”是针对动态型稳健参数设计问题给出的，在静态问题中，先不要管它。在对话窗“因子（Factor）”中（见图13—75右），选定因子名称及水平设置。全部操作完成后，即可输出设计表，结果见表13—38。
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图13—75　田口设计的创建设计操作

表13—38　安排各因子的控制表（内表）
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对于误差因子，选定压力（±5％）、时间（±5％）、高度（±10％）及喷射角（±10％）。

用综合误差法，对内表中的每行选取最不利状况（例如每个因子选取上下限的某个边界值）进行2次试验，其喷入量的较大值及较小值分别列在表13—39的C5，C6两列中（数据文件：DOE_喷射量（田口）.MTW）。表中最后两列是计算机自动算出的结果。

表13—39　喷塑试验结果数据表
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下面讨论如何使用MINITAB软件进行数据的分析。

计算机软件提供了全部原来要用手工计算的结果，包括信噪比、均值等。用MINITAB软件的操作如下：

从“统计＞DOE＞田口＞分析田口设计（Stat＞DOE＞Taguchi＞Analyze Taguchi Design）”入口（其界面见图13—76左上）。将两列结果（如果有多列，计算方法也相同）都放入“响应数据位于（Response）”内。

从对话窗“分析（Analyze）”、“图形（Graphs）”和“存储（Storage）”中分别选定“信噪比（SN Ratio）”和“均值（Mean）”。在对话窗“项（Terms）”中要选定4个因子名称。

在对话窗“选项（Options）”中要选定信噪比计算公式。由于本例是望目特性，故选用简化信噪比公式（13—42）；也可以单纯考虑样本方差选用式（13—43），本例选定式（13—42）：10*Log10（Ybar**2/s**2）。也可以选用式（13—38），这时称作“调整后公式”，在图13—76左下部分中，加选“对于望目型使用调整后公式（Use adjusted formula for nominal is best）”项即可。
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图13—76　田口设计的分析操作

计算结果如下：



田口分析：喷入量1，喷入量2与压力，时间，高度，喷射角

信噪比响应表
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均值响应表
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在第一个信噪比响应表内，对于望目特性信噪比（10*Log10（Ybar**2/s**2））结果的分析，可以看到每个因子的各水平的信噪比平均值和信噪比极差（Delta）。显然，信噪比极差越大代表此因子效应越显著。从极差的大小排秩（Rank）中，可以看出在各因子对于信噪比的影响中，以因子D（喷射角）最为重要（排秩＝1），因子B（时间）次之（排秩＝2），因子C（高度）更次之（排秩＝3），因子A（压力）最小（排秩＝4），几乎没有影响。

在第二个均值响应表内，从均值响应表（Response Table for Means）的分析中，可以看到各因子的各水平均值的平均值和均值的极差（Delta）。从极差的大小排秩（Rank）中，可以看出在各因子对于均值的影响中，以因子A（压力）最为重要（排秩＝1），因子D（喷射角）为次最重要（排秩＝2），因子B（时间）（排秩＝3）和因子C（高度）都很小（排秩＝4），几乎没有影响。

将上述结果归纳一下，我们可以初步判定因子状况：因子D，B，C对望目特性信噪比影响最大，因而为散度因子；因子A，D对均值影响最大，因而都是位置因子；而且由于A是位置因子而又不是散度因子，可以认定因子A为调节因子；D既是散度因子，又是位置因子；最后可以绘制出因子分类的示意图（见图13—77）。
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图13—77　田口设计的因子分类表

按望目特性响应变量优化的基本方法，应先选出散度因子的最佳设置，使信噪比达到最大；然后再选调节因子的最佳设置，使均值达到目标。

再来看输出的有关信噪比及均值图形（见图13—78及图13—79），一方面可以确认效应的显著性，另一方面也可以选择最佳设置，以便最后进行预测。
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图13—78　田口设计信噪比主效应分析图
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图13—79　田口设计均值主效应分析图

根据对于望目特性的解决问题程序，首先选择散度因子（B，C，D）的水平使信噪比最大化（或说散度最小化）。在本例中，SN最佳水平（见图13—78）应确认为：B（时间）取2水平（4.5秒）、C（高度）取2水平（1.5毫米）、D（喷射角）取3水平（24度），这3个因子的最优设置在图13—78中都用圆圈标出。在这些因子已安排确定的条件下，用调节因子A（压力）的水平进行调试，以使均值与目标最接近。由于3个散度因子的这种最佳搭配并未在试验中出现过，我们只能通过预测来选择。输出时要同时考虑均值及信噪比两项预测。

从“统计＞DOE＞田口＞预测田口结果（Stat＞DOE＞Taguchi＞Predicted Taguchi Result）”入口，其界面见图13—80左。选定预测响应变量为“均值”和“信噪比”。打开“项（Terms）”后（见图13—80右上），选定4个因子。打开“水平（Level）”后（见图13—80右下），选定“从列表中选择水平”后，在各指定因子右方，选择最佳设置，对于调节因子A（压力），逐个选取各水平值（1水平为12帕，2水平为15帕，3水平为18帕），分别得到预测结果，汇总表见表13—40。

[image: alt]

图13—80　田口设计预测结果操作图

表13—40　田口设计预测结果表
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从表中可知，在压力取不同值时，信噪比都保持相当好的结果，压力为12帕及15帕时，平均值分别为345克、357克，各自低于及高于目标（350克）。下次试验应取二者中点（13.5帕）附近，预计将会接近目标（350克）。

上述介绍的对于田口试验设计的预测方法，全部是使用主效应迭加方法计算的（因为通常在田口设计中是不考虑交互作用的）。虽然这样预测的结果一般是可信的，但也有很多情况与实际试验结果产生较大偏离，一切都要以验证试验结果为准。为了更深入了解试验观测值与预测结果可能发生偏离的问题以及解决方法，可以参看本书参考文献［11］列出的茆诗松、马逢时和吴建福（1990）的论文。

使用信噪比方法进行稳健参数设计是田口方法的关键环节。但这样做是否总是可行的？多年来批评之声四起。吴建福教授在《试验设计与分析及参数优化》（参考文献［19］）的10.10节中对此进行了深入分析，并且断言：“信噪比方法只在有限范围内有其合理性，而且常常很难用数据证实或者很难在客观背景下得到肯定。”他建议：“在参数优化设计中不推荐使用信噪比方法。如果要将其用于数据分析，则应该补充使用位置—散度建模法及响应建模方法。然后对这三种方法的结果进行比较。如果存在明显不一致，那么信噪比分析的有效性就值得怀疑。”

我们也应该接受吴教授的建议，在使用信噪比方法的同时也按照位置和散度分别建模的方法重复同样的步骤，看看两种方法是否很接近。利用MINITAB软件这是很容易实现的。使用信噪比方法时，选择的指标是“信噪比”及“均值”（参见图13—76的右上、左中及右下），使用位置—散度建模方法时只要换成选择“均值”与“标准差”就可以了。但由于标准差本身性能并不好，应该将样本方差取了对数才好，为此，在选择指标的同时，应该在“选项（Options）”中（参见图13—76左下），增加“对于全部标准差输出使用对数（Use ln（s）for all standard deviation output）”（见图13—81）才行。
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图13—81　田口设计分析补充操作图

这样计算后，本例的输出结果中，替代信噪比分析结果的图13—78，将得到标准差对数的分析图（见图13—82）。其结论及预测结果与使用信噪比完全一致。这说明，在本例中使用信噪比分析还是可行的。当然要注意，直接使用标准差而不用其对数是不好的，预测标准差结果甚至可能得到负值，其最后设置的结果也将与这里给出的略有不同（此处从略）。
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图13—82　田口设计标准差对数主效应分析图

13.6.4　动态稳健参数设计实例分析

13.6.4.1　动态稳健参数设计概念

在13.6.3中介绍的参数设计所讨论的问题是，响应变量为望目特性，我们研究可控因子的设置，使得响应变量的取值与某个固定的目标尽可能接近。但实际工作中的问题常常会更复杂，目标值可以随人们的需求在不同的条件下取不同的值。称固定目标的稳健参数设计为静态（static）的，称这种可以改变目标值的稳健参数设计问题为动态（dynamic）的。下面举几个例子：

（1）车床加工问题。如果要求加工的轴棒直径目标为50mm，我们研究工艺条件设置希望生产出的轴棒直径与50mm越接近越好，这就是简单的静态的望目特性的参数设计问题。事实上，生产过程不可能让轴棒直径目标总固定为50mm，目标可能有多种选择，只要采用不同的切削深度就会导致轴棒直径的变化。我们希望用不同的切削深度生产出来的轴棒直径都能与其相应的目标最接近，这就是动态稳健参数设计问题。把生产轴棒看作一个系统，切削深度为信号因子，轴棒直径是输出特性，我们要研究的问题就是轴棒直径是如何受信号因子切削深度变化的影响的，即研究输出特性如何依赖于信号因子的动态性质。

（2）汽车驾驶中的转向装置。汽车行驶中，常常要变换方向，而这是靠扭转方向盘实现的。方向盘转不同的角度，则车轮会转向不同的方向。我们希望转向系统的设计中，对于方向盘转不同的角度，车轮能有准确的转向。方向盘转动的角度就是信号因子，输出特性是车轮转动方向。

（3）测量系统的设计。在生产日益发展的今天，对测量系统也有越来越多、越来越高的要求，各种物理量都要有相应的测量仪器。我们以数字电子秤为例。将物品放在秤台上，则显示器会显示出物体的真实重量。所称量物体的重量当然是变化的，物体重量是信号因子，输出特性是显示器上的显示结果。

从上述几个简单例子中不难归纳出动态特性的一般性质与要求：在一个系统中，当人发出一个信号后，该系统会产生一个响应值。我们希望研究，该系统应如何设计，以使得响应值与信号间的关系更精确，这就是动态稳健参数设计所研究的问题。

具体来说，动态稳健参数设计问题是：一个系统会受到一些可控因子的影响，也会受到一些非可控因子（噪声、误差）的影响，当该系统接收到某个信号作为其输入特性时，其输出会显示出与之相应的动态特性。我们所要研究的就是，只考虑可控因子的设置，如何选择可控因子的最佳设置以使这种对应关系更准确。

动态稳健参数设计与静态稳健参数设计的差别，其实就是动态多了个信号因子，信号因子可以取不同的值。静态稳健参数设计中没有信号因子。也可以抽象地说，静态稳健参数设计其实就是这个信号因子只取一个固定值罢了，响应也就只有一个固定目标值了。

仔细分析起来，信号因子之中又有两类不同情况，主动型信号因子与被动型信号因子。如果人们能在一定范围内自由取值，则此信号因子为主动型信号因子。例如切削深度、方向盘转角等都是主动型信号因子。如果人们只能被动地取值，则此信号因子为被动型信号因子。例如被测物体的重量，它不是人们自己能控制的，它就是被动型信号因子。

下面我们仔细分析一下动态稳健参数设计将包含哪些内容。

记响应变量为y，可控因子为C，非可控因子为N，信号因子为M，基本模型是：
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这里已把噪声因子的影响并入ε项中，ε的均值为0，其方差是固定常数σ2。

动态稳健参数设计的要求就是选定可控因子C的一个最佳水平组合C0，使得

（1）y的波动（用σ2作代表）尽可能地小。

（2）记mi为对应于信号因子M取值Mi时所对应的目标值。不论M取哪个值Mi，C0都能使响应变量y与相应目标mi的总波动达到最小。

在实际工作中，f（C0，M）可能是M的各种函数，但非线性函数处理起来太复杂了（如果需要，可以参看吴建福的《试验设计与分析及参数优化》，见参考文献［19］），我们通常只考虑线性函数，一般有下列两种选择：

一般线性关系：
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零点比例关系：
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在实际工作中，对于模型（13—53），最常见的要求是希望β尽可能地大，也就是说当信号因子M作微小改变时，就能强烈地影响响应变量的值；有时也希望β与某个目标接近。对于模型（13—54），它常用于测量系统设计等领域，最常见的要求是希望β尽可能地接近于1，也就是说当信号因子M改变时，响应变量值的改变尽可能与M相同。

13.6.4.2　动态稳健参数设计的计划

在MINITAB的帮助下，动态稳健参数设计的计划很容易实现。这里首先要明确我们所考虑的因子的不同性质：可控因子、信号因子及噪声因子。在考虑试验计划时，将这些因子的名称、水平数、水平值都设定明确。可控因子的水平尽量取相同数值，例如4个可控因子都取3水平就比较容易安排。信号因子取的水平数则与此无关，可以取任意数值。

安排试验计划的原则是：可控因子及信号因子都安排在内表中，噪声因子安排在外表中。安排可控因子及信号因子时也是分别安排的，如果信号因子取的水平数为k，则相当于将安排可控因子的内表“重复”k次。安排噪声因子的外表，通常不在试验计划中出现，也同静态稳健参数设计一样，可以只选择最不利情况，只进行2次或3次试验就行，数据记录表中也只是并列地给出试验结果就行了。

以下考虑一个实际问题。

例13—22

精密电子秤设计。数字式精密电子秤测量精度要求很高，它由传感器系统、显示系统、稳压系统及恒温系统4部分组成。根据原有经验，这4个系统都各有三种方案可以实施，但希望找到它们之间的最好搭配，以使整个电子秤性能最优。误差因子为环境噪声，包括：环境温度（取18摄氏度、22摄氏度二极端水平）、相对湿度（取25％，70％二极端水平）、网络电压（取180伏、240伏二极端水平）和操作时间（取上午9时、下午15时二极端水平）。为了进行试验，现选择了3个标准砝码：10克、50克及100克，试安排动态稳健参数设计的计划，以选定最佳设计方案。

解　由于这4个系统可以看作4个可控因子，各取3个水平，可以安排在内表L9中。信号因子共3水平，应一起安排在试验计划中。步骤如下：

从“统计＞DOE＞田口＞创建田口设计（Stat＞DOE＞Taguchi＞Create Taguchi Design）”入口（其界面见图13—83左）。在对话窗“设计（Design）”中，选定试验次数为9（其界面见图13—83右上）。注意要勾选“为动态特征添加信号因子（Add a signal factor for dynamic characteristics）”。在对话窗“因子（Factor）”中（见图13—83右下），选定因子名称，输入各水平设置，特别注意要在“信号因子（Signal Factor）”内，将信号因子数据列入。全部操作完成后，即可输出设计表（即控制表，或称内表），结果见表13—41。
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图13—83　动态稳健参数设计计划操作图

表13—41　动态稳健参数设计计划表
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对于误差因子，选择综合最不利条件，各自进行2次试验。结果列在表13—42中（数据文件：DOE_电子秤（动态）.MTW）。

表13—42　电子秤设计数据表
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注：此表C1～C7列为观测数据，C8～C11列为计算机计算得出的数据。

13.6.4.3　动态稳健参数设计的分析

由于考虑了三种不同性质的因子：可控因子、信号因子及噪声因子，在分析试验结果时，应该遵照这样的思路来处理：

（1）分析各可控因子的效应，确定哪些因子对信噪比影响显著，选这些因子的最佳水平组合使信噪比达到最大（σ2达到最小）；

（2）确定哪些因子对斜率、截距影响显著而又对信噪比影响不显著（仍可以称调节因子），选这些因子的最佳水平使斜率、截距尽可能达到目标要求。

分析动态稳健参数设计的过程与分析静态稳健参数设计的过程很类似，只是考虑的内容更多些。

下面仍以例13—22的精密电子秤为例，说明动态稳健参数设计的分析步骤。

从“统计＞DOE＞田口＞分析田口设计（Stat＞DOE＞Taguchi＞Analyze Taguchi Design）”入口（其界面见图13—84左上），从对话窗“图形（Graph）”中，选定“信噪比”、“斜率”及“标准差”3项（其界面见图13—84右上）。在对话窗“分析（Analyze）”中（见图13—84左中），选定“信噪比”、“斜率”及“标准差”3项。在对话窗“存储（Storage）”中（见图13—84左下），选定“信噪比”、“斜率”、“截距”及“标准差”（或“标准差对数”）4项。在对话窗“项（Terms）”中（见图13—84右下），选定4个可控因子。
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图13—84　动态稳健参数设计分析操作图

上述全部操作完成后，即可输出计算结果如下：



田口分析：测量1，测量2与传感，显示，稳压，恒温

信噪比响应表
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斜率响应表
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标准差响应表
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从上述结果可以看出，影响信噪比最显著的是因子D“恒温系统”，次最显著的是因子A“传感系统”，二者都比较显著。影响斜率最显著是因子A“传感系统”，次最显著的是因子B“显示系统”，其他二因子都不显著。从标准差响应表中的分析结果与对信噪比分析的结果相同。按我们解决问题的思路，第一步先寻找A，D二因子的最佳搭配使信噪比最大。考虑上述输出中，D1（信噪比达44.37）与A2（信噪比达41.72）搭配是最佳设置。从信噪比主效应图（参见图13—85左上及右下），也可以证实这一点。
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图13—85　动态稳健参数设计信噪比主效应图

第二步是寻求使斜率达到要求的最佳设置。从数值结果分析可以看出，影响斜率最显著因子A“传感系统”取水平2最接近于1，次最显著因子B“显示系统”取水平2最接近于1。从斜率主效应图（参见图13—86左上及右上），也可以证实这一点。
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图13—86　动态稳健参数设计斜率主效应图

综合上述结果，可以看出A2B2D1是最佳搭配。因子C效应不显著。为了得到最佳结果的预测，可以利用MINITAB软件直接给出预测结果。

从“统计＞DOE＞田口＞预测田口结果（Stat＞DOE＞Taguchi＞Predicted Taguchi Results）”入口（其界面见图13—87左上），在预测项目上选定：“信噪比”、“斜率”及“标准差”3项；在对话窗“项（Terms）”中（见图13—87右上），选定3个可控因子（删去不显著的因子C）。在对话窗“水平（Level）”中（见图13—87下），选定各因子的最佳搭配。
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图13—87　动态稳健参数设计预测操作图

计算后可以得到下列预测结果：



田口分析：测量1，测量2与传感，显示，稳压，恒温

预测值
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预测的因子水平
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由这些结果可以看出，预测结果相当好，信噪比很大，斜率与1很接近。但我们这里介绍的对于田口试验设计的预测方法，全部是使用主效应迭加方法来计算的（因为通常在田口设计中是不考虑交互作用的），虽然这样预测的结果一般是可信的，但也有很多情况是预测结果与实际试验结果产生较大偏离，这时要以验证试验结果为准。


13.7　混料设计

13.7.1　混料设计概论

在实际工作中，常常需要研究一些配方配比试验问题。这种问题常出现在橡胶、化工、制药、冶金等课题中。例如不锈钢由铁、镍、铜和铬4种元素组成；闪光剂由镁、硝酸钠、硝酸锶及固定剂组成；复合燃料、复合塑料、混纺纤维、混凝土、黏接剂、药品、饲料等都是由多种成分按相应比率制作而成的，统称为混料（mixture）。组成混料的各种成分称为混料成分或分量，也就是混料试验中的因子（factor）。这里我们关心的是各种分量的比例而不是其绝对数值；而且显然所有分量之和总是为1的。这里对分量的约束条件将使本节内容与以前所讨论的试验设计类型有所差别。对于这种分量之和总是为1的试验设计，称为混料设计（mixture design）。在本节中，混料的成分至少应有3种，其约束如图13—88所示。
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图13—88　混料设计的约束图

为了更直观显示各分量的组成状况，我们引入“三线坐标系”，其原理是：平面几何的知识告诉我们，等边三角形内的任何一点，到三边（垂线）距离的和等于该三角形的高。如果把三角形的高设为1，则任何一点都可以由其到三条边的三个距离给出三个坐标。当然，这三个坐标并不独立，三者之和恒为1。三线坐标系的示意见图13—89。
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图13—89　三线坐标图

从图13—89中可以看出：三角形的三个顶点坐标分别为A（1，0，0），B（0，1，0）及C（0，0，1）。三角形内任意一点都有三个坐标，可以理解为每个点到三个顶点对边的“距离”。越靠近某个顶点，这项坐标越接近于1，越远离某个顶点，这项坐标越接近于0。如果点移到了三角形的边上（图中未显示），则表示三种成分中缺少一种（此缺少成分的名称，在此边所对的顶点处）。三角形的质心到三顶点距离相等，所以坐标为（1/3，1/3，1/3）。图13—89只是因子个数为3的示意图，4个因子将画为正四面体，5个以上则无直观图形了。以下将因子个数记为p（或称p维），我们的设计及分析将对一般的p维来讨论，但仍然以3因子的图作为示意。

当然，混料设计还可以有更细致的分类。第一种混料（mixture）型最简单，最终结果只与各分量的比率有关；第二种混料—总量（mixture-amounts）型，最终结果与各分量的比率及混料总量有关；第三种混料—过程变量（mixture-process variable）型，最终结果与各分量的比率及某些过程变量有关，而这些过程变量并不是混料的一部分，但可能影响混料的搅拌性质。本节只讨论第一种类型问题。

13.7.2　混料试验的计划

13.7.2.1　混料试验计划的基本概念

为了全面考察各分量对于响应变量的影响，我们要在整个试验区域内布置一些点做试验。点的选取方法有三种。

第一种：单纯形质心法（simplex centroid）

在p个因子的混料设计问题中，单纯形质心法的基本思想是：试验点由下列p批点组成。第一批是各顶点（共p个），第二批是上述顶点中每2个顶点的质心（共p（p－1）/2个），第三批是上述顶点中每3个顶点的质心（共p（p－1）（p－2）/3！个），…。总之，p批点总计有2p－1个点。

3因子单纯形质心法设计示意图见图13—90（a）。这时，列出试验计划表中各试验点（总共7个）的坐标是：

顶点：（1，0，0），（0，1，0），（0，0，1）；

2个顶点的质心：（0.5，0.5，0），（0.5，0，0.5），（0，0.5，0.5）；

三个顶点的质心：（1/3，1/3，1/3）。

在这种类型试验结果下，将要拟合的是下列方程（以3因子为例）：
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图13—90是3维及4维单纯形质心法设计示意图。
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图13—90　单纯形质心法设计示意图（3维及4维）

下面给出4因子单纯形质心法设计计划表（见表13—43）：

表13—43　4因子单纯形质心法设计计划表
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第二种：单纯形格点法（simplex lattice）

在p个因子（或称p维）的混料设计问题中，单纯形格点法的基本思想是将全部格子点集内每个点依次选中。在直角坐标系中，格子点的含义是很清楚的。以二维平面上的单位正方形为例，本来正方形有4个顶点；每边上增加一个中心点，则可以构成“田”字格，共有9个点；如果每边分5格，形成36个格点的图形（见图13—91（a））；一般地，每边分成n格，则将形成一共有（n＋1）2个格点的正方形图形。对于混料设计中的区域（等边三角形、正四面体等）也可以按照这种思路给出“单纯形格点”的概念。以平面上的三线坐标系来说，等边三角形的每边分为相等的d段（d称为格度），过这些分点做平行于三角形底边的线，则可以形成三线坐标的格点网格。图13—91（b）显示的就是一个3变量的格度为6的格点网格。至于这些格点的坐标计算大家不用过问计算细节，计算机将列出全部格点坐标，例如3个变量的格度为3的格子点坐标值在表13—44中已经给出，其图形可以参看图13—92中的D图。
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图13—91　格子点位置示意图

显然，格子点是由维数和格度（degree）这两个参数给定的，此格子点集记为{p，d}。我们仍以p＝3为例。3维格度1的格子点集合（记作{3，1}）就是3个顶点全体（见图13—92B）。3维格度2的格子点集合（记作{3，2}）就是将3条边各二等分，由3个顶点及3边中点全体组成的集合（见图13—92C）。3维格度3的格子点集合（记作{3，3}）就是将3条边各三等分，过各分点画与另两边平行的直线，由平行线所交而形成的格点（共10个）组成的集合（见图13—92D）。依此类推，但阶数通常到3为止就够了。{3，3}格子点坐标如表13—44所示。

表13—44　3因子3阶单纯形格子点设计计划表
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一般来说，p维格度d的格子点集{p，d}中，共包含[image: alt]个点。注意：这里的圆括号中含有上下两数，它表示“组合”，这是现在国际上更通行的组合记号，是从p＋d－1个元素中取d个元素的组合数。例如，p＝3，d＝2，N＝6；p＝3，d＝3，N＝10。

在这种类型试验结果下，要拟合的方程将与格度有关，细节就不在这里详细讨论了。

这些设计方法就是普通的未增强（unaugmented）的设点方法（见图13—92）。
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图13—92　单纯形质心及单纯形格点设计示意图（未增强情形）

如果有条件，可以加密些取点，从而拟合更高阶方程。增强就是在各顶点与中心点的连线中点再增加一次试验，其示意可以参看增强设计（augmented）方法（见图13—93）。
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图13—93　单纯形质心及单纯形格点设计示意图（增强情形）

为了在单纯形格点设计法中比较不同的因子数（维数）和阶数的含义，特将4组单纯形格点设计法的图（见图13—94）一起列出：
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图13—94　单纯形格点设计法示意图

第三种：极端顶点设计法（extreme vertices design）

在很多实际的混料设计问题中，各分量常要受到上下界的限制，各分量间还有些约束条件要满足，对这类问题有一种最简便的极端顶点设计法。各限制平面的交点处称为极端顶点。利用极端顶点集所构成的混料试验方案称为极端顶点设计。其示意图如图13—95所示：
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图13—95　极端顶点设计法示意图

我们不准备讨论计算顶点的细节，因为在实际工作中，只要输入约束条件，计算机可以自动形成全部顶点坐标。

13.7.2.2　混料试验计划的计算机实现

下面介绍用MINITAB软件对混料试验方案计划表的形成步骤。

从“统计＞DOE＞混料＞创建混料设计（Stat＞DOE＞Mixture＞Create Mixture Design）”入口（其界面见图13—96）。从图形上可以看出这里有三种类型选择，单纯形质心、单纯形格点和极端顶点，下面分别举例说明。
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图13—96　创建混料设计法操作图

1．单纯形质心设计

例13—23

空气过滤器设计。对于室内的空气不洁（主要是甲醛含量超标）常安装空气过滤器来实现空气的净化。通常所用过滤材料是由活性炭、碳酸钙及碱性液三种成分组成。为了探索三种成分的最佳组合，用混料设计方法进行试验。请安排试验计划。

解　我们可以用单纯形质心设计法来安排试验。从“统计＞DOE＞混料＞创建混料设计（Stat＞DOE＞Mixture＞Create Mixture Design）”入口后，选用“单纯形质心（Simplex Centroid）”（见图13—97左上）。打开“显示可用设计（Display Available Design）”，可以看见，对于3个因子的混料设计试验次数为7。如同在图13—92中A图所显示，在未增强情形，单纯形质心法安排试验只在3个顶点、三边上的中点及中心点（质心）。为了获得更好结果，希望多进行些试验，我们希望如图13—93中A图所显示那样，采用增强方案，即在所有顶点与中心点连线上再增加其中点（称为“轴点”，点类型用代码“－1”）做试验，总试验次数将达到10。
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图13—97　创建单纯形质心设计的操作图

打开“设计（Design）”（见图13—97左下），选中“通过轴点增强设计”。再打开“分量（Component）”（见图13—97右下），填写所有因子名称。

完成这些操作后，即可输出设计表，结果见表13—45。

表13—45　空气过滤器的设计计划表
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设计的结果可以直观地显示出来。从“统计＞DOE＞混料＞单纯形设计图（Stat＞DOE＞Mixture＞Simplex Design Plot）”入口后（见图13—98），选中“点类型”作为点的标签。执行此操作后，可以得到单纯形质心设计的布点图（见图13—99）。
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图13—98　显示单纯形质心设计的操作图
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图13—99　单纯形质心设计的布点图

本例将在获得数据后进行分析，有关细节请参考13.7.3节混料试验设计结果的分析。

2．单纯形格点设计

例13—24

糕点香料设计。糕点生产中需要在食物油中增加些香料，此种香料由桂花、茉莉及混合香精调配而成。为精细地寻求最佳设计方案，加之试验成本较低，在安排混料设计方法时，容许多进行些试验。请安排试验计划。

解　在例13—23中用单纯形质心设计法来安排，但单纯形质心设计法的安排点数受到限制（3因子可以试验7次或10次，而不能有更多次），单纯形格点设计则可以增加很多，点数由试验的“格度”来控制。从“统计＞DOE＞混料＞创建混料设计（Stat＞DOE＞Mixture＞Create Mixture Design）”入口后，选用“单纯形格点法（Simplex Lattice）”。打开“显示可用设计（Display Available Design）”，可以看见，对于3个因子的格度3的设计未增强情形试验次数为10，如图13—92中D图所示。为了获得更好结果，我们希望如图13—93中D图所显示那样，应增强而多进行些试验，即在所有顶点与中心点连线上再增加其中点（称为“轴点”，点类型用代码“－1”）做试验，总试验次数将达到13。

选定单纯形格点后（见图13—100），在“设计（Design）”对话窗中，除了要将格度选为“3”外，要进一步加选“通过中心点增强设计（Augment the design with center point）”和“通过轴点增强设计（Augment the design with axial point）”，这时将会增加若干点。最后，所有这些点将按类型分为“顶点（Vertex）”、“双混合（Double Blend）”、“三混合（Triple Blend）”、“中心点（Center Point）”和“轴点（Axial Point）”。
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图13—100　单纯形格点法设计的操作图

最后形成的试验设计方案如表13—46所示。

表13—46　单纯形格点法设计的计划表
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为了绘制布点图，操作与单纯形质心设计完全相同，从“统计＞DOE＞混料＞单纯形设计图（Stat＞DOE＞Mixture＞Simplex Design Plot）”入口后（见图13—98），选中“点类型”作点的标签。执行完此操作后，可以得到单纯形格点法设计的布点图（见图13—101）。
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图13—101　单纯形格点法设计的布点图

3．极端顶点设计

在混料设计的实际工作中，很多时候会出现更复杂的情况，例如对各分量的取值有范围上的限制，而且含有对于各分量间关系的限制，对此通常采用极端顶点设计的方法。下面举例说明。

例13—25

闪光剂设计。闪光剂的化学原料为下列4种（见表13—47），试安排设计方案。

表13—47　闪光剂配方条件表

[image: alt]

解　对于这种有范围的分量，只能使用极端顶点设计方法。从“统计＞DOE＞混料＞创建混料设计（Stat＞DOE＞Mixture＞Create Mixture Design）”入口后，选用“极端顶点（Extreme Vertices）”，并选定因子个数为“4”（见图13—102左上）。打开“设计（Design）”（见图13—102右上），先选定非增强的普通型。再打开“分量”窗（见图13—102下），填写4个因子的名称及设定范围，则可以得到设计计划表（从略），表中包含8次试验。
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图13—102　极端顶点设计的操作图

为了绘制布点图，操作与单纯形质心设计完全相同，从“统计＞DOE＞混料＞单纯形设计图（Stat＞DOE＞Mixture＞Simplex Design Plot）”入口后（见图13—98），可以得到极端顶点设计的布点图（见图13—103）。
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图13—103　极端顶点设计的布点图

为了提高精度，我们希望多安排些试验点，在“设计（Design）”对话窗中（见图13—102右上），进一步加选“通过中心点增强设计（Augment the design with center point）”和“通过轴点增强设计（Augment the design with axial point）”，则可以得到17次试验的试验安排。其计划见表13—48。

表13—48　极端顶点设计计划表
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例13—26

烘烤蛋糕。有面粉（因子A）、鸡蛋（因子B）和油（因子C）3种主要原料，要求面粉（因子A）介于0.50～0.70之间，鸡蛋（因子B）介于0.30～0.50之间，油（因子C）介于0.05～0.15之间，且鸡蛋（因子A）与面粉（因子B）总和介于0.88～0.93之间，试安排设计方案。

除了边界条件外，这里的约束条件是：0.88≤A＋B≤0.93。

解　安排设计与前面几个例题相同，只是要增加约束条件。从“统计＞DOE＞混料＞创建混料设计（Stat＞DOE＞Mixture＞Create Mixture Design）”入口后，选用“极端顶点（Extreme Vertices）”，并选定因子个数为“3”（见图13—102左上）。打开“设计（Design）”（见图13—102右上），先选定增强型。再打开“分量（Component）”窗（见图13—104左），填写3个因子的名称及设定范围，打开“线性约束（Linear Constrains）”（见图13—104右），将上下限及各分量的系数填写入表格内，则可以得到设计计划表（见表13—49），表中包含9次试验。本例是双侧约束，因此下限、上限都要填入数值；如果只有下限约束，则“上限（Upper）”留为空白；如果只有上限约束，则“下限（Lower）”留为空白。其布点图见图13—105，其中点的标号是“运行序（Run Order）”。
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图13—104　带约束的极端顶点设计的操作图

表13—49　带约束的极端顶点设计（蛋糕）计划表
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图13—105　带约束的极端顶点设计（蛋糕）的布点图

13.7.3　混料试验设计结果的分析

下面举例说明混料设计的分析步骤。

例13—27（续例13—23）

空气过滤器设计。空气过滤器所用过滤材料主要由活性炭、碳酸钙及碱性液三种成分组成，其响应变量为吸附率。为了探索三种成分的最佳组成，用混料设计方法进行试验，其方案已在例13—23中给出。试验结果见表13—50（数据文件：DOE_空气过滤器（混料）.MTW）。请分析结果，并给出最佳设置。

表13—50　空气过滤器设计数据表
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解　从“统计＞DOE＞混料＞分析混料设计（Stat＞DOE＞Mixture＞Analyze Mixture Design）”入口后（见图13—106），将响应变量“吸附率”填入后，打开“项（Terms）”（见图13—106右上），选定分量项为“二次（Quadratic）”。再打开“图形（Graph）”窗（见图13—106左下），对于残差分析选定“四合一（Four in one）”并填写3个因子名称。打开“存储（Storage）”（见图13—106右下），选定“拟合值（Fits）”及“残差（Residual）”。

[image: alt]

图13—106　混料设计分析的操作图

我们选定全模型（A，B，C及3项2阶交互项），得到以下结果：



混料回归：吸附率与活性炭，碳酸钙，碱性液

吸附率的估计回归系数（分量比率）
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对于吸附率的方差分析（分量比率）
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从上述结果可以看出，3个主效应和3项2阶交互效应都是显著的（显著水平取0.1）。残差分析也都正常。

从“统计＞DOE＞混料＞等值线／曲面图（Stat＞DOE＞Mixture＞Counter/Surface）”入口，将等值线及曲面图分别加以设置，则可以得到下列等值线及曲面图（见图13—107及图13—108）。要注意的是，如果曲面图的显示不直观，可以从“工具＞工具栏＞3D图形工具（Tools＞Toolbars＞3D Graph Tools）”入口，选择适当的旋转轴，就可以把坐标轴旋转，直至得到理想的图形。
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图13—107　空气过滤器的等值线图
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图13—108　空气过滤器的曲面图

从图13—107中可以看出，碳酸钙的含量似乎取值小些将使总吸附效果更好，活性炭取0.4，碱性液取0.6处附近有最大点。

为了准确地求出能使吸附率最大的设置，我们使用响应变量优化器。从“统计＞DOE＞混料＞响应优化器（Stat＞DOE＞Mixture＞Response Optimizer）”入口。设定“目标（Goal）”为“望大（Maximize）”，取“下限（Lower）”值为已实现的“60”，取“目标（Target）”为“99”，“上限（Upper）”不填写，则可得到下列结果（见图13—109）：
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图13—109　混料设计的响应变量优化图

最后可知，当B（碳酸钙）取0，A（活性炭）取0.3669，C（碱性液）取0.6331时有最大点，可得最大吸附率89.1461。


第14章
六西格玛设计

14.1　六西格玛设计概论

在深入推行六西格玛管理后，不少企业会发现想要超越4～5西格玛水平时，经常有一堵墙横在前面，或是因为无法实现改进工作，或是因为改进成本过高。也就是说，六西格玛管理所能产生的效益是有限的，一旦产品在初始设计上含有缺陷，单单进行过程的改进不可能彻底解决问题，此时必须重新设计或修改部分设计才能突破。一旦六西格玛的思想能影响到公司中的研发设计部门，六西格玛会升华到一个崭新的阶段——六西格玛设计（Design For Six Sigma），这是六西格玛研究中的又一亮点。六西格玛设计是一个强有力的手段，它能够使产品设计从产品过程的最初阶段开始，就保证生产出的产品符合六西格玛的质量，使问题在发生之前就得以解决，满足最终客户的期望，而且获得可观的经济效益。

质量策划／质量设计是朱兰博士提出的质量管理三部曲（质量策划／质量设计、质量控制、质量改进）中最前期和最重要的部分。设计质量决定了产品的固有质量，从产品研制的时间序列来看，不同阶段对产品质量的影响是不同的。影响最大的是产品设计，其次是工艺设计，再次才是生产控制。目前进行的六西格玛改进活动大都集中在生产控制阶段，也就是对现有产品／流程进行测量、分析、改进并将改进成果固化，以减少缺陷，达到产品的固有质量。为了真正实现六西格玛质量，必须开展六西格玛设计，只有在设计阶段就赋予产品很高的固有质量，才有可能实现六西格玛的质量目标。

六西格玛设计的内容能融合企业中的关键职能，将顾客的声音转化为顾客需求，并对顾客需求的性能进行精确定位，去除顾客不愿支付的性能，减少多余成本，增加产品价值。同时，六西格玛设计还强调如何显著地提高产品的可制造性，减少装配时间，减少零部件数量，重复利用产品族中的部件，以及提高产品对于其零部件波动的稳健性，这些使得企业在全球任何地方都能以最低的成本、最少的库存和最快的速度进行生产。

关于六西格玛设计的实施模式，本书在1.1.2.2节中已有简单的介绍。关于为六西格玛设计服务的工具和方法也很多，常见的有：风险分析、QFD、系统设计、参数设计、容差设计、设计FMEA、面向X的设计（X可以是制造、装配、测试、售后服务或环境等各方面）、可靠性分析、高级DOE、小样本SPC、仿真等。其中与统计学直接相关的技术工具也不少，本章将分别介绍比较典型的容差设计和仿真。如果要学习其他技术工具，请参阅其他参考文献。比如可靠性统计方面，可以参阅马逢时等主编的《基于MINITAB的现代实用统计》等。

与大家较熟悉的六西格玛改进相比，六西格玛设计在很多公司尚处于起步阶段，它的不断发展将是六西格玛管理的又一个里程碑。


14.2　容差设计

产品设计可以分为系统设计、参数设计和容差设计三个阶段，或称三次设计。系统设计主要是用专业技术研制产品（即样品）及其生产工艺；参数设计是确定产品零部件的结构参数和生产过程的工艺参数，选择最佳的参数组合；容差设计是对各种参数寻求最佳的容许误差，使得质量和成本综合起来达到最佳经济效益。

过去，企业偏重于系统设计，对参数设计和容差设计缺乏足够的重视。现在，国内外研究表明，这种观念正逐渐改变，常常通过试验设计等统计技术来实现参数设计和容差设计。系统设计与各行各业的专业知识相关，不在本书的研究范围之内，而参数设计的内容已涵盖在本书的第13章中，本节将主要介绍容差设计（tolerance design）。

容差设计在完成系统设计和由参数设计确定了可控因素的最佳水平组合后进行，此时一般来说，各元件（参数）的质量等级较低，参数波动范围较宽。容差设计的目的是在参数设计阶段确定的最佳条件的基础上，确定各个参数合适的容差。容差设计的基本思想如下：根据各参数的波动对产品质量特性贡献（影响）的大小，从技术的可实现性和经济性角度考虑有无必要对影响大的参数给予较小的容差（例如用较高质量等级的元件替代较低质量等级的元件）。这样做，一方面减少质量特性的波动，提高产品的稳定性，降低质量损失；另一方面，由于提高了元件的质量等级，使产品的成本有所提高。因此，容差设计阶段既要考虑进一步降低在参数设计后产品仍存在的质量损失，又要考虑缩小一些元件的容差将会增加的成本，权衡两者的利弊得失，采取最佳决策。

通过容差设计，确定各参数的最合理容差，使总损失（质量损失与材料成本之和）达到最佳（最小）。我们知道，使若干参数的容差减少需要增加成本，但由此会提高质量，减少功能波动的损失。因此，要寻找使总损失最小的容差设计方案。

容差设计又常常与参数设计相辅相成。按照参数设计的原理，每一层次的产品（系统、子系统、设备、部件、零件），尤其交付顾客的最终产品都应尽可能减少质量波动，缩小容差，以提高产品质量，增强顾客满意度；但另一方面，每一层次产品均应具有很强的承受各种干扰（包括加工误差）影响的能力，即应容许其下属零部件有较大的容差范围。对于下属零部件通过容差设计确定科学合理的容差，作为生产制造阶段符合性控制的依据。虽然容差设计的实施一般晚于参数设计，但有时为了获取总体最佳，容差设计也会影响参数设计的再实施。

怎样才能有效地评估和优化产品的容差设计呢？具备六西格玛水准的容差设计是如何诞生的？下面将结合一个典型的机械系统设计案例，介绍容差设计的基本原理和MINITAB的实现方法。

例14—1

在一个装配环中装入3个零件，如图14—1所示，技术要求间隙（Gap）的目标值T＝0.015，LSL＝0.005，USL＝0.025，也就是Gap的长度要求满足0.015±0.010。加工的零件1，2，3的平均值μp＝1.554，标准差σp＝0.001，而装配环的平均值μe＝4.676，标准差σe＝0.002。假设所有部件的参数均已实现六西格玛的目标，试问：该系统此容差设计的能力如何？如果未能达到六西格玛水平，应当如何改进？
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图14—1　机械装配设计实例

容易看出，间隙y与装配环（x1）和3个零件（x21，x22，x23，）的设计关系是
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为了便于下文的分析说明，首先给定几个相关变量：

Ni——各部件数量；

Vi——各部件向量（取值为＋1或－1）；

Wi——各部件优化的分配权重（通常对于容易优化、成本低廉的部件分配权重较高，对于不易优化、成本昂贵的部件分配权重较低，但总和恒定为1，本例中假定装配环的分配权重We＝0.6，加工零件的分配权重Wp＝0.4）。

系统的现状为：
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大于公差上限的不良率为：
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小于公差下限的不良率为：
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（这里使用了标准正态分布的计算公式Φ（－t）＝1－Φ（t），此公式以后还要用多次。）

总不良率为0.000016＋0.000335＝0.000351，即351ppm。

相应Z值为：
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与Z目标值Zy0＝4.5相比（即总不良率小于3.4ppm），该系统的容差设计能力仍然是不尽如人意的。

我们的设计尚未达到目标的原因有两方面：现在的均值μy＝0.014稍偏离公差中心（T＝0.015）；标准差太大。因此改进也有两种途径：调整均值或降低各部件的标准差。下面分别讨论。

1．调整均值μy。

从式（14—2）容易看到，要将μy＝0.014增大到μy0＝0.015，可以有两种途径实现：增加装配环的均值0.001；也可以减小三个零件的每个均值0.001/3。容易看出，这两种增大μy达到目标μy0的措施其效果是完全相同的。若将μy＝0.014增大到μy0＝0.015（这时过程均值已与公差中心重合），其标准差仍需降低，但调整均值可以显著改善不良率，且使降低标准差的任务减轻，具体计算见下文。

2．降低标准差σy。

如何根据不同的均值状况来确定各零件的标准差以使不良率降低到3.4ppm是容差设计的关键环节。按照六西格玛初始的要求，应该将标准差σy降低到半公差限的1/6，即要求σy0＝0.01/6＝0.001667。但实际上不用这样苛刻。事实上，由于要求σy0满足下述方程

[image: alt]

经过变形处理（详细推导见参考文献［29］，徐凌、马逢时的论文《六西格玛设计中的标准差计算》，即将发表），只需要σy0满足下列可直接计算的条件：
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式中，R为半公差限（即R＝（USL-LSL）/2）；K是过程偏离指数（见本书12.6.1节，[image: alt]；L（K）的值可以查六西格玛容差设计标准差系数表（见表14—1，表的全文见书末附表13。那里K间隔更小，且有5位小数）。或用近似公式式（14—6）计算。

表14—1　六西格玛标准差系数表
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[image: alt]

（在式（14—6）中把K写成x）

在本例中，容易看出偏离指数为：
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由x＝0.1，查表14—1或用式（14—6），可知，L＝5.0013，因此，σy0＝0.01/5.0013＝0.0019995就行了。需减少的方差为：
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标准差Δ＝0.0017329

对于各部件，可用公式
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求出新的符合要求的标准差。例如
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上述计算太烦琐，我们编写的MINITAB的宏指令可以很方便地完成上述计算。在调用宏指令前，我们先要把原始资料存入六西格玛设计的平台文件（数据文件：SS_容差设计1.MTW），空白的平台文件见数据文件：SS_容差设计.MTW。平台中的前5列是原始数据，C6～C8三列是使用时要先填写提供的；以后各列都是计算结果，在开始时皆为空白。使用时应先填写完成前5列（例14—1填写后的结果见数据文件：SS_容差设计1.MTW），其前5列之界面如下图（见图14—2）。这里，C1与C2两列构成设计目标变量（本例是“间隙”）的表达式（可以看出，本平台只限在目标变量是各零部件的线性函数情况下使用）。C3及C4是各部件原来的均值和标准差，C5给出目标变量（本例是“间隙”）的公差限。
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图14—2　机械装配设计例初始数据显示图

下面给出宏指令的使用方法。

调用宏指令是从“编辑＞命令行编辑器（Edit＞Command Line Editor）”入口，在相应窗口中填写宏指令调用命令即可。本宏指令命令为：

％toldesign

本宏指令使用特别简单，输入上述名称后不用填写任何其他信息，然后单击“提交命令”就行了。计算后将给出C9～C17全部结果（见图14—3）。
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图14—3　六西格玛设计平台界面图

公差设计平台的功能将根据“方差调整权”是否设定而分为下列两类：

（1）计算绩效功能。平台中的C6，C7是设定的各部件的均值及标准差，一旦C6，C7设定，再将设定方差调整权C8列全部设置为0，则可以根据给定的公差限，计算出目标变量低于下公差限的不良率、高于上公差限的不良率、总不良率及相应的Z值（C10～C14），相应的偏离系数K及标准差系数L。这时，计算机也将给出各部件的均值的调整建议（表达方式详细说明见后）及方差调整权建议（C15～C17）。

（2）计算标准差功能。根据设定的各部件的均值及标准差（C6，C7），加上设定的方差调整权C8，则可以计算出各部件的标准差调整建议。

因此，一般的六西格玛容差设计的使用步骤如下：

（1）研究各部件均值的调整。先将C6，C7设定为原始的各部件的均值及标准差（通常可以将C3，C4两列复制过来即可），将设定方差调整权C8列全部设置为0。这时调用宏指令将计算出目前不良率状况，同时给出各部件的均值的调整建议。

（2）计算出各部件方差调整权。根据（1）得到的均值调整建议，可以设定新的均值（填写入C6），而设定标准差C7及方差调整权C8不变。这时调用宏指令将验算均值是否调整到位；计算出调整均值后的不良率及Z值；同时计算出各部件方差调整权的建议。

（3）计算出各部件标准差应调整到的目标值。根据（2）计算出的各部件方差调整权建议，使用者可以根据各部件的性质、改进标准差需要的成本与难度，尝试给出可接受的各部件方差调整权，这时调用宏指令将根据设定方差调整权计算出各部件标准差调整建议。各部件方差调整权的设定可以逐步调整，不一定一次到位，也不一定要保证完全合适，更不一定满足成本最低原则。计算每次设置之值，计算机都会给出新的建议。

如果调整中出现问题（例如，按设定的方差调整权不可能找到标准差改进方案），计算机会给出出错信息。

（4）计算最终设计方案的效果。根据调整后的均值及标准差计算出最终的不良率及Z值。如果尚未达到满意水平，还可以继续调整均值、标准差，不断重新计算。

下面我们以机械零件装配间隙为例说明容差设计平台的使用方法。首先打开文件SS_容差设计1.MTW。

（1）调整均值。以最初的设计方案参与计算：将C3及C4的值复制到C6及C7，将方差调整权C8全部设置为0。调用宏指令

％ toldesign

这时可得计算结果如图14—3中C9～C17所示。在计算中首先得到了C11中的目前间隙的均值为0.014及C12列中的标准差0.0026458。以此为基础，容易计算出小于公差下界的不良率为0.000335，大于公差上界的不良率为0.000016，合计为0.000351，大约351ppm的不良率，其Z值为3.3888（注：当Z值达到4.5时就是达到6西格玛水平）。从C11列中看到，间隙的均值目前为0.014，而公差中心为0.015，未对准中心必然导致不良率较大，需要调整（增大）均值0.001才行。如何实现这一点？调整一项或多项变量几种方法都可以使目标变量对准中心。但容易理解，在正态分布的假定下，调整一项或同时调整多项变量以使目标变量对准中心，其结果其实是一样的。换言之，在众多项中究竟调整哪些项、不调整哪些项根本不用讨论，只要根据实际问题的状况来确定，任意选择某个（或某几个）变量调整就行。当然，一般来说，只调整一个变量最简单。我们在C15中给出了可能的选择，但要注意，调整时只能选择其中一个。例如我们选第一项装配环宽度，由4.676调整到4.677，其他项则要保持不动。

注意：如果只对某一项调整有困难，可以增加调整的项数。可先任意选择调整一项，不一定达到C15建议的值。这时可以先输入这一项调整结果，再次调用宏指令，计算机会自动计算出下一次需要调整的值（仍然是只能再调一项），以此类推。六西格玛设计的一个最简易原理就是最好要使均值能完全达到目标。众所周知，降低标准差不容易实施，且要增加成本；调整均值则更容易实施且不需增加成本，这当然是最好选择。

（2）下面计算调整均值后的效果。将在C6列内的装配环长度，由4.676调整到4.677，其他项不动，标准差（C7）及方差调整权C8为0维持不变。再次调用宏指令（注意：不改变宏指令内容而调用宏指令，可以使用快捷键Ctrl＋L及Alt＋S直接完成调用），得到下列结果（见图14—4）。
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图14—4　六西格玛设计平台第二次计算结果界面图

可以看到，C11中的间隙均值已经调整到位，不良率最终已达到0.0001571，Z值升至3.60338。下一步的任务应该是设法降低方差。C14中的第5项K是过程能力指数中的偏离系数。C12中列出了目标：现在标准差已达到0.0026458，要达到六西格玛水平（即Z值为4.5），标准差应降低到0.0021528。C14中的第6项L是计算此值的依据，它表示的是半公差限相当于新标准差的倍数（本例是满足关系0.0021528＝0.010/4.6452）。当然，要实现这样的任务通常不能靠降低一项变量的方差就能实现。为此，计算机给出了改进建议，即把降低方差的目标按各自原来的方差大小“分配任务”，方差越大、重复数越多者权重越大。这样的建议当然仅供参考，使用者要根据自己的实际情况来考虑，要注意到各变量的实际波动状况，包括降低方差的成本等需要统筹考虑来确定。我们可以不断调试以达到最后目标。例如现在对于这两个变量分别给出建议，现在的权重总和恰好为1，调试中可以让权重取粗略些的值。如果取总和小于1的值，则通常达不到Z值为4.5的要求；如果总和大于1（相当于对Z值要求超过4.5），或某些项降低方差的任务过重，这将导致由于不能实现这样的高目标而由计算机给出“出错信息”。

（3）按调整权系数不断降低方差。降低方差的第一种方法是设定合适的调整方差权。宏指令给出了最初始的各项降低方差的权系数，即是以各项的方差（含系数）在总方差的比率为权。换言之，本项方差在总方差中占多大比率则本项在降方差中承担多大责任。具体写出就是：
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在本例中，由于总方差为：
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所以
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此权重建议列在图14—3中的C16中，二者分别为（0.57，0.43）。当然实际工作部门也可以根据该部件优化难易程度、改进成本等需求，给出生产部门方面的建议，例如本例简化为（0.6，0.4）。以此值（方案1）输入，计算结果如下（见图14—5）：

[image: alt]

图14—5　机械零件装配间隙按权重方案1计算结果界面图

从图14—5看出，此权重方案可行，即各标准差可按C17所列各值予以改进。以C17列中各标准差的值回代入C7中，则可以得到最后结果（注意不要忘记将C8列全部设置改回为0），该结果显示于图14—6。
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图14—6　机械零件装配间隙按方案1标准差值计算绩效结果图

可以看出，这时已经使Z值达到4.5，实现了六西格玛设计的要求。

（4）如果装配环均值调整有困难，是否可以只调整标准差而达到六西格玛水平？我们可以进行调试，这时假定方差的调整权仍为（0.6，0.4），其计算结果如图14—7所示。
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图14—7　机械零件装配间隙按原均值方案2计算标准差结果图

按图14—7中C17的建议，可以计算出其绩效结果，计算时不要忘记将设定方差调整权C8全部设置为0，其结果见图14—8。
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图14—8　机械零件装配间隙按原均值方案2标准差计算绩效结果图

可以看出，这时已经使Z值达到4.5，实现了六西格玛设计的要求。但比较图14—8（均值有偏）与图14—6（均值无偏），可以看出，如果能将均值调整到位，则可以得到图14—6所显示的更经济的方案。例如，将装配环的均值由4.676增加到4.677，则μy0＝0.015，这时过程均值已与公差中心重合。对于偏离指数为0的结果有L＝4.6452，因此整个系统的标准差σy0＝0.01/4.6452＝0.0021528就行了。同样用宏指令可以得到两个部件的标准差（见图14—5中C17），σe0＝0.0016064及σp0＝0.0008274，显然比均值未与公差中心重合时（见图14—7中C17）宽松些。

下面我们增加一个更复杂的例子说明六西格玛设计中的容差设计过程。

例14—2　气缸结构的六西格玛设计问题。

某汽车发动机的气缸由缸体、缸盖、活塞、活塞轴承、连杆、杆轴承和机轴装配而成（如图14—9所示）。目前气缸总装车间遇到的问题是，虽然各个零部件的机械尺寸都达到研发部门设计的规格要求，但总装在一起后总会有相当比例的成品装配过松或过紧，一次性通过率远远低于当初预定的目标，而且由此产生的返工造成大量额外的劣质成本损失，还影响出货进度。希望计算出能使总装达到六西格玛水平的各部件之均值及标准差。
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图14—9　发动机气缸的结构简图

在气缸总装的流程中，产品的质量特性是装配间隙，它的实际值可以通过下列公式计算：

装配间隙＝缸体＋缸盖－活塞－活塞轴承－连杆－杆轴承－机轴

最终的装配结果不能太松或太紧，也就是说必须将装配间隙的公差规格界定在一定的范围，如［0.005，0.015］之间。各个零部件的公差规格是这样的：缸体为8.49950±0.00468，缸盖为0.71000±0.00219，活塞为2.00050±0.00330，活塞轴承为0.25013±0.00114，连杆为5.00050±0.00327，杆轴承为0.20000±0.00099，机轴为1.75025±0.00249。

使用MINITAB宏指令，我们先填写完成前5列（例14—2填写后的结果见数据文件：SS_容差设计2.MTW）。其前5列之界面见图14—10，其中标准差是按公差限等于±3σ而计算出来的。
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图14—10　气缸结构六西格玛设计平台界面图1

将C3，C4复制到C6，C7，将C8全部设置0，调用宏指令％toldesign后，可得计算结果如图14—11所示。
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图14—11　气缸结构六西格玛设计平台界面图

间隙的均值为0.00812，标准差为0.0025113。以此为基础，容易计算出小于公差下界的不良率为0.107051，大于公差上界的不良率为0.003076，合计为0.110126，大约11％的不良率，其Z值只有1.225856。改进的办法是：

（1）调整均值。从图14—11中C11列中看到，间隙的均值目前为0.00812，而公差中心为0.01，需要调整（增大）均值0.00188才行。根据C15列的建议，我们可以选第一项缸体高度调整，由8.49950增大到8.50138，其他项不动。设定调整方差权C8维持为0不变。再次调用宏指令，得到下列结果（见图14—12）。
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图14—12　六西格玛设计平台第二次计算结果界面图

可以看到，C11中的间隙均值已经调整到位，不良率最终达到0.0464838，Z值升至1.68。下一步的任务应该是设法降低方差。C12中列出了目标：现在标准差已达到0.0025113，要达到六西格玛水平（即Z值为4.5），标准差应降低到0.0010764。C14中的第6项L是计算此值的依据，它表示的是半公差限相当于新标准差的倍数（本例是0.0010764＝0.005/4.6452）。当然，要实现这样的任务通常不能靠降低一两项变量的方差就能实现。为此，计算机给出了改进建议，即把降低方差的目标按各自原来的方差大小“分配任务”，方差越大、重复数越多者权重越大。这样的建议当然仅供参考，使用者要根据自己的实际情况来考虑，要注意到各变量的实际波动状况，包括降低方差的成本等需要统筹考虑来确定。我们可以不断调试以达到最后目标。例如现在对于7个变量分别给出建议，现在的权重总和恰好为1，调试中可以让权重取粗略些的值，通常可以取总和小于1的值作为试验。如果总和严格等于1相当于一步达到六西格玛水平，我们可以逐步实现这样高的目标。

（2）按调整权系数不断降低方差。降低方差的第一种方法是设定合适的方差调整权，计算出各变量应达到的降低标准差目标。如上面第二次计算结果显示权重大体是（0.4，0.1，0.2，0.0，0.2，0.0，0.1）。以此值（方案1）输入，计算结果见图14—13：
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图14—13　六西格玛设计平台按权重方案1计算结果界面图

从图14—13看出，此权重方案可行，且各标准差应按C17所列各值予以改进。以C17列中各标准差的值再回代入C7中，则可以得到最后结果（注意不要忘记将C8列全部设置改回为0），该结果显示于图14—14。
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图14—14　六西格玛设计平台按权重方案2计算结果界面图

可以看出，这时已经使Z值达到4.5，实现了六西格玛设计的要求。

以下我们讨论在计算中可能出现的考虑以及按此计算的结果，供大家比较分析。

（1）有人建议，由于缸体的标准差最大，能否将其降低方差的权重上升为0.5，而且仅调整这一项（方案3）呢？这就是说，权重改为（0.5，0，0，0，0，0，0）。计算结果见图14—15。
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图14—15　六西格玛设计平台按权重方案3计算结果界面图

从图14—15中可以看出，C17显示方案3是不可行的。单靠降低缸体的标准差承担降低总方差一半的办法不能实现，方差调整权是不能随意主观设置的。

（2）有人建议，由于缸体的标准差最大，能否在均值调整到最佳值（缸体高度由8.49950调整到8.50138）后，将其方差降低一半实现六西格玛标准呢？这就是说，将缸体的标准差由0.00156降低为0.00078（方案4）？我们可以试算，结果列在图14—16中。
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图14—16　六西格玛设计平台按权重方案4计算结果界面图

从图14—16中可以看出，在C14中显示方案4的效果是有限的。单靠缸体的标准差降低一半只能使Z值由1.68提高到2.09，此办法远不能实现达到六西格玛水平的目标。

（3）既然单靠缸体的标准差降低一半不能实现六西格玛的目标，让所有变量的标准差都减半如何（方案5）？

经计算后得到图14—17，从中可以看出，标准差全部减半的方案5将使总不良率降低到68ppm，Z值达到3.8，虽然尚未达到六西格玛的质量水平，但这样低的不良率仍然是令人鼓舞的好结果。
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图14—17　六西格玛设计平台按权重方案5计算结果界面图

（4）由于调整均值可能很困难，有人建议缸体的均值只调整到8.501（均值仍然与公差中心有小偏离），这时是否能达到六西格玛水平？经过计算，这是可以实现的（方案6），但标准差要缩得更小（见图14—18）。注意，均值与公差中心完全重合时，总标准差只需要降低到0.0010764；现在均值与公差中心有偏离，总标准差要降低到0.0010255才行。
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图14—18　六西格玛设计平台按权重方案6计算结果界面图

回顾一下我们对于公差设计平台的使用。平台使用的前提条件是：（1）目标变量是所有单个变量的线性函数；（2）每个单个变量都服从正态分布，且均值及标准差已经给定；（3）目标变量的目标应恰好为上下公差限的中点。公差设计平台的功能是两项：（1）计算功能。根据设定的各部件的均值和标准差及给定的公差限，计算出目标变量低于公差下限的不良率、高于公差上限的不良率、总不良率及相应的西格玛水平。（2）计算机将给出各部件的均值的调整建议及标准差调整权系数建议。反复使用，多次调整过程的均值及标准差参数，可以找到适合顾客需求及生产过程需求的最佳方案。

这里给出的宏指令功能是强大的，使用它可以代替原来的六西格玛设计软件，它可以一步到位地给出改进方案，也可以尽量多地考虑各方面情况，通过逐步调整实现改进计划。




总之，产品的容差设计中包含着这样的思想：从系统的最佳性能出发，确定部件的最优。用统计学的术语来说，就是首先考虑整体的最小方差，然后再考虑将每一部分的方差最小化。容差设计软件的普遍使用一定能够为企业的产品设计等工作带来巨大便利。


14.3　仿　真

仿真（simulation），也称模拟，是建立系统或决策问题的数学模型或者逻辑模型，并以该模型进行试验，以获得对系统行为的认识或者帮助解决决策问题的过程。常用的仿真方法也称为蒙特卡罗方法，其起源最早可以追溯到18世纪下半期的蒲丰试验，20世纪80年代电子计算机的应用使它得以广泛应用，操作也越来越简单。

建模的形式很多，可以根据已知的自然定理建立数学关系模型（如万有引力模型），可以根据历史数据建立回归模型，可以根据试验设计观察的结果建立对应模型，还可以根据常识建立商业流程及产品的模型，等等。

执行仿真方法，一般需要遵循下列四个基本步骤：

（1）针对实际问题建立一个简单且便于实现的概率统计模型，使所得的结果恰好是所建模型的概率分布或某个数字特征。

（2）对模型中的随机变量建立抽样方法，在计算机上进行仿真试验，抽取足够的随机数，并对有关的事件进行统计。

（3）对模拟试验结果进行统计描述和分析，如平均值、标准差和拟合概率分布等。

（4）必要时还应改进模型以降低估计方差和减少试验费用，提高模拟计算的效率。

采用仿真方法的优点有：

（1）分析人员无须建立或实际完成拟议中的系统或决策就能够评价模型，或者在不干扰现有系统的情况下对模型进行试验。

（2）一般比许多其他分析方法更容易理解。

（3）为任意假设建立模型的能力显然使仿真不必顾及其他管理科学方法，当分析模型不合适或者不存在的时候，这一点尤为重要。

当然，目前的仿真技术还存在局限性：

（1）必须获得输入的数据、开发仿真的模型和计算机程序，以及解释结果，有时为此需要花费大量时间。

（2）没有精确的答案。

下面将结合一个典型的服务流程设计案例，介绍仿真的基本原理和MINITAB的实现方法。

例14—3

某银行从“客户之声”的调查得知，95％以上的顾客代表希望完成整个贷款流程所需的时间能够控制在136个工作小时之内。一般而言，整个贷款流程可分为六大步骤（见图14—19），总体周期时间等于六项步骤周期时间之和。研发部门根据此要求新近开发了一个房贷产品，以改进以往的工作方法。结合贷款工作的本身特征，设定新产品每个步骤的周期时间分别遵循不同的分布规律，如表14—2所示。试从总体周期时间的角度判断新产品的流程能力如何，能否满足顾客对及时性的要求。
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图14—19　贷款流程

表14—2　周期时间的设定

[image: alt]

不言而喻，该案例很适合先用仿真产生数据源，再用过程能力指数的计算方法进行分析。下面介绍用MINITAB实现的具体方法。

（1）根据步骤3和步骤5的时间分布特点，制作一个备用数据表，形式如图14—20所示。
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图14—20　仿真分析备用数据表

（2）为仿真步骤1的周期时间，从“计算＞随机数据＞对数正态（Calc＞Random data＞Lognormal）”进入。指定“要生成的数据行数（Number of rows of data to generate）”为“1000”，指定“存储于列（Store in column（s））”为“步骤1”，指定“位置（Location）”为“1”，指定“尺度（Scale）”为“0.25”，指定“阈值（Threshold）”为“0”，运行命令后得到新的一列“步骤1”。

（3）为仿真步骤2的周期时间，从“计算＞随机数据＞三角形（Calc＞Random Data＞Triangular）”进入。指定“要生成的数据行数（Number of rows of data to generate）”为“1000”，指定“存储于列（Store in column（s））”为“步骤2”，指定“下端点（Lower endpoint）”为“8”，指定“众数（Mode）”为“24”，指定“上端点（Upperend-point）”为“40”，运行命令后得到新的一列“步骤2”。

（4）为仿真步骤3的周期时间，从“计算＞随机数据＞任意离散（Calc＞Random Data＞Discrete）”进入。指定“要生成的数据行数（Number of rows of data to generate）”为“1000”，指定“存储于列（Store in column（s））”为“步骤3”，指定“值在（Valuesin）”为“审核时间”，指定“概率在（Probabilities in）”为“概率”，运行命令后得到新的一列“步骤3”。

（5）为仿真步骤4的周期时间，从“计算＞随机数据＞均匀（Calc＞Random Data＞Uniform）”进入。指定“要生成的数据行数（Number of rows of data to generate）”为“1000”，指定“存储于列（Store in column（s））”为“步骤4”，指定“下端点（Lowerendpoint）”为“1”，指定“上端点（Upper endpoint）”为“8”，运行命令后得到新的一列“步骤4”。

（6）为仿真步骤5的周期时间，从“计算＞随机数据＞来自列的样本（Calc＞Random Data＞Sample From Columns）”进入。指定“取样行号（Number of rows to sample）”为“1000”，指定“来自列（From column）”为“完成时间”，指定“存储于列（Store in column（s））”为“步骤5”，选择“重置取样（Sample with replacement）”，运行命令后得到新的一列“步骤5”。

（7）为仿真步骤6的周期时间，从“计算＞随机数据＞正态（Calc＞Random Data＞Normal）”进入。指定“要生成的数据行数（Number of rows of data to generate）”为“1000”，指定“存储于列（Store in column（s））”为“步骤6”，指定“均值（Mean）”为“16”，指定“标准差（Standard Deviation）”为“4”，运行命令后得到新的一列“步骤6”。

（8）为计算总体周期时间，从“计算＞计算器（Calc＞Calculator）”进入。指定“将结果存储在（Store result in variable）”为“总体周期时间”，在“表达式（Expression）”中输入“步骤1＋步骤2＋步骤3＋步骤4＋步骤5＋步骤6”，选择“设置为公式（Setasformula）”，运行命令后得到新的一列“总体周期时间”。

至此，可以得到仿真并汇总后的数据表，摘选1000行数据中的前10行，如图14—21所示。注意：这里的数据是随机产生的，读者产生的数据当然不一定如图14—21所示。另外，由于数据的随机性将导致仿真得到的结果具有不确定性，例如有时仿真模拟得到的数据不能认为是服从正态分布等。仿真也常常要进行多次，以增加其可信度。
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图14—21　仿真并汇总后的数据表

（9）为检验数据的正态性，从“统计＞基本统计量＞正态性检验（Stat＞Basic Statistics＞Normality test）”进入。指定“变量（Variables）”为“总体周期时间”，运行命令后得到图14—22，由于p＝0.112＞0.05，可以认为数据服从正态分布。
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图14—22　总体周期时间的正态性检验

（10）为计算过程能力指数，从“统计＞质量工具＞能力分析＞正态（Stat＞Quality Tools＞Capability Analysis＞Normal）”进入。指定“单列（Single column）”为“总体周期时间”，指定“样本大小（Subgroup size）”为“1”，在“规格上限（Upper spec）”中输入“136”，运行命令后得到图14—23。
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图14—23　总体周期时间的过程能力分析

由图14—23可知，Cpk＝1.19＞1，说明过程能力较好，能够满足大部分顾客对总体周期时间的要求。当然，离六西格玛的目标还有一定的距离。这里要注意的是：由于仿真数据产生的随机特性，每次操作的计算结果都可能有一定差别，这是正常的波动。

越来越多的企业和研究单位认识到商业仿真的重要性和实施商业仿真的迫切性。从长远看来，仿真必然会被越来越多的企业和单位所接受，成为决策者和研究者分析的利器。


附　表

附表1　标准正态分布函数表
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附表2　标准正态分布函数上侧概率表
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注：本表给出标准正态分布的上侧概率。例如，超过Z＝4.5的概率为0.0533977＝0.0000033977＝3.3977ppm。


附表3　t分布的α分位数表
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附表4　χ2分布的α分位数表
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附表5　F分布的α分位数表

附表5.1　F分布的0.90分位数表
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n1＝分子的自由度，n2＝分母的自由度
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附表5.2　F分布的0.95分位数表

n1＝分子的自由度，n2＝分母的自由度
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附表5.3　F分布的0.975分位数表

n1＝分子的自由度，n2＝分母的自由度
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附表5.4　F分布的0.99分位数表

n1＝分子的自由度，n2＝分母的自由度
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附表6　计量控制图计算控制限的系数表
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附表7　西格玛水平换算表
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附表8　符号检验表

P（S≤Sα）＝α
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附表9　秩和检验表

P（T1＜T＜T2）＝1－2α
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附表10　游程总数检验表

R1，α表示满足P（R≤R1）≤α的R1中之最大整数

R2，α表示满足P（R≥R2）≤α的R2中之最小整数
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附表11　游程最大长度检验表

（P{L≥Lα}≤α）

α＝0.01
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α＝0.05
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附表12　相关系数检验表

P（|r|＞rα）＝α
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附表13　六西格玛容差设计标准差系数表
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注：本表使用方法请参看14.2节容差设计。


英汉统计名词对照表


  
    	Accelerated life test
    	加速寿命试验
  

  
    	Acceptable quality level
    	可接受质量水平
  

  
    	Acceptance sampling
    	抽样验收
  

  
    	Accuracy
    	准确度
  

  
    	Additive model
    	加法模型
  

  
    	Adjusted R2
    	调整的R2
  

  
    	Agreement
    	一致性
  

  
    	Alias
    	别名
  

  
    	Alpha
    	希腊字母α
  

  
    	Alternative hypothesis
    	备择假设，对立假设
  

  
    	Among groups
    	组间
  

  
    	Amounts
    	总量
  

  
    	ANOVA (Analysis of Variance)
    	方差分析
  

  
    	ARIMA
    	综合自回归移动平均
  

  
    	Area graph
    	区域图
  

  
    	Arccosh
    	反双曲余弦
  

  
    	Arccosine
    	反余弦
  

  
    	Arcsine
    	反正弦
  

  
    	Arcsinh
    	反双曲正弦
  

  
    	Arctangent
    	反正切
  

  
    	Arctanh
    	反双曲正切
  

  
    	Arithmetic
    	算术
  

  
    	Associate
    	关联
  

  
    	Asymmetric
    	非对称
  

  
    	Attribute
    	属性
  

  
    	Autocorrelation
    	自相关
  

  
    	Average
    	平均数
  

  
    	Axial points
    	轴点
  

  
    	

  

  
    	Bar chart
    	条形图
  

  
    	Base
    	基，基数
  

  
    	Batch
    	批
  

  
    	Benchmark Z's
    	基准Z值
  

  
    	Best subsets regression
    	最佳子集回归
  

  
    	Beta
    	希腊字母β
  

  
    	Between groups
    	组间
  

  
    	Bias
    	偏倚
  

  
    	Binary logistic regression
    	二元Logistic回归
  

  
    	Binomial distribution
    	二项分布
  

  
    	Block
    	区组
  

  
    	Both tails
    	双尾
  

  
    	Boundary
    	边界
  

  
    	Boxplot
    	箱线图
  

  
    	

  

  
    	C chart
    	C控制图
  

  
    	Capability analysis
    	能力分析
  

  
    	Categorical variable
    	分类变量
  

  
    	Cause-and-effect diagram
    	因果图
  

  
    	CDF (Cumulative Distribution Function)
    	累积分布函数
  

  
    	Censoring
    	删失
  

  
    	Center line
    	中心线
  

  
    	Center of symmetry
    	对称中心
  

  
    	Central composite design
    	中心复合设计
  

  
    	Centroid
    	质心
  

  
    	Center of Range
    	极差中值
  

  
    	Chi-square test
    	卡方检验
  

  
    	CI (Confidence Interval)
    	置信区间
  

  
    	Classified variable
    	分类变量
  

  
    	Cluster analysis
    	聚类分析
  

  
    	Cluster sampling
    	整群抽样
  

  
    	Code
    	代码
  

  
    	Coding
    	编码
  

  
    	Coefficient of determination
    	决定系数
  

  
    	Coefficient of variation
    	变异系数
  

  
    	Column effect
    	列效应
  

  
    	Comparison
    	比较
  

  
    	Component
    	分量，成分
  

  
    	Composite desirability
    	复合合意性
  

  
    	Concordant pair
    	一致对
  

  
    	Conditional maximum likelihood
    	条件极大似然
  

  
    	Confidence limit
    	置信限
  

  
    	Confounding
    	混杂
  

  
    	Constant
    	常数
  

  
    	Constraint
    	约束
  

  
    	Contingency table
    	列联表
  

  
    	Continuous
    	连续
  

  
    	Contour plot
    	等值线图
  

  
    	Control
    	控制，对照
  

  
    	Control charts
    	控制图
  

  
    	Corner points
    	角点
  

  
    	Correlation
    	相关
  

  
    	Correlation coefficient
    	相关系数
  

  
    	Correspondence analysis
    	对应分析
  

  
    	Cosh (Cosine hyperbolic)
    	双曲余弦
  

  
    	Cosine
    	余弦
  

  
    	Covariance
    	协方差
  

  
    	Covariant
    	协变量，共变
  

  
    	Critical value
    	临界值
  

  
    	Crossed factor
    	交叉因子
  

  
    	Cross-tabulation table
    	交叉分组表
  

  
    	Cube plot
    	立方图
  

  
    	Cube points
    	立方点
  

  
    	Cubic
    	三次，立方
  

  
    	Cumulative probability
    	累积概率
  

  
    	Curvature
    	弯曲，曲率
  

  
    	CUSUM chart
    	累积和控制图
  

  
    	

  

  
    	Decomposition
    	分解
  

  
    	Defect
    	缺陷
  

  
    	Defective
    	缺陷品
  

  
    	DF (Degree of Freedom)
    	自由度
  

  
    	Degree of lattice
    	格点度
  

  
    	Deleted residuals
    	删后残差
  

  
    	Deleted t residuals
    	删后t化残差
  

  
    	Delta
    	希腊字母δ
  

  
    	Denominator
    	分母
  

  
    	Density function
    	密度函数
  

  
    	Depth
    	深度
  

  
    	Descriptive statistics
    	描述性统计
  

  
    	Design
    	设计
  

  
    	Design resolution
    	设计分辨度
  

  
    	Destructive testing
    	破坏性试验
  

  
    	Detrended data
    	趋降数据
  

  
    	Deviation
    	离差
  

  
    	Diagonal matrix
    	对角线矩阵
  

  
    	Difference
    	差分，差，差值
  

  
    	Discordant pair
    	不一致对
  

  
    	Discrete
    	离散
  

  
    	Discrete distribution
    	（任意）离散分布
  

  
    	Discrimination
    	分辨力
  

  
    	Discriminate analysis
    	判别分析
  

  
    	Distribution
    	分布
  

  
    	Distribution free
    	分布无关
  

  
    	DOE (Design of Experiment)
    	试验设计
  

  
    	Dotplot
    	点图
  

  
    	Downward rank
    	降秩
  

  
    	DPMO (Defects per Million Opportunities)
    	每百万机会缺陷数
  

  
    	DPU (Defects per Unit)
    	单位缺陷数
  

  
    	DRR (Double Root Residuals)
    	双根号残差
  

  
    	Dummy
    	虚拟
  

  
    	Duplicate
    	重复
  

  
    	Dynamic design
    	动态设计
  

  
    	

  

  
    	EDA (Exploratory Data Analysis)
    	探索性数据分析
  

  
    	Effect
    	效应
  

  
    	Eighth
    	八分数
  

  
    	Eigen value
    	特征值
  

  
    	Eigen vector
    	特征向量
  

  
    	Ellipse
    	椭圆
  

  
    	Empirical
    	经验
  

  
    	Error
    	误差，错误
  

  
    	Error standard deviation
    	误差标准差
  

  
    	Estimate
    	估计
  

  
    	Event
    	事件
  

  
    	EWMA (Exponential Weighted Moving Average) chart
    	指数加权移动平均控制图
  

  
    	Expected
    	期望
  

  
    	Experimental
    	试验
  

  
    	Exponential
    	指数
  

  
    	Extreme vertices design
    	极端顶点设计
  

  
    	Extreme value distribution
    	极值分布
  

  
    	

  

  
    	Factor
    	因子
  

  
    	Factor analysis
    	因子分析
  

  
    	Factorial design
    	因子设计
  

  
    	Failure
    	失效
  

  
    	Fiducial
    	信任
  

  
    	First principal component
    	第一主成分
  

  
    	First quartile
    	第一四分位数
  

  
    	Fit
    	拟合
  

  
    	Fixed
    	固定
  

  
    	Fold design
    	折叠设计
  

  
    	Forecast
    	预测
  

  
    	Formula
    	公式
  

  
    	Fourth
    	四分数
  

  
    	Fourth-spread
    	四分展布
  

  
    	F-pseudosigma
    	四分伪标准差
  

  
    	Frequency
    	频率
  

  
    	Function
    	函数
  

  
    	

  

  
    	Gage (Gauge)
    	量具，测量系统
  

  
    	Gap pool
    	间隙空余
  

  
    	Generator
    	生成元
  

  
    	Geometric
    	几何
  

  
    	GLM (General Linear Model)
    	一般线性模型
  

  
    	Goodness of fit
    	拟合优度
  

  
    	Grand mean
    	总平均值
  

  
    	Group
    	组
  

  
    	

  

  
    	Half normal
    	半正态
  

  
    	Hazard plot
    	故障图
  

  
    	Hazard rate
    	瞬时故障率
  

  
    	High
    	高
  

  
    	High-leverage point
    	高杠杆率点
  

  
    	Hinge
    	折叶点（四分数）
  

  
    	Histogram
    	直方图
  

  
    	Hypergeometric
    	超几何
  

  
    	Hypothesis testing
    	假设检验
  

  
    	

  

  
    	Increment
    	增量
  

  
    	Independent
    	独立
  

  
    	Indicator variable
    	指示变量
  

  
    	Individual
    	个体，单值
  

  
    	Inference
    	推断
  

  
    	Integer distribution
    	整数（均匀）分布
  

  
    	Interaction
    	交互作用
  

  
    	Intercept
    	截距
  

  
    	Interpolation method
    	插值法
  

  
    	Interquartile range
    	四分位间距
  

  
    	Interval estimation
    	区间估计
  

  
    	Inverse matrix
    	逆矩阵
  

  
    	Iteration
    	迭代
  

  
    	

  

  
    	Joint probability distribution
    	联合概率分布
  

  
    	

  

  
    	Kappa
    	希腊字母κ
  

  
    	K means method
    	逐步聚类法
  

  
    	Kurtosis
    	峰度
  

  
    	

  

  
    	Lack of fit
    	失拟
  

  
    	Lag
    	滞后
  

  
    	Lambda
    	希腊字母λ
  

  
    	Largest extreme value distribution
    	最大极值分布
  

  
    	lattice degree
    	格点度
  

  
    	Least square method
    	最小二乘法
  

  
    	Leave-one-out
    	逐一剔除法
  

  
    	Level
    	水平
  

  
    	Leverage
    	杠杆率
  

  
    	Life expectance
    	期望寿命
  

  
    	Likelihood ratio
    	似然比
  

  
    	Linear correlation
    	线性相关
  

  
    	Linear trend
    	线性趋势
  

  
    	Link function
    	链接函数
  

  
    	Linkage method
    	联结法
  

  
    	Loading
    	载荷
  

  
    	Location
    	位置
  

  
    	Log rank
    	对数秩
  

  
    	Lognormal
    	对数正态
  

  
    	Long-term Z value
    	长期Z值
  

  
    	Low
    	低
  

  
    	Lower limit
    	下限
  

  
    	Lower spec
    	规格下限
  

  
    	

  

  
    	Main effect
    	主效应
  

  
    	MANOVA (Multiple Analysis of Variance)
    	多元方差分析
  

  
    	Marginal plot
    	边际图
  

  
    	Mathematical expectation
    	数学期望
  

  
    	Matrix
    	矩阵
  

  
    	Maximum likelihood method
    	极大似然法
  

  
    	Mean
    	平均值
  

  
    	Median
    	中位数
  

  
    	Median linkage
    	中间距离法
  

  
    	Median polish
    	中位数平滑
  

  
    	Measurement system
    	测量系统
  

  
    	MINITAB
    	MINITAB统计软件包
  

  
    	Missing data
    	缺失数据
  

  
    	Mixture design
    	混料设计
  

  
    	Mode
    	众数
  

  
    	Moving average
    	移动平均
  

  
    	Moving range
    	移动极差
  

  
    	MSA (Measurement System Analysis)
    	测量系统分析
  

  
    	MSSD (Mean Square Sequence Difference)
    	均方递差
  

  
    	Multicollinearity
    	多重共线性
  

  
    	Multiple comparison
    	多重比较
  

  
    	Multiple linear regression
    	多元线性回归
  

  
    	Multiplicative model
    	乘法模型
  

  
    	Multi-vari chart
    	多变异图
  

  
    	Multivariate analysis
    	多元分析
  

  
    	Multivariate chart
    	多变量控制图
  

  
    	Multivariate normal distribution
    	多元正态分布
  

  
    	

  

  
    	Natural log
    	自然对数
  

  
    	Negative binomial distribution
    	负二项分布
  

  
    	Nested
    	嵌套
  

  
    	ndc (Number of Distinct Categories)
    	可区分类别数
  

  
    	Noise factor
    	噪声因子
  

  
    	Nominal
    	名义
  

  
    	Nominal logistic regression
    	名义Logistic回归
  

  
    	Nonlinear
    	非线性
  

  
    	Nonparametric
    	非参数
  

  
    	Normal
    	正态
  

  
    	Normal scores
    	正态得分
  

  
    	NP chart
    	NP控制图
  

  
    	Null hypothesis
    	原假设，零假设
  

  
    	Numerator
    	分子
  

  
    	

  

  
    	Odds ratio
    	优势比
  

  
    	One sided test
    	单侧检验
  

  
    	One-way ANOVA (analysis of variance)
    	单因素方差分析
  

  
    	Operating characteristic curve
    	抽检特征曲线
  

  
    	Opportunity
    	机会
  

  
    	Optimal
    	最优
  

  
    	Optimizer
    	优化器
  

  
    	Order statistics
    	次序统计量
  

  
    	Ordinal Logistic regression
    	有序样本（顺序）Logistic回归
  

  
    	Ordinal variable
    	有序变量
  

  
    	Orthogonal
    	正交
  

  
    	Outlier
    	异常值
  

  
    	Overlaid contour plot
    	重叠等值线图
  

  
    	

  

  
    	P chart
    	P控制图
  

  
    	Pairedt-test
    	配对t检验
  

  
    	Pairwise slope
    	配对斜率
  

  
    	Parameter
    	参数
  

  
    	Partial correlation
    	偏相关
  

  
    	Partial least squares regression
    	偏最小二乘回归
  

  
    	Percent
    	百分比
  

  
    	Percentile
    	百分位数
  

  
    	PI (Prediction Interval)
    	预测区间
  

  
    	Pie chart
    	饼图
  

  
    	Point estimation
    	点估计
  

  
    	Polygon
    	多边形
  

  
    	Polyline
    	折线
  

  
    	Polynomial regression
    	多项式回归
  

  
    	Pooled standard deviation
    	合并标准差
  

  
    	Population
    	总体
  

  
    	Posterior probability
    	后验概率
  

  
    	Potential capability
    	潜在能力
  

  
    	Power
    	功效，幂
  

  
    	Power of a test
    	检验功效
  

  
    	PPM (Parts per Million)
    	百万分之
  

  
    	Precision
    	精度，精确度
  

  
    	Predict
    	预测
  

  
    	PRESS (Prediction Residual Error Sum of Squares)
    	预测残差平方和
  

  
    	Principal components analysis
    	主成分分析
  

  
    	Prior probability
    	先验概率
  

  
    	Priority
    	优先级
  

  
    	Probability
    	概率
  

  
    	Probit
    	概率单位
  

  
    	Process capability
    	过程能力
  

  
    	Proportion
    	比率
  

  
    	Pseudocomponent
    	虚拟分量
  

  
    	Pure error
    	纯误差
  

  
    	

  

  
    	Quadratic
    	二次
  

  
    	Qualitative
    	定性
  

  
    	Quantitative
    	定量
  

  
    	Quartile
    	四分位数
  

  
    	

  

  
    	Random
    	随机
  

  
    	Range
    	极差，范围
  

  
    	Rank
    	秩，等级
  

  
    	Rank test
    	秩检验
  

  
    	Ranked data
    	等级资料
  

  
    	Rate
    	比率
  

  
    	Ratio
    	比率，比，比值
  

  
    	Raw data
    	原始数据
  

  
    	Raw residual
    	原始残差
  

  
    	Reciprocal
    	倒数
  

  
    	Re-expression
    	重新表达
  

  
    	Reference
    	参考
  

  
    	Region
    	区域
  

  
    	Regression
    	回归
  

  
    	Regular
    	正规
  

  
    	Rejectable quality level
    	可拒收质量水平
  

  
    	Reliability
    	可靠性
  

  
    	Repairable system
    	可修复系统
  

  
    	Repeatability
    	重复性
  

  
    	Replication
    	仿行，完全重复
  

  
    	Reproducibility
    	再现性
  

  
    	Residual
    	残差
  

  
    	Resistance
    	耐抗性
  

  
    	Resistant line
    	耐抗线
  

  
    	Resolution
    	分辨度，分辨率
  

  
    	Response
    	响应
  

  
    	Response surface
    	响应曲面
  

  
    	Response trace plot
    	响应跟踪图
  

  
    	Restricted model
    	约束模型
  

  
    	Revelation
    	启示
  

  
    	Robustness
    	稳健性
  

  
    	Rolled yield
    	滚动产量，滚动产出率
  

  
    	Rootgram
    	根状图
  

  
    	Rotation
    	旋转
  

  
    	Round
    	舍入
  

  
    	Row effects
    	行效应
  

  
    	Run
    	运行，游程
  

  
    	Run chart
    	运行图
  

  
    	

  

  
    	Sample
    	样本
  

  
    	Sample size
    	样本数量
  

  
    	SAS (Statistical Analysis System)
    	SAS统计软件包
  

  
    	Scale
    	尺度
  

  
    	Scatterplot
    	散点图
  

  
    	Screening
    	筛选
  

  
    	Seasonal
    	季节性
  

  
    	Sequential
    	序贯，连续
  

  
    	Shape
    	形状
  

  
    	Shift
    	移位
  

  
    	Short-term Z value
    	短期Z值
  

  
    	Sigma level
    	西格玛水平
  

  
    	Sign
    	符号
  

  
    	Signed rank
    	符号秩
  

  
    	Signal to noise ratio
    	信噪比
  

  
    	Significance level
    	显著性水平
  

  
    	Similarity
    	相似性
  

  
    	Simple regression
    	简单回归
  

  
    	Simplex centroid design
    	单纯形质心设计
  

  
    	Simplex lattice design
    	单纯形格点设计
  

  
    	Sine
    	正弦
  

  
    	Sinh (Sine hyperbolic)
    	双曲正弦
  

  
    	Single linkage
    	最短距离法
  

  
    	Singular matrix
    	奇异矩阵
  

  
    	Sixteenth
    	十六分数
  

  
    	Six Sigma
    	六西格玛
  

  
    	Skewness
    	偏度
  

  
    	Slope
    	斜率
  

  
    	Smallest extreme value distribution
    	最小极值分布
  

  
    	Smooth
    	平滑
  

  
    	SOV (Source of Variation)
    	变异源
  

  
    	Specification limit
    	规格限
  

  
    	Spread
    	展布，散布
  

  
    	SS (Sum of Squares)
    	平方和
  

  
    	Stability
    	稳定性
  

  
    	Stack
    	堆叠
  

  
    	Standard deviation
    	标准差
  

  
    	SE (Standard Error)
    	标准误
  

  
    	Standard normal distribution
    	标准正态分布
  

  
    	Standardization
    	标准化
  

  
    	Starting value
    	起始值
  

  
    	Statistic
    	统计量
  

  
    	SPC (Statistical Process Control)
    	统计过程控制
  

  
    	Stem and leaf
    	茎叶图
  

  
    	Stepwise regression
    	逐步回归
  

  
    	Stratified sampling
    	分层抽样
  

  
    	Stress level
    	应力水平
  

  
    	Studentized residual
    	t化残差
  

  
    	Study variation
    	研究变异
  

  
    	Subset
    	子集
  

  
    	Subgroup
    	子组
  

  
    	SAR (Sum of Absolute-value of Residual)
    	绝对残差和
  

  
    	Surface plot
    	曲面图
  

  
    	Survival analysis
    	生存分析
  

  
    	Suspended root gram
    	悬浮式根状图
  

  
    	Symmetric plot
    	对称图
  

  
    	Systematic sampling
    	系统抽样
  

  
    	

  

  
    	Table
    	表格
  

  
    	Taguchi design
    	田口设计
  

  
    	Tail
    	尾
  

  
    	Tally
    	计数
  

  
    	Tangent
    	正切
  

  
    	Tanh (Tangent hyperbolic)
    	双曲正切
  

  
    	Target
    	目标
  

  
    	Testing of hypotheses
    	假设检验
  

  
    	Test statistic
    	检验统计量
  

  
    	Third quartile
    	上四分位数
  

  
    	Thirty-seconds
    	三十二分数
  

  
    	Threshold
    	阈值
  

  
    	Time series
    	时间序列
  

  
    	Tolerance
    	公差，容差
  

  
    	Tolerance interval
    	容忍区间
  

  
    	Total variation
    	总变异
  

  
    	Transformation
    	变换
  

  
    	Treatment
    	处理
  

  
    	Trend
    	趋势
  

  
    	Trial
    	试验
  

  
    	Triangular distribution
    	三角形分布
  

  
    	Two sided test
    	双侧检验
  

  
    	Two-way analysis of variance
    	双因素方差分析
  

  
    	Two-way table
    	双向表
  

  
    	Type Ⅰ error
    	类型Ⅰ错误
  

  
    	Type Ⅱ error
    	类型Ⅱ错误
  

  
    	

  

  
    	U chart
    	U控制图
  

  
    	Unbiased
    	无偏
  

  
    	Uncoded
    	未编码
  

  
    	Unconstrained
    	无约束
  

  
    	Uniform distribution
    	均匀分布
  

  
    	Unit
    	单位
  

  
    	Upper limit
    	上限
  

  
    	Upper spec
    	规格上限
  

  
    	Upward rank
    	升秩
  

  
    	Variability
    	变异性
  

  
    	Variable
    	变量
  

  
    	Variance
    	方差
  

  
    	Variation
    	变异
  

  
    	VIF (Variance Inflation Factors)
    	方差膨胀因子
  

  
    	

  

  
    	W test
    	W检验
  

  
    	Weight
    	权重
  

  
    	Weighted mean
    	加权平均
  

  
    	Wild value
    	野值
  

  
    	Within group
    	组内
  

  
    	

  

  
    	Yield
    	出产，产量，良品率
  

  
    	

  

  
    	Zone chart
    	区域控制图
  




汉英统计名词对照表


  
    	C控制图
    	C chart
  

  
    	NP控制图
    	NP chart
  

  
    	P控制图
    	P chart
  

  
    	SAS统计软件包
    	SAS (Statistical Analysis System)
  

  
    	t化残差
    	Studentized residual
  

  
    	U控制图
    	U chart
  

  
    	W检验
    	W test
  

  
    	八分数
    	Eighth
  

  
    	百分比
    	Percent
  

  
    	百分位数
    	Percentile
  

  
    	百万分之
    	PPM (Parts per Million)
  

  
    	半正态
    	Half normal
  

  
    	备择假设
    	Alternative hypothesis
  

  
    	比
    	Ratio
  

  
    	比较
    	Comparison
  

  
    	比率
    	Proportion, Rate, Ratio
  

  
    	比值
    	Ratio
  

  
    	边际图
    	Marginal plot
  

  
    	边界
    	Boundary
  

  
    	编码
    	Coding
  

  
    	变换
    	Transformation
  

  
    	变量
    	Variable
  

  
    	变异
    	Variation
  

  
    	变异系数
    	Coefficient of variation
  

  
    	变异性
    	Variability
  

  
    	变异源
    	SOV (Source of Variation)
  

  
    	标准差
    	Standard deviation
  

  
    	标准化
    	Standardization
  

  
    	标准误
    	Standard error
  

  
    	标准正态分布
    	Standard normal distribution
  

  
    	表格
    	Table
  

  
    	别名
    	Alias
  

  
    	饼图
    	Pie chart
  

  
    	不一致对
    	Discordant pair
  

  
    	参考
    	Reference
  

  
    	参数
    	Parameter
  

  
    	残差
    	Residual
  

  
    	测量系统
    	Gage (Gauge), Measurement system
  

  
    	测量系统分析
    	MSA (Measurement System Analysis)
  

  
    	差
    	Difference
  

  
    	差分
    	Difference
  

  
    	差值
    	Difference
  

  
    	插值法
    	Interpolation method
  

  
    	产量
    	Yield
  

  
    	长期Z值
    	Long-term Z value
  

  
    	超几何
    	Hypergeometric
  

  
    	常数
    	Constant
  

  
    	乘法模型
    	Multiplicative model
  

  
    	成分
    	Component
  

  
    	尺度
    	Scale
  

  
    	重叠等值线图
    	Overlaid contour plot
  

  
    	重复
    	Duplicate
  

  
    	重复性
    	Repeatability
  

  
    	重新表达
    	Re-expression
  

  
    	抽检特征曲线
    	Operating characteristic curve
  

  
    	抽样验收
    	Acceptance sampling
  

  
    	出产
    	Yield
  

  
    	处理
    	Treatment
  

  
    	纯误差
    	Pure error
  

  
    	次序统计量
    	Order statistics
  

  
    	错误
    	Error
  

  
    	代码
    	Code
  

  
    	单侧检验
    	One sided test
  

  
    	单纯形格点设计
    	Simplex lattice design
  

  
    	单纯形质心设计
    	Simplex centroid design
  

  
    	单位
    	Unit
  

  
    	单位缺陷数
    	DPU (Defects per Unit)
  

  
    	单因素方差分析
    	One-way analysis of variance
  

  
    	单值
    	Individual
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