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前言

综观各地的中考数学试卷，题目按难度区分有基础题、中档题、压轴题三种.学生在学习程度上有差异，有好、中、差之分，学习的过程也应该循序渐进，由易到难逐渐加大难度.

为适合不同学生、不同阶段的中考数学复习需要，我们按照中考数学试题的难易程度，编写了《给力数学：中考数学基础题》《给力数学：中考数学中档题》
 以及《给力数学：中考数学压轴题》
 .

这本《给力数学：中考数学压轴题》
 所选的题目为“压轴题”，“压轴题”是对测试试卷中最后几道试题的习惯称呼.一般都是试卷中综合性最强、难度最大、能够真正拉开水平档次的题型.能够把握住“压轴题”，在一定程度上就意味着获得高分.本书的读者对象是中等生、中上等生、尖子生，为适合不同层次的学生，本书在题目设计上采取分层策略：一般难度的题目占40%，中上难度的题目占30%，高难度的题目占30%.各类题目以提高学生数学冲刺能力和探索兴趣为目的，具针对性和实用性.为了便于复习，本书将各类试题进行分类，按十一个单元介绍.在各类题型的讲解中，详尽评述了该题型的“压轴题”在中考命题中的特点和趋势，通过典型例题讲清该题型的解题策略，同时附中考真题供同学们训练巩固，相信大家认真阅读本书后会受益匪浅，特别是基础较好的考生认真用好本书后，能确保拿到“压轴题”的分数，挑战满分.

特别感谢刁卫东、韩秀莉、李丹、姚淑华、吴智敏、黄洋、童纪元、王献利、吴玲玲、郭春利、张永飞、刘杰、贺炜、黄炜、孔繁敏、钟春风、杨树青、林秀平、李曹群、李文明、常玉香、林秀敏、彭光进、张鹏等老师在本书编写过程中提供的帮助和做出的贡献，他们当中有长期负责指导中考数学复习备考教学的教研员，也有所教学生获得中考数学满分的名校骨干教师.他们以丰富的教学实践经验，为同学们铺设了一条通向中考的成功之路.


好运留给有准备的人，祝你好运！




第一单元　中考数学压轴题破解策略

要想成功破解综合题，我们首先要了解综合题的特点.

一般来说，综合题里包含的知识点较多，隐含的数量关系或图形性质较多，有的综合题可能蕴含多种数学思想，有的综合题可能设计新颖，甚至表面上根本看不出解题的影子，有的综合题在解题上还可能有一定的技巧性.

但是，所有的综合题，不管哪一种类型，在分析解决它们的过程中，总有普遍且通用的规律可循，这也正是我们探寻综合题的解法的意义所在.

一　我们该怎么去审题

什么是审题？审题在解题中占什么地位呢？通俗地讲，审题就是当你拿到一个题目时，应该如何找到思路并且整理好思路去解这个题.

首先，你必须弄清问题：未知是什么？已知是什么？

其次，进一步审题：你是否知道与此题有关的问题？你是否知道一个可能用得上的定理？

你以前见过这个问题吗？你是否见过类似的问题而形式稍有不同？

看着未知数，试想出一个具有相同的未知数或相似未知数的熟悉问题.

你能不能从已知条件推出某些有用的东西？你是否利用了所有已知数据？你是否利用了所有的条件？你是否考虑了包含在问题中的所有必要概念？


例1
 　已知一次函数y=kx+b，当-2≤x≤3时，-3≤y≤5，求此函数的关系式.


解析：
 你是这样做的吗？

∵一次函数y=kx+b的图像经过点（-2，-3），（3，5），

[image: 005-01]


∴此函数的关系为[image: 006-03]
 .

这样的解法是错误的！错误的原因就是审题不清，没有真正弄清函数图像经过哪两个点，一拿到这样的题，就想当然地认为一次函数的图像经过点（-2，-3），（3，5），而没有结合图形来看一次函数图像可能经过哪两个点.

请同学们思考如下的问题：

（1）这道题目已知什么？要求的是什么？

（2）你们能在平面直角坐标系中画出直线，当自变量的取值范围是-2≤x≤3时，因变量的取值范围恰好为-3≤y≤5吗？

（3）现在你们能说说这条线经过哪两个点了吗？

（4）你们认为画出函数图像对解决这个问题有什么帮助？

回答：（1）这道题目已知的是当x的取值范围是-2≤x≤3时，y的取值范围是-3≤y≤5，要求函数关系式.

（2）一条直线，如图1-1-1，还有一条直线，如图1-1-2.



	[image: 006-01]
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	图1-1-1
	图1-1-2




（3）有两种情况，这条直线可能经过点（-2，-3），（3，5），也可能经过点（-2，5），（3，-3）.

（4）画出函数图像可以使这个问题的两种情况直观地展示在我们面前.

通过这样的分析，我们才发现错误所在.造成漏解的主要原因是在审题的时候，分析问题的方法不对，没有借助图像将所有可能出现的情况考虑全.

这个一次函数的图像经过点（-2，-3），（3，5）或点（-2，5），（3，-3）.由待定系数法易得函数的关系式为[image: 006-03]
 或[image: 006-04]
 .


例2
 　已知，如图1-1-3所示，在△ABC中，BD是AC边上的中线，DB⊥BC于B，∠ABC=120°，求证：AB=2BC.

[image: 006-05]
图1-1-3




解析：
 第一步：弄清问题和熟悉问题，就是弄清题目的已知条件和解题目标，主要包括以下几个方面.

1. 有几个已知条件，能否把各个已知条件分开.

2. 明确解题的目标是什么，要求的是什么.

3. 是否需要画一个图，如果能画图，最好画一个图，并在图中标出必要的条件和数据，画图的过程是一个熟悉问题的过程，是一个对已知条件和解题目标进行再认识的过程.

本题已知条件：BD是AC边上的中线，DB⊥BC，∠ABC=120°.

要求证的目标：AB=2BC.

可见，审题的第一步就是弄清问题的已知条件和解题目标，在弄清条件时，对题目一定要字斟句酌，解错这道题就是因为在没有看清“求什么”的时候就仓促下笔.所以，熟悉问题是审题的重要步骤，在熟悉的过程中，要弄清已知条件和未知条件，仔细地重复这些条件，如果问题与图形有关，还应该画一张图，在图上标示已知条件.

第二步：审题时注意题目的隐含条件.

有些题目中给出的条件并不明显，需要对这些条件进行再加工，也有些条件虽然题目已经给出了，而解题者却没有把它作为条件来使用，从而使解题遇阻，需要对这些条件进行再认识.

第三步：弄清已知条件之间的相互联系以及已知条件与所求目标之间的相互联系.当分清有几个已知条件之后，要分析这些已知条件之间有些什么联系，哪些条件结合可以得出新的结论；根据已知条件和解题目标，要思考“是否有一个可能用得上的定理”.

BD是AC边上的中线可考虑将中线延长加倍；

要证明AB=2BC可联想到“含30°角的直角三角形”.

第四步：整体观察题目，想一想，是否有一个与你现在的问题有关，且早已解决的问题，是否做过具有相同的未知数或相似未知数的问题，如何把生题转化为熟题.当解题遇阻时，要进行再审题，想一想你是否利用了所有已知数据？你是否利用了所有的条件？你是否考虑了包含在问题中的所有必要概念？

延长BD到点E，使得DE=BD，连接AE.如图1-1-3，然后证明△ABE是含30°角的直角三角形.

无论综合题多么复杂，它都一定会在已知条件或已知图形中透露出必要的解题信息和方向，所以只要我们认真审题，明确已知条件和所求结论之间的因果关系，就能找到解决综合题的途径.

下面我们通过解答一道以二次函数为主线的综合题，谈谈在解答综合题时如何审题.


例3
 　如图1-1-4，在直角坐标系中，O为原点.点A在x轴的正半轴上，点B在y轴的正半轴上，tan∠OAB＝2.二次函数y＝x2
 ＋mx＋2的图像经过点A、B，顶点为D.

[image: 007-01]
图1-1-4



（1）求这个二次函数的解析式；

（2）将△OAB绕点A顺时针旋转90°后，点B落到点C的位置.将上述二次函数图像沿y轴向上或向下平移后经过点C.请直接写出点C的坐标和平移后所得图像的函数解析式；

（3）设（2）中平移后所得二次函数图像与y轴的交点为B1
 ，顶点为D1
 ，点P在平移后的二次函数图像上，且满足△PBB1
 的面积是△PDD1
 面积的2倍，求点P的坐标.


解析：
 拿到以二次函数为主线的综合题，我们可以从哪些角度去思考？

我们可以尝试通过如下问题进行思考：

①二次函数涉及的主要知识点有哪些？

②二次函数图像左右平移或上下平移的规律是什么？

③如何借助函数图像直观性，结合相关几何知识灵活解题？

④解这类题涉及的主要数学思想和数学方法有哪些？

（1）利用待定系数法，可以求出m的值，从而获得函数表达式.

由题意，点B的坐标为（0，2），于是OB＝2，而tan∠OAB＝2，即[image: 008-01]
 .

则OA＝1，点A的坐标为（1，0），又二次函数y＝x2
 ＋mx＋2的图像过点A，故0＝12
 ＋m＋2.解得m＝-3.

从而所求二次函数的解析式为y＝x2
 -3x＋2.

（2）我们不难注意到解决第二个小问题的关键是要确定点C的坐标，所以首先必须根据题意画出正确的图形，然后根据旋转的图形特征：形状大小不变，我们应该容易确定点C的坐标，从而此问题得以解决.

先根据题意，画出旋转后的图形（图1-1-5），准确求出点C的坐标.

[image: 008-02]
图1-1-5



因为△AOB≌△ADC，所以AD＝AO＝1，DC＝OB＝2.

可得点C的坐标为（3，1）.

由于题目的问题是将二次函数y＝x2
 -3x＋2这个图像向上或向下平移，所以根据二次函数图像沿y轴向上或向下平移的特征：图形形状不变，与y轴交点的纵坐标变化.因此我们设所求二次函数解析式为y＝x2
 -3x＋k.因为此图像经过点C，则有1＝9-3×3＋k，即k＝1.

故所求二次函数的解析式为y＝x2
 -3x＋1.

（3）回到第三小题，要求点P的坐标.由于点P在平移后的二次函数图像上，它的横、纵坐标之间就有了明确的关系，所以只要求出其中的一个即可，不妨尝试求x.那么接下来我们重点要思考的是如何求x？通常思路应该要建立x的方程.我们来审视题意，哪个条件引起你更多的关注？应该是“△PBB1
 的面积是△PDD1
 面积的2倍”.根据这个条件，你通常会有哪些想法？也许有的同学会想到：相似三角形的面积比等于相似比的平方；等底（高）的两个三角形面积比等于它们的高（底）之比；面积割补法；直接利用面积公式等.对于本题我们不难发现这两个三角形是等底的，因而我们得到点P到BB1
 的距离是点P到DD1
 的距离的两倍.你能否用关于x的代数式分别表示这两个距离？在表示的过程中，同学们将点P到DD1
 的距离表示成的答案既有[image: 008-03]
 ，也有[image: 008-04]
 ，那么到底谁对谁错？为什么会有这种情况产生？回到我们的题目：点P在平移后的二次函数图像上，再来仔细观察整个图形，发现这条抛物线被点B1
 和点D1
 分成三部分，所以点P的可能位置有三种.

由（2）可知，经过平移后所得图像是原二次函数图像向下平移1个单位后所得的图像，那么对称轴直线[image: 009-01]
 不变，且BB1
 ＝DD1
 ＝1.——这是解决本题的两个关键条件.

因为点P在平移后所得二次函数图像上，设点P的坐标为（x，x2
 -3x＋1）.

在△PBB1
 和△PDD1
 中，由于S△PBB1

 ＝2S△PDD1

 ，利用三角形面积比等于同底的高之比转化为线段之间的关系，得到边BB1
 上的高是边DD1
 上的高的2倍.——这是解决本题的突破口.

从而可以建立关于x的方程.

①当点P在对称轴的右侧时（图1-1-6），建立x的方程是[image: 009-02]
 ，得x＝3，故点P的坐标为（3，1）；

[image: 009-03]
图1-1-6



②当点P在对称轴的左侧，同时在y轴的右侧时，如图1-1-6所示，建立x的方程是[image: 009-04]
 ，得x＝1，故点P的坐标为（1，-1）；

③当点P在y轴的左侧时（x<0），建立x的方程是[image: 009-05]
 ，得x＝3>0（舍去），

故所求点P的坐标为（3，1）或（1，-1）.

再来通过一道动态几何题，谈谈如何审题.


例4
 　已知线段AB＝10，点P在线段AB上，且AP＝6，以A为圆心、AP为半径作⊙A，点C在⊙A上，以B为圆心、BC为半径作⊙B，射线BC与⊙A交于点Q（不与点C重合）.

（1）当⊙B过点A时（图1-1-7），求CQ的长；

[image: 009-06]
图1-1-7



（2）当点Q在线段BC上时（图1-1-8），设BC＝x，CQ＝y，试求y关于x的函数关系式，并写出自变量的取值范围；

[image: 009-07]
图1-1-8



（3）当由A、P、Q、C四点构成的四边形是梯形时，求BC的长.


解析：
 许多同学读了一遍题之后，短时间内不能理顺关系，不知所云.

如何审题？审题到底审什么？根据这类问题的特点，我们可以进行结构化的审题.

审背景图形：根据背景图形的特点，联想与之相关的常规基本方法.如本题是以圆为背景的问题.联想到常规思路是通过构造弦心距，转化成直角三角形的问题来解决，同时常常用到“圆中半径相等”这一个隐含条件.

审运动规则：图形中的点是根据什么规则运动的？把握好运动的规律，才能建立正确函数关系.本题中⊙B的圆心确定，而半径BC的大小随着点C在圆A上的位置不同而产生变化，因此射线BC与⊙A的交点Q的位置也在相应地发生变化.

审运动范围：运动过程中哪个是主动点，哪个是被动点，它们被限制在什么范围？临界位置在何处？我们在读题时应仔细阅读，并加以标注，因为它往往涉及函数的自变量取值范围.

由于本题的背景图形和运动规则不明显，需要重新画图以便进一步理顺关系，过程性地展示复杂图形的形成过程，从运动变化的观点理解问题.

（1）关注到图形中的隐含条件AC＝AQ，BA＝BC，可以通过三角形相似解决.

由于C、Q在⊙A上，则AC＝AQ，于是∠C＝∠AQC，

由于⊙B过A、C，则BA＝BC，于是∠C＝∠CAB，故∠AQC＝∠CAB，

又∠C＝∠C，故△CAQ∽△CBA，

于是AC2
 ＝CQ·CB，

即62
 ＝10·CQ，因此CQ＝3.6.

（2）y和x分别是小圆的弦和大圆的半径，因而联想弦心距构造直角三角形运用勾股定理建立方程.

作AH⊥CQ，垂足为H，则[image: 010-01]
 （图1-1-9）.

[image: 010-02]
图1-1-9



且AQ2
 -QH2
 ＝AB2
 -BH2
 ，

而[image: 010-03]
 ，且AQ＝6，故[image: 010-04]
 ，

解之得：[image: 010-05]
 .

①如何求解自变量的取值范围？

关注的视角：关注到主动点C在⊙A上，BC为半径，而当C和点P′重合、C和点P重合时（图1-1-10），BC取得最大值16和最小值4；

[image: 010-06]
图1-1-10



同时关注到被动点Q在线段BC上，那么何时Q在线段BC上呢？这对同学们空间想象能力提出了较高的要求，因此，我们再次画图，可以发现有时Q在BC的延长线上，有时在线段BC上，而它们的临界位置就是Q、C两点重合.

②如何求解？

1°结合图形进行推理：

当Q、C重合时，直线BC和圆A相切（图1-1-10），由勾股定理知x＝BC＝8.

2°运用函数的观点，此时y的值恰好为0，代入到前面所求的解析式中容易得到x＝BC＝8.

所以8<x≤16.

在审题时既要关注主动点的运动范围，又要关注被动点的运动范围；有时需要找到特殊的临界位置，画出示意图转化成新的几何计算问题求解，或运用函数进行求解.

（3）四个点构成梯形，显然对梯形的底边需要进行分类讨论，由题意显然有AP∥CQ不成立，于是有：


情况一
 　如图1-1-11，A、P、Q、C四点构成的四边形是梯形，

[image: 011-01]
图1-1-11



且AC∥PQ，则[image: 011-02]
 ，即[image: 011-03]
 .

又[image: 011-04]
 ，

故[image: 011-05]
 ，由于x>0，因此解得：[image: 011-06]
 .

往往许多同学做到这里就结束了，我们关注到（2）中条件“当点Q在线段BC上时”，显然不能被题目中所给图形所蒙蔽，而应继续考虑“当点Q在线段BC的延长线上时”，所以：


情况二
 　如图1-1-12，A、P、Q、C四点构成的四边形是梯形，

[image: 011-07]
图1-1-12



且AQ∥PC，则[image: 011-08]
 ，即[image: 011-09]
 .

而此时（2）中的[image: 011-10]
 是不成立的.所以作AH⊥QC，垂足为H，则QH＝CH，且AQ2
 -QH2
 ＝AB2
 -BH2
 ，

即36-QH2
 ＝100-（x＋QH）2
 ，即[image: 011-11]
 ，则[image: 011-12]
 ，

于是[image: 011-13]
 ，又x>0，因此解得：[image: 011-14]
 .

综合，当A、P、Q、C四点构成的四边形是梯形时，BC的长为[image: 011-15]
 或[image: 011-16]
 .

许多同学会把第二种情况忽略掉，显然还是审题的问题，我们应该注意审清楚三小题之间的结构问题，（1）是特殊情况；（2）中有前提条件“当点Q在线段BC上时”，而（3）中没有任何前提，所以应该是考虑运动的全过程，不能受到题目中所给图形的影响.

二　数学解题中的“模式识别”

数学解题中的模式识别来源于解题的一个基本经验：拿到一道题目，我们总是首先辨别它是否属于已经掌握的类型，如果属于，那就提取出解决该类型的方法来解答；如果不是直接属于，那我们会设法进行一些变化；如果无论如何变化都不属于时（题目比较陌生或比较复杂），我们再考虑其他的途径.这就是模式识别的解题策略.

模式识别这一解题策略体现了化归思想，有时遵循化陌生为熟悉的“熟悉化原则”，有时遵循将问题分解为若干个基本问题的“简单化原则”.在解中考数学综合题时，“基本问题”的思想是这一策略的重要体现，积累“基本问题”也就成为提高这一策略效率的捷径.

下面我们来看“基本问题”在解几何综合题中的体现.

在几何图形中，与线段中点有关的问题很多，中点问题是每年中考的必考题型，一般来说，遇到中点问题，我们主要从以下几方面进行解读.

1. 还原中心对称图形（倍长中线、“8”字形全等）

由于线段本身就是中心对称图形，而中点就是它的对称中心，所以遇到线段中点的问题，依托中点借助辅助线还原中心对称图形，这样就能将分散的条件巧妙地集中起来，这是解决线段中点问题最常采用的方法.

2. 构造中位线

因为三角形中位线在位置关系和数量关系两方面将三角形中的有关线段沟通起来，能将三角形中分散的条件集中起来，或者使图形中隐藏的条件显露出来，所以借助三角形的中位线也是解决中点问题的另一个有力武器.当图形中有中点时，常考虑三角形的中位线，必要时还可以作辅助线构造三角形的中位线.

3. 与等面积相关的图形变换

线段中点的本意，在研究三角形的面积问题时，往往提供了底边相等的条件.

4. 等腰三角形中的“三线合一”

“三线合一”是初中阶段平面几何中一个非常重要的结论和解题工具，运用得好往往会使我们的思考过程“柳暗花明”.

5. 直角三角形斜边上的中线等于斜边的一半及其与圆的结合（图1-2-1）

[image: 012-01]
图1-2-1



我们先从一个简单的问题出发，看看线段中点在平面几何有关问题的解决中如何产生神奇的作用的.


例1
 　如图1-2-2所示，在梯形ABCD中，AD∥BC，∠ABC＝90°.若BD＝BC，F是CD的中点，试问：∠BAF与∠BCD的大小关系如何？请写出你的结论并加以证明.

[image: 012-02]
图1-2-2




解析：
 （1）首先，因为已知“BD＝BC，F是CD的中点”，即点F是等腰三角形BCD底边的中点，所以第一反应就是“三线合一”.

如图1-2-2所示，连接BF，则BF⊥CD.

所以∠BCD＋∠CBF＝90°.

这跟题目结论中要探索的∠BCD有直接关系.

（2）其次，又因为已知“∠ABC＝90°”，我们想到直角三角形.

延长AF与BC的延长线交于点G，则得到Rt△ABG.

考虑到已知“AD∥BC，F是CD的中点”，那么我们在得到Rt△ABG的同时，还神奇地围绕着中点F还原了中心对称图形，即

△FAD≌△FGC.

所以FA＝FG.

从而点F成为Rt△ABG斜边AG的中点，所以

BF＝AF＝FG，∠BAF＝∠ABF.

又因为∠ABF＋∠CBF＝∠ABC＝90°，故这又跟题目结论中要探索的∠BAF有直接关系.

（3）由∠BCD＋∠CBF＝90°，∠ABF＋∠CBF＝90°，可得

∠BCD＝∠ABF＝∠BAF.

在例3中，我们利用了点F的双重身份，既是等腰三角形底边中点又是直角三角形斜边中点，在直角梯形搭建的舞台上探索了∠BAF与∠BCD的大小关系.相信通过这道题的分析，同学们会对线段中点在解题中的运用，在原有认识的基础上又有新的提高.


例2
 　我们给出如下定义，有一组相邻内角相等的四边形叫做等邻角四边形.请解答下列问题.

（1）写出一个你所学过的特殊四边形中是等邻角四边形的图形的名称；

（2）如图1-2-3所示，在△ABC中，AB＝AC，点D在BC上，且CD＝CA，点E、F分别为BC，AD的中点，连接EF并延长交AB于点G.求证：四边形AGEC是等邻角四边形.

[image: 013-01]
图1-2-3




解析：
 这道题目比较新颖，属于所谓的创新题型，题目中先给出等邻角四边形的定义，然后根据这个定义在图1-2-3中完成证明.图形本身不是很复杂，是等腰三角形的组合，但是难点仍然有两处，需要各个击破，否则题目难以完成.

第一个难点就在于已知给出的两个中点，即“点E，F分别为BC，AD的中点”，因为E，F共线且不在同一个三角形中，所以发挥不了这两个中点的作用.

第二个难点在于不能确定待证的等邻角四边形中哪两个相邻内角相等，尤其是当中点的条件没有想好时.

所以下面我们就重点围绕这两个中点做文章.考虑到上面我们提到点E，F共线且不在同一个三角形中，所以得另找中点将这两个中点沟通起来.

如图1-2-4所示，我们取AC边的中点K，连接FK，EK.

[image: 013-02]
图1-2-4



这样出现了两条中位线，即FK成为△ADC的中位线，EK成为△CAB的中位线，借助这两条辅助线就把两个中点E和F沟通起来了.

根据三角形中位线的性质，有FK∥DC，EK∥AB，所以

∠3＝∠4，∠1＝∠2，

同时还有[image: 013-03]
 .

而AB＝AC＝CD，故

FK＝EK.

所以∠1＝∠3，∠2＝∠4.

所以∠AGE＝∠GEC.

所以四边形AGEC是等邻角四边形.

通过本题的学习研究，我们发现当图形中出现不止一个中点时，应该及时地想到继续构造中点，从而得到中位线，实现等线段、等角的转移，必要时借助适当的辅助线沟通题目中原本不相关的已知条件是解决此类问题的较好途径.

前面谈了线段中点的“基本问题”在解几何综合题中的应用，再来谈谈应用角平分线的“基本问题”，解几何综合题.

角平分线最重要的性质是它的轴对称性，其他的性质都可由此推出.所以，遇到与角平分线有关的问题时，首先应该想到它的轴对称性.


例3
 　如图1-2-5，已知：AD为△ABC的角平分线，∠C＝2∠B.

[image: 014-01]
图1-2-5



求证：AB＝AC＋CD.


解析：
 在AB上截取AE＝AC，连接DE.

因为AD平分∠CAB，所以△ADE≌△ADC.

所以ED＝CD，∠1＝∠C.

（这就是角平分线轴对称性的具体体现，也是做题时常见的操作方法）

因为∠C＝2∠B，则∠1＝2∠B.

所以∠EDB＝∠B，从而EB＝ED＝CD.

所以AB＝AE＋EB＝AC＋CD.

一般来说，当三角形中出现二倍角时，可以通过上面的辅助线借助三角形全等把二倍角转化为等角，这是处理这一类问题的比较好的途径.


例4
 　如图1-2-6所示，已知AB＝AC，CD为△ABC的角平分线，∠A＝100°.

[image: 014-02]
图1-2-6



求证：BC＝AD＋CD.


解析：
 此题图形简洁，内涵丰富，要仔细挖掘隐含其中的性质.

CD作为角平分线，它的轴对称性必然要在图形中体现出来.所以我们还是以CD为轴在图上构造三角形全等（具体作法同上，在CB上截取CE＝CA），这时候我们就会发现已知“AB＝AC，∠A＝100°”的巧妙之处.

因为∠ADC＝∠EDC＝∠BDE＝60°，∠DBC＝2∠DCB.

即在△DBC中，DE是△DBC的角平分线，∠DBC＝2∠DCB，这跟上面的例题完全相同了.

所以不难得出CD＝BD＋BE.下面来看具体解答过程.

在CB上截取CE＝CA，连接DE.

因为CD平分∠ACB，故

△ADC≌△EDC.

所以∠ADC＝∠EDC.

又因为AB＝AC，∠A＝100°，所以

∠ADC＝∠EDC＝∠BDE＝60°，∠DBC＝40°，∠DCB＝20°.

所以DE平分∠BDC，∠DBC＝2∠DCB.

易证CD＝BD＋BE.

所以BC＝CE＋BE＝AC＋BE＝AB＋BE＝AD＋BD＋BE＝AD＋CD，

即BC＝AD＋CD.

这是一道几何综合题，形式简洁，具有一定的思维难度，是一道开阔思维、锻炼解题能力的好题.表面上看，这道题和上面的例题类似，已知和求证部分都很接近，但是真正动手做起来，就会发现难度不小.因为在本题中，CD和BC、AD这样的三条线段无论在位置关系还是在数量关系上都很难直接建立联系.

而从问题的解决过程来看，平时“基本问题”的积累是多么重要！

我们再来观察、比较几道几何综合题，这几道题目是我们从全国各地的中考试题中挑选出来的，同学们看看有什么发现.


例5
 　如图1-2-7，一个含45°角的三角板HBE的两条直角边与正方形ABCD的两邻边重合，过点E作EF⊥AE交∠DCE的角平分线于F点，试探究线段AE与EF的数量关系，并说明理由.

[image: 015-01]
图1-2-7




证明：
 由已知可得，∠H=∠FCE，HA=CE，∠HAE=∠CEF，所以△HAE≌△CEF，这样可以得到AE=EF.


例6
 　（1）如图1-2-8所示，在正方形ABCD中，M是BC边（不含端点B，C）上任意一点，点P是BC延长线上一点，N是∠DCP的平分线上一点.若∠AMN=90°，求证：AM=MN.

[image: 015-02]
图1-2-8



（2）若将（1）中的“正方形ABCD”改为“正三角形ABC”（图1-2-9），N是∠ACP的平分线上一点，则当∠AMN=60°时，结论AM=MN是否还成立？请说明理由.

[image: 015-03]
图1-2-9



（3）若将（1）中的“正方形ABCD”改为“正n边形ABCD……”.请你作出猜想：当∠AMN=_____时.结论AM=MN仍然成立.（直接写出答案，不需要证明）


证明
 　（1）在边AB上截取AE=MC，连接ME.

在正方形ABCD中，∠B=∠BCD=90°，AB=BC，故BE=BM，则∠BEM=45°，即∠AEM=135°，∠MCN=90°+45°=135°，所以

∠NMC=180°-∠AMN-∠AMB=180°-∠B-∠AMB=∠MAB.

又因为∠AEM=∠MCN，故△AEM≌△MCN，所以AM=MN.

（2）AM=MN仍成立，证法与（1）类似，在AB边上取AE=MC.然后证明

△AEM≌△MCN.

（3）[image: 015-04]
 .


例7
 　如图1-2-10，已知在正方形ABCD中，AB=2，P是边BC上的任意一点，E是边BC延长线上一点，连接AP.过点P作PF⊥AP，与∠DCE的平分线CF相交于点F.连接AF，与边CD相交于点G，连接PG.

[image: 015-05]
图1-2-10



（1）求证：AP=FP；

（2）⊙P，⊙G的半径分别是PB和GD，试判断⊙P与⊙G的位置关系，并说明理由；

（3）当BP取何值时，PG∥CF.


例8
 　如图1-2-11所示，边长为5的正方形OABC的顶点O在坐标原点处，点A，C分别在x轴、y轴的正半轴上，点E是OA边上的点（不与点A重合），EF⊥CE，且与正方形外角平分线AG交于点P.

[image: 016-01]
图1-2-11



（1）当点E坐标为（3，0）时，试证明CE=EP.

（2）如果将上述条件“点E坐标为（3，0）”改为“点E坐标为（t，0）（t>0）”，结论CE=EP是否仍然成立，请说明理由.

（3）在y轴上是否存在点M，使得四边形BMEP是平行四边形？若存在，用t表示点M的坐标；若不存在，说明理由.


解析：
 看完以后，我们是不是感觉到这四道题基本上是相同的，那相同在什么地方呢？仔细观察每个题目的图形，就会发现都存在下面如图1-2-12所示的基本图形：

[image: 016-02]
图1-2-12



在图1-2-12中，点P是正方形ABCD中BC边上的一点，CF是正方形的外角平分线，且AP⊥PF.如果我们稍微把注意力集中在外角平分线CF上，就能想到连接AC后得到AC⊥CF（图1-2-13），所以∠APF=∠ACF=90°，这样就会联想到辅助圆：点P，C在以AF为直径的⊙O上（图1-2-14）.根据圆周的性质，∠AFP=∠ACP=45°，因此△APF是等腰直角三角形，所以AP=FP.这样就解决了上述几道题共性的地方.也就是例7的第（1）小题，以及例8的第（1）小题和第（2）小题.



	[image: 016-03]

	[image: 017-01]




	图1-2-13
	图1-2-14




当然，我们还可以站在直线型的角度用全等三角形来解决.如图1-2-15所示，在边AB上截取AQ=PC，连接PQ.这一次我们把注意力集中在外角平分线CF带来的∠BCF=135°上，因为AQ=PC，则BQ=BP，所以∠AQP=135°=∠PCF.

[image: 017-02]
图1-2-15



由AP⊥PF得∠1=∠2，根据“角边角”可以证明△AQP≌△PCF，于是AP=FP.

直线型里还有一个重要的工具——三角形的相似，能不能用来解决问题呢？不妨过点F作FR⊥CE于点R（图1-2-16），在Rt△FCR中，∠FCR=45°，则设FR=CR=a.由AP⊥PF易得△ABP∽△PRF，得[image: 017-03]
 .若正方形边长AB=y，BP=x，则比例式[image: 017-04]
 ，整理得x2
 -（a+y）x+ay=0，（x-a）（x-y）=0，所以x=a，或x=y（一般情况下舍去），这样FR=CR=BP，所以△ABP≌△PRF，于是AP=FP得证.

[image: 017-06]
图1-2-16



图1-2-12到图1-2-16的过程，我们从几何的直线型与圆两方面对图形进行了分析，其中直线型又分成三角形全等和相似两种情况.在解题方法上，采用了代数中的设元思想、方程思想，从上面的分析过程可以看出，对于几何综合题要善于“分解”为若干个基本问题和基本图形，并综合这些基本图形的性质及图形中元素的内在联系去思考，则能快速找到解题途径.当然还得要求我们平时做好一部分典型题，这样遇到综合题才能发散思维、迁移联想，将未知问题转化为已知问题，一步一步地取得完整的结论.

下面给出例7第（2）小题的判断两圆位置关系的解答：

⊙P与⊙G的位置关系是外切.如图1-2-17所示，延长CB至点M，使BM=DG.连接AM，则△ADG≌△ABM，于是AG=AM，∠GAD=∠MAB.再利用AP=FP，∠PAF=45°，可证∠MAP=∠MAB+∠BAP=∠GAD+∠BAP=45°，从而△APM≌△APG.所以PM=PG.则PB+DG=PG.因而半径分别是PB和GD的⊙P与⊙G是外切的.

[image: 018-02]
图1-2-17



例8第（3）小题的解答如下：

由PG∥CF，可得∠GPC＝∠PGC＝45°，

∴PC=CG，BP=DG.

设BP＝GD＝x，则PC＝CG=2-x，PG=2x.

在Rt△PCG中，（2x）2
 ＝（2-x）2
 ＋（2-x）2
 ，

解得[image: 017-07]


故当[image: 018-01]
 时，PG∥CF.

至于例8的第（3）问：在y轴上是否存在点M，使得四边形BMEP是平行四边形？答案是显然存在的.

如图1-2-18所示，设y轴上的点M满足CM=OE，则四边形BMEP必为平行四边形.此时，易得△BCM≌△COE，所以BM=CE=EP，∠3=∠1，则∠CNB=180°-∠3-∠4=180°-∠1-∠4=90°.

[image: 018-03]
图1-2-18



于是∠CNB=∠CEP，所以BM∥EP，根据一组对边平行且相等，所以四边形BMEP是平行四边形.此时点M的坐标为（0，5-t）.

最后，我们举例说明经典的“将军饮马问题”在解代数几何综合题中的应用.


问题
 　如图1-2-19，古希腊一位将军要从点A出发，到河边MN去饮马，然后再回到驻地点B.问：怎样选择饮马地点，才能使路程最短？

[image: 018-04]
图1-2-19




解析：
 在河边饮马的地点有多处，把这些点与A、B两点连接起来的两条线段的长度之和，就是从A地到饮马地点，再回到B地的路程.

现在的问题是怎样找出使两条线段的长度之和为最短的那个点.

在图1-2-20中，过点B作河边MN的垂线，垂足为点C，延长BC到点B′，点B′是点B对于河边MN的对称点，连接AB′，交河边MN于点D，那么点D就是题目中所求的饮马地点.

[image: 018-05]
图1-2-20



利用轴对称思想，将该问题转化为“两点之间线段最短”，即“三角形的两边之和大于第三边”的问题.饮马问题可归为“求定直线上一动点与直线外两定点的距离之和的最小值”的问题的数学模型.这一基本问题在近几年的中考中发挥着举足轻重的作用.


例9
 　如图1-2-21，一次函数y=kx+b的图像与x，y轴分别交于点A（2，0），B（0，4）.

[image: 019-01]
图1-2-21



（1）求该函数的解析式；

（2）O为坐标原点，设OA、AB的中点分别为C、D，P为OB上一动点，求PC+PD的最小值，并求取得最小值时点P的坐标.


解析：
 利用待定系数法易求得函数解析式；求PC+PD的最小值时既可以用代数方法求解，也能用几何方法求出，关键还是正确地找到能使PC+PD的值最小的点的位置.

（1）将A（2，0），B（0，4）代入y=kx+b，得

[image: 019-02]
 解得[image: 019-03]


∴一次函数解析式为y=-2x+4.

（2）如图1-2-22，设点C关于点O的对称点为C′，连接PC′，C′D，则PC=PC′.

[image: 019-04]
图1-2-22



∴PC+PD=PC′+PD≥C′D，即C′，P，D共线时，PC+PD的最小值是C′D.

连接CD，在Rt△DCC′中，

[image: 019-05]


∵[image: 019-06]
 ，∴点P的坐标为（0，1）.


例10
 　如图1-2-23，抛物线y=-x2
 +bx+c与x轴交于A（1，0），B（-3，0）两点.

[image: 019-07]
图1-2-23



（1）求该抛物线的解析式；

（2）设（1）中的抛物线交y轴于点C，在该抛物线的对轴称上是否存在点Q，使得△QAC的周长最小？若存在，求出点Q的坐标；若不存在，请说明理由.


解析：
 （1）将A（1，0），B（-3，0）代入y=-x2
 +bx+c中，得

[image: 019-08]


∴抛物线解析式为y=-x2
 -2x+3.

（2）存在.

理由：由于AC长度一定，所以△QAC周长最小，就是使QA+QC最小.由题意，A、B两点关于抛物线的对称轴x=-1对称，则QA=QB，所以QA+QC=QB+QC，当B、Q、C三点共线时，QB+QC有最小值，故直线BC与x=-1的交点即为点Q，此时△QAC的周长最小.

∵y=-x2
 -2x+3，∴C的坐标为（0，3）.

设直线BC的解析式是y=kx+b，将B（-3，0），C（0，3）代入，得

[image: 019-09]
 解得[image: 019-10]


∴直线BC的解析式是y=x+3.

解方程组[image: 020-01]
 . 解得[image: 020-02]


∴Q的坐标为（-1，2）.


例11
 　如图1-2-24，抛物线y=x2
 +bx+c与x轴交于A（-1，0），B（3，0）两点.

[image: 020-03]
图1-2-24



（1）求该抛物线的解析式；

（2）设（1）中的抛物线上有一个动点P，当点P在该抛物线上滑动到什么位置时，满足S△PAB
 =8？并求出此时点P的坐标；

（3）如图1-2-25设（1）的抛物线交y轴于点C，在该抛物线的对称轴上是否存在点Q，使得△QAC的周长最小？求出点Q的坐标；若不存在，请说明理由.

[image: 020-10]
图1-2-25




解析：
 （1）∵抛物线y=x2
 +bx+c与x轴交于A（-1，0）、B（3，0），

∴[image: 020-04]
 解得[image: 020-05]


∴该抛物线的解析式为y=x2
 -2x-3.

（2）设点P的坐标为（x，y），∵[image: 020-06]
 ，AB=4，∴｜y｜=4.

当y=4时，x2
 -2x-3=4，解得[image: 020-07]
 .

当y=-4时，x2
 -2x-3=-4，解得x=1.

因此，满足条件的点P有3个：[image: 020-08]
 ，（1，-4）.

（3）如图1-2-25，因为AC长度一定，所以△QAC周长最小，就是使QA+QC最小.连接BC交对称轴于点Q.

∵QA=QB，∴QA+QC=QB+QC，

∴当Q、B、C三点共线时，QB+QC有最小值.

∵直线BC的解析式为y=-x-3，又抛物线的对称轴为x=1，

∴Q（1，-2）时，QB+QC最小，即△QAC的周长最小.

下面再来看“将军饮马问题的推广”及其在解代数几何综合题中的应用.


推广
 　如图1-2-26，一牧人要从点A出发，到草地MN去喂马，该牧人在傍晚回到营帐B之前，先带马到小河边PQ给马饮水.试问：牧人应走怎样的路线，才能使整个路程最短？

[image: 020-09]
图1-2-26




解析：
 在草地MN处喂马的地点有多处，在河边PQ饮马的地点也有多处，分别设为点C、D，则所求的路程为AC+CD+BD.现在的问题是如何在MN和PQ上分别找出点C和点D，使得AC+CD+BD最短.

如图1-2-27，若点C已确定，问题转化为“将军饮马问题”，即求“定直线上一动点与直线外两定点之间的距离之和最小”的问题.

[image: 020-11]
图1-2-27



作点B关于PQ的对称点B′，连接CB′交PQ于点D.

所以CD+DB的最小值为CB′.

则总路程为AC+CB′.

如何求AC+CB′的最短距离呢？

因为点B′已固定，问题又转为“将军饮马问题”，即“求直线MN上动点与直线MN外两定点A和点B′之间距离和的最小值”.

作点A关于直线MN的对称点A′，作点B关于直线PQ的对称点B′，连接A′B′，分别交MN于点C，交PQ于点D，点C、D即为所求的点，使得路程AC+CD+BD最短.


例12
 　如图1-2-28，以矩形OABC的顶点O为原点，OA所在的直线为x轴，OC所在的直线为y轴，建立平面直角坐标系，已知OA=3，OC=2，E是AB的中点，在OA上取一点D，将△BDA沿BD翻折，使点A落在BC边上的点F处.

[image: 021-01]
图1-2-28



（1）直接写出点E、F的坐标；

（2）设顶点为F的抛物线交y轴正半轴于点P，且以点E、F、P为顶点的三角形是等腰三角形，求该抛物线的解析式；

（3）在x轴、y轴上是否分别存在点M、N，使得四边形MNFE的周长最小？如果存在，求出周长的最小值；如果不存在，试说明理由.


解析：
 （1）E（3，1）；F（1，2）.

（2）在Rt△EBF中，∠B=90°，

[image: 021-02]


设点P的坐标为（0，n），其中n>0，

∵顶点F（1，2），

∴设抛物线的解析式为y=a（x-1）2
 +2（a≠0）.

①如图1-2-29，当EF=PF时，EF2
 =PF2
 ，

[image: 021-03]
图1-2-29



∴12
 +（n-2）2
 =5，

解得n1
 =0（舍去）；n2
 =4.

∴P（0，4）.

∴4=a（0-1）2
 +2.

解得a=2.

∴抛物线的解析式为y=2（x-1）2
 +2.

②如图1-2-30，当EP=FP时，EP2
 =FP2
 ，

[image: 021-04]
图1-2-30



∴（1-n）2
 +9=（2-n）2
 +1.

解得[image: 022-01]
 （舍去）.

③当EF=EP时，[image: 022-02]
 ，这种情况不存在.

综上所述，符合条件的抛物线解析式是y=2（x-1）2
 +2.

（3）存在点M、N，使得四边形MNFE的周长最小.如图1-2-31，作点E关于x轴的对称点E′，作点F关于y轴的对称点F′，连接E′F′，分别与x轴、y轴交于点M、N，则点M、N就是所求点.

[image: 022-03]
图1-2-31



∴E′（3，-1），F′（-1，2），NF=NF′，ME=ME′.

∴BF′=4，BE′=3.

[image: 022-06]


此时四边形MNFE的周长最小值是[image: 022-07]
 .


例13
 　已知抛物线y=ax2
 +bx+c与y轴交于点A（0，3），与x轴分别交于B（1，0）、C（5，0）两点.

（1）求此抛物线的解析式.

（2）若点D为线段OA的一个三等分点，求直线DC的解析式.

（3）若一个动点P自OA的中点M出发，先到达x轴上的某点（设为点E），再到达抛物线的对称轴上某点（设为点F），最后运动到点A.求使点P运动的总路径最短的点E、点F的坐标，并求出这个最短总路径的长.


解析：
 （1）∵抛物线y=ax2
 +bx+c经过点B（1，0）、C（5，0）、A（0，3），

∴y=a（x-1）（x-5）.∴3=5a.∴[image: 022-08]
 .

∴抛物线的解析式为[image: 022-09]
 .

（2）当D的坐标为（0，1）时，直线DC的解析式为[image: 022-10]
 .

当D的坐标为（0，2）时，直线DC的解析式为[image: 022-11]
 .

（3）如图1-2-32，点A（0，3）关于抛物线的对称轴对称的点为A′（6，3），点[image: 022-12]
 关于x轴对称的点为[image: 022-13]
 .

[image: 022-14]
图1-2-32



设直线A′M′为y=kx+b，则[image: 022-15]


∴[image: 022-16]
 ，∴直线A′M′为[image: 022-17]
 .

直线A′M′与x轴交于点E（2，0），与直线x=3交于点[image: 023-01]
 .

∴点P在四边形AMEF的边长上运动时，总路程最短.

[image: 023-02]



例14
 　如图1-2-33，在平面直角坐标系中，Rt△AOB的顶点坐标分别为A（-2，0），O（0，0），B（0，4），把△AOB绕点O按顺时针方向旋转90°，得到△COD.

[image: 023-03]
图1-2-33



（1）求C、D两点的坐标；

（2）求经过A、B、D三点的抛物线的解析式；

（3）在（2）中抛物线的对称轴上取两点E、F（点E在点F的上方），且EF=1，使四边形ACEF的周长最小，求出E、F两点的坐标.


解析：
 （1）由旋转的性质可知，OC=OA=2，OD=OB=4.

∴点C的坐标是（0，2），点D的坐标是（4，0）.

（2）设所求抛物线的解析式为y=ax2
 +bx+c.

由题意，得[image: 023-04]
 解得[image: 023-05]


∴所求抛物线的解析式为[image: 023-06]
 .

（3）只需求AF+CE最短.

抛物线[image: 023-07]
 的对称轴为x=1.

如图1-2-34，将点A向上平移至A1
 （-2，1），则AF=A1
 E，作A1
 关于对称轴x=1的对称点A2
 （4，1），连接A2
 C，A2
 C与对称轴交于点E，E为所求.

[image: 023-08]
图1-2-34



当x=1时，[image: 023-09]
 .∴点E的坐标为[image: 023-10]
 ，点F的坐标为[image: 023-11]
 .

三　数形结合百般好

数学大家华罗庚先生关于数形结合有一首短诗：

数与形，本是相倚依，焉能分作两边飞.

数无形时少直觉，形少数时难入微.

数形结合百般好，隔离分家万事休.

切莫忘，几何代数统一体，永远联系莫分离.

数学上总是用数的抽象性质来说明形象的事实，同时又用图形的性质来说明数的事实，数形结合是一个重要的数学思想和一柄双刃的解题利剑.

下面先来通过解答三道代数几何综合题，展示数形结合求解策略的优越性.


例1
 　如图1-3-1所示，半径为2的⊙P的圆心在抛物线[image: 024-01]
 上运动，若⊙P与x轴相切，求圆心P的坐标.

[image: 024-02]
图1-3-1




解析：
 当⊙P与x轴相切时，点P到x轴的距离d=r=2，可以设点P（x，2）.

由题意可知P在抛物线[image: 024-03]
 上运动，则[image: 024-04]
 .

解得[image: 024-05]
 ，则圆心P的坐标为[image: 024-06]
 或[image: 024-07]
 .

本题是将二次函数和圆相结合的小型综合试题，解题的突破口是相切于x轴这一几何关系，利用这个关系求出点P到x轴的距离，由具体形象的“形”转化成点P的纵坐标这个抽象的“数”，进而运用代入法求出点P的横坐标，本题难度不大，灵活性较强，体现了形对数的辅助.


例2
 　如图1-3-2所示，抛物线y=-x2
 +bx+c与x轴交于A（1，0）、B（-3，0）两点.

[image: 024-08]
图1-3-2



求：（1）该抛物线的解析式；

（2）第（1）问中的抛物线交y轴于点C，在抛物线的第二象限内是否存在一点P，使△PBC的面积最大？如果存在，求点P的坐标和△PBC面积的最大值；如果不存在，请说明理由.


解析：
 （1）将A（1，0）、B（-3，0）代入y=-x2
 +bx+c，得b=-2，c=3.则抛物线的解析为y=-x2
 -2x+3.

（2）存在.如图1-3-3所示，将x=0代入y=-x2
 -2x+3，得y=3，则点C的坐标为（0，3）.

[image: 024-09]
图1-3-3



设直线BC的解析式为y=kx+b1
 ，由于B、C在直线上，将B（-3，0）、C（0，3）代入可得k=1，b1
 =3.则直线BC的解析式为y=x+3.

由于点P在抛物线上，则P的坐标为（x，-x2
 -2x+3）（-3

[image: 024-10]


由上式可知S四边形PBOC
 达到最大值时，S△PBC
 就最大.

[image: 024-11]


当[image: 025-02]
 时，S四边形PBOC
 取得最大值[image: 025-03]
 ，即S△PBC
 取得最大值[image: 025-04]
 .

将[image: 025-05]
 代入y=-x2
 -2x+3，得[image: 025-06]
 ，则点P的坐标为[image: 025-07]
 .

本题以二次函数为载体，将几何和代数有机地联系在一起.第（1）问中用代点法代入即可求函数解析式，比较容易；第（2）问中主要考查利用函数来研究图形面积的最值问题，通过点的坐标（即“数”）求出相关线段长度的表达式（即“形”）是正确处理该问的关键所在.另外，面积的计算是初中数学中重要的知识点之一，一般可以分为标准图形和不标准图形两种.对于规则的标准图形，用公式直接求解；不标准的图形采取“割”和“补”的方法.所谓“割”：将一个大图形分割成几个标准的小图形来求解.所谓“补”：将一个小图形补成一个大的规则的标准图形来求解.本题中采取“割”的方法.割的标准是：分出来的两个图形中线段的长度可以由相关的点的坐标转化而来，这也是处理本题的关键点和难点.


例3
 　如图1-3-4，点A为抛物线C1
 ：[image: 025-08]
 的顶点，点B的坐标（1，0），直线AB交抛物线C1
 于另一点C.

[image: 025-09]
图1-3-4



（1）求点C的坐标；

（2）如图1-3-4，平行于y轴的直线x=3交直线AB于点D，交抛物线C1
 于点E，平行于y轴的直线x=a交直线AB于F，交抛物线C1
 于G，若FG∶DE=4∶3，求a的值；

（3）如图1-3-5，将抛物线C1
 向下平移m（m>0）个单位得到抛物线C2
 ，且抛物线C2
 的顶点为点P，交x轴负半轴于点M，交射线BC于点N，NQ⊥x轴于点Q，当NP平分∠MNQ时，求m的值.

[image: 025-10]
图1-3-5




解析：
 （1）待求的点C是直线AB与抛物线的一个交点，只要联立两个函数图像的解析式即可，障碍在于直线解析式未明确，看能否从题中找出两点来确定直线解析式.

当x=0时，y=-2，∴A（0，-2）.

设直线AB的解析式为y=kx+b.

由[image: 026-01]
 解得[image: 026-02]


∴直线AB的解析式为y=2x-2.

∵点C为直线y=2x-2与抛物线[image: 026-03]
 的交点，则[image: 026-04]


解得[image: 026-05]
 （舍）

∴点C的坐标为（4，6）.

（2）问题的本质需要深入解读，可以先求出DE的长，结合“FG∶DE=4∶3”可写出FG的长，从而分类讨论此时直线x＝a的可能位置，如图1-3-6.

[image: 026-06]
图1-3-6



从图像上直观地能发现在y轴左侧（x<0）、04三个区间存在可能的a；如果这样分类下去，是能获得问题的最终求解，但不够简洁，如果我们从“数”的角度用FG=｜yF
 -yG
 ｜构建方程就能确保不同的解都“一网打尽”.

直线x=3分别交直线AB和抛物线C1
 于D，E两点，

∴yD
 =4，[image: 026-07]
 .

∵FG∶DE=4∶3.∴FG=2.

∵直线x=a分别交直线AB和抛物线C1
 于F，G两点，

∴yF
 =2a-2，[image: 026-08]
 .

解得a1
 =2，[image: 026-09]
 .

（3）仅从强化条件“NP平分∠MNQ”出发似乎没有什么更大的发现，还是认真思考抛物线C1
 向下平移m个单位后新抛物线C2
 的解析式[image: 026-10]
 ，不妨设M点坐标为（t，0），此时有[image: 026-11]
 ，进一步[image: 026-12]
 ，于是C2
 的解析式改写为[image: 026-14]
 ，进一步与直线y=2x-2联立，用含t的式子表示N点坐标，结合此时点M，N的坐标特点，能否有特殊三角形出现呢？如果发现“△MOT，△NHT均为等腰直角三角形”这道难题也算“柳暗花明”了.

如图1-3-7，设直线MN交y轴于T，过点N作NH⊥y轴于点H.

[image: 027-01]
图1-3-7



设点M坐标的为（t，0），抛物线C2
 的解析式为[image: 027-02]
 .

[image: 027-04]


∴[image: 027-05]
 .∴点P的坐标为[image: 027-06]
 .

∵点N是直线AB与抛物线[image: 027-07]
 的交点，则[image: 027-08]


解得[image: 027-09]
 （舍）.∴N的坐标为（2-t，2-2t）.

NQ=2-2t，MQ=2-2t.

∴MQ=NQ.∴∠NMQ=45°.

∴△MOT，△NHT均为等腰直角三角形.

∴MO=TO，HT=HN.

∴OT=-t，[image: 027-10]
 .

∵PN平分∠MNQ，

∴PT=NT.

∴[image: 027-11]
 ，t2
 =2（舍）.

[image: 027-12]
 .∴m=2.

上面的解题过程中，在第（2）小题选择FG=｜yF
 -yG
 ｜分析问题是很关键的，充分体现了“以数助形”的优势；第（3）小题，从“数”的角度出发，求出点M、N坐标后，如果不能切换到“形”的视角，发现不了等腰直角三角形会影响思路贯通.

第（3）小题在获得“等腰直角三角形”后，也可以从如下角度尝试贯通：

设N的坐标为（t，2t-2），抛物线C2
 的解析式为[image: 027-13]
 .

[image: 027-14]


∴点P的坐标为[image: 027-15]
 .

由前面可得∠MNQ=45°.∴[image: 027-16]
 .

如图1-3-7，过点P作PF⊥NQ于点F，在FN上截取FJ=FP，连接JP.

[image: 028-01]


下面我们再来通过两道代数综合题的解答，体会数形结合思想的强大威力.


例4
 　如图1-3-8，已知一次函数y1
 =kx+b的图像与x轴相交于点A，与反比例函数[image: 028-04]
 的图像相交于B（-1，5），[image: 028-05]
 两点.点P（m，n）是一次函数y1
 =kx+b的图像上的动点.

[image: 027-17]
图1-3-8



（1）求k、b的值；

（2）设[image: 028-06]
 ，过点P作x轴的平行线与函数[image: 028-07]
 的图像相交于点D.

试问△PAD的面积是否存在最大值？若存在，请求出面积的最大值及此时点P的坐标；若不存在，请说明理由.

（3）设m=1-a，如果在两个实数m与n之间（不包括m和n）有且只有一个整数，求实数a的取值范围.


解析：
 （1）将B（-1，5）代入[image: 028-08]
 ，得[image: 028-09]
 ，∴c=-5，∴[image: 028-10]
 .

∴[image: 028-11]
 ，∴C的坐标为[image: 028-12]
 .

将B（-1，5）、C[image: 028-13]
 代入y1
 =kx+b，得[image: 028-14]
 解得[image: 028-15]


（2）存在.

[image: 028-16]
 ，试着把点P，D用含m的式子表示出来，再代入面积公式看是一个怎样的函数关系式即可突破了.

由（1）得y1
 =-2x+3，令-2x+3=0，则[image: 028-17]
 ，

∴点A的坐标为[image: 028-18]
 .

∴当[image: 028-19]
 时，点P在线段AB上（不与点A、B重合），

∵PD∥x轴，

∴yD
 =yP
 =n且点D始终在点P的左侧，即D，P的纵坐标都是n.

令[image: 028-20]
 ，得[image: 028-21]


[image: 028-22]


∴当[image: 029-02]
 时，S△PAD
 最大，最大值为[image: 029-03]
 ，此时[image: 029-04]
 ，所以此时点P的坐标为[image: 029-05]
 .

（3）先用含a的式子表示m，n；从a>0，a=0，a<0三种情况进行讨论，列出不等式组处理.

∵m=1-a，∴n=-2（1-a）+3=2a+1.

①当a>0时，m<1，n>1，所以m<1

[image: 029-06]


②当a=0时，m=n=1，不合题意，舍去.

③当a<0时，m>1，n<1，所以n<1

所以[image: 029-07]
 即[image: 029-08]


综上所述，[image: 029-09]
 且a≠0.

第（3）问中，想到在a的不同范围下进行讨论，特别地，如在①下，列出不等式组[image: 029-10]
 得到的解集还要结合a>0取公共部分得出取值范围[image: 029-11]
 .

可以发现第（3）问从“数”的角度思考很是困难、晦涩，下面我们试着从“形”的角度给出一种理解：让我们画出直线m=-a+1，n=2a+1，如图1-3-9.

[image: 029-12]
图1-3-9



可以十分直观地发现当-0.5≤a≤0.5且a≠0时，符合题意的整数有且只有1（当a=0时，m=n=1不合约定）.

在上面，我们通过“形”的角度，不需要表达过程就能轻松突破一道难题，数形结合的魅力可见一斑.


例5
 　已知关于x的方程mx2
 -3（m-1）x+2m-3=0.

（1）求证：无论m取任何实数时，方程总有实数根；

（2）若关于x的二次函数y1
 =mx2
 -3（m-1）x+2m-3的图像关于y轴对称.

①求这个二次函数的解析式；

②已知一次函数y2
 =2x-2，证明：在实数范围内，对于x的同一个值，这两个函数所对应的函数值y1
 ≥y2
 均成立；

（3）在（2）的条件下，若二次函数y3
 =ax2
 +bx+c的图像经过点（-5，0），且在实数范围内，对于x的同一个值，这三个函数所对应的函数值y1
 ≥y3
 ≥y2
 均成立.求二次函数y3
 =ax2
 +bx+c的解析式.


解析：
 首先要提醒一点，方程与函数这些代数知识在应用时都有前提条件，例如各类方程、函数的最高次项的系数不为零，一元二次方程根的判别式决定一元二次方程有无实根或实根是否相等，诸如此类的条件要求我们在分析题目时应善于抓关键词.

具体到本题目只说“方程”“有实数根”这些关键词，这样的信息足以说明题目所给的方程mx2
 -3（m-1）x+2m-3=0具有不确定性——“一次”或“二次”方程，所以要分类讨论.

分两种情况：

当m=0时，原方程化为3x-3=0.

解得x=1，所以原方程有实数根.

当m≠0时，原方程为关于x的一元二次方程，因为根的判别式Δ=b2
 -4ac，所以

Δ=9（m-1）2
 -4m（2m-3）=m2
 -6m+9=（m-3）2
 .

因为（m-3）2
 是非负数，故Δ≥0.

所以原方程有两个实数根.

综上所述，无论m取任何实数时，方程总有实数根.

因为二次函数的图像关于y轴对称，所以这是形如“y=ax2
 ”的抛物线的基本性质（包括其上下平移），所以y1
 中一次项系数为

-3（m-1）=0，m=1.

所以y1
 =x2
 -1.

一般地说，与函数解析式有关的不等式采用数形结合的方式，通过函数图像的交点坐标来确定不等式的解集，但也不排除“作差法”比较大小.本题结论中的不等式y1
 ≥y2
 就属于后者，因为

y1
 -y2
 =（x2
 -1）-（2x-2）=（x-1）2
 ≥0.

所以y1
 ≥y2
 ，当且仅当x=1时等号成立.

第（3）问设计比较巧妙，关键是“在实数范围内，对于x的同一个值，这三个函数所对应的函数值y1
 ≥y3
 ≥y2
 均成立”这句话.

因为上一问已经解决了y1
 ≥y2
 ，其中点（1，0）是y1
 ，y2
 两个函数图像的交点（图1-3-10），那说明函数y3
 的图像必过（1，0）这个点.

[image: 031-01]
图1-3-10



又因为已知函数y3
 的图像经过点（-5，0），而这两点都在x轴上，所以针对函数y3
 的解析式就该考虑“交点式”（或者“双根式”）.

可设y3
 =a（x-1）（x+5）=ax2
 +4ax-5a，接下来如何确定a的值是难点.

再回到条件“y1
 ≥y3
 ≥y2
 ”.

除了交点（1，0）外，说明抛物线y3
 总在直线y2
 上方，令

z=y3
 -y2
 =（ax2
 +4ax-5a）-（2x-2）

=ax2
 +（4a-2）x+（2-5a）.

必然有z≥0.

这是一个新的二次函数，它的图像应该是开口向上，最小值即顶点纵坐标非负.

于是问题至此豁然开朗：根据抛物线顶点坐标公式[image: 031-02]
 ，化简不等式，得

（4a-2）2
 -4a（2-5a）≤0，（3a-1）2
 ≤0.

而（3a-1）2
 ≥0，只有3a-1=0.

解得[image: 031-03]
 .

所以二次函数y3
 的解析式为[image: 031-04]
 .

最后来看几道坐标几何题.坐标几何即把平面图形置于平面直角坐标系中，而点是构成图形的基本元素，是联系图形与坐标的纽带，通过点的坐标把数与形有机结合起来，由坐标找点和由点求坐标是“数”与“形”转换的最基本形式.


例6
 　如图1-3-11，在平面直角坐标系中，O是坐标原点，点A的坐标是（-4，0），点B的坐标是（0，b）（b>0）.P是直线AB上的一个动点，作PC⊥x轴，垂足为C.记点P关于y轴的对称点为P′（点P′不在y轴上），连接PP′，P′A，P′C，设点P的横坐标为a.

[image: 031-05]
图1-3-11



（1）当b=3时，

①求直线AB的解析式；②若点P′的坐标是（-1，m），求m的值.

（2）若点P在第一象限，记直线AB与P′C的交点为D，当P′D∶DC=1∶3时，求a的值.

（3）是否同时存在a，b，使△P′CA为等腰直角三角形？若存在，请求出所有满足条件的a，b的值；若不存在，请说明理由.


解析：
 解坐标几何问题需从数中获取形的信息，利用并能排除坐标系的干扰，突出对形的分析.常用到特殊三角形、全等三角形、特殊四边形、相似三角形的判定与性质、圆、三角函数等知识.

（1）[image: 032-01]
 .

（2）∵PP′∥AC，

∴△PP′D∽△ACD，[image: 032-02]
 .

（3）因直角顶点未确定，点P又为动点，故需全面讨论，解题的关键是把相关线段用a、b的式子表示，由图形性质建立方程.

以下分三种情况讨论.

①当点P在第一象限时，

（Ⅰ）若∠AP′C=90°，P′A=P′C（图1-3-12）.

[image: 032-04]
图1-3-12



过点P′作P′H⊥x轴于点H，∴[image: 032-05]
 ，

[image: 032-06]
 ，△ACP∽△AOB，

[image: 032-07]
 ，∴b=2.

（Ⅱ）若∠P′AC=90°，P′A=CA（图1-3-13）.

[image: 032-08]
图1-3-13



则PP′=AC，∴2a=a+4，∴a=4.

∵P′A=PC=AC，△ACP∽△AOB，

[image: 032-09]
 ，∴b=4.

（Ⅲ）若∠P′CA=90°，则点P′，P都在第一象限，这与条件矛盾.

∴△P′CA不可能是以C为直角顶点的等腰三角形.

②当点P在第二象限时，∠P′CA为钝角（图1-3-14），此时△P′CA不可能是等腰直角三角形.

[image: 033-01]
图1-3-14



③当点P在第三象限时，∠P′AC为钝角（图1-3-15），此时△P′CA不可能是等腰直角三角形.

[image: 033-02]
图1-3-15



∴所有满足条件的a，b的值为[image: 033-03]
 或[image: 033-04]


发展条件，由已知想可知；改造结论，由未知想需知.

例6通过相似转换比例，为建立方程创造了条件.

要想成为一个有创造力的解题者，其开放思维的核心就是随时注意到问题能否用不同方式表示.


例7
 　在平面直角坐标系xOy中，对于任意两点P1
 （x1
 ，y1
 ）与P2
 （x2
 ，y2
 ）的“非常距离”，给出如下的定义：

若｜x1
 -x2
 ｜≥｜y1
 -y2
 ｜，则点P1
 与点P2
 的“非常距离”为｜x1
 -x2
 ｜；

若｜x1
 -x2
 ｜<｜y1
 -y2
 ｜，则点P1
 与点P2
 的“非常距离”为｜y1
 -y2
 ｜.

例如，对于点P1
 （1，2）与P2
 （3，5），因为｜1-3｜<｜2-5｜，所以点P1
 与点P2
 的“非常距离”为｜2-5｜=3，也就是图1-3-16中线段P1
 Q与线段P2
 Q长度的较大值（点Q为垂直于y轴的直线P1
 Q与垂直于x轴的直线P2
 Q的交点）.

[image: 033-05]
图1-3-16



（1）已知点A[image: 033-06]
 ，B为y轴上的一个动点，

①若点A与点B的“非常距离”为2，写出一个满足条件的点B的坐标；

②直接写出点A与点B的“非常距离”的最小值.

（2）已知C是直线[image: 033-07]
 上的一个动点.

①如图1-3-17，点D的坐标是（0，1），求点C与点D的“非常距离”的最小值及相应的点C的坐标；

[image: 034-01]
图1-3-17



②如图1-3-18，E是以原点O为圆心，1为半径的圆上的一个动点，求点C与点E的“非常距离”的最小值及相应的点E和点C的坐标.

[image: 034-02]
图1-3-18




解析：
 能否准确理解相应的数学概念是能否把握概念的性质及运用的关键.从本质上说，这里的“非常距离”并不是真正意义上的数学概念，但“确定”是一个“新概念”，平常的确没有“见过”.但就“非常距离”的定义及其相应的例子和图示来看，其实是对绝对值概念或数形结合思想的考查，是相关数学知识或思想的运用.

（1）①是对考生是否理解“非常距离”的定义及其实例的简单考查，也为（1）②的“非常距离”最小值的寻找提供了思考或探索的方向.

如果能够成功求解（1）②，那么就为（2）中两个问题的求解提供了一个基本性质：“如图1-3-16，当P2
 Q=P1
 Q时，P2
 、P1
 之间的‘非常距离’最小”.

借助这个基本性质（2）①可以确定直线[image: 034-03]
 上相应的点C的位置，但（2）②还需要在运用这个基本性质的基础上做进一步的思考；圆上各点中到底选择哪一个点才能使得这个圆和这条直线上的所有各点中“非常距离”最小呢？这是需要下一番功夫的，具体讨论详见后面的求解过程.

（1）①如图1-3-19，由于A[image: 034-04]
 到y轴的距离为[image: 034-05]
 ，而“非常距离”为2，比[image: 034-07]
 要大.因此在y轴上所求点B的位置到原点的距离应该为2，这样的点在y轴上只能是B1
 （0，2）或B2
 （0，-2），因此与A点的“非常距离”为2的点有两个，是B1
 （0，2）或B2
 （0，-2）.

[image: 034-08]
图1-3-19



②由（1）①确定B的位置或坐标的经验可知，当B点在y轴上从B1
 逐渐向O靠近时，“非常距离”由2逐渐变小；但运动到B3
 [image: 034-09]
 时，由于AO=B3
 O，因此“非常距离”或者是AO的长度，或者是B3
 O的长度，但两者相同，都是[image: 034-10]
 .当B在y轴上由B3
 [image: 034-11]
 继续向O运动时，“非常距离”保持[image: 034-12]
 不变，因此A、B两点间的“非常距离”的最小值为[image: 034-12]
 .

（2）在求解（1）中两个问题的过程中，不仅加深了对“非常距离”这一概念的理解，而且还可以在（1）②的探索过程中，“归纳”“发现”“非常距离”的一个“基本性质”：如图1-3-20，在平面上任取一点Q，并过Q分别作x轴和y轴的垂线a和b，在a上任取一点P1
 （x1
 ，y1
 ），在b上任取一点P2
 （x2
 ，y2
 ），当P2
 Q=P1
 Q时，P2
 和P1
 之间的“非常距离”最小.

[image: 035-01]
图1-3-20



事实上，如图1-3-20，根据“非常距离”的定义知当P2
 Q≥P1
 Q时，P2
 Q的长度为这两点之间的“非常距离”；而当P2
 Q

1Q时，P1
 Q的长度为这两点之间的“非常距离”.

因此当P2
 Q的长度为这两点之间的“非常距离”时，如图1-3-20，在射线QP2
 上取一点P2′
 ，使得QP2′
 =P1
 Q.

为了使得这两点之间的“非常距离”最小，则P2
 需要向P2′
 靠近，直到与P2′
 重合，这时“非常距离”最小.也就是说，当线段P1
 Q和P2
 Q的长度相等时这两点间的“非常距离”最小.

若不然，当P2
 移动到了P2′
 的左边，这两点之间的“非常距离”不再是P2
 Q的长度，而是线段P1
 Q的长度.同理，可以证明当P1
 Q的长度为这两点之间的“非常距离”时，一样有当线段P1
 Q和P2
 Q的长度相等时，这两点之间的“非常距离”最小.此时，△QP1
 P2′
 为等腰直角三角形，且∠P1
 P2′
 Q=45°.

“非常距离”这个“基本性质”及此时构成的三角形正好为等腰直角三角形这两个事实，就能使得（2）中的两个问题变得“可操作”.

①如图1-3-21，过D（0，1）作y轴的垂线d，交直线[image: 035-03]
 于S，并在直线d的上方过D作直线DC，使得∠SDC=45°，交直线[image: 035-03]
 于C，再过C作CF⊥d于F.这样CF=DF，且C、D两点间的“非常距离”最小.

[image: 035-04]
图1-3-21



这样直线[image: 035-03]
 上与D（0，1）“非常距离”最小时的点C的位置便被确定下来.

下面求点C的坐标.因C在[image: 035-03]
 上，故设点C坐标为[image: 035-05]
 ，则线段CF的长度为[image: 035-06]
 ，线段DF的长度为｜c-0｜；于是由[image: 035-07]
 可得[image: 035-09]
 或c=8.

而当[image: 035-09]
 时，[image: 035-10]
 ，此时这两点间的“非常距离”为[image: 035-11]
 ；而当c=8时，[image: 035-12]
 ，“非常距离”为8；由于[image: 035-13]
 ，因此当C在[image: 035-14]
 时，C、D两点间的“非常距离”最小，最小值为[image: 035-15]
 .

②如图1-3-22，设直线[image: 035-16]
 与y轴交于M，交x轴于N.对于⊙O上任一点E1
 来说，它到直线[image: 035-16]
 的距离显然以E1
 到这条直线的垂线段E1
 T1
 之长为最短.过⊙O的圆心O作直线[image: 035-16]
 上的垂线段为OT，交⊙O于E.这样对于⊙O上所有任意异于E的点E1
 来说，由于恒有ET1T1
 ，因此在⊙O的所有各点中以E到直线[image: 035-16]
 的距离（垂线段ET之长）为最短.

[image: 036-01]
图1-3-22



过E作y轴的垂直线e，交直线[image: 035-16]
 于R，并在直线e的上方过E作直线EC，使得∠REC=45°，交直线[image: 035-16]
 于C，再过C作CQ⊥e于Q；这样CQ=QE，且C、E两点间的“非常距离”最小.

下面证明C、E两点间“非常距离”的最小值就是⊙O及直线[image: 035-16]
 上所有各点中“非常距离”的最小值.

过⊙O上任意异于E的点E1
 作y轴的垂直线e1
 ，交直线[image: 035-16]
 于R1
 ，并在直线e1
 的上方过E1
 作直线E1
 C1
 ，使得∠R1
 E1
 C1
 =45°，交直线[image: 035-16]
 于C1
 ，再过C1
 作C1
 Q1
 ⊥e1
 于Q1
 ，这样C1
 Q1
 =Q1
 E1
 ，且C1
 、E1
 两点的“非常距离”最小.

因∠TEQ=∠EOG=∠OMN为定值[image: 035-02]
 ，而∠CEQ=45°，于是∠CET=∠TEQ-∠CEQ=∠OMN-45°为定值；而线段ET的长是⊙O上所有各点到直线[image: 035-16]
 上各点的垂线段中最短的，因此线段CE为所有满足条件的等腰直角三角形C1
 E1
 Q1
 中斜边最短的等腰直角三角形，于是线段CQ或QE的长为满足条件的“非常距离”.

下面计算这个“非常距离”的值及相应点E和点C的坐标.

因∠EOG=∠OMN，故[image: 036-03]
 ，而OE=1，

于是[image: 037-01]
 ，而E为第二象限内的点，因此E的坐标为[image: 037-02]
 ；设C的坐标为[image: 037-03]
 ，由CQ=QE得[image: 037-04]
 ，于是[image: 037-05]
 ，于是C的坐标为[image: 037-06]
 ，于是[image: 037-07]
 两点间的“非常距离”为[image: 037-08]
 .

从上面求解过程可以看到，如何理解“新概念”或“新定义”并把握其本质特征，是问题求解的关键.

一方面，对于“新定义”或“新概念”字面解释是否能够有“敏锐的直觉”，或许也是对概念本质理解的一个重要方面.比如，从定义的规定“若｜x1
 -x2
 ｜≥｜y1
 -y2
 ｜，则点P1
 与点P2
 的‘非常距离’为｜x1
 -x2
 ｜；若｜x1
 -x2
 ｜<｜y1
 -y2
 ｜，则点P1
 与点P2
 的‘非常距离’为｜y1
 -y2
 ｜”来看，你的第一感觉是不是“点P1
 与点P2
 的‘非常距离’总是取这两点对应的横坐标或纵坐标之差的绝对值中较大的那个数值”，既然这样，那么“为了使得‘非常距离’最小，横、纵坐标之差的绝对值就应该使得大者逐渐减少，但又不能比横、纵坐标之差的绝对值中的较小者还小，否则原来的较小值都就成了‘非常距离’”，这种“直觉”告诉我们：“当这两点的横、纵坐标之差的绝对值相等时，这两点之间的‘非常距离’最小.”但这种“直觉”可能不太易于读者理解，于是前文中采用了结合图1-3-20，并利用数形结合的方式给出了两点间“非常距离”何时取得最小值的证明.

另一方面，一般来说，试题中给出“新概念”或“新定义”后往往会给一个或几个例子予以说明，以帮助考生理解“新概念”.与此同时，也会给出一个或两个相关试题考查考生是否真正理解了这个“新概念”，如本试题中的问题（1）①.

本例则在此基础上做了进一步的考查：试题设计者希望考生在探索求解问题（1）中的两个问题的过程中，借助实例“归纳”“发现”“非常距离”取得最小值时的一般条件.这显然是对考生是否具有敏锐的洞察力和良好的归纳能力的考查.这种归纳、发现的能力不仅是数学学习所需要的一种能力，而且也是科学研究所需要的一种能力.

四　转译与构造

转译即想出一个相同或相似的熟悉问题，或改述问题的条件或结论，或用不同的方法重新叙述问题.

构造即依据问题的条件和结论给出的信息，把问题作适当的加工处理，构造与问题相关的数学模式，揭示问题的本质.

构造的基本形式是以已知条件为“原料”、以数学关系为“支架”，以所求结论为“方向”，促使问题的转化与解决.

转译是促使问题的转化与化归，使问题向简单化、熟悉化、具体化的方向发展，恰当的转译是正确构造的基础.

解中考综合题常见的构造方式有：

（1）构造方程、函数；

（2）构造全等形、相似形；

（3）构造所需代数式或图形.


例1
 　已知抛物线[image: 037-09]
 ，点F（1，1）.

（1）求抛物线C1
 的顶点坐标；

（2）①若抛物线C1
 与y轴的交点为A，连接AF，并延长交抛物线C1
 于点B，求证：[image: 038-01]
 ；

②取抛物线C1
 上任意一点P（xP
 ，yP
 ）（0P<1），连接PF，并延长交抛物线C1
 于点Q（xQ
 ，yQ
 ），试判断[image: 038-02]
 是否成立？请说明理由.

（3）将抛物线C1
 作适当的平移，得抛物线C2
 ：[image: 038-03]
 ，若22
 ≤x恒成立，求m的最大值.


解析：
 （1）[image: 038-04]
 ，顶点坐标为[image: 038-05]
 .

（2）由特殊到一般，引入坐标，把几何关系数量化.

①根据题意，可得点A（0，1）.

∵F（1，1），∴AB∥x轴，

得AF=BF=1，∴[image: 038-06]


②[image: 038-07]
 成立，理由如下：

如图1-4-1，过点P（xP
 ，yP
 ）作PM⊥AB于点M，

[image: 038-08]
图1-4-1



则FM=1-x，PM=1-yP
 （0P<1），

∴Rt△PMF中，由勾股定理，

得PF2
 =FM2
 +PM2
 =（1-xP
 ）2
 +（1-yP
 ）2
 .

又点P（xP
 ，yP
 ）在抛物线C1
 上，

得[image: 038-09]
 ，

即（xP
 -1）2
 =2yP
 -1.

∴[image: 038-10]
 ，即PF=yP
 .

过点Q（xQ
 ，yQ
 ）作QN⊥AB，与AB的延长线交于点N，

同理可得QF=yQ
 ，

由△PMF∽△QNF，有[image: 038-11]
 .这里PM=1-yP
 =1-PF，

QN=yQ
 -1=QF-1，∴[image: 038-12]
 ，即[image: 038-13]
 .

（3）表面上是关联不等式，而解题的关键是通过转译、构造直线y=x，借助图像解题.

令y3
 =x，如图1-4-2，设其图像与抛物线C2
 交点的横坐标为x0
 ，x0
 ′，且x0
 0′，

[image: 039-01]
图1-4-2



∵抛物线C2
 可以看做是抛物线[image: 038-14]
 左右平移得到的，观察图像，随着抛物线C2
 向右不断平移，x0
 ，x0
 ′的值不断增大，

∴当满足22
 ≤x恒成立时，m的最大值在x0
 ′处取得.

可得当x0
 =2时所对应的x0
 ′即为m的最大值.

于是，将x0
 =2代入[image: 039-02]
 ，

有[image: 039-03]
 ，解得h=4或h=0（舍）.∴[image: 039-04]
 .

此时，由y2
 =y3
 ，得[image: 039-05]
 ，解得x0
 =2，x0
 ′=8，∴m的最大值为8.

第（3）小题通过构造转译，把负担的不等式划归为直观的图形.问题（2）的“数形结合”，体现了数形结合思想由低级到高级的运用过程.


例2
 　如图1-4-3，经过点A（0，-4）的抛物线[image: 039-06]
 与x轴相交于B（-2，0）和C，O为坐标原点.

[image: 039-07]
图1-4-3



（1）求抛物线的解析式；

（2）将抛物线[image: 039-08]
 向上平移[image: 039-09]
 个单位长度，再向左平移m（m>0）个单位长度，得到新抛物线，若新抛物的顶点P在△ABC内，求m的取值范围.

（3）设点M在y轴上，∠OMB+∠OAB=∠ACB，求AM的长.


解析：
 （1）[image: 039-10]
 .

（2）计算、画图，将问题转化为线段的计算.如图1-4-4，抛物线的顶点为[image: 040-01]
 ，点C的坐标为（4，0），顶点[image: 040-02]
 向上平移[image: 040-03]
 个单位，得点H（1，-1）.

[image: 040-04]
图1-4-4



过点H作HG⊥OA于G，交AB于F，则点P向左平移的范围就是线段HF，[image: 040-05]
 ，∴[image: 040-06]
 .

（3）分割大角或补全小角，构造全等形、相似形.

如图1-4-5，作∠NCO=∠BAO，

[image: 040-07]
图1-4-5



则△NOC≌△BOA，NO=BO=2=AN，

作NQ⊥AC于点Q，[image: 040-08]
 .

∵∠OMB+∠OAB=∠ACB，∠NCO=∠BAO，

∴△NCQ∽△BMO，得[image: 040-09]
 ，∴MO=6.

当M在y轴正半轴时，AM=6+4=10；当M在y轴负半轴时，AM=6-4=2.

∴AM=10或2.

△OAC为等腰直角三角形是本例隐含的一个重要条件，随着对条件的不同方式转译与构造，第（3）小题有多样的解法（图1-4-6，图1-4-7）.



	[image: 041-01]

	[image: 041-02]




	图1-4-6
	图1-4-7




看似平淡无奇的问题，为思维的磨炼提供了舞台，有常用方法的故伎重施、有大胆联想的豁然开朗、有图形割补的巧夺天工，在思维统领下，异曲同工，共展数学思维之美.

五　“庖丁解牛”

对于复杂的中考数学综合题，我们可以采用庖丁解牛的手法，把复杂问题分解成简单问题，解答了这些简单的问题，复杂的问题就迎刃而解了.


例1
 　如图1-5-1，在平面直角坐标系中，二次函数y=x2
 +bx+c的图像与x轴交于A、B两点，点A在原点的左侧，点B的坐标为（3，0），与y轴交于点C（0，-3），点P是直线BC下方的抛物线上一动点.

[image: 041-03]
图1-5-1



（1）求这个二次函数的表达式；

（2）连接PO、PC，并把△POC沿CO翻折，得到四边形POP′C，那么是否存在点P，使四边形POP′C为菱形？若存在，请求出此时点P的坐标；若不存在，请说明理由；

（3）当点P运动到什么位置时，四边形ABPC的面积最大，并求出此时点P的坐标和四边形ABPC的最大面积.


解析：
 （1）将B、C两点的坐标代入y=x2
 +bx+c，得[image: 041-04]
 解得[image: 041-05]
 .

所以二次函数的表达式为：y=x2
 -2x-3.

（2）假设存在点P，使四边形POP′C为菱形.如图1-5-2，设点P坐标为（x，x2
 -2x-3）.

[image: 041-06]
图1-5-2



连接PP′交CO于E，若四边形POP′C是菱形，则有PC=PO，PE⊥CO于E.

所以[image: 042-01]
 ，所以点P的纵坐标为[image: 042-02]
 .

所以[image: 042-03]
 .

解得[image: 042-04]
 （不合题意，舍去）.

所以点P的坐标为[image: 042-05]
 .

（3）如图1-5-3，过点P作y轴的平行线与BC交于点Q，与OB交于点F，

[image: 042-06]
图1-5-3



设点P的坐标为（x，x2
 -2x-3）.

易得，直线BC的解析式为y=x-3.

则点Q的坐标为（x，x-3）.

[image: 042-07]


当[image: 042-08]
 时，四边形ABPC的面积最大，此时点P的坐标为[image: 042-09]
 ，四边形ABPC的面积的最大值为[image: 042-10]
 .

这道题涉及二次函数、轴对称、菱形、动点问题、最值问题等很多知识点，难度很大、综合性强.但是，如果我们采用庖丁解牛的手法来分解此题，然后求解，你可以发现此题不像我们想象的那么难.

（1）求这个二次函数的表达式；

（2）画出四边形POP′C，目的是以形助数；

（3）假设四边形POP′C为菱形（按照菱形的思路求解；如果能够求出P的坐标，说明P存在，如果求不出，说明P不存在）；

（4）挖掘菱形的隐含条件（邻边相等，对角线互相平分），寻找线段的等量关系；

（5）用待求点的坐标表示线段的等量关系；

（6）将不规则的四边形ABPC分割成边在坐标轴上或平行于坐标轴的图形，然后用线段长表示出四边形ABPC各部分的面积；

（7）用坐标表示出四边形ABPC各部分的面积；

（8）根据求最值的方法求解.

解决了以上8个小题，本题的解答就水到渠成了.


例2
 　在Rt△ABC中，∠ACB=90°，BC=30，AB=50.点P是AB边上任意一点，直线PE⊥AB，与边AC或BC相交于E.点M在线段AP上，点N在线段BP上，EM=EN，[image: 043-01]
 .

（1）如图1-5-4，当点E与点C重合时，求CM的长.

[image: 043-02]
图1-5-4



（2）如图1-5-5，当点E在边AC上时，点E不与点A、C重合，设AP=x，BN=y，求y关于x的函数关系式，并写出函数的定义域.

[image: 043-03]
图1-5-5



（3）若△AME∽△ENB（△AME的顶点A、M、E分别与△ENB的顶点E、N、B对应），求AP的长.


解析：
 这道题由3道小题构成.第（1）小题求CM的长，CM是Rt△CMP的斜边，在Rt△CMP中，由[image: 043-04]
 ，可知Rt△CMP三边MP∶CP∶CM=5∶12∶13.若MP或CP可求，则CM可求.由此根据题设可得下面的基本问题1、问题2.


问题1
 　如图1-5-6，在Rt△ABC中，∠ACB=90°，CP⊥AB，P为垂足，若BC=30，AB=50.求AC和CP.（答案：40，24）

[image: 043-05]
图1-5-6




问题2
 　如图1-5-7，在Rt△CPM中，∠P=90°，CP=24，[image: 043-06]
 ，则CM=_____.（答案：26）

[image: 043-07]
图1-5-7



第（2）小题是求变量y（NB）关于x（AP）的函数关系式，而y=50-x-PN.只要把其中的PN用x表示就可以了.由此又可得基本问题3~5.


问题3
 　如图1-5-8，在Rt△APE中，∠P=90°，[image: 044-01]
 ，AP=x，则EP=_____.（答案：[image: 044-02]
 ）

[image: 043-08]
图1-5-8




问题4
 　如图1-5-9，在Rt△EPN中，∠P=90°，[image: 044-03]
 ，则PN=_____.（答案：[image: 044-04]
 ）

[image: 044-05]
图1-5-9




问题5
 　如图1-5-10，已知P、N为线段AB上的两点，AB=50，AP=x，[image: 044-06]
 ，NB=y，则y=_____.（答案：[image: 044-07]
 ）

[image: 044-08]
图1-5-10



类似地，第（3）小题可以转化为下面的基本问题6~13.


问题6
 　如图1-5-11，M、N为线段AB上两点，EM=EN，△AME∽△ENB，△AME的顶点A、M、E分别与△ENB的顶点E、N、B对应，求证：EM2
 =AM·NB.

[image: 044-09]
图1-5-11




问题7
 　已知EM2
 =AM·NB，其中[image: 044-10]
 .求证：x2
 -22x=0.


问题8
 　解方程：x2
 -22x=0.


问题9
 　如图1-5-12，已知∠2=∠3，求证：∠4=∠5.

[image: 045-01]
图1-5-12




问题10
 　如图1-5-13，已知∠C=∠EPM=90°，∠4=∠5，求证：△ACE∽△EPM.

[image: 045-02]
图1-5-13




问题11
 　如图1-5-13，△ACE∽△EPM，顶点A、C、E分别与顶点E、P、M对应，[image: 045-03]
 ，则CE=_____.（答案：[image: 045-04]
 ）


问题12
 　如图1-5-14，在Rt△EPB中，∠P=90°，[image: 045-05]
 ，

[image: 045-06]
图1-5-14



PB=50-x，则EB=_____.（答案：[image: 045-07]
 ）


问题13
 　如图1-5-15，点E为线段BC上一点，[image: 045-08]
 ，

[image: 045-09]
图1-5-15



CB=30，则x=_____.（答案：42）

由于点E有可能在AC上，也可能在BC上，所以要分两种情况讨论.上面通过分析、转换，把这道压轴题转化为13个基本问题.这样就搭起题设与结论之间的一个“通道”（图1-5-16）.

[image: 046-01]
图1-5-16



由此看来，应用基本策略，将压轴题转化为基本问题，解出基础题，是解压轴题的关键.具体地要抓好如下环节：（1）认真审题.审题是基础，只有正确地审题，才能准确、全面地理解题目所给的信息，并且有效挖掘题目所蕴含的信息.进而建立起已知、未知与已掌握知识间的联系.对已有信息进行合理地分解组合，找到有逻辑关联的基本“问题链”，为搭建“通道”提供保证.（2）问题转化.问题转化是将一个复杂的问题按照某种关联不断地对题设、结论进行分离、重组，将原问题转化为多个新问题，直到每个新问题都为基本问题为止.常用方法有：由因导果、执果索因，分析与综合协同作战；数形结合、分类讨论等思想方法灵活应用.同时对题目的各部分特征要深入分析，要尽可能找到它们之间的联系，充分发挥各自的作用，这种“充分”有时要达到“见缝插针”“无孔不入”的程度.（3）要夯实基础.对于“主干知识”和“核心内容”，若只是“懂”和“会”还不行，要达到“熟”和“巧”这一层次.只有熟能生巧，才能融会贯通.



第二单元　规律探究性问题

命题趋势　考点诠释

规律探究性问题的特点是问题的结论不直接给出，需要通过观察、分析、归纳、概括、推理、判断等一系列探索活动逐步确定需求的结论，解答这类问题的关键是认真审题，掌握规律，合理推测，认真验证，从而得出问题的正确结论.

最近几年全国各地的中考试题中，规律探究性问题频频出现、花样百出，大致分为与数字有关的规律探究性问题、与图形有关的规律探究性问题、平面直角坐标系中的规律探究性问题.

经典例题　值得一学

一　与数字有关的规律探究性问题


例1
 　观察并分析下列数据，寻找规律：[image: 047-01]
 ，…那么第10个数据是_____，第n个数据是_____.


解：
 首先，把第一个数0的符号看做带“-”号的项，这样只需在每一个数的绝对值前面乘以（-1）n
 ，就实现了正数和负数的交替出现.

其次，将有理数化成根号形成，使它们在形式上具有一致性，这样题中的数据就变成了0，[image: 047-02]
 ，…容易发现，根号里面的数都是3的倍数.

所以，在n个数据是[image: 047-03]
 ，第10个数据是[image: 047-04]
 .


反思：
 这道题的解决，给我们两点启发：一是要在平时的练习中积累一些常识性的知识，比如一组数如何实现正数和负数的交替出现；二是当一些数据表面上看来排列无序，而且在形式上不一致时，需要将这些数据进行变形，变换某些数据的呈现形式，使它们在形式上具有一致性，这时虽然数还是那个数，但是它们的规律马上就会呈现在我们面前.


例2
 　设[image: 048-01]
 ，[image: 048-02]
 ，设[image: 048-03]
 ，则S=_____（用含n的代数式表示，其中n为正整数）.

[image: 048-05]



反思：
 一组数据从表面上不容易看出它们的排列规律，只要根据它们的特点将它们变换一种写法，然后再从不同的角度仔细观察，可能就会有意想不到的收获，就可以找到我们所要的规律，从而将问题解决.


例3
 　将杨辉三角中的每一个数都换成分数，得到一个如下所示的分数三角形，称为莱布尼茨三角形.若用有序实数对（m，n）表示第m行，从左到右第n个数，如（4，3）表示分数[image: 048-06]
 ，那么（9，2）表示的分数是_____.

[image: 048-07]



解：
 由题意看出，（n，1）表示的数是[image: 048-08]
 ，再观察从左到右排列的第二个数是怎样得到的：[image: 048-10]
 ，可以猜想：第5行的第二个数是[image: 048-11]
 ，…所以，第9行的第二个数是[image: 049-01]
 .所以，（9，2）表示的分数是[image: 049-02]
 .


例4
 　图2-1-1为手的示意图，在各个手指间标记字母A、B、C、D.请你按照图中箭头所指方向（即A→B→C→D→C→B→A→B→C→……的方式）从A开始数连续的正整数1，2，3，4，…，当数到12时，对应的字母是_____；当字母C第201次出现时，恰好数到的数是_____；当字母C第（2n+1）次出现时（n为正整数），恰好数到的数是_____（用含n的代数式表示）.

[image: 049-03]
图2-1-1




解：
 将每一个字母每一次出现时所对应的数列表如下：

[image: 049-04]


从上表不难看出，当数到12时，对应的字母是B.

通过观察表中的数据，当字母C出现的次数是奇数时，所对应的数都是出现次数的3倍；当字母C出现的次数是偶数时，所对应的数都比出现次数的3倍少1.这样，当字母C第201（奇数）次出现时，恰好数到的数是603（201的3倍）；当字母C第（2n+1）次出现时（n为正整数），恰好数到的数是6n+3.


反思：
 与数字有关的规律探究性问题有很多种呈现形式，在命题形式上也丰富多彩，需解决与数字有关的规律探究性问题，就需要我们对数字有一定的敏感度，即要求我们要有较强的“数感”.

二　与图形有关的规律探究性问题


例1
 　有一个四等分转盘，在它的上、右、下、左的位置挂着“众”“志”“成”“城”四个字牌，如图2-2-1.若将位于上下位置的两个字牌对调，同时将位于左右位置的两个字牌对调，再将转盘顺时针旋转90°，则完成一次变换.图2-2-2、图2-2-3分别表示第1次变换和第2次变换.按上述规律完成第9次变换后，“众”字位于转盘的位置是（　）.



	[image: 050-01]

	[image: 050-02]

	[image: 050-03]




	图2-2-1
	图2-2-2
	图2-2-3




A. 上

B. 下

C. 左

D. 右


解：
 可按要求继续进行变换，如图2-2-4、图2-2-5、图2-2-6.



	[image: 050-04]

	[image: 050-05]

	[image: 050-06]




	图2-2-4
	图2-2-5
	图2-2-6




可看出第5次变换和第1次变换相同，故变换是按照第1次变换、第2次变换、第3次变换、第4次变换，然后再次重复第1次变换、第2次变换、第3次变换、第4次变换，……4次变换为一周期.求第9次变换可采用余数计算法：[image: 050-07]
 ，余数为1说明第9次变换和第1次变换相同，参见图2-2-2，知第9次变换后，“众”字位于转盘的位置是左.故选C.


反思：
 本题以图形的旋转为基础，以中心对称为载体，将变换的规律（4次变换为一周期）隐含在题目中.


例2
 　图2-2-7是用棋子摆成的图案，摆第1个图案需要7个棋子，摆第2个图案需要19个棋子，摆第3个图案需要37个棋子，按照这样的方式摆下去，则摆第6个图案需要_____个棋子，摆第n个图案需要_____个棋子.

[image: 050-08]
图2-2-7




解法1：
 列表填数，观察数值

[image: 051-01]


经观察发现，总数7，19，37，61都是3的倍数加1，于是有7=3×1×2+1，19=3×2×3+1，37=3×3×4+1，61=3×4×5+1.

由此可进一步归纳为：第n个图案（一边上的棋子数为n+1）的棋子应为3n（n+1）+1=3n2
 +3n+1，这个正六边形中棋子总数为：将n=6代入该代数式得127.故答案为127.


解法2
 （构造三角形）：

如图2-2-8，把n=3的图案分成6个边上的棋子数为3的正三角形，每个正三角形中棋子数为[image: 051-02]
 .如图2-2-8所示小圆圈的总数为6×6+1=37（个）.

[image: 051-03]
图2-2-8



当一边有（n+1）个棋子（第n个图案）时，可将其分为6个边上的棋子数为n的正三角形，于是可得棋子的总数为[image: 051-04]
 .


解法3
 （构造三角形）：

如图2-2-9，把n=3的图案分成6个边上的棋子数为4的正三角形，每个正三角形中棋子数为[image: 051-06]
 .此时，重复计算的棋子数有6×4-1=23（个）.如图2-2-9所示棋子的总数为6×10-23=37（个）.

[image: 051-07]
图2-2-9



当一边有（n+1）个棋子时（第n个图案），可将其分成6个边上的棋子数为n+1的正三角形，每个正三角形中棋子数为[image: 051-08]
 .此时，重复计算的棋子数有6（n+1）-1=6n+5（个），于是可得棋子的总数为[image: 051-09]
 .


解法4
 （构造平行四边形）：

如图2-2-10，把n=3的图案分成3个平行四边形，棋子数依次为4×3，4×3，4×3个，所以共有12+12+12+1=37（个）.

[image: 051-10]
图2-2-10



当一边有（n+1）个棋子（第n个图案）时，将其分为3个平行四边形，每个平行四边形中有n（n+1）个棋子，于是可得棋子的总数为3n（n+1）+1=3n2
 +3n+1（个）.


解法5
 （构造平行四边形）：

如图2-2-11，把n=3的图案分成3个平行四边形，依次为4×4，4×3，3×3个，所以共有16+12+9=37（个）.

[image: 052-01]
图2-2-11



当一边有（n+1）个棋子（第n个图案）时，将其分为3个平行四边形，每个平行四边形中依次有（n+1）×（n+1），n×（n+1），n×n个棋子，于是可得棋子的总数为（n+1）2
 +n（n+1）+n2
 =3n2
 +3n+1（个）.


解法6
 （构造梯形）：

如图2-2-12，把n=3的图案分成2个梯形，小梯形上底为4，下底为6，高为3；大梯形上底为4，下底为2×4-1，高为4，所以共有[image: 052-03]
 .

[image: 052-04]
图2-2-12



当一边有（n+1）个棋子（第n个图案）时，将其分为2个等腰梯形，上面梯形中有[image: 052-05]
 个棋子，下面梯形有[image: 052-06]
 个棋子，于是可得棋子的总数为[image: 052-08]
 .


解法7
 （构造六边形）：

把n=3的图案分割成四层，由内往外每层棋子个数为1，6，12，18，如图2-2-13所示，棋子的总数为1+6+12+18=37（个）.

[image: 052-09]
图2-2-13



把n个图案分割成n+1层.由内往外每层棋子个数为1，1×6，2×6，3×6，…，n×6，于是可得棋子的总数为[image: 052-10]
 .


解法8
 （补全图形）：

如图2-2-14，把n=3的图案补成菱形，每边共有7个棋子，则共有49个，补了[image: 052-11]
 ，于是可得棋子的总数为49-12=37（个）.

[image: 052-12]
图2-2-14



把第n个图案（每边有n+1个小棋子）补成菱形后，每边共有（2n+1）个棋子数，菱形棋子总数为（2n+1）2
 ，补了[image: 052-13]
 棋子.于是可得棋子总数为（2n+1）2
 -（n2
 +n）=3n2
 +3n+1（个）.


反思：
 图形规律探究的基本方法有两种：一是分析相关数量的特征，寻找数字与图形序号的联系；二是分析图形生长的方式、规律.


例3
 　如图2-2-15，在Rt△ABC中，D1
 是斜边AB的中点，过D1
 作D1
 E1
 ⊥AC于E1
 ，连接BE1
 交CD1
 于D2
 ；过D2
 作D2
 E2
 ⊥AC于E2
 ，连接BE2
 ，交CD1
 于D3
 ；过D3
 作D3
 E3
 ⊥AC于E3
 ，……如此继续，可以依次得到点D4
 ，D5
 ，…，Dn
 ，分别记△BD1
 E1
 ，△BD2
 E2
 ，…，△BD3
 E3
 ，…，△BDn
 En
 的面积为S1
 ，S2
 ，S3
 ，…，Sn
 ，则Sn
 =_____S△ABC
 .（用含n的代数式表示）

[image: 052-14]
图2-2-15




解：
 从S1
 ，S2
 ，S3
 的特殊情况中寻找规律，从而得出Sn
 .

∵D1
 是AB的中点，且D1
 E1
 ∥BC，

[image: 053-01]


同理可得[image: 053-02]
 .

…

由上述特殊情况可归纳出一般规律，即[image: 053-03]
 .


反思：
 从这道题来看，几何问题的解决看图很关键.对于这道题来说，只要看懂了题目所给几何图形的结构，就可以得到图形之间的相似关系，从而计算得出一系列所求三角形的面积与已知三角形面积之间的关系，然后观察和分析总结出规律.

破解几何图形之间的关系是解决这道题目的第一个关键点；观察、分析所得数据，找到这些数据出现的规律是第二个关键点.


例4
 　如图2-2-16，图（1）是一块边长为1，周长记为P1
 的正三角形纸板，沿图（1）的底边剪去一块边长为[image: 053-04]
 的正三角形纸板后得到图（2），然后沿同一底边依次剪去一块更小的正三角形纸板（即其边长为前一块被剪掉正三角形纸板边长的[image: 053-04]
 ）后，得图（3），图（4），…记第n（n≥3）块纸板的周长为Pn
 ，则Pn
 -Pn-1
 =_____.

[image: 053-05]
图2-2-16




解：
 观察图形得[image: 053-06]
 ，

[image: 054-01]



例5
 　如图2-2-17，第（1）个多边形由正三角形“扩展”而来，边数记为a3
 ，第（2）个多边形由正方形“扩展”而来，边数记为a4
 ，依次类推，由正n边形“扩展”而来的多边形的边数记为an
 （n≥3），则a5
 的值是_____；当[image: 054-03]
 的结果是[image: 054-04]
 时，n的值_____.

[image: 054-05]
图2-2-17




解：
 ∵a3
 =3×4，a4
 =4×5，a5
 =5×6，…，an
 =n（n+1），

[image: 054-06]


即[image: 054-07]
 ，解得n=199.


反思：
 解决与几何图形有关的规律探究性问题，关键是把图形的结构看懂，通过读题把握命题者的意图，然后逐步计算、观察数据、得出规律.希望同学们在今后做题的过程中认真领悟，或许你还会有更多的收获.

三　平面直角坐标系中的规律探究性问题


例1
 　某校数学课外小组，在坐标纸上为学校的一块空地设计植树方案如下：第k棵树种植在点Pk
 （xk
 ，yk
 ）处，其中x1
 =1，y1
 =1，当k≥2时，

[image: 054-08]


［a］表示非负实数a的整数部分，例如［2.6］=2，［0.2］=0.按此方案，第2009棵树种植点的坐标为（　）.

A. （5，2009）

B. （6，2010）

C. （3，401）

D. （4，402）

解：当k=2时，x2
 =x1
 +1=1+1=2，y2
 =y1
 +0-0=1，则P2
 （2，1）；

当k=3时，x3
 =x2
 +1=2+1=3，y3
 =y2
 +0-0=1，则P3
 （3，1）；

当k=4时，x4
 =x3
 +1=3+1=4，y4
 =y3
 +0-0=1，则P4
 （4，1）；

当k=5时，x5
 =x4
 +1=4+1=5，y5
 =y4
 +0-0=1，则P5
 （5，1）；

当k=6时，x6
 =x5
 +1-5（1-0）=6-5=1，[image: 055-01]
 ，则P6
 （1，2）；

…

综上所述，xk
 的变化规律是

[image: 055-02]


∴x2009
 =4，

yk
 的变化规律是

[image: 055-03]


∴y1
 ~y5
 都为1，y6
 ~y10
 都为2，y11
 ~y15
 都为3，依次类推，y2001
 ~y2005
 均为401，故y2009
 的值是402，故选D.


反思：
 这是一道所谓的新题型题，不仅形式上很新颖，而且题目比较长，首先就给学生的读题、审题带来一定的困难，对考生的阅读能力有一定的要求，如果连题都读不懂何谈做题？其次，读懂了题，还需通过分析相关数据，归纳出本题的规律，从而找到解决这道题的有效方法.


例2
 　如图2-3-1，将边长为1的正三角形OAP沿x轴正方向连续翻转2008次，点P依次落在点P1
 ，P2
 ，P3
 ，…，P2008
 的位置，则点P2008
 的横坐标为_____.

[image: 055-04]
图2-3-1




解法1
 ：如图2-3-2，正三角形OAP沿x轴正方向连续翻转3次，也就是正三角形OAP沿x轴滚动一周，点P的横坐标增加3（其中点P翻转至点P1
 ，横坐标增加1.5；点P1
 翻转至点P2
 ，横坐标增加0；点P2
 翻转至点P3
 ，横坐标增加1.5），因为2008=669×3+1，正三角形OAP滚动669周后又翻转了1次，所以点P2008
 的横坐标为-0.5+669×3+1.5=2008.

[image: 055-05]
图2-3-2




解法2：
 如图2-3-3，可以将y轴向左平移0.5，在新坐标系下易知点P2007
 的横坐标为2007，所以点P2008
 的横坐标为2007+1.5=2008.5，再还原成原坐标系下的点P2008
 的横坐标为2008.5-0.5=2008.

[image: 056-01]
图2-3-3




例3
 　如图2-3-4，将边长为1的正方形OAPB沿x轴正方向连续翻转2006次，点P依次落在点P1
 ，P2
 ，P3
 ，P4
 ，…，P2006
 的位置，则P2006
 的横坐标x2006
 =_____.

[image: 056-02]
图2-3-4




解：
 如图2-3-5，正方形OAPB沿x轴正方向连续翻转4次，也就是正方形OAPB沿x轴滚动一周，点P的横坐标增加4（其中从点P→点P1
 →点P2
 →点P3
 →点P4
 ，横坐标分别增加2，1，0，1）.因为2006=501×4+2，正方形OAPB滚动501周后又翻转了2次，所以点P2006
 的横坐标为-1+501×4+2+1=2006.

[image: 056-03]
图2-3-5



或者仿照例2，将点P2006
 放在新坐标系下，易知点P2004
 的横坐标为2004，所以点P2006
 的横坐标为2004+2+1=2007，再还原成原坐标系下的点P2006
 的横坐标为2007-1=2006.


反思：
 在坐标系中研究几何图形，实现线段长度和点的坐标的正确转换是关键.这类问题和前两类问题在本质上没有太大区别，在解决方法上也非常类似.希望同学们在今后的学习过程中，勤于思考、善于总结，面对难题要相信自己、敢于下手.


例4
 　二次函数[image: 056-04]
 的图像如图2-3-6所示，点A0
 位于坐标原点，点A1
 ，A2
 ，A3
 ，…，A2008
 在y轴的正半轴上，点B1
 ，B2
 ，B3
 ，…，B2008
 在二次函数[image: 056-04]
 位于第一象限的图像上.若△A0
 B1
 A1
 ，△A1
 B2
 A2
 ，△A2
 B3
 A3
 ，…，△A2008
 B2009
 A2009
 都为等边三角形，则△A2008
 B2009
 A2009
 的边长=_____.

[image: 056-05]
图2-3-6




解：
 设△A0
 B1
 A1
 的边长为2a，则B1
 的坐标为[image: 056-06]
 .

∵B1
 在[image: 057-01]
 上，∴[image: 057-02]
 ，

即2a2
 =a，a1
 =0（舍去），[image: 057-03]
 ，

∴△A0
 B1
 A1
 的边长为1.

对于△A1
 B2
 A2
 ，设其边长为2b，则[image: 057-04]
 .

∵B2
 在[image: 057-05]
 上，∴[image: 057-06]
 .

∴[image: 057-07]
 （舍去），b2
 =1，∴△A1
 B2
 A2
 的边长为2.

同法求得△A2
 B3
 A3
 的边长为3，依此类推，此时易猜想：每个等边三角形的边长与B的序号相等.

∴A2008
 B2009
 A2009
 的边长是2009.


反思：
 在这里，函数是一个很重要的工具，它承载着点的坐标和线段长度的相互转换，从而使得运算能够持续进行下去，进而观察数据、总结规律，得到最后的答案.这一类问题考查考生综合运用代数知识和几何知识的能力，要提高这方面的能力，需要同学们在今后的学习过程中勤于实践、善于总结，做一个有心人.

真题演练　即时巩固


答案链接


1. （江西）某种细胞开始时有2个，1小时后分裂成4个并死去1个，2小时后分裂成6个并死去1个，3小时后分裂成10个并死去1个，按此规律，5小时后细胞存活的个数是（　）

A. 31

B. 33

C. 35

D. 37


友情提示

解答这道题需要突破两点：一是要知道每一次分裂后细胞存活的个数为奇数，从而知道将每一个数“分解”为一个偶数与1的和；二是要能看出被“分解”出的偶数的特点.



2. （荆门）已知：顺次连接矩形各边的中点，得到一个菱形，如图（1）；再顺次连接菱形各边的中点，得到一个新的矩形，如图（2）；然后顺次连接新的矩形各边的中点，得到一个新的菱形，如图（3）；如此反复操作下去，则第2012个图形中直角三角形的个数有（　）

[image: 057-08]
（第2题）



A. 8 048个

B. 4 024个

C. 2 012个

D. 1 006个

3. （深圳）已知：∠MON=30°，点A1
 、A2
 、A3
 …在射线ON上，点B1
 、B2
 、B3
 …在射线OM上，△A1
 B1
 A2
 、△A2
 B2
 A3
 、△A3
 B3
 A4
 …均为等边三角形，若OA1
 =1，则△A6
 B6
 A7
 的边长为（　）

[image: 058-01]
（第3题）



A. 6

B. 12

C. 32

D. 64


友情提示

题目看上去很复杂，要善于抓住图形的主要特征——等边三角形和含30°角的直角三角形，而其中的纽带是三角形的外角.



4. （绍兴）如图，直角三角形纸片ABC中，AB=3，AC=4，D为斜边BC的中点，第1次将纸片折叠，使点A与点D重合，折痕与AD交与点P1
 ；设P1
 D的中点为D1
 ，第2次将纸片折叠，使点A与点D1
 重合，折痕与AD交于点P2
 ；设P2
 D1
 的中点为D2
 ，第3次将纸片折叠，使点A与点D2
 重合，折痕与AD交于点P3
 ；…；设Pn-1
 Dn-2
 的中点为Dn-1
 ，第n次将纸片折叠，使点A与点Dn-1
 重合，折痕与AD交于点Pn
 （n＞2），则AP6
 的长为（　）.

[image: 058-02]
（第4题）



A. [image: 058-03]


B. [image: 058-04]


C. [image: 058-05]


D. [image: 058-06]


5. （山西）下图是由形状相同的正六边形和正三角形镶嵌而成的一组有规律的图案，则第n个图案中阴影小三角形的个数是_____（用含有n的代数式表示）.

[image: 058-07]
（第5题）



6. （广州）如图，在标有刻度的直线l上，从点A开始.

[image: 058-08]
（第6题）



以AB=1为直径画半圆，记为第1个半圆；

以BC=2为直径画半圆，记为第2个半圆；

以CD=4为直径画半圆，记为第3个半圆；

以DE=8为直径画半圆，记为第4个半圆；

……

按此规律，继续画半圆，则第4个半圆的面积是第3个半圆面积的_____倍，第n个半圆的面积为_____.

7. （湛江）如图，设四边形ABCD是边长为1的正方形，以对角线AC为边作第二个正方形ACEF，再以对角线AE为边作第三个正方形AEGH，…….若正方形ABCD的边长记为a1
 ，按上述方法所作的正方形的边长依次为a2
 、a3
 、a4
 …，an
 ，则an
 =_____.

[image: 059-01]
（第7题）




友情提示

图形规律探究性问题通常叙述冗长、结构复杂.读懂图形、厘清顺序、计算耐心，就能得到规律分明而简单的结果.



8. （北京）在平面直角坐标系xOy中，我们把横、纵坐标都是整数的点叫做整点.已知点A（0，4），点B是x轴正半轴上的整点，记△AOB内部（不包括边界）的整点个数为m.当m=3时，点B的横坐标的所有可能值是_____；当点B的横坐标为4n（n为正整数）时，m=_____（用含n的代数式表示）.

[image: 059-02]
（第8题）



9. （安徽）在由m×n（m×n>1）个小正方形组成的矩形网格中，研究它的一条对角线所穿过的小正方形个数f.

（1）当m、n互质（m、n除1外无其他公因数）时，观察下列图形并完成下表：

[image: 059-03]


猜想：当m、n互质时，在m×n的矩形网格中，一条对角线所穿过的小正方形的个数f与m、n的关系式是_____（不需要证明）；

（2）当m、n不互质时，请画图验证你猜想的关系式是否依然成立.

10. （无锡）如图的平面直角坐标系中有一个正六边形ABCDEF，其中C、D的坐标分别为（1，0）和（2，0）.若在无滑动的情况下，将这个六边形沿着x轴向右滚动，则在滚动过程中，这个六边形的顶点A、B、C、D、E、F中，会过点（45，2）的是点_____.

[image: 060-02]
（第10题）



11. （宁波）用同样大小的黑色棋子按如图所示的规律摆放：

[image: 061-01]
（第11题）



（1）第5个图形有多少颗黑色棋子？

（2）第几个图形有2013颗黑色棋子？请说明理由.

12. （广东）观察下列等式：

第1个等式：[image: 061-02]
 ；

第2个等式：[image: 061-03]
 ；

第3个等式：[image: 061-04]
 ；

第4个等式：[image: 061-05]
 ；

……

请解答下列问题：

（1）按以上规律列出第5个等式：a5
 =_____=_____；

（2）用含n的代数式表示第n个等式：an
 =_____=_____（n为正整数）；

（3）求a1
 +a2
 +a3
 +a4
 +…+a100
 的值.

13. （衢州）课本中，把长与宽之比为[image: 061-06]
 的矩形纸片称为标准纸，请思考并解决下列问题：

（1）将一张标准纸ABCD（AB

[image: 061-07]
（第13题）



（2）在一次综合实践课上，小明尝试着将矩形纸片ABCD（AB

第一步：沿过点A的直线折叠，使点B落在AD边上点F处，折痕为AE，如图（2）；

第二步：沿过点D的直线折叠，使点C落在AD边上点N处，折痕为DG，如图（3），此时点E恰好落在AE边上的点M处；

第三步：沿直线DM折叠，如图（4），此时点G恰好与点N重合.

[image: 061-08]
（第13题）



请你探究：矩形纸片ABCD是否是一张标准纸？请说明理由.

（3）不难发现：将一张标准纸按如图（5）一次又一次对开后，所得的矩形纸片都是标准纸，现有一张标准纸ABCD，AB=1，[image: 062-01]
 ，问第5次对开后所得标准纸的周长是多少？探索并直接写出第2012次对开后所得标准纸的周长.

[image: 062-02]
（第13题）




友情提示

第一步，贴近“标准”来验证.

（1）只要把新矩形的长宽之比求出来，再与“标准纸”对比即可.可以发现[image: 062-03]
 ，得出矩形纸片ABEF是标准纸.

第二步，模式识别快突破.

在（2）中“三步”折叠时，折叠前后的图形都是全等的，有DC=ND，特别是最后“点G恰好与点N重合”可得“△ADG是等腰直角三角形”，进而有DG=DN=DC，于是得出

[image: 062-04]
 ，即可得出答案.

第三步，从特殊到一般找规律.

（3）分别求出每一次对折后的周长，进而列表发现变化规律，再求解即可.



14. （青岛）问题提出：以n边形的n个顶点和它内部的m个点，共（m+n）个点作为顶点，可把原n边形分割成多少个互不重叠的小三角形？

问题探究：为了解决上面的问题，我们将采取一般问题特殊化的策略，先从简单和具体的情形入手.

探究一：以△ABC的三个顶点和它内部的1个点P，共4个点为顶点，可把△ABC分割成多少个互不重叠的小三角形？

如图（1），显然，此时可把△ABC分割成3个互不重叠的小三角形.

探究二：以△ABC的三个顶点和它内部的2个点P、Q，共5个点为顶点，可把△ABC分割成多少个互不重叠的小三角形？

在探究一的基础上，我们可看作在图①△ABC的内部，再添加1个点Q，那么点Q的位置会有两种情况：

一种情况，点Q在图①分割成的某个小三角形内部，不妨假设点Q在△PAC内部，如图（2）；

另一种情况，点Q在图①分割成的小三角形的某条公共边上，不妨假设点Q在PA上，如图（3）.

显然，不管哪种情况，都可把△ABC分割成5个不互重叠的小三角形.

探究三：以△ABC的三个顶点和它内部的3个点P、Q、R，共6个点为顶点，可把△ABC分割成_____个互不重叠的小三角形，并在图（4）中画出一种分割示意图.

探究四：以△ABC的三个顶点和它内部的m个点，共（m+3）个点为顶点，可把△ABC分割成_____个互不重叠的小三角形.

探究拓展：以四边形的4个顶点和它内部的m个点，共（m+4）个点为顶点，可把四边形分割成_____个互不重叠的小三角形.

问题解决：以n边形的n个顶点和它内部的m个点，共（m+n）个点为顶点，可把n边形分割成_____个互不重叠的小三角形.

实际应用：以八边形的8个顶点和它内部的2 012个点，共2 020个点为顶点，可把八边形分割成多少个互不重叠的小三角形.（要求列式计算）

[image: 063-01]
（第14题）




友情提示

这道题文字叙述实在很长，而且要在多边形的边数及内部点数都变化的情况下探求规律，其复杂程度令人头疼，没有耐心和毅力的同学的第一想法就是放弃，就这样轻易地失去分数是很可惜的.其实要解答这样的题目，首先需要我们静下心来逐字逐句地将题目读完、读懂，这是解决此类问题的前提.题目用如此大的文字量其实是引导同学们学习一种处理数学问题的方法——从简单到复杂、从特殊到一般.大家只需老老实实地按照题目叙述的顺序画出一些草图，进行必要的推导，然后再将这些推导结果排列在一起，观察它们有什么规律即可.只要多动手尝试，这类题获得满分并不是很难.



15. （贵阳）如图，在直角坐标系中，已知点M0
 的坐标为（1，0），将线段OM0
 绕原点O沿逆时针方向旋转45°，再将其延长到M1
 ，使得M1
 M0
 ⊥OM0
 ，得到线段OM1
 ；又将线段OM1
 绕原点O沿逆时针方向旋转45°，再将其延长到M2
 ，使得M2
 M1
 ⊥OM1
 ，得到线段OM2
 ，如此下去，得到线段OM3
 ，OM4
 ，…，OMn
 .

[image: 063-02]
（第15题）



（1）写出点M5
 的坐标；

（2）求△M5
 OM6
 的周长；

（3）我们规定：把点Mn
 （xn
 ，yn
 ）（n=0，1，2，3…）的横坐标xn
 ，纵坐标yn
 都取绝对值后得到的新坐标（｜xn
 ｜，｜yn
 ｜）称之为点Mn
 的“绝对坐标”.根据图中点Mn
 的分布规律，请你猜想点Mn
 的“绝对坐标”，并写出来.


友情提示

从题目上看，一条线段在遵照一定的规律旋转，在旋转的过程中线段的长度还在遵照一定的规律不断增大，而且将它置于平面直角坐标系中，还重新定义了“绝对坐标”，看上去有点乱，不好下手.这时候同学们千万要沉住气，不要自乱方寸.所谓“题读三遍，题意自现”.下面同学们深吸一口气，静下心来耐心、仔细地将题目通读几遍.

同学们是不是发现了，线段虽然在旋转，但是旋转角度为特殊角（45°），线段在旋转过程中不是落在坐标轴上，就是落在各象限的角平分线上，而且每一条线段的长度都可求，从而每一条线段的终点坐标也可求.至此我们心里有底了，只要一步一个脚印，问题是肯定可以得到解决的.





第三单元　“新定义”性问题

命题趋势　考点诠释

中考中的“新定义”性问题，都是在学生已学数学知识的基础上，给出一个“新概念”，要求学生学习并运用这个“新概念”来解决相应的数学问题.此类试题突出考查学生的数学阅读理解能力、数学抽象概括能力和对“新概念”的实际应用能力.这种新情境下的“新概念”问题的解决与实践过程，能有效地考查学生良好的数学学习能力.

经典例题　值得一学

一　代数中的“新定义”性问题


例1
 　记Sn
 =a1
 +a2
 +…+an
 ，令[image: 065-01]
 ，称Tn
 为a1
 ，a2
 ，…，an
 这列数的“理想数”.已知a1
 ，a2
 ，…，a500
 的“理想数”为2004，那么8，a1
 ，a2
 ，…，a500
 的“理想数”为（　）.

A. 2004

B. 2006

C. 2008

D. 2010


解：
 由定义知，[image: 065-02]
 ［a1
 +（a1
 +a2
 ）+（a1
 +a2
 +a3
 ）+…+（a1
 +a2
 +…+an
 ）］.　①

整理，可得[image: 065-03]
 .

由已知a1
 ，a2
 ，…a500
 的“理想数”为2004，则

[image: 065-04]


从而可得500a1
 +499a2
 +498a3
 +…+2a499
 +a500
 =2004×500.

由①知，

[image: 066-01]


故选C.


反思：
 解决本题的关键是理解“理想数”的定义，写出Tn
 与a1
 ，a2
 ，…，an
 的关系.


例2
 　如图3-1-1，已知二次函数y=（x-2a）2
 +（a-1）（a为常数），当a取不同的值时，其图像构成一个“抛物线系”.图3-1-1分别是当a=-1，a=0，a=1，a=2时二次函数的图像.它们的顶点在一条直线上，这条直线的解析式是y=_____.

[image: 066-02]
图3-1-1




解：
 当a=-1时，抛物线是y=（x+2）2
 +（-2），此时顶点坐标为（-2，-2）；当a=0时，抛物线是y=（x-0）2
 +（-1），此时顶点坐标为（0，-1）.根据两点确定一条直线可设解析式为y=kx+b，代入上述两顶点的坐标，可得直线的解析式为[image: 066-03]
 .


反思：
 此题虽然出现“抛物线系”这样一个新概念，但不妨碍本题的解答.问题的关键在于对二次函数解析式——“顶点式”的理解，可以获得顶点坐标为（2a，a-1），用待定系数法确定直线的解析式是基础方法.此外，本题也可将a视为参数，设x=2a，y=a-1，通过消去参数a得到直线的解析式为[image: 066-04]
 .此题考查对二次函数和一次函数解析式的理解，以及数形结合思想、待定系数法的运用，虽然考查的内容很基础，但都是函数的重要知识.


例3
 　定义［a，b，c］为二次函数y=ax2
 +bx+c的特征数，下面给出特征数为［2m，1-m，-1-m］的二次函数的一些结论：

①当m=-3时，函数图像的顶点坐标是[image: 066-05]
 ；

②当m>0时，函数图像截x轴所得的线段长度大于[image: 066-06]
 ；

③当m<0时，当[image: 066-07]
 ，函数y随x的增大而减小；

④当m≠0时，函数图像经过同一个点.

其中正确的结论有（　）.

A. ①②③④

B. ①②④

C. ①③④

D. ②④


解：
 由“特征数”的定义知，特征数为［2m，1-m，-1-m］的二次函数为y=2mx2
 +（1-m）x-（m+1）.

（1）当m=-3时，二次函数的解析式为y=-6x2
 +4x+2，它的顶点坐标为[image: 067-01]
 ，故①正确.

（2）设y=2mx2
 +（1-m）x-（m+1）对应的一元二次方程2mx2
 +（1-m）x-（m+1）=0的两根为x1
 、x2
 ，则[image: 067-02]
 .

设该函数图像截x轴所得的线段长为d，则

[image: 067-03]


显然，当m>0时，[image: 067-04]
 ，故②正确.

（3）y=2mx2
 +（1-m）x-（m+1）的对称轴为[image: 067-05]
 .

因为2m<0，抛物线开口向下，

故函数在[image: 067-06]
 时，y随x的增大而减小，故③不正确.

（4）当m≠0时，y=2mx2
 +（1-m）x-（m+1）=（2mx+m+1）（x-1），

显然，当x=1时，y=0，与m无关，即函数图像都经过点（1，0），故④正确.

综上所述，正确答案应为B.


例4
 　设关于x的一次函数y=a1
 x+b1
 与y=a2
 x+b2
 ，则称函数y=m（a1
 x+b1
 ）+n（a2
 x+b2
 ）（其中m+n=1）为这两个函数的生成函数.

（1）当x=1时，求函数y=x+1与y=2x的生成函数的值；

（2）若函数y=a1
 x+b1
 与y=a2
 x+b2
 的图像的交点为P，判断点P是否在此两个函数的生成函数的图像上，并说明理由.


解：
 （1）当x=1时，y=m（x+1）+n（2x）=m（1+1）+n（2×1）=2m+2n=2（m+n），

∵m+n=1，∴y=2.

（2）点P在此两个函数的生成函数的图像上.

设点P的坐标为（a，b），∵a1
 ×a+b1
 =b，a2
 ×a+b2
 =b，

∴当x=a时，y=m（a1
 x+b1
 ）+n（a2
 x+b2
 ）=m（a1
 ×a+b1
 ）+n（a2
 ×a+b2
 ）=mb+nb=b（m+n）=b，

即点P在此两个函数的生成函数的图像上.


反思：
 此题在一次函数知识的基础上，通过对两个一次函数解析式的重新组合后，给出了“生成函数”这一新概念，学生通过读题学习“新概念”，并运用这一“新概念”来解决相应问题.第（2）小题具有一定的难度，较好地渗透了点的坐标与函数解析式之间的对应关系.一些学生是先求出直线y=a1
 x+b1
 与y=a2
 x+b2
 的交点坐标，再代入生成函数中加以验证，这样的解法难而繁，很难得到最后结果.


例5
 　我们把一个半圆与抛物线的一部分合成的封闭图形称为“蛋圆”.如果一条直线与“蛋圆”只有一个交点，那么这条直线叫做“蛋圆”的切线.如图3-1-2，点A，B，C，D分别是“蛋圆”与坐标轴的交点，已知点D的坐标为（0，-3），AB为半圆的直径，半圆圆心M的坐标为（1，0），半圆半径为2.

[image: 067-07]
图3-1-2



（1）请你求出“蛋圆”抛物线部分的解析式，并写出自变量的取值范围；

（2）你能求出经过点C的“蛋圆”切线的解析式吗？试试看；

（3）求经过点D的“蛋圆”切线的解析式.


解：
 设抛物线的解析式为y=ax2
 +bx+c（a≠0），根据题意可知，A（-1，0），B（3，0），D（0，-3）三点都在抛物线上，

∴[image: 068-01]
 ，解得[image: 068-02]


∴y=x2
 -2x-3，自变量的取值为范围为-1≤x≤3.

（2）设经过点C“蛋圆”的切线CE交x轴于点E，连接CM，

在Rt△MOC中，∵OM=1，CM=2，

∴∠CMO=60°，[image: 068-03]
 .

在Rt△MCE中，∵CM=2，∠CMO=60°，∴ME=4.

∴点C，点E的坐标分别为[image: 068-04]
 ，（-3，0）.

∴切线CE的解析式为[image: 068-05]
 .

（3）设过点D（0，-3），“蛋圆”切线的解析式为y=kx-3（k≠0）.

由题意，方程组[image: 068-06]
 只有一组解，

即kx-3=x2
 -2x-3有两个相等实根，∴k=-2.

∴过点D的“蛋圆”切线的解析式为y=-2x-3.


反思：
 本题第（2）（3）小题是求“蛋圆”切线的解析式，分别运用了两种不同的思路，请同学们注意体会.

二　几何中的“新定义”性问题


例1
 　四边形一条对角线所在直线上的点，如果到这条对角线的两端点的距离不相等，但到另一对角线的两个端点的距离相等，则称这点为这个四边形的准等距点，如图3-2-1，点P为四边形ABCD对角线AC所在直线上的一点，PD=PB，PA≠PC，则点P为四边形ABCD的准等距点.

[image: 068-07]
图3-2-1



（1）如图3-2-2，画出菱形ABCD的一个准等距点.

[image: 068-08]
图3-2-2



（2）如图3-2-3，作出四边形ABCD的一个准等距点.（尺规作图，保留作图痕迹，不要求写作法）

[image: 069-01]
图3-2-3



（3）如图3-2-4，在四边形ABCD中，P是AC上的点，PA≠PC，延长BP交CD于点E，延长DP交BC于点F，且∠CDF=∠CBE，CE=CF.求证：点P是四边形ABCD的准等距点.

[image: 069-02]
图3-2-4



（4）试研究四边形的准等距点个数的情况.（说出相应四边形的特征及准等距点的个数，不必证明）

下面我们先来看看前三问的解答.


解：
 （1）如图3-2-5，点P即为所画点.

[image: 069-03]
图3-2-5



（2）如图3-2-6，点P即为所作点.

[image: 069-04]
图3-2-6



（3）如图3-2-7，连接DB.

[image: 069-05]
图3-2-7



在△DCF与△BCE中，∠DCF=∠BCE，∠CDF=∠CBE，CF=CE.

∴△DCF≌△BCE，

∴CD=CB，∴∠CDB=∠CBD.

∴∠PDB=∠PBD，∴PD=PB，

∵PA≠PC，∴点P是四边形ABCD的准等距点.


分析：
 第（4）小题解答的形式开放多样，要全面探究四边形的准等距点个数的情况，论证几何图形的特征有一定难度.但是，从整道题来看，由于有第（1）小题和第（2）小题作为“路标”，解决第（4）小题可以拾阶而上，学生应善于利用题组的暗示作用.

第（1）小题中菱形的准等距点有无数个，显然，四边形的对角线互相垂直且至少有一条对角线平分另一对角线时，准等距点都有无数个.

第（2）小题在一般的四边形中可以找到两个准等距点，不难发现，准等距点是四边形的一条对角线的中垂线与另一条对角线所在直线的交点，而两直线的位置关系是相交（1个交点）或平行（没有交点），因此推断出一般四边形中准等距点有两个、一个或没有的可能.

作为开放探究性的问题，学生习惯从特殊的四边形（如平行四边形、矩形、菱形、正方形）入手，但在整合结论时，应该回到一般情形中来.本小题的解答从四边形的对角线的角度来叙述，显得整齐完美.


解：
 （4）①当四边形的对角线互相垂直且任何一条对角线不平分另一对角线或者对角线互相平分且不垂直时，准等距点的个数为0个；

②当四边形的对角线不互相垂直，又不互相平分，且有一条对角线的中垂线经过另一对角线的中点时，准等距点的个数为1个；

③当四边形的对角线既不互相垂直又不互相平分，且有一条对角线的中垂线都不经过另一条对角线的中点时，准等距点的个数为2个；

④四边形的对角线互相垂直且至少有一条对角线平分另一对角线时，准等距点有无数个.


例2
 　如图3-2-8，凸四边形ABCD，如果点P满足∠APD=∠APB=α，且∠BPC=∠CPD=β，则称点P为四边形ABCD的一个半等角点.

[image: 070-01]
图3-2-8



（1）在图3-2-10正方形ABCD内画一个半等角点P，且满足α≠β.

[image: 070-02]
图3-2-10



（2）在图3-2-11四边形ABCD中画出一个半等角点P，保留画图痕迹.（不需写出画法）

[image: 070-03]
图3-2-11



（3）若四边形ABCD有两个半等角点P1
 ，P2
 （图3-2-9），证明线段P1
 P2
 上任一点也是它的半等角点.

[image: 070-04]
图3-2-9




分析：
 仔细研读题中所提供的材料，可以看出，四边形的一个半等角点一定在它的一条对角线上，并且它与四边形的另外两个顶点连线所构成的角的两边（两条射线）关于这条对角线对称.解题时只要抓住这个特征，问题也就迎刃而解了.


解：
 （1）所画的点P在AC上且不是AC的中点和AC的端点.

（2）画点B关于AC的对称点B′，延长DB′交AC于点P，点P为所求.

（3）如图3-2-12，连接P1
 A，P1
 D，P1
 B，P1
 C和P2
 D，P2
 B，根据题意，∠AP1
 D=∠AP1
 B，∠DP1
 C=∠BP1
 C，

[image: 070-05]
图3-2-12



∴∠AP1
 B+∠BP1
 C=180°

∴P1
 在AC上，同理，P2
 也在AC上.

在△DP1
 P2
 和△BP1
 P2
 中，∠DP2
 P1
 =∠BP2
 P1
 ，∠DP1
 P2
 =∠BP1
 P2
 ，P1
 P2
 为公共边，

∴△DP1
 P2
 ≌△BP1
 P2
 .

∴DP1
 =BP1
 ，DP2
 =BP2
 ，于是B，D关于AC对称.

设P是P1
 P2
 上任一点，连接PD，PB.由对称性，得∠DPA=∠BPA，∠DPC=∠BPC，所以点P是四边形的半等角点.


反思：
 此题在学生已学角平分线性质、四边形和轴对称等有关知识的基础上，引入一个“新概念”——四边形的“半等角点”，要很好地完成题目中的3个问题，关键要分析研究出“半等角点”的位置特征，而这个研究不需要其他新知识，只是角平分线和轴对称性质的运用.


例3
 　我们把能平分四边形面积的直线称为“好线”，利用下面的作图，可以得到四边形的“好线”：如图3-2-13，在四边形ABCD中，取对角线BD的中点O，连接OA、OC.显然，折线AOC能平分四边形ABCD的面积，再过点O作OE∥AC交CD于点E，则直线AE即为一条“好线”.

[image: 071-01]
图3-2-13



（1）试说明直线AE是“好线”的理由；

（2）如图3-2-14，AE为一条“好线”，F为AD边上的一点，请作出经过点F的“好线”，并对画图作适当说明.（不需要说明理由）

[image: 071-02]
图3-2-14



解：（1）如图3-2-13，由O是BD的中点得△ABO和△AOD的面积相等，△BCO和△DCO的面积也相等，由OE∥AC得△AOE的面积和△CEO的面积相等，得△AMO和△CME的面积相等，所以AE就是“好线”.

（2）作法：如图3-2-15，连接EF，作AM∥EF交CD于点M，连接FM，则FM就是所求的“好线”.

[image: 071-03]
图3-2-15




反思：
 本题以图3-2-13的做法引导学生理解“好线”的做法，让学生探求隐含的理论依据是等底等高的两个三角形的面积相等，然后去探索图3-2-14的做法.


例4
 　我们知道，有两条边相等的三角形叫做等腰三角形.类似地，我们定义，至少有一组对边相等的四边形叫做等对边四边形.

（1）请写出一个你学过的特殊四边形中是等对边四边形的图形的名称；

（2）如图3-2-16，在△ABC中，点D，E分别在AB，AC上，设CD，BE相交于点O，若∠A=60°，[image: 071-04]
 .请你写出图中一个与∠A相等的角，并猜想图中哪个四边形是等对边四边形；

[image: 071-05]
图3-2-16



（3）在△ABC中，如果∠A是不等于60°的锐角，点D，E分别在AB，AC上，且[image: 072-01]
 .探究：满足上述条件的图形中是否存在等对边四边形，并证明你的结论.


解：
 （1）如平行四边形、等腰梯形等.

（2）与∠A相等的角是∠BOD（或∠COE）.四边形DBCE是等对边四边形.

（3）此时存在等对边四边形，是四边形DBCE.


证明：
 如图3-2-17，作CG⊥BE于G点，作BF⊥CD交CD延长线于F点.

[image: 072-02]
图3-2-17



∵[image: 072-03]
 ，BC为公共边，

∴△BCF≌△CBG，∴BF=CG.

∵∠BDF=∠ABE+∠EBC+∠DCB，∠BEC=∠ABE+∠A，

∴∠BDF=∠BEC，可证△BDF≌△CEG.

∴BD=CE，∴四边形DBCE是等对边四边形.


反思：
 此题首先在等腰三角形的概念的基础上，给出了“等对边四边形”的定义，学生是否能够通过阅读理解新定义是解决问题的关键.第3小题通过添加辅助线，构造全等三角形，来证明相等线段.


例5
 　如图3-2-18，点C将线段AB分成两部分，如果[image: 072-04]
 ，那么称点C为线段AB的黄金分割点.

[image: 072-05]
图3-2-18



某研究小组在进行课题学习时，由黄金分割点联想到“黄金分割线”，类似地给出“黄金分割线”的定义：直线l将一个面积为S的图形分成两部分，这两部分的面积分别为S1
 ，S2
 ，如果[image: 072-06]
 ，那么称直线l为该图形的黄金分割线.

（1）研究小组猜想：在△ABC中，若点D为AB边上的黄金分割点（图3-2-19），则直线CD是△ABC的黄金分割线.你认为对吗？为什么？

[image: 072-07]
图3-2-19



（2）请你说明：三角形的中线是否也是该三角形的黄金分割线？

（3）研究小组在进一步探究中发现：过点C任作一条直线交AB于点E，再过点D作直线DF∥CE，交AC于点F，连接EF（图3-2-20），则直线EF是△ABC的黄金分割线.请你说明理由.

[image: 073-01]
图3-2-20



（4）如图3-2-21，点E是平行四边形ABCD的边AB的黄金分割点，过点E作EF∥AD交DC于点F，显然直线EF是平行四边形ABCD的黄金分割线.请你画一条平行四边形ABCD的黄金分割线，使它不经过平行四边形ABCD各边黄金分割点.

[image: 073-02]
图3-2-21




解：
 （1）直线CD是△ABC的黄金分割线.理由如下：设△ABC的边AB上的高为h.

[image: 073-03]


又∵点D为边AB的黄金分割点，

[image: 073-04]


所以，直线CD是△ABC的黄金分割线.

（2）因为三角形的中线将三角形分成面积相等的两部分，此时，[image: 073-05]
 ，即[image: 073-06]
 ，

所以三角形的中线不可能是该三角形的黄金分割线.

（3）∵DF∥CE，∴S△DEC
 =S△FCE
 .

设直线EF与CD交于点G，∴S△DGE
 =S△FGC
 .

∴S△ADC
 =S四边形AFGD
 +S△FGC
 =S四边形AFGD
 +S△DGE
 =S△AEF
 ，S△BDC
 =S四边形BEFC
 .

[image: 073-07]


因此，直线EF也是△ABC的黄金分割线.

（4）画法不唯一，现提供两种画法：

画法1：如图3-2-22，取EF的中点G，再过点G作一条直线分别交AB、DC于点M、点N，则直线MN就是平行四边形ABCD的黄金分割线.

[image: 073-08]
图3-2-22



画法2：如图3-2-23，在DF上取一点N，连接EN，再过点F作FM∥NE交AB于点M，连接MN，则直线MN就是平行四边形ABCD的黄金分割线.

[image: 073-09]
图3-2-23




反思：
 本题以新定义“黄金分割线”为出发点，渗透了研究问题的一般方法：从猜想、合理推理到逻辑推理验证，同时从简单或特殊的情形入手，并将从简单或特殊的情形获得的结论或研究方法迁移到较复杂的情形.此题中，先要求学生研究三角形的黄金分割线，然后用类比的方法研究平行四边形的黄金分割线.

真题演练　即时巩固


答案链接


1. （铁岭）定义新运算：[image: 074-01]
 ，则函数y=3[image: 074-02]
 x的图像大致是（　）.

[image: 074-03]


2. （南京）若［x］表示不超过x的最大整数（如［π］=3，[image: 074-04]
 等），则

[image: 074-05]



友情提示

由于它们都是正数，所以只要找出它们的整数部分即可，先考查更一般的式子[image: 074-06]
 .



3. （南通）如图，在平面内，两条直线l1
 ，l2
 相交于点O，对于平面内任一点M，若p，q分别是点M到直线l1
 ，l2
 的距离，则称（p，q）为点M的“距离坐标”.根据上述规定，“距离坐标”是（2，1）的点共有_____个.

[image: 074-07]
（第3题）




友情提示

一个点的“距离坐标”（2，1）表示这个点到直线l1
 ，l2
 的距离分别为2，1.



4. （镇江）对非负实数x“四舍五入”到个位的值记为〈x〉，

即当n为非负整数时，如果[image: 075-01]
 ，则〈x〉=n.

如：〈0〉=〈0.48〉=0，〈0.64〉=〈1.493〉=1，〈2〉=2，〈3.5〉=〈4.12〉=4，…

试解决下列问题：

（1）填空：①〈π〉=_____（π为圆周率）；

②如果〈2x-1〉=3，则实数x的取值范围为_____；

（2）①当x≥0，m为非负整数时，求证：〈x+m〉=m+〈x〉；

②举例说明〈x+y〉=〈x〉+〈y〉不恒成立.

5. （宁波）邻边不相等的平行四边形纸片，剪去一个菱形，余下一个四边形，称为第一次操作；在余下的四边形纸片中再剪去一个菱形，又余下一个四边形，称为第二次操作；依此类推，若第n次操作余下的四边形是菱形，则称原平行四边形为n阶准菱形.如图（1），[image: 075-02]
 ABCD中，若AB=1，BC=2，则[image: 075-02]
 ABCD为1阶准菱形.

[image: 075-03]
（第5题）



（1）判断与推理：

①邻边长分别为2和3的平行四边形是_____阶准菱形；

②小明为了剪去一个菱形，进行了如下操作：如图（2），把[image: 075-02]
 ABCD沿BE折叠（点E在AD上），使点A落在BC边上的点F，得到四边形ABFE.请证明四边形ABFE是菱形.

（2）操作、探究与计算：

①已知[image: 075-02]
 ABCD的邻边长分别为1，a（a>1），且是3阶准菱形，请画出[image: 075-02]
 ABCD及裁剪线的示意图，并在图形下方写出a的值；

②已知[image: 075-02]
 ABCD的邻边长分别为a，b（a>b），满足a=6b+r，b=5r，请写出[image: 075-02]
 ABCD是几阶准菱形.

6. （连云港）如果一条直线把一个平面图形的面积分成相等的两部分，我们把这条直线称为这个平面图形的一条面积等分线.如，平行四边形的一条对角线所在的直线就是平行四边形的一条面积等分线.

（1）三角形的中线、高线、角平分线分别所在的直线一定是三角形的面积等分线的有_____；

（2）如图（1），梯形ABCD中，AB∥DC，如果延长DC到E，使CE＝AB，连接AE，那么有S梯形ABCD
 ＝S△AED
 .请你给出这个结论成立的理由，并过点A作出梯形ABCD的面积等分线（不写作法，保留作图痕迹）；

（3）如图（2），四边形ABCD中，AB与CD不平行，S△ADC
 ＞S△ABC
 ，过点A能否作出四边形ABCD的面积等分线？若能，请画出面积等分线，并给出证明；若不能，说明理由.

[image: 076-01]
（第6题）



7. 如图（1），在矩形ABCD中，将矩形折叠，使点B落在AD（含端点）上，落点记为E，这时折痕与边BC或边CD（含端点）交于点F.然后再展开铺平，则以B、E、F为顶点的△BEF称为矩形ABCD的“折痕三角形”.

（1）由“折痕三角形”的定义可知，矩形ABCD的任意一个“折痕△BEF”一定是一个_____三角形.

（2）如图（2），在矩形ABCD中，AB=2，BC=4.当它的“折痕△BEF”的顶点E位于边AD的中点时，画出这个“折痕△BEF”，并求出点F的坐标.

（3）如图（3），在矩形ABCD中，AB=2，BC=4.该矩形是否存在面积最大的“折痕△BEF”？若存在，说明理由，并求出此时点E的坐标；若不存在，为什么？

[image: 076-02]
（第7题）



8. （无锡）对于平面直角坐标系中的任意两点P1
 （x1
 ，y1
 ）、P2
 （x2
 ，y2
 ），我们把｜x1
 -x2
 ｜+y1
 -y2
 ｜叫做P1
 、P2
 两点间的直角距离，记作d（P1
 ，P2
 ）.

（1）已知O为坐标原点，动点P（x，y）满足d（O，P）=1，请写出x与y之间满足的关系式，并在所给的直角坐标系中画出所有符合条件的点P所组成的图形；

（2）设P0
 （x0
 ，y0
 ）是一定点，Q（x，y）是直线y=ax+b上的动点，我们把d（P0
 ，Q）的最小值叫做P0
 到直线y=ax+b的直角距离.试求点M（2，1）到直线y=x+2的直角距离.

9. （镇江）对于二次函数y=x2
 -3x+2和一次函数y=-2x+4，把y=t（x2
 -3x+2）+（1-t）（-2x+4）称为这两个函数的“再生二次函数”，其中t是不为零的实数，其图像记作抛物线E.现有点A（2，0）和抛物线E上的点B（-1，n），请完成下列任务：

【尝试】

（1）当t=2时，抛物线y=t（x2
 -3x+2）+（1-t）（-2x+4）的顶点坐标为_____.

（2）判断点A是否在抛物线E上；

（3）求n的值.

【发现】通过（2）和（3）的演算可知，对于t取任何不为零的实数，抛物线E总过定点，坐标为_____.

【应用1】二次函数y=-3x2
 +5x+2是二次函数y=x2
 -3x+2和一次函数y=-2x+4的一个“再生二次函数”吗？如果是，求出t的值；如果不是，说明理由；

【应用2】以AB为边作矩形ABCD，使得其中一个顶点落在y轴上，或抛物线E经过A、B、C、D其中的一点，求出所有符合条件的t的值.



第四单元　阅读理解题

命题趋势　考点诠释

阅读理解题是近几年中考命题中出现的新题型，它的命题形式通常是：先提供一段阅读材料，再说明考查内容.这类题侧重考查考生的阅读理解能力、自学新知能力、类比探索发现能力和综合运用所学知识解决实际问题的能力，考查考生的潜质，数学阅读理解题一般都有较长的篇幅，解题时先要读通读懂题意，在理解的基础上分析考查内容与阅读材料的相关点，进而采用模仿、类比或转化的方法解决问题.

经典例题　值得一学

一　阅读解答或推理过程，类比归纳探究规律，解决类似问题


例1
 　阅读并完成下列问题：

方程[image: 078-01]
 的解是[image: 078-02]
 ；方程[image: 078-03]
 的解是[image: 078-04]
 .

（1）观察上述方程及解，可猜想关于x的方程[image: 078-05]
 的解是_____；用求出方程的解的方法证明这个猜想.

（2）把关于x的方程[image: 078-06]
 变为方程①的形式是_____，方程的解是_____.


解：
 （1）x1
 =c，[image: 079-01]
 .

验证：去分母，得cx2
 +（-c2
 -1）x+c=0，（cx-1）（x-c）=0.∴[image: 079-02]
 ，x2
 =c.

（2）按方程①的形式变形为[image: 079-03]
 .

令x-1=a-1或[image: 079-04]
 ，便可得方程的解为x1
 =a，[image: 079-05]
 .


反思：
 从所给的两个方程出发，可归纳猜想方程①的解，再利用去分母法解分式方程可证明这个猜想.第（2）小题中，在方程两边同时减1，可把方程化为形如[image: 079-06]
 （A为含有未知数的代数式，c为已知数）的方程，再利用方程①的结果求解.


例2
 　在数学学习中，及时对知识进行归纳和整理是改善学习的重要方法.善于学习的小明在学习了一次方程（组）、一元一次不等式和一次函数后，把相关知识归纳整理如下：

[image: 079-07]


（1）请你根据上面方框中的内容在下面数字序号后写出相应的结论：

①_____；②_____；③_____；④_____；

（2）如果点C的坐标为（1，3），那么不等式kx+b≥k1
 x+b1
 的解集是_____.


解：
 （1）①kx+b=0；②[image: 079-08]
 ；③kx+b＞0；④kx+b＜0.（2）x≤1.


反思：
 本题通过文字材料，给出了一种新的情境，点明了三个“一次”之间的关系，要求学生通过理解，把它和所求的结论进行类比，找出共同点，实现问题的转化.


例3
 　阅读材料：如图4-1-1，△ABC的周长为l，图4-1-1内切圆O的半径为r，连接OA、OB、OC，△ABC被划分为三个小三角形，用S△ABC
 表示△ABC的面积.

[image: 079-09]
图4-1-1



∵S△ABC
 =S△OAB
 +S△OBC
 +S△OCA
 ，

[image: 079-10]


∴[image: 079-11]
 .（可作为三角形内切圆半径公式）

（1）理解与应用：利用公式计算边长分别为5，12，13的三角形内切圆半径；

（2）类比与推理：若四边形ABCD存在内切圆（与各边都相切的圆，如图4-1-2）且面积为S，各边长分别为a、b、c、d，试推导四边形的内切圆半径公式；

[image: 079-12]
图4-1-2



（3）拓展与延伸：若一个n边形（n为不小于3的整数）存在内切圆，且面积为S，各边长分别为a1
 ，a2
 ，a3
 ，…，an
 ，合理猜想其内切圆半径公式.（不需说明理由）


解：
 （1）∵52
 +122
 =132
 ，

∴三角形为直角三角形，两直角边分别为5和12.

由三角形的内切圆半径公式可得，

[image: 080-01]
 ，∴r=2.

（2）如图4-1-3，四边形的内切圆O的半径为r，连接OA、OB、OC、OD.

[image: 080-02]
图4-1-3



由面积法得，

[image: 080-03]


（3）由三角形、四边形的内切圆半径公式的推导方法可猜想，n边形的内切圆半径公式为

[image: 080-04]



反思：
 此题让学生通过阅读范例，理解、掌握用面积法推导三角形的内切圆半径公式，然后运用类比的方法探究四边形的内切圆半径公式，进而猜想n边形的内切圆半径公式.


例4
 　（1）操作发现如图4-1-4，矩形ABCD中，E是AD的中心，将△ABE沿BE折叠后得到△GBE，且点G在矩形ABCD内部，小明将BG延长交DC于点F，认为GF=DF，你同意吗？说明理由.

[image: 080-05]
图4-1-4



（2）问题解决：保持（1）中的条件不变，若DC=2DF，求[image: 080-06]
 的值；

（3）类比探求：保持（1）中的条件不变，若DC=n·DF，求[image: 080-06]
 的值.


分析：
 在（1）中，解决问题的关键是抓准“折叠”；在（2）中，首先利用（1）的结论GF=DF，由已知DC=2DF，为了研究数量关系方便，可设DF=FC=GF=x，只要将AD、AB分别用含x的代数式表示出来，即可求[image: 080-06]
 ；在（3）的研究中，类比（2）的方法进行即可.


解：
 （1）同意，连接EF（图4-1-5），

[image: 080-07]
图4-1-5



∠EGF=∠D=90°，EG=AE=ED，EF=EF.

∴Rt△EGF≌Rt△EDF，∴GF=DF.

（2）由（1）知，GF=DF.设DF=x，

∵DC=2DF，DC=AB=BG=2x，∴BF=BG+GF=3x.

在Rt△BCF中，[image: 081-01]
 .

（3）由（1）知，GF=DF，设DF=x，∵DC=n·DF，

∴DC=AB=BG=nx.∴CF=（n-1）x，BF=BG+GF=（n+1）x.

在Rt△BCF中，[image: 081-02]
 ，

[image: 081-03]



反思：
 比例体现的过程与方法是特例猜想的一般推广.通过特例解决的过程提炼思维，用类比发散研究具有普遍性的结论.

二　阅读解答或证明过程，找出错因并改正


例1
 　先阅读下列题目及给出的证明，再根据要求回答问题.

图4-2-1如图4-2-1，已知在平行四边形ABCD中，∠A的平分线与BC边相交于点E，∠B的平分线与AD相交于点F，AE与BF相交于点O.

[image: 081-04]
图4-2-1




求证：
 四边形ABEF是菱形.


证明：
 ①∵四边形ABCD是平行四边形，②∴AD∥BC，

③∴∠ABE+∠BAF=180°.

④∵AE、BF分别是∠BAF和∠ABE的平分线，

[image: 081-05]


⑦∴∠AOB=90°，⑧∴AE⊥BF，⑨∴四边形ABEF是菱形.

请问：（1）上述证明是否正确？答：_____.

（2）如有错误，指出从第_____步到第_____步推理错误，应在第_____步后面添加如下证明过程：_____.


解：
 上述证明过程有误.从第⑧步到第⑨步推理错误，应在第⑧步后添加：

又∵∠1=∠2，AO=AO，

∴△AOB≌△AOF，∴AB=AF.


例2
 　文文和彬彬在证明“有两个角相等的三角形是等腰三角形”这一命题时，画出图形，写出“已知”，“求证”（图4-2-2），他们对各自所作的辅助线描述如下：

[image: 081-06]
图4-2-2



文文：“过点A作BC的中垂线AD，垂足为D”；

彬彬：“作△ABC的角平分线AD”.

数学老师看了两位同学的辅助线做法后，说：“彬彬的做法是正确的，而文文的做法需要订正.”

（1）请你简要说明文文的辅助线做法错在哪里；

（2）根据彬彬的辅助线做法，完成证明过程.


解：
 （1）所要作的辅助线既要满足AD是中线，又要满足AD是高线，这是无法完成的.

（2）证明：作△ABC的角平分线AD，则∠BAD=∠CAD，

又∵∠B=∠C，AD=AD，∴△ABD≌△ACD，∴AB=AC.


反思：
 这两道例题将学生常常发生的错误置于中考情境中考查，要求学生对于几何图形的性质和判定要有比较清晰的认识.

三　阅读未学知识材料，解决有关问题


例1
 　阅读下列材料，并解决后面的问题.

在锐角△ABC中，∠A、∠B、∠C的对边分别是a、b、c.过A作AD⊥BC于D（图4-3-1）.

[image: 082-01]
图4-3-1



则[image: 082-02]
 ，即AD=c·sinB，AD=b·sinC，

于是c·sinB=b·sinC，即[image: 082-03]
 .

同理有[image: 082-04]
 .所以[image: 082-05]
 .（*）

即在一个三角形中，各边和它所对角的正弦的比相等.

（1）在锐角三角形中，若已知三个元素a、b、∠A，运用上述结论（*）和有关定理就可以求出其余三个未知元素c、∠B、∠C，请你按照下列步骤填空，完成求解过程：

第一步：由条件[image: 082-06]
 ；

第二步：由条件[image: 082-07]
 ；

第三步：由条件[image: 082-08]
 .

（2）如图4-3-2，已知∠A=60°，∠C=75°，a=6，运用上述结论（*）试求b.

[image: 082-09]
图4-3-2




解：
 （1）第一步：[image: 082-10]
 ；

第二步：∠A+∠B+∠C=180°；

第三步：a、∠A、∠C或b、∠B、∠C，[image: 082-11]
 .

（2）由三角形内角和定理，可知∠B=180°-60°-75°=45°.

所以，由[image: 082-12]
 ，解得b=26.


反思：
 此题的阅读内容是学生未曾接触过的高中数学内容——正弦定理.它描述了任意三角形的边角关系.定理的证明，运用了锐角三角函数的定义.


例2
 　阅读理解：对于任意正实数a、b，∵[image: 082-13]
 ，∴[image: 082-14]
 ，

∴[image: 082-15]
 ，只有当a=b时，等号成立.

结论：在[image: 082-16]
 （a、b均为正实数）中，若ab为定值p，则[image: 082-17]
 ，只有当a=b时，a+b有最小值[image: 082-18]
 .

根据上述内容，回答下列问题：

若m＞0，只有当m=_____时，[image: 083-01]
 有最小值_____.

思考验证：如图4-3-3，AB为半圆O的直径，C为半圆上任意一点（与点A、B不重合），过点C作CD⊥AB，垂足为D，AD=a，DB=b.

[image: 082-19]
图4-3-3



试根据图形验证[image: 083-02]
 ，并指出等号成立时的条件.

探索应用：如图4-3-4，已知A（-3，0），B（0，-4），P为双曲线[image: 083-03]
 上的任意一点，过点P作PC⊥x轴，垂足为C，PD⊥y轴，垂足为D.求四边形ABCD面积的最小值，并说明此时四边形ABCD的形状.

[image: 083-04]
图4-3-4




分析：
 此题首先要求学生用圆的相关知识去思考验证[image: 083-05]
 中等号成立的条件，只需把[image: 083-06]
 与[image: 083-07]
 所对应的线段找到即可.而求四边形ABCD面积的最小值的关键是利用点P在双曲线[image: 083-08]
 上，设点P的坐标为[image: 083-09]
 ，进一步，利用x表示出四边形ABCD的面积，最后利用阅读材料提供的新知识，求出四边形ABCD面积的最小值.


解：
 阅读理解：m=1，最小值为2.

思考验证：∵AB是半圆O的直径，∴AC⊥BC，

又∵CD⊥AB，∴∠CAD=∠BCD=90°-∠ABC，

∴Rt△CAD∽Rt△BCD，CD2
 =AD·DB，

[image: 083-10]


若点D与O不重合，连接OC，在Rt△OCD中，

∵OC＞CD，∴[image: 083-11]
 .

若点D与O重合时，OC=CD，∴[image: 083-11]
 .

综上所述，[image: 083-12]
 ，则[image: 083-13]
 ，当CD等于半径时，等号成立.

探索应用：设[image: 083-14]
 ，则C（x，0），[image: 083-15]
 ，

∴CA=x+3，[image: 083-16]
 .

[image: 083-17]


化简得[image: 083-18]
 .

[image: 083-19]
 ，只有当[image: 083-20]
 ，即x=3时，等号成立.

∴S≥2×6+12=24，∴S四边形ABCD
 有最小值24.

此时，P（3，4），C（3，0），D（0，4），AB=BC=CD=DA=5，

∴四边形ABCD是菱形.


反思：
 一个数学问题文字越多，它透露出的解题信息就越多，出题者就是怕你不明白，看不懂，才把问题说得那么详细.大家切记：数学问题文字越长，题目相对来说就越容易.

真题演练　即时巩固


答案链接


1. （北京朝阳）阅读下列材料，然后解答后面的问题.

利用完全平方公式（a±b）2
 =a2
 ±2ab+b2
 ，通过配方可对a2
 +b2
 进行适当的变形，

如a2
 +b2
 =（a+b）2
 -2ab或a2
 +b2
 =（a-b）2
 +2ab.从而使某些问题得到解决.

例：已知a+b=5，ab=3，求a2
 +b2
 的值.

解：a2
 +b2
 =（a+b）2
 -2ab=52
 -2×3=19.

问题：（1）已知[image: 085-01]
 ，则[image: 082-02]
 =_____；

（2）已知a-b=2，ab=3，求a4
 +b4
 的值.

2. （北京西城）阅读下列材料.

问题：如图（1），在正方形ABCD内有一点P，[image: 085-03]
 ，PC=1，求∠BPC的度数.

小明同学的想法是：已知条件比较分散，可以通过旋转变换将分散的已知条件集中在一起，于是他将△BPC绕点B逆时针旋转90°，得到了△BP′A，如图（2），然后连接PP′.

请你参考小明同学的思路，解决下列问题：

（1）图（2）中∠BPC的度数为_____；

（2）如图（3），若在正六边形ABCDEF内有一点P，且[image: 085-04]
 ，PB=4，PC=2，则∠BPC的度数为_____，正六边形ABCDEF的边长为_____.

[image: 085-05]
（第2题）



3. （北京海淀）阅读下面材料：

小明遇到这样一个问题：如图（1），△ABO和△CDO均为等腰直角三角形，∠AOB=∠COD=90°.若△BOC的面积为1，试求以AD、BC、OC+OD的长度为三边长的三角形的面积.

[image: 085-06]
（第3题）



小明是这样思考的：要解决这个问题，首先应想办法移动这些分散的线段，构造一个三角形，再计算其面积即可.他利用图形变换解决了这个问题，其解题思路是延长CO到E，使得OE=CO，连接BE，可证△OBE≌△OAD，从而得到的△BCE即是以AD、BC、OC+OD的长度为三边长的三角形（如图2）.

请你回答：图（2）中△BCE的面积等于_____.

请你尝试用平移、旋转、翻折的方法，解决下列问题：

如图（3），已知△ABC，分别以AB、AC、BC为边向外作正方形ABDE、AGFC、BCHI，连接EG、FH、ID.

[image: 086-01]
（第3题）



（1）在图（3）中利用图形变换画出并指明以EG、FH、ID的长度为三边长的一个三角形（保留画图痕迹）；

（2）若△ABC的面积为1，则以EG、FH、ID的长度为三边长的三角形的面积等于_____.

4.（青海）如图（1），四边形ABCD是正方形，点E是边BC的中点，∠AEF=90°，且EF交正方形外角平分线CF于点F.请你认真阅读下面关于这个图的探究片段，完成所提出的问题.

[image: 086-02]
（第4题）



（1）探究1：小强看到图（1）后，很快发现AE=EF.这需要证明AE和EF所在的两个三角形全等，但△ABE和△ECF显然不全等（一个直角三角形，一个钝角三角形）.考虑到点E是边BC的中点，因此可以选取AB的中点M，连接EM后尝试着去证明△AEM≌△EFC就行了.随即小强写出了如下的证明过程：

证明：如图（2），取AB的中点M，连接EM.

∵∠AEF=90°，

∴∠FEC+∠AEB=90°，

又∵∠EAM+∠AEB=90°，

∴∠EAM=∠FEC.

∵点E、M分别为正方形的边BC和AB的中点，

∴AM=EC.

又可知△BME是等腰直角三角形，

∴∠AME=135°，

又∵CF是正方形外角的平分线，

∴∠ECF=135°，

∴△AEM≌△EFC（ASA），

∴AE=EF.

（2）探究2：小强继续探索，如图（3），若把条件“点E是边BC的中点”改为“点E是边BC上的任意一点”，其余条件不变，发现AE=EF仍然成立.请你证明这一结论.

（3）探究3：小强进一步还想试试，如图（4），若把条件“点E是边BC的中点”改为“点E是边BC延长线上的一点”，其余条件仍不变，那么结论AE=EF是否成立呢？若成立请你完成证明过程给小强看.若不成立请你说明理由.

[image: 087-01]
（第4题）




友情提示

认真阅读“案例”中的证明示范很有“意义”，这样可以得到启示，在AB边上取一点M，构造三角形全等.



5. （永州）探究问题：

（1）方法感悟：

如图（1），在正方形ABCD中，点E，F分别为DC，BC边上的点，且满足∠EAF=45°，连接EF，求证DE+BF=EF.

[image: 087-02]
（第5题）



感悟解题方法，并完成下列填空.

将△ADE绕点A顺时针旋转90°得到△ABG，此时AB与AD重合，由旋转可得：

AB=AD，BG=DE，∠1=∠2，∠ABG=∠D=90°，

∴∠ABG+∠ABF=90°+90°=180°，

因此，点G，B，F在同一条直线上.

∵∠EAF=45°∴∠2+∠3=∠BAD-∠EAF=90°-45°=45°.

∵∠1=∠2，∴∠1+∠3=45°.

即∠GAF=∠_____.

又AG=AE，AF=AF

∴△GAF≌_____.

∴_____=EF，故DE+BF=EF.

（2）方法迁移：

如图（2），将Rt△ABC沿斜边翻折得到△ADC，点E，F分别为DC，BC边上的点，且[image: 087-03]
 .试猜想DE，BF，EF之间有何数量关系，并证明你的猜想.

（3）问题拓展：

如图（3），在四边形ABCD中，AB=AD，E，F分别为DC，BC边上的点，满足[image: 087-05]
 ，试猜想当∠B与∠D满足什么关系时，可使得DE+BF=EF.请直接写出你的猜想（不必说明理由）.

[image: 088-01]
（第5题）




友情提示

解决这类问题的关键是要认真仔细地阅读给出的材料，弄清材料中隐含的数学知识、结论，或揭示的数学规律，或暗示的解题方法，然后展开联想，将获得的新信息、新知识、新方法进行迁移，建模应用，解决题目中提出的问题.



6. （北京朝阳）阅读下面材料.

问题：如图（1），在△ABC中，D是BC边上的一点，若∠BAD=∠C=2∠DAC=45°，DC=2.求BD的长.

小明同学的解题思路是：利用轴对称，把△ADC进行翻折，再经过推理、计算使问题得到解决.

（1）请你回答：图中BD的长为_____；

（2）参考小明的思路，探究并解答问题：如图（2），在△ABC中，D是BC边上的一点，若∠BAD=∠C=2∠DAC=30°，DC=2，求BD和AB的长.

[image: 088-02]
（第6题）



7. （北京）请阅读下列材料.

问题：如图（1），在菱形ABCD和菱形BEFG中，点A，B，E在同一条直线上，P是线段DF的中点，连接PG，PC.若∠ABC=∠BEF=60°，探究PG与PC的位置关系及[image: 088-03]
 的值.

小聪同学的思路是：延长GP交DC于点H，构造全等三角形，经过推理使问题得到解决.

[image: 088-04]
（第7题）



请你参考小聪同学的思路，探究并解决下列问题：

（1）写出上面问题中线段PG与PC的位置关系及[image: 089-01]
 的值；

（2）将图（1）中的菱形BEFG绕点B顺时针旋转，使菱形BEFG的对角线BF恰好与菱形ABCD的边AB在同一条直线上，原问题中的其他条件不变［如图（2）］.你在（1）中得到的两个结论是否发生变化？写出你的猜想并加以证明.

（3）若图（1）中∠ABC=∠BEF=2α（0°<α<90°），将菱形BEFG绕点B顺时针旋转任意角度，原问题中的其他条件不变，请你直接写出[image: 089-01]
 的值（用含α的式子表示）.


友情提示

解决这道题的关键是先对材料中给出的解题思路进行分析追踪，为什么这样添加辅助线，三角形全等的条件有哪些，证明三角形全等的目的是什么，结合图形观察思考研究线段比值关系用的方法，这样，把材料中的解题思路提炼出来后，才能真正有效解决后面的问题.





第五单元　图形操作题

命题趋势　考点诠释

第五单元图形操作题纵观近年来全国各地的中考试卷，图形操作型的问题渐多，主要是图形的分割与剪拼.

分割与剪拼的形式与依据主要有：

1. 原图形基础上进行分割，而分割的要求又分为：

（1）借助于“边、角”计算的分割；

（2）依“面积等分”为要求的分割.

2. 将原图形等面积地变化成新图形的“剪与拼”.

经典例题　值得一学

一　图形的分割


例1
 　（1）如图5-1-1，已知△ABC中，∠A=90°，∠B=67.5°，请画一条直线，把这个三角形分割成两个等腰三角形.

[image: 091-01]
图5-1-1



（2）已知△ABC中，∠C是其最小的内角，过顶点B的一条直线把这个三角形分割成了两个等腰三角形，请探求∠ABC与∠C之间的关系.


分析：
 对于（1）只需“构造等角”；对于（2），可以“等边”推导角之间的关系.


解：
 （1）如图5-1-2，图5-1-3，有两种不同的分割法.



	[image: 091-02]

	[image: 091-03]




	图5-1-2
	图5-1-3




（2）设∠ABC=y，∠C=x，过顶点B的直线交边AC于D.在等腰△DBC中，

①若∠C是顶角，如图5-1-4，则∠ADB＞90°，

[image: 091-04]
图5-1-4



[image: 091-05]


此时只能有∠A=∠ABD，即[image: 091-06]
 ，

∴3x+4y=540°，即∠ABC与∠C的关系是[image: 091-07]
 .

②若∠C是底角，则有两种情况.

第一种情况：如图5-1-5，当DB=DC时，则∠BDC=x，

[image: 091-08]
图5-1-5



△ABD中，∠ADB=2x，∠ABD=y-x.

（Ⅰ）由AB=AD，得2x=y-x，此时有y=3x，即有关系∠ABC=3∠C.

（Ⅱ）由AB=BD，得180°-x-y=2x，此时3x+y=180°，即∠ABC=180°-3∠C.

（Ⅲ）由AD=BD，得180°-x-y=y-x，此时y=90°，即∠ABC=90°，∠C为小于45°的任意锐角.

第二种情况：如图5-1-6，当BD=BC时，∠BDC=x，∠ADB=180°-x＞90°，此时只能有AD=BD，

[image: 091-09]
图5-1-6



从而[image: 091-10]
 ，这与题设∠C是最小角矛盾.

∴当∠C是底角时，BD=BC不成立.


反思：
 本题是通过特定的分割推导角之间的特殊关系.


例2
 　如图5-1-7，在△ABC和△DEF中，∠A=∠D=90°，AB=DE=3，AC=2DF=4.

[image: 091-11]
图5-1-7



（1）判断这两个三角形是否相似？并说明为什么？

（2）能否分别过A，D在这两个三角形中各作一条辅助线，使△ABC分割成的两个三角形与△DEF分割成的两个三角形分别对应相似？证明你的结论.


分析：
 对于（1），只需算出[image: 092-01]
 即可.

对于（2），可沿着“若有两个角对应相等，则两三角形相似”去作适当的辅助线.


解：
 （1）不相似.∵在Rt△BAC中，∠A=90°，AB=3，AC=4；

在Rt△EDF中，∠D=90°，DE=3，DF=2，

[image: 092-02]


∴Rt△BAC与Rt△EDF不相似.

（2）能分割成两个分别相似的三角形，作如图5-1-8所示的辅助线进行分割.

[image: 092-03]
图5-1-8



具体做法：作∠BAM=∠E，交BC于M，作∠NDE=∠B，交EF于N.

由做法和已知条件可知△BAM≌△DEN.

∵∠BAM=∠E，∠NDE=∠B，∠AMC=∠BAM+∠B，∠FND=∠E+∠NDE，

∴∠AMC=∠FND.

∵∠FDN=90°-∠NDE，∠C=90°-∠B，

∴∠FDN=∠C.

∴△AMC∽△FND.


反思：
 本题是从构造等角出发构造相似三角形，这一方法被普遍采用.


例3
 　今有一块土地，要在其上修筑两条笔直的道路，使道路将这块土地分成形状相同且面积相等的四部分，若道路的宽度可以忽略不计，请你设计三种不同的筑路方案.若修筑三条道路你能再设计出三种方案吗？


解：
 若用两条直线分割，由于正方形既是一个轴对称图形又是中心对称图形，从轴对称的角度考虑，可以连接两条对角线［图5-1-9（1）］，或者连接对边中心［图5-1-9（2）］；若从中心对称的角度考虑，我们还可以过对称中心（对角线的交点）作两条互相垂直的直线［图5-1-9（3）］.

[image: 092-04]
图5-1-9



若用三条直线分割，答案就丰富多彩了，但无论怎么变，由于分割形成的形状相同，面积相同，因此一般都是从对称的角度来考虑，如图5-1-9（4）（5）（6）所示.


反思：
 本题是运用对称的性质分割.


例4
 　现有一张长和宽之比为2∶1的长方形纸片，将它折两次（第一次折后也可打开铺平再折第二次），使得折痕将纸片分为面积相等且不重叠的四个部分（称为一个操作），如图5-1-10（1）（虚线表示折痕）.除图5-1-10（1）外，请你再给出三个不同的操作.规定：一个操作得到的四个图形，和另一个操作得到的四个图形，如果能够“配对”得到四组全等的图形，那么就认为是相同的操作.如图5-1-10（2）和图5-1-10（1）是相同的操作.

[image: 093-01]
图5-1-10



解：答案列举如下.

[image: 094-01]
图5-1-11




反思：
 由本题的解法可以看出，要得到面积相等图形，一可以构造“全等图形”，二可以由面积公式出发.


例5
 　如图5-1-12所示的L形铁皮，工人师傅想用一条直线将其分成面积相等的两部分.请你帮助工人师傅设计三种不同的分割方案.（画出示意图）

[image: 094-02]
图5-1-12




分析：
 思路1：L形铁皮可以看成由三个正方形相割而成，又可以看成由一个矩形和一个正方形拼合而成，应充分利用正方形的轴对称性和矩形与正方形的中心对称性，因为“轴对称”和“中心对称”的两个图形面积都是相等的.

思路2：通过计算得知整个图形的面积为12，只需截出一个面积为6的图形就可以把图形面积一分为二.如果截出的是矩形，如图5-1-13（4），只需AM=1.5，过点M作MN⊥BC于N，则MN就是所求的分割线.如果截出的是三角形，如图5-1-13（5），则只需BM=3即可，做法同上.

解：分割方案如图5-1-13（1）（2）（3）（4）（5）所示.

[image: 094-03]
图5-1-13




反思：
 本题恰当地运用了基本图形的轴对称性质和中心对称性质，若题目呈现出数量关系，也可以通过面积计算完成.


例6
 　某市要在一块平行四边形ABCD的空地上建造一个四边形花园，要求花园所占面积是[image: 075-02]
 ABCD面积的一半，并以四边形花园的四个顶点作为出入口，要求分别在[image: 075-02]
 ABCD的四条边上，请你设计两种方案.

方案1：如图5-1-14所示，两个出入口E、F已确定，请在图上画出符合要求的四边形花园，并简要说明画法.

[image: 094-04]
图5-1-14



方案2：如图5-1-15所示，一个出入口M已确定，请在图上画出符合要求的梯形花园，并简要说明画法.

[image: 094-05]
图5-1-15




分析：
 由于条件性方案多了条件限制，在制作具体方案时有了一定的难度，只要能联想到平行线、图5-1-15等底等高等面积的思路，问题即可解决.


做法：
 方案1

画法1：（1）过F作FH∥AB交AD于点H；

（2）在DC上任取一点G，连接EF、FG、GH、HE，则四边形EFGH就是所要画的四边形，如图5-1-16所示.

[image: 095-01]
图5-1-16



画法2：（1）过F作FH∥AB交AD于点H；

（2）过E作EG∥AD交DC于点G，连接EF、FG、GH、HE.则四边形EFGH就是所要画的四边形，如图5-1-17所示.

[image: 095-02]
图5-1-17



画法3：（1）在AD上取一点H，使DH=CF；

（2）在CD上任取一点G，连接EF、FG、GH、HE，则四边形EFGH就是所要画的四边形，如图5-1-18所示.

[image: 095-03]
图5-1-18



方案2

画法：（1）过M点作MP∥AB交AD于点P；

（2）在AB上取一点Q，连接PQ；

（3）过M作MN∥PQ交DC于点N，连接QM、PN、MN，则四边形QMNP就是所要画的梯形，如图5-1-19所示.

[image: 095-04]
图5-1-19



二　图形的剪拼


例1
 　如图5-2-1，现有两个边长之比为1∶2的正方形ABCD与A′B′C′D′，已知点B、C、B′、C′在同一直线上，且点C与B′重合，请你利用这两个正方形，通过裁割、平移、旋转的方法，拼出两个相似比为1∶3的三角形.

[image: 095-05]
图5-2-1




分析：
 已知的两个正方形边长之比为1∶2，不妨设它们的边长分别为a和2a，则其面积就分别为a2
 和4a2
 ，而若剪拼成的两个三角形的相似比为1∶3，则它们的面积比就是1∶9，即分别为[image: 096-01]
 和[image: 096-02]
 .这就促使我们想到对原图形作如图5-2-2所示的裁割，其中每一个小三角形的面积都为[image: 096-03]
 .这样就有以下的解法.

[image: 095-06]
图5-2-2




解：
 设A′D′的中点为M，沿BDM将原图裁割，并将A′DM绕点M顺时针旋转180°至△D′EM，则得到等腰Rt△ABD和等腰Rt△C′BE.如图5-2-3所示，显然，Rt△ABD∽Rt△C′BE，且有AB∶C′B=1∶3.

[image: 095-07]
图5-2-3




反思：
 因为剪拼前后保持面积不变，所以许多剪拼问题的思考解决都可如本题以面积作为过渡的桥梁.


例2
 　请阅读下列材料：

问题：现有5个边长为1的正方形，排列形式如图5-2-4（1）所示，请把它们分割后拼接成一个新的正方形.要求：画出分割线并在正方形图（图中每个小正方形的边长均为1）中用实线画出拼接成的新正方形.

小东同学的做法是：设新正方形的边长为x（x＞0）.依题意，割补前后图形的面积相等，有x2
 =5，解得[image: 096-04]
 .由此可知新正方形的边长等于两个正方形组成的矩形对角线的长.于是，画出如图5-2-4（2）所示的分割线，拼出如图5-2-4（3）所示的新正方形.

[image: 096-05]
图5-2-4



请你参考小东同学的做法，解决如下问题：

现有10个边长为1的正方形，排列形式如图5-2-4（4）所示，请把它们分割后拼接成一个新的正方形.要求：在图5-2-4（4）中画出分割线，并在图5-2-4（5）的正方形网格图（图中每个小正方形的边长均为1）中用实线画出拼接成的新正方形.


分析：
 设新正方形的边长为y，则y2
 =10，可知[image: 096-06]
 ，边长y应等于三个小正方形并在一起所成矩形的对角线.因此有以下的解.


解：
 所画图形如图5-2-5和图5-2-6所示.



	[image: 096-07]

	[image: 096-08]




	图5-2-5
	图5-2-6





反思：
 本题进一步说明，剪拼型的图形操作问题，常以面积作为解法思考的依据.


例3
 　在图5-2-7~5-2-11中，正方形ABCD的边长为a，等腰直角三角形FAE的斜边AE=2b，且边AD和AE在同一直线上.

[image: 096-09]
图5-2-7



操作示例：当2b＜a时，如图5-2-7，在BA上选取点G，使BG=b，连接FG和CG，裁掉△FAG和△CGB并分别拼接到△FEH和△CHD的位置构成四边形FGCH.

思考发现：小明在操作后发现，该剪拼方法就是先将△FAG绕点F逆时针旋转90°到△FEH的位置，易知EH与AD在同一直线上，连接CH，由剪拼方法可得DH=BG，故△CHD≌△CGB，从而又可将△CGB绕点C顺时针旋转90°到△CHD的位置.这样，对于剪拼得到的四边形FGCH（图5-2-7），过点F作FM⊥AE于点M（图略），利用SAS公理可判断△HFM≌△CHD，易得FH=HC=GC=FG，∠FHC=90°.进而根据正方形的判定方法，可以判断出四边形FGCH是正方形.

实践探究：

（1）正方形FGCH的面积是_____；（用含a，b的式子表示）

（2）类比图5-2-7的剪拼方法，请你就图5-2-8~图5-2-10的三种情形分别画出剪拼成一个新正方形的示意图.



	[image: 097-01]

	[image: 097-02]

	[image: 097-03]




	图5-2-8
	图5-2-9
	图5-2-10




联想拓展：小明通过探究后发现，当b≤a时，此类图形都能剪拼成正方形，且所选取的点G的位置在BA方向上随着b的增大不断上移.

当b＞a时，如图5-2-11的图形能否剪拼成一个正方形？若能，请你在图中画出剪拼的示意图；若不能，简要说明理由.

[image: 097-04]
图5-2-11




分析：
 在所给的图形中均有正方形ABCD的边长为a，等腰直角△FAE的斜边边长为2b，因此，两者面积分别是a2
 和b2
 .由它们剪拼成的新正方形的面积应为a2
 +b2
 ，即其边长应为[image: 097-05]
 ，以此特征去设计剪拼即可.


解：
 实践探究：（1）a2
 +b2
 ；（2）剪拼方法如图5-2-12（1）（2）（3），图5-2-12（1）（2）中截BG=DH=b，

[image: 097-06]
图5-2-12



有CG2
 =CB2
 +BG2
 =a2
 +b2
 .

联想拓展：能；剪拼方法如图5-2-12（4），图中BG=DH=b.


反思：
 本题的核心是将面积为b2
 的等腰直角三角形和面积为a2
 的正方形剪拼成一个大正方形，大正方形边长易知，相应剪拼方法也随之可得.

真题演练　即时巩固


答案链接


1. （北京朝阳）在下面所给的图形中，若连接BC，则四边形ABCD是矩形，四边形CBEF是平行四边形.

（1）请你在图（1）中画出两条线段，将整个图形分为两部分，使这两部分面积相等（不写画法）；

（2）请你在图（2）中画出一条线段，将整个图形分为两部分，使这两部分面积相等.简要说明你的画法.

[image: 099-01]
（第1题）



2. （北京西城）如图，在△ABC中，∠B=∠C=30°.请你设计两种不同的分法，将△ABC分割成四个小三角形，使得其中两个是全等
 三角形，而另外两个是相似
 但不全等
 的直角三角形.请画出分割线段，并在两个全等三角形中标出一对相等的内角的度数（画图工具不限，不要求证明，不要求写出画法）.

[image: 099-02]


3. （北京丰台）将矩形纸片分别沿两条不同的直线剪两刀，可以使剪得的三块纸片恰能拼成一个等腰三角形（不能有重叠和缝隙）.

小明的做法是：如图（1）所示，在矩形ABCD中，分别取AD、AB、CD的中点P、E、F，并沿直线PE、PF剪两刀，所得的三部分可拼成等腰三角形△PMN，如图（2）.

[image: 099-03]
（第3题）



（1）在图（3）中画出另一种剪拼成等腰三角形的示意图；

（2）以矩形ABCD的顶点B为原点，BC所在直线为x轴建立平面直角坐标系，如图（4），矩形ABCD剪拼后得到等腰三角形△PMN，点P在边AD上（不与点A、D重合），点M、N在x轴上（点M在N的左边）.如果点D的坐标为（5，8），直线PM的解析式为y=kx+b，则所有满足条件的k的值为_____.

4.（北京东城）请阅读下面材料，完成下列问题：

（1）如图（1），在⊙O中，AB是直径，CD⊥AB于点E，AE=a，EB=b.计算CE的长度（用a、b的代数式表示）；

（2）如图（2），请你在边长分别为a、b（a>b）的矩形ABCD的边AD上找一点M，使得线段[image: 100-01]
 ，保留作图痕迹；

（3）请你利用（2）的结论，在图3中对矩形ABCD进行拆分并拼接为一个与其面积相等的正方形.要求：画出拼成的正方形，并用相同的数字表明拼接前与拼接后的同一图形.

[image: 100-02]
（第4题）





第六单元　方案设计与最优化问题

命题趋势　考点诠释

方案设计即指解决问题的方案决策.在实际生产中，同一个问题往往有多种不同的解决方案，但其中最科学、合理的方案常常仅有一种.方案设计题大多取材于实际背景，富有浓厚的时代气息，随着课程改革的全面展开和逐步深化，此类侧重于考查学生创新意识和实践能力的方案设计问题将成为中考命题的一大热点且在中考中盛久不衰.

在初中，方案设计问题就其解决的方法和所具备的数学知识而言，主要涉及函数、方程、不等式，其主要特征大多是要求在众多的可行性方案中确定最佳的方案，尤其是利润最大、成本最低最为突出.

经典例题　值得一学


例1
 　一个农机服务队有技术员工和辅助员工共15人，技术员工人数是辅助员工人数的2倍.服务队计划对员工发放奖金共20 000元，按“技术员工个人奖金”A（元）和“辅助员工个人奖金”B（元）两种标准发放，其中A≥B≥800，并且A，B都是100的整数倍.

（1）求该农机服务队中技术员工和辅助员工的人数；

（2）求本次奖金发放的具体方案.


分析：
 第（1）问可通过建立方程组求解得到技术员工、辅助员工人数；解答第（2）问的关键是根据A，B的条件，探索出它们的取值范围，然后再列出方案种类.


解：
 （1）设农机服务队有技术员工x人，辅助员工y人，则

[image: 102-01]


∴农机服务队有技术员工10人，辅助员工5人.

（2）由10A+5B=20 000，得2A+B=4 000.

∵A≥B≥800，∴3A≥4 000，3B≤4 000，

∴[image: 102-02]
 ，2A=4 000-B≤4 000-800，A≤1 600，

∴[image: 102-03]
 ，并且A，B都是100的整数倍，

[image: 102-04]


∴本次奖金发放的具体方案有3种：

方案1：技术员工每人1 600元、辅助员工每人800元；

方案2：技术员工每人1 500元、辅助员工每人1 000元；

方案3：技术员工每人1 400元、辅助员工每人1 200元.


例2
 　我市某镇的一种特产由于运输原因，长期只能在当地销售.当地政府对该特产的销售投资收益为：每投入x万元，可获得利润[image: 102-05]
 .当地政府拟在“十二五”规划中加快开发该特产的销售，其规划方案为：在规划前后对该项目每年最多可投入100万元的销售投资，在实施规划5年的前两年中，每年都从100万元中拨出50万元用于修建一条公路，两年修成，通车前该特产只能在当地销售；公路通车后的3年中，该特产即在本地销售，也在外地销售.在外地销售的投资收益为：每投入x万元，可获得利润[image: 102-06]
 .

（1）若不进行开发，求5年所获利润的最大值是多少？

（2）若按规划实施，求5年所获利润（扣除修路后）的最大值是多少？

（3）根据（1）（2），该方案是否具有实施价值？


分析：
 对于（2），分别求出前两年、后三年获利的最大值，而后三年获利为P+Q，解题的关键是恰当设自变量，重构函数P+Q.


解：
 （1）当x=60时，P最大且为41，故5年获利最大值是41×5=205（万元）.

（2）前两年：0≤x≤50，此时因为P随x增大而增大，

所以x=50时，P值最大且为40万元，

所以这两年获利最大值为40×2=80（万元）.

后三年：设每年获利为y万元，当地投资额为x万元，则外地投资额为（100-x）万元，所以

[image: 102-08]


表明x=30时，y最大且为1 065，

那么3年获利最大为1 065×3=3 195（万元），

故5年获利最大值为80+3 195-50×2=3 175（万元）.

（3）有极大的实施价值.


反思：
 利用二次函数的最值来求解方案的最优化值是方案优化设计的常见类型.问题的关键是根据题目要求得出函数解析式.另外，还有一种情况要注意，那就是在求解最值的时候，除了考虑到二次函数本身的最值以外，也同时要注意到函数自变量的取值范围.

真题演练　即时巩固


答案链接


1. （佳木斯）国务院总理温家宝2011年11月16日主持召开国务院常务会议，会议决定建立青海三江源国家生态保护综合实验区.现要把228吨物资从某地运往青海甲、乙两地，用大、小两种货车共18辆，恰好能一次性运完这批物资.已知这两种货车的载重量分别为16吨/辆和10吨/辆，运往甲、乙两地的运费如下表：

[image: 103-01]


（1）求这两种货车各用多少辆？

（2）如果安排9辆货车前往甲地，其余货车前往乙地，设前往甲地的大货车为a辆，前往甲、乙两地的总运费为w元，求出w与a的函数关系式（写出自变量的取值范围）；

（3）在（2）的条件下，若运往甲地的物资不少于120吨，请你设计出使总运费最少的货车调配方案，并求出最少总运费.


友情提示

（1）由题意建立二元一次方程组或者一元一次方程就可以求得大货车、小货车的数量；（2）利用表中的信息将总运费表示出来；（3）根据关键词“不少于”，建立一个不等式，利用不等式来求得满足条件的大货车的数量，自变量的范围一旦确定，根据一次函数的性质，总运费的范围也将确定.



2. （河北）某工厂生产一种合金薄板（其厚度忽略不计），这些薄板的形状均为正方形，边长（单位：cm）在5~50之间，每张薄板的成本价（单位：元）与它的面积（单位：cm2
 ）成正比例，每张薄板的出厂价（单位：元）由基础价和浮动价两部分组成，其中基础价与薄板的大小无关，是固定不变的，浮动价与薄板的边长成正比例，在营销过程中得到了表格中的数据.



	薄板的边长（cm）
	20
	30



	出厂价（元/张）
	50
	70




（1）求一张薄板的出厂价与边长之间满足的函数关系式；

（2）已知出厂一张边长为40cm的薄板，获得的利润是26元（利润=出厂价-成本价）.

①求一张薄板的利润与边长之间满足的函数关系式；

②当边长为多少时，出厂一张薄板获得的利润最大？最大利润是多少？

参考公式：抛物线y=ax2
 +bx+c（a≠0）的顶点坐标是[image: 104-01]
 .


友情提示

由每张薄板的成本价和它的面积成正比，可设其解析式为y成本价
 =ax2
 ，每张薄板的出厂价由基础价和浮动价两部分组成，其中基础价和薄板的大小无关，是固定不变的，即基础价为常数；浮动价和薄板的边长成正比例，可设y出厂价
 =kx+b（5<x<50）.对于问题（1），表中给出了y出厂价
 =kx+b（5<x<50）的两点，由此，出厂价与边长之间满足的函数关系式可求；对于问题（2），可根据利润、成本、出厂价之间的关系列出二次函数关系式，然后求最值就可以了.



3. （温州）温州享有“中国笔都”之称，其产品畅销全球，某制笔企业欲将n件产品运往A，B，C三地销售，要求运往C地的件数是运往A地件数的2倍，各地的运费如图所示.设安排x件产品运往A地.

（1）当n=200时，①根据信息填表：

[image: 104-02]


②若运往B地的件数不多于运往C地的件数，总运费不超过4 000元，则有哪几种运输方案？

（2）若总运费为5 800元，求n的最小值.

[image: 104-03]
（第3题）



4. （长沙）在长株潭建设两型社会的过程中，为推进节能减排，发展低碳经济，我市某公司以25万元购得某项节能产品的生产技术后，再投入100万元购买生产设备，进行该产品的生产加工.已知生产这种产品的成本价为每件20元.经过市场调研发现，该产品的销售单价定在25元至35元之间较为合理，并且该产品的年销售量y（万件）与销售单价x（元）之间的函数关系为：[image: 104-04]


（年获利=年销售收入-生产成本-投资成本）

（1）当销售单价定为28元时，该产品的年销售量为多少万件？

（2）求该公司第一年的年获利w（万元）与销售单价x（元）之间的函数关系式，并说明投资的第一年，该公司是盈利还是亏损？若盈利，最大利润是多少？若亏损，最小亏损是多少？

（3）第二年，该公司决定给希望工程捐款z万元，该项捐款由两部分组成：一部分为10万元的固定捐款；另一部分为每销售一件产品，就抽出一元钱作为捐款.若除去第一年的最大盈利（或最小亏损）以及第二年的捐款后，到第二年年底，两年的总盈利不低于67.5万元，请你确定此时销售单价的范围.

5. （黄石）某楼盘一楼是车库（暂不销售），二楼至二十三楼均为商品房（对外销售）.商品房售价方案如下：第八层售价为3 000元/米2
 ，从第八层起每上升一层，每平方米的售价增加40元；反之，楼层每下降一层，每平方米的售价减少20元.已知商品房每套面积均为120平方米.开发商为购买者制定了两种购房方案.

方案一：购买者先交纳首付金额（商品房总价的30％），再办理分期付款（即贷款）.

方案二：购买者若一次付清所有房款，则享受8％的优惠，并免收五年物业管理费（已知每月物业管理费为a元）

（1）请写出每平方米售价y（元/米2
 ）与楼层x（2≤x≤23，x是正整数）之间的函数解析式；

（2）小张已筹到120 000元，若用方案一购房，他可以购买哪些楼层的商品房呢？

（3）有人建议老王使用方案二购买第十六层，但他认为此方案还不如不免收物业管理费而直接享受9％的优惠划算.你认为老王的说法一定正确吗？请用具体的数据阐明你的看法.



第七单元　几何最值

命题趋势　考点诠释

几何中的最值问题是指在一定的条件下，求平面几何中某个确定的量（如线段长度、角度、大小、图形面积等）的最大值或最小值.几何最值问题常以各种几何图形或平面直角坐标系为载体，与其他知识综合，形成背景新颖、创意独特的一类问题，是近年中考数学试题的一个新亮点.

求几何最值问题的基本方法有：

（1）特殊位置与极端位置法：先考虑特殊位置或极端位置，确定最值的具体数据，再进行一般情形下的推证；

（2）几何定理（公理法）：应用几何中的不等量性质、定理；

（3）数形结合法：揭示问题中变动元素的代数关系，构造二次函数等.

经典例题　值得一学

一　几何最值


例1
 　如图7-1-1，点A的坐标为（-1，0），点B在直线y=x上运动，当线段AB最短时，点B的坐标为_____.

[image: 106-01]
图7-1-1



解：已知A（-1，0）是一个固定点，当线段AB成为点A到直线y=x的垂线段时最短，所以点B是垂足，此时△AOB是等腰直角三角形，于是容易得到[image: 107-01]
 .


反思：
 过直线外一点与已知直线上各点连接的所有线段中，垂线段最短.它在解决线段最值相关问题中有着较高频率的应用.


例2
 　如图7-1-2，在△ABC中，AB=10，AC=8，BC=6，经过点C且与边AB相切的动圆与CB、CA分别相交于点E、F，则线段EF长度的最小值是（　）.

[image: 107-02]
图7-1-2



A. [image: 107-03]


B. 4.75

C. 5

D. 4.8


解：
 设动圆圆心为O，与边AB的切点为D，连接OC、OD，则OD⊥AB.由题意知EF是动圆直径，所以EF=OC+OD.由题意知，当C、O、D三点在一直线上时，OC+OD最短，即EF的值最小.此时[image: 107-04]
 ，故选D.


反思：
 本题以圆的运动为背景，将圆的概念以及圆的基本性质、三角形等知识综合，利用两点之间线段最短解决问题.


例3
 　已知边长为a的正三角形ABC，两顶点A，B分别在平面直角坐标系的x轴，y轴的正半轴上滑动，点C在第一象限，连接OC，则OC的长的最大值是_____.


解：
 如图7-1-3，取AB的中点E，连接OE和EC.在Rt△AOB中，[image: 107-06]
 .在等边△ABC中，[image: 107-07]
 .

[image: 107-08]
图7-1-3



一般情况下，总存在△OEC，于是有OC≤OE+EC.

当O，E，C共线时，OC的长就会达到最大值[image: 107-09]
 .


反思：
 抓住图形中的不变量OE和CE，将求OC的最大值问题转化为OC与OE+EC进行比较的问题，只有当O，E，C共线时才能取得最大值.


例4
 　在矩形纸片ABCD中，AB=3，AD=5，如图7-1-4所示，折叠纸片，使点A落在BC边上的A′处，折痕为PQ，当点A′在BC边上移动时，折痕的端点P，Q也随之移动.若限定点P、Q分别在AB、AD边上移动，则点A′在BC边上可移动的最大距离为_____.

[image: 107-10]
图7-1-4




解：
 如图7-1-5，当点P与点B重合时，易知A′B=AB=3；如图7-1-6，当点Q与点D重合时，易知A′D=AD=5，CD=AB=3.



	[image: 107-11]

	[image: 107-12]




	图7-1-5
	图7-1-6




在Rt△A′DC中，[image: 107-13]
 ，所以A′B=BC-A′C=5-4=1，所以点A′在BC上可移动的最大距离是3-1=2.


反思：
 解答本题要紧扣题意，在不容易确定函数关系的情况下，根据A′运动和折痕PQ变化的相互依存关系，将P、Q两点分别运动到特殊的极端位置点B和点D，从而确定A′在BC上可移动的最大距离.这种观察、分析特殊位置关系的思维方式，在解题中经常用到.


例5
 　如图7-1-7，菱形ABCD中，∠BAD=60°，M是AB的中点，P是对角线AC上的一个动点，若PM+PB的最小值是3，则AB的长为_____.

[image: 108-01]
图7-1-7




解：
 因为点B和点D关于直线AC成轴对称，连接DM交AC于点P′，则P′B=P′D，此时P′B+P′M=P′D+P′M=DM最短.因为∠BAD=60°，由菱形性质知△ABD是等边三角形，所以DM⊥AB，且DM=3，从而[image: 108-02]
 .


反思：
 本题以“A，B是直线l同旁的两点，在l上确定一点P，使点P到A、B两点的距离之和最短”为原型，改编为已知PM+PB的最小值，确定点P的位置，进而求线段AB的长.


例6
 　如图7-1-8，已知正方形ABCD的边长为8，M在DC上，且DM=2，N是AC上的一动点，则DN+MN的最小值为_____.

[image: 108-04]
图7-1-8




解：
 ∵四边形ABCD是正方形，∴点B是点D关于AC的对称点.

∴DN=BN，从而DN+MN=BN+MN.

又∵N是AC上的一动点，∴BN+MN的最小值就是BM.

而[image: 108-05]
 .即DN+MN的最小值为10.


例7
 　如图7-1-9，在边长为2cm的正方形ABCD中，Q为边BC的中点，P为对角线AC上一动点，连接PB、PQ，则△PBQ周长的最小值为_____.（结果不取近似值）

[image: 108-06]
图7-1-9




解：
 B、Q在直线AC同侧，动点P只能在AC上运动，△PBQ中，B、Q为定点，故BQ长不变，要使△PBQ周长最小，应使动点P到两定点B、Q之和PB+PQ最小.

AC是正方形的对称轴，点Q关于对角线AC的对称点Q′一定落在边CD上，当B、P、Q′共线时PB+PQ=PB+PQ′取最小值，其值为[image: 108-07]
 ，所以△PBQ周长的最小值为[image: 108-08]
 .


例8
 　如图7-1-10，梯形ABCD中，AD∥BC，AB=CD=AD=1，∠B=60°，直线MN为梯形ABCD的对称轴.P为MN上一点，那么PC+PD的最小值为_____.

[image: 108-09]
图7-1-10




解：
 C、D是两定点，P是在直线MN上移动的一动点，因为梯形ABCD中，AD∥BC，AB=CD=AD=1，所以四边形ABCD是等腰梯形，而直线MN为梯形ABCD的对称轴，则D关于MN对称的点是点A，连接AC交MN于点P，连接PD，则有PA=PD，要使PC+PD的值最小，就要使PA+PC最小，所以PC+PD=PA+PC=AC，因为∠B=60°，可证得△ABC为直角三角形，[image: 109-02]
 ，则PC+PD的最小值是[image: 109-03]
 .


例9
 　如图7-1-11，已知直角梯形ABCD中，AD∥BC，AB⊥BC，AD=2，BC=DC=5，点P在BC上移动，则当PA+PD取最小值时，△APD中边AP上的高为（　）.

[image: 109-04]
图7-1-11



A. [image: 109-05]


B. [image: 109-06]


C. [image: 109-07]


D. 3


解：
 如图7-1-11，先作出A点关于BC的对称点E，连接DE交BC于P点，连接AP，再过点D作DF⊥BC于F，过点D作DG⊥AP于G.

由已知可得DF=4，从而AB=4，再由AB=BE且AD∥BC，可得BP是△ADE的中位线，

[image: 109-08]


故选C.


例10
 　如图7-1-12，已知⊙O的半径为r，C、D是直径AB同侧圆周上的两点，[image: 109-09]
 的度数为96°，[image: 109-10]
 的度数为36°，动点P在AB上，则CP+PD的最小值为_____.

[image: 109-11]
图7-1-12




解：
 设D′是D关于直径AB的对称点，连接CD′交AB于P，则点P使CP+PD最小.

[image: 109-12]


∴[image: 109-13]
 ，∴∠COD′=120°.

从而易求[image: 109-14]
 ，∴CP+PD的最小值为[image: 109-15]
 .


例11
 　如图7-1-13，AB，CD是半径为5的⊙O的两条弦，AB=8，CD=6，MN是直径，AB⊥MN于点E，CD⊥MN于点F，P为EF上的任意一点，则PA+PC的最小值为_____.


[image: 109-16]


图7-1-13





解：
 首先根据对称知识确定点P的位置，如图7-1-13，连接BC交MN于点P，根据垂径定理可得AE=4，CF=3，进而可得EO=3，FO=4，EF=7.

过C作CG⊥AB于点G，在Rt△BCG中，CG=EF=7，BG=BE+EG=3+4=7，所以PA+PC的最小值为[image: 109-17]
 .


例12
 　如图7-1-14，在锐角△ABC中，[image: 109-18]
 ，∠BAC=45°，∠BAC的平分线交BC于点D，M、N分别是AD和AB上的动点，则BM+MN的最小值是_____.

[image: 109-19]
图7-1-14




解：
 由于AD是∠BAC的平分线，则点N关于直线AD的对称点N′点在AC上，且N′点随点N运动而运动，从而求BM+MN的最小值就转化为求BM+MN′的最小值.如图7-1-14，显然，当B，M，N′三点共线且BN′⊥AC时，BN′=BM+MN′取得最小值.因为[image: 109-18]
 ，∠BAC=45°，所以BN′=4，即BM+MN的最小值为4.


反思：
 本题背景简洁，内容选取和知识点的设计有创新，要求考生在“双动点”M，N的运动变化中探究BM，MN，AC等线段之间的数量关系和位置关系.

二　几何最值与抛物线相结合


例1
 　如图7-2-1，已知一三角形纸片ABC，面积为25，BC边的长为10，∠B和∠C都为锐角，M为AB边上的一动点（M与点A、B不重合）.过点M作MN∥BC，交AC于点N.设MN=x.

[image: 110-01]
图7-2-1



（1）用x表示△AMN的面积S△AMN
 ；

（2）将△AMN沿MN折叠，使△AMN紧贴四边形BCNM（边AM、AN落在四边形BCNM所在的平面内），设点A落在平面BCNM内的点为A′，△A′MN与四边形BCNM重叠部分的面积为y，试求出y关于x的函数关系式，并写出自变量x的取值范围：

（3）当x为何值时重叠部分的面积y最大，最大为多少？


分析：
 （1）由于MN∥BC，利用相似形性质定理：面积之比等于相似比的平方，很容易解决；

（2）当△AMN沿MN翻折时，点A′可能在四边形BCNM内部，也可能在四边形BCNM外部，当点A′在内部，△AMN≌△A′MN；当点A′在形外，重叠部分的面积就是S△A′MN
 -S△A′EF
 （图7-2-3），再分别求出各自的面积.

[image: 110-02]
图7-2-3




解：
 （1）∵MN∥BC，∴△AMN∽△ABC，

[image: 110-03]


又∵S△ABC
 =25，BC=10，则[image: 110-04]
 .

（2）①当点A′在四边形BCNM内或在BC边上（图7-2-2），

[image: 110-05]
图7-2-2



∵△A′MN≌△AMN，

∴当0[image: 110-06]
 .

②当点A′在四边形BCNM外部（图7-2-3），

∴y=S△A′MN
 -S△A′EF
 .（5

设△A′MN中MN边上的高为h1
 ，△A′EF中EF边上的高为h2
 .

∵EF∥MN，∴△A′EF∽△A′MN.

又∵△A′MN∽△ABC，∴△A′EF∽△ABC.

∵△ABC中BC边上的高[image: 111-01]
 ，

[image: 111-02]


又∵h2
 =2h1
 -5=x-5，[image: 111-03]
 ，

[image: 111-04]


则当0[image: 111-05]
 ；

当5[image: 111-06]
 .

（3）当0

[image: 111-07]


当5[image: 111-08]
 ，

[image: 111-09]



反思：
 本题的条件是几何，结论是求函数的解析式.通过图形的翻折，把两者有机结合起来.图形的翻折过程中，点A落在形内或形外两种可能性都要考虑.也就是说，本题图形的翻折运动体现了数形结合与分类讨论思想方法.


例2
 　如图7-2-4，在矩形OABC中，已知A、C两点的坐标分别为A（4，0），C（0，2），D为OA的中点，设P是∠AOC平分线上的一个动点（不与点O重合）.

[image: 111-10]
图7-2-4



（1）求证：无论点P运动到何处，PC总与PD相等；

（2）当点P运动到与点B的距离最小时，试确定过O、P、D三点的抛物线的解析式；

（3）设点E是（2）中所确定抛物线的顶点，当点P运动到何处时，△PDE的周长最小？求出此时点P的坐标和△PDE的周长.

分析：（1）利用△PCO≌△PDO证得PC=PD；

（2）利用“过直线外一点与已知直线上各点连接的所有线段中，垂线段最短”确定点P的位置，进而求得点P的坐标；

（3）由于ED为定长，△PDE的周长最小，即PD与PE长度之和最小，点P在∠AOC的平分线上，所以PC=PD，PD+PE=PC+PE，而两点之间线段最短，连接EC，它与∠AOC的平分线的交点就是所求的点P.


解：
 （1）∵点D是OA的中点，∴OD=2，∴OD=OC.

又∵OP是∠COD的角平分线，∴∠POC=∠POD=45°，

∴△POC≌△POD，∴PC=PD.

（2）过点B作∠AOC的平分线的垂线，垂足为P，点P即为所求.

易知点F的坐标为（2，2），故BF=2.作PM⊥BF，

∵△PBF是等腰直角三角形，∴[image: 112-01]
 ，

∴点P的坐标为（3，3）.

∵抛物线经过原点.

∴设抛物线的解析式为y=ax2
 +bx.

又∵抛物线经过点P（3，3）和点D（2，0），

[image: 112-02]


∴抛物线的解析式为y=x2
 -2x.

（3）由等腰直角三角形的对称性知点D关于∠AOC的平分线的对称点即为点C.

连接EC，它与∠AOC的平分线的交点即为所求的点P（因为PE+PD=EC，而两点之间线段最短），此时△PED的周长最小.

∵抛物线y=x2
 -2x的顶点E的坐标为（1，-1），点C的坐标为（0，2），

设CE所在直线的解析式为y=kx+b，则有

[image: 112-03]


∴CE所在直线的解析式为y=-3x+2.

解方程组[image: 112-04]
 得[image: 112-05]


故点P的坐标为[image: 112-06]
 .

△PED的周长即是[image: 112-07]
 .


例3
 　如图7-2-5，已知点A（-4，8）和点B（2，n）在抛物线y=ax2
 上.

[image: 112-08]
图7-2-5



（1）求a的值及点B关于x轴对称的点P的坐标，并在x轴上找一点Q，使得AQ+QB最短，求出点Q的坐标；

（2）平移抛物线y=ax2
 ，记平移后点A的对应点为A′，点B的对应点为B′，点C（-2，0）和点D（-4，0）是x轴上的两个定点.

①当抛物线向左平移到某个位置时，A′C+CB′最短，求此时抛物线的函数解析式；

②当抛物线向左或向右平移时，是否存在某个位置，使四边形A′B′CD的周长最短？若存在，求出此时抛物线的函数解析式，若不存在，请说明理由.

分析：（2）①由（1）求得了x轴上的点Q，使得AQ+QB最短，抛物线y=ax2
 平移后点A的对应点为A′，点B的对应点为B′，因为A′C+CB′最短，所以点Q的对应点为点C，点Q与点C之间的距离即为平移距离，这样就可以求出平移后的抛物线解析式.

②左右平移抛物线y=ax2
 ，因为线段A′B′和CD的长是定值，所以要使四边形A′B′CD的周长最短，只要使A′D+CB′最短.


解：
 （1）将点A（-4，8）的坐标代入y=ax2
 ，解得[image: 113-01]
 .将点B（2，n）的坐标代入[image: 113-02]
 ，求得点B的坐标为（2，2），则点B关于x轴对称的点P的坐标为（2，-2）.

直线AP的解析式是[image: 113-03]
 .

令y=0，得[image: 113-04]
 .即所求点Q的坐标是[image: 113-05]
 .

（2）①[image: 113-06]
 ，故将抛物线[image: 113-07]
 向左平移[image: 113-08]
 个单位时，A′C+CB′最短，此时抛物线的函数解析式为[image: 113-09]
 .

②第一种情况：如果将抛物线向右平移，显然有A′D+CB′>AD+CB.

因此不存在某个位置，使四边形A′B′CD的周长最短.

第二种情况：如图7-2-6，设抛物向左平移了b个单位，则点A′和点B′的坐标分别为A′（-4-b，8）和B′（2-b，2）.

[image: 113-10]
图7-2-6



因为CD=2，因此将点B′向左平移2个单位得B″（-b，2）.要使A′D+CB′最短，只要使A′D+DB″最短.

点A′关于x轴对称的点的坐标为A″（-4-b，-8），直线A″B″的解析式为[image: 113-11]
 .

要使A′D+DB″最短，点D应在直线A″B″上，将点D（-4，0）代入直线A″B″的解析式，解得[image: 113-12]
 .

故将抛物线向左平移时，存在某个位置，使四边形A′B′CD的周长最短，此时抛物线的解析式为[image: 113-13]
 .


反思：
 “轴对称最值模式”（也称“将军饮马”模式）备受中考命题者重视，往往融入压轴题成为一个“把关点”.另外，由于轴对称最值模式有着丰富的变式，能否透过现象看本质是很关键的.


例4
 　定义一种变换：平移抛物线F1
 得到抛物线F2
 ，使F2
 经过F1
 的顶点A.设F2
 的对称轴分别交F1
 、F2
 于点D、B，点C是点A关于直线BD的对称点.

（1）如图7-2-7，若F1
 ∶y=x2
 ，经过变换后，得到F2
 ∶y=x2
 +bx，点C的坐标为（2，0），则

[image: 113-14]
图7-2-7



①b的值等于_____；

②四边形ABCD为（　）.

A. 平行四边形

B. 矩形

C. 菱形

D. 正方形

（2）如图7-2-8，若F1
 ∶y=ax2
 +c，经过变换后，点B的坐标为（2，c-1），求△ABD的面积；

[image: 114-01]
图7-2-8



（3）如图7-2-9，若[image: 114-02]
 ，经过变换后，[image: 114-03]
 ，点P是直线AC上的动点，求点P到点D的距离和到直线AD的距离之和的最小值.

[image: 114-04]
图7-2-9




分析：
 （3）由抛物线F1
 的解析式和线段AC的长，可以求得抛物线F2
 的解析式，以及点A、B、C、D的坐标，进而注意利用已知条件挖掘图形的几何特征.


解：
 （1）-2；D.

（2）∵F2
 ∶y=a（x-2）2
 +c-1，而A（0，c）也在F2
 上，可得[image: 114-04]
 .

∴DB=（4a+c）-（c-1）=2，∴[image: 114-06]
 .

（3）如图7-2-9，设AC与BD交于点N，抛物线[image: 114-07]
 ，配方得[image: 114-08]
 ，其顶点坐标是A（1，2）.

∵[image: 114-10]
 ，∴点C的坐标为[image: 114-11]
 .

∵F2
 过点A，∴F2
 的解析式为[image: 114-12]
 ，

[image: 114-13]
 ，∴NB=ND=1.

∵点A与点C关于直线BD对称.

∴AC⊥BD，且AN=NC，∴四边形ABCD是菱形.∴PD=PB.

作PH⊥AD交AD于点H，则PD+PH=PB+PH.要使PD+PH最小，即要使PB+PH最小.此最小值是点B到AD的距离，即△ABD边AD上的高h.

∵DN=1，[image: 115-01]
 ，DB⊥AC，∴∠DAN=30°，故△ABD是等边三角形.

∴[image: 115-02]
 ，∴最小值为[image: 115-03]
 .


反思：
 此题第（3）小题“求点P到点D的距离和到直线AD的距离之和的最小值”涉及两种距离，容易产生先求点P到点D距离的最小值，再作垂线段求点P到直线AD的距离的最小值，进而求距离和的最小值的错误.解题的关键是设法把这两个距离转化到同一条直线上，用“垂线段最短”求解.

真题演练　即时巩固


答案链接


1. （济南）如图，∠MON=90°，矩形ABCD的顶点A，B分别在边OM，ON上，当B在边ON上运动时，A随之在边OM上运动，矩形ABCD的形状保持不变，其中AB=2，BC=1.运动过程中，点D到点O的最大距离是（　）.

[image: 116-01]
（第1题）



A. [image: 116-02]


B. [image: 116-03]


C. [image: 116-04]


D. [image: 116-05]


2. （陕西）如图，正三角形ABC的边长为[image: 116-06]
 .

（1）如图（1），正方形EFPN的顶点E、F在边AB上，顶点N在边AC上，在正三角形ABC及其内部，以A为位似中心，作正方形EFPN的位似正方形E′F′P′N′，且使正方形E′F′P′N′的面积最大（不要求写作法）；

（2）求（1）中作出的正方形E′F′P′N′的边长；

（3）如图（2），在正三角形ABC中放入正方形DEMN和正方形EFPH，使得DE、EF在边AB上，点P、N分别在边CB、CA上，求这两个正方形面积和的最大值及最小值，并说明理由.

[image: 116-07]
（第2题）




友情提示

前两问难度不大，第（3）问需要利用函数思想去解决面积的最值问题，自变量的取值范围及二次函数增减性都是要深入分析才能洞察的.



3. （德州）如图所示，现有一张边长为4的正方形纸片ABCD，点P为正方形AD边上的一点（不与点A、点D重合），将正方形纸片折叠，使点B落在P处，点C落在G处，PG交DC于H，折痕为EF，连接BP、BH.

[image: 116-08]
（第3题）



（1）求证：∠APB=∠BPH.

（2）当点P在边AD上移动时，△PDH的周长是否发生变化？并证明你的结论.

（3）设AP为x，四边形EFGP的面积为S，求出S与x的函数关系式，试问S是否存在最小值？若存在，求出这个最小值；若不存在，请说明理由.


友情提示

第（2）问受第（1）问“∠APB=∠BPH”的启示，过点B作BQ⊥PH，垂足为Q.

第（3）问四边形EFGP的面积与四边形BCFE的面积相等，只要研究梯形BCFE的面积的最值即可，过点F作FM⊥AB，垂足为M.



4. （连云港）已知梯形ABCD，AD∥BC，AB⊥BC，AD=1，AB=2，BC=3.

问题1：如图（1），P为AB边上一点，以PD、PC为边作平行四边形PCQD，请问对角线PQ，DC的长能否相等，为什么？

问题2：如图（2），若P为AB边上任意一点，以PD，PC为边作平行四边形PCQD，请问对角线PQ的长是否存在最小值？如果存在，请求出最小值，如果不存在，请说明理由.

问题3：若P为AB边上任意一点，延长PD到E，使DE=PD，再以PE、PC为边作平行四边形PCQE，请探究对角线PQ的长是否也存在最小值？如果存在，请求出最小值，如果不存在，请说明理由.

问题4：如图（3），若P为DC边上任意一点，延长PA到E，使AE=nPA（n为常数），以PE、PB为边作平行四边形PBQE，请探究对角线PQ的长是否也存在最小值？如果存在，请直接写出
 最小值，如果不存在，请说明理由.

[image: 117-01]
（第4题）



5. （南宁）已知点A（3，4），点B为直线x=-1上的动点，设B（-1，y）.

（1）如图（1），若点C（x，0）且-1

（2）在（1）的条件下，y是否有最大值？若有，请求出最大值；若没有，请说明理由；

（3）如图（2），当点B的坐标为（-1，1）时，在x轴上另取两点E，F，且EF=1，线段EF在x轴上平移.线段EF平移至何处时，四边形ABEF的周长最小？求出此时点E的坐标.

[image: 117-02]
（第5题）




友情提示

第（1）问中，看到∠BDC=∠ACB=90°后，你想到“一线三等角”（下图）了吗？善于发现、构造“一线三等角”模式，往往能获得相似进而带来比例关系.

[image: 118-01]


在第（2）问中，由于（1）中得到的是一个二次函数关系式，只要应用二次函数顶点公式就可以获得最值了.

在第（3）问中，四边形ABEF的周长=AB+BE+EF+AF，线段EF在x轴上平移，线段AB，EF的长度始终保持不变.故当BE+AF最小时，四边形ABEF的周长最小.





第八单元　图形折叠题

命题趋势　考点诠释

近年来，以图形折叠题作为压轴题颇为常见.

解决几何图形的折叠问题，需要抓住对称的性质：（1）关于一条直线对称的两个图形全等；（2）对称轴是对应点连线的垂直平分线.还要综合运用所学的几何知识：三角形、四边形、圆和全等形、相似形的基础知识，并注意隐含的位置关系（折叠后的位置）和数量关系（全等性质），适当添加辅助线，有时还需要借助代数中的方程思想，进行有关线段、角度或面积的计算和论证.

经典例题　值得一学

一　图形折叠问题


例1
 　如图8-1-1，已知正方形纸片ABCD的边长为2，将正方形纸片ABCD折叠，使点B落在边CD上一点E（不与点C、D重合）处，压平后得到折痕MN.

[image: 119-01]
图8-1-1



当[image: 119-02]
 时，求[image: 119-03]
 的值.


类比归纳


在图8-1-1中，若[image: 119-04]
 ，则[image: 119-05]
 的值为_____；若[image: 119-06]
 ，则[image: 119-07]
 的值为_____；若[image: 119-08]
 （n为整数），则[image: 119-10]
 的值为_____.（用含n的式子表示）


联系拓展


如图8-1-2，将矩形纸片ABCD折叠，使点B落在边CD上一点E（不与点C、D重合）处，压平后得到折痕MN，设[image: 120-01]
 ，则[image: 120-02]
 的值为_____.（用含m、n的式子表示）

[image: 120-03]
图8-1-2




分析：
 折叠类问题需要抓住折叠前后图形全等、存在线相等的特征，借助正方形产生直角三角形，用勾股定理研究线段的数量关系.


解：
 如图8-1-3，连接BM，EM，BE.由折叠规律可知，MN垂直平分BE，所以MB=ME，BN=EN.

[image: 120-04]
图8-1-3



因为[image: 120-05]
 ，所以CE=DE=1.

设BN=x，则NE=x，CN=2-x.

在Rt△NCE中，x2
 =（2-x）2
 +12
 .解得[image: 120-06]
 ，即[image: 120-07]
 .

又在Rt△MAB和Rt△EDM中，设AM=y，则y2
 +22
 =（2-y）2
 +12
 .解得[image: 120-08]
 ，即[image: 120-09]
 .所以[image: 120-10]
 .

类比归纳：[image: 120-11]
 .

联系拓展：[image: 120-12]
 .


反思：
 此题是借助折叠而设置的开放探究性试题.


例2
 　如图8-1-4，在矩形ABCD中，AB=6，[image: 120-13]
 ，点P是边BC上的动点（点P不与B、C重合）过点P作直线PQ∥BD，交CD边于点Q，再把△CPQ沿着直线PQ对折，点C的对应点为R.设CP=x，△PQR与矩形ABCD重叠部分的面积为y.

[image: 121-01]
图8-1-4



（1）求∠CPQ的度数；

（2）当x取何值时，点R落在矩形ABCD的边AB上？

（3）当R落在矩形ABCD外部时，求y与x的函数关系式及此时函数值y的取值范围.


分析：
 （1）由AB=6，[image: 120-13]
 ，易得∠CBD=60°，进而可得∠CPQ=60°.

（2）由轴对称性质，可得PR=CP=x，∠CPQ=∠RPQ=60°，所以∠RPB=60°.在Rt△RPB中，构造方程求得x的值.

（3）如图8-1-5，y=S△RPQ
 -S△ERF
 .

[image: 121-02]
图8-1-5




解：
 （1）∵四边形ABCD是矩形，

∴AB=CD，AD=BC.

又∵AB=6，[image: 120-13]
 ，∠A=90°，

∴∠CD=6，[image: 121-03]
 ，

∴∠CBD=60°.

∵PQ∥BD，∴∠CPQ=∠CBD=60°.

（2）由轴对称的性质可知，△RPQ≌△CPQ，

∴∠RPQ=∠CPQ，RP=CP.

由（1）知∠RPQ=∠CPQ=60°，∴∠RPB=60°，∴RP=2BP.

∵CP=x，∴PR=x，[image: 121-04]
 .

在△RPB中，[image: 121-05]
 ，解这个方程得[image: 121-06]
 .

（3）当R落在矩形ABCD的外部时（图8-1-5），[image: 121-07]
 ，

[image: 121-08]
图8-1-5



在Rt△PFB中，∵∠RPB=60°，

[image: 121-09]


又∵RP=CP=x，∴[image: 121-10]
 .

在Rt△ERF中，∵∠EFR=∠PFB=30°，

[image: 121-11]


∴y的取值范围是[image: 121-12]
 .


反思：
 此题是借助折叠而设置的动态几何题.

二　图形折叠问题与直角坐标系的结合


例1
 　如图8-2-1，一张矩形纸片OABC平放在平面直角坐标系内，O为原点，点A在x轴的正半轴上，点C在y轴的正半轴上，OA=5，OC=4.

[image: 122-01]
图8-2-1



（1）将纸片沿CE对折，点B落在x轴上的点D处，求点D的坐标.

（2）在（1）中，设BD与CE的交点为P，若点P、点B在抛物线y=x2
 +bc+c上，求b、c的值.

（3）若将纸片沿直线l对折，点B落在x轴上的点G处，l与BG的交点为Q，若点Q在（2）的抛物线上，求直线l的解析式.


分析：
 （1）由对称可知CD=CB=5，就很容易求得OD.

（2）利用对称生，易知P是BD的中点.这样，就易求出点P、B的坐标，然后代入y=x2
 +bx+c即可.

（3）按题意先画出示意图，由于点Q在抛物线上，易求交点Q的坐标，另外直线l仅过点Q，可能有不同的位置，所以l的解析式不唯一.


解：
 （1）由对称性可知，CD=CB=OA=5，

∵∠COD=90°，OC=4，

∴OD=3，∴点D的坐标为（3，0）.

（2）如图8-2-1，过点P作PF⊥x轴于F，∵点P是BD的中点，

[image: 122-02]


∴点P的坐标为（4，2），又点B坐标为（5，4），

将点P、点B的坐标代入y=x2
 +bx+c中，求得b=-7，c=14.

∴抛物线的解析式为y=x2
 -7x+14.

（3）如图8-2-2，当点G在x轴上时，过点Q作QM⊥x轴于M，可知[image: 122-03]
 ，则点Q的纵坐标为2，代入（2）中的抛物线，得x2
 -7x+14=2，解之x1
 =3，或x2
 =4.

[image: 122-04]
图8-2-2



∴点Q的坐标为（3，2）或（4，2）.

①当点Q的坐标为（3，2）时，OM=3，MA=5-3=2，

GA=AB=4，而l为BG的中垂线，

∴点A在l上，又A的坐标为（5，0），∴直线l过A、Q两点.

则直线l的解析式为y=-x+5.

②如图8-2-3，当点Q的坐标为（4，2）时，OM=4，MA=1.

[image: 122-05]
图8-2-3



∴OG=3，又OC=4，∴CG=5，∴CG=CB，

∵l为BG的中垂线，∴点C在l上.

∴直线l过Q（4，2）与C（0，4）的解析式为[image: 122-06]
 .


反思：
 本题将几何图形与坐标相结合，通过图形的折叠，使二次函数、一次函数、方程等知识有机结合起来，渗透着数形结合思想.


例2
 　将一矩形纸片OABC放在直角坐标系中，O为原点，C在x轴上，OA=6，OC=10.

（1）如图8-2-4，在OA上取一点E，将△EOC沿EC折叠，使点O落在AB边上的点D，求点E的坐标.

[image: 123-01]
图8-2-4



（2）如图8-2-5，在OA、OC边上选取适当的E′、F，将△E′OF沿E′F折叠，使O点落在AB边上的D′点，过D′作D′G∥y轴交E′F于点T，交OC于点G，求证：TG=AE′.

[image: 123-02]
图8-2-5



（3）在（2）的条件下，设T（x，y），①探求：y与x之间的函数关系式；②指出自变量x的取值范围.

（4）如图8-2-6，如果将矩形OABC变为平行四边形OA′B′C′，使OC′=10，OC′边上的高等于6，其他条件均不变.探求：这时T′（x，y）的坐标y与x之间是否仍然满足（3）中所得的函数关系式？若满足，请说明理由；若不满足，写出你认为正确的函数关系式.

[image: 123-03]
图8-2-6




分析：
 （1）设OE=m，在Rt△AED中，利用勾股定理，或由△AED∽△BDC，求出OE的长，即得点E坐标.

（2）要证AE′=TG，只需证E′O=D′T.

（3）①由翻折和条件（2）易得OT=D′T=6-y，在Rt△OTG中，用勾股定理可得y与x之间的关系式.

②再考虑到两个特殊位置：当AD′=OG=2时，x取最小，即x≥2；当E′F恰好平分∠OAB时，x取最大，四边形AOFD′为正方形，从而确定出x的取值范围.

（4）搞清本题四边形变了，但线段OT′=D″T′始终没有变是解决本题的关键.从数或形这两方面，模仿（3）的解题方法就能迎刃而解.


解：
 （1）设OE=m或E的坐标为（0，m），则AE=6-m，DE=m，CD=10.

由勾股定理得BD=8，则AD=2.

由∠EDC=∠EAD=90°，得∠AED=∠CDB.

∴△ADE∽△BCD，则[image: 123-04]
 ，解得[image: 123-05]
 ，

∴E的坐标为[image: 123-06]
 .

（2）连接OD′交E′F于P，由折叠性质可得E′F垂直平分OD′，

由OE′∥D′G，得∠E′OP=∠PD′T，

∴△OE′P≌△D′TP，∴OE′=D′T，从而得AE′=TG.

（3）①连接OT，由（2）可得OT=D′T.在Rt△OTG中，

x2
 +y2
 =（6-y）2
 ，得[image: 124-01]
 .

②结合（1）可得，AD′=OG=2时，x最小，从而x≥2，当E′F恰好平分∠OAB时，AD′最大，即x最大，此时，点G与点F重合，四边形AOFD′为正方形，故x的最大值为6，从而x≤6，得2≤x≤6.

（4）y与x之间仍然满足（3）中所得的函数关系式.理由：连接OT′，仍然可得OT′=D″T′，在Rt△OGT′中，得x2
 +y2
 =（6-y）2
 .

从而（3）中所得的函数关系式仍然成立.


反思：
 本题以矩形的翻折为背景，解题时需要充分利用图形翻折的性质，以及勾股定理或相似形性质等知识.


例3
 　在平面直角坐标系中，矩形ABCD的边AB=2，AD=1，且AB，AD分别在x轴，y轴的正半轴上，点A与坐标原点重合.将矩形折叠，使点A落在边DC上，设点A′是点A落在边DC上的对应点.

（1）当矩形ABCD沿直线[image: 124-02]
 折叠时（图8-2-7），求点A′的坐标和b的值；

[image: 124-03]
图8-2-7



（2）当矩形ABCD沿直线y=kx+b折叠时，

①求点A′的坐标（用k表示），并求出k和b之间的关系式；

②我们把折痕所在的直线与矩形的位置分为如图8-2-8（1）（2）（3）所示的三种情形，请你分别写出每种情形下k的取值范围.（将答案直接填在每种情形下的横线上）

[image: 124-04]
图8-2-8



k的取值范围是_____；k的取值范围是_____；k的取值范围是_____.


分析：
 本题以矩形为模型，用折叠的方式，将轴对称变换和坐标平面有机结合起来探求点的坐标、变量间的关系和自变量的取值范围，共同之处是折叠后点A的对称点A′均落在DC上，因而确定点A′的坐标是思维的切入点.通过对图8-2-8三种折叠现象的观察能得到直线与矩形相交于三种不同的位置，反映了k随着对称点位置的变化而变化所呈现的各种取值情况.

本题无论是问题（1）与（2）①之间，还是（2）②中三个问题的设计都体现了从特殊到一般的解题思想，因此，在解法上它们也就有着必然的联系.所以，我们首先要从特殊情况入手，进而解决全部问题.如问题（1）中求A′的坐标和b的值的方法为问题（2）①的解决提供了可能——几乎是完全相同的思路；又如通过求与点A的对称点A′重合时的点C、D的坐标就可以确定k的全部的取值范围等.


解：
 （1）如图8-2-9（1），设直线[image: 125-01]
 与OD交于点E，与OB交于点F.

[image: 125-02]
图8-2-9



连接A′O，则OE=b，OF=2b，设点A′的坐标为（a，1）.

∵∠DOA′+∠A′OF=90°，∠OFE+∠A′OF=90°，

∴∠DOA′=∠OFE，∴△DOA′∽△OFE.

∴[image: 125-03]
 ，即[image: 125-04]
 ，所以[image: 125-05]
 ，所以点A′的坐标为[image: 125-06]
 .

连接A′E，则A′E=OE=b.

在Rt△DEA′中，根据勾股定理有A′E2
 =A′D2
 +DE2
 ，

即[image: 125-07]
 ，解得[image: 125-08]
 .

（2）如图8-2-9（1），设直线y=kx+b与OD交于点E，与OB交于点F.

连接A′O，则OE=b，[image: 125-09]
 ，设点A′的坐标为（a，1）.

∵∠DOA′+∠A′OF=90°，∠OFE+∠A′OF=90°.

∴∠DOA′=∠OFE，所以△DOA′∽△OFE.

∴[image: 125-10]
 ，所以a=-k，所以点A′的坐标为（-k，1）.

连接A′E，在Rt△DEA′中，DA′=-k，DE=1-b，A′E=b.

∵A′E2
 =A′D2
 +DE2
 ，

∴b2
 =（-k）2
 +（1-b）2
 ，解得[image: 125-11]
 .

在图8-2-9（2）和（3）中求解结论相同.

（3）由（2）知，y=kx+b可写成[image: 125-12]
 .图8-2-8（1）中，当A与C重合时，k=-2，当直线y=kx+b经过点D时，k=-1，所以-2≤k≤-1；图8-2-8（2）中，直线y=kx+b经过点B时，此时x=2，所以[image: 125-13]
 ，所以[image: 125-14]
 ；图8-2-8（3）中，O与D点重合时，k=0，所以[image: 125-15]
 .


反思：
 本题中矩形折叠问题与常见的矩形折叠问题不同.我们常见的矩形折叠问题大多是已知“折线”，据此去求解一些与折叠有关的全等、重叠部分图形的面积等.而本题却颠覆传统，追求创新，将“折线”与“折叠后矩形的一个顶点A落在边DC上”巧妙地结合在一起，从学生的一般认知规律出发，由特殊到一般，先给出一个“半抽象”的折线，即直线[image: 126-01]
 ，让学生求出当矩形ABCD沿直线[image: 126-02]
 折叠时点A′的坐标和b的值；然后再在一般的情形下考察结论的一般性.

本题寓意深远，具有很强的发展性.从初中数学的视角来看，本题考查了学生在初中阶段所学的诸如函数、方程、图形变换、图形的全等与相似等重要的知识点，而从高中数学的视角来看，本题为学生到高中阶段进一步学习直线的斜率、轨迹方程等知识埋下了“伏笔”.

真题演练　即时巩固


答案链接


1. （西宁）如图，已知矩形纸片ABCD，AD=2，AB=4，将纸片折叠，使顶点A与边CD上的点E重合，折痕FG分别与AB，CD交于点G，F，AE与FG交于点O.

（1）如图（1），求证：A，G，E，F四点围成的四边形是菱形；

（2）如图（2），当△AED的外接圆与BC相切于点N时，求证：点N是线段BC的中点；

（3）如图2，在（2）的条件下，求折痕FG的长.

[image: 126-03]
（第1题）



2. （天津）已知一个矩形纸片OACB，将该纸片放置在平面直角坐标系中，点A（11，0），点B（0，6），点P为BC边上的动点（点P不与点B、C重合），经过点O、P折叠该纸片，得点B′和折痕OP.设BP=t.

（1）如图（1），当∠BOP=30°时，求点P的坐标；

[image: 126-04]
（第2题）



（2）如图（2），经过点P再次折叠纸片，使点C落在直线PB′上，得点C′和折痕PQ，若AQ=m，试用含有t的式子表示m；

（3）在（2）的条件下，当点C′恰好落在边OA上时，求点P的坐标（直接写出结果即可）.


友情提示

（1）∠BOP=30°，则可通过解直角三角形求出BP的值，从而求出点P的坐标.

（2）两次折叠后，可通过△OBP∽△PCQ用含有t的式子表示出m，注意证明相似需要将角的相等关系转化.

（3）首先过点P作PE⊥OA，垂足为E，易证得△PC′E∽△C′QA，由勾股定理可求得C′Q的长，然后利用相似三角形的对应边成比例与（2）中的结论，即可求得t的值.



3. （绥化）如图，四边形ABCD为矩形，点C在x轴上，点A在y轴上，点D坐标是（0，0），点B坐标是（3，4），矩形ABCD沿直线EF折叠，点A落在BC边上的G处，E、F分别在AD和AB上，且点F的坐标是（2，4）.

[image: 127-01]
（第3题）



（1）求点G的坐标；

（2）求直线EF的解析式；

（3）点N在x轴上，直线EF上是否存在点M，使以M、N、F、G为顶点的四边形是平行四边形，若存在，请直接写出点M的坐标；若不存在，请说明理由.

4. （潜江）如图，抛物线y=ax2
 +bx+2交x轴于A-1，0，B4，0两点，交y轴于点C，与过点C且平行于x轴的直线交于另一点D，点P是抛物线上一动点.

[image: 127-02]
（第4题）



（1）求抛物线的解析式及点D的坐标；

（2）点E在x轴上，若以A，E，D，P为顶点的四边形是平行四边形，求此时点P的坐标；

（3）过点P作直线CD的垂线，垂足为Q，若将△CPQ沿CP翻折，点Q的对应点为Q′，是否存在点P，使Q′恰好落在x轴上？若存在，求出此时点P的坐标；若不存在，说明理由.

5. （江西）已知，纸片⊙O的半径为2，如图1，沿弦AB折叠操作.

（1）如图2，当折叠后的[image: 127-03]
 经过圆心O时，求[image: 127-03]
 的长；

（2）如图3，当弦AB=2时，求折叠后[image: 127-03]
 所在圆的圆心O′到弦AB的距离；

（3）在图1中，再将纸片⊙O沿弦CD折叠操作.

①如图4，当AB∥CD，折叠后的[image: 127-04]
 与[image: 127-03]
 所在圆外切于点P时，设点O到弦AB、CD的距离之和为d，求d的值.

②如图5，当AB与CD不平行，折叠后的[image: 127-04]
 与[image: 127-03]
 所在圆外切于点P时，设点M为AB的中点，点N为CD的中点.试探究四边形OMPN的形状，并证明你的结论.

[image: 128-01]
（第5题）





第九单元　图形的平移、旋转题

命题趋势　考点诠释

《数学课程标准》强化了图形变换的内容，将图形变换思想、方法具体化.这是义务教育数学课程标准最突出的特色之一，改革的力度也较大，随着新课程的深入实施，以图形变换为载体并融合全等三角形、四边形、相似三角形、解直角三角形、圆等初中主体知识为一体的探究结论题，已经逐渐成为近年来中考几何压轴题的常见形式.另外，将图形的变换与坐标系相结合也是近年中考数学“压轴题”的一个新亮点.

经典例题　值得一学

一　“线”的平移、旋转


例1
 　如图9-1-1，已知等边三角形ABC的边长为4厘米，长为1厘米的线段MN在△ABC的边AB上沿AB方向以1厘米/秒的速度向B点运动（运动开始时，点M与点A重合，点N到达点B时运动终止），过点M、N分别作AB边的垂线，与△ABC的其他边交于P、Q两点，线段MN运动的时间为t秒.

[image: 129-01]
图9-1-1



（1）线段MN在运动的过程中，t为何值时，四边形MNQP恰为矩形？并求出该矩形的面积.

（2）线段MN在运动的过程中，四边形MNQP的面积为S，运动的时间为t.求四边形MNQP的面积S随运动时间t变化的函数关系式，并写出自变量t的取值范围.


分析：
 本题通过“线”的运动考查等边三角形、矩形的知识.分类讨论是解决第（2）小题的关键.


解：
 （1）如图9-1-2，过点C作CD⊥AB，垂足为D，则AD=2.

[image: 130-01]
图9-1-2



当MN运动到被CD垂直平分时，四边形MNQP是矩形，即[image: 130-03]
 时，四边形MNQP是矩形，

∴[image: 130-04]
 秒时，四边形MNQP是矩形.

[image: 130-05]


（2）①当0＜t＜1时（图9-1-3），

[image: 130-06]
图9-1-3



[image: 130-07]


②当1≤t≤2时（图9-1-4），

[image: 130-08]
图9-1-4



[image: 130-09]


③当2＜t＜3时（图9-1-5），

[image: 130-10]
图9-1-5



[image: 130-11]



例2
 　如图9-1-6，△ABC中∠C=90°，∠A=60°，AC=2cm.长为1cm的线段MN在△ABC的边AB上沿AB方向以1cm/s的速度向点B运动（运动前点M与点A重合）.过M、N分别作AB的垂线交直角边于P、Q两点，线段MN运动的时间为t秒.

[image: 130-12]
图9-1-6



（1）若△AMP的面积为y，写出y与t的函数关系式（写出自变量t的取值范围）.

（2）线段MN运动过程中，四边形MNQP有可能成为矩形吗？若有可能，求出此时t的值；若不可能，说明理由.

（3）t为何值时，以C、P、Q为顶点的三角形与△ABC相似？


分析：
 本题是以一条运动线段为载体，以直角三角形为背景的有关存在性的探究题.

（1）线段MN在边AB上沿AB向点B运动，其实就是两个点M、N沿AB以相同的速度向点B运动，运动过程中，有两个临界点，P与C重合（t=1）和N运动到B（N）与B重合（t=3），故分两种情况①0≤t＜1，②1≤t≤3来探讨以上问题.

（2）中要使四边形MNQP成为矩形，只要PM=QN，利用三角函数可求出PM、QN与t之间的关系，就可求出t的值.

（3）中要使以C、P、Q为顶点的三角形与△ABC相似，因为∠C=90°，只要∠CPQ=∠A=60°或∠CPQ=∠B=30°，可利用[image: 131-01]
 找到关于t的方程，求出t的值.


解：
 如图9-1-6，当点P在AC上时，

∵AM=t，∴[image: 131-02]
 （0≤t＜1）.

如图9-1-7，当点P在BC上时，[image: 131-03]
 .

[image: 131-04]
图9-1-17



[image: 131-05]


（2）如图9-1-6，∵AC=2，∴AB=4，

∴BN=AB-AM-MN=4-t-1=3-t.

[image: 131-06]


由条件知，若四边形MNQP为矩形，需PM=QN，即[image: 131-07]
 ，

[image: 131-08]
 时，四边形MNQP为矩形.

（3）如图9-1-6，由（2）知，当[image: 131-09]
 时，四边形MNQP为矩形，此时PQ∥AB，

∴△PQC∽△ABC.

除此之外，当∠CPQ=∠B=30°时，△QPC∽△ABC，此时[image: 131-10]
 .

[image: 131-11]


∴当[image: 131-12]
 时，以C、P、Q为顶点的三角形与△ABC相似.


例3
 　已知四边形ABCD中，AB⊥AD，BC⊥CD，AB=BC，∠ABC=120°，∠MBN=60°，∠MBN绕点B旋转，它的两边分别交AD，DC（或它们的延长线）于E，F.

当∠MBN绕B点旋转到AE=CF时（图9-1-8），易证AE+CF=EF.

[image: 132-01]
图9-1-8



当∠MBN绕点B到旋转到AE≠CF时，在图9-1-9和图9-1-10这两种情况下，上述结论是否成立？若成立，请给予证明；若不成立，线段AE，CF，EF又有怎样的数量关系？请写出你的猜想，不需证明.



	[image: 132-02]

	[image: 132-03]




	图9-1-9
	图9-1-10





分析：
 如图9-1-8，当AE=CF时，可证得△BCF≌△BAE，进而证得△BEF是等边三角形，而[image: 132-04]
 ，所以AE+CF=EF.

如图9-1-9，AE+CF=EF成立，利用截长补短可以证得.

如图9-1-10，AE+CF=EF显然不成立.


解：
 图9-1-9成立，图9-1-10不成立.

如图9-1-11，延长DC至点K，使CK=AE，连接BK，则△BAE≌△BCK，

[image: 132-05]
图9-1-11



∴BE=BK，∠ABE=∠KBC.

∵∠FBE=60°，∠ABC=120°，

∴∠FBC+∠ABE=60°，

∴∠FBC+∠KBC=60°，

∴∠KBF=∠EBF=60°，

∴△KBF≌△EBF，∴KF=EF，

∴KC+CF=EF，即AE+CF=EF.

图9-1-10不成立，AE，CF，EF的关系是AE-CF=EF.


反思：
 解决这类问题时，要分清图形的变化过程，正确分析变量与其他量之间的内在联系，探寻它们之间的关系；要善于探索动点运动的特点和规律，抓住三角形在变化过程中的不变元素.

二　“面”的平移、旋转


例1
 　在△ABC中，AB=AC，CG⊥BA交BA的延长线于点G.一等腰直角三角尺按如图9-2-1所示的位置摆放，该三角尺的直角顶点为F，一条直角边与AC边在一条直线上，另一条直角边恰好经过点B.

[image: 133-01]
图9-2-1



（1）在图9-2-1中请你通过观察，测量BF与CG的长度，猜想并写出BF与CG满足的数量关系，然后证明你的猜想.

（2）当三角尺沿AC方向平移到图9-2-2所示的位置时，一条直角边仍与AC边在同一直线上，另一直角边交BC边于点D，过点D作DE⊥BA于点E.此时请你通过观察、测量DE、DF与CG的长度，猜想并写出DE+DF与CG之间满足的数量关系，然后证明你的猜想.

[image: 133-02]
图9-2-2



（3）当三角尺在（2）的基础上沿AC方向继续平移到图9-2-3所示的位置（点F在线段AC上，且点F与C不重合）时，（2）中的猜想是否仍然成立？（不用说明理由）

[image: 133-03]
图9-2-3




分析：
 （1）如图9-2-1，易证得△ABF≌△ACG，从而可证得BF=CG.

（2）如图9-2-2，要证DE+DF=CG，可以利用截长补短证得，过D作DH⊥CG于H，从而ED=GH，则只需证DF=CH.

（3）如图9-2-3，DE+DF=CG仍然成立.


解：
 （1）BF=CG.

证明：在△ABF和△ACG中，∵∠F=∠G=90°，∠FAB=∠GAC，AB=AC，

∴△ABF≌△ACG，∴BF=CG.

（2）DE+DF=CG.


证明：
 过点D作DH⊥CG于点H（图9-2-2）.

∵DE⊥BA于点E，∠G=90°，DH⊥CG，

∴四边形EDHG为矩形，∴DE=HG，DH∥BG，∴∠GBC=∠HDC.

∵AB=AC，∴∠FCD=∠GBC=∠HDC.

又∵∠F=∠DHC=90°，CD=DC，

∴△FDC≌△HCD，∴DF=CH.

∴GH+CH=DE+DF=CG，即DE+DF=CG.

（3）仍然成立.


反思：
 本题以图形的平移为载体，将从特殊到一般的探究思想蕴涵在图形的变化中.解决本题的关键是通过矩形和全等三角形把DE、DF的和转化为CG，在平移过程中四边形EDHG始终为矩形，△FDC与△HCD的全等关系也始终不变.


例2
 　如图9-2-4，在梯形ABCD中，AD∥BC，AB=AD=DC=2cm，BC=4cm，在等腰△PQR中，∠QPR=120°，底边QR=6cm，点B、C、Q、R在同一直线l上，且C、Q两点重合，如果等腰△PQR以1cm/秒的速度沿直线l箭头所示方向匀速运动，t秒时梯形ABCD与等腰△PQR重合部分的面积记为S平方厘米.

[image: 134-01]
图9-2-4



（1）当t=4时，求S的值；

（2）当4≤t≤10时，求S与t的函数关系式，并求出S的最大值.


分析：
 本题以运动的等腰三角形为载体，在等腰梯形背景下创设的图形面积的最值问题.由已知，点P、A、D三点共线，△RPQ沿直线l运动，其实还是点在运动，点P在直线AD上运动，点Q、R在直线l上运动，△PQR运动的整个过程中，与梯形ABCD的重合部分的图形的形状在发生变化，故应考虑这样几个临界点：P运动到D（此时Q运动到B，t=4）；P运动到A（此时R运动到C，t=6）；R运动到B（t=10），t的范围是：①0≤t＜4；②4≤t＜6；③6≤t≤10.而问题（2）只需要考虑②和③即可，在②中重叠部分是一个五边形，它的面积可用三角形的面积的和差计算，S=S△PQR
 -S△CRN
 -S△BKQ
 ，而△CRN，△BKQ始终与△PQR相似，通过相似可求出它们的面积，③中的面积较易求出.


解：
 （1）t=4时，Q与B重合，P与D重合，如图9-2-5所示.

[image: 134-02]
图9-2-5



重合部分是△BDC，[image: 134-03]
 .

（2）当4≤t≤6时，如图9-2-6，则BQ=t-4，CR=6-t，

[image: 134-04]
图9-2-6



由△PQR∽△BQK∽△CRN，

[image: 134-05]


当t=5时，S最大，为[image: 134-06]
 .

当6＜t≤10时，如图9-2-7，BR=10-t，BK⊥RK，且∠KRB=30°，

[image: 134-07]
图9-2-7



[image: 134-08]


当t=6时，S最大，为[image: 134-09]
 .

综上所述，S的最大值为[image: 134-10]
 .


例3
 　如图9-2-8所示，一张三角形纸片ABC，∠ACB=90°，AC=8，BC=6，沿斜边AB的中线CD把这张纸片剪成△AC1
 D1
 和△BC2
 D2
 两个三角形（图9-2-9）.将纸片△AC1
 D1
 沿直线D2
 B（AB）方向平移（点A，D1
 ，D2
 ，B始终在同一条直线上）.当点D1
 与点B重合时，停止平移.在平移的过程中，C1
 D1
 与BC2
 交于点E，AC1
 与C2
 D2
 ，BC2
 分别交于点F，P.

[image: 135-01]
图9-2-8



[image: 135-02]
图9-2-9



（1）当△AC1
 D1
 平移到如图9-2-10所示的位置时，猜想图中D1
 E与D2
 F的数量关系，并证明你的猜想；

[image: 135-03]
图9-2-10



（2）设平移距离D2
 D1
 为x，△AC1
 D1
 与△BC2
 D2
 重叠部分的面积为y，请写出y与x的函数关系式，以及自变量x的取值范围；图9-2-8

（3）对于（2）中结论是否存在这样的x，使得重叠部分面积等于原△ABC纸片面积的[image: 135-04]
 ？若存在，请求出x的值；若不存在，请说明理由.


分析：
 （1）平移问题的一个重要特征是图形上某些相对点的位置改变了，平移图形保持等速等距运动.在图9-2-8中，∠ACB=90°，CD是斜边AB的中线，则DC=DA=DB；由此在图9-2-10中，有C1
 D1
 =C2
 D2
 =BD2
 =AD1
 .有了这样的考虑，问题就简单了.

（2）如图9-2-10，△AC1
 D1
 与△BC2
 D2
 重叠部分为五边形PFD2
 D1
 E，而SPFD2
 D1
 E
 =S△C2
 D2
 B
 -S△C2
 FP
 -S△ED1
 B
 ，其中△C2
 D2
 B的面积易求，关键是用D2
 D1
 =x表示S△C2
 FP
 和S△ED1
 B
 .由前面的分析，可进一步得到D1
 E=BD1
 =D2
 F=AD2
 =5-x，C2
 F=C1
 E=x，接下来只需求△ED1
 B中边D1
 B上的高了.

（3）对于重叠部分的面积能否是原△ABC面积的[image: 135-04]
 ，只要进行计算就可以将问题变为一元二次方程的问题了.


解：
 （1）D1
 E=D2
 F.

∵C1
 D1
 ∥C2
 D2
 ，∴∠C1
 =∠AFD2
 ，

又∵∠ACB=90°，CD是斜边AB的中线，

∴DC=DA=DB，即C1
 D1
 =C2
 D2
 =BD2
 =AD1
 .

∴∠C1
 =∠A，∴∠AFD2
 =∠A，∴AD2
 =D2
 F.同理，BD1
 =D1
 E.

又∵AD1
 =BD2
 ，∴AD2
 =BD1
 ，∴D1
 E=D2
 F.

（2）∵在Rt△ABC中，AC=8，BC=6，∴由勾股定理，得AB=10.

即AD1
 =BD2
 =C1
 D1
 =C2
 D2
 =5.

又∵D2
 D1
 =x.，∴D1
 E=BD1
 =D2
 F=AD2
 =5-x.

∴C2
 F=C1
 E=x在△BC2
 D2
 中，C2
 到BD2
 的距离就是△ABC的AB边上的高，为[image: 135-05]
 .

设△BED1
 的BD1
 边上的高为h，由C1
 D1
 ∥C2
 D2
 ，得△BC2
 D2
 ∽△BED1
 ，

[image: 135-06]


∵∠C1
 +∠C2
 =90°.∴∠FPC2
 =90°.

又∵∠C2
 =∠B，[image: 136-01]
 .

[image: 136-02]


（3）存在.当[image: 136-03]
 时，即[image: 136-04]
 ，

整理，得3x2
 -20x+25=0，

解得[image: 136-05]
 ，x2
 =5.

当[image: 136-06]
 或x=5时，重叠部分面积等于原△ABC面积的[image: 136-07]
 .


反思：
 解决本题的关键是抓住平移过程中的不变量.而第（2）小题的难点是探究出△BC2
 D2
 ∽△BED1
 .


例4
 　已知正方形ABCD和等腰Rt△BEF，BE=EF，∠BEF=90°，按图9-2-11放置，使点F在BC上，取DF的中点G，连接EG、CG.

[image: 136-08]
图9-2-11



（1）探索EG、CG的数量关系和位置关系并证明；

（2）将图9-2-11中△BEF绕B点顺时针旋转45°，再连接DF，取DF中点G（图9-2-12），问（1）中的结论是否仍然成立？证明你的结论；

[image: 136-09]
图9-2-12



（3）将图9-2-11中△BEF绕B点转动任意角度（旋转角在0°到90°之间），再连接DF，取DF的中点G（图9-2-13），问（1）中的结论是否仍然成立？证明你的结论.

[image: 136-10]
图9-2-13




分析：
 在解决此题时都会遇到不同程度的困难，包括（1）问，究其原因，是对于旋转的实质把握得不透彻，往往被旋转中繁杂的图形变换所迷惑，不善于利用等量关系和题目的已知条件来寻求和构造全等三角形.

第（1）问首先要抓住BE与BD叠合这一已知条件，得到B、E、D三点共线，然后反复利用了直角三角形斜边上中线等于斜边的一半这个重要性质.

第（2）问比较灵活，但是关键是抓住正方形和等腰三角形的特点，利用中点来构造全等三角形，可以在正方形内构造全等三角形，也可以向正方形外构造全等三角形.


解：
 （1）EG=CG且EG⊥CG.


证明：
 如图9-2-14，连接ED.

[image: 136-11]
图9-2-14



∵正方形ABCD和等腰Rt△BEF，∴∠EBF=∠DBC=45°，

∴B、E、D三点共线.

∵∠DEF=90°，G为DF的中点，∠DCB=90°，

∴EG=DG=GF=CG，∴EG=CG；

∴∠EGF=2∠EDG；∠CGF=2∠CDG，

∴∠EGF+∠CGF=2∠EDC=90°，

即∠EGC=90°，∴EG⊥CG.图9-2-15

（2）仍然成立.


证明：
 如图9-2-15，延长EG交CD于点H，

[image: 137-01]
图9-2-15



∵BE⊥EF，∴EF∥CD，∴∠1=∠2.

又∵∠3=∠4，FG=DG，∴△FEG≌△DHG，

∴EF=DH，EG=GH.

∵△BEF为等腰直角三角形，∴BE=EF，∴BE=DH.

∵CD=BC，∴CE=CH，∴△ECH为等腰直角三角形，

又∵EG=GH，∴EG=CG且EG⊥CG.

（3）仍然成立.


证明：
 如图9-2-16，延长CG至H，使GH=CG，连接HF交BC于M，连接EH、EC.

[image: 137-02]
图9-2-16



∵GF=GD，∠HGF=∠CGD，HG=CG，∴△HFG≌△CDG，

∴HF=CD，∠GHF=∠GCD，∴HF∥CD.

∵正方形ABCD，∴HF=BC，HF⊥BC.

∵△BEF是等腰直角三角形，∴BE=EF，∠EBC=∠HFE，

∴△BEC≌△FEH，∴HE=EC，∠BEC=∠FEH，

∴∠BEF=∠HEC=90°，∴△ECH为等腰直角三角形，

又∵CG=GH，∴EG=CG且EG⊥CG.


反思：
 当图形旋转从特殊过渡到一般时，原有的一些比较容易观察的等量关系此时变得比较隐蔽，使解题变得更加困难，但是如果能够始终抓住变化过程中的一些关键的等量关系和图形本身的特征，解题的方法也就不难找到了.

三　图形的平移、旋转与直角坐标系的结合


例1
 　如图9-3-1所示，在平面直角坐标系xOy中，直线[image: 137-03]
 分别交x轴，y轴于C，A两点.将射线AM绕着点A顺时针旋转45°得到射线AN.点D是位于射线AM上的动点，点B为射线AN上的动点，点C在∠MAN的内部.当AM∥x轴，且四边形ABCD为梯形时，求△BCD的面积.

[image: 138-01]
图9-3-1




分析：
 解答本题的第一个难关是要根据题意正确画出图形来，其中隐含着△AOC是含30°角的直角三角形，这样才好确定点C的位置.

第二个难关是必须考虑到梯形ABCD有两种情况，即AD∥BC或AB∥CD.而这基于平时的学习过程中对教材的熟悉程度，也就是基本功的问题.为什么这样说呢？因为课本上只要提到梯形，都会交代平行的上、下底，而本题只是笼统地说“四边形ABCD为梯形”，并没有明确谁是底边谁是腰，所以审题很关键，一定要细心.

第三个难关是在解题的过程中，具体求△BCD的面积时，要灵活运用三角形的等面积代换.


解：
 （1）如图9-3-2所示，当AD∥BC时，依题意，可知∠DAB=45°，故

[image: 138-02]
图9-3-2



∠ABO=45°，OB=OA=2.

因为[image: 138-03]
 ，则[image: 138-04]
 .

所以[image: 138-05]
 .

（2）如图9-3-3所示，当AB∥CD时，可得S△BCD
 =S△ACD
 .

[image: 138-06]
图3-2-10



设射线AN交x轴于点E.

因为AD∥x轴，故四边形AECD为平行四边形，所以

S△AEC
 =S△ACD
 ，

[image: 138-07]


综上所述，当AM∥x轴，且四边形ABCD为梯形时，[image: 138-08]
 .


例2
 　如图9-3-4，在坐标平面上，点P从点[image: 138-09]
 出发，沿射线OM方向以每秒1个单位长度的速度做匀速运动，在运动过程中，以OP为对角线的矩形OAPB的边长[image: 138-10]
 ；过点O且垂直于射线OM的直线l与点P同时出发，且与点P沿相同的方向、以相同的速度运动.

[image: 138-11]
图9-3-4



（1）在点P运动过程中，试判断AB与y轴的位置关系，并说明理由；

（2）设点P与直线l都运动了t秒，求此时的矩形OAPB与直线l在运动过程中所扫过区域的重叠部分的面积S（用含t的代数式表示）.


分析：
 （1）点M的坐标为[image: 138-12]
 ，可得射线OM与x轴的夹角是30°；由[image: 138-10]
 ，可得∠ABO=30°，进而易证AB∥y轴.

（2）矩形OAPB与直线l在运动过程中所扫过区域的重叠部分图形形状不确定，需要分情况讨论，如图9-3-6，重叠部分图形是三角形，如图9-3-7，重叠部分图形是梯形，如图9-3-8，重叠部分图形是五边形.



	[image: 139-01]

	[image: 139-02]

	[image: 139-03]




	图9-3-6
	图9-3-7
	图9-3-8





解：
 （1）AB∥y轴.

理由：如图9-3-5，在Rt△OAB中，[image: 139-04]
 ，∴∠ABO=30°.

[image: 139-06]
图9-3-5



∵矩形的对角线互相平分且相等，∴QO=QB，∴∠QOB=30°.

过点M作MT⊥x轴于T，则[image: 139-05]
 ，

∴∠MOT=30°，∴∠BOS=60°，∴∠BSO=90°，∴AB∥y轴.

（2）设l在运动过程中与射线OM交于点C，过点A且垂直于射线OM的直线交OM于点D，过点B且垂直于射线OM的直线交OM于点E，则OC=t.

∵OP=2+t，∴[image: 139-07]
 .

①当[image: 139-08]
 ，即[image: 139-09]
 时，如图9-3-6，[image: 139-10]
 .

②当[image: 139-11]
 ，即[image: 139-12]
 时，如图9-3-7.设直线l交OB于F，交PA于G，则[image: 139-13]
 ，

[image: 139-14]


③当[image: 139-15]
 ，即t>6时，如图9-3-8，∵CP=OM=2，

[image: 139-16]



反思：
 解决这类问题时，我们时刻不能忘记分类讨论.


例3
 　如图9-3-9，在平面直角坐标系中，O为坐标原点，点A的坐标为（-8，0），直线BC经过点B（-8，6），C（0，6），将四边形OABC绕点O按顺时针方向旋转α度得到四边形OA′B′C′，此时直线OA′，直线B′C′分别与直线BC相交于点P，Q.

[image: 139-17]
图9-3-9



（1）四边形OABC的形状是_____；当α=90°时，[image: 140-01]
 的值是_____；

（2）①如图9-3-10，当四边形OA′B′C′的顶点B′落在y轴正半轴时，求[image: 140-01]
 的值；

[image: 140-02]
图9-3-10



②如图9-3-11，当四边形OA′B′C′的顶点B′落在直线BC上时，求△OPB′的面积.

[image: 140-03]
图9-3-11



（3）在四边形OABC旋转过程中，当0°<α≤180°时，是否存在这样的点P和点Q，使[image: 140-05]
 ？若存在，请直接写出点P的坐标；若不存在，请说明理由.


分析：
 （2）①求[image: 140-06]
 的值，需求CP与CQ的值.而求CP，可利用△COP∽△A′OB′；求CQ，可利用△B′CQ∽△B′C′O.

②求△OPB′的面积，只需求B′P的长.设B′P=PO=x，则CP=8-x，在Rt△COP中，利用勾股定理构造关于x的方程，从而求得x的值.

（3）在四边形OABC旋转过程中，点P可能在点B的左侧，点P也可能在点B的右侧，需要分两种情况考虑.


解：
 （1）矩形（长方形）；[image: 140-07]
 .

（2）①∵∠POC=∠B′OA′，∠PCO=∠OA′B′=90°，

∴△COP∽△A′OB′，∴[image: 140-08]
 .

同理△B′CQ∽△B′C′O，∴[image: 140-09]
 ，

∴CQ=3，BQ=BC+CQ=11.

[image: 140-10]


②在△OCP和△B′A′P中，[image: 140-11]


∴△OCP≌△B′A′P（AAS），

∴OP=B′P.

设B′P=x，在Rt△OCP中，（8-x）2
 +62
 =x2
 ，解得[image: 141-01]
 .

[image: 141-02]


（3）过点Q作QH⊥OA′于H，连接OQ，则QH=OC′=OC，

[image: 141-03]


∴PQ=OP.

设BP=x，∵[image: 141-04]
 ，∴BQ=2x.

①如图9-3-12，当点P在点B左侧时，OP=PQ=BP+BQ=3x.

[image: 141-05]
图9-3-12



在Rt△PCO中，（8+x）2
 +62
 =（3x）2
 ，解得[image: 141-06]
 （不符合实际，舍去）.

[image: 141-07]


②如图9-2-13，当点P在点B右侧时，OP=PQ=BQ-BP=x，PC=8-x.

[image: 141-08]
图9-3-13



在Rt△PCO中，（8-x）2
 +62
 =x2
 ，解得[image: 141-09]
 .

[image: 141-10]


综上可知，存在点[image: 141-11]
 ，使[image: 141-12]
 .


反思：
 在上面解答第（3）小题的过程中，用到了OP=PQ，这可利用如下面积关系证明：如图9-3-12，[image: 141-13]
 ，而OC=QH，所以PQ=OP.


例4
 　如图9-3-14，在平面直角坐标系中放置一直角三角板，其顶点为A（-1，0），B[image: 141-14]
 ，O（0，0）.将此三角板绕原点O顺时针旋转90°，得到△A′B′O.

[image: 142-01]
图9-3-14



（1）如图9-3-14，一抛物线经过点A、B、B′，求此抛物线的解析式；

（2）设点P是在第一象限内抛物线上一动点，求使四边形PBAB′的面积达到最大时点P的坐标及面积的最大值.


分析：
 本题将抛物线和三角形旋转有机地结合在一起.第（2）小题求使四边形PBAB′的面积达到最大时点P的坐标及面积的最大值，其中B、A、B′三点为定点，而P为第（1）小题求出的抛物线上的动点，则可根据抛物线解析式设出点P坐标，如图9-3-15，将四边形PBAB′分割成△AOB，△BOP，△POB′，用点P的横坐标x表示S△BOP
 、S△POB′
 .

[image: 142-02]
图9-3-14




解：
 （1）∵抛物线过A（-1，0），[image: 142-03]
 .设抛物线的解析式为[image: 142-04]
 （a≠0）.

又∵抛物线过[image: 142-05]
 ，将坐标代入上式得[image: 142-06]
 .

[image: 142-08]


即满足条件的抛物线解析式为[image: 142-09]
 .

（2）如图9-3-15，∵P为第一象限内抛物线上一动点，设P（x，y），则x>0，y>0.点P坐标满足[image: 142-09]
 .

连接PB、PO、PB′，

[image: 142-10]


当[image: 142-11]
 时，S四边形PBAB′
 最大.此时，[image: 142-12]
 .

即当动点P的坐标为[image: 142-13]
 时，S四边形PBAB′
 最大，最大面积为[image: 142-14]
 .


反思：
 第（2）小题的求解需要恰当地分解图形、巧妙地表示出图形面积、准确算出图形面积的最大值.

第（2）小题的求解方法有多种，还可以这样解：

如图9-3-16，连接BB′，∵P为第一象限内抛物线上一动点，S四边形PBAB′
 =S△ABB′
 +S△PBB′
 ，且△ABB′的面积为定值.

[image: 142-15]
图9-3-16



∴S四边形PBAB′
 最大时，S△PBB′
 必须最大.

∵BB′长度为定值，∴S△PBB′
 最大时点P到BB′的距离最大.

即将直线BB′向上平移到与抛物线有唯一交点P时，P到BB′的距离最大.设与直线BB′平行的直线l的解析式为y=-x+m，

[image: 143-01]


解得[image: 143-02]
 ，此时直线l的解析式为[image: 143-03]
 .

[image: 143-04]


∴直线l与抛物线唯一交点的坐标为[image: 143-05]
 .

设l与y轴交于E，则[image: 143-06]
 .

过B作BF⊥l于F，在Rt△BEF中，∠FEB=45°，∴[image: 143-07]
 .

过P作PG⊥BB′于G，则P到BB′的距离[image: 143-08]
 .

此时四边形PBAB′的面积最大.

[image: 143-09]



例5
 　平面直角坐标系中，[image: 075-02]
 ABOC如图9-3-17放置，点A、C的坐标分别为（0，3）、（-1，0），将此平行四边形绕点O顺时针旋转90°，得到[image: 075-02]
 A′B′OC′.

[image: 143-10]
图9-3-17



（1）若抛物线过点C，A，A′，求此抛物线的解析式；

（2）求[image: 075-02]
 ABOC和[image: 075-02]
 A′B′OC′重叠部分△OC′D的周长；

（3）点M是第一象限内抛物线上的一动点，问：点M在何处时△AMA′的面积最大？最大面积是多少？并求出此时点M的坐标.


分析：
 第（1）小题依据旋转的特征并运用待定系数法可求得抛物线的解析式，可以采用三点式，也可以采用交点式，且交点式运算相对比较简洁，运算量小一些.

第（2）小题有多种解法，常见思路有两种（图9-3-17）：

①运用旋转交换的性质得到对应相等的线段和角；进而得到△C′OD∽△BOA，根据相似比得出△C′OD各边的长度后求得三角形的周长；

②在得到△C′OD∽△BOA后，先求出△BOA的周长，再根据周长比等于相似比求得△C′OD的周长，此处灵活运用周长比与相似比的关系，运算量较小.

第（3）小题可通过多条途径解决.

①如图9-3-18，连接OM，利用S△AMA′
 ，S△AMO
 ，S△OMA′
 ，S△AOA′
 的关系及二次函数最值的求法得到S△AMA′
 的最大值，并得到此时点M的坐标；

②如图9-3-19，与①类似，过M作MH⊥x轴，利用S△AMA′
 与S△MA′H
 ，S梯形MHOA
 ，S△AOA′
 的关系求得相应结论；

③如图9-3-20，将直线AA′向右平移，当直线与抛物线只有一个交点时，S△AMA′
 取得最大值，此处将方程、函数和几何图形巧妙结合，很好地体现了数形结合思想的运用.

④在解法3的基础上直接求出S△AMA′
 的最大值.


解：
 （1）∵[image: 075-02]
 A′B′OC′由[image: 075-02]
 ABOC旋转得到，且点A的坐标为（0，3），∴点A′的坐标为（3，0），所以抛物线过点C（-1，0），A（0，3），A′（3，0）.设抛物线的解析式为y=ax2
 +bx+c（a≠0），

将点C、A、A′的坐标代入解析式，得[image: 144-02]


解得[image: 144-03]


∴过点C，A，A′的抛物线的解析式为y=-x2
 +2x+3.

（2）∵四边形ABOC是平行四边形，且[image: 075-02]
 A′B′OC′是由[image: 075-02]
 ABOC旋转得到，

∴AB∥CO，∠OAB=∠AOC=90°，OC′=OC=1，

[image: 144-04]


∠OC′D=∠OCA=∠B，又∠C′OD=∠BOA，

∴△C′OD∽△BOA.

[image: 144-05]


∴△C′OD的周长为[image: 144-06]
 .

（3）解法1：
 如图9-3-18，连接OM，设M（m，n）.

[image: 144-01]
图9-3-18



∵点M在抛物线上，

∴n=-m2
 +2m+3，

[image: 144-07]


因为0[image: 144-08]
 时△AMA′的面积有最大值[image: 144-09]
 .

所以当点M的坐标为[image: 145-01]
 时，△AMA′的面积有最大值，且最大值为[image: 145-02]
 .


解法2：
 如图9-3-19，设点M的坐标为（m，n），过M作MH⊥x轴于H，则MH=n，HO=m.

[image: 145-03]
图9-3-19



[image: 145-04]


∵点M在抛物线上，∴n=-m2
 +2m+3.

[image: 145-05]


此时，[image: 145-06]
 .

∴点M的坐标为[image: 145-07]
 .

所以当点M的坐标为[image: 145-07]
 时，△AMA′的面积有最大值，且最大值为[image: 145-08]
 .


解法3：
 如图9-3-20，设直线AA′的解析式为y=kx+l，

[image: 145-09]
图9-3-20



∵点A，A′的坐标分别为（0，3），（3，0），

[image: 145-10]


解得[image: 145-11]


∴y=-x+3.

将直线AA′向右平移，当直线与抛物线只有一个交点M时与y轴交于点P，此时S△AMA′
 最大，设平移后的直线的解析式为y=-x+h，则有[image: 145-12]


消去y，得x2
 -3x+（-3+h）=0，

令Δ=9-4（-3+h）=0，得[image: 145-13]
 .

[image: 145-14]


∴点M的坐标为[image: 145-15]
 ，点P的坐标为[image: 145-16]
 .

因为MP∥AA′，所以△MAA′与△PAA′面积相等.

[image: 146-01]


∴当点M的坐标为[image: 146-02]
 时，△AMA′的面积有最大值，且最大值为[image: 146-03]
 .


解法4：
 由解法3知点M的坐标为[image: 146-02]
 ，点P的坐标为[image: 146-04]
 时△AA′M的面积最大，此时

[image: 146-05]


如图9-3-20，过A作AN⊥PM交PM于点N，因为PM∥AA′，

∴∠APM=∠OAA′=45°，有[image: 146-06]
 ，

∴△AA′M的面积最大值为[image: 146-07]
 .

四　坐标系里抛物线的平移、旋转


例1
 　点P为抛物线y=x2
 -2mx+m2
 （m为常数，m>0）上任一点，将抛物线绕顶点G逆时针旋转90°后得到的新图像与y轴交于A，B两点（点A在点B的上方），点Q为点P旋转后的对应点.

（1）当m=2，点P的横坐标为4时，求点Q的坐标；

（2）设Q（a，b），用含m，b的代数式表示a；

（3）如图9-4-1所示，点Q在第一象限内，点D在x轴的正半轴上，点C为OD的中点，QO平分∠AQC，AQ=2QC，当QD=m时，求m的值.

[image: 146-08]
图9-4-1




分析：
 （1）当m=2时，y=（x-2）2
 ，则点G的坐标为（2，0），点P的坐标为（4，4）.由点Q为点P绕点G逆时针旋转90°后的对应点，易得点Q坐标.

（2）已知点Q的坐标（a，b），由点Q为点P绕点G逆时针旋转90°后的对应点，可得点P的坐标，将点P的坐标代入抛物线解析式y=x2
 -2mx+m2
 ，可以用含m，b的代数式表示a.

（3）C为OD的中点，也就是QC为△OQD的中线，利用倍长中线的方法构造全等三角形，进而求得点A坐标.


解：
 （1）当m=2时，y=（x-2）2
 ，则点G的坐标为（2，0），点P的坐标为（4，4）.

如图9-4-2所示，连接QG，PG，过点Q作QF⊥x轴交于点F，过点P作PE⊥x轴于点E.

[image: 147-01]
图9-4-2



依题意，可得△GQF≌△PGE，则

FQ=EG=2，FG=EP=4.

∴FO=2.

∴点Q的坐标为（-2，2）.

（2）如图9-4-2，点Q的坐标为（a，b），点Q为点P绕点G逆时针旋转90°后的对应点，可得点P的坐标为（m+b，m-a），将点P的坐标代入y=（x-m）2
 ，得

m-a=（m+b-m）2
 ，∴m-a=b2
 ，即a=m-b2
 .

（3）如图9-4-3所示，延长QC到点E，使CE=CQ，连接OE.

[image: 147-02]
图9-4-2



∵C为OD的中点，所以OC=CD.

∵∠ECO=∠QCD，

∴△ECO≌△QCD，OE=DQ=m.

∵AQ=2QC，∴AQ=QE.

∵QO平分∠AQC，∴∠1=∠2，

∴△AQO≌△EQO，则OA=EO=m.

∴点A的坐标为（0，m）.

∴（2m，m）为抛物线y=（x-m）2
 上的点，

∴m=（2m-m）2
 ，∴m2
 -m=0，

∴m1
 =1，m2
 =0（舍）.∴m=1.


反思：
 函数图像的旋转与图形的旋转一样，其实质仍然是点的旋转.以平面直角坐标系为背景的几何问题，特别是以平面直角坐标系为背景的图形变换问题，需要强调的是，要实现点的坐标与线段长度的正确转换.求旋转后的抛物线与轴的交点坐标，在这里不是通过解方程求得的，而是主要借助几何手段，通过几何证明和几何计算的方式得到的.


例2
 　如图9-4-4，已知抛物线C1
 ∶y=a（x+2）2
 -5的顶点为P，与x轴相交于A、B两点（点A在点B的左边），点B的横坐标是1.

[image: 147-03]
图9-4-4



（1）求P点坐标及a的值；

（2）如图9-4-4，抛物线C2
 与抛物线C1
 关于x轴对称，将抛物线C2
 向右平移，平移后的抛物线记为C3
 ，C3
 的顶点为M，当点P、M关于点B成中心对称时，求C3
 的解析式；

（3）如图9-4-5，点Q是x轴正半轴上一点，将抛物线C1
 绕点Q旋转180°后得到抛物线C4
 .抛物线C4
 的顶点为N，与x轴相交于E、F两点（点E在点F的左边），当以点P、N、F为顶点的三角形是直角三角形时，求点Q的坐标.

[image: 147-04]
图9-4-5




分析：
 第（2）小题求抛物线C3
 的解析式，只需求顶点M的坐标.

第（3）小题以点P、N、F为顶点的三角形是直角三角形，需分三种情况讨论.


解：
 （1）由抛物线C1
 ∶y=a（x+2）2
 -5得顶点P的坐标为（-2，-5）.

∵点B（1，0）在抛物线C1
 上，∴0=a（1+2）2
 -5，解得[image: 147-05]
 .

（2）连接PM，作PH⊥x轴于H，作MG⊥x轴于G.

∵点P，M关于点B成中心对称，

∴PM过点B，且PB=MB，

∴△PBH≌△MBG，

∴MG=PH=5，BG=BH=3，∴顶点M的坐标为（4，5）.

∵抛物线C2
 由C1
 关于x轴对称得到，抛物线C3
 由C2
 平移得到，

∴抛物线C3
 的表达式为[image: 148-01]
 .

（3）∵抛物线C4
 由C1
 绕x轴上的点Q旋转180°得到，

∴顶点N、P关于点Q成中心对称.

由（2）得点N的纵坐标为5.设点N坐标为（m，5）.

如图9-4-6，作PH⊥x轴于H，作NG⊥x轴于G，作PK⊥NG于K.

[image: 148-02]
图9-4-6



∵旋转中心Q在x轴上，∴EF=AB=2HB=6，

∴FG=3，点F的坐标为（m+3，0），点H的坐标为（-2，0），点K的坐标为（m，-5），

根据勾股定理，得

PN2
 =NK2
 +PK2
 =m2
 +4m+104，

PF2
 =PH2
 +HF2
 =m2
 +10m+50，

NF2
 =52
 +32
 =34.

①当∠PNF=90°时，PN2
 +NF2
 =PF2
 ，解得[image: 148-03]
 ，

∴Q点坐标为[image: 148-04]
 .

②当∠PFN=90°时，PF2
 +NF2
 =PN2
 ，解得[image: 148-05]
 ，

∴Q点坐标为[image: 148-06]
 .

③∵PN>NK=10>NF，∴∠NPF≠90°.

综上所述，当Q点坐标为[image: 148-07]
 或[image: 148-06]
 时，以点P、N、F为顶点的三角形是直角三角形.


例3
 　在平面直角坐标系中，将直线[image: 148-08]
 沿x轴翻折，得到一条新直线与x轴交于点A，与y轴交于点B.将抛物线[image: 148-09]
 沿x轴平移，得到一条新抛物线C2
 与y轴交于点D，与直线AB交于点E，F.

（1）求直线AB的解析式；

（2）若线段DF∥x轴，求抛物线C2
 的解析式；

（3）在（2）的条件下，若点F在y轴右侧，过点F作FH⊥x轴于点G，与直线l交于点H，一条直线m（m不过△AFH的顶点）与AF交于点M，与FH交于点N，如图9-4-8，如果直线m既平分△AFH的面积，又平分△AFH的周长，求直线m的解析式.

[image: 149-01]
图9-4-8




分析：
 第（2）小题的前提条件“线段DF∥x轴”，给我们提供了关键的信息：点D和点F是抛物线上的一对对称点，如图9-4-7所示.

第（3）小题考虑到直线m所处的位置，它必然把△AFH分为两部分：△MNF和不规则四边形MNHA.由于直线m既平分△AFH的面积，又平分△AFH的周长，所以从研究问题的方便性着想，我们把注意力和突破口集中在△NMF上.


解：
 （1）如图9-4-7，直线[image: 149-02]
 与x轴、y轴的交点坐标分别为（-2，0），[image: 149-03]
 .

[image: 149-04]
图9-4-7



由于把直线l沿x轴翻折，所以直线l和AB与x轴交于同一点，与y轴的交点关于x轴对称，从而得出A（-2，0），[image: 149-05]
 .

所以直线AB的解析式为[image: 149-06]
 .

（2）设平移后的抛物线C2
 的顶点为P（h，0），则抛物线C2
 解析式为[image: 149-07]
 .

因为C2
 与y轴交于点D，所以点D的坐标为[image: 149-09]
 .

因为点F和点D是抛物线上的一对对称点，所以由顶点P（h，0），[image: 149-10]
 ，就可以表示出点F的坐标为[image: 149-11]
 .

现在只要把[image: 149-12]
 代入直线AB的解析式，就能得到关于h的一元二次方程为

[image: 149-13]


解得h1
 =3，[image: 149-14]
 .

从而抛物线C2
 的解析式为[image: 150-01]
 或[image: 150-02]
 .

（3）因为FH∥y轴，为了便于表示三角形的面积，过点M作MT⊥FH于点T，故△FMT∽△FAG.

又因为点F（6，6），A（-2，0），G（6，0）是三个定点，故

AG=8，FG=6，AF=10，

FT∶TM∶FM=FG∶GA∶FA=3∶4∶5.

设FT=3k，TM=4k，FM=5k.

因为F（6，6），把x=6代入直线方程[image: 150-03]
 ，

易得点H的坐标为（6，-6）.

所以△AFH的周长为

AH+HF+AF=10+12+10=32.

△AFH的面积为

[image: 150-04]


根据直线m平分△AFH的周长，得

[image: 150-05]


再根据直线m平分△AFH的面积，得

[image: 150-06]


从而得到了一个关于参数k的方程

[image: 150-07]


解得[image: 150-08]
 或k=2（不合题意，舍去）.

所以[image: 150-09]
 ，FM=6，GN=FN-FG=4，[image: 150-10]
 ，所以点M的坐标为[image: 150-11]
 ，点N的坐标为（6，-4）.

用待定系数法求得直线MN的解析式为[image: 150-12]
 .


反思：
 这是一道有关直线翻折、抛物线平移的综合题，三个小问题都是求函数解析式，但问题的解决主要利用图形变换的有关性质，以及三角形的相似等几何知识，是典型的数形结合问题.在上述分析过程中，明显能感觉到此题难度大、综合性强，学生需要具备较高的数学分析能力、较强的数学运算能力，以及克服困难的勇气和顽强的毅力.相信经过这样的锻炼，同学们的解题能力一定会更上一层楼.

真题演练　即时巩固


答案链接


1. （南充）在Rt△POQ中，OP=OQ=4，M是PQ的中点，把一三角尺的直角顶点放在点M处，以M为旋转中心，旋转三角尺，三角尺的两直角边与△POQ的两直角边分别交于点A、B.

[image: 151-01]
（第1题）



（1）求证：MA=MB；

（2）连接AB，探究：在旋转三角尺的过程中，△AOB的周长是否存在最小值，若存在，求出最小值；若不存在，请说明理由.


友情提示

第（1）小题连接OM，证明△PMA≌△OMB即可.

第（2）小题在Rt△AOB中，运用勾股定理得到求AB长的式子，转化成二次函数的问题，再运用二次函数的最值求解.



2. （资阳）（1）如图（1），正方形AEGH的顶点E、H在正方形ABCD的边上，直接写出HD∶GC∶EB的结果（不必写计算过程）；

（2）将图（1）中的正方形AEGH绕点A旋转一定角度，如图（2），求HD∶GC∶EB；

（3）把图（2）中的正方形都换成矩形，如图（3），且已知DA∶AB＝HA∶AE＝m：n，此时HD∶GC∶EB的值与（2）小题的结果相比有变化吗？如果有变化，直接写出变化后的结果（不必写计算过程）.

[image: 152-01]
（第2题）




友情提示

第（2）小题连接AG、AC，通过证明△DAH∽△CAG，得到[image: 152-02]
 .再证明△DAH≌△BAE.



3. （安徽）在△ABC中，∠ACB=90°，∠ABC=30°，将△ABC绕顶点C顺时针旋转，旋转角为θ（0°<θ<180°），得到△A′B′C′.

（1）如图（1），当AB∥CB′时，设A′B′与CB相交于点D.证明：△A′CD是等边三角形；

（2）如图（2），连接A′A、B′B，设△ACA′和△BCB′的面积分别为S△ACA′
 和S△BCB′
 .

求证：S△ACA′
 ∶S△BCB′
 =1∶3；

（3）如图（3），设AC中点为E，A′B′中点为P，AC=a，连接EP，当θ=_____°时，EP长度最大，最大值为_____.

[image: 152-03]
（第3题）



4. （珠海）如图，在等腰梯形ABCD中，AB∥DC，[image: 152-05]
 ，高[image: 152-06]
 ，对角线AC、BD交于H，平行于线段BD的两条直线MN、RQ同时从点A出发沿AC方向向点C匀速平移，分别交等腰梯形ABCD的边于M、N和R、Q，分别交对角线AC于F、G；当直线RQ到达点C时，两直线同时停止移动.记等腰梯形ABCD被直线MN扫过的图形面积为S1
 、被直线RQ扫过的图形面积为S2
 ，若直线MN平移的速度为1单位/秒，直线RQ平移的速度为2单位/秒，设两直线移动的时间为x秒.

[image: 152-07]
（第4题）



（1）填空：∠AHB=_____；AC=_____；

（2）若S2
 =3S1
 ，求x；

（3）设S2
 =mS1
 ，求m的变化范围.


友情提示

第（1）小题通过平移对角线，将等腰梯形转化为等腰三角形，从而使问题得以解决.

第（2）小题直线移动有两种情况.



5. （北京）已知二次函数[image: 153-01]
 在x=0和x=2时的函数值相等.

（1）求二次函数的解析式；

（2）若一次函数y=kx+6的图像与二次函数的图像都经过点A（-3，m），求m和k的值；

（3）设二次函数的图像与x轴交于点B，C（点B在点C的左侧），将二次函数的图像在点B，C间的部分（含点B和点C）向左平移n（n>0）个单位后得到的图像记为G，同时将（2）中得到的直线y=kx+6向上平移n个单位.请结合图像回答：当平移后的直线与图像G有公共点时，n的取值范围.


友情提示

在第（1）小题中，把x=0，x=2分别代入二次函数解析式后，联立两个关于t，y的二元一次方程组可解出.如果深刻地认识到该二次函数图像的对称轴方程为x=1，则可直接根据对称轴[image: 153-02]
 得到分式方程获解.

第（3）小题画出草图，可以分析出两个临界的交点（用含n的式子表示）应为抛物线与x轴的两个交点，于是可把这两个交点代入直线解析式得到两个方程获得解，即为n的取值范围.





第十单元　动点问题

命题趋势　考点诠释

动点问题是近年来在中考试卷压轴题中出现频率较高的一类问题，其最突出的特点是条件中的主要元素——点是运动的.这类题目形式多样，有一个点的运动问题，也有两个点的运动（即双动点）问题.动点问题要求考生运用数形结合、分类讨论等思想，通过观察、猜想、推理、计算等过程，用方程或函数的方法描述这些变化，进而寻求解题思路.解决这类问题的关键是：确定在点的运动过程中，图形中的变化元素和不变元素，正确建立已知和未知之间的关系，把握运动规律，抓住特殊位置，做到动中取静，以一般见特殊.

经典例题　值得一学

一　涉及一个动点的动态型试题


例1
 　已知⊙O的半径为1，以O为原点，建立如图10-1-1所示的直角坐标系，有一个正方形ABCD，顶点B的坐标为[image: 154-01]
 ，顶点A在x轴上方，顶点D在⊙O上运动.

[image: 154-02]
图10-1-1



（1）当点D运动到与点A，O在一条直线上时，CD与⊙O相切吗？如果相切，请说明理由，并求出OD所在直线对应的函数表达式；如果不相切，也请说明理由.

（2）设点D的横坐标为x，正方形ABCD的面积为S，求出S与x的函数关系式，并求出S的最大值和最小值.


分析：
 第（1）小题是关键，因为动点D在圆上运动，故要分点D在第二象限（图10-1-2）和第四象限（图10-1-3）两种情况讨论.

在三点A、D、O共线的情况下，在Rt△ABO中，运用勾股定理求正方形的边长，并进一步运用相似三角形比例线段求出点D坐标.


解：
 （1）CD与⊙O相切.

∵A，D，O在一直线上，∠ADC=90°，

∴∠CDO=90°，∵CD是⊙O的切线.

CD与⊙O相切时，有两种情况：

①切点在第二象限时（图10-1-2），设正方形ABCD的边长为a，则a2
 +（a+1）2
 =13.

[image: 155-01]
图10-1-2



解得a=2或a=-3（舍去）.

过点D作DE⊥OB于E，则Rt△ODE∽Rt△OBA，

[image: 155-02]


∴点D1
 的坐标是[image: 155-03]
 ，

∴OD所在直线对应的函数表达式为[image: 155-04]
 .

②切点在第四象限时（图10-1-3），设正方形ABCD的边长为b，则b2
 +（b-1）2
 =13，解得b=-2（舍去）或b=3.

[image: 155-05]
图10-1-3



过点D作DF⊥OB于F，则Rt△ODF∽Rt△OBA，

[image: 155-06]


∴点D2
 的坐标是[image: 155-07]
 ，

∴OD所在直线对应的函数表达式为[image: 155-08]
 .

（2）如图10-1-4，过点D作DG⊥OB于G，连接BD，OD，则

[image: 155-09]
图10-1-4



[image: 155-10]


∵-1≤x≤1，∴S的最大值为[image: 156-01]
 ，最小值为[image: 156-02]
 .


例2
 　如图10-1-5，在平面直角坐标系中，点A（10，0），以OA为直径在第一象限内作半圆C，点B是该半圆周上的一动点，连接OB、AB，并延长AB至点D，使DB=AB.过点D作x轴的垂线，分别交x轴、直线OB于点E、F，点E为垂足，连接CF.

[image: 156-03]
图10-1-5



（1）当∠AOB=30°时，求[image: 156-04]
 的长；

（2）当DE=8时，求线段EF的长；

（3）在点B运动过程中，是否存在以点E，C，F为顶点的三角形与△AOB相似，若存在，请求出此时点E的坐标，若不存在，请说明理由.


分析：
 （2）如图10-1-6，连接OD，可得OD=OA=10，进而在Rt△ODE中，可求得OE的长.利用△OEF∽△DEA，求得EF的长.

（3）在点B的运动中，点E、F的位置也随之发生变化，应分点E在O、C之间（图10-1-7）、点E在点C右侧（图10-1-8）、点E在点O左侧（图10-1-9）三种情况.


解：
 （1）连接BC，

∵A（10，0），

∴OA=10，CA=5，

∵∠AOB=30°，

∴∠ACB=2∠AOB=60°，

[image: 156-05]


（2）连接OD（图10-1-6），

[image: 156-06]
图10-1-6



∵OA是⊙C的直径，

∴∠OBA=90°，

又∵AB=BD，

∴OB是AD的垂直平分线，

∴OD=OA=10.

在Rt△ODE中，[image: 156-07]
 ，

∴AE=AO-OE=10-6=4，

由∠AOB=∠ADE=90°-∠OAB，∠OEF=∠DEA，

得△OEF∽△DEA，

[image: 156-08]


∴EF=3.

（3）设OE=x.

①当交点E在O，C之间时（图10-1-7），由以点E，C，F为顶点的三角形与△AOB相似，有∠ECF=∠BOA或∠ECF=∠OAB.当∠ECF=∠BOA时，此时△OCF为等腰三角形，点E为OC的中点，即[image: 156-09]
 ，∴点E1
 的坐标为[image: 156-10]
 .

[image: 156-11]
图10-1-7



当∠ECF=∠OAB时，有CE=5-x，AE=10-x，

∴CF∥AB，有[image: 157-01]
 ，

∵△ECF∽△EAD，∴[image: 157-02]
 ，

解得[image: 157-03]
 ，

∴点E2
 的坐标为[image: 157-04]
 .

②当交点E在点C的右侧时（图10-1-8），

[image: 157-05]
图10-1-8



∵∠ECF＞∠BOA，

∴要使△ECF与△BAO相似，只能使∠ECF=∠BAO，连接BE.

∵BE为Rt△ADE斜边上的中线，

∴BE=AB=BD，∴∠BEA=∠BAO，

∴∠BEA=∠ECF，

∴CF∥BE，

[image: 157-06]


∵∠ECF=∠BAO，∠FEC=∠DEA=90°，

∴△CEF∽△AED，

[image: 157-07]


而AD=2BE，

[image: 157-08]


∴点E3
 的坐标为[image: 157-09]
 .

③当交点E在点O的左侧时（图10-1-9），

[image: 157-10]
图10-1-9



同理可证，点E4
 的坐标为[image: 157-11]
 .

综上所述，存在以点E，C，F为顶点的三角形与△AOB相似，此时点E坐标为

[image: 157-12]



反思：
 这类问题表面上看探究存在性“丰富多彩”，本质上都“指向”分类讨论和相似三角形的应用.

二　涉及两个动点的动态型试题


例1
 　如图10-2-1，在Rt△ABC中，∠C=90°，AC=3，AB=5.点P从点C出发沿CA以每秒1个单位长的速度向点A匀速运动，到达点A后立刻以原来的速度沿AC返回；点Q从点A出发沿AB以每秒1个单位长的速度向点B均速运动.伴随着P、Q的运动，DE保持垂直平分PQ，且交PQ于点D，交折线QB-BC-CP于点E.点P、Q同时出发，当点Q到达点B时停止运动，点P也随之停止.设点PQ运动的时间是t秒（t＞0）.

[image: 159-01]
图10-2-1



（1）当t=2时，AP=_____，点Q到AC的距离是_____.

（2）在点P从C向A运动的过程中，求△APQ的面积S与t的函数关系式（不必写出t的取值范围）.

（3）在点E从B向C运动的过程中，四边形QBED能否成为直角梯形？若能，求t的值；若不能，请说明理由.

（4）当DE经过点C时，请直接写出t的值.


分析：
 第（3）小题分类讨论直角梯形QBED的存在性，按照DE与AB、AC平行的可能性分两种情况.

第（4）小题讨论DE经过点C，按照点P运动的方向分两种情况，列方程的依据是PC=QC.


解：
 （1）如图10-2-2，CP=2，则AP=3-2=1.

[image: 159-02]
图10-2-2



在Rt△ACB中，∵AC=3，AB=5，∴BC=4，∴[image: 159-03]
 .

过点Q作QF⊥AC于F，在Rt△AFQ中，AQ=2，

[image: 159-04]


（2）如图10-2-2，AQ=CP=t，

∴AP=3-t，由△AQF∽△ABC，[image: 159-05]
 .

[image: 159-06]


（3）能.①当DE∥QB时，如图10-2-3.

[image: 159-07]
图10-2-3



∵DE⊥PQ，∴PQ⊥QB，四边形QBED是直角梯形.

此时∠AQP=90°，

由△APQ∽△ABC，[image: 159-08]
 .

②如图10-2-4，当PQ∥BC时，DE⊥BC，四边形QBED是直角梯形.

[image: 160-01]
图10-2-4



此时∠APQ=90°.

由△AQP∽△ABC，得[image: 160-02]
 .

（4）①点P由C向A运动，DE经过点C，连接QC，作QG⊥BC于点G，如图10-2-5.

[image: 160-03]
图10-2-5



[image: 160-04]


②点P由A向C运动，DE经过点C，如图10-2-6.

[image: 160-05]
图10-2-6



[image: 160-06]



例2
 　如图10-2-7，点P为正方形ABCD的对称中心，A（0，3），B（1，0），直线OP交AB于N，交DC于M，点H从原点O出发沿x轴的正半轴方向以1个单位每秒的速度运动，同时，点R从点O出发沿OM方向以[image: 160-07]
 个单位每秒的速度运动，运动时间为t.求：

[image: 160-08]
图10-2-7



（1）点C的坐标为_____；

（2）求△HCR的面积S与t的函数关系式；

（3）求以A、B、C、R为顶点的四边形是梯形时的t值.


分析：
 （2）题目一开始提到点P是正方形的对称中心，这是破解这道题的第一个关键点，也是一个很容易被忽略的条件.如图10-2-8，连接PA、PB，再过点P作PF⊥x轴交于点F，PG⊥y轴于点G，不难发现△PAG≌△PBF，所以PG=PF.这就意味着点P的横、纵坐标相等，对应着后面提到的直线OP是一、三象限的角平分线，所以它的解析式为y=x，为后面研究两个动点H、R的位置关系做好铺垫.

考虑到两个动点H、R各自所在的直线的位置关系，结合点H、R的不同运动速度，不难证明RH一定是垂直于x轴的，且△ORH是等腰直角三角形.这是破解这道题的第二个关键点.

因为H、R为两个动点，点C为定点，所以△HCR的形成与线段RH和点C的相对位置有关，图10-2-9、图10-2-10，有两种可能.

（3）欲求以A、B、C、R为顶点的四边形是梯形时的t值，必须意识到“以A、B、C、R为顶点的四边形”这种说法，意味着这个四边形的形状不确定，也就意味着我们需要分类讨论.经过分析思考、画图实践，应该确定下来动点R的位置有三种情况（图10-2-11、图10-2-12、图10-2-13）能让“以A、B、C、R为顶点的四边形是梯形”，这是破解这道题的第三个关键点.


解：
 （1）如图10-2-7，过点C作CE⊥x轴交于点E，则△AOB≌△BEC.

∴BE=AO=3，CE=OB=1.∴C的坐标为（4，1）.

（2）如图10-2-8，连接PA、PB，过点P作PF⊥x轴交于点F，PG⊥y轴于点G，则△PAG≌△PBF.

[image: 161-01]
图10-2-8



∴PG=PF，∴直线OP的解析式是y=x.

由点H从原点O出发沿x轴的正半轴方向以1个单位每秒的速度运动，同时点R从点O出发沿OM方向以[image: 160-07]
 个单位每秒的速度运动，可知RH⊥x轴，且△ORH是等腰直角三角形.

如图10-2-9，RH=OH=t，其中0

[image: 161-02]
图10-2-9



[image: 161-03]


如图10-2-10，t>4，所以[image: 161-04]
 .

[image: 161-05]
图10-2-10



（3）如图10-2-11，点R位于过点B且与AC平行的直线与直线OP的交点处.

[image: 161-06]
图10-2-11



∵A（0，3），C（4，1），

∴直线AC的解析式为[image: 161-07]
 .

∴过点B（1，0）且与AC平行的直线解析式为[image: 161-08]
 .

[image: 161-09]


故此时[image: 161-10]
 .

如图10-2-12，点R位于过点C且与AB平行的直线与直线OP的交点处，即点M处.

[image: 161-11]
图10-2-12



解法同上，经计算得，此时[image: 161-12]
 .

如图10-2-13，点R位于过点A且与BC平行的直线与直线OP的交点处.

[image: 161-13]
图10-2-13



解法同上，经计算得，此时[image: 162-01]
 .


反思：
 这道题是以平面直角坐标系为载体的几何综合题，主要体现的是动点与坐标系的结合.因为点的运动会使点的坐标随之发生改变，从而产生新的数量关系.这里需要注意点的坐标与线段长度的正确转换.在动点问题中，我们时刻不能忘记分类讨论意识.

真题演练　即时巩固


答案链接


1. （湖州）如图，已知A、B是反比例函数[image: 162-02]
 （k>0，x>0）图像上的两点，BC∥x轴，交y轴于点C.动点P从坐标原点O出发，沿O→A→B→C（图中“→”所示路线）匀速运动，终点为C.过P作PM⊥x轴，PN⊥y轴，垂足分别为M、N.设四边形OMPN的面积为S，点P运动时间为t，则S关于t的函数图像大致为（　）.

[image: 162-03]
（第1题）



[image: 162-04]



友情提示

当P在OA上移动时，OP=t，xy=sinα·cosα·t2
 ，设∠AOM=α，当α角不变时，显然该函数为二次函数.当P在双曲线AB上运动时，由k为定值，S=xy不变，当P在BC上移动时，四边形OMPN为矩形，此时矩形的长OC不变，高逐渐变小，为一次函数.



2. （北京海淀）如图，△ABC是等边三角形，AB=6厘米，点P从点B出发，沿BC以每秒1厘米的速度运动到点C停止；同时点M从点B出发，沿折线BA-AC以每秒3厘米的速度运动到点C停止.如果其中一个点停止运动，则另一个点也停止运动.设点P的运动时间为t秒，P、M两点之间的距离为y厘米，则表示y与t的函数关系的图像大致是（　）.

[image: 162-05]
（第2题）



[image: 162-06]


3. （荆州）如图（1）所示，E为矩形ABCD的边AD上一点，动点P、Q同时从点B出发，点P沿折线BE—ED—DC运动到点C时停止，点Q沿BC运动到点C时停止，它们运动的速度都是1cm/s.设P、Q出发t秒时，△BPQ的面积为ycm2
 .已知y与t的函数关系图像如图（2）（曲线OM为抛物线的一部分），则下列结论：①AD=BE=5；②[image: 163-01]
 ；③当0[image: 163-02]
 t2
 ；④当[image: 163-03]
 时，△ABE∽△QBP；其中正确的结论是______（填序号）.

[image: 163-04]
（第3题）




友情提示

读函数图像时，首先要理解横、纵坐标表示的含义，理解问题叙述的过程，把图像的过程和几何的动点运动过程相结合，化静为动，从而解决问题.



4. （福州）如图（1），在Rt△ABC中，∠C=90°，AC＝6，BC＝8，动点P从点A开始沿边AC向点C以每秒1个单位长度的速度运动，动点Q从点C开始沿边CB向点B以每秒2个单位长度的速度运动，过点P作PD∥BC，交AB于点D，连接PQ.点P、Q分别从点A、C同时出发，当其中一点到达端点时，另一点也随之停止运动，设运动时间为t秒（t≥0）.

（1）直接用含t的代数式分别表示：QB＝_____，PD＝_____.

（2）是否存在t的值，使四边形PDBQ为菱形？若存在，求出t的值；若不存在，说明理由.并探究如何改变点Q的速度（匀速运动），使四边形PDBQ在某一时刻为菱形，求点Q的速度.

（3）如图（2），在整个运动过程中，求出线段PQ中点M所经过的路径长.

[image: 163-05]
（第4题）





第十一单元　点运动中的函数问题

命题趋势　考点诠释

这部分压轴题的主要特征是：以函数知识为平台，以点的移动为导线，将函数、方程和几何的知识融于一题之中，涉及的知识点较多，对学生的能力要求较高.

点运动中的函数问题有以下几个常见的基本形式：函数中动点与等腰三角形的存在性、函数中动点与直角三角形的存在性、函数中动点与相似三角形的存在性、函数中动点与平行四边形的存在性、函数中动点与梯形的存在性、函数中动点与多边形面积的最值.

经典例题　值得一学

一　函数中动点与等腰三角形的存在性


例1
 　如图11-1-1，已知在平面直角坐标系xOy中，矩形OABC的边OA在y轴的正半轴上，OC在x轴的正半轴上，OA=2，OC=3.过原点O作∠AOC的平分线交AB于点D，连接DC，过点D作DE⊥DC，交OA于点E.

[image: 164-01]
图11-1-1



（1）求过点E，D，C的抛物线的解析式.

（2）将∠EDC绕点D按顺时针方向旋转后，角的一边与y轴的正半轴交于点F，另一边与线段OC交于点G.如果DF与（1）中的抛物线交于另一点M，点M的横坐标为[image: 164-02]
 ，那么EF=2GO是否成立？若成立，请给予证明；若不成立，请说明理由.

（3）对于（2）中的点G，在位于第一象限内的该抛物线上是否存在点Q，使得直线GQ与AB的交点P与点C、G构成的△PCG是等腰三角形？若存在，请求出点Q的坐标；若不存在，请说明理由.


分析：
 （1）由已知可得△AED≌△BDC，从而求得点E的坐标.

（2）将点M的横坐标代入（1）中求出的抛物线解析式，可求出点M的纵坐标.如图11-1-2，过点M作MN⊥AB于点N，根据△DMN∽△DFA求得FA的长，进而求得EF的长.而△DCG≌△DEF，所以CG=EF，从而OG的长可求.

（3）分CP=CG、GP=GC、PG=PC三种情况讨论△PCG是等腰三角形，根据点P的位置确定点Q的位置，先求得点P的坐标再计算点Q的坐标.


解：
 （1）由于OD平分∠AOC，所以点D的坐标为（2，2），因此BC=AD=2，易证△AED≌△BDC，所以BD=AE=1，故点E的坐标为（0，1）.

因为抛物线过点D（2，2），C（3，0），E（0，1），所以设抛物线的解析式为y=ax2
 +bx+c.

[image: 165-01]


所以过E，D，C三点的抛物线解析式为[image: 165-02]
 .

（2）成立.

把[image: 165-03]
 代入[image: 165-04]
 ，得[image: 165-05]
 ，所以点M的坐标为[image: 165-06]
 .

如图11-1-2，过点M作MN⊥AB，垂足为N，那么[image: 165-07]
 ，即[image: 165-08]
 ，解得FA=1.

[image: 165-09]
图11-1-12



因为∠EDC绕点D旋转的过程中，△DCG≌△DEF，所以CG=EF=2.因此GO=1，EF=2GO.

（3）存在.分三种情况讨论，设点Q的坐标为[image: 165-10]
 .

①如图11-1-3，当CP=CG=2时，点P与点B（3，2）重合，△PCG是等腰直角三角形，此时yQ
 =xQ
 -xG
 ，因此[image: 166-01]
 ，解得[image: 166-02]
 （不合题意，舍去），所以点Q的坐标为[image: 166-03]
 .

[image: 165-11]
图11-1-3



②如图11-1-4，当GP=GC=2时，点P的坐标为（1，2）.此时点Q的横坐标为1，点Q的坐标为[image: 166-04]
 .

[image: 166-05]
图11-1-4



③如图11-1-5，当PG=PC时，点P在GC的垂直平分线上，点P、Q与点D重合.此时点Q的坐标为（2，2）.

[image: 166-06]
图11-1-5




例2
 　已知两直线l1
 ，l2
 分别经过点A（1，0），点B（-3，0），并且当两直线同时相交于y轴正半轴的点C时，恰好有l1
 ⊥l2
 ，经过点A，B，C的抛物线的对称轴与直线l1
 ，抛物线，直线l2
 和x轴分别交于点K、点D、点E和点F，如图11-1-6所示.

[image: 166-07]
图11-1-6



（1）求点C的坐标，并求出抛物线的函数解析式；

（2）抛物线的对称轴被直线l1
 ，抛物线，直线l2
 和x轴依次截得三条线段，问这三条线段有何数量关系？请说明理由.

（3）当直线l2
 绕点C旋转时，与抛物线的另一个交点为M，请找出使△MCK为等腰三角形的点M，简述理由，并写出点M的坐标.


分析：
 （1）在Rt△BCA中，CO⊥AB，则OC2
 =OA·OB，从而求得点C的坐标.

（2）如图11-1-6，通过直线l1
 的解析式、l2
 的解析式，以及抛物线的对称轴，可求得点K、点D、点E、点F的坐标，从而得到线段KD、DE、EF的长.

（3）△MCK为等腰三角形求抛物线上的点M的坐标，需分三种情况找出相应的点：其一，以点K为圆心，线段KC长为半径画弧，察看与抛物线的交点；其二，以点C为圆心，线段CK长为半径画弧，察看与抛物线的交点；其三，作线段KC的中垂线，察看与抛物线的交点，最后通过计算讨论得出结果.

找出使△MCK为等腰三角形的点M，简述理由，并写出点M的坐标.


解：
 （1）由题意易知△BOC∽△COA，

[image: 166-08]


∴点C的坐标是[image: 166-09]
 .

由题意，可设抛物线的函数解析式为[image: 167-01]
 .

把A（1，0），B（-3，0）的坐标分别代入[image: 167-01]
 ，得

[image: 167-02]


解这个方程组，得[image: 167-03]


∴抛物线的解析式为[image: 167-04]
 .

（2）截得三条线段的数量关系为KD=DE=EF.

理由如下：

∵直线l1
 的解析式为[image: 167-05]
 ，直线l2
 的解析式为[image: 167-06]
 ，抛物线的对称轴为直线x=-1.

∴由此可求得点K的坐标为[image: 167-07]
 ，点D的坐标为[image: 167-08]
 ，点E的坐标为[image: 167-09]
 ，点F的坐标为（-1，0），

[image: 167-10]


∴KD=DE=EF.

（3）①以点K为圆心，线段KC长为半径画圆弧，交抛物线于点M1
 ，由抛物线对称性可知点M1
 为点C关于直线x=-1的对称点，

∴点M1
 的坐标为[image: 167-11]
 ，此时△M1
 CK为等腰三角形.

②当以点C为圆心，线段CK长为半径画圆弧时，与抛物线交点为点M1
 和点A，而三点A，C，K在同一直线上，不能构成三角形.

③作线段KC的中垂线l，由于点D是KE的中点，且l1
 ⊥l2
 ，可知l经过点D，

∴KD=DC.

此时，有点M2
 即为点D的坐标为[image: 167-12]
 ，使△M2
 CK为等腰三角形；

综上所述，当点M的坐标分别为[image: 167-13]
 时，△MCK为等腰三角形.

二　函数中动点与直线三角形的存在性


例1
 　已知矩形纸片OABC的长为4，宽为3，以长OA所在的直线为x轴，O为坐标原点建立平面直角坐标系，点P是OA边上的动点（与点O、点A不重合），现将△POC沿PC翻折得到△PEC，再在AB边上选取适当的点D，将△PAD沿PD翻折，得到△PFD，使得直线PE、PF重合.

（1）若点E落在BC边上，如图11-2-1所示，求点P、C、D的坐标，并求过此三点的抛物线的解析式；

[image: 168-01]
图11-2-1



（2）若点E落在矩形纸片OABC的内部，如图11-2-2所示，设OP=x，AD=y，当x为何值时，y取得最大值？

[image: 168-02]
图11-2-2



（3）在（1）的情况下，过P、C、D三点的抛物线上是否存在点Q，使△PDQ是以PD为直角边的直角三角形？若不存在，说明理由；若存在，求出点Q的坐标.


分析：
 （2）运用角平分线的性质，得到∠CPD=90°，再证明三角形相似，运用相似三角形的对应边成比例，转化为关于x、y的函数，把函数化为顶点式，在x的取值范围内即可求出y的最大值.

（3）分两种情况讨论：①∠DPQ=90°；②∠PDQ=90°.


解：
 （1）由题意知，△POC，△PAD均为等腰直角形，可得P（3，0），C（0，3），D（4，1）.

设过此三点的抛物线为y=ax2
 +bx+c（a≠0），则[image: 168-03]


解得[image: 168-04]


所以过P、C、D三点的抛物线的解析式为[image: 168-05]
 .

（2）由已知PC平分∠OPE，PD平分∠APF，且PE、PF重合，则∠CPD=90°，所以∠OPC+∠APD=90°.

又∠APD+∠ADP=90°，所以∠OPC=∠ADP.

所以Rt△POC∽Rt△DAP.

[image: 168-06]


所以当x=2时，y有最大值为[image: 168-07]
 .

（3）假设存在，分两种情况讨论：

①当∠DPQ=90°时，由题意可知∠DPC=90°，且点C在抛物线上，故点C与点Q重合，所求的点Q为（0，3）.

②当∠PDQ=90°时，如图11-2-3所示，过点D作平行于PC的直线DQ，假设直线DQ交抛物线于另一点Q.因为PC∥DQ，所以设直线DQ∶y=-x+b1
 .

[image: 169-01]
图11-2-3



又因为直线DQ过点D（4，1），所以b1
 =5.

所以直线DQ的解析式为y=-x+5.

[image: 169-02]


又点D的坐标为（4，1），所以点Q坐标为（-1，6）.

故该抛物线上存在两点Q1
 （0，3）、Q2
 （-1，6）满足条件.


例2
 　如图11-2-4，在平面直角坐标系xOy中，A，B为反比例函数[image: 169-03]
 （x>0）图像上的两点，点A的横坐标与点B的纵坐标均为1，将[image: 169-03]
 （x>0）的图像绕原点O顺时针旋转90°，点A的对应点为点A′，点B的对应点为点B′.

[image: 169-04]
图11-2-4



（1）求点A′，B′的坐标，以及旋转后的图像解析式；

（2）连接AB′，动点M从点A出发沿线段AB′以1个单位长度每秒的速度向终点B′运动；动点N同时从点B′出发沿线段B′A′以1个单位长度每秒的速度向终点A′运动，当其中一个点停止运动时，另一个点也随之停止运动.设运动的时间为t秒.试探究：是否存在使△MNB′为等腰直角三角形的t值.若存在，求出t的值；若不存在，请说明理由.


分析：
 （2）由点A′的坐标（4，-1），点B′的坐标（1，-4），可知∠B′=45°，这样△MNB′为等腰直角三角形的条件就简化为直角三角形了，分两种情况讨论：∠B′NM是直角，∠B′MN是直角.


解：
 （1）由旋转可得点A′坐标为（4，-1），点B′坐标为（1，-4），所以旋转后的图像解析式为[image: 169-05]
 （x>0）.

（2）依题意，可知∠B′=45°.

若△MNB′为直角三角形，则△MNB′同时也是等腰三角形.

因此，只需求使△MNB′为直角三角形的t值.

分两种情况讨论：

①当∠B′NM是直角，B′N=MN时，如图11-2-5所示.

[image: 169-06]
图11-2-5



∵AB′=8，[image: 169-07]
 ，AM=B′N=MN=t，∴B′M=8-t.

∵B′N2
 +MN2
 =B′M2
 ，

∴t2
 +t2
 =（8-t）2
 .

解得[image: 170-01]
 （舍去负值）.

所以[image: 170-02]
 .

②当∠B′MN是直角，B′M=MN时，如图11-2-6所示.

[image: 170-03]
图11-2-6



∵AB′=8，[image: 171-01]
 ，AM=B′N=t，∴B′M=MN=8-t.

∵B′M2
 +MN2
 =B′N2
 ，∴（8-t）2
 +（8-t）2
 =t2
 .

解得[image: 171-02]
 .

∵[image: 171-03]
 ，∴此时t值不存在.

综上所述，当[image: 171-04]
 时，△MNB′为等腰直角三角形.


反思：
 这道综合题的巧妙之处是把反比例函数的图像与图形旋转结合起来，然后借助动点研究图形中的数量关系.需要注意的是，图形引入动点之后，要善于用时间变量t表示图形中的相关线段的长.


例3
 　抛物线[image: 171-05]
 与y轴交于点A，顶点为B，对称轴BC与x轴交于点C.

（1）如图11-2-7，求点A的坐标及线段OC的长；

[image: 171-06]
图11-2-7



（2）点P在抛物线上，直线PQ∥BC交x轴于点Q，连接BQ.

①若含45°角的直角三角板如图11-2-8所示放置，其中，一个顶点与点C重合，直角顶点D在BQ上，另一个顶点E在PQ上，求直线BQ的函数解析式；

[image: 171-07]
图11-2-8



②若含30°角的直角三角板的一个顶点与点C重合，直角顶点D在直线BQ上，另一个顶点E在PQ上，求点P的坐标.


分析：
 （2）①求直线BQ的函数解析式，只需求点Q的坐标，借助图形直观，如果证出△BCQ是等腰直角三角形，那么点Q的坐标可以求出.抓住△CDE是等腰直角三角形这一关键，如图11-2-9，过D作DM⊥CQ于M，过D作DN⊥PQ于N，问题可以获得解决.

②由第①小题的含45°角的直角三角板变为含30°角的直角三角板，显然是第①问的变式和提升，由于图形不像前者给出，而是要自己画，故带来了复杂性，需考虑当点P在对称轴的右侧和左侧时，而且即使在右侧，还要考虑∠DCE=30°和∠DCE=60°时，实际上是分四种情况.

解：（1）把x=0代入[image: 171-08]
 ，得[image: 171-09]
 ，∴点A的坐标为[image: 171-10]
 ，∵BC为对称轴，点B的坐标为（1，3），∴OC=1.

（2）①如图11-2-9，过点D作DM⊥x轴，交x轴于点M，过点D作DN⊥PQ，交PQ于点N.

[image: 171-11]
图11-2-9



∵PQ∥BC，

∴∠DMQ=∠DNQ=∠MDN=90°，

∴四边形MDNQ为矩形.

∵∠CDE=∠MDN=90°，

∴∠CDM=∠EDN，

∵DC=DE，

∴△DCM≌△DEN，

∴DM=DN

∴四边形MDNQ为正方形，

∴∠DQC=45°，

∴△BCQ为等腰直角三角形，

∴CQ=BC=3，

∴OQ=4.

设直线BQ的函数解析式为y=kx+b，

将直线上两点坐标B（1，3），Q（4，0），代入求得k=-1，b=4.

∴直线BQ的函数解析式为y=-x+4.

②当点P在对称轴的右侧时，如图11-2-10，过点D作DM⊥x轴，交x轴于点M，过点D作DN⊥PQ，交PQ于点N，设点Q（m，0）.

[image: 172-01]
图11-2-10



∵∠CDM+∠MDE=∠EDN+∠MDE=90°，

∴∠CDM=∠EDN，

∴Rt△CDM∽Rt△EDN，

[image: 172-02]


∵DN=MQ，∴[image: 172-03]
 .

∵PQ∥BC，∴[image: 172-04]
 ，

[image: 172-05]


当∠DCE=30°时，[image: 172-06]
 ，

即[image: 172-07]
 ，得点[image: 172-08]
 ，

当∠DCE=60°时，得点[image: 172-09]
 .

当点P在对称轴的左侧时，由对称性知，

[image: 172-10]


综上所述，[image: 172-11]
 .


反思：
 在（2）②中，涉及“两级分类”，即：第一级分类是先按点P在对称轴的右侧和左侧分类的两种情况；第二级分类是按∠DEC=30°和∠DCE=60°分类的两种情况.

三　函数中动点与相似三角形的存在性


例1
 　如图11-3-1，二次函数y=ax2
 +bx+c的图像交x轴于A（-1，0），B（2，0），交y轴于C（0，-2），过A，C画直线.

[image: 173-01]
图11-3-1



（1）求二次函数的解析式；

（2）点P在x轴正半轴上，且PA=PC，求OP的长；

（3）点M在二次函数图像上，以M为圆心的圆与直线AC相切，切点为H.

①若M在y轴右侧，且△CHM∽△AOC（点C与点A对应），求点M的坐标；

②若⊙M的半径为[image: 173-02]
 ，求点M的坐标.


分析：
 （2）如图11-3-2，由PA=PC知道点P在AC的中垂线上，所以先把点P的位置找出来，设OP=x，然后表示出PC、PA的长度，在Rt△POC中，利用勾股定理列出方程，然后列方程求解.

（3）①如图11-3-3，根据相似三角形对应角相等，可得∠MCH=∠CAO，然后分两种情况：

点H在点C下方时，利用同位角相等，两直线平行判定CM∥x轴，从而得到点M的纵坐标与点C的纵坐标相同，是-2，代入抛物线解析式计算即可；

点H在点C上方时，根据（2）的结论，点M′为直线PC与抛物线的另一交点，求出直线PC的解析式，与抛物线的解析式联立求解即可得到点M′的坐标.

②如图11-3-4，在x轴上取一点D，过点D作DE⊥AC于点E，可以证明△AED∽△AOC，根据相似三角形对应边成比例列式求解即可得到AD的长度；然后分点D在点A的左边和右边两种情况求出直线DM的解析式，与抛物线解析式联立求解即可得到点M的坐标.


解：
 （1）如图11-3-2，设该二次函数的解析式为：y=a（x+1）（x-2）.

[image: 173-03]
图11-3-2



将x=0，y=-2代入，得-2=a（0+1）（0-2）.

解得a=1.

∴抛物线的解析式为y=（x+1）（x-2），即y=x2
 -x-2.

（2）如图11-3-2，设OP=x，则PC=PA=x+1.

在Rt△POC中，由勾股定理，得x2
 +22
 =（x+1）2
 .

解得[image: 173-04]
 ，即[image: 173-05]
 .

（3）①∵△CHM∽△AOC，∴∠MCH=∠CAO.

情形1：如图11-3-3，当H在点C下方时

[image: 173-06]
图11-3-3



∵∠CAO=∠MCH，

∴CM∥x轴.yH
 =-2.

∴x2
 -x-2=-2.

解得x=0（舍去），或x=1.∴M的坐标为（1，-2）.

情形2：如图11-3-3，当H在点C上方时

∵∠M′CH=∠CAO，

由（2）得，M′为直线CP与抛物线的另一交点，

设直线CM′的解析式为y=kx-2.

把[image: 174-01]
 的坐标代入，得[image: 174-02]
 .

[image: 174-03]


解得x=0（舍去），或[image: 174-04]
 ，

此时[image: 174-05]
 ，∴M′的坐标为[image: 174-06]
 .

②如图11-3-4，在x轴上取一点D，过点D作DE⊥AC于点E，使[image: 174-07]
 .

[image: 174-08]
图11-3-4



∵∠COA=∠DEA=90°，∴∠OAC=∠EAD.

∴△AED∽△AOC.∴[image: 174-09]
 ，

∴[image: 174-10]
 ，解得AD=2.

∴D的坐标为（1，0）或（-3，0）.

过点D作DM∥AC，交抛物线于M，则直线DM的解析式为：y=-2x+2或y=-2x-6.

当-2x-6=x2
 -x-2时，方程无实数解.

当-2x+2=x2
 -x-2时，

解得[image: 174-11]
 .

∴点M的坐标为[image: 174-12]
 .


反思：
 第（3）①小题有两解，其中点H在点C下方时容易想到，此时恰有CM∥x轴，根据抛物线对称性，也很容易写出M点的坐标；但另一点M′是直线CP与抛物线的交点，可见，这个点M′的存在是受到第（2）小题得到的点P的启发.

第（3）②小题思路的获取比较困难.能否想到到直线AC的距离是[image: 174-13]
 的点的轨迹是图11-3-4上两条与AC平行的直线是很关键的.


例2
 　如图11-3-5所示，已知点A（-2，4）和点B（1，0）都在抛物线y=mx2
 +2mx+n上.

[image: 174-14]
图11-3-5



（1）求m，n；

（2）向右平移上述抛物线，记平移后点A的对应点为A′，点B的对应点为B′，若四边形AA′B′B为菱形，求平移后抛物线的解析式；

（3）记平移后抛物线的对称轴与直线AB′的交点为C，试在x轴上找一个点D，使得以点B′，C，D为顶点的三角形与△ABC相似.


分析：
 第（2）小题，点A和点B向右平移形成菱形AA′B′B，根据菱形四条边相等的性质，由已知两点A和B的坐标求出线段AB长，也就是平移的距离，再根据抛物线的性质即可求出平移后的抛物线表达式.这里要注意的是抛物线平移的问题一般采用顶点式求解，左右平移时，变化的是对称轴，开口和形状都不变.

第（3）小题，题目首先提及“平移后抛物线的对称轴与直线AB′的交点为C”，所以我们就要求出点C的坐标.

欲探求“以点B′，C，D为顶点的三角形与△ABC相似”，这句话暗示了多解的可能.考虑到菱形AA′B′B中∠BAC=∠CB′D，因此按照夹角的两边对应成比例，分两种情况讨论△ABC与△CB′D相似.


解：
 （1）由已知可得

[image: 175-01]


∴抛物线的解析式为[image: 175-02]
 .

（2）如图11-3-6所示，已知点A（-2，4）和点B（1，0）.

[image: 175-03]
图11-3-6



利用勾股定理可得AB=5.

∵四边形AA′B′B为菱形，∴AA′=BB′=AB=5.

由题意，可得原抛物线向右平移5个单位.

[image: 175-04]


原对称轴为x=-1.

∴平移后对称轴为x=4，平移后的抛物线的解析式为[image: 175-05]
 .

（3）由已知点B的坐标为（1，0），故可得到点B′的坐标为（6，0）.

再由已知点A（-2，4），可得直线AB′的解析式为[image: 175-06]
 .

∵x=4（平移后对称轴为x=4），可得y=1，

∴点C的坐标为（4，1）.

如图11-3-7所示，当[image: 175-07]
 时，有[image: 175-08]
 ，

[image: 175-09]
图11-3-7



解得B′D=3，

∴OD=3，

即点D的坐标为（3，0）.

如图11-3-8所示，当[image: 176-01]
 时，有[image: 176-02]
 .

[image: 176-03]
图11-3-8



[image: 176-04]


即点D的坐标为[image: 176-05]
 .


反思：
 这是一道融合二次函数、菱形、相似三角形等数学知识于一体的综合题，以抛物线的平移为主线，而题目中已知条件只有抛物线上的两点A和B的坐标，问题的解决就只能建立在对这两点坐标的认识和应用上.

第（1）小题用待定系数法求参数；

第（2）小题用来计算平移的距离；

第（3）小题用来分别求点B′和C的坐标以及三角形边长.

总体来说，在函数类问题中，一定要高度重视点的坐标.

还有一点需要提醒同学们注意，“以点B′，C，D为顶点的三角形与△ABC相似”与“△B′CD∽△ABC”是有很大差别的，如果说后者有严格的对应关系，则前者未明确对应关系，往往需要分不同的对应关系进行分类讨论！

四　函数中动点与四边形的存在性


例1
 　如图11-4-1，已知抛物线y=ax2
 +3ax+c（a>0）与y轴交于点C，与x轴交于A、B两点，点A在点B左侧，点B的坐标为（1，0），OC=3OB.

[image: 176-06]
图11-4-1



（1）求抛物线的解析式；

（2）若点D是线段AC下方抛物线上的动点，求四边形ABCD面积的最大值；

（3）若点E在x轴上，点P在抛物线上，是否存在以A、C、E、P为顶点且以AC为一边的平行四边形？若存在，求点P的坐标，若不存在，请说明理由.


分析：
 （2）如图11-4-2，分割四边形ABCD为三个规则图形，数形结合，用解析式表示点D的坐标，用点D的坐标表示点D到x轴、y轴的距离.

（3）如图11-4-3，分类讨论平行四边形的存在性，按照CP为边或对角线分为两种情况讨论：当CP为边时，yp
 =yC
 =-3；当CP为对角线时，yp
 =-yC
 =3.


解：
 （1）因为对称轴[image: 176-07]
 ，又因为OC=3OB=3，a>0，所以C的坐标为（0，-3）.

把B（1，0）、C（0，-3）代入y=ax2
 +3ax+c，得

[image: 176-08]


所以[image: 177-01]
 .

（2）如图11-4-2，过点D作DQ⊥y轴于点Q，过点C作CC1
 ∥x轴交抛物线于点C1
 ，从图像中可判断当点D在CC1
 下方的抛物线上运动时，四边形ABCD才有最大值，则

[image: 177-02]
图11-4-2



[image: 177-03]


所以当x=-2时，四边形ABCD的面积有最大值[image: 177-04]
 .

（3）如图11-4-3，①过点C作CP1
 ∥x轴交抛物线于点P1
 ，过点P1
 作P1
 E1
 ∥AC交x轴于点E1
 ，此时四边形ACP1
 E1
 为平行四边形.

[image: 177-05]
图11-4-3



因为C（0，-3），令[image: 177-06]
 .

解得x1
 =0，x2
 =-3.

所以CP1
 =3，点P1
 的坐标为（-3，-3）.

②平移直线AC交x轴于点E，交x轴上方的抛物线于点P，当AC=PE时，四边形ACEP为平行四边形.

因为C（0，-3），所以可令P（x，3），由[image: 177-07]
 ，得

x2
 +3x-8=0.

解得[image: 177-08]
 ，此时存在点[image: 177-09]
 .

综上所述，存在3个点符合题意，分别是P1
 （-3，-3），[image: 177-10]
 .


例2
 　如图11-4-4，对称轴为直线[image: 177-11]
 的抛物线经过点A（6，0）和点B（0，4）.

[image: 177-12]
图11-4-4



（1）求抛物线的解析式及顶点坐标.

（2）设点E（x，y）是抛物线上一动点，且位于第四象限，四边形OEAF是以OA为对角线的平行四边形.求平行四边形OEAF的面积S与x之间的函数关系式，并写出自变量x的取值范围.

①当平行四边形OEAF的面积为24时，请判断平行四边形OEAF是否为菱形？

②是否存在点E，使平行四边形OEAF为正方形？若存在，求出点E的坐标；若不存在，请说明理由.


分析：
 （2）①平行四边形OEAF的面积是△OEA面积的2倍.

②使平行四边形OEAF为正方形需要同时满足三个条件：EF⊥OA，OA=EF，点E在抛物线上.


解：
 （1）设所求抛物线的解析式为[image: 178-01]
 .

把A（6，0）、B（0，4）代入，求得[image: 178-02]
 .

∴所求抛物线的解析式是[image: 178-03]
 ，顶点坐标为[image: 178-04]
 .

（2）∵点E（x，y）在抛物线上，位于第四象限，且坐标满足[image: 178-05]
 ，

∴y<0，即-y>0，-y表示点E到OA的距离.

∵OA是平行四边形OEAF的对角线，

[image: 178-06]


因为抛物线与x轴的两个交点是（1，0）和（6，0），所以自变量x的取值范围是1

①根据题意，当S=24时，[image: 178-07]
 ，

化简，得[image: 178-08]
 ，

解之，得x1
 =3，x2
 =4.

故所求的点E有两个，分别为E1
 （3，-4），E2
 （4，-4）.

点E1
 （3，-4）满足OE=AE，

∴平行四边形OEAF是菱形；

点E2
 （4，-4）不满足OE=AE，

∴平行四边形OEAF不是菱形.

②当OA⊥EF，且OA=EF时，平行四边形OEAF是正方形，此时点E的坐标只能是（3，-3）.而坐标为（3，-3）的点不在抛物线上，故不存在这样的点E，使平行四边形OEAF为正方形.


例3
 　如图11-4-5，已知抛物线y=ax2
 -2ax-b（a>0）与x轴的一个交点为B（-1，0），与y轴的负半轴交于点C，顶点为D.

[image: 178-09]
图11-4-5



（1）直接写出抛物线的对称轴，及抛物线与x轴的另一个交点A的坐标.

（2）以AD为直径的圆经过点C，

①求抛物线的解析式；

②点E在抛物线的对称轴上，点F的抛物线上，且以B、A、F、E四点为顶点的四边形为平行四边形，求点F的坐标.


分析：
 （1）由抛物线的对称轴公式[image: 178-10]
 ，可直接求出对称轴；利用抛物线的对称性求出抛物线与x轴的另一个交点A的坐标.

（2）①如图11-4-6，AD是直径，点C是圆上的点，∠ACD=90°，用a、b分别表示点D、C的坐标，利用△AOC∽△CMD求出a、b的值.

②分情况讨论：当四边形BAFE为平行四边形时，则BA∥EF，并且BA=EF.易求点F的一个坐标，根据抛物线的对称性，易求另一点F的坐标；当四边形BEAF是平行四边形时，点F即为点D.


解：
 （1）对称轴是直线x=1，点A的坐标是（3，0）.

（2）①如图11-4-6，连接AC、AD，过点D作DM⊥y轴于点M，利用△AOC∽△CMD.

[image: 179-01]
图11-4-6



∵点A、D、C的坐标分别为A（3，0）、D（1，-a-b）、C（0，-b），

∴AO=3，MD=1.

[image: 179-02]


∴3-ab=0.

又∵0=a·（-1）2
 -2a·（-1）-b，解得[image: 179-03]


∴抛物线的解析式为y=x2
 -2x-3.

②如图11-4-7，当四边形BAFE为平行四边形时，BA∥EF，且BA=EF.

[image: 179-04]
图11-4-7



∵BA=4，∴EF=4.

∵对称轴为x=1，∴点F的横坐标为5.

将x=5代入y=x2
 -2x-3，得y=12.

∴F的坐标为（5，12）.

根据抛物线的对称性可知，在对称轴的左侧抛物线上也存在点F，使得四边形BAEF是平行四边形，此时点F的坐标为（-3，12）.

当四边形BEAF是平行四边形时，点F即为点D，此时点F的坐标为（1，-4）.

综上所述，点F的坐标为（5，12），（-3，12）或（1，-4）.


反思：
 解决第（2）①小题的关键在于构造“一线三等角”得到等量关系，我们在前面已反复应用过这一基本图形.


例4
 　已知二次函数的图像经过A（2，0），C（0，12）两点，且对称轴为直线x=4.设顶点为点P，与x轴的另一交点为点B.

（1）求二次函数的解析式及顶点P的坐标.

（2）如图11-4-8，在直线y=2x上是否存在点D，使四边形OPBD为等腰梯形？若存在，求出点D的坐标；若不存在，请说明理由.

[image: 180-01]
图11-4-8



（3）如图11-4-9，点M是线段OP上的一个动点（O，P两点除外），以每秒[image: 180-02]
 个单位长度的速度由点P向点O运动，过点M作直线MN∥x轴，交PB于点N.将△PMN沿直线MN对折，得到△P1
 MN，在动点M的运动过程中，设△P1
 MN与梯形OMNB的重叠部分的面积为S，运动时间为t秒.求S关于t的函数关系式.

[image: 180-03]
图11-4-9




分析：
 （2）如图11-4-10，先求直线BP的解析式，证明直线OD∥BP，再由BD=OP列方程求解，要注意，还要检验四边形OPBD是否为平行四边形.因为OD∥BP且BD=OP时不一定为等腰梯形，有可能是平行四边形.

（3）如图11-4-11，当01
 MN与梯形OMNB的重叠部分是△P1
 MN，如图11-4-12，当21
 MN与梯形OMNB的重叠部分是梯形EMNF.


解：
 （1）设二次函数的解析式为y=ax2
 +bx+c，

[image: 180-04]


∴二次函数的解析式为y=x2
 -8x+12，顶点P的坐标为（4，-4）.

（2）如图11-4-10，存在点D，使四边形OPBD为等腰梯形，理由如下：

[image: 180-05]
图11-4-10



当y=0时，x2
 -8x+12=0，

∴x1
 =2，x2
 =6，

∴点B的坐标为（6，0）.

设直线BP的解析式为y=kx+m，

[image: 180-06]


∴直线BP的解析式为y=2x-12，

∴直线OD∥BP.

∵顶点P的坐标为（4，-4），

[image: 181-01]


设D（x，2x），则BD2
 =（2x）2
 +（6-x）2
 ，

当BD=OP时，（2x）2
 +（6-x）2
 =32，

解得[image: 181-02]
 ，x2
 =2.

当x2
 =2时，[image: 181-03]
 ，四边形OPBD为平行四边形，舍去.

∴当[image: 181-04]
 时，四边形OPBD为等腰梯形，

即　当点D的坐标为[image: 181-05]
 时，四边形OPBD为等腰梯形.

（3）①如图11-4-11，当0

[image: 181-06]
图11-4-11



∵运动速度为每秒[image: 181-07]
 个单位长度，运动时间为t秒，

则[image: 181-08]
 ，

∴PH=t，MH=t，[image: 181-09]
 ，

[image: 181-10]


②如图11-4-12，当21
 G=2t-4，P1
 H=t.

[image: 181-11]
图11-4-12



∵MN∥OB，

∴△P1
 EF∽△P1
 MN，

[image: 181-12]


∴S△P1
 EF
 =3t2
 -12t+12，

[image: 181-13]


∴当0[image: 181-14]
 ，

当2[image: 181-15]
 .

五　函数中动点与多边形面积


例1
 　如图11-5-1所示，抛物线与x轴相交于点A（-1，0），B（3，0）两点，与y轴交于点C（0，-3）.以AB为直径作⊙M，过抛物线上一点P作⊙M的切线PD，切点为D，并与⊙M的切线AE相交于点E，连接DM并延长交⊙M于N，连接AN，AD.

[image: 181-16]
图11-5-1



（1）求抛物线的解析式及顶点坐标.

（2）若四边形EAMD的面积为[image: 182-01]
 ，求直线PD的解析式.

（3）抛物线上是否存在点P，使得四边形EAMD的面积等于△DAN的面积？若存在，求出点P的坐标；若不存在，说明理由.


分析：
 （2）如图11-5-1，连接EM，即可证得△EAM≌△EDM，结合[image: 182-02]
 ，求出AE的长和∠EMA的大小.进一步，过点D作DF⊥x轴于F，在Rt△DMF中，求出MF和DF的长.

（3）如图11-5-1，S四边形EAMD
 =2S△EAM
 ，S△DAN
 =2S△AMD
 ，所以假设点P存在，四边形EAMD的面积等于△DAN的面积，则S△EAM
 =S△AMD
 ，这样就有PD∥x轴，从而有yP
 =r=2，所得的一元二次方程若有解，就说明点P存在；反之，不存在.


解：
 （1）设所求抛物线解析式为y=a（x+1）（x-3），

把C（0，-3）代入y=a（x+1）（x-3），得a=1.

∴抛物线的解析式为y=x2
 -2x-3，顶点坐标为（1，-4）.

（2）连接EM，∵EA，ED是⊙M的两条切线，

∴EA=ED，EA⊥AM，ED⊥MN，

∴△EAM≌△EDM.

又∵四边形EAMD的面积为[image: 182-03]
 ，

[image: 182-04]


又AM=2，∴[image: 182-05]
 .

因此，点E的坐标为[image: 182-06]
 .

当点E在第二象限时，切点D在第一象限.

在Rt△EAM中，[image: 182-07]
 ，

∴∠EMA=60°，∴∠DMB=60°.

过切点D作DF⊥AB，垂足为点F，

∴MF=1，[image: 182-08]
 ，因此，切点D的坐标为[image: 182-09]
 .

又由[image: 182-10]
 的坐标，得

直线PD的解析式为[image: 182-11]
 .

当E点在第三象限时，切点D在第四象限.

同理可求，切点D的坐标为[image: 182-12]
 ，直线PD的解析式为[image: 182-13]
 .

因此，直线PD的解析式为[image: 182-14]
 .

（3）若四边形EAMD的面积等于△DAN的面积，

又S四边形EAMD
 =2S△EAM
 ，S△DAN
 =2S△AMD
 ，

∴S△AMD
 =S△EAM
 ，

∴E，D两点到x轴的距离相等.

∵PD与⊙M相切，

∴点D与点E在x轴同侧，

∴切线PD与x轴平行，

此时切线PD的函数关系式为y=2或y=-2.

当y=2时，由y=x2
 -2x-3得，[image: 183-01]
 ；

当y=-2时，由y=x2
 -2x-3得，[image: 183-02]
 .

故满足条件的点P的位置是4个，分别是：

[image: 183-03]



反思：
 解题的关键在于从复杂的图形中分离出基本图形，对于第（2）小题，其实把坐标系和抛物线“拿”掉，剩下的图形便是课本中证明切线长定理的基本图形；对于第（3）小题，点M既为⊙M的圆心，又是线段DN的中点，为等积变形做好了铺垫.


例2
 　在直角坐标系xOy中，已知点P是反比例函数[image: 183-04]
 （x>0）图像上一个动点，以P为圆心的圆始终与y轴相切，设切点为A.

（1）如图11-5-2，⊙P运动到与x轴相切，设切点为K，试判断四边形OKPA的形状，并说明理由.

[image: 183-05]
图11-5-2



（2）如图11-5-3，⊙P运动到与x轴相交，设交点为B，C.当四边形ABCP是菱形时，

[image: 183-06]
图11-5-3



①求出点A，B，C的坐标；

②在过A，B，C三点的抛物线上是否存在点M，使△MBP的面积是菱形ABCP面积的[image: 183-07]
 .若存在，试求出所有满足条件的点M的坐标，若不存在，试说明理由.


分析：
 （2）①如图11-5-3，当⊙P与x轴相交时，四边形ABCP的形状在改变，但其中隐藏着“不变”量，即AP∥x轴，PA=PB=PC，△ABP、△BCP都是等腰三角形.当四边形ABCP为菱形时，△ABP、△BCP为等边三角形，这样不难求出点A、B、C的坐标.

②由图11-5-3，可知△ABP、△BCP的面积是菱形ABCP面积的一半，因此只需所求的△MBP的面积与△ABP或△BCP面积相等，只需求出过点A或点C作BP的平行线与抛物线的交点坐标即可解决问题.

解：（1）∴⊙P分别与两坐标轴相切，

∴PA⊥OA，PK⊥OK，

∴∠PAO=∠OKP=90°.

又∵∠AOK=90°，

∴∠PAO=∠OKP=∠AOK=90°，

∴四边形OKPA是矩形.

又由切线长定理得OA=OK.

∴四边形OKPA是正方形.

（2）①连接PB，设点P的横坐标为x，则其纵坐标为[image: 184-01]
 .

过点P作PG⊥BC于G，∵点A，B，C在⊙P上，四边形ABCP为菱形，

∴BC=PA=PB=PC，

∴△PBC为等边三角形.

在Rt△PBG中，∠PBG=60°，PB=PA=x，[image: 184-02]
 .

[image: 184-03]


解之得x=±2（负值舍去），

∴[image: 184-04]
 ，PA=BC=2.

易知四边形OGPA是矩形，PA=OG=2，BG=CG=1，

∴OB=OG-BG=1，OC=OG+GC=3.

∴A的坐标为[image: 184-05]
 ，B的坐标为（1，0），C的坐标为（3，0）.

求得过A、B、C三点的抛物线的解析式为[image: 184-06]
 .

②设直线BP的解析式为y=ux+v，由B（1，0），[image: 184-07]
 得

[image: 184-08]


∴直线BP的解析式为[image: 184-09]
 .

过点A作直线AM∥PB，与抛物线的另一交点为M，则可得直线AM的解析式为[image: 184-11]
 .

[image: 184-12]


同理，过点C作直线CM∥PB，与抛物线的另一交点为M，则可设直线CM的解析式为[image: 184-14]
 .

又∵C（3，0），

[image: 184-15]


∴直线CM的解析式为[image: 184-16]
 .

[image: 184-17]


综上可知，满足条件的点M的坐标有四个，分别为[image: 185-01]
 .

真题演练　即时巩固


答案链接


1. （湘潭）如图，抛物线[image: 186-01]
 （a≠0）的图像与x轴交于A、B两点，与y轴交于点C，已知点B的坐标为4，0.

[image: 186-02]
（第1题）



（1）求抛物线的解析式；

（2）试探究△ABC的外接圆的圆心位置，并求出圆心坐标；

（3）若点M是线段BC下方的抛物线上一点，求△MBC的面积的最大值，并求出此时点M的坐标.


友情提示

在第（2）小题中，发现“Rt△ABC”并有“射影定理模式”的积累，可以帮助快速获得思路突破.



2.（潍坊）如图，已知抛物线与坐标轴分别交于A（-2，0）、B（2，0）、C（0，-1）三点，过坐标原点O的直线y=kx与抛物线交于M、N两点.分别过点C、D（0，-2）作平行于x轴的直线l1
 、l2
 .

[image: 186-03]
（第2题）



（1）求抛物线对应二次函数的解析式；

（2）求证以ON为直径的圆与直线l1
 相切；

（3）求线段MN的长（用k表示），并证明M、N两点到直线l2
 的距离之和等于线段MN的长.

3. （遵义）已知抛物线y=ax2
 +bx+3（a≠0）经过A（3，0），B（4，1）两点，且与y轴交于点C.

（1）求抛物线y=ax2
 +bx+3（a≠0）的函数关系式及点C的坐标；

（2）如图（1），连接AB，在题（1）中的抛物线上是否存在点P，使△PAB是以AB为直角边的直角三角形？若存在，求出点P的坐标；若不存在，请说明理由；

（3）如图（2），连接AC，E为线段AC上任意一点（不与A、C重合），经过A、E、O三点的圆交直线AB于点F，当△OEF的面积取得最小值时，求点E的坐标.

[image: 186-04]
（第3题）




友情提示

第（2）小题是探索在抛物线上使△PAB是以AB为直角边的直角三角形的点P的存在性、可能性.关键是求点P的坐标时要分两种情况进行讨论：①以点A为直角顶点（此时点P在y轴上，即与点C重合）；②以点B为直角顶点（此时点P在y轴左侧）.进一步，进入“程序化”求解模式，即设出AB的垂线的解析式与抛物线解析式联立，解方程组处理.第（3）小题首先要发现等腰Rt△OEF，进而只要使得该等腰直角三角形的腰最小就行.因此，只要OE为AC边上的高（E为AC中点）即可.



4. （广州）如图，抛物线[image: 187-01]
 与x轴交于A、B两点（点A在点B的左侧），与y轴交于点C.

[image: 187-02]
（第4题）



（1）求点A、B的坐标；

（2）设D为已知抛物线的对称轴上任意一点，当△ACD的面积等于△ACB的面积时，求点D的坐标；

（3）当直线l过点E（4，0），M为直线l上的动点，以A、B、M为顶点所作的直角三角形有且只有三个时，求直线l的解析式.


友情提示

解答第（2）小题时要注意：点D可能在AC的上方，也可能在其下方，要分类讨论.第（3）小题的条件“以A、B、M为顶点所作的直角三角形有且只有三个”较难理解，可以这样来分析：点A、B可以分别是直角顶点，而点M是直角顶点时，此时应该是以AB为直径的圆所对的圆周角，即点M应该在该圆上.请同学们想一想，此时直线l与圆应该有几个交点呢？若想符合题意的点M只有一个，则直线l与以AB为直径的圆相切时，有且只有三个符合题意的点M.



5. （黄冈）如图，已知抛物线的方程[image: 187-03]
 （m>0）与x轴相交于点B、C，与y轴相交于点E，且点B在点C的左侧.

[image: 187-04]
（第5题）



（1）若抛物线C1
 过点M（2，2），求实数m的值；

（2）在（1）的条件下，求△BCE的面积；

（3）在（1）的条件下，在抛物线的对称轴上找一点H，使BH+EH最小，并求出点H的坐标；

（4）在第四象限内，抛物线C1
 上是否存在点F，使得以点B、C、F为顶点的三角形与△BCE相似?若存在，求m的值；若不存在，请说明理由.


友情提示

第（4）小题需要分两种情况进行讨论.



6. （云南）如图，在平面直角坐标系中，直线[image: 187-05]
 交x轴于点P，交y轴于点A.抛物线[image: 187-06]
 的图像过点E-1，0，并与直线相交于A、B两点.

[image: 187-07]
（第6题）



（1）求抛物线的解析式（关系式）；

（2）过点A作AC⊥AB交x轴于点C，求点C的坐标；

（3）除点C外，在坐标轴上是否存在点M，使得△MAB是直角三角形？若存在，请求出点M的坐标；若不存在，请说明理由.


友情提示

第（3）小题要判断△MAB是否是直角三角形，只要找出一角为直角便可，分别考虑三个顶点.需要提醒同学们注意的是，以M为直角顶点还要分两种情况，本质上是以AB为直径的圆与坐标轴的交点.



7. （烟台）如图，在平面直角坐标系中，已知矩形ABCD的三个顶点B（1，0），C（3，0），D（3，4），以A为顶点的抛物线y=ax2
 +bx+c过点C，动点P从点A出发，沿线段AB向点B运动.同时动点Q从点C出发，沿线段CD向点D运动，点P，Q的运动速度均为每秒1个单位长度.运动时间为t秒，过点P作PE⊥AB交AC于点E.

[image: 188-01]
（第7题）



（1）直接写出点A的坐标，并求出抛物线的解析式；

（2）过点E作EF⊥AD于F，交抛物线于点G，当t为何值时，△ACG的面积最大？最大值为多少？

（3）在动点P，Q运动的过程中，当t为何值时，在矩形ABCD内（包括边界）存在点H，使以C，Q，E，H为顶点的四边形为菱形？请直接写出t的值.


友情提示

第（4）小题根据菱形是邻边相等的平行四边形，先确定点H在直线EF上，再根据四边相等借助勾股定理建立关于t的方程.





参考答案


第二单元
 　规律探究性问题

1. B

2. B　提示：当n为奇数时，直角三角形的个数为2（n+1）；当n为偶数时，直角三角形的个数为2n.

3. C

4. A　提示：[image: 189-01]
 .

5. 4n-2

6. 4，22n-5
 π

7. [image: 189-02]


8. 3或4，6n-3

9.（1）表中填6；6.

关系式为f=m+n-1.

（2）当m、n不互质时，关系式f=m+n-1不成立.

例如：当m=2，n=2时，图形如图.

[image: 189-03]
（第9题）



对角线所穿过的小正方形的个数f=2，而m+n=4，等式f=m+n-1不成立.

10. B

11. （1）第5个图形有18颗黑色棋子.

（2）解法1：设第n个图形有2 013颗黑色棋子，

由题意，得3（n+1）=2 013.

解得n=670，∴第670个图形有2 013颗黑色棋子.

解法2：[image: 189-04]
 ，

∴第670个图形有2 013颗黑色棋子.

12. [image: 189-04a]
 .

[image: 189-05]


13. （1）是标准纸.理由如下：

∵矩形ABCD是标准纸，∴[image: 190-01]
 .

由对开的含义知：[image: 190-02]
 .

[image: 190-03]


∴矩形纸片ABEF也是标准纸.

（2）是标准纸.理由如下：设AB=CD=a，

由图形折叠可知：DN=CD=DG=a，

DG⊥EM.

∵由图形折叠可知：△ABE≌△AFE，

[image: 190-04]


∴△ADG是等腰直角三角形.

∴在Rt△ADG中，[image: 190-05]
 .

[image: 190-06]


∴矩形纸片ABCD是一张标准纸.

（3）

[image: 190-07]


∴第5次对开后所得的标准纸的周长为：[image: 190-08]
 .

∴第2 012次对开后所得的标准纸的周长为：[image: 190-09]
 .

14. 探究三：7

分割示意图.（答案不唯一）

[image: 190-10]


探究四：3+2（m-1）或2m+1.

探究拓展：4+2（m-1）或2m+2.

问题解决：n+2（m-1）或2m+n-2.

实际应用：把n=8，m=2 012代入上述代数式，得

2m+n-2=2×2 012+8-2=4 024+8-2=4 030.

15. （1）M5
 （―4，―4）.

（2）由规律可知，[image: 191-01]
 ，OM6
 =8，

∴△M5
 OM6
 的周长是[image: 191-02]
 .

（3）解法1：由题意知，OM0
 旋转8次之后回到x轴的正半轴，在这8次旋转中，点Mn
 分别落在坐标象限的角平分线上或x轴上或y轴上，但各点“绝对坐标”的横、纵坐标均为非负数，因此，点Mn
 的“绝对坐标”可分三类情况：

令旋转次数为n.

①当点M在x轴上时：[image: 191-03]
 ，…

即点Mn
 的“绝对坐标”为[image: 191-04]
 ；

②当点M在y轴上时：[image: 191-05]
 ，…

即点Mn
 的“绝对坐标”为[image: 191-06]
 ；

③当点M在各象限的角平分线上时：[image: 191-07]
 ，[image: 191-08]
 ，…

即Mn
 的“绝对坐标”为[image: 191-09]
 .

解法2：由题意知，OM0
 旋转8次之后回到x轴的正半轴，在这8次旋转中，点分别落在坐标象限的角平分线上或x轴上或y轴上，但各点“绝对坐标”的横、纵坐标均为非负数，因此，各点的“绝对坐标”可分三种情况：

①当n=2k时（其中k=0，1，2，3，…），点在x轴上，则M2n
 （2n
 ，0）；

②当n=2k-1时（其中k=1，2，3，…），点在y轴上，点M2n
 （0，2n
 ）；

③当n=1，2，3，…时，点在各象限的角平分线上，则点M2n-1
 （2n-1
 ，2n-1
 ）.


第三单元
 　“新定义”性问题

1. B

2. 2 000

3. 4

4. （1）①3；②[image: 191-10]
 ；

（2）①证法1：设〈x〉=n，则[image: 191-11]
 ，n为非负整数；

又[image: 191-12]
 ，且n+m为非负整数，

∴〈x+m〉=n+m=m+〈x〉.

证法2：设x=k+b，k为x的整数部分，b为其小数部分.

1°当0≤b<0.5时，〈x〉=k，

∴m+x=（m+k）+b，m+k为m+x的整数部分，b为其小数部分.

∴〈m+x〉=m+k

∴〈x+m〉=m+〈x〉.

2°当b≥0.5时，〈x〉=k+1，

则m+x=（m+k）+b，m+k为m+x的整数部分，b为其小数部分.

∴〈x+m〉=m+k+1，

∴〈m+x〉=m+〈x〉.

综上所述，〈x+m〉=m+〈x〉.

②举反例：〈0.6〉+〈0.7〉=1+1=2，而〈0.6+0.7〉=〈1.3〉=1，

∴〈0.6〉+〈0.7〉≠〈0.6+0.7〉，∴〈x+y〉=〈x〉+〈y〉不一定成立.

5. （1）①2.

②如图，由折叠知：∠ABE=∠FBE，AB=BF.

[image: 192-01]
（第5题）



∵四边形ABCD是平行四边形，

∴AE∥BF.

∴∠AEB=∠FBE，∠AEB=∠ABE，

∴AE=AB，∴AE=BF.

∴四边形ABFE是菱形.

（2）①

[image: 192-02]


②10阶准菱形.

6. （1）中线所在的直线.

（2）解法1：连接BE，因为AB∥CE，AB=CE，所以四边形ABEC为平行四边形，

所以BE∥AC，

所以△ABC和△AEC的公共边AC上的高也相等，

所以有S△ABC
 =S△AEC
 .

所以S梯形ABCD
 =S△ACD
 +S△ABC
 =S△ACD
 +S△AEC
 =S△AED
 .

解法2：设AE与BC相交于点F.

因为AB∥CE，所以∠ABF=∠ECF，∠BAF=∠CEF.

又因为AB=CE，

所以△ABF≌△ECF.

所以S梯形ABCD
 =S四边形AFCD
 +S△ABF
 =S四边形AFCD
 +S△ECF
 =S△AED
 .

过点A的梯形ABCD的面积等分线的画法如下图所示.

[image: 193-01]


（3）能.连接AC，过点B作BE∥AC交DC的延长线于点E，连接AE.

因为BE∥AC，所以△ABC和△AEC的公共边AC上的高也相等，所以有S△ABC
 =S△AEC
 .

所以S梯形ABCD
 =S△ACD
 +S△ABC
 =S△ACD
 +S△AEC
 =S△AED
 .

因为S△ACD
 >S△ABC
 .

所以面积等分线必与CD相交，取DE中点F，

连接AF即为要求作的四边形ABCD的面积等分线.

作图如下图所示.

[image: 193-02]


7. （1）等腰.

（2）如图（1）连接BE，画BE的中垂线交BC于点F，连接EF，△BEF是矩形ABCD的一个折痕三角形.

∵折痕垂直平分BE，AB=AE=2，

∴点A在BE的中垂线上，即折痕经过点A.

∴四边形ABFE为正方形.

∴BF=AB=2.

∴F的坐标为（2，0）.

（3）矩形ABCD存在面积最大的折痕△BEF，

其面积为4.

理由如下：①当F在边BC上时，如图（2）所示.

[image: 193-05]
 ，即当F与C重合时，

面积最大为4.

[image: 193-06]
（第7题）



②当F在边CD上时，如图（3）所示.

过F作FH∥BC交AB于点H，交BE于点K.

[image: 194-01]


即当F为边CD中点时，△BEF的面积最大为4.

下面求面积最大时，点E的坐标.

①当F与点C重合时，如图（4）所示.

由折叠可知CE=CB=4，

在Rt△CED中，

[image: 194-02]


∴[image: 194-03]
 .∴E的坐标为[image: 194-04]
 .

[image: 194-05]
（第7题）



②当F在边DC的中点时，点E与点A重合，如图（5）所示.

[image: 194-06]
（第7题）



此时E的坐标为0，2.

综上所述，折痕△BEF的最大面积为4时，点E的坐标为

E（0，2）或[image: 194-07]
 .

8. （1）由题意，得｜x｜+｜y｜=1，

所有符合条件的点P组成的图形如下图所示.

[image: 195-01]


（2）∵d（M，Q）=｜x-2｜+｜y-1｜=｜x-2｜+｜x+2-1｜

=｜x-2｜+｜x+1｜.

∵x可取一切实数，｜x-2｜+｜x+1｜表示数轴上实数x所对应的点到数2和-1所对应的点的距离之和，其最小值为3.

∴点M（2，1）到直线y=x+2的直角距离为3.

9. 【尝试】（1）（1，-2）.

（2）点A在抛物线E上，理由如下：

将x=2代入y=t（x2
 -3x+2）+（1-t）（-2x+4）得y=0.

∴点A在抛物线E上.

（3）将（-1，n）代入y=t（x2
 -3x+2）+（1-t）（-2x+4）得

n=t（1+3+2）+（1-t）（2+4）=6.

【发现】A（2，0）和B（-1，6）.

【应用1】不是.

∵将x=-1代入y=-3x2
 +5x+2，得y=-6≠6，

∴二次函数y=-3x2
 +5x+2的图像不经过点B.

∴二次函数y=-3x2
 +5x+2不是二次函数y=x2
 -3x+2和一次函数y=-2x+4的一个“再生二次函数”.

【应用2】如图，作矩形ABC1
 D1
 和ABC2
 D2
 ，过点B作BK⊥y轴于点K，过点D1
 作D1
 G⊥x轴于点G，过点C2
 作C2
 H⊥y轴于点H，过点B作BM⊥x轴于点M，C2
 H与BM相交于点T.

[image: 195-02]
（第9题）



易得AM=3，BM=6，BK=1，△KBC1
 ∽△MBA，

[image: 195-03]


∴C1
 的坐标为[image: 195-04]
 .

易得△KBC1
 ≌△GAD1
 ，得AG=1，[image: 195-05]
 .

∴D1
 的坐标为[image: 195-06]
 .

易得△OAD2
 ∽△GAD1
 ，则[image: 195-07]
 ，

由AG=1，OA=2，[image: 195-08]
 ，得OD2
 =1.∴D2
 的坐标为（0，-1）.

易得△TBC2
 ≌△OD2
 A，得TC2
 =AO=2，BT=OD2
 =1.∴C2
 的坐标为（-3，5）.

∵抛物线E总过定点A、B，∴符合条件的三点只可能是A、B、C或A、B、D.

当抛物线经过A、B、C1
 时，将[image: 195-09]
 代入y=t（x2
 -3x+2）+（1-t）（-2x+4）得[image: 195-10]
 ；

当抛物线经过A、B、D1
 时，将[image: 196-01]
 代入y=t（x2
 -3x+2）+（1-t）（-2x+4）得[image: 196-02]
 ；

当抛物线经过A、B、C2
 时，将C2
 （-3，5）代入y=t（x2
 -3x+2）+（1-t）（-2x+4）得[image: 196-03]
 ；

当抛物线经过A、B、D2
 时，将D2
 （0，-1）代入y=t（x2
 -3x+2）+（1-t）（-2x+4）得[image: 196-04]
 .

∴满足条件的所有t值为[image: 196-05]
 .


第四单元
 　阅读理解题

1. （1）34.

（2）∵（a-b）2
 =a2
 +b2
 -2ab，

∴a2
 +b2
 =（a-b）2
 +2ab

=4+6=10.

∴a4
 +b4
 =（a2
 +b2
 ）2
 -2a2
 b2


=100-18=82.

2. （1）135°（2）120°；[image: 196-06]


3. △BCE的面积等于2.

（1）如图（答案不唯一）：

[image: 196-07]
（第3题）



以EG、FH、ID的长度为三边长的

一个三角形是△EGM.

（2）以EG、FH、ID的长度为三边长的三角形的面积等于3.

4. （2）探究2：

如图（1），在AB上截取AM=EC，连接ME.

由（1）知∠EAM=∠FEC.

∵AM=EC，AB=BC，∴BM=BE.

∴∠BME=45°.

∴∠AME=∠ECF=135°.

∴△AEM≌△EFC（ASA）.

∴AE=EF.

[image: 196-08]
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（3）探究3：成立.

证明如下：如图（2），延长BA到M，使得AM=CE，连接ME.

∴BM=BE.

∴∠BME=45°，∴∠BME=∠ECF.

又∵AD∥BE，∴∠DAE=∠BEA.

∴∠MAE=∠CEF.

∴△MAE≌△CEF（ASA）.

∴AE=EF.

5. （1）EAF、△EAF、GF.

（2）DE+BF=EF，理由如下：

如图，假设∠BAD的度数为m，将△ADE绕点A顺时针旋转m°得到△ABG，此时AB与AD重合，由旋转可得：AB=AD，BG=DE，∠1=∠2，∠ABG=∠D=90°，

[image: 197-01]
（第5题）



∴∠ABG+∠ABF=90°+90°=180°，

因此，点G，B，F在同一条直线上.

[image: 197-02]


∵∠1=∠2，∴[image: 197-03]
 .

即∠GAF=∠EAF.

又AG=AE，AF=AF，

∴△GAF≌△EAF.

∴GF=EF，

又∵GF=BG+BF=DE+BF∴DE+BF=EF.

（3）当∠B与∠D互补时，可使得DE+BF=EF.

6. （1）[image: 197-04]
 .

（2）如图，把△ADC沿AC翻折，得△AEC，连接DE，

[image: 197-05]
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∴△ADC≌△AEC.

∴∠DAC=∠EAC，∠DCA=∠ECA，DC＝EC.

∵∠BAD=∠BCA=2∠DAC=30°，

∴∠BAD=∠DAE=30°，∠DCE=60°.

∴△CDE为等边三角形.

∴DC＝DE.

在AE上截取AF＝AB，连接DF，

∴△ABD≌△AFD.

∴BD＝DF.

在△ABD中，∠ADB=∠DAC＋∠DCA=45°，

∴∠ADE=∠AED=75°，∠ABD=105°.

∴∠AFD=105°.

∴∠DFE=75°.

∴∠DFE=∠DEF.

∴DF＝DE.

∴BD＝DC＝2.

作BG⊥AD于点G，

∴在Rt△BDG中，[image: 198-01]
 .

∴在Rt△ABG中，[image: 198-02]
 .

7. （1）线段PG与PC的位置关系是PG⊥PC；[image: 198-03]
 .

（2）猜想：（1）中的结论没有发生变化.

证明：如图，延长GP交AD于点H，连接CH，CG.

[image: 198-04]
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∵P是线段DF的中点，

∴FP=DP.

由题意可知AD∥FG.

∴∠GFP=∠HDP.

∵∠GPF=∠HPD，

∴△GFP≌△HDP.

∴GP=HP，GF=HD.

∵四边形ABCD是菱形，

∴CD=CB，∠HDC=∠ABC=60°.

由∠ABC=∠BEF=60°，且菱形BEFG的对角线BF恰好与菱形ABCD的边AB在同一条直线上，可得∠GBC=60°.

∴∠HDC=∠GBC.

∵四边形BEFG是菱形，

∴GF=GB.

∴HD=GB.

∴△HDC≌△GBC.

∴CH=CG，∠DCH=∠BCG.

∴∠DCH+∠HCB=∠BCG+∠HCB=120°.

即∠HCG=120°.

∵CH=CG，PH=PG，

∴PG⊥PC，∠GCP=∠HCP=60°.

[image: 198-05]



第五单元
 　图形操作题

1. （1）如图（1）或图（2）.

（2）如图（3），过矩形ABCD的中心O1
 和平行四边形CBEF的中心O2
 画线段MN，交AD于M，交EF于N，则线段MN为所求.

[image: 199-01]
（第1题）



2. 参考分法如下图所示（答案不唯一）.

[image: 199-02]


3. （1）如下图；

[image: 199-03]


（2）[image: 199-04]
 或[image: 199-05]
 或2.

4. （1）如图（1），连接AC、BC，

∵AB是⊙O的直径，∴∠ACB=90°.∴∠ACE+∠ECB=90°.

又∴CD⊥AB于点E，∴∠AEC=90°.∴∠ACE+∠A=90°.

∴∠A=∠ECB.

∴△ACE∽△CBE.∴[image: 200-01]
 .∴CE2
 =AE·BE=ab.

∵CE为线段，∴[image: 200-02]
 .

（2）如图（2），延长BC，使得CE=CD.

以BE为直径画弧，交CD的延长线于点P.

以C为圆心，以CP为半径画弧，交AD于点M.点M即为所求.

（3）如图（3）.正方形MNQC为所求.

[image: 201-01]
（第4题）




第六单元
 　方案设计与最优化问题

1. （1）解法1：设大货车用x辆，小货车用y辆，根据题意得

[image: 201-02]


答：大货车用8辆，小货车用10辆.

解法2：设大货车用x辆，则小货车用（18-x）辆，根据题意得

16x+10（18-x）=228，解得x=8.

∴18-x=18-8=10（辆）.

答：大货车用8辆，小货车用10辆.

（2）w=720a+800（8-a）+500（9-a）+650［10-（9-a）］

=70a+11 550，

∴w=70a+11 550（0≤a≤8且为整数）.

（3）16a+10（9-a）≥120，解得a≥5.

又∵0≤a≤8，∴5≤a≤8且为整数.

∵w=70a+11 550，k=70>0，w随a的增大而增大

∴当a=5时，w最小，最小值为w=70×5+11 550=11 900（元）.

答：使总运费最少的调配方案是5辆大货车、4辆小货车前往甲地；3辆大货车、6辆小货车前往乙地.最少运费为11 900元.

2. （1）设一张薄板的边长为xcm，它的出厂价为y元，基础价为n元，浮动价为kx元，则y=kx+n.

由表格中的数据，得[image: 201-03]


所以y=2x+10.

（2）①设一张薄板的利润为P元，它的成本价为mx2
 元，由题意，得

P=y-mx2
 =2x+10-mx2
 .

将x=40，P=26代入P=2x+10-mx2
 中，得26=2×40+10-m×402
 .

解得[image: 201-04]
 .

所以[image: 201-05]
 .

②因为[image: 202-01]
 ，所以，当[image: 202-02]
 （在5~50之间）时，

[image: 202-03]


即出厂一张边长为25cm的薄板，获得的利润最大，最大利润是35元.

3. （1）①根据信息填表：

[image: 202-04]


②由题意得[image: 202-05]
 .解得[image: 202-06]
 .

∵x为整数，∴x=40或41或42，

∴有3种方案，分别为：

（Ⅰ）A地40件，B地80件，C地80件；

（Ⅱ）A地41件，B地77件，C地82件；

（Ⅲ）A地42件，B地74件，C地84件.

（2）由题意得30x+8（n-3x）+50x=5 800，

整理得n=725-7x.

∵n-3x≥0，∴x≤72.5.

又∵x≥0，∴0≤x≤72.5且x为整数.

∵n随x的增大而减少，∴当x=72时，n有最小值为221.

4. （1）当x=28（万元）时，y=40-28=12（万件）.

（2）投资总成本为：25+100=125（万元），

当25≤x≤30时，y=40-x，

w=xy-20y-125=（x-20）（40-x）-125=-（x-30）2
 -25，

可见第一年在销售单价x满足：25≤x≤30时，注定亏损，

x=30时亏损最小，为25万元.

当30

w=xy-20y-125=（x-20）（25-0.5x）-125=-0.5（x-35）2
 -12.5，

可见第一年在销售单价x满足：30

当x=35时亏损最小，为12.5万元.

[image: 202-07]


该公司第一年注定亏损，当销售单价x=35时亏损最小，为12.5万元.

（3）由题意可知：捐款z（万元）与销售单价x（元）之间的函数关系是

[image: 203-01]


既然两年一块算，第二年我们就不用算投资成本那125万元了，两年的总盈利不低于67.5万元.第一年最小亏损为12.5万元，67.5+12.5=80（万元）.

当25≤x≤30时，z=50-x，

第二年盈利必须满足：xy-20y-z=（x-20）（40-x）-z≥80，

化简得到：[image: 203-02]
 ，根据函数图像以及结合25≤x≤30，

解得x=30.

当30

第二年盈利必须满足：xy-20y-z=（x-20）（25-0.5x）-z≥80，

化简得到：[image: 203-03]
 ，根据函数图像可得：30

综上可得销售单价的范围为：30≤x≤35.

5. （1）①当2≤x≤8时，每平方米的售价应为：

3 000-（8-x）×20=20x＋2 840 （元／平方米）.

②当9≤x≤23时，每平方米的售价应为：3 000+（x-8）·40=40x＋2 680（元／平方米）.

[image: 203-04]


（2）由（1）知：

①当2≤x≤8时，小张首付款为

（20x＋2 840）·120·30%

=36（20x＋2 840）≤36（20·8＋2 840）=108 000（元）＜120 000（元），

∴2～8层可任选.

②当9≤x≤23时，小张首付款为（40x＋2 680）·120·30%=36（40x＋2 680）（元）.

36（40x＋2 680）≤120 000，解得：[image: 203-05]
 .

∵x为正整数，∴9≤x≤16.

综上得：小张用方案一可以购买二至十六层的任何一层.

（3）若按方案二购买第十六层，则老王要实交房款为：

y1
 =（40·16＋2 680）·120·92%-60a（元）.

若按老王的想法则要交房款为：y2
 =（40×16＋2 680）×120×91%（元）.

∵y1
 -y2
 =3 984-60a.

当y1
 ＞y2
 即y1
 -y2
 ＞0时，解得0＜a＜66.4，此时老王想法正确；

当y1
 ≤y2
 即y1
 -y2
 ≤0时，解得a≥66.4，此时老王想法不正确.


第七单元
 　几何最值

1. A

2. （1）如图（1），正方形E′F′P′N′即为所求.

（2）设正方形E′F′P′N′的边长为x.

∵△ABC为正三角形，

[image: 204-01]


（3）如图（2），连接NE，EP，PN，则∠NEP=90°.

[image: 204-02]
（第2题）



设正方形DEMN、正方形EFPH的边长分别为m、n（m≥n），它们的面积和为S，

则[image: 204-03]
 .

∴PN2
 =NE2
 +PE2
 =2m2
 +2n2
 =2（m2
 +n2
 ）.

[image: 204-04]


延长PH交ND于点G，则PG⊥ND.

在Rt△PGN中，PN2
 =PG2
 +GN2
 =（m+n）2
 +（m-n）2
 .

∵[image: 204-05]
 ，即m+n=3.

∴①当（m-n）2
 =0时，即m=n时，S最小.

[image: 204-06]


②当（m-n）2
 最大时，S最大.即当m最大且n最小时，S最大.

∵m+n=3，由（2）知，[image: 204-07]
 .

[image: 204-08]


3.（1）∵PE=BE，

∵∠EBP=∠EPB，又∵∠EPH=∠EBC=90°，

∴∠EPH-∠EPB=∠EBC-∠EBP.

即∠PBC=∠BPH.又∵AD∥BC，∴∠APB=∠PBC.

∴∠APB=∠BPH.

（2）△PDH的周长不变，为定值8.

证明：如图（1）过B作BQ⊥PH，垂足为Q.

[image: 204-09]
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由（1）知∠APB=∠BPH，

又∵∠A=∠BQP=90°，BP=BP，

∴△ABP≌△QBP.∴AP=QP，AB=QB.

又∵AB=BC，∴BC=QB.

又∵∠C=∠BQH=90°，BH=BH，∴△BCH≌△BQH.

∴CH=QH. ∴△PDH的周长为：

PD+DH+PH=AP+PD+DH+CH=AD+CD=8.

（3）如图（2），过F作FM⊥AB，垂足为M，则FM=BC=AB.

[image: 205-01]
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又EF为折痕，

∴EF⊥BP.∴∠EFM+∠MEF=∠ABP+∠BEF=90°，

∴∠EFM=∠ABP.又∵∠A=∠EMF=90°，

∴△EFM≌△PBA.

∴EM=PA=x.

∴在Rt△APE中，（4-BE）2
 +x2
 =BE2
 .

[image: 205-02]


又四边形PEFG与四边形BEFC全等，

[image: 205-03]


配方得，[image: 205-04]
 ，∴当x=2时，S有最小值6.

4. 问题1：如图（1），因为四边形PCQD是平行四边形，

若对角线PQ、DC相等，则四边形PCQD是矩形，

∴∠DPC=90°，

∵AD=1，AB=2，BC=3，∴[image: 205-05]
 .

设PB=x，则AP=2-x.

在Rt△DPC中，PD2
 +PC2
 =DC2
 ，即x2
 +32
 +（2-x）2
 +1=8，

化简得x2
 -2x+3=0，

∵Δ=（-2）2
 -4×1×3=-8<0，∴方程无解，

∴对角线PQ与DC不可能相等.

[image: 205-06]
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问题2：如图（2），在平行四边形PCQD中，设对角线PQ与DC相交于点G，

∴G是DC的中点，

作QH⊥BC，交BC的延长线于H，

∵AD∥BC，∴∠ADC=∠DCH，即∠ADP+∠PDG=∠DCQ+∠QCH，

∵PD∥CQ，∴∠PDC=∠DCQ，∴∠ADP=∠QCH，

又PD=CQ，∴Rt△ADP≌Rt△HCQ，∴AD=HC.

∵AD=1，BC=3，∴BH=4，

∴当PQ⊥AB时，PQ的长最小，即为4.

问题3：如图（3），设PQ与DC相交于点G，

∵PE∥CQ，PD=DE，∴[image: 206-01]
 ，

∴G是DC上一定点.

作QH⊥BC，交BC的延长线于H，同理可证∠ADP=∠QCH，

∴Rt△ADP≌Rt△HCQ，即[image: 206-02]
 ，

∴CH=2，∴BH=BC+CH=3+2=5，

∴当PQ⊥AB时，PQ的长最小，即为5.

问题4：存在最小值，最小值为[image: 206-03]
 .

5. （1）如图（1）过点A作AE⊥x轴交于点E，则∠AEC=∠CDB=90°.

依题意得，B（-1，y），C（x，0），A（3，4）.

∵∠ACB=90°，∴∠BCD+∠ACE=90°.

∵∠A+∠ACE=90°，∴∠BCD=∠A，

∴Rt△DBC∽Rt△ECA，

[image: 206-04]


∴4y=（3-x）（x+1），∴[image: 206-05]
 .

（2）由（1）得，[image: 206-06]
 ，

所以当x=1时，y最大值
 =1.

（3）如图（2）过点A作AM∥x轴，交直线x=-1于点M，在AM上截AA′=EF=1，则A′的坐标为（2，4），连接A′E，四边形AA′EF是平行四边形.

[image: 206-07]
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∴AF=A′E.

∵AB，EF的长为定值，

∴当BE+AF=BE+A′E最小时，则四边形ABEF的周长最小，即在x轴上找到点P，使PB+PA′最小.

作点B关于x轴的对称点B′（-1，-1），

连接A′B′交x轴于点P，

∴EF平移到E与P重合时，四边形ABEF的周长最小.

设直线A′B′的解析式为y=kx+b（k≠0），∵A′（2，4），B′（-1，-1），

[image: 207-01]


∴直线A′B′的解析式为[image: 207-02]
 .

令y=0得，[image: 207-03]
 .∴P的坐标为[image: 207-04]
 ，即E的坐标为[image: 207-05]
 .


第八单元
 　图形折叠题

1. （1）如图（1），在矩形ABCD中，CD∥AB，

∴∠1=∠3.

由折叠可知：AG=EG，∠1=∠2，

∴∠2=∠3，∴EF=EG，

∴EF=AG.

∴四边形AGEF是菱形.

（2）如图（2），连接ON，O是Rt△ADE外接圆的圆心.

∵⊙O与BC相切于点N，∴ON⊥BC.

在矩形ABCD中，DC⊥BC，AB⊥BC，

∴CD∥ON∥AB，∴[image: 207-06]
 .

∵OA=OE，∴CN=NB，即N为BC的中点.

（3）如图（3），过点O作OM⊥AB于点M，则四边形OMBN是矩形.

[image: 207-07]
（第1题）



设⊙O的半径为x，则OA=OE=ON=x.

∵AB=4，AD=2，∴AM=4-x.

由（2）得，NB=OM=1.

在Rt△AOM中，OA2
 =AM2
 +OM2
 ，

∴x2
 =（4-x）2
 +12
 ，∴[image: 207-08]


∵∠FEO=∠OAM，

又∵∠FOE=∠OMA=90°，∴Rt△EFO∽Rt△AOM.

[image: 207-09]


2. （1）根据题意，∠OBP=90°，OB=6，

在Rt△OBP中，由∠BOP=30°，BP=t，得OP=2t.

根据勾股定理，OP2
 =OB2
 +BP2
 ，

即（2t）2
 =62
 +t2
 ，解得[image: 208-01]
 .

∴点P的坐标为[image: 208-02]
 .

（2）如图，∵△OB′P、△QC′P分别是由△OBP、△QCP折叠得到的，

[image: 208-03]
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有△OB′P≌△OBP，△QC′P≌△QCP.

∴∠OPB′=∠OPB，∠QPC′=∠QPC.

∵∠OPB′+∠OPB+∠QPC′+∠QPC=180°，

∴∠OPB+∠QPC=90°.

∵∠BOP+∠OPB=90°，∴∠BOP=∠CPQ.

又∠OBP=∠C=90°，

∴△OBP∽△PCQ，有[image: 208-04]
 .

由题设BP=t，AQ=m，BC=11，AC=6，则PC=11-t，CQ=6-m.

[image: 208-05]
 （0

（3）点P的坐标为[image: 208-06]
 .

3. （1）由已知得，FG=AF=2，FB=1.

∵四边形ABCD为矩形，∴∠B=90°，

[image: 208-07]


∴点G的坐标为[image: 208-08]
 .

（2）设直线EF的解析式是y=kx+b.

在Rt△BFG中，[image: 208-09]
 ，

∴∠BFG=60°，∴∠AFE=∠EFG=60°，

[image: 208-10]


∴点E的坐标是[image: 208-11]
 .又点F的坐标是（2，4），

[image: 208-12]


∴直线EF的解析式是[image: 208-13]
 .

（3）如图，[image: 208-14]
 .

[image: 208-15]
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4. （1）∵抛物线y=ax2
 +bx+2经过A（-1，0），B（4，0）两点，

[image: 209-01]


当y=2时，[image: 209-02]
 ，解得x1
 =3，x2
 =0（舍）.

即点D的坐标为（3，2）.

（2）A，E两点都在x轴上，AE有两种可能.

①当AE为一边时，AE∥PD，∴P的坐标为（0，2）.

②当AE为对角线时，根据平行四边形对角顶点到另一条对角线的距离相等，可知点P，

点D到直线AE（即x轴）的距离相等，

∴点P的纵坐标为-2.

代入抛物线解析式：[image: 209-03]
 ，解得[image: 209-04]
 .

∴点P的坐标为[image: 209-05]
 .

综上所述：P1
 （0，2）；[image: 209-06]
 .

（3）存在满足条件的点P.显然点P在直线CD下方，设直线PQ交x轴于F，点P的坐标为[image: 209-07]
 .

[image: 209-08]
（第4题）



①当P点在y轴右侧时，如图（1），CQ=a，

[image: 209-09]


又∵∠CQ′O+∠FQ′P=90°，∠CQ′O+∠OCQ′=90°，

∴∠FQ′P=∠OCQ′.又∠COQ′=∠Q′FP=90°，

[image: 209-10]


∴OQ′=OF-Q′F=a-（a-3）=3，

[image: 210-01]


此时[image: 210-02]
 ，点P的坐标为[image: 210-03]
 .

②当点P在y轴左侧时，如图（2），CQ=-a，

[image: 210-04]


又∵∠CQ′O+∠FQ′P=90°，∠CQ′O=∠OCQ′=90°，

∴∠FQ′P=∠OCQ′，∠COQ′=∠Q′FP=90°，

∴△COQ′∽△Q′FP，[image: 210-05]
 ，

∴OQ′=3，[image: 210-06]
 ，

此时[image: 210-07]
 ，点P的坐标为[image: 210-08]
 .

综上所述，满足条件的点P的坐标为[image: 210-09]
 .

5. （1）如图（1），过点O作OE⊥AB交⊙O于点E，

连接OA、OB、AE、BE.

∵点E与点O关于AB对称，

∴△OAE、△OBE为等边三角形，

∴∠OEA=∠OEB=60°，

[image: 210-10]


（2）如图（2），连接O′A、O′B，

∵[image: 210-11]
 折叠前后所在的⊙O与⊙O′是等圆，

∴OA′=O′B=OA=AB=2，

∴△AO′B为等边三角形.

过点O′作O′E⊥AB于点E，

[image: 210-12]


（3）①如图（3），当[image: 210-13]
 与[image: 210-14]
 所在圆外切于点P时，

过点O作EF⊥AB交[image: 210-15]
 于点E，交[image: 210-16]
 于点F，

∵AB∥CD，∴EF垂直平分CD，且必过点P，

根据垂径定理及折叠，可知[image: 210-17]
 ，

又∵EF=4，∴点O到AB、CD的距离之和为：

[image: 210-18]


②如图（4），当AB与CD不平行时，

四边形OMPN是平行四边形.

证明如下：

设O′、O″为[image: 210-14]
 和[image: 210-13]
 所在圆的圆心，

∵O′与O关于AB对称，O″与O关于CD对称，

∴M为OO′的中点，N为OO″的中点.

∵[image: 210-13]
 与[image: 210-14]
 所在圆外切，

∴连心线O′O″必过切点P.

∵[image: 210-13]
 与[image: 210-14]
 所在圆与⊙O都是等圆，

∴O′P=O″P=2，

∴[image: 211-01]
 ，PM∥OO″，也即PM∥ON，

∴四边形OMPN是平行四边形.

[image: 211-02]
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第九单元
 　图形的平移、旋转题

1. （1）如图，连接OM，∵Rt△POQ中，OP=OQ=4，M是PQ的中点，

[image: 211-03]
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∴[image: 211-04]
 ，∠POM=∠BOM=∠P=45°.

∵∠PMA+∠AMO=∠OMB+∠AMO，

∴∠PMA=∠OMB.△PMA≌△OMB.∴MA=MB.

（2）△AOB的周长存在最小值.

理由是：△PMA≌△OMB∴PA=OB，∴OA+OB=OA+PA=OP=4.

令OA=x，AB=y，则y2
 =x2
 +（4-x）2
 =2x2
 -8x+16=2（x-2）2
 +8≥8.

当x=2时，y2
 有最小值8，从而y≥22.

故△AOB的周长存在最小值，其最小值是[image: 211-05]
 .

2. （1）如图（1），[image: 211-06]
 .

（2）如图（2），连接AG、AC，∵△ADC和△AHG都是等腰直角三角形，

[image: 211-07]


∵∠DAC=∠HAG=45°，∴∠DAH=∠CAG，

∴△DAH∽△CAG，∴[image: 211-08]
 .

∵∠DAB=∠HAE=90°，∴∠DAH=∠BAE.

又∵AD＝AB，AH＝AE，∴△DAH≌△BAE，∴HD=EB.

[image: 211-09]


（3）如图（3），有变化，[image: 211-10]
 .

[image: 211-11]
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3. （1）∵AB∥CB′，∴∠BCB′=∠ABC=30°，∴∠ACA′=30°.

又∵∠ACB=90°，

∴∠A′CD=60°；又∠CA′B′=∠CAB=60°，

∴△A′CD是等边三角形.

（2）∵AC=A′C，BC=B′C，∴[image: 212-01]
 .

又∠ACA′=∠BCB′，∴△ACA′∽△BCB′.

∵[image: 212-02]
 ，∴S△ACA′
 ∶S△BCB′
 =AC2
 ∶BC2
 =1∶3.

（3）120，[image: 212-03]
 .

4. （1）90°，4.

（2）直线移动有两种情况：[image: 212-04]
 .

①当[image: 212-05]
 时，

∵MN∥BD，∴△AMN∽△ARQ，△ANF∽△AQG.

[image: 212-06]
 .∴S2
 ≠3S1
 ；

②当[image: 212-07]
 时，

CG=4-2x，CH=1，[image: 212-08]
 ，

[image: 212-09]


[image: 212-10]
 ，S2
 =8-8（2-x）2
 .

由S2
 =3S1
 ，得方程[image: 212-11]
 ，

解得[image: 212-12]
 舍去，x2
 =2.

∴x的值为2.

（3）当[image: 212-13]
 时，

[image: 212-14]


m是[image: 212-15]
 的二次函数，当[image: 212-16]
 时，即当[image: 212-17]
 时，m随[image: 212-15]
 的增大而增大，

当[image: 212-18]
 时，最大值m=4；当x=2时，最小值m=3.

∴3≤m≤4.

[image: 212-19]
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5. （1）由题意可得：[image: 213-01]
 ，

解得[image: 213-02]
 ，所以抛物线的解析式为：[image: 213-03]
 .

（2）当x=-3时，[image: 213-04]
 ，把（-3，-6）代入直线解析式y=kx+6，得-6=-3k+6，解得k=4.

（3）B、C两点平移后的坐标为B（-1-n，0），C（3-n，0），直线平移后的解析式为y=4x+6+n，把这两个点的坐标代入y=4x+6+n，

可得[image: 213-05]
 .求得[image: 213-06]
 和n=6，所以[image: 213-07]
 .


第十单元
 　动点问题

1. A

2. D

3. ①③④

4. （1）QB=8-2t，[image: 213-08]
 .

（2）不存在.

如图（1），在Rt△ABC中，∠C＝90°，AC＝6，BC＝8，

[image: 213-09]
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∴AB＝10.

∵PD∥BC，

∴△APD∽△ACB，

[image: 213-10]


∵BQ∥DP，

∴当BQ＝DP时，四边形PDBQ是平行四边形，

[image: 213-11]


∴DP≠BD，

∴[image: 075-02]
 PDBQ不能为菱形.

设点Q的速度为每秒v个单位长度，

则BQ＝8-vt，[image: 213-12]
 .

要使四边形PDBQ为菱形，则PD＝BD＝BQ，

当PD＝BD时，即[image: 214-01]
 ，解得：[image: 214-02]
 .

当PD＝BQ，[image: 214-03]
 .

∴当点Q的速度为每秒[image: 214-04]
 个单位长度时，经过[image: 214-05]
 秒，四边形PDBQ是菱形.

（3）如图（2），以C为原点，以AC所在直线为x轴，以BC所在直线为y轴，建立平面直角坐标系.

[image: 214-06]
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依题意，可知0≤t≤4，当t＝0时，点M1
 的坐标为（3，0）；

当t＝4时，点M2
 的坐标为（1，4）.

设直线M1
 M2
 的解析式为y＝kx＋b，

[image: 214-07]


∴直线M1
 M2
 的解析式为y＝-2x＋6.

∵点Q（0，2t），P（6-t，0），

∴在运动过程中，线段PQ的中点M3
 的坐标为[image: 214-08]
 .

把[image: 214-09]
 ，代入y＝-2x＋6，得[image: 214-10]
 .

∴点M3
 在直线M1
 M2
 上.

过点M2
 作M2
 N⊥x轴于点N，则M2
 N＝4，M1
 N＝2.

[image: 214-11]


∴线段PQ中点M所经过的路径长为[image: 214-12]
 个单位长度.


第十一单元
 　点运动中的函数问题

1. （1）将B（4，0）代入[image: 214-13]
 （a≠0）中，得：[image: 214-14]
 .

∴抛物线的解析式为：[image: 214-15]
 （a≠0）.

（2）∵当[image: 214-16]
 时，解得x1
 =4，x2
 =-1.

∴点A坐标为（-1，0），则OA=1.

∵当x=0时，[image: 214-17]
 ，

∴点C坐标为（0，-2），则OC=2.

在Rt△AOC与Rt△COB中，[image: 214-18]
 ，

∴Rt△AOC∽Rt△COB，

∴∠ACO=∠CBO，

∴∠ACB=∠ACO+∠OCB=∠CBO+∠OCB=90°，

∴△ABC为直角三角形，

∴△ABC的外接圆的圆心为AB的中点，其坐标为（1.5，0）.

（3）如图，连接OM.设M点坐标为x，[image: 215-01]
 ，则

[image: 215-02]
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[image: 215-03]


∴当x=2时，△MBC的面积有最大值为4，M的坐标为（2，-3）.

2. （1）设抛物线对应二次函数的解析式为y=ax2
 +bx+c，

[image: 215-04]


[image: 215-05]


（2）设M（x1
 ，y1
 ），N（x2
 ，y2
 ），∵点M、N在抛物线上，

[image: 215-06]


∴ON=｜2+y2
 ｜，又∵y2
 ≥-1，

∴ON=2+y2
 .

如图，设ON的中点为E，分别过点N、E向直线l1
 作垂线，垂足为P、F，

[image: 215-07]


∴ON=2EF，

即ON的中点到直线l1
 的距离等于ON长度的一半，

∴以ON为直径的圆与l1
 相切.

（3）如图，过点M作MH⊥NP交NP于点H，则

[image: 215-08]
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MN2
 =MH2
 +NH2
 =（x2
 -x1
 ）2
 +（y2
 -y1
 ）2
 ，

又y1
 =kx1
 ，y2
 =kx2
 ，所以（y2
 -y1
 ）2
 =k2
 （x2
 -x1
 ）2
 ，

∴MN2
 =（1+k2
 ）（x2
 -x1
 ）2
 .

又∵点M、N既在y=kx的图像上又在抛物线上，

∴[image: 215-09]
 ，即x2
 -4kx-4=0，

[image: 215-10]


∴（x2
 -x1
 ）2
 =16（1+k2
 ），

∴MN2
 =16（1+k2
 ）2
 ，∴MN=4（1+k2
 ）.

延长NP交l2
 于点Q，过点M作MS⊥l2
 交l2
 于点S，

[image: 216-01]


∴MS+NQ=4k2
 +2+2=4（1+k2
 ）=MN.

即M、N两点到l2
 的距离之和等于线段MN的长.

3. （1）将A（3，0），B（4，1）代入y=ax2
 +bx+3（a≠0），

[image: 216-02]


∴[image: 216-03]
 ，∴C的坐标为（0，3）.

（2）假设存在，分两种情况，如图（1）.

[image: 216-04]
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①连接AC，

∵OA=OC=3，∴∠OAC=∠OCA=45°.

过B作BD⊥x轴于D，则有BD=1，

AD=OD-OA=4-3=1，

∴BD=AD，∴∠DAB=∠DBA=45°，

∴∠BAC=180°-45°-45°=90°，

∴△ABC是直角三角形.∴C（0，3）符合条件.

∴P1
 （0，3）为所求.

②当∠ABP=90°时，过B作BP∥AC，BP交抛物线于点P.

∵A（3，0），C（0，3），

∴直线AC的函数关系式为y=-x+3.

将直线AC向上平移2个单位与直线BP重合，则直线BP的函数关系式为y=-x+5.

[image: 216-05]


又B（4，1），∴P2
 （-1，6）.

综上所述，存在两点P1
 （0，3），P2
 （-1，6）.

（3）如图（2），∵∠OAE=∠OAF=45°，而∠OEF=∠OAF=45°，∠OFE=∠OAE=45°，

[image: 216-06]
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∴∠OEF=∠OFE=45°，∴OE=OF，∠EOF=90°.

∵点E在线段AC上，∴设E（x，-x+3），

∴OE2
 =x2
 +（-x+3）2
 =2x2
 -6x+9，

[image: 216-07]


∴当[image: 217-02]
 时，S△OEF
 取最小值，

此时[image: 217-03]
 ，∴E的坐标为[image: 217-04]
 .

4. （1）令y=0，则[image: 217-05]
 ，

解得x1
 =-4，x2
 =2.

∴A的坐标为（-4，0），B的坐标为（2，0）.

（2）如图（1），∵抛物线[image: 217-06]
 的对称轴为x=-1，与y轴交点C的坐标为（0，3），

[image: 217-07]
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∴直线AC的解析式为[image: 217-08]
 ，且当x=-1时，有[image: 217-09]
 ，

∴直线AC与对称轴x=-1的交点坐标为[image: 217-10]
 .

∵AB=6，CO=3，

[image: 217-11]


不妨设点D的坐标为（-1，a），当点D位于AC上方时，[image: 217-12]
 ，

∴△ACD的面积[image: 217-13]
 ；解方程得：[image: 217-14]
 ，

当点D位于AC下方时，[image: 217-15]
 ，

∴△ACD的面积[image: 217-16]
 ；解方程得：[image: 217-17]
 ，

∴点D的坐标为[image: 217-18]
 .

（3）如图（2），以AB为直径作⊙P，

[image: 217-19]
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当且仅当直线l与⊙P相切时符合题意，

∵Rt△PME中，∠PME=90°，PM=3，PE=5，

∴由勾股定理可得：[image: 217-20]
 .

利用三角形相似可以求得点M的坐标[image: 217-21]
 .

设直线l的解析式为y=kx+b，代入[image: 218-01]
 、E（4，0）可得方程组[image: 218-02]
 ，解方程组得：[image: 218-03]
 .

∴直线l的解析式为[image: 218-04]
 .

同理可得：直线l的另一个解析式为[image: 218-05]
 .

5. （1）依题意将M（2，2）代入，得[image: 218-06]
 ，解得m=4.

（2）令[image: 218-07]
 ，得x1
 =-2，x2
 =4.

∴B的坐标为（-2，0），C的坐标为（4，0）.

在C1
 中，令x=0得y=2.

∴E的坐标为（0，2）.

[image: 218-08]


（3）当m=4时，易得对称轴x=1，又B、C关于x=1对称.

连接EC交x=1于H，则H使BH+EH最小.

设直线EC：y=kx+b，将E（0，2），C（4，0）代入得[image: 218-09]
 ，

将x=1代入得[image: 218-10]
 .

（4）分两种情况讨论：

①如图，当△BEC∽△BCF时，则∠EBC=∠CBF=45°，

[image: 218-11]
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[image: 218-12]


作FT⊥x轴，垂足为T，则BT=TF.

∴可令F（x，-x-2）（x>0），又点F在抛物线上，

[image: 218-13]


∵x+2>0（∵x>0），

∴x=2m，F（2m，-2m-2），

[image: 218-14]


[image: 218-15]
 ，BC=m+2.

又∵BC2
 =BE·BF，∴[image: 218-16]
 ，

[image: 218-17]


又m>0，∴[image: 218-18]
 .

②如图，当△BEC∽△FCB时，则[image: 219-01]
 ，

同①∵∠EBC=∠CFB，△BTF∽△COE，[image: 219-02]
 ，

∴可令[image: 219-03]
 （x>0），

又F在抛物线上，

[image: 219-04]


∵x+2>0（∵x>0），

x=m+2，

[image: 219-05]


又BC2
 =EC·BF，

[image: 219-06]


整理得：0=16，显然不成立.

综合①②得，在第四象限内，抛物线上存在点F，使以点B、C、F为顶点的三角形与△BCE相似，[image: 219-07]
 .

6. （1）∵[image: 219-08]
 ，

∴当x=0时，y=2；当y=0时，x=6.

∴点P、A的坐标分别为（6，0）、（0，2）.

∵点A、E在抛物线上，

[image: 219-09]


∴抛物线的解析式为[image: 219-10]
 .

（2）∵AC⊥AB，AO⊥OP，

∴∠CAP=∠AOP=90°，∠CAO+∠PAO=90°.

∵∠PAO+∠APO=90°

∴∠CAO=∠APO.

∴△AOC∽△POA.

[image: 219-11]


∴C的坐标为[image: 219-12]
 .

（3）假设除点C外还存在点M，使△MAB为直角三角形.

①若∠ABM=90°，可求得点[image: 220-01]
 .

如图，过点B作BM1
 ⊥AB交x轴于点M1
 ，

[image: 219-13]
（第6题）



设M1
 m，0，作BD⊥x轴于点D，

则△BDM1
 ∽△PDB.

∴BD2
 =M1
 D·DP.

[image: 220-02]


②若∠AMB=90°，则M点是以AB为直径的圆与坐标轴的交点.图中M2
 、M3
 、M4
 为满足条件的点.

（Ⅰ）当点M2
 在y轴上时，连接BM2
 .

∵∠AM2
 B=90°，

∴四边形ODBM2
 为矩形.

[image: 220-03]


（Ⅱ）当点M3
 在x轴上时，连接AM3
 、BM3
 .设M3
 （n，0），则[image: 220-04]
 .

∵△AOM3
 ∽△M3
 DB.

[image: 220-05]


经检验n1
 ，n2
 均符合题意，故[image: 220-06]
 .

综上所述，存在使△MAB为直角三角形的点为[image: 220-07]
 ，[image: 220-08]
 ，共4个点.

7. （1）点A的坐标为（1，4）.

由题意知，可设抛物线的解析式为y=a（x-1）2
 +4.

因抛物线过点C（3，0），

∴0=a（3-1）2
 +4.

∴a=-1.

所以抛物线的解析式为y=-（x-1）2
 +4，

即y=-x2
 +2x+3.

（2）∵A（1，4），C（3，0），

∴可求得直线AC的解析式为y=-2x+6.

点P（1，4-t）.

将y=4-t代入y=-2x+6中，解得点E的横坐标为[image: 221-01]
 .

∴点G的横坐标为[image: 221-02]
 ，代入抛物线的解析式中，可求得点G的纵坐标为[image: 221-03]
 .

[image: 221-04]


又点A到GE的距离为[image: 221-05]
 ，C到GE的距离为[image: 221-06]
 ，

[image: 221-07]


当t=2时，S△ACG
 的最大值为1.

（3）[image: 221-08]
 .

OEBPS/Image00206.jpg





OEBPS/Image00205.jpg
=y





OEBPS/Image00208.jpg
A=






OEBPS/Image00207.jpg
P'D_P'P El]2a_1 ‘
DC CA’ a+d 377






OEBPS/Image00210.jpg
. 2a

1l

—(a+4), ..

a =—

1
P'H=PC=—AC





OEBPS/Image00209.jpg
1
PP'=CH=AH=P'H=—AC





OEBPS/Image00202.jpg
:4a(2—5a) -(4a-2)° -

0
4q

y





OEBPS/Image00201.jpg





OEBPS/Image00204.jpg





OEBPS/Image00203.jpg
b-)|>—a





OEBPS/Image00217.jpg





OEBPS/Image00216.jpg





OEBPS/Image00219.jpg





OEBPS/Image00218.jpg





OEBPS/Image00220.jpg
y=

—x+3





OEBPS/Image00211.jpg
0B _PC 1

04 ACT 2

3l

4





OEBPS/Image00213.jpg
OB _PC b
o —=—=1,Bl—=1
on-ac- Mg





OEBPS/Image00212.jpg
=y





OEBPS/Image00215.jpg
=Y






OEBPS/Image00214.jpg
=y






OEBPS/Image00184.jpg
| W





OEBPS/Image00669.jpg





OEBPS/Image00183.jpg





OEBPS/Image00670.jpg





OEBPS/Image00186.jpg
—l<m<—





OEBPS/Image00667.jpg
A'C=~A'D*-DC? =-/5*-3% =4





OEBPS/Image00185.jpg





OEBPS/Image00668.jpg





OEBPS/Image00188.jpg





OEBPS/Image00187.jpg





OEBPS/Image00190.jpg





OEBPS/Image00189.jpg
n

1 1 5 1 5
SAPAUZ?PDXyPZ > m+ Xn = 2mn+2
3

1 5
=?m( -2m+3) + 5 =—m’+—m+

2
[ 3)2 49
==lm——| +—.
4 16

5






OEBPS/Image00661.jpg





OEBPS/Image00662.jpg





OEBPS/Image00665.jpg





OEBPS/Image00666.jpg





OEBPS/Image00182.jpg
=-2
b=3.





OEBPS/Image00663.jpg
1+ﬁ]a





OEBPS/Image00181.jpg
—k+b=5,

—k+b=-2.





OEBPS/Image00664.jpg





OEBPS/Image00195.jpg





OEBPS/Image00680.jpg





OEBPS/Image00194.jpg





OEBPS/Image00197.jpg





OEBPS/Image00678.jpg





OEBPS/Image00196.jpg
1-a<2,

2a+1=0,

_7\(l<0





OEBPS/Image00679.jpg





OEBPS/Image00199.jpg





OEBPS/Image00198.jpg
1-a=0
2a+1<<2





OEBPS/Image00200.jpg





OEBPS/Image00672.jpg
vl





OEBPS/Image00673.jpg





OEBPS/Image00671.jpg
BM=+/BC*+CM* =/8*+6* =10





OEBPS/Image00191.jpg





OEBPS/Image00676.jpg
AC = ABtanB = 1 xtan60° =/3





OEBPS/Image00677.jpg





OEBPS/Image00193.jpg





OEBPS/Image00674.jpg





OEBPS/Image00192.jpg
n=-2Xx—+3





OEBPS/Image00675.jpg





OEBPS/Image00647.jpg
P =—ﬁ(x - 60)* + 41(J7J0)





OEBPS/Image00648.jpg
99 294
=— (100 -x)*+ = - It
0 100( 00-x)"+ . (100 —x) + 160( JiJT)





OEBPS/Image00645.jpg
1
8OOSBS1333?$A$1600





OEBPS/Image00646.jpg
A=1600,  (A=1500,  (A=1400,
B=800, ~ |B=1000, =~ |B=1200.

1l





OEBPS/Image00649.jpg
100
=— %" + 60x + 165
=— (x-30)> + 1065

y=P+Q={—i(x—6o>2+41





OEBPS/Image00650.jpg
FH b, ( 5/ ) Z 3 (T )
720 800
500 650






OEBPS/Image00643.jpg





OEBPS/Image00644.jpg
1 1
A>1333?,800SB$1333§





OEBPS/Image00641.jpg
CM =/ab





OEBPS/Image00642.jpg
(1) (2) (3)





OEBPS/Image00658.jpg





OEBPS/Image00659.jpg





OEBPS/Image00656.jpg





OEBPS/Image00657.jpg





OEBPS/Image00660.jpg





OEBPS/Image00651.jpg
[ b 4ac - b j
2a 4da





OEBPS/Image00654.jpg
_ 40 - x(25 < x < 30) ,

Y7125 - 0.52(30 < x < 35).





OEBPS/Image00655.jpg





OEBPS/Image00652.jpg
A

B b

C i

“it

PR (1F)

2x

200

B3 (J0)

30x






OEBPS/Image00653.jpg





OEBPS/Image00625.jpg





OEBPS/Image00626.jpg
1l





OEBPS/Image00623.jpg





OEBPS/Image00624.jpg
c’

C (B")






OEBPS/Image00629.jpg





OEBPS/Image00630.jpg





OEBPS/Image00627.jpg
(5)

(4)

(3)

(2)

(1)





OEBPS/Image00628.jpg
JI0 =3 + 12





OEBPS/Image00621.jpg
—a





OEBPS/Image00622.jpg
—a





OEBPS/Image00636.jpg
Jat +
bZ





OEBPS/Image00637.jpg





OEBPS/Image00634.jpg
(b=a)






OEBPS/Image00635.jpg





OEBPS/Image00640.jpg
(1) (3) (4)





OEBPS/Image00638.jpg
(1) (2)





OEBPS/Image00639.jpg





OEBPS/Image00632.jpg
(£)

(2b=a)






OEBPS/Image00633.jpg





OEBPS/Image00631.jpg
(2b<a)





OEBPS/Image00080.jpg





OEBPS/Image00078.jpg
-3k+b=0,
b=3.





OEBPS/Image00079.jpg
k=1
b=3.





OEBPS/Image00076.jpg





OEBPS/Image00077.jpg
—-1+b+c=0, ) {1)2—2
—-9-3p+c=0. ~ le=3.





OEBPS/Image00074.jpg
C'D=-/C'C*+CD* =22,





OEBPS/Image00075.jpg





OEBPS/Image00072.jpg
=-2
b=4.





OEBPS/Image00073.jpg
Ay

A=






OEBPS/Image00071.jpg
2k+b=0,
b=4.





OEBPS/Image00264.jpg





OEBPS/Image00263.jpg
| =

A

-~

+
= -
-





OEBPS/Image00069.jpg





OEBPS/Image00266.jpg
yng(xp—l)%f?





OEBPS/Image00070.jpg





OEBPS/Image00265.jpg
A=

YA






OEBPS/Image00067.jpg





OEBPS/Image00268.jpg
PF_PM
QF QN





OEBPS/Image00068.jpg
Ae

Xy






OEBPS/Image00267.jpg
PF*=2y,-1+(1-y,)* =y}





OEBPS/Image00065.jpg
x=2J2 =2





OEBPS/Image00270.jpg





OEBPS/Image00066.jpg
BP=2.2 -2





OEBPS/Image00269.jpg
PF_1-PF
QF QF-1





OEBPS/Image00262.jpg





OEBPS/Image00261.jpg
1 1
M:?(x—l)%?





OEBPS/Image00063.jpg





OEBPS/Image00064.jpg





OEBPS/Image00061.jpg
AB _ Pk
BP RF





OEBPS/Image00062.jpg
y _y—xta
x a





OEBPS/Image00060.jpg





OEBPS/Image00275.jpg
1
yzzy(x_4>2





OEBPS/Image00274.jpg
1
—(2-h)%=2
S (2 h)





OEBPS/Image00058.jpg
o

N






OEBPS/Image00277.jpg





OEBPS/Image00059.jpg





OEBPS/Image00276.jpg
—(x-4)"=x





OEBPS/Image00056.jpg





OEBPS/Image00279.jpg
1 2
=—~x +bx+
y 2x DX TC





OEBPS/Image00057.jpg





OEBPS/Image00278.jpg





OEBPS/Image00054.jpg
(n—2)180°

n





OEBPS/Image00055.jpg





OEBPS/Image00280.jpg





OEBPS/Image00271.jpg





OEBPS/Image00273.jpg
—(x=h)*=x





OEBPS/Image00272.jpg





OEBPS/Image00052.jpg





OEBPS/Image00250.jpg





OEBPS/Image00053.jpg





OEBPS/Image00249.jpg
< |
I





OEBPS/Image00051.jpg





OEBPS/Image00049.jpg





OEBPS/Image00242.jpg
8
—<8
7





OEBPS/Image00050.jpg





OEBPS/Image00241.jpg





OEBPS/Image00047.jpg





OEBPS/Image00244.jpg





OEBPS/Image00048.jpg
1 1
FK=—CD ,EK=—AB
9 9





OEBPS/Image00243.jpg





OEBPS/Image00045.jpg





OEBPS/Image00246.jpg





OEBPS/Image00046.jpg





OEBPS/Image00245.jpg
y=—x+3





OEBPS/Image00043.jpg





OEBPS/Image00248.jpg
4
tanLEOG:tanLOMN:?





OEBPS/Image00044.jpg
C





OEBPS/Image00247.jpg
[tan /. OMN= ij





OEBPS/Image00041.jpg





OEBPS/Image00042.jpg





OEBPS/Image00260.jpg
yzzi(x_h)z





OEBPS/Image00038.jpg





OEBPS/Image00253.jpg





OEBPS/Image00039.jpg





OEBPS/Image00252.jpg





OEBPS/Image00036.jpg
c\|-l>

< =





OEBPS/Image00255.jpg
8 9

3 4

575

K

55





OEBPS/Image00037.jpg





OEBPS/Image00254.jpg





OEBPS/Image00034.jpg





OEBPS/Image00257.jpg
C,:y,=—x"-x+1





OEBPS/Image00035.jpg
BP _BC
AP (QC





OEBPS/Image00256.jpg





OEBPS/Image00032.jpg
10 x
6 x’-64






OEBPS/Image00259.jpg





OEBPS/Image00033.jpg





OEBPS/Image00258.jpg





OEBPS/Image00040.jpg





OEBPS/Image00251.jpg
c',
=

—c'+3





OEBPS/Image00228.jpg





OEBPS/Image00031.jpg





OEBPS/Image00227.jpg
e

=Y





OEBPS/Image00230.jpg





OEBPS/Image00229.jpg





OEBPS/Image00027.jpg
2(0)






OEBPS/Image00028.jpg





OEBPS/Image00025.jpg





OEBPS/Image00222.jpg
A






OEBPS/Image00026.jpg





OEBPS/Image00221.jpg





OEBPS/Image00023.jpg





OEBPS/Image00224.jpg





OEBPS/Image00024.jpg
BH =x——





OEBPS/Image00223.jpg
y=

—x+3





OEBPS/Image00021.jpg





OEBPS/Image00226.jpg





OEBPS/Image00022.jpg
Y
H =CH =
0 b





OEBPS/Image00225.jpg





OEBPS/Image00029.jpg
A _BG
AP CQ





OEBPS/Image00030.jpg
=

< | =





OEBPS/Image00239.jpg





OEBPS/Image00238.jpg





OEBPS/Image00240.jpg





OEBPS/Image00016.jpg





OEBPS/Image00231.jpg





OEBPS/Image00017.jpg





OEBPS/Image00014.jpg





OEBPS/Image00233.jpg
y_.

—x+3





OEBPS/Image00015.jpg
N | W





OEBPS/Image00232.jpg
6 s
*P (X))
4 e
T 2 b
. 2 .
By
1l * I
T 0 1

=y





OEBPS/Image00012.jpg





OEBPS/Image00235.jpg
¢,—c+3





OEBPS/Image00013.jpg





OEBPS/Image00234.jpg
Ay





OEBPS/Image00237.jpg
3
4C+3—1 =] ¢c=0l






OEBPS/Image00011.jpg





OEBPS/Image00236.jpg
3
4C+3—1





OEBPS/Image00020.jpg





OEBPS/Image00018.jpg





OEBPS/Image00019.jpg





OEBPS/Image01291.jpg
AE=2./3





OEBPS/Image01292.jpg
E(-1,23)88 E,(-1,-23)





OEBPS/Image01293.jpg
EA 23
tans EMA=——==22 _ /3
an Frraa-m ]





OEBPS/Image01298.jpg
(2,-/3)





OEBPS/Image01299.jpg





OEBPS/Image01300.jpg





OEBPS/Image01294.jpg
DF=.3





OEBPS/Image01295.jpg
(2,43)





OEBPS/Image01296.jpg
E(-1,2/3),D(2,/3)





OEBPS/Image01297.jpg
J3 543

Y= wt—

3 3





OEBPS/Image01281.jpg
AR






OEBPS/Image01282.jpg





OEBPS/Image01287.jpg





OEBPS/Image01288.jpg
S diine = 4.3





OEBPS/Image01289.jpg





OEBPS/Image01290.jpg
1
S pxam :2“/§,~'- EAM - AE=2./3.





OEBPS/Image01283.jpg
3 9
Sz?z—( 37-12t+12) = —T2+12t—12.





OEBPS/Image01284.jpg





OEBPS/Image01285.jpg
9
S=——+4>+121-12
4 3





OEBPS/Image01286.jpg





OEBPS/Image01334.jpg





OEBPS/Image01335.jpg
y‘

=y





OEBPS/Image01336.jpg





OEBPS/Image01337.jpg





OEBPS/Image01331.jpg
A=






OEBPS/Image01332.jpg





OEBPS/Image01333.jpg
= 12+}+
y=—5% thate





OEBPS/Image01338.jpg
2%






OEBPS/Image01339.jpg
2013-3

670





OEBPS/Image01340.jpg
11 (1 1
1 = = —
WL s =g 2{9 11)





OEBPS/Image01323.jpg
(0,43),(3,0),(4,/3),(7,8/3)





OEBPS/Image01324.jpg
y= ax’—x =2





OEBPS/Image01325.jpg
=y





OEBPS/Image01326.jpg





OEBPS/Image01321.jpg
y=+3x-33





OEBPS/Image01322.jpg





OEBPS/Image01327.jpg
(1)

=Y






OEBPS/Image01328.jpg
JUR +3
=—x) —
Y=Tgt Ty





OEBPS/Image01329.jpg





OEBPS/Image01330.jpg
1
Criy=-—
m

(x+2) (x—m)





OEBPS/Image01312.jpg
(0,/3)





OEBPS/Image01313.jpg
y= £x2 —£x+f





OEBPS/Image01314.jpg
P(2,J3)





OEBPS/Image01315.jpg





OEBPS/Image01311.jpg
PG

1l





OEBPS/Image01320.jpg
0=3/3+1,.. 1=-3.3.





OEBPS/Image01316.jpg
y=+3x-/3





OEBPS/Image01317.jpg
¥y =/3x+/3





OEBPS/Image01318.jpg
R TR R
y—gxz—ﬂ {xl:o
- f > x,=171
yﬁﬁ;j{y =83
,=8.3.

cuﬁ





OEBPS/Image01319.jpg
y=/3x+t





OEBPS/Image01301.jpg
x=1+/6





OEBPS/Image01302.jpg





OEBPS/Image01303.jpg
P,(1+/6,2) ,P,(1-/6 ,2) ,P,(1+42,-2) ,P,(1-42 ,-2).





OEBPS/Image01304.jpg





OEBPS/Image01309.jpg





OEBPS/Image01310.jpg
2.3

P
%mLPBG—ﬁ EI]£ L,
PB’ x





OEBPS/Image01305.jpg





OEBPS/Image01306.jpg
sk






OEBPS/Image01307.jpg





OEBPS/Image01308.jpg





OEBPS/Image01378.jpg





OEBPS/Image01379.jpg





OEBPS/Image00730.jpg





OEBPS/Image01380.jpg





OEBPS/Image01374.jpg
yA

D
A
ot
(B) - C
0 (F)

(4)

=y





OEBPS/Image01375.jpg
B)

(E)

(5)

=y





OEBPS/Image01376.jpg
(4-2./3 .2)





OEBPS/Image01377.jpg
=Y





OEBPS/Image00724.jpg





OEBPS/Image00725.jpg





OEBPS/Image00722.jpg





OEBPS/Image00723.jpg





OEBPS/Image00728.jpg
y=?x+7b+2





OEBPS/Image00729.jpg





OEBPS/Image00726.jpg





OEBPS/Image00727.jpg
o
™
™
o L
w o = OJ. hi
o
. O
P N
) AN
SIS





OEBPS/Image00721.jpg
TAEN





OEBPS/Image01367.jpg





OEBPS/Image01368.jpg
1

SABM = n SIDPAB(‘D





OEBPS/Image01369.jpg
(B)

(2)

=y





OEBPS/Image01370.jpg
1 1 1
S Arkr :TKF : AHSTHF : AH:?‘SIEJFEAHI«'D >

1 1 1
SABKI ?KF BH=< 2 —HF - BH= 2 SI[EJEBCI«'U )

1

S S pper S 75H£1&A360 =4,





OEBPS/Image01363.jpg
(n+m) —TSx+m<( n+m) +E





OEBPS/Image01364.jpg





OEBPS/Image01365.jpg
a=4

[ LT

NES

| w





OEBPS/Image01366.jpg





OEBPS/Image00735.jpg





OEBPS/Image00736.jpg





OEBPS/Image00733.jpg





OEBPS/Image00734.jpg
AC=23





OEBPS/Image00739.jpg
1
y:?(x—1)2+2





OEBPS/Image00740.jpg
AC=2J3





OEBPS/Image00737.jpg





OEBPS/Image00738.jpg
1, 2 7

y=—x -t

3 3 3





OEBPS/Image00731.jpg





OEBPS/Image00732.jpg





OEBPS/Image01371.jpg
ED=-/CE*-CD* =/4*-2> =2./3.





OEBPS/Image01372.jpg
AE=4-2./3





OEBPS/Image01373.jpg
(4-23,2)





OEBPS/Image00710.jpg
1
PM=—BF=1
)





OEBPS/Image01356.jpg
M,(0,(¥2)%) ,M(0,(¥2)°) ,M,(0,(¥2)") ,M,(0,(~2)")





OEBPS/Image01357.jpg
(0,(+/2)")





OEBPS/Image00708.jpg
20 25

B x= 3 Hﬂ‘,yﬁ,j{=?.
25
—>6.25,
3
20 25
%’[x:?lﬁ,y %j(,ysﬂm:?-





OEBPS/Image01358.jpg
M, ((V2)°, (V2)°) , My (V2)7,(42)%) , My ((42)*





OEBPS/Image00709.jpg





OEBPS/Image01359.jpg
(2)") M, ((§2)°,(v2)°)





OEBPS/Image01352.jpg
OM =42 MM =42





OEBPS/Image01353.jpg
8+8.2





OEBPS/Image01354.jpg
My((+2)°,0) ,M,((2)*,0) ,M,((¥2)%,0) ,M,((~2)",0)





OEBPS/Image01355.jpg
((¥2)",0)





OEBPS/Image00702.jpg
SAA’EI" _

SAABC

[





OEBPS/Image00703.jpg
x=5)? 5
SAAVEF: ? X25=(x—5) .

1

¥=S aamn =S aner ———sz—(x—S ) : s

B y= —%x2+ 10x-25.





OEBPS/Image00701.jpg





OEBPS/Image00706.jpg
Vg = =—x5%= 6.25;





OEBPS/Image01360.jpg
((2)"",(2)")





OEBPS/Image00707.jpg





OEBPS/Image00704.jpg





OEBPS/Image00705.jpg
i9cz+109c—25
=





OEBPS/Image01361.jpg





OEBPS/Image01362.jpg
1 1

n—<x<n+—





OEBPS/Image01345.jpg
1
s LDAE=—-£ BAD=45°,





OEBPS/Image01346.jpg
AD = /AG*+DG* =2 a





OEBPS/Image00719.jpg





OEBPS/Image01347.jpg
‘AD_ﬁa_ 3
AB o





OEBPS/Image00720.jpg





OEBPS/Image01348.jpg
X IF

Bk B =k K B AW
WK
Fi& z(u—lﬁ) 2(i+—lﬁ 2(l+—l«/§ z(L+—1ﬁ z(i+iﬁ) 2(i+—1«/§
& 2 2 2 2 4 4 4 48 8 8






OEBPS/Image01341.jpg
1 1 1 1
(2)a,= = - )
(2n=1)(2n+1) 2\2an-1 2n+1
(3)a,+a,+a,++-+a,,
1 1 1 1
= T
1x3 3x5 5x7 199x201

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
x| 1= +—X| —~ +——X| —~ 4o b—X -

2 3) 2 [3 5) 2 [5 7) 2 [199 201)

I 1 1 1 1 1 1 1
=—X||1- + —= + — Fooet| ———

2 _[ 3] [3 5] [5 7] [199 201]}

13

2

1
x| 1-———
201]






OEBPS/Image01342.jpg





OEBPS/Image01343.jpg
AF





OEBPS/Image01344.jpg
AB AB AB 2
SR =2x oG =i/ 2.
5BC f






OEBPS/Image00713.jpg





OEBPS/Image00714.jpg





OEBPS/Image00711.jpg





OEBPS/Image00712.jpg
{

k+b=-1,
b=2

{

b=

-3,
2.





OEBPS/Image00717.jpg
1
|
\f4x
P

2 0|0

)

29





OEBPS/Image01349.jpg





OEBPS/Image00718.jpg





OEBPS/Image01350.jpg
1+/2

2 1 005





OEBPS/Image00715.jpg





OEBPS/Image00716.jpg
CE+DE =10 +/2





OEBPS/Image01351.jpg





OEBPS/Image00688.jpg
CP+PD=CD' =31





OEBPS/Image00689.jpg





OEBPS/Image00686.jpg
AC=96°,BD=36°,.. CD=180°-96°-36°=48°.





OEBPS/Image00687.jpg
CD' =48°+36°x2 = 120°





OEBPS/Image00690.jpg





OEBPS/Image00681.jpg
17





OEBPS/Image00684.jpg
BD





OEBPS/Image00685.jpg





OEBPS/Image00682.jpg
1
P=?AD=1,.‘. AP=/117.

1 1
AADP BT AR =7AD DF—?AP DG,

.. AD-DF_38
AP 1 B DG= —p -~/





OEBPS/Image00683.jpg





OEBPS/Image00699.jpg





OEBPS/Image00700.jpg





OEBPS/Image00697.jpg
S pauy =%





OEBPS/Image00698.jpg





OEBPS/Image00691.jpg
BC=7.2





OEBPS/Image00692.jpg
AB=4.2





OEBPS/Image00695.jpg





OEBPS/Image00696.jpg





OEBPS/Image00693.jpg





OEBPS/Image00694.jpg





OEBPS/Image00327.jpg
Ep _12
MP ™~ 5





OEBPS/Image00326.jpg





OEBPS/Image00329.jpg





OEBPS/Image00328.jpg





OEBPS/Image00330.jpg





OEBPS/Image00321.jpg





OEBPS/Image00323.jpg





OEBPS/Image00322.jpg
¢ q





OEBPS/Image00325.jpg





OEBPS/Image00324.jpg





OEBPS/Image00338.jpg
(-1)"%/3%x(10-1) =343





OEBPS/Image00337.jpg
(-1)"v/3(n-1)





OEBPS/Image00340.jpg





OEBPS/Image00339.jpg
S,

1

1

1

=l+—+—,S, = 1+—+—

12 2%’

2

22

32





OEBPS/Image00332.jpg
CE





OEBPS/Image00331.jpg
—(50-x)





OEBPS/Image00334.jpg
InlE3
[} 4
[a] 55

l}ﬂ%ﬂl — 452
e - 25183






OEBPS/Image00333.jpg





OEBPS/Image00336.jpg
3,-v6,49,-/12, /15 ,-+/18





OEBPS/Image00335.jpg
O’«/—’—\/€’3’—2«/§’ '\/ﬁ’_?’ﬁ





OEBPS/Image01077.jpg
CE CF  5-x 1

= L Ep =
AE AD" 10-x 4





OEBPS/Image01078.jpg





OEBPS/Image01079.jpg





OEBPS/Image01080.jpg





OEBPS/Image00305.jpg





OEBPS/Image00304.jpg





OEBPS/Image00307.jpg
. 12
sin Z EMP =—
13





OEBPS/Image00306.jpg





OEBPS/Image00309.jpg





OEBPS/Image00308.jpg
AE)






OEBPS/Image00310.jpg
12
sin/Z CMP=—
13





OEBPS/Image00301.jpg
2+./10
2

’

3
2





OEBPS/Image00303.jpg
Spamwasec =S aapctS ABPQ +S ACPQ

1 1 1
=—AB - OC+—QP - FB+—(QP + OF
SAB + 0C+—-Q S0P -0

1 1
:5x4><3+?( —x"+3x) X3

8 [ 3)2 18
= —_—— _ +—.
2 2 8





OEBPS/Image00302.jpg
Ay






OEBPS/Image01070.jpg





OEBPS/Image01066.jpg
7-/13





OEBPS/Image01067.jpg





OEBPS/Image01068.jpg





OEBPS/Image01069.jpg
6Owa5_§3

- ABIK =
MY 180 3





OEBPS/Image00316.jpg





OEBPS/Image00315.jpg





OEBPS/Image00318.jpg





OEBPS/Image00317.jpg
. 12 3
sin ZENP = —. EP = —x«
13 4





OEBPS/Image00320.jpg





OEBPS/Image00319.jpg





OEBPS/Image00312.jpg
. 12
sin Z CMP = —
13





OEBPS/Image00311.jpg





OEBPS/Image00314.jpg





OEBPS/Image00313.jpg





OEBPS/Image01073.jpg





OEBPS/Image01074.jpg





OEBPS/Image01075.jpg





OEBPS/Image01076.jpg





OEBPS/Image01071.jpg
OE=+/0OD>-DE* =/10°-8* =6





OEBPS/Image01072.jpg
. AE _EF EI]4_EF
“"DE OE’ 8 6






OEBPS/Image00290.jpg





OEBPS/Image00283.jpg





OEBPS/Image00768.jpg





OEBPS/Image00282.jpg





OEBPS/Image00769.jpg





OEBPS/Image00285.jpg





OEBPS/Image00766.jpg
BN





OEBPS/Image00284.jpg





OEBPS/Image00767.jpg





OEBPS/Image00287.jpg
O<m<—





OEBPS/Image00286.jpg





OEBPS/Image00289.jpg
NQ=AQ=J2, .. CQ=3J2





OEBPS/Image00770.jpg





OEBPS/Image00288.jpg





OEBPS/Image00761.jpg





OEBPS/Image00764.jpg
BN





OEBPS/Image00765.jpg





OEBPS/Image00281.jpg
2
y=—x"—x—





OEBPS/Image00762.jpg





OEBPS/Image00763.jpg





OEBPS/Image00294.jpg
9+3b+c=0,
c==3,





OEBPS/Image00779.jpg
AD=2.3





OEBPS/Image00293.jpg





OEBPS/Image00780.jpg





OEBPS/Image00296.jpg





OEBPS/Image00777.jpg
2

| ©

(n-1)°

n’+1

’

g

WA
Q






OEBPS/Image00295.jpg





OEBPS/Image00778.jpg
n*m’-2n+1

nim?+1





OEBPS/Image00298.jpg





OEBPS/Image00297.jpg
3
=EC="-
OE=EC=~





OEBPS/Image00300.jpg





OEBPS/Image00299.jpg
x*—2x—3=——





OEBPS/Image00771.jpg





OEBPS/Image00772.jpg
N





OEBPS/Image00775.jpg
AM =—





OEBPS/Image00776.jpg





OEBPS/Image00292.jpg
(VE MF LAB ¥ £ OMB+ £ OAB %44k





OEBPS/Image00773.jpg
BN

1l

&l





OEBPS/Image00291.jpg
(YE LEAO= £ OMB)





OEBPS/Image00774.jpg





OEBPS/Image00746.jpg





OEBPS/Image00747.jpg





OEBPS/Image00744.jpg





OEBPS/Image00745.jpg
hngD:ﬁ





OEBPS/Image00750.jpg
145





OEBPS/Image00748.jpg





OEBPS/Image00749.jpg





OEBPS/Image00742.jpg
1
y:?(x—l—ﬁ)2+1





OEBPS/Image00743.jpg
B(1+/3,1),.. D(1+/3,3),





OEBPS/Image00741.jpg
(1+243,2)





OEBPS/Image00757.jpg





OEBPS/Image00758.jpg





OEBPS/Image00755.jpg
(1)

(3)





OEBPS/Image00756.jpg
=y

=Y





OEBPS/Image00759.jpg





OEBPS/Image00760.jpg





OEBPS/Image00753.jpg





OEBPS/Image00754.jpg





OEBPS/Image00751.jpg





OEBPS/Image00752.jpg
3+/3





OEBPS/Image01491.jpg





OEBPS/Image01496.jpg
2 0O'E=0'B - sin60°=./3.





OEBPS/Image00370.jpg
4+6 4+7
——x3+——x4=37(~
> 3 2 37(1)





OEBPS/Image01497.jpg
CPD





OEBPS/Image01498.jpg
APE





OEBPS/Image01499.jpg
AEB





OEBPS/Image01492.jpg
[_m’—9—3 J/13






OEBPS/Image01493.jpg
[/ﬁ,_9+3 Jﬁj ,[—/ﬁ,_9_3 /13





OEBPS/Image01494.jpg
_120mx2 _4m

Lig= :
4B 180 3






OEBPS/Image01495.jpg
AB





OEBPS/Image00363.jpg





OEBPS/Image00362.jpg





OEBPS/Image00365.jpg





OEBPS/Image00364.jpg
4x(1+4)

1+2+3+4= =10(1>)





OEBPS/Image00367.jpg
(n+1) (n+2)

5 X6-(6n+5)=3n"+3n+1(1)





OEBPS/Image01500.jpg
CFD





OEBPS/Image00366.jpg
(n+1) (n+1+1) :(n+1)(n+2)

. e





OEBPS/Image00369.jpg





OEBPS/Image00368.jpg





OEBPS/Image00361.jpg





OEBPS/Image01485.jpg
CQ=CQ'=+/3>+2>=/13 ,





OEBPS/Image01486.jpg





OEBPS/Image01487.jpg
-9+3 /13

(.,





OEBPS/Image01488.jpg
1 3 1
PQ=2—[— > a’+ 2 a+2j = a’——a.





OEBPS/Image01481.jpg
[a 1 2+3 +2
S
T2 ! 2 “





OEBPS/Image01482.jpg
(1)





OEBPS/Image01483.jpg
1 1
PQ=2-| - a2+3a+2 = a2—3a.
2 2 2 2





OEBPS/Image01484.jpg
1, 3
—a ———a

Q'C QP a_2 2
CO FQ2  Q'F

- ACOQ'~ AQ'FP ,Q'F=a-3,





OEBPS/Image00374.jpg
n(3n+1)+(n+1)(3n+2)

5 5 =3n"+3n+1(1)





OEBPS/Image00373.jpg
(n+1)+(2n+1)

5 x(n+ 1)





OEBPS/Image00376.jpg
1+6[ 14243+ +n] = 1+6% =30 +3n+1(1)





OEBPS/Image00375.jpg





OEBPS/Image00378.jpg
(ONO)
O OO0
0 00
0000
00000
000000
00000
o0 000
0 00
ONONG®;
O O





OEBPS/Image01489.jpg
1 , 3
—a ——a

Q'C QP -a_2 2
CO FQ’2  QF

,Q'F=3-a





OEBPS/Image00377.jpg
3><(1+3):

2(142+3) = 2x 13





OEBPS/Image01490.jpg
CQ=CQ'=/3"+22=/13





OEBPS/Image00380.jpg





OEBPS/Image00379.jpg
2Xn(n+1)

=n2+n(4\)





OEBPS/Image00372.jpg
(n+1)+2n

Xn





OEBPS/Image00371.jpg





OEBPS/Image00349.jpg





OEBPS/Image00348.jpg





OEBPS/Image00350.jpg





OEBPS/Image00341.jpg
JS, + /8,445,





OEBPS/Image00343.jpg





OEBPS/Image00342.jpg
fi# 51—1+F 2
3 1 1
=—=1]4+—=1+| 1-—
S=2=rsg=1e(1-3),
49 7 1 1 1
AlE S, =—,. /S, =—=1+—=1+|—
o 236777 6 6 [2 3)
169 13 1 1 1
S: S: :1+ =1+ —_
4’V 12 12 [3 4)
1 1
n nt
1 1 1 1 1
S =1+ 1-— |+1+]| —— |+1+| —— |+ +1+
s =efiog Joregog Joisfg e
1
=n+l-——
n+l
n“+2n






OEBPS/Image00345.jpg





OEBPS/Image00344.jpg
T

vard A
51

A
=

1
— N

—| -
— | \O

—| -
— | N

12

12





OEBPS/Image00347.jpg





OEBPS/Image00346.jpg
1 1 1 1 1 1

6 2 3’12 3 4





OEBPS/Image00360.jpg
— 321 b 4 B8

=

EPEY e






OEBPS/Image00359.jpg





OEBPS/Image00352.jpg





OEBPS/Image00351.jpg
A B C D
K 1 2 3 4
5K 7 6 5
W 8 9 10
EHIIN 13 12 11
IR 14 15 16
HRIK 19 18 17
L 20 21 2
55 /\K 25 24 23






OEBPS/Image00354.jpg





OEBPS/Image00353.jpg





OEBPS/Image00356.jpg





OEBPS/Image00355.jpg





OEBPS/Image00358.jpg





OEBPS/Image00357.jpg





OEBPS/Image01411.jpg
CE





OEBPS/Image01412.jpg





OEBPS/Image01413.jpg
fifr A5

{x+y=18, x=8,
16x+10y=228. y=10.





OEBPS/Image01414.jpg
50=20k+n,
70 =30k+n.





OEBPS/Image01419.jpg





OEBPS/Image01420.jpg
A H B Hb (oF:: ait
FEamARE () 200-3x
iz (JT) 1 600-24x 50 56x+1 600






OEBPS/Image01415.jpg





OEBPS/Image01416.jpg





OEBPS/Image01417.jpg





OEBPS/Image01418.jpg
b

_Z: 2){

1

25

=25(cm)





OEBPS/Image00005.jpg
8

y=_at

5

1
5





OEBPS/Image00006.jpg





OEBPS/Image00003.jpg





OEBPS/Image00004.jpg





OEBPS/Image00001.jpg
DI | G

HR 3 &0 5 R i R
LR T o 6 2 IR

SRR

@)% 72 A% it






OEBPS/Image00002.jpg
AR FE B M+ 0 B R A R 5 R AR

N E

& %%z AS AR
£






OEBPS/Image00009.jpg





OEBPS/Image00010.jpg





OEBPS/Image00007.jpg





OEBPS/Image00008.jpg
8

y=—at

5

9
5





OEBPS/Image01401.jpg
AB=2.2





OEBPS/Image01402.jpg





OEBPS/Image01403.jpg





OEBPS/Image01408.jpg
w | oo





OEBPS/Image01409.jpg





OEBPS/Image01410.jpg
AE_CE
CE BE





OEBPS/Image01404.jpg
PG

Fh ——=r{B
PC

(3)%=tan(900—a).





OEBPS/Image01405.jpg





OEBPS/Image01406.jpg
307

30°

30°

47

15¢

CB

158






OEBPS/Image01407.jpg





OEBPS/Image01391.jpg
-sk\u]

oo‘u]

l\)‘»—t

|,





OEBPS/Image01392.jpg





OEBPS/Image01397.jpg
1
LI+L3=?m°





OEBPS/Image01398.jpg
BD=2.2





OEBPS/Image01399.jpg





OEBPS/Image01400.jpg





OEBPS/Image01393.jpg





OEBPS/Image01394.jpg





OEBPS/Image01395.jpg





OEBPS/Image01396.jpg
s

1
o LEAF=—m°
2

1 1
2+/3=/BAD- EAF=m°—7m°=7m°.






OEBPS/Image01381.jpg





OEBPS/Image01386.jpg





OEBPS/Image01387.jpg





OEBPS/Image01388.jpg
oo | L





OEBPS/Image01389.jpg





OEBPS/Image01382.jpg





OEBPS/Image01383.jpg





OEBPS/Image01384.jpg





OEBPS/Image01385.jpg





OEBPS/Image01390.jpg





OEBPS/Image01455.jpg





OEBPS/Image01456.jpg
O8_GN
OA NB





OEBPS/Image01457.jpg





OEBPS/Image01458.jpg





OEBPS/Image01451.jpg





OEBPS/Image01452.jpg





OEBPS/Image01453.jpg





OEBPS/Image01454.jpg





OEBPS/Image01459.jpg
_OE_OF 8 OF
CAM OM 15 1

17 34
“OF=— | " FG=20F=—..
0 15° ¢ 15





OEBPS/Image01460.jpg
1=23 (1=-2343)





OEBPS/Image01461.jpg
(243 ,6)





OEBPS/Image01444.jpg
DG _PD 1
GC CO 2





OEBPS/Image01445.jpg
AD PD 1
CH CQ 2





OEBPS/Image01446.jpg





OEBPS/Image01447.jpg
] BD DC oy _x—(—l)
“"CE EA’ " 3-x 4





OEBPS/Image01441.jpg
1 2
=—(x=2)"+6
S ) (x





OEBPS/Image01442.jpg
DC=2.2





OEBPS/Image01443.jpg





OEBPS/Image01448.jpg
1 , 1 3

y=——x"+t—wt+—

47 27 4





OEBPS/Image01449.jpg
=7

x2+ X+

B~ w

1
I (x-1)7+1





OEBPS/Image01450.jpg





OEBPS/Image01433.jpg
3 V3

?m+m+n+7n =/3+3





OEBPS/Image01434.jpg





OEBPS/Image01435.jpg
=3./3-3
Mgy





OEBPS/Image01436.jpg
Song

=3-myy =3-(343-3)=6-343.

1
S Smk :7[9+( Mg N ) ]

FEUN

:%[9+(3J§—3—6+3J§)2]

=99-54./3 .





OEBPS/Image01431.jpg
NE=+2m ,PE=:2rn





OEBPS/Image01432.jpg
2, 2
S S=m+n

1
—PN 2.
2





OEBPS/Image01437.jpg





OEBPS/Image01438.jpg





OEBPS/Image01439.jpg
2

ﬁ%%,BE=2+%.

2

. CF=BE-EM= 2+%—x.





OEBPS/Image01440.jpg
2

1 1
. S=—(BE+CF)BC=—(4+"—x) x4.
2 24

1
Hp S=7x2—2x+8.





OEBPS/Image01422.jpg
=

X

=

42

g o





OEBPS/Image01423.jpg
-(x-30)%-25,(25<x<30),

%k w= :
-0.5(x=35)"-12.5, (30<x <353).





OEBPS/Image01424.jpg
_(50-x, (25<x<30)
135-0.5x, (30<x<35).

Z





OEBPS/Image01425.jpg
2
j +0.25=0
2





OEBPS/Image01421.jpg
(200—396 <2x,
|1 600+56x <4 000.





OEBPS/Image01430.jpg





OEBPS/Image01426.jpg
71\?2
-0.5 -y +15.125=0





OEBPS/Image01427.jpg
Sy

20x+2 840, (2<x<8,x NIF#%})
40242 680, (8<xv<23,x NIEHEED)






OEBPS/Image01428.jpg





OEBPS/Image01429.jpg
2
. AE'=BF’ =?x. x+Tﬁx =3+/3.

9433

SRl x=3.43-3.
23 +3






OEBPS/Image01015.jpg





OEBPS/Image01016.jpg





OEBPS/Image01017.jpg
o~

3

: Y=o AT

4

3
2





OEBPS/Image01018.jpg





OEBPS/Image01011.jpg





OEBPS/Image01012.jpg





OEBPS/Image01013.jpg





OEBPS/Image01014.jpg





OEBPS/Image00845.jpg
CQfCQf
cp1cp3






OEBPS/Image00846.jpg
PM=AM - tan60°=./31..".





OEBPS/Image00843.jpg
Swsgr =5 (PHAQN) + MN= [ (4-0) /3 (3-0) ] ==/ 1+ 3.





OEBPS/Image00844.jpg





OEBPS/Image00849.jpg
y—% g(él t)——gz +£z(1<z<3)





OEBPS/Image01019.jpg





OEBPS/Image00850.jpg
3
QN=BN - tan30° =g(3—t).





OEBPS/Image01020.jpg
3

. y=——Xx——

4

3
2





OEBPS/Image00847.jpg
PM=BM - tan30° =€(4—t)





OEBPS/Image00848.jpg





OEBPS/Image00841.jpg
1 1 3
SITfIilefﬁMg\*()PZE(PM-I'QN) : MN:;[ﬁ@—U‘*ﬁt] : 1:75;





OEBPS/Image00842.jpg
N B





OEBPS/Image01021.jpg





OEBPS/Image01004.jpg





OEBPS/Image01005.jpg





OEBPS/Image01006.jpg





OEBPS/Image01007.jpg





OEBPS/Image01001.jpg
21 .9
AP=0P-0A="--3=—,
4 74





OEBPS/Image01002.jpg
X

J2 9 92
4

2
AN = fAP





OEBPS/Image01003.jpg
9f 27

1
—AA" - AN= ><3 X =
2 2 8





OEBPS/Image00856.jpg
1

[=—Ss B

o)

<, B

S





OEBPS/Image00857.jpg





OEBPS/Image00854.jpg
C 3
?g =tan30° = g





OEBPS/Image00855.jpg
AM 1

——=c0s60°=—,. . AP=2AM=2t,:. CP=2-2.
AP 2
BN 3 BN 2.3
—=cos30°=£,.'- BQ=—=£(3—t).
BQ 2 g B8

2

2.3 2.3

BC=2.3 .. C(szﬁ—TJ—@—z):%,

231
3 31
g-% 3% 3





OEBPS/Image00860.jpg
1 1
AE=—BE ,CF=—BF
9 9





OEBPS/Image01008.jpg
.
E - \x
C4

»





OEBPS/Image01009.jpg





OEBPS/Image00858.jpg





OEBPS/Image01010.jpg
y=——(x—4)°+5





OEBPS/Image00859.jpg





OEBPS/Image00852.jpg





OEBPS/Image00853.jpg





OEBPS/Image00851.jpg
A=t
230





OEBPS/Image00993.jpg





OEBPS/Image01477.jpg
1 3
——x"+—x+2
2 2

—2





OEBPS/Image00994.jpg





OEBPS/Image01478.jpg





OEBPS/Image00829.jpg
)





OEBPS/Image00995.jpg
315
274

)





OEBPS/Image01479.jpg
[3— 41’_2]’[3+ 41’_2]
2 2






OEBPS/Image00830.jpg
CD





OEBPS/Image00996.jpg





OEBPS/Image01480.jpg





OEBPS/Image01473.jpg





OEBPS/Image01474.jpg
¢
D) N, (V)

=Y





OEBPS/Image00991.jpg
l

-1
3’





OEBPS/Image01475.jpg
_ [a=b+2=0,
| 16a+4b+2=0.

1
=7
A
3
b=—.
2
1 3
y=—x +?x+2





OEBPS/Image00992.jpg
y=—x"+2x+3,

y=—x+h,





OEBPS/Image01476.jpg
1 3
—— " +—x+2=2
2 2





OEBPS/Image00823.jpg
y=——x+b





OEBPS/Image00824.jpg





OEBPS/Image00821.jpg
—1<k<-2+/3





OEBPS/Image00822.jpg
—2+/3 <k <0





OEBPS/Image00827.jpg
OD)

¢





OEBPS/Image00997.jpg
[ivd S pasa =S apan =S apoa =S anon

:ix3x§—ix3x3 :2—7.
2 4 2 8





OEBPS/Image00828.jpg





OEBPS/Image00998.jpg
[

3 15
24

J





OEBPS/Image00825.jpg





OEBPS/Image00999.jpg
27





OEBPS/Image00826.jpg
(2)






OEBPS/Image01000.jpg





OEBPS/Image00982.jpg





OEBPS/Image01466.jpg
BG=+/FG’-FB* =/2°-1* =./3,





OEBPS/Image00983.jpg
X

B

c/-1o0





OEBPS/Image01467.jpg
(3,4-43)





OEBPS/Image00840.jpg





OEBPS/Image00984.jpg
SAAMA’ = SAMA’II +SH’:J&M110A -S AAA'O

1 1 1
27(3—m) . n+7(3+n) . m—7X3X3

3 .3 9
=—nt—m——-.

2 2 2





OEBPS/Image01468.jpg
(OSLBFG—@ i
FG 2





OEBPS/Image00985.jpg
3 9
o S —7m2+7m( 0<m<3).

i 3 _27
B ngﬁrj‘asmm'ﬁ’a?ﬁtfﬁ _§3





OEBPS/Image01469.jpg
. AE=AFtan £ AFE = 2tan60° =2./3 ,





OEBPS/Image01462.jpg
) C
NV,
(@)

=Y





OEBPS/Image01463.jpg
b _Ar
PC CQ





OEBPS/Image01464.jpg
iz —1—1z+6
6 6





OEBPS/Image00981.jpg
315
274





OEBPS/Image01465.jpg
[H_;Eﬁ]ﬁ[lH;ﬁ,éj





OEBPS/Image00834.jpg





OEBPS/Image00990.jpg
(=3,
T 3k+1=0,





OEBPS/Image00835.jpg





OEBPS/Image00832.jpg
101





OEBPS/Image00833.jpg





OEBPS/Image00838.jpg
M





OEBPS/Image00986.jpg
15
n=-m’+2m+3=—
4





OEBPS/Image01470.jpg
(0,4-23)





OEBPS/Image00839.jpg
1 1
SFfliﬂJBAINQPZT(PM‘l'QN) 2 MN:;[ﬁt+ﬁ(t+1> ]

=ﬁt+§;





OEBPS/Image00987.jpg
315
274





OEBPS/Image00836.jpg
| w





OEBPS/Image00988.jpg





OEBPS/Image00837.jpg
S
PM:AM'tan6OO:?/§’

3
SFfIiﬂleMwQP = ?5





OEBPS/Image00989.jpg





OEBPS/Image00831.jpg
1

)





OEBPS/Image01471.jpg
b=4-2.3,
2k+b=4.

A5 k=3 ,b=4-2.3.





OEBPS/Image01472.jpg
y=/3x+4-2.3





OEBPS/Image00809.jpg
Ivg

=Y






OEBPS/Image01059.jpg





OEBPS/Image00810.jpg
L
OE ~ OF






OEBPS/Image01060.jpg
OB 0OA BA’ 13 13 °

OD _OF DF 2V/13 V1
=—=—_ OF= r=>"1





OEBPS/Image00807.jpg
Ay

4 \ B
(1)

=V

Ay

“)

(2)

=Y

Ay

(3)

() B

Y





OEBPS/Image00808.jpg
y=

—x+b





OEBPS/Image01055.jpg
&l
N

=Y





OEBPS/Image01056.jpg
0D _DE _OE 2./13 /1
v —=—=—— - DE= 0E=223

" OB BA 0A° 13 13





OEBPS/Image01057.jpg





OEBPS/Image01058.jpg





OEBPS/Image00801.jpg





OEBPS/Image00802.jpg





OEBPS/Image00805.jpg
y=——x+b





OEBPS/Image00806.jpg
Ay

(A

=Y





OEBPS/Image00803.jpg





OEBPS/Image00804.jpg





OEBPS/Image01062.jpg





OEBPS/Image01063.jpg





OEBPS/Image01064.jpg
BD?=BG*+DG* = (BO-0G)*+0D*-0G*= (—v/13 —x) *+1-x> = 14+2/13 x.

1
S=ARB? :5302 =7+/13x.





OEBPS/Image01065.jpg
T+/13





OEBPS/Image01061.jpg
[2/3 35}
3 * i3





OEBPS/Image00820.jpg
k=-2+/3





OEBPS/Image01048.jpg
AB =32 ,DC=.2





OEBPS/Image01049.jpg
CE=2./2





OEBPS/Image00818.jpg





OEBPS/Image01050.jpg





OEBPS/Image00819.jpg





OEBPS/Image01044.jpg





OEBPS/Image01045.jpg





OEBPS/Image01046.jpg
HD: GC=1:.2





OEBPS/Image01047.jpg





OEBPS/Image00812.jpg





OEBPS/Image00813.jpg





OEBPS/Image00811.jpg





OEBPS/Image00816.jpg





OEBPS/Image00817.jpg





OEBPS/Image00814.jpg
bZZ[
2

j2+(1—b)2





OEBPS/Image00815.jpg





OEBPS/Image01051.jpg
5
y=(t+1)x2+2(t+2)x+7





OEBPS/Image01052.jpg
_2(t+2)
2(t+1) -






OEBPS/Image01053.jpg
(-/13,0)





OEBPS/Image01054.jpg
=Y





OEBPS/Image00787.jpg





OEBPS/Image01037.jpg
1 1 1
SAM}\*I«':TFN : MT:?( 16-5k) - 4k:75AAI«'H:24’





OEBPS/Image00788.jpg
PF=2PB=2(2/3-x).





OEBPS/Image01038.jpg
1
- (16-5k) - 4k=24.





OEBPS/Image00785.jpg





OEBPS/Image01039.jpg
w| o





OEBPS/Image00786.jpg
4
?</§<x<2«/§





OEBPS/Image01040.jpg





OEBPS/Image01033.jpg





OEBPS/Image01034.jpg
3

3

yE- AT

4

2





OEBPS/Image00789.jpg
RF=RP-PF=3x-4.3





OEBPS/Image01035.jpg
1 1
Saun=y FH + AG=—x12x8=48.





OEBPS/Image00790.jpg
ER=./3x-4.

33,
S —— ?ERxFR_Tx 2~ 12x+8./3.

y:SARPQ_SAERF gxz_[&[x —12x+8«/§] =—/3x*+12x-8/3.





OEBPS/Image01036.jpg
1
FN=7(AH+HF+AF) -FM=16-5k.





OEBPS/Image00783.jpg
PB=2./3 —x





OEBPS/Image00784.jpg
2(2/3-x)=x





OEBPS/Image00781.jpg





OEBPS/Image00782.jpg
cD 6
BC=23 ,tan £ CBD=—=—-=./3
CB 2.3





OEBPS/Image01041.jpg
TG:FG—Fng





OEBPS/Image01042.jpg
5 12
5’5





OEBPS/Image01043.jpg
y=——x+4





OEBPS/Image00798.jpg
=y





OEBPS/Image01026.jpg





OEBPS/Image00799.jpg





OEBPS/Image01027.jpg





OEBPS/Image00796.jpg
AR






OEBPS/Image01028.jpg





OEBPS/Image00797.jpg





OEBPS/Image01029.jpg
2 2
Fl2h,=h
3





OEBPS/Image01022.jpg





OEBPS/Image01023.jpg





OEBPS/Image00800.jpg





OEBPS/Image01024.jpg





OEBPS/Image01025.jpg
2 2 04 2
= (h=h) == D
Jerg gk} sk —hato





OEBPS/Image00791.jpg
1
—?6J§+8«/§<y<4«/§





OEBPS/Image00794.jpg
1
QM=—AB=2





OEBPS/Image01030.jpg





OEBPS/Image00795.jpg
0| G M AE)





OEBPS/Image00792.jpg





OEBPS/Image00793.jpg
1 1
PF=—AB=2 DF=—AD=1.
2 2





OEBPS/Image01031.jpg





OEBPS/Image01032.jpg





OEBPS/Image00449.jpg





OEBPS/Image00450.jpg





OEBPS/Image00447.jpg





OEBPS/Image00448.jpg





OEBPS/Image00441.jpg
1
T,=—[na,+(n-1)a,+(n-2)a,+--+2a, +a,]

n

n





OEBPS/Image00442.jpg
1
y - :%[ 500a,+499a,+498a,+ - +2a,4,+a, ] -





OEBPS/Image00445.jpg





OEBPS/Image00446.jpg





OEBPS/Image00443.jpg
1
[ 501 X8+500(l +499(L2 +498(l3 e +2(l499 +(l5()() ]

TSOI 50

1
= <57 501X8+2004x500 =8+2000= 2008,





OEBPS/Image00444.jpg





OEBPS/Image00460.jpg
(0,3)





OEBPS/Image00458.jpg





OEBPS/Image00459.jpg
ocC

J3





OEBPS/Image00452.jpg





OEBPS/Image00453.jpg





OEBPS/Image00451.jpg





OEBPS/Image00456.jpg





OEBPS/Image00457.jpg
a—b+c=0,
9a+3b+c=0,
c=-3,





OEBPS/Image00454.jpg





OEBPS/Image00455.jpg
m—1

4m






OEBPS/Image00427.jpg





OEBPS/Image00428.jpg





OEBPS/Image00425.jpg
o0 o000 ®© 0060606 06000 00
A 534 A





OEBPS/Image00426.jpg





OEBPS/Image00429.jpg





OEBPS/Image00430.jpg





OEBPS/Image00423.jpg
2x3

1x3

1x2






OEBPS/Image00424.jpg





OEBPS/Image00421.jpg
PN
thv





OEBPS/Image00422.jpg
— N W A

1 234567 8 9101112 13x





OEBPS/Image00438.jpg





OEBPS/Image00439.jpg
Sl +Sz+"'+Sn





OEBPS/Image00436.jpg
AD J2CD
TR





OEBPS/Image00437.jpg
A A A A
B C B C B C B c
(1) (2) (3) (4)





OEBPS/Image00440.jpg





OEBPS/Image00431.jpg





OEBPS/Image00434.jpg
X

>
B £y O 0biy 5

(5)





OEBPS/Image00435.jpg
AB_ AB _ AB_ 2 _

AF 1 BC
BC 2

N





OEBPS/Image00432.jpg





OEBPS/Image00433.jpg
BC

NG





OEBPS/Image00405.jpg





OEBPS/Image00406.jpg
0= x(Ba)’





OEBPS/Image00403.jpg





OEBPS/Image00404.jpg
(3a,a)





OEBPS/Image00409.jpg





OEBPS/Image00410.jpg
2
b+1=?x(ﬁb)z





OEBPS/Image00407.jpg





OEBPS/Image00408.jpg
B,(\3b,b+1)





OEBPS/Image00401.jpg
PyP)

PPy

4 1 (0|0





OEBPS/Image00402.jpg





OEBPS/Image00416.jpg
5%2°





OEBPS/Image00417.jpg
5%3¢






OEBPS/Image00414.jpg
kY ¢k

20K E






OEBPS/Image00415.jpg





OEBPS/Image00420.jpg





OEBPS/Image00418.jpg
5X211





OEBPS/Image00419.jpg
5 &Y x&@%

(1) (2) (3)






OEBPS/Image00412.jpg
(1)

(2)

(3)





OEBPS/Image00413.jpg





OEBPS/Image00411.jpg





OEBPS/Image00389.jpg
L7
600





OEBPS/Image00390.jpg
(1)

(2)

O

(3)

O

(4)





OEBPS/Image00383.jpg
n_(n_l_l)zSAABC





OEBPS/Image00867.jpg
1
S psne =?><4><J§ =243





OEBPS/Image00384.jpg





OEBPS/Image00868.jpg





OEBPS/Image00381.jpg
1 1
DlEl :?BC’CEI :?AC

1 1 1 1 1
S, :?XDIEIXCE1 = ) X > BCx 2AC: 4 S aspe-

1 1
D,E, :?BC’ CE, :?AC'

1 1 1 1 1
S, :7XD2E2XCE2 = 5 X 3 BCx 3 AC= 9 S papee





OEBPS/Image00865.jpg
~— C©





OEBPS/Image00382.jpg
1 1 1 1 1
S, :7><D3E3><CE3 =5 X 7 BCx 2 AC= 165““‘






OEBPS/Image00866.jpg
A D (P)

[ B (O C





OEBPS/Image00387.jpg
1 11 1 1 1 1
P,=1l+—+—+—+—F+—+—+—
2 2 4 4 8 8 8
1 11 1 1 1 1 1 1
Pi=l+—+—+—+—F+—+—+—+—+—
2 2 4 4 8 8 16 16 16
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
P, =1+ttt —t—t— bt
2 2 4 4 8 8 16 16 o 2 on 2 on 2
1 1 1 1 1 1 1 1 I 1 1
P =1+—+—+ +—+—+—+
" 2 2

11

+ oottt —p————
4 4 8 8 16 16 27172 271*2 27171 271*1 27171
3

1 3-2 1!
pop etk (1)

_2,771 _27172 —2x2n*2 W)





OEBPS/Image00388.jpg
1 1 1

F—t—teeet
a, a, as





OEBPS/Image00385.jpg
(1) (2)






OEBPS/Image00869.jpg
ﬁE'SAcm [CR)Z [6—ij S nnox [BQ]Z [4_t]2
F =| — =|— s =|— =|— s
SAP()R PQ 23 SAP()R PQ 243
6-1) (4-1)']_~/3(1-5)"+5.5
S:SAP()R_SABQK_SACRA:3ﬁ|:1_[—] _[ ] :|:+





OEBPS/Image00386.jpg
1 1 1
P,=1+—+—+—+—+
2 2 4





OEBPS/Image00870.jpg





OEBPS/Image00863.jpg





OEBPS/Image00864.jpg





OEBPS/Image00861.jpg





OEBPS/Image00862.jpg





OEBPS/Image00400.jpg
=Y





OEBPS/Image00394.jpg
5 4
y6:y5+|:5:|—|:5:| =1+1-0=2





OEBPS/Image00878.jpg





OEBPS/Image00395.jpg





OEBPS/Image00879.jpg





OEBPS/Image00392.jpg
I 1 197

3 n+l 600





OEBPS/Image00876.jpg
A D, (D)) B





OEBPS/Image00393.jpg





OEBPS/Image00877.jpg





OEBPS/Image00398.jpg
=y





OEBPS/Image00399.jpg
A=






OEBPS/Image00396.jpg
Y1

¥Ya

Y4

Ys

Yo

Y7

Ys

Yo

Y10

Y

Y

X






OEBPS/Image00880.jpg





OEBPS/Image00397.jpg
=y





OEBPS/Image00871.jpg
RC





OEBPS/Image00874.jpg





OEBPS/Image00391.jpg
1 1 1 1 197
F—t—tet—=

“a, a, as a, 600’
1 1 1 1 197
ettt = ,
3x4 4x5 5%6 n(n+1) 600
1 1 1 1 1 1 1 1 197

O M =
3 4 4 5 5 6 n n+l 600’





OEBPS/Image00875.jpg





OEBPS/Image00872.jpg
1 1 3 1 3
BK=—-BR=—-(10-1) ,KR =g( 10-1) ,S=EBK><KR=%( 10-0)°%.





OEBPS/Image00873.jpg





OEBPS/Image01611.jpg
BE BC 5
2= =22 . BC*=BE - BF,
BC BF





OEBPS/Image01612.jpg
R —%(x+2) (x-m).





OEBPS/Image01617.jpg
m=2:2+2





OEBPS/Image01618.jpg
BG_EC
BF BC





OEBPS/Image01619.jpg
TF _OE 2
BT OC m





OEBPS/Image01620.jpg
F[x, —£(x+2)j





OEBPS/Image01613.jpg
W BF=+/(2m+2) *+(-2m=2)2 =22 (m+1) ,





OEBPS/Image01614.jpg
BE=2.2





OEBPS/Image01615.jpg
(m+2)2=242 - 22 (m+1)





OEBPS/Image01616.jpg
m=2+2.2,





OEBPS/Image01601.jpg
4
—k+b :E
5

9

4k+b=0,





OEBPS/Image01606.jpg
—%(x+2) (x—-4) =0





OEBPS/Image01607.jpg
1
©. 8 sy = BC - OE=6.





OEBPS/Image01608.jpg





OEBPS/Image01609.jpg





OEBPS/Image01602.jpg





OEBPS/Image01603.jpg
y._

——x+3





OEBPS/Image01604.jpg
y=

—x+3





OEBPS/Image01605.jpg
1
2=

m

(2+2) (2-m)





OEBPS/Image01610.jpg





OEBPS/Image01595.jpg





OEBPS/Image01596.jpg





OEBPS/Image00469.jpg
V-
B C





OEBPS/Image01597.jpg





OEBPS/Image00470.jpg





OEBPS/Image01598.jpg
ME=./5*-3% =4





OEBPS/Image01591.jpg
i><D HxAO0=9
SAA(‘D 2





OEBPS/Image01592.jpg





OEBPS/Image01593.jpg
D,H

==





OEBPS/Image01594.jpg
—ixDleAO =9
SAACDI - )





OEBPS/Image00463.jpg





OEBPS/Image00464.jpg





OEBPS/Image00461.jpg





OEBPS/Image00462.jpg
y=kx=3,
y=x"-2x-3





OEBPS/Image00467.jpg





OEBPS/Image01599.jpg
4 12
5 %5





OEBPS/Image00468.jpg





OEBPS/Image01600.jpg
412
5°s





OEBPS/Image00465.jpg





OEBPS/Image00466.jpg





OEBPS/Image01584.jpg
3

y= ——xz—Zx+3

8

3





OEBPS/Image01585.jpg





OEBPS/Image00480.jpg
1
£ DCB= LEBCziLA





OEBPS/Image01586.jpg
y_

— 43





OEBPS/Image01587.jpg
o





OEBPS/Image01581.jpg
—x+3

+3
2





OEBPS/Image01582.jpg





OEBPS/Image01583.jpg





OEBPS/Image00474.jpg





OEBPS/Image00475.jpg





OEBPS/Image00472.jpg





OEBPS/Image00473.jpg





OEBPS/Image00478.jpg
£DCB= LEBngLA





OEBPS/Image01588.jpg





OEBPS/Image00479.jpg





OEBPS/Image01589.jpg
oS puep = X6%3=09.





OEBPS/Image00476.jpg





OEBPS/Image01590.jpg





OEBPS/Image00477.jpg





OEBPS/Image00471.jpg





OEBPS/Image00886.jpg
w|w





OEBPS/Image01532.jpg





OEBPS/Image00887.jpg





OEBPS/Image01533.jpg
3 3
—=4(t+1)+4(t+2) +—
5 (t+41)+4(t+ )+2





OEBPS/Image00884.jpg





OEBPS/Image01534.jpg





OEBPS/Image00885.jpg





OEBPS/Image01535.jpg
1. .3
=——x"+x+—
Y= 2





OEBPS/Image00890.jpg
D‘CF
7

<
~ Q

AN





OEBPS/Image00888.jpg
=





OEBPS/Image00889.jpg





OEBPS/Image01531.jpg
0| wo





OEBPS/Image01540.jpg
PD





OEBPS/Image00882.jpg
3 4 1 6
PC,=—x,PF=—%,8 y;0,,=—PC, - PF=—x".

5 5 2 25
1 12 6
1] Y :SAB(7202 _SABEDl _SAFCzP = TSAABC _E( 5-x) ? _Exz-
18 , 24
y=——x"+—x(0<x<5).

25 5





OEBPS/Image01536.jpg





OEBPS/Image00883.jpg
ES ZS AABC





OEBPS/Image01537.jpg
4(-1-n)+6+n=0,
4(3-n)+6+n=0.





OEBPS/Image01538.jpg





OEBPS/Image00881.jpg
sinB=—,cosB=—





OEBPS/Image01539.jpg
w| )
N
N





OEBPS/Image00897.jpg
0Cc=2/3





OEBPS/Image01521.jpg
S ppep = X4x1=2





OEBPS/Image00898.jpg
BC=2./3-2





OEBPS/Image01522.jpg
4-2x

2
SMBQ=2X[ j =8(2-x)7,





OEBPS/Image00895.jpg





OEBPS/Image01523.jpg





OEBPS/Image00896.jpg





OEBPS/Image01524.jpg
2
8-8(2-x)? =3><?x2





OEBPS/Image00899.jpg
1 = —
S s =" BC - 0A=23-2





OEBPS/Image00900.jpg





OEBPS/Image01529.jpg





OEBPS/Image01530.jpg
N | =

N
R|>—a

N

w| o





OEBPS/Image00893.jpg





OEBPS/Image01525.jpg
| o





OEBPS/Image00894.jpg
y=——ux+2





OEBPS/Image01526.jpg





OEBPS/Image00891.jpg
T

QAD





OEBPS/Image01527.jpg
_8-8(2-—x)" _ 36 48 1 2%
Q2=2)"_ —12-—36[———) +4,

2, xzx x 3
—x

3





OEBPS/Image00892.jpg





OEBPS/Image01528.jpg





OEBPS/Image01511.jpg
S HD:GC:EB=1:2:1.





OEBPS/Image01512.jpg
HD : GC : EB=m : v/m +n





OEBPS/Image01513.jpg





OEBPS/Image01518.jpg





OEBPS/Image01519.jpg





OEBPS/Image01520.jpg





OEBPS/Image01514.jpg





OEBPS/Image01515.jpg





OEBPS/Image01516.jpg





OEBPS/Image01517.jpg
3.3
R <x<2
O<x<2&2 x





OEBPS/Image01501.jpg
1 1
PH=—PE,PG=—PF
2 2





OEBPS/Image01502.jpg
L. 1 1
d=PH+PG=— PE+_PF=—_(PE+PF) =2.





OEBPS/Image01507.jpg
4422





OEBPS/Image01508.jpg
HD : GC : EB=1:.2 : 1





OEBPS/Image01509.jpg
S AD t AC=AH : AG=1 : J2.





OEBPS/Image01510.jpg
HD : GC=AD : AC=1: .2





OEBPS/Image01503.jpg
700” ON





OEBPS/Image01504.jpg





OEBPS/Image01505.jpg





OEBPS/Image01506.jpg
1
0M=PM:7PQ:2ﬁ





OEBPS/Image01092.jpg
BC V 5 3 4

411:3

UI|N-





OEBPS/Image01576.jpg





OEBPS/Image01093.jpg
*(3 t) -

2

—t, Bl S=——1’+—
zI] zsz

5

6





OEBPS/Image01577.jpg





OEBPS/Image01094.jpg





OEBPS/Image01578.jpg





OEBPS/Image01095.jpg





OEBPS/Image01579.jpg
1
©. S popp=—OF - OF

1 1
=—O0E>=—(2x"-6x+9)
2 2

9

= 2?3t

()
= _ +—
2 4’





OEBPS/Image01572.jpg
_4k+/16k7+16

5 =2k+2/1+k





OEBPS/Image01573.jpg
1 1 1
W MS+NQ =y, +2+y,+2= o= 14— = 144 = (i +) 42,

X xf+x§=2[4kz+4( 1+k*) ] = 16k>+8,





OEBPS/Image01574.jpg
[ 9a+3b+3=0,

T 18paabes =1, "





OEBPS/Image01091.jpg
QF=4Q - sind=2x— =2
= SI = 5 = 5 .





OEBPS/Image01575.jpg
1
y =?xz—%x+3





OEBPS/Image01100.jpg





OEBPS/Image01096.jpg





OEBPS/Image01580.jpg
| w





OEBPS/Image01097.jpg
AQ AP

AB~ AC’





OEBPS/Image01098.jpg





OEBPS/Image01099.jpg
PC=1,0C"=0G"+CG" = |:i(5—t) T+{4—%(5—z) T.

PC=QC 18 1 {_(5 z)} {4_%(5_”} Y _%.






OEBPS/Image01081.jpg
EF_ 16
BE OF





OEBPS/Image01565.jpg
S ause =S aosn S aocn =S rose

= 1 x4x| — ! X2+ 3x+2 + 1 X2 Xx— 1 x2x4
2 2 2 2 2

=—(x-2)"+4






OEBPS/Image01082.jpg
CF_CE
AD AE’





OEBPS/Image01566.jpg
1

0=4a-2b+c a::f
H<0=4a+2b+c ,fitts ,
. b=0

=

c=-1





OEBPS/Image01083.jpg





OEBPS/Image01567.jpg
Soy=—x—1.





OEBPS/Image01084.jpg
5+5 /17 Oj





OEBPS/Image01568.jpg
1 1
Yy =fo—1 ,yz:in—l Lo =4y, +1).

N ON* =x5+y;=4(y,+1) +y5=(y,+2)?,





OEBPS/Image01561.jpg
I, 3

y=—x ———x—

=2





OEBPS/Image01562.jpg
OA_0C 1
0C OB 2





OEBPS/Image01563.jpg
g
2

1 3
—x ——x-2

2





OEBPS/Image01564.jpg
=y





OEBPS/Image01089.jpg





OEBPS/Image01090.jpg
. 4
sind =—
5





OEBPS/Image01085.jpg





OEBPS/Image01569.jpg
nwEF

:0C+NP_ 2+y,






OEBPS/Image01086.jpg





OEBPS/Image01570.jpg
C






OEBPS/Image01087.jpg
17 -
r’Oj ’E4[Wﬁ’o





OEBPS/Image01088.jpg





OEBPS/Image01571.jpg
kx





OEBPS/Image01554.jpg





OEBPS/Image01555.jpg
. M,M,=2.5.





OEBPS/Image01556.jpg





OEBPS/Image01557.jpg
y =ax’—x-2





OEBPS/Image01551.jpg
3k+b=0 =9
. 1) 2H )
“hepos, o





OEBPS/Image01552.jpg





OEBPS/Image01553.jpg





OEBPS/Image01558.jpg





OEBPS/Image01559.jpg





OEBPS/Image01560.jpg
1 3
?xz —796—2 = O





OEBPS/Image01543.jpg





OEBPS/Image01544.jpg
4 d
PD=—t,BD=10-—t
3 3





OEBPS/Image01545.jpg
4 5
—t=10——t





OEBPS/Image01546.jpg





OEBPS/Image01541.jpg





OEBPS/Image01542.jpg
_AD AP By AD 1
TAB ACT 10 6
. AD:iz,
3
5

. BD=AB-AD= 10—?t.





OEBPS/Image01547.jpg





OEBPS/Image01548.jpg





OEBPS/Image01549.jpg





OEBPS/Image01550.jpg





OEBPS/Image00490.jpg
AD 3 BD ) S pac _ S Aspe

AB AD’" S ausc —SAADC.





OEBPS/Image01136.jpg
MN DN
FA DA





OEBPS/Image01137.jpg





OEBPS/Image00488.jpg





OEBPS/Image01138.jpg
=Y





OEBPS/Image00489.jpg
1 1 1
SAADC:?AD : h’SAm)c:?BD : h’SAABC:?AB “h,

S aane _AD S ase _BD
8 ping AB'Spuny AD






OEBPS/Image01139.jpg
[ 5 13
X, ——xt—ax+1
6 6





OEBPS/Image01132.jpg
” | o





OEBPS/Image01133.jpg
5 ,.13
y=—x+—u+l
6 6





OEBPS/Image01134.jpg





OEBPS/Image01135.jpg
[

6 12
5’5

)





OEBPS/Image00482.jpg
1
£ DCB= LEBCszA





OEBPS/Image00966.jpg
P@3+2J§
27 4





OEBPS/Image00483.jpg
AC_BC
ABAC





OEBPS/Image00967.jpg





OEBPS/Image00964.jpg
y:—x+%+ﬁ.





OEBPS/Image00481.jpg





OEBPS/Image00965.jpg





OEBPS/Image00486.jpg





OEBPS/Image00970.jpg
Lo L
S s ppaB Rk i :TAB . 03+;BB -d

1 1 3J2 124743
= 1 = .
2(3+ )><3+2><6><8 2





OEBPS/Image01140.jpg
5 13
—t—xt+1=x—1
6 6





OEBPS/Image00487.jpg





OEBPS/Image00484.jpg





OEBPS/Image00968.jpg
BF = isin45° = @
4 8





OEBPS/Image00485.jpg
[95)
| g





OEBPS/Image00969.jpg





OEBPS/Image00962.jpg
R y=—x+tm,
HKar ,
y==2"+(B-1)x+/3,
8 x*=/3x+m-/3 =0.

A A=(/3)-4(m—-/3)=0,





OEBPS/Image00963.jpg





OEBPS/Image00961.jpg





OEBPS/Image01141.jpg





OEBPS/Image01142.jpg
27
5’5





OEBPS/Image01125.jpg
z%@'\)





OEBPS/Image01126.jpg





OEBPS/Image00499.jpg





OEBPS/Image01127.jpg
(2)

(1)





OEBPS/Image00500.jpg
1 1 1
+ Foeeet = .
{2—«/1><2} {3—«/2x3} {2001—«/2000x2001} —





OEBPS/Image01128.jpg
=Y





OEBPS/Image01121.jpg
e





OEBPS/Image01122.jpg





OEBPS/Image01123.jpg
cos L. ABE = %





OEBPS/Image01124.jpg





OEBPS/Image00493.jpg
SAADC _ SABDC . SAAEI" _ SFEIillJFZBEFC

aN =

SAABC SAADC SAABC SAAEI"





OEBPS/Image00977.jpg





OEBPS/Image00494.jpg
DNF





OEBPS/Image00978.jpg
B SAAM'A' :SAAM() +SA()MA' _SAA()A'
1 1 1
=—0A + m+—0A' + n—0A + OA’
2 Ty "

:%( m+n) —%:%( m+n-3)

3
= 7( m-m’+2m+3-3)

3 2 3 3 27
= —— - = — -,





OEBPS/Image00491.jpg





OEBPS/Image00975.jpg
C'D_0D_oc' 1
BA O0A OB _m'

'D=
J 10 & 10






OEBPS/Image00492.jpg





OEBPS/Image00976.jpg
3/10

+.

OC'+0OD+C'D=1+
10





OEBPS/Image00497.jpg





OEBPS/Image01129.jpg
| O\





OEBPS/Image00498.jpg





OEBPS/Image01130.jpg
c=1,

WG 4a+2b+e =2, fH1S
9a+3b+c=0,





OEBPS/Image00495.jpg





OEBPS/Image00979.jpg





OEBPS/Image00496.jpg
a-1(a<bh)

b=
'@ —11((»1] H b50)
D





OEBPS/Image00980.jpg





OEBPS/Image00973.jpg
a=-1
b=2
c=3,





OEBPS/Image00974.jpg
OB=+/0A*+AB*> =/1°+3* =./10,





OEBPS/Image00971.jpg
y

A

B

3 x





OEBPS/Image00972.jpg
c=3,
9a+3b+c=0,

a=b+c=0,





OEBPS/Image01131.jpg





OEBPS/Image01114.jpg





OEBPS/Image01115.jpg





OEBPS/Image00950.jpg
B'(4/3,0)





OEBPS/Image01116.jpg





OEBPS/Image01117.jpg
o | o





OEBPS/Image01111.jpg
1

y=——x+—

2

1
2





OEBPS/Image01112.jpg





OEBPS/Image01113.jpg
b-)|>—t





OEBPS/Image00944.jpg
3 7
P, [—9—%,6) ,Pz[—Z,6j





OEBPS/Image00945.jpg
BpP





OEBPS/Image00942.jpg





OEBPS/Image00943.jpg
PC=BC-BP=8-""=

5 _

L
4°





OEBPS/Image00948.jpg





OEBPS/Image01118.jpg





OEBPS/Image00949.jpg





OEBPS/Image01119.jpg
=Y





OEBPS/Image00946.jpg
! c=Lop - on
=—PQ - 0C=—
a0PQ =5





OEBPS/Image01120.jpg
=y

ol

=y

=y

 J





OEBPS/Image00947.jpg
(0,/3)





OEBPS/Image00941.jpg





OEBPS/Image01103.jpg
O






OEBPS/Image01104.jpg
O B F H






OEBPS/Image01105.jpg
=Y





OEBPS/Image01106.jpg
1 1,
SMRC:7RH - (1-4)= —5 +21.





OEBPS/Image01101.jpg
45

<6—z>2=[2<5—z>}{4—;‘(5—»} i =2





OEBPS/Image01102.jpg





OEBPS/Image00955.jpg
y=—x*+(3-1)x+/3





OEBPS/Image00956.jpg
S rpan =S aapo+S apso TS aron

—3+3+3—3(++1)
Ty T FT YT VY
J3

=7[x—x2+(ﬁ—l)x+ﬁ+1]

()]
"

2 2





OEBPS/Image00953.jpg
S =a- 1X1(—«/§)





OEBPS/Image00954.jpg
y=—(x+1) (x=/3).





OEBPS/Image00959.jpg
[ﬁ 3+2./3
27 4





OEBPS/Image01107.jpg
Smmr:iRH : (Z_4):izz_2
T p LA





OEBPS/Image00960.jpg
124743






OEBPS/Image01108.jpg





OEBPS/Image00957.jpg





OEBPS/Image01109.jpg
v

=Y





OEBPS/Image00958.jpg
_3+243






OEBPS/Image01110.jpg
y=

——x+3





OEBPS/Image00951.jpg
y=a(x+1) (x=/3)





OEBPS/Image00952.jpg
B(0,V3)





OEBPS/Image00930.jpg
CP _0C

cP_6 9
A'B 04”6 8

7
CP=—-,BP=BC-CP=—
B 2






OEBPS/Image01180.jpg
B'A'=3.2





OEBPS/Image00928.jpg





OEBPS/Image00929.jpg





OEBPS/Image01176.jpg
B'A'=3.2





OEBPS/Image01177.jpg
1=—-8+8./2





OEBPS/Image01178.jpg
t=—8+8.2





OEBPS/Image01179.jpg





OEBPS/Image00922.jpg
1 4 1 8.3
S =S4 —7x4x—=ﬁ( 2+t) x;( 2+t) —i

3 2 3
V3 8v3 /3, 53

=—(2+t)*———=—+1"+/3t-——.
4 3 4 3





OEBPS/Image00923.jpg





OEBPS/Image00921.jpg
3
—(2
z>4( +t)





OEBPS/Image00926.jpg





OEBPS/Image00927.jpg
BP





OEBPS/Image00924.jpg
B(Q





OEBPS/Image00925.jpg





OEBPS/Image01169.jpg





OEBPS/Image01170.jpg





OEBPS/Image00939.jpg
3
x1=1+5«/6,x2=1—ﬁ/—6_





OEBPS/Image00940.jpg
PC:BC+BP=9+%5,

P, [—9—%@,6).





OEBPS/Image01165.jpg
c=3,
9a+3b+c=0,
16a+4b+c=1.





OEBPS/Image01166.jpg





OEBPS/Image01167.jpg
1 ]
¥ =7x2—7x+3‘





OEBPS/Image01168.jpg
oP_0C , x 3

EWAD_AP’E[J

y :4—x'

LA y=%x(4—x)= —ix2+ix— L

4
=——(5-2)%+— 4).
3 3 3(x )+3(0<x< )





OEBPS/Image00933.jpg
£ 0PC=/B'PA’,
£0CP=£A"=90°,
0C=B'A",





OEBPS/Image00934.jpg





OEBPS/Image00931.jpg
cQ B'C EI]CQ_IO—6
c'0 BC’ 6 8






OEBPS/Image00932.jpg





OEBPS/Image00937.jpg





OEBPS/Image00938.jpg
B






OEBPS/Image00935.jpg
1 25 k)
Spopy =5 X X6="





OEBPS/Image00936.jpg
— —*1 OP - QH,
1 : OC’SAP()()_ )

=—PQ

RN B





OEBPS/Image01172.jpg





OEBPS/Image01173.jpg





OEBPS/Image01174.jpg





OEBPS/Image01175.jpg





OEBPS/Image01171.jpg





OEBPS/Image00908.jpg





OEBPS/Image01158.jpg





OEBPS/Image00909.jpg





OEBPS/Image01159.jpg





OEBPS/Image00906.jpg
(+3,1)





OEBPS/Image01160.jpg
(-2,3)





OEBPS/Image00907.jpg





OEBPS/Image01154.jpg
y=—«/§x+\/§





OEBPS/Image01155.jpg





OEBPS/Image00910.jpg
tan ZABO=0A : OB=1 : /3





OEBPS/Image01156.jpg
(-1,2V3)





OEBPS/Image01157.jpg
4B





OEBPS/Image00901.jpg
1
S aven =S asse :?CE - 0A=2./3-2.





OEBPS/Image00904.jpg
OA: 0OB=1:.3





OEBPS/Image00905.jpg
A=





OEBPS/Image00902.jpg
I 243 -2





OEBPS/Image00903.jpg
M(J3,1)





OEBPS/Image01161.jpg





OEBPS/Image01162.jpg
(-2,3) ,[—1,43ﬁj





OEBPS/Image01163.jpg





OEBPS/Image01164.jpg





OEBPS/Image00919.jpg





OEBPS/Image01147.jpg





OEBPS/Image00920.jpg
73+§t_§
24 2 6

1
2






OEBPS/Image01148.jpg
0C_AO
BO €O’
c0=J3,

co_1

R =
|]3 co’






OEBPS/Image00917.jpg
1 3
—(2+ s—(2+
()<= (2h)





OEBPS/Image01149.jpg
(0,43)





OEBPS/Image00918.jpg
—<t<6





OEBPS/Image01150.jpg
y=ax’
ax’ +bx+/3





OEBPS/Image01143.jpg





OEBPS/Image01144.jpg





OEBPS/Image01145.jpg
=Yy





OEBPS/Image01146.jpg
=y





OEBPS/Image00911.jpg
A=






OEBPS/Image00912.jpg
tanZ MOT=1 : «/?72?





OEBPS/Image00915.jpg
0<t

==

=





OEBPS/Image00916.jpg





OEBPS/Image00913.jpg
3 3 1 I
03=g(2+l) yOE="~(2%1) ,04=—(2+1) ,0D="~(2+1)





OEBPS/Image00914.jpg
1
O<t<—(2+t
4( )





OEBPS/Image01151.jpg
atb+/3 =0,
9a-3b+/3 =0,





OEBPS/Image01152.jpg





OEBPS/Image01153.jpg
y——ﬁxz—w—
3 Tx+f





OEBPS/Image00085.jpg





OEBPS/Image00570.jpg
a+b=2/ab





OEBPS/Image00084.jpg
1-b+c=0,
9+3bh+c=0.





OEBPS/Image00087.jpg
2
2.2
_1_
V2 %, =
2

=1+

xl—





OEBPS/Image00568.jpg
a+b






OEBPS/Image00086.jpg
Sumn=AB - 1yl =8





OEBPS/Image00569.jpg
a+b

= Jab





OEBPS/Image00089.jpg





OEBPS/Image00088.jpg
(1+242,4) ,(1-242 ,4)





OEBPS/Image00090.jpg





OEBPS/Image00562.jpg
a+b=2.vab





OEBPS/Image00563.jpg





OEBPS/Image00561.jpg





OEBPS/Image00081.jpg





OEBPS/Image00566.jpg





OEBPS/Image00567.jpg
CD = Jab.

|





OEBPS/Image00083.jpg





OEBPS/Image00564.jpg





OEBPS/Image00082.jpg





OEBPS/Image00565.jpg





OEBPS/Image00096.jpg
EP=./5<3





OEBPS/Image00095.jpg





OEBPS/Image00098.jpg
FN+NM+ME=F'N+NM+ME' =F'E' =/ 3 +4* =5.
X EF=45.
FN+NM+ME+EF =5+/5 ,





OEBPS/Image00579.jpg





OEBPS/Image00097.jpg
A=






OEBPS/Image00580.jpg
PA=.5,PB=/2





OEBPS/Image00100.jpg
a=—_





OEBPS/Image00099.jpg
5+/5





OEBPS/Image00573.jpg
12
DB = — + 4





OEBPS/Image00574.jpg
Swimwancn = _CA DB ——(x 4 3)[12 + 4)

X





OEBPS/Image00571.jpg





OEBPS/Image00572.jpg





OEBPS/Image00092.jpg
EF=JVEB*+BF* =./1°+2* =./5.





OEBPS/Image00577.jpg





OEBPS/Image00091.jpg
=Y





OEBPS/Image00578.jpg
a+t—=6





OEBPS/Image00094.jpg
=Y





OEBPS/Image00575.jpg
S=2[x+9j+12





OEBPS/Image00093.jpg
=Y





OEBPS/Image00576.jpg





OEBPS/Image00548.jpg
a b
sind  sinB






OEBPS/Image00549.jpg
c a .. b c
sinC smA jsinB " sinC






OEBPS/Image00546.jpg
IESE SN

Rty





OEBPS/Image00547.jpg





OEBPS/Image00550.jpg
a b “ 6 b E|]6 b
sind  sinB’ 51n60°-sin45°’ ﬁ_ﬁ

2






OEBPS/Image00541.jpg
b c

sinB  sinC






OEBPS/Image00544.jpg
ab.L

A—— — L





OEBPS/Image00545.jpg
IESSN Kk

LA LB— — /£





OEBPS/Image00542.jpg
c a a b

sinC smA sind sinB






OEBPS/Image00543.jpg
a b c

sinAd - sinB  sinC





OEBPS/Image00559.jpg
a+b=2/ab





OEBPS/Image00560.jpg
12
y=—(x>0)
X





OEBPS/Image00557.jpg
m + —





OEBPS/Image00558.jpg





OEBPS/Image00551.jpg
(Ja =4b)* =0





OEBPS/Image00552.jpg
a—-2vVab +b=0





OEBPS/Image00555.jpg
a+b

=

2





OEBPS/Image00556.jpg





OEBPS/Image00553.jpg
a+b=2/ab





OEBPS/Image00554.jpg
a+b=2/ab





OEBPS/Image00526.jpg
1 1
— X5x12=—(5+12 + 13)r
2 2





OEBPS/Image00527.jpg





OEBPS/Image00524.jpg
iAB'r+iBC'r+iCA-r= —l -7
9 o 2

S AABC





OEBPS/Image00525.jpg
1O





OEBPS/Image00530.jpg





OEBPS/Image00528.jpg
S =Snoa ¥ Saosec ¥ Saoeo T Saona

1 1 1 1
=—AB-r+ _BC-r+—CD-r+—AD -r
2 2 2 2

1
27((1 +b+c+d)r.





OEBPS/Image00529.jpg
= (a4, +ay o a)n





OEBPS/Image00522.jpg





OEBPS/Image00523.jpg
1l

1 1
Snaom = EAB * 7,8 noe EBC *7,500c0 =7 CA -





OEBPS/Image00521.jpg
y=kx +b
y =k,x + b,





OEBPS/Image00537.jpg





OEBPS/Image00538.jpg
Tl WE, f£AA4BC
th, £B=/C3RiE:
AB=AC.






OEBPS/Image00535.jpg
AD _2/nx _2n
AB~ nx  n






OEBPS/Image00536.jpg





OEBPS/Image00539.jpg





OEBPS/Image00540.jpg
AD AD

sinB = —,sinC = —
sin ,sin b





OEBPS/Image00533.jpg
AD 22
BC =/ (3)" & = W2x,o. = 2[’%&
X





OEBPS/Image00534.jpg
BC=[(n+Dx]*-[(n-1=x]*=2/nx





OEBPS/Image00531.jpg
AD
AB





OEBPS/Image00532.jpg





OEBPS/Image00510.jpg





OEBPS/Image00504.jpg





OEBPS/Image00505.jpg





OEBPS/Image00502.jpg
~





OEBPS/Image00503.jpg
1 1

n——<x<n+—_





OEBPS/Image00508.jpg
X+ —

l\)|>—‘





OEBPS/Image00509.jpg
X, =2,6, = —





OEBPS/Image00506.jpg
(1)

(2)





OEBPS/Image00507.jpg
y yA yA

A A E A E
B) (B) B

o F o F o F

(2)

(3)






OEBPS/Image00501.jpg
n—+/n(n-1)





OEBPS/Image00515.jpg





OEBPS/Image00516.jpg





OEBPS/Image00513.jpg





OEBPS/Image00514.jpg





OEBPS/Image00519.jpg
A+—=c+—
A





OEBPS/Image00520.jpg
— RS
TR

— RS
AR FR

(DR R BT 2B — A o — R He

(2) M B AL B2 T RE DA 5

3)mCHAERR(x, p) X, yIEE T M
fift.

() PREy=kx+bI BREE y KT 0B, HARR x
IR Bl e AN S5 X DR e 5

(2) PRy =kx+ I PREL(E y /NT O BF, HAS S x
B E Bl 2 A S DR e






OEBPS/Image00517.jpg





OEBPS/Image00518.jpg
a

a -1





OEBPS/Image00511.jpg
X

1

3,%, = —





OEBPS/Image00512.jpg
1 1

¥ +—=c¢c+—





OEBPS/Image00165.jpg





OEBPS/Image00164.jpg
1

~2-m=-—1t
)

2

1l

- (-22)’





OEBPS/Image00167.jpg
[O —1z2+2z—2j
2





OEBPS/Image00166.jpg
2t-2=—t"-2-m.





OEBPS/Image00169.jpg
Nj=JP=\J2PF=/2F].
NF=(/2+1)PF.

B (2t-2) —[—%zz+2z—2j =(/2+1)t.
5 =24242,1,=0(4).

1,
m=—t"-2t=2.. m=2.
2





OEBPS/Image00168.jpg
! =99,5°
=— / MNQ
2 PNt





OEBPS/Image00170.jpg





OEBPS/Image00161.jpg





OEBPS/Image00163.jpg
—t+—1 =2 (2-1) .. 1, =-22





OEBPS/Image00162.jpg
1
NT=+y2NH=42 (2-t) .PT:—z+5z2





OEBPS/Image00176.jpg





OEBPS/Image00175.jpg





OEBPS/Image00178.jpg





OEBPS/Image00177.jpg
Yo =7





OEBPS/Image00180.jpg





OEBPS/Image00179.jpg





OEBPS/Image00172.jpg





OEBPS/Image00171.jpg





OEBPS/Image00174.jpg





OEBPS/Image00173.jpg
—-l<m<—





OEBPS/Image00150.jpg





OEBPS/Image00143.jpg





OEBPS/Image00142.jpg
k=2
b=-2.





OEBPS/Image00145.jpg
x1=4,{x220,

¥y =651y, =-2.





OEBPS/Image00144.jpg





OEBPS/Image00147.jpg





OEBPS/Image00146.jpg





OEBPS/Image00149.jpg
@y =242 ya, =222





OEBPS/Image00148.jpg





OEBPS/Image00141.jpg
-2=b
0=k+b





OEBPS/Image00154.jpg





OEBPS/Image00153.jpg





OEBPS/Image00156.jpg
—2-m=——1.

0=—t"-2-m...





OEBPS/Image00155.jpg





OEBPS/Image00158.jpg





OEBPS/Image00157.jpg
1

1

y=—x"——t

2

0)





OEBPS/Image00160.jpg





OEBPS/Image00159.jpg
1

g =g =

2

1
2





OEBPS/Image00152.jpg





OEBPS/Image00151.jpg
0=—t"-2-m





OEBPS/Image00129.jpg
Ua
ty J‘w
S l
L
a <
R






OEBPS/Image00128.jpg





OEBPS/Image00130.jpg
9

SAPBC:SITEHZIIEPB()C_SAB()C:SITflileEPB()C_7 + 3 3:Smmlfém()c_7-





OEBPS/Image00121.jpg





OEBPS/Image00123.jpg





OEBPS/Image00122.jpg
%/





OEBPS/Image00125.jpg





OEBPS/Image00124.jpg





OEBPS/Image00127.jpg
(-V6,2)





OEBPS/Image00126.jpg
(/6,2)





OEBPS/Image00140.jpg
=y





OEBPS/Image00139.jpg





OEBPS/Image00132.jpg





OEBPS/Image00131.jpg
1 1
Smﬂllfﬁpgoc:SMAPBE-"SE{%H%J%PEOC:?BE . PE+7(PE+0C) - OF

_ e Ly _
—2(x+3)( x 2x+3)+2( x —2x+3+3) (—x)

3[ 3)2 9 27
=— x+
2 2 2 8’






OEBPS/Image00134.jpg





OEBPS/Image00133.jpg
9 27
2 8





OEBPS/Image00136.jpg





OEBPS/Image00135.jpg





OEBPS/Image00138.jpg





OEBPS/Image00137.jpg





OEBPS/Image00107.jpg





OEBPS/Image00106.jpg
4’






OEBPS/Image00109.jpg
3

y=— i

4

3
0)





OEBPS/Image00108.jpg





OEBPS/Image00110.jpg





OEBPS/Image00101.jpg
7(95 1) (x- 5)_ix —1?8x+3_—(x 3) _1?2





OEBPS/Image00103.jpg





OEBPS/Image00102.jpg
y=——=x+1





OEBPS/Image00105.jpg
wo.





OEBPS/Image00104.jpg





OEBPS/Image00118.jpg





OEBPS/Image00117.jpg





OEBPS/Image00120.jpg





OEBPS/Image00119.jpg





OEBPS/Image00112.jpg
=Yy





OEBPS/Image00111.jpg
3)_15
A'M'= [6°+|3+—| =—.
(3+3) =5





OEBPS/Image00114.jpg





OEBPS/Image00113.jpg
4a-2b+c=0,
c=4,
16a+4b+c=0.





OEBPS/Image00116.jpg
y=——x"+x+4





OEBPS/Image00115.jpg





OEBPS/Image01642.jpg
£ £
s GE=|4-—|-(4-1)=1—
G [ 4] (4-1)=t 1





OEBPS/Image01643.jpg





OEBPS/Image01644.jpg





OEBPS/Image01645.jpg
1 t 1 t
HVS jice =S anre+S acre :ijGx7+7xEG[2—7j

1 ¢ 1
=—x2| - | =——(1-2)*+1.
2 4 4





OEBPS/Image01641.jpg





OEBPS/Image01646.jpg
tz%éi t=20-8.5





OEBPS/Image01647.jpg
DI | G

HR 3 &0 5 R i R
LR T o 6 2 IR

SRR

@)% 72 A% it






OEBPS/Image01631.jpg





OEBPS/Image01632.jpg





OEBPS/Image01633.jpg





OEBPS/Image01634.jpg





OEBPS/Image01639.jpg





OEBPS/Image01640.jpg





OEBPS/Image01635.jpg
11-/65  11+/65
5 e g

~OM; 04 [11

! — —2><—
Bp pm,’"\3 nj g M n, =





OEBPS/Image01636.jpg
|

11-/65 0

6






OEBPS/Image01637.jpg





OEBPS/Image01638.jpg
11- 11+
(/65 ) 12465





OEBPS/Image01621.jpg
—%(x+2) =—%(x+2) (x-m).





OEBPS/Image01622.jpg
2(m+4
F[m+2,—(m—)j JEC=v/m™+4 ,BC=m+2.

m





OEBPS/Image01623.jpg
o (mA2) = /mi 44 - J(m+2+2)2+4(m+4)2 ’

2





OEBPS/Image01628.jpg
. 0C_04A 0A* 2" 2

'OA_OP’OC oP 6 3





OEBPS/Image01629.jpg





OEBPS/Image01630.jpg
u7
3’9





OEBPS/Image01624.jpg
m=2.2+2





OEBPS/Image01625.jpg
y=——x+2





OEBPS/Image01626.jpg





OEBPS/Image01627.jpg
1 3
y= —?xz +7x+2





OEBPS/Image01213.jpg
71
3’9





OEBPS/Image01214.jpg





OEBPS/Image01215.jpg





OEBPS/Image01216.jpg
AD _DE
AC~ OC





OEBPS/Image01211.jpg





OEBPS/Image01212.jpg





OEBPS/Image01217.jpg





OEBPS/Image01218.jpg
“1=/T7  ~1+4/T7
1T, T,

X





OEBPS/Image01219.jpg
-1-v/17
2

,3+m]az[‘“2“ﬁ

,3—mj





OEBPS/Image01220.jpg





OEBPS/Image01202.jpg





OEBPS/Image01203.jpg





OEBPS/Image01204.jpg
Ay






OEBPS/Image01205.jpg





OEBPS/Image01201.jpg
9 15 9 15
P1[1+J§,Zj,P2[1+3f,—Ij,P3[1—ﬁ,zj,P4[1—3f,—Ij





OEBPS/Image01210.jpg





OEBPS/Image01206.jpg
OP





OEBPS/Image01207.jpg





OEBPS/Image01208.jpg





OEBPS/Image01209.jpg
~k-2=0





OEBPS/Image01191.jpg





OEBPS/Image01192.jpg
Cb_Dv
DE DN’





OEBPS/Image01193.jpg
CD_DM
DE MQ





OEBPS/Image01194.jpg
DM _BC
MQ CQ





OEBPS/Image01199.jpg
15
P2[1+3«r, —Ij





OEBPS/Image01200.jpg
15
9 e
=3 P3[1—¢3 , 4j,‘-ﬁ P4[1—3f, 4).





OEBPS/Image01195.jpg





OEBPS/Image01196.jpg





OEBPS/Image01197.jpg
m=1+/3





OEBPS/Image01198.jpg
9
(10,5





OEBPS/Image01181.jpg
t=16+8./2





OEBPS/Image01182.jpg
16+842 >8.16-8.2>3.2





OEBPS/Image01183.jpg
t=—8+8.2





OEBPS/Image01188.jpg





OEBPS/Image01189.jpg





OEBPS/Image01190.jpg





OEBPS/Image01184.jpg
1
y=—(-1)"+3





OEBPS/Image01185.jpg
=Y





OEBPS/Image01186.jpg





OEBPS/Image01187.jpg
1
y= =y (x=1)43





OEBPS/Image01257.jpg
7 2
4| x——| +25=24
7]





OEBPS/Image01258.jpg





OEBPS/Image00609.jpg
(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)






OEBPS/Image01259.jpg
=Y





OEBPS/Image00610.jpg
(2)






OEBPS/Image01260.jpg





OEBPS/Image01253.jpg





OEBPS/Image01254.jpg





OEBPS/Image01255.jpg
_7j2
&





OEBPS/Image01256.jpg
1 7)?
S:2‘SA()AE':2X?X0AX|}/| 2—6}/:—4[ —Ej +25.





OEBPS/Image00603.jpg





OEBPS/Image00604.jpg
1
LA = LABD :ELC < £LC





OEBPS/Image00601.jpg
3
LABC = 135° - ZLC‘





OEBPS/Image00602.jpg





OEBPS/Image00607.jpg
AB AC AB  AC
o=, s
DE ~ ’DF DE~ DF





OEBPS/Image00608.jpg





OEBPS/Image00605.jpg





OEBPS/Image00606.jpg
AB 2 AC
DE  DF





OEBPS/Image01261.jpg





OEBPS/Image01262.jpg
AO OC/

3

CM MD’





OEBPS/Image01263.jpg





OEBPS/Image01246.jpg
_-3+/41
_ 1%6:—3—@






OEBPS/Image01247.jpg
P

-3+./41

sl

-3-/41






OEBPS/Image00620.jpg





OEBPS/Image01248.jpg





OEBPS/Image01249.jpg





OEBPS/Image01242.jpg
27





OEBPS/Image01243.jpg





OEBPS/Image01244.jpg





OEBPS/Image01245.jpg





OEBPS/Image00614.jpg





OEBPS/Image00615.jpg





OEBPS/Image00612.jpg





OEBPS/Image00613.jpg
) F A F
2 s pMl. 2
, LN
4 4
N C B

(1) (4) (5)






OEBPS/Image00618.jpg





OEBPS/Image01250.jpg





OEBPS/Image00619.jpg





OEBPS/Image00616.jpg





OEBPS/Image00617.jpg





OEBPS/Image00000.jpg
DI | G

HR 3 &0 5 R i R
LR T o 6 2 IR

SRR

@)% 72 A% it






OEBPS/Image00611.jpg





OEBPS/Image01251.jpg
[ 7
y=a|x——





OEBPS/Image01252.jpg





OEBPS/Image00589.jpg
1
/ EAF = ELDAB





OEBPS/Image01235.jpg





OEBPS/Image00590.jpg
(2)





OEBPS/Image01236.jpg
=Y





OEBPS/Image00587.jpg





OEBPS/Image01237.jpg





OEBPS/Image00588.jpg
1
LEAF = 7LDAB





OEBPS/Image01238.jpg





OEBPS/Image01231.jpg





OEBPS/Image01232.jpg





OEBPS/Image01233.jpg





OEBPS/Image01234.jpg





OEBPS/Image00581.jpg
PA =2 /13





OEBPS/Image00582.jpg
(1)






OEBPS/Image00585.jpg





OEBPS/Image01239.jpg





OEBPS/Image00586.jpg
(4)





OEBPS/Image01240.jpg
=Yy





OEBPS/Image00583.jpg
Q

N

(1)

X7

(2)





OEBPS/Image00584.jpg





OEBPS/Image01241.jpg
Swsnwasco =S aosc +Sﬁ’zlfﬁA()()D _SAD()C

31 1
:5+5><(4+DQ) xOQ—?xDQx( 0Q-3)

3 3
= 2 +20Q+>-DQ.
g Y200+ D0






OEBPS/Image00600.jpg
180°—x—y=y—[90°—x





OEBPS/Image01224.jpg





OEBPS/Image01225.jpg





OEBPS/Image00598.jpg





OEBPS/Image01226.jpg
4 16
=——(x-4)2+—
=g (v—4) 3





OEBPS/Image00599.jpg
1 1
/CBD = £ CDB 25( 180° — x) =90° — ?x,LA =180° - x — y.





OEBPS/Image01227.jpg
y=——x+3





OEBPS/Image01221.jpg
=V





OEBPS/Image01222.jpg





OEBPS/Image01223.jpg





OEBPS/Image00592.jpg





OEBPS/Image00593.jpg





OEBPS/Image00591.jpg
(1)

(2)





OEBPS/Image00596.jpg





OEBPS/Image01228.jpg
=
o
=
N

I’I

P
o
S~
Jrap)






OEBPS/Image00597.jpg





OEBPS/Image01229.jpg
A
ik

S~





OEBPS/Image00594.jpg
PG
PC





OEBPS/Image01230.jpg





OEBPS/Image00595.jpg





OEBPS/Image01279.jpg
1
HN=—t
2





OEBPS/Image01280.jpg





OEBPS/Image01275.jpg





OEBPS/Image01276.jpg





OEBPS/Image01277.jpg





OEBPS/Image01278.jpg
MP=.21





OEBPS/Image01268.jpg
b

_Z:

4

3

4a+2b+c=0,

a=1,
i 1b=-8,
c=12.





OEBPS/Image01269.jpg





OEBPS/Image01270.jpg
6k+m=0,
4k+m=-4,
k=2,

m=-12

mu{

it





OEBPS/Image01264.jpg





OEBPS/Image01265.jpg





OEBPS/Image01266.jpg





OEBPS/Image01267.jpg





OEBPS/Image01271.jpg
OP=4.2.





OEBPS/Image01272.jpg
I
w o





OEBPS/Image01273.jpg
0OD=BP=2.5





OEBPS/Image01274.jpg
W | 1o





