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前　言

物理学是自然科学的基础，是探讨物质结构和运动基本规律的前沿学科。几十年来，在生产技术发展的要求和推动下，人们对物理现象和物理学规律的探索研究不断取得新的突破。物理学的各分支学科有着突飞猛进的发展，丰富了人们对物质世界物理运动基本规律的认识和掌握，促进了许多和物理学紧密相关的交叉学科和技术学科的进步。物理学的发展是许多新兴学科、交叉学科和新技术学科产生、成长和发展的基础和前导。

为适应现代化建设的需要，为推动国内物理学的研究、提高物理教学水平，我们决定推出《北京大学物理学丛书》，请在物理学前沿进行科学研究和教学工作的著名物理学家和教授对现代物理学各分支领域的前沿发展做系统、全面的介绍，为广大物理学工作者和物理系的学生进一步开展物理学各分支领域的探索研究和学习，开展与物理学紧密相关的交叉学科和技术学科的研究和学习提供研究参考书、教学参考书和教材。

本丛书分两个层次。第一个层次是物理系本科生的基础课教材，这一教材系列，将几十年来几代教师，特别是在北京大学教师的教学实践和教学经验积累的基础上，力求深入浅出、删繁就简，以适于全国大多数院校的物理系使用。它既吸收以往经典的物理教材的精华，尽可能系统地、完整地、准确地讲解有关的物理学基本知识、基本概念、基本规律、基本方法；同时又注入科技发展的新观点和方法，介绍物理学的现代发展，使学生不仅能掌握物理学的基础知识，还能了解本学科的前沿课题和研究动向，提高学生的科学素质。第二个层次是研究生教材、研究生教学参考书和专题学术著作。这一系列将集中于一些发展迅速、已有开拓性进展、国际上活跃的学科方向和专题，介绍该学科方向的基本内容，力求充分反映该学科方向国内外前沿最新进展和研究成果。学术专著首先着眼于物理学的各分支学科，然后再扩展到与物理学紧密相关的交叉学科。

愿这套丛书的出版既能使国内著名物理学家和教授有机会将他们的累累硕果奉献给广大读者，又能对物理的教学和科学研究起到促进和推动作用。









《北京大学物理学丛书》编辑委员会

1997年3月


燕山苍苍，海水泱泱，

先生之风，山高水长。

——谨以本书纪念王竹溪先生


第二版自序

除了表述的改进和个别订正外，这一版在引言、第二、三、七章增加了一些内容，第八章作了部分的改写，并新增了结语、附录二和索引，以及一些练习题。

在引言一开始加了一小节，根据杨振宁先生对物理学层次的划分，指出量子力学是物理学的基本理论（杨先生的用词是“理论架构”），而不是一般唯象理论。在心中记住这种分别很重要，它会影响我们对思考方式和判断标准的选择。唯象理论直接依赖于实验和经验规律，同时也依赖于基本理论。而基本理论则与数学的关系更密切，逻辑与数学的美成为重要的标准。本书在内容的选择和理论的阐述上，都越过了历史线索和唯象理论的铺垫，是直接进入和完全定位于基本理论的。

第三章新增的一节§3.8波函数的测量，涉及对本征态的理解。按照Dirac的《量子力学原理》，任何物理的波函数或量子态都是某个观测量（厄米算符）的本征态，所以都可以在相差一个相位因子的情况下用实验完全确定。在§3.8中对此作了一般性讨论，并给出一个二维态矢量的例子。

第七章§7.3的3对Josephson结的讨论，原来只给出电流算符的式子，现在又进一步算出正常电流的结果，这个例子就具体和完整了。超导电流和Josephson效应的计算过于专门，不属于本书的范围，这里只给出描述超导体元激发的准粒子变换，介绍了准粒子这一重要概念。

第八章改写了§8.2电磁场这一节，把量子化从辐射规范换到Lorentz规范，并讨论了描述激光的相干态。前者涉及Hilbert空间的不定度规，后者涉及非厄米算符的本征态，这都是量子力学的基本概念问题。与此相关地，在第二章§2.4居位数表象中增加了有关内容。此外还改写了§8.3旋量场的叙述。

对于量子力学的统计诠释，J. von Neumann在Hilbert空间的数学框架内给出了一个理论和逻辑的论证，这就是著名的von Neumann定理。这个定理中关于量子力学不存在隐变量的证明，后来受到D. Bohm和J. Bell等人的质疑，这重又引起了大家对这个定理的关注和兴趣。附录二是对这个定理的介绍。

在第一版重印时，我写了一个“重印后记”，解释我为什么使用“测不准”这个词。后来，我向物理学名词委员会建议，建议“测不准”与“不确定”二词并用
〔1〕

 。这个建议已被采纳，现在不需要再作解释，这个“重印后记”可以删去了。

记得上世纪80年代末LATEX传入中国时，我是在李政道先生的CCAST（中国高等科学技术中心）学会这一文字编辑软件的。后来写文章就一直用它，所以本书第一版原稿是用中文LATEX写成的，只是出版社改用北大方正重新录入和编辑排版。第二版是在第一版的基础上进行修改和补充，用的还是一种中文LATEX（CTEX）。这次编辑同意让我自己来排版，对我倒是一次新的机遇和挑战。所幸有责任编辑顾卫宇女士专业和细心的指点与帮助，这是我要在此特别表示感谢的。还要感谢吴崇试教授，他传授给我许多他使用CTEX的宝贵经验和做法。也还要感谢CTAN和CTEX网站，在那里免费提供了新版的软件和许多说明文件。

我希望保持本书简洁和只包含与物理原理有关的最基本内容这一特点与风格，不想写入过多具体和应用的问题。希望读过本书的朋友能把意见和发现的问题告诉我，以便将来有机会时进行修改。错误或不妥之处，望识者不吝指正。





2008年初夏作者自序于北京大学物理学院

注释


〔1〕
 王正行，建议“测不准”与“不确定”二词并用，《物理》34（2005）230。
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记得在给82级本科讲量子力学时，有位学生问我：“老师，你为什么不照着书讲？”这真是个很好的问题，因为它反映了对于量子力学的讲授和理解的现状。大学物理系的学生恐怕都知道这样一句话：学会了用量子力学解题，不一定就学懂了量子力学。而在老师当中则流传着另一句话：你教你的量子力学，我教我的量子力学，每个人都可以有他自己的量子力学。当然这句话说得有点过头，不过在实际上关于量子力学讲法的版本也确实太多，而许多对量子力学原理理解上的争论在最后也都是不了了之。到图书馆里去看看理论物理的教材和参考书，无论是国外还是国内的，都数量子力学的种类多。比较一下，对于具体问题的讲法，比如角动量、谐振子、氢原子、分波法、Born近似、微扰论，等等，都各有特色。而对于基本原理的讲法，也是见仁见智各有千秋。

对基本原理讲法上的差别，在一定程度上体现了作者对基本原理理解的差别。这种理解上的差别，则在很大程度上取决于作者理性思维的不同模式、风格与偏爱。从形式上说，量子力学就是提出了一些基本假设，然后进行逻辑推理和数学演绎，最后得到了与实验观测一致的结果。对许多人来说，推理和演绎的结果与实验观测一致，这就足够了。对具体问题的解法和其中的技巧更能吸引他们的关注。可是这并不能使我满足。这些基本假设的物理基础和提出这些基本假设的想法和方式更能引起我的兴趣。为什么能够用线性空间的矢量来表示量子态？为什么不用测量值而要用一个算符来表示观测量？为什么观测量的测得值等于算符的本征值？观测量平均值的公式是怎么想出来的？为什么动量算符可以表示成对坐标的偏微商？等等，等等。可以告诉我这是需要先验地接受的基本假设，可以告诉我所有的实验测量都证实了这些基本假设，可以告诉我这个理论的逻辑体系是多么严密和完美，等等，等等，可是我仍然有这些问题。

感谢王竹溪先生，我和徐至展跟他做研究生时，他让我们花了一年的时间研读Dirac的《量子力学原理》。在这一年里，他每个星期花一个下午解答和讨论我们的问题。一个星期里，我把一个一个的问题写成小纸条夹在Dirac的书里。在那一个下午，我又把那些纸条一个一个地从书里抽去。特别是，“Dirac的书完全是讲物理，不是讲数学”，先生一语点破我的谜团，给了我读懂Dirac的书的钥匙。我终于从Dirac的书里，从先生那里，找到了问题的答案，获得了满足。

我在本科三年级已经学过一遍量子力学，在这以后的课程几乎都在用量子力学，到五、六年级又学了高等量子力学、量子场论和量子场论中的泛函分析这三门课。研究生的入学考试科目就有高等量子力学和量子场论。到了研究生一年级又要我念量子力学，刚开始我真不理解。一年下来，我才懂得了它对我的意义，感觉到对量子力学的理解爬上了一个新的台阶。只有像先生这样伴随着量子力学的诞生和发展学习量子力学、与Dirac为好朋友而把握了量子力学精髓的大物理学家，才能高屋建瓴地给我们做出这个使我终生受益的安排。

在那一年的时间里，我们在先生指导下几乎是逐句逐段地读Dirac的书。一次在讨论量子化条件时，先生指出Dirac的书只给出了Descartes平直坐标中的结果，而先生早年在西南联大讲授量子力学时，曾着力讨论过曲线坐标中的量子化问题。严格地说，只在平直坐标中表述的理论，还不是完整的普遍理论。所以这实在是量子力学中一个极重要的基本问题（见本书第二章§2.5，第四章§4.5）。在1978年庐山全国物理学年会上，杨振宁先生在演讲中也提到听先生讲过这个问题，并且说，他当年听课的笔记本是自己用茅草纸订成的，一直保存着，经常翻阅，获益匪浅。前些年国内对这个问题热了一阵，我写了篇文章寄给American Journal of Physics发表，引起国外一些同行的兴趣，因此还结识了苏格兰圣安德鲁斯大学研究量子力学基础的温奇亢先生，而我的兴趣就是来源于40多年前先生的这一席议论。

我跟先生做研究生的前一年，在美国通用电器公司获得工程师职位不久的北欧青年Giaever业余时间听量子力学课，到公司实验室做实验验证量子力学的隧道效应，发现了超导体的隧道效应。Bardeen提出了一个解释这种效应的物理模型，芝加哥的Cohen，Falicov和Phillips把它写成了二次量子化表象的模型Hamilton量（见本书第七章§7.3）。当时正在剑桥做研究生的Josephson，则用这个模型Hamilton量计算二级微扰，写了一篇关于超导体隧道结（现称Josephson结）的短文，预言了一个后来以他的名字命名的重要效应，因此与超导体隧道效应的发现者Giaever和半导体隧道效应的发现者江崎玲于奈同获1973年诺贝尔物理奖。Caltech的Feynman也紧跟着在他著名的物理学演讲中写出了关于Josephson结的Feynman方程（本书引进Dirac方程的方法，就是模仿Feynman的这个做法，见本书第五章§5.2）。这些开拓固体微结构领域的先驱性工作，是发生在短短两三年中的事。Falicov后来做U.C. Berkeley的系主任，曾开玩笑说：“我们本来可以算到二级微扰，诺贝尔奖就是我们的了。”Cohen等人的模型Hamilton量确实是理解超导体隧道效应的一个恰当的基础。当时我想研究一下Cohen等人的模型Hamilton量的理论基础，以此来写我的研究生毕业论文。

我在研究的期间，看到美国某名校的一位作者发表在Physical Review上的一篇论文，与我思路相同，声称给出了Cohen等人的模型Hamilton量的理论基础。我想，完了，这下要另换题目了。先生听我说完未置可否，只是让我把那篇文章留下，等他看完再说。这期间我相当沮丧。再去见先生时，出乎我的预料，先生并没有让我换题目，而是叫我安心继续研究。先生告诉我，那篇文章是错的，并且证明给我看。原来，那篇文章所用的左边态和右边态分别构成完备组，同时用它们做表象的基矢就带来任意性，从而使得整个理论都站不住脚（参考本书第二章§2.2）。我这才知道，原来发表在权威刊物上的文章也不一定靠得住，而且甚至还会在量子力学基本理论的把握和运用这样最基础的问题上出错。我后来在变分法的框架内解决这个问题，用了Löwdin和Bogoliubov先后运用于分子结构和金属理论的正交化变换（见本书第二章§2.2），发现在展开的级数中取到第二项就是Cohen等人的模型Hamilton量，三次以上的项太小，实验观测不到。

Josephson的那篇文章我当时看过。他预言的可观测效应与隧道结两边电子波函数的相位差有关，我觉得很玄，但没有深入想下去。“文化大革命”后期我从汉中来北京出差，顺便去看王竹溪先生。先生问我：“你做研究生时看Josephson的文章，有没有发现什么问题？”听了我的回忆，先生告诉我，杨振宁先生回来看先生时，曾告诉先生，为了弄清这个问题，杨先生曾专门把Josephson请到石溪讲了两天。这时我才恍然领悟，我轻易地放过了一个很深层次的问题（后来在80年代中期，杨先生在中国科技大学研究生院作题为“相位与近代物理”的系列演讲，曾专门谈到这个问题，参考本书第五章§5.4中的定域规范变换）。尚可自慰的是，我一直还记得这是一个问题，而这则是得益于王竹溪先生对我的教诲：在学问的研习中会遇到各种问题，我们不可能立即解答其中的每一个，但要弄清哪些是问题，记下存疑，不能稀里糊涂。

量子理论中最玄奥的莫过于测量理论了（见本书第一章§1.5）。王竹溪先生曾经对于测量理论作过深入的思考和探索。“文化革命”后期，先生告诉我，他准备写一本关于量子力学的专著。我听了十分兴奋，以为又可以从先生的这本书里继续跟先生学习量子力学，跟随着先生的引导来深入探讨这类重大的基本理论问题了。没有想到，“文革”的折腾不仅消磨了我的青春，更夺去了先生的生命。“文革”期间先生被驱使到江西鲤鱼洲牧牛时不幸染上肝病，在当时那种气氛下没有给以确诊和及时治疗，以致“文革”结束不久就与世长辞了。（有兴趣的读者请参阅拙文《怀念王竹溪先生》，载于1993年第一期的《物理》杂志，或者《我在北大跟王竹溪先生做学生》，载于萧超然主编的《巍巍上庠百年星辰——名人与北大》，北京大学出版社1998年出版。）

在量子力学的发现和创建时期以后，很快就进入了它的应用和扩展时期。量子力学从它的诞生地原子物理扩展到分子物理、固体物理、原子核物理、粒子物理以至于天体和宇宙，并且成为整个化学和一系列高新技术的理论基础。在这种情况下，物理学家的精力和兴趣自然地集中到数学的技巧、群论的分析以及把量子力学运用于更多更复杂的问题的各种近似方法上。当然，量子力学的基本物理原理并没有被遗忘，只不过不再是受关注的主体，而是退居到基础的地位。不过，在高能物理中的经验使我们越来越多地感觉到，也许我们对于支配粒子结构的基本原理还没有完全的了解，或许我们正面临着一个基本观念上的新的飞跃。跟随着这种感觉，我们回过头来花一些时间和精力温习和总结一下量子力学的基本物理原理，也许是值得的。

1985至1989年期间，我教了几遍本科生的量子力学和研究生的高等量子力学，使我有机会把量子力学的基本原理整理成文。有几个具体问题，已经写成文章发表在American Journal of Physics和《大学物理》杂志上，或者写入了我的《近代物理学》教科书中。本书也是在那时的一部分讲稿的基础上加工发展而成的。

量子力学的经典有四本：关于量子力学的数学结构有J. von Neumann的Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik，关于量子力学的物理原理有W. Heisenberg的The Physical Principles of the Quantum Theory和P. A. M. Dirac的The Principles of Quantum Mechanics，此外还有W. Pauli的Die allgemeinenPrinzipien der Wellenmechanik。这四本书都是把主要的注意放在量子力学的物理原理上。Heisenberg的整本书就是专门讨论测不准原理。Pauli的书一上来就讲测不准原理和并协性，并且用了很大篇幅讨论测量问题。很多人看重Dirac的符号体系与数学规则，而其实Dirac的书主要也是讲量子力学的物理原理，他设计的符号体系与数学规则正是为了更清楚地表述物理的原理。就连von Neumann的书，虽然主题是讨论量子力学的数学基础，也用了大量篇幅讨论测量问题特别是测不准原理。

但是，一般的量子力学教科书主要着眼于尽快教会学生运用量子力学去解决实际问题，大都是采取公理化的讲法，把几条得自物理原理的计算规则作为基本假设告诉学生叫他们记住，这样学生容易上手，很快就能算题。然后再回过头来讲表象理论。但是，这种讲法不可避免地给学生造成一个先入为主的印象，认为量子力学的几条基本假设是某种先验的思辨的结果，而不是微观物理学经验的结晶，以至于有些学生虽然学会了用量子力学的数学规则解题，却没有把握量子力学的物理原理，产生了量子力学是玄学不好懂的看法。所以，要讲量子力学的物理原理，我认为最好还是要从物理上把基本原理讲清楚，不要采取公理化的讲法。

本书的基本内容都可以在Dirac的书中找到，或者是按照Dirac的方法和方式所作的推演。同时，本书把Heisenberg测不准原理真正放到了最基本的第一原理的位置。测量是量子力学的一个核心概念，测不准是量子力学的精髓，我不赞成回避测量问题，把测不准改成含糊其辞的不确定。正像被誉为物理学之良心的Pauli所说，量子力学的建立，是以放弃对于物理现象的客观处理，亦即放弃我们唯一地区分观测者与被观测者的能力作为代价的。要想讲清量子力学的物理原理，测量问题是不能含糊和回避的。对于量子力学的理解，我想Planck的被戏称为Planck原理的下面这一段话是恰当的：“一项重要的科学发明创造，很少是通过逐渐争取和转变它的对手而获得成功的，Saul变成Paul是罕见的事。一般的情况是，对手们逐渐故去，成长中的一代人从一开始就熟悉这种观念。这是未来属于青年的又一实例。”（转引自关洪，《物理学史选讲》，高等教育出版社，1994年，19页。Saul变成Paul是圣经典故，见《新约·使徒行传》第九章。）

我希望本书有助于读者从物理的角度来思考量子力学，能对那些像我一样对量子力学基本原理感兴趣的读者有所助益。当然，不仅是有许多问题的讲法不同于一般的量子力学教科书，本书有一些内容也是在一般的量子力学教科书中不易找到的，例如广义Schrödinger表象，非厄米的Ĥ，宏观量子力学等。这些内容都与量子力学的基本原理有直接的关系，而且在扩展量子力学的应用领域中起着不可或缺的作用。特别是广义Schrödinger表象和宏观量子力学，对于工作在介观物理和固体微结构领域而不熟悉标准的正则量子化程序的读者，我相信是值得参考的。

在本书题材的选择、内容的安排和问题的讲法上，我都是着眼于量子力学的基本原理。我不想涉及过多冗长的数学推演而冲淡对基本物理原理的阐述，希望即使是初学量子力学的读者也能从本书获益，所以略去了许多数学和技巧方面的重要论题或细节。例如对于量子力学的实际运用十分重要的角动量理论和各种近似方法都没有讨论，对于量子力学的Feynman路径积分形式只讨论了它的物理原理方面，而略去了在数学上泛函积分的具体技巧和问题。基于同样的考虑，也没有收入训练解题方法和技巧的例题和习题。另一方面，本书选入了一些在一般的量子力学课程中不讲或没有时间讲的问题，例如前面提到的广义坐标表象和Pauli-Podolsky量子化规则，宏观量子力学模型，非厄米的Hamilton算符模型，以及Schrödinger波函数的单值性和关于不能把时间作为算符来处理的Pauli定理的证明等。在量子力学基本概念和原理的引入和阐述方面，本书完全采取逻辑和系统的方式，而略去了对于帮助初学者的理解和掌握来说是十分重要和有益的历史发展和背景知识，只是对于测不准原理，在一个附录中介绍了Heisenberg提出它的经过。此外，本书不是一部研究性质的专著，所以没有开列详细的参考文献，只是按照同类书籍的惯例，在少数地方注明了出处。

受过理论物理科班训练的人，我相信大多数都和我一样，已经养成了一种习惯，在认真看一本书时，总要拿一支笔和一些草稿纸，跟着书上的公式推演一步一步算下去。要是能够不看书独立地把结果推出来，或者把书上省略了的步骤补上，那心中就油然生出一种成就感来，有说不出的喜悦。这样看书，我觉得有时也可以算是一种享受。再详细的书也会有许多省略，不可能把推演的每一步都写出来，否则这本书的厚度就要成倍地增加了。我在本科六年级时听胡宁先生的广义相对论，胡先生为我们选的课本是Landau的《经典场论》，苏肇冰先生给我们辅导。Landau是思维敏捷的大物理学家，在他的书上省略就更多。我至今还记得，对于静止球对称场的Christoffel记号，他只是说了一句很容易从某某公式算出，就把结果写出来了。而他的这个“很容易”，让我花了半天多的时间。用这种方式读完一本理论物理的书，无形中已经做了许多道练习题。我和徐至展跟王竹溪先生念量子力学时，曾经问先生要不要做一些习题，先生说用不着，把书看懂了就行。而这个“看懂”，已经意味着要做许多道无形的练习题了。所以，我在写本书时，原来是想仿照Dirac的书，不准备出练习题的。还是本书的编辑提醒了我，也许会有老师选本书做教材，最好还是出一些练习题，以适合大多数读者和用者的需要。这使我改变了初衷。现在在书末给出的练习题，大都是本书正文中省略的部分，难易不齐，仅供各位读者和用者参考。

广义地说，本书的成书过程可以追溯到我的学生时代，得到过许多老师、朋友和学生的帮助。除了王竹溪先生外，我还要感谢我的量子力学启蒙老师孙洪洲先生和指导我做大学本科毕业论文的胡慧玲先生，以及在做这篇论文时指点过我的胡宁先生与杨立铭先生。我大学本科毕业论文的题目是关于矩阵力学的建立，我就是从这篇论文开始进入量子力学领域的。我曾经跟曾谨言先生做过一段时间的助教，得到不少指点和帮助。我与杨泽森先生和关洪先生有过许多关于量子力学的富有启发性的讨论。从与胡济民先生关于量子力学的合作和许多讨论中，我得到过很多启发和帮助。高崇寿先生、杨泽森先生、曾谨言先生、关洪先生和喀兴林先生先后送给我的他们的著作，在我写这本书的过程中都是反复翻阅和参考的。我要特别感谢技术物理系听过我的量子力学课的学生，和技术物理系与物理系听过我的高等量子力学课的研究生，他们的提问和各种反馈给我的信息，对我的帮助是具体而实际的。最后，我要感谢高崇寿先生与林纯镇先生对本书书稿的审阅和推荐。还有许多老师和朋友的帮助，请原谅我不可能在这里一一提到。

人生有限，学海无边。错误或不妥之处，望识者不吝指正。
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天生灵境待吾辈，要凭高处抒吟胸。

会须与君上绝顶，置身一片光明中。

为访洪荒太古迹，上方仙子应能逢。

俯视尘寰小若芥，一声长啸天地空。

——王惕山

《望点苍山》

引　言

量子力学是物理学的基本理论　近代科学与古代玄学在观念上的主要分野，在于如何判断一个理论的是非正误。近代科学是把经验，具体地说是把观测和实验的事实，作为判断是非正误的最终标准，而不是把某个权威先贤的话语或某种先验的观念作为判断是非正误的最终标准。这是从Francis Bacon与Galileo Galilei开始的近代科学的传统观念，也是物理学的基本观念。

物理学是我们对物理世界的一种理性的了解和认识。我们要通过观测和实验，才能了解物理世界；我们也要通过观测和实验，才能检验和修正我们对物理世界的认识。所以说，物理学是以实验为基础的实验科学。

我们通过观测和实验，获得了对物理现象的了解，就产生了物理的现象学。通过对物理现象的综合、分析、比较和联想，我们可以建立一定的模型，解释定量的关系，这就是物理的唯象理论。在唯象理论的基础上，我们可以进一步建立以一些基本原理为基础的理论的逻辑体系，或者称为理论的形式体系。这就是通常说的基本理论。物理理论的形式体系都采用一定的数学语言来表述，具有一定的数学结构。所以，我们可以画出如下的关系
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 ：

实验⇔唯象理论⇔基本理论⇔数学

在上述关系中，前两部分是实验物理，中间两部分是理论物理，后两部分则是数学物理。唯象理论是实验物理与理论物理的相交部分，它反映了我们对物理世界初步的理解和认识；而基本理论则是理论物理与数学的相交部分，它反映了我们对物理世界深入的理解和认识。量子力学属于物理学的基本理论，而且是物理学基本理论最基础的部分，它与相对论一起，构成了整个近代物理学的基础。

量子力学的概念和图像源自微观物理经验　作为近代物理学理论基础之一的量子力学，是我们对微观物理世界的一种理性的了解和认识。它的基本概念和物理原理，都来源于我们关于微观物理的观测和实验。量子力学在本质上是以观测和实验为基础的实验科学，量子力学的概念和图像，都是在微观物理经验的基础上建立起来的。

经典物理的经验局限于宏观领域，与我们日常生活经验的领域一致，所以经典物理的概念和图像往往与我们日常生活经验的概念和图像一致，容易理解和接受。量子力学不同，它的经验属于微观领域，与我们日常生活经验的领域不一样。微观物理的经验往往与我们日常生活的经验不一致，从微观物理经验得出的概念和图像往往与从我们日常生活经验得出的概念和图像完全不同。在这种情况下，随时准备用观测和实验的事实来修正我们的观念，而不是先验和不加批判地坚持我们从经典物理或日常生活经验得来的观念，就成为理解量子力学概念和图像的关键。

在20纪初发生的三次基本物理观念上的革命，其结果是狭义相对论、广义相对论和量子力学的建立，它们深刻地改变了我们对物理世界的理解
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 。而在这三者之中改变最大理解最难的，当首推量子力学。量子力学是物理学研究的经验扩充到微观领域的结果，它修改了物理学中关于物理世界的描述以及物理规律的陈述的基本观念，影响尤其深远。

微观现象的基本特征是波粒二象性　19世纪末，相继发现天然放射性、X射线和阴极射线，物理学研究深入到原子结构的微观物理世界。探索微观世界所积累的物理经验逐渐表明，微观现象的基本特征是波粒二象性。光的干涉、衍射和偏振，表明光是一种波动，用波长、频率和偏振方向来描述，满足电磁场的波动方程。而黑体辐射、光电效应、Compton散射以及正负电子偶的产生和消灭，又表明光是一种粒子，用能量和动量来描述，满足能量动量守恒。阴极射线中的电子在磁场中偏转，在荧光屏上产生光点，表明电子是一种粒子，具有电荷和质量，用能量和动量来描述，满足能量动量守恒。而另一方面，电子在晶体上的衍射和通过狭缝的干涉，又表明电子是一种波动，可以用波长来描述，满足Schrödinger波动方程。微观现象一方面表现出波动性，另一方面表现出粒子性，同时具有波动和粒子的特征，而描述这种波动性的波函数满足波的叠加原理。

波函数的统计诠释改变了物理学的基本观念　对于波粒二象性所包含的物理，Max Born于1926年提出了波函数的统计诠释，认为描述微观现象波动性的波函数只是用来计算对微观粒子测量结果出现概率的数学工具，不具有实在的物理含义。这就在两个方面改变了物理学的基本观念：一是关于物理世界的描述方式，即物理图像问题；另一个是关于物理规律的表达形式，即因果关系问题。

宏观物理现象，例如海鸥在天空的飞翔，可以用时空中的轨迹来描述，有一幅直观而且实在的物理图像。微观物理现象不同，虽然可以形象地描述两束电子波的干涉，或者氢原子中的电子云分布，但这是概率幅的波而不是物理实在的干涉或分布。在照相底片的乳胶或云室中探测到的电子是实在的，但却不能在时空中追踪它的运动。量子力学不再能在时空中描绘一幅既直观形象而又具有物理实在的图像。

在宏观物理中，原因与结果之间一定可以找到明确肯定的联系。天王星轨道意外的摄动一定对应某种原因。这种观念直接导致了海王星的发现，而这种关于在原因与结果之间有决定性联系的因果观念则被称为Laplace决定论的因果关系。微观物理则不同。在电子束的双缝衍射中，不可能预言电子将肯定落到屏幕上哪一点。它落到屏幕上任何一点都是可能的，只能预言它落到屏幕上每一点的概率有多大。在钴60的β衰变中，不可能预言钴核将肯定在什么时刻放出电子。它在任何时刻都可能衰变，只能预言它在某一时刻衰变的概率有多大。量子力学表达的物理规律是统计性的，在原因与结果之间不再能给出明确肯定的联系，对一定的物理条件，它只能预言可以测到哪些结果，以及测到每一种可能结果的概率是多少。

微观现象的波粒二象性根源于微观现象的测不准　相对论基本概念的经验基础，是我们传递信息的速度存在一个上限。这就要求我们准确定义“同时”的概念，从而导致时间与长度都是相对的，依赖于观测者的参考系，而只有由它们联合构成的四维时空的不变长度才具有绝对的含义。类似地，量子力学基本概念的经验基础，则是微观现象的测不准。一般说来，任何一个测定某些物理量的实验，同时也就会改变以前所获得的另一些物理量的知识。即使定量地追溯这种影响，我们仍会发现，在很多情况下，同时测量两个不同物理量总是存在一个不能再提高的精度下限。我们可以把同时测量两个不同物理量有一个精度下限，假设为一条自然定律，并以此作为建立量子力学理论的一个基本出发点。具体地说，在原则上，微观系统的正则坐标与其正则共轭动量是不能同时测准的，存在一个精度的下限，这就是Werner Heisenberg的测不准原理，它是微观量子性的根源，是波函数的统计诠释的物理基础。

作为理论的一个基本出发点，这种测量精度的下限不是来自实验和技术方面的限制，而是由理论本身在原则上决定的。这种测不准的大小由约化Planck常数[image: alt]
 来表征。只有当物理过程的作用量S比约化Planck常数[image: alt]
 大得多时，这种测不准才能近似忽略，由这种测不准所引起的量子效应才不明显，而能使用轨道的描述和Laplace决定论的因果关系。当所涉及的物理过程其作用量可与约化Planck常数相比时，微观现象的波粒二象性就很明显，而要代之以波函数的描述和统计性的因果关系。量子力学在关于微观世界的物理图像和微观规律的因果关系方面给物理学基本观念带来的巨大改变，究其物理基础，根源于微观现象的测不准。

量子力学的基本特点　以这种基本观念为基础的量子力学，是围绕观测量及其测量的概率这一核心问题而展开的。既然微观系统的正则坐标与其正则共轭动量不能同时测准，观测结果表现为统计的分布，量子力学就必然要采取统计性的描述。量子力学的基本原理和定律，既包含关于如何确定观测量的测得值的原理，也包含关于如何确定测得某一结果的概率的原理，即波函数的统计诠释，以及确定这种概率的波函数随时间变化的动力学规律，即确定波函数的Schrödinger方程。量子力学的基本方程不再是联系观测量的关系，而只是关于计算系统测量概率的波函数的规律。由于这种特点，使得量子力学在以下三个方面不同于所有其它物理学理论。

首先，测量的概念在量子力学的整个理论体系中具有核心的地位，而不像在其它物理学理论中测量的概念只是隐含在具体物理量的定义之中。态的叠加原理、波函数的统计诠释和Heisenberg测不准原理这三条量子力学的基本原理，都是直接与测量有关的。Schrödinger方程作为量子力学的动力学方程，在量子力学中处于中心地位，而这个方程所给出的，恰恰是关于确定测量结果的概率的波函数随时间变化的规律。

其次，量子力学给出的只是一套计算观测量的测量概率的规则，而不像其它物理学理论那样给出观测量测量值之间的定量关系。量子力学与其它物理学理论的这种差别，正是统计性因果关系不同于Laplace决定论因果关系的反映。在量子力学中，什么量是物理观测量，一个物理观测量具有哪些可能的测得值，都需要专门进行讨论，而不像其它物理学理论那样是自明的。

最后，量子力学明显地包含了主观的因素，而不像其它物理学理论那样看起来是完全客观的。量子力学的主观因素，表现在进行测量时观测者的介入。何时进行测量以及测量什么观测量，这都是由观测者主观决定的。而由于有测不准，测量的操作会使系统的运动状态发生不可控制的改变，使得测量后系统的运动状态依赖于测量过程。所以，量子力学系统的运动状态并不完全独立于观测者，我们对一个量子力学系统的描述并不是完全客观的。而在其它物理学理论中，总是隐含地假设在原则上可以同时测准所有的物理观测量而不干扰和破坏系统的运动状态，我们可以对这个系统作出完全客观的描述。

这里区分了两种不同的过程：一种是作为研究对象的客体在不受研究者干扰时的运动，这时波函数的变化遵从Schrödinger方程；另一种是作为研究主体的观测者对于观测对象的测量过程，这时波函数的变化过程被称为“波包的缩编”，根据波函数统计诠释的规则来计算。波函数在哪一段过程中由Schrödinger方程来确定，从什么时侯开始发生波包的缩编，以及缩编到什么本征态，这都取决于实验者的安排和选择。这就造成了量子力学中区分主观与客观的困难或任意性。量子力学的这种困难或任意性，同样也是测不准原理这一物理原理的反映，只要有波函数的统计诠释，波包的缩编就不可避免。

其实，把其它物理学理论看成是完全客观的，这本身就是一种误解。一个理论，作为一种观念形态，不可避免地含有主观的成分。在1926年的一次讨论中，当Heisenberg向Einstein表示“一个完善的理论必须以直接可观测量作依据”时，Einstein向他指出
〔3〕

 ，“在原则上，试图单靠可观测量去建立理论那是完全错误的。实际上正好相反，是理论决定我们能够观测到什么东西”。Einstein的这段话，从一方面说明了物理学理论与物理学实验观测之间的关系，同时也隐约地说出了理论家在根据观测和实验事实来建立理论时所能起的作用。物理学家的理性思维模式、风格与偏爱，会影响到所建立的理论的表述。同样是对于测不准，W. Heisenberg说uncertainty，D. Bohm说indeterminacy，这种个体的差别，倒是真正客观和无法避免的。

概括地说，量子力学突显了我们作为观测者的地位和作用，充分呈现了物理学人性化的一面。量子力学明白无误地提醒我们，物理学，或者更一般地说自然科学，是我们对自然界的一种理性的了解和认识，是我们与自然的关系的反映，而不具有独立于我们之外的完全客观的性质。

量子力学的进一步发展依赖于全新的物理经验　80多年来量子力学所取得的成就毋庸多说。但是，我们能不能把量子力学看成一门已经完成了的物理学？从宏观物理到微观物理世界，在空间和时间的尺度上都减小了5～6个数量级以上。这反映在物理学理论上，则是发生了从经典物理学到量子力学的巨大改变。当代物理学研究的领域，在大的方面进入了研究从天体到宇宙的宇观世界，在小的方面则进入了从亚原子到亚核的超微观世界。在这两个方面，尺度的变化都相当于甚至超过了从宏观世界到微观世界的数量级，这已经并将继续带给我们全新的物理经验。迄今为止，这些新的物理经验仍然可以纳入量子力学的框架之中。特别是，量子力学仍然是我们用来分析和综合这些物理经验的最基本的物理理论。这种情况使我们十分庆幸，不过也感到有些惊讶。当然，我们还没有关于物理学发展的系统和成熟的理论，我们还不能对量子力学的前景进行具有足够可信度的预言。我们实在是不知道量子力学的这种情形能够继续多久，量子力学的适用范围还能再走多远。不过可以肯定的是，修改量子力学的某些观念和图像的任何要求，都必须来自全新的物理经验，而不是某种先验的思辨。“没有实验物理学家，理论物理学家就要漂浮不定。”
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 在近年来量子力学的基础重又成为物理学研究的前沿和热点时，采取立足于实验的态度就尤其显得至关重要。

注释


〔1〕
 杨振宁，《杨振宁文集》下册，张奠宙编，华东师范大学出版社，1998年，841页。


〔2〕
 杨振宁，《杨振宁演讲集》，宁平治等主编，南开大学出版社，1989年，366页。


〔3〕
 W. 海森伯，《原子物理学的发展和社会》，马名驹等译，中国社会科学出版社，1985年，第73，87页。


〔4〕
 李政道，《对称，不对称和粒子世界》，朱允伦译，北京大学出版社，1992年，45页。


相对论对经典概念进行批判的出发点，是假设不存在大于光速的信号速度。类似地，我们可以把同时测量两个不同的物理量有一个精度下限，即所谓测不准关系，假设为一条自然定律，并以此作为量子论对经典概念进行批判的出发点。

——W. Heisenberg

《量子论的物理原理》，1930

第一章　基本原理

§1.1　态的叠加原理

1．量子态的描述

我们可以从一些具体的实验现象综合概括出量子态的概念。请看下面的例子：

·阴极射线管中的电子，有一定的动量p，其态可记为∣p〉。

·加速器中的质子，有一定的动量p，其态可记为｜p〉。

·打到荧光屏上r处的电子，有一定的坐标r，其态可记为∣r〉。

·Stern-Gerlach实验中分裂的银原子束，有一定的动量p和自旋角动量投影Sz
 ，其态可记为｜p,Sz
 〉。

·氢原子中处于定态的电子，有一定的能量E，角动量l，角动量投影lz
 和自旋角动量投影sz
 ，其态可记为｜E, l, lz
 , sz
 〉。

一个量子态，是可以由某种实验测量完全确定的系统的运动状态，它可以用一些观测量的测得值来确定和标志。

Dirac符号规则1　用右半尖括号｜〉表示一个量子态，其中用一些字母或数值指明其特征。如｜q〉，｜p〉，｜r〉，｜ψ〉，…。

2．态的叠加

态的叠加的概念，也是从具体实验现象中综合概括出来的。我们来看下面的几个例子。

电子双缝实验　在双缝后的干涉区域，既可测到来自缝1的态｜ψ1
 〉，也可测到来自缝2的态｜ψ2
 〉，而电子在此区域的态｜ψ〉是这两个态的叠加，可以写成

｜ψ〉＝｜ψ1
 〉＋｜ψ2
 〉。

Rutherford散射实验　可以测到在各个方向散射的α粒子，出射态是各个方向的散射态｜p〉的叠加，可以写成

｜ψout
 〉＝∫｜p〉dp。

偏振光实验　对于偏振方向在xy平面某一方向的偏振光态∣P〉，用一偏振片来测量，一般来说，既可测得在x轴方向偏振的态｜Px
 〉，也可测得在y轴方向偏振的态｜Py
 〉，偏振态｜P〉是这两个态的叠加，可以写成

｜P〉＝｜Px
 〉＋｜Py
 〉。

极化原子束的Stern-Gerlach实验　用自旋投影取某一方向的银原子束射入不均匀磁场，设入射前的自旋态为｜S〉，其自旋与磁场梯度方向成一角度。出射束一般会分成自旋向上和自旋向下的两束，所以自旋态是这两个态的叠加，可以写成

｜S〉＝｜↑〉＋｜↓〉。

态的叠加　我们可以把态的叠加定义为：已知物理系统的两个态｜A〉和｜B〉，如果存在系统的这样一个态｜R〉，使得在它上面的测量，有一定概率测得｜A〉的结果，有一定概率测得｜B〉的结果，除此之外没有其它别的结果，则称｜R〉为｜A〉与｜B〉的叠加，记为

｜R〉＝｜A〉＋｜B〉。

在上面的例子中我们已经用到这个定义。由这个定义可得两个推论：

推论1　一个态与它自己叠加的结果，仍是原来的态。

推论2　若在态｜R〉上还有在态｜A〉与｜B〉上测量不到的结果，则态｜R〉不能只由态｜A〉与｜B〉叠加而成，一定还有其它别的成分｜C〉，

｜R〉＝｜A〉＋｜B〉＋｜C〉。

根据以上定义和推论，我们可以进一步定义0态，以及态的数乘和加法：

0态是不含任何物理信息的态，系统的任一态与0态叠加的结果，还是它自己。｜A〉＋0＝｜A〉。

复数c与量子态｜A〉的数乘c｜A〉仍为一个量子态，满足以下运算规则：

①结合律c1
 （c2
 ｜A〉）＝（c1
 c2
 ）｜A〉＝c1
 c2
 ｜A〉。

②分配律（c1
 ＋c2
 ）｜A〉＝c1
 ｜A〉＋c2
 ｜A〉。

量子态｜A〉与｜B〉的相加｜A〉＋｜B〉，仍为一个量子态，满足以下运算规则：

①交换律｜A〉＋｜B〉＝｜B〉＋｜A〉。

②结合律｜A〉＋（｜B〉＋｜C〉）＝（｜A〉＋｜B〉）＋｜C〉。

③分配律c（｜A〉＋｜B〉）＝c｜A〉＋c｜B〉。

可以把态的数乘看成是态的叠加的一种推广，而c≠0时c｜A〉与｜A〉表示物理系统的同一量子态。不难看出，前面定义的态的叠加满足上述加法规则。

3．态的叠加原理

原理的表述　若态｜A〉与态｜B〉是系统的可能态，则它们的叠加态

｜R〉＝c1
 ｜A〉＋C2
 ｜B〉

也是系统的可能态，而且，在不受外界干扰的情况下，它们的这种叠加关系保持不变。

这是一个普遍的物理原理。它说，如果系统有两个态｜A〉和｜B〉，则在物理上一定还存在这样的态｜R〉，在它上面的测量，以一定概率得｜A〉的结果，一定概率得｜B〉的结果，此外没有别的结果，并且这种关系（测得的结果和相应的概率）不随时间而改变。由此可得两个推论：

①若｜A〉与｜B〉是系统的同一个态，则它们是相关的，即有

c1
 ｜A〉＋c2
 ｜B〉＝0，

其中C1
 和c2
 都不为0；反之，若｜A〉与｜B〉是系统不同的两个态，则它们是不相关的，即不可能有上述关系，除非c1
 ＝c2
 ＝0。

②若｛ln
 ｝＝（l1
 ,l2
 ，…）是观测量L的所有可能测得值的集合，｜ln〉是测得值为ln
 的态，则系统的任一可测L的态｜ψ〉都可写成
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可以看出，态的叠加原理的数学含义是：系统所有可能态的集合，对于上面定义的数乘和加法运算，构成一个线性空间。在这个意义上，量子态｜〉又称为态矢量。必须指出，态的叠加原理是对大量实验现象的综合与归纳，它的正确性，亦即它的这种数学含义的适用性，要由实验来判定。关于叠加原理的数学基础和深刻含义，可以进一步参阅附录二。

§1.2　波函数的统计诠释

1．左矢量与右矢量，内积空间

Dirac符号规则2　可以等价地用左半尖括号〈｜来表示一个量子态，并与｜〉一一对应，如

〈A｜↔｜A〉，　　〈B｜↔｜B〉，　　　…。

共轭对偶空间　设集合｛〈A｜｝与｛｜A〉｝中的元素一一对应，有

①〈A｜↔｜A〉，

②〈A｜＋〈B｜↔｜A〉＋｜B〉，

③c*
 〈A｜↔c｜A〉，

则，如果｛｜A〉｝构成线性空间，那么｛〈A｜｝也构成线性空间。称｛〈A｜｝与｛｜A〉｝互为共轭对偶空间，共轭空间，或对偶空间。称〈｜为左矢量，｜〉为右矢量。③中的c*
 是c的复数共轭。

对于任意二矢量｜A〉与｜B〉，若能定义一个复数〈B｜A〉，使它对于｜A〉是线性的，对于｜B〉是反线性的，亦即

①〈B｜（｜A〉＋｜A′〉）＝〈B｜A〉＋〈B｜A′〉，

②〈B｜（c｜A〉）＝c〈B｜A〉，

③（〈B｜＋〈B′｜）｜A〉＝〈B｜A〉＋〈B′｜A〉，

④（c〈B｜）｜A〉＝c〈B｜A〉，

则称〈B∣A〉为它们的内积或标量积。

这种定义了复内积的空间称为内积空间，酉空间或复欧氏空间。通常定义的内积，除上述性质外，还满足

⑤[image: alt]


⑥〈A｜A〉≥0，等号仅当｜A〉＝0时成立。

Dirac符号规则3　不完整的尖括号｜〉与〈｜表示态矢量，完整的尖括号〈｜〉表示复数。

若〈B｜A〉＝0，则称｜A〉与｜B〉互相正交，记为｜B〉⊥｜A〉。

矢量与它自己内积的平方根，称为矢量的长度或模，记为

[image: alt]


由于c｜A〉与｜A〉表示同一量子态，所以，只是态矢量的方向有物理意义，而态矢量的长度没有物理意义。通常总是选择适当的常数因子，使态矢量归一化，

〈A｜A〉＝1。

归一化还不能完全确定一个态矢量，仍有一个模为1的因子eiγ
 的任意性，称为相因子，γ为实数。

若｜q〉是归一化矢量，则〈q｜ψ〉称为矢量｜ψ〉在｜q〉方向的投影。

2．波函数及其统计诠释

波函数　态矢量｜ψ〉在某一方向∣q〉的投影〈q∣ψ〉，称为态在该方向的波函数，

记为ψ（q），

ψ（q）＝〈q｜ψ〉。

例如：

ψ（r）＝〈r｜ψ〉，　ψ（p）＝〈p｜ψ〉。

统计诠释　在量子态｜ψ〉上测得∣q〉的概率W（q）正比于波函数ψ（q）的模的平方，

W（q）∝｜ψ（q）｜2
 ＝｜〈q｜ψ〉｜2
 。

所以，波函数ψ（q）又称为概率振幅或概率幅。注意这里是说在量子态｜ψ〉上测得｜q〉的概率，而不是说在量子态｜ψ〉上具有｜q〉的概率。也就是说，这个诠释所说的，是测量的结果，而不是测量前态∣ψ〉有何性质。对量子态∣ψ〉，我们有时说有多大概率处于∣q〉，其准确的意思是说有多大概率测得∣q〉。按照统计诠释，波函数不是描述体系本身具有的性质，不是物理量，而是描述对它测量有何结果的信息，是数学量。

统计诠释是量子力学的数学形式与物理实际发生联系的重要渠道，是从物理上理解量子力学的主要依据。根据这个诠释，当我们说一个物理体系具有什么性质时，准确的意思是说我们对它可以测到什么性质。测量的概念是量子力学在物理上的核心与精髓，是正确理解和把握量子力学的关键，整个量子力学的理论，都是围绕测量问题而展开的。对量子力学的有些误解，根源就在于没有认识到这一点，没有正确理解和把握统计诠释。关于量子力学的一些争论，也正是针对这个诠释。为了强调和突显测量的作用，我们将跟随Dirac，使用“观测量”（observable）这个词，而不用“物理量”（physical quantity）这个词
〔1〕

 。

例　Malus定律　设线性偏振光的偏振方向P在xy平面内，与x轴的夹角为θ，则可以把偏振态｜P〉写成在x与y轴方向的偏振态｜i〉与｜j〉的叠加，

｜P〉＝cosθ｜i〉＋sinθ｜j〉，

而测得在x轴方向偏振的光强正比于cos2
 θ，这里cosθ是P在x轴方向的投影。

在数学上，波函数的统计诠释为态矢量的内积提供了一种物理的定义。与态的叠加原理一样，波函数的统计诠释也是对实验现象的综合与归纳，其正确性，亦即它的这种数学含义的适用性，同样要由实验来判定。关于统计诠释的深入讨论，可以进一步参阅附录二。

定义了复内积的线性空间，若满足一定的要求，就称为Hilbert空间
〔2〕

 。实际上，量子力学的态矢量空间是一种Hilbert空间，量子力学是Hilbert空间中的物理。

§1.3　Heisenberg测不准原理

1．观测量的本征态

我们先看几个例子。

·银原子自旋角动量投影Sz
 的测得值：[image: alt]


·H2
 分子振动能级的测得值：[image: alt]
 n＝0,1,2,….

·Compton散射γ光子动量p的测得值：在某一范围连续分布。

·双缝干涉实验中电子在屏上坐标r的观测值：在屏上连续分布。

本征值和本征值谱　一个物理观测量的测得值称为它的本征值，全体本征值的集合称为它的本征值谱。由这个定义可知，观测量的本征值都是实数，因为任何观测值都是实数。

不同的物理观测量，其本征值谱不同，可以分为离散谱，连续谱和混合谱。

·离散谱：观测量L，本征值谱｛ln
 ｝，n＝1，2，3，…。

·连续谱：观测量Q，本征值谱｛q｝，q∈R。

·混合谱：观测量G，本征值谱｛gs
 ，g｝，s＝1，2，3，…，g∈R。

某一观测量Q具有确定本征值q的量子态｜q〉，称为它的本征态。某两个观测量Q与P同时都具有确定本征值q与p的量子态｜qp〉，称为它们的共同本征态。据此定义，在本征态｜q〉上测量Q，测得值必是q。在共同本征态｜qp〉上测量Q与P，能同时测准，分别测得q与p。

观测量Q具有确定值q的量子态｜qp〉可以有许多个，对应于不同的本征值p。一般地说，若与某一本征值相应的本征态不止一个，我们就说这个本征值的态是简并的，而与此本征值相应的本征态的个数，则称为它的简并度。

以上基本实验事实，是我们讨论的出发点。为了简明起见，我们只讨论离散谱的情形，但不难推广到连续谱和混合谱。我们还假设本征态不简并。对于有简并的情形，可以找到另外的独立观测量来把简并消除，这只增加麻烦，而不构成原则上的问题。

一个观测量的全体本征态的集合称为它的本征态组。本征态组具有以下两个重要的性质。

正交归一性　设观测量L的本征值谱为｛ln
 ｝＝（l1
 ，l2
 ，…），相应的本征态组为｛｜ln
 〉｝＝（｜l1
 〉，｜l2
 〉，…）。根据本征态的上述定义，如果n≠m，则在态｜lm
 〉上测不到态｜ln
 〉。于是，由波函数的统计诠释，有〈ln
 ｜lm
 〉＝0，选择归一化的本征态，就有正交归一化关系

[image: alt]


其中δnm
 是Kronecker符号，

[image: alt]


（1）式就是观测量本征态的正交归一性，它是从本征态的物理定义和波函数的统计诠释推出的一个对于本征态矢量的普遍要求和结论。

完备性　上节已经指出，任意可观测L的物理态｜ψ〉，根据态的叠加原理，可以写成本征态组｛｜ln
 〉｝的展开式

[image: alt]


这称为本征态组｛｜ln
 〉｝的完备性。其中的展开系数ψn
 相当于态矢量｜ψ〉在坐标轴｜ln
 〉上的坐标。

算｜ψ〉与｜ln
 〉的内积，利用｜ln
 〉的正交归一性（1）式，就得到展开系数ψn
 的公式

[image: alt]


把上式代回（2）式，有

[image: alt]


由于｜ψ〉是任意态矢量，所以上式表示

[image: alt]


这就是本征态矢量组｛｜ln
 ｝的完备性公式，它在由｛｜ln
 〉｝张成的线性空间成立。其中的｜ln
 〉〈ln
 ｜是把态矢量｜ψ〉投影到｜ln
 〉方向的投影算符。（3）式的几何含义是，任一态矢量在空间所有方向的分量的和应等于它自己。

一般地，｜A〉〈B∣是一个算符，它按下述方式从左边作用于右矢量，从右边作用于左矢量：

（｜A〉〈B｜）｜P〉≡｜A〉〈B｜P〉，　　〈P｜（｜A〉〈B｜）≡〈P｜A〉〈B｜。

Dirac符号规则4　左矢量和右矢量能按各种方式相乘，所得结果可能是复数，矢量或算符，乘法有分配律和结合律，但一般没有交换律。

2．观测量的算符和本征值方程

根据本征态组｛｜ln
 〉｝的定义和波函数的统计诠释，在态｜ψ〉上测量L多次所得平均值〈L〉的计算公式为

[image: alt]


其中｜ψ〉是归一化态矢量，[image: alt]
 是下述线性算符

[image: alt]


算符[image: alt]
 可以从左边作用于右矢量｜ψ〉，得到一个新的右矢量∣φ〉，或从右边作用于左矢量〈ψ∣，得到一个新的左矢量〈χ｜，

[image: alt]


这里的一个算符，既作用于右矢量空间，也作用于共轭的左矢量空间。在这个意义上，它能把这互为共轭对偶的两个空间联系起来。

Dirac符号规则5　算符总是从左边作用于右矢量，得到一个新的右矢量，或从右边作用于左矢量，得到一个新的左矢量。

可以证明，上述定义（5）式引入的算符[image: alt]
 是线性厄米算符。下面先分别给出线性算符和厄米算符的定义和重要性质。

满足以下性质的算符[image: alt]
 称为线性算符：

①[image: alt]


②[image: alt]


③乘法有分配律[image: alt]


④乘法有结合律[image: alt]


⑤乘法一般无交换律，对易子[image: alt]
 一般不为0。

我们现在来定义一个算符的共轭算符。若对任意态矢量∣P〉，都有

[image: alt]


则称算符[image: alt]
 是[image: alt]
 的共轭算符，同样，称算符[image: alt]
 是[image: alt]
 的共轭算符，或称[image: alt]
 与[image: alt]
 互为共轭算符，其中｜P〉与〈P｜分别属于互相对偶的矢量空间。

[image: alt]
 又记为[image: alt]


[image: alt]


一个算符的共轭算符又称为它的伴算符，求一个算符的共轭算符，又称为求它的共轭。

根据共轭算符的定义，可以证明以下重要性质：

①[image: alt]
 或[image: alt]


②对于任意的｜B〉与｜P〉，有[image: alt]


③[image: alt]


④[image: alt]


例如，令[image: alt]
 则由[image: alt]
 即有②。

令[image: alt]
 则由

[image: alt]


有

[image: alt]


而∣[image: alt]
 〉，｜ψ〉为任意矢量，故上式给出

[image: alt]


这就证明了③。

Dirac符号规则6　左矢量、右矢量与线性算符的任意乘积的共轭，等于每一因子的共轭按相反的次序相乘，

[image: alt]


一个算符如果与它的共轭算符相等，我们就说这个算符是自共轭的，简称自轭的或厄米的。现在我们来证明上述定义（5）引入的算符[image: alt]
 是厄米算符。由于本征值lm
 是观测量的测得值，应该是实数，

[image: alt]


所以从（5）式可得

[image: alt]


亦即[image: alt]
 是厄米算符。

用（5）式定义的算符[image: alt]
 作用于它的本征态｜ln
 〉，代入（1）式，可以得到

[image: alt]


这就是从算符[image: alt]
 求它的本征态和本征值的本征值方程。

到此，我们从态的叠加原理、波函数的统计诠释和观测量的一般性质推出了观测量可以用线性厄米算符来表示，并且给出了观测量的算符、本征态和本征值应满足的本征值方程。归纳起来，能够表示一个物理观测量的算符，在数学上必须满足的条件是：线性，厄米性，在态矢量空间内作用，本征态组有完备性。后两点既是对算符的要求，也是对本征态矢量组的要求，它们往往被疏忽，这会在一些具体问题中造成问题，我们将在第三章§3.3和第四章§4.1及§4.3给出具体的讨论。

反之，若算符是厄米的，[image: alt]
 则可证明，对于从它的本征值方程（6）解出的本征值谱｛lm
 ｝和本征态组｛｜lm
 〉｝，有以下性质：

①本征值都是实数，[image: alt]


②属于不同本征值的两个本征态是正交的，本征态组｛｜lm
 〉｝有（1）式的正交归一性。

③相应于本征右矢的本征值，都同时是相应于本征左矢的本征值。

④与本征右矢相对应的左矢，是属于同一本征值的本征左矢，反之亦然。

于是，在一方面，我们证明了，在计算平均值时所引入的算符是线性厄米算符。在另一方面，我们又表明了，线性厄米算符有可能用来表示物理观测量。当然，这还需要证明它的本征态组具有完备性。

3．相容性与测不准定理

上面讨论了任意一个物理观测量的算符应满足的条件。现在来讨论两个观测量的算符之间应满足的条件。

在量子力学中，一般地讲，两个观测量可以分别单独地测准，却不一定能同时测准，即不一定存在能够同时对它们进行测量的仪器装置。在一个测准了A的态｜ar
 〉上，再去测B，就有可能会干扰这个态，测得｜bs
 〉时，A的态｜ar
 〉就被破坏了。在这种情况下，两个观测互相干扰，或者说不相容。我们将要证明，若两个观测量的算符不对易，这两个观测量就不相容。

但也有一些观测量可以同时测准，具有共同本征态。在这种情况下，两个观测互不干扰，或者说是相容的，即存在能够同时对它们进行测量的仪器装置。两个观测相容的必要充分条件，是这两个观测量的算符可以对易。

定理　如果两个观测量有共同本征态组，并且这个共同本征态组形成一个完备组，则它们的算符是对易的。

证明　由题设，有

[image: alt]


[image: alt]


其中｜ψ〉是任意态矢量。于是有

[image: alt]


由于｜ψ〉是任意态矢量，所以有

[image: alt]


逆定理　如果两个观测量的算符是对易的，它们就有共同本征态组，并且这个共同本征态组形成一个完备组。

证明　设观测量A的本征态组为｛｜ar
 t｝，

[image: alt]


其中参数t用来区分属于同一本征值ar
 的不同本征态。由于｛｜ar
 t〉｝是完备组，可以把观测量B的本征态｜bs
 〉用它来展开，

[image: alt]


其中

[image: alt]


由于｜bs
 〉是观测量B的本征态，用[image: alt]
 作用的结果应等于0，

[image: alt]


其中csr
 不会全为0，而且由于[image: alt]
 与[image: alt]
 对易，有[image: alt]
 上述求和中各项线性无关，所以必定有

[image: alt]


亦即｛｜ar
 bs
 〉｝是[image: alt]
 与[image: alt]
 的共同本征态组。由于｜ar
 bs
 〉线性地依赖于｛｜ar
 t〉｝，而｛｜ar
 t〉｝是完备组，所以｛｜ar
 bs
 〉｝也是完备组。

对于两个以上的观测量，上述讨论也成立。如果任意一组观测量中每一个与其它所有的都对易，则它们有共同本征态，组成一个完备组，反之亦然。从原则上看，多个相容的观测，可以看成单个的观测，多个互相对易的观测量，可以当成单个观测量，对它的观测结果，包括多个本征值，而得到它们的一个共同本征态。

多个观测量的共同本征态形成完备组的条件是：它们的算符互相对易，互相独立，属于任意一组本征值的本征态都只有一个。这样的一组观测量，称为一个观测量的完全集。

从物理上看，更有兴趣的是系统的不相容观测量。两个不相容观测量的算符是不对易的，它们满足一定的对易规则。确定了算符之间的对易规则，也就确定了整个算符的代数。那么，如何从物理上确定观测量算符的对易规则呢？这需要有新的物理原理。这个新原理的基础，是Robertson证明的测不准定理
〔3〕

 。

从上述二定理可以推知，两个观测量不相容的必要充分条件，是这两个观测量的算符不对易。Robertson证明了，两个观测量不相容的程度，即它们测不准的程度，可以用这两个算符的对易式来表示。

测不准定理　对于任意两个物理观测量A与B，在任一态｜ψ〉上测量它们，所得结果的均方差满足不等式

[image: alt]


其中[image: alt]
 与[image: alt]
 分别表示这两个观测量的算符，

[image: alt]


用尖括号括起来的量表示该量在态｜ψ〉上的平均，

[image: alt]


证明　对于任意一个归一化态矢量｜ψ〉，令

[image: alt]


由于观测量的算符是厄米的，[image: alt]
 有

[image: alt]


[image: alt]


另一方面，令｜χ〉＝γ∣[image: alt]
 〉＋｜φ〉，γ为任意实数，则

〈χ｜χ〉＝γ2
 〈[image: alt]
 ｜[image: alt]
 〉＋γ（〈[image: alt]
 ｜φ〉＋〈φ｜[image: alt]
 〉）＋〈φ｜φ〉。

〈χ｜χ〉≥0的条件为

[image: alt]


此即Schwarz不等式。在其中代入前面的[image: alt]
 和[image: alt]
 即得定理的结果（7）。

注意有时说在任一态上“同时测量”A与B，这并不一定是在一次操作中既测量A也测量B，而是指在“同一个态”上既测量A也测量B。当A与B相容时，测量可以在一次操作中完成，而当它们不相容时，测量只能分两次进行。“同时测量”是Heisenberg最初的含混说法，后来虽然把概念澄清了，这个说法却仍然沿用下来。

4．Heisenberg测不准原理

测不准定理只告诉我们，如果两个观测量的算符不对易，则它们不能同时测准，没有共同本征态。但并没有告诉我们，系统的哪些物理观测量是没有共同本征态，不能同时测准的。回答这个问题的物理原理，是Werner Heisenberg的测不准原理。

Heisenberg测不准原理　对于一个力学系统，其正则坐标q1
 ，q2
 ，…，qN
 的测量是相容的，其正则共轭动量p1
 ，p2
 ，…，pN
 的测量也是相容的，而对任何一对正则坐标qr
 与正则动量ps
 来说，当r≠s时是相容的，当r＝s时不相容。

Heisenberg测不准原理的实验基础是粒子的波动性和对这个波的统计诠释。粒子的波动性表明，动量一定的平面波，坐标完全测不准。坐标一定的δ函数型波包，是各种动量值的平面波的叠加，动量完全测不准。在一定空间范围的波包，是由一定范围动量值的平面波叠加而成，坐标与动量都在一定范围内测不准。波函数的统计诠释表明，这种测不准的含义，是指在多次重复测量中，测得值在一个范围内分布，其均方差在原则上有一个下限。

根据Heisenberg测不准原理，我们可以写出下述正则对易关系：
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在这里，应当把上述正则对易关系看作是根据Heisenberg测不准原理而作出的一个基本假设。由于[image: alt]
 与[image: alt]
 是厄米的，它们的对易子是反厄米的，
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在（9）的第三式右边引入虚单位i，是为了使得[image: alt]
 是实数。这里引入的常数[image: alt]
 称为约化Planck常数，是量子力学的基本常数，由实验来测定。（9）的第三式，就是约化Planck常数的定义式。这个对易关系反映了系统的基本量子特征，如果[image: alt]
 →0，不存在测不准，整个理论就过渡到经典力学（见下一节和下一章§2.6关于经典极限的讨论）。所以又把上述正则对易关系称为量子化条件。

把正则对易关系（9）代入测不准定理（7），就得到下述Heisenberg测不准关系

[image: alt]


其中[image: alt]
 是观测量l的标准误差。上式表示，在同一态上测量系统的正则坐标与其正则共轭动量，所得的标准误差Δq与Δp之积不小于[image: alt]
 /2。也就是说，它表示，系统的正则坐标与其正则共轭动量不可能同时测准，在原则上存在一个测量精度的下限。实际上，这就是Heisenberg测不准原理的具体表达式，它可以说是整个量子力学的物理基础。

由于有测不准，在一个观测量的本征态上测量系统的另一不相容观测量，能够按一定的概率测到其所有的本征值，我们只能采用概率的描述。所以，波函数的统计诠释也是根源于测不准的。

在历史上最早给出正则对易关系的，是Born和Jordan，他们实际上是从Heisenberg用数组形式重新写出的Bohr-Sommerfeld量子化条件猜出了这个对易关系。比Born和Jordan稍晚一点，Dirac根据量子Poisson括号与经典Poisson括号的对应，也独立地给出了正则对易关系。Schrödinger则是在坐标表象中给出动量算符的表达式，从而隐含地给出了这个对易关系。今天来看，Born和Jordan所依据的量子化条件，Dirac所依据的对应关系，和Schrödinger的量子化规则，这三者都只是工作假设，而不是物理原理；引出这一对易关系最恰当的物理原理，还是Heisenberg测不准原理。Heisenberg提出测不准原理的经过，可以参阅附录一。

正则量子化　对于力学现象，最基本的观测量是坐标q与动量p。从坐标算符[image: alt]
 与动量算符[image: alt]
 满足的对易关系（9），可以在具体表象中确定算符[image: alt]
 与[image: alt]
 的表达式，从而在很大程度上确定用坐标和动量来表示的大多数算符。所以，在数学上，对于有经典对应的系统来说，有了这套对易关系，算符的运算规则就完全了。

由测不准原理所给出的量子化（9）称为正则量子化。正则量子化只给出了正则变量的算符之间的对易关系。有些观测量不属于正则变量，在确定这些观测量的算符时，要借助于对称性分析。此外，对有约束的系统运用正则量子化会遇到麻烦与困难（参见§8.2电磁场），采用Feynman的路径积分量子化更方便。我们将在第二章§2.7简单介绍量子力学的路径积分形式，在第三章讨对称性分析，在第四章和第八章分别讨一些动力学模型和场的量子化问题。旋量场的量子化也不是正则量子化而是Jordan-Wigner量子化，它是要求理论满足相对论微观因果性原理的结果。所以，无论是从物理还是数学上看，只有测不准原理和正则量子化是不充分的。测不准原理和正则量子化只为有经典对应的系统提供了理论框架，而且就其实质来说还是唯象的。不过从实用的目的来说，对于绝大多数非相对论性的实际物理问题，这就足够了。

“量子化”这个词给人一种误解，以为经典物理量才是基本的，先有经典物理量，然后再人为地把它们换成算符，使之过渡成为量子的观测量。而在实际上，量子的观测量和算符才是真正基本和第一性的，经典物理量只是量子观测量在略去测不准之后的近似，经典物理只是量子力学在[image: alt]
 →0时的极限（参阅§1.4和§2.6）。所以，量子化只是构造物理模型的一个步骤和程序，并不是一种真实存在的物理过程。它只是一种方法和技巧，而不是一种原则和物理。“量子化”是历史遗留下来的名词，带有明显的经典痕印，我们这里只把它理解为给出算符的乘法规则。准确地说只有经典化而没有量子化。

§1.4　运动方程

1．幺正变换

线性变换　线性算符作用于一个态矢量的结果，得到一个新的态矢量。这相当于从一个态矢量到另一个态矢量的变换。线性算符在态矢量空间中引起的这种变换，称为线性变换。用加一撇的量表示变换后的量，就有
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对方程

[image: alt]


两边用线性算符[image: alt]
 作用，有
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其中
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（13）式表明，如果在变换[image: alt]
 的作用下，态矢量按照（11）式变换，算符按照（14）式变换，则方程（12）的形式在线性变换[image: alt]
 的作用下不变。类似地还可以证明，算符的代数关系在线性变换下也保持不变：
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所以，线性变换保持矢量方程和算符的代数关系不变。

幺正变换　在物理上最重要的算符是厄米算符。一个自然的问题是：什么样的线性变换能保持算符的厄米性？求（14）式的共轭，并要求它不变，就有
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由于[image: alt]
 是任一厄米算符，要求上式成立的条件是[image: alt]
 可以证明等价地有
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其中c是一实常数。这就是线性变换[image: alt]
 能够保持算符厄米性的厄米条件。

此外，若还要求保持左矢量与右矢量之间的任意代数关系也不变，则还要求有
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要求上式对任意态矢量｜a〉，｜b〉都成立，就必须有

[image: alt]


（15）式的一个特例是

〈a′｜a′〉＝〈a｜a〉，

它表示在上述线性变换下任一态矢量的长度保持不变。

通常，我们把保持态矢量长度不变的线性变换称为幺正变换，而把（16）式称为变换的幺正条件。归纳起来，幺正变换保持算符的厄米性，保持线性算符、左矢量、右矢量之间的任意代数关系不变。所以，幺正变换把物理观测量变成物理观测量，并保持它们之间的关系不变。

无限小幺正变换的厄米算符　与单位变换只差一无限小量的幺正变换称为无限小幺正变换。考虑下述无限小幺正变换
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其中[image: alt]
 为一无限小的实数。把上式代入幺正条件（16），有
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其中略去了二级小量。最后一个等式成立的条件是
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亦即要求[image: alt]
 是厄米算符。

任一算符[image: alt]
 在无限小幺正变换下的改变是
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2．运动方程的Schrödinger形式

在量子力学里，时间只能作为一个参数，而不是一个表示成算符的物理观测量（见第三章§3.1）。我们把时间t当作描述系统运动状态的一个参数，就可以问：在两次测量之间，不受外界干扰的情况下，系统的态如何随时间变化？

时间发展算符　设系统在不受外界干扰的情况下，从初始时刻t0
 到某一时刻t，态矢量从｜ψ（t0
 ）〉变化为｜ψ（t）〉。这种变化可以看成是发生于态矢量空间中的一个变换，
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其中[image: alt]
 称为时间发展算符或时间演化算符，满足下列初条件：
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于是，系统物理态随时间的变化，可以由系统的时间发展算符来确定。而系统的时间发展算符，则要由系统所应满足的一般物理原理和系统的动力学性质来确定。根据系统所应满足的一般物理原理，我们可以推得时间发展算符[image: alt]
 应具有下列性质。

①有逆算符。由定义（19）式，可以写出
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于是
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所以有
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②线性。根据态的叠加原理，态的叠加关系不随时间改变，若在t0
 时刻有叠加关系

｜R（t0
 ）〉＝c1
 ｜A（t0
 ）〉＋c2
 ｜B（t0
 ）〉，

则在t时刻有

｜R（t）〉＝c1
 ｜A（t）〉＋c2
 ｜B（t）〉。

另一方面，t时刻的态是由t0
 时刻的态经过时间发展而达到的，所以有
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这就表明[image: alt]
 是线性算符。从物理上看，时间发展算符的线性性质，是态的叠加关系满足时间平移不变性的结果。

③幺正性。在时间发展过程中，如果系统中没有粒子的产生或消灭，则态矢量在时间发展变换下只可能改变方向，而不改变长度，只有相因子的差别。这称为态矢量长度的时间平移不变性。根据这种不变性，可以写出
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这就要求
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这就是[image: alt]
 的幺正性。此外，由性质①，我们还有
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Schrödinger方程　当t→t0
 时，无限小时间发展算符[image: alt]
 依赖于t－t0
 ，保留到一次项，可以写成
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其中引入虚单位i的目的，是使得[image: alt]
 是厄米算符。由于约化Planck常数[image: alt]
 的量纲是时间乘能量，所以H具有能量的量纲。在下面关于经典对应和经典极限的讨论中可以看出，这样引入约化Planck常数以后，观测量H对应于经典力学中系统的Hamilton量。所以相应地，我们把Ĥ称为系统的Hamilton算符。

把上式代入（19）式，取极限t→t0
 ，就有
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这个方程称为Schrödinger方程，是量子力学中确定系统的物理态随时间变化的基本动力学方程。系统的动力学特征，完全体现在系统的Hamilton算符中。可以说，对一个物理系统进行量子力学描述的核心，就是写出系统的Hamilton算符。如何根据系统的物理特征写出它的Hamilton算符，虽然也有一些原则可循，比如我们下面将要讨论的经典对应，但这主要还是靠我们的物理经验和直觉，只能在一些具体例子中去细细体味（见第四章）。

[image: alt]
 的方程　把时间发展算符的（19）式代入Schrödinger方程（22），由于｜ψ（t0
 ）〉是系统的任一初始态矢量，所以就有[image: alt]
 的方程

[image: alt]


这个方程的解，还要满足初条件（20）。当系统的Hamilton算符[image: alt]
 不显含时间t class="tpzz1" 时，H相应于系统的能量，可以解出
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其中只有一个任意相因子的不确定。于是，系统态矢量随时间的变化可以写成
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特别是，如果∣ψ（t0
 ）〉是系统的能量本征值为E的本征态，满足能量本征值方程
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则有
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这种态称为系统的定态，它所满足的上述能量本征值方程则称为定态Schrödinger方程。可以看出，系统的定态保持态矢量的方向不变，从而保持系统的测量概率不变。

平均值的方程　在系统的态随时间变化的情况下，系统任一观测量A的平均值也随时间变化。求系统观测量平均值随时间的变化率，有
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代入态矢量〈ψ∣和｜ψ〉随时间变化的Schrödinger方程，就有下述公式
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守恒定理　一个不显含时间的无限小幺正变换若保持系统的Hamilton量不变，则生成此无限小变换的厄米算符代表一个守恒量。

证明　考虑观测量算符[image: alt]
 在无限小幺正变换（17）下的改变，代入前面的公式（18），就有
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题设[image: alt]
 所以有
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代入上述平均值公式（26）就有守恒式
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显然，若系统的Hamilton量不显含时间，则它自己也是守恒量。这也是假设Ĥ为系统能量算符的一个依据。

3．运动方程的Heisenberg形式

量子力学中的绘景或图像　在上一小节中，我们用态矢量随时间的变化来描述两次测量之间系统随时间变化的物理过程。态矢量随时间的变化，就是态矢量的方向随时间的变化。在这个图像中，系统随时间变化的物理过程，表现为态矢量方向的变化过程。这种运动态的图像，称为Schrödinger绘景或Schrödinger图像。在Schrödinger绘景中，系统的态随时间变化，而观测量的算符一般不随时间变化。

在实验上，态矢量方向的变化或观测量算符的变化都不能直接测量。能够直接测量的，是观测量的本征值和平均值，以及测得某一本征值的概率。所以，这种态矢量随时间变化的Schrödinger绘景，给出的只是我们用来描述系统物理过程的一个几何图像，而不代表实际发生的物理过程。完全等效地，我们也可以采取别的几何图像来描述系统的物理过程。除了Schrödinger绘景外，常用的还有Heisenberg绘景和相互作用绘景。

量子力学之所以可以选择不同的绘景或图像，其原因在于态矢量和算符都只有通过测量才能与物理实际联系，是用来计算测量结果的数学工具，在给出相同结果的前提下，可以有不同方案的选择。这是量子力学所特有的性质。

Heisenberg绘景　从Schrödinger绘景出发，作时间发展的幺正变换[image: alt]
 [image: alt]
 就可以得到Heisenberg绘景。在这个变换下，系统的态矢量从t时刻的运动态｜ψ（t）〉变回到初始时刻t0
 的静止态｜ψ（t0
 ）〉，
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其中分别用下标H和S来表示Heisenberg绘景和Schrödinger绘景中的量。同时，在这一幺正变换下，Schrödinger绘景中不随时间变化的线性算符[image: alt]
 变成了随时间变化的线性算符[image: alt]


[image: alt]


所以在Heisenberg绘景中，系统的观测量算符随时间变化，而态矢量不随时间变化。由于幺正变换不改变态矢量的内积和各种代数关系，所以上述变换不改变问题的物理条件，只改变了问题的描述方式，而变换前后的这两种描述方式在物理上是完全等效的。

Heisenberg运动方程　求（27）式给出的Heisenberg算符随时间的变化，并利用时间发展算符的方程（23），就有
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这就是观测量算符[image: alt]
 的Heisenberg运动方程，其中
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当[image: alt]
 不显含t时，有（24）式，
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从而
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4．经典对应

这一小节的讨论采用Heisenberg绘景。为了简洁起见，我们省去Heisenberg算符的下标H。我们来讨论用正则变量描述的系统。

基本方程　归纳起来，在Heisenberg绘景中，观测量算符的基本方程有两组。第一组是观测量算符之间的对易关系，
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其中[image: alt]
 一般是正则坐标算符[image: alt]
 和正则动量算符[image: alt]
 的函数，所以只要有了正则对易关系（28），就可以算出它们的对易关系。特别是，当观测量算符[image: alt]
 可以写成[image: alt]
 和[image: alt]
 的幂级数时，可以证明
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第二组是观测量算符随时间变化的运动方程，

[image: alt]


特别是
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经典对应　在上述运动方程（31）中代入关系（29），就有
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可以看出，如果算符[image: alt]
 对应于经典力学中系统的Hamilton量，则上述方程在形式上与经典力学中系统的Hamilton正则方程完全相同。这就是我们把[image: alt]
 称为系统的Hamilton算符的原因。

把经典力学的Hamilton正则方程写成Poisson括号的形式，这种对应可以看得更清楚。在经典力学中，两个力学量A，B的Poisson括号定义为
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其中下标C表示这个括号是经典Poisson括号。很容易证明，经典Poisson括号具有下列性质：
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以及

［A，c］＝0，

其中c为常数。

写成Poisson括号的形式，我们有

[image: alt]


可以看出，如果采取下列对应关系
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则力学量算符的正则对易关系（28）和运动方程（31），（30）与上述经典力学方程在形式上完全一一对应。

在这种对应关系的意义上，两个观测量算符的对易子[image: alt]
 又称为它们的量子Poisson括号。很容易证明，量子Poisson括号具有与经典Poisson括号对应的性质：
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以及
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其中c是常数。

经典极限　[image: alt]
 →0的极限称为经典极限。我们来证明，在经典极限下，对于用正则变量描述的系统来说，量子力学将过渡到经典力学。首先，在上一节已经指出，如果[image: alt]
 →0，就不存在测不准，系统的正则坐标与正则共轭动量能够同时测准，有共同本征态。在这种情况下，系统的任一态｜ψ〉都是它的全体正则变量的共同本征态，
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由于系统的其它任何力学量F都是qr
 与ps
 的函数，我们有
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所以，｜ψ〉是系统所有力学量的共同本征态。把算符的正则方程（32）作用到这个态上，就得到本征值的方程
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这正是经典力学的Hamilton正则方程。

从这个证明可以看出，对于用正则变量描述的系统来说，测不准是微观现象区别于宏观现象的根本特征，也就是量子力学区别于经典力学的根本特征，测不准原理是量子力学的一条具有根本重要性的原理。如果在所讨论的问题中测不准可以忽略，量子力学就过渡到经典力学。在这个意义上，经典力学是量子力学在[image: alt]
 →0极限下的近似。

5．相互作用绘景

相互作用绘景又称Dirac绘景，它是在系统的Hamilton量可以分解为无相互作用时的H0
 与描述相互作用的H′之和时用来处理相互作用的一个方便和有用的绘景。这时

[image: alt]


设[image: alt]
 不含时间t。从Schrödinger绘景出发，用[image: alt]
 做幺正变换，

[image: alt]


可以得到态矢量和观测量算符随时间变化的运动方程

[image: alt]


其中下标I表示相互作用绘景，

[image: alt]


可以看出，在相互作用绘景中，态矢量的变化受[image: alt]
 的支配，观测量算符的变化受[image: alt]
 的支配。在没有相互作用时，态矢量不随时间变化，观测量算符随时间变化的方程就是Heisenberg运动方程，相互作用绘景还原为Heisenberg绘景。于是，在没有相互作用的问题已经解出的情况下，就可以用相互作用绘景来求解由于相互作用引起的态随时间的变化。

§1.5　测量问题

1．波包的缩编

波包的缩编　在测量过程中，测量仪器与被测量的系统之间会发生某种相互作用。一般地说，这种相互作用会使系统的态发生改变，使得测量以后的态与测量以前的态不同。设系统在测量之前处于态｜ψ〉，测量之后处于态｜ψM
 〉，则可以表示为

[image: alt]


系统的态矢量在测量过程中的这种变化，称为波包的缩编或波包从态｜ψ〉到态｜ψM
 〉的投影。

投影假设　根据波函数的统计诠释，在系统的一个态上可以测量到系统的任何一个可能的态，所以系统测量以后的态｜ψM
 〉主要是由测量仪器和测量过程来确定，与系统初始的态｜ψ〉不会有太强的关联。最简单的假设就是，如果是测量系统的某个观测量[image: alt]
 则在测量以后系统处于它的某一本征态｜ln
 〉，也就是说，波包的缩编完全由测量仪器和测量过程来确定。这个假设称为投影假设。根据投影假设，

[image: alt]


这里假设态矢量都是归一化的。

主观与客观的划分　现在我们看到，在量子力学中有两种量子态的变化：在两次测量之间，系统的量子态服从Schrödinger方程，按照由系统的动力学性质所确定的方式变化；在测量过程中，系统的量子态发生波包的缩编，什么时候缩编以及缩编到什么态由测量仪器和测量过程来确定。前一种变化过程是客观的，没有观测者的介入。后一种变化过程有观测者介入，包含了主观的因素。要在什么时候进行测量，测量什么观测量，在一定程度上由观测者的安排和选择来确定。所以，波包什么时候进行缩编，缩编到什么态，在一定程度上是由观测者的安排和选择来确定的。在这个意义上，量子力学包含了主观的因素，不是完全客观的。量子力学的这种状况，是统计诠释的必然结果，是测不准这一物理原理的反映。

测量理论　波包的缩编也可以看作是态矢量随时间的变化，所以自然地会想到能否用Schrödinger方程来处理。把测量仪器与被测量的系统合起来当作一个服从Schrödinger方程的大系统，根据一定的模型假设写出包含测量仪器、被测量系统以及它们之间的相互作用的总的Hamilton算符和大系统的初始态，看看从Schrödinger方程能否解出[image: alt]
 和被测量系统的态｜ψM
 〉来？这种类型的理论称为测量理论，已经研究了好多年了。不过，即使能够建立一个测量理论，波包的缩编仍然存在，只不过是推迟到对这个大系统进行测量的时候。所以，主观的介入并不能消除，只不过是推迟了一步。由统计诠释所引起的波包缩编问题是独立于Schrödinger方程的，不可能把它纳入Schrödinger方程之中。

2．完全测量与不完全测量

观测量的完全集　系统的一个量子态，总是由某种测量所确定的。所以，在原则上我们总可以把系统的一个量子态看作是某一组观测量的共同本征态。这组确定系统量子态的观测量，就是系统的一个观测量的完全集。例如一个无自旋粒子的坐标（x，y，z）或动量（px
 ，py
 ，pz
 ），一个质子的动量和自旋投影（p，sz
 ），氢原子中电子的能量、轨道角动量大小、轨道角动量投影和自旋投影（E，l，lz
 ，sz
 ），等等。

完全测量与不完全测量　考虑加速器中的质子束，已经测定了它的动量p，但是没有测定它的自旋投影sz
 。为了完全确定这个质子的态，还必须测定它的自旋投影。这种只把一组观测量完全集的部分观测量测出的测量，称为不完全测量，而把一组观测量完全集的所有观测量都测出的测量，称为完全测量。对加速器中质子束的上述测量，就是不完全测量。

一个不完全测量，不能提供有关系统所处状态的完全的信息。这时被测量系统所处的状态，有两种可能的情形。第一种情形是，系统处于一个确定的量子态，但是我们只知道观测量完全集的一部分本征值。例如只测量了氢原子中电子的能量、轨道角动量大小和轨道角动量投影。氢原子中电子的自旋投影肯定在某个方向，我们只是没有测量。这种情形，仍然属于量子力学的动力学问题。

第二种情形是，系统没有处于一个确定的量子态，而是以一定的概率处于各种可能的量子态。例如加速器中的质子束，其中不同质子的自旋投影方向不同，我们不能用一个具有确定的自旋投影方向的态矢量来统一地描述这个质子束。这种情形的问题已经不是量子力学的动力学问题，而是一个量子系综的统计力学问题。

统计系综　考虑大量相同但互相独立的系统所构成的系综，每个系统以概率Pn
 处于本征态｜n〉。测量这种系统的观测量[image: alt]
 所得的统计平均值可以写成

[image: alt]


它是先算观测量[image: alt]
 在系统量子态∣n〉上的量子力学平均[image: alt]
 然后再算它按概率Pn
 在所有系统上的统计力学系综平均。在上述公式中，已经假设态矢量｜n〉和概率Pn
 是归一化的，∑n
 Pn
 ＝1。利用本征态组｛｜n〉｝的完备性，可以把上式改写成

[image: alt]


其中引入的

[image: alt]


称为密度算符或统计算符，是描述系综性质和计算系综平均的基本量。关于系综平均在量子力学基本问题中的地位和作用，可以进一步参阅附录二。

可以证明，

[image: alt]


其中｛｜ψm
 〉｝是系统的任一归一化完备组。此外还容易证明：密度算符的本征值是非负的实数，在系综上测量到态｜ψ〉的概率为〈ψ∣[image: alt]
 ∣ψ〉，以及密度算符的变化满足下述量子Liouville方程

[image: alt]


纯粹情形与混合情形　若系综中所有系统都处于某一本征态｜m〉，亦即

[image: alt]


则它所描述的系统只涉及一个态，用一个态矢量｜m〉就可以完全进行描述，属于纯量子力学的情形。von Neumann把这种情形称为纯系综（见附录二），Pauli则称之为纯粹情形（pure case）
〔4〕

 。对于这种情形，容易看出

[image: alt]


即密度算符的本征值为1与0。由于[image: alt]
 只有一个本征值为1，其余全是0。

而一般地说，系综中的各个系统按一定概率分处于不同的态，涉及所有可能的本征态。这可以称为混合情形。注意这不是一个系统，而是一个系综，不能只用一个态矢量，必须用密度算符来描述。换句话说，纯粹情形属于量子系统的动力学，混合情形属于量子系统的统计力学。

有的作者把纯粹情形称为pure state，把混合情形称为mixed states或mixture of states。前者是单数的state，后者是复数的states。中文不区分单数和复数，很难无歧义地把这两个术语对应联系起来译。

注释


〔1〕
 P. A. M. 狄拉克，《量子力学原理》，陈咸亨译，喀兴林校，科学出版社，1979年，33页。


〔2〕
 J. von Neumann, Mathematical Foundations of Quantum Mechanics, translated by Robert T. Beyer, Princeton University Press, 1955, p.34.


〔3〕
 H. P. Robertson, Phys. Rev. 34 (1929) 163.


〔4〕
 W. Pauli, General Principles of Quantum Mechanics, translated by P. Achuthan and K. Venkatesan, Springer-Verlag, 1980, p.73.


与粒子相联系的波的强度，即其振幅的平方，被假设为观测到粒子位置的概率之度量。这看来是表明，必须赋予波以一种主观的特性。按我的意见，概率的表示就意味着部分的无知，所以在本性上必然是主观的。

——Louis de Broglie

《波动力学流行的诠释》，1964

第二章　表象理论

§2.1　基矢和δ函数

1．δ函数

δ（x）是用下列条件定义的非正规函数：

∫δ（x）dx＝1，

δ（x）＝0，x≠0。

它的图像是，这个函数处处为零，只在原点附近一个无限小范围成为无限大，使得它在这个范围内的积分等于1。我们可以把它看成下列阶跃函数[image: alt]
 （x）的微商[image: alt]
 ′（x）：

[image: alt]


根据这个定义，可以证明δ（x）具有下列性质：

[image: alt]


上述关系的意义是，当方程两边作为被积函数的因子时，所给出的结果相等。作为δ函数的一个应用，我们可以写出
〔1〕



[image: alt]


2．基矢与表象

定义　根据态的叠加原理，态矢量的任何一个完全集，都可以作为基矢，而把任一态矢量表示成它们的线性叠加，把任一算符表示成在它们之间的投影算符的线性叠加。表示态矢量和算符的这种方式，叫做一个表象。我们将看到，一组基矢足以完全确定任一态矢量和算符，从而完全确定一个表象。

用几何的语言，基矢就是构成态矢量空间坐标架的单位矢量，表象则是由这组单位矢量所构成的坐标系。选择一个表象，就是选择用来描述态矢量空间的一个坐标系，而波函数则是态矢量在此坐标系的坐标。

一般地说，一个表象的基矢不必全部互不相关。但在实用上，绝大多数表象的基矢都是互不相关的，亦即它们之中任何两个都是互相正交的。这种表象叫做正交表象。设｛｜l〉｝是用一组实参数l＝（l1
 ，l2
 ，…，lN
 ）标记的正交基矢，则它具有以下列出的性质。这里假设l的取值是离散的分立谱。对于连续谱的情形，我们将在下一小节讨论。

正交基矢的性质1　正交归一化

〈l｜l′〉＝δll′
 。

为了简洁起见，在不需要强调时，我们总是使用简写

[image: alt]


正交基矢的性质2　｜l〉必定是一组观测量的共同本征态，本征值l。实际上，由于｛｜l〉｝是正交归一化的完备组，在上一章§1.3已经证明了算符

[image: alt]


是作用于态矢量空间的线性厄米算符，有本征值方程

[image: alt]


其中lr
 是l＝（l1
 ，l2
 ，…，lN
 ）中第r个。

正交基矢的性质3　完备性

[image: alt]


这是在上一章§1.3已经指出的本征态矢量组的性质，它在由｛｜l〉｝张成的线性空间成立。在它两边乘以任一态矢量｜ψ〉，就得到态矢量｜ψ〉按基矢｛｜l〉｝的展开式：

[image: alt]


其中

ψl
 ＝〈l｜ψ〉。

反之，如果我们有一组观测量的共同本征态，则可以用它们来做表象的基矢。这可以分两种情形。

情形1　设[image: alt]
 是一组互相对易的观测量完全集，则它们的共同本征态｛｜l〉｝是一个完备组，可用作一组正交基矢，其中l＝（l1
 ，l2
 ，…，lN
 ）。在这种情形，由于[image: alt]
 是厄米的，所以｜l〉是正交的。另外，由于[image: alt]
 是完全集，所以｜l〉不简并，是完备组。否则，如果对应于每一组l值还有s个态｜l1
 〉，｜l2
 〉，…，｜ls
 〉，则可用线性代数的Gram-Schmidt程序把它们正交化
〔2〕

 ，从而按上述正交基矢的性质2再引入一个与[image: alt]
 对易的观测量[image: alt]
 这违反了[image: alt]
 是完全集的前提。所以｛｜l〉｝是一个正交的完备组，可以用作基矢来表示任一观测到的态矢量。

情形2　设[image: alt]
 是一组互相对易的观测量，但不是完全集。这时[image: alt]
 的共同本征态有简并，可以用另一组参数来标记，写成｜lm
 〉，其中l＝（l1
 ，l2
 ，…，lu
 ）是观测量[image: alt]
 的本征值，m ＝（m1
 ，m2
 ，…，mv
 ）是简并的标记。于是，可以用Gram-Schmidt程序把这些简并态正交化，并按上述正交基矢的性质2再引入一组与[image: alt]
 对易的观测量[image: alt]
 观测量组[image: alt]
 合起来就构成完全集，｛｜lm〉｝是相应的完备组，可以用作基矢来表示任一态矢量。由于Gram-Schmidt正交化有无限多种方法，这样引入的观测量[image: alt]
 也有无限多种可能。

投影算符的性质　很容易证明，投影算符[image: alt]
 是厄米的，具有本征值0和1。我们来证明后一点。由于

[image: alt]


有

[image: alt]


把它作用在[image: alt]
 的本征态上，就得到本征值的关系Pl
 （Pl
 －1）＝0，给出Pl
 ＝0或1。显然，｜l′〉是[image: alt]
 的本征态，l＝l′时本征值为1，l≠l′时本征值为0，

[image: alt]


此外，

[image: alt]


也是投影算符，具有本征值0或1，它把任一态投影到ll′平面。

3．连续谱的情形

如果基矢｛｜q〉｝的参数q＝（q1
 ，q2
 ，…，qN
 ）取值是连续的，对它的求和就要换成积分，对基矢内积〈q｜q′〉的归一化也就需要重新考虑。内积〈q｜q′〉一般都出现在积分里，如果把求和换成积分

[image: alt]


其中w（q）＝w（q1
 ，q2
 ，…，qN
 ）是某种权函数，则把内积〈q｜q′〉用δ函数归一成

[image: alt]


就有对应关系

[image: alt]


为了简洁起见，在上面我们采用了简写

〈q｜q′〉＝〈qN
 ，…，q2
 ，q1
 ｜q1
 ，q2
 ，…，qN
 〉

和

[image: alt]


采用这种归一化，｛｜q〉｝的完备性公式为

[image: alt]


态矢量｜ψ〉的展开式为

[image: alt]


其中

ψ（q）＝〈q｜ψ〉。

对于混合谱的情形，既有对离散本征值的求和，也有对连续本征值的积分，基矢内积对离散本征值归一为Kronecker符号，对连续本征值归一为δ函数，可以仿照上述讨论，我们就不在此具体写出。

§2.2　表象和表象变换

1．分立谱基矢｛｜l〉｝的表象

态矢量和内积的表示　在态矢量｜ψ〉的展开式

[image: alt]


中，我们把它在基矢上的投影ψl
 ＝〈l｜ψ〉称为它的表示或坐标，有时也简单地把上式称为它的表示。类似地，左矢量〈φ∣的表示为

[image: alt]


其中φl
 ＝〈l｜φ〉。利用基矢的完备性，可以推出内积的表示

[image: alt]


不难看出，这一结果也可以利用基矢的正交归一性由上述〈φ∣与｜ψ〉的表示相乘而得。

用矩阵的形式，我们可以把右矢量｜ψ〉的表示写成列矢量

[image: alt]


其中我们改用数字1，2，…，n来标记基矢｜l〉，n是基矢的总数。类似地，我们可以把左矢量的表示写成行矢量

[image: alt]


而把内积〈φ∣ψ〉的表示写成行矢量与列矢量之积

[image: alt]


线性算符的表示　利用基矢的完备性，可以推出线性算符[image: alt]
 的表示

[image: alt]


其中

[image: alt]


是它把∣s〉投影到∣r〉的系数，称为[image: alt]
 在r与s态之间的矩阵元，｛Ars
 ｝则是[image: alt]
 在此表象中的表示。写成矩阵的形式，有

[image: alt]


可以看出，厄米算符的矩阵元与其交换下标后的复数共轭相等，

[image: alt]


交换一个矩阵的下标后再取其复数共轭，所得的矩阵称为这个矩阵的厄米共轭，简称为其共轭。我们把矩阵A的共轭记为A[image: alt]

 ，把等于它自己的厄米共轭的矩阵称为厄米矩阵或自共轭矩阵，简称自轭矩阵。显然，厄米矩阵以从其左上角到右下角的对角线为轴转180°后再取复数共轭是不变的，它的对角矩阵元是实数。上式表明厄米算符的表示矩阵为厄米矩阵。

不难证明，与表象基矢相应的观测量完全集对易的算符[image: alt]
 的矩阵是对角矩阵，其对角矩阵元是[image: alt]
 的本征值Fr
 ，非对角矩阵元全为0，

[image: alt]


单位算符1的矩阵称为单位矩阵，它的对角元都是1，非对角元全为0，

[image: alt]


最后，利用基矢的完备性，可以推出线性算符乘积[image: alt]
 的表示

[image: alt]


其中

[image: alt]


可以看出，这个结果等于矩阵A与B的乘积：两个算符之积的表示矩阵，等于每个算符的表示矩阵之积。

算符与态矢量的积　对于线性算符[image: alt]
 与态矢量∣ψ〉的积[image: alt]
 类似地有

[image: alt]


所以

[image: alt]


写成矩阵关系就是φ＝Aψ，亦即

[image: alt]


类似地，[image: alt]
 的表示φ[image: alt]

 ＝ψ[image: alt]

 A可以写成

[image: alt]


[image: alt]
 的表示可以写成

[image: alt]


2．连续谱基矢｛∣q〉｝的表象

态矢量的表示　把求和换成积分，把Kronecker符号换成δ函数，加入适当的权函数ω（q），就有

[image: alt]


其中

ψ（q）＝〈q∣ψ〉，　　φ（q）＝〈q∣φ〉。

与矩阵的情形相应地，我们把ψ（q）称为列矢量，把φ*
 （q）称为行矢量。ψ（q）也就是态∣ψ〉在此表象中的波函数。

线性算符的表示　同样地，我们有

[image: alt]


其中

[image: alt]


是算符A在此表象中的矩阵元。特别是，与表象基矢相应的观测量完全集对易的算符[image: alt]
 的对角矩阵是

F（q，q′）＝F（q）ω-1
 （q）δ（q－q′），

而单位矩阵是

〈q∣q′〉＝ω-1
 （q）δ（q－q′）。

其中F（q）是[image: alt]
 在∣q〉态的本征值。此外也容易证明，[image: alt]
 的（q，q′）矩阵元是

[image: alt]


算符与态矢量的积　类似地我们可以得到[image: alt]
 和[image: alt]
 的表示分别为

[image: alt]


3．表象变换

不同表象的选择　对于一个具体物理问题，可以选择不同的表象。不同的表象给出的物理结果一样，但算法不同。所以，常常要做从一个表象到另一表象的变换。考虑分别用完备组｛∣ql〉｝与｛∣pm〉｝做基矢的两个表象，其中q与p有连续谱，l与m是分立谱。它们的正交归一化和完备性公式分别为

[image: alt]


下面我们来考虑从｛∣ql〉｝表象到｛∣pm〉｝表象的变换。

态矢量和算符的表象变换　利用｛∣ql〉｝的完备性公式，可以写出态矢量∣ψ〉在｛∣pm〉｝表象的波函数

[image: alt]


其中ψl
 （q）＝〈lq∣ψ〉是态矢量∣ψ〉在｛∣ql〉｝表象的波函数，而

Sml
 （p，q）＝〈mp∣ql〉

称为从｛∣ql〉｝表象到｛∣pm〉｝表象变换的变换矩阵。类似地，可以求出算符的表象变换

[image: alt]


其中[image: alt]
 是算符[image: alt]
 在｛∣ql〉｝表象的表示，[image: alt]
 [image: alt]
 是算符[image: alt]
 在｛∣pm〉｝表象的表示。

变换矩阵的幺正性　利用｛∣ql〉｝的完备性公式，我们有

[image: alt]


上式左边是变换矩阵及其厄米共轭之积SS[image: alt]

 ，右边是单位矩阵，这就表示变换矩阵是幺正的，

[image: alt]


同样有[image: alt]
 这是在表象变换中态矢量的长度和内积保特不变的结果。实际上，基矢的变换∣lq〉→∣mp〉是一个幺正变换。

4．Löwdin-Bogoliubov变换

不正交的基矢　在有些物理问题中，特别是在一些以变分法近似为基础的物理模型中，所采用的基矢往往是不正交的。假设｛∣[image: alt]
 n
 〉｝＝（∣[image: alt]
 1
 〉，∣[image: alt]
 2
 〉，…，∣[image: alt]
 N
 〉）是一个完备组，能够用来表示任一态矢量∣ψ〉，

[image: alt]


但是它们互相不正交，

[image: alt]


其中[image: alt]
 nm
 当n＝m时为0，当n≠m时通常为一小量，snm
 称为态∣[image: alt]
 n
 〉与∣[image: alt]
 m
 〉的重叠积分。在这种情况下，展开式（11）中的系数fn
 ≠〈[image: alt]
 n
 ∣ψ〉，基矢｛∣[image: alt]
 n
 〉｝也没有完备性公式，

[image: alt]


从而，表象理论的许多公式都不适用。

Löwdin-Bogoliubov正交化　可以用Gram-Schmidt程序把基矢｛∣[image: alt]
 n
 〉｝正交化，但是这样得到的新的基矢∣φn
 〉一般来说与∣[image: alt]
 n
 〉相差很远，没有一个简单清楚的物理图像。所以，我们希望找到一个非幺正的和可逆的线性变换（Lnm
 ），

[image: alt]


使得｛∣φn
 〉｝是正交归一化的，

〈φn
 ∣φm
 〉＝δnm
 ，

并且∣φn
 〉与∣[image: alt]
 n
 〉的差是一小量。

写成矩阵形式，我们有

[image: alt]


若令L是厄米的，则不难证明其逆变换L-1
 也是厄米的，

L[image: alt]

 ＝L，　　　　（L-1
 ）[image: alt]

 ＝L-1
 。

于是我们有

s＝（φL-1
 ）[image: alt]

 （φL-1
 ）＝（L-1
 ）[image: alt]

 φ[image: alt]

 φL-1
 ＝（L-1
 ）[image: alt]

 L-1
 ＝L-2
 ，

从而可以解出

L＝s-1/2
 ，　　　　L-1
 ＝s1/2
 。

代入s＝1＋[image: alt]
 ，展开成[image: alt]
 的幂级数，就有

[image: alt]


这样得到的正交化，称为Löwdin-Bogoliubov正交化，与之相应的基矢变换则称为Löwdin-Bogoliubov变换
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 。当重叠积分[image: alt]
 很小时，只保留它的一次项，我们有

[image: alt]


可以看出，态∣φn
 〉的主要成分是∣[image: alt]
 n
 〉，但还以重叠积分的数量级混入了一些其它态∣[image: alt]
 m
 〉，m≠n。

§2.3　Schrödinger表象和动量表象

1．Schrödinger表象

基矢　以体系的Descartes直角坐标本征态为基矢的表象称为Schrödinger表象或坐标表象。选取体系的全体Descartes直角坐标[image: alt]
 为观测量完全集，可以证明，其本征值有连续谱（参阅第三章§3.1中的Pauli定理）。于是，正交归一化关系和完备性公式分别为

[image: alt]


这里我们选择权函数为ω（q）＝1。

态矢量和只依赖于坐标的算符的表示　态矢量∣ψ〉和只依赖于坐标的算符[image: alt]
 的表示分别是

[image: alt]


其中Q（q）＝Q（q1
 ，q2
 ，…，qN
 ）是[image: alt]
 在∣q〉上的本征值。由此，可得以下更常用的公式

[image: alt]


坐标算符的函数对态矢量的作用在坐标表象中的表示，等于其本征值乘以波函数。

动量算符的表示　现在我们利用正则对易关系

[image: alt]


来求动量算符的表示。r≠s时上式为0。求它当r＝s时的表示，有

[image: alt]


由于∣q〉和[image: alt]
 是[image: alt]
 的本征态，分别具有本征值q和q′，于是上式成为

[image: alt]


与δ函数的性质xδ′（x）＝-δ（x）对照，并注意到xδ（x）＝0，就有

[image: alt]


其中fr
 （q）是q的任意实函数。fr
 （q）之所以是实的，是由于[image: alt]
 是厄米的。于是，我们有

[image: alt]


fr
 （q）的选择　考虑幺正变换

[image: alt]


其中γ（q）为任意实函数。这相当于一个表象变换，但是变换前后的基矢描述同一物理态。用eiγ（q）
 ∣q〉代替前面的∣q〉，就有

[image: alt]


所以，只要选择γ（q）使得

[image: alt]


就有

[image: alt]


动量算符[image: alt]
 r
 对态矢量的作用在坐标表象中的表示，在适当选择基矢的相因子时，等于微分算符-i[image: alt]
 [image: alt]
 /[image: alt]
 qr
 作用于波函数。类似地还有

[image: alt]


于是，对于任一依赖于坐标和动量的算符[image: alt]
 有

[image: alt]


由于坐标和动量算符存在对易关系，在[image: alt]
 当中如果有坐标和动量算符相乘的交叉项，需要特别讨论。

小结　在坐标表象中，坐标算符和动量算符对态矢量的作用，对应于以下算符对波函数的作用：

[image: alt]


例　动量本征态　动量本征值方程[image: alt]
 在坐标表象中的表示是

[image: alt]


其中φp
 （q）＝〈q∣p〉是动量本征态的坐标表象波函数。上述方程的解为

[image: alt]


其中N是体系的自由度，因子1/（2π[image: alt]
 ）N/2
 是归一化常数，使得

[image: alt]


2．动量表象

基矢　以体系的动量本征态为基矢的表象称为动量表象。选取体系的全体动量[image: alt]
 为观测量完全集，可以证明，其本征值有连续谱（参阅第三章§3.1中的Pauli定理）。于是，正交归一化关系和完备性公式分别为

〈p∣p′〉＝δ（p－p′），　　　　∫dp∣p〉〈p∣＝1，

这里选择权函数ω（p）＝1。

态矢量和算符的表示　对于态矢量∣ψ〉和只依赖于动量的算符[image: alt]
 我们有

[image: alt]


其中P（p）＝P（p1
 ，p2
 ，…，pN
 ）是[image: alt]
 在∣p〉上的本征值。与上一小节类似地，利用正则对易关系，可以得到坐标算符[image: alt]
 和只依赖于坐标的算符[image: alt]
 的表示

[image: alt]


一般地，对于任一依赖于坐标和动量的算符[image: alt]
 有

[image: alt]


在动量表象中，坐标算符和动量算符对态矢量的作用，对应于以下算符对波函数的作用：

[image: alt]


同样，在[image: alt]
 中如果有坐标和动量算符相乘的交叉项，需要特别讨论。

显然，动量表象中的坐标本征态波函数，是坐标表象中动量本征态波函数的复数共轭，

[image: alt]


3．动量表象波函数与坐标表象波函数之间的变换

利用上述波函数〈q∣p〉＝φp
 （q）和〈p∣q〉＝φq
 （p），我们可以写出动量表象波函数ψ（p）与坐标表象波函数ψ（q）之间的变换：

[image: alt]


可以看出，波函数〈q∣p〉＝φp
 （q）和〈p∣q〉＝φq
 （p）是这里的变换矩阵，上述变换则是数学上的Fourier变换。

§2.4　居位数表象

1．居位数的定义和对易关系

居位数的定义　考虑坐标算符[image: alt]
 与动量算符[image: alt]
 的线性组合

[image: alt]


其中αr
 为正实数，量纲为长度的倒数，使得[image: alt]
 与[image: alt]
 无量纲。我们引入

[image: alt]


不难看出，这是一组厄米算符，称为居位数算符。可以证明它们互相对易，互相独立。于是，可以用它们作为观测量的完全集，用它们的共同本征态作为表象的基矢。利用以下关系

[image: alt]


就可以把坐标算符与动量算符的函数表示成[image: alt]
 与[image: alt]
 的函数。

对易关系　利用坐标与动量的对易关系，可以得到下列对易关系：

[image: alt]


当l＝m＝1时，上述最后一式成为[image: alt]
 表明[image: alt]
 与[image: alt]
 对易。

本征值方程　设居位数[image: alt]
 的共同本征态为∣n〉，具有本征值n，

[image: alt]


并选取归一化

〈n∣n′〉＝δnn′
 。

这里我们采用了简写n＝（n1
 ，n2
 ，…，nN
 ），∣n〉＝∣n1
 ，n2
 ，…，nN
 〉和

[image: alt]


由于不同下标的算符互相对易，可以分别独立地讨论。以下我们只讨论某一个下标的情形，为了简洁起见，略去下标不写。这也相当于只讨论N＝1的情形。

2．居位数的本征值和本征态

移位算符　由对易关系[image: alt]
 有

[image: alt]


这表明，[image: alt]
 也是居位数[image: alt]
 的本征态，本征值为n＋1，

[image: alt]


类似地，由对易关系[image: alt]
 有

[image: alt]


这表明，[image: alt]
 也是居位数[image: alt]
 的本征态，本征值为n－1，

[image: alt]


[image: alt]
 作用到居位数[image: alt]
 的本征态上，得到本征值增加1的态；[image: alt]
 作用到居位数[image: alt]
 的本征态上，得到本征值减少1的态。所以，[image: alt]
 称为居位数n的升位算符，[image: alt]
 称为居位数n的降位算符，合称居位数的移位算符。

[image: alt]
 与[image: alt]
 的值　由于∣n〉是归一的，我们有

[image: alt]


另一方面，上式左边可以写成

[image: alt]


所以有[image: alt]
 于是可以取

[image: alt]


这里可以有一个任意相因子的不确定。此外，由于

[image: alt]


于是可以取

[image: alt]


最后我们得到下列公式：

[image: alt]


居位数的本征值和本征态　由

[image: alt]


我们知道n有下限，

[image: alt]


由于[image: alt]
 是本征值的下限，用降位算符作用于[image: alt]
 必须等于0，

[image: alt]


从而

[image: alt]


于是我们求得居位数本征值谱

n＝0，1，2，…。

居位数n＝0的态｜0〉可以称为基态。不难证明本征态｜n〉可以写成

[image: alt]


3．一些有用的矩阵元

用对易关系和上一小节给出的公式，可以算出下列矩阵元：

[image: alt]


[image: alt]


这里我们采用了简写

[image: alt]


写成矩阵，有

[image: alt]


[image: alt]


4．波函数φn
 （q）和φn
 （p）

基态波函数φ0
 （q）　基态满足的方程[image: alt]
 可以写成

[image: alt]


它在坐标表象的表示为

[image: alt]


其中φ0
 （q）＝〈q｜0〉。令ξ＝αq，上式可以约化为

[image: alt]


很容易求出它的归一化解为

[image: alt]


它满足归一化条件

[image: alt]


激发态波函数　φn
 （q）　由上一小节的公式（23），可以把激发态的归一化矢量｜n〉写成

[image: alt]


它在坐标表象的表示为

[image: alt]


用恒等式

[image: alt]


有

[image: alt]


其中

[image: alt]


为ξ的n阶Hermite多项式。于是我们最后有

[image: alt]


可以直接验证它确实是是归一化的：

[image: alt]


波函数φn
 （p）与上面类似地，在动量表象中，确定基态的方程成为

[image: alt]


其中φ0
 （p）＝〈p｜0〉。引入无量纲变量ξ＝p/[image: alt]
 α，上述方程化为

[image: alt]


可以解出

[image: alt]


同样地，有

[image: alt]


其中引入相因子（-i）n
 ，是为了使上式与表象变换

[image: alt]


算得的一致。

5．算符[image: alt]
 的本征值与本征态

[image: alt]
 的本征值　考虑本征值方程

[image: alt]


[image: alt]
 不是厄米算符，所以本征值z是复数，可以写成z＝x＋iy，其中x与y是实数。这就表示，[image: alt]
 不是一个单纯的观测量，而是联系于两个独立的观测量。

求坐标[image: alt]
 和动量[image: alt]
 在这个态的平均值，有

[image: alt]


所以，

[image: alt]


x正比于坐标在本征态｜z〉的平均值，y正比于动量在本征态｜z〉的平均值。

[image: alt]
 本征态在居位数表象中的波函数　把本征态｜z〉在居位数表象中的波函数写成

Zn
 （z）＝〈n｜z〉，

并注意[image: alt]
 本征值方程[image: alt]
 在居位数表象中的表示就可以写成

[image: alt]


这里Zn
 ＝Zn
 （z）。于是有Zn
 的递推关系

[image: alt]


由于[image: alt]
 不是厄米算符，具有不同本征值的本征态｜z〉与｜z′〉互相并不正交。所以，虽然本征值z具有复平面上的连续谱，仍然可以把态矢量简单地归一到1。由｜z〉的归一化条件

[image: alt]


可以求出

[image: alt]


这里可以有一个任意相因子的不确定性。把它代回前面的公式，就有

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]
 本征态在坐标表象中的波函数　本征态｜z〉在坐标表象的归一化波函数为

[image: alt]


其中最后一个等式用到了Hermite多项式Hn
 （ξ）的生成函数表达式
〔4〕

 。可以看出，[image: alt]
 的本征态的坐标表象波函数是以[image: alt]
 为中心的Gauss分布，其中z是坐标与动量在这个本征态的平均值的线性组合。

最后需要指出，从本征值方程[image: alt]
 在坐标表象的表示

[image: alt]


可以直接解出上述波函数Z（z，q），其中ξ＝αq。

[image: alt]
 本征态的非正交性和超完备性　运用｜z〉在居位数表象的波函数Zn
 （z），可以算出

[image: alt]


上式表明z≠z′时本征态｜z〉与｜z′〉并不正交，但重叠积分随z－z′的增加而很快衰减为0。这就是[image: alt]
 本征态的非正交性。

我们还可以算出

[image: alt]


[image: alt]


其中积分是在复平面进行的，z＝reiθ
 。上述结果即

[image: alt]


这个公式可以称为基矢｛｜z〉｝的“类完备性公式”，可以用它把任一态矢量｜ψ〉表示成｛｜z〉｝的线性组合，

[image: alt]


但必须注意，由于｛｜z〉｝的非正交性，｛｜z〉｝实际上是超完备的。｛｜z〉｝超完备的意思，是指它所包含的基矢个数超过了它所表示的空间维数，从而并非完全线性无关。例如，可以用｛｜z〉｝的这个公式把任一基矢∣z〉表示成｛｜z〉｝的线性组合，

[image: alt]


由于这种超完备性，通常求迹的公式也不适用，

[image: alt]


§2.5　广义Schrödinger表象

基矢　以系统的广义坐标本征态为基矢的表象称为广义Schrödinger表象，或广义坐标表象。选取系统的全体广义坐标[image: alt]
 为观测量完全集，其本征值有连续谱，正交归一化关系和完备性公式分别为

[image: alt]


其中权函数w（q）的形式依赖于广义坐标的选择。

态矢量和只依赖于坐标的算符的表示　与态矢量｜ψ〉和只依赖于坐标的算符[image: alt]
 有关的公式是

[image: alt]


广义动量算符的表示　把与上述广义坐标共轭的广义动量记为[image: alt]
 [image: alt]
 假设有正则对易关系

[image: alt]


求它在r＝s时的表示，有

[image: alt]


从而可以写出

[image: alt]


于是我们有

[image: alt]


由动量算符的厄米性[image: alt]
 可以推出

[image: alt]


于是我们有

[image: alt]


其中

fr
 （q）＝ReFr
 （q）

为q的任意实函数。由对易关系[image: alt]
 可以得到fr
 （q）应满足的可积条件

[image: alt]


与前面Schrödinger表象的做法类似地，作表象变换

[image: alt]


并选择γ（q）使得

[image: alt]


就有

[image: alt]


动量算符[image: alt]
 对态矢量的作用在广义坐标表象中的表示，在适当选择基矢的相因子时，等于微分算符-i[image: alt]
 w-1/2
 （∂/∂qr
 ）w1/2
 作用于波函数。

小结　在广义坐标表象中，坐标算符和动量算符对态矢量的作用，对应于以下算符对波函数的作用：

[image: alt]


上述公式又称为Pauli-Podolsky量子化规则
〔5〕

 ，它并不包含新的物理，只是正则量子化规则在广义坐标中的表示。

权函数w（q）的选择　波函数的归一化条件是

〈ψ｜ψ〉＝∫dqw（q）〈ψ｜q〉〈q｜ψ〉＝∫dqw（q）｜ψ（q）｜2
 ＝1。

要求上式在广义坐标变换下不变，w（q）dq就应是广义坐标空间中的不变体积元，

[image: alt]


其中g是下述不变线元平方表达式中度规矩阵grs
 的行列式
〔6〕

 ：

[image: alt]


显然，当[image: alt]
 为Descartes直角坐标时，[image: alt]
 上述结果简化为普通的Schrödinger表象。

例　质点的球极坐标　球极坐标（r，θ，[image: alt]
 ）中的度规矩阵为

[image: alt]


于是有

[image: alt]


§2.6　量子力学的经典极限

理想波包　在第一章§1.3的测不准定理证明中，Schwarz不等式中等号成立的条件是态矢量｜[image: alt]
 〉与｜φ〉平行，亦即

｜[image: alt]
 〉＝γ∣φ〉，

其中γ是任一大于0的常数。若取坐标与动量的平均值为0，则有[image: alt]
 与[image: alt]
 上式就成为

[image: alt]


不难看出，这正是§2.4中基态满足的方程，它在坐标表象中的归一化解为

[image: alt]


其中[image: alt]
 这是以原点为中心的Gauss分布，不难算出在这个态上测量坐标和动量的方差分别是

[image: alt]


它对应于测不准关系中等号成立的情形

[image: alt]


所以，坐标和动量的测不准量最小的态具有Gauss型波函数。这是最接近经典描述的态，所以又把这个波函数称为理想波包。当[image: alt]
 →0时，坐标和动量的测不准量趋于0，波函数的描述应过渡到经典的轨道描述。相应地，决定波包运动的Schrödinger方程在[image: alt]
 →0时应过渡到决定轨道的经典力学方程。下面我们就来讨论这种极限过渡。

取Schrödinger表象，把波函数写成

ψ（q，t）＝〈q｜ψ（t）〉＝AeiS/[image: alt]

 ，

其中振幅A和相位S一般都是坐标q和时间t的函数。

S的方程　上述波函数在坐标表象的Schrödinger方程为

[image: alt]


考虑到

[image: alt]


（30）式可以化成

[image: alt]


当[image: alt]
 →0时，略去含[image: alt]
 的项，上式就成为

[image: alt]


这正是经典力学的Hamilton-Jacobi方程，H（qr
 ，ps
 ）相应于经典力学的Hamilton量，S（q，t）相应于经典力学的作用量函数，而

[image: alt]


A的方程　在（31）式中，把H（qr
 ，-i[image: alt]
 ∂/∂qs
 ＋∂S/∂qs
 ）展开成[image: alt]
 的幂级数，只保留到[image: alt]
 的一次项，并代入Hamilton-Jacobi方程，有（更严谨的做法请看Dirac的《量子力学原理》§31）

[image: alt]


其中H＝H（qr
 ，ps
 ），ps
 ＝∂S/∂qs
 。经过化简可以得到

[image: alt]


可以看出，这个方程相应于一个流场的连续性方程，波函数的模方A2
 （q，t）描述一个守恒流密度，其速度场为

[image: alt]


经典近似成立的条件　在得到Hamilton-Jacobi方程（32）时所作的略去[image: alt]
 的近似，相当于[image: alt]
 ∂A/∂qs
 《A∂S/∂qs
 ，也就是

[image: alt]


这就要求，在空间的某一区域内，经过了很多个波长时，振幅没有明显的变化。换言之，波长应比有关区域的尺度小得多。在此近似成立时，若系统在初始时刻为一波包，限制在一小区域内，则守恒流方程保证了它能在一段时间内保持为一波包，而其运动方程为经典力学的Hamilton-Jacobi方程。波包受测不准关系限制，并且逐渐扩散开来。

正则方程　由（33），（32）和（34）式，可以算出

[image: alt]


（34）与（35）正是经典力学的Hamilton正则方程。于是，我们在坐标表象中，再一次得到了与上一章§1.4的经典极限一致的结果。

§2.7　量子力学的路径积分形式

1．跃迁振幅的Feynman公式

跃迁振幅的定义　运用时间发展算符[image: alt]
 我们可以把系统在坐标表象的波函数写成

[image: alt]


其中ψ（q0
 ，t0
 ）＝〈q0
 ｜ψ（t0
 ）〉。

[image: alt]


是时间发展算符在坐标表象的表示，称为系统的跃迁振幅或变换函数，它是t0
 时处于q0
 的系统t时跃迁到q的概率幅。我们来推导它的计算公式。为了简明起见，假设系统只有1个自由度。最后的结果可以直接推广到多个自由度。

路径积分表示　把时间间隔t－t0
 划分成n等份，

[image: alt]


当n→∞和[image: alt]
 →0时，我们就可以把时间发展算符写成n个因子的积，

[image: alt]


把它代入跃迁振幅的定义式（37），并运用基矢｛｜q〉｝的完备性公式，就有

[image: alt]


其中的因子可以写成

[image: alt]


这里我们代入了动量本征态的波函数〈q｜p〉＝exp（ipq/[image: alt]
 ）/（2π[image: alt]
 ）1/2，H（p，q）定义为

[image: alt]


在这个定义里，假设H（p，q）中不含q与p的交叉项，否则，应取正规乘序，即把算符[image: alt]
 中所有的[image: alt]
 都用对易关系移到[image: alt]
 的左边。

把（39）式代入（38）式，注意到n→∞和[image: alt]
 →0时（qm＋1
 －qm
 ）/Δt→[image: alt]
 ，就有

[image: alt]


其中指数上的积分限为［t0
 ，t］，积分中的q与p都依赖于时间，而

[image: alt]


（40）式表示在时间t0
 与t之间q（t）和p（t）分别在坐标和动量空间跑遍固定端点［q（t0
 ），q（t）］之间所有路径的一个无限维积分，简称路径积分。这实际上是一种泛函积分。注意它是对q（t）与p（t）的双重泛函积分，而只固定了q（t）的端点。下面来根据H（p，q）的具体形式完成对p（t）的积分。

Feynman公式　对于下列形式的经典Hamilton量，

[image: alt]


我们可以完成（40）式中对动量的积分，最后得到Feynman公式

[image: alt]


其中

[image: alt]


是系统的经典Lagrange量。N是归一化常数，它通常在n→∞时趋于无限，但这并不影响物理结果，因为在实际计算中它总可以消去。所以，［Dq］可以有一个常数因子（可以是无限大）的不确定。

如果在积分体积元［Dq］中包含所有自由度的贡献，Feynman公式就推广到多自由度的情形，我们这里就不给出证明。实际上，Feynman公式不限于（43）式类型的系统，它对于下列更一般的经典Lagrange量也适用：

[image: alt]


其中m是与q无关的实的非奇异矩阵。

2．路径积分量子化

Feynman公式与Schrödinger方程的等效　对于由（43）式描述的系统，考虑一个很小的时间间隔［t，t＋[image: alt]
 ］，由Feynman公式我们有

[image: alt]


其中η＝q0
 －q。把上式代入波函数的公式（36），就有

[image: alt]


当ε→0＋
 时，对积分的贡献主要来自η～0的区域，我们有

[image: alt]


完成积分以后，上式中ε的0次和1次项分别给出

[image: alt]


和

[image: alt]


上面第一个方程给出常数C的表达式，第二个方程则正是系统的Schrödinger方程。

路径积分量子化　从上面的推导可以看出，我们从跃迁振幅的Feynman路径积分公式出发，可以推出Schrödinger方程，而在Schrödinger方程中，自动地得到了动能算符的表达式

[image: alt]


所以，在Feynman的路径积分公式中已经包含了正则量子化的内容。这种方式的量子化，称为路径积分量子化。在规范场的量子理论中，采用路径积分量子化更方便。这就是量子力学的路径积分形式受到广泛重视的原因。

量子力学的路径积分形式　正则量子化是Heisenberg测不准原理的结果，Schrödinger方程则是量子力学的运动方程，这二者构成了量子力学计算的核心。这种形式的量子力学，称为正则形式的量子力学。既然Feynman的路径积分公式包括了这两方面的内容，自然就会想到，我们可以把Feynman的路径积分公式作为量子力学的一条基本原理，用来取代关于量子化规则的Heisenberg测不准原理和关于态矢量随时间变化的Schrödinger方程。量子力学的这种形式，称为量子力学的路径积分形式。

在量子力学的路径积分形式中，基本原理有三条：态的叠加原理，波函数的统计诠释，和跃迁振幅的Feynman公式。Feynman公式中的

[image: alt]


是系统的作用量，所以Feynman公式的物理含义是：t0
 时处于q0
 的系统t时跃迁到q的概率幅，对于固定在这两个端点之间的所有路径都是等权的，总的概率幅等于各个路径的贡献按相位S/[image: alt]
 叠加的结果，S是系统的作用量。这就是在量子力学的路径积分形式中用来取代Heisenberg测不准原理和Schrödinger方程的一条物理原理，我们可以把它称为量子作用量原理。

在正则形式的量子力学中，问题的核心是写出系统的Hamilton算符[image: alt]
 这就需要知道算符的对易规则，进行算符运算。而在路径积分形式的量子力学中，问题的核心是写出系统的Lagrange函数L或作用量S，求泛函积分。L或S不是算符，有关的代数运算简单得多，数学上的难点从算符运算变成泛函积分。不过从上述推导可以看出，这里的L或S仍然是量子力学的量，而不是经典的量。针对具体物理问题写出的Lagrange函数L，是一种量子力学的模型，而不是经典的模型。不能根据是不是算符来判断是不是量子力学。本书采用正则形式的表述，对路径积分形式只作如上简单介绍。
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第三章　基本观测量

由于有测不准，量子态的概率幅分布在位形空间，是一个数学上的场。对于一个场来说，它在整体上的一些对称性，无疑是描述这个场的最重要的特征，能够联系于这个场的重要物理观测量。我们在本章着重讨论与量子态的时空对称性相联系的物理观测量，然后讨论与全同粒子交换对称性相联系的物理观测量。时空对称性是一种几何对称性或运动学对称性，全同粒子交换对称性则是一种物理对称性或动力学对称性。除了本章的讨论外，我们还将在第五章讨论与交换正反粒子的对称性相联系的物理观测量，而在第八章讨论与场的整体规范不变性相联系的物理观测量。

§3.1　动量和能量

1．空间平移和动量

空间平移　选择Schrödinger表象，系统的波函数ψ（r）＝〈r｜ψ〉就是在空间中分布的一个波场，这里r＝（x，y，z）是用Descartes直角坐标表示的系统的空间位置矢量。我们来讨论这个波场在空间平移时的性质。考虑态矢量的幺正变换

[image: alt]


它把系统做了一个空间平移d。平移后系统波函数在r点的值应该等于平移前系统波函数在r－d点的值，我们可以写出

[image: alt]


这个式子也可看成是基矢的变换

[image: alt]


它把坐标本征态从本征值为r的｜r〉变到本征值为r－d的｜r－d〉。这相当于把空间坐标架做了一个平移-d。显然，这两种观点是等效的。

[image: alt]
 是幺正的，所以当d→0时可以写成

[image: alt]


其中[image: alt]
 是生成空间无限小平移d的厄米算符，可以作为一个表征系统空间平移特征的观测量。如果空间平移d不是无限小，我们可以把它分成n等份，并令n→∞。于是，空间平移d可以看成相继n次小平移的结果，我们有

[image: alt]


动量　与态矢量的幺正变换[image: alt]
 相应地，观测量算符的变换是

[image: alt]


于是，坐标算符的空间平移可以写成

[image: alt]


当d为一沿x轴的无限小位移时，它给出

[image: alt]


其中已经略去d的二次项。上式化简后成为

[image: alt]


这正是坐标与其正则共轭动量的正则对易关系。所以，在x轴上生成无限小平移变换的厄米算符px
 联系于系统在x轴的正则共轭动量算符。类似地，py
 和pz
 分别是系统在y和z轴的正则共轭动量算符。

由以上讨论可以看出，量子力学里的动量，是表征系统在空间平移变换下的特征的物理观测量。在原则上，我们可以把这个生成系统无限小平移变换的厄米算符作为系统动量算符的定义。这是系统动量的非经典定义。与此相联系地，我们可以把这个定义作为一条基本假设，用来代替Heisenberg测不准原理和正则量子化假设。这样做，在大多数情形是可行的，只是在一些特殊情形，就需要引入新的量子化假设。比如我们在第四章将要讨论的宏观量子力学，和在第八章将要讨论的场的量子化，都要用到正则量子化。正是因为这个原因，我们还是把Heisenberg测不准原理作为量子力学的基本原理，而把空间平移变换与动量算符的联系，作为对量子力学动量的物理含义的一种深入的理解。

空间平移不变性　如果系统在空间平移以后的态[image: alt]
 与原来的态｜ψ〉都满足Schrödinger方程，是同一量子态，则这个系统就具有空间平移不变性。用空间平移的幺正算符[image: alt]
 作用到Schrödinger方程上，

[image: alt]


要求上式是关于态[image: alt]
 的Schrödinger方程，这就要求系统的Hamilton算符在空间平移变换下不变，[image: alt]
 亦即

[image: alt]


所以，对于具有空间平移不变性的系统，动量算符[image: alt]
 与系统的Hamilton算符对易，动量是系统的守恒量，可以有能量与动量的共同本征态E∣p〉。

从动量本征态的波函数

[image: alt]


可以看出，空间平移后的态与原来的态只差一个常数相位-p·d/[image: alt]
 ，描述同一个量子态，确实具有空间平移不变性。

2．时间平移和能量

Pauli定理　我们先来证明，在量子力学里时间只能作为一个参数，而不是一个表示成算符的物理观测量。换句话说，时间t与所有的观测量算符都是对易的，不能像上一小节那样来处理时间t与系统Hamilton算符[image: alt]
 的关系。特别是，不存在与正则坐标和正则共轭动量的对易关系对应的下列对易关系
〔1〕

 ：

[image: alt]


这个结论称为Pauli定理，它的证明如下：

如果有上述对易关系，则与正则坐标和正则共轭动量类似地，也有下列对易关系：

[image: alt]


其中[image: alt]
 是[image: alt]
 的函数，可以展开成[image: alt]
 的幂级数。于是，假设｜E〉是[image: alt]
 的本征态，

[image: alt]


则有

[image: alt]


其中a是任一实数。上式表明，exp（ia[image: alt]
 ）｜E〉也是[image: alt]
 的本征态，具有本征值（E＋[image: alt]
 a），

[image: alt]


其中C是一个常数。由于a是任意实数，这就表明[image: alt]
 的本征值具有从-∞到+∞的连续谱。这与实验不符，实验表明束缚态的能量本征值是离散谱。所以，时间不可能作为一个具有（1）式那样对易关系的观测量算符。

用同样的方法，可以从正则坐标与其正则共轭动量的正则对易关系证明它们的本征值都具有从-∞到+∞的连续谱。

时间平移　我们选择Schrödinger绘景，把时间t当作描述系统量子态的一个参数。对系统作时间平移Δ，系统的态矢量就要作相应的幺正变换

[image: alt]


系统时间平移Δ以后的态，等于系统原来在t－Δ时的态，

[image: alt]


所以，对系统作时间平移Δ，相当于把时间坐标的原点提前Δ。

把上式右边在t点展开成Δ的Taylor级数，就得到时间平移算符的表达式

[image: alt]


注意　时间平移算符是一个作用于时间参数t的微分算符。

通过Schrödinger方程

[image: alt]


可以把作用于时间参数t的微分算符d/dt联系于系统的Hamilton算符[image: alt]
 我们可以有

[image: alt]


但是，上式不是恒等式，仅当两边作用于系统的态矢量时成立，因为Schrödinger方程并不是对任何态矢量都成立的恒等式，而是一个对系统态矢量的约束条件。实际上，微分算符d/dt只从左边作用于时间的函数，而算符[image: alt]
 作用于任何左矢量和右矢量。

在作用于系统态矢量的意义上，我们可以把时间平移算符写成

[image: alt]


这就表明，量子力学里的能量，是表征系统在时间平移变换下的特征的物理观测量。

时间平移不变性　如果系统在时间平移后的态[image: alt]
 与原来的态｜ψ（t）〉都满足Schrödinger方程，是同一量子态，则这个系统就具有时间平移不变性。用无限小时间平移算符[image: alt]
 作用到Schrödinger方程上，并作代换t→t′＝t－Δ，就有

[image: alt]


要求上式是关于时间平移态[image: alt]
 的Schrödinger方程，就要求

[image: alt]


所以，具有时间平移不变性的系统，Hamilton算符[image: alt]
 不显含时间，系统处于能量具有确定值的定态，能量不会随时间改变，是一个守恒量。

从定态波函数

[image: alt]


可以看出，时间平移后的态与原来的态只差一个常数相位EΔ/[image: alt]
 ，描述同一个量子态，确实具有时间平移不变性。

§3.2　角动量

1．空间转动和角动量

坐标空间中的转动矩阵　考虑系统绕z轴转过角度[image: alt]
 的变换。系统中的一点r在这个转动下转到了r′，我们有

[image: alt]


上式可以简写成r′＝g（k，[image: alt]
 ）r，其中k是沿z轴的单位矢量，g（k，[image: alt]
 ）是上述转动矩阵。类似地，系统绕x轴转α角和绕y轴转β角的转动矩阵分别为

[image: alt]


i，j是沿x，y轴的单位矢量。于是，系统绕n方向转过一个无限小角度θ的转动矩阵可以写成

[image: alt]


而

r′＝g（n，θ）r＝r＋θ×r，

其中θ＝（n，θ）＝（θx
 ，θy
 ，θz
 ），θ是θ的大小，n是它的方向。

空间转动和角动量　我们来考虑把态矢量｜ψ〉转动到[image: alt]
 的无限小幺正变换，

[image: alt]


其中[image: alt]
 是生成这个空间无限小转动变换的厄米算符。转动后系统波函数在r点的值应该等于转动前系统波函数在g（n，-θ）r点的值，我们可以写出

[image: alt]


这个式子也可看成是基矢的变换

[image: alt]


它把坐标本征态从本征值为r的｜r〉变到本征值为g（n，-θ）r的｜g（n，-θ）r〉。这相当于把空间坐标架做了一个转动g（n，-θ）。同样，这两种观点是等效的。

与态矢量的空间转动[image: alt]
 相应地，观测量算符的变换为[image: alt]
 于是，坐标算符[image: alt]
 的变换可以写成

[image: alt]


代入（2）式，化简后可得

[image: alt]


由它们可以解出

[image: alt]


或者简写成

[image: alt]


这正是轨道角动量算符。所以，生成无限小空间转动变换的厄米算符联系于系统的角动量。换句话说，量子力学里的角动量，是表征系统在空间转动变换下的特征的物理观测量。

与上一节同样地，对于有限角度θ的转动，我们有

[image: alt]


空间转动不变性　如果系统在空间转动以后的态[image: alt]
 与原来的态｜ψ〉都满足Schrödinger方程，是同一量子态，则这个系统就具有空间转动不变性。与前面讨论空间平移不变性的做法一样，用空间转动的幺正算符[image: alt]
 作用到Schrödinger方程上，要求得到的方程是关于空间转动态[image: alt]
 的Schrödinger方程，就要求系统的Hamilton算符在空间转动下不变，亦即

[image: alt]


具有空间转动不变性的系统，其角动量算符与Hamilton算符对易，系统具有能量与角动量的共同本征态，系统的角动量是守恒量。

下面我们就来讨论角动量的本征值和本征态。

2．角动量本征值

角动量算符的定义和基本关系　我们把满足以下对易关系的厄米算符[image: alt]
 [image: alt]
 定义为角动量算符：

[image: alt]


可以看出，从其中的一个对易关系，在x，y，z之间作循环置换，就可以得到另外两个。于是，可以一般地写成

[image: alt]


其中[image: alt]
 而[image: alt]
 ijk
 是如下定义的完全反对称张量：

[image: alt]


利用坐标算符[image: alt]
 与动量算符[image: alt]
 之间的正则对易关系，可以证明上一小节给出的轨道角动量算符[image: alt]
 满足上述对易关系（3）。利用角动量算符的对易关系（3），可以得到以下对易关系：

[image: alt]


其中

[image: alt]


于是，虽然[image: alt]
 之间互相不对易，它们没有共同本征态，但是其中之一可以与[image: alt]
 有共同本征态。

我们还可以定义下述角动量移位算符：

[image: alt]


容易证明，

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]
 与[image: alt]
 的本征值　设[image: alt]
 与[image: alt]
 的归一化共同本征态为｜jm〉，可以写成

[image: alt]


其中j≥0，｜jm〉的正交归一化关系为

〈mj｜j′m′〉＝δjj′
 δmm′
 。

由[image: alt]
 我们有

[image: alt]


所以m有上界[image: alt]
 和下界[image: alt]


[image: alt]


下面我们用移位算符[image: alt]
 来定出[image: alt]
 和[image: alt]
 由于[image: alt]
 与[image: alt]
 对易，所以[image: alt]
 也是[image: alt]
 的本征态，具有同样的本征值j（j＋1）[image: alt]
 2
 。此外，由于

[image: alt]


所以[image: alt]
 也是[image: alt]
 的本征态，本征值从m[image: alt]
 移到（m±1）[image: alt]
 。于是，可以写出

[image: alt]


其中[image: alt]
 是待定常数。

用升位算符[image: alt]
 相继作用于态[image: alt]
 或者用降位算符[image: alt]
 相继作用于态[image: alt]
 我们就可以得到本征态组[image: alt]
 与它们相应的本征值谱为

[image: alt]


由于[image: alt]
 用[image: alt]
 作用在[image: alt]
 态上，可以得到

[image: alt]


这个方程有两个解，[image: alt]
 和[image: alt]
 由于[image: alt]
 是m的上界，所以取

[image: alt]


类似地，由于[image: alt]
 用[image: alt]
 作用在[image: alt]
 态上，可以得到

[image: alt]


这个方程有两个解，[image: alt]
 和[image: alt]
 由于[image: alt]
 是m的下界，所以取

[image: alt]


所以m的可能值为

m＝-j，-j＋1，-j＋2，…，j－1，j。

由于[image: alt]
 和[image: alt]
 这两个解是唯一确定的，所以m除了上述值以外不可能再有别的值。于是，-j与j间只差一个整数（包括零），

j－（-j）＝2j＝0，1，2，3，…，

最后得到

[image: alt]


角动量平方的量子数j可以取整数（包括零）或半奇数，角动量投影的量子数m则取-j到j之间的2j＋1个值，这是从角动量算符的对易关系推出的普遍结论。除了角动量算符的对易关系以外，具体的问题还有别的具体条件。我们将在下一节证明，轨道角动量平方的量子数只能取整数（包括零），而不能取半奇数。

3．角动量本征态

[image: alt]
 的确定　求（4）式的模方，由于｜jm〉是归一化的，我们可以得到

[image: alt]


从上式可以解出

[image: alt]


其中可以有一个相因子的不确定，不同作者往往有他自己习惯的选择，我们这里取Condon-Shortley约定
〔2〕

 。于是，（4）式成为

[image: alt]


用｜jj〉或｜j－j〉表示的本征态｜jm〉　用升位算符相继作用于｜j－j〉，或用降位算符相继作用于｜jj〉，并运用（5）式，可以得到

[image: alt]


定理　任何一个转动不变的算符[image: alt]
 在｛｜jm〉｝表象中的非0矩阵元均与m无关。

证明　题设[image: alt]
 转动不变，有[image: alt]
 于是

[image: alt]


4．转动矩阵[image: alt]


定义　把在空间转动下态矢量的变换[image: alt]
 写在角动量表象｛｜jm〉｝中，就有

[image: alt]


其中

[image: alt]


称为角动量空间的转动矩阵，简称转动矩阵或Dj
 矩阵。可以看出，Dj
 矩阵是系统在坐标空间转动下引起态矢量变换的幺正算符在角动量表象中的表示矩阵。Dj
 矩阵作用于｜jm〉所张的2j＋1维空间，只改变角动量的投影Jz
 ，不改变角动量的大小J2
 。

定理　如果｛｜jm〉，m＝-j，-j＋1，…，j｝为2j＋1个正交归一化的态矢量，在坐标空间的转动下按Dj
 矩阵变换，

[image: alt]


则｜jm〉必定是[image: alt]
 和[image: alt]
 的共同本征态，满足

[image: alt]


证明　首先，在方程

[image: alt]


的两边对θ微商两次，再令θ→0，可得

[image: alt]


其中n是在θ方向的单位矢量，分别取i，j，k，对它们求和，就有

[image: alt]


其次，在（7）式两边对θ微商一次，再令θ→0，并取n在z轴，就有

[image: alt]


与上面类似地，取n在x和y轴，就有

[image: alt]


§3.3　轨道角动量和自旋角动量

1．轨道角动量和Schrödinger波函数的单值性

轨道角动量算符及本征值方程的球坐标表示　从Descartes直角坐标（x，y，z）变换到球极坐标（r，θ，[image: alt]
 ），

x＝rsinθcos[image: alt]
 ，

y＝rsinθsin[image: alt]
 ，

z＝rcosθ，　

在上一节轨道角动量的公式中代入动量算符在坐标表象中的表示，就可以得到轨道角动量平方[image: alt]
 及其投影[image: alt]
 在坐标表象中的表示

[image: alt]


于是，轨道角动量平方[image: alt]
 及其投影[image: alt]
 的共同本征态的坐标表象波函数Ylm
 （θ，[image: alt]
 ）＝〈r｜lm〉由下述本征值方程确定：

[image: alt]


它们可以分离变量，

Ylm
 （θ，[image: alt]
 ）＝Θ（θ）Φ（[image: alt]
 ），

上述方程分别化为Θ（θ）与Φ（[image: alt]
 ）的方程，

[image: alt]


l和m的值　作代换

ζ＝cosθ，　　　Θ（θ）＝（1－ζ2
 ）｜m｜/2
 p（ζ），

方程（8）成为

（1－ζ2
 ）p″－2（｜m｜＋1）ζp′＋（l－｜m｜）（l＋｜m｜＋1）p＝0。

求级数解

[image: alt]


可得系数的递推关系

[image: alt]


当k→∞时ak＋2
 /ak
 →1，级数发散，除非中断为多项式，即

l＝｜m｜＋n，

其中n为0或正整数。对于给定的l，上式表明：m的最大值[image: alt]
 和最小值[image: alt]
 满足

[image: alt]


以及m的增量为1，从而[image: alt]
 与[image: alt]
 只能相差0或一正整数，

[image: alt]


代入（10）式，得l＝-l＋k，所以

[image: alt]


而（10）和（11）式限定了

m＝-l，-l＋1，…，l－1，l。

Ylm
 （θ，[image: alt]
 ）的解　上述p（ζ）的方程是Jacobi方程
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（1－x2
 ）y″－［α－β＋（α＋β＋2）x］y′＋n（n＋α＋β＋1）y＝0

取α＝β＝｜m｜和n＝l－｜m｜的情形，所以它的正常解可以用Jacobi多项式[image: alt]
 （x）来表示，

[image: alt]


Jacobi多项式的Rodrigues公式为

[image: alt]


所以可引入函数

[image: alt]


而把本征值方程（8）和（9）的解写成

[image: alt]


其中归一化常数Nlm
 可由Jacobi多项式的正交关系

[image: alt]


算得

[image: alt]


其中正负号的选择，我们约定对m≤0取正号，对m＞0取（-1）m
 。当l取整数时，（12）式给出连带Legendre函数，而（13）式给出通常的球谐函数，可以由它们算出Ylm
 （θ，[image: alt]
 ）的具体表达式。一般地，我们有

[image: alt]


Schrödinger波函数的单值性　从上面的求解可以看出，轨道角动量的本征值方程（8）和（9）既有l为零或正整数的解，也有l为半奇数的解。由方程（9）的解Φ（[image: alt]
 ）＝Cexp（im[image: alt]
 ）可以看出，当l取零或正整数时，波函数是单值的，而当l取半奇数时，波函数是双值的。

那么，轨道角动量本征值方程的半奇数解有没有物理意义呢？例如，从（12）和（13）式可以算出（归一化常数取正号）

[image: alt]


等等。可以验证，它们确实是本征值方程（8）和（9）的解，并且满足正交归一化条件

[image: alt]


但是，这种半奇数解没有物理意义
〔4〕

 ，因为用移位算符

[image: alt]


作用到这些解上，得到的结果不能用它们的线性叠加来表示。例如：

[image: alt]


等号右边的函数不能表示成Y1/21/2
 与Y1/2－1/2
 的线性叠加，它们虽然也具有本征值l＝1/2，但却与Y1/2±1/2
 正交；它们虽然与Y3/2±1/2
 具有不同的本征值l，但却与后者不正交！这就说明，l取半奇数时，Ylm
 （θ，[image: alt]
 ）并不构成角动量的表示空间，因而不具有物理意义。

量子力学的基本原理，要求任一量子态都是态矢量空间的矢量，在表示物理观测量的算符作用下，得到的结果仍在这个空间，还是一个可能的量子态。轨道角动量的半奇数解不满足这个要求，因而并不代表量子态。这就说明，在Schrödinger表象中波函数只能是单值函数，轨道角动量本征值只能取零或正整数。

以上的结论只限于Schrödinger表象，即以空间坐标（x，y，z）或（r，θ，[image: alt]
 ）为观测量完全集的表象。对于粒子自旋的表象，没有这个限制，自旋角动量的本征值可以取半奇数，自旋波函数可以是双值的。对于刚性对称陀螺的情形，可以选刚体转动的Euler角（α，β，γ）为观测量完全集，在这个表象中的波函数ψ（α，β，γ）也不受此限制。我们在下一小节讨论粒子的自旋角动量，在第四章§4.5的宏观模型中再来讨论刚性对称陀螺的问题。

2．粒子的自旋角动量

基本假设　在上一节中我们已经指出，量子力学里的角动量，是表征系统在空间转动变换下的特征的物理观测量。在上一小节我们又指出，在Schrödinger表象中的波函数只能是单值函数，轨道角动量本征值只能取零或正整数。所以，实验上观测到的粒子半奇数自旋角动量，不可能是普通坐标空间中的物理现象，只能是粒子的某种内部空间的物理现象。粒子的自旋角动量是表征粒子在某种内部空间转动变换下的特征的物理观测量。

于是，我们可以假设：在普通空间的转动变换下，粒子的内部空间也发生相应的转动，表示这个内部空间转动的厄米算符[image: alt]
 满足与角动量算符相同的对易关系：

[image: alt]


换句话说，我们假设粒子的自旋角动量是表示在普通空间转动下粒子内部空间转动特征的物理观测量。

粒子的自旋角动量是一个非经典观测量，它没有与之对应的经典物理量，而是与粒子内部空间的转动特征相联系的。与这个粒子内部空间相联系的物理观测量，除了这里讨论的粒子自旋角动量以外，还有下一节要讨论的粒子内禀宇称和第五章§5.4将要讨论的粒子内禀磁矩。对于这些非经典观测量，虽然我们可以做一些理论分析，比如在第五章我们将要指出粒子自旋角动量和内禀磁矩与理论的相对论协变性存在联系，但是它们有些什么物理性质，还是要由实验来确定。我们关于这个粒子内部空间的了解，至今仍很有限，关于系统在这个粒子内部空间的动力学，则还一无所知。

自旋表象和Pauli矩阵　以自旋角动量平方[image: alt]
 及其投影[image: alt]
 的共同本征态｛｜sms
 〉｝为基矢的表象，称为自旋表象，它所表示的空间，称为自旋空间。我们只考虑自旋量子数s＝1/2的情形。这时基矢只有两个，｜1/2，1/2〉和｜1/2，-1/2〉，自旋空间是二维的。运用移位算符的公式（5），可以算出它们在自旋空间的表示矩阵为：

[image: alt]


由它们就可以算出[image: alt]
 和[image: alt]
 在自旋空间的表示矩阵。[image: alt]
 在自旋空间的表示矩阵是对角的。于是我们可以写出

[image: alt]


其中

[image: alt]


称为Pauli矩阵。很容易证明，Pauli矩阵具有下列性质：

[image: alt]


｛σx
 ，σy
 ｝＝｛σy
 ，σz
 ｝＝｛σz
 ，σx
 ｝＝0，

其中

｛A，B｝≡AB＋BA。

自旋空间的转动　我们来求自旋空间的转动矩阵D1/2。由于

[image: alt]


可以看出，把[image: alt]
 换成它在一个表象中的表示矩阵x，就得到[image: alt]
 在这个表象中的表示矩阵exp（x）。于是，在（6）式中代入粒子自旋角动量的表示矩阵[image: alt]
 σ/2，就有

D1/2
 ＝e-iθ·σ/2
 ＝e-iθn·σ/2
 。

把它展开成幂级数，并注意

[image: alt]


就可得到

[image: alt]


把它作用在一个自旋态上，就可以看出，当系统绕n轴转一周，θ＝2π，D1/2
 （n，2π）＝-1，态矢量变号；当系统绕n轴转两周，θ＝4π，D1/2
 （n，4π）＝1，态矢量才复原。这个结论对于半奇数自旋角动量的情形都成立。所以，半奇数自旋角动量的波函数是双值函数。这是粒子自旋角动量不同于普通轨道角动量的一个重要特点，也可以理解为是粒子的内部空间转动不同于普通空间转动的一个重要特点。

对于有自旋的系统，上一节幺正变换中的轨道角动量[image: alt]
 应换成总角动量，

[image: alt]


其中[image: alt]
 是系统的总角动量，

[image: alt]


相应地，系统具有转动不变性的条件成为

[image: alt]


对于这种情况，轨道角动量和自旋角动量一般都不是守恒量，只有总角动量才是守恒量。

§3.4　两个角动量的耦合

算符和对易关系　假设系统具有两种互相独立的角动量[image: alt]
 与[image: alt]
 分别属于不同的自由度，

[image: alt]


于是，我们可以定义这两个角动量的和为

[image: alt]


很容易证明，这样定义的[image: alt]
 也是一个角动量，具有对易关系

[image: alt]


此外，我们还可以证明[image: alt]
 互相对易，构成一个相容观测量组，具有共同本征态。

表象变换　我们既可以取[image: alt]
 的共同本征态组｛｜j1
 m1
 j2
 m2
 〉｝作为表象的基矢，也可以取[image: alt]
 的共同本征态组｛｜j1
 j2
 jm〉｝作为表象的基矢。在它们之间的表象变换为

[image: alt]


概率幅

C（jm｜j1
 m1
 j2
 m2
 ）＝〈m2
 j2
 m1
 j1
 ｜j1
 j2
 jm〉

又称为表象变换矩阵，矢量耦合系数或Clebsch-Gordan系数，简称CG系数。上式的逆变换为

[image: alt]


下面我们分别讨论本征值m与j的取值，以及举例说明如何来确定CG系数。

m的取值　根据§3.2的一般结论，m可以取-j到j的2j＋1个值，

m＝-j，-j＋1，…，j－1，j。

把[image: alt]
 作用到（14）式两边，可以得到

[image: alt]


再把（14）式代入上式的左边，就得到

m〈m2
 j2
 m1
 j1
 ｜j1
 j2
 jm〉＝（m1
 ＋m2
 ）〈m2
 j2
 m1
 j1
 ｜j1
 j2
 jm〉，

所以有

m＝m1
 ＋m2
 ，

否则

〈m2
 j2
 m1
 j1
 ｜j1
 j2
 jm〉＝0，m≠m1
 ＋m2
 。

j的取值　对于给定的j1
 和j2
 ，表象｛｜j1
 m1
 j2
 m2
 〉｝为（2j1
 ＋1）（2j2
 ＋1）维空间，所以表象｛｜j1
 j2
 jm〉｝也应为（2j1
 ＋1）（2j2
 ＋1）维空间：

[image: alt]


上述条件给出了本征值j的最大值[image: alt]
 与最小值[image: alt]
 的关系

[image: alt]


另一方面，

[image: alt]


从而可以算出

[image: alt]


于是有

[image: alt]


j＝j1
 ＋j2
 ，j1
 ＋j2
 －1，…，｜j1
 －j2
 ｜＋1，｜j1
 －j2
 ｜。

自旋轨道耦合的CG系数　作为一个例子，我们来讨论自旋角动量[image: alt]
 与轨道角动量[image: alt]
 的耦合[image: alt]
 自旋s＝1/2，自旋投影只有ms
 ＝±1/2的两个本征态，自旋表象空间只有二维。对于给定的轨道角动量量子数l，总角动量量子数只有两个值，j＝l＋1/2，l－1/2。要求的CG系数为C（jm｜lml
 sms
 ）＝〈ms
 sml
 l｜lsjm〉。

我们先来看j＝l＋1/2的态｜lsjm〉＝｜l，1/2，l＋1/2，l＋1/2〉。显然，只有在｜lml
 sms
 〉＝｜l，l，1/2，1/2〉的态上才能而且肯定测到它。根据波函数的统计诠释，适当选择相因子，我们就有

〈1/2，1/2，l，l｜l，1/2，l＋1/2，l＋1/2〉＝1，

这里选取了Condon-Shortley的相位约定（见§3.2）。换句话说，我们可以取

｜l，1/2，l＋1/2，l＋1/2〉＝｜l，l，1/2，1/2〉。

用降位算符[image: alt]
 作用到上式两边，有

[image: alt]


亦即

[image: alt]


再用降位算符[image: alt]
 作用到上式两边，类似地可以得到

[image: alt]


重复这一做法，我们可以一直求出｜l，1/2，l＋1/2，-l－1/2〉的表达式。一般地，用数学归纳法可以证明：

[image: alt]


我们再来看j＝l－1/2的态｜lsjm〉＝｜l，1/2，l－1/2，m〉。它也是｜lml
 sms
 〉＝｜l，m－1/2，1/2，1/2〉与｜l，m＋1/2，1/2，-1/2〉的叠加，叠加系数可以利用它与j＝l＋1/2的态的正交关系

〈m，l＋1/2，1/2，l｜l，1/2，l－1/2，m〉＝0

求出，从而得到

[image: alt]


上述展开式（15）与（16）中的系数，就是所要求的CG系数。

显然，上述结果不限于l为零或正整数的轨道角动量，对于半奇数的一般情形也适用。[image: alt]
 的一般情形我们就不讨论。表3.1和3.2分别给出了j2
 ＝1/2和j2
 ＝1的CG系数。

表3.1　j2
 ＝1/2的CG系数

[image: alt]


表3.2　j2
 ＝1的CG系数

[image: alt]


§3.5　宇　称

1．空间反射变换

量子态的空间反射　把系统从r点变到-r点的变换，称为系统的空间反射。与系统的空间反射相应地，设系统态矢量的幺正变换为

[image: alt]


这样引进的算符[image: alt]
 称为宇称算符。系统空间反射后在r点的波函数，应该等于系统空间反射前在-r点的波函数，我们可以写出

[image: alt]


同样地，上式也可以看成基矢的变换，把本征值为r的坐标本征态｜r〉变到本征值为-r的坐标本征态｜-r〉，

[image: alt]


这相当于坐标架的反射变换r→-r，把右手坐标系变成左手坐标系，

[image: alt]


与空间平移和转动不同，空间反射不是用一个参数来描述的可以通过一系列相继的无限小变换而完成的连续变换，而是一个分立的离散变换。属于离散变换的例子，还有与空间点阵的各种对称性相联系的变换，这是晶体理论的问题，我们就不在此讨论。

观测量算符的空间反射变换　与态矢量的空间反射[image: alt]
 相应地，观测量算符的变换为[image: alt]
 于是，坐标算符的变换可以写成

[image: alt]


如果我们要求正则对易关系在空间反射下不变，则从上式可得

[image: alt]


以上二式表明，宇称算符[image: alt]
 与坐标算符[image: alt]
 和动量算符[image: alt]
 都是反对易的，

[image: alt]


由于轨道角动量算符是坐标算符[image: alt]
 和动量算符[image: alt]
 的矢量积，[image: alt]
 所以宇称算符[image: alt]
 与轨道角动量算符[image: alt]
 是对易的，

[image: alt]


对于粒子的自旋角动量算符[image: alt]
 我们假设它与轨道角动量算符一样，也与宇称算符[image: alt]
 对易，

[image: alt]


这样，我们就确定了宇称算符[image: alt]
 与所有观测量算符的对易关系，从而就完全确定了宇称算符[image: alt]


与宇称算符反对易的矢量算符，在空间反射下变号，这种矢量称为极矢量。与宇称算符对易的矢量算符，在空间反射下不变，这种矢量称为轴矢量。两个极矢量的标量积或两个轴矢量的标量积在空间反射下不变，是一个标量。一个极矢量与一个轴矢量的标量积在空间反射下变号。这种在空间反射下变号的标量，称为赝标量。

2．宇称作为物理观测量

宇称本征值和本征态　由于

[image: alt]


而且｛｜r〉｝是态矢量空间的完备组，于是我们有

[image: alt]


从而，幺正算符[image: alt]
 是厄米的，并且它的逆算符等于它自己：

[image: alt]


由于[image: alt]
 是厄米的，它可以是一个观测量。设它的本征值为P，相应的本征态为｜φP〉，则本征值方程为

[image: alt]


由[image: alt]
 从上式可得P2
 ＝1，于是宇称的本征值为1或-1，

P＝1，-1。

本征值为1的宇称本征态，在空间反射下不变；本征值为-1的宇称本征态，在空间反射下变号。宇称为1的态，简称宇称为正或偶。宇称为-1的态，简称宇称为负或奇。写在坐标表象里，我们有

φ＋（-r）＝φ＋（r），　　φ-（-r）＝-φ－（r）。

需要指出，无论是偶宇称的态，还是奇宇称的态，在空间反射后的态矢量与空间反射前的态矢量至多相差一个正负号，都描述同一个量子态。所以可以说，宇称本征态对于系统的空间反射是不变的。

归纳起来，可以说：量子力学里的宇称，是表征系统在空间反射变换下的特征的物理观测量。这是一个非经典观测量，它的性质和规律，要由实验来确定。

粒子的内禀宇称　实验表明，在普通空间的反射变换下，粒子的内部空间也发生相应的变换，而一定种类的粒子，其内部空间要么具有偶宇称，要么具有奇宇称。粒子内部空间的这种反射对称性，称为粒子的内禀宇称。由于粒子具有内禀宇称，宇称算符[image: alt]
 对于态矢量的作用，既要考虑普通空间的反射变换，也要考虑内部空间的反射变换。系统的总宇称，是系统的普通空间宇称与粒子内禀宇称之积。

空间反射不变性　如果系统在空间反射以后的态[image: alt]
 与原来的态｜ψ〉都满足Schrödinger方程，是同一量子态，则这个系统就具有空间反射不变性。用宇称算符[image: alt]
 作用到Schrödinger方程上，要求得到的方程是关于空间反射态[image: alt]
 的Schrödinger方程，就要求系统的Hamilton算符在空间反射下不变，亦即

[image: alt]


具有空间反射不变性的系统，宇称算符与系统的Hamilton算符对易，系统具有能量与宇称的共同本征态，宇称是守恒的。

当然，一个系统是否具有空间反射不变性，换句话说，系统的宇称是否守恒，取决于系统的动力学性质，这要由实验来判定，不能先验地论断。在历史上，是从原子能级跃迁的Laporte选择定则
〔5〕

 了解到原子系统的宇称是守恒量。原子系统只涉及电子与原子核之间的电磁相互作用，这只表明电磁相互作用过程中宇称守恒。后来发现，在强相互作用过程中宇称也守恒，但在弱相互作用过程中宇称并不守恒
〔6〕

 。比如说，中微子具有螺旋性，就没有空间反射不变性。我们将在第五章§5.1再回到这个间题上来。

§3.6　时间反演

时间反演变换　我们在本章§3.1中已经证明，在量子力学里时间只能作为一个参数，而不是一个表示成算符的物理观测量。系统发展变化的动力学过程，正是用时间t这个参数来描写的。系统的时间反演，就是沿着这个时间参数减少的方向来考察系统的运动和变化。这相应于对时空坐标作如下的变换：

[image: alt]


与此相应地，我们可以引入一个算符[image: alt]
 来描述系统的态矢量和观测量算符的变换，

[image: alt]


[image: alt]
 的性质　系统随时间的发展和变化，是由Schrödinger方程来确定的。对Schrödinger方程两边取复数共轭，并作代换t→t′＝-t，有

[image: alt]


可以看出，如果[image: alt]
 上式就描写系统的时间反演过程，态｜ψ（-t′）〉*
 则是系统态｜ψ（t）〉的时间反演态。这里对一个态矢量取复数共轭｜ψ〉*
 的定义是，如果一个态矢量是某些态矢量的线性叠加，则它的复数共轭，等于这些态矢量的复数共轭的线性叠加，而叠加系数是原来的系数的复数共轭：

[image: alt]


此外，两个态矢量的复数共轭的内积，等于它们的内积的复数共轭：

｛〈φ｝*
 ｛｜ψ〉｝*
 ＝〈ψ｜φ〉。

于是，对于[image: alt]
 的系统，我们可以定义时间反演算符[image: alt]
 为

[image: alt]


其中ηT
 是一个常数。这就意味着，时间反演算符把一个数改成它的复数共轭：

[image: alt]


写成对易关系，为

[image: alt]


当时间反演算符与一个数交换时，把这个数改成它的复数共轭。由于这个性质，时间反演算符不是线性算符，我们把它称为反线性算符。

此外，我们要求任意两个态矢量的内积的绝对值在时间反演下不变，亦即

[image: alt]


这就要求ηT
 *
 ηT＝1。满足上述条件的变换称为反幺正变换，所以时间反演是一个反幺正变换。注意上式左边的写法。由于时间反演算符不仅对于态矢量起作用，还对复数起作用，所以要区分它是从左边作用于右边，还是从右边作用于左边，这两者是不同的。

在时间反演变换下，系统的空间坐标不改变，所以

[image: alt]


在正则对易关系右边有虚单位i，所以，为了保持正则对易关系在时间反演变换下不变，我们有

[image: alt]


上述二式表明，时间反演算符与坐标算符对易，与动量算符反对易。类似地，为了保持角动量各个分量的算符之间的对易关系（3）在时间反演变换下不变，我们还要求时间反演算符与角动量算符反对易。于是可以写出

[image: alt]


我们假设上述最后一式对于粒子的自旋角动量也成立。这样，我们就确定了时间反演算符[image: alt]
 与所有观测量算符的对易关系，从而就完全确定了时间反演算符[image: alt]
 对于[image: alt]
 的系统，这样得到的[image: alt]
 就是（17）式，而对于[image: alt]
 的系统，就没有这么简单（参阅第五章§5.3）。

时间反演不变性　如果系统在时间反演后的态[image: alt]
 也满足Schrödinger方程，则它就是原来态｜ψ〉的时间反演态，这个系统具有时间反演不变性。把时间反演算符[image: alt]
 作用到Schrödinger方程，并且作代换t′＝-t，就有

[image: alt]


要求上式是关于态矢量[image: alt]
 依赖于时间t′的Schrödinger方程，就要求

[image: alt]


具有时间反演不变性的系统，其Hamilton算符在时间反演下不变，它的时间反演过程与其原过程是对称的。当然，一个系统是否具有时间反演不变性，取决于系统的动力学性质，这要由实验来判定。

与本章讨论的其它观测量算符不同，时间反演算符不是幺正算符，不对应于一个物理观测量。实际上，前面讨论的所有的观测量算符都联系于系统的静态性质，而时间反演算符[image: alt]
 联系于系统发展变化的动态过程。所以，与时间反演变换相联系的观测，需要比较和测量两个时间历程相反的过程。例如，系统的时间反演不变性，意味着下列正反两个方向的过程是对称的：

A＋B⇌C＋D。

通过测量上述正反两个过程的有关物理观测量，我们就可以了解系统在时间反演变换下的性质。在这里有一个重要的定理：互逆定理。我们将在第六章§6.3来讨论这个问题。

§3.7　全同粒子交换

全同粒子的交换算符　考虑由N个全同粒子组成的体系，其中每个粒子的运动可以由单粒子态｛｜φi
 〉｝来描述。引入交换算符[image: alt]
 表示交换它所作用的量中的粒子s与t，

[image: alt]


则可以证明它具有以下性质：

①[image: alt]
 是线性厄米算符，[image: alt]


②[image: alt]
 的本征值为1或-1。

③对于一类全同粒子的态，[image: alt]
 的本征值不可能既有1又有-1，而是要么都是1，或者都是-1。

我们来证明②。设粒子s在｜φi
 〉态，粒子t在｜φj
 〉态，有本征值方程

[image: alt]


其中｜…φi
 （s）…φj
 （t）…〉是交换算符[image: alt]
 的本征态，λst
 为其本征值。另一方面，根据[image: alt]
 的定义，有

[image: alt]


比较上式与（18）式的右端，就有

[image: alt]


若λst
 ＝1，则态矢量｜…φi
 （s）…φj
 （t）…〉对于粒子s与t的交换不变号，是对称的；若λst
 ＝-1，则态矢量｜…φi
 （s）…φj
 （t）…〉对于粒子s与t的交换变号，是反对称的。需要强调的是，无论是交换对称的态，还是交换反对称的态，交换后的态矢量与交换前的态矢量至多相差一个正负号，都描述同一个量子态。所以可以说，这种态对于粒子的交换是不变的，或者说，在这种态上不能区分粒子s与t。

再来证明③。我们只需证明N＝3成立，就可证明任意N也成立。N＝3时有三个粒子，我们来证明λ12
 ＝λ23
 。根据交换算符的定义，有

[image: alt]


另一方面，根据本征态的定义，上式左边等于

λ23
 λ31
 λ12
 λ31
 ｜φ1
 （1）φ2
 （2）φ3
 （3）〉＝λ23
 λ12
 ｜φ1
 （1）φ2
 （2）φ3
 （3）〉，

令其与（19）式右边相等，即证。

全同粒子体系的交换不变性　显然，全同粒子体系的Hamilton算符在任意两个粒子的交换下是不变的，

[image: alt]


全同粒子体系存在交换任意两个粒子的对称性，全同粒子体系的态是任意两个粒子的交换算符的共同本征态。这种对称性，是在以单粒子态｛｜φi
 〉｝为坐标的抽象空间中的对称性。全同粒子体系的这种交换对称性，称为粒子全同性。

粒子全同性表明，全同粒子是不能区分的，具有不可分辨性。全同粒子的这种不可分辨性是微观粒子的量子效应，是测不准和波粒二象性的结果。在宏观的经典力学中，可以根据两个全同粒子的坐标和轨道，亦即根据它们的运动状态和历史来区分它们。在量子力学中，由于粒子的坐标和动量不能同时测准，没有轨道的概念，两个粒子的波函数在空间有重叠，对它们是无法分辨的，不能指认第几个粒子处于哪一个态，只能指出哪一个态有几个粒子。

根据这个性质，全同粒子体系的态，是所有粒子对的交换算符的共同本征态。再根据上一小节的性质③，任意两个粒子的交换算符在这个态上的本征值都相同，要么都是1，或者都是-1。交换算符的本征值都是1的态，称为完全对称态；交换算符的本征值都是-1的态，称为完全反对称态。所以，全同粒子体系的态，要么是完全对称态，要么是完全反对称态。

例　考虑由两个全同粒子构成的体系，每一个粒子所可能处的单粒子态是｜φ1
 〉和｜φ2
 〉。容易看出，这个体系的完全对称态｜ψS
 〉和完全反对称态｜ψA
 〉分别为

｜ψS
 〉＝NS
 ［｜φ1
 （1）φ2
 （2）〉＋｜φ1
 （2）φ2
 （1）〉］，

｜ψA
 〉＝NA
 ［｜φ1
 （1）φ2
 （2）〉－｜φ1
 （2）φ2
 （1）〉］，

其中假设单粒子态是归一化的，NS
 和NA
 分别是整个态的归一化因子。

可以看出，对于完全对称态｜ψS
 〉，两个单粒子态｜φ1
 〉与｜φ2
 〉可以相同，即在同一个单粒子态上可以有任意数量的粒子。完全反对称态｜ψA
 〉则不同，两个单粒子态｜φ1
 〉与｜φ2
 〉不能相同，否则｜ψA
 〉＝0，即在同一个单粒子态上最多只能有一个粒子。这就是Pauli不相容原理。显然，这个结论不限于两个全同粒子的体系，对于任意多个全同粒子的体系也成立。

两种统计法　由于全同粒子不可分辨，对于全同粒子体系的态｜ψ〉，我们不能区分哪一个粒子处于某一个单粒子态｜φi
 〉，只能说出某一个单粒子态｜φi
 〉上有几个粒子，全同粒子体系的统计力学不同于经典的统计力学，全同粒子的统计分布不同于经典的Maxwell-Boltzmann分布。处于完全对称态上的全同粒子体系，一个单粒子态上可以有任意数量的粒子，这样的统计法称为Bose-Einstein统计，得到的统计分布称为Bose-Einstein分布。处于完全反对称态上的全同粒子体系，一个单粒子态上最多只能有1个粒子，服从Pauli不相容原理，这样的统计法称为Fermi-Dirac统计，得到的统计分布称为Fermi-Dirac分布。

Bose子和Fermi子　实验表明，整数自旋的粒子是交换对称的，交换算符的本征值总是1，服从Bose-Einstein统计；半奇数自旋的粒子是交换反对称的，交换算符的本征值总是-1，服从Pauli不相容原理和Fermi-Dirac统计。我们把服从Bose-Einstein统计的粒子称为Bose子，把服从Pauli不相容原理和Fermi-Dirac统计的粒子称为Fermi子。换句话说，实验表明，整数自旋的粒子是Bose子，半奇数自旋的粒子是Fermi子。这个结论可以用相对论性量子场论来证明（见第八章§8.4）。

粒子全同性原理　全同粒子体系的交换算符[image: alt]
 也是一个非经典观测量，没有与之对应的经典物理量，它是与全同粒子体系的交换对称性相联系的。我们可以根据理论的分析，提出各种可能的非经典观测量。至于这些观测量具有什么物理性质，就不能完全依靠理论分析，而要由实验来确定。在这个意义上，所谓的粒子全同性原理，不过是关于全同粒子交换算符[image: alt]
 的一条具体的实验规律，并且能够用相对论性量子场论来证明。所以，粒子全同性原理不能算作一条量子力学的基本原理。只是由于它是量子统计力学的基础，它所包含的Pauli不相容原理在原子结构中具有基本的重要性，许多作者才把它当作一条基本原理来讲。

§3.8　波函数的测量

波函数的振幅与相位　系统的态矢量｜ψ（t）〉可以用它的任一观测量本征态完备组｛｜qn
 〉｝来展开，

[image: alt]


这里假设qn
 是离散谱。若是连续谱，上述求和应换成积分。与前面一样，为了简单起见，以下只讨论离散谱情形。波函数

ψ（qn
 ，t）＝〈qn
 ｜ψ（t）〉

通常是一个复数，可以把它写成

ψ（qn
 ，t）＝｜ψ（qn
 ，t）｜eiφ（qn
 ，t）
 ，

其中｜ψ（qn
 ，t）｜是波函数的振幅，φ（qn
 ，t）是波函数的相位，eiφ（qn
 ，t）
 则为波函数的相位因子。一般地说，波函数的振幅和相位在相差一个任意相位因子的情况下都是可以测定和有意义的。

波函数振幅的测量　根据波函数的统计诠释，波函数的模方｜ψ（qn
 ，t）｜2
 ，也就是波函数振幅的平方，正比于在t时刻测得qn
 的概率。与正交归一化本征态组｛｜qn
 〉｝相应的观测量算符可以写成

[image: alt]


在系统的态｜ψ（t）〉上测量观测量[image: alt]
 就可以确定波函数ψ（qn
 ，t）的振幅｜ψ（qn
 ，t）｜。

波函数相位的测量　为了测量波函数的相位φ（qn
 ，t）或相位因子eiφ（qn
 ，t）
 ，还需要作进一步的测量，也就是还要再测量别的观测量。为了具体起见，考虑如何测量ψ（q2
 ，t）的相位φ（q2
 ，t）。可以选择如下的一个新的正交归一化完备组｛｜un
 〉｝，

[image: alt]


系数a1
 ，a2
 ，b1
 ，b2
 满足下列使｜u1
 〉和｜u2
 〉正交归一化的条件：

[image: alt]


与完备组｛｜un
 〉｝相应的观测量算符是

[image: alt]


其中u1
 和u2
 是两个用来标志态｜u1
 〉和｜u2
 〉的实数，而

un
 ＝qn
 ，　　n＞2。

对观测量û的测量可以确定波函数ψ（un
 ，t）的振幅｜ψ（un
 ，t）｜，而我们有

[image: alt]


代入

ψ（q1
 ，t）＝｜ψ（q1
 ，t）｜eiψ（q1
 ，t）
 ，　　　ψ（q2
 ，t）＝｜ψ（q2
 ，t）｜eiψ（q2
 ，t）
 ，

就可以推出相位差φ（q2
 ，t）－φ（q1
 ，t）的下列公式：

[image: alt]


其中等号右边包含系数（a1
 ，a2
 ）和（b1
 ，b2
 ），等号左边的α21
 和β21
 则分别是系数（a1
 ，a2
 ）和（b1
 ，b2
 ）的如下定义的幅角差，

[image: alt]


注意态矢量或波函数的归一化条件要求

｜ψ（u1
 ，t）｜2
 ＋｜ψ（u2
 ，t）｜2
 ＝｜ψ（q1
 ，t）｜2
 ＋｜ψ（q2
 ，t）｜2
 。

以上结果表明，对系统的态｜ψ（t）〉测量观测量[image: alt]
 可以确定波函数的振幅｜ψ（q1
 ，t）｜，｜ψ（q2
 ，t）｜；再测量观测量[image: alt]
 则可以进一步确定它们的相位差［φ（q2
 ，t）－φ（q1
 ，t）］。用同样的方法，可以测定相位差［φ（qn
 ，t）－φ（q1
 ，t）］，n＝2，3，…。于是，可以在相差一个任意相位因子的情况下测定态矢量，

[image: alt]


换句话说，可以在相差一个任意相位因子的情况下测定系统的波函数，

ψ（qn
 ，t）＝｜ψ（qn
 ，t）｜eiφ（qn
 ，t）
 ＝eiφ（q1
 ，t）
 ｜ψ（qn
 ，t）｜ei［φ（qn
 ，t）－φ（q1
 ，t）］
 ，

其中除了相位因子eiφ（q1
 ，t）
 以外，振幅｜ψ（qn
 ，t）｜和相位差［φ（qn
 ，t）－φ（q1
 ，t）］都可以用实验测量来测定。由于相位φ（q1
 ，t）是任意的，这个结果表明，波函数的相位只能在相差一个任意常数的情况下确定，而相位的相对值是可以测量和完全确定的。这里的本征态｜q1
 〉也是任意选定的。

以上讨论没有涉及具体实验细节，而是一般原理性的。作为一般原理性的讨论，我们在上面认为，任何一个在系统态矢量空间作用的厄米算符，都表示系统的一个观测量。这相当于假定，在实验上，总可以有办法得到和实现任何一个厄米算符的所有本征态。于是，只要得到了作用于态矢量空间的一个厄米算符，就得到了系统的一个观测量，并且能够对它进行实验测量。这个假设与量子力学的基本原理是一致的，而正如Einstein所说，是理论决定我们能够观测到什么东西。不过在实际上，要想实现作用于态矢量空间的一个厄米算符的所有本征态，亦即实现对一个厄米算符的测量，往往还有许多具体困难和约束，并不是总能做到的。这需要针对每个具体厄米算符进行讨论。下面来给出一个实际例子。

例　自旋波函数的测量　这里只讨论自旋s＝1/2的情形，它在z轴的投影ŝz
 有两个本征态｜↑〉和｜↓〉，本征值分别是[image: alt]
 /2和-[image: alt]
 /2。在这两个本征态所张成的二维自旋空间｛｜↑〉，｜↓〉｝，任一自旋态可以写成

｜ψ（t）〉＝ψ（↑，t）｜↑〉＋ψ（↓，t）｜↓〉，

其中ψ（↑，t）和ψ（↓，t）就是要由实验测量来确定的自旋波函数。在这个态上测量自旋在z轴的投影ŝz
 ，就可以由测得的概率确定波函数的振幅｜ψ（↑，t）｜和｜ψ（↓，t）｜。为了测量波函数的相位差，可以选择如下的新的正交归一化完备组

[image: alt]


可以证明，它们是自旋在x轴的投影[image: alt]
 的本征态，本征值分别是[image: alt]
 /2和-[image: alt]
 /2。于是，只要在自旋态｜ψ（t）〉上再测量自旋在x轴的投影[image: alt]
 就可以由测得的概率来确定波函数的相位差，

[image: alt]


其中｜ψ（u1
 ，t）｜2
 和｜ψ（u2
 ，t）｜2
 是测得自旋在x轴投影[image: alt]
 的本征值分别是[image: alt]
 /2和-[image: alt]
 /2的概率。

类似地，也可以选择如下的新的正交归一化完备组

[image: alt]


它们是自旋在y轴的投影[image: alt]
 的本征态，本征值分别是[image: alt]
 /2和-[image: alt]
 /2。只要在自旋态｜ψ（t）〉上再测量自旋在y轴的投影[image: alt]
 同样可以由测得的概率来确定波函数的相位差。在实际上，我们可以调整上式中的叠加系数，使得对应的观测量û是自旋在空间任一方向的投影。

可以看出，待测的态矢量｜ψ（t）〉是自旋在空间某一方向的态。为了测定这个态，我们要测量自旋在空间两个方向的投影。由于自旋的自由度是2，测量了自旋在空间两个方向的投影，就可以把它在相差一个任意相位因子的情况下确定下来。

这个例子的讨论不仅适用于自旋，实际上，它适用于任何两态系统或两能级系统，例如光子的偏振态。当然，对不同的物理系统，观测量û具有不同的物理含义，实现对它进行测量的物理原理也就不同。此外，这个例子说明，任一态矢量｜ψ（t）〉都属于系统某个观测量的本征态。因为在数学上，我们总可以选择一组表示态矢量Hilbert空间的基矢，使得｜ψ（t）〉是其中的一个基矢。而在物理上，这组基矢则属于某个观测量厄米算符的本征态。这就是第二章§2.1中给出的正交基矢的性质2。

波函数的相位是描述波动性的主要参量，是导致一系列奇特量子现象的关键因素。相位在动力学过程中的变化，包含了基本的物理
〔7〕

 ，这可以说是量子力学还在探索的一个重要领域。
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对任何一个特定的具体情形，我们根本不能说实际是什么或实际发生了什么，而只能说将观测到什么。对此我们能够永远满意吗？

——E. Schrödinger

《波动力学的基本思想》，1933

第四章　动力学模型

一个物理系统的动力学过程，是由它的运动方程来决定的。而系统的运动方程，完全由它的Hamilton算符来确定。所以，系统的动力学模型，就是关于系统的Hamilton算符的模型。可以说，如何写出一个系统的Hamilton算符，这是量子力学应用的核心问题。我们在本章将首先讨论在写出系统Hamilton算符时的一般性考虑，然后在此基础上讨论在量子力学的实际应用中最常遇到的一些模型。关于电子（一般地说是自旋1/2的Fermi子）的满足相对论协变性要求的Hamilton算符将放在第五章来讨论，关于粒子物理系统的场论模型则放在第八章讨论。

§4.1　一般性考虑

1．Hamilton算符与正则量子化

Hamilton算符　我们知道，在有经典对应的情形，系统的Hamilton算符对应于它的经典Hamilton函数。所以，我们在构造系统Hamilton算符时，往往是先写出它的经典Hamilton函数，然后再把其中的正则变量换成对应的算符。

一个经典系统的Lagrange函数可以写成

[image: alt]


它是系统的广义坐标q＝（q1
 ，q2
 ，…，qN
 ）及其时间微商[image: alt]
 的标量实函数。经典作用量原理要求Lagrange函数在两个固定端点之间的时间积分对于广义坐标的任意变动取极值：

[image: alt]


由这个变分给出的Lagrange方程为

[image: alt]


用Lagrange方程作为基本动力学方程的理论形式，称为理论的Lagrange形式。

定义广义动量

[image: alt]


就可定义Hamilton函数为

[image: alt]


从Lagrange方程和H的定义，可以推出Hamilton正则方程

[image: alt]


用Hamilton正则方程作为基本动力学方程的理论形式，称为理论的Hamilton正则形式。

Hamilton正则形式与Lagrange形式是等价的。Hamilton正则形式的优点是便于采用正则量子化程序过渡到量子力学，而Lagrange形式的优点则是容易满足相对论协变性要求。把Hamilton函数中的正则变量q和p换成算符，并要求它们满足正则对易关系，就可以得到量子力学的Hamilton算符，

[image: alt]


正则量子化问题　采用上述正则量子化程序，经常会遇到的有两个问题。第一个问题是：如何确定[image: alt]
 与[image: alt]
 的次序？在经典力学中，q与p可以对易，它们在乘积中的次序是任意的。量子力学不同，[image: alt]
 与[image: alt]
 不能对易。所以，从经典Hamilton函数H（p，q）过渡到量子的Hamilton算符[image: alt]
 可以有多种选择。在多数情形，都可以通过某些考虑来完全确定[image: alt]
 的形式。比如，为了从[image: alt]
 与[image: alt]
 的积构成一个厄米算符，则既可以是[image: alt]
 也可以是[image: alt]
 前者对应于经典的qp，后者对应于经典的0。但是，一个系统的Hamilton算符究竟应该取什么形式，还是要看用它算得的结果是否与实验符合，才能最后判定。

第二个问题是：如何确定没有经典对应的物理观测量的算符？我们还没有解决这个问题的一般原则，只能针对每一个具体的观测量，进行具体的分析。在这种分析中，对于系统对称性的考虑，往往是非常有用的，例如我们在上一章对于粒子自旋、宇称、时间反演和全同粒子交换所做的那样。

对称性和系统的守恒量　系统具有的各种对称性，是在写出它的Hamilton算符时必须考虑和予以满足的。更多的情况，则是在写出了系统的Hamilton算符以后，需要具体分析这个Hamilton算符具有哪些对称性，以便确定这个系统具有哪些守恒量，以及我们可以如何来对这个系统的态进行分类。在做这种分析时，群表示论是非常有用的数学工具。不过，这方面的内容太专门和带技术性，我们就不在这里讨论。

观测量算符和态矢量的性质　原则上，一个系统的Hamilton算符应该是厄米的，它的本征态应该构成一个完备组。这两点，我们在选择系统的物理模型时往往未予考虑。这就需要在求解的过程中随时予以注意，免除非物理的结果。例如上一章§3.3中讨论的轨道角动量的半奇数解问题，以及本章§4.3中将要对它作的进一步的讨论。在这里，有两个定理是十分重要和有用的
〔1〕

 。

2．两个重要定理

定义　对于一个厄米算符[image: alt]
 如果它在任一态上的平均值总大于某一确定的常数，我们就说它有下限。

定理1　设[image: alt]
 是一个有下限的厄米算符，其本征值按从小到大的次序为（E0
 ，E1
 ，…），相应的本征态为｛｜0〉，｜1〉，…｝，则当｜ψ〉为任意态时[image: alt]
 的最小值为E0
 ，当｜ψ〉为与｜0〉正交的任意态时[image: alt]
 的最小值为E1
 ，当｜ψ〉为与｜0〉，｜1〉，…，｜n－1〉正交的任意态时[image: alt]
 的最小值为En
 ，其中[image: alt]
 为[image: alt]
 在这个态｜ψ〉上的平均值

[image: alt]


证明　按题设

[image: alt]


总大于某一确定的常数，所以存在极小。为了求E的最小值，作变分

｜ψ〉→｜ψ〉＋｜δψ〉，　　〈ψ｜→〈ψ｜＋〈δψ｜。

于是E的相应的变动为

[image: alt]


其中[image: alt]
 变分｜δψ〉是任意的，所以只有当

[image: alt]


时，才有δE＝0。这就表明只有当E和｜ψ〉分别是[image: alt]
 的本征值和本征态时E才是极小值。而[image: alt]
 的最小本征值为E0
 ，这就证明了第一点：当｜ψ〉为任意态时[image: alt]
 的最小值为E0
 。

再来看∣ψ〉与∣0〉正交的情形，〈0∣ψ〉＝0。由于∣0〉是[image: alt]
 的本征态，[image: alt]
 与∣0〉也正交，[image: alt]
 这就表明，∣ψ〉与[image: alt]
 属于同一个子空间，仿照上面的推理，可以证明[image: alt]
 的最小值为[image: alt]
 在这个子空间的最小本征值E1
 。依此类推，就可以证明定理的一般结论。

定义　一个态矢量组｛∣κ〉，κ＝1，2，…，n｝，如果对于任一态矢量∣ψ〉，都存在一组常数｛Cκ
 ，κ＝1，2，…，n｝，使得

[image: alt]


则称｛∣κ〉，κ＝1，2，…，n｝为完备组。

定理2　如果一个厄米算符[image: alt]
 有下限而无上界，则它的本征态的集合构成一个完备组。

证明　设[image: alt]
 的本征态的集合为｛∣κ〉，κ＝1，2，…，n｝，与之相应的本征值为（E0
 ，E1
 ，…），在这里本征值已经按从小到大的次序排好。当n为有限值时，定理是自明的。我们来证明当n→∞时有

[image: alt]


因为[image: alt]
 有下限，只要作变换[image: alt]
 常数，总可以使E0
 ≥0。取Cκ
 ＝〈κ∣ψ〉，就可以使得

[image: alt]


与∣κ〉正交，

〈κ∣Rm
 〉＝0，　　κ≤m。

由定理1，我们有

[image: alt]


其中

[image: alt]


把上式代入（1）中，可以得到

[image: alt]


其中[image: alt]
 与m无关。由于[image: alt]
 无上界，当m→∞时Em
 →∞，上式给出

[image: alt]


态矢量的完备组所张的空间为Hilbert空间。写出一个系统的Hamilton算符，也就是构造这个系统的Hilbert空间，这是量子力学实际应用特别是一些近似模型的核心。所以，这个定理在实际问题中是很重要的，我们将在本章给出运用它的一些例子。

§4.2　平移不变性模型

Hamilton算符　描述平移不变系统，选择Descartes直角坐标较方便，q＝（q1
 ，q2
 ，q3
 ）＝（x，y，z）。平移不变系统的Lagrange函数[image: alt]
 不依赖于空间坐标q，只含动能项，

[image: alt]


这里q是系统的直角坐标，[image: alt]
 则是相应的线性速度。考虑速度远小于光速c的非相对论情形，

[image: alt]


可以把[image: alt]
 展开成[image: alt]
 的幂级数。保留到[image: alt]
 的二次项，就有

[image: alt]


其中（mij
 ）是与q无关的对称非奇异的实矩阵，联系于系统的惯性，在空间转动下按二阶张量变换。（Ai
 ）是与q无关的实矢量，通常联系于某种外场。在上述展开式中没有0阶常数项，它在Lagrange方程中不出现，是没有意义的。

于是，系统的正则共轭动量为

[image: alt]


由它可以解出

[image: alt]


其中m-1
 是m的逆矩阵。一般地说，系统的线性速度是其正则共轭动量的线性函数，但它们不一定有正比关系。把上式代入Hamilton函数的定义式，就得到

[image: alt]


可以看出，这个Hamilton函数与系统的空间坐标q无关，是空间平移不变的。

相应的Hamilton算符为

[image: alt]


它与动量算符对易，系统具有能量和动量的共同本征态∣Ep
 〉，

[image: alt]


其中

[image: alt]


这个态在坐标表象的波函数，就是动量本征态波函数，

[image: alt]


[image: alt]
 的本征态波函数的完备性　容易证明Hamilton算符（2）有下限但无上界。因为在坐标表象中[image: alt]
 若取

[image: alt]


则当λ→∞时有[image: alt]
 而当λ→0时有[image: alt]


[image: alt]


于是，根据§4.1定理2，Hamilton算符（2）的本征态波函数构成完备组。其实，上面我们已经看到，Hamilton算符（2）的本征态就是动量本征态，由Fourier积分的理论也可以知道在坐标表象中的动量本征态波函数（4）构成完备组。

例1　自由粒子对于自由粒子，没有外场，Ai
 ＝0。此外，粒子的运动应该是空间各向同性的，不存在一个特殊的方向，质量矩阵（mij
 ）简化为一个常数m与单位矩阵的积，

[image: alt]


于是，粒子的动量正比于速度，我们有

[image: alt]


例2　固体能带中的电子　固体能带中的电子，其能量与动量的关系E＝E（p）不像自由粒子的E＝p2
 /2m这么简单。不过，在能带边界p＝b可以展开成幂级数，近似地写成（3）式，其中Ai
 ＝bi
 ，而质量矩阵（mij
 ）依赖于能带边界的动量b。在动量空间作适当的转动，可以把质量矩阵对角化，

[image: alt]


其中

[image: alt]


mi
 称为有效质量。由于有效质量是一个张量，一般地说，电子动量方向与外力方向不同。还应当指出，由于有效质量依赖于能带边界的动量b，它反比于动量空间中能带边界曲面的曲率，即可以为正，也可以为负。在能带底，函数E＝E（p）取极小，有效质量为正。在能带顶，函数E＝E（p）取极大，有效质量为负
〔2〕

 。

§4.3　球对称模型

1．球极坐标中的Hamilton算符

算符[image: alt]
 与[image: alt]
 对于球对称情形，选取球极坐标（r，θ，[image: alt]
 ）较方便。本节采取的做法，是先写出Descartes直角坐标中的算符，然后再由坐标变换（x，y，z）＝（x1
 ，x2
 ，x3
 ）→（r，θ，[image: alt]
 ）变到球极坐标。在§4.5中我们再来讨论直接在球极坐标中的做法。

我们可以定义

[image: alt]


它是厄米的，本征值从0到∞。可以证明，这样定义的[image: alt]
 与轨道角动量算符[image: alt]
 对易，在空间转动下不变：

[image: alt]


我们还可以定义

[image: alt]


这样定义的[image: alt]
 也是厄米的，并且与[image: alt]
 对易，在空间转动下不变，

[image: alt]


由于

[image: alt]


我们有

[image: alt]


它给出[image: alt]
 由此可以算得

[image: alt]


因而有对易关系

[image: alt]


Hamilton算符　球对称系统中，粒子的运动在空间是各向同性的，没有一个特殊的方向，系统的Lagrange函数不依赖于θ和[image: alt]
 ，可以写成

[image: alt]


相应的Hamilton算符为

[image: alt]


其中

[image: alt]


由于系统具有球对称性，在空间转动下不变，[image: alt]
 与轨道角动量算符对易，[image: alt]
 是守恒量，我们可以设法用[image: alt]
 与[image: alt]
 来表达[image: alt]
 计算轨道角动量算符的平方，我们有

[image: alt]


于是可以得到

[image: alt]


球极坐标表象　在以｛∣rθ[image: alt]
 〉｝为基矢的球极坐标表象中，上述Hamilton算符成为

[image: alt]


其中，[image: alt]
 的球极坐标表示在上一章§3.3中已经给出为

[image: alt]


而[image: alt]
 的球极坐标表示可由（5）式写出为

[image: alt]


把它们代入（7）式，就得到

[image: alt]


径向方程　由上式可以看出，它给出的Schrödinger方程在球极坐标（r，θ，[image: alt]
 ）中可以求分离变量的解，

ψ（r，θ，[image: alt]
 ）＝R（r）Ylm
 （θ，[image: alt]
 ），

其中球谐函数Ylm
 （θ，[image: alt]
 ）是[image: alt]
 与[image: alt]
 的共同本征态。把上式代入由（8）式给出的定态Schrödinger方程，就有径向方程

[image: alt]


把径向波函数写成

[image: alt]


径向方程就简化为u（r）的方程

[image: alt]


2．波函数的单值性和本征态组的完备性

波函数的单值性在上一章§3.3中我们已经从角动量本征值方程的解的完备性证明了Schrödinger波函数必须是单值函数。现在我们再从角动量算符的厄米性来给出另一个证明。在坐标表象中，角动量投影算符[image: alt]
 的表示为

[image: alt]


它的厄米性要求对于任意的态∣ψ〉和∣φ〉都有

[image: alt]


在坐标表象中，上式左边成为

[image: alt]


右边第二项正是（9）式右边在坐标表象中的表示。于是，要求（9）式成立，就必须有

φ*
 （2π）ψ（2π）－φ*
 （0）ψ（0）＝0。

它给出

[image: alt]


要求上式对任意波函数ψ（[image: alt]
 ）与φ（[image: alt]
 ）都成立，就必须有

[image: alt]


显然ψ（[image: alt]
 ）＝常数是[image: alt]
 的一个本征态，本征值lz
 ＝0，由此就可定出上式中的C＝1。这就证明了在坐标表象中的波函数必须是单值的，

ψ（2π）＝ψ（0）。

本征态组的完备性　与§4.2例1前的那一段证明类似地，可以看出算符-[image: alt]
 2
 ∂2
 /∂[image: alt]
 2
 没有上界，由§4.1中的定理2可知它的本征函数

[image: alt]


在空间0≤[image: alt]
 ≤2π是完备的，这正是通常的Fourier级数展开定理。同样地，算符-ħ2
 ∇2
 没有上界，它在单位球面0≤θ≤π和0≤[image: alt]
 ≤2π上的本征函数Ylm
 （θ，[image: alt]
 ）是完备的，球谐函数构成单位球面上的完备组。一般地，若Hamilton算符（6）中的V（[image: alt]
 ）有下限，则其本征函数组是完备的。

3．Coulomb场的束缚态解

经典力学的Runge-Lenz矢量　在经典力学中，对于有心力场平方反比力

[image: alt]


从Newton第二定律容易证明下述Runge-Lenz矢量守恒：

[image: alt]


此外，还容易看出它与轨道角动量正交，e·l＝0。由于e与l互相正交并且守恒，可以取x轴沿e方向，z轴沿l方向。由于角动量守恒，粒子轨道在xy平面。在上式两边点乘r，有

[image: alt]


由此解得

[image: alt]


这正是粒子的椭圆轨道方程，椭圆长轴沿x轴，坐标原点是椭圆左焦点，e是椭圆偏心率，近日点在[image: alt]
 ＝π的-x轴上，近日点距离

[image: alt]


于是，系统的能量可以用守恒量l2
 和e2
 写成

[image: alt]


对于有心力场，系统的角动量守恒，粒子的轨道处于一个固定的平面内。而对于平方反比力，则还有Runge-Lenz矢量守恒，它意味着粒子的轨道形成一个闭合的椭圆，椭圆长轴的方向和偏心率都不随时间改变。如果力场偏离与距离平方成反比的关系，

[image: alt]


其中ε是一个小量，则粒子的轨道不再闭合，长轴将在运动平面内转动，近日点发生进动，粒子从近日点出发再回到近日点所转过的角度是2π加一小量。所以，Runge-Lenz矢量是联系于平方反比力的一个特殊的守恒量。

一个重要公式　在讨论量子力学的Runge-Lenz矢量之前，我们先给出一个与轨道角动量算符有关的公式：

[image: alt]


对于[image: alt]
 我们有

[image: alt]


其中nj
 是xj
 轴方向的单位矢量。另一方面，

[image: alt]


其中用到了[image: alt]
 把上述两式相加，就得到

[image: alt]


类似地，可以证明（11）式对于[image: alt]
 以及[image: alt]
 也成立。把（11）式写成分量形式就可以看出，它正是轨道角动量算符与有关算符的对易关系。特别是，当[image: alt]
 时，（11）式正是轨道角动量算符的基本对易关系。

量子力学的Runge-Lenz矢量　如果系统的Hamilton算符为

[image: alt]


则如下定义的矢量算符

[image: alt]


与轨道角动量算符正交，

[image: alt]


并且是守恒的，

[image: alt]


先来证明[image: alt]
 用[image: alt]
 的（11）式，可以把（12）式第二项的分子改写成

[image: alt]


不难看出，[image: alt]
 于是有[image: alt]
 类似地也有[image: alt]


我们再来证明[image: alt]
 可以算出

[image: alt]


其中用到了第一章§1.4中的基本公式

[image: alt]


以及

[image: alt]


另一方面，我们又有

[image: alt]


其中

[image: alt]


于是，代入上面得到的结果，就有

[image: alt]


[image: alt]
 的其它性质　首先，我们来算[image: alt]
 的平方。由于[image: alt]
 与[image: alt]
 是守恒量，并且互相正交，可以期待能用[image: alt]
 与[image: alt]
 来表示系统的Hamilton算符[image: alt]


[image: alt]


其中用到了

[image: alt]


其次，我们来算[image: alt]
 的对易关系：

[image: alt]


其中用到了

[image: alt]


省掉的步骤没有什么特别的技巧，只要细心和有耐性，就可以算出最后的结果。需要注意的是，算符一般是不可对易的，在交换两个算符的次序时一定要小心。

我们再来写出[image: alt]
 与[image: alt]
 的对易关系。由于[image: alt]
 是[image: alt]
 和[image: alt]
 以及[image: alt]
 的线性叠加，运用公式（11）就可得到

[image: alt]


束缚态能级的解　引入算符

[image: alt]


对易关系（15）和（14）就成为

[image: alt]


（13）式可以改写成

[image: alt]


其中

[image: alt]


再引入

[image: alt]


可以得到

[image: alt]


用公式（11）以及（17）和（18），还可得到它们的对易关系

[image: alt]


对于系统的束缚态，能量本征值E＜0。考虑E取确定值的简并态空间，（16）式中的[image: alt]
 可以换成E，[image: alt]
 是厄米的，上面这些对易关系与两组互相独立的角动量算符相同，若把它们的量子数分别记为I与K，就有本征值

[image: alt]


于是（19）式给出本征值

[image: alt]


其中主量子数

n＝2I＋1＝1，2，3，

对于散射态，E＞0，（16）式定义的[image: alt]
 不是厄米的，上述解法就不适用。此外，如果不是平方反比力，虽然仍有（13）和（14）式以及上述的结果，但其中的

[image: alt]


不是系统的Hamilton算符，不一定是守恒量，上述解法也就失去意义。

能级的简并度　在上面我们看到，能级En
 完全由[image: alt]
 的大小I来确定。在I一定时，[image: alt]
 的方向还有2I＋1个选择。而在[image: alt]
 的大小和方向都确定时，由于[image: alt]
 的大小也是I，而其方向还有2I＋1个选择。所以，给定能级En
 的简并度是

f＝（2I＋1）2
 ＝n2
 。

如果粒子有自旋，则上式中还应乘以在自旋空间的简并度。

在另一方面我们可以看出，由于[image: alt]
 所以轨道角动量[image: alt]
 可以看成是两个大小相等的角动量[image: alt]
 与[image: alt]
 之和，其量子数只能是0或正整数，

l＝0，1，2，…。

由于[image: alt]
 只依赖于[image: alt]
 不依赖于轨道角动量[image: alt]
 能级对于不同的轨道角动量本征态∣lm〉是简并的。I一定时，轨道量子数最小为I－I＝0，最大为I＋I＝n－1，

l＝0，1，2，…，n－1，

而l一定时m有从-l到l的2l＋1个取值，这样算出的能级简并度也是

[image: alt]


如果系统只有球对称性，能级一般地说依赖于轨道角动量的大小l，简并只来自轨道角动量的方向，简并度f＝2l＋1，比n2
 小得多。这就表明，平方反比力系统的Hamilton算符一定具有比球对称性要高的对称性。

动力学对称性　从算符的对易关系和上一章§3.2可以看出，[image: alt]
 和[image: alt]
 分别是生成3维空间转动SO（3）的厄米算符。数学的研究进一步表明，这6个算符合起来是生成4维空间转动SO（4）的厄米算符。所以，平方反比力系统的Hamilton算符不仅具有3维空间转动SO（3）的球对称性，还具有更高的SO（4）对称性。守恒量l属于SO（3）对称性，而守恒量[image: alt]
 则属于SO（4）对称性。

这种由于系统特有的动力学性质所赋予Hamilton算符的对称性，称为动力学对称性。我们在上一章§3.7已经给出动力学对称性的一个例子：体系的Hamilton算符在全同粒子交换下不变，与此相应地，交换算符是守恒量。我们在这里给出的例子则告诉我们，可以通过对称性分析来找出系统的守恒量。

上一章讨论的时空对称性，联系于系统的运动学性质，可以对应地称之为运动学对称性。需要指出，系统的运动学对称性，比如这里所讨论的球对称性，也是系统Hamilton算符所特有的性质，而不是时空本身的性质。

§4.4　简谐振子

1．一般性讨论

Hamilton算符与正则量子化　一个经典系统在稳定平衡点附近做小振动的Lagrange函数可以近似写成
〔3〕



[image: alt]


其中实矩阵（mij
 ）和（kij
 ）是对称的，一般地依赖于平衡点的坐标。假设已经变换到简正坐标，则（mij
 ）与（kij
 ）都是对角化的，上式简化成

[image: alt]


不同简正模式的振动之间没有耦合，是互相独立的。要求平衡是稳定的，mi
 和ki
 就都是正的。变换到正则形式，就有

[image: alt]


[image: alt]


运用正则量子化规则，系统的Hamilton算符就是

[image: alt]


其中正则坐标算符[image: alt]
 与正则共轭动量算符[image: alt]
 满足正则对易关系

[image: alt]


能量本征值　我们在这里可以用第二章§2.4引入的移位算符

[image: alt]


其中取

[image: alt]


ωi
 是第i个简正模式的经典圆频率，

[image: alt]


于是，在Hamilton算符（21）中代入

[image: alt]


就有

[image: alt]


其中[image: alt]
 移位算符有对易关系

[image: alt]


上式表明，不同简正模式的[image: alt]
 是互相对易的，所以[image: alt]
 与（22）式的[image: alt]
 对易，[image: alt]
 的共同本征态也就是[image: alt]
 的本征态，

[image: alt]


本征值

[image: alt]


所以，（22）式的[image: alt]
 描写一组振动量子的集合，[image: alt]
 和[image: alt]
 分别是第i种振动量子的产生和消灭算符，居位数[image: alt]
 是这种量子的数目算符，[image: alt]
 ωi
 是每个这种量子带有的能量。

能量本征态　用第二章§2.4给出的公式，可以把本征态｜n1
 n2
 …nN
 〉写成

[image: alt]


其中｜0〉是系统能量本征值最小的基态

[image: alt]


用§2.4给出的公式，还可写出本征态｜n1
 n2
 …nN
 〉在简正坐标表象的波函数，

[image: alt]


2．三维球对称简谐振子

能级的简并　考虑在球对称抛物线势场中的粒子，我们有

[image: alt]


其中

[image: alt]


x，y，z是三维空间的Descartes直角坐标，系统的自由度N＝3。于是，系统的Hamilton算符可以写成

[image: alt]


其中

[image: alt]


从而系统的能量本征值为

[image: alt]


其中

n＝n1
 ＋n2
 ＋n3
 ，　　ni
 ＝0，1，2，…。

显然，除了n＝0的基态以外，所有n＞0的激发态都是简并的。对于一个给定的n，n1
 和n2
 以及n3
 都可以取从0到n的值，但要求它们的和等于n。能级En
 的简并数，就是把n个量子分配给3个自由度的方式数。考虑到分给每一个自由度的量子数可以是0，就能算出这个方式数为

[image: alt]


宇称　由于产生和消灭算符[image: alt]
 和[image: alt]
 是坐标和动量算符[image: alt]
 和[image: alt]
 的线性组合，而[image: alt]
 和[image: alt]
 都是极矢量，所以[image: alt]
 和[image: alt]
 也是极矢量，与空间反射算符[image: alt]
 反对易，

[image: alt]


于是，如果我们假定基态｜0〉的宇称为正，

[image: alt]


就有

[image: alt]


这就表明，每个振动量子带有-1的宇称，能级En
 的宇称是（-1）n
 ，相差一个能量子的两个能级宇称相反。

简并态的分类Hamilton算符（23）式具有3维空间转动SO（3）的球对称性，l是守恒量，属于能级En
 的简并态不仅可以用在3个方向的振动量子数n1
 ，n2
 和n3
 来分类，也可以用轨道角动量的量子数l和m来分类。换句话说，我们即可以选择｛｜n1
 n2
 n3
 〉｝表象，也可以选择｛｜nlm〉｝表象。需要注意的是，能级只依赖于n，不依赖于l，对于给定的能级En
 ，l还可以有不同的选择。考虑到能级En
 一定时，n有确定值，系统的宇称一定，l必须与n具有相同的奇偶性。再要求这两个简并态空间的维数一样，就可以把l的取值完全确定。例如n＝2的简并度f＝6，宇称为偶，l可以取0和2。l＝0的态数为1，l＝2的态数为5，张成6维简并态空间。又如n＝3的简并度f＝10，l可以取1和3，由3个l＝1的态和7个l＝3的态构成10维简并态空间。

实际上，Hamilton算符（23）式具有比SO（3）更高的对称性。从（24）式可以看出，用3×3的幺正矩阵U（3）对3维复矢量[image: alt]
 作变换时，[image: alt]
 不变，所以它具有U（3）的对称性。更一般地，（21）或（22）式的N维简谐振子具有U（N）的对称性。简谐振子的这种对称性，也是一种动力学对称性。

一般的3维复矩阵A有2×9个实参数。幺正矩阵有9个条件

A[image: alt]

 A＝1，

所以幺正矩阵U（3）只有9个实参数。相应的厄米算符有9个。可以证明，由下列9个算符

[image: alt]


可以构成生成U（3）转动的算符。它们都与[image: alt]
 对易，保持n不变，是作用于能量一定的简并态空间的算符。

除了算符[image: alt]
 以外，用上述算符还可以构成8个独立的算符。其中3个为

[image: alt]


其余5个有不同的选择，我们就不一一写出。我们不打算深入群论的细节，只想在这里指出，上述讨论表明，与U（3）对称性相应的守恒量有：[image: alt]
 于是，我们可以用量子数l与m来对能级的简并态分类，正像我们前面已经指出的那样。

§4.5　宏观模型

本节的讨论要用到广义坐标表象。在讨论宏观模型的具体例子之前，我们先给出广义坐标表象中的动能算符，作为对第二章§2.5的一个补充
〔4〕

 。

1．广义坐标表象中的动能算符

Hamilton函数　系统的Lagrange函数[image: alt]
 可以一般地写成动能T与势能V之差，

[image: alt]


其中势能V（q）只是广义坐标的函数。在广义速度远小于光速c的非相对论情形，与§4.2类似地，我们有

[image: alt]


这里质量矩阵（mij
 ）和Ai
 可以依赖于广义坐标q。于是，系统的广义动量为

[image: alt]


由它可以解出广义速度

[image: alt]


其中m-1
 是m的逆矩阵。把上式代入Hamilton函数的定义式，就得到

[image: alt]


动能算符　没有外场时，系统的经典动能为

[image: alt]


用对应原理写出量子力学的动能算符时，可以取

[image: alt]


其中A，B，C为q的函数，应满足经典对应条件

ABC＝1，

以及使得[image: alt]
 为厄米的条件

B*
 ＝B，　　C*
 ＝A。

于是我们有

A＝C*
 ＝B-1/2
 eiβ
 ，

其中β为q的任意实函数。在（25）式中代入§2.5的广义动量算符公式，就得到

[image: alt]


β的作用相应于一个改变相位的幺正变换，在上式中已令它为0。这相当于选择了一个合适的表象。另外，算符[image: alt]
 对波函数的作用在坐标变换下应是不变的，这就要求

[image: alt]


这里的g就是质量矩阵（mij
 ）的行列式，

[image: alt]


于是我们最后得到

[image: alt]


不难看出，当q为曲线坐标时，这正是通常在曲线坐标中的Laplace-Beltrami算符
〔5〕

 ∇2
 乘以-[image: alt]
 2
 /2：

[image: alt]


2．对称陀螺

Hamilton算符　我们来考虑在随体坐标中绕第三轴有旋转对称性的刚性陀螺。可以用Euler角（α，β，γ）来描述它绕对称轴上一固定点的转动
〔6〕

 ，把它的动能写成

[image: alt]


其中I1
 和I3
 分别为刚体对第1和第3轴的转动惯量，ω1
 ，ω2
 和ω3
 为刚体在随体坐标中的角速度，

[image: alt]


把它们代入动能的表达式，就可以求出

[image: alt]


从而算出权函数

[image: alt]


于是，与广义坐标α，β和γ正则共轭的广义动量算符分别为

[image: alt]


而刚体的动能算符为

[image: alt]


对于球对称陀螺，I1
 ＝I3
 ＝I，上式简化为

[image: alt]


本征态　上式乘以2I就是角动量平方算符[image: alt]


[image: alt]


而（26）式中的[image: alt]
 与[image: alt]
 其实分别就是对称陀螺相对于固定坐标系与随体坐标系的角动量第三分量的算符。它们是互相对易的，可以求它们的共同本征态，

[image: alt]


其中λ，μ和v分别是[image: alt]
 和[image: alt]
 的量子数。写在广义坐标表象｛｜αβγ〉｝中，就有

[image: alt]


[image: alt]


其中Y＝Y（α，β，γ）＝〈γβα｜λμv〉是本征态｜λμv〉在广义坐标表象中的波函数。

上述方程显然有分离变量解

Y（α，β，γ）＝ei（μα＋vγ）
 y（β），

引入ζ＝cosβ和

[image: alt]


可得f（ζ）的方程

（1－ζ2
 ）f″＋2［v－（μ＋1）ζ］f′＋（λ－μ）（λ＋μ＋1）f＝0。

这正是α＝μ－v，β＝μ＋v，n＝λ－μ的Jacobi方程（见§3.3），所以

[image: alt]


其中Nλμv
 是归一化常数。如果取归一化条件

[image: alt]


则可由Jacobi多项式的正交关系（见§3.3）算得

[image: alt]


Yλμv
 （α，β，γ）称为广义球谐函数
〔7〕

 。当λ为0或正整数时，若μ＝0或v＝0，它正比于球谐函数，而若μ＝v＝0，则它成为Legendre函数，

[image: alt]


本征值　在上一章§3.3Jacobi多项式的Rodrigues公式中，n，n＋α，n＋β只能取0或正整数，而改变（28）式中μ和v的正负号，上述讨论仍成立。所以λ±μ和λ±v只能取0或正整数。从而，与§3.3的讨论类似地，我们有

[image: alt]


所以，对称陀螺的角动量既有0和整数解，也有半奇数解。实际上，由于§3.3对Schrödinger波函数的论断在这里不适用，波函数Yλμv
 （αβγ）并不必须是单值的。当λ取0或整数时波函数是单值函数，而当λ取半奇数时波函数是双值函数。

由于没有势能项，系统的动能算符也就是Hamilton算符，

[image: alt]


所以，角动量本征态｜λμv〉也就是系统的能量本征态，

[image: alt]


可以看出，对称陀螺的能级只依赖于量子数λ，与量子数μ和v无关，简并度为

f＝（2λ＋1）2
 ，

这来自对称陀螺在固定坐标和随体坐标中的转动不变性。

对于I1
 ≠I3
 的情形，可以类似地求解。现在有

[image: alt]


角动量本征态｜λμv〉也还是系统的能量本征态，只是现在能量本征值不仅依赖于λ，还依赖于v，

[image: alt]


这时陀螺在随体坐标中仍有转动不变性，使得能级有简并度

f＝2λ＋1。

对于非对称刚性陀螺的情形，在三个主轴方向的转动惯量都不相同，没有任何转动不变性，问题要比这里讨论的复杂得多。

3．均匀介质球的四极振动

描述四极振动的广义坐标　考虑一个半径为R0
 的均匀介质球。其形状偏离球形的运动，可以用表面的球极坐标r（θ，[image: alt]
 ）来描述，一般地写成
〔8〕



[image: alt]


在这里，参数αlm
 就是用来描述球面变形的广义坐标。没有变形时，αlm
 ＝0，变形很小时，αlm
 是小量。l＝1的情形可以略去，因为它相应于球体的整体移动。如果介质的密度是常数，l＝0的情形也可以略去，因为它相应于球体的均匀膨胀或收缩。于是，最简单的情形就是l＝2，

[image: alt]


它描述球体的四极形变，有5个参数：α0
 ，α±1
 ，α±2
 。

由于r是实数，而[image: alt]
 所以要求

[image: alt]


这就是说，描述在球面附近的四极振动，需要5个独立的实参数。如果介质的密度是常数，表面的变化就要保持体积不变。这个条件是对这5个参数的一个约束，通常并不明写出来。

球极坐标半径r在空间转动下不变，是一个标量。这就要求αm
 在空间转动下的变换像[image: alt]
 一样，使得∑αm
 Y2m
 （θ，[image: alt]
 ）在空间转动下的变换像[image: alt]
 一样。后者根据球谐函数加法定理是一个标量。此外，r在空间反演下不变，而Ylm
 （π－θ，[image: alt]
 ＋π）＝（-1）l
 Ylm
 （θ，[image: alt]
 ），这就要求αlm
 在空间反演下变为（-1）l
 αlm
 。对于l＝2的四极形变，这就意味着要求αm
 在空间反演下不变。

Hamilton算符　对于在球面r＝R0
 附近的小振动，系统的Lagrange函数可以写成

[image: alt]


其中B与C是两个实参数。于是，与广义坐标αm
 正则共轭的广义动量为

[image: alt]


而相应的Hamilton函数为

[image: alt]


由于B不依赖于广义坐标αm
 ，在进行量子化时，可以直接采用正则量子化程序。引入算符[image: alt]
 与[image: alt]
 要求它们具有对称性

[image: alt]


满足正则对易关系

[image: alt]


并且与空间反演算符对易，亦即一般地有

[image: alt]


相应的Hamilton算符为

[image: alt]


能量本征态　可以看出，上述Hamilton算符描述一个5维简谐振子系统，具有共同的圆频率

[image: alt]


引入移位算符

[image: alt]


就可以把上述Hamilton算符改写成

[image: alt]


其中

[image: alt]


于是能量本征值为

[image: alt]


对于一个确定的能级，主量子数n一定，它在5个简并量子数nm
 中还可以有不同的分布。例如，n＝1时，简并度f＝5，n＝2时，简并度f＝15。另一方面，由于在空间转动下[image: alt]
 像[image: alt]
 一样变换，所以每一个量子具有l＝2的角动量。n＝1时，有一个量子，态的角动量和宇称JP
 ＝2+
 ，角动量投影有5个方向，与从5个简并量子数nm
 给出的简并度一致。n＝2时，有2个量子，态的角动量和宇称有JP
 ＝0+
 ，2+
 ，4+
 ，角动量投影态有1＋5＋9＝15个，与上面给出的f＝15一致。

4．LC回路的振荡

LC回路的Lagrange函数可以写成
〔9〕



[image: alt]


其中L是回路的电感，C是回路的电容。把电容器极板上的电量Q作为系统的广义坐标，与其正则共轭的动量P就是

[image: alt]


于是系统的Hamilton函数为

[image: alt]


L是不依赖于广义坐标Q的常数，所以我们可以直接用正则量子化规则，引入算符[image: alt]
 与[image: alt]
 要求它们满足正则对易关系，

[image: alt]


系统的Hamilton算符为

[image: alt]


这是一维简谐振子系统，能量本征值

[image: alt]


所以，回路具有零点能

[image: alt]


电量与电流的测不准关系为

[image: alt]


当回路的[image: alt]
 足够小时，回路的量子力学零点能就必须考虑，而当回路的L足够小时，电量与电流的测不准就必须考虑。

§4.6　非厄米的[image: alt]


1．一般性讨论

本章前面的讨论，都是先写出系统的经典Lagrange函数，然后变换到Hamilton正则形式，再运用正则量子化规则过渡到量子力学。当然这并不是必须和唯一的程序。实际上，这个程序的依据是量子力学与经典力学的对应关系：量子力学在ħ→0的近似下给出经典力学。所以，这个程序只适用于有经典对应的系统，是一个有用和技术性的但不是基本和原理性的程序。在原理上，量子力学是比经典力学更基本的理论，所有的讨论都可以直接从量子力学出发。本节的模型没有经典对应，我们将直接从系统的Hamilton算符出发。

在本章§4.1我们曾经指出，在原则上，一个系统的Hamilton算符应该是厄米的，这是由于我们要求时间发展算符是幺正的，以保证系统的态矢量长度不变，满足态矢量长度的时间平移不变性（见第一章§1.4的讨论）。如果我们放弃这个要求，则系统的Hamilton算符可以是非厄米的，含有虚部。当然，这只能看成是一种唯象的做法。

含虚部的Hamilton算符　在选定了正则变量[image: alt]
 与[image: alt]
 以后，我们可以把系统的Hamilton算符写成

[image: alt]


其中[image: alt]
 和[image: alt]
 是厄米的，一般地说依赖于[image: alt]
 与[image: alt]
 但通常不依赖于时间t。这个Hamilton算符是非厄米的，

[image: alt]


如果[image: alt]
 与[image: alt]
 对易，则它们有共同本征态∣Ew〉，

[image: alt]


这个本征态也就是[image: alt]
 的本征态，

[image: alt]


其中的本征值ε是由本征值E与w组成的复数，

ε＝E－iw。

这种本征态组｛∣Ew〉｝可以正交归一化，具有完备性，没有什么特别的地方。

如果[image: alt]
 与[image: alt]
 不对易，则它们没有共同本征态，[image: alt]
 的本征值方程可以写成

[image: alt]


其中ε是复数，一般不能分解成另外两个厄米算符的本征值，不同本征值的本征态并不正交，

[image: alt]


我们在第二章§2.4中讨论过的移位算符[image: alt]
 的本征态∣z〉，就是这种类型的本征态。由于没有正交性，也就没有完备性公式，处理时需要特别的考虑。

虚部[image: alt]
 的作用　在Hamilton算符中引入虚部[image: alt]
 态矢量∣φ〉满足的Schrödinger方程就成为

[image: alt]


我们来证明这个态矢量的长度不守恒。上述方程的厄米共轭为

[image: alt]


在（29）式左边乘以〈φ∣，在（30）式右边乘以∣φ〉，然后两式相减，就有

[image: alt]


由此可以看出，∣φ〉的模方，或者说态矢量的长度将随时间改变。特别是，当

[image: alt]


时，态矢量∣φ〉的模方将随时间指数衰减。

归一化态矢量的模方是系统在这个态上的总的概率。态矢量的模方随时间衰减，就表明系统不稳定，它在这个态上的概率随时间衰减。当[image: alt]
 很小时，这种衰减很慢，这种态就是一种准稳态。一般地说，非厄米的Hamilton算符唯象地描述系统在一个子空间的行为，随着时间的增加，系统进入或逸出此子空间，Hamilton算符虚部的平均值描述这种进入或逸出的速率。

例　能级的寿命　设系统的[image: alt]
 与[image: alt]
 对易，初态是它们的归一化共同本征态∣Ew〉。由于[image: alt]
 与[image: alt]
 对易，可以直接写出

[image: alt]


于是有

〈ψ（t）∣ψ（t）〉＝e-2wt/ħ
 ＝e-t/[image: alt]

 ，

其中[image: alt]
 称为系统处于能级E的寿命

[image: alt]


γ＝2w称为这个能级的自然宽度，简称宽度。

2．中性K介子的奇异数振荡

中性K介子物理　中性K0
 介子和它的反粒子[image: alt]
 的质量mK0

 相等，是不稳定粒子，分别具有奇异数S＝1和S＝-1，内禀宇称P＝-1，自旋s＝0。它们在强相互作用中产生，通过弱相互作用衰变。

中性K介子衰变的量子力学　考虑由这两个态[image: alt]
 和[image: alt]
 构成的子空间，它们的衰变可以唯象地用Hamilton算符

[image: alt]


来描述，[image: alt]
 主要依赖于产生它们的强相互作用，称为质量矩阵，[image: alt]
 则依赖于引起它们衰变的弱相互作用，称为衰变矩阵。可以证明，如果系统在正反粒子变换C（见下一章§5.4）、空间反射P和时间反演T的联合作用下不变，则在以∣K0
 〉和[image: alt]
 为基矢的表象中[image: alt]
 的对角元相等，我们可以写出

[image: alt]


其中A，p2
 和q2
 可以是复数
〔10〕

 。在彻底的微观理论处理中，这几个模型参数都可以从系统的微观Hamilton算符推算出来。

求解这个表象中的本征值方程

[image: alt]


有两个本征态，

[image: alt]


相应的本征值为

[image: alt]


其中mL
 ，mS
 ，γL
 和γS
 是实数，分别是粒子KL
 与KS
 的质量和衰变宽度。设γL
 ＜γS
 ，于是粒子KL
 的寿命比KS
 的长。注意[image: alt]
 不是厄米算符，它的本征态∣KL
 〉与∣KS
 〉不正交，

〈KS
 ∣KL
 〉≠0，

于是，在态∣KL
 〉上可以测到KS
 ，在态∣KS
 〉上可以测到KL
 。

奇异数振荡　假设在t＝0时的态是∣K0
 〉与[image: alt]
 的叠加，

[image: alt]


我们来求t时刻的态。为此，我们把∣K（0）〉用∣KL
 〉与∣KS
 〉来展开，

∣K（0）〉＝cL
 ∣KL
 〉＋cS
 ∣KS
 〉，

其中cL
 与cS
 可以用a1
 ，a2
 ，p与q来表示。于是，t时刻的态为

[image: alt]


从上式可以看出，由于γL
 ＜γS
 ，经过一段比KS
 的寿命稍长的时间，KS
 就衰变光了，剩下来的基本上是纯KL
 。由于KL
 是K0
 与[image: alt]
 的叠加，所以，如果t＝0时a2
 ＝0，是纯的K0
 ，则现在既有K0
 也有[image: alt]
 比K0
 更容易与核子发生反应而转变成别的粒子，所以让剩下的KL
 束通过物质后，又可获得较纯的K0
 。中性K介子在K0
 与[image: alt]
 之间的这种转变，相应于奇异数在S＝1与S＝-1之间的振荡，所以称为奇异数振荡。

中性K介子的奇异数振荡中，正反粒子变换C与空间反射变换P的联合变换CP并不严格守恒。这是粒子物理研究的一个重要问题，我们就不进一步讨论。

3．光学模型

散射问题中的光学模型　考虑入射粒子p在靶A上的散射p＋A，假设靶A与入射粒子p的相互作用势能为

V（r）＝V0
 （r）－iW（r），

这个势称为复数势或光学势。光学势的实部V0
 像通常的相互作用势一样，描写粒子能量不改变的弹性散射。下面我们就来表明，光学势的虚部W描写入射粒子被靶A的吸收。

在坐标表象中，粒子波函数ψ（r，t）的Schrödinger方程为

[image: alt]


其中m为粒子p的质量，靶A位于坐标原点。由上述方程可以推出连续性方程

[image: alt]


其中

ρ＝ψ*
 ψ

是粒子的概率密度，

[image: alt]


是粒子的概率流密度。

（32）式右边是流场的源。所以，相互作用势能的虚部正比于源的强度。当W＞0时，源是负的，描述对入射波的吸收。入射波的吸收，意味着出射波的减弱，这相当于非弹性过程，除了改变粒子能量的非弹性散射以外，还包括物理上真的吸收，以及新粒子的产生。换句话说，这种有虚部的相互作用势，可以用来唯象地描述非弹性过程。

在能量为E的定态，Schrödinger方程（31）成为

[image: alt]


它与光波在折射率为[image: alt]
 的介质中传播的方程相同。在光学中，复数折射率的实部描述光的色散，虚部描述介质对光的吸收。光学模型这个名称，就是从这种类比得来的。

光学模型的程函近似　假设粒子以动量p0
 ＝ħκ0
 沿z轴入射，入射波为

ψin（r）＝eiκ0
 z
 。

我们把Schrödinger方程的解近似写成

ψeikonal（r）＝eiκ0
 z＋iγ（r）
 ，

这种近似称为程函近似。把它代入Schrödinger方程，可以求得程函相移γ（r）为

[image: alt]


上式成立的条件是E≫∣V（r）∣，κ0
 ≫∣∇γ（r）∣，和p0
 ×∇γ（r）≈0。在这种程函近似下，r→∞的出射波为

[image: alt]


其中散射振幅f（θ，[image: alt]
 ）为

[image: alt]


在上述方程中，ħq＝ħ（κ0
 －κ）是弹性散射κ0
 ＝κ过程的动量转移，θ是κ与κ0
 之间的夹角，而

[image: alt]


其中b是在与（κ0
 ＋κ）垂直的平面内的矢量。对于高能过程，θ很小，b近似于xy平面中的碰撞参数
〔11〕

 。由这个散射振幅f（θ，[image: alt]
 ）可以推出散射过程的总吸收截面为（参阅第六章§6.2）

[image: alt]


上面的推导所用的Schrödinger方程，是非相对论的。对于高能过程，应该用相对论的Dirac方程（见下一章）。可以证明，用光学势的Dirac方程求出的程函相移、散射振幅和总吸收截面与这里得到的完全相同，只是在相对论的情形，应当把上述各式中的m换成相对论能量除以光速的平方
〔12〕

 E/c2
 。
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科学的目的在于用简单的方式去理解困难的事情。

——P. A. M. Dirac

与Oppenheimer的一次对话，1928

第五章　Dirac方程

上一章讨论的模型都是非相对论性的，也没有考虑粒子的内部自由度。本章我们来讨论自旋s＝1/2的粒子的相对论性波动方程。相对论性的情形，能量很高，有粒子的产生和消灭，粒子数不守恒，已经属于量子场论的范围。在量子场论中，除了粒子自旋以外，还要讨论粒子的一些别的内部自由度。所以，本章既是上一章的继续，也是第八章的准备。

在本章和第八章，我们将采用区分上标和下标的相对论记号
〔1〕

 ，并且采用Einstein约定：除非特别声明，相同的一对上下标意味着对它求和。希腊字母μ，ν，λ＝0，1，2，3，粒丁字母i，j，κ＝1，2，3。时空坐标用逆变4维矢量表示，

xμ
 ＝（x0
 ，x1
 ，x2
 ，x3
 ）≡（ct，x，y，z）。

它的协变4维矢量为

xμ
 ＝（x0
 ，x1
 ，x2
 ，x3
 ）≡（ct，-x，-y，-z）＝gμν
 xν
 ，

这里gμν
 ＝gμν
 是四维时空的度规矩阵，

[image: alt]


可以用来提升或降低指标。注意gμν
 ＝gνμ
 ，而[image: alt]
 ＝gμλ
 gλν
 是单位矩阵。

两个4维矢量a与b的内积为

aμ
 bμ
 ＝gμν
 aμ
 bν
 ＝gμν
 aν
 bμ
 ＝a0
 b0
 －a1
 b1
 －a2
 b2
 －a3
 b3
 ＝a0
 b0
 －a·b。

协变微商和逆变微商分别为

[image: alt]


对于能量动量4维矢量，有

[image: alt]


§5.1　Weyl方程

1．Weyl方程的引入

相对论的要求　粒子的内部自由度没有经典对应，我们可以直接来讨论Hamilton算符的构成。为了使得Schrödinger方程对于时间和空间变量具有对等的地位，Hamilton算符显然只能是动量算符的线性函数。我们先讨论只有动能的自由粒子，来构造一个动量算符[image: alt]
 的线性函数[image: alt]
 并且使得它与动量算一起能够构成一个相对论性4维矢量[image: alt]
 而它的本征值满足相对论的自由粒子能量动量关系（E/c，p），也就是

[image: alt]


这里mc是4维矢量（E/c，p）的不变长度，m是粒子的质量。

引入内部自由度　考虑粒子的内部自由度，可以写出

[image: alt]


它是动量的一次函数，其中a是常数，[image: alt]
 是与粒子内部自由度相联系的算符。算符[image: alt]
 与[image: alt]
 互相对易，因为它们分别属于不同的自由度。我们可以算出

[image: alt]


可以看出，为了本征值能够给出相对论的能量动量关系（1），必须有a＝0，使得上式中动量的线性项为0。此外，还必须有

[image: alt]


这样得到的能量动量关系

E2
 ＝p2
 c2


是相对论的质量m＝0的粒子的能量动量关系。

为了使得Hamilton算符[image: alt]
 是厄米的，[image: alt]
 必须是厄米的，它在一个表象中的表示bi
 为厄米矩阵。不难看出，满足条件（2）的厄米矩阵至少是2×2的。如果我们只限于二维空间，可以从（2）式解出

[image: alt]


这里σ＝（σ1
 ，σ2
 ，σ3
 ）＝（σx
 ，σy
 ，σz
 ）是Pauli矩阵。

Hamilton算符与Weyl方程　于是，我们得到Hamilton算符在这个二维内部空间的表象为

[image: alt]


这就是质量为0的自由粒子的相对论性Hamilton算符。它的Schrödinger方程

[image: alt]


称为Weyl方程。上式已经写在二维内部空间表象，ψ是粒子态矢量在这个表象的波函数。因为这个波函数有两个分量，所以Weyl方程是二分量方程。

Weyl方程实际上有两个，分别对应于（4）式中的负号与正号。下面我们将会讨论到这个问题。

连续性方程　在Schrödinger表象，Weyl方程（4）及其共轭方程可以分别写成

[image: alt]


其中ψ[image: alt]

 是把列矢量ψ的两个分量取复数共轭以后再转置得到的行矢量。用ψ[image: alt]

 从左边乘第一式，用ψ从右边乘第二式，把所得的结果相加，可得如下的连续性方程

[image: alt]


其中概率密度ρ与概率流密度j分别为

ρ＝ψ[image: alt]

 ψ，　　j＝∓cψ[image: alt]

 σψ。

所以，Weyl方程作为零质量自由粒子的相对论性Schrödinger方程，与波函数的统计诠释是一致的。下面的演算表明上述概率流密度j中的∓cσ就是粒子的速度算符：

[image: alt]


2．粒子的自旋角动量

总角动量守恒我们先来证明s＝ħσ/2与粒子的轨道角动量[image: alt]
 之和[image: alt]
 是守恒量，因此s具有角动量的性质。容易证明，这个粒子的轨道角动量不守恒：

[image: alt]


同样地，还可以证明

[image: alt]


于是，我们有

[image: alt]


现在我们再来证明，在三维普通空间的转动下，这个两维的内部空间也跟着发生相应的转动，而[image: alt]
 是生成这种转动的无限小算符。为此，我们先来给出Weyl方程在普通三维空间转动下具有不变性的条件。

Weyl方程空间转动不变性条件　坐标算符在三维空间的转动可以写成

[image: alt]


其中[image: alt]
 是实幺模正交转动矩阵，正交条件为

[image: alt]


与这个空间转动相应地，态矢量空间有一个幺正变换，

ψ→ψ′＝Λψ，

这是在二维内部空间的一个转动。用Λ作用于方程（4），并且代入

[image: alt]


就有

[image: alt]


注意这里σi
 ＝gij
 σj
 ＝-σi
 。要求上式与（4）式的形式一样，就有下述条件，

[image: alt]


或者等价的

[image: alt]


在二维内部空间，Λ是2×2的幺正矩阵，有4个实参数，要由上述3个条件和幺正条件来确定。下面我们就来表明，对于普通三维空间的转动，上式有解，而对于空间反射，上式无解。换句话说，Weyl方程有三维空间的转动不变性，而没有空间反射的不变性。

三维空间转动的Λ　考虑无限小转动，我们有（见第三章§3.2）

[image: alt]


其中

[image: alt]


对于这个无限小转动，我们可以把内部空间的无限小转动矩阵写成

Λ＝1＋iεi
 σi
 。

把上述方程代入（5）式，略去εi
 的二次项，就有

[image: alt]


由此可以解出εi
 ＝θi
 /2，从而

[image: alt]


其中θ＝（θx
 ，θy
 ，θz
 ）。对于有限角度的转动，上式给出第三章§3.3的结果

Λ＝e-iθ·σ/2
 。

这就证明了§3.3的基本假设，[image: alt]
 是这个二维内部空间转动的自旋角动量算符。由于波函数ψ具有在这个二维内部空间的旋转性质，所以称为旋量波函数，简称Weyl旋量。

宇称不守恒　我们来证明Weyl方程（4）没有空间反射不变性，宇称不守恒。考虑空间反射变换

[image: alt]


这时（5）式要求Λ与σi
 反对易。由于2×2的幺正矩阵只有4个实参数，线性无关的矩阵只有4个，除了3个Pauli矩阵，只有一个单位矩阵。它们都不可能同时与3个Pauli矩阵反对易，所以当[image: alt]
 取上式时，（5）式没有解。这就证明了Weyl方程（4）没有空间反射不变性，宇称不守恒。

所以，零质量自旋1/2的粒子的态没有空间反射对称性，不是宇称本征态，有零质量自旋1/2的粒子参与的过程宇称不守恒。这是因为在空间反射变换下，右手坐标系变成左手坐标系，粒子的螺旋性发生改变，粒子的态不能保持。下面就来讨论粒子的螺旋性问题。

3．负能态与反粒子

螺旋性与能量本征值　我们可以定义粒子的螺旋性

[image: alt]


其中p是粒子动量的大小。容易证明，[image: alt]
 的本征值为+1或-1。螺旋性为+1的态，粒子自旋与运动方向构成右手螺旋，称为右旋态。螺旋性为-1的态，粒子自旋与运动方向构成左手螺旋，称为左旋态。

从（3）式可以看出，

[image: alt]


质量为0自旋1/2的粒子螺旋性守恒对于质量为0的粒子，螺旋性守恒具有特殊的含意。从物理上看，无质量的粒子以光速运动，不可能通过参考系的Lorentz变换，把一个惯性系中的右旋态变成另一个惯性系的左旋态。由于螺旋性守恒，一定种类的零质量自旋1/2粒子，要么是右旋的，要么是左旋的。螺旋性是零质量自旋1/2粒子的固有特征。

我们可以用螺旋性算符[image: alt]
 把Hamilton算符改写成

[image: alt]


相应地把粒子能量本征值写成

E＝∓ξpc，

其中ξ＝+1或-1。于是，在（3）式中取负号时，左旋态的粒子能量为正，右旋态的粒子能量为负；在（3）式中取正号时，右旋态的粒子能量为正，左旋态的粒子能量为负。

负能态问题与正反粒子　在实验上，只有通过一个量子态到其它量子态的跃迁，才能观测和研究这个量子态。Dirac指出，实验上没有观测到粒子的负能态，这就意味着所有的负能态都被粒子填满了，由于Pauli原理，不可能发生粒子在负能态之间的跃迁。这些填满了所有负能态的粒子，被形象地称为Dirac海按照这个解释，真空并不是一无所有，而是一个负能态粒子的汪洋大海。这种有物理内容的真空，称为物理真空。当然，这种对于负能态的解释只能看作是物理的设想，而不是正式的理论。负能态的问题，在量子场论中才得到解决（参阅第八章）。

一个粒子从负能态跃迁到正能态，在Dirac海中就留出了一个负能态的空穴。这个效应是可以观测的。一个负能态的空穴，相当于一个正能态的粒子，具有与负能态相反的螺旋性以及其它物理性质。这种与原来的粒子性质相反的粒子，称为原来粒子的反粒子。相应地，原来的粒子就称为正粒子。

正反粒子变换　由于[image: alt]
 和σ2
 （σi
 ）*
 ＝-σi
 σ2
 ，对Weyl方程（4）取复数共轭再乘以σ2
 ，可以得到

[image: alt]


其中波函数的变换是

[image: alt]


ηC
 是一个模为1的常数，[image: alt]
 与Weyl方程（4）相比，方程（7）右方差一个负号，所以ψC
 态描述与ψ态能量相反的粒子，态矢量的变换（8）和方程的变换（4）→（7）是零质量自旋1/2的粒子的正反粒子变换。Weyl方程在正反粒子变换下没有不变性。

4．中微子物理与CP不变性

中微子物理　实验表明，中微子的质量为0，自旋1/2，是零质量自旋1/2的粒子，没有空间反射对称性，有中微子参与的过程宇称不守恒。此外，实验还表明，中微子是左旋的，反中微子是右旋的。于是，在Hamilton算符的表达式（3）中，应取负号，

[image: alt]


CP不变性　在有中微子参与的弱相互作用过程中宇称不守恒的根源，在于中微子的螺旋性。在空间反射变换下，右手坐标系变成左手坐标系，右旋态变成左旋态，左旋态变成右旋态。如果在空间反射的同时也把粒子变成反粒子，把反粒子变成粒子，那么，系统的态仍然有可能保持不变。

我们把正反粒子变换C与空间反射变换P的联合变换称为CP变换，而把CP变换下的不变性称为CP不变性。可以看出，Weyl方程（4）在空间反射下变号，在正反粒子变换下也变号，所以它在CP变换下不变。Weyl方程具有CP不变性。

在上一章§4.6我们已经提到，在中性K介子奇异数振荡中CP并不严格守恒，这是迄今发现的唯一的一个CP不守恒的事例。

§5.2　自由粒子的Dirac方程

为了更直接和清楚地显示Dirac方程所包含的物理，我们这里没有按照Dirac的方法来引入他的方程。他的方法的主要精神和思路已经体现在上一节Weyl方程的引入过程之中。不过，读者还是一定要去看一看Dirac的方法，其中所闪耀着的理性思维的光辉和数学的内在美，在物理学的众多经验中是罕见的。

1．自由粒子的Dirac方程

方程的引入　上面得到的Weyl方程是描述质量为0的粒子的。为了得到质量不为0的粒子的相对论性方程，我们来尝试推广Weyl方程。这种推广了的相对论性方程应能描述质量不为0的自旋1/2的粒子，而在粒子质量为0时简化为Weyl方程。

上节已经指出，质量为0的粒子以光速运动，具有确定的螺旋性。如果粒子获得了质量，螺旋性就不再是粒子的固有性质，而有可能在运动过程中发生改变。这是因为，有质量的粒子运动速度小于光速，变换到沿着粒子运动方向而且比粒子速度更快的惯性系，粒子的螺旋性就会反转过来。粒子在获得质量的同时，将丧失具有固定螺旋性这一特征。换句话说，具有质量的粒子，既可以处于左旋态，也可以处于右旋态，或者更一般地处于左旋态与右旋态的叠加态。

Weyl方程有两个，分别描写左旋态和右旋态的粒子。如果粒子没有确定的螺旋性，在左旋态与右旋态之间就会有某种耦合。所以，我们来尝试把两个Weyl方程耦合起来，写成
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其中ψR
 与ψL
 都是二分量波函数。容易看出，它们满足相同的方程
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如果取耦合常数C＝mc2
 ，上式就给出相对论自由粒子的能量动量关系（1）。代入C＝mc2
 ，ψR
 与ψL
 的两个耦合方程可以合写成
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其中
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是两个二分量波函数的组合，共有4个分量。α与β是4×4的厄米矩阵，称为Dirac矩阵，
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其中σ是2×2的Pauli矩阵，1是2×2的单位矩阵，0是2×2的0矩阵。方程（9）就是自由粒子的Dirac方程，相应的Hamilton算符为
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质量的物理　我们前面对于Dirac方程的引入方式，虽然只是十分简单的一种唯象的做法，但是它却向我们提出了一个基本的问题：粒子的质量真的只是描述粒子特性的一个简单参数，而在它的背后并不包含某种更深层的物理吗？

经典物理学的质量概念，基于Newton力学。在Newton力学里，质量作为描述物体惯性的参数，被看成是物体最基本的特征，是一切物理学分析的基础和出发点，而不能再对它进行分析，不包含任何更深层的物理。在量子力学的动力学模型中，我们让质量作为模型参数出现在系统的模型Hamilton量之中，而不作任何解释，就是这种观念的表现。关于质量的这种经典观念，在将近三百年的时间里，支配着物理学家们的思考。只是到了Einstein的狭义相对论里，这种观念才开始受到冲击。

在狭义相对论里，质量的基本涵义已经不再是描述物体惯性的参数，而是物体能量动量4维矢量的不变长度的量度，是联系物体能量与动量的物理量。特别是，当物体静止时，质量正比于物体的能量，这表明质量是物体静质能的量度。而我们知道，能量总是某种动力学效应的表现。所以，这就意味着，作为物体静质能的量度，质量很可能也是某种动力学效应的表现，包含着更深层的物理。这就是关于质量的物理的问题。

在狭义相对论提出了半个多世纪之后，于1967年提出的Weinberg-Salam理论
〔2〕

 ，在统一弱相互作用与电磁相互作用的同时，也为质量的物理这个问题给出了一个理论的回答。Weinberg-Salam理论的模型所具有的对称性，要求作为理论出发点的粒子是无质量的，包括中微子和电子等轻子。在这个理论中，原本没有质量的电子之所以获得了质量，是由于它与某种特殊的场的耦合。这种特殊的场被称为Higgs场，它的作用使得理论的这种对称性发生破缺
〔3〕

 。Weinberg-Salam理论所取得的成功，自然地掀起了一股寻找Higgs粒子的实验热潮，粒子物理学家们把这种实验恰当地称之为寻找质量的起源。尽管这种Higgs粒子至今尚未找到，但是人们开始认真地寻找Higgs粒子这件事本身，就意味着质量的物理已经开始成为物理学家们研究的一个重要问题。在这个意义上，Dirac方程很可能也只是一个唯象的方程，其中的粒子质量m只是用来笼统地描述某种更深层的物理的一个唯象的参数。

Dirac表象　Dirac方程的波函数（10）区分为上下两个分量，这相当于一个新的内部自由度，具有二维的表示空间。在这个二维空间中，我们可以选择不同的表象。Dirac矩阵的上述形式（11）属于Weyl表象，又称手征表象。在Weyl表象中，当粒子质量趋于0时，m→0，波函数的上下分量ψR
 与ψL
 分别成为右旋态与左旋态。在p≫mc的高能情形，粒子的质量可以忽略时，用Weyl表象比较方便。

更常用的是Dirac表象。从Weyl表象到Dirac表象的表象变换是
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这是一个4维空间的幺正变换，变换矩阵为
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矩阵元中的1是自旋空间的2×2的单位矩阵。注意上述矩阵也是厄米的。由此很容易算出在Dirac表象中的Dirac矩阵为
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在Dirac表象中，Hamilton算符（12）可以写成
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相应地，把Dirac方程写成上下分量的方程，有
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φ与χ都是自旋空间的二分量波函数，可以看出，它们的物理含意是：在Dirac表象中，当粒子的动量趋于0时，p→0，波函数的上下分量φ与χ分别成为正能态与负能态，亦即分别描述粒子与反粒子。在能量不太高的p≪mc情形，粒子的产生与消灭过程可以忽略时，用Dirac表象比较方便。如果没有特别指出，以后的讨论在需要用具体表象的地方，都采用Dirac表象。

连续性方程　注意到Dirac矩阵是厄米矩阵，我们可以在坐标表象中把Dirac方程（9）及其共轭方程写成
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其中ψ[image: alt]

 是把列矢量ψ的4个分量取复数共轭以后再转置得到的行矢量，
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用ψ[image: alt]

 从左边乘上述Dirac方程，用ψ从右边乘其共轭方程，把所得的结果相减，就有下列连续性方程
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其中概率密度ρ与概率流密度j分别为

ρ＝ψ[image: alt]

 ψ，　　j＝ψ[image: alt]

 cαψ。

所以，Dirac方程作为相对论性的Schrödinger方程，与波函数的统计诠释是一致的。下面的演算表明上述概率流密度j中的cα就是粒子的速度算符：
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在Weyl表象中，上式表明，上分量ψR
 具有速度cσ，下分量ψL
 具有速度-cσ，概率流密度是这两个流密度的代数和，j＝jR
 ＋jL
 。

守恒量　从Hamilton算符（12）容易证明，它具有平移不变性，动量守恒：
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另外，注意到[image: alt]
 与[image: alt]
 在Dirac表象中的表示就是它们各自直乘以单位矩阵，并利用上一节的结果，就可以证明粒子的轨道角动量与自旋角动量都不守恒，
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而总角动量[image: alt]
 是守恒的，
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同样可以证明，粒子的螺旋性[image: alt]
 也是守恒量，左旋态与右旋态都是粒子的本征态：
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2．自由粒子的平面波解

定态的量子数　上面已经指出，自由粒子的动量[image: alt]
 和螺旋性[image: alt]
 都与Hamilton算符[image: alt]
 对易，是守恒量。此外还可以看出，[image: alt]
 与[image: alt]
 也对易。所以，自由粒子的[image: alt]
 构成一组相容观测量，具有共同本征态｛∣E，p，ξ〉｝。对于一定的动量本征值p，螺旋性有两个本征值，ξ＝+1与-1，分别相应于自旋投影与动量方向相同的右旋态和相反的左旋态。另一方面，由下述关系
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对于一定的动量p，可以求出能量有正能和负能两个本征值

E＝±Ep
 ，

这里

[image: alt]


所以，对于一定的动量p，有4个不同的本征态∣E，p，ξ〉：
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Dirac表象波函数　由于普通空间与内部空间是互相独立的，粒子波函数可以写成普通空间波函数与内部空间波函数之直积。对于自由粒子的动量本征态，我们有

ψ＝w（E，p，ξ）e-i（Et－p·x）/ħ
 ，

其中w（E，p，ξ）是内部空间波函数，由下列4×4的矩阵方程来确定：

（cα·p＋βmc2
 －E）w（E，p，ξ）＝0。

在Dirac表象，上述方程成为
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其中ζ与η分别是波函数w（E，p，ξ）的上分量与下分量，
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在习惯上，把正能解和负能解分别记为u和v，

u（p，ξ）＝w（Ep
 ，p，ξ），　　v（p，ξ）＝w（-Ep
 ，-p，ξ）。

由方程（14）不难解出

[image: alt]


其中ζ和η是粒子螺旋性ξ的本征态，N是归一化常数。取归一化条件

u[image: alt]

 （p，ξ）u（p，ξ′）＝δξξ′
 ，　　v[image: alt]

 （p，ξ）v（p，ξ′）＝δξξ′
 ，

并且假设ζ与η在自旋空间是归一化的，ζ[image: alt]

 ζ＝1，η[image: alt]

 η＝1，则归一化常数N为

[image: alt]


自旋空间的表象取｛∣s，sz
 〉｝为基矢。在这个表象中，自旋角动量在z轴的投影[image: alt]
 取本征值±ħ/2。另一方面，螺旋性[image: alt]
 正比于自旋角动量在动量方向的投影，螺旋性为正的右旋态，是自旋角动量在动量方向投影为ħ/2的本征态，螺旋性为负的左旋态，是自旋角动量在动量方向的投影为-ħ/2的本征态。所以，把z轴转到动量p的方向（θ，[image: alt]
 ），我们就可以从[image: alt]
 的本征态求得[image: alt]
 的本征态。用第三章§3.3最后转动矩阵D1/2
 （n，θ）的公式，先绕y轴转θ角，再绕z轴转[image: alt]
 角，总的转动矩阵为
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把它分别作用到[image: alt]
 的两个本征态上，就得到螺旋性[image: alt]
 的两个本征态：

[image: alt]


于是，自由粒子Dirac方程的解一般地可以写成上述本征态的叠加：
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其中a（p，ξ）是粒子处于正能态（p，ξ）的概率幅，b*
 （p，ξ）是粒子处于负能态（-p，ξ）的概率幅。波函数ψ（r，t）的归一化条件给出
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§5.3　Dirac方程的时空变换

1．γ矩阵

Dirac矩阵的性质　容易验证Dirac矩阵是厄米矩阵，有下列性质：
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γ矩阵的定义　在Schrödinger表象中，我们可以把自由粒子的Dirac方程（9）改写成

[image: alt]


于是，如果定义

γ0
 ＝β，　　γi
 ＝βαi
 ，

就可以把上述方程改写成相对论性时空分量对等的四维形式
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这样定义的γ0
 是幺正的，γi
 是反幺正的，

（γ0
 ）[image: alt]

 ＝γ0
 ，　　（γi
 ）[image: alt]

 ＝-γi
 。

在Dirac表象中，γ矩阵的表示为
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从Dirac矩阵的反对易关系容易证明γ矩阵的下列反对易关系：

｛γμ
 ，γν
 ｝＝2gμν
 。

γ矩阵的代数　由4个γμ
 矩阵可以构成下表列出的16个线性独立的乘积：

[image: alt]


其中

[image: alt]


更高的重数，可以用γ矩阵的反对易关系化成较低的重数。此外还有

（γ5
 ）2
 ＝1，　　｛γ5
 ，γμ
 ｝＝0。

2．Dirac方程的相对论协变性

Dirac方程的相对论协变条件　我们来讨论Dirac方程（16）的Lorentz变换。保持四维矢量长度不变的Lorentz变换可以写成
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[image: alt]
 是一个幺模正交矩阵，正交条件为

[image: alt]


对于正规Lorentz变换，则还要求变换矩阵的行列式等于1，

[image: alt]


与Weyl方程类似地，在Lorentz变换（17）的作用下，态矢量空间的变换仍然可以写成

ψ→ψ′＝Λψ，

只是现在的ψ是四分量波函数，Λ是4×4的幺正矩阵。上式是ψ在四维内部空间的转动，所以ψ又称为Dirac旋量，简称旋量。

用Λ作用于方程（16），并且代入[image: alt]
 就有

[image: alt]


要求它与（16）式的形式一样，就有下述Dirac方程的相对论协变条件，

[image: alt]


或者等价的

[image: alt]


在四维内部空间，Λ是4×4的幺正矩阵，有16个实参数，要由上述条件来确定。

正规Lorentz变换下的协变性　一个无限小正规Lorentz变换可以写成

[image: alt]


由于正交条件[image: alt]
 的限制，εμν
 是反对称的，

εμν
 ＝-ενμ
 。

与无限小正规Lorentz变换相应的Λ可以写成

Λ＝1＋aεμv
 γμ
 γν
 。

把它与上述[image: alt]
 代入（18）式，略去εμν
 的二次项，就有

[image: alt]


运用γ矩阵的反对易关系和εμν
 的反对称性，可以从上式解得

[image: alt]


于是我们解得

[image: alt]


这就证明了Dirac方程在Lorentz变换下具有协变性。

Dirac共轭和双线性协变量　旋量ψ的Dirac共轭[image: alt]
 定义为

[image: alt]


由变换矩阵Λ的下述性质

Λ[image: alt]

 ＝γ0
 Λ-1
 γ0
 ，

可以求出共轭旋量[image: alt]
 在Lorentz变换下的变换为

[image: alt]


由Dirac旋量[image: alt]
 及γ矩阵可以组成的Lorentz双线性协变量如下表所示：

[image: alt]


其中前三个协变量在正规Lorentz变换下的协变性证明如下：

[image: alt]


上表中后两个协变量在正规Lorentz变换下的变换性质如下：

[image: alt]


我们在下一小节再来证明上述双线性协变量在空间反射下的变换性质。

例　流矢量　我们可以用双线性协变量把物理量的方程改写成具有明显的相对论协变性的形式。例如连续性方程中的概率密度和概率流密度可以分别改

写成

[image: alt]


于是连续性方程可以改写成

[image: alt]


∂μ
 是协变4维矢量，流矢量[image: alt]
 是逆变4维矢量，所以[image: alt]
 是标量，在Lorentz变换下不变。

3．Dirac方程的时空对称性

空间转动与粒子的自旋　对于普通三维空间的无限小转动，在§5.1中已写出

[image: alt]


此外，ε0i
 ＝0。把它们代入（19），就得到
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其中θ＝（θx
 ，θy
 ，θz
 ），

[image: alt]


所以，[image: alt]
 就是粒子的自旋角动量算符，很容易证明∑i
 满足与Pauli矩阵同样的反对易关系，而[image: alt]
 满足角动量算符的对易关系，

[image: alt]


可以看出，在空间转动下，Weyl二分量波函数的转动矩阵的无限小算符是σi
 ，而两个二分量波函数的转动矩阵的无限小算符，就是两个σi
 分别对每一个二分量波函数的作用。实际上，用幺正矩阵（13）变回到Weyl表象，∑i
 的表示仍旧是（20）式，而这里的Λ正是两个二分量的（6）分别作用到上下分量的结果。

空间反射　对于空间反射，四维时空变换矩阵为

[image: alt]


它的行列式为-1，

[image: alt]


这是非正规Lorentz变换。把这个变换矩阵代入（18），就得到决定旋量转动矩阵Λ的方程

[image: alt]


由它们可以解出

Λ＝ηP
 γ0
 ，

常数ηP
 可由幺正条件[image: alt]
 ＝Λ-1
 限制到只差一个相因子，ηP
 *
 ηP
 ＝1。这就证明了Dirac方程具有空间反射不变性，宇称守恒。

由此我们可以求出双线性协变量在空间反射下的变换如下：
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[image: alt]


时间反演　时间反演也是[image: alt]
 的非正规Lorentz变换，变换矩阵为

[image: alt]


我们在第三章§3.6已经指出，时间反演是反幺正变换，所以我们的讨论应当从Dirac方程（16）的复数共轭出发，

（-iħγμ*
 ∂μ
 －mc）ψ*
 ＝0。

把四个分量具体写出来，上式就成为

[image: alt]


代入[image: alt]
 就有

[image: alt]


用幺正矩阵Λ从左边作用于上述方程，

[image: alt]


要求它具有Dirac方程（16）的形式
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就得到下述关于矩阵Λ的条件：
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从它们可以解出

[image: alt]


其中ηT
 是一个模等于1的常数，[image: alt]
 ηT
 ＝1。这就证明了Dirac方程具有时间反演不变性。相应地，Dirac旋量波函数的时间反演变换是

[image: alt]


这里的时间反演算符[image: alt]
 是一个反幺正算符。

§5.4　有电磁场的Dirac方程

1．规范不变性原理与有电磁场的Dirac方程

定域规范变换和规范不变性原理　我们来考虑波函数的变换

[image: alt]


若f为一实常数，则此变换只把波函数的相位改变一个常数f，并不改变它所描述的态，这种变换称为整体规范变换。若f为一实函数，

f＝f（x，y，z，t），

则波场各点的相对相位发生改变，这种变换称为第一类规范变换，或定域规范变换。

一般地说，在定域规范变换下，波函数所描述的态会发生改变。只有在一定条件下，波函数所描述的态才不改变。规范不变性原理要求波函数在定域规范变换下所描述的态不变，亦即决定波函数的方程在定域规范变换下形式不变。

规范场和第二类规范变换　由于决定波函数ψ（x，y，z，t）的波动方程中包含作用于ψ的微分算符-iħ∂μ
 ，而

[image: alt]


所以，为了使得决定波函数的方程在定域规范变换下形式不变，作用于ψ的算符应该取以下的代换，

-iħ∂μ
 →-iħ∂μ
 ＋qAμ
 ，

它们对于ψ′的作用为

（-iħ∂μ
 ＋qAμ
 ）（eif
 ψ）＝eif
 （-iħ∂μ
 ＋qAμ
 ＋ħ∂μ
 f）ψ，

其中

Aμ
 ＝Aμ
 （x，y，z，t）

是某种波场，q是描述它与ψ场的相互作用的耦合常数。于是，如果在波函数ψ作定域规范变换（21）时场量Aμ
 同时作相应的变换
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我们就有
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这就能使决定波函数ψ的方程在ψ的定域规范变换下形式不变。

于是，规范不变性原理表明，如果波函数ψ具有某种定域规范不变性，就必定相应地存在一种与它相互作用的场。这样引进的场称为规范场。我们这里引进的规范场Aμ
 ＝（Φ/c，-A），具有下述规范变换所容许的任意性，
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其中

χ＝χ（x，y，z，t）

可以是任意的实函数。波场Aμ
 的这一变换称为第二类规范变换。所以，上述分析可以归纳为：为了使波函数ψ的方程在第一类规范变换下不变，就要求存在与ψ耦合的规范场Aμ
 ；在ψ进行第一类规范变换（21）时，场Aμ
 要同时进行第二类规范变换（22），并且满足
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注意由（21）式定义的变换实际上是相位变换，由它引入的场Aμ
 的恰当名称是相位场。“规范变换”和“规范场”的名称，是沿用了Weyl的叫法。Weyl当初尝试通过时空度规的变换在广义相对论中引入电磁场，度规也就是规范。

规范场Aμ
 的经典观测量　为了看出规范场Aμ
 的物理含意，我们来看下述具有规范不变性的非相对论性Schrödinger方程，
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它描述一个质量为m的粒子在规范场Aμ
 中的运动，相应的Hamilton算符为
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在经典极限下，Hamilton函数就是
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于是，正则坐标r和正则动量p随时间变化的运动方程为
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写出第二式最后一步时，用到了第一式给出的粒子速度v的关系。再从第一式和第二式，可得粒子所受的力为
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这正是电荷为q的粒子在电磁场中受到的Lorentz力，其中电场强度E和磁感应强度B分别为
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这里对于电磁场的表述采取国际单位制。

所以，在经典极限，或者说在宏观情形，规范场（Φ/c，A）的时空变化率表现为电磁场的强度，通过计算它们对时空坐标的微商可以得到电场强度E和磁感应强度B。由于这个原因，我们把Φ和A分别称为规范场Aμ
 的标量势和矢量势，简称标势和矢势。

有电磁场的Dirac方程　根据上述讨论，有电磁场的Dirac方程可以写成
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把它改写成Schrödinger方程的形式，就是
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相应的Hamilton算符为
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可以看出，在这里电磁场（Φ/c，A）表现为是与粒子相互作用的经典外场。我们在第八章再来讨论场的量子化问题。

2．Dirac方程的电荷共轭变换

与Weyl方程的正反粒子变换（8）相应地，Dirac方程的正反粒子变换可以写成
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其中ηC
 是模为1的常数。这里若取ηC
 ＝i，ηC
 γ2
 就是幺正矩阵。

为了验证上述变换确实是正反粒子变换，我们写出Dirac方程（23）的复数共轭，

［γμ*
 （-iħ∂μ
 －qAμ
 ）－mc］ψ*
 ＝0，

注意其中电磁场4矢量势Aμ
 是实函数。由于γ2*
 ＝-γ2
 ，其余的γ矩阵的复数共轭都等于它自己，于是用ηC
 γ2
 作用到上述方程，可以得到

［γμ
 （iħ∂μ
 ＋qAμ
 ）－mc］ψC
 ＝0。

与描述电荷为q的粒子的Dirac方程（23）相比，可以看出，上述方程是描述电荷为-q的粒子的Dirac方程。所以，正反粒子变换[image: alt]
 把电荷为q的粒子的态变到电荷为-q的粒子的态。因此，Dirac方程的正反粒子变换也称为电荷共轭变换。

用幺正变换（13）把这里的电荷共轭变换[image: alt]
 变到Weyl表象就可以看出，Weyl方程的正反粒子变换[image: alt]
 就是这里的电荷共轭变换分别对于Weyl表象的上分量ψR
 和下分量ψL
 的作用。

3．Dirac方程的低能近似

Dirac波函数的低能近似　低能近似又称非相对论近似。从§5.2的（15）式可以看出，在低能近似下，pc≪mc2
 ，
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自由粒子正能解u（p，ξ）的上分量是大分量，下分量是小分量。

类似地，有电磁场时，能量本征值方程可以写成
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把它写开来就是
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由（25）式解出
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在低能近似下，E≈mc2
 ，mc2
 ≫qΦ，有
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亦即，在低能近似下，正能解的上分量φ为大分量，下分量χ为小分量；相反地，负能解的上分量φ为小分量，下分量χ为大分量。

Pauli方程和电子的磁矩　把上述近似的χ代回（24）式，可以得到正能解大分量φ的方程，整理后为
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这就是非相对论的Pauli方程，其中

EK
 ＝E－mc2
 ，

而方程左边花括号中的项就是系统的非相对论Hamilton算符，
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上面最后一项表明电子具有磁矩
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其中gs
 ＝2，q＝-e，e是基本电荷。所以，Dirac方程从相对论性的理论出发，推出了电子的自旋和磁矩，并且给出电子Landé g因子的值gs
 ＝2。在上述[image: alt]
 的推导中，用到了Pauli矩阵的下述公式：
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其中A和B是与σ对易的任意两个三维矢量。

自旋轨道耦合及其它修正项　作为Dirac方程低能近似的另一重要结果，我们来考虑在静止中心场中的电子，Aμ
 ＝（Φ/c，0）。为了考虑电子在这个场中的势能V（r）＝qΦ，我们不再能忽略（26）式中的这一项，而要寻求较好的近似。为此，我们把（26）式改写成
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其中
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把上述χ代入（24）式，可以得到大分量φ的方程

[image: alt]


于是
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其中
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在写出上面第二和第三个等式时，用到了公式（27）。把上述[image: alt]
 的结果代回（28）式，就有

[image: alt]


前两项是非相对论的Hamilton算符，后3项则是相对论效应引起的修正。作低能近似
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就有

[image: alt]


后面3项依次是动能修正项、自旋轨道耦合项和Darwin项。

§5.5　一维场中的Dirac方程

1．一维场中的Dirac方程

旋量ψu
 与ψd
 的耦合方程　一维场中的Dirac方程可以写成

（iħcγμ
 ∂μ
 －γ0
 V－mc2
 ）ψ＝0，

其中场V只依赖于空间一维坐标z，

V＝V（z）。

把时间t分离出来，

ψ＝ψE
 e-iEt/ħ
 ，

则波函数ψE
 的方程可以用Dirac矩阵α和β写成

［iħcακ
 ∂κ
 ＋（E－V）－mc2
 β］ψE
 ＝0。

由于场V具有在（x，y）平面内的平移不变性，粒子动量p在（x，y）平面的投影p⊥
 ＝（px
 ，py
 ，0）是守恒量，我们可以把ψE
 写成
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其中x⊥
 ＝（x，y，0）是粒子坐标x在（x，y）平面的投影。把上式代入ψE
 的方程，就可以得到下列关于ψu
 与ψd
 的耦合方程：
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自旋的表象　选择（px
 σy
 －py
 σx
 ）为对角的自旋表象，能使上述方程简化
〔4〕

 。令这个自旋表象的波函数为χλ
 ，则有本征值方程
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其中λ为待定的本征值，而
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在通常的σz
 为对角的自旋表象中，很容易求得χλ
 的表示和本征值λ：
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可以看出，（px
 σy
 －py
 σx
 ）是矢量p⊥
 ×σ的z分量。此外，还可以表明（px
 σy
 －py
 σx
 ）/p⊥
 的长度为1，
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由于σ的长度为1，这个结果表明，矢量σ是在（x，y）平面内，并且与p⊥
 垂直。

另一个得出这一结论的方法，是计算σx
 ，σy
 和σz
 在本征态χλ
 的平均值，并且表明

〈λ∣σz
 ∣λ〉＝0，　　px
 〈λσx
 ∣λ〉＋py
 〈λ∣σy
 ∣λ〉＝0。

其中第一个方程表明σ在（x，y）平面内，第二个方程则表明p⊥
 ⊥σ。因此，矢量p⊥
 ，σ和z轴方向的单位矢量ez
 构成一个右手坐标系。所以，本征态χλ
 是在与p⊥
 和ez
 垂直的方向上自旋具有本征值λħ/2的自旋态。

波函数F与G的方程　于是，我们在这里选择的表象是在其中E，px
 和py
 具有本征值，而且自旋σ在与p⊥
 和ez
 垂直的方向上。在这个表象中，量子数的完备组为（E，px
 ，py
 ，λ）。

用这个本征态χλ
 ，可以把ψE
 写成
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其中F与G只是z的函数。也就是说，我们取

ψu
 ＝-Fχλ
 ，　　ψd
 ＝iGχ-λ
 。

把它们代入ψu
 与ψd
 的耦合方程，并且注意

σz
 χλ
 ＝χ-λ
 ，

就得到下述F与G的耦合方程：
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波函数F与G的归一化条件是
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2．半无限大核物质体系

半无限大核物质体系的V和渐近方程　半无限大的核物质体系，是在理论上研究核物质表面性质的一个模型。在一个半无限大的核物质体系中，核子所受到的场V在z轴方向上不均匀，存在一个表面区域。可以把坐标原点z＝0选在这个表面处，令核物质处于原点的左边。于是，在左边z≪0的区域，V趋于一个确定的值V0
 ；在右边z≫0的区域，V趋于0；而在z＝0附近的边界区域，V很快地从V0
 下降为0。我们有
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在核物质的内部或外部区域，当｜z∣很大时，由于V趋于常数，
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F与G的方程渐近成为
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半无限大核物质体系核子波函数的渐近解　当z→-∞时，V→V0
 ，可以从F的渐近方程解出
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其中N是归一化常数，δλ
 是由边条件确定的常数，pz
 定义为
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有了F，就可以从方程（29）解出
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其中
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当z→∞时，场趋于零，V→0，类似地可以得到下面的解：
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其中B是由边条件确定的常数，γ定义为
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上述渐近解F和G依赖于量子数（E，px
 ，py
 ，λ）。

§5.6　球对称场中的Dirac方程

1．球对称场中的Dirac方程

守恒量与本征态∣ljm〉　我们现在要讨论的系统Hamilton算符是
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这个[image: alt]
 具有球对称性，在空间转动和反射下不变，系统的总角动量[image: alt]
 及宇称[image: alt]
 是守恒量，我们可以有[image: alt]
 的共同本征态∣EPjm〉。

总角动量是轨道角动量与自旋角动量之和，[image: alt]
 Dirac旋量是写在自旋表象的，所以我们需要用轨道角动量与自旋角动量的共同本征态∣lml
 ms
 〉来耦合成总角动量本征态。这样得到的是[image: alt]
 的共同本征态∣ljm〉，其中省略了常数s＝1/2没有写出。具体写出来就是
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其中m＝ml
 ＋ms
 ，ms
 ＝±1/2。对于给定的j，l有两个取值，l＝j±1/2。

下面我们先来证明，这个态∣ljm〉也是宇称本征态，本征值（-1）l
 。由于∣lml
 〉的坐标表象波函数Ylml

 （θ，[image: alt]
 ）＝〈[image: alt]
 θ∣lml
 〉具有宇称（-1）l
 ，

[image: alt]


所以∣lml
 〉是宇称本征态，本征值（-1）l
 ，

[image: alt]


由于∣ljm〉是∣lml
 ms
 〉的线性叠加，从而∣ljm〉也是宇称本征态，本征值（-1）l
 ，

[image: alt]


注意自旋态在空间反射下不变。上式表明，l相差±1的两个态，宇称相反。

下面我们就来用这个态∣ljm〉构成本征态∣Pjm〉在球极坐标和自旋表象中的旋量波函数。

旋量波函数把本征态∣ljm〉在坐标和自旋表象的波函数记为yljm
 （θ，[image: alt]
 ，ms
 ），

yljm
 （θ，[image: alt]
 ，ms
 ）＝〈ms
 [image: alt]
 θ∣ljm〉，

它是一个二分量波函数，两个分量分别对应于自旋投影ms
 ＝±1/2。于是，四分量的Dirac波函数可以写成
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其中
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宇称算符[image: alt]
 对于Dirac旋量波函数ψκjm
 的作用，是用4×4的矩阵γ0
 作用于旋量，它会使得（31）中的下分量变号。上面对于量子数l′＝j－κ/2的选择，是为了使得l′与l相差1，从而保证ψκjm
 是宇称的本征态，本征值为（-1）j＋κ/2
 ：
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这里我们已经令宇称算符中的ηP
 ＝1。所以，（31）式的ψκjm
 就是∣Pjm〉态的旋量波函数。如果我们选取归一化

[image: alt]


则径向波函数F（r）和G（r）的归一化是
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本征值方程的球极坐标表示　（31）式中的径向波函数F（r）和G（r）以及系统能量本征值E由[image: alt]
 的本征值方程来确定：
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为了写出上述方程的球极坐标表示，我们需要求出[image: alt]
 的球极坐标表示。由于
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其中
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所以
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其中[image: alt]
 的定义见§4.3，αr
 是Dirac矩阵在r方向的投影，

[image: alt]


所以，本征值方程的球极坐标表示为
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αr
 对ψκjm
 的作用αr
 对旋量ψκjm
 的作用会交换上下分量的位置，
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其中σr
 ＝σ·r/r是Pauli矩阵在r方向的投影。σr
 在空间转动下不变，在空间反射下变号，所以它对yljm
 的作用不改变j和m，但使l改变±1。于是我们可以写出
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其中l－l′＝±1，A与B与是待定常数。由于[image: alt]
 而yljm
 是归一化波函数，所以∣A∣＝∣B∣＝1。为了确定A与B的数值，我们可以利用下述公式（见第三章§3.4）
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其中χ+
 与χ-
 分别是自旋投影向上和向下的本征态。当r在z轴方向时，σr
 ＝σz
 ，θ＝0，当ml
 ≠0时Ylml
 （0，[image: alt]
 ）＝0，当ml
 ＝0时[image: alt]
 有

σz
 yl′jm
 ＝-yljm
 ，

于是我们得到A＝B＝-1。运用上述结果，我们最后得到

[image: alt]


可以看出，它只是交换了上下分量中的径向波函数再改变符号，所以仍然属于本征态∣Pjm〉，具有同样的本征值。

径向方程　把（35）和（33）式代入（34）式，就得到关于径向波函数F（r）与G（r）的耦合方程
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进一步的讨论需要知道势能V（r）的具体形式。我们在下一小节来讨论Coulomb场中电子的束缚态问题。

2．Coulomb场中电子的束缚态

Coulomb场中的径向方程　考虑类氢离子Coulomb场的情形，
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在国际单位制中κ＝Ze2
 /4πε0
 ，e是基本电荷，ε0
 是真空介电常数，Z是核电荷数。用精细结构常数α以及电子的约化能量∊和de Broglie波长λ，
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我们可以引入约化半径
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把径向波函数的耦合方程改写成下述约化形式
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其中

f（ρ）＝eρ
 F，　　g（ρ）＝eρ
 G，　　K＝κ（j＋1/2）。

径向方程的级数解　我们可以令

[image: alt]


把它们代入上述径向波函数的约化耦合方程，按通常求级数解的程序，就得到系数的下述递推关系
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对于ν＝0的特殊情形，上述递推关系给出非平庸解
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我们这里抛弃了取负号的解，因为它在原点发散，不满足归一化条件（32）。

用［（1－∊）/（1＋∊）］1/2
 乘第一个递推关系，然后减去第二个递推关系，可以得到
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于是，把它代回上述递推关系就有
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因此，当ρ→∞时f和g都像e2ρ
 一样发散，除非它们中断为多项式。不难看出，这两个级数都将中断于ρ的同样幂次[image: alt]
 。把ν＝[image: alt]
 ＋1代入上述递推关系，可以得到
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把上式代入（37）式，并令ν＝[image: alt]
 ，就有

[image: alt]


由此可以解出能量本征值

[image: alt]


需要指出，当K＞0时[image: alt]
 不能为0，[image: alt]
 ≠0。这是因为当ν＝0时递推关系给出一个附加条件

[image: alt]


当K＞0时上式与（38）式符号相反。

能量本征值　由于K＝κ（j＋1/2），K的取值可以是非0的正负整数，

K＝±1，±2，±3，…。

所以，∣K∣的取值是非0的正整数，∣K∣＝1，2，3，…。于是，我们可以方便地引入主量子数

[image: alt]


从而把能量本征值写成

[image: alt]


它依赖于量子数n与j，对于总角动量投影量子数m是简并的。此外，除了[image: alt]
 以外，由于K有正负两个值，能级还有两重简并。K的正负两个值，相应于κ＝±1，也就是相应于宇称相反的两个态。所以这两重简并是对于宇称的简并。

把能量本征值展开成Zα的级数，有

[image: alt]


其中第一项是电子静质能，第二项是非相对论的结果，亦即Bohr公式，其余的项都来自相对论的修正，包括数量级为α2
 的自旋轨道耦合项、相对论动能修正项和Darwin项。

径向波函数　根据递推关系，利用（36）和（37）式，我们可以用a0
 与b0
 来表示系数av
 与bv
 ，而a0
 与b0
 则可以由波函数的归一化条件（32）确定。对于基态，我们得到

[image: alt]


其中aB
 是Bohr半径，Γ（x）是Gamma函数，η是∣K∣＝1时的t，

[image: alt]


这一结果表明，下分量与上分量之比G/F是Zα的数量级，与（39）式一致。现在的情形，电子的运动基本上是非相对论的，下分量比上分量小是预料之中的事。事实上，原点是波函数的奇点，下分量G比上分F量小，这是所有束缚态的特征。但是，一般来说，G与F并不像基态这样成比例。

与Schrödinger理论的基态径向波函数相比，Dirac方程的解多一个因子

[image: alt]


除了极小的r或很大的r，这个因子与1相差很小。而当r很大时，波函数几乎成为0，这个因子也就不重要。

一般地说，径向波函数像在Schrödinger理论中一样趋于0，主量子数越小，下降得越快。当ρ的值小时，波函数的渐近式为

[image: alt]


由于t＝（K2
 －Z2
 α2
 ）1/2
 ，对于所有Zα＜1的稳定核，当K＝±2，±3，…，也就是当j＝3/2，5/2，…时，波函数ψ在ρ→0时趋于0。但是对于K＝±1，也就是对于s和p波的态，上述Dirac波函数对于所有的主量子数n在原点都是奇点。当然，如果Zα很小，这种奇异性很弱。而且，当K＝±1时在原点的这种奇异性在实际的原子中并不存在，因为原子核有一定大小，势能不同于Coulomb定律，当ρ→0时并不趋于无限。

与场强Zα有关的说明　上述计算只给出了能量的离散谱。进一步的研究表明还存在从-∞到-mc2
 和从mc2
 到∞的两个连续谱，后者联系于散射态波函数。需要指出的是，只有当Zα＜1时波函数全体才形成正交的完备组。当Zα＞1时，（36）式给出的t在某些K值成为纯虚数，随后的计算就没有意义，于是，不存在态的正交的完备组。也就是说，对于Dirac方程来说，在足够强的Coulomb场中，粒子不存在正规的定态，这就像在非相对论的Schrödinger理论中奇异性比1/r2
 更强的吸引势一样
〔5〕

 。
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或许我们应该相信，在不可能给出因果发展的条件这一点上，理论与实验的一致，正是不存在这种条件的一个必然的结果？我自己倾向于在原子世界里放弃决定论。

——M. Born

《碰撞的量子力学》，1926

第六章　形式散射理论

§6.1　射出本征态与射入本征态

1．散射问题

散射问题的两种观点散射的基本问题是，已知入射粒子与靶粒子相距很远还没有相互作用时的初态，求它们逐渐靠近发生相互作用，再散射分开到相距很远以后的末态。这是一个已知初态，求Schrödinger方程的散射态解的动态问题。它是不同于本征值问题的另一类问题。这个问题有几个特点。首先，散射系统的能量是已知的，要求解的是系统的散射态。其次，我们需要知道系统散射态在一个表象中的波函数，而不只是态矢量。第三，散射过程在坐标空间有直观和形象的图像，坐标表象是最直接和自然的选择。最后，我们关心的只是散射波在无限远处的渐近行为，因为这是波函数中实验能够测量的部分。

在实际的散射实验中，入射粒子具有确定的动量和能量，入射粒子与靶粒子构成的系统具有确定的能量。所以，问题又可以表述为：已知从无限远处入射的具有确定动量的平面波，求入射粒子与靶粒子系统具有确定能量的定态波函数中散射部分在无限远处的渐近行为。这是一个已知一定的边界条件，求Schrödinger方程散射态解的定态问题。把散射作为定态边值问题来处理的定态观点，与把散射作为动态初值问题来处理的动态观点是等价的。我们将采取动态观点。采取动态观点的理论显含时间，这种理论称为含时散射理论，它与不显含时间的定态理论给出相同的观测结果。

测量散射粒子的探测器，有的能测量出射粒子的动量，有的能测量出射粒子的角动量。所以，除了坐标表象，有时也采用动量表象或角动量表象。

物理模型　我们只考虑入射粒子与靶粒子均无内部激发，它们的内部结构没有显示出来的两体碰撞。对于这种情况，只需要考虑粒子的质心坐标和自旋，可以把入射粒子和靶粒子都看成没有结构的简单粒子，引起它们之间散射的相互作用只依赖于这两个粒子质心的相对坐标和它们的自旋，我们这里暂不考虑自旋自由度。

对于两个简单粒子的散射，可以引进这两个粒子系统的质心坐标和它们之间的相对坐标r，从而把两体散射问题简化为一个具有约化质量m的粒子在中心力场中的单体散射问题。系统的Hamilton算符可以写成

[image: alt]


其中[image: alt]
 是这两个粒子无相互作用时的Hamilton算符，[image: alt]
 是它们之间的相互作用势能算符，当r→∞时足够快地趋于零，

[image: alt]


初态的表示　需要求解的Schrödinger方程为

[image: alt]


在粒子相距很远还没有相互作用的t＝t0
 时，初态可以写成

[image: alt]


∣ψ0
 〉是下述无相互作用自由粒子Schrödinger方程的解，

[image: alt]


自由粒子系统具有空间平移不变性，动量算符[image: alt]
 与[image: alt]
 对易，[image: alt]
 可以有[image: alt]
 与[image: alt]
 的共同本征态，

[image: alt]


对于相对论性自由粒子，[image: alt]
 与动量算符[image: alt]
 有下列关系（见第五章§5.1和§5.2）

[image: alt]


我们有

[image: alt]


在习惯上，常用波矢量κ及其大小κ来标志[image: alt]
 及[image: alt]
 的本征态，

[image: alt]


方程（1）具有特解

[image: alt]


写在坐标表象，这就是de Broglie平面波

[image: alt]


方程（1）的通解∣ψ0
 （t）〉可以写成上述特解的叠加，

[image: alt]


把它写在坐标表象，就是上述de Broglie平面波的叠加，

[image: alt]


上式给出的是一个坐标和动量都有一定分布的波包。实际散射实验中的入射初态具有基本确定的动量p0
 ，C（p）只能是一个峰值位于p0
 处宽度∆p0
 很小的分布，当∆p0
 →0时它趋于δ函数，

[image: alt]


这时

[image: alt]


波包的运动可以由下述相位极值条件确定：

[image: alt]


它给出波包的运动方程

r＝vt，

其中

[image: alt]


是波包运动的群速度。所以，波包中心的速度是v0
 ＝p0
 c2
 /E，当t＝0时，波包中心到达r＝0的原点处。

2．M[image: alt]
 ller算符

算符Û（0，t0
 ）运用时间发展算符，我们可以把∣ψ（t）〉的解形式地写成

[image: alt]


于是，我们有

[image: alt]


∣ψ0
 （t0
 ）〉是初始时刻t0
 的自由粒子态，按自由粒子的Hamilton算符发展，可以写成

[image: alt]


把它代回上式，我们就得到

[image: alt]


其中算符[image: alt]
 的定义是

[image: alt]


它的作用是：把t＝0时刻的态∣ψ0
 （0）〉先无相互作用地推到初始时刻t0
 ，再引入相互作用，把它从t0
 时刻开始在相互作用下发展到t＝0时刻的态∣ψ（0）〉。

对上述算符[image: alt]
 求对时间t的微商，有

[image: alt]


从而我们得到算符[image: alt]
 的积分形式

[image: alt]


极限t0
 →-∞对上述算符[image: alt]
 取t0
 →-∞的极限，可以得到

[image: alt]


其中ξ（t）是下述定义的阶跃函数，

[image: alt]


改写成对E的积分　利用下述等式，

[image: alt]


就有

[image: alt]


其中

[image: alt]


类似地，可以有

[image: alt]


其中

[image: alt]


在上述[image: alt]
 的公式中，取极限以前的[image: alt]
 为

[image: alt]


算符[image: alt]
 和[image: alt]
 称为M[image: alt]
 ller波算符，简称M[image: alt]
 ller算符

3．射出和射入本征态

定义　现在我们回到（4）式。从它可以看出，当t0
 →-∞时，用M[image: alt]
 ller算符[image: alt]
 作用到自由粒子态∣ψ0
 （0）〉上，就得到t＝0时刻的解∣ψ（0）〉；当t0
 →∞时，用M[image: alt]
 ller算符[image: alt]
 作用到自由粒子态∣ψ0
 （0）〉上，也可以得到t＝0时刻的解∣ψ（0）〉。于是，我们可以定义

[image: alt]


∣ψ+
 〉态的含义是：如果系统从t0
 →-∞时无相互作用地自由发展到t＝0时刻的态是∣ψ0
 （0）〉，则它从t0
 →-∞时在相互作用支配下发展到t＝0时刻的态就是∣ψ+
 〉。所以，∣ψ+
 〉是由过去t0
 →-∞时的初条件确定的散射解。类似地，∣ψ-
 〉态的含义是：如果系统从t0
 →∞时无相互作用地自由退回到t＝0时刻的态是∣ψ0
 （0）〉，则它从t0
 →∞时在相互作用支配下退回到t＝0时刻的态就是∣ψ-
 〉。所以，∣ψ-
 〉是由将来t0
 →∞时的“初条件”确定的散射解。

本征态　在（5）式中代入（3）式，省去其中p0
 的下标0，当∆p0
 →0时就得到

[image: alt]


其中Ep
 ＝E（p）。下式表明[image: alt]
 是[image: alt]
 的本征态，具有本征值E＝Ep
 ：

[image: alt]


于是，我们在形式上得到散射解

[image: alt]


无限远渐近式　在坐标表象中，可以求出下列无限远处的渐近式（见下一节）

[image: alt]


其中（θ，[image: alt]
 ）是相对于入射动量p的方位角，f（θ，[image: alt]
 ）是在这个方向的散射振幅。可以看出，右边第一项是入射的自由粒子平面波，第二项是球面散射波。本征态[image: alt]
 的球面散射波是从球心r＝0向外扩张的，所以把它称为射出本征态。本征态[image: alt]
 的球面散射波是从外向球心r＝0收缩的，所以把它称为射入本征态。通常处理散射问题的定态方法，就是求解具有射出渐近边条件的定态Schrödinger方程，得到射出本征态[image: alt]
 从而得到散射振幅f（θ，[image: alt]
 ）。

算符关系　我们来证明公式

[image: alt]


由于[image: alt]
 是[image: alt]
 的本征态，有

[image: alt]


而∣φp
 〉是完备的，于是公式得证。

正交归一性　现在来证明

[image: alt]


运用（4）式，我们有

[image: alt]


当ψ0
 （0）与[image: alt]
 中的动量分布宽度都趋于0时，∆p，∆p′→0，上式就成为

[image: alt]


用M[image: alt]
 ller算符来表示，[image: alt]
 上式给出

[image: alt]


如果系统具有时间反演不变性，[image: alt]
 则M[image: alt]
 ller算符[image: alt]
 在时间反演下变成[image: alt]
 从而还有

[image: alt]


或者等价的

[image: alt]


完备性问题　射出本征态组[image: alt]
 或射入本征态组[image: alt]
 都可以分别构成系统[image: alt]
 的散射态的正交归一化完备组。但它们对于全体态矢量的空间并不完备，因为它们没有包括束缚态，

[image: alt]


等价地，这就给出

[image: alt]


所以，虽然算符[image: alt]
 是幺正的，但是M[image: alt]
 ller波算符[image: alt]
 不是幺正的。

§6.2　散射截面与光学定理

1．散射截面

散射截面的定义　一般地，我们可以把散射问题的解写成两部分之和，

∣ψ（t）〉＝∣ψ0
 （t）〉＋∣ψS
 （t）〉，

其中∣ψ0
 （t）〉是入射波包，∣ψS
 （t）〉是散射波。入射波包中心的速度是v0
 ＝p0
 /m，相应地，这个入射平面波的概率流密度是v0
 /（2πħ）3
 。另一方面，在t时刻每单位时间内散射到动量范围p→p＋dp的相对概率为

[image: alt]


于是，我们可以定义微分散射截面σ（θ，[image: alt]
 ）为

[image: alt]


其中（θ，[image: alt]
 ）是动量p的方位角，dΩ是动量空间的立体角元。微分散射截面σ（θ，[image: alt]
 ）简称散射截面，具有面积的量纲。它的含义是：单位时间内入射到单位靶面积上的一个粒子被散射到（θ，[image: alt]
 ）方向立体角dΩ内的概率。

散射截面的公式　由上述散射截面的定义，我们有

[image: alt]


我们可以把散射波∣ψS
 （t）〉对时间的微商写成

[image: alt]


于是

[image: alt]


[image: alt]


其中c. c. 代表前面的项的复数共轭，包含[image: alt]
 的项与其复数共轭项抵消了，最后一式取t＝0。经过简单的代数运算，我们可以从

[image: alt]


得到

[image: alt]


于是有

[image: alt]


其中P表示在积分中取主值，最后一个等式用到了下列积分公式（参阅第二章§2.1）：

[image: alt]


把上述结果代回（7）式，就有

[image: alt]


其中积分取主值的项与它的复数共轭项抵消了。于是我们最后得到截面的公式

[image: alt]


其中E＝Ep0

 ＝Ep
 是入射粒子与靶粒子质心系的能量，在pc≪E的非相对论近似下，E/c2
 ≈m。注意E是相对论能量，我们在本章的所有讨论都没有做非相对论近似，所得的公式对于相对论性高能散射过程也适用。此外，在不至于引起混淆时，我们总是把能量简单地写成E，而只是在必需时才写出其下标p或p0
 。

2．Lippmann-Schwinger方程与散射振幅

在这一小节我们用Lippmann-Schwinger方程与散射振幅法来推出上述散射截面公式。在散射问题中，Lippmann-Schwinger方程与Schrödinger方程等价。

Lippmann-Schwinger方程　我们可以把射出本征态写成

[image: alt]


其中

[image: alt]


代入[image: alt]
 的公式，我们就得到下列关于[image: alt]
 的Lippmann-Schwinger方程

[image: alt]


坐标表象中的Lippmann-Schwinger方程　在坐标表象中写出上述方程，并把入射的初始动量记为p0
 ，就有

[image: alt]


用完备性公式∫d3
 p∣p〉〈p∣＝1和回路积分定理可得下列自由粒子Green函数

[image: alt]


把它代回上述坐标表象中的Lippmann-Schwinger方程，就有

[image: alt]


渐近解和散射截面　V（r）是短程势，故当r充分大时可以作近似

[image: alt]


把它们代入上述方程，完成对r′的积分，可以得到

[image: alt]


其中散射振幅

[image: alt]


（θ，[image: alt]
 ）是散射动量p相对于入射动量p0
 的方位角。于是，我们最后得到微分散射截面的公式

[image: alt]


其中的第一个等式，是从射出本征态的无限远渐近式和微分散射截面的定义得出的一般公式。

3．光学定理

微分散射截面σ（θ，[image: alt]
 ）对立体角元dΩ积分，就给出散射总截面σt
 ，

[image: alt]


其中

[image: alt]


其中第二行含[image: alt]
 的项和第三行含〈ψ（t）∣的项都分别与其复数共轭项抵消了。于是，当入射波包的动量分布宽度趋于0时，∆p0
 →0，取t＝0，我们就有

[image: alt]


从而得到总散射截面

[image: alt]


其中f（0）为p∥p0
 时的向前弹性散射振幅。上述结果称为光学定理，它表明散射总截面与向前弹性散射振幅的虚部成正比，与入射动量成反比。

§6.3　S矩阵

1．相互作用绘景中的时间发展算符

相互作用绘景　前面的讨论是在Schrödinger绘景中进行的，现在我们换到相互作用绘景（见第一章§1.4）。不同的绘景，相当于不同类型的表象，给出的物理结果相同。我们把系统在Schrödinger绘景中的Hamilton算符写成

[image: alt]


并且假设它不显含时间t。从Schrödinger绘景到相互作用绘景的幺正变换是

[image: alt]


在相互作用绘景中，态矢量∣ψI
 （t）〉和观测量算符[image: alt]
 随时间变化的运动方程分别是

[image: alt]


其中[image: alt]
 是在相互作用绘景中的相互作用算符，

[image: alt]


在第一章§1.4中我们已经指出，在相互作用绘景中，观测量算符的变化由无相互作用的Hamilton算符[image: alt]
 支配，而态矢量的变化由相互作用项[image: alt]
 支配。在没有相互作用时，态矢量不随时间变化。在没有相互作用时的态矢量已经知道的情况下，就可以用相互作用绘景来求由于相互作用引起的态矢量随时间的变化。所以，相互作用绘景是用来处理散射问题的一个恰当的绘景。

时间发展算符　在相互作用绘景中的时间发展算符[image: alt]
 可以定义为

[image: alt]


显然，它满足下列性质：

[image: alt]


此外，容易证明它是幺正的，

[image: alt]


把[image: alt]
 代入态矢量的运动方程，可以得到关于[image: alt]
 的方程

[image: alt]


它的积分形式为

[image: alt]


由它的厄米共轭和[image: alt]
 的幺正性，还有

[image: alt]


[image: alt]
 的形式表达式及与M[image: alt]
 ller算符的关系　用迭代法求解上述关于时间发展算符的积分方程，就可以得到[image: alt]
 的具体表达式，它是关于[image: alt]
 的一个级数。如果只限于形式上的讨论，则我们可以把Schrödinger绘景中的时间发展算符[image: alt]
 变换到相互作用绘景，在形式上写出

[image: alt]


可以看出，当t＝0时，上式给出本章§6.1中的[image: alt]
 而当t＝0和t0
 →∓∞时，上式给出本章§6.1中的M[image: alt]
 ller算符，

[image: alt]


2．S矩阵的定义

散射算符　我们可以用下述散射算符来描述散射过程：

[image: alt]


这样定义的散射算符，可以用M[image: alt]
 ller波算符表示为

Ŝ＝Û（∞，0）Û（0，-∞）＝Û[image: alt]

 （0，∞）Û（0，-∞）。

在相互作用绘景中，态矢量随时间的变化受相互作用支配，时间发展算符[image: alt]
 描述系统的态在t0
 到t这一段时间内在相互作用下的发展变化，散射算符[image: alt]
 [image: alt]
 描述系统的态从入射时t0
 →-∞到出射时t→∞的时间内在相互作用下的发展变化。所以，散射算符包含了系统从入射初态到出射末态的散射过程全部可观测的实际信息。散射问题的研究，也就是散射算符的研究。

S矩阵　我们来求散射算符在散射初态与末态之间的矩阵元。相互作用绘景中的初态∣ψI
 （t0
 ）〉，在t0
 →-∞时就等于Schrödinger绘景中无相互作用自由粒子系统t＝0时的态∣ψ0
 （0）〉，

[image: alt]


在波包的动量宽度趋于0时，∆p→0，上式趋于动量本征态，

[image: alt]


所以，在相互作用绘景中求散射算符在散射初态与末态之间的矩阵元，也就是求散射算符在动量表象中的矩阵元[image: alt]
 由于[image: alt]
 而>[image: alt]
 于是我们得到

[image: alt]


散射算符在动量表象的矩阵元，等于在射入本征态上测到射出本征态的概率幅。反之，在射入本征态上测到射出本征态的概率幅，等于散射算符在动量表象的矩阵元。由于这个关系，我们在习惯上把散射算符称为散射矩阵，简称S矩阵。

根据（12）式，只要求出了S矩阵，就可以从它的矩阵元算出散射问题全部可观测的结果。而在前面我们已经指出，用迭代法求解关于时间发展算符的积分方程，可以得到[image: alt]
 依赖于[image: alt]
 的一个级数表达式。对[image: alt]
 取t0
 →-∞和t→∞的极限，就可以得到S矩阵依赖于[image: alt]
 的一个级数表达式。于是，在相互作用[image: alt]
 可以当作微扰，这个级数收敛的情况下，我们就可以求出S矩阵，从而获得散射问题的解。

3．S矩阵的性质

变换性质　首先，如果系统具有转动不变性，Hamilton算符[image: alt]
 在空间转动下不变，则S矩阵具有转动不变性。其次，如果系统具有时间反演不变性，[image: alt]
 与时间反演算符对易，[image: alt]
 则有

[image: alt]


于是有

[image: alt]


我们再来证明，S矩阵与[image: alt]
 对易，[image: alt]
 前面我们已经证明了（6）式，由它还有

[image: alt]


于是我们有[image: alt]
 最后，我们来证明S矩阵是幺正的。利用前面§6.1中给出的[image: alt]
 [image: alt]
 和[image: alt]
 我们就得到

[image: alt]


所以，虽然M[image: alt]
 ller算符不是幺正的，但是由两个M[image: alt]
 ller算符相乘得到的S矩阵却是幺正的。

S矩阵元与散射振幅的关系　经过一些简单的代数运算，可以把Lippmann-Schwinger方程（9）改写成

[image: alt]


类似地，可以写出

[image: alt]


于是，我们有

[image: alt]


其中用到了公式（8）。于是我们可以算出

[image: alt]


从而有

[image: alt]


类似地还可以得到

[image: alt]


代入（10）式，最后得到

[image: alt]


其中（θ，[image: alt]
 ）是出射动量p相对于入射动量p0
 的方位角。

互逆定理　从动量算符的时间反演变换[image: alt]
 不难看出，动量本征态∣φp
 〉的时间反演态为∣φ-p
 〉，

[image: alt]


于是，用时间反演算符[image: alt]
 作用到方程[image: alt]
 上，就有

[image: alt]


再利用S矩阵的（12）式和时间反演态的内积关系[image: alt]
 我们就可以得到

[image: alt]
 这个结果称为互逆定理或倒易定理，它表示互逆的两个过程的概率幅相等：

f（p，p0
 ）∣p＝p0

 ＝f（-p0
 ，-p）∣p＝p0

 ，

其中写法f（p，p0
 ）表示散射振幅f是p相对于p0
 的方位角的函数。于是，一个过程有没有时间反演不变性，就可以通过测量这个过程及其逆过程的概率幅来检验（参阅第三章§3.6）。

§6.4　角动量表象中的S矩阵

1．无自旋的情形

角动量表象　我们可以选择[image: alt]
 的共同本征态组｛∣p，l，m〉｝作为表象的基矢，p是与[image: alt]
 的本征值E（p）相应的自由粒子动量本征值的大小。我们取正交归一化为

〈mlp∣p′l′m′〉＝δ（p－p′）δll′
 δmm′
 。

在球极坐标表象中，波函数φplm
 （r，θ，[image: alt]
 ）＝〈r∣plm〉可以写成分离变量的形式，

φplm
 （r，θ，[image: alt]
 ）＝R（r）Ylm
 （θ，[image: alt]
 ）。

把它代入（2）式的本征值方程

[image: alt]


可以得到确定径向波函数R（r）的方程

[image: alt]


其中κ为波矢量的大小，

[image: alt]


于是我们得到

R（r）＝Nl
 jl
 （κr），

jl
 （x）是l阶球Bessel函数，Nl
 是归一化常数。

由于散射算符[image: alt]
 与[image: alt]
 对易，S矩阵在这个表象中是对角的，

[image: alt]


[image: alt]
 的本征值Sl
 （p）与量子数m无关，这是由于[image: alt]
 具有空间转动不变性。

表象变换　我们来求从角动量表象｛∣plm〉｝到动量表象｛∣p〉｝的变换。变换矩阵〈p′∣plm〉也就是在动量表象中的角动量波函数。为此，我们利用展开式
〔1〕



[image: alt]


其中eκ
 与er
 分别是κ与r方向的单位矢量。上式左边正比于〈r∣p〉，这里p＝ħκ。右边求和号中的jl
 （κr）Ylm
 （er
 ）正比于〈r∣plm〉。于是我们可以写出

[image: alt]


由它可以给出

〈p∣p0
 lm〉＝C*
 （-i）l
 Ylm
 （p/p）δ（p－p0
 ）。

利用正交归一化条件

[image: alt]


可以定出

[image: alt]


散射振幅与Sl
 （p）的关系　利用上述变换矩阵〈p∣p0
 lm〉，由（14）式可以得到

[image: alt]


其中θ是p与p0
 之间的夹角。上面最后一个等号用到了球谐函数的加法定理
〔2〕

 ：

[image: alt]


相移与Sl
 （p）的关系　取z轴在入射动量p0
 方向，在射出本征态[image: alt]
 的渐近式

[image: alt]


中代入上述f（θ）的公式（15），以及平面波的下述展开式
〔3〕



[image: alt]


和其中球Bessel函数jl
 （κr）的渐近式
〔4〕



[image: alt]


我们可以得到

[image: alt]


比较上述二式可以看出，如果把S矩阵元Sl
 （p）写成

Sl
 （p）＝ei2δl
 （p）
 ，

则δl
 （p）表示因为散射引起的l分波的相移。由[image: alt]
 的幺正性，保证了相移δl
 （p）是实数。相移δl
 （p）的大小是由引起散射的相互作用[image: alt]
 确定的。无相互作用时，由（11）式可以看出[image: alt]
 从而Sl
 （p）＝1，δl
 （p）＝0，没有相移。从（15）式可以看出，当Sl
 （p）＝1时，f（θ）＝0，没有散射，射出本征态成为平面波。矩阵元Sl
 （p）异于1的程度取决于相互作用[image: alt]
 的大小。对于短程势，l≤lmax
 ，而lmax
 依赖于入射能量Ep
 。低能时，lmax
 很小，只有很低的分波有贡献。

2．有自旋的情形

角动量表象　对于有自旋的情形，如果相互作用[image: alt]
 与粒子自旋无关，系统的轨道角动量和自旋角动量分别守恒，上一小节的结果仍然适用。当相互作用[image: alt]
 与粒子自旋有关时，一般地说系统的轨道角动量和自旋角动量不再守恒，需要考虑由它们耦合成的总角动量。如果系统具有球对称性，在空间转动下不变，则系统的总角动量[image: alt]
 及其投影[image: alt]
 是守恒量，可以用[image: alt]
 的共同本征态组｛∣p，j，m〉｝做表象的基矢，注意这里m是[image: alt]
 的量子数，不是上一小节的[image: alt]
 的量子数。

设系统的轨道角动量量子数为（l，ml
 ），入射粒子与靶粒子的总自旋角动量量子数为（s，ms
 ）。注意这里的ml
 是上一小节的m。我们可以用[image: alt]
 的共同本征态∣plml
 sms
 〉耦合成>[image: alt]
 的共同本征态∣plsjm〉，

[image: alt]


其中〈ms
 ml
 ∣lsjm〉＝〈ms
 sml
 lp∣plsjm〉为CG系数。取归一化为

[image: alt]


由于[image: alt]
 只与[image: alt]
 对易，一般不与[image: alt]
 和[image: alt]
 对易，S矩阵可以写成

[image: alt]


亦即[image: alt]
 只作用于（p，j，m）一定的子空间（l，s）。注意上述写法包括了[image: alt]
 是非中心力的情形，这时[image: alt]
 不守恒，l不是对角指标，可以有l≠l0
 的矩阵元[image: alt]
 如果系统的[image: alt]
 有空间反射不变性，宇称守恒，则只有∆l＝l－l0
 ＝偶数时，矩阵元[image: alt]
 才不为0。

散射振幅与[image: alt]
 的关系　考虑自旋后，可以得到与（14）类似的

[image: alt]


其中

[image: alt]


用从∣plsjm〉到∣psms
 〉的表象变换

[image: alt]


取z轴在入射动量p0
 方向，与无自旋的情形类似地可以得到

[image: alt]


射出本征态[image: alt]
 的渐近式可以写成

[image: alt]


其中χsms

 是在自旋表象的自旋波函数。与无自旋的情形类似地，把上述散射振幅的表达式（16）代入上式，就可以讨论S矩阵元[image: alt]
 对于（lsjm）分波中球面散射波的影响，我们这里就不具体写出。

注释


〔1〕
 A.R. Edmonds, Angular Momentum in Quantum Mechanics, Princeton University Press, 1960, p. 81；或王竹溪，郭敦仁，《特殊函数概论》，北京大学出版社，2000年，结合238页（5）式、367页（3）式与389页（15）式。


〔2〕
 王竹溪，郭敦仁，《特殊函数概论》，北京大学出版社，2000年，238页（5）式。


〔3〕
 吴崇试，《数学物理方法》第二版，北京大学出版社，2003年，270页。


〔4〕
 王竹溪，郭敦仁，《特殊函数概论》，北京大学出版社，2000年，369页（5）式。


测不准与不知道这两个概念的区别与联系，是整个量子力学的关键。

——W. Pauli

《波动力学》，1933

第七章　全同粒子体系

§7.1　Fock空间

1．一般性讨论

全同粒子体系　我们在本章讨论由大量全同粒子组成的系统，简称全同粒子体系。我们可以按照通常量子力学处理多粒子体系的做法，先考虑全同粒子体系中每个粒子的自由度，系统的态矢量依赖于每个粒子的所有独立相容观测量。然后，再考虑全同粒子体系的交换对称性。由于粒子不可分辨，我们要对系统的态矢量附加上完全对称化或完全反对称化的限制，从所得到的各种态矢量中组合出符合完全对称化或完全反对称化的来，就像我们在第三章§3.7中讨论过的那样。

这种做法，相当于先考虑一个维数大得多的态矢量空间，然后再从中选择具有完全对称性或完全反对称性的子空间。在粒子数N不太大时，这样做并不困难，比如两个全同粒子的散射，原子中的电子体系，等等。但是，如果粒子数N很大，比如金属中的电子体系，这样做就很不方便，甚至不现实。对于这种情况，我们应当在考虑全同粒子交换对称性的基础上，一开始就把讨论限制在满足这种对称性的子空间。这就是本节要讨论的Fock空间，又称粒子数空间。对于粒子总数N一定的情形，粒子数空间与上述做法的结果相同。不过，粒子数空间不受粒子数多少的限制，而且，不仅能处理粒子数确定的情形，还可以运用于粒子数可变的情形。

为了得到粒子数空间，可以采取不同的做法。可以先考虑每个粒子的自由度，然后再给态矢量加上完全对称化或完全反对称化的限制，最后得到只依赖于粒子数而与个别粒子自由度无关的粒子数空间。也可以直接在单粒子态的基础上来建立粒子数空间。我们将采取后一种做法。在进入具体理论形式的讨论之前，我们先从物理上一般地分析一下全同粒子体系的特点。

全同粒子体系的特点　作为多粒子系统，全同粒子体系是一个多自由度系统，具有比单粒子系统要多得多的物理观测量。与一般多粒子系统不同的是，全同粒子体系具有交换任意两个粒子的不变性，全同粒子是不可分辨的。我们不可能分辨是哪个粒子的坐标，是哪个粒子的动量，或者是哪个粒子的自旋，是哪个粒子的能量。所以，个别粒子的自由度并不是独立的物理观测量，全同粒子体系的物理观测量反映了全同粒子体系的集体性质和全同粒子之间的关联。这是全同粒子体系不同于一般多粒子系统的第一个特点。

另一方面，在一个单粒子态上的全同粒子数是全同粒子体系的物理观测量。实验能够测量在空间某一区域有几个全同粒子，或者动量在某一范围的全同粒子数有多少，自旋投影等于某一值的全同粒子数有多少，处于某一单粒子能级的全同粒子有多少，等等。粒子数是物理观测量，这是全同粒子体系不同于一般多粒子系统的第二个特点。

一般地说，一个系统的自由度数，也就是系统的独立相容观测量数。例如一个无自旋粒子有3个自由度，这个系统的独立相容观测量有3个，他们可以是

粒子的空间坐标[image: alt]
 或者是粒子的动量[image: alt]
 也可以是粒子的能量与轨道角动量大小及其投影[image: alt]
 等等。对于一个有自旋的粒子，则有4个自由度，除了上述3个自由度以外，还要加上粒子自旋，系统的独立相容观测量有4个，除了上述相容观测量外，还要加上粒子自旋的投影[image: alt]


对于多粒子系统，它的自由度数一般等于每个粒子的自由度数之和，系统的独立相容观测量数等于系统的总自由度数。全同粒子体系不同。全同粒子体系的独立相容观测量数，取决于实验测量所选择的单粒子态的性质。如果我们选取坐标本征态作为单粒子态，则在空间每一点的全同粒子数都是独立的相容观测量，系统的独立相容观测量数是无限大。如果我们选取单粒子的束缚态能级作为单粒子态，系统的独立相容观测量数等于单粒子束缚态能级数，它就可能是一个有限和确定的数。全同粒子体系的独立相容观测量数一般都大于它的自由度数，甚至可能是无限大。这是全同粒子体系不同于一般多粒子系统的第三个特点。

最后，多粒子系统的粒子数一般都是给定的模型参数，它在理论中是固定不变的。全同粒子体系不同。如果用一般多粒子量子力学的理论方法来处理全同粒子体系，只是对系统的态矢量加上完全对称化或完全反对称化的约束，则粒子数也是给定的模型参数，在理论中是固定不变的。但是，如果用本节将要讨论的粒子数空间来处理全同粒子体系，则全同粒子体系的总粒子数在理论中不是由模型给定的参数，而是作为一个观测量的本征值，并不必须是固定不变的。为了使系统的态具有确定的粒子数，我们需要把总粒子数具有确定本征值这一点作为一个附加约束条件加给系统的态矢量。这是全同粒子体系不同于一般多粒子系统的第四个特点。

鉴于上述特点，全同粒子体系的量子力学具有一些不同于一般多自由度系统量子力学的性质。特别是由于上述第三和第四个特点，全同粒子体系的量子力学更接近于具有无限自由度的场的量子力学，亦即量子场论。我们将在本章最后一节来讨论这个问题。

全同粒子体系的Hamilton算符和单粒子态　我们可以把全同粒子体系的模型Hamilton算符写成

[image: alt]


其中

[image: alt]


[image: alt]
 是单粒子Hamilton算符，只依赖于第i个粒子的观测量，其形式对于所有的粒子都相同。[image: alt]
 （i，j）是两体相互作用能，描述第i个粒子与第j个粒子之间的相互作用，只依赖于这两个粒子的量，与其它粒子无关，其形式对于所有的粒子对都相同，在粒子指标i与j的交换下不变，

[image: alt]


N是总粒子数。在原则上，对于包含多体相互作用的模型也可以同样地处理。这只增加麻烦。为了阐明基本的原理和方法，我们在这里只考虑有两体相互作用的模型。显然，这个模型Hamilton算符对于交换任意两个粒子的指标是不变的，满足粒子全同性原理的要求。

对于没有相互作用的系统，[image: alt]
 算符成为（2）式的[image: alt]
 考虑单粒子Hamilton算符[image: alt]
 的本征态∣φn
 〉，

[image: alt]


其中n是标志单粒子态的指标，εn
 是这个单粒子态的能量本征值。显然，由于粒子之间没有相互作用，N个粒子在这组单粒子态｛∣φn
 〉｝中的一个分布｛Nn
 ｝，给出全同粒子体系的一个能量本征态∣ψ〉，而这些单粒子能量本征值之和给出这个能量本征态的本征值E，

[image: alt]


其中Nn
 是在单粒子态∣φn
 〉上的粒子数。我们有

[image: alt]


分布在各个单粒子态上的粒子数之和，应等于体系的总粒子数。

2．粒子数空间

空间的基矢　我们只是为了有一个具体的图像，才考虑单粒子Hamilton算符的本征态组｛∣φn
 〉｝。其实，在原则上，任何一个单粒子态的完备组都可以用来构造全同粒子体系的态矢量空间，不必限制于单粒子Hamilton算符的本征态组。所以，我们以下的讨论，除非特别指出，都不限制｛∣φn
 〉｝为单粒子Hamilton算符的本征态组，只一般地假设它是单粒子态的一个正交归一化完备组，

〈φm
 ∣φn
 〉＝δmn
 。

全同粒子在这组单粒子态中的一个分布，给出了全同粒子体系的一个本征态∣N1
 N2
 …〉，它用粒子在单粒子态｛∣φn
 〉｝中分布的数组｛Nn
 ｝来标志。这个全同粒子体系的本征态组｛∣N1
 N2
 …〉｝可以用来作为态矢量空间的基矢。本征值Nn
 对于Bose子可以是0和正整数，

Nn
 ＝0，1，2，…，

对于Fermi子只能取0或1，

Nn
 ＝0，1，

而体系的总粒子数

[image: alt]


N＝0的态称为全同粒子体系的真空态，记为

∣0〉＝∣000…〉。

N＝1的态称为体系的单粒子态，例如

∣100…〉，　　∣010…〉，　　∣001…〉，　　…。

N＝2的态称为体系的双粒子态，对于Bose子体系有

∣110…〉，　　∣200…〉，　　∣101…〉，　　…，

对于Fermi子体系有

∣110…〉，　　∣101…〉，　　∣011…〉，　　…，

等等。

根据第一章§1.3中的讨论，本征态组｛∣N1
 N2
 …〉｝具有正交归一化关系

〈…N2
 ′N1
 ′∣N1
 N2
 …〉＝δN1
 N1
 ′
 δN2
 N2
 ′
 …，

和完备性
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可以用作态矢量空间的表象的基矢。全同粒子体系的态矢量∣ψ〉可以用这组基矢展开成

[image: alt]


其中

ψ（N1
 N2
 …）＝〈…N2
 N1
 ∣ψ〉

就是全同粒子体系的态在这个表象中的波函数。

本征态组｛∣N1
 N2
 …〉｝所张的空间，称为Fock空间或粒子数空间，它所给出的表象则称为Fock表象或粒子数表象。粒子数空间或粒子数表象是在理论上系统地处理全同粒子体系的一个恰当的出发点。

如果体系的总粒子数N是给定的，则对本征值｛Nn
 ｝有限制（4）式。这时，我们只用到整个粒子数空间中具有确定粒子数N的一个子空间。而粒子数空间本身，则是包含了各种粒子数的无限维空间。相应地，粒子数表象是一个无限维表象。

像任何量子力学问题一样，我们既可以在态矢量空间中讨论，也可以在一个表象中讨论。现在的情形，我们既可以在粒子数空间中讨论，也可以在粒子数表象中讨论。我们的讨论将在粒子数空间中进行，只涉及基矢∣N1
 N2
 …〉及态矢量∣ψ〉，而不涉及波函数ψ（N1
 N2
 …）.

粒子数算符[image: alt]
 我们在第一章§1.3中曾经给出一个普遍公式：如果｛∣ln
 〉｝是某一实验测量的本征态的正交归一化完备组，ln
 是可以由测量确定的标志这个本征态的指标，则这个完备组对应于一个观测量，它的算符[image: alt]
 可以表示成

[image: alt]


我们现在来考虑全同粒子体系的本征态组｛∣N1
 N2
 …〉｝，标志本征态的指标是粒子在单粒子态｛∣φn
 〉｝中分布的数组｛Nn
 ｝。运用这个公式，我们就可以把在单粒子态∣φn
 〉上测到的粒子数算符[image: alt]
 写成

[image: alt]


它有本征值方程

[image: alt]


此外，由于本征值Nn
 是实数，所以[image: alt]
 是厄米算符，

[image: alt]


不同单粒子态上的粒子数算符互相对易，

[image: alt]


不同单粒子态上的粒子数算符，是全同粒子体系的独立的相容观测量，相当于全同粒子体系的不同的自由度。

这样引入的观测量组[image: alt]
 构成了全同粒子体系的一个观测量完全集，它定义于一定的单粒子本征态组。对于不同的单粒子本征态组，我们有全同粒子体系的不同的观测量完全集，粒子数空间具有不同的物理含义。在这个意义上，粒子数空间本身就是一种表象。

产生和消灭算符　可以看出，在粒子数空间中，全同粒子体系的态的变化，表现为粒子在不同单粒子态之间的转移或跃迁。粒子从一个单粒子初态∣φm
 〉转移或跃迁到另一个单粒子末态∣φn
 〉，相当于在初态消灭一个粒子而在末态产生一个粒子。所以，为了描写粒子在不同单粒子态之间的这种转移或跃迁，我们还需要引入描写粒子在一个单粒子态上产生和消灭的算符。对于Bose子体系和Fermi子体系，态矢量∣N1
 N2
 …〉的性质不同，相应的产生和消灭算符的性质和形式也就不同。下面我们就分别进行讨论。

§7.2　Bose子体系

1．Bose子体系的产生和消灭算符

定义　由于Bose子体系中处于一个单粒子态∣φn
 〉上的粒子数可以是0和任意正整数，Nn
 ＝0，1，2，…，Bose子体系的粒子数空间在数学结构上与第二章§2.4讨论的居位数表象的空间完全一样，粒子数空间中的粒子数算符相当于居位数表象空间中的居位数算符，粒子数空间中的产生和消灭算符相当于居位数表象空间中的升位和降位算符。于是，仿照着居位数表象空间中的升位和降位算符，我们可以定义粒子数空间中在单粒子态∣φn
 〉上的产生算符[image: alt]
 和消灭算符[image: alt]
 分别为

[image: alt]


不难看出，它们是互为厄米共轭的。用它们作用到基矢∣N1
 …Nn
 …〉，有

[image: alt]


用单粒子态∣φn
 〉上的产生或消灭算符作用于本征态∣N1
 …Nn
 …〉的结果，使这个单粒子态上的粒子数增加或减少1。

性质　首先，容易证明[image: alt]
 就是粒子数算符[image: alt]


[image: alt]


其次，同样地可以证明产生和消灭算符具有下列基本对易关系：

[image: alt]


根据这一组基本对易关系，还可以推出在第二章§2.4中给出的其它对易关系。特别是，可以推出粒子数算符[image: alt]
 的本征值可以是0和任意正整数，
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第三，粒子数表象的正交归一化基矢∣N1
 N2
 …〉可以用产生算符表示为

[image: alt]


特别是，只在∣φn
 〉态上有一个粒子的单粒子态可以写成

[image: alt]


可以看出，由于不同单粒子态的算符互相对易，系统的态矢量∣N1
 N2
 …〉对于任意两个粒子的交换是对称的。例如，对于在两个不同单粒子态∣φm
 〉与∣φn
 〉上各有1个粒子的双粒子态

[image: alt]


我们有

[image: alt]


产生和消灭算符的对易关系（5）自动地保证了上述用产生算符表示的态矢量具有Bose子体系的性质：粒子数算符[image: alt]
 的本征值可以是0和任意正整数，在一个单粒子态上能够填充的粒子数不受任何限制；体系的态矢量对于任意两个粒子的交换是对称的。

2．基矢的变换

单粒子态的变换　上一节已经指出，全同粒子体系的粒子数空间是定义于一定的单粒子本征态组的，对于不同的单粒子本征态组，粒子数空间具有不同的物理含义。上面讨论的粒子数空间定义于单粒子本征态组｛∣φn
 〉｝，它是正交归一化和完备的，在单粒子态∣φn
 〉上的产生和消灭算符分别为[image: alt]
 和[image: alt]
 我们现在来讨论从这个单粒子本征态组到另一个单粒子本征态组的变换。

设有另一个单粒子本征态组｛∣[image: alt]
 n
 〉｝，它是正交归一化和完备的，

[image: alt]


从｛∣φn
 〉｝到｛∣[image: alt]
 n
 〉｝的单粒子态的变换为

[image: alt]


其中〈φm
 ∣[image: alt]
 n
 〉是相应的变换矩阵。

算符的变换　若把在单粒子态∣[image: alt]
 n
 〉上的产生和消灭算符记为[image: alt]
 和[image: alt]
 则[image: alt]
 上式可以改写成

[image: alt]


从而我们得到产生算符的变换

[image: alt]


它的厄米共轭给出消灭算符的变换
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运用上述变换关系和[image: alt]
 与[image: alt]
 的对易关系（5），我们可以得到[image: alt]
 与[image: alt]
 的下列对易关系

[image: alt]


以及粒子数算符的关系

[image: alt]


3．单体和两体算符

单体算符　我们来考虑像（2）式的[image: alt]
 这种类型的算符，把它一般地写成

[image: alt]


其中单粒子算符[image: alt]
 只依赖于第i个粒子的观测量，其形式对所有的粒子都相同。假设∣[image: alt]
 n
 〉是[image: alt]
 的本征态，有本征值方程

[image: alt]


其中fn
 是[image: alt]
 在本征态∣[image: alt]
 n
 〉的本征值。于是，在定义于单粒子态组｛∣[image: alt]
 n
 〉｝的粒子数空间中，基矢∣N1
 …Nn
 …〉是单体算符[image: alt]
 的本征态，具有本征值∑n
 Nn
 fn
 ，我们有
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由于｛∣N1
 N2
 …〉｝是完备组，所以

[image: alt]


把上式变换到定义于单粒子态组｛∣φn
 〉｝的粒子数空间，我们就得到

[image: alt]


特别是，总粒子数算符为

[image: alt]


两体算符　我们再来考虑像（3）式的[image: alt]
 这种类型的算符，把它一般地写成

[image: alt]


其中双粒子算符[image: alt]
 只依赖于第i和第j个粒子的量，与其它粒子无关，其形式对于所有的粒子对都相同，在粒子指标i与j的交换下不变。先考虑下列特殊情况：
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上述写法已经保证了它在粒子指标i与j的交换下不变。对于这种情况，我们有

[image: alt]


其中

[image: alt]


所以

[image: alt]


一般地，我们可以把[image: alt]
 写成

[image: alt]


重复上述推导，只需要在关于[image: alt]
 和[image: alt]
 的式子中包括对t的求和，最后仍然得到

[image: alt]


4．Hamilton算符和Schrödinger方程

我们现在可以把模型Hamilton算符（1）写在粒子数空间。选取用单粒子Hamilton算符[image: alt]
 的本征态组｛∣φn
 〉｝所定义的粒子数空间，[image: alt]
 就有

[image: alt]


于是，我们可以写出系统的态矢量满足的Schrödinger方程，

[image: alt]


其中

[image: alt]


此外，我们有总粒子数算符

[image: alt]


容易证明，总粒子数算符[image: alt]
 与任何单体算符[image: alt]
 和两体算符[image: alt]
 对易，

[image: alt]


所以，这个Hamilton算符[image: alt]
 描述的系统在每个单粒子态上的粒子数[image: alt]
 虽然不守恒，但总粒子数[image: alt]
 守恒，

[image: alt]


这就是说，如果t＝t0
 时刻系统的态具有确定的粒子数N，

[image: alt]


则在任一时刻t系统的态总是具有确定的粒子数N，

[image: alt]


§7.3　Fermi子体系

1．Fermi子体系的产生和消灭算符

定义　Fermi子体系的基矢∣N1
 N2
 …〉有两点需要注意。我们前面已经指出，在任一单粒子态∣φn
 〉上最多只能填1个粒子，

[image: alt]


此外，态矢量对于任意两个粒子的交换都是反对称的，也就是说，在任意两个粒子的交换下态矢量都要变号。考虑到这两点，我们可以把在单粒子态∣φn
 〉上的Fermi子产生算符定义成

[image: alt]


其中｛Nm
 ｝′n
 表示在数组｛Nm
 ｝中除去Nn
 ，Pn
 是在m＜n的所有单粒子态∣φm
 〉上的粒子填充数，

[image: alt]


可以看出，这样定义的产生算符具有下述性质：

[image: alt]


Fermi子的产生算符[image: alt]
 作用到单粒子态∣φn
 〉为真空的态上，在这个单粒子态上产生一个粒子；而作用到单粒子态∣φn
 〉上已经填有一个粒子的态上，结果为0。

在单粒子态∣φn
 〉上的Fermi子消灭算符为

[image: alt]


它是产生算符[image: alt]
 的厄米共轭。可以看出，消灭算符具有下述性质：

[image: alt]


Fermi子的消灭算符[image: alt]
 作用到单粒子态∣φn
 〉上已经填有一个粒子的态上，结果变为这个态的真空；而作用到单粒子态∣φn
 〉为真空的态上，结果为0。

性质　容易证明，[image: alt]
 就是在单粒子态∣φn
 〉上的粒子数算符[image: alt]


[image: alt]


此外，可以证明产生和消灭算符具有下列基本反对易关系：

[image: alt]


它们称为Jordan-Wigner反对易关系，简称反对易关系。由前两个反对易关系可以看出

[image: alt]


于是，

[image: alt]


它可以改写成

[image: alt]


上式表明，粒子数算符[image: alt]
 的本征值只能是0或1。所以，Fermi子产生和消灭算符的Jordan-Wigner反对易关系自动地保证了Fermi子在一个单粒子态上的填充数不能超过1，有（6）式。

与Bose子体系类似地，我们可以用产生算符把粒子数空间的正交归一化基矢∣N1
 N2
 …〉表示为

[image: alt]


特别是，在∣φn
 〉态上有一个粒子的单粒子态可以写成

[image: alt]


在两个不同的单粒子态∣φm
 〉与∣φn
 〉上各有一个粒子的双粒子态可以写成

[image: alt]


由于m≠n时算符[image: alt]
 与[image: alt]
 是反对易的，我们有

[image: alt]


上式表明，系统的态矢量在两个粒子的交换下变号。所以，Fermi子产生和消灭算符的Jordan-Wigner反对易关系自动地保证了体系的态矢量对两个粒子的交换是反对称的。

归纳上述结果，我们可以看出，Fermi子产生和消灭算符的Jordan-Wigner反对易关系自动地满足Pauli不相容原理。

2．基矢的变换和Hamilton算符

基矢的变换　与Bose子体系一样，从单粒子态组｛∣φn
 〉｝变换到｛∣[image: alt]
 n
 〉｝，体系粒子数空间的产生和消灭算符的变换为

[image: alt]


[image: alt]


运用上述变换关系和[image: alt]
 与[image: alt]
 的反对易关系（7），我们可以得到[image: alt]
 与[image: alt]
 的下列反对易关系

[image: alt]


以及粒子数算符的关系

[image: alt]


单体和两体算符　与Bose子体系类似地，在粒子数空间中的单体和两体算符分别为

[image: alt]


上述两个公式在形式上与Bose子体系的完全一样，只是要注意其中产生和消灭算符的先后次序。对于Bose子体系，不同单粒子态上的产生和消灭算符互相对易，交换它们的次序不引起任何改变。但是对于Fermi子体系，不同单粒子态上的产生和消灭算符互相反对易，交换它们的次序要改变正负号。

Hamilton算符和Schrödinger方程　在粒子数空间中Fermi子体系的Hamilton算符和Schrödinger方程在形式上与Bose子体系的一样，分别是

[image: alt]


其中
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此外，同样可以证明，总粒子数算符[image: alt]
 与任何单体算符[image: alt]
 和两体算符[image: alt]
 对易，

[image: alt]


[image: alt]


这个Hamilton算符[image: alt]
 描述的系统在每一个单粒子态上的粒子数[image: alt]
 虽然不守恒，但总粒子数[image: alt]
 守恒，

[image: alt]


其中

[image: alt]


所以，如果t＝t0
 时刻系统的态具有确定的粒子数N，[image: alt]
 则在任一时刻t系统的态总是具有确定的粒子数N，

[image: alt]


3．应用举例：Josephson结

模型Hamilton算符　在两块金属A与B之间夹一薄绝缘层，就构成一个Josephson结。由于隧道效应，一块金属中的电子会穿过绝缘层进入另一块金属。在两块金属之间加上一个电势差，就会形成穿过绝缘层的电流。这个过程，就是所谓的超导量子干涉器件的物理基础
〔1〕

 。

这个系统的物理，可以用以下的模型Hamilton算符来描述
〔2〕

 ：

[image: alt]


其中[image: alt]
 与[image: alt]
 分别是金属A与B中电子体系的Hamilton算符，[image: alt]
 描述电子从一块金属穿过绝缘层进入另一块金属的跃迁过程。

金属中的电子，互相之间存在Coulomb相互作用，与晶格离子之间也存在Coulomb相互作用。作为一个近似的简化模型，可以把它们当作在某个能带中运动的具有一定有效质量的自由粒子来处理（参阅第四章§4.2中的例2）。写在粒子数空间中，就是

[image: alt]


其中εAn
 与εBn
 分别是金属A与B中的能带函数。

引起电子在两块金属之间跃迁的相互作用ĤT
 可以写成

[image: alt]


其中h. c。表示前一项的厄米共轭。上式右边第一项表示在金属B中∣φBn
 〉态的一个电子穿过绝缘层到了金属A中的∣φAm
 〉态，第二项表示与此相反的过程。系数Tmn
 描述电子穿过绝缘层的概率大小，与绝缘层的物理性质和厚度以及电子的能量等因素有关，作为简化的近似，可以当成一个由实验来确定的常数。

运动方程和电流算符　我们把[image: alt]
 当作相互作用项，

[image: alt]


容易证明，在没有相互作用时，两块金属中的电子数[image: alt]
 与[image: alt]
 分别守恒，

[image: alt]


[image: alt]


考虑相互作用后，[image: alt]
 与[image: alt]
 不再分别守恒，但总粒子数[image: alt]
 仍然守恒，

[image: alt]


在演算中，注意两块金属中电子的单粒子态分别属于不同自由度，它们的产生和消灭算符互相反对易。

在Heisenberg绘景中，计算一块金属中电子数的变化率，就给出电流算符[image: alt]
 的表达式。我们规定电流从A到B为正，则有

[image: alt]


其中-e为电子电荷。求上式在两块金属电子态上的统计平均，就可以得到能够与实验进行比较的电流伏安曲线公式。

统计平均　可选择以[image: alt]
 为微扰的相互作用绘景，注意这也正是两块金属无耦合时的Heisenberg绘景。把上述电流算符[image: alt]
 变换到这个绘景中，就是

[image: alt]


其中

[image: alt]


同样地，

[image: alt]


在这个绘景中，密度算符的Liouville方程是

[image: alt]


它可以化成初值为[image: alt]
 的积分方程

[image: alt]


用迭代法到第一级，可得密度算符的一级近似

[image: alt]


从而有统计平均的近似公式

[image: alt]


其中

[image: alt]


取[image: alt]
 为无耦合时两块金属的密度算符，运用上述公式并注意[image: alt]
 [image: alt]
 等，就可算出

[image: alt]


注意这里量子数m，n是正常电子动量与自旋的缩写，电子在A与B之间的跃迁不改变自旋，Tmn
 与自旋无关，完成对自旋的求和，最后有

[image: alt]


其中[image: alt]
 与[image: alt]
 分别是A与B中正常电子的Fermi分布函数。上式就是Josephson结的正常电流密度，它正比于电子从B到A的跃迁概率∣Tpp′
 ∣2
 [image: alt]
 与从A到B的跃迁概率[image: alt]
 之差。

要算Josephson结的超导电流，必须考虑金属Fermi面附近电子的对关联，在超导态上求统计平均。这是过于专门的问题，我们就不具体讨论，下面只给出BCS理论超导态的表达式。

BCS超导态　在超导电性的BCS（Bardeen-Cooper-Schrieffer）理论中，假设超导体基态为
〔3〕



[image: alt]


其中量子数α＝（p，sz
 ）为电子动量p与自旋sz
 的缩写，-α＝（-p，-sz
 ）为α的时间反演态。Cooper证明了，由于电子—晶格耦合作用，在金属Fermi面附近动量和自旋相反的电子之间存在微弱的吸引，会耦合形成电子对，称为Cooper对。上述态矢量描述所有电子都这样配对的集合，相应于能量极小的基态。实系数uα
 与υα
 由体系能量取极小的条件确定，而归一化条件

〈BCS∣BCS〉＝1

要求有

[image: alt]


此外，由于∣BCS〉不是总电子数[image: alt]
 的本征态，在求能量极小以确定参数uα
 与υα
 时，还应加上[image: alt]
 常数的约束，也就是求下述变分：

[image: alt]


其中μ是Lagrange乘子，即体系的化学势。

Cooper对分解成自由电子，相应于超导体从基态的激发。为了描述从超导基态的激发，Bogoliubov和Valatin引入下述准粒子变换
〔4〕



[image: alt]


若取

uα
 ＝u-α
 ，　　υα
 ＝-υ-α
 ，

可以证明有

[image: alt]


即[image: alt]
 和[image: alt]
 是某种“准粒子”的产生和消灭算符。实际上，∣BCS〉是这种准粒子的真空态，[image: alt]
 是破坏一个（α，-α）电子对和产生一个单电子态α的激发态，即

[image: alt]


从准粒子算符[image: alt]
 与[image: alt]
 的定义可以看出，准粒子不是通常意义上的粒子，而是粒子与空穴的叠加，描述多粒子体系粒子之间耦合的某种集体行为。

§7.4　二次量子化理论

1．二次量子化

从新考察粒子数空间的结果　我们前面的讨论，是从由（1）式给出的物理模型出发，考虑全同粒子的交换对称性，构造粒子数空间和相应的产生和消灭算符，把系统的态矢量、观测量算符、Hamilton算符和Schrödinger方程都在粒子

数空间中用产生和消灭算符表示出来。这个做法的关键，是把在各个单粒子态的粒子数[image: alt]
 作为全同粒子体系的观测量，引进能使粒子数改变的产生和消灭算符，并根据全同粒子的物理性质来确定这些算符的性质和形式，在此基础上建立整个理论。

我们现在的目的，则是要从新考察前面所得到的粒子数空间的结果，看看能否从另外一个角度出发，来给出同样的公式。为此目的，我们来把前面得到的结果写在单粒子的坐标本征态组｛∣r〉｝中。需要说明，我们下面的讨论并不依赖于单粒子态是坐标本征态这一点，对于任何单粒子本征态都是适用的。只是我们对坐标表象波函数比较熟悉，坐标表象波函数有直观形象的图像。为了简化表述，我们不考虑粒子的自旋，只考虑粒子的3个空间自由度。

坐标表象　我们从单粒子态组｛∣φn
 〉｝变换到｛∣r〉｝。单粒子态矢量的变换是

[image: alt]


于是，若用[image: alt]
 和[image: alt]
 表示在∣r〉态的产生和消灭算符，产生算符的变换就是

[image: alt]


它的厄米共轭给出消灭算符的变换，

[image: alt]


注意r是单粒子态∣r〉的指标，它是连续的3维指标。上述二式的逆变换是

[image: alt]


在这个单粒子态的粒子数空间中，同样可以写出单体算符和两体算符的表达式。我们可以把总粒子数算符写成

[image: alt]


这里

[image: alt]


是在r的粒子数密度算符。体系的总动量算符[image: alt]
 可以写成

[image: alt]


其中已经把单粒子动量算符写在坐标表象，

[image: alt]


体系的单粒子总能量算符[image: alt]
 可以写成

[image: alt]


其中[image: alt]
 是单粒子Hamilton算符[image: alt]
 在坐标表象中的表示。最后，体系的Hamilton算符（1）可以写成

[image: alt]


其中[image: alt]
 是单粒子的两体相互作用势能[image: alt]
 在坐标表象中的表示。

二次量子化　如果把在r的消灭算符[image: alt]
 换成单粒子态的坐标表象波函数ψ（r），把产生算符[image: alt]
 换成相应波函数的复数共轭ψ*
 （r），上面的（12）式就是测量到这个粒子的总的概率，（13）式就是在r测到这个粒子的概率密度，（14）式就是测量这个粒子动量的平均值，（15）式就是在没有相互作用时测量这个粒子的能量平均值。（16）式中第二项涉及粒子之间的相互作用，不是单粒子的观测量，在Hartree-Fock自洽场近似下，亦即在全同粒子体系的单粒子近似下，可以解释为全同粒子体系中的一个粒子在其它所有粒子产生的平均场中的相互作用能。

所以，反过来看，我们前面对于全同粒子体系的粒子数空间的表述，相当于把单粒子态波函数ψ（r）换成消灭算符[image: alt]
 把它的复数共轭[image: alt]
 换成产生算符[image: alt]
 而把在r测到粒子的概率密度ψ*
 （r）ψ（r）换成测到的粒子数密度[image: alt]
 等等。也就是说，我们前面对于全同粒子体系的粒子数空间的表述，相当于对单个粒子的量子力学公式作如下的代换，

[image: alt]


单粒子态的坐标表象波函数，已经是量子力学的结果。把它换成算符，在形式上就是第二次量子化。所以，这个把单粒子态的量子力学波函数换成算符的做法（17）被称为二次量子化，而以二次量子化为基础的理论被称为二次量子化理论。附带说一句，在一些书籍和文献上，也把前面讨论的粒子数空间的理论称为二次量子化理论。

建立二次量子化理论的关键，是需要有一个规则来确定这些算符的对易关系，从而确定这些算符的性质。下面我们就分别讨论Bose子情形和Fermi子情形的二次量子化规则。需要指出，我们前面已经一般地表明，从任何单粒子本征态的完备组出发的讨论，都是等价的。在这里，只是作为二次量子化的规则，我们选定了单粒子的坐标本征态。

2．二次量子化规则

Bose子的情形　利用公式（8）和（9），以及对易关系（5），我们可以得到产生算符[image: alt]
 与消灭算符[image: alt]
 的下列对易关系：

[image: alt]


上面的对易关系中，前两个是显而易见的。第三个对易关系也很容易证明：

[image: alt]


对易关系（18）可以作为Bose子情形的二次量子化规则。利用公式（10）和（11），以及对易关系（18），我们可以得到产生算符[image: alt]
 与消灭算符[image: alt]
 的对易关系（5）。所以，从对易关系（18）出发，可以得到前面讨论的Bose子体系粒子数空间的全部结果。

Fermi子的情形　与Bose子的情形完全类似地，利用公式（8）和（9），以及反对易关系（7），我们可以得到产生算符[image: alt]
 与消灭算符[image: alt]
 的下列Jordan-Wigner反对易关系：

[image: alt]


这组反对易关系（19）可以作为Fermi子情形的二次量子化规则。利用公式（10）和（11），以及反对易关系（19），我们可以得到产生算符[image: alt]
 与消灭算符[image: alt]
 的反对易关系（7）。所以，从反对易关系（19）出发，可以得到前面讨论的Fermi子体系粒子数空间的全部结果。

3．二次量子化理论及其场论的诠释

二次量子化理论　归纳起来，二次量子化理论包括以下三点。

首先，选定一个单粒子模型，写出这个单粒子问题的量子力学坐标表象波函数和观测量平均值公式。单粒子模型也就是关于单粒子Hamilton算符[image: alt]
 的具体假设。给定了[image: alt]
 的具体形式，就可以选择单粒子的的本征态组｛∣φn
 〉｝，并且把单粒子态的坐标表象波函数写成

[image: alt]


用这个波函数，可以把单粒子的任何观测量[image: alt]
 的平均值写成

[image: alt]


特别是，单粒子能量的平均值为

[image: alt]


这里假设∣φn
 〉是单粒子Hamilton算符[image: alt]
 的本征态，有本征值方程

[image: alt]


同样，单粒子的动量平均值为

[image: alt]


其次，按照代换（17）把这个单粒子波函数及其复数共轭分别换成算符及其厄米共轭，对于Bose子采用对易关系（18），对于Fermi子采用反对易关系（19）。由（20）式我们可以写出

[image: alt]


它的厄米共轭给出

[image: alt]


关于它们的对易关系，对于Bose子，有

[image: alt]


由此还可以推出

[image: alt]


由这些对易关系就可以证明，[image: alt]
 是在单粒子态∣φn
 〉上的粒子数算符，本征值可以取0和任意正整数，[image: alt]
 与[image: alt]
 分别是在这个态上的产生和消灭算符，我们有观测量完全集[image: alt]
 及其共同本征态组｛∣N1
 N2
 …〉｝，和下述关系：

[image: alt]


[image: alt]


产生和消灭算符的对易关系还保证了粒子数本征态∣N1
 …Nn
 …〉对于任意两个粒子的交换是对称的。

对于Bose子的产生和消灭算符[image: alt]
 与[image: alt]
 也可以同样地讨论。特别是，[image: alt]
 是在单粒子态∣r〉上的粒子数密度算符，[image: alt]
 与[image: alt]
 分别是在这个态上的产生与消灭算符。

对于Fermi子，有Jordan-Wigner反对易关系

[image: alt]


由此还可以推出

[image: alt]


由这些反对易关系就可以证明，[image: alt]
 是在单粒子态∣φn
 〉上的粒子数算符，本征值只可以取0和1，[image: alt]
 与[image: alt]
 分别是在这个态上的产生和消灭算符，我们有观测量完全集[image: alt]
 及其共同本征态组｛∣N1
 N2
 …〉｝，和下述关系：

[image: alt]


产生和消灭算符的反对易关系还保证了粒子数本征态∣N1
 …Nn
 …〉对于任意两个粒子的交换是反对称的。

对于Fermi子的产生和消灭算符[image: alt]
 与[image: alt]
 也可以同样地讨论。特别是，[image: alt]
 是在单粒子态∣r〉上的粒子数密度算符，[image: alt]
 分别是在这个态上的产生与消灭算符。

第三，用这些算符写出全同粒子体系的观测量算符和Hamilton算符，并在此基础上求解。为了看出前面所说的粒子数[image: alt]
 确实是粒子的数目，产生和消灭算符[image: alt]
 与>[image: alt]
 确实是粒子的产生和消灭算符，我们把（22）和（23）式写成算符，来看看它们的物理含义。在不考虑粒子之间的相互作用的情况下，粒子是自由的，单粒子本征态∣φn
 〉也是动量本征态，有本征值方程

[image: alt]


于是，我们有

[image: alt]


（24）式表示在系统的总能量中，∣φn
 〉态提供[image: alt]
 份能量，每一份的能量是εn
 。（25）式表示在系统的总动量中，∣φn
 〉态提供[image: alt]
 份动量，每一份的动量是pn
 。所以，数目算符[image: alt]
 描述的对象带有一份能量εn
 和一份动量pn
 ，产生算符[image: alt]
 和消灭算符[image: alt]
 分别描述产生和消灭一份能量εn
 和一份动量pn
 。换句话说，它们确实是描述在∣φn
 〉态的粒子。

场论的诠释　我们前面在粒子数空间对全同粒子体系的讨论，出发点是由（1）式给出的物理模型。这是一个具有有限自由度的离散的N体模型。而二次量子化理论相当于选择了另一个物理模型。单粒子态坐标表象波函数ψ（r）是一个波场。把它换成场算符[image: alt]
 相当于假设了一个具有无限自由度的连续的场论模型，这个模型的场量就是单粒子态的坐标表象波函数。

按照波函数的统计诠释，单粒子波函数的模方ψ*
 （r）ψ（r）是在r测到粒子的概率密度，在多次测量的情况下，正比于测到的粒子数。所以，在二次量子化理论中，把ψ*
 （r）ψ（r）换成一个观测量算符[image: alt]
 描述在r测到的粒子数密度，这在物理上与单粒子系统的量子力学是一致的。不过，在量子化以后，场论模型描述的系统具有无限自由度，系统的总粒子数也可以改变。所以，场论模型所包含的物理比粒子数固定的全同粒子体系要多。而在粒子数具有确定本征值的特殊情况下，场论模型则给出全同粒子体系的结果。

从物理上看，所谓的二次量子化，并非真的有第二次量子化，而是按照单粒子波函数的模式假设了一个场论模型。当然，把单粒子的测量概率换成场的观测量粒子数，这里确实包含了新的物理。场算符[image: alt]
 与[image: alt]
 的对易关系，也就是说，场的量子化规则，反映了这个新的物理的特性，需要特别进行讨论。我们在这里遵循的原则，是全同粒子的交换对称性，以及在粒子数本征值等于1时理论的结果应该与单粒子量子力学一致。在这个基础上建立的理论，就是量子场论。我们将在下一章来简略地讨论量子场论的量子力学基础。
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我想我可以放心地说，没有人懂量子力学。

——R. Feynman

《物理定律之本性》，1965

第八章　量子场论基础

微观粒子物理的基本现象，是在高能过程中伴随有各种粒子的产生、消灭与相互转化。粒子物理理论的基本特征，是粒子物理这一基本现象的反映。

首先，在粒子物理中，除了坐标、动量、角动量与能量等粒子的运动学和动力学观测量以外，还有粒子的自旋、宇称、同位旋、轻子数、重子数以及奇异数等等区别不同粒子特征的观测量。我们在第三章已经讨论过粒子的自旋和宇称，它们分别联系于粒子内部空间的转动对称性和反射对称性。类似地，粒子的同位旋、轻子数、重子数以及奇异数等观测量也是联系于粒子内部空间的某种对称性。所以，为了寻找和确定各种描述粒子特征的基本观测量，对称性分析在粒子物理的理论中具有基本的重要性。

其次，粒子物理的实验表明，具有共同基本特征的同一种粒子都是不可分辨的全同粒子，具有交换对称性。而且，由于有粒子的产生与消灭，粒子的数目也是基本观测量。为了描述各种全同粒子的产生与消灭过程，粒子物理的理论必定是具有无限自由度的场的量子理论。粒子的各种对称性，实际上就是场的各种对称性。

第三，在不同粒子之间发生的转化，表明在它们的场之间存在耦合，这是不同粒子之间相互作用的基本形式。在粒子物理现象中，系统的态的变化，主要表现为粒子的产生、消灭以及不同粒子之间的转化。所以，各种粒子的场之间的耦合，是粒子的动力学理论的核心。各种场之间的耦合就是它们之间的相互作用。所以，各种场之间的相互作用，构成了量子场论的核心。

量子场论的完整理论，包括上述三个方面的内容。具体地说，首先，要讨论满足各种对称性要求的场的模型。然后，讨论各种场的量子化。接着，再讨论各种场之间的相互作用。最后，把整个理论综合运用于各种实际问题，给出能与实验进行比较的结果。

量子场论已经和原子物理、量子化学、固体理论以及原子核理论一样，成为量子力学理论应用和发展的一个重要分支。由于粒子物理是物质结构最深层次的物理，粒子物理的经验在我们对物质世界的探索中具有最基本的意义，量子场论又不仅仅是量子力学理论的一般应用和发展，而是属于在基本物理探索前沿的发展中的理论。

对量子场论全面和完整的讨论，超出了本书的主题和范围。本章的目的，只是从量子力学基本原理的角度来简略地讨论几种场的量子化，指出在具体运用正则量子化规则时会遇到的问题和需要对它进行的修改，并在此基础上根据微观因果性原理讨论自旋与统计的关系和场的定域性问题。在这个意义上，本章与第五章和第七章一样，都是第四章动力学模型的继续，又是第一章正则量子化和第七章二次量子化理论的深入和发展。

§8.1　标量场

1．场的作用量原理与Hamilton正则方程

场的作用量原理　在空间分布的场，是一个无限自由度系统。场变量[image: alt]
 （r，t）可以看作是系统的正则坐标，空间坐标r则是系统不同自由度的指标。把第四章§4.1中有限自由度系统的Lagrange函数推广到无限自由度，注意不同自由度的Lagrange函数可以相加，就可以把系统的Lagrange函数写成

[image: alt]


其中[image: alt]
 （[image: alt]
 ，∂μ
 [image: alt]
 ）是系统的Lagrange密度。上式的时间积分给出系统的作用量，

[image: alt]


d4
 x＝cdtd3
 r是4维时空体积元。

考虑场量的变分

[image: alt]


这里x＝（ct，r）。场的作用量原理假设：对于场量在时空边界固定的变分，真实的场量将使系统作用量取极值。在上述变分下，系统作用量的改变是

[image: alt]


利用δ（∂μ
 [image: alt]
 ）＝∂μ
 δ[image: alt]
 ，对上式第二项做分部积分，考虑到在4维时空边界变分为0，δ[image: alt]
 ＝0，就有

[image: alt]


于是，作用量取极值δS＝0的条件是
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这就是场[image: alt]
 的Euler-Lagrange方程，它是场的运动方程。

Hamilton正则方程　与场变量φ共轭的正则动量可以定义为

[image: alt]


而场的Hamilton函数可以定义为

[image: alt]


其中[image: alt]
 是场的Hamilton密度，

[image: alt]


从Euler-Lagrange方程和[image: alt]
 的定义，求Hamilton密度对于[image: alt]
 与7π独立的变分，并且注意[image: alt]
 出现在空间积分号下，就可以推出Hamilton正则方程

[image: alt]


它们与Euler-Lagrange方程是等价的。

由于Hamilton密度把时间放在一个特殊地位，不容易看出理论的相对论协变性，相对论的场论模型，一般都是从场的Lagrange密度出发。一个场论的模型，就是关于场的Lagrange密度的一个具体假设。知道了场的Lagrange密度，就可以从它的Euler-Lagrange方程得到场的运动方程，以及场的Hamilton函数和Hamilton正则方程。

2．实标量场

模型Lagrange密度　我们从最简单的情形开始，考虑场量[image: alt]
 （x）是实标量的场。从方程（1）可以看出，Lagrange密度中的相加常数项对场的运动方程没有贡献。同样，Lagrange密度中场量[image: alt]
 及其微商∂μ
 [image: alt]
 的相加一次项对运动方程也没有贡献。所以，最简单的相对论不变性模型是

[image: alt]


其中c2
 /2是习惯约定的因子。κ是一个模型参数，下面我们将会看到它正比于场的粒子的质量m。上式第一项称为场的动能项，第二项称为场的质量项。

Lagrange密度（2）的Euler-Lagrange方程给出场[image: alt]
 的波动方程

[image: alt]


这个方程称为Klein-Gordon方程，它是相对论不变的。如果把场量[image: alt]
 （r，t）看成某个单粒子态的坐标表象波函数，则可以看出，它描述相对论性自由粒子。实际上，Klein-Gordon方程有平面波解
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其中E＝±Ep
 ，

[image: alt]


粒子质量为

[image: alt]


参数κ则是粒子约化Compton波长λ的倒数，

[image: alt]


所以，模型Lagrange密度（2）描述自由粒子的场，简称自由场。在（2）式中没有场的势能项。

正则量子化　由（2）式可以算出场的正则动量

[image: alt]


从而可以算出场的Hamilton密度

[image: alt]


可以看出，它是正定的。

把场的正则变量[image: alt]
 和π换成算符[image: alt]
 和[image: alt]
 就得到场的算符的方程。按照正则量子化规则，我们可以写出场的正则坐标算符[image: alt]
 及与其共轭的正则动量算符[image: alt]
 的正则对易关系

[image: alt]


这里r是算符的三维连续指标。注意其中各个算符的时间都是t，所以这些对易关系称为等时对易关系。由于这种等时性，上述对易关系没有相对论协变性，在Lorentz变换下不是不变的。根据它们，可以进一步算出具有相对论协变性的对易关系，见本章§8.4。

动量表象　为了看出场的量子化的物理含义，我们把上述结果写到动量表象。Klein-Gordon方程（3）的一般解，可以用平面波展开为
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其中第二项是第一项的复数共轭，以保证[image: alt]
 （r，t）是实函数。引入因子[image: alt]
 是为了使系数ap
 （t）有清楚的物理含义。时间因子已经吸收到ap
 （t）中，
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ap
 （t）是正能项，它的复数共轭[image: alt]
 是负能项。由此，我们还可以写出

[image: alt]


从（7）与（8）式可以解出
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量子化[image: alt]
 与[image: alt]
 等价于[image: alt]
 与[image: alt]
 于是，我们可以把上述各式都改写成算符的式子。特别是，（7）与（8）式量子化为
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其中已经把时间因子明写出来。由它们解出的[image: alt]
 与[image: alt]
 为
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利用上述表达式和对易关系（6），可以求出算符[image: alt]
 与[image: alt]
 的下列对易关系

[image: alt]


这正是动量空间Bose子的产生与消灭算符的对易关系，[image: alt]
 是动量为p的粒子数密度算符，[image: alt]
 和[image: alt]
 是与之相应的产生和消灭算符。注意在有些文献中用波矢量κ＝p/ħ来标志单粒子态，在（11）式中第三式的右方是δ（κ－κ′），这样定义的产生、消灭算符与我们这里定义的差一个因子ħ3/2
 。

场的Hamilton算符　把（5）式中的[image: alt]
 与π换成算符[image: alt]
 与[image: alt]
 代入（9）与（10）式，并对空间积分，利用上述对易关系（11），可以得到场的Hamilton算符，

[image: alt]


从这个结果可以看出，场的每个粒子带有一份能量Ep
 ，场的能量是量子化的。类似的讨论还表明，场的每个粒子带有一份动量p。上面方括号内的因子δ（0）/2，是场的零点能，它表明，场在没有粒子的真空态也具有能量，并且是无限大。当然，一个相加常数对于能量并没有意义。但是在物理上，这就暗示真空有复杂的结构，具有无限自由度。从理论上看，这一项来自我们的模型假设。如果假设在模型给出的Hamilton密度算符Ĥ的乘积因子中，产生算符总是出现在消灭算符的左边，零点能这一项就不存在。基于这种考虑，我们可以把场的零点能去掉。

我们还可以看出，场的粒子所带的能量Ep
 总是正的，波动方程（3）的正能解和负能解分别对应于粒子的消灭和产生，单粒子理论中的负能解问题在这里不复存在（参阅第五章§5.1）.

3．复标量场

模型Lagrange密度　现在我们来讨论场量[image: alt]
 是复数的场。Lagrange密度应该是实数，与（2）相应的模型是
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这里[image: alt]
 *
 与[image: alt]
 是独立的场变量，它们的运动方程分别是
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与[image: alt]
 和[image: alt]
 *
 共轭的正则动量分别是

[image: alt]


场的Hamilton密度是

[image: alt]


显然，它是正定的。

整体规范不变性与守恒流密度　对于复数场[image: alt]
 ，我们可以考虑它的规范变换

[image: alt]
 →eiα
 [image: alt]
 ，

α是一个实常数。这是一个整体规范变换。规范不变性原理假设场量在上述规范变换下描述的是同一个场。这就要求场的Lagrange密度在上述规范变换下不变。由δ[image: alt]
 ＝iα[image: alt]
 ，δ[image: alt]
 *
 ＝-iα[image: alt]
 *
 ，δ∂μ
 [image: alt]
 ＝iα∂μ
 [image: alt]
 ，δ∂μ
 [image: alt]
 *
 ＝-iα∂μ
 [image: alt]
 *
 ，有

[image: alt]


其中分别用到了[image: alt]
 与[image: alt]
 *
 满足的Euler-Lagrange方程。要求上式为0，就有连续性方程

∂μ
 jμ
 ＝0.

守恒的4维流矢量为

[image: alt]


q是与这个守恒流矢量相应的守恒荷。对于复标量场（12），有

[image: alt]


定域规范不变性与场的荷　我们在第五章§5.4曾经指出，如果场[image: alt]
 具有某种定域规范不变性，就必定相应地存在一种与它相互作用的场Aμ
 ，在场的运动方程中采取如下的耦合形式，

（-iћ∂μ
 ＋qAμ
 ）[image: alt]
 ，

其中q是场[image: alt]
 与Aμ
 之间的耦合常数。考虑到Aμ
 是实数，上式的复数共轭是

-（-iħ∂μ
 －qAμ
 ）[image: alt]
 *
 ，

它表明，场[image: alt]
 *
 与Aμ
 之间的耦合常数是-q。换句话说，如果场[image: alt]
 具有与场Aμ
 耦合的荷q，则场[image: alt]
 *
 具有与场Aμ
 合的荷-q，它们的荷具有相反的符号。如果Aμ
 是电磁场，这就意味着，场[image: alt]
 与其复数共轭场[image: alt]
 *
 电荷符号相反。

根据上述讨论，我们可以看出，实数场不能与电磁场耦合，它的电荷为0，描述电中性粒子。复数场可以与电磁场耦合，它的电荷有正负两种，描述荷电粒子（参阅第五章§5.1的正反粒子变换和§5.4的电荷共轭变换）。

正则量子化　现在[image: alt]
 与[image: alt]
 *
 都是场的独立的正则坐标。把场的正则变量[image: alt]
 ，[image: alt]
 *
 ，π与π*
 换成算符[image: alt]
 与[image: alt]
 就得到场的算符的方程。按照正则量子化规则，我们可以写出下列等时对易关系，
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它们表明，场算符[image: alt]
 与[image: alt]
 分别属于场的不同自由度。可以看出，上面第二行是第一行的厄米共轭。所以，只要有了[image: alt]
 就可以求得[image: alt]


动量表象与电荷量子化　与实标量场的做法类似地，我们可以把场算符[image: alt]
 与[image: alt]
 用de Broglie平面波展开。不同的是，现在的场量[image: alt]
 与π是复数，相应算符展开式中的正能项与负能项不必互为厄米共轭。于是我们有

[image: alt]


与实标量场的情形类似地，我们可以解出
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利用上述表达式和对易关系（15），可以求出算符[image: alt]
 与[image: alt]
 的下列对易关系

[image: alt]


它们表明，算符[image: alt]
 与[image: alt]
 分别描述两种Bose子，属于不同的自由度。

根据（13）式，我们可以把场的Hamilton密度算符写成
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它显然是厄米的。代入（16）与（17）式，并利用对易关系（18），可以算得场的Hamilton算符为
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它表明复标量场的两种粒子每一个带有一份能量Ep
 。与实标量场的情形类似地，我们可以把这里的零点能去掉。类似的讨论表明每个粒子携带动量p。

根据（14）式，我们可以把场的守恒流密度算符写成

[image: alt]


考虑到守恒流总是出现在空间积分中，并且在无限远边界上的值为0，就可以看出上述算符是厄米的。由连续性方程
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我们有
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代入（16）与（17）式，并利用对易关系（18），可以算得

[image: alt]


上述结果表明，对于场的总电荷Q，每一个与[image: alt]
 相联系的粒子贡献一个q，每一个与[image: alt]
 相联系的粒子贡献一个-q，这两种粒子的电荷符号相反。

§8.2　电磁场

1．自由电磁场的运动方程与规范条件

电磁场的4维矢量势Aμ
 　用4维矢量势Aμ
 ＝（Φ/c，A）作为电磁场的正则坐标，我们在第五章§5.4中已经给出电场强度E与磁感应强度B的表达式
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这两个3维矢量，是下述4维完全反对称电磁场张量的6个独立分量：
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实际上，我们可以写成
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写成矩阵的形式，就是

[image: alt]


多余的自由度　4维矢量势Aμ
 的空间部分A有3个分量，表示电磁场的自旋为1，s＝1，有3个投影，ms
 ＝0，±1。如果电磁场的粒子具有质量，我们就可以换到粒子静止的参考系，这三个投影之间可以通过空间转动相联系，都是可以观测到的。但是在实际上，作为电磁场的粒子，光子没有质量，以光速运动，我们不可能换到光子静止的参考系。在自旋的3个投影中，只有在1与-1之间可以通过空间反射相联系。如果选择光子运动方向p为z轴方向，则ms
 ＝1的态是右旋的，ms
 ＝-1的态是左旋的，它们互为空间反射态。所以，对于电磁场的情形，由于光子质量为0，只有自旋投影与运动方向相同和相反的这两个态，在A的3个分量中，只有两个是独立的，有一个非物理的多余自由度。

这是从物理上分析。下面，我们进一步从理论的数学结构上来分析，并给出解决的办法。

规范条件　从Fμν
 的定义（19）可以看出，它在4矢势Aμ
 的下述规范变换下不变：

[image: alt]


χ是任意实函数，

χ＝χ（r，t）.

所以，在选择4维矢势Aμ
 作为对电磁场进行动力学描述的正则坐标时，存在一定的任意性。这种任意性是一种非物理的自由度，它表明Aμ
 的4个分量不完全独立，我们可以给它们加上附加条件。这种对于Aμ
 的附加条件称为规范条件。

不同的规范条件，给出不同的规范。常用的规范有Lorentz规范，Coulomb规范和辐射规范。Lorentz规范条件是

∂μ
 Aμ
 ＝0。

这个规范条件是相对论不变的，但是它不能消除所有的非物理自由度，在理论结果中含有非物理成分，需要设法排除。

Coulomb规范条件是

[image: alt]


和

[image: alt]


这里ρ是产生场的电荷密度，ε0
 是真空介电常数。在Coulomb规范里标量势Φ不是独立变量，而是由电荷分布确定的函数。对于自由电磁场，ρ＝0，可以选择

[image: alt]


它与条件（20）一起给出的规范，称为辐射规范。

我们不难看出，当矢量势A是平面波时，（20）式给出

κ·A＝0，

A与波矢量κ正交，只有在与κ垂直的平面内的两个分量，没有沿着波矢量方向的分量。A是横场，没有纵向分量。所以，在Coulomb规范或辐射规范中，由于条件（20），A的3个分量中只有两个是独立的，能够完全消除非物理的自由度。这样做的代价，是失去了理论在形式上的相对论协变性，对于最后得到的结果的相对论协变性，需要进行专门的讨论。

2．电磁场的量子化

自由电磁场的Lagrange密度与运动方程　在国际单位制里，电磁场的Lagrange密度可以用Fμν
 写成

[image: alt]


这里μ0
 是真空导磁率。这个[image: alt]
 的Euler-Lagrange方程给出电磁场的运动方程为
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另外，由Fμν
 的定义（19），容易验证有

[image: alt]


（22）式给出自由电磁场的Gauss定律和Maxwell位移电流定律

[image: alt]


而（23）式给出Faraday定律与磁场无源定律

[image: alt]


所以，（22）式与（23）式就是自由电磁场的Maxwell方程组。[image: alt]
 也可以用E与B表达成

[image: alt]


与场的正则坐标Aμ
 共轭的正则动量Pμ
 是

[image: alt]


也就是

P0
 ＝0　　P＝ε0
 E，

注意其中A0
 ＝Φ/c。与标量势A0
 共轭的正则动量为0，P0
 ＝0。这意味着在量子化以后[image: alt]
 与所有算符对易，所以它实际上不是算符，与[image: alt]
 不同。[image: alt]
 与[image: alt]
 不同，在形式上就失去了Lorentz协变性。可以修改[image: alt]
 ，使之给出的P0
 ≠0，从而在给出恰当场方程的同时，还保持Lorentz协变性。

为此，可以选定Lorentz规范，把[image: alt]
 修改为

[image: alt]


新增的第二项，称为规范固定项。由于[image: alt]
 出现在积分中，可以去掉一个4维散度项，把上式简化为

[image: alt]


由此[image: alt]
 算得

[image: alt]


从而Euler-Lagrange方程成为Aμ
 的d'Alembert方程

∂μ
 ∂μ
 Aν
 ＝0.

正则量子化与Lorentz条件　现在，与Aμ
 共轭的正则动量为

[image: alt]


其中用到ε0
 μ0
 c2
 ＝1。于是，在量子化以后可以写出正则量子化的等时对易关系：

[image: alt]


上面第三式右边的度规张量[image: alt]
 是相对论协变性的要求。由于[image: alt]
 述对易关系的后二式可化为

[image: alt]


若把Lorentz规范条件[image: alt]
 看作算符关系，就有[image: alt]
 这与上述对易关系第二式冲突。所以，Lorentz条件不能当作对算符的约束，而是对算符平均值的约束，即

[image: alt]


其中∣ψ〉是系统的物理态。这称为弱Lorentz规范条件，简称Lorentz条件。下面在动量表象里将会看出，这个条件还可进一步简化。

极化矢量与动量表象　场算符[image: alt]
 有4个分量，需要引入4个独立的4维单位矢量[image: alt]
 它们依赖于动量p，σ＝0，1，2，3是4个矢量的序标，μ是每个矢量的4维分量指标。[image: alt]
 是类时矢量，[image: alt]
 是类空矢量。它们满足Lorentz不变的正交归一化关系

[image: alt]


和下述完备性关系

[image: alt]


当动量沿第3轴时，pμ
 ＝（Εp
 /c，0，0，p），p＝∣p∣，可取以下极化矢量

[image: alt]


容易看出有

[image: alt]


即e1
 与e2
 是横向极化矢量，e3
 是纵向极化矢量。

由于[image: alt]
 满足d'Alembert方程，有平面波解，利用单位矢量[image: alt]
 就可以把它展开为

[image: alt]


其中明写出了对σ的求和。利用单位矢量[image: alt]
 的正交归一化关系，从上式可以解出

[image: alt]


利用场算符的对易关系（24）与（25），就可算得

[image: alt]


这是在动量本征态的Bose子产生与消灭算符的对易关系，σ＝0的光子称为标量光子或类时光子，σ＝1，2的光子称为横光子，而σ＝3的光子称为纵光子。下面将指出，标量光子与纵光子是非物理的，其效应可由规范条件消去。

动量表象的Lorentz条件　把[image: alt]
 分成正能与负能项之和，

[image: alt]


[image: alt]


就有

[image: alt]


其中h.c。表示前项的厄米共轭。于是，Lorentz条件简化为

[image: alt]


代入[image: alt]
 的动量空间展开式和pμ
 ＝（Εp
 /c，0，0，p），Εp
 ＝pc，上式就等价于

[image: alt]


从而Lorentz条件最后简化为

[image: alt]


这就是说，对于任何物理态，标量光子与纵光子同时存在，不存在单独的标量光子或纵光子。

此外，由上式还有

[image: alt]


由于对易关系（27）第3式右边的因子-gσσ′
 ，标量光子的光子数密度算符有一负号，

[image: alt]


于是（28）式表明，标量光子数与纵光子数之和在物理态的平均为零，从而标量光子与纵光子对物理观测量的贡献相反，互相抵消，没有可观测效应。所以标量光子与纵光子属于非物理自由度。下面就来看能量的具体情形。

光子的能量　由[image: alt]
 可以把电磁场的Hamilton密度写成

[image: alt]


其中考虑到H出现于体积分中，去掉了一个三维散度项，并用到Aμ
 满足的d'Alembert方程。量子化以后，代入[image: alt]
 的展开式（26），并注意4维单位矢量的正交归一化关系，就可算得

[image: alt]


其中用到对易关系（27）。与标量场类似地，可以把零点能去掉。注意因子-gσσ′
 使得标量光子项有一负号，根据（28）式，上式在任何物理态平均的结果，都只是横光子才有贡献。所以，虽然每种光子都贡献能量，不过对于任何物理态，标量光子与纵光子的贡献相反，互相抵消，只有横光子才有可观测的效应。于是，在（29）式的实际计算中，对σ，σ′的求和只需取横光子。

上式表明，电磁场的能量是量子化的，电磁场的粒子光子是Bose子，具有两个不同的偏振态，每个光子携带能量Εp
 ＝pc。类似的讨论还可以表明每个光子携带动量p，从而，光子没有质量，以光速运动。

需要指出，若采用Coulomb规范或辐射规范，则量子化的电磁场只有横光子，不存在标量光子与纵光子，实际结果与这里一致，概念和推导都比这里简单。而这种简单的代价，则是失去了理论明显的Lorentz协变性。我们就不在这里给出在Coulomb规范或辐射规范中量子化的具体做法，有兴趣的读者可以参阅本书的第一版，或有关量子场论的书籍。

不定度规概念　前面已经看到，由于Lorentz协变性的要求，光子产生消灭算符的对易关系中包含因子gσσ′
 ，使得类时光子的光子数算符有一负号，于是有

[image: alt]


而上式左边又可写成

[image: alt]


令上述二式右边相等，就有

〈np0
 ∣np0
 〉＝-（np0
 －l∣np0
 －1〉＝…＝（-1）np0

 〈0∣0〉。

态矢量的模方可正可负，这就意味着所考虑的Hilbert空间有不定度规。Gupta与Bleuler
〔1〕

 采用具有不定度规的量子力学
〔2〕

 ，严谨地论证了上述具有相对论协变性的量子化理论。

在4维时空中，任一矢量Aμ
 的模方

A·A＝gμν
 Aμ
 Aν


不是正定的，gμν
 中有正有负，这就是Minkowski空间的不定度规。正是这种Minkowski空间的不定度规，使得类时光子产生消灭算符对易关系右边出现负号，导致了Hilbert空间有不定度规。

具有不定度规的量子力学定义态矢量∣ψ〉的模方为

[image: alt]


其中[image: alt]
 称为度规算符。要求态矢量模方为实数，就要求[image: alt]
 是厄米算符，

[image: alt]


根据量子力学的统计诠释，物理态的模方必须大于0。所有模方非正的态都是非物理态，称为鬼态。

观测量[image: alt]
 在态矢量∣ψ〉上的平均值定义为

[image: alt]


要求[image: alt]
 的平均值为实数，就要求

[image: alt]


这就是说，[image: alt]
 的平均值为实数的条件不再是自厄性[image: alt]
 而是上述条件。把上式右边定义的算符[image: alt]
 称为[image: alt]
 的伴算符，则上式就是算符[image: alt]
 的自伴条件。在不定度规的量子力学里，自伴算符的平均值为实数。

度规算符的具体性质，要由物理问题的具体条件来确定。Gupta-Bleuler理论根据电磁场的物理性质，确定了度规算符在光子数表象的表示，以及相关的计算公式，有兴趣的读者可以参阅他们的论文或有关书籍
〔3〕

 。

3．电磁场相干态

描述个别高能光子参与的粒子物理过程，光子数本征态是方便与恰当的选择。但是对于有大量光子参与的低能电磁现象，例如用激光束做的实验，由于光子数并不确定，用光子数本征态就不方便。使用电场Ε或磁场B的本征态也不方便，因为它们的算符不对易，当电场有本征值时，磁场就有很大的起伏，反之亦然。所以在量子光学中，用得更多的是相干态。在相干态上，电场与磁场的起伏都降到最小。

相干态　光子消灭算符[image: alt]
 的本征态∣z〉（见§2.4），称为电磁场的相干态。处于相干态的电磁场，态矢量可以写成

∣｛z｝〉＝∣z1
 z2
 …zm
 …〉＝∣z1
 〉∣z2
 〉…∣zm
 〉…。

用相干态的公式

[image: alt]


容易算出

[image: alt]


式中apσ
 与[image: alt]
 已经不是算符而是复数。上式表明，电磁场矢量势算符[image: alt]
 在相干态的平均，等于经典电磁场矢量势Aμ
 （r，t）。所以，对于处在相干态的电磁场，其平均性质可以用经典电动力学来分析。

相干态的光子数分布　考虑单模相干态∣z〉，它在光子数表象的波函数Zn
 （z）（见§2.4）给出光子数的概率幅，于是光子数分布为

[image: alt]


即相干态的光子数分布是Poisson分布。

容易算出，在相干态上平均光子数为

[image: alt]


相干态本征值的模方∣z∣2
 是平均光子数。此外，光子数平方的平均为

[image: alt]


从而光子数的均方差为

[image: alt]


光子数的相对起伏为

[image: alt]


以上结果表明，在相干态上电磁场的起伏相当小，虽然光子数起伏（均方差）随场振幅∣z∣的增加而增加，但相对起伏在大振幅的经典极限时很小。

§8.3　旋量场

1．旋量场的Lagrange密度与观测量密度

旋量场的Lagrange密度　我们可以把Dirac旋量场的Lagrange密度写成

[image: alt]


它的Euler-Lagrange方程给出自由粒子的Dirac方程

[image: alt]


其共轭方程为

[image: alt]


把满足上述运动方程的ψ代入（30）式，有

[image: alt]


所以，自由旋量场的Lagrange密度对于真实的场量等于0。这意味着作用量积分在[image: alt]
 ＝0时达到极值。

旋量场的观测量密度　从Lagrange密度（30），我们可以算出与场的正则坐标ψ和ψ[image: alt]

 共轭的正则动量分别是

[image: alt]


这意味着我们不能把ψ与ψ[image: alt]

 都作为独立的正则坐标。在事实上，它们是互为共轭的，一个是正则坐标，另一个就正比于与其共轭的正则动量。只要当Lagrange密度对[image: alt]
 是1阶时，就会出现这种情况。

由于[image: alt]
 ＝0，自由旋量场的Hamilton密度为

[image: alt]


上述圆括号中的量，正是自由粒子Dirac方程的Hamilton算符。类似地，还可以写出旋量场的动量密度

P＝ψ[image: alt]

 （-iħ[image: alt]
 ）ψ，

以及守恒荷密度

Q＝qψ[image: alt]

 ψ。

如果把ψ与ψ†
 换成算符，上述H，P与[image: alt]
 就与二次量子化理论中的Hamilton密度算符，动量密度算符与电荷密度算符相同（见第七章§7.4）。下面我们就来讨论旋量场的量子化。

2．旋量场的量子化

正则量子化的困难　把旋量ψ及其厄米共轭ψ†
 换成算符[image: alt]
 与[image: alt]
 我们就可以得到量子化的旋量场。上面已经指出，[image: alt]
 满足自由粒子的Dirac方程，所以我们可以用自由粒子的平面波解把它及其厄米共轭展开为

[image: alt]


利用Dirac旋量u（p，ξ）与υ（p，ξ）的正交归一化关系（见第五章§5.2），从它们可以解出

[image: alt]


把场算符的展开式（31）与（32）代入Hamilton密度算符的表达式，可以得到

[image: alt]


这就是在动量表象中旋量场Hamilton算符的表达式。

如果采用正则量子化，算符[image: alt]
 与[image: alt]
 就满足Bose子产生、消灭算符的对易关系，体系的态矢量对两个粒子的交换不变，在单粒子态∣pξ〉的粒子数密度算符[image: alt]
 与[image: alt]
 的本征值不受限制。这与实验不符。迄今为止的实验表明自旋s＝1/2的粒子是Fermi子，遵从Pauli不相容原理和Fermi-Dirac统计（见第三章§3.7）。此外，（33）式[image: alt]
 项是负的，这就使得体系的总能量成为非正定的。对于自由场的能量，这个结果是非物理和不能接受的。为了避免这种结果，我们不得不放弃正则量子化，而寻求另外的量子化。

Jordan-Wigner量子化　我们可以假设下列在动量表象中的Fermi子反对易关系：

[image: alt]


由于场算符是反对易的，Hamilton算符（33）式[image: alt]
 项可以用上述反对易关系改写成正的，

[image: alt]


其中δ（0）是场的零点能，可以与标量场和电磁场类似地处理。于是，对旋量场采取Jordan-Wigner反对易关系量子化，自由场的总能量就是正定的。

运用反对易关系（34），从展开式（31）与（32）可以算出下列坐标表象场算符的Jordan-Wigner反对易关系

[image: alt]


由于Jordan-Wigner反对易关系（34）与（36）是Fermi子产生消灭算符的反对易关系，它保证了体系的态矢量在两个粒子的交换下变号，是反对称的，在同一个单粒子态上最多只能填1个粒子，满足Pauli不相容原理。

粒子与反粒子　除了场的Hamilton算符[image: alt]
 我们还可以计算场的总动量算符[image: alt]
 和总守恒荷算符[image: alt]
 分别得到

[image: alt]


可以看出，如果采用正则量子化，则分别由[image: alt]
 和[image: alt]
 描述的两种粒子电荷相同动量相反，是同一种粒子。而采用Jordan-Wigner反对易关系（34）与（36）量子化，则旋量场的这两种粒子动量相同电荷相反，一种是正粒子，另一种就是反粒子。在这个意义上，Jordan-Wigner量子化还保持了与单粒子Dirac方程相一致的物理诠释。而我们在上一章结束时已经指出，量子场论的结果在粒子数本征值等于1时应该与单粒子量子力学一致，这是我们在建造场的量子理论时应该遵循的一个基本的原则。

Jordan-Wigner量子化与测不准原理　从形式上看，Jordan-Wigner量子化（36）式不同于正则量子化。这种在数学和形式上的不同，意味着在物理和内容上包含某种新的物理原理。

测不准原理是关于物理观测量的原理，而描述物理观测量的算符必须是厄米算符（见第一章§1.3）。实标量场与电磁场的场算符都是厄米的。复标量场可以分解为两个实标量场，分别描述电荷不同的两种粒子。所以，我们对它们写出的正则量子化对易关系，确实是关于物理观测量的对易关系。

旋量场的情形不同。旋量场的算符[image: alt]
 与[image: alt]
 不是厄米的，它们并不代表物理观测量。所以，Jordan-Wigner量子化的反对易关系（36）并不是关于物理观测量的，它与测不准原理并不冲突。或者反过来说，测不准原理并不意味着必须有对易关系而不能有反对易关系（36）。事实上，旋量场的物理观测量，都可以表示为旋量的双线性型，两个相容观测量的算符，仍然是对易的。

不过，量子力学的测不准原理未能为旋量场的Jordan-Wigner量子化提供依据，还需要为此提出另外的物理原理。为什么对旋量场必须放弃正则量子化而选择Jordan-Wigner量子化？前面已经提出能量算符的正定性和正反粒子的对称性这两个物理要求。在下一节将会看到，之所以必须选择Jordan-Wigner量子化，还有比这两个要求更深层的物理原理，这就是相对论的微观因果性原理。

§8.4　微观因果性原理

1．协变对易关系和反对易关系

前面对标量场和电磁场给出的对易关系（6），（15），（24）和（25），以及旋量场的反对易关系（36），都是在同一个时刻t的场算符之间的关系，不是相对论协变的。为了本节的讨论，我们需要与它们相应的具有相对论协变性的关系。下面我们分别给出标量场的协变对易关系和旋量场的协变反对易关系。电磁场的协变对易关系与标量场的类似，我们就不具体写出。

标量场的协变对易关系　对于实标量场，我们来计算

[image: alt]


其中x是（x0
 ，xl
 ，x2
 ，x3
 ）的简写。利用展开式（9）和（10）以及对易关系（11），可以算得

[image: alt]


其中

[image: alt]


[image: alt]
 （ξ）是在第二章§2.1中定义的阶跃函数，而[image: alt]
 （ξ）＝[image: alt]
 （ξ）-[image: alt]
 （-ξ）是下列阶跃函数：

[image: alt]


由于场算符[image: alt]
 满足Klein-Gordon方程，从（37）式我们可以推知函数Δ（x－x′）也是Klein-Gordon方程的解，并且是其宗量的奇函数：

（∂μ
 ∂μ
 ＋κ2
 ）Δ（x－x′）＝0，　　Δ（x′－x）＝-Δ（x－x′）.

此外，由于[image: alt]
 对类时间隔pμ
 pμ
 ＞0在Lorentz变换下不变，对易函数Δ（x）从而对易关系（37）具有相对论协变性，在Lorentz变换下不变。在等时的情况，t＝t′，从（38）式可以看出

Δ（r，0）＝0，

对易关系（37）成为（6）中的第一式。而由于Δ（x－x′）在Lorentz变换下不变，我们可以推知上式对于所有由类空间隔分开的两点x与x′也成立：

Δ（x－x′）＝0，　（x－x′）2＜0，　　（39）

其中（x－x′）2
 是（xμ
 －xμ
 ′）（xμ
 －xμ
 ′）的简写。从（38）式我们还可以推出当t＝t′时有

[image: alt]


于是从（37）式我们还可以得到（6）中的第三式。

对复标量场，类似地我们可以得到

[image: alt]


若把复标量场表示为两个实标量场[image: alt]
 与[image: alt]
 的组合，

[image: alt]


则有

[image: alt]


旋量场的协变反对易关系　为了计算Dirac旋量场的协变反对易关系，我们先来推导几个关于旋量的公式。首先，从旋量w（Ε，p，ξ）的方程（见第五章§5.2）

（cα·p＋βmc2
 －Ε）w＝0，

及其共轭旋量[image: alt]
 的方程

[image: alt]


用w从右边乘上式，并利用w的方程，有

[image: alt]


于是有

[image: alt]


对于正能解和负能解分别写出来，就可以得到下列正交归一化关系：

[image: alt]


其次，我们定义P+
 和P-
 ，

[image: alt]


利用上述正交归一化关系以及正能解与负能解的正交关系，可以得到

[image: alt]


另一方面，我们可以一般地写出

P±＝a±＋b±γμ
 pμ
 。

利用上述关系（41），可以定出系数a±和b±，从而得到

[image: alt]


最后，利用展开式（31），（32）和反对易关系（36），以及上述公式，我们可以算得

[image: alt]


其中

[image: alt]


2．微观因果性原理及两个有关的问题

微观因果性原理　如果用连续的时空坐标（t，r）作为描述系统的参数，讨论一个场论模型，并要求理论的表述不依赖于惯性参考系的选择，在Lorentz变换下不变，我们就要求系统的相互作用在时空中的传播速度不大于光速c。按照这个要求，在类空间隔分开的两点上，场的物理观测量一定是相容的。这是因为，由类空间隔分开的两点不能用光信号相联系，在这两点上进行的任何测量是互不相干的。这个要求称为微观因果性原理。

场的物理观测量，例如前面讨论过的场的能量，动量，电荷，等等，一般来说都可以表示成场量的双线性型，

[image: alt]


其中[image: alt]
 和[image: alt]
 对于标量场代表[image: alt]
 和[image: alt]
 以及它们的组合，对于旋量场代表旋量[image: alt]
 和[image: alt]
 的各种分量的组合。

根据微观因果性原理和测不准定理，在类空间隔分开的两点上，场的观测量算符[image: alt]
 必须互相对易：

[image: alt]


这个条件称为微观因果性条件。一个场的算符，必须满足这个微观因果性条件，由它描述的场才具有确定的物理含义。

容易看出，如果在类空间隔分开的两点上场的算符[image: alt]
 对易或反对易，则微观因果性条件（43）成立。更确切地说，微观因果性条件（43）成立的一般条件是

[image: alt]


或

[image: alt]


对于实标量场，场算符[image: alt]
 是厄米的，它本身就是物理观测量。从（37）式

和（39）式，我们确实有

[image: alt]


复标量场可以用两个实标量场来表示，它们分别都满足上述条件。对于Dirac旋量场，除了（42）中前二式

[image: alt]


从（39）式与（42）中第三式我们还有

[image: alt]


这是因为Δ（x－x′）对所有类空间隔都为0，所以

[image: alt]


下面我们来讨论可以从微观因果性条件（43）得出的两个重要的物理结论。

自旋与统计的关系　前面已经指出，用正则对易关系量子化的标量场满足微观因果性条件（43），用Jordan-Wigner反对易关系量子化的旋量场也满足微观因果性条件（43）。现在我们来表明，如果对标量场用Jordan-Wigner反对易关系量子化，对旋量场用正则对易关系量子化，则不能满足微观因果性条件（43）。

实际上，把对易关系（11）换成相应的反对易关系，重复上一小节对（37）式的推导，我们就得到

[image: alt]


其中

[image: alt]


类似地，把反对易关系（34）换成相应的对易关系，重复上一小节对（42）式的推导，我们可以算得

[image: alt]


其中

[image: alt]


Δ1（x－x′）也满足Klein-Gordon方程，但是对于类空间隔（x－x′）2
 ＜0它不等于0，

Δ1（x－x′）≠0，　　（x－x′）2
 ＜0。

实际上，当类空间隔大于粒子的约化Compton波长λ＝ħ/mc时，有

[image: alt]


所以，（44）和（45）式不满足微观因果性条件（43）。

我们所讨论的场论模型，是定义在空间点上的定域场论模型。所以，根据相对论的微观因果性原理和定域场论模型，对标量场只能采取对易关系的正则量子化，对Dirac旋量场只能采取反对易关系的Jordan-Wigner量子化。标量场的自旋为0或正整数，对易关系描述的粒子是Bose子，遵从Bose-Einstein统计法。Dirac旋量场的自旋为1/2，反对易关系描述的粒子是Fermi子，遵从Fermi-Dirac统计法，而所有半奇数自旋的场都可以看成是由Dirac旋量场复合而成。因此，上述结论也就是说，根据相对论的微观因果性原理和定域场论模型，自旋为0或正整数的粒子是Bose子，遵从Bose-Einstein统计法，自旋为半奇数的粒子是Fermi子，遵从Fermi-Dirac统计法。

在实验上，对于已经研究过的所有粒子，自旋和统计性质之间的这种关系都已得到证实。自旋为1/2的粒子，如电子，质子和中子，都遵从Fermi-Dirac统计法，而自旋为1的光子遵从Bose-Einstein统计法
〔4〕

 。其它粒子的统计性质尚未确实判定，但有很强的证据表明自旋为0的π介子遵从Bose-Einstien统计法
〔5〕

 。

在理论上，关于粒子自旋与统计性质之间的关系，上述论证是迄今为止我们所知道的最深层次的解释。而这个解释的依据，只是最普遍的相对论原理和量子力学的测不准定理，以及量子场的定域性
〔6〕

 。而根据微观因果性原理，我们对于量子场的定域性也可以获得更深入的了解。下面就来讨论这个问题。

量子场的定域性与粒子的定域性　在定域场论模型中，我们引进的场算符是定义在空间点r上的定域的算符。而要这种定义有意义，它们就必须满足微观因果性条件。反过来说，微观因果性条件给出了定域场论适用和有意义的范围和限制。在理论原则上，微观因果性条件（43）应该对所有的类空间隔都成立，不管间隔有多小。为此，我们必须假定场的算符在无限小的点上有定义。在这个意义上，前面的讨论给出了破坏微观因果性条件的空间范围是粒子约化Compton波长的尺度。而在另一方面，对于作为场的量子的粒子，我们对它的定域性进行分析，也得到这个尺度的限制。下面我们就来对粒子的定域性作一个简单的分析。

我们已经指出，上一章讨论的二次量子化，在实质上也是一种场的量子化。那是一种非相对论的场，我们可以把它称为Schrödinger场。对于Schrödinger场，我们既可以采取对易关系的正则量子化，也可以采取反对易关系的Jordan-Wigner量子化。而且，我们可以在坐标表象中给出在空间完全定域的粒子数表象和相应的各种观测量。例如，我们可以定义在单粒子态∣r〉上的粒子数密度算符[image: alt]


[image: alt]


这个定义有意义的前提，是它在空间不同位置的测量是相容的，

[image: alt]


无论[image: alt]
 与[image: alt]
 是遵从Bose子的对易关系还是Fermi子的反对易关系，都很容易证明上式成立。这就意味着，在非相对论的情形，测量一个粒子的空间位置的精度在原则上没有限制，粒子在空间是完全定域的。这一点已经包含在Heisenberg测不准原理的表述之中。

相对论的场不同。在相对论的场论中，场量子的定域性受到某种内在的限制。例如，对于实标量场[image: alt]
 我们可以尝试找出满足下式的N（r）：

[image: alt]


实际上，我们可以把（9）式改写成

[image: alt]


其中[image: alt]
 与[image: alt]
 分别是场算符[image: alt]
 的正能与负能部分

[image: alt]


于是我们可以写出定域的厄米算符

[image: alt]


但是，这个[image: alt]
 不满足（46）式。实际上，详细的分析表明
〔7〕

 ，

[image: alt]


其中λ＝ħ/mc是粒子的约化Compton波长。这就意味着，在空间两点上的粒子数密度不能同时测定，除非它们之间的距离大于粒子的约化Compton波长ħ/mc。特别是，我们不能测定空间线度小于粒子约化Compton波长的范围内的粒子数。

在物理上，造成这种情形的原因在于，为了使得测量粒子位置的精度高于粒子的约化Compton波长，我们必须使用波长小于粒子约化Compton波长的外场。这种波长小于粒子约化Compton波长的外场，其能量高到可以产生与被测量的粒子相同的新的粒子，而这种新产生的粒子与原来的粒子是不可分辨的。相对论与量子力学相结合，对测量粒子位置的精度给出了一个内在的限制。这个限制是在Heisenberg测不准原理之外的一个进一步的限制，它表明，现有的量子力学理论只是在大于粒子约化Compton波长的时空范围内才能为我们提供充分和自洽的物理描述，而在多小的时空尺度需要对理论作出定量的修正，则是必须由实验来回答的问题。

相对论与量子力学相结合对微观物理给出的另一重要论断，是关于空间坐标作为单个粒子观测量的可能性。我们引进Dirac方程的推理，是在坐标表象中进行的。这里隐含了一个假设：空间坐标是粒子的观测量。对于有经典对应的系统，这个假设是自然成立的。根据第五章的推理，有空间坐标的基本粒子必定是Fermi子，其自旋为ħ的半奇数倍。反过来说，自旋为0或ħ的整数倍的Bose子不满足这个推理的前提，单个Bose子的系统没有经典对应，空间坐标不是单个Bose子的观测量。对于单个Bose子来说，没有严格意义上的Schrödinger表象，没有Schrödinger表象波函数
〔8〕

 。我们即便设法为单个Bose子引进一个包含坐标x，y，z的准波函数，它也不具有波函数的正确诠释，其模方不能诠释为概率密度。这是从相对论和量子力学一般原理出发，对于不存在单个光子和介子的相对论波动方程所给出的理论解释。对于这种粒子，仍然有动量表象，而对于实际目的来说，这已足够了。Bose子的相对论量子理论必然是场的量子理论，

注释


〔1〕
 S. Gupta, Proc. Roy. Soc. 63A (1950) 681; K. Bleuler, Helv. Phys. Acta 23 (1950) 567.


〔2〕
 P.A.M. Dirac, Comm. Dublin Inst. Advanced Studies A, No.1 (1943); W. Pauli, Rev. Mod. Phys. 15 (1943) 175.


〔3〕
 例如：W. Pauli，《泡利物理学讲义6.场量子化选题》，洪铭熙、苑之方译，人民教育出版社，1983年，72页；邹国兴，《量子场论导论》，科学出版社，1980年，37页。


〔4〕
 H. A. Bethe and R. F. Bacher, Rev. Mod. Phys. 8 (1936) 82.


〔5〕
 A. M. L. Messiah and O. W. Greenberg, Phys. Rev. 136 (1964) B248.


〔6〕
 W. Pauli, Phys. Rev. 58 (1940) 716.


〔7〕
 E. M. Henley and W. Thirring, Elementary Quantum Field Theory, McGraw-Hill, 1962, Chapt. 5.


〔8〕
 P. A. M. 狄拉克，《量子力学原理》，陈咸亨译，喀兴林校，科学出版社，1979年，273页。


现在既没有场合也没有理由来说自然的因果性——没有实验表明它存在，因为宏观实验在原则上不合适，而仅有的适合我们对基本过程经验的理论量子力学对它是否定的。

——J. von Neumann

《量子力学的数学基础》，1932

结　语

量子力学的数学形式及其物理诠释　量子力学的数学形式可以概括为如下几点
〔1〕

 ：

·系统的量子态用Hilbert空间的矢量表达。

·系统的观测量用Hilbert空间的算符表达。

·算符的运算规则由物理条件确定。

·系统的时间演化由运动方程确定。

为了使上述数学形式成为物理理论，除了确定算符运算规则的物理条件，即对易关系所表达的量子化条件，还需要补充一条联系数学表述与实验测量的物理诠释，从而能够与实际的物理进行比较。诠释就是赋予某种含义。对量子力学的数学形式赋予一定的物理含义，就是量子力学的物理诠释，简称量子力学的诠释。现在实际使用的物理诠释，主要有下述两种：

·两个态矢量内积的模方∣〈φ∣ψ〉∣2
 正比于在∣ψ〉上测到∣φ〉或者在∣φ〉上测到∣ψ〉的概率；厄米算符[image: alt]
 的本征值｛ln
 ｝是实际的测得值。

·在量子态∣ψ〉上测量厄米算符[image: alt]
 所表示的观测量，多次测量得到的平均值为[image: alt]


容易证明，这两种诠释是等效的，其实质都是对波函数的统计诠释
〔2〕

 。

量子力学的上述数学形式，加上确定算符运算规则的物理条件，以及对波函数的统计诠释，就成为一个完整和可以工作的物理理论。这就是今天在教科书中讲授的量子力学，也就是物理学家在研究工作中实际使用的量子力学。

量子力学是Hilbert空间的物理　作为时间与空间的基本理论，相对论表明，任何时空过程都发生于Minkowski空间，相对论是Minkowski空间的物理。而作为微观世界的基本理论，量子力学则表明，任何微观物理过程都在Hilbert空间中进行，量子力学是Hilbert空间的物理。所以，量子力学具有下列性质和特点。

·首先，量子态是Hilbert空间的矢量，具有叠加原理。因此，量子力学在本质上是一种线性理论。只有矢量的方向具有物理意义，其长度并没有物理意义，这是量子力学的一个特点。

·其次，波函数是态矢量的内积，态矢量空间属于复内积空间，相位是基本的特征。因此，量子力学在本质上是一种波动理论。内积的模方为正，Hilbert空间的度规是正定的，这是量子力学的另一个特点。

·观测量用厄米算符表示，观测量的关系是算符关系。因此，量子力学在数学上是一种算符理论。不同的算符一般互不对易，相应的观测不相容，有测不准，这是量子力学的第三个特点。

·最后，物理过程的时间演化表现为态矢量和观测量算符随时间的变化，时间作为演化的参数，不是物理观测量，这是量子力学的第四个特点。

量子力学的基本问题　上述各点，实际上也是对Hilbert空间的一种物理诠释。针对这些诠释与特点，可以对量子力学提出以下问题。

·首先，作为Hilbert空间的物理，量子力学是否就是最优和最恰当的选择？von Neumann定理就是为了回答这个问题的一个尝试，参阅附录二。

·其次，这些诠释之间是否自洽？特别是，关于波函数的诠释与关于运动方程的假设是否自洽？测量理论的研究，就是对这个问题的一种探索。

·第三，这些诠释是否能够构成一个完备的物理理论？这是Einstein特别关注的基本问题。

·第四，与上述问题相联系地，量子力学是不是真正的基本理论？D. Bohm和J. Bell的尝试与努力，都是这个问题的反映，参阅附录二。

提出这些问题的视角，在很大程度上是非物理的，或者说是形而上的（meta#physical）
〔3〕

 。而从物理和实用的角度看，量子力学是一个工作得很好的理论，迄今为止它的所有结果和推论都与实验在很高的精度内完全相符。物理学家更关心的，是它在基础方面的局限与发展。

量子力学基础的局限与发展　在实际应用中，我们已经看到量子力学基础的局限和可能的发展。可以举出以下几点。

·首先，只有态矢量的方向具有物理意义，其长度没有物理意义，这是封闭系统的情形。在第四章§4.6非厄米的Ĥ中我们看到，有可能放宽这一限制，而讨论粒子数不守恒的开放体系，至少是作为一种唯象的处理。

·其次，内积的模方为正，Hilbert空间的度规是正定的，这是波函数统计诠释所要求的限制。在第八章§8.2电磁场中我们看到，在Lorentz规范中进行电磁场的量子化，会引入非物理的标量光子，相应地要引入波函数模方为负的鬼态，从而需要推广到具有不定度规的Hilbert空间，成为具有不定度规的量子力学。

·第三，Heisenberg测不准原理并不能确定和给出所有算符的对易关系。对于没有经典对应的系统，还需要借助于对称性分析，如第三章中的一些例子，或者考虑另外的原理，如第八章§8.3旋量场的Jordan-Wigner量子化。

·第四，时间作为物理过程演化的参数，在量子力学中具有特殊的地位。而我们在第八章最后一节看到，把量子力学与相对论结合起来，构建出既是在Hilbert空间也是在Minkowski空间的物理，可以对量子力学的适用范围与局限获得更深入的了解。

·最后，在第八章§8.2电磁场中我们还看到，对于规范场这样有约束的系统，基于测不准原理的正则量子化遇到麻烦与困难。为了从理论基础上解决这个问题，Dirac发展了有约束系统的量子化
〔4〕

 ，而在实际上解决这个问题的，则是Feynman发展的路径积分量子化
〔5〕

 。

结语　量子力学作为物理学的基本理论已经建立和完成，但还存在一些基本的问题，并有待在细节上进一步完善与发展。

注释


〔1〕
 王竹溪，《量子力学中一些重要理论》，1977年手稿，尚未出版。


〔2〕
 在历史上，是先建立了量子力学的数学形式，然后才对它进行物理诠释。量子力学的数学形式在建立以后即被普遍接受，而对它的物理诠释却一直存在争论。可参阅P. Mittelstaedt, The Interpretation of Quantum Mechanics and the Measurement Process, Cambridge University Press, 1998.


〔3〕
 古希腊学者Aristotle留下的众多著作中有两本书，一本名为Physics，意思是关于具体事物的学问，中文译作“物理学”；另一本名为Metaphysics，意思是在具体事物之上的学问，即抽象的学问或思辨的学问，中文译作“形而上学”。


〔4〕
 P. A. M. Dirac, Lectures on Quantum Mechanics, Yeshiva University Press, 1964；或P. A. M. 狄拉克，《狄拉克量子力学演讲集》，袁卡佳，刘耀阳译，科学出版社，1986年。
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 R. P. Feynman, Rev. Mod. Phys. 20 (1948) 367.


我决不会忘记，当我把Heisenberg关于量子条件的想法成功地凝聚成这神奇的方程pq－qp＝ħ/2πi时，我心中所受到的震撼，这个方程是波动力学的核心，而且后来发现它意味着测不准关系。

——M. Born

《物理学与形而上学》，1950

附录一　Heisenberg提出测不准原理的经过

本文是我与胡济民先生合写的Heisenberg传中关于创立量子力学的部分，全文收在钱临照和许良英主编的《世界著名科学家传记·物理学家Ⅳ》中，1995年由科学出版社出版。虽然是着重讲Heisenberg，但从中也可以看出哥廷根学派创立量子力学的主要脉络，特别是可以看出关于观测量的测量与测不准的概念是如何产生和逐步明确的，而把测不准原理作为一个基本的物理原理，则是这一探索研究过程的自然的结果。了解在历史上提出和认识观测量的测量问题以及测不准原理的经过，无疑是有助于我们今天对于它们的理解和把握的。这篇文章所持的对于量子力学的观点，也就是本书的基本观点。胡济民先生已经过世，我只作了一点删节和文字上的修改，附在这里，作为本书的一个补充或附注，以供对历史背景和发展有兴趣的读者参考。





Heisenberg1920年中学毕业后，进入慕尼黑大学，在Sommerfeld的指导下学习理论物理。他很快就进入当时物理学研究的前沿，表现出出众的才华。第一学期，为了解释反常Zeeman效应的谱线，他首先引进了半量子数。这需要很大胆识，当时普遍认为量子数都是整数。第二学期上流体力学课，Heisenberg写了一篇关于von Kármán涡流的绝对大小的论文，深得Sommerfeld的赞赏。1922年6月，Heisenberg随Sommerfeld到哥廷根大学，参加由Max Born和J. Franck发起的关于原子物理的讨论。这个讨论会是围绕Niels Bohr的一系列关于原子物理和元素周期律的演讲而展开的，Heisenberg那次访问结识了Born和Bohr. 在1922年冬至1923年春Heisenberg在哥廷根跟Born学习和工作。1923年夏Heisenberg回到慕尼黑，以论文《关于流体流动的稳定性和湍流》通过答辩，获得博士学位，导师是Sommerfeld. 之后不久，在Wolfgang Pauli的推荐下，他受Born聘请，于1923年10月到哥廷根做Born的助手，一直到1926年夏天。在此期间，他于1924年7月在哥廷根大学以论文《关于量子论的形式规则在反常Zeeman效应问题上的修改》升为讲师。1924年冬Heisenberg曾到哥本哈根的Bohr那里工作了一个学期，1925年初夏回到哥廷根。Heisenberg在哥廷根和哥本哈根的这段经历，对于他在创立量子力学的过程中迈出关键性的一步来说，无疑具有决定性的意义。

1911年Ernest Rutherford提出原子的有核模型并被实验证实以来，原子结构的研究就成为物理学研究的焦点和前沿。1913年Bohr提出的模型奇特地把Planck的量子概念与经典力学结合起来，成功地解释了氢原子光谱的线状结构。由于经典物理的基础与量子概念完全不相容，Bohr模型在原子结构和原子光谱问题上取得的惊人成就自然地促使物理学家去努力寻找和创建一个与量子概念相协调的全新的力学。这个新的力学与Newton的经典力学之间应当存在对应，并且在量子效应趋于零的极限下过渡到经典力学。Bohr在1918年的一篇论文中清晰地阐述了这个思想，尝试用它来解决谱线强度的计算问题，并在随后的论文中称之为对应原理。在对应原理指导下对新力学的系统猜测和探索到20年代初已初见端倪。1921年R. Ladenburg迈出了重要的一步，他发现光谱的色散本领与原子的两个定态间的跃迁概率有关。在此基础上，1924年H. A. Kramers成功地发现了一个完整的色散公式，其中只包含跃迁量，亦即只与原子的两个定态有关。接着Born在1924年的一篇论文中迈出了第二步。他发现为了从经典力学的公式过渡到对应的量子公式，可以在经典力学坐标与动量的Fourier展开式中，把计算频率的公式中能量对角动量的微商换成相应的差分的商。Born这篇论文的计算得到了Heisenberg的许多建议和帮助，而在这篇论文中第一次使用了“量子力学”这一名称。这年冬天Heisenberg在哥本哈根与Kramers合写了一篇关于原子折射和辐射的论文，用Born的上述方法推导出了Kramers的色散公式。Born在他的工作中发现跃迁量总是对应于经典理论中振幅的平方，所以他在与P. Jordan和Heisenberg的讨论中提出了跃迁振幅的概念，指出这些跃迁振幅很可能是起核心作用的量，要用某种符号乘法来处理
〔1〕

 。Heisenberg于1925年夏天解开了这“符号乘法”之谜，迈出了创立量子力学的关键性的一步。

1925年初夏Heisenberg从哥本哈根回到哥廷根后，考虑放弃电子轨道的经典图象，尝试直接由光谱频率和谱线强度（即跃迁振幅）这样一些可由实验观测的量入手，以解决氢原子谱线强度的计算问题。由于氢原子的计算太繁，他先计算较简单的一维非谐振子。正在这时他患了严重的枯草热，告假去北海寸草不生的赫尔戈兰（Helgoland）岛休养了十天左右。这是六月中旬。在这期间，他关于量子力学的模糊想法逐渐清晰起来。回哥廷根的途中在汉堡Heisenberg见到Pauli，随后于6月21日，24日和29日他先后写信与Pauli讨论他的想法。7月初，Heisenberg写成了开创量子力学的第一篇论文《从量子理论来重新解释运动学和力学关系》
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 ，寄给Pauli征求意见，并请Born审阅和决定是否值得发表。

在这篇论文中，Heisenberg着眼于光谱频率和跃迁振幅这样一些可由实验观测的量，尝试为它们之间的关系建立一个量子力学的理论基础。Kramers，Born以及Kramers和Heisenberg的上述工作构成了这篇论文的出发点。根据Bohr的对应原理，Heisenberg从经典力学的动力学方程入手。如果把其中的电子坐标换成跃迁振幅，像在色散公式中做的那样，就可得到跃迁振幅之间的一个关系。问题在于这样得到的关系一般地包含了跃迁振幅的某种函数，于是需要对它们进行代数运算。关键是乘法运算。由于光谱频率和跃迁振幅都依赖于两个指标，它们的乘法不同于普通数的乘法。Heisenberg从电子经典坐标和动量Fourier展开系数的运算得到启发，猜出了这种量的乘法规则，从而解答了Born提出的符号乘法问题。Heisenberg发现的这种量的乘法不服从通常的交换律，他利用Bohr的量子条件得到了它们之间的一个基本对易关系的主要部分。这就是坐标与动量的对易关系，后来被称为Heisenberg对易关系。

把经典力学方程中的坐标和动量换成跃迁振幅的形式，在数学上就是把普通的数换成相应的矩阵或算符。为了给这种替换寻找恰当的理由，Heisenberg在这篇文章中提出了一个原则，即在新的量子力学里有些经典力学量在原则上不再是可以观测的量，应该“尝试完全根据在原则上可以观测的量之间的关系，来建立量子力学理论的基础”。Heisenberg的这一思想，对随后数十年间物理学的发展有莫大影响，而究其渊源，则还是三年前在与Bohr的讨论中就已萌生了。1922年夏天Bohr在哥廷根的一次演讲中谈到了Kramers关于平方Stark效应的计算，在讨论中Heisenberg提出了异议。讨论结束后Bohr邀请Heisenberg到哥廷根外海因堡（Hainberg）树林中散步，他们边走边谈，深入讨论了近代原子理论中的基本物理问题和哲学问题。这次讨论对Heisenberg产生了决定性的影响，他发现Bohr与多数物理学家不同，Bohr对理论结构的敏锐洞察不是来自从基本假设出发所作的数学分析，而是基于他对实际现象的充分把握，Bohr可以从直觉而不是形式的推理来把握住关系。从此Heisenberg理解到，我们关于自然的知识最初正是这样获得的，下一步才是用数学的形式和逻辑的分析来巩固它
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 。所以在论文的结尾Heisenberg指出，他在这里所建议的构造量子力学理论的方法，也许在原则上是满意的，也许只不过是一个十分粗略的做法，究竟如何，还需对它在数学上作更深入的研究才能作出判断。这种数学上的深入研究则是由Born，Jordan和Heisenberg在紧接着的合作研究中完成的。Heisenberg的这一思想常常被解释为要求在理论中剔除所有不能直接观测的量。Born后来在回忆这一段经历时指出，把原理表述得这么普遍和笼统，就一点用也没有，甚至还会招来误解，哪些量是多余的，这只有靠像Heisenberg这样的天才的直觉才能判断
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 。当然，这种判断正确与否，只能靠实验来检验。

Heisenberg的这篇论文已经勾画出量子力学结构的基本轮廓，接下来要做的事是进一步的精雕细刻和作出物理的诠释。约在7月11或12日，Heisenberg把论文的最后一稿交给Born，同时向他告假提前离开哥廷根，因为他受邀去剑桥的卡文迪许（Cavendish）实验室讲演。他告诉Born说，虽然已经尽了力，仍未能超出这篇文章的简单考虑而取得进一步的进展，请Born再试一试。Born感觉到在Heisenberg的论文中包含了他们追求多年的某种基本的东西，在把论文寄给德国Zeitschrift für Physik去发表之后，开始仔细考虑Heisenberg的符号乘法。他发现Heisenberg的符号乘法不是别的，正是矩阵的运算。从Heisenberg的结果中，他猜测坐标与动量的对易式应正比于单位矩阵，但无法证明。Born的学生和助手Jordan想出了证明的方法，于是他们合写了一篇论文。这是创立量子力学的第二篇论文，标题是《关于量子力学》
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 ，其中包含了矩阵力学的表述，上述对易关系，对非简谐振子的运用和电磁场量子化的基本思想。他们把论文的副本寄给了在剑桥演讲完后正在度假旅行的Heisenberg，Heisenberg写了一封热情的回信，于是他们决定假期结束后三人共同来完成这一工作。这是在假期结束后的9～10月间完成的，Heisenberg没有回到哥廷根而是留在了哥本哈根，只是在快完成时才回到哥廷根一同做论文的收尾工作，所以合作基本上是用通信的方式进行的。这创立量子力学的第三篇论文标题是《关于量子力学Ⅱ》
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 ，它包括了量子力学几乎所有的要点：用不可对易符号表示物理量，把Hamilton力学推广到这种量，正则变换，微扰论，含时间的微扰论及其对光学色散理论的运用，简并概念，与厄米型本征值理论的联系，处理连续谱的纲要，动量及角动量定理，电磁场量子力学及Einstein涨落公式的推导等。这三篇论文奠定了量子力学的基础，在物理学史上分别称为一个人的文章，两个人的文章，和三个人的文章。

Heisenberg的工作在剑桥立即引起了反响。他1925年7月28日在剑桥的卡皮查（Kapitza）俱乐部演讲，题目是“谱项动物学和Zeeman植物学”（Termzoologie und Zeemanbotanik），既幽默又富哲理。光谱项和Zeeman效应是当时困扰物理学家们的问题，动物学和植物学的发展在当时还处于观察现象和进行分类的阶段，而Heisenberg则是要从谱项和Zeeman效应的观察分类中，找出内在的规律性。在私下的交谈中，他向英国物理学家解释了他关于量子力学的想法。9月初，R. H. Fowler把Heisenberg的论文副本寄给他正在度假的研究生P. A. M. Dirac，使Dirac得以了解Heisenberg的工作。Dirac从Fowler的讲课和Sommerfeld的教科书《原子结构与光谱》（Atombau und Spektrallinien, Braunschweig, 1921）中已经学过Hamilton力学的变换理论，他立即在对应原理的指导下从与经典力学Poisson括号的对应得到了Heisenberg的对易关系，力学量的运动方程以及Bohr频率条件，独立地得到了与Born和Jordan两个人的文章相同的结果。接着Dirac进行了系统深入的研究，与Born，Heisenberg和Jordan小组独立地创立了量子力学，并使它具有更简洁更普遍的形式。

Heisenberg一开始就把注意力放在量子力学的物理图像和原理方面，力图使理论尽可能物理一些，使支配理论的原理尽可能清晰一些。他一个人的文章的标题就已经表明了他的这一目标。他已经认识到，把经典的电子坐标换成量子的跃迁振幅，相当于要从量子理论来重新解释运动学，亦即要从量子论的图像来重新描述电子的运动。在他为三个人的文章所写的引言
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 中说得更明确：“新理论的基本特征就在于，它既修改了运动学，也修改了力学”
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 。1926年E. Schrödinger创立了波动力学，随后又证明了波动力学与量子力学完全等价。实际上，Heisenberg的量子力学选择了力学量随时间改变而态不随时间改变的物理绘景，Schrödinger的波动力学则选择了态随时间改变而力学量不随时间改变的物理绘景，它们是Dirac的更普遍的形式理论在不同物理绘景中的具体表现。电子运动的量子特征在Heisenberg绘景中表现得很突出，而电子运动的波动特征在Schrödinger绘景中表现得十分清楚，电子运动的量子性和波动性已经被纳入了一个自洽和完整的理论体系。紧接着Schrödinger的工作，Born用Schrödinger波动方程研究量子力学的散射过程，提出了波函数的统计诠释，指出Schrödinger波函数是一种概率振幅，它的绝对值的平方对应于测量到电子的概率分布。认识到了量子力学规律的统计性质，这就为Heisenberg提出量子力学的测不准原理在观念上奠定了基础。

使Heisenberg疑惑不解的是：既然在量子力学中不需要电子轨道的概念，那又怎么解释Wilson云室里观察到的粒子径迹呢？经过几个月的思索，1927年初Heisenberg忽然想起，年前在一次讨论中，当他向Einstein表示“一个完善的理论必须以直接可观测量作依据”时，Einstein向他指出：“在原则上，试图单靠可观测量去建立理论那是完全错误的。实际上正好相反，是理论决定我们能够观测到什么东西。”
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 在这一回忆的启发下，Heisenberg仿效Einstein在狭义相对论里对同时性的操作定义方法，马上领悟到：云室里的径迹不可能精确地表示出经典意义下的电子路径或轨道，它原则上至多给出电子坐标和动量的一种近似的、模糊的描写。在这种想法指导下，他用Gauss型波函数来研究量子力学对于经典图像的限制，立即导出了同时测量粒子的坐标和动量所受到的限制：坐标的测不准与动量的测不准的乘积不小于约化Planck常数的一半。这就是著名的Heisenberg测不准关系
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 。1927年秋，Bohr在科莫（Como）会议上的发言中通过波粒二象性的论证也导出了测不准关系。

从量子力学理论的逻辑结构来看，波粒二象性或者粒子的测不准关系都是正则对易关系的逻辑推论。正则对易关系在量子力学的理论体系中处于关键地位，微观粒子的量子特征都是由它决定的，而Heisenberg测不准关系则揭示出这个对易关系所包含的一条基本的物理原理，这就是著名的Heisenberg测不准原理。这是量子力学中最重要最基本的一条物理原理。1929年春天，Heisenberg在芝加哥大学发表了题为《量子论的物理原理》
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 的一系列演讲，全面和深入地重新审定和阐述了这一原理。Heisenberg在这里指出：“一般说来，任何一个测定某些物理量的实验，同时也就会改变以前所获得的另一些物理量的知识。即使定量地追溯这种影响，我们仍会发现，在很多情况下，同时测量两个不同物理量总是存在一个不能再提高的精度下限。相对论对经典概念进行批判的出发点，是假设不存在大于光速的信号速度。类似地，我们可以把同时测量两个不同的物理量有一个精度下限，即所谓测不准关系，假设为一条自然定律，并以此作为量子论对经典概念进行批判的出发点。这个‘测不准关系’告诉我们，要对原子过程作出一致描述，必须在多大程度上摆脱经典概念的限制。”作为测不准原理的结果，这种测量精度的下限不是来自实验和技术方面的限制，而是由理论本身在原则上决定的。

从测不准原理来看，量子力学对微观世界的描述只能是统计性的，必定有波函数的统计诠释，量子力学的基本方程实际上不再是联系可观测量的关系，而只是关于测量概率的规律。所以，量子力学的基本定律必定包括两方面：一是从物理条件来决定测量概率的定律，即关于波函数的Schrödinger方程；再就是从波函数来计算测量某一组相容观测量的概率的规则，即波函数的统计诠释。这里区分了两种不同的过程：一种是作为研究对象的客体在不受研究者干扰时的运动，这时波函数的变化遵从Schrödinger方程；另一种是作为研究主体的观测者对于观测对象的测量过程，这时波函数的变化过程被称为“波包的缩编”，根据波函数统计诠释的规则来计算。波函数在哪一段过程中由Schrödinger方程来确定，从什么时侯开始发生波包的缩编，以及缩编到什么本征态，这都取决于实验者的安排和选择。这就造成了量子力学中区分主观与客观的困难或任意性。Heisenberg指出量子力学的这种困难或任意性同样也是测不准原理这一物理原理的反映
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 。

Heisenberg这次演讲的讲稿后来分别用德文和英文同时发表，此后又多次再版，并被译成法文、日文、中文等多种文字，成为一部传播广泛影响深远的关于量子力学物理原理的经典著作。他在这本书中以及在此前后许多场合对上述物理原理所作的阐述，以及进一步在哲学上的发挥，形成了以Bohr和他为代表的哥本哈根学派的主要观点，引起了物理学和哲学界长期以来经久不息的争论。量子力学中的测量理论问题，这里主要是指用Schrödinger方程来描述测量过程的尝试，至今仍是一个没有完全解决的问题。

Einstein和Dirac的思考方式与研究风格，是从第一性的原理出发，经过严密的逻辑推理和数学演绎，来获得对物理现象的深入和全新理解。这是理论物理学家思考方式与研究风格的一种类型。而Heisenberg的思考方式与研究风格更接近Bohr，他们先从具体物理实验和现象的分析中发掘新的思想观念和物理原理，然后再在此基础上建立理论体系。这是理论物理学家思考方式与研究风格的又一种类型。他们熟悉具体的实验现象，强调新的实验现象蕴含着新的物理，而在研究工作中往往更依赖于过去的经验、对现象的综合和物理的直觉。多数获得了实际成果的理论研究都属于这后一种类型，所以Heisenberg的思想和哲学在西方物理学界有很大影响。

Heisenberg具有一种能够从物理上把握问题关键的直觉，这使他成为20世纪最富于创造性和最成功的物理学家之一。Heisenberg那与生俱有的对于从一般哲学的深度来提出和分析问题的偏爱，使他在关于量子力学的解释上成为哥本哈根学派仅次于Bohr的领袖人物。
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 W. Heisenberg, Z. Physik 33 (1925) 879.
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〔8〕
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 W. Heisenberg, Z. Physik 43 (1927) 172.
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 W. Heisenberg, Die physikalischen Prinzipien der Quantentheorie, S. Hirzel, 1930. 中译本：W. 海森伯著，王正行等译，《量子论的物理原理》，科学出版社，1983年。


〔12〕
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Simplicio：对于自然的事，我们就不一定寻求对其必然性的数学论证了。

Sagredo：当然，如果你不能的话。但若你能，为什么不呢？

——Galileo Galilei

《关于两大世界体系的对话》

附录二　von Neumann定理

1932年von Neumann证明，量子力学是Hilbert空间均匀系综的理论，不存在隐变量。这个证明有助于我们对量子力学物理和数学基础的理解，不过，量子力学能不能有隐变量，则还是有争论的问题。本附录基于von Neumann的论述
〔1〕

 ，并参考了Albertson的文章
〔2〕

 。

1．准备

基本假设　为了从更高的视角来审视量子力学，我们必须站在量子力学之外，从头开始。von Neumann的基本假设是：量子力学是Hilbert空间的物理。这个假设可以具体化为以下两条假设：

1°Hilbert空间矢量的方向描述物理系统的状态。

2°Hilbert空间的厄米算符描述物理系统的观测量。

把观测量R的算符记为[image: alt]
 von Neumann进一步假设：

3°若观测量R的算符为[image: alt]
 则f（R）的算符为[image: alt]


4°若观测量R，S，…的算符为[image: alt]
 …则R＋S＋…的算符为[image: alt]


把观测量R的测量值记为[image: alt]
 又假设：

5°若观测量R本身是非负的，例如它是另一观测量S的平方，则[image: alt]


6°若R，S，…为任意观测量，a，b，…为实数，则[image: alt]
 [image: alt]


在实验上，一个观测量的测量值，总是对单个系统在确定态上多次测量的统计平均，或者对确定态上多个同样系统测量的系综平均。根据统计假设，测量次数趋于无限的统计平均，与系统个数趋于无限的系综平均，结果相等。所以，可以把[image: alt]
 称为观测量R的统计平均值或系综平均值，简称平均值。以上假设1°和2°是关于Hilbert空间物理的假设，3°和4°是关于观测量算符的假设，而5°和6°则是关于观测量平均值的假设，它们是下面分析的基础和出发点。

基本公式　运用基矢｛∣n〉｝的完备性∑n
 ∣n〉〈n∣＝1，可以把算符[image: alt]
 写成

[image: alt]


这里Rnm
 只是数组，还没有物理诠释。根据假设6°，算[image: alt]
 的平均值[image: alt]
 是在Hilbert空间对算符[image: alt]
 的一种线性运算。当n≠m时，（1）式中的∣n〉〈m∣不是厄米算符，Rnm
 也不是实数。为了用假设6°算平均值[image: alt]
 需要把（1）式改写成厄米算符的实线性组合。

由于[image: alt]
 是厄米的，

[image: alt]


可以把（1）式写成

[image: alt]


其中u（nn）
 ，ν（nm）
 ，W（nm）
 是厄米算符，

u（nn）
 ≡∣n〉〈n∣，　ν（nm）
 ≡∣n〉〈m∣＋∣m〉〈n∣，　W（nm）
 ≡i（∣n〉〈m∣－∣m〉〈n∣）。

根据假设6°，并注意ReRmn
 ＝ReRnm
 与ImRmn
 ＝-ImRnm
 ，就可得到

[image: alt]


其中

[image: alt]


（2）式是就是算平均值的基本公式，其中的[image: alt]
 称为统计算符，它描述体系和系综的性质。

统计算符[image: alt]
 的性质　可以看出由（3）式定义的[image: alt]
 是厄米和正定的。首先，由于ν（nm）
 与W（nm）
 是厄米算符，物理上要求〈〈ν（nm）
 〉〉与〈〈W（nm）
 〉〉应是实数，于是（3）式表明[image: alt]
 即[image: alt]
 是厄米的，[image: alt]


此外，对任一归一化矢量∣ξ〉，有投影算符

[image: alt]


由于[image: alt]
 我们有

[image: alt]


大于等于号表示：一个观测量平方的统计平均为非负的数，即假设5°。于是有

[image: alt]


从而有

[image: alt]


由于∣ξ〉是任意的归一化矢量，上式表明算符[image: alt]
 是正定的。

上述讨论表明，根据对统计平均的物理要求，即假设5°和6°，统计算符必须具有厄米性与正定性。

2．无弥散系综

定义和问题　可以定义平均值[image: alt]
 的弥散[image: alt]
 为差[image: alt]
 的均方根，即

[image: alt]


这里假设系综已经归一，〈〈1〉〉＝1。根据这个定义，当〈〈1〉〉≠0并有限，从而可取〈〈1〉〉＝1时，若有[image: alt]
 则[image: alt]
 的函数[image: alt]
 就是无弥散的。

观测量平均值的弥散，与统计算符[image: alt]
 有关。von Neumann的问题是：能否找到这样一个[image: alt]
 使得所有观测量都无弥散？如果存在这种[image: alt]
 就可以建立一个理论，使得所有观测量的均方差[image: alt]
 2
 都为0，可以精确测定，不存在原则上的测不准。显然，这种理论完全没有统计性特征，而是决定论性的。

于是，如果把所有观测量都无弥散的系综称为无弥散系综，von Neumann的问题就是：是否存在无弥散系综？

不存在无弥散系综的证明　根据上述无弥散的定义，若存在无弥散系综，则对所有厄米算符[image: alt]
 都有

[image: alt]


或者等效的

[image: alt]


这里[image: alt]
 现在是无弥散系综的统计算符。取[image: alt]
 并注意[image: alt]
 就可由上式给出

[image: alt]


这表明，对所有的[image: alt]
 ，都有[image: alt]
 或0，亦即对无弥散系综有[image: alt]
 或[image: alt]


[image: alt]
 的情形可以排除，因为它表明这个系综对所有[image: alt]
 的平均都为0，[image: alt]
 这没有物理意义。[image: alt]
 的情形给出

〈〈1〉〉＝tr（1）＝∞，

因而[image: alt]
 的弥散成为

[image: alt]


上式或者是无限大，或者是无限大之差。亦即，它或者不为0，从而系综不是无弥散的，或者不确定。如果我们用〈〈1〉〉把系综平均归一化为[image: alt]
 这就成为[image: alt]
 的结果。

于是von Neumann得到结论：不存在无弥散系综。注意这个结论得自前面给出的基本假设，与量子力学的平均值假设或统计诠释无关。所以，以Hilbert空间的性质为基础的量子力学，在本质上就是统计性的，与量子力学的统计诠释无关。

讨论　物理上，这个结论在预料之中。在物理上我们知道有Heisenberg测不准原理，存在不相容的观测量，不可能使它们的弥散同时消失。正像我们在本附录一开始摘录的Galileo的话所说，对于测不准这一自然的事，我们可以简单地直接接受它，而不必去寻求对其必然性的数学论证；当然，如果能做的话，为什么不呢？von Neumann所做的，就是这样一个数学论证。我们可以质疑von Neumann的论证，却不可能通过质疑他的论证来质疑他尝试论证的事情本身。

3．均匀系综

问题和定义　von Neumann的另一个问题是：是否存在均匀系综？即，是否存在这样的系综，无论怎么把它分解为子系综，任何观测量在任一子系综上的平均与在原系综上的平均结果都一样？如果存在这种均匀系综，系综平均的统计特征就与进行平均的范围无关，属于理论最基本最普遍的特征，这种理论就应该是除无弥散系综外统计性最小即不确定性最少的理论。

为了从数学上来研究和回答这个问题，von Neumann对均匀系综给出了如下的定义：若一个系综可以任意地分解为两个子系综，原系综平均[image: alt]
 与子系综平均[image: alt]
 和[image: alt]
 有

[image: alt]


其中c′与c″为满足

c′＋c″＝1，　　c′＞0，　　c″＞0

的常数，则称这个系综是均匀系综或纯系综。由于只考虑系综平均的相对值，所以[image: alt]
 与[image: alt]
 实质上没有区别，c′＋c″＝1是归一化要求。

均匀系综的存在唯一性证明　一个系综的统计算符[image: alt]
 若能任意地分成两个正定的厄米算符[image: alt]
 与[image: alt]
 之和，

[image: alt]


并且有[image: alt]
 则此系综即为均匀系综，其中c′与c″为非负常数，与平均值的归一化有关，限定为c′＋c″＝1。可以表明，当且仅当

[image: alt]


时，存在均匀系综，这里〈[image: alt]
 ∣[image: alt]
 〉＝1。

首先来表明，若[image: alt]
 描述均匀系综，则它是投影算符。为此，先把[image: alt]
 任意分成两个正定厄米算符之和。由于[image: alt]
 是正定厄米算符，可以定义两个厄米算符

[image: alt]


其中态矢量∣f0
 〉使得[image: alt]
 由于∣f0
 〉是任意的，所以[image: alt]
 是任意的。而且由于[image: alt]
 是正定的，所以[image: alt]
 也是正定的，即对任一归一化的∣f〉都有

[image: alt]


此外，von Neumann证明了一个定理（参见练习题1.3）：对于正定厄米算符[image: alt]
 有关系

[image: alt]


运用这个定理，就可看出[image: alt]
 也是正定的，

[image: alt]


于是，这就把[image: alt]
 任意分成了两个正定厄米算符[image: alt]
 与[image: alt]
 之和。

若[image: alt]
 描述一个均匀系综，则[image: alt]
 另一方面，由[image: alt]
 的定义（4）可以看出，它正比于在归一化矢量

[image: alt]


方向的投影算符，

[image: alt]


[image: alt]


这就是说，若[image: alt]
 描述均匀系综，则它实质上是投影算符，

[image: alt]


其次来表明，若[image: alt]
 是投影算符，则它描述均匀系综。取

[image: alt]


其中〈[image: alt]
 ∣[image: alt]
 〉＝1，并取∣f〉为一与∣[image: alt]
 〉正交的矢量，〈[image: alt]
 ∣f〉＝0。假设[image: alt]
 [image: alt]
 与[image: alt]
 也是正定厄米算符，则可以写出不等式

[image: alt]


从而[image: alt]
 即[image: alt]
 因此，对所有的∣g〉都有[image: alt]
 因为∣f〉是任一与∣[image: alt]
 〉正交的矢量，可以写成[image: alt]
 是完全任意的矢量。

于是得到

[image: alt]


由于∣g〉与∣h〉完全任意，上式意味着

[image: alt]


从而，[image: alt]
 描述均匀系综。

结论　上述证明的结论是：当且仅当统计算符为投影算符时，[image: alt]
 系综是均匀的。这时，从系综平均值公式（2）可得

[image: alt]


这正是量子力学的基本定义和假设，它等效于波函数的统计诠释（参见练习题1.11）。换句话说，“均匀系综”不过是“量子态”的另一称呼，所以von Neumann又称之为纯系综。这就证明了，在量子力学中作为物理诠释的基本假设，是以Hilbert空间性质为基础的物理理论的自然结果。简单地说，量子力学是均匀系综的理论。

物理诠释　一个系综可以分解成的最小的子系综，就是组成系综的各个单元，即单个的物理系统。对于单个系统的测量，就不是系综平均，而是统计平均。对均匀系综来说，在单个系统的统计平均等于在全系综的平均，（5）式右边的量[image: alt]
 就等于在单个系统的统计平均，这正是量子力学的统计诠释。

所以，在von Neumann的理论里，波函数的统计诠释是理论自然的结果，而不是另外加进来（added by hands）的附加假设。观测量[image: alt]
 在量子态∣[image: alt]
 〉上的量子力学平均[image: alt]
 是在一个均匀系综上的系综平均[image: alt]
 这个均匀系综的统计算符，是这个态的投影算符[image: alt]


对于一般的统计算符[image: alt]
 设其本征态为｛∣n〉｝，则

[image: alt]


即任一系综[image: alt]
 可以分解为一组均匀子系综[image: alt]
 之和，与子系综[image: alt]
 相应的叠加系数为[image: alt]
 于是，观测量[image: alt]
 在这个系综上的平均为

[image: alt]


上式表明，先算量子态平均[image: alt]
 再按权重Un
 平均，就得系综平均[image: alt]
 这里

[image: alt]


可以把[image: alt]
 诠释为系综处于态∣n〉的概率。所以，（6）式正是量子力学中系综平均的公式（见第一章§1.5），这就表明我们称[image: alt]
 为系综平均是恰当的。

到此为止，von Neumann从前面给出的基本假设出发，推出了量子力学的基本结果。这是von Neumann论证的目标和主要结论。在他书上叙述这个证明的第Ⅳ章第2节，标题是“统计公式的证明”，也就是（5）式的证明。在这个证明的基础上，von Neumenn接着又进一步来论证不可能存在隐变量。

4．不可能有隐变量的证明

也许可以设想，体系的观测量本来是确定的，系综平均表现出来的弥散和测不准，是由于进行平均的系综范围太大，是把在各个子系综里确定但互不相同的观测值求平均的结果。按照这种设想，体系的观测量在确定划分的子系综里具有确定的值，我们可以引入一些变量来区分和描写这些不同的子系综。这种在现有量子力学中没有包含的变量，就是量子力学的隐变量。

von Neumann的论证　前面的分析表明，量子力学的情形属于均匀系综。假设量子力学有隐变量，就是假设均匀系综可以分解为一些子系综，观测量在这些子系综上具有不同的确定值，彼此用隐变量的不同数值来区分。基于如下两点，这是不可能的。首先，假设观测量在这些子系综上具有不同的值，这不符合均匀系综的性质，对于任一给定的算符，均匀系综的所有子系综给出的平均值都相同。其次，假设观测量在这些子系综上具有确定值，无弥散，这违反了上面证明的不存在无弥散系综的结论。

von Neumann认为，上述考虑足以排除用隐变量来消去量子力学统计特征的可能性。事实上，所有系综都有弥散，均匀系综也不例外，我们所能做的最好选择，正是量子力学已经做的。

必须强调，von Neumann的证明，并不要求引入隐变量的方式必须与现有观测量的一样，亦即并不要求必须用厄米算符来表示它们。除了在量子力学中用算符表示的观测量，如果还存在别的没有发现的物理量，上述证明仍然成立。

von Neumann的证明，是在Hilbert空间这一前提下进行的。这当然并不排除不在Hilbert空间仍然有可能构造一个全新的理论，使之在一定近似下给出量子力学的全部结果。不过，不在Hilbert空间里构造的理论，就不是量子力学，不属于von Neumann讨论的范围。

为了表明在量子力学中引入隐变量这条路行不通，在von Neumann之后，又有一些人给出另外的论证，证明量子力学不存在隐变量。现在把这类证明量子力学不存在隐变量的定理称为“行不通”定理（"no go" theorems）
〔3〕

 。

Bell的质疑　Bell与von Neumann的出发点不同。von Neumann是要从更高的视角来审视量子力学，（5）式及其所含的物理不是推理的基础，而是推理的结果。Bell的目的是探讨把隐变量加入现有量子力学以消除其统计特征的可能性，于是他把（5）式及其所含的物理，亦即把现有量子力学，作为讨论的基础和出发点
〔4〕

 。他指出，根据（5）式，只有在[image: alt]
 的本征态上，对它的测量才会得到确定的值，没有弥散。换句话说，对于无弥散系综，[image: alt]
 的系综平均值[image: alt]
 必定是它的一个本征值。然而，[image: alt]
 与[image: alt]
 一般并不相容，它们不可能同时取本征值，不可能有[image: alt]


亦即无弥散系综一般并不满足von Neumann的前述假设6°。换句话说，von Neumann的证明并没有完全排除无弥散系综，从而并没有排除所有可能的隐变量，只是排除了能够满足假设6°的那一类隐变量。

几点讨论　首先，von Neumann对均匀系综的分析与对无弥散系综的证明是互相独立的，量子力学属于均匀系综这一结论并不取决于有没有无弥散系综这一点。如果把量子力学界定为均匀系综的物理，那么隐变量就完全被均匀系综的性质排除了，与是否存在无弥散系综无关。所以，讨论量子力学的的基本原理，可以不涉及隐变量问题。

其次，Bell的兴趣是隐变量问题，也就是无弥散系综问题。他和其他一些人又相继给出了关于不存在无弥散系综的几种改进的证明。这已经不属于量子力学问题，而是探索在Hilbert空间是否存在优于量子力学的物理。这种探索即使能够找出某种隐变量，也不是量子力学的隐变量，而是另一种物理的动力学变量。

当然，Bell对von Neumann关于不存在无弥散系综的证明的质疑，引发了一系列深入的研究，使量子力学的基础重又成为关注的热点，从而进一步加深了我们对量子力学基础的理解
〔5〕

 。现在就连得到D. Bohm嫡传的J. Bub也说，我们不能简单地把量子力学理解成一种不完备的经典描述，还想通过引入附加动力学变量来把它扩充成经典的描述，而是需要找到在理论结构中引入现实性、可能性和概率等概念的途径
〔6〕

 。
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〔5〕
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练习题

以下练习题用两个数编号，第一个数是与题目的内容相应的章号。

1.1　设[image: alt]
 与[image: alt]
 分别是由本征态组｛∣fn
 〉｝与｛∣gm
 〉｝定义的算符，[image: alt]
 [image: alt]
 试证明对于任意态∣A〉与∣B〉有以下性质：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]
 其中c是任一复数。

（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


1.2　若算符[image: alt]
 是厄米的，[image: alt]
 试证明，对于从它的本征值方程解出的本征值谱｛lm
 ｝和本征态组｛∣lm
 〉｝，有以下性质：

（1）本征值都是实数，[image: alt]


（2）属于不同本征值的两个本征态是正交的，本征态组｛∣lm
 〉｝有正交归一性。

1.3　对正定厄米算符[image: alt]
 和任意矢量∣[image: alt]
 〉与∣φ〉，试证明有下述推广的Schwarz不等式：

[image: alt]


正定算符[image: alt]
 的定义是：对任意矢量∣Ψ〉，都有[image: alt]


1.4　设观测量算符[image: alt]
 可以写成坐标算符[image: alt]
 和动量算符[image: alt]
 的幂级数，试证明

[image: alt]


1.5　试证明下列恒等式，其中[image: alt]
 与[image: alt]
 为算符，c为参数：

[image: alt]


1.6　若算符[image: alt]
 与[image: alt]
 满足[image: alt]
 试证明

[image: alt]


1.7　用坐标算符[image: alt]
 与动量算符[image: alt]
 定义幺正算符[image: alt]
 q0
 与p0
 为任意实数，试证明[image: alt]
 是相空间的平移算符，即有

[image: alt]


1.8　设[image: alt]
 为体系的Hamilton算符，[image: alt]
 为在本征态组｛∣n〉｝上定义的密度算符，其中Pn
 ≥0，∑n
 Pn
 ＝1。试证明：密度算符的本征值是非负的实数，在系综上测量到态∣ψ〉的概率为〈ψ∣[image: alt]
 ∣ψ〉，以及密度算符随时间的变化满足下述量子Liouville方程

[image: alt]


1.9　试证明：处于态∣ψ〉的体系，可以用密度算符[image: alt]
 来描述，亦即有

[image: alt]


1.10　考虑由Ⅰ与Ⅱ两个体系组成的系统，处于态∣Ψ〉。设[image: alt]
 是体系Ⅰ的观测量，试求下述定义的算符[image: alt]
 并讨论其物理含义：

[image: alt]


1.11　试证明下述两种诠释等效：

·两个态矢量内积的模方∣〈φ∣ψ〉∣2
 正比于在∣ψ〉上测到∣φ〉或者在∣φ〉上测到∣ψ〉的概率；厄米算符[image: alt]
 的本征值｛ln
 ｝是实际的测得值。

·在量子态∣ψ〉上测量厄米算符[image: alt]
 所表示的观测量，多次测量得到的平均值为[image: alt]


2.1　根据δ（x）函数的定义，证明它具有下列性质：

[image: alt]


2.2　根据δ（x）函数的定义，证明它具有下列性质：

[image: alt]


2.3　考虑由坐标算符[image: alt]
 与动量算符[image: alt]
 的线性组合定义的算符[image: alt]
 与[image: alt]
 以及[image: alt]
 r＝1，2，…，N。试根据坐标与动量的对易关系证明下列对易关系：

[image: alt]


2.4　试求在居位数表象｛∣n〉｝中升位算符[image: alt]
 与降位算符[image: alt]
 的表示矩阵。

2.5　试证明：在居位数表象基态∣0〉，坐标[image: alt]
 与动量[image: alt]
 的平均值为0，[image: alt]
 而它们具有最小测不准，即

[image: alt]


2.6　定义幺正算符[image: alt]
 与[image: alt]
 为居位数表象的升位与降位算符，z＝x＋iy为任意复数，试表明[image: alt]
 就是相空间的平移算符（见习题1.6），

[image: alt]


并证明在态[image: alt]
 上有

[image: alt]


2.7　试由[image: alt]
 证明

[image: alt]


2.8　在球极坐标表象｛∣rθ[image: alt]
 〉｝中，求与广义坐标（r，θ，[image: alt]
 ）正则共轭的广义动量算符[image: alt]
 的表示。

3.1　试根据对易关系[image: alt]
 证明：坐标[image: alt]
 与动量[image: alt]
 的本征值都具有从-∞到∞的连续谱。

3.2　试证明下述与轨道角动量算符[image: alt]
 有关的公式：

[image: alt]


其中[image: alt]
 可以是坐标算符[image: alt]
 动量算符[image: alt]
 轨道角动量算符[image: alt]
 以及[image: alt]


3.3　试证明Pauli矩阵σ的下述公式：

（σ·A）（σ·B）＝A·B＋iσ·（A×B），

其中A和B是与σ对易的任意两个三维矢量。

3.4　考虑自旋s＝1/2的情形，试在[image: alt]
 对角的表象中求[image: alt]
 和[image: alt]
 的本征值与本征态。

4.1　定义[image: alt]
 试证明这样定义的[image: alt]
 与轨道角动量算符[image: alt]
 对易，在空间转动下不变：

[image: alt]


4.2　定义[image: alt]
 试证明这样定义的[image: alt]
 是厄米的，并且与[image: alt]
 对易，在空间转动下不变，

[image: alt]


4.3　设系统的Hamilton算符为

[image: alt]


κ为一参数。试证明如下定义的矢量算符

[image: alt]


是守恒的，[image: alt]


4.4　试证明上题的[image: alt]
 可以用轨道角动量算符[image: alt]
 与Hamilton算符[image: alt]
 表示为

[image: alt]


4.5　上两题中，若定义

[image: alt]


以及[image: alt]
 试证明有

[image: alt]


4.6　设在由正交归一化态矢量∣K0
 〉和[image: alt]
 构成的子空间中，系统的唯象Hamilton算符可以写成

[image: alt]


其中A，p2
 和q2
 可以是复数。试求解在这个表象中的本征值方程

[image: alt]


给出本征态∣K〉和相应的本征值Ε的表达式。

5.1　对于自由粒子Dirac方程的正能解u和负能解υ，试证明有下列关系：

[image: alt]


其中共轭旋量[image: alt]


5.2　若自由粒子Dirac方程的正能解u和负能解υ的归一化条件为

[image: alt]


试证明有下述公式：

[image: alt]


5.3　对于自由粒子Dirac方程的正能解u和负能解υ，若取其归一化条件为

[image: alt]


试证明有下述完备性公式：

[image: alt]


上式右边是4×4的单位矩阵。

5.4　在通常的σz
 为对角的自旋表象中，试求（px
 σy
 －pｙ
 σx
 ）的本征值和相应的本征态，其中px
 与py
 分别是动量p在x和y轴的投影。

5.5　试证明在（px
 σy
 －py
 σx
 ）为对角的自旋表象中，矢量（px
 ，py
 ，0），σ和z轴方向的单位矢量ez
 构成一个右手坐标系，（px
 σy
 －py
 σx
 ）的本征态是在与（px
 ，py
 ，0）和ez
 垂直的方向上自旋具有本征值的自旋态。

5.6　用程函近似求解含光学势的Dirac方程，算出程函相移、散射振幅和总吸收截面，并与非相对论Schrödinger方程的结果进行比较。

6.1　试证明

[image: alt]


其中[image: alt]
 是入射粒子与靶粒子系统无相互作用时的Hamilton算符，Εp
 ＝Ε（p）是此系统的动量大小为p时的能量，[image: alt]


6.2　试证明坐标表象中的Lippmann-Schwinger方程可以写成

[image: alt]


6.3　光学定理表明：散射总截面与向前弹性散射振幅的虚部成正比，与入射动量成反比。试问，在物理上，根据波动的观点，我们可以如何来理解这两点？

7.1　设[image: alt]
 与[image: alt]
 分别为粒子在∣r〉态的产生算符与消灭算符，[image: alt]
 与[image: alt]
 分别为粒子在│[image: alt]
 n
 〉态的产生算符与消灭算符，它们之间有变换关系

[image: alt]


若[image: alt]
 与[image: alt]
 满足下列对易关系

[image: alt]


试求[image: alt]
 与[image: alt]
 满足的对易关系。

7.2　设[image: alt]
 与[image: alt]
 分别为粒子在│r〉态的产生算符与消灭算符，[image: alt]
 与[image: alt]
 分别为粒子在│[image: alt]
 n
 〉态的产生算符与消灭算符，它们之间有变换关系

[image: alt]


若[image: alt]
 与[image: alt]
 满足下列Jordan-Wigner反对易关系

[image: alt]


试求[image: alt]
 与[image: alt]
 满足的反对易关系。

7.3　试证明，无论是Bose子还是Fermi子，对于任何单体算符[image: alt]
 与两体算符[image: alt]
 都有[image: alt]
 其中[image: alt]
 是总粒子数算符。

7.4　超导电性BCS理论基态为

[image: alt]


其中量子数α＝（p，sz
 ）为电子动量p与自旋sz
 的缩写，-α＝（-p，-sz
 ）为α的时间反演态，实系数[image: alt]


（1）试证明此态矢量是归一化的，〈BCS∣BCS〉＝1。

（2）取uα
 ＝u-α
 ，υα
 ＝-υ-α
 ，对Bogoliubov-Valatin准粒子变换

[image: alt]


试证明有

[image: alt]


（3）试证明BCS基态是上述准粒子的真空态，即[image: alt]


（4）试证明准粒子激发态[image: alt]
 并讨论其物理含意。

8.1　按照正则量子化规则，我们可以写出实标量场的正则坐标算符[image: alt]
 及与其共轭的正则动量算符[image: alt]
 的正则对易关系

[image: alt]


试根据它们的下述展开式

[image: alt]


算出其中的算符[image: alt]
 与[image: alt]
 的下列对易关系

[image: alt]


8.2　试证明复标量场的电荷为

[image: alt]


已知其中场的电荷密度算符为

[image: alt]


场量[image: alt]
 与[image: alt]
 在动量空间的展开为

[image: alt]


算符[image: alt]
 与[image: alt]
 分别为两种Bose子的产生和消灭算符。

8.3　已知在辐射规范中自由电磁场的Hamilton密度[image: alt]
 为

[image: alt]


矢量势算符为

[image: alt]


其中[image: alt]
 是第3轴沿p方向的坐标架的单位矢量，[image: alt]
 与[image: alt]
 分别为光子的产生和消灭算符，试证明场的Hamilton算符[image: alt]
 为

[image: alt]


8.4　考虑电磁场的双平面波模，这是在光的干涉现象中最简单最常见的情形。设电场的正频与负频部分分别为

[image: alt]


[image: alt]


其中两波矢大小相等，k1
 ＝k2
 ＝ω/c，c为光速，C为常数，不考虑光子偏振。试证明

[image: alt]


其中[image: alt]
 是[image: alt]
 的幅角，[image: alt]


8.5　上题计算的[image: alt]
 称为场的一阶关联函数，近似正比于在（r，t）测到光子的概率。试在下列情况下完成上题的计算，并讨论结果的物理含义。

（1）场处于单光子态[image: alt]
 其中[image: alt]
 [image: alt]


（2）场处于双光子态∣Ψ2
 〉＝α∣2，0〉＋β∣1，1〉＋γ∣0，2〉，∣α∣2
 ＋∣β∣2
 ＋∣γ∣2
 ＝1，其中[image: alt]


（3）两个独立的同频率单模激光束相干，它们分别处于相干态∣z1
 〉与∣z2
 〉，总的场处于∣Ψ〉＝∣z1
 〉∣z2
 〉。

8.6　假设旋量场算符有对易关系

[image: alt]
 试计算场在动量表象的总动量算符[image: alt]
 和总守恒荷算符[image: alt]


[image: alt]


并讨论结果的物理含义。

8.7　试证明旋量场的协变反对易关系

[image: alt]


其中c为光速，

[image: alt]



索　引

δ函数

γ矩阵

B

BCS 超导态

Bose 子

伴算符

本征态

本征值

本征值方程

表象

波包的缩编

波函数

波粒二象性

不定度规

C

Clebsch-Gordan 系数

CP 不变性

Condon-Shortley 约定

Coulomb 场

Coulomb 规范

测不准

测不准定理

测不准关系

测不准原理

测量理论

产生和消灭算符

产生算符

超完备性

程函近似

重叠积分

纯粹情形

纯系综

D

Darwin 项

Dirac 表象

Dirac 方程

Dirac 符号规则

Dirac 共轭

Dirac 海

Dirac 矩阵

Dirac 旋量

单粒子算符

单粒子态

倒易定理

等时对易关系

电荷共轭变换

电荷量子化

定态

动力学对称性

动量表象

度规矩阵

对称陀螺

对易子

多余自由度

E

Einstein 约定

Euler-Lagrange 方程

厄米

厄米共轭

厄米矩阵

二次量子化

二分量方程

F

Fermi 子

Feynman 公式

Fock 空间

反对易关系

反幺正变换

非正规Lorentz变换

非正交性

负能态

辐射规范

G

概率幅

观测量的完全集

光学定理

光学势

光子

广义球谐函数

广义坐标表象

共轭

共轭算符

轨道角动量算符

规范变换

规范不变性原理

规范场

规范条件

鬼态

H

Hamilton 算符

Hamilton 正则形式

Hartree-Fock 自洽场近似

Heisenberg 运动方程

Hermite 多项式

Hilbert 空间

互逆定理

绘景

混合情形

J

Jacobi 多项式

Jacobi 方程

Jordan-Wigner 反对易关系

Josephson 结

基本电荷

基矢

极化矢量

极矢量

简并度

降位算符

角动量表象

经典极限

径向波函数

径向方程

居位数算符

均匀系综

K

Klein-Gordon 方程

Kronecker 符号

空间反射

空间平移

空穴

L

Lagrange 密度

Lagrange 形式

Landé g 因子

Laplace-Beltrami 算符

LC 回路的振荡

Lippmann-Schwinger 方程

Lorentz 规范

Lorentz 力

Löwdin-Bogoliubov 变换

理想波包

粒子全同性

粒子数空间

粒子数算符

连带Legendre函数

量子化条件

量子态

量子作用量原理

零点能

流矢量

路径积分

路径积分量子化

螺旋性

M

M[image: alt]
 ller 算符

密度算符

N

能级的寿命

逆变微商

O

耦合常数

P

Pauli-Podolsky 量子化规则

Pauli 不相容原理

Pauli 定理

Pauli 方程

Pauli 矩阵

Planck 常数

Poisson 括号

碰撞参数

Q

奇异数振荡

球极坐标表象

球谐函数

权函数

R

Rodrigues 公式

Runge-Lenz 矢量

S

S矩阵

Schrödinger 表象

Schrödinger 方程

散射截面

散射矩阵

散射算符

射出本征态

射入本征态

升位算符

时间发展算符

时间反演

时间平移

衰变矩阵

双粒子算符

双线性协变量

四极振动

T
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量子力学原理（第二版）

本书着重阐述量子力学的基本原理。第一章从物理上阐述量子力学的基本原理，着重讲清数学结构与物理原理的联系，以及物理原理与经验事实的联系，把测不准原理作为一条最基本的物理原理，强调了观测量的测量和测不准的概念在量子力学中的重要性。第二章表象理论，给出了广义坐标表象和Pauli-Podolsky量子化规则。第三章讨论基本观测量和对称性，给出了不能把时间作为算符来处理的Pauli定理的证明。第四章讨论各种常用的动力学模型，其中宏观模型和非厄米的Hamilton算符是一般量子力学书籍中不易找到的。第五章Dirac方程作为第四章的继续，讨论一种相对论性的动力学模型，从无质量的Weyl方程开始，以一种更物理的方式来引入Dirac方程。鉴于中微子在粒子理论中的重要性，这里对Weyl方程的物理作了较详细的讨论。第六章形式散射理论没有做非相对论近似，结果对于相对论性高能散射过程也适用。第七章二次量子化理论，着重讨论了二次量子化与场的量子化的关系。第八章讨论场的量子化，强调了量子场论是量子力学运用于具有无限自由度系统的结果，并根据微观因果性原理讨论了自旋与统计的关系和场的定域性问题。附录一介绍了测不准概念形成的历史经过，附录二给出统计诠释数学基础的讨论。

本书可供对于量子力学的物理原理和理论结构有兴趣的读者参考，可以用作研究生高等量子力学课程的教材或者本科生量子力学课程的参考书。
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