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序言



本世纪初，法国著名科学家普恩凯莱(H．Poincare，1854---1912)就曾说过：“如果我们想要预见数学的将来，适当的途径是研究这门科学的历史和现状．”而了解数学的历史，不仅对有志于数学研究的研究人员来说是十分重要的，就是对高、中、初级各类学校中的数学教育工作者以及更为广大的数学爱好者讲来，其重要意义都是极为显而易见的．

长时期以来，我国的数学史工作者，他们的大部分工作，多是属于中国古代数学史方面的．而对于世界数学史的研究工作，相对讲来，起步较晚，数量较小．只到了最近，这种情况才稍有改变．

七、八年前，本书的作者们有鉴于此，不揣冒昧，组织起来进行工作．其结果，就是呈现在读者面前的这部著作．

在本书中，并没有把中国与外国并列，而是把中国数学放到世界数学之中去写的．宋元数学代表了当时世界数学的较高水平，所以列专章论述；清代数学相对落后，有价值可入史册者，也列入有关章节适当介绍．

全书基本上按时间顺序编排，但也考虑到地区和学科．古代数学成果曾先后集中在几个地区，故以地区分章；而现代数学的发展多呈以学科为系统的发展形式，故现代数学多以学科分章或分节．

本书的选题、组织的最初工作是由杜石然负责的．各章节的执笔分工如下：

张贵新：第一、二、三章；

孔国平：第四、八、九、十、十一章；

杜瑞芝：第五、六、七章；

张祖贵：第十二、十三章；

胡作玄：第十四章中的第1---4节．

全书的统纂工作，是由孔国平完成的．中国科学院数学研究所李文林教授协助审阅了本书的第九、十、十一章、中国科学院自然科学史研究所刘钝教授协助审阅了第四、八章．他们都提出了有益的修改意见．

辽宁师范大学的梁宗巨教授、王青建副教授为本书提供了数学家的肖像和数学著作的书影．

吉林教育出版社白国才等社领导以及编辑部的阙家栋、王铁义等先生都做了大量的工作．

凡此种种，在此一并致谢．

虽经各位作者尽心努力，由于资料、水平所限，疏漏谬误之处当在所难免，敬请各位读者批评指正．

杜石然

一九九五年二月，序于

日本国京都市佛教大学




第一章 埃及数学






第一节 埃及数学产生的背景及研究依据



埃及是数学古国，被人们认为是数学产生的最早国家之一，因此，在研究数学历史的时候，必须提及埃及的数学．

对埃及数学的产生，曾有过各种不同的看法，例如，希腊的逻辑学家亚里士多德(Aristotle，公元前384---约前322)在其《形而上学》一书中指出：“之所以在埃及能够产生数学，是受到上帝的恩赐．”对此，恩格斯在《反杜林论》中明确指出：“数学是人的需要中产生的，是从丈量土地和测量容积，从计算时间和制造器皿产生的．”事实上，埃及的数学产生，符合恩格斯的精辟阐述．

一、埃及数学产生的社会背景

埃及位于尼罗河岸，在古代分为两个王国，夹在两个高原中间的狭长谷地，叫做上埃及．处于尼罗河三角洲的地带叫做下埃及．这两个王国经过长时期的斗争，在公元前3200年实现了统一，并建都于下游的孟斐斯(Memphis)．

尼罗河经常泛滥，淹没良田．在地界被冲刷的情况下，统治者要按不同数量征粮征税，这样，必须重新丈量土地．实际上，埃及的几何学就起源于此．希腊的历史学家希罗多德(Herodo- tus，约公元前484---前424)在《历史》(Herodoti Historiae)一书中，明确指出：“塞索特拉斯(Sesostris)在全体埃及居民中间把埃及的土地作了一次划分．他把同样大小的正方形土地分给所有的人，并要求土地持有者每年向他缴纳租金，作为他的主要税收．如果河水泛滥，国王便派人调查并测量损失地段的面积．这样，他的租金就要按照减少后的土地的面积来征收了．我想，正是由于有了这样的做法，埃及才第一次有了几何学，而希腊人又从那里学到了它．”希腊数学家德谟克利特(Democritus，约公元前460---前357)也曾指出：“我不得不深信，几乎埃及人都会画证明各种直线的图形，每个人都是拉绳定界的先师．”所谓拉绳定界的先师(harpedonaptai)大概是指以拉绳为主要工具的测量师．

埃及人为了发展农业生产，必须注意尼罗河的泛滥周期，在实践中，积累了许多天文知识和数学知识．譬如，他们注意到当天狼星和太阳同时出没之时，就是尼罗河洪水将至之兆．并把天狼星的两个清晨上升的间隔当作一年，它包含365天．把一年分成12个月，每个月是30个昼夜．并逐步摸索出用日晷来测量时间．大约在公元前1500年，埃及人就已经使用了水钟---漏壶，它是底部有洞的容器．把这个容器灌满水，水从下面的孔里流完的这段时间作为计算时间的单位．所有这些都蕴含了计算．

建造著名的金字塔，可推知是公元前四、五千年前的事．根据对其结构、形状的研究，可推测古代埃及人掌握了一定的几何知识，致使底




两个边与正北的偏差，一个仅仅是2'30''，一个是5'30''．这类的实际建筑，推动了埃及数学计算的发展．

综上，社会的生产、生活的实际需要，促使埃及数学的产生与发展．

二、研究埃及数学的依据

古埃及人创造出了几套文字，其中一套是象形文字．“象形文字”这个词源于希腊文，意思是神圣的文字．直到基督降生的年代，埃及在纪念碑文和器皿上还刻有象形文字．自公元前2500年左右起，开始使用象形文字的缩写，称作僧侣文(hieraticwriting)．

1．兰德纸草书

埃及的数学原典就是由象形文字书写而成，其中，对考察古埃及数学有重要价值的是“兰德纸草书”，这部纸草书是在埃及古都---底比斯(Thebes)的废墟中发现的．1858年由兰德(A．H．Rhind)购买，尔后，遗赠给伦敦大英博物馆．因此， 叫做兰德纸草书．这种纸草书长约550厘米、宽33厘米，摹本出版于1898年．

这部纸草书是根据底比斯人统治埃及时(约公元前1800年以后)写成的，著者阿梅斯(Ahmes)曾写道，此书是根据埃及王国时代(公元前2000---前1800)的材料写成的．

这部纸草书的出现，对埃及的文化产生了重要影响，对数学的发展和传播起到了一定的作用．阿梅斯认为，这是一部“洞察一切事物的存在，彻底研究一切事物的变化，揭示一切秘密……”的经典．实际上，只是传授“数”的秘密和分数计算．全书分成三部分，一是算术；二是几何；三是杂题．共有85题．记载着埃及人在生产、生活中遇到的实际问题．例如，对劳动者酬金的分配；面积和体积的计算；不同谷物量的换算等等．其中，也含有纯数学知识问题．例如，分数的难题计算等等．

2．莫斯科纸草书

记载着古埃及数学的另一部古典书籍是莫斯科纸草书，此书是由俄罗斯收藏者于1893年获得的．约20年后，即1912年转藏于莫斯科图书馆．这部纸草书长约550厘米、宽8厘米，共记载着25个问题．由于卷首遗失，书名无法考证．俄罗斯历史学家古拉叶夫(Б．А．Гураев，1868---1920)于1917年和斯特卢威(В．В．Струве，1891---1964)于1930年对莫斯科纸草书进行了研究，后-者完成了出版工作，对进一步研究埃及的数学提供了方便．

总之，研究埃及数学主要是依据如上两部书，当然，也可能还有其它的有关资料，有待于进一步发现与考证．




第二节 埃及数学的主要内容



根据埃及纸草书的记载，古埃及人对算术、代数、几何等数学知识已经有了初步认识，并能做简单地应用．现简要介绍如下：

一、算术

古埃及人所创建的数系与罗马数系有很多相似之处，具有简单而又纯朴的风格，并且使用了十进位制，但是不知道位值制．

古埃及人是用象形文字来表示数的，例如




根据史料记载，上述象形文字似乎只限于表示107以前数．由于是用象形文字表示数，进行相加运算是很麻烦的，必须要数“个位数”、“十位数”、“百位数”的个数．但在计算乘法时，埃及人采取了逐次扩大2倍(duplication)的方法，运算过程比较简便．

乘法：古埃及人采用反复扩大倍数的方法，然后将对应结果相加．例如兰德纸草书(希特版)第32页，记载着12×12的计算方法，是从右往左读的．右边用现代数字表示，这就是倍增法(duplatio)．

由下表可知，计算的方法是把12依次扩大2倍，那么12×12为12的4倍加上12的8倍，恰是12的12倍，并把要加的数在右侧(现代阿拉伯数字在左侧)标记斜线，算得结果144．




在更早的时期，埃及人也曾采用“减半法”来计算乘法．首先是将一乘数扩大10倍，然后再计算10倍的一半．例如纸草书(卡芬版)第6页，计算16×16，是按如下方法计算的，即减半法(mediatio)．

/1　　　 16

/10　　　160

/5　　　 80

合计　　 256

这种乘法的计算方法是古代人计算技能的基础，是非常古老的方法．希腊时期的学校曾讲授过埃及人的计算方法，到了中世纪，还讲授“倍增法”和“减半法”．

除法：埃及人很早就认识到除法是乘法的逆运算，并蕴含在实际计算之中．例如，计算1120÷80(见兰德纸草书第69页)．

1　　80

/10　　 800

2　 160

/4　　　320

合计　　1120

以上求解的基本思路是10倍的80加4倍的80，恰好是1120，即1120中含有14个80．

分数：古埃及人对分数的记法和计算都比现在复杂得多．例如，他




分叫做“第三部分”．例如，




这样，通过二个部分与第三部分；三个部分与第四部分的结合来表示出一个整体．现在的西欧，有时也用第三(third)、第四(fourth)、第五(fifth)等语言来表达三分之一、四分之一这类分数的含义．按此规律理解，五分之一可认为与四个部分结合成一个整体的第五部分．从语言的角度，五分之二(twofifths)就无法表达了．

随着分数范围的不断扩大，计算方法的不断改进，埃及人用“单位分数”(分子是1的分数)来表示分数：




对一般分数则拆成“单位分数”表示①．例如，(用现代符号表示)




二、代数

在兰德纸草书中，因为求含一个未知量的方程解法在埃及语中发“哈喔”(hau)音，故称其为“阿哈算法”．

“阿哈算法”实际上是求解一元一次方程式的方法．兰德纸草书第26题则是简单一例．用现代语言表达为：




古埃及人是按照如下方法计算的：




12，则12即是所求的量．

这种求解方法也称“暂定前提”(false assumption)法，即：首先，根据所求的量而选择一个数．在兰德纸草书第26题中，选择了4．因为




实际上，这个问题用列方程的方法很容易计算．设所求量为x，则：




解之得：x＝12．

在用“阿哈算法”求解的问题中，也含有求平方根的问题，柏林纸草书中有如下的问题：




方形，两个正方形面积的和为100，试计算两个正方形的边长．”

不妨从“暂定的前提”出发，首先取边长为1的正方形，那么另一




方形的边长分别为8和6．

如果列成现代的方程式求解，是很简单的．










所以，两个正方形的边长分别为8和6．

埃及人对“级数”也有了简单的认识，在纸草书中，用象形文字写出一列数7，49，343，2401，16807，并与之对应一列词：“图画”，“猫”，“老鼠”，“大麦”，“容器”，最后，给出和数为19607．实际上，这是公比为7的等比数列．对此，有的数学史家解释为：“有7个人，每人有7只猫，每只猫能吃7只老鼠，而每只老鼠吃7穗大麦，每穗大麦种植后可以长出7容器大麦．”从这个题目中，可以写出怎样的一列数，它们的和是多少？这种题目就涉及到求数列和的问题．

三、几何

埃及人创建的几何以适用工具为特征，以求面积和体积为具体内容．他们曾提出计算土地面积、仓库容积、粮食堆的体积、建筑中所用石料和其它材料多寡等法则．

埃及人能应用正确的公式来计算三角形、长方形、梯形的面积．把三角形底边二等分，乘以高；同样，把梯形两平行边之和二等分，乘以高分别作为三角形和梯形的面积．另外，埃及人还能对不同的面积单位进行互相换算．

在埃及埃特夫街的赫尔斯神殿的文书中，记载着很多关于三角形和四边形面积计算问题，如图1．1．但是，他们把四边形二对边之和的一半与另二对边和的一半之积作为其面积，这显然是不对的，只是长方形时，这才是正确的计算公式．




埃及人曾采用s＝(8d/9)2(其中s是圆的面积、d是圆的直径)来计算圆的面积．由此得到：




能把π值精确到小数点后一位，在那个时代，应该说是一件了不起的事，巴比伦人在数学高度发展时期，还常常取π＝3．

在计算体积方面，经考察兰德等纸草书发现，埃及人已经知道立方体、柱体等一些简单图形体积的计算方法，并指出立方体、直棱柱、圆柱的体积公式为“底面积乘以高”．

有材料证实，在埃及几何中，最突出的一项工作是发现截棱锥体的体积公式，(锥体的底是正方形)，此公式若用现代数学符号表示为：




其中h是高，a和b是下、上底的边长．

像这样的公式，若认为是靠经验得到的，理由则是不够充分的．按当时埃及人已掌握的数学知识，我们可做如下理论推导：

把正棱台分成4个部分，即1个长方体、2个棱柱、1个棱锥．如图1．2，假如棱锥的体积是已知的，可得公式：




可推测，(1)式是由(2)式的代数变形得到的，但是，当时的埃及人比较擅长于具体数值的计算，还没掌握对一般量的推导．这里似乎埃及受巴比伦代数的影响，掌握了一定的数学推理方法．




从公式(2)推出公式(1)，可考虑采用了如下方法：

假定一个棱垂直于底面，把图1．2中的两个棱柱分别变为高是原







是，最下层为a2，中间层为ab，最上层为b2．由此可得到其总体体积为：




与(1)式相符．







按如上方法推导公式(1)，是没有超越埃及当时的数学水平的，但是，也没有充分的依据来断定埃及人就使用了这种方法．对此有各种不同的猜




是纸草书中提及的特殊情况)，埃及人才推导出公式(1)．




第三节 埃及人对数学的应用及对数学发展的贡献



一、埃及人对数学的应用

埃及的数学是从生产和生活实际中产生的，反过来，他们又力争把所获得的数学知识应用于实践．

埃及人把数学知识应用到管理国家和教会的事物中，譬如，确定付给劳役者的报酬，求谷仓的容积和田地的面积，征收按土地面积估出的地税，计算修造房屋和防御工程所需的砖数．

把数学应用于酿酒等方面的计算．他们利用术语“比数”(pesu)，即一个单位谷物生产出酒的量或面包的个数，按下面方法计算：

谷物的量×比数=酒量(或面包的个数)．

在这些简单的计算中，常常需要进行单位的换算．

把数学应用到天文的计算中．从第一朝代开始，尼罗河就是埃及人的生命源泉，他们日出而作，日落而息，必须掌握四季气候变迁的规律，力求准确预报洪水到来的日期，进行大量的计算．他们还把几何知识与天文知识结合起来，用于建造神庙，使一年里某些天的阳光能以特定方式照射到庙宇里．金字塔的方位也朝向天上特定的方向，而斯芬克斯(即狮面人身像)的面则是朝东的．金字塔代表了埃及人对几何的另一种用法，竭力使金字塔的底为有规则的形状，底和高的尺寸之比也是有特殊意义的．

二、埃及人对数学发展的贡献

当我们回顾埃及数学的产生与发展时，不难看出，埃及人推动了数学的产生和应用．其中，对数学发展产生很大影响的希腊数学，也曾借鉴过埃及数学．譬如，希腊人曾学习过埃及那种特定方式乘法和单位分数的计算，然后又发展了这种计算方法．另外，关于确定图形面积和体积的规则，可能希腊人也是从埃及人那里学来的，但是，对于这些规则的证明，是由希腊人完成的．

埃及人没有把零散的数学知识系统化，使之成为一门独立学科，只是做为一种工具，把形式上没有联系的简单法则，用于解决人们在日常生活中所碰到的问题．埃及人对数学的主要贡献，我们做简略地归纳：

(1)基本完成了特定方式的四则运算，并且把它们推广到分数上，已经有了求近似平方根的方法．

(2)他们能够用算术方法处理一次方程和某些类型的二次方程问题．

(3)他们已经有了算术级数和几何级数的知识．

(4)在几何方面，得到了某些平面图形和立体图形的求积方法．

(5)得到较好的圆周率值(在那个时期)，正确认识了把圆分为若干相等部分的问题．

(6)他们已经熟悉了比例的基本原理，某些数学史家还认为埃及数学有三角函数的萌芽．




第二章 巴比伦数学






第一节 巴比伦数学产生的社会背景



巴比伦人是指曾居住在底格里斯河与幼发拉底河两河之间及其流域上的一些民族，他们创造了文化，也创造了具有本民族特色的数学．

大约在公元前1800年前，在两河流域建立了巴比伦王国Babylonia)，首都巴比伦(Babylon)是今日伊拉克的一部分，位于巴格达南面约100公里．大约在公元前4000年左右，苏默人(Sumerians)开始在两河流域(古代称美索波达米亚Mesopotamia)定居，大约在公元前3000年创造了自己的文化．到了公元前1700年左右，在汉穆拉比(Hammurabi)王统治期间国势强盛，文化得到了高度发展，以制定一部法典而垂名后世．

汉穆拉比把自己称为“苏默人和阿卡德人的大王”，把一切权力集于一身．汉穆拉比作为最高统治者，非常关心灌溉系统的发展，采取各种灌溉措施，制造抽水机，并在全国范围内划分土地，分配收获的粮食，修建谷仓储存粮米，发展贸易，向邻近国家输出农产品，同时也带来了高利贷的发展．所有这些都是促使数学得以产生与发展的社会因素．

促进巴比伦数学发展的另一个因素是货币交换制度的初步建立．开始时，巴比伦人把实物或者银器作为货币单位，国家征收税务、民间物资交换都用规定的实物或银器进行支付．后来，采用银币代替了实物交换，这样就需要进行各种单位换算，从而推进了数学的发展．

尽管巴比伦统治者频繁更替，而对数学知识的传播和使用，从远古时代直到亚里山大时代却始终没有间断．

古代巴比伦人是用祖传的泥板书记载数学内容的，然而，保存下来的泥板书却没有埃及纸草书那样多．可能是因为泥板书靠太阳或火烧烘干，遇到风吹雨淋，难于保存原样．另外，巴比伦人的书写字迹也阻碍了长篇论著的编撰．

在巴比伦泥板书中，引人注目的是普林顿322号．这是哥伦比亚大学普林顿(G．A．Plimpton)收集馆的第322号收藏品．此泥板书是在公元前1900年至前1600年间用古巴比伦字体写的．

普林顿322号是保存下来的一块残缺不全的泥板书，但仍然保存着大体形状，只是左边掉下一块，靠右边中间部分也有一个很深的洞，左上角也脱落了一片，但可以清楚地看到，有三列比较完整的数字，不妨用现代符号(10进位)表出，如图2.1．




经过对图表的认真分析，就会发现：两列中的对应数字(除了4个例外)构成一个边长为整数的直角三角形的斜边和一个直角边．

现在人们把象(3，4，5)这样的，能组成直角三角形三条边的一组正整数称为毕氏三数(Pythagorean triple)．在这样一组数中，若除1以外，没有其它因子，就称它为素毕氏三数．在普林顿泥板书之后的1000多年后，人们证明了素毕氏三数(a，b，c)能用下列参数式表示：

a=2αβ，b=α2-β2，c＝α2+β2．

其中α，β互素，奇偶相异，且α＞β．若α＝2，β=1，则得素毕氏三数a＝4，b=3，c＝5．

我们若用普林顿泥板书上给出的斜边c和直角边b来确定那个边为整数的直角三角形的另一边，则可得到下列毕氏三数：




应该指出，上表中的毕氏三数，除第11行和第15行外，都是素毕氏三数．为了便于讨论，我们又列出了这些毕氏三数的参数值．通过普林顿322号泥板书，不难看出，古巴比伦人早就知道素毕氏三数的一般参数表达式．

在书写古巴比伦数学简略历史时，我们首先举出了普林顿322号泥板书，作为在那样的社会背景之下，数学研究的重要结晶，使读者形成初步印象，以便进一步探索古巴比伦的数学内容．




第二节 巴比伦的数学



巴比伦人和埃及人一样，是首先对数学的萌芽作出贡献的民族，对其原始数学内容的考证，大部分来自近百年来考古研究的结果．

一、记数法与进位制

一百多年前，人们发现巴比伦人是用楔形文字(Cuneiform)来记数的．他们是用头部呈三角形的木笔把字刻写在软泥板上，然后，用火烧或晒干使它坚如石，以便保存下来进行数学知识交流．由于字的形状象楔子，所以人们称为楔形文字．




他们用垂直的楔形来表示1，如




．用末端二个横向楔形表示10，如




．用记号




表示35．用记号




表示9，后来简化为




．

以上可以看出，巴比伦人创建的数的体系与埃及、罗马数字颇为相似．但是，值得我们注意的是巴比伦人已经有了位值制的观念，通常为60进制．这种认识的主要根据是地质学家劳夫特斯(W．K．Loftus)于1854年在森开莱(现在的拉山或拉莎)发掘出汉穆拉比时代的泥板书，上面记载着一串数字，前7个是1，4，9，16，25，36，49，之后中断，而在应该是64的地方，看到的却是1·4，其后接着写出1·21，再后是2·24，直到最后写的是58·1．这个数列只有假定其为60进位时，才能很自然接续，即：

1·4＝60＋4＝64=82，

1·21=60＋21＝81＝92，

……………………

58·1=58×60＋1＝3481＝592．

应该指出，巴比伦人的位值制有时也不甚明确；因为完整的位值制记数法，必须有表示零的记号，但在早期的泥板书上尚没有发现零号．例如，(5·6·3)可表示5×602＋6×60＋3＝18363，也可表




下文来分析、确定．

古巴比伦的60进位法之产生年代是相当久远的．但据有的材料记载，早期的苏默人是不知道60进位制的．从他们所用的数学符号中可以看出，大约在公元前3000年以前，是用以下记号来记数的：




1，10，60的记号是用头部是圆形的木笔刻成，而1和60的记号都是半圆形，只是大小不一样，10的记号是圆形，600的记号是10和




到了公元前2000年左右，开始使用楔形文字，以此又建立一套数的记号，不妨做如下比较：




通过如上二种数码的表示法之比较，不难看出，巴比伦采用60进制是很自然的①．

二、算术运算

由于巴比伦从1到59的数码都是以1和10或更多一些数的记号为基本记号结合而成的，因此，在此范围内的加减法不过是加上或去掉某种记号罢了．

巴比伦人对整数的乘法，采取了“分乘相加”的方法．例如，某数乘以27，他们先乘20，再乘7，然后把结果相加，最后得出结果．他们还造出了一些乘法表．(左边是巴比伦人的记号，右边用现代符号表示)




巴比伦人在做整数除以整数时，采用了乘以倒数的方法，并且还造出了倒数表．

巴比伦人研究了数的平方和开平方、立方和开立方的问题．当方根是整数时，给出了准确的值．对于其它方根，由于采用60进位制，只能是近似值．并造出了简单的平方、平方根、立方、立方根表．巴比伦人也曾给出了求a2＋b型的方根近似公式：







数大．到了希腊时期，著名数学家阿基米德(Archi－medes)、海伦(Heron)创造出了平方后比原数小的近似公式．

三、代

巴比伦人不但具有数系和数字运算的一些知识，他们也具有处理一般代数问题的能力．

例如：在赛凯莱(Senkereh)出土的古巴比伦(汉穆拉比王朝时期)的原典AO8862，记载着下面的问题：(用现代语言叙述)

一块长方形土地面积加上长与宽之差为3.3①(即183)，而长与宽之和为27，这块地的长、宽、面积各几何？

(1)古巴比伦人的解法：(按60进制计算)

27＋3.3=3.30

2＋27=29

29÷2＝14.30

14；30×14；30＝3.30；15

3.30；15-3.30＝0；15

0；15的平方根是0；30

14；30＋0；30=15 (长)

14；30-0；30=14

因为原来是将27加上2，现在应从14减2，则宽是14－2= 12

故得到，15×12＝3.0(面积)

15-2＝13

3.0＋3＝3.




读者可以辨认，以上例题的解法是从6行到29行之间，是用楔形文字书写的．

(2)如果用现代的列二元一次方程组的方法解，则很简便．

设长为x，宽为y，可列成如下方程组：




从AO8862原典的最后一行的结果看出，x＝15，y＝12是满足方程组(1)的解的．

在前面解题时，实际上是用新的宽y'代替原宽y，即：

y'=y+2，y=y'-2．

使用如上这种代换方法，使问题简单化了．代换后，可得到新的二元一次方程组：




把方程组(2)的第1式加到方程组(1)的第2式，可立刻得出(在原典中，清楚地写着)

27+3.3=3.30

2+27＝29

之后，继续解方程组(2)．从上边的具体问题求解中，我们可以悟出解方程组的一般方法，用现代符号表示，可谓：




其解为：







巴比伦人求解的各个步骤是符合解方程组的一般方法的，但是，他们没有给出求解的一般公式．

在巴比伦人利用楔形文字撰写的原典中，也有解一元二次方程的例子．例如：由两正方形并组成一个面积为1000，一正方形边为另一正方形边的




巴比伦人是按如下方法求解的：(用现代符号表示)

设两个正方形边长分别为x，y．




得到一个正整数解为：x＝30．

以上说明巴比伦人在汉穆拉比时代已经掌握了解二元一次和一元二次方程的方法，但仍然是用算术方法求解．巴比伦人对简单的三次和四次方程也求解过．例如在原典中有这样的题目：一个立方体，其体积为




长、宽、高分别为x、y、z，体积为V，实际上是求解方程组




解此方程组，涉及算立方根问题，巴比伦人用数表来求解(见算术运算部分的数表)．

四、几何

在古巴比伦时期，常常把几何问题化为代数问题来解决．在他们心目中，几何似乎不占有重要位置．但是，在20世纪中叶布尔昂(E．M．Buuins)博士和鲁达(M．Rutten)撰写的《斯萨数学书》(Textes mathè matiques de Suse，MèmoiresMission archèol en lran XXXIV，Paris，1961)中，指出了在斯萨出土的古巴比伦的楔形文字原典中，含有求正多边形和圆的面积的近似公式，说明古巴比伦人对几何问题也有一定的兴趣．

例如，在拉尔萨(Larsa)出土的古巴比伦原典VAT8512中，有下面的问题(用现代符号和语言叙述)．

已知底边b＝30的三角形，由平行于底的直线把其分成两部分，即高分别为h1、h2的梯形F1和三角形F2，且面积F1-F2＝S＝7.0 h2-h1=h＝20，求割线长(x)．




由以上条件，可建立如下关系式：




由图2．3可知，比例式

h2∶h1=x∶(b-x) (5)

成立．

根据以上条件，可解出x，即：










由上可知，巴比伦人建立的关于x，h1，h2的关系式是正确的．但是，还没有理由(证据)说明以上是一种纯粹代数的推演．数学史家尤伯尔(P．Huber)对(4)式做了如下解释(Isis Vol46，p104)：




如果在三角形一边加一个长为h1＋h2的长方形，拼成一个上、下底边长分别为c和a＝c＋b的梯形，延长割线x，把此梯形分成两部分，如图2．4其面积差为：

(F1-F2)-c(h2-h1)＝s-ch．




的面积分成二等分z，并给出




(参考MKT I，p131)可得到(6)式的证明：




按照尤伯尔的解释，以上的解法思路是几何学的思想，而不是代数的．

巴比伦人很早就知道毕达哥拉斯定理(勾股定理)，并能应用此定理解决具体的、比较简单的问题，在古巴比伦的数学原典中有记载，并使用了1500年之久，直到赛莱乌科斯王朝时代(公元前310年以后)的著作中，仍有记载．

巴比伦人也会求棱柱、圆柱、棱台、圆台的体积，他们用高乘以两底面积和的一半的方法进行计算．

五、数论

巴比伦人不仅在代数中的工作显得很出色，在算术中，也不断推广研究范围，在《楔形文字的数学书》(Cuneiform Te－xtesmathématigues)中，也记载了一些关于初等数论的内容，有人认为，希腊的毕达哥拉斯学派继承和发展了古巴比伦人的工作．

巴比伦人能够求出简单的级数和．例如，可求出公比为2的等比级数的和

1＋2＋4＋……＋29＝29＋(29-1)＝210-1．

他们还给出了从1到10的整数平方和，似乎应用了下列公式：




巴比伦人的代数中，也含有一些数论．他们求出了好几组毕达哥拉斯三元数组，还求出了x2＋y2＝2z2的整数解．




第三节 巴比伦人对数学的应用及对数学发展的贡献



一、巴比伦人对数学的应用

尽管巴比伦人的数学知识是粗浅的、有限的，但在他们的生产、生活中的很多方面都应用了数学．

1．巴比伦人把数学应用到商业方面．巴比伦位于古代贸易的通道上，为便于商品交换、发展经济，他们用简单的算术和代数知识测量长度和重量，来兑换钱币和交换商品，计算单利和复利，计算税额以及分配粮食，划分土地和分配遗产等等．

2．把数学应用到兴修水利上．巴比伦人应用数学知识计算挖运河、修堤坝所需人数和工作日数，也把数学应用到测定谷仓和房屋的容积，计算修筑时所需用的砖数等．

3．把数学应用到天文研究方面．大约在亚述时代(公元前700年左右)开始用数学解决天文学的实际问题．在公元前3世纪之后，用数学知识来计算月球和行星的运动，并通过记录的数据，确定太阳和月球的特定位置和亏蚀时间．

也应该注意到，巴比伦人观察天文现象，直接得出了作为以后三角学的基础概念．当时巴比伦人观察在天空中运行的星体，看它们在夭空中的位移情况．他们把天空看作半球面，因此测量不是在平面上，而必须是在球面上进行的．鉴于此，巴比伦人较早考察的是球面三角的概念，而不是平面三角的概念．

也应该指出，在古巴比伦时期，当产生各种科学领域基本概念的同时，假科学也获得了发展．这种假科学与天文学、数学都有密切的关系，它们阻碍了数学的发展．这种假科学主要指星相术和数的神秘论．

星相术认为单个人的生活和整个人类社会，都依赖于天空中的行星相互间的排列．即行星在人的生活中有“影响”，并且把它们崇拜为神．由此，他们作出了进一步的结论，由行星在天空中的相互排列，在一个人出生时就能够预言他将来的命运如何．这种星相术又从巴比伦传播到其他民族，阻碍了科学的发展．

巴比伦人也曾把“数”神秘化．例如，当巴比伦人崇拜三个天体(太阳、月亮、金星)时，数码3便被看作“幸福的”．更晚一些时间，当已经崇拜7个天体时，数7就被当作“幸福的”．实际上，许多民族都赋予数3和7以神秘的意义．总之，星相术和数的神秘化，阻碍了人类的正确认识的发展．

二、古巴比伦人对数学发展的贡献

巴比伦人从远古时代开始，已经积累了一定的数学知识，并能应用于解决实际问题．从数学本身看，他们的数学知识也只是观察和经验所得，没有综合结论和证明，但是，也要充分认识他们对数学所做出的贡献．

1．在算术方面，他们对整数和分数有了较系统的写法，在记数中，已经有了位值制的观念，从而把算术推进到一定的高度，并用之于解决许多实际问题，特别是天文方面的问题．

2．在代数方面，巴比伦人用特殊的名称和记号来表示未知量，采用了少数几个运算记号，解出了含有一个或较多个未知量的几种形式的方程，特别是解出了二次方程，这些都是代数的开端．巴比伦人能够求解的方程类型可简略归纳如下：

ax＝b，x2＝a，x2+ax＝b，x2-ax＝b，x3=a，x2(x+1)＝a．

在解决实际问题中，他们能够通过算术运算方法解二元一次方程组，例如以下几种类型：




3．在几何方面，巴比伦人认识到了关于平行线间的比例关系和初步的毕达哥拉斯定理，会求出简单几何图形的面积和体积，并建立了在特定情况下的底面是正方形的棱台体积公式




4．在天文学方面，他们已有一系列长期观察记录，并且已经发现了许多准确性很高的天文学周期．他们计算月球和行星的运动，给出天体在不同时期所处位置的数表，并计算天文历书等．

综上，可以看出巴比伦人对初等数学的几个方面都有一定贡献．但是，他们对圆面积度量时，常取π＝3，计算结果不如古埃及人精确．




第三章 希腊数学



著名数学史家克莱因(M．Kline)在其名著《古今数学思想》中指出，希腊人在文明史上首屈一指，在数学史上至高无上．他们虽然也取用了周围其他文明世界的一些东西，但希腊人创造了他们自己的文明和文化，这是一切文明中最宏伟的，是对现代西方文化的发展影响最大的……．




第一节 古希腊数学产生的背景及研究依据



正当数学面临着积累起来的大量资料，有待于整理、创新，使之条理化、系统化时，首先把这些零散的数学知识经过归纳、提炼、开拓、发展并著书立说的民族是希腊人．他们开始尝试对命题的证明，对今日数学的奠基起到了十分重要的作用．正如M．克莱因所说：“数学作为一门有组织的、独立的和理性的学科来说，在公元前600到300年之间的古典希腊学者登场之前是不存在的．”(《古今数学思想》)

一、古希腊数学产生、发展的背景

数学在希腊的发展，有其社会原因．古代希腊人定居在小亚细亚，即欧洲大陆上如今希腊所在地区以及意大利南部，西西里(Sicily)，克里特(Crete)，罗德斯(Rhodes)，第罗斯(De－los)和北非等地区．当时，希腊为奴隶社会，早期进行了一系列变革，使之变得比较完善，比较先进．马克思把她比喻为“发育正常的小孩”．恩格斯也指出，这种奴隶制“使农业和工业之间的更大规模的分工成为可能，从而为古代文化的繁荣，即为希腊文化创造了条件．没有奴隶制，就没有希腊国家，就没有希腊的艺术和科学，……”．因此，社会的变革，对希腊文化的发展，起到了非常重要的作用．

希腊人大约在公元前775年左右实施了文字改革，把他们用过的各种象形文字书写系统改换成腓尼基人的拼音字母．采用了拼音字母之后，希腊人变得更加通文达理，更有能力和条件来记载他们的历史和思想，也更有利于进行数学逻辑运算和推演了．

希腊是埃及、巴比伦的邻国．地理位置为希腊人游访埃及、巴比伦，并与之贸易往来创造了方便条件．通过这些往来活动，使希腊人有机会了解、学习埃及人、巴比伦人创造的数学．例如，被誉为希腊哲学、数学和科学的诞生地——小亚细亚、爱奥尼亚(Ionia)地区的米利都(Miletus)滨临地中海，来自希腊本土、腓尼基和埃及的船舶都驶进它的港口，并有队商大道与巴比伦相通．

古代希腊形成了多个数学学派，他们的活动和研究，对数学的发展和传播是有重要作用的．古希腊数学延续了1000年左右，这在数学发展史上也是屈指可数的几个国家之一．

二、研究古希腊数学的主要依据

在历史上，希腊曾遭受过波斯人的侵略，使希腊人受到不少磨难，文化活动中心发生转移和改变，记载数学书籍和文献也被破坏．

现在研究希腊数学，主要依据是拜占庭的希腊文的手抄本，这是在希腊原著写成后500年到1500年之间录写成的．其原因是，希腊的原文手稿没有保存下来(由纸草书写成易于毁坏，加之希腊的大图书馆毁于兵燹)．

希腊数学的抄录本，可能做了若干修改．例如，我们虽无希腊人海伦(Heron)的手稿，但我们知道他对欧几里得《几何原本》做了若干改动．他给出了不同的证明，添补了一些定理的新例子和逆定理．就是希恩自己也提到，他改动了《几何原本》的若干部分．

另外，研究希腊数学还要依靠两批评述本，其一是帕波斯(Pappus，公元3世纪)撰写的《数学汇编》(Sgnagoge或Mathematical Collection)；其二是普罗克洛斯(Proclus，410---485)撰写的．《评述》(Commentary)．这是研究希腊数学史的两部重要史料．

要从如上资料中，把希腊数学发展的历史整理出来，是一项浩繁而复杂的工作，由于学者们的艰苦努力，已经基本弄清希腊数学的基本史实．但是，有些结论也有争议，可望在深入研究和探索中，进一步澄清史实．




第二节 创建学派，师徒相传



古希腊数学是在先后相继几个中心地点发展起来的，每个中心地点，总是由一两个伟大学者组织成群的学者开展学术活动，为数学大厦的筑起添砖加瓦．用现在的语言描述，乃为创建学派，师徒相传，推动数学的发展与传播．

一、爱奥尼亚学派

这个学派是由泰勒斯(Thales，约公元前625---前547)创建的．泰勒斯早年跟随父亲从商，由于贸易往来，有机会游访埃及、巴比伦等国家和地区，在游访期间，被当时兴旺发达的文化所吸引，萌发兴趣，开始倾心学习和研究天文、几何知识．被誉为“古希腊七贤人”之首．

数学与哲学联系，尤其是在古代，很多数学家都懂得一定的哲学知识，正像我国古代的数学家一般都懂得历法知识一样，泰勒斯也是一位哲学家．在他的学说里，首次对自然界进行脱离宗教的解释，他认为水是万物之源，一切都是由水形成的，一切事物的本质都依水的状态而改变．结论是，植物的生命保存在它的汁液里，因为植物干燥了就会死；动物的生命保存在血液里，甚至火焰也要吸取湿润．

根据现存原典史料证明，泰勒斯是古希腊的第一位天文学家．由于他准确地预言公元前585年5月28日的日食时间，使泰勒斯名声大振．据说古代两个奴隶制国家交战，5年未见胜负，泰勒斯扬言上天要制止战争，以某月某日必日食来作警告．果然到了那一天，两军正在酣战不停，突然太阳失去光辉，百鸟归巢，明星闪烁，白昼顿成黑夜．双方士兵将领大为恐惧，于是停战和好，后来两国还互通婚姻．

泰勒斯创建的学派---爱奥尼亚学派对数学的发展起到了很大作用，尤其对几何学的发展，起到的作用更大．有人认为泰勒斯是数学历史上第一位几何学家．

根据欧几里得《几何原本》第一卷的注释者普罗克洛斯记载的史料，充分说明了泰勒斯学派确立和证明了为人们所公认的第一批几何定理．这种记载源于希腊数学史家欧德莫斯(Eude－mus of Rhodes，约公元前335年)所著《几何学史》，遗憾的是这部著作已经失传．

根据普罗克洛斯记载，泰勒斯至少证明了如下几个命题：

(1)圆被任一直径所平分．

(2)等腰三角形的两底角相等．在古代，曾把角相等称作“相似”(Similar)．

(3)两条直线相交，对顶角相等．

(4)两个三角形两角与所夹边对应相等，则两个三角形全等．有人证实泰勒斯曾利用这条定理测定海上两船间的距离．

泰勒斯是用如下简单的方法测量的：

假设：A，B是两条船，可望不可及．在岸上引AC垂直于AB，D是AC的中点，过C点向AB相反方向，引CE垂直于CA(使B，D，E在同一条直线上)这时，CE和AB距离相等，CE是可直接测量的．




根据希腊历史学家普鲁塔克(Plutarch，约46---120)的记载，泰勒斯曾应用两个等角三角形对应边成比例的定理，测出金字塔的高度．具体作法是将一根标杆竖立在平地上，利用塔影长与标杆影长的比，等于塔高与标杆高的比，来算出塔高．也有的学者说泰勒斯是根据当标杆影长和标杆长相等时，塔高与塔影也相等的道理推得的．有人认为这两种说法都有不妥之处．

根据有的史料记载，泰勒斯还发现了“半圆上的圆周角都是直角”的命题，但是，也有的史料指出了这个命题在巴比伦的数学中已经出现了，它与计算弦到圆心的距离有关系．而其证明应属泰勒斯．

从以上可以看出，泰勒斯学派并不满足于知其然，还要追求所以然的道理．他迈出了对数学命题证明的关键一步，为平面上线与角的理论奠定了基础，把科学的方法渗透于数学真理之中，载入数学史册．这标志着人们对客观事物的认识从感性上升到理性，这在数学发展史上也是一个重要飞跃．因为数学中的逻辑证明，能保证命题的正确性，使理论立于不败之地，令人深信不疑，也能揭示出各定理间的内在联系，使数学构成严密的体系．

二、毕达哥拉斯学派

这个学派是以贵族式的观念形态作为基础，与在当时撒摩斯岛(Samos，现土耳其西岸小岛)的古希腊民主制的观念形态，形成尖锐的对立，是具有神秘色彩的组织．领头人毕达哥拉斯(Pythagoras，约公元前572---前501)生于撒摩斯岛．关于毕达哥拉斯本人有很多传说，甚至很难判断哪些传说是符合实际的，哪些是虚构的．就连他的生卒年月也很难确定．




毕达哥拉斯年轻时期，游历了很多地方，特别是游访古埃及和古巴比伦等地，学习了一些数学知识，大约在公元前530年回国，开始组建学派．这个学派的主张和观念曾引起撒摩斯公民的不满情绪，毕达哥拉斯为了避开人们的舆论，只好离开自己出生的本土，逃往希腊的移民区阿佩宁半岛，并定居在克罗托那(Crotona)城，重新建立学派．由于毕达哥拉斯参与政治活动，后来被杀害．他死后，其门徒散居到希腊其他学术中心，继续传授他的教诲，达200年之久．

毕达哥拉斯首先研究了数学的抽象概念，希腊学者亚里士多德曾说，毕达哥拉斯学派把数看作是真实物质对象的终极组成部分．数不能离开感觉到的对象而独立存在，即早期毕达哥拉斯学派认为一切对象由(整)数组成，或者说数乃宇宙的要素．因为他们心目中的数就如同我们心目中的原子一样，把数看作是现实的本源，是严谨性和次序性的根据，是在宇宙体系里控制着天然的永恒关系，企图用数来解释一切．甚至认为万物都包含数(整数)，且万物也都是数(整数)．对周围观察到的现象，也都是用数的关系来说明．例如，当听到悦耳的音乐时，觉察到“和声”谐音，毕达哥拉斯学派认为只能用3根弦才能发出此音，其长度之比为3∶4∶6，并在很多场合，也都发现这种比例关系，立方体的面数、顶点数、棱数的比为6∶8∶12．

由于毕达哥拉斯学派赋予数如此重大的意义，因此，毕达哥拉斯学派非常注意研究数，也就是开始研究数的理论，研究数的性质，而注重实际的计算．

毕达哥拉斯学派首先使用了更加方便的记数系统，采用了腓尼基人所用的希腊字母表中的字母并增加某些腓尼基的字母来表示数．现仅举数码1---9的表示法(为了把数与字母区分开，在字母的上面画一横线)．




毕达哥拉斯学派还依据几何和哲学的神秘性来对“数”进行分类，按照几何图形分类，可分成“三角形数”；“正方形数”；“长方形数”；“五角形数”等等．如图3．2




实际上，以上各种类型的象形数，可从等差级数和导出来．




1＋3＋5＋……＋(2n-1)=n2 (正方形数)

2＋4＋6＋……＋2n=n(n＋1) (长方形数)




例如，正方形数的图形可分为小正方形和曲尺形(gnomon)，反复分割，小正方形内一点和曲尺形内点的和，即是奇数系列之和：1+3+5+……




毕达哥拉斯学派还把“数”分成“完全数”和“相亲数”．如果一个数除其本身外的所有因数的和等于这个数，那么这个数就叫“完全数”．例如，6是完全数，因为它的每个因数之和为6，即：6＝1＋2＋3．若两个数中每个数的因数的和等于另一个数，这两个数叫做“相亲数”．按此定义，220和284是相亲数．因为220的因数之和为：1＋2＋4＋5＋10+11+20＋22＋44＋55＋110＝284，而284的各因数之和为：1＋2＋4＋71＋142=220．毕达哥拉斯学派还声称：“谁是我的朋友，就应该像数220和284一样．”

毕达哥拉斯发现了著名的“勾股定理”．但是，在什么情况发现的？怎样证明的？说法不尽一致．普罗克洛斯在注释欧几里得《几何原本》第1卷题47时，说得也不明确，指出在古代历史上有各种传说，据说这个定理是毕达哥拉斯发现的，毕达哥拉斯为了庆贺自己的业绩，杀了一百头牛．普洛塔克(Plutarch，约46---120)也有类似的说法，指出毕达哥拉斯是用填加面积的方法证明“勾股定理”的．

在直角三角形中，二条直角边分别为a，b，斜边长为c，以a＋b为一边画正方形，这样，在此正方形中，含4个直角三角形、一个以a为边的正方形和一个以b为边的正方形，如图3．4(a)







另外，再画一个以a＋b为边长的正方形，如图3．4(b)经过分割，这个正方形含有4个直角三角形和1个边长为c的正方形．因为两个正方形(即(a)和(b))面积相等，各减去同样的4个直角三角形的面积，立刻得到：

a2＋b2＝c2．

毕达哥拉斯学派通过“勾股定理”揭示了直角三角形三边之间的关







度，其“证明方法”用现代符号可叙述为：




于是根据毕达哥拉斯定理得：p2＝2q2．由于p2是偶数，p必为偶数




p既然是偶数，可设p＝2α，于是p2＝4α2=2q2．因此，q2＝2α2，这样，q2是偶数，于是q也是偶数，但q同时又是奇数，产生矛盾．

实际上，毕达哥拉斯学派发现“勾股定理”之后，很容易过渡到对新数---无理数的发现，但毕达哥拉斯学派认为这违背了他们的信条(世界上一切都是由整数和整数之比构成)，相传毕达哥拉斯学派成员在海上游玩，把无理数的宣传者希帕索斯(Hippa－sus，约公元前5世纪)推到波涛汹涌的大海里．希腊人称不可公度量之比为αλoγos(algos，意即不能表达)，当时，人们都在回避这种量，导致了数学史上的第一次危机．

毕达哥拉斯学派还研究了关于正多边形和正多面体的作图问题，尤其是首先完成了正五边形的作图，为解决正多边体的作图问题奠定了基础．毕达哥拉斯学派曾作出了当时所有可能的正多面体：具有4个等边三角形面的正四面体，具有8个等边三角形面的正八面体，由20个正三角形围成的正二十面体，由6个正四边形围成的正六面体，由12个正五边形围成的正十二面体．毕达哥拉斯学派认为这些都是“宇宙图形”，将四面体称为火；八面体称为气；二十面体称为水；六面体称为土；十二面体称为宇宙．他们认为在整个几何体中最优美的是球．

毕达哥拉斯学派在对数学的发现中，不断追求“美”的形式．他们认为日、月、五星都是球形，浮悬在太空中，这是最完美的立体，而圆是最完美的平面图．就是曾被誉为“巧妙的比例”，并染上各种各样瑰丽诡秘色彩的“黄金分割”也是这个学派首先认识到的．




综上，使我们认识到，毕达哥拉斯学派对于研究解决数学问题的方法，发挥了很大作用．他们规定在数学中必须坚持严格证明，对数学的发展具有特殊意义．

三、诡辩学派

“诡辩”(Sophism σóφτσμα)一词含“智慧”之意，诡辩学派也译作“哲人学派”或“智人学派”．

诡辩学派主要是以讲授修辞学、雄辩术、文法、逻辑、数学、天文等科为职业，也经常出入群众集会场所，发表应时的演说等，其代表人物是普洛塔哥拉斯(Protagoras，约公元前481---前411)，哥尔基亚(Gorgias，约公元前487---前380)安蒂丰(Antiphon，公元前480？---前411)等．

值得注意的是，数学历史中著名的“三大几何难题”的研究始于诡辩学派．“三大几何难题”虽然不能精确求解，对其研究和探索，却引出了大量的数学发现．

(1)倍立方问题，即求作一立方体，使其体积是一已知立方体的2倍．

关于这个问题的产生众说纷纭其中有一种说法是，在第罗斯(Delos)岛上，瘟疫不断蔓延，岛上的人求教于巫神，巫神告诉他们应把现有立方祭坛加倍．这就产生了“倍立方问题”，也称“第罗斯问题”．

这个问题，实际上是已知立方体的边长为a，求作边长为x的立方




诡辩学派试图利用直尺(没有刻度)和圆规作出图形，据说希腊毕达哥拉斯学派的希波克拉底(Hippokrates，约公元前470---前430)曾把倍立方问题归结为求线段a与2a之间的两个等比例中项，不妨用现代数学符号表示，设：x，y为两个比例中项，有：

a∶x＝x∶y＝y∶2a

∵a∶x=x∶y 则：x2=ay (1)

∵x∶y＝y∶2a 则：y2=2ax (2)

由(1)和(2)，消掉y，则：x4=2a3x，∴x3＝2a3即为所求．

虽然希波克拉底没能根据所谓“几何作图法”(只用没有刻度的直尺和圆规，分别只能画直线和圆)求出x、y，但是他把立体问题转化到平面中来解决，这种思考方法是难能可贵的，是希波克拉底的重要贡献，为后人用二个矩(直角尺)作出a与2a两个等比中项奠定了基础．

倍立方问题虽然不能精确求解，但希腊人对它的研究与探索，推动了数学的发现．例如，门奈赫莫斯(Menaechmus，约公元前4世纪中叶)给出了这个问题的两种解法，由此发现了圆锥曲线．下边简述门奈赫莫斯的解法：

① 作两条有公共顶点的、其轴互相垂直的抛物线，并且使得其中一个的正焦弦为另一个的2倍．设x表示从两条抛物线的另一个交点向较小的抛物线的轴所作垂线之长．于是，以x为边的立方体的体积等于以较小的正焦弦为边的立方体的体积的2倍．(用现代解析几何证明这种作图法是正确的．)

② 作一正焦弦为s的抛物线，然后作一横截轴等于4s且以抛物线之轴为其渐近线的等轴双曲线，并且过抛物线顶点作其切线．设x为从两条曲线的交点向抛物线的轴所作垂线之长，则x3＝2s3．(用现代解析几何证明这种作图法是正确的．)

另外，狄俄克利斯(Diocles，公元前2世纪)在解决这个问题时，发现了蔓叶线．

(2)任意角三等分问题

按希腊时期几何作图法的要求，①直尺只能做连结两点的直线之用；②圆规只能做画圆之用，不许作分度计或量长度之用．在这两个条件限制下，任意角三等分是不可能的．

希腊学者把任意角三等分问题归结为斜向问题，对它研究与探索，发现了蚌线等等．

如果没有几何作图法的限制，任意角三等分问题当然可以解决，三等分法有几十种之多，不妨举两个例子．




如图3．6所示，首先将直尺三等分，分点是D和E，取直尺DR过B点垂直于PQ，垂足是D．以DQ为直径，E为圆心画半圆，与BC边相切于F．△BPE是等腰三角形，BD⊥PE，∴∠PBD＝∠DBE，另外，BD和BF是从圆外一点B引出的两条切线，则∠DBE＝∠EBF．所以，∠PBD=∠DBE=∠EBF，这便将∠ABC三等分了．

如图3．7，在已知∠ABC的一边AB上，取一点D，引DE垂直于BC，DF平行于BC，取一直尺，上面刻上三点P，Q，R，且PQ＝QR＝DB，直尺通过点B(DE过点P，DF过点R)，由此，△PDR是直角三角形，且Q是斜边PR之中点，PQ＝DQ=RQ，∴∠DQB＝2∠BRD，又∵PQ＝QR＝DB，∴DQ＝DB，∴∠DQB＝∠DBQ．另外，DF∥BC，∴∠BRD＝∠RBC，故∠DBQ＝2∠RBC，直线BR是∠ABC的三等分线．

上面二种作法都能将任意角三等分，但是，已经突破了希腊时期的“初等几何作图法”的要求．




若用代数思想解释这两个古老问题，也是很清晰的．实际上，倍立方和任意角三等分问题，都是属于求解三次方程问题．直尺画出的直线可表示为一次方程

ax＋by＋c＝0

而用圆规画圆，其方程可表示为二次方程

x2+y2＋ax+by+c=0

仅用直线和圆构成的图形是不能求解三次方程的．因此，用初等作图法解决如上两个问题是不可能的．

(3)化圆为方问题．即：求作一正方形，使其面积等于一已知圆．

远在公元前1800年，古代埃及人就取正方形的边长等于给定圆的直




希腊时期的希波克拉底(Hippocrates)成功地求出了某些特殊的由两个圆弧围成的月形面积，当然没有解决化圆为方问题，但确实解决了一个有关的问题．设ABC是一等腰三角形(图3．8)，并设它内接于中心为O的半圆，设AEB是以AB为直径的半圆．则有：半圆ABC的面积∶半圆AEB的面积E＝AC2∶AB2＝2∶1，所以，OADB的面积等于半圆AEB的面积．现在把两者的公共面积ADB去掉，则有月牙形(阴影部分)的面积等于三角形AOB的面积．




上边的例子说明希波克拉底从探索曲边形面积与直边形面积相等的思路，试图来解决“化圆为方”的问题．

希波克拉底另一个月形求积问题是，设ABCD等于以AD为直径的圆的内接正六边形的一半．作该圆与以AB为直径的半圆之间的月形．试证明：梯形ABCD的面积等于该月形面积的3倍加上以AB为直径的半圆的面积．

若取消作图工具的限制，“化圆为方”问题也是可以解决的．欧洲文艺复兴时代的大师达·芬奇(L．Davinci，1452---1519)曾创建用圆柱来解决化圆为方问题的巧妙方法．取一圆柱，使底和已知圆相等，高是半径之半，将这圆柱在平面上滚动一周，产生一个矩形，使矩形的




形．

2000多年来，“三大几何难题”显现出经久不息的魅力，无数具有聪明才智的有志之士曾做出不懈的努力，都未如愿以偿．直到1637年，法国数学家笛卡儿(Descartes，1596---1650)创建解析几何，尺规作图的可能性才有了准则．1837年，数学家凡齐尔(P．L．Wantzel，1814---1848)给出了“倍立方”，“任意角三等分”不可能性的证明．1882年，数学家林德曼(F．Lindemann，1852---1939)证明π的超越性，“化圆为方问题”的不可能也得以确立．1895年，克莱因(F．Kline，1849---1925)给出了三大几何难题不可能用“初等几何作图法”解决的简单而明晰的证明，彻底解决了2000多年的悬案．

值得注意的是，随着人们对“几何三大难题”的研究，激发了人们对数学新概念的研究和探索，例如，对圆锥曲线，三、四次代数曲线及割圆曲线等等的发现，就是在寻求解决“几何三大难题”中应刃而生的．对数学理论的发展，也是有重要作用的．譬如，在对“化圆为方”的研究中，希腊学者安蒂丰先作圆内接正方形，将边数加倍，得内接正八边形，再加倍，得正十六边形，这样继续下去，最后的正多边形必与圆周相合．也就是多边形与圆的“差”必会“穷竭”，于是可以化圆为方了．结论虽然是错误的，但提出了一种有重要价值的“穷竭法”，它是近代极限理论的雏形．

四、厄勒亚学派

这个学派主要活动在厄勒亚(Elea，意大利的南um耑)地区，主要代表人物是芝诺(Zeno约公元前496---430)．他首次用量的观点揭示运动中的矛盾，提出了4个违背运动常识的悖论．芝诺提出4个悖论的目的尚需进一步探索．而其背景是，当时人们对空间和时间有两种对立的看法：一种认为空间和时间无限可分，这样，运动则是连续而平滑的；另一种认为空间和时间是由不可分的小段组成的，这样，运动则是一连串的小跳动．芝诺的悖论是针对这两种理论的，他的关于运动的4条悖论的前两条是反对第一种学说的，而后两条是反对第二种学说的．我们不妨简略地考察一下4条悖论．

(1)二分法说(dichotomy)：认为运动不存在，因为一个物体从A到B，首先要通过AB距离的一半，但要通过一半，必须通过一半的




诺认为此物体永远不能到达B地．

也有人把芝诺的悖论理解为：要通过有限长度就必须通过无穷多的点，这就意味着必须到达没有终点的某种东西的终点．

(2)追龟说：据说在希腊有一位快走如飞的阿基里斯(A－chilles)，芝诺认为他永远追不上步履迟钝的龟．譬如说，阿基里斯以10倍的速度追逐距离他100米处爬行的龟．当阿基里斯走100米时，龟爬了10米，




米，这样永远相隔1小段距离，所以，总也追不上．

实际上，这个问题用极限方法可以马上得出结论．他(它)们走过




何处阿基里斯能追逐到龟，可从下列式子得出：







(3)飞箭静止说：芝诺认为飞箭在任一瞬刻必在一确定位置，因而是静止的，于是，所谓运动不过是多个静止点的总和．

(4)运动场(Stadium)论：两组个数相同的物体沿跑道相向移动，一组从终点出发，而另一组是从中点运动，两者以相同速度移动，芝诺认为一半的时间和整个时间相等．

按照芝诺提出的观点，设有甲、乙、丙三排运动员，(如图3．9)，并设在单位时间内，乙排往左移动一步，而丙排则往右移动一步，于是相对于乙排而看丙排就移动了两步．因此使丙向右方移动一步所需的时间为半个单位，所以半个时间单位等于一个时间单位．




悖论思想不仅在运动方面存在，而且渗透到社会领域．相传在远古时期就曾产生过悖论．据说一个残忍的国王，下令不许外地人进入他的领地，否则就要处以死刑．并规定进入他的领地若说真话，要处以砍头罪，若说假话处以淹死罪．一天，一个聪明的外地农民大摇大摆地进入了他的领地，说：我是来被淹死的．守卫领土的士兵无法处刑，如果认为他说的是真话，应处以砍头罪，如果一旦执行，他的话便是假话．如果认为他说的假话，应处以淹死罪，一旦执行，他的话又变成真话．这样，使国王也束手无策，只好放走农民．这说明悖论思想充满了矛盾，需要我们认真研究与探索．

芝诺在描述运动中，产生了悖论思想，实际上，芝诺的认识已经接近极限观念的边缘，但他最终还是否认了运动的真实性，没能认识极限．值此，应该认识到，悖论思想给数学界以极大的影响，直到集合理论建立时，仍余波未尽．

五、柏拉图学派

这个学派是继诡辩学派之后兴起的．其主要代表人物是柏拉图(Plato，约公元前427---347)，他年轻时曾跟随希腊哲学家苏格拉底(Socrates，公元前468---399)学习哲学，受到逻辑思想影响，尔后成为雅典举世瞩目的大哲学家．柏拉图在雅典建立了自己的学派，对其哲学思想的产生和扩大影响具有重要意义．柏拉图从毕达哥拉斯学派吸收了许多数学观点，并运用到自己的学说中，因此，柏拉图的哲学提高了对数学科学的兴趣．他认为，不知道数学的人，不可能接受哲学知识，充分认识到了数学对研究哲学和宇宙的重要作用，并积极鼓励自己的朋友、学生学习和研究数学．据说，在他的学园门口写着：“不懂几何者不得入内．”

柏拉图在其著作《共和国》(Republic)中，曾强调：我们必须竭力奉劝我国未来的主人学习算术，不是像业余爱好者那样来学，而必须学到唯有靠心智才能认识数的性质那种程度；也不像商人和小贩那样，仅是为着做买卖去学，而是为了军事上的应用，为了灵魂本身去学的．(学习算术)是使灵魂从暂存过渡到真理和永存的捷径．我所说的意思是算术有伟大和崇高的作用，它迫使灵魂用抽象的数来进行推理，而厌弃在辩论中引入可见和可捉摸的对象……．

柏拉图学派重视数学的严谨性，在教学中，坚持准确地定义数学概念，强调清晰地阐述逻辑证明，系统地运用分析方法和推理方法；例如，在推理中，假设已知所求未知数，再以这个假设为基础，得出已知量与未知量应当存在的关系式的结论，归根到底是化为求未知量．柏拉图学派把这种方法运用到作几何图形上．

在柏拉图思想的影响下，希腊学者重视对数学的学习和研究，出现了一批对数学发展作出贡献的数学家．例如，欧多克索斯(Eudoxus，约公元前408---355))曾是柏拉图的学生，他创造性地排除了毕达哥拉斯学派只能适用于可通约量的算术方法，用公理法建立比例论，欧几里得《几何原本》第五卷《比例论》的大部分内容是欧多克索斯的工作成果．

欧多克索斯曾证明了对近代极限理论发展起重要作用的命题，例如，“取去一量之半，再取去所余之半，这样继续下去，可使所余的量小于另一任给的小量．”他也曾提出过：“对任意两个正数a，b，必存在自然数n，使得na＞b”的重要命题．(这里采用现代分析学的说法)．后来，在阿基米德的名著《论球和柱》(On the Sphere and Cylinder)中，给予了几何意义的阐述，在现代数学中，被誉为“阿基米德公理”．

欧多克索斯比较熟练地利用“穷举法”证明了“圆锥、棱锥的体积




棱锥体积V2，两者关系有三种可能：V1＞3V2；V1＜3V2；V1=3V2，排除前二种情况，则只有V1=3V2成立．

柏拉图的另一位学生亚里士多德是吕园学派的创始人和领导者，被誉为形式逻辑的鼻祖，其思想影响西方数千年，他也非常重视数学的学习和研究，他所给出的点、线、面、体的定义，广为传播．他还应用演绎逻辑的方法对许多数学问题作出了证明．

柏拉图学派主张科学的任务是发现自然界的结构，并把它在演绎系统里表述出来，首次提出了应该把严格推理法则系统化，从而为数学走向新的阶段起到了前导作用．

综上，我们列举了希腊时期的几个学派的工作，以此来了解这个时期数学的发展．实际上，希腊学派的建立是推动数学发展和传播的重要因素，在数学历史中，产生很大影响．可谓创建学派的师徒相传，对数学发展产生莫大的推动力．




第三节 撰写名著，始创初等数学体系



值此之前，希腊各学派积累了很多数学知识，但都没有形成比较完整的体系，到了亚历山大时期，希腊数学家们在柏拉图几何思想的启示下，开始将数学知识进行系统整理，使之脱离哲学而成独立学科，从用实验和观察而建立起来的经验科学，过渡为演绎的科学，把逻辑证明系统地引入数学中．完成此项具有划时代意义工作的是亚历山大前期第一个大数学家欧几里得(Eu－clid，约公元前330---前270)，他撰写名著《几何原本》(Elemen-ts)开创了数学发展的新时期，使初等数学形成了体系．

一、欧几里得《几何原本》产生的背景

公元前338年，马其顿的菲力蒲王征服了雅典，希腊便沦为马其顿帝国的一部分，从此，雅典处于衰败的状态．在公元前336年时，菲力蒲王去世，由其子亚历山大大帝继承王位．亚历山大大帝野心勃勃，发动了空前的侵略战争，将文明世界的大部分区域并入新兴的马其顿帝国之版图．当亚历山大大帝进入埃及后，于公元前332年建造了亚历山大里亚城，公元前323年亚历山大大帝去世后，紧接着内部混乱，军阀割据，而埃及由托勒密(Ptolemy)掌管，他是亚里士多德的学生，并从老师那里学到了治学思想，便努力发展科学文化，繁荣经济，很快使亚历山大里亚成为当时世界的文化中心和商业中心，并创建了著名的博物馆和图书馆，培育了年轻一代学者．当时，这座繁荣的城市吸引着众多的有志学者，其中两个人是最主要的人物，他们有力地推动了数学的发展．他们是欧几里得和阿基米德．

欧几里得的生平，现在知道的甚少，由帕波斯(Pappus，约300---350)记述，欧几里得在公元前300年左右，在托勒密王的邀请下，来到亚历山大里亚教学．人们称赞欧几里得治学精神严谨、谦虚，是一个温良敦厚的数学教育家．欧几里得在从事数学教育中，总是循循善诱地启发学生，提倡刻苦钻研，弄懂弄通，反对投机取巧、急功近利的狭隘思想．斯特比亚斯记述一个有趣的故事：“一个学生学习几何时，才开始学习完一个定理，就问老师---;欧几里得，学了之后能得到什么好处呢？欧几里得说：给他三个钱币算了，他就想得到这点利益．”

欧几里得在从事数学教育中，善于积累数学知识，并进行了拓宽与创新．他的巨著《几何原本》是一生中最重要的工作，这部著作的形成具有无以伦比的历史意义．他精僻地总结了人类长时期积累的数学成就，建立了数学的科学体系，为后世继续学习和研究数学提供了课题和资料，使几何学的发展充满了活的生机．这部著作长时期被人崇拜、信仰，从来没有一本教科书，象《几何原本》那样长期广为传颂．从1482年到19世纪末，欧几里得《几何原本》的印刷本竟用各种文字印刷1000版以上，在此之前，它的手抄本统御几何学也已达近1800年之久．

欧几里得继承和发展了前人的数学知识，《几何原本》所用到的材料大部分是希腊前期各学派创建的成果．据普罗克洛斯

另外，欧几里得还采用了欧多克索斯等学者的一些定理，并加以完善．《几何原本》所采用的公理、定理都是经过细致斟酌、筛选而成，并按严谨的科学体系进行编排，使之系统化、理论化，超过了以前的所有著作，因此，当《几何原本》问世之后，其它诸类逐渐消声匿迹了．

欧几里得还曾撰写过其它的著作，据一些材料记载，主要是《光学》(Optica)；《反射光学》(Catoptrica)解决镜的反射问题；《论音乐》(Sectiocanonis)研究音乐理论；《论天文现象》(Phaenomena)，天文学的初步理论，主要解决天体运转、黄道分割等问题．

二、欧几里得《几何原本》的主要内容

欧几里得本人撰写的《几何原本》手稿现已无存，所以他的著作只能参考其他作者的许多修订本、评注本和简评重新整理出来．欧几里得的《几何原本》的所有英文版和拉丁文版都来源于希腊人的手稿．这些来源是亚历山大里亚城的戴恩(Theon，公元4世纪末)对欧几里得《几何原本》的修订本，戴恩修订本的抄本，戴恩讲课记录以及佩拉(F．Peyrard，1760---1822)在梵蒂冈图书馆里发现的一本希腊手稿．这本10世纪的手稿是赛翁以前出版的一本欧几里得著作手抄本．数学史家海伯格(J．L Heiberg)最早编集了《欧几里得全集》八篇，这是我们能见到的标准的《欧几里得原本》，后来，又根据海伯格的深入研究，进行各种考证，开始定本．从第一篇到第五篇，有从希腊文译成的拉丁文本，并附有详细脚注，其余各篇由达塔(Data)等学者完成．

在这个基础上，英国数学史家希思(T．L．Heath，1861---1940)把海伯格等校订的希腊原文翻译成英文，并附有详细的注释．对现在研究《几何原本》有重要参考价值．

另外，有人又把海伯格版的著作译成德文．这种德文版没有希思那样的详细注释，但是对进一步研究《几何原本》，尚有方便之处．

希思还用现代数学符号注释希腊古代数学书籍，撰写成：Histoy of Greek Mathematics，2 Vols，Oxford，1921．

希思在同一年，又撰写成：Euclid in Greek，Book I，Cambridge，1921．在此著作中，收录了《几何原本》的第一篇，并对序论做了适当的注释．

现在流行的《几何原本》(希思版本)，由13篇组成，将内容简要介绍如下．首先看一下欧几里得《几何原本》的基本结构，归纳成下表，会一目了然．










在希腊时期，公理和公设是有区别的．公理是数学各分支都承认的基本道理，公设则只是几何学中所需要的基本道理．按照希腊时期的含义，不承认公理，整个数学体系都将产生变化；不承认公设，只牵涉到几何学体系．现代学者已不再将它们区分，而统称为公理了．

第一篇：主要叙述全等形的一些定理、平行线、毕达哥拉斯定理、初等作图法、平行四边形等．在一些命题的证明中，显现出希腊人的聪明和才智．

例如命题5：等腰三角形两底角相等．

欧几里得延长AB到F(图3．10)，延长AC到G，使BF＝CG．于是，△AFC≌△AGB．因而，FC＝GB，∠ACF=∠ABG，且∠3＝∠4．

∵△CBF≌△BCG，则∠5=∠6，

故∠1＝∠2




《几何原本》中的证法比目前一些初级中学课本中的证明还好，因为后者在此就假定了角A存在角平分线．但这个存在性的证明要依靠命题5．

第二篇：主要阐述了几何代数法．由于希腊人不承认无理数，这就很难从数量上解决长度、面积、体积等问题，他们曾用线段来代替数．第二篇的头10个命题，揭示了一些代数恒等式的几何等价关系．尤其是命题12和命题13更引人注意．这两个命题合并在一起用现代语言叙述，即：在一个钝角(锐角)三角形中，该钝角(锐角)的对边的平方等于三角形其余两边的平方和加上(减去)这两边之一与另一边在其上的投影之积的2倍．实际上，这两个命题是毕达哥拉斯定理的推广，现在我们称之为“余弦定理”．

第三篇：首先给出有关图的定义，然后着手讨论弦、切线、割线、圆心角及圆周角等等．这些定理多数是现代中学几何课本中的内容．例如：

命题16，通过圆直径一端垂直于直径的直线全在圆外，且在这直线和圆周之间的空间内不能再插入另一直线；半圆和直径夹角大于而半圆和垂线夹角小于直线间的任何锐角．

此定理的新颖之处在于考察了切线与圆弧间的空间，他不仅说在这空间里不能作过切点并全部在圆外的直线，并考察了切线与圆弧的夹角．

第四篇：主要论述圆的内接和外切图形---三角形、正方形、正五边形和正六边形，最后一命题讲怎样在一给定圆内作正15边形．

第五篇：对欧多克索斯比例理论作了精彩的阐述．欧多克索斯的比例定义(即两个比相等)是很重要的，即：如果有4个量，取第一个量和第三个量的任何相等的倍数，取第二个量和第四个量的任何相等的倍数，当第一个量的倍数大于、等于或小于第二个量的倍数时，相应地有第三个量的倍数大于、等于或小于第四个量的倍数，那么我们就说，第一个量与第二个量的比等于第三个量与第四个量的比．换言之，如果a，b，c，d是4个不分正负的量，a和b为同类量(均为线段或角或面积或体积)，c和d为同类量，且对于任意正整数λ和μ，相应于λc=μd(或λc＞μd或λc＜μd)有λα=μb(或λ＞αμb或λα＜μb)则a∶b=c∶d．欧多克索斯的比例理论为数学分析实数系的建立提供了条件．

第六篇：将比例理论应用于平面几何．主要讨论相似形问题．还有二次方程的几何解，并对毕达哥拉斯定理作了推广．

第七、八、九篇总共包括102个命题，主要是初等数论的内容．定义了奇数和偶数，素数和合成数，平方数和立方数，完全数等等．

第七篇：命题1指出，“若在两个不等数中，每当从大数中尽可能地减去小数，再从小数中尽可能地减去所得余数，又从前一余数中尽可能地减去下一余数，如此下去，并且任何余数都不是前一余数的约数，直至达到1为止，则此两给定数互为素数”．这个命题是用归谬法证明的，从此可以得出求不是互素的两个或三个数的最大公约数的方法．第七篇其余部分讨论素数的性质．

第八篇：研究有关连比例数的定理．该篇指出如何在两个数之间插入若干几何中项，并证明了，如果两个数a与b之比等于另外两个数c与d之比，且a与b之间有n个几何中项，则在c与d之间也有n个几何中项．

第九篇：在此篇中发展了素数的理论，并且指出素数的个数是无限的．命题20：“素数比任何指定的数目都多”．欧几里得对此定理的证明，已被数学家们普遍地认为是数学的典范．此证明是用间接方法即归谬法(reductio ad absurdum)完成的．现简述为：若只有有限个素数，不妨用α，β，…，l表示，设Q＝αβ…l，则Q＋1要么是素数，要么是合数．但是，因为α，β，…，l是全部素数．而Q＋1大于α，β，…，l中的任一个数，所以不可能是素数．另一方面，若Q＋1是合数，它必定能被某素数q整除．但是q必定是全部素数α，β，…，l的集合中的一个元素，这就是说， q是Q的一个因子，结果q不能整除Q＋1，于是我们最初假设(素数只有有限个)不能成立，此定理得证．

在本篇命题35采用了比较巧妙的方法来求几何级数的和：如果有任意多个数连成比例，并且第二个数与最后一数都可以减去第一个数，则第二个数的增量与第一个数之比，将等于最后一数的增量与最后一数前面的所有数之和的比．例如，若级数是

a1，a2，a3，…，an，an+1




现在，如果有任意多个数成连比例，则由于任一前项与后项之比等于所有前项的和与所有后项的和之比(第七篇命题12)，故将所有前项与所有后项相加，即得




这个关系即可确定Sn，即a1+a2+a3+…+an．但欧几里得实际上没有用这个方法来求几何级数的和，而是用它来建立确定完全数的法则．

第十篇：主要讨论无理量．本篇中的16个定义可分为三类，第一类(4个定义)：主要阐述可通约量(Symmetra mege－the)，不可通约量(asymmetra de)，有理性和无理性的一般定义．第二类(6个定义)：为了表示6个和无理量，确定6个二项线段(ek du honomaton)．第三类：为了表示6个差形无理量，确定6个余线段(apotome)．应该说这一篇是欧几里得的杰作，一些数学史家认为第十篇最为完美，远非其它各篇甚至第五篇所能比拟的．

值得注意的是命题1，它提供了穷竭法的基础，实际上，此种方法早在欧多克索斯时已经使用过，到了欧几里得手中已经能运用自如了．命题1的含意是，取两不等量，若从大量中减去一个大于或等于它本身一半的量，再从余量中减去大于或等于这余量一半的量，并且不断重复这一程序，则最后剩下的将是一个比所取二量中较小的一个还要小的量．欧几里得的证明如下：

设AB与c为二给定的不等量，AB＞c．同时c的某一倍数一定会大于AB(定义4)．不妨设EF是c的倍数，则EF＞AB．将EF分成几部分，即EM，MN，NF各与c相等．从AB割去大于它本身一半的AD，再从剩下的DB割去大于本身之一半的DG，这样不断继续下去，直到AB的分段数目与EF的分段数目相等．




设AD，DG，GB为AB的分段，其段数与EM，MN，NF的段数相等．由于EF大于AB，并从EF已经割去了小于其一半的FN从AB已经割去了大于其一半的AD，所以剩下来的NE大于剩下来的DB．

由于NF＞DB，并且从NE已经割去了其一半，即MN，从DB已经割去了大于其一半的DG，由此可知剩下来的EM大于剩下来的GB．但是，EM＝c即GB＜c，亦即剩下来的量小于给定二量中较小的量．此命题得证．

第十一篇至第十三篇集中讨论了立体几何问题．第十一篇把平面直线和平面角的几何学推广到平面和平面所构成的角上．立体角的定义是由两个以上的平面角所包围的角，这些平面角不在同一平面内，但都是从同一点作出的．

第十二篇：主要应用“穷竭法”证明一些命题．穷竭法(Method of exhaustion)的“穷竭”一词起源于相继作正内接多边形“穷竭”了圆的面积．希腊人并没有用这个词，到了17世纪，人们才使用这个名词．这种方法，仅仅是走向严格极限概念的一步，但是，我们会看到这种方法是严格的．它依赖于间接证法，不含明确的极限步骤，实际上，有人认为欧几里得在面积和体积方面的工作比牛顿和莱布尼兹这方面的工作严密可靠，因后者试图建立代数方法和数系并想用极限概念．

命题1：圆内接相似多边形之比等于圆直径平方比．

命题2：圆与圆之比等于其直径平方之比．

欧几里得对命题2的证明步骤如下：

设两圆分别为ABCD和abcd；BD与bd分别是两圆直径．若圆ABCD面积：圆abcd面积≠BD2∶bd2，则BD2与bd2之比将等于圆ABCD与某一大于或小于圆abcd面积之比．

(1)设BD2与bd2之比等于圆ABCD与一较小面积之比，令比较小面积为S．在圆abcd内作正方形abcd，如图3．12．通过a，b，c，d作圆的切线，于是构成一圆外切正方形，并且它的面积将是正方形abcd的面积的2倍．由于圆的面积小于其外切正方形的面积，所以内接正方形的面积大于圆abcd的面积的一半．




现在将弧ab，bc，cd，da在e，f，g，h处平分，并连接ae，eb，bf，fc，cg，gd，dh，ha．在e点作切线，于是在ab上完成了一个长方形．此长方形是三角形abe的2倍，因为弓形aeb小于此长方形，所以，三角形abe大于弓形aeb的一半．同理，对于弓形bfc等等也是如此．若把余下的各弧，例如ae再予以平分，且把它们的中点同a和e等点连接，最后就会得到一些弓形，其面积小于圆abcd的面积与面积S之差．由第十篇命题1(即：对于两个不相等的量，若从较大量减去一个比它的一半还要大量，再从所余量减去大于其半的量，并继续重复执行这一步骤，就能使所余的一个量小于原来那个较小量)，多边形aebfcgdh就大于面积S．再在圆ABCD内作内接多边形AEBFCGDH，它与多边形aebfcgdh相似．于是多边形AEBFCGDH之面积：多边形aebfcgdh的面积=BD2∶bd2．

而BD2∶bd2=圆AEBFCGDH∶S，

所以，圆AEBFCGDH∶S=多边形 AEBFCGDH∶多边形aebfcgdh，故圆AEBFCGDH∶多边形AEBFCGDH=S∶多边形aebfcgdh．又因为圆AEBFCGDH大于其内接多边形，所以面积S大于多边形aebfcgdh之面积．由假设，它也小于多边形aebfcgdh之面积，这是不对的．

(2)同理可证，圆ABCD与一个大于圆abcd的面积之比，不可能等于BD2与bd2之比．

第十三篇：叙述了球的五种内接正多面体(即四面体、立方体、八面体、十二面体和二十面体)的作图法，实际上是要建立立体的边(棱)与球的半径之间的关系．欧几里得通过巧妙的推理得出了下列结果：







在最后的命题18，证明了正多面体不能多于5种．

三、欧几里得《几何原本》的历史意义

欧几里得《几何原本》是一部最早且内容丰富的数学著作，是在公理法的基础上，逻辑地创造几何学的首次尝试．

1．欧几里得创造性地建立了初等数学体系，采用先摆出所用公理，明确提出所用的定义，由浅入深地揭示一系列定理的方法．这样编排符合人们的认识规律，所以，一直被人们所沿用．

2．欧几里得在《几何原本》中，对公理的选择是很出色的，使得用一小批公理证出几百个定理，其中，有很多是深奥的，尤其对平行公理的处理更显得高明．在定理的取舍方面，他是经过认真筛选的．例如：在《几何原本》中没有列入三角形三条高交于一点(在初等数学中最一般)的定理，还有一些欧几里得其它著作中的定理，在此他也不屑一顾．

3．欧几里得把逻辑证明系统地引入数学中，强调逻辑证明是确立数学命题真实性的一个基本方法，从而把数学作为演绎系统建立起来，使数学从经验知识上升成为理论知识，真正意义的数学科学从此诞生，并相对独立地得到发展．

4．欧几里得示范地规定了几何证明的方法：分析法，综合法及归谬法．有的证明相当精练，有独道之处．

5．对欧几里得撰写《几何原本》的目的有不同看法，有人认为是给数学家看的学术著作，也有人说是写给学生的课本，普罗克洛斯比较相信后一种说法．确实《几何原本》对数学教育产生了极为深远的影响，两千年来，一直被公认为初等数学的基础教材．

当然，《几何原本》也有其不完善的地方，例如，没有逻辑依据地运用了运动的概念，认为把图形从一处移动到另一处时所有性质保持不变，等等．

总之，欧几里得《几何原本》的著成与传播，标志着数学进入一个新的阶段．在中国，17世纪始有《几何原本》前6卷的译本，直到19世纪中叶，才有完整的《几何原本》的译本．《几何原本》的传入，曾对中国数学和数学教育产生了深远的影响．




第四节 阿基米德对数学发展的贡献






阿基米德(Archimedes，公元前287---前212)是数学历史上最伟大的数学家之一，近代数学史家贝尔(E．T．Bell，1883---1960)说：“任何一张列出有史以来三个最伟大的数学家的名单中，必定包括阿基米德，另外两个通常是牛顿和高斯．不过以他们的丰功伟绩和所处的时代背景来比，拿他们影响当代和后世的深邃久远来比较，还应首推阿基米德．”阿基米德的名字在他同时代的人们中成为贤明的象征，他会用简单的方法解最难的问题．古希腊著名的作家和历史学家普鲁塔克(Plutarch，公元前1世纪)说：把这样困难的题目解决得如此简单和明白，在数学里没有听到过，假如有谁尝试一下自己解这些题目，他会什么也得不到．但是，如果他熟悉了阿基米德的解法，那么他就会立刻得出这样的印象，这个解法他自己也会找到．阿基米德用如此容易和简明的方法把我们引向目的．

阿基米德出生于意大利半岛南端西西里岛的叙拉古，他的父亲是天文学家，曾撰写过有关太阳和月球直径的文章．阿基米德早年在亚历山大学习，以后和亚历山大的学者一直保持联系．

阿基米德终生倾心对科学的研究，常常沉浸于忘我的思考之中，普鲁塔克曾写道：阿基米德废寝忘食，完全忽视关心自己的身体．经常要强迫他去洗澡，在洗澡中，擦上香油膏，然而就在这时，他用手指在自己擦上油膏的身体上画几何图形．古罗马建筑师维脱罗卫(Vitruvius，公元前2世纪)记述的阿基米德发现浮体规律的情景，令人感叹不已．有一次叙拉古的亥厄洛(Hieron)王让人制造纯金的皇冠．做成后国王怀疑是否完全用纯金制成，便请素称多能的阿基米德来鉴定．阿基米德曾长时间地思考解决的方法，正在苦闷之中，他到公共浴池洗澡，当浸入装满水的浴盆中时，水漫溢到盆外，而身体重量顿觉减轻．于是，他忽然想到不同质料的东西，虽然重量相同，但因体积不同，排去的水必不相等．根据这一道理，不仅可以判断皇冠是否掺有杂质，而且知道偷去黄金的重量．这次成功的发现使阿基米德大吃一惊，他光着身子跑出浴池，大声喊：“我找到了”．经过仔细地实验，他终于发现了流体静力学的基本原理：“阿基米德原理”---物体在液体中减轻的重量，等于排去液体的重量．

在阿基米德一生的最后几年中，表现出了真挚的爱国热情．他为祖国的安危献出了自己全部力量和智慧．当罗马军队首领马塞拉斯率领大军进攻叙拉古时，阿基米德发挥了自己的聪明才智，制造新的机械对抗罗马当时先进的军事设施．他制造了许多武器，做好在任何情况下击退敌人的准备．若敌人离城市很远，便用巨大的远射程投射机器，发射大量的“重炮弹”和“火箭”，击败敌人的战船．当阿基米德发觉炮弹落得太远，不能击中船只时，便使用了适合较小距离的投射机器．这样，使罗马军队胆战心惊，以致他们无力再向前推进．希腊文献记载，当罗马兵船靠近城下，阿基米德用巨大火镜反射日光使兵船焚烧．另一种说法是他用投火器，将燃烧着的东西弹出去，烧毁敌人的战船．总之，阿基米德竭尽全力，发明各种新式器械，给罗马军队以沉重的打击，为保卫祖国作出了重大贡献．后来，终因叛徒的出卖，叙拉古城失守了．一种说法是阿基米德似乎并不知道城池已破，仍沉迷于数学的深思，埋头画几何图形．当一个罗马士兵冲到他面前时，阿基米德严肃地说：“走开，不要动我的图．”罗马士兵听了，觉得受到污辱，就拔剑刺死了阿基米德．终年75岁．根据阿基米德生前遗嘱，在墓碑上刻着球内切于圆柱的图形，象征着他特别珍视的发明．

阿基米德在数学中做出很多贡献，他的许多著作的手稿一直保存到现在．一些数学史家都把他的原著译成现代文字．例如，希思的英译本，兹瓦利那的德译本，维尔·埃斯克(P．Ver．Ee－cke)的法译本，还有荷兰的迪克特赫斯(E．J．Dijksterhuis)的名著《阿基米德》．其著作涉及的范围很广，也说明他对前人在数学中的一切发现具有渊博的知识．保存下来的阿基米德著作多半是几何内容的著作，也有一部分力学和计算问题的著作．主要是《论球与圆柱》(On the Sphere and Cylin der)，《论抛物线求积法》(On Quadrature of the Parabola)，《圆的度量》(Measurement of a Circle)，《论螺线》(OnSpirals)，《论平板的平衡》(On Plane Equilibriums)，《论锥型体与球型体》(On Conoids Spheroids)，《砂粒计算》(The Sand Reckoner)，《论方法》(On Method)(阿基米德给厄拉托塞的书信中，关于几何学的某些定理)，《论浮体》(On Floating Bodies)，《引理》．在这些著作中的几何方面，他补充了许多关于平面曲线图形求积法和确定曲面所包围体积方面的独创研究．在这些研究中，他预见到了极微分割的概念，这个观念在17世纪的数学中起到了重要作用，其本身就是微积分的先声，但缺乏极限概念．阿基米德的求积法蕴育着积分思想的萌芽，利用这种方法，发现了定理







阿基米德研究了曲线图形求积的问题，并且用穷竭法建立了这样的结果：“任何由直线和直角圆锥体的截面所包围的弓形(即抛物线)，







下面是阿基米德的简略证明，可以揭示他的研究方法．AQ1Q4是一抛物线弓形，抛物线顶点为A(如图3．14)．Q1Q4交抛物线的轴于O点．Q1O和Q4O各在Q2和Q3处平分，作图中所示的各线段就可完成图形．现在，Q1O2＝4Q2O2＝4BC2，AO＝4AC，因此BQ2＝3AC．










采用同样方法重复把Q1Q2，Q2O平分就可证明(1)式的右方加上




等．在这些线上不断这样做下去，就可证明抛物线弓形面积是




这里△是指△AQ1O4．

然而阿基米德没有求极限的观念，他是用归谬法来证明他的结论的．这种证法的要点是，如果所求面积不等于给定的面积S，它就一定同时大于它又小于它．而这是不合理的，由此，推知抛物线弓形的面积等于




阿基米德在《圆的度量》(Measurement of acircle)一文中，利用外切与内接96边形求得圆周率π：







史上最早给出的关于圆周率的误差估计．

在进行证明时，阿基米德避免了借助无穷小量这个概念，因为这个概念一直是希腊人所怀疑的．他考虑了内接多边形和外切多边形．他确立这个基本原理的方法是说明并证明：“给定二不等量，则不论大量与小量之比如何接近1，都有可能：(1)求出两条直线，使得较长的与较短的之比更小(大于1)；(2)作一圆或扇形的相似外切多边形和内接多边形，使得外切多边形的周长或面积，与内接多边形的周长或面积之比小于给定的比”．然后就像欧几里得所做过的那样，他证明如果不断把边数加倍，最后会留下一些弓形，它们加起来比任何指定的面积都要小．阿基米德对此做了一点补充，即指出若把外切多边形的边数增加到足够多，就能使多边形的面积与圆的面积之差，小于任何给定的面积．




阿基米德还研究了螺线，撰写了《论螺线》一书，有人认为，从某种意义来说，这是阿基米德对数学的全部贡献中最出色的部分．许多学者都在他的作螺线切线的方法中预见到了微积分方法．值得称道的是，他用运动的观点定义数学对象，如果一条射线绕其端点匀速旋转，同时有一动点从端点开始沿射线作匀速运动，那么这个点就描出一条螺线．这种螺线后来称为“阿基米德螺线”．螺线有一个基本性质，把矢径的长度和初始线从初始位置旋转时所通过的角度联系起来．此基本性质是以命题14出现的，现在都以r＝aθ这个方程来表示之．阿基米德然后证明了，在第一个周转和初始线之间所包围的面积，亦即在矢径O与2




写道：“我认为螺线和回到原处的直线所围的面积，等于以该固定点作




有一直线在螺线的末端与螺线相切’并从固定端另作一直线垂直于旋转一周后返回到原处的直线，以致与切线相遇，我认为这样做成的与切线相遇的直线，就等于这个圆的圆周”．此即为《论螺线》一书中命题24．

阿基米德在《砂粒计算》(论数砂)著作中，设计出了一种表示大数的计数系统，能表示超出当时希腊计数系统所能表示的数．在阿基米德之前，希腊人的计算扩大到不超过10000，并将10000叫做无数之多．阿基米德把无数之多当作一种新的单位，把无数之多引入计算，并且提出了更高位的单位．据说阿基米德向希腊数学家们提出过一个“群牛问题”．实质上要从7个方程中，得出8个正整数解，最后归结为一个二次不定方程

x2－472949y2＝1，

这个方程的解的位数相当大．

《引理》(Liber Assumptorum)一书是阿基米德最早的著作，其中含有15个命题，例如：

命题2，如果做正方形的外接圆与内切圆，那么外接圆的面积等于内切圆面积的两倍．

命题3，如果在圆内作两条相交成直角的弦，那么由交点分成的4条线段的平方和等于直径的平方．

在《论浮体》(on Floating Bodies)一文中，阿基米德首先给出了比重比流体小的物体、相同的物体、大的物体浮力的法则，这确实是一部具有时代意义的杰作．

阿基米德在数学的创作中，运用了很多独到的方法．尤其他根据力学的原理发现问题之法，被整理成《阿基米德方法》(The Method of Archimedes)．1906年海堡(J． L．Heiberg)在君士坦丁堡(Constantinople，现称伊斯坦布尔(lstanbul)，土耳其最大城市)发现阿基米德写给厄拉托塞(Eratosthenes，约公元前274---194年)的信以及阿基米德其他著作的传抄本，记述了阿塞米德结合静力学和流体力学研究大量的关于计算长度、面积、体积和重心等有关几何问题．其要点是：体积是由面积构成，面积是由彼此平行的直线构成．每条直线都有重量，而且与它们的长度成正比．因而可以把问题归结于使未知的几何图形与已知的几何图形相互平衡以求重心，其中利用杠杆原理确定抛物弓形面积，球和球冠面积，旋转双曲体体积就是例证．实际上，这是通往积分的较快的迂回之路．阿基米德信心百倍地预言：“一旦这种方法确立之后，有些人或者是我的同代人，或者是我的后继者，就会利用这个方法又发现另外一些定理，而这些定理是我所预想不到的．”阿基米德为了能在数学中确立发现问题的方法，并给出了逻辑证明．阿基米德的预言，终于在近2000年之后，得以实现．18世纪，丹尼尔·伯努利(Da－niel Bernoulli)由物理知识推测到了三角级数形式的弦振动的微分方程的一般解．19世纪中叶黎曼(G．F．B．Riemann)由电学理论确定在每一个封闭的黎曼曲面上都存在着通常有解的代数函数．

阿基米德作出的所有结论都是在没有代数符号的情况下获得的，使证明的过程颇为复杂，但他以惊人的独创性，将熟练的计算技巧和严格的证明融为一体，并将抽象的理论与工程技术的具体应用紧密结合起来，将希腊数学推向一个新阶段．

由于阿基米德在科学研究中，注意在实践中洞察事物的各种现象，并透过现象认清本质，然后通过严格的论证，使经验事实上升为系统的理论，因此，阿基米德在天文学、力学等方面也作出了重大贡献．

阿基米德一生酷爱天文学，但遗憾的是他关于天文学的著作没有保留下来，根据希达克斯(Syntaxis)的记载，为了进行天文观测，阿基




比较精确的．并用仪器测量太阳的视角直径等，据说阿基米德撰写过《天文仪器的制作》(On the mak－ing of spheres)一书，现已失传．

总之，阿基米德的所有名著都以精确和严谨著称．正如数学史家希思所说，“这些论著毫无例外地都是数学论文的纪念碑．解题计划的逐步启示，命题次序的巧妙排列，严格排除与目的没有直接关联的一切东西，对整体的润饰---其完美性所给人的印象是如此之深，以致在读者心中能产生一种近乎敬畏的感情”．




第五节 阿波罗厄奥斯与圆锥曲线



阿波罗尼奥斯(Apollonius，约公元前262---前190)是与欧几里得、阿基米德同一时期的伟大数学家．年轻时曾到亚历山大里亚就学，受教于欧几里得的弟子，后来从事教学工作．

阿波罗尼奥斯是一位有名望的天文学家，但他写过多种数学著作，其中《圆锥曲线论》(Conic Sections)是一部非凡的巨著，以此在同辈中间赢得了“伟大的几何学者”的称号．《圆锥曲线论》一书对几何学的发展产生了深远的影响．在数学界统治了近2000年，直到17世纪帕斯卡、笛卡儿时代才开始有本质上的改变．

《圆锥曲线论》共含8卷，包括了400多个命题，将圆锥曲线的性质网罗殆尽，几乎使后人没有插足的余地．名著《古代的圆锥曲线论》(Zeuthen Die Lehre Von den Kegelsch－nittenim Altertum)中，对阿波罗尼奥斯的思想作了阐述．后来，数学史家诺依格包尔(O．Neugebauer，1899—)著《阿波罗尼奥斯研究》一书，对一些问题又作了补充．从而，可以看出阿波罗尼奥斯把希腊的几何学发展到炉火纯青的境地．

也应看到，阿波罗尼奥斯是在前人工作的基础上发展了圆锥曲线理论．门奈赫莫(Menaechmus，约公元前375---前325)是系统研究圆锥曲线的第一个人，在通过解决三大几何难题之一“倍立方”问题中，他知道a∶x＝x∶y＝y∶2a与x2＝ay和2a2＝xy相当，由此导致对圆锥曲线的探讨．在公元前300年左右，欧几里得曾写过关于圆锥曲线的教科书，即《圆锥曲线原本》(Ele－ments of Conic Sections)，现已失传．后来阿基米德曾引用一些零散的命题．

阿波罗尼奥斯在第一卷中，主要是给出三种圆锥曲线即椭圆(ellipse)，抛物线(parabola)和双曲线(hyperbola)的定义．实际上，阿波罗尼奥斯发展圆锥曲线理论就是从给出这三种圆锥曲线定义开始的．他首先给出圆锥曲面的定义：

“如果有一点A，在不含此点的平面α上画一圆，在圆周上取一点P，连结AP并沿圆周运动形成的曲面叫做圆锥面．如图3．16




阿波罗尼奥斯把A叫做顶点，把A与圆心的连线叫圆锥面的轴，圆锥面和圆面围成的立体叫做圆锥．把圆面叫做圆锥的底．

如果用含轴的平面截圆锥，可得两个三角形ABC和AB′C′，BC和B′C′是圆锥的底与截面的交线，也可找到一个平面截这个圆锥，使交线DE垂直于BC，得到截面和三角形ABC的交线ZH，如图3．17．




(1)ZH平行于AC




过曲线DZE任意一点K，引直线平行于ED、交ZH于G，线段KG在平行于底的MKN面中，切口MKN是以MN为直径的圆，如图3．18．若引ZF，满足ZF∶ZA＝BC2∶BH·AC，K是曲线DZE上的点，总有KG2=FZ·ZG，于是，以FZ、ZG为边的长方形面积FZ·ZG相当于以KG为边的正方形的面积．把具有这种性质的曲线DZE叫抛物线．这乃是门奈赫莫斯的“直角圆锥切线”

(2)ZH不平行于AC

①∠ZHB＜∠ACB时．如图3．19




取交线ZZ′，做截面与底的交线DHE，由于DHE和BC相交，过A引直线平行于ZZ′，交BC延长线于一点K，做ZF满足AK2∶BK∶KC＝ZZ′∶ZF，过曲线任一点G，过点G作平行于DHE的直线交ZZ′于M，于是有GM2＝FZ·ZM-α成立．(α是正值)这说明以GM为一边的正方形面积小于以FZ和ZM为边的长方形的面积，称为“不




奈赫莫斯的“锐角圆锥曲线”．

② ∠ZHB＞∠ACB如图3．20．

用平面切以A为顶点的两圆锥，可得相对二条曲线DZE和① 希腊语是παραβολειν．D′Z′E′，平行于ZZ′的直线交BC于K，作FZ满足AK2∶BK·KC＝ZZ′∶FZ，对于曲线上任意一点G，有：

GM2＝FZ·ZM+α(α为正值)成立．这说明以GM为边长的正方形面积大于以FZ、ZM为边的长方形面积．阿波罗尼奥斯命名为“过剩的”(υπρβαληhyperbola)，即现在的双曲线．




阿波罗尼奥斯能在如上复杂的图形中，寻求各种圆锥曲线的定义，显示出了他的高超才智．

第二卷开始部分描述了渐近线性质，其中指出，由于渐近线是向无限远伸展，所以它们要与曲线越来越靠近，以致它们相隔的距离可以小于任何给定的长度．此外，还证明了，由曲线上任一点向固定方向上的渐近线作直线所围成之矩形，其面积是一定的；这相当于笛卡儿术语中应以方程xy=c来表示的关系．接着是描述求圆锥曲线的直径、抛物线的轴、椭圆与双曲线的轴和中心的方法．最后说明作曲线之切线的各种方法．

第三卷含有一些定理，其中有一部分关于面积的定理．例如，若一条圆锥曲线上的任意两点A和B处的切线交于C，并与过B和A的直径交于D和E，则△CBD和△ACE面积相等．还有极点和极轴的调和性质(类似于我们在射影几何初等课本中的习题)以及关于相交弦线段乘积定理．例如，如果平行于两个给定方向的弦AB和CD相交于O，




第三卷开头论述关于切线与直径所成图形的面积的定理，并且还介绍了一些有关轨迹的问题，在本篇最后叙述了有心二次曲线的著名的焦点性质．但是，在整个著作中，既没有讲到圆锥曲线的焦点---准线的性质，也没有讲到抛物线的焦点，这是难以理解的，因为据帕普斯说，欧几里得已知道这些性质．

第四卷主要是讨论关于圆锥曲线相交的定理．还证明了第三卷中的极点和极轴的某些命题的逆命题．

第五卷的独到之处在于它论述从一特定点到圆锥曲线所能作的最长和最短的线．阿波罗尼奥斯先从有心圆锥曲线长轴上或抛物线轴上的特殊点讲起，求出这些点到曲线的最大距离与最小距离．然后他取椭圆短轴上的点来做．他又证明，若O是任一圆锥曲线内的任一点，且若OP是从O到圆锥曲线的一极小或极大距离，则P处垂直于OP的直线是P处的切线，又若O′是OP延长线上在圆锥曲线外面的任一点，则O′P是从O′到圆锥曲线的极小线．切线在切点处的垂线现在叫法线，因此极大和极小线都是法线．阿波罗尼奥斯其次考察任一圆锥曲线的法线性质．例如，在抛物线或椭圆任一点处的法线还与曲线交于另一点．然后他指出怎样从圆锥曲线内部或外部的给定点作该曲线的法线．

值得指出的是阿波罗尼奥斯在书中没有把法线看成是垂直于切线的直线，而是看成从曲线的内点或外点所作的到曲线上的极大直线和极小直线．此部分著作以严谨性著称．

第六卷：包括全等圆锥曲线、相似圆锥曲线及圆锥曲线弓形．这弓形也像圆的弓形那样是由圆锥曲线的弦所割出的一部分面积．还讲述了如何在一个给定的直圆锥上求一个等于给定圆锥曲线的截线．

第七卷：包含---批涉及共轭直径的定理，例如，关于在一对共轭直径的端点对有心圆锥曲线所作切线形成的平行四边形的面积恒等的定理．

第八卷已失传．

阿波罗尼奥斯的《圆锥曲线论》是一部内容广泛的著作，其中对许多复杂命题叙述奇特，读起来是相当吃力的．

除了《圆锥曲线论》，阿波罗尼奥斯还著有《论比例截点(或截线，截面)》(On Proportional Section)；《关于相切》(Tangencies)；《论特殊截点(或截线、截面)》(On Dete－rminate Section)；《论确定的截点(或截线、截面)》(OnDeterminate Section)；《关于平面轨迹》(Plane Loci)；《斜向》(Vergings)．帕普斯曾对如上6部著作的内容作过简短的描述．




第六节 希腊后期的数学



希腊后期的数学一般指公元前146年罗马灭亡希腊以后的数学．由此，希腊本土的文化逐渐退居次要地位，科学中心开始转移到埃及的亚历山大里亚城，成为新的希腊文化渊薮．由于亚历山大里亚的学者继续不断地发明、创造，推动了数学的发展．以下几位数学家的工作是值得提及的．

在希腊后期，虽然对欧几里得《几何原本》没有作出根本性改革，但也作了很多添补工作．对此，首先作出贡献的是海伦．

海伦(Heron，约公元60年) 著《关于测量仪》(Diopt－ra)一书，其中提出了确定罗马和亚历山大之间的时差问题的一个较复杂的方法，并用这种仪器观测两地的月食．

海伦的著作主要是由几何学、应用几何学、应用机械学合编成的一部百科全书性质的书籍---《几何》．在这部著作中，阐述了象测量仪一类器具的使用方法．他还注释了欧几里得的著作以及撰写有关面积和体积的书籍，但其名著是《测量术》．这部著作分三篇，第一篇是面积的计算；第二篇是体积的计算；第三篇是解决面积和体积的有关比例问题．

第一篇是最重要的篇章，其中给出已知三角形边长，求三角形面积的公式，即“海伦公式”．

海伦是通过具体的三角形推出此公式的，首先假定三角形的边长分别是13，14，15．海伦给出二种方法计算，其一是利用三角形的高来求面积，其二是不求出高，利用三边求面积，他按如下步骤计算．

(1)将三边长相加 13＋14＋15＝42．

(2)取和的一半 42÷2=21．




(4)求积、开方 21×8×7×6＝7056，此三角形的面积是84．

如上步骤，可写成如下公式：




(△表示三角形面积，a、b、c为三边长，




这就是著名的海伦公式．

德国数学家康托尔(M．B．Cantor， 1829---1920)曾指出，上述公式在海伦的原典中有明确记载．但是，根据阿拉伯文献记载，阿基米德已经知道这个公式，是海伦利用三角形的内切圆征明了此公式．

三角学在这个时期有了进一步发展．虽然人们对这门学科本身的兴趣在衰退，但逐渐成了其他学科，尤其是天文学的辅助学科．三角学这门科学是从确定平面三角形和球面三角形的边和角的关系开始的．很可能埃及人早已发现三角形的不同元素之间具有某种关联，但首先看到有必要建立三角形的边与角之间的精确关系的，仍是希腊人．

三角学在西方的最早的奠基人是希腊的希帕霍斯(Hippa－rchus，？---公元前127以后)．他是古希腊的天文学家．为了天文观测的需要，作了一个和现今三角函数表相仿的“弦表”，相当于现在圆心角一半的正弦线的两倍，可惜这份表没有保存下来．

继承和发展了希帕霍斯研究成果的，是古代天文学的集大成者托勒密(ptolemy，约100---约170)．他撰写一部天文学著作，原名为《数学汇编》，后来译成阿拉伯文，再转译成拉丁文，变成Almagest的书名，意为《天文集》，这是一部主张“日心说”的著作．

托勒密在天文学上的研究，试图建立能精确确定某些关系的规则，正是为了改善天文计算为目的，三角学才应运而生．因此，球面三角学的研究先于平面三角学．







长度．

由于弧的大小是它所对之角的量度，所以，显然在图3．21中弦2α(即在弧上对着角2α所张弦的长度)和我们所说的sinα之间存在等价




可以推测，托勒密的方法相当复杂，不妨简述如下．托勒密首先认识到，确定不同角度的弦相当于如何设法解决用圆的直径长度表示圆内接正多边形的边长问题．值此，他把圆周分成360等份，即360度．直径则被分成120等份，使用60进位分法，实际上也推广到分数，并使用了等分、分、秒(partes minutoe，primoe，secundoe)等名称．这样就能用直径上许多等份来表示圆弧上对任一圆心角所张弦的长度．这乃是角的弦．




托勒密为扩充他的表，利用了人们熟知的关系式．从图3．22可以看出：

(chord2β)2＋ chord(180°-2β)2＝AC2＋AB2＝BC2，即1202．




sin2α＋cos2α＝1．

托勒密进一步建立chord(α－β)的表示式，即 sin(α－β)公式，







托勒密的具体作法可表述为：

在直径AD上作一半圆，B和C是半圆上的两点，如图3．23．显然有

AC=chordθl，AB＝chordθ2，BC＝chord(θ1－θ2)，

BD=chord(180°－θ2)，CD=chord(180°－θ1)．

从定理表达式

AC·BD=BC·AD+ AB·CD

或 BC·AD＝AC·BD- AB·CD

亦即[chord(α-β)]·[chord180°]

＝(chordθ1)·[chord(180°-θ2)]－[chord(180°－θ1)]，

可得出sin(A-B)的形式．

为了确立半角公式，托勒密以AB为直径作一圆，画出两相等的弦




AD·CB＋CD·AB＝AC·BD，

即 AD2＋CD·AB＝BD2=AB2-AD2．

因此 2AD2＝AB2-AB·CD，




利用以上公式，托勒密求出有关角的正弦值，进行造表．

在第二篇中，托勒密研究了与地球球面有关的知识．

在第三、四、五篇中，利用本轮解释天文学的地心学说．在第四篇中，提出了测量学的三点问题的解：确定这样的点，使这一点与给定的三个点中每两点的连线所成之角分别为给定的角．

在第六篇中，提出了日、月蚀的理论．

在第七、八篇中，含有1028个恒星目录．

其余几篇是研究行星的．《天文集》一书，在哥白尼(N．Copernicus，1473---1543)之名著《关于天体的运转》(Derevolutionibusorbium Caelestium)成书前，一直是标准的天文学著作．

托勒密曾怀疑过欧几里得平行公设，试图利用《几何原本》中的其它公理和公设推出第五公设，使之去掉欧几里得的一系列原始假定，但未能成功．

几乎在同一时期，希腊学者门纳劳斯(Menelaus of Ale－xandria，进一步研究了球面三角，并著《球面论》(Sphaeri－ca)，着重讨论球面三角形的几何性质．

在托勒密逝世之后，希腊的黄金时代已经过去，希腊数学开始走下坡路．正是在此时，有一些才华出众的学者，又为希腊数学增添了新的光彩，其中最著名的人物乃是亚历山大里亚的帕普斯(Pappus， 300？-350？)和丢番图(Diophantus)，他们的工作推动了希腊后期的数学．

帕普斯的主要数学著作是《数学汇编》(MathaematicalCollections)，此书共8篇，只第一、二篇的一部分保存下来了，其余部分都已失传．《数学汇编》一书统一了希腊早期几何学知识，开始进一步探求解决古代三个著名几何难题的方法，并做重要补充，其中包括对立体几何、高次平面曲线和等周问题的详尽处理．

按照解题所需的曲线性质，帕普斯进行了分类．他说：“我们已考虑过三种几何学问题．即：平面问题，立体问题，线性问题．那些可以用直线和圆周来解决的问题，都称为平面问题，因为用来解决这类问题的线的起源是在平面内．那些要靠一条或一条以上的圆锥曲线来解决的问题称为立体问题，因为在这些问题的作图中要用到立体图形的面，例如圆锥曲线．还有第三类问题：它们叫做线性问题，因为在这些问题的作图中必须用到不同于刚才所述的线，它们有着不同的并且更复杂的起源，或者它们是由于运动而产生的．属于这类线的是螺旋线或螺线、割圆曲线、蚌线、蔓叶线等等．”

《数学汇编》中含有两个重要等周问题．即：(1)在所有周长相同的圆弓形中，以半圆为最大．(2)在所有表面积相等的立体中，以面数最多的立体为最大．这部著作中，记载着著名的“帕普斯问题”，即：“若从任一点作直线与五条具有给定位置的直线在各个给定角度上相交，并且其中三条直线所围之长方体的体积与其余两条直线和一给定直线所围之长方体的体积的比是给定的，那么这一点仍将落在给定位置的曲线上．”笛卡儿曾试图用分析方法解决这一问题，导致其发现了解析几何学的原理．

《数学汇编》中的第七篇，含有一著名的定理，现称古尔丁定理．因为，古尔丁(P．Guldin，1577---1643)重新独立发现了这一定理，并给出证明．这个定理是，如果一平面闭曲线图形绕曲线之外但在同一平面内的一轴转动一周，则旋转出来的形体的体积等于曲面面积乘以其重心所转过的圆周．这是有普遍意义的结果，帕普斯没有给出定理的证明．

第八篇主要研讨力学，他把物体的重心定义为物体内(并不一定属于物体)的一点，若在那一点把它吊起来，就能使它静止，而不管吊放的位置如何．然后他说明了用何种数学方法来确定这个点．帕普斯还讨论了物体沿斜面移动的问题．

《数学汇编》的水平和价值虽然不能与希腊黄金时代的名著相比，但是，它是在希腊数学衰落时的著作，从而展现出它的特殊意义．

在希腊后期，代数学获得了重大发展．发展的标志之一是对数学符号的使用．历史学家内塞尔曼(G．H．F．Nesselmann)在1842年对代数学符号历史发展概括出三个阶段．第一阶段，称为文字叙述代数(rhetorical algebra)，即对问题的解，不用缩写和符号，而是写成一篇论说文章．第二阶段，称为简化代数(Syncopatedalgebra)，即对某些较常出现的量和运算采用了缩写的方法．第三阶段，称为符号代数(Symbolic algeb－ra)，即对问题的解，多半表现为由符号组成的数学速记，这些符号与其所表现的内容没有什么明显的联系．希腊代数学在此之前都是文字叙述，而在此之后，代数学开始出现简化的倾向，对一些常用的量和运算采用了缩写的方法，对此作出卓越贡献的是丢番图(Diophantus，约公元246---330)．他的生平事迹没有流传下来，4世纪时的《希腊诗文集》的麦特罗多尔所写的墓志铭，用谜语的形式叙述了他的生平：

“丢番图的一生，童年生活占1/6，青少年的时代占1/12，然后独身生活占1/7．结婚后过了5年生了一个儿子，儿子比父亲早4年而亡，只活了父亲年龄的一半”．

可由一元一次方程，算出丢番图的一生年龄．即：




可得：x=84．

丢番图撰写过三部书，其中最著名的是《算术》(Arithmetica)，另外两部，有一部失传，还有一部是《多角数》(Depolygonis numeris)．

根据《算术》序文记载，这部著作共有13卷，现存只有卷．此书共解决了189个问题．主要阐述数的理论，但大部分是解决代数问题，这种脱离几何范畴，研究实际问题的方法，为希腊数学增添了异彩．

丢番图的《算术》曾被人誉为“过渡代数”，尤其是把数学从纯粹语言叙述，转为借助于简单的词和某些符号来表达．例如：







△Y= △υναμιs 表示平方，s2

KY＝Kυβos 表示立方，s3

KYK＝Kυβòкυβos 表示立方的立方，s6

丢番图还给出了负数幂s－1，s－2，…的表示法，对于各数的和，把各符号简单地排列在一起．




如上，他不写12，而是写12个单位．花拉子米也有类似的写法，丢番图曾给出减法用的符号，用来表示．关于乘法、相等、大于、小于符号的建立，主要是阿拉伯人的工作．因此，丢番图的《算术》基本上还是属于文字叙述阶段．丢番图的代数还是原始的，但有了一定的简化符号．

丢番图曾给出求解一次方程的方法，即：“若方程两边的未知数的幂相同，但是系数不同，应该由等量减去等量，直到得出含未知数的一项等于某个数为止．若在方程的一边或两边有减项，那么应当向两边加上这个项，使两边只有加项．然后需要再一次等量减等量，直到得出未知数等于某个数为止．”总之，丢番图施用了“合并同类项”，“移项”，“两边除以未知数的系数”．但他尽量避免除法运算，而用重复的减法代替．至于二次方程，他总是算出一个正根，其解法没有保存下来，不可详考．

丢番图在解ax2＋c＝y2，bx＋c＝y2等类型的不定方程时显示出了他的卓越才能．每题都用其特殊方法解决，没有给出一般解法，即使类型相同的题目，解法也不同．正如德国数学史家韩克尔(Hermann Hankel， 1839---1873)说：“近代数学家研究了丢番图100个题后，去解101个题，仍然感到困难．”

丢番图也曾以具体的实例研究不定方程，在《算术》第二卷问题9，“把已知平方数分成两个平方数的和”，并把16分成两个有理数的平方




足方程：

x2＋y2＝z2

的有理数x，y，z．

大数学家费马就是看了丢番图的不定方程，而提出所谓“费马大定理”的．

丢番图也曾解过二个或二个以上未知数的联立一次方程组．

总之，丢番图是把新思想引入数学的亚历山大数学家的最后代表．他在代数方面做出了重要贡献，被誉为代数学的鼻祖，人们用“解方程的形式，刻画他的年龄”，这亦是一种后世的深刻怀念吧！

前面已经提到希腊数学衰退，在公元最初几个世纪里一直持续着．当丢番图去世后，到了公元5世纪时，希腊数学到达了衰落的顶点．当时罗马已经成为世界之王，她的领土从印度河一直伸展到直布罗陀海峡，从尼罗河直到不列颠海岸．由于罗马人不关心智慧的追求，只需要食物和娱乐(Panem et circenses)，大部分人除此之外皆漠不关心，因此，罗马人在头几个世纪里，他们对数学或科学的发展贡献很小．西撒罗在他的塔斯克来尼恩讲话(Tusculanian Oratio ns)中曾为这个事实而痛惜．他感叹道：“希腊人给予几何学家以最高的荣誉；因此他们中间没有什么东西比数学发展得更光辉灿烂了．但是我们却把这门艺术局限于测量和计算的应用方面．”

在早期的基督教学者中，也只有少数几个对数学或科学有点兴趣．强烈的宗教热忱，是不鼓励他们对世俗学问追求和探索的．

但是，强盛的罗马帝国很快地瓦解，随着凯撒城在公元455年的陷落，罗马的统治权实际上已告结束．在此40年前，即公元415年，亚历山大里亚的著名学者赛翁之女希帕蒂亚(Hypatia，约370---415)惨遭一群基督教暴徒杀害．她是古希腊最后一位数学家，曾协助父亲完成对欧几里得《几何原本》的评注，还评注过丢番图的《算术》和阿波罗尼奥斯的《圆锥曲线论》．她的死标志着通常被称为黑暗时期的那段荒芜时期的开始．希腊古代文明历史结束了，在随后的3个世纪左右，欧洲一直处于科学文化的衰退之中，即黑暗时期．




第四章 中国数学Ⅰ(先秦至唐)






第一节 中国数学的起源与早期发展



一、数学的起源

数概念的产生是人类认识史上的一次飞跃，它标志着数学的起源．从出土文物可以看到，在中国，发生这种飞跃的时间不晚于7000年前．例如，这一时期河姆渡(今浙江余姚境内)遗址中的骨耜都有两个孔，许多陶器有三足，一些陶钵底上刻着四叶纹，这是形成“二、三、四”等数的概念的依据．约6000年前的西安半坡遗址中，有的陶器上有整齐排列的点子，数目由一到九(图4．1)，这说明人们已认识了“九”．




简单几何图形的出现，是数学起源的另一标志．半坡出土的陶器上，有圆、三角形、长方形、菱形等各种几何图形．圆柱形陶纺轮的烧制，表明人们有了圆柱的观念；而造型精致的空心陶球，则说明人们已掌握一些关于球的知识．这些都是萌芽状态中的几何．我们从某些陶器的图案中，可以推测菱形产生的有趣过程，它体现了由具体到抽象的认识规律(图4．2)．




数概念产生之后，原始记数法便随之出现了．《易经》上说：“上古结绳而治，后世圣人易之以书契．”三国时吴人虞翮在《易九家义》中也说：“事大，大结其绳；事小，小结其绳，结之多少，随物众寡．”这些记载表明，结绳记数是原始社会普遍使用的一种记数方法．刻划记数是比结绳记数进步的一种记数法，也产生于原始社会．人们在竹、木或骨片上面刻出一个个小口，表示一定的数目，这大概就是《易经》所说的契．例如1975年在青海乐都出土的原始社会末期遗物中，有40件带有三角形小口的骨片(图4．3)，这些小口便是用来记数的．




中国最早的数字出现于原始陶器，可称之为陶文．例如，半坡出土的陶器上就有如下数字符号：




陕西姜寨出土的陶器(约6000年前)上也有类似的数字：很明显，这些数字都属十进制系统．




二、商周数学

大约4000年前夏朝的建立，标志着中国进入了奴隶社会．随着社会的发展，商代出现了比较成熟的文字---甲骨文，西周则演变为金文，即刻在青铜器上的铭文．

1．甲骨文中的数字

商代甲骨文表明，当时已有比较完整的数字系统．从1到10的每个整数，以及100，1000，10000，都有相应的符号表示：




十、百、千、万的倍数多用合文，例如10的倍数




在甲骨文中，最大的数是三万，写作




．人们能表示三万以内的任何自然数(也许更多)，例如156写作




．甲骨文中的数字，大部分联系着实物，如五十犬，三十羊．也有一些甲骨上的数字是独立出现的，人们曾在一片龟甲上发现了10以内的全部自然数，没有和实物连在一起，说明商代已经有了抽象的自然数概念．

2．记数和运算

商代数学中，十进制已相当完善了，这是中国人民的一项杰出创造，在世界数学史上有重要意义．著名的英国科学史家李约瑟(J．Needham，1900---1995)说：“如果没有这种十进制，就几乎不可能出现我们现在这个统一化的世界了．”

对甲骨文的研究表明，商朝人已经会做自然数的加、减法和简单乘法了，遗憾的是不知道他们的具体算法，因为甲骨文记录的只是运算结果，而没有运算过程．

周代记数法与商代相比，有---个明显的进步，就是出现了位值记数．如20世纪70年代出土的一个中山国铜灯铭文中，355记作




，末位的五表示个位五，而前一个五表示五十，两个五间没有用十隔开．这说明当时已有了位值的观念，只是应用不多，还未形成系统的制度．

3．干支纪年法

六十循环的“天干地支”记数法，是商代数学的又一个成就．这种方法主要用于历法，可称干支纪年法．天干有10个，即甲、乙、丙、丁、戊、己、庚、辛、壬、癸；地支有12个，即子、丑、寅、卯、辰、巳、午、未、申、酉、戌、亥．天干与地支相配，共得60个不同单位---以甲子开始，以癸亥告终．然后又是甲子，如此循环不断．中国农历至今还使用这种方法．

三、春秋战国时代的数学

春秋战国时代，中国正经历着由奴隶社会到封建社会的巨大变革，学术思想十分活跃．这一时期形成的诸子百家，对科学文化影响极大．数学园地更是生机盎然，朝气勃勃．

值得注意的是，人们在商代甲骨文和西周金文的基础上，逐渐懂得把字写在竹片(或木片)上，用绳子穿成册，这就是早期的书．写上字的竹片称为简，或竹简．春秋战国的大批数学成果，便是通过竹简流传下来的．

1．几何与逻辑

《墨经》中讨论的几何概念可以看作数学理论研究在中国的最初尝试．《墨经》是以墨翟(约公元前490---前405)为首的墨家学派的著作，包括光学、力学、逻辑学、几何学等各方面问题．它试图把形式逻辑用于几何研究，这是该书的显著特色．在这一点上，它同欧几里得(Euclid，约公元前330—前275)《几何原本》相似，一些几何定义也与《原本》中的定义等价．下面略举几例：

(1)“平，同高也”---两线间高相等，叫平．这实际是平行线的定义．

(2)“同长，以正相尽也”---如果两条线段重合，就叫同长．

(3)“中，同长也”---到线段两端的距离相同的点叫中(点)．

(4)“圆，一中同长也”---到一个中心距离相同的图形叫圆．

《墨经》中依次给出点、线、面等基本几何图形的定义，这些图形的名称分别为端、尺、区．在研究线的过程中，墨家明确给出“有穷”及“无穷”的定义：“或不容尺，有穷；莫不容尺，无穷也．”即：用线段去量一个区域，若能达到距边缘不足一线的程度，叫有穷；若永远达不到这种程度，叫无穷．

《墨经》中还有一条重要记载：“小故，有之不必然，无之必不然．大故，有之必然．”用现代语言说，大故是“充分条件”而小故则是“必要条件．”大故和小故的区分，在哲学史和数学史上都是十分重要的事件．

可惜的是，随着墨家的衰落，墨家数学理论在形成体系之前便夭折了．

2．算术

到公元前四、五世纪时，分数已在中国广泛应用了，有些分数还有




春秋战国时代，“九九歌”已是家喻户晓的常识了．《管子》等书中便记载着九九歌诀，顺序与今不同，是从“九九八十一”起，到“一一如一”止．至于改为“一一如一”到“九九八十一”的顺序，则是宋元时代的事情了．

3．对数学中“无限”的认识

有限与无限的矛盾，是数学中的一对基本矛盾．对这一问题认识的不断深化，推动着古今数学的发展．

据战国时成书的《庄子》记载，惠施曾提出“至大无外，谓之大一；至小无内，谓之小一”的观点．其中“大一”、“小一”可理解为无穷大，无穷小．这段话的意思是：大到没有外部，称为无穷大；小到没有内部，称为无穷小．书中“一尺之棰，日取其半，万世不竭”的著名命题，可以看作是对“小一”的发挥．一尺长的木棒，第一天取它的一半，第二天取剩下那一半的一半，如此不断地取下去，




同《庄子》一样，《墨经》中也讨论了分割物体的问题．但墨家反对物质的无限可分．他们认为，如果把一条线段分成前后两半(比如以左为前，以右为后)，保留前半而弃去后半(图4．4中OB)，再弃去前半的后半(即CO)，如此不断地分割和取舍，剩余部分小到不能再分为两半，就是端(A点)．如果采用前后取的办法，即第一次取线段前半，第二次取前半的后半，第三次取后半的前半，……取到最后，也会出现一个不可分割的端，这个端在线段中间而不在边缘(位于CO之间)，这就是《墨经》所云“前则中无为半，犹端也；前后取，则端中也”．很明显，这种思想与近代极限理论是相符的．数学分析中用区间套来限定数轴上一个实数点的方法与此类似．所以，我们可以把这种分割思想看作区间套原理的雏型，其中蕴含着“点是线段无限分割之极限”的思想．




4．组合数学的萌芽

组合数学虽是现代数学的分支，它的思想却可以追溯到遥远的古代．春秋时期成书的《易经》便含有组合数学的萌芽．

《易经》是中国最古老的书籍之一，书中通过阴阳卦爻预言吉凶．“--”是阳爻，“--”是阴爻，合称“两仪”．每次取两个，按不同顺序排列，生成“四象”；每次取三个，生成八卦(图4．5)；每次取六个，则生成六十四卦．四象、人卦与六十四卦的排列，相当于组合数学中的有重排列：从n种元素中每次取r个，共有nr种排列法．例如，在两种卦爻中每次取3个，共有23＝8种排列，这就是八卦．




德国数学家莱布尼茨(G．W．Leibniz，1646---1716)发明二进制后不久，见到了传教士白晋(J．Bouvet，1656---1730)从中国寄去的八卦．莱布尼茨认为，八卦中蕴含着二进制思想，因此惊叹不已．实际上，若把“--”和“--”两种卦爻用1和0代替，八卦就可表示为

000(坤) 001(震) 010(坎) 011(兑)

100(艮) 101(离) 110(巽) 111(乾)

莱布尼茨说八卦是“流传于宇宙的科学中最古老的纪念物”，这项发明“对于中国人民实在是值得庆幸的事情”，并因此产生对中国古代文明的崇敬，热烈地希望到中国来．由于种种原因，他未能如愿，便托人把自己亲手制造的手摇计算机送往中国，成为中、德关系史上的一段佳话．

5．早期的数学工具---算筹与规、矩

算筹即用于计算的小竹棍(也有木质、骨质或金属材料的算筹)，它是中国人创造的计算工具．春秋战国时代，算筹的使用已相当普遍，书中多有记载，如“孟子持筹而算之”(《十发》)，“善计者不用筹策”(《老子》)，等等．1954年在长沙的一座战国楚墓中挖出一个竹筒，内装竹棍40根，长短一致，约12厘米，是为算筹之实物．

用筹进行计算称为筹算．据文献记载，筹式有纵横两种：




(图中第一行为纵式，第二行为横式)算筹的摆法是纵横相间，从右到左：个位为纵，十位为横，百位为纵，千位为横……，遇零则空位．例如2561摆成




，308摆成




．筹算加减法与今珠算类似，从左到右逐位相加或相减即可．筹算乘除法的步骤稍微复杂一些．二数相乘(如48×36)时，先用筹摆一数于上，一数于下，并使下数的末位和上数首位对齐(图4．6(1))，按从左到右的顺序用上数首位乘下数各位，把乘得的积摆在上下二数中间(图4．6(2))，然后将上数的首位去掉、下数向右移动一位(图4·6(3))，再以上数第二位乘下数各位，加入中间的乘积，并去掉上数第二位(图4．6(4))．直到上数各位用完，中间的数便是结果．筹算除法也分三层，上层是商；中层是被除数，叫实；下层是除数，叫法．




算筹在中国数学史上占有非常重要的地位，在长达两千年的时间里，算筹一直是中国的主要计算工具，直到元明时代才逐渐被珠算所代替．

筹算的优点是简便、灵活，用一些小竹木棍便可进行复杂的计算．它的缺点是中间步骤不能保留，因此不便于检验．另外，过分依赖于算具，也不利于数学的符号化和抽象化．

规、矩是两种测绘工具．规即圆规，矩是直角拐尺，用来画直线形．商代甲骨文中已有规和矩的象形字，所以它们最迟在商代已经出现．春秋战国时期，这两种工具被普遍用于测量和几何作图．

四、周髀算经

《周髀》是西汉初期的一部天文、数学著作．髀是量日影的标杆(亦称表)，因书中记载了不少周代的天文知识，故名《周髀》．唐初凤选定数学课本时，取名《周髀算经》．

1．勾股定理

在中国，《周髀算经》是第一部记载勾股定理的书．该书云：“求邪(斜)至日者，以日下为勾，日高为股，勾股各自乘，并而开方除之，







2．等差数列

《周髀算经》中的“七衡”便是一等差数列．七衡是七个等距离的




里，书中给出计算各圆径的一般法则：“欲知次衡径，倍而增内衡之径．二之以增内衡径，得三衡径．次衡放(仿)此．”这相当于给出通项公式

Dn＝D1＋(n-1)·2d，

其中d为相邻两圆间的距离．

3．内插法

所谓内插法，是已知若干自变量所对应的函数值，求这些自变量之间其他自变量对应的函数值的一种方法，古代常用来推算日、月、五星(即金星、木星、水星、火星、土星)的行度，为制订历法服务．内插分两种---等间距内插和不等间距内插．等间距指的是自变量的间距相等．设自变量x，等间距h，函数关系为f，若函数值之差 f(x＋nh)-f(x＋(n－1)h)(即一次差，其中n=1，2，…)为一不等于0的常数，则用一次内插法；若这些函数值之差的差(即二次差)为一不等于0的常数，则用二次内插法，依此类推．用现代数学的观点来看，n次内插法反映的是n次函数关系．

《周髀算经》中的内插法是最简单的等间距一次内插法．已经测得二十四节气中冬至、夏至的日影①长，推算其他节气的日影长．假定每两个节气的时间间隔相等，并以f(a)，f(b)表示夏至及冬至的日影长，则有




其中f(n)是从夏至到冬至的第n个节气的日影长，Δ被称为损益数．

4．相似形与测量术

《周髀算经》中记载着商高的“用矩之道”：“平矩以正绳，偃矩以望高，覆矩以测深，卧矩以知远，环矩以为圆，合矩以为方．”头一句是说用矩的一边测量一线是否直线，第五、六句是用矩画圆、画方的方法．第二、三、四句是相似直角三角形的应用：把矩的一边垂直向上去测量高度，把矩的一边垂直向下测量深度，把矩平放去测量地面上两点间距离．下面以第二句为例说明测量方法：设AB为矩的一边，BC是矩的另一边由顶点到视线的一段，AD为图4．8所示之可测距离，DE




其中显然用到了相似原理，可见当时的人们已懂得相似三角形的一些性质了．







第二节 《九章算术》



一、成书背景

中国数学经过长期积累，到西汉时期已有了相当丰富的内容．除《周髀算经》外，西汉初期出现了第一部数学专著---《算术书》，用竹简写成．全书共60多个标题，如“相乘”、“增减”、“少广”、“税田”、“金价”、“合分”等，标题下列有各种问题．《九章算术》的体例便受到《算术书》的影响．另外，从甘肃居延等地出土的竹简发现，西汉已有初步的负数及比例概念，面积和体积计算的知识也增多了．这些都为我国初等数学体系的形成准备了条件．

《许商算术》和《杜忠算术》是《九章算术》之前不久成书的著作．许商，长安人，公元前32---前8年曾任西汉大司农、河堤都尉等官职．他参加过治水工作，精通天文历法和计算，著《许商算术》26卷．杜忠与许商同时代，著《杜忠算术》16卷．

现传本《九章算术》约成书于西汉末年，作者不详，可能经多人之手而成．它是一部承前启后的著作，一方面总结了西汉及西汉以前的数学成果，集当时初等数学之大成；另一方面又对后世数学发展产生了深远的影响．

二、内容与体例

《九章算术》包括丰富的算术、代数和几何内容，全书共246题，几乎全是应用题．这些问题按不同的用途分为九卷，故名《九章算术》．下面简介各卷内容．

卷一“方田”，38问，主要讲平面图形的计算，包括系统的分数算法．

卷二“粟米”，46问，粮食交换中的比例问题．

卷三“衰(cuī)分”，20问，比例算法在分配物资等问题中的应用．

卷四“少广”，24问，开平方、开立方问题．

卷五“商功”，28问，土木工程中的体积计算．

卷六“均输”，28问，主要讲纳税和运输方面的计算问题，实际是比较复杂的比例算法．

卷七“盈不足”，20问，算术中盈亏问题的解法．

卷八“方程”，18问，主要讲线性方程组解法，还论及正负数概念及运算方法．

卷九“勾股”，24问，勾股定理的应用．

书中的各类问题都有统一解法，但没有证明．经后人验证，这些解法的绝大部分是正确的．各法以“术”名之，术文统御习题，这是本书体例的基本特点．例如，方田术“广从步数相乘得积步”，勾股术“勾股各自乘，并而开方除之，即弦”，便分别统御各方田问题及勾股问题．

三、数学成就

1．算术

(1)分数运算

《九章算术》方田章系统给出了分数四则运算法则，以及通分、约分、化带分数为假分数的方法，其步骤与现代一致．




分子、分母有公约数时，可利用公约数来化简分数．《九章算术》提出一种“更相减损”法来求最大公约数：“副置分母子之数，以少减多，更相减损，求其等也．”即用分子和分母中的大数减去小数，互相减，减到余数与减数相等为止，该数便是原来两数的最大公约数．然后




(1)，从91减去49余42，如图4．9(2)；从49减去42余7，如图4．9(3)；从42依次减去7，到第5次余7，如图4．9(4)．




谓“欧几里得算法”在本质上是一样的．

(2)比例算法

《九章算术》的二、三、六、九各卷中，广泛使用比例算法来解决应用问题，并给出一般法则：“以所有数乘所求率为实，以所有率为法，实如法而一．”即




这是由比例式

所求数：所有数=所求率∶所有率

得出的．书中称该算法为“今有术”，大概是因为这类问题的开头常冠以“今有”二字．例如：“今有丝一斤价值二百四十钱，今有钱一千三百二十八，问得丝几何？”依法列式




除了这种最简单的比例问题外，书中还有连比例、复比例、配分法等复杂的比例问题．例如：“今有贷人千钱，月息三十．今有贷人七百五十钱，九日归之，问息几何？”这便是一个复比例问题，其中9日乘750钱为所有数，30钱为所求率，30日乘1000钱为所有率．实际上，《九章算术》几乎包括了算术中的全部比例内容．

(3)盈不足术

《九章算术》卷七专讲盈亏问题，解法称为盈不足术．例如：“人出八盈三，人出七不足四，求人数、物价各多少？”设每人出钱a1，盈b1；每人出钱a2，不足b2，人数为m，物价为n，则有




这就是盈不足术的现代形式，其中各字母都是正数，分母也是正数．若a1＜a2，则分母为a2-a1．将例题中数字代入，则




这种方法的正确性很容易用现代解方程组的行列式法验证．

2．代数

(1)开方

《九章算术》中载有开平方、开立方的方法．例如，欲求55225的平方根，摆筹式如图4．10(1)(改用阿拉伯数码表示)，其中55225叫“实”(被开方数)，最下面的1叫“借算”，代表最高项系数．此式实际上表示方程

x2＝55225．

将“借算”向左移动，每一步移二位，移二步后停住，如图(2)．于是，原方程变为

10000x12＝55225．

议得x1大于2小于3，就在实的百位上置2，作为平方根的第一位数．以议得的2乘10000得20000，放在实之下，借算之上，叫法．再以2乘法得40000，从实中减去，余15225，如图(3)．

把法加倍，向右移一位，变为4000，叫定法．把借算向右移二位，变为100，如图(4)，这相当于方程

100x22+4000x2=15225．

议得x2大于3而小于4，就以3为平方根的十位数．以3乘100得300，加入定法得4300；以3乘4300，从实中减去，余2325，如图(5)．

再以300与4300相加，得4600，向右移一位变为460，这是第三位方根的定法．把借算向右移二位，变为1；如图(6)．这相当于方程

x32＋460x3＝2325．

议得x3＝5为平方根的个位，以5乘借算1，加入460得465．以5乘465，从实内减去，恰尽，得55625的平方根235，如图(7)．




从文字叙述来看，筹算开方法似乎很繁，实际摆筹运算是相当简便的．这种方法到宋代发展为增乘开方法，对高次方程解法产生了巨大影响．

(2)正负数

《九章算术》中不仅有正负数，而且还建立了正负数加减法则，即“正负术”．加法法则为：“异名相除，同名相益；正无入正之，负无入负之．”即异号两数相加，绝对值相减；同号两数相加，绝对值相加；0加正数为正，0加负数为负．类似地有减法法则：“同名相除，异名相益；正无入负之，负无入正之．”

(3)线性方程组




《九章算术》中的“方程”，实际是线性方程组．例如卷八第一题：“今有上禾三秉，中禾二秉，下禾一秉，实三十九斗；上禾二秉，中禾三秉，下禾一秉，实三十四斗；上禾一秉，中禾二秉，下禾三秉，实二十六斗．问上中下禾实一秉各几何？”(禾即庄稼，秉即捆，实即粮食．)依术列筹式如图4．11，它相当于三元一次方程组




其中x，y，z分别为上中下三等

禾每捆打粮食的斗数．按《九章

算术》解法，用(1)式x的系数3去乘(2)的各项，得

6x+9y＋3z＝102． (4)

用(4)减(1)二次，得

5y＋z=24． (5)

再用(3)×3，得

3x＋6y+9z＝78． (6)

(6)减(1)，得

4y＋8z＝39． (7)




中把这种方法叫“直除法”，即连续相减法．它的原理与现在加减消元法一致，只是比较烦琐．

《九章算术》中还有一道“五家共井”题，是说五户人家共用一口井，各家都有提水的绳子但都不够长，甲户的两条与乙户的一条合起来够用，乙户的三条和丙户的一条合起来够用，丙户的四条与丁户的一条合起来够用，丁户的五条与戊户的一条合起来够用，戊户的六条与甲户的一条合起来够用，问井深和各户的“一绳之长”．假定五户绳长依次为x，y，z，u，v，井深为a，则有




该方程组有五个方程，六个未知数，所以是不定方程组．书中给出了它的一组解．

3．几何

《九章算术》中给出正方形、长方形、三角形、梯形、圆、弓形等常见图形的面积公式．圆的面积公式有三个，即




其中c为周长，d为直径，取圆周率为3．

书中的体积公式很多，包括立方体、长方体、棱柱、梭锥、棱台、圆柱、圆锥、圆台，其体积公式都与今一致．还给出一种比较复杂的几何体---刍童，即上下底面都是长方形的拟台体(图4．12)的体积公式










《九章算术》对勾股定理的应用很广泛．它首先给出勾股定理的三种形式，即




然后解决了几十个应用题．例如：“今有圆材不知大小，以锯锯之，深一寸，锯道长一尺，问径几何？”(图4．13)以r为圆半径，由勾股定理得

r2＝52＋(r－1)2，

解得r＝13，倍之即圆径．




在讨论勾股定理的过程中，《九章算术》提供了许多整勾股数，如52＋122＝132，62＋82＝102，72＋242＝252，82＋152＝172，202＋212＝292，282＋962＝1002，等等．后人在此基础上进一步研究，找到了整勾股数的一般规律．

四、理论特色及意义

如果要找两部在世界上流传最久的古代数学著作，那就是希腊的《几何原本》与中国的《九章算术》，它们都是世界数学史上极为珍贵的文献，分别在西方和东方的数学发展中产生过深远影响．但两书是各有特色的，从中可以看出东、西方数学的差异．

在指导思想上，《九章算术》是把数学当作工具来用的．全书246题，几乎都是与生产、生活实际有关的应用问题，这说明作者在研究数学时，是以应用为目的，不大重视数学体系自身的完善．而《几何原本》则正好相反，全书没有一道应用题，全是“纯粹”的数学问题，表现出作者追求数学自身完善，“为数学而数学”的思想．

从体例上来看，《九章算术》以术文统御习题，以计算为中心；《几何原本》则是一个演绎体系，以证明为中心．

在几何研究方面，《九章算术》把重点放在几何量的研究上，把大量算术及代数知识用于长度、面积和体积计算；《几何原本》则把重点放在图形性质及相互关系的研究上，采用的是比较纯粹的几何方法．

总的来说，《九章算术》与《几何原本》相比，前者以实用性、计算性见长，后者以逻辑性、抽象性取胜．当然，《几何原本》对近代数学发展所起的作用无疑超过《九章算术》，因为它那种逻辑演绎体系更适合于近代数学．但《九章算术》在世界数学史上的地位也是不应忽视的．

《九章算术》的成书，标志着中国初等数学体系的形成．该书包含了丰富的算术、代数和几何内容，形成一个以算筹为计算工具的、有自己特点的完整体系．《九章算术》中的一些成就具有世界水平．比例算法、盈不足术、开平方和开立方、负数的引入及正负数加减法则、线性方程组解法，都是世界上最早提出的．

由于《九章算术》的实用性强，它对当时的社会有很大影响．早在东汉时期，政府就把它当作校对度量衡的数学依据．书中的数学知识被用于解决各种实际问题，例如当时的历法(《四分历》、《乾象历》)便采用了书中的正负数加减法则，田亩测量及土木工程则离不开各种面积和体积公式．

在中国数学史上，《九章算术》的影响是极为深远的．首先，它的体例在一千多年的时间里起到了“示范”的作用．从汉至明，大部分算书遵从《九章算书》的体例．有些甚至直接冠以“九章”之名，如杨辉《详解九章算法》、秦九韶《数书九章》、吴敬《九章算法比类大全》等．其次，《九章算术》重应用、重计算的特点被后世数学家所继承，形成中国古代数学的传统，即从实际问题出发，寻求数学解决办法．最后，《九章算术》中的许多理论，直接为中国数学的发展奠定了基础．如开方法对于高次方程，线性方程组对于四元术，都有一定的奠基作用．

自隋唐至宋，《九章算术》曾长期作为中国的数学教科书．实际上，《九章算术》成书后，历代研究数学的人几乎没有不读该书，不从中吸取营养的．它对于培养数学人才具有不可忽视的价值．

《九章算术》传到日本、朝鲜等东方国家后，也曾被当作教科书使用．越南的数学家在研究此书的基础上，写出若干书名冠以“九章”的数学著作．《九章算术》的某些内容还曾传到印度和阿拉伯国家，并辗转传到欧洲，对世界数学的发展起了一定作用．例如《九章算术》勾股章中的一些问题几乎原封不动地出现在后来的印度数学著作中，盈不足术与比例算法也先后传入阿拉伯和欧洲．




第三节 刘徽的数学成就



一、刘徽生平

刘徽是中国古代最伟大的数学家之一．




他是三国时代魏国人，籍贯山东，生卒年不详，约死于西晋初年．刘徽出身平民，终生未仕，被称为“布衣”数学家．

刘徽在童年时代学习数学时，是以《九章算术》为主要读本的，成年后又对该书深入研究，于公元263年左右写成《九章算术注》，刘徽自序说：“徽幼习《九章》，长再详览．

观阴阳之割裂，总算术之根源．探赜之暇，遂悟其意，是以敢竭顽鲁，采其所见，为之作注．”刘徽在研究《九章算术》的基础上，对书中的重要结论一一证明，对其错误予以纠正，方法予以改进，并提出一些卓越的新理论、新思想．《九章算术注》是刘徽留给后世的十分珍贵的数学遗产，是中国传统数学理论研究的奠基之作．

刘徽还著有《重差》一卷，专讲测量问题．他本来把《重差》作为《九章算术注》的第十卷，唐代初年改为单行本，并将书名改作《海岛算经》，流传至今．

从刘徽著作来看，他学风严谨，实事求是，而且富于批判精神，敢于创新，理论研究相当深入，堪称数学史上的一代楷模．

二、《九章算术注》

此为刘徽的力作，反映了他在算术、代数、几何等方面的杰出贡献．

1．算术

(1)十进分数

刘徽之前，计算中遇到奇零小数时，就用带分数表示，或者四舍五入．刘徽首创十进分数，用以表示无理根的近似值．这种记数法与现代




刘徽用忽来表示，但a后各位就不必再命名了，刘徽称它们为“微数”，说：“微数无名者以为分子，其一退以十为母，其再退以百为母．退之弥下，其分弥细．”这种方法，与我们现在开平方求无理根的十进小数近似值的方法一致，即




其中a1，a2，…，an是0至9之间的一位整数．

(2)齐同术

《九章算术》中虽有分数通分的方法，但没有形成完整理论，刘徽提出齐同术，使这一理论趋于完善．他说：“凡母互乘子谓之齐，群母相乘谓之同．”又进一步提出通分后数值不变的理论依据，即“一乘一除，适足相消，故所分犹存“法实俱长，意亦等也”．前句话的意思是，一个分数用同一个(非零)数一乘一除，其值不变；后句话的意思是，分数的分子、分母扩大同一倍数，分数值不变．刘徽指出，“同”即一组分数的公分母，“齐”是由“同”而来的，是为了使每个分数值不变．另外，刘徽还将齐同术引而伸之，用来解释方程及盈不足问题．

2．代数

(1)对正负数的认识

《九章算术》成书后，正负数的运算越来越广泛，但究竟应该如何认识正负数，却很少有人论及．刘徽在《九章算术注》中首次给出正负数的明确定义：“今两算得失相反，要令正负以名之．”就是说以正负数表示得失相反的量．他还进一步阐述正负的意义：“言负者未必负于少，言正者未必正于多．”即负数绝对值未必少，正数绝对值未必大．另外，他又提出筹算中表示正负数的两种方法：一种是用红筹表正数，黑筹表负数；再一种是以算筹摆法的正、斜来区别正、负数．这两种方法，对后世数学都有深远影响．

(2)对线性方程组解法的改进

《九章算术》中用直除法解线性方程组，比较麻烦．刘徽在方程章的注释中，对直除法加以改进，创立了互乘相消法．例如方程组




刘徽是这样解的：

(1)×2，(2)×5，得




(4)-(3)，得

21y＝20(下略)．

显然，这种方法与现代加减消元法一致，不过那时用的是筹算．刘徽认为，这种方法可以推广到多元，“以小推大，虽四、五行不异也．”他还进一步指出，“相消”时要看两方程首项系数的同异，同则相减，异则相加．刘徽的工作，大大减化了线性方程组解法．

(3)方程理论的初步总结

刘徽在深入研究《九章算术》方程章的基础上，提出了比较系统的方程理论．刘徽所谓“程”是程式或关系式的意思，相当于现在的方程，而“方程”则相当于现在的方程组．他说：“二物者再程，三物者三程，皆如物数程之．并列为行，故谓之方程．”这就是说：“有两个所求之物，需列两个程；有三个所求之物，需列三个程．程的个数必须与所求物的个数一致．诸程并列，恰成一方形，所以叫方程．”这里的“物”，实质上是未知数，只是当时尚未抽象出未知数的明确概念．定义中的“皆如物数程之”是十分重要的，它与刘徽提出的另一原则“行之左右无所同存”，共同构成了方程组有唯一组解的条件．若译成现代数学语言，这两条即：方程个数必须与未知数个数一致，任意两个方程的系数不能相同或成比例．刘徽还认识到，当方程组中方程的个数少于所求物个数时，方程组的解不唯一；如果是齐次方程组，则方程组的解可以成比例地扩大或缩小，即“举率以言之”．

对于方程组的性质，刘徽总结出如下诸条：“令每行为率”，即方程各项成比例地扩大或缩小，不改变方程组的解；“每一行中，虽复赤黑异算，无伤”，即方程各项同时变号，不改变方程组的解；“举率以相减，不害余数之课也，即两方程对应项相减，不改变方程组的解．很明显，刘徽对于线性方程组的初等变换，已经基本掌握了．不过，他没有考虑交换两个方程的位置，因为不进行这种变换亦可顺利求出方程组的解，而且调换算筹的位置是不方便的．

3．几何

(1)割圆术

刘徽以前，一般采用周三径一的圆周率，这是很不精确的．刘徽在《九章算术注》中指出：周三径一的数据实际是圆内接正六边形周长和直径的比值，不是圆周与直径的比值．他认为圆内接正多边形的边数越多，其面积就越接近圆面积．他从这一思想出发，创立了科学的求圆周率方法---割圆术．具体来说，就是以1尺为半径作圆，再作圆内接正六边形，然后逐渐倍增边数，依次算出内接正六边形、正12边形乃至正192边形的面积．刘徽之所以选半径为1，是为了使圆面积在数值上等于圆周率，从而简化运算．他利用公式




(ln为内接正n边形边长，S2n为内接正2n边形面积)来求各正多边形面积．至于正多边形边长，他是反复利用勾股定理来求的．例如，由以下三式即可求得正12边形边长(图4．14)：







TR＝OR-OT，







后，便根据

S192＜S＜S192＋(S192－S96)




刘徽舍弃分数部分，取圆面积为314平方寸，从而得到π＝3．14、




这种方法可以求得任意精度的圆周率近似值，刘徽对这一点是很清楚的．不过，他根据当时的需要，运算中只取到两位小数．

割圆术的创立是数学史上的一件大事．古希腊的阿基米德(Archimedes，公元前287---前212)也曾用割圆术求圆周率，他的方法是以圆内接正多边形和外切正多边形同时逼近圆，比刘徽的方法麻烦一些．刘徽的成就晚于阿基米德，但是独立取得的．

(2)几何定理的证明

刘徽采用出入相补原理，证明了《九章算术》中许多几何公式和定理．例如，他在证明三角形面积公式时，思路如下：把三角形的高h二




自乘为青方，令出入相补，各从其类，因就其余不移动也，合成弦方之幂．”可惜的是原图失传，所以不知刘徽怎样“出入相补”．







刘徽在研究立体几何时，发现“邪解堑堵，其一为阳马，一为鳖臑，阳马居二，鳖臑居一，不易之率也”．即“过对角面分割堑堵为一个阳马(图4·16中ABCDE)和一个鳖臑(图4·16中DEFC)，则阳马与鳖臑的体积之比恒为二比一．”为叙述方便，我们称之为阳马定理．刘徽从长方体体积公式出发证明了这一定理，然后用它证明了各种多面体的体积公式．另外，他还发现了一条重要原理：对两个等高的立体，若用平行于底面的平面截得的面积之比为一常数，则这两立体的体积之比也等于该常数．这一原理可称为“刘徽原理”．在《九章算术注》中，刘徽多次运用了这一原理，例如，圆台体积∶外切正四梭台体积=圆面积∶外切正方形面积=π∶4．书中对圆锥、圆台等旋转体体积公式的推导，都是以刘徽原理为依据的．

(3)对球体积的研究

刘徽发现了《九章算术》中球体积公式不正确，试图利用刘徽原理求出正确的球体积公式．他首先作球的外切立方体，然后用两个直径等于球径的圆柱从立方体内切贯穿(图4．17)．于是，球便被包在两圆柱相交的公共部分，而且与圆柱相切．刘徽只保留两圆柱的公共部分，取名“牟合方盖”．(图4．18)根据刘徽原理，球体积与牟合方盖体




体积，整个问题就迎刃而解了．刘徽没有成功，只好“以俟能言者”．但他的思路正确，为后人解决这一问题打下了基础．







4．刘徽的极限观念

从《九章算术注》可以看到，刘徽具有明确的极限思想．他把极限用于代数和几何研究，取得重要成果．这说明极限思想从春秋战国时期萌芽以后，到这时已有较大发展．

例如，刘徽的割圆术便建立在极限理论的基础上．他说：“割之弥细，所失弥少，割之又割，以至于不可割，则与圆合体而无所失矣．”就是说当圆内接正多边形的边数无限增加时，正多边形面积的极限便是圆的面积．他还把割圆术用于求弓形面积．如图4．19，刘徽在弓形内










为弓形面积．显然，用此方法可使弓形面积达到任何需要的精确度．




刘徽在研究开方不尽的问题时，认为求出的位数越多，就越接近真值，但永远不会达到真值，只能根据需耍，求到“虽有所弃之数，不足言之也”的程度．刘徽正是在这种极限观念的基础上创立十进分数的．他在征明有关体积的定理(如阳马定理)时也用到极限，并深刻地指出，极限问题“谓以情推，不用筹算”，就是说研究极限靠思维和推理而不靠具体计算．

三、刘徽的重差术

重差术是中国古代的一种重要测量方法，用以测量不可到达的距离．刘徽对这一理论进行了总结和提高，写出重差术专著---《海岛算经》(即《重差》)．他在序言中说：“凡望极高、测绝深而兼知其远者必用重差．”全书只有九道题，但很有代表性．

例如第一题(译为今文)：为测量海岛，立两根3丈高的标杆，前后相距1000步，令后杆与前杆对齐．从前杆后退123步，人眼着地看岛峰，视线正好过杆顶．从后杆后退127步，人眼着地看岛峰，视线也过杆顶．问岛高和岛离杆的距离各是多少？

按题意画图如下：




因当时1步为6尺，故标杆高5步．由刘徽术文，得




若用字母表示，则




因公式中用到d(两杆与岛的距离差)和a1-a2两差之比，所以叫重差术．这是书中最简单的一题，只须测望二次．其他问题往往要测望三次或四次，但原理与本题相同．刘徽曾著《重差图》和《重差注》，可能是用来推导术文的，已佚．估计刘徽的推导方法不外两种，一是利用出入相补，二是利用相似三角形．

如果用三角知识去解重差问题，结果也是一样的．中国传统数学无三角，重差术便起着与西方平面三角类似的作用，这是中国数学的特色之一．

四、刘徽的学术思想

刘徽所以能在数学上取得卓越成就，是与他先进的学术思想分不开的．概括起来，他的学术思想有如下特点．

1．富于批判精神．刘徽在数学研究中不迷信权威，也不盲目地踩着前人的脚印走，而是有自己的主见．他曾一针见血地指出张衡关于球体积的不正确观点，还批评了那种泥守古人“周三径一”的踵古思想，说：“学者踵古，习其谬失．”刘徽正是因为有这种可贵的批判精神，才在研究《九章算术》时发现许多问题，从而深入探讨，写出名垂千古的《九章算术注》．

2．注意寻求数学内部的联系．刘徽在《九章算术注》的序言中说：“事类相推，各有攸归，故枝条虽分而同本干者，知发其一端而已．”不难看出，他的整个数学研究都贯穿了这一思想．例如，他把许多平面几何问题归为出入相补，把许多体积公式的推导归为刘徽原理，把各种比例问题归为今有术，以及用重差术的一般方法解决各种测量问题，都是这一思想的体现．

3．注意把数学的逻辑性和直观性结合起来．刘徽主张“析理以辞，解体用图”，就是说问题的理论分析要用明确的语言表达，空间图形的分解要用图形显示，也就是理论和直观并用．他认为只有这样才能使数学既简又明．实际上，他对原书和《九章算术注》中提出的重要数学概念，都给出明确定义．他对定理、公式的证明基本上采取演绎法，推理相当严密．例如，他从长方体体积公式出发，运用极限观念，证明了阳马定理，又用阳马定理证明了棱锥、棱台的体积公式，然后根据刘徽原理推出圆锥、圆台的体积公式，是一环扣一环的．另一方面，刘徽也很注意数学的直观．他常借助图形来证明平面几何定理，称为图验法；借助立体模型来研究开立方和推导体积公式，称为棋验法(刘徽称特定的立体模型为棋)．有时，他还在证明过程中辅之以剪贴和涂色的方法．总之，他在数学研究中既注意逻辑推理，又注意运用直观手段，所以他的理论明白易懂．

五、与刘徽同时代的数学家---赵爽

赵爽是三国时代吴国数学家．他与刘徽一南一北，各自独立地进行数学研究，刘注《九章算术》而赵注《周髀算经》．虽然《周髀算经注》没有《九章算术注》那样精采，但其中也有不少独到见解．尤其是一段名为“勾股圆方图”的论文，是数学史上的珍贵文献．文中给出勾股定理的证明，并导出勾、股、弦及其和差互求的24条命题．令人惊讶的是，这样丰富的内容，竟包含在仅五百余字的论文中，可见语言之精炼．下面便根据赵爽的弦图及注文，介绍他证明勾股定理的方法．




弦图是一个以勾股形之弦为边的正方形(图4．21)，其面积称为弦实．图中包含四个全等的勾股形及一个小正方形，分别涂成红(朱)色及黄色，其面积称朱实、黄实．因为勾×股=2朱实，所以2×勾×股=4朱实，又因为(股-勾)2=黄实，所以

2×勾×股+(股-勾)2＝4朱实+黄实=弦实．

化简，得 勾2+股2=弦2．

另外，赵爽在《周髀算经注》中还给出并证明了日高术，构思十分巧妙．其术为：在地面上立两根高为h的表(标杆)AB和CD，它们之间距离为d，太阳照表，得影长a1，a2，则




赵爽画日高图如图4．22，证明思路如下：

由出入相补原理，得




□HC=□CN，□GC=□AN(□表矩形面积)．

相减，得

□HJ=□CB，

∴(a1-a2)×HI＝dh，







赵爽的这种出入相补方法对后世有一定影响，只是由于日高术假定大地是平面，所以不可能得到日高的正确数值．




第四节 南北朝数学



一、祖冲之父子的数学工作

1．祖冲之父子生平




祖冲之(429---500)，河北人，后迁居江南，生活于南朝的宋、齐之间．父亲祖朔之曾在刘宋朝中为官．祖冲之自幼好学，尤喜历、算．青年时曾任南徐州(今镇江)从事史，后来回建康(今南京)任公府参军．他的行政事务虽多，仍利用工余时间进行大量科学研究．他对前代历法进行仔细的分析比较，对八尺高标杆的日影长度坚持观测达十年之久，在此基础上于大明六年(462)完成《大明历》，书中首次应用了岁差理论，是当时中国最先进的历法．但他把该历呈送朝廷后，由于保守势力的阻挠，未能及时推行．大明八年(464)后，祖冲之出任娄县(今江苏昆山)令，刘宋末年再度被调回建康，任谒者仆射(一种司礼节的官)．齐灭宋后又在齐为官，晚年升到长水校尉，享受四品奉禄．曾造指南车、千里船、水碓磨、刻漏等，远近驰名．数学方面，他曾给《九章算术》作注，并与其子祖暅共同完成数学史上的名著---《缀术》(已佚)．

祖暅曾在梁朝先后担任员外郎、材官将军等职．他多次向朝廷建议修改历法，采用他父亲的《大明历》，经太史令实测天象、考验新旧历法后，政府终于在天监九年(510)采用了《大明历》．天监十三年(514)，祖暅奉命在淮河上指挥修筑浮山堰，因被洪水冲毁而获罪入狱．他出狱后不久，在南朝边境被北魏军队俘获，软禁于元延明家，在那里遇到北魏天文学家信都芳，两人常在一起讨论天文和数学．梁普通七年(526)，祖暅南还．他除了和父亲共同完成《缀术》外，还自著《天文录》、《权衡记》等，已失传．

2．祖冲之的圆周率

继刘徽之后，祖冲之为求得更精确的圆周率而作了艰苦卓绝的努力．据《隋书》记载，他已算得

3．1415926＜π＜3.1415927．




祖率和密率，都是当时世界上的最好结果．祖率已精确到七位小数，保持世界纪录近千年．至于密率，堪称数学史上的奇迹．它的特点是既




都是准确的．比密率更接近π的分数，其分母比113大得多．可以证明，




祖冲之是怎样求圆周率的？这个问题至今还是个谜．因为他的数学著作《缀术》已失传，《隋书》中则只有结论而无求法．据一些史料推测，他可能继承了刘徽的割圆术，通过增加圆内接正多边形的边数来求得更精确的圆周率值．实际上，只要用割圆术求得圆内接正24576(即3×213)边形面积，就可以得到祖率．祖冲之用不足近似值和过剩近似值两数来限定π，这种思想可能也受到刘徽的影响．

3．祖暅原理与球体积公式

刘徽开辟了通向球体积公式的正确道路但没有达到目标．祖冲之父子在这条路上继续前进，终于完成了刘徽的未竟之业．祖冲之与戴法兴辩论时曾说：“至若立圆旧误，张衡述而弗改……此则算氏之剧疵也．”可见他对球体积问题进行过深入研究．至于他是否解决了这一问题，不见记载．但根据唐代李淳风注《九章算术》“开立圆术”时引用的资料来看，祖暅确实解决了这一问题．他很可能是在父亲工作的基础上取得突破的．

祖暅在研究球体积时继承了刘徽的思想，抓住关键性的牟合方盖的体积计算．但他吸取了刘徽的教训，不再直接求方盖体积，而是首先研究立方体内除去牟合方盖的部分．他利用了图形的对称性，着重研究这










面面积为R2－h2(图4．23(1))，因为内外棋截面和等于R2，所以高h处的外棋截面为h2(图4．23(2))．再作一个底边和高都是R，且有一条棱垂直于底面的倒立四棱锥，则梭锥在高h处的截面也是h2(图4．23(3))．祖暅研究了各体积的关系，提出“幂势既同，则积不容异”的原理．其中“幂”是面积，“势”是关系，“积”是体积．这句话的意思是：在两立体中作与底平行的截面，若截面积处处相同，则两立体体积相等．这一原理可称为“祖暅原理”，是刘徽原理的特例．西方称此为“卡瓦列里原理”，因为它曾被17世纪的意大利数学家卡瓦列里(B．Cavalieri，1598---1647)重新发现．




根据祖暅原理，很容易得到外棋与倒立四棱锥体积相等的结论，而







这便是正确的球体积公式．自《九章算术》以来，历经四个多世纪，这一问题终于得到圆满解决．在祖暅之前，阿基米德曾用平衡法求得球体积公式，两人的工作是各具特色、殊途同归的．

二、《孙子算经》

《孙子算经》三卷，作者名字不详，约成书于公元400年前后．该书是古代一部普及性的数学著作，也是现存古算书中最早的详细介绍筹算法并有算草的书．卷上用诗歌形式介绍了算筹摆法：“凡算之法，先识其位．一从(纵)十横，百立千僵；千十相望，万百相当．满六以上，五在上方；六不积算，五不单张．”然后具体介绍筹算乘除法的步骤．卷中则举例说明如何用算筹进行分数运算和开平方．这些记载，都是研究古代筹算的极好材料．

《孙子算经》卷下第26题为数学史上有名的“物不知数”问题：“今有物，不知其数．三、三数之剩二，五、五数之剩三，七、七数之剩二．问物几何？答曰二十三．”此题相当于现在的同余式组，设N为所求之数，则有

N≡2(mod 3)≡3(mod 5)≡2(mod7)．

书中给出解法如下：“三、三数之剩二，置一百四十；五、五数之剩三，置六十三；七、七数之剩二，置三十，并之得二百三十三．以二百一十减之，即得．”若以现代符号表示，则为

N＝70×2＋21×3＋15×2－2×105=23，

这便得到原题的解．式中70由2×(5×7)得来，21由3×7得来，15由3×5得来，而105由3×5×7(即三模连乘积)得来．接着，书中又给出更一般的解法：“凡三、三数之剩一则置七十，五、五数之剩一则置二十一，七、七数之剩一则置十五．一百六以上，以一百五减之，即得．”这相当于解同余式组

N≡r1(mod3)≡r2(mod5)≡r3(mod7)，

其解为

N＝70r1＋21r2+15r3-105P．

式中P要选择这样的正整数，它使N成为小于105的正数．

“物不知数”问题可推广为下述定理：

设p1，P2，…，pn互素，m=p1·p2·…·pn，如果能找到一组







这一定理的明确表述是德国数学家高斯(C．F．Gauss，1777---1855)于1801年首次给出的，他当时并不知道《孙子算经》中的“物不知数”问题．后来，西方数学史家发现该问题的解法符合高斯的定理，遂称之为“中国剩余定理”．而在中国国内，一般叫“孙子定理”．

三、《张丘建算经》

《张丘建算经》成书于5世纪，比《孙子算经》稍晚．作者张丘建，河北清河人．该书共三卷92题，包括测量、纺织、交换、纳税、冶炼、土木工程、利息等各方面的计算问题．

等差级数是书中一项重要内容．例如卷上第22题，大意为某女子善于织布，一天比一天织得快，而每天增加的数量都一样．已知第一日织5尺，30日共织930尺，求每日比前一日多织多少？这是一个已知等差级数首项、项数和前n项和，求公差的问题．设a1为首项，n为项数，S为前n项和，d为公差，则张丘建的解法相当于




在其他算题中，张丘建还给出公式







容易验证，这些等差级数公式都是正确的．

《张丘建算经》的最后一题是闻名于世的“百鸡问题”；“今有鸡翁一，直(值)钱五；鸡母一，直钱三；鸡雏三，直钱一．凡百钱，买鸡百只，问鸡翁、母、雏各几何？”书中给出三组解：(1)鸡翁4，鸡母18，鸡雏78；(2)鸡翁8，鸡母11，鸡雏81；(3)鸡翁12，鸡母4，鸡雏84．至于解法，则只提到：“鸡翁每增四，鸡母每减七，鸡雏每益(增加)三，即得．”

这是一个不定方程问题．设鸡翁、鸡母、鸡雏的只数分别为x，y，z，则可列出方程组




(2)×3-1，得

14x ＋8y＝200，

即 7x＋4y＝100．(3)

显然，x＝0，y＝25是(3)的一组解．根据定理“若x＝x0，y=y0是整系数方程ax＋by＝c的一组整数解，则对任何整数t，x＝x0＋bt，y＝y0-at也是ax+by=c的解”，得

x＝4t，y＝25－7t，

代入(1)，得

z=100－4t－(25－7t)＝75＋3t．

当t＝1，2，3时，便得到《张丘建算经》中的三组解．实际上，符合题意的也只有这三组解．t每增1时，x便增4，y便减7，z便增3，这与张丘建对解法的提示是一致的．




第五节 隋唐数学



一、王孝通和《缉古算经》

1．王孝通生平

王孝通，唐代数学家．出身平民，自幼喜算．唐初为历算博士，后升任太史丞．武德六年(623)曾批评《戊寅元历》的缺点，武德九年(626)又同大理卿崔善为一起，对该历作了许多校正工作．他的《缉古算经》约成书于626年前后．

王孝通时代，土木建筑发展很快，一些复杂问题超出了原有数学知识的范围．王孝通曾研究过《九章算术》和《缀术》，但当他运用这些书中的数学去解决实际问题时，感到满足不了需要．于是他结合实际，钻研数学多年，创立了不少解决工程问题的新术，成书《缉古算经》．全书共20题，大部分与土木工程有关，也有天文和勾股问题．题目虽然不多，但难度较大，王孝通是特地找那些前人没有研究过或未解决的问题加以研究的．他对自己的著作很自信，进呈皇帝时写了一篇《上缉古算经表》，说：“如有排其一字，臣欲谢以千金．”这种态度当然不够谦虚，但此书水平确实很高，是数学史上的不朽之作．

2．堤坝型体积公式

《九章算术》商功章虽有许多体积公式，但都比较规则，对于上下宽窄不一，前后高低不同的堤坝型体积计算则无能为力．王孝通研究了筑坝、挖河等工程建设中提出的这类问题，在《缉古算经》第3题中建立了新的公式．原题为：“假令筑堤，西头上、下广差六丈八尺二寸，东头上、下广差六尺二寸，东头高少于西头高三丈一尺，上广多东头高四尺九寸，正袤多于东头高四百七十六尺九寸．……”王孝通用文字叙述的方法给出了求这类堤坝体积的一般公式．设东头上宽a，下宽b，西头上宽a′，下宽b′，东头高h，西头高h′，东西水平长l(图4．24)，则王孝通的公式相当于




题中a与a′等长，即使不等长，这一公式也适用．凡是有两个面平行的六面体体积都可用这一公式求出来．




王孝通创立的堤坝型体积公式，在土木工程中有重要意义，遗憾的是他没有留下公式的推导过程．

3．三次方程

《缉古算经》20道题中，绝大部分是三次方程问题，为中国流传至今的最早的三次方程．它们都是x3＋ax2＋bx＝c型的，其中a，b，c是非负有理数且c不为0．王孝通称c为实，b为方法，a为廉法．下面以第2题为例说明王孝通是怎样建立三次方程的．

该题为：“假令太史造仰观台，上广袤少，下广袤多．上下广差二丈，上下袤差四丈，上广袤差三丈，高多上广一十一丈．甲县差一千四百一十八人，乙县差三千二百二十二人，夏程人功常积七十五尺，限五日役台毕．……”所求为台的长、宽、高．

仰观台实际是一个长方台，即刍童．王孝通先求上宽，相当于以上宽为x，于是下宽为x＋2，上长为x+3，下长为x+7，高为x＋11(见图4．12)．若以V表示台的体积，则根据王孝通的术文，有

V＝(1418＋3222)×0.075×5＝1740(丈3)

代入《九章算术》中的刍童体积公式，得




化简，得

3x3+51x2+215x＝5033．

不过，题中并无设未知数的明确步骤，也没有数学符号．王孝通是通过几何方法，以文字形式建立方程的．至于方程解法，王孝通只说“开立方除之”，估计是用《九章算术》开立方法中求方根第二位及以后各位的方法来求三次方程正根的．为了简化开方程序，王孝通把所有三次方程的最高项系数化为1．经验证，其解答都是正确的．

二、天文历法中的内插法

1．《皇极历》中的等间距二次内插法

在古代，人们把太阳和月亮的视运行都看作匀速的，以此为前提来计算太阳运行和编造历法当然比较简单，但不准确．南北朝的张子信通过长期观察，发现太阳在春分后运行慢，秋分后运行快．这一事实促使人们创立新的方法去计算太阳运行等问题．于是，隋代天文学家、数学家刘焯(544—610)在《周髀算经》中一次内插法的启发下，首先在天文历法中使用等间距二次内插么式，大大提高了计算精度．

刘焯撰成《皇极历》后，于开皇二十年(600)进呈朝廷．虽因保守势力的阻挠，未能颁行，但历中的等间距二次内插法是一项杰出的数学成就．实际上，《皇极历》是当时最先进的一部历法．

刘焯在推算日、月、五星行度时都采用等间距二次内插法，下面以求太阳在黄道上的位置为例说明他的方法．刘焯以时间为自变量，把一年分为24个相等的时间间隔，每个间隔被当作两节气间的时间长度．他认为太阳的运动是匀加速的，因此太阳视行度数便是时间的二次函数，应采用二次内插法．这是一种已经实测了太阳在某些节气的视行度数，求太阳在其他日期视行度数的方法．设h为节气长，s为某节气后日数，f(t)，f(t＋h)，f(t＋2h)为已知的相邻三节气的太阳视行度数，Δ1=f(t＋h)-f(t)，Δ2=f(t＋2h)－f(t＋h)，某一节气后s日的太阳视行度数为f(t＋s)，则刘焯的等间距二次内插公式可表示为




后来，唐初李淳风编《麟德历》时曾引用这一公式．《麟德历》被颁行全国，广泛采用．印度数学家婆罗摩笈多(约598---660)曾于628年使用类似的等间距二次内插公式计算正弦值，但已在刘焯之后了．

2．《大衍历》中的不等间距二次内插法及正切表

《皇极历》中由于采用了等间距二次内插公式，所以计算结果比以前准确．但这一公式是以各节气时间间隔相等为前提的，实际上二十四节气的时间间隔应该有差别，使用不等间距内插法才更合理，这一工作是由张遂(683---727)完成的．

张遂是唐代一位很有学问的和尚，法名一行．他在天文学和数学方面都有重要贡献，领导过有名的大地测量，在世界上首次实测了子午线长度，还和梁令瓒共同创造了黄道游仪和水运浑仪等大型天文仪器．他在晚年写成的《大衍历》，按不等的时间间隔安排二十四节气，把刘焯的内插公式由等间距推广到不等间距的情形，建立了不等间距二次内插公式．下面以现代符号表出张遂的公式：




其中f(t)是已知的某节气的太阳视行度数，f(t+s)是t后s日的太阳视行度数，h1和h2是相邻的节气间隔，Δ1=f(t+h1)－f(t)，Δ2= f(t+h1+h2)－f(t＋h1)．

张遂把《大衍历》呈报朝廷后，因对《大衍历》、《九执历》、《麟德历》等几种历法的优劣有争议，朝廷便令人检验，主要方法是根据各历预报日月交食的时间，然后与实际情况相比较．结果《大衍历》的误差最小，于是向全国颁发．该历所以能达到较高的精度，是与张遂使用不等间距二次内插法分不开的．唐代后期徐昂在制订《宣明历》(公元822年)时，也曾使用张遂的内插公式来计算太阳、月亮的视行度数．




《大衍历》中的另一数学成就，是出现了世界上最早的正切表．如

图4．25，l0是表长，l是日影长， S表太阳，Z表天顶，太阳的天顶




张遂只给出随α变化的l的长度．实际上，历中列出了天顶距从0度到79度所对应的表影长，它显然是α的函数，只要除以表长，就得到现在意义的正切值了．张遂的正切表可能是在印度正弦知识的影响下创造的，但很快就失传了，对中国数学发展影响不大．

三、唐代中国与其他国家的数学交流

唐代国力强盛，与外界的贸易和文化交流都盛于前代．中国数学通过各种渠道外传，一些外国数学知识也传到中国．

1．中国数学的外传

早在6世纪，中国的算术和历法便已在朝鲜流传．唐朝时期，朝鲜数学受中国影响更加明显，《九章算术》中的二次方程和《缉古算经》中的三次方程都被用到工程建设中，还广泛使用了中国的两个圆周率




《九章算术》和《缀术》，考试方法也与中国类似．9世纪，朝鲜曾派大批留学生来中国学习，仅840年一年就有105名朝鲜留学生及其他人员回国，把包括数学在内的中国文化带到朝鲜．

公元702年，日本仿照唐制，建立学校．《九章算术》、《海岛算经》、《周髀算经》、《孙子算经》、《五曹算经》和《缀术》共6种中算书被确定为教科书．9世纪编纂的日本书目中还有《夏侯阳算经》、《张邱建算经》、《五经算术》、《数术记遗》等，可见这些书也传到了日本．在唐代，日本先后19次派“遣唐使”来中国，每次一、二百人，最多时达500人，其中有些人是专门来学习中国历法和数学的．中国的内插法随《大衍历》、《麟德历》、《宣明历》等传入日本，《宣明历》在日本使用时间最长，达800年之久．

中国数学对印度也有影响．例如《孙子算经》中的“物不知数”问题出现在婆罗摩笈多的书中，而摩诃毗罗(即马哈维拉，Mahāvīra，公元9世纪)的书中则有类似于“百鸡问题”的不定方程．另外，中国的百鸡术及盈不足术、比例算法等也在唐代传到阿拉伯，后来又传到欧洲，对欧洲数学产生了一定影响．

2．印度数学传入中国

隋唐时代，印度数学和佛经一起传入中国．唐朝的司天监里，有不少印度数学家和天文学家任职．瞿坛悉达曾任太史监，于开元六年(718)奉唐玄宗之命将印度《九执历》译成中文．该历中有一些先进的数学知识，例如：(1)印度数码，即现在通用的阿拉伯数码的前身．但中国人惯于筹算，体会不到它的优越性，所以没有采用．(2)分圆周为360度，1




起中国人的重视．(3)正弦表．《九执历》中有—张从3°45′到90°每隔3°45′的正弦表，共24个值．它们都是分母为34

38的分数，




早传入中国的三角知识，它可能对张遂编写《大衍历》有一定影响．




第五章 印度数学






第一节 综述



印度是世界上文化发达最早的地区之一．印度的早期历史分为史前时期(又称前哈拉帕时期，公元前2300年以前)和印度河文明时期(又称哈拉帕时期，公元前2300—公元前1750)．在印度次大陆的大片地域内，均大量发现石器时代晚期的遗址．这些遗址表明，早在公元前6000至3000年，印度居民过着狩猎采集生活．从公元前3500年俾路支最早出现居民点到公元前2300年印度河城市文明的兴起，大体可以分为半游牧、畜牧业发达和地域性村社三个阶段．公元前2300年左右，前哈拉帕文化结束，印度河文明开始．印度河文明是当地居民在特定环境中的卓越创造，至今已发现70多处遗址，最著名的是摩亨卓·达罗(在信德)和哈拉帕(在旁遮普)．摩亨卓·达罗的遗址清楚地显示出城市营建的统一规划．在建筑遗迹和某些遗物如彩陶、雕塑品、贝壳和各种材料作成的印章上刻有一些古代铭文．这些保存完好的古代铭文显示了哈拉帕文化的高度发达，而从贝壳上刻的算术线条可以推断，数学知识的某些积累是哈拉帕文化的成分之一．公元前1750年左右，印度河文明开始衰落．

印度最古老的历史文献是印度—雅利安人的作品《吠陀》．《吠陀》所记载的时代称为吠陀时代．在这个时代的前期，印度—雅利安人活动在印度西北部，而在其后期，印度—雅利安人进入恒河中下游地区．在其内部，出现了婆罗门、刹帝利、吠舍、首陀罗四个种姓．不久，部落共同体逐渐过渡到地区性共同体，奴隶制国家开始形成．公元前6至前5世纪，印度东部出现了十六个国家．佛教和耆那教开始成为占有重要地位的两大宗教．公元前327年亚历山大侵入印度，不久即撤退．前325年旃陀罗·笈多推翻难陀王朝，建立了孔雀王朝，几乎在整个印度次大陆建立了中央集权的统治．阿育王是这个王朝最有作为的皇帝，他大力提倡佛教，并向邻国派出传教使团．公元前185年该王朝灭亡，继之而起的是巽伽王朝．公元前150—公元300年，印度次大陆陷于混乱．北印度的笈多王朝(320—540)开始了印度的古典时期，印度的经济、文化空前繁荣．在这一时期产生了很多重要的科学文献，出现了一批著名的天文学著作，其中包括大量的数学知识．

6—7世纪，在印度形成了特殊形式的封建主义，种姓制度得到进一步发展．大量的属于最低种姓的贱民——“不可接触者”的生活处境十分艰难，这促成了八世纪阿拉伯人入侵信德地区后伊斯兰教的传播．与伊斯兰国家的联系对印度科学的进步有重要意义．7至8世纪印度学者的著作已为阿拉伯哈利发所了解．11世纪初，伽色尼王国的马哈茂德入侵；12世纪后期，古尔王国控制了北印度．

1206年，古尔王国驻印度的总督自立为苏丹，建立奴隶王朝，开始了长达300多年的德里苏丹时期．这一时期形成了中央集权的穆斯林政治体系，伊斯兰文化大量引进．在南印度，14世纪出现了两个强国，穆斯林统治的巴赫马尼王国和印度教徒统治的维查耶那加尔王国．1526年巴伯尔率军占领德里，建立莫卧儿帝国．从此，印度分散的教派、分散的村社走上了民族统一的道路，成为当时世界上最富有、最强大的国家之一．

在这样复杂的历史条件下，科学的发展在各时期不同程度地受到政治动乱的抑制，但自古以来数学始终是很受重视的科目．相传，佛祖悉达多·乔达摩(即释迦牟尼，公元前623—前544)幼时受传统的婆罗门教育，用八年时间专门学习语文和数学．在印度数学的发展始终与天文学联系在一起．数学著作大都是天文学著作中的某些篇章．

最早的数学著作《绳法经》(S．ulvasūtras)出现在吠陀时代，它包含在古代婆罗门教的经典中，专讲祭祀礼仪，其中包含毕达哥拉斯定理等数学知识．在以后的大约1000年中，缺少可靠的史料，数学的发展所知甚少．公元500年以后，印度数学获得了较大的发展，印度数学的成就在世界数学史上占有重要地位．许多数学知识由印度经阿拉伯国家传入欧洲，促进了欧洲中古时期数学的发展．

由历史资料提供的情况断定，希腊和印度两国之间科学知识有一定的交流，但是每一个民族都按照自己的风格或习俗发展科学．希腊人和印度人发展数学的道路在许多方面都不相同．希腊数学遵循着严格的逻辑叙述，所以几何学获得了重大的发展．印度人则相反，不去求得严格的证明，而主要是发展实用的数学，因此算术、代数和三角具有优势．

在5至16世纪，印度出现了许多著名的天文学家兼数学家和一批杰出的著作．这些著作都是用印度的宗教和官方语言梵文写的，就象伊斯兰国家中的阿拉伯语和中世纪西欧的拉丁语一样．印度数学著作的最大特点是叙述得过于简练，命题或定理的证明常被省略．运算法则的表述也极简短，又常常以诗歌形式出现，再加上浓厚的宗教色彩，致使这些著作更加晦涩难读．




I，476—约550)．他是在印度首先运用代数方法的人．499年，他用




书》)．这部著作是印度历数书天文学的一次系统化，并概述了当时的数学知识．书中大部分讨论天文学和球面三角学，也介绍了算术、代数和平面三角中的若干法则．他还算出了π的近似值3．1416．

瓦拉哈米希拉(Varāha－Mihira)是6世纪著名学者．他通晓哲学、天文学和数学，是《五大历数全书汇编》的作者．此书是希腊、埃及、罗马和印度天文学的一部提要，最重要的一部分是《太阳的知识》．(Sūrya Siddhānta)．其内容并不是有关太阳的知识，而是由太阳神传授的知识，具有神话色彩．另外还包括四部历数书．这部著作的计算图表是以希腊算法和亚历山大算法为基础推算的．

婆罗摩笈多(Brahmagupta， 598—约665)是7世纪最著名的天文学家，在印度中部城市乌贾因工作．628年他写了一部《婆罗摩修正体系》(Brāhmasphutasiddhānta，西方又译《宇宙的开端》)．其中以诗的形式叙述了印度天文体系，有两章是讲数学的，包括等差级数，二次方程和各种有关面积、体积的几何定理的证明．他大量地把代数应用于天文学．

千余年内印度最有成就的数学家是婆什迦罗 Ⅱ(Bhāskara，1114—1188)．他作为古代印度最重要的数学中心乌贾因天文台的领导人，是婆罗摩笈多的嫡系继承人．他所著《天文系统极致》(Sinddhāntaāsiromani，1150)可以认为是印度数学的最高成就．《天文系统极致》包括四部分，第一部分名为《丽罗娃提》(Lilāvati)，主要内容讲算术．“丽罗娃提”意为美女，对此有两种解释，一种认为婆什迦罗Ⅱ以此书献给其女儿，另一种则认为作者把数学本身比喻为美女．第二部分为《种籽计数论》，内容为代数学．其余部分是讲述天文学的．婆什迦罗Ⅱ继承了婆罗摩笈多和其他前辈的工作，填补了他们的许多缺漏．《丽罗娃提》共有13章．第1章给出几个计算表；第2章讲述整数和分数运算，包括计算平方根和立方根；第3章介绍解算术问题的各种方法(如单设法等)；第4章讨论来自希腊和中国的应用问题；第5章给出一些算术级数的求和法；第6—11章的内容是几何学，主要是面积和体积的计算和一些可以化为线性方程的实际问题；第12章讲述不定分析；第13章是组合学的内容．《种籽计数论》由8章组成，其内容是关于一次和二次代数方程的理论．他和婆罗摩笈多一样，也引用了大量的缩写符号．其第一章叙述正负数法则：第2—3章是一次和二次整系数不定方程的解法；第4章讲一元和多元线性方程组；第5章研究二次方程，并给出毕达哥拉斯定理的两个证明；第6章包含一些线性不定方程组的实例；第7—8章补充了二次不定方程的内容．

婆什迦罗Ⅱ的《天文系统极致》在印度有很大的影响，他的嫡孙在13世纪创建了一个专门研究此书的学派，以后的400多年间有许多数学家对此书进行了注释．

除了以上介绍的几位最著名的学者及其著作外，下文将要提到的数学家还有阿耶波多Ⅰ的主要继承人婆什迦罗Ⅰ(Bhāskara Ⅰ，629年在世)；9世纪在南印度迈索尔工作的马哈维拉(Mahāvira，约850)；著有《计算精华》(Ganita－Sāra－sangraha)，内容十分丰富；活跃在9—10世纪的数学家有施里德哈勒(Srīdhara)和阿耶波多 Ⅱ(Aryabhata Ⅱ)；14—15世纪著名的数学家有纳拉亚讷(Nārāyana，约1356)和尼拉坎塔(Nīlakantna，约1444—1501之后)等等．

1881年，在西北印度巴赫沙里附近出土了一部无名氏著的算术和代数手稿，其准确时间尚未确定，多数学者认为是6—8世纪的作品．我们称之为《巴赫沙里手稿》．其中论述了不定方程和不尽根逼近等问题．




第二节 《绳法经》中的数学






《绳法经》中最重要的内容是祭坛的建造问题，作者利用绳子和竹杆给出固定的测量法则．其中的数学知识比较零碎，但足以说明在成书年代印度数学家已有很出色的成就了．

祭坛的建造遵照一系列严格的指令，其方向必须要顾及东西南北，地基必须具有标准的形状，例如边长之比为已知的等边梯形．所有祭坛的地基分为两大类，一类是面积成整数比的正方形，另一类则是等积的各种多边形．这需要相应的几何作图知识---直角、正方形、整数边直角三角形和梯形的作法，以及从面积为a的正方形出发作面积为na的正方形，把直角三角形改为等积的正方形等等，在这里毕达哥拉斯定理得到广泛应用．

《绳法经》中利用了下列几种具整数边长的直角三角形及其相似形：

3 4 5

5 12 13

8 15 17

7 24 25

12 35 37

15 36 39

以及与这些三角形等积的梯形．《绳法经》中介绍了如何用线绳和竹杆拉出直角．

利用毕达哥拉斯定理可以由已知正方形作面积为其2倍、3倍以至n倍的正方形．进一步作面积等于两个不等积正方形面积之和a2＋b2的正方形．阿帕斯坦巴把作图法则叙述为：“拼合两个不等积正方形，在大正方形的边上截取等于小正方形边长的线段，经过此平面区域斜拉绳子，则两个正方形合在一起．”图5．1可以清楚显示法则的含义，此处

AB2＝a2+b2

《绳法经》中还有求面积等于两个已知正方形面积之差的正方形的问题．为此，以点A为中心，以大正方形边长为半径在底边CB上截取线段CD，则

CD2＝b2-a2．(图5·1)







毕达哥拉斯定理还可用来把已知矩形改为等积的正方形．首先在边长AB＝a，AD＝b(图5．2)的矩形中分割出正方形ABFE，使其面积等于a2；用直线HG平分余下的部分EFCD；在BF上作矩形BIKF使与矩形EFGH全等，则原矩形ABCD与磬折形AIKFGHA等积，它的面积等于两个面积已知的正方形AILH与FKLG之差，这就完成了此问题的作图．代数地表示这种作图法，则为




如果在图5．1中引进辅助线段，如图5．3所示，那么就得到一个直观上表示毕达哥拉斯定理的图形．斜边上的正方形的面积由S，Ⅲ，Ⅳ和s组成，而三角形Ⅰ，Ⅱ，Ⅲ，Ⅳ等积，由此可以推测，《绳法经》时代的印度数学家已经知道毕达哥拉斯定理的证明．可能是首先发现了整数边的特殊情形后才得到一般定理证明的，但是并不排除从其他民族那里得到这一结果的可能性，只需注意倍正方形问题与古希腊倍立方体问题的相似性．传说后者也是与修筑祭坛有关，究竟是巧合还是有什么相互联系，还有待于进一步发现史料．




具有整数边直角三角形的作法引起后世印度学者的兴趣，婆罗摩笈多和马哈维拉建立了一般的法则．这在中国和希腊是早已知道的事实．在印度，这个问题始终与建筑学方法联系在一起．




在这个表达式中使用了单位分数，而分母只重复使用3和4两个数字，其数值在1.4142157和1.4142156之间，精确度达到10-6．《绳法经》中没有说明如何得到这个独具匠心的表达式．这个表达式使我们联想到巴比伦人早就熟悉的迭代方法．由此推测，在《绳法经》时代印度学者和巴比伦学者之间可能已有某些联系．




为了把正方形祭坛改为圆形祭坛，或把圆形祭坛改为正方形的，《绳法经》建立了化方为圆和化圆为方的方法．作一圆使其与已知正方形等积，这就是化方为圆．其作法是这样的(图5．4)：从已知正方形的中心O向边AB引垂线OP，使OP等于正方形对角线之半，并交AB于H．




化圆为方的方法有两种．一种相当于取正方形边长




那么相应的π=3.044．

在另一种方法中，相当于取正方形边长为







样，印度学者为了追求某种和谐性，用尽量少的几个整数表达边长与直径的关系．

毫无疑问，《绳法经》的作者们利用了化方为圆和化圆为方二者之间的相互联系．但是，他们并无意于深入研究圆的性质．在通常情形下，他们取π＝3进行计算．




第三节 算术



十进位值制记数法的使用和印度-阿拉伯数码的出现，不仅在数学史上，而且在全人类文化史上都具有十分重要的意义．这种记数法的产生和完善经历了相当长的时期．

在十进位制记数系统产生以前，在印度出现过各种不同的数字和记数法，有些地区使用的数字保持到很晚，现在很难研究出它们之间的承袭关系．从公元前4世纪到公元3世纪，在现今的东阿富汗地区和旁遮普北部风行所谓的音节数字(图5．5)与当时的古印度音节文字有关．这可能是一种十进非位值制系统．数字1，4，10，20和100用特殊记号表示，其它数由加性原则写出，数字从右往左书写．







很久以来在印度广大领土上传播着婆罗门数字，这是十进位记数法发展的较高阶段，这种数字形式保持了一千多年(图5．6)，佛教和婆罗门数字一起传入其它国家，在个别地区，这种数字一直风行到19世纪．

一般说来，在印度的各种数字系统中，至少从公元前2世纪起，数字1，2，…，9就存在单独的符号，这些特殊符号的存在是产生十进位值制记数法的基础．单位1出现在表示单数事物如“太阳”、“月亮”的词语中；而数字2出现在“双生子”，“眼睛”，“手”这类词语中；数字5出现在“感官”(即五官)，“手掌”中等等．数字的书写是从低位向高位，古印度历数书中的天文表就这样表示数字，缺位时用特殊符号标出．

阿耶波多Ⅰ的著作中用音节表示数字，完全没有位值制的特点．每一个数k·10n(k＝1，2，…，9；n＝0，1，2，…)都被特殊音节所代替，丰富的梵文字母能够给充分大的数字命名．但是，他的学生——婆什迦罗Ⅰ(Bhāskara Ⅰ， 629)却改进了这种记数法，使数字的音节具有位值性，他还引进了表示空位的音节．

大约在6世纪上半叶改变了数字中数位的书写顺序，开始从高位向低位书写，这可能是受希腊人的影响．位值制记数原则包含这样三个因素：1．每一位数都由该数位单位乘以相应的数字；2．省略每个数位单位的符号；3．用确定的符号(零号)表示任何数位上的空缺．所有这些因素在印度首先是局部地、口头地应用，然后过渡到广泛地、文字上的普及．不晚于6世纪，在印度产生了新的、整数的十进位值制记数法，即用九个数字和表示零的小圆圈可以写出任何数字，每个位置上的数字有明确意义，同一个数字在不同位置上则代表不同数值．

7世纪中叶，印度的记数法开始向西方传播．8世纪末，这种记数法传入巴格达哈利发的宫廷中，印度数字经阿拉伯人的改进传入欧洲后就被称为印度—阿拉伯数字了．

在印度的算术文献中记载了整数和分数的八种运算：加法、减法、乘法、除法、平方、开平方、立方和开立方．某些运算是有明确定义的．例如，阿耶波多Ⅱ(AryabhataⅡ，950—1100之间)定义加法是把一些数合并为一个数，而减法则是从一个数中拿掉其中一部分．这些定义在很晚以后欧洲的教科书中还采用．婆什迦罗Ⅰ援引早期无名氏教师的话，认为乘法和除法可以相应地转化为加法和减法．

在古印度广泛使用计算板．梵文中“算术”一词就是由“计算”和“板”两个词复合而成．但是在更早的时期，稍复杂的运算是在用贝壳作成的古算盘上进行．计算人员手拿一个装有几百个长形贝壳的口袋，在算盘各栏中可以摆出数字1，2，…，9；还有12个圆形贝壳，用来表示零(这可能是较晚的事)．例如数字52077摆成图5．7的形状．斜线表示长形贝壳，圆圈表示零)．现在正统的佛教徒——婆罗门博学者还使用这种方法进行计算．




在使用算盘计算时，要记熟一些法则，即加法的进位和减法的借位．乘、除法则在加、减法的基础上进行．

记载算式的文献很晚才出现．在古代，凡是书写出来的数字不是为了进行计算，而是为记录经文中出现的年代．后来出现了文字运算，但只给出结果而没有中间步骤．这是因为当时的计算工具是一个铺满沙土的盘和一根削尖的木棍．字要写得比较大才能认清，这样在一个数起到它的作用后就把它擦掉，以保留书写空地．加法是从最高数位开始进行计算．例如345＋488是这样进行的：把一个数写在另一个数的下面，对齐数位，并在书写板的上端留出一些空地．计算员说，“3＋4＝7，把7写在最左一列的上头；然后，4＋8＝12，把7改为8，后面写上 2，因此7被擦去，而改为82；最后，5＋8＝13，把82中的2改为3，后面再写个3，就得到结果833”(图5．8)．




做乘法有几种不同的方式．比如，在沙土板上写出




首先，5×12，把5擦掉，写上60，




把乘数12向左移动一位




然后3×12，得36，把6加在1360的6上，擦去其中的6，写上2，记住往3上加1，把1360中的3改为4




再移动乘数12




最后1×12，把2加在4上，擦掉4，写上6，1字保留不动，得乘积为1620．

另一种计算乘积的方法，与我们现在的程序很接近．在计算板上画上彼此垂直的方格，再把每个格子都用同一方向的对角线分开，沿着格子的两个边写上乘数，中间的乘积写在右下方三角形中，需要进位时记在左上方三角形中，然后依对角线进行加法．还以135×12为例，这种方法的程序为




有时为了化简运算，采取一些简单变换，如

135×12＝135×(12＋8)－135×8

或

135×12＝135×(12-2)＋135×2．

印度人的算术运算方法，后来被阿拉伯人和欧洲人所采用．

带有数字0的运算是位值制系统计算的重要内容．印度人不仅仅把0看作是“一无所有”或空位，而且把0看成是一个数．这是印度算术的一大贡献．这种看法在3世纪时已经出现．在天文学家瓦拉哈米希拉




的加、减运算．一个多世纪以后，婆罗摩笈多在他的著作中有比较完整的叙述：“负数减去零是负数，正数减去零是正数，零减去零还是零；零乘正数、负数或零都是零．……零除以零空无一物，正数或负数除以零是一个以零为分母的数．”最后一种情形没有进一步说明．婆什迦罗Ⅱ把a÷0称为Khahara，与无穷大有相似的含义．

在印度算术中，分数也有较完整的理论．分数的写法与中国古代算筹分数记法一样，分子在上，分母在下，没有分数线．若是带分数，则整数部分又写在分子之上．例如




整数与分数运算时，把整数写成分母是1的分数．分数四则运算取用下列法则：




在某些情况下，需要把一个分数化为几个单位分数之和，然后进行计算．




写出数字，在其奇数位的上方画出竖线，而在偶数位的上方画出横线




找出不超过5的最大平方数，即4，把它写在下一行，并从5中减去：

4




用14除以4，商3余2，擦去14，写上2

4




从27中减去3的平方，即9，余18，擦去27，写上18．把3加倍后写在4的后面

46




重复上面步骤．185除以46，商4余1，擦去185写上1

46




从16中减去4的平方，得零，擦去16，把4加倍写在46后面

468

最后把468除以2得234．这就是平方根．

这种程序与中国《九章算术》中开平方的计算步骤是不同的．对于




算．为了提高精确度，还可以在分子上乘上10的偶数次幂．

由于在计算板上运算不能保留中间运算步骤，所以印度学者采用一种称为弃9法的验算方法，它依据这样的事实：任何整数和它的各位数字之和除以9的余数相同．阿拉伯算术中也采用弃9法验算，这来源于印度，后来又传入欧洲．

在印度的算术著作中，有大量的丰富多采的以诗歌形式表述的算术问题．这些问题涉及假位法(单设法和双设法)、三位法、百分率和级数等方面．有大量来源于实践的问题，也有一些是纯粹作为消遣和娱乐的题目．

在这些问题中单设法占相当的比例．马哈维拉用单设法解决了大量的代数和几何问题．婆什迦罗Ⅱ也研究过这种方法，在《丽罗娃提》中有这样一个问题：“从一束清洁的莲花取出其三分之一、五分之一和六分之一，分别献给湿婆、毗瑟拏和苏利耶①，再给布赫瓦尼四分之一，只剩下6只莲花，送给尊敬的教师，请说出莲花的数目．”婆什迦罗Ⅱ设所求数为60，即3，4，5，6的最小公倍数，由此可术出应剩3只




在《巴赫沙里手稿》(6—8世纪)中，单设法不仅用于形如ax＝c的方程，还应用于形如

ax+b=c

的方程．当然，这时简单的比例性质已不成立．如设x1为所求数，由此得出




在印度的数学文献中没有见到双设法．伊斯兰的数学文献中却广泛应用这种方法，而阿拉伯人却认为来源于印度．

三位法(The rule of three，тройное правила)在印度算术中占核心地位，它能够自由地解决各种实际问题．婆什迎罗Ⅱ甚至说，三位法作为一门科学是算术的实质，它与后来的需要推理和运算技巧的代数学相对照．三位法就是求形成下列具有三个已知数a，b，c的比例式




中的x．或如古代数学家所说，回答这样一个问题：“如由a能导出b，那么由c能导出什么数”．婆罗摩笈多说：“在三位法中，第一项与第三项必须是同类的(单位相同的数量)，第二项、第三项相乘，以第一项除得结果．”

婆罗摩笈多及较晚的作者提出了“反三位法”．即求比例




中的x．例如中世纪著名的工程问题：“a个人完成一项工作要用b天，问同一项工作c个人做要用多少天？”后来还出现了“五位法”、“七位法”、“九位法”和“十一位法”．以“五位法”为例，就是求满足比例式




理，七位法中就有三个三位法，如此类推．

三位法从印度传到西方，在几个世纪之内都是解决算术问题的主要方法，直到19世纪，欧洲的学校教育中才逐渐取消三位法．




第四节 代数学



印度人对代数学作出了重大贡献.他们用缩写文字和一些记号来描述运算.加法不用记号，被减数上面加个点表示减法.已知的整数，前面冠以rū(来自绝对数rūpa一词)；未知数称为yāvat tāvat，用音节yā来表示.如果遇到几个未知数，那么用各种颜色来区别：kā(kālaka，黑色的)、nī(nīlaka,蓝色的)、pī(pītaka，黄色的)、lo(lohitaka，红色的)等等.未知数的二次幂用varga一词的va这个音节来表示；三次幂用ghata的音节gha来表示．并且借助va和gha两个符号表示未知数的更高次幂：va va表示四次幂；va gha ghata表示五次幂；va gha表示六次幂；va va gha ghata表示七次幂；va va va表示八次幂；




yā va va 0 yā va 0 ya 0 rū 9999；

表示方程

x4-2x2＋400x＋0＝0x4＋0x2＋0x＋9999

yā 0 kā 0 nī 0 rū 6302

表示方程

197x-1644y-z＋0=0x＋0g+0z＋6302；

ka 6 ka 5 ka 2 ka 3

表示




这套符号虽然不多，但足够使印度代数几乎称得上是符号代数，并且符号比丢番图的缩写代数用得多．




的”，如同零，可能这是因为未知量是不确定的，它的位置是被想像的．等号用pha表示，是相应的单词phalam的第一个音节．类似于我们现在




面．对于乘法，各因子并列着写．一组数用线框起来相当于加括号的意义．例如




虽然印度学者创立的符号很笨拙，符号本身即梵文字母的形状很复杂，但是，他们的工作预示了新数学的发展方向．他们的后继者——阿拉伯国家和中亚地区的学者不仅没有前进一步，而且几百年来都是用“词语书写”来表示代数式及其运算．

这些缩写符号促进了代数学的发展．阿耶波多Ⅰ的著作中出现了一次方程的问题．他给出的方程相当于

ax+b=a1x+b1，

但没有求出它的解．阿耶波多Ⅰ的另一个问题很有趣．为确定两个按已知速度运动的星体相遇所需的时间，当两星体相向运动时，他说，应用距离除以速度之和；而当两星体同向运动时，应用距离除以速度之差．如用a表示两星体最初的距离，v1，v2分别表示两星体的速度，那么当同向运动时有




晚期学者的著作中，可以见到线性方程组的问题．印度数学家没有像中国古代学者那样建立解线性方程组的一般方法，而是把它们作为锻炼智慧的工具．例如，婆什迦罗Ⅱ提出这样一个问题：甲、乙二人各有若干卢比，若乙给甲100卢比，那么甲的卢比是乙的二倍；若甲给乙10卢比，则乙的卢比是甲的六倍，问甲、乙二人各有多少卢比？如列方程，则相当于

x+100＝2(y-100)，

y＋10＝ 6(x－10)．

婆什迦罗Ⅱ指出，如果甲有(2x-100)个卢比，那么在第一种情形下，乙应有(x＋100)个卢比．由此可化为具有一个未知量的方程

x+110=6(2x-110)．

这种引进辅助未知量的方法很像丢番图的方法(以(x＋100)代替第二个方程中之y，而以2x-100代替此方程中之x)．

印度代数的较大成就是引进了负数，当问题涉及到债务或反向运动时，印度人使用了负数，他们像运用正数一样运用负数．但是在有关一次方程的问题中没有见到负数解．

印度学者解二次方程的方法比丢番图优越．在《阿耶波提亚》中就有关于求解完全二次方程的问题．其中一个问题是根据算数级数的和S、第一项a和公差d求项数，相当于方程

dn2＋(2a-d)n=2S．

他用文字给出了一个正根．

婆罗摩笈多的著作对二次方程进行了详细的讨论，他的长足进步在于给出了解方程

ax2+bx+c=0

(a＞0，b、c可为负数)的一般方法．他用文字叙述的解法相当于公式




施里德哈拉的方法略有不同，他首先把方程各项乘以4a，得到的解相当于




在婆罗摩笈多的著作中，人们发现了对负数进行加法和减法的解释．他把正数称为“财产”，负数称为“债务”．加减法的运算法则是：“两个‘财产’之和是‘财产’，两个‘债务’之和是‘债务’，‘财产’和‘债务’之和是他们的差，而如果它们相等则和是零，‘债务’与零之和是‘债务’，‘财产’与零之和是‘财产’，两个零之和是零．”对于减法，婆罗摩笈多指出，“如果大减小，则‘财产’减‘财产’得‘财产’，‘债务’减‘债务’得‘债务’，如果小减大，则结果刚好相反，零减‘债务’得‘财产’，零减‘财产’得‘债务’，‘债务’减零得‘债务’，‘财产’减零得‘财产’；为了从‘债务’中减‘财产’或从‘财产’中减‘债务’，必需求出它们的和，前者应得‘债务’，后者应得‘财产’．”

婆罗摩笈多的法则本质上与中国古代《九章算术》的相同，但增加了

(＋a)＋(－ a)＝ 0，

0＋0＝ 0，

(±a)-0=±a．

在婆什迹罗Ⅱ的著作中出现了负数的乘、除法法则．即两个“财产”或两个“债务”之积是“财产”，“财产”乘“债务”是“债务”；除法相同．他还进一步说明了正数的平方根计算．他说，“财产”有两个平方根，一个是“财产”，一个是“债务”．这就给出了正数平方根的双值性．但对虚数没有认识，他声称“债务”不能是平方数．

由于婆什迦罗Ⅱ认识到了正数平方根的双值性，所以对于二次方程他也求出了两个根，但他并不是第一个发现这一事实的数学家，这要归功于九世纪上半叶巴格达学者花拉子米．

婆什迦罗Ⅱ的著作中有这样一个题目：“一群猴子在玩耍，其八分之一的平方数个猴子在树林中蹦跳，余下的12只猴子在山顶大声喊叫，请你告诉我一共有多少只猴子？”这个问题对应方程




经变换得

(x－32)2＝256．

婆什迎罗Ⅱ着重指出，32大于256的平方根，所以256的正负两个平方根对此问题都有意义，一般情形他是不取负根的．对于不合题意的正根，他也放弃不取．如问题“一群猴子的五分之一减三后再平方的数目躺在山洞里，只有一只猴子爬在树上，问共有多少只猴子”，这个问题相当于解方程




在印度学者的著作中还发现一些可以化为二次方程的方程．例如婆什迦罗Ⅱ给出方程




马哈维拉给出方程




显然都可以通过变换化为二次方程．

在印度数学中，高次方程的解法没有什么进展．只出现几例简单的，或经变换后化为简单的三次或四次方程．婆什迦罗Ⅱ给出下列两个方程

x3-6x2＋12x＝35，

x4－2x2－400x＝9999．

经变换后分别化为

(x－2)3＝27

和 (x2＋1)2＝(2x＋100)2

在婆什迦罗Ⅱ的著作里出现了无理数和无理式的运算．他把无理数和有理数一样看待，从而获得了相当复杂的关系．用现在的公式表示这些关系，就是：




根据这些关系式，他可以任意化简各种复杂的关系式．

在不定方程方面，印度学者取得了很大成就，他们建立了自己的独特方法．这种方法出现在婆罗摩笈多和婆什迦罗Ⅱ的著作中，即所谓的“扩散法”或“研细法”．

为解形如ax＋b＝cy (1)的方程，婆什迦罗首先说明如何求两个数的最大公因数．并指出，如果自由项b不能被未知量系数的最大公因数整除，那么方程无解．婆什迦罗解方程(1)的方法本质上与现代借助于连分数的方法没有区别．我们用现代的符号简要说明之．







通常把这个连分数缩写为

[q0，q1，q2，…，qn-1，qn]．




x＝(-1)nbQn-1＋Qnt，

y=(－1)nbPn-1＋Pnt．

连分数中的qk是在求a与c的最大公约数的过程中得到的，即运用欧几里得辗转相除法

a=cq0+c1，

c=c1q1＋c2，

……

cn-2=cn-1qn-1+cn，

cn-1=cnqn．

此处cn=(a，c)，如果cn＝1，则(a，c)＝1．

考虑婆什迦罗Ⅱ的一个例子

60x+16=13y(n为奇数)．




于是 x=-80＋13t，y=-368＋60t．

当t＝7时得到方程的最小正整数解

x=11， y=52．

婆什迎罗Ⅱ的计算简写为

1·16＋0＝16，

1·16＋16＝32，

1·32+16＝48，

1·48＋32＝80，

4·80+48＝368．

用13减80得x＝－67，y＝60－368＝－308．然后他把6·13加在-67上，得x=11，把6·60加在-308上，得 y＝52．

在婆什迦罗Ⅱ的著作中还有一个不定方程问题与中国古代《张邱建算经》中的“百鸡问题”相类似，称为“百禽问题”，相当于下列方程组




这类问题可能是从中国传入印度的．

印度学者在不定方程方面的重要贡献是解整系数方程

y2＝ax2＋b (2)

及其特殊情形

y2＝ax2+1． (3)

这类方程最早出现在古希腊的著作中．例如方程

y2＝2x2＋1




婆罗摩笈多和婆什迦罗Ⅱ研究了方程(2)和(3)．他们证明：如果从方程的一个解x，y出发(xy≠0)，可以求出无穷多个解来．方程(3)后来又由费马、欧拉和拉格朗日研究，1769年，拉格朗日建立了解方程(3)的完整理论．

从阿耶波多Ⅰ开始，算术级数的求和法就引起了印度数学家的兴趣．他们采用特殊的术语并计算了许多级数的和．

阿耶波多Ⅰ精通算术级数的各种性质，他知道中项、通项和求和公式．他还引进了三角形数、平方数和立方数的求和公式．马哈维拉推广了阿耶波多Ⅰ的结果，得到了算术级数各项平方、立方，以及以算术级数和为通项的级数求和公式．例如，当级数的首项为a1，公差为d时，马哈维拉得出公式




和法，相当于下列公式




大约在同一时期，在中国也得到类似结果．

据记载，早在公元前2世纪，印度人就知道了组合数的求法以及公式

婆什迦罗Ⅱ还建立了允许重复的排列数和组合数的计算方法．在《丽罗娃提》中有—个有趣的排列问题：“湿婆神的十只手拿着十件东西：绳子、钩子、蛇、鼓、头盖骨、三叉戟、床架、匕首、箭、弓．如果将这些东西交换，共有多少种不同的方式？正象哈利神四只手交换拿着的狼牙棒、铁饼、莲和贝壳一样．”婆什迦罗Ⅱ也许想使他的学生对这个庞大的数目(101=3，628，800)大吃一惊！

排列组合问题的研究可能与印度人见长于诗歌有关，为求出n个诗步中长短音的配置方法而出现了组合学．




第五节 几何学



印度学者在几何学方面的贡献明显地逊色于他们在算术和代数方面的成就．在很多情形下，他们的几何知识并不比亚历山大几何学家有多少进步．例如，婆罗摩笈多与亚历山大的塞翁(Theon of Alexandria)的著作中的几何部分就有许多相似之处．

婆罗摩笈多著作中的几何部分有这样的特点：在某些计算问题中，除给出精确的公式(当然有些问题得不到精确公式)外，还给出在实际中便于应用的近似法则．例如，已知各边求四边形面积，他给出的近似公式为




其中a，c和b，d为两组对边．又如，对上下底均为正方形的棱台的体积，他为计算人员提供了公式




此处a1，a2为上、下底正方形之边长，h为梭台的高．他还利用过巴比伦已知的公式




而棱台体积的精确公式则由上述两式复合而成




关于圆的面积，婆罗摩笈多给出两个法则：粗糙计算时取π＝3，







果，指出他计算了圆内接正6，12，24，48，96，192，384边形的边长，从而得到π的值．

为计算三角形的面积，除了通常的方法外，婆罗摩笈多导出了所谓海伦公式，并把这个公式推广到圆内接四边形的面积




其中p为四边形的周长之半，a，b，c，d为四个边．可惜他没有给出公式的证明．对于圆内接四边形，婆罗摩笈多还建立了与托勒密定理有关的命题：设对角线为x，y，则有




他对两对角线相互垂直的圆内接四边形和等腰梯形特别感兴趣，得到了有关的结果．

印度学者研究了直角三角形的性质．婆罗摩笈多计算并证明了下列一组有理数可以组成直角三角形的三个边：




两个世纪以后，马哈维拉用类似的方法求出三组整数




并用这些毕达哥拉斯数来构造圆内接四边形(图5．9)




婆什迦罗Ⅱ应用代数知识解直角三角形，表现出一定的技巧．例如他曾解决这样一个问题：已知周长和面积求直角三角形的三边．如用现代符号表示，相当于假设

xy＝p， (1)

x＋y＋z=q． (2)

由此可得

(x＋y)2－(x2+y2)=2p，

(x＋y+z)(x＋y－z)＝2p．

于是有




由(2)，(3)联立得




和




进一步可求出




再由(4)及(5)可以确定x和y．

在另一个问题中，已知xyz=p，x＋y＋z＝q，求x，y，z．婆什迦罗Ⅱ也是先求出z来，然后求x和y．印度学者解直角三角形的方法与中国古代算书的方法有些相似之处．

在印度的几何学中很少见到命题的证明，偶尔见到的证明也十分简短，多数情形是把证明压缩为图形和指示语“请看！”有时在图形旁边略加说明．例如毕达哥拉斯定理的证时由 图5·10给出，而关于三角形面积的定理由图5·11说明，图中矩形的高等于三角形高的一半，并加上指示语“请看！”







迦涅挲类似地解释了圆面积的公式：圆面积等于边长分别为周长之半和半径的矩形的面积(图5．12)．他给出的图形具有古希腊数学家的原子论思想．婆什迦罗Ⅱ用类似的方法建立了球体积和表面积的公式，他把球看成由顶点在球心、底在球面的大量针形锥体所组成．




Z

印度几何著作的主要特点是结论的简要性和用仅有“请看！”字样的图形来代替证明．

一般说来，印度数学著作的书写以简单、格言式或诗歌形式著称，而命题或法则更加言简意赅．教学时则需详细讲解方能领会，具有“请看！”字样的图形作为直观上的注释为理解命题提供了方便．




第六节 三角学的开端



印度学者对三角学的研究晚于其它学科，但是他们所做的工作十分重要．

早期的三角学，是伴随着天文学而产生的．在希腊化国家中，由于天文学的发展，越来越多地利用三角关系作为辅助的计算工具．例如，托勒密的著作中曾论述制作日晷的原理，并保留有世界上最早的三角函数表，即从0°到90°每隔半度的弦表．

希腊的天文学影响了印度天文学的发展，这无疑也推动了三角学的进步．许多从希腊人那里继承的计算法则发生了系统的变化．首先是用正弦，即半弦代替全弦，它们之间的关系是chord 2α=2sinα．从形式上看，弧2α的弦等于弧α正弦的二倍，只差一个常数因子，似乎这种变换没有本质的区别．但事实上，由全弦向正弦的转化有深远的意义，因为这就自然而然地引进了与直角三角形的边与角有关的各种函数．

在《阿耶波提亚》和一些历数书中已经出现正弦、余弦和正矢函数(即半径与余弦之差，关系为versα＝1－cosα，现已不用)．阿耶

波多Ⅰ称正弦为j




va，是猎人的弓弦的意思．后来传到阿拉伯国家，译为dsch




ba．由于阿拉伯文书写中只保留辅音和长元音，这个词就写成dschaib，意为“胸膛”．12世纪，欧洲人译为拉丁文的“胸膛”(Sinus)，最后演变成Sine．

印度人称余弦为kotij




va，即余角的正弦，或简写为koti．译为阿拉伯文为dschaib altamam．12世纪，由克雷莫那的杰拉德(Gerard of Cermona)译为拉丁文Sinus residui．15世纪的数学家开始使用Sinus complementi，即余角的正弦．1620年第一次出现缩写符号co·sinus表示余弦．

三角量之间第一个关系式是毕达哥拉斯定理的直接表达式

sin2α＋cos2α＝1．

其次是半角的正弦法则




这些关系式在瓦哈拉米希拉的著作中就有很清楚的表述．12世纪的婆什迦罗还使用了两角和与差的正弦法则．当半径不等于1时，印度学者则用文字来描述这些命题．

在天文学中应用三角学自然要制造三角函数表．印度最早的正弦和正矢表出现在《太阳的知识》和《阿耶波提亚》中．在后一著作中列表给出了正弦和正矢从 3°45′(225′)开始，间隔225′的24个值．显然没有任何一个希腊的弦表是它的原型．下表列出了古印度三角函数表中开头和末尾各四个值，取自《阿耶波提亚》中．表中的二阶差分Δ2和正弦值精确到分的百分之一．阿耶波多Ⅰ把圆周分为360°，再把每1°分为60′，而直径和三角量的测量也用弧的单位来表示．如表中所见，印度人采用半径等于3438′的圆进行计算．这个数字是由2πr=21600′当π＝3.1416时计算的结果．这个π值出现在《阿耶波提亚》中．




这个表的计算方法，在《阿耶波提亚》中没有记载．据科学史家推测，阿耶波多可能首先计算出30°，60°和45°的正弦值，如sin30°等于圆内接正六边形边长之半，即sin30°=1719′．

由此可得




然后应用半角的正弦法则和平方根的计算求出22°30′，11°15′，15°，7°30′，3°45′的正弦值．对于3°45′即225′，印度人认为当弧长足够小时，其正弦值应等于弧长，他们取sin3°45′＝225′．

在《太阳的知识》中，给出了从sin225′开始利用差分方法制造的同样函数表的法则．而瓦拉哈米希拉则与亚历山大的数学家相同，他所造的正弦表取直径为120．12世纪的婆什迦罗重新使用半径3438，他用两角的和与差的正弦公式制造了一个每隔10°的正弦表，他取sin60′＝60′．求出

他利用的公式为




即两角和与差的正弦公式．婆什迦罗造的表比阿耶波多的精确得多．




婆什迦罗Ⅱ在《丽罗娃提》的第四部分中导出了根据圆周长c、弧长s和直径d计算弦l的公式




当n=3、4时，上式计算出的弦长l可精确到百分之一，而当n＝6时可得到准确值．

在印度的数学文献中，没有建立解三角形的一般法则．在《太阳的知识》中，隐含着某些球面三角学的定理．例如，通过不太复杂的变换可以把其中的法则化为直角三角形的正弦定理和一般的余弦定理．但是作者并没有把这些法则视作三角形诸元素之间的普遍关系．在《丽罗娃提》的第九章“论日晷的测量”中，利用日晷影长和相似三角形的定理测量物体的高度和距离．但是印度学者没能由此引出正切和余切概念---这是由9世纪上半叶伊斯兰国家的学者完成的．

在中世纪，政治动乱抑制了数学的发展．然而，西南部的喀拉拉(Kerala)地区在某种程度上能置身于政治动乱之外，因而在15---17世纪之间仍能取得突出的成就．这一时期最著名的学者是尼拉坎塔，他以对《阿耶波提亚》的重要评注而著称．1501---1502年间，尼拉坎塔著有《科学文集》，书中研究出一整套包含在微积分和级数论萌芽中的方法．

尼拉坎塔和东方的某些学者一样，确信圆周长与直径之比是无理数．他在对《阿耶波提亚》的注释中说“如果直径用某个单位来测量，那么周长就不能准确地用这个单位来测量；而如果对某个单位而言，周长能够测量时，直径就不能准确测量．”为了更准确地计算π的值，在《科学文集》中，他采用了相当于公式




的法则．由此可以得到(当r＝1时)




和




在此基础上，他计算出




10位准确数字．这是计算数学的卓越成就，虽然在15世纪初阿拉伯学者卡西已经得到更精确的近似值．尼拉坎塔的贡献在于他摆脱了初等数学的束缚，他的方法比他的结果更重要．

在此基础上利用无穷小分析的思想，尼拉坎特纳还得到了反正切级数的展开式：




遗憾的是，这些数学思想不仅在印度本国没有得到发展，而且也没能及时传播到其它国家去．但是，印度学者的其它贡献---十进位值制记数系统，一系列代数和数论方法，三角学的开端，从13世纪末开始传到阿拉伯国家，并对后世东西方科学的进步产生了强有力的影响．




第六章 阿拉伯数学






第一节 综述



阿拉伯数学是指7世纪伊斯兰教兴起后，崛起于阿拉伯半岛，建立在横跨亚、非、欧三洲的阿拉伯帝国统治下各民族所开创的数学．

通常所谓伊斯兰国家的数学或中亚细亚数学也是指阿拉伯数学．在伊斯兰国家里，科学文化的发展是许多民族的学者共同劳动的结果，数学也不例外．他们是波斯人、花拉子模人、塔吉克人、希腊人、叙利亚人、摩尔人、犹太人和阿拉伯人，等等．他们大都是伊斯兰教徒．讲到这一时期这一地区的数学，没有很恰当的词语来表述，由于当时的数学著作都是用阿拉伯文撰写的，一般就统称为阿拉伯数学．上述各民族的学者有时也统称为阿拉伯人．

公元6世纪以前，阿拉伯人过着游牧部落生活．当时阿拉伯半岛盛行多神崇拜，各部落间战争连绵不断．由于东西商路改道，社会经济日趋衰落，要求改变这种社会状况和实现政治统一，成为各部落的共同愿望．伊斯兰教的创始人默罕穆德(Mvhammad，约570—632)，出生于阿拉伯半岛麦加城的一个没落贵族家庭，早年曾随商队到过叙利亚等地，后来回到麦加城经商．公元610年，在麦加开始创传以信仰一神为中心的伊斯兰教．后因遭到多神教徒的反对和迫害，于公元622年秘密出走麦地那．他在那里组织了一个接受伊斯兰教的阿拉伯部落联盟，号召所有伊斯兰教徒——穆斯林，不分部落，都是兄弟，使各部落的人超越血缘的狭隘界限以共同的信仰为纽带团结起来．伊斯兰教就这样在阿拉伯半岛创立并迅速传播开去，成为团结阿拉伯人的一种力量．

阿拉伯部落统一后，形成了一个威势很大的军事力量．在“与异教斗争”的神圣口号下，迅速向东方和西方的富饶国家入侵，并在被征服的国家里普及了伊斯兰教．不到一个世纪，阿拉伯人就占领并统治了几乎整个比利牛斯半岛、所有地中海沿岸的非洲国家、近东地区、高加索和中亚细亚，形成了一个横跨欧、亚、非三洲的强大的阿拉伯帝国．我国历史上称之为大食国．由于哈利发政权的对立斗争，在8世纪中叶，大食国分裂为东大食和西大食．东大食的首都是巴格达，西大食的首都是科尔多瓦(Cordova)．

公元1000年到1300年之间，基督教十字军东侵，把穆斯林逐出圣地．13世纪初，成吉思汗率蒙古部队西征．13世纪中叶，成吉思汗之孙旭烈兀再次率兵西征，占领了原来阿拉伯哈利发在亚洲的所有领土，创立了伊儿汗国．蒙古人征服了这些伊斯兰国家后不久，他们自己也都皈依了伊斯兰教．到了14、15世纪，在中亚又出现了另一个蒙古帝国——帖木耳国．12世纪末，西班牙人推翻最后一个摩尔人的统治，阿拉伯人失去了他们在欧洲的立足点．

在阿拉伯帝国的统治下，被征服的民族很快转向伊斯兰教．同时，阿拉伯语很快成为各国通行的语言，在知识界成为学术交流的工具．这和中世纪西方各国把拉丁语作为通用语言一样．阿拉伯人和其它民族的人民共同创造了新的、别具一格的文化．当时欧洲正处在漫长的黑暗时期，阿拉伯世界的科学文化却后来居上，成为当时的人类科学文化中心之一．

8世纪中叶至9世纪初，出现了几位热心提倡科学的哈利发：曼苏尔(al－Mansur，712—775)，阿伦·赖世德(Hārūnar－Rashid， 765—809)，马蒙(al－Mamun， 786—833)等．在他们的大力支持和鼓励下，设立学校、图书馆和观象台．在东阿拉伯形成了以巴格达为首的学术中心．哈利发马蒙在巴格达创办了著名的“智慧馆”(Bayt al－Hikmah)．这是自公元前 3世纪亚历山大博物馆之后最重要的学术机关，除用作翻译馆外，还起到科学院和公共图书馆的作用，它还附设一座天文台．在这里，大量的波斯、希腊和印度的古典著作被系统地译为阿拉伯文．哈利发还组织力量对这些著作进行广泛而深入的研究．就这样，东西方的文华精华被融合在一起，出现了一个学术繁荣时期．阿拉伯的数学研究就从这里开始．

从8世纪起，大约有一个到一个半世纪是阿拉伯数学的翻译时期．由于阿拉伯人能够控制或取得拜占庭帝国、埃及、叙利亚、波斯及印度诸国的人才和文化，所以他们得以接触几乎所有的古代重要著作．欧几里得(Euclid，约公元前330—前275)、阿基米德(Archimedes，公元前287—前212)、阿波罗尼奥斯(Apollonius，约公元前262—前190)、海伦(Heron ofAlexandria，约62年)、托勒密(Ptolemy，约100—约170)、丢番图(Diophantus，250)、以及婆罗摩笈多(Brahmagupta，598—665)等著名学者的数学和天文学著作都被译成阿拉伯文．在翻译过程中，许多文献被重新校订、考证、勘误、增补和注释．这样一来，大量的古代科学遗产获得了新生．已经荒废了几个世纪的古代学者的著作又重新成为人们手头的教材．当古希腊的原著失传之后，这些阿拉伯文译本就成为后来欧洲人了解古希腊数学的主要来源，而许多古希腊时期的著作也正是通过它们的阿拉伯文译本才得以流传下来．

在上述漫长而有效的翻译时期之后，阿拉伯数学出现了一个创造性的活跃时期．阿拉伯人不仅继承了古典科学遗产，而且使之适合自己的特殊需要和思想方法．他们吸取和保存了希腊和印度数学的精华，加上他们自己的创造性劳动，建立起独具风格的阿拉伯数学．他们的贡献为世界数学宝库增添了光彩．

阿拉伯人引进了印度数字及其记数法，利用古代数学方法广泛地解决了一系列计算，特别是天文计算问题．他们的近似计算达到了很高的精确度．在代数学方面，他们建立了一元二次方程的一般解法，三次方程的几何解法，并把代数学明确地定义为“解方程的科学”．他们的工作为代数学的发展提供了方向．在三角学方面，他们引进了几种新的三角函数，建立了若干三角公式，制造了大量的三角函数表．更重要的是，三角学通过他们的工作开始脱离天文学而独立．阿拉伯人为证明欧几里得第五公设作过多次尝试，推进了平行线理论的研究．

阿拉伯的数学著作具有自己的风格．许多著作十分注意证明的论据，材料的系统安排和叙述的清晰性．大量书籍中都会见到具有东方民族特点的丰富有趣的例题和习题，这些问题往往具有十分新颖的实际内容．




第二节 算术



阿拉伯人原来只有数词，没有数字．在征服埃及、叙利亚等国后不久，阿拉伯人就使用了希腊字母记数法．9世纪初，开始出现阿拉伯字母记数法．公元773年(另一说771年)，一位印度学者把印度天文学名著《悉檀多》(Siddhānta)带到阿拔斯王朝哈利发曼苏尔的宫廷中．不久，这部著作被译成阿拉伯文．印度数字、位值记数法和算术运算就这样传到阿拉伯国家．

大约在825年，花拉子米(Mohammed ibn M




s




al－Khow




rizm




，约783—约850)写了第一部阿拉伯语的算术书．关于花拉子米的传记材料，很少流传下来．现在只知道他是一个拜火教徒的后裔，早年在家乡花拉子米接受初等教育后到中亚细亚古城默夫继续深造．当时阿拔斯王朝哈利发哈伦·赖世德的儿子马蒙任东部地区的总督，住在默夫，他在那里召见过已经远近闻名的花拉子米．813年，马蒙成为阿拔斯王朝的哈利发后，花拉子米作为杰出的科学家被聘请去首都巴格达工作，并成为智慧馆学术工作的主要领导人之一．在此期间，花拉子米创作了许多重要的、举世闻名的科学著作，包括数学、天文学、地理和历史等许多领域．

花拉子米的算术著作只有译本流传下来．现在唯一能够见到的，是14世纪中叶翻译的拉丁文手稿，现保存在剑桥大学图书馆．译文没有标题，以“Dixit Algoritmi…”开头，中断在一个乘法例题之中．后来，这部译本就定名为“Algoritmi denumero indorum”，其中Algoritmi本来是花拉子米的拉丁文译名，可是被人们理解为印度的读数法，后来它竟演变成表示任何系统或计算程序的“算法”的专业术语algorithm．

花拉子米在他的著作中讲述了印度人利用九个数字和零号的记数法，阐明了十进位值制的原理，引进了零的记号——形似字母“O”的小圆圈．13世纪的欧洲普遍用“小圆圈”或称“暗码”(ciffra)表示零号．“暗码”这一术语一直使用到18世纪末．在15至16世纪，单词ciffra开始有表示数字0，1，2，…，9的符号的涵义，它来源于阿拉伯文as－sifr，后者是梵文中零的名称S




nya即“空的”的译文．在欧洲中世纪，拉丁语单词nulle—“一无所有的”、“空的”——在一些欧洲语言中以不同形式表示零．

关于整数的四则运算，花拉子米着重讲述了加法如何进位和减法如何借位．他定义乘法为重复相加，除法为重复相减，并通过例子2326×214和4648÷324加以详细说明．所有运算都从最高位开始进行，乘除法必需记熟乘法表(即九九歌)，运算结果要用“弃9法”，有时也用“弃11法”进行验算．运算过程中要特别注意零的性质和零号的使用方法．

据原始资料记载，当时的算术运算，是在木板上撒上一些沙子或灰土，然后用削尖的木棍在沙土上画出数字来．这是由于当时的羊皮纸过于昂贵．对于较小的数字，工商业者用手指进行计算．是否利用了石子或任何形式的象征性的算盘，还无据可查．

花拉子米的算术著作问世后，许多阿拉伯算术书的作者都以它为依据．印度数字和十进位值制记数法也开始被人们接受．在不同地区出现了东阿拉伯数字(埃及、叙利亚、伊朗等国)和西阿拉伯数字(比利牛斯半岛)．(p187 图6．1)

但是，十进位值制记数法在阿拉伯国家的普及经历了相当长的时期．在整个中世纪这种记数法也没有完全代替其它形式的记数法．许多人仍然使用“词句记数法”．例如，艾布瓦发的《算




m al－hisāb)和凯拉吉(al-Karaji， 10世纪末)的《算术全书》(Kitāb al－k




fi fil Hisāb)都是十分重要的算术文献，这两本书中都没有使用新记数法．还有一些著作中同时使用两种记数法．一些历史学家推测，在当时可能存在两种相互排斥的学派：印度的和希腊的．新记数法虽然是从阿拉伯国家传入欧洲的，但在那里却很快地得到应用和巩固．而欧洲人还把这种从阿拉伯国家传入的印度数字称为“阿拉伯数字”．




花拉子米的算术著作中专门讲述了分数理论．拉丁语“分数”一词fractiones是阿拉伯语“拆开”的译文．由此在欧洲语言中产生了不同的表示法：法语——nombre rompu，表示“拉断的数”；中世纪俄语——ломаное、число，意为“破碎的数”；英文为fraction，德语为Bruch、等等．

花拉子米把分数分为“能读的”和“不能读的”，这明显地表现出




拉伯语中有单词与之对应，它们的词根来源于相应的整数．其它分数称为“不能读的”，用两个以上的复合词来表示．分数的表示方法是分子在上，分母在下，如果是带分数，则整数部分又在分数部分之上，列成




古代中国用算筹表示分数的方法完全一致．一些科学史家推测，这种分数的表示法是由中国经印度传入阿拉伯国家的．

分数进行运算时，首先要化为单分子分数，然后再通分进行各种运




这个例子表明，阿拉伯数学家无疑掌握了把一般分数化为单分子分数的方法．

花拉子米的算术书传到欧洲后，对西欧数学的发展产生了显著的影响．出现了一批直接受其影响的算术著作，这些著作又从拉丁文译成多种文字，通行了几个世纪．在欧洲中世纪，花拉子米的名字已成为新算术的代名词．

艾布瓦法(Ab




’l－wef




)是10世纪著名的数学家和天文学家，公元940年生于霍拉桑(Khorasan)的布山(Buzshan)，998年卒于巴格达．他曾翻译并注释了丢番图的著作，并著有三角学、算术、几何学和实用天文学等方面的著作．他的《算术应用书》的全称为《抄写员、生意人及应用算术的其他人员必读之书》，写于961—976年间．书中记叙了各种各样的实用算术问题：商业交易、征税、度量衡、不同品种口粮的交换、钱币对换、部队口粮和薪金的分配、房屋和堤坝修建中的计算等．

《算术应用书》的第二章，详细地讲解了分数运算．艾布瓦法把分数看作两个数的比．指出，两个数相比较的度量称为比，它具有三种形式：小比大、大比小、相等的数之比．他特别把小比大的形式称为分数．他的这种观念实际上是沿用了欧几里得关于分数的提法．《几何原本》第七卷定义三指出,一个较小的数与一个较大的数相比，等于“一份”




西定义分数为“视某整数为一整体的量”，也是同出一辙．

艾布瓦法讲述了分数的一般运算法则及其化简之后，以相当大的篇幅来讨论用分数单位表示一般分数的方法．还给出近似表示法和最佳表示法．例如




可以作为一个因子出现：




艾布瓦法所给出的这种表示法在阿拉伯的广大领土上被应用于各种实际问题．

在阿拉伯数学中还出现了用假位法(rule of false posi-tion，правило ложного положения)非代数地求解某些代数问题的记载．假位法有单设法和双设法之分．所谓单设法，即假设一数为所求数，根据问题的条件求得一个结果，称为假结果．因为假结果与真结果之比等于假设数与所求数之比，故可依比例式求出所要求的数．这种单设法在艾布卡米尔(AbūKāmil)的《代数书》中出现过．

所谓双设法，即中国古代的一种比较著名的算法——盈不足术．在花拉子米的算术著作中就出现过这类用算术方法解一次方程的问题．他首先给出未知数的一个假定值，然后再给定另一个假定值，并为每一个值算出误差，再根据所得的答案和算出的误差，得出求知数的真值．我




15世纪上半叶，乌兹别克政治家和学者兀鲁伯(UlughBeg，1394—1449)在撒马尔罕建立了著名的天文台．在这个天文台工作的卡西(al－Kāshī，？—1429)，是由兀鲁伯请来的一位伊朗数学家．他写出了大量的数学和天文学著作，其中最重要的是《算术之钥》(Miftāh al－hisāb)和《圆周论》(Risālaal-muhītīyya)．

卡西的重要贡献之一是引进了十进制分数．在他的写于1426年的《圆周论》中，第一次出现十进制分数．在这部著作里，他把圆周长和直径的比不仅用六十进制分数表示，而且用十进制分数表示，同时说明了十进制分数如何进行乘法和除法运算．

卡西在《算术之钥》里，详细地叙述了十进制分数的理论，并指出把六十进制分数化为十进制分数的方法．他的著作比较通俗，很易于理解．他自己写道，用十进制分数表示圆的周长与直径之比，目的是为了使“不懂得天文学家用六十进制分数计算的人能够掌握十进制分数．”卡西在引进十进制分数之后，十分注意用四舍五入的方法简化计算，略去计算中没有意义的数位．

在《算术之钥》里有任意自然数幂的二次展开式．卡西为了把数开任意次方而运用这种分解．在这部著作中，还出现了计算任意次根的近似公式．他的前辈只有计算平方根的近似公式，用现代的符号表示是




而卡西的近似公式可以写成




在《算术之钥》里，卡西还给出了许多不同类型的有趣题目．例如：

1．我们想求出这样的数，把它加倍，再加上1，把和乘以3再加上2，然后乘4，再加 3，得到95．

卡西对这个题目作了三种解法：代数解法，即用花拉子米“还原与对消”的方法解方程；其次是逆推法．最后用双设法求解．

2．人们走进花园，第一个人摘下一个石榴，第二个人摘二个，第三个人摘三个，以此类推，即给每一个人增加一个．当所有的石榴刚好摘完后平均分配，每人得到六个石榴．请问人数是多少？

3．有两棵棕榈树垂直于地面，其中一棵高20肘，另一棵高25肘，这两棵树之间的距离是60肘．它们之间有一条河或水池．在每一棵棕榈树上停留一只鸟，它们看见水中有一条鱼，于是都向着鱼的方向用相同的速度沿直线飞去，同时获得了鱼．它们飞行相遇在两树根之间的直线上．我们想要求出：每一只鸟飞行了多少时间，以及它们原来的地点与相遇地点之间的距离，也就是鱼的所在地与每棵树根之间的距离．




第三节 代数学



公元820年，花拉子米写了一本《代数学》．它的阿拉伯文书名是《ilm al-jabr wa’lmuqabalah》．比较流行的一种说法认为现在西文中代数学一词algebra由此书名中的al－jabr脱胎而来．al－jabr原意是“还原”，根据上下文的意思，是指把负项移到方程另一端变成正项，方程才能平衡．muqabalah意即“化简”或“对消”，是指方程两端可以消去相同的项或合并同类项．书名直译应为《还原与对消的科学》．al－jabr译成拉丁文是algebra，而muqabalah被省略了，algebra则逐渐成为代数学这门科学的名称．这一名称的起源完全符合代数学本身的特点．代数的基础就是脱离具体数字以一般的形式来考虑算术运算，它的课题首先是提出解方程的变形规则．花拉子米正是以某种变形规则的名称来为自己的书命名，从而体现了代数学的真髓．

《代数学》用十分简单的例题讲述了解方程的一般原理．它的条理清楚、通俗易懂．正象花拉子米在序言中所说：“在这本小小的著作里，我所选取的材料是数学中最容易和最有用途的．是人们在处理下列事物中经常需要的：在继承遗产、分配财产、审理案件、商品交易，以及丈量土地、挖掘沟渠等各种场合中，……”《代数学》由三部分组成：第一部分讲述现代意义下的初等代数，第二部分论及各种实用算术问题，最后一部分(也是最大的一部分)列举了大量的关于继承遗产的各种问题．

在第一部分里，花拉子米系统地论述了六种类型的一次和二次方程的解法．这些方程由下列三种量构成：根、平方、数．根相当于现在的未知数x，平方就是x2，数是常数项．《代数学》完全用文字叙述，没有出现任何字母和缩写符号．为了表达方便起见，我们同时用现代的符号来表示这六种方程：

1．平方等于根 ax2=bx

2．平方等于数 ax2＝c

3．根等于数 ax=c

4．平方和根等于数 ax2＋bx=c

5．平方和数等于根 ax2＋c＝bx

6．根和数等于平方 bx＋c＝ax2

《代数学》的前六章，依次讨论了上述六种类型方程的解法．例如，第四章有这样一个问题：“一个平方数及其根的十倍等于三十九”．此问题即方程

x2＋10x＝39．

花拉子米把求解过程叙述为：“取根数目之半，在这里就是五，然后将它自乘得二十五，同三十九相加得六十四，开平方得八，再减去根数的一半，即五，余三．这就是根．”用现代的符号表示这一过程，即




对于一般方程x2＋px＝q，上述结果相当于给出求根公式




在第五章，花拉子米求出了方程x2+21＝10x的两个正根，相当于




的结果小于自由项时，开平方是不可能的，此时方程无根．这相当于指出我们现在称之为判别式的必须非负．

以上六种类型包括了具有正根的一次、二次方程的所有可能情形．作者的讲解是如此地详尽和系统，使读者很容易掌握其解法．在这种意义上，花拉子米后来被冠以“代数学之父”的称号．

从第七章开始，花拉子米转向方程的根的几何证明．

例如，对于方程x2＋10x＝39，花拉子米给出了两种不同的几何证明．

第一种证法是在边长为x的正方形的四个边上向外作边长为x和




形，然后把图形补充为边长为(x＋5)的大正方形(图6．3)．在两种方法中，花拉子米都利用已知方程x2＋10x＝39求出大正方形的面积为64，然后开方，再求出x来．







花拉子米的几何证明明显地受希腊几何学的影响，许多证明都可以在欧几里得《几何原本》的第Ⅱ篇中找到原型．

花拉子米之后，埃及学者艾布卡米尔(Abū Kāmil，约850—约930)首先继承了他的代数学并使之发扬光大．关于艾布卡米尔的生平，现在知道得很少．据有关传记材料记载，艾布卡米尔是伊斯兰文化全盛时期(9世纪中至11世纪)著名的数学家．他在算术、代数和实用几何方面都有很大贡献．

艾布卡米尔的一些数学手稿和译文已经保存下来，其中最重要的一部论著是大约写于公元900年的《代数书》(Kitab fi al-jabr wa’l－muqabala)．《代数书》问世后，在很长时间内被广泛利用，在传入西方各国之后产生很大影响，因此在数学史界被认为是艾布卡米尔硕果仅存的著作．

《代数书》主要讨论二次方程．艾布卡米尔继承了花拉子米关于二次方程的理论，并使之得到进一步的发展．书中有大量题目出自花拉子米的《代数学》．此外，艾布卡米尔还用相当大的篇幅研究那些不同类型的方程并给出多种解法．花拉子米的《代数学》中列举了40个问题，而艾布卡米尔的《代数书》中共有69个问题．

艾布卡米尔是第一个随意使用未知数的高次幂的伊斯兰数学家．在他的著作中，出现了直至x8的各次方幂(x7除外)．他称x3为“立方”，称x4为“平方平方”，称x5为“平方平方，根”，x6——“立方立方”，x8——“平方平方平方平方”．事实上，艾布卡米尔对这些方幂所采用的名称是按指数相加的原则施行的．

在《代数书》中，艾布卡米尔用大量篇幅阐述了代数运算法则．包括单项式、二项式及其它各种形式的代数运算．他还提出了求两个二次根式的和与差的一般运算法则：




有趣的是，这些公式又多次出现在后世数学家的著作中．例如，在11世纪阿拉伯数学家凯拉吉，印度12世纪数学家婆什迦罗(Bhaskara Ⅱ，1114—1185)，以及意大利著名数学家斐波那契(L．Fibonacci’约1170—约1240以后)的书中都出现了完全一样的公式．

艾布卡米尔不仅专门讨论了二次根式的运算法则，而且把这些结果运用到二次方程的理论中去．他所列举的方程，不仅根可以是无理数，而且方程的系数也可以是二次根式．他这样毫无顾忌地使用无理数，在花拉子米之后是绝无仅有的．正因为出现了无理数系数，而使解题过程十分复杂，艾布卡米尔也不得不放弃几何证明．《代数书》中，出现了许多十分高超的解题技巧和复杂的运算过程．

艾布卡米尔的代数著作在两个方面比花拉子米的《代数学》有明显的进步．一方面，理论水平有所提高．如前所述，艾布卡米尔不仅对各类方程的解法都指出其任意性，而且还十分注意用代数恒等式来化简方程，他还特别指出了代数恒等式的普遍意义．另一方面，艾布卡米尔的代数学更具有一般性．他引进了大量的繁琐的代数运算(也用文字叙述)，在具无理数系数的方程中，已放弃了几何解法，这无疑是一大进步．

艾布卡米尔的《代数书》问世后产生了重要的影响．传入欧洲后对宣传花拉子米的代数学起到很大作用．它的部分内容还被斐波那契收入其《实用几何》(Practica geometriae’1220)中，这是一部专门讨论代数在几何中的应用的著作．

继花拉子米、艾布卡米尔之后，另一个对代数学有重要贡献的是11世纪巴格达的学者凯拉吉(al－Karajī卒于1019—1029年间)．

凯拉吉以两部数学著作闻名于世．一本是《算术全书》(hisāb al－jummal)，其中有关代数学的章节可以认为是他写于1010年的内容极其丰富的代数著作的序篇．这部代数书的书名是．《发赫里》(ал-Фахри，al-Fakhr




)．根据凯拉吉的自述，他在写这本书的过程中，忍受着苛政与暴力的干预，久久未能完成．后来遇到一位有远见的执政者——发赫里(Fakhr al-Mulk)，他是学术的庇护者．在他的支持下凯拉吉才写完了这本书．为了纪念这位恩主，就以他的名字来命名这本书．

《发赫里》包括卷头语和两大部分．在卷头语中，凯拉吉阐明了借助于已知量求未知量是代数学这门学科的宗旨．并指出，具有一般性的代数运算法则是求未知量的有力工具．这就进一步明确了解方程是代数学的基本课题．

11世纪，阿拉伯学者已经熟悉了丢番图的《算术》书．凯拉吉在《发赫里》中大量地引用《算术》书的内容，他不仅把先辈们关于二次方程的理论网罗殆尽，而且无论在理论还是应用方面都出现了一系列新内容．他引进的代数运算比艾布卡米尔的更丰富、更系统，他所选用的习题比花拉子米甚至丢番图的更多样化．

例如，凯拉吉给出了下面关于三次根式运算的关系式：




特别引人注意的是，凯拉吉系统地研究了含有三项式的由未知数的任意次幂及其平方所组成的方程，如

ax2n+bxn=c，

ax2n+c=bxn，

bxn+c=ax2n，

ax2n+m=bxn+m+cxn．

其中a，b，c都是正数．这类方程原则上都能化为二次方程，卡拉吉分别以4次、6次和7次方程为例说明求xn的方法．当然，零解他没有考虑在内．为了求出上述各方程的根，凯拉吉还给出了开任意n次方根的方法．

此外，凯拉吉还应用数学归纳法证明了下列求和公式




在凯拉吉的著作中，可以发现大量的来源于印度和希腊的材料，也有相当多的内容体现了伊斯兰各民族古老的文化传统．总之，《发赫里》一书由三种文化汇合而成，我们还很难估计出各种文化所占的比例．

作为方程学说的代数学，它的发展在波斯数学家奥马海亚姆的著作中达到了新的高度．他在自己的代数著作中，明确地把代数学定义为解方程的科学：“代数学是一门有技巧的科学，它的研究对象是纯粹的数(正有理数)和可度量的量(指几何上的各种量：线、面、体等)．虽然这些数和量是未知的，但可以通过已知的‘东西’来确定它们．精通这门科学在于掌握确定算术的和几何的未知量的方法．”奥马海亚姆的这种定义，直到十九世纪末都保持着它的意义．

在阿拉伯的代数学文献中，还有大量的不定方程问题．例如，艾布卡米尔就写过专门论述线性不定方程整数解的著作——《算术技术珍品》

有三种情形：唯一，无解，多组解．对每一种情形他都给出了具体的例子．

值得注意的是，艾布卡米尔所举的6个例子都以中国古代算书《张丘建算经》中“百鸡问题”的形式出现．印度9世纪的数学家也曾研究过“百鸡问题”，因此，人们猜测，“百鸡问题”是从中国经印度传入阿拉伯国家的．

《算术技术珍品》中第1个问题相当于下列方程组




艾布卡米尔求出了这个方程组的唯一解是x＝19，y=80，z=1．

第5题相当于方程组




正整数x要在y＝160时才得到，不符合第一个方程，因此问题无解．

第6题是艾布卡米尔关于不定方程的一个最杰出的代表作，相当于下列方程组




消去v得




或者




艾布卡米尔构造了两列整数解．他首先取

y＝1，3，5，…；z＝3，6，9，…；u＝2，6，10，…

由问题的实际背景分析得知以上各未知量应满足

y≤59，z≤54， u≤50，

由此可得出1443组解．然后，又取

y＝2，4，6，…；z=3，6，9，…；u＝4，8，12，…

并根据题意有

y≤58，z≤51， u≤52，

从而又得出1233组解，此方程组总共有2676组解．

在凯拉吉的《发赫里》中，也出现了一些关于不定方程的问题，其大部分取材于丢番图的《算术》书．这些具有东方数学传统特点的题材是很引人入胜的．例如，有一个题目相当于下列方程组




它最初出现在丢番图的《算术》中，后来传到欧洲，在斐波那契的著作中再现．后者对某些系数作了一些变动．

《发赫里》中，还出现了形如y2＝ax2＋bx＋c的不定方程，凯拉吉对这种方程进行了一般的讨论．除了一次，二次的方程外，凯拉吉还讨论了高次不定方程．例如，对方程组




他设y=mx，z＝nx，则由原方程可得

m2-n2=a-b，

则问题转化为求两数m，n，使其平方之差等于已知数a－b．而这个问题他又专门进行了研究．

此外，凯拉吉还研究了方程x3+y3＝z2，x2－y2＝z3，x2·y3＝z2，x3＋10x2＝z2的整数解和x2-y3＝z2，x3＋y2=z3的分数解等等．

阿拉伯代数学也有很大的局限性．首先，阿拉伯人没有引进负数(艾布瓦法的著作中出现了唯一的例外)．为了避免负数，他们对方程进行了细致的分类．解方程过程中，放弃了负根和零根．其次，阿拉伯人没有使用字母或缩写符号，他们的代数著作完全用文字叙述．这两方面都比印度人倒退了一步．




第四节 三角学



三角学在阿拉伯数学中占有重要地位．它的产生与发展和天 文学有密切关系．三角学的发展也推动了其它数学分支特别是各种近似计算方法的发展．

在阿拉伯人所掌握的科学遗产中，与三角学有关的著作有印度天文学名著《悉檀多》、托勒密的《天文集》(Almagest)和门纳劳斯(Menelaus of A1exandria，约100年)的《球面论》(Sphaerica)．这三种著名文献是阿拉伯三角学发展的基础．

亚历山大的天文学家只引进一个三角量——弧的弦．希腊人的弦表是以托勒密定理(等价于两角和的正弦定理)和半弧的弦之定理为基础的．门纳劳斯关于完全四边形的定理更适合于解球面三角形．印度人则以半弦代替全弦，引入了正弦线和正矢线，制造了正弦表．阿拉伯的数学家们在这些工作的基础上引进了新的三角量，揭示了这些三角量的性质及其关系，给出了球面三角形和平面三角形的全部解法，制造了一系列三角函数表．他们的三角计算水平达到了很高的精确度．三角学通过阿拉伯数学家的工作逐渐地从天文学中分划出来发展成为一门独立的学科．

土库曼学者哈巴士(Habash al－Hasib，约卒于870)与花拉子米是同时代人．他长期在巴格达智慧馆工作，是巴格达天文台的成员．他写了很多关于天文学的论文并编制了许多积尺(Zij，即天文表)：《小型阿什—沙赫积尺》，《大马士革积尺》，《马蒙积尺》，《论星盘的效用》，《论密切圆》，《论距离和物体》等．他还是一位出色的数学家．

哈巴士最早把正切和余切作为直角三角形两个直角边的比提出来．他利用日晷仪确定了正切和余切的值．当日晷垂直放置时(图6．4)，他取h＝1，则h的影长

t＝h·ctgα=ctgα．







类似地，当日晷水平放置时，取h=1，则其影长(图6． 5)

τ＝htgα=tgα．

他制造了当确定太阳高度的角α＝1°，2°，3°，…时两种影长的表，即正切表和余切表．哈巴士称余切为“直阴影”，称正切为“反阴影”．它们被译成拉丁文成为“umbra recta”和“umbra varsa”． 16世纪末，“直阴影”变成“余切”，“反阴影”变成“正切”．

哈巴士还计算出太阳高度α、偏差角δ和黄道倾斜角ε之间的关系sinα＝tgδ·ctgε．他还利用直角日晷制造了一个相差1°的余割表．

在三角学方面有重大贡献的巴塔尼(al－Battani，858—929)是两河流域巴坦地方的人．他是著名的天文学家，积40年实测的经验(878—918)，著《星的科学》(De Scientia Stel－larum)一书，定出较精密的黄赤交角及岁差的值，又测得地球远日点的运动．后来哥白尼《天体运行论》还多处引用巴塔尼的实测数值．

巴塔尼受印度人的影响，采用半弦代替托勒密的全弦．在运算和命题方面，他常采用代数方法，从三角线出发，他得到了下列关系：




他还发现了重要的球面三角余弦定理

cosa=cosb·cosc＋sinb·sinc·cosA．

巴塔尼研究了各种斜三角形的解法．他的基本方法是作出某一个边上的高之后，把问题转化为求直角三角形的解．他并不知道正弦定理和余弦定理，虽然他也研究出余弦定理的结果，但只是作为一个习题，没有认识到它的普遍意义．几百年之后，卡西给出了余弦定理的下述形式：

a2＝(b＋c cosA)2＋c2sin2A．

另一个三角学者是艾布瓦法．他的贡献在于把所有三角函数线都定义在同一个圆上．正切、余切作为圆的切线段被引入，这样他第一次把正切函数，余切函数作为独立的函数而不是正弦和余弦之比提出来．他还首次引进正割和余割，可惜这些新的函数没有引起当代人的注意．

艾布瓦法从亚历山大的赛翁(Theon，约390)所注释的托勒密《天文集》中得到某种启示，用一种插值法编制了每隔半度的正弦表，达到相当高的精确度．他使用的是下面这个只用正弦表示的两角差的公式：




他在半径是60的圆中计算出sin30′=31′24″55″′54Ⅳ55Ⅴ(60进制)，化为小数是sin30′=0.0087265373，精确到10-8．艾布瓦法还编制了每隔10′的正弦表，以及正切表和余切表．

比鲁尼(al-Biruni， 973—1048)生于花拉子模城郊区比伦(Bīrūn)，卒于阿富汗的甘孜那(Ghazna)．他是伊斯兰最富于创造性的学者之一，对哲学、历史和自然科学的许多方面都有贡献，而以数学和天文学的成就最大．主要著作有《古代诸国年代表》(Chronology)、《马苏蒂天文典》(Al-Qānūnu’l-Mas’ūdī)和《占星学基础》等．他曾在哈利发马蒙二世所建立的科学院工作，后来长期旅居印度．他精通梵文并研究了十分丰富的印度数学和天文学资料，为沟通印度文化和阿拉伯文化起过重要作用．

《马苏蒂天文典》是比鲁尼为他的保护人马苏蒂写的一部天文学百科全书，内容包括三角学、天文学、计时学和数理地理学．这部11卷集的著作在三角学发展史上十分重要．它的第3卷是三角学，由10章组成．第1章计算了圆内接正三角形，正方形，正五边、六边、八边和十边形的边长；第2章证明了与两角和、两角差、倍角和半角的正弦公式等价的弦的定理；第3章里，比鲁尼借助于三次方程和某种迭代过程作出了圆内接正九边形；第4章讨论更一般的三等分角问题，他利用内嵌物和类似的技巧给出了三等分角的12种方法；第5章计算了圆周率的值；第6章是一个正弦表；第7章叙述了这个表的使用法则；第8章研究了正切和余切函数，并给出一个正切表，说明了插值法，还证明了平面三角学的正弦定理；第9章和第10章讨论了球面三角学，特别证明了球面三角学的正弦定理．

独立于天文学而详尽地论述三角学的第一部著作是由土斯人纳西尔丁完成的．纳西尔丁(Nas




r－Eddin，1201—1274)生于13世纪伊斯兰最大的文化中心霍拉桑(Khorasan)，是著名学者伊本·尤诺斯(Ibn Junos，？—1008)的学生．他是一个很全面的学者，著有三角、天文、几何、星盘等方面的著作．1259年，他在马拉盖(Maraghen)组织建造了一座巨大的天文台．在那里，纳西尔丁领导了一批杰出的科学家，收集了来自不同地区的珍贵数学手稿．他领导的天文台作了大量的实测工作，当时所编的《伊儿汗历》有很大影响．

纳西尔丁所著《论完全四边形》(Kashf al-qinā‘fī asrārshakl al－qītā‘)从根本上把三角学推进了一步，它使三角学开始脱离天文学而成为数学的独立分支．其第1卷论述比例理论．第2卷研究了平面完全四边形的有关问题．纳西尔丁详尽地讨论了所有各种样式的这类图形，以及关于它们的各种不同的证明．例如，他给出了完全四边形ABCDEF(图6．6)中比例式




的六个证明．




第3卷叙述了平面圆上的三角函数之比．纳西尔丁定义了弧的正弦，还证明了有同一个端点的两个弧的正弦之比，等于联结两弧其它两端点的弦被过共同端点的直径所分成的线段之比，即对于弧AB和AC(图







借助于这个定理，就可以解决由两个弧的正弦和或差来求两个弧的问题．

《论完全四边形》的第4卷是关于球面完全四边形的理论．还证得了类似的关于比例的定理，与相应的平面定理的不同之处只在于：在球面上是用弧的正弦之比来代替线段之比．

第5卷，也是最后一卷，是关于按照边或角以及三角形的解法来对球面三角形进行分类的论述．对三角形的分类，纳西尔丁是按照它的角是锐角、直角或钝角，以及它的边是小于、等于或大于圆周的四分之一来进行的．同时，还确定了若按角来分类三角形属于何种类型，则若按边来进行分类时，它也属于相应的类型中，反之亦然．其后，纳西尔丁又引入了弧的余弦，弧的正切，弧的余切，弧的正矢和弧的余矢等概念．

关于球面三角形的解法，纳西尔丁证明了正弦和余弦定理．事实上，他的先驱者艾布瓦法和比鲁尼等早已作出了这些定理的证明，但纳西尔丁则是借助于完全四边形的定理给出了这些定理的极简单的证明．

纳西尔丁所叙述的球面三角形的一切解法，都可以归结成为两种情形：即按三个边或按三个角来求解非直角三角形．利用极三角形来求解球面三角形，在他之前还未曾有过，这正是纳西尔丁的主要贡献之一．

在三角学发展史上，《论完全四边形》具有特殊重要的地位．可惜欧洲人直到1450年左右才知道纳西尔丁的工作．数学史家苏特(H．Suter)曾感慨地说：“假如十五世纪欧洲的三角学者早知道他们(指阿拉伯人)的研究，不知还有没有插足的余地？”




第五节 几何学



阿拉伯几何学主要受欧几里得、阿基米德和希罗(Heron)的影响．

艾布瓦法在他的《几何作图法》(Kjtāb fī mā yahtaji-layh al-s




nij‘min al-a‘mal al-handasiyya)中，研究了用直尺和固定角规作图的问题，给出抛物线作法及各种圆内接正多边形的作法，还研究了某些等积问题．

巴格达的塔比伊本库拉(T




bit ibn Qorra，836—901)是一个很全面的学者．除了研究数学之外，他还是医生、哲学家、天文学家和物理学家．他翻译了欧几里得、阿基米德、阿波罗尼奥斯和托勒密的著作．他还研究数系，预见了实数系的建立．还推广了阿基米德的积分思想，计算了椭圆积分的特殊情形．在他的著作里还发现有关毕达哥拉斯定理的独特的直观证明．塔比伊本库拉是中世纪首先研究平行线理论的学者．他的几何著作很富于启发性，他对欧几里得第五公设的研究对后世非欧几何的诞生有一定影响．

奥马海亚姆也曾为《几何原本》中某些公设作出注释，他的著作《对欧几里得几何原本中困难公设的注释》(Sharh māashkala min musādarat kitab Uqlidis)流传至今，一直影响到很晚以后的东方数学．继奥马海亚姆之后，纳西尔丁对平行线理论作出了重要的推进．他的两种附有增补和注释的《几何原本》的译本流传到现在．第一种版本包括《原本》译文共13卷，第二种包括15卷．第一种版本是在1594年在罗马以阿拉伯文字刊行的，1657年还出版了它的拉丁文本(但不完整)．英国数学家沃利斯(J．Wallis， 1616—1703)和意大利数学家萨凯里(G．Saccheri，1667—1733)都很熟悉这些版本．在这些版本中，纳西尔丁为证明欧几里得第五公设作出了尝试．沃利斯在17世纪把他的证明译成拉丁文，并称之为“现有论证中最机智的论证”．纳西尔丁的工作是非欧几何最重要的先驱性工作．

首先，纳西尔丁不加证明就采用了下面两个预备定理：

(1)若AB， CD是如下的两条直线(图6．8)， 由AB上各点向CD作垂线EF， GH，KL，它们和AB都交成不相等的两个角，假如与向着B的方向上的边所成的各角都是锐角而与向着A的方向的边都形成了钝角，那么直线AB和CD虽然现在还没有相交，但它们在锐角的方向上逐渐地靠近，而在钝角的方向上则逐渐地分离开来．也就是说，这些垂线在向着B，D的方向上是逐渐缩短的，而在A，C的方向上则逐渐增长．




(2)反过来说，假如被引用的是这样一些垂线，它们在B，D的方向上逐渐缩短，而在靠近A和C的方向上逐渐增长，亦即直线AB和CD在靠近B，D的方向上逐渐接近，而在相反的方向上则逐渐分离开来，那么每条垂线都和AB直线形成两个角，一个是锐角，一个是钝角；这时，所有的说角都向着B，D，而钝角都向着相反的方向．

这两个预备定理并不依赖于欧几里得第五公设．纳西尔丁利用上述两个预备定理证明了如下第三个预备定理：




(3)假如从直线AB的两端引两条垂线AC和BD，并截取相等的线段AC和BD(图6．9)，则角ACD和BDC均为直角．

借助于预备定理3，纳西尔丁毫无困难地就证明了第五公设．事实上，这一预备定理又和三角形内角和等于二直角这一定理等价，预备定理3并不和第五公设等价，而是比它更强些，因为第五公设只排除罗巴切夫斯基的非欧几何学，而预备定理3却可以同时排除罗巴切夫斯基的非欧几何学和黎曼的非欧几何学．

纳西尔丁采用如下的公设代替第五公设：

“同一个平面上的若干直线，若在一个方向上是分离开来的，那么它们在这个方向上就不会靠拢．”

这一公设仍旧排除两种几何，即比第五公设有力．

在证明预备定理3时，纳西尔丁还证明了以下与第五公设等价的命题：

(1)垂线与斜线必然相交．

(2)自角内的一点永远可以引一直线与该角的两个边相交．

阿拉伯的许多学者都曾研究并计算过圆的周长和直径之比——π的值．但长期以来未能超过希腊人和中国人所达到的精确度．

关于π的异常精采的计算由卡西在他的代表作《圆周论》中给出．这部著作是近似计算的优秀代表作．不仅计算结果有17位准确数字，而且对误差的估计十分精美和简单．

卡西和他的先辈阿基米德一样，也是利用圆内接和外切正多边形对圆进行测量，但他在计算过程中的具体方法有所不同．卡西首先在半径是60的圆中定义弦长的序列

C1，C2，C3，…

它们所对应的弧依次是

120°，150°，165°，172°30′．

如果用αn来表示上述弧的序列，则有




图6．10中，为了计算αn，卡西首先建立了速推公式




其中r是圆的半径．事实上，如作DG⊥AB， EH⊥AC，则由△ABD∽△AGD，可得

AD2＝AB·AG． (2)

再由△EGD≌△AEH，得AH＝EG，从而




从而(2)式成为




这就是(1)式．




由勾股定理有




d为直径．由此式及(1)式，卡西计算了圆内接3×2n边形的周长．他制造了28个大型表格，依次计算出n=1，2，…，28时圆内接正3×2n边形的周长．若取r＝1，则可算得




于是当n＝28时有




再乘以边数就可以得到圆内接正3×228边形的周长P28．

卡西利用比例式




又计算出圆外切正3×228边形的周长．然后把它们的算术平均值




6.283 185 307 179 5865，

除以2即得

π=3.1415926535897932．

17位数字全部是准确数字！卡西给出的误差估计为




十分简单而精密．

卡西的计算结果打破了中国数学家祖冲之保持了一千多年的纪录．

奥马海亚姆(Omar Khayyam，约1048—约1131)发明的三次方程的几何解法是中世纪阿拉伯数学中最卓越的成就之一，他生于霍拉桑州尼沙普尔．早年在故乡和巴尔赫受过广泛的科学和哲学的教育后去撒马尔罕，在那里完成了他的重要数学论著．后来塞尔柱王朝的苏丹请他去进行修改历法所需的天文观测，并共同创造了哲拉里历．这位才华横溢的学者精通哲学、法学、历史、数学、天文学和药学，但留存至今的作品甚少．

海亚姆还从祖先那里继承了对诗歌的爱好，他的《四行诗集》在19世纪以后被译成多种文字．因此，海亚姆还以一位伟大的诗人闻名于世．

海亚姆在算术、代数、几何等方面都有重要贡献．他最重要的数学著作是《代数问题的证明》(Risāla fi’l-barāhin‘alā masā’il al－jabr wa’l-muqābala)，除了它的阿拉伯文手稿和拉丁文译本外，近代还被译成多种文字．在这部著作中，海亚姆独出心裁地提出了解三次方程的几何方法．例如，为解方程

x3＋bx＝a，

他首先把它化为齐次方程

x3+p2x=p2q．

然后，他作出抛物线(图6．11)




x2＝py

和圆




并利用抛物线和圆的性质详细地论证了两条曲线的交点D到竖直线AB的距离DG就是方程的解．事实上，从上面两个曲线的方程中消去y得到一个四次方程

x4+p2x2=p2qx，

再消去因子x就得到上面的齐次方程．如果利用抛物线和圆的性质，则有




由此可得




即

p2(q-x)＝x3

或 x3＋p2x＝p2q．

海亚姆还正确地指出此方程只有唯一的正根．

海亚姆的代数著作中共列出14种典型的三次方程．对每种方程，他都适当地选择两种圆锥曲线，用类似上述的方法求出方程的几何解．深入研究他的方法，人们发现海亚姆所选择的曲线还遵循着一定的规律，这也正是他的方法的巧妙之处．

一些科学史家认为，海亚姆解三次方程的几何方法是笛卡儿解析几何学的先驱性工作．如果把海亚姆的工作与笛卡儿的《几何学》进行比较，不难发现，海亚姆的具有一般性的方法与解析几何学的思想是同源的．他的工作预示了新数学的发展方向．

10—11世纪伊拉克学者伊本海塞姆(al－Hasan ibn al-Haytham，约965—1039)曾计算抛物弓形分别绕弦、顶点切线或任意直径旋转所得旋转体之体积．他的工作推进了阿基米德的方法，从本质上是应用了无穷小分析的方法．

为了求出这些旋转体的体积，伊本海塞姆建立了自然数1至4次幂的求和公式．例如，




这个公式后来在卡西的《算术之钥》中以不同形式给出．伊本海塞姆在估计误差时还引出了不等式




他的主要结果有

1．平面曲边图形abg(ab为抛物线一段， ag为任一直径)围绕ag旋转所得立体体积等于以bk为底面半径(图6·12)，高KL＝ag的圆柱体体积之半．

2．平面曲边图形abg(ab为抛物线一段，bg为任一直径)围绕ag旋转所得立体体积等于以KL＝ag为高，底面半径等于bk的圆柱体体积




纵坐标，bg当作横坐标，设dg＝bg＝r， ag＝h，则抛物线y2＝p(x＋r)的弓形abg绕ag旋转所得体积应为




求立体的体积是积分学的典型问题，伊本海塞姆所提出的问题和解决问题的方法被认为是微积分学的先驱性工作．

伊本海塞姆还是杰出的物理学家．他所著《光学》一书后来在欧洲产生很大影响．书中有一镜面光线反射问题，他用几何学方法解决之，十分巧妙．这个问题就以海塞姆问题载入数学史．其大意是：设P为已知圆周上的动点，A及B为二定点，问P点在何位置时，PA＋PB为极大或极小．这个问题引出一个二次方程，用双曲线和圆相交解出．伊本海塞姆于1036年刊行一本《几何问题集》．

关于伊本海塞姆，还有一个悲惨的传说．他曾自誇能造一部会控制和调节尼罗河泛滥的机械．很快他就发现自己的设计脱离实际，但哈利发哈奇姆(Hakim)召他到开罗验证并说明其想法，他怕哈利发发怒只好装疯，因为当时对精神病患者特别保护．他就这样小心翼翼地装疯直到1021年哈奇姆死去．




第七章 欧洲中世纪的数学



欧洲历史上的中世纪，通常指5世纪西罗马帝国的灭亡到15世纪文艺复兴的开始，前后大约有一千年之久．这一阶段是欧洲的封建社会时期．

众所周知，古希腊人把数学发展成为一门独立的、演绎的科学．但是，日耳曼人对西罗马帝国的摧毁和对古希腊罗马文化的扫荡使数学遭到前所未有的厄运．其后果是在数学发展史上出现了一个长达五、六个世纪的黑暗时期．11世纪以后，随着大翻译运动的出现，希腊科学的经典著作和阿拉伯科学传入欧洲，数学才开始在欧洲复苏．与此同时，欧洲各地陆续出现许多新兴大学．这些从教会学校转变而来的大学后来成为科学发展的重要基地．13世纪以后，初等数学各分支在欧洲获得了相应的发展．




第一节 黑暗时期



从5世纪中叶到11世纪称为欧洲的黑暗时期．在这一时期，在罗马帝国的废墟上形成的自然主义经济体系，使生产力受到严重破坏．生产停滞、经济凋敝．同时，基督教已确立了绝对的统治地位，对多神教的科学文化采取残酷摧残的政策．在这样的社会条件下，自然科学的发展遭遇到极大的阻力．而在反对传播自然科学的过程中，数学受到最大限度的排挤．这是因为，在当时，数学常常与作为多神教信仰本原的占星术和数的神秘论混为一谈，所以对数学的禁止甚至渗透到法律中去．早在4世纪罗马皇帝的法典中，就有“任何人不要向占星士和数学家请教”的内容．在6世纪查士丁尼(F．A．Justinianus， 483—565)的法典中竟有“关于凶犯、数学家和类似的人”的一条法律，把数学家与凶犯归为一类，其中声称“彻底禁止应遭到遣责的数学技艺”．由于这些原因，在中世纪早期，特别是8世纪以前，欧洲的文化教育几乎全被教会所垄断，异教学校被取缔，世俗文化被否定．希腊学术几乎绝迹，既没有像样的发明创造，也很少见到有价值的科学著作．这在欧洲历史上是一个科学文化大倒退的时期．

但是，在长达几百年的时间内，由于各种复杂的社会条件的作用，也由于人们在日常生活和经济活动中对数学最起码的需求，使数学在黑暗时期也曾有过一些生息发展的机会．在这一时期，也出现过几位翻译家和著作家，他们的工作使某些数学知识在一定范围内得到传播，但数学的发展基本处于停滞状态．

在黑暗时期，由于罗马人数学水平低下，欧洲人所学到的只不过是非常原始的一套记数法，少量算术法则和应用最简单图形的几何方法．他们也通过少量的翻译家来吸取一些希腊数学知识．当时最重要的翻译家是罗马的名门后裔博伊西斯(A．M．S．Boethius，约480—524)．他根据残存的希腊文献选编了算术、几何、音乐和天文几方面的初等课本．其《几何学》(Boetiiquae ferfur geometria)是根据欧几里得《几何原本》的前三卷编译的，但删去了定理的证明，加入一些与度量有关的几何题材，以及关于整数和分数的算术等内容；其《算术入门》(Boetii de institutione arithmetica)是根据希腊数学家尼科马霍斯(Nicomachus of Gerasa，公元100年左右)的《算术入门》(Introduction to Arithmetic)翻译的，也删去了一些结果；他根据托勒密(Ptolemy，约100—约170)的著作写成一本天文学课本，根据欧几里得、托勒密和尼科马霍斯的著作写成音乐书．博伊西斯的著作是中世纪早期欧洲人了解希腊科学的唯一源泉．他编译的这些初等教科书在当时已基本上能满足文化教育的一般需要，在中世纪被普遍使用，成为几个世纪的权威著作．特别是《算术入门》在长达一千年的时间内作为教会学校讲授算术知识的标准课本．这一史实也说明了欧洲中世纪早期科学文化水平的低下．

博伊西斯还是著名的哲学家，是中世纪经院哲学的奠基者之一．他的名著《哲学的慰藉》(De Consolatione Philoso－phiae)一直流传至今．

在早期的著作者中，还有罗马学者卡西奥道勒斯(A．Cassiodorus，约475—570)和西班牙学者伊西多尔(Isidorus，约560—636)．前者翻译了部分希腊数学和天文学著作，后者利用了当时所能获得的一切希腊知识，撰写了一部《语源学》(Origines)，内容从数学到医学，具有百科全书的性质，较为流行，其影响直到文艺复兴时期．

英格兰学者比德(V．Beda，约672—735)是中世纪早期最重要的数学人物之一．他自幼接受基督教的教育，17岁时进入贾罗(Jarrow)的修道院，在那里度过了一生．30岁时成为神父，以后拒绝出任更高的职务．比德一生过着田园般的平静生活，他把自己的全部精力都用于写作和履行宗教义务．他在修道院内讲授数学、文法、修辞、音乐、天文、古典语言等．比德是一位不知疲倦的编纂者，他把古代学术的零散资料尽可能地搜集起来，编辑成书，为古代学术流传到中世纪做出了贡献．他的《论时间的计算法》(De temporum ratione)详细讨论了确定复活节日期的方法；而《论指示语》(De Loquela per Ge-stum Digitorum)一书则记载了古代手指计数法及其应用．他撰写的盎格鲁—撒克逊早期历史的著作也很有影响．文艺复兴时期，他被人们尊称为“英国文化之父”．

8世纪以后，基督教教会为了培养为教会服务的人才，同时也为了向人们宣传宗教，以加强思想控制和巩固封建政权，建立了一些教会学校．僧院学校是其中水平较高的学校．不少僧院学校中存有古希腊罗马科学家的重要手稿，但僧侣们对古代的数学著作毫无兴趣，他们只学习对宗教教义所必需的科学知识．在这些学校里，主要讲授“七艺”，其中包括算术、几何、天文和音乐．学习算术和天文知识是为了计算宗教节日和祭典的时间，以及占卜星象；几何包括一些测量知识，用于绘制教堂建筑图样；音乐讲到数学在音乐理论中的应用．这种为神学服务的数学教育，也使数学成为当时西欧读书人所必修的课程．在8至11世纪，学习和研究数学的水平比过去几个世纪有所提高．在这一时期，出现了一些教会学者，其中以阿尔昆和热贝尔最为著名．

阿尔昆(Alcuin，约736—804)是一位英国僧侣，他对当时西欧的数学教育作出了突出的贡献．他生于英国约克(York)，曾在当地最著名的学校接受教育．781年在他访问罗马时受到查理大帝(Charlemagne，约742—814)的接见．查理大帝在中世纪早期是少有的开明皇帝，他渴求知识，奖掖文化，主张发展教育．查理大帝聘请阿尔昆掌管帝国的教育系统，阿尔昆欣然接受．他还亲自教查理大帝阅读和书写．根据阿尔昆的建议，查理大帝在他的宫庭中建立了学习数学、语法和基督教教义的学校．阿尔昆就在这个学校里讲授数学，他还编了一些初等教科书在这里使用．他坚决反对在当时占优势的一种观点，即认为世俗学术与教会的学说是不相调和的．由于阿尔昆的影响，在法国和德国也开始建立一些脱离教会的学校．阿尔昆的工作使黑暗时期中曾出现过暂短的微光，然而不久便消失了，科学文化的真正复兴在200多年之后．

另一位教会学者是法国人热贝尔(Gerbert，945—1003)他早年接受僧院教育，曾任兰斯(Reims)地方的大主教，并在教会学校里讲授数学．999年，当选为罗马教皇，改称西尔维斯特二世(Pope Sylvester)．他是一位伟大的学术扶植者．在他任教皇期间，主张扩建教会学校，进行四艺训练，特别提倡学习数学．在当时算术和几何受到普遍重视．他对数学本身的贡献是重新提倡使用算盘，并亲自制作一种具27个档的算盘供教学使用．他还翻译了一些阿拉伯的科学著作，其中介绍了印度—阿拉伯数码(不包括零)．热贝尔的工作对罗马乃至欧洲的学术发展起到一定的推动作用．他所创立的传统一直保持到13世纪，对欧洲科学复苏产生了积极影响．




第二节 科学的复苏



1100年左右，新的思潮开始影响西欧的学术界．在10世纪末到11世纪初，由于手工业和商业的发展，在欧洲各地开始出现新兴的城市．市俗文化在城市得到发展，教会的说教已不能满足人们的要求，特别是新兴的市民阶级对科学文化的新需求．同时，由于商业的发展和对航海的兴趣，使欧洲人通过贸易和旅游同地中海地区和近东的阿拉伯人，以及东罗马的拜占庭人发生了接触．

当希腊科学衰微之后，主要是通过阿拉伯人的努力，希腊科学的经典才得以保存下来．同时，阿拉伯人也创造了自己独具一格的文化．此外，拜占庭在保存希腊学术方面，也做出了重要的贡献．拜占庭帝国一直维持着自己的文化背景，即使在最黑暗的时期，皇宫里也存有不少希腊学术著作．

当欧洲人从阿拉伯人和拜占庭人那里发现了先进的科学时，大为震惊．他们设法大量搜集希腊著作的抄本、阿拉伯文译本和阿拉伯人自己写的著作．许多学者冲破教会的枷索，纷纷到北非、西班牙、法国南部、拜占庭帝国、西西里以及阿拉伯文化中心去求学．他们把从那里得到的书籍带回欧洲，然后将它们译成拉丁文．12世纪是欧洲数学的大翻译时期，也就是科学知识的传播时期．主要的传播地点是西班牙的托莱多和西西里岛．托莱多曾是穆斯林的学术中心，1085年被西班牙人征服，仍是欧洲的文化重地．在这里云集了基督教、伊斯兰教和犹太教的学者和教师．西班牙人在托莱多建立了一个翻译局，主要从事阿拉伯文典籍的翻译．托莱多成为欧洲人学习希腊和阿拉伯文化的聚点．西西里的地理位置和政治历史使这个岛成为东西方文化天然的会合地，因此它也充当了传播古代和中世纪学术的媒介．

当时涌现出成批的翻译家，贡献最大的是著名的“四大翻译家”．

巴斯的阿德拉德(Adelard of Bath，约1090—约1150)是最早从事阿拉伯文献翻译的人之一．他是一位英国学者，据传青年时代曾踏遍古老文化之乡——希腊、小亚细亚、意大利和北非等，回到家乡后担任英国王储的家庭教师．当他了解到阿拉伯人手中有大量的希腊著作之后，就十分热衷于获取这些知识．为了能自由地活动于阿拉伯人控制的地区，他乔装成伊斯兰教信徒．他从阿拉伯文翻译的欧几里得《几何原本》，质量较高，发行也较早，在欧洲一直流行到16世纪．他还翻译了花拉子米的著作，使用了印度—阿拉伯数码．他还写了一本《自然的问题》，介绍他所了解的阿拉伯科学．

意大利学者杰拉德(Gerard of Cremona，约1114—1187)是12世纪最重要的翻译家．他一生中有很长时间在托菜多度过，在那里他把90多部阿拉伯著作译成拉丁文．包括数学、天文学、哲学、练金术和医学等方面．例如托勒密的《天文集》、欧几里得《几何原本》、花拉子米的《代数学》、阿波罗尼奥斯的《圆锥曲线论》，以及亚里士多德的哲学著作和希波克拉底(Hippocrates，约公元前460—370)等人的医学著作等．

另两位著名的翻译家是英国的罗伯特(Robert of Ohe-ster)和西班牙的希斯帕伦西斯(J．Hispalensis)．前者以翻译花拉子米的《代数学》而闻名．他还是最早把《古兰经》译成拉丁文的人．后者曾是基督教的传教士，翻译了许多数学和天文学著作，还利用阿拉伯原始资料写成《花拉子米实用算术书》(Liber Alghorismi de Practica Arismetrice)，为传播印度—阿拉伯记数法作出贡献．

应该指出，12世纪所翻译的科学著作总的说来质量并不高，但也足以使欧洲人得以了解希腊和阿拉伯的数学，正是这些文献成为后来欧洲数学发展的基础．

另外，由于当时社会条件的变化，使原有的教会学校不能满足文化发展的需要．因此在12世纪以后，在教会学校的基础上，欧洲各地出现了许多大学．最早成立的有波伦亚大学、巴黎大学、萨莱诺大学(意大利)、牛津大学、剑桥大学和那不勒斯大学等．这些大学仍然控制在教会手里，用拉丁语授课，主要讲授“七艺”．大学的出现，使从穆斯林世界得到的新的学术思想迂回曲折地扩散出去．12世纪在数学史上是一个具有特殊意义的世纪，学者们为发现和传播古代文明所作出的重要贡献，其历史影响是巨大的．历时千年的黑暗时代总算出现了黎明前的曙光．




第三节 斐波那契和十三世纪数学



经过12世纪的传播时期之后，初等数学在欧洲获得了相应的发展．在13世纪欧洲大多数国家里，城市成为商业和手工业发展的中心．特别是商业的发展，带来了相当复杂的计算．这时的欧洲出现了第一批理论数学家．意大利作为当时的商业中心，培育了中世纪最杰出的教学家——斐波那契．

斐波那契(L．Fibonacci，约1170---1240以后)，又称比萨的莱昂那多(LeonardoofPisa)．他是一个商人的儿子，早年随父到过北非，跟从—阿拉伯教师学习计算．后来到埃及、叙利亚、希腊、西西里和法国旅游，拜访各地的学者，熟悉了不同国家在商业上使用的算术体系．经过研究和比较，他认为其他数系无一能与印度—阿拉伯数系相媲美．斐波那契于1200年回到家乡，把在各地学得的数学知识加以总结，写成《算盘书》(LiberAbb-aci，1202年初版，1228年修订本)．这是向西欧介绍印度—阿拉伯数系和阿拉伯数学的最早的著作．这本书的开头介绍了一些算盘知识，而后却偏离了这一课题．因此，书名中“算盘”一词已失去它作为计算工具的本意，而应理解为“算术”或由印度—阿拉伯数系而产生的“算法”．斐波那契大量吸收并系统地总结了来自阿拉伯文献的数学知识，改进了欧氏几何的某些技巧，归纳了同种类型的方法和习题．在算术和一、二次方程的代数学方面，已成为中世纪欧洲数学之典范．下面简要介绍一下《算盘书》的主要内容．




《算盘书》共有15章．第1---5章介绍印度—阿拉伯数码记数法及其四则运算．他首先给出9个印度数码的写法及符号0的用途，以及如何记数．他还举例说明这种记数法的优越性．介绍了整数的四则运算及乘、除法的验算法，讨论如何把一个自然数分解为质数的乘积，以及能被2，3，5，9整除的数的特点，给出了大量的数表(乘法表、质数表等)．第6，7章介绍分数记法及其运算，混合分数(带分数)的记法按阿拉伯人的方式——分数部分写在整数部分的左边．作者指出用求最小公倍数的方法通分的优越性，阐述了把一个分数展开为几个单分子分数之和的方法，并列出有关的数表．第8---11章讨论商业上实用的各种算术问题的解法．包括商品价格、利润和利息的计算、金属合金的成色、混合物的比例、商品交换、货币转换及各种度量问题等．三位法的使用很普遍，还有较复杂的五位法(或称六个量法则)，即解两个三位法的问题．在第11章讨论的混合问题中出现了类似于中国古代数学家所熟悉的“百鸡问题”，不过问题被改为“三十钱买三十只鸟”：“今有30只鸟值30个钱币，其中，每只山鹑值3个钱，每只鸽子值2个钱，一对麻雀值一个钱，问每种鸟各多少？” 9世纪阿拉伯数学家阿布卡米尔(Abū－Kamil)的数学著作中曾出现过“百鸡问题”，一般认为是由印度传入的．有资料表明，斐波那契接触过阿布卡米尔的著作，因此中国数学史家推测，这类问题是由中国经印度、阿拉伯国家而传入欧洲的．

第12章的内容最为丰富，涉及各种类型的问题，如各种数列的求和法：算术级数、几何级数、平方数数列和递归数列等．几何级数的求和是为解决来自埃及纸草书中的问题，而递归数列的求和则出现在关于家兔繁殖的问题中：假定每对大兔每月能生一对小兔，每对小兔生长两个月就成大兔，问在不发生死亡的条件下，由一对小兔开始，一年之后可繁殖成多少对兔子？这个问题使斐波那契名垂史册．问题的答案由下列和式给出：

1＋1＋2＋3＋5＋8＋…＋233．

其中从第三项起，每一项都是前两项的和．这个数列现称斐波那契数列，这是在欧洲最早出现的递归数列，它有许多重要而有趣的性质，在以后的近800年中一直是许多学者研究的对象．在12章中，有大量的问题可以化归为解一次方程．斐波那契称未知数为res，即一堆东西，没有引进代数符号．

值得指出的是，在第12章，还有两个问题也是由中国辗转传到欧洲去的：一、求一数，它能被7整除，而被2，3，4，5，6除时均余1；二、求一数，它被3，5，7除时分别余2，3，2．

第13章是用双设法解线性方程，讨论了几种情况，计算过程用图表给出．这里还最早用单词minus和Plus表示不足和过剩，后来这两个词变成表示加法和减法的符号．第14章介绍平方根和立方根的近似计算，立方根的计算相当于使用下列公式




第15章是问题汇编，包括大量的几何和代数应用问题，许多内容取自花拉子米的《代数学》．除了未知数用res表示以外，在《算盘书》中，还采用了其他的术语，如根——radix，未知数的平方——census，根的平方——quadratus，自由项——numeres或denarins等．这些用语都是阿拉伯文中相应单词的拉丁文译文．

《算盘书》以它的内容丰富、方法有效、多样化的习题和令人信服的论证而名列12---14世纪数学著作之冠，对欧洲数学的发展产生了重要的影响．

除了《算盘书》外，斐波那契还有三部著作传世：《实用几何》(Practica geometriae，1220)、《花絮》(Flos，1225)《平方数书》(Liber quadratorum，1225)．在《实用几何》中处理了大量的几何学和三角学的题材，共有8章．内容包括面积和体积的计算、平方根和立方根的近似计算，曲面的剖分，物体的测量以及关于圆的各种计算．应用了二次方程的求解，投影方法和几何图形的相似性等方法．在当时是一种很实用的小册子．《花絮》记载的是在罗马皇帝腓特烈二世(FriedrichⅡ)的宫廷中举行数学竞赛时提出的问题．内容多是求代数方程的解，如解方程x2＋5＝y2，x2－5＝z2及x3+2x2＋10x=20等，他用逼近法给出第三个方程的近似解x＝1.3688081075，精确到小数点后9位．《平方数书》是一部专门讨论二次丢番图方程的著作，其中有许多是他本人的发现．书中系统地编排了各类问题，如详细讨论了上面提到的方程x2＋5＝y2，x2-5＝z2，给出了一系列重要结果及与此相关的命题，如“x2+y2和x2-y2不可能同是平方数”，“x4－y4不可能是平方数”等．这部著作使斐波那契成为数论中介于丢番图(Diophantus，活动于250---275)和费马(P．deFermat 1601---1665)之间贡献最大的人物．

在13世纪以前，欧洲的记数法比较混乱，计算方法也十分复杂、笨拙．印度-阿拉伯数码及其计数法传入欧洲之后，使算术的面貌大为改观．但新计数法代替旧的计数法是一个漫长的过程．在斐波那契之后，又出现了一批介绍印度—阿拉伯算术的著作．在英国，有萨克罗博斯科 (J．de Sacrobosco，？—1256)的《算法书》(Algorismus)；东罗马有普莱纽迪斯(M．Planudes，约1255---1305)的《印度算术》(Psephophoria Kat’Indous)；在法国有维尔迪厄(A．de Villedieu，？—约1240)的《算法歌》(Carmen de algorismo)；在德国有约丹努斯(N．deJordanus，约1220)的《算法论证》(Algorismus Demons-tratus)等．这些著作大多用拉丁文所著，后又从拉丁文译成多种文字，通行了几个世纪，对新记数法的引入和计算方法的改进起到重要作用．




第四节 十四世纪的数学



在14世纪，由于可怕的黑死病席卷欧洲，人死了三分之一还多．同时，使政治和经济上发生动乱的“百年战争”也始于这个世纪．这些因素使已经开始复苏的数学又失去了连续性．尽管如此，在14世纪也出现几位对数学有所贡献的学者，其中最重要的是奥雷姆和布雷德沃丁．

奥雷姆(N．Oresme，约1320---1382)生于法国卡昂(Caen)，祖先是诺曼底人．他早年研习神学，后成为一名神职人员，从牧师到主教，担任过多种职务．他一生著有多种著作，内容涉及哲学、神学、数学和天文学等多方面．在哲学方面，他翻译亚里士多德的著作并作出注释．在数学方面，他在《比例算法》(Algo-rismus Proportionum，约1360)一书




指数的符号．他甚至还把指数推广到无理数的情形．奥雷姆的另一重要贡献是在他的著作《论质量与运动的结构》(Tractatus deconfigurationibus qualitatum et motuum)和《论图线》(Tractatus de latitudinibus formarum)中开始研究运动和变化的量，提出一种图线原理，其实质相当于一种坐标几何．为表示随时间而变的速度，他用一水平线上的点表示时间，称之为经度；而不同时刻的速度则用纵线表示，称之为纬度．如图7．1，为表示一个从点O处为OA减到B处为零的速度，他画出了一个三角形，指出由AB中点E所定的矩形OBDC与三角形OAB等面积并表示以相同时间为底、平均速度为高的矩形，从而把物理变化同整个几何图形联系起来．他的中心思想是用图形来表示一个可变量的值，而这个量又依赖于另一个量的变化．也就是说用两个坐标(变化的量)来确定点的位置．这是从天文、地理坐标到近代坐标几何的过渡．但是他并没有指出代数和几何的本质联系．他的工作中已有函数及函数图示法的雏形．在一个世纪之后，《论图线》曾多次印刷，影响到文艺复兴时期的数学家，可能也包括笛卡儿在内．奥雷姆还研究了无穷级数的求和问题．例如，他证明了




级数与发散级数区别开来，并给出级数收敛的一种判别准则．




布雷德沃丁(Th．Bradwardine，约1290---1349)生于英国，早年在牛津学习神学，后来成为牛津大学神学教授和坎特伯雷的大主教．他在神学、哲学和数学方面都有贡献．在数学方面，他写了几本关于算术和几何的小册子．在他的《理论几何》(Geometria Speculativa)中，研究了星状多边形和等周围形，得到一些重要结果，他还运用了表示正切和余切的概念，分别称之为“umbra versa”和“umbra recta”．在14世纪，由于一些哲学家的沉思导至了关于运动、无穷、连续等概念的思考和研究，布雷德沃丁就是一个代表人物．他考察了连续和离散、无穷大和无穷小等概念，他的工作被后人称为亚数学分析．




第八章 中国数学Ⅱ(宋元)






第一节 时代背景



宋元数学是中国传统数学的高潮，其中不少成就代表着当时世界的先进水平．这一高潮的出现决非偶然，有着深刻的内在原因和社会原因．

一、数学知识的积累

枝叶繁茂的宋元数学之树，深深扎根于前代．从汉到唐，方程理论有了相当大的发展．二次方程解法早已被人们掌握，唐代又解决了三次方程问题．下面自然要考虑四次及更高次方程的解法．所以，增乘开方法乃至高次方程数值解法在宋代的出现是顺理成章的．但以前建立方程多用几何方法，而高于三次的方程是难于找到几何解释的．突破几何思维的束缚，寻找一般的建立方程的方法，就成为大势所趋了．天元术便是在这种情况下产生的，它是一种简便的、可以建立任意次方程的一般方法．这时，由于线性方程组古已有之，便产生了一种把两者结合起来，建立高次方程组的趋势，于是迅速产生了二元术、三元术和四元术．正如阮元(1764---1849)所说：“四元者，是又寓方程(指线性方程组)于天元一术焉者也．”可见，宋元数学的繁荣是与数学发展的内在规律性分不开的．

二、生产力的发展

北宋时期，工商业比唐有了更大发展，尤其是造纸与印刷业的突飞猛进，直接为数学的发展创造了条件．同时，生产力的发展还对数学提出新的要求，例如土木工程和水利工程中经常用到方程，这便要求有简便、实用的列方程和解方程方法．另外，宋元时期的科学普遍发展到较高水平，各领域的科学家灿如繁星．指南针、活字印刷等重大发明全在这一时期完成．在这样的历史环境中，数学与其他学科竞相发展是很自然的．

三、北宋的数学教育

若把数学比作航船，数学教育便是载船之水，水涨船高，宋代发达的数学教育是数学繁荣的不可缺少的条件．据史料记载，北宋算学制度始于元丰七年(1084)，同时刊刻《算经十书》，以作教材．虽由于理学家李




等人的反对，有过反复，但终于在崇宁三年(1104)“将元丰算学条制，修成敕令”，并于当年建起算学馆，“生员以二百一十人为额，许命官及庶人为之．”从此以后，这种官方数学教育一直延续到北宋朝廷南渡，对数学知识的普及发挥了重要作用，而这种普及正是提高的基础．同时，民间的数学教育也对培养人才发挥了一定作用，天算家楚衍对贾宪的教育便是一例．

四、思想自由的社会环境

在掌握前人成果的基础上，是否能不受束缚地自由思考，是数学理论前进与否的关键．这种自由不仅由数学家本人的素质所决定，还与社会环境有关．宋元时期的思想统治比较宽松，不存在人人必须遵守的官方思想．尤其是以忽必烈为代表的元初统治者，比较尊重知识，尊重科学，采取了一些汇集科技人才和鼓励科学研究的政策．对于那些不愿为元统治者服务的知识分子，忽必烈也不勉强，更不干涉其学术研究．这些作法是有利于科学发展的．当时隐居讲学成风，许多知识分子隐而不仕，埋头作学问．由于摆脱了功名的束缚，数学思想得到比较自由的发展，这对数学理论水平的提高也是有好处的．

五、哲学对数学的影响

1．道家思想对宋元数学的促进作用

在宋元时代，道学、道教、道家等各哲学流派都十分重视“道”，但其内涵各不相同．道学(亦称理学)之道讲伦理，道教之道讲修身，道家之道讲自然．实际上，道家不仅在理论上崇尚自然，而且在行动上也多是陶醉于大自然而看轻功名利禄．这与金元之际的隐居的数学家们何其相似！他们的思想易于被这些数学家接受，是毫不奇怪的．老子说：“人法地，地法天，天法道，道法自然．”庄子说：“道者，万物之所由也．庶物失之者死，得之者生，为事逆之则败，顺之则成．”不难看出，老、庄的道都指自然规律．这种思想对宋元数学的发展是有促进作用的，不少数学家(如李冶)从道家思想中吸取营养，孜孜不倦地探求数学规律，取得理论上的突破．

2．《周易》对数学的影响

《周易》把道解释为阴和阳的相互作用，“一阴一阳之谓道”．可见其道与道家之道有相通之处，也含有规律的意思．《周易》作者认为道是可用的，“百姓日用而不知”．而学者或科学家的任务就在于揭示这些规律，自觉地运用它们，即“精义入神，以致用也．”这种致用精神在宋元数学界深入人心．另外，《周易》极言数学的重要，说它可以“通神明”(《系辞传》)、“顺性命”(《说卦传》)，这一观点对秦九韶等宋代数学家影响很大．

3．理学对数学的影响

宋代理学以二程(程颢、程颐)和朱熹为代表，但除了这一主流学派外，张载亦为理学之一派．张载的“元气”说被宋元数学家们接受．不仅秦九韶的数学观受其影响，朱世杰四元式中“以元气居中”的作法也可能与此有关．

理学中还有一个与科学相关的重要论点---格物致知．程颐说：“格，至也，言穷至物理也．”并认为“穷物理者，穷其所以然也．”这种认为物有理而理可穷的观点是正确的．朱世杰在《四元玉鉴》的卷首中多次谈到理，指的就是这种“物理”．

但程、朱理学的主导思想是重伦理、轻实事，而他们的伦理观的核心又是严重束缚人们思想的三纲五常，所以从整体上来说是不利于科学发展的．只是由于宋元时期思想比较自由，程、朱理学并未占据统治地位，还常常受到数学家的抵制，所以未能阻止数学高潮的形成．




第二节 北宋时期的数学成就



一、贾宪的增乘开方法

贾宪生活于11世纪，是天算家楚衍的学生．楚衍有两名弟子，一名朱吉，后任太史；另一名便是贾宪，在朝中任左班殿值．贾宪对《九章算术》深有研究，曾著《黄帝九章算经细草》，还著有《释锁》算书，均佚．但两书的部分内容，保存在杨辉《详解九章算法》中．

《详解九章算法·纂类》所载的贾宪增乘开方法，是中算史上第一个完整的、可推广到任意次方的开方程序(原载《黄帝九章算经细草》)．

例如“令有积一百八十六万八百六十七尺，问为立方几何？”此题相当于求方程x3>＝1860867的正根．按贾宪方法(参见图8．1)：(1)实上商置第一位得数．(2)以上商乘下法置廉，乘廉为方，除实讫．(3)复以上商乘下法入廉，乘廉入方，又乘下法入廉．(4)其方一、廉二、下三退．(5)再于第一位商数之次，复商第二位得数，以乘下法入廉，乘廉入方，命上商除实讫．(6)复以次商乘下法入廉，乘廉入方，又乘下法入廉．(7)其方一、廉二、下三退，如前．(8)上商第三位得数，乘下法入廉，乘廉入方，命上商除实适尽，得立方一面之数．

很明显，求得方根第一位后，求下面每一位的步骤都相同，(3)(4)(5)是求第二位的步骤，(6)(7)(8)是求第三位的步骤，依此类推．如果是开平方，则开方式无廉；如果是开四次方或四次双方以上，则在方和下法间加廉，称一廉、二廉……，开方步骤与开立方一致．













在增乘开方法基础上，贾宪创造了“开方作法本源图”(原载《释锁》，存于杨辉《详解九章算法》)即贾宪三角形(图8．2)，实际是世界上最早的二项式定理系数表．虽然该表到六次方止(末行为(a＋b)6的系数)，但表中数字是有规律的，每个数都是它肩上两数之和，可按此规律向下无限延伸(朱世杰便推广到八次方，即增加两行)．所以它是一般性的．




二、刘益的正负开方术

刘益是中山(今河北定县)人，生活年代可能比贾宪稍晚．著有《议古根源》，已失传．该书的部分内容保存在杨辉《田亩比类乘除捷法》里．从中可以看出，刘益把增乘开方法推广为正负开方术．贾宪的方程都是xn＝B的特殊形式(其中n不大于4，B为正有理数)，刘益则研究了一般的高次方程，如

-5x4＋52x3＋128x2＝4096．

在刘益的方程中，未知数系数可正可负，故曰“正负开方术”．例如要求方程

-5x2+228x＝2592

的正根，先摆算式如图8．3(1)，然后把方和隅向左移动，方每步移一位，隅每步移二位，本题只须各移一步．开方过程如p241图8．3(开方式下面为相应的演草)．刘益的正负开方术是可以推广到任意次方程的，所以说他的工作奠定了高次方程数值解法的基础．不过，刘益的思想也有局限性，他求解的方程的常数项仅限于正数，这一点同贾宪一样．这种限制，直到李冶时代才取消．

三、沈括的数学成就

沈括(1030---1094)，北宋科学家，字存中，号梦溪，钱塘(今杭州)人．进士及第后，初任馆阁校勘，后任太子中允，提举司天监．王安石变法期间，沈括曾任“权三司使”(主管财政)、“判军器监”等要职，时常出京察访各地的新政实施情况，积极参与变法运动．










沈括一生论著极多，据《宋史·艺文志》所录有22种155卷，流传至今的有5种64卷．其中《梦溪笔谈》(26卷)是沈括晚年定居镇江时，将一生见闻及研究心得以笔记形式写成的著作．书中的科学内容相当丰富，被著名科学史家李约瑟(J．Needham，1900---1995)誉为“中国科学史的里程碑”．沈括在讨论数学起源时说：“大凡物有定形，形有真数．方圆端斜，定形也；乘除相




，无所附益，泯然冥会者，真数也．”这就是说，数学来源于客观存在的形和数，形是物体的特有形状而数是从形中抽象出来并能反映形的“真数”．那么，数是怎样被人认识的呢？沈括认为首先要靠实践：“予占天候景，以至验于仪象，考数下漏，凡十余年，方粗见真数．”但只有实践还不行，沈括说：“耳目能受而不能择，择之者心也．”意思是人们通过感官来接受客观世界的信息，但不能靠感官去辨别，必须依靠思维，才能由此及彼，由表及里，形成对数学的理性认识．这些看法是很精辟的．

沈括的主要数学成就有两项---会圆术和隙积术．




会圆术所解决的是由弦求弧问题．如图8．4，沈括得到以下公式




(1)式显然由勾股定理推出．至于(2)式，可能是在《九章算术》所载弓形面积公式的基础上，凭借以直代曲的极限思想得出的．沈括的会圆术问世后，收到明显的社会效益．著名的《授时历》中，使用此术解决了一个重要的天文问题——太阳的赤道坐标与黄道坐标的变换．所谓隙积，即“积之有隙”者，如累棋、层坛之类，这种长方台形状的垛积，实际是二阶等差级数．设隙积共n层，上底由a×b个物体组成，以下各层的长、宽依次各增加一个物体，最下层(即下底)由c×d个物体组成，沈括给出求隙积中物体总数的公式如下：




沈括的工作开了研究高阶等差级数的先河．关于此式的由来，后人有各种推测，尚无定论．但有一点是肯定的：这一精确公式不可能从经验中归纳出来，一定是逻辑推理的结果．

四、从条段法到天元术

方程理论是宋元数学发展的主流．列方程的重要方法---天元术，便产生于北宋，而其渊源则为条段法．条段法亦称演段法，是推导方程的几何方法．刘益《议古根源》通过平面图形的分割拼补寻找等量关系，求得方程各项系数．因推演中常将各量表示成一段段条形面积，故名．北宋数学家蒋周亦用条段法推导方程．蒋周，平阳(今山西临汾)人，生活于11世纪．著有《益古集》，已失传，书中部分内容存于李冶《益古演段》．从书中题目来看，蒋周的方法比刘益更接近天元术，因为他懂得寻找含有所求量的等值多项式，然后把两个多项式连为方程．例如第33题(按《益古演段》顺序)：“今有圆田一段，中心有直池水占之，外计地七千三百步．只云并内池长阔，少田径五十五步，阔不及长三十五步．问三事(指池长、池阔、圆径)各多少？”(图8．5)令圆径为d，直池长a阔b，圆积S1，




3d2－4×7300＝4S． (1)

这便得到一个等于4S的多项式，下面再设法得到等于4S的另一多项式．因为d－55＝a＋b，所以

(d－55)2＝(a＋b)2=4ab＋(a-b)2＝4S＋352，

即 (d-55)2-352＝4S． (2)

把两个等于4S的多项式连起来，便得方程

3d2-4×7300＝(d-55)2-352．

(1)式和(2)式中的4S并非所求，蒋周只是通过它得到两个等值多项式，在建立方程时便把它们消掉了．这种思想是天元术中不可缺少的．




但条段法有着明显的局限性．首先，由于没有设未知数的步骤，不是把未知数用统一符号表示出来，再寻找它和已知量的关系，而是在解题过程中去找含有所求量的等式，这便增加了思维的复杂性．其次，条段法只能列出二次方程，因为高于二次的方程很难用面积来表示．数学的发展迫切需要一种简便的、能建立高次方程的一般方法，天元术便应运而生了．

天元术是一种列方程的代数方法，因称未知数为天元，故名．从现存古算书分析，洞渊无疑是天元术的先驱者之一．洞渊生活于11世纪，所著算书早已亡佚．但李冶《测圆海镜》中保存了洞渊九容公式，即九种求勾股容圆直径的方法．洞渊的天元术便以这些公式为出发点．《测圆海镜》保存了洞渊的两道算题，即卷十一第十七题和第十八题．这两题所得均为四次方程，不仅次数高于蒋周的方程，更重要的是有了“立天元一”(即设未知数x)的明确步骤．把各种各样的未知数用统一符号表示，让它像已知量一样参与运算，这是数学思想上的突破．

在第十七题中，洞渊得到




后，便把各项中x的幂提高两次，成为-4x4>-600x3>-22500x2+11681280x+788486400=0．

这说明他已懂得用分母中未知数的最高次幂去乘分式方程各项，从而化分式方程为整式方程．在洞渊的方程中，x的幂具有纯代数意义，而不再拘泥于它的几何解释．这正是天元术高于条段法之处，也是方程向高次发展的基础．




第三节 李冶



一、李冶生平

李冶(1192—1279)，金元之际数学家．字仁卿，号敬斋，真定府栾城县(今河北栾城)人．

李冶生于大兴(今属北京)，父亲李遹为大兴府推官．李冶自幼天资明敏，喜爱读书，曾在元氏县(今河北元氏)求学，对文学、数学、经学都感兴趣．正大七年(1230)在洛阳考中词赋科进士，出任钧州(今河南禹县)知事，为官清廉、正直．开兴元年(1232)，因钧州城被蒙古军队攻破，李冶北渡黄河避难，定居于崞山(今山西崞县)之桐川．

李冶在桐川的生活十分艰苦，不仅居室狭小，且常不得温饱，要为衣食而奔波．但他却在这里进行着顽强的学术研究．正像他的学生焦养直所说“虽饥寒不能自存，亦不恤也”，在“流离顿挫”中“亦未尝一日废其业”．李冶的研究工作是多方面的，包括数学、文学、历史、天文、哲学、医学．他不仅博览群书，而且善于去粗取精，批判地接受前人知识．他说：“学有三，积之之多不若取之之精，取之之精不若得之之深．”李冶在实践中逐渐认识到：“数术虽居六艺之末，而施之人事，则最为切务．”于是潜心数学．他指出：“谓数为难穷，斯可；谓数为不可穷，斯不可．何则？彼其冥冥之中，固有昭昭者存．”他认为数来源于自然，所谓“昭昭者”，乃是数中的“自然之理”，“苟能推自然之理，以明自然之数，则虽远而乾端坤倪，幽而神情鬼状，未有不合者矣．”他在桐川得到洞渊算书，内有九容之说，专讲勾股容圆(即切圆)问题．于是，他便以洞渊九容为基础，讨论了在各种条件下用天元术求圆径的问题，于1248年写成《测圆海镜》十二卷，这是他一生中的最大成就．

1251年，李冶结束避难生活，回元氏县封龙山定居，并收徒讲学．1257年，他在开平(今内蒙古正蓝旗)接受忽必烈召见，提出一些开明的政治建议．1259年，李冶写成另一部数学著作《益古演段》．至元二年(1265)，李冶应忽必烈之聘，赴京(即中都，今北京)担任翰林学士知制诰同修国史官职，因感到在翰林院思想不自由，第二年辞职还乡．晚年又著《敬斋古今黈(音tǒu)》、《泛说》等书．至元十六年(1279)病逝于元氏．

二、《测圆海镜》

《测圆海镜》是现存最早的一部以天元术为主要内容的著作．天元术虽在北宋已经产生，但直到李冶之前还不成熟，记号混乱、复杂，演算烦琐，甚至不懂得用统一符号表示未知数的不同次幂．李冶致力于改进天元术，使之简便而实用．《测圆海镜》就是他长期研究天元术的成果．

《测圆海镜》卷一的圆城图式是全书出发点．该图以一个直角三角形及其内切圆为基础，通过若干互相平行或垂直的直线，构成16个直角三角形(图8．6)．书中题目都是已知某些三角形边长，求圆径．卷一的“识别杂记”阐明了各勾股形边长及其与圆径的关系，共600余条，每条可看作一个定理或公式，这部分内容是对中国古代勾股容圆问题的总结．卷二到十二为习题，共170题．全书基本上是一个演绎体系，卷一包含了解题所需的基本理论，后面各卷问题的解法均可在此基础上以天元术为工具推导出来．




李冶的天元术分为三步：首先“立天元一”，这相当于设未知数x；然后寻找两个等值的且至少有一个含天元的多项式(或分式)；最后把两个多项式(或分式)连为方程，通过相消，化成标准形式

anxn+an-1xn-1+…+a1x+a0＝0．

李冶称方程式为天元式，在《测圆海镜》中采用由高次幂到低次幂上下排列的顺序，式中只标“元”或“太”一个字，元代表一次项，太代表常数项，负系数加一斜线，零系数标数码○．例如

-x2＋320x－132800＋13056000x-1＝0

和 -414x2＋478584＝0

分别写为图8．7和图8．8的形式．下面以卷四第六问为例，用现代符号表出李冶的解题过程．







已知：a3＝200，c11＝170．

求：D．

解：由识别杂记，得b15＝a3－c11=30．

设半径为x，则

b11=x＋b15＝x＋30，

a11＝a3-x＝200-x，

a1＝a3＋x＝200＋x．

因为△1∽△11，所以




所以 D2＝2b10×a11=6x2-340x＋12000．

又因为 D2＝(2x)2＝4x2，

所以 4x2=6x2-340x＋12000．

相消(相当于移项，合并同类项)，得

2x2-340x+12000＝0，

即 x2-170x＋6000＝0．

解方程，得

x＝120．

所以 D＝2×120＝240．

《测圆海镜》的理论成果是巨大的．宋代以前，方程理论一直受几何思维束缚，如常数项只能为正，因为常数项通常是表示面积、体积等几何量的；方程次数不高于三次，因为超过三次的方程就难于找到几何解释了．宋代天元术的产生，标志着方程理论有了独立于几何的倾向，李冶对天元术的总结，则使方程理论基本上摆脱了几何思维的束缚，实现了程序化．李冶认识到代数计算可以不依赖于几何，方程的二次项不一定表示面积，三次项也不一定表示体积．他在《测圆海镜》中改变了传统的把实(常数项)看作正数的观念，常数项可正可负．书中用天元术列出许多高次方程，包括三次、四次和六次方程．李冶还处理了分式方程，他是通过方程两边同乘一个整式的方法，化分式方程为整式方程的．当方程各项含有公因子xn(n为正整数)时，李冶便令次数最低的项为实，其他各项均降低这一次数．

在《测圆海镜》中，李冶采用了从零到九的完整数码，发明了负号和一套相当简明的小数记法．其负号是画在数字上的一条斜线，通常画在最后一位有效数字上，如-340写作




．纯小数于个位处写○，带小数于个位数下写单位，如0.25记作




，5.76记作




．这样，李冶的方程便可用符号表示，从而改变了用文字描述方程的旧面貌．但仍缺少运算符号，尤其是没有等号．这样的代数，可称为半符号代数．大约300年后，类似的半符号代数也在欧洲产生．“天元一”虽是文字形式，但它是代表各种未知数的一般的、抽象的文字，在本质上也可看作符号．另外，李冶在圆城图式中以一般性文字代表三角形顶点，与西方用字母表示几何点的作法类似．

《测圆海镜》的成书标志着天元术成熟，不久以后，王恂、郭守敬(1231—1316)在编《授时历》时，便用天元术求周天弧度，沙克什则用天元术解决水利工程中的问题，都收到良好效果．元代数学家朱世杰曾说：“以天元演之，明源活法，省功数倍．”以《测圆海镜》为代表的天元术理论，对后世数学影响很大．李冶死后，天元术经二元术、三元术，迅速发展为四元术，成功地解决了四元高次方程组的建立和求解问题，达到宋元数学的顶峰．

三、《益古演段》

《测圆海镜》成书后，由于内容深奥，粗知数学者看不懂．于是，李冶便在封龙山讲学的同时，着手写一部普及天元术的著作．他曾读过北宋蒋周《益古集》，书中问题多是已知平面图形的面积，求圆径、方边或周长，李冶用天元术对此书进行研究，写成《益古演段》三卷．全书六十四题，除四题为一次方程外，余皆为二次方程．该书用人们易懂的几何方法对天元术进行解释，图文并茂，深入浅出，是一本出色的天元术入门书．

《益古演段》在理论上亦有创新，主要表现在化多元问题为一元问题，以及设辅助未知数的方法．书中问题与《测圆海镜》不同，所求量不是一个而是两个、三个甚至四个．按照古代方程理论“二物者再程，三物者三程，皆如物数程之”(刘徽语)，应该用方程组来解，所含方程个数与所求量个数一致．但《益古演段》中却无一个方程组．李冶在推导方程的过程中，运用传统的出入相补原理和各种等量关系来减少未知数个数，最后只剩“天元一”．一旦这个“天元一”求出来，其他要求的量便可根据与天元一的关系求出了．《益古演段》中的辅助未知数见于第四十问．在得到方程

-22.5x2－648x＋23002＝0

后，李冶说：“合以平方开之，今不可开．”因为直接对上式开方，不能得到有限小数，而且由于二次项系数较大，开方运算较繁．于是，李冶采取了设辅助未知数的方法．以现代符号表示，即设y=22.5x，使上式变为

-y2-648y＋517545＝0．

李冶称此法为连枝同体术，它为方程变形提供了一个有力工具．




第四节 秦九韶



一、秦九韶与《数书九章》

秦九韶(约1202—1261)，南宋数学家．字道古，鲁郡(今山东兖州)人．

秦九韶生于四川，其父秦季槱为绍熙四年(1193)进士，曾任工部郎中、秘书少监等职．秦九韶青年时代随父至临安(今杭州)，向秘书省下属的太史们学习天文历法，又尝从“隐君子”受数学．宝庆元年(1225)随父回四川，绍定六年(1233)前后任某县县尉．端平二年(1235)，蒙古军队攻入四川，秦九韶离乡避难，后任蕲州(今湖北蕲春)通判及和州(今安徽和县)守．淳祐四年(1244)为建康(今南京)通判．同年十一月因母丧回家守孝(三年)，在此期间埋头著述，于淳祐七年(1247)完成巨著《数书九章》．时人称赞秦九韶“性极机巧，星象、音律、算术以及营造等事无不精究．”

秦九韶守孝期满后，又去做官．他从此热衷于功名利禄，不再进行科学研究．宝祐二年(1254)到建康任沿江制置司参议，不久离职家居．后攀附权臣贾似道，得于宝祐六年(1258)任琼州(今海南海口)守．又追随吴潜，得于开庆元年(1259)为司农寺丞．景定元年(1260)，吴潜罢相．秦九韶受牵连，被贬于梅州(今广东梅县)，不久便死于任所．《数书九章》共18卷81题，按用途分为大衍、天时、田域、测望、赋役、钱谷、营建、军旅、市易九类．大衍类所阐述的一次同余式理论是当时领先于世界的一项杰出成果，书中提出以大衍求一术为核心的模数两两互素的一次同余式组解法程序，又解决了把非两两互素模数化为两两互素的问题．该书对方程理论也有重要贡献，作者以矩阵法解线性方程组，形成一套相当完善的机械化程序，又在刘益“正负开方术”基础上，解决了高次方程数值解法问题，所解方程已高达10次．另外，作者还研究了任意三角形的面积，得到与海伦公式等价的结果．秦九韶对数学的本质及作用有独到见解．他在《数书九章》序言中说，数学“大则可以通神明，顺性命；小则可以经世务，类万物”．此处的通与神取自《周易》：“阴阳不测之谓神，”“往来不穷谓之通”．所谓“通神明”，即往来于变化莫测的事物之间，明察其中的奥秘．顺性命，即顺应事物本性及其发展规律．在秦九韶看来，数学不仅是解决实际问题的工具，而且应该达到“通神明，顺性命”的崇高境界，故称之为“大”．在讨论数学的本质时，秦九韶还提出一个著名的命题：“数与道非二本也．”因为“道本虚一”而一是数的基础，道即规律而数学能体现规律．数与道有一个共同的特点，人们可以不自觉地遵循之．对于道，“百姓日用而不知”(《周易·系辞上传》)；对于数学，“常人昧之，由而莫之觉”(《数书九章序》)．从该书序言来看，秦九韶研究数学的目的是“以拟于用”．他赞赏前人“或明天道而法传于后，或计功策而效验于时”．他认为研究理论应从实际出发，“数术之传，以实为体”；但同时要发挥思维的作用，“历久则疏，性智能革”．他特别强调要独立思考，切忌模袭前人，说：“不寻天道，模袭何益？”他怀着对道无限崇尚的心情，把《数书九章》“进之于道”．秦九韶对道的推崇反映了对数学规律的重视，而他对规律的探索正是为了应用．

二、大衍术

大衍术又称大衍法，实际是一套求解一次同余式组的完整程序．秦九韶很重视自己的这项发明，强调说：“独大衍法不载九章，未有能推之者．”

对于模数两两互素的同余式组，秦九韶首先推广了孙子的“物不知数”问题，形成下述定理(译为今文)：

设P1，P2，…，Pn互素，M＝P1·P2·…·Pn，则同余式组N≡ri(modPi)(i＝1，2，…，n)的解为




在上述定理的基础上，秦九韶给出同余式组解法程序：

3．求奇数Gi，“诸衍数，各满定母，去之．不满曰奇”．即用Pi




术，下面以《数书九章》卷一第三题为例，说明这种方法．

中的Ki(图8．9)．

(1)置G＝20于右上，Pi＝27于右下，1于左上．

(2)27除以20，商1余7，以商1乘左上的1，入左下．置余数于右下，替下原来的27．

(3)20除以7，商2余6，以商2乘左下的1，加入左上，置余数于右上．

(4)7除以6，商1余1，以商1乘左上的3，加入左下，置余数于右下．

(5)6除以1，商5余1，以商5乘左下的4，加入左上，置余数于右上，左上的23即为所求．




显然，这是一种辗转相除法，求到余数得1时，左上的数即为结果．但这个1必须在右上，若右下首先出现1，则须再作一步．大衍求一术中的“求一”，就是求到余数为1的意思．




6．求率数N，秦九韶说：“满衍母去之，不满为所求率数．”即比较∑与M的大小，若∑＜M，取∑为N；若∑＞M，则从∑中依次减去M，直到所得正数不满M为止，即

N＝∑－AM．

当然，N也可看作∑除以M所得余数．如果同余式组的模数非两两互素，秦九韶便用他创立的方法化其为两两互素①，然后再用上述程序求解．

三、高次方程数值解法

秦九韶在贾宪“增乘开方法”及刘益“正负开方术”基础上，提出一套完整的通过随乘随加逐步求出高次方程正根的程序，亦称“正负开方术”，现称秦九韶法．对于形如

anxn+an-1xn-1+…+a1x+a0＝0

的高次方程及其正根，秦九韶表示为图8．10的形式，其中商即根，实即常数项，规定“实常为负，方即一次项，隅即最高项，各廉为中间各项．下面以《数书九章》卷5“尖田求积”题为例说明秦九韶法(图8．11)．




(1)依术列筹式，相当于方程

-x4＋763200x2-40642560000＝0．

“益隅”是指x4的系数为负，“从上廉”是指x2的系数为正，“虚”表示系数为零，“实”规定为负数．

(2)把各系数依次向左移，方每次移一位，上廉每次移二位，下廉每次移三位，隅每次移四位，本题各移二次即可，相当于对原方程进行x＝100x1的变换，得

-108x14+763200·104x12-40642560000＝0

议得商8，置于百位．

(3)以商8乘益隅得-800000000，置负下廉．以8乘负下廉，加入上廉，得1232000000．以8乘上廉得9856000000为方．以8乘方得78848000000，加入负实，得正实38205440000．

(4)以8乘益隅，加入下廉得-1600000000．以8乘下廉，加入上廉得-11568000000．以8乘上廉，加入方得-82688000000．

(5)以8乘益隅，加入下廉得-2400000000．以8乘下廉，加入上廉，得-30768000000．













(6)以8乘益隅，加入下廉得-3200000000．

(7)把方向右移一位，上廉移二位，下廉移三位，隅移四位．以方除实，议得商4，置于十位．

(8)以商4乘益隅，加入下廉得-3240000．以4乘下廉，加入上廉得-320640000．以4乘上廉，加入方得-9551360000．以4乘方，与正实相消，恰尽．即得方程的一个正根840．

由以上运算可以看出，秦九韶法的基本特点是随乘随加，有很强的机械性，这套方法可以毫无困难地转化为计算机程序．上例中，若议得第二位商后与实相消未尽，便可用同样程序求第三位商，依此类推．若方程的根是无理数，可用此程序求出根的任意精度的近似值．所以说，秦九韶完满解决了求高次方程正根的问题．不过，他没有考虑一个方程的根是否会多于一个．1819年，英国数学家霍纳(W．G．Horner，1786—1837)在不了解秦九韶法的情况下，独立提出相同的方法，后被称为“霍纳法”，在西方国家广泛流传．




第五节 杨辉



一、杨辉生平

杨辉，南宋数学家．字谦光，钱塘(今杭州)人，生活于13世纪．

杨辉曾做过地方官，足迹遍及钱塘、台州(今浙江临海)、苏州等地．与他同时代的陈几先称赞他“以廉饬己，以儒饰吏”．杨辉特别注意社会上有关数学的问题，多年从事数学研究和教学工作，是东南一带有名的数学家和数学教育家．他走到哪里都有人请教数学问题．从1261年到1275年的15年中，他先后完成数学著作5种21卷，即《详解九章算法》12卷(1261)，《日用算法》2卷(1262)，《乘除通变本末》3卷(1274)，《田亩比类乘除捷法》2卷(1275)和《续古摘奇算法》2卷(1275)(其中《详解》和《日用算法》已非完书)．后三种合称为《杨辉算法》．杨辉数学著作的特点是深入浅出，便于初学，同时有不少创新．另外，杨辉的书中还记录了一些古代有价值的数学成果，如贾宪的增乘开方法和开方作法本源图载于《详解九章算法》，刘益的正负开方术载于《田亩比类乘除捷法》．

二、垛积术

杨辉的垛积术是在沈括隙积术的基础上发展起来的，置于《详解九章算法》的商功章．他研究了垛积与各类多面体体积的联系，由多面体体积公式导出相应的垛积术公式．例如方亭(正四梭台)体积为




其中a为上底边长，b为下底边长，h为高．若由大小相等的圆球垛成类似于正四棱台的方垛，上底由a×a个球组成，以下各层的长、宽依次各增加一个球，共有n层，最下层(即下底)由b×b个球组成，杨辉给出求方垛中物体总数的公式如下：




比较一下上面两式就会发现，后者与前者的区别在于括号内多了一项




等差级数求和公式，即




杨辉垛积术中还有三个二阶等差级数求和公式：




除了(4)式与沈括隙积术公式相同外，其他公式均为杨辉独立推出．

三、纵横图

纵横图是按一定规律排列的数表，也称幻方．一般是n行n列，各行各列的数字之和相等，纵横图有几行，就称为几阶．中国最早的纵横图，当推汉代“九宫图”(图8．12)．







杨辉在《续古摘奇算法》中系统研究了纵横图，从三阶宜到十阶．他给出四阶纵横图的构造方法如下：“易换术曰，以十六子依次第作四行排列，先以外四角对换，后以内四角对换．”(图8．13)他还给出构造四阶纵横图的一般方法，称为“总术”．第一步是“求积”，即求出每行数字之和应为多少．杨辉用等差数列求和公式




求得前16个自然数的和136，进而求得每行之数34．第二步是“求等”，即设法使每行、每列的数字之和等于34．“求等术曰：以子数分两行

而二子皆等(十七)，又分为四行，而横行先等(三十四)，乃不易之数．却以此编排直行之数，使皆如元求一行之积(三十四)而止．”依此术，杨辉构造数字方阵如图8．14，然后再“编排直行之数”．杨辉说：“绳墨既定，则不患数之不及也．”意思是掌握了规律，就不难作出纵横图．







四阶以上纵横图，杨辉只画出图形而未留下作法．但他所画的五阶、六阶乃至十阶纵横图全都准确无误，可见他已经掌握了高阶纵横图的构成规律．他的十阶纵横图叫百子图(图8．15)，各行各列的数字之和均为505．

四、数学教育

在《乘除通变本末》中，杨辉总结了自己多年的教学经验．他首先给出一份相当完整的教学计划——“习算纲目”(卷上《算法通变本末》)，包括各部分数学知识的学习方法、时间及参考书．他主张循序渐进，精讲多练，特别强调要明算理，要“讨论用法之源”．例如，他讲减法时不只讲算法，而且指明：“加法乃生数也，减法乃去其数也，有加则有减．凡学减，必以加法题答考之，庶知其源．”针对教师和学生两种不同的对象，杨辉又提出“法将提问”和“随题用法”两条不同原则．教师讲授应“法将提问”，“凡欲见明一法，必设一题”(卷下《法算取用本末》)，就是以算法统御习题，每种算法都设有相应的题目．而对学生来说，则应“随题用法”，即根据具体题目来选择相应的算法．他说：“随题用法者捷，以法就题者拙．”(卷中《乘除通变算宝》)




第六节 朱世杰及元代数学



一、元初数学成就

1．王恂的数学工作

王恂(1235—1281)，元代数学家．字敬甫，唐县(今属河北)人．他“六岁就学，十三岁学九数，辄造其极”．后从刘秉忠学，官至太史令．至元十七年(1280)与天文学家郭守敬(1231—1316)等共同编成《授时历》，其中的数学工作主要是王恂作的．

唐代张遂制订历法时，假定太阳作匀加速运动，所以使用二次内插法．但实际上，太阳运行的加速度是不断变化的．在《授时历》中，王恂把太阳、月亮及五星的视行度当作时间的三次函数，采用三次内插法来求函数值，收到更好效果．但确定天体位置需要使用赤道坐标和黄道坐标，王恂之前是直接通过天文观测来确定这两种坐标的．王恂首先注意到两种坐标的数学关系，提出如下问题：已知太阳的“黄道积度”，求“赤道积度”和“赤道内外度”．如图8．16，设A为春分点，D为夏至点，




其中d为直径，BN⊥OC，CP⊥OE．只要测得黄道坐标，便可利用上述公式及其他有关知识推出相应的赤道坐标，从而使人们经过较少的实测，得到较多的结果．




2．赵友钦的割圆术

赵友钦，元代天文学家、数学家．字子公，号缘督先生，鄱阳(今江西鄱阳)人，生卒年不详．所著《革象新书》是一部天文数学著作．




作圆内接正方形，然后不断倍增边数，依次求得各内接正多边形边长(图8．17)．“置第十二次之小弦以第十二次之曲数一万六千三百八十四乘之，得三千一百四十一寸五分九厘二毫有奇，即是千寸径之周围也．”




周率近似值中最准确的一个．赵友钦说：“自一、二次求之以至一十二次，可谓极其精密．若节节求之，虽至千万次，其数终不穷．”可见他不仅认识到圆内接正多边形的极限位置是圆，而且认识到极限是一个不可穷尽的过程，这种思想与现代极限观念相当接近．赵友钦还进一步揭示了方、圆关系，说：“要之方为数之始，圆为数之终．圆始于方，方终于圆．”这种“曲直互通”的思想是很深刻的，他已认识到方可转化为圆，而转化的条件便是取极限．




二、朱世杰生平

朱世杰，元代数学家．字汉卿，号松庭，燕山(今北京附近)人，生卒年不详．

元统一中国后，朱世杰曾以数学家的身份周游各地二十余年，向他求学的人很多，他到广陵(今扬州)时“踵门而学者云集”．朱世杰全面继承前人的数学成果，他吸收了高次方程的数值解法，又吸收了北方的天元术及南方的各种日用算法、数学口诀等，在此基础上进行了创造性研究，写成以总结和普及当时各方面数学知识为宗旨的《算学启蒙》(三卷)和四元术的代表作《四元玉鉴》(三卷)，先后于1299年和1303年刊印．

朱世杰是元代最杰出的数学家，清罗士琳(1774—1853)说他“兼包众有，充类尽量，神而明之尤超越乎秦(九韶)李(冶)之上．”《四元玉鉴》的成书则标志着宋元数学达到最高峰．美国科学史家萨顿(G．Sarton)称赞该书“是中国数学著作中最重要的一部，也是中世纪的杰出数学著作之一．”

三、《算学启蒙》

《算学启蒙》的内容由浅入深，次第谨严，从一位数乘法开始，一直讲到当时的最新数学成果——天元术，形成一个完整体系，内容包括多位数乘法、分数四则运算、面积和体积计算、比例问题、垛积术、盈不足术、线性方程组、高次方程解法等．尤其引人注目的是，卷首“总括”中给出一整套数学概念及运算法则，作为全书的理论基础．其中包括正负数乘法法则及倒数概念．朱世杰明确指出：“同名(号)相乘为正，异名相乘为负．”又指出：“平除长为小长，长除平为小平．……小长平相乘得一步为小积．”这便给出倒数的基本性质




在《算学启蒙》中，朱世杰借助辅助未知数解线性方程组，这在数学史上还是首次．例如卷下“方程正负门”第五题，依术列方程组如下(改用现代符号)：




这种方法对于简化运算程序是很有意义的，系数越复杂，设辅助未知数的方法就越有用．另外，书中把天元术广泛用于各种面积和体积问题，导出许多高次方程，这说明天元术在李冶的基础上有了进一步的发展．朱世杰还致力于算法研究，给出一些新的公式，如“开方释锁门”给出根式运算法则




其中n，a，b为自然数，n≥2．

《算学启蒙》为《四元玉鉴》提供了必要的预备知识，正如罗士琳所说，该书“似浅实深”，与《四元玉鉴》“相为表里”．

四、《四元玉鉴》

《四元玉鉴》的主要成就是四元术，即四元高次方程组的建立和求解方法．在他之前，已有李德载《两仪群英集臻》讨论二元术，刘大鉴《乾坤括囊》讨论三元术．在此基础上，朱世杰“演数有年，探三才之赜，索九章之隐，按天、地、人、物立成四元”(《四元玉鉴》后序)，创立了举世闻名的四元术．




朱世杰的天、地、人、物，相当于现在的x，y，z，u，其摆法如图8 .18，例如方程

-x2+3xy-2xz+x-y-z=0

(卷下“三才变通”第1题)

及

2u4-u3-u2+3u-8z2+2xz+2xy+6yz=0

(卷下“四象朝元”第6题)

分别摆成图8.19和图8.20的形状．

《四元玉鉴》共24门288问，所有问题都与方程或方程组有关．题目顺序大体是先方程后方程组，先线性方程组后高次方程组．朱世杰创造了一套完整的消未知数方法，称为四元消法．这种方法在世界上长期处于领先地位，直到18世纪，法国数学家贝祖(E.Bezoub,1730—1783)提出一般的高次方程组解法，才超过朱世杰．但朱世杰的消法要点仅见于书首“假令四草”，其他各题均无草．书首还列有“今古开方会要之图”、“四元自乘演段之图”、“五和自乘演段之图”和“五较自乘演段之图”，这些图的作用也是统御全书．朱世杰说：“凡习四元者，以明理为务．必达乘除、升降、进退之理，乃尽性穷神之学也．”卷首各图便是为“明理”而作，他说：“夫算中玄妙，无过演段．如积幽微，莫越认图．其法奥妙，学者鲜能造其微．前明五和，次辨五较，自知优劣也．”







《四元玉鉴》表明，朱世杰在方程领域取得重要成就．以前的方程都是有理方程，朱世杰则突破有理式的限制，开始讨论无理方程．他不




化为有理方程(见“左右逢源”第21题，“拨换截田”第18题，“四象朝元”第1题)．四元消法是朱世杰方程理论的核心．他通过方程组中不同方程的配合，依次消掉未知数，化四元式为一元式，即一元高次方程．三元式和四元式的消法称为“剔而消之”，即把全式剔分为二，进行相消．二元式的消法称为“互隐通分相消”．下面以二元三行式




为例说明其消法．其中各系数是关于另一个未知数的多项式(可以是常数)．欲消x2项，先以B2乘(1)式中x2项以外各项，再以A2乘(2)式中x2项以外各项，相减，得

C1x＋C0＝0． (3)

以x乘(3)，得

C1x2＋C0x=0． (4)

将(4)与(1)或(2)联立，用同样方法消去x2项，得

D1x+D0＝0． (5)

(3)与(5)联立，便为二元二行式．朱世杰称C1，D0为外二行，C0，D1为内二行．内二行乘积与外二行乘积相减，得

C1D0-C0D1＝0．

这便消去x，得到只含另一个未知数的一元方程了．

《四元玉鉴》含二元问题36个，三元问题13个，四元问题7个．虽然用到四元术的题目不多，但它们却代表了全书，也代表了当时世界范围内方程组理论的最高水平．“四象朝元”第6题所导出的十四次方程是中国古算史上次数最高的方程．

高阶等差级数理论是书中另一成就．沈括的隙积术开了研究高阶等差级数的先河，杨辉给出包括隙积术在内的一系列二阶等差级数求和公式．朱世杰在这一领域作了总结性工作．在中卷“茭草形段”和下卷“果垛叠藏”中，他依次研究了一阶至五阶等差级数求和问题，不仅给出相应的公式，而且发现其规律，掌握了如下的三角垛统一公式




从而奠定了垛积术的理论基础．实际上，等差级数是几阶的，便可把上式中的p换为几．朱世杰给出了p＝1，2，…，5的特例．他还发现垛积术与内插法的内在联系，在“如象招数”第5题中利用垛积术导出四次内插公式(四次差为一非零常数，五次差为零)：




其中Δ1，Δ2，Δ3，Δ4分别为一次差、二次差、三次差、四次差．由于朱世杰正确指出了公式中各项系数恰好是一系列三角垛的积，他显然能够解决更高次的内插问题，从而把中国古代的内插法推向一个新水平．







在几何方面，朱世杰也有一定的贡献．自《九章算术》以来，中国就有了平面几何与立体几何，但一直到北宋，几何研究离不开勾股和面积、体积．李冶开始注意到圆城图式中各元素的关系，得到一些定理，但未能推广到更一般的情形．朱世杰在李冶思想的基础上，深入研究了勾股形内及圆内各几何元素的数量关系，发现了平面几何中的射影定理和特殊情形的弦幂定理．例如卷上“混积问元”第七题，如图8．21，朱世杰得到公式




易证等号左面等于h2，所以此式与射影定理h2＝ef等价．再如卷中“拨换截田”第十四题，如图8．22，AB⊥CD于E，朱世杰给出公式

4CE×ED＝AB2

此式显然是弦幂定理

CE×ED＝AE×EB

在两弦垂直且有一弦为直径时的特殊情形．

五、宋元数学的外传及衰落

《算学启蒙》出版后不久即传到朝鲜和日本．在朝鲜李朝时期(14—16世纪)，《算学启蒙》及《杨辉算法》都被作为朝廷选拔算官的基本书籍．两书的朝鲜庆州府刻本(15世纪)一直保存至今．由于《算学启蒙》在明代失传，清罗士琳幸得朝鲜金始振翻刻本(1660)，于1839年在扬州重新出版，成为中国现存各版本的母本．《算学启蒙》对日本的影响也很大，不少日本学者在研究此书的基础上写出专著，比较著名的有星野实宣《新编算学启蒙注解》三卷(1672)、建部贤弘《算学启蒙谚解大全》七卷(1690)等．

宋元数学还曾传到阿拉伯．13世纪旭烈兀①西征时，带走了一批中国天文学家和数学家．他征服波斯后支持纳西尔丁(Na－sirad－Din，1201—1274)在马拉盖(Maraghen，今伊朗境内)建立了一座规模宏大的天文台，并把带去的中国学者留在天文台和纳西尔丁一起工作，这是中国数学传入阿拉伯国家的一个途径．阿拉伯数学家卡西(al－kāshī，？—1429)的《算术之钥》(The Key of Arithmetic，1427)中有不少内容与中国数学相同，如贾宪三角形、增乘开方法，以及和“百鸡问题”极为类似的“百禽问题”等．他受到中国数学影响是可以肯定的，当然不排除其独立取得成果的可能性．

在元代，阿拉伯数码曾传入中国，但并未被中国人接受．欧几里得《几何原本》也传到上都(今内蒙古正蓝旗)，可惜没有译成中文，所以影响不大，不久便散失了．朱世杰之后，元代数学便开始走下坡路．明代数学理论水平远不及宋元，天元术、四元术成为绝学．直到明末清初，由于西方数学的传入及中国学者的努力，数学才有所回升．

那么，宋元数学衰落的原因是什么呢？

首先，中国传统数学是依靠算筹的，虽然这是一种很有用的计算工具，但具有不可避免的局限性，因为它只适于计算而不适于证明，只能表示具体的量而不能表示抽象的量．这就限制了人们的抽象思维，限制了数学一般化程度的提高．宋元方程理论可以由天元术发展为四元术，但在筹算体系内却无法建立五元术或n元术，因为四个未知数已把“太”的上下左右占满．这个例子便说明了算筹的局限性．更重要的是，人们无法利用算筹进行逻辑推理，也很难在筹算体系内发展数学符号．但这些消极因素的总和，充其量是使数学停滞不前．而事实上，元末数学不仅没前进，反而后退．造成这种状况的原因就不在数学内部，而在于社会了．

当时的政策是不利于科学发展的，尤其是八股取士制．1314年恢复科举考试后，内容以朱熹集注的《四书》为主，将数学内容完全取消．不久，这种考试发展为“以四书五经命题、八股文取士”的制度，引导知识分子远离自然科学，严重束缚了读书人的思想．知识分子们为了功名，纷纷埋头于《四书五经》，只会在儒家经典中寻章摘句，奢谈三纲五常之类的封建伦理，哪里还顾得上数学及其他有实用价值的科学技术呢？正如元末丁巨所说：“时尚浮辞，动言大纲……士类以科举故，未暇笃实．”八股取士制的危害，在明代愈演愈烈，顾炎武曾痛斥说：“开科取士，则天下之人日愚一日．”元末以后的社会思潮也不利于数学发展，成为官方哲学的理学完全摒弃了自然科学．理学家们大谈天理、人伦，认为科学技术乃雕虫小技，为君子所不齿，甚至讥笑研究数学的人是“玩物丧志”．在这种社会环境中，数学由盛而衰就不奇怪了．




第九章 十五至十七世纪的初等数学






第一节 历史背景



15世纪，希腊著作大量进入欧洲．特别是从1453年土耳其人征服君士坦丁堡以后，希腊学者纷纷携带文稿逃到意大利．复兴古典文化的旗帜首先在意大利打出来，兴起了一场历史上被称为文艺复兴的革命运动．到16世纪，这场运动已经席卷欧洲，极大地促进了思想解放和科学的发展，为近代数学的产生创造了良好的社会条件．关于这个时期的数学，有五个方面的背景必须提到．

一、经济的发展

在文艺复兴时期，由于个性解放，激起人们探索自然和改造世界的热忱，生产和贸易迅速发展起来，一个新的经济时代开始了．在这一时期，中国四大发明的传入对欧洲有重要意义．罗盘使得远洋航行成为可能，火药促进了管形火器的发展，从而使抛射体研究变得很重要．造纸和印刷术则直接促进了知识的传播．1438年，德国人约翰·古登堡(JohannGutenberg)发明了铅字，《几何原本》(Elements)的第一次印刷本终于在1482年出现于威尼斯．

经济的发展不仅为数学发展提供了物质条件，而且提出了许多有待数学解决的问题．欧洲人在开辟新航路的探险中，必须确定船只的地理位置，这就要求用准确的数学方法测量地球的经纬度．为了航行安全，船身必须端正，这就要求测量和计算物体重心．对二次曲线的研究则是为了解决弹道学和天文学问题．另外，商业和税收中日益频繁的计算，要求人们改善计算方法，这也是数学发展的动力之一．

二、知识的传播

从阿拉伯反传欧洲的希腊著作多是希腊文或阿拉伯译本，一些学者将其译成拉丁文，以扩大影响．从16世纪开始，许多学者又用本地语言翻译希腊的经典著作．例如，塔尔塔利亚(N．Tar－taglia，1499—1557)便于1543年把欧几里得《几何原本》由拉丁文译成意大利文．这种翻译工作大大加快了数学知识的传播速度．

在意大利的罗马和佛罗伦萨等城市，还通过建立图书馆的方法来启发公众．佛罗伦萨的设计学院也很有名，它创建于1563年，后来成了数学研究的中心．学院的成员把拉丁文著作译成本地语言，向公众作报告．建于1603年的罗马山猫学院也起到了这种作用．但当时的各大学仍在神学统治之下，对于传播科学作用不大，这是很遗憾的．

三、人文主义的影响

人文主义提倡人性，反对神权，在这一思想鼓励下，不少杰出人物脱颖而出，突破宗教束缚的科学事件不断涌现．1543年，波兰的哥白尼(N．copernicus，1473—1543)发表了《天体运行论》(DeRevolutionibus)，以日心说否定了在西方占统治地位千余年的地心说；比利时维萨留斯(A．Vesalius，1514—1564)的《人体构造》，则根据三百多张解剖图，指出圣经的许多错误．于是，随着生产力的发展及思想的解放，近代科学开始从神学中解放出来，走上独立发展的道路．引人注目的是，哥白尼、开普勒(J．Kepler，1571—1630)、伽利略(GalileoGalilei，1564—1642)等著名科学家都具有这样的观念：科学工作的最终目标是确立定量的数学规律．

四、数学与宗教

由于科学的发展，人们不再对圣经文字上的含义作无休止的考据和争辩，而开始面向自然．但自然科学并没有完全摆脱神学的束缚．有趣的是，数学家们在神学和科学之间建立了某种妥协，使他们的数学研究不受宗教界干扰．他们把上帝推崇为一个至高无上的数学家，说上帝在构造宇宙时已经把数学规律放在其中了，因此寻找大自然的数学规律便成为一件合法的宗教活动．每一条规律的发现都被说成是证明了上帝的智慧而并非研究者的智慧．例如开普勒在每次获得发现后，从不忘记对上帝写颂歌．伽利略也曾说过：“上帝在自然界的规律中令人赞美地体现出来的，并不亚于他在圣经字句中所表现的．”这种理论甚至影响到17世纪的莱布尼茨(G．W．Leibniz，1646—1716)，他说：“世界是按上帝的计算创造的．”就这样，宗教与科学似乎融为一体了．但实际上，上帝只是形式，而科学才是内容，这一点是很明显的．

五、科学与实验

文艺复兴中实验的兴起对数学发展是一个很大的推动力．随着大批实践者尤其是手工业者的经验积累，以及他们提出的问题的启示，系统的观察和实验逐步产生了．在古希腊纯数学的影响下，一些有识之士开始把数学思想引入实验，纯科学和实践的兴趣被融合在一起．例如，达·芬奇(LeonardodaVinci，1452—1519)便热衷于在实验中寻找数量关系，他认为在科学中，“凡是和数学没有联系的地方，都是不可靠的．”在他之后的培根(F．Bacon，1561—1626)和笛卡儿(R．Descartes，1596—1650)，则分别强调了实验方法与数学方法的重要性，为近代科学打下方法论的基础．培根认为，任何真正的科学都应建立在实验的基础上，而归纳法则是由实验获得知识的主要方法．笛卡儿则宣称科学的本质是数学，并力求找出一种兼备归纳法和演泽法二者之长的新方法．两人的共同之处是重视科学的应用，培根说：“把得到的真理应用到人类的福利上，是始终要记在心里的目标．”笛卡儿也认为，把数学方法只用到数学本身是没有价值的．实验和数学的结合逐渐成为欧洲科学的一个特点．科学家们尤其重视理想实验，在这种实验中，由于排除了次要因素对实验的干扰，有利于数学规律的发现．伽利略正是通过斜面实验发现了自由落体定律和水平方向的惯性原理．开普勒行星运动定律的发现，则是数学方法与系统观察相结合的结果．




第二节 数学符号



数学符号的发明，是数学史尤其是代数史上的大事．由于采用了较好的符号体系，使16世纪的代数发展为符号代数，从而进入一个新纪元．

法国数学家许凯(N．Chuquet，1445？—1500？)在1484年写成的《算术三篇》(Tripartyenla Sciencedes Nombres)中，使用了一些缩写符号，如用P表示加法，用m表示减法．至于“＋”号和“－”号，最早出现在德国数学家维德曼(J．Widman，约1460—约1499)写的《商业速算法》(Behend und hnpsch Rechnung uff allen Kauffmanschafften，1489)中．他用“＋”表示超过，用“－”表示不足．到1514年，荷兰的赫克(Hoecke)首次用“＋”表示加法，用“-”表示减法．1544年，德国数学家施蒂费尔(M．Stifel，1487—1567)在《整数算术》(Arithmetica Integra)中正式用“＋”和“－”表示加减，这两个符号逐渐被公认为真正的算术符号，广泛采用．

以符号“×”代表乘是英国数学家奥特雷德(W．Oughtred，575—1660)首创的．他于1631年出版的《数学之钥》(Clavis Mathematicae)中引入这种记法．但莱布尼茨合理地加以反对，他说：“我不喜欢把“×”作为乘法记号，因为它容易与x混用．”于是，他发明了另一种乘号“·”．1659年，世界上第一个除号“÷”诞生在瑞士拉恩(Rahn)的《代数》(Algebra)中．至此，四则运算符号齐备了，当然还远未达到被各国普遍采用的程度．

现代使用的幂指数记法和根号，都是法国大数学家笛卡儿发明的．早在16世纪，“√”便出现在一些欧洲数学家的著作中了．1637年出版的《方法论》(DiscoursdelaMéthode)中，笛卡儿第一次把“√”




等号和不等号的发明权属于英国人．1557年，数学家雷科德(R．Recorde，1510—1558)在他的《智慧的激励》(The Whetstone of Witte)一书中首先把“＝”作为等号，并解释说：“最相像的两件东西是两条平行线，所以这两条线应该用来表示相等．”不等号“＞”和“＜”是同时问世的，哈里奥特(T．Harriot，1560—1621)在1631年出版的《实用分析技术》(Ar－tisAnalyticaePraxis)一书中引入这两个符号，并明确写道：“a＞b表示a量大于b量，a＜b表示a量小于b量．”




“∵”和“∴”虽然是一对姐妹符号，但它们诞生的时间却差了一个多世纪．早在1659年，拉恩便在《代数》中用“∴”表示“所以”了．而表示因为的“∵”直到1805年才在英国出现．大括号{ }是法国数学家韦达(F．Vieta，1540—1603)发明的，小括号( )最早出现在17世纪吉拉尔(A．Girard，1595—1632)的著作中．高等数学中经常使用的无穷大符号∞也是17世纪出现的，它是多产的英国数学家沃利斯(J．Wallis，1616—1703)的产物之一．

应该强调指出，对符号代数贡献最大的数学家是韦达．他是第一个系统使用字母的人，他不仅用字母表示未知量和未知量的乘幂，而且用字母表示系数．他通常以辅音字母表示已知量，以元音字母表示未知量．这种用字母代替数的作法无疑是代数的精髓．韦达还揭示了代数和算术的本质区别，他说代数是施行于事物的“类的运算”，而算术则是用来确定数目的“数的运算”．这样，代数就成为研究一般类型的学问，从而奠定了代数学的基础．在这种学科中，用字母表示数字的好处是显而易见的．后来，笛卡儿又对韦达使用的字母作了改进，他用字母表中前面的字母(如a，b，c)表示已知量，未后的字母(如x，y，z)表示未知量，成为现在的习惯用法．

除了代数符号以外，16，17世纪还出现了大量几何符号和三角符号．

1634年，在法国数学家埃里冈(P．Hérigone，？—约1643)的著作中，引用了∠(角)、△(三角形)、□(正方形)、




(长方形)、




(平行四边形)、⊙(圆)、⊥(垂直)、＝(平行)等几何符号．由于欧洲已普遍使用“=”作为等号，所以奥特里德于1667年改用“∥”表示平行．至于用“




”表示平行四边形，则是19世纪的事了．相似和全等符号是莱布尼茨发明的，他在1679年的著作中，用a～b表示a和b相似，用ABC




CDA表示两个三角形全等．到18世纪，全等符号才改为“≌”．

三角符号中的°(度)、′(分)、″(秒)是卡拉穆埃尔(J．Caramuel，1606—1682)在1670年首先使用的．1626年，吉拉尔发明了正切符号tan和正割符号sec．1634年，正弦符号sin在发明大量几何符号的埃里冈著作中诞生了．余弦符号co和余切符号cot则出现较晚，直到1674年才由穆尔(J．Moore)引入．




第三节 对数和计算机



数学史家卡约黎(F．Cajori)说：“现代计算方法之所以有奇迹般的力量，是由于有三个发明，即阿拉伯记数法、小数和对数．”




实际上，小数记法在宋元时代的中国便采用了．1248年成书的《测圆海镜》中，李冶把0.25记作○＝│││││，5.76记作




，就是说，纯小数于个位处写○，带小数于个位数下写单位．当然，由于没用阿拉伯数码，书写起来还是不大方便的．由于当时的中国与欧洲缺乏学术交流，所以中国的小数记法对欧洲没有产生影响．在欧洲，一般把小数的发明权归于荷兰数学家斯蒂文(S．Stevin，1548—1620)，他在1585年发表的《论十进》(DeThiende)一书中，系统论述了十进小数及其运算．他把符号




放在个位数后面来区分一个数的整数部分和小数部分，并依次用①②③等表示小数部分的位数，如27.847写作27




8①4②7③，0.54写作5①4②．这种记法也是相当笨拙的．直到1617年纳皮尔(J．Napier，1550—1617)发明小数撇，小数才有了简便记法．按照他的方法，27.847应写作27′847．至于现在所用的小数点，是1685年在沃利斯的《代数》(Algebra)一书中首次出现的．

16—17世纪计算技术的最大改进是对数的发明，它被称为17世纪世界三大数学成果之一(另两项成果是解析几何和微积分)．虽然纳皮尔是举世公认的对数发明者，但对数的基本思想，早在德国数学家施蒂费尔的《整数算术》(1544)一书中就出现了．该书指出几何级数

1，r，r2，r3，… (1)

的各项与其指数所形成的算术级数

0，1，2，3，… (2)

的各项相对应°(1)中每两项的乘积，其指数等于(2)中相应两项之和；(1)中每两项相除，商的指数等于(2)中相应两项之差．纳皮尔正是在这种对应关系启发下发明对数的．当时，随着天文学和航海的发展，三角运算越来越复杂，迫切需要一种简便的计算方法，对数便应运而生了．在1614年发表的《奇妙对数规则的说明》(MirificiLogarith－morumCanonisDes－criptio)一书中，纳皮尔详细介绍了自己发明对数的思路．




设有两质点P，Q，分别沿线段AB和射线A′B′运动(图9．1)，并具有相同的初速度．Q一直保持匀速运动而P的速度与它到B的距离成正比．当P位于某点Pm时，Q位于Qm(m＝0，1，2…)，则A′Qm就是PmB的对数．令A′Qm＝x，PmB＝y，则有x=logy．这里的logy是纳皮尔对数，后人记为NaPlogy．符号log也是纳皮尔的发明，它是logarithm的缩写．这种引入对数的方法和现代对数概念似乎联系不大，但其基本原理相同，就是：二者均具有算术级数和几何级数的对应关系．为了避免分数，纳皮尔取AB的长为107，因为他研究对数的直接目的是简化三角运算，而当时最好的正弦表有七位数字．按纳皮尔方法，设P，Q的初速度为107，并设A′Q1为单位距离1，于是Q经过时间10-7后到达Q1，在这极短的时间内，P与Q经过的距离可近似地看作相同，即AP1为1，所以P1B＝107-1，这就是P在P1点的速度．在下段时间10-7中，Q将达到Q2而P到达P2，这里P1P2＝10-7(107-1)即1-10-7，所以P2B为107-1-(1-10-7)即107(1-10-7)2，这就是P在P2的速度，A′Q2显然为2．同理可得

P3B＝107(1-10-7)3，P4B＝107(1-10-7)4，…

A′Q3＝3，A′Qm＝4…

这就是说，当PmB按几何级数递减时，A′Qm按算术级数递增，这反映了底小于1的对数函数的特征．几何级数和算术级数的这种联系，便是纳皮尔确立的对数基本原则．进一步的考察表明，纳皮尔对数实际是




积分，得lny=-t+c，

把t＝0代入上式，得

c＝ln107，

∴lny=-t+ln107．

而Q的速度为常数107，

∴x=107t，




显然，107的对数是0而大于107的数的对数是负数．

够方便．所以纳皮尔发明对数后，继续思考对数的改进．1615年，伦敦的一位叫布里格斯(H．Briggs，1561—1631)的数学教授专程来访问纳皮尔，纳皮尔建议把0作为1的对数，布里格斯马上同意．两人还进一步商定把10的对数作为1，就是说采用以10为底的对数．这样，10的乘幂的对数就是它的幂指数，计算起来方便多了．由于这种对数应用广泛，被称为常用对数．1617年，布里格斯发表了第一张常用对数表．他把10不断开平方，因而前一数的对数除以2就得后一数的对数，例如，




0.25；等等．他不断开平方达54次，然后利用“两数乘积的对数为它们对数之和”这一事实求出更多靠得很近的数的对数，造出了对数表．

由于对数能化乘除为加减，又有了方便的对数表，所以大大节省了计算时间．它不仅受到数学家，而且受到物理学家、天文学家和航海家的热烈欢迎．在不到一个世纪的时间里，对数几乎传遍全世界，数学史上没有哪一项重要成果的传播速度有对数这样快．对数传入中国后，梅文鼎极力称赞“对数之奇”，说它“神速简易”．传入意大利后，伽利略惊喜异常，他说：“给我空间、时间及对数，我即可创造一个宇宙．”

对数发明后不久，各种计算工具相继产生了．这对于计算技术的进步也有重要意义．

1617年，纳皮尔发明了一种算筹，在一些长条形板片上刻写数码，对起来进行乘、除、乘方、开方运算．1620年，英国的冈特(E．Gunter，1581—1626)根据对数原理，制成世界上第一把对数尺，现在的对数计算尺就是由它发展而来的．1645年，法国数学家帕斯卡(B．Pascal，1623-1662)发明了手摇计算机，可以进行加减运算，被称为加法机．1674年，莱布尼茨经过改进，制成了能够进行乘除运算的乘法机．两种计算机都通过齿轮运转，它们是现代电子计算机的前身．




第四节 代数学



1494年，意大利数学家帕乔利(L．Pacioli，1445—1509)的《算术、几何、比与比例全书》(Summa de Arithmetica，Geometria，Proportioni et Proportionalita)在威尼斯出版，它是继斐波那契L．Fibonacci)《算盘书》之后第一部内容全面的数学书，包括算术、代数、几何与簿记．书中采用了印度—阿拉伯数码和许多数学符号，对16世纪欧洲数学的发展有重要影响．尤其值得提到的是，书中讨论了三次方程．虽然没有成功，而得出“高于二次的方程不可解”的错误结论，但正是书中的讨论引导了数学家们的进一步研究．16世纪的一些杰出数学家并不相信帕乔利的结论，他们孜孜不倦地探求高于二次的方程解法．实际上，16世纪欧洲代数的发展，便突出地表现为三次和四次方程解法的发现．

在这方面首先取得成果的是意大利数学家塔尔塔利亚．他原姓丰坦那(Fontana)，后因口吃被称为塔尔塔利亚，意即口吃者．他本人也以此为姓发表文章，沿用至今．16世纪30年代，他骄傲地说自己掌握了一般三次方程的解法．1535年2月22日，菲奥尔(A．M．Fior)拿出30个三次方程向他挑战，他全都顺利解决了．但其解法却秘而不宣．




在此期间，意大利的另一位数学家卡尔达诺(G．Cardano，1501—1576)也在研究三次方程解法，但未成功．1539年，他恳切要求塔尔塔利亚把解法告诉他，并发誓保密，塔尔塔利亚满足了他的要求，不过没有证明．卡尔达诺克服了很大困难，找到了证明．他大概觉得没有保密的必要，便在1545年发表的《大术》(Ars(G．Cardano1501—1576)Magna)中公布了三次方程解法．尽管卡尔达诺写明了方法的来源，但失信行为还是激怒了塔尔塔利亚，受到他的强烈谴责．由于《大术》的影响，三次方程解法被称为“卡尔达诺公式”或“卡当公式”流传开来．卡尔达诺公布的解法可简述如下：




方程

x3＋px=q(p，q为正数)． (1)







卡尔达诺以方程x3＋6x＝20为例说明这一方法，他得到的解是x=




过同样的程序得到




他还求出x3＋px＋q＝0和x3＋q＝px(p，q为正数)的公式解，就是说他已经能解任何形式的三次方程了．毫无疑问，这里包含了塔尔塔利亚的工作．但需要说明的是，他们像当时其他数学家一样，解方程只求正根，所以解法还是不完善的．







管会受到多大的良心的责备”，把这两个根相乘，会得25－(-15)＝40．于是他写道：“算术就是这样神秘地搞下去的，它的目标，正如常言所说，是又精致又不中用的．”他既承认负数有平方根，又怀疑它的合法性，因此称它为“诡变量”．但不管怎样，虚数毕竟在卡尔达诺那里诞生了．他还进一步指出，方程(指实系数方程)的虚根是成对出现的．

三次方程成功地解出之后，卡尔达诺的学生费拉里(L．Ferrari，1522—1565)受到启发，很快解出了四次方程，解法也发表在卡尔达诺《大术》中．下面用现代符号表出．

设方程为x4＋bx3+cx2+dx+e＝0． (4)

移项，得x4＋bx3=-cx2-dx-e，




右边为x的二次三项式，若判别式为0，则可配成x的完全平方．




解这个三次方程，设它的一个根为y0，代入(5)，由于两边都是x的完全平方形式，取平方根，即得




解这两个关于x的二次方程，便可得到(4)的四个根．显然，若把(6)的其他根代入(5)，会得出不同的方程，但结果是一样的．

在卡尔达诺之后，韦达对三次方程和四次方程解法作了进一步改进．1591年发表的《分析术引论》(Inartemanalyticemisagoge)中，他是这样解三次方程的：

对于 x3+bx2+cx+d=0，

结果得到简约三次方程




y3＋py＋q＝0．




他和卡尔达诺一样，只考虑方程的正根．

韦达不仅研究方程解法，还努力寻找方程的根与系数的关系，在《论方程的识别与修正》(Deaequationumrecog－nitoneetemendatjone，写于1591年，出版于1615年)中，他提出了四个定理，后人为了纪念这位大数学家，称之为韦达定理．二次方程的韦达定理是我们经常使用的，就




对方程理论作出重要贡献的另一位数学家是笛卡儿．他承认方程的负根，并研究了多项式方程的正根和负根个数的规律，得到著名的笛卡儿符号法则：多项式方程f(x)=0的正根个数等于方程系数的变号次数，或比此数少一正偶数；负根个数等于f(-x)的系数的变号次数，或少于此数一个正偶数．在这里，m重根是看作m个根的．实际上，正根个数和负根个数都可表成n-2p的形式，其中n是f(x)或f(-x)的系数变号次数，p为0，1，2…，p的取值要使n－2p非负．笛卡儿还研究了方程的根的个数同方程次数的关系，认为n次方程至多有n个根．在讨论三次方程时，他得到如下结论：若一有理系数三次方程有一个有理根，则此方程可表为有理系数因子的乘积．他的另一项重要成果是现今所谓因子定理：f(x)能为(x-a)整除(a＞0)，当且仅当a是f(x)＝0的一个根，所有这些成就都是在笛卡儿《方法论》(DiscoursdelaMéthod，1637)的附录《几何》(LaGéometrie)中出现的．

除了方程以外，二项式定理的发现也在代数史上占有一席之地．实际上，指数为正整数的二项式定理(即(a＋b)n在n为正整数时的展开式)曾被不同民族多次独立发现．11世纪的中国人贾宪和15世纪的阿拉伯数学家卡西(al－Kāshī)各自得到如下形式的三角形




这个三角形特点是，左右两行的数都是1，中间每个数为肩上两数之和．

在欧洲，德国数学家阿皮安努斯(P．Apianus，1495—1552)最早给出这个三角形(1527年)，1544年左右，施蒂费尔引入“二项式系数”这个名称，并指出怎样从(1＋a)n-1来计算(1＋a)n．1653年，帕斯卡写成《算术三角形》(Traitédutrianglearithmétique)一书，从上述三角形出发，详细讨论了二项展开式的系数．该书于1665年出版后，影响很大．由于帕斯卡在数学界的威望，人们习惯地称此三角形为帕斯卡三角形．实际上，他的功绩主要是通过组合公式给出了二项式系数，即(a+b)n




牛顿(T．Newton，1643—1727)进一步认识到，这个公式不仅适用于指数为正整数的二项展开式，而且当指数为分数或负数时，同样适用．他把二项式定理推广到分指数和负指数的情形，指出这三种形式的二项展开式第1项都是1，后面各项系数及字母指数也具有相同的变化规律：设n，m为正整数，则




如果括号里是a-b，则第k＋1项的符号由(－1)k决定．它们的区别只




牛顿的这些研究成果，是在17世纪60年代取得的，但直到1676年6月给莱布尼茨的信中，才首次透露．

另外，莱布尼茨和日本的关孝和(1642—1708)各自独立地发明了行列式，并建立起关于行列式的初步理论，这也是17世纪的代数成果之一．关孝和是日本传统数学——和算的奠基人．他的贡献还有：发现方程正负根存在的条件及与牛顿迭代法类似的解法，给出圆的径、弧、矢间关系的无穷级数表达式，等等．




第五节 三角学



虽然古希腊人和阿拉伯人已对三角学作过不少研究，但三角学作为一个独立学科，还是从德国数学家雷格蒙塔努斯(J．Regiomontanus，1436—1476)的名著《论各种三角形》(Detriangulisomnimodis)开始的．

雷格蒙塔努斯又叫缪勒(J．Müller)，是波伊巴赫G．Peuerbach，1423—1461)的学生．他从行星理论学起，逐渐掌握了托勒密(Ptolemy)的天文学说．波伊巴赫在校订托勒密的《天文集》(Almagest)时，发现所使用的拉丁文译本错误太多，便着手从希腊原文直接翻译，但尚未译完便与世长辞了，临终时嘱雷格蒙塔努斯继续这项工作．为了实现老师的遗愿，雷格蒙塔努斯努力学习希腊语，终于在1463年完成了《天文集》的拉丁文缩写，名为《概论》(Epitome)．第二年，他便写成他一生最重要的数学著作《论各种三角形》，但直到1533年才首次出版．该书共五篇，前两篇讲平面三角，包括各种直角三角形、等腰三角形和斜三角形的解法，并在第二篇给出一般三角形的正弦定理；后三篇讲球面三角，详细讨论了由三个条件确定球面三角形的问题．雷格蒙塔努斯正确指出：不仅可用球面三角形的三边确定它的三个角，而且可用球面三角形的三个角确定它的三条边，又指出球面三角形的内角和大于二直角，这都是球面三角与平面三角的重要区别．他在书中给出许多新的球面三角公式，如球面三角的正弦定理(下面以现代符号表出)




及余弦定理

cosa＝cosbcosc+sinbsinccosA．

他取r＝107，制成七位正弦表，又制成五位正切表，他的这些工作推动了三角学的发展．他还把他的三角知识用于天文观测，编制了许多天文表，为航海家广泛使用．例如，哥伦布(C．Colombo)在第四次航海时，便随身携带雷格蒙塔努斯的《星历表》(Ephemerides)，从而预先知道了1504年2月29日的月食．




但是，雷格蒙塔努斯的正弦定义仍是传统的，即把弧AD的正弦说成AB(图9．2)．对正弦定义作出改进的是哥白尼的学生、德国数学家雷提库斯(G．J．Rhe－ticus，1514—1576)，他把AB说成∠AOB的正弦，这就和现代一致了．由于当时天文观测日益精密，迫切需要提高三角函数表的精度．于是，雷提库斯令半径为1015，编制每隔10″的正弦、正切及正割表．由于当时没有对数和计算机，计算量是非常大的，他以坚韧不拔的意志奋斗了12年，带着尚未完成制表计划的遗憾去世了．这些表是由他的弟子奥脱(V．Otho，德国，约1550—1605)完成的，直到1596年才刊行于世．

韦达在三角方面的工作也是卓有成效的．他的《应用于三角形的数学定律》(Canon mathematicus seu ad triangu-la，1579)一书系统整理了当时的平面三角和球面三角知识，并把解直角三角形和斜三角形的公式收集到一起，其中包括他首次发现的正切定律：




他还在托勒密工作的基础上，发现了一些新的三角恒等式，如




并建立了用sinθ表示sinnθ和用cosθ表示cosnθ的恒等式．

由于雷格蒙塔努斯等人的工作，三角学从天文学里分出来，成为数学的一个分支，并获得独立发展．这门科学在天文、航海、测量等各方面，发挥了越来越大的作用．

我们还应该指出，中国数学家梅文鼎(1633—1721)也在球面三角的研究中取得重要成果．他在吸收西方三角知识的基础上，自著《弧三角举要》、《堑堵测量》和《环中黍尺》三本球面三角著作．在《环中黍尺》一书中，他采用投影变换的方法把球面三角形转化为平面图形来研究．梅文鼎所用的投影方法有正投影和斜投影两种，他分别称之为“正形”和“借象”，尤以正形图应用广泛．把弧三角形(即球面三角形)垂直投影于一个穿过球心的平面，得一曲线三角形，它便是弧三角形的正形．由于在正形图上，可用直尺直接量出所求弧或角的三角函数线，故取名《环中黍尺》．显然，研究正形图比直接研究球面三角形方便得多．这种投影方法是梅文鼎的一项杰出创造，在世界数学史上也是首次提出．只是由于当时中西文化交流不多，这种方法没有及时传到西方．




第六节 数论






在16—17世纪，对数论贡献最大的是法国数学家费马(P．deFer－mat，1601—1665)．他的研究成果多记在—本古希腊著作——丢番图(Di－ophantus)《算术》(Arithmetica)的页边上，死后五年才由他的儿子萨穆埃尔(ClémentSamuel)出版．虽然丢番图已经开了研究数论的先河，但费马数论问题的深度和难度，却是古希腊人不能比拟的．费马的工作，决定了一个世纪的数论研究方向．

一、有关平方数的问题

费马指出，形如4n＋1的素数和它的平方都只能以一种方式表为两个平方数之和；它的三次方和四次方都能以两种方式，它的五次方和六次方都能以三种方式，如此等等，以至无穷．例如，5=4×1＋1，这时有52＝32＋42，53＝52＋102=22＋112，54＝152＋202＝72＋242…．

他还指出，每一个非负整数可表成四个或少于四个平方数的和．

不过，费马并没有给出这两个定理的证明．第一个定理的证明是欧拉(L．Euler，1707—1783)于1754年作出的，第二个定理的证明归功于拉格朗日(J．L．Lagrange，1736—1813)．

实际上，费马的数论成果大部分是只有结论的，就象一本高明的习题集，而证题工作则是他留给后人的“作业”．不过，对于下面两个定理，费马是给出证明的：

(1)每一个奇素数能且只能以一种方式表为两个平方数之差．(2)整数边直角三角形的面积不可能是平方数．

他证明前一个定理的思路大致如下：设p是一个奇素数，易证p=




二、费马的小定理和大定理

费马提出的两个著名定理被后人称为小定理和大定理，后者又称为最后定理．

费马小定理是费马在1640年10月18日给德贝西(F．deBe－ssy，1605—1675)的信中给出的．这定理说：若p是素数且a与p互素，则ap-1－1能被p整除．例如，p＝3，a=5，则ap-1-1＝52－1=24．显然，24能被3整除．

费马大定理记在丢番图《算术》的页边上，即：n＞2时，xn+yn=zn没有整数解．

费马从未给出小定理的证明．至于大定理，他在书上写道：“我已经找到一个真正美妙的证明，但是页边太窄，写不下．”但他是否找到了该定理的正确证明，谁也无法验证．这是数学史上一个难解之谜．

这两个定理作为著名的数学难题，吸引了众多的后来人．1736年，欧拉终于发表了第一个关于费马小定理的证明．大定理的证明可就困难多了，虽然费马本人曾给出n＝4的证明，欧拉给出n＝3的证明，19世纪的勒让德(A．M．Legendre，1752—1833)又给出n＝5的证明，一般情况的证明却一直没解决．1908年，德国数学家沃尔夫斯克尔(Wolfskehl)给哥廷根科学院留下十万马克，作为费马大定理的第一个完全证明的奖金．结果，各式各样的“证明”从世界各地飞来，但没有一个是正确的．这个定理至今仍在期待着人们的证明．

三、完全数和亲和数

这两种有趣的数都是古希腊人提出的．所谓完全数，是指所有比自身小的因数之和等于自身的正整数．欧几里得曾经证明：如果2p-1是素数，则2p-1(2p－1)是完全数．当p＝2，3，5，7时，这个公式给出最前面的四个完全数6，28，496，8128．10世纪初，意大利人卡塔尔迪(p．A．Cataldi，1552—1626)从这个公式出发，认为当p＝2，3，5，7，13，17，19，23，29，31和37时，都将得到完全数．实际上，p＝23，29，37时，2p-1并非素数．费马于1640年发现223－1有因数47，237-1有因数223，从而纠正了卡塔尔迪的错误．(卡塔尔迪的另一错误是欧拉纠正的)．

亲和数是彼此等于对方所有因数之和的一对正整数．毕达哥拉斯认为这样一对数的关系象征友谊，故以“亲和”名之．最早发现的一对亲和数是284与220．费马在1636年找到第二对亲和数17296与18416．

四、费马数

费马在研究素数时，曾努力寻找一个对各种n值都能得出素数的公




5，17，257，65537，确实都是素数，但n＞4时，公式就不适用了．

除了费马以外，与他同时代的笛卡儿也对数论作出了贡献．1638年，他在给梅尔塞尼(Mersenne)的信中说，他能证明每个偶完全数都具有2p-1(2p-1)的形式，这实际是欧几里得证明过的定理的逆定理．不过，人们并未发现笛卡儿的证明，现存的对这一定理的最早证明属于欧拉．笛卡儿还给出探索亲和数的一条规则：设有乘幂2p，若3×2p-1，6×2p-1，18×(2p)2-1都是素数，则2×2p×[18×(2p)2-1]是亲和数的一个成员．例如，2，8，64便满足上述条件，按规则计算的结果分别是284，18416，9437056，所以第三对亲和数为9437056和9363584．




第七节 概率



对概率问题的研究起源于赌博．塔尔塔利亚和卡尔达诺都曾考虑如下问题：如果两个赌徒的赌博提前结束，该如何分配赌金．1654年，帕斯卡与费马在通信中认真讨论了赌博中的概率问题．他们的信件被看作数学史上最早的概率论文献．

费马在信中写道：“如果两人赌博时以掷八次骰子为一局，而在下赌注之后我与对方约定，我放弃掷第一次的机会，那么根据我的理论




次而没有发现期望的点数，双方商定他不再掷第五次，他依然应得全部




帕斯卡在复信中称赞了费马的方法，并深入讨论了提前结束赌局的问题．例如两个赌徒各投放32枚金币作为赌金，先得3分者可赢得全部赌金．(赌具亦可为一硬币，掷币落地后，若正面朝上，甲得1分，若背面朝上，乙得1分．)帕斯卡假定甲已得2分而乙只有1分．若甲再掷一次而赢了，他将得到全部64枚金币；甲输了也可拿回自己的32枚金币，因为这时比分为2∶2．这就是说，不管这一次结果如何，赌金中的32枚金币已属于他了．至于另外32枚金币，甲乙二人得到的机会




×32=48枚金币，而乙只能得到16枚金币．如果比分是2∶0，若再掷一次而甲赢，他将得到全部64枚金币，甲输了即出现2∶1的情况，甲应得48枚金币．所以，若在2∶0的情况下中止赌博，甲应得金币数为




类似地，若在1∶0的情况下结束赌博，甲应得金币数为




帕斯卡还用组合方法证明了，在以n＋1分为一局(即先积满n＋1分者得到全部赌金)的赌博中，掷第一次的价值可用前n个偶数作分母、前n个奇数作分子的分数来表示．就是说：若在1∶0的情况下结束赌博，则得分者从对方得到的钱数是对方所下赌注与这个分数的乘积．例如，在双方所下赌注各为32枚金币并以4分为1局的赌博中，若甲先得




1657年，惠更斯(C．Huygens，1629—1695)在帕斯卡与费马通信的基础上，发表了第一篇关于概率论的正式论文——《论赌博中的计算》(Tractatusderatiociniisinaleaeludo)．他在文章中引进了“数学期望”这个重要概念：如果p表示一个人获得一定金额s的概率，则sp称为他的数学期望．他还证明了：如果一个人获得金额a的概率为p，获得金额b的概率为q，则他可以希望获得金额ap＋bq．他在数学期望的基础上解决了许多概率问题，他预见到这一新兴学科的强大生命力，兴奋地写道：“无论如何我都认为，只要仔细研究这个课题，读者就能发现，事情不仅与游戏有关，这里实在是打下了一个十分有趣而且宽广的理论的基础．”




第十章 射影几何与解析几何






第一节 射影几何



一、历史背景

1566年，科曼迪诺(F．Commandino，1509—1575)把阿波罗尼奥斯(Apollonius)的《圆锥曲线论》(Conics)前四卷译成拉丁文，引起了人们对几何的兴趣，几何上的创造活动开始复兴．在短短几十年的时间里，便突破传统几何的局限，产生了一门崭新的学科——射影几何．由于新学科把无穷远点及图形连续变动的思想引入数学，它实际上已迈入高等数学的门槛．

射影几何直接起源于透视法，而透视法是与绘画艺术分不开的．在中世纪，画家的主要任务是颂扬上帝和为圣经插图．但到了文艺复兴时期，描绘现实世界逐渐成为绘画的目标了．为了在画布上忠实地再现大自然，就需要解决一个数学问题：如何把三维的现实世界反映到二维的画布上．意大利的建筑师兼数学家阿尔贝蒂(L．B．Alberti，1404—1472)认真考虑了这一问题．他在1435年写成的《论绘画》(Dellapittura，1511年出版)一书中阐述了这样的思想：在眼睛和景物之间插进一张直立的玻璃板，并设想光线从眼睛出发射到景物的每一个点上，这些线叫投影线．他设想每根线与玻璃板交于一点，这些点的集合叫做截景．显然，截景给眼睛的印象和景物本身一样，所以作画逼真的问题就是在玻璃板(实际是画布)上作出一个真正的截景．




例如，人眼在O处观察水平面上的矩形ABCD、(图10．1)时，从O到矩形各点的连线形成一投影棱锥，其中OA，OB，OC，OD是四根典型的投影线．若在人眼和矩形间插入一平面，并连结四条线与平面的交点A′，B′，C′，D′，则四边形A′B′C′D′为矩形ABCD的截景．由于截景对人眼产生的视觉印象和原矩形一样，它们必然有相同之处．但从直观上看，截景和原形既不全等又不相似，也不会有相同的面积，截景甚至并非矩形．那么，截景与原形究竟有什么共性呢？这正是阿尔贝蒂苦苦思索而未找到答案的问题．

阿尔贝蒂还考虑到：如果在眼睛和景物之间插进两张玻璃板，它们上面的截景将是不同的；如果从两个不同位置来观察景物，截景也将是不同的．但所有截景都反映同一景物，它们之间必存在某种关系．于是他进一步提出问题：同一景物的任意两个截景间有什么数学关系，或者说有什么共同的数学性质？他留给后人的这些问题成为射影几何的出发点．

二、德扎格的工作

射影几何的创始人是法国的建筑师德扎格(G．Desargues，1591—1661)．1639年，他发表了一本重要著作《试论圆锥与平面相交结果》(Brouillon projet dune atteinte aux événements des rencontres du cone avec un plan)．这部书推动了19世纪射影几何的蓬勃发展，被公认为这一学科的经典．但它在发表之初，却没有受到数学家们的重视．德扎格把书印了50份，分送给他的朋友，不久便全部散失了．直到1845年，沙勒(M．Chasles，1793—1880)才偶然发现了一个手抄本，由波德(N．G．Poudra)加以复制，使德扎格的射影几何成果复明于世，1950年左右，这部书的一个原版本终于在巴黎被发现，并复制发行．

为什么德扎格的书在当时被忽略呢？主要有两个原因．一是它被差不多同时出现的解析几何掩盖了．从思想的深刻来讲，德扎格是可以和笛卡儿媲美的．但笛卡儿的解析几何是用代数方法研究几何问题，可以迅速得到数量结果，而射影几何主要是对几何的定性研究．当时的技术发展更需要解析几何这样的有力工具．第二个原因是，德扎格的写作形式比较古怪，他引进了70个新术语，其中多是从植物学借用的．例如，他用棕(Palm)、干、树来表示三种不同性质的直线．这类语句及不易理解的思想，使他的书难于阅读．除了笛卡儿、帕斯卡、费马等几位大数学家外，很少有人欣赏他的著作．

德扎格数学思想的出色之处，首先在于他引进了无穷远点和无穷远线．阿尔贝蒂曾指出，画面上的平行线应画成交于一点，除非它们平行于玻璃板(图10．1)．例如，图10．1中的B′C′和A′D′便相交于某点O′，这一点不和BC或AD上任何普通的点对应，所以叫没影点，而除O′外的直线B′C′或A′D′上的任何点，都对应着BC或AD上某个确定的点．为了使B′C′与BC上的点以及A′D′与AD上的点有完全的对应关系，德扎格在AD及BC上引入一个新的点，叫做无穷远点，把它看作两平行线的公共点．所有平行于BC的直线都交于这一点，方向不同于BC的另外一组平行线则有另外一个公共的无穷远点．由于平行线组的数目是无穷的，德扎格实际是在平面上引入了无穷多的新点．他假定所有这些点都在同一直线上，而这直线则对应于截景上的水平线或没影线(即图10．1中的OO′)．以这种新规定为前提，我们就可以断言“平面上任意两直线必交于一点”了，因为不平行线交于普通点而平行线交于无穷远点．

引入了无穷远点和无穷远线后，德扎格研究了这样的问题：设有点O(图10．2)及三角形ABC，则OB， OC， OA可看作三条投影线，ABC的一个截景为A′B′C′，其中A与A′对应，B与B′对应， C与C′对应．显然， AA′， BB′和CC′交于一点O，设AB与A′B′交于Q，AC与A′C′交于P，BC与B′C′交于R，德扎格证明了：Q，P，R必在一条直线上．这就是著名的德扎格定理：若两个三角形对应顶点连线共点，则对应边交点共线．不管两个三角形是否在同一平面，定理都是成立的，逆定理也同样成立．德扎格在书中对二维和三维情况的正、逆定理都作了证明．




在深入研究投影性质的基础上，德扎格终于回答了阿尔贝蒂早就提出的问题：同一实物的两个截景间有什么数学关系？这实质是一个投影下的不变性问题．德扎格发现：交比在投影下是不

变的．所谓交比，是指直线上依次排列的四点A，B，C，D所形成的




德扎格的理论，若OA，OB，OC，OD是四条投影线，l1和l2是l




德扎格在书中还引入对合的概念：若一条直线上的三对点B，H；D，F；C，G具有如下关系




则称这三对点是对合的；当D=F且C＝G时，上式变成







这就给出两对点(B，H；D，C)对合的定义，它可以看作三对点对合的特殊情况．至于三对点以上的对合，完全是以三对点对合为依据来定义的．例如，当B，H；D，F；C，G；M，N具有如下关系




时，则称这四对点是对合的，依此类推．德扎格发现了一个重要事实：对合关系也是投影下的不变量．他证明了许多有关对合的定理，下面一个是十分著名的．为了介绍这个定理，我们先介绍完全四边形的概念．设B，C，D，E是平面上任意四点，其中没有三点共线．EB与DC交于F， BC与ED交于N，则EN， BN， EF，DF，EC，BD六条线形成完全四边形的各边，其中EN和BN是对边，EF和DF是对边，BD和EC也是对边．德扎格的定理为：若B，C，D，E在一圆上，直线PM交完全四边形各组对边于P，Q；I，K；以及G，H，交圆于L，M，那么这四组点是对合的(图10．4)．




德扎格把他的射影几何思想用于圆锥曲线，得到许多新颖的结果：直线可以看作具有无限长半径的圆的一部分；焦点相合的椭圆退化为圆；焦点之一在无穷远的椭圆是一抛物线，等等．他不再把圆锥曲线看作圆锥与平面的交线，而是理解为圆的截景．圆不仅可以变换为椭圆，而且可以变换为开口的抛物线或双曲线，这时的曲线仍看作封闭的，只不过是一个点在无穷远而已．德扎格力图用投射、截景等射影几何概念统一处理各种圆锥曲线，从而为圆锥曲线的研究开辟了广阔的前景．例如上面介绍过的关于对合的定理，德扎格便通过投影法推广到一般圆锥曲线，因为圆的截景可以是任意的圆锥曲线，而对合关系在投影后是不变的．从而揭示了圆锥曲线的一个重要性质．

三、帕斯卡的工作

帕斯卡(B．Pascal，1623—1662) 是德扎格的学生，仅仅活了39岁．他是一位了不起的天才，在微积分、概率、代数、射影几何等方面都作出了引人注目的贡献，他是手摇计算机的发明者，还是法国著名的文学家，物理方面的成就也不少．这里着重谈他的射影几何方面的工作．

帕斯卡从12岁起就对几何发生了兴趣，并发现了一些初等几何的定理．14岁时参加了巴黎数学家的每周聚会，他在这里得到德扎格的指导，逐渐熟悉了德扎格的射影几何思想．德扎格建议他用射影法研究二次曲线，他接受了这个建议．16岁那年(1639)，帕斯卡写成一本约八页的小册子《略论圆锥曲线》(Essay pourles coniques)．大数学家笛卡儿看过以后，觉得如此出色，竟然不相信它是一个这样年轻的人写的．遗憾的是这本书不久便失传了，直到1779年才被重新发现．

帕斯卡的书中最著名的结果是下述定理：若一个六边形内接于一圆锥曲线，则每两条对边相交而得的三点在同一直线上．如图10．5，P，Q及R在同一直线上．若六边形的对边两两平行，则P，Q，R在无穷远线上．该定理被后人称为帕斯卡定理，在射影几何里是十分重要的．

帕斯卡首先证明了该定理对圆成立．然后用投影法转到一般圆锥曲线．他说由于对圆成立，所以通过取截景后，必对所有圆锥曲线都成立．实际上，若从上图平面外的一点作它的投射锥并取一截景，则截景必含一圆锥曲线及内接六边形，六边形的对边仍将交于一条直线上的三点．这条直线与PQR相对应．该定理确定了圆锥曲线上六个点的射影相关性．如果已知六个点中的五个，就能确定一条圆锥曲线．这个定理是射影几何中内容最丰富的定理之一，由它出发可以导出大量推论．例如：(1)如果一个三角形内接于一圆锥曲线，则其顶点上的切线与对边交于三个共线点．(2)若五边形ABCDE内接于一圆锥曲线，则AB， DE；BC，EA；CD与A点上的切线交于三个共线点．(3)内接于一圆锥曲线的四边形的两对对边，连同对着的顶点的两对切线，交于四个共线点．




帕斯卡定理的逆定理(若一个六边形的三对对边的三个交点共线，则六边形顶点在一圆锥曲线上)也是成立的，但帕斯卡没有考虑．

四、射影几何中的新思想

伴随着射影几何的诞生，一些崭新的数学思想出现了．首先是数学对象从—种形状连续变到另一形状的思想．实际上，最早注意这一问题的是开普勒(J．Kepler)，他在1604年出版的《天文学的光学部分》(Astronomiae Pars Optica)中，设想椭圆的一个焦点固定而让另一个焦点在它们的连线上移动，若动点移向无穷远，椭圆成为抛物线；若这个动焦点又出现在定焦点的另一方，抛物线就变成双曲线；当两焦点合而为一，椭圆变成圆．而双曲线的两焦点合在一起时，双曲线便退化为两直线．德扎格则采用更为有效的方法——投射取截法来实现二次曲线的连续变化．只要改变截景平面的位置，就可使圆的截景从圆连续变为椭圆、抛物线和双曲线．因此，对于圆成立的许多性质，都可通过取截景的方法来证明它们对其他二次曲线也成立．这就提供了一种相当一般的简便方法．

从射影几何中产生的另一个新思想是变换和不变性．从某点向一图形作投影线，然后取截景，这就是把原图形变成了新的图形．而原图形中值得研究的性质是那些变换后保持不变的性质．这种变换思想不仅导致了另一门新学科——仿射几何的诞生，而且当人们用变换与不变性的观点来重新研究欧氏几何时，发现了三种几何的本质联系及从属关系．实际上，射影几何包含了仿射几何，而仿射几何包含了欧氏几何．不过，射影几何的创始人并未认识到这一点．后来，当群论产生后，变换群的概念应运而生，成为现代数学的理论基础之一．

虽然射影几何方面的工作最初是为了给画家提供方便，但它的意义远不止于此．在当时，它由于解析几何的发展而略显失色，甚至一度被人们遗忘．但到19世纪被人重新发现时，德扎格和帕斯卡等人的杰出思想终于大放异彩．射影几何作为一个着重研究图形位置和相交方面的性质的学科，终于成熟了．




第二节 解析几何



一、历史背景

解析几何是17世纪最伟大的数学成果之一，它的产生有着深刻的原因．

首先，生产力的发展对数学提出了新的要求，常量数学的局限性越来越明显了．例如，航海业的发展，向数学提出了如何精确测定经纬度的问题；造船业则要求描绘船体各部位的曲线，计算不同形状船体的面积和体积；显微镜与望远镜的发明，提出了研究透镜镜面形状的问题；随着火器的发展，抛射体运动的性质显得越来越重要了，它要求正确描述抛射体运动的轨迹，计算炮弹的射程，特别是开普勒发现行星沿椭圆轨道绕太阳运行，要求用数学方法确定行星位置．所有这些问题都难以在常量数学的范围内解决．实践要求人们研究变动的量．解析几何便是在这样的社会背景下产生的．

其次，解析几何的产生也是数学发展的大势所趋，因为当时的几何与代数都相当完善了．实际上，几何学早就得到比较充分的发展，《几何原本》建立起完整的演绎体系，阿波罗尼奥斯的《圆锥曲线论》则对各种圆锥曲线的性质作了详尽的研究．但几何学仍存在两个弱点，一是缺乏定量研究，二是缺乏证题的一般方法．而当时的代数则是一门注重定量研究、注重计算的学科．到16世纪末，韦达(F．Vieta， 1540—1603)在代数中有系统地使用字母，从而使这门学科具有了一般性．它在提供广泛的方法论方面，显然高出希腊人的几何方法．于是，从代数中寻求解决几何问题的一般方法，进行定量研究，便成为数学发展的趋势．实际上，韦达的《分析术引论》(In artem analyticem isagoge)等著作中的一些代数问题，便是为解几何题而列出的．

第三，形数结合的思想及变量观念是解析几何产生的直接原因．南斯拉夫的盖塔尔迪(M．Ghetaldi，1566—1626)已初步具有形数结合的思想，他于1607年注释阿波罗尼奥斯的著作时，便对几何问题的代数解法作了系统研究．1631年出版的英国哈里奥特(T．Harriot，1560—1621)所著《实用分析技术》(ArtisAnalyticae Praxis)，进一步发挥了盖塔尔迪的思想，使几何与代数的结合更加系统化．变量观念则是在数学的应用中产生的．开普勒把数学应用于天文学，伽利略(Galileo Galilei，1564—1642)把数学应用于力学，而在天文学和力学中都离不开物体的运动，于是，数学中的变量观念便应运而生了．在这种情况下，一些杰出数学家们把几何、代数同一般变量结合起来，从而创立了解析几何．费马和笛卡儿几乎是同时独立地创立这一学科的，这个事实充分说明在条件成熟时产生一个新学科的必然性．

二、费马的工作

费马(P．de Fermat， 1601—1665)是一位多才多艺的学者．他上大学时专攻法律，毕业后以当律师为生，并长期担任法国图卢兹(Toulouse，费马出生地)议会的顾问．实际上，他在30岁以后才开始进行数学研究．他不愧是一位数学天才，尽管数学工作仅占据了他的一部分时间，他那丰硕的成果却令人目不暇接．17世纪的数论几乎是费马的天下，费马大定理的魅力至今仍不减当年；在牛顿(I．Newton)和莱布尼茨(G．W．Leib-niz)之前，他为微积分的创立作了大量的准备工作，取得十分出色的成果；他和帕斯卡一起，分享了创立概率论的荣誉；在解析几何上，他也是一位名副其实的发明者．

费马的《平面与立体轨迹引论》(Introduction aux Li－eux Planes et Solides)是他在解析几何方面的代表作．这本书是1630年写成的，但一直到1679年才出版，那时费马已经死了14年．费马的著作表明，他的研究工作是以古希腊阿波罗尼奥斯的《圆锥曲线论》为出发点的．他在书的开头写道：“毫无疑问，古人对于轨迹写得非常多……．可是，如果我没有想错的话，他们对于轨迹的研究并非是那么容易的．原因只有一个：他们对轨迹没有给予充分而又一般的表示．”费马认为给轨迹一般表示只能靠代数．他很熟悉韦达的代数工作，又受到前人用代数解决几何问题的启发，所以他着手解决轨迹的一般表示的问题时，就毫不犹豫地求助于代数．他不仅使代数与几何结为伴侣，更重要的是他把变量思想用于数学研究，这正是他比哈里奥特等人高明的地方，也是他创立解析几何的主要思想基础．

费马的一般方法就是坐标法．坐标概念古已有之，以坐标系为参考来确定点的位置，这是古希腊人已经熟悉的．但费马凭借他的变量观念和形数结合的思想，在这块数学园地里培育出新的成果．他把坐标平面上的点和一对未知数联系起来，然后在点运动成线的思想下，把曲线用方程表示出来．这种以代数方程表示几何曲线的方法，无疑是解析几何的精髓．




费马的具体做法是：考虑任意曲线和它上面的任意点J(图10．6)，J的位置用A，E两字母表出，其中A是从点O沿底线到点Z的距离，E是从Z到J的距离．他所用的坐标就是我们所说的斜坐标，A，E相当于x，y．费马说：“只要在最后的方程里出现两个未知量，我们就得到一个轨迹，这两个量之一的末端描绘出一条直线或曲线．”如图10．6，对于不同位置的E，其末端J，J′，J″…就把线描出．当然，在这里联系A和E的方程是不确定的，图10．6仅仅是一个示意图．费马以这种思想为指导，研究了各种类型的曲线，他实际采用的坐标多是直角坐标．

费马充分注意到方程次数与曲线形状的关系，他说一个联系着A和E的方程如果是一次的，就代表直线轨迹；如果是二次的，就代表圆锥曲线．例如，DA＝BE就表示一个一次方程．换成现代记号，相当于ax




坐标的名词，他的坐标轴也没有标明方向．实际上，横、纵坐标的名词是莱布尼茨起的，牛顿首次采用了现代形式的坐标系．




费马的研究重点是圆锥曲线，他通过自己的实践揭示了圆锥曲线的方程特征——含有二个未知数的二次方程．例如，他以椭圆的长轴PP′所在直线为x轴，以椭圆在P点的切线为y轴，并设PP′＝d，通径(即正焦弦)为p(图10．8)，推得椭圆方程为




另一方面，他还通过坐标轴的平移和旋转来化简方程，从而求得比较复杂的二次方程的曲线．例如，他通过平移坐标轴，把方程

xy＋a2=bx+cy

化成 xy=k2




的形式，这显然是双曲线；又通过坐标轴的旋转，化方程

a2-2x2=2xy+y2

为 b2-x2=ky2，

从而证明这是一个椭圆．他还证明了方程

x2+y2+2dx＋2ry＝b2

是一个圆．在此基础上，费马自豪地宣称，他能用他的新方法重新推出阿波罗尼奥斯《圆锥曲线论》的所有结论．不过，他并没有给出坐标变换的一般法则．

费马在总结自己的工作时说：“直线是简单唯一的；曲线的数目则是无限的，包括圆、抛物线，椭圆等等．”他把二次以内的曲线分为平面轨迹和立体轨迹两类，说：“每当构成轨迹的未知数的顶端所描出的是直线或圆时，这轨迹就称为平面轨迹；当它描出的是抛物线、双曲线或椭圆时，它就称为立体轨迹．”至于其他曲线，他一律称为线性轨迹．他重点研究了直角坐标系下的曲线方程，说：“若令两个未知量构成一给定的角，通常假定它为直角，并且未知量之一的位置和顶端是确定的，则此方程是很容易想象的．如果这两个未知量的幂都不超过二次，则由后面所述便能明白，其轨迹是平面轨迹或立体轨迹．”他在书中确定了各种轨迹的方程，其基本形式为(以现代记法表示)：




(3)圆的方程a2－x2＝y2；

(4)椭圆方程a2－x2＝ky2；

(5)双曲线方程a2＋x2＝ky2；

(6)双曲线方程xy＝k2；

(7)抛物线方程x2＝ay．

费马对高次曲线的研究也是卓有成效的．他提出许多以代数方程定




整数)，它们分别被后人称为费马抛物线、费马双曲线和费马螺线．另外，费马还与一位叫阿格内西(M．G．Agnesi，1718—1799)的意大利女数学家在通信中讨论了一种新曲线，即

b3=x2y+b2y．

这种曲线问世后，被称作阿格内西箕舌线．

费马在研究轨迹的过程中，不仅考虑到一维和二维的情形，还进一步探讨了三维空间的轨迹问题．他正确指出：一元方程确定一个点，二元方程确定一条曲线(包括直线)，而三元方程则确定一个曲面．这类曲面包括平面、球面、椭球面、抛物面和双曲面．不过，他没有用解析方法对这些曲面进行具体研究．

由于时代的局限，费马在研究轨迹时不考虑负坐标，他的曲线一般只画在第一象限，尽管他知道这些曲线是在其他象限延续的．这就使他的工作缺乏完整性．例如，他认为任何齐二次方程都表示直线，因为x2=y2可化成x=y．另外，从指导思想来看，他并不想打破希腊数学传统，把自己的思想看作希腊数学思想的继续，认为解析几何不过是阿波罗尼奥斯著作的一种新的表现形式．这种认识对于他的解析思想的发挥无疑具有阻碍作用．例如，他虽然在坐标系内讨论了阿波罗尼奥斯的各种圆锥曲线，但从未考虑过两条曲线在同一坐标系内的相交问题，更不知道交点的代数意义．相比之下，笛卡儿的解析思想更为深刻，他创立的解析几何也更为成熟．

三、笛卡儿的工作

1．笛卡儿传略

笛卡儿(R．Descartes，1596—1650)是17世纪的天才．他是杰出的哲学家和数学家，是近代生物学的奠基人之一，在物理学方面也作了许多有价值的研究．当然，本书所关心的主要是他在数学方面的贡献




．

1596年3月31日，笛卡尔出生在法国土伦(Tournine)的一个律师之家，早年丧母，八岁时被父亲送到当地的一所耶酥教会学校．由于他身(R．Descartes1596—1650)体较弱，父亲与校方商定，允许他每天早晨多睡些时间．于是，笛卡儿养成了晚起的习惯．长大以后，他经常在早晨躺在床上思考问题，据说他的大部分成果出自早上那段适宜思考的时间．

笛卡儿成年后的生活，可以1628年为界分成两个阶段．他16岁时离开家乡，去外地求学， 20岁(1616年)时毕业于普瓦捷(Poitiers)大学，在巴黎当了律师．他在那里结识了数学家梅森(M．Mersenne)和迈多治(C．Mydorge)，经常和他们一起讨论数学问题．笛卡儿于1617年到荷兰，参加了奥兰治(Orange)公爵的军队，后来又到其他军队服务．他参军的目的主要是弥补学校教育的不足，并无明显的宗教或政治倾向．1621年以后，他先后到德国、丹麦、荷兰、瑞士和意大利旅行．在当兵和旅行的日子里，他的数学研究一直没有中断，他把解决数学问题当作自己的乐趣．在荷兰布雷达(Breda)地方的招贴牌上，笛卡儿发现一个挑战性的问题，很快就解决了，这使他自信有数学才能，从而更认真地研究数学． 1625年回到巴黎后，他为望远镜的威力所激动，开始钻研光学理论，同时参加了德扎格等数学家的讨论，并继续他的哲学探索．1628年，他写成第一部哲学著作《思想的指导法则》(Regulae ad DirectionemIngenii)．在这个阶段的生活中，他实际上已为他后来创立唯理论的认识论奠定了基础，为发明解析几何创造了条件．

由于笛卡儿对《圣经》持批评态度，受到国内封建教会的排斥．1628年，笛卡儿移居荷兰，开始了第二阶段的生活．他的主要学术著作，都是在那里的20年中完成的，包括《宇宙论》(LeMonde，1633年写成，1664年出版)、《方法论》(Discours dela Méthode， 1637)、 《形而上学的沉思》(Meditationes dePrima Philosophia，1640)、《哲学原理》(PhincipiaePhilosophiae，1644)、《激情论》(Traité des Passions delame，1649)．《方法论》一书有三个附录——《折光》(La Di-optrique)、《气象》(Les Météores)和《几何》(La Géo－métrie)．其中第三个附录便是笛卡儿创立解析几何的标志．很明显，笛卡儿最关心的是哲学问题．实际上，他的解析几何只是他的哲学思想在数学中的体现，所以著名数学史家克莱因(M．Kline)说，笛卡儿“只偶然地是个数学家．”

1649年，笛卡儿接受瑞典女王克利斯蒂娜(Christina)的邀请，去斯德哥尔摩担任了女王的宫廷教师，不幸在那里染上肺炎，于1650年2月11日病逝．

2．笛卡儿的数学思想

笛卡儿是以哲学家的身分来研究数学的．他认为自己在教会学校里没学到多少可靠的知识，所以从青年起就认真思考这样的问题：人类应该怎样取得知识？他勇敢地批评了当时流行的经院哲学，提倡理性哲学．他说圣经不是科学知识的来源，并且说人们应该只承认他所能了解的东西．尽管笛卡儿从未否认过上帝存在，他的这些话还是惹恼了教会，以至在他的葬礼上不准为他致悼词．

笛卡儿认为逻辑不能提供基本的真理，他说：“谈到逻辑，它的三段论和其他观念的大部分，与其说是用来探索未知的东西，不如说是用来交流已知的东西．”那么，什么地方提供真理呢？这就是客观世界，而数学正是客观存在的事物，所以数学里必然包含许多有待发现的真理．他认识到严格的数学方法是无懈可击的，不能为任何权威所左右，他说数学“是一个知识工具，比任何其他由于人的作用而得来的知识工具更为有力，因而是所有其他知识工具的源泉．”

笛卡儿从他的数学研究中得出一些获得正确知识的原则：不要承认任何事物是真的，除非对它的认识清楚到毫无疑问的程度；要把困难分成一些小的难点；要由简到繁，依次进行；最后，要列举并审查推理步骤，要做得彻底，使无遗漏．对于数学本身，他相信他有清楚的概念，这些数学概念都是客观存在的，并不依赖于人是否想着它们．笛卡儿强调要把科学成果付之应用，要为人类的幸福而掌握自然规律．

笛卡儿数学研究的目标是建立一种把形和数结合起来的科学，吸取代数与几何的优点，而抛弃它们的缺点．他对逻辑学、欧氏几何及代数都很熟悉，尤其强调代数的价值．他批评希腊人的几何过多地依赖于图形，主张把代数用到几何中去．他认为代数在提供广泛的方法论方面，高出希腊人的几何方法．他强调代数的一般性和程序性，认为代数的这些特点可以减小解题的工作量．他证明了几何问题可以归结为代数问题，因此在求解时可以运用代数的全部方法．由于代数语言比几何语言更有启发性，所以在问题改变形式以后，只要进行一些代数变换，就可以发现许多新的性质．显然，在笛卡儿的数学研究中，代数是居于主导地位的．这种数学思想具有重要意义，因为它终于使代数摆脱了几何思维的束缚，而在文艺复兴之前，这种束缚是长期存在的．例如，x，x2，x3通常被看作长度、面积和体积，方程次数不能高于三次，因为高于三次的方程就难于找到几何解释了．卡尔达诺(G．Cardano)、费拉里(L．Ferrari)等对高次方程的研究，使代数有了独立于几何的倾向，而笛卡儿的工作则使代数完全摆脱了几何的束缚，又反过来用代数方法研究几何问题．他在研究中引入了变量思想，认为曲线是这样生成的：在坐标系内，随着一个坐标的变化，另一个坐标也相应变化，每对坐标决定一个点，这无穷多个点便组成曲线．他用方程表示曲线，把曲线上的每一个点看作方程的一组解，从而把代数与几何在变量观念下统一起来，这是他创立解析几何的基础，我们从他的著作中可以看得很清楚．

3．笛卡儿的《几何》

《几何》分三卷．第一卷的前半部分是解析几何的预备知识，通过典型例题说明如何把代数用于几何，解决尺、规作图问题；后半部分则包含笛卡儿解析几何的基本理论．第二卷讨论曲线方程的推导及曲线性质，提出按方程次数对曲线进行分类的方法．第三卷讨论如何用圆锥曲线解高次方程，以及高次方程的性质．

在第一卷，笛卡儿明确指出用代数方法解决几何作图题的实质在于“定出所求线段的长度”．他首先定义了单位线段，在此基础上又定义了线段的加、减、乘、除和开方．例如，假定取AB为单位，笛卡儿说：“我只需要连接点A和C，然后引DE平行于CA，那么BE就等于BD和BC的积”，“如果要求用BD来除BE，我就连接E和D，再引AC平行于DE，那么BC是除的结果．”(图10．9)“如果要求CH的平方根，我沿同一直线加上FC，FC等于单位，然后在K点将FH二等分．我以K为中心画圆FIH，再从C引垂线到I，那么CI就是所要求的根．”(图10．10)虽然对线段的运算古已有之，单位线段却是笛卡儿首次引入的．它的意义在于突破了几何对代数的束缚——齐次原则．根据这一原则，不同量纲的几何量不能相加，方程ax2＋bx＋c＝0是没有几何意义的，因为ax2表体积，bx表面积而c表长度，属于不同的量纲．而笛卡儿引入单位概念之后，使所有几何量都通过单位而变成统一的关于数的表示．于是图形中各种量的关系就转化成数的关系，这是把代数与几何统一起来的关键．







笛卡儿在把代数方法用于几何时，首先是用未知数去表示特定的线段．例如某几何问题归结到求一个未知长度x，而x满足方程x2＝ax＋




作出x，笛卡儿先作直角三角形NLM(图10．11)，其中LM＝b，




地，若x满足方程x2=-ax+b2，则x为MP．




解析几何的精髓是用代数方程表示几何曲线，笛卡儿通过帕波斯问题引入了这一崭新的方法．该问题是：设AB，AD，EF和GH是四条给定直线，从某点C引直线CB，CD，CF，CH各与一条给定直线构成已知角CBA， CDA， CFE，CHG，要求满足CB·CF＝CD·CH的点的轨迹．




笛卡儿的解法是：首先假定已得到轨迹上的C点，然后以AB和CB为主线，考虑其他直线与主线的关系．笛卡儿记AB为x，BC为y，这相当于设了两个相交的坐标轴，当然与现在直角坐标系中的x轴和y轴还有所区别．这样，线段CB，CD，CF和CH的长度便可由x和y确定了．由于三角形ARB的所有角已给定，所以AB与BR之比一定，设AB∶BR=z∶b，因AB＝




因为AB， AD，EF是三条给定直线，所以AE长度是确定的，设AE＝k，则EB＝k＋x(或k-x，或-k＋x，依E，A，B三点的根对




这样，CB，CD，CF，CH便都表示成关于x和y的一次式了．把这四个一次式代入CB·CF＝CD·CH，可知两边关于x，y的次数都不会高于二次，即满足帕波斯问题的C点的轨迹方程为

y2＝Ay＋Bxy＋Cx＋Dx2，

其中A，B，C，D是由已知量组成的代数式．

笛卡儿接着指出：“如果我们逐次给线段y以无限多个不同的值，对于线段x也可找到无限个值．这样被表示出来的C点就可以有无限多个，因此可把所求的曲线表示出来．”这就在变量思想指导下，把数与形统一起来了．这是数学史上一项划时代的变革，从此开拓了变量数学的新领域．

在《几何》的第二卷中，笛卡儿详细讨论了曲线方程的推导及各种曲线的性质．我们从下面的例子可以领会他的思路．

设直线l1⊥l2于A，G是l1上的定点，射线m(笛卡儿说是直尺)绕端点G旋转，交l2与L，射线n的端点K沿l2滑动，LK为定长．笛卡儿试图导出m与n的交点的轨迹方程．他设C为轨迹上任一点，过C作CB∥BA，交l2于B，过L作LN∥GA，交n于N，他以A为原点建立坐标系，并设BC＝y，AB＝x，设GA，LK和NL三个已知量为a，b，c(图10．13)










这显然是双曲线的方程．

笛卡儿以方程次数为标准，对曲线进行了系统的分类．他认为：几何曲线是那些可用一个唯一的含x和y的有限次代数方程来表出的曲线，所以方程次数决定了曲线的种类．他研究了各种圆锥曲线，指出圆锥曲线都是二次的；另一方面，二次方程(指二元二次方程)的曲线也都是圆锥曲线．他把方程次数强调到这种程度，以至认为像x3+y3-3axy=0(图10．14，即笛卡儿叶线)这样复杂的曲线，比曲线y＝x4还要简单．笛卡儿坚持曲线与方程相对应，对任何一条曲线，只要可以找到适合于它的方程，他立即当作几何曲线来研究．这就突破了欧氏几何只用圆规、直尺作图的局限，以前一向为几何学家所回避的许多曲线，便有了和常见曲线相同的地位．至于不能用代数方程表示的曲线，如螺线和割圆曲线等，笛卡儿一律称之为机械曲线．




第三卷侧重于代数．笛卡儿在解几何作图题时，首先把问题用代数表示，然后解所得出的代数方程，并按解的要求来作图．他还提出利用圆锥曲线来解三次和四次方程的方法，即用同一坐标系内两条圆锥曲线的交点来表示方程的解．这是数学史上的一项革新，它提供了解方程的一个有力工具．笛卡儿用这种方法求出了形如z3=±pz±q和z4=±pz2±qz±r的方程的实根．




则圆与抛物线在轴左边的交点F给出方程的正根，笛卡儿称为“真正的根”；另一边的交点G和H则表示方程的负根，笛卡儿称为“假根”，因为他不承认方程的负根．实际上，笛卡儿是把圆和抛物线放在以A为原点的同一坐标系内来考虑的．若用现代符号表示，则抛物线方程

为 x2=y， (1)

圆的方程为




化简得 x2＋y2＝qx＋(1+p)y． (2)

把方程(1)和(2)联立，所得解的x值即圆与抛物线的交点的横坐标，也就是方程z3＝pz＋q的解．在这里，笛卡儿把方程的解、方程组的解，以及代表方程的曲线的交点都统一在坐标系内，这种思想是相当出色的．




在第三卷中，还有一部分内容是专门讨论方程的，具有独立的代数意义．著名的笛卡儿符号法则就是在这里提出的．

纵观笛卡儿的《几何》，虽然篇幅不过百页，却已奠定了解析几何的基础．笛卡儿把曲线与方程相联系的观点，不仅是曲线理论而且是整个数学思想的重大突破．他还进一步认识到，如果两条曲线以同一个坐标系为参考，则其交点由它们的方程之解来确定．这种思想远远高出了他的同时代人，正如数学史家芬克(Karl Fink)所说：“从来都没有谁作过任何尝试，企图把不同次数的几条曲线同时表示在一个坐标系中……甚至连费马也没有尝试过．笛卡儿所系统完成的恰恰是这件事．”

但是，笛卡儿同费马一样不考虑负坐标，这就不可避免地给他的研究工作带来局限性．另外，他对几何作图题的强调掩盖了解析几何的主要思想——用代数方程表示并研究曲线．许多和他同时代的人认为解析几何主要是为了解决作图问题．当然，笛卡儿本人是清楚这门学科的意义远不止于此的．他在《几何》的引言中说：“我在第二卷中所作的关于曲线性质的讨论，以及考查这些性质的方法，据我看，远远超出了普通几何的论述．”

笛卡儿的《几何》还有一个特点，即很少证明．实际上，笛卡儿不仅熟悉欧氏几何的证明方法，也完全会用代数方法证明几何问题．他有意删去定理的证明，大概是为了使文章简短和利于自学．他在一封信里把自己比做建筑师，说自己的工作是指明应该做什么，而把手工操作留给木工和瓦工．他还说：“我没有做过任何不精心的删节．”他在《几何》中明确表示：他不愿夺去读者们自己进行加工的乐趣．他说之所以删去大多数定理的证明，是因为如果读者系统考查他的题目，则证明就成为显然的了，而且这样学习会更为有益．不过，由于笛卡儿的《几何》过于难懂，还是影响了解析几何的传播速度．后来有人给此书写了许多评注，使它易于理解．

四、解析几何的意义

解析几何是人类历史上首次出现的变量数学，它改变了数学的面貌，推动了整个数学的发展．虽然费马和笛卡儿一起分享了发明解析几何的荣誉，他们的观点(坐标观点)和方法(用方程表示曲线)是基本相同的，但从数学思想的先进来说，笛卡儿无疑是优胜者．他不像费马那样，把自己的工作看作阿波罗尼奥斯工作的代数翻板，而是以十分鲜明的态度批评了希腊数学的局限，并自觉地突破了这一局限．他用代数方法代替传统的几何方法，认为曲线是任何具有代数方程的轨迹．这种思想不仅扭转了代数对几何的从属地位，而且大大扩展了数学的领域．只要我们把现代数学研究的种类繁多的曲线同希腊人所承认的曲线种类相比较，就知道摆脱尺规作图的束缚是何等重要了．

解析几何通过形和数的结合，使数学成为一个双面的工具．一方面，几何概念可用代数表示，几何目标可通过代数方法达到；另一方面，又可给代数语言以几何的解释．使代数语言更直观、更形象地表达出来，这对于人们发现新结论具有重要的意义．正如拉格朗日(J．L．Lagrange)所说：“只要代数同几何分道扬镳，它们的进展就缓慢，它们的应用就狭窄．但是当这两门学科结合成伴侣时，它们就互相吸取新鲜的活力，从那以后，就以快速的步伐走向完善．”近代数学的巨大发展，在很大程度上应该归功于解析几何．由于在解析几何中代数起主导作用，这就大大提高了代数的地位，对于促进代数的进步具有十分重要的意义．

从数学思想上来说，解析几何的最大突破是引入了变量思想，它成为发明微积分的思想基础．正如恩格斯所说：“数学中的转折点是笛卡儿的变数．有了变数，运动进入了数学；有了变数，微分和积分也就立刻成为必要的了．”

解析几何的意义不仅表现在数学本身，而且表现在对整个科学事业及社会经济的促进上，因为它提供了社会迫切需要的数量工具．研究物理世界是离不开几何的．物体具有不同的几何形状，而运动物体的路线则是几何曲线．笛卡儿认为全部物理可归结到几何，但传统几何对于运动的物体是无能为力的．在与变量有关的广阔天地里，解析几何却大有用武之地．无论是航海学，测地学和天文预测，还是抛射体运动及透镜设计、凸轮制造，都需要数量知识．而解析几何恰恰能把物体的形状和运行路线表为代数形式，从而导出数量关系．正因为它的应用广泛，才使得与它几乎同时产生的射影几何相形见绌．直到今天，解析几何仍然是科学研究及工业生产中不可缺少的数学工具．




第十一章 微 积 分






第一节 微积分的准备工作



众所周知，微积分是牛顿(I．Newton， 1643—1727)和莱布尼茨(G．W．Leibniz， 1646—1716)创立的．但如果把人类文明史上这一伟大成果仅仅归功于他们二人，就有失公允了．正如牛顿所说：“我所以有这样的成就，是因为我站在巨人们的肩上．”仅就发明微积分而言，属于他所谓“巨人”之列的，至少可以举出斯蒂文(S．Stevin， 1548—1620)、开普勒(J．Kep－ler，1571—1630)、伽利略(G．Galilei，1564—1642)、卡瓦列里(B．Cavalieri，1598—1647)、费马(P．de Fermat，1601—1665)、帕斯卡(B．Pascal， 1623—1662)、沃利斯(J．Wallis，1616—1703)、巴罗(I．Barrow，1630—1677)等光辉的名字．如果追根溯源，作为微积分基础的极限思想，甚至与古希腊的阿基米德(Archimedes)及中国三国时代的刘徽相联系，他们各自在自己的国土上，提出了计算圆周率的科学方法——割圆术，从而跨入极限领域．当然，微积分的直接准备工作还是从16世纪开始的，体现在微分和求积两个方面．

一、求积理论的发展

在16世纪，积分思想是围绕求积问题发展的，而计算物体重心是与求积有关的一个重要问题．微积分的先驱之一——斯蒂文，首先在这方面有了突破．他在1586年出版的《平衡的原理》(De Beghinselen der weeghconst)一书中，用极限思想证明了三角形的重心落在中线上．




如图11．1，AD是△ABC的一条中线．斯蒂文在△ABC内作一系列平行四边形，根据阿基米德证明过的对称原理，内接图形的重心应在中线上．当平行四边形的个数无限增加时，内接图形便无限接近△ABC，假定△ABD与△ACD的“重量”不等，其差必为一常数．当平行四边形的个数增加到某一数值时，必使内接图形与△ABC的差小于任意给定常数，从而使△ABD与△ACD之差小于所给常数．这就证明了△ABD与△ACD“重量”相等，即△ABC的重心落在中线上．显然，斯蒂文把三角形看成平行四边形和的极限，其中蕴含着积分思想的萌芽．

开普勒进一步发展了求积中的极限方法，他把球看成是由无穷多个棱锥组成的，每个棱锥的顶点都在球心，底面在球的表面上，高等于球半径r．把这些棱锥的体积加起来，由棱锥体积公式立即得到




开普勒的这一杰出思想，还体现在1615年发表的《测定酒桶体积的新方法》(Nova Stereometria doliorum vinariorum)一书中．据说他对求积问题的兴趣，起源于对啤酒商的酒桶体积的怀疑．他在该书中讨论了许多旋转体的体积，其基本思想是化曲为直，即把曲线形看作边数无限多的直线形．例如，他把圆看作边数为无限的多边形，因此圆面积等于无穷多个等腰三角形面积之和，这些三角形的顶点在圆心，底在圆上，而高为半径r．显然，圆面积等于圆周长与半径的乘积之半．他对球体积公式的推导就是在此基础上发展而来的，著名的开普勒行星三定律中的第二定律——由太阳到行星的向径扫过的面积与经过的时间成正比，其推导过程也应用了这种求积方法．用无穷多个同维的无限小元素之和来确定曲边形面积和体积，这是开普勒求积术的核心，是他对积分学的最大贡献．他的许多后继者都吸取了这一精华．

在《两种新科学》(全名是《关于两种新科学的论述与数学证明》，Discourses and Mathematical Demonstrations Concerning Two New Sciences，1634)一书中，伽利略的求积方法与开普勒一脉相承．在处理匀加速运动问题时，他证明了在时间一速度曲线下的面积就是距离．如图11．2，假定物体以变速v=32t运动，则在时间OA内通过的距离就是面积OAB．伽利略所以得到这个结论，是因为他不仅把A′B′当作某个时刻的速度，而且把A′B′当作无穷小距离(即把A′B′看作速度与无穷短时间之积)．他认为由动直线A′B′组成的面积OAB必定是总的距离．因为AB是32t，OA是t，所以OAB的面积为16t2，即在时间t内走过的距离为16t2．结论显然是正确的，但推理不够严格．




系统运用无限小元素来计算面积和体积，是通过伽利略的学生卡瓦列里实现的．从1635年发表的《不可分连续量的几何学》(Geometria Indivisibilibus Continuorum Nova Quadam Ratione Promota)一书可以看出，他不仅继承了开普勒与伽利略的思想，而且有明显的变革．第一，他不再把几何图形看作同维无穷小元素所组成，而是看作由维数较低的无穷小元素所组成，并把这些无穷小元素称为“不可分量”．例如，体积的不可分量是无数个平行的平面．第二，他建立起两个给定几何图形的不可分量之间的一一对应关系，若每对量的比都等于同一个常数，则他断定两个图形的面积或体积也具有同样比例．所谓卡瓦列里原理便是在此基础上提出的，下面，我们以他对球体积的推导为例，说明他是怎样通过不可分量的比较来求积的．




如图11．3，设DHC是以O为圆心的半圆，ABCD是它的外切矩形．以OH为旋转轴，则正方形OHBC画出圆柱，三角形OHB画出圆锥，而弧HC画出半球面．用平行于底面的任意平面去截这些图形，则产生以G为圆心的半径分别为RG、FG和EG的圆，它们分别为圆柱、圆锥和半球的不可分量，这些不可分量存在如下关系：

OE2=GO2＋EG2

即 RG2＝FG2+EG2．

所以 πRG2＝πFG2＋πEG2．

由于截面的任意性，所以圆柱体积等于半球与圆锥体积之和，设球半径为r，则




大约在1636年，费马提出一种新的求积方法．他吸收了开普勒的同维无限小元素思想，又保留了卡瓦列里不可分量法在求积问题上的有效




坐标为a，αa，α2a…的点(比例常数α＜1)，然后在这些点上作纵坐标，于是整个图形被分割成无数个小矩形(图11．4)，这些矩形的底边分别为




(1-α)a，α(1-α)a，

α2(1-α)a…




于是，各矩形面积构成一个几何级数：




为使矩形和充分接近抛物线所围面积，须将矩形的宽无限缩小，即令α→1．为此，费马先令α=βq，则




若α→1，则β→1，上式分子为q个1之和而分母为p＋q个1之和，




显然，在费马辛勤耕耘的数学园地里，已经看得见定积分的曙光了．费马的思想与定积分的差距仅仅在于：第一，尚未抽象出定积分的概念；第二，还未建立一般的积分公式．

与费马相比，帕斯卡的求积方法更为有效，因为他采取了略去无穷序列之和的高次项的方法(1654年)，这种思想对莱布尼茨和牛顿有很大影响．例如，帕斯卡在计算以曲线y=x2为一边的曲边三角形面积时，把由曲线y＝x2，x轴和直线x＝a围成图形的底分成n等分，于是得到n个矩形(图11．5)，他称这些矩形为“无穷小矩形”，用它们取

d·d2+d·(2d)2+d·(3d)2＋…＋ d(nd)2










法证明了由一般曲线y＝xn，x轴和直线x＝a所围成的曲边梯形面积




在牛顿和莱布尼茨之前，为发明微积分作准备工作最多的是英国的沃利斯．他的《无限算术》(Arithmetica Infinitorium，1655)一书，把不可分量法译成了数的语言，从而把几何方法算术化．他把几何中的极限方法转移到数的世界，首次引入变量极限的概念，他说：“变量的极限——这是变量所能如此逼近的一个常数，使得它们之间的差能够小于任何给定的量．”他使无限的概念以解析形式出现在数学中，从而把有限算术变成无限算术，为微积分的确立准备了必要的条件．牛顿便曾直接得益于《无穷算术》．我们从下面的例子可以清楚地看出沃利斯的思想特点．

在求曲线y＝xn下的面积时，沃利斯不是直接去求，而是考虑该面积与横轴及过端点的纵线为边而成的矩形OABC(图11．6)之比，即







把横轴从0到a分为m等分，则曲线y=xn下的面积近似为：

0n+1n+2n+…＋an，

而与此相比较的矩形面积为

an+an+an+……＋an．

它们的比为




当m→∞时，上式的极限便是曲线下的面积与矩形面积之比．

沃利斯分别考虑了n＝1，2，3，4，5，6的情况．当n＝2时，有




任意给定的量．”如果项数趋于无限，则这个差将“趋于消失”，因此




显然，沃利斯已经接近现代意义的定积分了．

二、微分方法的形成

微分方法形成于对速度、切线和极值的研究．

关于切线的新观点是伽利略首先提出的，他认为作斜抛运动的物体具有两个方向的速度——水平速度PQ和垂直速度PR，它们的合速度是以PQ和PR为边的平行四边形的对角线PC(图11．7)，它代表了物体在P点运动的方向，即运动轨迹在P点的切线．在这一认识的基础上，伽利略的学生、意大利数学家托里切利(E．Torricelli，1608—1647)对切线作了进一步的研究．




托里切利的方法可用现代数学语言叙述如下：设O是抛射体M的初始位置(图11．8)，M具有垂直下落的速度gt(g是重力加速度)及水平速度u，于是在瞬间t有







可见动点M(即抛射体)的轨迹是抛物线．由于垂直速度与水平速度之比为




再应用相似三角形的性质，可知M点的切线同抛物线对称轴的交点与顶点的距离为y．所以，只要由o点向上量出y，就很容易作出M点的切线了．不过这种方法只局限于力学范畴，不能适用于一般的曲线切线．

同托里切利相比，费马的方法就普遍多了．在“求最大值和最小值的方法”(Methodus ad Disquirendam Maximamet Minimam， 1637)一文中，费马求切线的方法大致如下：

设PT是曲线在P点的切线(图11．9)，PQ⊥TQ．费马称TQ为次切线，只要知其长，便可确定T点，从而作出切线TP．

为确定TQ，设QQ1为TQ的微小增量，其长为E(相当于今天的Δx)．




∵△TQP∽△PRT1，




费马认为，当E很小时，RT1同RP1几乎相等，因此有




若改写成现在的符号，以f(x)代替QP，则上式变为




这时，费马先用E同除分子和分母，然后再让E＝0，便得到TQ的数值．显然，他的方法已接近微分了，只是还未提炼出E→0的极限概念．数学史家伊夫斯(H．Eves)称费马的工作是“微分方法的第一个真正值得注意的先驱工作．”①

在同一篇论文中，费马还用类似的方法处理了如下的极值问题：分一个量为两部分，使它们的乘积最大．费马令B为给定的量，以A和B－A表示所求的两部分．他认为在E很小时，A－E与A几乎相等，所以他写成

A(B-A)＝(A-E)[B-(A－E)]，

即 2AE-BE-E2=0．

除以E后得 2A-B-E=0．

令E=0，得2A＝B，这便是所求的划分．从本质上来说，费马的方法等价于




如果我们注意一下图11．9，就会发现一个含微小增量的三角形PRT1，它被莱布尼茨称为“微分三角形”，沿用至今．帕斯卡认真研究了这种三角形．在他的《戴东维尔的某些几何发现的信件》(Lettres de A．Dettonville contenant quelquesunes de ses inventions de gēomētrie， 1659)①中正确指出，当区间(即PR)很小时，“弧可以代替切线”，因此可由微分三角形来决定切线．从微积分的观点来看，微分三角形即是由自变量增量Δx与函数增量Δy为直角边所组成




十分重要的．实际上，揭示微分三角形的实质就等于掌握微分概念．不过帕斯卡却忽视了微分三角形两边的商对于决定切线的重要性，所以没有击中微积分的要害．

认识微分三角形两边之商对于决定切线的重要性的是英国的巴罗．在《几何讲义》(Lectiones geometricae， 1670)一书中，巴罗叙述的方法大致如下：

如图11．10，欲求给定曲线上P点的切线，令Q为曲线上点P的邻点，则△PTM与△PQR接近于相似．巴罗认为，当小三角形变得无限小时，则







令QR＝e，RP＝a，若P的坐标是x和y，则Q的坐标是x－e和y-a．将这些值代入曲线方程，并略去e和a的二次以上的项，即可求出比值




(x-e)3＋(y－a)3=r3，

即 x3－3x2e＋3xe2－e3＋y3－3y2a+3ya2-a3=r3．

略去e和a的二次以上的项，得

x3－3x2e+y3－3y2a=r3，

即 3x2e＝－3y2a．




几何与微积分的关系，如果没有解析几何中的坐标观念和以方程表示曲线的理论，是不会产生微分概念的．

巴罗的贡献不仅在于微分，还在于他首次认识到作切线与求积的互逆关系，这说明他已对微积分基本定理有了局部的认识．他的这项成果反映在《几何讲义》第十讲中．

为方便起见，设y轴和z轴方向相反，并设f(x)为增函数．如图11．11，以曲线y＝f(x)为一边的曲边梯形面积用z＝A(x)表示．给定x轴上的一点D(x0，0)，设T是x轴上一点，使得







巴罗断言：直线TF与曲线z=A(x)只在点F(x0，A(x0))相接触，即TF是z=A(x)的切线．从微积分的观点看，这相当于由z＝




标．这显然与微积分基本定理相符．不过，巴罗并没有用分析的方法定义斜率，也没有从理论上总结出微分与积分的互逆关系．他只用如下方法证明了他的结论．

设x1＜x0，由I(x1，A(x1))作IL∥x轴，交TF于K．




∴ LF＝LK·DE．

但LF＝DF－PI＝A(x0)－A(x1)＜DP·DE(考虑到f(x)是增函数)，

∴ LK·DE＜DP·DE，

∴ LK＜DP=LI．

即K在I的右边．

同理可证x1＞x0时K亦在I的右边，所以直线TF与曲线A(x)只有一个接触点F．

显然，巴罗的思想完全是以几何面貌出现的，所以还不能看作微积分的真正创始．

综上所述，数学家们已经作了大量属于微积分范畴的工作．但如果说他们已经发明微积分，那就不合适了．因为微积分的产生需要三个不可或缺的条件：一是引入变化率的概念；二是建立具有普遍意义的微分和积分方法；三是确认微分与积分的互逆关系．但上述数学家的兴趣都在于今天说来应该算是微积分应用的那些方面——作切线、求面积、求体积等等．尽管在具体工作中一步步接近微积分，但谁也没有抽象出变化率这个微积分的基本概念，谁也没有建立起普遍适用的方法．巴罗虽然在几何问题中注意到作切线与求积的互逆关系，但并没有从理论上概括出微积分基本定理．至于其他数学家，则从未考虑过这种互逆关系．

实际上，数学中的重大突破总是与许多人的辛勤工作分不开的．在此基础上需要一位杰出人物走那最后的，也是最关键的一步，这个人要能够从大量材料中清理出前人的有价值的思想，能够洞察问题的本质，给予理论上的概括和提高．在微积分方面，这个人就是牛顿．




第二节 牛顿的微积分



一、牛顿传略




1643年1月4日牛顿生于英国林肯郡的沃尔索普(Woolsthorpe)村，父亲是一个农民，在牛顿出生前就死了．虽然母亲也希望他务农，但幼年的牛顿却在做机械模型和实验上显示了他的爱好和才能．例如，他做了一个玩具式的以老鼠为动力的磨和一架靠水推动的木钟．14岁时，由于生活所迫，牛顿停学务农，以后在舅父的帮助下又入学读书．1661年，不满19岁的牛顿考入剑桥大学的三一学院．1665年初，他在毕业前夕发现了二项式定理，同年获文学学士学位，并当了研究生．但不久便由于在伦敦流行鼠疫，剑桥大学关闭，牛顿只好回农村居住．在沃尔索普村的18个月里，牛顿发明了微积分，提出了万有引力定律，还研究了光的性质．牛顿一生的重大成就大都发韧于这期间．后来，他在追忆这段峥嵘的青春岁月时说：“当年我正值发明创造能力最强的年华，比以后任何时期更专心致志于数学和哲学(科学)．”我们特别注意到，他于1666年10月写成的《流数后人加的)是世界上第一篇微积分论文，它标志着这一学科的诞生．虽然论文直到本世纪才公开发表，但当时有抄本流传，牛顿的不少朋友和同事都看到过．

1667年，瘟疫过去，牛顿又回到剑桥大学．第二年，他制成世界上第一架反射望远镜．由于他在科学上的出色成就，他的老师巴罗认为他的学识已超过自己，便于1669年10月主动把数学教授的职位让给他，于是牛顿开始了他三十年的大学教授生活．

他在1669年写成《运用无穷多项方程的分析学》(De Analysi per Aequationes Numero Terminorum Infinitas，1711年发表)，又于1671年写成《流数法和无穷级数(De Me－thodis Serierum et Fluxionum，1736年发表)．这两篇论文同《流数简论》一起，奠定了微积分的理论基础．1672年，他当选为皇家学会会员，并第一次发表论文，内容是关于白色光的组成，引起广泛的兴趣和讨论．1675年，他将关于光的粒子说的论文送交皇家学会．1685年，他开始撰写《自然哲学的数学原理》(Philosophiae Naturalis Principia Mathematiˉca)．1687年，这部伟大著作刚刚写完，便由哈雷(E．Halley，1656—1742)出资发表，立即对整个欧洲产生了巨大影响．著名的牛顿力学三定律、万有引力定律及牛顿的微积分成果都载于此书．它成为科学史上的一个里程碑．

1689年，牛顿代表剑桥大学进入议会．不久，牛顿的母亲病重，他彻夜不眠地守着她，但并没有能挽留母亲的生命．由于长简论》(The October 1666 Tract on Fluxions，题目是期的紧张工作及母亲病逝的精神打击，牛顿得了精神衰竭症，大约一年后才复原．1693年，牛顿写成他的最后一部微积分专著《曲线求积术》(De Ouadratura Curvarum)．1696年，牛顿被任命为造币厂督办，三年后当了厂长．

从1665年到1696年，牛顿纯粹是一个科学家，为科学事业做出了许多卓越贡献．这以后的三十一年中，他一方面在官场服务，另一方面作为英国科学界的领袖而发挥作用．1703年，牛顿开始担任皇家学会会长，1704年发表了他的名著《光学》(Op－ticks，《曲线求积术》作为《光学》的附录同时发表，获得巨大成功．1705年被女皇封为爵士，得到了一生的最高荣誉．但他的研究重心却逐渐由科学转移到神学，晚年写了大量关于神学的文字．1727年3月31日，牛顿病逝于英国的肯辛顿．

纵观牛顿的一生，他在科学上的最重要成就有三个：发明微积分、建立经典力学体系、提出光的性质的理论．其中任何一项成就都足以使他列入世界上的大科学家行列．但牛顿并不认为自己发现了真理的海洋，他在逝世前不久给朋友写的信中说：“我不知道世人怎样看待我；但我自己觉得，我不过像在一个海滨玩耍的小孩，为时而拾到一片比寻常更为莹洁的卵石，时而拾到一片更为美丽的贝壳而雀跃欢欣，而对于我面前的真理的海洋，却茫然无知．”

二、《流数简论》

《流数简论》表明，牛顿微积分的来源是运动学．1666年，他在坐标系中通过速度分量来研究切线，既促使了流数法的产生，又提供了它的几何应用的关键．

牛顿把曲线f(x，y)＝0看作动点的轨迹，动点的坐标x，y是时间的函数，而动点的水平速度分量和垂直速度和垂直速度为边的矩形对角线，所以曲线f(x，y)＝0的切线斜率




所以牛顿便在后来称它们为流数，实际上就是x和y对t的导数：




而它们的比就是y对x的导数




布尼茨发明的，我们这里采用它们是为了叙述方便．

牛顿考虑的第一个问题是：给定x和y的关系f(x，y)＝0，求




的次数……令这些乘积的总和等于零．这个方程就给出速度(流数)之间的关系．若用子表示，则为




它是牛顿用来计算流数之比(即求导)的基本法则．实际上，这个式子




牛顿是用“无穷小”概念和他一年前发明的二项式定理来证明(1)式的．他认为，作非匀速运动的物体在无穷小时间间隔o中的运动情况同作匀速运动的物体在有限时间间隔中的情况相同，“因此，如果到某一时刻，它们已描绘的线段为x和y，那么到下一时刻所描绘的线段就是x＋xo和y＋yo．”牛顿用x＋xo和y＋yo代替f(x，y)＝0中的x和y，于是有




按二项式展开并略去o的二次以上(含二次)的项，得




除以o后便得到(1)式．作为一个实例，可把y＝xn写成f(x，y)＝y－xn的形式，由(1)式推出







的代数式)．他对这一问题的研究导致了微积分基本定理的发现，即：




其中A表示曲线y=f(x)下的面积．从《流数简论》可以看出，他是用如下方法推导这一重要定理的：




设y表示曲线f(x)下的面积abc(图11．13)，并把它看作垂

平行移动，描绘出面积x和y，它们随时间而增加的速度是be和bc，”显然，be＝1而bc=f(x)．因此，牛顿认为面积y随时间的变化率是




这显然等价于(2)式，就是说函数曲线下的面积的变化率等于曲线的纵坐标．他把求积问题看作求变化率的逆过程，即把y看作f(x)的积分(不定积分)．

牛顿的工作可以清楚地说明切线及面积的互逆关系．如果面积y＝




在解决了基本的微积分问题后，牛顿又进一步提出变量代换法，它

变量z＝1＋xn，其流数比为




这便是我们熟知的幂函数微分公式，它的现代形式为




类似地，牛顿在积分中也采用了代换法，并在稍后的著作中总结出代换积分公式．这个问题将在下面讨论．

《流数简论》中，牛顿还导出函数的积和商的微分法则．设y=u(x)·v(x)，则由计算流数之比的基本法则得到




至于函数和的微分，牛顿认为是显然的，没有作为公式列出．

由于牛顿首次引入“流数”和“变化率”的概念，明确提出一般性的微积分算法，特别是提出微积分基本定理，所以说他“发明”了微积分．不过，他当时只是观察到这一重要定理，至于定理的证明则是在他的第二本微积分著作中才出现的．

三、《运用无穷多项方程的分析学》

(下简称《分析学》)

在这本书中，牛顿假定曲线下的面积为

z＝axm，

其中m是有理数．他把x的无穷小增量叫x的瞬，用o表示．由曲线、x轴、y轴及x＋o处纵坐标所围成的面积用z＋oy表示(图11．14)，其中oy是面积的瞬，于是有




z+oy＝a(x＋o)m．

根据二项式定理




考虑到z＝axm，并用o去除等式两边，得




略去仍然含o的项，得x

y=maxm-1．

这就是相应于面积z的纵坐标y的表达式，或者说是面积z在点的变化率




线为y=maxm-1；反之，若曲线是y＝maxm-1，则它下面的面积是z=axm．在这里，牛顿不仅给出了求变化率的普遍方法，而且证明了微积分基本定理．从计算角度来说，他实际上给出了两个基本的求导和积分公式(用现代符号表出)

(axm)′＝maxm-1；




在证明了面积的导数是y值，并断言逆过程是正确的以后，牛顿给出下面的法则：若y值是若干项的和，则面积是由每一项得到的面积的和，用现在的话来说，就是函数之和的积分等于各函数的积分的和：

∫[f1(x)+f2(x)＋…+fn(x)]dx=∫f1(x)dx

＋∫f2(x)dx+…+∫fn(x)dx．

他对如下的积分性质也有明确认识：

∫af(x)dx ＝a∫f(x)dx．

他利用上述知识得到各种曲线下的面积，解决了许多能表成和式的问题．

在此基础上，牛顿提出了利用无穷级数进行逐项积分的方法．例如




然后对这个无穷级数逐项积分，得




他说，只要b是x的倍数，取最初几项就可以了．




y＝1-x2＋x4－x6＋x8－… (1)




y＝x-2－x-4＋x-6-x-8＋… (2)

他说，当x很小时，应该用(1)式，若x较大就必须用(2)式了．可见他已意识到级数收敛和发散的区别，不过还没有提出收敛的概念．

同《流数简论》相比，《分析学》的另一项理论进展表现在定积分上．牛顿把曲线下的面积看作无穷多个面积为无限小的面积之和，这种观念与现代是接近的．为了求某一个区间的确定的面积即定积分，牛顿提出如下方法：先求出原函数，再将上下限分别代入原函数而取其差．这就是著名的牛顿—莱布尼茨公式，是他与莱布尼茨各自独立发明的．若采用现代数学符号，该公式可表述为：若F(x)是f(x)在区间[a，b]




中应用极广的定积分计算问题便转化为求原函数问题，所以它是十分重要的．

《分析学》中还有其他一些出色的成果，例如，书中给出求高次方程近似根的方法(即牛顿法)，导出正弦级数及余弦级数，等等．

到此为止，牛顿已经建立起比较系统的微积分理论及算法．不过他在概念上仍有不清楚的地方．第一，他的无穷小增量o是不是0？牛顿认为不是．既然这样，运算中为什么可以略去含o的项呢？牛顿没有给出合乎逻辑的论证．第二，牛顿虽然提出变化率的概念，但没有提出一个普遍适用的定义，只是把它想象成“流动的”速度．牛顿自己也认为，他的工作主要是建立有效的计算方法，而不是澄清概念，他对这些方法仅仅作了“简略的说明而不是准确的论证．”牛顿的态度是实事求是的．

四、《流数法和无穷级数》(下简称《流数法》)

这是一部内容广泛的微积分专著，是牛顿在数学方面的代表作．在前两部书的基础上，牛顿提出了更加完整的理论．

从书中可以看出，牛顿的流数概念已发展到成熟的阶段．他把随时间变化的量，即以时间为自变量的函数称为流量，以字母表的后几个字母v，x，y，z来表示；把流量的变化速度，即变化率称为流数，以表




保留，并且仍用o表示．

他在书中明确表述了他的流数法的理论依据，说：“流数法赖以建立的主要原理，乃是取自理论力学中的一个非常简单的原理，这就是：数学量，特别是外延量，都可以看成是由连续轨迹运动产生的；而且所有不管什么量，都可以认为是在同样方式下产生的．”又说：“本人是靠另一个同样清楚的原理来解决这个问题的，这就是假定一个量可以无限分割，或者可以(至少在理论上说)使之连续减小，直至……比任何一个指定的量都小．”牛顿在这里提出的“连续”思想及使一个量小到“比任何一个指定的量都小”的思想是极其深刻的，他正是在这种思想的主导下解决了如下两类基本问题．

第一类：已知流量的关系求它们的流数之比，即已知y＝f(x)或




例如书中的问题1：如果流量x和y之间的关系是x3－ax2+axy－y3=0，求它们的流数之比．




程中的x和y，得




展开后利用x3－ax2＋axy－y3＝0这一事实再把余下的项除以o，得




至此牛顿说：“我们已假定o是无限微小，它可以代表流动量的瞬，所以与它相乘的诸项相对于其他诸项来说等于没有．因此我把它们丢掉，而剩下




从表面看，这种方法与《流数简论》中的方法一致．所不同的是，




数．《简论》中求流数之比的基本法则也被牛顿赋予一般的意义．




例如，假定y=xn，牛顿首先建立




然后用二项式定理展开右边，消去y＝xn，用o除两边，略去仍含o的项，结果得




当然，在对具体函数微分时，不必采用无穷小而可直接代入公式．

第二类：已知一个含流数的方程，求流量，即积分．




(x)，则




数简论》中，牛顿在具体积分中已经采用了这种方法，只是到这时才明确总结出公式．从《简论》及《流数法》两书来看，他推导此式的思路大致如下：




由(2)，(3)得




由微积分基本定理，得




牛顿在书中还推出分部积分公式，即

∫uv′dx=uv-∫vu′dx．

其中u和v都是x的函数．若求∫uv′dx有困难而求∫vu′dx 比较容易时，就可利用分部积分公式求积分．

牛顿总结了他的积分研究成果，列成两个积分表，一个是“与直线图形有关的曲线一览表”，另一个是“与圆锥曲线有关的曲线一览表”．这两个表为积分工作提供了许多方便．

至此，牛顿已建立起比较完整的微分和积分算法，他当时统称为流数法．他充分认识到这种方法的意义，说流数法(即微积分)是一种“普遍方法”，它“不仅可以用来画出任何曲线的切线……而且还可以用来解决其他关于曲度、面积、曲线的长度、重心的各种深奥问题．”《流数法》一书便充分体现了微积分的用途，下面略举几例．

例1，在“问题3——极大值和极小值的确定”中，牛顿给出了通过解方程f′(x)＝0来求f(x)极值的方法．他写道：“当一个量取极大值或极小值时，它的流数既不增加也不减少，因为如果增加，就说明它的流数还是较小的，并且即将变大；反之，如果减少，则情况恰好相反．所以求出它的流数，并且令这个流数等于0．”他用这种方法解出了九个问题．其中之一是求方程x3－ax2＋axy－y3=0中x的最大值．他先求出x和y的流数之比，得




即 3y2＝ax．

把上式代入原方程后，就很容易求得相应的x值和y值了．

例2，已知曲线方程为x3－ax2＋axy y3＝0，AB和BD分别为曲线上D点的横、纵坐标，求作过D点的切线(图11．15)．牛顿先求得流数之间的关系







由此得出




因BD＝y，所以




牛顿说：“给定D点后，便可得出DB和AB，即y和x，BT的长度也就给定，由此可确定切线TD．”

例3，在“问题12——曲线长度的确定”中，牛顿采用流数法计算弧长．设QR是给定曲线，RN⊥MN，牛顿分别记MN＝s．NR＝t，QR＝v(图11．16)，它们的流数分别为s，t，v，然后“想象直线NR向右移动到最接近的可能位置nr，由R向nr引垂线RS，则MN，NR和QR分别增加RS，Sr和Rr．”牛顿说：“因为RS，Sr和Rr相互之比是这些线段的流数之间的




若换成现在通用的坐标x，y和弧长s，则牛顿的结果为




只要对t积分，就可求出弧长s了．

综上所述，《流数法》不仅在基本思想上比《分析学》有了发展，而且提供了更加有效的计算方法．但牛顿的基本方法仍是弃去无穷小，因而同《分析学》一样出现逻辑困难．他尝试建立没有无穷小的微积分，于是有《曲线求积术》(下简称《求积术》)之作．

五、牛顿的极限理论

牛顿的四部微积分专著中，《曲线求积术》是最后写成(1693)但最早出版(1704)的一部．在书中，导数概念已被引出，而且把考察对象由二个变量构成的方程转向关于一个变量的函数．牛顿的流数演算已相当熟练和灵活了，他算出许多复杂图形的面积．阿达玛(J．Hadamard，1865—1963)称赞说，该书“论述的有理函数积分法，几乎不亚于目前的水平．”

值得注意的是，在《求积术》中，牛顿认为没有必要把无穷小量引入微积分．他在序言中明确指出：“数学的量并不是由非常小的部分组成的，而是用连续的运动来描述的．直线不是一部分一部分的连接，而是由点的连续运动画出的，因而是这样生成的；面是由线的运动，体是由面的运动，角是由边的旋转，时间段落是由连续的流动生成的．”在这种思想指导下，他放弃了无穷小的概念，代之以最初比和最后比的新概念．为了求函数y=xn的导数，牛顿让x“由流动”而成为x＋o，于是xn变为




的最后比等于1比nxn-1．所以量x的流数与量xn的流数之比等于1比nxn-1．”牛顿认为这个比即增量的最初比，可见最初比与最后比的实质是一样的，都表示y关于x的导数，或者说是y对于x的变化率．用现在的符号可写成y′=nxn-1．




牛顿还对他的最后比作出下面的几何解释：如图11．17，假定bc移向BC，使得c和C重合，那么增量CE、Ec、Cc的最后比等于△CET的各边之比，即把这些增量看作初生量的最初比．”他说，“只有点C与c完全重合了，直线CK才会与切线(CH)重合，而CE、Ec、Cc的最后比才能求出．”显然，他是把切线CH当作割线CK的极限位置．

实际上，早在《自然哲学的数学原理》(下简称《原理》)一书中，牛顿就表述了明确的极限思想．他说：“消失量的最后比严格地说并不是最后量的比，而是这些量无限减小时它们的比所趋近的极限．它们与这个极限之差虽然可以比任何给定的差更小，但这些量在无限缩小之前既不能超过也不能达到它．”在这部最早发表的包含微积分成果的书(当然不是最早写成的)中，牛顿已经把微积分的大厦建筑在极限的基础之上，他用极限观点解释了微积分中的许多概念．例如，他认为表示定积分的曲边图形与“消失的平行四边形的终极和”相重合．牛顿指出，当这些平行四边形(相当于今天讲定积分几何意义时的长条矩形)的最大宽度无限减小时，就成为“消失的平行四边形”，而曲边图形就是所有这些消失图形的终极和了．牛顿在《原理》中阐发的极限思想，成为他撰写《求积术》的理论基础．当然，他还没有提出如同我们现在使用的严格的极限定义．




第三节 莱布尼茨的微积分



一、莱布尼茨传略

1646年7月1日，莱布尼茨生于德国的莱比锡(Leipzig)．父亲是莱比锡大学的哲学教授，在他六岁时便去世了，留给他的是十分丰富的藏书．

1661年，莱布尼茨进入莱比锡大学学习法律，1663年获学士学位，同年转入耶拿(Jena)大学．

他在耶拿大学一边学哲学，一边在魏格尔(E．Weigel)指导下系统学习了欧氏几何．魏格尔使他开始确信毕达哥拉斯—柏拉图宇宙观：宇宙是一个由数学和逻辑原则所统率的和谐的整体．1664年，他获得哲学硕士学位，三年后又获得法学博士学位．二十一岁的莱布尼茨被一位男爵推荐给美因茨(Mainz)选帝侯逊勃伦(VonSch




nborn)，从此登上了政治舞台，开始在美因茨宫廷任职．




1672年，莱布尼茨作为外交官出使巴黎，结识了许多科学家，包括从荷兰去的惠更斯(C．Huygens，1629—1695)．在惠更斯等人的影响下，他对自然科学特别是数学产生了浓厚的兴趣，真正开始了他的学术生涯．1673年初，他又出使伦敦，结识了胡克(R．Hooke，1635—1703)、波义耳(R．Boyle，1627—1691)等人，3月回到巴黎，4月即被推荐为英国皇家学会的外籍会员．莱布尼茨滞留巴黎的四年时间，是他在数学方面的发明创造的黄金时代．在这期间，他研究了费马、帕斯卡、笛卡儿和巴罗等人的数学著作，写了大约100页的《数学笔记》．这些笔记虽不系统，且没有公开发表，但其中却包含着莱布尼茨的微积分思想、方法和符号，是他发明微积分的标志，他还于1674年发明了能作四则运算的手摇计算机．

1676年，莱布尼茨返回德国．在此后的四十年中，他一直担任汉诺威(Hanover)公爵弗里德里希(Johann Friedrich)的枢密顾问和图书馆长，汉诺威成了他的永久居住地．1682年，他与门克(O．Mencke，？—1707)创办了拉丁文杂志《博学学报》(Acta Eruditorum)．1684年，他在该杂志上首次发表了微积分论文《对有理量和无理量都适用的，求极大值和极小值以及切线的新方法，一种值得注意的演算》(Nova Meth－odus Pro Maximis et Minimis，Itemepue Tangeu－tibus，quae nec fractas nec irrationales quantita-tes Moratur，et singulare)(下简称《新方法》)，这是他在微积分方面的代表作．

从17世纪九十年代起，莱布尼茨就热心从事于科学院的筹划和建设．1700年，他终于促成柏林科学院成立，并出任第一任院长．同年被选为法国科学院的外籍院士．他还建议成立彼得堡科学院和维也纳科学院，这些建设都被采纳了．他的科学远见和组织才能，有力地推动了欧洲科学的发展．他甚至写信给中国的康熙皇帝，建议成立科学院．

除了数学以外，莱布尼茨在哲学、法学、历史学、逻辑学、力学、光学等方面也都做出了卓越贡献．1716年11月14日，莱布尼茨平静地离开人世，享年70岁．

二、《数学笔记》

从莱布尼茨的《数学笔记》可以看出，他的微积分思想来源于对和、差可逆性的研究．实际上，这一问题可追溯到他于1666年发表的论文《论组合的艺术》(De Art Combinatoria)．他在这篇文章中对数列问题进行了研究，例如，他给出自然数的平方数列

0，1，4，9，16，25，36，… (1)

又给出它的一阶差序列

1，3，5，7，9，11，… (2)

及二阶差序列

2，2，2，2，2，… (3)

莱布尼茨注意到如下几个事实：自然数列的二阶差消失而平方序列的三阶差消失；如果原数列从0开始，则一阶差的和等于原数列的最后一项；数列(2)中每项是(1)中相邻两项之差而(1)中每项是(2)中左边各项之和．这些事实对他后来发明微积分是有启发的．

1673年初，莱布尼茨已经熟悉了费马、巴罗等人的数学著作，他本人对切线问题及求积问题也有了某些研究．他在惠更斯的劝告下，开始攻读帕斯卡的著作．他发现在帕斯卡三角形(见下表)中，任何元素是上面一行左边各项之和，也是下面一行相邻两项之差．他立即同自己在1666年的工作联系起来，洞察到这种和与差之间的互逆性，正和依赖于坐标之差的切线问题及依赖于坐标之和的求积问题的互逆性相一致．所不同的只是，帕斯卡三角形和平方序列中的两元素之差是有限值，而曲线的纵坐标之差则是无穷小量．




当然，要把一个数列的求和运算与求差运算的互逆关系同微积分联系起来，必须把数列看作函数的y值，而把任何两项的差看作两个y值的差．莱布尼茨正是这样做的，他用x表示数列的项数而y表示这一项的值，用dx表示数列的相邻项的序数差而用dy表示相邻项的值的差．这时，dx显然为1．借助于数学直观，莱布尼茨把在有限序列表现出来的和与差之间的可逆关系表示成y=∫dg，符号∫表示和．例如，在莱布尼茨的平方序列中，若x＝4，则y＝(9－4)＋(4-1)＋(1-0)．莱布尼茨进一步用dx表示一般函数的相邻自变量的差，用dy表示相邻函数值的差，发者说表示曲线上相邻两点的纵坐标之差．于是，∫dy便表示所有这些差的和．这说明莱布尼茨已经把求和问题与积分联系起来了．




图11．18清楚地说明了y=∫dy的几何含义，该图出现在莱布尼茨的1673年笔记中．不过他在当时还未发明dx，dy和∫等符号，图中的l相当于dy，至于dx和∫，他当时写作a和omn(即拉丁文omnia的头三个字母)．在y＝x的条件下，莱布尼茨得到omn．l=y(即∫dy=y)．若以omn．l表示首项为0的序列的一阶差的和，则上式给出序列的最




到1675年10月，莱布尼茨已经推导出分部积分公式，即

∫xdy=xy-∫ydx．

10月29日的笔记中，他以原来的符号(即omn，l等)记录了这一公式，但他接着便改用符号∫(sum的头一个字母s的变形)代替了omn．他明确指出：“∫意味着和，d意味着差．”11月11日，他开始采用dx表示两个相邻x值的差，用dy表示相邻y值的差，即曲线上相邻两点的纵坐标之差，莱布尼茨称其为“微差”．从此，他一直采用符号∫和dx，dy来表示积分与微分(微差)．由于这些符号十分简明，逐渐流行于世界，沿用至今．

莱布尼茨深刻认识到∫同d的互逆关系，他在10—11月的笔记中断言：作为求和过程的积分是微分的逆．这一思想的产生是莱布尼茨创立微积分的标志．实际上，他的微积分理论就是以这个被称为微积分基本定理的重要结论为出发点的．在定积分中，这一定理直接导致了牛顿—莱布尼茨公式(如前所述)的发现．

从11月11日的笔记可以看出，莱布尼茨认为dy和dx可以任意小，他在帕斯卡和巴罗工作的基础上构造出一个包含dx，dy的“特征三角形”，借以表述他的微积分理论．




如图11．19，P，Q是曲线上相邻两点，PR=dx，QR=dy，所谓特征三角形即由dx，dy和弦PQ组成的无穷小三角形PRQ．莱布尼茨认为，在这个三角形中，弦PQ也是P和Q之间的曲线及过T点的切线的一部分．他进一步认为：三角形PRQ相似于由次切线SU，T点的纵坐标及切线ST组成的三角形SUT．所以dy与dx之比有确定的意义，即：




尼茨利用上述理论解决了一个确定的问题，即寻求次法线与纵坐标成反比的曲线．

在图11．19中，法线是TV而次法线是UV，设UV=p，则由三角形PRQ及TUV的相似性得到




即 pdx＝ydy． (4)




1676年11月左右，莱布尼茨在微积分基本定理的基础上给出一般的




分数．从莱布尼茨的笔记可以看出，他和牛顿一样，在微积分中常常采用略去无穷小的方法．例如，为了求出曲线下的面(图11．20)，需要计算曲线下各矩形之和．他说可以忽略剩余的三角形，“因为它们同矩形相比是无穷小……，所以在我的微积分中，我用∫ydx表示面积．”




1676—1677年的数学笔记中还提出如下的微积分法则：

(1)微分中的变量代换法即链式法则(1676年)；

(2)函数的和、差、积、商的微分法则(1677年)，即

d(x±y)＝dx±dy，

d(xy)＝xdy+ydx，




(4)曲线绕x轴旋转而得到的旋转体体积公式

V=π∫y2dx(1677年)．

综上所述，莱布尼茨在发现微积分基本定理的基础上，建立起一套相当系统的微分和积分方法．他成为与牛顿同时代的另一个微积分发明者．当然，他们的成果都是独立取得的，当他们开始联系时，已经各自建立起一套具有特色的微积分理论了．

三、《新方法》

这是莱布尼茨公开发表的第一篇微积分论文，是对他的微分成果的概括．

莱布尼茨在论文中对微分给出如下定义：“横坐标x的微分dx是一个任意量，而纵坐标y的微分dy则可定义为它与dx之比等于纵坐标与次切线之比的那个量．”即




用现代标准来衡量，这个定义是相当好的，因为y与次切线之比就是切线的斜率，所以该定义与我们的导数定义一致．不过莱布尼茨没有给出严格的切线定义，他只是说“求切线就是画一条连接曲线上距离为无穷小的两点的直线．”

莱布尼茨还给出微分法则d(xn)＝nxn-1dx的证明及函数的和、差、积、商的微分法则的证明．例如，为求d(uv)(其中u，v是x的函数)，先让u变为u＋du，v变为v＋dv，于是

d(uv)＝(u＋du)(v＋dv)-uv．

而 (u＋du)(v＋dv)＝uv＋udv＋vdu＋dudv，

所以 d(uv)＝udv＋vdu+dudv．

莱布尼茨认为dudv对于udv+vdu来说是无穷小，可以舍去，从而得出

d(uv)=udv+vdu．

莱布尼茨十分注意微分法的应用，他在文章中讨论了用微分法求切线、求极大值、极小值以及求拐点的方法．他指出，当纵坐标v随x增加而增加时，dv是正的；当v减少时，dv是负的；“当v既不增加也不减少时，就不会出现这两种情况，这时v是平稳的．”所以v取得极大值或极小值的必要条件是dv＝0，这对应于水平切线．他还说明了拐点的必要条件是d(dv)＝0，即二阶微分为0．

在文章的末尾，莱布尼茨解决了一个笛卡儿未能解决的问题：求纵坐标为w的曲线，使其次切距为常数a．对于这样的曲线，有




莱布尼茨考虑x值的一个等差数列，其公差为dx＝b，代入(1)，得




显然，w的序列与其差的序列成正比，这正是几何级数特有的性质，所以莱布尼茨断言：如果x值构成算术序列，则w值构成几何序列．换句话说，如果w是一些数，则x是它们的对数．因此，所求的曲线是对数曲线．”

莱布尼茨充分认识到微分法的威力，他说：这种方法“可以用来解决一些最困难的、最奇妙的数学问题，如果没有我们的微分学或者类似的方法，这些问题处理起来决不会这样容易．”

1686年，莱布尼茨又在《博学学报》上发表了一篇题为“论一种深刻的几何学与不可分元分析”(De Geometria recon－dita et Analysi Indivisibilium atque Infinitorum)的论文，它与《新方法》是姊妹篇，前者以讨论微分为主而本文以讨论积分为主．文中的积分号∫是在出版物中首次出现的．莱布尼茨强调说，不能在∫下忽略乘以dx，因为积分是无穷小矩形ydx之和．他在文中用积分方法导出了摆线方程，即




他说：“这个方程完全表示出纵坐标y同横坐标x间的关系，并能由此推出摆线的一切性质．”他还通过积分来计算圆在第一象限的面积，从而得到π的一个十分漂亮的表达式(图11．22)．由分部积分公式













1686年以后，莱布尼茨继续研究微积分．在求曲线曲率、曲线族包络、判断级数收敛和求解微分方程方面都取得出色成果．

四、莱布尼茨与牛顿

在创立微积分方面，莱布尼茨与牛顿功绩相当．他们各自独立地发现了微积分基本定理，并建立起一套有效的微分和积分算法；他们都把微积分作为一种适用于一般函数的普遍方法；都把微积分从几何形式中解脱出来，采用了代数方法和记号，从而扩展了它的应用范围；都把面积、体积及以前作为和来处理的问题归结到反微分(积分)．这样，四个主要问题——速度、切线、极值、求和，便全部归结为微分和积分．




小的矩形之和．

但是，如果我们认真比较一下牛顿和莱布尼茨的工作，仍会发现一些明显的不同之处．

第一，牛顿微积分的出发点是力学，他以速度为模型建立起最初的微分学；而莱布尼茨的微积分工作则是从研究和、差可逆性开始的．

第二，在积分方面，牛顿偏重于不定积分，即由给定的流数来确定流量．他把面积和体积问题当作变化率的反问题来解决．而莱布尼茨则偏重于把积分看作微分的无穷和，他把这种算法叫做“求和计算”．所以，莱布尼茨的积分主要是定积分．

第三，尽管牛顿和莱布尼茨的微积分基础都是无穷小量，但他们对无穷小的理解是不同的．莱布尼茨把无穷小理解为离散的，可分为不同层次，因此他给出高阶微分的概念及符号；实际上，他认为一阶微分是横坐标x或纵坐标y的序列的差的序列，二阶微分则是这些差的差所组成的序列．反复取差，便可得到k阶微分dkx或dky．而牛顿则认为无穷小量无层次可言，他把导数定义为增量比的极限．其结果，牛顿的极限概念比莱布尼茨清楚，但却未能进入高阶微分领域．

第四，牛顿比莱布尼茨更重视微积分的应用，但对于采用什么样的微积分符号却不大关心．莱布尼茨对于符号却是精心设计，反复改进，尽量选用能反映微积分实质的、既方便又醒目的符号．其结果，牛顿的微积分理论对科学技术的影响要大一些，但他那套以点为特征的微积分




至今盛行不衰．

第五，两人的学风也不相同．牛顿比较谨慎而莱布尼茨比较大胆；牛顿注重经验而莱布尼茨富于想象．牛顿之所以迟迟不愿发表他的微积分成果，就是担心自己的理论不完善，受到别人反对；而莱布尼茨一旦取得理论上的进展就大胆推广，例如他在n是整数时得到d(xn)＝nxn－1dx后，便宣布n为分数时也适用．在发表自己的著作方面，他也比牛顿大胆．他说：“我不赞成因过分的细密而阻碍了创造的技巧．”这种学风上的差异似与两人的哲学倾向有关——牛顿强调经验而莱布尼茨强调理性．

综上所述，牛顿与莱布尼茨应该分享发明微积分的荣誉．但不幸的是在他们生前发表了一场旷日持久的关于微积分发明权的争论．我们知道，莱布尼茨发生第一篇微积分论文的时间是1684年，比牛顿早三年(牛顿的《原理》发表于1687年)，但牛顿早在六十年代就发明了微积分，而莱布尼茨曾于1673年访问过伦敦，并和牛顿及一些知道牛顿工作的人通过信．于是就发生了莱布尼茨是否独立取得微积分成果的问题．牛顿的拥护者们认为只有牛顿才是真正的微积分发明者，公开指责莱布尼茨剽窃牛顿成果．莱布尼茨于1711年为此向英国皇家学会提出申诉(当时他是会员，牛顿是会长)，结果遭到学会的驳斥．这场争论把欧洲数学家分成两派——英国派和大陆派．争论双方停止了学术交流，互相攻击，以致影响了数学的正常发展．直到19世纪初，两派的隔阂才消除．当然，这场争论的性质不纯粹是数学的，其中包含着两派的民族主义情绪，对这方面的问题就不详细讨论了．

牛顿和莱布尼茨死后很久，学者们经过认真的调查研究，逐渐取得一致意见：牛顿和莱布尼茨几乎同时发明了微积分，他们的工作也是互相独立的．在创作时间上，牛顿略早于莱布尼茨(牛顿创立微积分的主要时间是1665—1667年，莱布尼茨是1673—1676年)，但在发表时间上，莱布尼茨又略早于牛顿．所以发明微积分的荣誉属于牛顿和莱布尼茨两人．




第十二章 英雄时代——十八世纪的数学



17世纪最伟大的数学成就是微积分，18世纪的大部分数学工作则是多方面利用微积分方法所进行的新的创造．产生了现在仍在研究的许多数学新领域：微分方程、微分几何、变分法，等等．18世纪数学研究的特点是，取得的成果相当丰富，涉猎的领域十分广泛，但其中有些内容却经不起严格的推敲．

18世纪的卓越数学家主要有英伦三岛的泰勒(B．Taylor，1685—1731)、马克劳林(C．Maclaurin，1698—1746)；欧洲大陆有瑞士的贝努利(Bernoulli)家族，以及18世纪数学界的中心人物、在数学史上与阿基米德(Archimedes)、牛顿(I．Newton)、高斯(F．Gauss，1777—1855)一起被称为“四个最伟大的数学家”的瑞士数学家欧拉(L．Euler，1707—1783)．随着牛顿的去世，以及牛顿与莱布尼茨(G．W．Leibniz)关于微积分优先权之争日趋激烈，英伦三岛数学界固守牛顿的流数方法，拒不接受欧洲大陆的数学思想，英伦三岛在牛顿尤其是在马克劳林之后，数学发展相对比较缓慢．继贝努利家族和欧拉之后，主宰18世纪的数学是法国数学家，他们中有棣莫弗(A．DeMoivre，1667—1754)、克莱罗(A．C．Clairaut，1713—1765)达朗贝尔(D’Alembert，1717—1783)、兰伯特(J．H．La-mbert，1728—1777)著名的“三L”：拉格朗日(J．L．La－grange，1736—1813)、拉普拉斯(P．S．Laplace，1749—1827)、勒让德(A．M．Legendre，1752—1833)，以及蒙日(G．Monge，1746—1818)和卡诺(L．Carnot，1753—1823)．法国一直到19世纪上半叶仍是世界数学中心．

18世纪数学工作的推动力是解决物理——自然科学的问题，工作的目标不是数学，而是解决物理问题．法国百科全书学派的狄德罗(D．Dideret，1713—1784)和达朗贝尔明确地把数学看作是自然科学的一个分支，这样数学在历史上第一次从属于自然科学，而且这种观点到今天仍有影响．这个世纪的数学家几乎无一例外地都从事于科学、工业技术、军事问题的研究，并且其认真程度丝毫不亚于研究数学．同时，数学家还逐渐抛弃了宇宙是上帝按照数学定律设计的信念，机械决定论开始占据人们的心灵，而这一切都得益于数学的巨大成就．18世纪可以说是数学史上的英雄时代．




第一节 数学分析



一、微积分

18世纪数学的核心是以微积分为主的数学分析，这一世纪的中心人物是欧拉．牛顿、莱布尼茨创造了微积分，而欧拉则使这一数学领域充满了光辉灿烂的景色．拉普拉斯(P．S．Laplace)的话道出了当时的状况：“读读欧拉，读读欧拉(指其著作)，他是我们大家的老师．”这一评价甚至在今天也不过分．

欧拉于1707年4月15日诞生于瑞士巴塞尔．小时由父亲任启蒙教师，12岁入当地中学，16岁毕业后遵从父愿，入巴塞尔大学神学系学习．在神学课程之余，他被约翰·贝努利(JohannBernoulli)的数学讲座深深吸引了，在贝努利兄弟的影响下，数学逐渐挤走了神学，占据了他的学习日程表，而且贝努利也开始对他刮目相看，热情地指点他．欧拉回忆约翰·贝努利时曾深情地说，贝努利让他每星期六下午到晚上自由地去他的住处，他让欧拉每解决一个问题，欧拉就能很顺利地解决10个问题．的确，在贝努利兄弟的指导下，欧拉已经具备了优秀数学家的素质，并开始从事数学研究．18岁时他就发表了数学论文．




1726年，年仅19岁的欧拉由于在船的立桅方面的研究论文而获得巴黎科学院的奖金，从而在欧洲数学界崭露头角．这一年他正好大学毕业．在瑞士，年轻的欧拉未能获得自己所谋求的职位，恰巧这时约翰·贝努利在俄国彼得堡科学院任教授的儿子尼古拉·贝努利(Nicolaus Bernoulli)和丹尼尔·贝努利(Daniel Bernoulli)来信说，俄国欢迎欧拉．1727年5月17日欧拉来到彼得堡科学院任丹尼尔·贝努利的副手，1731年被任命为副教授，1733年他接替丹尼尔·贝努利担任彼得堡科学院的数学教授．他为俄国的数学发展、科学进步做了大量的工作，他的许多成果出现在彼得堡科学院的刊物上，帮助俄国政府解决了大量的物理学、工程学方面的难题．过度的案头工作使得这位数学大师得了眼病，不幸于1735年右眼失明，这一年他还只有28岁．

1741年，欧拉应腓特烈大帝之邀担任柏林科学院物理数学研究所所长．除此之外，他还在宫廷为公主们讲授数学、物理、天文、哲学乃至宗教方面课程．讲述的内容曾以《给一位德国公主的信》，(Letters to a German Princess)发表，是一部风趣、文笔优雅的科普作品．他为普鲁士研究了保险、河运等方面的一系列问题．

1766年，俄国沙皇诚挚的邀请终于使欧拉又回到了彼得堡科学院．实际上，他时刻也没忘记俄国．在1741—1766年的25年时间里，身在柏林的欧拉，却仍为彼得堡科学院写了上百篇论文，时刻关注着俄国的事务．的确，俄国、彼得堡科学院是他的第二故乡，是他施展聪明才智的地方．俄国人民也深深地热爱他，以致于俄国数学史家差不多总是将欧拉当作俄国数学家、俄国数学的创始人和彼得堡数学学派的奠基人．

回到俄国后不久，严寒的气候对欧拉微弱的视力如雪上加霜，很快左眼视力衰退，最后于1766年底双目失明．这对于一位以案头工作为主的数学家的打击可想而知．此时他已59岁，年近花甲．然而，在他生命的最后17年，尽管双目失明，在全盲中他的成果却丝毫不减往年．1771年，圣彼得堡突起大火，殃及他的住宅，双目失明而又身染疾病的欧拉被围困在大火中．虽然一位工人冒着生命危险将这位大师从大火中抢救了出来，然而他的书库、大量研究成果却全部化为灰烬．

沉重的打击，并没有使天性乐观的欧拉屈服，而是更加勤奋的工作．他以惊人的毅力与黑暗作斗争，以超常的记忆力和心算从事数学研究．人们发现，对不少有才能的数学家在纸上做起来也很困难的数学证明与计算，他却能心算出来！

在数学史上，欧拉与阿基米德、牛顿、高斯一起被称为四位最伟大的数学家．而欧拉又是数学史上成果最多、数学著作最多的数学家．研究的数学领域遍历微积分、微分方程、解析几何与微分几何、数论、级数与变分法，他还是卓越的理论物理学家，通过将数学应用到整个物理学领域，创立了分析力学及刚体力学学科．他写了数学分析、解析几何与微分几何、代数、变分法、力学方面的许多课本，并且在百余年的时间里被用作标准教材．除课本外，从20岁开始，他以每年约800页左右的速度发表高质量的研究性论文，论文所获得的奖金成了他的生活收入主要来源．双目失明后，他还写了好几本书和400余篇研究论文．欧拉全集达厚厚的74卷．

今天，我们几乎可以在数学的任何分支中看到欧拉的名字：初等几何中的欧拉线，立体几何中的欧拉定理，解析几何中的欧拉变换，方程中的欧拉解法，微积分中的欧拉积分，数论中的欧拉函数，微分方程中的欧拉方程，级数论中的欧拉常数，以及欧拉线、众多的欧拉方程、欧拉公式……，令人目不暇接．

然而，欧拉并不像牛顿、莱布尼茨那样终身一人．大量的数学、科学创造并未牺牲他所有的天伦之乐．他是一位称职的丈夫，13个孩子喜爱的父亲．与妻子一同安排家务，给孩子们做科学游戏，一起念诵《圣经》，在黄昏的林荫道上留下了幸福家庭的串串脚印．欧拉爱好思考哲学问题，曾数次与启蒙思想家伏尔泰(F．M．A．Voltaire)切磋，甚至欣赏伏尔泰对他的哲学观点的尖锐批评．可见其生性是多么豁达乐观．1783年9月18日傍晚，为庆祝计算气球上升定律的成功，他请朋友们吃饭，席间他兴致勃勃地讲述了计算要领，然后喝茶、逗孙子玩，突然疾病发作，烟斗落地，口中喃喃：“我死了．”于是“他停止了计算，也停止了生命”．

在欧拉的时代，随着微积分的发展，函数概念显得越来越重要了．18世纪时占主导地位的函数概念是，函数是由一个解析表达式(有限或无限)给出的．

今天我们熟知的各种初等函数，大都得益于欧拉的系统总结．1748年，他写下了两卷本《无穷小分析引论》(Introduction Analysin Infinitorum)，首先，将函数定义为由一个变量与一些常量通过任何方式形成的解析表达式．随后系统地研究了各种函数．在三角函数方面，他一方面使sinx，cosx，tgx等彻底摆脱了直角三角形的局限，使之成为一般意义上的函数；同时弄清了三角函数的周期性，并且引入了弧度概念．他区分了显函数与隐函数，单值函数与多值函数．不仅如此，他还在意识到超越数的基础上，引入了超越函数，认为三角函数、对数函数、指数函数及某些特殊函数是超越函数，这些函数的特征是不能通过对某个表达式作代数运算得到．实际上，代数函数、超越函数的提出表明欧拉已经定义了多元函数f(x，y，…)，其中二元函数f(x，y)、三元函数f(x ，y，z)在当时是最重要的．

(其中，P(x)为x的有理函数，R(x)则为四次多项式)．




分进行更一般的研究乃至建立椭圆函数论则是19世纪的事情了．

今天已经遍及数学、物理的许多部门的两个非常重要的非初等函数Γ(Gamma)函数、β(Beta)函数，也是18世纪引入的．这两个函数都是欧拉创造的，最初是因为求解常微分方程的需要，随后哥德巴赫(C．Goldbach，1690—1764)考虑插值问题时就这个问题求教欧拉，于是欧拉在1729年10月13日写给哥德巴赫的信中解决了这个问题，并在1730年1月8日第二封信中引入了积分问题




了Γ(n＋1)＝n·Γ(n)．明显地Γ(1)=1．于是对任何正整数n都有Γ(n＋1)＝n·Γ(n)＝n·(n-1)……2·1·Γ(1)




在1830年1月8日给哥德巴赫的信中，欧拉还提出了今天的β函数










不过欧拉在1771年已经发现了Γ函数与β-函数的重要关系：B(p，




拉第二型积分，这一名称一直沿用到今天．勒让得还得到了下述结果：




两个或多个变量函数的偏导数研究，主要源于早期偏微分方程方面的工作．偏导数的一系列演算规则是欧拉在研究流体力学问题时得到的，




1766年写的文章中，他还处理了变量替换、偏导数的反演和函数行列式等有关问题．达朗贝尔在1744年推广了偏导数的演算．

普通导数与偏导数的区别开始并不被人们重视，许多人对两者都用同样的记号，但莱布尼茨却察觉了这一点，1694年他曾用“δm”表示




64年才出版的著作中，封田(A．Fonta－ine)对于x，y，z，u等变量的函数μ，给出了公式




格朗日等人的改进，逐渐演变成了今天的偏导数符号．

克莱罗在偏导数方面的主要贡献是得到了dz＝pdx＋qdy是全微分的条件，其中p，q是x，y的函数，“全微分”是由封田提出的，系




克雷罗得到了这样的结果：pdx+qdy是全微分(即




方程的研究极为有用，它是积分因子法的理论基础．




拉对由弧围成的有界区域上的二重定积分已经有了比较清楚的概念，并给出了用累次积分计算这种积分的程序，但对∫∫f(x，y)dxdy的次序交换问题仍比较模糊．

由于探讨引力、多体力学问题，拉格朗日、拉普拉斯、勒让德开始了三重积分研究．拉格朗日用三重积分表示引力．值得注意的是，积分变换在三重积分中发挥了重要的作用．1773年，拉格朗日在他关于旋转椭球引力的研究中，发现用直角坐标计算很困难，于是转用球坐标，




他引入积分变换的实质是用r2sinθdθddr代替dxdydz，于是他开始了多重积分变换的课题，1772年拉普拉斯也给出了球坐标变换．从此，“变换”在数学中逐渐为人们重视，18世纪的变换主要集中在两个方面，一个是坐标变换，这对于多重积分非常重要，另一是微分方程中的变换，其中最著名的是拉普拉斯变换．

二、无穷级数

无穷级数是18世纪英国数学留给人们的最后成就，要不是泰勒级数与马克劳林级数这两个今天仍在使用的名称，18世纪数学很可能就没有英伦三岛的影响了．泰勒于1685年8月18日出生于爱丁堡，1731年12月29日在伦敦去世．他曾就读于剑桥大学圣约翰学院，是牛顿的崇拜者．1715年他发表了《增量方法及其逆》(Methodus Incrementorum Directa et Inversa)，奠定了有限差分法的基础．17世纪，牛顿、莱布尼茨等人曾研究过有限差分问题，泰勒的工作则使有限差分法从局限的方法(如二项式定理、有理函数的长除法、待定系数法等等)过渡到了一般的方法．这本书中他给出了单变量幂级数展开的著名公式，即泰勒级数




1717年他运用这个级数求解数字方程，取得了很好的结果．但是他的证明是不严格的而且没有考虑收敛问题，在当时影响并不太大．直到1755年，欧拉在微分学中应用泰勒级数，并且推广到多元函数，才使其影响大增．随后拉格朗日用带余级数作为其函数论的基础，才正式确立了其重要性．19世纪，柯西(A．L．Cauchy)为泰勒级数给出了严格的证明．

马克劳林是数学史上的奇才之一．11岁就考上了格拉斯哥大学，15岁取得硕士学位．27岁时成为爱丁堡大学数学教授助理．他与牛顿关系极好，牛顿曾为他提供了生活、研究经费．牛顿又推荐他继承了詹姆士·格雷戈里(James Gregory，1638—1675)曾担任的数学教授．他在几何理论、潮汐的数学理论方面做了许多有价值的工作．1742年，发表《流数论》(Treatise ofFluxions)一书，书中给出了著名的马克劳林级数




在书中他说明这个结论只是泰勒级数h＝0时的特殊情形，但历史上却依然单独命名归功于他．《流数论》一书的真正贡献却是对牛顿流数法给出了第一篇合乎逻辑的、系统的解说，部分地回答了贝克莱(B．Berkeley，1685—1753)等对微积分的诘难，捍卫了牛顿的学说．

级数方面真正广阔的工作是1730年左右从欧拉开始的．欧拉得出了许多美妙的结论，尽管其过程是不够严格、甚至错误的．1734—1735




将此式看作为无穷次的多项式，利用代数方程根与系数的关系，得到了下列关系式：




等关系式．同时他还第一次给出了关系式




他的论据很简单，sinx=0的根有±π，±2π，±3π…，类似于每个多项式的每个根都必有一个一次因式，因此sinx有因式(x－π)，(x＋π)，(x－2π)，(x＋2π)，(x-3π)，(x＋3π)…，因此有上述等式．令上述等式为0，应用根与系数的




令x=1，2，3，…，n，得到




…，这是数学中的一个重要常数，到今天人们依然不知道它是有理数还是无理数、代数数还是超越数．

无穷级数中另一类重要的数是贝努利数，这是詹姆士·贝努利在求整数的正n次幂之和的公式中给出的：

这个式子一直加到n的最后一个正幂为止．B2，B4，B6…是贝努利数，




了可以计算这些系数的递推公式．利用这种贝努利系数，他计算出前1000




利用贝努利数，18世纪出现了一批极漂亮的无穷级数表达式．欧拉




1730年，斯特灵(J．Stirling，1692—1770)得到了




称这个式子为斯特灵逼近．

到18世纪时，各种函数的展开式都陆续得到了．如牛顿二项式定理




(1＋x)，arc sinx的展开式，莱布尼茨等得到了sinx，cosx，arc tgx及其他各种展开式．当然，泰勒级数为各种函数展开式提供了最一般的方法．因此，18世纪无穷级数在广度上得到了长足的发展．

自从欧拉发现了三角函数的周期性后，由于天文现象大都是周期的，因此为了研究天文学，三角级数在18世纪受到了数学家们的广泛重视．1729年，欧拉遇到了这样的插值问题：已知一个函数在x＝n处的值(n为正整数)，求f(x)在其他x处的值．在对这个问题的研究中，他得到了




1754—1755年，欧拉还得到函数的三角级数




(0-π＜x＜π)．

1757年，克莱罗在研究太阳摄动问题时宣称，他将把任何一个函数




的正确公式．1777年，欧拉在研究天文学时，用三角函数的正交性得到




三角级数的重要性使得人们在不断地进行着这样的努力，即把所有类型的函数都表示成三角函数．但是欧拉等数学大师却对此持怀疑态度．因此，是否任何函数都能展成三角级数就成了人们关注的问题．随着物理研究，特别是热学、声学的进展，三角级数越来越为人们所重视，三角级数的真正突破性进展是在19世纪，不仅如此，三角级数还带来了19世纪纯数学理论的突破．18世纪三角级数的工作只不过是19世纪的先声．

早在1668年，詹姆士·格雷格利(James Gregory)就开始使用“收敛”与“发散”的名称，牛顿、莱布尼茨等人也注意到了这个问题，1713年10月25日莱布尼茨甚至在给约翰·贝努利的信中明确地提出了今天




达朗贝尔等也注意到了收敛问题．1768年，达朗贝尔给出了今天的“达




＋x+x2+x3＋…中令x=2，出现了-1＝1＋2＋4＋8＋…的式子，欧拉




行纯形式的推导，出现了许多荒谬的结果．

18世纪无穷级数方面的工作除了得到许多漂亮、美妙的结果外，主要是发展了两个富有生命力的思想．其一是发散级数可以用来逼近函数，这一点对函数逼近论极为有用；其二是级数在解析运算中代表函数，这样就为函数论注入了新的活力．至于严格性问题，则几乎全部留给19世纪了．

三、微分方程

虽然在牛顿、莱布尼茨创立微积分时，微分方程已经出现．但是，直到18世纪中期，微分方程才成为一门独立的学科．可以这样认为，微分方程历史的第一个时期，是由牛顿、莱布尼茨开始，直到整个18世纪结束．1676年，詹姆士·贝努利在致牛顿的信中第一次出现了“微分方程”一词，以后从1684年起经过惠更斯(C．Huygens)、莱布尼茨等人的提倡开始通用起来了．但我们今天所熟知的微分方程形式，则直到1740年才由封田提出．

18世纪微分方程的建立，主要是为了解决这样几大类物理问题：(1)弹性理论；(2)求解摆的运动方程；(3)天文学理论，尤其是二体、三体问题以及月球的运动．当然，除此之外还有一些数学问题的推动．

贝努利家族在17世纪末、18世纪前半叶的数学领域十分活跃，尤其是詹姆士·贝努利与约翰·贝努利兄弟之间的竞争为数学史增加了十分有趣的一页．詹姆士从1687年到去世一直担任瑞士巴塞尔大学的数学讲座教授，约翰在1697年成为荷兰格罗尼根大学的教授，后来他又在1705年詹姆士去世后继任其兄的教授席位．他们兄弟俩是发展微积分的大师，并且与牛顿，尤其是与莱布尼茨交往密切．以詹姆士·贝努利(又称雅各布·贝努利)命名的数学成果有：贝努利分布、贝努利定理、贝努利数、贝努利多项式、贝努利双纽线．约翰·贝努利有三个儿子：尼古拉斯(Nicolaus，1695—1726)、丹尼尔(Daniel，1700—1782)、约翰(Ⅱ)(Johann(Ⅱ)，1710—1790)，他们是18世纪重要的数学家、科学家．约翰·贝努利(Ⅱ)的儿子及孙子都在数学、科学上有一定的成就．贝努利家族是一个祖孙六代、共数十人的数学大家族．(贝努利家谱见p398)




贝努利家族在数学史上的贡献是多方面的．在微积分、微分方程、无穷级数、变分法、数学物理、组合论等领域都有极大的创见．欧拉曾师从约翰·贝努利．

詹姆士·贝努利、约翰·贝努利解决了许多由物理问题所引出的微




1695年，詹姆士·贝努利提出了今天熟知的贝努利方程：




约翰、詹姆士都解决了这个问题．莱布尼茨则在1696年证明利用




变量替换Z＝y1-n，可以把方程化为线性方程：




分即可．1694年，约翰·贝努利系统地总结了变量分离方程与齐次方程的解法．

多元函数微分以及全微分为解微分方程提供了另外一种有效的方法．克莱罗和欧拉都已经认识到，如果微分方程P(x，y)dx ＋Q(x，y)dy＝0是某个函数的全微分——即称该方程为恰当的，那么它一定可以积分，其方程的通解为




恰当方程可以通过积分求出它的上述通解，因此能否将一个非恰当方程化为恰当方程就具有非常重大的意义，为此欧拉、封田、克莱罗分别于1734，1735，1739年引入了积分因子的概念：如果存在函数μ=μ(x，y)≠0，使得μ(x，y)P(x，y)dx＋μ(x，y)Q(x，y)dy≡dv=0为一恰当方程，则称μ(x，y)为P(x，y)dx+Q(x，y)dy＝0的积分因子．寻找积分因子一时成了求解微分方程的重要技巧，它对微分方程有着非常重要的意义．到1740年左右，求解一阶方程的所有初等方法都已清楚了．于是，人们开始寻求解一阶微分方程的统一方法．人们发现所有一阶微分方程都可归结为y′=f(x，y)或P(x，y)dx＋Q(x，y)dy＝0．莱布尼茨曾专门寻求过只用变量代换的方法求解一阶微分方程．欧拉则试图利用积分因子统一处理这一问题，结果发现单纯采用哪一种方法都有困难和不便．人们发现，能用初等解法求 出其解的一阶微分方程也极其有限．

高阶微分方程在17世纪已经出现了，牛顿、詹姆士·贝努利实际上已经求解过特殊的二阶微分方程．18世纪由于力学等问题的研究，二阶方程更为人所重视了．1728年欧拉开始研究二阶方程．丹尼尔·贝努利




丹尼尔·贝努利还于1724年解决了意大利数学家黎卡提(J．F．C．Riccati，1676—1754)提出的黎卡提方程




替换后化成了一阶方程，这种方法本身是处理高阶常微分方程的主要手段．欧拉、达朗贝尔分别于1730年，1736年考虑过该方程．达朗贝尔




论：若已知一特解v，则变换y= v＋v-1把方程化为线性的．1841年刘维尔(J．Liouville，1809—1882)证明了：如果y0(x)是黎卡提方程的解，则y=z＋y0(x)将把原方程转化为贝努利方程．该方程在数学史上的重要性，在于它揭示了微分方程解的复杂性．能用初等函数求解的微分方程极少．欧拉在1728年曾写过一篇论二阶微分方程的文章，讨论如何利用变量觉替换将它们化为一阶方程，这些方程有三类：




axmy-m-1dxpdy2-p+bxny-n-1dxqdy2-q＝ddy；

Pxmdym+1+Qxm-bdxbdym-b+1=dxm-1ddx．

他分别通过引入变量替换y=evt(v)，x=eav；x=cv，y＝cvt(v)；x=cv，将它们化成了一阶方程．

在高阶方程方面，丹尼尔·贝努利1734年12月写信告诉欧拉，他




的级数解．弹性问题促使欧拉考虑求解一般线性方程的数学问题．1743




的特征方程A＋Br＋Cr2＋Dr3＋…＋Lrn＝0．当qi是该方程n个不




征方程有重根q时，令y＝eqxu(x)，则其通解为

y＝eqx(α+βx＋γx2＋…＋κxk-1)(k为根q的重数．)

＝α-iβ也是k重特征根，于是原方程有2k个特解(实值)：

eaxcosβx，xeaxcosβx，x2eaxcosβx，…，xk-1eaxcosβx，

eaxsinβx，xeaxsinβx，x2eaxsinβx，…，xk-1eaxsinβx．

这样，欧拉完整地解决了常系数线性齐次微分方程，这种方法今天称为欧拉方法，成为常微分方程课本中的标准内容．几乎与此同时，丹尼尔·贝努利也得到这种方法．在对微分方程的研究中，欧拉最早引入名词“特解”(Valor Particularis)、“通解”(aequato Integralis Completa， 即方程的全积分)，并且指出，n阶方程的通解是它n个特解的线性组合．

随后，欧拉在1750—1751年公布了常系数非齐次线性方程的解法，其方法是用emxdx乘方程两端，如对于方程




这样由A－Bm＋cm2＝0，可以求出m，于是原方程化为




从而可以求解．1766年，达朗贝尔指出，非齐次方程的通解是其特解与系数相同的齐次方程的通解之和．

拉格朗日在1766—1777年间，详细研究过常数变易法，并且将它运用于上述方程．不仅如此，他还开始了对变系数微分方程的研究．在1762—1765年的工作中，他引出了伴随方程的概念，其思想是降低方程的次数．他将欧拉对常系数线性微分方程得到的某些结果作了推广．他还发现，如果已知齐次线性方程的r个特解，那么它的阶数可以降低r．







同时他还得到了著名的等式

F(－n，b，c；x)＝(1-x)c+n-bF(c＋n，c-b，c；x)．

及




(1－tx)ndt，(Re(c)＞Re(b)＞0)．

大大地推广了牛顿等人用级数求解微分方程的方法．

在解决天文学一系列问题的过程中，开始涉及到微分方程组，如讨论两个质量为m1，m2的物体，分别在位置(x1，y1，z1)、(x2，y2，z2)上互相吸引下的运动，描述其运动的方程组就是：




r2＝(x1－x2)2＋(y1－y2)2＋(z1－z2)2．

1750年，达朗贝尔开始对常微分方程组进行较详细的研究，并且把待定乘数法应用到常系数的线性方程组．18世纪，在研究两个物体或多个物体的相互吸引的问题时，常常导致求解常微分方程组．不过许多情况下往往化解成求解单独一个微分方程．

n体问题，哪怕是三体问题就够令人头痛了．在这方面拉格朗日、拉普拉斯做出了卓越的贡献．为了研究摄动理论，他们提出了参数变值法．1739年欧拉用这种方法研究过二阶方程y〃+k2y＝X(x)，1748年他最先用参数变值法研究行星运动的摄动——木星和土星的相互摄动，由此他获得了法国科学院奖金．1772—1777年拉普拉斯写了许多篇这方面的论文，而拉格朗日则使这种方法成为了系统的理论，如他将单个常微分方程的参数变值法应用到n阶方程：

P(x)y＋Q(x)y′＋R(x)y〃＋…＋V(x)y(n)

＝X(x)．

拉格朗日还利用参数变值法研究了非齐次常微分方程组．




y2－2zyy′＋vy′2＝1．

微分这个方程，有2y〃(vy′－zy)＝0．




y2＝v和x＝1．

由此他看到这个解不能从通解中得到，于是他称这个解为“奇(singularis)解”．随后克莱罗和欧拉对奇解作了详细的讨论．

1734年，克莱罗在求解今天称之为“克莱罗方程”

y=xy′＋f(y′)

时，令p＝y′，则有y=xp+f(p)，




得y′＝c，y＝cx＋f(c)．

这是方程的通解，并且是一直线族．而由x＋f′(p)＝0，与原方程一起就可以消去p，这样就给出了一个新的解——它就是奇解．1736年，他用微分求出并且肯定地指出了微分方程




的奇解和通解．他清楚地认识到奇解不包括在通解之中．但他没有认识到奇解是包络这一事实．而对于这一点莱布尼茨在1694年就已经看到了．实际上，克莱罗方程的奇解是由方程组




给出的，而曲线族y=cx＋f(c)的包络是由方程组




得到的．可以看出二者是一致的．

1750年，1772年达朗贝尔分别把克莱罗的上述求奇解的方法推广




方程有积分因子μ(x，y)，那么方程




克莱罗和欧拉给出了从微分方程本身求出奇解的方法：从f(x，y，




更深入地研究奇解性质以及奇解与通解关系的是拉格朗日．他给出了一般的方法，尤其是给出了从通解消去常数而得到奇解的方法：已知




=0消去α即可得到奇解．他还给出了奇解的几何解释：奇解是一积分曲线族的包络．同时他还研究了高阶方程的奇解，以及求具有给定奇解的方程的问题．

1768年，欧拉发展了微分方程的近似积分法，即用近似方法求解方程




1769年他曾把这种方法应用于二阶方程．

探索常微分方程的一般方法到1775年已基本告一段落，今天教科书中常用的变量分离法、积分因子法、变换法、降阶法都已经出现在18世纪的各种文献中．但是18世纪的常微分方程基本上是各种类型的孤立技巧的汇编．常微分方程的完整理论如奇解理论、稳定性理论等等，都留给了19世纪．

18世纪在偏微分方程方面的成就比较小．其主要成就是揭示了它们对于弹性力学、水力学和万有引力问题的重要性，同时为19世纪的发展奠定了基础．

弦振动问题是偏微分方程的出发点．

1715年和1727年，泰勒，约翰·贝努利分别得到了著名的弦振动方程




1749年，达朗贝尔用现代教科书中经常引用的方式巧妙地求出了方程的解为y(t，x)＝f(ax＋t)+Ψ(ax－t)．

1738年，丹尼尔·贝努利给出了“势函数”一词，而在1752年欧拉




L”——拉格朗日、拉普拉斯、勒让德进行了巨大的工作，在研究的过程中，他们引进了许多非常重要的函数，如勒让得函数，等等．

在一阶偏微分方程方面，克莱罗利用积分因子讨论了Pdx＋Qdy+Rdz＝0型方程．这种方法可以看作是他关于常微分方程积分因子、全微分方程(恰当方程)的推广．拉格朗日则对两个自变量的一阶偏微分方程f




蒙日开创了用几何方法研究微分方程的途径．同时，18世纪在非线性二阶偏微分方程和偏微分方程组方面，数学家们也进行了工作，不过成就较小．

直到1765年偏微分方程还只在物理问题中出现．这个领域内纯数学研究的第一篇论文是欧拉于1766年发表的．一般人们都把偏微分方程化为常微分方程，然后再求解．可以这样说，偏微分方程在18世纪还仅仅初具雏形．

但是，微分方程却在18世纪末期成为一门极其重要的数学学科，它不仅是全部数学的中心内容，同时也是自然科学中的最主要的工具．

四、变分法

18世纪数学分析最重要的分支，除了微分方程外，就要数变分法了．1740年左右，一门全新的具有独创特征和新方法的数学分支——变分法已经产生了．

一般认为，变分法的产生起源于1696年6月约翰·贝努利提出的最速降线问题：求从一给定点A(x1，y1)到不是它垂直下方的另一点B(x2，y2)的一条曲线y(x)，使得一质点沿这条曲线从A点到B点所用的时间最短．其中A点的初速度v1是给定的，摩擦和空气阻力忽略不计．(如图12·1)




最速降线问题发表在“ActaEruditorum”(译为《博学学报》)上，其用意是向所有的外国人特别是向英、法和意大利数学家挑战．约翰·贝努利事先曾就这个问题的名称与内容与莱布尼茨商量过，莱布尼茨建议称之为“Tachystoptotam”，但约翰·贝努利却坚持使用“Brachystochrone”一词，称之为“BrachystochroneProblem”，强调最短时间问题．今天人们称“最短时间问题”(TheBrachystochroneProblem)为“最速降线问题”(TheTachystoptotamProblem)，实际上违背了约翰·贝努利的愿望．

据说，牛顿当时正在造币厂工作，当他看到约翰·贝努利提出的主要是向他挑战的问题时，在晚上睡觉之前就把这个问题解决了．不管这个传说是否可靠，1697年1月30日牛顿确实把他解决贝努利两个问题(其一是最速降线问题)的论文交给了英国皇家学会秘书．几乎与此同时，莱布尼茨、洛必达、约翰·贝努利以及詹姆士·贝努利都给出了正确的答案，所有这些解法都发表在1697年5月号的《博学学报》上．这个问题就是求得使




为最小的函数y(x)．初始条件为y(x1)＝y1，y(x2)=y2．(其中g是重力加速度，为一常数，k＝y1－v12/2g)

他们得出的答案是联结A和B的上凹的旋轮线，或以参数形式xa＝R(θ-sinθ)，y-b=R(1-cosθ)表示出的滚动圆半径为R的摆线方程(R，θ为参数)．

最速降线之所以重要到导致了一门新的数学分支的创立，就在于在这个问题中出现了一个新的概念．对于抽象的函数J(y)，虽然其值域仍是实数域，但其定义域却是由函数构成的．这样问题就转化为求以函数集作为定义域的函数J(y)的极值．或者说，需要解决的一般问题是考虑




的极值问题．

变分法这门学科的创立主要应归功于欧拉．他于1730年左右，由于讨论曲面上测地线的性质而开始从事变分法研究，后来又对詹姆士·贝努利等人解决最速降线及其他类似的求J(y)极值的问题，从方法上进行了更新．用有限和代替积分，用差商代替被积函数中的导数，这样就把积分作成了由弧y(x)的有限个坐标构成的函数，然后再变动任意选择的坐标，并计算积分中的变差．通过令积分的变差等于零，并用变换得到差分方程，从而得到了极小化弧必须满足的微分方程．1736—1744年，他成功地证明了使J(y)取极大或极小值的函数y(x)必须满足条件




这个方程称为J(y)的欧拉方程．显然，欧拉方程也可表为

f′y－f〃xy′－f〃yy′y′－f〃y′y′y〃＝0．

利用得到的这些结论，他解决了一系列与变分法有关的问题，欧拉方程从那时起一直是变分法中的基本定理．1744年，他将自己在这方面的成果发表了．这不仅给他带来了巨大声誉，也标志着变分法诞生了．

继欧拉之后，18世纪对变分法做出最大贡献的数学家就要数拉格朗日和勒让德了．1750年，年仅19岁的拉格朗日就开始关心变分问题．1755年8月，他在写给欧拉的信中第一次称这种方法为变分法(the methed of variation)，并说这是一个十分漂亮的想法．1756年欧拉正式把这种方法命名为变分法(thecalculus of variation)．我们今天采用的就是欧拉的叫法．1759年，拉格朗日引入了变分的概念δJ．对于J(y)




为J的一次变分，二次变分，等等．

拉格朗日证明了，如果要J取极大值或极小值，则一定在极值点有δJ＝0．而










拉格朗日也在形式上得到了欧拉方程．严格的证明则要等到19世纪．

我们看到，J(y)取极值的欧拉方程仅仅是一个必要条件，相当于y=f(x)取极值的x一定满足f′(x)=0，但反之不然．于是勒让德于1786年开始讨论充分条件．他想到，对于f′(x)＝0的x，f〃(x)的符号决定f(x)是否取极大或极小，于是他开始考虑二次变分δ2J，他得到了这样的结论，只要沿y(x)的每一个x都有fy′y′≤0，则J取极大，反之取极小，但不久他又认识到，这也只是一个必要条件．实际上，18世纪一直没有解决充分条件这一问题．

变分法在18世纪之所以重要，主要就在于利用它数学家们找到了统一地处理一类物理问题的方法．

对简单性的追求、对和谐的追求，一直是数学家们的工作动力之一．自从数学家们发现了折射定律等自然规律后，人们就更加相信这样的信条：大自然以最简捷的可能途径运动．这种信条体现在具体的微积分研究中，就是寻求极值问题，认为自然的确试图使许多重要的量极大或极小化．诚如欧拉所说的那样：“因为宇宙的结构是最完整的而且是最明智的上帝的创造，因此，如果在宇宙里没有某种极大或极小的法则，那就根本不会发生任何事情．”正是在这一科学信仰的支配下，欧拉提出了“最小作用原理”：




即对于路径或时间改变的积分，其变化率为零．虽然他讨论的只是单个质点沿平面曲线的运动，但却在理论力学中具有重要的作用．

利用欧拉所提出的最小作用原理和变分法，拉格朗日得到了今天理




附加条件T＋v=常数，按最小作用原理，这个作用必须是极大值或极小值，于是利用变分法，有：







这个方程等价于牛顿第二运动定律．在这个过程中，拉格朗日一方面赋予变分法以重大的实用价值，利用变分原理建立了优美而和谐的力学定律，使牛顿经典力学达到了至善尽美的境地，这种工作就是他写的牛顿以后最伟大的经典力学著作《分析力学》(Mécanique analytique)，被人称为“科学诗”．另一方面，也使原来只包含一个变量及其导数的问题推广到了多变量的情形．

变分法是由智力挑战所产生的一门数学分支，它与科学信仰结合在一起，结出了数学史、科学史上的丰硕成果．




第二节 代数学



一、数系

1700年左右，数学界熟悉和接受的数已经有整数、分数、无理数、有理数、负数和复数，但是，许多数学家包括像欧拉这样的大学者对负数、复数的认识都还非常不清楚．

欧拉直到18世纪后半叶仍深信负数比∞(无穷大)还要大．但总的来说，负数逐渐为人们所接受了，只是在讨论积分、对数等问题时还比




于多少等问题．

在复数方面，18世纪得到了许多重要的结果．复数作为方程的解已




莱布尼茨在1712年左右坚持认为负数的对数不存在，其理由是正对数是用于大于1的正数，而负对数则用于0～1之间的数，因此不可能有负




肯定是没有对数的．约翰·贝努利却坚持认为ln(－1)＝0，但他又




指数函数、对数函数之间关系的发现，推动了人们对复数以及函数




Cotes，1682—1716)发现并公布了一个定理：




此他们应相等．




确提出：

eix＝cosx＋isinx，e-ix＝cosx－isinx．

在1748年，欧拉还给出了今天人们熟知的棣莫弗公式




欧拉使用的是归纳推理：







棣莫弗在1707年，1722年也得到了这个公式，只不过没有明确给出罢了．在他得到的关系式1－2zn＋z2n=－2znt中，只要令x＝1－cos







欧拉不仅把棣莫弗公式推广到任意实数，而且还得到了进一步的结果．他由该公式得到




再按二项式展开，得到倍角公式




·(cosz)n-6(sinz)6＋etc，







样的推导：










对于正实数而言，对数只有一个实值，其余都是虚值；但对于负实数或虚数而言，对数的一切值都是虚的．不过，18世纪大多数人却依然没有正确认识复数的对数等一系列问题．

18世纪，人们还隐约知道有超越数．勒让德猜测π可能不是有理系数方程的根，于是人们对无理数进行了分类．任何有理系数代数(多项式)方程的根称为代数数，不是代数数的数称为超越数．所有的有理数




x2＋1＝0的根，都是代数数，所以一部分无理数是代数数．超越数则“超越了代数方法的能力”(欧拉语)．至少到1744年时，欧拉已经认识到了代数数与超越数的不同，并且猜测说，以有理数为底的有理数的对数，或者是有理数，或者是超越数．勒让德则猜测π是超越数．但18世纪却还不能证明任何数是超越数，超越数仅仅是一个数学上的假设．这在数学史上还是第一次，即先从理论研究上给出一个概念，而却没有能找出这个概念所指称的东西或证明它的存在．这种现象在认识论上具有一定的意义．

18世纪，人们在弄清某些数是无理数方面取得了一些进展．1737年欧拉证明了e是一个无理数，而1761年，兰伯特则证明了π是无理数．他们两人的工作都是和连分式联系在一起的．

1737年，欧拉得到了这样的结果：每一个有理数都能表示为一个有




样从—个级数得到这个级数的连分式表达式以及其相反过程的方法．

利用欧拉的方法，兰伯特在1761年证明了，如果x是非零有理数，




日在1767～1780年所发表的文章中，已经给出了用连分式求方程无理根的近似方法，并且用连分式的形式给出了微分方程的近似解．同时还证明了，二次方程的实根是周期连分式．连分式在一定程度上已经成了分析的一个有力工具．

18世纪，数系在数学界的确有比较稳固的地位，但是无论是哪一类数在概念方面都很不清楚．

二、方程与线性代数

直到18世纪，方程与代数学几乎是同义语．18世纪，人们对方程所关注的问题之一是证明每一个一元n次方程有n个根，同时人们在采




否任何实系数多项式都能分解成线性因式的乘积，解决这个问题的关键就在于证明：每一个一元n次多项式至少有一个实根或复根，这就是我们今天熟悉的代数学基本定理．

欧拉、达朗贝尔、拉格朗日在18世纪70年代都试图证明这个定理，但他们的证明都不完全正确．

第一个对代数基本定理做出严格证明的是德国数学家高斯，他的证明是1799年在其博士论文中给出的．其方法不是去计算一个根，而是去证明它的存在．他的证明富有高度创造性，开创了探讨数学中整个存在性问题的新途径，打破了存在的准则就是可构造性的传统观念，对于19世纪数学的发展具有重要意义．在数学中，开始了构造性数学与非构造性数学并驾齐驱的时代．

人们对方程感兴趣的另一个原因，是试图求解四次以上的方程．这一时期人们曾把问题集中在求解二项方程xn－1＝0上．科茨和棣莫弗用复数证明了：解这个方程相当于把圆周分成n等分．于是人们又称xn－1＝0为分圆方程．关于这个方程的有价值的工作是高斯在19世纪作出的．

求解一般的四次方程问题引起了欧拉、拉格朗日等人的关注，其中拉格朗日和范德蒙(A．Vandermonde，1735—1796)作出了杰出的贡献．对于用根式解方程的问题，从1767年起拉格朗日写了一系列论文．他的做法是，看是否有一种普遍的方法，能把任意次数的方程化为次数较低的方程．经过详尽的研究，他发现，对于二次、三次或四次方程，借助于一个低一次的“辅助”方程便可获得方程之解，但把这种方法用于方程ax5＋bx4＋cx3+dx2+ex+f=0时，辅助方程却是六次的，因此他想大概不能求得四次以上方程的解．

随后拉格朗日又换一个角度，转而研究一般方程

xn+a1xn-1＋…+an-1x＋an＝0

的根x1，x2，…，xn的函数(x1，x2，…，xn)的置换对称等性质．

作为19世纪数学家的先驱，18世纪许多数学家研究了方程根的性质．设x1，x2，…，xn是方程

xn＋a1xn-1＋…＋an-1x+an＝0

的根．令Sk=x1k＋x2k＋…＋xnk，牛顿得到了今天称之为“牛顿等式”的结果：




1762年，华林(E．Waring，1734—1798)证明了，所有关于根的有理对称函数都可以表示为方程系数的有理函数，并得到了：




牛顿还得到了方程的根与其判别式D的关系：




其中x1，x2，…，xn是方程

a0xn+a1xn-1＋…＋an－1x＋an=0

的根．

此外，范德蒙等人也进行了大量的工作．18世纪由方程的研究引入了对方程根x1，x2，…，xn所生成的函数的研究，并由此引入了初等对称、置换等一系列新的术语．所有这些工作，都为19世纪代数学的巨大发展做好了充分准备．

在1678年以前，莱布尼茨就开始了对线性方程组、行列式的研究，对消元法从理论上进行了探讨．在1693年4月28日致洛必达(G．F．A．L′Hospital)的信中，他提出了行列式的概念：“我引进方程：




此外，在两个数码中，前者表示此数所属的方程式，后者代表此数所属的字母(未知数)．”随后，他给出了一般的运算规则，这种规则就是行列式的运算规则．这样，他创设了采用两个数码的系数记号，相当于现在的aik，即上述方程组中的10，11，12，…，31，32为a10，a11，a12，…，a31，a32．为矩阵和行列式一般理论的发展提供了方便的工具．

沿着莱布尼茨的思路，18世纪人们做了发挥．1729年左右马克劳林提出了用行列式解含有两个、三个和四个未知量的联立线性方程组的解法．1750年，克莱姆(G．Cramer，1704—1752)在《线性代数分析导言》一书中给出了今天我们熟知的行列式展开的“克莱姆法则(公式)”．1764年，贝祖(E．Bézout，1730(或1739)—1783)用行列式理论建立了线性方程组的一般理论，他给出了含n个量的n个齐次线性方程，并且证明了：系数行列式等于零是方程组有非零解的条件．

范德蒙第一个系统研究了行列式理论，而不像其他人一样仅仅把行列式作为求解方程组的工具．他给出了用行列式的二阶子式和余子式展开行列式的规则．由于他脱离方程组来研究行列式，因此他被认为是行列式理论的奠基人．1772年，拉普拉斯给出了今天的拉普拉斯定理：假定在n阶行列式D中，取定某k个行(1≤k≤n)，那么在这k个行中所有k阶子式分别与其代数余子式乘积的和就是D．

18世纪数学家们讨论了多元高次方程组，这个问题是由研究高次代数曲线f(x，y)=0，g(x，y)=0的交点数而引起的．1764年，贝祖给出了从f(x，y)＝0，g(x，y)＝0中消去一个未知量的方法，并于1779年公布于众．贝祖给出了解决这个问题的消元法，并得到了这样的结论：两条代数曲线的交点数是m·n，即f(x，y)＝0，g(x，y)=0的次数的乘积．

18世纪，数学家们还考虑了求解两个多项式

f(x)＝a0xn＋a1xn-1＋…＋an=0，




有公共解的条件：关于有公共解时系数必须满足的条件称为消去式或结式．牛顿第一个研究了这个问题，他在1707年出版的《普遍的算术》中给出了从两个方程中消去x的法则．欧拉、贝祖后来给出了更一般的方法．在1764～1769年的《数学教程》(Coursde mathématique)中，贝祖给出了一般的方法：f(x)，




(x)的结式等于一个行列式，这个行列式由n-1次(或更低次)的多项式gk(x)=(a0xk-1+a1xk-2＋…＋ak-1)




(x)－(b0xk-1+b1xk-2+…＋bk-1)f(x)(k=1，2，…，n)的系数组成．这就是今天熟知的贝祖方法．

在整个18世纪，线性代数主要是行列式理论和消元法理论，这两个理论在这个世纪还是很有成就的．由于牛顿、欧拉、贝祖、拉格朗日、拉普拉斯的工作，具体解方程(一元高次方程，多元高次方程组，线性方程组)的方法在18世纪已相当完备了．而整个线性代数则处于萌芽起步阶段．

三、数论

18世纪时数学家们在数论方面取得了一些成果，同时引入了一些新的概念．

1736年，欧拉证明了费马小定理：如果p是一个素数，a与p互素，则ap-a可以被p整除．

关于费马大定理，即xn+yn=zn当n≥3时不可能有正整数解，18世纪也取得了一些进展．1753年8月4日欧拉说他已经证明了n=3时，猜测是正确的．n＝4的情形也由欧拉证明了．

对于费马数Fn=22n＋1，欧拉在1732—1733年发现




不是素数．1747年左右，欧拉还证明了，如果a，b互素，则a2n+b2n的每一个因子要么是2，要么是形如2n+1k+1的数．

1706年，欧拉引进了“欧拉




函数”，




(n)是所有大于1而与n互素的整数的个数．




(n)这个记号是后来高斯引进的，欧拉的记号是πn．欧拉证明了，如果a和n互素，则

a




(n)-1

可以被n整除．欧拉还证明了(n)的其他一些性质．如，若A，B互素，则




(A·B)＝




(A)·




(B)，等等．

剑桥大学一位名叫威尔逊(John Wilson，1741—1793)的学生叙述了今天熟知的“威尔逊定理”：对每一个素数p，(p-1)！＋1能被p整除；若(p-1)！＋1能被q整除，则q一定是素数．华林(E．Waring，1734—1798)在1770年公布了这条定理，拉格朗日在1773年证明了它，并且证明了逆定理：若n能整除1＋(n-1)！则n为一素数．莱布尼茨在早年也得到了这一结论．

18世纪在丢番图分析方面也取得了一些进展．1732年左右，欧拉称方程x2-Ay2=1为Pell方程，1766年拉格朗日证明了x2-Ay2=1整数解的存在性问题，同时他还一般地解决了x2-Ay2=B解的存在性及求解问题．求一般方程ax2+2bxy＋cg2+2dx＋2ey+f=0(系数都是整数)的所有整数解的问题在18世纪也解决了．欧拉、拉格朗日、勒让德为此作出了巨大的贡献．其中拉格朗日在1767年的论文中给出了完整的解答．

对整数进行分解，引起了18世纪数学家们的强烈兴趣．1770年，华林在《代数沉思录》(Meditations Algebraicae)中叙述了著名的华林定理：每一个整数，或者是一个立方数，或者是至多九个立方数之和；每一个整数，或者是一个四次方数，或者是至多19个四次方数之和．他还猜测，每一个正整数可以表成至多r个k次幂之和，其中r依赖于k．华林定理在相当长时间里吸引了众多的数学家．

18世纪所提出的猜想中，最著名的当数哥德巴赫猜想．哥德巴赫是普鲁士派往俄国的公使，常和欧拉通信讨论数学问题．1742年6月7日他在给欧拉的信中说，每一个大于2的偶数是两个素数之和，如4＝2＋2，6＝3＋3，8=5＋3，等等，每一个大于1的奇整数或者是一个素数，或者是三个素数之和．人们于是把这个断言称为“哥德巴赫猜想”．1742年6月30日，欧拉在回信中说他相信这个猜想，但是不能证明．1770年华林把这个猜想公布于世了，但整个18世纪这个猜想的证明没有任何进展．

1754—1755年，欧拉引入了二次剩余的概念：如果存在一个x，使得x2-p能被q整除，则说p是q的二次剩余，如果这样的x不存在，则说p是q的二次非剩余．从1744年开始，欧拉就开始思考二次剩余问题，从1772年开始讨论二次互反律，1785年勒让德也独立地发现了二次互反律，但18世纪，他们二人绘出的二次互反律的证明都是不完全的．1808年勒让德发明了记号(p/q)，其定义是：对任意数p和任意素数q，




欧拉和勒让德发现并试图证明的二次互反律是：如果p和q是不同的奇素数，则

(p/q)·(q/p)=(-1)(p-1)(q-1)/4．

二次互反律是18世纪数论中最重要的、最富有影响的成果．它在19世纪数论研究中发挥了重大作用．




第三节 几何学



一、解析几何

直到18世纪，才真正全面引进和建立我们今天所熟悉的各种坐标系．

在牛顿以前，人们一般只使用一根坐标轴(x轴)，而且只用正方向，他第一个使用两根坐标轴以及负x、负y值，并且在所有四个象限作图，从而最终形成了今天的平面直角坐标系．

1715年，约翰·贝努利引进了今天通用的三个坐标平面．随后，他又和克莱罗等人弄清了曲面能用三个坐标变量的一个方程表示出来这个观念．1731年克莱罗研究了三维坐标几何的若干问题．赫尔曼(J．Hermarm，1678—1733)也是18世纪几何大家之一，1732年他曾指出方程x2＋y2＝f(z)是绕z轴的一个旋转曲面，随后，欧拉系统地进行过三维坐标几何工作．欧拉、拉格朗日和蒙日对18世纪的解析几何做出了巨大的贡献．

早在17世纪，牛顿和詹姆士·贝努利就曾引进了极坐标，1729年赫尔曼正式宣布极坐标是普遍可用的，自由地用极坐标去研究各种曲线，他的贡献之一是绘出了从直角坐标到极坐标的变换：x＝zn，y=zm．而欧拉则给出了今天的形式：x=zcosθ，y＝zsinθ(此处z相当于极径r)．至欧拉为止，极坐标已正式形成了．

1748年，欧拉引进了曲线的参数表示：x＝




(t)，y=




(t)．

坐标变换在18世纪也为数学家开始广泛使用了．1748年，欧

拉为了使一般的三个变量的二次方程

ax2＋by2＋cz2＋dxy＋exz＋fyz＋gx+hy+kz=l

所表示的二次曲面的对称轴正好是坐标轴，引进了从xyz坐标系到x′y′z′坐标系的变换：




通过这种变换，欧拉发现了双曲抛物面，并且从标准形中对六种曲面(锥面、柱面、椭球面、单叶和双叶双曲面、双曲抛物面、抛物柱面)进行了统一处理．

欧拉和拉格朗日分别在1770年和1773年给出了齐次线性正交变换







(λ，μ，γ)与(λ′，μ′，γ′)、(λ″，μ″，γ″)为方向余弦．我们在前面还提到，拉普拉斯等引进了球面变换．在理论上尤其值得重视的是，欧拉指出曲线的次数是线性变换下的不变量．

18世纪，数学家们在高次平面曲线的研究方面有重大进展．牛顿第一个对高次平面曲线进行了广泛的研究．1704年，他出版了《三次曲线例举》(Enumeratio Linearum Tertii Ordi-nis)，这是其著作《光学》(Opticks)一书英文版的附录．他识别了72种三次曲线，并证明了能够把一般的三次方程

ax3+bx2y＋cxy2+dy3+ex2+fxy＋gy2+hx+jy+k=0

所代表的一切曲线通过坐标轴的变换化为下列形式之一：

(a) xy2＋ey＝ax3＋bx2＋cx+d，

(b) xy=ax3＋bx2＋cx＋d，

(c)y2＝ax3＋bx2＋cx＋d，

(d) y＝ax3＋bx2＋cx＋d．

而且将第三类曲线(C)称为发散抛物线，此外还给出了许多关于高次曲线性质的结论．

法国数学家克莱罗(A．C．Clairaut，1713—1765)是18世纪几何学发展的关键人物之一．他成才很早，是早熟的典型代表，12岁时就写了一部非常出色的关于曲线的著作．1729年16岁时完成了《关于双重曲率曲线的研究》(Recherche Sur lesCourbes à double Courbure)一书，于1731年发表，在曲面和空间曲线方面颇有建树．由于在几何学方面的成就，他未满18岁即成为法国科学院院士，后又于1737年被选为英国皇家学会会员．1736年，他参加了以测量子午线为目的的勘察工作，1743年，出版了关于地球形状的经典著作《地球形状理论》(Théoriede la figure de la terre)，提出了“克莱罗大地测量基本定律”，即确定地球表面重力分布与地形、旋转角速参数之间关系的定律．1752，出版《月球的理论》(Théorie de la Lune)一书，对月球运动、哈雷彗星的运动、太阳的摄动进行了广泛深入的研究，该书获得彼得堡科学院奖金．他与欧拉一同被公认为是运动动力学的创始人．他是牛顿巨著《自然哲学的数学原理》的法文译者，为此他付出了艰辛的劳动．

克莱罗在微分方程、高次平面曲线，特别是微分几何方面颇有建树．他对曲线的拐点、曲线的分支等问题进行了讨论，还证明了射影定理．

总的来说，在高次曲线的研究方面，18世纪还很不完善，在这方面系统完整的理论直到19世纪才建立起来．

二、微分几何

虽然从微积分开始创立时，微分几何的研究就开始了，但作为一门完整的学科，微分几何却是直到18世纪才独立出来．“微分几何”一词则迟至1894年才第一次为人所使用．

由于惠更斯、牛顿、莱布尼茨、贝努利家族的工作，微分几何中平面曲线的理论如渐屈线、渐伸线、曲率、包络、曲率半径等问题在17世纪已基本上完成了．

空间曲线理论，作为三维微分几何中的重大理论，应归功于法国数学家克莱罗．他把一条空间曲线看作是两个曲面的交线．他在空间曲线微分几何方面的贡献主要是，给出了空间曲线弧长的微积分表达式，以及部分曲面面积的求积公式．他还提出过空间曲线有两个曲率的思想．

从1774年开始，欧拉开始了微分几何的研究，他开始用参数方程x=x(s)，y＝y(s)，z＝z(s)表示空间曲线(s为弧长)他得出了空间曲线曲率半径的公式




他还给出密切平面方程，这个方程等价于今天的方程：




空间曲线的另一个曲率——挠率在18世纪也得到了，用今天的公式




柯西等人在19世纪完成的．

在一个平面上，两点之间的最短距离是直线，那么在曲面上两点之间的最短弧(距离)是什么呢？为了解决这个问题，17世纪数学家们开始了测地线的研究，从而也就开始了微分几何曲面理论研究．18世纪克莱罗、欧拉、赫尔曼等人都研究过测地线，1728年欧拉还给出了曲面上测地线的微分方程．测地线在今天微分几何教材中构成了一个重要的内容——短程线．

1760年，欧拉在《关于曲面上曲线的研究》(RecherchesSur la Courbure des Surfaces)中建立了曲面的理论，这部著作堪称微分几何发展史上的一个里程碑．他将曲面表为z＝f(x，y)，并且引进了下述现代标准




对于曲线的法曲率kn，以及任何一个法截面与主曲率所在法截面所




是两个互相垂直的法平面的主曲率．这个公式同时说明，主曲率k1和k2是法曲率kn的最大值、最小值．欧拉自觉或不自觉地引进并使用了主曲率、法曲率、法截线、法平面等一系列新的几何概念．1776年，蒙日的学生梅斯尼埃(J．Meusnier dela Place，1754—1793)得到了“梅斯尼埃定理”：




随后他又证明了两个主曲率处处相等的曲面只有平面和球面．他的论文使得18世纪许多微分几何成果变得直观了．

1771年，欧拉在《论表面可以展平的立体》一文中，引进了曲面的参数表示：x＝x(t，u)，y＝y(t，u)，z＝t(t，u)并且




这些新的表示方法对微分几何的推进极大，直接为研究曲面的基本齐式等问题提供了有力武器．

欧拉和蒙日还讨论了可展曲面问题，欧拉在1771年得到了可展曲面的一个充分必要条件：




1775年，蒙日给出了可展曲面的另外三种条件．

蒙日是18世纪的几何大师，是继笛卡儿、德扎格之后在几何方面的重要革新者，他在画法几何、解析几何、微分几何、射影几何方面都有卓越的贡献．被人称为射影几何的集大成者，微分几何之父．




省的小城镇博恩(Beaune)一穷苦家庭，先在家乡一天主教学校读书，后转学里昂．不久入梅济耶尔(Méziéres)皇家军事工程学院学习．1768年毕业后在该校任教，1769年完成第一篇关于微分几何学的论文．1772年，被巴黎科学院选为通讯研究员，1775年，皇家军事工程学校正式授予他“皇家数学和物理学教授”头衔，时年29岁．1780年以后定居巴黎，从事数学、科学研究和政治活动．他的广泛的科学研究赢得了好评．拉格朗日在听了蒙日的一次讲演后对他说：“我亲爱的同事，你刚才提出了许多第一流的成果，要是我能够做出来就好了．”在化学方面，他和近代化学之父拉瓦锡(A．L．Lavoisier)一起工作，取得了一些重要成果．他已经意识到了工业发展对科学的要求，因此主张大力发展科学，并且将工业化视为改善人民生活的重要途径．

由于出身贫寒，使蒙日深深懂得卑贱者的苦难，因此他热衷于参加社会事务．又由于法国大革命时期和拿破仑执政时期重用学者，使得蒙日得以成为近代参政的著名科学家的代表．法国大革命开始后，蒙日积极投身于其中，1790年加入雅各宾俱乐部，并成为其重要成员，积极利用科学为资产阶级革命服务，在巴黎科学院的度量衡委员会工作．1792年法兰西共和国成立，他在政府中担任海军部长，重视武器装备的设计与改进，并企图用技术思想来指导政府官员，但由于过于温和而遭政府中不少官员的反对，任职8个月后即辞职，继续进行度量衡等问题的研究，以后又曾担任科学普及委员会、公众健康委员会委员等．

蒙日十分注重科学技术教育，1794年负责筹建法国第一流的高等科技学院，没多久建成了著名的法国多科工艺学校，他担校长多年，培养出了一大批世界知名学者．他还建议成立培养师资的专门学校，1795年1月建成了世界上第一所高等师范学校——巴黎高等师范学校．他为法国乃至西方的高等科学技术教育、师范教育奠定了基础．

拿破仑执政后，蒙日深得这位曾一度是其学生的法兰西统帅的重用．1798年7月随拿破仑去埃及，曾筹建埃及科学院并任院长，在埃及时对沙漠中的海市蜃楼现象作出了解释．拿破仑雾月政变后，蒙日被任命为元老院终身议员，后任议长．1800年，创立国家工业奖励会，同年，拿破仑以高级爵位、勋章授予蒙日．1808年被封为佩吕斯(Péluse)伯爵．拿破仑失败、波旁王朝复辟后，他被革去一切职务．不久病逝．

蒙日在多科工艺学校和高等师范学校培养了许多著名学者，尤其是建立了几何学派．他巧妙地将微积分、微分方程与几何学结合起来，在微积分中引进了几何语言，在几何中引入了微积分工具．他在微分方程中引入了特征曲线，特征锥等一系列全新的概念，在微分几何中引进了三维空间的曲面曲率线的概念．尤为重要的是，他在巴黎高等工艺大学的几何教学，培养了许多有才能的几何学者，如杜班(C．Dupin，1784—1873)和庞斯列(V．Poncelet，1788—1867)，对几何学的发展产生了深远影响．

18世纪微分几何的研究主要是受大地测量和地图绘制等问题的推动．在这些问题的研究中发现了保角映射等映射问题，拉格朗日、欧拉、兰伯特等人曾研究过这些问题，如兰伯特第一个研究了球面到平面的保角映射，并于1772年得到了这种映射的公式，1779年拉格朗日得到了地球表面的一部分映射到一平面区域并且把纬圆和经圆都变为圆弧的全部保角变换，欧拉则利用映射方面的知识绘制了一张俄国地图．但是这方面的进一步发展却有待19世纪复变函数理论．18世纪的微分几何实际上只是为19世纪的大发展作准备．




附：数学王子与世纪之交数学的转变



如果在人类历史上有天才的话，那么高斯可以称为天才之冠．高斯是早慧的天才，他自己曾幽默地宣称在会说话之前就能计算了，他十岁时就求出了81297＋81495＋81693＋…＋100899的和，而不是流传很广地求出了简单的1＋2＋3＋…＋98＋99＋100＝5050；高斯一辈子都有着极端聪颖的灵敏和智慧，他在数论的抽象化、非欧几何的革命性、天文学繁浩的计算、应用物理学的实际应用等方面造诣极深．在复变函数论、微分几何、微积分、代数学，在“数学世界里，高斯处处留芳”．他的贡献从最纯粹抽象的理论扩展到一系列实际问题，在所研究过的各个分支中他都有深刻的发现，为后来的研究奠定了基础．




高斯生活的年代跨越18—19两个世纪，他的数学成就同样跨越了18—19两个世纪，具有18世纪注重应用、成果的广泛性与19世纪注重理论、成果的严谨性等一系列特点．高斯建筑了一座沟通新与旧的桥梁，使得18世纪的成果得到了完满的总结，同时又开创了19世纪的数学，他的思想中包含着广泛的理论和重要的结果的种子．18世纪需要他，他结束了数学作为工具，为了物理学的实际应用而进行数学创造的时代；19世纪需要他，他用自己无与伦比的智慧，靠“能从九霄云外的高度按照某种观点掌握星空和深奥数学的天才”，开创了严密化占据主导地位的数学时代．

高斯坚信数学要有灵感，必须接触现实世界，同时又宣称“数学是科学之王，数论是数学之王”．这二者并不矛盾，而是世纪之交数学研究风格转变的真实写照；高斯坚持：“宁肯少些，但要好些”，主张“瑰丽的大厦建成以后，应该拆除杂乱无章的脚手架．”他拒绝发表任何未经推敲修改得完美无缺的论文，他的论文精练、严谨、无懈可击，堪称世代楷模，为此他对许多重要发现秘而不宣，如非欧几何、椭圆函数等等；他具有哲学家的洞察力和冲破传统思想的勇气，这种勇气来源于对数学的深刻理解．他率先怀疑“欧氏几何是自然和人类思想所固有”的信条，开创了近代数学革命；他把这样的格言做为座右铭：你，自然，我的女神，我要为你的规律而献身．因此当有人询问他牛顿看见苹果落地而发现万有引力定律的故事是否真实时，他肯定地说：有一天，一个傻瓜问牛顿怎么发现万有引力定律的，牛顿被这个傻瓜问得哭笑不得，就对他说了这个故事．只有与牛顿同样伟大的高斯，才能真正理解牛顿的创造．

18世纪的数学中心在法国，正是由于有了高斯，德国才在19世纪成了世界数学中心．虽然他不善于培养学生，而且在自己周围没形成什么学派，但他却为德国数学的兴起注入了精神力量．带着一系列急待解决的问题，数学的发展进入了19世纪，由于有了高斯，使得数学在未来世纪中充满了希望．正如F·克莱因在《十九世纪数学的发展》一书序言中所指出的那样，高斯之所以居于19世纪前列，不仅因为按年代是如此，而且因为他开辟了各种科学发展的新纪元．




第十三章 全新的世纪—十九世纪的数学



在数学史上，19世纪是一个全新的世纪．传统的数学发展成了上百个分支，数学的面貌发生了翻天覆地的变化，以致于这一切变化是当时任何数学家始料未及的．

在19世纪，若干世纪甚至上千年悬而未决的问题得到了解决；处理问题的方法深化了，旧领域开始扩大，题材也开始呈多样化；许多世纪含混不清的概念如实数、自然数等得到澄清；数学分析的“算术化”使得17、18世纪大放光彩的微积分摆脱了几何直观的局限；代数、几何的内容发生了巨大的变化，抽象化的趋势已在其中显现出来了；集合论开始受到人们的关注，并逐渐发展成为数学基础；由于进一步把数学应用于诸如电磁学、天体力学、流体动力学、热力学等各门科学，数学开始分化为纯粹数学(Pure Mathematics)与应用数学(Applied Mathe-matics)；数学新领域不断出现，以致于19世纪末的数学结构与19世纪初显著不同了．

实际应用当然是这个世纪数学发展的动力之一，但智力挑战、美学上的审美满足以及哲学信仰也是这一世纪数学发展的动力，并且这几方面平分秋色．数学学会、数学期刊的出现，数学教育的日趋正规化，使得数学在社会上崭露头角．这个世纪初，世界数学中心在法国，但随后就移到德国了，同时俄国、意大利、匈牙利和斯堪的纳维亚学派的重要性也日渐增强了．

这个世纪数学天空群星灿烂．既有博大精深的大师如高斯(C．F．Gauss，1777—1855)、柯西(A．L．Cauchy，1789—1857)、黎曼(G．Riemann，1826—1866)、魏尔斯特拉斯(K．Wei-erstrass，1815—1895)、庞加莱(H．Poincaré，1854—1912)、希尔伯特(D．Hilbert，1862—1943)，等等；又有敢于创新的数学家，如阿贝尔(N．H．Abel，1802—1829)、伽罗瓦(E．Gal-ois，1811—1832)、罗巴切夫斯基(Н．и．Лобачевский，1792—1856)、哈密顿(W．R．Hamilton，1805—1865)、布尔(G．Boole，1815—1864)、康托尔(G．Cantor，1845—1918)，等等．

19世纪的数学从自然界和自然科学中分离出来了，成了一门独立的大部类学科，开始沿着数学自己的道路前进．她有独特的哲学基础，有独特的真理观、认识论、价值观和方法论．




第一节 代数学的发展



一、伽罗瓦理论及群论的发展

长期以来，求解方程一直是整个代数的中心内容，而且在19世纪前期仍是如此．19世纪在探讨方程求解的问题中，出现了一种全新的理论．这一理论虽然以解决方程论中的重要问题为目的，但却引入了群和域等新概念，从而开辟了代数学研究的新方向．

阿贝尔和伽罗瓦是伽罗瓦理论及群论的主要奠基者．阿贝尔生于挪




伽罗瓦生于巴黎附近的布拉伦(Bourg-la－Reine)．他们俩有着共同的命运，很年轻就在数学的新领域做出了辉煌成就，但却不幸夭折，阿贝尔在26岁时死于结核病和营养不良，伽罗瓦21岁时死于决斗．在世时都没有为人所赏识．

为了求解四次以上的方程，华林、拉格朗日、鲁菲尼(P．Ruffi-ni，1765—1822)、高斯、柯西等人都作了十分有价值的工作．他们提出了方程的根的初等对称函数、置换等内容．这些都对阿贝尔、伽罗瓦有直接的影响．




阿贝尔在1824年春天成功地证明了：用根式求解一般的五次方程是不可能的．在这个过程中，他首先证明了今天的阿贝尔定理：可用根式求解的方程的根能以这样的形式给出，出现在根的表达式中的每个根式都可表成方程的根和某些单位根的有理函数．

利用阿贝尔定理，1826年阿贝尔证明了高于四次的一般方程用根式求解的不可能性，根据阿贝尔的思想，克罗内克(L．Kro-necker，1823—1891)于1879年给出了一个直接、简单明了而又非常严密的证明．这样，几百年之久的求解高于四次的一般方程的问题就被阿贝尔解决了．

不仅如此，阿贝尔还给出了特殊的可用根式求解的方程的特征：这些方程的所有根都是其中一个根的函数，即全部根为x，θ1(x)，θ2(x)，…，θn-1(x)．其中θ1是有理函数．

1853年，克罗内克称具有这种特征的方程为阿贝尔(Abel)方程．

随后，阿贝尔证明了更一般的定理：如果一个方程的所有根能表示成其中一个根的有理函数，且对于其中任意的两个根θα，θβ，有

θα(θβ(x))=θβ(θα(x))．

则该方程可用根式求解．

阿贝尔一生在数学的其他领域也做出过重大的贡献．在椭圆函数方面、分析严密化方面都留下了他的足迹．其中有以他的名字命名的阿贝尔积分方程，阿贝尔定理，阿贝尔收敛判别法和关于幂级数的阿贝尔定理．

阿贝尔的工作开辟了代数学研究的新方向，他引进了域和在给定域中不可约多项式这两个概念，并且开始了群论的研究．

在群论、方程根的置换等问题的研究中，伽罗瓦也取得了重要成就．他试图解决这样的问题：虽然高于四次的方程一般不能用根式求解，但有些特殊的方程如阿贝尔方程却可用根式求解，那么哪些方程可用根式求解呢？

为了解决这个问题，他利用了拉格朗日关于根的置换、排列的概念．如设x1，x2，x3，x4是一个四次方程的根，则在这四个根的排列中交换xi和xj就是一个置换，这样总共就有4！＝24种可能的置换．经过任何两个置换后仍是其中的一个置换，所置换的集合形成一个群，这样伽罗瓦就给出了关于抽象群的一个早期定义．

这样，方程的群就成了它的可解性的关键．然后再这样进行探讨：给了一个方程，按照某种方法找到方程在系数域中的群G——根的置换群，这些置换使根之间的系数在该域中的全部关系保持不变．找到G后，再找G的最大子群H，然后可以用一套仅含有理运算的手续来找到根的




对于G的所有T≠R，它的值发生改变．存在一种方法构造R中的一个




．这个方程称为一个部分预解式．经过一系列工作，伽罗瓦给出了找给定方程的群，逐次预解式以及方程关于逐次扩大了的系数域的群——原来群的逐次子群的一系列方法，在这些工作中，群论的基本理论有了一些框架．

然后伽罗瓦引入了正规子群(或称自共轭子群，不变子群)的概念．他证明了当作为约化方程的群的预解或是一个素数次p的二项方程xp-A＝0时，则H是G的一个具有指数p的正规子群；反之，如果H是G的一个正规子群，且具有素指数p，则相应的预解式是p次二项方程，或能化简到这样的方程．

伽罗瓦引入了合成序列的概念：在子群序列G，H，K，L，…，E中，每一个都是前一个群中的极大正规子群．H对G的指数，K对H的指数等等，称为合成序列的指数．他得出了如下的重要结论：若一个方程的置换群的逐次子群所成的合成序列的指数都是素数，则这方程就能用根式求解；否则，该方程就不能用根式求解．

利用这个结论，伽罗瓦证明，对于一般的n次方程，方程的置换群由n个根的全部n！个置换组成，置换群称为n级对称群．它的阶是n！．










而n＝2时，合成序列的指数是2，n=3时合成序列的指数是2和3，n=4时合成序列的指数是2，3，2，2，因此当n≤4时方程能用根式求解．

伽罗瓦于1830年彻底解决了方程能用根式求解的问题．他证明一个素数次的不可约方程能用根式求解的充分必要条件是，这个方程的每个根都是其中两个根的带有R中系数的有理系数．满足这种条件的方程称为伽罗瓦方程．最简单的伽罗瓦方程是xp-A＝0(p为素数)．阿贝尔方程也是一种伽罗瓦方程．

伽罗瓦的工作一部分是关于方程的伽罗瓦理论，另一部分本身就是他所开创的一个新领域——群论．他是在严格的意义上使用“群(Group)”的第一个人，他引进了置换群、不变子群等概念，并且把群和域的扩张对应起来．

群论的产生深刻地改变了代数学的内容，使代数学从主要研究方程开始转向研究各种代数结构，并且使代数学开始向更严密的方向迈进．

伽罗瓦理论不仅回答了方程的求解问题，而且解决了古希腊“三大几何问题”中的“三等分任意角”和“倍立方体”问题．他的工作提供了可作图的一个判别法：对于一个作图问题首先要建立一个代数方程，它的解就是所要求的量．可作图的条件是这个量必须属于给定量的域的某个二次扩张域．利用这个判别法就可以解决上述两个问题，判明这两个问题都是不可解的．实际上，1837年旺策尔(P．L．Wantzel，1814—1848)用其它的方法曾独立地证明了这两个问题的不可能性．

1837年旺策尔还给出了正多边形可作图的必要性证明，这个问题是高斯在1796年提出的，高斯断言：一个正n边形是可作图的，当且仅当




任意正整数或0．

拉格朗日已经知道子群的阶整除群的阶．伽罗瓦则给出了单群、合成群以及两个群G与G′之间的同构的概念．

由于伽罗瓦的工作1846年才陆续发表，所以直到1870年约当(C．Jordan，1838—1922)发表著名的《置换和代数方程专论》(Traité des Substitutions et des équations al-gébriques)，才第一次给伽罗瓦理论清楚、完善的表述，这时群的概念已从方程论进入到数学的更广泛的领域．约当不仅使群论系统化，而且做出了许多重要的工作．1869年，他从极大自共轭子群出发，引入了商群的概念，并且在1872年引入记号Gi/Gi+1表示商群．他曾证明了今天的约当—




建立了同构、同态的概念，添加了关于传递群和合成群的许多结果，在书中，他还指出，可解方程的群都是交换群，他称这样的群为阿贝尔群．




…，n)的线性变换来表示置换．1878年他曾提出，有限周期p的线性




，…，n，εi是p次单位根．1868—1869年，他第一个对无限群进行了重要的研究，开创了利用群论研究几何变换的新道路．

柯西也对群尤其是置换群的研究做出了重要的贡献．他的工作影响了著名的代数学家凯莱(A．Cayley，1821—1895)．在1849—1854年发表的三篇文章中，他首次提出了抽象群的概念，把群从具体的对象(如数、置换)扩大到更一般的范围，奠定了群论的理论基础．

1872年，F．克莱因将群论与几何学联系起来，1873年李(M．S．Lie)引入连续群的概念，使群论与分析与几何联系在一起，从而产生了李群，李代数．19世纪对群论做出贡献的数学家还有西罗(L．Sylow，1832—1918)、弗罗伯尼(F．G．Frobenius，1849—




尤其重要的是，1849年物理学家、矿物学家布雷威(A．Bra－vais，1811—1863)通过研究行列式为±1的三个变量的线性变换




现32类对称的分子结构．他的研究开创了群论在物理中尤其是物质结构理论中的应用，而且这种应用越来越广．这样，群论就迅速为人们所承认，进入数学的中心，并且一度使人们认为分析、几何、物理学可以通过群论统一起来．的确，群论作为从纯数学方程中研究所产生的成果，能够在几何、分析，尤其是在具体的物质晶体结构中得到应用，不仅使得其理论本身成了蓬勃发展的领域，而且冲击了人们对数学的固有观念，甚至冲击了人们的世界观．

二、四元数与向量

在1830年时，复数用于表示平面上的向量已众所周知．但复数只能表示在同一个平面上物体受力的情况．如果作用于一个物体上的几个力不在一个平面上，那么又该怎样表示呢？

1837年，哈密顿首先引进有序偶(a， b)来表示复数a＋bi，通过有序偶，他把复数的神秘性完全排除了．通过有序偶，对于两个复数a＋bi与c＋di，他这样定义复数的运算：

(a，b)±(c，d)=(a±c，b±d)，

(a，b)·(c，d)=(ac-bd，ad＋bc)，




这样，复数的历史发展与逻辑发展就得到了统一．

既然有序偶(a，b)表示的二维复数可以表示同一个平面的力，因此很自然地，哈密顿和许多人都试图寻找三维复数表示空间的力．他发现，要求三维复数具有当时所发现的数(从自然数到复数)所具有的乘法交换性，总是办不到，而且三维复数(a，b，c)无论如何也不能唯一地表示出空间的力．他长期为这个问题所困扰，苦思冥想长达十几年，但一无所获．

1843年10月16日黄昏，哈密顿携夫人一道去都柏林作为会长主持爱尔兰皇家学会会议，当步行到勃洛翰格时，长期探求的内容突然像一道闪电出现了，“此时此刻我感到思想的电路接通了．”他在一刹那间顿悟出，要用新数表示出空间向量，必须作出两点让步：一是新数必须含有四个分量(1，i，j，k)；二是必须牺牲乘法交换律．他把这种新的数

a＋bi＋cj＋dk (a，b，c，d为实数)

叫做四元数，写成有序偶的形式为(a，b，c，d)．对于基本分量的乘法，他定义为：




两个四元数a+bi＋cj＋dk，e+fi+gj+hk，按普通多项式相加、相等并利用上述基本乘法公式，仍为一四元数．他通过有序偶给出了四元数的加法与乘法：

(a，b，c，d)＋(e，f，g ，h)＝(a＋e，b＋f，c＋g，d＋h)，

(a，b，c，d)·(e，f，g，h)＝(ae bf cg dh，

af＋be＋ch－dg，ag＋ce＋df-bh，ah＋bg＋de-cf)，

四元数进行乘法运算时，交换律不再成立，如

j·k＝i，但k·j＝－i；p＝3＋2i＋6j＋7k，q＝4＋6i＋8j＋9k，pq- -111＋24i＋72j＋35k，但qp=-111＋28i＋24j＋75k．

在数学史上，第一次出现了乘法交换律不成立的实例．

在数学史乃至科学史上，四元数的产生是灵感导致伟大发明的极好例证．

四元数的发明在方法论上也是富有启示的．首先是通过类比导致了哈密顿等人去寻求三维复数，但长期的错误类比困惑了人们相当长的时期．突然，一道思维的闪电将这种束缚击破，从而导致了四元数的发明．

长期以来，我们只注意了群论的产生对代数学的冲击，而忽视了四元数对代数学的影响．

正如非欧几何创立以前人们认为欧氏几何是唯一的、不可更改的几何一样，经过皮科克(G．Peacock， 1791—1858)等人的总结，到19世纪四十年代，数学界普遍接受的是下述代数公理：

1．等量各加上第三个等量得到等量；

2．(a＋b)＋c＝a＋(b＋c) (加法结合律)；

3．a＋b＝b＋a (加法交换律)；

4．等量加等量给出等量；

5．等量加不等量给出不等量；

6．a(bc)＝(ab)c (乘法结合律)；

7．ab＝ba (乘法交换律)；

8．a(b＋c)=ab＋bc (乘法对加法的分配律)．

那时数学家们把上述公理看作是自古不变的，认为存在与一般的代数不同的代数是不可思议的．试图作乘法的交换律不成立的一种代数结构，不仅没有人会那样想，就是有人想出来了，也会被认为是异端邪说，a×b≠b×a，这太与常识相悖了．哈密顿也就是长期不敢相信这个事实，但他终于迈出了这一步．

现在有了四元数，其中乘法交换律不成立，而结合律等成立，同时又能发展出一套有用的理论体系，而且在逻辑上前后一致．这就使数学家们认识到：可以构造一个有意义的、有用的数系，它可以不具有实数和复数的交换法．人们可以考虑偏离实数和复数的通常性质的自由创造．这样，四元数就使得人们认识到：代数学的公理是可以改变的，不仅交换律，就是其他运算规则如结合律等也可以不满足．可以构造各种各样的代数，而上述公理可以一个或几个不成立，这样就有大量的系统能够研究了，从而使代数学第一次达到了可以“自由”研究的程度．从逻辑上完全可以这样认为，群论可以在四元数引起代数的这些变化之后作为一个系统来研究，今天大多数群论的教材就反映了这一点．

1844年，格拉斯曼(H．G．Grassmann，1809—1877)把四元数推广到n元数组，使每一个数组(x1，x2，…，xn)与一个x1e1＋x2e2＋…＋xnen这样形式的结合代数相联系，建立了该代数的基本单位e1，e2，…，en的乘法表，并由此建立了n维空间的概念，这样就把通常的二、三维解析几何坐标推广成n个，建立了相应的n维仿射空间和度量空间的几何学．这是代数、几何学上的重大突破，在这方面格拉斯曼几采与哈密顿齐名．

1843年，凯莱也引入了n维空间的概念，1854年他又给出了八元数——称为凯莱数：x=x0＋x1e1＋x2e2＋…＋x7e7．克利福德(W．K．Clifford，1845—1879)创立了拟四元数q+wQ(q，Q是四元数，w2=-1)．等等．

面对这样多新涌现出来的代数，人们开始思索，自由创造的数学都能具有哪些性质？1857年，有人证明，在R上可除代数仅有的可能性是维数为1，2，4，8的代数，即实数、复数、四元数和凯莱数．1878年，弗罗伯尼证明了，具有有限个原始单元的、有乘法单位元素的实系数线性结合代数，如服从结合律，则只有实数、复数和实四元数的代数．魏尔斯特拉斯在1861年证明了，有有限个原始单元的，实或复系数线性结合代数，如服从乘积定律和乘法交换律，就是实数和复数的代数．赫尔维茨(A．Hurwi－tz，1859—1919)证明了实数、复数、实四元数和拟四元数是仅有的满足乘法定律的线性结合代数，哈密顿要是早知道这一点，他就不会徒劳无益地花十几年功夫寻求三维复数了．这些定理告诉人们，任意创造新的代数系统与保持某些代数性质是相互制约的．

哈密顿、格拉斯曼、凯莱等人，以推出不同于传统代数的遵守某种结构规律的代数方法，而开创了现代抽象代数的研究．减弱或者去掉普通代数的各种假定，或像非欧几何一样将其中一个或多个假定代之以其他的假定，就可以出现多种可供人们研究的体系．按照这种方法，我们可以得到群、半群、环、整环、格、除环、布尔环、域、若尔当代数、李代数，等等．这种方法无疑地得益于四元数发明后产生的思想．20世纪的抽象代数已成为数学的主流之一，这些都应该追溯到四元数．

四元数在向量分析的发展中起了重要作用，直接导出了向量分析．哈密顿本人把四元数a＋bi＋cj＋dk分为两部分：实部和他称之为向量的复数部(a Complex Pant)．两个向量按照四元数的运算法则所得出的乘积同样具有实部和向量部分．设







他记实部(数量部分)为Sαα′、向量部分为Vαα′．如果把α，α′看作两个向量α-(x，y，z)，α′=(x′y′z′)，则有

Sαα′=-α·α′，Vαα′=αxa′．

这样，向量分析的基本公式(数积和叉积)借助四元数就被确定了．著名的物理学家、数学家麦克斯韦(J．Maxwell，1831—1879)在处理电、磁的有关问题时，曾明确指出，规定一个向量需用三个分量，这三个量能解释成沿三个坐标轴的长度，并且强调说，这个向量概念就是










当它作用于点函数u(x，y，z)时，产生向量
















在哈密顿工作的基础上，19世纪80年代吉布斯(J．W．Gi-bbs，1839—1903)、希维赛德(O．Heavside，1850—1925)开创了向量分析这门新的数学分支，为物理学提供了十分有益的工具．他们两人提出，一个向量不过是四元数的向量部分，但独立于任何四元数，向量




c为实数，称为分量．规定







这样，吉布斯和希维赛德也建立起了数积和叉积；




从而建立了向量代数．







数．由t的不同值可以得到各个向量，如果都是O作为原点画出来，则这些向量的终点描出一条曲线(图13·1)．




上面我们看到的梯度、旋度就是向量微分．

向量的积分形式被19世纪的数学家、物理学家用来把许多公式表成了更加简捷的形式．高斯—奥斯特洛格拉德斯基(Gauss—Ostrogradsky)公式写成了




梯度公式写成了




希维赛德把麦克斯韦方程写成了




物理学家选择了形式上更简单、运用更方便的向量分析方法，但是相反四元数倒受到了冷落．

三、线性代数

四元数的出现为线性代数理论(主要是矩阵理论)的发展铺平了道路．19世纪的线性代数在行列式方面逐渐完善了，同时还新创立了重要的矩阵理论和线性变换理论．

柯西于1812年给出了现代意义下的行列式这个词，并且在1815年引入了把元素排成方阵并采用双重足标的记法，而1841年凯莱则引入了两条竖线，到此为止标准的行列式已经出现了：







-α′β，αβ′γ″-αβ″γ′+α′β″γ-α′βγ″+α″βγ′-α″β′γ，等．”

1815年柯西给出了行列式乘法：|aij|·|bij|=|cij|，其中|aij|、|bij|表示n




，舍尔克(H．F．Scherk，1798—1885)给出了行列式的一系列新性质，如其中某一行是另两行或几行的线性组合时，行列式为零，三角行列式的值是主对角线上的元素的乘积，等等．

1841年，雅可比给出了行列式D的导数公式(当其元素是t的函数







其中aij是t的函数，Aij是aij的代数余子式．

行列式还被用于多重积分的变量替换中．1832—1833年，雅可比给出了一些特殊的结果．1839年，卡塔兰(E．C．Catalan，1814—1894)给出了一般的结果：




其中x=x(u，v)，y＝y(u，v)是D到D′变换，其中




分也有类似结果．










1841年，雅可比写了一篇文章专门讨论函数行列式J．他给出了这样的结果：若J≠0，则F1，F2，…，FM(线性)无关．他还给出了雅可比行列式的乘积定理：







有用，利用行列式，19世纪的数学家在这方面取得了大量的成果．

1801年，高斯在《算术探讨》(Disquisitiones Arith-meticae)中引入










y2s+1-…-y2r-s．西尔维斯特(J．J．Sylvester，1814—1897)于1852年证明了著名的惯性定律：对于一个二次齐式来说，不管使用何种变换，正项的个数s以及负项的个数r-s总是不变的．

西尔维斯特对19世纪线性代数的发展做出了卓越贡献．他和魏尔斯特拉斯共同完成了二次型的理论．19世纪数学家们讨论了各种各样的特殊行列式如对称行列式、斜对称行列式、正交行列式，等等，得到了许多特殊的结果．如阿达玛(J．Hadamard，1865—1963)于1893年得




凯莱(A．Cayley)是矩阵论的创始人．在19世纪上半叶他就曾系统地研究过矩阵的有关性质．1849年他曾指出：矩阵在乘法下以及四元数在加法下构成群．1850年,西尔维斯特首先使用矩阵(Matix)一




他写了《矩阵论的研究报告》(A Memoir on the Theory of Matrices)一文，给出了适用于n×n矩阵和m×n矩阵的许多定义：两个矩阵相等就是它们的对应元素相等；一个矩阵是两个矩阵之和，就是它的元素是两个







他还给出了两个矩阵相乘的法则，并且指出，m×n矩阵只能用n×p矩阵去乘．

凯莱指出，矩阵乘法可结合，但一般不可交换．如




AB≠BA．

凯莱给出了求一个矩阵A的逆矩阵A-1的公式




(其中Aij为行列式|A|中aij的代数余子式．)

他还断言，两个矩阵的乘积为零无需其中有一个为零矩阵．1870年，皮尔斯(B．Perice，1809—1880)引进了幂零元的概念：元素A对某个正整数n满足An=0；同时还引进了幂等元的概念：元素A对某个n满足An=A．后来，人们由此而定义了幂零矩阵AM＝0与幂等矩阵Am＝A．

19世纪，人们定义了对称矩阵、反对称矩阵、斜对称矩阵、转置矩阵等特殊矩阵．1854年和1878年，埃尔米特、弗罗伯尼(F．G．Frobenius，1849—1917)分别给出了正交矩阵的定义：矩阵A是正交的，如果它等于它的转置矩阵AT的逆，即M＝(MT)-1．弗罗伯尼证明了正交矩阵总能写成(S－T)/(S+T)或者(I-T)/(I+T)的形式，其中S为对称矩阵，T为反对称矩阵，I为单位矩阵．从柯西开始，人们就开始讨论相似矩阵和相似行列式．如果存在一个可逆矩阵P使得B＝P-1AP，则称矩阵A与B相似．相应地，人们也这样定义了相似行列式．

1879年，弗罗伯尼利用行列式引进了矩阵的秩的概念．一个m×n矩阵的秩为r，当且仅当它至少有一个r阶子式的行列式不为零，而所有高于r阶的子式的行列式都为零．矩阵的秩有一系列性质：秩(AB)≤min(秩(A)，秩(B))，等等．

特征方程是矩阵和行列式理论中的重要内容，它最先是由欧拉开始研究的，随后拉格朗日、拉普拉斯在线性微分方程组的研究中明确地提出了这一概念，而“特征方程”这个术语则是柯西提出的．

矩阵A的特征多项式是由下列多项式定义的：

F(λ)＝|λI-A|=λn-C1λn-1+…＋(-1)nCn．

λI-A称为A的特征矩阵，F(λ)=|λI-A|＝0称为A的特征方程．

1858年，凯莱得到了著名的哈密顿—凯莱(Hamilton—Caylay)定理：n阶矩阵A是它的特征多项式的根，即F(A)=0．

1890年，泰伯(H．Taber，1860—？)得到了这样的结论：特征方程的所有根之和即特征根之和是矩阵A的对角线之和，即矩阵A之值，也就是说C1＝tr(A)=∑aij；而特征方程的常数项就是A的行列式之值，Cn＝|A|．

西尔维斯特还得出了“西尔维斯特定理”：若A是m×n矩阵，B是n×m矩阵，m≥n，AB的特征多项式是fAB(λ)，BA的特征多项式是fBA(λ)，则fAB(λ)=λM-n·fBA(λ)．

1878年，弗罗伯尼提出了矩阵A的最小多项式的概念，并指出它是由特征多项式的因子形成的而且是唯一的．但直到1904年亨泽尔(K．Hensel，1861—1941)才证明了唯一性，同时他还证明了，若h(x)是矩阵A的最小多项式，g(x)是A满足的任一其他多项式，则有h(x)|g(x)．

今天，我们把含有参数λ的矩阵叫做λ—矩阵，19世纪对λ—矩阵及其行列式进行了充分的讨论．1851年，西尔维斯特从对行列式




以后，1878年弗罗伯尼将这两个概念引入到矩阵中，进行了大量的工作，并以完美的逻辑形式整理了初等因子、不变因子的理论，其中的重要工作是彻底弄清楚了矩阵之间关系的结构．

如果存在两个可逆矩阵U，V使A＝UBV，则称A，B等价．

1878年弗罗伯尼证明了，矩阵A，B等价的充要条件是A和B有相同的初等因子或不变因子；而早在1868年，魏尔斯特拉斯就已经证明，两个矩阵相似的充要条件是它们有相同的不变因子和初等因子．他们所讨论的矩阵(同时也涉及到行列式)的元素不仅是实数，也扩充到了复元素．

1870年，若尔当(亦称约当)证明了任何一个矩阵A可以变到标准型




J称为约当标准型，Ji称做对于λi的约当块．矩阵A的特征多项式




矩阵的约当标准型的完整理论．

1892年，梅茨勒(W．H．Metzler，1863—？)引入了矩阵的超越函数，如eM，lnM，sinM，arc sinM(其中M为矩阵)；而且其他人将矩阵(行列式)推广到了无穷阶的情形，矩阵元素也由普通的实数、复数扩充到属于抽象域了．

凯莱、西尔维斯特建立了线性变换的理论．实际上，凯莱就是从两个相继线性变换的效应表示给出了矩阵的乘法定义．他们把一个矩阵看作一线性变换，从而利用线性变换处理了矩阵的相似、等价、合同等关系．后来线性变换又被应用于研究数论、射影几何，取得了巨大的成就，这一世纪已经出现了线性变换的矩阵标准形式：




实际上，由于这一时期已经有了一般的n维空间理论，而且变换的思想早已进入数学界，在数论、代数、几何中引用各种变换已成为一种基本方法，因此，19世纪形成线性变换的基本理论是势在必然的事情．

四、数论

数论是最古老的数学分支之一，但是，数千年来它只是一系列孤立的巧妙结果、方法的集合．真正形成一门完整的学科——具有自己独特的范式，直到19世纪才成为可能．在这方面，主要应归于四位数学家：高斯、狄利克雷、黎曼和库默尔．

1801年，高斯发表了《算术探讨》，在这部伟大的著作中他把记号标准化了，把现存的定理系统化并推广了，引进了许多新的方法，解决了许多问题，发现了一些新的成果，因此这部著作标志着数论研究新纪元的开始．他在数论方面的主要贡献是：开创了同余理论的研究，通过研究复整数的理论而奠定了代数数论的基础，系统化并扩展了型的理论，关于素数定理的工作．

高斯在《算术探讨》中首先引入了同余的记号

a≡b mod m

并且系统地给出了关于同余式的算术运算．随后就给出了关于多项式同余式基本定理的证明：一个n次同余式

Axn＋Bxn-1＋…＋Mx＋N≡0(modp)




高斯在证明了著名的二次互反律之后，在19世纪20年代，他又开始研究高次同余式的反转定律．在1828—1832年的论文中，他给出了双二次剩余定理及其证明，但没有发表．1836—1837年雅可比公开给出了证明，高斯的学生爱森斯坦(F．G．Eisens－tein，1823—1852)从1844年起先后给出了5个证明．1808—1817年高斯研究并得出了三次反转定律，但直到他去世后人们才发现他曾获得过这一成果，三次反转定律的第一个证明是1844年爱森斯坦给出的，但雅可比在1827年曾在一次讲演中给出了这个定律及其证明．一般地，设k＞1，m＞1，若有x适合xk≡n(modm)，(n，m)＝1，则n叫做模m的k次剩余，人们可以一般地讨论k次反转定律．

利用多项式的同余式，柯西在1847年还给出了复数的另一种定义：f(x)≡a＋bx modx2+1．因为x2≡-1modx2＋1，故有

f(x)＋g(x)≡(a＋bx)＋(c＋dx)≡(a＋c)＋(b＋d)x modx2＋1，

f(x)·g(x)≡(ac-bd)＋(ad＋bc)x modx2＋1．令x＝i，人们可以把对i2＋1有相同余式的所有多项式归入同一类，那么这些类就是复数．我们看到，通过这种方式定义复数在逻辑上也是完备的，这一点可与哈密顿引进有序偶定义复数交相辉映．

千百年来，人们都只承认0，±1，±2，…，是整数，但高斯却引入了“高斯整数”——复整数a＋bi，(a，b是整数)，如2＋3i，-1-5i．在1820年左右，为了讨论双二次剩余和三次剩余理论，高斯需要将形如4n＋1的素数如5分解成复的因数，因此他就认识到必须超出通常的整数域而引进复整数，这样5＝(1＋2i)(1－2i)可以分解了．早年欧拉和拉格朗日曾将复整数引入数论，但高斯却使它具有了异乎寻常的重要性．

在高斯所引入的复整数数论中，可逆元素不再是±1，而是±1，±i．如果一个复整数是两个非可逆元素的复整数的乘积，则这个复整数就叫做合数．17＝(1＋4i)(1－4i)，因此是合数，而3，7却是复素数．

高斯证明了复整数在本质上具有和普通整数相同的性质，普通素数的许多定理可以转化为复素数的定理．更为重要的是，由高斯引入的复整数理论开辟了代数数论这一新的数论分支．这一理论，在19世纪得到了巨大的发展．

从1844年开始，库默尔开始了他的理想数理论的工作．他把xp＋yp(p为素数)分解成(x＋y)(x＋αy)…(x＋αp-1y)，其中α满足

αp-1＋αp-2＋…＋α＋1＝0．

然后他称f(α)=a0＋a1α＋…＋ap-2αp-2(ai为有理整数)为复整数，这是他引进的一类代数数．

开始，他以为在上述所引进的那类代数数中唯一因子分解成立，但1843年狄利克雷告诉他，这是错误的．于是他开始想到借助于某些数——他称之为“理想数(Ideal Complex Numb-ers)，可以使得唯一因子分解







四个因子的乘积．不仅如此，2和3也可以分解了，2＝α12，3=α2·α3．借助于理想数，库默尔证明了著名的费马大定理xn+yn＝zn中n直到100的情形．他还提出了理想素因数等基本概念．

紧接着高斯和库默尔的工作，狄利克雷创立了现代代数数理论．首先他引入了n次代数数的概念：一个数r，如果它是方程a0xn＋a1xn-1+…＋an-1x＋an＝0的根，而不是次数比n低的这种方程的根(ai为有理整数)，则称r是一个n次代数数；若a0=1，则r称为n次代数整数．值




数整数，它是方程x2＋x-1＝0的根．随后，他引入了数域的概念，有理数域是最小的数域．对于一个域F，要求对于α，β∈F，有α±β，αβ，α/β(β≠0)都属于F．从有理数域Q出发，添加一个n次代数数θ，就组成了一个n次代数数域R(θ)．不仅如此，戴德金还引入了环的概念，对于一个环F，要求对于α，β∈F，有α±β，αβ∈F．

有了这些准备，戴德金于1871年给出了理想的定义：设Q(θ)为一n次代数数域，α1，α2，…，αq为Q(θ)内任意给定的q个整数，称所有形如η1α1+…＋ηqαq(η1，η2，…，ηq为Q(θ)中的整数)的整数所成的集合为由α1，…，αq生成的理想，并用(α1，…，αq)







(其中N(α)为α的范数)，同时给出了理想的唯一分解定理：任一不为单位理想的理想A可以分解为素理想的乘积，如果不计其排列的次序，则分解法唯一．

在1880年左右，克罗内克(L．Kronecker，1823—1891)通过对给定域k添加未知量x1，x2，…，xn而引入模系的概念重新奠定了代数数域的数论基础，在这方面，他不仅吸收了高斯、库默尔(克罗内克是他的得意门生)等人的思想，而且他利用了柯西、刘维尔、康托尔等人的结果．这样，在19世纪人们就知道了如下的一系列域：有理数域、实数域、复数域、代数数域以及一个或多个变数的有理函数域．

19世纪代数数论工作的顶峰是希尔伯特的成就．在1893—1898年期间，他主要从事代数数域理论的研究．




1893年德国数学会要求他和闵科夫斯基(H．Minkowski，1864—1909)在两年之内提交一份数论的报告．闵科夫斯基不久就放弃了这个报告，而希尔伯特却在1896年的年报上(发表日期是1897年4月)发表了不朽的报告《代数数域理论》(Die Theorie der Algebr-aischen Zahlkrper)．这份报告不但弥补了许多前人研究的漏洞，而且把整个理论铸成一个统一的整体，给出了获得这些理论的新颖、漂亮、强有力的方法．他引入了范数剩余记号，相对循环域的中心定理，后来在1898年又引入了类域的概念．同时在已知代数数域k上的相对伽罗瓦域k的理论、相对阿贝尔数域理论、范数剩余理论等方面都得出了杰出成果．我们认为，他下面的一段话可以作为19世纪代数数论的总结：“数域理论是一座具有罕见的优美及和谐的大厦，这个建筑最富有匠心的部分我觉得是阿贝尔数域理论，它通过库默尔的高次互反律的工作以及克罗内克对椭圆函数的复数乘法的研究而开辟”．

解析数论是19世纪数论新产生的另一个重要分支，它的基本思想是将微积分等解析方法和解析成果引入数论研究中．解析数论可以认为是狄利克雷创立的．1863年，他发表了《数论讲义》(Vorlesungen über Zahlentheorie)一书，这本书可以看作是解析数论产生的标志．他第一次利用解析方法证明欧拉和勒让德分别于1783、1785年提出的一个猜想：每一个算术序列

a， a＋b， a＋2b，a＋3b，…，a＋nb，…

中包含无穷多个素数，其中(a，b)＝1．1837年狄利克雷证明了这一猜想．在证明的过程中，他引入了著名的狄利克雷L函数(Dirichlet L-function)：




从这以后，解析数论就开始蓬勃发展了．数论中有些问题不用解析方法就不能解决或者解决起来十分困难．这样，解析数论也就日益受到重视．

解析数论在19世纪取得的最大成就是证明了素数定理．对于不超过x的素数的个数，我们用π(x)表示．从欧几里得时代开始，人们就试图弄清素数的分布规律．1800年左右，勒让德提出了一个令人惊奇的渐近公式










1852年左右，俄国数学家切比雪夫(П．Л．Чебышев，1821—1894)证明了切比雪夫不等式：




其中0.922＜A1＜1，1＜A2＜1.105．

他还引进了两个重要的“切比雪夫函数”：










等价于θ(x)～x或ψ(x)～x(x→＋∞)．

1874年左右，梅滕斯(F．Mertens，1840—1927)证明了有关素数平均分布的三个重要结果：




1859年，黎曼发表了题为《论不超过一个给定值的素数个数》(Ueber




拉在1737年得到的著名公式













但是，黎曼把s看作复变数．对于s＝x+iy，当Res≤1时级数不收敛，因此有Res＞1．他证明了由欧拉提出的一个关系式：













黎曼的工作表明，研究素数分布的关键在于进一步讨论复变函数




向、利用他的方法，利用19世纪复变函数论中高深的整函数理论，在1896年，终于由阿达玛和法雷·布散(Charles－JeandelaValléePoussin，1866—1962)同时独立地证明了素数定理：




这是一个十分优美的定理，它把两个似乎毫无关系的数学内容(对数与素数分布)紧密地联系在一起了．为了证明它，人们花费了长达一百多年的时间．这个定理在整个解析数论中占有十分重要的地位．在1896年以后，人们给出了许许多多进一步的结果，同时也得到了许多不同的证明方法．

19世纪在超越数的研究方面取得了重大进展．1844年，刘维尔证明了下述形式的任何一个数都是超越数：




特别取ai=1，则得到著名的刘维尔数

α＝0.110001000000000000000001…．

这样，在数学史上第一次证明存在超越数，并给出了一类具体的超越数，堪称人类认识超越数的第一个里程碑．

1873年，埃尔米特证明了自然对数的底e是超越数．利用他的方法，1882年林德曼(C．L．F，Lindemann，1852—1939)证明了圆周率π是超越数．π是超越数的证明，解决了(利用直尺)“化圆为方”问题．囚为所有可用直尺和圆规作出的数都是代数数，而π不是代数数，所以“化圆为方”不可能．至此，这个结果与旺策尔(P．L．Wantzel)(1837年)、伽罗瓦的著名结论一起，彻底解决了(证明其不可能性)“几何三大问题”．1895年，F．克莱因用简单明了的方法统一证明了“几何三大问题”的不可能性．

应该指出的是，1874年康托尔关于集合论的工作，是超越数理论的重大突破．这一年，他证明了全体代数数组成的集合是可数的．而实数是不可数集合，因而他从存在性角度证明了必定有超越数存在，这是康托尔关于超越数的非构造性存在的证明，这可与刘维尔实际构造出超越数媲美．从逻辑上说，康托尔的工作完全可以独立地作为存在超越数的证明，尽管他没有指出哪一个数是超越数．康托尔的证明还揭示了超越数的一个重要性质：超越数集与实数集(当然也与复数集)一一对应，是不可数集合，因此超越数比代数数“多得多”．

1900年希尔伯特曾把超越数问题作为“二十三大问题”中的第7个而提出来，超越数理论的确在今天也颇为引人关注．

19世纪数论还在许多其他领域取得了重大进展，如整数的型的表示，丢番图分析、数论函数、数的几何、格点问题，复数乘法论，等等．19世纪为数论的发展开辟了广阔的领域，取得了丰硕的成果，代数数论、解析数论等的出现及其发展，为数论在20世纪的研究打下了坚实的基础．







第二节 几何学的发展



一、近代射影几何——综合几何的发展

自从笛卡儿等人创立解析几何以后，代数的和分析的方法统治着几何学，综合的方法受到了排斥．但是，优美而直观、清晰的几何方法，一直吸引着不少几何学家．19世纪初，不少著名的数学家指出，综合几何——用综合的方法对几何进行的研究被不公平、不明智地忽略了，因此应该积极努力地来复兴和扩展综合几何．

以庞斯列(J．V．Poncelet，1788—1867)为代表的几何学家放弃分析的方法，采用纯粹几何的方法进行探讨．他们取得了丰硕的成果，这些成果在19世纪早期是几何学的主流．为了和笛卡儿的解析几何以及欧几里得几何有所区别，人们称之为近代综合几何．

实际上，这种近代综合几何是17世纪帕斯卡、德扎格等人开创的射影几何的复兴，因而又被人称为近代射影几何．

综合的欧几里得几何学在19世纪初取得了一些新成果，产生了数以百计的新定理．

19世纪综合几何的主要成就是射影几何学的复兴．射影几何学在17世纪曾有过突出的成就，但却被解析几何、微积分淹没了．数学家们经过论战，终于在19世纪为综合几何赢得了较高的地位．

综合几何尤其是射影几何在19世纪的兴起主要应归功于以蒙日(G．Monge，1746—1818)为首的法国数学家．他是法国拿破仑时代数学界的导师，也是一位优秀的教师，大批的优秀几何学家都是在他的直接教导和影响下成长起来的，其中就有庞斯列和卡诺．

射影几何学的复兴始于卡诺(L．N．M．Carnot，1753—1823)，他是蒙日的学生，物理学家S．卡诺的父亲．他是受蒙日的影响研究几何学．1803年，出版了《位置几何学》(Géomé-trie de Position)，1806年版了《横截线论》(Essai SurLa théorie des transversales)，在这些书中，他导出了完全四边形和完全四角形的性质，并且引入了种种有价值的射影几何理论，他试图证明射影几何方法并不比解析几何方法逊色．

庞斯列在俄罗斯的监狱中给纯粹的几何方法注入了新的生命力．1822年，他的研究成果《图形的射影性质》(Traité despropriétés projectives des figures)在巴黎出版．这本书内容极为丰富，它所研究的是那些在射影时保持不变的性质．平面图形的某些度量性质(如距离、角度)在投影时有所变化，但有些却不变，如四条相交于一点的直线被一截线所割，截点分别是A，B，C，D，则(AB∶BC)∶(AD∶DC)不变．他称(AB∶BC)∶(AD∶DC)为点列的反调和比或交比．他详细讨论了交比、射影对应、对合变换、圆上虚渺点等基本概念．

庞斯列在射影几何方面的工作以三个观念为中心：(1)透射的图形；(2)连续性原理；(3)圆锥曲线的极点与极线．以这些观念为中心，他奠定了射影几何的基础．

19世纪射影几何的一个重要成就是建立了对偶(duality)原理．庞斯列等人认识到，涉及平面图形的定理，如果把“点”换成“线”、“线”换成“点”，重述一遍，不但话谈得通，而且竟是正确的．这是为什么呢？为此数学家们展开了争论，庞斯列队为配极关系是其原因．

热尔岗(Joseph－Diez Gergonne，1771—1859)则坚决主张对偶原理是一个普遍性原理，适用于除了涉及度量性质之外的一切陈述和定理，配极关系是不必要的中介．他首先引入“对偶性”这个术语来表示原定理与新的对偶定理之间的关系．他还注意到在三维的情形中点与面是对偶的元素，线的对偶元素是自身．

热尔岗发明了把对偶的定理写成两栏的格式，把对偶的定理并排写在原来命题的旁边．下面我们看看德扎格定理及其对偶：

德扎格定理 　　　　　　　　　　　　　　　德扎格定理的对偶

如果有两个三角形，联接对应顶点的线过同一个点O，那么对应边相交的三个点在同一条 线上．

如果有二个三角形，联接对应边的点在同一条线O上， 那么 对应顶点相连的三条线过同一个点．

我们看到德扎格定理的对偶也是正确的，实际上它是原来定理的道定理．

瑞士数学家施泰纳(J．Steiner，1796—1863)建立了射影几何学的严密系统，他把卡诺在完全四边形方面的工作推广到空间多边形，完成了点列、线束、二项曲线及曲面的理论，讨论了圆锥曲线的种种性质．其主要著作是1832年出版的《几何形的相互依赖性的系统发展》(Systematische Entwicklungder Abh ngigkeit geometrischen Gestalten Voneinaader)，这本书的主要原理是运用射影的概念从简单的结构(如点、线、线束、面、面束)建造出更复杂的结构．1867年他又对射影几何的原理作了详细说明．

施泰纳从开始研究几何时就使用对偶原理，他把圆锥曲线的对偶化称为线曲线，把作为点的轨迹的通常的曲线称为点曲线，点曲线的诸切线是一条线曲线．在圆锥曲线的情形就构成对偶曲线．利用圆锥曲线的对偶概念，可以把许多圆锥曲线定理如帕斯卡定理换成其对偶命题．

沙勒(M．Chasles，1793—1880)指出，从对偶原理来看，在射影几何中线可以同点一样基本．他引进了一些新的术语，如把“交比”称为“非调和比”，称将点变成线、线变成点的变换为对射，等等．

长期以来，人们对射影几何与欧氏几何的关系一直不清楚．1847年，德国数学家斯陶特(K．G．C．V．Staudt，1798—1867)出版的《位置几何学》(Geometrie der Lage)澄清了这方面的关系，他指出，射影几何完全可以摆脱长度的概念．例如：“交比”是一个基本概念，他




地不依靠长度和迭合的概念就得到了建立射影几何的基本工具．因此，他指出射影几何学实际上比欧氏几何还基本，射影几何学是与距离和角的大小无关的学科，欧氏几何实际上可以看作射影几何的特例．这样，斯陶特完全摆脱了代数和度量的关系，建立了“纯粹”的综合几何理论．

射影几何从古希腊起就已出现，17世纪德扎格、帕斯卡又进一步发展了，到19世纪中叶，已经发展成了一门十分成熟的学科，占据着几何学乃至数学的重要地位．

二、非欧几何的建立

从欧几里得本人开始，欧氏几何第五公设(平行公设)就一直是数学家的一块心病，它完全不能满足人们的审美要求．这条公设冗长，一点也不直观，与具有简单性、简明性的美妙的欧氏几何太不相称了．于是，许多数学家力图由其他公理、公设中推出平行公设，但谁也没有成功．尽管如此，19世纪以前依然进行了一些有价值的工作，他们中有普罗克洛斯(Proclus，约公元412—485年)、沃利斯、萨凯里(G．Saccheri，1667—1733)、克莱罗、兰伯特、勒让德、普雷菲尔(J．Playfair，1748—1819)等等．

萨凯里的工作最值得重视，在1733年发表的论文中，他从一个四边形ABCD开始，其中A和B是直角，且AC＝BD，(图13．2)易证∠C＝∠D，欧氏几何平行公设相当于∠C，∠D是直角这个论断，于是他在下列两种情形中选择：




(1)钝角假设：∠C、∠D是钝角；

(2)锐角假设：∠C、∠D是锐角．

他首先证明第1种情形不可能．其次，他在考虑第二个假设时，没有得到任何矛盾，并且得到了许多有趣的定理，本来这种没有矛盾的系统完全可以宣称是一种新几何，但他缺乏理论勇气，以“结论不合情理”而否认了．胜利的果实滑到嘴边又溜走了．

数学王子高斯在18世纪就知道要证明平行公设是徒劳的，并且在15岁时已经掌握了能够存在一种逻辑几何的思想，其中欧氏平行公设不成立，他在思想上是非常解放的，丝毫不会为传统观念所左右，也不为科学泰斗所吓倒．从1813年他就开始发展新几何，起初他称反欧几何(anti-Euclidean Geometry)，星空几何，最后称非欧(Non－Euclidean)几何，他认为非欧几何在逻辑上是相容，并且具有欧氏几何一样的可应用性．但他在行动上一向谨小慎微，怕受人奚落，不为人理解，不敢发表离经叛道的、但被他认为是正确的学说．

1826年2月12日，俄国学者罗巴切夫斯基在喀山大学数理系宣读了《论几何原理》一文①，宣告了非欧几何的创立．1835—1837年，他发表《具有平行的完全理论的几何新基础》，较好地表达了他的思想，他称他的新几何为“虚几何”．1840年用德文出版了《平行理论的几何研究》(GeometrischeUntersuchun－genZurTheoriederparalle-llinien)，在双目失明后仍口授出一部关于他的几何的完全新的说明，于1855年以《泛几何》而出版．




几乎与此同时，匈牙利军官波尔约(J．Bolyai)在1825年左右已建立起非欧几何思想，并于1832—1833年以《绝对空间的几何》一文作为其父沃夫冈·波尔约(WolfgangBolyai，1775—1856)《为好学青年的数学原理论著》的附录出版了．他的工作与罗巴切夫斯基的工作一起分别创立了非欧几何．

高斯、罗巴切夫斯基、波尔约都认识到欧氏平行公设不能在其他公设基础上证明，平行公设是欧氏几何中独立的和必不可少的，非欧几何就是采取一个与平行公设相矛盾的命题，并从与此组成的一组新公理中，重新建立一种几何．

罗巴切夫斯基放弃了平行公设，提出了“罗氏平行公设”：过定直线外一定点有无数条定直线的平行线，并按如下方式建立新几何：“设想从一点(C)作垂线α垂直于已知直线(AB)，并从该点向直线作平行线；记F(α)为α和平行线间的角”．在图13．3中，




过点C的所有直线关于直线AB可以分成两类，一类直线与AB相交，另一类不相交．直线p与q属于后一类，构成相交与不相交两类直线的边界．F(α)是AB的垂线α与过C的AB的平行线间的角，称为平行角．在罗巴切夫斯基几何中，过C与AB平行的直线有无穷条．这正与欧氏几何中“过定直线外一定点只有一条定直线的平行线”形成了鲜明对照．







角形的内角之和恒小于π，且随着三角形面积的增大而减小，当面积趋于零时，它就趋于π．

“假设三角形内角和小于π，就导致出圆随半径的增长不趋于直线，而趋于一特种曲线，我们称它为极限圆．球面在这种情况下也趋向于一曲面，类似地，我们称它为极限球面．”







对于图13．4中的球面三角形，他给出了公式

ctgF(α)=ctgF(c)sinA，

sinA＝cosB sinF(b)，

sinF(c)＝sinF(a)sinF(b)．

“一般说来，在直角三角形中，a，b为直角边，π-2ω为各角和，则有




因而三角形越小，它的各角之和同两直线的区别越小．”

根据对无穷小三角形的研究，罗巴切夫斯基还得出了曲线y＝f(x)在(x，y)处的弧微分公式




于是，半径为r的圆周长c=π(er－e-r)，圆面积A＝π(




随后，他还建立了非欧空间的解析几何和微分几何的原理．非欧几何的一种形式——罗巴切夫斯基几何已经建立起来，“无论如何，新的几何学，它的基础已在此被规定，如果不存在于自然界中，那也可以存在于我们的虚想之中，它无助于实际测量，但对几何学和分析学的互相利用，却开拓了一个新的、广阔的领域．”

非欧几何的诞生在数学史上具有十分重大的意义．它使人们认识到，平行公设不能在其它公设的基础上证明，它是独立的命题，因而可以采用一个与之矛盾的公理并进而发展成为全新的几何．

三、微分几何

19世纪微分几何的主要成就是柯西、高斯和黎曼做出的．不仅如此，高斯还提出了一个全新的概念：一张曲面本身就是一个空间，这个概念随后为黎曼所推广．并且由此确立了罗巴切夫斯基几何的“合法”地位，从而在非欧几何中开辟了新的发展道路．

空间曲线理论在19世纪日趋完善．1826年，柯西在他的名著《无穷小计算在几何上的应用教程》(Applications du Cal-cul infinitésimal á la géemétrie)中，改进了一些新的概念并且澄清了空间曲线理论中







其中cosα，cosβ，cosγ是 直线的方向余弦，这在今天已成标准形式．他取弧长作自变量(s)，从而得到空间曲线任一点处切线的方向余弦













柯西把切线和主法线决定的平面作为密切平面，这个平面的法线是次法线，而次法线的方向余弦cosL，cosM，cosN由下列公式给出：













和挠率确定以后，曲线就几乎被完全决定了．弗朗内(F．J．Frénet，1816—1900)、塞雷(J．A．Serret，1819—1885)分别于1847年，1851年发现了上述柯西的切线、次法线的方向余弦的导数公式，同时还发现了法线的方向余弦的导数公式：




这三个公式就是空间曲线理论中著名的弗朗内—塞雷公式．用向量表示为：




称为曲线论的基本公式．

1828年，高斯发表《关于曲面的一般研究》(Disquisitio-ns Generales Circa Superficies Curvas)一文(完成于1827年)，对微分几何的进展起了决定性的作用，给出了今天教科书中曲面论的大多数结果．

高斯利用欧拉的参数u，v表示曲面的思想，将曲面方程写成x＝x(u，v)，y＝y(u，v)，z＝z(u，v)．他的出发点就是利用参数表示来进行曲面的系统研究．













E， F， G称为第一类基本量，在曲面上每一点都是常数．

接着，他又开始考虑另一个基本量——曲面上两条曲线之间的夹角θ．对于从(u，v)出发的曲线上的两条曲线，一个由du∶dv给定，一个由δu∶δv给定，高斯证明了两条曲线之间的夹角θ满足
















L，M，N称为第二类基本量．

进行了这些准备工作后，高斯证明了曲面的全曲率公式K，并且证明他的K就是欧拉在18世纪提出的两个主曲率k1，k2的乘积，即K＝










变量．

引进这些基本量以后，高斯又考察了曲面的许多性质．他特别对曲







且两张曲面对应点的距离元素相等，即

E1du2+2F1dudv＋G1dv2=E2du2+2F2dudv＋G2dv2．










这个公式称为高斯特征方程．1860年，巴尔策尔(R．Baltzer，1818—1887)改写为




它揭示了第一、二类基本量之间的关系．有了这个关系式后，高斯于1826年得到了“高斯定理”：一个曲面的全曲率被曲面的第一类基本量完全确定，等距曲面在对应点一定有相同的全曲率．他称这个定理为“极妙的定理”．

迈因纳尔迪(G．Mainard，1800—1879)在1857年，科达齐(D．Codazzi，1824—1875)在1868年分别得到了方程(今天称之为迈因纳尔迪—科达齐方程)：




这两个方程与高斯特征方程一起构成曲面论的基本方程．

1867年，邦内(O．Bonnet，1819—1892)证明了：如果给定了u和v的六个函数E，F，G和L，M，N，它们满足曲面论的基本方程，则它们除了在空间的位置和定向外，唯一地确定了这张曲面．

1861年，魏恩加滕(J．Weingarten)发现了“魏恩加滕公式”：




这个公式与下列高斯公式一起构成了“曲面的基本公式”，它们在曲面论里的作用相当于弗朗内—塞雷公式在曲线论里的作用．高斯公式是




当F＝0时，曲面论的基本方程与曲面论的基本公式都可以大为简化．

在1827年的文章中，高斯还研究了另一个十分重要的课题——寻找曲面上的测地线．测地线这一名称是列维尔在1850年引进的，取自大地测量学．测地线在今天的微分几何教材中又称短程线．对于一个由测地线构成的三角形，高斯证明了一条关于曲率的著名定理．设k是一个曲







表明，在一个测地三角形上曲率的积分等于三个角之和超过π之盈量，或在三角形之和小于180°时，等于三个角之和不足π之亏量．




若Γ是曲面上的测地(短程)多边形，则一般地有




后来，邦内把高斯的结果推广，对曲面∑上的单连通域∑1和它的边界线Γ，得到了高斯—邦内公式：




其中kg为Γ的短程曲率，τ为由方向余弦到Γ的切线矢的有向角．

高斯在曲面保角变换方面也进行了十分有价值的工作，并由此而获得了丹麦皇家科学会的奖金．

高斯证明了曲面的几何可以集中在曲面本身进行研究，曲面本身就可以看成是一个空间，因为它的全部性质都被ds2＝Edu2+2Fdudv＋Gdv2确定了，这样就可以抛弃以往的观念：曲面是位于一个三维空间中．这样就意味着，如果把曲面本身看作是一个空间的话，至少在曲面上就有非欧几何；而且，由于一张曲面由E，F，G确定，于是曲面就有E，F，G所确定的几何，这个几何对于曲面是内蕴的，而与周围的空间毫无关系，因此随着E，F和G的不同的选取，同一张曲面可以有不同的几何．

这样，我们就可以轻而易举地在欧氏几何曲面上实现非欧几何了．如果把球面看成三维空间中的一张曲面，球面的几何就是欧氏的；但如果把球面本身当作一个空间来研究，取纬度和经度作为点的坐标，大圆弧就是“直线”(称为测地线或“短程线”)，这样的几何就是一种非欧几何．这样得到的空间是一个二维的正的常曲率空间，这样的几何在今天称为二重椭圆几何．这种非欧几何模型曲面的例子是黎曼在1854年给出的．

1868年，意大利数学家贝尔特拉米(E．Bèltrami，1835—1900)独立而成功地找到了非欧几何模型，在数学史上使罗巴切夫斯基等人开创的非欧几何得到了举世公认，在整个科学史乃至人类思想史上具有十分重大的意义．

贝尔特拉米是通过研究具有常数全曲率的曲面而作出这一重大发现的．从高斯起人们就知道，具有相同的常数全曲率k的曲面互相等距等价，因而有相同的内蕴性质．当常数k＝0时，曲面和平面等距等价；




识到k＝0时的几何实质上就是欧氏几何；k＞0时的几何，1854年黎曼发现是一种非欧几何——椭圆几何学．1868年，贝尔特拉米发现，如果令yz平面上的曳物线










绕z轴旋转，即得到伪球面













质上就是罗巴切夫斯基几何——双曲几何．这样具有负常数全曲率的曲面的内在几何与双曲几何的关系就被发现了．

19世纪微分几何的第三个里程碑是黎曼奠定的．他在几何领域中是高斯的忠实追随者和发扬光大者．1854年，高斯给黎曼指定以几何基础作为他取得大学教授资格应作的演说，当时能听懂他的报告的，只有已入暮年的高斯．他的1854年的演讲稿后来以《关于作为几何学基础的假说》(Ueber die Hypothesen，wel-che der Geometrie Zu Grunde liegen)于1868年出版了．这篇文章已经成了数学史上的经典著作．

黎曼几何的主要工作是把通常熟悉的三维空间推广到n维空间中的m维可微流形．对于同一张曲面可以有ds2=dx2＋dy2＋dz2，而ds2＝Edu2＋2Fdudv＋Gdv2．随着E，F，G的不同可以有不同的几何，因此选取ds2的不同表达式，就可以得到完全不同的几何——一种非欧几何，这种思想本来是属于高斯的，在1854年的论文中，黎曼把这种研究曲面时的思想推广到任意n维空间，提出了这样的观念，对于n维空间点集中的每一个点用n个坐标(x1，x2，…，xn)表示，而空间一条曲线xi＝xi(t)，i＝1，2，…，n的弧长微分ds，就可以用一个恒正二次齐式表示出来：ds2=∑gijxixj．研究由黎曼所引进的这种空间的几何学在今天就称为黎曼空间几何学．高斯等人所研究的曲面的内在几何学中的主要内容都可以推广到几维黎曼空间，而曲面的内在几何学可以看作是二维的黎曼空间几何．如对于t＝α和t＝β之间的曲线可以给出长度l＝










这方面，黎曼给出了依赖于流形的性质而不依赖于所采用的特殊坐标系的程序．

黎曼几何的另一件重要的工作是改进、引进了许多新的记号．如黎




—1900)正式引入了各种形式的“克里斯托费尔记号”：




黎曼引进了现在通称的“黎曼四指标记号”




“克里斯托费尔四指标记号”则是克里斯托费尔仿照黎曼引进的：




引入这些记号后，从而开始了张量演算．

贝尔特拉米不仅详细研究了具有负常数全曲率的曲面，而且他还第一个对曲面论的不变量作了深入详细的研究，由此开创了19世纪人们对不变量的广泛研究．微分不变量理论以及黎曼等人引入的记号对张量分析起了积极的推动作用．张量分析由里奇(C．G．Ricci，1853—1925)和列维—齐维塔(T．Levi—civi-ta，1873—1941)在20世纪初，发展成一门独立的学科，1916年爱因斯坦(A．Einstein，1879—1955)给出了“张量分析”这个名称．

黎曼几何倍受物理学家青睐，尤其是爱因斯坦创立相对论大量应用了它，同时爱因斯坦也对此作出了贡献．翻开《爱因斯坦文集》，看到里面有那么多地方利用了黎曼几何，赞美了黎曼及其几何，我们就不难理解黎曼几何的重要性．黎曼几何还为现代微分几何奠定了基础．

四、爱尔兰根纲领

(Erlangen Programm)

19世纪初叶射影几何重新为人们重视后，不仅有数学家从“纯粹”综合的角度进行研究，而且随着研究的进一步深入，有不少数学家开始从代数甚至从群论的角皮进行探讨，这样几何学的研究就进入了一个新的时期．不仅射影几何有了进一步的发展，而且各种度量几何的内在关系也逐渐为人们揭示了．




ücker，1801—1868)从代数方面发展了射影几何．他们的工作之一是引进了齐次坐标．普吕克还对几何观念给出了优美的代数表示，利用齐次坐标，他给出了无穷远线、圆上无穷远点等等许多概念的代数表示．他积极地利用射影的概念研究高次平面曲线和高次曲面，得到了许多重要的结果．

在斯陶特弄清楚了射影几何与欧氏几何的关系后，数学家们开始根据射影概念进行建立欧氏几何度量性质的工作．拉盖尔(E．Laguerre，







其中(uu′，ww′)是u，u′及两条虚直线w，w′四条直线的交比，i为虚单位．

凯莱引入二次型及双线性型




F(x，x)＝0为一条二次曲线即凯莱绝对型．绝对型的线坐标方




子式．有了这些准备工作后，他定义两点x=(x1，x2，x3)及y＝(y1，y2，y3)间的距离δ，




线坐标为u＝(u1，u2，u3)及v=(v1，v2，v3)的两直线的夹










行列式中aij的代数余子式．

这样，长度和角度这些度量的性质也可以用射影关系来决定了．因此当时人们就说：“度量几何也仅仅只是射影几何的一部分．”1859年，凯莱甚至说：“射影几何是所有的几何，反之亦然．”

不仅如此，19世纪中叶以后，几何学的种类如雨后春笋般不断涌现．面对这种形势，人们发现，利用图形在变换下的性质，可以发现从欧氏几何到射影几何之间的关系．客观形势向人们提出这样的问题：能否用协调一致的观点来统一已有的几何：欧氏几何，非欧几何，射影几何，仿射几何，等等．这件工作历史地落到了F．克莱因的肩上．

F．克莱因(Fleix Klein，1849—1925)是天才的德国数学家，在几何学方面他的工作是19世纪统一数学的重要方面．在几何学的具体工作方面，他第一个认识到无需用曲面也可以获得非欧几何模型；成功地证明了依赖于绝对形性质的凯莱度量将产生双曲几何与二重椭圆几何；提出了单重椭圆曲面模型，等等．他还引进了许多新的术语．他彻底弄清了射影几何的基本地位，这一工作为几何公理化铺平了道路．

F．克莱因在几何学方面的杰出贡献，是他在1872年向爱尔兰根大学哲学教授会和评议会所作的就职演说．他以自己的工作和李(Sophus Lie，1842—1899)在群论方面的工作为基础，对当时的几何学做了整理分类，并且提出了研究几何学的新的有效的途径．这个演说连同他所提出的几何学研究大纲，被人们称为“爱尔兰根大纲”．今天，“爱尔兰根大纲”系指：《关于现代几何学研究的比较考察——1872年在爱尔兰根大学评议会及哲学院开学典礼上提出的纲要》．

F．克莱因的基本观点是，每种几何都由变换群刻划．为此他给出了一个著名的定义——几何学，是当集合S的元素经过某种变换群G中所包含的变换时，集合S保持不变的那些性质的研究，记为(S，G)．每种几何要做的工作就是考虑在某个变换群中的不变量；一个几何的子几何是在原来变换群的子群下的一族不变量．这个纲领使得一些数学家认为，全部数学可以通过群论而统一．

按照F．克莱因的观点，几种主要几何间的关系是这样的：




爱尔兰根纲领包括十大部分：一、空间变换群，主群一般性问题的提出；二、一个包含另一个连接起来的变换群，几何学研究的各种类型及其相互关系；三、射影几何学；四、用基础流形的一个变换建立的相互关系；五、空间元素选择的任意性，海赛(Hesse)相关原理，线几何学；六、反演几何学关于x+iy的解释；七、前述内容的推广、李球几何学；八、建立在点变换群基础上的其它方法；九、全体切触变换群；十、关于任意维流形．

爱尔兰根纲领的思想统治几何学长达五十年之久，后来人们发现有些新的几何分支如代数几何和新发展的微分几何都不能纳入爱尔兰根分类方案．但这个纲领却对数学发展尤其是几何、群论的发展产生了深远影响，同时还对物理学尤其是狭义相对论产生了积极影响．




第三节 数学分析的发展



一、复变函数论

复变函数(主要是单复变函数)是19世纪数学最独特、最富有成果的创造．M．克莱因指出，复变函数“统治了19世纪，几乎像微积分的直接扩展统治了18世纪那样．”在这个领域，数学家们进行了深刻而富有成效的研究，使得复变函数发展成了一门完善的学科．

直到18世纪，人们才较为全面地掌握了复数，并开始广泛运用复数．复变函数则由于用部分分式积分法求解积分、确定负数与复数的对数、保形映射等问题而进入数学领域．

如果函数的自变量是复数z＝x+iy，那么函数w=f(z)叫做复变函数．

f(z)也可以写成关于实函数P(x，y)，Q(x，y)的w＝f(z)＝P(x，y)＋iQ(x，y)的形式．如果f(z)在区域D内处处有导数(有限个点除外)，则称f(z)为D内的解析函数，而没有导数的点称为奇点．复变函数主要讨论解析函数的一系列性质．

达朗贝尔在1752年、欧拉在1777年分别得到了w=f(z)为解析函数的条件是




这个条件被人称为达朗贝尔—欧拉条件．后来柯西、黎曼进行过更为详细的研究，因而今天又被称之为“柯西—黎曼条件”，简称C—R条件．

18世纪拉普拉斯也研究过复变函数．他们主要是利用复变函数进行积分．

进入19世纪后，高斯进行了大量的工作．在威塞尔(C．Wessel，1745—1818)、阿尔冈(J．R．Argand，1768—1822)等人工作的基础，他系统地引入了复数a＋bi的几何表示、向量表示及其运算，




是在，1811年左右，他引进了有关单复变函数的一些基本概念，对于复函数及复变函数积分已有很明确的概念．

泊松(S．D．B．Poisson，1781—1840)在1815年讨论了沿复平面的路径所取的复函数的积分，他是第一个沿着复平面上的路径实行积分的人．

19世纪复变函数论的全面发展，主要是柯西、黎曼、维尔斯特拉斯等人的贡献．

柯西研究复变函数的动机之一，是为了找到定积分的统一计算方法．1814年他在巴黎科学院宣读了《关于定积分理论的报告》(Mémoire Sur la théorie des intégrales défi-nies)一文(该论文发表于1825年)，处理了复函数的积分问题．1825年，他写了《关于积分限为虚数的定积分的报告》(Mámoire Sur les intégrales définies prises ent-re des limites imaginaires)(发表于1874年)，在这篇重要的论文中，详细讨论了复变函数的积分




其中z=x+iy．他定义这个积分为




的极限，其中x0，x1，…，X及y0，y1，…，Y是沿着从(x0，y0)到(X，Y)的路径的分划点．他叙述并证明了：若f(x+iy)对于x0≤







1826年左右，柯西提出并发展了留数的概念．他开始时把f(z1)称




在z1的留数也是f(z)展为z-z1的幂级数展开式中(z-z1)-1项的系数．1841年，他给出了在一个极点的留数的公式




1846年，他得到了关于沿着一条任意闭曲线的积分∫f(z)dz的一个新结果：若曲线包围着一些极点，那么积分的值就是函数在这些极点上的留数之和的2πi倍，即489∫f(z)dz=2πiE[f(z)]E[f(z)]是柯西发明的代表留数之和的符号．

1831年，柯西推出了著名的积分公式




其中c是区域D的边界，而z是D内任一点．

1831年，他还得到了这样的重要结论：函数f(z)可以按照马克劳林公式展开成为一个幂级数，它对所有这样的z收敛——z的绝对值小于使函数或其导数不为有穷或不连续的z．

以解析式表示的函数的导数和积分为基础，从1821年开始，在长达25年的年代里，柯西建立了一整套复变微分和积分的理论．

在高斯的指导下，黎曼于1851年11月以论文《单复变函数的一般理论的基础》(Grundlagen für eine allegemeineTheorie der Functionen




极高评价的博士论文奠定了复变函数论的基础．

黎曼将单值解析函数推广到多值解析函数，在这个过程中，他引入了黎曼曲面这一重要概念，从而建立了复变函数的几何理论基础．如w2＝z是一个多值函数，对每一个z的值，有w的两个值与之相对应．为




给每一个分支引进一个z值平面，并且在每一个平面上引进一个点对应于z=∞．这样两个z平面(两叶)就可以按一定方式在z=0和z=∞处连接起来，由此就组成黎曼面．

多值函数越复杂，则黎曼面越复杂．一个n值函数需要一个n叶(即n个z值平面)黎曼面．黎曼面不仅是描绘多值函数的一个十分有效的办法，而且能有效地使多值函数在曲面上单值，与z平面上的情形相对应．这样一来，许多关于单值函数的定理可以推广到多值函数．

在研究多值函数方面，有许多重要的概念困惑了不少数学家．直到1850年以后，皮瑟(V．Puiseux， 1820—1883)才第一次弄清了极点与支点的区别，而在这之前柯西几乎没有察觉到二者之间的区别．皮瑟还引入了本性奇点的概念．柯西引入了切支分割的概念．在这些工作的基础上，黎曼建立了黎曼面的连通数和支点数之间的关系．

1859年，黎曼在其著名论文《论不超过一个给定值的素数个数》中，将素数分布问题归结为一个复函数




即著名的“黎曼ζ函数”．他提出了这样的黎曼猜想：ζ(z)位于0≤x




猜想至今仍未解决．这样，黎曼就在数论研究中使用了解析数论这一工具，促进了解析函数论和数论的发展．

与柯西、黎曼不同，魏尔斯特拉斯开辟了一条新的途径探讨复变函数论．他完全摆脱了几何直观，以从他老师古德曼(C．Gudermann， 1798—1852)那里学来的幂级数为工具，在幂级数的基础上建立起解析函数的理论，并建立起了解析开拓的方法．

魏尔斯特拉斯定义解析函数是可以展开为幂级数的函数，然后围绕着奇点研究函数的性质．他解决了这样的问题：从已知的一个在限定区域内定义一个函数的幂级数出发，根据幂级数的有关定理，推导出在其他区域内定义同一函数的另一些幂级数．

一个在以α为圆心以r为半径的圆C内收敛的z－α的幂级数，代表一个在圆C内的每一个z值上解析的函数，在圆C内选择一点b并利用原始级数所给出的函数及其各阶导数的值，可以得到z－b的一个新的幂级数，它的收敛圆C′与第一个收敛圆C交迭．在两个圆的公共点上，这两个级数给出函数的同一个值．但是，对于C′的处在C外部的点，第二个级数的值是第一个级数定义的函数的一个解析开拓．尽可能这样继续下去，从C′接连地开拓到其它的圆，就得到f(z)的全部解析开拓，完全的f(z)就是在所有的圆中、在所有点上的值的集合，每一个级数称为函数的一个元素．

在这样的解析开拓的过程中，可能出现的奇点必定位于幂级数的收敛圆的边界上．魏尔斯特拉斯还由解析开拓研究了多值函数及复变函数的其它性质．

在保形映射方面，19世纪取得了相当出色的成果．1825年，高斯已经解决了从一个平面到另一个平面的保形映射问题．黎曼清楚地知道，一个解析函数建立了从z平面到w平面的保形映射．1851年黎曼得到了这样的结论：两个给定的单连通平面可以一对一地并且保形地相互映射，一曲面的一个内点和一个边界点可以对应到另一个曲面上的任意选取的一个内点和一个边界点．1869年，施瓦兹(H．A．Schwarz，1843—1921)和克里斯托费尔给出了把z平面上的一个多边形及其内部保形映射到w平面上半部的公式：




1870年，施瓦兹等人还证明了可以将一个单连通平面区域映射到一个圆．




19世纪还开始了整函数、亚纯函数理论的研究．刘维尔、魏尔斯特拉斯等人做了许多有意义的工作．

与复变函数论的研究相关，19世纪还对椭圆函数、阿贝尔函数与积分进行了广泛深入的探讨．阿贝尔、雅可比等人做了大量有价值的工作．应该指出的是，狄利克雷为19世纪复变函数论的发展做出了巨大的贡献．以19世纪的巨大成就为基础，20世纪在复变函数方面取得了重大的进展．

值得指出的是，俄国物理学家茹科夫斯基(H．E．Жуков-ский，1847—1921)利用复变函数理论解决飞机机翼的流形结构问题，从而在流体力学和航空动力学方面做出了贡献，为纯粹数学理论的实际应用写下了极有价值的一页．

二、傅里叶级数

傅里叶(J．Fourier，1768—1830)是法国著名的数学家、物理学家．他坚信“对自然界的深刻研究是数学最富饶的源泉．”受物理问题的推动，1807年他向巴黎科学院呈交了一篇关于热传导的论文，但经拉格朗日、拉普拉斯和勒让德的审查后而被拒绝了，为此他愤愤不平．1811年他再次呈交了经修改后的论文，终于获得了1812年的巴黎科学院的高额奖金．以获奖论文为基础，1822年，他终于发表了著名的数学经典文献《热的解析理论》(Théorie analytique delachaleur)．该书推导出了热传导方程、得出了在不同边界下的积分法，还提出了变量分离法．

这篇著作最主要的贡献是详细研究了傅里叶级数，使三角级数、无穷级数的研究进入了一个新的阶段．在讨论热传导问题时，他研究了均匀和各向同性的物体，把物质的温度T看作是空间和时间的函数，根据物理原理证明了T必须满足下述方程：







这个方程叫做三维空间的热传导方程，(x，y，z)是物体在空间的位置，t是时间，k是常数，其值依赖于物体的质料．以此为出发点，他建立了傅里叶级数．

他的工作过程可以简化如下．对两端保持温度0度，侧面绝热而无热流通过的柱轴，则三维热传导方程就变成了一维空间的热传导方程，再附以边界条件和初始条件，就得到偏微分方程：




为解出这个方程，他运用变量分离法，令







当t＝0时，有




于是，傅里叶就不得不回答这样的问题：f(x)能表示成三角级数吗？b，能确定吗？

对此，傅里叶给出了肯定的回答．

傅里叶令l＝π，得到




然后把每个正弦函数按马克劳林定理展开为幂级数，




经过不严格的变换求和次序的运算，他得到：




然后得到




在这一过程中，有许多地方是不严密的，但傅里叶在当时却作了一些很有意义的考察．他注意到每一个bn可以解释为当0≤x≤π时，曲线y




义的，当然这种函数也不必是连续的，或者只要能够从图形上知道就可以了．

傅里叶得出这样的结论：每一个函数都可以表示为




这一结论在18世纪曾有人提到，但却被丹尼尔·贝努利之外的几乎所有名家否定了．然而，前人的意见并没有能吓倒傅里叶，他选取了大量的函数，对每个函数计算前几个bn，并对每个函数作出其正弦级数头几项和的图形，他得出的结论是，不管在0＜x＜π外怎样，这个级数在0＜x＜π上总是表示f(x)．

那么为什么18世纪的数学家不能接受任意一个函数可展开为三角级数的结论呢？正如《热的解析理论》所指出的那样，他们没有认识到，两个函数可以在一给定的区间上相合，但不一定在此区间外相合．在这种情况下，级数真正给出的是0～π区间上的值，在区间外则周期地重复着．




以应用于表达式




他接着考虑任何f(x)在区间(－π，π)上的表达式．利用任何函数可以表示为一个奇函数与一个偶函数之和这一事实，对于任何f(x)在区间(-π，π)上，可以表示为：




这就是傅里叶级数，其系数an，bn由下式确定




对于任意的函数可以展开成傅里叶级数这一结论，傅里叶从未给出过任何完全的证明．他所依赖的是几何证据，他说：“为了证实新结果的真实性，为了明白地给出分析学常用的表达形式，没有什么比几何图形对我们更适宜了．”同时，他也没有指出一个函数可以展开为三角级数应该满足的条件．

傅里叶的工作标志着人们从解析函数或可展开成泰勒级数的函数中解放了出来，使函数概念产生了新的突破．以前人们坚持函数必须是可用单个式子表示的，傅里叶级数却可以表示在区间(0，π)或(－π，π)的不同部分有不同解析式的函数．一个博里叶级数在一个整段区间上表示一个函数，而一个泰勒级数仅在函数是解析的点附近表示该函数．

傅里叶的工作揭示出，任意函数可以展开为如三角级数、贝塞尔函数、勒让德多项式这样一些函数的级数．

傅里叶级数极大地促进了偏微分方程的发展．被称为19世纪偏微分方程的第一步，泊松吸收了傅里叶的方法，解决了许多热传导问题，在这些过程中使用了按三角函数、勒让德多项式、拉普拉斯曲面调和函数的展开式．

在1822年的著作中，傅里叶还提出了今天的“傅里叶积分”：




傅里叶级数、傅里叶积分等内容后来经过傅里叶本人、泊松等人的努力，发展成了一门内容十分丰富的分析分支——傅里叶分析．

傅里叶的工作表明，有相当广泛的一类函数可以用三角级数来表示．随后人们开始讨论傅里叶级数的收敛性、唯一性等问题．

狄利克雷于1829年发表《关于三角级数的收敛性》(SurlaConvergence des Séries trigonométriques)一文，给出了代表一个给定f(x)的傅里叶级数是收敛的并且收敛到f(x)的条件：

(a)f(x)是单值、有界的；

(b)f(x)是分段连续的，即在(闭的)周期内只有有限多个间断点；

(c)f(x)是分段单调的，即在一个周期内只有有限多个最大值和最小值．

黎曼在1854年首次提出了三角级数表示一个函数的唯一性问题．随后，许多人对此进行了深入的研究．

傅里叶级数的唯一性问题引起了康托尔的兴趣．康托尔是从寻找函数的三角级数表示的唯一性的判别准则开始研究工作的．1870年，他证明了，当f(x)用一个对一切x都收敛的三角级数表示时，就不存在同一形式的另一级数，它也对每个x收敛并且代表同一函数f(x)．1871年，康托尔证明了，即使在有限个x值上不收敛，上述结论依然成立．这是康托尔论述x的例外值集合(Setof exceptional valuse)系列论文中的第一篇．后来他又把使上述结论依然成立的不收敛的x值推广到无穷集的情形．为了区分哪些无穷集上x值不收敛时结论依然成立，康托尔开始了无穷点集合论的研究．

围绕着傅里叶级数，19世纪的数学取得了巨大进展．

三、微分方程

在19世纪的微分方程研究中，偏微分方程是数学家、物理学家关注的核心．这有两方面的原因，一方面是因为偏微分方程在物理学研究中有广泛的应用，另一方面则是由于偏微分方程的研究促进了函数论、变分法、无穷级数、常微分方程、代数、微分几何等数学分支的发展，从而在很大程度上推动了数学的进步．19世纪的常微分方程则主要集中在解的存在性、稳定性等方面的研究．

19世纪在解偏微分方程方面迈出第一步的是傅里叶．1807年，他向巴黎科学院提交了关于热传导方程




的论文．1822年又发表《热的解析理论》一书，其中推导出热传导方程，提出解偏微分方程的变量分离法，得到了傅里叶级数，形成了求解偏微分方程的傅里叶级数法．

在拉普拉斯工作的基础上，傅里叶、柯西、泊松在寻求偏微分方程封闭形式的解——即用初等函数及其积分表示的解方面也取得了重要成果，其中之一是得到了重要的傅里叶积分：




傅里叶积分是傅里叶、柯西、泊松分别独立得到的．

在求解位势方程




方面，19世纪的工作是由格林(G．Green，1793—1841)开始的．1828年，格林出版了一本私人印刷的小册子《关于数学分析应用于电磁学理论的一篇论文》(An Essay on the Appl－ication of Mathematical Analysis to the Theoriesof Electricity and Magnetism)，在这本小册子中，引入了位势概念，并且把位势函数的概念移用到电磁学中．他求解位势方程解的方法与用特殊函数的级数方法相反，称为奇异点方法．1833年，格林开始研究变密度椭球体的引力位势问题，并给出了超球面函数的重要结果．同时，还研究了泊松方程：




在19世纪中叶，为求解位势方程还引入了复函数论的技术．

在求解热传导方程的过程中，拉梅(G．Lamé，1795—1870)引入了另外一个解方程技巧——使用曲线坐标系．这种技巧适用于多种类型的方程．他的想法是引入新的坐标系和相应的坐标面．这一思想实际上是平面直角坐标系、球面坐标系以及坐标系变换思想的推广与普遍化．

拉梅引入了几个新的坐标系，其中的主要坐标系是三族曲面，由下列方程给出：




其中λ2＞c2＞μ2＞b2＞v2．这三族曲面是椭球面、单叶双曲面和双叶双曲面，它们的焦点是相同的．

诸如此类的新坐标系和坐标曲面具有双重意义：(1)在直角坐标系中，一个偏微分方程可能不能分离成这坐标系中的常微分方程，但在另一个坐标系中可能是可分离的；(2)物理问题可能需要一个边界条件(如椭球上的边界条件)，这样的边界条件在有一族以诸如椭球面组成坐标面的坐标系中可以简明地表示出来，而在坐标系中却必须用相当复杂的方程，不仅如此，在所采用的适当的坐标系中经变量分离后，这个边界条件恰好可应用于所得微分方程中的一个方程．

波动方程是19世纪最重要的偏微分方程，其基本形式是




在变量可分离的情况下，该方程求解过程与傅里叶求解热传导方程相似．黎曼在研究有限振幅声波传播的过程中，提出了一种十分有价值的解波动方程初值问题的方法．在讨论稳态问题的过程中，极大地促进了解波动方程的进展．对于人们感兴趣的简单谐波，有u=w(x，y，t)eikt，把它代入波动方程，得到




这就是简化波动方程，又称赫尔姆霍茨(H．V．Helmholtz，1821—1894)方程．赫尔姆霍茨给出了关于这个方程的解的第一个普遍的研究．以此为基础，基尔霍夫(G．R．Kirchhoff，1824—1887)给出了波动方程初值问题的一种解．

19世纪，在偏微分方程组方面也取得了重大进展．1821年，纳维尔(C．L．M．H．Navier，1785—1836)得到了粘性介质的流体动力方程：




1828年左右，柯西等人得到了弹性介质方程组




1864年麦克斯韦(J．C．Maxwell，1831—1879)在研究电磁现象时建立了电磁理论方程组(麦克斯韦方程组)．




这些方程组都不存在普遍解法，当时数学家、物理学家的工作是解决这些方程特殊化的许多初值和边界问题．正是基于对电磁理论方程组的研究，麦克斯韦大胆地预言：电磁波以光速通过空间，两速度基本相同，光是电磁现象．为此，电磁方程组被欢呼是科学的最伟大、最壮观的胜利之一．

在常微分方程方面，具体的求解主要是借助于引进一些特殊函数来实现的，如高斯引进的超几何函数，等等．

天文学方面的工作激起了人们对二阶常微分方程的兴趣．由于n体问题不可能明显地解出，因此不得不求助于复杂的级数，同时又由于讨论行星或卫星轨道的稳定性问题，于是数学家去寻求周期解．美国数学家希尔(G．W．Hill，1838—1914)创立了周期系数的线性齐次微分方程的数学理论．在1877年的论文中，他求出了对月球运动的诸微分方程确定一个近似于实际观察到的运动的周期解．他还证明了二阶微分方程有周期解，从而证明了月球近地点的运动是周期性的．庞加莱证明了希尔所进行的工作的严密性，这使得希尔的工作终于为数学界承认了．

在研究线性微分方程的过程中，庞加莱和F．克莱因引入了自守函数(Automorphic functions)．他们的自守函数包括圆函数、双曲函数、椭圆函数，以及那些在变换群




或这个群的某些子群作用下不变的函数，其中a，b，c，d可以是实数或复数，而ad－bc＝1．在研究二阶线性微分方程




时还引进了更一般的自守函数．利用这些新引入的自守函数(它们大都是超越函数)，可以求解很多类型的线性微分方程．

19世纪早期，人们在求解微分方程的过程中毫无根据地假设了通解的存在．在19世纪20年代，柯西率先提出，应把解的存在问题放在首位，于是从1820年开始，柯西最先研究解的存在问题，1820—1830年给出了第一个存在性定理，这个定理所提供的方法可以应用于y′=f(x，y)，这一结果在1869年由李普希茨(R．Lipschitz，1832—1903)所改进，成了今天熟知的关于微分方程解的存在的柯西—李普希茨定理．1839—1842年，柯西给出了第二个存在性定理．1838年刘维尔给出了第三个存在性定理，这一结果在1890由皮卡(E．Picard，1856—1941)加以改进，而形成了今天著名的“皮卡逐次逼近法”，柯西也知道这一方法．不仅如此，柯西还给出了常微分方程组在复数域内解的存在定理．

19世纪中期，布里奥(C．A．A．Briot， 1817—1882)和布凯(J．C．Bouquet)开始研究由常微分方程定义的函数的奇点，从而使常微分方程走上了用函数论方法进行研究的新的历程．1857年，黎曼提出了用关于单值群的理论导出微分方程所定义的函数的思想，在这种思想的指导下，富克斯(L．Fuchs，1833—1902)于1865年左右创立了复数域中的常微分方程论，并且为之奠定了理论基础．

对于偏微分方程来说，若求出了显解，则解的存在性不证自明．求不出显解时数学家们则需要证明解的存在．柯西在1842年的论文中证明，任何阶数大于1的偏微分方程都可以化归为偏微分方程组，他证明了方程组的解的存在性，为此，他给出了判定存在性的优势函数法．

1875年，魏尔斯特拉斯的著名女学生、俄国数学家柯瓦列夫斯卡娅(C．B．Ковалевская，1850—1891)发表了关于偏微分方程组的解的存在性定理，这个定理在今天被称为Cauchy—Ковалевская存在定理．

许多数学家还用直接方法或狄利克雷原理的方法讨论了狄利克雷问题Δv＝0的解的存在性．1870年，施瓦兹给出了关于二维狄利克雷问题的第一个存在性证明．同年，诺伊曼(C．G．Neu－mann，1832—1925)用算术平均法给出了三维狄利克雷问题的存在性证明．后来，庞加莱于1890年，希尔伯特于1899年用不同的方法也对狄利克雷问题解的存在性给出了证明．

1888年，皮卡对充分小的区域证明了某些椭圆型方程如拉普拉斯方程加Δv=0的解的存在性，此后人们又将这些结论作了推广．19世纪人们还讨论了偏微分方程的初值问题和边值问题，施瓦兹、庞加莱得到了一些成果．

19世纪下半叶，非线性方程也引起了人们的关注．18世纪人们讨论过的摆动方程、变分法中的欧拉方程，等等，都是非线性微分方程，人们还没有能找出这些方程的一般解法．

对非线性微分方程的研究之所以引人注目，是因为当时需要解决“三体问题”——太阳、月球、地球在万有引力场中的相对运动，这些问题不仅具有重大的理论意义，而且对于航海也有意义．但人们却发现，三体问题的运动方程不可能用已知函数明显地解出，于是，庞加莱就开始了非线性常微分方程的定性研究．

既然诸如三体问题的运动方程不可能用已知函数明显地解出，因此稳定性问题就不可能通过考察解的性态而得到解决．于是，庞加莱就寻求通过考察微分方程本身就可以回答问题的方法，他称他所创立的这个理论为微分方程的定性理论．

庞加莱从形如




的非线性方程出发，以起关键性作用的奇点为核心，在1881年、1882年、1885年、1886年表述在四篇本质上是同一标题的论文《关于由微分方程确定的曲线的报告》(Mémoire Sur lescourbes définies par une équation différen－tielle)中，系统地阐述了他的定性理论．他讨论了以下几个方面的问题：(1)奇点附近积分曲线的几何拓扑结构；(2)奇点的指数及奇点在大范围和全局的分布；(3)极限环问题即孤立的周期解；(4)环面上的积分曲线；(5)空间周期解的存在及其在附近曲线的几何拓扑结构．在1890年的《论三体问题和动力学方程》(Sur le probléme de trois corps et les équations de la dynamique)一文中，他还讨论了微分方程组




引入了渐近级数的概念．

微分方程定性理论的另一位创始人是李雅普诺夫(A．M．Ля-пунов，1857—1918)．1892年，他发表了题为《运动稳定性的一般问题》(Общая задача Об устойчивости движения)的论文，在稳定性问题方面进行了大量的研究．与庞加莱依赖几何拓扑直观不同，李雅普诺夫应用了十分严密的分析证明，其中主要工具是特征方程，今天这些内容已进入了一般的微分方程教科书．

四、概率论与统计学

概率论的起源可以追溯到17世纪帕斯卡与费马在通信中对赌博问题的讨论．1657年惠更斯的《论赌博中的计算》一书是概率论中最早的论著．1713年，詹姆士·贝努利发表《猜度术》(ArsConjectandi)一书，提出了著名的“贝努利随机变数”和“贝努利大数定律”．1718年棣莫弗出版《机会的学说》(Doctrineof chances)一书，提出了著名的“棣莫弗—拉普拉斯定理”：




其中m(n)是在n次试验中成功的次数．他还第一次引入了正态




贝叶斯(T．Bayes，1702—1761)首先引入了条件概率的贝叶斯公式：




1777年，布丰(C．D．Buffon，1707—1788)的《或然算术试验》(Essai d′arithmatique morale)一书刊行．其中提出了著名的“布丰投针问题”：将一根长2l的针任意投在画有很多平行线的平面上，每




18世纪，蒙莫尔(P．R．de Montmort，1678—1719)，丹尼尔·贝努利、辛普森(T．Simpson，1710—1761)以及棣莫弗都力主将概率论应用于人文、社会科学中．

19世纪早期，拉普拉斯完善了古典概率论．1812年，他出版了《概率的分析理论》(Théorie analytique des probabilit-es)，1814年又出版了《关于概率的哲学探讨》(Essai Philosop－Rique Sur le Probabilites)，宣称世界的一切(包括最难以预料的偶然事件)完全由它的过去决定，人们只要掌握了世界在一给定时刻的状态的数学初始条件，就能预测未来．他给出了古典概率的定义，并通过数学研究指出巴黎地区男、女婴出生比例失调，后来人们调查这一情况，发现其原因是这一地区有遗弃女婴的习俗．

拉普拉斯首先引入了“动距离函数”(moment generatingfunction)．令x为离散的随机函数，则称




为x的动距母函数．

他给出了数学期望的公式




他还求出了当n很大时，n次重复实验中出现m次成功的概率(其中p为成功的概率)：




高斯、泊松为19世纪概率论做出了不可磨灭的贡献．高斯、勒让德分别提出了“最小二乘法”．高斯导出了误差分布函数




泊松在1837年的一篇论文中最先给出了“大数定律”这个名称，并导出了大数法则：




还给出了泊松分布：




俄国数学家在19世纪后半叶在概率论方面也取得了卓越成就．切比雪夫(П.Л.Чебьшев，1821—1894)证明了著名的“切比雪夫不等式”：




并得到了大数定理：




马尔科夫(A．A．Mарков，1856—1922)得到了




还提出了著名的马尔科夫链．李亚普诺夫引进了随机变数X的特征函数，并由此证明了极限定理．

统计学在19世纪也得到了发展，虽然在17—18世纪也进行过各种统计研究，并且在1797年的《大英百科全书》中第一次出现了统计(statistics)这个词．但是，我们却不能不看到，在现代科学意义下的统计学却是在19世纪才诞生的．1840年左右，比利时天文学家、统计学家奎特勒(L．A．J．Quetelet，1796—1874)把正态曲线从观察误差推广到各种数据，将概率理论应用到人口学、社会科学及保险业等，为在人文科学、社会科学中进行开发统计研究迈开了一大步．他在这方面的著名成就是道德统计学(moral statistics)和普通人论(theory of avera-ge man)．1856—1863年，孟德尔(G．H．Mendel，1822-1884)发现了著名的遗传学统计规律，从而建立了孟德尔遗传学基础．1880年左右，达尔文的表兄高尔顿(F．Galton，1822—1899)，第一个使用了相关和回归这两个非常重要的统计概念，利用统计方法研究遗传因果关系，创立了著名的“祖先遗传律”和“子女超中律”，对生物计量学(biometry)作出了巨大贡献．

统计学之父是英国统计学家皮尔逊(K．Pearson，1857—1936)．1885年左右，他将统计与概率理论结合起来，研究基本的统计问题，求出了能通用的用来描述研究群体的数学公式，形成了较为系统的数学理论．1901年，他还与高尔顿一起首创“生物计量学”(biometry)一词，使生物统计成了统计学的重要内容．

吉布斯(J．W．Gibbs，1839—1903)于1870年左右提出了经典统计力学基础的系统理论，从而也成为统计学的奠基人之一．他将概率理论应用于化学，创立了重要的相律(the phaserule)．而在1864年，麦克斯韦已经将概率、统计理论应用于物理学，开创了统计物理学．1877年，波尔茨曼(L．E．Boltz－man，1844—1906)运用统计数学从事分子能量研究，提出了分子动能的常态分布，从而创立了气体分子运动论．统计学进入物理研究，使得物理学研究在20世纪出现了量子力学等重要理论，从而出现了与决定论抗衡的非决定论，在数学、科学乃至人类思想史上具有重要意义．

概率、统计学的发展与应用的日益广泛，促进了纯粹数学与应用数学的分化，也促进了数学向其他人文科学、社会科学的渗透．




第四节 数学分析的严密化



一、数学分析的严密化

数学分析的严密化，起源于人们对微积分中混乱现象的不满．长期以来，函数、极限、连续等概念非常模糊，人们不问级数是否收敛，任意进行演算，可导(导数)、可积(积分)的概念及相互关系都很不清楚．所有这些，极大地妨碍了微积分以及整个数学分析的进一步发展．面对这种状况，不少数学家提出了彻底改变分析基础不能令人满意的状况的呼吁，许多数学家还在一定程度上为数学的严密化奠定了新的基础．随着数学发展的日趋繁荣，到19世纪时，为数学分析奠定基础的任务迫在眉睫．

微积分的严密化及其整个基础的建立，主要归功于波尔察诺(B．Bolzano，1781—1848)、柯西、阿贝尔、狄利克雷、达布(J.G.Darboux，1842—1917)、魏尔斯特拉斯、黎曼等人．19世纪后期戴德金、皮亚诺(G．Peano，1858—1932)，尤其是康托尔的工作则把整个分析的严密化推向了一个新的高度．

柯西是一位十分高产的、在数学许多领域作出了伟大贡献的天才．在分析严密化的过程中，他的贡献可以与罗巴切夫斯基在几何学、阿贝尔与伽罗瓦在代数学中的贡献媲美．他一生著作甚丰，全集有800余篇论文计27卷之多，其中在分析基础方面的著作主要有：《代数分析教程》(1821)(Coursd′analyse algébrique)、《无穷小分析概论》(1823)(Résumé deslecons Sur le Calcul infini－tesimal)》、微分计算教程》(Leco－ns Sur le Calcul diféfrentiel)(1829)，等等．在函数的定义、连续、极限、导数理论、定积分理论方面以及级数的收敛诸方面，他都给出了相当严密的理论．正是通过他的工作，才有了今天大学生们所学习的这种形式的微积分．但是，我们应该注意到，“柯西的成就，尽管杰出，但并不是独一无二的，他的同时代人波尔察诺作出了许多类似的发现．”1817年波尔察诺就得到了后来柯西等人得到的结果，只是由于其著作直到1850年才发表出来，因而他的大部分工作湮没无闻．




1821年，柯西给出了自变量、变量及函数的定义．他指出“依次取许多互不相同的值的量叫做变量”．“当变量之间这样联系起来的时候——给定了这些变量中的一个值，就可以决定所有其它变量的值的时候，人们通常想象这些量是用其中的一个来表达的，这时这个量就取名为自变量，而由自变量表示的其它量就叫做这个自变量的函数．”1829年，狄利克雷给出了相当严格的函数的一般定义：如果对于给定区间上的每一个x的值，都有唯一的一个y的值与之对应，那么就说y是x的一个函数．这一年他还给出了著名的狄利克雷函数：




这个表达式对澄清人们对函数的认识起了积极作用．

1821年，柯西使极限概念明确地成为算术的，而摆脱了长期以来的几何说明，他提出了ε方法，把整个极限过程用不等式来刻画：“若代表某变量的一串数值无限地趋向于某一固定的数值时，其差可随意小，则该固定值称为这一串数值的极限．他引入“lim”表示极限，并且用希腊字母θ表示任意小的差，但更多的时候他用δ表示任意小的差．在1851—1854年期间，魏尔斯特拉斯对柯西的ε方法进行改造，给出了相当完备的ε—δ方法：设x＝x0是函数f(x)定义域内的一点，若对给定的任一随意小的数ε，可求得另一数δ，使得与x0之差小于δ的一切x值，f(x)和一个数L的差小于ε，则数L是函数f(x)于点x0的极限．这样，极限概念的算术化就实现了，整个极限的运算就成为一串不等式的推导，再也用不着借助几何直观与想象了．

1817年，波尔察诺给出了连续性的定义：若在区间内任一点x处，只要ω的绝对值充分小，就能使差f(x＋ω)-f(x)的绝对值任意小，则称f(x)在该区间上连续．1821年，柯西也给出了类似的定义．随后，魏尔斯特拉斯给出了现今所采用的定义：

如果给定任何一个正数ε，都存在一个正数δ，使得对于区间｜x-x0｜＜δ内的所有的x都有｜f(x)－f(x0)｜＜ε，则称f(x)在x=x0处连．若L＝f(x0)，则说f(x)在x＝x0处有极限L．若函数在区间内的每一点x处都连续，就说f(x)在x值的这个区间上连续．

19世纪，人们还得到了连续函数的一系列性质．1817年波尔察诺基本上给出并征明了关于连续函数的中值定理，1860年魏尔斯特拉斯证明了：对任何定义在有界闭区域的单变量或多变量的连续函数，存在函数的一个最大值和一个最小值．

以极限的算术定义为基础，柯西给出了无穷小、无穷大的定义．1821年他说，当一个变量的数值这样地无限减小，使之收敛到极限0，那么人们就说这个变量成为无穷小——即无穷小量；当变量的数值这样地无限增大，使该变量收敛到极限∞，那么该变量就成为无穷大．柯西还给出了无穷小的阶：对无穷小量x，若有




则y＝f(x)是x的n阶无穷小，其中ε是一个任意小的正数．他对无穷大的阶也给出了定义．

建立了极限、无穷小、无穷大等概念以后，人们就开始来定义微积分中最核心的概念——导数．波尔察诺于1817年、柯西于1823年给出了颇为一致的定义：设函数为y＝ f(x)；给变量x一个增最Δx=i；再作




限为f′(x)，并称之为y关于x的导数．并且他把dx定义为任一有限量，把dy定义为dy=f′(x)dx．通过导数，微商的意义变得明确了，“微分”一词就可以用代数来表示了．除此之外，他还给出了高阶微分的定义，d2y=f″(x)dx2，一般地dny=fn(x)dxn．同时，柯西还是以严格的导数定义为基础证明有关定理的第一位数学家．他证明了这样的定理：

若f(x)在x＝x0和x＝X之间连续，则




还证明了连续函数的中值定理：

若f′(x)在[x0，x0+h]上连续，则存在一个θ，0≤θ≤1，使

[f(x0+h)-f(x0)]/h＝f′(x0＋θh)．

相当长一段时间，人们以为连续函数一定是可微的．1834年，波尔察诺给出了一个在任何点都没有有限导数的连续函数的例子．黎曼于1854年、塞莱里埃(C．Cellérer，1818—1889)于1860年也给出了连续但不可微的“病态”函数的例子．最著名的是魏尔斯特拉斯在1872年7月18日给出的一个处处不可微但处处连续的函数的例子：







这些人为地给出的病态函数澄清了由几何和物理直观所造成的假象．以此为开端，人们开始注意函数的种种异常性质，因而对数学的认识人们有了全新的观念．实际上，连续与可微关系认识的历史意义远远不仅限于在数学中．1823年，柯西利用“分割、求和、取极限”的思想，对连续函数f(x)给出了定积分的确切定义：如果区间[a，b]为x的值x1，x2，…，xn-1所分割，x0＝a，xn＝b，则f(x)在[a，b]上的定积分是




其中ξi是[xi-1，xi]中的任一点．同时，他还考虑了有限个不连续点的跳跃间断函数f(x)的积分定义：

如有n个不连续点，则将整个区间分为n个子区间[xi-1，xi]，i＝1，2，…，n．在每一个小区间上重新定义f(x)是fi(x)，而使得在[xi-1，xi]上fi(x)是连续的，这样就有







意的ε＞0)上是连续的，他便将[a，b]上f(x)的定积分定义为




1854年，黎曼对在区间[a，b]上有定义且有界的函数f(x)，利用“分割、求和、取极限”的思想给出了定积分的定义，以及定积分存在的充分必要条件．他把[a，b]分割成子区间Δx1，Δx2，…，Δxn，建立了“上和”和“下和”，

上和：S＝M1Δx1＋…＋MnΔxn，

下和：s＝m1Δx1＋…＋mnΔxn．

取Di＝Mi－mi，mi和Mi分别是f(x)在Δxi的极小、极大值．他指出当且仅当对于区间[a，b]上Δxi的一切选法都有




时，f(x)在[a，b]上的积分才存在．达布把黎曼的方法阐述得更加完全，从而形成了今天的标准“黎曼积分”定义．

1875年，达布广泛地讨论了可积函数的各种性质以及以前人们曾用过的定理．同时人们还将积分推广到各种广义积分．这一年，达布等人还得出了一个十分重要的结论：一个有界函数f(x)在[a，b]上(黎曼)可积的充分必要条件是f(x)的(各类)不连续点组成的集合的测度为零．19世纪人们还讨论了二重积分．总之，到1875年，黎曼积分概念已经相当完备和精确了．

对无穷级数收敛性的研究，在19世纪吸引了众多数学家，高斯、波尔察诺、傅里叶都做出了一定的贡献．1823年，柯西给出了收敛、发散的定义：




Sn=u0+u1＋u2+…＋un-1

为前n项的和，若当n→∞时，Sn无限趋近某一极限S，则级数叫做收敛的，而这个极限值叫做该级数的和；若当n→∞时，Sn不趋于一个固定的极限，则该级数叫做发散的，而且级数没有和．随后，柯西给出了今天教科书中的“柯西收敛判别准则”，以及“比值判别法”等一系列特殊的判别法．

1826年，阿贝尔指出连续函数级数的和不一定是连续函数，如级数




级数却不连续．随后他证明了，连续函数的一致收敛的级数之和只在收敛区间的内部收敛．在证明过程中，他用到了一致收敛的思想．但一致收敛的概念却直到1847—1849年才由斯托克斯(G．G．Stokes)和塞







到S(x)．在1842年左右，魏尔斯特拉斯也有了一致收敛的概念，并用来研究级数逐项积分等问题．这一时期，狄利克雷、阿贝尔、黎曼等人还研究了绝对收敛、级数重排等问题．

二、建立实数理论

19世纪，数学家们逐渐认识到，要想使数学分析彻底算术化、严密化，必须对实数建立一套严格的理论体系．早在1817年，波尔察诺就确切地陈述了有界实数集的最小上界(上确界β＝supE)的定义．利用他的思想，魏尔斯特拉斯在19世纪60年代证明了著名的魏尔斯特拉斯—波尔察诺定理(又称致密性定理)：设E是一有界的无穷集合，则E至少有一个凝聚P点(P可以不属于E)．这个定理的另一种等价的表达方式是：任一有界数列必有收敛的子列．




海涅(H．E．Heine，1821—1881)于1872年提出，波莱尔(E．Borel，1871—1956)于1895年完善并证明了海涅—波莱尔定理(又称有限覆盖定理)：若开区间所成的区间集E覆盖一个闭区间[a，b]，则总可从E中选出有限个区间，使这有限个区间覆盖[a，b]．

人们发现，魏尔斯特拉斯—波尔察诺定理、海涅—波莱尔定理与柯西收敛原理是互相等价的．

有了这样一系列的准备工作，人们便开始建立实数理论．

1872年，在近现代数学史上是最值得纪念的一年．这一年，F．克莱因提出了著名的“埃尔兰根纲领”，魏尔斯特拉斯给出了著名的处处连续但处处不可微的函数．而正是在这一年，实数的三大派理论：戴德金的“分划”理论；康托尔、海涅、梅雷(C．Méray，1835—1911)的“基本序列”理论，以及魏尔斯特拉斯的“有界单调序列”理论，同时在德国出现了！

戴德金证明了他的实数系的连续性——实数集合的每一个分划都是由某一个实数产生的，因此他证明了实数系是完备的：实数是由有理数的分划产生的，但实数的分划却不能产生新数；由于“有界单调序列”的性质与实数的完备性等价，因此魏尔斯特拉斯的实数系也是完备的；康托尔也证明了他的实数系是完备的：每一个实数的基本序列都收敛于一个实数．

1892年，巴赫曼(P．Bachmann，1837—1920)提出了建立实数理论的一个重要原理——区间套原理：设一无穷闭区间列{an，bn]}适合下面两个条件：(i)后一个区间在前一区间之内，即对任一正整数n，有an≤an+1＜bn+1≤bn；(ii)当n→∞时，区间列的长度{(bn－an)}所成的数




两数列{an}，{bn}收敛于同一极限ξ，并且ξ是所有区间的唯一端点．这一原理直观易懂，因此直至今天人们习惯采用它来建立实数理论．

实数的三大派理论本质上是对无理数给出严格定义，从毕达哥拉斯时代开始，经历了二千余年，人们才终于弄清了无理数的逻辑结构．人们分别用“分划”、有理“基本序列”、“单调有界数列”，殊途同归地给出了无理数的定义．

接下来，人们的目标是给出有理数的定义及其性质．欧姆(M．Ohm，1792—1872)、魏尔斯特拉斯、克罗内克、戴德金、皮亚诺(G．Peano，1858—1932)在这方面做出了杰出的成就．在1859年前后，魏尔斯特拉斯等人就正确地认识了：只要承认了自然数，建立实数就不再需要进一步的公理了．因此建立实数理论(主要是无理数理论)的关键是有理数系；而建立有理数系的核心，就在于采取一些步骤来构造普通整数的基础并确立整数的性质．1872—1878年，戴德金就给出了一个整数理论．

1889年，皮亚诺最先利用公理化方法，用一组公理引进了整数，从而建立了最完备的、我们今天仍在使用的自然数理论．他创设了许多对




然数类；a+表示后继于a的下一个自然数．

皮亚诺的自然数公理体系是，从不经定义的“集合”、“自然数”、“后继”、“属于”等概念出发，然后再给出关于自然数的五条公理：

(1)1是一个自然数．

(2)1不是任何其它自然数的后继．

(3)每一个自然数a都有一个后继者．

(4)如果a与b的后继者相等，则a与b相等．

(5)数学归纳法公理——若一个由自然数组成的集合S含有1，又若当S含有任一数a时，它一定也含有a的后继者，则S就含有全部自然数．

同时他还采取了自反、对称、传递等公理．利用这些公理，他建立了自然数的性质，然后又定义负数和有理数，并建立他们的性质．值得指出的是，1899年希尔伯特利用连接公理、运算公理、顺序公理、连续公理(包括阿基米德公理和完备公理)，给出了实数系的理论．

寻求统一是数学发展的重要动力．人类认识数的基本线索是：整数——分数(有理数)——无理数——(实数)——复数．哈密顿通过有序偶(a， b)把复数a＋bi建立于实数的基础之上，而戴德金、康托尔、魏尔斯特拉斯等人又将无理数用有理数来定义，最后皮亚诺给出自然数的逻辑处理，终于完善了有理数理论，因此实数系的基础问题宣告完备了．人们惊叹的是，复数—实数—有理数的逻辑基础最终皆依赖于自然数．惟有源头活水来，经历了数千年历史发展的数系，最终的逻辑基础却在源头！克罗内克曾说过：“上帝创造了整数，其它一切都是人造的．”

三、集合论

实数理论，柯西、魏尔斯特拉斯的极限论，并没有彻底地使微积分建立在巩固的基础上．数学分析的严密化提示人们，有必要彻底弄清实数的结构，在这种情况下，集合论应运而生了．

集合论中主要的问题是无穷，这个问题不仅自古希腊起到伽利略、高斯直到柯西等人都讨论过，而且在19世纪的无穷级数研究中显得特别重要．集合论创立的契机就是对函数间断点和傅里叶级数表示唯一性问题的研究．

1854年，黎曼首次提出：如果函数f(x)在某个区间内除间断点外所有的点上都能展开为收敛于函数值的三角级数，那么这样的三角级数是否是唯一的？康托尔通过对唯一性问题的研究：间断点是什么情况时，三角级数才是唯一的？逐步地建立了集合论．

康托尔(G．Cantor，1845—1918)是一位天才的、富有创新精神的但其遭遇几乎和伽罗瓦、阿贝尔一样悲惨的数学家．




从1870年开始，康托尔开始发表研究成果．他称集合(set)为一些确定的、不同的东西的总体．在讨论三角级数、傅里叶级数的唯一性问题时，他给出了集合的极限点、导集、导集的导集、第一型集、开集、闭集、完全集，以及集合的和与交的定义．他不仅考虑了直线上的点集与实数集合，而且还将集合论的概念推广到n维欧氏空间的点的集合．在处理集合之间的关系时，他继承了波尔察诺的思想，认为“一一对应”关系是基本的原则．为此，他提出了“势”(power)与“基数”(cardinanumber)的概念，指出两个能够一一对应的集合具有相同的势、基数，也就是说是等价的．后来，他还给出了基数的和、乘积、乘幂的定义．

1874年，康托尔给出了使19世纪数学界感到震惊的定义：无穷集合是能够与其自身的真子集合建立一一对应关系的集合——即宣告“整体不大于它的部分”．对于凡是能与正整数集建立一一对应关系的集合，他称之为“可数的”(enumerable)集合，这是最小的无穷集合，其基数




明了一系列重要结论：

(1)全体代数数构成的集合是可数集；

(2)任何有限线段上的实数是不可数的；

(3)必定有超越数存在，而且全体超越数集是不可数集．1874年的这篇论文标志着点集论的诞生．

1877年，他证明了一条直线上的点集和整个Rn(n维空间上的点集构成一一对应关系．对于这个结果，连康托尔自己在写给戴德金的信中都说：“我看到了它，但我简直不能相信它．”

紧接着，康托尔引进了基数与序数的理论，从1879年到1884年他写了一系列文章来发展这一理论，这些文章冠以一个总标题《关于无穷的线性点集》(über Unendliche lineare punk－tmannichfaltigkeiten)，标志着点集论体系的建立．

在“基数”概念的基础上，康托尔引进了“超限基数”(tra－nsfinite Cardinal number)的概念，并由此进行了大量创造性的工作．首先，他提出无穷是有“层次”的，构成了基数依次为




的超限集．他的超限基数当时不为人们所理解，被数学界戏称，“雾上之雾”．

1891年，康托尔给出了一个十分有用的结论：不存在一个最大的基数．理由是：对于任何一个具有给定基数的集合M，M的所有子集所构成的集合N(即一集合的幂集)的基数一定大于M的基数——此即今天的康托尔定理．根据这个结论，他又构造了基数依次为




的超限集．此处c为实数集的基数，f为定义在区间[0，1]上实函数f(x)的集合的基数．

对于两个超限序列







有其他基数呢？这就是康托尔留下的著名的连续统假设(continuum hypothesis)，至今未获彻底解决．

在集合论的研究中，康托尔还引进了重要的序数(ordinalnumber)、超限序数(transfinite ordinal number)、良序集(well—ordered)、全序集(simply ordered)等重要概念．1895年至1897年康托发表了《超限




hre)，系统总结了他在集合论方面的突出成就．

虽然康托尔的工作开始为许多人不理解，甚至使他一度精神失常，但是集合论却成了现代数学的重要基础理论．希尔伯特称赞康托尔的成就为“数学思想的最惊人的产物，在纯粹理性的范畴中人类活动的最美的表现之一．”




附：十九世纪的数学学会与数学期刊



随着近代科学的诞生，数学在各种科学院、学会和期刊中就占据了重要的地位．1662年成立的英国皇家学会，1666年成立的法国科学院，1700年成立的柏林科学院，1724年成立的彼得堡科学院，都有为数众多的数学家．1665年开始出版的第一批科学刊物《博学者杂志》(Journaldes Savants)、《皇家学会哲学汇刊》(Philosoplngical Transactions of the Royal Soci－ety)就刊有数学文章，在1700年以前，约有17种杂志刊登数学文章．值得指出的是，1619年牛津大学首先设立了数学教授席位，其后1663年在剑桥大学设立了著名的卢卡斯(Lucas)数学教授席位．18世纪大约有200种期刊杂志发表数学文章，其中1794年创刊的法国《高等工艺学院学报》最引人注目．

1810年出现了第一份纯数学的杂志《纯粹与应用数学记事》(Annaler de Mathématique Pures et Appliquées)，它是由热尔岗(J．Gergonne，1771—1859)创办的，一直持续到1831年．1826年，克雷尔(A．L．Crelle，1780—1855)创办了德文版《纯数学与应用数学杂志》(Journal de Math′e－matiques Pures et appliquees)，历史上称为《克雷尔杂志》．1836年刘维尔创办了法文版《纯粹与应用数学杂志》(Journalde Mathématiques Pures et Appliquées)，史称《刘维尔杂志》．这两个杂志刊登了19世纪许多著名数学家的论文，尤其是它们发表了阿贝尔、伽罗瓦等人被埋没的文章，因而在数学史上享有极高声誉．此外，1841年创刊的《数学和物理成就》(Archiv der Mathemetik und Physik)， 1842年创刊的《新数学年刊》(Nouvells annales de math′ematies)都属于较早的数学专业期刊．19世纪后半叶数学期刊就更多了，其中主要有1870年达布创办的《数学科学通报》(Le Bull－etin des Sciences Mathématiques)，1868年创刊的《数学记事》(Mathematische Annalen，1868)，1882年创刊的《数学学报》(Acta Mathematica)，以及1878年由西尔维斯特创办的第一个美国数学杂志《美国数学杂志》(AmericanJournal of Mathematics)．出版高质量数学杂志的语言在19世纪末已近十种．刊登数学研究成果的刊物达950种．

19世纪许多国家成立了数学会．1865年成立了世界第一个数学会——伦敦数学会，(London Mathematical Society)1872年成立了法国数学会(Société Mathématique deFrance)．1884年，意大利成立了数学会，与此同时，爱丁堡数学会也成立了．1888年成立了美国数学会(The AmericanMathematical Society)．1890年成立了德国数学家协会(Deutsche Mathematiker Vereingung)．1887年成立了日本数学会的前身——东京数学会．

每个数学会都出版自己的刊物，有的甚至出版几种杂志，每个学会还致力于数学教育，因而为数学发展创造了良好环境．

到19世纪末叶，数学研究日趋复杂、深入，因而使得纵览、研究全部数学变得极为困难．在这种情况下，人们开始计划编写数学百科全书．1898年由迈尔(F．Mayer)首先倡导，在柏林科学院的支持下，开始编




这是19世纪数学的鸟瞰图．这件巨大的工程直到20世纪才完成．这是今日各种数学百科全书的先声．




第十四章 现代数学概观——二十世纪的数学



19世纪末到20世纪初，数学也像物理学一样，迎来了一个激烈的变革时期．一方面人们开始接受康托尔的集合论作为统一数学的基础，但不久又在其中发现有悖论，从而出现了严重的数学危机．另一方面，作为未来数学的主要方法——公理化方法由希尔伯特所奠定，他在1899年发表的《几何学基础》(Grundlagen der Geometrie)对于二十世纪的数学给予很大的启示．在他的推动下，形成了一个小小的公理化热潮．1900年，希尔伯特在第二届国际数学家大会上提出著名的23个问题，其重点是数学基础及公理化问题，但其他大部分问题，是继承19世纪的数学传统，虽有继往开来的作用，但与20世纪数学的主要发展路线关系不太密切．20世纪初，数学越来越趋于抽象化，抽象群论的研究、法国数学家勒贝格(H．Lebesgue，1875—1941)的测度论和积分论、希尔伯特的积分方程理论、法国数学家弗瑞歇(M．Fréchet，1878—1973)的抽象空间理论、代数学的一些公理化理论相继出现，连同组合拓扑学的建立，预示着以代数学和拓扑学为中心的现代数学翻天覆地的变化．泛函分析的出现大大改变了分析的面貌，而且给量子物理学准备了现成的工具．与以前的数学比较，20世纪数学有如下特点：

1．数学不再只是数论、代数、几何、分析几个相对独立的部分，而是随着集合论的出现涌现出大量的新学科、新分支、新理论．例如：数学基础与数理逻辑(以及分化出来模型论、递归论、证明论)，抽象代数学(包括群论、环论、域论、同调代数学、代数K理论、格论以及各式各样的代数结构)，一般拓扑学、代数拓扑学、微分拓朴学、拓扑群理论(及其他拓扑代数，包括李群)、代数群理论、测度与积分论、泛函分析、随机过程论等等．几乎所有应用数学和与计算机有关的数学部门都是20世纪的产物，即使是经典的数学部门，面貌也已完全改观．比如说，19世纪以前的代数学主要研究代数方程及代数方程组的求解问题，19世纪出现了研究代数方程代换群的伽罗瓦理论、线性代数学、不变式理论，而现代的代数学已经是群论、环论、域论及同调代数学等分支，而那些经典内容总共也已经占不到百分之几了．

2．数学不再像过去那样只是解决特殊问题、寻求特殊算法的学科，而是在结构的概念下有统一的对象、统一的方法、有自身独立的问题的独立学科，它不仅研究数与形，而主要是研究各种结构，其中特别是代数结构、拓扑结构、序结构，以及这些结构互相混合和杂交产生的各种多重结构，从而给20世纪数学带来无比丰富而深刻的内容．结构观念进一步发展或范畴及函子的概念，对统一数学的思想起着很大的作用，思想的统一及方法的深化，促进许多经典问题的解决．

3．数学的内容越来越复杂、越抽象．非但没有使得它脱离实际，而且以数学本身发展出来的许多观念给物理学、化学、生物科学等提供了许多有力的工具，比如黎曼几何学及张量分析对于广义相对论，泛函分析对于量子力学及量子场论，乃至近年纤维丛理论、微分几何学及代数几何学对于规范场理论、群表示论对于原子结构、核结构、基本粒子分类都好像是定做的工具，不只一次地引起物理学家的惊异．甚至像1917年发现的拉东变换在四、五十年后都对医学上检查肿瘤不可缺的X射线层析仪提供理论基础．第二次世界大战前后，电子计算机的问世以及许多门应用数学的发展更是为数学的应用开辟了无比广阔的前景．反过来，实际问题及应用数学又为纯粹数学提出来许多新概念、新问题，甚至于推动许多经典难题的解决．比如用规范场理论推动四维拓扑学取得重大突破．

4．随着电子计算机的发明，无论是纯粹数学还是应用数学都受到电子计算机的强烈影响，数值分析已形成一门独立的数学分支，现在的数学计算方法如果不能上机器那就要大为减色，许多方法(如单纯形法、蒙特卡罗法、有限元法、卡尔曼滤波等等)的优越性就在于它们能够与计算机很好地配合．这样许多应用数学问题可以进行计算机试验，而逐步得到解决．不仅如此，许多纯粹数学问题也在计算机帮助之下得到证明，其中最突出的就是1976年阿佩尔及哈肯籍助计算机证明四色猜想．机械化证明可望减轻数学家某些重复、繁琐的劳动，而集中于更重要的数学问题的解决．

20世纪的数学可以第二次世界大战为界划为前后两期，前期约1870年到1940年，可以说是现代数学的萌芽时期．数学由以算为主过渡到以研究结构为主，把数学统一在集合论的基础上．其标志是数理逻辑、抽象代数学、测度与积分论、拓扑学、泛函分析等五大学科的诞生，到30年代布尔巴基学派用数学结构的概念统一数学，陆续出版多卷本《数学原理》(Elémentsde Mathé－matique，1939—)，成为战后数学的经典．1940年以后，是现代数学的繁荣时期，纯粹数学以拓扑学为中心得到迅猛发展，同时，随着计算机的出现，应用数学及计算数学也取得空前的进步，对于科学及社会都起着越来越重大的作用．




第一节 五大新兴学科的建立



一、数理逻辑

1．符号逻辑

数理逻辑作为一门数学学科，来源于对数学和逻辑基础的探讨，它最早可追溯到莱布尼茨，他关于逻辑演算的观念预示着布尔代数，而英国数学家布尔(G．Boole 1815—1864)在1847年出版《逻辑的数学分析》一书，正式推出所谓布尔代数，在逻辑上相当于命题演算．其后由英国数学家杰方斯(W．S．Jevons，1835—1882)和小皮尔斯(C．S．Peirce，1839—1914)在1874年加入次序关系，
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卷中加以公理化．第一个完全形式化的语言是德国数学家弗瑞格(G．Frege，1848—1925)在1879年出版的《概念文字》中引进的．他首先定义了全称量词及存在量词．并引进一般的谓词逻辑．不过相应的逻辑代数一直到1950年才由波兰数学家塔斯基(A．Tarski，1902—1983)所发展，他引进所谓“圆柱代数”．1955年美国数学家哈尔莫斯(P．Halmos，1916—)又引进多进代数，形成一般的逻辑代数理论．1889年意大利数学家皮亚诺(G．Peano，1858—1932)提出自然数的公理系统，即后来所谓皮亚诺算术公理．而戴德金在前一年也提出类似的公理系统．弗雷格在1884年出版的《算术基础》中开始提到算术无非是扩展的逻辑．戴德金也提出类似的观点．弗雷格在1893年出版的《算术的基本规律》第一卷中，用五条逻辑公理来推导算术命题．1902年6月罗素给弗雷格一封信，提出著名的罗素悖论，并指出弗雷格的矛盾．弗雷格在1903年出版的《算术的基本规律》第二卷附录中承认这是对他的巨大打击，正是这个悖论，揭开了数理逻辑新的一章．

2．罗素悖论

罗素的悖论是关于集合论的，康托尔已经意识到不加限制地谈论“集合的集合”会导致矛盾．其他人也发现集合论中存在矛盾．而罗素在1903年出版的《数学的原理》(Principles of Mathematics)中，则十分清楚地表现出集合论的矛盾，从而动摇了整个数学的基础．罗素的悖论是说：可以把集合分成两类：凡不以自身为元素的集合称为第一类集合，凡以自身做为元素的集合称为第二类的集合，每个集合或为第一类集合或为第二类集合．设M表示第一类集合全体所成的集合．如果M是第一类集







现了这个矛盾之后，导致第三次数学危机，在数学界出现了各种意见，从抛弃集合论到尽可能保持集合论在数学中的基础地位的都有．由于20世纪数学的发展主流是建立在集合论基础之上，这里只考虑数学家如何消除悖论．在20世纪初，大致有两种办法，一个办法是罗素的分支类型论，它在1908年发表，在这个基础上罗素与怀特海(A．N．Whitehead，1861—1947)写出三大卷《数学原理》(principia Mathematica，1910—1913)，成为数理逻辑最早一部经典著作．还有一个办法是公理方法限制集合，由此产生公理集合论．

3．集合论的公理化

康托尔本人没有对集合论进行公理化．集合论公理化是策梅罗(E．Zermelo，1871—1953)在1908年发表的．富兰克尔(A．Fraenkel，1891—1965)等人曾加以改进，形成著名的ZF系统，这是最常用的一个系统，因此大家都希望从中推出常用的选择公理(1904年策梅罗引进它来







设与ZF系统是相容的．1963年，柯亨(P．Cohen，1934—)发明“力迫法”证明这两条“公理”的否定也不能在ZF系统中证明，从而推出其独立性．

4．希尔伯特纲领

为了使数学奠定在严格公理化基础上，1922年希尔伯特提出希尔伯特纲领，首先将数学形式化，构成形式系统，然后通过有限主义方法证明其无矛盾性．

1928年希尔伯特提出四个问题作为实现其纲领的具体步骤：

(1)分析的无矛盾性．1924年阿克曼(W．Ackermann，896—1962)和1927年冯·诺伊曼(J．Von Neumann，1903—1957)的工作使希尔伯特相信只要一些纯算术的初等引理即可证明分析的无矛盾性．

1930年夏天，哥德尔开始研究这个问题，他不理解希尔伯特为什么要直接证明分析的无矛盾性．哥德尔认为应该把困难分解：用有限主义的算术证明算术的无矛盾性，再用算术的无矛盾性证明分析的无矛盾性．哥德尔由此出发去证明算术的无矛盾性而得出不完全性定理．

(2)更高级数学的无矛盾性．特别是选择公理的无矛盾性．这个问题后来被哥德尔在1938年以相对的方式解决．

(3)算术及分析形式系统的完全性．这个问题在1930年秋天哥尼斯堡的会议上，哥德尔已经提出了一个否定的解决．这个问题的否定成为数理逻辑发展的转折点．

(4)一阶谓词逻辑的完全性，这个问题已被哥德尔在1930年完全解决．

这样一来哥德尔把希尔伯特的方向扭转，使数理逻辑走上全新的发展道路．

5．哥德尔的三项重大贡献

除了连续统假设的无矛盾性之外，哥德尔在1929—1930年证明下面两大定理：

(1)完全性定理：哥德尔的学位论文《逻辑函数演算的公理的完全性》解决了一阶谓词演算的完全性问题．罗素与怀特海建立了逻辑演算的公理系统及推演规则之后，数学家最关心的事就是公理系统的无矛盾性及完全性．所谓完全性就是，每一个真的逻辑数学命题都可以由这个公理系统导出，也就是可证明．命题演算的完全性已由美国数学家波斯特(E．Post，1897—1954)在1921年给出证明．而一阶谓词演算的完全性一直到1929年才由哥德尔给出证明．

(2)不完全性定理：这是数理逻辑最重大的成就之一，是数理逻辑发展的一个里程碑和转折点．

哥德尔证明不完全性定理是从考虑数学分析的无矛盾性问题开始的．1930年秋在哥尼斯堡会议上他宣布了第一不完全性定理：一个包括初等数论的形式系统，如果是无矛盾的，那就是不完全的．不久之后他又宣布：如果初等算术系统是无矛盾的，则无矛盾性在算术系统内不可证明．

哥德尔的不完全定理造的是一个不自然的数论问题，数学家一直希望在一阶皮亚诺算术中找到一个数学表述既简单又有趣的数论问题，就像哥德巴赫猜想或费马大定理来说明算术的不完全性．这一直到1977年才由巴黎斯(J．Paris)等人造出，这更加证明希尔伯特纲领是不可能实现的．

6．哥德尔以后的数理逻辑．哥德尔的不完全性定理从根本上动摇了数学的基础，它指出绝对的无矛盾性的证明是不可能实现的，数学家只能限制自己的领域及要求．数理逻辑也成为一个专门的学科，它分成四大分支：证明论、递归论、公理集合论及模型论，它们都在30年代发展起来．证明论仍然继续希尔伯特纲领，但不得不放宽有限主义的条件．其中最主要的成就是根岑(G．Gentzen，1909—1945)在1934年用超穷归纳法证明自然数算术的无矛盾性．递归论也奠定基础，1935年克林尼(S.Kleene，1909—1994)定义一般递归函数，1936年图林(A．Tuˉring，1912—)提出图林机概念．同年车尔赤(A．Church1903—)提出车尔赤论点：任何有效可计算函数均等价于一般递归函数．递归论与数学关系至为密切，它不仅为计算机科学奠定基础，同时一系列判定问题则直接涉及数学基本问题：如群的基本问题是问什么时侯两个群同构，对于有限表出群是1908年提出的，到50年后，苏联数学家阿其扬(C．И．Aдьян，)在1957年及以色列数学家拉宾(M．O．Rabin，)在1958年独立证明这问题是不可解的．在这个基础上，小马尔科夫(A．A．MapkoB，1903—1979)证明拓扑学的基本问题——同胚问题也是不可解的，1970年最终证明希尔伯特第十问题是不可解的．模型论首先是处理真假问题，它指出一系列命题在某些模型下为真，而在另外模型下非真．其次它构造一批非标准模型．1934年斯科仑(T．Skolem，1887—1968)给出整数的非标准模型，1961年鲁宾逊(A．Robinson，1918—1974)提出非标准分析，使莱布尼茨的无穷小合法化，创立了非标准数学．

二、抽象代数学

代数学与拓扑学是现代数学的两大部门．它们构成现代数学的基础与核心．没有代数学和拓扑学，现代数学(除了那些较为孤立的、相对地讲不太重要的学科)可以说寸步难行．

抽象代数学或近世代数学是在20世纪初发展起来的．1930—1931年范·德·瓦尔登(B．L．vander Waerden，1903—)的《近世代数学》(Moderne Algebra)一书问世，在数学界引起轰动，由此之后，抽象代数学或近世代数学成为代数学的主流，不久之后也就理所当然地把“抽象”及“近世”的帽子甩掉，堂尔皇之成为代数的正统．

范·德·瓦尔登的书至今仍然是代数学的模式．它是根据德国女数学家E．诺特(E．Noether，1882—1935)和德国数学家阿廷(E．Artin，1898—1962)的讲义编写而成，在精神上基本来源于他们两位，特别是诺特，被公认为“近世代数学之母”．在诺特之前，不少大数学家都对近世代数学有过这样或那样的贡献，但是这种与经典代数学迥然不同的思想主要来源于戴德金和希尔伯特，戴德金不仅引进大多数抽象代数观念——如理想、模、环、格等，而且初步研究它们的结构及分类，而希尔伯特的抽象思维方式及公理方法则对现代整个数学都有举足轻重的影响．

抽象代数学的研究对象与研究目标与经典代数学有着根本的不同：经典代数学的主要目标是求解代数方程和代数方程组，而抽象代数学的目标则是研究具有代数结构的集合的性质，刻划它们并加以分类，这些对象是用公理定义的．

1．域论

从古代起，人们就已经熟悉有理数和它们的运算——加法和乘法．这些运算满足加法交换律和加法结合律，乘法交换律和乘法结合律，以及分配律，而且对于加法存在零元素(0)及逆元素(倒数)．所有有理数的集合是人们最早认识的具体的域，后来也知道实数集合、复数集合同样满足上述公理，它们也是城．除了这些最熟悉的域之以，在19世纪研究得最多的域是代数数域，这些都是含有无穷多元素的数域．有没有有限多个元素的域呢？1830年伽罗瓦已知有有限多个元素的域(后来被称为伽罗瓦域)，其元素被称为伽罗瓦虚数，它们满足pa＝0，其中p是一个素数，p称为域的特征．伽罗瓦曾具体证明，在一个特征为p的伽罗瓦域中，元素个数是p的一个幂．如在当时的情况一样，伽罗瓦所作的一切都是有具体表示的．到19世纪末，人们知道其他域的例子还有有理函数域及代数函数域．

从整体结构上对域进行考察始自戴德金及克罗内克对代数数域的研究(从1855年起)．但抽象域的观念则来自德国数学家韦伯(H．Weber，1842—1913)，他的思想来自抽象群的观念．后来美国数学家狄克逊(L．E．Dickson，1874—1954)及亨廷顿(E．V．Huntington，1874—1952)给出域的独立的公理系统．在韦伯的影响下，德国数学家施泰尼茨(E．Steinitz，1871—1928)在1910年发表《域的代数理论》一文，为抽象域论奠定了基础．他把域分为两种类型：一种是特征为p的域，也即对所有元素a满足pa＝0的域，它们一定包含最小的城(称为素域)，最小的域一定是只含p个元素的伽罗瓦域．另一种是不存在这种p的域，称为特征0，其素域一定是有理数域．不管域属于哪一种类型，任何域均可由素域添加一些新元素“扩张”而成．所以域的根本问题是研究域的扩张．他对扩张进行了分类，其中主要的一类是添加系数在原域中的多项式的根后所得的扩张(代数扩张)．当一个域通过代数扩张不能再扩大时称为代数封闭域．施泰尼茨证明，每个域均有唯一的代数封闭域．特别他还对特征p一般域胁许多特殊性质如不可分性、不完全性进行研究．

关于抽象有限域，已经有了相当完整的结果：1893年美国数学家莫尔(E．H．Moore，1862—1932)证明，任何一有限域必定与某一个伽罗瓦域同构．反过来，对于任意素数p和正整数a，必定存在唯一一个伽罗瓦域，具有pa个元素．有限域理论在数论、编码理论、组合理论及数理统计等方面有着许多应用．

在域论中引进p进域是一个重大成就．德国数学家亨泽尔(K．Hensel，1861—1941)在1908年出版的《代数数论》(Theorie der algebraischen Zahlen)中系统阐述了p进数，他对这种数规定了加、减、乘、除四种基本运算，构成一个域称p进域，而它是有理数域的一个完备化，如同实数域一样．但是与实数域性质的一个很大的不同是实数域具有阿基米德性质，也就是对任何两个实数a，b总存在一个正整数n，使na＞b．p进域虽然也有一个自然的顺序，但却没有阿基米德性质．pˉ进数域是一种“局部”域，在它里面也可定义整数及代数数，它的建立大大有助于数论的发展．亨泽尔之后，抽象赋值论得到发展，在代数数论及代数几何学上有着重要应用．

抽象理论的建立不仅使已有的零散知识系统化，而且有助于许多问题的解决，1927年阿廷解决希尔伯特第17问题就是靠他引进抽象的实域(他称为形式实域)．实域k是把实数域的一个特性抽象化：即-1不能表示为k中元素的平方和．通过这个概念，他证明“任何正定有理函数都可表示为有理函数平方和”．

2．环论

环的概念原始雏型是整数集合．它与域不同之处在于对于乘法不一定有逆元素．抽象环论的概念来源一方面是数论，整数的推广——代数整数具有整数的许多性质，也有许多不足之处，比如唯一素因子分解定理不一定成立，这导致理想数概念的产生．戴德金在1871年将理想数抽象化成“理想”概念，它是代数整数环中的一些特殊的子环．这开始了理想理论的研究，在诺特把环公理化之后，理想理论被纳入环论中去．

环的概念的另一来源是19世纪对数系的各种推广．这最初可追溯到1843年哈密顿关于四元数的发现．他的目的是为了扩张用处很大的复数．它是第一个“超复数系”也是第一个乘法不交换的线性结合代数．它可以看成是实数域上的四元代数．不久之后凯莱得到八元数，它的乘法不仅不交换，而且连结合律也不满足，它可以看成是第一个线性非结合代数．其后各种“超复数”相继出现．1861年，魏尔斯特拉斯证明，有限维的实数域或复数域上的可除代数，如满足乘法交换律，则只有实数及复数的代数(1884年发表)．1870年戴德金也得出同样结果(1888年发表)．1878年弗洛宾尼乌斯(F．G．Frobenius，1849—1917)证明实数域上有限维可除代数只有实数、复数及实四元数的代数．1881年小皮尔斯也独立得到证明．1958年用代数拓扑学方法证明，实数域上有限维可除代数，连非结合可除代数也算在内，只有1，2，4，8这四种已知维数．可见实数域及复数域具有独特的性质．

关于域上线性结合代数的研究在19世纪末处于枚举阶段，1870年老皮尔斯(B．Peirce，1809—1880)发表《线性结合代数》，列举6维以下的线性结合代数162个．他还引进幂零元与幂等元等重要概念为后来的结构理论奠定基础．1898年、嘉当(E．Cartan)在研究李代数的结构基础上，对于结合代数进行类似的研究，1900年，德国数学家摩林(T．Molien，1861—1941)征明，复数域上维数≥2的单结合代数都与复数域上适当阶数的矩阵代数同构．线性结合代数的结构定理是1907年由美国数学家魏德本(J．HM．Wedderburn，1882—1948)得出的：线性结合代数可以分解为幂零代数及半单代数，而半单代数又可以表示为单代数的直和．单代数可表为域上可除代数的矩阵代数．这样结合代数就归结为可除代数的研究．可除代数有着以下的结果．1905年魏德本证明：有限除环都是(交换)域，也即伽罗瓦域．当时除了伽罗瓦域及四元数之外，不知道有别的除环．20世纪虽然发现了一些新的除环，但除环的整个理论至今仍不完善．

从线性结合代数到结合环的过渡是阿廷完成的．1928年，阿廷首先引进极小条件环(即左、右理想满足降键条件的环，后称阿廷环)，证明相应的结构定理．对于半单环的分类，雅可布孙(N.Jacobson，1910—)创立了他的结构理论．他认为对任意环均可引进根基的概念，而对阿廷环来说，根基就是一组真幂零元．对于非半单的阿廷环(主要出现于有限群的模表示中)，如福洛宾尼乌斯代数及其推广也有许多独立的研究．而与阿廷环对应的是诺特环，对于有么无的环，秋月康夫(1902—1984)及霍普金斯(C．H opkins)证明阿廷环都是诺特环．对于诺特环，却长期没有相应的结构理论．一直到1958年英国数学家戈尔迪(A．W．Gold－ie)才取得突破，他证明任何诺特半素环都有一个阿廷半单的分式环，这才促进了新研究．与诺特环平行发展的是满足多项式等式的环．近来环表示论及同调方法的应用对结合环理论有极大促进．

环论的另一来源是代数数论及代数几何学及它们导致的交换环理论．1871年戴德金引进理想概念，开创了理想理论．环这个词首先见于希尔伯特的数论报告．代数几何学的研究促使希尔伯特证明多项式环的基定理．在本世纪初英国数学家腊斯克(E．Lasker，1868—1941)及麦考莱(F．S．Macaulay，1862—1937)对于多项式环得出分解定理．对于交换环的一般研究来源于E．诺特．她对一般诺特环进行公理化，证明准素分解定理从而奠定交换环论乃至抽象代数学基础，其后克鲁尔(W．Krull，1899—1971)给出系统的研究，他还引进了最值得注意的局部环．四十年代，薛华荔、柯恩(I．S．Cohen，1917—1955)及查瑞斯基(O．Zariski，1899—1986)对局部环论进行了系统的研究．

3．群论

19世纪末抽象群开始成为独立研究的对象，当时主要问题仍是以置换群为模式的有限群，问题涉及列举给定阶数的所有群以及群的可解性的判据．

当时主要的定理是由挪威数学家西洛(L．Sylow，1832—1918)在




的．而19世纪90年代群论最主要成就是群表示论的出现，它是由德国数学家福洛宾尼乌斯奠定的．后由他的学生舒尔(I．Schur，1875—1941)所发展，成为研究群论不可缺少的工具．所谓群表示即是把群具体实现为某种结构的自同构群，例如域F上的有限维线性空间的线性变换群，通常是把群的元素与F上的n×n可逆矩阵相对应．在英国数学家伯恩塞德(W．Burnside，1852—1927)的经典著作《有限阶群论》(Theory of Groups of Finite Order)第二版(1911)已经进行综述并给出应用．

20世纪有限群论的中心问题是有限单群的分类．很久以来，就已经知道一个相当长的有限单群的表，除了素数阶循环群之外，对于每一个整数n≥5存在一个n！/2阶单群，它由n个事物的所有偶置换构成，这就是所谓交错群．当n=5时，它就是二十面体群．另外还知道许多射影特殊线性变换群PSL(n，q)，它们通过行列式为1的n×n矩阵群(元素取在有限域GL(q)中)的商群构造出来．另外对于正交矩阵、辛矩阵、酉矩阵也可以造出一批单群来．这些“典型群”，从若尔当时候起就已知道，后来经过美国数学家狄克逊、荷兰数学家范·德·瓦尔登、法国数学家丢东涅(J．Dieudonné，1906—1992)进行系统研究．真正重大的突破是1955年薛华荔在日本《东北数学杂志》上发表的“论某些单群”的论文，这篇论文的重要性不仅展示一些新单群，而且更重要的是对于以前知道的绝大部分通过李代数换基的办法进行统一的处理，从而得出九个系列的薛华荔群．其后，这些薛华荔群经过美国数学家斯坦伯格(R．Steinberg，1922—)、韩国数学家李林学、比利时数学家梯茨(J．Tits，1930—)、日本数学家铃木通夫(1926—)等人加以扩充，得出全部李型单群的16系列．除了上述这18个序列中的有限单群之外，还有几个不属于它们的所谓“散在单群”，其中头一个是7920阶的群M11是法国数学家马丢(E．L．Mathieu，1835—1890)在1861年发现的，他不久又发现另外4个单群M12，M22，M23，M24．一直到1965年之前再没有发现新的散在单群了．突然1965年南斯拉夫数学家严科(Z．Janko，1932—)发现了一个175560阶的新单群，其后10年间，陆续发现另外20个敬在单群，其中最大的称为费舍尔(B．Fischer，1936—)“魔群”，其阶大约为8.1053，到这时候是否所有单群均已找到，也就是有限单群的分类已经完成了呢？在这条漫长的路上，首先的突破是一系列群论性质及表示论的成果，其中包括1955年布劳尔(R．Brauer 1901—1977)的工作．第二个突破是1963年美国数学家费特(W．Feit，1930—)和汤姆逊(J．G．Thompson，1932—)证明除循环群之外，奇阶群都是可解群，这个长达250页的论文包括了极其丰富的信息．70年代，在群的结构研究上有了新的突破，最终导致1981年，有限单群的分类彻底完成，不过全文需要1万页以上，这是各国上百位群论专家通力合作的结果．

对于无穷阶的离散群，也有一些重要的研究，其中重要的是与数理逻辑有关的“字的问题”，即两个符号序列何时相等，对于有限生成的具有有限个关系式的群，1955年左右苏联数学家诺维科夫(Π·C·Hовиков，1901—1975)、美国数学家布里顿(J．L．Britton)和布恩(W．Boone，1920—1983)证明一般的字的问题是不可解的，也就是不存在一个普遍的算法来判定两个字是否相等，但是另一方面德国数学家马格努斯(W．Magnus，1907—)在1932年解决一个关系式的有限生成群的字的问题．另一个重要的问题是伯恩赛德问题，他问一个有限生成的群如果其所有元素都是有限阶的，该群是否有限，这个问题一直到1964年由前苏联数学家考斯特利金(А．И．Кострикин，1929—)举出例子而得出否定的回答．另外还有一个狭义的伯恩赛德猜想，即有限生成群当所有元素x满足xn＝0是有限群，现在知道当n＝2，3，4，6时，狭义伯恩赛德猜想成立，但如果n相当大，诺维科夫和布里顿等人也举出反例．

三、测度与积分理论

测度是长度、面积和体积概念的精密化及推广．各民族数学发展一开始均致力于测量长度和面积，得出相应的公式及方法，而统一的求积方法一直到牛顿和莱布尼茨建立微积分之后才得到．这时求积问题变成一个特殊的积分问题．但积分是一个相当复杂的概念，19世纪由于分析的严格化才导致由柯西、黎曼及达布相继改进的黎曼积分的概念，最后确定下来．

随着康托尔点集论的建立，要求对更一般的点集的“大小”进行比较及量度，这要求定义测度．先是对黎曼可积性条件中函数的不连续点集的“测度”给出定义．最早是哈那克(A．Harnack，1851—1888)、杜布瓦—瑞芒(P．du Bois Rey－mond，1831—1889)、史托尔茨(O．Stolz，1842—1905)及康托尔在1881到1885试着做出定义，他们均采用覆盖区间长度的下确界，但是这样定义有毛病．例如，两个无公共点集的并集的“测度”有时能够小于两集的“测度”之和，除了上述定义的“外”测度之外，最先定义“内”测度的是皮亚诺，他在1887年定义“可测”集为内、外测度相等，这样虽然克服上述困难，但有界开集并不一定可测．若尔当在他的《分析教程》第一卷第二版(1893)中也做了类似的定义，同样也有类似的毛病．对这些毛病的补救来自波莱尔(E．Borel，1871—1956)，他在《函数论教程》中大大改进了以前的测度观念，利用可数可加性对任一有界开集构造地定义测度．他还考虑零测度集(实际上这个观念可以追溯到黎曼)．而真正把波莱尔的方法同皮亚诺—若尔当的办法结合而形成系统测度论的则是波莱尔的学生勒贝格，这些发表在他的博士论文《积分、长度、面积》当中．

勒贝格的功绩不仅在于建立系统的测度理论，更主要的是建立系统的积分理论．在勒贝格之前，除了黎曼积分之外，还有斯蒂尔吉斯(T．J．Stieltjes，1856—1894)积分．斯蒂尔吉斯在1894年发表的“连分式的研究”中证明：如连分式







数F(Z)，F(Z)可表

为







曼积分对于一般的数学分析已经足够，但是还有一系列不理想的地方．

微积分的基本定理是微分和积分互为逆运算，也就是说如果




则导数F′(x)存在，而且等于f(x)，至少在f光滑的点是如此．但是1881年沃尔泰拉(V．Volterra，1860—1940)还在比萨大学做学生时，发现一个例子：一个函数F在(0，1)区间上定义有界，其导数f＝F′处处存在，但是在当时流行的积分——黎曼可积的意义是不可积的．因此，需要定义一种积分，它可以在更广的一类函数上定义，而且使微分和积分成为互逆的运算．另外对这种积分还希望收敛级数可以逐项积分．勒贝格在他的1902年学位论文中迈出新的一步，他定义勒贝格积分与以前定义积分的方式不同，以前是先定义积分，然后由积分得到“测度”，勒贝格与此相反，他先定义测度，然后定义积分．他定义积分时，不去把自变量的区间加以区分，而把因变量y的区间(对于实函数来说是R的子集)加以重分(成有限个区间)，再仿照通常的办法定义积分，这样就可以使一些很坏的函数也成为勒贝格可积的，最明显的例子就是狄利克雷函数．这样，大大扩充了可积函数的范围．另外如果勒贝格可积函数同时也黎曼可积，则两个积分相等．并且与一些极限运算可以交换，而且可以推广到高维．

勒贝格积分虽然能解决沃尔泰拉原来的问题，但并不足够一般以致能够使所有具有有限导数f(x)＝F′(x)的函数F(x)的导数f(x)=F′(x)都可积．为此，法国数学家当日瓦(A．Denjoy，1884—1974)在1912年和德国数学家佩隆(O．Per－ron，1880—1975)在1914年分别设计了以他们各自的姓定义的积分．其后鲁金(H．H．Лузин，1883—1950)给出描述性定义，这三者是等价的．

1915年法国数学家弗雷歇把积分扩张到抽象集合的泛函上．他的模式取自1913年奥地利数学家拉东(J．Radon，1887—1956)的工作，其中引进集函数．他实际上综合了斯蒂尔吉斯积分与勒贝格在1910年把勒贝格测度论推广到高维(三维及三维以上)欧氏空间的研究．勒贝格通过可测函数的积分定义一个集函数，证明它是完全可加的而且绝对连续的．不过他只有点函数观念，而拉东则利用集函数定义拉东测度．1930年波兰数学家尼古丁(O．Nikodyn，1887—1974)对抽象测度论完成了1910年勒贝格定理在抽象测度论的推广，最终完成抽象测度论的建立．它不仅构成概率论的基础，同时也是抽象调和分析、谱理论等分支不可少的前提．

四、泛函分析

泛函分析是一门新兴学科，1932年才被正式列入德国《数学文摘》．“泛函分析”这个词首先出现于列维(P．Lévy，1886—1971)的1922年出版的《泛函分析教程》中．它是一门分析学科，但与传统的分析学科不太一样，后者强调演算，而前者强调概念．它们的对象也有所不同，后者主要讨论个别函数(类)的性质，而前者主要讨论函数空间及其上算子的集合，特别是其上的拓扑、代数及序结构．不过很难说它有一个统一的对象及目标．泛函分析大致可分为四大块：一是函数空间理论，从希尔伯特空间、巴拿赫空间到一般拓扑线性空间的理论．二是函数空间上的分析，这是最先发展的一部分，即所谓泛函演算．三是函数空间之间的映射及算子理论，发展最成熟的是希尔伯特空间中的线性算子理论．四是算子(或函数)集合的代数结构，如巴拿赫代数、冯·诺伊曼代数、C*代数以及算子半群等理论．

泛函分析的来源可以追溯到18世纪变分法的产生．正如微积分研究函数的极值一样，变分法研究函数集(空间)上的函数——泛函的极值．而泛函分析的直接推动力则是19世纪末兴起的积分方程的研究．它导致线性泛函分析的诞生．

泛函分析的发展可分三个时期：

第一阶段是创始时期，大约从19世纪80年代到20世纪20年代．开始是意大利一些数学家引进泛函演算，特别是他们引进原始泛函以及线性算子的概念．后来法国数学家发展了泛函演算，这反映在阿达马(J．Hadamard)在1897年第一次国际数学家大会上的报告中．他为了研究偏微分方程而考虑了闭区间[0，1]上全体连续函数所构成的族，发现这些函数构成一个无穷维的线性空间，并于1903年定义了这个空间上的函数，即泛函．这些还只是具体的结果．

法国数学家弗雷歇利用当时的集合论观念把前人的结果统一成为一个抽象的理论，他把他们的共同点归纳起来而且加以推广：

(1)把函数或曲线看成一个集合或空间中的点．不妨把它们看成一个抽象集合．

(2)点列的极限概念也可以推广，这样有极限概念的集合他称为L空间，这是后来拓扑空间的萌芽．

(3)集合上可以定义取值在实数里的实函数，即泛函．由于有了极限概念，就可以定义泛函的连续性．

(4)泛函可以进行代数运算，也可以进行分析演算，比如微分．这样就成为名符其实的泛函分析了．

1906年他还在抽象的空间中引进“距离”的观念，具有欧几里得空间距离的性质，这种空间就有更丰富的结构．

大约在弗雷歇同时，希尔伯特对于积分方程进行系统的研究．他在前人基础上，深刻认识积分方程与无穷多变无线性方程组之间的相似性，积分方程的有解性与无穷多变元的收敛性条件有关．这样他实际上得到了具体的希尔伯特空间的理论．抽象的希尔伯特空间理论是他的学生施密特(E．Schmidt，1876—1959)得到的．他引进实和复的希尔伯特空间的几何观念，把函数看成是平方可积序列的空间(l2空间)的点．1907年，匈牙利数学家黎斯(F．Riesz，1880—1956)等人引进勒贝格平方可积空间(L2空间)，发现其性质和l2空间相同，两个月之后，德国数学家费歇尔(E．Fischer，1875—1959)与黎斯(M．Riesz，1886—1969)证明l2空间和L2空间同构，只不过是同一种抽象希尔伯特空间的两种具体表现而已．这也反映出研究抽象空间的重要意义．黎斯—费歇尔定理也更清楚表明积分理论和抽象空间的泛函之间的紧密联系．

1910年黎斯仿照L2空间研究了Lp空间(1＜p＜∞)就是p次方可积函数全体构成的空间，后又研究lp空间，它们不是希尔伯特空间，而是巴拿赫(S．Banach，1892—1945)空间．他发现lp上连续线性泛函全体




方面是不可少的工具．

第二阶段泛函分析正式发展成为一门学科， 1920年到1922年间奥地利数学家哈恩(H．Hahn，1879—1934)，海莱(E．Helly，1884—1943)，维纳(N．Wiener，1894—1964)和巴拿赫都对赋范空间进行定义并加以研究，海莱还得到所谓哈恩——巴拿赫定理．但对泛函分析贡献最杰出的是巴拿赫．他进一步把希尔伯特空间推广成巴拿赫空间，用公理加以刻划，形成了系统的理论．他在1932年出版的《线性算子论》一书统一了当时泛函分析众多成果，成为泛函分析第一本经典著作．

这时泛函分析不仅理论上比较完备，而且在古典分析的应用上起着举足轻重的作用，其中特别是波兰数学家肖德尔(J．Schauder，1899—1940)和法国数学家勒瑞(J．Leray，1906—)的不动点理论是现代偏微分方程理论的重要工具．他们把微分方程的解看成巴拿赫空间到自身映射的不动点，得出了基本定理，这是现代非线性泛函分析的出发点．

1926年冯·诺伊曼来到哥丁根大学，当时正是哥丁根物理学与数学的全盛时代．量子力学的产生和抽象代数、泛函分析的发展使人们思想空前活跃．冯·诺伊曼把希尔伯特空间公理化，并把量子力学的数学基础建立在泛函分析之上．虽然冯·诺伊曼的公理的来源可以从维纳、外尔和巴拿赫的工作中看到，但冯·诺伊曼的工作更为系统，特别是他关于厄米算子的谱理论．

三十年代末，波兰数学家马祖尔(S．Mazur，1905—1981)与苏联数学家盖尔范德(Ц.М.Гельфанд，1913—)发展巴拿赫代数(赋范环)理论，而且通过抽象方法轻而易举证明古典分析中的大定理．这显示了泛函分析方法的威力，也论证了泛函分析的独立存在的价值．

第三阶段是泛函分析的成熟阶段．从40年代起泛函分析在各方面取得突飞猛进的发展．头等重要的事是施瓦兹(L．Schwar－tz 1915—)系统地发展了广义函数论，它现在已成为数学中不可缺少的重要工具．它的前身就是狄拉克(P．Dirac，1902—1984)在量子力学中引进的δ函数．

第二次世界大战以后，泛函分析取得突飞猛进的发展：1920年到1940年间所发展的局部凸向量空间理论的技术在1945年后主要通过沙顿(R．Schatten，1911—)及格罗登迪克(A．Grothendieck，1927—)引入拓扑张量积的理论而完成．在这个理论的发展过程中，格罗登迪克引进一种新型的拓扑凸空间一核空间，它在许多方面比巴拿赫空间还接近于有限维空间，并且具有许多卓越的性质，使它在泛函分析及概率论的许多分支中证明是非常有用的．

巴拿赫时代就提出来的两个老问题直到1973年才被恩福楼(P．Enflo)否定解决掉：他造出一个可分巴拿赫空间，其中不存在(巴拿赫意义下的)基；他还造出一个可分巴拿赫空间的紧算子的例子，它不是有限秩算子(关于紧集上的一致收敛拓扑)的极限．

1900年到 1930年间由希尔伯特、卡勒曼(T．Carleman，1892—1949)及冯·诺伊曼所发展的希尔伯特空间的算子谱理论由于盖尔范德及其学派于1941年所创始的巴拿赫代数理论而大大简化及推广．但是，这个理论中最有趣的部分仍然是冯·诺伊曼代数的研究．冯·诺伊曼代数的研究开始得稍早一些，它和希尔伯特空间中局部紧群的酉表示理论有着非常紧密的联系．在冯·诺伊曼的先驱性文章之后，这些代数的分类并没有取得多少进步，特别是相当神秘的“Ⅲ”型因子．到1967年，不同构的Ⅲ型因子只知道三个．其后，事情开始发展很快，几年之内许多数学家发现了新的Ⅲ型因子，一直到1972年到达顶点，发展成一般的分类理论，这个分类理论是建立在富田稔(1924—)的思想及康耐(A．Connes，1947—)定义的新的不变量的基础上的，康耐的不变量使他解决了冯·诺伊曼代数理论中许多未解决的问题．

五、拓扑学

拓扑学是现代数学的基础，研究拓扑空间及其间的连续映射．在20世纪初期，分为一般拓扑学(也称点集拓扑学)及组合拓扑学．一般拓扑学讨论点集的一般的拓扑性质，如开、闭性、紧性、可分性、连通性等等．它们的具体体现可追溯到很久以前，但抽象化的定义则是20世纪的事情．最早的拓扑概念在康托尔、拜尔(Baire1874—193z)及若尔当等人著作中已经出现，1906年弗雷歇正式提出非度量的抽象空间，同时黎斯也提出“聚点”的公理化定义，然后用它定义邻域，但真正从邻域出发定义拓扑的是豪斯道夫(F．Hausdorff，1868—1942)，他在1914年的《集论大纲》中通过邻域定义所谓豪斯道夫空间以及开集、闭集、边界、极限等概念，从而正式形成了一般拓扑学的分支．另一种不通过度量定义拓扑的方法是库拉托夫斯基(C．Kurat－owski，1895—1980)在1922年提出来的，他用闭包概念定义拓扑．1923年，蒂茨(H．Tietze，1880—1964)以开集做为定义拓扑的中心概念，现在通用的公理首先是亚历山大洛夫(П．С．Александров，1896—1982)在1925年提出来的．豪斯道夫在他的书的第二版《集论》中加以总结，使—般拓扑学的表述得以确立下来．




使组合拓扑学成为一个重要的数学分支的是庞加莱．他在1881年到1886年在微分方程定性理论以及后来天体力学的研究中，都有意识地发展拓扑的思想．他从1892年起对拓扑学开始进行系统地研究．在1895年到1904年发表的关于“位置分析”的六篇论文中，他创造了组合拓扑学的基本方法并引进重要的不变量，同调及贝蒂数(1895)、基本群(1895)、挠系数(1899)，并进行具体计算．他还证明了庞加莱对偶定理的最初形式．1904年他提出了著名的庞加莱猜想；单连通、闭(定向)三维流形同胚于球面．他有意识地研究两个闭流形(首先是三维流形)同胚的条件．在他的第二篇补充(1900)中，曾猜想如果两个闭流形的贝蒂数及挠系数对应相等，则它们同胚．但不久(1904)他自己就举出反例，因而他进一步把基本群考虑进去．1919年美国数学家亚力山大(J.w.Alexander，1888—1971)举出两种透镜空间，证明它们贝蒂数、挠系数和基本群对应相等，但仍不同胚．至今三维流形的同胚问题尚未解决．

布劳威尔继庞加莱之后对拓扑学做出突出贡献，创造单纯逼进方法，使拓扑学的证明有了严格的基础．1915年亚历山大证明贝蒂数及挠系数的拓扑不变性．对偶定理是拓扑不变量之间关系的重要方面，1922年亚力山大证明亚历山大对偶定理，是对庞加莱对偶定理的重要补充及发展．1930年，列夫希兹(S．Lefsc－hetz，1884—1972)证明列夫希兹对偶定理，以上述两定理为其特殊情形．

对基本的拓扑不变量加以改造，早在1908年蒂茨的文章中已经开始，他和其他人开始考虑整数以外的系数，如模p系数及有理数．1926年亚历山大引进Zn系数．1925年底到1926年初，诺特同亚历山大洛夫等拓扑学家接触时，曾建议把组合拓扑学建立在群论基础上，在她的影响下，浩普夫(H．Hopf，1894—1971)于1928年定义同调群，但诺特的思想直到以后才逐步为大家了解和接受．1935年切赫(E．Cech，1893—1960)考虑系数取在任何交换群中．

二十年代起，数学家曾试图把同调论从流形逐步推广到更一般的拓扑空间．先是维埃陶瑞斯(L.Vietoris，1891—)(1927)、亚历山大洛夫(1928)等人推广到紧度量空间，继而切赫推广到一般拓扑空间(1932)，即所谓切赫同调论．同时列夫希兹发展了奇异同调论．这是两个最重要的同调理论．在代数与几何的对偶观念的影响下，许多数学家在三十年代初提出同调群的对偶观念——上同调群．除了同调群和上同调的加法结构外，许多人从各个角度寻找其中的乘法结构，列夫希兹和浩普夫在1930年左右研究流形的交口环．1935年到1938年亚力山大、切赫、惠特尼(H．Whitney，1907—1989)、柯尔莫哥洛夫(А．Н．Колмогоров，1903—1987)等人独立引进复形的上积．后来才证明(1952)一般同调不一定有上同调那种自然的乘法．上同调具有环的结构，带来更多的应用．1947年，斯廷洛德(N．Steenrod，1910—1971)定义了平方运算，后来发展成上同调运算的理论．

同样在三十年代，另一个更广泛的概念——同伦产生了．同伦观念的重点由拓扑空间的性质转移到空间与空间的映射的性质上．1895年庞加莱定义的基本群是第一个同伦群．其后布劳威尔、浩普夫等人对于球面到球面的映射进行过初步的研究，得出拓扑度的概念．尤其是1931年浩普夫映射的发现促使人们注意连续映射的研究．1932年，切赫在国际数学家大会上定义了高维同伦群，但未引起注意．1933年波兰数学家虎尔维兹(W．Hure- wicz，1904—1956)对连续映射进行研究，在1935—1936年发表四篇论文，定义了高维同伦群并研究了其基本性质．虎尔维兹还定义了伦型的概念，由于当时所知的大多数拓扑不变量均为伦型不变量，使同伦论的研究有了巨大的推动力．1942年列夫希兹的《代数拓扑学》问世，标志着组合拓扑学正式转变为代数拓扑学．




第二节 老学科的新进展



一、复变函数论

19世纪数学上最主要的成就之一是复变函数论的产生与发展．有人说“19世纪是函数论的世纪．”实际上，19世纪研究的主要是特殊函数，特别是椭圆函数及其推广，以及特殊的应用，尤其是用残数演算计算定积分和为绘制地图而进行的保形变换的研究．复变函数论三个奠基人是柯西、黎曼和魏尔斯特拉斯，他们各有一套方法和课题，各有自己的追随者．到19世纪末，出现了这三条途径的融合，形成了统一的复变函数论，另外，把一般函数论作为函数论的主要方向大大扩充了函数论的研究领域．

整函数及亚纯函数理论．比多项式复杂的函数是超越整函数，n次多项式有n个根，它可以表示为各因子的乘积．如果复变元z的复值函数在所有不等于∞的点z处全纯，则称f(z)为整函数．当∞是f(z)的极点，f(z)就是多项式，而不是多项式的整函数，就是超越整函数，例如ez，，sinz，cosz等．魏尔斯特拉斯最先研究一般(超越)整函数，他在1876年把整函数表示成典范乘积．他还证明，所有复值都是f(z)可以趋于任何复数值C．1879年法国数学家皮卡(E．Picard，1895—1941)证明了皮卡大定理：每一个超越整函数f(z)对每一有限值w，最多除了一个之外，都取无穷多次．这个定理成为后来值分布理论的出发点．这个可能不取的值称为例外值，如果我们把∞也算一个值，则例外值可以有两个．儒利雅(G．Julia，1893—1978)在1919年把皮卡定理加以精密化，他证明，对于超越整函数，至少存在一个方向，在这个方向的狭窄角域中，皮卡定理也成立，这个方向称为儒利雅方向．

比整函数再稍微复杂一些的函数是亚纯函数(半纯函数)，它在复平面上可以有极点．同样，魏尔斯特拉斯也给出了表示．1877年瑞典数学家米塔格—莱夫勒(G．Mittag－Leffler，1846—1927)给出部分分式的表示：

对于亚纯函数，皮卡大定理也成立．在经过许多人研究之后，芬兰数学家耐凡林那(R．Nevanlinna，1895—1980)对于亚纯函数的值分布理论进行了统一的论述．他引进了特征函数T(r)及亏数等概念，证明了第一、第二定理，使值分布理论成为精致的定量理论． 1935年芬兰数学家阿尔福斯(L．V．Ahlfo－rs，1907—)用拓扑的方法建立了覆盖面理论，由它不仅可推出耐凡林那理论，而且还得出亚纯函数许多其他结果，由它还明确了例外值个数2的拓扑意义，它与球面的欧拉示性数有关．其后的值分布理论是本着耐凡林那理论的模式向一般区域或黎曼面上推广．

幂级数及狄利克雷级数是应用最多的复变函数，从19世纪末有着多方面的研究．特别是一个幂级数的收敛圆周成为自然边界的条件，有各种各样的缺项定理．应用上最常用的是陶伯尔型定理．陶伯尔型

定理是







奥地利数学家陶伯尔(A．Tauber，1866—1943)给出逆定理成立的条







李特尔伍德的陶伯尔型定理推广到可测函数，进而证明素数定理．在数




的研究，另外也有相应的陶伯尔型定理，在数论上有许多应用．

函数论一个重要方面是保角映射，其基本定理是黎曼映射定理(1851)．它指出单连通区域之间可通过解析函数进行保角映射．在区域D内定义的单值解析函数f(z)，如D内不同两点映到不同点，称为单叶函数．单叶函数理论是保角映射的重要组成部分，在单位圆内单叶函数族的理论开始于科贝(P．Koebe，1882—1945)单值化问题的研究．他于1909年得出畸变定理，畸变定理反映函数值的某种限界．德国数学家比勃巴赫(L．Bieberbach，1886—1982)在1916年推导定量结果时，得出单叶函数系统理论，同时证明单叶函数｜a2｜≤2，他猜想｜an｜≤n．几十年来，数学家对所猜想发表了上千篇论文，研究了各种方法，特别




方程，首先证明｜a3｜≤3．美国数学家席弗尔(M．Schiffer，1911—)在1938年引进变分方法，后得出｜a4｜≤4(1956)．到1972年才证明对a5，a6比勃巴赫猜想成立．出乎人们意料，美国数学家德、布兰吉斯(L．de Bianges，1932—)1984年一举完全证明比勃巴赫猜想，从而结束了这个问题近七十年的历史．

对于开黎曼面的分类，最初是分型问题，即区别是一圆盘还是复平面是开黎曼面的覆盖面．由芬兰数学家阿尔福斯、梅尔堡(P．J．Myrberg，1892—1976)等人在三十年代初开始研究，后来进入一般开黎曼面的分类，这是从撒利奥(L．Sario，1916—)1946年的工作开始的．

函数论方面一个老问题是单值化问题，也就是象圆x2+y2=1这样的代数函数，能不能找到一个单值的参数表示(如x=cost，y=sint就是)．19世纪许多大数学家都对此做过贡献．一直到1907年，整个问题才由科贝和庞加莱独立地解决．像代数函数这样的多值函数，怎样表示为单值化的曲面上的单值函数的问题，早在19世纪中叶由黎曼得出富有想象力的黎曼面的观念．他的几何思想不仅推动几何函数论的发展，而且也预示着曲面拓扑学的萌芽．1913年，德国数学家外尔(H．Weyl，1885—




时代的著作，对黎曼面做了抽象的刻划，引进了复流形的概念．匈牙利数学家拉多(T．Rado，1895—1965)及罗马尼亚数学家斯托伊洛夫(S．Stoilow，1887—1961)有着基本的贡献．对于闭黎曼曲面的分类，归结为参模结构的研究．近年来，对于黎曼面的参模的结构进行了重要的研究，这方面的工具是1928年德国数学家格罗采(H．Grotzsch，1902—)引进的拟保角映射．保角映射把地图上一小圆映成一个小圆，保持两条线交角不变，而拟保角映射则可看成把一个小圆映成一个小椭圆．1939年德国数学家台什缪勒(O．Teichmiiller，1913—1943)应用极值保角映射观念研究黎曼面的模，他的文章极为晦涩后来发现思想倒是对头的．战后沿着这条路线取得了巨大进展．

二、调和分析

傅里叶级数原来是处理直线(－∞，＋∞)上，周期为2π且在[0，2π]上可积的数值函数(最好令其为复数值)，这样的函数f的傅里叶级数是







由于einx=cosnx+isinnx，因此可用sin和cos来表达傅里叶级数．这种实的形式在几何上更直观，复指数形式在代数上更容易处理和推广．主要问题是函数f的傅里叶级数的“和”是否存在，是否“等于”f．最初“和”与“等于”自然地理解为逐点收敛的，后来自然的和更富成果的是几乎处处收敛与依范数收敛．人们早就知道，存在连续函数的傅里叶级数，它在某一点上，甚至在许多点上发散．如果考虑齐撒罗意义下的求和，则费耶尔(L.Fejer，1880—1959)定理(1904)指出：在这种意义下每一连续函数f的傅里叶级数逐点收敛于f．但可积函数情况就差得多，柯尔莫哥洛夫证明若只要求f∈L1[0，2π](即f在[0，2π]上可积)，则f的傅里叶级数可以几乎处处发散(1923)，或甚至于处处发散(1926)．

鲁金提出：如果f∈L2[0，2π]，则f的傅里叶级数是否几乎处处收敛于f呢？过了50年仍无法回答这问题，想证明答案是肯定的努力，遭到无数次失败以至50年代到60年代专家们几乎一致认为，鲁金问题的答案必定是否定的．令人感到惊异的是：答案却是肯定的．1966年，瑞典数学家卡尔松(L．Carleson，1928—)给出了第一个证明，他的成就的一个突出之点是他没有用到以前所不知道的技巧．次年洪特(R．A．Hunt)证明，对f∈Lp[0，2π]其中1＜p＜∞，则f的傅里叶级数几乎处处收敛于f．这样就漂亮而完整地结束了傅里叶级数论中最重要的一章．

函数f及其傅里叶级数的系数序列{an}之间关系，只当平方可积函数(∈L2)时才有极好的性质；即1907年由黎斯及费舍尔独立证明的黎斯—费舍尔定理，它指出任意L2中的函数都存在收敛于其自身的傅里叶级数，反过来对任意平方可和序列{an}，也都存在L2中的函数f，使{an}为其傅里叶级数的系数序列，同时有帕塞瓦尔(M．A．Parseval，1755—1836)定理成立：




这当然是最理想的情形．但是，对于任Lp，1≤p≤≥∞，情形要复杂







级数．1930年起，李特尔伍德及佩利(R．E．Paley，1907—1933)创立李特尔伍德—佩利理论，特别是把f分解为“二进”块之和：△0+△1＋…+△k＋…△k=∑aneinx．用这个分解来代替傅里级数可得Lp空间的结果．相应于Lp空间，对于单位圆上的全纯函数，哈代及黎斯建立了哈代空间Hp理论．对于1＜p＜∞，可证Lp与Hp同构，有趣的情形只是H′及H∞．

以傅里叶级数理论为模式，可以在许多方向上进行推广．首先是从周期函数推广到全实线(-∞，∞)上的任意函数，这样就产生傅里叶积分理论．对于在(－∞，∞)上的勒贝格可积函数f，可定义其傅里叶积分或傅里叶变换式




傅里叶积分理论大致与傅里叶级数理论平行，也有许多差别，例如对周




的函数．与傅里叶级数情形类似，L2的情形最理想，对此普兰舍瑞尔(M．Plancherel，1885－1967)在1901年到1915年进行研究，特别是1910年证明了普兰舍瑞尔定理：傅里叶变换F及其逆变换F－1是L2空间到自身的等距变换．这定理是后来许多推广的出发点．由此推出帕舍瓦尔定理成立：




其中‖‖2表示L2中的范数，对于Lp空间，1≤p≤2，相应的等式只有不等式







年得出的．由此出发，发展出一套算子内插理论．

第二次世界大战前后，傅里叶分析向多维化及抽象化方向发展，多维傅里叶分析正如多复变函数论一样，与一维情形相距甚远，最早是波赫纳的工作， 50年代起卡尔德隆(A.P.Calde－ron，1920—)与齐格蒙所创立的奇异积分理论起着最重要的作用．其后，斯坦因(E．M．Stein，1931—)和外斯(G．Weiss，1928—)把Hp空间理论推广到高维，而且还在一维问题也有突破．1971年巴克荷路德(D．Burkholder 1927—)等人用概率论的方法刻划H′中函数的实部，次年费弗曼(C．Fefferman，1949—)及斯坦因把它推广到n维．同时，费弗曼证明，H′空间的对偶空间是BMO，这里BMO是1960年由约翰(F．John，1910—)及尼仑伯格(L．Nirenberg，1925—)引进的有界平均振动函数空间，这个结果也被立即推广到n维．

由于周期函数可以看成是定义在圆圈群T上的函数，R本身对加法也是交换群，调和分析最大的推广是推广到一般的群上．这在五十年代产生出抽象凋和分析的理论．对于局部紧交换群，有一套漂亮的理论，例如用代数方法证明1932年维纳的强有力的广义陶伯尔型定理，而对于局部紧李群，则与艰深的群表示论方法结合，形成非交换调和分析的庞大分支．

三、微分方程

常微分方程的研究随着微积分的诞生就已开始．从天文学、力学、物理学及几何学的问题引进各种常微分方程．18世纪到19世纪数学家用各自方法进行求解，除了明显形式解之外，主要是通过幂级数及积分把解表示出来．19世纪初，通过数学物理方程经过变量分离法，导出许多特殊的常微分方程，如贝塞尔方程、勒让德方程等，对它们解的研究构成了特殊函数的重要分支．一般常微分方程求解问题，首先是拉格朗日发展的．在19世纪中叶，由于黎曼及富克斯(L．Fuchs，1833—1902)的工作形成了系统的解析理论．但直到19世纪最后20年，常微分方程理论才形成自己的理论基础．

首先是常微分方程的代数理论．受到代数方程的伽罗瓦理论的启发，皮卡在1883年把群论引进线性常微分方程，其后法国数学家德拉什(J．Drach，1871—1941)和维索(E．Vessiot，1865—1952)继续这方面的工作．伴随着抽象代数学的发展，这理论溶入微分代数学的框架之中，到五十年代又纳入代数群理论当中．

现代微分方程论的基础是解的存在性、唯一性以及连续性等等，因为大部分微分方程的实际背景是来自自然界的描述，而其解则反映自然界的客观运动规律，因此解的存在性、唯一性有着重大的现实意义．关于常微分方程解的存在性的考虑，首先来自柯西，他的一系列论文奠定了各种存在性证明的基础．第一种方法来源于欧拉折线法(1768)，柯西在1820年建立，李普希兹(R．Lipschitz，1832—1903)于1869年作了改进，皮亚诺在1890年得到存在性定理，配隆在1915年又加以改进，他在1925年还得出初值问题的充分必要条件．对于解析系数的方程，柯西在1840年用所谓极限演算即优函数法证明解的存在性．第四种方法来自拉格朗日的常数变易法，后来庞加莱推广成小参数法．

常微分方程论主要困难还在于非线性问题．1881年到1886年，庞加莱发表一组四篇题为“由微分方程所确定的积分曲线”的论文，开辟了微分方程定性理论的新方向．他一反过去具体局部求解的做法，而着重研究大范围内解的曲线形态，他发现，微分方程的奇点起着关键的作用．于是，他把奇点进行分类，然后研究解在奇点附近的性态，这样可以定性地确定解是否稳定．

俄国数学家李雅普诺夫(А．М．Ляпунов，1857—1918)从1892年起从另一角度研究稳定性问题，他的方法是定量的．他证明，在奇点附近解的稳定性依赖于特征方程的根，如果根都具有负实部，则方程所有解才是稳定的．

1901年瑞典数学家本迪克逊(I．Bendixson，1861—1935)提供了判断某区域内存在闭轨道的准则，并证明庞加莱——本迪克逊定理，这个定理给方程存在周期解一个肯定的判据．

微分方程在假定解的存在性及连续性前提之下，应用相空间的拓扑结构及向量场的解析结构可以得到解的行为的定性信息(如稳定性、周期性、回归性等等)．如庞加莱提出猜想：狭义三体问题存在无穷多周期解．他没能够证明它，只是在他临终前几个月，把这个问题归结为一个拓扑定理，所谓“庞加莱最后的问题”：由两个同心圆构成的圆环保持面积不变，且在两同心圆上方向相反的一对一连续映射，一定在圆环内至少有两个不动点．没有料到，庞加莱去世还不到半年，美国数学家柏克霍夫(G．D．Birk－hof，1884—1944)就证明了这个定理，使欧洲数学界大为震惊．柏克霍夫受庞加莱的强烈的影响，在1912年到1931年二十年间，应用拓扑技术，研究动力系统许多问题，特别是极限集、回归性、极小集的结构等．他的工作总结在1927年出版的《动力系统》(Dynamical Systems)一书中．30年代，苏联数学家开始研究动力系统，他们得到一些基本概念，特别是流及结构稳定性等．另外，他们在李雅普诺夫稳定性理论中也有许多贡献，特别是许多新工具、新方法在定性理论上有种种应用，其中包括：不动点理论、拓扑度理论、半群理论、同调理论、代数几何方法等等．

动力系统另一重要问题也来自天体力学，这就是周期系数的常微分方程的同期解的存在问题．经过厄米特(1877)、皮卡(1881)的研究，希尔(G．Hill，1838—1914)的工作及庞加莱关于渐近解的观念之后，富洛凯(G．Floquet，1847—1920)在1883年给出一个完整线性方程的理论．到20世纪，周期系数推广到概周期函数上面．1924年到1926年丹麦数学家玻尔(H．Bohr，1887—1951，著名物理学家玻尔的弟弟)开创了这方面的理论，其后博赫纳(S．Bochner，1899—1982)及冯·诺伊曼作出重大贡献．1933年法瓦(J.Favard，1902—1965)出版这方面的第一部书，书中给出一阶线性概周期系数方程具有概周期解的充分条件，后来还推广到非线性方程上面．

偏微分方程的出现要比常微分方程晚半个世纪，最早是达朗贝尔(1744)及欧拉研究流体力学开始的．18世纪末，从位势理论中产生拉普拉斯方程．对它的研究一直贯彻到19世纪末，研究热传导方程使傅里叶得到傅里叶级数．波动方程的求解导致黎曼、克里斯托费尔关于间断解的研究．这些二阶线性方程虽在1889年由德国数学家杜布瓦累芒加以分类，分别称为椭圆型、抛物型及双曲型方程，但是一般理论并不成熟．当时只有柯西及柯瓦列夫斯卡雅的存在定理．而一般理论到本世纪初才由阿达马开始探讨．他1903年声称偏微分方程的“适定”问题，不仅要求解存在及唯一，而且要连续地依赖于给定的初始条件或边界条件，否则就不是有物理意义的解．

这种连续性的要求，不仅是泛函分析的源泉，也是应用泛函分析的领域．如现在偏微分方程最常用的方法是先验估计，首先证明对条件的连续性，然后应用泛函定理(巴拿赫定理及黎斯定理)证明存在性和唯一性．反过来，巴拿赫的闭图象定理又可以在多种情形下，由存在性及唯一性证明连续依赖性．另外，阿达马对于二阶正规型双曲型方程引进基本解(法文称初等解)的概念．1930年勒瑞、肖德尔的不动点定理，索保列夫(С．Л．Соболев 1908—)在1936年引进广义解的概念，尤其是施瓦兹的整个广义函数论，给偏微分方程提供了系统的函数空间工具．

第二次世界大战以后，偏微分方程理论取得巨大的发展：1954年左右马尔格朗日(Malgrange，1928—)等人证明对于常系数线性偏微分方程都存在基本解．1956年刘威举出著名的反例，对于先滑系数线性方程可能没有解存在．1958年卡尔德隆证明光滑系数偏微分点子的柯西问题的唯一性条件．1970年，尼仑伯格等人分别得出这类方程有解的充分条件和必要条件．1973年，费弗曼等人得出充分必要条件．在这个过程中，1956年许多人同时引进一大类伪微分算子，1968年又被推广为傅里叶积分算子．这一大类算子不仅包含以前所知的微分算子，而且也包括奇异积分算子．它们的集合构成算子代数，具有很好的不变性质．

1967年，加德纳等人解决了浅水波的考德威克赫(D．J．Korteweg1848—1941)—德·夫瑞斯(A．de Vries，1858—1939)方程的孤立子解，震动了整个数学及物理学界，它们的方法是逆散射方程，即利用散射数据．

四、代数几何学

代数几何学的对象原来是欧氏平面中的代数曲线以及三维欧氏空间中的代数曲线及曲面，后来推广到高维欧氏空间中的代数方程组所定义的代数簇．从几何上来看，它是解析几何学的延长，在解析几何学中对于二次代数曲线和曲面已有相当完整的结果，从牛顿起着手对三次代数曲线进行分类．18世纪，代数几何学的基本问题是曲线和曲面的交截问题，这在代数学上是消去法问题．随着18世纪末射影几何学的兴起，开始了射影几何方法的研究．这时引进无穷远点及虚点，考虑问题也从实数扩张到复数．德国数学家普吕克(J．Plücker，1801—1868)在 1834年得出平面曲线的普吕克公式，它联系平面代数曲线的阶数、类数、二重切线数、拐点数等等．特别由此证明一切三阶曲线均有几个拐点．1839年他发现四阶曲线有28条二重曲线，其中至多8条是实的．黎曼的函数论方法对代数几何学以极大促进，他把代数曲线作为黎曼面上的函数论来研究，黎曼更引进第一个双有理变换不变量——亏格，开辟了代数几何学新的一章，他和他的学生洛赫(G．Roch，1839—1866)得出黎曼—洛赫定理是代数曲线的基本定理，也是各种推广的出发点．黎曼去世之后，他的成就为各种流派所继承．首先是克莱布什(R．Clebsch， 1833—1872)重新把黎曼用函数论方法得到的结果改写成代数曲线的结果，而他的学生M．诺特(M．Noether，1844—1921)则是代数几何方向的首创者．他在1871年首次证明平面代数曲线的奇点解消定理，1874年和布瑞尔(A．Von Brill，1842—1935)合作，引进线性系的概念，给黎曼—洛赫定理一个代数的证明．1882年M．诺特和哈尔芬(G．Halphen，1844—1889)把他们的工作推广到空间代数曲线上．同年，诺特给出三维射影空间内代数曲线分类的表，戴德金和韦伯开辟了以理想为基础的代数方向，而克罗内克则是以除子为基础．

到19世纪中叶，代数曲面只有零散的特殊结果．1849年，萨蒙(G． Salmon，1819—1904)及凯莱证明在没有奇点的三次代数曲面上存在27条直线．一直到1868年克莱布什才从双有理变换观点讨论代数曲面．它定义第一类重积分，并征明其线性独立的最大数目是双有理不变量，称为几何亏格Pg，它与凯莱在1869年由另外途径引进的算术亏格Pa一般并不相等(1871年错玉登H．G．Zeuthen，1839—1920，及诺特在1875年证明其不变性)．从1870年起M．诺特发展了他的思想，他还引进曲面的线性亏格P(1)，并研究曲面上代数曲线得出曲线亏格公式，他还引进例外曲线的概念．从19世纪80年代末起，意大利的代数几何学派继承了M．诺特的几何思想，开始对代数几何学、尤其是代数曲面进行研究．其主要代表人物是卡斯泰努沃(G．Castelnuo-vo，1865—1952)、恩瑞克斯(F．Enriques， 1871—1946)和稍晚的塞梵利(F．Severi，1879—1961)，他们主要的结果是代数曲面的分类．头一个结果是贝尔蒂尼(E．Bertini，1846—1933)在1877年给出的平面对合变换的分类，1893年，卡斯泰努沃解决了吕略特(J.Lüroth，1844—1910)问题，1896年他提出并解决用数值不变量刻划有理曲面的问题，曲线只有唯一数值双有理不变量——亏格，亏格为0是曲线是有理曲线的充分且必要条件，对于曲面则有多种不变量：除了Pg，Pa，P(1)之外还有恩瑞克斯引进的多亏格Pk(k≥2)与曲线的情形不同， Pg＝Pa＝0还不足以保证代数曲面是有理曲面，要保证这点的充分必要条件是Pg＝P2=0．恩瑞克斯给出曲面是直纹曲面(直线与一个亏格为g的曲线的乘积)的充分必要条件是P4＝P6＝0．另外还发现一些特殊的曲面，最主要的是恩瑞克斯六阶曲面和K．曲面．K3曲面的一个特殊情形是库默尔于19世纪60年代引进的具有16个二重点的四阶库默尔曲面．这一切都导致恩瑞克斯在20世纪初一系列论文中对于曲面的分类．1914年，由P12的不同分成四大类．意大利学派这方面的成果总结在1949年出版的恩瑞克斯《代数曲面》(Le superficie algeb- iche)一书中．

与意大利学派大约同时的是法国的超越方法，从某种意义上来讲，这是黎曼研究代数曲线观点的直接继续，只不过把单变量代数函数论推广成两个变量代数函数论，即由三个复变量的不可约多项式P(x，y，z)=0定义的代数函数．黎曼研究的黎曼面的拓扑结构及黎曼面上的有理函数及阿贝尔积分都被庞加莱及皮卡推广到代数曲面上，但是代数曲面情形要复杂得多．皮卡在1899年发展了第二类二重积分理论，不过独立的数目与亏格无关．

五、微分几何学

微分几何学是随着微积分一起产生的．有了微积分这种有力工具，加上解析几何带来的坐标表示，不难求出给定曲线的切线，曲线的长度，曲线的曲率(弯曲程度的度量)．对于三维空间中的曲面，可以具体求出曲面在一点的切平面，法线，并研究曲面上曲线的一些性质．1827年德国大数学家高斯建立了曲面的“内在”几何学．他用曲线坐标(好像球面上经纬度)来代替三维笛卡儿坐标，证明曲面在一点的全曲率(即高斯曲率，为两个主曲率的乘积)，只依赖于曲面上两点间的无穷小距离平方ds2，与如何把曲面嵌入到三维欧几里得空间的方式无关．黎曼发展了高斯的思想，把几何从二维、三维推广到任意维，把曲线、曲面推广到任意维流形，从而开拓了黎曼几何的新篇章．它的主要工具是张量分析．

在黎曼的影响下，德国数学家克里斯托费尔(E.B.Chri-stoffel，1829—1900)把ds2推广成一般的形式∑gijdxidxj，研究在局部坐标变换之下，两个ds2是如何互相变换的．这样他引进了以他名字命名的克里斯托费尔记号Гjki．利用这个记号他能够对于向量场进行微分，即所谓协变微分法．1887年意大利数学家里奇(R．Ricci-Curbastro，1853—1925)定义了张量概念，在克里斯托费尔公式的启发下，定义了张量的一般运算，即协变微分或绝对微分法．有了这个工具，对于黎曼几何的研究对象黎曼流形(即微分流形具有一个指定的正定黎曼度量ds2)，也可以定义类似高斯曲率的量，但这时曲率不是一个数量，而是一个张量，称为曲率张量(或黎曼——克里斯托费尔张量)．如果曲率张量处处相等，则黎曼流形称为常曲率的．非欧双曲几何(罗巴切夫斯基几何)，就是研究曲率＜0的常曲率空间；而非欧椭圆几何，则是研究曲率＞0的常曲率空间．普通欧几里得空间，处处曲率都等于0．

20世纪初，微分几何学还与克莱因的变换群观点下的几何学结合起来，形成了射影微分几何学、仿射微分几何学及保形微分几何学．射影微分几何学研究空间中图形的微分几何性质中在射影变换群下不变的那些性质．在达布(J.G.Darboux)的曲面论中已多处看到其萌芽．本世纪初，美国数学家魏尔钦斯基(E．J．Wilczynski，1876—1932)和意大利数学家福比尼(G．Fubini，1876—1943)独自进行了系统的研究，后来E·嘉当、切赫、意大利数学家邦比安尼(E．Bompiani， 1889—1975)均作出重大贡献．相应有仿射微分几何学．对这种几何学，定向闭超曲面的体积是不变量．对于这种几何学，能够应用活动标架法．在这方面作出主要贡献的是德国数学家布拉施克(W．Blasckke，1885—1962)，他特别对曲线、曲面得出大范围性质．布拉施克也对保形微分几何学进行研究．他的《微分几何学讲义》(Vorlesungen über Diferentialgeometrie)(Ⅱ1923，Ⅲ1929)长期以来是这方面标准著作．

1901年里奇和他的学生列维—奇维塔(T．Levi-Civita，1873—1941)系统地建立了张量分析的技术，提出求绝对微分不变式的一般问题，并且指出这些与坐标选取无关的量在物理问题与数学问题中肯定是有意义的．20世纪初，张量分析还只是少数数学家手中的工具，而一旦被爱因斯坦用在广义相对论上，不仅物理学家找到理想的数学工具，反过来激发人们对于黎曼几何及张量分析的兴趣，从而极大推动了微分几何学的发展．数学家决不满足于只给物理学家提供工具，他们要走自己的道路，而在这条道路上后来依然不断地为物理学提供工具．

由于黎曼几何学在爱因斯坦广义相对论中取得成功，引起了数学家对黎曼几何学的各种推广．芬斯拉(P．Finsler，1894—1970)在他的1918年博士论文中首先把线素ds中的基本张量gij推广，即gij不仅依赖空间中的点而且还依赖该点切向量的方向．因此，由度量得到克里斯托费尔符号不规定联络．于是E．嘉当由一般联络理论定义芬斯拉空间上的联络，不过，它具有三种曲率张量，从而比黎曼空间复杂得多．更一般的道路几何学由美国数学家爱森哈特(L．Eisenhart，1876—1965)及维布伦在1922年提出来，以微分方程定义的道路为空间的基本元素．另外，E·嘉当提出以面积元素为基础的空间，称为嘉当空间，1937年日本数学家河口商次(1902—1984)更提出更一般的高阶线元空间或河口空间．

1917年，列维—奇维塔提出平行移动的概念．他的出发点是考虑黎曼流形上两个向量平行的意义，他把向量场X(t)沿曲线Г平行移动定义为X(t)，对曲线的协变微分等于0，由此推出沿着测地线(也就是短程线)，曲线切向量是平行移动的．这样可不必通过ds2得出曲率概念．1918年，外尔注意到平行性是仿射几何的概念，与度量无关，因此从黎曼空间中除去度量性质，只保留平行概念就可以得出更广的几何理论．为此他提出第一个联络的概念——仿射联络，它可以看成是Гjki的变换关系式的推广，但却不依赖于ds2的选取．这样通过联络可以直接引进曲率，而不必籍助于度量．这种几何理论叫仿射联络几何学．其后E．嘉当进一步发展了联络的概念，他在1922年到1923年引进仿射联络、射影联络、保形联络，建立了系统的联络理论．同时，他发展了由达尔布及黎包古尔(A．Ribaucour，1845—1893)发展的“活动标架法”，这成为他发展一般联络理论的工具．

20世纪的微分几何学另一个重要发展方向是大范围微分几何学．以前的微分几何学局限于每点临近的范围，只限于描述局部的性质，而对于整个曲面或流形的性质则所知甚少．19世纪末起，许多几何学的研究，涉及局部性质与整体性质的关系：阿达马1898年证明，一个完备的单连通，处处曲率非正的曲面一定同胚于欧氏平面．1899年希尔伯特证明，三维欧氏空间中不存在处处曲率为负的完全曲面而没有奇点，从而指出非欧双曲几何的曲面模型在空间中一定有奇点．德国数学家李伯曼(W．Liebma-nn，1874—1939)在1899年证明三维欧氏空间中完备的正常曲率团曲面一定是球面．

测地线为局部性质和整体性质的相互关系提供了另外一个突出的例子．所谓测地线就是曲面上一条距离最短的曲线C，也就是从C上一点P到C上另外一点Q的路径中，如果P和 Q不相距太远的话，沿着C的路径是曲面上所有(P到Q的)可能路径中最短路径．因此，在通常的球面上，每个大圆是一条测地线．几何学家已在许多特殊的曲面上明显指出测地线来．庞加莱首先研究在紧流形上，不同的封闭测地线的存在和数目问题，其后经过美国数学家柏克霍夫、莫尔斯和前苏联数学家刘斯铁尔尼克(Л．А．Люетсрник，1899—1981)，施尼列尔曼和其他人的工作，得到一个一般的存在性定理，这定理断言，在给定的闭凸曲面上至少存在三种不同的简单闭测地线．莫尔斯曾举出一个例子，表明这个结果中的三条是最佳的数字，不能再改进了．克林根柏格(W． Klingenberg，1924—)和其他人把这个结果由曲面推广到高维情形．

另一个研究最多的问题是极小曲面问题．1873年普拉托(J．Plateau，1801—1883)的著作《实验和理论流体静力学》出版，他是比利时物理学家，长期以来对肥皂泡进行了大量的研究．他把金属丝圈成各种封闭的曲线形状，浸泡在肥皂水或甘油溶液中．当金属丝圈被拉出来时，在金属丝圈上就张上一层肥皂薄膜．由于表面张力的作用，在同一边界曲线上张成的曲面是所有可能的曲面中面积最小的，在数学上称为极小曲面．所谓普拉图问题就是要证明这样的定理，对于给定任意形状的边界线圈，只假定边界闭曲线是可求长度的(即有一个长度)，那么总存在一个极小曲面．实际上数学家早就考虑过这个问题，拉格朗日在1760年就已经用变分方法推导出极小曲面应该满足的偏微分方程，这是一个二阶的非线性偏微分方程，因此问题就变成解这个方程了．尽管19世纪许多大数学家如魏尔斯特拉斯和施瓦兹等人都对此做出贡献，但一直到1930年这个解的存在性才首先由匈牙利数学家拉多和美国数学家道格拉斯(J．Douglas，1897—1965)所证明，但是，他们的解并不排除曲面可能存在奇点(它们是分支点)．1970年奥斯曼(R．Osserman，1926—)的研究排除掉这种可能性，他证明极小曲面不出现分支点．

六、李群与李代数

丢东涅说过“李群成为数学的中心，没有它什么大事也干不成”，这句话虽说有点夸大，但的确反映出李群同几乎所有纯粹数学部门——拓扑学、微分几何学、代数学、数论、多复变函数论、微分方程论、调合分析等领域不可分的密切关系，而且对物理、化学也是必不可少的工具，就连经济学也有李群的用武之地．

1．李群的刻划和结构．

李群是挪威数学家李(S．Lie，1842—1899)的创造．他的思想来源有三方面：一是几何学，他和克莱因曾经共同合作研究几何学，他们把几何学对象由具体的几何图形转换到变换群上，这明确在克莱因的埃尔兰根的纲领中得到表述．1872年他们似乎有一种默契对他们各自的研究领域有一个分工：克莱因研究离散变换群，而李则研究连续变换群．二是微分方程论．李的老师西洛把伽罗瓦理论引进挪威，对李有深刻的影响，既然有限置换群是研究代数方程可解性的工具，李引进“有限连续群”(即后来的李群)就是为了研究微分方程的可解性的．换句话说，也就是发展微分方程的伽罗瓦理论．三是力学，李在1870年引进“切触变换”的概念，对他来讲，重要的一步是把两函数的波松括号解释为两个无穷小变换的切触变换的括号，这个括号引导他研究李群的局部结构(也就是李代数)的性质．

李产生“有限连续群”的概念是在1873年，在1874年到1879年发表的头一批论文中他只用群的封闭性，并且还有许多不确切的地方．在1880年他发表的《变换群论》(Theorie der Tr- ansformations gruppen)才假设群的元素的逆元素存在，并修正以前的一些错误．李自己关于有限连续群较好的论述是他同他的学生德国数学家恩格尔(F．Engel，1861—1941)合著三卷《变换群论》(1888—1893)中表述的，其中他首先定义某一区域D上的变换：

x′i=fi(x1，…，xn)(i＝1，…，n)

其中fi均是解析函数，如果函数行列式不等于零，则局部(在D中某点适当邻域)的这个变换有逆元素．其次，他考虑依赖于r个参数a1，…，ar的变换：

x′i=fi(x1，…，xn；a1，…an)．

这样得到一组变换．如果两个变换的乘积也在这组之中，那么这组变换就称为有限连续群．不过，他们也注意到这时必须假定幺元素及逆过元素存在，否则可能构不成群．不过李和他的合作者实际上考虑的是无穷小变换和由无穷小变换构成的“李代数”，并证明了三大基本定理．实际上，李代数是r，维线性空间，具有乘积[A，B]，它满足[B，A]=-[A，B]，[A，[B，C]]＋[B，[C，A]＋[C，[A，B]]＝0．第二个等式即雅可比恒等式．由此可见，它是非交换、非结合的线性代数．李还证明：局部同构的李群定义同一李代数．他们以为反过来也对，实际上这是错误的．这样他们把研究李群问题归结为李代数的研究．

从1883年起，李等人开始研究李代数的结构，而且得出四个类型局部单李群，即射影线性群，射影正交群及射影辛群，这就是后来的典型李群(李代数)的来源．1888年到1890年，德国数学家基林(W．Killing，1847—1923)更找出例外的单李群．1894年法国大数学家嘉当在他的博士论文中弥补了基林等人的漏洞，证明半单李群为单李群的乘积，证明单李群即是基林发现的五种例外群以及李的四类典型群．实际上完成了复数域上单李代数的结构及分类的研究．1914年，他研究实数域上单李代数的结构．大约同时，他在单李代数结构理论的基础上引进了“权”的概念，决定了复单李代数的所有不可约表示．

到1925年左右，对于原来的李群的整体(大范围性质)了解很少，由于外尔的几篇论文(1925—1927)才真正开始李群论的研究．外尔把E．嘉当的无穷小方法和弗洛宾尼乌斯和I·舒尔(I．Schur，1875—1941)的有限群的特征标理论结合起来，把胡尔维茨(A．Hurwitz，1859—1919)的积分技巧搬到紧群上．他证明半单李群的表示是完全可约的．稍后又得出紧群的表示理论并为它在物理学上的应用开辟道路．E·嘉当(1927—1930)在外尔工作的启示下建立起半单李群和对称空间的漂亮理论，并开始通过不变微分形式来研究对称空间的实上同调，后来导致德·拉姆(G．W．de Rham，1903—1990)定理的产生(1931)．对李群及对称空间的拓扑学研究还导致李代数上同调、纤维丛及示性类的丰硕成果，使拓扑学及微分几何学呈现崭新的局面．

这样，李群理论由分析及微分方程开始，转变成代数的理论(李代数)，又由局部转变成大范围理论，最后到三十年代与拓扑学及微分几何学连系在一起，在各方面发挥重要的影响．

2．李群概念的演化及推广

虽然李把他的“群”称为有限连续群，实际上，它既不有限且元素数目有限必定离散即不连续．他用函数定义变换是解析的，至少也要可微的．所以希尔伯特在他的巴黎数学家大会上提出的23个问题中，第5个问题就问是否能把解析及可微的条件简化为“连续”．其后由于抽象代数学及拓扑学的发展，促使人们对李群概念进行分析，李群一身兼三任：既是解析流形，又是拓扑空间，还是群．兼备拓扑空间和群两方面的结合是拓扑群．

一般的拓扑群概念是施莱尔(O．Schreier，1901—1929)在1927年首先提出的，他给出一组一般的公理：一方面有群的公理，一方面是拓扑空间(一般是豪斯道夫空间)，群与拓扑的关系是群的运算在该拓扑之下是连续的．如果加上群的每元素局部与欧氏空间开集同胚，则称为局部欧氏群．但李群一般不一定紧，最接近李群的是局部紧拓扑群．1933年匈牙利数学家哈尔(A．Haar，1885—1933)在局部紧拓扑群上给出不变测度，后称哈尔测度，藉助于它冯·诺伊曼证明局部欧氏紧群是李群．但对一般局部紧欧氏群一直到1951年才由三位美国数学家格里森(A．Gleason，1921—)、蒙哥马利(D．Montgomery，1909—)和齐平(L．Zippin，1905—)完全解决．当时关于拓扑群及李群的一些结果总结在邦特里亚金(Л．C．ПCHTРЯГЦН， 1908—1988)的《连续群》(1938)一书中，而对李群的现代刻划则见于薛华荔的《李群论》第一卷(1946)中．

七、数论

1912年，德国数学家朗道(E．Landau，1877—1938)在英国剑桥召开的第五届国际数学家大会上十分悲观地说：即使要证明下面比较弱的命题，在当时也是十分困难的：存在一个正整数k，使得每个≥2的整数都是不超过k个素数之和．

不难看出，这个命题同希尔伯特不久前证明的华林问题在形式上十分相似．它们都是把任一整数表示成为有限多个某种特殊类型的整数之和的可能性问题．希尔伯特只解决了这种表示的存在性问题，但并没有给出法数的估计．1918年英国数学家哈代(G．H．Hardy，1877—1947)与印度数学家拉曼纽詹(S．Ramanujan，1887—1920)首先发表圆法，但没有应用于哥德巴赫猜想及华林问题．

1920年开始，哈代与李特尔伍德发表一系列论文，总题目是“‘数的分拆’的某些问题”，系统地发展了圆法并首先应用于华林问题，并给出g(k)及G(k)的明显公式，其中1923年发表的Ⅲ，Ⅴ两篇文章就是专门讨论哥德巴赫猜想的．

1920年挪威数学家布龙(V．Brun，1885—1978)改进了原始的筛法，创造了所谓布龙筛法，得到了任何大偶数都可以表示为两个数之和，每个数的素因子数目不超过9个的结论．(我们简记为9＋9)．后来相继改进为(7＋7)(1924)，(6＋ 6)(1932)，(5＋5)(1938)和(4＋4)(1940)， 1947年挪威数学家塞尔伯格(A．Selberg，1917—)大大改进了布龙筛法，它能得出更好的定量结果(相当于2＋3)．1941年苏联数学家林尼克(Ю．В．ЛИННИК，1915—1972)发明大筛法，1948年匈牙利数学家瑞尼(A．Renyi，1921—1970)把大筛法加以精密化，首先得出(1＋c)．1965年英国数学家罗斯(K．F．Roth，1925—)及意大利数学家明比利(E．Bombieri，1940—)大大改进了大筛法，得出大筛法不等式，因此可以得出(1＋3)．1966年陈景润改进前人的方法，宣布了(1＋ 2)， 1973年发表了全部证明．

研究加法数论的另一个初等方法是密率法，它是由苏联数学家史尼列尔曼在1930年创造的，首先解决了朗道在1912年提出的较弱的哥德巴赫猜想，这在当时引起了轰动．朗道等人很快就对方法及结果加以改进，不仅得出新结果，而且应用到其他数学领域．

黎曼猜想是如此重要，以致成为许多20世纪数学家研究的对象．







至少有AT那么多(其中A是一个正实数)．1942年，挪威数学家塞尔伯







临界线上．

代数数论是研究代数数域及其代数整数环的结构的．所谓代数数是指满足有理整系数代数方程的根，如果代数方程的首项系数为1，则代数数称为代数整数．最早把整数推广到代数整数的是高斯，他在1831年为了研究四次互反律而引进所谓“复数”，即形如




的数，其中ρ是1的三次根， a，b是有理整数．而一般的二次数域理论是高斯(1801)首先用二元二次型的术语表达的，整系数二元二次型在线性变换之下可以划分为等价类，给定判别式的二元二次型的等价类数目称为类数．类数的计算是代数数论中头等重要的问题．狄利克雷(1840)给出二元二次型的类数公式．高斯和狄利克雷的工作后来被翻译成二次数域的语言，连同库默尔发展的分圆域理论，构成代数数域的理论基础．它们分别由戴德金在1871年到1894年用理想的语言以及克罗内克在1882年用除子的语言所发展，而真正代数数域理论的完整形式最后是希尔伯特在他的《数论报告》(1897)中奠定的．

希尔伯特不仅统一了以前的零散理论，而且把它们大大发展了．他引进类域及范数剩余记号等概念，而且在特殊情形下研究类域许多性质，然后推广到一般情形下的猜想．大约十个这样的猜想构成20世纪代数数论的主流——类域论．该分支研究数域k的阿贝尔扩张与k的某些理想类之间的一一对应，而且描述在这种对应之下，k中的素理想如何在k的阿贝尔扩张中分解．希尔伯特的猜想从本世纪初起一个一个地被证明，




本数学家高木贞治(1875—1960)的成果．高木(1920)还推广了类域的概念，证明代数数域k的任何阿贝尔扩张K，都可以表示为k上的类域，这把经典代数数域理论纳入类域论的框架之中．1927年阿廷证明了一般互反律，建立了k的阿贝尔扩张的伽罗瓦群与k的理想类群的某一商群的明显同构，从而完成类域论的建立．不过这些证明都极复杂，而且运用了解析工具．20年代末，法国年轻的数学家厄布朗及薛华荔开始对类域论进行探索及改造，他们在诺特、阿廷及哈塞(H． Hasse，1898—1979)的影响下，不仅简化了许多证明，而且薛华荔在他1933年的博士论文中奠定了自成体系的类域论基础．在其后几年的研究中，他去掉解析工具，得出了完整的算术证明(1935)，并把有限次扩张推广到无穷次扩张上(1936)，为此他引进伊德尔，从而成功地完成从“局部”到“全局”的过渡——直接由局部类域论得出全局类域论所有结果(1940)．40年代，由于同调代数的发展，阿廷和他的学生泰特(J.Tats，1925—)用伽罗瓦上同调的语言重新表述类域论．

希尔伯特在1900年提出的著名的23个问题中数论的问题除了素数




之类的数是否超越数．它的定义如下：一个数如果满足有理系数的代数方程，就叫做代数数．不是代数数的数就称为超越数．这种问题很难，直到1882年才证明圆周率π是超越数．希尔伯特曾对他的第七问题的解决很悲观，认为黎曼猜想的解决要比这个问题容易．不料情况完全相反，1929年苏联数学家格尔芳德(A．O．ГеЛЬФОНД，1906—1968)取得了突破，不久就解决了第七问题．近年来超越数论取得了重大的进展，并解决一系列经典问题，比如人们很早(1844)猜想ab－cd＝1只有唯一一组解32－22＝1，一直到1977年才由于超越数论的进展而得到肯定解决．

八、概率论

概率论是研究偶然、随机现象的规律性的数学理论，它产生于17世纪中叶．古典概率论来源于赌博中提出的一些问题，当时用的工具主要是排列组合理论，由此得出概率及数学期望等概念．另外，人口统计，射击理论，特别是观测误差的理论，使概率论与解析方法相结合，引出了像正态分布、大数定律等概念，引进了在自然科学中有着广泛应用的最小二乘法．一直到20世纪二十年代之后，概率论才从一个较小的、孤立的课题，形成一个有自己体系的独立学科．1925年到1940年，被称为概率论的英雄时代，在这段时期中，对概率论做出最大贡献的有下列几位数学家：法国数学家保尔·莱维，他在1919年被高等工艺学校邀请讲授高斯正态分布律及误差理论，结果他发现，这门学科的数学基础很缺乏，这激起他开始进行这方面的研究．其后十几年间，他和别人完全解决了经典的极限定理问题，并为随机过程理论奠定基础；苏联数学家柯尔莫哥洛夫，他在1933年对概率论的公理化标志着概率论这门学科的正式诞生，他在极限定理及随机过程理论方面也有决定性的贡献；苏联数学家辛钦(А．Я．ХИНЦИН，1894—1959)、美国数学家杜布(J．L．Doob，1910—)、费勒(W．Feller，1906—1970)也都是现代概率论的奠基者．第二次世界大战以后，分别形成了法国学派、苏联学派和美国学派三个主要的概率论研究中心．

概率论的最基本概念是“概率”，它也叫“几率”“或然率”等，是随机事件的或然性或者可能性的数值估计．它有多种定义，如由大量试验所计算出来的“频率”(统计定义)，由“等可能性”出发，按照组合方法的古典定义，以及做为认识主体“信念程度”的定义．但是只有到1900年测度论发展起来以后，才有正确的理解．这时，我们把“事件”归结成“集合”，比如掷一颗骰子得1，2，3，4，5，6点，我们把它对应于{1，2，3，4，5，6}这样一个集合，而事件的“概率”，则表示集合中各子集合的“测度”，只要它满足整个集合的测度(概率)，等于1．因此，如果骰子没有不均匀处，发生{1}，{2}，…，{6}事件




如此等等．这样的概率表述方法的优点在于它可能推广到可列无穷集合上乃至一般的无穷集合如连续统(区间)上．

古典概率论两大极限定理是由伯努利和德·莫伏瓦在18世纪上半叶所奠基的大数定律和中心极限定理．前者是说当试验次数n增加时，取得成功的频率与概率p的偏差几乎可以任意小，比如掷硬币，掷的次数




频率与概率的误差分布越来越接近正态分布．这两个定理经过拉普拉斯、泊松、切贝舍夫、马尔科夫的经典研究之后，在1900年由李雅普诺夫开创了一个新时期．他引进特征函数，这实际上是过去应用很久的傅里叶变换法(傅里叶、拉普拉斯、油松及柯西均在不严格的情形下用过)，并改进切贝舍夫及马尔科夫的大数定律，同时证明李雅普诺夫定理．马尔科夫用截断变量的矩量法加以证明．后来柯尔莫哥洛夫于1926年最终给出大数定律的充分且必要条件，林德伯格(J．Lindeb- erg)1922年给出中心极限定理的充分条件．最后1937年费勒证明林德伯格条件是充分且必要的，从而结束了古典极限定理的研究时期．

大约同时，也开始了对极限定理的新研究．例如，极限分布不是正态分布的情形，求独立且同分布的随机变量的和收敛于给定的极限的条件．关键的一步是意大利数学家芬耐蒂(B．de．Finetti)在1929年引进无穷可分分布律，1934年莱维给出它完全的刻划．1936年辛钦证明某种条件的独立随机变量和的极限分布都是无穷可分分布律．最后1939年苏联数学家格涅坚科(Б．В．Гнедко，1912—)及德国数学家杜




分必要条件 .

概率论当前最重要的分支是随机过程理论．比如一个口袋里含有b个黑球及r个红球，一次摸出一个球，摸出以后不放回，如果第七次摸到黑球，则令xt＝1，否则令xt＝0，从而xt是个随机变量，每一次具体抽样，就得到一个样本序列w，{x1(w)，x2(w)，…xb＋(w)}，这序列称为一个随机过程．这个例子中t的值及xt的取值均为离散的，我们称之为离散随机序列，同样可以推广成连续随机序列，离散随机过程及连续随机过程，随机过程研究诸xt之间的依赖关系．

随机过程的研究不仅有内在的意义，而且还与数学许多领域有着密切联系．它由测度论、位势论、傅里叶分析、巴拿赫空间中的算子半群，谱理论及遍历理论得到解析工具，反过来它又应用到函数不等式、微分方程、信息论、统计数学等领域，并通过随机积分应用到数学物理的许多分支中去．

最早最严格定义并深入研究的随机过程有马尔科夫过程及平稳过程．

马尔科夫过程是1906年由俄国数学家马尔科夫(A．A．Ma-Рков，1856—1922)提出来的．粗浅地讲，它的含义是，一个体系将来的发展只与体系的现在状况有关，而与体系过去的历史无关．

离散时间的马尔科夫过程称为马尔科夫链．1907年保尔·埃伦菲斯特(Paul Ehrenfest，1880—1933)夫妇提出一个简单而漂亮的马尔科夫链的模型．考虑两个容器A和B，A中盛有标记 1到N号码的球，然后在一个签盒中(号码 1到N)抽一个签得x，就把号码为x的球由它所在的容器搬到另一容器中．当然B最初是空的，第一步显然由A搬到B，其后A中球数就指数地减少到N/2，其后就在N/2附近摆动．这有点像气体由一瓶中扩散到真空瓶中的过程，所不同的是，这样一个过程总是以概率1回到初始状态，也就是全部N个球回到容器A，当然回到初始状态所经历的时间可以是很长很长的，而且永远也不返回初始状态的过程在所有过程当中是极少极少的．

马尔科夫过程最典型的例子是布朗运动．1827年，美国植物学家布朗(R．Brown，1773—1858)在显微镜下观察到液体中的颜料粒子做奇特的无规则运动．他在1828年发表这个结果后，曾引起许多不同意见的争论，长时间没有满意的定量解释．一直到1900年爱因斯坦(A．Einstein，1879—1955)和波兰物理学家斯莫卢霍夫斯基(H．VOO SOOIOChOWSki，1872—1917)独立给出物理上的解释，这就是布朗运动是分子无规则碰撞的结果．他们还得出粒子在某一轴上投影的位置．




(J．Perrin，1870一1942)在1908年发表了他关于布朗运动的实验结果，并给出测定阿伏加德罗常数的一个精确测定方法．这就无可辩驳地证明了原子论，打击了唯能论．1916年，斯莫卢霍夫斯基把布朗运动归结为一个数学问题，但不是从随机过程的观点出发的．第一个从数学上深刻研究布朗运动的是维纳，1923年他第一次给出随机函数(即后来随机过程)ω(t，ω)的严格定义，证明x=σω(c，ω)可以是布朗运动的理论模型．这种函数早在1900年已被法国数学家巴夏里耶(L．Bachelier，1870—1946)在他的博士论文中考虑过，不过他的论文是投机理论的．他在寻求股票市场的涨落过程中，发现W(t，w)的许多特征性质．他实际上发展了一种随机过程理论，而且也提到布朗运动．不过，由于当时对于概率论的普遍忽视，没有受到注意．维纳从样本路线的观念出发，研究“路线”的集合，引进维纳测度，并证明几乎所有轨道是连续的．1933年英国数学家佩莱，波兰数学家齐格蒙与维纳合作证明布朗运动的几乎确定所有轨道在每一点都是不可微的．这种连续而不可微函数在过去很长时间被认为是病态，而现在成为概率论中最重要的一类函数．

而从马尔科夫过程观点研究布朗运动的是保尔·列维．他从1938年起，对布朗运动进行系统的研究，他研究随时间增长的样本路线，总假定未来与过去无关这种马尔科夫性质．




第三节 第二次世界大战之后纯粹数学的发展



第二次世界大战之后，纯粹数学取得了令人瞩目的进展，它主要表现在以流形的整体性质为中心的代数拓扑学及微分拓扑学、大范围微分几何学、大范围分析的研究．在这些研究的基础上，对经典的代数几何学、复变函数论逐步由低维扩张到高维乃至一般维．在代数几何学的成果基础上，数论的核心——丢番图分析取得重大进展．与线性问题迥然不同的非线性问题也有所突破．

一、代数拓扑学及微分拓扑学

1939年底波兰数学家爱伦堡(S．Eilenberg，1913—)到达美国，开始了他同麦克莱因(S．Maclane， 1909—)及斯廷洛德(N．Steenrod，1910—1971)的合作，为代数拓扑学奠定了基础．特别是他1944年定义了奇异(上)同调群并和斯廷洛德在1945年把同调论公理化，结束了战前那种多种同调论并存的局面．1939年英国数学家怀特海(J．H．C．Whitehead，1904—1960)引进了CW复形并对同伦等价条件进行代数刻划，使代数拓扑学有了相当合理的对象．1947年斯廷洛德发展了障碍理论，定义了第一个同调运算Sq，成为代数拓扑学的重要工具．

但是战后代数拓扑学的大发展得力于法国学派的兴起．特别是1948年H·嘉当(H．Cartan，1904—)讨论班，对代数拓扑学产生重大突破．早在三十年代末，产生纤维丛的概念，这时扩展成纤维空间的概念，成为拓扑不变量的有力工具．1951年塞尔(J．P．Serre，1926—)引入1945年勒瑞发明的谱序列方法首先对球面同伦群的计算得出一系列成果．1952年道姆(R．Thom，1923—)得出道姆基本定理，直接导向配边理论的发展．1956年美国数学家鲍特(R．Bott，1923—)对于李群的稳定同伦群得出周期性定理，这一结果是K理论的重要组成部分．1970年外斯特(J． West)及钱普曼(T．Chapman， 1940—)证明任何CW复形的同胚都是单同伦等价．

由于代数拓扑学工具的发展，促进了微分拓扑学的大跃进．微分拓扑学主要研究流形的拓扑学，随着流形上拓扑结构、分段线性(组合)结构及微分结构的不同，流形分成三大范畴TOP，PL，DIFF．早在30年代，美国数学家凯恩斯(S．Cairns，1904—1982)等就证明，凡是微分流形都可以加以剖分产生与其微分结构相协调的组合结构．但是组合流形反过来并不一定有相应的微分结构，这首先由瑞士数学家克外尔(M． Kervaire，1927—)在1959年举出反例．更令人震惊的是美国数学家米尔诺(J.Milnor，1931—)在1956年证明七维球面上有多种不同的微分结构．其后他们还定出球面上到底有多少种不同的微分结构．1960年美国数学家斯梅尔(S．Smale，1930—)证明了广义庞加莱猜想，即五维及五维以上的同伦球面(具有与球面相同的同伦群)都与球面同胚．对于拓扑流形何时存在PL结构，以及其PL结构是否唯一的问题(去猜想)，为美国数学家克拜(R．Kirby，1938—)及基奔曼(L．Siebenmann，1939—)在1969年完全解决，他们得出了不存在的“障碍”．他们的方法用到无限维的分类空间．

七十年代最困难的三维拓扑学开始取得突破，虽然原来的庞加菜猜想还没有得到证明，但美国数学家色斯顿(W．Thurs-ton，1946—)证明，除了三维球面情形之外，其他三维流形可以得到完全的分类．更令人惊异的是，最为困难的是四维流形情形，1981年美国数学家弗里德曼(M．H．Freedman，1951—)证明拓扑的庞加莱猜想，而且利用英国数学家唐纳森(S．Donaldson，1957—)的结果，可以证明，四维球面上有无穷多种微分结构．低维流形最有兴趣的扭结问题长期以来没有取得新突破： 1984年琼斯(V．Jones， 1953—)得到新的多项式， 1988年高尔登(C．M．Gordon)等证明了蒂茨猜想(1908)．

二、微分流形的几何学

微分流形的微分结构可以通过切丛给予一定的刻划．一般丛的理论在40年代初由施蒂费尔(E．Stiefel，1909—)惠特尼定义了施蒂费尔—惠特尼示性类，吴文俊(1919—)1949年证明其拓扑不变性．邦特里亚金引进邦特里亚金示性类．1957年托姆证明有理系数的邦特里亚金示性类是组合不变量．1965年诺维科夫证明其拓扑不变性．关于微分流形的粗分类，托姆在1952年提出“配边”理论，配边理论是微分流形理论的重大成就，藉助它德国数学家赫采布鲁赫(F．Hirzebruch， 1927—)证明高维代数簇的黎曼—洛赫定理，米尔诺证明七维球面上存在不同的微分结构．这个理论为米尔诺等人推广到一般配边理论，如复配边理论，它同K理论一样是一种广义同调理论，即满足同调论七条公理中的前六个，因此给拓扑学引进了新的工具．K理论的产生使一些经典问题得到解决，特别是球面上独立向量场的数目．

微分流形上的向量场．在微分流形M上，使r阶可微(Cr，(r≥1))类向量场x为零的临界点在研究向量场的积分曲线中起着重要的作用，这些临界点就是向量场的奇点．庞加莱第一个发现曲面上向量场的临界点与曲面的拓扑不变量之间的关系，而这个关系的一般形式是由浩普夫给出的．假设M是紧的，且x的临界点只有有限多个，那么对于每个临界点可以内在地对应一个整数，称为该点的指数，则所有指数之和(称为x的指数)等于M的欧拉——庞加莱示性数．如果x1，…xk是M上k个向量场，这个向量场组的奇点就是这样的点x∈M，在其上向量x1(x)，…xk(x)是线性相关的；指数的概念也能推广到这样的向量场组上，当k＝2时，也有它与M的同调之间关系的结果．一个曾进行许多研究的问题是：决定最大的整数k，使存在k个向量场x1，…，xk不具有奇点．如k＝n=dim(M)，流形M就称为可平行的．对于球面Sn的情形，这问题由亚当斯(J．F．Adams，1930—1988)在




≥0的整数，且c≤3；则藉助于基于K理论的广义上同调可以证明，k等于2c＋8d-1．特别可平行的球面只有S1，S3，S7．

嘉当的一段联络理论被法国数学家埃雷斯曼(C．Ehres-mann，1905—1979)等人发展成为一般的纤维丛观念．纤维丛是一种以空间为基，基上每点又长出另一空间为其纤维，所有这些纤维合在一起成为纤维丛．利用纤维丛的观念可以自然地定义外微分形式及外微分．嘉当的联络概念使得我们能够比较在两个无穷近点的两个切空间的向量，同时可以定义一个向量场关于另一向量场的导数，这正好是协变导数的推广．嘉当这一套概念和方法不仅对于微分几何产生深远的影响，而且对微分拓扑乃至物理学中的规范场理论都提供了重要工具．而陈省身(1911—)则是现代微分几何学奠基人．

三、大范围分析

“大范围”(Global)也可以译为整体、全局，它的原意是全球．它的对立面是局部．流形的局部是欧几里得空间，在它上面有着丰富的结构，更有着各种坐标系，使我们很容易在上面开展数学分析，因此，长期以来，数学分析基本上是局部分析．局部n维欧几里得空间，经过拼接之后，可以成为各种各样的n维流形，所以，大范围分析也可以说是流形上的数学分析．它包括流形上的微积分，流形上的微分方程，流形上的变分法，流形上的函数论及泛函分析等等．

虽然大范围分析这个名词在1965年才开始出现，可是它的内容至少已有一百多年的历史了．在微分流形上考虑微分算子的思想至少可追溯到黎曼与贝尔特拉米．到19世纪八十年代，大数学家庞加莱，已经在常微分方程论中引进几何方法，开创了微分方程定性理论的新方向．他一反过去具体局部求解的方法，而着重研究大范围内解曲线的分布状况．他发现，微分方程的奇点起着关键的作用，通过奇点的分类，对于解的性态有深入的了解，特别是提出了稳定性问题．后来的发展围绕着稳定性，周期解及极限环等问题展开，而且很快在电路问题中找到应用．庞加莱去世之前，对狭义三体问题(即其中一体的质量远远比其他二体为小)证明定理：(1)运动方程的解除了已知的雅可比积分之外，不存在其他的解，并提出(2)存在无穷多周期解．他没能证明这点，只是把它归结成一个拓扑定理，这就是所谓“庞加莱最后问题”．没有料到，他去世不到半年，这问题就被美国数学家柏克霍夫解决．他还用拓扑方法研究回归问题(如一个星体经过一段时期后是否还回到原来位置附近)，并用极小极大方法来推动动力系统的研究，这可以说是大范围分析的第一个分支．大约同时，有人对环面上的微分方程进行充分的研究．

二十年代中期，柏克霍夫的学生莫尔斯(H．M．Morse，1892—1977)开创大范围变分法，也即莫尔斯理论．莫尔斯理论把流形上的函数的临界点与流形的拓扑性质连系在一起．莫尔斯理论促进了微分拓扑学的大发展，特别是证明了广义庞加莱猜想．

二十年代中期，美国数学家惠特尼开创了大范围分析的第三个分支——微分映射奇点理论，到五十年代中期取得突破性进展，其后成为托姆的突变理论的基础．

大约同时，英国数学家浩治(W．Hodge， 1903—1975)应用流形上的微分算子来研究微分流形的拓扑性质，即所谓调和积分理论或浩治理论．




数，所谓f的临界点就是使微分df在该点等于零的那些点x∈V，这实际上是函数取极大值或极小值的点的推广．f的临界点集可以是V中任意闭集，因此，企图根据其临界点的性质来对C∞函数进行分类似乎是不现实的．临界点称为非退化的，如果f在这点的某一邻域中的泰勒展开的二次项所构成的多项式是一个非退化二次型；根据定义这个二次型的指数就是临界点的指数．只有非退化临界点并且在这些点(它们必定是




关．

奇点理论的主要问题是通过某种等价关系来分类无穷可微映射f：M→N，f与f′看成等价，如果f′=h·f·g，其中g和h分别是M和N的微分同胚，或者g和h分别是M和N的同胚．1955年，惠特尼和托姆开创了研究奇点理论的大规模纲领．他们的新思想主要是集中注意于一般的映射．这个纲领主要由麦泽尔(J．Mather，1942—)在60年代初的工作而大大推进了．他证明，拓扑稳定的映射总构成ε(M，N)中的稠密开子集，但是对于微分稳定的映射，同样的论断只对某些明显走出的维数对(m，n)(“好维数”)才成立．一般的映射总是拓扑稳定的，而在好维数下，一般的映射恒同于微分稳定映射．这里证明的技术在于把微分稳定性的问题归结为所考虑映射的导网的相应问题，然后，由于一个关键的结果，即拉格朗日把魏尔斯特拉斯的“预备定理”推广到C∞函数，从而可以运用交换局部环理论这个工具．

四、多复变函数论

多复变解析函数论是单复变解析函数论的自然推广．早在19世纪末，就已经把单复变最简单的结果平行地推广到多复变，而且尝试把一些一般定理，如魏尔斯特拉斯定理(整函数的表示问题)及米塔格—列夫勒定理(亚纯函数的有理分式表示)推广到多复变情形．1895年，法国数学家库辛(P．Cousin ，1867—1933)提出库辛第一问题和第二问题，即给定零点、极点作出相应亚纯函数问题．库辛对函数定义域G是整个n元复空间C∞的情形(以及一些特殊情形)肯定地解决第一、第二问题，但一般情形一直到1935年才由日本数学家冈洁(1901—1978)解决．他证明当G是全纯域时，库辛第一问题永远可解．而第二问题即使对全纯域也还需要满足一定条件．这显示出全纯域的重要．但是多复变解析函数的定义域远比单复变复杂，而且多复变解析函数还具有不同于单复变函数的独特性质，这就是1906年由德国数学家哈托格斯(F．Hartogs，1874—1933)发现的向内可解析开拓性：设Cn中的域G内有一个紧集K，只要G—K是连通的，任何在G—K上全纯函数都可开拓到整个G上．这个性质对n＝1是决不成立的，由此多复变函数走上自己独立的发展道路．对向外开拓，多复变情形也不同于单复变情形，即总有开拓不出去的全纯函数，一般来讲，所有全纯函数都可以开拓到更大的域中去．而不具有这种性质的域则称为全纯域．20世纪前半叶，多复变函数论的主要问题是研究全纯域的刻划问题．为此哈托格斯及意大利数学家列维(E．E．Levi，1883—1917)引进伪凸性(也译拟凸性)的概念，1910年列维提出列维问题：伪凸域是否全纯域？在这方面第一个重要结果是H·嘉当及德国数学家图仑(P．Thullen，1907—)在1932年给出的：他们证明可以用全纯凸性来刻划全纯域．但由全纯凸性过渡到伪凸性又经历了二十年．冈洁在1942年证明n=2的情形，到1953年才证明一般情形，1954年诺盖(F．Norguet，1932—)及布列莫曼(H．J．Bremermann，1926—)也独立证明同样结果，至此列维问题完全解决．

另外有一些沿着不同道路关于多复变解析函数的研究：德国数学家莱因哈特(K．Reinhardt)于1921年开创的解析自同构的研究，博赫纳及伯格曼(S．Bergman， 1895—1977)从1922年开始的核函数的研究．对单复变整函数及亚纯函数论的推广也并非易事，法图等还引出皮卡定理的反例：解析映射f：C2→C2的函数行列式处处不为零，但f的象f(C2)在C2中的余集却具有非空开集．1930年，H·嘉当证明解析映射的唯一性定理，但1926年，儒利雅把正规族理论推广到多复变．在几何函数论方面，庞加莱早就知道C2中圆盘与双圆柱不双全纯等价．关于自守函数的推广有两个方向：一个方向是由希尔伯特及他的学生布鲁门塔尔(L．Blumenthal， 1876—1944)在20世纪初的工作开拓的，另一个方向是西格尔从1935年到1950年的工作开拓的，这些工作与代数数论、李群的无穷维表示与代数几何学联系在一起，形成当前十分活跃的领域．

最早的多复变函数论的综述是奥斯古德1914年的书及1924年《函数论》第二卷第一版，但较全面的总结则是1929年《函数论》第二卷第二版．其后的成就见于贝恩克(H．Behnke，1898—1979)及图仑的




erlichen)1934年版及1948年出版的博赫纳及马丁(W．T．Martin，1911—)《多复变》(Several Complex Variables)两书中． 对于1950年以前的多复变，外尔在“半世纪的数学”一文中说“多复变解析函数论，虽有一些深刻的结果，仍然还处于它的草创阶段”．实际上，从1951年起，在拓扑学、微分几何学、抽象代数学、李群理论以及分析学的发展的共同作用下多复变函数论迎来一个崭新的时期．

首先，研究对象已由多元复数空间Cn中的域推广到复解析流形及解析空间．1951年德国数学家施泰因(K．Stein，1913—)把全纯域的性质抽象出来，定义了后来以他命名的施泰因流形．它具有许多好的性质，特别是在1951年H·嘉当及塞尔在其上引进层系数上同调及凝聚层的概念，用层上同调来表述分析成果，特别是库辛第一、第二问题．这样一举解决定理A、B，反过来，用层上同调刻划施泰因流形．德国数学家格劳尔特(H．Grau-ert，1930—)在1958年证明：复解析流形的相对紧域，如是强伪凸，则是施泰因流形．1953年塞尔猜想：底及纤维均为施泰因空间，丛空间是否也是施泰因空间？这个问题刺激了多复变特别是施泰因空间理论的发展．到1977年斯科达(H．Skoda)举出一个反例．

复解析流形虽然是单复变解析函数的定义域——黎曼面(一维复流形)的自然推广，但是许多自然定义的集合，最简单的像解析函数的零点集，一般并不是一个复解析流形．因为不是每一点都有一个邻域与Cn双全纯等价．显然这是因为有奇点的缘故．为此，必需把研究对象由复流形大大推广，这就是复空间或解析空间的概念．它们首先是由贝恩克和施泰因在1951年引进的．50年代中期起，运用层上同调理论，格劳尔特、雷姆尔特(R．Remmert，1930—)及施泰因等人得出一系列基本结果．

解析空间之间的映射中，重要的一类是正常映射(紧集的原象是紧的)．关于正常映射的基本结果是1960年格劳尔特征明的直接象定理：f：X→Y是正常映射，则X上的凝聚层的各次直接象都是Y的凝聚层．特别地f(X)是Y的解析子空间．另外，广中平祐还把奇点解消定理推广到解析空间．

与单复变的情形不同，两个单连通的域不一定双全纯等价(存在一对一的保角或共形映射)．庞加莱早就指出二维复数空间C2中球体丨Z1丨2＋丨Z2丨2＜1与双柱丨Z1丨＜1，丨Z2丨＜1之间不存在双全纯映射，这由它们的解析自同构群不同即可看出．也知道Cn中存在单连通的全纯域，它没有非平凡的自同构．一般的解析空间的自同构群，只有个别特殊结果，而它们之间映射的普遍定理，只有费弗曼在1974年证明的扩张定理：如果Cn中两个严格伪凸域D1，D2之间存在映上同构，则该同构可扩张或包含边界的微分同胚．1980年以后，有人给出简短的证明．

与施泰因流形对立的另一极端是紧复流形，其概念可追溯到1913年




于紧黎曼面与光滑代数曲线是同一事情的不同说法，紧复流形理论也可看成是代数几何学的推广，但在方法上却有微分几何学及分析上的好处．




非异射影代数流形都是凯勒流形，反过来不成立，1954年小平邦彦证明只有约束型凯勒度量的复流形(浩治流形)才是代数流形．凯勒流形上重要的工具是调和积分论，这是由浩治在1941年发展起来的，它可看成黎曼面上调和函数论在复流形上的推广．调和积分理论把拓扑的关系通过具体的调和积分表示出来，由此可以得出一系列深刻的结果，例如1954年小平邦彦证明的致零定理，由此把曲率与拓扑性质联系起来．

1963年美国数学家柯恩(J．J．Kohn，1932—)对重要的伪凸流形，




方法不仅解决了许多函数论问题，而且把浩治—小平邦彦关于紧复流形的结果推广到非紧、带边缘复流形上．

五、抽象代数几何学和丢番图方程

古典代数几何学主要研究三维复射影空间Pn(C)中的代数曲面和代数曲线，实际上与复分析不可分．但是无论从理论上还是从应用上讲，都要求对代数几何学作推广．例如把基本定理——黎曼—洛赫定理推广到代数曲面及高维代数簇上，多个代数簇的交截问题，舒伯特(H．Schubert，1848—1911)的计数几何的严密基础问题(这是希尔伯特第十五问题)等，尤其是许多数论问题更要求有限域的求解．这些都促使代数几何学的抽象化．从30年代起，抽象代数学、代数拓扑学、微分几何学的发展为代数几何学的抽象化提供了许多新工具，尤其是四十、五十年代层论中层的上同调及纤维丛的思想及同调代数方法更导致代数几何学基础的两次革新，并在不定方程上取得两次大突破，这是抽象代数几何学的突出成就．

第一次革新是抽象代数几何学的基础的建立，它反映在魏伊1946年出版的《代数几何学基础》(Foundations of Algeb-raic Geometry，1962年第二版)一书中．虽然从30年代起，范·德·瓦尔登在十几篇论文中已经为代数几何学一些概念(如“一般点”)给了严密的定义，但“交截重数”的概念仍然成问题．魏伊解决了这个问题，他还把定义域由复数扩充到一般的代数封闭域(特别是特征不等于0的域，从而为数论问题的解决打通道路)．他还第一次把代数簇的概念由射影空间中解放出来，也就是给出一个“内在的”定义．相应地对于代数簇的其他概念也作了推广．1949年魏伊又把纤维空间概念引进理论当中．运用新的代数几何学工具，他于1948年成功地证明有限域上曲线的黎曼猜想，1949年提出更一般代数簇上的黎曼猜想，并证明一些特殊情形．这个所谓“魏伊猜想”推动了其后二、三十年的代数几何学再一次更新．

第二次革新主要是格罗登迪克所建立的“概型”的庞大理论．概型理论把所有交换代数学都包括进去．它来源于1955年塞尔的工作．塞尔把多复变函数论中层的语言引到抽象代数簇上，把抽象代数簇定义为环式空间，这样代数簇成为具有查瑞斯基拓扑的拓扑空间，从而可以建立上同调理论，这样可以给出算术亏格等古典不变量一个上同调解释．1958年，格罗登迪克定义了比代数簇远为一般的概型概念，在其后十多年里，运用上同调理论，不仅推广了一系列古典定理，如查瑞斯基的主要定理，而且得出了一系列辉煌的新成就．

1．黎曼—洛赫定理的推广

1951年小平邦彦把代数曲线的黎曼—洛赫定理推广到代数曲面情形，把原来意大利数学家的不等式变成等式．照这样推广下去到高维存在许多困难，德国数学家希策布鲁赫当时在普林斯顿高等研究院同小平邦彦的讨论得知塞尔了解如何把黎曼—洛赫定理中的不变量用上同调来表示，从而得出一般代数簇的黎曼—洛赫定理的表达式，1953年底又知道托姆的配边理论，于是在1954年一举证明一般情形的黎曼—洛赫定理．1958年格罗登迪克又推广到更一般情形，最后纳入阿拉雅(M．Atiyah，1929—)—辛格(I．Singer，1924—)指标定理．

2．奇点解消

奇点解消是通过坐标变换把奇点消去或化简．19世纪已知代数曲线的奇点可以通过双有理变换消去，而代数曲面则一直到1935年才由沃克(R．Walker，1909—)及查瑞斯基用不同方法给出证明．三维代数簇一直到1944年时查瑞斯基给出证明．高维代数簇的奇点解消越来越复杂，正由于一般理论的建立，1964年日本数学家广平中祐(1931—)一举证明特征为0的情形，但特征为P的情形还未解决．

3．代数曲线的参模空间结构

1965年，美国数学家曼福德(Mumford，1937—)证明，任意代数闭域亏格为g的代数曲线的参模空间Mg具有抽象代数簇(概型)结构．1969年德林(Deligne，1944—)及曼福德证明Mg是不可约拟射影代数簇．塞梵利曾猜想它们是有理的，并证明g≤0时是有理簇的象，但曼福德等人证明g≥23非但不成立，而且还是一般型的．

与参模空间结构有关的变形理论于1955年由小平邦彦及斯宾塞(D．Spencer，1912—)系统给出．

4．高维代数簇的系统分类

高维代数簇要比代数曲线和曲面复杂得多．单有理代数曲线是有理的，也即同射影曲线双有理等价．但是对于三维及三维以上代数簇，长期以来并不知道，1970年左右，三组数学家用不同方法举出反例，由此可以看出高维问题极为困难．

但1972年左右，日本年轻一代数学家饭高茂(1940—)仿照代数曲面的分类，引进小平维数对n维代数簇分成四类．其后其他日本数学家也对高维代数簇进行更细微的探讨，其中突出的结果有1978年森重文(1951—)对光滑完全不可约n维代数簇是有理簇给出充分必要条件，即具有丰富的切丛，而且对特征大于0的代数闭域也成立．1987年森重文等完成三维代数簇的分类工作．

代数几何学在数论上取得两项突破：

第一个突破是德林在1973年证明的魏伊猜想．魏伊猜想是关于有限域上代数簇的同余ζ函数的黎曼猜想，对于代数曲线惰形，阿廷在1924年仿照黎曼ζ函数对于特殊情形定义了同余ζ函数．1931年施密特(F．K．Schmidt，1901—1977)把它推广到一般情形．1934年哈塞证明椭圆曲线的同余ζ函数的黎曼猜想．对于亏格≥2的曲线，魏伊用他的抽象代数几何学工具于1940年给出了征明，1948年全文发表．1949年他对于一般的代数簇，定义类似的同余ζ函数并提出类似的黎曼猜想即所谓魏伊猜想．他还对一些特殊情形作了证明．以证明魏伊猜想为目标，格罗登迪克学派发展一系列新工具，特别是平展上同调使德林走完最后一步．魏伊猜想对许多数论问题的解决有极大的促进，特别是证明拉曼努詹猜想以及三角和的估计．

第二个大突破是法尔廷斯(G．Faltings，1954—)关于莫德尔(L．Mordell，1888—1972)猜想的证明．莫德尔猜想是说：如果K是任何数域，x是K上定义的亏格大于1的任何曲线，则x只有有限多个K有理点．它的最简单的情形是指如果n次多项式方程f(x，y)=0的系数是有理数，且n≥s，则这方程的有理数解的个数只有有限多个．如果方程系数是代数数，类似的结果也成立．1928年魏伊证明解构成的点群是有限生成的．1929年西格尔(C．L.Siegel，1896—1981)用丢番图逼近的方法证明多项式方程的整数解是有限的．其后30年间这问题进展不大．代数几何学的进展有助于得到一些结果，特别是1963年到1965年许多数学家独立证明，如果把代数数域换成代数函数域则答案是肯定的．1962年沙法列维奇(Ц．Щафаревиц，1923—)提出一个猜想，1968年证明了由沙法列维奇猜想可以推出莫德尔猜想．而沙法列维奇猜想又与1963年发表的泰特猜想有关．这样利用代数几何学的工具在这些猜想之间来回穿梭，终于在1983年完成了莫德尔猜想的证明．




第四节 应用数学



数学并不是一门自然科学，它不讨论外在世界的实体与现象以及它们之间的相互关系．但是，长期以来，数学的成果却是与天文学、地理学、物理学(包括力学)乃至其他自然科学的研究联系在一起的．在这种背景之下，纯粹数学家、应用数学家、计算数学家往往三者集于一身，牛顿、欧拉、拉格朗日、拉普拉斯、高斯就是这方面的突出代表．19世纪中期以后，随着专业化的发展，除了最优秀的大数学家之外，只能在一个狭窄专业里取得一定成就，而且纯粹数学家以搞纯正的数学问题(如数论问题)为荣，对于应用数学不屑一顾，甚至一些应用数学家也以进行数值计算为耻，认为这些是下手活．这种分化对于整个数学乃至自然科学的发展是不利的．尽管如此，最优秀的一些数学家仍然在理论数学、应用数学甚至数值方法诸方面均作出一定的贡献．其中有法国的傅里叶、柯西、刘维尔·厄米特一直到庞加莱，德国的雅可比、狄里克雷、黎曼一直到克莱因、希尔伯特及闵科夫斯基．19世纪末开始编纂的德国《数学科学百科全书》公平地把数学一分为二：前半分为数论和代数、分析及几何学三部分，后半分为力学、物理学、天文学及测地学三部分．在克莱因的倡导下，应用数学受到一定的重视并且取得巨大的成绩．但同时国际上也越来越兴起越无用越纯粹的数学越好的说法：德国的数论专家朗道等讥讽普兰托(L．Prandtl，1875—1953)等搞的应用数学为“润滑油技师”，英国的哈代说自己搞的数学都是没用的，而法国的两代数学家，20世纪初的函数论学派以及30年代兴起的布尔巴基学派都是以抽象为荣．直到第二次世界大战前后，纯粹数学、应用数学及计算数学和它们之间的关系有了巨大的变化，这表现在：

1．应用数学的领域大大扩展了，它不仅把以微分方程为主的数学物理学扩展到化学、生物学、地学乃至社会科学，而且所用的数学工具也扩张到群论、微分几何学、拓扑学．

2．随着电子计算机的出现，数值方法必需要适应机器的需要，从而使应用数学取得越来越多的成果．

3．反过来，应用数学的发展及计算机上的数值试验也推动了一系列纯粹数学问题的提出及解决，如唐纳逊由规范场理论出发导致四维拓扑学的突破，计算机试验导致KdV方程的解．

一、数学物理学

第二次世界大战之前，物理学的各项重大成就都与数学及数学家的贡献分不开．在爱因斯坦于1905年发表狭义相对论之前，对该理论贡献最大的有荷兰物理学家洛伦兹(H．A．Lorentz，1853—1928)与法国大数学家庞加莱，而且有人认为庞加莱有不亚于爱因斯坦的功绩．为了对它给出数学表述，1907年闵科夫斯基第一个提出四维时空(即闵科夫斯基空间)概念，他的思想后来还引导爱因斯坦走向广义相对论．1912年爱因斯坦在他的同学格罗斯曼(M．Grossmann，1878—1936)的帮助下，发现数学家早已发展起来的黎曼几何学及张量分析是广义相对论的适用工具．他于1915年11月25日最后得出对坐标变换协变的引力方程，稍早一些，希尔伯特也独立地得出该方程．1918年，外尔在他的《时间、空间和物质》(Raum， Zeit， Materie)中首次进行统一引力场及电磁场的尝试，虽然没有成功，但他提出的“规范不变性”的概念在二次大战后直接导致规范理论的发展．

同时，克莱因、希尔伯特及E·诺特利用不变式理论得出物理原理，特别是诺特原理，它把对称变换的不变性与物理量的守恒性联系在一起．




1900年，德国数学家普朗克(M．Planck，1858—1947)提出量子概念，到1925年发展成海森伯(W.Heisenberg，1901—1976)的矩




，这标志着量子力学的诞生．而1924年出版的库朗—希尔伯特《数学物理方法》(Methodender Mathematischen Physik)I似乎早就为物理学准备好数学工具．矩阵力学及波动力学的等价性早在20多年前已在希尔伯特的掌握之中．海森伯写道“希尔伯特对哥廷根量子力学的发展的影响最为巨大．……现已表明，量子力学的数学方法原来是希尔伯特积分方程理论的直接应用”．希尔伯特说“无穷多个变量的理论研究，完全出于纯数学的兴趣，我甚至管这个理论叫‘谱分析’，当时也没有预料到它后来在实际的物理学光谱理论中获得应用”．希尔伯特同诺德海姆(Nord-heim，)及冯·诺伊曼合写了《量子力学的公理基础》．冯·诺伊曼发展了希尔伯特空间及其算子理论，他推广希尔伯特的自伴算子成为量子力学适用的厄米特算子并发展其谱理论从而给量子力学建立了完整的数学基础．他的《量子力学的数学基础》(1932)成为这方面的经典著作．




第二次世界大战后，基本粒子的分类及规范场理论深刻地影响物理及数学的发展，由于李群表示论及代数几何学的进步，超弦理论成为当前最广泛的大统一场论．

二、计算数学

长期以来，数学一直以数值计算为其最主要的任务，大量数学研究的目的无非是建立算法并不断加以改进，使之算得准、算得快、算得容易、方便，得出令人满意的结果．20世纪计算机的出现，根本改变了计算数学这一分支，对数学及其他科学也产生革命性的影响．1947年冯·诺伊曼等人发表的“高阶矩阵的数值求逆”标志着数值分析这门学科的诞生．其目的不仅要建立优秀的算法，特别是适用于计算机的程序，而且要对算法进行比较和分析，特别是对误差分析稳定性收敛速度以及计算量、存贮量等要进行细致的研究，其后产生一系列的有效方法，如乌拉姆(S．Ulam， 1909—1984)等创造的蒙特卡罗法以及有限元法、稀疏矩阵、样条函数法、快速傅里叶变换(1965)等一系列行之有效的方法．各种数值代数、数值积分以及解各种方程的方法也有许多改进及研究．针对具体问题也产生了计算力学、计算流体力学、计算物理学、计算化学等等新兴分支，成为与实验互补的科研手段．60年代初在基础研究方面还产生了计算复杂性理论，提出一系列基本的与计算有关的理论问题．

数学物理学的问题大都化成微分方程，对于这些方程的分析方法及数值方法的发展简述如下：

1．常微分方程

从天体力学的三体问题到各种非线性自由振动及受迫振动问题，许多实际问题都转化为解常微分方程的问题．一般来讲，常微分方程，特别是非线性常微分方程，找不到精确的解析解，甚至在有解析解时，也不能由常用的函数表出，因此，从19世纪晚期，人们就致力于寻找好的求近似解析解的方法，而第二次世界大战以后，更促进各种数值方法的改进及发展．

最早的近似方法是庞加莱所发展起来的摄动方法，现在已成为数学的一分支——摄动理论．最早它是瑞典天文学家林德斯泰特(Lindstedt)在1883年为解天体力学一个复杂问题提出来的．为了避免长期项的出现，庞加莱在1892年对于方程




严格证明存在定理，从而使该方法合法化．而对于非线性振动中常见的方程




(其中f是t的周期函数，ω是小参数)，则由弗瑞德利克斯等人(1942—1943)及斯托克(J．J．Stoker， 1905—)于1950年所解决．同时苏联克雷洛夫(H．M．Крылов，1879—1955)及博戈留波夫(H．H．Боголюбов，1909—1991)在1943年发展了范德波(Van der Pol)于1926年首创的方法，发展了一套平均法，后来在研究非线性振动时常用．另外一种所谓调和均衡法首先由达芬(G．Duffing)在1918年提出，应用也很广泛．从20年代起，问题更集中于奇异摄动问题(如小参数ε出现于高阶导数项和大参数问题)．最早是杰夫瑞斯(H．Jeffreys， 1891—)从1924年起发表四篇论文研究马丢方程解法，其后温采尔(G．Wentzel，1898—)、克拉默斯(H．Kramers，1894—1952)、布理鲁因(L.Brillouin，1889—1969)独立发展成解薛定谔方程的W—K—B方法．另外还有兰格(R.E.Langer，1894—)在1931年提出并由奥立佛(Oliver)发展起的LO方法，对于空气动力学许多问题中产生的强奇异性，1949年由莱特希尔(M．S．Lighthill，1924—)引进自变量的非线性变换，使得庞加莱正则摄动方法也能产生有效渐近解，这方法于1953年由郭永怀，(1909—1968)发展后被命名为PLK方法1955年华沙(W．Wasow，1909—)把这个经验方法加以系统化．

解常微分方程的数值方法还有不少，应用最广泛的是差分方法．最早可追溯到18世纪，其后有相当大的改进．

2．偏微分方程

偏微分方程是由物理学、几何学、函数论等提出来要求求解的问题，从18世纪中叶起，二百多年来对于各种类型的方程进行大量的研究，只有到第二次世界大战之后，才有比较系统的研究．但应用问题，特别是非线性问题，仍然是具体问题具体分析，缺乏统一的方法，许多问题发展了有效的数值解法．

19世纪以来，研究最多的有波动方程、热传导方程及位势方程，对于弹性力学方程及麦克斯韦方程组也有许多进展，而流体力学方程，特别是有粘性的不可压缩流体纳维尔——斯托克斯方程则有许多困难．进入20世纪以后，一系列新的方程出现了：如边界层方程、薛定谔方程、反应扩散方程等等．

求解偏微分方程的过程推动了分析的发展：如傅里叶分析及各种积分变换、复变函数论、变分法、正交函数论、渐近展开、位势理论等等．

在求解偏微分方程的近似方法及数值方法当中，较常用的有变分方法、有限差分方法及有限元方法等．变分方法来源于黎曼为解决狄利克雷问题所提出的狄利克雷原理，该原理虽遭魏尔斯特拉斯的批判，但在1900年被希尔伯特恢复其合法性．他的做法是直接求出泛函极值的最小系列，从而解对应的边值问题．希尔伯特的学生黎兹(W．Ritz，1878—1909)在1908年应用希尔伯特的思想提出黎兹方法，他首先把解展成完




小序列来逼近解．对于本征值问题Au＝λu，可以用瑞利商为泛函来通过黎兹方法解决．苏联数学家伽辽金(Б．Г．Галёркин，1871—1945)改变决定系数的方法，可用于更为一般的问题，包括初值问题，这类方法统称黎兹——伽辽金方法．最常用的数值方法是有限差分方法，其历史可追溯到欧拉，它以差商代微商，将微分方程化为差分方程．它适用于各种类型方程．关键问题是收敛性及稳定性问题．1928年，库朗、弗瑞德里克斯及卢伊征明三大典型方程的典型差分格式的收敛性定理，为该方法的应用打下基础，第二次世界大战之后，由于计算机的运用，差分方法做为有效的数值方法得到有效的发展．1948年冯·诺伊曼对于无粘性流体的非线性双曲型方程，为避开激波引出的间断性，引进人工粘性项，为此设计差分方法是现代流体力学数值计算主要方法．在论文中他引进稳定性这个十分重要的概念，并给出稳定性的必要条件．1956年拉克斯(P．D．Lax，1926—)及里希特迈尔(R．D． Richtmyer，1910—)建立了一般差分格式的收敛性及稳定性等价的定理，它对实际计算中误差积累问题有着重要意义．

在战后的数值方法中，有限元方法是另一个最常用的方法．它可以看成是变分方法及差分方法有机的结合，其思想可追溯到库朗1943年的论文．1956年起一些工程人员在处理结构工程问题时又独立发现，60年代开始引进连续体的单元剖分，逐步明确有限元法是变分原理加剖分逼近的思想并建立数值分析的理论基础．

三、统计数学

高尔顿(F．Galton， 1822—1911)在1889年出版的《自然遗传》(Natural In heritance)一书中，首次提出“相关的概念以及其定量表征——相关系数．大约同时，他在一系列观察及测定的基础上，提出了“回归”的概念，他观察到父代与子代的性状虽然有一定的相关性，但连续观察下去，则特征逐步减退，而“回归”到平均值上，从而开创了回归分析．

英国科学家卡尔·皮尔逊(Karl Pearson 1857—1936)是高尔顿的学生，从1894年到1916年发表一系列有关进化论的数学研究，其间发展了相关及回归理论，成功建立了生物统计学，他区别“总体”与“样本”，1898年提出多重相关理论，指出由样本估计总体参数时要采用似然函数．1900年提出拟合优度检验，为此引进χ2分布(在此之前，德国物理学家阿贝(E．Abbe， 1840—1905)在1863年发表的论文中及德国测地学家海尔穆特(F． R．Helmert，1843—1917)在1875年都曾独立地发现χ2分布)．这奠定了大样本理论的基础．数理统计学至此时处于描述统计学阶段，其后则是费舍尔(R． A． Fisher，1890—1962)之后的推断统计学阶段．

推断统计学的先驱是英国医生哥塞特(W．Gosset， 1876—1937)，他使用笔名“学生”—student)，他在1908年发现了大分布，开创了小样本理论，也即根据小样本来进行推断，这使得统计学由研究集体现象转变为随机现象，对于其后的统计学的发展有决定性的意义．但他们推导极不完整，一直到费舍尔加以严格证明并在1925年《研究人员用统计方法》一书中加以系统阐述之后，这种统计方法才得到广泛的传播．

费舍尔把统计学变成为数学的一个分支，他强调统计方法的统一性，对近代数理统计的形式及发展做出巨大的贡献．他提出许多重要的方法，建立了一些分支．他引进解消假设和显著性检验的概念，成为假设检验理论的先驱．他列举一致性、有效性及充分性作为参数的估计量应有的性质．他还提出“信息量”的概念．从1912年起，建立了以最大似然估计为中心的点估计理论．

1925年费舍尔与叶茨(F．Yates，1902—)合作创立实验设计这一分支，提出区组平方设计与拉丁方．他的工作总结在1925年出版的《实验设计》一书中，他还在1923年发展了与实验设计相适应的方差分析法．费舍尔另一项重要贡献是引进“可信分布”的概念，对于一些困难的问题如贝伦斯(W．U．Behren-s)——费舍尔问题，提供简单解法．不过，费舍尔的思想方法偏于直观，数学方法也欠严格，这有待于奈曼等人的工作加以发展．

原籍波兰的美国数学家奈曼(J．Neyman，1894—1981)在1925年9月到达伦敦，结识了英国统计学界的人物，与卡尔·皮尔逊的儿子小皮尔逊(E．S．Pearson，1895—1980)建立起终生友谊．他们合作(1928—1938)的头一篇在1928年6月发表的论文中就提出“备择假设”的概念，指出存在两类错误，他们把假设H真确时而拒绝H所犯的错误称为第一类错误、把备择假设A真确时而接受H所犯的错误称为第二类错误，从而开始使统计推断理论建立在新的数学基础上．他们引进检验功效函数的概念，以此做为判断检验方法优劣的标准．奈曼还在1924年到1937年间建立置信区间概念，它建立在概率的频率解释之上，奠定了区间估计理论的数学基础．

原籍罗马尼亚的美国数学家瓦尔德(A．Wald，1902—1950)1939年发展了统计判决函数理论，在这个理论中，把推断程序全体作为一个整体来考虑，被命名为判决函数空间．它定义了其上的风险函数，作为推断程序好坏的准则．他与费舍尔及奈曼不同的是把先验概率也考虑进去，对第二次世界大战以后的统计数学影响极大．他的结果收入1950年出版的《统计决策函数》(statistical decision functions)一书中．他把估计理论及假设检验理论相结合，形成“决策理论”这一新的应用数学分支．1943年起瓦尔德还发展了序贯分析，1947年他的《序贯分析》(Sequential analysis)的发表标志这一新分支的诞生．

1946年瑞典统计学家克拉美(H．Cramer，1893—)的《统计学的数学方法》(Mathematical Methods of St-atistics)把统计数学建立在现代测度论的严密基础上，标志着作为数学的重要分支——数理统计学最终形成自己的科学体系．

四、运筹数学

运筹学的产生是第二次世界大战前后的事．1933年希特勒在德国掌权，英国就开始进行适当的准备来防御可能发生的空袭．结果在1937年末研制出雷达和飓风式战斗机．但是1938年7月进行的空战演习中，雷达和战斗机临时凑和，不能形成一个有效的空防体系．因此，当时英国在海岸的雷达研制工作的领导人罗维(A．P．Rowe)建议进行关于雷达战斗机系统的运用方面(与纯技术方面相对立)的研究工作，他还创造出“运用的研究”(operational research)一即运筹学这个词来称呼这种研究工作，这可以说运筹学正式诞生．他和威廉斯(E．C． Willia-ms)发展了发现和预防空袭的方法，并且在布莱开特(P．M．S．Blackett 1897—1974)直接领导下，成立了运筹小组．这些直接导致英国防空体系根本上的改进，在1940年8、9月间经受住了决定性的考验．美国参战之后，在1942年底，美国也进行类似的研究工作．由于从事战时工作的科学家在战后大力倡导，而使运筹学的理论和应用在战后得到了蓬勃的发展，并由军用扩大到民用许多领域，产生许多分支学科．主要学科是数学规划(包含线性规划、非线性规划、整数规划、组合最优化乃至动态规划等)、对策论、排队论、库存论、搜索论、决策分析等．

规划问题从数学上讲是具有约束的最优化问题．如线性规划是考虑在线性等式及不等式组的条件下求线性目标函数的极值问题．它在经济上的应用，来源于冯·诺伊曼1928年证明的对策论基本定理——极大极小定理．后来列昂节夫(W．Leontiev，1906—)关于投入产出分析在1941年提出的模型及1944年冯·诺伊曼及摩根施坦(Morgenstern，1902—1977)在他们的名著《对策论及经济行为》(Theory of Games and Economic Be-havior)中更提出竞争模型．库普曼斯(T．C．Koopmans，1910—1985)在1951年出版《生产与配置的活动分析》中独立地对线性规划的创建及发展作出贡献，并因此获1975年诺贝尔经济学奖．其中把线性规划问题化为数学上凸集或凸体的理论，其中线性不等式及凸体的对偶性起着关键的作用．这方面的理论可追溯到蒙日(1781)及傅里叶(1823)关于n维欧氏空间内凸锥、凸多面体理论，匈牙利数学家法卡斯(J．Farkas，1847—1930)给出特殊线性规划问题有解的充分必要条件，1956年塔克尔(A．W．Tucker，1915—)给出一般解的存在条件．这些理论在数学上已成为独立的学科，并由欧氏空间推广到函数空间及一般的拓扑线性空间．对于应用问题，更重要的是实用的计算方法：在这方面苏联的数学家康托洛维奇(Л.В.Канторвич，1912—1986)在1939年已做了先驱性工作，著有《生产组织与计划工作中的数学方法》，并因此获1976年诺贝尔经济学奖，由于当时环境，长期未受到注意．现代实用的方法主要是丹齐格(G．B．Dantzig， 1917—)在1947年提出的单形法，其后有一系列变形及改进，这种方法可以编成程序在计算机上运用，1977年苏联的哈奇洋(Л.Г.Хачиян)、1983年印度的卡马卡(A．Karmarkar)作出许多改进．

当线性规划的条件有各种变化时，得出各种规划，它们的解法基础大都仍基于线性规划的研究结果．当限定一部分为全部变元取整数值时，称为整数规划．求解整数规划，首先由戈莫瑞(R．E．Gomory，1929—)于1959年提出来．如果目标函数或约束条件中包括非线性函数，就称为非线性规划．在极值在边界上达到的简单条件下，库恩(H．W．Kuhn)及塔克尔早在1951年就发展了拉格朗日乘子法予以解决，而一般情形唯一性的讨论十分困难，只有当凸函数或凸区域的情形可以通过推广线性规划而解决，这发展成凸规划．在目标函数为正定二次函数(因而是凸函数)这种特殊二次规划情形下，还可以得出更有效的算法，毕利(E．M．L．Beale)于1959年提出的方法可以说是单形法的直接推广，其后还有各种各样方法的混合及改进．六十年代发展出另一种应用很广的几何规划，其目标函数变元的幂次不一定是整数．运筹学处理另一大类随机性模型，此外还有无约束的最优化问题．

1957年美国数学家贝尔曼(R．Bellman，1920—1984)提出另一种最优化技术——动态规划．它把问题分为一串子问题，它与变分法及邦德里亚金极大原理有关，更适于用微分方程来表述，却应用于离散的组合问题．它在运筹学及控制理论中都有着广泛的应用．

在第二次世界大战前就开始研究的随机模型的运筹学理论有排队论和对策论．战后还有价值论、决策论、搜索论、模拟论等等．排队论的问题随着公用服务事业的发展而提出来，特别是售票窗口的设置及电话线路设计等问题．最早1907年约翰森(Jo-hannsen)及1909年厄朗(A．K．Erlang)开始研究特殊情形，至1953年肯达尔(D．G．Kendall，1918—)引进标准记号，并应用马尔科夫链理论，正式建立了系统的排队论．基弗(J．Kiefer， 1924—1981)及沃尔弗维兹(J．Wolfowitz，1910—1981)在1955年更建立了多窗口排队系统理论．




第五节 中国现代数学的发展



中国传统数学在宋元时期达到高峰，以后渐走下坡路．20世纪重登世界数学舞台的中国现代数学，主要是在西方数学影响下进行的．

西方数学比较完整地传入中国，当以徐光启(1562—1633)和利玛窦(Mattao Ricci， 1552—1610)翻译出版《几何原本》前六卷为肇始，时在1607年．清朝初年的康熙帝玄烨(1654—1722)，曾相当重视数学，邀请西方传教士进宫讲解几何学、测量术和历法，但只是昙花一现．鸦片战争之后，中国门户洞开，再次大规模吸收西方数学，其主要代表人物是李善兰(1811—1882)．他熟悉中国古代算学，又善于汲取西方数学的思想．1859年，李善兰和英国教士伟烈亚力(Alexander Wylie，1815—1887)合译美国数学家鲁米斯(Elias Loomis， 1811—1889)所著的《代微积拾级》(Elements of AnalyticalGeometry and of the Differenfial and Integral Calculus)，使微积分学思想首次在中国传播，并影响日本．李善兰在组合数学方面很有成就．著称于世的有李善兰恒等式：




1866年，北京同文馆增设天文算学馆，聘李善兰为第一位数学教习．由于清廷政治腐败，数学发展十分缓慢．反观日本，则是后来居上．日本在1870年代还向中国学习算学，《代微积拾级》是当时日本所能找到的最好的微积分著作．但到1894年的甲午战争之后，中日数学实力发生逆转． 1898年，中国向日本大量派遣留学生，其中也包括数学方面的留学生．

1911年辛亥革命之前，有三位留学国外的数学家最负盛名．第一位是冯祖荀(1880—1940)，浙江杭县人．1904年去日本京都第一高等学校就读，然后升入京都帝国大学研修数学．回国后曾在北京大学长期担任数学系系主任．第二位是秦汾(1887—1971)，江苏嘉定人．1907年和1909年在哈佛大学获学士和硕士学位．回国后写过许多数学教材．担任北京大学理科学长及东南大学校长之后，弃学从政，任过财政部次长等．郑桐荪(1887—1963)在美国康奈尔大学获学士学位(1907)，以后在创建清华大学数学系时颇有贡献．

由于1908年美国退回部分庚子赔款，用于青年学生到美国学习．因此，中国最早的数学博士多在美国获得．胡明复(1891—1927)于1917年以论文“具边界条件的线性微积分方程”(Lin-ear Integro-Differential Equations with BoundaryCondition)，在哈佛大学获博士学位，是中国以现代数学研究获博士学位的第一人．他返国后办大同大学，参与《科学》杂志的编辑，很有声望，惜因溺水早逝．1918年，姜立夫(1890—1978)亦在哈佛大学获博士学位，专长几何．他回国后办南开大学，人才辈出，如陈省身、江泽涵、吴大任等，姜立夫是中国现代数学的先驱，曾任中央研究院数学研究所首任所长．

本世纪20年代，中国各地的大学纷纷创办数学系．自国外留学回来的数学家担任教授，开始培养中国自己的现代数学人才．其中比较著名的有熊庆来(1893—1969)，1913年赴法国学采矿，后改攻数学．1921年回国后在东南大学、清华大学等校任数学教授，声誉卓著．1931年再度去法国留学，获博士学位(1933)，以研究无穷级整函数与亚纯函数而闻名于世．

陈建功(1893—1971)和苏步青(1902一)先后毕业于日本东北帝国大学数学系．他们分别于1930年和1931年回国，在浙江大学担任数学教授．由于锐意进取，培植青年，使浙江大学成为我国南方最重要的数学中心．陈建功以研究三角函数论、单叶函数论及函数逼近论著称．他在1928年发表的《关于具有绝对收敛傅里叶级数的函数类》，指出：有绝对收敛三角级数的函数的充要条件是杨(Young)氏函数，此结果与英国数学大家哈代(G．H．Hardy)和李特尔伍德(J． E． Littlewood)同时得到．这可以标志中国数学研究的论文已能达到国际水平．苏步青以研究射影微分几何而著称于世．他的一系列著作《射影曲线概论》，《一般空间微分几何》、《射影曲面概论》等，在国内外都产生相当影响，曾被称为中国的微分几何学派．1952年，他们从浙江大学转到上海复旦大学，使复旦大学数学系成为中国现代数学的重要基地．




1930年前后，清华大学数学系居于中国数学发展的中心地位．系主任是熊庆来，郑桐荪是资深教授．另外两位教授都在1928年毕业于美国芝加哥大学数学系，获博士学位．其中孙光远(1897—1984)专长微分几何，他招收了中国的第一名数学硕士生(陈省身)，杨武之(1898—1975)则专长代数和数论，以研究华林(Waring)问题著称．这时的清华，有两个杰出的青年学者，这就是来自南开大学的陈省身和自学成才的华罗庚．陈身省于1911年生于浙江嘉兴．1926年入南开大学，1930年毕业后转到清华，翌年成为孙光远的研究生，专习微分几何．1934年去汉堡大学，在布拉士开(W．Bla-schke)指导下获博士学位(1936)，旋去巴黎，在嘉当(E．Cartan)处进行访问，得其精华．1937年回国后在西南联大任教．抗日战争时期，受外尔(H．Weyl)之邀到美国普林斯顿高等研究院从事研究，以解决高维的高斯—邦内(Gauss—Bonnet)公式，提出后来被称为“陈省身类”的重要不变量，为整体微分几何奠定基础，其影响遍及整个数学．抗日战争结束后返国，任中央研究院数学研究所代理所长，培植青年数学家．1949年去美国．1983年获世界5高数学奖之一的沃尔夫奖(WilfPrize)．




华罗庚(1910—1985)是传奇式的数学家．他自学成才，1929年他只是江苏金坛中学的一名职员，却发表了《苏家驹之代数的五次方程解法不能成立之理由》，此文引起清华大学数学教授们的注意，系主任熊庆来遂聘他到清华任数学系的文书，华罗庚最初随杨武之学习数论，在华林问题上很快作出了成果，破例被聘为教员．1936年去英国剑桥大学，接受哈代的指导．抗日战争时期，华罗庚写成《堆垒素数论》，系统地总结、发展与改进了哈代与李特尔伍德的圆法，维诺格拉多夫(И．М．Виноградов)的三角和估计方法，以及他本人的方法．发表至今已40年，主要结果仍居世界领先地位，仍是一部世界数学名著．战后曾去美国．1950年返回中国，担任中国科学院数学研究所的所长．他在数论，代数，矩阵几何，多复变函数论以及普及数学上的成就，使他成为世界级的著名数学家．他的名字在中国更是家喻户晓，成为“聪敏”、“勤奋”的同义语．

三十年代初的清华大学，汇集了许多优秀的青年学者．在数学系先后就读的有柯召(1910—)，许宝騄(1910—1970)，段学复(1914—)，徐贤修(1911—)，以及物理系毕业、研究应用数学的林家翘(1916—)等等，后来均成为中国数学的中坚以及世界著名数学家．

许宝騄是中国早期从事数理统计和概率论研究，并达到世界先进水平的一位杰出学者．1938—1945年间，他在多元分析与统计推断方面发表了一系列论文，以出色的矩阵变换技巧，推进了矩阵论在数理统计中的应用，他对高斯—马尔可夫模型中方差的最优估计的研究，是许多研究工作的出发点．50年代以来，为培养新中国的数理统计学者和开展概率统计研究作出许多贡献．

林家翘是应用数学家，清华大学毕业后去加拿大，美国留学．从师流体力学大师冯·卡门(von Karman)．1944年，他成功地解决了争论多年的平行平板间的流动稳定性问题，发展了微分方程渐近理论的研究．60年代开始，研究螺旋星系的密度波理论，解释了许多天文现象．

北京大学是我国的最高学府．20年代军阀混战时期，因经费严重不足，学术水平不及由美国退回庚款资助的清华大学数学系．进入30年代，以美国退回庚款为基础的中华文化教育基金会也拨款资助北京大学，更由于江泽涵(1902—)在哈佛大学获博士学位后加盟北大，程毓淮(1910—)获德国哥廷根大学博士学位后来北大任教，阵容渐强．学生中有后来成名的樊畿(1916—)，王湘浩(1915—1993)等．

三十年代的中国青年数学家还有曾炯之(1897—1943)，他在哥廷根大学跟随杰出的女数学家诺特(E．Noether)研究代数，1933年完成关于“函数域上可除代数”的两个基本定理，后又建立了拟代数封闭域层次论，蜚声中外．抗日战争时期因贫病在西昌去世．周炜良(1911—)为清末民初数学家周达之子，家庭富有，在美国芝加哥大学毕业后，转到德国莱比锡大学，在范·德·瓦尔登(Van der Waerden)指导下研究代数几何，于1936年获博士学位，一系列以他名字命名的“周坐标”“周形式”、“周定理”“周引理”，使他享有盛誉．抗日战争胜利后去美国约翰·霍普金斯大学任教，直至退休．

1935年，中国数学会在上海成立．公推胡敦复(1886—1978)为首届董事会主席．会上议决出版两种杂志．一种是发表学术论文的《中国数学会学报》，后来发展成今日的《数学学报》，一种是普及性的《数学杂志》，相当于今之《数学通报》．中国数学会的成立，标志中国现代数学已经建立，并将很快走向成熟．

最早访问中国的著名数学家是罗素(B．A．W．Russel)，他于1920年8月到达上海，在全国各地讲演数理逻辑，由赵元任做翻译，于次年7月离去．法国数学家班勒卫(P．Painleve)和波莱尔(E．Bovel)也在20年代未以政治家身份访华．1932年，德国几何学家布拉希开(W．Blaschk)到北京大学讲学，陈省身、吴大任等受益很多．1932—1934年间，汉堡大学年轻的拓扑学家斯披涅儿(E．Sperner)也在北京大学讲课．1934年4月，美国著名的常微分方程和动力系统专家伯克霍夫(G.D.Birkhoff)也到过北大．此后来华的是美国哈佛大学教授奥斯古德(W．F．Osgood)，他在北京大学讲授函数论(1932—1934)．

控制论创始人，美国数学家维纳(N．Wiener)来清华大学电机系访问，与李郁荣(1904—)合作研究电网络，同时在数学系讲授傅里叶变换理论等．维纳于1936年去挪威奥斯陆参加国际数学家大会，注明他是清华大学的代表．

抗日战争开始之后，中国现代数学发展进入一个新时期．一方面是异常清苦的战时生活，与外界隔绝的学术环境；另一方面则是无比高涨的研究热情，硕果累累的科学成就．在西南联合大学(北大、清华、南开)的数学系，姜立夫、杨武之、江泽涵等领导人正值中年，而刚满30岁的年轻教授如华罗庚、陈省身以及许宝騄等，都已达到当时世界的先进水平．例如华罗庚的《堆垒素数论》，陈省身证明高斯—邦内公式，许宝騄发展矩阵论在数理统计的应用，都产生于这一时期．他们培养的学生，如王宪钟、严志达、吴光磊、王浩、钟开莱，日后都成为著名数学家．与此同时，位于贵州湄潭的浙江大学，也由陈建功、苏步青带领，造就出程民德、熊全治、白正国、杨忠道等一代数学学者．如果说，在20年代，中国创办的大学已能培养自己的数学学士，那么在30年代的北大、清华、浙大等名校，已能培养自己的数学硕士，而到抗日战争时期的40年代，从教员的学术水准，开设的课程以及学生的成绩来看，应该说完全能培养自己的数学博士了．从1917年中国人第一次获得数学博士，到实际上具备培养自己的数学博士的水平，前后不过20余年的时间，发展不可谓不快．

1944年，中央研究院决定成立数学研究所，由姜立夫任筹备主任．不久，抗日战争胜利，于1946年在上海正式成立数学研究所，由姜立夫任所长．因姜立夫出国考察，遂由陈省身代理所长．陈省身办所的宗旨是培养青年人，首先让他们研修拓扑学，以便迅速达到当时数学发展的前沿．这时在所内工作的研究人员中，有王宪钟、胡世桢、李华宗等已获博士学位的年轻数学家，更有吴文俊、廖山涛、陈国才、杨忠道、叶彦谦、曹锡华、张素诚、孙以丰、路见可、陈杰等刚从大学毕业不久的学生．

1949年成立中华人民共和国之后，中国现代数学有了长足的发展．原来已有建树的解析数论、三角级数论、射影微分几何等学科继续发展．在全面学习苏联的50年代，与国民经济发展有密切关系的微分方程、概率论、计算数学等学科获得应有的重视，使整个数学获得全面和均衡地进步．高等学校数学系大规模招生，严谨的教学方式培养出大批训练有素的数学工作者．

在这一时期内，作出重要贡献的有吴文俊(1919—)．他于1940年在交通大学毕业，后去法国留学，获博士学位．他在拓扑学方面的主要贡献有关于施蒂费尔—惠特尼(Stiefel-Whit-ney)示性类的吴(文俊)公式，吴(文俊)示性类，以及关于示嵌类的研究．70年代起，吴文俊提出了使数学机械化的纲领，其一个自然的应用是定理的机器证明，这项工作现在正处于急剧发展中．吴文俊的数学机械化思想来源于中国传统数学．因此，吴文俊的工作显示出中国古算法与现代数学的有机结合，具有浓烈的中国特色．

50年代以来的一些青年数学家的工作值得注意，如陈景润、王元、潘承洞在数论方面的研究，特别是对哥德巴赫猜想的重大推进．杨乐、张广厚关于亚纯函数值分布论的研究，谷超豪在微分几何与非线性偏微分方程方面的研究，夏道行关于线性算子谱论和无限维空间上调和分析的研究，陆启铿、钟家庆在多复变函数论与微分几何方面的研究，都有国际水平的成果．80年代以来，还有姜伯驹(不动点理论)、张恭庆(临界点理论)、陆家羲(斯坦纳三元素)等人的工作，十分优秀．廖山涛在微分动力系统研究上作出了独特的贡献．

中国数学家参加国际数学家大会(International Cong-ress of Mathematics)始自1932年．北京数学物理学会的熊庆来和上海交通大学的许国保作为中国代表参加了那年在苏黎世举行的会议．中山大学的刘俊贤则是参加1936年奥斯陆会议的唯一中国代表(不计算维纳代表清华大学与会)．此后由于代表权问题，中国大陆一直未派人与会．华罗庚、陈景润收到过到大会作报告的邀请．1983年，中国科学院计算数学家冯康被邀在华沙大会上作45分钟的报告，都因代表权问题未能出席．

1986年，中国在国际数学家联盟(IMU)的代表权问题得到解决：中国数学会有三票投票权，位于中国台北的数学会有两票投票权．这年在美国加州伯克莱举行的大会上，吴文俊作了45钟报告(关于中国数学史)．1990年在东京举行国际数学家大会，中国有65名代表与会(不包括台北)．

80年代以来，中国数学研究发展很快．从原来的中国科学院数学研究所又分立出应用数学研究所和系统科学研究所．由陈省身担任所长的南开数学研究所向全国开放，发挥了独特的作用．北京大学、复旦大学等著名学府也成立了数学研究所．这些研究机构的数学研究成果正在逐渐接近国际水平．到1988年为止，在国外出版的中国数学家的数学著作已有43种．《数学年刊》《数学学报》都相继出版了英文版，在国外的影响日增，1990年收入世界数学家名录的中国学者有927名．先后在中国国内设立的数学最高奖有陈省身奖和华罗庚奖．1990年起，为了支持数学家率先赶上世界先进水平的共同愿望，除了正常的自然科学基金项目之外，又增设了专项的天元数学基金．这一措施也大大促进了数学研究水平的提高．

在中国的台湾省，中央研究院的数学研究所是主要的数学研究机构，曾由周鸿经、樊畿等多人主持过．台湾大学集中了许多著名的数学教授．早期有施拱星、许振荣等．台湾学生在美国获博士学位并在美国各大学数学系任教的学者很多，有较大影响的有项武忠、项武义等人．

香港地区的数学教育在第二次世界大战之前没有多少力量．战后最有影响的是几何学家黄用诹，他从1948年起任香港大学教授，又担任过教务长和副校长．从香港大学和中文大学培养出一批有世界影响的数学家，其中包括荣获菲尔兹奖的丘成桐，以及肖荫堂、陈绍远等著名数学家．
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