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O'Reilly Media,Inc.介紹


  O'Reilly Media通過圖書、雜誌、在線服務、調查研究和會議等方式傳播創新知識。自1978年開始，O'Reilly一直都是前沿發展的見證者和推動者。超級極客們正在開創著未來，而我們關注真正重要的技術趨勢——通過放大那些「細微的信號」來刺激社會對新科技的應用。作為技術社區中活躍的參與者，O'Reilly的發展充滿了對創新的倡導、創造和發揚光大。


  O'Reilly為軟件開發人員帶來革命性的「動物書」；創建第一個商業網站（GNN）；組織了影響深遠的開放源代碼峰會，以至於開源軟件運動以此命名；創立了Make雜誌，從而成為DIY革命的主要先鋒；公司一如既往地通過多種形式締結信息與人的紐帶。O'Reilly的會議和峰會集聚了眾多超級極客和高瞻遠矚的商業領袖，共同描繪出開創新產業的革命性思想。作為技術人士獲取信息的選擇，O'Reilly現在還將先鋒專家的知識傳遞給普通的計算機用戶。無論是通過書籍出版，在線服務或者面授課程，每一項O'Reilly的產品都反映了公司不可動搖的理念——信息是激發創新的力量。


  
業界評論


  「O'Reilly Radar博客有口皆碑。」


  ——Wired


  「O'Reilly憑借一系列（真希望當初我也想到了）非凡想法建立了數百萬美元的業務。」


  ——Business 2.0


  「O'Reilly Conference是聚集關鍵思想領袖的絕對典範。」


  ——CRN


  「一本O'Reilly的書就代表一個有用、有前途、需要學習的主題。」


  ——Irish Times


  「Tim是位特立獨行的商人，他不光放眼於最長遠、最廣闊的視野並且切實地按照Yogi Berra的建議去做了：『如果你在路上遇到岔路口，走小路（岔路）。』回顧過去Tim似乎每一次都選擇了小路，而且有幾次都是一閃即逝的機會，儘管大路也不錯。」


  ——Linux Journal


  譯者序


  不管你是否承認，無論哪種軟件開發項目，幾乎所有的程序員、開發者在日常工作中都要同數據結構和算法打交道。當我們閱讀源碼，對大型軟件項目進行層層抽絲剝離之後，呈現在我們面前的不再是複雜的層次結構和模式，而是回歸到了程序的本質——數據結構和算法上來。有關數據結構和算法題材的經典書籍有很多，如《計算機程序設計藝術》、《算法導論》等，但本書絕不同於之前的相關書籍。當我們在學習數據結構和算法時，往往花費了大量的時間糾結於各種公式和理論證明上，學究氣息過於濃厚而少了幾分實踐感。相關主題的書籍多是以偽碼的形式來表達算法思路，缺乏同軟件開發實踐的結合。試問，當我們辛辛苦苦「學會」了一些算法和數據結構，但在實際編程中往往要麼一寫就錯（偽碼畢竟只是用來表達算法思路，但具體編程時會遇到很多實現上的細節問題），要麼面對問題不知如何下手解決（因為沒有實際的應用，不知道如何對問題建模），此時會不會覺得自己白學了？畢竟，我們學到的東西要懂得利用才能體現價值。將一個實際問題同我們學到的算法和數據結構相結合起來，這正是軟件開發中的一項重要技能——抽像建模能力。


  本書最大的特點是理論與實踐相結合，這主要體現在以下幾點上：


  1.書中第一部分從講述相關的C語言基礎知識和算法分析方法入手，在隨後的章節中採用軟件工程中的良好準則，結合作者的實踐經驗將基於接口的C程序設計理念貫穿全書。使得本書中的數據結構和算法實現能夠以接口的形式充分得到復用。


  2.書中的代碼實現主要以教學為目的，但也同樣考慮到了實現效率的問題。對於實現方案的選擇和取捨，都有詳細的說明和解釋。每章末尾的「問與答」將加深讀者對相關章節的理解。


  3.除了對數據結構和算法本身的介紹，書中所有的應用舉例都來自於真實的應用。這絕不是一般的練習題，而是算法和數據結構在真實世界中的應用。包括操作系統中的頁幀管理、頁面置換算法、表達式處理等等。通過實際的例子向讀者展示了數據結構和算法的威力，有助於培養我們抽像建模的能力，從而更有效的將學到的知識用於解決實際問題中。


  總的來說，這是一本對「打基礎」很有幫助的書。書中對常見的數據結構如鏈表、棧、隊列、集合、哈希表、樹、堆、圖都做了詳細的分析並給出了具體的實現。算法方面除了最為常見的排序和檢索外，還有數值計算、數據壓縮、數據加密、幾何計算等方面的主題。


  當譯者第一次看到本書的英文版時，立刻被本書獨有的風格所吸引。再看出版時間，居然已超過了10年之久。令人奇怪的是，這樣一本優秀的技術類圖書在這麼長的時間裡居然從未引進到國內，無論是譯作還是影印版都難覓其蹤。因此我們鼓足勇氣開始了本書的翻譯。感謝機械工業出版社引進了本書，這才得以讓本書的中譯本得以和大家見面。由於時間倉促，且水平有限，在翻譯過程中難免會出現一些錯誤，希望讀者能批評指正。


  譯者


  2012年8月3日


前言


  當我第一次打算要寫這本書時，我馬上就想到應該交給O'Reilly來負責出版。O'Reilly是我聯繫的第一家出版商，也是我最希望合作的一家，因為他們出版的圖書傳統上都會刻有「實事求是」的烙印。可是對於一本有關數據結構和算法的技術類圖書，通常人們對它的態度就不會是這樣。通常當人們學習數據結構和算法時，都要花費很多時間去證明算法的正確性。結果就是，很多關於這個主題的書都帶有很重的學究氣息，而真正的細節（比如具體的實現和應用）則省略了。本書講解數據結構和算法的工作原理和原因，它們在真實世界中的應用（包括許多例子），以及它們的具體實現過程。只有在必要的時候才會以嚴謹的數學方式解釋說明。


  自然，我很高興O'Reilly出版社看到了本書在這個主題上所涵蓋內容的價值。前言部分包含我認為你會喜歡這本書的一些理由。前言也包含本書中的一些代碼規範，書中定義的一些約定以及對參與了本書創作過程的工作人員的衷心感謝。


  
本書結構


  本書分為3部分。第1部分由介紹性的內容組成，它們對於讀者理解接下來的章節有很大幫助。第2部分介紹了計算機科學中最基本的幾種數據結構。第3部分介紹用於解決常見問題的各種算法。接下來的內容將以更詳盡的方式來描述和說明每一部分的主題，以及每個部分的各章的提要。


  第1部分


  第1部分包括第1~4章。第1章介紹數據結構和算法的概念，並給出使用數據結構和算法的原因。這一章也介紹一些與軟件工程相關的思想和主題，這些思想會貫穿全書。第2章討論一系列與指針相關的主題。指針在本書中大量出現，因此這一章可作為對指針的回顧和複習。第3章介紹遞歸，這是一種在許多數據結構和算法中都會用到的技術。第4章介紹算法的分析方法。這一章中的內容用來分析本書中介紹的算法。


  第2部分


  第2部分包括第5~11章。第5章介紹多種形式的鏈表，包括單鏈表、雙向鏈表以及循環鏈表。第6章介紹棧和隊列，它們分別按照後進先出以及先進先出的方式來存儲和返回數據。第7章介紹集合以及用來描述集合這種數據結構的數學知識。第8章介紹鏈式和開地址哈希表，還包含如何選擇一個好的哈希函數以及如何解決哈希碰撞的內容。第9章介紹二叉樹和AVL樹，也包含多種樹的周遊算法。第10章介紹堆和優先級隊列，這種數據結構有助於快速確定集合中的最大或最小元素。第11章介紹圖，以及在許多圖算法中常用到的兩種重要算法：廣度優先查找和深度優先查找。


  第3部分


  第3部分包含第12~17章。第12章涵蓋多種排序算法，包括插入排序、快速排序、歸並排序、計數排序以及基數排序，這一章也介紹二分查找。第13章涵蓋數值計算方法，包括多項式插值算法、最小二乘估計以及用來解方程的牛頓迭代法。第14章介紹關於數據壓縮的算法，包括霍夫曼編碼以及LZ77。第15章討論用於數據加密的DES和RSA算法。第16章涵蓋圖算法，包括用於確定最小生成樹的Prim算法、確定最短路徑的Dijkstra算法，以及解決旅行商問題的算法。第17章介紹幾何算法，包括檢測兩條線段是否相交、凸包計算以及計算球面上兩點間的弧長。


  本書主要特點


  這裡列出的一些特點使我相信本書能夠成為一本涵蓋數據結構和算法方面的獨特技術類圖書。


  每一章的格式保持統一


  每一章（不包括第1章中的介紹性內容）都遵循一致的格式。根據讀者當前的需要，這種格式使得本書大部分內容都可以以教材或參考資料的形式來閱讀。


  明確的主題和應用


  每一章（除了第1章外）都以一個概要性的介紹開始，接著是一系列明確的主題以及與它們相關的真實應用介紹。


  對每個操作、算法和例子的分析


  本書針對抽像數據類型的每個操作、第12~17章的每種算法以及每個示例都提供詳細的分析。關於算法分析的技術在第4章中介紹。


  真實示例，不只是簡單的練習


  本書中所有的示例都來自真實的應用，不只是一般的練習題。這樣的示例更令人興奮，也能夠從中學到更多的知識。


  具體實現都採用正式的代碼


  所有的實現都用C語言編寫而不是用偽代碼來表示。這種方式的好處在於當實現許多數據結構和算法時，有很多細節問題是偽代碼所不能解決的。


  問與答引人深思


  每一章的末尾（除了第1章外）都會有一系列的問題和對應的回答。這些問與答著重強調了這一章中的重要思想，而且還能使讀者接觸到一些附加的主題。


  列出了相關的主題以進一步研究


  每一章的最後一節（除了第1章外）都會列出一系列與本章主題相關的內容，以便讀者進一步探討。每一個相關主題都以一段簡短的介紹來呈現。


  大量的交叉引用和標注


  交叉引用和標注將主題在一處提及，然後在別處介紹。因而能夠方便地定位其他信息。


  精心組織主題和相關應用


  某一章中的數據結構和算法會採用其他章節介紹過的數據結構和算法來實現。因而，這可以作為如何利用其他數據結構和算法的例子。所有的相關依賴都通過交叉引用和標注的形式精心標記。


  除了涵蓋最重要的主題之外還有更多其他的內容


  本書涵蓋計算機科學領域中最基本的數據結構和算法。本書還介紹其他幾個並不常出現在數據結構和算法類圖書中的主題。其中包括數值計算方法、數據壓縮、數據加密以及幾何算法。


  關於本書中的代碼


  本書中的所有實現都採用C語言編寫。選擇C語言是因為它仍然是當今使用最廣泛的通用編程語言。C語言也是最好的編程語言之一，不僅用來探索數據結構和算法的細節，同時還能夠使用在較高層次上。關於本書中的代碼，有些事情需要注意。


  所有的代碼以教學目的為優先


  代碼注重運行效率上的考慮，但所有代碼的主要目的是以清晰的形式闡述相關的主題。


  所有的代碼都在4種平台上做過完整的測試


  用於測試的平台包括：HP-UX 10.20、SunOs 5.6、Red Hat Linux 5.1以及DOS/Windows NT/95/98。可以從附贈光盤的readme文件中獲取更多的信息。


  頭文件中記錄了所有的公共接口


  每個實現都包含一個頭文件以歸檔公有接口。本書給出了代碼頭文件。但是，只包含函數原型的頭文件並沒有給出。（比如，示例12-1包含sort.h，但並沒有給出頭文件，因為它只包含各個排序函數的原型而已。）


  靜態函數當做私有函數來使用


  靜態函數擁有文件作用域，只在定義它的文件內有效，因此把靜態函數作為私有函數使用。某個特定於數據結構或算法實現的函數都不屬於公有接口的一部分。


  命名規則適用於全書所有的代碼


  常量全部以大寫字母來定義。數據類型和全局變量以大寫字母開頭。局部變量以小寫字母開頭。抽像數據類型的操作以類型名開頭，採用小寫字母形式，緊跟著是一條下劃線，然後是操作名的小寫形式。


  所有的代碼都包含大量註釋


  註釋可以幫助開發者不用讀太多代碼就能夠理解代碼的邏輯。當需要在正文中聯繫代碼和解釋時這非常有用。


  用typedef重命名的結構體名就是它本身


  結構體的名稱總是在typedef之後的別名上再加一條下劃線。對於有自我引用行為的結構體（比如第5章中的鏈表），命名結構體自身是很有必要的。為了保持一致性，本書所有的結構體都採用這種命名方式。


  所有void函數都顯式包含return語句


  儘管這不是必需的，但這有助於快速定位函數的返回位置，而不必費力地去匹配大括號。


  如何聯繫我們


  我們已經盡最大的努力去檢查和驗證過本書中的內容，但你可能會發現有的功能已經改變了（或者甚至是我們犯下了錯誤！）請寫信告訴我們任何你發現的錯誤，以及你對本書今後再版的建議。
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  北京市西城區西直門南大街2號成銘大廈C座807室（100035）


  奧萊利技術咨詢（北京）有限公司


  你也可以給我們發送電子郵件。想加入我們的郵件列表或是想索取一份目錄，請發送郵件至：


  info@oreilly.com


  想問技術性的問題或者對本書的評論，請發送郵件至：


  bookquestions@oreilly.com


  我們有一個關於本書的網站，在這裡我們將列出示例，勘誤表以及對於本書新版本的計劃。你可以通過如下地址訪問：


  http://www.oreilly.com/catalog/9781565924536/


  想瞭解更多關於本書或其他書籍的信息，請訪問O'Reilly的官方網站：


  http://www.oreilly.com


  http://www.oreilly.com.cn
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第1部分　預備知識


  這部分包括4章介紹性的內容。第1章介紹了數據結構和算法的概念並解釋了使用它們的原因。這一部分也介紹了一些軟件工程方面的主題，並將這些主題和思想貫穿運用到了全書的其他部分。第2章講到了若干關於指針的主題。指針在本書中大量出現，因此這一章可作為對於指針的回顧。第3章介紹了一種在很多數據結構和算法中都經常見到的技術——遞歸。第4章介紹了如何評估和分析算法。這一章的內容可用來分析本書中涉及的算法。


  
第1章　概述


  12歲那年我和我的哥哥一起在學習彈鋼琴。每週我們都要到老師家去上課，當我們中的一個在上課時另一個人需要在客廳等著。幸運的是，老師每次都在咖啡桌上安排一些遊戲幫我們打發等待的時間。我記得其中一款遊戲裡有一小片插上釘子的木板。當時我並不知道，但這款遊戲的確可以用來對數據結構和算法做初步的介紹。


  遊戲規則是這樣的：除了一個藍色的釘子外，其他釘子都是白色的。剛開始遊戲時拿掉其中一個白色釘子，這樣就有了一個空位，然後每次跳過一些釘子就拿掉一個。直到最後只剩下一個釘子，或者剩下的釘子都無法再跳過[1]。遊戲的目的是通過跳過釘子保證藍色的釘子是最終剩下的那個。根據遊戲的規則，成功達成目標的玩家稱為「天才」，這是完成此遊戲所能獲得的最高評價，而其他一些評價級別則根據遊戲的不同結果來判定。對於我來說，只要我在玩遊戲時老師家的小貓Clara能夠安安靜靜地待著，而不是試圖從沙發的各個角落用爪子突襲我，從而讓我能順利地完成一盤遊戲我就很滿足了。我想，對這個結果感到滿足表明我擁有著一種「常識」。


  記得在玩這款遊戲時我在思考一定有一種可確定的方法可以每次都讓藍色的釘子最後剩下。我在尋找的是一種算法。算法是定義良好的用來解決問題的步驟。直到若干年之後我真的實現了解決釘子問題的算法。在大學的人工智能課上我決定用LISP來解決這個問題。為了解決這個問題，我用多種數據結構來表示遊戲中的信息。數據結構是組織信息的一種概念，它們和算法關係很緊密，因為很多算法為了獲得較高的效率需要選擇恰當的數據結構。


  通常人們以鬆散的方式處理信息，比如板子上的釘子，筆記本中的便條，或者文件夾中的圖片。然而，用計算機處理信息需要將數據規則地組織起來。此外，周密地計劃要做的事情對我們是絕對有幫助的。數據結構和算法幫助我們完成這些任務。簡單地說，它們能幫助我們開發出這樣的程序，用一個詞來表達——優雅。作為軟件工程師，很重要的一點是記住我們不僅僅只是對編程語言和開發工具熟悉，開發出優秀的軟件是一項技藝。想要成為大師很重要的一點是需要對數據結構和算法有很好的理解。


  數據結構簡介


  數據有各種形式和大小，但通常它們可以以相同的方式來組織。比如，設想有一張清單，上面列出了需要做的事情，配方中的成分列表，某門課程的閱讀清單。儘管每種都包含不同類型的數據但它們包含的數據都以一種相似的方式進行組織：列表。列表是一種簡單的示例數據結構。當然，同樣還有許多其他類似的方法來組織數據。在計算機科學領域中，一些最常用來組織數據的方式有：鏈表、棧、隊列、集合、哈希表、樹、堆、優先級隊列和圖。本書將討論所有上述的數據結構。使用數據結構的三個原因是：效率、抽像和重用性。


  效率


  數據結構組織數據的方式使得算法變得更加高效。例如，考慮一下我們該如何組織數據以對其進行檢索。一種簡單的方式是將數據存放到數組中，然後遍歷其中每一個元素直到找到需要的元素為止。然而這種方式確是低效的，因為在很多情況下需要遍歷數組中的每一個元素才行。通過使用另一種數據結構，比如哈希表（見第8章）或者二叉樹（見第9章）我們可以顯著地提高檢索的速度。


  抽像


  數據結構使我們以一種更加容易理解的方式去看待數據。也就是說它們為解決問題提供了一層抽像概念。比如，要把數據存入一個棧（見第6章），可以把精力集中在可以對棧做什麼操作上，例如壓棧和出棧，而不是實現每種操作的具體細節上。換句話說，數據結構使我們以不那麼「程序化」的方式看待程序。


  重用性


  數據結構是可重用的，因為它們應該是模塊化且上下文無關的。它們是模塊化的，因為每種數據結構都有各自指定的接口，通過它訪問數據結構中存儲的數據是受限的。也就是說，只能通過定義接口的操作來訪問數據。數據結構是上下文無關的，因為它們能在任意環境或上下文中應用於任意一種類型的數據之上。在C語言裡，通過使用指向void類型的指針來管理任意類型的數據，而不是在數據結構內部維護一份數據的私有副本。


  當面對數據結構時，我們通常會想到特定的行為或者操作，我們通常也希望對它們執行這些操作。例如，給定一個鏈表，我們會自然地想到插入、移除、遍歷和計算元素個數等操作。數據結構加上這些基本操作就稱為抽像數據類型（ADT）。一個抽像數據類型的操作就組成它的公共接口。抽像數據類型的公共接口精確地定義了我們可以對它做什麼。建立並遵守抽像數據類型的接口是絕對必要的，因為這會使我們能更好地管理程序的數據，使得程序變得更容易理解也更容易維護。


  [1]類似約瑟夫環問題。


  算法簡介


  算法是定義良好的用來解決問題的步驟。在計算機科學領域中，算法是必不可少的，因為它們正是計算機完成系統操作所需要的具體步驟。好的算法就如同好的工具一樣，以合理的付出完成相應的工作。使用不當的或定義不清的算法就像用台鋸去切割一張紙，或者用剪刀去切夾板一樣：儘管工作也許能完成，但你不得不考慮完成工作的效率。和數據結構一樣，使用算法也有3個原因：效率、抽像和重用性。


  效率


  由於特定類型的問題經常在計算機領域出現，隨著時間的推移人們已經找到了高效的方法來解決這類問題。比如，試想一下要對一本書中的索引號排序。因為排序是一項常見的任務，所以對於有許多高效的算法可以完成排序任務你應該不會感到太驚訝。第12章將探究一些排序算法。


  抽像


  在解決問題時，算法能夠提供一定程度的抽像，因為很多看似複雜的問題都可以用已存在的著名算法來簡化。一旦我們能用簡化的眼光去看待複雜的問題，更為複雜的問題就可以看做一個更為簡單問題的抽像。例如，試想一下如何找到互聯網上兩個網關之間數據包的最短路由。一旦我們意識到這個問題不過就是更具一般性的單對最短路徑問題（見第16章）的變種時，我們就能夠以這種泛化的方式來解決問題。


  重用性


  算法在很多不同場景下能夠得到重用。因為很多著名的算法解決的問題都是由複雜的問題抽像而來的，這也是因為很多複雜的問題都能夠簡化為簡單的問題。一些能夠有效解決這類特定問題的方法使我們有可能解決更多其他的問題。


  算法設計的一般方法


  從廣義上講，很多算法解決問題的思路是相同的。因此，為了方便，通常按照算法採用的方法和思路來給它們分類。這樣給算法分類的一個原因是：如果我們理解了它採用的一般思路我們常常就能夠對該算法獲得一些深入的瞭解。在解決一些沒有現成算法求解，但與現有問題類似的問題時，我們從中可以得到一些啟發和靈感。當然，有些算法有悖於分類原則，而另一些則是多種方法相結合的產物。這一節將介紹一些常用的方法。


  隨機法


  隨機法依賴於隨機數的統計特性。一個應用隨機法的例子是快速排序（見第12章）。


  快速排序按如下方式工作：設想要對一堆作廢的支票排序，首先將無序的一整堆分成兩部分。其中一堆裡使所有的支票號碼都小於等於所設定的一個中間值，另一堆裡保證所有的支票號碼都大於這個中間值。一旦有了這樣的兩堆支票後，就再以同樣的方式對這兩堆支票重複剛才的劃分過程，直到每一堆裡都只有一張支票為止。這個時候所有的支票就都排好序了。


  為了獲得較高的性能，快速排序依賴於每一次要如何劃分支票，我們需要讓劃分出的兩堆支票數量幾乎相同。為了實現這一步，理想的方法是在劃分支票之前首先找到支票號碼的中間值。可是為了確定這個中間值需要遍歷所有的支票，因此我們並不打算這麼做。作為替代的方法，隨機選擇一個支票號碼作為劃分的依據。快速排序的平均性能很不錯，因為隨機數的正態分佈使得劃分的結果是相對平衡的。


  分治法


  分治法包含3個步驟：分解、求解與合併。在分解階段，將數據分解為更小、更容易管理的部分。在求解階段，對每個分解出的部分進行處理。在合併階段，將每部分處理的結果進行合併。一個分治法的例子是歸並排序（見第12章）。


  歸並排序按照如下方式工作。如前所述，同樣假設要排序一堆作廢的支票。首先將無序的一整堆分成兩半，下一步分別將兩堆支票再各自分成兩半，一直持續這個步驟直到每一堆中都只有一張支票為止。一旦所有堆中都只有一張支票時，就將其兩兩合並且保證每一個合併後的新堆都是有序的。一直做兩兩合併直到重新得到一大堆，此時所有的支票就都已經排好序了。


  在所有的分治算法中都有相同的三個步驟。歸並排序能以以下方式來描述，首先，在分解階段將數據劃分為兩份。接下來，按照遞歸的方式對分解出的兩部分應用歸並排序。最後，在合併階段將兩部分合併成一個排好序的集合。


  動態規劃


  動態規劃同分治法類似，都是將較大的問題分解為子問題最後再將結果合併。然而，它們處理問題的方式與子問題之間的關係有關。在分治法中，每一個子問題都是獨立的。為此，我們以遞歸（見第3章）的方式解決每一個子問題，然後將結果與其他子問題的結果合併。在動態規劃中，子問題之間並不是獨立的。換句話說，子問題之間可能有關聯。這類問題採用動態規劃法比分治法更合適。因為若用分治法來解決這類問題會多做很多不必要的工作，有些子問題會重複計算多次。儘管動態規劃法是一種重要的思想且很多算法都利用了這種思想，但本書介紹的算法中都沒有使用到它。


  貪心法


  貪心法在求解問題時總能夠做出在當前的最佳選擇。換句話說，不是從整體最優上考慮，而僅僅是在某種意義上的局部最優解。遺憾的是，當前的最優解長遠來看卻未必是最優的。因此，貪心法並不會一直產生最優結果。然而，在某些方面來說，貪心法確是最佳選擇。一個採用貪心法的例子是霍夫曼編碼（見第14章），這是一個數據壓縮算法。


  霍夫曼編碼中最重要的部分是構建一棵霍夫曼樹[1]。為了構建一棵霍夫曼樹，從它的葉子節點自底向上處理。將每個要壓縮的符號和它們在數據中出現的次數（頻率）一起作為二叉樹的根節點保存。接下來，選擇兩棵擁有最小頻率值的根節點作為左右子樹節點，構造一棵新的二叉樹，且保證新的二叉樹根節點的頻率值為左右子樹節點的頻率值之和。然後重複這個步驟，直到得到唯一的一棵樹，這就是最終的霍夫曼樹。霍夫曼樹的根節點包含數據中符號的總數，葉子節點包含原始的符號以及它們出現的頻率。霍夫曼編碼是一種貪心算法，因為每次它都會挑選出當前最合適的兩棵樹來合併。


  近似法


  近似法並不計算出最優解，相反，它只計算出「足夠好」的解。通常利用近似法解決那些計算成本很高又因為其本身十分有價值而不願放棄的問題。推銷員問題（見第16章）是一個通常會用近似法去解決的問題。


  設想一位推銷員需要設計一條去往好幾個城市工作的路線。推銷員問題的目的是找到最短的可能路徑，以便推銷員能夠在回到出發點前恰好每座城市都只去過一次。由於推銷員問題可能存在一種最優的策略，但計算的代價很高，因此可以採用啟髮式的方法得到一個近似解。當最優策略行不通時，啟髮式的方法是我們能夠接受的一種比最優策略稍遜一些的策略。


  推銷員問題可以用圖表的方式來描繪。把推銷員必須前往的城市在格子中用點標記出來。然後按照如下啟髮式的方法來尋找這些點之間的最短路徑。從推銷員出發的位置開始只有一個點，將這個點塗黑。所有其他的點在加入路線圖之前都是白色的，當它們加入時也同樣塗黑。接下來，對於每一個還沒有加入到路線圖中的點v，計算最後一個加入到路線圖中的點u和v之間的距離。通過這種方法，選擇離u最近的那個點，將其塗黑並加入路線圖中。重複這個過程直到所有的點都已經塗黑。最後，再次將出發點加入路線圖使其閉合，這樣就完成了整個路線圖。


  [1]又稱最優二叉樹。


  小酌軟件工程


  本章開頭曾經提到過，對數據結構和算法的理解在開發優秀的軟件時是非常重要的。與其同等重要的是在我們的開發工作中應用軟件工程中的一些良好準則。軟件工程是個很廣的主題，但從一些思想和概念中我們可以得到很多收穫。這裡就介紹一些相關的主題並將這些思想運用到全書中。


  模塊化


  在軟件設計中為了達到模塊化的目的，一種方法是將精力集中在黑盒上。在軟件開發中黑盒代表一個模塊，它的內部實現並不希望被使用這個模塊的用戶看到。用戶只能通過模塊設計者預定義好的公共接口和這個模塊交互。這就是說，設計者僅僅只公開用戶需要使用這個模塊的必要信息，而將其他所有實現細節都隱藏起來。其結果就是用戶並不關心模塊的實現細節，也避免了（至少理論上是這樣，隨編程語言而定）與模塊的內部實現相耦合。這些就是數據隱藏和封裝的基本思想。軟件工程中的良好準則在面向對像語言中更是被強制施行。儘管非面向對像編程語言並沒有在語言本身強制施行這些觀點和準則，我們自己依然可以做到。本書中的例子是設計抽像數據類型（ADT）。基本上每種數據類型都是一個結構體。我們對結構體所能做的一切操作都被精確定義，並在頭文件中以公共接口的形式公開。


  可讀性


  通過一些方法我們能使程序變得更加可讀。編寫有意義的註釋，使用貼切的標識符，編寫自註釋的代碼，這都是一些範例。關於如何編寫好的註釋，各種不同的觀點之間相差很大。但一個好的基本準則是加上註釋以便於其他的開發人員能夠很容易地通過閱讀這段註釋來理解程序邏輯。另一方面，如果代碼是自註釋的則不需要添加註釋，因為代碼讀起來幾乎和註釋一樣清楚明瞭。本書中的自註釋代碼例子是在頭文件中對給出的數據結構和算法的公共接口定義。


  簡潔性


  遺憾的是，在人類社會中我們常常傾向於將「複雜」和「智能」聯繫在一起。事實上，智能的解決方案通常都是最簡單的。另外，最簡單的解決方案常常也是最難找到的。本書中的大部分算法都能夠展示出簡潔的力量。儘管人們對一些算法做了大量的研究工作後才證明了其正確性，但它們最終呈現出的形態都是對問題本質而言簡潔而清晰的解決方案。


  一致性


  在軟件開發中，一件非常值得去做的事情是建立編碼約定並一直遵守這個約定。當然，約定必須容易識別。畢竟，如果其他人無法確定什麼是約定，則約定也就不成約定了。


  這種約定可以體現在許多層面上。例如，它們可能只是代碼形式上的修飾，或者它們在概念上可能和如何解決特定類型的問題有關聯。無論是什麼情況，一個好的約定的優秀之處在於一旦我們在一處看到它，我們就可以在別處識別它並理解它的作用。因此，一致性也促進了代碼的可讀性和簡潔性。本書中的兩個形式約定的例子是註釋的寫法以及和數據結構相關聯的操作的命名方式。兩個概念上的約定例子是在數據結構中管理數據的方式以及把靜態函數當做私有函數使用，也就是，它們不屬於公共接口部分。


  如何使用本書


  本書根據需要可當做教材或參考書使用。全書組織為3個部分。第1部分包括介紹性內容，也包含關於指針操作、遞歸以及算法分析的章節。這些主題對閱讀本書其餘章節起幫助性的作用。第2部分引入基本的數據結構，包括鏈表、棧、隊列、集合、哈希表、樹、堆、優先級隊列以及圖。第3部分引入解決問題的常用算法，包括排序、查找、數值分析、數據壓縮、數據加密、圖論以及幾何計算。


  第2和第3部分中的每一章內容結構都保持統一，以方便讀者閱讀和參考。每一章以簡介開始，跟著是一系列與主題相關的內容和一系列真實的應用。講解每一種數據結構和算法時都以介紹開頭，跟著是接口的定義，然後是具體的實現以及分析。對於許多數據結構和算法，也都給出了它們在真實應用中的例子。每一章都以一系列的問題和回答作為結束，還提供相關主題的提要列表以便讀者進行進一步的探索。


  每一種數據結構或算法的引入都會先介紹其基本概念，然後再逐步深入到代碼實現細節。因此，讀者能根據需要輕鬆找到自己感興趣的部分。介紹性的內容涵蓋數據結構和算法通常是如何工作的。接口定義能夠讓讀者快速瞭解如何在程序中使用該數據結構或算法。具體實現和分析對接口是如何實現的以及實現的性能給出了更細緻的講解。問題和回答以及相關主題的提要能夠幫助那些把本書作為教材的讀者獲得更深入的理解。每一章開頭的內容幫助讀者瀏覽本章的主題以及它們在現實應用中的作用。


  第2章　指針操作


  在C語言中，對於任何類型T，我們都可以在T所在的內存地址處產生一個包含此對像地址的對應變量。如果用比較直觀方式來看待這種變量，它們實際上是一種指向對象的變量，因此，這些變量稱為指針。在C語言中，指針的重要性不言而喻，但在很多時候，又認為指針是一把雙刃劍。一方面，指針是構建數據結構和操作內存的精確而高效的工具。另一方面，它們又很容易誤用，從而產生不可預知的軟件bug。瞭解到這一點之後，就不奇怪為什麼C語言程序員喜歡指針，而其他很多人對它深惡痛絕。無論如何，想要有效地使用C語言，我們必須對指針有透徹的瞭解。本章介紹關於指針的幾個重要主題，並同時介紹幾種使用指針的技術，這幾種技術將貫穿整本書。


  本章內容包括：


  指針基礎


  一方面，知道理解指針的最佳方法：畫圖表。另一方面，學習在使用基本指針的過程中如何避免空指針產生。


  存儲空間分配


  存儲空間分配是指在內存中預留存儲空間的過程。理解指針與內存分配是密不可分的非常重要，當通過指針訪問內存時，其意義就如同一個虛擬的菜譜一樣，指針（內存地址）對應菜名，其所指向的內存空間中的數據對應實際的菜。


  數據集合與指針的算術運算


  在C語言中，數據集合主要指結構和數組。指針的算術運算定義指針的計算規則。指向結構的指針對於建立數據結構起著至關重要的作用。在C中，數組和指針一樣，都是以指針算術運算的方法進行運算的。


  作為函數參數的指針


  通過這種方式，可以按照傳遞引用的方法傳遞函數參數。在C語言中，傳遞數組或大型結構時，使用指針是一種普遍而高效的方法。


  指向指針的指針


  這是一種指向指針的指針，而不是指向具體變量的指針。指向指針的指針作為函數的參數來傳遞是非常普遍的。


  泛型指針與類型轉換


  泛型指針和類型轉換是用來跨越和覆蓋C語言的類型系統的途徑。泛型指針指向某一數據而不需要理會數據的具體類型。類型轉換允許臨時地改變數據的類型。


  函數指針


  指針指向可執行代碼段或指向調用可執行代碼段的信息塊，而不是指向某種具體數據。它們把函數當做一小段數據來存儲和管理。


  指針基礎


  回想一下，一個指針其實只是一個變量，它存儲數據在內存中的地址而不是存儲數據本身。也就是說，指針包含內存地址。很多時候，即使是有經驗的開發人員都很難形象表達這種不太直觀的數據關係，特別是在處理類似於指向其他指針的指針這種更複雜的指針結構時就尤為明顯了。因此，用來理解指針的最好方法之一就是繪製圖表（見圖2-1）。指針通常都是按位置用箭頭一個一個連接起來，而不是在圖表中畫出實際的地址。當指針不指向任何數據，也就是說指針被設置成NULL時，用兩條豎線來表示（見圖2-1，第4步）。
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    圖　2-1　指針操作的圖例
  


  對於其他類型的任何變量，除非我們顯式地指定過，否則我們都不應該假設它指向一個有效的地址。同樣需要記住的是，在C語言中，我們無法改變的一個事實就是指針能夠指向一個無效的地址。指向無效地址的指針有時被稱為懸空指針。可能產生懸空指針的一些編程錯誤示例包括：將任意的整型變量強制轉換為指針變量；操作超出數組邊界的指針；釋放一個或多個仍被引用的指針。


  存儲空間分配


  當在C中聲明一個指針時，與聲明其他類型的變量類似，一定量的存儲空間會分配給這個指針。通常情況下指針會佔用一個機器字長的存儲空間，但有些時候它們的大小也有所不同。因此，為了保證代碼的可移植性，不應該假設每個指針都佔有一個特定大小的存儲空間。指針變量的大小通常與編譯器的設定以及某些特定的C實現中的類型界定符有關。必須要記住的一點是：當聲明一個指針時，僅僅只是為指針本身分配了空間，並沒有為指針所引用的數據分配空間。而為數據分配存儲空間有兩種方法：一種是直接聲明一個變量；另一種是在運行時動態地分配存儲空間（例如：使用malloc或realloc）。


  當聲明一個變量時，編譯器會根據變量的類型預留足夠的內存空間。變量的存儲空間是系統自動分配的，但此存儲空間不會在程序的整個生命週期中永久存在，這一點在處理自動變量時尤為重要。自動變量是一種在進入或離開一個模塊或函數時其存儲空間能夠自動分配和釋放的變量。例如：在函數f中，iptr的賦值為變量a的地址，當函數f返回時，iptr變成了一個懸空指針。為什麼會這樣？因為當函數f返回時，變量a已經從函數棧中彈出，變成了一個不合法的變量（見第3章）。
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  在C語言中，當想要動態分配存儲空間時，我們會得到一個指向一個堆存儲空間的指針（見第3章）。此存儲空間由我們自行管理，並且會一直存在，除非我們顯式地將它釋放。例如：在下面這段代碼中用malloc分配的存儲空間會一直有效直到調用函數free來釋放它。所以，當函數g返回時此存儲空間仍然有效（見圖2-2），這一點與之前自動分配存儲空間的變量完全不同。參數iptr是一個指向我們想要改變其內容的對象的指針（此對象也是一個指針），所以當g返回時，iptr指向由malloc申請的地址空間。我們會在2.4節進一步探討這個問題。
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    圖　2-2　函數中返回動態分配的存儲空間的指針操作
  


  有些時候，我們甚至會認為指針和動態存儲空間分配是C語言領域中不太好的特性。特別是當生產了由動態內存分配所造成的內存洩漏問題時。內存洩漏問題的產生是由於動態分配了內存空間，但從未釋放它（甚至在程序不再使用此數據空間時都不釋放它）造成的。特別是在重複執行代碼時，這種洩漏問題會表現得尤為嚴重。好在我們可以採用統一的內存管理方法來大大減少此類問題。


  一種統一的內存管理方法例子就是本書中所用到的數據結構實例。每種實例所遵循的理念是，由用戶來管理存儲空間以及與存儲空間相關的實際的數據結構，而數據結構自身只用於維護數據內部變量的存儲空間分配。所以，在數據結構中，只使用指針所指向數據變量，而不是此數據的私有副本。這種應用的一個重要意義在於，一個數據結構的實現並不依賴於它所存儲的數據的類型和大小。同時，多個數據結構能夠以單個數據形態表現，這個特性在組織大量數據時非常有用。


  此外，本書還提供了如何初始化和銷毀數據結構的操作。初始化可能會涉及很多步驟，其中之一便是內存分配。銷毀數據結構通常包括刪除它所有的數據，並釋放數據結構所用到的內存。釋放數據結構的內存往往也包含釋放與數據結構本身相關聯的所有內存。這裡有一個例外，那就是讓用戶自己管理數據的存儲。之所以每個數據結構在初始化的時候都需要使用由用戶提供的初始化函數，是因為數據存儲的管理實際上是一種與具體應用相關的操作。


  數據集合與指針的算術運算


  指針在C語言中最常見的用途就是用來引用數據集合。數據集合是由多個相關聯的元素構成的數據。C語言支持兩種數據集合：結構和數組。（雖然聯合與結構類似，但一般它單獨被歸為一類。）


  結構


  結構通常是由各種各樣的有序的元素組成的，從而它可以被看做單個連續的數據類型。結構指針是構建一個數據結構的重要組成部分。結構使我們能把數據捆綁在一起，指針使我們能夠讓這些捆綁包在內存中一個一個連接起來。用這些連接起來的結構，我們可以對它們加以組織並用來解決實際的問題。


  這裡有一個例子，考慮把內存中一些元素組合起來形成一個鏈表（見第5章）。要做到這一點，我們可能會使用下面代碼中所示的像listElmt一樣的結構，用每個元素的next來指向下一個元素，並把最後一個元素的next設定為NULL來表示鏈表的結尾。同時，每個元素的data指向此元素所包含的數據。一旦生成了這樣一個列表，就可以用next指針遍歷整個鏈表。
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  結構ListElmt也指出了關於結構指針的另一個重要方面：結構不允許包含自身的實例，但可以包含指向自身實例的指針。這種編程思想非常重要，因為很多數據結構都可能是由它自身的結構變量所組成，例如，在一個鏈表中，每個ListElmt結構都指向另一個ListElmt結構。有些數據結構甚至會包含多個由自身結構類型組成的結構，例如，在一個二叉樹中（見第9章），每個節點同時指向其他兩個二叉樹的節點。


  數組


  數組是在內存中連續排列的同類元素的序列。在C語言中，數組與指針密不可分。事實上，當一個數組標識符在表達式中出現時，C語言顯然會把數組轉換為一個指向數組第一個元素的固定指針。考慮到這一點，以下兩個函數是等價的。
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  為了理解C語言中指針與數組的關係，我做如下解釋。我們知道要訪問一個數組的第i個元素，用表達式：
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  之所以此表達式能夠訪問a的第i個元素，是因為在C語言中，這個表達式與指向a的第一元素的指針表達意思相同，也就是說，該表達式等同於以下表達式：
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  此表達式實際上是使用指針運算的規則來訪問元素的。簡單來說，當對指針進行加一個整數i操作時，實際得到了一個地址，這個地址由a所在的地址加上數據類型a所含字節數乘以i得到；而並不是簡單地在a所在的地址上加i個字節。當從指針中減去一個整數時也是執行類似的操作。這樣我們也就解釋了為什麼數組的索引是從0開始的，因為數組的第一個元素在位置0。


  例如：如果一個指針或數組包含5個4字節的整數，並且起始地址為0x 1000 0000，那麼a[3]訪問的地址為0x 1000 000c。這個地址是由0x 1000 0000加上3×4=12=0xc得到的（見圖2-3a）。另一方面，當數組或指針引用的是20個字符變量時，a[3]將訪問地址0x 10 000 003處的字符。這個地址是由0x 1000 0000加上3×1=3=0x3得到的（見圖2-3b）。當然，通過數組或指針引用一塊數據與引用多塊數據並沒有什麼不同，因此，很重要的一點是必須對數組或指針所引用的數據空間大小保持警惕，絕不能越雷池一步。
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    圖　2-3　用指針運算來表示整型或字符型數組
  


  把一個多維數組轉換為指針與把一維數組轉換為指針的過程類似。但是同時要知道在C語言中，多維數組其實是以行主序的方式存儲的，這也就說明多維數組右邊下標變化速度要比由左邊下標變化來得更快。要訪問一個二維數組第i行第j列的元素，用以下表達式：
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  C語言在表達式中將a當做是指向該數組第一行第1列中元素的指針。整個表達式等價於：
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  作為函數參數的指針


  在C語言的函數調用中指針起著至關重要的作用。最重要的是，指針支持將參數作為引用傳遞給函數（即按引用調用）。按引用傳遞參數時，當函數改變此參數時，這個被改變參數的值會一直存在，甚至函數退出後都仍然存在。相對而言，當按值調用傳遞函數時，此時值的改變只能持續到函數返回時。無論是否要改變函數的輸入輸出參數，使用指針傳遞大容量複雜的函數參數也是十分高效的手段。這種方法高效的原因就在於，我們只是傳遞一個指針而不是一個數據的完整副本到函數中，這樣可以大大地節省內存空間。本書中多處都用到了這種方法。


  按引用調用傳遞參數


  在形式上，C語言只支持按值來傳遞參數。在按值調用傳遞參數的過程中，函數參數的一份私有副本將會用到函數的執行體中。然而，我們可以模仿按引用調用傳遞參數將一個指向參數的指針（而不是參數本身）傳遞給函數，這樣函數調用者就可以得到一個指針的私有副本用於函數體的執行過程。


  要瞭解按引用調用是如何實現的，我們來看看swap1。swap1是一個實現將兩個整型變量相互交換的函數，函數參數是通過按值調用傳遞的，所以得到的結果是錯誤的。圖2-4說明了為什麼交換函數不起作用。swap2同樣是一個交換函數，只是它的參數是按引用調用傳遞的。圖2-5說明如何使用指針來修正swap1中的錯誤。
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    圖　2-4　按值調用傳遞參數的swap 1函數的運行過程，不能交換調用者環境中兩個整數的值
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    圖　2-5　按引用調用傳遞參數的swap 2函數的運行過程，成功交換調用者環境中兩個整數的值
  


  關於C語言中按引用調用傳遞參數，其好的一面是語言本身賦予了我們精確控制參數傳遞的能力。不好的方面是，這種控制有時候會顯得很麻煩，因為我們常常需要在函數中多次解引用按引用調用的參數。


  另一個在函數調用時會用到指針的地方，就是把數組傳遞給函數的時候。回顧之前我們所說的，C語言顯然把數組名當做一個不可變的指針來使用，當向函數傳遞一個類型為T的數組對像時，其實就等同於向函數傳遞一個指向類型為T的對象的指針。所以，我們可以交替使用這兩種方法。例如：函數f1和函數f2的功能是一樣的。
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  具體使用哪種方式來傳遞參數取決於約定俗成或函數處理參數的方法。當使用一個數組作為參數時，數組的邊界信息並不重要，因為此時編譯器並不要求數組有邊界信息。但是，提供邊界信息對於表達出函數內部處理該參數具有一定的局限性是一種很有用的方法。在使用多維數組作為參數的函數中，邊界信息顯得尤為重要。


  當把一個多維數組傳遞給函數時，除了第一維以外，其他維的長度必須指定，這樣函數才能通過指針算術運算訪問具體元素，如以下代碼所示：
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  為了更清楚地理解為什麼必須指定第二個維度的大小，設定有一個3行2列的整型二維數組。在C語言中，此二維數組的元素在內存中按照地址的遞增一行一行順序排列。就是說，第1行的兩個整數存儲在前兩個位置，接著是第2行的兩個整數，再接著是第3行的兩個整數。所以，如果想訪問到任意一行的元素（除了第1行）時，我們首先必須確切知道達到這一行我們需要跳過多少個連續的元素（見圖2-6）。
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    圖　2-6　a）在2×3的整數數組的第3行第1列放一個整數5　b）內存中的圖示
  


  作為參數指向指針的指針


  在本書有很多把指針當做參數傳遞給函數的地方，這是由於函數想改變傳遞給它的指針。想做到這一點，向函數傳遞一個待改變的指向指針的指針。看一下第5章定義的一個函數list_rem_next，這個函數的功能就是從鏈表中刪除一個元素。當此函數返回時，data指向鏈表中被刪除的元素：
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  由於此函數需要改變data使data指向被刪除的那個元素，因此必須將指針data的地址傳遞給函數以模仿按引用傳遞參數（見圖2-7）。所以，函數接受一個指向指針的指針作為它的第三個參數。在本書中，這是一個用來刪除數據結構中數據的典型方法。


  [image: ]


  
    圖　2-7　函數改變指向指針的指針的過程
  


  泛型指針與類型轉換


  回想一下，在C中指針變量擁有與其他變量一樣的類型。之所以指針變量會有類型是因為當我們想獲取指針變量的值時，編譯器已經知道指針所指向的數據的類型，從而可以訪問相應的數據。但是，有些時候我們並不關心指針所指向的變量的類型。在這種情況下，就可以使用泛型指針，泛型指針並不指定具體的數據類型。


  泛型指針


  通常情況下，C只允許相同類型的指針之間進行轉換。例如：一個字符型指針sptr（一個字符串）和一個整型指針iptr，我們不允許把sptr轉換為iptr或把iptr轉換為sptr。但是，泛型指針能夠轉換為任何類型的指針，反之亦然。因此，如果有一個泛型指針gptr，就可以把sptr轉換為gptr或者把gptr轉換為sptr。在C語言中，通常聲明一個void指針來表示泛型指針。


  很多情況下void指針都是非常有用的。例如：C標準函數庫中的memcpy函數，它將一段數據從內存中的一個地方複製到另一個地方。由於memcpy可能用來複製任何類型的數據，因此將它的指針參數設定為void指針是非常合理的。void指針同樣也可以用到其他普通的函數中。例如：之前提到過的交換函數swap2，可以把函數參數改為void指針，這樣swap2就變成一個可以交換任何類型數據的通用交換函數，代碼如下：


  [image: ]


  void指針在用來實現數據結構時是非常有用的，因為可以通過void指針存儲和檢索任何類型的數據。我們再來看一下之前提到過的鏈表結構ListElmt，回想一下，這個結構包含兩個成員：data和next。如果data被聲明為一個void指針，那麼data就可以指向任何類型的數據。從而，我們就可以使用ListElmt結構來建立各種不同數據類型的鏈表。


  在第5章裡，定義了一個鏈表的操作函數list_ins_next，它的功能是將一個指向data的指針元素插入鏈表中：
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  要將指針iptr引用的整數插入名為list的整型鏈表中，element引用的元素後面，使用以下調用。C語言允許將整型指針iptr賦值給參數data，因為data是一個void指針。
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  當然，當從一個鏈表中刪除數據時，必須使用正確的指針類型來檢索要刪除的數據。這樣做是為了保證當我們想對數據進行操作時數據的類型是正確的。如前所述，從一個鏈表中刪除元素的函數list_rem_next，它的第三個參數是一個指向void指針的指針：
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  想要從list中element引用的元素後面刪除一個整型變量，用如下調用方式。當函數返回時，iptr指向已刪除的數據。這是由於此操作改變了指針本身，使其指向已刪除的數據，因此傳遞iptr指針的地址。
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  同時，此函數調用包含一個將iptr臨時轉換為一個指向void指針的指針的過程。正如我們將在下一節所看到的，類型轉換是C語言中一種特殊的轉換機制，它允許我們臨時把一種類型的變量轉換為另一種類型的變量。在這裡，類型轉換是必要的，因為C語言中雖然一個void指針與其他類型的指針相兼容，但一個指向void指針的指針並不一定與其他類型的指針兼容。


  類型轉換


  要將類型為T的變量t轉換成S類型，只需要在t前加上用圓括號括上的S。例如：要將一個整型指針iptr轉換為一個浮點型指針fptr，在整型指針前面加上一個用圓括號括起來的浮點指針即可，如下所示：
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  （通常來說將一個整型指針轉換成一個浮點指針是一種危險的做法，但在這裡我們僅僅用這個例子做一個類型轉換的示例而已。）在類型轉換之後，iptr與fptr都指向同一塊內存地址。但是，從這個地址取到什麼類型的值是由我們用什麼類型的指針訪問它所決定的。


  對於泛型指針來說類型轉換非常重要，因為只有告訴泛型指針是通過何種類型來訪問地址時，泛型指針才能正確取到值。這是由於泛型指針不會告訴編譯器它指向的是何種類型數據，因此編譯器既不知道多少個字節要被訪問，也不知道應該如何解析字節。當將泛型指針賦值給其他類型的指針時，使用類型轉換也是一種很好的代碼自註釋方法。儘管這裡的轉換並不是必需的，但這樣做能大大提高程序的可讀性。


  當轉換指針時，我們對內存中的數據對齊方式必須特別注意。具體來說，我們需要知道，指針的類型轉換會破壞計算機本身的對齊方式。很多計算機對對齊的方式有要求，以便某些硬件的優化可以使訪問內存更有效率。例如，一個系統可能要求所有整數按字邊界對齊。所以，如果有一個非按字對齊的void指針，當將它轉換為一個整型指針並試圖獲取它的值時，程序可能在運行時出現異常。


  函數指針


  函數指針是指向可執行代碼段或調用可執行代碼段的信息塊的指針，而不是指向某種數據的指針。函數指針將函數當做普通數據那樣存儲和管理。函數指針有一種固定的形式，就是包含一個確定的返回值類型和若干個函數參數。聲明一個函數指針看起來與聲明一個函數非常類似，只是在函數名之前有一個表示指針的星號（*），並且函數名和星號會用圓括號括起來。例如，在下面一段代碼中，match被聲明為一個函數指針，它接受兩個void指針類型的參數，同時返回一個整型。
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  以上函數聲明的意思是，我們指定了一個函數指針，它接受兩個void指針，返回一個整數，命名為match。例如：假設有一個match_int函數，它的兩個void指針參數指向整型並回返1。考慮到之前的函數聲明match，可以這樣賦值：
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  要執行一個由函數指針所引用的函數，只需要在正常調用普通函數的地方調用函數指針。例如：想要調用之前提到的函數指針match，執行下面的語句，假設x、y和retval都已經聲明為整型：
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  在本書中，函數指針的一個重要用途是將函數封裝到數據結構中。例如：在實現鏈式哈希表時（見第8章），這個哈希表數據結構就包含一個成員，類似以上所提到的名為match的函數指針。此指針的作用是，當任何時候我們需要判斷正在查找的元素是否匹配表中的元素時，都可以調用一個函數來完成。當哈希表初始化時，把某個函數賦給這個指針。賦給指針的這個函數與match有相同的原型，不同之處是，在內部進行兩個元素的比較時，函數會根據哈希表中的數據類型進行具體類型的數據比較。使用指針把函數另存為數據結構的一部分是C語言一種非常好的特性，因為它可以使數據結構或函數變得更具通用性。


  問與答


  問：使用指針的困難之一是，我們往往會誤用它，並且這種錯誤不是在編譯被編譯器捕獲時，而是發生在運行時。下列幾段代碼，哪些會造成編譯時錯誤，哪些會造成運行時錯誤，為什麼？
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  答：a）編譯時錯誤。因為*tptr是一個字符，而sptr是一個指向字符的指針，代碼試圖將一個字符指針賦給一個字符，很顯然這會產生類型衝突。b）沒有錯誤。因為tptr和sptr都是字符指針。c）可能產生運行時錯誤。因為程序並沒有為tptr分配存儲空間。當解引用tptr時，無法確定它的指向。d）可能產生運行時錯誤。因為將一個固定的地址賦值給一個整型指針是很危險的。當解引用iptr時，我們會把11寫到地址為10的*iptr中，這種操作很可能不合法。e）可能產生運行時錯誤或者警告。因為此代碼嘗試將一個整數賦給一個整型指針，很多時候這種操作並不合法或會造成類型衝突。f）沒有錯誤。因為，雖然程序一開始做了一個將固定地址賦給整型指針iptr的危險操作，但它立刻將此指針設置為NULL，這是正確的操作。


  問：回想一下，我們用指針的算術運算來計算指針。如果指針p包含地址0x 10 000 000，那麼在以下表達式中p將訪問哪個內存地址？且p在此地址會訪問多少字節的數據？
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  答：這個問題的答案取決於指針p的類型。回想一下，當向指針p加上整數i時，所得到的並不是p指向的地址加上i個字節，而是p指向的地址加上i乘以p所引用的數據類型大小個字節。由於問題中沒有說明指針p的類型，因此無法知道以上表達式將訪問到哪個地址。同樣，p的類型也決定要訪問多少字節的數據，所以我們也無法知道將會訪問多少個字節的數據。


  問：鏈表的操作list_rem_next會從鏈表中刪除一個元素（見第5章）。iptr是一個整型指針，如果我們想要把此指針指向從鏈表中刪除的整數，那麼我們如何調用list_rem_next來替代本章之前所提到的方法？函數的原型如下所示，list為鏈表，element引用將要刪除的元素，並在函數返回時data指向已刪除的數據。
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  答：另一種調用list_rem_next的方法如下所示。在該方法中，將iptr轉換為一個void指針來代替之前的指向void指針的指針。這種調用方式可以接受因為void指針與其他類型相兼容。但是還是要說明一下，我們之前的調用方式更加清晰，因為這與list_rem_next原型相一致。
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  相關主題


  C++


  一種面向對象的語言，它遵從很多軟件工程中所要求的方法。例如：C++支持數據類型的構造函數和析構函數。這種機制為類型的實例化提供了一種更好的內存管理方法，從而避免了在C語言中經常出現的內存洩漏和指針相關的問題。


  基於堆的內存分配


  在C語言中，這種內存分配指用malloc和realloc函數分配的內存空間。基於堆的內存分配通常也稱做動態存儲分配。它允許一個程序在運行時請求更多所需要的內存，而不是在編譯時就分配固定數額的內存。


  第3章　遞歸


  遞歸是一種強大的方法，它允許一個對像以其自身更小的形式來定義自己。恐怕沒有什麼比觀察神秘的自然界中出現的遞歸現象更好的方法來體會遞歸的重要意義了。想想蕨類植物的葉子，每片葉子葉脈中的小分支都是整片葉子的較小縮影；又或者兩個反光的物體，相互映射對方漸遠的影像。這樣的例子使我們明白儘管大自然的力量是強大的，在許多方面它那種出乎意料的簡潔更讓我們覺得優美。同樣的道理也可用在遞歸算法上，從很多方面來說遞歸算法都是簡潔而優美的，而且還非常強大。


  在計算機科學領域中，遞歸是通過遞歸函數來實現的。遞歸函數是一種可以調用自身的函數。每次成功的調用都使得輸入變得更加精細，使我們越來越接近問題的答案。大多數開發者都喜歡將大型的問題分解成一些小型的問題，然後分別編寫不同的函數去處理它們。然而，許多開發者卻並不習慣於用單一函數遞歸的方式解決大型的問題。誠然，以這種方式看待問題需要一定的適應過程。本章探討遞歸是如何工作的並展示了如何以遞歸的方式去定義問題。本書中的一些遞歸方面的例子有樹的遍歷（見第9章），圖中的廣度優先和深度優先查找（見第11章），以及排序（見第12章）。


  本章內容包括：


  基本遞歸


  一種強大的方法，允許一個問題以其自身越來越小的形式來定義自己。在計算機科學領域中，我們通過使用遞歸函數來解決帶有遞歸性質的問題，也就是用函數調用自身。


  尾遞歸


  遞歸的一種形式，這裡編譯器會為此產生優化的代碼。大多數現代的編譯器能夠識別尾遞歸。為此，只要條件允許我們都應該利用這個特性。


  基本遞歸


  開始之前，首先來看一個通常我們不會以遞歸的形式思考的問題。假設我們想計算整數n的階乘。n的階乘可寫作n!，其結果是1~n之間的各數之積。比如，4!=4×3×2×1。一種計算法方法是循環遍歷其中的每一個數，然後與它之前的數相乘作為結果再參與下一次計算。這種方法稱為迭代法，可以正式定義為：
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  看待這個問題的另一種方式是將n!定義為更小的階乘形式。為了實現這一步，我們將n!定義為n-1階乘的n倍。當然，求解（n-1）!的過程同n!一樣，只是變小了一些。如果我們再把（n-1）!看做n-1倍的（n-2）!，（n-2）!看做n-2倍的（n-3）!，一直到n=1時，我們就計算完了。這就是遞歸的方式，可以正式定義為：
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  圖3-1展示了利用遞歸的方法計算的4!過程。它也勾畫出了遞歸過程中的兩個基本階段：遞推與回歸。在遞推階段，每一個遞歸調用通過進一步調用自己來記住這次遞歸過程。當其中有調用滿足終止條件時，遞推結束。比如，在計算n的階乘時，終止條件是當n=1和n=0，此時函數只須簡單地返回1即可。每一個遞歸函數都必須擁有至少一個終止條件；否則，遞推階段就永遠不會結束了。一旦遞推階段結束，處理過程就進入回歸階段，在這之前的函數調用以逆序的方式回歸，直到最初調用的函數返回為止，此時遞歸過程結束。


  [image: ]


  
    圖　3-1　以遞歸的方式計算4的階乘
  


  示例3-1展示了一個C函數fact，它接受一個整數n作為參數，以遞歸的方式計算n的階乘。該函數按照如下的方式工作：如果n小於0，該函數直接返回0，這代表一個錯誤。如果n等於0或者1，該函數返回1，這是因為0!和1!都等於1，以上就是終止遞歸的條件。否則，函數返回n-1的階乘的n倍。而n-1的階乘又會以遞歸的方式再次調用fact來計算，如此繼續。注意觀察遞歸實現與我們之前對遞歸的定義之間的相同點。


  示例3-1：以遞歸方式計算階乘的函數實現
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  為了理解遞歸咎竟是如何工作的，有必要先看看C語言中函數的執行方式。基於這點，我們需要瞭解一點關於C程序在內存中的組織方式。基本上來說一個可執行程序由4個區域組成：代碼段、靜態數據區、堆與棧（見圖3-2a）。代碼段包含程序運行時所執行的機器指令。靜態數據區包含在程序生命週期內一直持久的數據，比如全局變量和靜態局部變量。堆包含程序運行時動態分配的存儲空間，比如用malloc分配的內存。棧包含函數調用的信息。按照慣例，堆的增長方向為從程序低地址到高地址向上增長，而棧的增長方向剛好相反（實際情況可能不是這樣，與CPU的體系結構有關）。注意，這裡用到的術語堆與第10章介紹的數據結構堆沒有什麼關係。


  當C程序中調用了一個函數時，棧中會分配一塊空間來保存與這個調用相關的信息。每一個調用都被當做是活躍的。棧上的那塊存儲空間稱為活躍記錄，或者稱為棧幀。棧幀由5個區域組成：輸入參數、返回值空間、計算表達式時用到的臨時存儲空間、函數調用時保存的狀態信息以及輸出參數（見圖3-2b）。輸入參數是傳遞到活躍記錄中的參數；輸出參數是傳遞給在活躍記錄中調用的函數所使用的。一個活躍記錄中的輸出參數就成為棧中下一個活躍記錄的輸入參數。函數調用產生的活躍記錄將一直存在於棧中直到這個函數調用結束。
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    圖　3-2　a）C程序在內存中的組織形式　b）一份活躍記錄
  


  回到示例3-1，考慮一下當計算4!時棧中都發生了些什麼。初始調用fact會在棧中產生一個活躍記錄，輸入參數n=4（見圖3-3，第1步）。由於這個調用沒有滿足函數的終止條件，因此fact將繼續以n=3為參數遞歸調用。這將在棧上創建另一個活躍記錄，但這次輸入參數（見圖3-3，第2步）。這裡，n=3也是第一個活躍期中的輸出參數，因為正是在第一個活躍期內調用fact產生了第二個活躍期。這個過程將一直繼續，直到n的值變為1，此時滿足終止條件，fact將返回1（見圖3-3，第4步）。


  [image: ]


  
    圖　3-3　遞歸計算4!時的C程序的棧
  


  一旦當n=1時的活躍期結束，n=2時的遞歸計算結果就是2×1=2，因而n=2時的活躍期也將結束，返回值為2（見圖3-3，第5步）。結果就是n=3時的遞歸計算結果表示為3×2=6，因此n=3時的活躍期結束，返回值為6（見圖3-3，第6步）。最終，當n=4時的遞歸計算結果將表示為6×4=24，n=4時的活躍期將結束，返回值為24（見圖3-3，第7步）。此時，函數已經從最初的調用中返回，遞歸過程結束。


  棧是用來存儲函數調用信息的絕好方案，這正是由於其後進先出的特點（見第6章）精確滿足了函數調用和返回的順序。然而，使用棧也有一些缺點。棧維護了每個函數調用的信息直到函數返回後才釋放，這需要佔用相當大的空間，尤其是在程序中使用了許多遞歸調用的情況下。除此之外，因為有大量的信息需要保存和恢復，因此生成和銷毀活躍記錄需要耗費一定的時間。如此一來當函數調用的開銷變得很大時，我們就需要考慮應該採用迭代的方案。幸運的是，我們可以採用一種稱為尾遞歸的特殊遞歸方式來避免前面提到的這些缺點。


  尾遞歸


  如果一個函數中所有遞歸形式的調用都出現在函數的末尾，我們稱這個遞歸函數是尾遞歸的。當遞歸調用是整個函數體中最後執行的語句且它的返回值不屬於表達式的一部分時，這個遞歸調用就是尾遞歸。尾遞歸函數的特點是在回歸過程中不用做任何操作，這個特性很重要，因為大多數現代的編譯器會利用這種特點自動生成優化的代碼。


  當編譯器檢測到一個函數調用是尾遞歸的時候，它就覆蓋當前的活躍記錄而不是在棧中去創建一個新的。編譯器可以做到這點，因為遞歸調用是當前活躍期內最後一條待執行的語句，於是當這個調用返回時棧幀中並沒有其他事情可做，因此也就沒有保存棧幀的必要了。通過覆蓋當前的棧幀而不是在其之上重新添加一個，這樣所使用的棧空間就大大縮減了，這使得實際的運行效率會變得更高。因此，只要有可能我們就需要將遞歸函數寫成尾遞歸的形式。


  為了理解尾遞歸是如何工作的，讓我們再次以遞歸的形式計算階乘。首先，這可以很容易讓我們理解為什麼之前所定義的遞歸不是尾遞歸。回憶之前對計算n!的定義：在每個活躍期計算n倍的（n-1）!的值，讓n=n-1並持續這個過程直到n=1為止。這種定義不是尾遞歸的，因為每個活躍期的返回值都依賴於用n乘以下一個活躍期的返回值，因此每次調用產生的棧幀將不得不保存在棧上直到下一個子調用的返回值確定。現在讓我們考慮以尾遞歸的形式來定義計算n!的過程。函數可以定義成如下形式：
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  這種定義還需要接受第二個參數a，除此之外並沒有太大區別。a（初始化為1）維護遞歸層次的深度。這就讓我們避免了每次還需要將返回值再乘以n。然而，在每次遞歸調用中，令a=na並且n=n-1。繼續遞歸調用，直到n=1，這滿足結束條件，此時直接返回a即可。圖3-4說明了用尾遞歸計算4!的過程。注意在回歸的過程中不需要做任何操作，這是所有尾遞歸函數的標誌。


  [image: ]


  
    圖　3-4　以尾遞歸的方式計算4!
  


  代碼實例3-2給出了一個C函數facttail，它接受一個整數n並以尾遞歸的形式計算n的階乘。這個函數還接受一個參數a,a的初始值為1。facttail使用a來維護遞歸層次的深度，除此之外它和fact很相似。讀者可以注意一下函數的具體實現和尾遞歸定義的相似之處。


  示例3-2：以尾遞歸的形式計算階乘的一個函數實現
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  示例3-2中的函數是尾遞歸的，因為對facttail的單次遞歸調用是函數返回前最後執行的一條語句。在facttail中碰巧最後一條語句也是對facttail的調用，但這並不是必需的。換句話說，在遞歸調用之後還可以有其他的語句執行，只是它們只能在遞歸調用沒有執行時才可以執行。圖3-5展示了當使用尾遞歸函數計算4!時棧使用的情況，讀者可以和圖3-3展示的棧使用情況作對比。
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    圖　3-5　以尾遞歸形式計算4!時棧的情況
  


  問與答


  問：下面的遞歸定義有一個錯誤。請指出錯誤並想想該如何修正。給定一個正整數n，其正確的定義通常用來計算分治算法的運行時間，比如歸並排序（見第12章）。歸並排序將一組數據一分為二，然後分別將兩份數據各自再進行分半處理，一直持續這個過程直到每一份都只含一個元素。然後在回歸過程中完成各份數據的合併最終產生一個有序的集合。
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  答：該定義的問題在於當n的初始值大於0時將永遠無法滿足終止條件n=0。為了解決問題，需要一個滿足要求的終止條件。n=1這個條件就能很好滿足，這意味著也要修改函數中的第二個條件。合適的遞歸定義應該是這樣的：
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  這恰好是歸並排序運行時間的正確定義形式。這樣一種函數稱為遞推。在更正式的分析中，遞推常用來描述遞歸算法的運行時間。


  問：以遞歸的思想描述一種求解整數質因子的方法。分析該方法是否是尾遞歸的並解釋原因。


  答：遞歸是一種求解整數質因子的很自然的方法，因為因子分解無非就是不斷地解決同樣的問題。每當確定了一個因子，剩餘因子的集合就變得越來越小。針對這個問題的遞歸方法可以定義為如下式子：
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  這個定義的意思是說：為了遞歸地確定整數n的質因子，先確定它的最小質因子i並把它記錄到集合P中，然後對整數n=n/i重複這個過程直到n本身成為質數為止，這就是終止條件。這個定義是尾遞歸的，因為在回歸過程中不需要做任何處理，如圖3-6所示。
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    圖　3-6　以尾遞歸的方式計算整數2409的質因子
  


  問：思考當執行遞歸函數時棧的使用情況，當遞歸過程的遞推階段永遠不會終止時會出現什麼情況？也許如同第一個問題中那樣，終止條件永遠也無法滿足。


  答：如果遞歸函數的終止條件永遠得不到滿足，最終棧的增長會超過可接受的值，程序會因為棧溢出而終止運行。當程序執行時，一個稱為幀指針的特殊指針會尋址棧頂的幀。正是棧指針指向實際的棧頂（即，下一個棧幀將被壓入的位置。因此，雖然某個系統可能使用來判斷棧溢出，但是它可能是通常會使用的棧指針。）


  問：遞歸函數常常能夠以簡潔而精確的方式描述計算問題。請描述下面的遞歸定義式所要表達的計算是什麼：
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  答：這個遞歸定義計算稱為調和級數的數列之和。對於給定的正整數n，該函數計算出到第n個調和數。（計算過程與下面給出的調和級數序列是相反的，但下面的方式更好看一些）
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  問：上一個問題中的函數是尾遞歸的嗎？如果是，請解釋原因。如果不是，解釋原因並給出一個尾遞歸的版本。


  答：上一個問題中定義的函數不是尾遞歸的。因為遞歸調用的返回值在一個表達式中使用。這個表達式稱為當前調用的返回值。因此，每一個棧幀都必須保留在棧上直到下一個子調用得到它的返回值為止。為了使這個函數成為尾遞歸，可以利用本章前面提到的以尾遞歸方式計算階乘的方法來處理。增加一個參數a來記錄當前遞歸中到目前為止已計算的數列之和。最終，上一個問題的尾遞歸版本可以表示成：
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  相關主題


  編譯器設計


  代碼編譯背後的基本思想最終都是要求程序能夠高效地運行，至少得在機器指令這個級別。而一般在算法設計中我們主要精力都集中在控制算法的複雜度上（見第4章），理解編譯器編譯代碼過程中的林林總總能夠幫助我們在實踐中調整程序的性能。理解尾遞歸就是個很好的例子。


  尾遞歸消除


  在函數中將最終的尾遞歸調用替換為等同的迭代控制結構，這不會改變函數的輸出結果但能夠避免一次額外的函數調用開銷。在編譯器設計中尾遞歸消除是一個重要的基本法則。


  遞歸樹


  畫圖表能幫助我們形象地理解遞歸函數的調用順序。遞歸樹在形式上有所不同，展示遞歸計算階乘的圖3-1和圖3-4與表示確定整數質因子的圖3-6都是遞歸樹。遞歸樹最常用在表示包含兩個或更多遞歸調用的函數中。


  第4章　算法分析


  無論是在設計還是在應用一種廣泛認可的算法時，我們必須瞭解這種算法的性能如何。算法的性能可以通過很多方面評判，但是通常我們最關心的是算法的運算速度。但有些時候，如果一種算法消耗了大量的存儲空間，那麼我們也要關注算法對內存空間的要求。不管如何，都需要一種標準和確定的方法來確定算法的性能。


  之所以要瞭解算法的性能，其原因是多方面的。例如：當要解決一個問題時，有很多算法可供選擇，理解算法的性能有助於區分它們。如果瞭解每種算法的性能就能夠有效地幫助我們解決問題。舉例來說，垃圾回收算法，它用來回收從堆上分配的動態存儲空間（見第3章），並且需要相當長的時間來運行。認識到這一點之後，我們就能非常注意只在適當的時候運用此算法，就像LISP和Java所做的那樣。


  本章內容包括：


  最壞情況分析


  這是大多數算法都採用的評估方法。在其他情況下，我們可能會考慮算法的平均情況和最佳情況。但是，對最壞情況的分析同樣會帶來一些好處。


  O表示法


  這是表示算法性能的最為常用的正式方法。在一定的條件因素下，O表示法指明一個函數的上限。


  計算的複雜度


  資源消耗的大小往往與算法所需要處理的數據量的大小相輔相成。O表示法可以很好地表示一個算法的複雜度。


  最壞情況分析


  在所有的情況下，絕大多數算法都會表現出不同的性能；並且，隨著傳入數據的不同，算法的表現也不相同。通常用來評判算法性能的三種情況是：最佳情況、平均情況與最壞情況。對於任何算法來說，理解每種情況是如何產生的對於分析算法來說非常重要，因為算法在不同的情況下性能差異可能很大。看一種線性搜索的簡單算法。線性搜索是一種自然的但效率低下的搜索技術，它簡單地從數據集的頭部順序遍歷到尾部。在最佳情況下，要查找的元素處於數據集的第一個位置，所以在僅僅遍歷一個元素之後就找到想查找的元素。然而，在最壞情況下，要查找的元素處於數據集的最後一個位置，所以必須在遍歷完所有元素之後才能找到要查找的元素。在平均情況下，可能會在數據集的中間某個位置找到元素。


  為什麼要做最壞情況分析


  理解一種算法在各種情況下有怎樣的性能是非常重要的，但是通常情況下，我們更關心算法在最壞情況下的性能如何。原因如下：


  ·許多算法在最壞情況下執行會消耗相當長的時間。例如：在搜索元素時，數據集中根本就沒有我們想查找的那個元素。我們可以想像一下，這種情況在數據庫的查找應用中經常出現。


  ·考慮算法在最佳情況下的性能沒有太多的意義，因為很多算法在最佳情況下的表現都相同。例如：在最佳情況下，幾乎所有搜索算法都可以在一次查詢中找到元素，而這並不能說明到底哪種算法更好，所以分析算法的最佳情況沒有太多的意義。


  ·分析算法平均情況下的性能往往不是那麼容易。甚至我們很難去界定哪種情況叫做「平均情況」。通常我們不能精確地獲得平均情況下的算法性能，這是因為我們無法準確地控制算法的執行狀態。


  ·最壞情況可以告訴我們算法性能的上限。分析一個算法的最壞情況可以保證在任何情況下此算法的表現都不會比最壞情況差，而其他情況肯定比最壞情況要好。


  雖然我們把最壞情況當做很多算法性能的度量，但也有例外。因為有些時候我們也會用平均情況來評判算法性能。例如：隨機算法中的快速排序算法（見第12章），它使用了概率論的理論基礎，從而有效地保證了平均情況下性能的準確性。


  O表示法


  O表示法是用來表示算法性能的最常見正式的標記法。從形式上看，在一定的條件因素下，O表示法指明了一個函數的上限值。具體來說，如果g（n）是f（n）的一個上限值，那麼對於常數c，我們總是可以找到一個n（稱為n0），當n≥n0時，f（n）≤cg（n）。


  通常我們以函數所處理的數據量來表示算法的性能。也就是說，對於大小為n的數據，我們用函數f（n）來表示它的算法性能。在很多情況下，我們可以完全確定f的具體值，但通常我們不需要關注此具體值。我們需要關注的是當算法處理的數據量變得無窮大時，算法的性能將趨近一個什麼樣的值。一個算法的增長速率或者說一個算法的增長規律非常重要，因為當輸入數據量變得無窮大時，它可以用來描述算法的效率到底有多高。O表示法正是這樣一種表示算法增長規律的方法。


  O表示法的簡單規則


  當我們以增長率的角度去觀察函數f（n）時，有幾件事情就會變得很明顯。首先，我們可以忽略常數項，因為隨著n的值變得越來越大，常數項最終變得可忽略不計。例如：如果T（n）=n+50表示一個計算運行時間的算法，當所要處理的數據n的大小僅僅為1024時，此表達式的常數項對運行時間的影響就已經不到5%了。其次，我們可以忽略常數因子，同樣，因為隨著n的值逐漸變大，常數因子也可以忽略不計。例如：如果有兩個都是用來計算運行時間的算法：T1（n）=n2和T2（n）=10n，當T1表達式中的n大於10時，T1就會大於T2。最後，我們只需要考慮高階項的因子。因為，隨著n的增加，高階項因子的值會迅速超過低階項因子的值。例如：如果T（n）=n2+n表示一個計算運行時間的算法，當n為1024時，表達式中低階項因子的值已經佔不到運行時間值的0.1%了。這些簡單的規則用O表示法列舉出來如下：


  ·常數項用O（1）表示。當分析一個算法的運行時間時，如果知道無論它處理多大的數據量，它都至少得消耗一段固定的時間，那麼就可以用常數項表示此固定的時間。對某些常數c，正式地表述為：


  O（c）=O（1）


  ·常量因子往往被忽略。當分析一個算法的運行時間時，如果有某些任務都將執行相同數量的次數，就可以運用此規則。例如：有三個任務的運行時間為T（n）=n，運行結果表示為O（3n），根據規則可以簡化為O（n）。對某些常數c，正式地表述為：


  O（cT）=cO（T）=O（T）


  ·加法運算取最大值。當分析一個算法的運行時間時，如果一個任務在另一個任務之後順序執行，可以運用此規則。例如，有兩個順序執行的任務，其運行時間分別為：T1（n）=n和T2（n）=n2，運行結果表示為O（n）+O（n2），根據規則，可以簡化為O（n2）。正式地表述為：


  O（T1）+O（T2）=O（T1+T2）=max（O（T1），O（T2））


  ·乘法結果不需要改變，但往往可以用更緊湊的方法表示。當分析一個算法的運行時間時，如果一個任務的執行引起了另一個任務的迭代執行，可以運用此規則。例如：在一個嵌套循環中，外層迭代為T1，內層迭代為T2，如果T1（n）=n,T2（n）=n，那麼運行結果表示為O（n）O（n）或O（n2）。正式地表述為：


  O（T1）O（T2）=O（T1T2）


  O表示法的例子以及工作原理


  下一節，將討論這些規則如何幫助我們來推斷算法的性能。現在，讓我們來看一個具體的例子，這個例子將告訴我們在描述函數增長速率時運用這些規則有多麼方便。假設某算法的運行時間由函數T（n）=3n2+10n+10來表示。若用O表示法，此函數可以簡化為：


  O（T（n））=O（3n2+10n+10）=O（3n2）=O（n2）


  這表明，當n增長到任意大時，算法的運行時間將主要由n2項來決定。隨著n不斷增大，我們可以通過每一項所佔整個運行時間的百分比來證明這一點。例如：當n=10時，計算結果如下：


  3n2：3×102/（3×102+102+10）=73.2%


  10n：102/（3×102+102+10）=24.4%


  10：10/（3×102+102+10）=24.4%


  我們已經看到，n2佔據了整個運行時間的大部分比例。現在，考慮當n=100時的結果，如下：


  3n2：3×102/（3×102+10×100）+10）=96.7%（更大）


  10n：10×100）/（3×102+10×100）+10）=3.2%（更小）


  10：10/（3×102+10×100）+10）＜0.1%（更小）


  這裡我們可以看到，n2項佔據了幾乎整個運行時間，同時其他項的影響力變得更小。試想一下，如果n=106，將佔用多少運行時間！


  計算的複雜度


  在談到算法的性能時，我們通常關注的是它的複雜度，複雜度與它處理數據量所需要的資源（通常是時間）的增長速率密切相關。O表示法能夠描述一個算法的複雜度。使用O表示法，通過觀察算法的整體構造，我們很容易就可以描述最壞情況下的算法複雜度。有些時候，我們也會借助於利用迭代公式和統計方法（見本章結尾的相關主題）。為了理解複雜度，我們來看一種推測算法所用資源的方法。假設有一種算法，它由k條語句組成，每條語句都要消耗ci資源（通常是時間）。如果要計算它的整個運行時間，無論每條語句以什麼順序執行，我們只需要將它們的運行時間相加求和即可，也就是說從c1加到ck。通常每條語句並不是簡單地按照順序執行的，所以在計算整個運行時間時必須考慮其他更複雜的情況。例如：有些語句是在循環中執行的，那麼這樣一些語句所消耗的資源必須乘上迭代的次數。假設在這種算法中k=6，其中語句3~5均在循環中（1~n）執行，其他語句順序執行，那麼此算法的整體運行時間表示為：


  T（n）=c1+c2+n（c3+c4+c5）+c6


  用O表示法的規則來計算，此算法的複雜度是O（n），因為可以忽略常數項。用消耗固定資源的算法來分析問題是很透徹的。然而，回顧之前談到的增長速度，我們並不需要非常精確的結果。當觀察一個算法的整體構造時，只需要做兩步：首先，必須知道算法的哪個部分是由非常量的數據決定的；然後，用函數列出每個部分的性能。那些消耗資源為常數項的部分在計算整個算法複雜度的過程中可以忽略。


  在之前的例子中，假設T（n）表示算法的運行時間，我們必須明白，它的複雜度O（n）並沒有具體表明運行此算法實際需要多少時間。換句話說，一個增長速率低的算法並不意味著它會消耗更少的運行時間。事實上，算法的複雜度並沒有具體的計量單位。它只是表明當計算數據量的大小變化時，將如何影響算法所消耗的資源。例如：用O（n）表示T（n）複雜度只說明算法的運行時間與因素n成正比，在特定n的取值條件下，T（n）能夠達到上限值。正式地說，當我們談到T（n）≤cn時，隨著數據的變化，c作為一個常量因子不會影響到算法的運行時間。這就像在某種類型的計算機上運行算法，編譯器會生成與算法有關的機器碼和相關常量。


  很多時候我們都會遇到很多複雜的計算，所以需要非常熟悉這些計算方法。表4-1列出一些常見的複雜計算發生時的複雜度。表4-2列出了當n變化時，這些複雜度的增長速率是如何變化的。圖4-1是表4-2的圖形式表示。
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    圖　4-1　表4-2的圖形化表示
  


  就像一種算法的複雜度幾乎不關注算法具體的運行時間，衡量算法的複雜度也沒有高效或低效之說。雖然複雜度在一定程度上說明了算法的運算效率，但一個特定的複雜度要根據具體的情況來衡量它是否高效。一般來說，在給定一定標準的情況下，能夠使此算法表現最佳時，我們就認為此算法是高效的。通常，在解決同一個問題時，如果一種算法的複雜度比其他算法的複雜度都低，並且沒有過多的常數項，我們就可以認為此算法是高效的。但也會有一些棘手的問題，在這些問題中，如果不設定一個近似值就無法找到一個「有效的」解決方法。這是一類特殊的問題，稱為NP完全問題（NP-complete problem，見本章結尾的相關主題）。


  雖然算法的複雜度是衡量算法性能的重要參考因素，但在實際應用中，我們通常還要考慮其他更多的因素。例如：當兩種算法有同樣的複雜度時，就得考慮對算法影響不太大的條件和因素。如果有種算法，數據量大小的變化對它的性能沒有太大的影響，那麼一個複雜度大且常量很小的算法所表現出的性能可能比一個複雜度小但常量很大的算法所表現出的性能更好。其他一些值得考慮的因素包括：算法的複雜度會如何維持和發展，以及如何使一種算法在實際中更加有效地實現。一個高效的實現並不能總是影響算法的複雜度，但它可以降低常量因素的影響，從而使算法在實際應用中更加高效。


  實例分析：插入排序


  本節描述插入排序法在最壞情況下對運行時間的分析。插入排序是一種簡單的排序算法，它在一個有序的數據集中查找放置新元素的位置，並將新元素插入進去。在第12章完整描述了插入排序算法。插入排序的代碼如示例4-1所示。


  首先要知道，哪行代碼會受要排序的數據量影響。我們看到代碼中有一個嵌套循環，外層的迭代數從i到size-1，內層的迭代數從j-1到所要插入的新元素的正確位置。其他代碼的運行都會消耗一段固定的時間，與要排序元素的個數無關。通常情況下，變量n定義為與算法性能有關的參數。考慮到這一點，外層循環的運行時間T（n）=n-1，會固定消耗一段時間。檢查一下內部矛盾循環，考慮到最壞情況，假設在插入每個元素之前不得不從頭到尾遍歷整個有序數據集。這是因為，內層循環要為第1個元素執行一遍，為第2個元素執行第二遍，依次類推，直到外部循環結束。實際上，這就是一個求1到n-1累加和的過程，求和的結果為：T（n）=（n（n+1）/2）-n，從結果看得出消耗了一定量的時間。（這個等式來源於著名的從1到n的求和公式。）結果如下：
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  示例4-1：第12章中實現的插入排序
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  問與答


  問：將算法的複雜度從低到高排列：O（n2）、O（3n）、O（2n）、O（n2 lg n）、O（1）、O（n lg n）、O（n3）、O（n!）、O（lg n）、O（n）？


  答：按算法的複雜度從低到高排列為：O（1）、O（lg n）、O（n）、O（n lg n）、O（n2）、O（n2 lg n）、O（n3）、O（2n）、O（3n）、O（n!）。


  問：求三個等式T1（n）=3n lg n+lg n；T2（n）=2n+n3+25，T3（n,k）=k+n（其中）k≤n；的複雜度。並將複雜度按從低到高排列。


  答：用O表示法，T1、T2和T3的複雜度為：O（n lg n）、O（2n）和O（n）。複雜度從低到高排列順序為：O（n）、O（n lg n）和O（2n）。


  問：假設現在有一個處理過程用來添加m個大小為n×n的方陣，如果添加兩個這樣的方陣所消耗的運行時間為O（n2），那麼請用m和n表示此過程的複雜度。


  答：要添加m個n×n方陣，必須做m-1次加法運算，每次運算消耗的運行時間為O（n2），所以此過程的總體運行時間為：O（m-1）O（n2）=O（m）O（n2）=O（mn2）。


  問：假設有兩種算法，它們都可以解決同一種問題。其中一種的運行時間為T1（n）=400n，另一種為T2（n）=n2。那麼這兩種算法的複雜度分別為多少？考慮當n為何值時，選擇哪種算法更為高效？


  答：T1的複雜度是O（n），T2的複雜度是O（n2）。然而，T1描述的算法涉及一個比較大的常數係數與n相乘，當n＜400時，T2描述的算法效率會更高。這也很好地說明了，為什麼有時候除了考慮算法的複雜度之外我們還需要考慮一些其他的因素。


  問：當分析memcpy和malloc這些函數的實際代碼時，我們如何確定函數的性能？儘管這些調用通常與其所採用的算法處理的數據量有關，但是它們更多的是實現細節而不是算法本身的問題。


  答：通常memcpy和malloc的調用會在一段固定的時間內執行完。一般來說，無論複製或分配多少數據，在機器運行級別上，這些函數的運行效率都是非常高的。當然，它們更為精確的效率取決於它們在哪種計算機上執行和一些其他因素（特別是malloc，它的效率還取決於系統調用它時的狀態）。


  相關主題


  遞推


  在遞歸算法的分析中經常使用此方法。遞推方法通常用遞歸函數來實現。遞歸函數是一個調用函數自身的函數（見第3章）。每次成功的調用都將輸入的集合變得更加精細，從而越來越接近問題的答案。這種方法在描述遞歸算法的性能時非常有用，因為這允許我們以在更加精細的輸入集合中調用這種算法來描述算法本身的性能。


  求和公式


  在描述算法的運行時間時，數學公式可以有效地簡化求和方法。由於迭代可以控制結構，求和過程經常會用到。


  θ表示法，Ω表示法，O表示法和W表示法


  這些都是用來表示算法性能的其他表示方法。類似O表示法描述的是在一定的條件約束下函數的上限值，θ表示法用來描述函數的區間值。Ω表示法描述的是在一定的條件約束下函數的下限值。O表示法和W表示法類似於O表示法和Ω表示法，只是更精確。在一般情況下經常會用到O表示法，而其他算法則經常用到特殊的場合。


  NP完全問題


  沒有已知的求解多項式時間的算法，但也無法證明此多項式不存在，這類問題稱為NP完全問題。所以，長久以來NP完全問題一直是計算機科學領域令人困惑和煩惱的問題之一。多項式時間算法的複雜度小於或等於O（n2），其中k是常數。很多有用且看似困難的問題都歸為此類，例如：旅行商問題（見第16章）。


第2部分　數據結構


  本書第2部分包含與數據結構相關的7個章節。第5章介紹多種形式的鏈表，包括單鏈表、雙向鏈表以及循環鏈表。第6章介紹棧和隊列，數據在這兩種數據結構中分別以後進先出（LIFO）和先進先出（FIFO）的順序進行排序和返回。第7章介紹集合以及用來描述集合的數學基礎知識。第8章介紹鏈式和開地址式哈希表，涵蓋的內容包括如何選擇一個好的哈希函數以及如何解決碰撞衝突。第9章開始介紹二叉樹和AVL樹，該章也討論多種樹的周遊算法。第10章介紹了堆和優先級隊列這兩種數據結構，它們能夠快速地確定一組數據中最大的或最小的元素。第11章介紹圖以及在許多圖算法中常採用的兩種重要思想——深度優先查找和廣度優先查找。


  
第5章　鏈表


  鏈表可以說是一種最為基礎的數據結構。鏈表由一組元素以一種特定的順序組合或鏈接在一起，在維護數據的集合時很有用。這一點同我們常用到的數組很相似。然而，鏈表在很多情況下比數組更有優勢。特別是在執行插入和刪除操作時鏈表擁有更高的效率。鏈表需要動態地開闢存儲空間，也就是存儲空間是在程序運行時分配的。由於在很多應用中數據的大小在編譯時並不能確定，因此這種動態分配空間的特性也是鏈表的一個優點。


  本章內容包括：


  單鏈表


  最簡單的鏈表。元素之間由一個單獨的指針鏈接。這種結構的鏈表允許從第一個元素開始遍歷到最後一個元素。


  雙向鏈表


  這種形式的鏈表元素之間通過兩個指針鏈接。雙向鏈表可以正向遍歷，也可以反向遍歷。


  循環鏈表


  這種形式的鏈表最後一個元素的指針指向鏈表的首元素，而不是設置為NULL。這種結構的鏈表允許循環遍歷。


  一些鏈表的應用包括：


  郵件列表


  這種應用常在電子郵件程序中看到。因為無法預測一個郵件列表到底有多長，所以發件人需要在發送郵件之前先建立一個地址鏈表。


  滾動列表


  圖形用戶界面中常能看到這種組件。通常在滾動列表中與每個條目相關的數據並不顯示出來。一種管理這種「隱藏」數據的方式是維護一個鏈表，鏈表中每個元素保存一個在滾動列表中出現的條目數據。


  多項式計算


  數學中的一個重要組成部分。但對於大多數編程語言來說並沒有將其作為原生的數據類型加以支持。如果讓鏈表中的每個元素存儲多項式中的一項，那麼鏈表對於表示一個多項式就是非常有用的，比如3x2+2x+1。


  內存管理（本章將會講到）


  內存管理是操作系統中的一項重要任務。操作系統必須決定如何為系統中運行的進程分配和回收存儲空間。鏈表能夠用來跟蹤可供分配的內存片段信息。


  LISP


  在人工智能領域中一種非常重要的編程語言。LISP是LIST Processor的簡寫，在進行符號處理時大量使用鏈表。


  文件的鏈式分配


  為了消除磁盤上的外部碎片而採用的一種文件分配方式，但只適合於順序訪問。文件按照塊的方式進行組織，每一塊都包含一個指向文件下一塊數據的指針。


  其他的數據結構


  有一些數據結構的實現需要依賴於鏈表，它們是棧、隊列、集合、哈希表和圖。這些數據結構都將在本書中出現。


  單鏈表介紹


  單鏈表（通常簡稱為鏈表）由各個元素之間通過一個指針彼此鏈接起來而組成。每個元素包含兩部分：數據成員和一個稱為next的指針。通過採用這種二成員結構，將每個元素的next指針設置為指向其後面的元素（見圖5-1）。最後一個元素的next指針設置為NULL，簡單地表示鏈表的尾端。鏈表開始處的元素是「頭」，鏈表末尾的元素稱為「尾」。


  [image: ]


  
    圖　5-1　元素鏈接在一起組成一個鏈表
  


  要訪問鏈表中的某個元素，從鏈表頭開始，通過next指針從一個元素到另一個元素連續地遍歷直到找到所需要的那個元素為止。以單鏈表來說，只能以一個方向進行遍歷：從頭到尾，因為每個元素並沒有維護指向其前一個元素的鏈接。因此，如果從鏈表頭開始移動到某個元素，然後我們又希望訪問當前位置之前的某個元素，那麼必須再次從頭開始（儘管某些時候我們事先知道需要訪問這個元素，並保存了指向該元素的指針）。通常，這個缺點不是什麼大問題。當有必要的時候，可以採用雙向鏈表或循環鏈表。


  從概念上說，可以把鏈表想像成一系列連續的元素。然而，由於這些元素是動態分配的（在C語言中調用malloc），因此很重要的一點是，切記這些元素通常實際上都是分散在內存空間中的（見圖5-2）。元素與元素之間的鏈接關係只是為了確保所有的元素都可以訪問到。帶著這種思考，我們將會看到當維護元素之間的鏈接信息時需要特別小心。如果我們錯誤地丟失了一個鏈接，則從這個位置開始往後的所有元素都無法訪問到了。因此，俗話說「你的弱點有多弱，你的強度就有多強」非常適用於描述鏈表的特點。
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    圖　5-2　鏈表元素鏈接在一起，但在內存空間中它們是分散開的
  


  單鏈表接口的定義


  list_init
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  返回值　無


  描述　初始化由參數list指定的鏈表。該函數必須在鏈表做其他操作之前調用。當調用list_destroy時，destroy參數提供了一種釋放動態分配的數據的方法。例如，如果鏈表包含採用malloc動態分配的數據，當鏈表被銷毀時，destroy應該設置為free用來釋放數據。對於包含好幾個動態分配成員的結構化數據，destroy應該設置為一個用戶自定義的析構函數，通過對每一個動態分配的成員以及對結構體自身調用free來釋放數據。如果鏈表包含不應該釋放的數據，destroy應該設置為NULL。


  複雜度　O（1）


  list_destroy
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  返回值　無


  描述　銷毀由參數list指定的鏈表。調用list_destroy後任何其他的操作都不允許執行，除非再次調用list_init。list_destroy將鏈表中所有的元素都移除，如果傳給list_init的參數destroy不為NULL，則移除鏈表中每個元素時都調用該函數一次。


  複雜度　O（n），n代表鏈表中的元素個數。


  list_ins_next
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  返回值　如果插入元素成功則返回0，否則返回-1。


  描述　在list指定的鏈表中element後面插入一個新元素。如果element設置為NULL，則新元素插入鏈表頭部。新元素包含一個指向data的指針，因此只要該元素還在鏈表中，data所引用的內存空間就應該保持合法。管理data所引用的存儲空間是調用者的責任。


  複雜度　O（1）


  list_rem_next
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  返回值　如果移除元素成功則返回0，否則返回-1。


  描述　移除由list指定的鏈表中element後的那個元素。如果element設置為NULL，則移除鏈表頭元素。調用返回後，data指向已移除元素中存儲的數據。由調用者負責管理data所引用的存儲空間。


  複雜度　O（1）


  list_size
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  返回值　鏈表中元素的個數。


  描述　這是一個宏，用來計算由參數list指定的鏈表中元素的個數。


  複雜度　O（1）


  list_head
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  返回值　指向鏈表中頭元素的指針。


  描述　這是一個宏，返回由參數list指定的鏈表中頭元素的指針。


  複雜度　O（1）


  list_tail
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  返回值　指向鏈表中尾元素的指針。


  描述　這是一個宏，返回由參數list指定的鏈表中尾元素的指針。


  複雜度　O（1）


  list_is_head
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  返回值　如果element所指定的元素是鏈表頭結點則返回1；否則返回-1。


  描述　這是一個宏，用來判斷由element所指定的元素是否是鏈表的鏈表頭結點。


  複雜度　O（1）


  list_is_tail
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  返回值　如果element所指定的元素是鏈表末尾結點則返回1；否則返回-1。


  描述　這是一個宏，用來判斷element所指定的鏈表元素是否為鏈表的末尾結點。


  複雜度　O（1）


  list_data
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  返回值　結點中保存的數據。


  描述　這是一個宏，返回由element所指定的鏈表結點元素中保存的數據。


  複雜度　O（1）


  list_next


  [image: ]


  返回值　返回由element所指定的結點的下一個結點。


  描述　這是一個宏，返回鏈表中由element所指定的結點的下一個結點。


  複雜度　O（1）


  單鏈表的實現與分析


  回顧一下鏈表元素的組成：一個數據成員和一個指向鏈表中下一個元素的指針。結構體ListElmt表示鏈表中的單個元素（見示例5-1）。如你所料，這個結構體擁有兩個成員，就是前面介紹的數據成員和指針成員。結構體list則表示鏈表這種數據結構（見示例5-1）。這個結構體由5個成員組成：size表示鏈表中的元素個數；match並不由鏈表本身使用，而是由從鏈表數據結構派生而來的新類型所使用；destroy是封裝之後傳遞給list_init的析構函數；head是指向鏈表中頭結點元素的指針；tail則是指向鏈表中末尾結點元素的指針。


  示例5-1鏈表抽像數據類型的頭文件
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  list_init


  list_init用來初始化一個鏈表以便能夠執行其他的操作（見示例5-2）。初始化鏈表是一種簡單的操作，只要把鏈表的size成員設置為0，把函數指針成員destroy設置為定義的析構函數，head和tail指針全設置為NULL即可。


  list_init的複雜度為O（1），因為初始化過程中的所有步驟都能在一段恆定的時間內完成。


  示例5-2：鏈表抽像數據類型的實現
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  list_destroy


  list_destroy用來銷毀鏈表（見示例5-2），其意義就是移除鏈表中的所有元素。如果調用list_init時destroy參數不為NULL，則當每個元素被移除時都將調用list_destroy一次。


  list_destroy的運行時複雜度為O（n），n代表鏈表中的元素個數，這是因為list_rem_next的複雜度為O（1），而移除每個元素時都將調用list_rem_next一次。


  list_ins_next


  list_ins_next將一個元素插入由element參數所指定的元素之後（見示例5-2）。該調用將新元素的數據指向由用戶傳遞進來的數據。向鏈表中插入新元素的處理步驟很簡單，但需要特別小心。有兩種情況需要考慮：插入鏈表頭部和插入其他位置。


  一般來說，要把一個元素插入鏈表中，需要將新元素的next指針指向它之後的那個元素，然後將新元素位置之前的結點next指針指向新插入的元素（見圖5-3）。但是，當從鏈表頭部插入時，新元素之前沒有別的結點了。因此，在這種情況下，將新元素的next指針指向當前鏈表的頭部，然後重置頭結點指針，使其指向新元素。回顧一下前一節中的接口設計，當傳入的element為NULL時代表新的元素將插入鏈表頭部。另外需要注意的是，無論何時當插入的元素位於鏈表末尾時，都必須更新鏈表數據結構的tail成員使其指向新的結點。最後，更新統計鏈表中結點個數的size成員。
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    圖　5-3　將結點插入鏈表中
  


  list_rem_next


  list_rem_next從鏈表中移除由element所指定的元素之後的那個結點（見示例5-2）。移除element之後的那個結點而不是移除element本身，關於為何要這樣設計將在「問與答」中進行討論。同插入結點類似，這個調用也需要考慮兩個因素：移除的是頭結點以及移除其餘位置上的結點。


  移除操作是很簡單的，但同樣需要注意一些細節問題（見圖5-4）。一般來說，為了從鏈表中移除一個元素，將要移除的目標結點前一個元素的next指針指向目標結點的下一個元素。但是，當移除的目標結點是頭結點時，目標結點之前並沒有其他元素了。因此，在這種情況下，只需要將鏈表的head成員指向目標結點的下一個元素。同插入操作一樣，當傳入的element為NULL時就代表鏈表的頭結點需要移除。另外，無論何時當移除的目標結點是鏈表的尾部結點時，都必須更新鏈表數據結構中的tail成員，使其指向新的尾結點，或者當移除操作使得整個鏈表成為空鏈表時需要把tail設置為NULL。最後，更新鏈表的size成員，使其減1。當這個調用返回時，data將指向已移除結點的數據域。
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    圖　5-4　從鏈表中移除結點
  


  list_rem_next的複雜度為O（1），因為所有的移除步驟都在恆定的時間內完成。


  list_size、list_head、list_tail、list_is_tail、list_data以及list_next


  這些宏實現了鏈表中的一些簡單操作（見示例5-1）。一般來說，它們提供了快速訪問和檢測List和ListElmt結構體中成員的能力。


  這些操作的運行時複雜度都是O（1），因為訪問和檢測結構體的成員都可以在恆定的時間內完成。


  使用鏈表的例子：頁幀管理


  在一些支持虛擬內存的系統中有關於鏈表的一種應用。虛擬內存是一種地址空間的映射機制，它允許進程（運行的程序）不必完全加載到物理內存（系統的實際內存）中也可以得到運行。這種方式的一個優點是進程可以使用比系統實際所允許的物理內存大得多的地址空間。另一個優點是多個進程能夠共享系統的內存以並發的方式執行。


  運行在虛擬內存機制下的進程需要處理虛擬地址。這些地址對於進程來說就像是物理地址一樣，但使用前必須由操作系統做轉換。採用由專門的硬件所支持的頁表來快速執行地址轉換的工作。每一個進程都有它自己的頁表，將它的虛擬地址空間中的頁映射到物理內存中的頁幀上。當某個進程引用一個虛擬地址時，頁表中的某項需要檢查並決定該頁關聯到哪個物理頁幀上（見圖5-5）。當進程引用一個不在物理頁幀上的虛擬地址時，會導致系統產生一個頁錯誤並為之在物理內存中分配一個頁幀。為什麼進程的頁面會從物理內存中移除是另一個問題。一種導致進程頁被移除的場景是：當訪問某個頁面的頻率同其他頁面相比很低時，而且在別處用到該頁幀的情況下。
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    圖　5-5　虛擬內存映射到物理內存
  


  下面這個例子就是針對剛剛描述過的頁幀管理所設計的。為此，將介紹兩個函數，alloc_frame和free_frame（見示例5-3）。alloc_frame和free_frame採用鏈表來維護可供分配的頁幀。函數alloc_frame從空閒頁幀鏈表中獲取空閒頁幀號。給定某個特定的頁，將頁幀號放到頁表中來檢查該頁面應該對應哪個物理頁幀。一旦某個頁面從物理內存中移除後，函數free_frame接受一個頁幀號並將其放回到空閒頁幀鏈表中。這兩個函數假定在執行之前，操作系統已經將所有的空閒頁幀都插入空閒頁幀鏈表中了。稍後在本章關於循環鏈表的例子中將看到，當空閒頁幀鏈表為空時調用alloc_frame會發生什麼。


  用鏈表來管理頁幀是一種非常好的方法，因為頁幀的分配將涉及頻繁的插入和刪除操作，而且這些操作都發生在鏈表頭。alloc_frame和free_frame的運行時複雜度都是O（1），因為這兩個函數都分別只是簡單地調用list_rem_next以及list_ins_next，而這兩個函數在前面已經分析過了，它們都是複雜度為O（1）的操作。


  示例5-3：頁幀管理的函數實現
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  雙向鏈表介紹


  雙向鏈表，如同其名字所暗示的那樣，鏈表元素之間由兩個指針鏈接。雙向鏈表中的每一個元素都由3部分組成：除了數據成員和next指針外，每個元素還包含一個指向其前驅元素的指針，稱為prev指針。雙向鏈表的組成是這樣的：將一些元素鏈接在一起使得每個元素的next指針都指向其後繼的元素，而每個元素的prev指針都指向其前驅元素。為了標識鏈表的頭和尾，將第一個元素的prev指針和最後一個元素的next指針設置為NULL。


  要反向遍歷整個雙向鏈表，使用prev指針以從尾到頭的順序連續訪問各個元素。因此，為每個元素增加了一個指針的代價，換來的是雙向鏈表比單鏈表提供了更為靈活的訪問方式。當我們知道某個元素存儲在鏈表中的某處時，我們可以明智地選擇按照何種方式訪問到它，這會非常有幫助。例如，雙向鏈表的一種靈活性在於它提供了一種比單鏈表更直觀的方式以移除一個元素。


  雙向鏈表接口的定義


  dlist_init
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  返回值　無


  描述　初始化由參數list所指定的雙向鏈表。該函數必須在雙向鏈表做其他任何操作之前調用。當調用dlist_destroy時，這裡傳入的destroy參數提供了一種釋放動態分配空間的方法。它的工作方式同前面敘述的list_destroy。對於雙向鏈表，如果其中包含不需要手動釋放空間的數據，destroy參數應該設置為NULL。


  複雜度　O（n）


  dlist_destroy
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  返回值　無


  描述　銷毀由參數list所指定的雙向鏈表。調用該函數後不允許再執行其他操作，除非用戶再次調用dlist_init。dlist_destroy函數將移除雙向鏈表中的所有元素，如果傳給dlist_init的參數destroy不為NULL，則調用destroy所指定的函數，對鏈表中每個移除的元素數據施行資源回收操作。


  複雜度　O（n），這裡n代表雙向鏈表中的元素個數。


  dlist_ins_next
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  返回值　如果插入操作成功則返回1；否則返回-1。


  描述　將元素插入由list指定的雙向鏈表中element元素之後。當插入空鏈表中時，element可能指向任何位置，為了避免混淆，element此時應該設置為NULL。新的元素包含一個指向data的指針，因此只要該元素仍在鏈表中，data所引用的內存空間就應該保持合法。由調用者負責管理data所引用的存儲空間。


  複雜度　O（1）


  dlist_ins_prev
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  返回值　如果插入操作成功則返回0；否則返回-1。


  描述　將元素插入由list指定的雙向鏈表中element元素之前。當插入空鏈表中時，element可能指向任何位置，為了避免混淆，element此時應該設置為NULL。新的元素包含一個指向data的指針，因此只要該元素仍在鏈表中時，data所引用的內存空間就應該保持合法。由調用者負責管理data所引用的存儲空間。


  複雜度　O（1）


  dlist_remove
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  返回值　如果移除操作成功則返回0；否則返回-1。


  描述　從由list指定的雙向鏈表中移除由element所指定的元素。函數返回後，參數data將指向已移除元素中存儲的數據域。由調用者負責管理data所引用的存儲空間。


  複雜度　O（1）


  dlist_size
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  返回值　鏈表中的元素個數。


  描述　這是一個宏，用來計算由參數list所指定的雙向鏈表中的元素個數。


  複雜度　O（1）


  dlist_head
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  返回值　返回鏈表的頭元素。


  描述　這是一個宏，用來返回由參數list所指定的雙向鏈表中的頭元素。


  複雜度　O（1）


  dlist_tail
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  返回值　返回鏈表的尾元素。


  描述　這是一個宏，用來返回由參數list所指定的雙向鏈表的尾元素。


  複雜度　O（1）


  dlist_is_head
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  返回值　如果由element所指定的元素是鏈表頭元素則返回1；否則返回0。


  描述　這是一個宏，用來判斷由參數element所指定的元素是否為鏈表頭元素。


  複雜度　O（1）


  dlist_is_tail
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  返回值　如果由參數element所指定的元素是鏈表尾元素則返回0；否則返回-1。


  描述　這是一個宏，用來判斷由參數element所指定的元素是否為鏈表尾元素。


  複雜度　O（1）


  dlist_data
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  返回值　返回由element所指定的鏈表元素的數據域。


  描述　這是一個宏，用來返回由參數element所指定的雙向鏈表元素的數據域。


  複雜度　O（1）


  dlist_next
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  返回值　返回由element所指定的元素的下一個元素。


  描述　這是一個宏，用來返回由參數element所指定的鏈表元素的後繼元素。


  複雜度　O（1）


  dlist_prev
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  返回值　返回由element所指定的元素的前驅元素。


  描述　這是一個宏，用來返回雙向鏈表中由element所指定的元素的前驅元素。


  複雜度　O（1）


  雙向鏈表的實現與分析


  雙向鏈表由一個數據成員、一個指向下一個元素的next指針，以及一個指向前一個元素的prev指針組成。數據結構DListElmt代表雙向鏈表中的元素（見示例5-4）。如你所料，這個結構體擁有前文描述過的3個成員。數據結構DList代表雙向鏈表數據結構（見示例5-4），該結構的成員同前面介紹的單鏈表相似。


  示例5-4：雙向鏈表抽像數據類型的頭文件
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  dlist_init


  dlist_init操作用來初始化一個雙向鏈表以便稍後能夠執行其他操作（見示例5-5）。初始化過程同單鏈表一樣。dlist_init的運行時複雜度為O（1），因為初始化過程中的所有步驟都能在恆定的時間內完成。


  dlist_destroy


  dlist_destroy操作用來銷毀一個雙向鏈表（見示例5-5）。總的來說，該操作意味著將鏈表中的所有元素都移除。當傳遞給該函數的destroy參數不為NULL時每當一個元素被移除時都將調用dlist_remove。


  dlist_destroy的運行時複雜度為O（n），這裡n代表鏈表中的元素個數。這是因為對於每個元素的移除操作都需要調用一次複雜度為O（1）的dlist_remove函數。


  dlist_ins_next


  dlist_ins_next操作用來將新元素插入由參數element所指定的元素之後（見示例5-5）。雙向鏈表中的插入操作同單鏈表中的很相似。最大的區別在於除了要管理next指針的指向外，還必須管理prev指針，以保證鏈表的反向鏈接關係正確（見圖5-6）。
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    圖　5-6　將新元素插入雙向鏈表中
  


  dlist_ins_next的複雜度為O（1），因為插入操作的所有步驟均能夠在恆定的時間內完成。


  dlist_ins_prev


  dlist_ins_prev操作用來將新元素插入雙向鏈表中由參數element所指定的元素之前（見示例5-5）。雙向鏈表中的插入操作與單鏈表類似。和dlist_ins_next一樣，最大的不同在於除了要管理next指針的指向外，還必須管理prev指針，以保證鏈表的反向鏈接關係正確。dlist_ins_prev的運行時複雜度為O（1），因為插入操作的所有步驟都能在恆定的時間內完成。


  dlist_remove


  dlist_remove操作將指定的元素從雙向鏈表中移除（見示例5-5）。同單鏈表中移除操作的最大不同在於除了要管理next指針外，還必須管理prev指針，以保證鏈表的反向鏈接關係正確。對於雙向鏈表來說，還有一個不同的地方在於：該接口可以移除當前指定的元素，而不是移除指定元素之後的那個元素，因為每個元素都有一個指向其前驅元素的指針。


  dlist_remove的複雜度為O（1），因為所有的操作步驟都能在恆定的時間內完成。


  dlist_size、dlist_head、dlist_tail、dlist_is_head、dlist_is_tail、dlist_next以及dlist_prev


  這些宏實現雙向鏈表一些較簡單的操作（見示例5-5）。總的來說，這些宏提供了訪問和測試數據結構DList以及DListElmt的成員的接口。


  本節中所有的宏的運行時複雜度都為O（1），因為訪問和檢測數據結構中的成員是一個簡單的操作，它們都能夠在恆定的時間內完成。


  示例5-5：雙向鏈表抽像數據類型的實現
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  循環鏈表介紹


  循環鏈表是另一種形式的鏈表，它提供了更為靈活的遍歷鏈表元素的能力。循環鏈表可以是單向的或雙向的，但區分一個鏈表是不是循環鏈表只要看它有沒有尾部元素即可。在循環鏈表中，最後一個元素的next指針又指回頭元素而不是設置為NULL。在雙向循環鏈表中，頭元素的prev指針則指向最後一個元素，這使得循環鏈表中的每個元素既可以看做頭元素也可以看做尾元素。


  和單向循環鏈表和雙向循環鏈表不同，在遍歷循環鏈表元素的時候不需要擔心到達鏈表尾部而無法繼續遍歷下去了。相反，遍歷過程會繼續從鏈表頭元素開始，如果是雙向循環鏈表，還可以繼續從尾部元素反向遍歷。這種形式遍歷就形成了一種循環模式（見圖5-7），這也是循環鏈表得名的原因。
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    圖　5-7　循環鏈表中元素的鏈接形式
  


  本節後面介紹的循環鏈表是單向循環鏈表。因此，我們需要考慮的僅僅是維護尾元素與頭元素的關係，使尾元素的next指針指向頭元素。在實際應用中到底是選擇單向循環鏈表還是雙向循環鏈表，理由同前面所述的選擇非循環單向鏈表和雙向鏈表方法一樣。


  循環鏈表接口的定義


  clist_init
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  返回值　無


  描述　用來初始化由參數list所指定的循環鏈表。該函數必須在循環鏈表做任何其他操作之前調用。當clist_destroy被調用時，這裡傳入的destroy參數提供了一種釋放動態分配空間的方法。它的工作方式同前文敘述的list_destroy相似。對於循環鏈表，如果其中包含不需要手動釋放空間的數據，則destroy參數應該設置為NULL。


  複雜度　O（1）


  clist_destroy
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  返回值　無


  描述　銷毀由參數list所指定的循環鏈表。調用clist_destroy之後，其他任何操作都不允許再執行，除非用戶再次調用clist_init。函數clist_destroy將循環鏈表中的所有元素都移除。如果傳給clist_init的參數destroy不為NULL的話，則調用destroy所指定的函數，對鏈表中每個移除的元素數據施行資源回收操作。


  複雜度　O（n）這裡n代表循環鏈表中的元素個數。


  clist_ins_next
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  返回值　如果插入操作成功則返回0；否則返回-1。


  描述　將元素插入由list指定的循環鏈表中element之後。當插入空鏈表中時，element可能指向任何位置，為了避免混淆，element此時應該設置為NULL。新的元素包含一個指向data的指針，因此只要該元素仍在鏈表中時，data所引用的內存空間就應該保持合法。由調用者負責管理data所引用的存儲空間。


  複雜度　O（1）


  clist_rem_next
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  返回值　如果移除操作成功則返回0；否則返回-1。


  描述　移除由參數list指定的循環鏈表中element後面的元素。返回時，參數data將指向已移除元素中存儲的數據。由調用者負責管理與data相關聯的存儲空間。


  複雜度　O（1）


  clist_size
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  返回值　鏈表中的元素個數。


  描述　這是一個宏，用來計算由參數list所指定的鏈表中的元素個數。


  複雜度　O（1）


  clist_head
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  返回值　返回鏈表頭的元素。


  描述　這是一個宏，用來返回由參數list所指定的循環鏈表中的頭元素。


  複雜度　O（1）


  clist_data
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  返回值　返回元素中存儲的數據域。


  描述　這是一個宏，用來返回循環鏈表中由參數element所指定的元素中存儲的數據域。


  複雜度　O（1）


  clist_next
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  返回值　返回由element所指定的元素的後繼元素。


  描述　這是一個宏，用來返回循環鏈表中由參數element所指定的元素的後繼元素。


  複雜度　O（1）


  循環鏈表的實現與分析


  同單鏈表一樣，循環鏈表中的每個元素也包含兩部分：一個數據域指針和一個指向後繼元素的next指針。數據結構CListElmt代表循環鏈表中的單獨元素（見示例5-6）。如你所料，這個結構體擁有兩個成員，與前面所敘述的一致。數據結構C list代表循環鏈表（見示例5-6）。這個結構體同單鏈表類似，但它不包含tail成員。


  示例5-6：循環鏈表抽像數據類型的頭文件
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  clist_init


  clist_init操作用來初始化一個循環鏈表以便稍後能夠執行其他操作（見示例5-7）。初始化過程同非循環的單鏈表一樣，只是這裡循環鏈表沒有tail成員而已。


  clist_init的運行時複雜度為O（1），因為初始化過程中的所有步驟都能在恆定的時間內完成。


  clist_destroy


  clist_destroy用來銷毀一個循環鏈表（見示例5-7）。總的來說，該操作意味著將移除鏈表中的所有元素。當傳遞給該函數的destroy不為NULL時，每移除一個元素時都將調用clist_init一次。


  clist_destroy的運行時複雜度為O（n），這裡n代表鏈表中的元素個數。這是因為對於每個元素的移除操作都需要調用一次複雜度為O（1）的clist_rem_next函數。


  clist_ins_next


  clist_ins_next用來將新元素插入循環鏈表中由參數element所指定的元素之後（見示例5-7）。將元素插入單向循環鏈表中的過程同非循環的單鏈表類似。最大的不同在於當所插入的鏈表是空鏈表時。在這種情況下，必須將所插入元素的next指針設置為指向它自己。這就允許循環遍歷只有一個元素的鏈表。這也確保了之後元素的插入操作能夠按照恰當的方式進行。


  clist_ins_next的運行時複雜度為O（1），因為插入操作中的所有步驟都能夠在恆定的時間內完成。


  clist_rem_next


  clist_rem_next將參數element所指定的元素的後繼元素從鏈表中移除（見示例5-7）。從單向循環鏈表中移除元素的過程同非循環的單鏈表類似。


  clist_rem_next的運行時複雜度為O（1），因為移除操作中的所有步驟都能夠在恆定的時間內完成。


  clist_size、clist_head、clist_data以及clist_next


  這些宏實現循環鏈表的一些簡單操作（見示例5-6）。總的來說，這些宏提供了訪問和檢測數據結構CList和CListElmt中的成員的接口。


  以上這些宏的運行時複雜度都為O（1），因為訪問和檢測數據結構的成員是一種簡單的操作，而且它們都能在恆定的時間內完成。


  示例5-7：循環鏈表抽像數據類型的實現
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  使用循環鏈表的例子：第二次機會頁面置換法


  從前面的例子中我們已經知道了在支持虛擬內存的系統中如何使用單鏈表管理內存頁幀的分配。但還有一個問題沒有搞清楚，那就是當空閒頁面鏈表為空時，系統如何為其分配新的頁幀呢？為了解決這個問題，操作系統從物理內存中取出一個頁面將其放入稱為交換磁盤的磁盤空間中，以這種方式來釋放頁幀。操作系統採用頁面置換算法來決定哪一個頁幀在當前時刻最適合釋放。頁面置換算法中的一個例子是第二次機會置換法，有時也稱為時鐘算法。


  理想情況下，如果進程的所有頁面都駐留在物理內存中那就太好了，但通常這是不可能的。一般情況下有很多進程可能在系統中同時運行，所有的進程都在爭用物理內存資源。有些時候，甚至一個單獨的進程就需要佔用非常大的地址空間，以至於它無法完全載入物理內存中。某些時候我們不得不面對必須去替換某些頁面到交換磁盤的情況，那麼，最適合操作系統替換的頁面應該就是在未來最長的一段時間內都不會再次訪問的那些頁面，這才是最合理的。然而，由於我們無法預測未來，因此操作系統有時候會利用過去的表現作為一種對未來情況的合理假設，以此為依據去替換最近最少訪問的那些頁面。這種方法稱為最近最少使用算法（Least Recently Used），或者LRU頁面替換法。


  第二次機會置換法是實現LRU頁面置換法的一種方式。它的工作方式是：維護一個當前存在於物理內存中的頁面的循環鏈表。為了簡化說明，假設鏈表中的每個元素只存儲一個頁碼和一個引用值，引用值要麼為1要麼為0。在實踐中，每個元素還會包含其他的信息。所有的頁面初始的引用值都設置為0。每當系統訪問頁面時（比如，某個進程開始讀或寫某個頁面），該頁面的引用值就設置為1。


  當需要某個頁幀時，操作系統就使用它維護的循環鏈表以及引用值來判斷哪些頁面應該釋放其頁幀。為了確定這一點，開始遍歷鏈表直到找到一個引用值為0的元素。當遍歷每一個頁面時，操作系統將頁面的引用值從1重設回0。一旦它遇到引用值為0的元素，它就找到了一個自從上次遍歷鏈表以來都沒有被系統訪問過的頁面，因此這個頁面就是最近最少使用的頁面。那麼這個頁面就在物理內存中和新的頁面置換，新的頁面被插入鏈表中原來頁面的位置。如果自從算法上次運行以來，所有的頁面都被訪問過了，那麼操作系統就完整地遍歷了一次鏈表，此時就置換它開始的頁面。


  下面的例子是關於這種頁面置換策略的實現。這裡實現了函數replace_page（見示例5-8及示例5-9）。這個函數接收唯一的參數current,current指向循環鏈表中的一個元素，該元素包含要開始搜索的頁面（見圖5-8）。當開始遍歷鏈表時，該算法開始檢測數據結構Page中存儲的reference成員，檢查其值為1還是0。如果是1，則重置該值為0，並遍歷下一個頁面；如果值為0，則找到了應該被替換的頁面。最終，如果所有的頁面都被遍歷過一次，根據循環鏈表的特性，算法將再次回到它剛開始遍歷的頁面。這時該頁面的引用值應該為0（因為如果第一次遍歷時遇到該頁面，則其引用值應該已經重置為0），因此該頁面就應該是待置換的頁面。當函數返回時，current指向的頁面就是搜索結束的位置。這個頁面就是下一次當系統需要某個頁幀時應該選擇的頁面。循環鏈表的模型非常完美地解決了這個問題，因為它允許操作系統循環遍歷所有的頁面，而這正是算法所需要的。replace_page函數的運行時複雜度是O（n），這裡n代表循環鏈表中的頁面數量。這是因為在最壞的情況下，該算法可能需要遍歷整個鏈表才能找到應該被置換的頁面。
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    圖　5-8　第二次機會頁面置換算法　a）開始運行　b）頁面已替換
  


  示例5-8：第二次機會頁面置換算法的實現
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  示例5-9：第二次機會頁面置換算法頭文件
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  問與答


  問：鏈表比數組優越的地方前面已經介紹過了。但是，數組同樣也有比鏈表優越的地方，那麼什麼情況下適合使用數組呢？


  答：當我們期望進行頻繁的插入和刪除操作時，鏈表比數組更有優勢。然而，當我們期望進行隨機訪問的次數高於插入和刪除操作的次數時，數組就顯得更有優勢了。隨機訪問是數組的強項，因為它們的元素在內存中是連續排列的。這種連續的排列方式使得數組中的任何元素能夠在O（1）的時間內通過其索引訪問。回顧一下訪問鏈表中元素的方法，我們必須得有一個指向元素的指針。如果我們對訪問元素的方式不甚瞭解，那麼要獲取某個指向特定元素的指針的代價將非常高。在實踐中，對於許多應用來說，我們至少需要遍歷鏈表的一部分。如果存儲數據的總量是恆定的，則數組也有更大的優勢，因為它們不需要增加額外的指針來使得它們所有的元素「鏈接」起來。


  問：關於鏈表的插入、刪除以及訪問元素的操作和數組相比有何差異？


  答：回顧一下本章中各種形式的鏈表，除了銷毀鏈表操作外，其他的操作都具有O（1）的運行時複雜度。確實，這種表現似乎很難控制。然而，在分析過程中有一點並沒有說明，那就是對於許多鏈表的操作來說，想得到指向鏈表中某個特定元素的指針其代價是很高的。例如，在最壞的情況下，可能需要遍歷整個鏈表，此時的開銷就是O（n），這裡n代表鏈表中的元素個數。另一方面，在一個設計得當的應用中，比如本章的頁幀管理，則對此就不會有任何性能上的額外開銷。因此，觀察應用的特點是非常重要的。對於數組，插入和刪除都是O（n）級別的操作，因為在最壞的情況下，插入或刪除索引為0的元素需要將其他所有的元素都移動一個位置來調整整個數組的佈局。如果我們知道索引值，則訪問數組中的元素就是O（1）的操作。


  問：假設我們想在本章給出的單鏈表基礎上寫一個名為list_ins_pos的函數，它的作用是在給定的位置之後插入一個新元素。假設我們希望在第9個元素之後插入新元素，但並不直接提供指向第9個元素的指針。那麼這個函數的運行時複雜度是什麼？


  答：這個函數的運行時複雜度是O（n）。一般來說，想訪問鏈表中特定位置上的元素，唯一的方法就是從鏈表頭開始順序遍歷並統計元素個數。這個問題深切地反映了上個問題中提到的訪問特定元素的問題，那就是插入操作本身的複雜度是O（1），但訪問鏈表中特定位置的元素的複雜度則是O（n）。


  問：回顧一下函數list_rem_next從單鏈表中移除的是由參數所指定元素的下一個元素。為什麼單鏈表不提供能夠直接移除由參數所指定元素的一種操作呢？而雙鏈表中的dlist_remove則可以辦到，為什麼？（對於循環鏈表的實現，也有同樣的疑問。）


  答：在單鏈表和循環鏈表的實現中，每個元素都並沒有一個指向其前驅結點的指針。因此，我們無法將前驅結點的next指針指向被移除元素的後繼結點。一種可選的方案是可以從鏈表頭開始遍歷，並記錄沿途的每個結點直到我們遇到該移除的那個元素為止，則其前驅結點已經記錄下來了。然而這種方法並沒有多大吸引力，因為這樣使得從單鏈表或循環鏈表中移除元素的複雜度降低為O（n）。另一種方式是可以將指定元素的後繼結點的數據拷貝到指定元素中，然後移除後繼結點。這貌似良好的O（1）方法導致危險的負面影響：使指向鏈表的指針失效。對於維護指向該元素的一個指針的開發人員來說，在認為該元素需要刪除之後，他會大吃一驚。該方法的缺點是它與雙向鏈表實現的dlist_remove操作不一致。不管如何，都需要由命名約定來修飾函數名稱。使用_rem_next作為後綴表示移除指定元素的後繼結點，而使用_remove作為後綴則表示要移除指定元素本身。回顧一下，在雙向鏈表中我們可以精確地移除由參數所指定的那個元素，因為每個元素都包含一個指向其前驅結點的prev指針。


  問：回憶一下本章中出現過的鏈表數據結構，每種結構都包含一個size成員。數據結構List和DList還包含有一個tail成員。為什麼要在數據結構中包含這些成員呢？


  答：通過在插入和移除操作時動態地更新這些結構成員，當我們需要知道鏈表結點個數或者想訪問尾部元素時就可以避免複雜度為O（n）的遍歷過程，而直接通過結構成員獲得相關的信息。通過維護這些成員，取得一個鏈表的尾部結點或者鏈表的結點個數就成為一種O（1）的操作，且不會為插入和移除操作增添任何複雜度。


  問：如果要在鏈表頭前插入元素，則參數element要設置為NULL，這種方式只在單鏈表的實現中出現過。為什麼在雙向鏈表和循環鏈表中不需要這樣做？


  答：在雙向鏈表的表頭前插入元素可以通過頭結點本身的prev指針做到。在循環鏈表中，要想在頭元素之前插入元素，可以使用clist_ins_next函數將新結點插入尾部元素之後。記住，在循環鏈表中，尾部結點的next指針又指回了頭結點。


  相關主題


  雙向循環鏈表


  本章介紹的各種循環鏈表是單向的。雙向循環鏈表允許正向和反向循環遍歷結點。


  鏈表數組


  多維數組的一種動態表示方式。每個元素都包含額外的指針和位置信息來保證數組之間能夠正確鏈接並能夠訪問。


  廣義表


  廣義表是一種為元素之間提供更靈活的鏈接關係的數據結構。例如，可能會在一組元素中用到多個指針來組織成多個鏈表，每個鏈表代表一種不同的元素順序。


  游標


  一種用來模擬鏈式分配的方法，游標在不支持指針類型的編程語言（如FORTRAN）中很有用。


  第6章　棧和隊列


  通常來說，決定採用何種方式來存儲數據是非常重要的，這樣便於稍後檢索數據時，數據會自動按照某種規定的順序給出。用於檢索數據的一種常用結構稱為棧，它檢索元素的順序與存儲元素的順序相反。例如：一個記錄函數調用軌跡的數據塊。這些數據塊稱為活躍記錄。有一個函數集{f1,f2,f3}，其中f1調用f2，f2調用f3，每次當函數調用發生時，程序就會分配空間來記錄此激活信息。這些記錄會一直存在直到相應的函數返回。因為函數調用與函數返回是一個相反的過程，所以活躍記錄的獲取與釋放也與其存儲空間分配的順序是相反的。用於檢索數據的另一種常用結構稱為隊列，它是按照元素到達的先後順序來釋放元素的。例如：我們可能有一堆事情要做，這時我們會按順序做第一件事，接著第二件……直到最後一件事完成。棧和隊列就是這樣一種常見而簡單的數據結構。


  本章內容包括：


  棧


  按照後進先出（LIFO）的順序存儲和檢索數據的高效數據結構，它檢索元素的順序與存儲元素的順序相反。


  隊列


  按照先進先出（FIFO）的順序存儲和檢索數據的高效數據結構，它按照存儲元素的先後順序檢索元素。


  棧和隊列的一些應用：


  信號量


  信號量能使兩個或多個進程訪問共享資源時保持同步。當一個進程獲取了一個信號量，它首先會做一個簡單的檢測來判定此信號量所保護的資源是否正在被其他進程訪問。如果是，那麼此進程進入阻塞和等待狀態，直到另外一個進程告知此資源已釋放。由於在同一時間段內可能有很多進程等待使用同一資源，因此信號量常常使用隊列來管理這些進程，以決定接下來哪個進程能夠訪問共享資源。


  事件處理（在本章講述）


  事件處理是實時編程的重要組成部分。在實時系統中，當事件頻繁發生時，系統往往並沒有完全準備好去處理它們。而隊列可以記錄事件的信息，並在稍後將發生的事件按接收順序一一處理。


  X Window系統


  一個基於網絡的圖形窗口系統，在客戶端程序的管理下，它將圖形界面顯示在服務器上。X是一個運用事件處理來管理的實際系統。為了管理事件，它通常使用一個隊列來存儲事件，直到事件能夠處理。


  生產者-消費者問題


  這是進程間協同合作的一個經典模型。其中，在一個進程中生產者向一個被其他進程共享的隊列中寫入數據，而同時消費者從此隊列中讀出數據。生產者-消費者問題是一個經典的學習案例，因為很多實際應用都可以用此模型來表述。


  C中的函數調用


  這是模塊化編程的一個重要組成部分。當在C程序中調用一個函數時，一個包含調用信息的活動記錄被壓入一個棧中，這個棧稱為程序棧。當此函數結束時，它的活動記錄會從程序棧中彈出。棧是記錄函數調用過程的完美模型，因為函數的調用過程與函數的返回過程是相反的，這與棧的特性相吻合。


  抽像棧機


  編譯器和手持式計算器常用這種抽像模型來計算表達式（見第9章中的例子）。


  棧的描述


  棧的一個顯著特徵是它按照後進先出（LIFO）的方式存儲和刪除元素。這意味著，最後一個存入棧中的元素將會第一個被刪除。我們可以把棧形象地看做一筒網球。當往筒裡放球時，球從筒底向上排到筒口；當從筒裡拿球時，球從筒口往下依次被拿出，直到筒底的球最後一個被拿出。並且，如果我們想拿到處於筒底的那個球，那麼就必須把筒底那個球之上的球全部拿出才行。在計算機中，要把元素存儲到棧中，就「壓入」元素；要刪除棧中的元素，就「彈出」元素（見圖6-1）。有時候，可以通過檢查棧頂元素（而不是實際刪除它）來獲取元素的某些信息。
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    圖　6-1　1）已有元素的棧　2）壓入8、9、2　3）彈出2、9
  


  棧的接口定義


  stack_init
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  返回值　無


  描述　初始化由stack指定的棧。在對棧進行其他操作之前，必須調用初始化函數。參數destroy是一個函數指針，通過調用stack_destroy來釋放動態分配的內存空間。例如：如果一個棧包含用malloc動態分配內存的數據，那麼當此棧銷毀時，destroy會調用free來釋放內存空間。當一個結構化數據包含若干動態分配內存的數據成員時，destroy應該指向一個用戶自定義的函數來釋放每個動態分配的數據成員和結構本身的內存空間。如果不需要釋放棧中的數據，那麼destroy應該指向NULL。


  複雜度　O（1）


  stack_destroy
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  返回值　無


  描述　銷毀由stack指定的棧。在調用stack_destroy之後不再允許進行其他操作，除非再次調用stack_init。stack_destroy會刪除棧中的所有元素，如果傳遞stack_init的參數destroy不為NULL，每次移除一個元素時，都要調用stack_destroy一次。


  複雜度　O（1），n為棧中元素的個數。


  stack_push
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  返回值　如果元素入棧成功則返回0；否則返回-1。


  描述　向stack指定的棧中壓入一個元素。新元素包含一個指向data的指針，因此只要元素仍然存在於棧中，data引用的內存就一直有效。與data相關的存儲空間將由函數的調用者來管理。


  複雜度　O（1）


  stack_pop
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  返回值　如果元素出棧成功則返回0；否則返回-1。


  描述　從stack指定的棧中彈出一個元素。返回時，data指向已彈出元素中存儲的數據。與data相關的存儲空間將由函數的調用者來管理。


  複雜度　O（1）


  stack_peek
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  返回值　棧頂部元素中存儲的數據；如果棧為空，則返回NULL。


  描述　獲取stack指定的棧頂部元素中存儲的數據的宏。


  複雜度　O（1）


  stack_size
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  返回值　棧中元素的個數。


  描述　獲取stack指定的棧中元素個數的宏。


  複雜度　O（1）


  棧的實現與分析


  結構stack是棧的數據結構。實現棧的方法有很多，其中之一是用鏈表來實現。可以通過typedef Stack to List這種簡單的方法來做到這一點（見示例6-1）。這種方法不僅簡單，而且可以使棧具有多態的特性。通俗地講，多態通常是面向對像語言的一種特性，它允許某種類型的對象（變量）在使用時用其他類型的對象（變量）代替。這意味著，除了使用棧本身的操作外，還可以使用鏈表中的操作，這是因為棧本身就是一種鏈表，它與鏈表有相同的特性。因此，很多時候可以像使用鏈表一樣使用棧。


  這裡有一個例子，假設要遍歷一個棧中的元素，通過這種方式來顯示棧中的元素或者判斷元素是否屬於這個棧。為此，首先獲取鏈表的頭元素list_head，然後用list_next遍歷它。在這裡僅僅使用了棧的操作，將元素一個一個地彈出，檢查元素，並將它們臨時壓入另外一個棧中。如果在處理完所有元素之後，要重新建立原始棧，可以將臨時棧中的元素一個一個彈出，並將它們壓入原始棧中。但我們要清楚，這種方法並不高效，且在實際的程序中也不常見。


  示例6-1：棧抽像數據類型的頭文件
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  stack_init


  棧通過stack_init初始化，經過初始化的棧才能進行其他操作（見示例6-1）。因為棧本身就是一個鏈表，並且初始化過程相同，所以將stack_init定義成list_init。


  stack_init的運行時複雜度與list_init相同，都是O（1）。


  stack_destroy


  棧通過stack_destroy銷毀（見示例6-1）。因為棧本身就是一個鏈表，並且銷毀過程相同，所以將stack_destroy定義成list_destroy。


  stack_destroy的運行時複雜度與list_destroy相同，都是O（n），n為棧包含元素的個數。


  stack_push


  棧通過stack_push往棧頂壓入元素。stack_push調用list_ins_next方法來插入指向鏈表頭部中data的元素（見示例6-2）。


  stack_push的運行時複雜度與list_ins_next相同，都是O（1）。


  stack_pop


  棧通過stack_pop從棧頂彈出元素。stack_pop調用list_rem_next方法來刪除鏈表的頭元素（見示例6-2），並將data指向已刪除元素中的數據。


  stack_pop的運行時複雜度與list_rem_next相同，都是O（1）。


  stack_peek與stack_size


  這是棧的兩個宏定義，實現了棧的兩種簡單操作（見示例6-1）。stack_peek用來獲取棧頂元素的信息而並不彈出棧頂元素；stack_size用來獲取棧的大小。這兩種操作都是通過訪問Stack結構的成員來實現的。


  由於訪問結構的成員變量是一種簡單的操作，只會消耗固定的運行時間，因此這兩種宏的運行時複雜度為O（1）。


  示例6-2：棧抽像數據類型的實現
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  隊列的描述


  隊列的一個顯著特徵是它按照先進先出（FIFO）的方式存儲和檢索元素。這意味著首先存入隊列的元素將首先被刪除。我們可以把隊列形象地看成在郵局排隊辦業務的一隊人。事實上，任何一個到過英國的人都知道，你在任何公共場所辦事時都必須「排隊」。當新人一個一個排到隊尾時，隊伍也在不停變化。當隊伍最前面的人完成服務後，將首先離開，接著是下一個，再下一個……在計算機中，將一個元素放置到隊尾，稱為「入隊」操作；將一個元素從隊列頭刪除，稱為「出隊」操作（見圖6-2）。我們可以通過檢查隊列頭元素（而不是實際刪除它）來獲取元素的某些信息。
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    圖　6-2　（1）已有元素的隊列（2）8、9、2入隊（3）5、3出隊
  


  隊列的接口定義


  queue_init
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  返回值　無


  描述　初始化由queue指定的隊列。在隊列進行其他操作之前，必須調用初始化函數。參數destroy是一個函數指針，通過調用queue_destroy來釋放動態分配的內存空間。它的工作原理與stack_destroy相似。如果隊列中的數據不需要釋放，那麼destroy應該指向NULL。


  複雜度　O（1）


  queue_destroy
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  返回值　無


  描述　銷毀由queue指定的隊列。在調用queue_destroy之後隊列不允許進行其他操作，除非再次調用queue_init。queue_destroy會刪除隊列中的所有元素，同時釋放queue_init中參數destroy不為NULL的成員所佔用的內存空間。


  複雜度　O（n），n為隊列中元素的個數。


  queue_enqueue
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  返回值　如果元素入隊成功則返回0；否則返回-1。


  描述　向queue指定的隊列末尾中插入一個元素。新元素包含一個指向data的指針，因此只要元素仍然存在於隊列中，data引用的內存就一直有效。與data相關的存儲空間將由函數的調用者來管理。


  複雜度　O（1）


  queue_dequeue
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  返回值　如果元素出隊成功則返回0；否則返回-1。


  描述　從queue指定的隊列頭部刪除一個元素。返回時，data指向已出隊元素中存儲的數據。與data相關的存儲空間將由函數的調用者來管理。


  複雜度　O（1）


  queue_peek
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  返回值　隊列頭部元素中存儲的數據；如果隊列為空，則返回NULL。


  描述　獲取由queue指定的隊列頭部元素中存儲數據的宏。


  複雜度　O（1）


  queue_size


  [image: ]


  返回值　隊列中元素的個數。


  描述　獲取由queue指定的隊列元素個數的宏。


  複雜度　O（1）


  隊列的實現與分析


  結構Queue是隊列的數據結構。同棧一樣，也用typedef Queue List來定義它。


  queue_init


  隊列通過queue_init初始化，經過初始化的隊列才能進行其他操作（見示例6-3）。因為隊列本身就是一個鏈表，並且初始化過程相同，所以將queue_init定義成list_init。


  queue_init的運行時複雜度與list_init相同，都是O（1）。


  queue_destroy


  隊列通過queue_destroy銷毀（見示例6-3）。因為隊列本身就是一個鏈表，並且銷毀過程相同，所以將queue_destroy定義成list_destroy。


  queue_destroy的運行時複雜度與list_destroy相同，都是O（n），n為隊列包含元素的個數。


  示例6-3：隊列抽像數據類型的頭文件
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  queue_enqueue


  隊列通過queue_enqueue往隊列尾部插入元素。queue_enqueue調用list_ins_next方法來插入鏈表尾部指向data的元素（見示例6-4）。


  queue_enqueue的運行時複雜度與list_ins_next相同，都是O（1）。


  queue_dequeue


  隊列通過queue_dequeue從隊列頭部刪除元素。queue_dequeue調用list_rem_next方法來刪除鏈表的頭元素（見示例6-4），並將data指向已刪除元素中的數據。


  queue_dequeue的運行時複雜度與list_rem_next相同，都是O（1）。


  示例6-4：隊列抽像數據類型的現實
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  queue_peek與queue_size


  這是隊列的兩個宏定義，實現隊列的兩種簡單操作（見示例6-3）。queue_peek用來獲取隊列頭元素的信息而並不使頭元素出隊；queue_size用來獲取隊列的大小。這兩種操作都是通過訪問Queue的結構成員來實現的。


  由於訪問成員變量是一種簡單的操作，只消耗固定的運行時間，所以這兩種宏的運行時複雜度為O（1）。


  隊列示例：事件處理


  在事件驅動的應用中利用隊列來處理事件是一種常見的方法。事件驅動的應用主要遵循實時事件發生的順序來執行。例如，在Java、X或Windows中開發圖形用戶界面，應用程序的行為主要取決於鍵盤操作、鼠標移動等一些由用戶觸發的事件。其他一些數據驅動應用的例子還包括飛機或工廠設備中的控制系統等。


  在很多事件驅動的應用中，事件可能隨時發生，因此在能夠處理這些已發生的事件之前，有序地存儲和管理這些事件是非常重要的。由於系統處理事件的順序基本上是按照事件發生的先後順序進行的，因此隊列是處理這種情況的較好方法。


  示例6-5列舉了兩個用於事件處理的函數：receive_event和process_event。兩個函數都用於處理包含Event類型事件的隊列。Event在event.h中定義，在此沒有列舉出來。一個應用程序調用receive_event將一個將要處理的事件入隊。有很多種方式可以用來告知應用程序將有事件要進行處理，最常用的是通過硬件中斷的方式來告知。當應用程序認為是時候來處理一個事件時，它就會調用process_event函數。在process_event函數內部，事件從隊列中出隊，並轉交由應用程序指定的具體的調度函數處理。調度函數作為參數dispatch傳遞給process_event。使用調度函數目的是採取適當的行動來處理事件。一般有兩種常用的調度方法：同步地處理事件，即在處理的事件未處理完成之前無法進行下一個操作；異步地處理事件，即在事件處理的過程中，還能另外啟動獨立進程來處理其他事件。通常異步處理事件效率更高，但在處理主從進程之間的關係時需要特別小心，以免衝突。


  receive_event的運行時複雜度為O（1），因為它只調用了複雜度為O（1）的隊列操作queue_enqueue。process_event的運行時複雜度取決於它所調用的調度函數，process_event剩下部分運行固定的時間。


  示例6-5：處理事件函數的實現
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  問與答


  問：如果Stack和Queue沒有用typedef List來定義，那麼還有其他的方法來實現棧和隊列嗎？


  答：雖然將Stack和Queue用typedef List來定義能夠帶來很多便利，但我們仍然有其他可替代的方法來實現這些數據結構。例如，像List一樣，Stack和Queue可以定義自己獨有數據結構（包含相同的成員），當然如果是這樣的，它們將不能使用鏈表中的一些操作。另外一種實現方法就是將鏈表結構放到每個棧或隊列結構中，這樣棧或隊列就可以繼續使用鏈表中的操作。但這樣表示並不貼切，因為棧和隊列本身就是鏈表的一種，而並不是包含在鏈表中。


  問：為什麼棧中沒有stack_next宏？同樣，為什麼隊列中沒有queue_next宏？這兩種宏可以分別用來遍歷棧和隊列。


  答：通過typedef List來定義Stack和Queue後，就不需要類似於next這樣的操作，因為List本身就包含list_next的操作。這很好，因為對棧和隊列這樣的數據結構來說，遍歷並不是一種常用的操作。當開發者需要在棧或隊列上使用鏈表的操作時，只需要為棧和隊列提供一個純接口即可。[1]


  問：有時候需要從一個有序的隊列中任意刪除一些元素（例如：從隊列中的任意節點刪除，而不是從隊列頭刪除）。有一個包含5個請求的隊列＜req1，……，req5＞。此時，我們需要立即處理req1、req3和req5，剩下的req2和req4按順序留在隊列中，如何用隊列的操作處理上述過程？如果用鏈表的操作，又可以如何處理上述過程？


  答：用隊列操作處理如下：req1出隊，req2出隊，req2重新入隊，req3出隊，req4出隊，req4重新入隊，req4出隊。因為req2和req4重新入隊，所以隊列中還剩下這兩個請求。如果用鏈表的操作來處理上述過程將更加直觀和簡單。在這種情況下，只需要調用list_next遍歷隊列，然後在遍歷到相應的請求時調用list_rem_next來刪除相應的請求即可。


  [1]這裡的棧和隊列實際上是用鏈表實現的，通過接口隱藏了實現，而且有了一定的多態能力。


  相關主題


  多態


  某種類型的對象（變量）可以用其他特定的對象（變量）替代使用，這兩種對像（變量）之間有某些相同的特性。多態是面向對像語言的重要組成部分。然而，在一些內在並不支持多態的語言中，我們在某種程度上仍然可以通過使用一些特殊技術來提供這種多態的特性。


  雙向隊列


  通常簡稱為deque（發音同"decks"）。雙向隊列操作更加靈活，它能夠在隊列的頭部和尾部都進行插入和刪除操作。


  循環隊列


  循環隊列類似於循環鏈表。與循環鏈表不同的是，循環隊列沒有隊尾，隊列的最後一個元素指向隊列的第一個元素，以便隊列能夠以循環的方式來遍歷。


  第7章　集合


  集合是不同對像（稱為成員）的無序聚集。由於元素之間彼此相關聯，因此可以理解為歸聚在一起的成員組合。集合的兩個重要特點是：第一，成員是無序的，第二，每個成員都只在集合中出現一次。集合是離散數學中的重要部分，離散數學與計算機科學之間有著很深的淵源。在計算機科學中，我們使用集合來歸類數據，尤其是當我們計劃以後將其與其他數據相關聯時。一些編程語言比如Pascal原生支持集合，但C語言本身並沒有這種特性。因此，本章將介紹集合這種抽像數據類型。


  本章內容包括：


  集合的基本準則


  集合能夠採用基本的數學定義來描述。和其他數據對像一樣，集合包含一些基本定義、基本的操作以及屬性。


  集合抽像數據類型


  這種抽像數據類型基於數學中集合的概念。集合是成員彼此之間相關，但每個成員在集合中只出現一次的無序聚集。


  關於集合的一些應用有：


  數據關聯


  用來確定數據集合之間的關係。例如，求兩個集合的交集——同時出現在兩個集合中的成員。兩個集合的差集則指出在第一個集合中出現而不屬於第二個集合中的成員。


  集合覆蓋（本章將闡述）


  一種優化求解問題，對很多組合數學和資源選擇問題給出了漂亮的抽像模型。例如，設想要從一大堆選手中挑選人員來組成一支隊伍，每名隊員都擁有某種特定技能的組合。我們可以採用集合覆蓋的抽像方法來組成一個擁有特定技能組合的最小團隊。也就是說，對於團隊這個整體所需要的任意一種技能，隊伍中應該至少有一名隊員擁有這項能力。


  集合計算


  尤其體現在組合數學和概率論中。集合擁有它自身的規則，而計算機則能夠幫助完成這些計算。計算機尤其擅長處理包含著成千上萬個成員的大規模集合。計算這種規模的集合就如同大數之間的數學計算，如果手工處理會非常乏味。


  圖


  圖是一種常用來描述對像之間的關係或關聯的數據結構（見第11章）。最常用來表示圖的方式是採用鄰接表。鄰接表包含與單個頂點相鄰的頂點。一種表示鄰接表的方式是採用一個鄰接頂點的集合。


  圖算法


  圖算法用來解決由圖這種數據結構所建模的問題（見第16章）。通常，圖算法用集合來將頂點和邊分組。例如，用來計算最小生成樹的Kruskal算法（見第16章末尾的相關主題）。該算法使用一個集合來跟蹤生成一棵最小生成樹時邊的信息。它採用頂點的集合來避免樹中出現環。


  關係代數


  這是針對數據庫系統的查詢化語言的理論基礎。從根本上說，集合理論組成了所有查詢化語言的基礎。例如，假設我們使用SQL（結構化查詢語言）查詢一家軟件公司數據庫中的問題報告。我們在數據庫中查詢針對所有開發人員的問題分類，要麼是OPEN狀態，表示開發人員正在解決這個問題；要麼是WAIT狀態，表示開發人員還沒有開始著手解決。實際上，這個查詢的結果是所有OPEN狀態問題和WAIT狀態問題的並集。


  集合介紹


  集合是相關聯成員的無序組合，且每個成員在集合中僅出現一次。集合的正式寫法是在兩邊加上大括號。因此，如果S是一個包含成員1、2和3的集合，則集合S應寫作S={1,2,3}。當然，由於集合是無序的，因此也可以寫作S={3,2,1}。如果成員m在集合S中，則成員關係可以寫作m∈S；否則寫作m∉S。例如，在集合S中，S={1,2,3}，則2∈S，但4×S，將屬於符號改為不屬於符號。要高效地使用集合，我們應該先熟悉一些定義、基本運算以及集合的屬性。


  集合的定義


  1.沒有包含任何成員的集合稱為空集。集合的所有可能成員稱為全域。（當然，有時候全域比較難定義！）以集合的寫法可表示為：


  S=U表示全域；S=∅表示空集。


  2.如果兩個集合中所包含的成員完全一樣，則稱這兩個集合相等。例如，如果S1={1,2,3}，S2={1,2,3}，以及S3={1,2,4}，則S1等於S2，但S1不等於S3。以集合的寫法表示為：


  S1=S2表示S1和S2相等；S1≠S2表示S1和S2不等。


  3.如果集合S2包含另一個集合S1所有的成員，則S1是S2的子集。例如，如果S1={1,3}，S2={1,2,3}以及S3={1,2}，則S1是S2的子集，但S1不是S3的子集。以集合的寫法表示為：


  S1⊂S2表示S1是S2的子集；S1⊄S2表示S1不是S2的子集。


  集合的基本操作


  1.兩個集合S1和S2的並集也是一個集合，記為Su，它包含了S1和S2中的所有成員。例如，如果集合S1={1,2,3}，S2={3,4}，則Su={1,2,3,4}。以集合的寫法表示為：Su=S1⋃S2。


  2.兩個集合S1和S2的交集也是一個集合，記為Si，它只包含同時存在於S1和S2中的成員。例如，如果S1={1,2,3}，S2={1,2}，則Si={1,2}。以集合的寫法表示為：Si=S1⋂S2。


  3.兩個集合S1和S2的差集也是一個集合，記為Sd，它只包含在S1中出現過且不屬於S2的成員。例如，如果S1={1,2,3}，S2={3,4}，則Sd={1,2}。以集合的寫法表示為：Sd=S1−S2。


  集合的性質


  1.某個集合與空集的交集結果一定是空集。某個集合與空集的並集結果還是原來的集合本身。這些行為由集合的空集律描述為：


  S⋂∅=∅


  S⋃∅=S


  2.與集合本身求交集結果還是集合本身。同樣的，與集合本身求並集結果也還是集合本身。這種行為由集合的冪等律描述為：


  S⋂S=S


  S⋃S=S


  3.集合S1與集合S2的交集其結果等同於集合S2與集合S1的交集。同樣的道理也適用於並集的情況。這種行為由集合的交換律描述為：


  S1⋂S2=S2⋂S1


  S1⋃S2=S2⋃S1


  4.一組集合的交集可以按照任意順序來求解（見圖7-1）。同樣的道理也適用於並集的情況。這種行為由集合的結合律描述為：


  S1⋂（S2⋂S3）=（S1⋂S2）⋂S3


  S1⋃（S2⋃S3）=（S1⋃S2）⋃S3
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    圖　7-1　集合的結合律圖示（性質4），用到了維恩圖（見本章末尾的相關主題）
  


  5.某集合與其他兩個集合的並集相交的結果可以按照一種分配的方式來解決。同樣的道理也適用於求解某集合與其他兩個集合的交集相合併的結果。這種行為由集合的分配律描述為：


  S1⋂（S2⋃S3）=（S1⋂S2）⋃（S1⋂S3）


  S1⋃（S2⋂S3）=（S1⋃S2）⋂（S1⋃S3）


  6.某集合與該集合和另一個集合的並集相交的結果等於該集合本身。同樣的道理也適用於求解某集合與該集合和另一個集合的交集相合併的結果。這種行為由集合的合併律描述為：


  S1⋂（S1⋃S2）=S1


  S1⋃（S1⋂S2）=S1


  7.當求解一個集合與其他兩個集合的交集或並集之差時，可以得到一個有趣的結論。這種行為稱為德摩根定律（DeMorgan's laws）：


  S1−（S2⋃S3）=（S1−S2）⋂（S1−S3）


  S1−（S2⋂S3）=（S1−S2）⋃（S1−S3）


  集合接口的定義


  set_init
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  返回值　無


  描述　初始化由參數set所指定的集合。該函數必須在集合做其他操作之前調用。參數match是一個函數指針，用來在各種集合操作中判斷兩個成員是否相匹配。如果key1等於key2，則match函數應返回1；否則返回0。當調用函數set_destroy時，destroy參數提供了一種釋放動態分配空間的方法。例如，如果集合的成員包含使用malloc動態分配的數據空間，則當銷毀集合時，destroy應該設置為free來釋放數據佔用的空間。對於結構化數據，其中包含了多個動態分配的成員，destroy應該設置為一個由用戶自定義的析構函數來釋放每個動態分配的成員以及結構體本身所佔用的內存空間。如果集合包含的數據不應該釋放的話，destroy就應該設置為NULL。


  複雜度　O（1）


  set_destroy
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  返回值　無


  描述　銷毀由參數set所指定的集合。調用set_destroy後集合的其他操作都不允許再執行，除非再次調用它。set_destroy操作將集合中的所有成員都移除，如果傳遞給set_init的參數destroy不為NULL的話，則調用destroy所指定的函數，對集合中每個移除的元素施行資源回收操作。


  複雜度　O（n），這裡n代表集合中的元素個數。


  set_insert
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  返回值　如果插入操作成功則返回0；如果插入的成員在集合中已經存在返回1；否則返回-1。


  描述　在由參數set所指定的集合中插入一個成員。新成員包含一個指向data的指針，因此只要該成員還在集合中，則data所引用的內存空間就應該保持合法。由調用者負責管理data所關聯的存儲空間。


  複雜度　O（n），這裡n代表集合中的元素個數。


  set_remove
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  返回值　如果移除操作成功則返回0；否則返回-1。


  描述　在由參數set所指定的集合中移除數據域同data相吻合的成員。函數返回之後，data指向移除的成員的數據部分。由調用者負責管理data所關聯的存儲空間。


  複雜度　O（n），這裡n代表集合中的元素個數。


  set_union
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  返回值　如果計算並集成功則返回0；否則返回-1。


  描述　建立一個集合，其結果為set1和set2所指定集合的並集。返回後，setu就代表這個並集。因為setu指向set1和set2中成員的數據域，所以set1和set2中的數據必須保持合法，直到setu被set_destroy銷毀。


  複雜度　O（mn），這裡m和n分別代表集合set1和set2中的元素個數。


  set_intersection
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  返回值　如果交集計算成功返回0；否則返回-1。


  描述　建立一個集合，其結果為set1和set2所指定集合的交集。函數返回後，seti就代表這個交集。由於seti指向set1中成員的數據域，因此set1中的數據必須保持合法，直到seti被set_destroy銷毀。


  複雜度　O（mn），這裡m和n分別代表著集合set1和set2中的元素個數。


  set_difference
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  返回值　如果計算差集成功返回0；否則返回-1。


  描述　建立一個集合，其結果為set1和set2所指定集合的差集。函數返回後，setd就代表這個差集。因為setd指向set1中的數據域，所以set1中的數據必須保持合法，直到setd被set_destroy銷毀。


  複雜度　O（mn），這裡m和n分別代表著集合set1和set2中的元素個數。


  set_is_member
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  返回值　如果找到成員返回1；否則返回。


  描述　判斷由data所指定成員是否存在於set所指定的集合中。


  複雜度　O（n），這裡n代表集合中的元素個數。


  set_is_subset
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  返回值　如果set1是set2的子集返回1；否則返回-1。


  描述　判斷由參數set1所指定集合是否為參數set2所指定集合的子集。


  複雜度　O（nm），這裡n和m分別代表著集合set1和set2中的元素個數。


  set_is_equal
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  返回值　如果set1和set2相等返回1；否則返回-1。


  描述　判斷由參數set1所指定集合是否等於由參數set2所指定集合。


  複雜度　O（mn），這裡m和n分別代表集合set1和set2中的元素個數。


  set_size


  [image: ]


  返回值　返回集合中的元素個數。


  描述　這是一個宏，用來返回由參數set所指定集合中的元素個數。


  複雜度　O（1）


  集合抽像數據類型的實現和分析


  使用Set來代表集合這種數據結構。實現集合的一種好的方式是採用鏈表。簡單的方法就是將List以typedef的方式重命名為Set（見示例7-1）。除了保持簡潔性之外，使用typedef還使得Set具有了一些多態的特性，如同在棧和隊列中描述的那樣（見第6章）。因此，由於set實際上就是一個鏈表，因此當需要將set表現為一個鏈表的時候就可以對set施行屬於鏈表的操作。使用這種方法的最大的好處就是可以使用list_next來遍歷一個集合，使用list_rem_next來移除一個成員而不用根據成員所存儲的數據來標識它。回顧一下set_remove只能根據成員存儲的數據來唯一標識，當我們不知道集合包含的成員時這就會成為一個麻煩。


  一般來說，本節所展示的集合操作都或多或少需要一定的運行時開銷，主要原因是很多操作都需要遍歷集合中的每一個成員，以此來查詢其中的成員。然而，可以通過採用一種更高效的查找技術來提高運行時的性能，比如哈希（見第8章）。儘管如此，本節所提供是基於通用的實現方式，其運行性能適合於小型到中等規模的集合數據。


  示例7-1：集合抽像數據類型的頭文件
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  set_init


  函數set_init用來初始化一個集合以便其他的操作能夠執行（見示例7-2）。由於set實際上是一個鏈表，因此這裡就直接調用list_init來初始化set。我們需要手動初始化match成員，因為這個成員在鏈表中並沒有得到使用，所以list_init不能初始化這個成員。


  set_init的運行時複雜度同list_init一樣，都是O（1）級的。


  set_destroy


  函數set_destroy用來銷毀一個集合（見示例7-1）。由於set實際上是一個鏈表，需要以相同的方式來銷毀，因此將set_destroy用宏定義的方式定義為list_destroy即可。


  set_destroy的時間複雜度同list_destroy一樣，都是O（n）級的，這裡n代表集合中的成員個數。


  set_insert


  set_insert將一個成員插入集合中（見示例7-2）。由於集合中的成員最多只能出現一次，因此將首先調用set_is_member以確保集合中不會已經包含了待插入的成員。只要集合中不存在待插入的成員，就調用list_ins_next將待插入的成員插入到集合中。


  set_insert的時間複雜度為O（n）級的，因為set_is_member需要遍歷整個集合，所以需要O（n）的時間複雜度，list_ins_next則以O（1）的時間複雜度將成員插入集合中。


  set_remove


  set_remove通過使用list_next遍歷集合，根據match所指定的函數確定需要移除的成員然後將其從集合中移除（見示例7-2）。prev指針剛好指向需要移除成員的前一個元素，因為這是調用list_rem_next所需要的參數。list_rem_next將參數data指向已移除成員的數據域。


  set_remove的時間複雜度為O（n）級的，這裡n代表集合中的成員個數。這是因為在最壞的情況下，整個集合的成員都需要遍歷一次，以此才能確定哪個成員需要移除。這導致n次的O（1）操作需要被執行，也就是在循環中總的開銷成為O（n）。一旦找到了目標成員，list_rem_next將以O（1）的操作將其移除。


  set_union


  set_union操作將建立一個集合，記為setu。這是由參數set1和set2所指定的集合的並集結果（見示例7-2）。首先，調用set_init來初始化setu，然後通過不斷調用list_ins_next將set1中的成員插入setu中。最後，set2中的成員以相同的方式將其成員插入setu中，除此之外，在插入之前還需要調用set_is_member來確保setu中的成員不會出現重複的現象。


  set_union的時間複雜度為O（mn）級的，這裡m和n分別代表集合set 1和set 2中的成員個數。在第一個循環中，遍歷set1中的每個成員並把它們插入setu中，這個過程的時間複雜度為O（m）級的。在第二個循環中需要遍歷set 2的每個成員，這使得這個循環的時間複雜度為處理set 2成員的操作的n倍。而這個循環需要包含時間複雜度為O（m）的set_is_member。因此，第二次循環的總體複雜度為O（mn）。由於這兩次循環是順序執行的，因此set_union的運行時複雜度比單獨執行這兩次循環還要大，記為O（mn）。


  set_intersection


  set_intersection操作將建立一個集合，記為seti。這是由參數set1和set2所指定集合的交集結果（見示例7-2）。首先，調用set_init來初始化seti，然後針對set1中的每一個成員調用set_is_member來確定set1中的成員是否在set2中出現過。如果是，則將這個成員插入seti中。


  set_intersection的時間複雜度為O（mn）級的，這裡m和n分別代表集合set1和set2中的成員個數。這是因為對於set1中的每個成員，都需要調用O（n）級的set_is_member來確定該成員是否也在set2中出現過。


  set_difference


  set_difference操作將建立一個集合，記為setd。這是對參數set1和set2所指定集合求差集的結果（見示例7-2）。首先，調用set_init來初始化setd，其次針對set1中的每一個成員，調用set_is_member來確定該成員是否在集合set2中出現過。如果沒有出現過，則將該成員插入setd中。


  set_difference的時間複雜度為O（mn）級的，這裡m和n分別代表集合set1和set2中的成員個數。這是因為，針對set1中的每一個成員都需要執行複雜度為O（n）的set_is_member操作以此來確定該成員是否也在集合set2中出現過。


  set_is_member


  set_is_member用來判斷某個成員是否在集合中出現過（見示例7-2）。這是通過調用list_next來遍歷集合中的成員直到找到與參數data相吻合的成員或者遍歷完整個集合。


  set_is_member的時間複雜度為O（n），這裡n為集合中的成員個數。這是因為在最壞的情況下，整個集合中的成員都需要遍歷一次以此來確定要查找的成員。


  set_is_subset


  set_is_subset操作用來判斷集合set1是否是集合set2的子集（見示例7-2）。由於要滿足一個集合是另一個集合的子集，set1所包含的成員個數必須小於等於set2所包含的成員個數，因此首先比較它們的成員個數。如果這個測試失敗，則set1不是set2的子集。否則，調用list_next來遍歷set1中的成員，直到找到一個並不屬於集合set2的成員，這說明set1不是set2的子集，或者遍歷完整個set1，此時可確定set1是set2的子集。


  set_is_subset的時間複雜度為O（mn），這裡m和n分別代表集合set1和set2中的成員個數。這是因為對於集合set1中的每一個成員都需要調用複雜度為O（n）的set_is_member操作來判斷該成員是否在集合set2中出現過。


  set_is_equal


  set_is_equal操作用來判斷集合set1是否和集合set2相等（見示例7-2）。因為相等的兩個集合必然有相同的成員個數，所以就從比較它們的成員個數開始。如果兩個集合的成員個數不等，則它們必然不相等。如果兩個集合的成員個數相等，只需要確定set 1是否為set2的子集就可以返回結果了，這可以通過調用set_is_subset來實現。


  set_is_equal的運行時複雜度為O（mn），這裡m和n分別代表集合set1和set2中的成員個數。這是因為set_is_subset的複雜度為O（mn）。


  set_size


  這是一個宏，用來計算集合中的成員個數（見示例7-1）。可以直接通過訪問數據結構Set中的size成員得到。


  因此set_size的時間複雜度為O（1），因為訪問結構體中的成員可以在恆定的時間內完成。


  示例7-2：Set抽像數據類型的實現
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  Set示例：集合覆蓋


  集合覆蓋是一種優化求解問題，對很多組合數學和資源選擇問題給出了漂亮的抽像模型。問題是這樣的：給定一個集合S，集合P由集合S的子集A1到An組成，集合C由集合P中的一個或多個子集組成。如果S中的每個成員都包含在C的至少一個子集中則稱集合C覆蓋集合S。此外，C包含的P的子集應該越少越好。


  舉個例子，設想從一大群選手中挑選人員組建出一支隊伍，每名選手都擁有特定的技能組合。目標是組建出一支最小的隊伍，使得隊伍整體擁有一組特定的技能組合。也就是說，對於隊伍整體所需要的技能，隊伍中至少有一名選手必須擁有這項技能。假定S為隊伍所必須擁有的技能集合，P為所有待選選手的技能集合。從P中挑選出一些技能組合以構成集合C,C必須覆蓋S中所要求的所有技能。記住，我們選擇的選手數量必須盡可能少。


  這裡給出的針對集合覆蓋的算法是一種近似算法（見第1章）。它並不總是獲得最優解，但肯定能夠達到對數級的複雜度。該算法的工作原理是：不斷從P中選出一個集合，使其能夠覆蓋S中最多的成員數量。換句話說，該算法每次都嘗試盡可能早覆蓋S中更多的成員，因此該算法採用了貪心法（見第1章）的思路。由於每個集合都是從P中選出的，如果P被移除，則它的成員也將從S中移除。當P中剩下的成員中沒有任何集合能夠覆蓋S中的成員時，此時覆蓋集合C就完成了。


  讓我們看看對於12種技能的集合S={a,b,c,d,e,f,g,h,i,j,k,l}的最佳覆蓋集。考慮現在有7名待選選手的集合P={A1,……,A7}。P中選手擁有的技能集合為：A1={a,b,c,d}，A2={e,f,g,h,i}，A3={j,k,l}，A4={a,e}，A5={b,f,g}，A6={c,d,g,h,k,l}，A7={l}。最佳覆蓋集應該是C={A1,A2,A3}。這裡給出的算法選擇的集合是C={A6,A2,A1,A3}（見圖7-2）。
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    圖　7-2　一種集合覆蓋問題
  


  示例7-3和示例7-4實現了一個函數cover，該函數在集合P的子集A1~An中挑選出能夠覆蓋集合S的近似最優解。該函數有3個參數：members是待覆蓋的集合S，subsets是集合P中的子集，covering作為返回的覆蓋集C。該函數將修改所傳入的3個參數，因此在調用該函數時，如果必要的話應該先保存一份參數的拷貝。


  函數剛開始執行時，covering通過調用set_init先得到初始化。只要members中還有未覆蓋的成員，且subsets中的子集還沒有挑選完，最外層的循環就得繼續迭代。在這個循環中，每次迭代時它都在subsets中找出能夠覆蓋到members的最大交集。然後它將這個集合加到覆蓋集covering中並把它的成員從members中移除（因為這些成員已經被覆蓋了，下一次迭代將判斷剩餘的成員能否被覆蓋）。在循環的最後，將所選擇的這個集合從subsets中移除（已經選中的要移除）。如果最外層的循環因為members不為空而終止迭代，則表示subsets中的集合不可能滿足完全覆蓋members的要求。同樣，如果在迭代期間subsets中的成員無法與members的成員形成交集，則同樣表示subsets中的成員無法滿足完全覆蓋members的要求。函數cover如果找到了一個完全覆蓋解，該函數返回0，參數covering指向這個完全覆蓋解；如果不可能實現完全覆蓋，則返回1；其他情況返回-1。


  cover的複雜度為O（m3），這裡m代表members集合中的初始成員個數。在最壞的情況下，對於members中的每一個成員，subsets中都只有唯一一個子集與之對應，此時的複雜度是O（m3）。在這種情況下，subsets有m個子集，set_intersection以O（m）的複雜度執行，因為當計算和members求交集時，subsets的每個子集都只有唯一一個成員需要遍歷。因此，cover的內層循環是O（m2）的，而這個循環需要執行m次。


  示例7-3：集合覆蓋問題的頭文件
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  示例7-4：集合覆蓋問題的函數實現
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  問與答


  問：如果不用前面實現的set_is_subset，該如何使用其他的集合操作來判斷一個集合S1是否為另一個集合S2的子集？為什麼要提供一個set_is_subset函數呢？


  答：按照集合的定義，如果S1⋂S2=S1，則必有S1⊂S2。因此，我們可以聯合使用set_intersection和set_is_equal操作來達成相同的目的。無論我們按照本章給出的實現方式還是聯合使用set_intersection和set_is_equal，它們的時間複雜度都是O（mn），這裡m和n分別代表集合S1和S2的成員個數。但是，如果調用set_intersection和set_is_equal，運行時間事實上接近於T（m,n）=2mn，這是因為set_intersection和set_is_equal的運行時間都是T（m,n）=mn乘以某個常量。與set_is_subset相比，其運行時間更接近於T（m,n）=mn。儘管這兩種方法的複雜度是一樣的，但實際上調用set_intersection和set_is_equal需要花費大約兩倍的時間。


  問：如果不用前面實現過的set_is_equal，該如何使用集合的其他操作來實現判斷集合S1是否等於集合S2？


  答：按照集合的定義，如果S1−S2=∅，且S2−S1=∅，則S1=S2。因此，可以通過調用兩次set_difference以及兩次set_size來實現同樣地功能，雖然這樣做效率比較低。


  問：如果不用前面實現過的set_intersection，該如何使用集合的其他操作來計算兩個集合S1和S2的交集？


  答：按照集合的定義有如下等式成立：S1⋂S2=S1−（S1−S2）。因此可以通過調用兩次set_difference來實現同樣的功能，雖然這麼做效率比較低。


  問：為什麼在set_unoin、set_intersection以及set_difference中使用list_ins_next來把成員插入集合中而不是通過set_insert？


  答：回顧一下，set_insert的複雜度是O（n），因為它需要遍歷集合中的元素以確保待插入的成員沒有在集合中出現過。而set_union、set_intersection以及set_difference操作都已經確保了這一點，因此顯然應該採用更高效的O（1）複雜度的list_ins_next來完成。


  問：假設有3個集合，S1={1,2,3}，S2={1,4,5}，S3={1}。分別計算S1⋃S2，S1−（S2⋂S3），（S1⋂S2）−S3的結果。


  答：（S1⋃S2）={1,2,3,4,5}，S1−（S2⋂S3）={2,3}，（S1⋂S2）−S3=∅。


  問：利用集合的性質和基本操作化簡下面的式子：


  （（（S1⋂S2）⋃（S1⋂S3））−（S1⋂（S2⋃S3）））⋃（S1⋂S2）


  答：對原式利用分配律得到（（S1⋂（S2⋃S3））−（S1⋂（S2⋃S3）））⋃（S1⋂S2），再做差集運算，得到∅⋃（S1⋂S2），再根據空集法則，得到最終結果為S1⋂S2。


  問：兩個集合的對稱差由那些只在其中一個集合中出現過的成員組成。集合S1與S2的對稱差記為S1∆S2。如何利用本章講到的操作來實現求解集合的對稱差呢？這個操作能否以更高效的方式實現？


  答：按照集合的定義，S1∆S2=（S1−S2）⋃（S2−S1）。因此，可以通過調用兩次set_difference以及一次set_union來實現求對稱差的操作。這種方法在最壞的情況下其運行時間為T（m,n）=3mn再乘以某個常量。對於複雜度為O（mn），這裡m和n分別為集合S1和S2的成員個數。例如，假設S1={1,2,3}，S2={4,5,6}，這代表最壞的情況。要計算S1−S2，必須針對S1中的每一個成員在S2中搜索一次，這樣得到的結果為{1,2,3}。同樣道理，要計算S2−S1，必須針對S2中的每一個成員在S1中搜索一次，這樣得到的結果為{4,5,6}。由於計算出的每一個集合都與原集合擁有相同的成員個數m和n，因此求它們的並集將使得運算時間成比例地擴大m乘以n倍。然而由於我們知道計算S1−S2和S2−S1將不會產生任何重複的成員，因此就可以避免使用set_union進而調用複雜度為O（1）的list_ins_next操作將它們的結果插入最終的集合中，這只需要執行m+n次。在實踐中這是一種更好的實現方式，但並不會改變計算的總體複雜度。


  問：一個多重集合（見本章最後的相關主題部分）是一種允許其成員出現多次的集合。針對多重集合的插入、移除成員操作與本章中給出的插入、移除操作相比，其複雜度如何？


  答：當把成員插入集合中時，如果成員不允許重複，就必須遍歷整個集合以確保沒有插入一個已經存在的成員，這是複雜度為O（n）的操作。移除成員同樣也是複雜度為O（n）的操作，因為不得不再次遍歷整個集合一次。在多重集合中，插入操作將更有效率，因為不必遍歷集合以檢查重複性問題。因此可以以複雜度為O（1）的操作完成插入。在多重集合中，移除成員的操作仍然為複雜度為O（n）的複雜度，因為仍然需要搜索整個集合以確定需要移除的那個成員。


  相關主題


  維恩圖


  一種幫助我們可視化地確定集合操作結果的圖形表示法。比如，用來描繪兩個集合交集的維恩圖，圖形中兩個集合重疊的部分就表示交集的結果。


  位矢量表示


  一種表示集合的方法，當已知全集合很小時很有用。全集合中的每個成員都表示為數組中的一位。如果某個成員屬於集合，它相應的位置1；否則相應的位置0。


  多重集合


  多重集合中的成員可以是重複的。在某些問題中，對於集合成員不允許重複的限制顯得過於嚴格。對於這些問題，多重集合是一種替代傳統集合的方法。


  第8章　哈希表


  哈希表支持一種最有效的檢索方法：散列。從根本上來說，一個哈希表包含一個數組，通過特殊的索引值（鍵）來訪問數組中的元素。哈希表的主要思想是通過一個哈希函數，在所有可能的鍵與槽位之間建立一張映射表。哈希函數每次接受一個鍵將返回與鍵相對應的哈希編碼或哈希值。鍵的數據類型可能多種多樣，但哈希值的類型只能是整型。


  由於計算哈希值和在數組中進行索引都只消耗固定的時間，因此哈希表的最大亮點在於它是一種運行時間在常量級的檢索方法。當哈希函數能夠保證不同的鍵生成的哈希值互不相同時，就說哈希表能直接尋址想要的結果。但這只是理想狀態，在實際運用過程中，能夠直接尋址結果的情況非常少。例如，一個電話郵件系統，通過8個字符組成的名字作為鍵，來哈希得到系統中的用戶消息。如果我們想依賴直接尋址，那麼這個哈希表將會有超過268=2.09×1011個條目，而這些條目中的絕大多數都是無用的，因為大多數的字符組合都不是姓名。


  通常與各種各樣的鍵相比，哈希表的條目數相應較少。因此，絕大多數哈希函數會將一些不同的鍵映射到表中相同的槽位上。當兩個鍵映射到一個相同的槽位上時，它們就產生了衝突。一個好的哈希函數能最大限度地減少衝突，但衝突不可能完全消除，我們仍然要想辦法處理這些衝突。本章介紹兩種類型的哈希表，它們以不同的方式解決衝突問題。


  本章內容包括：


  鏈式哈希表


  將數據存儲在「桶」（bucket）中的哈希表。每個「桶」都是一個鏈表，且鏈表的容量能夠隨著衝突的增加而增大。


  開地址哈希表


  將數據存儲在表本身中，而不是「桶」中的哈希表。它通過各種探查方法來避免衝突問題。


  選擇哈希函數


  這是哈希算法的核心問題：將鍵隨機地分散到表中，使衝突最小化。因此，選擇一個能夠實現這一過程的哈希函數尤為重要。


  衝突解決


  當有多個鍵映射到相同的索引時解決鍵衝突問題。鏈式哈希表以固有的方式（因為其包含鏈表）來解決衝突。開地址哈希表通過各種形式的探查方法來解決衝突（後續會講到）。


  一些哈希表的應用：


  數據庫系統


  具體來說，就是那些要求高效的隨機訪問的地方。一般來說，數據庫系統主要用來優化兩種數據訪問方法：順序訪問和隨機訪問。哈希表是高效的隨機訪問方法的一個重要組成部分，因為它能在固定時間內定位數據。


  符號表（本章將闡述）


  符號表是編譯器用來維護程序中符號信息的表。編譯器會頻繁地訪問符號信息，因此，用更為高效的方法來實現符號表是非常重要的。


  標籤緩衝區


  一種用與機器無關的方式來存儲和檢索數據的機制。每個數據成員在緩衝區中都有一個固定的偏移量。緩衝區中存有一個哈希表，這樣每個標記成員的位置可以迅速確定。標籤緩衝區經常應用於網絡傳輸中，當主機將結構化數據傳遞到另一主機時，另一主機的字節順序和結構對齊可能與原始主機不同。當成員一個一個存儲或提前時，標籤緩衝區就可以處理這些問題。


  數據字典


  一種支持數據的添加、刪除和檢索的數據結構。雖然哈希表與數據字典的操作很類似，但是使用其他的數據結構也可以實現數據字典的功能。用哈希表來實現會更高效。


  關聯數組


  它經常用於不支持結構化數據類型的程序語言中。關聯數組包含有組織的數據，一個數組中的第n個元素會與另一個數組中的第n個元素相對應。關聯數組通過幾個鍵字段來索引一組邏輯化數據時非常有用。哈希表能夠有助於高效地通過鍵索引每個數組中。


  鏈式哈希表的描述


  鏈式哈希表從根本上來說是由一組鏈表構成。每個鏈表都可以看做一個「桶」，我們將所有的元素通過散列的方式放到具體的不同的桶中（見圖8-1）。插入元素時，首先將其鍵傳入一個哈希函數（該過程稱為哈希鍵），函數通過散列的方式告知元素屬於哪個「桶」，然後在相應的鏈表頭插入元素。查找或刪除元素時，用同樣的方式先找到元素的「桶」，然後遍歷相應的鏈表，直到發現我們想要查找的元素。因為每個「桶」都是一個鏈表，所以鏈式哈希表並不限制包含元素的個數。然而，如果表變得太大，它的性能將會降低。
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    圖　8-1　一個鏈式哈希表，含有5個桶，7個元素
  


  解決衝突


  當哈希表中兩個鍵散列到一個相同的槽位時，這兩個鍵之間將會產生衝突。鏈式哈希表解決衝突的方法非常簡單：當衝突發生時，它就將元素放到已經準備好的「桶」中。但這同樣會帶來一個問題，當過多的衝突發生在同一槽位時，此位置的「桶」將會變得越來越深，從而造成訪問這個位置的元素所需要的時間越來越多。


  在理想情況下，我們希望所有「桶」以幾乎同樣的速度增長，這樣它們就可以盡可能地保持小的容量和相同的大小。換句話說，我們的目標就是盡可能地均勻和隨機地分配表中的元素，這種情況在理論上稱為均勻散列，而在實際中，我們只能盡可能近似達到這種狀態。


  如果想插入表中的元素數量遠大於表中「桶」的數量，那麼即使是在一個均勻散列的過程中，表的性能也會迅速降低。在這種情況下，表中所有的「桶」都變得越來越深。因此，我們必須要特別注意一個哈希表的負載因子，其定義為：


  α=n/m


  其中，n是表中元素的個數，m是「桶」的個數。在均勻散列的情況下，鏈式哈希表的負載因子告訴我們表中的「桶」能裝下元素個數的最大值。


  例如，有一個鏈式哈希表，其「桶」的數量m=1699，元素的數量n=3198，其負載因子α=3198/1699=2。所以在這種情況下，當查找元素時，可能每個「桶」裡面的元素不會超過兩個。當有一個表的負載因子小於1時，這個表每個位置所包含的元素不超過一個。當然，由於均勻散列是一個理想的近似情況，因此在實際情況中我們往往多少會檢索超過負載因子建議的數值。如何達到更接近於均勻散列的情況，最終取決於如何選擇哈希函數。


  選擇哈希函數


  一個好的哈希函數旨在近似均勻散列，也就是，盡可能以均勻和隨機的方式散佈一個哈希表中的元素。定義一個哈希函數f，它將鍵k映射到哈希表中的位置x。x稱為k的哈希編碼，正式的表述為：


  h（k）=x


  一般來說，大多數的散列方法都假設k為整數，這樣k能夠很容易地以數學方式修改，從而使得h能夠更均勻地將元素分佈在表中。當k不是一個整數時，我們也可以很容易地將它強制轉換為整型。


  如何強制轉換一組鍵，很大程度上取決於鍵本身的特點。所以，在一個特定的應用中，盡可能地獲取鍵的特性顯得尤為重要。例如：如果我們想對程序中的標識符進行散列，會發現程序中有很多相似的前綴和後綴，因為開發人員傾向於將變量聲明為類似sampleptr、simpleptr和sentryptr的名字。我們可以將鍵嚴格按照鍵的開頭和結尾字符來強制轉換，但這顯示不是一個好的辦法，因為對於一個k會有多個整數與之對應。另一方面，我們不妨隨機地從4個位置來選擇字符，然後隨機地改變它們的順序，並將它們封裝到一個4字節的整數中。要記住，無論用什麼方法來強制轉換鍵，目的都是盡可能選擇一個能將鍵均勻、隨機地分佈到表中的哈希函數。


  取余法


  有一個整型鍵k，一種最簡單地將k映射到m槽位的散列方法是計算k除以m的所得到的餘數。我們稱為取余法，正式的表述為：


  h（k）=k mod m


  如果表有m=1699個位置，而要散列的鍵k=25 657，通過這種方法可以得到哈希編碼為25 657 mod 1699=172。通常情況下，要避免m的值為2的冪。這是因為假如m=2p，那麼h僅僅是k的p個最低階位。通常我們選擇的m會是一個素數，且不要太接近於2的冪，同時還要考慮存儲空間的限制和負載因子。


  例如，如果我們想往一個鏈式哈希表中插入n=4500個左右元素，會選擇m=1699（m是一個介於210~211之間的素數）。由此可以計算出它的負載因子α=4500/1699≒2.6，根據均勻散列表述，這說明表中每個「桶」大概能容納2~3個元素。


  乘法


  與取余法不同的是乘法，它將整型鍵k乘以一個常數A（0＜A＜1）；取結果的小數部分；然後乘以m取結果的整數部分。通常情況下，A取0.618，它由[image: ]減1再除以2得到。這個方法稱為乘法，正式的表述為：
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  這種方法有個優點是，對於表中槽位個數m的選擇並不需要像取余法中那麼慎重。例如：如果表有m=2000個位置，散列的鍵k=6341，那麼得到的哈希編碼為2000×（6341×0.618 mod 1）=2000×（3918.738 mod 1）=2000×0.738=1476。


  在鏈式哈希表中，如果期望插入的元素個數不超過n=4500個，可以讓m=2250。這樣得到的負載因子α=4500/2500=2，根據均勻散列的規則，在每個「桶」中存儲的元素個數一般不超過兩個。同時請注意，這個散列方法可以讓我們更靈活地選擇m，以便獲取我們可以接受的最大「桶」深。


  示例8-1列舉了一個能夠較好地處理字符串的哈希函數。它通過一系列的位操作將鍵強制轉換為整數。所有這些整數都是通過取余法來得到的。此函數改編自《Compilers：Principles,Techniques,and Tools》（讀物，MA：Addison-Wesley，1986，作者：Alfred V.Aho、Ravi Sethi和Jeffrey D.Ullman）中所用到的方法，書中引用了P.J.Weinberger為他的編譯器所寫的一個哈希函數，這個哈希函數針對哈希字符串執行得很好。


  示例8-1：一個適用於處理字符串的哈希函數
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  鏈式哈希表的接口定義


  chtbl_init
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  返回值　如果哈希表初始化成功，返回0；否則返回-1。


  描述　初始化htbl指定的鏈式哈希表。在對鏈式哈希表進行其他操作之前必須首先調用初始化函數。哈希表中所分配的「桶」的個數將由buckets指定。函數指針h指向一個用戶定義的哈希函數，此函數會將鍵進行散列。函數指針match指向一個用戶定義的函數，此函數用於判斷兩個鍵是否匹配。如果key 1等於key 2，返回1；否則返回其他值。參數destroy是一個函數指針，通過調用chtbl_destroy來釋放動態分配的內存空間。例如，一個哈希表包含使用malloc動態分配內存的數據，那麼當銷毀此哈希表時，destroy會調用free來釋放內存空間。當結構化數據包含若干動態分配內存的數據成員時，destroy應該指向一個用戶自定義的函數來釋放每個動態分配的數據成員和結構本身的內存空間。如果哈希表中的數據不需要釋放，那麼destroy應該指向NULL。


  複雜度　O（m），m是哈希表中「桶」的個數。


  chtbl_destroy


  [image: ]


  返回值　無


  描述　銷毀htbl指定的鏈式哈希表。在調用chtbl_destroy之後不再允許進行其他操作，除非再次調用chtbl_init。chtbl_destroy會刪除哈希表中的所有元素，並同時釋放chtbl_init中參數destroy不為NULL的成員所佔用的內存空間。


  複雜度　O（m），m是哈希表中「桶」的個數。


  chtbl_insert
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  返回值　如果插入元素成功，返回0；如果哈希表已經包含此元素，返回1；否則，返回-1。


  描述　向htbl指定的鏈式哈希表中插入一個元素。新元素包含一個指向data的指針，只要元素仍然存在於哈希表中，此指針就一直有效。與data相關的內存空間將由函數的調用者來管理。


  複雜度　O（1）


  chtbl_remove
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  返回值　如果刪除元素成功，返回0；否則，返回-1。


  描述　從htbl指定的鏈式哈希表中刪除與data匹配的元素。返回時，data指向已刪除元素中存儲的數據。與data相關的內存空間將由函數的調用者來管理。


  複雜度　O（1）


  chtbl_lookup


  [image: ]


  返回值　如果在哈希表中找到元素，返回0；否則，返回-1。


  描述　查找htbl指定的鏈式哈希表中是否有與data相匹配的元素。如果找到，在函數返回時，data將指向哈希表中相匹配元素中的數據。


  複雜度　O（1）


  chtbl_size
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  返回值　哈希表中元素的個數。


  描述　獲取htbl指定的鏈式哈希表元素個數的宏。


  複雜度　O（1）


  鏈式哈希表的實現與分析


  鏈式哈希表包含一組「桶」，每個「桶」其實是一個鏈表，鏈表用來存儲散列到表中某些槽位的元素。結構CHTbl是鏈式哈希表的數據結構（見示例8-2）。這個結構包含6個成員：buckets指明表中分配的「桶」的個數；h、match和destroy用於封裝傳入chtbl_init函數的函數；size指明表中現有元素的數量；table是存儲「桶」的數組。


  示例8-2：鏈式哈希表抽像數據類型的頭文件
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  chtbl_init


  鏈式哈希表由chtbl_init初始化，經過初始化的哈希表才能進行其他操作（見示例8-3）。鏈式哈希表的初始化過程比較簡單，其中，首先為「桶」分配空間；然後調用list_init初始化每個「桶」；接著封裝h、match和destroy函數；最後將size值設置為0。


  chtbl_init的時間複雜度為O（m），其中m是表中「桶」的個數。這是由於複雜度為O（1）的操作list_init將為每個「桶」執行一次（桶的數量為m）。而剩下的初始化操作都能在固定時間內完成。


  chtbl_destroy


  鏈式哈希表由chtbl_destroy進行銷毀（見示例8-3）。函數的主要功能是刪除每個「桶」中的元素，然後釋放由chtbl_init分配的內存空間。如果傳遞給函數chtbl_init的參數destroy不為NULL的話，每當一個元素被移除時都要調用一次由destroy所指向的析構函數。


  chtbl_init的時間複雜度為O（m），其中m是表中「桶」的個數。這是由於list_destroy操作將為每個「桶」執行一次。在每個桶中，我們希望移除元素的數量和哈希表本身的負載因子相同，這個負載因子通常是一個較小的常數。


  chtbl_insert


  鏈式哈希表由chtbl_insert向表中插入元素（見示例8-3）。因為哈希表不允許插入相同的鍵，所以在插入元素時通常會先調用chtbl_lookup來確保表中沒有重複的元素。如果散列表中的元素沒有重複的鍵，將新元素的鍵散列，然後根據哈希編碼將元素插入哈希表中相應位置的「桶」中。如果整個插入過程成功，表的容量將增大。


  假設我們盡量遵從均勻散列的方法，chtbl_insert的時間複雜度為O（1）。這是由於chtbl_lookup散列鍵，並在鏈表頭插入元素的操作都是運行固定時間的運算。


  chtbl_remove


  鏈式哈希表通過chtbl_remove刪除表中的元素（見示例8-3）。為了刪除元素，散列元素的鍵，查找與元素鍵相匹配的「桶」，然後調用list_rem_next刪除元素。根據list_rem_next的要求，在刪除之前，prev必須維護一個指向待刪除元素的指針。回想一下，在list_rem_next中，data用來指向從列表中刪除的數據。如果在「桶」中沒有找到匹配的鍵，那麼表明哈希表中沒有此元素。如果刪除過程成功，將表的大小減一。


  假設我們盡量遵從均勻散列的方法，chtbl_remove的時間複雜度為O（1）。這是因為，在每個「桶」中，我們希望查找與哈希表的負載因子相同數量的元素，這個值通常是一個較小的常量。


  chtbl_lookup


  鏈式哈希表通過chtbl_lookup查找元素，並返回一個指向已刪除元素的指針（見示例8-3）。此操作與chtbl_remove非常類似，只是在查找到元素後它不會執行刪除操作。


  假設我們盡量遵從均勻散列的方法，chtbl_lookup的時間複雜度為O（1）。這是因為我們期望查找的元素數量等於哈希表的負載因子，這樣所用的代價會更小。


  chtbl_size


  獲取鏈式哈希表的元素數量的宏定義（見示例8-3）。它通過遍歷結構CHTbl結構的size成員來獲取元素個數。


  其時間複雜度為O（1），因為訪問一個結構的一個成員是一個簡單的任務，運行一段固定的時間即可完成。


  示例8-3：鏈式哈希表的實現
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  鏈式哈希表的例子：符號表


  哈希表的一個重要應用是在編譯器中，用來維護程序中出現的符號信息。正規來說，就是編譯器將一種編程語言寫成的程序（例如，源代碼是用C語言寫的）翻譯成另外一種能夠在機器上運行的機器編碼。為了能夠更加有效地管理程序中的符號信息，編譯器通常使用一種叫做符號表的數據結構。符號表通常由哈希表來實現，這樣就能夠滿足編譯器快速存取符號信息的要求。


  在編譯的過程中，編譯器訪問符號表也分為幾個階段。其中一個部分稱為詞法分析器，用來插入符號。詞法分析器是編譯器的重要部分，它負責將源代碼中有組織的字符轉換為有意義的字符串，稱為語義轉換。這些轉換後的字符串稱為標記（token），然後傳到解釋器進行解析。解釋器進行句法分析。送入詞法分析器的符號通常是字符流，詞法分析器將字符流分割出來存入符號表中。詞法分析器存儲兩種重要的屬性，一個是符號的語義，另一個是構成語義的標記類型（例如，字符是一個標識符還是一個操作符）。


  這裡介紹的例子是一個非常簡單的詞法分析器，它分析字符串中的字符，然後將字符分為兩組不同類型的標記：一種只包含數字；另一種包含除了數字之外的字符。為了方便起見，假設標記由輸入流中的一個空格分開。詞法分析器用一個函數lex來實現（見示例8-4和示例8-5），當需要產生標記時，lex就會調用解釋器。


  該函數首先調用next_token函數（這裡沒有列出此函數的實現方法）來從輸入流istream中獲取下一個空格分割的字符串。如果next_token返回NULL，那麼說明輸入流中沒有標記了。在這種情況下，該函數返回lexit來告訴解釋器沒有標記需要處理了。如果next_token找到一個字符串，那麼將會執行一些簡單的分析來確定字符串表示哪個標記。接下來，該函數會將包含語義和標記類型的結構Symbol插入符號表symtbl中，然後把標記類型返回給解釋器。Symbol類型在symbol.h中定義，在該例子中並沒有列舉出來。


  鏈式哈希表是一種用來實現符號表的好方法，因為除了它能高效地存放和檢索信息之外，事實上它還能用來存儲無限量的數據。對編譯器來說這一點非常重要，因為在詞法分析完成之前我們並不知道程序會包含多少個符號。


  在next_token的運行時間為常量級時，lex的時間複雜度為O（1）。因為，lex只是簡單地調用複雜度為O（1）的函數chtbl_insert。


  示例8-4：詞法分析器的頭文件
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  示例8-5：詞法分析器的實現
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  開地址哈希表的描述


  在鏈式哈希表中，元素存放在每個地址的「桶」中。而在開地址哈希表中，元素存放在表本身中。這種特性對於某些依賴於固定大小表的應用來說非常有用。然而，因為在每個槽位上沒有一個「桶」來存儲衝突的元素，所以開地址哈希表需要通過另一種方法來解決衝突。


  衝突解決


  鑒於鏈式哈希表自身就有能夠解決衝突的機制，開地址哈希表必須以一種不同的方式來解決衝突。在開地址哈希表中解決衝突的方法就是探查這個表，直到找到一個可以放置元素的槽。例如，如果要插入一個元素，我們探查槽位直到找到一個空槽，然後將元素插入此槽中。如果要刪除或查找一個元素，我們探查槽位直到定位到該元素或直到找到一個空槽。如果在找到元素之前找到一個空槽或遍歷完所有槽位，那麼說明此元素在表中不存在。


  當然，在進行操作時要盡可能地減少探查的次數。究竟進行過多少次探查後就停止探查主要取決於兩件事：哈希表的負載因子和元素均勻分佈的程度。回想一下，哈希表的負載因子α=n/m，其中n為元素的個數，m為可以散列元素的槽位個數。要注意，根據開地址哈希表的定義，它所包含的元素不可能大於表中槽位的數量（n＞m），所以開地址哈希表的負載因子通常小於或等於1。這是顯而易見的，因為每個槽至多能夠容納一個元素。


  假設進行均勻散列，我們能夠在一個開地址哈希表中探查的槽位個數是：


  1/（1-α）


  例如，對於一個處於半滿狀態的開地址哈希表來說（其負載係數為0.5），我們期望能夠探查的槽位個數為1/（1-0.5）=2。表8-1顯示了當哈希表的負載因子趨近於1（或100%，即表完全滿）時，我們期望探查的槽位數量如何顯著增大的。在一個對時間特別敏感的應用中，就可以通過增加哈希表的空間來提高探查的效率。
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  哈希表的性能是否能夠接近於表8-1中所述的規律取決於我們是否能夠近似均勻散列。與鏈式哈希表一樣，這關鍵取決於如何選擇哈希函數。然而，在一個開地址哈希表中，這也取決於當發生衝突時如何探查後續表中的槽位。一般來說，在開地址哈希表中探查槽位的哈希函數定義為：


  h（k,i）=x


  其中，k是鍵，i是到目前為止探查的次數，x是得到的哈希編碼。通常情況下，與鏈式哈希表一樣，h會調用一個或多個具有相同屬性的輔助哈希函數。但在開地址哈希表中，h必須具有一個額外的屬性：當i從0增加到m-1時（m為哈希表中槽位個數），在第二次訪問任何槽位之前，表中所有的槽位都必須訪問過一遍；否則，就說明不需要探查所有的槽位就能找到結果。


  線性探查


  開地址哈希表中一種簡單的探查方法就是探查表中連續的槽位。正式地表述為，如果i大於0小於m-1（m為表中的槽位個數），那麼一個線性探查方法的哈希函數定義為：


  h（k,i）=（h'（k）+i）mod m


  函數h'是一個輔助哈希函數，就像任何哈希函數的選擇方法一樣，它會盡可能地將元素隨機和均勻地分佈在表中。例如，可以採用取余法，這樣h'（k）=k mod m。在這種情況下，如果將一個元素（鍵k=2998）散列到表（容量m=1000），所得到的哈希編碼為（998+0）mod 1000=998（當i=0時），（998+1）mod 1000=999（當i=1時），（998+2）mod 1000=0（當i=2時），依此類推。所以，當要插入一個鍵k=2998的元素時，我們會尋找一個空的槽位，首先探查槽位998，然後槽位999，然後槽位0，依此類推。


  線性探查的優點是簡單，而且它對m沒有限制，這樣就可以保證所有的槽位最終都可能探查到。遺憾的是，線性探查並不能近似均勻散列。特別是當遇到一種稱為基本聚集的情況時，基本聚集會產生很長的探查序列，從而使表變得越來越大。這種過度的探查會降低表的性能（見圖8-2）。
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    圖　8-2　使用線性探查的哈希函數h（k,i）=（k mod 11+i）mod 11
  


  雙散列


  最有效地探查開地址哈希表的方法之一，就是通過計算兩個輔助哈希函數哈希編碼的和來得到哈希編碼。正式地表述為，如果i的大小在0和m之間（m為表中槽位個數），雙散列的哈希函數定義為：


  h（k,i）=（h1（k）+ih2（k））mod m


  函數h1與h2是兩個輔助哈希函數，它們與其他的哈希函數一樣，也會盡可能地將元素隨機和均勻散列到表中。然而，為了保證第二次訪問任何一個槽之前其他所有槽都訪問過了，我們必須遵循如下規則：一種方法是，m必須是2次冪，讓h2返回一個奇數值；另一種方法是選擇m為一個素數，h2返回的值在1≤h2（k）≤m-1之間。


  通常情況下，令h1（k）=k mod m,h2（k）=1+（k mod m'），其中m'略小於m，類似等於m-1或m-2。例如，用這種方法，如果哈希表槽位數m=1699（一個素數），要散列的鍵k=15 385，探查到的槽位為（940+0×113）mod 1699=94（當i=0時），以及之後的每隔113位置的槽位（隨著i的增加）。


  雙散列的優點是，它能夠在表中探查並產生較好的元素分佈（見圖8-3）。其缺點是，必須限制m的值，這樣才能保證在一系列探查中訪問表中所有槽之後才會再次探查任何槽。
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    圖　8-3　用雙散列函數h（k,i）=（k mod 11+i（1+k mod 9））mod 11來散列圖8-2中的鍵
  


  開地址哈希函數的接口定義


  ohtbl_init


  [image: ]


  返回值　如果哈希表初始化成功，返回0；否則返回-1。


  描述　初始化開地址哈希表htbl。在對哈希表進行其他操作之前必須首先調用初始化函數。表中槽位的個數將由positions指定。函數指針h1和h2用來指定用戶定義的輔助哈希函數來完成雙散列過程。函數指針match指向一個用戶定義的函數，此函數用於判斷兩個鍵是否匹配，它的使用方法與chtbl_init中的match類似。參數destroy是一個函數指針，通過調用chtbl_destroy來釋放動態分配的內存空間，同樣它與chtbl_destroy中參數的使用方法類似。如果哈希表中的數據不需要釋放，那麼destroy應該指向NULL。


  複雜度　O（m），m是哈希表中槽的個數。


  ohtbl_destroy
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  返回值　無


  描述　銷毀htbl指定的開地址哈希表。在調用ohtbl_destroy之後不再允許進行其他操作，除非再次調用ohtbl_init。ohtbl_destroy會刪除哈希表中的所有元素，並同時釋放ohtbl_init中參數destroy不為NULL的成員所佔用的內存空間。


  複雜度　O（m），m是哈希表中槽的個數。


  ohtbl_insert
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  返回值　如果插入元素成功，返回0；如果哈希表已經包含此元素，返回1；否則，返回-1。


  描述　向htbl指定的開地址哈希表中插入一個元素。新元素包含一個指向data的指針，因此只要元素仍然存在於哈希表中，此指針就一直有效。與data相關的內存空間將由函數的調用者來管理。


  複雜度　O（1）


  ohtbl_remove
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  返回值　如果刪除元素成功，返回0；否則，返回-1。


  描述　從htbl指定的開地址哈希表中刪除與data匹配的元素。返回時，data指向已刪除元素中存儲的數據。與data相關的內存空間將由函數的調用者來管理。


  複雜度　O（1）


  ohtbl_lookup
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  返回值　如果在表中找到元素，返回0；否則，返回-1。


  描述　查找htbl指定的開地址哈希表中是否有與data相匹配的元素。如果找到，在函數返回時，data將指向哈希表中相匹配元素的數據。


  複雜度　O（1）


  ohtbl_size
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  返回值　哈希表中元素的個數。


  描述　獲取哈希表元素個數的宏。


  複雜度　O（1）


  開地址哈希表的實現與分析


  一個開地址哈希表從本質上來說是由一個數組構成的。結構Ohtbl是開地址哈希表的數據結構（見示例8-6）。這個結構包含8個成員：positions指明哈希表中分配的槽位數目；指針vacated將被初始化來指向一個特殊的地址空間，來指明這個特殊地址上曾經刪除一個元素；h1、h2、match、destroy是打包傳入ohtbl_init的函數指針；size指明表中現有元素的數量；table是存儲元素的數組。


  這裡需要稍微討論一下指針vacated。它的存在主要是用來輔助刪除元素。一個開地址哈希表的空槽通常包含一個空指針NULL。然而，當刪除一個元素時，不能將刪除元素的數據指向NULL。這是由於當查找接下來的元素時，NULL表明此槽位是空的，隨之探查過程將停止。這樣一個或多個元素可能被插入之前刪除過元素的槽中，但實際上槽中的元素還存在。


  考慮到這一點，當刪除元素時，將哈希表中數據的指針指向vacated成員。vacated的地址就像一個哨兵，用於指明新元素將要插入的槽位。這樣，當尋找一個元素時，就可以放心地認為NULL意味著停止探查。


  示例8-6：開地址哈希表的頭文件


  [image: ]


  [image: ]


  ohtbl_init


  開地址哈希表由ohtbl_init初始化，經過初始化的哈希表才能進行其他操作（見示例8-7）。開地址哈希表的初始化過程比較簡單，其中包括：為表分配空間；將每個槽的指針設置為NULL；封裝h1、h2、match和destroy函數；初始化vacated，將它指向標誌位地址；最後將size值置0。


  ohtbl_init的時間複雜度為O（m），其中m是表中槽的個數。這是由於m個指向槽中數據的指針都必須初始化為NULL。而剩下的初始化操作都能在固定時間內完成。


  ohtbl_destroy


  開地址哈希表由ohtbl_destroy進行銷毀（見示例8-7）。該函數的主要功能是釋放由ohtbl_init分配的內存空間。如果傳遞給函數ohtbl_init的參數destroy不為NULL的話，每當移除一個元素時，都要調用一次由destroy所指向的析構函數。


  chtbl_init的時間複雜度為O（m），其中m是表中槽的個數。這是由於我們必須遍歷哈希表中的所有的槽來判定哪個槽已佔用。如果destroy指向NULL，那麼ohtbl_destroy的複雜度為O（1）。


  ohtbl_insert


  開地址哈希表由ohtbl_insert向表中插入元素（見示例8-7）。因為開地址哈希表有固定的大小，所以在插入新元素之前必須保證有足夠的空間來放置元素。而且，因為相同的鍵不允許重複插入表中，所以在插入新元素時調用ohtbl_lookup來確保表中沒有相同的元素存在。


  一旦以上條件得到滿足，就可以通過雙散列法在表中尋找未佔用的槽。如果一個槽的數據指向NULL或槽地址在vacated中（vacated是哈希表中特殊的數據結構，用來記錄曾經刪除過元素的槽地址），那麼說明此槽是一個空槽。一旦在表中找到一個空槽，就將槽的指針指向待插入的數據。如果整個插入過程成功，就將表的容量增大。


  考慮到我們盡量遵從了均勻散列的方法，而且哈希表的負載因子相對較小，ohtbl_insert的時間複雜度為O（1）。這是因為，為了找到一個能夠插入元素的空槽，我們可能會探查1/（1-α）個槽，這是一個很小的常量。其中，α是哈希表的負載因子。


  ohtbl_remove


  開地址哈希表通過ohtbl_remove刪除表中的元素（見示例8-7）。為了刪除元素，我們像在ohtbl_insert中一樣通過雙散列法來定位要刪除的元素，直到找到這個元素或查找到NULL。如果找到元素，將data指向正在刪除的數據，然後將表的大小減1。同時，將槽在哈希表中的地址放到數據結構vacated中。


  考慮到我們盡量遵從了均勻散列的方法，ohtbl_remove的時間複雜度為O（1）。這是因為，為了找到刪除元素的槽位，我們會探查1/（1-α）個槽（其中α是自從調用ohtbl_init以來哈希表的最大負載因子），這個常數值很小。為什麼刪除操作的性能由最大負載因子決定，而且不會隨著刪除元素而提高，是因為我們仍然會探查曾經刪除過元素的槽。使用成員vacated只能提高ohtbl_insert的效率。


  ohtbl_lookup


  開地址哈希表通過ohtbl_lookup查找元素，並返回一個指向已刪除元素的指針（見示例8-7）。此操作與ohtbl_remove非常類似，只是在查找到元素後它不會執行刪除操作。


  考慮到我們盡量遵從了均勻散列的方法，ohtbl_lookup的時間複雜度為O（1）。其原因與ohtbl_remove操作相同。這是因為我們希望探查1/（1-α）個槽位，這是一個很小的常數，其中α是自從調用ohtbl_init以來哈希表的最大負載因子。性能依賴於自從調用ohtbl_init之後的最大負載因子的原因同ohtbl_remove。


  ohtbl_size


  獲取開地址哈希表的元素數量的宏定義（見示例8-7）。它通過遍歷結構OHTbl的成員來獲取元素個數。


  其時間複雜度為O（1）。因為遍歷過程是一個常量級別運算過程。


  示例8-7：開地址哈希表抽像數據類型的實現
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  問與答


  問：在本章介紹的鏈式哈希表的實現中，用於訪問哈希表的哈希編碼實際上是哈希編碼對表取模後的值，這是為什麼？


  答：進行這種轉換是為了確保哈希編碼不會處於表的末尾。雖然哈希函數保證這一點，但通過哈希表本身的實現方式來保證這一點也是值得的，特別是當哈希函數是由函數調用者提供時。然而，在開地址哈希表中進行雙散列時，進行取模的原因就不一樣了。在這種情況下，雙散列所產生的哈希編碼可能超出表的邊界，即使每個輔助哈希函數產生的哈希編碼都不超過表的邊界。這是因為開地址哈希表的哈希編碼是將兩個輔助哈希函數產生的哈希編碼相加得到的。


  問：為什麼哈希表對於隨機訪問來是很好的方法，但對於順序訪問不太適用？例如，在一個數據庫系統中，要以順序的方式訪問記錄，用哈希表訪問會帶來什麼問題？


  答：用哈希表進行隨機訪問是非常好的，因為散列每個鍵所得到的結果恰恰是我們需要在表中訪問的數據，或者當發生衝突時，多進行幾次查找也能找到。然而，哈希表並不支持順序訪問。在散列到某個槽之後，我們也沒有辦法確定下一個最小或最大鍵所處的槽位。與一個包含已排序元素的鏈表作比較，假設在鏈表中指定某個初始位置，那麼下一個鍵很容易確定：只需要查找鏈表中的下一個元素即可。


  問：在一個鏈式哈希表中查找元素時，什麼是最壞的性能？我們如何確保這種情況不會發生？


  答：當所有元素散列到同一個「桶」中時，鏈式哈希表的性能最差。在這種情況下，查找一個元素的複雜度是O（n），其中n是表中元素的個數。會產生如此糟糕性能的函數是h（k）=c，其中c是表示哈希表範圍的某個常數。選擇一個好的哈希函數能夠保證這種最壞情況不會發生。如果哈希表中的元素能夠近似於均勻散列的分佈，那麼我們可以期望在一段固定時間內查找到元素。


  問：在一個開地址哈希表中查找元素時，什麼是最壞的性能？我們如何確保這種情況不會發生？


  答：當在開地址哈希表中查找一個元素時，如果表已經完全滿了，而且要查找的元素不在此表中，那麼此時哈希表的性能最差。在這種情況下，查找一個元素的複雜度是O（m），其中m是表中槽的個數。這種情況在任何哈希函數中都可能發生。為了保證一個開地址哈希表有較好的性能，我們通常不會讓元素的個數超過表容量的80%。如果我們選擇一個近似於均勻散列的哈希函數，那麼我們可以期望在一段固定時間內查找到元素，如表8-1所述。


  相關主題


  直接尋址哈希表


  這是一種簡單的哈希表，表中的鍵與槽是一一對應的關係。因為兩個不同的鍵不會映射到同一個槽，所以不需要解決衝突問題。然而，如果鍵的數目很大，那麼表也隨之變得很大。一般情況下，當可能的鍵數量非常小時，直接尋址哈希表效果非常好。


  線性同余發生器


  這是一個產生同類型隨機數的發生器。深入瞭解隨機數產生原理，能夠更好地幫助我們設計良好的哈希函數。


  二次探測


  在開地址哈希表中用來代替線性探查和雙散列探查的探查方法。在二次探查法中，探查槽位的順序由二次型哈希函數決定。在一般情況下，二次探查要優於線性探查，但略差於雙散列法。二次探查法會導致二次聚集，這種聚集的嚴重性比線性探查法中的基本聚集稍低。


  通用散列


  這是一種在程序運行時隨機生成哈希函數的散列方法，所以一個特別的鍵集不可能在表中產生不太好的元素分佈。因為哈希函數是隨機生成的，所以就算在不同的執行環境下散列相同一組鍵，其性能都不可能相同。


  第9章　樹


  家族族譜、比賽的對陣表或者植物的根莖，這些都是關於按照樹形結構組織數據的絕好例子。在計算機科學中，樹由稱為結點的元素按照層次結構的方式組織而成。層次結構最頂端的結點稱為根。與根結點直接相連的結點稱為根的子結點，通常子結點本身也有屬於它們自己的子結點。除了根結點外，在這個層次體系中的每個結點都有唯一的父結點，也就是與其直接相連的上級結點。一個結點擁有多少個子結點取決於樹的類型，這個量值稱為樹的分支因子，它決定了當插入結點時樹的分支擴展的速度。本章討論二叉樹，這是一種相對簡單但功能強大的樹，其樹的分支因子值為2。本章也會探討二叉搜索樹，這是一種專門用於查找操作的二叉樹。


  本章內容包括：


  二叉樹


  二叉樹最多只有兩個子結點。二叉樹使用的頻率很高，在很多問題中都會用到。二叉樹也為更複雜的樹形結構奠定了基礎。


  樹的周遊算法


  這是一種按照某種特定順序遍歷樹的結點的方法。由於樹的結點是按照層次結構的方式組織在一起的，因此遍歷結點的方式也有多種不同的選擇。


  樹的平衡


  對於給定的結點數量，保持樹的高度盡可能短，這個過程稱為樹的平衡。這一點在搜索樹中非常的重要，因為樹的高度將對樹的總體性能造成很大的影響。


  二叉搜索樹


  這是一種專門用於查找操作的二叉樹。二叉搜索樹非常適合於在期望進行插入和刪除操作的數據中檢索。


  樹的旋轉


  這是一種保持二叉搜索樹平衡的方法。本章將專門講解AVL（Adel'son-Vel'skii and Landis）樹的旋轉，即施加於AVL樹之上的旋轉方法。AVL樹是平衡二叉搜索樹的一種。


  關於樹的一些應用包括：


  霍夫曼編碼


  這是一種數據壓縮方法，該方法利用一棵霍夫曼樹來壓縮一組數據（見第14章）。霍夫曼樹是一棵二叉樹，它能夠保證按照最優的方式將編碼賦給數據中的符號。出現頻率高的符號將被賦予較短的編碼，而出現頻率低的符號將被賦予較長的編碼。


  用戶界面


  這裡的例子包括圖形用戶界面和文件系統接口。在圖形用戶界面中，窗口按照層次結構組織成一棵樹。除了頂部窗口外，每個窗口都擁有一個父窗口，而每個窗口可能擁有多個子窗口。在文件系統中，目錄與目錄之間也有相同的組織方式。


  數據庫系統


  特別是針對那些同時需要滿足高效率的順序和隨機訪問，且還要經常執行插入和刪除操作的系統。B樹擁有很大的分支因子，大致可歸類為平衡搜索樹，尤其適合前面所描述的這種情況（見本章最後的相關主題）。一般B樹的分支因子需要優化，這樣當訪問數據庫中的記錄時磁盤I/O的開銷將降低到最小。


  表達式處理（本章會講到）


  這個任務是編譯器和手持式計算器經常做的。一種處理算數表達式的自然方法是通過表達式樹，這是一種將表達式的操作數和操作符按照層次結構組織起來的一棵二叉樹。


  人工智能


  人工智能可以用來幫助解決許多歷來對計算機來說很難解決的問題。比如國際象棋這種邏輯類的遊戲。AI方面的許多問題都採用決策樹來解決。決策樹中的結點代表問題的狀態，每個結點都是一個決策點，必須在當前的決策點做出選擇以使得問題繼續求解下去。決策樹的每一個分支代表一系列決策的結論。使用各種邏輯規則，裁剪無法滿足所期待結論的分支，從而減少解決問題的時間。


  事件調度


  這是針對實時事件的調度和觸發的一種應用。通常實時系統需要查找和獲取相關觸發事件的最新信息，二叉搜索樹能夠使得查找信息的過程變得更加高效。


  優先級隊列


  優先級隊列是一種數據結構，它採用一棵二叉樹來記錄集合中的哪個元素將擁有下一個最高的優先級（見第10章）。與將一組數據全部排序相比，優先級隊列提供了更好的解決方案。


  二叉樹介紹


  二叉樹是一種將結點按照層次結構組織起來的數據結構，每個結點最多只有兩個與它直接相關聯的子結點。直接連接在結點下方的那個結點稱為子結點，而與每個子結點直接相連的上方結點稱為父結點。結點也可以擁有兄弟、子孫和祖先。如你所料，一個結點的兄弟結點是它們的父親結點的其他子結點。一個結點的子孫結點是其所有分支下的結點。而結點的祖先結點則是在該結點與根結點之間路徑上的所有結點。我們將會看到，樹這個術語同真實的樹木非常相似（見圖9-1）。
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    圖　9-1　以一棵4層的二叉樹來說明樹中常見的術語
  


  二叉樹中的每一個結點都包含3部分：一個數據成員和兩個左右指針。通過這種3個成員的結構體，將每個結點的左右指針分別指向該結點的子結點，以此來構建一棵二叉樹（見圖9-2）。如果某個結點沒有其相對應的左子結點或右子結點，就將相應的指針設置為NULL。這種方法便於標識出一個分支的結束。樹的一個分支是一系列結點，從根結點開始到某個葉子結點結束。葉子結點位於樹的邊緣，且沒有子結點。有時候當一次處理多棵樹時，把這些樹組成的集合稱為森林。
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    圖　9-2　將結點鏈接起來組成一棵二叉樹
  


  樹的周遊算法


  周遊一棵二叉樹意味著按照某種順序依次訪問樹的每一個結點。同其他鏈式的數據結構相比（如鏈表），如何遍歷二叉樹的結點可能並不是很明顯。事實上，可以採取許多種方法來完成。一般情況下，會採用下列4種樹的周遊算法：先序遍歷、中序遍歷、後序遍歷以及層級遍歷。本章後面介紹的關於表達式樹的例子就採用了先序、中序和後序遍歷的遞歸實現。現在讓我們看看每種周遊算法都是如何工作的。


  如果我們把一棵樹按照遞歸的思路想像成許多更小的子樹集合，那麼遍歷一棵樹就變得非常簡單了。圖9-3展示了每種周遊算法的遍歷順序。儘管這裡只是在二叉樹的上下文中演示，但這些周遊算法也能夠運用到其他類型的樹上。
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    圖　9-3　遍歷一棵二叉樹的方式：a）先序　b）中序　c）後序　d）層級
  


  先序遍歷


  給定一棵子樹，按照先序遍歷的方式，首先訪問它的根結點，然後是左子結點，最後是右子結點。由於按照從左到右的方式依次遍歷各個子樹，因此以相同的方式將左子結點和右子結點當做新的子樹的根。先序遍歷是按照深度優先的方式遍歷結點的，第11章將介紹深度優先的思想。


  中序遍歷


  給定一棵子樹，按照中序遍歷的方式，首先訪問左子結點，然後是根結點，最後是右子結點。由於按照從左到右的方式依次遍歷各個子樹，因此以相同的方式將左子結點和右子結點當做新的子樹的根。


  後序遍歷


  給定一棵子樹，按照後序遍歷的方式，首先訪問左子結點，然後是右子結點，最後是根結點。由於按照從左到右的方式依次遍歷各個子樹，因此以相同的方式將左子結點和右子結點當做新的子樹的根。


  層級遍歷


  要用層級遍歷的方式周遊一棵樹，首先訪問樹的根，然後依次向下層處理，按照從左到右的順序訪問每層的結點。層級遍歷運用了廣度優先的策略，同樣第11章將介紹廣度優先的思想。


  樹的平衡


  樹的平衡是指對於給定數量的結點，保證樹的高度盡可能短的過程。這意味著在結點加入下一層之前必須保證本層結點滿額。正式的說法是，如果滿足樹的所有葉子結點都在同一層上，或者所有葉子結點都在最後兩層上，且倒數第二層是滿的，則這棵樹是平衡的。例如，如圖9-1所示的樹就是平衡的，因為所有的葉子結點都在第3層和第4層上，且第3層是滿的。另一方面，如圖9-3所示的樹就是不平衡的。如果一棵平衡樹最後一層的所有葉子結點都在最靠左邊的位置上，則稱這棵樹是左平衡的。圖9-4所示的就是一棵左平衡樹。我們將在9.5節中看到關於平衡樹的重要應用。在第10章中，我們將學習如何利用左平衡二叉樹來幫助實現堆和優先級隊列。
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    圖　9-4　左平衡二叉樹
  


  二叉樹的接口定義


  這組接口提供了對二叉樹的基本操作。但是，這裡並不包含插入和刪除非葉子結點的操作，因為這些操作需要根據具體的應用將樹中的其他結點做相應的調整，以此來調節插入或刪除的結點。


  bitree_init
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  返回值　無


  描述　初始化由參數tree所指定的二叉樹。該函數必須在執行其他操作之前調用。當調用bitree_destroy時，destroy參數所指定的函數提供了一種釋放動態分配數據空間的方法。例如，如果該樹包含採用malloc動態分配的數據，當銷毀二叉樹時，destroy應該設置為free用來釋放數據空間。對於包含多個動態分配成員的結構化數據，destroy參數應該設置為一個用戶自定義的析構函數，用來對每一個動態分配的成員以及結構體自身執行資源回收操作。如果二叉樹包含的不需要釋放的數據，destroy參數應該設置為NULL。


  複雜度　O（1）


  bitree_destroy
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  返回值　無


  描述　銷毀由參數tree所指定的二叉樹。調用該函數後，任何其他的操作都不允許再執行，除非用戶再次調用bitree_init。bitree_destroy操作將二叉樹中的所有結點都移除，如果destroy參數不為NULL的話，則調用由destroy所指定的函數針對每個移除的結點執行資源回收操作。


  複雜度　O（n）。這裡n代表二叉樹中的結點個數。


  bitree_ins_left
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  返回值　如果插入操作成功，返回0；否則返回-1。


  描述　在tree所指定的二叉樹中插入一個結點，使其成為node所指定結點的左子結點。如果node已經有一個左子結點，則bitree_ins_left返回-1。如果node為NULL，則新結點作為根結點插入。插入根結點時樹必須保證為空，否則bitree_ins_left返回-1。當插入成功時，新結點包含一個指向data的指針，因此只要結點還在二叉樹中，data所引用的內存就必須有效。由用戶負責管理data所引用的內存空間。


  複雜度　O（1）


  bitree_ins_right
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  返回值　如果插入操作成功，返回0；否則返回-1。


  描述　該操作同bitree_ins_left類似，除了待插入的結點是作為由tree指定的二叉樹中由node指定結點的右子結點。


  複雜度　O（1）


  bitree_rem_left
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  返回值　無


  描述　移除由tree指定的二叉樹中node的左子結點為根的子樹。如果node為NULL，則移除樹中的所有結點。若傳遞給bitree_init的參數destroy不為NULL，則移除結點時將調用由destroy所指定的函數。


  複雜度　O（n），這裡n代表子樹中的結點個數。


  bitree_rem_right
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  返回值　無


  描述　該操作同bitree_rem_left類似，除了該操作移除的是以node的右子結點為根的子樹。


  複雜度　O（n），這裡n代表子樹中的結點個數。


  bitree_merge
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  返回值　如果合併操作成功，返回0；否則返回-1。


  描述　將left和right所指定的兩棵二叉樹合併為單棵二叉樹。合併完成後，參數data所代表的數據存儲在merge的根結點中，而left和right則代表該根結點的左右子樹。一旦合併完成，left和right就好像在它們之上執行了bitree_destroy操作一樣。


  複雜度　O（1）


  bitree_size
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  返回值　返回樹中的結點個數。


  描述　這是一個宏，用來計算由參數tree所指定的二叉樹中的結點個數。


  複雜度　O（1）


  bitree_root
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  返回值　返回由參數tree所指定的二叉樹的根結點。


  描述　這是一個宏，用來返回由參數tree所指定的二叉樹的根結點。


  複雜度　O（1）


  bitree_is_eob
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  返回值　如果node標識的是樹的分支結束，則返回1；否則返回0。


  描述　這是一個宏，用來判斷由參數node所標識的結點是否為二叉樹中某個分支的結束。


  複雜度　O（1）


  bitree_is_leaf
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  返回值　如果node是葉子結點，返回1；否則返回0。


  描述　這是一個宏，用來判斷由參數node所指定的結點是否為二叉樹中的葉子結點。


  複雜度　O（1）


  bitree_data
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  返回值　返回存儲在結點中的數據。


  描述　這是一個宏，用來返回由參數node所指定的結點中存儲的數據。


  複雜度　O（1）


  bitree_left
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  返回值　返回指定結點的左子結點。


  描述　這是一個宏，用來返回由參數node所指定的結點的左子結點。


  複雜度　O（1）


  bitree_right
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  返回值　返回指定結點的右子結點。


  描述　這是一個宏，用來返回二叉樹中由參數node所指定的結點的右子結點。


  複雜度　O（1）


  二叉樹的實現與分析


  回顧一下前面講到的二叉樹結點的組成：一個數據成員以及兩個指向其子結點的指針。結構體BiTreeNode代表二叉樹中的一個單獨結點（見示例9-1）。如你所料，這個結構體由上面剛提到的3個成員組成。結構體BiTree代表二叉樹這種數據結構（見示例9-1）。這個結構體包含4個成員：size表示樹中結點的個數，compare成員在二叉樹中暫時不會用到，而是等到其他數據類型繼承自二叉樹時才會派上用場。destroy是封裝過的析構函數，將destroy作為參數傳給bitree_init函數。最後，root是一個指向結點層次體系中最高點的指針，也就是指向根結點的指針。


  示例9-1：二叉樹抽像數據類型的頭文件
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  bitree_init


  bitree_init用來初始化一棵二叉樹，從而使得其他的操作能夠得到執行（見示例9-2）。初始化二叉樹是一種簡單的操作，只需要將size成員設置為0，destroy成員置為相應的析構函數，且把root成員置為NULL即可。


  bitree_init的時間複雜度為O（1）級別的，因為初始化過程中的所有步驟都能夠在恆定時間內完成。


  bitree_destroy


  bitree_destroy用來銷毀一棵二叉樹（見示例9-2）。這主要是指將二叉樹中的所有結點都移除。當destroy不為NULL時，將以函數指針的方式把destroy作為參數傳給bitree_init，每當移除結點時都將調用該函數一次。


  bitree_destroy的時間複雜度為O（n），這裡n代表二叉樹中的結點個數。這是因為bitree_destroy只是簡單調用複雜度為O（n）的bitree_rem_left。


  bitree_ins_left


  bitree_ins_left操作用來將結點插入二叉樹中，且待插入結點將作為由參數指定的結點的左子結點（見示例9-2）。該函數將新結點的數據域指針指向由調用者傳入的數據。通過將結點node的left指針指向待插入的新結點來實現結點之間的鏈接。如果node為NULL，且樹為空樹，就將數據結構中的root成員設置為新的結點使其成為根結點。最後更新size成員使其加1。


  bitree_ins_left的時間複雜度為O（1），因為把結點插入二叉樹中的所有步驟都能夠在恆定的時間內完成。


  bitree_ins_right


  bitree_ins_right操作用來將結點插入二叉樹中，且待插入結點將作為由參數指定的結點的右子結點（見示例9-2）。該操作的工作方式同bitree_ins_left類似，除了鏈接結點的方式是通過將結點node的right指針指向待插入的新結點。


  bitree_ins_right的時間複雜度為O（1），因為插入操作的所有步驟都能在恆定的時間內完成。


  bitree_rem_left


  bitree_rem_left將以指定結點的左子結點為根的子樹移除（見示例9-2）。移除的順序按照後序遍歷從參數node的左子結點開始依次移除。如果node為NULL，就從樹的根結點開始。當destroy不為NULL時，每次移除結點時都要調用destroy所指向的函數完成相應的資源回收工作。每移除一個結點，都要更新數據結構中的size成員。


  bitree_rem_left的時間複雜度為O（n），這裡n代表以結點node的左子結點為根結點的子樹中的結點個數。這是因為bitree_rem_left按照後序遍歷的方式依次訪問子樹中的每個結點，而其他操作都可以在恆定的時間內完成。


  bitree_rem_right


  bitree_rem_right將以指定結點的右子結點為根的子樹移除（見示例9-2）。該操作的工作方式同bitree_rem_left很相似，除了移除的是以node結點的右子結點為根的子樹。


  bitree_rem_right的時間複雜度為O（n），這裡n代表以結點node的右子結點為根結點的子樹中的結點個數。這是因為bitree_rem_right按照後序遍歷的方式依次訪問子樹中的每個結點，而其他操作都可以在恆定的時間內完成。


  bitree_merge


  bitree_merge將兩棵二叉樹合併為單棵二叉樹（見示例9-2）。首先，通過調用bitree_init初始化merge。然後，將data插入合併後的樹中作為它的根結點。合併後的樹的左右子結點分別設置為left和right的根結點，樹的結點數量需要調整為能夠反映子樹的結點數量。最後，解除原來樹中的結點關係，並將每棵樹的size成員設置為0。


  bitree_merge的時間複雜度為O（1），因為合併操作中的所有步驟都能夠在恆定時間內完成。


  bitree_size、bitree_root、bitree_is_eob、bitree_data、bitree_left和bitree_right


  這些宏實現了關於二叉樹的一些簡單操作（見示例9-1）。通常來說，它們提供了訪問和檢測數據結構BiTree和BiTreeNode中成員的接口。


  這些宏的時間複雜度都為O（1）。因為訪問和檢測數據結構中的成員是一項簡單的操作，能夠在恆定的時間內完成。


  示例9-2：抽像數據類型二叉樹的實現
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  二叉樹示例：表達式處理


  要通過計算機來求解算術表達式，一種自然的方法是採用表達式樹。表達式樹是一種二叉樹，它的結點包含兩種類型的對象：操作符和終值。操作符是擁有操作數的對象；終值是沒有操作數的對象。


  表達式樹背後的思想非常簡單：存儲在父結點中的操作符，其操作數由其子結點延伸出來的子樹組成。操作數也可能就是終值，或者它們本身也可能是其他的表達式。表達式在子樹中展開，終值駐留在葉子結點中。這種組織方式的好處是通過表達式樹可以使我們非常容易的將一個表達式轉換為3種常見的表示形式：前綴、中綴和後綴。要獲得這些表示形式，我們只需要簡單地按照前序、中序或者後序的遍歷方式周遊表達式樹的結點即可。


  如圖9-5所示，按照前序的方式遍歷樹，得到的前綴表達式為×/-74 10 32+23 17。要計算一個前綴表達式，我們將每個操作符和緊跟在其後的兩個操作數用圓括號括起來。因此這個前綴表達式可化為：


  （×（/（-74 10）32）（+23 17））=80


  中綴表達式是我們在數學中學到的最為熟悉的表達方式，但它們並不適合用計算機來處理。如果我們把圖9-5中的樹按照中序遍歷的方式遍歷，我們可以得到中綴表達式74-10/32×23+17。注意到中綴表達式的一個問題在於它們不能標識出計算的順序，而前綴表達式和後綴表達式都可以做到。但是，我們可以在遍歷樹的過程中通過將每一部分的表達式都加上圓括號來修正這個問題。全部加完圓括號後，這個中綴表達式可以化為：


  （（（74-10）/32×（23+17））=80


  後綴表達式非常適合於用計算機來處理。如果把圖9-5中的樹按照後序遍歷的方式遍歷，就可以得到後綴表達式：74 10-32/23 17+×。要計算一個後綴表達式，將每個操作符與緊接在其前面的兩個操作數用圓括號括起。這樣，後綴表達式將化為：


  （（（74 10-）32/）（23 17+）×）=80
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    圖　9-5　針對表達式（（（74-10）/32×（23+17））的表達式樹
  


  後綴表達式適合於計算機處理的一個原因是它們能夠非常容易通過抽像棧狀態機（abstract stack machine）的方式來進行計算。這種抽像方式通常由編譯器和手持式計算器所採用。按照抽像棧狀態機的方式處理一個後綴表達式，將採用如下的步驟：首先，從左到右遍歷表達式，將值壓入棧中直到遇到一個操作符為止。然後，該操作符所需要的操作數被彈出棧，將操作符施加於操作數上並將結果重新壓入棧中。這個過程將一直重複直到整個表達式都處理完畢。到那時，表達式的最終結果就是唯一還留在棧中的元素（見圖9-6）。
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    圖　9-6　採用抽像棧狀態機來處理後綴表達式74 10-32/23 17+X
  


  示例9-3說明了如何通過表達式樹中存儲的表達式生成前綴、中綴和後綴表達式。基於這個目的，提供了3個函數：preorder、inorder、postorder。它們分別採用前序、中序、後序的方式來遍歷表達式樹。每個函數都接受兩個參數：node和list。


  開始遍歷時，將參數node設置為希望進行遍歷的表達式樹的根結點。連續的遞歸調用會將node設置為將要遍歷的子樹的根結點。初次每個函數調用時，還會把一個經過list_init初始化過的空鏈表傳給參數list。對於每次的遍歷，按照訪問結點的順序把它們加入鏈表list中。當首個遞歸調用最終返回時，list就包含分別按照前序、中序和後序方式遍歷的結點。請注意遞歸實現這些遍歷方式是多麼完美地為本章前面介紹的定義建模。


  示例9-3：遍歷二叉樹的實現函數
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  二叉搜索樹介紹


  二叉搜索樹是由二叉樹組成的專用於查找和搜索目的的一種數據結構。要在二叉搜索樹中查詢一個結點，從根結點開始一層一層往下查找，直到找到目標結點為止。當遇到一個比目標結點值大的結點時，順著該結點的左子樹繼續查找。如果遇到的結點值小於目標結點，則順著該結點的右子樹繼續查找。例如，要找出圖9-7所示的樹中值為15的結點，從根結點開始並往其左子結點移動，因為15比20要小。然後移動到結點值為9的右子結點上，因為15比9要大，此時結點值恰好為15，於是就找到了所需要的目標結點。如果在到達樹的分支盡頭前都沒有找到目標結點，則該結點並不存在於樹中。


  當然，搜索一棵二叉樹的過程依賴於其結點都是按照類似的方式插入的。因此，要插入一個結點，還是從根結點開始，一層一層往下，適當地移動到左或者右子結點上。當到達樹的分支盡頭時，執行插入操作。例如，將值為65的結點插入如圖9-7所示的樹中，從根結點開始，然後移動到右子結點，因為65比20要大。再次移動到右子結點，因為65比53大。最後再移動到左子結點，因為此時65要小於79。該結點已經是樹的分支盡頭了，因此將待插入的結點插入79對應的左子結點上。重複的結點值不允許出現。
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    圖　9-7　二叉搜索樹，包含查找15和插入65的路徑圖示
  


  二叉搜索樹是一種用於查找操作的高效數據結構，因為在最壞的情況下，只需要查找一個分支上的數據就可以了，而不用檢索每一個數據。因此，查找操作的複雜度是O（lg n），這裡n代表樹中的結點個數。這裡樹必須是保持平衡的。回顧一下保持一棵樹的平衡是指對於給定數量的結點，要使得樹的高度盡可能短。保持二叉搜索樹處於平衡的狀態是非常重要的，因為這代表著我們查找的分支都不會特別長。


  為了更進一步理解保持一棵二叉搜索樹平衡的重要性，不妨考慮一下當一棵二叉搜索樹變得越來越不平衡時的狀態。如果是這樣的話，查找一個結點的複雜度就成了O（n），這樣就相當於從頭到尾檢索所有的結點。例如，假設一棵二叉搜索樹包含216個單詞，單詞按照字母序插入（見圖9-8）。在這種情況下，這棵二叉搜索樹只包含一個單獨的右分支，查找一個單詞需要檢索216個單詞。但是，如果以一種隨機方式將單詞插入二叉搜索樹的話，則該樹至少在某種程度上是平衡的。因此在最壞的情況下，只需要檢索接近lg216=16個單詞就能夠查找到結果了。由於通常結點插入和移除的順序是不能控制的，因此不能依賴這種方式來保持樹的平衡。相反，我們必須採取一些更積極的方法。
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    圖　9-8　非平衡狀態的二叉搜索樹，只有一個單獨的右分支
  


  二叉搜索樹的接口定義


  bistree_init
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  返回值　無


  描述　初始化由參數tree所指定的二叉搜索樹。該函數必須在其他操作執行前調用。函數指針compare指定一個由用戶定義的比較函數。這個比較函數在key1大於key2時應返回1，key1小於key2時應返回-1，而當key1等於key2時返回0。當調用bistree_destroy時，由destroy所指定的析構函數提供了一種釋放動態分配的空間的方法。它的工作方式同前面描述過的bitree_destroy類似。如果二叉搜索樹包含的數據不需要釋放，則destroy應該設置為NULL。


  複雜度　O（1）


  bistree_destroy
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  返回值　無


  描述　銷毀由參數tree所指定的二叉搜索樹。調用該函數後任何其他操作都不允許再執行，除非用戶重新調用bistree_init。bistree_destroy將二叉搜索樹中所有的結點都移除，如果傳給bistree_init的參數destroy不為NULL的話，則每次移除結點時都需要調用由destroy所指定的析構函數。


  複雜度　O（n），這裡n代表二叉搜索樹中的結點個數。


  bistree_insert
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  返回值　如果插入操作成功，返回0；如果待插入結點已經在樹中存在，返回1；否則返回-1。


  描述　將結點插入由參數tree所指定的二叉搜索樹中。新結點包含一個指向參數data的指針，因此只要該結點還在樹中，data所引用的內存空間就必須保持有效。由調用者負責管理data所關聯的內存空間。


  複雜度　O（lg n），這裡n代表二叉搜索樹中的結點個數。


  bistree_remove


  [image: ]


  返回值　如果移除操作成功，返回0；否則返回-1。


  描述　在由參數tree所指定的二叉搜索樹中移除數據同參數data相吻合的結點。實際上，該操作僅僅只執行一種惰性移除，即該結點只是簡單地標記為隱藏。因此，並不會返回指向結點數據的指針。更進一步的是，樹中的數據就算被移除了也必須保持有效。其結果就是，二叉搜索樹的大小，即bistree_size的返回值，並不會在移除一個結點後遞減。9.7節再解釋這種方法。


  複雜度　O（lg n），這裡n代表二叉搜索樹中的結點個數。


  bistree_lookup
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  返回值　如果成功查找到結點，返回0；否則返回-1。


  描述　判斷在由參數tree所指定的二叉搜索樹中是否存在數據同參數data相吻合的結點。如果查找成功，則函數返回後參數data指向查找到結點的數據。


  複雜度　O（lg n），這裡n代表二叉搜索樹中的結點個數。


  bistree_size
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  返回值　二叉搜索樹中的結點個數。


  描述　這是一個宏，用來計算由參數tree所指定的二叉搜索樹中的結點個數。


  複雜度　O（1）


  二叉搜索樹的實現與分析


  前面提到過，只有當二叉搜索樹保持平衡時其查找效率才會高。遺憾的是，要保持一棵二叉搜索樹的平衡，實際做起來比看上去要難得多。儘管如此，還是有一些非常明智的辦法可以採用。其中最好的方法就是將二叉搜索樹實現為AVL樹。[1]


  AVL樹（Adel'son-Vel'skii and Landis）是一種特殊類型的二叉樹，它的每個結點都保存一份額外的信息：結點的平衡因子。結點的平衡因子是它的右子樹高度減去它的左子樹高度的結果（見圖9-9）。當插入結點時，AVL樹需要自我調整，使得所有結點的平衡因子保持為+1、-1或0。當子樹的根結點平衡因子為+1時，它是左傾斜的（left-heavy）。當子樹的根結點平衡因子為-1時，它是右傾斜的（right-heavy）。一棵子樹的根結點的平衡因子就代表該子樹的平衡性。保持所有子樹幾乎都處於平衡狀態，AVL樹在總體上就能夠基本保持平衡。
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    圖　9-9　AVL樹示例，包含結點的平衡因子
  


  AVL樹的基本查找和插入結點操作和前面介紹過的二叉樹一樣。但是，當向AVL樹中插入一個結點後，還有一些額外的工作要做。首先，必須計算因為執行了插入操作對平衡因子帶來的改變。其次，如果任何平衡因子變為了±2，就必須從這個結點開始往下重新平衡這棵樹，這個重新平衡的過程就稱為旋轉。


  AVL樹的旋轉


  旋轉操作用來重新平衡AVL樹的某個部分。通過重新安排結點，同時又必須保持結點之間的關係仍然是左子結點小於父結點，父結點小於右子結點——即必須保持該樹仍然是一棵二叉搜索樹。旋轉過後，旋轉子樹中的所有結點的平衡因子都為+1、-1或0。


  共有4種旋轉類型需要執行。它們是LL（left-left）、LR（left-right）、RR（right-right）和RL（right-left）旋轉。稍後示例9-5中展示的函數rotate_left和rotate_right將實現每種旋轉。為了理解我們需要在何時執行哪一種旋轉，設x代表剛插入AVL樹中的結點，設A為離x最近且平衡因子更改為±2的祖先，可以歸納為下列4種處理情況。


  LL旋轉


  如圖9-10所示，當x位於A的左子樹的左子樹上時，執行LL旋轉。設left為A的左子樹，要執行LL旋轉，將A的左指針指向left的右子結點，left的右指針指向A，將原來指向A的指針改為指向left。旋轉過後，將A和left的平衡因子都改為0。所有其他結點的平衡因子沒有發生改變。
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    圖　9-10　AVL樹中的LL旋轉
  


  LR旋轉


  如圖9-11所示，當x位於A的左子樹的右子樹上時，執行LR旋轉。設left是A的左子結點，並設A的子孫結點grandchild為left的右子結點。要執行LR旋轉，將left的右子結點指向grandchild的左子結點，grandchild的左子結點指向left,A的左子結點指向grandchild的右子結點，再將grandchild的右子結點指向A，最後將原來指向A的指針指向grandchild。
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    圖　9-11　AVL樹中的LR旋轉
  


  執行LR旋轉之後，調整結點的平衡因子取決於旋轉前grandchild結點的原平衡因子值。圖9-12展示了3種需要考慮到的情況。如果grandchild結點的原始平衡因子為+1，就將A的平衡因子設置為-1，將left結點的平衡因子設置為0。如果grandchild結點的原始平衡因子為0，就將A和left結點的平衡因子都設置為0。如果grandchild結點的原始平衡因子為-1，就將A的平衡因子設置為0，將left的平衡因子置為+1。在所有情況下，grandchild的新平衡因子都是0。所有其他結點的平衡因子都沒有改變。
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    圖　9-12　在AVL樹中執行了LR旋轉之後，更新結點的平衡因子
  


  RR旋轉


  當x位於A的右子樹的右子樹上時，執行RR旋轉。RR旋轉與LL旋轉是對稱的關係。設A的右子結點為right。要執行RR旋轉，將A的右指針指向right的左子結點，right的左指針指向A，原來指向A的指針修改為指向right。完成旋轉後，將A和left的平衡因子都修改為0。所有其他結點的平衡因子都沒有改變。


  RL旋轉


  當x位於A的右子樹的左子樹上時，執行RL旋轉。RL旋轉與LR旋轉是對稱的關係。設A的右子結點為right,right的左子結點為grandchild。要執行RL旋轉，將right結點的左子結點指向grandchild的右子結點，將grandchild的右子結點指向right，將A的右子結點指向grandchild的左子結點，將grandchild的左子結點指向A，最後將原來指向A的指針指向grandchild。


  執行RL旋轉之後，調整結點的平衡因子取決於旋轉前grandchild結點的原平衡因子。這裡也有三種情況需要考慮：如果grandchild結點的原始平衡因子值為+1，將A的平衡因子更新為0，right的平衡因子設置為-1。如果grandchild的原始平衡因子為0，將A和left的平衡因子都更新為0。如果grandchild的原始平衡因子為-1，將A的平衡因子設置為+1，而將left的平衡因子設置為0。在所有情況中，都將grandchild的新平衡因子設為0。所有其他結點的平衡因子不發生改變。這些調整過程同圖9-12所示的LR旋轉是呈對稱關係的。


  我們以Bistree來代表二叉搜索樹這種數據結構。實現二叉搜索樹一種好方法是利用前面討論過的二叉樹抽像數據類型。因此，通過typedef方式將BisTree實現為BisTree的別名（見示例9-4）。這麼做除了簡潔之外，採用typedef的方法使得二叉搜索樹具有了某種程度的多態能力，如同前面介紹過的棧和隊列一樣（見第6章）。這意味著除了專屬於二叉搜索樹的操作外，還可以在其之上執行屬於二叉樹的操作。


  由於要保持一棵二叉搜索樹的平衡狀態，需要每個結點除了存儲數據外，還需要存儲一些額外的信息。數據結構AvlNode代表樹中的結點（見示例9-4）。AvlNode包含3個成員：data是存儲在結點中的數據，hidden用來標識結點是否已經移除的一個成員，factor則代表該結點的平衡因子。本節給出的實現使用標識符來標識平衡因子可能的值。示例9-4將AVL_LEFT_HEAVY定義為1，AVL_BALANCED定義為0，AVL_RGT_HEAVY定義為-1。


  示例9-4：二叉搜索樹抽像數據類型的頭文件
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  [1]實際上紅黑樹的統計性能比AVL樹更好，紅黑樹也是一種平衡搜索樹。


  bistree_init


  bistree_init用來初始化一棵二叉搜索樹，以便其他的操作能夠隨後執行（見示例9-5）。由於二叉搜索樹實際上也是二叉樹，因此調用bitree_init來完成初始化工作。這裡需要顯式地將compare成員設置為指定的比較函數，因為該成員在二叉樹中並沒有使用到，因此bitree_init並不能初始化該成員。


  bistree_init的時間複雜度同bitree_init一樣，都是O（1）。


  bistree_destroy


  bistree_destroy操作用來銷毀一棵二叉搜索樹（見示例9-5）。為了實現該操作，引入兩個額外的輔助函數：destroy_left和destroy_right。這兩個函數按照遞歸的方式銷毀某個結點下方的左右子樹。它們的工作方式同前文定義過的bitree_rem_left和bitree_rem_right類似。針對二叉搜索樹，需要單獨的析構函數來銷毀AvlNode中數據成員所引用的空間以及AvlNode結構體本身所佔用的資源。


  bistree_destroy的時間複雜度同bitree_destroy一樣，都是O（n），這裡n代表樹中的結點個數。


  bistree_insert


  bistree_insert將一個結點插入二叉搜索樹中（見示例9-5）。該操作按照遞歸的方式調用bitree_insert來找到結點應該插入的位置。一旦插入結點，就需要更新相關結點的平衡因子，更新操作在遞歸的回歸過程中完成。如果在處理的過程中有任何結點的平衡因子的絕對值為2，都需要執行一次旋轉。


  從檢查是否將結點插入空樹開始。如果是這種情況，簡單地將結點設為根結點，並設它的平衡因子為AVL_BALANCED。否則，將待插入結點的數據與當前結點的數據相比較，以此來判斷需要往哪個方向移動（左子樹還是右子樹）。我們按照前面介紹過的方法來處理插入操作。當要插入的結點數據小於當前結點的數據時，遞歸調用該函數使我們移動到左邊。當待插入的結點數據大於當前結點的數據時，遞歸調用該函數將使我們移動到右邊。一旦找到了插入的位置，就動態分配一個AvlNode結構體，並將其插入樹中，作為當前結點的子結點。如果待插入結點的數據恰好與某個隱藏結點的數據一致（由於執行了移除操作，使結點成為隱藏的，但並未真正移除），就銷毀當前結點中的數據，將新的數據插入原來的位置上，並標識該結點不再為隱藏的。在這種情況下，不需要重新平衡樹。


  除此之外，替換了之前是隱藏的結點後，下一步需要評估樹的平衡性受到的影響，這樣如果有必要的話可以對其修復。不論結點插入左邊還是右邊，都用balanced來表示插入操作是否破壞了樹的平衡性。這導致執行一條用來調整當前結點的平衡因子的switch語句。調整當前結點的平衡因子反過來可能會導致該結點上層的結點平衡因子被打亂。因此，每次調用insert操作時，如果balanced為0，就遍歷樹當前這一層的所有結點，並更新結點的平衡因子。一旦發現沒有結點需要更新了，就將balanced設置為1，以此表示之前的操作已經完成。


  switch語句決定如何更新平衡因子，也決定何時應該執行旋轉操作。實際用來執行旋轉操作的函數要麼是rotate_left要麼是rotate_right，它們決定旋轉的類型：如果調用rotate_left則是LL或者LR；如果調用rotate_right則是RR或RL。由於旋轉操作會改變結點的平衡因子，因此每個旋轉函數也會修正平衡因子。理解更新平衡因子和執行旋轉操作的最好方式就是追蹤圖9-13中給出的例子。


  本章前面提到過，將結點插入一棵完全平衡的二叉搜索樹中的時間複雜度為O（lg n）。但是，由於AVL樹只是近似平衡的，因此有人可能會想知道這會對性能帶來什麼樣的影響。有結果表明，在最壞的情況下將結點插入AVL樹中的運行時間是T（n）=1.5klg n，這裡k代表某個常量，而n代表樹中的結點個數。而將結點插入一棵完全平衡的二叉樹中的運行時間為T（n）=klg n。可以看到，和插入一棵完全平衡的二叉樹中一樣，它們的時間複雜度都是O（lg n）。只是在實踐中，1.5倍的常數量確實會對性能產生一些影響。


  bistree_remove


  bistree_remove將一個結點從二叉搜索樹中移除（見示例9-5）。關於這個操作，我們給出了一個相當簡單的啟髮式稱謂：惰性移除。即只是將結點隱藏起來而並不是真正移除它們。要隱藏一個結點，將AvlNode結構中的hidden成員設置為1。如果稍後插入同樣的數據，只需簡單地將結點的hidden成員再次設置為0（見bistree_insert）。在實踐中，相對於插入的結點數目，如果並不期望需要進行許多移除操作的話，這種方法是可以接受的。如果需要移除很大數量的結點，可能就需要考慮將結點真正移除並重新調整樹的結構。要定位隱藏的結點，以遞歸的方式調用hide直到到達目標結點為止。一旦將結點隱藏了，就沒有必要重新平衡樹了，因為並沒有對樹的結構做任何修改。因此，直接將balanced值設置為1。
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    圖　9-13　將結點插入AVL樹中
  


  從AVL樹中移除結點的過程分析同插入結點一樣，因此bistree_remove的時間複雜度為O（lg n）。


  bistree_lookup


  bistree_lookup操作用來在二叉搜索樹中查找結點。它返回一個指向AvlNode結構體中數據域成員的指針（見示例9-5）。該操作通過遞歸的方式調用lookup，從根結點開始逐層降低遍歷樹的結點，直到找到目標結點為止。在每個層級上，我們首先檢查是否到達分支的邊緣。如果我們處於分支的邊緣則表示我們要找的結點不存在。否則，我們要麼移動到左子結點，要麼移動到右子結點，移動方式同前面介紹過的bistree_insert一樣。當我們遇到目標結點時，遞歸終結，此時我們返回0。查找AVL樹中結點的分析過程同插入結點一樣，因此bistree_lookup的時間複雜度為O（lg n）。


  bistree_size


  這是一個宏，用來計算二叉搜索樹中結點的個數（見示例9-4）。直接訪問BisTree結構體中的size成員即可。


  bistree_size的時間複雜度是O（1），因為訪問結構體成員的操作能夠在恆定的時間內完成。


  示例9-5：二叉搜索樹抽像數據類型的實現
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  問與答


  問：同雙向鏈表類似，一些樹除了維護從父結點指向子結點的正常指針外，也維護了從子結點指回它們父結點的指針。還有一些樹中在兄弟結點之間也維護互相關聯的指針。為什麼要這麼做呢？


  答：一般來說，維護附加的指針為遍歷樹時提供了更加靈活的方式。比如，維護父結點與子結點之間的指針使我們既能夠自上而下也能夠自下而上遍歷這棵樹。維護兄弟結點之間的指針，則使我們能夠方便地遍歷所有子結點而不必先訪問其父結點。連接兄弟結點帶來的好處在B+樹中可以找到，這是一種使用指針將葉子結點連接在一起的平衡搜索樹。通過鏈接葉子結點，能夠有效地在樹的最底端形成一個鏈表。這提供了一種按照順序查找特定的結點，並檢索要麼在其之前或在其之後的其他結點的高效方法。數據庫系統採用這種方法來同時支持高效的隨機和順序訪問。當然，缺點就是多了一些保存指針的開銷，而且在插入和移除子結點時，管理兄弟結點間的指針比較複雜。


  問：回顧前面表達式處理的例子，我們使用鏈表把結點按恰當的順序返回給調用者。在這個例子中，兩種數據結構關聯到相同的數據。在銷毀每種數據結構的實例時，我們應該注意哪些問題？


  答：本書介紹的所有的數據結構都遵循一個約定：只有一個指針負責維護插入數據結構中的數據。因此，應該由調用者來負責管理數據所關聯的存儲空間。在這個例子中，二叉樹和鏈表中的結點關聯到內存中的同一份數據，因此在這兩種數據結構的初始化函數中，只能向其中一個傳入析構函數，而另一個則只能把destroy參數設置為NULL，這一點很重要。當然，這種方法首先假設共享的數據是通過動態分配的方式得到的。如果數據結構關聯的數據不是動態分配的，則兩個數據結構的初始化函數中destroy參數都應該設置為NULL，因為沒有什麼空間需要釋放。


  問：在bitree_rem_left和bitree_rem_right中，為什麼要採用後序遍歷的方式來移除恰當的子樹？可以採用前序或者中序遍歷代替嗎？


  答：這裡必須採用後序遍歷。因為子樹必須在移除其父結點之前就全部移除。前序遍歷需要先將父結點移除，而移除了父結點就無法再訪問其子結點了。中序遍歷也沒辦法做到，因為我們仍然會在移除右子樹之前先移除父結點，這使得右子樹再也無法訪問到了。


  問：在二叉搜索樹中我們如何找到最小的結點？在最壞的情況下，在非平衡和平衡二叉搜索樹中該操作的時間複雜度是多少？如何在二叉搜索樹中找到最大的結點呢？時間複雜度又為多少？


  答：二叉搜索樹中的最小結點是最左邊的那個葉子結點。要定位到該結點，從根結點開始通過左指針逐層下降，直到到達該分支的邊緣。在非平衡的二叉搜索樹中，在最壞的情況下這需要O（n）的時間，n代表樹中的結點個數。這種情況發生在該樹只有一個單獨的左分支時。但是，如果保持樹的平衡性，則沒有哪一個分支將超過lg n個結點的長度，因而查找最小結點的複雜度就成為O（lg n）。查找最大結點的處理過程類似，只是最大的結點位於最右端的葉子結點上。時間複雜度同查找最小的結點一樣。如果我們只對確定某個集合中的最小（最大）值感興趣的話，可以採用優先級隊列（見第10章）。


  問：何時應該選擇使用分支因子相對較大的樹而不是二叉樹呢？舉例說明。


  答：對於給定的結點個數，分支因子大能夠保持這棵樹的高度較低，也就使樹能夠保持相對的平衡性。因此，在對樹的高度尤其敏感的應用中，採用分支因子較大的樹是更好的選擇，搜索樹就是個很好的例子，這也是二叉樹通常都用於內存中查找操作的原因。儘管在一般情況下分支因子較大的樹在內存中的性能並沒有顯著的提升，但是，當在速度相對較慢的輔助存儲空間（比如閃存）內執行查找操作時，分支因子較大的樹在性能上會有明顯的區別。在這種情況下，一般會採用某種類型的B樹（見本章結尾部分的相關主題）。


  問：在一棵二叉搜索樹中，某結點x的後繼結點是指x之後的下一個最大結點。例如，在一棵二叉搜索樹中包含鍵值24、39、41、55、87、92，於是41的後繼是55。如何在二叉搜索樹中找到某個結點的後繼結點？該操作的時間複雜度是多少？


  答：要在二叉搜索樹中確定結點x的後繼結點，首先要定位到x。然後，移動到x的右子結點，從這個結點開始不斷通過左指針訪問下層的左子結點，直到到達分支的邊緣。這條分支邊緣位置上的結點就是x的後繼結點。定位到結點x以及x的後繼結點的時間複雜度都是O（lg n）。


  問：回顧一下在二叉搜索樹中插入一個結點的過程，按照一條特定的路徑找到一個合適的位置作為插入點。隨著越來越多的結點插入樹中，最終，某個值將不再適合插入某區域中了。這就是為什麼樹會失去平衡而且必須執行旋轉操作的原因。在如圖9-14所示的二叉搜索樹中，對於插入x處的結點，其可能值是什麼？


  答：在圖9-14中，對於插入x處的結點，其值必須大於44且小於49。因為按照二叉樹的定義，49的左子結點的值必須小於49。另一方面，在44的右子樹中的結點其值又必須大於44。
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    圖　9-14　二叉搜索樹，x為待插入結點的位置
  


  相關主題


  K叉樹


  K叉樹的分支因子為k。結點的分支因子大於2對某些特定場景的建模很有幫助。比如在圖形窗口系統中父窗口與其子窗口之間1對n的關係，或者在文件系統中的目錄結構關係。


  紅黑樹


  紅黑樹是每個結點都帶有顏色屬性的自平衡二叉搜索樹，結點顏色要麼為紅要麼為黑。通過在分支中規定結點著色的規則，紅黑樹能夠確保每一個分支都不會長於其他分支的2倍。紅黑樹的最長運行時間是T（n）=2klgn，這裡n是樹中結點的個數，k為某個常量。而完全平衡二叉樹的搜索時間為T（n）=klgn。


  Trie樹


  Trie搜索樹主要用來查找變長字符串的組合。從概念上說，Trie樹中每一層的結點代表正在搜索的字符串中某個特定位置的所有可能字符。比如，緊跟在根結點下方的結點代表字符串中位置1處的所有可能字符，下一層的結點代表字符串位置2處的所有可能字符，以此類推。因此，要查找一個字符串，從根結點開始，每下一層都包含待查找的字符串的下一個字符。這個過程使得搜索的時間只與待查找字符串的長度相關，而與待查找的字符串總數無關。


  B樹，B+樹以及B*樹


  數據庫系統通常使用B樹來提高訪問輔助存儲設備上的數據的性能。一般來說，通過優化手段使得結點大小和輔助存儲設備的塊大小保持一致。所有類型的B樹都是平衡的，且一般都有較大的分支因子。這使得樹的高度較小，於是為了得到某條記錄必須遍歷的層級數減少了，從而減少了I/O操作帶來的開銷。


  第10章　堆和優先隊列


  在許多問題中，當對數據集進行頻繁的插入和刪除操作時，往往需要快速確定最大或最小的元素。處理這種問題的方法之一，就是使用一個已排好序的數據集。通過這種方法，最大或最小的元素總是處在數據集的頭部（這取決於使用升序還是降序排列）。然而，將數據集一遍又一遍地進行排序的代價是非常高的。並且很多情況下，將元素排序並不是操作的目的，最終我們可能在真正要做的工作之外做了很多其他工作。想要快速地找到最大或最小元素，只需要讓元素存儲在可以找到它的位置上就行。堆和優先隊列就是一種處理這種問題的有效方法。


  本章內容包括：


  堆


  它是一種樹形組織，使我們能夠迅速確定包含最大值的結點。維持一棵樹的代價低於維持一個有序數據集的代價。同樣，我們可以通過堆快速地找到包含最小值的元素。


  優先隊列


  它是一個從堆自然衍生而來的數據結構。在優先隊列中，數據保存在一個堆中，這樣我們能夠迅速確定下一個最高優先級的結點。所謂元素的「優先級」在不同的問題中意義也不相同。


  堆和優先隊列的一些應用：


  排序


  具體來說，就是指堆排序。在堆排序中，要排序的數據首先存儲在一個堆中。從堆中一次取出一個結點，放置到有序數據集的尾部。當取出每個結點時，它的下一個結點就會浮現到堆的頂部。堆排序與快速排序（見第12章）有相同的時間複雜度，但是在實際中，快速排序往往比堆排序複雜度略低，兩者相差一個常量因子。


  任務調度


  任務調度會告訴操作系統接下來哪個進程將在CPU上運行。操作系統會不斷調整進程的優先級。用優先隊列來存儲進程是相對比較高效的方法，因為它可以確保下一個將在CPU中運行的進程的優先級是最高的。


  包裹分揀（見本章相關章節）


  快速公司通常用包裹分揀法來確定包裹遞送的優先級。當掃瞄包裹時，高優先級的包裹將作為急快件投遞出去。而非急快件將作為較低優先級的包裹投遞出去。計算機系統通常使用優先隊列來保證最高優先級的包在系統中運行最順暢，因為這種方法十分高效。


  霍夫曼編碼


  這是一種數據壓縮方法，它使用霍夫曼樹為數據符號分配編碼（見第14章）。向出現頻率較高的符號分配較短的編碼，向出現頻率較低的符號分配較長的編碼。霍夫曼樹是由較小的二叉樹兩兩合併構成。由於每次都必須合併鍵值最小的二叉樹，因此每次合併的兩棵樹都是從一個優先隊列中取出的。


  負載均衡


  它用來維護管理一系列處理類似任務的服務。當連接請求到達時，優先隊列可以確定哪個服務器能夠最好地處理到達的任務。


  堆的描述


  堆是一棵二叉樹，通常其子結點存儲的值比父結點的值小。所以，根結點是樹中最大的結點。同樣，我們也可以讓堆向另一種方向發展，即每個子結點存儲的值比父結點的值大。這樣根結點就是樹中最小的結點。這樣的二叉樹是局部有序的，任何一個結點與其兄弟結點之間都沒有必然的順序關係，但它與其父子結點有大小順序關係。子結點比父結點小的堆稱為最大值堆（見圖10-1），這是因為根結點存儲該樹所有結點的最大值。反之，子結點比父結點大的堆稱為最小值堆。
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    圖　10-1　（a）最大值堆　（b）其在數組中的表示
  


  堆是左平衡的樹（見第9章），所以隨著結點的增加，樹會逐級從左至右增長。因此對於堆來說，一個比較好的地表示左平衡二叉樹的方式是，將結點通過水平遍歷的方式連續存儲到一個數組中（見第9章）。假設有一個零索引數組，這表示數組中處於位置i處的節點，其父結點位於i-1/2處，計算中要忽略（i-1）/2的小數部分。其左結點和右結點分別位於2i+1和2i+2位置上。這樣的組織結構對於堆來說非常重要，因為通過它我們能迅速地定位堆的最後一個結點：最後一個結點指處於樹中最深層最右端的結點。這在實現某些堆操作時非常重要。


  堆的接口定義


  heap_init
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  返回值　無


  描述　初始化堆heap。在對堆進行其他操作之前必須首先調用初始化函數。在堆形成的過程中，函數指針compare會被堆的各種操作調用，用來比較堆中的結點。如果堆為最大值堆，當key1＞key2時，函數返回1；當key1=key2時，函數返回0；當key1＜key2時，函數返回-1。如果堆為最小值堆，那麼函數的返回結果相反。參數destroy是一個函數指針，通過調用heap_destroy來釋放動態分配的內存空間。例如，如果一個堆包含使用malloc動態分配內存的數據，那麼當堆銷毀該堆時，destroy會調用free來釋放內存空間。當一個結構化數據包含若干動態分配內存的數據成員時，destroy應該指向一個用戶定義的函數來釋放數據成員和結構本身的內存空間。如果堆中的數據不需要釋放，那麼destroy應該指向NULL。


  複雜度　O（1）


  heap_destroy
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  返回值　無


  描述　銷毀堆heap。在調用heap_destroy之後不再允許進行其他操作，除非再次調用heap_init。heap_destroy會刪除堆中所有的結點，在刪除的同時調用heap_init中destroy所指向的銷毀函數（前提是此函數指針不為NULL）。


  複雜度　O（n），其中n是堆中結點的個數。


  heap_insert
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  返回值　如果插入元素成功，返回0；否則，返回-1。


  描述　向堆heap中插入一個結點。新結點包含一個指向data的指針，只要結點仍然存在於堆中，此指針就一直有效。與data相關的內存空間將由函數的調用者來管理。


  複雜度　O（lg n），其中n是堆中結點的個數。


  heap_extract
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  返回值　如果結點釋放成功，返回0；否則，返回-1。


  描述　從堆heap中釋放堆頂部的結點。返回時，data指向被釋放結點中存儲的數據。與data相關的內存空間將由函數的調用者來管理。


  複雜度　O（lg n），其中n是堆中結點的個數。


  heap_size
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  返回值　堆中的結點個數。


  描述　獲取堆heap結點個數的宏。


  複雜度　O（1）


  堆的實現與分析


  這裡的堆是用二叉樹實現的，其結點按照樹的層次結構存放在一個數組中。結構heap是堆的數據結構（見示例10-1）。此結構體包含4個成員：size指明堆中結點的個數；compare與destroy是用於封裝傳入heap_init的函數的指針；tree是堆中存儲結點的數組。


  示例10-1：堆的頭文件
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  heap_init


  堆由heap_init初始化，經過初始化的堆才能進行其他操作（見示例10-2）。堆的初始化過程比較簡單，它將size成員設置為0；將destroy成員指向destroy；然後將tree指針設置為NULL。


  heap_init的時間複雜度為O（1），因為初始化堆的幾個步驟都能在固定時間內完成。


  heap_destroy


  堆由heap_destroy進行銷毀（見示例10-2）。該函數主要用於移除堆中的所有結點。當在heap_init中destroy指針不為NULL時，destroy將指向此函數以便在移除每個結點時調用。


  heap_destroy的時間複雜度為O（n），其中n為堆中結點的個數。這是由於必須遍歷堆中所有的結點來釋放堆中的數據。如果destroy為NULL，那麼heap_destroy的複雜度為O（1）。


  heap_insert


  堆由heap_insert向堆中插入結點（見示例10-2）。函數將新結點指向調用者傳入的數據。首先，要為新的結點重新分配存儲空間，以保證樹能容納此結點。新插入的結點將首先放到數組的末尾。此時將破壞堆的固有特性，所以我們必須調整樹的結構，對結點進行重新排列（見圖10-2）。
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    圖　10-2　將24插入一個最大值堆中
  


  在插入結點時，為了重新排列一棵樹，只需要考慮新結點插入的那個分支，因為這是形成堆的局部開始分支。從新結點開始，將結點向樹的上方層層移動，比較每個子結點和它的父結點。在每一層上，如果父結點與子結點的位置不正確，就交換結點的內容。這個交換過程會不斷進行直到某一層不再需要進行交換為止，或者直到結點到達樹的頂部。最後，通過堆數據結構中的size成員來更新堆的容量。


  heap_insert的時間複雜度為O（lg n），其中n為堆中結點的個數。因為在最壞情況下，需要將新結點中的內容從樹的最底層移動到樹的頂部，這是一個lg n級別的遍歷過程。而剩下的操作都能在固定時間內完成。


  heap_extract


  堆由heap_extract操作來釋放堆頂部的結點（見示例10-2）。首先，將data指向將要釋放結點的數據。接下來，保存最後一個結點的內容，將樹的大小減一，為樹重新分配一個稍小的存儲空間。在確定以上操作都成功之後，將最後一個結點中的內容拷貝到根結點中。顯然，這個過程會破壞堆固有的特性，所以我們必須調整樹的結構，對結點進行重新排列（見圖10-3）。
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    圖　10-3　將25從一個最大值堆中釋放
  


  在取出結點後，為了重新排列一棵樹，從根結點開始沿樹幹層層向下移動，與結點的兩個子結點進行比較。在每一層上，如果父結點與子結點的位置不正確，就交換結點的內容，此時需要將父結點與位置最混亂的那個子結點進行交換。這個交換過程會不斷進行下去直到某一層不再需要進行交換為止，或者直到結點到達一個葉子結點。最後，通過遞減堆數據結構中的size成員更新堆的容量。


  heap_extract的時間複雜度為O（lg n），其中n為堆中結點的個數。因為在最壞情況下，需要將新結點中的內容從樹的頂部移動到樹的一個葉子結點，這是一個lg n級別的遍歷過程。而剩下的操作都能在固定時間內完成。


  heap_size


  這個宏計算堆中結點的個數（見示例10-1）。它通過訪問結構Heap的成員size來獲得。


  其時間複雜度為O（1）。因為遍歷過程是一個運行時間固定的運算過程。


  示例10-2：堆的實現
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  優先隊列的描述


  優先隊列將數據按照優先級順序排列。一個優先隊列由許多有序的元素構成，所以優先級最高的元素可以有效而快速地確定。例如，我們看一組用來做負載均衡的服務器，時時觀察它們的使用情況。當連接請求到達時，優先隊列可以告知當前哪個服務器是處理此連接請求的最佳服務器。在這種情況下，最空閒的服務器獲取的優先級最高，因為它可以最好地處理服務請求。


  優先隊列的接口定義


  pqueue_init
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  返回值　無


  描述　初始化優先隊列pqueue。在對優先隊列進行其他操作之前必須首先調用初始化函數。在優先隊列的形成過程中，函數指針compare會被優先隊列的各種操作調用，用來維持優先隊列的堆特性。如果隊列中大的值有較高的優先級，那麼當key1＞key2時，函數返回1；當key1=key2時，函數返回0；當key1＜key2時，函數返回-1。如果相反隊列中小的值有較高的優先級，那麼函數的返回結果相反。參數destroy是一個函數指針，通過調用pqueue_destroy來釋放動態分配的內存空間。例如，如果一個優先隊列包含使用malloc動態分配內存的數據，那麼當銷毀優先隊列時，destroy會調用free來釋放內存空間。當一個結構化數據包含若干動態分配內存的數據成員時，destroy應該指向一個用戶定義的函數來釋放數據成員和結構本身的內存空間。如果優先隊列中的數據不需要釋放，那麼destroy應該指向NULL。


  複雜度　O（1）


  pqueue_destroy
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  返回值　無


  描述　銷毀優先隊列pqueue。在調用pqueue_destroy之後不再允許進行其他操作，除非再次調用pqueue_init。pqueue_destroy會從優先隊列中提取所有的元素，在刪除每個元素的同時調用pqueue_init中destroy所指向的銷毀函數（前提是此函數指針不為NULL）。


  複雜度　O（n），其中n是優先隊列中結點的個數。


  pqueue_insert
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  返回值　如果插入元素成功，返回0；否則，返回-1。


  描述　向優先隊列pqueue中插入一個元素。新元素包含一個指向data的指針，只要結點仍然存在於優先隊列中，此指針就一直有效。與data相關的內存空間將由函數的調用者來管理。


  複雜度　O（lg n），其中n是優先隊列中結點的個數。


  pqueue_extract
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  返回值　如果元素提取成功，返回0；否則，返回-1。


  描述　從優先隊列pqueue中提取優先隊列頂部的元素。返回時，data指向已提取元素中存儲的數據。與data相關的內存空間將由函數的調用者來管理。


  複雜度　O（lg n），其中n是優先隊列中結點的個數。


  pqueue_peek
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  返回值　優先隊列中優先級最高的元素；如果隊列為空，那麼返回NULL。


  描述　獲取優先隊列pqueue中優先級最高元素的宏。


  複雜度　O（1）


  pqueue_size
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  返回值　優先隊列中的結點個數。


  描述　獲取優先隊列pqueue結點個數的宏。


  複雜度　O（1）


  優先隊列的實現與分析


  我們可以通過很多方法來實現一個優先隊列。最常用而簡單的方法就是維護一個有序數據集。在這個有序數據集中，優先級最高的元素位於數據集的頭部。然而，插入或提取元素之後必須重新排列數據集，這是一個複雜度為O（n）的操作（n為數據集元素的個數）。因此，更好的方法就用一個局部有序的堆來實現優先隊列。我們回憶一下堆的定義，位於堆頂部的結點往往優先級最高，而且插入或提取數據之後重新排列堆的複雜度僅為O（lg n）。


  我們可以通過這種簡單的方式typedef PQueue Heap來實現一個優先隊列（見示例10-3）。這是因為優先隊列與堆的操作基本相同，優先隊列僅僅比堆多了一個接口而已，並且堆數據類型作為實現方式（見示例10-2和示例10-3）。為了實現這些接口，我們只需要將優先隊列的相應操作定義成堆的操作就可以了。優先隊列中獨有的操作pqueue_peek與pqueue_extract相類似，只是pqueue_peek返回隊列中優先級最高的元素，而不刪除它。


  示例10-3：優先隊列的頭文件
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  優先隊列的示例：包裹分揀


  絕大多數快遞服務公司都會提供幾種服務供客戶選擇。通常來說，如果你願意支付更多的快遞費用，那麼你的包裹能夠保證更快地送達。因為很多大的快遞服務公司每天要處理數以百萬計的包裹，所以將這些包裹按照優先級排序是很重要的。這在投遞的人力物力有限的情況下尤為重要。在這種情況下，具有高優先級的包裹往往優先投遞。例如，一架用於投遞服務的飛機，如果它在某個繁忙大城市的中心機場每天只跑一個往返，那麼那些第二天就要求投遞的包裹在當天就應該裝上飛機。


  確保包裹能夠按照正確的優先級順序送達到指定的目的地方法是，將包裹的信息按照正確的優先級順序存儲在一個優先隊列中。包裹分揀過程首先掃瞄包裹的信息，並將信息錄入系統中。對於每個掃瞄過的包裹，其信息將會按照優先級順序存儲到隊列中，以便當包裹在系統中傳遞時，具有最高優先級的包裹將首先傳遞。


  示例10-4列舉兩個函數get_parcel和put_parcel，它們都是用來操作一個包含包裹信息Parcel的優先隊列。Parcel在parcel.h中定義，此處沒有列舉出來。一個分揀器調用put_parcel將一個包裹的信息加載到系統中。Parcel中傳遞給put_parcel的一個成員變量代表優先序號。put_parcel將一個包裹插入一個優先隊列中，並按照優先級找到它在隊列中的位置。當分揀器準備在系統中傳遞下一個包裹時，它會調用get_parcel。函數get_parcel會取到最高優先級的包裹，這樣就能保證包裹按照正確的順序處理。


  優先隊列是用來管理包裹的最佳方法，因為某些場合，我們只關心下一個優先級最高的包裹是哪一個。這樣，可以避免維護包裹完全有序的系統開銷。get_parcel和put_parcel的時間複雜度都為O（lg n），因為這兩個函數分別只調用了複雜度為O（lg n）的函數pqueue_extract和pqueue_insert。


  示例10-4：包裹分揀函數的實現
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  問與答


  問：要構建一個堆，要使用本章提到的接口heap_insert，每次插入一個元素時就調用一次此接口。由於heap_insert的時間複雜度為O（lg n），因此構建一個堆所需要的運行時間為O（nlg n）。是否有其他可代替的方法來構建一個堆，使複雜度降為O（n）？


  答：為了避免重複地調用函數heap_insert，可以通過不斷調整一個結點數組來做到，即像heap_insert中所做的一樣將結點往樹的根部遞推。在這種方法中，首先調整根結點處於n/2-1的樹，接著調整根結點處於n/2-2的樹，以此類推，不斷調整下去，直到調整到根結點處於0的樹。該方法依賴於對零索引數組中位於n/2至n-1處結點的觀察，因為這些結點都是葉子結點，所以它們本身都應該是由單結點組成的堆。通過這種方式構造堆非常高效，因為即使有n/2-1次操作都消耗了O（lg n）的時間，但更嚴格的分析表明，即使在最壞的情況下，也只有一半的調整操作需要進行數據比較。這樣整體的運行時間就為O（n）。另一方面，如果只是重複地調用heap_insert，那麼在最壞情況下，一半的調整操作都可能要求遍歷所有lg n層的結點。所以，以這種方式構造堆的運行時間為O（nlgn）。


  問：為什麼heap_parent、heap_left、heap_right都是在heap.c中定義，而其他與堆相關的宏定義（例如heap_size）是在heap.h中定義？


  答：宏定義heap_parent、heap_left和heap_right能夠迅速地在數組中確定一個結點的父結點、左子結點和右子結點。之所以不能將它們放在heap.h中，是因為它們不屬於堆的公共接口。也就是說，開發人員不允許隨意遍歷堆的結點。相反，只能訪問在heap.h中公佈的接口和宏定義。


  問：回想一下，左平衡二叉樹特別適合存儲於數組中。為什麼這種性質並不是對所有的二叉樹都成立？


  答：之所以左平衡二叉樹很適合於存儲到數組中，是因為在位置0和n-1之間肯定會用到結點（其中n是樹中結點的個數）。相反，如果不是一棵左平衡二叉樹，那麼數組就會沒用到結點的空缺。例如：假如有一棵10層高的二叉樹，其前9層都是滿結點的，但在第10層只有一個結點處於樹的最右邊。在一個連續的存儲空間中，第10層的那個結點在空間中的位置為210-2=1022（在一個零索引數組中）。第9層最右邊的那個結點在空間中的位置為29-2=510。那麼，為了存放這棵樹需要總共1023個位置，而其中（1022-510）-1=511位置都是空的。所以數組的空間利用率只有50%。


  問：假設我們用一個優先隊列存放一些已經由應用程序預先設定好順序的任務。如果系統不斷地處理大量高優先級的任務時，系統可能會產生什麼問題？如果解決這些問題？


  答：當高優先級的元素不斷被插入一個優先隊列中時，那些低優先級的元素可能永遠都沒機會排到隊列的頂部。例如，在一個任務調度程序中，這種情況會導致低優先級的任務「餓死」。為了解決這個問題，通常系統要採取某種機制來提高任務的等級（隨著任務在隊列中待的時間變得越來越長）。這樣的話，即使在一個充斥著高優先級任務的繁忙系統中，低優先級的任務最終都將獲得足夠高的優先級，從而排到隊列的頂部。操作系統會頻繁地使用這種方法來確保低優先級的進程不會完全「停止」。


  相關主題


  斐波納契堆


  一種堆排序樹的集合。斐波納契堆常用來計算最小生成樹和查找唯一最短路徑（見第17章）。


  K叉堆


  由分支因子為k的樹構成的堆。雖然不像由二叉樹構成的堆那麼常用，但在解決某些問題時還是可以考慮它的。


  第11章　圖


  在計算機科學領域中，圖是最為靈活的數據結構之一。事實上，大多數其他的數據結構也都能表示為圖的形式，儘管按照這種方法表示它們通常會變得更加複雜。一般來說，圖在定義對像之間的關係或聯繫這類問題上能夠作為一種模型來幫助我們。圖中的對象可能是某種實際的實體，比如網絡中的結點或者河流中的島嶼，但這也並非必須如此。通常，對象都不是那麼具體，比如某個系統中的狀態或數據庫中的業務。相同點只是對像之間的關聯和聯繫。網絡中的結點是物理上相連接的，但系統中狀態之間的關係可能只是簡單地表示為了達到下一個狀態在當前所做出的決策。無論是什麼情況，圖的模型都很有用，能夠解決許多有趣的計算問題。


  本章內容包括：


  圖


  一種靈活的數據結構，一般作為一種模型用來定義對像之間的關聯或聯繫。對像由頂點表示，而對像之間的關係或關聯則通過頂點之間的邊來表示。


  搜索方法


  按照特定的順序訪問圖中頂點的技術。一般來說，要麼採用廣度優先，要麼採用深度優先的方式。許多圖算法都基於這兩種基本方法系統地搜索圖的頂點。


  關於圖的一些應用有：


  圖算法


  用來解決通過圖來建模的算法（見第16章）。許多圖算法用來解決和連通性還有路徑優化相關的問題。比如，第16章探索了計算最小生成樹的算法，找出最短路徑，以及解決旅行商問題。


  統計網絡跳數（本章中將涉及）


  統計在Internet中從一個結點訪問其他結點時中間必須經過的最小結點數。這個信息在Internet中非常有用，因為最明顯的網絡開銷直接和所要遍歷的結點數目相關。


  拓撲排序（本章中將涉及）


  將有向無環圖中的頂點按照線性的方式排列，使得所有的邊都是從左到右的方式。拓撲排序最通常的用途是在執行若干個互相之間有關聯的任務時，確定一種可接受的先後順序。


  圖著色


  嘗試對圖的頂點著色，使得每一條邊的兩個頂點顏色都不相同，這個過程稱為圖著色。某些時候，我們只關心在這種情況下所需要的最少顏色數量，這稱為圖的全色數（chromatic number）。


  哈密頓圈問題


  如果從圖中任意一點出發，經過圖中的每一個頂點恰好一次，最後返回初始頂點，則稱該路徑為哈密頓圈。旅行商問題（見第16章）是哈密頓圈問題的一個特殊形式。在旅行商問題中我們要以最小的代價找到哈密頓圈。


  分團問題


  在圖的區域中，每個頂點都以某種方式與其他結點相連。擁有這種屬性的區域稱為團（clique）。一些分團問題旨在找出圖中所包含的最大團。其他一些分團問題則致力於確定圖是否包含某個特定大小的團。


  可序列化衝突


  這是數據庫優化的一個重要方面。與其按照順序一個事務一個事務地執行，數據庫系統一般會嘗試對調度時序重新排序以獲得更高的並發性。但是，一系列調度指令不能隨意重新排序，數據庫系統必須找到一種衝突性可序列化的調度時序。衝突性可序列化的調度時序產生的結果與序列化調度時序產生的結果一致。為了確定一個調度時序是否為衝突性可序列化的，可以採用一個優先級圖來定義各事務之間的關係。如果圖不包含圈，則該調度時序就是衝突可序列化的。


  圖的描述


  圖由兩種類型的元素組成：頂點和邊。頂點代表對象，邊則建立起對像之間的關係或關聯。在許多問題中，圖的邊都關聯了值或者權重的信息；這類問題在第16章之前將不會做進一步的深究。


  圖要麼是有向的要麼是無向的。在有向圖中，邊是由兩個頂點組成的有序對，具有特定的方向。形象地說，有向圖可以由頂點和帶方向的箭頭所組成的圈繪製出來（見圖11-1a）。有時候，有向圖的邊也稱為弧。在無向圖中，邊是沒有方向的；因而，無向圖的邊就直接用線段來代替箭頭表示（見圖11-1b）。
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    圖　11-1　圖的兩種表示：a）有向圖　b）無向圖
  


  圖的正式表示法是G=（V,E），這裡V代表頂點的集合，而E和V之間是一種二元關係。在有向圖中，如果某條邊是從頂點u開始到頂點v結束，則E包含有序對（u,v）。比如，在圖11-1a中，V={1,2,3,4}，而E={（1,2）,（1,3）,（1,4）,（2,3）,（2,4）,（3,2）,（3,4）}。按照慣例，在圖中表示邊的集合時，用圓括號而不是大括號。在無向圖中，由於邊（u,v）和（v,u）是一樣的意思，因此在E中只需要記錄其中一個就可以了。因而，在圖11-1b中，V={1,2,3,4}，而E={（1,2）,（1,3）,（1,4）,（2,3）,（2,4）,（3,4）}。在有向圖中邊可能會指回同一個頂點，但在無向圖中則不會出現這種情況。


  圖中的兩個重要關係是鄰接（adjacency）和關聯（incidence）。鄰接是兩個頂點之間的一種關係。如果圖包含邊（u,v），則稱頂點v與頂點u鄰接。在無向圖中，這也暗示了頂點u也與頂點v鄰接。換句話說，在無向圖中鄰接關係是對稱的。而在有向圖中則並非如此。比如，在圖11-1a中，頂點2與頂點1相鄰接，但頂點1並不與頂點2相鄰接。另一方面，頂點2和頂點3則互為鄰接。如果一幅圖中的每一個頂點都與其他頂點相鄰接，則稱這幅圖是完全圖。


  關聯是指頂點和邊之間的關係。在有向圖中，邊（u,v）從頂點u開始關聯到v，或者相反，從頂點v開始關聯到u。因此，在圖11-1a中，邊（1,2）從頂點1開始關聯到頂點2。在有向圖中，頂點的入度（in-degree）指的是以該頂點為終點的邊的數目。而頂點的出度（out-degree）指的是以該頂點為起點的邊的數目。在無向圖中，邊（u,v）與頂點u和v相關聯，而頂點的度就是與該頂點相關聯的邊的數目。


  我們常常在圖中說到路徑。路徑是依次遍歷頂點序列之間的邊所形成的軌跡。正式的說法是，頂點u到另一個頂點u'的路徑由頂點序列＜V0,V1,V2,……,Vk＞組成，使得u=V0且u'=Vk，對於i=1,2,……,k，所有的（Vi-1,Vk）均屬於E。這樣的一條路徑包含邊（V0,V1），（V1,V2）,……,（Vk-1,Vk），且長度為k。如果存在一條從u到u'的路徑，則u'從u是可達的。沒有重複頂點的路徑稱為簡單路徑。


  環是指路徑包含相同的頂點兩次或兩次以上。也就是說，在有向圖的一條路徑中，如果從某頂點出發，最後能夠返回該頂點，則該路徑是環。圖11-2a包含環{1,2,4,1}。正式的說法是，在有向圖中，如果V0=Vk，且路徑包含至少一條邊，則該路徑組成一個環。在無向圖中，有路徑＜V0,V1,V2……,Vk＞，如果V0=Vk且從V1到Vk中沒有重複的頂點，則該路徑組成一個環。沒有環的圖稱為無環圖。有向無環圖有特殊的名稱，叫做DAG（Directed Acyline Graph的縮寫）（見圖11-2b）。
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    圖　11-2　兩幅圖a）包含環{1,2,4,1}的有向圖　b）有向無環圖，或稱為DAG
  


  連通性是圖中另一個重要的概念。對於無向圖而言，如果它的每個頂點都能通過某條路徑到達其他頂點，那麼我們稱它為連通的。如果該條件在有向圖中同樣成立，則稱該圖是強連通的。儘管無向圖可能不是連通的，但它仍然可能包含連通的部分，這部分稱為連通分支。如果有向圖中只有部分是強連通的，則該部分稱為強連通分支（見圖11-3）。
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    圖　11-3　有兩個強連通分支{1,2,3}和{4,5,6}的有向圖
  


  某些特定的頂點對於保持圖或連通分支的連通性有特殊的重要意義。如果移除某個頂點將使得圖或某分支失去連通性，則稱該頂點為關結點。比如，在圖11-4中，頂點4和5都是關結點，因為如果它們中的任意一個被移除，圖就變成非連通的了。移除這些頂點後，圖中擁有兩個連通分支，{1,2,3}和{6,7,8}。如果移除某條邊會使得圖失去連通性，則稱該邊為橋。沒有關結點的連通圖稱為雙連通圖。儘管圖本身可能不是雙連通的，但它仍然可能包含雙連通分支。
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    圖　11-4　擁有關結點4和5以及橋（4,5）的無向圖
  


  在計算機中最常用來表示圖的方法是採用鄰接表表示形式，鄰接表按照鏈表的方式組織起來。鏈表中的每個結構都包含兩個成員：一個頂點和與該頂點鄰接的頂點所組成的一個鄰接表（見圖11-5）。
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    圖　11-5　採用鄰接表的形式來表示圖11-3中的有向圖
  


  在圖G=（V,E）中，如果V中的兩個頂點u和v組成E中的邊（u,v），則頂點v包含在頂點u的鄰接表中。因而，在有向圖中，所有鄰接表中的頂點總數同總的邊數相等。在無向圖中，由於邊（u,v）暗含了邊（v,u），因此頂點v包含在頂點u的鄰接表中，而頂點u也包含在頂點v的鄰接表中。因而，在這種情況下所有鄰接表中的頂點總數是總邊數的兩倍。


  通常，鄰接表多用於稀疏圖中，稀疏圖是指邊數相對來說較少的圖。稀疏圖非常普遍，但是如果圖是稠密型的，就應該選擇採用鄰接矩陣表示方式來表示稠密圖了（見本章末尾的相關主題）。鄰接矩陣表示方式需要佔用O（VE）的空間。


  搜索方法


  對一個圖進行搜索意味著按照某種特定的順序依次訪問其頂點。有兩種重要的搜索方法在很多圖算法中都採用過：廣度優先搜索和深度優先搜索。


  廣度優先搜索


  廣度優先搜索（見圖11-6）在進一步探索圖中的頂點之前先訪問當前頂點的所有鄰接結點。這種查找方法在很多應用中都非常有用，包括找出最小生成樹以及最短路徑問題（見第16章，以及本章中的第一個例子）。
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    圖　11-6　從頂點1開始進行廣度優先搜索，頂點5對於頂點1來說不可達
  


  開始前，首先選擇一個起始頂點並將其塗黑，而其他頂點為白色。把起始頂點單獨置於一個隊列中。該算法按照如下方式處理：對於隊列中的每個頂點（初始狀態下只有起始頂點），從隊列首部選出這個頂點並找出每一個與之相鄰接的頂點。將找到的鄰接頂點入隊到隊列末尾。我們將已經訪問過的頂點塗黑，而還沒有訪問的頂點則是白色。如果頂點的顏色是灰色，表示已經發現它了，並把它入隊到隊列末尾。如果頂點的顏色是白色，表示還沒有發現它，將按照同樣的方法繼續處理隊列中的下一個鄰接頂點。


  一旦所有的鄰接頂點都已經找到，就將隊列頭的頂點出隊並將其塗黑，表示我們已經完成了對其的查找。我們繼續這個步驟直到隊列為空，此時從起始頂點開始可達的所有頂點都已經塗黑了。圖11-6演示了一個有向圖的廣度優先搜索過程。廣度優先搜索也能應用於無向圖中。


  除了簡單地訪問頂點外，廣度優先搜索還可以用來跟蹤記錄一些有用的信息。比如，在到達每個頂點之前，可以記錄已經遍歷過的頂點個數，在一個每條邊沒有權重的圖中，由這些頂點組成的路徑往往就是訪問每個頂點的最短路徑。在圖11-6中，從頂點1到頂點2或3的最短路徑只包含1跳，當找到頂點2和3時就記錄下來。從頂點1到頂點4的最短路徑包含2跳：其中1跳已經在找到頂點2時記錄下來了，另外一跳則在從頂點2出發到頂點4時記錄下來。也可以採用廣度優先搜索法來生成一棵廣度優先樹。廣度優先樹是用來維護我們發現的每個頂點的祖先結點信息的數據結構。由於頂點只能被發現一次（當將其塗黑時），它只有唯一一個祖先或父結點。在圖11-6中，灰色線段標注的邊就是廣度優先樹的枝幹。


  深度優先搜索


  深度優先搜索（見圖11-7）在搜索過程中每當訪問到某個頂點後，需要遞歸地訪問此頂點的所有未訪問過的相鄰頂點。因而，這種搜索將盡可能深地持續探索，直到無法繼續為止。這種策略使得深度優先搜索在很多應用中非常有用，包括環檢測以及拓撲排序（見本章的第二個例子）。
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    圖　11-7　從頂點1開始做深度優先搜索
  


  搜索開始前，將每個頂點塗為白色，並選擇一個作為起始點。該算法按照如下的方式進行處理：首選選擇一個起始頂點，塗為灰色，表示還未發現它。然後從該頂點的鄰接並且未發現頂點集合中選擇一個新頂點，繼續這個過程直到所選的頂點沒有其他的白色鄰接頂點為止，此時已經達到了最深的程度。因而，將當前選擇的頂點塗黑，表示完成了對其的探索，然後回溯到該頂點的上一個頂點，繼續探索其餘的白色鄰接頂點。


  繼續這個步驟，直到選擇的初始頂點已經沒有白色的鄰接頂點為止。這個過程僅訪問了從初始頂點開始可達的頂點。因此，整個處理過程必須在圖中的每個頂點上重複。例如，在圖11-7中，如果缺少重複這個步驟，將不會訪問到頂點4。當我們發現在一個已經塗黑的頂點上重複該過程時，搜索過程將立刻停止，然後我們繼續移動到下一個頂點。圖11-7在有向圖上展示了深度優先搜索的過程。深度優先搜索也能應用在無向圖上。


  除了只搜索頂點外，深度優先搜索還能夠用來記錄一些有用的信息。比如，可以記錄發現和終止於每個頂點的次數。深度優先搜索也可以用來構建一個深度優先生成森林。深度優先生成森林是樹的集合，每一棵樹用來維護搜索到的每個頂點的祖先結點。由於頂點只能發現一次（當將其塗黑時），因此每個頂點都只有唯一的祖先結點（或父結點）。每棵樹都包含搜索過程中發現的與該頂點唯一相連的結點。在圖11-7中，以灰色線段標注的邊就是樹的枝幹。


  圖的接口定義


  graph_init
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  返回值　無


  描述　初始化由參數graph所指定的圖。該函數必須在執行其他與圖相關的操作之前調用。match參數指定用來判斷兩個頂點是否匹配的函數，該函數會用在其他的圖操作中。當key1等於key2時，match函數返回1；否則返回0。destroy參數所指定的函數提供一種釋放動態分配數據空間的方法。比如，如果圖包含通過malloc動態分配的空間，則destroy應該設置為free，當銷毀圖時以此來釋放動態分配的內存。對於包含多個動態分配成員的結構化數據，destroy參數應該設置為一個用戶定義的析構函數，用來對每一個動態分配的成員以及結構體自身做資源回收操作。如果圖包含不需要動態釋放空間的數據，destroy參數應該設置為NULL。


  複雜度　O（1）


  graph_destroy
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  返回值　無


  描述　銷毀由參數graph所指定的圖。該函數調用後，任何其他的圖操作都不允許再執行，除非用戶再次調用graph_init。graph_destroy操作將圖中所有的頂點和邊都移除，如果destroy參數不為NULL的話，則調用由destroy參數所指定的析構函數針對每個移除的頂點和邊做資源回收操作。


  複雜度　O（V+E），這裡V是圖中頂點的個數，E是邊的個數。


  graph_ins_vertex
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  返回值　如果插入頂點成功，返回0；如果頂點已經存在，返回1；否則返回-1。


  描述　將頂點插入由參數graph所指定的圖中。新頂點包含一個指向data的指針，因此只要頂點還在圖中，data所引用的內存就必須保持有效。由調用者負責管理data所引用的存儲空間。


  複雜度　O（V），這裡V代表圖中的頂點個數。


  graph_ins_edge
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  返回值　如果插入操作成功，返回0；如果邊已經存在，返回1；否則返回-1。


  描述　將由data1以及data2所指定的頂點構成的邊插入圖中。data1和data2必須是使用graph_ins_vertex已經插入圖中的頂點。新的邊由data1所指定的頂點的鄰接表中指向data2的指針來表示。因此，只要這條邊還在圖中，data2所引用內存就必須保持合法。由調用者負責維護data 2所引用的內存空間。要在無向圖中插入邊（u,v），需要調用該函數兩次：第一次將插入由u到v的邊，第二次將插入由v到u的邊。這種類型的表示法對於無向圖來說很普遍。


  複雜度　O（V），這裡V代表圖中的頂點數量。


  graph_rem_vertex
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  返回值　如果移除頂點成功，返回0；否則返回-1。


  描述　從graph指定的圖中移除與data相匹配的頂點。在調用該函數之前，所有與該頂點相關的邊都必須移除。函數返回後，data指向已移除頂點中保存的數據。由調用者負責管理data所引用的存儲空間。


  複雜度　O（V+E），這裡V代表圖中的頂點個數，而E代表邊的個數。


  graph_rem_edge
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  返回值　如果移除成功，返回0；否則返回-1。


  描述　從graph指定的圖中移除從data 1到data 2的邊。函數返回後，data 2指向由data 1所指定的頂點的鄰接表中保存的數據。由調用者負責管理data 2所引用的存儲空間。


  複雜度　O（V），這裡V代表圖中頂點的個數。


  graph_adjlist
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  返回值　如果取得鄰接表成功，返回0；否則返回-1。


  描述　取出graph中由data所指定的頂點的鄰接表。返回的鄰接表以結構體AdjList的形式保存，該結構體包含與data相匹配的頂點，以及其他與其鄰接的頂點。函數返回後得到一個指向鄰接表的指針，因此調用者必須保證不修改該鄰接表中的數據，否則將破壞原始圖中的數據。


  複雜度　O（V），這裡V代表圖中頂點的個數。


  graph_is_adjacent
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  返回值　如果第二個頂點與第一個頂點鄰接，返回1；否則返回0。


  描述　判斷由data2所指定的頂點是否與graph中由data1所指定的頂點鄰接。


  複雜度　O（V），這裡V代表圖中的頂點個數。


  graph_adjlists
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  返回值　由鄰接表結構所組成的鏈表。


  描述　這是一個宏，用來返回由參數graph所指定的圖中的鄰接表結構鏈表。該鏈表中的每一個元素都是一個Adjlist結構體。由於返回的是圖中的鄰接表結構鏈表而不是其拷貝，因此用戶必須保證不對該鏈表做其他操作。


  複雜度　O（1）


  graph_vcount
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  返回值　圖中頂點的個數。


  描述　這是一個宏，用來計算graph指定的圖中頂點的個數。


  複雜度　O（1）


  graph_ecount
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  返回值　圖中邊的個數。


  描述　這是一個宏，用來計算graph指定的圖中邊的個數。


  複雜度　O（1）


  圖的實現與分析


  我們主要通過鄰接表鏈表結構來表示圖。鏈表中的每個結構體都包含兩個成員：一個頂點以及與該頂點相鄰接的一個頂點集合。在本節給出的實現中，鄰接表鏈表中的結點由結構體Adjlist表示（見示例11-1）。該結構體包含前文剛提到過的兩個成員。每個頂點的鄰接表實現為一個集合（見第7章），這麼做的原因我們會在本章末尾的問與答中給出解釋。結構體Graph代表圖這種數據結構（見示例11-1）。這個結構體由5個成員組成：vcount代表圖中頂點的個數，ecount代表圖中邊的個數，match和destroy用來封裝初始化時傳給graph_init的函數，adjlists則代表鄰接表鏈表。示例11-1也為頂點的顏色屬性定義了枚舉類型，這些顏色屬性在圖的操作中需要經常用到。


  示例11-1：圖抽像數據類型的頭文件
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  graph_init


  graph_init函數用來初始化圖，以便其他的操作能夠執行（見示例11-2）。初始化圖是一種簡單的操作，我們將vcount和ecount成員設為0，封裝match和destroy所指定的函數，初始化鄰接表鏈表結構。


  graph_init的時間複雜度是的O（1），因為初始化圖的所有步驟都能在恆定的時間內完成。


  graph_destroy


  graph_destroy函數用來銷毀圖（見示例11-2）。這表示要將每一個鄰接表結構移除，銷毀其中包含的頂點集合。當destroy參數不為NULL時，還需要調用destroy所指定的函數來釋放分配給vertex成員的內存空間。


  graph_destroy的時間複雜度為O（V+E），這裡V代表圖中頂點的個數，而E代表邊的個數。這是因為需要調用複雜度為O（1）的list_rem_next操作V次，而所有針對set_destroy的調用的總運行時間是O（E）。


  graph_ins_vertex


  graph_ins_vertex函數將一個頂點插入圖中（見示例11-2）。具體的步驟是，該函數會將一個AdjList結構體插入鄰接表鏈表結構中，並將AdjList結構體中的vertex成員指向由調用者傳入的數據。首先，要確保該頂點不存在於列表中。之後，通過調用list_ins_next將AdjList結構體插入鏈表的尾部。最後，將圖數據結構的vcount成員加1以更新圖中的頂點個數。


  graph_ins_vertex的時間複雜度是O（V），這裡V代表圖中的頂點個數。這是因為在鏈表中查找頂點是否重複是一個O（V）的操作。list_ins_next的複雜度是O（1）。


  graph_ins_edge


  graph_ins_edge函數將一條邊插入圖中（見示例11-2）。為了插入由頂點data 1到頂點data2所指定的邊，將data2插入data1的鄰接表中。首先，保證這兩個頂點都存在於圖中。之後，通過調用set_insert將data2所指定的頂點插入data1的鄰接表中。如果這條邊已經存在的話，set_insert會返回一個錯誤。最後，將圖數據結構的ecount成員加1，以更新圖中邊的個數。


  graph_ins_edge的時間複雜度為O（V），這裡V代表圖中頂點的個數。這是因為搜索鄰接表結構鏈表以及對set_insert的調用都是O（V）的操作。


  graph_rem_vertex


  graph_rem_vertex函數將一個頂點從圖中移除（見示例11-2）。具體來講，該函數將一個Adjlist結構體從鄰接表結構鏈表中移除。首先確保該頂點不存在於任何鄰接表中，但頂點要存在於鄰接表結構鏈表裡，且該頂點的鄰接表為空。之後，通過調用list_rem_next從鄰接表鏈表中移除合適的AdjList結構體。最後，使圖數據結構的vcount成員遞減1，更新圖中的頂點計數。


  graph_rem_vertex的時間複雜度為O（V+E），這裡V代表圖中頂點的個數，而E代表邊的個數。這是因為檢索每一個鄰接表是複雜度為O（V+E）的操作，而檢索鄰接表結構鏈表是O（V）的操作，調用list_rem_next是O（1）的操作。


  graph_rem_edge


  graph_rem_edge函數將一條邊從圖中移除（見示例11-2）。具體來講，該函數將由data2所指定的頂點從data 1所指定的頂點的鄰接表中移除。首先確保第一個頂點要存在於圖中。一旦經過了驗證，就通過調用set_remove來將data2所指定的頂點從data1所指定的頂點的鄰接表中移除，從而實現移除這條邊的功能。如果data2不在data1的鄰接表中，則set_remove將返回一個錯誤。最後，通過遞減圖數據結構的ecount成員來更新圖中邊的個數。


  graph_rem_dege的時間複雜度為O（V），這裡V代表圖中頂點的數量。這是因為搜索鄰接表結構鏈表和調用set_remove的複雜度都是O（V）的。


  graph_adjlist


  graph_adjlist函數返回一個AdjList結構體，其中包含指定頂點的鄰接頂點集合（見示例11-2）。為了實現這個操作，檢索鄰接表結構鏈表，直到找到其中包含指定頂點的那個AdjList結構體。


  graph_adjlist操作的時間複雜度為O（V），這裡V代表圖中頂點的個數。這是因為檢索鄰接表結構鏈表是複雜度為O（V）的操作。


  graph_is_adjacent


  graph_is_adjacent函數用來判斷指定的頂點data1是否與另一個頂點data2有鄰接關係（見示例11-2）。為了實現該操作，首先在鄰接表鏈表結構中定位由data 1所指定的頂點，然後調用set_is_member來判斷data2是否在data1的鄰接表中。


  graph_is_adjacent的時間複雜度為O（V），這裡V代表圖中頂點的個數。這是因為檢索鄰接表結構鏈表以及對set_is_member的調用都是複雜度為O（V）的操作。


  graph_adjlists、graph_vcount、graph_ecount


  這些宏實現了一些對圖的簡單操作（見示例11-1）。一般來說，這些宏提供了訪問和測試結構體Graph中成員的接口。


  這些宏的時間複雜度都是O（1）。因為訪問結構體中成員的操作都能夠在恆定的時間內完成。


  示例11-2：抽像數據類型圖的實現
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  關於圖的應用舉例：計算網絡跳數


  圖在解決許多與網絡相關的問題時起到了重要的作用。比如，其中一個問題：用來確定在互聯網中從一個結點到另一個結點（一個網絡到其他網絡的網關）的最佳路徑。一種建模方法是採用無向圖，其中頂點表示網絡結點，邊代表結點之間的連接。通過這種模型，可以採用廣度優先搜索來幫助確定結點間的最小跳數。


  比如，考慮一下圖11-8，該圖代表Internet中的6個網絡結點。以node1作為起點，有不止1條可以通往node4的路徑。＜node1，node2，node4＞，＜node1，node3，node2，node4＞，以及＜node1，node3，node5，node4＞都是可行的路徑。廣度優先搜索可以確定最短的路徑選擇，即＜node1，node2，node4＞，一共只需要兩跳。


  本例給出了廣度優先搜索的實現bfs（見示例11-3以及示例11-4）。該函數用來確定互聯網中兩個結點之間的最小跳數。這個函數有3個參數：graph是一個圖，在這個問題中就代表整個網絡；start代表起始的頂點；hops是返回的跳數鏈表。函數bfs會修改圖graph，因此如果有必要的話需要在調用該函數之前先對圖創建拷貝。另外，hops中返回頂點的是指向graph中實際頂點的指針，因此調用者必須保證只要訪問hops,graph中的存儲空間就必須保持有效。graph中的每個頂點都是一個BfsVertex類型的結構體（見示例11-3），該結構體有3個成員：data是指向圖中頂點的數據域的指針，color在搜索過程中維護頂點的顏色，hops維護從起始結點開始到頂點的跳數統計。match函數是由調用者在初始化graph時作為參數傳給graph_init的。match應該只對BfsVertex結構體中的data成員進行比較。
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    圖　11-8　在6個結點組成的互聯網中運用廣度優先搜索
  


  bfs函數將按照本章前面介紹過的廣度優先搜索的方式來計算。為了記錄到達每個頂點的最小跳數，將每個頂點的hop計數設置為與該頂點鄰接的頂點的hop計數加1。對於每個發現的頂點都這樣處理，並將其著色為灰色。每個頂點的顏色和跳數信息都由鄰接表結構鏈表中的BfsVertex來維護。最後，加載hops中所有跳數不為-1的頂點。這些就是從起始結點可到達的頂點。


  bfs的時間複雜度為O（V+E），這裡V是圖中頂點的個數，E是邊的個數。這是因為初始化頂點的顏色屬性以及確保起始結點存在都需要O（V）的運行時間，廣度優先搜索中的循環的複雜度是O（V+E），加載跳數統計鏈表的時間是O（V）。


  示例11-3：廣度優先搜索的頭文件
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  示例11-4：廣度優先搜索的實現
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  關於圖的應用舉例：拓撲排序


  有些時候我們會遇到這一類問題：我們必須根據各種事件間的依賴關係來確定一種可接受的執行順序。想像一下大學裡那些需要滿足一些先決條件才能選的課程，或者一個複雜的項目，其中某個特定的階段必須在其他階段開始之前完成。要為這一類問題建模，可以採用優先級圖，其採用的是有向圖的思路。在優先級圖中，頂點代表任務，而邊代表任務之間的依賴關係。要展示一個依賴關係，以必須先完成的任務為起始點，以依賴於此任務的其他任務為終點，畫一條邊即可。


  例如，考慮圖11-9a中的有向無環圖，它表示7門課程及其先決條件組成的一份課程表：CS100沒有先決條件，CS200需要CS100，CS300需要CS200和MA100，MA100沒有先決條件，MA200需要MA100，MA300需要CS300和MA200，並且CS150沒有先決條件同時也不是先決條件。
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    圖　11-9　a）有向無環圖中課程及其先決條件　b）拓撲順序的課程及其先決條件
  


  通過對這些課程執行拓撲排序，深度優先搜索有助於確定出一種可接受的順序。拓撲排序將頂點排列為有向無環圖，因此所有的邊都是從左到右的方向。在有關課程先決條件的問題中，這意味著所有滿足先決條件的課程將出現在需要這種先決條件的課程的左邊（見圖11-9b）。正規來說，有向無環圖G=（V,E）的拓撲排序是其頂點的一個線性排序，以便如果G中存在一條邊（u,v），那麼在線性順序中u出現在v前面，在許多情況下，滿足此條件的順序有多個。


  該示例實現了函數dfs（見示例11-5和示例11-6），即深度優先搜索。該函數在這裡用來對任務做拓撲排序。dfs有兩個參數：graph代表圖，在這個問題中則代表需要排序的任務，而參數ordered是完成拓撲排序後返回的頂點鏈表。調用該函數會修改圖graph，因此如果有必要的話，需要在調用前先對圖graph創建一個副本。另外，函數返回後鏈表ordered中保存了指向圖graph中頂點的指針，因此調用者必須保證，一旦訪問ordered中的元素就必須保證graph中的存儲空間保持有效。graph中的每一個頂點都是一個DfsVertex結構體（見示例11-5），該結構體擁有兩個成員：data是指向頂點數據域部分的指針，而color在搜索過程中負責維護頂點的顏色信息。match函數是由調用者在初始化graph時通過參數傳遞給graph_init的，該函數應該只對DfsVertex結構體中的data成員進行比較。


  dfs函數按照本章前面介紹過的深度優先的方式執行搜索。dfs_main是實際執行搜索的函數。dfs中的最後一個循環保證對圖中所有未相連的元素完成了檢索，如圖11-9a中展示的一樣。在dfs_main中逐個完成頂點的搜索並將其塗黑，然後插入鏈表ordered的頭部。最後，ordered就包含完成拓撲排序後的頂點。


  dfs的時間複雜度為O（V+E），這裡V代表圖中頂點的個數，而E代表邊的個數。這是因為初始化頂點的顏色信息需要O（V）的時間，而dfs_main的時間複雜度為O（V+E）。


  示例11-5：深度優先搜索的頭文件
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  示例11-6：深度優先搜索的函數實現
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  問與答


  問：在本章給出的圖的實現中，為什麼採用鏈表來實現鄰接表結構鏈表，而鄰接表本身卻採用集合的方式來實現呢？


  答：許多採用鄰接表表示方式的圖都由一個鄰接表數組組成，數組中的每一個元素與圖中的某個頂點相關聯。而本章中的實現與這種模式不同。首先，用鏈表替代了數組的方案，因為當插入和移除頂點時，鏈表能夠動態地擴展和收縮。其次，採用集合來表示鄰接表，因為鄰接表包含的頂點是無序的，而且針對鄰接表的主要操作（插入、移除頂點與檢測成員關係）非常適合於前面章節中給出的集合這種抽像數據類型。也許鄰接表結構鏈表也應該用集合來實現，但這種方案被否決了，因為這裡對鄰接表結構鏈表的主要操作是找出特定頂點的鄰接表，鏈表在這種情況下比集合更適合。


  問：假設用圖來對互聯網建模（如同本章中的例子），我們確定圖包含一個關結點，這會有什麼影響？


  答：圖在解決與網絡相關的問題中有許多重要的應用。如果用圖來對互聯網建模，且可以確定其中有一個關結點，這個關結點就代表一個單點故障源。因此，如果位於關結點處的系統失效，其他結點上的系統就無法再互相通信了。因此在設計保持長時間連接的大型網絡架構時，很重要的一點是要保證網絡中沒有關結點。可以通過在網絡中放置冗余結點來解決這個問題。


  問：考慮一下用圖來對航線結構進行建模。航線是飛機在空中的高速公路。該結構包含兩種類型的元素：導航設施（或簡稱為助航設備）以及與助航設備相連的航線，通常間隔都是百英里以內。航線可能是雙向或單向的。某些特定的時刻中有一些航線是不能使用的。假設在這些時刻裡我們想知道是否仍然能夠到達某個目的地。該如何判斷？解決這個問題的時間複雜度是多少？


  答：如果從航線的起始點開始對航線結構做廣度優先搜索，只要在搜索中發現了該目的地，就能夠到達。否則，當航線不可用時，目的地就必須在圖中變為不可達的頂點。關閉的航線在圖中組成了橋。這個問題能夠在O（V+E）的時間內解決，這裡V代表助航設備的數量，而E代表航線的數量。這正是廣度優先搜索的時間複雜度。


  問：假設要使用計算機來模擬系統中的狀態。比如，設想在十字路口處的交通燈系統，其中包含多種狀態，以及系統需要做出的選擇。該如何使用圖來對此建模？


  答：有向圖很適合用來對狀態機建模，比如這裡提到的交通燈系統。在有向圖中，讓頂點代表各種不同的狀態，邊代表從一種狀態到達另外一種狀態時所做出的選擇。邊在圖中是有方向的，因為選擇從一種狀態到達另一種狀態並不代表該過程是可逆的。


  問：當談論深度優先搜索時曾經提到過，有某些情況下，記錄每個頂點的初始發現和搜索完成的時機是很有用的。當首次發現頂點時，開始為其記錄一個序列號，然後將其塗為灰色。當完成對該頂點的搜索後，再記錄一個序列號，並將其塗黑。在本章給出的深度優先搜索實現中並沒有記錄這些次數。該如何修改實現以支持記錄功能？


  答：在深度優先搜索中記錄發現頂點和完成搜索的次數在一些算法中非常重要。要記錄這些次數，採用一個計數器，每當將頂點塗黑或塗灰時就讓它自增1。當頂點塗成灰色時，記錄當前計數器的值作為頂點的發現次數。當頂點塗成黑色時，記錄當前計數器的值作為完成搜索的次數。在本章給出的實現中，可以為結構體DfsVertex增加兩個成員來記錄每個頂點的發現和完成搜索次數。


  問：有向圖的轉置是指將該圖的邊反轉。正式的說法是，對於一個有向圖G=（V,E），它的轉置記為GT。假設採用鄰接表表示方式，該如何實現圖的轉置？該操作的時間複雜度是什麼？


  答：要實現圖G=（V,E）的轉置GT，遍歷V中每個頂點的鄰接表。遍歷過程中要確保針對每個頂點通過調用graph_ins_vertex將頂點v和u插入GT中。接下來，調用graph_ins_edge將從v到u的邊插入GT中。graph_ins_vertex的運行時間是O（V）級別的，該函數需要調用2E次，這裡E表示圖G中的邊數。當然，如果頂點和邊在之前已經插入過的話，這些調用並不會實際執行插入操作。graph_ins_edge的運行時間是O（V），該函數在圖G中針對每一條邊都要調用一次。因此，採用這種方式，轉置操作總的運行時間將是O（VE）。


  問：本章開篇提到過很多數據結構也可以用圖的方式來表示。想一想二叉樹該如何用圖來表示呢？


  答：二叉樹是一種帶有如下屬性的有向無環圖：除了根結點外，每個結點最多只能作為兩條邊的起點，一條邊的終點。根結點本身只能作為兩條邊的起點。由某頂點出發的邊與頂點的子結點相連。而終結於某頂點的邊與該頂點的父結點相連。因此，每個頂點的鄰接表都包含自己的子結點。


  相關主題


  超圖


  同無向圖相似的一種圖，但它包含超邊。超邊是可以連接任意數量頂點的邊。一般來說，關於圖的大多數操作和算法，比如本章介紹過的那些算法，都可以應用於超圖上。


  多重圖


  同無向圖類似的一種圖，但它允許在相同的兩個頂點間有多條邊存在。和超圖一樣，一般來說，圖的大多數算法和操作也都可以應用於多重圖上。


  鄰接矩陣表示法


  一種圖的表示法，由V×V階矩陣組成，這裡V代表圖中的頂點個數。如果頂點u和v之間存在一條邊，就在矩陣的[u,v]處設置一個標誌。鄰接矩陣表示法通常用於稠密圖中，此時邊的數量與頂點總數開平方後的值相接近。儘管本章中給出的接口都是基於鄰接表表示方式的，我們也可以將其修改為支持鄰接矩陣表示方式，同時仍然隱藏具體的實現細節。


第3部分　算法


  本部分包括6章，分別介紹不同的算法。第12章介紹各種各樣的排序算法，主要包括：插入排序、快速排序、並歸排序、計數排序和基數排序；同時還介紹了二分查找。第13章介紹數值計算方法，主要包括：多項式插值法、最小二乘法和用牛頓定理解方程的方法。第14章介紹數據壓縮算法，主要包括霍夫曼編碼和LZ77算法。第15章介紹DES和RSA加密算法。第16章介紹圖算法，主要包括：用Prim算法解決最小生成數問題、用Dijkstra算法解決最短路徑問題和一種用來解決旅行商問題的算法。第17章介紹一些幾何算法，主要包括：線段相交判斷算法、凸多邊形計算、計算球面的弧長。


  
第12章　排序和搜索


  排序是指將元素集合按照規定的順序排列。通常有兩種排序方法，升序排列和降序排列。例如，對整數集{5,2,7,1}進行升序排列，結果為{1,2,5,7}，對其進行降序排列結果為{7,5,2,1}。總的來說，排序的目的是使數據能夠以更有意義的形式表現出來。雖然排序最顯著的應用是排列數據以顯示它，但它往往可以用來解決其他的問題，特別是作為某些已成型算法的一部分。


  總的來說，排序算法分為兩大類：比較排序和線性時間排序。比較排序依賴於比較和交換來將元素移動到正確的位置上。令人驚訝的是，並不是所有的排序算法都依賴於比較。對於那些確實依賴於比較來進行排序的算法來說，它們的運行時間往往不可能小於O（nlg n）。對於線性時間排序，從它的名字就可以看出，它的運行時間往往與它處理的數據元素個數成正比，即為O（n）。遺憾的是，線性時間排序依賴於數據集合中的某些特徵，所以我們並不是在所有的場合都能夠使用它。某些排序算法只使用數據本身的存儲空間來處理和輸出數據（這些稱為就地排序），而有一些則需要額外的空間來處理和輸出數據（雖然可能最終結果還是會拷貝到原始的內存空間中）。


  搜索就是在一個數據集中找到一個元素的位置，它可用於任何任務中。一種最簡單的、不需要費任何腦筋的搜索方法是：簡單地從數據集的一端查找到另一端。這就是所謂的線性搜索。通常，線性搜索用在那些對隨機訪問支持得不太好的數據結構中，例如：鏈表（見第5章）。另一種方法是使用二分查找，這會在本章中介紹。還有一些搜索方法專門用於特定的數據結構，例如哈希表（見第8章）和二叉樹（見第9章）。


  本章內容包括：


  插入排序


  插入排序雖然不是最有效的排序方法，但它簡單，並且不需要額外的存儲空間。其最佳應用場景是對一個小的數據集合進行遞增排序。


  快速排序


  在一般情況下，一致認為快速排序是最好的一種排序算法，而且不需要額外的存儲空間。其最佳應用場合是應用於大型數據集。


  歸並排序


  歸並排序基本上與快速排序算法的性能相同，但它需要使用兩倍於快速排序的存儲空間。而具有諷刺意味的是，其最佳應用場合是在超大數據集中，因為歸並排序的原理就是對原始的亂序數據不斷進行對半分割。


  計數排序


  計數排序是一種穩定的線性時間排序算法，當知道數據集中整數的最大值的情況下會經常用到此算法。它主要用來實現基數排序。


  基數排序


  基數排序是逐位對元素進行排序的線性時間排序算法。基數排序適用於固定大小的元素集，並且其中的元素易於分割，且易於用整數表示。


  二分查找


  在一個不期望頻繁地進行插入和刪除操作的有序數據集中，使用二分查找非常高效。因為通常排序的代價大於搜索的代價。當數據集不變時，二分搜索的應用效果最佳。


  排序和搜索算法的一些應用：


  次序統計


  尋找集合中第i小的元素。一個簡單的方法就是，一旦數據集排好序，取出第i個元素即可。


  二分搜索


  一種有效的查找方法，它依賴於有序數據集。二分搜索不斷地將數據集從中分段，並檢查每段中心位置的元素，從而最終找到目標元素。


  目錄列表（見本章相關內容）


  有組織地列出文件系統中的文件。通常來說，操作系統在顯示目錄列表之前會以某種方式將文件排序。


  數據庫系統


  通常，大型系統包含海量的數據，並且這些數據要求快速地存取。一般情況下，在存儲數據的數據庫中使用一些高效而靈活的方法來查找數據是至關重要的。


  拼寫查檢器（見本章相關內容）


  這是一種查檢文本中單詞拼寫正確與否的程序。它通常以單詞為單位在字典中進行對比校驗。由於拼寫檢查器會頻繁地在包含數以萬計的文本中尋找單詞並檢查，因此它必須能夠快速而高效地查詢到可接受的單詞。


  電子錶格


  它是大多數企業的一個重要組成部分，企業用電子錶格來管理庫存和財務數據。當對表格中的數據分類和排序後，其數據才會更有意義。


  插入排序的描述


  插入排序是最簡單的排序算法。它的工作方式就像我們手動梳理一堆已作廢的支票。此時我們手上有一堆未排序的支票，另外還留一塊空地放置已排好序的支票。每一次，從未排序的支票中拿出一張，並根據其序號將它放入有序支票之間的正確位置。正式的表述為，插入排序每次從無序數據集中取出一個元素，掃瞄已排好序的數據集，並將它插入有序集合合適的位置上。雖然乍一看，插入排序需要獨立為有序和無序的元素集合預留足夠的存儲空間，但實際上它是不需要額外的存儲空間的。


  插入排序是一種較為簡單的算法，但是它在處理大型數據集時並不高效。因為很明顯，在決定將元素插入哪個位置之前，需要將被插入元素和有序數據集中的其他元素進行比較，這會隨著數據集的增大而增加額外的開銷。然而插入排序的優點是，當將元素插入一個有序數據集中時，只需要對有序數據集最多進行一次遍歷，而不需要完整地運行算法。這個特性使得插入排序在增量排序中非常高效。這種情況可能會發生，例如：在某酒店預訂系統中。假設系統按姓名列出了所有顧客的名單，同時當有新顧客入住時系統會實時更新。在這種情況下使用插入排序，系統只需要掃視一遍數據，並將新顧客姓名插入列表中，就完成重新排序。


  插入排序的接口定義


  issort
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  返回值　如果排序成功，返回0；否則，返回-1。


  描述　利用插入排序將數組data中的元素進行排序。data中元素的個數由size決定。而每個元素的大小由esize決定。函數指針compare會指向一個用戶定義的函數來比較元素大小。在遞增排序中，如果key1＞key2，函數返回1；如果key1=key2，函數返回0；如果key1＜key2，函數返回-1。在遞減排序中，返回值相反。當issort返回時，data包含已排序的元素。


  複雜度　O（n2），n為要排序的元素的個數。


  插入排序的實現與分析


  插入排序從根本上來說，就是每次從未排序的數據集中取出一個元素，插入已排好序的數據集中。在以下所展示的實現中，兩個數據集都存放在data中，data是一塊連接的存儲區域。最初，data包含size個無序元素。隨著issort的運行，data逐漸被有序數據集所取代，直到issort返回（此時，data已經是一個有序數據集）。雖然實現插入排序用到連續的存儲空間，但它也能用鏈表來實現（並不是所有的排序都可以使用鏈表來實現），並且效率不差。


  插入排序使用一個嵌套循環來解決問題（見示例12-1）。外部循環用標號j來控制元素，使元素從無序數據集中插入有序數據集中。由於待插入的元素總是會被插入有序數據集的右邊，因此也可以認為j是data中分隔有序元素集和無序元素集的界線。對於每個處於位置j的元素，都會使用變量i來向後查找元素將要放置的位置。當向後查找數據時，每個處於位置i的元素都要向右移動一位，以保證預留出足夠的空間來插入新元素。一旦j到達無序數據集的尾部，data就是一個有序數據集了（見圖12-1）。
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    圖　12-1　插入排序
  


  插入排序的時間複雜度關鍵在於它的嵌套循環部分。考慮到這一點，外部循環運行時間T（n）=n-1，乘以一段固定時間，其中n為要排序元素的個數。考慮內部循環運行在最壞的情況，假設在插入元素之前，必須從右到左遍歷完所有的元素。這樣的話，內部循環對於第一個元素迭代一次，對於第二個元素迭代二次，以此類推，直到外循環終止。嵌套循環的運行時間表示為從1到n-1數據的和，即運行時間T（n）=（n（n+1）/2-n，乘以一段固定時間。（這是由1到n的著名求和公式推導出來。）用O-表示法可以簡化為O（n2）。當在遞增排序中使用插入排序時，其時間複雜度為O（n）。插入排序不需要額外的空間，因此它只使用無序數據本身的存儲空間即可。


  示例12-1：插入排序的實現
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  快速排序的描述


  快速排序是一種分治排序算法（見第1章）。廣泛認為它是解決一般問題的最佳排序算法。同插入排序一樣，快速排序也屬於比較排序的一種，而且不需要額外的存儲空間。在處理中到大型數據集時，快速排序是一個比較好的選擇。


  讓我們看看人工對一堆作廢的支票進行排序的例子，可將未排序的支票分為兩堆。其中一堆專門用於放小於或等於某個編號的支票，而另一堆用來放大於這個編號的支票（我們認為這個編號大概是所有支票編號的中間值）。當以這種方式得到兩堆支票後，又可以用同樣的方式將它們分為四堆，不斷重複這個過程直到每個堆中只放有一張支票。這時，所有支票就已經排好序了。


  由於快速排序是一種分治算法，因此可以用分治法的思想將排序分為三個步驟，這樣有助我們理解：


  1.分：設定一個分割值並將數據分為兩部分。


  2.治：分別在兩部分用遞歸的方式繼續使用快速排序法。


  3.合：對分割部分排序直至完成。


  令人驚訝的是，考慮到其流行程度，快速排序最壞情況下的性能不會比插入排序的最壞情況好。而事實上，通過一點點修改，可以大大改善快速排序最壞情況的效率，使其表現得與其平均情況相當。怎樣做到這一點，關鍵取決於如何選擇分割值。


  如果選擇的分割值會將大部分的元素放到其中一堆中，那麼此時快速排序的性能會非常差。所選分割值需要盡可能地將元素平均分開。例如：如果用10作為數據集{15,20,18,51,36,10,77,43}的分割值，其結果為{10}和{15,20,18,51,36,77,43}，明顯不平衡。如果將分割值選為36，其結果為{15,20,18,10}和{36,51,77,43}，就比較平衡。


  選擇分割值的一種行之有效的方法是通過隨機選擇法來選取。據統計，即便試圖故意讓算法陷入癱瘓，隨機選擇也能夠有效地防止被分割的數據極度不平衡。同時，還可以改進這種隨機選擇方法，方法是首先隨機選擇三個元素，然後選擇三個元素中的中間值。這就是所謂的中位數方法，可以保證平均情況下的性能。由於這種分割方法依賴隨機數的統計特性，從而保證快速排序的整體性能，因此快速排序是隨機算法的一個好例子（見第1章）。


  快速排序的接口定義


  qksort
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  返回值　如果排序成功，返回0；否則，返回-1。


  描述　利用快速排序將數組data中的元素進行排序。數組中的元素個數由size決定。而每個元素的大小由esize決定。參數i和k定義當前進行排序的兩個部分，其值分別初始化為0和size-1。函數指針compare會指向一個用戶定義的函數來比較元素大小。其函數功能與issort中描述的一樣。當qksort返回時，data包含已排序的元素。


  複雜度　O（nlg n），n為要被排序的元素的個數。


  快速排序的實現與分析


  快速排序本質上來說，其過程就是不斷地將無序元素集遞歸分割，直到所有的分區都只包含單個元素。在以下介紹的實現方法中，data包含size個無序元素，並存放在單塊連續的存儲空間中。快速排序不需要額外的存儲空間，所以所有分割過程都在data中完成。當qksort返回時，data就是一個有序數據集了。


  正如我們看到的，快速排序的關鍵部分是如何分割數據。這部分工作由函數partition完成（見示例12-2）。函數分割data中處於i和k之間的元素（其中i小於k）。


  首先用之前提到過的中位數法選取一個分割值。一旦選定分割值，就將k往data的左邊移動，直到找到一個小於或等於分割值的元素。這個元素屬於左邊分區。接下來，將i往右邊移動，直到找到一個大於或等於分割值的元素。這個元素屬於右邊分區。一旦找到的兩個元素處於錯誤的位置，就交換它們的位置。重複這個過程直到i和k重合。（你可能會問，我們如何知道，如果一個元素處在錯誤的分區，總會有一個可以用來交換的元素處在另一外分區。）一旦i和k重合，那麼所有處於左邊的元素將小於等於它，所有處於右邊的值將大於等於它（見圖12-2）。
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    圖　12-2　用28來分割的過程演示
  


  現在我們來看看在qksort中如何處理遞歸（見示例12-2）。在初次調用qksort時，i設置為0，k設置為size-1。首先調用partition將data中處於i和k之間的元素分區。當partition返回時，把j賦予分割點的元素。接下來，遞歸調用qksort來處理左邊的分區（從i到j）。左邊的分區繼續遞歸，直到傳入qksort的一個分區只包含單個元素。此時i不會比k小，所以遞歸調用終止。同樣，分區的右邊也在進行遞歸處理，處理的區間從j+1至k。總的來說，以這種遞歸方式繼續運行，直到首次達到qksort終止的條件，此時，數據就完全排好序了（見圖12-3）。
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    圖　12-3　選擇了最優分割值的快速排序過程
  


  圍繞其平均情況下的性能分析是快速排序的重點，因為一致認為平均情況是它複雜度的度量。雖然在最壞的情況下，其運行時間（為O（n2））並不比插入排序好，但快速排序的性能一般能比較有保障地接近其平均性能（為O（nlg n），其中n要排序元素的個數）。


  快速排序在平均情況下的時間複雜度決於均勻分佈的情況，即數據是否分割為平衡或不平衡的分區。如果使用中位數法，那麼此平衡分區將有保障。在這種情況下，當不斷分割數組，在圖12-3中用樹（其高度為（lg n）+1）的方式更直觀地表示出來。由於為頂部lg n層的樹，因此必須遍歷所有n個元素，以形成一個新的分區，這樣快速排序的運行時間為O（nlg n）。快速排序不需要額外的存儲空間，因此它只使用無序數據本身的存儲空間即可。


  示例12-2：快速排序的實現
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  快速排序的例子：目錄列表


  在一個層次結構文件系統中，文件通常分目錄進行組織。在任何一個目錄中，我們會看到此目錄包含的文件列表和子目錄。例如，在UNIX系統中，可以通過命令ls來顯示目錄。在Windows的命令行窗口中，通過dir顯示目錄。


  本節展示一個函數directls，它能實現與ls同樣的功能。它調用系統函數readdir來創建path路徑中指定的目錄列表（見示例12-3和示例12-4）。directls默認將文件按照名字排序，這一點與ls一樣。由於在建立列表時調用了realloc來分配空間，因此一旦當不再使用列表時，也需要調用free來釋放空間。


  directls的時間複雜度為O（nlg n），其中n為目錄中要列舉的條目數。這是由於隨後調用qksort來對條目進行排序是一個O（nlg n）級的操作，所以總的來說，遍歷n個目錄條目是一個O（n）級別的操作。


  示例12-3：獲取目錄列表的頭文件
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  示例12-4：獲取目錄列表的實現
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  歸並排序的描述


  歸並排序是另一種運用分治法排序的算法（見第1章）。與快速排序一樣，它依賴於元素之間的比較來排序。但是，歸並排序需要額外的存儲空間來完成排序過程。


  我們再回顧那個對一堆作廢的支票進行排序的例子。首先，將這堆未排序的廢舊支票對半分為兩堆。接著，分別又將兩堆支票對半分為兩堆，以此類推，重複此過程，直到每一堆支票只包含一張支票。一旦所有的堆都只包含一張支票，就開始將堆兩兩合併，這樣每個合併出來的堆就是兩個有序堆的合集，也是有序的。這個合併過程一直持續下去，直到一堆新的支票生成。此時，這堆支票就是有序的。


  像快速排序算法一樣，由于歸並排序也是一種分治算法，因此可以用分治法的思想將排序分為三個步驟，這樣有助我們理解：


  1.分：將數據集等分為兩半。


  2.治：分別在兩個部分用遞歸的方式繼續使用歸並排序法。


  3.合：將分開的兩個部分合併成一個有序的數據集。


  歸並排序與其他排序最大的不同在於它的歸並過程。這個過程就是將兩個有序的數據集合併成一個有序的數據集。正如我們看到的，合併兩個有序數據集的過程是高效的，因為我們只需要遍歷一次即可。根據以上事實，再加上該算法是按照可預期的方式來劃分數據的，這使得歸並排序在所有的情況下都能達到快速排序的平均性能。


  遺憾的是，歸並排序需要額外的存儲空間來運行，這也是它的一個缺點。因為合併過程不能在無序數據集本身中進行，所以必須要有兩倍於無序數據集的空間來運行算法。這點不足極大地降低實際中使用歸並排序的頻率，因為通常可以使用不需要額外存儲空間的快速排序來代替它。然而，歸並排序對於海量數據處理還是非常有價值的，因為它能夠按預期將數據集分開。這使得我們能夠將數據集分割為更加可管理的數據，接著用歸並排序將處理數據，然後不斷地合併數據，在這個過程中並不需要一次存儲所有的數據。


  歸並排序的接口定義


  mgsort
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  返回值　如果排序成功，返回0；否則，返回-1。


  描述　利用歸並排序將數組data中的元素進行排序。數組中的元素個數由size決定。而每個元素的大小由esize決定。參數i和k定義當前進行排序的兩個部分，其值分別初始化為0和size-1。函數指針compare會指向一個用戶定義的函數來比較元素大小。其函數功能與issort中描述的一樣。當mgsort返回時，data中包含已排序的元素。


  複雜度　O（nlg n），n為要排序的元素的個數。


  歸並排序的實現與分析


  歸並排序本質上是將一個無序元素集分割成許多個只包含一個元素的集，然後不斷地將這些小集合併，直到一個新的大有序數據集生成。在以下介紹的實現方法中，data最初包含size個無序元素，並存放在單塊連續的存儲空間中。因為歸並過程需要額外的存儲空間，所以mgsort要為合併過程分配足夠的內存。在mgsort返回時，最終通過合併得到的有序數據集將會拷貝回data。


  正如我們看到的，歸並排序最關鍵的部分是如何將兩個有序集合併成一個有序集。這部分工作由函數merge完成（見示例12-5）。它將data中i到j之間的數據集與j+1到k之間的數據集合併成一個i到k的有序數據集。


  最初，ipos和jpos指向每個有序集的頭部。只要數據集中還有元素存在，合併過程就將持續下去。如果數據集中沒有元素，進行如下操作：如果一個集合沒有要合併的元素，那麼將另外一個集中要合併的元素全部放到合併的集合中。否則，首先比較兩個集合中的首元素，判斷哪個元素將要放到合併的集合中，然後將它放置進去，接著根據元素來自的集合移動ipos或jpos的位置（見圖12-4），依此類推。
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    圖　12-4　合併兩個有序集
  


  現在我們來看看在mgsort中如何處理遞歸（見示例12-5）。在初次調用mgsort時，i設置為0，k設置為size-1。首先，分割data，此時j處於數據中間元素的位置。然後，調用mgsort來處理左邊分區（從i到j）。左邊的分區繼續遞歸分割，直到傳入mgsort的一個分區只包含單個元素。在此過程中，i將小於k，因此調用過程終止，在前一個mgsort過程中，在分區的右邊也在調用mgsort，處理的區間從j+1至k。一旦調用過程終止，就開始歸並兩個數據集。總的來說，以這種遞歸方式繼續，直到最後一次歸並過程完成，此時，數據就完全排好序了（見圖12-5）。
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    圖　12-5　歸並的排序過程
  


  該算法的工作原理是可預測的，既然知道算法的工作原理，那麼對于歸並排序的分析會變得簡單。如果像圖12-5中那樣將數據集不斷地對半分開，那麼在分到每個集合只有一個元素前，需要lg n級分割（其中n是要排序元素的個數）。對於兩個分別包含q和p個元素的有序集來說，歸並耗費的時間為O（q+p），因為為了產生一個合併的集，必須遍歷兩個集的每個元素。由於對應每個lg n級的分割，都需要遍歷n個元素合併該級的集合，因此歸並排序的時間複雜度為O（nlg n）。又因為歸並排序需要額外的存儲空間，所以必須要有兩倍於要排序數據的空間來處理此算法。


  示例12-5：歸並排序的實現
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  計數排序的描述


  計數排序是一種高效的線性排序，它通過計算一個集合中元素出現的次數來確定集合如何排列。不同於之前介紹的一些算法是基於比較的，計數排序不需要進行元素比較，而且它的運行效率要比效率為O（nlg n）比較排序高。


  計數排序有一定的局限性。其中最大的局限就是它只能用於整型或者那些可以用整型來表示的數據集合。這是因為計數排序利用一個數組的索引來記錄元素出現的次數。例如，如果整數3出現過4次，那麼4將存儲到數組索引為3的位置上。同時，我們還需要知道集合中最大整數的值，以便於為數組分配足夠的空間。


  除了速度快之外，計數排序的另一個優點就是非常穩定。穩定的排序能使具有相同數值的元素有相同的順序，就像它們在原始集合中表現出來的一樣。在某些情況下，這是一個重要的特性，我們將在基數排序中看到這一點。


  計數排序的接口定義


  ctsort
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  返回值　如果排序成功，返回0；否則，返回-1。


  描述　利用計數排序將數組data中的整數進行排序。data中的元素個數由size決定。參數k為data中最大的整數加1。當ctsort返回時，data中包含已排序的元素。


  複雜度　O（n+k），n為要排序的元素的個數，k為data中最大的整數加1。


  計數排序的實現與分析


  計數排序本質上是通過計算無序集合中整數出現的次數來決定集合應該如何排序的。在以下介紹的實現方法中，data初始包含size個無序整型元素，並存放在單塊連續的存儲空間中。另外需要分配存儲空間來臨時存放已排序的元素。在ctsort返回時，得到的有序集合將會拷貝回data。


  分配了存儲空間後，首先計算data中每個元素出現的次數（見示例12-6）。這些結果將存儲到計數數組counts中，並且數組的索引值就是元素本身（見圖12-6步驟1b）。一旦data中的每個元素出現的次數都統計出來後，就調整計數值，使元素在進入有序集合之前，清楚每個元素插入的次數。用元素本身的次數加上它後一個元素的次數（見圖12-6步驟1c）。事實上，此時counts包含每個元素在有序集合temp中的偏移量。


  要完成排序，還必須按照元素在temp中的偏移量放置元素（圖12-6步驟2a~2f）。當temp更新時每個元素的計數要減1，這樣在data中出現不止一次的整數也會在temp出現不止一次，這樣保持同步。
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    圖　12-6　利用計數算法排序
  


  計數排序的時間複雜度為O（n+k），其中n為要排序的元素的個數，k為data中最大的整數加1。這是由於計數排序包含三個循環，其中兩個的運行時間正比於n，另一個的運行時間正比於k。對於空間上來說，計數排序需要兩個大小為n的數組，一個大小為k的數組。


  示例12-6：計數排序的實現
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  基數排序的描述


  基數排序是另外一種高效的線性排序算法。其方法是將數據按位分開，並從數據的最低有效位到最高有效位進行比較，依次排序，從而得到有序數據集合。我們來看一個例子，用基數排序對十進制數據{15,12,49,16,36,40}進行排序。在對個位進行排序之後，其結果為{40,12,15,16,36,49}，在對十位進行排序之後，其結果為{12,15,16,36,40,49}。


  有一點非常重要，在對每一位數值進行排序時其排序過程必須是穩定的。因為，一旦一個數值通過較低有效位的值進行排序之後，此數據的位置不應該改變，除非通過較高有效位的值進行比較後需要它調整位置。例如，在以上的例子中，整數12和15的十位數都包含1，當對其十位數進行排序時，一個不穩定的排序算法可能不會維持其在個位數排序過程中的順序。而一個穩定的排序算法可以保證它們不重新排序。基數排序會用到計數排序，因為對於基數排序來說，除了穩定性，它還是一種線性算法，且必須知道每一位可能的最大整數值。


  基數排序並不局限於對整型數據進行排序，只要能把元素分割成整型數，就可以使用基數排序。例如，可以對一個以28為基數字符串進行基數排序；或者，可以對一個64位的整數，按4位以216為基數的值進行排序。具體該選擇什麼值作為基數取決於數據本身，同時考慮到空間的限制，需要將pn+pk最小化。（其中p為每個元素的位數，n為元素的個數，k為基數）。一般情況下，通常使k小於等於n。


  基數排序的接口定義


  rxsort
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  返回值　如果排序成功，返回0；否則，返回-1。


  描述　利用計數排序將數組data中的整數進行排序。數組data中整數的個數由size決定。參數p指定每個整數包含的位數，k指定基數。當rxsort返回時，data包含已排序的整數。


  複雜度　O（pn+pk），n為要排序的元素的個數，k為基數，p為位的個數。


  基數排序的實現與分析


  基數排序實質上是在元素每一位上應用計數排序來對數據集合排序。在以下介紹的實現方法中，data初始包含size個無序整型元素，並存放在單塊連續的存儲空間中。當rxsort返回時，data中的數據集完全有序。


  如果我們理解計數排序的方法，那麼基數排序也就非常簡單了。單個循環控制正在進行排序的位置（見示例12-7）。從最低位開始，一個位置一個位置地應用計數排序來不斷調整元素。一旦調整完了最高有效位的數值，排序過程完成（見圖12-7）。獲取每位數值的簡單方法就是使用冪運算和模運算。這對於整數來說特別有效，但不同的數據類型需要使用不同的方法。有一些方法可能需要考慮機器具體細節，例如字節順序和字對齊。
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    圖　12-7　用基數排序對十進制整數進行排序
  


  毫無疑問，基數排序的時間複雜度取決於它選擇哪種穩定排序來對位數值進行排序。由於基數排序對每個p位置的位數值使用計數排序，因此基數排序消耗的運行時間是計數排序的p倍，即O（pn+pk）。其對空間的要求與計數排序一樣：兩個大小為n的數組，一個大小為k的數組。


  示例12-7：基數排序的實現
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  二分查找的描述


  二分查找法的工作方法類似於在一個猜數遊戲中猜要找的數。例如，假設有一個人要我們猜0~99之間的一個數。那麼最好的方法就是從0~99的中間數49開始猜。如果要猜的數小於49，就猜24（0~48的中間數）；如果要猜的數大於49，就猜74（50~99的中間數）。重複這個過程來縮小猜測的範圍，直到猜出正確的數字。


  二分查找是對一個有序數據集合所做的操作。查找開始時，首先找出有序集合中間的那個元素。如果此元素比要查找的元素大，就接著在較小的一個半區進行查找；反之，如果此元素比要查找的元素小，就在較大的一個半區進行查找。在每個更小的數據集中重複這個查找過程，直到找到要查找的元素或者數據集不能再分割。


  二分查找能夠應用於任何類型的數據，只要能將這些元素按某種規則進行排序。這是一個簡單的算法，但是你可能會懷疑，因為它依賴於一個有序集合，這使得它在處理那些頻繁進行插入和刪除操作的數據集時不太高效。這是因為，對於插入和刪除操作來說，為了保證查找過程正常進行，必須保證數據集始終有序。相對於查找來說，維護一個有序數據集的代價更高。此外，元素必須存儲在連續的空間中。因此，當待搜索的集合是相對靜態的數據集時，此時使用二分查找法是最好的選擇。


  二分查找的接口定義


  bisearch
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  返回值　如果查找成功，返回目標的索引值；否則，返回-1。


  描述　利用二分查找定位sorted（一個包含有序元素的數組）中的target。數組中的元素個數由size決定，每個元素的大小由esize決定。函數指針compare指向一個用戶定義的比較函數。如果key1＞key2，函數返回1，如果key1=key2，函數返回0，如果key1＜key2，函數返回-1。


  複雜度　O（lg n），n為要查找數元素的個數。


  二分查找的實現與分析


  二分查找法實質上是不斷地將有序數據集進行對半分割，並查檢每個分區的中間元素。在以下介紹的實現方法中，有序數據集存放在sorted中，sorted是一塊連續的存儲空間。參數target是要查找的數據。


  此實現過程的實施是通過變量left和right控制的一個循環來查找元素（其中left和right是正在進行查找的數據集的兩個邊界值）。首先，將left和right分別設置為0和size-1。在循環的每次迭代過程中，將middle設置為left和right之間區域的中間值。如果處於middle的元素比目標值小，將左索引值移動到middle後一個元素的位置上。即下一組要搜索的區域是當前數據集的上半區。如果處於middle的元素比目標值大，將右索引值移動到middle前一個元素的位置上。即下一組要搜索的區域是當前數據集的下半區。隨著搜索的不斷進行，left從左向右移，right從右向左移。一旦在middle處找到目標，查找將停止；如果目標沒有找到，left和right將重合。圖12-8顯示了此過程。
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    圖　12-8　用二分查找搜索47
  


  二分查找的時間複雜度取決於查找過程中分區數可能的最大值。對於一個有n個元素的數據集來說，最多可以進行lg n次分區。對於二分查找，這表示最終可能在最壞情況下執行的檢查次數：例如，當沒有找到目標時。所以，二分查找的時間複雜度為O（lg n）。


  示例12-8：二分查找的實現
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  二分查找的例子：拼寫檢查器


  拼寫檢查器在各種各樣的文檔中已經成為一種默認的工具。從計算機的角度來看，一個基本的拼寫檢查器的工作原理就是簡單地將文本字符串中的單詞與字典中的單詞進行比對。字典包含可接受的單詞集合。


  下面介紹一個例子，它包含一個函數spell（見示例12-9和示例12-10）。spell一次檢查一個文本字符串中的單詞。它接受三個參數：dictionary是一個可接受的有序字符串數組；size是字典中字符串的個數；word是將要被檢查的單詞。此函數調用bisearch來在dictionary中查找word。如果單詞找到，那麼拼寫正確。


  函數spell的時間複雜度為O（lg n），與bisearch相同，其中n是dictionary中的單詞個數。檢查整個文檔的時間複雜度為O（mlg n），其中n是dictionary中的單詞個數，m是文檔中要查檢的單詞數量。


  示例12-9：拼寫檢查器的頭文件
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  示例12-10：拼寫檢查器的實現
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  問與答


  問：假設有一個全球性投資公司，需要將其客戶按照名字排序。由於數據量巨大，因此我們不可能一次將所有數據讀入內存。這種情況下應該選擇哪種排序算法？


  答：歸並排序。除了它的排序時間可以維持在O（nlg n）之外，它以可預見的方式合併有序分區和數據，這種特性讓我們很容易管理數據，使這些數據可以在內存中高效地讀入讀出。


  問：假設我們正在一個用戶界面中維護一個有序元素的列表。這個列表相對較小，而且其元素由用戶一個一個插入進去。這種情況下應該選擇哪種排序算法？


  答：插入排序。對一個有序隊列使用插入排序的時間複雜度為O（n）。


  問：假設在生物研究中，我們用1000萬個80個字符寬的字符串來表示DNA的信息。這種情況下應該選擇哪種排序算法？


  答：基數排序。基數排序的性能表現取決於基值的選擇和空間的限制。然而，選擇基數排序的一個重要考量因素是：數據集中的元素是固定大小的，而且能夠分割為更小的整型變量。


  問：假設有10 000個C數據結構，它們包含一個航空公司的航班時刻表，我們需要此時刻表進行排序。這種情況下應該選擇哪種排序算法？


  答：快速排序。在一般情況下它是最好的排序算法，而且對於處理中到大型的數據非常高效。


  問：回想一下，在接口qksort和mgsort中，需要函數調用者傳入i和k。這是為什麼？在實踐中如何可以避免這個步驟？


  答：在遞歸的過程中，參數i和k指定了更小的數據集。另外一種可替代的方法是，調用者將這種過程放置到一個封裝函數中。封裝函數通常提供了更為簡潔的接口，避免繁瑣地直接調用函數。例如，封裝qksort後，函數調用者就可以不用傳入i和k，因為這兩個值在初始的時候其值的大小一般為0和size-1。同樣，封裝qksort也使我們有機會來封裝srand函數（srand函數提供隨機數發生器的種子，並且防止一些不優的選擇所帶來的不良結果）。這有點像標準庫函數qsort所做的事情。在UNIX系統中對qksort進行封裝的實現如下：


  [image: ]


  問：回想一下，在函數rxsort中，計數排序不是顯式實現的，而是調用ctsort，為什麼會這樣做？


  答：這是因為基數排序每次僅用考慮元素的一個位，而計數排序的實現需要告訴函數具體哪一位要處理，同時還要告訴如何獲取每一位的值。回想一下本章中在實現rxsort時所使用的一些模塊化算術運算，但對於某些數據來說，其他的技術可能更合適一些。例如，對於一個長字符串，需要一次在字符串中偏移2個字節以形成位（digit）。在應用計數排序時考慮這些具體的情況會使得計數排序變得非常複雜。因此，在基數排序的實現中對計數排序略作修改，來簡化這種過程。


  問：假設有220個128位的元素要進行排序。如果使用快速排序效率如何？如果使用基值為216的基數排序效率如何？哪種方法效率更高？假設元素的個數是210而不是220，那麼快速排序和基數排序的表現又會如何？


  答：用快速排序需要O（nlg n）=220×20=2.10×107乘以一段固定時間。把元素看做基數為216的數值，位的位置p為8，可能的基值k為216。所以，用基數排序需要O（pn+pk）=8×220+8×216=8.91×106乘以一段固定時間。如果基數排序所要求存儲空間能夠滿足，那麼基數排序的效率是快速排序的2倍還多。在第二種情況下，用快速排序需要O（nlg n）=220×10=10 240乘以一段固定時間。用基數排序需要O（pn+pk）=8×210+8×216=532 480乘以一段固定時間，其使用的時間差不多是快速排序的50倍！這個例子就很好地說明為什麼k的值要接近於而且不大於n。如果在基數排序中將基數選擇為28，那麼需要O（pn+pk）=16×28+16×28=8160乘以一段固定時間，其使用時間略微比快速排序要好。不過，在很多情況下，基數排序對空間的需求會使排序性能稍稍降低，但這種影響是不值一提的。


  問：在一個有序數據集中，在某個結點x的繼任者是x結點之後的下一個最大的結點。例如，在一個有序數據集{24,39,41,55,87,92}中，41的繼任者是55。用二分查找如何找到元素x的繼任者？此操作的時間複雜度是多少？


  答：在一個有序數據集中，用二分查找尋找x的繼任者，首先要定位x元素。然後，只需要簡單地向右移動一位，就找到了繼任者。定位x或查找其繼任者的時間複雜度均為O（lg n）。


  相關主題


  冒泡排序


  一種複雜度為O（n2）的低效排序算法。它通過不斷比較元素並交換位置使一個元素到達有序集合的正確位置上。


  選擇排序


  一種複雜度為O（lg n）的算法，它需要3倍於數據集的空間。其思想是將元素配對，並選出一個「贏家」，那麼「贏家」就是下一個要放置到有序集中的元素。


  堆排序


  一種使用堆的高效排序算法（見第10章）。其時間複雜度為O（nlg n），並且不需要額外的存儲空間。然而，平均情況下它比快速排序要慢一個常數因子。


  內省排序


  一種類似於快速排序的排序算法，只是在檢測時，它會切換到堆排序，從而提高排序效率。由於這點改進，在某些情況下它會比快速排序效率略高。


  桶排序


  一種線性排序算法，用來對均勻隨機分佈的數據進行排序。它的工作原理是，首先將數據分散到一些桶中，然後將桶中的數據排序，從而最後形成一個有序數據集。


  第13章　數值計算


  數值計算是指在數值分析領域中的算法。數值分析是專門研究和數字以及近似值相關的數學問題，數值計算在數值分析的研究中發揮了特別重要的作用。計算機特別適合於做數值分析研究，因為許多這類問題都會涉及很多常見的數學運算，大量用到計算機。在計算機的早期時代，計算機成了一種壟斷式的工具，被科學家用來解決這類因為太過於密集和複雜而無法手工計算的問題。甚至在今天，數值分析領域的問題仍然佔用了當今世界上最大型計算機的部分運算週期。因此，數值分析是一個巨大的課題，許多數值計算方法和它們所解決的數學問題一樣相當的複雜。本章介紹了3種數值計算方法，它們相對來說比較簡單但能夠適用於多種問題。


  本章內容包含：


  多項式插值


  求函數近似值的一種方法。其中函數值僅在幾個點上已知。該算法的基礎是建立級數小於等於n的一個插值多項式pn（z），其中n+1是已知函數值的點的個數。


  最小二乘估計法


  給定函數y（x）=b1x+b0，用來確定b1和b0的估計器方法，使得y（x）是n個點（x0,y0）,……,（xn-1,yn-1）的集合的最佳擬合線。最佳擬合線使用最小二乘估計法來最小化每個點（xi,yi）,i=0,……,n-1與沿y（x）的相應點（xi,y（xi））之間的垂直距離的平方之和。


  方程求解


  找到f（x）=0的根的過程。對於某些方程可以求出精確解，而大多數時候則必須採用近似法。


  關於數值計算的一些應用包括：


  線性回歸模型


  一個獨立變量x和依賴於它的一個變量y之間的線性關係的統計模型。在未經試驗觀察的情況下，最小二乘法有助於預測出x和y之間的關係。


  曲線擬合


  曲線擬合是指將一系列的點擬合為一條曲線的過程。如果某些已知坐標的點剛好落在需要擬合的曲線之上，只要得到足夠多這樣的點，那麼利用插值法就有助於繪製出平滑的曲線。


  散點圖


  散點圖是一種統計工具，用來幫助確定一個獨立的變量x和依賴於x的變量y之間的關係。採用最小二乘估計器，通過一個線性形式的散點圖來幫助我們繪製出一條最佳擬合線。


  函數逼近


  當一個函數在某個點的確切值未知時，用來估計其值的過程。這可以通過建立一個適當的插值多項式來完成。


  函數表


  函數表包含計算代價高昂的函數或複雜的物理現象模型的結果值。通常，按照一定的粒度在未來某個時刻計算和保存函數值的代價是非常高昂的。因此，只保存一定數量的值，然後在這些值之間再做插值處理。


  科學計算


  解方程是這個領域中最重要的例行操作之一。


  多項式插值法


  有許多問題都可以按照函數的方式來描述。然而，通常這個函數是未知的，我們只能通過少量的已知點來推斷函數的大致模型。為了實現這個目的，在已知點之間做插值處理。比如，如圖13-1所示，關於函數f（x），已知的點為x0,……,x8，在圖13-1中以黑色圓點表示。通過插值法的幫助，我們能夠獲取函數在點z0、z1、z2處的值，在圖13-1中以白色小方框表示。本節主要討論多項式插值法。
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    圖　13-1　函數已有9個已知點，採用插值法來找出函數其他點的值
  


  多項式插值法的根本點就是要建立一個特殊形式的多項式，稱為插值多項式。為了深入理解插值多項式的意義，讓我們先來看看多項式的一些基本法則。首先，多項式是具有如下形式的函數：


  p（x）=a0+a1x+a2x2+……+anxn


  這裡的a0，……，an是係數。當an為非零整數時，這種形式的多項式稱為n階多項式。這是多項式的指數形式，在數學問題中尤為常見。但是，在某些特定的環境中其他形式的多項式則更為簡便。比如，在有關多項式插值問題中，牛頓插值多項式就是一個很好的例子：


  p（x）=a0+a1（x-c1）+a2（x-c1）（x-c2）+……+an（x-c1）（x-c2）……（x-cn）


  這裡a0，……，an是係數，而c0，……，cn是中值。注意到當c0，……，cn全為0時，牛頓插值多項式就退化為前面定義的n階多項式。


  構建插值多項式


  既然我們對多項式有了一點瞭解，就讓我們看看如何對函數f（x）構建一個插值多項式。為了對函數f（x）實現插值，要構建一個階數小於等於n的多項式pn（z），而這又需要用到函數f（x）的n+1個已知點：x0，……，xn。這些已知點x0，……，xn就稱為插值點。通過插值多項式pn（z）可以計算出函數f（x）在x=z處的近似值。插值法需要滿足點z在[x0，xn]內。可以採用如下公式來構建插值多項式pn（z）。


  pn（z）=f[x0]+f[x0,x1]（z-x0）+f[x0,x1,x2]（z-x0）（z-x1）+……+f[x0,……,xn]（z-x0）（z-x1）……（z-xn-1）


  其中函數f（x）在點x0，……，xn處的值已知，而f[x0],……,f[x0,……,xn]則稱為差商。差商可以通過點x0，……，xn以及函數f（x）在這些點處的值來計算得出。這就是牛頓插值多項式的計算公式。注意到該公式同牛頓插值多項式的相同點。差商的計算公式為：
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  通過這個公式我們注意到當i＜j時，必須預先計算出其他的差商值。例如，要計算f[x0,x1,x2,x3]，就需要預先算出f[x1,x2,x3]和f[x0,x1,x2]的值。幸運的是，可以採用一個差商表來幫助我們以一種系統的方式來計算差商值（見圖13-2）。


  差商表由多行組成。最頂行保存已知點x0，……，xn的值。第二行保存f[x0],……,f[xn]的值。要計算出表中其他的差商值，從每個待求的差商值處畫一條對角線，使其回到f[xi]和f[xj]（如圖13-2中差商f[x1,x2,x3]處的虛線）。要得到分母中的xi和xj，直接通過f[xi]和f[xj]求得。分子中的兩個差商就是前一階段計算出來的結果。當完成了整個差商表的計算後，插值多項式的係數就從第二行開始，每一行最左邊的那一項（見圖13-2中灰色部分）。
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    圖　13-2　計算3階插值多項式係數的差商表
  


  計算插值多項式


  一旦確定了插值多項式pn（z）的係數，對於函數f，如果我們想知道某個點處的函數值，只需要對多項式求值即可。比如，假設已知函數f在4個點處的函數值：x0=-3.0，f（x0）=-5.0；x1=-2.0，f（x1）=-1.1；x2=2.0，f（x2）=1.9；x3=3.0，f（x3）=4.8；現在要求出點z0=-2.5、z1=0.0、z2=1.0、z3=2.5處的函數值。由於已經知道函數f在4個點處的值，因此插值多項式為3階。圖13-3為三階插值多項式p3（z）的差商表。
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    圖　13-3　差商表，得到的係數為-5.0，3.9，-0.63，0.176 7
  


  一旦從差商表中得到了係數，就可以採用前面介紹過的牛頓公式來構建插值多項式p3（z）。採用圖13-3中的係數，這個插值多項式可表示為：


  p3（z）=-5.0+3.9（z+3.0）+（-0.63）（z+3.0）（z+2.0）+0.176 7（z+3.0）（z+2.0）（z-2.0）


  下一步，可以通過該多項式計算出每一個點z處的函數值。比如，在點z0=-2.5處，經過如下計算得到：


  p3（-2.5）=-5.0+3.9×0.5+（-0.63）×0.5×（-0.5）+0.176 7×0.5×（-0.5）×（-4.5）=-2.694


  點z1、z2、z3處的函數值可以通過相似的方法計算得出。最終結果以表格和函數圖像的方式表達，如圖13-4所示。
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    圖　13-4　採用文中的插值多項式p3（z）對函數f（x）插值
  


  現在我們已經理解了如何對函數做插值處理。在這裡很有必要簡述一下有關誤差處理方面的主題。和任何其他的近似算法一樣，通常會有一些與插值多項式相關的誤差出現，理解這一點是很重要的。定性的來講，如果要使誤差降到最小，構建的插值多項式必須在函數f（x）上獲取足夠多的已知點才行。並且點與點之間的間距要適當，這樣最終得到的多項式才能精確地表示出函數的特性。當然，有很多方法可以解決與插值相關的誤差問題，但本書並沒有涵蓋這方面的主題（見本章末尾的相關主題）。


  多項式插值的接口定義


  interpol
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  返回值　如果插值操作成功，返回0；否則返回-1。


  描述　採用多項式插值法來求得函數在某些特定點上的值。由調用者在參數x處指定函數值已知的點集。每個已知點所對應的函數值都在fx中指定。對應值待求的點由參數z來指定，而z所對應的函數值將在pz中返回。x和fx中的元素個數由參數n來表示。z中待求點的個數（以及pz中的返回值個數）由參數m來表示。由調用者負責管理x、fx、z以及pz所關聯的存儲空間。


  複雜度　O（mn2），這裡m代表待求值的個數，而n代表已知點的個數。


  多項式插值的實現與分析


  多項式插值法主要基於對一系列期望點的插值多項式值的確定。要得到這個多項式，首先必須通過計算差商來確定該多項式的係數。


  首先通過為差商以及待確定的係數分配存儲空間開始interpol操作（見示例13-1）。注意由於差商表中每一行的每一項都僅依賴於其前一行的計算結果（見圖13-2以及圖13-3），因此並不需要一次性保存所有的表項。所以，只為最佔用空間的行分配存儲空間即可，該行將有n個條目。接下來，用fx中的值來初始化差商表的第一行。這是為計算差商表中的第三行做準備。（前兩行不需要計算，因為這兩行中的條目都已經保存在x和fx中。）初始化過程的最後一步是在coeff[0]中保存fx[0]的值，因為這是插值多項式的第一個係數。


  計算差商的過程涉及一個嵌套循環，我們在循環中根據本章前面介紹過的公式來計算差商。根據圖13-2以及圖13-3，在外層循環中，k用來統計正在計算的是哪一行（排除x和fx所代表的行）。在內層循環中，i表示在當前行中正在計算的是哪一個條目。一旦計算完每一行的條目，table[0]中的值就成為插值多項式的下一個係數。因此，保存該值到coeff[k]中。一旦得到了插值多項式的所有係數，就可以計算出z中每個目標點的值，最後將這些值保存在pz中。


  函數interpol的時間複雜度為O（mn2），這裡m代表z中元素的個數（也是pz中的值的個數），n代表x中（也是f x中）的元素個數。複雜度因子n2是這樣得到的：變量j控制循環中的每次迭代，當前迭代中需要乘以的因子比上一輪迭代要多一個。也就是說，當j為1時，term需要做1次乘法；當j為2時，term需要做2次乘法，持續這個過程直到j為n-1時，term需要做n-1次乘法。實際上，這就成了對1~n-1的整數求和，得到的計算時間為T（n）=（n（n+1）/2）-n，再乘以某段恆定的時間。（這是由計算等差數列的著名公式得到的。）在大O記法中，可化簡為O（n2）。O（mn2）中的因子m來源於針對z中的每個點計算多項式插值的過程。在第一個嵌套循環中，計算出了所有的差商，其複雜度為O（n2）。因此，最終的複雜度有一個額外的因子m，該因子對實際的複雜度沒有多大影響。


  示例13-1：多項式插值的實現


  [image: ]


  [image: ]


  最小二乘估計法


  最小二乘估計法用來確定函數y（x）=b1x+b0中b1和b0的估計值，使得y（x）是n個點（x0,y0）,……,（xn-1,yn-1）的最佳擬合線。最佳擬合線採用最小二乘估計法來最小化點（xi,yi）（i=0,……,n-1）同對應點（xi,y（xi））之間的垂直平方距離之和。在這種定義下，每個點（xi,yi）都會盡可能靠近這條線段，因而稱為最佳擬合線。


  也許最小二乘估計法最重要的應用就是對兩個變量之間的線性關係進行推導。假設有一個獨立的變量x和一個同x相關的變量y，在沒有實際得到y的值時，估計量b1和b0允許在已知x時計算出相對應的y值。這在當x和y具有統計關係時（不精確的關係）顯得尤其有意義。比如，設想一下某個咨詢公司每個月僱用的員工數與該公司收取咨詢費的總小時數相關。一般來說，隨著公司僱用更多的員工，公司將得到更多的咨詢服務時數。但是，對於咨詢時數和員工數之間並沒有一個精確的關係存在。與之形成對比的則稱為函數關係，函數關係必須是精確的。比如，咨詢公司對項目收取的總費用同項目所需要的時長之間就應該是一種函數關係。如果假設給定項目一個具體的時長，那麼公司為此收取的咨詢費就應該是一個精確的值，這就體現了它們之間的精確關係。


  要理解最小二乘法是如何工作的，先回顧一下兩個端點（x1,y1）同（x2,y2）之間的距離r可以定義為：
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  由於點（xi,yi）和點（xi,y（xi））有相同的橫坐標，因此這兩點之間的線段是垂直的。因此，通過上面的公式，我們知道這兩個點之間的距離就是它們的縱坐標差的絕對值，或者記為｜yi-y（xi）｜。這個差就稱為yi在xi上的偏差。


  考慮一下為什麼要用方差來計算b1和b0，而不是直接用偏差呢？究其原因，主要是因為不合時宜。當將誤差總和降到最低時，最終得到的聯立方程組是線性的。在計算機出現之前，這些是最容易解決的問題。另一個原因可以在概率論的基礎上做出解釋。簡單來說，這個概率就是b1和b0相對於（xi,yi）的最佳觀測值，它與包含所有（yi-y（xi））2的總和的負指數成正比。因此，當我們盡量減少求偏差平方之和所帶來的誤差時，同時也會使得b1和b0的估計值最佳化的概率達到最大。還有一個原因是對偏差做開平方處理後，會使得較大的偏差值出現的幾率變高。由於在正態分佈下很少會出現大的偏差實例，因此這就給那些不常出現的偏差值更大的權重。


  可以採用下面的公式來計算出b1和b0。這裡x和y代表n個點的坐標。這些都取自於前面提到過但沒有給出的聯立方程組。公式中出現的符號Σ（sigma）在這裡表示求和。
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  圖13-5展示了當n=9時，針對9個點（x0,y0）,……,（x8,y8）求解b1和b0的過程。計算的結果統計在表中。採用表格中的數據，b1和b0可以通過下面的式子計算得出：
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  將這些值代入函數y（x）=b1x+b0中，得到y（x）=0.5519x-0.0249。用這些點繪製出最佳擬合線，如圖13-5所示。從最小二乘估計的角度來看，這是最佳擬合線，再沒有別的線段能同這些數據更吻合了。
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    圖　13-5　最小二乘估計和得到的最佳擬合線
  


  最小二乘估計的接口定義


  lsqe
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  返回值　無


  描述　採用最小二乘估計法來計算出函數y（x）=b1x+b0中的係數b1和b0，這樣y（x）將是由參數x和y所指定的點集的最佳擬合線。點集的橫坐標由參數x所指定，縱坐標由y所指定。n代表點的個數。該函數返回合適的b1和b0值。


  複雜度　O（n），這裡n代表點集中元素的個數。


  最小二乘估計的實現和分析


  本節給出的最小二乘估計法的實現只需要做一些求和計算，並將結果運用到前面介紹過的公式中即可。首先，分別對所有的xi和yi求和，並將結果分別賦值給sumx與sumy。對所有的xi2和xiyi求和，並將結果分別賦值給sumx2與sumxy（見示例13-2）。一旦完成了計算，接下來就用前面介紹過的公式來計算b1和b0。


  函數lsqe的時間複雜度為O（n），這是因為該函數只有一個循環，需要遍歷n次才能得出求和的結果，這裡n是點集中元素的個數。


  示例13-2：最小二乘估計的實現
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  方程求解介紹


  科學計算中最基本的一類問題就是對形如f（x）=0的方程式進行求解。這通常稱為求方程的根，或找出函數f（x）的零點。這裡我們感興趣的只是找出f（x）的實根，對於可能存在的虛根這裡不做討論。具體來說，我們側重於求解當f（x）是一個多項式時的實根。


  使用牛頓迭代法求解方程


  儘管通過因式分解和利用求根公式可以很方便地得出多項式方程的根，但大多數時候這個多項式的次數都很高，計算將變得非常複雜，因此我們必須轉向一些近似解法。牛頓迭代法是其中最好的方法之一。從根本上說，牛頓迭代法通過一系列迭代操作使得到的結果不斷逼近方程的實根。首先要選擇一個初始值x=x0，使得該初始值接近實根的值。然後迭代計算如下的公式：
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  直到xi+1達到一個滿意的近似結果為止。在這個公式中，f（x）是要求解的多項式方程，而f'（x）是f（x）的導數。


  多項式求導


  函數求導是微積分的基礎，可以以多種方式來對其進行描述。現在，讓我們來看看針對多項式求導的公式化描述。要計算出多項式的求導結果，只需要對多項式的每一項套用如下兩個公式：
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  這裡的k為常數，r是有理數，x是未知數。符號d/dx表示求導，其中x是多項式中的變量。對於多項式中的每一常數項，套用第一個公式；否則，就用第二個公式。比如，假設有如下的函數：


  f（x）=x3+5x2+3x+4


  要得到求導後的結果f'（x），對該多項式的前3項套用第2個公式，對最後一項套用第1個公式，得到結果：


  f'（x）=1×3x（3-1）+5×2x（2-1）+3×1x（1-1）+0=3x2+10x+3


  有時候也有必要進行高階求導，即導數的導數。比如，f（x）的2階求導可記為f''（x），它是f'（x）的求導結果。同理，f（x）的3階求導可記為f'''（x），這是對f''（x）求導的結果，以此類推。因此，在前面例子中如果要計算f（x）的2階導數的話，我們按照如下的方式對f'（x）求導即可：


  f''（x）=3×2x（2-1）+10×1x（1-1）+0=6x+10


  理解1階和2階導數


  現在讓我們看看求導到底有什麼意義。要正確使用牛頓迭代法，很重要的一點是需要理解1階和2階導數的意義。


  f（x）在點x=x0處的1階導數表示函數f（x）在點x0處的斜率。也就是說，1階導數決定函數f（x）是遞增（從左到右上升）還是遞減的（從左到右下降）。如果求導結果為正，f（x）就是遞增的；而如果求導結果為負，f（x）就是遞減的；如果求導結果為0，則f（x）既不是遞增也不是遞減的。求導結果的大小表示f（x）遞增或遞減的速率。比如，如圖13-6a所示，陰影部分表示函數的遞增區間，因此這些區域裡函數的1階導數都為正值。而中間穿過橫軸的部分裡函數是單調遞減的，因此這個區域內的1階導數所表示的斜率為負值。


  f（x）在點x=x0處的2階導數表示函數在該點處的凹凸性，也就是說函數圖像是向上凸的還是向下凹的。2階導數值表明函數圖像的凹凸程度。在圖13-6a和13-6c中，虛線表示函數凹凸性發生改變的位置（曲線上凸部和下凹部的分界點，也稱拐點），拐點必然是2階導函數與x軸的交點。


  另一種表示函數f（x）在某點x=c處的導數的方法是：按照點斜式表示出與f（x）相切於點c的直線方程。直線的點斜式方程可寫作：


  y-f（c）=f'（c）（x-c）


  因此如果f（x）=x3-x2-3x+1.8如圖13-6a所示，那麼與f（x）相切於c=1.5的直線方程就可以表示為：


  y-（（1.5）3-（1.5）2-3×1.5+1.8）=（3×1.52-2×1.5-3）（x-1.5））


  y+1.575=0.75（x-1.5）


  在圖13-6d中畫出了這條切線。
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    圖　13-6　函數f（x）的1階和2階導數的意義
  


  為牛頓迭代法確定迭代初始值


  現在我們對導數已經有了一定程度的理解，讓我們回到牛頓迭代法上。牛頓迭代法中至關重要的一點就是選出一個合適的初始迭代值x0。為了使牛頓迭代法能夠收斂至我們要求的根，初始迭代值必須要足夠接近於所求的根。下面有兩條規則必須要滿足：


  1.為x0確定一個區間[a,b]，使得該區間內有且只有一個根存在。為了實現這個目的，需要選擇兩個值a和b，使得f（a）和f（b）的符號不同，且f'（x）的符號不會改變。如果f（a）和f（b）有不同的符號，則表示該區間內至少存在一個根。如果f'（x）的符號在區間[a,b]上不變，則可確定該區間內只包含一個根，因為函數在此區間內只可能單調遞增或單調遞減。


  2.使x0=a或者x0=a，這樣f（x0）的符號就和f''（x）在區間[a,b]上的符號相同。這也說明了f''（x）在區間[a,b]上的符號不會改變。回顧一下，f（x）的2次導數表示函數的凹凸性，如果f''（x）的符號不變，則f（x0）就和f''（x）擁有相同的符號。每經過一次牛頓迭代，就會在區間[a,b]上逐步逼近於根（見圖13-7）。
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    圖　13-7　牛頓迭代法的收斂
  


  在圖13-7的4個部分中，f（x）以粗實線表示，a和b都表示為垂直的虛線。如果f（a）滿足前面給出的規定，則從a開始迭代，且切線會朝著根收斂的方向傾斜。如果f（b）滿足前面給出的規定，迭代就從b開始，且切線也會朝著根收斂的方向傾斜。


  牛頓迭代法的工作過程


  舉例如下，假設我們想找出方程f（x）=x3-x2-3x+1.8的根。根據圖13-8中的函數圖像，該方程會有3個根：一個在區間[-2,-1]，另一個在區間[0,-1]，第三個在區間[2,3]。一旦知道了方程根的個數以及它們所在的區間，就根據上一節中的要求對每個區間做測試，以此挑選出一個初始迭代值。要實現這一點，首先得知道如下信息：


  f（x）=x3-x2-3x+1.8，f'（x）=3x2-2x-3，f''（x）=6x-2


  利用這些信息，我們發現區間[-2,-1]滿足第一個要求，因為f（-2）=-4.2，f（-1）=2.8，且f'（x）在該區間內沒有改變符號：一直都是正的。考慮到這，我們知道區間[-2,-1]內有且只有一個根。現在需要檢查是否滿足第二個要求，我們發現f''（x）在區間上並沒有改變過符號：一直是負的。因為f（-2）=-4.2也是負值，所以選擇x0=-2作為迭代的初始值。圖13-8展示了在該區間內迭代計算根的過程，其精度達到了0.000 1。只經過5次迭代就得到了這個近似值。
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    圖　13-8　計算方程f（x）=x3-x2-3x+1.8=0的3個根的近似值，精度達到0.000 1
  


  再來看看如何求出區間[0,1]上的根。我們可以看到第一個要求在該區間上是能夠滿足的，但是在該區間上f''（x）的符號並不是不變的，因此這個區間不能滿足第二個要求。我們懷疑這個根更接近於1而不是0，因此我們接下來嘗試使用區間[0.5,1]，這可以解決第二個要求不滿足的問題了。f（0.5）=0.175，f（1）=-1.2，而f'（x）在這個區間內都是負值，因此第一個要求可以滿足。要完成第二個要求讓初始值x0=0.5，因為f（0.5）=0.175為正值，且同f''（x）在區間[0.5,1]上的符號相同。圖13-8展示了在區間[0.5,1]上迭代計算根的過程，其精度達到了0.000 1。最後用了4次迭代就得到了根的近似值。計算第3個根的過程也與此類似。


  方程求解的接口定義


  root
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  返回值　如果找到了根返回0；否則返回-1。


  描述　採用牛頓迭代法根據給定的初始值來計算方程f的根。初始值由x[0]指定。函數f的導數由參數g指定。參數n代表迭代的最大次數。參數delta表示逐次逼近的差值，用該值來確定何時應該結束迭代。函數返回後，迭代過程中計算出的近似值都保存在數組x中，此時n代表數組x中的元素個數。由調用者負責管理同x相關聯的存儲空間。


  複雜度　O（n），這裡n表示調用者希望進行的最大迭代次數。


  方程求解的實現與分析


  求解形如f（x）=0的方程，本質上就是要找出它的根。函數root採用牛頓迭代法以給定的初始迭代值開始逐次迭代逼近，從而找到實際根。


  root函數包含單個循環（見示例13-3），該循環採用牛頓迭代公式來連續計算根的近似值。在本節給出的實現中，f就代表需要求解的方程，g代表f的導函數。每一次迭代後，我們要判斷當前得到的近似值是否滿足需要。如果當前得到的近似值與前一輪迭代得到的近似值之差小於delta所指定的值，則認為當前的近似值滿足要求。如果經過n次迭代後還是沒有得到滿足要求的近似根，則從函數中返回-1以表示沒有找到近似根。


  root函數的時間複雜度為O（n），這裡n表示調用者希望進行的最大迭代次數。最壞情況是當沒有找到所需要的近似根時，此時一共會進行n次迭代。


  示例13-3：方程求解的實現


  [image: ]


  [image: ]


  問與答


  問：在有關多項式插值的討論中，我們提到過需要選擇足夠多的已知點才能對正在插值的函數給出精確的描述。如果沒有使用足夠多的點會出現什麼問題？


  答：如果對函數做插值處理時沒有用到足夠多的已知點，或者這些點的位置不夠理想，就會導致插值多項式不能準確地反映出正在插值的函數的特性。一個簡單的例子就是只用兩個點對2次多項式（函數圖像為拋物線）做插值處理，得到的結果是一條直線，這與拋物線相比差太遠了。


  問：根據本章介紹的準則，對於函數f（x）=x5+2.8x3-3.3x2-x+4.1，應該採用多少個插值點？


  答：如果已知待插值的函數是一個多項式，只要採用n+1個排列良好的插值點就可以獲得對該函數較精確的描述，這裡n代表該多項式的次數。在這個例子中，多項式的次數是5，因此需要用6個排列良好的插值點。最後得到的插值多項式同函數f（x）的次數一樣。


  問：回顧一下本章介紹的採用牛頓迭代法來求方程近似根的問題。選擇一個區間[a,b]，在該區間上存在根，然後通過迭代逐步逼近。如果選擇的區間範圍比實際所需要的大很多，而這個區間又剛好能同時滿足本章介紹的兩條規則，此時會有什麼問題？


  答：必須滿足本章提到的兩個規則才能保證牛頓迭代法的正確性。這裡再提一下：需要確定一個區間[a,b]，在該區間內有且只有一個根；還需要找到一個值x0作為初始迭代點，保證f（x0）同f''（x）在這個區間上的符號一致。只要這兩個條件都滿足，所選擇的區間[a,b]就可以按照我們的意願隨意放大。但是，如果採用的區間很大，牛頓迭代法就需要通過執行更多的迭代操作才能逼近方程的根。因此，一般情況下應該選擇盡可能小的區間。


  問：在函數root的實現中，如果違反了牛頓迭代法規定的條件會出現什麼問題？


  答：如果遵守規定的條件，那麼可以保證牛頓迭代法在存在根的區間[a,b]上能夠最終得到根的近似值。有很多現象可以幫助我們判斷是否違反了規定的條件。比如，逐次逼近得到的近似值應該是收斂的而不是發散的，如果不是這樣就說明有問題。另一個現象是逐次逼近得到的近似根不是我們所期望的值。比如，假設我們認為根的值應該接近-2（這或許是通過函數圖像得到的），但最後得到的結果接近9，這顯然出了問題。為了使這些現象能夠反饋給調用者，函數root除了返回一個包含採用牛頓迭代法逐次逼近得到的近似根的數組外，還返回一個利用這些近似根計算出的函數值的數組。正常情況下函數值應該都接近0才對。root函數的參數n在這裡可以保證發散級數不會太長。


  相關主題


  計算機中的數值表示方式


  在計算機中數值的表示方式是有限的。因此，計算機受限於它們使用幾種特定數值類型的方式，比如那些非常大或非常小的數值。在從事數值分析領域的大多數重要工作之前，理解這些限制非常重要。本章假設讀者瞭解這些限制。


  誤差估計


  誤差估計是數值計算中的一個重要組成部分。數值分析中充滿了各種近似算法，而任何近似算法都有一定程度的誤差。往往需要對誤差進行量化，這一點很重要。


  函數求導


  函數求導是微積分的基礎。本章介紹的數值計算方法只需要對函數求導有基本的理解即可。但是對於許多數值計算方法來說，對微積分和求導需要有更完整的理解，這一點至關重要。


  繆勒法


  繆勒法可用來同時找出方程的實根和虛根。虛根是虛數，這是對負數開平方後的結果。本章的內容主要集中於對實根的討論。


  第14章　數據壓縮


  數據壓縮是一個減小數據存儲空間的過程。它是信息理論最重要的成果之一，它利用數學工具採用各種方法來管理和處理信息。數據壓縮包括兩個過程：一個過程是，壓縮或編碼數據，數據大小減小；另一個過程是，解壓縮或解碼數據，還原到數據本身的狀態。


  為了理解為什麼數據是可以壓縮的，我們首先要知道，根據信息的內容所有的數據都會表現出一定的特性，稱為熵（從熱力學借用來的一個術語）。壓縮是可能的，因為絕大多數的數據所表現出來的容量往往大於其熵所建議的最佳容量。為了衡量壓縮的效率，通常用1減去壓縮數據大小除以原始數據大小的值。這個值稱為數據的壓縮率。


  從廣義上講，數據壓縮的方法分為兩大類：有損壓縮和無損壓縮。在有損壓縮中，我們接受數據有一定的損失來換取更大的壓縮比。在某些應用中，一定的損失是可接受的，例如，圖像處理和音頻處理，因為，這種損失不會影響其效果並且會受到嚴格控制。然而，我們通常使用的是無損壓縮，它能保證解壓縮時準確地還原原始數據。


  本章重點介紹無損壓縮，實現無損壓縮主要有兩種方法：最小冗余編碼和基於字典的方法。最小冗余編碼使用更少的位對出現更為頻繁的字符進行編碼，用較長的位對出現頻率較低的字符進行編碼。在基於字典的方法中，其通過對數據進行符號編碼，來代替那些重複多餘的短語。示例14-1是本章中壓縮方法的頭文件。


  本章內容包括：


  位操作


  它是數據壓縮的重要組成部分，因為絕大多數方法在某種程度上都需要對數據的位進行操作。C語言本身提供了一些位操作接口，可以用這些接口來實現一些擴展的位操作類。


  霍夫曼編碼


  它基於最小冗余編碼，是壓縮中最古老和最優雅的方法之一。霍夫曼編碼的基礎是建立一棵霍夫曼樹，用其進行數據的編碼與解碼。雖然霍夫曼編碼不是最高效的壓縮方法，但在數據的壓縮和解壓縮過程中其運行速度都很快。


  LZ77（Lempel-Ziv-1977）


  LZ77是基於字典法的壓縮方法。它使用一個滑動窗口和一個前向緩衝區對數據中已出現過的詞組進行編碼。一般情況下，LZ77的壓縮率要比霍夫曼編碼更好，但是它需要更多的壓縮時間。同時它的解壓縮時間還比較快。


  無損數據壓縮的一些應用：


  軟件發佈


  在各種媒介上發佈軟件的過程。當將軟件分發到物理介質上時（如：光盤、磁帶、磁盤），減少所需的存儲空間，能夠大量節省成本。


  歸檔


  將類似的文件組集中到有組織的文件庫中。通常，檔案包含海量數據。因此，在建檔之後，往往要對其進行壓縮。


  移動計算


  一個計算領域，用於內存和輔存數量有限的設備中。移動計算一般涉及體積小、方便攜帶的設備，如高級可編程計算器、電子記事本和其他個人計算設備。


  網絡優化（見本章相關內容）


  在廣域網中發送大量數據時，對數據進行壓縮尤其有用。在某些節點廣域網的帶寬往往是有限的。雖然數據壓縮和解壓縮確實需要時間，但相對於眾多的網絡應用，其代價是比較低的。


  嵌入式應用


  與移動計算類似，通常用於那些內存和輔存有限的設備中。嵌入式應用的例子有很多，例如，實驗室儀器、航空電子設備（飛行電子設備）、錄像機、家用音響，以及其他一些由微控制器開發的設備。


  數據庫系統


  通常，可以通過一些優化手段來壓縮數據庫存儲數據的大小。在數據庫中壓縮通常應用於文件級。


  在線手冊


  在計算機上直接訪問的手冊。在線手冊通常具有相當大的規模，但其中很多部分不會定期訪問。因此，它經常以壓縮形式存儲，並在需要時將相應的部分解壓縮。


  示例14-1：數據壓縮的頭文件
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  位操作的描述


  在壓縮和解壓縮數據時，常常需要在小於一個字節的數量級上進行數據操作。因此，在討論各種數據壓縮方法之前，首先必須要熟悉一些對數據位進行的操作。這些操作非常重要，因為C語言本身只有一小部分內在的、不可分割的操作數。本節展示的方法包含了對任意位的緩衝區的操作。請注意，這裡介紹的操作是相當不完整的。具體來說，這裡只定義了本章和第15章所要用到的操作。


  位操作的接口定義


  bit_get
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  返回值　相應位所處的狀態：1或0。


  描述　獲取緩衝區bits中處於位置pos的位的狀態。緩衝區最左邊的位置為0。返回的狀態值為0或1。


  複雜度　O（1）


  bit_set
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  返回值　無


  描述　設置緩衝區bits中處於位置pos的位的狀態（根據state值來設置）。緩衝區最左邊的位置為0。狀態值必須為0或1。


  複雜度　O（1）


  bit_xor
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  返回值　無


  描述　按位計算兩個緩衝區bits1與bits2的異或值，其中每個緩衝區包含size個位，然後將結果返回bitsx中。按位異或的過程是將兩個二進制操作數進行運算，如果操作數中處於位置i的兩位相同，得到0；如果處於位置i的兩位不同，則返回1。例如：11010⊕01011=10001（⊕表示異或）。bitsx所需要的存儲空間由函數調用者來管理。


  複雜度　O（β），其中β為每個緩衝區中位的個數。


  bit_rot_left


  [image: ]


  返回值　無


  描述　輪轉緩衝區bits（含size位），將位值向左移count位。此操作完成後，處於最左端的count位移動到緩衝區最右端，而且其他的位也相應地輪轉。


  複雜度　O（nβ），其中β為每個緩衝區中位的個數，n為要輪轉到左邊的位數。


  位操作的實現與分析


  每個位操作都可操作緩衝區中的數據，緩衝區由無符號字符作為指針來指定。該指針指向足夠多的字節來表示緩衝區中的位數。如果緩衝區中的位數不是8的倍數，那麼說明最後一個字節的某些位沒有使用。


  bit_get


  bit_get操作獲取緩衝區中一個位的狀態（見示例14-2）。要做到這一點，首先要確定位所在的字節，然後通過一個掩碼從字節中獲取相應的位。掩碼中設置為1的位是將要從字節中讀出的位。接著用一個循環操作將位移動到適當的位置。通過索引bits中相應的字節，並應用掩碼，可以獲取所需的位。


  bit_get的時間複雜度為O（1）。這是因為獲取緩衝區中位的狀態所進行的所有操作都能夠在固定時間內完成。


  bit_set


  bit_set操作設置緩衝區中一個位的狀態（見示例14-2）。此操作與bit_get的工作方式相似，只是它是利用掩碼設置指定位的狀態，而bit_get獲取指定位的狀態。


  bit_set的時間複雜度為O（1）。這是因為獲取緩衝區中位的狀態所進行的所有操作都能夠在固定時間內完成。


  bit_xor


  bit_xor對兩個緩衝區bits 1和bits 2進行按位異或運算，並將計算的結果放到緩衝區bitsx中（見示例14-2）。要做到這一點，將bits1中第i個位置的位與bits2中第i個位置的位進行比較，如果位值相同，將第i個位置的位置0；否則，將第i個位置的位置1。這個過程會持續下去直到size指定的每個緩衝區中的位都計算完成。


  bit_xor的時間複雜度為O（β），其中β是每個緩衝區中的位數。這是因為此操作要在每個位上循環迭代一次。


  bit_rot_left


  bit_rot_left將緩衝區指定數量的位向左輪轉（見示例14-2）。首先保存最左端字節的最左端位值，然後向左一位一位地移動每個字節的位值。在移動字節的過程中，將前一個字節最右邊的位移到當前字節的最左邊。當處理到最後一個字節時，將其最右邊的位移動到首字節的最高位上。這個過程一直持續下去直到所有的位都輪轉到位。


  bit_rot_left的時間複雜度為O（nβ），其中n為要向左輪轉的位的個數，β是緩衝區中位的個數。這是因為，對於每次輪轉，要進行（β/8）+1次移動。


  示例14-2：位操作的實現
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  霍夫曼編碼的描述


  一種最古老而最優雅的數據壓縮方法之一就是霍夫曼編碼，它是一種基於最小冗余編碼的壓縮算法。最小冗余編碼是指，如果知道一組數據中符號出現的頻率，就可以用一種特殊的方式來表示符號從而減少數據需要的存儲空間。其方法是，使用較少的位對出現頻率高的符號編碼，用較多的位對出現頻率低的符號編碼。我們要意識到，一個符號不一定必須是文本字符，它可以是任何大小的數據，但往往它只佔一個字節。


  熵和最小冗余


  首先，讓我們重溫在本章開始介紹的熵的概念。回想一下，每個數據集都有一定的信息量，這就是所謂的熵。一組數據的熵是數據中每個符號熵的總和。符號z的熵S定義為：


  Sz=-lgPz


  其中，Pz是數據集中z出現的概率。如果我們確切地知道z出現了多少次，那麼Pz就是z出現的頻率。來看一個例子，如果z在有32個符號的數據集中出現了8次，也就是1/4的概率，那麼z的熵為：


  -lg（1/4）=2位


  這意味著，如果用超過兩位的數來表示z將是一種浪費。如果在一般情況下用一個字節（即8位）來表示一個符號，那麼在這種情況下使用壓縮算法可以大幅減小數據的容量。


  表14-1表示如何計算一個有72個數據實例（其中有5個不同的符號）熵的例子。要做到為一點，將每個字符的熵相加。以"U"為例，字符的熵的計算方法如下。因為"U"出現12次，所以每個"U"的實例的熵計算如下：


  -lg（12/72）=2.584 963位
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  由於"U"在數據中出現了12次，因此整個數據的熵為：


  2.584 963×12=31.019 55位


  為了計算數據的整體熵，將每個字符所貢獻的熵相加。每個字符的熵在表中已經計算出來：


  31.019 55+36.000 00+23.537 99+33.945 52+36.959 94=161.463 00位


  如果使用8位來表示每個符號，需要72×8=576位的空間，所以理論上來說，可以最多將此數據壓縮為：


  1-（161.463 000/576）=72.0%


  構造霍夫曼樹


  霍夫曼編碼展現了一種基於熵的數據近似的最佳表現形式。它首先生成一個稱為霍夫曼樹的數據結構，霍夫曼樹本身是一棵二叉樹，用它來生成霍夫曼編碼。霍夫曼編碼是用來表示數據集合中符號的編碼，用這種編碼方式達到數據壓縮的目的。然而，霍夫曼編碼的壓縮結果往往只能接近數據的熵，因為符號的熵常常是有小數位的（如表14-1所示）。而在實際中，因為霍夫曼編碼所用的位數不可能有小數位，所以有些代碼會超過實際最優的代碼位數。


  圖14-1展示了用表14-1中的數據來構建一棵霍夫曼樹的過程。構建的過程往往從葉子結點向上進行。首先，將每個符號和頻率放到它自身的樹中（見圖14-1，步驟1）。然後，將兩個頻率最小的根結點的樹合併，並將其頻率之和存放到樹的新根結點中（見圖14-1，步驟2）。這個過程反覆持續下去，直到最後只剩下一棵樹（這棵樹就是霍夫曼樹，見圖14-1，步驟5）。霍夫曼樹的根結點包含數據中符號的總個數，它的葉子結點包含原始的符號和符號的頻率。由於霍夫曼編碼就是在不斷尋找兩棵最適合合併的樹，因此它是貪婪算法的一個很好的例子（見第1章）。
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    圖　14-1　用表14-1中的數據構建霍夫曼樹的過程
  


  壓縮和解壓縮數據


  建立一棵霍夫曼數是數據壓縮和解壓縮的一部分。用霍夫曼樹壓縮數據，給定一個具體的符號，從樹的根開始，然後沿著符號的葉向葉子結點追蹤。在向下追蹤的過程中，當向左分支移動時，向當前編碼末尾追加0；當向右移動時，向當前編碼末尾追加1。所以，在圖14-1中，為了確定"U"的霍曼夫編碼，首先向右移動（1），然後向左（10），然後再向右（101）。圖14-1中符號的霍夫曼編碼為：


  U=101,V=01,W=100,X=00,Y=11


  要解壓縮用霍夫曼樹編碼的數據，要一位一位地讀取壓縮數據。從樹的根開始，當在數據中遇到0時，向樹的左分支移動；當遇到1時，向右分支移動。一旦到達一個葉子結點，就找到了符號。接著從頭開始，重複上述過程，直到所有的壓縮數據都確定。用這種方法來解壓縮數據是可能的，這是因為霍夫曼編碼屬於前綴樹。前綴樹是指一組代碼中的任何一個編碼都不是另一個編碼的前綴。這就保證了編碼被解碼時不會有多義性。例如，"V"的編碼是01，01不會是任何其他編碼的前綴。因此，只要在壓縮數據中碰到了01，就可以確定它表示的是符號"V"。


  霍夫曼編碼的效率


  為了確定霍夫曼編碼降低了多大容量的存儲空間，首先要計算每個符號的頻率與其編碼位數的乘積，然後將其求和。所以，圖14-1和表14-1中壓縮後的數據的大小為：


  12×3+18×2+7×3+15×2+20×2=163位


  假設不使用壓縮算法的72個字符均用8位來表示，那麼其總共所佔的數據大小為576位，所以其壓縮比計算如下：


  1-（163/576）=71.7%


  要再次強調的是，在實際中無法用小數位來表示霍夫曼編碼，所以在很多情況下這個壓縮比並沒有數據的熵效果那麼好。但它也非常接近於最佳壓縮比。


  在通常情況下，霍夫曼編碼並不是最高效的壓縮方法，但它壓縮和解壓縮的速度非常快。一般來說，造成霍夫曼編碼比較耗時的原因是它需要掃瞄兩次數據：一次用來計算頻率；另一次才是用來壓縮數據。而解壓縮數據非常高效，因為解碼每個符號的位序列只需要掃瞄一次霍夫曼樹。


  霍夫曼編碼的接口定義


  huffman_compress
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  返回值　如果壓縮數據成功，返回壓縮後數據的字節數；否則，返回-1。


  描述　用霍夫曼編碼的方法壓縮緩衝區original中的數據，original包含size字節的空間。壓縮後的數據存入緩衝區compressed中。由於函數調用者並不知道compressed需要多大的存儲空間，因此要通過huffman_compress函數調用malloc來動態地分配存儲空間。當這塊存儲空間不再使用時，由調用者調用函數free來釋放空間。


  複雜度　O（n），其中n是原始數據中符號的個數。


  huffman_uncompress
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  返回值　如果解壓縮數據成功，返回恢復後數據的字節數；否則，返回-1。


  描述　用霍夫曼編碼的方法解壓縮緩衝區compressed中的數據。假定緩衝區包含的數據是由huffman_compress壓縮產生的。恢復後的數據存入緩衝區original中。由於函數調用者並不知道original需要多大的存儲空間，因此要通過huffman_uncompress函數調用malloc來動態地分配存儲空間。當這塊存儲空間不再使用時，由調用者調用函數free來釋放空間。


  複雜度　O（n），其中n是原始數據中符號的個數。


  霍夫曼編碼的分析與實現


  通過霍夫曼編碼，在壓縮過程中，我們將符號按照霍夫曼樹進行編碼從而壓縮數據。在解壓縮過程中，重建壓縮過程中的霍夫曼樹，同時將編碼解碼成符號本身。在本節介紹的實現過程中，一個原始符號都用一個字節表示。


  huffman_compress


  huffman_compress操作（見示例14-3）使用霍夫曼編碼來壓縮數據。首先，它掃瞄數據，確定每個符號出現的頻率。將頻率存放到數組freqs中。完成對數據的掃瞄後，頻率值得到了一定限度的縮放，因此它們可以只用一個字節來表示。當確定數據中某個符號的最大出現頻率，並且相應確定其他頻率之後，這個掃瞄過程結束。由於數據中沒有出現的符號應該只是頻率值為0的符號，所以執行一個簡單的測試來確保當任何非0頻率值其縮減為小於1時，最終應該將其設為1而不是0。


  一旦計算出了所有的頻率，就調用函數build_tree來建立霍夫曼樹。此函數首先將數據中至少出現過一次的符號插入優先級隊列中（此優先級隊列實際上是一棵二叉樹）。樹中的結點由數據結構HuffNode定義（見示例14-1）。此結構包含兩個成員：symbol為數據中的符號（僅在葉子結點中使用）；freq為頻率。每棵樹初始狀態下只包含一個結點，此結點存儲一個符號和它的縮放頻率（就像在數組freqs中記錄和縮放的一樣）。


  要建立霍夫曼樹，通過優先隊列用一個循環對樹做size-1次合併。在每次迭代過程中，兩次調用函數pqueue_extract來提取根結點頻率最小的兩棵二叉樹。然後，將兩棵樹合併到一棵新樹中，將兩棵樹的頻率和存放到新樹的根結點中，接著將新的樹保存回優先級隊列中。這個過程會一直持續下去，直到size-1次迭代完成，此時優先級隊列中只有一棵二叉樹，這就是霍夫曼樹。


  利用上一步構造的霍夫曼樹，調用函數build_table來建立一個霍夫曼編碼表，此表指明每個符號的編碼。表中每個條目都是一個HuffCode結構。此結構包含3個成員：used是一個默認為1的標誌位，它指示此條目是否已經存放一個代碼；code是存放在條目中的霍夫曼編碼；size是編碼包含的位數。每個編碼都是一個短整數，因為可以證明（雖然這裡沒有顯示證明過程）當所有的頻率調整到可以用一個字節來表示時，沒有編碼會大於16位。


  使用一個有序的遍歷方法（見第9章）來遍歷霍夫曼樹，從而構建這個表。在每次執行build_table的過程中，code記錄當前生成的霍夫曼編碼，size保存編碼的位數。在遍歷樹時，每當選擇左分支時，將0追加到編碼末尾中；每當選擇右分支時，將1追加到編碼末尾中。一旦到達一個葉子結點，就將霍夫曼編碼存放到編碼表合適的條目中。在存放每個編碼的同時，調用網絡函數htons，以確保編碼是以大端字節格式存放。這一步非常重要，因為在下一步生成壓縮數據時需要用大端格式，同樣在解壓縮過程中也需要大端格式。


  在產生壓縮數據的同時，使用ipos來保存原始數據中正在處理的當前字節，並用opos來保存向壓縮數據緩衝區寫入的當前位。首先，編寫一個頭文件，這有助於在huffman_uncompress中重建霍夫曼樹。這個頭文件包含一個四字節的值，表示待編碼的符號個數，後面緊跟著的是所有256個可能的符號出現的縮放頻率，也包括0。最後，對數據編碼，一次讀取一個符號，在表中查找它的霍夫曼編碼，並將每個編碼存到壓縮緩衝區中。在壓縮緩衝區中為每個字節分配空間，因為我們需要這樣做。


  huffman_compress的時間複雜度為O（n），其中n是原始數據中符號的數量。該算法中只有兩個部分依賴於數據的大小：計算每個符號頻率的部分和讀取要壓縮數據的部分。每個部分都消耗O（n）的時間。建立霍夫曼樹的過程不影響huffman_compress的複雜度，因為這個過程只依賴於數據中不同符號的個數，在此實現中，這個常數為256。


  huffman_uncompress


  huffman_uncompress操作（見示例14-3）解壓縮由huffman_compress壓縮的數據。首先，此操作讀取追加到壓縮數據的頭。回想一下，頭的前4個字節包含編碼符號的數量。這個值存放在size中。接下來的256個字節包含所有符號的縮放頻率。


  利用存放在頭中的信息，調用build_tree重建壓縮過程中用到的霍夫曼樹。一旦重建了樹，接下來就要生成已恢復數據的緩衝區。要做到這一點，從壓縮數據中逐位讀取數據。從霍夫曼樹的根開始，只要遇到位數0，就選擇左分支；只要遇到位數1，就選擇右分支。一旦到達葉子結點，就獲取一個符號的霍夫曼編碼。解碼的符號存儲在葉子中。所以，將此符號寫入已恢復數據的緩衝區中。寫入數據之後，重新回到樹的根部，然後重複以上過程。使用ipos來保存向壓縮數據緩衝區寫入的當前位，並用opos來保存寫入恢復數據緩衝區中的當前字節。一旦opos達到size，就從原始數據中生成了所有的符號。


  huffman_uncompress的時間複雜度為O（n），其中n是原始數據中符號的數量。這是因為，對每個要解碼符號來說，在霍夫曼樹中向下尋找的深度是一個有界常量，這個常量依賴於數據中不同符號的數量。在本節的實現中，這個常量為256。建立霍夫曼樹的過程不影響huffman_uncompress的複雜度，因為這個過程只依賴於數據中不同符號的個數。


  示例14-3：霍夫曼編碼的實現文件
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  霍夫曼編碼的例子：網絡優化


  通過網絡傳輸數據是一個耗時的過程，尤其是在速度較慢的廣域網中。解決這種問題的方法之一就是壓縮數據，在發送數據之前壓縮數據，在接收到數據後解壓縮數據。雖然有時通過壓縮和解壓縮數據所節約的時間對於整個網絡來說不算什麼，但在很多網絡應用中使用此方法能大大提高網絡的效率。該例子列舉了兩個函數：send_comp和recv_comp（見示例14-4），此函數用來接收和發送壓縮格式的數據。


  send_comp函數首先壓縮數據，然後調用標準套接字函數send。為了發送數據，send_comp需要4個參數：s是一個已經建立連接的套接字描述符；data是要發送數據的緩衝區；size為data的大小；flags是要傳入send的正常flags參數。要啟動發送過程，首先調用huffman_compress函數壓縮data中的數據。接著，發送size個壓縮數據（size的大小由huffman_compress的返回值決定），我們就可以在接收端分配足夠的空間。這是與接收器建立的協議的一部分。最後，發送壓縮數據，然後像huffman_compress中接口所做的那樣釋放數據。


  recv_comp使用標準套接字函數recv接收從send_comp發送過來的數據。為了接收數據，recv_comp需要4個參數：s是一個已經建立連接的套接字描述符；data是一個指向解壓縮數據的指針；size為data的大小（由recv_comp的返回值決定）；fags是要傳入recv的正常flags參數。要開始接收過程，首先要接收數據的大小，並分配一個緩衝區。接著，接收壓縮數據，並調用huffman_uncompress解壓縮此數據。由於huffman_uncompress調用malloc為解壓縮的數據動態地分配空間，而recv_comp返回指向此動態內存的指針，因此，當不再使用數據時，recv_comp函數的調用者需要調用free來釋放內存空間。最後，調用free來釋放為接收數據分配的緩衝區。


  send_comp和recv_comp的時間複雜度都為O（n），其中n為發送或接收符號的數量。之所以其複雜度為O（n），是因為它們分別調用複雜度為O（n）的函數huffman_compress和huffman_uncompress。


  示例14-4：網絡優化的函數實現文件
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  LZ77的描述


  LZ77（Lempel-Ziv-1977）是一個簡單但十分高效的數據壓縮算法，它與霍夫曼編碼的思想完全不同。LZ77是一種基於字典的算法，這意味著它試圖將長字符串（簡稱為短語）編碼成短小的標記，用小標記代替字典中的短語，從而達到壓縮的目的。它通過用小的標記代替數據中多次重複出現的長串來方法來壓縮數據。與霍夫曼編碼不同的是，其處理的符號不一定是文本字符，可以是任何大小的符號，但其通常選擇一個字節的符號。


  短語字典的維護


  各種不同的基於字典的壓縮算法使用不同的方法來維護它們的字典。LZ77使用的是一個前向緩衝區和一個滑動窗口。LZ77首先將一部分數據載入前向緩衝區。為了弄清楚前向緩衝區如何高效地存儲短語並形成字典，將緩衝區描繪成S1,……,Sn的字符序列，Pb是由字符組成的短語集合。從字符序列S1,……,Sn，組成n個短語，定義如下：


  Pb={（S1）,（S1,S2）,……,（S1,……,Sn）}


  這意味著，如果前向緩衝區包含字符（A,B,D），那麼緩衝區中的短語為{（A）,（A,B）（A,B,D）}。一旦數據中的短語通過前向緩衝區，那麼它將移動到滑動窗口中，並變成字典的一部分。要理解短語是如何在滑動窗口中表示的，首先要把窗口想像成S1,……,Sm的字符序列，且Pw是由這些字符組成的短語集合。從序列S1,……,Sm產生短語數據集合的過程如下：


  Pw={P1,P2,……,Pm}，其中Pi={（Si）,（Si,Si+1）,……,（Si,Si+1,……,Sm）}


  所以，如果滑動窗口包含符號（A,B,C），那麼窗口和字典中的短語為{（A）,（A,B）（A,B,C）,（B）,（B,C）,（C）}。LZ77算法的主要思想就是在前向緩衝區中不斷尋找能夠與字典中短語匹配的最長短語。以之前描述的前向緩衝區和滑動窗口為例，其最長匹配短語為（A,B）。


  壓縮和解壓縮數據


  當壓縮數據時，在任何情況下前向緩衝區與移動窗口之間都可能存在兩種情況：要麼找到一個匹配短語，要麼找不到匹配的短語。當至少找到一個匹配時，將其最長的匹配編碼成短語標記。短語標記包含三部分信息：滑動窗口中的偏移量（從匹配開始的地方計算）；匹配中的符號個數；匹配結束後前向緩衝區中的第一個符號。當沒有找到匹配時，將未匹配的符號編碼成符號標記。因為符號標記僅僅包含未匹配符號本身，所以沒有壓縮過程。事實上，我們將看到符號標記實際上比符號本身多一位，所以會出現輕微的擴展。


  一旦把n個符號編碼並生成相應的標記，就將這n個符號從滑動窗口的一端移出，並用前向緩衝區中同樣數量的符號來代替它們。然後，重新填充前向緩衝區。這種過程使滑動窗口中始終有最新的短語。滑動窗口和前向緩衝區具體維護的短語數量由它們自身的容量決定。


  圖14-2展示用LZ77算法壓縮字符串的過程，其中滑動窗口大小為8字節，前向緩衝區大小為4字節。在實際中，滑動窗口典型的大小為4KB（4096字節）。前向緩衝區的大小通常小於100字節。
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    圖　14-2　使用LZ77算法對字符串ABABCBABABCAD進行壓縮
  


  我們通過解碼標記和保持滑動窗口中符號的更新來解壓縮數據，其過程類似於壓縮過程。當解碼每個標記時，將標記編碼成的字符拷貝到滑動窗口中。每當遇到一個短語標記時，就在滑動窗口中查找相應的偏移量，同時查找在那裡發現的指定長度的短語。每當遇到一個符號標記時，就生成標記中保存的一個符號。圖14-3展示瞭解壓縮圖14-2中數據的過程。
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    圖　14-3　使用LZ77算法對圖14-2中壓縮的字符串進行解壓縮
  


  LZ77的效率


  用LZ77算法壓縮的程度取決於很多因素，例如，選擇滑動窗口的大小，為前向緩衝區設置的大小，以及數據本身的熵。最終，壓縮的程度取決於能匹配到短語的數量和短語的長度。在大多數情況下，LZ77比霍夫曼編碼有著更高的壓縮比，但是其壓縮過程相對較慢。


  用LZ77算法壓縮數據是非常耗時的，因為要花很多時間尋找滑動窗口中的匹配短語。然而，在通常情況下，LZ77的解壓縮過程要比霍夫曼編碼的解壓縮過程耗時要少。LZ77的解壓縮過程非常快是因為每個標記都明確地告訴我們在緩衝區中哪個位置可以讀取所需要的符號。事實上，我們最終只從滑動窗口中讀取了與原始數據數量相等的符號而已。


  LZ77的接口定義


  lz77_compress
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  返回值　如果數據壓縮成功，返回壓縮後數據的字節數；否則，返回-1。


  描述　用LZ77算法壓縮緩衝區original中的數據，original包含size個字節的空間。壓縮後的數據存入緩衝區compressed中。由於函數調用者並不知道compressed需要多大的存儲空間，因此要通過lz77_compress函數調用malloc來動態地分配存儲空間。當這塊存儲空間不再使用時，由調用者調用函數free來釋放空間。


  複雜度　O（n），其中n是原始數據中符號的個數。


  lz77_uncompress
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  返回值　如果解壓縮數據成功，返回恢復後數據的字節數；否則，返回-1。


  描述　用LZ77算法解壓縮緩衝區compressed中的數據。假定緩衝區包含的數據之前由lz77_compress壓縮。恢復後的數據存入緩衝區original中。由於函數調用者並不知道original需要多大的存儲空間，因此要通過lz77_uncompress函數調用malloc來動態地分配存儲空間。當這塊存儲空間不再使用時，由調用者調用函數free來釋放空間。


  複雜度　O（n），其中n是原始數據中符號的個數。


  LZ77的實現與分析


  在LZ77算法中，通過一個滑動窗口將前向緩衝區中的短語編碼成相應的標記，從而達到壓縮的目的。在解壓縮過程中，將每個標記解碼成短語或符號本身。要做到這些，必須不斷地更新滑動窗口，這樣，在壓縮過程中的任何時刻，窗口都能按照規則進行編碼。在本節所示的實現中，原始數據中的一個符號佔一個字節。


  lz77_compress


  lz77_compress操作（見示例14-5）使用LZ77算法來壓縮數據。首先，它將數據中的符號寫入壓縮數據的緩衝區中，並同時初始化滑動窗口和前向緩衝區。隨後，前向緩衝區將用來加載符號。


  壓縮過程發生在一個循環中，循環會持續迭代進行直到所有符號處理完。使用ipos來保存原始數據中正在處理的當前字節，並用opos來保存向壓縮數據緩衝區寫入的當前位。在循環的每次迭代中，調用compare_win來確定在前向緩衝區與滑動窗口中匹配的最長短語。函數compare_win返回最長匹配串的長度。


  當找到一個匹配串時，compare_win設置offset為滑動窗口中匹配串的位置，同時設置next為前向緩衝區中匹配串後一位的符號。在這種情況下，向壓縮數據中寫入一個短語標記（見圖14-4a）。在本節展示的實現中，對於偏移量off set短語標記需要12位，這是因為滑動窗口的大小為4KB（4096字節）。此時短語標誌需要5位來表示長度，因為在一個32字節的前向緩衝區中，不會有匹配串超過這個長度。當沒有找到匹配串時，compare_win返回，並且設置next為前向緩衝區起始處未匹配的符號。在這種情況下，向壓縮數據中寫入一個符號（見圖14-4b）。無論向壓縮數據中寫入的是一個短語還是一個符號，在實際寫入標記之前，都需要調用網絡函數htonl來轉換串，以保證標記是大端格式。這種格式是在實際壓縮數據和解壓數據時所要求的。
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    圖　14-4　LZ77中短語標記a）和符號標記b）的結構
  


  一旦將相應的標記寫入壓縮數據的緩衝區中，就調整滑動窗口和前向緩衝區。要使數據通過滑動窗口，將數據從右邊滑入窗口，從左邊滑出窗口。同樣，在前向緩衝區中也是相同的滑動過程。移動的字節數與標記中編碼的字符數相等。


  lz77_compress的時間複雜度為O（n），其中n是原始數據中符號的個數。這是因為，對於數據中每n/c個編碼的標記，其中1/c是一個代表編碼效率的常量因素，調用一次compare_win。函數compare_win運行一段固定時間，因為滑動窗口和前向緩衝區的大小均為常數。然而，這些常量比較大，會對lz77_compress的總體運行時間產生較大的影響。所以，lz77_compress的時間複雜度是O（n），但其實際的複雜度會受其常量因子影響。這就解釋了為什麼在用LZ77進行數據壓縮時速度非常慢。


  lz77_uncompress


  lz77_uncompress操作（見示例14-4）解壓縮由lz77_compress壓縮的數據。首先，該函數從壓縮數據中讀取字符，並初始化滑動窗口和前向緩衝區。


  解壓縮過程在一個循環中執行，此循環會持續迭代執行直到所有符號處理完。使用ipos來保存向壓縮數據緩衝區寫入的當前位，並用opos來保存寫入恢復數據緩衝區中當前字節。在循環的每次迭代過程中，首先從壓縮數據讀取一位來確定要解碼標記的類型。


  在解析一個標記時，如果讀取的首位為1，說明遇到了一個短語標記。此時，讀取它的每個成員，查找滑動窗口中的短語，然後將短語寫入恢復數據緩衝區中。當查找每個短語時，調用網絡函數ntohl來保證窗口中偏移量和長度的字節順序是與操作系統匹配的。這個轉換過程是必要的，因為從壓縮數據中讀取出來的偏移量和長度是大端格式的。在數據被拷貝到滑動窗口之前，前向緩衝區被用做一個臨時轉換區來保存數據。最後，寫入該標記編碼的不匹配的符號。如果讀取標記的首位為0，說明遇到了一個符號標記。在這種情況下，將該標記編碼的不匹配符號寫入恢復數據緩衝區中。


  一旦將解碼的數據寫入恢復數據緩衝區中，就調整滑動窗口。要將數據通過滑動窗口，將數據從右邊滑入窗口，從左邊滑出窗口。移動的字節數與從標記中解碼的字符數相等。


  lz77_uncompress的時間複雜度為O（n），其中n是原始數據中符號的個數。這是因為，對於編碼數據中每n/c個要解碼的標記，當執行將滑動窗口中的符號拷貝到恢復緩衝區的固定時間操作時，1/c是一個代表編碼效率的常量因素。所以，lz77_uncompress的時間複雜度是O（n）.但其過程不受常量因子影響。這就解釋了為什麼其性能比huffman_uncompress要好，而且在實際中比lz77_compress的速度快得多。


  示例14-5：LZ77的實現文件
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  問與答


  問：在某些情況下，壓縮數據可能會產生不太優的結果。如果使用霍夫曼編碼的方法，在什麼情況下可能出現這種不好的結果？


  答：霍夫曼編碼的壓縮效率取決於數據中符號出現的不同頻率。如果幾乎所有符號都有大概相同的頻率，那麼壓縮的結果不佳。同樣，用霍夫曼編碼壓縮小量的數據時，其壓縮效果也不好。在這種情況中，表中表頭所佔用的空間對數據的壓縮率會產生負面影響。幸運的是，這些限制條件通常都不是問題，因為在大多數的數據中符號都不會是均勻分佈的，而且我們通常對壓縮小量的數據不感興趣。


  問：和霍夫曼編碼一樣，在某些情況下使用LZ77算法也可能產生不佳的壓縮結果。請說明一些這樣的情況。


  答：LZ77算法的壓縮效率取決於能夠被短語標記編碼的符號序列的數量。如果產生了大量的符號標記，而只產生了很少的短語標記來表示大多數的短語，那麼壓縮效果不佳。如果符號標記的數量過多，甚至可能出現壓縮後的數據要大於原始數據的情況。出現這種情況往往是由於滑動窗口太小，沒有有效地利用重複出現的詞組所帶來的優勢。


  問：在本章所展示的霍夫曼編碼和LZ77的實現中，壓縮數據的結尾都是由符號計數來識別的。這意味著必須在壓縮數據本身存儲一個符號計數。有沒有其他的方法來識別數據的結尾？這種方法對兩種實現方法分別會產生什麼影響？


  答：在解壓縮數據時，必須有一種方法來確定數據究竟在什麼地方結束。除了存儲一個符號計數外，另一種方法就是對數據結尾的符號進行特殊的編碼。在本章的實現中，這將意味著對257個符號進行編碼而不是256個符號。要在霍夫曼編碼中解決這個問題，只需要將HuffNode結果中的符號成員定義為一個短整型（而不是一個無符號的字符型）。因為，這對壓縮數據的大小影響微乎其微。另一方面，在LZ77實現中，在不改變判斷標記類型方法的情況下，需要為每個標記增加一個額外的位來存儲257個可能的符號。因此，這會增加壓縮數據的大小。相對於簡單的符號計數，這種方法就不那麼高效。


  問：在LZ77算法中，在選擇滑動窗口的大小時需要考慮什麼因素？在選擇前向緩衝區的大小時又需要考慮什麼因素？


  答：回想一下，在本章LZ77的實現中，滑動窗口使用4KB（4096字節）的大小，前向緩衝區使用32字節的大小，這是一組常見的選擇。滑動窗口的大小決定回溯多遠在數據中搜索匹配的短語。一般來說，用一個很長的回溯能夠更好地匹配更長的短語。但是，也必須平衡回溯長度和在滑動窗口中進行搜索的時間之間的關係。同時，也必須平衡它和短語標記中更多空間（對於偏移量使用更多位）的消耗之間的關係。前向緩衝區的大小決定能匹配短語的最大長度。如果數據有很多重複的長短語，而選擇一個很小的緩衝區，那麼可能導致多個小的短語其實就是一個長的短語。然而，必須平衡它和較長短語所帶來的空間增長之間的關係。


  問：在霍夫曼編碼中，如何減小壓縮數據頭部所佔用的空間？這會帶來其他的問題嗎？


  答：回想一下，在本章所介紹的霍夫曼編碼的實現中，壓縮數據的頭部是追加的。這個頭包含一個有256個條目的表，一個條目對應每個可能的符號。如果一些符號的頻率為0，那麼這會帶來一些浪費。例如，在壓縮ASCII文本時，很多符號沒有使用，所以這些符號的頻率為0。在這種情況下存儲這個表的更好方法是使用計數運算器。計數運算器包含一個長度為l+1並且開始符號為c的值。它告訴我們表中下l個條目將會是對應符號c,c+1，……，c+l-1的條目。在許多情況下，這能夠減小表的大小。但是，如果剛開始時表就已經接近於滿時，這實際上會略微增加表的大小。


  問：在LZ77算法中代價最高的處理過程就是在滑動窗口中掃瞄匹配短語。如何能提高這個處理過程的效率？


  答：LZ77尋找匹配短語時，將滑動窗口中的短語與前向緩衝區中的短語一個符號一個符號地進行比較。一個更有效的方法是，用某種有高效搜索性能的數據結構來代替滑動窗口。例如，可以使用哈希表（見第8章）或二叉查找樹（見第9章）來存儲前面遇到的短語。事實上，這種方法已經被LZ77算法的一些變體所使用（見本章最後的相關主題）。


  問：考慮到霍夫曼編碼與LZ77的不同性能和壓縮效率，在什麼情況下會使用其中一種而不使用另外一種？


  答：LZ77通常會產生比霍夫曼編碼更好的壓縮比，但是在壓縮過程中LZ77要消耗相當長的時間。在一種情況下這不會造成問題，那就是在發佈大型軟件包時。在這種情況下，LZ77性能較佳，因為數據只需要壓縮一次（在軟件生產過程中），而客戶端卻能享受到由高速的解壓縮過程所帶來的便利。另一方面，假如要在一個網絡中交互發送大量的數據，並且在每次傳輸之前要對數據進行壓縮。在這種情況下，對於每一次傳輸，都必須在網絡的一端進行數據壓縮，在網絡的另一端進行解壓縮。因此，對於這種情況最好使用霍夫曼編碼的方法。儘管可能達不到LZ77所能達到的壓縮比，但壓縮和解壓縮總體應該更快。


  相關主題


  有損壓縮


  這是一種廣泛的數據壓縮方法，在解壓縮後它無法完整地還原原始數據。有損壓縮主要應用於圖像和音頻領域，因為如果精確控制數據的丟失，在這兩個領域損失一定的數據來換取更大的壓縮比是值得的。


  統計模型


  它是基於最小冗余編碼的數據壓縮方法背後的引擎。本章展現的是階值為0的模型，它只決定數據中任何一個符號的出現概率。高階模型會觀察符號組合的概率，從而更精確地獲取數據的熵。例如，如果在文本數據中遇到了符號"Q"，在很多語言中，"Q"後緊接著是符號"U"的概率非常大。高階模型就是用來考慮這樣的情況。


  香農費諾編碼


  它是最小冗余編碼的首個實現方法。有趣的是，它產生於還沒有計算機的20世紀40年代，是二戰期間信息論發展的產物。香農費諾編碼與霍夫曼編碼類似，但是它是由上而下構造樹，而不是從下往上。


  自適應霍夫曼編碼


  這是霍夫曼編碼的一個變體，它不需要為壓縮數據維護一個頻率表。相反，用一個自適應的統計模型來完成壓縮與解壓縮。自適應霍夫曼編碼帶來的最顯著優點就是它使用一個高階的統計模型來代替本章所介紹的零階模型。一個零階模型不需要佔用太多的空間，但是高階模型需要大量的空間，這使得向追加一個表變得不現實。


  算術編碼


  這是一種流行的壓縮方法，用來解決由霍夫曼編碼帶來的其熵是小數的不準確問題。算術編碼通過將數據編碼成單個很長的浮點值來避免這個問題，而這個值也可以唯一地解碼。


  LZ78（Lempel-Ziv-1978）和LZW（Lempel-Ziv-Welch）壓縮


  這是LZ77算法的變種，它們用一個比滑動窗口更高效的方法來跟蹤已掃瞄的短語。一般來說，這種方法會使用某種搜索效率較高的數據結構，例如，哈希表（見第8章）、二叉樹（見第9章）或者trie樹（見第9章相關主題），並使用一些獨特的方法來優化短語的編碼和解碼過程。


  第15章　數據加密


  數據加密（或密碼學）是一種用於對信息進行保密處理的科學。加密的目的是為了防止信息被不應該獲取的人得到。你也許不會覺得驚訝，加密算法（密碼）在歷史上產生了深遠的政治、社會和道德影響。數據加密就像數據壓縮一樣，是信息論的另一種產物。這是數學領域的一個分支，專門致力於研究各種管理和操作信息的方法。數據加密必須有兩個過程：在第一個過程中將可識別的數據（明文）加密為無法識別的形式，也就是密文；在第二個過程中，將密文解密，轉換回普通的原始明文。密碼背後的主要思想就是：如果允許讀取數據，則從密文轉換為明文應該是很容易實現的，相反，如果不允許讀取，則不可能實現從密文到明文的轉換。


  密碼使用一種稱為密鑰的特殊信息，用於安全性保證。一旦密鑰用於加密一些數據，只有知道正確密鑰的人才可以解密。事實上，對於任何好的加密算法，其關鍵屬性就是圍繞密鑰的安全性。更進一步地說，好密碼的安全性不依賴於把密碼的算法保密。這種思想類似於保險箱：儘管人人都知道保險箱是如何工作的，但沒有密碼就無法打開保險箱的大門。


  對現代加密算法進行分類的一種方法是按照如何使用密鑰。在這方面，加密算法要麼是對稱的，要麼是非對稱的。在對稱的加密算法中，加密和解密使用的是同一個密鑰，因此任何知道密鑰的人既能加密也能解密數據。而在非對稱加密算法中，通常稱為公鑰加密，用來加密數據的密鑰和解密的密鑰是不同的。用來加密的密鑰稱為公鑰，用來解密的密鑰稱為私鑰。公鑰和私鑰協同工作，這樣只有特定的私鑰才能解密由某個特定的公鑰加密過的數據。因此，只知道如何加密並不意味著可以成功解密，必須提供正確的私鑰才行。示例15-1展示了本章介紹的密碼算法的頭文件。


  本章內容包括：


  DES（Data Encryption Standard）


  最流行的對稱加密算法之一。目前理所當然地認為DES是相對安全的，但隨著當今計算機的處理速度越來越快，使得該算法變得越來越不安全。DES是一種效率較高的加密算法，甚至可以直接在軟件中實現。


  RSA（Rivest-Shamir-Adleman）


  最流行的公鑰加密算法之一。RSA被認為是非常安全的加密算法，但是處理速度比DES要慢得多。因此，它常用來加密較小規模的數據，比如針對其他類型加密的密鑰，以及數字簽名信息。


  一些使用數據加密的應用包括：


  電子貨幣


  進行金融交易的一種手段，這樣使得交易可以得到認證，但無法跟蹤。交易必須得到認證，這樣參與交易的雙方就不會被欺騙。交易必須是無法跟蹤的，這樣每一方的隱私就可以得到保護。在實踐中，如果沒有特殊的協議來協同支持的話，這些需求是很難實現的。


  認證服務器


  認證服務器負責解決處於網絡中不同端點處的兩個團體間的安全性問題。兩個團體間必須能夠交換密鑰，而在同一時刻又必須確保它們在與正確的對方通話，而不是一個「冒充者」。認證服務器通過各種依賴加密機制的協議來實現這些功能。


  電子郵件


  電子郵件中的數據通常在非安全的通道上進行傳輸，比如Internet。Internet的廣泛使用以及濫用程度使得加密帶有敏感信息的電子郵件成為近些年來非常重要的應用。


  國家安全


  這關係到外交和國防。在歷史上，加密技術在很多軍事行動中扮演了至關重要的角色。大使館常年傳輸和接收帶有敏感信息的外交郵件，因此必須使用加密技術來保護數據。國家安全長期以來就被美國政府定為核心問題，對待加密技術就像軍火一樣，有嚴格的出口控制。


  數字簽名


  用來驗證數據的歸屬者的一種方法，很像在文檔上簽字一樣。一種生成數字簽名的方法是採用公鑰加密。為了實現這個目的，用戶A採用他的私鑰加密一段數據，並將其發送給B。B認為這個數據是來自於A的，因此使用A的公鑰對數據進行解密驗證，如果能夠成功解密數據，則可以肯定數據是來自於A的。


  電子投票


  一種很現代的概念，這裡必須保證投票的安全性。安全投票機制很有趣，根據不同的安全等級有各種不同的需求。比如，投票者不能決定其他人的投票結果，但知道其他人是否投票也許是個很重要的需求。


  智能卡


  這是一種小型的塑料卡，其中包含微型計算機以及少量的內存空間。一般來說，智能卡用於多種形式的信貸上，比如為電話付費、搭乘火車或者為郵資付費等。其他類型的智能卡用於接入計算機或者建築物的門禁等。智能卡採用加密技術，因為通過它們可以完成某些重要的事情，比如修改銀行賬戶以及進入安全環境。


  示例15-1：數據加密的頭文件
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  DES算法介紹


  DES（Data Encryption Standard）是最為流行的對稱加密算法之一。DES是對稱性的，因為它使用同一個密鑰來加密和解密數據。在當加密方加密數據後同時又允許其解密的情況下，DES非常有用。DES還是一種分組加密算法，這就是說該算法每次都處理固定長度的數據段，稱為分組。DES的分組大小為64位。如果需要加密的數據總長度不是64的倍數，可以按照某種具體應用的方式填充位。


  DES被認為是相對安全的，而且運行速度很快，甚至在軟件實現中都是這樣。但是，同其他一些加密算法一樣，DES的安全性從未得到公開的證明。不過，針對該算法已經有過多年的安全性分析，這也為DES帶來了一定程度的信心。儘管如此，隨著計算機的運行速度持續提高，DES變得越來越脆弱。當今甚至有定期舉辦的挑戰賽，來為那些能夠最快破解DES加密消息的人提供現金獎勵。


  從本質上說，DES的安全性圍繞著使用虛假信息騙人，或者以密碼學的術語來講：混亂和擴散的原則。混亂的目的是為了隱藏任何明文同密文或者密鑰之間的關係，而擴散的目的是使明文中的有效位和密鑰一起組成盡可能多的密文。兩者結合在一起就使得安全性分析變得非常困難。


  在DES算法中，通過對明文進行一系列的排列和替換操作來將其加密。至於排列和替換到底如何對原始明文進行處理，其關鍵就是從給定的初始密鑰K0中得到16個子密鑰（K1,K2,……,K16）的函數。要加密一組明文，每個子密鑰按照（K1,K2,……,K16）的順序以一系列的位操作施加於數據上，每個子密鑰一次，一共重複16次。每一次迭代稱為一輪。要對密文進行解密可以採用相同的步驟，只是子密鑰需要按照逆序的方式（K16,K15,……,K1）對密文進行處理。


  計算子密鑰


  DES算法的第一步是從初始密鑰中計算出16個子密鑰，圖15-1展示了這個過程。DES使用一個56位的初始密鑰；但是這裡提供是一個64位的值。這是因為在硬件實現中每8位可以用於奇偶校驗。在軟件實現中，多出的位只是簡單地忽略掉。要獲得一個56位的密鑰，按照表15-1的方式執行密鑰轉換。這裡解釋一下該表，按照從左往右、從上到下的方式看，表格中每個位置p包含初始密鑰中位在轉換後的密鑰中所佔的位置。比如，根據表15-1，初始密鑰的第57位就是轉換後的密鑰中的第1位，而初始密鑰中的第49位則變成轉換後的密鑰中的第2位，以此類推。數據位的計數順序按照從左往右以1開始。
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    圖　15-1　在DES算法中計算子密鑰的過程
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  將密鑰轉換為56位後，接下來計算子密鑰。首先，將56位的密鑰分為兩個28位的組。然後，針對每個子密鑰，根據子密鑰的序列值（代表16個子密鑰中的第幾個）旋轉這兩組值（見表15-2），然後重新合併。經過這一步處理，按照表15-3（同表15-1的方式）所示對重組後的密鑰進行置換，使56位的子密鑰縮小為48位。注意到表15-3的列數較少，因為丟棄了8位。這個排列過程就稱為置換選擇。針對16個子密鑰，每個子密鑰重複一次該過程。總結一下，這裡的目的是保證將初始密鑰中的不同位在每一輪排列中應用於加密的數據上。
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  對數據塊進行加密和解密


  一旦準備好了子密鑰，就可以開始加密和解密數據塊了。圖15-2展示了這個過程。從表15-4（同表15-1的方式）所示的方式置換64位的數據塊開始。該置換過程稱為初始置換。該過程並不會增強DES的安全性，但這種做法在16位和32位總線出現之前將使得數據更容易加載到DES芯片中。雖然這種處理現在已經有些不合時宜，但該置換過程應該仍然保留以滿足DES標準。經過初始置換後，64位的數據塊分為兩個32位的組，L0和R0。
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    圖　15-2　DES中加密和解密數據塊
  


  完成初始置換後，數據塊將重複執行16輪一系列的操作。每一輪操作i的目的是計算出Li和Ri，這些結果將用在下一輪操作中直到最終得到數據塊R16L16。每一輪以Li-1和Ri-1開始，然後根據表15-5（同表15-1的方式）所示的擴展置換，將Ri-1從32位擴展到48位。該置換的主要目的是在加密數據的過程中製造一種雪崩效應，使得數據塊中的1位將在下一步操作中影響更多位，從而產生擴散效果。一旦擴展置換完成，計算出48位結果值與這一輪的子密鑰Ki的異或值（XOR，符號記為⊕）。這將產生一個48位的中間值，記為Rint。如果將E記為擴展置換的結果，則本輪目前為止的操作可以表示為：


  Rint=E（Ri-1）⊕Ki
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  下一步，Rint需要通過8個單獨的S盒執行8次替換操作。每個S盒j從Rint的6j到6j+6個位置取出6位，並為其在表15-6中查找出1個4位的值，將該值寫到緩衝區的4j位置處（見圖15-3）。
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    圖　15-3　DES中的8個S盒
  


  讀表15-6，查找S盒j。通過前面取出的6位組，根據第1位和最後1位組成的2位值找到表15-6的行號，而根據中間剩下的4位值來確定表15-6的列號。比如，在圖15-2中，Rint中的第3個6位組是101011。因此，在表15-6中查找到的第3個S盒是9。因為行號等於112=3，列號等於01012=5（查表時從索引0開始計數）。S盒為數據增加了不確定性，除了給DES帶來了安全性外，沒什麼特別的。其結果就是，它們長期以來也是爭論的源頭。一些團體甚至懷疑其設計者可能利用此技術來加入一扇後門。沒人知道究竟是如何，至少沒有人承認瞭解這個緣由。
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  一旦完成了S盒替換，得到的結果又變為一個32位的值。接下來再通過P盒來置換，如表15-7所示（同表15-1的方式）。
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  到目前為止，很容易把這一輪的操作想像為一個函數，一般記為f。如果bj代表Rint中的第j個6位組，Sj代表第j個S盒，而P代表P盒置換，則該函數可以定義為：


  f=P（S1（b1）,S2（b2）,……,S8（b8））


  每一輪的最後一個操作是計算f的32位結果值與傳入本輪操作的原始數據的左分組Li-1之間的異或值。一旦完成，將左右分組交換然後開始下一輪。在最後一輪中，不用交換左右分組。把所有的步驟連起來，在每一輪中計算Li和Ri的步驟可以精確表示為：


  Li=Ri-1


  Ri=Li-1⊕f（Ri-1,Ki）


  當全部的16輪操作都結束後，將最後的右分組R16和最後剩下的左分組L16連接起來，組成一個64位的分組R16L16。（回顧一下，在最後一輪中左右分組並沒有交換。從而，最後的右分組在左邊而最後的左分組在右邊。）最後一步是將R16L16按照表15-8所示的置換進行置換。這個置換操作稱為最終置換。簡而言之，就是撤銷之前的初始置換。加密數據時，最終結果就是一個64位的密文，而當解密時，最終結果就是64位的明文。
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  DES的接口定義


  des_encipher
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  返回值　無


  描述　採用DES算法將明文plaintext的一個64位的明文組加密。在key中指定64位的密鑰（回顧一下前面的介紹，最後8位將忽略掉，得到56位的密鑰）。ciphertext是返回的64位密文組。由調用者負責管理cip hertext所需要的存儲空間。要加密一段較大的數據，可以按照分組加密模式調用des_encipher（見本章的例子）。為了得到較高的效率，des_encipher可以重用之前的調用中計算出的子密鑰，這可以在之後的調用中將NULL傳給key，以此來開啟這種功能。


  複雜度　O（1）


  des_decipher
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  返回值　無


  描述　採用DES算法將密文ciphertext的一個64位分組解密。該函數假設ciphertext包含的是之前通過des_encipher加密過的密文。在key中指定64位的密鑰（回顧一下前面的介紹，最後8位將忽略掉，得到56位的密鑰）。plaintext是返回的64位明文分組。由調用者負責管理plaintext所需要的存儲空間。要解密一段較大的數據，可以按照分組加密模式調用des_dencipher。為了獲得較高的效率，des_decipher可以重用之前調用中計算出的子密鑰。可以在隨後的調用中將NULL傳給key，以此來開啟這種功能。


  複雜度　O（1）


  DES算法的實現和分析


  考慮到DES算法中涉及的位操作很多，因此DES通常都在硬件實現，對此你不必感到驚訝。儘管DES算法中的圖表和術語（通過線、框畫的流程圖，以及諸如S盒，P盒這樣的術語）使其更傾向於在硬件實現，但是，軟件實現也有它的價值所在。在軟件開發中，通過幾種基本的指令操作來幫助實現DES算法中的各種置換、轉換以及替換操作是很有效的。基於這個目的，本節中給出的實現利用了第14章介紹的位操作。關於每個置換、轉換以及替換操作的具體細節都以表的形式定義在示例15-2的開始處。這些定義與本節前面給出的表格是一一對應的。


  des_encipher


  函數des_encipher（見示例15-2）將明文的一個64位的明文分組通過DES算法加密。由於DES的一個好的特點是同樣的過程既能用來加密數據也能用來解密數據，因此des_encipher只需要簡單地調用des_main，而des_decipher同樣也只需要調用des_main即可。函數des_main通過使用其參數direction來確定到參數source提供的數據是明文還是密文。direction參數只是簡單地修改子密鑰的順序。在des_encipher中，將direction設置為encipher。


  函數des_main首先檢測參數key是否為NULL。這將允許des_encipher的調用者可以重用上一次調用中計算出來的子密鑰。為了達到這個目的，將subkeys數組聲明為static類型。如果key不為NULL，將計算子密鑰。要計算子密鑰，可以按照前面介紹過的步驟來執行。key的轉換是通過函數permute來實現的，這裡就是根據一個特定的表在一個緩衝區中置換位。假設表中每個位置i上都存在一個值p，函數permute通過將位置p的位移動到位置i上來完成對傳入的buffer的置換。


  要轉換密鑰，將表Des_Transform（同表15-1一樣）傳給函數permute。必要的旋轉操作可以通過調用位操作bit_rot_left來實現。該操作將buffer按照指定的位數向左旋轉。每一輪要正確旋轉28位的子密鑰分組，將表Des_Rotations（同表15-2一樣）中合適的元素傳給bit_rot_left。通過調用permute，並把它傳入表Des_Permuted（同表15-3），來對每一個子密鑰做置換選擇。


  要加密一個數據塊，首先要執行初始置換。為了實現這一步，首先調用函數permute並將表Des_Initial（同表15-4）傳入。然後，將數據分為兩個32位的分組：lblk以及rblk。回顧一下，加密數據的大部分工作都是在將一系列的操作重複執行16輪。每一輪的主要工作都花在計算函數f的值上，將值保存在fblk中。


  每一輪操作開始時，將對rblk執行一個擴展置換操作。為了實現這個步驟，將調用函數premute，並把它傳入表Des_Expansion（同表15-5）。然後，通過調用位操作bit_xor來計算擴展後的rblk和某個適當的子密鑰的異或值。無論是加密還是解密數據，與本輪操作相關的子密鑰都需要參與執行。一旦完成了異或計算，將對結果執行一系列的S盒替換操作。Des_Sbox（同表15-6中的S盒）定義了8個用於DES算法中的S盒。我們完全按照之前介紹過的方式查找每個替換元素。也就是說，對於當前的fblk中的每6個位分組，第1位和最後1位聯合起來確定Des_Sbox中的行號，而中間4位用來確定列號。最後，執行P盒置換完成函數f的計算。通過調用函數permute並把它傳入表Des_Pbox（同表15-7）來實現這個步驟。計算出lblk與函數f的值的異或結果，並交換lblk和rblk來結束每一輪的操作。


  將上述過程重複執行16次，每輪一次。當全部16輪操作結束後，將rblk拷貝到target的前32位中，將lblk拷貝到之後的32位中（按照要求，最後一輪不需要交換lblk和rblk）。最終，通過調用函數permute並把它傳入表Des_Final（同表15-8）來完成最後的置換操作。


  des_encipher的時間複雜度為O（1），因為加密數據塊的所有步驟都在恆定的時間內完成。


  des_decipher


  函數des_decipher（見示例15-2）將一個64位的密文分組通過DES算法進行解密。同des_encipher一樣，des_decipher實際通過調用des_main來完成解密任務，但這裡direction需要設置為decipher。因此，des_decipher的工作方式同des_encipher一樣，只是這裡的子密鑰需要以逆序的方式參與計算。具體來說，就是在des_main中，針對每一輪i（從0開始計數），參與計算的子密鑰為subkeys數組中下標為的15-i的元素。


  des_decipher的時間複雜度為O（1），因為解密數據塊中的所有步驟都可以在恆定的時間內完成。


  示例15-2：DES的實現
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  DES應用舉例：分組加密模式


  大多數分組加密算法（例如DES）都是把數據按照64位分組的方式進行加密和解密。由於幾乎所有的加密工作所涉及的數據量都遠遠大於64位，因此我們需要不斷地重複加密過程，直到處理完所有的分組。這種分組加密中所涉及的重複性方式稱為分組加密模式。


  處理多個數據分組最簡單的方式是將每一個生成的密文分組添加到之前生成的密文分組之後即可。這種原始的方法稱為ECB，或者電子碼本（electronic code book）。這種方法的簡單性使其變得非常流行，但它相對來說是不安全的。ECB的主要問題是對於任意給定的密鑰，相同的明文分組加密之後得到的密文結果總是一樣的，即明文和密文的分組是一一對應的關係。這意味著如果黑客破解了哪怕一小段數據，他就可以以此建立一個密碼本，來對其他數據段進行破解。一種更好的方法是CBC或稱為密碼分組鏈接模式。


  CBC模式通過對分組密碼增加簡單的操作和反饋避免ECB中出現的問題。反饋使得密文的每個分組都同之前執行的操作在一定程度上有依賴關係[1]。在CBC模式中，用之前的密文分組作為反饋，這樣就算是明文中的同一個分組，每次都好像加密成另一個不同的密文分組一樣。


  對於之前作為反饋的密文分組，在加密一個明文分組前，將前一個輸出的密文分組與該明文分組求異或，然後再加密。當解密時，將前一個輸出的明文分組同接下來待解密的密文分組求異或，然後再解密。可以簡單地表示為：


  Ci=Ek（Pi⊕Ci-1）


  Pi=Ci-1⊕Dk（Ci）


  這裡Ci和Pi為緩衝區C和P中的第i個密文和明文分組，而Ek和Dk是使用密鑰K進行的加密和解密操作。


  通常，會在明文的開始處增加一個隨機的數據塊。這是因為即使有黑客知道明文的第一個分組包含的信息，它也不能用於模擬鏈接的順序。這個增加的隨機數據塊稱為初始向量。按照正常的方式對其加密，這裡不需要任何反饋。然後將加密後的初始向量作為接下來加密和解密第一個分組數據的反饋。


  示例15-3給出了兩個函數（cbc_encipher以及cbc_decipher）的實現。它們採用DES算法中的CBC模式來對緩衝區中的數據做加密和解密操作。函數cbc_encipher接受一個size字節大小的明文緩衝區作為參數，使用key作為密鑰來對其加密。該函數假設明文的第一個分組是64位的初始向量。函數cbc_decipher接受一個size字節大小的密文緩衝區作為參數，使用key作為密鑰來對其解密。為了保持對稱，初始化向量也要解密，並作為明文的第一個分組返回。


  函數cbc_encipher以及cbc_decipher的時間複雜度都為O（n），這裡n代表加密或解密的分組數量。這是因為這兩個函數都只是簡單地分別調用複雜度同為O（1）的des_encipher和des_decipher，每處理一個分組調用一次。


  示例15-3：DES算法的CBC模式實現
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  [1]ECB中每個分組的加密和解密都是獨立的。


  RSA算法介紹


  RSA（Rivest-Shamir-Adleman）是最流行的非對稱加密算法之一，或稱為公鑰加密。RSA是非對稱的，因為用來加密數據的密鑰和用來解密的密鑰不是同一個。和DES一樣，RSA也是分組加密算法，但分組大小可以根據密鑰的大小而改變。如果加密的數據不是分組大小的整數倍，則會根據具體的應用方式增加額外的填充位。


  RSA作為一種非對稱加密算法，其中很重要的一點是當數據在網絡中傳輸時，用來加密數據的密鑰並不需要也和數據一起傳送。因此，這就減少了密鑰洩露的可能性。RSA在並不允許加密方對數據解密時也很有用。希望加密的一方使用一個密鑰，稱為公鑰，而允許解密的一方需要使用第二個密鑰，稱為私鑰，私鑰需要保持其私有性。


  RSA被認為是非常安全的，但它的計算速度比DES要慢很多。同DES一樣，RSA算法的安全性從沒被證明過，但想攻破RSA算法涉及大數的因子分解（包含至少200位的大數），而這是一個極其困難的問題（就算有計算機幫助也幾乎不可能）。由於缺乏解決大數的因子分解問題的有效方法，因此可以推測出目前沒有有效的方法可以破解RSA。


  RSA算法基於的原理比DES中的各種置換和替換操作要顯得高明一些。基本上來說，加密和解密數據圍繞著模冪運算，這是取模計算中的一種。取模計算也是整數運算中的一種常見形式，只是當對n取模時，每一個結果x由集合{0,1,……,n-1}中的成員取代，這樣x mod n的結果就是x/n的餘數。比如，40 mod 11=7，因為40/11=3，餘數為7。模冪運算就是計算abmod n的過程。


  計算公鑰和私鑰


  在RSA中，公鑰和私鑰需要結合在一起工作。公鑰用來對數據塊加密，之後，只有對應的私鑰才能用來解密。生成密鑰時，需要遵循幾個步驟以確保公鑰和私鑰的這種關係能夠正常工作。這些步驟也確保沒有實際方法能夠從一個密鑰推出另一個。


  開始前，首先選擇兩個大的素數，記為p和q（見本章最後的相關主題）。根據當今求解大數因子的技術水平，這兩個數應該至少有200位，這樣在實踐中才可以認為是安全的。然後開始計算n：


  n=pq


  接下來，選擇一個小的奇數e，它將成為公鑰的一部分。選擇e最需要考慮的重點是它與（p-1）（q-1）不能有相同的因子。換句話說，e與（p-1）（q-1）是互為素數關係的。比如，如果p=11而q=19，那麼n=11×19=209。這裡選擇e=17，因為（p-1）（q-1）=10×18=180，而17和180沒有相同的因子。通常選擇3、17以及65 537作為e的值。使用這些值不會對RSA的安全性造成影響，因為解密數據還需要用到私鑰。


  一旦為e選擇了一個值，接下來計算相對應的值d,d將成為私鑰的一部分。要實現這個步驟，計算e的倒數對（p-1）（q-1）的取模結果，有下面的式子：


  d=e-1mod（p-1）（q-1）[1]


  可以按照這樣的方式來思考這個問題：當d為多少時可以滿足e d mod（p-1）（q-1）=1?比如，在等式17d mod 180=1中，d的一個可能值是53。其他可能值是233、413、593等。在實踐中可以利用歐幾里德擴展算法來計算模乘法逆元（見本章結尾的相關主題）。本書提供的代碼只能使用d和e，但不能用來獲取它們的值。


  現在有了e和d的值，將（e,n）作為公鑰P，將（d,n）作為私鑰S並保持其不可見，可以表示為：


  P=（e,n），S=（d,n）


  加密方使用P來加密數據，解密方使用S來解密。為了保證就算有人知道了P也無法推算出S，必須保證p和q的值絕不能暴露。


  P和S結合在一起提供的安全性來自於一個事實，那就是乘法是一種很好的單向函數。單向函數是加密技術的基礎。簡單來說，單向函數就是在一個方向上能夠很容易算出結果，但反向推導則是不切實際的。比如，在RSA算法中，計算p和q的乘積是一種單向函數，因為儘管計算p和q的乘積很容易，但將n反向因子分解為p和q是極其耗時間的。這裡所選擇的p和q的值需要足夠大才可以。


  計算P和S的步驟起源於歐拉函數中的一些有趣性質。特別是，這些性質允許對模冪運算做一些有用的操作。歐拉函數記為φ（n），定義所有小於n的正整數里和n互素的整數的個數。只有當兩個整數的唯一公因子為1時，才說這兩個整數是互素的。舉一個歐拉函數的例子，φ（8）=4，因為一共只有4個比8小的整數是互素的，它們是1、3、5、7。


  歐拉方程有兩個性質對RSA算法來說是特別重要的。第一，當n是素數時，φ（n）=n-1。這是由於n的唯一因子是1和n，因此n與其之前的所有n-1個正整數都是互素的。另一個有趣的性質是對於任意小於n且與n互素的正整數a，都有aφ（n）mod n=1。比如，14mod 8=1，34mod 8=1，54mod 8=1，74mod 8=1。對上述方程兩邊都乘以a，得到：


  （a）（aφ（n）mod n）=a，或者aφ（n）+1mod n=a


  因此，可以得到15mod 8=1，35mod 8=3，55mod 8=5，75mod 8=7。調整之後得到的等式非常強大，因為對於某些等式c=memod n，該等式可以讓我們找出一個值d，使得cdmod n=m。這就是RSA算法中允許加密數據，之後再解密回原文的恆等式。可以按照如下方式表示：


  cdmod n=（me）dmod n=medmod n=mφ（n）+1mod n=m mod n


  歐拉函數和指數間的關係保證了加密的任意數據都能夠唯一地解密回來。為了找出d的值，解方程d=e-1φ（n）+1。不巧的是，對於方程d=e-1φ（n）+1不一定總是有整數解。比如，考慮e=15和n=13的情況。在這種情況下，d=（1/5）（（13-1）+1）=（1/5）（13）。為了解決這種問題，轉而計算d modφ（n）的值。換句話說，d=（e-1φ（n）+1）modφ（n），可以簡化為：


  d=e-1modφ（n）


  我們可以得到這樣的簡化形式，因為（φ（n）+1）modφ（n）=（φ（n）+1）-φ（n）=1。可以通過在φ（n）的位置上插入任意整數來證明這個等式。注意這個方程式同之前計算密鑰的過程中得出的d的推導式之間的相似之處。這提供了一種通過e和n來計算d的方法。當然了，因為e和n是公開的，對於攻擊者來說是事先可知的，因此有些人可能會問：這難道不是給了攻擊者相同的機會來計算出私鑰嗎？討論到這裡是時候探討一下RSA算法安全性保障的由來了。


  RSA算法的安全性保障來自一個重要的事實，那就是歐拉函數是乘法性質的。這意味著如果p和q是互素的（如果在挑選值時使它們都為素數），那麼有φ（pq）=φ（p）φ（q）。因此，如果有兩個素數p和q，且n=pq，則φ（n）=（p-1）（q-1），而且最重要的是：


  d=e-1mod（p-1）（q-1）


  因此，儘管攻擊者可能知道了e和n的值，為了計算出d必須得知道φ（n），而這又只有同時得到p和q的值才能辦到。由於p和q不可知，因此攻擊者只能計算n的因子，只要給出的p和q的值足夠大，這就是一個相當耗費時間的過程。


  [1]d和e是模乘法逆元的關係。


  加密和解密數據分組


  要使用RSA算法對數據進行加密和解密，首先要確定分組的大小。為了實現這一步，必須確保該分組可以保存的最大數值要小於n的位數。比如，如果p和q都是200位數字的素數，則n的結果將小於400位。因而，所選擇的分組所能保存的最大值應該要盡量接近於400。在實踐中，通常選擇的分組位數都是比n小的2的最大整數次冪。比如，如果n是209，要選擇的分組大小就是7位，因為27=128比209要小，但28=256又大於209。


  要從緩衝區M中加密第i組明文Mi，使用公鑰（e,n）來獲取Mi的數值，對其求e次冪，然後再對n取模。這將產生一組密文Ci。對n的取模操作確保了Ci將和明文的分組大小保持一致。因而，要加密明文分組有：


  Ci=Mie mod n


  之前提到過，歐拉函數是採用冪模運算來加密數據的基礎，根據歐拉函數及其推導式，能夠將密文解密回原文。要對緩衝區C中的第i組密文Ci進行加密，使用私鑰（d,n）來獲取Ci的數值部分，對其求d次冪，然後再對n取模。這將產生一組明文Mi。因此，要解密密文分組有：


  Mi=Cid mod n


  RSA的接口定義


  rsa_encipher
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  返回值　無


  描述　採用RSA算法來加密由plaintext所指定的明文分組。pubkey是所指定的公鑰（e,n），其類型為結構體RsaPubKey。ciphertext是返回的同plaintext同樣大小的密文分組。由調用者負責管理ciphertext所關聯的存儲空間。要加密大段的數據，可以按照本章前面介紹的分組加密模式來調用rsa_encipher（可參考本章前面的例子）。


  複雜度　O（1）


  rsa_decipher
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  返回值　無


  描述　採用RSA算法來解密由ciphertext所指定的密文分組。prikey是所指定的私鑰（d,n），其類型為結構體RsaPriKey。plaintext是返回的同ciphertext同樣大小的明文分組。由用戶負責管理plaintext所關聯的存儲空間。要解密大段的數據，可以按照本章前面介紹的分組加密模式來調用rsa_decipher。


  複雜度　O（1）


  RSA算法的實現與分析


  因為RSA加密算法需要的只不過是計算abmod n，所以基本的實現就相當簡單。所需要的只是一個計算冪模的函數。但是，要使RSA的安全性得到保障，回顧一下前面介紹的知識，必須使用很大的整數，這就使得事情變得有些複雜了。特別是，所有的計算中使用到的整數位數必須是密鑰位數的2倍。（我們一會兒將在模冪計算中看到這個需求）。因此，如果密鑰是個200位的整數，就需要一種抽像數據類型來支持至少400位的整數。


  由於本書並沒有提供有關大數運算的相關章節，因此這裡給出的RSA實現必須依賴其他的函數庫。已經有一些可用的函數庫，因此本書不提供具體的實現。示例15-1定了數據類型Huge，在安全的實現中，可以為Huge類型指定typedef別名以支持所選擇的大整數抽像數據類型。其他的需求就只剩下替換整數計算中的運算符為Huge類型所支持的操作。為了達到說明的目的，在這裡的實現中Huge類型用typedef定義為unsigned long，這種C語言內置的類型通常只能提供10位十進制數的支持。這意味著示例15-4給出的實現只能支持最多5位整數的密鑰。因此，雖然這裡的實現是可用的，但如果不把Huge重定義為大數類型，這裡的實現就不是安全的。


  rsa_encipher


  rsa_encipher函數（見示例15-4）採用RSA算法將明文分組加密。通過調用函數modexp來計算abmod n的值，這裡a代表明文分組，b和n代表公鑰的e和n成員。為了提高執行效率，modexp使用稱為二進制平方-乘的算法來計算模冪。


  二進制平方-乘算法避免了當a和b都很大時計算ab時會出現的超大中間值。比如，假設當a、b和n都是包含200位數字的超大整數，計算abmod n，其結果是一個40 000位的整數對200位的整數取模！因為最終得到的結果就是一個200位的整數，那麼這裡的目的就是要避免出現40 000位整數的中間值。


  用二進制平方-乘算法計算abmod n，主要是多個開平方運算的結果（見圖15-4）。首先將b表示為二進制形式，然後從最右邊的位開始處理。對於b中的每個位，求出a的平方對n取模的結果，並將這個結果賦值給a。每當遇到b中為1的位時，就將當前的a值乘上另一個寄存器y（初始值為1），並將結果再賦值給y。一旦迭代至b的最高有效位，y的值就是abmod n的結果。在整個計算過程中，產生的最大值是a2。因此，如果a是一個包含200位數字的整數，就不用處理大於400位的數字了。這相對於前面提到過的包含40 000位數字的整數來說已經是很大的優化了。圖15-4中的陰影部分展示了計算511mod 53=48 828 125mod 53=20的過程。在這個計算過程中，相比511=48 828 125，所處理的最大數值只有422=1764。


  rsa_encipher的時間複雜度為O（1），因為加密一個明文分組的所有步驟都能在恆定的時間內完成。由於分組大小是固定的，因此modexp中的循環執行時間也是恆定的。
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    圖　15-4　採用二進制平方-乘算法來計算模冪
  


  rsa_decipher


  rsa_decipher函數（見示例15-4）採用RSA算法將密文分組進行解密。該操作通過調用modexp來完成解密。modexp計算abmod n的結果，這裡a是密文分組，b和n代表私鑰d和n的成員。處理過程同rsa_encipher中描述的過程一樣。


  rsa_decipher的時間複雜度為O（1），因為解密密文分組的所有步驟都可以在恆定的時間內完成。由於分組大小是恆定的，因此modexp中的循環執行時間也是恆定的。


  示例15-4：RSA算法的實現
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  問與答


  問：假設我們想加密一個帶有標誌位的配置文件，應用程序根據該文件判斷用戶是否對某種功能付費，從而可以打開或關閉程序中的某些屬性。本章介紹的哪種加密方法適合於這種應用場景？


  答：由於在這種應用場景中只有一方需要讀這個文件——就是應用程序本身，因此選擇一種對稱加密算法（比如DES）是比較合理的。加載這個文件之前，使用一個只有應用程序知道的密鑰來對其加密。當程序需要讀這個文件時，它使用相同的密鑰解密即可。


  問：假設A方通過Internet向另一方B請求帶有敏感內容的數據。B方是唯一可以解密由A方加密過的數據的人，且A方是唯一能夠解密由B方特別為A加密過的數據的人。B同時也可以接受其他多方的請求，所有的請求方之間不能互相偷聽其他人之間的對話。本章介紹的哪種加密方法最適合於這種場景？


  答：由於所有的請求方都能同B通信，但它們都只能解密專屬於B和自己之間的數據，因此應該使用一種公鑰加密算法（比如RSA）。考慮A向B發送請求的情況，A通過B的公鑰來加密對B的請求。當B收到請求後，B通過它自己的私鑰來解密這個請求信息。一旦B驗證了A發送的請求（也許會使用數字簽名的方式），B就使用A的公鑰來加密回覆信息。一旦A接收到了B的回復，A就使用自己的私鑰來解密消息。


  問：在DES算法中，加密和解密數據都是通過執行一系列的置換和替換操作。這些置換和替換操作主要是通過16個子密鑰來作用於數據上，這16個子密鑰是由我們給出的初始密鑰計算而來。一般來說，當大多數子密鑰之間都不相同時DES的安全性能夠達到最高。遺憾的是，某些特定的初始密鑰將導致產生的所有子密鑰都是相同的。這類初始密鑰稱為弱密鑰。DES有4個弱密鑰，它們都是什麼？


  答：在DES中要生成子密鑰，首先將密鑰從64位轉換為56位。一旦密鑰的轉換完成，將其分為兩個28位的分組，並執行一些其他的操作，這些操作在每一輪中需要重複執行。如果這兩個28位的分組中任意一組包含的位全部一樣，那麼這些操作就沒有任何效果。因此，如果在每一輪中得到的子密鑰都是相同的，那麼初始密鑰就被認為是弱密鑰。DES中的4個弱密鑰，以及它們轉換後得到的內容如表15-9所示。
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  問：避免弱密鑰是DES算法中需要考慮的一個全問題。另一個問題是要避免次弱密鑰。次弱密鑰是成對出現的。如果兩個密鑰產生的子密鑰的位序列是相反的，則稱這兩個密鑰組成一個次弱密鑰對。這意味著如果使用次弱密鑰對中的其中一個來重新加密之前已經由另一個次弱密鑰加密過的密文，得到的結果就好像是用同一個密鑰對其解密過一樣。DES有6個次弱密鑰對，試著找出它們。為什麼次弱密鑰會是一個安全問題？


  答：DES中的次弱密鑰的問題就在於用其中一個密鑰對密文重新加密的結果剛好和用另一個密鑰對密文解密的效果一樣。因此，就得到了兩個可以用來解密密文的密鑰，這就使得次弱密鑰是不安全的。DES中的6對次弱密鑰如表15-10所示。
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  問：DES的一些應用中會使用隨機生成的密鑰。在這種應用中，是否存在一些需要預防的地方來防止弱密鑰和次弱密鑰的使用？


  答：考慮表15-9和表15-10中列出的密鑰，在DES所有的256個可能密鑰中，弱密鑰和次弱密鑰是非常罕見的。因此，使用隨機生成密鑰的應用程序在使用該密鑰前通常會檢查該密鑰是否是弱密鑰或次弱密鑰，從而來避免這個問題。另一方面，考慮到弱密鑰和次弱密鑰的出現頻率非常低，對每個密鑰做檢查就顯得有些浪費。因此，在許多應用中並不用擔心這個問題。


  問：RSA是一種分組加密算法，也就是說一次只處理一組數據。DES一直採用64位的分組，而RSA算法的分組大小取決於n=pq的值。如果我們錯誤地選擇了分組大小，使得某些明文分組包含的值大於或等於n，這時會發生什麼？


  答：當加密和解密分組時，如果明文分組包含的值大於或等於n，模冪運算就成了對n取模。這意味著所有生成的密文或明文分組都包含有小於n的值。因而，如果原始的明文分組包含有大於等於n的值，那麼在加密和解密該分組後，將無法回到開始前的明文狀態了。


  問：本章介紹了兩種常見的分組加密模式，ECB和CBC。它們各自的優點是什麼？它們各自的缺點又是什麼呢？


  答：ECB和CBC都各有優缺點。ECB簡單，但它缺少反饋的特點使得該模式不如CBC那麼安全。但是，因為沒有使用反饋機制，ECB反而擁有一些靈活性。比如，在ECB模式下，由於沒有哪一個分組與在其之前處理過的分組有依賴關係，因此可以不按順序處理分組，或者以並行處理的方式來處理分組。CBC最大的優點就是它在明文中暗含模式。但是，採用反饋機制就意味著必須按照分組的順序來處理。另一方面，以CBC模式解密數據則不需要這個限制。要解密數據，只需要從密文本身得到反饋，而不是從之前解密過的任何一個分組得到反饋。


  相關主題


  找大素數


  這是RSA算法中計算安全密鑰的重要部分。最好的方法之一是採用Miller-Rabin算法，這同時也利用到了歐幾里得算法。Miller-Rabin算法有失效的可能性，因此在非常罕見的情況下它可能會產生一個合數（事實上這極為罕見，但還是有可能）。基於這個原因，採用這種方式生成的素數有時稱為工業級素數。


  模運算


  一種在密碼學中非常有用的計算，同樣也在計算機科學的其他領域有著廣泛的用途。模運算也和平常的整數運算一樣，除了當對n的取模時，每個結果x都由集合{0,1,……,n-1}中的成員所取代，這樣x mod n的結果實際上就是x/n的餘數。


  大數運算


  這是RSA算法安全實現中的一個重要部分。在RSA算法中，考慮到當前計算整數素數因子的水平，為了安全起見，所選擇的整數必須至少有200位的數字組成。這意味著所有參與運算的整數必須至少為400位數。


  歐幾里得最大公約數算法


  一種用來計算最大公約數的方法，是已知的最古老的算法之一。該算法同RSA尤其相關，因為可以擴展它來幫助計算模乘法逆元。


  CFB（密碼反饋）以及OFB（輸出反饋）


  除了本章介紹過的ECB和CBC以外，常見的分組加密模式還有CFB和OFB。CFB按照如下方式採用密文反饋：一個分組加密表現為流式加密的形式。流式加密按照連續流的方式來處理數據，而不是像分組加密一次只處理一塊數據。這在網絡應用程序中是很有用的，這裡數據通常按照突發的方式到達，此時數據並沒有按照分組大小對齊。OFB是另一種將分組加密表現為流式加密的模式，但其反饋是獨立於明文和密文的。


  加密協議


  加密協議是指兩方或多方之間一步一步以一種安全的方式互相通信的過程。我們要意識到許多數據安全問題需要的不僅僅只是簡單加密和解密數據，這一點很重要。通常我們需要建立安全協議，在協議中加密只是其中的一個部分。


  第16章　圖算法


  圖是一種靈活的數據結構，它用於描述對像之間的關係和連接的模型（見第11章）。本章將介紹與圖有關的一些算法。我們將看到，很多圖算法都以第11章所介紹的廣度優先和深度優先搜索算法為基礎。對於許多圖算法來說，廣度優先和深度優先搜索十分重要，因為它們提供了一套系統地訪問圖數據結構的方法。


  本章所介紹的算法與第11章所介紹的方法之間的一個顯著不同是，本章的算法主要介紹的是帶權圖。在一個帶權圖中，每條邊都可能附帶一個值或權，這些權用一個小的數字標記在邊上。雖然很多條件因素都可以作為權值，但通常它表示遍歷這條邊所產生的代價。帶權圖和其算法可以用來對很多的實際問題進行建模。示例16-1是本章所介紹的圖算法的頭文件。


  本章內容包括：


  最小生成樹


  樹可以看做許多相關聯問題的抽像模型。最小生成樹能用最小的代價將一個無方向的帶權圖的所有頂點連接起來。


  最短路徑


  它是解決各類最短路徑問題的結果。最短路徑是連接一個有方向的帶權圖中兩個頂點之間代價最小的路徑。


  旅行商問題


  它是一個非常難以解決的問題，在此問題中，要尋找一條能夠遍歷一個完整且無方向的帶權圖中每個頂點（僅一次），並最終能夠返回至起始頂點的路徑。


  圖算法的一些應用：


  優化管道


  用來解決傳輸水、油或其他液體等實際問題的方法。如果管道的分發點代表圖中的頂點，連接這些分發點的管道作為圖的邊，並且其代價由圖中邊的代價決定，那麼最小生成樹提供了一個最好的方法來佈置一個可以連接所有分發點的管道模型。


  路由表（見本章相關章節）


  在互聯網中，路由器利用路由表直接尋址轉發數據。路由器存在的目的是將數據傳送到離目的更近的地方。在某些路由過程中，路由器會週期性地計算它到另一個路由器的最短路徑，這樣它們就知道接下來將數據發送到哪個目的地址是最佳方案。


  快遞服務


  它是一種通常需要訪問很多地方以取包裹和發包裹的服務。如果解決了旅行商問題，就能夠為車輛指明一條最有效的路徑，每個地址只用訪問一次，並最終回到其起始點。


  通信網絡


  網絡包含許多不同類型的設備，包括電話網、中繼站、衛星系統等，所有這些設備都必須放置於最優的位置。用帶權圖建模網絡，並通過計算最小生成樹來找到這個最優的方案。


  航路選擇


  這是一個對航空公司和空中交通管制機構很重要的優化問題。通常飛機不能從一個地方直接飛到另一個地方。所以，他們在空中建立航線或高速航道，這些航道同時考慮了風速、機票的費用和空中交通管制的限制。那麼，考慮了所有以上的這些因素後，兩地之間的最佳航線就是圖中權值最小的路徑。


  閉合運輸系統


  在這種系統中，運輸車或送貨車要多次訪問某個地點。這樣的系統多用於工廠中的貨物傳遞或倉庫中的儲貨搬運。解決旅行商問題可以為此應用提供最佳的路徑解決方案。


  有線電路板


  電子製造業中的一個優化問題。通常，使電路板上一些組件的引腳相互之間連接起來是必要的。如果每個引腳代表圖中的一個頂點，其連線作為邊，且邊的權由連線的數量決定。那麼最小生成樹能提供一種連接引腳的最優方法。


  交通監控


  觀察交通流量的變化，並以此變化來確定城市中兩點之間最佳路線的過程。為了避免過多的交通延誤，可以使用一個帶權圖來對交通流量建模，然後尋找路口到路口間流量最小的路徑。


  示例16-1：圖算法的頭文件
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  最小生成樹的描述


  有一塊木板，板上釘有一些釘子，這些釘子由一些細繩連接起來。假設每個釘子都可以通過一根或多根細繩連接起來，那麼有這樣一個遊戲，我們一根根拿走細繩，直到用最少的細繩將所有釘子連接起來。這個遊戲背後的思想就是最小生成樹。正式的表述法是，給定一個無方向的帶權圖G=（V,E），最小生成樹為集合T,T是以最小代價連接V中所有頂點所用邊E的最小集合。集合T中的邊能形成一棵樹，這是因為每個頂點（除了第一個頂點，即根結點）都能向上找到它的一個父結點。


  Prim算法


  Prim算法是一種產生最小生成樹的方法。Prim算法從任意一個頂頭開始，每次選擇一個與當前頂點最近的一個頂點，並將兩頂點之間的邊加入到樹中。事實上，Prim算法在尋找當前最近的頂點時用到了貪心算法（見第1章）。雖然通常貪心算法只提供較優而不是最優的解決方案，但Prim算法實際上能提供一個最優的結果。


  從根本上講，Prim算法就是不斷地選擇頂點，並計算邊的權值，同時判斷是否還有更有效的連接方式。該算法類似廣度優先搜索算法，因為在往圖中更深的頂點探尋之前，它首先要遍歷與此頂點相關的所有頂點。每個階段都要決定選擇哪個頂點，所以需要維護每個頂點的色值和鍵值。


  開始，將所有色值設置為白色，鍵值設置為∞（它代表一個足夠大的數，大於圖中所有邊的權值）。同時將起始頂點的鍵值設置為0。隨著算法的不斷演進，在最小生成樹中為每個頂點（除了起始頂點外）指派一個父結點。只有當頂點的色值變為黑色時，此頂點才是最小生成樹的一部分。在此之前，其父結點可以變化。


  Prim算法的運行過程如下。首先，在圖中所有的白色頂點中，選擇鍵值最小的頂點u。開始，此頂點將作為起始頂點，因為其鍵值為0。當選擇此頂點之後，將其標記為黑色。接下來，對於每個與u相鄰的頂點v，設置v的鍵值為邊（u,v）的權值，同時將u設置為v的父結點。重複這個過程，直到所有頂點都標記為黑色。隨著最小生成樹的增長，該樹包含圖中所有的邊，且此邊兩端都有一個黑色的頂點。


  圖16-1展示了用Prim算法產生最小生成樹的過程。在圖中，鍵值和父結點都顯示在每個頂點的旁邊。鍵值顯示在斜線的左邊，父結點顯示在斜線的右邊。淺灰色的邊是最小生成樹增長過程中的邊。圖中最小生成樹總的權值為17。
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    圖　16-1　用Prim算法計算最小生成樹
  


  最小生成樹的接口定義


  mst
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  返回值　如果計算最小生成樹成功，返回0；否則，返回-1。


  描述　為一個無方向的帶權圖graph計算最小生成樹。最小生成樹從頂點start開始計算。此操作會改變graph，所以如果有必要，在調用此操作之前先對圖進行備份。graph中的每個頂點必須包含MstVertex類型的數據。通過設置MstVertex結構體中成員weight的值來指定每個邊的權值，wight的值由傳入graph_ins_edge的參數data2決定。用MstVertex結構體的成員data來保存與頂點相關的數據，例如頂點標識符。graph中的match函數（此函數在用graph_init對圖進行初始化時調用）用來比較MstVertex結構體中的data成員。此函數與傳入mst中的參數match相同。一旦計算完成，最小生成樹的相關數據將會返回到span,span是存儲MstVertex結構體的列表。在span中，父結點為NULL的頂點為最小生成樹的根結點。其他每個頂點的parent成員都指向span中位於該頂點之前的那個頂點。span中的頂點指向graph中實際的頂點，所以只要能夠訪問span，函數調用者就必須保證graph中內存空間有效。一旦不再使用span，就調用list_destroy銷毀span。


  複雜度　O（EV2），其中V是圖中頂點的個數，E是邊的條數。但是，如果對此處展示的算法實現進行一點兒改進，其複雜度可達到O（ElgV）（見本章末尾的相關章節）。


  最小生成樹的實現與分析


  為了計算一個無方向的帶權圖的最小生成樹，首先要用第11章中表示圖的基本抽像數據類型來表示帶權圖。同時，還需要Prim算法所需要的一種追蹤頂點和邊信息的方法。這就用到了MstVertex結構體；它用來為圖中的頂點計算最小生成樹（見示例16-2）。此結構包含5個成員：data是與頂點相關的數據；weight是到達該頂點的邊的權值；color是頂點的色值；key是頂點的鍵值；parent是最小生成樹中頂點的父結點。


  建立一個包含MstVertex結構體的圖的過程幾乎與建立一個包含其他數據類型的圖的過程一樣。要將一個頂點插入圖中，調用函數graph_ins_vertex，並將MstVertex結構體傳入data。類似地，要將一條邊插入圖中，調用函數graph_ins_edge，並將MstVertex結構體傳入data1和data2。當插入一個頂點時，只設置MstVertex結構體的data成員。當插入一條邊時，設置data1的data成員，data2的data和weight成員。在data2中，weight是邊的權值，此邊為data1中頂點到data2中頂點的連接線。在實際中，權值通常用浮點數進行存儲和計算。由於鍵值是由權值計算得來，因此鍵值也用浮點數表示。


  mst操作首先初始化鄰接表結構鏈表中的每個頂點。將每個頂點的鍵值初始化為DBL_MAX（除了起始頂點外，起始頂點初始值為0.0）。回想一下，在圖的抽像數據類型中，圖由一個鄰接表結構鏈表來表示，每個鄰接表結構包含一個頂點和一個相鄰頂點的集合（見第11章）。用存儲在鄰接表結構中的頂點來維護頂點的色值、鍵值和父結點。維護鄰接表結構鏈表中的信息的關鍵是能將這些信息存儲起來，而不是僅僅列出與自己相鄰的頂點。鑒於一個頂點可能會出現在眾多的鄰接表中，所以每個頂點只能在鄰接表結構鏈表中出現一次。


  Prim算法的核心是用一個單循環為圖中的每個結點迭代一次。在每次迭代過程中，首先，在所有白色頂點中選擇鍵值最小的頂點。同時，在鄰接表結構鏈表把此頂點塗黑。接下來，遍歷與所選頂點相鄰的頂點。在遍歷每個頂點時，檢查它在鄰接表結構鏈表中的顏色和鍵值。一旦獲取了這些信息，就將它與所選頂點的顏色和鍵值進行比較。如果相鄰頂點是白色，且其鍵值比所選頂點的小，就將所選頂點與相鄰頂點之間邊的權值設置為相鄰頂點的鍵值；同時，將相鄰頂點的父結點設置為所選頂點。然後，更新存儲在鄰接表結構鏈表中的相鄰頂點的信息。重複這個過程直到所有頂點都塗黑。


  一旦Prim算法中的主循環結束，最小生成樹的計算過程也就完成了。此時，將鄰接表結構鏈表中每個黑色的MstVertex結構體插入鏈表span中。在span中，父結點為NULL的頂點就是最小生成樹的根結點。其他每個頂點的parent成員都指向span中位於該頂點之前的那個頂點。每個MstVertex結構體的成員weight並不經常使用，因為它只有在存儲到鄰接表中時才用得到。圖16-2顯示了圖16-1中計算最小生成數所返回的MstVertex結構體鏈表。
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    圖　16-2　圖16-1中計算最小生成樹返回的列表
  


  mst的時間複雜度為O（EV2），其中V為圖中頂點的個數，E為邊的數目。這個複雜度來自主循環，在主循環中選擇頂點，並比較權值和鍵值。對於每個選定的頂點V，首先遍歷鄰接表結構鏈表中的頂點元素，從而判斷哪個頂點有最小的鍵值。這部分的整體運行時間為O（V2）。接下來，對於每個與選定頂點相鄰的頂點，我們考慮其在鄰接表結構鏈表中的信息，判斷是否改變其鍵值和父結點。在所有頂點V中，會遍歷E次列表，鄰接表中的每個邊遍歷一次。每次遍歷都需要O（V2）的時間來搜索列表。所以，對於選擇的所有V頂點，一個O（V）的操作運行了E次。在循環中這部分的運行時間為O（EV2），主循環的總體運行時間為O（V2+EV2）或者O（EV2）。而主循環前後的循環運行時間為O（V），所以mst的時間複雜度為O（EV2）。然而，回想一下，可以通過對算法的改進（將在本章結尾討論）使Prim算法的複雜度降為O（E lgV）。


  示例16-2：計算最小生成樹的實現
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  最短路徑的描述


  在許多路由問題中，尋找圖中一個頂點到另一個頂點的最短路徑或最小帶權路徑是非常重要的提煉過程。正式表述為，給定一個有向帶權圖G=（V,E），頂點s到V中頂點t的最短路徑為在E中邊的集合S中連接s到t代價最小的路徑。


  當找到S時，我們就解決了單對頂點最短路徑問題。要做到這一點，實際上首先要解決更為一般的單源最短路徑問題，單源最短路徑問題是解決單對頂點最短路徑問題過程的一部分。在單源最短路徑問題中，計算從一個起始頂點s到其他與之相鄰頂點之間的最短路徑。之所以用這個方法解決此問題是因為沒有其他更好的辦法能用來解決單對頂點最短路徑問題。


  Dijkstra算法


  解決單源最短路徑問題的方法之一就是Dijkstra算法（發音為Dikestra）。Dijkstra算法會生成一棵最短路徑樹，樹的根為起始頂點s，樹的分支為從頂點s到圖G中所有其他頂點的最短路徑。此算法要求圖中所有的權值均為非負數。與Prim算法一樣，Dijkstra算法也是一種利用貪心算法計算並最終能夠產生最優結果的算法。之所以說該算法使用了貪心算法，是因為它將當前看起來最短的邊加入最短路徑樹中。


  從根本上來說，Dijkstra算法通過選擇一個頂點，並不斷地探尋與此頂點相關的邊，以此來確定每個頂點的最短路徑是否是最優的。此算法類似廣度優先搜索算法，因為在往圖中更深的頂點探尋之前首先要遍歷與此頂點相關的所有頂點。為了計算s與其他所有頂點之間的最短路徑，Dijkstra算法需要維護每個頂點的色值和最短路徑估計。通常，最短路徑估計由變量d表示。


  開始，將所有色值設置為白色，最短路徑估計設置為∞（它代表一個足夠大的數，大於圖中所有邊的權值）。將起始頂點的最短路徑估計設置為0。隨著算法的不斷演進，在最短路徑樹中為每個頂點（除了起始頂點外）指派一個父結點。在算法結束之前，頂點的父結點可能會發生幾次變化。


  Dijkstra算法的運行過程如下。首先，在圖中所有白色頂點之間，選擇最短路徑估計最小的頂點u。初始，此頂點將作為起始頂點，因為其最短路徑估計為0。當選擇此頂點之後，將其塗成黑色。接下來，對於每個與u相鄰的頂點v，釋放其邊（u,v）。當釋放邊後，我們要確認是否要更新到目前為止所計算的最短路徑。為了做這個判斷，將（u,v）的權值加到u的最短路徑估計中。如果這個值小於或等於v的最短路徑估計，就將這個值指派給v，作為v的新的最短路徑估計。同時，將u設置為v的父結點。重複這個過程，直到所有頂點都標記為黑色。一旦計算完最短路徑樹，那麼從s到另外一個頂點t的最短路徑就能唯一確定，從樹中t處的結點開始向隨後的父結點查找，直到到達s。此尋找路徑的反向路徑即為s到t的最短路徑。


  圖16-3中展示了由a到圖中其他頂點的最短路徑的計算過程。例如，a到b的最短路徑為＜a,c,f,b＞，其權值為7。最短路徑估計和每個頂點的父結點都顯示在每個頂點的旁邊。最短路徑估計顯示在斜線的左邊，父結點顯示在斜線的右邊。淺灰色的邊是最短路徑樹增長過程中的邊。
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    圖　16-3　用Dijkstra算法計算最短路徑
  


  最短路徑的接口定義


  shortest
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  返回值　如果計算最短路徑成功，返回0；否則，返回-1。


  描述　計算頂點start與有向帶權圖graph中其他所有頂點之間的最短路徑。此操作會改變graph，所以如果有必要，在調用此操作之前先對圖進行備份。graph中的每個頂點必須包含PathVertex類型的數據。通過設置PathVertex結構體中成員weight的值來指定每個邊的權值，weight的值由傳入graph_ins_edge的參數data2決定。用PathVertex結構體的成員data來保存與頂點相關的數據，例如頂點標識符。graph的match函數（此函數在用graph_init對圖進行初始化時調用）用來比較PathVertex結構體中的data成員。此函數與傳入shortest中的參數match相同。一旦計算完成，最短路徑的相關信息將會返回給paths,paths是存儲PathVertex結構體的列表。在paths中，起始頂點的父結點設置為NULL。而其他每個頂點的parent成員都指向位於該頂點之前的那個頂點，這個頂點位於從起始頂點開始的最短路徑之上。paths中的頂點指向graph中實際的頂點，所以只要能夠訪問paths，函數調用者就必須保證graph中的內存空間有效。一旦不再使用paths，就調用list_destroy銷毀paths。


  複雜度　O（EV2），其中V是圖中頂點的個數，E是邊的數目。但是，如果對此處展示的算法實現進行一些改進（類似本章末尾對Prim算法的討論），其複雜度可降低到O（ElgV）（見本章末尾的相關章節）。


  最短路徑的實現與分析


  為了計算有向帶權圖中一個頂點到其他所有頂點的最短路徑，其圖的表示方法與最小生成樹中的表示方法相同。只是用PathVertex結構體取代頂點的MstVertex結構（見示例16-3）。PathVertex能夠表示帶權圖，同時能夠追蹤Dijkstra算法所需要的頂點和邊信息。此結構體包含5個成員：data是與到達頂點的數據；weight是與到達該頂點的邊的權值；color是頂點的色值；d是頂點的最短路徑估計；parent是最短路徑樹中頂點的父結點。構造一個包含PathVertex結構體的圖的過程與構造一個包含MstVertex結構體的圖的過程相同。


  shortest操作首先初始化鄰接表結構鏈表中的每個頂點。將每個頂點的最短路徑估計初始化為DBL_MAX（除了起始頂點外，起始頂點初始估計值為0.0）。用存儲在鄰接表結構鏈表中的頂點來維護頂點的色值、最短路徑估計和父結點。其原因與計算最小生成樹時的解釋相同。


  Dijkstra算法的核心是用一個單循環為圖中的每個結點迭代一次。在每次迭代過程中，首先在所有白色頂點中選擇最短路徑估計最小的頂點。同時，在鄰接表結構鏈表中把此頂點塗黑。接下來，遍歷與所選頂點相鄰的頂點。在遍歷每個頂點時，檢查它在鄰接表結構鏈表中的顏色和最短路徑估計。一旦獲取了這些信息，就調用relax釋放所選頂點與相鄰頂點間的邊。如果發現此過程中需要更新相鄰頂點的最短路徑估計和父結點，那麼就在鄰接表結構鏈表中更新此頂點。重複這個過程直到所有頂點都塗成黑色。


  一旦Dijkstra算法中的主循環結束，計算圖中起始頂點到所有其他頂點的最短路徑的過程也就完成了。此時，將鄰接表結構鏈表中每個黑色的PathVertex結構體插入鏈表paths中。在paths中，父結點為NULL的頂點就是起始頂點。其他每個頂點的parent成員都指向從起始頂點開始的最短路徑中的前一個頂點。每個PathVertex結構體的成員weight並不經常使用，因為它只有在存儲到鄰接表中時才用得到。圖16-4顯示了圖16-3中計算最短路徑時所返回的PathVertex結構體列表。
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    圖　16-4　圖16-3中計算最短路徑返回的列表
  


  Shortest的時間複雜度為O（EV2），其中V為圖中頂點的個數，E為邊的條數。這個運行時間來自主循環，在主循環中選擇頂點和釋放邊。對於每個選定的頂點V，首先遍歷鄰接表結構鏈表中的頂點元素，從而判斷哪個頂點有最小的最短路徑估計。在主循環中這部分的整體運行時間為O（V2）。接下來，對於每個與選定頂點相鄰的頂點，我們考慮其在鄰接表結構鏈表中的信息，並釋放兩個頂點之間的邊。在選擇的所有頂點V中，會遍歷E次列表，鄰接表中的每條邊遍歷一次。每次遍歷都需要O（V）的時間來搜索列表。所以，對於選擇的所有V頂點，一個O（V）的操作運行了E次。在循環中這部分的運行時間為O（EV2），主循環的總體運行時間為O（V2+EV2）或者O（EV2）。而主循環之前和之後循環的運行時間為O（V），所以mst的時間複雜度為O（EV2）。然而，回想一下，可以通過對算法的改進（將在本章結尾討論）使Dijkstra算法的複雜度降為O（ElgV）。


  示例16-3：計算最短路徑的實現
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  最短路徑的例子：路由表


  最短路徑在現實中一個很重要的應用是在互聯網中對數據進行路由。路由是將數據從一個點傳輸到另一個點的決策過程。在互聯網中，路由是沿著相互連接的點（稱為網關）傳播數據段或數據包的過程。在數據包通過一個網關時，路由器將會查看數據包最終目的地，然後將數據包發往下一個網關。路由器的目的就是將數據包往最接近於目的地的地方發送。


  為了將數據包往更接近其目的地的地方發送，每個路由器都要維護互聯網的結構信息或拓撲信息。這些信息存儲在路由表中。路由表為每個路由器知道如何到達的網關存儲一個條目。每個條目指定把數據包發送到下一個網關的地址。


  由於路由器會週期性地隨著互聯網的變化更新其路由表，因此數據包會盡可能地沿著最佳路徑傳送數據。有一種類型的路由稱為最短路徑優先路由或SPF路由，其中每個路由器都維護有自己的網絡圖，以便它能通過計算自身與其他結點之間的最短路徑來更新其路由表。互聯網拓撲圖是一個有向帶權圖，其頂點為網關，其邊為網關之間的連接線。邊的權值由連接路徑的性能決定。偶爾，路由器會交換拓撲和性能信息，為此還專門設計了一種協議來完成此工作。


  示例16-4是一個函數route，它利用SPF路由算法計算更新路由表中條目所需要的信息。該函數接受shortest的paths參數中返回的路徑信息列表。它使用此信息來確定路由器要把數據包發送到的下一個網關，以保證此網關離目的地更近了一步。


  要為指定的網關完成一個完整的表，首先要調用函數shortest，其中網關由start參數傳入。接著，對於每個路由表中包含的目的地址，調用函數route，其中目的地址由destination傳入。然後作為從paths生成的路徑的圖的graph_init中所提供的match函數，把此函數傳入match中。route函數將目的列表paths中的父結點指針指向網關，同時返回一個傳送數據包的最佳結點（此結點存放在輸出參數next中）。next中返回的頂點指向paths中實際的頂點，所以只要還能訪問next,paths中的內存空間就必須有效。


  圖16-5a展示了互聯網中處於gw1的路由器的路由表的計算過程（用一個與圖16-3類似的圖）。圖16-5b展示了為處於gw2的路由器計算路由表的過程。注意，依據在互聯網中起始位置的不同，其最短路徑也不同。同樣要注意，因為在圖16-5b中是沒有辦法到達gw1，所以在該表中也沒有相關條目。
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    圖　16-5　為網關gw1和gw2計算路由表
  


  計算路由的時間複雜度為O（n2），其中n為paths中的網關數目。這是因為，需要在paths中查找某些頂點的父結點，這些頂點處於我們感興趣的目的結點與互聯網中的起始頂點之間。如果我們與目的地之間的最短路徑包含paths中的所有網關，那麼在最壞情況下，我們要搜索網關列表n次才能找到每個父結點。


  示例16-4：路由表中更新條目的函數實現
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  旅行商問題的描述


  試想一下，一個業務員因為工作需要必須訪問多個城市。他的目標是每個城市只訪問一次，並盡可能地縮短旅行的距離，最後返回到他開始旅行的地點，這就是旅行商問題的主要思想。


  在一幅圖中，訪問每個頂點一次，並最終返回起始頂點，這個訪問的軌跡稱為哈密頓圈。要解決旅行商問題，需要用圖G=（V,E）作為模型，尋找圖中最短的哈密頓圈。G是一個完整的、無方向的帶權圖，其中V代表將要訪問的頂點集合，E為連接這些頂點的邊的集合。E中每條邊的權值由頂點之間的距離決定。由於G是一個完整的、無方向的圖，因此E包含V（V-1）/2條邊。


  解決旅行商問題的其中一種方法是掃瞄G中頂點所有可能的排列。因為每一種排列都代表一條可能的路徑，所以用這種方法很容易確定哪條路徑是最短的。遺憾的是，這種方法完全不可行，因為它不能在一個多項式時間內完成。一個多項式時間算法的複雜度要小於或等於O（nk），其中k是常量。之所以說這種方法不能在多項式時間內完成，是因為對於頂點集V，會有V!種排列；而掃瞄每種排列又需要O（V!）的運行時間。其中V!是V的階乘。


  通常情況下，要避免使用非多項式時間算法，因為，即使對於很小的輸入，問題也可能迅速變得不可控制。事實上，旅行商問題是一種特殊的非多項式時間問題，稱為NP完全問題。NP完全問題是指那些多項式時間算法未知，倘沒有證據證明沒有解決的可能性的（即便發現這種多項式算法的可能性非常小）問題。考慮到這種思想，通常用一種近似算法（見第1章）來解決旅行商問題。


  最近鄰點法的應用


  一種近似地計算旅行商路線的方法就是使用最近鄰點法。其運算過程如下。從一條僅包含起始點的路線開始，將此頂點塗黑。其他頂點為白色，在將其他頂點加入此路線中後，再將相應頂點塗黑。接著，對於每個不在路線中的頂點v，要為最後加入路線的頂點u與v之間的邊計算權值。回想一下，在旅行商問題中u與v之間邊的權值就是u到v之間的距離。這個距離可以用每個頂點的坐標計算得到。兩個點（x1,y1）與（x2,y2）之間距離的計算公式如下：
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  利用這個公式，選擇最接近u的頂點，將其塗黑，同時將其加入路線中。接著，重複這個過程，直到所有的頂點都已塗成黑色。此時，再將起始頂點加入路線中，從而形成一個完整的回路。


  圖16-6展示了使用最近鄰點法來解決旅行商問題的方法。通常在為旅行商問題構造一個圖時，每個頂點之間相連的邊並不會顯示表示出來，因為這種表示會讓圖不清晰明瞭，也沒有必要。在圖中，每個頂點旁邊都顯示其坐標值。虛線表示在此階段需要比較距離的邊。顏色最深的是要加入路線的邊。通過最近鄰點法獲取的路線長度為15.95。而最優路線的長度為14.71，比最近鄰法得到的長度少8%。
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    圖　16-6　用最近鄰點法解決旅行商問題
  


  最近鄰點法有一些有趣的特性。像本章的其他算法一樣，它類似廣度優先搜索算法，因為在往圖更深一層探尋之前，它需要掃瞄與路線中最後頂點相鄰的所有頂點。它還應用了貪心算法，因為每次它將一個頂點加入路線時，它都選擇當前最優的頂點。遺憾的是，在一個結點加入當前最鄰近的點可能會給接下來的路線帶來負面影響。然而，它通常會返回一條長度2倍於最優路線的路線，但在許多情況下，結果會比這要好。當計算路線時，改善此算法的方法是存在的。一種改善的方法就是使用交互式啟發法（見本章結尾的相關主題）。


  旅行商問題的接口定義


  tsp
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  返回值　如果計算近似旅行商路線成功，返回0；否則，返回-1。


  描述　為存儲在vertices中的頂點計算一條近似旅行商的路線。路線的起始點為start指定的頂點。此操作會改變vertices，所以如果有必要，在調用此操作之前需要先備份vertices。vertices中的每個元素都必須是TspVertex類型。用TspVertex結構體的成員dat a來保存與頂點相關的數據，例如頂點標識符。用其成員x和y來指定頂點的坐標。match函數判斷兩頂點是否匹配，它僅用來比較TspVertex結構體的data成員。計算得到的路線存儲在返回值tour中，tour是TspVertex結構體列表。tour中保存的頂點會按照路線中頂點的順序排放。tour中的元素指向vertices中實際的頂點，所以只要能夠訪問tour，函數調用者就必須保證vertices的內存空間有效。如果不再使用tour，那麼可以調用list_destroy來銷毀tour。


  複雜度　O（V2），其中V是路線中要訪問頂點的個數。


  旅行商問題的實現與分析


  要解決旅行商問題，首先從一個由頂點列表表示的圖開始。用這種方式表示的圖，其每條邊都是隱式表示的。列表中的每個頂點都是一個TspVertex結構體（見示例16-5）。此結構體包含4個成員：data用來保存頂點有關的數據；x和y表示頂點的坐標；color為頂點的色值。


  tsp操作首先將所有頂點塗為白色（除起始頂點外，起始頂點會塗黑），且立刻加入路線中。同時，記錄起始頂點的坐標值，這樣在主循環的首次迭代過程中，就可以計算起始頂點與其他頂點之間的距離。在主循環中，將所有剩餘的頂點加入路線中。在每次迭代過程中，尋找離最後加入路線的頂點最近的白色頂點。每次加入一個頂點，就為下次迭代記錄它的坐標，同時將其塗成黑色。在循環結束後，再次將起始頂點加入路線中，以形成一條閉合路徑。


  tsp的時間複雜度為O（V2），其中V是路徑中要訪問頂點的個數。這是因為，對於主循環中每V-1次迭代，都需要搜索顏色為白色而需要為其計算距離的頂點。注意，O（V2）的複雜度對於計算一條最優路徑的複雜度O（V!）來說已經是很大的改進了。


  示例16-5：解決旅行商問題的實現
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  問與答


  問：在計算最小生成樹與最短路徑的實現中，帶權圖中邊的權值都存儲在圖本身中。是否有什麼方法可以替代這種做法？


  答：對於那些邊的權值不經常變化的圖，本章所使用的這種方法效果很好。然而，更為常用的做法是將邊的權看做一個函數w（u,v），其中u和v就是權重函數要作用於的邊的兩個頂點。為了確定一條邊的權值，只需要調用此函數。這種方法的優點在於，在權值頻繁變化的應用中能夠動態地計算權值。另一方面，其缺點是，如果此權重函數比較複雜，它可能會低效地進行重複計算。


  問：在解決旅行商問題時，我們看到要計算一條最優路線是非常困難的，除非路徑本身包含很少的點。所以，用一個基於最鄰近點方法的算法來進行近似計算。另一種近似計算旅行商問題的方法是什麼？其時間複雜度如何？它多接近於最優路徑？


  答：另一種近似解決旅行商問題的方法是利用最小生成樹算法，先計算最小生成樹，然後用前序遍歷（見第9章）法遍歷此樹。這種方法的運行時間為O（EV2）（假設使用了本章的mst操作）。與最鄰近點算法一樣，此方法產生的路線通常是最優路線長度的2倍。為了證明這一點，將TMST設為最小生成樹的長度，將TAPP設為任意計算出的任何近似路線的長度，將TOPT設為最優路線的長度。因為最小生成樹和最優路線都要跨越樹中所有的頂點，且沒有其他任何一種跨度比最小生成樹短，即TMST≤TOPT。此外，TAPP≤2TMST，因為只有在最壞情況下近似的路徑才會訪問最小生成樹的每條邊兩次。所以，TAPP≤2TOPT。總結起來如下：


  TMST≤TOPT，TAPP≤2TMST⇒TAPP≤2TOPT


  問：當用Prim算法計算最小生成樹時，對於相同的圖，如果從不同的頂點開始運行算法，有可能獲得一棵不同的樹嗎？


  答：在Prim算法的運行過程中，當在尋找鍵值最小的頂點時，經常能夠找到一些鍵值相同的白色頂點，尤其是在大型圖中。在這種情況下，可能選擇任何一個頂點，因為它們鍵值都同樣小。根據選擇的不同頂點，我們會探尋到另一個從該頂點出發的邊的集合。所以，在最小生成樹中得到了不同的邊。然而，儘管最小生成樹中的邊可能不同，但是樹的總權重通常是相同的，即圖的最小權值。


  問：回想一下，在解決旅行商問題時，用了一個圖，其結構包含長度最短的哈密頓圈。所有的圖都包含哈密頓圈嗎？


  答：並不是所有的圖有包含哈密頓圈。這在一個未連接的圖（或有向無環圖）中很容易驗證。但是，在一個完全圖中沒有必要擔心這個問題。因為完全圖包含很多哈密頓圈。判定一個圖是否包含哈密頓圈又是一個NP完全問題（與旅行商問題一樣）。事實上，很多圖的問題都容易歸到這一類疑難問題中。


  問：本章展示的Prim算法實現的運行時間為O（EV2）。而一種更好的實現方法可以讓運行時間降到O（ElgV）。為了達到更優的效果，可以進行怎樣的改進？


  答：本章Prim算法實現的運行時間為O（EV2），這是因為對於圖中的每個頂點，都要掃瞄頂點列表，來確定哪個頂點是白色且包含最小的鍵值。在這部分中，通過使用一個優先隊列（見第10章），可以極大地提高算法的效率。回想一下，從優先隊列中獲取數值最小的元素的複雜度為O（1），維護優先隊列的堆屬性的代價為O（lg n），其中n為元素的個數。這就使得Prim算法的整體複雜為O（ElgV）。然而，此優先隊列必須支持隊列中元素的遞減操作和高效定位元素值的操作（這樣元素值應能修改）。由於第10章介紹的優先隊列並沒有支持這些操作，因此這裡Prim算法的實現也沒有使用優化方法。


  問：通常在計算最小生成樹時，都是對一個連接圖進行計算。如果我們想對一個非連接圖計算最小生成樹，將會出現什麼問題？


  答：回想一下，一個連接圖就是圖中的每個頂點都能夠通過一些路徑抵達。如果試圖為一個非連接圖計算最小生成樹，那麼只能得到一個從起始點開始的所有連接點的最小生成樹。


  相關主題


  Bellman-Ford算法


  解決單源最短路徑問題的另一種方法。與Kijkstra算法不同，Bellman-Ford算法支持邊權值為負的圖。其時間複雜度為O（VE），其中V是圖中頂點的個數，E為邊的條數。


  Kruskal算法


  另一種計算最小生成樹的算法。其算法原理如下。首先，將每個頂點放入其自身的數據集合中。然後，按照權值的升序來選擇邊。當選擇每條邊時，判斷定義邊的頂點是否在不同的數據集中。如果是，將此邊插入最小生成樹的集合中，同時，將集合中包含每個頂點的聯合體取出；如果不是，就移動到下一條邊。重複這個過程直接所有的邊都探查過。Kruskal算法的時間複雜度為O（ElgE）（假設用一個優先隊列來管理邊），其中E是圖中邊的數目。


  每對頂點間的最短路徑


  這是最短路徑問題的擴展，這是尋找圖中每對頂點間最短路徑的問題。解決此問題的方法之一就是用單源最短路徑法計算圖中每對頂點間的最短路徑。但是，也有專門的計算方法可以使解決方法更快。


  交互式啟發法


  啟髮式方法可以用來近似地解決旅行商問題，例如，用最鄰近點法來計算旅行商問題的路線。通常來說，交換啟發法就是不斷地使用其他更好的邊交換路線中已經存在的邊。每次交換結束後，都會重要計算路線的長度，來判斷路徑是否改進。


  第17章　幾何算法


  計算幾何領域中的問題需要採用幾何算法來解決。計算幾何是數學領域中的一個分支，在計算幾何中對點、線、多邊形等此類幾何相關的對象進行計算。在計算幾何問題中有一個很有趣的特點，那就是很多問題都有明顯的視覺直觀感。事實上，對於許多問題，只需要簡單地通過觀察它們的圖形表示就能找到解決方案。比如，觀察兩條線段是否相交，這能有多難？而另一方面，由於計算問題或多或少都要涉及一些算法，即使那些看似簡單的問題（比如判斷線段是否相交）都可能會很有挑戰性。本章介紹3種基本的幾何算法。在計算幾何中，前兩種算法常作為工具用來幫助解決更加複雜的問題。第3種算法是關於立體幾何算法的一個簡單示例。示例17-1是本章介紹的相關算法的頭文件。本章內容包括：


  判斷線段是否相交


  這可以通過一個簡單的算法來完成。該算法有兩個步驟：首先判斷以兩條線段為對角線的矩形是否相交，如果不相交，則兩條線段肯定也不相交。然後判斷這兩條線段是否互相跨越。如果兩個檢測結果都成立，那麼說明這兩條線段是相交的。


  凸包


  凸包是包含一個點集的最小凸多邊形。如果一個多邊形內任意兩點之間的連線完全包含在該多邊形內，則稱這個多邊形是凸多邊形。


  球面弧長


  指球面上兩點之間構成的弧線長度。具體來說，要計算出相同平面上從一點到另一點之間的弧線長度，這個平面由從球心畫的虛線到球面上弧線兩個端點的虛線確定。


  幾何算法的一些應用包括：


  最遠配對問題


  確定在一個集合中哪兩個點相距最遠。該問題可以表示為：這些點必須位於凸包所包含的範圍內，因此可以首先進行一個凸包計算來極大地減少需要比較其距離的配對數。


  求地球上兩點間的距離（本章將涵蓋）


  這是一個關於球面弧長方面的很有趣的應用。然而，由於地球並不是一個完美的球體，而是橢球形，因此這裡計算的距離僅僅只是近似值。


  限制區域


  限制區域是指由多邊形所包圍起來的區域，從外部不可進入。比如，軍事機構設立的禁飛區，未獲得授權的飛機都不允許進入。如果說將飛機的航線由一些線段組成，初始狀態是在禁飛區外，要判斷飛機的預定航線是否會穿過該區域，一個簡單的方法就是檢測飛機航線中的線段是否同禁飛區中的任何線段相交。


  密閉艙


  一種被大量對像（例如建築物或自然景觀）環繞的結構。如果要建一個大型的密閉艙，通常的需求是：用料要最少。為了達到這個目的，可以將這些目標對像抽像為點，然後計算出環繞這些點的凸包。


  機器人


  這是一個令人激動的科學領域，在這裡，自動化的人工智能設備都會採用幾何算法來進行視覺和控制。比如，一個帶有導航功能的機器人必須能夠移動檔在它路上的物體，並且能夠分析多種形狀的物體並識別出它們的位置。


  地圖製圖信息系統


  這是一個包含地理數據的數據庫系統，主要是用於繪製地圖。通常都會用幾何算法來處理這些地理信息。比如，我們想要計算出存儲在系統中的兩個地理位置之間的距離。


  虛擬體驗系統


  這方面的例子有飛行模擬系統、可視化建築系統以及分子模擬系統。虛擬現實系統的一個重要方面是它們都會使用涉及幾何算法的計算機圖形。


  示例17-1：幾何算法的頭文件
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  測試線段是否相交


  計算幾何中一個重要的問題就是判斷兩條線段是否是相交的。線段具有始端和末端，用來定義始末的點是線段的端點。要判斷兩條線段是否相交，首先需要理解一些關於直線和線段的知識。


  斜截式是直線的一種表示方法，可以表示為y=mx+b，其中m是直線的斜率，而b代表直線與y軸的截距。通過這種表示法，對於任意的x，都能夠計算出相應的y值（見圖17-1a）。對於一個有端點P1=（x1,y1）和端點P2=（x2,y2）的線段來說，斜率m以及與y軸的截距b可以通過如下的公式來計算：
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  通過m和b的值，線段就可以通過端點P1和P2表示為直線的斜截式（見圖17-1b）。
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    圖　17-1　a）直線　b）由端點P1和P2組成的線段
  


  測試線段是否相交的標準方法


  一種用來判斷兩條線段是否相交的方法是：首先，確定兩條直線的交點Pi=（xi,yi），然後再判斷該交點Pi是否在兩條線段之上。如果Pi在這兩條線段上，說明這兩條線段是相交的。首先以斜截式表示出這兩條直線：


  yline1=mline1xline1+bline1，yline2=mline2xline2+bline2


  下面的公式可用來計算出交點Pi=（xi,yi）。注意，必須避免一種特殊情況，也就是當計算xi時如果兩條直線的斜率相同則會出現除以0的錯誤。當兩條直線之間是平行關係時就會出現這個問題，在這種情況下線段不會相交，除非它們重合在一起。
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  一旦計算出了Pi，就執行如下的測試來判斷該交點是否同時落在兩條線段內。在這些測試中，P1=（x1,yi）和P2=（x2,y2）是其中一條線段的兩個端點，而P3=（x3,y3）和P4=（x4,y4）則是另一條線段的兩個端點。如果下面的4個測試都成立，則說明這兩條線段是相交的。


  （x1-xi）（xi-x2）≥0


  （y1-yi）（yi-y2）≥0


  （x3-xi）（xi-x4）≥0


  （y3-yi）（yi-y4）≥0


  這種方法對於判斷線段是否相交是非常常見的做法。但是，由於在計算xi的過程中需要做除法運算，這往往容易出現取整的錯誤以及精度問題，因此將採取另一種方式來計算。


  用計算機來檢測線段是否相交


  在計算機科學中，要判斷兩條線段是否相交需要兩個步驟：首先，執行一次快速剔除檢測（quick rejection test）。如果檢測成功，就接著再執行一次跨越檢測（straddle test）。只有當快速剔除檢測和跨越檢測都成功時，這兩條線段才會相交。


  首先，針對每條線段建立一個邊框（bounding box），以此來執行快速剔除檢測。線段的邊界框是一個包圍該線段的最小矩形，其邊分別平行於x軸和y軸。對於由端點P1=（x1,y1）和P2=（x2,y2）所組成的線段，其邊框左下角頂點的坐標為（min（x1,x2）,min（y1,y2）），右上角頂點的坐標為（max（x1,x2）,max（y1,y2））（見圖17-2所示）。如果以下的所有測試都成立，則這兩條線段的邊框相交：
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    圖　17-2　採用快速剔除檢測（第1步）以及跨越檢測（第2步）來判斷線段是否相交
  


  max（x1,x2）≥（min（x3,x4）


  max（x3,x4）≥（min（x1,x2）


  max（y1,y2）≥（min（y3,y4）


  max（y3,y4）≥（min（y1,y2）


  如果兩條線段的邊框相交，就繼續下一步的跨越檢測。要判斷由端點P1和P2組成的線段是否跨越由端點P3和P4所組成的線段，需要比較P3相對於P2的方位，以及P4相對於P2的方位（見圖17-2）。每個點的方位可以表明從P2到P1，該點是處於順時針方向上的還是處於逆時針方向上的。要判斷P3相對於從P2到P1的方位，只需要看以下式子的符號即可：


  z1=（x3-x1）（y2-y1）-（y3-y1）（x2-x1）


  如果z1是正數，P3相對於P2就是順時針方向的。如果z1是負數，P3相對於P2就是逆時針方向的。如果z1等於0，則P3位於P1的延長線上，此時稱點P3和P1共線。要判斷P4相對於從P2到P1的方位，需要看以下式子的符號：


  z2=（x4-x1）（y2-y1）-（y4-y1）（x2-x1）


  如果z1和z2的符號不同，或者其中一個等於0，那麼這兩條線段是互相跨越的。由於執行了這個檢測，前面我們已經知道邊框是相交的，因此這兩條線段也是相交的。


  圖17-2展示了採用快速剔除法和跨越法來檢測多種情況下線段是否相交的示例。前面給出的兩個等式根據將P1到P3、P1到P2以及P1到P4的線段表示為向量U、V和W（見本章末尾的相關主題部分），然後利用U×V和W×V的向量叉乘結果作為方位信息推導而來。


  檢測線段是否相交的接口定義


  lint
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  返回值　如果兩條線段相交返回1；否則返回0。


  描述　該函數用來檢測兩條線段是否相交。P1和P2指定一條線段，P3和P4指定另一條線段。每一個點都由結構體Point來表示。儘管Point擁有3個成員以此在3維空間中表示點，但這裡只在2維空間中表示點，方法是將成員z設為0。由於函數lint只適用於2維空間，因此它簡單地忽略掉所有點的z坐標值。


  複雜度　O（1）


  檢測線段是否相交的實現與分析


  要檢測兩條線段是否相交，首先必須得有辦法來表示每條線段。設P1和P2為其中一條線段的端點，P3和P4是另一條線段的端點。每個端點都是一個Point結構體。這個結構體包含3個成員：x、y和z表示點的坐標。前面說過，這裡會忽略掉所有的z坐標值，因為lint函數只適用於2維空間。


  lint函數（見示例17-2）首先以執行快速剔除檢測開始。這個檢測使用兩個宏，MIN和MAX（見示例17-1），它們會分別返回兩個值的最小值和最大值。快速剔除檢測可以用來判斷兩條線段的邊框是否相交。如果該檢測成立，則該算法繼續，開始做跨越檢測；否則，函數立即返回，表明這兩條線段不相交。跨越檢測用來判斷端點P3相對於P2，以及P4相對於P2到端點P1的方位。如果這兩個方位不同（順時針或逆時針），又或者其中一個結果為0，則跨越檢測成立，該算法返回，表明這兩條線段是相交的；否則表示它們不相交。快速剔除檢測以及跨越檢測在前面的章節中已經介紹過了。


  函數lint的時間複雜度為O（1），因為所有的步驟都能以恆定的時間完成。


  示例17-2：檢測線段是否相交的實現
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  凸包簡介


  一個點集的凸包是指包含該點集中所有點的最小凸多邊形。如果一個多邊形內任意兩點之間的連線完全包含在該多邊形內，則稱這個多邊形是凸多邊形（見圖17-3a）；否則，多邊形就是凹的（見圖17-3b）。要畫出一個點集的凸包，可把它假想成一塊板子上的釘子。如果用細線將最外層的釘子逐個連起來，那麼細線所圍成的形狀就是凸包。
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    圖　17-3　a）凸多邊形　b）凹多邊形
  


  Jarvis's March


  為點集P創建凸包的一種方法是採用Jarvis's march法。Jarvis's march按照兩個部分來建立凸包，稱為右鏈和左鏈。右鏈由凸包中位置最低的點（y軸坐標最小）到位置最高的點所組成。如果兩個點的高度一樣，那麼最低點就是那個x軸坐標也最小的點。左鏈由凸包中位置最高的點到位置最低的點所組成。如果兩個點的高度一樣，則最高點是x軸坐標也最大的點。


  從尋找點集P中的最低點開始（前面剛介紹過），將其加入凸包中，然後用另一個變量P0將其初始化。接下來，觀察點集P中除了P0之外的點Pi，然後定位出從所有的點來看相對於P0來說順時針方向的點Pc。以P0為中心畫一個鐘面，在右鏈中，從3點鐘方向開始，並按逆時針方向旋轉直到遇到一個點為止。在左鏈中，從9點鐘方向開始，並按逆時針方向旋轉。一旦找到點Pc，就將其加入凸包中，再將P0的值設為Pc，然後重複這個過程直到P0成為初始點。


  回到板子和釘子的模擬場景中來，在右鏈的處理中，選擇每個點Pc的過程類似於在當前點P0上繫上一根細線，向右拉緊它，然後把細線按照逆時針方向旋轉，直到它碰到另一個點為止。在左鏈的處理中，該過程類似於向左拉緊細線，然後把線按照逆時針方向旋轉直到它碰到一個點為止。圖17-4展示了這個過程。
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    圖　17-4　計算10個點的凸包
  


  通過計算，要確定出從所有的點來看相對於P0來說處於順時針方向的點，遍歷點集P中除了P0之外的每個點Pi，並在迭代中記錄下P0的最優選擇。對於點集P中的每個點Pi，需要比較Pi相對於目前已經找到的點P0的方位，這可以通過下面的式子來得到：


  z=（xi-x0）（yc-y0）-（yi-y0）（xc-x0）


  如果z的值大於0，則從Pc到P0，Pi是處於順時針方向上的，然後重置Pc為當前Pi的值。這種方法的一個好處在於我們不必擔心我們到底是在計算左鏈還是在計算右鏈，數學已經幫我們搞定了。


  存在一種特殊情況，那就是當z等於0時。這意味著Pi和Pc關於P0來說是共線的。在這種情況下，相對於P0來說最順時針的點就是離P0最遠的點。（在圖17-4中，查看第1步中當P0=（-2,-4），Pi=（0,-2），以及Pc=（2,0）時z的計算值，以及步驟3中當P0=（-3,-4），Pi=（-3,2），以及Pc=（-3,-1）時的計算結果）。要計算點P0=（x0,y0）和點Pj=（xj,yj）之間的距離r，這裡的Pj要麼是Pc，要麼是Pi，可以採用如下的公式：
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  凸包的接口定義


  cvxhull
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  返回值　如果成功計算出凸包，返回0；否則返回-1。


  描述　該函數計算出由P所指定的點集的凸包。P中的每個元素都必須是Point類型的。由於cvxhull函數只適用於2維空間，如同lint函數一樣，因此這裡簡單地忽略掉每個Point結構體中的z坐標值。polygon作為函數的返回值，返回得到的凸包。這裡polygon是一個Point結構體組成的鏈表。polygon中的元素指向點集P中的實際點，因此調用者必須確保，只要訪問polygon,P的存儲空間就要是有效合法的。一旦不再需要，可以調用list_destroy來銷毀polygon。


  複雜度　O（nh），這裡n表示點集中總的元素個數，h表示凸包中點的個數。


  凸包的實現與分析


  要計算點集的凸包，從構建一個包含每個點的鏈表開始。鏈表中的每個點都是一個Point結構體。這個結構體包含3個成員：x、y和z，代表點的坐標。由於以下的實現只適用於2維空間中，因此這裡忽略掉所有的z坐標值。


  函數cvxhull（見示例17-3）首先確定點集P中的最低點。要實現這個目的，需要遍歷所有的點，同時要保存當前y軸坐標值最小的點。如果有兩個點的y軸坐標值相同且都是最小的，就選擇那個x軸坐標值較小的點。最終的結果是可以確定那個最低且最靠左邊的點。一旦完成這個步驟，就將P0設為該點。


  構建凸包的實際過程是在一個嵌套的循環中。在外層循環的開始處，首先將P0插入凸包中。在循環的第一次迭代中，P0就是最低點。隨著算法的繼續執行，外層循環的每一輪迭代都會產生一個新的P0。在內層循環中，遍歷點集P中的每個點Pi，以此來確定下一個P0。要判斷一個給定點Pi的方位是否對於當前的Pc來說是順時針方向的，可以採用前面介紹過的方法。也就是，如果z的值大於0，那麼Pi位於Pc的順時針方位，在這種情況下將Pc重置為Pi。如果Pi和Pc是共線的，那麼只有當Pi相距P0的距離比相距Pc的距離要遠時，才將Pc設為Pi。因此，一旦遍歷完了鏈表中所有的點，Pc對於P0來說就位於所有其他點的順時針方位上。這個時候將P0重置為Pc並重複這個過程，直到P0又回到初始點為止。一旦完成到這一步，凸包中的所有點就都已經插入外層循環頂部的polygon中了。


  函數cvxhull的時間複雜度為O（nh），這裡n代表點集中總的元素個數，而h代表凸包中的點的個數。對於確定最低點的循環，其複雜度為O（n），因為必須遍歷所有的點才判斷出哪一個點最低。嵌套循環總的複雜度為O（nh），因為對於每一個插入凸包中的點，必須遍歷點集中所有其他的點才能確定出哪個才是下一個要插入的點。由於確定最低點以及構建凸包的過程是依次執行的，因此函數cvxhull的複雜度為O（nh）。


  示例17-3：計算凸包的實現
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  球面弧長


  在很多問題中都需要計算出兩點之間的距離。當我們感興趣的是兩點之間的直線距離時，可以採用由著名的勾股定理推導而來的距離公式。但是，如果我們感興趣的是兩點之間的曲面距離，那問題就變得複雜了。幸運的是，計算球面上兩點之間的最短距離（或弧長）是一個相對來說較簡單的問題，這是一種特殊情況。正式開始之前，讓我們先看看兩種不同的坐標系：直角坐標系和球坐標系。


  直角坐標系和球坐標系


  直角坐標系是我們最為熟悉的一種坐標系。在直角坐標系中，一個點的位置可以用3個值x、y、z來表示，它們分別代表該點在x軸、y軸和z軸上的位置。根據圖17-5所示，z軸正方向向上。從箭頭所示的方向看，x軸的正方向朝右，y軸的正方向朝前。從這個觀測點來看，x軸和y軸的正方向同2維直角坐標系中並無什麼差別。因此，要定位出點（3,4,5）的位置，沿著x軸正方向移動3個單位長度，沿著y軸正方向移動4個單位長度，最後沿著z軸正方向移動5個單位長度即可（見圖17-5所示）。
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    圖　17-5　在直角坐標系中定位點（3,4,5）的位置
  


  在球坐標系中，點P的位置定義為一個距離r以及兩個角θ和φ的組合（r,θ,φ）：r表示原點與點P之間的距離，θ表示從x軸正方向到y軸正方向之間的夾角，φ表示從z軸正方向到x軸正方向之間的夾角。比如，要定位點（5,30,45），首先沿z軸正方向移動5個單位長度，然後從z軸正方向朝著x軸的正方向旋轉45°，最後從x軸正方向朝著y軸正方向旋轉30°（見圖17-6所示）。注意，儘管在3元組（r,θ,φ）中θ位於φ之前，但先確定出φ在圖形上更方便觀察整個過程。
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    圖　17-6　在球坐標系中定位出點（5,30,45）
  


  坐標系轉換


  當我們說到球面上的弧長時，通常將端點指定為球坐標比較方便。因此，這裡給出的算法假設端點是採用的球坐標。但是，要計算出弧長，我們又需要端點以直角坐標系來表示。因此，第一步就是將球坐標P1=（r,θ1,φ1），P2=（r,θ2,φ2）轉換為對應的直角坐標P1=（x1,y1,z1），P2=（x2,y2,z2）。要實現這一步，需要用到下面的這些等式。當然，點的位置是不會改變的，改變的只是它們的表示方法。


  x=r sinφcosθ，


  y=r sinφsinθ，


  z=r cosφ


  r同直角坐標x、y和z之間的另一個關係是：
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  這個公式可以計算出3維空間中某個點到原點的距離。


  計算弧長


  現在我們準備好開始計算球面上點P1到點P2之間的弧長了。首先，從球心處開始做兩條輔助線，分別連接點P1與P2（見圖17-7a），並計算這兩條輔助線之間的夾角α。夾角可根據以下公式計算得到：
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  其中cos-1是圓括號中的參數計算結果的反餘弦。我們可以按照這樣的方式來理解反餘弦：什麼角度的cos值能夠得到圓括號中的計算結果？圓括號中表達式的分子是通過將兩條輔助線看做向量U和V（見本章末尾的相關主題部分）並計算它們的點積U·V推導而來的。
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    圖　17-7　a）在球面上的弧長表示　b）切平面（包含從球心到P1和P2的輔助線）上的弧長表示
  


  如圖17-7所示，兩條輔助線所在的平面將球體橫切，它們之間的夾角為α。夾角α在這裡是很重要的，因為球體與該平面相交所形成的切面也是一個圓，且該圓的半徑同球體的半徑相等（見圖17-7b）。由於點P1和P2之間的弧長就是該圓的一段弧，因此α在這裡就有助於確定弧長。通過圓心角、弧長以及半徑之間的關係，這由α/2π所佔的百分比確定，因為在一個圓中有2π弧度。根據這個和圓周2πr得到P1和P2之間弧的長度是（α/2π）×2πr最終可以得到下面的等式：s=αr。在下一節的代碼實現中將用到這個式子。


  求解球面弧長的接口定義


  arclen
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  返回值　無


  描述　該函數用來計算球面上的點P1和P2之間的弧長。每個點都是一個SPoint類型的結構體，點都以球坐標來表示。在SPoint結構體中，成員rho表示球體的半徑，而theta和phi則以弧度的方式來表示[1]。求得的弧長返回length。


  複雜度　O（1）


  [1]注意弧度和角度的區別。


  求解球面弧長的實現和分析


  要計算出球面上兩點之間的弧長，首先必須通過某種方式來定義弧長的端點。基於這個目的，函數arclen接受兩個參數P1和P2作為端點。每個端點都是一個SPoint結構體。這個結構體包含3個成員：rho、theta和phi，它們表示點在球體中的坐標位置。回顧一下前面的介紹，theta和phi在這裡以弧度的形式來表示。


  函數arclen（見示例17-4）首先要將球坐標轉換為直角坐標，這可以通過前面介紹過的公式來完成。回顧一下本章前面的介紹，這可以使我們計算出從原點到點P1和P2這兩條線段之間的夾角。接下來，只需要簡單地通過計算該夾角與球體的半徑之間的乘積來得到兩點之間的弧長。


  函數arclen的時間複雜度為O（1），因為所有的步驟都可以在恆定的時間內完成。


  示例17-4：計算球面弧長的實現
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  球面弧長的應用舉例：地球上兩點之間的近似距離


  計算球面弧長的一個應用是估算地球上兩地之間的近似距離。有時候這稱為大圓距離。當然，地球並不是完美的球體，它其實是一個從北到南看上去比從東到西要稍扁一些的橢球體。也就是說如果我們沿著子午線環繞地球，我們會發現這比沿著赤道環繞地球所需要的距離要短。不過，把地球當成球體來處理通常都能得到合理的近似值。


  要計算地球上兩點之間的距離，首先需要一種方法能夠定位每個端點。在地理學上，地點通常以緯度和經度來標識。緯度是指某點與地球球心的連線和赤道面所成的線面角，其數值在0°~90°之間。位於赤道以北的點的緯度叫北緯，記為N，位於赤道以南的點的緯度稱為南緯，記為S。通常，赤道以北的緯度認為是正值，而赤道以南的緯度認為是負值。經度具體來說就是地球上某點離本初子午線的南北方向走線以東或以西的度數。處於本初子午線以西的180°稱為西經，習慣上記為W，以東的180°屬於東經，習慣上記為E。通常，本初子午線以西的經度認為是正值，而本初子午線以東的經度認為是負值。比如，巴黎大約位於赤道以北49.010°，本初子午線以東2.548°。因此，巴黎的位置可以記為（49.010N，2.548E），或者（49.010，-2.548）（見圖17-8a）。


  給定地點的經緯度，現在要計算出兩點之間的近似距離。首先可以將每個地點的經緯度轉換為球坐標，把所有的角度都轉換為弧度。然後，只需要簡單地計算出兩點間的弧長就可以了。回顧一下前面章節的內容，球坐標系中的點定義為一個3元組（r,θ,φ）。對於地球來說，r是地球球心到地表上某點的距離，也就是說r是地球的半徑，大約等於3 440.065海里。θ是地點與子午線形成的角度，由此可對應到經度。但是，由於朝西的經度為正值，而朝東的經度為負值，要從經度信息中得到角度需要反轉經度的符號。φ表示地點與地球球心的連線同北極之間的夾角，因此φ對應緯度。但是，由於緯度是與赤道相關的而不是和北極相關，要從緯度值中得到φ需要反轉緯度的符號再加上90°。


  比如，要計算法國的巴黎（49.010N，2.548E）同澳大利亞的珀斯（31.940S，115.967E）之間的距離。首先將它們各自的經緯度轉換為球坐標：巴黎（3 440.065，2.548，40.990），珀斯（3 440.065，115.967，121.940）。然後，將每個點的角度信息轉換為弧度。最後，計算兩點之間的弧長，得到的結果是7706海里（見圖17-8b）。
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    圖　17-8　計算巴黎到珀斯之間的距離
  


  在這個例子中實現了函數geodist（見示例17-5和示例17-6），該函數採用前面介紹過的方法計算出地球上兩點之間的近似距離。該函數接受地點的經度和緯度作為輸入參數，lat1，lon1以及lat2，lon2。函數返回的距離值保存在參數d中。在對經緯度經過一些初始驗證後，函數geodist將經緯度轉換為球坐標，將所有的角度轉換為弧度，最後調用函數arclen計算出距離。


  函數geodist的時間複雜度為O（1），因為所有的計算步驟都能夠在恆定的時間內完成。


  示例17-5：計算地球上兩點間近似距離的函數頭文件
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  示例17-6：計算地球上兩點間近似距離的函數實現
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  問與答


  問：本章開頭提到的幾何算法的一個應用是跟蹤某個物體的運動軌跡，看是否會越界到一個限制區域中。如果假設追蹤的軌跡起始於限制區域外，對於該問題，一種簡單的解法就是判斷軌跡中的任意線段是否與限制區域中的任意線段相交。如果採用本章前面實現過的lint函數，該方法的運行時間是多長？


  答：這種方法的時間複雜度為O（nm），這裡n代表軌跡中線段的個數，而m代表定義這個限制區的線段條數。這是因為對於軌跡中的每一條線段，都要調用一次lint函數來判斷與限制區中的所有線段是否相交。由於lint函數的運行時間是常數，因此總的時間複雜度就是O（nm）。


  問：判斷端點相對於線段的方位在本章介紹的判斷線段是否相交和計算凸包的算法中佔有很重要的地位。正式來說，給定點P1、P2和P3，判斷點P3相對於線段P1P2的方位是通過將線段P1P2和P1P3分別當做向量U和V，然後利用向量的叉乘結果U×V的符號作為方位的判斷結果。如果計算的是V×U，那得到的方位又是什麼？換句話說，如果指定了P3相對於P2的方位，那P2相對於P3的方位是什麼？


  答：這個問題的答案與角度有關。假設一個房間裡有兩個人面向前方，他們的背後有一扇門。除非這兩個人剛好與門排成了一條線（前面的擋住後面的），否則A將在他左方看到B，同時B也會在他的右方看到A，反過來也是一樣。而關於叉乘，有意思的是它們能夠從數學的角度反映這種關係。當計算點P3相對於線段P2P1的方位時，可以得到P3相對於P2的視角。比如，P3可能相對於P2是逆時針方位的，當計算P2相對於P3的方位時，就獲得了P2相對於P3的視角。這些視角一直是相等的，但是符號相反（除了在邊界條件下P1、P2和P3在同一條直線上時）。也就是說，U×V的結果除了符號以外總是和V×U的結果相同（如果P1、P2和P3在同一條直線上時，U×V和V×U的結果都為0，此時線段P1P2和P1P3是共線的）。本章中給出的計算z1的公式推導自U×V。要計算V×U，只需要交換式子中x2和x3的位置，以及y2和y3的位置即可。這使得結果的符號發生了反轉，但絕對值不變。因此，假如P3位於P2的順時針方向，那就說明P2位於P3的逆時針方向。


  問：要檢測線段P1P2是否與線段P3P4相交，首先檢測這兩條線段各自的邊框是否相交，然後再比較P3相對於P2以及P4相對於P2的方位。在什麼情況下當P3和P4的方位都為0時這兩個邊框相交？有沒有可能當P3和P4的方位都為0時邊框不相交呢？


  答：回顧一下，當P3和P4的方位都為0時意味著線段P1P3或P1P4與線段P1P2是共線的。如果兩條線段的邊框也相交，那就說明至少線段的某個部分與另一條線段重合（見圖17-9a）。因此，線段是相交的。另一方面，的確存在兩條線段共線但不相交的情況。當其中一條線段如果足夠長時就能夠覆蓋到另一條線段，但它們都不夠長時就會出現這種情況（見圖17-9b）。
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    圖　17-9　a）線段共線，邊框相交　b）線段共線，但邊框不相交
  


  問：在本章中，我們知道包含點集的最小多邊形稱為凸包。這個名字暗示了這個多邊形一定是凸多邊形。為什麼會這樣？


  答：回憶一下凸多邊形的定義：如果多邊形中任意兩點間的連線完全在多邊形的內部，就說多邊形是凸的；否則，多邊形就是凹的。要理解為什麼凸包一定是凸多邊形，不妨考慮一下凹多邊形圍繞著點集的情形。對於由任意順序的3個點P1、P2和P3所定義的凹多邊形，如果將邊P1P2和P2P3替換成一條單獨的邊P1P3，就可以減小多邊形的大小而仍保持包含P2。我們知道多邊形的大小會減小是因為從一點到另一點的最短距離一定是線段。我們知道P2仍然會被多邊形包圍是因為從P2到P3轉過的角度比從P1到P2轉過的角度要小。因此，由於凸多邊形總是比包含同樣點集的凹多邊形要小，因此凸包必須是凸多邊形才能滿足定義（見圖17-10）。
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    圖　17-10　包含點集的最小多邊形一定是凸多邊形
  


  問：對於本章介紹的計算地球上兩點間近似距離的函數geodist，假設現在要改善函數的計算精度。具體地說，我們希望根據不同的經緯度相應地改變地球的半徑。該如何實現這個目的？


  答：一種改進方法是使傳入函數geodist的兩個點都有它們自己的球面坐標r值。當把地球當成是完美的球體時，將每個點的rho成員設為相同的值，因為如果地球是完美的球體，那麼從球心到球面任一點的距離應該是相同的。但是，一種更好的方法是對每個點的rho成員，設定其值為從球心到該點的實際距離，然後計算兩個點的rho的平均值作為半徑，以此再來計算弧長。儘管這種方法不能計算出準確的距離值，但基本上能夠把精度再提高一些。


  相關主題


  向量


  在數學中，既有大小又有方向的量叫做向量。一個向量由好幾個部分組成，每個部分都代表坐標系中的一條軸。如果從原點開始畫一條線段作為向量，那麼向量的組成部分的值就描述了必須沿著每條軸移動多遠才能到達矢量的終點。關於矢量的運算包括加、減、點積、叉乘、矢量積等。


  檢測兩條線段是否相交


  本章已經概括了如何檢測兩條線段是否相交。然而，不要一次又一次地判斷線段是否與某集合中的線段相交，最好的辦法是採用一種專用方法來處理。採用專用方法可以把問題的時間複雜度降低到O（n lg n），這裡n代表線段的條數。


  格雷厄姆掃瞄


  這是一種計算凸包的方法，可以作為Jarvis's march的替代方法。格雷厄姆掃瞄維護一個凸包候選點的棧結構。每個點只壓入棧一次。所有不屬於凸包內的點最終都會彈出棧，這樣當該算法結束時，棧就只包含屬於凸包內的點。格雷厄姆掃瞄法的時間複雜度為O（n lg n），這裡的n代表凸包包含的點的個數。
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typadef struct ONTbL
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int ohtbl remove(OHTbL *htbl, void **data);
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int ohtbl insert(OHTbL *htbl, const void *data);
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int ohtbl size(const OHTbL *htbl);
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int ohtbl lookup(const OHTbL *htbl, void **data);
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void ohtbl_destroy(OHTbL *htbl);
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length = strlen(synbol->lexeme);
for (i = 05 1 < length; i++)
if (!isdigit(symbol->lexeme[1]))
symbol->token = other;

}

memcoy (&token, &synbol->token, sizeof(Token));

/* Tnsert the symbol into the symbol table. */
if ((retval = chtbl insert(symtbl, symbol)) < 0)

free(symbol);
return error;

else if (retval == 1)

/% The symbol is already in the symbol table. */
free(synbol);

}

/* Return the token for the parser. */
return token ;





images/00176.jpeg
return

£+ chet]_senove ¢
int cheT scnove {CHILL #Itbl, void “dats)

VietElnr telewsnt,
e
int bucket;

£ Tast the key. *7
hucket = beBLsh(ata) % hEal-sauckste;

£+ Seaveh for he dxta ia the hucket. -
prey - L

ar (eleners = 1ist_head(snt1-tan
Lisz_nex(elenent))

Bucker]); elenens 1= WL sloment =

L (HULmeLu(*data, Lot datae
[

1+ Bewaue the data from the hucker.
§ (st _rem_next (atal >tant alhucket], prev, dsca)

{

ent)))

tblssize
etz 0;

'

elee

{

% Return that the data uas Aot faund. +
return 13

'

% chit] Jockup *¢
int chth lcokupleones AT *htal, vaid *eaats)

Listelnt “elemnt;
int bucket;

£ Tast the key. */
bucket = bebl-sh(ata) % heal-sauc

£ seazch fer the data 11 the buceet.
£ (elenert = List lead(htal> Wbl (bucket]); elemen
List nexc{element))

= UL elenent =

L (PULomelu (*data, Lot data(elenent)))
{





images/00297.jpeg
£ aefuss e wertox count <o accoun: for the Tenzied vertex, ¢
gxapl viount-
ety o

)

1 saph sen wdge 7
it geash_xar_edge(Gragh ‘gesph, void ‘ata, void dsaa)
(

Listelnt telonens;

£ Locate e adfacency 1ist fax tre first
For (element = Lol heodpeaprosod iLists}; slomert

elenent - 1 P
1
A6 (graghsmateh(datar, ((AdjList *)List_catatelenent)) sverten))
ek
)

A1 (etanent
et -3

7% Remaue the <acont vertes $ron tre atfacenry 19t nf The First
JLisl MLt dataeloment)) s

4 e s e count Lo acount for che xemoved eige. *f
graprseraunt-
o

grict 0

Lot selement, Tpres;

¥ locate the atjacency 1ist far t1e vartex. +/

prev WD

Tor (elenent = 11t hesdligrapi-sasjlists); slemart
lenent - 1ier_he

1

A1 (prashmatc(data, ((AciLise )list detalclonert)) sversex])
ek

prev = slensn;

)

/¥ Retaze L7 the vertes waz not founc.

3 etanent - WI1}
seturn -

£ Fass bace She adacency 1ist for the vertes.
Lt « 1l dotaslen:
ebien 0

L dataa) 1- 0}

_adjlisticonss Graph “graph, canst void “cats, Adjlist “asjlise)





images/00175.jpeg
/4 Tnitialize the hickste. ¢

behloonuckere = hurkste;

for (i = 0; 5 ¢ WbLohutkels; i)
L5t Snit(ahtbl->taslel 1], destroy):

o Encamsulate e fanclions. %/

behin -
behlmaten = arch;
DLt ooy = destiny;

/0 Tnitialize che number of elemsnts < the Tahla.
Iiblosize - o

zeturn

£ chomi_destray 21
Veid ehto]_descroy (CHTBL *ntbl)

it 1

#* Bestaoy eoeh buckel, %7
For (1 0; 1« htblovouckets; h4)

{

Lot des Lrey (8htsL s Latleld]);

£ Mo soesstions are alloscd row, bal
memcL(ntbl, 0, siceof(CAILD);

cax the slsctuze as 4 on

return;

£ ehabl insers

Sre chtbl_fasestiCHTEL “htal, const void
woid e
it sk,

retval;

4 00 nathing F the data ie slready G0 the Tabla. 0/
Lemp = (void "ot
B Genta_leokupthtal, Etenp) 0}

etam 1

£ Hasn the bey
bucket = heliORCAata) € Feblshickats;

#* Tnsert the data into the bucket. ~/
S0 ((retval = Tiet_ine_text (Kt stablelbucket, WAL, drta))
WLoosizeri;






images/00296.jpeg
)

retum et

i ajust the el count Lo sceuint fes the Inserted wgs
Sraprsacountor;

i+ graph_rem_vertex 17
e grapa_ven_vertex(ivant Sgrapn, vosé *eata)

¢

Listelnl element, *ens, Spres;
sagiter it
Ll found;

7+ Travasse sseh sefscency 1ist anc the vertices it
e KL
founs

for (eloment ~ 1ier_vesd(igraph-oned eta); slensnt (- WiLLg
elenent - Lis_ext(elenent)

F 0 ant allow remneal ol the sertsx 31T %% ir a0 adjacency 1iat, o/
S (el s nenber (BCALILISL )1l calafelencat]) ssd deent, Hata})
et

2 eep 1 preiter o the vertex to e vanousc. 4
~# (gzaphomaten(ista, ({AdjList *)
1

et felenent)) overten))

conp - elonent;
found 13

¥ deep 7 priter o the vertex hefre the vertex T be remaved. ¢
+ (od)
o

clencrt;

I Ratare 14 the vertes use rot found.

i (ound)
setum -3;

57 0wt allow semoval o Ure veslox if il adjocency List s ot anply. +/

5 (el sdae(BOLsL st dats(Lem
setum 2

Ren
(List sen nest (Baaphevad flists, sies, {void *0adjlist} 1- o)
retum -

he vartex. 47

57 Faee the storae slluceled by U abstzect data

Sdas < adiLis overtes
frea(adzlist);

((rerual - sor_insert(a{(agg et *Nst_data(eTensnsy)sadgzeont, dzean)) |

a





images/00178.jpeg
/% lex.h ¥/
#ifndef LEX H
#define LEX H

#include "chtbl.h”

/% Dafine the token types recognized by the lexical anzlyzer.

typedef enum Token_ {lexit, error, digit, other} Token;

/% Public Interface */
Token lex(const char *istream, CHTb *syntbl);

#endif

*/
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/* Pass back the data from the table. */
*data = list_data(element);
return 0;

}

/* Return that the data was not found. */
return -1;

}
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typedef struct CHTbL_

int buckets;
int (#h)(const void Skoy);
int (*match) (const void Tkeyt, const void *key2);
void (#destroy) (void *data);
int size;
List lable;

} CHibL;

£ putlic Interface %/
int chtcl_init(CHTEL *htbl, int buckets, int {*h)(const void *key), int
(*astch)iconst ucid "key1, const void *key2), void ("destray)(void *dzta));

void ¢ LL1_des Lroy (CHTBL *hiul);
int chtol_insert(CHTbL *htbl, const void *data);

Int chie]_senove(CHTDL *hibl, woid **data);
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/% graph.c */
#include <stdlib.h>
#include <string.h>
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int chtbl size(CHTbL *htbl);
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void *vertex;
2cjacent;

HhdList;

/% Dafine o structure for graphs. */
Lypedsf strucl Graph_
t

int veount;
it ecount;

Il (tmaleh)(consU vold keyl, const void key2);
void (*destroy)(vold ~data);

zcilists;

/= Define colors for vertices in graphs. */
typedef enum Vertextolor_ {wrive, pray, alack) VertexColor;

#~ Puslic Interface 4/

vold grapl_inil(Craph *graph, inl (*malci){consl void *keyl, consl voic
“key2), void (*destroy){vaid *dzta)};

void graph destroy(Greph “graph);

int graph_ins_vertex(Graph *graph, const void *data);

int graph_ins_edze(Graph *granh, const void *datat, const uaid *daca2);

int graph rem vertex(Graph “graph, void **date);

int graph_rem_edz(Graph “grash, vold *dta1, void **dataz);

int praph adjl-st(const Grap *greph, cans void *data, Adj ist **adilist);

aph_is_adjacent(consL Craph *graph, consl void *datel, const voic
*dataz);

ddeline graph_adjlists(graph) {{grzph)->adilists)

ddefine graph_veoun(graph) ((geapl)-rveount)

#define graph_ccount(graph) ((grapr)-secsunt)

int

endif
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int chtbl lookup(const CHTbL *htbl, void **data);
#define chtbl_size(htbl) ((htbl)->size)

#endif
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7 dex.e ¥

#include <ctype.h>
#include <stdlib.h>
#include <string.h>

#include "chtbl.h"
#include "lex.h"
#include "symbol.h"

= log %)
Token lex(const char *istream, CHTbl *symtbl)

{

Token token;

Symbol *symbol;

int length,
retval,
i;

/% Allocate space for a symbol. */
if ((symbol = (Symbol *)malloc(sizeof(Symbol))) == NULL)
return error;

/* Process the next token. */
if ((synbol->lexeme = next_token(istream)) == NULL)

/* Return that there is no more input. */
free(synbol);
return lexit;

}

else

{
/* Determine the token type. */
symbol->token = digit;
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int chtbl_lookup(const CHTbl *htbl, void **data);





images/00291.jpeg
/* graph.h */
#ifndef GRAPH_H
#define GRAPH_H

#include <stdlib.h>
#include "list.h"
#include "set.h"

/* Define a structure for adjacency lists.

typedef struct AdjList_
{

*/
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int graph_ecount(const Graph *graph);
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i

/% Tn practics, venlace FRINF_TRISI7 with the actual table size. ¥/
return val % PRINE TBLSIZ;
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int gragh_adjlist(const Graph *gragh, const void ~dats, AdiList **adjlist);
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7% hashpju.c */
#include "hashpiu.h"

/% hashpju *¢
unsigred int hashpiu{const void *key)
{
const char *ptr;
unsigned int val;

7% llash the key by perforning a number of bit operations

on it.

)
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int graph_rem_edge(Graph *graph, const void *data1, void *data2);





images/00167.jpeg
void chtbl_destroy(CHTbL *htbl);
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List graph_adjlists(const Graph *graph);
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int chbl_init(CHTbL *htbl, int buckets, int (*h)(const void *key),
int (*match)(const void *key1, const void *key2),
void (*destray)(void *data));
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int graph_is_adjacent{const Craph *grapf, canst void ¥datal, const void *data)
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int graph_ins_vertex(Graph *graph, const void *data);
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void graph_destroy(Graph *graph);
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int graph_rem vertex(Graph *graph, void **data);
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irt graph_ins_cdge(Graph *graph, const void *data1, const voic *data2);
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int chtbl remove(CHTbL *htbl, void **data);
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int chtbl insert(CHTbL *htbl, const void *data);
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int graph_vcount(const Graph *graph);
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inL 1a77_uncempaess(corsl unsigned char *compressed, ursigned char **originol);
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if (Iset_is_menber(set2, list data(member)))
return 0;

/7% sel_is_equal */
int sct_is_cqual(const Sct *set1, const Sct *sct2)

{

/* Do a quick test to rule out some cases. */
if (set_size(set1) - set_size(set2))
return 0;

/% Sets of the same size are equal if they are subsets. =/
return set_is_subset(setl, set2);
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/% parcels.c */
#include <stdlib.h>
#include <string.h>

#include "parcel.h”
#include "parcels.h”
#include "pqueue.h”

/% get_parcel */
int get_parcel(PQueue *parcels, Parcel *parcel)

{

parcel *data;

if (pqueue_size(parcels) == 0)
/* Return that there are no parcels. */
return -1;
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/* Free the buffer of compressed data. */
free(conpressed);
return 0;
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return -1;
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reLurn -1;
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/% cover.h */
#ifndef COVER_H
#define COVER_H

#include "set.h"

/* Define a structure for subsets identified by a key. */
typedef struct KSet_

{
void *key;
Set set;
KSet;

/* Public Interface */
int cover(Set *members, Set *subsets, Set *covering);

#endif
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*iptr = &a;
return 0;
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if ((*iptr = (int *)malloc(sizeof(int))) == NULL)
return -1;
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int g(int **iptr) {
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int pqueue_insert(PQueue *pqueue, const void *data);
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int set_union(Set *setu, const Set *set1, const Set *set2);
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void pqueue_destroy(PQueue *pqueue);
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int set_is_member(const Set *set, const void *data);
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void *pqueue_peek(const PQueue *pqueue);
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/* Move back to the top of the tree. */
node = bitree_root(tree);

i
i

bitree_destroy(tree);
free(tree);

/% Point to the buffer of original data. */
*original = orig;

/% Return the number of bytes in the original data. */
return opos;
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int sct_difference(Sct *sctd, const Sct *sct1, comst Sct *sct2);
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int pqueue_extract(PQueue *pqueue, void **data);
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int set_is_equal(const Set *set1, const Set *set2);
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int set_is_subset(const Set *set1, const Set *set2);
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int pqueue_size(const PQueue *pqueue);
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void* queue_peek(const Queue *queue);
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int heap_extract(Heap *heap, void **data);
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/* bit.c */
#include <string.h>

#include “bit.h”

/% bit_get */
int bit_get(const unsigned char *bits, int pos)

{
unsigned char mask;
int 13

/% Set a mask for the bit to get. */
mask = 0x80;

for (i =0; i< (pos % 8); iv+)
mask = mask >> 1;

/* Get the bit. */
return (((mask & bits[(int)(pos / 8)]) == mask) ? 1 : 0);
}

/% bit_set */
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int queue_dequeue(Queue *queue, void **data);
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int heap_insert(Heap *heap, const void *data);
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void bit_rot_left(unsigned char *bits, int size, int count);
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/* queue.h */
#ifndef QUEVE_H
#define QUEVE H
#include <stdlib.h>

#include "list.h"

/* Inplement queues as linked lists.

typedef List Queue;

/* Public Interface */
#define queue init list init

*
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int bit_get(const unsigned char *bits, int pos);
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int queue_enqueue(Queue *queue, const void *data);
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void heap_destroy(Heap *heap);
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void bit_set(unsigned char *bits, int pos, int state);





images/00139.jpeg





images/00136.jpeg
/* queue.c */
#include <stdlib.h>

#include "list.h"
#include "queue.h"

/* queue_enqueue */
int queue_enqueue(Queue *queue, const void *data)

{
/* Enqueue the data. */
return list_ins_next(queue, list_tail(queue), data);

}

/* queue_dequeue */
int queue_dequeue(Queue *queue, void **data)
{

/* Dequeue the data. */

return list_rem_next(queue, NULL, data);





images/00257.jpeg
Q Riszshns, BRARRE

T O O it
o [

R R S N






images/00378.jpeg





images/00135.jpeg
keeline queue_destroy L:

_destroy

int queve_enqueue(Queue *queve, corst veld *data);

int queve_dequeue(Oueue *queve, vois **oata);

>head->data)

#dofine queue_peek(queuc) ((queus)-»1cac == NULL ? NULL ¢ (qucuc,
kesfine queue size list size

fendif





images/00256.jpeg
@ FrRrnannIET

P S S N S S N S N (N 1

25|20 [22{17]19[10 12| 15]07] 09|18 |20

@ nusuzns

T
[ T Y (N SN SO0 SN A I 1

|1s 20[24[17 )19 [22 | 12|15 ] 07|00 u||n






images/00377.jpeg
R14-1: RESTTYBRANE (HPBESIRANFS)

s #E T RBIHE RS

U 12/72 2.584 963 31.019 55
v 18/72  2.000 000 36.000 00
w 772 3.362 570 23.537 99
X 1572 2.263034 33.945 52
s 20/72 1.847 997 36.959 94






images/00138.jpeg
hincluvs “evenl.h”
sincluge “events.
sincluze “queus.h’

/4 reccive_event 4/
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Lvert. B

event;

7 Allocate space For the cvent. */
21 ((new =vent = (Event *)nelloc(sizeof(Event)))
retum -1

ML)
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nencpy(nex_event, event, sizeo{Evans));
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/+ process_evant */
in< process cvent(Queue *events, int (*dispatch)(Luent “zvent))
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rvert ~evens;
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/* Define private macros used by the heap implementation. */
#define heap_parent(npos) ((int)(((npos) - 1) / 2))

#define heap_left(npos) (((npos) * 2) + 1)

#define heap_right(npos) (((npos) * 2) + 2)





images/00137.jpeg
/* events.c */
#include <stdlib.h>
#include <string.h>
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/* heap.c */
#include <stdlib.h>
#include <string.h>

#include "heap.h”
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int hulfwan compress{const unsigned char *origiral, unsigned char *compressed, int size);
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int stack_pop(Stack *stack, void **data);
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/% geozist */

int geodist(double lati, dousle lori, dasble
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74 Validate the coordinates. 4/
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int stack push(Stack *stack, const void *data);
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7% geadist.n */
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EARTH_RADZUS 3440.065

/% Public Taterfaca */
int geodist(double laz1, double lont, double lat2, double lon2, double *d);

Hendif
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void *stack_peek(const Stack *stack);
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/* arclen.c */
#include <math.h>
#include "geometry.h”

/* arclen */
void arclen(SPoint p1, SPoint p2, double *length)
{

Point pi_rct, p2_rct;

double alpha, dot;
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74 Convent the saber il coardinales Lo rect i inear coordinales.
el = prba * sin{atpni} © cos{pt.lbela);
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void queue_destroy(Queue *queue);
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/% stack.c */
#include <stdlib.h>

#include "list.h"
#include "stack.h"

/% stack_push */
int stack push(Stack *stack, const void *data)

{
/* Push the data onto the stack. */
return list_ins_next(stack, NULL, data);

}

/* stack_pop */
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/* stack.h *f
#ifndef STACK =
#d=Fins STACK
Hinclude <sLdlib.h>
tinclude "1ist.h®

4 Inplenent stacks as Linked lists, 4/
tynedef 145t Stack;

/% Public Interfacs */
HdsFine slack

nit List_inil
#dcfinc stack_destroy list_destroy
int stack_push(Stack ¥stack, const vois ¥eata)

int stack pop(Stack “stack, void **data);

#define stack_peek(stack) ((stack}->hesd == NULL 2 NULL : (stsck)->hesd->cata)
#deFine stack_size list_size

fendif
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¥ root.c ¥/
sincluce <nath.h>
#incluse “numncths.h”

¥ oot 7

L0t suul{double (“F)(dousle x), double (*g){duuble x}, double *x, Inl *n,
double vella)

1{

int  satisfied, i;

7% Use Newton” s method Lo Find a rool vf £, =/
1 =0
satisfied

while (1satisfied 8 i = 1 ¢ ¥n)

/¢ Deternine the next iterstion of x. */
i+ 1] = x[1] - (FOi[AD) 7 g(x[iD));

/7 Detervine whethar tne desired approximation has be
I (fabs(xIL+ 1] - x[i]) < della)
satisfied - 1;

obtained. */
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int size);

int 1277_uncompress(const unsigned crar *comoressed, unsigned char
*¥original);

#endif
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int stack_pop(Stack *stack, void **data)

{
/* Pop the data off the stack. */

return list_rem_next(stack, NULL, data);

}
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/* bistree_lookup */
int bistree_lookup(BisTree *tree, void **data)

4

return lookup(tree, bitree root(tree), data);

}
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1% conprass.h 4/
Hitndet CONRESS K
#cetine COMPRISS_ |

#include “bitzee.r

/% Define 3 ssructure for nodes of Kuffwan tress. */
tynodnt strict Hufflinde

wnigned char synbal;
int frecs
Al

£ Define 3 soructire far eatries in duffran cade fanles. */

typece s luffCade_
unsigned chax used;
unsigned short  cde;
unsigned chaz size;

+ Autfcode;

% Detine Tae nurbe of h<ts Toquited far (777 takon nomhers. o/
Lz77_1vFE B1TS

1777 ATNOFFRTTS 12
L277_BUFLE_BLTS 5
LZ77NEKT_BITS 8
% Detine tae 5120 of the sliding window and he Tonc-ancad hit<er for -
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ine L277_AINOW SIZE 4096
ine TR TR ST 32

74 Dofine the murbar of hits far (777 phrase <akens.
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277 DT TS oL 277 0ULIN B1T5)

7% Define the nurber of bits fox 1277 syabel sokens. *f
#ceTine L277_5YHs0L_BLTS (LZ77_TYPE_SLTSHLETT_NEXT_BLTS)

% Public Interface ¥/
irt huffnan_compress(const unsigned char ~criginal, unsigned chaz
“Heorpressed, Dnl sizel;

Srt hulfnar_uncorpress(const unsignes char *conpressed, unsigrad char
original);

it 1277_conpress(c

st unsignsd char “original, unsignsd char ~tcorpressed,
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7% clist.h %/
Fifndef CITST_H
#define CLIST H

#include <stdlib.h>

/¥ Dafine a structure for circular list elemerts. %/
typedef struct CListElmt_
{
void “data;
struct CListelmt_ *next;
JCListELnt;

7% Define a structure for cireular lists. */
typedef struct cList_
4
il sice;
int  (*match)(const void *keyl, const voic “key2);
void (*destroy)(void “data);
CListelmt  *hea
beList;

/% Public Interface */

vold clist_init(Clist *11s7, void (“destroy)(vold *data));

void clist destroy(Clist *List);

int clist_ins_nexU(CList ~Lisl, CLIsLELmL *element, consl void *dala);
int clist_rem next(CList *list, CListElmt *element, void **data);
Adefine lisl_size(list) {{lisl)->size)

#detine clist_head(list) ({list)-»>head)

#define clist_data(element) {{element)->data)

#define clist_next(element) ({(elament)->next)

gendif
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int bistree_size(const BisTree *tree);
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7% Deternine the coefficients of the interpolating polynomial. */
coel([0] = tahle[a];
for (k = 1; k < ny ket)

ek i)

(table[d + 1] - tableli]) / (x[3] - x[11);

CoefA(k] = Lablefo];

free(table);

7+ Evaluate the intersolatirg polynomial at the specified points. */
for (k - 05 k < m3 kee)
{

pzl<] = ceefffal;

far (3 = 15 § < n; e

{
term = coeffjl;
for (i =05 i< 3; ire)
tem - tern ¥ (2[<] - «[1]);
prlk] = pr[k] + tern;
i

Free(coetf);
return ©;
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clse 5 (z == 0)

{

7417 pi and pe are collinesr, sslect the point furthest (zor po. ¥/
Lengtht - sort(poa(pi->x - pO-x, 2.0) + pon{pi-sy - pO-3y, 2.0));
Length? - soxt(poa(pc->x - po-3x, 2.0) + pon{pc-sy - P03y, 2.0));

iF (lengthi » length2)

= The petnt pi << further fran po than pr. */
pe = pi;

/% Prepare to [irc the next point far the convex hull. ¥/
P0 - pei

/% Continue until reaching the lowsst aoint again. */

}wkile (o 1= Tow);

retuen 95
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int bistree_lookup(const BisTree *tree, void **data);
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% inzernol.c %/
4include cstdlib.h>
4include cstring.h>

#include "nurmeths.h”
% incernol */

int interpol(cons:
double “pz, in

double *x, const dousle *[x, int n, double *z,

b}

(
double term, *zable, *coeff;
FLERE S A

/¥ Allocate storage fox the divided-difference table and coellicients.
if ((table = (double *)malloc(sizeof(dousle) * n)) == NULL)
setun

if {(cocff = (double *)malloc(sizcof(dousle) * n))
1{

nLL)

free(table);
retumn -2;

1

/* Inizialize the cocfficients. */

nemepy(tahle, x, szeaf(douhle) * n);
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2% Hancie dnsertion wher the list is ewpty. =/
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e

/% bandTe nsertion wher the list s not empry.

T
snext - new elenent

+
£ A0t The iz 0F e Tial G accant for e nserted wlement. ©/
listorsizess;
Teturn o

2 %
int clist ram next(CList 4lis

CListllnt elenens, void tdata)

LIt “old_clemenl;

% D ot allow semval fron n erply LisL %
4f (clist size(list) - 0}

4 Renove the elerent
4,

zon the List.
slenenl-pnexl->tals;

i (elensntooment - elenert)
14 Fancle zemcving the last elerent. °/
3
clze
7% Wt xomiving othes U the Tt elimnl &/
Gl slenent - elerent-orext;
FTenintooneet + €] casnt saertiysiiti
I (ale_stenent - clist acad(1ist)]
Vit Iohead el olmmsnt-snests
3

4% Frec the storage allecazed by the abstract catszyse. */

ee(old_cienent):

/% Adjust the size of the List to account fer the Tenoved elenent. */
Tisroseizen;
zeturn
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i eltstc o
sinclude <stdlib.hs
sinclude <strirg.hs

Include "eling

WEL(CLSL =List, void (“deseoy) (void =dalo])

4 Initialize the List.
List-ssize - 0;
Listdestroy - cestrey;
List-shead = MLL;

)

i~ clist_sestroy =/
0id clist_destray(CList *1ist)

(

vl datag

% Renave cacn clenent. ©f

il (s i (1l s 0
£ (clist_xex next{List, list-shead, (vols +)8do o
3 Listocestroy - WL)
«
4T et el func o 1o Fri dynanicaly 21 ecated dite, 17
Vit oadeatray(dats
b

ons aze allowed 10w, but clesr t
merset(list, 0, sizeo’(CList)};

)

structure s 2 precaution. 4/

7 clisl_ins_next %/
int c155T_ins_rext(CList *1ist, CLstilnt *elenent, corst voic *¢ata)
{

CListrlnt  *ren_element;

4 Allocste storsge for the elenent. */
P (oo lement = (CListETm Y mallor s iaenf(01 intElan )
retumn -1

Wy

7% Tnsest U elewenl into e List, */
_elenent->data - (vold “leata;
i (elist_size(liss) - 0)
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int intsrpol (const double *x, const double */x, i
int m);

n, double *z, double Ypz,
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7 cushull.c ¥/
#irclude cmath.hy
#irclude cstdlib.hs

#irclude
#irclude

7 enhunl 47
int evehull(corst List *P, List *polygon)

{
istiles  telemsar;
Posint vmin, *low, *p0, pi, *pc;
double 2, length:, lengtnz;
int count

/¢ Find the louest point in the 115t of points. */
win - list cata(list head());
for (zlenent = list_hezd(P); elenzr

{

NULL; elenent = List next(elenent))

PO - list dataelencnt);
# Keep track of the loucst point this far. 4/
21 (po-3y < min-sy)
i

win = po;

low - List data(elenert);
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int cvxhull(const List *P, List *polygon);
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void stack_init(Stack *stack, void (*destroy)(void *data));





images/00239.jpeg
7+ pistree.c */

#include <stdlib.hy
#include cstring.h
#include "bistre:

static void destroy_right(BisTree *tres, DiTreeNode *node);

/% rotate_left */
stalic vid rolate lef((BiTreshode ~#nads)

3iTreelode *lefl, *grandchild;

left = kitree_left(*node);
if (((WINode 4)bitree_data(left))->factor
{

AVL_LFT_HEAVY)

/* perforn an LL rotation. 4/
hitree_T=lt(*noce) = nitree_right(left);
bitree_rignt(left) = *node;

((AvINode *}bitree_data(*ncde))-»factar - AVL_DALANCED;
((AviNoda *}bitree data(lef))->factor - AVL ALANCED;
“nade - left;

e

/% berforn an LK rotation. */
grendchild = bilzee sight (lefl);
bitree_rigt(left) = sitrec_left(grandchild);
bilsee Lefl(grardchild) = lefl;
bitree_Left(*noce) = pitrec_right(grandchild);
bilsee_tighl (geendchild) = Frode;

swizch (((AvINace *)hitree_dataigrandchild]})->factar)
1
case AVI_FT_HFAUY:
({nviNode *)bitres_dzza(*node))->factor = AVL_RGT_HEAV
((aviNode *)bitree_da=a(left)}->lactor = AVI_BAIANCED;
braac;

case AVL BALANCED
((AvINode )bitree d:
({aviNode *)bitres d:
breag;

a(*node))-rfactor - AVL_DALANC:
za{left)}->factor - AVL BALANCED;
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includz “numnsths. b
i Lsce
void 1sqe(corst double *x, corst dosble *y, irc n, dousle *b, double b0}

i

dadlle e, sy, s, ey

ecuired surnations. */

For (1= 05 & in)
«
sumx - sum - x[4];
suny = sumy - y[il;
iy = s+ (a1, 2005
sumy = sumy + (sl4] 7 L))

)

/% Conpute the least-squares estirators. */
b1 (sumsy - ((sume * suny}(double)n)) 4 (sum2- (poulsunx, 2.0}/(dovble}n));
"0 = (sumy - {('6) * sum)) ¢ (soublelr;

veturs;
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void stack_destroy(Stack *stack);
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7% page.c */
Hnclude "clist.h®
#includz "page.

7 replace_page */
int veplace_page(Clistlint **current)

{
/% circle through the list of pagas until one 1s found to replece. */
waile (((Page *)(*current)->data)->relerence = 0)
1

((Page ~)(*current)->data)->re
Feurrent = distnext(*euzrent);

rence = 0
1

ratum ((Page *)(*current)->cata)->nunber;
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#include "clist.h"

/% Define a structure for information about pages. */
typedef struct Page_

{
int number;
int reference;
}Page;

/* Public Interface */
int replace_page(CListElmt **current);

#endif





images/00237.jpeg
woid bistree_init(BisTree *trec, int (“corpare)(const void *xey1, const void
*key2), void (“dzstroy)(void *data))

voi bistree_destroy(BisTree ‘trae)

int bistree_inscrt(sisTrec *tree, const void *data

int bistree_renove(2dsTrec *trec, const void *data)

int bistree_lookup(¢isirec *tree, void **data)

ddefine histree_siz=(tree) ((tres)

Hensif
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/* 1sqe.c */
#include <math.h>
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void arclen(SPoint p1, SPoint p2, double *length)
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/* page.h */
#ifndef PAGE_H
#define PAGE_H
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/* bistree.h */
#ifndef BISTREE_H
#define BISTREE_H

#include "bitree.h"

/* Define balance factors for AVL trees. */

#define AVL_LFT_HEAVY 1
#define AVL_BALANCED 0
#define AVL_RGT_HEAVY -1

/* Define a structure for nodes in AVL trees. */
typedef struct AvlNode_

{
void *data;
int  hidden;
int factor;
}AvINode;

/* Inplement binary search trees as binary trees.

typedef BiTree BisTree;

/* Public Interface */

*
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vaid Isqe(const doukle *x, const daunle Ty, int n, doukle *hi, double *ho);
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/¢ spell.h </
#inde SPELI_H
wlefine SPELLH

7% Define the maxinue size for words in the dictionary.
#define SPELL_SIZE 31

7% public Interface *+/
int spell(char (*cictionary)[SPELL SIZE], int size, const char *word);

#ondif
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/* Return that the data was not found. */
return -1;
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/* traverse.c */
#include "list.h"
#include "traverse.h"

/* preoxder */

int preorder(const BiTreeNode *node, List *list)

{
/* Load the list with a preorder listing of the tree. */
if (Ibitree_is_eob(node))

{
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eturn 1;

alse i (x
zeturn

else
eturn 0;

}

7+ spell +¢
in spel1(char (Mdictinnary) [SPELI_STZE], int si7e, corst char *word)
{

12 Lo up the ward. +/

i (bisearch(dicLionsry, word, size, SPELLSIZE, compare slr) >- 0)

ratumn 1

slse

return o;
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int lint(Point P1, Point P2, Point P3, Point P4);
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else
elenentosnexl-spres = NULL;

1

else

7+ Handle removal from other thsn tre head of the list. */
clonent-sprev-snext = eloment-3rext;
if (element-snext —- NULL)
List->tail = cleneat->prev;
else
Flenent next-yprey - elenent-yprev;
b

/% Free e slorage allocaled by Ue abslracl dataiype. */
ree(elensnl);

/% Mjust the size of the list to sccount for the renaved element. */
listo>size
cturn 0
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/% spell.c */
#include <sLeing.h>

#include "scarch.h”
Hinclude "spell.h

7 compare_ste =/
canpare_st

(corst void *strz, const veid *str2)
int retval;

1f ((retval = stremp((const char *)stri, (const char *)str1)) > o)
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CListElnt *clist_head(const CList *list);
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int bistree_insert(BisTree *tree, const void *data);
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int clist_size(const CList *list);
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void bistree_destroy(BisTree *tree);
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CListElmt *clist_next(const CListElmt *element);
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void *clist_data(const CListElmt *element);
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int bistree_remove(BisTree *tree, const void *data);
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void clist_destroy(CList *list);
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else

(e = (2 - pRod Ay - p3v)) - {2y - PRy gk - p2o))) < 0)

-1
e i (4> 6}
else

F ((s2 % 52 ¢ 0) BB (53 54 < 0))
zetum

5% Return il the Tine segrents o wal intersct. 4

returr o;
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void clist_init(CList *list, void (*destroy)(void *data));
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#include cunistd.h>
#include <stdlib.ny

tinclude *sort.h”

int gsrl{void *dala, inl sice, inl esize, in. (compare)(const void *hey1,
const void *key2)) {

srand(gespid());
return gksort(data, size, esize, 0, size - 1, conpore);

}
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7% lint.c ¥
#include “geonetry.n”

7 lint 47
int Linc(Point p1, Point p2, “oint p3, Foint pa)
1

double 7w, 22, 23, 3

fnl Wy w2, 8,
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7% slermine whether e Vine segments strade sach ot 7/
{01 = (03ex = 9172y - 0y)) - (03 - Py} (2o - plam))) €

ste -y
else if (215 0)
sie1;

else

¥ - pLy)) - (a4 - pLY) (P2 - 1)) € O]

else

6 (33 - ((px - p3.02(pay - p3.0)) - ((o2y - p
§3 -

else 1f (235 0}
FERh

e - P30 < )






images/00105.jpeg
irt clist_rem_next(CList *List, CListElnt *element, void **data);





images/00226.jpeg
void bistree_init(BisTree *tree, void (*compare)(const void *keyl,
const void *key2), void (*destroy)(void *data)};





images/00347.jpeg
n

]
Hag)

[

1= 1)
e
Tyl
Fla) ]
7

Pl ]

il

L0,
R

0 w58






images/00468.jpeg
[ TR

WIP-134)






images/00104.jpeg
int clist_ins_next(CList *list, CListelnt *element, const void *data);
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int bitree is leaf(const BiTreeNode *node);
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for (j = size - 1; j >= 0; j--)
{
temp[counts[data[j]] - 1] = data[5];
counts[data[j]] = counts[data[3]] - 1;

}

/* Prepare to pass back the sorted data. */
memcpy(data, temp, size * sizeof(int));

/* Free the storage allocated for sorting. */
free(counts);

free(temp);

return 0;
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/* bissarch.c 4/
#include <stdlib.hy
#include <string.hs

#include "search.h”

/% biscarch */
int bisearch{vaid *sorted, const void Ytatget, int size, int esize, int
(*compare) (const void *key1, const void *key2))

int 1efL,
riddle,
right;

/% Cortinue searching untzl the left and right indices cross. */
Teft = 0;
right - size - 1
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bdefine  PI  3.1415
wendif
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#define MIN(X, ¥) W) < (1) 2 GO 2 (y)
tdefine MAX(X, ¥) e > (1) 2 G = (y)

/% Detine macros for converting setweer degrees and radians. */
#define DEGTORAD(deg) (((deg) * 2.0 * PI) / 360.0)
#define RADTODEG(x=d) (((zad) ¥ 350.0) / (2.0 * PI})

/% Define a structure for peirts in rectilinear coordinates. */
Uypede? slzucl Poirl
1
double  x, ¥, 2;
Ypuint;

/* Define a structure for peints in spherical ccordinates, */
typedef struct sPoint
{

double rho, treta, phi;
} sPoint;

/% Public Interfacc */
int lint{Point p1, Point p2, Point p3, Point pa);

dnt cuxhull

nst List *P, List *polygen);
void arclen(5Paint p1, SPaint p3, double ¥lengeh);

fendif





images/00216.jpeg
it #
Lirelude <sUdLib.hy
sirclude ¢string.hy
sirclude "bitzee.h

< bt il %
void bilees iil{Bilrse lres, void {fdesirey)(vuid “date)}
€

7% Initialize the binazy tree. */

tree-ysize - 0;
troe sestroy = destroy;
treeyzact = WULL;

return;
)

7% it e des Loy 17

void bitree_descroy(iTree ‘tree)

{
7% Renave all the nades from the tree. */
bitree_ren_left(troe, NULL);

7% No operativns are allowed now, bul clear Uie sUruclure as 4 precaution.
nemset{trze, 0, sizeof(DiTree));
return;

 bilsee s LefL 7/
int bitree_ins_le<(Hilree tree, Bilrecliode *rode, const void "data)
{

BiTrooNnce *new_node, **positiong

7% Determine where to nsert the node, ¥/
[ (node ~= WULL)
I

7% A Tow fuser ol the rool only i ar cply Lo, +
i (it size(loee 5 0)
retumn -1;

position - kiree-sroot;

e

€
£ Nozmally sllow insertion only at the end of 3 brancn. */
if (bitree left(node) |- NULL)

position






images/00337.jpeg
P yon-s
AT 9
I8k

—

P Y

b=

Y=g
b [T KT 9
i1
o s
b [T I 99
—
1 gt
99






images/00458.jpeg
/* geometry.h */
#ifndef GEOMETRY H
#define GEOMETRY_H

#include "list.h"

/* Define an approximation for Pi. */
#ifndef  PI
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BiTreeNode *bitree_right(const BiTreeNode *node);
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BiTreeNode *bitree left(const BiTreeNode *node);
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if (list_ins_next(tour, list tail(tour), tsp_start) I- 0)
{

list_destroy(tour);

Teturn -1;
3;

return 0;





images/00214.jpeg
7 bilsee.h ¥/
#2(ndel BITKEE_H
#define BITREE_H
include stulls.bs

1% Define a strict
typedef struct 3iTrzeNods_

vaid *data;
struct BiTresNooz_ *left;
stucl BiTreeNode] *zighl;
1B:Treetode;

/% Define u slisclure for binay Lzees. /
typedef struct Jilrae

it e

int  (Ycowpare)(const void Tkeyt, const void they2);

void (4destroy)(oid *data);

BiTreeNode *ro
8z Tree;

£ public Interfacc */
void bilise iniL(EiTize *Live, vold (*deslioy}(void "als));

void bitree_cestroy(ilree *iree);
int hitree ns 1oft(31Tron *rree, BiTTecliode 4node, conct unic *data);
int bilsee_ins_righl(BiTree *zee, BiTzeeNode *node, consl void *dala);

void bitree_ren_left(iilree *czee, Bilzeelode *node);
void bitroc_ron_rignt (BiTree Atree, BTreelode *nade);
int bitsee ergz(BiTree fnerge, BiTree “lefl, BiTiee *righl, consl void *dala);

#define bitree sizs(tree) ({
Wdefine bitree
#deline bitre

ee)-ysize)
oul(Leee) ({Lree)-rrool)
blncde) {{node) ~= NULL}






images/00335.jpeg
counts[index] = counts[index] - 1;

}

1% Prepare to pass back the data as scrted thus far.

nemcpy(data, temp, size * sizeof(int));
g
/* Tree the storage allocated for sorting. */
+ree(counts);

+ree(tenp);

return 05

*/





images/00456.jpeg
2 Calar 217 cther wertices antte, ~f
Lp vszleneelor = while;
)
3
£ RBetur < he coart vertex was rat found. */
i (1eund)
List destoy(tons);
3

5 e e rarsston

Aiile (i ¢ LisU sia(veztices) - 2)
 Selec
mintmn - ON_tai;
for (elonent

List next(elenzni))

t
D m——
31 Trap_uertex-sczlor = wrice)
1

s tanc

Sart{pun{Lop werlex-rax,1.0)

IF {distonce < minivm)

s

sistanee;
t5p_vertex;

osdineLes =

Loy

Colos the selucked verlex slack, 7

ection sealer - black;

7+ Tnsere the selacted vertex rra the tair. +
£ (Lt dns mext(tour, List Gail{ous), sel

Vst aestray{tour);

setuin -1;

Fremaze Lo seloct U nexl veslex,

ehbor heusis.ic e consuie the sz, %

Ui ahite verlex closest Lo ths paveiovs vorten Jo the Lous. %7

15t _end(ertices); Flemert 1= i1 lewsnt =

pon{Lsp verten-oy-y, .0

Uhe selected viriex, 70

Len 1+ 0}

£ Tacert the stars verser agatn fo conplets the taur, </





images/00209.jpeg
int bitree is_eob(const BiTreeNode *node);
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void bitree_init(BiTree *tree, void (*destroy)(void *data));
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List_destroy(span);
return -1;
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images/00327.jpeg
int ctsort(int *data, int size, int k);
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void bitree rem right(BiTree *tree, BiTreeNode *node);
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BiTreeNode *bitree_root(const BiTree *tree);
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/* ctsort.c */
#include <stdlib.h>
#include <string.h>
#include "sort.h

/* ctsort */
int ctsort(int *data, int size, int k)

{
int *counts,
*temp;
int i,
3

/* Allocate storage for the counts. */
if ((counts = (int *)malloc(k * sizeof(int))) == NULL)
return -1;

/* Allocate storage for the sorted elements. */
if ((temp = (int *)malloc(size * sizeof(int))) == NULL)
return -1;

/* Initialize the counts. */
for (i =0; i< k; irt)
counts[i] = 0;

/* Count the occurrences of each element. */
for (j = 0; j < size; j++)
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int bitree_size(const BiTree *tree);
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int bitrce_ins_left(BiTrec *tree, BiTreclode *node, const void *data);
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void bitree_destroy(BiTree *tree);
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void bitree rem left(BiTree *tree, BiTreeNode *node);
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/% directls.c */

#include <dirent.h>
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <string.h>

#include "directls.
#include "sort.h"

/* compare_dir */
static int compare_dir(const void *key1, const void *key2)
{

int retval;





images/00439.jpeg
7% mst.c */
#include <float.h>
#include <stdlib.h>
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/* directls.h */
#ifndef DIRECTLS_H
#define DIRECTLS_H

#include <dirent.h>

/* Define a structure for directory entries. */
typedef struct Directory_

{
char name [MAXNAMLEN + 1];

} Directory;

/* Public Interface */
int directory(const char *path, Directory **dir);

#endif
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(const void *key1, const void *key2));

#endif
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/% perforn depth-first search. */
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#ifndef DFS_H
#define DFS_H

#include
#include
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J* Define a structure for vartices in a deptn-first search.

typedef struct DfsVertex_

{
void *data;
VertexColor color;
DfsVertex;

J* Public Interface */
int dfs(Graph *graph, List *ordered);

#endif

*/
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void Tsa_sncipher(duge plaiatext, Huge *ciphertext, RsadubKey punkey);
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int bfs(Graph *graph, BfsVertex *start, List *hops);

#endif





images/00422.jpeg
L, 4 4, 70,0, 6
fa, a1, 2, 4 T,
fa o e T,
wosa, 7, L, 2,

A
2, 110,15 9 2 6 B
0,85, 4,3, 143, 8, 5,
o a5, 5 2, 812, 3
4 a3, e s s,

1

5,0, 3
4 8, 1,10,
L1, 3, 7,1,
noa, 7
b
6,15, 11, 1
w03 78
9,12, 14, 2,
a0 8 5,
i

/4 2efin = mapping fox the Pobx pexmutaticn of

<tatic canct it DasPhox| 321

1,

1,

P

o i

10,
5
o

3, 14,
4 10,
i T

% n
5, 12,
o, s
3, 18,

5 a1,
o 13,

cata Elocke

s 3
3 0
. s
1, 3,
T
[
1, 8,
5 5
B
. o,
3 s
5 5

¢
6, 7,20, 20,29, 12, 2, 17, 415,23, 26, 5, 18, 3, 59,
oL, % 83, 6, 4,1

i

/4 sefin: = mapping fox the finsd permytation of cata blozka. '/

Satic canst int. Duskinal[£] -

[
An R, 8, TR S6, 24, 66 32,33, T, 47, 05, 5, %5 63, 31,
2, 16, 54, 20 62,00, 3, 5, 45, 13, 5, 20, By 2,
6 1, 52, 0, 60, 08, 35, 3, 4, 10, 110, 8, 00,
. 10, 50, 18] 58, 26, 33, L A1, 8, 69, 47, 87, 25

N

4 sefin: = type for dhet’

 cexmute 17

LG v pemuteuisigned chaz 7bils, const i

[
unssared char temlsl;
ity

o ercisher or decipher dete.
typedet snun NeaTors_ {sacphar, dacipher] Deerard;

o

Swapping, inl n)

b
o),
),
5

n
s
o,

iy

g
o,
2},

e

13
2,
5),

a,





images/00300.jpeg
/* bfs.h */
#ifndef BFS_H
#define BFS_H

#include "
#include

/* Define a structure for vertices in a breadth-first search. */
typedef struct BfsVertex_

{
void *data;
VertexColor color;
int hops;
JBfsVertex;

/% Public Interface */
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