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金榜考研数学系列及使用说明

考研数学满分150分，数学在考研科目中的比重明显，同时又因数学学科本身的特点，考生的数学成绩历年来总是差别很大，因此有得数学者得考研之说。既然数学对考研成绩的意义如此重要，就有必要探讨一下影响数学成绩的主要因素。

本书编写老师们根据多年的命题经验和阅卷经验总结，发现考研数学命题的灵活性非常大，反映在命题中，不仅仅表现在一个知识点与多个知识点的考查难度不同，更多的是表现在考查多个知识点的综合上，这些题目在表达上多一个字或多一句话，难度都会千差万别。正是这些综合型题目拉开了考试成绩的距离，而构成这些难点的主要因素，实际上是最基础的基本概念、定理和公式的综合。同时，从阅卷反映的问题来看，考生答错题目的主要原因也是对基本概念、定理和公式记忆和掌握得不够熟练所致。总结为一句话，那就是：要想数学拿高分，就必须熟练掌握、灵活运用基本概念、定理和公式。

基于此，李永乐、王式安考研数学辅导团队结合多年来的考研辅导和研究，精心编写了本系列图书，目的就在于帮助考生有计划有步骤的完成数学复习，从基本概念、定理和公式的记忆，到对其的熟练运用，循序渐进。


一、本系列重点图书和复习建议


每年硕士研究生入学数学考试的时间一般都安排在上午，故建议考生们将数学的复习时间安排在每天早上9:00～12:00。基础、强化阶段，每天至少应安排2小时来复习数学，对于数学基础较差的同学建议提早复习基础知识，每天再多花点时间来做做习题。
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备注：以上内容仅供参考。各位同学可以根据自身的能力和学习习惯进行调整。




二、本书使用说明


本书是考研数学内容的全面阐述，可以应用于考研复习的各个阶段。全书在重视基本概念、理论的同时，着重数学思想、方法的理解和应用。编者团队还精心编写了相当数量的例题，对解题思路、方法做了归纳总结。相信通过这本书的学习，同学们能完全掌握考研数学的内容和方法。

同时本书的重难点，经典题型还配有视频讲解，扫描二维码就可观看。可帮助同学们更好地理解概念，掌握做题技巧。详细操作步骤可见封二“本书二维码扫码使用说明”。

随书赠送的《分阶习题同步训练》，习题编写还是加了些难度和综合性的，目的并不是为了难为学生，主要是为了让大家能够发现学习中的薄弱环节。

使用本书的同时，也可以配合使用本书作者编写的《基础过关660题》、《数学历年真题权威解析》等，提高复习效率。



前言

为了帮助广大考生能够在较短的时间内，准确理解和熟练掌握考试大纲知识点的内容，全面提高解题能力和应试水平，本书编写团队依据15年的命题与阅卷经验，并结合10多年的考研辅导和研究精华，精心编写了本书，真正起到帮助同学们提高综合分析和综合解题的能力。

一、本书的编排结构

全书分二篇，分别是高等数学、线性代数，各篇按大纲设置章节，每章的编排如下：


1．考点与要求
 　设置本部分的目的是使考生明白考试内容和考试要求，从而在复习时有明确的目标和重点。


2．内容精讲
 　本部分对考试大纲所要求的知识点进行全面阐述，并对考试重点、难点以及常考知识点进行深度剖析。


3．例题分析
 　本部分对历年考题所涉及的题型进行归纳分类，总结各种题型的解题方法，注重对所学知识的应用，以便能够开阔考生的解题思路，使所学知识融会贯通，并能灵活地解决问题。针对以往考生在解题过程中普遍存在的问题及常犯的错误，给出相应的注意事项，对有难度的例题给出解题思路的分析，以便加强考生对基本概念、公式和定理等内容的理解和正确运用。


4．习题分阶
 　只有适量的练习才能巩固所学的知识，数学复习离不开做题。为了使考生更好地巩固所学知识，提高实际解题能力，本书作者精心优化设计了一定数量的练习题，供考生练习，以便使考生在熟练掌握基本知识的基础上，达到轻松解答真题的水平。同时，本书对精选的练习题，进行了难度分阶，从基础概念，到综合应用，层层递进，实现练习、巩固、提高三维一体。

二、本书的主要特色


1．权威打造
 　命题专家和阅卷专家联袂打造，站在命题专家的角度命题，站在阅卷专家的角度解题，为考生提供最权威的复习指导。


2．综合提升
 　与其他同类图书相比，本书加强了考查知识点交叉出题的综合性，真正起到帮助考生提高综合分析和综合解题的能力。


3．分析透彻
 　本书既从宏观上把握考研对知识的要求，又从微观层面对重要知识点进行深入细致的剖析，让考生思路清晰、顺畅。


4．一题多解
 　对于常考热点题型，均给出巧妙、新颖、简便的几种解法，拓展考生思维，锻炼考生知识应用的灵活性。这些解法均来自各位专家多年教学实践总结和长期命题阅卷经验。


5．贴心服务
 　本书赠送《分阶习题同步训练》，以便于考生迅速检验学习效果，巩固所学内容。

建议考生在使用本书时不要就题论题，而是要多动脑，通过对题目的练习、比较、思考，总结并发现题目设置和解答的规律性，真正掌握应试解题的金钥匙，从而迅速提高知识水平和应试能力，取得理想分数。

另外，为了更好地帮助同学们进行复习，“李永乐考研数学辅导团队”特在新浪微博上开设答疑专区，同学们在考研数学复习中，如若遇到任何问题，即可在线留言，团队老师将尽心为你解答。请访问weibo.com@清华李永乐考研数学辅导团队
 。
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最后，本书的成稿还要感谢考研数学原命题组组长单立波老师在编校过程中所付出的努力。

希望本书能对同学们的复习备考带来更大的帮助。对书中的不足和疏漏之处，恳请读者批评指正。

祝同学们复习顺利，心想事成，考研成功！


编者

2016年1月




第一篇　高等数学

第一章　函数　极限　连续

考点与要求



理解　掌握
 　函数的概念及其表示法，复合函数与分段函数，基本初等函数的性质及其图形，极限的概念与左、右极限的概念以及它们之间的关系，极限的性质及其运算法则，极限存在的两个准则并用它们判别极限的存在性，两个重要极限，无穷小与无穷大的概念以及它们之间的关系，无穷小的比较的概念并会用等价无穷小替换定理求极限，几个重要的等价无穷小，洛必达法则，佩亚诺余项泰勒公式并会用它求某些极限，函数的连续与左、右连续，闭区间上连续函数的性质（有界性，最大最小值定理，介值定理，零点定理）．



了解　会用
 　函数的单调性、奇偶性、周期性与有界性，建立简单应用问题的函数关系，反函数与隐函数的概念，参数方程所表示的函数，初等函数的概念，判别函数的间断点及其类型，基本初等函数的连续性及初等函数的连续性，利用积分和式求某些极限．




[image: 001-01]
 1　函数

内容精讲

一、定义


定义1.1.1（邻域）
 　设δ>0，实数集Uδ
 （x0
 ）={x｜｜x-x0
 ｜<δ}称为x0
 的δ邻域，如果不必说及邻域半径δ的大小，则简记为U（x0
 ），称为x0
 的某邻域，[image: 001-02]
 ={x｜0<｜x-x0
 ｜<δ}称为x0
 的去心δ邻域，类似地有记号[image: 001-03]
 及相应的名称．

此外还有x0
 的左（右）半δ邻域与x0
 的左（右）半去心δ邻域等概念．

引入∞的（去心）邻域一词在今后的叙述上会带来一些方便，这是指U={x｜｜x｜>X}，其中X为充分大的正数．


定义1.1.2（函数）
 　设有两个变量x与y，X是一个非空的实数集．若存在一个对应规则f，使得对于每一个x∈X，按照这个规则，y有唯一确定的实数值与之对应，则称f是定义在X上的一个函数，x称为自变量，X称为函数f的定义域，y称为因变量．函数f在x∈X对应的y=f（x），x∈X的函数值所成的集合，常记为Y，Y={y｜y=f（x），x∈X}，称为函数的值域，以后“实数”的“实”字常省去，习惯上，也称y或f（x）为x的函数．

在定义域的不同部分用不同的解析式子表示的函数称为分段函数．


【注】
 　分段函数是一个函数，不能认为每一段是一个函数，也不是多个函数．


常见的几种分段函数：


绝对值函数
 （其图像如图1-1）

[image: 002-04]
图1-1



[image: 002-01]



符号函数
 （其图像如图1-2）

[image: 002-05]
图1-2



[image: 002-02]


它表示x的符号．显然有｜x｜=xsgnx，x∈（-∞，+∞）．


取整函数
 ［x］，它表示不超过x的最大整数．例如，［3.2］=3，［4］=4，［-π］=-4．一般地，［x］=n，当n≤x<n+1，n=...，-2，-1，0，1，2，3，...．

y=［x］的图像如图1-3，显然有性质：对于x∈（-∞，+∞），有［x］≤x<［x］+1，且［x+1］=［x］+1．

[image: 002-06]
图1-3




狄里克雷函数


[image: 002-03]


狄里克雷函数无法描出它的图像．


定义1.1.3（隐函数）
 　设x在某数集X内每取一个值时，由方程F（x，y）=0可唯一确定一个y的值，则称由F（x，y）=0确定一个隐函数y，虽然不一定能将y明显地解出来．


定义1.1.4（参数式表示的函数）
 　设x=x（t），y=y（t）．若x在某数集X内每取一个值时，由x=x（t）可唯一确定一个t的值，并且对于此t，由y=y（t）可确定唯一的一个y的值，则称由参数式x=x（t），y=y（t）确定了y为x的函数．


定义1.1.5（函数的单调性）
 　设函数f（x）在数集X上有定义，如果对于任意的x1
 ∈X，x2
 ∈X，x1
 <x2
 ，就一定有f（x1
 ）≤f（x2
 ），（f（x1
 ）≥f（x2
 ））则称f（x）在X上是单调增加（减少）的．如果一定有f（x1
 ）<f（x2
 ），（f（x1
 ）>f（x2
 ））则称f（x）在X上是严格单调增加（减少）的．


定义1.1.6（函数的奇、偶性）
 　设函数f（x）在对称于原点的某数集X上有定义，并且对于任意x∈X，必有f（-x）=f（x）（f（-x）=-f（x）），则称f（x）在X上是偶（奇）函数．

在直角坐标系xOy中，偶函数的图像关于y轴对称，奇函数的图像关于坐标原点O对称．

[image: 012]



定义1.1.7（函数的周期性）
 　设f（x）的定义域是数集X，如果存在常数T>0，当x∈X时，有x±T∈X，并且f（x+T）=f（x），则称f（x）为周期函数，T称为它的一个周期．通常所说的周期是指使f（x+T）=f（x）成立的最小正数T（如果存在的话）．


定义1.1.8（函数的有界性）
 　设函数f（x）在数集X上有定义，如果存在常数M，当x∈X时f（x）≤M，则称f（x）在X上有上界；如果存在m，当x∈X时f（x）≥m，则称f（x）在X上有下界；如果f（x）在X上既有上界又有下界，则称f（x）在X上有界．

定义中的m与M分别为f（x）在X上的下界与上界．显然，如果m（M）是f（x）在X上的下（上）界，则比m小（比M大）的任何数，都是f（x）在X上的下（上）界．

如果不论M多么大，总有x∈X使f（x）>M，则称f（x）在X上无上界；类似地可以定义无下界．


定义1.1.9（反函数）
 　设函数y=f（x）的定义域是X，值域是Y．如果对于Y内的每一个y，由y=f（x）可以确定唯一的x∈X．这样在Y上定义了一个函数，称为y=f（x）的反函数，记为x=f-1
 （y）或x=φ（y），y∈Y．

由反函数的定义，有y≡f（f-1
 （y）），y∈Y；x≡f-1
 （f（x）），x∈X

有时，也常将y=f（x）的反函数x=f-1
 （y）写成y=f-1
 （x）．

在同一坐标系中，y=f（x）与它的反函数x=f-1
 （y）的图形是一致的，而y=f（x）与它的反函数y=f-1
 （x）的图形关于直线y=x对称．


定义1.1.10（复合函数）
 　设函数y=f（u）的定义域是Df
 ，函数u=φ（x）的定义域是Dφ
 ，值域是Rφ
 ．若Df
 ∩Rφ
 ≠⌀（⌀表示空集），则称函数y=f（φ（x））为复合函数，它的定义域是{x｜x∈Dφ
 且φ（x）∈Df
 }．u称为中间变量，x称为自变量．


定义1.1.11（基本初等函数）
 　下列一些函数称为基本初等函数：

①常值函数：C（C为常数），x∈R．

②幂函数：xa
 （a为常数），其定义域由a确定，但不论a如何，在（0，+∞）内总有定义．

③指数函数：ax
 （常数a>0，a≠1），x∈R．

④对数函数：loga
 x（常数a>0，a≠1），x∈（0，+∞）．

⑤三角函数：sinx，x∈（-∞，+∞）；cosx，x∈（-∞，+∞）；

tanx，[image: 003-02]
 ，k∈Z；cotx，x∈（kπ，（k+1）π），k∈Z．

⑥反三角函数：arcsinx，x∈［-1，1］；arccosx，x∈［-1，1］；

arctanx，x∈R；arccotx，x∈R．


定义1.1.12（初等函数）
 　由基本初等函数经有限次加、减、乘、除及复合而成并用一个式子表示的函数称初等函数．

二、重要性质、定理、公式


1. 关于奇偶性



定理1.1.1（关于函数的奇偶性）


（1）奇×奇为偶函数；

（2）奇×偶为奇函数；

（3）偶×偶为偶函数；

（4）奇函数与奇函数复合为奇函数；

（5）偶函数与偶函数复合为偶函数；

（6）偶函数与奇函数复合为偶函数；

（7）任一定义在对称于原点的数集X上的函数f（x），必可分解成一奇一偶函数之和：

[image: 004-01]
 ．


2. 关于有界性、无界性的若干充分条件



定理1.1.2（关于有界、无界的充分条件）


（1）设[image: 004-02]
 存在，则存在δ>0，当-δ<x-x0
 <0时，f（x）有界；对[image: 004-03]
 有类似的结论．

（2）设[image: 004-04]
 存在，则存在X>0，当｜x｜>X时，f（x）有界；对x→+∞，x→-∞有类似的结论．

（3）设f（x）在［a，b］上连续，则f（x）在［a，b］上有界．

（4）设f（x）在数集U上有最大值（最小值），则f（x）在U上有上（下）界．

（5）有界函数与有界函数之和、积均为有界函数．

以上均为充分条件，其逆均不成立．

（6）设[image: 004-05]
 ，则f（x）在□的去心邻域内无界．但其逆不成立．这里的□可以是x0
 ，[image: 004-001]
 ，∞，-∞，+∞中6种情形的任一种．

例题分析

一、求分段函数的复合函数


【例1】
 设[image: 004-06]
 则f（g（x））=_____，g（f（x））=_____．



解题思路
 　求f（g（x））时，由外层函数f，写出复合函数的表达式，并同时写出中间变量（即内层函数g）的取值范围；然后按内层函数，即g（x）的分段表达式，过渡到自变量的变化范围，得到分段表达式．对于求g（f（x））亦类似．





【解】
 应填

[image: 004-07]
 　　g（f（x））≡0，x∈（-∞，+∞）．

由f（x）的表达式，有[image: 004-08]


再由g（x）的表达式知，｜g（x）｜<1⇔｜x｜≤2；｜g（x）｜≥1⇔｜x｜>2．从而得到

[image: 004-10]


由g（x）的表达式，有[image: 004-11]


再由f（x）的表达式知，｜f（x）｜≤2⇔x∈（-∞，+∞）；｜f（x）｜>2⇔x∈⌀．所以

g（f（x））≡0，当x∈（-∞，+∞）．


【评注】
 这个例子中的f（x）与g（x）在（-∞，+∞）上都有定义，分别有间断点x=±1与x=±2，但复合函数g（f（x））≡0在x∈（-∞，+∞）上却是连续的．



【例2】
 设[image: 005-01]
 ，则f（f（x））=_____．



解题思路
 　按例1的方法处理．





【解】
 应填

[image: 005-02]


由f（x）的表达式，有

[image: 005-03]


分别写出各段自变量的取值范围，易见第4式中[image: 005-04]
 1与x>1的交集为空集．最后化简如上所填．

二、由函数的奇偶性与周期性构造函数


【例3】
 设f（x）在（-∞，+∞）上有定义，且是周期为2的奇函数．已知x∈（2，3）时f（x）=x2
 +x+1，则当x∈［-2，0］时f（x）=_____．



解题思路
 　从几何图形可以得到如下解题途径．由周期2，将x∈（2，3）时的f（x）的图形向左分别移2个单位与4个单位便可分别得到x∈（0，1）与x∈（-2，-1）时的f（x）的图形；再由x∈（0，1）时的f（x）及奇函数的性质，便得x∈（-1，0）时的f（x）．从而便得到x∈（-2，-1）∪（-1，0）时的f（x）．再计算出f（0），f（-1），f（-2）的值即可．实际操作时按下述步骤进行．




【解】
 应填[image: 0006-01]


设x∈（0，1），有x+2∈（2，3），由周期性，有

f（x）=f（x+2）=（x+2）2
 +（x+2）+1=x2
 +5x+7；

设x∈（-2，-1），有x+4∈（2，3），由周期性，有

f（x）=f（x+4）=（x+4）2
 +（x+4）+1=x2
 +9x+21；

设x∈（-1，0），有-x∈（0，1），由奇函数性质，有

f（x）=-f（-x）=-［（-x）2
 +5（-x）+7］=-x2
 +5x-7．

最后得[image: 0006-02]


题设f（x）在（-∞，+∞）上有定义且为奇函数，故f（0）=0．又因周期为2，从而f（-2）=f（0）=0．并且f（-1）=-f（1）=-［f（1-2）］=-f（-1），所以f（-1）=0．结论如上所填．

三、求反函数的表达式


【例4】
 求函数[image: 0006-04]
 .

（Ⅰ）求此函数的自然定义域U及相应的值域；

（Ⅱ）求y=f(x)的反函数y=f-1
 （x）及其定义域．


【解】
 　（Ⅰ）由x2
 ±x+1=0的判别式（±1）2
 -4<0，所以x2
 ±x+1=0无实根，x2
 ±x+1>0，故f（x）的自然定义域为U=（-∞，+∞）. 易知f（x）为x的奇函数，且y与x反号.

以下证明值域为-1<y<1. 事实上，由

[image: 016-03-b]


有

[image: 016-04-b]


如果存在x使y2
 ≥1，即存在x使

[image: 016-05-b]


两边平方，得

4x4
 +4x2
 +1≥4（x4
 +x2
 +1）.

这是一个矛盾，所以对于一切x，对应的y2
 <1，即-1<y<1，

所以当0≤x<+∞时-1<y≤0;当-∞<x≤0时，0≤y<1.

[image: 016-06-b]


由于f（0）=0，y=f（x）在-∞<x<+∞上连续，[image: 016-07-b]
 ，

所以当0≤x<+∞时，y=f（x）对应的值充满-1<y≤0;

当-∞<x≤0时y=f（x）对应的值充满了0≤y<1.

即当-∞<x<+∞时，y=f（x）对应的值域为-1<y<1.

（Ⅱ）下面求y=f（x）的反函数的表达式，前已有

[image: 017-01-b]


两边平方、化简，得

x2
 （4-4y2
 ）=4y2
 -y4
 .

因y2
 <1，解得

[image: 017-02-b]


解出x并注意到x与y反号，得反函数x=f-1
 （y）的表达式

[image: 017-03-b]


或写成

[image: 017-04-b]



【注】
 　本题也可用下述方法证明此y=f（x），当-∞<x<+∞时对应的值域为-1<y<1. （1）证明f′（x）<0;（2）求出[image: 017-05-b]
 ，于是推知值域为（-1，1）.其中（1）你会证么？

四、关于函数有界（无界）的讨论


【例5】
 当x≠0时设[image: 0007-02]
 ．下述命题

①对任意X>0，在0<|x|<X上f（x）有界，但在（-∞，+∞）（x≠0）上f（x）无界．

②在（-∞，+∞）（x≠0）上f（x）有界．

③g（x）在x=0的去心邻域内无界，但[image: 0007-001]
 ．

④[image: 0007-001]
 ．

正确的是

（A）①、③．

（B）①、④．

（C）②、③．

（D）②、④．



解题思路
 　由定理1.1.2中关于有界性、无界性的若干充分条件来考虑①、②、③、④．




【解】
 应选（C）．

因为[image: 0007-03]
 ，所以存在δ>0，在0<|x|<δ上f（x）有界．又[image: 0007-04]
 ，所以存在X>0，在[image: 0007-06]
 有界．而函数sinx是有界的，所以在|x|>X上f（x）有界．而在区间［-X，-δ］，［δ，X］上f（x）是连续的，所以是有界的，于是知在（-∞，+∞）上f（x）是有界的．②正确．

以下证明③也是正确的．对于任给的M>0，取[image: 0007-07]
 ，有

[image: 0007-08]


当[image: 0007-09]
 时，g（xn
 ）>M．即对于任给的M>0，总存在xn
 ，其中[image: 0007-10]
 （这种n总是有的），使g（xn
 ）>M，说明g（x）在x=0的去心邻域内无界．但另一方面，若取[image: 0007-11]
 ，则有g（x′n
 ）=0．此说明[image: 0007-12]
 ．所以③正确．选（C）．


【评注】
 将来到第二章还会见到用导数讨论函数的有界（无界）问题．

[image: 001-01]
 2　极限

内容精讲

一、定义


定义1.2.1（数列的极限）
 　数列{an
 }与常数A，如果它们之间满足下列关系：“对于任意给定的ε>0，存在正整数N>0，当（序号）n>N时，就有｜un
 -A｜<ε”，则称数列{an
 }收敛，且收敛于A，记为[image: 006-10]
 ，也称“当n→∞时un
 的极限为A”．


定义1.2.2（函数的极限）
 　函数极限的定义有下述一些形式：

[image: 006-11]


以上①中∞改为+∞或-∞，｜x｜>X分别改为x>X或-x>X（即x<-X），就分别得到[image: 006-12]
 的定义．

以上②中x→x0
 改为[image: 006-13]
 分别改为0<x-x0
 <δ或-δ<x-x0
 <0，就分别得到[image: 006-14]
 的定义．[image: 006-15]
 分别称为f（x）在x=x0
 的右、左极限，这两个极限也可简记为[image: 007-01]
 ．


【注】
 对于ε>0，X，δ>0等等，有类似于[image: 007-02]
 中关于ε>0，N等等的说明．



定义1.2.3（无穷小）
 　若[image: 007-03]
 ，则称x→□时f（x）为无穷小．

这里的□可以是x0
 或[image: 007-04]
 ，或∞，+∞，-∞中的某一个（下同）．


定义1.2.4（无穷大）
 　[image: 007-05]
 的定义有下述一些形式：

[image: 007-06]


以上③中又可分为[image: 007-07]
 ；④中x→∞又可细分为x→+∞与x→-∞，不再赘述．


【注】
 虽然有时也将[image: 007-08]
 说成x→□时f（x）趋于无穷大，但它并不表示x→□时f（x）存在极限．它属于极限不存在的范畴．



定义1.2.5（无穷小的比较）
 　设x→□时α（x）与β（x）为两个无穷小，β（x）≠0，α（x）不恒等于0．设[image: 007-09]
 ，

（1）若A≠0，则称x→□时α（x）与β（x）为同阶无穷小．

（2）若A=1，则称x→□时α（x）与β（x）为等价无穷小，记成x→□时α（x）～β（x）．

（3）若A=0，则称x→□时α（x）为β（x）的高阶无穷小，记成x→□时α（x）=o（β（x））．

（4）如果[image: 007-10]
 ，则称x→□时α（x）为β（x）的低阶无穷小．

二、重要性质、定理、公式


1. 重要关系



定理1.2.1（极限存在的充要条件）


[image: 007-11]
 ．


定理1.2.2（数列极限存在的充要条件）


[image: 007-12]
 ．


定理1.2.3（极限的唯一性）
 　若[image: 007-13]
 存在，则此极限值必唯一．


定理1.2.4（存在极限与无穷小的关系）


[image: 007-14]
 ．


定理1.2.5（保号性）
 　设[image: 007-15]
 ，则存在□的一个去心邻域，在此邻域内f（x）与A同号．


定理1.2.6（保号性的推论）
 　设存在□的一个去心邻域，在此邻域内f（x）≥0（或≤0），且[image: 007-16]
 存在且等于A，则A≥0（≤0）．


【注】
 若条件中“f（x）≥0（或≤0）”改为“f（x）>0（或<0）”，其它不改，则结论中仍是“A≥0（≤0）”．



定理1.2.7（无穷小与无穷大的关系）


[image: 008-01]



2. 判别极限存在的两个重要法则



定理1.2.8（夹逼定理）
 ①设在□的去心邻域内g（x）≤f（x）≤h（x）；②[image: 008-02]
 ，则[image: 008-03]
 ．


【注1】
 夹逼定理对于数列也成立．



【注2】
 上面的A都换为+∞或-∞，定理也成立．



定理1.2.9（单调有界定理）
 　设数列{un
 }单调增加（减少）且有上（下）界M（m），则[image: 008-04]
 存在且≤M（≥m）．


【注】
 单调有界定理对函数的极限也成立．



3. 几个重要极限与几个重要的等价无穷小


[image: 008-05]


三、计算极限的一些有关方法


1. 运算法则



定理1.2.10（四则运算法则）
 　设[image: 008-06]
 存在且等于B，则下列运算法则成立：

[image: 008-07]


[image: 021-03-b]



【注1】
 以上诸条对于数列均成立．


[image: 009-01]



2. 等价无穷小替换与等价无穷小的充要条件



定理1.2.11（等价无穷小替换定理）
 　设x→□时α（x）～a（x），β（x）～b（x），则

[image: 009-02]



【注1】
 上式的含义是，若上式右边存在，则左边等于右边；若上式右边为∞（或其它情形的不存在），则左边亦为∞（或其它情形的不存在）．



【注2】
 整个式子中的乘除因子可用等价无穷小替换求其极限，加、减时不能用等价无穷小替换，部分式子的乘、除因子也不能用等价无穷小替换．例如


[image: 009-03]



是错误的，错在*这一步不能用ln（1+x）～x去替换．因为它不是整个式子的乘、除用等价无穷小替换，而是局部式子的乘、除用等价无穷小替换．



定理1.2.12（等价无穷小的充要条件）
 　x→□时α（x）～β（x）的充要条件是α（x）-β（x）=o（β（x））．


3. 洛必达法则


近年来，考研经常考到教科书上某些既重要，证明不难，步骤也很简洁的定理的证明. 例如下述的洛必达法则1的x→x0
 情形，就是这类定理之一，应引起考生注意，目的在于请考生重视基础、注重教材.


定理1.2.13（法则1）
 　设

[image: 009-04]



定理1.2.14（法则2）
 　设

[image: 009-05]



【注】
 条件（1）是必须检查的，不是[image: 009-06]
 型就不能用洛必达法则．如果[image: 009-07]
 也是符合洛必达法则的[image: 009-08]
 及相应的其它条件，则仍可用此法往下做．但应注意随时化简，切勿机械重复．能用等价无穷小替换时应尽量用之，它比洛必达法则快捷、方便．[image: 009-09]
 不存在（不是∞的不存在），并不能说明原极限不存在，应改用它法（见下面例5）．若f（x）或g（x）是用变限积分表示的函数时，首先想到使用洛必达法则，因为求导正好可消除积分号（见下面例4变限求导）．
 变限求导公式见第二章[image: 109-04]
 1二2（3）．


4. 佩亚诺余项泰勒公式



定理1.2.15（佩亚诺余项泰勒公式）
 　设f（x）在x=x0
 处存在n阶导数，则有公式

[image: 010-01]


其中[image: 010-02]
 ．

上述公式称为在x=x0
 处展开的具有佩亚诺余项的n阶泰勒公式，Rn
 （x）=o（（x-x0
 ）n
 ）称为佩亚诺余项．

[image: 022_0001]


几个常用函数的x=0处展开的佩亚诺余项泰勒公式如下：

[image: 010-03]


在求x→x0
 的极限时，若条件允许，有时用佩亚诺余项泰勒公式求极限很方便．例子见下面例3的方法2及例10的方法2．


5. 利用积分和式求极限的公式



定理1.2.16（利用积分和式求极限）
 　设f（x）在［0，1］上连续，[image: 0012-02]
 或[image: 0012-01]
 ，则

[image: 0012-3]


例子见下面例16与例17．

例题分析

本节是考研的热点，主要有：求函数的极限（包括已知某极限求另一极限，已知某极限求其中某些参数），无穷小的比较及无穷小的阶，求数列的极限，利用积分和式求极限，利用夹逼定理求极限，利用单调有界定理证明极限的存在性，极限运算法则的理解．

一、求函数的极限

函数的极限，主要是求七种待定型的极限．这七种待定型是：[image: 011-01]
 ，0·∞型，∞-∞型，1∞
 型，00
 型，∞0
 型．处理的方法是：

（1）用初等数学（例如三角、对数、指数、分子与分母同乘以某式、提公因式等）中的恒等变形，使得能约分的就约分，能化简就化简；

（2）如果有那种因式（因式，不是项），它的极限存在但不为0，那么可将这种因式按乘积运算法则提出来另求，剩下的再另行处理；

（3）用等价无穷小替换（见下面例2后的评注）；

（4）用洛必达法则；

（5）用佩亚诺余项泰勒公式；

（6）有时要用到夹逼定理；

（7）最后都可能归结到极限的四则运算定理，复合函数求极限，连续函数求极限，以及几个重要极限；

（8）第二章中还会提到用导数定义求极限．


1. [image: 011-02]
 型、0·∞型的极限



【例1】
 [image: 011-03]
 _____．



解题思路
 　此为[image: 011-04]
 ，分子、分母为x的多项式或简单根式，提出影响分子、分母趋于无穷大的因子然后约去之，可以立即见效而求得极限．从根式中提出因子时，应注意x的符号．此题若用洛必达法则，不但麻烦，而且得不出结果，读者不妨一试．





【解】
 应填[image: 011-05]
 ．

[image: 011-06]



【例2】
 [image: 011-07]
 _____．



解题思路
 　此为[image: 011-08]
 ．首先应将幂指函数化为指数函数[image: 011-09]
 （这是处理幂指函数的常用手段），然后再将原式分子化成eu
 -1形状，以便用等价无穷小替换．此题若用洛必达法则，求导运算很麻烦．





【解】
 应填[image: 012-01]
 ．

[image: 012-02]
 ．

因为[image: 012-03]
 ，所以上式分子为u→0的eu
 -1形状．用等价无穷小替换：u→0时eu
 -1～u，于是有

[image: 012-04]



【评注】
 在求极限时，若能使用等价无穷小替换，则是件非常方便快速的事．等价无穷小替换与洛必达法则可交替使用，如本例．



【例3】
 [image: 012-05]
 _____．



解题思路
 　此为[image: 012-06]
 ，并符合使用洛必达法则的一切条件，用洛必达法则解之，见下面的方法1. 又该式的分子在x=0处可求任意阶导数，用佩亚诺余项泰勒公式将分子展开到o（x2
 ）（因分母为x2
 ，若将分子展开的项数多，浪费计算量，若展开的项数少，则不解决问题），代入极限式，便可计算极限，见下面方法2.





【解】
 应填-1．


方法1
 　由洛必达法则

[image: 012-07]


其中①这一步来自于提出极限存在不为零的因式[image: 012-08]
 ，按照乘积的极限运算规律计算之．


方法2
 　用佩亚诺余项泰勒公式展开至n=2，有

[image: 012-09]



【评注】
 由上面两个方法可见，方法2比方法1要方便，免去求导数等较复杂的运算．


如果对于加、减项采用等价无穷小替换（这当然是不对的），将会产生下述错误结果：

[image: 013-01]


将它与方法2对照，使用佩亚诺余项泰勒公式展至n=2时，保留了有用的[image: 013-02]
 [image: 013-03]
 ，而用等价无穷小替换时，有用的x2
 项被抹掉了．所以可以这么说，用佩亚诺余项泰勒公式比用等价无穷小替换精细．

[image: 093130]



【例4】
 设f（x）在x=0的某邻域内连续，f（0）≠0，则[image: 013-04]
 _____．



解题思路
 　此为[image: 013-05]
 ，变限积分所表示的函数求极限，采用洛必达法则最为适宜，因为对变限求导数正好将积分号消除．积分号里含的x，用拆项的办法搬到积分号外边；f里含的x，用变量变换的办法化到积分限中，这样处理之后才能用变限积分求导定理（见第二章[image: 109-04]
 1）．




[image: 013-06]


仍为[image: 013-07]
 ，但不能再用洛必达法则，因为f（x）在x=0的去心邻域内未设可导，不满足洛必达法则的条件②．
 应将上式右边分子、分母统一除以x，得

[image: 013-08]


由洛必达法则，[image: 013-09]
 ．从而

[image: 014-01]
 ．


【注】
 若将本题条件f（0）≠1作适当变动，请见第二章练习题1.


【例5】
 [image: 014-02]
 _____．



解题思路
 　x→0时（1+cosx）→2，ln（1+x）～x，依此先化简分母，然后拆开分子成两项，立即可得．




[image: 014-03]



其中[image: 014-04]
 不存在，若据此就认为原极限不存在，则是错误的．因为洛必达法则条件中的③应假定[image: 014-05]
 存在或为∞，此时才能推知[image: 014-06]
 ．


现在不满足条件③，不能用洛必达法则．例4与例5中分别说明了不满足洛必达法则时不能使用洛必达法则．


2. ∞-∞型的极限


处理这类问题有两个办法．通分，化为“[image: 014-07]
 型”；或者乘、除某式化为“[image: 014-08]
 型”．


【例6】
 求[image: 014-09]
 ．



解题思路
 　通分化为“[image: 014-10]
 型”，再进一步处理．




[image: 014-11]



【评注】
 本题多次用到洛必达法则与等价无穷小替换，并随时注意化简．若不注意化简，只是机械地用洛必达法则，将会带来复杂的求导数运算．



【例7】
 [image: 015-01]
 _____．



解题思路
 　这是“∞-∞型”．乘、除[image: 015-02]
 型”．





【解】
 应填1．

[image: 015-03]



3. 1∞
 型、00
 型、∞0
 型的极限



【例8】
 设常数a≠0，则[image: 015-04]
 _____．



解题思路
 　此为“1∞
 型”，这种类型有两个办法处理．简单一些的（如本例），将该极限凑成[image: 015-05]
 的形式，然后用重要极限[image: 015-06]
 ；复杂一点的，将u（x）v（x）
 化成指数形式：u（x）v（x）
 =ev（x）lnu（x）
 ，然后讨论[image: 015-07]
 ，再回到指数上去，如例9.





【解】
 应填e2a
 ．

[image: 015-08]
 ．


【例9】
 [image: 015-09]
 _____．



解题思路
 　此为“1∞
 型”，形式较复杂，化成指数函数处理（参见例8）．




[image: 028-09-b]


所以原式[image: 016-02]
 ．


【评注】
 请读者计算极限：[image: 016-03]
 （答：均为1）．


二、已知极限值求其中的某些参数，或已知极限求另一与此有关的某极限


1. 已知极限值求其中的某些参数



【例10】
 设f（x）=x-（ax+bsinx）cosx，并设[image: 016-04]
 存在且不为零，求常数a、b及此极限值．



解题思路
 　这类题与求极限的题没有什么不同，只是现在a、b待定，因此在用洛必达法则时，要对a、b进行讨论，满足一定条件才能用洛必达法则，见方法1．将f（x）按佩亚诺余项泰勒公式展开至o（x5
 ），由条件[image: 016-05]
 存在，立刻可得出a、b应满足的等式，然后求出a、b及此极限值，见方法2.





【解】方法1
 　所给极限为“[image: 014-08]
 型”，并且f（x）及x5
 在x=0的某邻域可求任意阶导数．用洛必达法则，当下式右边极限存在或为∞时，下式左边应与右边相等：

[image: 016-06]


当x→0时，上式右边分子趋于1-（a+b）．若1-（a+b）≠0，则上式趋于∞，从而与题设[image: 016-07]
 存在相矛盾．故1-（a+b）=0．于是所求极限的右边为“[image: 016-08]
 型”．再用洛必达法则，当下式右边极限存在或为∞时，下式左边与右边相等：

[image: 016-09]


上式右边为“[image: 016-10]
 型”，再用洛必达法则，当下式右边极限存在或为∞时，下式左边应与右边相等：

[image: 029-10-b]


与上述推导的理由类似推知3a+4b=0．

将它与1-（a+b）=0联立，解得a=4，b=-3．再用洛必达法则，得到

[image: 017-02]


以a=4，b=-3，代入上式，得原极限为[image: 017-03]
 ．


方法2
 　上述方法1用洛必达法则推导，运算麻烦（可否用洛必达法则要步步讨论）．若用佩亚诺余项泰勒公式展开分子至o（x5
 ），将十分方便．由

[image: 017-04]


有

[image: 017-05]


由题设[image: 017-06]
 存在且不为零，所以[image: 017-07]
 ．

解得a=4，b=-3，从而[image: 017-08]
 ．


【评注】
 在可以用佩亚诺余项泰勒公式情况下，用它比用洛必达法则要快不少．



【例11】
 已知[image: 017-09]
 ，求常数a与b．



解题思路
 　在例10中已指出，这类题与求极限差不多．现在为x→+∞，所以不能用泰勒公式．按“∞-∞型”处理，乘、除[image: 017-10]
 将原式化为“[image: 017-11]
 型”，再按通常求极限办法讨论之．





【解】
 由所给极限知，应有a>0. 因若a≤0，则该极限应为+∞，与为0矛盾．

[image: 018-01]


所以1-a2
 =0，1-2ab=0，从而a=1（因a>0），[image: 018-02]
 ．


2. 已知极限求另一与此有关的某极限



【例12】
 已知[image: 018-03]
 ．



解题思路
 　这类题有两种方法处理．一种是利用极限与无穷小的关系，由题设条件去掉极限号，解出f（x），代入欲求的极限式求之，此方法步骤简单，但计算量可能较大，见下面方法1；另一方法是由已知极限出发，推导出欲求极限一些有用的结果，或者将欲求的极限，凑成用已知极限表示的形式，这种方法有些技巧，见方法2．





【解】方法1
 　由[image: 018-04]
 ，有[image: 018-05]
 ，从而推知

[image: 018-06]


解出得

[image: 018-07]



方法2
 　由[image: 018-08]
 ，有[image: 018-09]
 ．

所以

[image: 018-10]
 .

从而[image: 018-11]
 [image: 019-01]
 ，所以[image: 019-02]
 ．


【例13】
 设[image: 019-03]
 _____．

（A）2.

（B）4.

（C）6.

（D）8.



解题思路
 　考虑欲求极限的函数与已知极限的函数的差，并计算出此差的极限，便可获得答案．





【解】
 应选（C）．


方法一


[image: 019-04]



方法二
 　由所给极限式解出f（x）如下

[image: 032-02-b]


三、含有[image: 019-05]
 的x→0时的极限，含有取整函数［x］的x趋于整数时的极限


【例14】
 设a为常数，并设[image: 019-06]
 存在，求常数a的值．



解题思路
 　见到两项和求极限，一般会想到拆项去求，但式中含有[image: 019-07]
 [image: 019-08]
 均不存在，所以不能拆项去求．含有这些的，应分x→0-
 与x→0+
 去求．




[image: 019-09]


因题设极限存在，其充要条件是左、右极限相等，即4-a=a，a=2．

四、无穷小的比较


【例15】
 设[image: 019-10]
 [image: 019-11]
 ，当x→0时，按照前面一个比后面一个为高阶无穷小排列的次序为

（A）α，β，γ，δ．

（B）α，β，δ，γ．

（C）β，α，δ，γ．

（D）γ，δ，β，α．



解题思路
 　给了两个无穷小，要比较它们是同阶（不等价）、等价、高阶、低阶，一般只要求它们商的极限，可得出相应的结论．但是多个无穷小要两两相比求其极限就很麻烦了．例如本例，可以将它们分别与xk
 去比较，其中k待定．确定出极限及相应的常数k即可．至于与xk
 去比较，在条件允许时，又有多种方法：①用洛必达法则；②用佩亚诺余项泰勒公式展开；③用等价无穷小的充要条件（见定理1.2.12）等等方法．





【解】
 应选（B）．

分别将α（x），β（x），γ（x），δ（x）与xk
 相比较：

[image: 020-01]


取k=6，上式为[image: 020-02]
 ，这说明当x→0时α（x）与x6
 为同阶无穷小（或说x→0时[image: 020-03]
 ）．

对于β（x），可使用解题思路中的③，有β（x）-x4
 =x5
 =o（x4
 ），所以x→0时β（x）～x4
 （取x4
 与x5
 中方次低的那一项）．

对于γ（x），用佩亚诺余项泰勒公式展开的办法，有

[image: 020-04]


应选（B）．


【评注】
 （1）本例讨论4个无穷小的阶时，用了4个不同的方法，值得读者借鉴．


（2）讨论α（x），对于变限积分所定义函数的无穷小的阶，实际上有下述结论，在做选择题时可直接应用：“设f（x）在x=0的某邻域内连续，且当x→0时f（x）与xm
 为同阶无穷小，则当x→0时[image: 020-06]
 与xmn+n
 为同阶无穷小．”其正确性请读者自证．

五、数列的极限


1. n项和或n个因式的积的数列的极限



【例16】
 设[image: 020-05]
 _____．



解题思路
 　连乘的形式想到取对数，化成求和，然后用积分和式取极限试之．




[image: 021-01]



【例17】
 设[image: 021-02]
 ．



解题思路
 　若在分母中提出n，
 [image: 021-03]
 不是积分和式的形式，立即改用别的办法．在这种场合，一般用夹逼定理试之．


用夹逼定理时，由un
 出发放大、缩小．在放大、缩小时，不要改变起主要作用的n最高次方项，并且要求放大、缩小之后的表达式的极限相等，这是用夹逼定理的关键，也是难点．



[image: 021-04]



2. 以递推形式给出的数列的极限



【例18】
 设[image: 021-05]
 存在，并求此极限．

[image: 035_0001]




解题思路
 　从所给递推式（也称迭代式），由u1
 可求得u2
 ，由u2
 可求得u3
 ，...，以这种形式给出的数列称递推数列．证明递推数列存在极限的办法常用单调有界准则，有时也用夹逼定理．如果事先能猜出[image: 022-01]
 等于多少或在假定[image: 022-02]
 存在的前提下计算出该极限等于多少，那么在论证该极限的存在性时将带来很大方便．


假设[image: 022-03]
 存在，记为a，由[image: 022-04]
 两边取极限得[image: 022-05]
 ，解得a=3. 但请注意，至此并未证明[image: 022-06]
 的确存在．真正的证法见下面．




【证明】
 考虑un+1
 -3，有

[image: 022-07]


若-6<u1
 <3，由迭代式及式（1.3）有0<u2
 <3．再以u2
 代入式（1.3）及迭代式有0<u3
 <3．依此下去，推得0<un
 <3，n=2，3，...．

此说明{un
 }有界．再考虑单调性

[image: 022-08]


说明{un
 }单调增加．由单调有界定理知[image: 022-09]
 ，再由[image: 022-10]
 两边取极限，得[image: 022-11]
 ，两边平方得a2
 -a-6=0，a=3，a=-2，但因un
 >0（n=2，3，...）所以a≥0，所以a=3．

若u1
 =3，则一切un
 =3，[image: 022-12]
 =3．

若u1
 >3，则由式（1.3）有un
 >3（n=1，2，...）；再由式（1.4）有un+1
 -un
 <0，故{un
 }单调减少．由单调有界定理知[image: 022-12]
 存在（下略）．

所以总之，[image: 022-13]
 存在且等于3．


【评注】
 本题也可以用夹逼定理做．由式（1.3），有


[image: 022-14]



对式（1.5）命n→∞取极限，由夹逼定理得[image: 0023-1]
 ，所以[image: 0023-2]
 ，即[image: 0023-3]

 .


3. 求以极限定义的函数的表达式



【例19】
 设x≥0，求[image: 023-01]
 的分段表达式．



解题思路
 　[image: 023-02]
 中含有3项，n→∞取极限，其中最大的项起作用，所以应分析[image: 023-03]
 中孰大孰小．为此考虑[image: 023-04]
 的大小．画个图最方便．在不同区间上确定了谁大谁小之后，用夹逼定理或提出最大项就可作答．





【解】
 易见，当0≤x≤1时，[image: 0023-4]
 ，当1<x<2时，x2
 >x且[image: 0023-5]
 ；当2≤x>+∞时，[image: 0023-6]
 ．以下用两个方法求解．


方法1
 　分段考虑，用夹逼定理．当0≤x≤1时，有

[image: 023-06]



方法2
 　当0≤x≤1时，[image: 023-07]
 无论x=1还是0≤x<1，上式右边极限均应为x．所以当0≤x≤1时f（x）=x．

[image: 023-08]


无论x=2还是2<x<+∞，上式右边极限均应为[image: 024-02]
 ，所以当2≤x<+∞时，[image: 024-03]
 ．最后结果同方法1．


【评注】
 设数列的项中含有x，即数列为{un
 （x）}，并设[image: 024-04]
 ．现在要求讨论f（x）的性质（例如连续性（见[image: 109-04]
 3例2），可导性（见第二章[image: 109-04]
 1例9）及积分等等），均应先求出f（x）的表达式然后再讨论之，不能企图一步到位，应分两步走．


n项和的数列{un
 }求其极限的解题策略总结如下：先看它能否写成积分和式，若不能，则采用夹逼定理．在用夹逼定理处理两边极限时，仍应注意是否可用积分和式．在讨论迭代式求极限时，先看出或在假设此极限存在的前提下计算出此极限，是非常有用的一步．再去考虑该数列的有界性与单调性．在证明了有界性之后，也可试用夹逼定理，在讨论单调性时，除了用un+1
 -un
 讨论外，也可试用[image: 024-05]
 （当一切un
 ≠0时）来讨论．

用夹逼定理求极限是个很好的方法，但有一定难度．

对于一般的数列{un
 }，若能明确写出使un
 =f（n）的函数f时，则有时也可命n=x或n[image: 024-06]
 去讨论函数f（x）（x→+∞）或[image: 024-07]
 的极限．


【例20】
 　设函数[image: 037-08-b]
 . 定义函数序列：

f1
 （x）=f（x），f2
 （x）=f（f1
 （x）），…，fn
 （x）=f（fn-1
 （x）），…

记Sn
 （t）是由曲线y=fn
 （x），直线x=t及x轴所围平面图形的面积，求极限[image: 037-09-b]
 .



解题思路
 　这是一道由三个知识点结合在一起的综合题，如果将这里的t改为1，就是2014年考研数学二的考题.本题不难，只要按题中步骤一步步做即可.但要做完整也得要有综合分析能力，每一步抓住要领.




[image: 037-10-b]


有意义.类似地有

[image: 037-11-b]


由数学归纳法，得

[image: 038-01-b]


故

[image: 038-02-b]


其中第二个等式[image: 038-03-b]
 是这么来的：将n看作x，由洛必达法则[image: 038-04-b]


六、极限运算定理的正确运用


【例21】
 设f（x）=u（x）+v（x），g（x）=u（x）-v（x），并设[image: 024-08]
 都不存在．下列论断正确的是

[image: 024-09]




解题思路
 　本题主要考查函数的和（差）的极限运算定理的正确运用．该运算定理是：


[image: 024-10]


按照以上定理，便可讨论本题．

这里的x→x0
 可以换为[image: 024-11]
 ．




【解】
 应选（C）．


方法1
 　在[image: 025-01]
 都不存在的前提下，由上述定理的（3），[image: 025-02]
 都不存在；或者其一存在，另一不存在．所以由其中之一不存在，则另一可能存在，也可能不存在，所以不能选（A），也不能选（B）．但是由其中之一存在，必推出另一必不存在．选（C）．


方法2
 　若[image: 025-03]
 存在，如果[image: 025-04]
 也存在，则由极限运算定理（即上述（1）），推知

[image: 025-05]


与题设矛盾．所以由[image: 025-06]
 必不存在．选（C）．


【评注】
 一般讲极限和（差）的运算定理指的是上述定理中的（1）．由（1）可立即推出（2）．但对于（3），一般都不提．实际上，由定理条件并用反证法（如上方法2中所做的那样），推知[image: 025-07]
 不可能同时存在，从而推出（3）成立．


以上的方法1是现成的用（3），方法2是推出（3）．两个方法是异曲同工．

根据运算定理来做一些选择题时，必须弄清楚所根据的定理的条件与结论，并注意条件是否缺少．条件是充分的不能当作必要来用，条件是必要的不能当作充分来用．在讨论时，有时要用反证法．举反例排斥也是个常用的办法，但举反例有时有难度．


【例22】
 下列命题正确的是

[image: 025-08]




解题思路
 　本题的（A）、（B）涉及乘积的极限运算定理．该定理是这么说的：设[image: 025-09]
 必存在且等于两个极限之积（其中□可以为x0
 ，∞，...）．除了这种情形之外，均可举出[image: 025-10]
 存在或不存在的例子．


本题的（C）、（D）涉及复合函数求极限的运算定理．复合函数求极限的运算定理如下：设[image: 025-11]
 ，且存在x=x0
 的某去心邻域[image: 025-12]
 时φ（x）≠u0
 ，又设[image: 025-13]
 ．而今（C）的条件比上述定理条件少了一项，结果是否成立就值得考虑了．而对于（D），因为∞不是一个数，φ（x）≠∞自然成立，（D）是正确的．




【解】
 应选（D）．


方法1
 　证明（D）是正确的．由[image: 025-14]
 ，对于任给ε>0，存在M>0，当｜u｜>M时，有｜f（u）-A｜<ε．又因[image: 025-15]
 ，故对于上述M>0，存在δ>0，当0<｜x-x0
 ｜<δ时，｜g（x）｜>M．将上述两点结合起来推知，对于任给ε>0，存在δ>0，当0<｜x-x0
 ｜<δ时，有｜f（g（x））-A｜<ε，即[image: 026-03]
 ．所以（D）正确．

[image: 026-04]



【例23】
 下列命题

①设[image: 0026-01]
 ，a>b，则必存在N>0，当n>N时un
 >vn
 ．

②设un
 >vn
 （n=1，2，…）且[image: 0026-02]
 ，则必有a>b．

③设un
 ≤xn
 ≤vn
 （n=1，2，…）且[image: 0026-03]
 ，则[image: 0026-04]
 必存在．

正确的个数为

（A）0个．

（B）1个．

（C）2个．

（D）3个．



解题思路
 　本题的①、②是由极限值的不等式推出变量之间的不等式关系或反之．其依据是极限的保号性定理．③有点像夹逼定理，但不尽然．数列的夹逼定理是这么说的：设un
 ≤xn
 ≤vn
 （n=1，2，…），且[image: 0027-01]
 ，则[image: 0027-02]
 存在且三者相等．由条件[image: 0027-03]
 可推出[image: 0027-05]
 ，但由[image: 0027-06]
 推不出[image: 0027-07]
 .




【解】
 应选（B），只有①是对的，理由如下：由

[image: 0027-08]


由定理1.2.5，存在N>0，当n>N时，un
 -vn
 与a-b>0同号，即有un
 >vn
 ，①正确．

②的反例：[image: 0027-09]
 ，（n=1，2，…），有un
 >vn
 ，但[image: 0027-10]
 ．

③的反例：[image: 0027-11]
 ，（n=1，2，…），有

[image: 0027-12]


但[image: 0027-13]
 却不存在．

[image: 001-01]
 3　函数的连续与间断

内容精讲

一、定义


定义1.3.1（函数在一点处连续）
 　设f（x）在x=x0
 的某邻域U（x0
 ）有定义，且

[image: 026-05]
 ，

则称f（x）在x=x0
 处连续．


定义1.3.2（函数在一点处左连续、右连续）
 　设f（x）在x=x0
 的左侧某邻域x0
 -δ<x≤x0
 有定义，且

[image: 026-06]
 ，

则称f（x）在x=x0
 处左连续．类似地可以定义右连续．


定义1.3.3（函数在（a，b）内、［a，b］上连续）
 　设f（x）在（a，b）内每一点处都连续，则称f（x）在（a，b）内连续．

类似可以定义f（x）在［a，b］上连续，其中在x=a处指的是右连续，x=b处指的是左连续．


定义1.3.4（第一类间断点）
 　设f（x）在x=x0
 的某去心邻域内有定义，如果[image: 026-07]
 存在，但f（x0
 ）无定义，或者虽有定义，但与[image: 026-08]
 不相等，称x=x0
 为f（x）的可去间断点
 ．

[image: 041_0001]


设f（x）在x=x0
 的某去心邻域内有定义，如果[image: 027-01]
 都存在，但不相等，称x=x0
 为f（x）的跳跃间断点
 ．此时不论f（x0
 ）是否存在，存在时等于什么都无关．

可去间断点与跳跃间断点统称为第一类间断点．

可去间断点是间断点中“最好”的间断点，只要补充定义f（x0
 ）或者修改f（x）在x=x0
 处的定义，使得[image: 027-02]
 ，就可将x=x0
 “改造”成为f（x）的连续点．

例如[image: 027-03]
 在x=0处无定义，但[image: 027-04]
 ，可见x=0为f（x）的可去间断点．如果补充定义[image: 027-05]
 此时f（x）在x=0连续．


定义1.3.5（第二类间断点）
 　设f（x）在x=x0
 的某去心邻域内有定义，如果[image: 027-06]
 与[image: 027-07]
 至少有一个不存在，称x=x0
 为f（x）的第二类间断点．第二类间断点又可细分为无穷间断点，振荡间断点等等
 ．

例如[image: 027-08]
 在x=0处为无穷间断点；[image: 027-09]
 在x=0处为振荡间断点．

二、重要性质、定理、公式


定理1.3.1（连续函数的四则运算）
 　设u（x）与v（x）在x=x0
 处连续，则四则运算之后所成的函数在x=x0
 也连续（除法运算时要求分母不为零）．


定理1.3.2（复合函数的连续性）
 　设f（u）在u=u0
 处连续，g（x）在x=x0
 处连续，且g（x0
 ）=u0
 ，则复合函数f（g（x））在x=x0
 处亦连续．


定理1.3.3（基本初等函数的连续性）
 　基本初等函数在它的定义域上都是连续的．


定理1.3.4（初等函数的连续性）
 　初等函数在它的定义域的区间内都是连续的．


定理1.3.5（闭区间上的连续函数的性质）
 　设f（x）在闭区间［a，b］上连续，则它具有下列性质：

（1）f（x）在［a，b］上有界（称有界性
 定理）；

（2）f（x）在［a，b］上有最大值与最小值（称最值
 定理）；

（3）设μ满足m≤μ≤M，则至少存在一点ξ∈［a，b］，使f（ξ）=μ（称介值
 定理）；

（4）设f（a）f（b）<0，则至少存在一点ξ∈（a，b），使f（ξ）=0（称零点
 定理）．


【注】
 若（3）中μ满足m<μ<M，则ξ∈（a，b）．


例题分析

一、讨论函数的连续与间断


【例1】
 函数[image: 0028-1]
 在x=_____处为_____间断点；x=_____处为_____间断点．



解题思路
 　初等函数在它的定义域的区间内是连续的．因此考察初等函数的间断点，只要考察它的定义域的端点处，例如分母为0处，lnx的x=0处，arcsinx、arccosx的x=±1处．




【解】
 应填x=0处为可去间断点，x=1处为无穷间断点．

由1-ex
 =0推知x=0，[image: 0028-3]
 ，但f（0）无定义，

所以x=0为可去间断点．

由x-1=0推知x=1，[image: 0028-2]
 ，所以x=1为无穷间断点．


【评注】
 为考察间断点类型，应考察相应点处的极限．


【例2】
 设f（x）与g（x）在（-∞，+∞）内都有定义，f（x）连续，g（x）有间断点且f（x）≠0，则下列函数中必有间断点的函数是

（A）g［f（x）］．

（B）f［g（x）］．

（C）［g（x）］2
 ．

（D）[image: 027-10]
 ．



解题思路
 　论证法：按照连续函数运算定理证明某选项必有间断点；排斥法：举例说明其中某三个选项可以没有间断点，余下一个即为所选．





【解】
 应选（D）．


论证法：
 命w（x）=g（x）+f（x）,g（x）=w（x）-f（x）．若w（x）无间断点，再由f（x）处处连续，所以g（x）也处处连续，与题设矛盾，所以w（x）有间断点，再命[image: 028-01]
 ，有w（x）=u（x）［f（x）］2
 ．若u（x）无间断点，则由［f（x）］2
 处处连续，w（x）也应处处连续，与已经证的矛盾，所以u（x）必有间断点选（D）．


排斥法：
 （A）取[image: 028-02]
 x=0为g（x）的间断点，再取f（x）=ex
 ，-∞<x<+∞．于是g［f（x）］=ex
 +1，-∞<x<+∞．但g［f（x）］无间断点．

（B）取[image: 028-03]
 x=0为g（x）的间断点，再取f（x）=x2
 +1，-∞<x<+∞．于是f（g（x））=2（-∞<x<+∞）无间断点．

（C）取g（x）同（B），［g（x）］2
 无间断点，故只能选（D）．


【评注】
 连续函数与有间断点的函数复合，或有间断点的函数与有间断点的函数复合，均可举出仍为连续的例子．



【例3】
 　下述命题

①设f（x）在任意的闭区间［a，b］上连续，则f（x）在（-∞，+∞）上连续.

②设f（x）在任意的闭区间［a，b］上有界，则f（x）在（-∞，+∞）上有界.

③设f（x）在（-∞，+∞）上为正值的连续函数，则[image: 044-01-b]
 在（-∞，+∞）上也是正值的连续函数.

④设f（x）在（-∞，+∞）上为正值的有界函数，则[image: 044-02-b]
 在（-∞，+∞）上也是正值的有界函数.

其中正确的个数为

（A）1.

（B）2.

（C）3.

（D）4.



解题思路
 　本题主要考查连续性与有界性的区别.连续性是按点来定义的，有界性是按区间来定义的.





【解】
 　应选（B），①与③是正确的.

①是正确的.设x0
 ∈（-∞，+∞），则x0
 必含于某区间［a，b］中，由题设f（x）在任意闭区间［a，b］上连续，所在x0
 处连续，所以在（-∞，+∞）上连续.

③是正确的.设x0
 ∈（-∞，+∞），所以f（x0
 ）>0且在x0
 处连续，由连续函数的四则运算法则知，[image: 044-03-b]
 在x0
 处也连续，所以[image: 044-04-b]
 在（-∞，+∞）上连续.

②是不正确的.反例：设f（x）=x+1，在区间［a，b］上，|f（x）|≤max{|a|+1，|b|+1}[image: 044-05-b]
 M，此界与［a，b］有关.易知，在（-∞，+∞）上f（x）=x+1无界.

④是不正确的.反例：f（x）=e-x2

 ，在区间（-∞，+∞）上0≤f（x）≤1有界，而[image: 044-06-b]
 =ex2

 在（-∞，+∞）上无界.

二、在连续条件下求参数


【例4】
 [image: 028-04]
 在（-∞，+∞）上连续的充要条件是常数a=_____，b=_____．



解题思路
 　先求出f（x）的分段表达式，然后由f（x）的连续性以定出a，b的值．





【解】
 应填a=0，b=1．

因为式子中含有x2n-1
 ，x2n
 等等，因此应区分｜x｜<1，｜x｜=1，｜x｜>1讨论之．

当｜x｜<1时，f（x）=ax2
 +bx．

[image: 028-05]


[image: 045-01-b]


[image: 029-01]


三、连续函数的零点问题

考研题中经常遇到零点问题．如果题的条件与结论中只涉及连续函数的零点，一般用连续函数零点定理（定理1.3.5的（4））或连续函数介值定理（定理1.3.5的（3））就够了．如果条件或结论中涉及导函数的零点，一般要用微分学的方法（见第二章[image: 109-04]
 3）．如果是两者兼有的综合题，那么可能既要用前者的定理，又要用后者的定理．

下面仅举只涉及前者的例子．


【例5】
 设f（x）是周期为2l（l>0）的连续函数，试证明：方程f（x）-f（x-l）=0在任何一个长度为l的闭区间［a，a+l］上至少有一实根．



解题思路
 　讨论f（x）-f（x-l），用连续函数零点定理试之即可．




【证明】
 命φ（x）=f（x）-f（x-l）有φ（a）=f（a）-f（a-l），

φ（a+l）=f（a+l）-f（a）=f（a-l）-f（a）=-φ（a）．

若φ（a）≠0，则φ（a+l）φ（a）<0．由定理1.3.5的（4）知，至少存在一点ξ∈（a，a+l）使φ（ξ）=0．

若φ（a）=0，则取ξ=a∈［a，a+l］使φ（ξ）=0，证毕．


第二章　一元函数微分学

考点与要求



理解　掌握
 　导数与微分的概念，导数的几何意义，可导与连续的关系，求导法则与初等函数求导公式，罗尔定理与拉格朗日中值定理和泰勒定理以及它们的应用，函数的极值与最值，判定极值、最值和单调性的方法以及它们的应用，不等式问题与零点问题．



了解　会用
 　平面曲线的切线与法线，导数的物理意义，微分的运算法则，一阶微分形式的不变性，高阶导数与简单的n阶导数，分段函数的一、二阶导数，隐函数与参数方程的一、二阶导数，柯西中值公式，凹凸与拐点，渐近线，函数的图形，曲率、曲率圆与曲率半径．




[image: 001-01]
 1　导数与微分，导数的计算

内容精讲

一、定义


定义2.1.1（导数）
 　设f（x）在x=x0
 的某邻域U（x0
 ）内有定义，并设x0
 +Δx∈U（x0
 ）．如果

[image: 030-01]


存在，则称f（x）在x=x0
 处可导，并称上述极限为f（x）在x=x0
 处的导数，记为

[image: 030-02]
 ．

若记y=f（x），则在x0
 点的导数又可记成[image: 030-03]
 等等．

如果f（x）在区间（a，b）内每一点x都可导，则称f（x）在（a，b）内可导，f′（x）称为f（x）在（a，b）内的导函数，简称导数．

在定义式中，若记x=x0
 +Δx，则该式可改写为[image: 030-04]
 ．

用此式时，免去了引入Δx的麻烦
 ．


【注】
 导数的定义式中，必须要有f（x0
 ），并且其中的f（x）是x0
 附近的x处的函数值．没有这些，谈不上求导数．将来按定义求导数时，必须抓住这两项！


提请考生注意的是，如果将

[image: 031-01]



随随便便改写成


[image: 031-02]



是不对的．例如，设u=（Δx）2
 ，由


[image: 031-03]



存在，只能推出右导数（见定义2.1.2）f′+
 （x0
 ）存在，推不出f′（x0
 ）存在．



定义2.1.2（左、右导数）
 　极限[image: 031-04]
 分别称为f（x）在x=x0
 处的左、右导数，分别记为f′-
 （x0
 ）及f′+
 （x0
 ）．

求分段函数在分界点处的导数要用定义做，一般还应分左、右导数讨论．


定义2.1.3（函数的微分）
 　设y=f（x）在x=x0
 的某邻域U（x0
 ）内有定义，并设x0
 +Δx∈U（x0
 ）．如果

[image: 031-05]
 ，

其中A与Δx无关，[image: 031-06]
 ，则称f（x）在点x=x0
 处可微，并称AΔx为f（x）在x=x0
 处的微分，记为dy=AΔx．又因自变量的增量Δx等于自变量的微分dx，于是dy又可写成dy=Adx．


定义2.1.4（高阶导数）
 　设[image: 031-07]
 存在，则称f（x）在x=x0
 处二阶可导，并称此极限为f（x）在x=x0
 处的二阶导数，记为[image: 031-08]
 等等．一般，设

[image: 031-09]


存在，则称f（x）在x=x0
 处n阶可导，并称此极限为f（x）在x=x0
 处的n阶导数，记为[image: 031-10]
 等等．通常约定f（0）
 （x）表示f（x）本身．

二、重要性质、定理、公式


1. 重要性质、定理



定理2.1.1（可导与连续的关系）
 　设f（x）在x处可导，则f（x）在同一点处必连续，但反之不真．

[image: 047_0001]



【注】
 以后凡说到f（x）可导，应立即想到它蕴含着f（x）在同一点必连续．连续是可导的前提．



定理2.1.2（左、右导数与可导的关系）
 　f（x）在x=x0
 处可导⇔f（x）在x=x0
 处左、右导数f′-
 （x0
 ）、f′+
 （x0
 ）都存在，并且f′-
 （x0
 ）=f′+
 （x0
 ）．当可导时，f′-
 （x0
 ）=f′+
 （x0
 ）=f′（x0
 ）．

函数f（x）在闭区间［a，b］的端点处的导数是指f′+
 （a）及f′-
 （b）．


导数的几何意义
 　f（x）在x=x0
 处的导数f′（x0
 ）是曲线y=f（x）在点（x0
 ，f（x0
 ））处的切线斜率．曲线y=f（x）在该点的切线方程为y-f（x0
 ）=f′（x0
 ）（x-x0
 ）．导数在几何上的应用最根本之点在于此．


定理2.1.3（可导与可微的关系）
 　y=f（x）在x=x0
 处可导f（x）在x=x0
 处可微．当满足此条件时，有

y=f′（x0
 ）dx．

对任意x，dy=f′（x）dx．


定理2.1.4（函数的微分与函数的增量之间的关系）
 　设y=f（x）在x0
 处可导（可微），则

Δy=dy+o（Δx），或写成Δy=f′（x0
 ）Δx+o（Δx）．

若又设在含有x0
 的某区间内存在二阶导数，则由拉格朗日余项泰勒公式（见本章[image: 109-04]
 3），有

[image: 032-01]
 ，

其中ξ介于x0
 与x0
 +Δx之间．


2. 重要公式



（1）常用的导数（微分）运算法则


以下均设所涉及的函数可导，则有

[image: 032-02]


与此相应的微分运算法则，就是微分形式不变性，即不论u是自变量还是中间变量，均有y=f′（u）du．


（2）基本初等函数的导数（微分）公式


[image: 032-03]


[image: 033-01]



（3）变限积分求导公式


设f（t）为连续函数，φ1
 （x）与φ2
 （x）均可导，则有

[image: 033-02]
 ．


（4）n阶导数运算法则
 　以下均设u，v为n阶可导，则有

[image: 033-03]


后一公式称为乘积的高阶导数的莱布尼茨公式
 ．


（5）几个常见的初等函数的n阶导数公式


[image: 033-04]


其中⑤中，若α为某一正整数n，则（（1+x）n
 ）}sp（n）=n！，（（1+x）n
 ）（n+j）
 =0，j=1，2，...．


（6）参数式所确定的函数的导数公式


设函数y=f（x）由参数式[image: 033-05]
 确定，并设x（t）与y（t）均可导，x′（t）≠0，则

[image: 033-06]
 ．

设曲线L由极坐标方程r=r（θ）给出，由x=rcosθ，y=rsinθ便可得到L的参数方程

[image: 033-07]


再按参数方程求y′x
 的办法便得L上任意一点处的切线斜率tanα=y′x
 ．例如，极坐标曲线r=eθ
 在点（r，θ）处的切线斜率[image: 033-08]



【注】
 将来在求曲线的弧长及曲线积分中，如果需要，也可按此办法化极坐标方程为参数方程．



（7）隐函数求导法


设函数y=f（x）由方程F（x，y）=0确定，视F（x，y）中的y为x的函数f（x），将F（x，y）=0两边对x求导，便得含有[image: 034-01]
 的一个式子，从中解出[image: 034-02]
 即可（假定其中出现的分母不为0）．

将已获得的[image: 034-03]
 再对x求导，并视其中的y为x的函数f（x），便得[image: 034-04]
 ．


（8）幂指函数u（x）v（x）
 的求导法则与公式


将幂指函数u（x）v（x）
 化为指数函数u（x）v（x）
 =ev（x）lnu（x）
 ，然后再求导得到公式

[image: 034-05]
 ．


（9）反函数的一阶及二阶导数公式


设y=f（x）可导且f′（x）≠0，则存在反函数x=φ（y），且

[image: 034-06]
 ．

若又设y=f（x）存在二阶导数，则（见本节例16）

[image: 034-07]
 ．

例题分析

一、按定义求一点处的导数

这是一类常考题．


【例1】
 设[image: 034-08]
 ，则f（x）在x=0处

（A）极限不存在．

（B）极限存在但不连续．

（C）连续但不可导．

（D）可导．



解题思路
 　按（A）、（B）、（C）、（D）逐个考察之．





【解】
 应选（D）．

[image: 034-09]


所以选（D）．


【例2】
 设g（x）在x=0处存在二阶导数，且g（0）=1，g′（0）=2，g″（0）=1，并设

[image: 035-02]


求f′（0），并讨论f′（x）在x=0处的连续性．



解题思路
 　g（x）在x=0处存在二阶导数g″（0），故存在x=0的某邻域，在此邻域内g′（x）存在，因此在该邻域内当x≠0时，f′（x）存在，而f′（0）应按定义做．然后再讨论是否有[image: 035-03]
 ．





【解】
 当x≠0时，有

[image: 035-04]


因为g′（x）在x=0处连续，所以[image: 035-05]
 ．但题中未设在x=0的某邻域当x≠0时g″（x）存在，故式（2.1）不能再用洛必达法则，此时应采用凑成导数的形式去求极限，现在实际上要去凑成g″（0）的形式：

[image: 035-06]


所以f′（x）在x=0处连续．


【评注】
 对于[image: 035-07]
 ，如果条件中仅设f′（x0
 ）与g′（x0
 ）存在，而未设在x=x0
 的去心邻域内f′（x）与g′（x）存在，那么不能用洛必达法则，而应采用凑成导数的形式（如式（2.2））．



【例3】
 　设当x≠0时[image: 053-10-b]
 ，且f（x）在x=0处连续，求曲线y=f（x）在其上x=0对应的点处的切线方程.


【解】
 　应先求出f（0）.由连续性，

[image: 054-01-b]


再由f′（0）的定义，

[image: 054-02-b]


所以由（*）得[image: 054-03-b]
 所求切线方程为

[image: 054-04-b]



【注】
 　如果（*）这一步直接写[image: 054-05-b]
 是存疑的，因为似乎用了f′（x）在x=0处的连续性了.

二、已知f（x）在某点x=x0
 处可导，求与此有关的某极限或其中某参数，或已知某极限求f（x）在x=x0
 处的导数


【例4】
 设f（x）在x=0处连续，下列命题错误的是：

[image: 036-01]


[image: 054_0001]




解题思路
 　由f（x）在x=0处连续，所以[image: 036-02]
 ．本题（A）实际上是由[image: 036-03]
 ？解决这类问题的办法在第一章中已用过多次．对于（B）亦类似．对于（C），由[image: 036-04]
 去推f′（0）是否存在？为此，将f′（0）写成它的定义式：


[image: 036-05]



然后用[image: 036-06]
 去讨论式（2.3）．实质上就是利用已知极限[image: 036-07]
 去讨论另一极限（不过后者这个极限的形式（2.3）是固定的）．对于（D），关键在于由


[image: 036-08]



能否拆成如下两个都存在且等于
 [image: 036-09]
 ？




【解】
 应选（D），即（D）是不正确的．

[image: 036-10]


（A）正确．

将f（x）+f（-x）看作（A）中的f（x），于是推知

f（0）+f（-0）=f（0）+f（0）=0，

所以f（0）=0. （B）正确．

在（C）的条件下，已推得f（0）=0，从而

[image: 036-11]


所以（C）正确．

所以只有（D）不正确，选（D）．

也可直接举反例说明（D）不正确，反例：f（x）=｜x｜，

[image: 036-12]


但f（x）=｜x｜在x=0处不可导．


【评注】
 （1）将（A）、（C）两条合并，可以写成下述结论：设f（x）在x=0处连续且[image: 037-01]
 ，则f（0）=0，f′（0）存在且等于A．在做选择题时可直接拿来用．“条件f（x）在x=0处连续”不能省，不然只能推出[image: 037-02]
 ．


（2）有人按照下述步骤来“证明”（D）也“正确”：将（D）中的f（x）-f（-x）看成（C）中的f（x），由（C）推知

[image: 037-11]


错在从式（2.5）推不出式（2.6），和的导数存在推不出两项的导数分别存在．

（3）有人按照下述步骤来“证明”（D）“正确”：

[image: 037-03]



为‘[image: 037-04]
 型’，由洛必达法则，有


[image: 037-05]



所以[image: 037-06]
 ．”


①、②、③三步都是错的，题中未设f（x）-f（-x）在x=0的去心邻域可导，①这步不能用洛必达法则．在未设f′（x）与f′（-x）分别存在的条件下，②这步不成立．未设f′（x）在x=0处连续，③这步不成立．那么多步骤有问题，你可察觉到了？


【例5】
 设f（x）在x=x0
 的某邻域内有定义，在x=x0
 的某去心邻域内可导．下述论断正确的是

[image: 037-07]




解题思路
 　处理本题的关键是将f′（x0
 ）的定义式[image: 037-08]
 联系来考虑．


如果增设f（x）在x=x0
 处连续，那么在[image: 037-09]
 （或∞）的条件下，由洛必达法则有

[image: 037-10]
 ，


所以f′（x0
 ）=A.


（A）正确，但现在未设f（x）在x=x0
 连续，故（A）未必正确（事实上有反例，见解）．

讲洛必达法则时，曾经指出，由上式左边f′（x0
 ）存在，推不出右边[image: 038-01]
 存在（反例见解），故（B）也不正确．

（C）是正确的，见解中证明．




【解】
 应选（C）．用反证法，设f′（x0
 ）存在，则f（x）在x=x0
 处连续，那么在[image: 038-02]
 条件下，由洛必达法则有

[image: 038-03]
 ，

矛盾，所以f′（x0
 ）不存在．

（A）的反例

[image: 038-04]


（B）的反例

[image: 038-05]


f′（0）存在，但[image: 038-06]
 不存在．

（D）的反例见（A）的反例．


【评注】
 请读者务必理解并记住（A）、（B）、（D）的反例以及（C）的证明．f（x）在x=x0
 的某邻域内有定义的前提下，只有（C）是正确的．同时也请注意，在增设f（x）在x=x0
 连续的条件下，则（A）也是正确的．什么条件下得到什么结论要记准确．



【例6】
 设当0≤x<1时f（x）=x（b2
 -x2
 ），且当-1≤x<0时f（x）=af（x+1），求常数a、b的值使f（x）在x=0处可导，并求f′（0）．



解题思路
 　为了讨论f（x）在x=0处的可导性，应先写出f（x）在x=0的左侧邻域内的表达式，然后讨论f（x）在x=0处的连续性及可导性，以此定出常数a与b．





【解】
 设-1≤x<0，则0≤x+1<1，从而

f（x）=af（x+1）=a（x+1）（b2
 -（x+1）2
 ）．

得到f（x）的分段表达式：

[image: 038-07]


再考虑f（x）在x=0处的左、右导数：

[image: 039-01]



【例7】
 设f（x）在x=0的某邻域内连续，且

[image: 039-02]


（Ⅰ）求f（0），并证明f′（0）存在并求之．

（Ⅱ）设[image: 039-03]
 ，求常数b与k的值．



解题思路
 　由式（2.9）利用极限与无穷小的关系解出f（x），再由[image: 039-04]
 可求得f（0）．用f′（0）的定义证明f′（0）存在并求之．步骤规范，无难点．对于（Ⅱ），由


[image: 039-05]
 ，


再用洛必达法则定出常数b与k的值．





【解】
 （Ⅰ）由式（2.9）及极限与无穷小的关系，解得

[image: 039-06]


取k=3，由f′（0）的定义式，有上式右边[image: 040-01]
 ，按题设它应等于1，所以[image: 040-02]
 ．


【评注】
 如果一开始，题中就增设f′（0）存在，那么本题（Ⅰ）也可用佩亚诺余项泰勒公式处理如下：


将f（x）展开至n=1，f（x）=f（0）+f′（0）x+o（x），代入式（2.9）得

[image: 040-03]



所以[image: 040-04]
 ．比原解（Ⅰ）要快．


三、绝对值函数的导数


【例8】
 设f（x）在x=a处可导，证明：

（Ⅰ）若f（a）≠0，则｜f（x）｜在x=a处必可导；

（Ⅱ）若f（a）=0，则｜f（x）｜在x=a处可导的充要条件是f′（a）=0．

[image: 059_0001]




解题思路
 　带绝对值号的函数讨论其导数时，原则上是按定义去掉绝对值号讨论之．但当f（a）=0时，｜f（a）｜=f（a）=0，因此


｜f（x）｜-｜f（a）｜=｜f（x）｜=｜f（x）-f（a）｜，


用上式来讨论｜f（x）｜在x=a处的可导性时很方便．





【证明】
 （Ⅰ）f（a）≠0，设f（a）>0，由保号性，存在x=a的某邻域U，当x∈U时f（x）>0．从而

[image: 040-05]


[image: 041-01]


当满足上述充要条件时，｜f（x）｜′x=a
 =0．


【评注】
 做选择题时，可以用本例的现成结论．例如，下述选择题：


设f（x）在x=a处可导，则｜f（x）｜在x=a处不可导的充要条件是

（A）f（a）≠0，f′（a）≠0．

（B）f（a）≠0，f′（a）=0．

（C）f（a）=0，f′（a）≠0．

（D）f（a）=0，f′（a）=0．

［C］


【例9】
 设f（x）=｜x-x0
 ｜g（x），g（x）在x=x0
 的某邻域有定义，f（x）在x=x0
 处可导的充要条件是

（A）[image: 041-02]
 分别存在且[image: 041-11]
 ．

（B）[image: 041-03]
 存在．

（C）g（x）在x=x0
 处连续．

（D）g（x）在x=x0
 处可导．



解题思路
 　按f（x）在x=x0
 处的导数定义式去做即可．





【解】
 应填（A）．

[image: 041-04]
 ，

所以f（x）在x=x0
 处可导的充要条件为

[image: 041-05]
 ．

选（A）．


【评注】
 如果假设g（x）在x=x0
 处连续，则[image: 041-06]
 再连同（A），推得：“设f（x）=｜x-x0
 ｜g（x），并且g（x）在x=x0
 处连续，则f（x）在x=x0
 处可导的充要条件是g（x0
 ）=0”．这个推论请记住，很有用．例如本章习题中8题套用此结论就很方便．


四、由极限式表示的函数的可导性


【例10】
 设函数[image: 041-07]
 ，则f（x）在（-∞，+∞）内

（A）处处可导．

（B）恰有1个不可导点．

（C）恰有2个不可导点．

（D）至少有3个不可导点．



解题思路
 　正如第一章[image: 041-08]
 2例19评注中所指出的，应分两步走，先求出此极限，得到f（x）的分段表达式，再讨论f（x）的可导性．





【解】
 应选（C）．

当｜x｜<1时，有

[image: 041-09]
 ，

命n→∞取极限，得

[image: 041-10]
 ．

[image: 042-01]


再讨论f（x）的不可导的点，易知x=±1处不可导．选（C）．

五、导数与微分、增量的关系


【例11】
 设函数y=f（x）具有二阶导数，且f′（x）>0，f″（x）>0，Δx为自变量x在点x0
 处的增量，Δy与dy分别为f（x）在点x0
 处对应的增量与微分，若Δx>0，则

（A）0<dy<Δy．

（B）0<Δy<dy．

（C）Δy<dy<0．

（D）dy<Δy<0．



解题思路
 　由定理2.1.4就可解决本题．





【解】
 应选（A）．


方法1
 　dy=f′（x0
 ）Δx>0．再由定理2.1.4，[image: 042-02]
 ，所以Δy>dy>0．选（A）．


方法2
 　排除法，f（x）=x2
 ，x>0，有f′（x）>0，f″（x）>0.dy=2xΔx，Δy=（x+Δx）2
 -x2
 =2xΔx+（Δx）2
 >2xΔx=dy>0，所以（B）、（C）、（D）均不对，选（A）．


方法3
 　用两次拉格朗日中值公式，有

Δy-dy=f（x0
 +Δx）-f（x0
 ）-f′（x0
 ）Δx

=f′（ξ）Δx-f′（x0
 ）Δx=（f′（ξ）-f′（x0
 ））Δx

=f″（ξ1
 ）（ξ-x0
 ）Δx，

其中x0
 <ξ<x0
 +Δx，x0
 <ξ1
 <ξ，Δx>0，从而推知Δy>dy>0．选（A）．

六、求导数的计算题


【例12】
 设[image: 042-03]
 _____．



解题思路
 　按参数式确定的函数求导数的办法做，特别要注意如何正确求[image: 042-04]
 ．





【解】
 应填2te2t2

 （sint2
 +cost2
 ）．

[image: 042-05]



【例13】
 设y=y（x）是由方程y3
 +xy+x2
 -2x+1=0确定并且满足y（1）=0的连续函数，则[image: 042-06]
 _____．



解题思路
 　此为“[image: 043-01]
 型”，分母为变限积分，想到用洛必达法则，一次次用下去，为此要计算y′（x）及y″（x），这就要从y3
 +xy+x2
 -2x+1=0去求隐函数的导数．





【解】
 应填-3．

[image: 043-02]



【评注】
 求隐函数的导数时，常常是给出x=x0
 ，要求y′（x0
 ）=？此时，一般应从F（x，y）=0中计算出当x=x0
 时y=？代入已计算出的y′（x）便得y′（x0
 ）．在求y″（x）时，应将y′（x）中的y都看成x的函数求之，如式（2.12）那样．



【例14】
 设[image: 043-03]
 ，则f（n）
 （0）=_____（n≥1）．



解题思路
 　直接求n阶导数的方法是不可取的，宜拆项．拆项之后有两个方法．一是对拆项后的每一项求导．





【解】
 应填n!（2n
 -1），n≥1．

[image: 044-01]



【例15】
 　设f（x）=（x2
 -1）n
 ，则fn+1
 （-1）=_____.



解题思路
 　分解f（x）=（x+1）n
 （x-1）n
 ，然后用乘积（uv）的高阶导数的莱布尼茨公式.




[image: 063-01-b]


以x=-1代入，只有第2项不为零，所以

f（n+1）
 （-1）=（n+1）·n! n（-2）n-1
 =（n+1）!n（-2）n-1
 .


【例16】
 设y=f（x）具有二阶导数，且f′（x）≠0，x=φ（y）是y=f（x）的反函数，则φ″（y）=_____．



解题思路
 　反函数的一阶导数公式为[image: 044-02]
 ．在此基础上，计算[image: 044-03]
 ．




[image: 044-04]



【评注】
 反函数的二阶导数φ″（y）怎么计算应弄清楚．


[image: 001-01]
 2　导数的应用

内容精讲

一、定义


定义2.2.1（极值）
 　设f（x）在x=x0
 的某邻域有定义，如果存在一个邻域U（x0
 ），当x∈U（x0
 ）时有

f（x）≥（≤）f（x0
 ），

称f（x0
 ）为f（x）的一个极小（极大）值，点x=x0
 称为f（x）的一个极小（极大）值点．

极小值与极大值统称为极值，极小值点与极大值点统称为极值点．


定义2.2.2（最值）
 　设f（x）在某区间I上有定义，如果存在x0
 ∈I，使对一切x∈I有

f（x）≥（≤）f（x0
 ），

称f（x0
 ）为f（x）在I上的最小（最大）值．


【注】
 极值与最值是有区别但又是有联系的．例如，设f（x）=ex
 ，x∈（-∞，0］．f（0）=e0
 =1为f（x）在（-∞，0］上的最大值：f（x）≤f（0）．但f（x）在（-∞，0］上没有极值．这是因为：首先，点x=0不存在那种邻域U（0），使x∈U（0）时f（x）≤f（0），因为x=0的右半邻域已超出f（x）的定义域．其次，对于（-∞，0）内的任意x0
 ，不论U（x0
 ）取得多么小，对于x∈U（x0
 ），并不总有f（x）≤f（x0
 ）．所以此f（x）在（-∞，0］上无极大值．易见也无极小值．所以f（x）在（-∞，0］上无极值．


又如f（x）=3x-x3
 ，有f′（x）=3（1-x2
 ），f″（x）=-6x，f′（±1）=0，f″（±1）=∓6，f（1）=2为极大值，f（-1）=-2为极小值．但容易看出，此f（x）在（-∞，+∞）上无最大值，也无最小值．

如果f（x）在区间I上有最值点x0
 ，并且此最值点x0
 不是区间I的端点而是I内部的点，那么此x0
 必是f（x）的一个极值点．事实上，设f（x0
 ）为f（x）在I上的最大值点，则对一切x∈I，有f（x）≤f（x0
 ）．又因x0
 为I内部的点，故存在一个邻域U（x0
 ）⊂I，当x∈U（x0
 ）⊂I时，f（x）≤f（x0
 ）．按极大值的定义，f（x0
 ）为f（x）的一个极大值．


定义2.2.3（曲线的凹凸性）
 　设y=f（x）在区间I上连续，如果对于区间I上任意两点x1
 与x2
 ，联结点A（x1
 ，f（x1
 ））与点B（x2
 ，f（x2
 ））的弦[image: 045-02]
 的上方（下方）称曲线y=f（x）在I上是凹（凸）的．


定义2.2.4（曲线的拐点）
 　连续曲线y=f（x）上的凹、凸弧的分界点称为该曲线的拐点．

二、重要性质、定理、公式与方法


1. 极值与单调性的判定



定理2.2.1（单调性的判定）
 　设f（x）在区间I上f′（x）≥0（≤0），且不在任一子区间上取恒等号，则f（x）在I上是严格单调增加（减少）的．


【注】
 ①以后凡说到区间I，可以是开的、闭的或半开半闭，或无穷区间都可以．


②以上的≥0（≤0）如果在某些子区间上成立等号，则f（x）只能证明是单调增加（减少）的．


定理2.2.2（可导点处极值的必要条件）
 　设f（x）在x=x0
 处为极值，且f′（x0
 ）存在，则f′（x0
 ）=0．


【注】
 函数连续但不可导的点x0
 处，f（x0
 ）也可以为极值；另一方面，使f′（x0
 ）=0的x=x0
 也未必使f（x0
 ）为极值．应检查充分条件．



定理2.2.3（极值的第一充分条件）
 　设f（x）在x=x0
 处连续，在x=x0
 的去心邻域内可导，

①若在x=x0
 的左侧邻域内f′（x）>0，右侧邻域内f′（x）<0，则f（x0
 ）为极大值；

②若在x=x0
 的左侧邻域内f′（x）<0，右侧邻域内f′（x）>0，则f（x0
 ）为极小值．


【注】
 ①若f′（x）在x=x0
 的左、右邻域内f′（x）同号，则f（x0
 ）必不是极值．


②即使函数连续且在左、右侧邻域导数都存在，并且f（x0
 ）为极值，也未必存在某左侧邻域使f′（x）>0（<0）与某右侧邻域使f′（x）<0（>0）．换言之，左、右侧邻域导数反号是极值的充分条件而不是必要条件．


定理2.2.4（极值的第二充分条件）
 　设f（x）在x=x0
 处存在二阶导数，

f′（x0
 ）=0，f″（x0
 ）≠0，

①若f″（x0
 ）<0，则f（x0
 ）为极大值；

②若f″（x0
 ）>0，则f（x0
 ）为极小值．


2. 凹凸性与拐点的判定



定理2.2.5（凹凸性的判定）
 　设f（x）在区间I上f″（x）≥0（≤0），且不在任一子区间上取等号，则曲线y=f（x）在区间I上是凹（凸）的．

[image: 064_0001]



定理2.2.6（二阶可导点处拐点的必要条件）
 　设点（x0
 ，f（x0
 ））为曲线y=f（x）的拐点，且f″（x0
 ）存在，则f″（x0
 ）=0．


定理2.2.7（拐点的充分条件）
 　设f（x）在x=x0
 处连续，在x=x0
 的某去心邻域内二阶可导，并且在x=x0
 的左、右邻域f″（x）反号，则点（x0
 ，f（x0
 ））是曲线y=f（x）的拐点．


【注】
 若f″（x0
 ）=0且f‴（x0
 ）>0（<0），则曲线y=f（x）在点（x0
 ，f（x0
 ））的左侧邻近是凸的（凹的），右侧邻近是凹的（凸的），从而知点（x0
 ，f（x0
 ））是曲线y=f（x）的拐点．见下面的例2．



3. 闭区间上连续函数的最大值、最小值求法


（1）求出f（x）在该区间内部的一切驻点及不可导的点，并计算相应的函数值；

（2）求出f（x）在闭区间两端点处的函数值；

（3）比较上述（1）（2）中求出的函数值，最大者为最大值，最小者为最小值．

（4）如果f（x）区间内部只有一个可疑极值点，并且是极大（极小）值点，则它必是f（x）的最大（最小）值点．此时的“区间”可以是闭的，也可以是开的、半开半闭或无穷区间．实际上遇到的多数是（4）．


4. 应用问题的最值的求法


（1）建模：建立目标函数的表达式y=f（x），及相应的定义区间I；

（2）如果f（x）在I内可导，则求出f（x）在I内的一切驻点；

（3）如果I内只有一个驻点，并且经检验，是极大（极小）值点，则在此唯一的驻点处函数必为最大（极小）值．


【注】
 这里的（2）（3）中的“如果”，必须认真检查是否真的满足．



5. 渐近线的求法



（1）水平渐近线


若[image: 046-01]
 ，则y=b1
 是一条水平渐近线；若又有[image: 046-02]
 ，则y=b2
 也是一条水平渐近线（若b1
 =b2
 ，则当然只能算作一条）．


（2）铅直渐近线


若存在x0
 ，使[image: 046-03]
 ，则x=x0
 是一条铅直渐近线．这里的x0
 先由观察法观得，一般考虑分母为零处、对数的真数为零处等等．


（3）斜渐近线


y=ax+b是曲线y=f（x）的一条斜渐近线的充要条件是

[image: 046-04]
 （f（x）-ax）=b．

这里x→+∞也可以改成x→-∞．若a=0上式成立，即为水平渐近线．


6. 曲率、曲率圆与曲率半径


设f（x）存在二阶导数，曲线y=f（x）在其上点（x，f（x））处的曲率计算公式为

[image: 047-01]
 ．

（2.14）

设在点M（x，f（x））处y″≠0．经过点M在曲线y=f（x）的凹向作该曲线的法线，在法线上取点C．以[image: 047-02]
 为半径，C为圆心所作的圆周称为曲线y=f（x）在点M处的曲率圆，它的半径称为该曲线在点M处的曲率半径．曲率半径的计算公式是

[image: 047-03]
 ．

例题分析

一、增减性、极值、凹凸性、拐点的讨论


【例1】
 设函数y=f（x）连续，除x=a外f″（x）均存在．一阶导函数y′=f′（x）的图形如图2-1所示，则y=f（x）

[image: 0047-1]
图2-1



（A）有两个极大值点，一个极小值点，一个拐点．

（B）有一个极大值点，一个极小值点，两个拐点．

（C）有一个极大值点，一个极小值点，一个拐点．

（D）有一个极大值点，两个极小值点，两个拐点．



解题思路
 　本题讨论极大（极小）值点及拐点．步骤如下：（1）求出（或看出）使f′（x）=0的点以及函数连续但f′（x）不存在的点，这种点称为可疑极值点；（2）再由定理2.2.3或定理2.2.4判别点x=x0
 是否为极值点以及极大值还是极小值点；（3）考虑f″（x）=0即（y′）′=0的点以及函数连续但f″（x）不存在的点，类似于（1）、（2）对f′（x）的讨论，可推得y=f（x）的图形的拐点．




【解】
 应选（D）．

如图2-2，f′（x1
 ）=0，当x从小于x1
 经过x1
 至大于x1
 ，f′（x）由负变正，故x=x1
 为极小值点．

[image: 0048-1]
图2-2



经类似地讨论，x=x3
 为极大值点．

f（x）在x=a处连续，左侧邻域f′（x）<0，右侧邻域f′（x）>0，故x=a为f（x）的极小值点．

又f″（x2
 ）=0，左侧邻域f″（x）>0，右侧邻域f″（x）<0，故点（x2
 ，f（x2
 ））为图形y=f（x）的拐点．

f（x）在x=a处连续，左侧邻域f″（x）<0，图形y=f（x）凸，右侧邻域f″（x）>0，图形y=f（x）凹，故点（a，f（a））为该图形的拐点．

选（D）．


【例2】
 设f（x）在x=x0
 处存在三阶导数，且f′（x0
 ）=f″（x0
 ）=0，f‴（x0
 ）=a>0，则

（A）f（x0
 ）是f（x）的极小值．

（B）f（x0
 ）是f（x）的极大值．

（C）在点（x0
 ，f（x0
 ））左侧邻近曲线y=f（x）是凹的，右侧邻近曲线y=f（x）是凸的．

（D）在点（x0
 ，f（x0
 ））左侧邻近曲线y=f（x）是凸的，右侧邻近曲线y=f（x）是凹的．



解题思路
 　由三阶导数的定义式入手，推导出f″（x）的符号．





【解】
 应选（D）．

由[image: 047-04]
 及极限的保号性定理知，当x<x0
 且x很接近于x0
 时，f″（x）<0，从而知图形y=f（x）是凸的；当x>x0
 且x很接近于x0
 时，f″（x）>0，图形是凹的．选（D）．


【注】
 ①本题的前提条件也可改为：设f（x）在x=x0
 的某邻域内二阶导数存在，且设[image: 047-05]
 ，则选项仍为（D）．


②本题的前提条件如果改为：设f（x）在x=x0
 处连续，在x=x0
 的某去心邻域内可导，且[image: 047-06]
 ，则选项应是（A）．为什么？请读者思考．


【例3】
 　设函数g（x）在x=0的某邻域内连续，且当[image: 067-03-b]
 ，又设f（x）在该邻域内存在二阶导数且满足

[image: 067-04-b]


则x=0是f（x）的

（A）驻点，但不是极值点.

（B）极小值点.

（C）极大值点.

（D）极值点或仅是驻点，要由具体的g（x）确定.



解题思路
 　给了一个函数，已知它满足某微分方程，要讨论该函数的某些性质，一个方法是求出解，再去讨论解的性质.但这不是一个最好的办法，因为求解并不方便，或者甚至无法按常规方法去求解，另一个方法是直接去讨论所要的论断，要什么讨论什么.本题及下面例4，就按这种思路去分析讨论.





【解】
 　应选（B）.

[image: 067-05-b]


对上式右端试用洛必达法则，

[image: 067-06-b]


所以f″（0）=（f″（0））2
 +[image: 067-07-b]
 ，即（f″（0））2
 -f″（0）+[image: 067-08-b]
 =0，从而

[image: 067-09-b]


由[image: 068-01-b]
 ，推知f（0）为极小值.选（B）.


【例4】
 　设f（x）在区间［a，b］上存在二阶导数且满足f（a）=f（b）=0及

f″（x）+（f′（x））2
 -f（x）=0

则在区间（a，b）内

（A）f（x）>0.

（B）f（x）<0.

（C）f（x）≡0.

（D）f（x）变号.



解题思路
 　从题设条件看，虽然并没有直接与极大、极小值有关，但从选项可以看出，若为（A），则必有正的极大值，所以仍由极大、极小值入手.





【解】
 　应选（C）.

设存在点c∈（a，b）使f（c）>0，则存在x0
 ∈（a，b）使[image: 068-02-b]
 ，从而f（x0
 ）也是f（x）的一个极大值，f′（x0
 ）=0，以x=x0
 代入所给方程得f″（x0
 ）>0，从而推知f（x0
 ）是f（x）的一个极小值，矛盾.同理，若存在点c∈（a，b）使f（c）<0亦导致矛盾，所以选（C）.


【例5】
 　设函数f（x）满足关系式f″（x）+［f′（x）］2
 =x，且f′（0）=0，则

（A）f（0）是f（x）的极大值.

（B）f（0）是f（x）的极小值.

（C）点（0，f（0））是曲线y=f（x）的拐点.

（D）f（0）不是f（x）的极值，点（0，f（0））也不是曲线y=f（x）的拐点.


【解】
 　应选（C）.

由于f″（0）=0-（f′（0））2
 =0-0=0，暂时无法确定选项，需进一步讨论. 改写成

f″（x）=x-［f′（x）］2
 ，

由于右边可再求导，故左边

f‴（x）=［x-（f′（x））2
 ］′=1-2f′（x）f″（x）

以x=0代入，得f‴（0）=1-2f′（0）f″（0）=1，所以

[image: 068-03-b]


从而知，存在x=0的去心邻域，在此邻域内f″（x）与x同号. 于是推知在此去心邻域内，当x<0时曲线y=f（x）是凸的，当x>0时，曲线是凹的，故点（0，f（0））是曲线y=f（x）的拐点.选（C）.


【注】
 　本题为2000年数学二考研真题.本题不但证得点（0，f（0））为曲线y=f（x）的拐点，还清楚地证得该曲线y=f（x）在x=0的左、右去心邻域内分别为凸弧与凹弧.


【例6】
 设函数f（x）在区间（0，+∞）上可导，且f′（x）>0，[image: 047-07]
 [image: 047-08]
 ．求函数F（x）的单调区间，并求函数y=F（x）的图形的凹凸区间及拐点．



解题思路
 　求出F′（x）及F″（x）讨论即可．




[image: 047-09]


[image: 048-01]


又F′（1）=0，所以F（x）在区间（0，+∞）上严格单调增加．

[image: 048-02]
 ，

所以当0<x<1时，F″（x）<0，曲线y=F（x）为凸；当1<x<+∞时，F″（x）>0，曲线y=F（x）为凹，F（1）=0，所以点（1，0）是曲线y=F（x）的拐点．


【评注】
 为了弄清楚
 [image: 048-03]
 的符号，将等式右边的第二、第三两项合并改写为


[image: 048-04]
 ，


然后将F′（x）的表达式写成一个积分


[image: 048-05]
 ，


这样可以方便地看出F′（x）的符号．这种处理方法是解决本题的关键，请读者注意学习．



【例7】
 设y=y（x）是由2y3
 -2y2
 +2xy-x2
 =1确定的连续的可以求导的函数，求y=y（x）的驻点，并判别它是否为极值点．



解题思路
 　这是由方程确定的隐函数求其驻点、极值点的题．第一步按隐函数的求导法则，求出导数y′并命其为0，由此一般不能立即得出驻点坐标，而只能得出含有x、y的一个关系式；第二步，将上述关系式与原方程联立解出（x，y），并验算在此点处y′的分母（一般说来，由隐函数求得的y′含有分母）不为0，从而推知此x就是y=y（x）的驻点；第三步，再求出y″（x），并以驻点坐标x及相应的y的值代入，由y″（x）的符号确定是否为极大（极小）值或不能确定（例如当y″=0时）．





【解】
 由隐函数求导法有

[image: 048-06]
 ，

命y′=0，得x-y=0，再与原方程2y3
 -2y2
 +2xy-x2
 =1联立解得x=1，y=1．在x=1，y=1处，y′的分母不为零，故x=1为y=y（x）的驻点．再求y″得

[image: 048-07]
 ，

以x=1，y=1，y′=0代入上式，得[image: 048-08]
 ，所以y（1）=1为极小值．


【评注】
 在二元函数中也有这一类问题，处理方法类似．



【例8】
 讨论由参数式x=t2
 +2t，y=t-ln（1+t）确定的曲线y=y（x）的单调区间、极值、凹凸区间、拐点及渐近线方程．

[image: 069_0001]




解题思路
 　曲线y=y（x）由参数方程给出，单调性等仍应归结到用参数式讨论y′（x）、y″（x）等等．





【解】
 [image: 049-01]
 ，

由y=t-ln（1+t）知，t>-1．所以[image: 049-02]
 ，因此由参数式的确可以确定y为x的函数，且有

[image: 049-03]
 ．

当-1<t<0时，-1<x<0，y′（x）<0，曲线严格单调下降；当0<t<+∞，0<x<+∞，y′（x）>0，曲线严格单调上升，x=0为y=y（x）的极小值点，y（0）=0为极小值．

再讨论曲线y=y（x）的凹凸区间与拐点．

[image: 049-04]
 ．

当-1<t<1时，-1<x<3，y″（x）>0，曲线凹；当1<t<+∞时，3<x<+∞，y″（x）<0，曲线凸，点（3，1-ln2）为拐点．

再看渐近线．

[image: 049-05]
 ，

t=-1时x=-1，所以x=-1为铅直渐近线．又t→+∞对应于x→+∞

[image: 049-06]


所以无水平渐近线，也无斜渐近线．

二、渐近线


【例9】
 曲线[image: 049-07]
 的渐近线的条数为

（A）1条．

（B）2条．

（C）3条．

（D）4条．



解题思路
 　按求渐近线的办法具体计算之即可．





【解】
 应选（D）．

先看铅直渐近线．因[image: 049-08]
 ，所以x=0，x=1分别是该曲线的铅直渐近线．

再看水平渐近线．

[image: 049-09]


所以沿x→+∞方向无水平渐近线．

[image: 049-10]
 ，

所以沿x→-∞方向有水平渐近线y=0．

再看斜渐近线．

[image: 049-11]


[image: 050-01]


所以沿x→+∞方向有一条斜渐近线y=x．因沿x→-∞方向有水平渐近线，当然就没有斜渐近线．所以共有4条，选（D）．

三、曲率与曲率圆


【例10】
 已知抛物线y=ax2
 +bx+c在点M（1，2）处的曲率圆的方程为[image: 050-02]
 ，则常数a=_____，b=_____，c=_____．



解题思路
 　曲线L：y=f（x）在其上点，M（x，y）处的曲率计算公式为（2.14），半径为R的圆周上任意一点处的曲率均相等，即[image: 050-04]
 ．


曲线L上点M（x，y）处的曲率圆C是这样一个圆（周），（1）它通过点M，并且在此点与L有公共的切线，即L与C在点M处有相同的y与相同的y′；（2）在点M处C与L有相同的k（设k≠0）及相同的凹向，从而有相同的y″．

由此，由曲率圆C在点M（1，2）处的y，y′，y″，立即可推得该抛物线y=ax2
 +bx+c应满足的关系式．




【解】
 应填a=2，b=-3，c=3．

由x=1时y=2，所以2=a+b+c．

在点M（1，2）处曲率圆[image: 050-05]
 的

[image: 050-06]
 ．

从而知L的y′｜x=1
 =2a+b=1．

在点M（1，2）处曲率圆的

[image: 050-07]
 ，

所以L的y″=2a=4，于是推知a=2，b=-3，c=3．如上填．


【例11】
 　设曲线y=y（x）由参数式[image: 143324]
 ，确定，则该曲线在[image: 143528]
 对应的点处的曲率k=_____.

[image: 143607]


四、最大值、最小值问题


【例12】
 在椭圆[image: 050-08]
 上的第一象限中，求点（ξ，η），使过此点的切线与两坐标轴正向围成的图形绕x轴旋转的旋转体体积为最小．



解题思路
 　求最值的应用题的步骤见本节二之4．





【解】
 椭圆[image: 051-01]
 上点（ξ，η）处的切线斜率[image: 051-02]
 ，切线方程为

[image: 051-03]
 ．

在两坐标轴正向的截距分别为[image: 051-04]
 ，切线与两坐标轴围成的三角形绕x轴旋转一周所成旋转体体积

[image: 051-05]
 ，

要求（ξ，η）使V1
 为最小值，就是求（ξ，η）使[image: 051-06]
 为最大值．改写上式为

[image: 0052-01]


得[image: 0052-02]
 ，当[image: 0052-03]
 时，[image: 0052-04]
 ；当[image: 0052-05]
 时，[image: 0052-06]
 ．所以当[image: 0052-07]
 时u为唯一极大值，即最大值．对应的[image: 0052-08]
 ，此时V1
 最小．


【例13】
 设a>0，[image: 0052-09]
 ．f（x）的最大值

（A）当0<a<1时是[image: 0052-10]
 ．

（B）当0<a<1时是f（0）．

（C）当a≥1时是[image: 0052-11]
 ．

（D）当a≥1时是f（0）．



解题思路
 　闭区间上的连续函数必存在最值．如果该函数在此区间上为严格单调增（减），则最大值点必在该区间的右（左）端点．如果该函数在此区间内部存在唯一可疑极值点，且是极大值点，则该点就是最大值点．如果该函数在此区间内部存在唯一可疑极值点，且是极小值点，则应该比较两端点的函数值，大者为最大值．




【解】
 应选（D）．

f′（x）=ax2
 -1，f″（x）=2ax>0．命f′（x）=0，得[image: 0052-12]
 ．

当0<a<1时，[image: 0052-13]
 为最小值点．最大值点在区间[image: 0052-14]
 的端点．

f（0）=0，[image: 0052-15]
 ．当[image: 0052-16]
 时，[image: 0052-17]
 ；当[image: 0052-18]
 时，[image: 0053-01]
 ；当[image: 0053-02]
 时，[image: 0053-03]
 ．所以（A）、（B）都不正确．

当a≥1时，[image: 0053-04]
 ，f′（x）=[image: 0053-05]
 =[image: 0053-06]
 ≤[image: 0053-07]
 ×[image: 0053-08]
 ≤0（当[image: 0053-09]
 ），所以f（x）在区间[image: 0053-10]
 单调减少，最大值为f（0）=0，应选（D）．

[image: 001-01]
 3　中值定理、不等式与零点问题

内容精讲

本节是考研的重点与热点，个别题有一定的难度．其中的基本概念，在前几节都讲到了，重点在一些定理与方法．

前面曾提到考研中经常会考到教科书上某些既重要，证明不难，步骤也简洁的定理的证明. 下面几个定理不但要会用，也要会证明. 但千万不要有用拉格朗日定理去证罗尔定理的这种思维，这是因为拉格朗日定理是用罗尔定理证的. 如果用拉格朗日定理去证罗尔定理，就犯了循环证明的毛病.

一、重要定理


定理2.3.1（费马定理）
 　设f（x）在x =x0
 的某邻域U（x0
 ）内有定义，f（x0
 ）是f（x）的一个极大（极小）值，又设f′（x0
 ）存在，则f′（x0
 ）=0．

使f′（x）=0的x=x0
 称为f（x）的驻点．

[image: 074_0001]



【注】
 本定理实际上就是可导条件下极值点的必要条件．



定理2.3.2（罗尔定理）
 　设f（x）在闭区间［a，b］上连续，在开区间（a，b）内可导，又设f（a）=f（b），则至少存在一点ξ∈（a，b）使f′（ξ）=0．


【注】
 罗尔定理中的ξ，实际上就是f（x）的极值点．



定理2.3.3（拉格朗日中值定理）
 　设f（x）在闭区间［a，b］上连续，在开区间（a，b）内可导，则至少存在一点ξ∈（a，b）使f（b）-f（a）=f′（ξ）（b-a）．


【注】
 拉格朗日中值定理常用的是下述形式：在定理条件下，设x0
 ，x是［a，b］上的任意两点，则至少存在一点ξ介于x0
 与x之间，使


f（x）=f（x0
 ）+f′（ξ）（x-x0
 ），　（2.15）


这里可以x0
 <x，也可以x0
 >x．


命[image: 052-01]
 ，则0<θ<1，拉格朗日中值公式又可写成

f（x）=f（x0
 ）+f′（x0
 +θ（x-x0
 ））（x-x0
 ）．


定理2.3.4（柯西中值定理）
 　设f（x），g（x）在闭区间［a，b］上连续，在开区间（a，b）内可导，且g′（x）≠0，x∈（a，b），则至少存在一点ξ∈（a，b）使

[image: 052-02]
 ．


【注】
 柯西中值定理是拉格朗日中值定理在两个函数情形的推广．



定理2.3.5（泰勒定理）
 　设f（x）在闭区间［a，b］有n阶连续的导数，在开区间（a，b）内有直到n+1阶导数，x0
 ∈［a，b］，x∈［a，b］是任意两点，则至少存在一点ξ介于x0
 与x之间，使

[image: 052-03]
 ，

其中[image: 052-04]
 称为拉格朗日余项，整个公式称为具有拉格朗日余项的n阶泰勒公式
 ．

如果将定理的条件减弱为：设f（x）在x=x0
 具有n阶导数（这就意味着f（x）在x=x0
 的某邻域应具有n-1阶导数，并且f（n-1）
 （x）在x=x0
 处连续），x为点x0
 的充分小的邻域内的任意一点，则有

[image: 052-05]


这就是定理1.2.15（佩亚诺余项泰勒公式）．


【注】
 （1）如果泰勒公式中的x0
 =0，则称该公式为麦克劳林公式．



（2）具有拉格朗日余项的0阶泰勒公式就是拉格朗日中值公式（2.15）；具有佩亚诺余项的1阶泰勒公式，就是函数的微分与增量之间的关系式，见本章定理2.1.4．

（3）为加深理解，今将两个泰勒公式的条件、结论和用途比较如下：


	
	拉格朗日余项泰勒公式
	佩亚诺余项泰勒公式



	条件
	［a，b］上n阶连续导数，（a，b）内存在（n+1）阶导数，要求高
	x=x0
 处存在n阶导数，要求低



	余项
	表达清楚：

[image: 052-06]

	仅表达了高阶无穷小：

Rn
 （x）=o（（x-x0
 ）n
 ）



	用途
	可用于区间［a，b］上，

例如证明不等式或等式
	仅能用于x0
 邻域，

例如讨论极值及求x→x0
 时的极限




二、重要方法


1. 不等式的证明


这类题是考研的热点，考生应有足够的重视．用微分学解这类题的常用方法如下：

设f（x）与g（x）在区间（a，b）内可导，欲证在此区间（a，b）内f（x）≥g（x）（或f（x）>g（x）），先命φ（x）=f（x）-g（x），然后可分别用下述方法之一或联合运用来证明．


（1）用单调性证的方法


①如果
 [image: 053-01]
 ，且当x∈（a，b）时φ′（x）≥0，则在（a，b）内φ（x）≥0．若存在x=a的右侧一个小邻域有φ′（x）>0，则结论中的不等式是严格的（即φ（x）>0）．若在x=a处φ（x）右连续，则可用φ（a）≥0代替[image: 053-01]
 ．

②如果
 [image: 053-02]
 且当x∈（a，b）时φ′（x）≤0，则在（a，b）内φ（x）≥0．若存在x=b的左侧一个小邻域有φ′（x）<0，则结论中的不等式是严格的（即φ（x）>0）．若在x=b处φ（x）左连续，则可用φ（b）≥0代替[image: 053-03]
 ．

③如果
 区间（a，b）可分成两个，左边一个满足上述①，右边一个满足上述②，则在（a，b）内就有φ（x）≥0．如果①②两个结论都是严格不等式，则就有φ（x）>0．

上面讲的区间（a，b）可改为半开区间、闭区间、无穷区间、半无穷区间，结论仍成立．


（2）用最值证的方法



如果
 在（a，b）内f（x）有最小值，且此最小值>0，则在（a，b）内f（x）>0．如果此最小值=0，则在（a，b）内，除这些最小值点外，均有f（x）>0．

类似可用f（x）的最大值证明f（x）<0．


（3）用拉格朗日中值公式证的方法



如果
 所给题为求证

f（b）-f（a）>A（b-a）（或f（b）-f（a）<A（b-a）），

常想到用拉格朗日中值公式去证．在满足定理条件的前提下，由f（b）-f（a）=f′（ξ）（b-a），只要去证

f′（ξ）>A（或f′（ξ）<A），当ξ∈（a，b）．


（4）用柯西中值公式证的方法



如果
 所给题为求证

[image: 053-04]
 （≥A），当x∈（a，b），

其中f（x）与g（x）在区间［a，b］上满足定理2.3.4（柯西中值定理）的条件，并设

[image: 053-05]
 （≥A），当x∈（a，b），

则由柯西中值公式，立即有

[image: 053-06]
 （≥A），当x∈（a，b）．


（5）用拉格朗日余项泰勒公式证的方法



如果
 所给（或能推导出）条件f″（x）存在且>0（或<0），那么常想到用拉格朗日余项泰勒公式证，将f（x）在适当的x=x0
 处展开，有

[image: 054-01]
 ．

证明的关键是x0
 =？能达到目的，见例3评注（2），例6方法1．

也可能用两次拉格朗日中值定理去证．


如果
 所给（或能推导出）条件为更高阶导数存在且>0（或<0），那么想到将f（x）展至更高阶．但实考中未见这种题，难度也更大．

以上方法的可行性，在于相应的“如果
 ”是否实现．


2. 零点问题存在性的证明方法



（1）由连续函数介值定理（定理1.3.5（3））或连续函数零点定理（定理1.3.5（4））证．



（2）由罗尔定理证．
 有如下定理：


定理2.3.6（导函数的零点的存在性）
 　以下设所提到的导数存在，则有结论：如果f（x）有k（k≥2）个零点，则f′（x）至少有（k-1）个零点；...；f（k-1）
 （x）至少有1个零点．

[image: 076_0001]



3. 至多有几个零点的证明方法



定理2.3.7（至多有几个零点）
 　以下设所提到的导数存在，则有结论：

如果f′（x）没有零点，则f（x）至多有1个零点；

如果f′（x）至多有1个零点，则f（x）至多有2个零点；

……

如果f′（x）至多有k个零点，则f（x）至多有k+1个零点；

如果f″（x）没有零点，则f′（x）至多有1个零点，f（x）至多有2个零点，...，依此类推．

例题分析

一、不等式的证明


【例1】
 设x>a>0，证明[image: 054-02]
 ．



解题思路
 　命[image: 054-03]
 ，有φ（a）=0，想到用单调性证，取区间（a，+∞）考虑．




[image: 054-04]



【例2】
 设[image: 055-01]
 ．



解题思路
 　命[image: 055-02]
 不单调．似乎宜采用分区间单调性证．




[image: 055-03]



【例3】
 设0<x<+∞，证明[image: 055-04]
 ．



解题思路
 　由于幂指函数又是乘积形式，直接求导会带来复杂的运算，应取对数变形，再用单调性考虑．





【证明】
 两边取对数，等价于证明

[image: 055-05]
 ．

命

[image: 055-06]
 ．

有φ（1）=0，

[image: 055-07]
 ，

一时看不出它的符号．将φ′（x）看作一个新的函数，用单调性来讨论它在0<x≤1时的符号．易见

[image: 055-08]


还是看不出当0<x≤1时φ″（x）的符号．再命

[image: 055-09]
 ，

有[image: 055-10]
 ，当0<x<1．于是推得，当0<x<1时，ψ（x）<0，从而φ″（x）<0　（当0<x<1）．连同φ′（1）=0推知，当0<x<1时，φ′（x）>0．

再连同φ（1）=0推知，当0<x<1时φ（x）<0，即

[image: 056-01]



【评注】
 （1）由本例可见，为弄清楚符号，有时要求多次导数．但必须注意，并不是说多求几次导数一定可解决问题．


（2）本例中由ψ′（x）<0推知φ″（x）<0，再层层倒推非常麻烦．下面介绍一个办法避免层层倒推．事实上，由已推知的φ（1）=0，φ′（1）=0，φ″（x）<0（当0<x<1），将φ（x）在x=1处按拉格朗日余项泰勒公式展开，有

[image: 056-02]



【例4】
 设e<a<b<e2
 ，证明[image: 056-03]
 ．



解题思路
 　本题所给的形式，很容易使人想到用拉格朗日中值公式．





【证明】
 命f（x）=ln2
 x，在区间［a，b］上用拉格朗日中值公式，

[image: 056-04]



【评注】
 （1）本题实际上用了两种方法，先用拉格朗日中值公式法，为了证f′（ξ）>A，再用单调性证．


（2）如果将欲证的式子改写成：证明

[image: 056-05]
 ．


读者可以看出，命[image: 057-01]
 之后，用单调性去证．读者不妨证证看．


（3）请注意，不要以为见到要证

f（b）-f（a）<（>）A（b-a），


就立即对f（x）用拉格朗日中值定理去证


f′（ξ）<A（>A），a<ξ<b．


事实上这未必都可行．例如本节例1，要证


[image: 057-02]
 ．


立即命f（x）=lnx在［a，b］上用拉格朗日中值定理，变成去证


[image: 057-03]
 ．


但却行不通，这是不成立的．而对


[image: 057-04]



在区间［a，b］上去用拉格朗日中值定理却是可行的．读者不妨一试，所以切忌死套方法．



【例5】
 　设a为正常数，f（x）=xea
 -aex
 -x+a. 证明：当x>a时f（x）<0.


【证明】
 　f（a）=0，f′（x）=ea
 -aex
 -1，f″（x）=-aex
 <0. 以下证明f′（a）<0. 命φ（a）=f′（a）=ea
 -aea
 -1，有φ（a）a
 =0=0，φ′（a）=-aea
 <0，所以φ（a）<0（当a>0），即f′（a）<0（当a>0）.将f（x）在x=a处按二阶泰勒公式展开：

f（x）=f（a）+f′（a）（x-a）+[image: 154517]
 <0（当x>a>0），证毕.

[image: 079_0001]



【例6】
 设f（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导，f（a）=f（b）=0，且f′（x）在（a，b）内严格单调增加，证明在（a，b）内f（x）<0．



解题思路
 　条件为f′（x）的某性质，结论为f（x）<0．由f′（x）推出f（x），想到用拉格朗日中值定理．注意，这里并未假设f′（x）的符号，所以直接用单调性证看来不一定可行．





【证明】
 对（a，b）内的任意x，由拉格朗日中值定理：

f（x）=f（x）-f（a）=f′（ξ1
 ）（x-a），a<ξ1
 <x，

f（x）=f（x）-f（b）=f′（ξ2
 ）（x-b），x<ξ2
 <b．

[image: 057-05]


因为x-b<0，x-a>0，由上式推知

（x-a）f（x）<（x-b）f（x），

即（b-a）f（x）<0，从而知f（x）<0．证毕．


【例7】
 设f（x）在区间（a，b）内存在二阶导数，且f″（x）<0．试证明：对于（a，b）内的任意两个不同的x1
 与x2
 ，以及满足s+t=1，0<s<1的两个数s与t，均有

f（sx1
 +tx2
 ）>sf（x1
 ）+tf（x2
 ）．



解题思路
 　题目给出f″（x）存在且f″（x）具有一定的符号，要证f（x）满足某不等式，一般想到将f（x）在某点x=x0
 处按拉格朗日余项泰勒公式展开至n=1：


[image: 057-06]
 ．


其中，自然利用已知f″（x）的符号，将f″（ξ）抹去成为一个不等式．再将该式与欲证式对照，式中不能含有f′（x0
 ）．如何将含有f′（x0
 ）的这项消除呢？一个办法是在f（x）的驻点处展开，自然有f′（x0
 ）=0；另一个办法是将一些已知数据代入，利用加、减，再适当取x0
 ，将这项消除．本例中未必有驻点，宜采用第二个办法消除含f′（x0
 ）的项．


这类题的另一方法是适当地用两次拉格朗日中值公式．




【证明】方法1
 　将f（x）在某点x=x0
 处按拉格朗日余项泰勒公式展开至n=1：

[image: 058-01]
 ．

分别以x=x1
 ，x=x2
 代入，得到两个式子：

[image: 058-02]


将第一式两边乘s，第二式两边乘t，相加，得

[image: 058-03]


取x0
 =sx1
 +tx2
 ，由于s+t=1，0<s<1，从而0<t<1，x0
 介于x1
 与x2
 之间，于是x0
 ∈（a，b），有

[image: 058-04]



方法2
 　将欲证之式写到一边，

f（sx1
 +tx2
 ）-sf（x1
 ）-tf（x2
 ）

=（s+t）f（sx1
 +tx2
 ）-sf（x1
 ）-tf（x2
 ）

=s［f（sx1
 +tx2
 ）-f（x1
 ）］-t［f（x2
 ）-f（sx1
 +tx2
 ）］

=sf′（ξ1
 ）［（s-1）x1
 +tx2
 ］-tf′（ξ2
 ）［（1-t）x2
 -sx1
 ］

=stf′（ξ1
 ）（x2
 -x1
 ）-stf′（ξ2
 ）（x2
 -x1
 ）

=stf″（ξ3
 ）（ξ1
 -ξ2
 ）（x2
 -x1
 ）．

不妨设x1
 <x2
 ，于是x1
 <ξ1
 <sx1
 +tx2
 <ξ2
 <x2
 ，所以x2
 -x1
 >0，ξ2
 -ξ1
 >0，再由f″（x）<0，从而推知

f（sx1
 +tx2
 ）-sf（x1
 ）-tf（x2
 ）>0，

即有f（sx1
 +tx2
 ）>sf（x1
 ）+tf（x2
 ），证毕．

【评注】
 　1. 在可以用泰勒公式的情形下，用它方便. 并请注意，方法1中出现了ξ1
 与ξ2
 ，读者想一想，这里为什么应将两个ξ写得不一样？

2. 如果将条件中区间（a，b）改为［a，b］，则结论中（a，b）亦可加强为［a，b］.

3. 如果将条件“f″（x）<0”与“0<s<1”分别放宽到“f″（x）≤0”与“0≤s≤1”，则结论亦应改为“f（sx1
 +tx2
 ）≥sf（x1
 ）+tf（x2
 ）”.

二、f（x）的零点与f′（x）的零点问题


【例8】
 设x>0，y>0，且x≠y．证明[image: 058-05]
 ．



解题思路
 　交换x与y的位置，由行列式的性质知，要证的式子左边的值不变．因此可以不妨认为x>y．




[image: 058-06]


[image: 059-01]


命φ（t）=et
 -tet
 ，有φ（0）=1，φ′（t）=et
 -et
 -tet
 =-tet
 <0（当t>0），

所以当t>0时φ（t）<1．于是有

eξ
 -ξeξ
 <1．

从而证明了：当x>y>0时，

[image: 059-02]


再由解题思路上所说，这就证明了本题．


【例9】
 设f（x）满足①在［0，1］上连续，②在（0，1）内可导，③有点xi
 ∈（0，1）及常数pi
 满足0<pi
 <1，（i=1，...，n），并且[image: 059-03]
 ，f（1）=1．试证明至少存在一点ξ∈（0，1）使f′（ξ）=0．



解题思路
 　看到条件“f（x）在［0，1］上连续，在（0，1）内可导”要证明“至少存在一点ξ∈（0，1）使f′（ξ）=0”，想到使用罗尔定理．


将本题与罗尔定理对照，要从题目所给的条件挖掘出相当于f（a）=f（b）这一条件．




【证明】
 如果f（xi
 ）（i=1，...，n）中至少有一个等于1．例如f（x1
 ）=1，那么由f（1）=1以及f（x）在［0，1］上连续，在（0，1）内可导，从而推知至少存在一点ξ∈（x1
 ，1）（0，1）使f′（ξ）=0．

如果f（xi
 ）（i=1，...，n）中无一等于1，那么一切f（xi
 ）不可能都大于1．因若f（xi
 ）>1（i=1，2，...，n），则

[image: 061-001]


与条件[image: 059-04]
 矛盾．也不可能一切f（xi
 ）<1（i=1，...，n），所以f（xi
 ）（i=1，...，n）中至少有一个大于1，至少有一个小于1．由连续函数介值定理知，介于此两xi
 之间，至少有某η使f（η）=1．

在区间［η，1］上用罗尔定理知，至少存在ξ∈（η，1）（0，1）使f′（ξ）=0．证毕．


【评注】
 （1）本题的前半段用到连续函数介值定理，证明了存在η∈（0，1）使f（η）=f（1）（这里没有出现导数，也没有用到罗尔定理）．后半段用到罗尔定理，证明了存在ξ∈（0，1）使f′（ξ）=0．


（2）如将本题的条件③改为③′：设[image: 059-05]
 ，结论仍一样，你会证吗？


【例10】
 设f（x）在［0，1］上连续，在（0，1）内可导，f（0）=0，f（1）=1，[image: 059-06]
 ．证明：至少存在一点ξ∈（0，1），使f′（ξ）=0．



解题思路
 　如果仍用罗尔定理，那么要从所给条件中去挖掘出相当于f（a）=f（b）这一条件，这也不是不可能，但有点麻烦．今改用另一条思路，如果能在区间（0，1）内证明必存在极值，那么在可导条件下，极值点ξ处必有f′（ξ）=0，即证明了至少存在一点ξ∈（0，1）使f′（ξ）=0．此题用极值必要条件证明f′（x）的零点存在性．





【证明】
 由[image: 060-01]
 及积分中值定理知，存在η∈［0，1］使f（η）（1-0）=2，即f（η）=2（实际上η∈（0，1）．因f（0）=0，f（1）=1，均不等于2）．由于f（x）在［0，1］上连续，故存在最大值，但f（η）=2，所以f（0）=0，f（1）=1都不是最大值，最大值点必在（0，1）内部，故该点ξ必是f（x）的极大值点，从而证明了存在ξ∈（0，1）使f′（ξ）=0．


【例11】
 设f（x）在［a，b］上可导，且f′（a）f′（b）<0．证明至少存在一点ξ∈（a，b）使f′（ξ）=0．



解题思路
 　这里的条件f′（a）f′（b）<0，要去证存在ξ使f′（ξ）=0，似乎很容易．但实际不然，这里并未假定f′（x）在［a，b］上连续，不能对f′（x）去用零点定理．应该从f′（a）与f′（b）反号入手，去证在开区间（a，b）内部必存在f（x）的极值点．





【解】
 不妨认为f′（a）<0，f′（b）>0．从而有

[image: 060-02]
 ．

由保号性知，存在δ1
 >0，当0<x-a<δ1
 时，f（x）-f（a）<0．同理，存在δ2
 >0，当-δ2
 <x-b<0时，f（x）-f（b）<0．从而知f（a）与f（b）都不是f（x）在［a，b］上的最小值，f（x）的最小值点必在（a，b）的内部，它必是f（x）的极小值点，从而知至少存在一点ξ∈（a，b）使f′（ξ）=0．证毕．


【评注】
 建议读者弄清楚本题的条件以及证明的方法，透彻理解“解题思路”中所作的说明．



【例12】
 设[image: 060-03]
 ，证明

ψ（x）=a0
 +a1
 x+...+an
 xn


在（0，1）内至少有1个零点．



解题思路
 　考虑函数ψ（x）的零点，很自然想到用函数的零点定理．但立刻发现：


ψ（0）=a0
 ，　ψ（1）=a0
 +a1
 +...+an
 ，


无法知道ψ（0）与ψ（1）反号. 怎么办？罗尔定理也可看作导函数的零点定理，不妨以罗尔定理试之. 为此，要构造一个函数φ（x），使φ′（x）=ψ（x）构造的方法很多，一是“积分法”，取[image: 160723]
 下面还会讲到其它方法.





【解】
 用“积分法”，记

[image: 060-04]


有φ（0）=C，[image: 060-05]
 ，φ（x）在［0，1］上连续，在（0，1）内可导，于是对φ（x）在［0，1］上用罗尔定理，存在ξ∈（0，1）使φ′（ξ）=0，即ψ（ξ）=0．证毕．


【例13】
 　设f（x）与g（x）在区间［a，b］上连续，并设

[image: 161315]


证明存在ξ∈（a，b）使φ（ξ）=0.



解题思路
 　因为g（a）、g（b）与f（a）、f（b）无法比大小，所以无法用连续函数介值定理. 转而想到构造一个函数Φ（x），使Φ′（x）=φ（x），对Φ（x）用罗尔定理.





【证明】
 　命[image: 161332]
 ，有Φ（a）=0，Φ（b）=0.

于是知存在ξ∈（a，b）使Φ′（ξ）=0，

即[image: 161349]
 证毕.

三、复合函数ψ（x，f（x），f′（x））的零点


【例14】
 设f（x）在［0，1］上连续，在（0，1）内可导，f（1）=2f（0）．试证明至少存在一点ξ∈（0，1）使（1+ξ）f′（ξ）=f（ξ）．



解题思路
 　要证的是（1+x）f′（x）-f（x）存在零点，其中含有导数，看来要用罗尔定理．关键的一步是作一个函数φ（x），使


φ′（x）=（1+x）f′（x）-f（x），


或者


φ′（x）=［（1+x）f′（x）-f（x）］g（x），

（2.17）


其中g（x）≠0．这样使得φ′（x）的零点与（1+x）f′（x）-f（x）的零点一致．接下去的一步是验证φ（x）是否满足罗尔定理的一切条件．若是，则由罗尔定理便可获证．



现在介绍由（1+x）f′（x）-f（x）找φ（x）的所谓“微分方程法”．将


（1+x）f′（x）-f（x）=0


看成一个微分方程．分离变量改写为


[image: 061-01]
 ，


两边积分，得


ln|f（x）|=ln|1+x|+C1
 ，


改写为


[image: 061-02]
 ．




【证明】
 命[image: 061-03]
 ，

有[image: 061-04]
 ，满足φ（0）=φ（1），并且φ（x）在［0，1］上连续，（0，1）内可导

[image: 061-05]
 ，

由罗尔定理知，存在ξ∈（0，1）使φ′（ξ）=0，即（1+ξ）f′（ξ）=f（ξ）．证毕．


【评注】
 上述用“微分方程法”由（1+x）f′（x）-f（x）找φ（x），还可以做得更快一些，如下：


[image: 061-06]



取[image: 061-002]
 ，[image: 061-003]
 ．这就相当于（2.17）中[image: 061-07]
 ．此法是由视察找φ（x），用得好的话是很快的．



【例15】
 设f（x）在区间［0，1］上连续，在（0，1）内可导，并设f（0）=0．试证至少存在一点ξ∈（0，1）使[image: 061-08]
 ．



解题思路
 　题中出现了ln2，是否还有某对数函数？将欲证的等式改写为


[image: 061-09]
 ，


很自然会引入ln（1+x），对于两个函数去用柯西中值公式了．





【证明】
 命g（x）=ln（1+x），0≤x≤1．由柯西中值公式：

[image: 061-10]


即证明了存在ξ∈（0，1）使[image: 062-01]
 ．

四、复合函数ψ（x，f（x），f′（x），f″（x））的零点


【例16】
 f（x）与g（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内具有二阶导数，且在（a，b）内存在相等的最大值．又设f（a）=g（a），f（b）=g（b）．试证明：存在ξ∈（a，b）使得f″（ξ）=g″（ξ）．



解题思路
 　命φ（x）=f（x）-g（x）之后，立即有φ（a）=0，φ（b）=0，要证存在ξ∈（a，b）使φ″（ξ）=0．首先想到的好办法是，若能证明存在η∈（a，b）使φ（η）=0，即φ（x）在［a，b］上有3个不同的零点，那么用两次罗尔定理便可获证．





【证明】
 命φ（x）=f（x）-g（x），由题设有φ（a）=0，φ（b）=0．又由题设，f（x）与g（x）在（a，b）内存在相等的最大值．不妨设x1
 ∈（a，b），x2
 ∈（a，b），使

[image: 062-02]
 ，

且　　f（x1
 ）=g（x2
 ）．

于是　　φ（x1
 ）=f（x1
 ）-g（x1
 ）≥0，φ（x2
 ）=f（x2
 ）-g（x2
 ）≤0．

若φ（x1
 ）=0或φ（x2
 ）=0，则取η=x1
 或x2
 ，有φ（η）=0．若φ（x1
 ）>0，φ（x2
 ）<0，则由零点定理，存在η介于x1
 与x2
 之间，使φ（η）=0．总之，不论何种情况，均推知存在η∈（a，b）使φ（η）=0．

由φ（x）在［a，b］上有3个零点a，η，b．在区间［a，η］与［η，b］上分别用罗尔定理知，存在ξ1
 ∈（a，η）与ξ2
 ∈（η，b）使φ′（ξ1
 ）=φ′（ξ2
 ）=0．再在［ξ1
 ，ξ2
 ］上用罗尔定理推知，存在ξ∈（ξ1
 ，ξ2
 ）（a，b）使φ″（ξ）=0，即f″（ξ）=g″（ξ）．证毕．


【例17】
 设f（x）在［-1，1］上具有3阶连续导数，且f（-1）=0，f（1）=1，f′（0）=0．证明：在（-1，1）内至少存在一点ξ，使f‴（ξ）=3．



解题思路
 　如果按照定理2.3.6中的办法去做，要去找多个零点，将是十分麻烦的事，是不是能用拉格朗日余项泰勒公式，因为泰勒公式中也有个ξ，也许它就是要找的．





【证明】
 将f（x）在x=x0
 处按拉格朗日余项泰勒公式展开至n=2，有

[image: 085-1-b]


取x0
 =0可使f′（x0
 ）消失，并分别以x =-1，x=1代入，得

[image: 062-03]



【评注】
 这里式①、②中的ξ应分别写为ξ1
 、ξ2
 ，如果错误地写成同一个点，那么在它之后的步骤变得非常简单而且是错误的．


五、“双中值”问题


【例18】
 设f（x）在［0，1］上连续，在（0，1）内可导，且f（0）=0，f（1）=1．常数a>0，b>0．证明：

[image: 063-01]




解题思路
 　如果仅看（2），也不顾η≠ζ，很容易错误地去做成：证明存在η∈（0，1），ζ∈（0，1）使f′（η）=1，f′（ζ）=1，就可完成证明．显然这种做法是错误的，因为无法证明η≠ ζ．如果没有（1）这一步，直接做（2），存在一定困难．（1）是（2）的一个台阶，做了（1）就很容易做（2）．


本题要求证明存在不同的η与ζ，满足某式，有人称这类问题为“双中值”问题．




【解】
 （1）用连续函数零点定理，命[image: 063-02]
 ，有φ（0）<0，φ（1）>0，故知存在ξ∈（0，1）使φ（ξ）=0，即有[image: 063-03]
 ．

（2）在区间［0，ξ］与［ξ，1］上，对f（x）分别用拉格朗日中值定理知，存在η∈（0，ξ）与ζ∈（ξ，1），使

[image: 063-04]


六、零点的个数问题


【例19】
 设f（x）在（-∞，+∞）内存在一阶导数，下列论断正确的是

（A）若f（x）只有一个零点，则f′（x）必定无零点．

（B）若f′（x）至少有一个零点，则f（x）必至少有两个零点．

（C）若f（x）没有零点，则f′（x）至多有一个零点．

（D）若f′（x）没有零点，则f（x）至多有一个零点．



解题思路
 　由f（x）的零点个数讨论其高阶导数至少有几个零点的定理见定理2.3.6．本题的（A）（C）是由f（x）的零点去推f′（x）至多有几个零点，所以不能套那个定理．


由f′（x）至多有几个零点去推f（x）至多有几个零点的定理，见定理2.3.7．

由以上定理，立刻可知选项．




【解】
 应选（D）．


方法1
 　用反证法．设f（x）有2个或2个以上零点，则由定理2.3.6知，f′（x）有1个或1个以上零点，矛盾．故f（x）至多有1个零点．


方法2
 　也可举反例排斥（A）、（B）、（C）．

（A）的反例：f（x）=（x+3）（x2
 -3x+6）=x3
 -3x+18，f′（x）=3（x2
 -1），f（x）只有1个零点x=-3，但f′（x）却有2个零点．

（B）的反例同（A）的反例：f′（x）有2个零点（至少1个），但f（x）却只有1个零点．

（C）的反例：f（x）=2+sinx没有零点，而f′（x）=cosx却有无穷多个零点．


【例20】
 设常数a>0，讨论a的值，确定曲线y=eax
 与曲线y=x2
 在第一象限中公共点的个数．



解题思路
 　由题可见，要讨论当a>0且x>0时，方程eax
 =x2
 的根的个数，不免要求导数，但eax
 求导，其形式不变，讨论起来不方便，应变形．对eax
 =x2
 两边取对数，化为讨论ax=2lnx的正根就方便了．





【解】
 命f（x）=ax-2lnx，有[image: 064-01]
 ．由于f″（x）>0，所以[image: 064-02]
 为f（x）的唯一极小值，为最小值．

以下讨论此最小值的符号．

①若[image: 064-03]
 时，f（x）>0，f（x）无零点，两曲线在第一象限中无公共点．

②若[image: 064-04]
 ，则当且仅当x=e时，f（x）=0，f（x）有唯一零点，两曲线在第一象限中相切．

③若[image: 066-001]
 ，有[image: 066-002]
 ，又因[image: 066-001]
 ，[image: 066-004]
 [image: 066-005]
 ，所以在区间[image: 066-006]
 与[image: 066-007]
 内f（x）各至少有1个零点，但因f（x）在这两个区间内f（x）分别是严格单调的，所以f（x）在这两区间内各恰好有1个零点，共恰有2个零点，即两曲线恰好有两个公共点，讨论毕．


【评注】
 本题的解题步骤具有典型性，请读者讨论下题：


讨论曲线y=4lnx+k与曲线y=4x+ln4
 x的交点个数．


【例21】
 　设f（x）=xe2x
 -2x-cosx，讨论它在区间（-∞，+∞）上零点的个数.



解题思路
 　划分区间，将区间分小，由连续函数介值定理讨论f（x）至少有几个零点. 再由定理：“设当x∈（a，b）时f（k）
 （x）≠0，则在区间（a，b）内f（x）至多有k个零点.”





【解】
 　f（-1）=-e-2
 +2-cos1>0，f（0）=-1<0，f（1）=e2
 -2-cos1>0，所以在区间（-1，0）与（0，1）上分别至少有1个零点.

f′（x）=e2x
 +2xe2x
 -2+sinx=（1+2x）e2x
 -（2-sinx）. 易见，在区间（-∞，-1）内f′（x）<0，又因f（-1）>0，所以在（-∞，-1）内f（x）没有零点.

f″（x）=4e2x
 +4xe2x
 +cosx=4（1+x）e2x
 +cosx

=（4e2x
 +cosx）+4xe2x
 .

可见无论在区间（-1，0）上还是在区间［0，+∞）上，有f″（x）>0. 所以在区间（-1，+∞）上f（x）至多有2个零点.

总之，f（x）有且仅有2个零点，分别在区间（-1，0）与（0，1）内.

七、证明存在某ξ满足某不等式


【例22】
 设f（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导，并且不是一次式，证明至少存在一点ξ∈（a，b）使

[image: 064-06]




解题思路
 　这类题与证明不等式不一样，证明不等式是要证明对于某区间内的一切都满足，而今只要证存在某ξ满足某不等式．也与零点问题不一样，零点问题是要证明存在某ξ使某等式成立，而今是证存在某ξ成立某不等式，所以罗尔定理、极值必要条件肯定不能用，单调性也不能用．似乎能用的是拉格朗日中值定理．如果题中出现f″（ξ），似乎应该用拉格朗日余项泰勒公式．就本题外表看，与拉格朗日中值公式十分接近．





【证明】
 设f（b）≥f（a），则[image: 065-01]
 ，只要能证明存在ξ∈（a，b）使

[image: 065-02]


那么就有式（2.19），今证式（2.20）成立．

设点A（a，f（a）），B（b，f（b）），考虑曲线y=f（x）的弧[image: 065-03]
 的纵坐标的差

[image: 065-04]


因为f（x）不是一次式，所以φ（x）0．又因φ（a）=0，φ（b）=0，所以至少有一点x1
 ∈（a，b）使φ（x1
 ）>0或至少有一点x2
 ∈（a，b）使φ（x2
 ）<0．不妨设前者成立，则有ξ∈（a，x1
 ）⊂（a，b）使

[image: 065-05]
 ．

于是由式（2.21）得

[image: 065-06]
 ，

即式（2.20）成立．对于其它情形类似可证．


【评注】
 请读者画个图，看看本题解法的几何意义．



【例23】
 设f（x）在［0，1］上连续，在（0，1）内存在二阶导数，并设f（0）=f（1）=0，[image: 065-07]
 ．证明存在ξ∈（0，1），使f″（ξ）≤-16．



解题思路
 　题中要证存在ξ∈（0，1）使f″（ξ）≤-16．出现二阶导数，拟用拉格朗日余项泰勒公式，也许该公式中的ξ就是要求的．





【证明】
 由f（0）=f（1）=0，[image: 065-07]
 知最大值点x=x0
 在区间（0，1）内部，为极大值点，在此点展开．

[image: 065-08]


无论哪种情形均得证．

八、f′（x）与f（x）的一些极限性质的关系


【例24】
 设f（x）在（0，+∞）内可导，下述论断正确的是

（A）设存在X>0，在区间（X，+∞）内f′（x）有界，则f（x）在（X，+∞）内亦必有界．

（B）设存在X>0，在区间（X，+∞）内f（x）有界，则f′（x）在（X，+∞）内亦必有界．

（C）设存在δ>0，在（0，δ）内f′（x）有界，则f（x）在（0，δ）内亦必有界．

（D）设存在δ>0，在（0，δ）内f（x）有界，则f′（x）在（0，δ）内亦有界．



解题思路
 　f′（x）表示f（x）的变化率，f（x）可以有界，但它可以变化得很剧烈，f′（x）不见得有界，（B）、（D）不见得正确．f′（x）有界（f（x）变化得不很剧烈），但若区间为（X，+∞），f（x）也可能无界．看来只有（C）正确．以下证明的确（C）正确，（A）、（B）、（D）均可举出反例．





【解】
 应选（C）．要讨论f′（x）与f（x）的关系，用拉格朗日中值定理．取x0
 ∈（0，δ），x∈（0，δ），有f（x）=f（x0
 ）+f′（ξ）（x-x0
 ）

|f（x）|≤|f（x0
 ）|+|f′（ξ）||x-x0
 |≤|f（x0
 ）|+M·δ，

所以f（x）在（0，δ）内有界，其中|f′（x）|≤M，当x∈（0，δ）．

（A）的反例：f（x）=x，f′（x）=1，在区间（1，+∞）内f′（x）有界，但f（x）在（1，+∞）内无界．

（B）的反例：[image: 066-01]
 ，在区间（1，+∞）内f（x）有界，在（1，+∞）内f′（x）无界．

（D）的反例：[image: 066-02]
 ，在区间（0，1）内f（x）有界，在（0，1）内f′（x）无界．


【评注】
 （1）在有限区间上，以f（x）或f′（x）有界为条件，只有下述命题是正确的：“设f′（x）在（a，b）上有界，则f（x）在（a，b）上有界”．


（2）在有限区间上，以f（x）或f′（x）无界为条件，只有下述命题是正确的：“设f（x）在（a，b）上无界，则f′（x）在（a，b）上必无界”．

（3）在无穷区间上，以f（x）或f′（x）无界为条件，分别推不出f′（x）或f（x）关于有界、无界的结论．


【例25】
 　求[image: 090-1-b]




解题思路
 　立刻用洛必达法则，求导十分麻烦，先利用拉格朗日中值定理化简.




[image: 090-2-b]



第三章　一元函数积分学

考点与要求



理解　掌握
 　原函数、不定积分与定积分的概念，不定积分的基本公式，不定积分与定积分的性质及积分中值定理，换元法与分部积分法，积分上限的函数及其导数，牛顿-莱布尼茨公式，定积分在几何上（平面图形的面积、平面曲线的弧长、旋转体的体积及侧面积、平行截面面积为已知的立体体积）和物理上（功、引力、侧压力）的应用，函数的平均值，微元法．



了解　会用
 　有理函数、三角函数有理式和简单无理式的积分，反常积分的概念及计算．




[image: 001-01]
 1　不定积分与定积分的概念、性质、理论

内容精讲

一、定义


定义3.1.1（原函数与不定积分）
 　设F′（x）=f（x），x∈（a，b），则称F（x）为f（x）在（a，b）上的一个原函数．一般地，“在区间（a，b）上”几个字省去．

若F（x）是f（x）的一个原函数，则F（x）+C也是f（x）的原函数，并且f（x）的原函数必定是F（x）+C的形式．

f（x）的原函数的一般表达式F（x）+C称为f（x）的不定积分，记成

∫f（x）dx=F（x）+C．

其中F（x）是f（x）的任意一个确定的原函数，C是任意常数．


定义3.1.2（定积分）
 　设f（x）在［a，b］上有定义且有界，作下面4步：

（1）分割：用n-1个分点分割区间［a，b］

a=x0
 <x1
 <x2
 <...<xi-1
 <xi
 <...<xn
 =b；

（2）作乘积：f（ξi
 ）Δxi
 ，其中xi-1
 ≤ξi
 ≤xi
 ，Δxi
 =xi
 -xi-1
 ；

（3）求和：[image: 067-02]


（4）取极限：[image: 067-03]
 ，

如果上述极限存在（与分法无关，与ξi
 的取法无关），则称f（x）在［a，b］上可积，并称上述极限为f（x）在［a，b］上的定积分，记为

[image: 067-04]
 ．

二、重要性质、定理、公式


定理3.1.1（定积分存在定理）


（1）设f（x）在［a，b］上连续，则[image: 068-01]
 存在．

（2）设f（x）在［a，b］上有界，且只有有限个间断点，则[image: 068-02]
 存在．


【注】
 还有其它一些条件可保证定积分存在，但这些不在考试大纲之内．



定理3.1.2（原函数存在定理）
 　设f（x）在［a，b］上连续，则在［a，b］上必存在原函数．


【注1】
 如果f（x）在［a，b］上有定义，但不连续，那么f（x）在［a，b］上就不一定保证存在原函数．定理3.1.1（2）保证定积分存在，并不一定保证原函数存在，事实上有下述结论：如果f（x）在［a，b］上有跳跃间断点x0
 ∈（a，b），则f（x）在［a，b］上一定不存在原函数．



【注2】
 设f（x）不连续，则原函数存在与否与定积分存在与否可以各不相干．



定理3.1.3（变上限函数对上限变量求导，或称不定积分与定积分的关系）
 　设f（x）在［a，b］上连续，则

[image: 068-03]


由此可知，[image: 068-04]
 是f（x）的一个原函数，从而

[image: 068-05]
 ．


【注】
 如果f（x）在［a，b］上除点x=x0
 ∈（a，b）外均连续，而在x=x0
 处f（x）有跳跃间断点：


[image: 068-06]



不论c是否等于x0
 ，均有结论：


[image: 068-07]



此F（x）满足上述所指出的三条结论．


将来在考试中做选择题时若遇到这种情形，可直接套用本结论．


定理3.1.4（牛顿—莱布尼茨定理）
 　设f（x）在［a，b］上连续，F（x）是f（x）的一个原函数，则

[image: 068-08]
 ．


【注】
 计算定积分一般用此公式．



定理3.1.5（不定积分的性质）
 　以下均设被积函数f（x）（或相应地f′（x））与g（x）在所讨论的区间上连续，则有

[image: 069-01]



定理3.1.6（定积分的性质）
 　以下除特别声明者外，均设f（x）与g（x）在所讨论的区间上可积，则

[image: 069-02]


[image: 093_0001]



【注】
 性质（6）与（7）称为定积分的不等式性质，常用的是（7）．


例题分析

一、分段函数的不定积分与定积分


这种类型的题其重点是如何分段．



【例1】
 ∫|1-|x||dx=_____．



解题思路
 　本题的被积函数为绝对值所表示，第一步，应将它写成分段表达式，可知它是连续的；第二步，将此分段函数按分段求其原函数，并使在分界点处接成连续，这样得到的原函数在分界点处不但连续，并且是可导的，所以它是原函数，再加C便得不定积分．




[image: 070-01]


在x=-1，0，1处分别拼接成连续，令f（x）=∫|1-|x||dx，则[image: 070-02]
 [image: 070-03]
 ，推得C1
 =-1+C2
 ，C2
 =C3
 ，C3
 =-1+C4
 ，或写成：

[image: 070-04]




解题思路
 　（1）应将f（x-t）写成f（u）的形式，便于写出积分式；（2）原给f（x）为分段表达式，应按f（x）的分段，分段做定积分；（3）由于积分的上限为x，所以应对x的范围作讨论才能选取分段．




[image: 070-05]


[image: 071-01]



【评注】
 当[image: 071-02]
 是个累计量，所以应分段积分，将区间［0，x］划分：


[image: 071-03]
 ．


而对于积分[image: 071-04]
 前的因子x，是不应分区间的．



【例3】
 设[image: 071-05]
 ，则F（x）在x=0处

（A）极限不存在．

（B）极限存在但不连续．

（C）连续但不可导．

（D）可导，且F′（0）=0．



解题思路
 　由定理3.1.3的注便知．





【解】
 应选（C）．另一方法，按分段积分，得到F（x）的表达式，然后再讨论F（x）在x=0处的连续性、可导性（参见第二章[image: 109-04]
 1例1的做法），略．

二、定积分与原函数的存在性


【例4】
 设[image: 071-06]


下述四个命题

①在［-1，1］上f（x）存在原函数．

②存在定积分[image: 072-01]
 ．

③存在g′（0）．

④在［-1，1］上g（x）存在原函数．

正确的是

（A）①、②．

（B）③、④．

（C）②、④．

（D）①、③．



解题思路
 　本章涉及几个基本定理：定理3.1.1，定理3.1.2及其注，以及第二章中关于分段函数如何求分界处的导数，由它们就可解决本题．





【解】
 应选（C）

由定理3.1.1（2）知②正确，又由定理3.1.2知④正确．选（C）．由定理3.1.2的注知①不正确．由按定义求导知③不正确．

三、奇、偶函数、周期函数的原函数及变限积分


【例5】
 设f（x）在（-∞，+∞）上是连续函数，F（x）是f（x）的一个原函数，则

（A）F（x）是奇函数⇔f（x）是偶函数．

（B）F（x）是偶函数⇔f（x）是奇函数．

（C）F（x）是T周期函数⇔f（x）是T周期函数．

（D）F（x）是严格单调函数⇔f（x）是严格单调函数．

[image: 096_0001]




解题思路
 　由F（x）的奇偶性，周期性推断f（x）的相应性质，用到微分学的性质；反过来，由f（x）的奇偶性、周期性，推断F（x）的相应性质，读者可能会想到用不定积分，但是不定积分只能用来作为运算，不能用来讨论性质，应该用变上限函数[image: 072-02]
 来表示f（x）的某一个原函数，用它来讨论原函数的性质．





【解】
 应选（B）．


方法1
 　论证法．

先讨论“⇒”，以下证明（A）、（B）、（C）的“⇒”都正确．

（A）“⇒”．设F（x）是奇函数，即F（x）=-F（-x）．两边对x求导，有

F′（x）=-（F（-x））′=-F′（-x）（-1）=F′（-x），

即f（x）=f（-x），所以f（x）是一个偶函数．

类似可证（B）“⇒”，（C）“⇒”都正确．

至于（D），例如F（x）=x3
 是严格单调增函数．f（x）=F′（x）=3x2
 不是严格单调函数，故（D）的“⇒”不正确．

再讨论“⇐”．命

[image: 072-05]
 ．

对于（A），设f（x）为偶函数，有

[image: 072-06]


所以[image: 073-02]
 为奇函数．既然F（x）为f（x）的一个原函数，故可设[image: 073-03]
 ，当C0
 =0时F（x）才是奇函数，故结论“⇐”不正确．

对于（B），设f（x）为奇函数，类似可证Φ（-x）=Φ（x），所以[image: 073-04]
 为偶函数，从而知f（x）的一切原函数[image: 073-05]
 均是偶函数，所以（B）的“⇐”正确．

对于（C），设f（x）为T周期函数，有

[image: 073-06]


所以[image: 073-07]
 与x无关，命x=0，于是证得式（3.2）成立．将式（3.2）代入式（3.1），得

[image: 073-08]
 ．

从而推知，若f（x）为连续的T周期函数，则[image: 073-09]
 为T周期函数的充要条件是

[image: 073-10]
 ．

无此条件时，（C）的“⇐”不正确．

（D）的“⇐”也不正确．例如设f（x）=x是严格单调增函数，[image: 073-11]
 不论C是什么常数，F（x）都不是单调函数．

由以上分析可知“⇒”与“⇐”都正确的只有（B）．


方法2
 　排除法．

（A）的反例：f（x）=x2
 ，取其原函数[image: 073-12]
 不是奇函数，故（A）的“⇐”不正确．

（C）的反例：f（x）=cos2
 x以π为周期，它的一切原函数[image: 073-13]
 都不是周期函数．故（C）的“⇐”不正确．

（D）的反例见方法1
 ．

选（B）．


【评注】
 总结本题结论如下：设f（x）在（-∞，+∞）上连续，则



（A）、（B）、（C）的“⇒”都正确，（D）的“⇒”不正确．


反过来，由f（x）推F（x），

（A）若f（x）为偶函数，则有且仅有一个原函数[image: 073-14]
 为奇函数；

（B）若f（x）为奇函数，则一切原函数[image: 073-15]
 都是偶函数．由于[image: 074-01]
 也是偶函数．

（C）若f（x）为T周期函数，则①（3.2）式成立；②f（x）的原函数[image: 074-02]
 是T周期函数的充要条件是[image: 074-03]
 ；③f（x）的一切原函数为T周期函数的充要条件也是[image: 074-04]
 =0；④当[image: 074-05]
 时，f（x）没有一个原函数是T周期的．

（D）的“⇐”是不正确的．


【例6】
 设f（u）为连续函数，a是常数，则为奇函数的是

[image: 074-06]




解题思路
 　首先看清楚被积函数的奇偶性，再按例5的结论讨论之．





【解】
 应选（C）．

（A）：tf（t2
 ）为t的奇函数，[image: 074-07]
 不见得是奇函数，（A）不正确．

（B）f（t3
 ）不一定是t的奇函数，所以无法讨论（B）的奇偶性．

（C）：tf（t2
 ）是t的奇函数，[image: 074-08]
 为x的奇函数，（C）正确．

（D）：（f（t））2
 的奇偶性并不清楚，所以无法知道（D）的奇偶性．


【例7】
 设f（x）为奇函数，且在（-∞，+∞）上除x=0外均连续，在x=0处f（x）有跳跃间断点．[image: 074-09]
 ，则F（x）

（A）为连续的偶函数．

（B）为连续的奇函数．

（C）在x=0处间断的偶函数．

（D）在x=0处间断的奇函数．



解题思路
 　由定理3.1.3的注知，F（x）在x=0处连续，不选（C）与（D）．粗粗一看，由例5的评注似乎立即可知F（x）为偶函数．但有一个细节应注意，该处的f（x）为连续函数，而今f（x）在x=0处不连续，是否仍可用例5的结论呢？下面有两个办法，一是举例排除掉（B）；二是论证（A）正确．





【解】
 应选（A）．


方法1
 　排除法：

[image: 074-10]


不选（B）（由此也可看出不选（C）、（D）），所以选（A）．


方法2
 　论证法，设

[image: 075-01]


[image: 001-01]
 2　不定积分与定积分的计算

内容精讲

一、基本积分公式

以下公式中，α与a均为常数，除声明者外，a>0．

[image: 075-02]


二、基本积分方法


1. 不定积分的凑微分求积分法（也称第一换元法）


设f（u）连续，φ（x）具有连续的一阶导数，则有公式：

[image: 076-01]



2. 不定积分的换元积分法（也称第二换元法）


设f（x）连续，x=φ（t）具有连续导数φ′（t），且φ′（t）≠0，则

[image: 076-02]


其中右边表示对t积分之后再以x=φ（t）的反函数t=ψ（x）代回成x的函数．


3. 常见的几种典型类型的换元法


以下式子中，R（u，v）表示u，v的有理函数．

[image: 076-03]
图3-1



[image: 076-04]


命[image: 076-05]
 ．此称万能代换，非到不得已时不用．


4. 定积分的换元积分法


设（1）f（x）在［a，b］上连续；（2）x=φ（t）满足条件：a=φ（α），b=φ（β），并且当t在以α，β为端点的闭区间I上变动时，a≤φ（t）≤b，φ′（t）连续，则有定积分的换元积分公式

[image: 076-06]


定积分换元积分法的定理与方法与不定积分的不一样．


【注】
 （1）这里t=α，t=β由关系x=φ（t）分别与x=a，x=b对应，α可能小于β，也可能大于β．


（2）换元时，积分上、下限应跟着换，而不必像不定积分那样求出原函数后代回成原变量x．


5. 不定积分与定积分的分部积分法


[image: 102_0001]



【公式】
 设u（x），v（x）均有连续导数，则

[image: 077-01]


分部积分法的关键与特点是，将被积函数写成两函数之积，一为u（x），一为已求导的形式v′（x）．使用此公式后，将u（x）转化为求导形式u′（x），而将v′（x）转化为其原函数v（x）．可见选取v′（x）（或dv（x））应能积分，这是原则．



6. 常见的用分部积分的几种题型


[image: 077-02]


必须指出，分部积分法的使用对象，远远不止这几种．


7. 几个十分有用的定积分公式


（1）设f（x）在［-a，a］（a>0）上是个连续的偶函数，则

[image: 077-03]


（2）设f（x）在［-a，a］（a>0）上是个连续的奇函数，则[image: 077-04]


（3）设f（x）在（-∞，+∞）内是以T为周期的连续函数，则对于任意的常数a，恒有

[image: 077-05]


（4）华里士公式：

[image: 077-06]


例题分析

一、简单有理分式的积分


【例1】
 [image: 078-01]
 _____．



解题思路
 　将被积函数拆成两项，一项的分子为分母的导数，并且使得第二项的分子中只含常数，就可积分．





【解】


[image: 078-02]



【评注】
 无论分母二次式可不可以因式分解，上述办法都行，只是最后用的积分公式不同而已．若分母可以因式分解，则也可以将该分式拆成分母为一次式的两个分式去积分．



【例2】
 [image: 078-03]
 _____．



解题思路
 　将[image: 078-04]
 按标准步骤拆项积分即可．




[image: 078-05]


通分，单独考虑分子，有

1=A（x-1）2
 +Bx+Cx（x-1）．

比较两边同次幂系数，可得A=1，B=1，C=-1，于是

[image: 078-06]



【例3】
 [image: 078-07]
 _____．



解题思路
 　将[image: 078-08]
 按标准步骤拆项积分即可．分母为不能因式分解的二次式时，分子为一次式．




[image: 079-01]


二、三角函数的有理分式的积分

[image: 104_0001]



【例4】
 求[image: 079-02]
 ．



解题思路
 　这是关于sinx，cosx的有理分式的积分，“万能代换”可解决这类问题．但随之而来的是一串复杂的计算．考研至今未见到过非要用它才能求这种不定积分的题．


对于这类题，一般采用下列办法处理：①化成同角；②尽量约分；③分母化成单项式；④利用1=sin2
 x+cos2
 x或1=（sin2
 x+cos2
 x）2
 等等．由于三角公式众多，化简时有些技巧，考研中这类题出得很少，但也曾考过．



[image: 079-03]


三、简单无理式的积分


【例5】
 求[image: 079-04]
 ．



解题思路
 　含有[image: 079-05]
 的简单分式的积分，一般命[image: 079-06]
 （其中k为n，m的最小公倍数）以去掉根式．




[image: 080-01]



【例6】
 设常数a>0，求[image: 080-02]
 ．



解题思路
 　按照几种典型类型换元法中所讲的方法换元．





【解】
 命x=asint，从而[image: 080-03]
 ，dx=acostdt，

[image: 080-04]



【评注】
 拆项（3.13）的一般步骤为：


[image: 080-05]



【例7】
 [image: 080-06]
 _____．



解题思路
 　将[image: 080-07]
 配方写成平方差，再用例6所讲的代换．因为是定积分，所以化简根式时要保留绝对值号，再由t的变化范围，确定如何去掉绝对值号．





【解】
 应填6π．

[image: 080-08]



【评注】
 本题在解题过程中用到式（3.9）～式（3.12）这几个主要公式，希切记．


四、两种不同类型的函数相乘的积分

[image: 106_0001]



这是考研中常考类型．



【例8】
 求[image: 081-02]
 ．



解题思路
 　这种题一般用分部积分，或者先用变量变换化简再用分部积分．用分部积分时，按照教科书中所讲的，对数、反三角函数部分设为u．





【解】方法1
 　命arcsinex
 =t，x=lnsint，dx=cottdt，有

[image: 081-03]



方法2
 　命ex
 =t，有x=lnt，[image: 081-04]
 ，

[image: 081-05]



【例9】
 求[image: 082-01]
 ．



解题思路
 　用分部积分法，lnx应放在分部积分的u中，而另一因式[image: 082-02]
 较繁，宜先拆项化简之．




[image: 082-03]



【例10】
 求[image: 082-04]
 ．



解题思路
 　用分部积分法，ex
 宜放在dv部分．而另一因式[image: 082-05]
 较繁，应先拆项化简之．




[image: 082-06]


五、被积函数中含有导数或变限函数的积分

[image: 094510]



【例11】
 设G′（x）=arcsin（x-1）2
 ，G（0）=0，求[image: 082-07]
 ．



解题思路
 　G′（x）=arcsin（x-1）2
 ，G（0）=0，即[image: 082-08]
 ．


积分[image: 082-09]
 中的被积函数含有变限积分．解决这类题通常有两个办法，其一是用二重积分的方法，将[image: 082-10]
 交换积分次序；其二是用分部积分，将G（x）放在u中．现在用第二个方法．




【解】
 用分部积分，有

[image: 083-01]



【例12】
 如图3-2，曲线C的方程为y=f（x），点（3，2）是它的一个拐点，直线l1
 与l2
 分别是曲线C在点（0，0）与（3，2）处的切线，其交点为（2，4）．设函数f（x）具有三阶连续导数，计算定积分[image: 083-03]
 ．

[image: 083-02]
图3-2





解题思路
 　被积函数中含有导数，宜用分部积分法处理，含导数部分应放入dv中．题中给出的一些几何条件，可得到一些数据，作为上、下限用．





【解】
 点（0，0）与点（2，4）连线的斜率为f′（0）=2，点（3，2）与点（2，4）连线斜率为f′（3）=-2；点（3，2）是一个拐点，从而f″（3）=0；又f（0）=0，f（3）=2．

以下计算

[image: 083-04]


六、对称区间上的定积分，周期函数的定积分


【例13】
 求[image: 083-05]
 ．



解题思路
 　对称区间上的定积分[image: 083-06]
 ，常将它拆成两项之和，然后并项处理，如下面做法．




[image: 084-01]



【例14】
 积分[image: 084-02]
 的值

（A）与a无关且恒为正．

（B）与a无关且恒为负．

（C）恒为零．

（D）与a有关．



解题思路
 　被积函数为以2π为周期的连续函数，积分区间长度为2π，由式（3.2）知该积分与a无关．再将对称区间上的积分划分成两个，便可解答本题．





【解】
 应选（A）．

[image: 084-03]


以下用两个方法．


方法1


[image: 084-04]


而当[image: 084-05]
 时等号成立，所以I>0．选（A）．


方法2
 　由分部积分，

[image: 084-06]



【例15】
 设f（x）是以T为周期的连续函数，（1）试证明：可适当选取常数k，使[image: 085-01]
 为T周期，并求出此k；（2）求[image: 085-02]
 ．



解题思路
 　按照题目要求去做即可．




[image: 085-03]


因为φ（x）是连续的周期函数，所以φ（x）在一个周期段（例如［0，T］）上有界，从而在（-∞，+∞）上φ（x）有界，所以

[image: 085-04]


七、含参变量带绝对值号的定积分


【例16】
 设[image: 085-05]
 ．



解题思路
 　如果仅是带绝对值号的定积分，那么按定积分的上、下限去掉绝对值号．现在含有参变量x（积分是对t的，x作为参变量），要讨论x相对于上、下限所决定的绝对值号内的符号去掉绝对值号，有一定的麻烦．如果仅要做（2），二重积分还有一个方法比本题下面做的要方便不少．





【解】
 （1）先作变量变换令et
 =u，得

[image: 085-06]
 ，

这样，在1≤u≤e范围内就较容易比较u与x的大小而去掉绝对值号．由上式看，u的变化范围为［1，e］，因此要分x≤1，1<x<e，x≥e三种情形讨论．

[image: 085-07]


[image: 086-01]


八、积分计算杂例


【例17】
 求[image: 086-02]
 ．



解题思路
 　若按照部分分式的标准程序去分解，将是件十分繁琐的事，用凑的办法去拆项，可以收到事半功倍的效果．




[image: 086-03]


对于第3个积分，命x2
 =tant，有

[image: 087-01]



【例18】
 设f（x）在［-π，π］上连续，且有[image: 087-02]
 ，求f（x）．



解题思路
 　注意，[image: 087-03]
 是一个确定的数，命其为A，只要将此数求出来即可．




[image: 087-04]



【例19】
 　求不定积分[image: 113-01-b]




解题思路
 　被积函数为两个不同类型的函数相乘，常想到用分部积分.




[image: 113-02-b]



【例20】
 　设[image: 113-03-b]


（Ⅰ）证明f（x）为周期函数；

（Ⅱ）求f（x）的最大值和最小值.


【解】
 　（Ⅰ）[image: 113-04-b]


所以f（x）具有周期π.

（Ⅱ）求周期函数的最大、最小值，只要求它在一个周期内的最大、最小值即可.

[image: 114-01-b]


得[image: 114-02-b]
 考虑在[image: 114-03-b]
 处的f″（x）.

在[image: 114-04-b]
 邻域，f′（x）=cosx-sinx，f″（x）=-sinx-cosx，

[image: 114-05-b]


所以[image: 114-06-b]
 为f（x）的最大值，

[image: 114-07-b]


在[image: 114-08-b]
 邻域，f′（x）=-cosx-sinx，f″（x）=sinx-cosx.

[image: 114-09-b]


所以[image: 114-10-b]
 为f（x）的最小值.

[image: 114-11-b]



【例21】
 求[image: 087-05]
 ．



解题思路
 　积分中有绝对值号，要脱去才能积分，对于一般的x是不容易脱去的．先考虑


nπ≤x<（n+1）π，


就容易脱去了．




[image: 088-01]


[image: 001-01]
 3　反常积分及其计算

内容精讲

一、定义


定义3.3.1（无穷区间上的反常积分）
 　设f（x）在［a，+∞）上连续，称

[image: 088-02]


为f（x）在［a，+∞）上的反常积分．若右边极限存在，称此反常积分收敛；若该极限不存在，称此反常积分发散．

类似地可以定义

[image: 088-03]


在后一式中，只要右边两个反常积分至少有一个不存在，就说反常积分[image: 088-04]
 发散．


定义3.3.2（无界函数的反常积分）
 　设f（x）在区间［a，b）上连续，且[image: 088-05]
 ，称

[image: 088-06]


为f（x）在区间［a，b）上的反常积分（也称瑕积分），使f（x）→∞的点b称为f（x）的奇点（也称瑕点）．

若点a为f（x）的奇点，类似地可以定义

[image: 088-07]
 ．

若点a与b都是奇点，则应分成

[image: 089-01]


若两个反常积分中至少有一个不存在，就说反常积分[image: 089-02]
 不存在（发散）．

若在开区间（a，b）内部点c为奇点，则反常积分定义为

[image: 089-03]
 ．

右边两个反常积分中若至少有一个不存在，则称此反常积分发散．

二、重要性质、定理、公式


1. 两类反常积分的识别


只要一看积分限有∞，便知这是无穷区间上的反常积分．所以此类反常积分是容易识别的．

无界函数的反常积分就较难识别了．一般是看被积函数是否有使其分母为零的点．但这句话既不是必要，也不充分．例如[image: 089-04]
 ，被积函数没有“分母”，而x=0是它的奇点，所以该积分是反常积分．又如[image: 089-05]
 的下限x=0，使分母为0，但却不是反常积分．这是因为

[image: 089-06]


话虽如此，但被积函数的分母为零仍是重要的识别标志．不但要看积分的上、下限处，还要看区间内部是否有使f（x）→∞的点．不少考题故意将奇点埋伏在区间内部
 ，致使考生不注意．


2. 对称区间上奇、偶函数的反常积分



定理3.3.1（对称区间上奇、偶函数的反常积分）


（1）设f（x）在（-∞，+∞）上连续，且为奇函数，又设[image: 089-07]
 ．

（2）设f（x）在（-∞，+∞）上连续，且为偶函数，又设[image: 089-08]
 收敛，则[image: 089-09]
 ．

（3）设f（x）在［-a，a］上除x=±c外均连续，x=±c为f（x）的奇点，0≤c≤a．又设f（x）为奇函数，且[image: 089-10]
 ．

（4）设f（x）在［-a，a］上除x=±c外均连续，x=±c为f（x）的奇点，0≤c≤a．又设f（x）为偶函数，且[image: 089-11]
 ．


【注】
 这里（1）～（4）中，与通常的奇偶函数在对称区间上的定积分相比较，这里多了一个要求“收敛”的条件，
 如果不满足这条件，结论是不成立的．例如，按照定义


[image: 089-12]
 ，


而


[image: 090-01]
 ，


是发散的，所以[image: 090-02]
 发散，而不能认为被积函数是奇函数，该积分为0．



3. 一个重要的反常积分


[image: 090-04]


例题分析

一、反常积分的计算与反常积分的敛散性


【例1】
 求[image: 090-05]
 ．



解题思路
 　奇点[image: 090-06]
 ，所以该积分应拆开考虑．




[image: 090-07]



【评注】
 有“注”的这两个等式，是一种简单的写法，例如对于第一个注，实际上它应写成：


[image: 090-08]
 ．


由于arcsin（2b-1）在b=1处（左）连续，可以直接按“注”的等式那么写．



【例2】
 求[image: 090-09]
 ．



解题思路
 　本题既是无穷区间的反常积分，又是无界函数的反常积分，下限x=1是奇点．应拆成两个分别计算：


[image: 091-01]
 ．


右边两个反常积分都存在时，左边反常积分才说存在，其值等于右边两个之和．只要右边至少有一个不存在，则说左边反常积分不存在．





【解】
 命x=sect，有dx=secttantdt，

[image: 091-02]


所以原式=I1
 +I2
 =1．


【评注】
 ①其实，计算过程可以写得如下简单一些，命x=sect，和dx=secttantdt，


[image: 091-03]
 ．

②反常积分也可以象定积分那样作变量变换，如评注①所写的那样，作过变量变换之后，反常积分可以成为定积分．


【例3】
 　已知[image: 118-01-b]
 = _____.


【解】
 　应填[image: 118-02-b]


由分部积分，

[image: 118-03-b]



【例4】
 反常积分[image: 091-04]
 ，下述结论正确的是

（A）I1
 收敛，I2
 收敛．

（B）I1
 收敛，I2
 发散．

（C）I1
 发散，I2
 收敛．

（D）I1
 发散，I2
 发散．



解题思路
 　考研中一般直接计算判别其敛散性．





【解】
 应选（A）．

[image: 119-01-b]



【例5】
 下列积分发散的是

[image: 119-02-b]


[image: 119_0001]




解题思路
 　与上例一样，通过直接计算．





【解】
 应选（D）.

[image: 092-03]



【评注】
 对于（C），一般有结论：设常数a>1，则

[image: 092-04]


二、关于奇、偶函数的反常积分


【例6】
 下列积分其结论不正确的是

[image: 092-05]




解题思路
 　这4个选项关系到奇、偶函数在“对称”区间上的积分，应该按照定理3.3.1判断．对于（A），要用分部积分法处理．





【解】
 由

[image: 092-06]



【评注】
 下面来说一下（A）、（B）、（D）都是正确的．



由于


[image: 092-07]


对于（B），因为[image: 093-01]
 ，而在其它点处均连续，所以（B）不是反常积分，命

[image: 093-02]



它是一个连续的奇函数，且


[image: 093-03]


[image: 001-01]
 4　定积分的应用

内容精讲

一、基本方法

定积分（包括以后的二重、三重积分等，仅是定义域不同）应用的关键在于微元法．

设所求的量F依赖于某区间［a，b］以及在此区间上定义的某函数f（x），且满足：

（1）当f（x）为常数f时，F=f·（b-a）；

（2）当将区间［a，b］分为一些Δx之和时，量F也被分割为相应的一些ΔF之和，即F具有可加性．

将f（x）在小区间［x，x+Δx］上视为常量，于是

ΔF≈f（x）Δx．

（3.18）

这个近似式严格地说是

ΔF=f（x）Δx+o（Δx）．

（3.19）

于是

F=f（x）dx，

（3.20）

[image: 093-04]
 ．

建立式（3.20）或式（3.18）常称为取微元，式（3.20）称为F的微元，这是关键．取好微元，再自a到b积分便得F．

二、重要几何公式与物理应用


1. 平面图形面积


[image: 121_0001]


（1）曲线y=y2
 （x）与y=y1
 （x）（y2
 （x）≥y1
 （x））及x=a，x=b围成的平面图形的面积

[image: 094-01]


（2）曲线x=x2
 （y）与x=x1
 （y）（x2
 （y）≥x1
 （y））及y=c，y=d围成的平面图形的面积

[image: 094-02]


（3）极坐标曲线r=r（θ）介于两射线θ=α与θ=β（0<β-α≤2π）之间的曲边扇形的面积

[image: 094-03]



2. 平面曲线的弧长


（1）参数方程曲线[image: 094-04]
 ，α≤t≤β的弧长（其中x′（t）与y′（t）均连续，且不同时为零）

[image: 094-05]


（2）直角坐标y=y（x），a≤x≤b的弧长（其中y′（x）连续）

[image: 094-06]


（3）极坐标曲线r=r（θ），α≤θ≤β的弧长（其中r（θ），r′（θ）连续，且不同时为零）

[image: 094-07]



3. 旋转体体积


（1）曲线y=y（x）与x=a，x=b，x轴围成的曲边梯形绕x轴旋转一周所成的旋转体体积

[image: 094-08]


（2）曲线y=y2
 （x），y=y1
 （x），x=a，x=b（y2
 （x）≥y1
 （x）≥0）围成的图形绕x轴旋转一周所成的旋转体体积

[image: 094-09]


（3）曲线y=y2
 （x），y=y1
 （x），x=a，x=b（b>a≥0，y2
 （x）≥y1
 （x））围成的图形绕y轴旋转一周所成的旋转体体积

[image: 094-10]



4. 旋转曲面面积


在区间［a，b］上的曲线y=f（x）的弧段绕x轴旋转一周所成的旋转曲面面积

[image: 095-01]



【注】
 若该曲线由参数方程x=x（t），y=y（t），α≤t≤β给出，且x′（t）≠0．则将式（3.30）中的y用y（t）代替，[image: 095-02]
 代替，上、下限为t的上、下限：从t=α至t=β即可：


[image: 095-03]



5. 在区间［a，b］上平行截面面积A（x）为已知的立体体积


[image: 095-04]



6. 函数的平均值


设x∈［a，b］，函数f（x）在［a，b］上的平均值为

[image: 095-05]



7. 物理应用公式的建立原则


根据考试大纲，定积分在物理上的应用有功、引力、压力、形心、质心，解题步骤是：（1）建立坐标系；（2）根据物理原始公式，建立所求量的微元；（3）确定上、下限；（4）计算定积分．

例题分析

一、几何应用

定积分在几何上的应用，有的可以套用现成公式，但更重要的是会用微元法建立微元．

[image: 104202]



【例1】
 　过坐标原点作曲线y=ex
 的切线，该切线与曲线y=ex
 以及x轴围成的平面图形记为D．

（1）求D的面积A；

（2）求D绕直线x=1所成的旋转体体积V1
 ；

（3）求D绕x轴所成的旋转体体积V2
 ．



解题思路
 　这类题一般都应画个图，按照题的要求，先求出切线方程，然后写出D的面积元素并计算之，最后写出V1
 及V2
 这些体积的体积微元并计算之．





【解】
 （1）设切点坐标为P（x0
 ，y0
 ），于是曲线y=ex
 在点P（x0
 ，y0
 ）的切线斜率为y′0
 =ex0

 过点P（x0
 ，y0
 ）的切线方程为y-y0
 =ex0

 （x-x0
 ），它经过点O（0，0），所以-y0
 =-x0
 ex0

 ． 又因y0
 =ex0

 ，代入上式求得x0
 =1，从而y0
 =ex0

 =e，切线方程为y=ex

取水平条为A的面积元素，有

[image: 123-01-b]


（积分[image: 096-02]
 为反常积分，[image: 096-03]
 来自洛必达法则）．

[image: 095-06]
图3-3



（2）D绕直线x=1旋转一周所成的旋转体体积微元

[image: 096-04]


（3）D绕x轴旋转一周所成的旋转体体积，有两个方法．


方法1
 ：套筒法．

[image: 096-05]



方法2
 ：两体积相减．

[image: 096-06]



【例2】
 摆线的参数方程为x=a（t-sint），y=a（1-cost），0≤t≤2π，常数a>0．求

（1）该弧段的长；

（2）该弧段绕x轴旋转一周所成的旋转曲面的面积；

（3）该弧段绕y轴旋转一周所成的旋转曲面的面积．



解题思路
 　分别用公式（3.24），（3.30）′就可求得（1）与（2）．对于（3），只要将公式（3.30）′中的y（t）改为x（t），x（t）改为y（t），并要求y′（t）≠0即可．





【解】
 （1）由公式（3.24），有

[image: 096-07]


（2）由公式（3.30）′，

[image: 096-08]


（3）将公式（3.30）′按“解题思路”中说的修改，有

[image: 097-01]



【例3】
 设x≥0，[image: 097-02]
 ．

（1）求y=g（x）在x≥0部分的水平渐近线；

（2）求y=g（x）与其水平渐近线及y轴在x≥0部分所围成的图形的面积A．



解题思路
 　按题目要求去做即可．





【解】
 （1）f（0）=1，当x>0时

[image: 097-03]


在x≥0部分曲线y=g（x）的水平渐近线为

[image: 097-04]


以下计算方括号内的积分．有两个办法：一是用分部积分，二是交换二次积分的次序．今用前者，有

[image: 097-05]



【评注】
 请读者用交换二次积分次序的方法计算[image: 097-06]
 ．



【例4】
 　心形线r=a（1+cosθ）（常数a>0）的全长是_____.


【解】
 　应填8a.

[image: 125-01-b]


二、物理应用


【例5】
 　（1）设D是半径为R的圆形薄片，L为D的一条切线.D上任意一点P的点密度与P到L的距离d的平方成正比，比例系数k>0. 求该薄片的质量中心的位置.

（2）由摆线[image: 125-02-b]
 （0≤t≤2π）一拱与x轴所围成的图形记为D. 设其点密度为μ=常数. 求该图形的质心的坐标[image: 125-03-b]
 ，其中a>0是常数.



解题思路
 　用定积分处理平面图形的质心问题，若要列出一个统一公式，形式上可以很简单. 设D为平面上的一个有界薄片，取dσ为该D的一个微元，在该微元上，密度可以看成不变，为μ.dσ对该平面上某指定轴L的“距”也可以看成不变，为r，则该微元对L的“质量矩”为rμdσ，整个薄片D对L的“质量矩”为


[image: 126-01-b]



而该D的质量为


[image: 126-02-b]



从而该D的质心相对于L的“矩”为


[image: 126-03-b]



它是质心相对于L的“坐标”.



但具体用公式（*），如何取dσ，常因题而异，技巧性很大. 详见下面解法.





【解】
 　（1）以切点为坐标原点O，L向上的为y轴正向. 点O与圆心的连线向右为x轴正向. 于是D的边界的方程为

（x-R）2
 +y2
 =R2
 ，

即

y2
 =R2
 -（R-x）2
 =2Rx-x2
 .

D关于x轴对称，且D的点密度仅与x有关，故D的质心在x轴上，为此，只要求质心的x坐标[image: 126-05-b]
 由质心公式（*），得（如图3-4）

[image: 126-06-b]


[image: 126-04-b]
图3-4



其中2ydx为竖条面积微元，kx2
 为质点的密度，kx2
 ·2ydx为竖条面积微元的质量，x为该面积微元对y轴的“距”. 下面来具体计算.

[image: 126-07-b]


[image: 127-01-b]


所以[image: 127-02-b]
 质心坐标为[image: 127-03-b]
 （1）解毕.

（2）显然，图形对称于直线x=πa. 由于密度为常数，所以质心在直线x=aπ上，即质心坐标为[image: 127-04-b]
 . 以下如何用公式来求[image: 127-05-b]


如图3-5取细竖长条，面积元素

dσ=ydx.

[image: 127-06-b]
图3-5



它的质量为μydx，它的质心的纵坐标可看成为[image: 127-07-b]
 ，即dσ的质量可看成集中于点[image: 127-08-b]
 处. 于是该细条对x轴的“质量矩”为

[image: 127-09-b]


D对x轴的“质量矩”为

[image: 127-10-b]


于是

[image: 127-11-b]


上述积分用摆线的参数方程计算，相当于作积分变量变换x=a（t-sint）将x，y化为t，于是

[image: 127-12-b]


所以[image: 128-01-b]
 即质心坐标为[image: 128-02-b]



【评注】
 　实际上，若用二重积分、三重积分分别来处理二维、三维图形的质心问题，要方便不少.


【例6】
 　有一质量均匀分布的半径为R的圆盘，在过圆盘中心且与圆盘垂直的直线上并与圆盘中心相距为a的点A有一质量为1的质点．求圆盘对点A的引力．



解题思路
 　物理问题也要建立坐标系．引力为万有引力，但因它是向量，应讨论其分量，建立分量的微元，然后积分之．





【解】
 建立坐标系如图．由对称性知，引力沿x轴、y轴方向的分力之和分别为零，只需计算z方向的分力即可．xOy平面上点P，离圆心距离为r，P对A的引力沿z轴方向分量为

[image: 099-04]
图3-6



[image: 099-05]
 ，

其中m为点P的质量．采取剖分半径的办法，将圆盘分成一个个小圆环，半径为r，环宽dr，对环上每一点，r可视为常数，对点A的引力沿z轴方向的分量相同．环的质量dm=2πrμdr，μ为圆盘的密度，于是

[image: 128-03-b]



【例7】
 有一半径为4m的半球形水池蓄满了水，现在要将水全部抽到距水池原水面6m高的水箱内，问至少要做多少功？



解题思路
 　功=力×距离．但是不同水平面上的水抽至同一高度时，提升的距离不一样，用上述公式建立微元，应将水剖分成“一片片”，使得每一片水提升的距离一样，以此建立微元．





【解】
 建立坐标系，以球心为坐标原点，向上作为y轴正向，同一水平面上的水提升的距离一样，取区间［y，y+dy］，在此区间上，体积微元dV=πx2
 dy，其中x与y的关系由如图3-7所示圆的方程联系着：x2
 =42
 -y2
 ．提升此体积微元的水需力

df=ρgπx2
 dy．

[image: 099-08]
图3-7



提升到原水面6m高处，提升距离可视为常数（6-y），从而提升此微元的水需做的微功为dW=（6-y）ρgπx2
 dy．

所以将水全部提升至原水面上方6m处，需做功

[image: 100-01]
 ，

其中ρ=1000kg/m3
 ，g=9.8m/s2
 ．


【例8】
 一涵洞最高点在水面下5m处，涵洞为圆形，直径80cm，有一与涵洞一样大小的铅直闸门将涵洞口挡住，求闸门上所受的水的静压力．



解题思路
 　液面下深h处面积为A的水平板上所受该液体的静压力p=μghA，其中μ为该液体的比重．现在闸门是铅直的，在闸门上不同水平面上h不同，所以应剖分深度，建立微元．





【解】
 建立坐标系．为方便起见，以闸门的圆心为坐标原点，向上为y轴正向．如图3-8，将y轴上的区间［-0.4，0.4］划分成［y，y+dy］，在此区间上对应的闸门部分被分成水平细横条，此细横条的面积微元dA=2xdy，从而此细横条上所受压力微元dp=μg（5.4-y）2xdy，其中x与y由圆的方程x2
 +y2
 =（0.4）2
 联系着，且x>0．

[image: 100-02]
图3-8



于是有

[image: 100-03]



【例9】
 用铁锤将钉打入木板，设木板对铁钉的阻力与铁钉进入木板深度成正比，在铁锤击第一次时能将铁钉击入木板内1cm，如果铁锤每次打击铁钉所做的功相等，问铁锤锤击第二次时能将铁钉又击入多深？



解题思路
 　铁锤将铁钉打入木板反抗阻力所做的功W=力×距离，其中力为铁锤打入的力（大小等于阻力），距离为在此力下铁钉所走的距离．由于力与进入的深度成正比，随着深度的变化，力也随之而变．为了列出功的微元，应剖分距离．





【解】
 考虑力打入x到x+dx这一段，铁锤打入的力认为不变，为kx，于是功微元为

dW=kxdx．

以W1
 与W2
 分别表示第一次与第二次锤击所做之功，则

[image: 100-04]


其中H为第二次打击铁钉到达的距离．由题设W1
 =W2
 ，所以[image: 101-01]
 ，从而知[image: 101-05]
 ，所以在铁锤锤击第二次时能击进深度为[image: 101-06]
 ．


【评注】
 一般，反抗弹簧的力做功也与此类似．


[image: 001-01]
 5　定积分的证明题

内容精讲

本节的基本概念及重要定理、方法和公式，在前面都已介绍过了，而涉及的考题范围十分广泛，有


1. 讨论变限积分所定义的函数的极限、导数、奇偶性、周期性、单调性，或求被积函数；



2. 讨论定积分或变限积分的不等式，或者定积分、变限积分的零点问题．


解决这类问题的方法见下面的例子．考生对下面所讲到的方法要有足够的重视，熟练掌握有关的方法．

例题分析

一、讨论变限积分所定义的函数的奇偶性、周期性、极值、单调性等


【例1】
 设f（x）在（-∞，+∞）上连续，f（x）0．并设

[image: 101-02]
 ，

下列命题

①若f（x）为奇函数，则F（x）也是奇函数．

②若f（x）为奇函数，则F（x）是偶函数．

③若f（x）为偶函数，则F（x）也是偶函数．

④若f（x）为偶函数，则F（x）是奇函数．

正确的是

（A）①、②．

（B）③、④．

（C）①、③．

（D）②、④．



解题思路
 　按照奇偶性的定义去讨论，在讨论中要用到积分变量变换．





【解】
 应选（C）．即F（x）的奇偶性与f（x）的奇偶性相同．

[image: 101-03]


由此可见，若f（u）为奇函数，则f（-u）=-f（u），从而F（-x）=-F（x）；若f（u）为偶函数，则f（-u）=f（u），从而F（-x）=F（x），故①、③正确．选（C）．


【例2】
 设f（x）在（-∞，+∞）内连续且严格单调增，f（0）=0．常数n为正奇数．并设

[image: 101-04]
 ，

则正确的是

（A）F（x）在（-∞，0）内严格单调增，在（0，+∞）内也严格单调增．

（B）F（x）在（-∞，0）内严格单调增，在（0，+∞）内严格单调减．

（C）F（x）在（-∞，0）内严格单调减，在（0，+∞）内严格单调增．

（D）F（x）在（-∞，0）内严格单调减，在（0，+∞）内也严格单调减．



解题思路
 　因为F（x）在（-∞，0）与（0，+∞）内可导，利用F′（x）可讨论F（x）的单调性．





【解】
 应选（C）．

[image: 102-01]
 ．

分子中一个带积分号，一个不带积分号，要比较它们的大小，有两个办法处理．


方法1
 　用积分中值定理，将有积分号的化为无积分号的．

[image: 102-02]
 ，

其中，设x>0，则0<ξ<x．于是有0<ξn
 <xn
 ，又由f（x）严格单调增，有0<f（ξ）<f（x）．

于是

xn
 f（x）>ξn
 f（ξ）>0，

故当x>0时F′（x）>0，F（x）严格单调增．

若x<0，则x<ξ<0，于是有xn
 <ξn
 <0，f（x）<f（ξ）<0，仍有xn
 f（x）>ξn
 f（ξ）>0，故当x<0时F′（x）<0，F（x）严格单调减．选（C）．


方法2
 　将没有积分号的套上积分号：

[image: 102-03]


设x>0，则0<t<x，0<f（t）<f（x），所以xn
 f（x）>tn
 f（t）>0，从而F′（x）>0，所以当x>0时F（x）严格单调增．

若x<0，则[image: 102-06]
 ，由x<t<0，有xn
 <tn
 <0，f（x）<f（t）<0．于是tn
 f（t）<xn
 f（x），从而F′（x）<0．所以当x<0时F（x）严格单调减．选（C）．


【例3】
 　设f（x）在区间［a，b］上存在一阶导数，且f′（x）>0. 则

[image: 131-01-b]


在区间（a，b）上

（A）严格单调增加.

（B）严格单调减少.

（C）存在极大值点.

（D）存在极小值点.



解题思路
 　去掉绝对值号再求导讨论之.




[image: 131-02-b]


令F′（x）=0，得唯一驻点[image: 132-02-b]
 当x<x0
 时，F′（x）<0，当x>x0
 时，F′（x）>0，所以F（x）在（a，b）上存在唯一驻点且是极小值点. 选（D）.

二、由积分定义的函数求极限


【例4】
 [image: 102-04]
 _____．



解题思路
 　作变量变换1+x=u去积分，虽然可将积分做出来，但很麻烦，此法不可取．将[image: 102-05]
 放大、缩小，再用夹逼定理处理较方便．





【解】
 应填0．

[image: 103-01]



【评注】
 　下面这个做法是错误的
 ：由积分中值定理，有

[image: 103-02]



错误的原因
 　这里的ξ与n有关，应写成ξn
 ，虽然0<ξn
 <1，但[image: 103-03]
 是否为0，要证明它正确是麻烦的，因为也许[image: 103-04]
 ．做填空题时阅卷人虽然见不到考生是如何做的，但是这种做法是错的，应该指正．


【例5】
 设f（x）在［a，b］上连续，且[image: 103-05]
 ，证明

[image: 103-06]
 ．



解题思路
 　直接积分当然不可能．由积分不等式性质缩小、放大，再由夹逼定理便得．此题有技巧，但如果对于第一章[image: 041-08]
 2例19的方法有深刻理解，那么也可想到这个方法．





【解】
 由积分不等式性质，有

[image: 103-07]


另一方面，由于f（x）在［a，b］上连续，故知存在x0
 ∈［a，b］使f（x0
 ）=M．

若x0
 ∈（a，b），取n足够大，使

[image: 133-01-b]


其中后一等式来自积分中值定理，[image: 103-09]
 ．将两个不等式合在一起，便得

[image: 103-10]
 ．

命n→∞，有[image: 103-11]
 ，于是由夹逼定理得

[image: 103-12]
 ．

若x0
 =a或x0
 =b，则分别取区间[image: 103-13]
 ，同样可证．

三、积分不等式的证明

证明某积分不等式，是考研中经常见到的题．处理这类问题有三种方法
 ．

（1）将要证的某某>0（或≥0）的一边看成变限函数，用微分学的办法证此不等式（例如用单调性，最值，拉格朗日中值定理，拉格朗日余项泰勒公式等等），这是考研中经常用到的方法．

（2）设要证的是[image: 104-01]
 ，先去证当a≤x≤b时f（x）≥g（x），那么再由积分不等式的性质便有[image: 104-02]
 ．

如果要证的是[image: 104-03]
 ，先去证当a≤x≤b时f（x）与g（x）都连续，且f（x）≥g（x），并且至少存在一点x1
 ∈［a，b］使f（x1
 ）>g（x1
 ），则由定理3.1.6（7）便有[image: 104-04]
 ．考试中常见的是严格不等式情形．

（3）利用积分性质，例如积分中值定理、积分变量变换、分部积分等方法，经变形并计算．如果一个式子有积分号，一个没有积分号，要比较它们的大小，可以将积分那一个用积分中值定理化成没有积分号，或者将没有积分号的套上积分号（例如前面例2所见），在积分号里面比较大小．有时两个积分的区间不一样，那么是否能通过变量变换将它们变成一样，从而比较被积函数的大小等等，详见下面例子．


【例6】
 设常数α>0，积分[image: 104-05]
 ，则

（A）I1
 >I2
 ．

（B）I1
 <I2
 ．

（C）I1
 =I2
 ．

（D）I1
 与I2
 的大小与α有关．



解题思路
 　考虑I1
 -I2
 ，并将区间划小，使在小的区间上能分清楚cosx与sinx的大小．





【解】
 应选（A）．

[image: 104-06]


对后者作积分变量变换[image: 104-07]
 ，并将新的积分变量t仍记为x，有

[image: 104-08]


当[image: 104-09]
 ，所以积分号里的两个因式均为正，从而知I1
 >I2
 ．


【例7】
 设f（x）在［0，1］上连续且严格单调减少，试证明：当0<λ<1时[image: 105-01]
 ．

[image: 134_0001]




解题思路
 　将λ∈（0，1）看成变量，引入变限函数


[image: 105-02]
 ，


将微分学中证不等式的办法用过来，称之为“变限法”，是一个比较容易掌握的方法．这就是下面的方法1．此外，由例5前所指出的（3）也可解决本题，见方法2与方法3．





【证明】方法1
 　（变限法）命

[image: 105-03]


当0<λ<ξ时，f（λ）>f（ξ），φ′（λ）>0．又因φ（0）=0，所以当0<λ≤ξ时φ（λ）>0；当ξ<λ<1时f（λ）<f（ξ），φ′（λ）<0．又因φ（1）=0，所以当ξ≤λ<1时φ（λ）>0．合并之，所以当λ∈（0，1）时φ（λ）>0，即

[image: 105-04]
 ．


方法2
 　[image: 105-05]
 的积分限不一样，不便于比较，能否使之成为一样．采用积分换元使之变成一样：

[image: 105-06]


因为0<λ<1，t∈［0，1］，所以λt≤t（仅当t=0时成立等号），由函数的严格单调性知，f（λt）≥f（t）（仅当t=0时成立等号），于是推知φ（λ）>0．证毕．

[image: 105-07]


其中0<ξ1
 <λ<ξ2
 <1，由函数的严格单调性知，f（ξ1
 ）>f（ξ2
 ），所以φ（λ）>0．证毕．


【评注】
 方法3中如果按照下面方式用积分中值定理，是无法得出结论的：


[image: 105-08]
 ，


其中0<ξ1
 <λ，0<ξ2
 <1，弄不清楚ξ1
 与ξ2
 谁大谁小，这是在使用中值定理要比较大小时必须注意的一件事．



【例8】
 设y=f（x）在［0，+∞）上有连续的导数，f（x）的值域为［0，+∞），且f′（x）>0，f（0）=0. x=φ（y）为y=f（x）的反函数．设常数a>0，b>0，试证明：

[image: 106-01]




解题思路
 　由要证明的结论看，将[image: 106-02]
 看成a的函数g（a），去证当a=φ（b）时，g（a）达最小值，为0；当a≠φ（b）时，g（a）>0．按这条思路去做，就是用变限法（将a看成变量）去讨论g（a）的最小值（或参照最小值证不等式，见第二章3的例2的方法），这是下面用的方法1．由于x=φ（y）是y=f（x）的反函数，因此，通过变量变换可以将[image: 106-03]
 合并成一个积分而化简（这种出现反函数的积分也是常考题），这是下面要讲的方法2．





【证明】方法1
 　命

[image: 106-04]


命g′（a）=0，得b=f（a），即a=φ（b）．当0<a<φ（b）时，由f′（x）>0有f（a）<f（φ（b））=b，从而知g′（a）<0；当0<φ（b）<a时，有f（φ（b））=b<f（a），从而知g′（a）>0，所以g（φ（b））为最小值．

为证明对任意，[image: 106-05]
 ，今采取一个巧妙的办法证之．对b求导数，有

[image: 106-06]


（因φ（0）=0）．所以g（φ（b））≡0．从而推知

[image: 106-07]



方法2
 　对积分[image: 106-08]
 用变量变换，之后再分部积分，有

[image: 106-09]


若a>φ（b），则当a>x>φ（b）时，

[image: 107-01]



【评注】
 方法2中用变量变换计算反函数的积分，是考研中经常见到的题，应引起足够的重视．



【例9】
 设f（x）在［a，b］上存在一阶导数，｜f′（x）｜≤M，且[image: 107-02]
 ．证明：当x∈［a，b］时[image: 107-03]
 ．



解题思路
 　命[image: 107-04]
 之后，就是要证明｜φ（x）｜的最大值[image: 107-05]
 ．而


M≥｜f′（x）｜=｜φ″（x）｜，


所以想到去证明｜φ（x）｜的最大值[image: 107-06]
 即可．φ（x）要与φ″（x）建立关系，想到泰勒公式（拉格朗日余项）．





【证明】
 命[image: 107-07]
 ，如果φ（x）≡0，则显然有[image: 107-08]
 ．

设φ（x）0，则｜φ（x）｜在（a，b）内必存在最大值（>0），设

max｜φ（x）｜=｜φ（x0
 ）｜，x0
 ∈（a，b）．

则φ（x0
 ）必是φ（x）的极大值或极小值，从而φ′（x0
 ）=0．由泰勒公式，有

[image: 107-09]
 ．

以x=a，x=b分别代入，得

[image: 136-01-b]


若[image: 107-11]
 ，则由式（3.33）有

[image: 107-12]


（其中｜φ″（ξ1
 ）｜=｜f′（ξ1
 ）｜≤M）．于是

[image: 107-13]


若[image: 108-01]
 ，则由式（3.34）类似可证上式也成立．证毕．


【评注】
 本题实际上是证明了下述命题：


设φ（x）在［a，b］上存在二阶导数，且φ（a）=0，φ（b）=0，｜φ″（x）｜≤M，则｜φ（x）｜≤[image: 108-02]
 ．

由二阶导数的估值证明函数的估值，想到用泰勒公式（拉格朗日余项）．


【例10】
 设f（x）在［a，b］上可导，且｜f′（x）｜≤M．证明

[image: 108-03]




解题思路
 　以（1）为例来说明解题思路，要估算一个有积分号、一个无积分号的差，改写[image: 108-04]
 ，合并两个积分便可得证．对于（2）类似，对于（3）想到将区间分小处理．




[image: 108-05]


将（2）的结论用于上式，上式右边[image: 108-06]
 ．证毕．


【评注】
 本题（1），如果对[image: 108-07]
 用积分中值定理，有


[image: 108-08]



得不出要得的结果．这说明，在考虑问题时不能只抱住一个方法．



【例11】
 　（Ⅰ）证明[image: 138-01-b]


（Ⅱ）设常数[image: 138-02-b]
 证明[image: 138-03-b]




解题思路
 　当[image: 138-05-b]
 时，sinx2
 有正有负. 为讨论此积分的符号，宜将此积分拆成两个区间，使得在一个区间上sinx2
 ≥0，在另一区间上sinx2
 ≤0.





【证明】
 　（Ⅰ）作积分变量代换，命x2
 =u，有

[image: 138-06-b]


（Ⅱ）由（Ⅰ）有

[image: 138-07-b]



【例12】
 　设f（x）在区间［0，1］上具有二阶连续的导数，且f（0）=f（1）=0.

（Ⅰ）证明[image: 138-08-b]
 ；

（Ⅱ）又设在［0，1］上|f″（x）|≤12，证明[image: 138-09-b]
 .


【证明】
 　（Ⅰ）由分部积分

[image: 139-01-b]



【例13】
 　[image: 139-02-b]




解题思路
 　直接计算an
 有困难，想到去建立一个递推公式.



[image: 139-03-b]


四、零点问题

与微分学中类似，定积分与变限积分中也有零点问题．处理的办法，一是化成变限积分看成变限的函数
 ，用微分学中的办法（参见第二章[image: 109-04]
 3），二是利用积分中值定理．



【例14】
 设y=f（x）在［0，1］上连续，且f（x）>0．

（1）试证明：存在ξ∈（0，1），使得在区间［0，ξ］上以f（ξ）为高的矩形面积等于在区间［ξ，1］上以y=f（x）为曲边的曲边梯形的面积；

（2）若又设f（x）在（0，1）内可导，且[image: 109-05]
 ，则（1）中的ξ是唯一的．



解题思路
 　按照（1）的要求，写出在区间［0，ξ］上以f（ξ）为高的矩形面积以及［ξ，1］上y=f（x）为曲边的曲边梯形的面积．去证明它们的差存在零点．为证明零点唯一，只要再去证此差严格单调即可．





【证明】
 （1）由题意，要去证

[image: 109-06]


在（0，1）内存在零点．


方法1
 　用连续函数零点定理，有

[image: 109-07]
 ，

所以存在ξ∈（0，1），使φ（ξ）=0．


方法2
 　用罗尔定理．引入

[image: 109-08]
 ，

有F′（x）=-f（x），于是

φ（x）=-xF′（x）-F（x）=-（xF（x））′．

考虑函数

g（x）=xF（x），

有g（0）=0，g（1）=F（1）=0，g（x）在［0，1］上连续，（0，1）内可导，由罗尔定理知，存在ξ∈（0，1）使g′（ξ）=0，即φ（ξ）=0．（1）证毕．

（2）为证φ（x）的零点唯一存在，由（1）已证存在，所以以下只要证至多一个，为证此，只要证φ（x）在（0，1）内严格单调即可．由

[image: 110-01]



【评注】
 要证[image: 110-02]
 存在零点，不要以为式子中未见导数，一定不能用罗尔定理，这种片面理解是不对的．正如上所见，引入[image: 110-03]
 之后，φ（x）中可出现导数（F（x）的导数），可用罗尔定理来处理．



【例15】
 设f（x）在［0，1］上连续，[image: 110-04]
 ．试证明：至少存在一点ξ∈（0，1），使[image: 110-05]
 ．



解题思路
 　即欲证[image: 110-06]
 在（0，1）内存在零点．引入[image: 110-07]
 之后，可用微分学办法处理．





【证明】
 命[image: 110-08]
 ，问题成为证明存在ξ∈（0，1）使F（x）-F′（x）=0．按第二章中“微分方程法”作φ（x）用罗尔定理，命（作法见题后的评注）

φ（x）=e-x
 F（x），

有[image: 110-09]
 在［0，1］上连续，在（0，1）内可导，由罗尔定理知，存在ξ∈（0，1）使φ′（ξ）=0，即

e-ξ
 F′（ξ）-e-ξ
 F（ξ）=0，

即

F′（ξ）-F（ξ）=0，

亦即[image: 110-10]
 ．证毕．


【评注】
 将F（x）-F′（x）=0看成一个微分方程[image: 110-11]
 ，分离变量解之，得ln（F（x））=x+C1
 ，F（x）=Cex
 ，e-x
 F（x）=C，命φ（x）=e-x
 F（x）便可．



【例16】
 设f（x）在区间［-a，a］上具有二阶连续的导数，a>0，f（0）=0．

证明：在（-a，a）内至少存在一点η，使[image: 110-12]
 ．



解题思路
 　题中出现f（x）的二阶导数，如果用罗尔定理或拉格朗日中值定理，看来有一定困难．如果将a看成变限，左边似乎有点像右边[image: 110-13]
 的泰勒公式展开．以下试之．





【证明】
 命[image: 110-14]
 ，试将F（x）在x=0处按拉格朗日余项泰勒公式展开至x3
 项（注意到左边出现a3
 ）．为此，计算如下：

F（0）=0；

F′（x）=f（x）+f（-x），F′（0）=0；

F″（x）=f′（x）-f′（-x），F″（0）=0；

F‴（x）=f″（x）+f″（-x），

于是

[image: 111-01]
 ，

其中-a<ξ<a，-a<-ξ<a．由于f″（x）在［-a，a］上连续，[image: 111-02]
 介于f″（ξ）与f″（-ξ）之间．由连续函数介值定理，存在η介于-ξ与ξ之间，从而知

-a<η<a，

使[image: 111-03]
 ．

于是知存在η∈（-a，a）使[image: 111-04]
 ．

以x=a代入，得[image: 111-05]
 ，即[image: 111-06]
 ．证毕．


【例17】
 　（Ⅰ）设k为正整数，[image: 141-01-b]
 证明F（x）存在唯一的零点，记为xk
 ；

（Ⅱ）证明[image: 141-02-b]
 存在，且其极限值小于2.



解题思路
 　（Ⅰ）的两个积分都无法计算，所以只能估值的办法再使用连续函数介值定理，估出零点的位置，然后再在（Ⅱ）中用适当的方法求出极限.　





【解】
 　（Ⅰ）[image: 141-03-b]
 ，故至少存在一个零点. 又[image: 141-04-b]
 ，故至多存在一个零点，所以F（x）有且仅有一个零点，记为xk
 且[image: 141-05-b]
 .

[image: 142-01-b]



第四章　多元函数微积分学

考点与要求



了解　会用
 　多元函数的概念，二元函数的几何意义，二元函数极限与连续的概念，有界闭区域上连续函数的性质，全微分的求法，隐函数的偏导数，二元函数极值存在的充分条件，简单多元函数的最大值和最小值及其简单应用，二重积分的性质．



理解　掌握
 　偏导数和全微分的概念，多元复合函数一阶、二阶偏导数的求法，多元函数的极值和极值存在的必要条件，条件极值的概念和拉格朗日乘数法求条件极值，二重积分的概念，二重积分的计算方法（直角坐标，极坐标）．




[image: 001-01]
 1　多元函数的极限、连续、偏导数与全微分

内容精讲

以下除一的2及三的2外，均可类似地推广到多元函数情形.

一、多元函数


1. 二元函数的概念



【定义】
 　设D是平面上的一个点集，如果对每一个点P（x，y）∈D，变量z按照一定法则总有确定的值和它对应，则称z是变量x，y的二元函数，记为z=f（x，y），其中点集D称为函数f（x，y）的定义域，x，y称为自变量，z称为因变量，数集{z|z=f（x，y），（x，y）∈D}称为函数z=f（x，y）的值域．

类似地可以定义三元函数u=f（x，y，z）及三元以上的函数．


2. 二元函数的几何意义


空间点集{（x，y，z）|z=f（x，y），（x，y）∈D}称为二元函数z=f（x，y）的图形．通常情况下，二元函数z=f（x，y）的图形是一张曲面．

二、二元函数的极限与连续


1. 重极限的概念


[image: 143_0001]



【定义】
 　设函数f（x，y）在开区域（或闭区域）D内有定义，P0
 （x0
 ，y0
 ）是D的内点或边界点，如果对任意给定的ε>0，[image: 131-01]
 δ>0，使得对适合不等式

[image: 132-01]


且P（x，y）∈D的一切P（x，y）都有|f（x，y）-A|<ε，则称A为f（x，y）当x→x0
 ，y→y0
 时的极限，记为[image: 132-02]
 ．


【注】
 1°二元函数的重极限是指点P（x，y）以任何方式趋于点P0
 （x0
 ，y0
 ）时，函数f（x，y）都无限趋近于同一常数A．换言之，若点P（x，y）沿两种不同路径趋向于点P0
 （x0
 ，y0
 ）时，f（x，y）趋于不同常数，或点P（x，y）沿某一路径趋于P0
 （x0
 ，y0
 ）时，f（x，y）的极限不存在，则重极限[image: 132-03]
 不存在．这是证明重极限不存在常用的有效方法．


2°重极限的极限运算（有理运算，复合运算）和性质（保号性，夹逼性，局部有界性，极限与无穷小的关系）与一元函数完全类似．


2. 二元函数连续的概念



【定义】
 　设函数f（x，y）在开区域（或闭区域）D内有定义，P0
 （x0
 ，y0
 ）是D的内点或边界点，且P0
 ∈D，如果[image: 132-04]
 ，则称函数f（x，y）在点P0
 （x0
 ，y0
 ）连续．


3. 连续函数的性质


多元函数有与一元函数完全类似的性质．

（1）连续函数的和、差、积、商（分母不为零）均是连续函数，连续函数的复合函数仍为连续函数．

（2）（最大最小值定理）　在有界闭区域D上连续的函数，在该区域D上有最大值和最小值．

（3）（介值定理）　在有界闭区域D上连续的函数，可取到它在该区域上的最小值与最大值之间的任何值．

一切多元初等函数在其定义区域内处处连续．这里的定义区域是指包含在定义域内的区域或闭区域．

三、二元函数的偏导数与全微分


1. 偏导数的概念



【定义】
 　设函数z=f（x，y）在点（x0
 ，y0
 ）的某一邻域内有定义，如果

[image: 132-05]


存在，则称此极限为函数z=f（x，y）在点（x0
 ，y0
 ）处对x的偏导数，记为f′x
 （x0
 ，y0
 ）．

类似地可定义

[image: 132-06]



【注】
 由以上定义不难看出偏导数本质上是一元函数的导数．事实上偏导数f′x
 （x0
 ，y0
 ）就是一元函数φ（x）=f（x，y0
 ）在x=x0
 处的导数，即
 [image: 132-07]
 ．

而偏导数f′y
 （x0
 ，y0
 ）就是一元函数ψ（y）=f（x0
 ，y）在y=y0
 处的导数，即f′y
 （x0
 ，y0
 ）[image: 133-01]
 ．


2. 偏导数的几何意义


偏导数f′x
 （x0
 ，y0
 ）在几何上表示曲面z=f（x，y）与平面y=y0
 的交线在点M0
 （x0
 ，y0
 ，f（x0
 ，y0
 ））处的切线Tx
 对x轴的斜率（如图4-1），f′x
 （x0
 ，y0
 ）=tanα．

偏导数f′y
 （x0
 ，y0
 ）在几何上表示曲面z=f（x，y）与平面x=x0
 的交线在点M0
 （x0
 ，y0
 ，f（x0
 ，y0
 ））处的切线Ty
 对y轴的斜率（如图4-1），f′y
 （x0
 ，y0
 ）=tanβ．

[image: 133-02]
图4-1




3. 全微分的概念



【定义】
 　如果函数z=f（x，y）在点（x，y）处的全增量Δz=f（x+Δx，y+Δy）-f（x，y）可表示为

Δz=AΔx+BΔy+o（ρ），

其中A，B不依赖于Δx，Δy，而仅与x，y有关，[image: 133-03]
 ，则称函数z=f（x，y）在点（x，y）可微．而AΔx+BΔy称为函数z=f（x，y）在点（x，y）的微分，记为

dz=AΔx+BΔy．


4. 可微的必要条件


由全微分的定义不难得到．


【定理1】
 　如果函数z=f（x，y）在点（x，y）处可微，则该函数在点（x，y）处的偏导数[image: 133-04]
 ，[image: 133-05]
 必定存在，且[image: 133-06]
 ．


5. 可微的充分条件



【定理2】
 　如果函数z=f（x，y）的偏导数[image: 133-07]
 在点（x，y）处连续，则函数z=f（x，y）在该点可微．


6. 多元函数连续、可导、可微之间的关系


对二元函数z=f（x，y），我们称它在点（x，y）可导是指它在点（x，y）处两个一阶偏导数[image: 133-08]
 都存在．则二元函数的连续，可导及可微的关系是

[image: 133-09]


由上图可以看出一元函数和多元函数的连续、可导、可微之间的关系主要不同在于，一元函数可导能推得连续，也能推得可微；而多元函数的可导既不能推得连续，也不能推得可微．其主要原因在于多元的可导是指一阶偏导数存在，而偏导数是用一元函数极限定义的（f′x
 （x0
 ，y0
 ）[image: 134-01]
 ，其动点（x，y0
 ）（或（x0
 ，y））是沿x（或y）轴方向趋于（x0
 ，y0
 ），它只与点（x0
 ，y0
 ）邻域内过该点且平行于两坐标轴的十字架方向函数值有关；而连续[image: 134-02]
 和可微（f（x，y）-f（x0
 ，y0
 ）=A（x-x0
 ）+B（y-y0
 ）+o（ρ））都是用重极限定义的，其动点（x，y）是以任意方式趋于（x0
 ，y0
 ），它与点（x0
 ，y0
 ）邻域内函数值有关．

例题分析

一、讨论二重极限


1. 证明二重极限不存在


证明重极限不存在的常用方法是，取两种不同的路径，极限[image: 134-03]
 不相等或取某一路径极限[image: 134-04]
 不存在，均可证明重极限[image: 134-05]
 不存在．


【例1】
 证明下列重极限不存在：

[image: 134-06]



【证明】
 （Ⅰ）取直线y=kx，让点（x，y）沿直线y=kx趋于（0，0）点，此时有

[image: 134-07]
 ．

显然，点（x，y）沿不同直线y=kx趋于点（0，0）时，极限值不相同，则重极限[image: 134-08]
 不存在．


【评注】
 利用沿不同直线趋向于点（x0
 ，y0
 ）时极限不相等证明重极限不存在是一种证明重极限不存在的常用方法．


（Ⅱ）取直线y=kx，则

[image: 134-09]


这说明沿任何一条过原点的直线y=kx（不包括y轴）趋于（0，0）点时，极限存在且都为零，并且若沿y轴趋于（0，0）点极限也为零，事实上

[image: 134-10]
 ．

这能否说明重极限[image: 134-11]
 存在且为零呢？不能！事实上若沿过原点的抛物线x=y2
 趋于（0，0）点时，就有

[image: 134-12]
 ．

故重极限[image: 135-01]
 不存在．

（Ⅲ）当点P（x，y）沿曲线y=-x+x3
 趋于点（0，0）时有

[image: 135-02]
 （不存在），

故重极限[image: 135-03]
 不存在．


2. 求二重极限


求二重极限常用的有以下四种方法：

1° 利用极限的性质（如四则运算法则，夹逼原理）．

2° 消去分母中极限为零的因子（通常采用有理化，等价无穷小代换等）．

3° 转化为一元函数极限，利用一元函数求极限方法求解．

4° 利用无穷小量与有界变量之积为无穷小量．


【例2】
 试求下列二重极限：

[image: 135-04]


（Ⅲ）方法1
 　将分子有理化得

[image: 135-05]
 ．


方法2
 　化为一元函数极限，令x2
 +y2
 =t，则

[image: 135-06]



方法3
 　利用等价无穷小代换，当x→0，y→0时，[image: 135-07]
 ，则

[image: 135-08]


（V）方法1
 　由于[image: 135-09]
 ，即为有界量，而[image: 135-10]
 ，即为无穷小量，则原式=0．


方法2
 　由于[image: 136-01]
 ，由夹逼原理知[image: 136-02]
 ．

二、讨论二元函数的连续性、偏导数存在性


【例3】
 讨论下列函数在（0，0）点的连续性：

[image: 136-03]




解题思路
 　根据连续的定义知，若[image: 136-04]
 存在且等于f（0，0），则f（x，y）在（0，0）点连续．




[image: 136-05]


由于[image: 136-06]
 ，即有界量，[image: 136-07]
 ，即为无穷小，而f（0，0）=0，则f（x，y）在（0，0）连续．

综上所述，当a=1时f（x，y）在（0，0）点连续；当a≠1（a>0）时，f（x，y）在（0，0）点不连续．


【例4】
 设[image: 136-08]
 求f（x，y）在（0，0）点处一阶偏导数f′x
 （0，0）和f′y
 （0，0）．



解题思路
 　本题是要求分段函数在分界点处的导数，一般要利用偏导数的定义．





【解】
 由于

[image: 136-09]



【例5】
 试证明函数[image: 136-10]
 ，在（0，0）点可导，但在（0，0）点不连续．


【证明】
 由【例3】
 的（Ⅱ）知f（x，y）在（0，0）点不连续，但

[image: 137-01]
 ．

由x和y的对称性知f′y
 （0，0）=0，即f（x，y）在（0，0）点可导．


【评注】
 这是一个可导而不连续的典型例子．



【例6】
 设函数f（x，y）可微，且对任意x，y都有[image: 0120-1]
 ，则使不等式f（x1
 ，y1
 ）<f（x2
 ，y2
 ）成立的一个充分条件是

（A）x1
 >x2
 ，y1
 <y2
 ．

（B）x1
 >x2
 ，y1
 >y2
 ．

（C）x1
 <x2
 ，y1
 <y2
 ．

（D）x1
 <x2
 ，y1
 >y2
 ．



解题思路
 　偏导数本质上是一元函数的导数，因此，若[image: 012-2]
 ，则f（x，y）是x的增函数，若[image: 0120-3]
 ，则f（x，y）是x的减函数，对变量y有相应结论．




【解】
 应选（D）．

f（x2
 ，y2
 ）-f（x1
 ，y1
 ）=［f（x2
 ，y2
 ）-f（x1
 ，y2
 ）］+［f（x1
 ，y2
 ）-f（x1
 ，y1
 ）］

当x1
 <x2
 ，y1
 >y2
 时，

由[image: 012-4]
 知，f（x2
 ，y2
 ）>f（x1
 ，y2
 ）

由[image: 012-5]
 知，f（x1
 ，y2
 ）>f（x1
 ，y1
 ）

故f（x2
 ，y2
 ）>f（x1
 ，y1
 ）．

三、讨论二元函数的可微性

讨论函数的可微性常用以下三种方法：

1° 利用可微的定义．

2° 利用可微的必要条件：可微函数必可导，换言之，不可导的函数一定不可微．

3° 利用可微的充分条件：有连续一阶偏导数的函数一定可微．

以上三种方法中，方法1°利用可微的定义判定可微性最常用，此时分以下两步进行：

（1）考察f′x
 （x0
 ，y0
 ）和f′y
 （x0
 ，y0
 ）是否都存在，如果f′x
 （x0
 ，y0
 ）和f′y
 （x0
 ，y0
 ）中至少有一个不存在，则函数f（x，y）在（x0
 ，y0
 ）不可微；如果f′x
 （x0
 ，y0
 ）和f′y
 （x0
 ，y0
 ）都存在，进行以下第二步．

（2）考察[image: 137-02]
 0是否成立？其中[image: 137-03]
 ．如果该式成立，则f（x，y）在（x0
 ，y0
 ）可微，否则就不可微．


【例7】
 设[image: 137-04]
 则在点（0，0）处函数z=f（x，y）

（A）不连续．

（B）连续但偏导数[image: 137-05]
 不存在．

（C）连续且偏导数[image: 137-06]
 都存在，但不可微．

（D）可微．



解题思路
 　利用定义讨论f（x，y）在（0，0）点的连续性、偏导数[image: 137-07]
 的存在性及可微性．





【解】
 应选（C）．

[image: 137-08]


故f（x，y）在（0，0）点不可微，应选（C）．


【评注】
 像本题中讨论分段函数在分界点处的连续性、偏导数的存在性及可微性一般都是用定义．



【例8】
 考虑二元函数下面四条性质

①f（x，y）在点（x0
 ，y0
 ）处连续；

②f（x，y）在点（x0
 ，y0
 ）处的两个偏导数连续；

③f（x，y）在点（x0
 ，y0
 ）处可微；

④f（x，y）在点（x0
 ，y0
 ）处的两个偏导数都存在．

则

（A）②⇒③⇒①．

（B）③⇒②⇒①．

（C）③⇒④⇒①．

（D）③⇒①⇒④．



解题思路
 　本题考察多元函数连续、可导、可微与两个一阶偏导数连续之间的关系，直接利用本节内容精讲（6）中给出的结论回答．





【解】
 应选（A）．

由多元函数连续、可导、可微之间的关系图知（A）正确，即两个一阶偏导数连续⇒可微⇒连续．


【评注】
 本题涉及到多元函数几个重要的概念之间的关系，是一个基本内容，也是一个重点内容，不仅应知道（A）正确，而且应理解其余选项为什么不正确．事实上（B）选项中的③⇒②不正确；（C）选项中的④⇒①不正确；（D）选项中的①⇒④不正确．



【例9】
 设[image: 139-01]
 试证f（x，y）的两个一阶偏导数f′x
 （x，y）和f′y
 （x，y）在（0，0）点处都不连续，但f（x，y）在（0，0）点可微．



解题思路
 　利用定义证明．




[image: 139-02]


故f（x，y）在（0，0）点可微．


【评注】
 本例给出一个两个一阶偏导数都不连续但函数可微的例子．



【例10】
 设f（x，y）=|x-y|φ（x，y），其中φ（x，y）在点（0，0）的邻域内连续，问：

（Ⅰ）φ（x，y）应满足什么条件，才能使偏导数f′x
 （0，0）和f′y
 （0，0）都存在？

（Ⅱ）在上述条件下，f（x，y）在（0，0）点是否可微？



解题思路
 　利用定义讨论f′x
 （0，0）和f′y
 （0，0）的存在性和f（x，y）的可微性．





【解】
 （Ⅰ）由于[image: 139-03]


由此可知，当φ（0，0）=0时，f′x
 （0，0）和f′y
 （0，0）都存在，且

f′x
 （0，0）=f′y
 （0，0）=0．

（Ⅱ）当φ（0，0）=0时，

[image: 140-01]


故当φ（0，0）=0时，f（x，y）在（0，0）点可微．


【例11】
 设f′x
 （x0
 ，y0
 ）存在，f′y
 （x，y）在点（x0
 ，y0
 ）处连续，证明：f（x，y）在点（x0
 ，y0
 ）处可微．



解题思路
 　由于本题所给条件比一般教材上所给可微的充分条件两个一阶偏导数f′x
 （x，y）和f′x
 （x，y）都在点（x0
 ，y0
 ）处连续要弱，所以，就用定义证明可微，即只要证明Δz=f（x0
 +Δx，y0
 +Δy）-f（x0
 ，y0
 ）=f′x
 （x0
 ，y0
 ）Δx+f′y
 （x0
 ，y0
 ）Δy+o（ρ）．





【证明】
 Δz=f（x0
 +Δx，y0
 +Δy）-f（x0
 ，y0
 ）

=f（x0
 +Δx，y0
 +Δy）-f（x0
 +Δx，y0
 ）+f（x0
 +Δx，y0
 ）-f（x0
 ，y0
 ）

由一元函数拉格朗日中值定理知

f（x0
 +Δx，y0
 +Δy）-f（x0
 +Δx，y0
 ）=f′y
 （x0
 +Δx，y0
 +θ2
 Δy）Δy

由f′y
 （x，y）在（x0
 ，y0
 ）处连续，则

[image: 140-02]
 ，

则f′y
 （x0
 +Δx，y0
 +θ2
 Δy）=f′y
 （x0
 ，y0
 ）+ε2
 ，其中ε2
 为Δx→0，Δy→0时的无穷小量，从而有

f（x0
 +Δx，y0
 +Δy）-f（x0
 +Δx，y0
 ）=f′y
 （x0
 ，y0
 ）Δy+ε2
 Δy，

又由于f′x
 （x0
 ，y0
 ）存在，则

[image: 140-03]


其中ε1
 为Δx→0，Δy→0时的无穷小量．

则

f（x0
 +Δx，y0
 ）-f（x0
 ，y0
 ）=f′x
 （x0
 ，y0
 ）Δx+ε1
 Δx，

Δz=f′x
 （x0
 ，y0
 ）Δx+f′y
 （x0
 ，y0
 ）Δy+ε1
 Δx+ε2
 Δy．

由于　[image: 140-04]
 ≤|ε1
 |+|ε2
 | → 0　（当Δx→0，Δy→0时）

则当Δx→0，Δy→0时，ε1
 Δx+ε2
 Δy=o（ρ），故f（x，y）在（x0
 ，y0
 ）处可微．

[image: 001-01]
 2　多元函数的微分法

内容精讲

本节内容主要是多元函数微分法，其核心是复合函数求导法和隐函数求导法．本节内容是多元函数微分学部分方法性的内容，是考研的一个重点，要通过一定量的练习掌握复合函数求导法和隐函数求导法．

一、复合函数的偏导数与全微分


1. 复合函数求导法则


[image: 153_0001]



【定理1】
 （多元函数与一元函数的复合）

如果函数u=φ（t），v=ψ（t）都在点t可导，函数z=f（u，v）在对应点（u，v）具有连续一阶偏导数，则复合函数z=f［φ（t），ψ（t）］在点t可导，且

[image: 141-01]
 ．


【注】
 由于以上的函数z=f［φ（t），ψ（t）］仅是t的一元函数，则这里的[image: 141-02]
 称为全导数．



【定理2】
 （多元函数与多元函数的复合）

如果函数u=φ（x，y），v=ψ（x，y）在点（x，y）有对x，y的偏导数，函数z=f（u，v）在对应点有连续一阶偏导数，则复合函数z=f［φ（x，y），ψ（x，y）］在点（x，y）有对x，y的偏导数，且

[image: 141-03]
 ．


【定理1】
 和【定理2】
 　所给出的复合函数求导法则是常用的重要法则，两个定理中给出的求导公式不必硬背，关键是要理解并掌握复合函数求导法则．通常先通过“树形图”分析清楚变量之间的关系，然后利用“树形图”就可写出导数公式，这种方法在解题中可自如地应用．

1° 变量之间的树形图

[image: 141-04]


通过“树形图”可清楚看出，谁是自变量，谁是中间变量，谁是谁的函数．出现在“树形图”各个树枝末端的变量为自变量．如由【定理1】
 的“树形图”可以看出，出现在树枝末端变量只有一个，那就是t，则t是自变量，z是t的一元函数；由【定理2】
 的“树形图”可以看出，出现在“树形图”各个树枝末端是x和y，所以x和y是自变量，z是x和y的二元函数．通过“树形图”也可清楚地看出中间变量，出现在树枝之间的变量为中间变量，由上图不难看出，对【定理1】
 和【定理2】
 所讨论的复合函数，中间变量均为u和v．

2° 偏导数计算公式的结构

由【定理1】
 和【定理2】
 中给出的导数公式不难看出，等式右端往往是若干项之和，而每一项都是若干个导数之积，并且有以下规律：

i）对某自变量导数的项数=“树形图”中各树枝末端出现该自变的个数．

ii）各项中偏导乘积的因子数=因变量与树枝末端该自变量之间的树枝数．


2. 全微分形式不变性


设函数z=f（u，v）和u=φ（x，y），v=ψ（x，y）都具有连续一阶偏导数，则复合函数z=f［φ（x，y），ψ（x，y）］可微，且

[image: 142-01]


由此可见，无论是把z看作自变量x和y的函数，还是把z看作中间变量u和v的函数，它的微分[image: 142-02]
 具有同样的形式．这个性质叫全微分形式不变性．



3. 高阶偏导数及混合偏导数与求导次序无关问题



（1）高阶偏导数的概念


设函数z=f（x，y）在区域D内具有偏导数，

[image: 142-03]
 ，

如果f′x
 （x，y）和f′y
 （x，y）的偏导数也存在，则称它们是函数z=f（x，y）的二阶导数．二阶导数有以下四个

[image: 142-04]


其中[image: 142-05]
 称为混合偏导数．类似地可得到三阶、四阶、...、n阶偏导数，二阶及二阶以上的偏导数统称为高阶偏导数．


（2）混合偏导数与求导次序无关问题



【定理3】
 　若函数z=f（x，y）的两个混合偏导数[image: 142-06]
 在点（x0
 ，y0
 ）都连续，则在（x0
 ，y0
 ）点[image: 142-07]
 ．

二、隐函数的偏导数与全微分


1. 由一个方程式确定的隐函数（一元函数）求导法


设F（x，y）有连续一阶偏导数，且F′y
 ≠0，则由方程F（x，y）=0确定的函数y=y（x）可导，且

[image: 143-01]
 ．


2. 由一个方程式确定的隐函数（二元函数）求导法


设F（x，y，z）有连续一阶偏导数，且F′z
 ≠0，z=z（x，y）由方程F（x，y，z）=0所确定，则

[image: 143-02]
 ．

例题分析

一、求复合函数的偏导数与全微分


1. 求给出具体表达式函数的偏导数与全微分



【例12】
 设[image: 143-10]
 ，求f′x
 （0，0）和f′y
 （0，0）．



解题思路
 　若求出f′x
 （x，y）和f′y
 （x，y）再将x=0，y=0代入显然非常繁．利用内容精讲中已指出的[image: 143-11]
 计算比较方便．





【解】
 由于f（x，0）=2x，则

f′x
 （0，0）=2

同理，由于f（0，y）=3y，则

f′y
 （0，0）=3


【评注】
 偏导数本质上就是一元函数的导数，利用本题中的方法求函数在一点处的偏导数往往比较方便．



【例13】
 设[image: 144-01]
 ，则df（1，1，1）=_____．



解题思路
 　利用【例12】
 中的方法先求出f′x
 （1，1，1）、f′y
 （1，1，1）和f′z
 （1，1，1），再求dz．





【解】
 应填dx-dy．

[image: 144-02]


则df（1，1，1）=dx-dy．


【例14】
 设z=ln（1+xy2
 ），则[image: 144-03]
 _____．


【解】
 应填2．

由z=ln（1+xy2
 ）得

[image: 144-04]



【评注】
 求函数在一点的二阶导数时也可利用【例12】
 中的方法，会带来方便．



【例15】
 设z=（1+x2
 +y2
 ）xy
 ，求[image: 144-05]
 ．



解题思路
 　这是一个幂指函数求偏导的问题．第一种思路是将其改写成指数函数z=exyln（1+x2
 +y2
 ）
 的形式求导数；第二种思路是等式两端取对数得lnz=xyln（1+x2
 +y2
 ），然后用隐函数求导法求解；第三种思路是令u=1+x2
 +y2
 ，v=xy，则z=uv
 ，利用多元复合函数求导法直接求解．





【解】
 方法一
 　由原题设可知z=exyln（1+x2
 +y2
 ）
 ，则

[image: 144-06]


[image: 156_0001]



方法二
 　由原题设知lnz=xyln（1+x2
 +y2
 ），两端对x求导得

[image: 145-01]



方法三
 　令u=1+x2
 +y2
 ，v=xy，则函数可看作z=uv
 和u=1+x2
 +y2
 ，v=xy的复合，由复合函数求导法可知

[image: 145-03]


[image: 145-02]



【评注】
 不难看出方法三较简单，事实上这种方法也可用在一元函数的幂指函数的导数，如y=（1+x2
 ）sinx
 ，要求y′，可令1+x2
 =u，sinx=v，则[image: 145-04]
 [image: 145-05]
 ．



【例16】
 若函数z=f（x，y）满足[image: 145-06]
 ，且f（x，1）=x+2，又f′y
 （x，1）=x+1，则f（x，y）等于

（A）y2
 +（x-1）y-2．

（B）y2
 +（x+1）y+2．

（C）y2
 +（x-1）y+2．

（D）y2
 +（x+1）y-2
 ．



解题思路
 　此类问题有两种思路：一种是利用题设条件求f（x，y）；另一种是对四个选项中函数进行验证，谁符合原题设条件．





【解】
 应选（C）．

[image: 145-07]


于是　z=∫（2y+x-1）dy=y2
 +y（x-1）+ψ（x）．

由f（x，1）=x+2知x+2=1+（x-1）+ψ（x）⇒ψ（x）=2．

则z=y2
 +y（x-1）+2．故应选（C）．


方法二
 　容易验证，只有（C）选项中的函数同时满足题设中的三个条件[image: 145-08]
 ，f′y
 （x，1）=x+1，f（x，1）=x+2．故应选（C）．


【例17】
 设[image: 145-09]
 ，且当x=0时，z=siny；当y=0时，z=sinx，则z（x，y）=_____．


【解】
 应填xy+sinx+siny．

[image: 146-01]


由x=0时，z=siny可知siny=g（0）+ψ（y）⇒ψ（y）=siny-g（0）．

由y=0时，z=sinx可知

即

sinx=g（x）+ψ（0），

（*）

g（x）=sinx-ψ（0）．

从而有　z=xy+sinx+siny-（g（0）+ψ（0））．

在以上的（*）式sinx=g（x）+ψ（0）中令x=0得g（0）+ψ（0）=0．

故z（x，y）=xy+sinx+siny．


方法二
 　由[image: 146-02]


由于y=0时，z=sinx，即z（x，0）=sinx，

则z′x
 （x，0）=cosx．

在[image: 146-03]
 中令y=0，得z′x
 （x，0）=φ（x），

[image: 146-04]


由x=0时，z=siny知，ψ（y）=siny，故z=xy+sinx+siny．


【例18】
 已知（axy3
 -y2
 cosx）dx+（1+bysinx+3x2
 y2
 ）dy是某一函数的全微分，则a，b取值分别为

（A）-2和2．

（B）2和-2．

（C）-3和3．

（D）3和-3．


【解】
 应选（B）．

由题设可知，存在可微函数f（x，y），使

[image: 146-05]



【评注】
 事实上，由本题可以看出，若[image: 146-06]
 在区域D上连续，且P（x，y）dx+Q（x，y）dy在D上是某二元函数全微分，则在D上[image: 146-07]
 ，这个结论可直接用．



2. 求含有抽象函数的偏导数与全微分



【例19】
 设函数f（u，v）由关系式f［xg（y），y］=x+g（y）所确定，其中函数g（y）可微，且g（y）≠0，则[image: 147-01]
 _____．



解题思路
 　先令xg（y）=u，y=v，求出f（u，v），然后再求[image: 147-02]

 .




【解】
 应填[image: 147-03]
 ．

[image: 147-04]



【例20】
 设函数[image: 147-05]
 ，其中φ具有二阶导数，ψ具有一阶导数，则必有

[image: 147-06]




解题思路
 　本题是一道选择题，有两种思路，第一种思路计算四个选项中的偏导数，然后做出判定；第二种方法是用排除法．





【解】
 应选（B）．


方法一
 　（直接法）

[image: 147-07]



方法二
 　（排除法）

令φ（x）=x2
 ，ψ（x）=0，显然符合题设条件，此时

u（x，y）=（x+y）2
 +（x-y）2
 =2（x2
 +y2
 ）

则[image: 147-08]
 ，

显然（A）、（C）、（D）均不正确，故应选（B）．


【例21】
 设z=f（xy，x2
 +y2
 ），求[image: 147-09]
 ，其中f（u，v）有二阶连续偏导数．


方法一
 　令xy=u，x2
 +y2
 =v，则z=f（u，v）．于是

[image: 148-01]



方法二
 　不设中间变量u和v，直接求导，即

[image: 148-02]



【评注】
 方法二方便，通常用方法二．这里有一种典型的错误是求得[image: 148-03]
 ，进一步得[image: 148-04]
 ．这里应特别注意f′1
 和f′2
 仍然是复合函数f′1
 （xy，x2
 +y2
 ）和f′2
 （xy，x2
 +y2
 ），则[image: 148-05]
 ．



【例22】
 设u=f（x，y，z），其中[image: 148-06]
 ，其中f有二阶连续偏导数．

[image: 160_0001]


[image: 148-07]



【解】


[image: 148-08]



【例23】
 设f（x，y）可微，又f（0，0）=0，f′x
 （0，0）=a，f′y
 （0，0）=b，且g（t）=f［t，f（t，t2
 ）］，求g′（0）．


【解】
 g′（t）=f′1
 ［t，f（t，t2
 ）］+f′2
 ［t，f（t，t2
 ）］·［f′1
 （t，t2
 ）+f′2
 （t，t2
 ）·2t］，

g′（0）=a+b［a+0×b］=a（1+b）．


【例24】
 设u=f（x，y，z），y=φ（x，t），t=ψ（x，z），其中f、φ、ψ可微，求[image: 148-09]
 ．



解题思路
 　首先分析变量之间关系，画出树形图（如下图），然后利用树形图求偏导．




[image: 148-10]



【解】


[image: 148-11]



【例25】
 设f（u，v）具有二阶连续偏导数，且满足[image: 148-12]
 ，又g（x，y）=[image: 148-13]
 ．



解题思路
 　令[image: 149-01]
 ，则g（x，y）=f（u，v），求出[image: 149-02]
 [image: 149-03]
 化简．




[image: 149-04]



【例26】
 设函数u=f（x，y）具有二阶连续偏导数，且满足

[image: 149-05]
 ．

确定a，b的值，使等式在变换ξ=x+ay，η=x+by下简化为[image: 149-06]
 ．

[image: 161_0001]




解题思路
 　本题有两种思路：


1）按u是ξ和η的函数，而ξ和η都是x和y的函数，画出变量之间的树形图，然后求出[image: 149-07]
 确定a和b，即以下的方法一．

2）按u是x和y的函数，而x和y都是ξ和η的函数，画出变量之间的树形图，然后求出[image: 149-08]
 对照，确定出a和b，即以下的方法二．



[image: 149-10]


[image: 149-09]



方法二
 　由ξ=x+ay，η=x+by解得

[image: 150-01]


[image: 150-02]


[image: 150-03]



【评注】
 以上两种方法中方法二较为简单．



【例27】
 设f（u）具有二阶连续导数，而z=f（ex
 siny）满足方程[image: 150-04]
 ，求f（u）．



解题思路
 　先求得[image: 150-05]
 ，再解关于f（u）的微分方程求得f（u）．





【解】
 令u=ex
 siny，则

[image: 150-06]


f″（u）=f（u），即f″（u）-f（u）=0．

这是一个二阶线性常系数齐次微分方程，特征方程为ρ2
 -1=0，ρ=±1，则

f（u）=C1
 eu
 +C2
 e-u
 ．


【例28】
 设（r，θ）为极坐标，u=u（r，θ）当r>0时具有二阶连续偏导数，并满足[image: 150-07]
 ，且[image: 150-08]
 ，求u（r，θ）．



解题思路
 　由[image: 151-01]
 知，u与θ无关，即u仅为r的函数．设u=φ（r）．但[image: 151-02]
 ，此时，求出[image: 151-03]
 ，解关于φ（r）的微分方程便可求得u的表达式．





【解】
 由[image: 151-04]
 知，u仅为r的函数，令u=φ（r），其中[image: 151-05]
 ，r>0．则

[image: 151-06]


这是一个不显含未知函数φ（r）的可降阶方程，令φ′（r）=p，则[image: 151-07]
 ．代入上式得

[image: 151-08]
 ．

即[image: 151-09]
 ，则φ（r）=C1
 lnr+C2
 ．故u=C1
 lnr+C2
 ．


【例29】
 若对任意t>0，有f（tx，ty）=tn
 f（x，y），则称函数f（x，y）是n次齐次函数．试证：若f（x，y）可微，则f（x，y）是n次齐次函数的充要条件是[image: 151-10]
 ．


【证明】
 必要性：由于f（x，y）为n次齐次函数，则对任意t>0，有f（tx，ty）=tn
 f（x，y）．该式两端对t求导得

xf′1
 （tx，ty）+yf′2
 （tx，ty）=ntn-1
 f（x，y）．

令t=1得

xf′1
 （x，y）+yf′2
 （x，y）=nf（x，y）．

即有

[image: 151-11]
 ．

充分性：令F（t）=f（tx，ty）（t>0），则

[image: 151-12]


于是[image: 152-01]
 ．

解得F（t）=Ctn
 ，令t=1得，F（1）=C，而由F（t）=f（tx，ty）知F（1）=f（x，y），则C=f（x，y）．

于是　F（t）=tn
 f（x，y），即f（tx，ty）=tn
 f（x，y）．

二、求隐函数的偏导数与全微分


1. 由一个方程所确定的隐函数的偏导数与全微分的计算



【例30】
 设z=z（x，y）是由方程z+ez
 =xy所确定的二元函数，求[image: 152-02]
 ．


【解】
 方法一
 　由z+ez
 =xy知，z+ez
 -xy=0．由隐函数求导公式可得

[image: 152-03]
 ．


方法二
 　等式z+ez
 =xy两端分别对x，y求偏导得

[image: 152-04]
 ．

由以上两式解得　[image: 152-05]
 ．


方法三
 　等式z+ez
 =xy两端求微分得

dz+ez
 dz=ydx+xdy．

[image: 152-06]



【评注】
 由本例可看出此类隐函数求导常用的是以下三种方法：


1° 利用隐函数求导公式（方法一
 ）；

2° 方程两端求导，解出所求偏导数（方法二
 ）；

3° 利用微分形式不变性，方程两端求微分（方法三
 ）．


【例31】
 设方程[image: 152-07]
 可以确定隐函数z=z（x，y），求[image: 152-08]
 ．这里设运算过程中出现的分母不为零．



解题思路
 　本题与【例30】
 类似，也可用以上三种方法求解，这里只用第二种方法求解．读者可用另外两种方法求解，但方法一简单．





【解】
 由隐函数求导公式得

[image: 152-09]



【例32】
 设u=f（x，y，z）有连续一阶偏导数，z=z（x，y）由方程xex
 -yey
 =zez
 所确定，并设z≠-1，求du．



解题思路
 　本题有两种解题思路，第一种思路是由题设知u=f（x，y，z（x，y）），则du=[image: 153-08]
 便可求得du；第二种思路是利用微分形式不变性，等式u=f（x，y，z）和xex
 -yey
 =zez
 两端求微分，然后消去dz便可求得du．





【解】
 方法一
 　由以上分析知变量之间的树形图如图，从而有

[image: 153-02]
 ．

[image: 153-01]


而该式中的[image: 153-03]
 表示由方程xex
 -yey
 =zez
 所确定的函数z=z（x，y）对x的偏导数，因此，等式xex
 -yey
 =zez
 两端对x求导得

[image: 153-04]



方法二
 　由u=f（x，y，z）知，[image: 153-05]
 ．

等式xex
 -yey
 =zez
 两端求微分得

（ex
 +xex
 ）dx-（ey
 +yey
 ）dy=（ez
 +zez
 ）dz．

[image: 153-06]



【评注】
 本题是一道复合函数与隐函数求微分的综合题．本题中所给的两种方法是解决此类问题常用的两种方法．



【例33】
 设u=f（x，y，z），φ（x2
 ，ey
 ，z）=0，y=sinx确定了函数u=u（x），其中f，φ都有一阶连续偏导数，且[image: 153-07]
 ．

[image: 166_0001]




解题思路
 　第一种解题思路是将y=sinx代入φ（x2
 ，ey
 ，z）=0得φ（x2
 ，esinx
 ，z）=0，该式可确定z是x的函数，即z=z（x），因此，u是x的一元函数，变量之间的树形图如下图，然后按复合函数求导法求解；第二种方法是利用微分形式不变性．




[image: 154-01]



【解】
 方法一
 　由复合函数求导法知

[image: 154-02]
 ，

其中上式中的[image: 154-03]
 表示由方程φ（x2
 ，esinx
 ，z）=0所确定的函数z=z（x）的导数．

φ（x2
 ，esinx
 ，z）=0两端对x求导得

[image: 154-04]



方法二
 　由u=f（x，y，z）知

[image: 154-05]


等式φ（x2
 ，ey
 ，z）=0两端求微分得

φ′1
 2xdx+φ′2
 ey
 dy+φ′3
 dz=0．　　②

由y=sinx知dy=cosxdx，将dy=cosxdx代入②式得

[image: 154-06]
 ．

将该式中的dz和dy=cosxdx代入①式得

[image: 154-07]



【例34】
 设z=z（x，y）是由方程z=f（x+y+z）所确定的隐函数，其中f存在二阶导数，f′≠1，求[image: 154-08]
 ．


【解】
 等式z=f（x+y+z）两端对x求偏导得

[image: 154-09]



【例35】
 设y=f（x，t），且方程F（x，y，t）=0确定了函数t=t（x，y），求[image: 154-10]
 ．



解题思路
 　由本题要求的[image: 155-01]
 知，y应该是x的一元函数，为什么y是x的一元函数呢？分析清楚这一点是本题的关键．由题设知F（x，y，t）=0确定了t=t（x，y），将t=t（x，y）代入y=f（x，t）得y=f（x，t（x，y）），这是关于x和y的方程，它可确定y是x的一元函数．另一种思路是用微分形式不变性．





【解】
 方法一
 　等式y=f（x，t（x，y））两端对x求导得

[image: 155-02]
 ．

而t=t（x，y）由F（x，y，t）=0所确定，则[image: 155-03]
 ．

于是　[image: 155-04]
 ，这里设左式中的分母≠0．

[image: 155-05]



【例36】
 设f（x，y）有二阶连续偏导数，且f′y
 ≠0，证明：对任给的常数C，f（x，y）=C为一条直线的充要条件是[image: 0138-1]
 ．



解题思路
 　由原题设条件知f（x，y）=C可确定隐函数y=y（x），从而f（x，y）=C为一条直线的充要条件是y=y（x）是线性函数（即y=ax+b），而y=y（x）是线性函数的充要条件是y″=0．





【证明】
 设f（x，y）=C确定的隐函数为y=y（x），等式f（x，y）=C两端对x求导得

[image: 155-06]


必要性：若f（x，y）=C是一条直线，则由f（x，y）=C所确定的函数y=y（x）应为线性函数（即y=ax+b），则[image: 156-02]
 ．

充分性：若[image: 156-03]
 ．

从而有y=ax+b，即f（x，y）=C所确定的隐函数y=y（x）为线性函数．故f（x，y）=C表示直线．

[image: 001-01]
 3　极值与最值

内容精讲

多元函数极值和最值与一元函数有很多类似的地方，但也有不同之处，因此我们不仅要注意到它们共同之处，还要注意不同点．以下所讲的除一的4仅适用于二元函数外其它均可推广到多元函数情形．

一、无条件极值


1. 多元函数极值和极值点的定义



【定义】
 　若存在M0
 （x0
 ，y0
 ）点的某邻域Uδ
 （M0
 ），使得f（x，y）≤f（x0
 ，y0
 ）（或f（x，y）≥f（x0
 ，y0
 ）），∀（x，y）∈Uδ
 （M0
 ），则称f（x，y）在点M0
 （x0
 ，y0
 ）取得极大值（极小值）f（x0
 ，y0
 ），极大值与极小值统称为极值．点M0
 （x0
 ，y0
 ）称为f（x，y）的极值点．


2. 多元函数驻点的定义



【定义】
 　凡能使f′x
 （x，y）=0，f′y
 （x，y）=0同时成立的点（x，y）称为函数f（x，y）的驻点．


【注】
 驻点[image: 157-04]
 极值点．



3. 多元函数取得极值的必要条件



【定理】
 设函数f（x，y）在点M0
 （x0
 ，y0
 ）的一阶偏导数存在，且在（x0
 ，y0
 ）取得极值，则

f′x
 （x0
 ，y0
 ）=0，f′y
 （x0
 ，y0
 ）=0．

由此可见具有一阶偏导数的函数的极值点一定是驻点，但驻点不一定是极值点．


4. 二元函数取得极值的充分条件（下述定理仅适用于二元函数）



【定理】
 设函数z=f（x，y）在点（x0
 ，y0
 ）的某邻域内有连续的二阶偏导数，且f′x
 （x0
 ，y0
 ）=0，f′y
 （x0
 ，y0
 ）=0．令f″xx
 （x0
 ，y0
 ）=A，f″xy
 （x0
 ，y0
 ）=B，f″yy
 （x0
 ，y0
 ）=C，则

（1）AC-B2
 >0时，f（x，y）在点（x0
 ，y0
 ）取极值，且[image: 157-02]


（2）AC-B2
 <0时，f（x，y）在点（x0
 ，y0
 ）无极值．

（3）AC-B2
 =0时，不能确定f（x，y）在点（x0
 ，y0
 ）是否有极值，还需进一步讨论（一般用极值定义）．

二、条件极值


1. 函数f（x，y）在条件φ（x，y）=0下的极值的必要条件


[image: 169_0001]


解决此类问题的一般方法是拉格朗日乘数法：

先构造拉格朗日函数F（x，y，λ）=f（x，y）+λφ（x，y），然后解方程组

[image: 158-01]


所有满足此方程组的解（x，y，λ）中（x，y）是函数f（x，y）在条件φ（x，y）=0下的可能的极值点．


2. 函数f（x，y，z）在条件φ（x，y，z）=0，ψ（x，y，z）=0下的极值的必要条件


与上一条情况类似，构造拉格朗日函数

f（x，y，z，λ，μ）=f（x，y，z）+λφ（x，y，z）+μψ（x，y，z），

以下与上一条情况类似（略）．

例题分析

一、无条件极值问题

若二元函数z=f（x，y）有连续二阶偏导数，则可按以下方法求它的极值（本法仅适用于二元函数）：

第一步：令f′x
 （x，y）=0，f′y
 （x，y）=0求得所有驻点．

第二步：对每个驻点求出二阶偏导数

A=f″xx
 （x0
 ，y0
 ），B=f″xy
 （x0
 ，y0
 ），C=f″yy
 （x0
 ，y0
 ）．

第三步：利用极值充分条件，通过AC-B2
 的正负对驻点（x0
 ，y0
 ）作判定．


【例37】
 （2012年真题）求函数[image: 158-02]
 的极值．


【解】
 [image: 158-03]
 ．

令[image: 158-04]
 得驻点（1，0）或（-1，0）．

记

[image: 158-05]


所以[image: 158-06]
 是f（x，y）的极大值．

在点（-1，0）处，由于

[image: 159-01]
 ，

所以[image: 159-02]
 是f（x，y）的极小值．


【例38】
 设f（x，y）有二阶连续导数，g（x，y）=f（exy
 ，x2
 +y2
 ），且[image: 159-09]
 ，证明g（x，y）在（0，0）取得极值，判断此极值是极大值还是极小值，并求出此极值．



解题思路
 　首先利用条件[image: 159-10]
 证明g（x，y）在（0，0）点是极值必要条件，然后再用极值充分条件证明g（x，y）在（0，0）取得极值，进一步由A的正负号确定是极大值还是极小值．





【解】
 由题设[image: 160-01]
 知

f（x，y）=-（x-1）-y+o（ρ）　其中[image: 160-02]


[image: 0140-1]


[image: 0140-2]
 ，AC-B2
 =3>0，且A<0，故g（x，y）在（0，0）取得极值，且g（0，0）=f（1，0）=0是极大值．

[image: 0140-3]


2）本题综合了本章的几个重点内容及方法，是一个很好的综合题，请读者重视．


【例39】
 求由方程x2
 +y2
 +z2
 -2x+2y-4z-10=0所确定函数z=z（x，y）的极值．


【解】
 方法一
 　方程x2
 +y2
 +z2
 -2x+2y-4z-10=0两端分别对x，y求偏导得

[image: 0140-01]


在上式中令z′x
 =0，z′y
 =0得x=1，y=-1，将x=1，y=-1代入原方程得z=6和z=-2．

等式2x+2zz′x
 -2-4z′x
 =0两端分别对x，y求导得

[image: 0141-01]


等式　2y+2zz′y
 +2-4z′y
 =0两端对y求导得

2+2（z′y
 ）2
 +2zz″y
 y-4z″y
 y=0．

从而可得[image: 0141-02]
 ．

（1）在点（1，-1，6）处，[image: 0141-03]
 ，且[image: 0141-04]
 ，则函数z=z（x，y）在该点取极大值，极大值z1
 （1，-1）=6．

（2）在点（1，-1，-2）处，[image: 0141-05]
 ，且[image: 0141-06]
 ，则函数z=z（x，y）在该点取极小值，z2
 （1，-1）=-2．


方法二
 　将方程x2
 +y2
 +z2
 -2x+2y-4z-10=0配方得

（x-1）2
 +（y+1）2
 +（z-2）2
 =16．

从而有[image: 0141-07]
 ．

由此可见x=1，y=-1时z=z（x，y）取得极大值为2+4=6，取得极小值为2-4=-2．


【评注】
 本题是一个隐函数的极值问题，方法一是一般方法，方法二不具有普遍性．


【例40】
 设z=f（x，y）在点（0，0）处连续，且[image: 160-03]
 ，则

（A）f′x
 （0，0）不存在．

（B）f′x
 （0，0）存在但不为零．

（C）f（x，y）在点（0，0）处取极小值．

（D）f（x，y）在点（0，0）处取极大值．



解题思路
 　本题有两种解题思路，第一种思路是用极限的保号性和极值的定义；第二种解题思路是用排除法．





【解】
 应选（D）．


方法一
 　（直接法）

由于[image: 160-04]
 ，由极限的保号性知，存在（0，0）点的去心邻域，在该去心邻域内[image: 160-05]
 ．

而在该去心邻域内sin（x2
 +y2
 ）>0，则f（x，y）<0．

再由[image: 160-06]
 及f（x，y）在（0，0）的连续性知f（0，0）=0．

由极值定义知f（x，y）在（0，0）点取极大值，故应选（D）．


方法二
 　（排除法）

取f（x，y）=-（x2
 +y2
 ），显然满足原题条件，且f′x
 （0，0）=0，f（x，y）=-（x2
 +y2
 ）在（0，0）取极大值，因此选项（A），（B），（C）均不正确．故应选（D）．


【例41】
 已知函数f（x，y）在点（0，0）的某个邻域内连续，且[image: 160-07]
 ，则

（A）点（0，0）不是f（x，y）的极值点．

（B）点（0，0）是f（x，y）的极大值点．

（C）点（0，0）是f（x，y）的极小值点．

（D）根据所给条件无法判断点（0，0）是否为f（x，y）的极值点．



解题思路
 　f（x，y）未具体给出，只给出一个极限关系，利用极限与无穷小的关系及极值的定义进行讨论．





【解】
 应选（A）．

[image: 161-01]


则f（x，y）=xy+（x2
 +y2
 ）2
 +α·（x2
 +y2
 ）2
 ．

令y=x得：f（x，x）=x2
 +4x4
 +4αx4
 =x2
 +o（x2
 ）．

令y=-x得：f（x，-x）=-x2
 +4x4
 +4αx4
 =-x2
 +o（x2
 ）．

从而可知f（x，y）在（0，0）点的任何去心邻域内始终可正可负，而f（0，0）=0，由极值定义知（0，0）点不是f（x，y）的极值点，故应选（A）．

二、条件极值（最值）问题

求条件极值（最值）常用的有两种方法，以求函数f（x，y）在条件φ（x，y）=0下的极值为例．


方法一
 　化为无条件极值（最值）．

若从条件φ（x，y）=0中可解出y=y（x）（或x=x（y）），再代入z=f（x，y），则可化为无条件极值．见下面例42．


方法二
 　拉格朗日乘数法．见下面例43．


【例42】
 求函数f（x，y）=x2
 +y2
 -3在条件x-y+1=0下的极值．



解题思路
 　本题中很容易从约束条件x-y+1=0中解出y=x+1，然后将其代入f（x，y）化为无条件极值求解．





【解】
 由x-y+1=0知y=x+1，代入f（x，y）=x2
 +y2
 -3得

φ（x）=f（x，x+1）=x2
 +（x+1）2
 -3，

φ′（x）=2x+2（x+1）=4x+2．

[image: 161-02]



【评注】
 本题是一条件极值问题，但在求解中没有用拉格朗日乘数法，原因是拉格朗日乘数法所得到的点是“可能”的极值点，是否是极值点要用拉格朗日函数F的二阶微分进行判定，但这已经超出大纲的要求，一般高等数学教材中也没有介绍该内容．考研试题中没有出现这样的条件极值问题，而往往出现的是条件最值问题．



【例43】
 求函数u=x2
 +y2
 +z2
 在约束条件z=x2
 +y2
 和x+y+z=4下的最大值和最小值．



解题思路
 　先用拉格朗日乘数法求出可能取得极值的点，然后比较这些可能取得极值的点上的函数值．





【解】
 构造拉格朗日函数

[image: 162-01]


由于u（-2，-2，8）=72，u（1，1，2）=6

则所求最大值为umax
 =72，最小值umin
 =6．


【评注】
 本题给出了条件最值问题的一般方法．


三、多元函数的最大（小）值问题

这里有两种问题，一种是求连续函数f（x，y）在有界闭区域D上的最值，此类问题分以下三步进行．

（1）求出f（x，y）在D内可能取得极值点（驻点和一阶偏导不存在的点）的函数值．

（2）求出f（x，y）在D的边界上的最大、最小值．

（3）将上面求得的D内可能取得极值点上的函数值与D的边界上的最值进行比较，最大（小）者为最大（小）值．

另外一种问题是最大最小值的应用题，此类问题首先建立目标函数，这样就把该问题化为第一种问题，而对于应用问题，如果f（x，y）可能取得极值的点只有一个，并根据问题本身知道所求最值存在，则可断言所求最值就在这个唯一可能取得极值的点上取得．


【例44】
 求函数z=x2
 y（4-x-y）在直线x+y=6，x轴和y轴所围成的区域D上的最大值和最小值．


【解】
 区域D如图4-2所示．

[image: 162-02]
图4-2



[image: 162-03]


为了求得D内的驻点，只要解方程组[image: 162-04]
 由此可解得z（x，y）在D内唯一驻点为（2，1），且z（2，1）=4．

在D的边界y=0，0≤x≤6或x=0，0≤y≤6上z（x，y）=0．在边界x+y=6（0≤x≤6）上，将y=6-x代入z（x，y）=2（x3
 -6x2
 ）（0≤x≤6）．

令　φ（x）=2（x3
 -6x2
 ），0≤x≤6，则　φ′（x）=6x2
 -24x．

令　φ′（x）=0得x=4．

φ（0）=0，φ（4）=-64，φ（6）=0．

则z（x，y）在边界x+y=6（0≤x≤6）上的最大值为0，最小值为-64．

由此可知z（x，y）在区域D上的最大值为4，最小值为-64．


【例45】
 求函数z=x2
 +y2
 -12x+16y在x2
 +y2
 ≤25上的最大值与最小值．


【解】
 方法一
 　先求z（x，y）在区域D：x2
 +y2
 ≤25内的驻点．

令[image: 163-01]
 得x=6，y=-8．

显然点（6，-8）不在区域D内，即z（x，y）在D内没有极值点，而z=x2
 +y2
 -12x+16y是有界闭区域D上的连续函数，则它在区域D上有最大值和最小值，且D上的最大值和最小值都在D的边界上取得．而求z（x，y）在D的边界x2
 +y2
 =25上的最大最小值的问题实际是求函数z=x2
 +y2
 -12x+16y在条件x2
 +y2
 =25下的条件极值，因此构造拉格朗日函数

F（x，y，λ）=x2
 +y2
 -12x+16y+λ（x2
 +y2
 -25）

F（x，y，λ）=25-12x+16y+λ（x2
 +y2
 -25）

[image: 163-02]


由前面分析知，z（x，y）在边界x2
 +y2
 =25上最大值和最小值存在，且在边界上可能取得极值的点只有两个，则边界上的最大值和最小值应在这两个点上取得．

z（3，-4）=-75，z（-3，4）=125．

则z（x，y）在D上最小值为-75，最大值为125．


方法二
 　由方法一开始的讨论知z（x，y）在区域x2
 +y2
 ≤25的最大值和最小值应在该区域边界x2
 +y2
 =25上取得，为了求得z（x，y）在条件x2
 +y2
 =25下的条件极值，方法一用的是拉格朗日乘数法，下面我们用化为无条件极值的方法求解，由于x2
 +y2
 =25可改写成参数方程[image: 174-01-b]
 将x=5cosθ，y=5sinθ代入z=x2
 +y2
 -12x+16y得

[image: 174-02-b]



方法三
 　由于z=x2
 +y2
 -12x+16y=（x-6）2
 +（y+8）2
 -100，

注意到上式中的（x-6）2
 +（y+8）2
 在几何上表示平面上点（x，y）与点（6，-8）之间距离的平方．因此，从几何上看，求函数z=x2
 +y2
 -12x+16y在区域x2
 +y2
 ≤25的最大值和最小值的问题就是在区域x2
 +y2
 ≤25上找点（x，y），使它到定点（6，-8）的距离最大或最小，显然，这两个点应为过原点和点（6，-8）的直线[image: 163-04]
 与圆周x2
 +y2
 =25的两个交点．

[image: 164-01]


又

z（3，-4）=-75，z（-3，4）=125，

故z（x，y）在x2
 +y2
 ≤25上的最大值为125，最小值为-75．


【例46】
 在椭圆x2
 +4y2
 =4上求一点，使其到直线2x+3y-6=0的距离最短．



解题思路
 　第一种思路是：首先应建立目标函数，即椭圆x2
 +4y2
 =4上的点P（x，y）到直线2x+3y-6=0的距离[image: 0145-01]
 ，显然将d作为目标函数不方便，而

[image: 0145-02]
 ．

所以只要求得函数（2x+3y-6）2
 在条件x2
 +4y2
 =4下的最小值点即可．

第二种思路：作椭圆x2
 +4y2
 =4的切线l，使其与直线2x+3y-6=0平行，这样的切线应有两条，对应的两个切点，其中一个是距直线2x+3y-6=0最远的点，另一个则是直线2x+3y-6=0最近的点．




【解】
 方法一　
 构造拉格朗日函数．令

[image: 0145-03]


①式乘6与②式乘4比较得8y=3x，再与③式联立得[image: 0145-04]


[image: 0145-05]


由本题实际意义知最短距离存在，则点[image: 0145-06]
 为所求的点．


方法二
 　直线2x+3y-6=0的斜率为[image: 0145-07]
 ，而椭圆x2
 +4y2
 =4在点P（x，y）处切线斜率可由等式2x+8yy′=0得到[image: 0145-08]
 ．则[image: 0145-09]
 ，即8y=3x．

将8y=3x与x2
 +4y2
 =4联立得

[image: 0145-10]


由几何意义知，点[image: 0145-11]
 应为所求的点．


【评注】
 本题中显然方法二简单．

[image: 152556]



【例47】
 已知三角形的周长为2p，求使它绕自己的一边旋转时所构成旋转体体积最大的三角形．


【解】
 设三角形的三条边长分别为x，y，z，转轴为AC边，AC边上的高为h，如图4-3，则ΔABC绕AC边旋转所得体积为[image: 164-03]
 （两个底面圆半径为h的圆锥体积之和）．又ΔABC的面积

[image: 164-02]
图4-3



[image: 164-04]


ln（p-x）+ln（p-y）+ln（p-z）-lny．

构造拉格朗日函数

F（x，y，z，λ）=ln（p-x）+ln（p-y）+ln（p-z）-lny+λ（x+y+z-2p），

[image: 164-05]


由①式和③式知z=x，由①式和②式知p（p-x）=y（p-y）再利用x+y+z=2p可得，[image: 164-06]
 是唯一可能取得极值的点，而根据问题本身知旋转体体积最大值存在，则[image: 164-07]
 时，旋转体体积最大，最大体积为[image: 164-08]
 ．


【例48】
 求中心在坐标原点的椭圆x2
 -4xy+5y2
 =1的长半轴与短半轴．



解题思路
 　显然，问题归结为求原点（0，0）到椭圆上点的距离的最大值（长半轴）和最小值（短半轴）．





【解】
 椭圆x2
 -4xy+5y2
 =1上点（x，y）到原点（0，0）距离平方d2
 =f（x，y）=x2
 +y2
 ．问题归结为求f（x，y）=x2
 +y2
 在条件x2
 -4xy+5y2
 =1下的最大值和最小值．

令F（x，y，λ）=x2
 +y2
 +λ（x2
 -4xy+5y2
 -1），则

[image: 164-09]


①式乘[image: 165-01]
 加②式乘[image: 165-02]
 得x2
 +y2
 +λ（x2
 -4xy+5y2
 ）=0．

则　x2
 +y2
 +λ=0，即x2
 +y2
 =-λ．

由①式和②式知[image: 165-03]


这是一个关于x，y的二元线性齐次方程组，由题意知它有非零解，则

[image: 165-04]


[image: 001-01]
 4　二重积分

内容精讲

一、二重积分的定义及几何意义


1. 二重积分定义


[image: 177_0001]


设z=f（x，y）是平面上有界闭区域D上的有界函数

[image: 0147-01]


其中d为n个小区域直径的最大值，Δσk
 为第k个小区域的面积．如果f（x，y）在D上连续，则[image: 0147-02]
 总存在．以后总在此假定下讨论．


2. 二重积分的几何意义定义


若函数f（x，y）在区域D上连续且非负，则二重积分[image: 0147-03]
 在几何上表示以区域D为底，曲面z=f（x，y）为顶，侧面是以D的边界为准线、母线平行于z轴的柱面的曲顶柱体的体积．

二、二重积分的性质


1. 比较定理


如果在D上，f（x，y）≤g（x，y），则[image: 0147-04]
 ．


2. 估值定理


设M，m分别为连续函数f（x，y）在闭区域D上的最大值和最小值，S表示D的面积，则[image: 0147-05]
 ．


3. 中值定理


设函数f（x，y）在闭区域D上连续，S为D的面积，则在D上至少存在一点（ξ，η），使[image: 0147-06]
 ．

三、二重积分的计算

计算二重积分常用的有以下三种方法：


1. 在直角坐标下计算


在直角坐标下计算二重积分关键是将二重积分化为累次积分，累次积分有两种次序，累次积分的次序往往根据积分域和被积函数来确定．

（1）适合先y后x的积分域

若积分域D由不等式[image: 0147-07]
 确定，如图4-4所示，则该区域D上的二重积分适合化成先y后x的累次积分，且

[image: 0148-01]


[image: 0148-02]
图4-4



（2）适合先x后y的积分域

若积分域D由不等式[image: 0148-04]
 确定，如图4-5所示，则该区域D上的二重积分适合化成先x后y的累次积分，且[image: 0148-05]


[image: 0148-03]
图4-5



如果遇到更复杂的积分区域，总可利用分别平行于两个坐标轴的直线将其化分成若干个以上两种区域进行计算．


2. 在极坐标下计算


在极坐标（ρ，θ）中，一般是将二重积分化为先ρ后θ的累次积分，常见的有以下四种情况：

（1）极点O在区域D之外，如图4-6，则

[image: 0148-08]
图4-6



[image: 0148-06]


（2）极点O在区域D的边界上，如图4-7所示，则

[image: 0148-09]
图4-7



[image: 0148-07]


（3）极点O在区域D的内部，如图4-8所示，则

[image: 0149-02]
图4-8



[image: 0148-10]


（4）环形域，且极点O在环形域内部，如图4-9，则

[image: 0149-03]
图4-9



[image: 0149-01]


【注】
 将二重积分化为累次积分计算时，坐标系的选择不仅要看积分域D的形状，而且要看被积函数的形式，以下我们给出适合用极坐标计算的二重积分其积分域和被积函数的特点，不适合用极坐标计算当然是用直角坐标．

①适合用极坐标计算的二重积分被积函数一般应具有以下形式：

[image: 0149-04]


之所以适合极坐标是由于它们在极坐标下都可化为ρ或θ的一元函数．

②适合用极坐标计算的二重积分的积分域一般应具有以下形状：

中心在原点的圆域，圆环域，或它们的一部分（如扇形）．中心在坐标轴上且边界圆过原点的圆域（如由x2
 +y2
 =2ax或x2
 +y2
 =2by所围成）或者它们的一部分．


3. 利用对称性和奇偶性进行计算


常用的结论有以下两条：

（1）利用积分域的对称性和被积函数的奇偶性

①若积分域D关于y轴对称，且被积函数f（x，y）关于x有奇偶性，则

[image: 0149-06]


其中D1
 为D在y轴右侧的部分．

②若积分域D关于x轴对称，且被积函数f（x，y）关于y有奇偶性，则

[image: 0149-07]


其中D1
 为D在x轴上方的部分．

（2）利用变量的对称性

若积分域D关于直线y=x对称，换言之，表示积分域D的等式或不等式中将x与y对调后原等式或不等式不变．如，圆域x2
 +y2
 ≤R2
 ，正方形域[image: 0149-08]
 则

[image: 0149-09]


即：被积函数中x和y对调积分值不变．

例题分析

一、计算二重积分

计算二重积分主要是三种方法，一般按下列步骤进行：

1）画出积分域D的草图，判定积分域是否有对称性，被积函数f（x，y）是否有奇偶性，如果能用对称性，奇偶性计算或化简原积分就先进行计算或化简，否则进行下一步．

2）选择化为累次积分的坐标系．（主要根据积分域的形状和被积函数的形式）

3）选择累次积分的积分次序．（主要根据积分域和被积函数）

4）确定累次积分的积分限并计算累次积分．


【例49】
 计算积分[image: 0150-01]
 ，其中D由曲线|x|+|y|=1所围成．



解题思路
 　先画积分域D如图4-10，不难看出该积分域关于两个坐标轴都对称．被积函数也有奇偶性，因此，应利用对称性和奇偶性计算．

[image: 0150-03]
图4-10






【解】
 由于yex2

 关于y是奇函数，而积分域D关于x轴对称，则

[image: 0150-02]


而|x|关于x，y都是偶函数，且积分域关于x，y轴都对称，则

[image: 0150-04]


其中D1
 为D在第一象限的部分．

[image: 0150-05]


【评注】
 本题主要是利用函数的奇偶性和区域对称性进行计算．


【例50】
 设区域D为x2
 +y2
 ≤R2
 ，则[image: 0150-06]
 =_____．


【解】
 应填[image: 0150-07]
 ．


方法一
 　由于积分域D为中心在原点的圆域，所以可考虑用极坐标．

[image: 0150-08]



方法二
 　由于积分域D：x2
 +y2
 ≤R2
 关于直线y=x对称，则可考虑用变量对称性进行计算．

由于D关于y=x对称，则[image: 0150-09]


[image: 0150-10]


【评注】
 本题显然方法二简单，该方法主要是利用变量的对称性．


【例51】
 设区域D={（x，y）|x2
 +y2
 ≤4，x≥0，y≥0}，f（x）为D上正值连续函数，a，b为常数，则[image: 0151-01]


（A）abπ．

（B）[image: 0151-02]
 ．

（C）（a+b）π．

（D）[image: 0151-03]
 ．



解题思路
 　本题要计算的重积分被积函数中出现了一般函数f（x），此时要计算出重积分，一般积分域有某种特殊性，事实上不难看出本题中的积分域D关于y=x对称，所以应用变量对称性计算．




【解】
 应选（D）．


方法一
 　（直接法）由于积分域D关于直线y=x对称，则

[image: 0151-04]


从而有

[image: 0151-05]


故应选（D）．


方法二
 　（排除法）令f（x）=1，显然符合题设条件，而

[image: 0151-06]


显然，选项（A），（B），（C）都不正确，故应选（D）．

【评注】
 本题方法二简单．


【例52】
 计算二重积分[image: 0151-07]
 ．其中D是由y=x3
 ，y=1，x=-1围成的区域，f（u）为连续函数．



解题思路
 　本题要计算的二重积分被积函数中出现了一般函数f，此时要能计算出积分值，往往被积函数和积分域有某种特殊性（被积函数奇偶性，积分域对称性）．本题的被积函数中关键是第二项xyf（x2
 +y2
 ），显然它既是x的奇函数也是y的奇函数，但仅有函数奇偶性不行，还需有相应的积分域的对称性，画出积分域D如图4-11，但D本身没有对称性，为此我们作曲线y=-x3
 将原积分域D分成两部分，分别记为D1
 和D2
 ，如图4-11，此时的D1
 关于y轴对称，D2
 关于x轴对称．

[image: 0151-08]
图4-11





[image: 0151-09]


由于xyf（x2
 +y2
 ）即是x的奇函数也是y的奇函数，而D1
 关于y轴对称，D2
 关于x轴对称，则

[image: 0152-02]


【评注】
 前面四个二重积分计算中主要利用了对称性和奇偶性，这是二重积分计算中一种常用的技巧，须熟练掌握．


【例53】
 计算积分[image: 0152-03]
 ，其中D由[image: 0152-04]
 和y=x围成．



解题思路
 　先画出积分域D草图，如图4-12所示．由积分域和被积函数可看出本题应在直角坐标下化为累次积分，且由于[image: 0152-05]
 积不出（这里积不出是指不能表示为初等函数）因此只能选择先x后y的积分次序．

[image: 0152-06]
图4-12





[image: 0152-07]


【评注】
 本题积分次序选择尤为重要．先y后x积不出来，只能先x后y．


【例54】
 计算积分[image: 0152-08]
 ，其中D是由x2
 +y2
 =2ay围成的闭区域（a>0）．



解题思路
 　画出积分域草图，如图4-13所示．由本题的积分域和被积函数可看出应在极坐标下化为累次积分进行计算．

[image: 0152-10]
图4-13





[image: 0152-09]



【例55】
 计算积分[image: 0152-11]
 ，其中D由不等式x2
 +y2
 ≤x+y所确定．



解题思路一
 　画出积分域草图，如图4-14所示，该积分域是一个圆域[image: 0152-12]
 ，因此，应在极坐标下化为累次积分．

[image: 0153-02]
图4-14





[image: 182_0001]



方法一
 　圆x2
 +y2
 =x+y在极坐标下方程为

[image: 0153-01]




解题思路二
 　显然【方法一】
 直接用极坐标计算不方便，原因在于本题中积分域虽然是圆，但圆心既不在原点，也不在坐标轴，而在[image: 0153-03]
 ．此时，若令[image: 0153-04]
 ，相当于将极点移到[image: 0153-06]
 ，按此方法计算较为方便．



[image: 0153-07]




解题思路三
 　本题的积分域[image: 0153-08]
 关于坐标轴不对称，但关于直线[image: 0153-10]
 都对称，则[image: 0153-11]
 事实上，

[image: 0153-12]
 ，被积函数X是X的奇函数，积分域[image: 0153-13]
 关于Y轴对称，则[image: 0153-14]
 ．



[image: 0153-15]




解题思路四
 　由于积分域[image: 0154-01]
 关于直线y=x对称，则[image: 0154-02]
 ．从而有[image: 0154-04]
 ，右端积分可考虑用形心计算公式计算．设平面域D的形心为[image: 0154-05]
 ，则[image: 0154-06]
 ．




方法四
 　由以上分析知

[image: 0154-07]


其中[image: 0154-08]
 为积分域D的形心的x坐标，应为[image: 0154-09]
 ，S为积分域D的面积，应为[image: 0154-10]
 ，则

[image: 0154-11]


【评注】
 本题共用四种方法求解，显然方法二，三，四较好，方法一较繁．


【例56】
 计算二重积分[image: 0154-12]
 ，其中D是由直线x=-2，y=0，y=2，以及曲线[image: 0154-14]
 所围成的平面区域．

[image: 184_0001]




解题思路
 　先画出积分域草图，如图4-15所示．本题若从被积函数角度看，选用直线坐标还是极坐标都方便，但从积分域角度看，积分域有一段边界曲线[image: 0154-15]
 适合极坐标，但边界曲线的另外三段，y=2，y=0，x=-2都是平行于坐标轴的直线，适合用直角坐标．如果考虑直角坐标应化为先x后y的累次积分；如果考虑极坐标，先对ρ还是先对θ都不方便．如果我们考虑用正方形[image: 0154-17]
 上的积分减去左半圆（如图4-15中D1
 ）上的积分，其中正方形域上积分用直角坐标，而左半圆D1
 上的积分用极坐标，这才是一种巧妙的解法．

[image: 0154-16]
图4-15






方法一
 　在直角坐标下化为累次积分计算，由以上分析知应先对x积分，则

[image: 0154-18]


事实上，计算[image: 184-01-b]
 还有一种巧妙的方法：

[image: 0155-02]


由于积分区间［0，2］关于y=1对称，则

[image: 0155-03]


而[image: 0155-04]
 应等于图4-15中半圆D1
 的面积[image: 0155-01]
 ，故

[image: 0155-05]



方法三
 　由于积分域D关于直线y=1上下对称，则

[image: 0155-06]


故[image: 0155-07]
 .（图4-15中正方形面积减去半圆D1
 面积）


方法四
 　由形心计算公式知[image: 0155-08]
 ．由于积分域D关于y=1对称，则[image: 0155-09]
 ，而[image: 0155-11]
 ，故

[image: 0155-12]



【例57】
 计算积分[image: 0155-13]
 ，其中D是由直线y=-x及曲线[image: 0155-14]
 围成．



解题思路
 　先画出积分域草图，如图4-16所示．由该积分域可看出用极坐标较方便．

[image: 0155-15]
图4-16






【解】
 方法一
 　在极坐标下化为累次积分，通常采用先ρ后θ，由图4-16不难看出，本题应分为第一象限部分和第二象限部分两部分计算，则

[image: 0155-16]



方法二
 　令D1
 表示半圆域[image: 0155-17]
 ，则

[image: 0156-01]



方法三
 　事实上，本题在极坐标下化为先θ后ρ的累次积分更为方便．由于半圆[image: 0156-03]
 在极坐标下方程为ρ=cosθ，即θ=arccosρ，则

[image: 0156-04]


【评注】
 一般情况下，将二重积分在极坐标下化为累次积分往往采用先ρ后θ（本题中的方法一和方法二），但有时采用先θ后ρ更简单，如本题中方法三．


【例58】
 计算二重积分[image: 0156-05]
 ，其中D由[image: 0156-06]
 与y=0围成．


【解】
 先画出积分域的草图，如图4-17所示．本题积分域的边界曲线是用参数方程表示的，这类问题一般是在直角坐标下化为累次积分，为此不妨设边曲线[image: 0156-08]
 的直角坐标方程为y=y（x），则

[image: 0156-07]
图4-17



[image: 0156-09]


【评注】
 本题给出了计算积分域边界曲线为参数方程的二重积分的一种常用的思想方法．


【例59】
 设[image: 0156-10]
 ，其中[image: 0156-11]
 求F（t）的表达式．


【解】
 这是一个被积函数分段表示的二重积分，此类问题的关键是分析清楚被积函数在积分域的不同部分的表达式．为此先画积分域草图，如图4-18，应特别注意被积函数仅仅在正方域[image: 0156-13]
 上恒为1，其余处恒为零．所以

[image: 0156-12]
图4-18



ⅰ）当t≤0时，[image: 0156-14]
 ．

ⅱ）当0<t≤1时，[image: 0156-15]
 ，其中D1
 由不等式x+y≤t，x≥0，y≥0所确定．

ⅲ）当1<t≤2时，[image: 0157-01]
 ，其中D2
 由不等式x+y≤t，0≤x≤1，0≤y≤1所确定．

ⅳ）当2<t时，[image: 0157-02]
 ．

[image: 0157-03]



【例60】
 设D是全平面，[image: 0157-04]
 计算二重积分[image: 0157-05]
 ．


【解】
 本题的关键是确定被积函数f（x）f（x2
 -y）在全平面上的表达式，

由[image: 0157-06]


[image: 0157-07]


若设平面域D1
 由-1≤x2
 -y≤2和-1≤x≤2所确定，则

[image: 0157-08]


因此，首先应画出区域D1
 的草图（如图4-19），由前面的分析可知D1
 应由曲线x2
 -y=1，x2
 -y=2，x=-1，x=2所围成．则

[image: 0157-10]


[image: 0157-09]
图4-19




【评注】
 【例59】
 和【例60】
 反映了被积函数分段表示的二重积分计算常用的思想方法．


【例61】
 计算二重积分[image: 0157-11]
 ，其中D由不等式x2
 +y2
 ≤4所确定．



解题思路
 　本题被积函数中带有绝对值．此类问题处理的基本思想是根据绝对值内函数在积分域内的正负划分原积分域，去掉被积函数中的绝对值．




【解】
 为了去掉被积函数中的绝对值，令x2
 +y2
 -2y=0，即x2
 +y2
 =2y，该曲线就将原积分域划分为两部分，如图4-20中的D1
 和D2
 ，在D1
 上x2
 +y2
 -2y为负，在D2
 上x2
 +y2
 -2y为正，则

[image: 0158-01]


[image: 0158-02]
图4-20



【评注】
 本题在计算中没有直接算区域D2
 上的积分[image: 0158-03]
 ．因为直接算很不方便，而采用D上的积分减去D1
 上的积分，带来很大方便，这是一种常用的思想方法．


【例62】
 计算二重积分[image: 0158-04]
 ，其中D由不等式0≤x≤y≤2π所确定．



解题思路
 　本题首先应注意积分域D：0≤x≤y≤2π是一个三角形（如图4-21所示）而不是正方形．为了去掉被积函数|sin（x-y）|的绝对值，令sin（x-y）=0，得x-y=-π（仅求落在D内部的曲线），x-y=-π将原积分域D分为两部分D1
 和D2
 （如图4-21）．

[image: 0158-06]
图4-21





[image: 0158-05]



【例63】
 　设平面域D={（x，y）|1≤x2
 +y2
 ≤4，x≥0，y≥0}，计算[image: 188-01-b]




解题思路
 　就本题的积分域而言很适合用极坐标计算，但就被积函数而言不适合用极坐标，主要是由于[image: 188-02-b]
 但此时应注意积分域D关于y=x对称，利用变量的对称性可解决[image: 188-03-b]
 的问题.





【解】　方法1
 　由于积分域D关于直线y=x对称，则

[image: 188-04-b]



方法2
 　在极坐标下化为累次积分

[image: 189-02-b]


二、累次积分交换积分次序及计算

（1）累次积分变换次序：

ⅰ）由所给累次积分确定对应的积分域；

ⅱ）画出积分域草图；

ⅲ）按另一种积分次序确定积分上下限．

（2）累次积分计算：

一般来讲，如果题目要求计算累次积分，题目所给累次积分次序肯定不好算，所以通常通过交换累次积分次序进行计算．但有时还会出现，题目所给累次积分直接算不好算，但交换累次积分次序后仍然不好算，此时一般要换坐标系化为累次积分．


【例64】
 交换下列累次积分次序．

[image: 189_0001]


[image: 0160-01]



【解】
 （1）首先确定积分域并画出草图，因此，先画曲线

[image: 0160-02]


再由y的积分限可知积分域D如图4-22所示，则

[image: 0160-03]


[image: 0160-07]
图4-22



（2）先画曲线[image: 0160-04]
 ．并由原积式知积分域为D（如图4-23），则

[image: 0160-05]


[image: 0160-08]
图4-23



（3）先画曲线y=x2
 及y=1，据原累次积分可确定积分域D如图4-24所示阴影部分，则

[image: 0160-06]


[image: 0160-09]
图4-24




【例65】
 交换极坐标下累次积分[image: 0160-10]




解题思路
 　先确定并画出积分域D，然后交换积分次序确定积分限．




【解】
 ρ=2acosθ是圆x2
 +y2
 =2ax，即（x-a）2
 +y2
 =a2
 ，由原积分式可知积分域D如图4-25所示，要将原积分化为先θ后ρ的积分，用ρ=C（中心在原点的同心圆）穿过区域D，

当[image: 0160-11]
 时，圆弧ρ=C是从[image: 0160-12]
 进入区域D，从ρ=2acosθ穿出区域D；

当[image: 0160-13]
 时，圆弧ρ=C是从ρ=2acosθ（θ<0）进入区域D，从ρ=2acosθ（θ>0）穿出区域D；则

[image: 0161-01]
图4-25



[image: 0160-15]



【例66】
 累次积分[image: 0161-03]
 可写成

[image: 0161-04]



【解】
 应选（D）．

这是一个极坐标下累次积分化为直角坐标下累次积分的问题，首先还是根据题目所给积分确定积分域并画出草图，然后在直角坐标下化为累次积分．

ρ=cosθ表示圆x2
 +y2
 =x．由原积分表达式知积分域D为半圆域如图4-26，则

[image: 0161-05]


[image: 0161-02]
图4-26




【例67】
 计算下列累次积分：

[image: 0161-06]




解题思路
 　本题中的（1），（2），（3），如果直接积分，就会遇到[image: 0161-07]
 这三个积不出来的积分，因此，应交换积分次序然后再积．（4）中出现的积分能积出来，但直接积分不方便，若交换次序仍然不方便，因此，应换坐标系，即应化为极坐标下的累次积分．




【解】
 （1）画积分域如图4-27所示，交换积分次序得

[image: 0161-08]


[image: 0161-09]
图4-27



（2）画积分域如图4-28所示，交换积分次序得

[image: 0161-10]


[image: 0162-01]
图4-28



（3）画积分域D如图4-29所示，交换积分次序得

[image: 0162-04]


[image: 0162-02]
图4-29



（4）画积分域D如图4-30所示，并将原累次积分化为极坐标下先ρ后θ的累次积分得

[image: 0162-05]


[image: 0162-03]
图4-30



三、与二重积分有关的综合题


【例68】
 设f（x）为连续函数，[image: 0162-06]
 ，则F′（2）等于

（A）2f（2）．

（B）f（2）．

（C）-f（2）．

（D）0．


【解】
 应选（B）．本题是一个变上限累次积分求导问题，若能转化为一元变上限定积分求导，问题就解决了，此时注意被积函数仅是x的函数，若交换积分次序化为先对y后对x的积分，立即可转化为一元变上限定积分．画积分域D的草图如图4-31所示．交换积分次序得

[image: 0162-08]


则　F′（t）=（t-1）f（t），即F′（2）=f（2）

故应选（B）．

[image: 0162-07]
图4-31




【例69】
 设闭区域D：x2
 +y2
 ≤y，x≥0，f（x，y）为D上的连续函数，且

[image: 0162-10]


求f（x，y）．



解题思路
 　二重积分[image: 0162-11]
 是一个常数，令[image: 0162-12]
 ，只要定出A即可，先画出积分域D的草图如图4-32．

[image: 0162-09]
图4-32





[image: 0162-13]


将[image: 0163-01]
 代入①式得

[image: 0163-02]



【例70】
 设f（t）在［0，+∞）上连续，且满足

[image: 0163-03]


求f（t）．



解题思路
 　二重积分[image: 0163-04]
 可在极坐标下化为一元变上限定积分，因此，可将题设中等式变为带有变上限积分的等式，两端对t求导，解得f（t）．




【解】
 显然f（0）=1，且

[image: 0163-05]


上式两端对t求导得　f′（t）=8πte4πt2

 +8πtf（t）．

由一阶线性微分方程通解公式得

[image: 0163-06]


由f（0）=1得C=1，因此f（t）=（4πt2
 +1）e4πt2

 ．


【例71】
 设f（x，y）是定义在0≤x≤1，0≤y≤1上的连续函数，f（0，0）=-1，求极限[image: 0163-07]
 ．

[image: 193_0001]




解题思路
 　本题是一个“[image: 0164-01]
 ”型极限，但不方便直接用洛必达法则，因为分子对x的导数不方便求，因此要将分子上的累次积分交换次序然后用洛必达法则．




【解】
 方法一
 　先画积分域D的草图，如图4-33所示，则

[image: 0164-03]


[image: 0164-02]
图4-33




方法二
 　由以上分析知

[image: 0164-04]



【例72】
 设f（x，y）在单位圆x2
 +y2
 ≤1上有连续一阶偏导数，且在边界上取值为零，证明：[image: 0164-05]
 ，其中D为圆环域ε2
 ≤x2
 +y2
 ≤1．


【证明】
 从积分域和被积函数不难看出，应在极坐标下将本题中的重积分化为累次积分．

[image: 0164-06]


【评注】
 由以上几个例子不难看出，解决与重积分有关的综合问题的主要思考方法是，通过化累次积分转化为一元积分问题处理．

四、与二重积分有关的积分不等式问题


【例73】
 设[image: 0164-07]
 ，[image: 0164-08]
 ，[image: 0164-09]
 ，其中D={（x，y）|x2
 +y2
 ≤1}，则

（A）I3
 >I2
 >I1
 ．

（B）I1
 >I2
 >I3
 ．

（C）I2
 >I1
 >I2
 ．

（D）I3
 >I1
 >I2
 ．


【解】
 应选（A）．

本题实际上是要比较同一区域上三个二重积分的大小，此时，一般都是二重积分性质中的比较定理．

由于当[image: 0165-01]
 时，cosx是减函数，且0≤x2
 +y2
 ≤1时，

[image: 0165-02]


即　I1
 <I2
 <I3
 ．故应选（A）．


【例74】
 设[image: 0165-03]
 ，[image: 0165-04]
 ，则

（A）I1
 <I2
 <I3
 ．

（B）I2
 <I3
 <I1
 ．

（C）I3
 <I1
 <I2
 ．

（D）I3
 <I2
 <I1
 ．


【解】
 应选（B）．

先比较I1
 和I3
 的大小，由于I1
 和I3
 被积函数相同且非负，而I1
 的积分域包含了I3
 的积分域，则I1
 >I3
 ．

再比较I2
 和I3
 ，I2
 和I3
 积分域相同，但x2
 +y2
 ≥2|xy|，则I3
 >I2
 ．从而有I1
 >I3
 >I2
 ．故应选（B）．


【例75】
 设函数f（x）在区间［a，b］上连续，且恒大于零，证明：

[image: 0165-05]




解题思路
 　设法将左端两个定积分的乘积转化为重积分，通常是将其中一个定积分中积分变量改写为y．




【证法一】
 若记D={（x，y）|a≤x≤b，a≤y≤b}，则

[image: 0165-06]


由于区域D关于y=x对称，则

[image: 0165-07]



【证法二】
 由柯西积分不等式

[image: 0165-08]


知

[image: 0166-01]


原题得证．


【例76】
 设f（x）是［0，1］上单调减的正值函数，证明：

[image: 0166-02]




解题思路
 　将原不等式改写成[image: 0166-03]
 ，只要证[image: 0166-04]
 ．此时需将左端出现的两个定积分相乘的形式改写成重积分．



[image: 0166-05]


由于D关于y=x对称，则

[image: 0166-06]


由于f（x）单调减且大于零，则f（x）f（y）（y-x）［f（x）-f（y）］≥0，故I≥0．原题得证．


【例77】
 求证[image: 0166-07]
 ．



解题思路
 　[image: 0166-08]
 是两个定积分乘积，应将其转化为重积分．



[image: 0166-09]


其中D1
 ：x2
 +y2
 ≤1，x≥0，y≥0．

原不等式左端已证明，为证明右端，将e-x2

 展开为x的幂级数，由于

[image: 0167-01]


故原不等式得证．


第五章　常微分方程

考点与要求



了解　会求
 　微分方程及其解、阶、通解、初始条件和特解等概念，齐次微分方程，自由项为多项式pm
 （x）．指数函数p0
 eαx
 、正弦函数p0
 sinβx型、余弦函数p0
 cosβx以及它们的和与积的二阶常系数非齐次线性微分方程，利用微分方程解决一些简单的应用问题，降阶法解下列可降阶的微分方程

y（n）
 =f（x），y″=f（x，y′）和y″=f（y，y′）．


理解　会用
 　变量可分离的微分方程与一阶线性微分方程以及它们的解法，二阶线性微分方程的性质及解的结构定理，二阶常系数齐次线性方程的解法．



[image: 001-01]
 1　常微分方程

内容精讲

一、微分方程的基本概念


（1）微分方程
 　含有未知函数，未知函数的导数与自变量之间关系的方程，叫做微分方程，有时也简称方程．


（2）微分方程的阶
 　微分方程中未知函数导数的最高阶数．


（3）微分方程的解
 　代入微分方程能使方程成为恒等式的函数．


（4）级分方程的通解
 　含有与微分方程阶数相同个数的独立的任意常数的解．


（5）微分方程的特解
 　不含任意常数的解．


（6）微分方程的定解条件
 　用来确定通解中任意常数的条件称为微分方程的定解条件或初始条件．


（7）微分方程的积分曲线
 　微分方程的解y=y（x）所表示的曲线．

二、常见的几类一阶方程及解法


1. 可分离变量的方程


[image: 198_0001]


[image: 0168-01]


求解该方程的方法是将原方程改写成

[image: 0168-02]


然后两端积分[image: 0169-01]
 ，求得原方程通解．


2. 齐次方程


[image: 0169-02]


求解该方程的方法是作变量代换[image: 0169-03]
 ，则y=xu，[image: 0169-04]
 ，代入原方程可将原方程化为可分离变量的方程

[image: 0169-05]


然后求解．


3. 线性方程


[image: 0169-06]


线性方程的通解是

[image: 0169-07]


三、可降阶的高阶微分方程


1. y（n）
 =f（x）型的微分方程


求解的方法是原方程两端反复对x积分，便可求得原方程的解．


2. y″=f（x，y′）型的微分方程（不显含y）


求解该方程的方法是作变换y′=p，则[image: 0169-08]
 ，代入原方程得以下一阶方程

[image: 0169-09]


解此一阶方程便得到原方程的解．


3. y″=f（y，y′）型的微分方程（不显含x）


求解该方程的方法是作变换y′=p，则[image: 0169-10]
 ，代入原方程得以下一阶方程

[image: 0169-11]


解此一阶方程便得原方程的解．

四、高阶线性方程


1. 线性方程解的结构



（1）齐次方程解的结构


齐次方程y″+P（x）y′+Q（x）y=0的通解为y=C1
 y1
 （x）+C2
 y2
 （x），其中y1
 （x）和y2
 （x）为该齐次方程两个线性无关的特解，C1
 与C2
 是两个任意常数．


（2）非齐次方程解的结构


非齐次方程y″+P（x）y′+Q（x）y=f（x）的通解为

y=Y（x）+y*（x）

其中Y（x）是该非齐次方程对应的齐次方程的通解，y*（x）为该非齐方程的一个特解．


（3）线性方程解的叠加原理


若[image: 0170-01]
 和[image: 0170-02]
 分别是方程

y″+P（x）y′+Q（x）y=f1
 （x）

与

y″+P（x）y′+Q（x）y=f2
 （x）

的特解，那么，[image: 0170-03]
 就是方程

y″+P（x）y′+Q（x）y=f1
 （x）+f2
 （x）

的一个特解．

以上结论可以推广到n阶方程．


2. 线性常系数微分方程求解


[image: 200_0001]



（1）线性常系数齐次方程求解


1）二阶常系数齐次线性方程求解

二阶常系数齐次线性方程y″+py′+qy=0的通解由下列表格给出



	特征方程r2
 +pr+q=0的两个根r1
 ，r2

	微分方程y″+py′+qy=0的通解



	两个不相等的实根r1
 ，r2

	y=C1
 er1
 x
 +C2
 er2
 x




	两个相等的实根r1
 =r2

	y=（C1
 +C2
 x）er1
 x




	一对共轭复根r1，2
 =α±iβ
	y=eαx
 （C1
 cosβx+C2
 sinβx）




2）n阶常系数齐次线性方程求解

n阶常系数齐次线性方程

y（n）
 +p1
 y（n-1）
 +p2
 y（n-2）
 +…+pn-1
 y′+pn
 y=0

的通解可由下列表格中给出的通解中的对应项求得



	特征方程的根
	微分方程通解中对应项



	单实根r
	对应一项Cerx




	k重实根r
	对应k项erx
 （C1
 +C2
 x+…+Ck
 xk-1
 ）



	一对单复根r1，2
 =α±iβ
	对应两项eαx
 （C1
 cosβx+C2
 sinβx）



	一对k重复根r1，2
 =α±iβ
	对应2k项eαx
 ［（C1
 +C2
 x+…+Ck
 xk-1
 ）cosβx+（D1
 +D2
 x+…+Dk
 xk-1
 ）sinβx］





（2）线性常系数非齐次方程求解


二阶常系数非齐次线性方程的一般形式是

y″+py′+qy=f（x）

求其通解的关键是求得该非齐次方程的特解y*，对以下两种非齐次项可用待定系数法求得非齐次方程的一个特解．

1）f（x）=eλx
 Pm
 （x）型（λ为已知常数，Pm
 （x）为x的m次已知多项式）

其待定特解设为

y*=xk
 eλx
 Qm
 （x）

其中k是特征方程根λ的重数，Qm
 （x）为系数待定的x的m次多项式．

2）[image: 0171-01]
 型（λ为已知常数，[image: 0171-02]
 与[image: 0171-03]
 分别为x的l次、x的n次的已知多项式）

其待定特解设为

[image: 0171-04]


其中k是特征方程根λ+iw（或λ-iw）的重数，[image: 0171-05]
 与[image: 0171-06]
 为系数待定的m次多项式，m=max{l，n}．

例题分析

一、微分方程求解


1. 一阶方程求解


求解一阶方程的关键是判别类型，如果所求解的方程属于我们学过的类型，直接求解．如果所求解的方程不直接属于我们学过的类型，常用的有两种方法，一种方法是将x看作未知函数，y看作自变量求解，另一种方法是做适当的变量代换，目的都是要将原方程化成我们学过的类型，然后求解．


【例1】
 微分方程y′+xy2
 -y2
 =1-x的通解为_____．



解题思路
 　首先判别类型，该方程是一个可分离变量的方程，然后按可分离变量方程的解法求解．




【解】
 应填[image: 0171-07]


原方程y′+xy2
 -y2
 =1-x可改写为y′=（1+y2
 ）（1-x）

即　[image: 0171-08]


两端积分得

[image: 0171-09]



【例2】
 微分方程[image: 0171-10]
 满足条件y（0）=1的特解为_____．



解题思路
 　该方程是一个齐次方程，按齐次方程的方法求解．




【解】
 应填[image: 0171-11]


令[image: 0171-12]
 ，则原方程变为

[image: 0171-13]


由此可得该方程通解为　[image: 0172-01]


即　[image: 0172-02]


由y（0）=1知C=1，则所求特解为[image: 0172-03]



【例3】
 求方程[image: 0172-04]
 的通解



解题思路
 　作变换x=X+h，y=Y+k将原方程化为齐次方程求解．




【解】
 令x=X+h，y=Y+k，代入原方程得

[image: 0172-05]


令[image: 0172-06]
 得h=-2，k=-3

原方程变为

[image: 0172-07]


令[image: 0172-08]
 得

[image: 0172-09]


由此可得

[image: 0172-10]


则原方程通解为

[image: 0172-11]



【评注】
 形如[image: 0172-12]
 都可用本题中的思想方法化为齐次方程求解．


【例4】
 求方程[image: 0172-13]
 的通解．



解题思路
 　本题不直接属于我们学过的类型，将x看作未知函数，y看作自变量，原方程化为x关于y的线性方程[image: 0172-14]
 ，然后求解．




【解】
 由[image: 0172-15]
 得

[image: 0172-16]


即　[image: 0172-17]


由线性方程通解公式知，该方程通解为

[image: 0172-18]


【评注】
 当所求解方程不直接属于我们所学过的类型时，将x看作未知函数，y看作自变量，化为我们学过的类型求解是一种常用的思想方法．


【例5】
 方程y′=cos（x+y）的通解为_____．



解题思路
 　作变换x+y=u，然后求解．




【解】
 应填[image: 0173-01]
 ．

令x+y=u，则1+y′=u′，

[image: 0173-02]


【评注】
 当所求解方程不直接属于我们所学过的类型时，作适当的变量代换将其化为我们所学过的类型求解是一种常用的方法．


2. 二阶可降阶方程求解



【例6】
 求方程（x+1）y″+y′=ln（x+1）的通解．



解题思路
 　这是一个可降阶方程，不显含y．



[image: 0173-03]


由此可解得y=（x+1+C1
 ）ln（x+1）-2x+C2



【例7】
 求方程2yy″=y′2
 +y2
 满足条件y（0）=1，y′（0）=-1的特解．



解题思路
 　该方程是一个可降阶方程，不显含x．



[image: 0174-01]


显然u=1，u=-1均为原方程解，但由y（0）=1，y′（0）=-1知，u=-1，即[image: 0174-02]


[image: 0174-03]


由y（0）=1知，C=1，y=e-x
 ．


3. 高阶线性常系数微分方程求解



【例8】
 方程y″-y=ex
 +1的特解形式可设为

（A）aex
 +b．

（B）axex
 +b．

（C）aex
 +bx．

（D）axex
 +bx．


【解】
 应选（B）

特征方程为r2
 -1=0，r1，2
 =±1

则方程y″-y=ex
 的特解应设为[image: 0174-001]


方程y″-y=1的特解应设为[image: 0174-002]


则，原方程特定特解应设为y*=axex
 +b

故应选（B）．


【例9】
 方程y‴-y″=3x2
 的特解形式可设为

（A）ax2
 +bx+C．

（B）x2
 （ax2
 +b）．

（C）x2
 （ax2
 +bx+c）．

（D）x（ax2
 +bx+C）．


【解】
 应选（C）．

特征方程为r3
 -r2
 =0，r1，2
 =0，r3
 =1

其中x3
 =eλx
 x3
 （λ=0），则该方程特解应设为

y*=x2
 （ax2
 +bx+c）

故应选（C）．


【例10】
 方程y″+y=x2
 +1+sinx的特解形式可设为

（A）ax2
 +bx+C+Asinx．

（B）ax2
 +bx+C+Bcosx．

（C）ax2
 +bx+C+Asinx+Bcosx．

（D）ax2
 +bx+C+x（Asinx+Bcosx）


【解】
 应选（D）．

特征方程为r2
 +1=0，r1，2
 =±i

则方程y″+y=x2
 +1的特解应设为

[image: 0174-003]


方程y″+y=sinx的特解应设为

[image: 0174-004]


则原方程特解应设为

y=ax2
 +bx+C+x（Asinx+Bcosx）


【例11】
 设线性无关的函数y1
 ，y2
 ，y3
 都是方程y″+p（x）y′+q（x）y=f（x）的解，C1
 ，C2
 为任意常数，则该非齐次方程通解是

（A）C1
 y1
 +C2
 y2
 +y3
 ．

（B）C1
 y1
 +C2
 y2
 -（C1
 +C2
 ）y3
 ．

（C）C1
 y1
 +C2
 y2
 +（1-C1
 -C2
 ）y3
 ．

（D）C1
 y1
 +C2
 y2
 -（1-C1
 -C2
 ）y3
 ．

[image: 205_0001]




解题思路
 　根据非齐次方程解的结构定理，非齐次通解为

y=C1
 y1
 +C2
 y2
 +y*

其中y1
 ，y2
 为齐次方程两个线性无关的解，y*为非齐次方程的一个解．




【解】
 应选（C）．

由于C1
 y1
 +C2
 y2
 +（1-C1
 -C2
 ）y3
 =C1
 （y1
 -y3
 ）+C2
 （y2
 -y3
 ）+y3


而y1
 -y3
 与y2
 -y3
 是齐次方程的两个线性无关的解，事实上，若

A（y1
 -y3
 ）+B（y2
 -y3
 ）=0

则Ay1
 +By2
 -（A+B）y3
 =0

由于y1
 ，y2
 ，y3
 线性无关，则A=0，B=0，而y3
 为非齐次的一个解，则应选（C）．

【评注】
 本题考查线性方程解的结构．


【例12】
 已知y1
 =xex
 +e2x
 ，y2
 =xex
 -e-x
 ，y3
 =xex
 +e2x
 +e-x
 为某二阶线性常系数非齐次方程的特解，求此方程．



解题思路
 　第一种思路是设出所求方程的形式y″+ay′+by=f（x），将原题所给三个特解代入该方程求出a，b，f（x）；第二种思路是由非齐次三个特解找出齐次方程两个线性无关的解，进而可知齐次方程特征方程的根，从而可知特征方程，进而可知齐次方程．




【解】
 方法一
 　设所求的方程为

y″+ay′+by=f（x）

分别将y1
 =xex
 +e2x
 ，y2
 =xex
 -e-x
 ，y3
 =xex
 +e2x
 +e-x
 代入以上方程，解得

a=-1，b=-2，f（x）=ex
 （1-2x）


方法二
 　y3
 -y1
 =e-x
 应为齐次方程的解，而

y2
 +e-x
 =xex


应为非齐次方程的解，则

y1
 -xex
 =e2x


应为齐次方程的解，齐次方程的特征方程为

（r+1）（r-2）=0

即r2
 -r-2=0

则齐次方程为y″-y′-2y=0

设所求的非齐次方程为

y″-y″-2y=f（x）

将y=xex
 代入该方程得f（x）=ex
 （1-2x）

故所求方程为y″-y′-2y=ex
 （1-2x）．

【评注】
 显然，方法二方便，而方法一较繁．


【例13】
 若y=e2x
 +（x+1）ex
 是方程y″+ay′+by=cex
 的解，求a，b，c及该方程通解．



解题思路
 　第一种思路是将y=e2x
 +（x+1）ex
 代入方程y″+ay′+by=cex
 求出a，b，c；第二种思路是从解y=e2x
 +（x+1）ex
 中分析出齐次方程两个线性无关的解，进一步求得两个特征根，便可求得a和b，然后再求c．




【解】
 方法一
 　将y=e2x
 +（x+1）ex
 代入方程

y″+ay′+by=cex


比较系数得

a=-3，b=2，c=-1

原方程为y″-3y′+2y=-ex


特征方程为r2
 -3r+2=0

由此解得r1
 =1，r2
 =2

设非齐次方程特解为y=Axex
 ，将其代入方程

y″-3y′+2y=-ex


得A=1

则原方程通解为

y=C1
 ex
 +C2
 e2x
 +xex



方法二
 　由于y=e2x
 +（1+x）ex
 =e2x
 +ex
 +xex
 为原方程的解，则y1
 =e2x
 必为齐次的解．（由方程非齐次项知非齐次解中只会出现ex
 而不会出现e2x
 ）．

xex
 与ex
 中，y2
 =ex
 为齐次的解．（若xex
 是齐次的解，ρ=1为特征方程二重根，但ρ=2已是一个根）

则齐次方程的特征方程为（ρ-1）（ρ-2）=0，

即ρ2
 -3ρ+2=0

齐次方程为y″-3y′+2y=0

于是a=-3，b=2

将y=xex
 代入方程y″-3y′+2y=cex
 得c=-1，

则所求方程的通解为y=C1
 ex
 +C2
 e2x
 +xex
 ．


【例14】
 已知y1
 =3，y2
 =3+x2
 ，y3
 =3+ex
 是某二阶线性非齐次方程的三个特解，求该微分方程及通解．



解题思路
 　利用线性方程的解的结构先求出齐次方程两个线性无关的特解，进一步求得非齐次方程的通解，然后利用通解求得原方程．




【解】
 y2
 -y1
 =x2
 ，y3
 -y1
 =ex
 为齐次方程的两个线性无关的特解，则所求方程通解为y=C1
 x2
 +C2
 ex
 +3．

y=C1
 x2
 +C2
 ex
 +3　（1）

（1）式求导得　y′=2C1
 x+C2
 ex
 　（2）

再求导得　y″=2C1
 +C2
 ex
 　（3）

（3）-（2）得　y″-y′=2C1
 （1-x）　（4）

（1）-（2）得　y-y′=C1
 （x2
 -2x）+3　（5）

联立（5）式和（4）式消去C1
 得

（2x-x2
 ）y″+（x2
 -2）y′+2（1-x）y=6（1-x）

【评注】
 本题给出了已知方程的通解求方程的一般方法，即利用y，y′及y″消去其中的任意常数C1
 和C2
 便可求得微分方程．

二、微分方程的综合题


【例15】
 求连续函数f（x），使它满足[image: 0177-001]
 ．



解题思路
 　这是一个积分方程，求解的思路是等式两端求导化为微分方程．



[image: 0177-01]


等式两端求导得

f（x）=f′（x）+1，f′（x）-f（x）=-1，

由线性方程通解公式得

f（x）=1+Cex
 ，（当x≠0）．

另一方面，由题设可知[image: 0177-02]
 ，所以f（0）=0．由f（x）的连续性可知

[image: 0177-03]


所以C=-1，故不论x=0还是x≠0，均有f（x）=1-ex
 ．

【评注】
 本题中只假设了f（x）连续，而在求解过程中出现了f′（x），这是因为从等式[image: 0177-04]
 可知f（x）可导，事实上，由f（x）连续可知[image: 0177-05]
 可导，而[image: 0177-07]
 ，则f（x）可导．


【例16】
 设f（x）可导，且满足[image: 0177-08]
 ，求f（x）．


【解】
 在积分[image: 0177-09]
 中，令t-x=u，则有

[image: 0177-10]


等式两端对x求导，整理得

[image: 0177-11]


两端再对x求导得

f′（x）=-f（-x）　（1）

上式两端对x求导得

f″（x）=f′（-x）　（2）

又由（1）式得f′（-x）=-f（x），代入（2）式得

f″（x）+f（x）=0

解之得f（x）=C1
 cosx+C2
 sinx

注意到f（0）=1，f′（0）=-1得f（x）=cosx-sinx．


【例17】
 设f（x）在（-∞，+∞）上有定义，f′（0）=2，对任意的x，y，f（x+y）=ex
 f（y）+ey
 f（x），求f（x）．



解题思路
 　这是一个函数方程，求解的思路是从导数定义出发，既可证明f（x）可导，同时就可建立f（x）应满足的微分方程，解方程便可求得f（x）.




【解】
 在等式f（x+y）=ex
 f（y）+ey
 f（x）中令x=y=0得

f（0）=2f（0）

则

f（0）=0

[image: 0178-01]


解此线性方程得f（x）=ex
 （2x+C）

由f（0）=0知C=0，则

f（x）=2xex


【评注】
 如果本题设条件f（x）在（-∞，+∞）上有定义改为f（x）在（-∞，+∞）上可导，则本题有更简单方法，等式

f（x+y）=ex
 f（y）+ey
 f（x）

两端对y求导，然后令y=0，便得f′（x）=2ex
 +f（x）．


【例18】
 设f（x）有连续一阶导数，且设（xy-yf（x））dx+（f（x）+y2
 ）dy=du（x，y），求f（x）及u（x，y），其中f（0）=-1．



解题思路
 　利用以下结论建立微分方程，先求出f（x），然后再进一步求出u（x，y）．若P（x，y）和Q（x，y）有连续一阶偏导数，且P（x，y）dx+Q（x，y）dy=du（x，y），则由[image: 0178-03]
 ，可推出f（x）应满足的微分方程．




【解】
 由（xy-yf（x））dx+（f（x）+y2
 ）dy=du（x，y）及解题思路中的分析，有

x-f（x）=f′（x），

即

f′（x）+f（x）=x．

解此线性方程得f（x）=（x-1）+Ce-x
 ，

由f（0）=-1知，C=0，f（x）=x-1，以此代入题设的表达式左侧

[image: 0178-04]



【例19】
 　设函数f（u）具有二阶连续导数，z=f（ex
 cosy）满足

[image: 208-01-b]


若f（0）=0，f′（0）=0，求f（u）的表达式.

[image: 208-02-b]


将以上两个式子代入[image: 209-02-b]
 得f″（u）=4f（u）+u

即　f″（u）-4f（u）=u

以上方程对应的齐次方程的特征方程为r2
 -4=0，特征根为r=±2，齐次方程的通解为

f（u）=C1
 e2u
 +C2
 e-2u


设非齐次方程的特解为　f*
 =au+b，代入非齐次方程得[image: 209-03-b]


则原方程的通解为　[image: 209-04-b]


由f（0）=0，f′（0）=0得[image: 209-05-b]
 ，则[image: 209-06-b]



【例20】
 设函数y=y（x）在（-∞，+∞）内具有二阶导数，且y′≠0，x=x（y）是y=y（x）的反函数．

（1）试将x=x（y）所满足的微分方程[image: 0179-03]
 变换为y=y（x）满足的微分方程；

（2）求变换后的微分方程满足初始条件y（0）=0，[image: 0179-04]
 的解．

[image: 0179-05]


将以上两式代入原方程得y″-y=sinx

（2）方程y″-y=0的特征方程为r2
 -1=0，r=±1

非齐次待定特解为y*=Acosx+Bsinx．

代入y″-y=sinx得，A=0，[image: 0179-06]
 ．

则非齐次方程通解为[image: 0179-07]
 ．

由y（0）=0，[image: 0179-08]
 可得C1
 =1，C2
 =-1．

则所求特解为：[image: 0179-09]
 ．

【评注】
 本题求解的关键是将[image: 0179-10]
 用y对x的导数表示出来．

三、微分方程的应用


【例21】
 设f（x）连续，曲线y=f（x）为连结A（0，1）与B（1，0）的凸弧段（如图6-1），P（x，y）为其上任一点，线段AP与该曲线围成的面积为x3
 ，求此曲线的方程．

[image: 0180-03]
图6-1





解题思路
 　利用线段AP与该曲线围成的面积为x3
 建立关系式，等式两端对x求导可得微分方程，解方程便可得曲线方程．




【解】
 梯形OCPA的面积为[image: 0180-01]
 ，则

[image: 0180-02]


等式两端对x求导，则得y=f（x）所满足的微分方程为

[image: 0180-04]


由于曲线过B（1，0），则y（1）=0，由此可得C=5，即所求曲线为y=5x-6x2
 +1．


【例22】
 设曲线y=f（x），其中f（x）是可导函数，且f（x）>0．已知曲线y=f（x）与直线y=0，x=1及x=t（t>1）所围成的曲边梯形绕x轴旋转一周所得的立体体积值是曲边梯形面积值的πt倍，求该曲线方程．


【解】
 由题设知旋转体体积为[image: 0180-05]
 ，曲边梯形的面积为[image: 0180-06]


[image: 0180-07]


在（*）式中令t=1得，f2
 （1）=f（1），即f（1）=1或f（1）=0，由题设知f（t）>0，则f（1）=1，代入[image: 0180-08]
 知，[image: 0180-09]
 ，即[image: 0180-10]
 ．

则所求曲线方程为　[image: 0180-11]



【例23】
 设对任意x>0，曲线y=f（x）上点（x，f（x））处的切线在y轴上的截距等于[image: 0180-12]
 ，求f（x）．


【解】
 设曲线y=f（x）在点（x，f（x））处的切线方程为

Y-f（x）=f′（x）（X-x）

令X=0得，Y=f（x）-xf′（x），

[image: 0181-01]


上式两边对x求导得f（x）+xf′（x）-2xf′（x）-x2
 f″（x）=f（x）

即

xf″（x）+f′（x）=0

（xf′（x））′=0

则xf′（x）=C1
 ，[image: 0181-02]
 ，故f（x）=C1
 lnx+C2
 ．


【例24】
 设y=y（x）是区间（-π，π）内过[image: 0181-03]
 的光滑曲线，当-π<x<0时，曲线上任一点处的法线都过原点，当0≤x<π时，函数y（x）满足y″+y+x=0．求函数y（x）的表达式．


【解】
 曲线在点（x，y）处的法线方程为[image: 0181-04]


由于当-π<x<0时法线过原点，将X=Y=0代入上式得[image: 0181-05]


由此可得y2
 =-x2
 +C，

因为曲线过点[image: 0181-06]
 ，则C=π2
 ．

则所求曲线为x2
 +y2
 =π2
 （-π<x<0）

当0≤x≤π时，由y″+y+x=0解得

y=C1
 cosx+C2
 sinx-x．

由于曲线是光滑的，则y（0-0）=y（0+0），y′-
 （0）=y′+
 （0）．

而y（0-0）=π，y（0+0）=C1
 ，则C1
 =π

y′-
 （0）=0，y′+
 （0）=C2
 -1，则C2
 =1

[image: 0181-07]



【例25】
 一容器在开始时盛有水100升，其中含有净盐10千克，然后以每分钟3升的速率注入清水，同时又以每分钟2升的速率将冲淡的盐水排出，容器中装有搅拌器使容器中的溶液保持均匀，求过程开始后1小时溶液的含盐量．



解题思路
 　设t时刻容器中含盐量为x（t），先用微元法，求t时刻到t+dt时刻间容器中含盐量的改变量Δx（t）的近似值dx（t），即微元．从而就可得到x（t）应满足的微分方程．




【解】
 设t时刻容器中的含盐量为x，此时容器中的盐水为

100+3t-2t=100+t

此时盐水的浓度为[image: 0182-01]
 ．

从t到t+dt这段时间内，容器中含盐量的改变量近似为

[image: 0182-02]


解此可分离变量方程得　[image: 0182-03]


由题设知，x（0）=10，由此得C=105
 ，则　[image: 0182-04]


在此过程开始后1小时容器中的含盐量为[image: 0182-05]
 （千克）

【评注】
 由本题可知，当t增加时，容器中的含盐量在减少，则dx<0，从而，本题（*）式右端要读者自动添负号，否则就错了．



第二篇　线性代数

第一章　行列式

考点与要求



了解
 　行列式的概念、方阵乘积、行列式的性质．


掌握
 　行列式的性质．


会用
 　行列式的性质和行列式按行（列）展开定理计算行列式．



内容精讲


1.1 n阶行列式的概念


n阶行列式

[image: 0183-01]


是所有取自不同行不同列的n个元素的乘积

a1j1

 a2j2

 …anjn



的代数和，这里j1
 j2
 …jn
 元素的行下标为顺排，列下标是1，2，…，n的一个排列．当j1
 j2
 …jn
 是偶排列时，该项的前面带正号；当j1
 j2
 …jn
 是奇排列时，该项的前面带负号，即

[image: 0183-02]


[image: 0183-03]
 表示对所有n阶排列求和．式（1.1）称为n阶行列式的完全展开式
 ．

【注】
 所谓排列是指由n个数1，2，…，n所构成的一个有序数组，通常用j1
 ，j2
 ，…，jn
 表示n阶排列，显然共有n!个n阶排列．

一个排列中，如果一个大的数排在小的数之前，就称这两个数构成一个逆序
 ．一个排列的逆序总数称为这个排列的逆序数
 ．用τ（j1
 j2
 …jn
 ）表示排列j1
 j2
 …jn
 的逆序数．

[image: 213_0001]


如果一个排列的逆序数是偶数，则称这个排列为偶排列
 ，否则称为奇排列
 ．

特别地，2阶与3阶行列式的完全展开式：

[image: 0184-01]



1.2 行列式的性质


1. 经过转置行列式的值不变，即|AT
 |=|A|．

[image: 0184-02]


由此可知行列式行
 的性质与列
 的性质是对等的．

[image: 214_0001]


2. 两行（或列）互换位置，行列式的值变号．

特别地，两行（或列）相同，行列式的值为0．

3. 某行（或列）如有公因子k，则可把k提出行列式记号外．（亦即用数k乘行列式|A|等于用k乘它的某行（或列））．

特别地：（1）某行（或列）的元素全为0，行列式的值为0．

（2）若两行（或列）的元素对应成比例，行列式的值为0．

4. 如果行列式某行（或列）是两个元素之和，则可把行列式拆成两个行列式之和．

[image: 0184-03]


5. 把某行（或列）的k倍加到另一行（或列），行列式的值不变．

[image: 0184-04]



1.3 行列式按行（或列）展开公式


n阶行列式的值等于它的任何一行（列）元素，与其对应的代数余子式乘积之和，即

[image: 0184-05]


公式（1.2）称|A|按第i行展开的展开式，公式（1.2′）称|A|按第j列展开的展开式．

【注】
 关于代数余子式
 的概念要一定搞清楚．

在n阶行列式

[image: 0184-06]


中划去aij
 所在的第i行、第j列的元素，由剩下的元素按原来的位置排法构成的一个n-1阶的行列式

[image: 0185-01]


称其为aij
 的余子式
 ，记为Mij
 ；称（-1）i+j
 Mij
 为aij
 的代数余子式
 ，记为Aij
 ，即

Aij
 =（-1）i+j
 Mij
 　（1.3）


1.4 几个重要公式


1. 上（下）三角形行列式的值等于主对角线元素的乘积

[image: 0185-02]


2. 关于副对角线的行列式

[image: 0185-03]


3. 两个特殊的拉普拉斯展开式

如果A和B分别是m阶和n阶矩阵，则

[image: 0185-04]


4. 范德蒙行列式

[image: 0185-05]



1.5 抽象n阶方阵行列式公式


1. 若A是n阶矩阵，AT
 是A的转置矩阵，则|AT
 |=|A|；　（1.8）

2. 若A是n阶矩阵，则|kA|=kn
 |A|；　（1.9）

3. （行列式乘法公式）若A、B都是n阶矩阵，则|AB|=|A||B|；

特别地|A2
 |=|A|2
 　（1.10）

4. 若A是n阶矩阵，A*是A的伴随矩阵，则|A*|=|A|n-1
 ；　（1.11）

5. 若A是n阶可逆矩阵，A-1
 是A的逆矩阵，则|A-1
 |=|A|-1
 ；　（1.12）

6．若A是n阶矩阵，λi
 （i=1，2，…，n）是A的特征值，则[image: 0185-06]
 ；　（1.13）

7．若矩阵A和B相似A～B，则|A|=|B|．　（1.14）

【注】
 一般情况|A+B|≠|A|+|B|，|A-B|≠|A|-|B|，|kA|≠k|A|


1.6 代数余子式性质的补充


1. 行列式的任一行（列）元素与另一行（列）元素的代数余子式乘积之和为0，即

[image: 0186-01]


2. 若A是n阶矩阵，A*是A的伴随矩阵，则

AA*=A*A=|A|E　（1.16）

例题分析


【例1】
 设

[image: 0186-02]


则f（x）中，x3
 的系数是_____．


【分析】
 应填-2

由行列式的定义，不同行不同列的四个元素的乘积. 在本题当且仅当a11
 a23
 a32
 a44
 四个元素相乘时才有x3
 ．而该项在行的下标顺排时，列的下标的逆序数为τ（1，3，2，4）=1，所以该项为（-1）τ（1，3，2，4）
 a11
 a23
 a32
 a44
 =-2x3
 ．故x3
 的系数为-2．


【例2】
 设

[image: 0186-03]


则多项式f（x）的最高次数为_____．


【分析】
 本题每项都有x不要误以为是x的4次多项式，要先用行列式性质将其化简，例如把第一行的-1倍分别加到第2、3、4行，则有

[image: 0186-04]


再按第1行展开可知，f（x）的最高次数为1．

【评注】
 如果求x的最高次数或x的各次幂的系数可以用行列式的定义（不同行不同列元素的乘积，逆序数等来分析）或用行列式性质、展开公式等讨论．

一、数字型行列式的计算

计算行列式值的最基本方法是用按行（或列）展开公式，通过降阶来实现，但在用展开公式之前，为运算的简洁，往往先用行列式的性质，例如把某行（或列）的k倍加到另一行（或列），以期出现0或公因式，从而使计算量大为减少．


【例3】
 计算[image: 0187-01]
 ．


【分析】
 本题行列式元素中没有±1，若马上利用倍加性质直接消零计算会比较烦琐，故可先利用倍加性质，化出一个元素为1或-1，然后再化零，然后再用展开公式求值．

[image: 0187-02]




①

 【例4】
 （90，4）*设A为10×10矩阵

[image: 0187-03]


E为10阶单位矩阵，λ为常数，则行列式|A-λE|=_____．

[image: 0187-04]


中有较多的0，且有较好的规律，故可直接用展开公式．

例如，|A-λE|=a11
 A11
 +a12
 A12
 或|A-λE|=a11
 A11
 +a10，1
 A10，1
 显然代数余子式A10，1
 比A12
 好计算，故可按第1列展开，有

[image: 217-01-b]


当然，本题也可考虑分别把第2列的λ倍，第3列的λ2
 倍，…，第10列的λ9
 倍分别加到第1列，再按第1列展开，有

[image: 0188-01]




解题思路
 　根据行列式的结构，应有将其三角化的构思．




【分析】
 （方法一）
 　由于每行元素之和均为x+4a，故可把2，3，4列都加到第1列，提出公因子x+4a，再消0，即有

[image: 0188-02]



（方法二）
 　三角化也可如下进行，把第1行的-1倍分别加到其余各行，再把2、3、4列均加到第1列，即

[image: 0188-03]



【例6】
 计算行列式

[image: 0188-04]



【解】
 本题可用逐行相加的技巧依次把x消去，把第i行的x倍加到第i+1行，i由1开始，即

[image: 0189-01-1]



【评注】
 　因第1列元素的代数余子式都是三角形行列式，故本题也可按第1列展开计算.


[image: 0189-01-2]


【分析】
 关于三对角线行列式可以用逐行相加将其三角化．本题可从第一行开始，依次把每一行加至下一行，有

[image: 0189-02]



【例8】
 　（2015.1）n阶行列式[image: 220-01-b]



【答案】
 　2（2n
 -1）.


【解析】　方法一
 　（用逐行相加）

[image: 220-02-b]



方法二
 　（把每一行加到第一行）

[image: 220-03-b]


[image: 221-01-b]



方法三
 　（用递推法）

[image: 221-02-b]


【评注】
 这些例题告诉我们在计算行列式的过程中，先把某行（列）的k倍分别加到其余各行（列）；或者先把每行（列）都加到同一行（列）；或者先用逐行（列）相加化简，然后再用展开公式，这些方法是基本的也是重要的．

除此之外，数学归纳法、公式法也应该会．


数学归纳法
 　如果n阶行列式结构上有很好的规律且其值与n有关，可以考虑用数学归纳法．

数学归纳法有两种形式：

一、验证n=1时命题正确；假设n=k时，命题正确；证明n=k+1时，命题正确．

二、验证n=1和n=2命题都正确，假设n<k命题正确，证明n=k命题正确．


【例9】
 已知n阶矩阵

[image: 0190-01]


证明|A|=3n+1
 -2n+1
 ．



解题思路
 　对于n阶的三对角线行列式，通常可用数学归纳法．




【证】
 记n阶行列式的值为Dn
 ．

（1）n=1时，D1
 ＝5=32
 -22
 ，命题正确．

n=2时，[image: 0190-02]
 ，命题正确．

（2）设n<k时，命题Dk
 =3k+1
 -2k+1
 正确．

（3）当n=k时，对|A|按第1列展开，有

[image: 0190-03]


故命题正确．


公式法
 　上（下）三角（1.4）和副对角（1.5）是常用的，除此之外，对于某些特殊的行列式，要看看拉普拉斯（1.6）和范德蒙（1.7）．


【例10】
 计算行列式的值

[image: 0190-04]


（3）（92，3）设A为m阶矩阵，B为n阶矩阵，且|A|=a，|B|=b，[image: 0190-05]
 ，则|C|=_____．


【分析】
 （1）本题有范德蒙行列式的基本结构，可考虑用行列式性质向其转化，把第2行加至第1行，有

[image: 0191-01]


（2）如果能用行列式的性质把0对换到行列式的右上角，那么特殊的拉普拉斯展开式就可以套用了．

[image: 0191-02]


（3）直接用拉普拉斯展开式，有

[image: 0191-03]



关于求矩阵A的特征值
 　其中一个主要方法是行列式|λE-A|=0


【例11】
 若[image: 0191-04]
 ，则λ=_____．



解题思路
 　这是λ的三次方程，故应当用观察法把两行（列）加加减减，用倍加性质恒等变形，以期出现λ-a的因式．把第2行加到第1行可有公因式λ-3.




【分析】


[image: 0191-05]


所以λ为3，4，-1．


【例12】
 若[image: 0191-06]
 ，则λ=_____．


【分析】
 把第2列的3倍加到第1列，可有公因式λ-a．

[image: 0191-07]


所以λ为a，a+2，a-5．

二、抽象型行列式的计算


【例13】
 设4阶矩阵A=［α，γ1
 ，γ2
 ，γ3
 ］，B=［β，γ1
 ，γ2
 ，γ3
 ］，其中α，β，γ1
 ，γ2
 ，γ3
 是4维列向量，且|A|=3，|B|=-1，则|A+2B|=_____．



解题思路
 　用行列式性质，把|A+2B|化简，向已知条件|A|，|B|靠拢．




【分析】
 本题是在考查行列式的性质，矩阵的运算等基本知识．

由矩阵运算知　A+2B=［α+2β，3γ1
 ，3γ2
 ，3γ3
 ］

那么

|A+2B|=|α+2β，3γ1
 ，3γ2
 ，3γ3
 |=33
 |α+2β，γ1
 ，γ2
 ，γ3
 |

=33
 （|α，γ1
 ，γ2
 ，γ3
 |+2|β，γ1
 ，γ2
 ，γ3
 |）=27

【评注】
 |kA|=kn
 |A|与|α，kβ，γ|=k|α，β，γ|不要混淆；|A+2B|≠|A|+|2B|这些容易出错的地方要搞清楚、搞仔细．


【例14】
 已知A是3阶矩阵，AT
 是A的转置矩阵，A*是A的伴随矩阵，如果[image: 0192-01]
 ，则[image: 0192-02]
 ．



解题思路
 　利用矩阵的公式、法则先化简，目标是已知条件|A|．




【分析】
 本题是在考查抽象方阵行列式的性质、矩阵的运算．要注意|A-B|≠|A|-|B|，由[image: 0192-03]
 有

[image: 0192-04]



【例15】
 [image: 0192-001]
 已知A，B均为n阶矩阵，若|A|=3，|B|=2，|A-1
 +B|=2，则|A+B-1
 |=_____．

[image: 224_0001]




解题思路
 　由于|A+B|没有运算法则，本题要注意单位矩阵E恒等变形的构思．



[image: 0192-05]


当然也可如此恒等变形

[image: 0192-06]



【例16】
 已知4阶矩阵A相似于B，A的特征值为2，3，4，5，E为4阶单位矩阵，则|B-E|=_____．



解题思路
 　已知条件是相似，要联想到如A～B，则|A|=|B|（1.14）．




【分析】
 由A～B，得B的特征值为2，3，4，5．进而知B-E的特征值为1，2，3，4．故|B-E|=24．

或者，因为A有4个不同的特征值，知[image: 0193-01]
 ，那么B～Λ，

从而B-E～Λ-E，进而知|B-E|=|Λ-E|，亦可求出行列式的值．

【评注】
 在求抽象行列式值时，要有用特征值（1.13）与相似（1.14）的构思．


【例17】
 已知A是3阶矩阵，α1
 ，α2
 ，α3
 是3维线性无关的列向量，若Aα1
 =α1
 +α2
 ，Aα2
 =α2
 +α3
 ，Aα3
 =α3
 +α1
 ，则行列式|A|=_____．



解题思路
 　已知α1
 ，α2
 ，α3
 线性无关，又知Aα1
 ，Aα2
 ，Aα3
 ，要有相似的构思、用行列式性质化简两种基本解法．




【分析】
 利用分块矩阵，有

A［α1
 ，α2
 ，α3
 ］=［α1
 +α2
 ，α2
 +α3
 ，α3
 +α1
 ］

两边取行列式，并用行列式乘法公式（1.10），有

|A||α1
 ，α2
 ，α3
 |=|α1
 +α2
 ，α2
 +α3
 ，α3
 +α1
 |

=2|α1
 +α2
 +α3
 ，α2
 +α3
 ，α3
 +α1
 |

=2|α1
 ，α2
 +α3
 ，α3
 +α1
 |

=2|α1
 ，α2
 +α3
 ，α3
 |=2|α1
 ，α2
 ，α3
 |

因为α1
 ，α2
 ，α3
 线性无关，行列式|α1
 ，α2
 ，α3
 |≠0，从而得|A|=2．

或者，

A［α1
 ，α2
 ，α3
 ］=［α1
 +α2
 ，α2
 +α3
 ，α3
 +α1
 ］

即

[image: 0193-02]


记　P=［α1
 ，α2
 ，α3
 ］，则由α1
 ，α2
 ，α3
 线性无关，知P是可逆矩阵，从而

[image: 0193-03]


即A和B相似由（1.14）知

[image: 0193-04]


其实由（*）式两边取行列式，即可得上式．

在计算抽象行列式时，有可能要用到行列式的性质（如倍加、提公因数k、拆项、…）来恒等变形化简；有可能用到矩阵的运算、公式、法则来化简变形；也有可能利用特征值，相似来处理．

三、行列式|A|是否为零的判定



解题思路
 　若A=［α1
 ，α2
 ，…，αn
 ］是n阶矩阵，那么

行列式|A|=0⇔矩阵A不可逆

⇔秩r（A）<n

⇔Ax=0有非零解

⇔0是矩阵A的特征值

⇔A的列（行）向量线性相关．

因此，判断行列式是否为零的问题，常用的思路有：①用秩；②用齐次方程组是否有非零解；③用特征值能否为零；④反证法也是重要的；…

因为行列式是一个数，若|A|=k|A|，且k≠1时，亦能得出|A|=0的结论.




【例18】
 满足AT
 =-A的矩阵称为反对称矩阵，证明：若A是奇数阶反对称阵，则|A|=0．


【证明】
 设A的阶数为2k+1，k为正整数．由

|A|=|AT
 |=|-A|=（-1）2k+1
 ·|A|=-|A|，得2|A|=0，|A|=0．


【例19】
 已知A和B都是n阶非O矩阵，满足AB=O，证明|A|=0．


【证明】
 （反证法）
 　如|A|≠0，则A可逆，那么对AB=O两边用A-1
 乘，得

B=A-1
 AB=A-1
 O=O

与B≠O矛盾．


（用秩）
 　由AB=O有r（A）+r（B）≤n，

因为B≠O⇒r（B）≥1⇒r（A）<n，故|A|=0．


【例20】
 已知ξ是n维列向量，且ξT
 ξ=1，若A=E-ξξT
 ，证明|A|=0．


【证法一】
 从ξT
 ξ=1知ξ是非0列向量，又

Aξ=（E-ξξT
 ）ξ=ξ-ξ（ξT
 ξ）=ξ-ξ=0

从而齐次线性方程组Ax=0有非零解，故|A|=0．


【证法二】
 由ξT
 ξ=1有（ξξT
 ）ξ=ξ（ξT
 ξ）=ξ=1·ξ，

知矩阵B=ξξT
 有特征值λ=1，那么矩阵A=E-B有特征值λ=0，故|A|=0．


【证法三】
 因为

A2
 =（E-ξξT
 ）（E-ξξT
 ）=E-2ξξT
 +ξξT
 ξξT
 =E-ξξT
 =A

如果|A|≠0，则A可逆，那么

A=A-1
 A2
 =A-1
 A=E与A=E-ξξT
 矛盾．

四、关于代数余子式求和



解题思路
 　在代数余子式求和的问题上，除了按代数余子式的定义直接计算再求和之外，大体的思路有：

（1）用行列式的按行或按列展开公式．由于Aij
 的值与aij
 等于几是没关系的，故可构造一个新的行列式|B|，通过求新行列式的代数余子式间接求出原行列式的代数余子式．

（2）用第i行（或列）元素乘以第j行（或列）相应代数余子式乘积之和为0的性质（1.15）．

（3）根据伴随矩阵A*的定义，通过求A*再来求和．




【例21】
 已知[image: 0195-01]
 ，求（1）A12
 -A22
 +A32
 ；（2）A31
 +A32
 +A33
 ．


【解】
 作为3阶行列式我们当然可以按定义直接求出每个代数余子式的值然后求和．但对复杂一点的行列式如果也按定义来求就不妥了．要会用（1.2）或（1.15）来处理问题．

（1）在本题中，若能注意到a11
 =1，a21
 =-1，a31
 =1，那么

A12
 -A22
 +A32
 =a11
 A12
 +a21
 A22
 +a31
 A32


根据（1.15），立即知其和为0．

（2）由于代数余子式Aij
 的值与元素aij
 的数值无关，那么可构造一个新的行列式，令a31
 =1，a32
 =1，a33
 =1，即

[image: 0195-02]


因为行列式|A|和|B|有相同的A31
 ，A32
 ，A33
 ．那么对|B|按第3行展开，就是

|B|=1·A31
 +1·A32
 +1·A33


所以A31
 +A32
 +A33
 =-11．


【例22】
 若[image: 0195-03]
 则A31
 +A32
 +A33
 =_____．


【分析】
 根据本题的数据，在求A31
 +A32
 +A33
 的问题上有借助方程组求值的技巧．显然

[image: 0195-05]


记A31
 +A32
 +A33
 =x，A34
 +A35
 =y，则有[image: 0195-06]


即x=0，y=0．

故A31
 +A32
 +A33
 =0．

[image: 0195-09]


[image: 0196-01]


【评注】
 本题求|A|可用拉普拉斯（1.6），求A-1
 应当用[image: 0196-02]
 ，当求出伴随矩阵A*后，再按A*的定义就可求所需代数余子式的和．


①
 *（90，4）指1990年数四，后同．


第二章　矩阵

考点与要求



了解
 　单位矩阵、数量矩阵、对角矩阵、三角矩阵、对称矩阵、反对称矩阵的定义及性质；方阵的幂与方阵乘积的行列式的性质；矩阵的初等变换、初等矩阵、矩阵等价；分块矩阵．


理解
 　矩阵的概念、逆矩阵、伴随矩阵、矩阵的秩的概念．


掌握
 　矩阵的线性运算、乘法、转置及它们的运算规律；逆矩阵的性质、矩阵可逆的充分必要条件；用初等变换求矩阵的逆矩阵和秩的方法；分块矩阵的运算法则．


会用
 　伴随矩阵求逆矩阵．



内容精讲

[image: 001-01]
 1　矩阵的概念及运算

一、矩阵的概念


定义2.1
 　m×n个数排成如下m行n列的一个表格

[image: 0197-01]


称为是一个m×n矩阵
 ，当m=n时，矩阵A称为n阶矩阵
 或叫n阶方阵
 ．

如果一个矩阵的所有元素都是0，即

[image: 0197-02]


则称这个矩阵是零矩阵
 ，可简记为O．

两个矩阵A=［aij
 ］m×n
 ，B=［bij
 ］s×t
 ，如果m=s，n=t，则称A与B是同型矩阵
 ．

两个同型矩阵A=［aij
 ］m×n
 ，B=［bij
 ］m×n
 ，如果对应的元素都相等，即

aij
 =bij
 （i=1，2，…，m；j=1，2，…，n），则称矩阵A与B相等
 ，记作A=B．

n阶方阵A=［aij
 ］n×n
 的元素所构成的行列式

[image: 0198-01]


称为n阶矩阵A的行列式，记成|A|或detA．

【注】
 矩阵A是一个表格，而行列式|A|是一个数，这里的概念与符号不要混淆．A=O与|A|=0是不同的，不能搞错．当A≠O时可以有|A|=0，当然也可能有|A|≠0；这些基本常识要想清楚．

二、矩阵的运算


定义2.2（加法）
 　两个同型矩阵可以相加，且

A+B=［aij
 ］m×n
 +［bij
 ］m×n
 =［aij
 +bij
 ］m×n
 ．


定义2.3（数量乘法、简称数乘）
 　设k是数，A=［aij
 ］m×n
 是矩阵，则定义数与矩阵的乘法为

kA=k［aij
 ］m×n
 =［kaij
 ］m×n
 ．


定义2.4（乘法）
 　设A是一个m×s矩阵，B是一个s×n矩阵（A的列数=B的行数），则A，B可乘，且乘积AB是一个m×n矩阵．记成C=AB=［cij
 ］m×n
 ，其中C的第i行、第j列元素cij
 是A的第i行s个元素和B的第j列的s个对应元素两两乘积之和，即

[image: 0198-02]


矩阵的乘法可图示如下：

[image: 0198-03]


特别地，设A是一个n阶方阵，则记[image: 0198-04]
 称为A的k次幂．

[image: 229_0001]



定义2.5（转置）
 　将m×n型矩阵A=［aij
 ］m×n
 的行列互换得到的n×m矩阵［aji
 ］n×m
 称为A的转置矩阵，记为AT
 ，即若

[image: 0198-05]


三、矩阵的运算规则

（1）加法
 　A，B，C是同型矩阵，则

[image: 0198-06]


（2）数乘矩阵


[image: 0199-01]


（3）乘法
 　A，B，C满足可乘条件

（AB）C=A（BC）；

A（B+C）=AB+AC；

（B+C）A=BA+CA．


注意一般情况
 　AB≠BA

（4）转置


（A+B）T
 =AT
 +BT
 ；

（kA）T
 =kAT
 ；

（AB）T
 =BT
 AT
 ；

（AT
 ）T
 =A．

（5）伴随阵的运算


[image: 0199-02]


（6）方阵的幂


（Ak
 ）l
 =Akl
 ，Ak
 Al
 =Ak+l
 ．


注意
 　

（AB）k
 =（AB）（AB）…（AB）≠Ak
 Bk
 ．

（A+B）2
 =A2
 +AB+BA+B2
 ≠A2
 +2AB+B2
 ．

（A+B）（A-B）=A2
 -AB+BA-B2
 ≠A2
 -B2
 ．

四、特殊矩阵

设A是n阶矩阵．

（1）单位阵：
 主对角元素为1，其余元素为0的矩阵称为单位阵，记成En
 ．（有时E记为I）．

（2）数量阵：
 数k与单位阵E的积kE称为数量阵．

（3）对角阵：
 非对角元素都是0的矩阵（即∀i≠j恒有aij
 =0）称为对角阵，记成Λ． Λ=diag［a1
 ，a2
 ，…，an
 ］．

（4）上（下）三角阵：
 当i>j（i<j）时，有aij
 =0的矩阵称为上（下）三角阵．

（5）对称阵：
 满足AT
 =A，即aij
 =aji
 的矩阵称为对称阵．

（6）反对称阵：
 满足AT
 =-A，即aij
 =-aji
 ，aii
 =0的矩阵称为反对称阵．

（7）正交阵：
 AT
 A=AAT
 =E的矩阵称为正交阵．即AT
 =A-1
 ．

（8）初等矩阵
 ：单位矩阵经过一次初等变换所得到的矩阵．

（9）伴随矩阵
 ：由矩阵A的行列式|A|所有的代数余子式所构成的形如

[image: 0199-03]


的矩阵称为矩阵A的伴随矩阵，记为A*．

[image: 001-01]
 2　可逆矩阵


主要定理：



定理2.1
 　若A可逆，则A的逆矩阵惟一．


定理2.2
 　A可逆⇔|A|≠0．

一、可逆矩阵的概念


定义2.6
 　设A是n阶矩阵，如果存在n阶矩阵B使得

AB=BA=E（单位矩阵）

成立，则称A是可逆矩阵
 或非奇异矩阵
 ，B是A的逆矩阵，记成A-1
 =B．

二、n阶矩阵A可逆的充分必要条件

（1）存在n阶矩阵B，使AB=E（或BA=E）．

（2）|A|≠0，或秩r（A）=n，或A的列（行）向量线性无关．

（3）齐次方程组Ax=0只有零解．

（4）∀b，非齐次线性方程组Ax=b总有唯一解．

（5）矩阵A的特征值全不为0．

三、逆矩阵的运算性质

若k≠0，则[image: 0200-01]
 ；若A，B可逆，则（AB）-1
 =B-1
 A-1
 ，特别地（A2
 ）-1
 =（A-1
 ）2
 ；

若AT
 可逆，则（AT
 ）-1
 =（A-1
 ）T
 ；（A-1
 ）-1
 =A；[image: 0200-02]
 ．


注意
 　即使A，B和A+B都可逆，一般地（A+B）-1
 ≠A-1
 +B-1
 ．

四、求逆矩阵的方法

[image: 231_0001]



方法一
 　用公式，若|A|≠0，则

[image: 0200-03]



方法二
 　初等变换法

[image: 0200-04]



方法三
 　用定义求B，使AB=E或BA=E，则A可逆，且A-1
 =B．


方法四
 　用分块矩阵．

设B，C都是可逆矩阵，则

[image: 0200-05]


[image: 001-01]
 3　初等变换、初等矩阵


主要结论：
 用初等矩阵P左乘A，所得PA矩阵就是矩阵A作了一次和矩阵P同样的行变换．（若右乘就是相应的列变换）．

一、定义


定义2.7（初等变换）
 　设A是m×n矩阵，

（1）用某个非零常数k（k≠0）乘A的某行（列）的每个元素；

（2）互换A的某两行（列）的位置；

（3）将A的某行（列）元素的k倍加到另一行（列）；

称为矩阵的三种初等行（列）变换，且分别称为初等倍乘、互换、倍加
 行（列）变换，统称初等变换
 ．


定义2.8（初等矩阵）
 　由单位矩阵经一次初等变换得到的矩阵称为初等矩阵
 ，它们分别是（以三阶为例）

（1）倍乘初等矩阵
 ，记

[image: 0201-01]


E2
 （k）表示由单位阵E的第2行（或第2列）乘k（k≠0）倍得到的矩阵．

（2）互换初等矩阵
 ，记

[image: 0201-02]


E12
 表示由单位阵E的第1，第2行（或1，2列）互换得到的矩阵．

（3）倍加初等矩阵
 ，记

[image: 0201-03]


E31
 （k）表示由单位阵E的第一行的k倍加到第3行得到的矩阵．当看成列变换时，应是E的第3列的k倍加到第1列得到的矩阵．


定义2.9（等价矩阵）
 　矩阵A经过有限次初等变换变成矩阵B，则称A与B等价，记成A≅B．若[image: 0201-04]
 ，则后者称为A的等价标准形．（A的等价标准形是与A等价的所有矩阵中的最简矩阵）

二、初等矩阵与初等变换的性质

（1）初等矩阵的转置仍是初等矩阵．

（2）初等矩阵均是可逆阵，且其逆矩阵仍是同一类型的初等矩阵．

[image: 0202-02]


（3）A左乘（右乘）初等矩阵，相当于对A作相应
 的初等行（列）变换．

（4）当A是可逆阵时，则A可作一系列初等行变换化成单位阵，即存在初等矩阵P1
 ，P2
 ，…，PN
 ，使得PN
 …P2
 P1
 A=E．

[image: 001-01]
 4　矩阵的秩


求秩主要方法：



定理2.3
 　经初等变换矩阵的秩不变．


定理2.4
 　如果A可逆，则r（AB）=r（B），r（BA）=r（B）．

一、矩阵秩的概念


定义2.10（矩阵的秩）
 　设A是m×n矩阵，若A中存在r阶子式不等于零，且所有r+1阶子式（如果存在的话）均等于零，则称矩阵A的秩为r，记成r（A），零矩阵的秩规定为0．

[image: 233_0001]


【注】
 在m×n矩阵A中，任取k行与k列（k≤m，k≤n），位于这些行与列的交叉点上的k2
 个元素按其在原来矩阵A中的次序可构成一个k阶行列式，称其为矩阵A的一个k阶子式
 ．

秩r（A）=r⇔矩阵A中非零子式的最高阶数是r．

r（A）<r⇔A中每
 一个r阶子式全
 为0

r（A）≥r⇔A中有
 r阶子式不为0

特别地，r（A）=0⇔A=O

A≠O⇔r（A）≥1

若A是n阶矩阵，

r（A）=n⇔|A|≠0⇔A可逆

r（A）<n⇔|A|=0⇔A不可逆

若A是m×n矩阵，则r（A）≤min（m，n）.

二、矩阵秩的公式

r（A）=r（AT
 ）；r（AT
 A）=r（A）．

当k≠0时，r（kA）=r（A）；r（A+B）≤r（A）+r（B），

r（AB）≤min（r（A），r（B））．

若A可逆，则r（AB）=r（B），r（BA）=r（B）．

若A是m×n矩阵，B是n×s矩阵，AB=O，则r（A）+r（B）≤n．

分块矩阵[image: 0202-01]
 ．

[image: 001-01]
 5　分块矩阵

一、分块矩阵的概念

将矩阵用若干纵线和横线分成许多小块，每一小块称为原矩阵的子矩阵（或子块），把子块看成原矩阵的一个元素，则原矩阵叫分块矩阵．

由于不同的需要，同一个矩阵可以用不同的方法分块，构成不同的分块矩阵．

[image: 0203-01]
 ，其中αi
 =［ai1
 ，ai2
 ，…，ain
 ］，i=1，2，…，m，是A的子矩阵，A是以行分块的分块阵．

[image: 0203-02]
 ，其中βj
 =［b1j
 ，b2j
 ，…，bmj
 ］T
 ，

j=1，2，…，n，是B的子矩阵，B是以列分块的分块阵．

[image: 0203-03]


二、分块矩阵的运算

对矩阵适当地分块处理（要保证相对应子块的运算能够合理进行），就有如下运算法则：

[image: 234_0001]


[image: 0203-04]


若B，C分别是m阶与s阶矩阵，则

[image: 0203-05]


若B，C分别是m阶与n阶可逆矩阵，则

[image: 0203-06]


若A是m×n矩阵，B是n×s矩阵且AB=O，对B和O矩阵按列分块有

AB=A［β1
 ，β2
 ，…，βs
 ］=［Aβ1
 ，Aβ2
 ，…，Aβs
 ］=［0，0，…，0］

Aβi
 =0（i=1，2，…，s）．

即B的列向量是齐次方程组Ax=0的解．

若AB=C，其中A是m×n矩阵，B是n×s矩阵，则对B，C按行分块有

[image: 0204-03]


可见矩阵AB的行向量α1
 ，α2
 ，…，αm
 可由B的行向量β1
 ，β2
 ，…，βn
 线性表出．

类似地，对矩阵A，C按列分块，有

[image: 0204-04]


即矩阵AB的列向量可由A的列向量线性表出．

例题分析

一、矩阵的概念及运算

[image: 0204-05]


通过这个简单的例子，对于矩阵的乘法我们要注意三个细节：

（1）矩阵乘法没有交换律，一般情况AB≠BA．

（2）本题AB=O，不仅A≠O而且也有B≠O．

（3）本题BA=B，B≠O但A≠E，即矩阵没有消去律．

[image: 0204-06]


要记住两个对角矩阵相乘的法则，引申一步有

[image: 0205-01]


如a1
 a2
 a3
 ≠0，则由

[image: 0205-02]


可知对角矩阵逆矩阵的公式

[image: 0205-03]



【例3】
 （03，2）　设α为3维列向量，αT
 是α的转置，若[image: 0205-04]
 ，则αT
 α=_____．

[image: 0205-05]


注意到[image: 0205-001]
 正好是矩阵ααT
 的主对角线元素之和．

所以本题αT
 α=1+1+1=3．

【评注】
 本题是考查矩阵的乘法运算，特别是考查符号ααT
 与αT
 α的区别．一般地，若α，β都是n维列向量，符号αβT
 与βαT
 都是秩为1的矩阵
 ，而且（αβT
 ）T
 =βαT
 ，而符号αT
 β与βT
 α都是数
 ，且这两数相等αTβ
 =βT
 α，它是矩阵αβT
 的迹
 （也就是矩阵主对角元素之和），当然这也是矩阵βαT
 的迹．


【例4】
 （1）A是n阶反对称矩阵，对任意的x=［x1
 ，x2
 ，…，xn
 ］T
 ，计算xT
 Ax的值．

（2）设A是3阶矩阵，若对任意的x=［x1
 ，x2
 ，x3
 ］T
 都有xT
 Ax=0，证明A是反对称阵．


【解】
 （1）按定义，有AT
 =-A，又对任意的x，xT
 Ax是一个数，那么

xT
 Ax=（xT
 Ax）T
 ，

故

（xT
 Ax）T
 =xT
 AT
 x=-xT
 Ax，

从而有2xT
 Ax=0，即对任何x均有xT
 Ax=0．

（2）设[image: 0205-06]
 ，因已知对任意的x=［x1
 ，x2
 ，x3
 ］T
 ，均有xT
 Ax=0．故取x=［1，0，0］T
 ，有xT
 Ax=a11
 =0．

同理，取x=［0，1，0］T
 时得a22
 =0，取x=［0，0，1］T
 时得a33
 =0．

取x=［1，1，0］T
 ，有xT
 Ax=a12
 +a21
 =0，知a12
 =-a21
 ；取x=［1，0，1］T
 ，可得a13
 =-a31
 ；再取x=［0，1，1］T
 ，又得a23
 =-a32
 ，所以A是反对称阵．


【例5】
 设A是n阶实对称矩阵，如果A2
 =O，证明A=O．并举例说明，如果A不是实对称矩阵，上述命题不正确．



解题思路
 　证明矩阵A=O通常有两种构思，一个是按定义，设法证出每个元素aij
 =0（如本题方法一）；也可设法证出秩r（A）=0．从而A=O．



[image: 0206-01]


故A不是实对矩阵时，上述命题不正确.


方法二
 　（用秩）　按已知有AT
 A=A2
 =O，那么对任意的n维向量x，恒有

xT
 （AT
 A）x=0⇒（Ax）T
 （Ax）=0

从而∀x恒有Ax=0，所以齐次方程组Ax=0有n个线性无关的解．那么n-r（A）=n．即r（A）=0，因此A=O．


方法三
 　（用秩）根据r（AT
 A）=r（A）．由题设AT
 A=A2
 =O．故r（AT
 A）=0．即有r（A）=0．所以A=O．


方法四
 （用相似）　因为A是实对称矩阵知，A～Λ．即P-1
 AP=Λ，那么A=PΛP-1
 ．于是PΛ2
 P-1
 =O⇒Λ2
 =O⇒Λ=O⇒A=O.


【例6】
 求与矩阵[image: 0207-01]
 可以交换的矩阵．



解题思路
 　矩阵的乘法没有交换律，一般情况AB≠BA．若AB=BA，则称A与B可交换，为了求与A可交换的矩阵，通常是按定义，设未知数，构造方程组，然后求解得所需矩阵．




【解】
 设[image: 0207-02]
 与矩阵A可交换，即AX=XA，即

[image: 0207-03]


所以和A可以交换的矩阵是[image: 0207-04]
 ，∀t，u.

小结

矩阵是一个表格，一方面它能描述很多东西，另一方面它有运算、能作初等变换又能带来全新的信息．

矩阵的乘法是基本的也是重要的，注意不要和习惯的数字运算相混淆：矩阵的乘法一般没有交换律；矩阵有零因子，即当A≠O，B≠O时，有可能AB=O（或者说当AB=O时[image: 0208-001]
 A=O或B=O）；矩阵没有消去律，即当AB=AC，A≠O时[image: 0208-001]
 B=C．

二、特殊方阵的幂


【例7】
 已知[image: 0208-01]
 ，则An
 =_____．


【分析】
 由于矩阵A的任何两行（列）都成比例，提出比例系数，矩阵A可分解为两个矩阵的乘积，例如

[image: 0208-02]


归纳地，A3
 =A2
 A=7A2
 =72
 A，…

[image: 0208-03]


【评注】
 上例具有代表性，其一般情况是：若秩r（A）=1，则A可分解为两个矩阵的乘积，有A2
 =lA之规律，从而

[image: 0208-04]


【评注】
 07年考题是：设矩阵[image: 0209-02]
 ，则A3
 的秩为_____．

本题难度系数：数一0.678，数二0.698，数三0.696，数四0.68．

你完成的如何？知道这里的规律吗？

[image: 0209-03]



【分析】
 利用分块矩阵[image: 0209-04]
 ．

现将A分块如下

[image: 0209-05]



【例10】
 [image: 0209-06]
 　设[image: 0209-07]
 ，而n≥2为正整数，则An
 -2An-1
 =_____．


【分析】
 因为

[image: 0209-08]


故有An
 -2An-1
 =An-2
 （A2
 -2A）=O．

或者，An
 -2An-1
 =An-1
 （A-2E）

[image: 0210-01]


亦可知An
 -2An-1
 =O．本题难度系数0.78．


【例11】
 （88，1）　设AP=PB，且[image: 0210-02]
 ，则A5
 =_____．


【分析】
 由|P|=-1≠0，知P可逆，由AP=PB得P-1
 AP=B，即A和B相似，因为A=PBP-1
 ，于是

[image: 0210-03]


在复习特征值之后，应当把这的思想方法好好地整理、熟练．

小结

通过这几个例题，你应当归纳一下求An
 的大体思路：

（1）当秩r（A）=1时，有[image: 0210-04]
 矩阵A的迹．

（2）特殊的二项式展开（E+B）n
 ．

（3）分块矩阵[image: 0210-05]
 ．

（4）特征值、特征向量、相似．

（5）简单试乘后如有规律可循，再用归纳法．

三、伴随矩阵的相关问题


核心公式
 　AA*=A*A=|A|E

[image: 0210-06]


【评注】
 在用定义法求伴随矩阵A*时，注意A*的元素是行列式|A|的代数余子式，因此要小心正负号，在用Aij
 构造伴随矩阵A*时，排列的次序不要出错．

对于2阶矩阵[image: 0211-02]
 ，由[image: 0211-03]
 易见代数余子式A11
 =d，A22
 =a，A12
 =-c，A22
 =-b，故[image: 0211-04]
 ．

可知2阶矩阵的伴随矩阵有主对角线元素互换，副对角线元素变号的规则．

例[image: 242-01-b]



【例13】
 设[image: 0211-05]
 ，则A的伴随矩阵A*=_____．


【分析】
 本题当然可如上题那样按定义求出代数余子式再来构点A*，但这样计算是繁琐的．因为本题通过分块A-1
 好求．那么由A*=|A|A-1
 来求A*就简便了．参看第一章例23．

本题答案

[image: 0211-06]


【评注】
 要掌握求伴随矩阵的方法，上面的2个例题给出了求伴随矩阵的两种方法．一个是用定义，一个是在A可逆且A-1
 便于计算时．通过A-1
 来转换．


【例14】
 设A是n阶可逆矩阵，A*是A的伴随矩阵，证明（A*）-1
 =（A-1
 ）*．


【证明】
 由于AA*=A*A=|A|E，又|A|≠0，故有

[image: 0211-07]


因为AA*=A*A=|A|E对任意的n阶矩阵A都是成立的，那么对于A-1
 上述关系式也应当成立．故有

[image: 0211-08]


比较①，②得[image: 0211-09]
 ．


【例15】
 （02，4）设A，B为n阶矩阵，A*，B*分别为A，B对应的伴随矩阵，分块矩阵[image: 0212-01]
 ，则C的伴随矩阵C*=

[image: 0212-02]



【分析】
 由于对任何n阶矩阵A，B关系式都要成立．那么A，B可逆时关系式仍应当成立，故可加强条件来看A、B都可逆时应成立的关系式．

[image: 0212-03]


知应选（D）．


【例16】
 已知A，B都是n阶可逆矩阵，证明（AB）*=B*A*．


【证明】
 因为A，B都是n阶可逆矩阵，由|AB|=|A|·|B|≠0知AB是n阶可逆矩阵．那么

（AB）（AB）*=|AB|E

即有（AB）*=|AB|（AB）-1
 =|A||B|B-1
 A-1
 =（|B|B-1
 ）（|A|A-1
 ）=B*A*．


【例17】
 设A是n阶矩阵，A*是A的伴随矩阵，证明：

[image: 0212-04]


[image: 243_0001]


【证明】
 若秩r（A）=n，则|A|≠0，由于|A*|=|A|n-1
 ，故|A*|≠0，所以秩r（A*）=n．

若秩r（A）<n-1，则A中所有
 n-1阶子式均
 为0，即行列式|A|的所有代数余子式均为0，即A*=O，故r（A*）=0．

若秩r（A）=n-1，则|A|=0且A中存在n-1阶子式不为0．那么，由|A|=0有

AA*=|A|E=O

从而r（A）+r（A*）≤n，得r（A*）≤1．

又因A中有n-1阶子式非0，知有Aij
 ≠0，即A*≠O，得r（A*）≥1，故r（A*）=1．

小结

伴随矩阵在考研线性代数中是重要的知识点，出现频率较高，把握好代数余子式和伴随矩阵的定义，对核心公式AA*=A*A=|A|E一定要会灵活变形．

四、可逆矩阵的相关问题


【例18】
 若[image: 0212-05]
 ，对A-1
 =_____．


【分析】
 这是基础题，考场上虽不会有这种考题，但求逆必须要过硬．因为求逆会出现在矩阵方程、相似、…


方法一
 　（用伴随矩阵）

[image: 0213-01]



方法二
 　（用初等行变换）

[image: 0213-02]


【评注】
 （1）由于代数余子式的计算量较大，当A的阶数较高时一般不用[image: 0213-03]
 这一方法．假如用这一方法求A-1
 ，那么求出A*后不要忘记要除以|A|，再有就是要小心正负号与排序．

（2）用初等行变换求A-1
 的常规步骤：

[image: 0213-04]



【例19】
 设n阶矩阵A满足A2
 +2A-3E=O，（1）证明A，A+2E可逆，并求它们的逆；（2）当A≠E时，判断A+3E是否可逆，并说明理由．



解题思路
 　用定义法求逆矩阵．例如要求A+5E的逆矩阵，那就由已知条件出发，经恒等变形构造出（A+5E）B=E的形式，那么（A+5E）-1
 就是矩阵B．




【证明】
 因A2
 +2A-3E=O，故有

（1）A（A+2E）=3E，[image: 0214-01]
 ，A可逆，且[image: 0214-02]
 ；

类似地，[image: 0214-03]
 ，（A+2E）可逆，且[image: 0214-04]
 ；

（2）当A≠E时，A-E≠O，因A2
 +2A-3E=（A+3E）（A-E）=O，即齐次方程组（A+3E）x=0有非零解，故有|A+3E|=0，所以A+3E不可逆．


【例20】
 已知A，B，A+B都是n阶可逆矩阵．

证明A-1
 +B-1
 可逆且（A-1
 +B-1
 ）-1
 =B（A+B）-1
 A．



解题思路
 　A可逆⇔|A|≠0．由于|A+B|没有运算法则，注意E恒等变形的处理．




【证明】
 由于

|A-1
 +B-1
 |=|EA-1
 +B-1
 E|=|（B-1
 B）A-1
 +B-1
 （AA-1
 ）|

=|B-1
 （B+A）A-1
 |=|B-1
 ||B+A||A-1
 |≠0

所以矩阵A-1
 +B-1
 可逆．

因为（A-1
 +B-1
 ）B（A+B）-1
 A=（A-1
 B+E）（A+B）-1
 A=A-1
 （B+A）（A+B）-1
 A=E

所以（A-1
 +B-1
 ）-1
 =B（A+B）-1
 A．

【评注】
 要证（A-1
 +B-1
 ）-1
 =B（A+B）-1
 A也可如下进行：

（1）（A-1
 +B-1
 ）-1
 =（A-1
 E+EB-1
 ）-1
 =（A-1
 BB-1
 +A-1
 AB-1
 ）-1


　=［A-1
 （B+A）B-1
 ］-1
 =（B-1
 ）-1
 （A+B）-1
 （A-1
 ）-1
 =B（A+B）-1
 A

（2）设（A-1
 +B-1
 ）-1
 =X，则（A-1
 +B-1
 ）X=E

⇒A（A-1
 +B-1
 ）X=A⇒（E+AB-1
 ）X=A

⇒（BB-1
 +AB-1
 ）X=A⇒（B+A）B-1
 X=A

⇒B-1
 X=（A+B）-1
 A⇒X=B（A+B）-1
 A．


【例21】
 [image: 0214-05]
 设A是n阶非奇异阵，α是n维列向量，b是常数，记分块矩阵

[image: 0214-06]


（1）计算PQ，并化简；

（2）证明：Q可逆的充要条件是αT
 A-1
 α≠b．


【解】
 （1）由分块矩阵的乘法知

[image: 0215-01]


（2）由于|A|（b-αT
 A-1
 α）是一个数，对行列式|PQ|按第n行展开，得

[image: 0215-02]


同样地，|A|是一个数，对行列式|P|按第n列展开，得

[image: 0215-03]


因为|PQ|=|P||Q|即|A|2
 （b-αT
 A-1
 α）=|A||Q|

由于A可逆，|A|≠0，有

|Q|=|A|（b-αT
 A-1
 α）

所以Q可逆⇔|Q|≠0⇔b-αT
 A-1
 α≠0⇔αT
 A-1
 α≠b．


【例22】
 设[image: 0215-04]
 ，其中A，B分别是m阶和n阶可逆矩阵，证明矩阵H可逆，并求其逆．


【证明】
 因为A，B可逆，由拉普拉斯展开式（1.9）有

[image: 0215-05]


所以矩阵H可逆．

[image: 0215-06]



【例23】
 设A，B为n阶矩阵，如果E+AB可逆，证明矩阵E+BA可逆．

[image: 246_0001]



【证明】
 （反证法）如果E+BA不可逆，则行列式|E+BA|=0，那么齐次方程组（E+BA）x=0有非0解．

设η是（E+BA）x=0的非0解，即（E+BA）η=0，η≠0．

亦即　BAη=-η，η≠0．

因为（E+AB）（Aη）=Aη+A（BAη）=Aη-Aη=0，且Aη≠0（否则-η=BAη=B0=0与η≠0矛盾）

所以齐次方程组（E+AB）x=0有非0解，行列式|E+AB|=0与E+AB可逆相矛盾．

小结

复习可逆矩阵时，一要重视通过初等行变换和伴随矩阵求逆的基础计算，注意基本功；二要把握好用定义法求抽象矩阵的逆矩阵，特别要注意单位矩阵恒等变形的技巧；三小心（A+B）-1
 是没有运算法则的．

五、初等变换、初等矩阵



基本思路
 　看清矩阵变换的情况，想清左乘还是右乘，记住初等矩阵逆矩阵的公式．





【例24】
 设A，P均为3阶矩阵，PT
 为P的转置矩阵，且[image: 0216-01]
 ，若P=（α1
 ，α2
 ，α3
 ），Q=（α1
 ，α2
 -α1
 ，2α3
 ）则QT
 AQ=_____．


【分析】
 注意到矩阵P经过两次列变换可得到矩阵Q，

[image: 0216-02]


因此[image: 0216-03]
 ，而[image: 0216-04]
 是把A的1，3两列互换

[image: 0217-01]



【例26】
 设A为3阶可逆矩阵，把A的第2行-3倍加到第1行得B，再将B的第1列的3倍加到第2列得C．记[image: 0217-02]
 则

（A）C-1
 =PA-1
 P-1
 ．

（B）C-1
 =PA-1
 PT
 ．

（C）C-1
 =P-1
 A-1
 P．

（D）C-1
 =PT
 A-1
 P．


【分析】
 按已知条件，用初等矩阵描述有

[image: 0217-03]


故应选（A）．

【评注】
 关于矩阵的初等变换首先要看清是行变换还是列变换，这涉及到初等矩阵是左乘还是右乘的问题．关于初等矩阵的逆矩阵、初等矩阵的方幂等应当清晰．

六、矩阵秩的计算


要把握好矩阵秩的概念和计算



【例27】
 设[image: 0218-02]
 ，则r（A）=_____．


【分析】
 对A作初等变换，得

[image: 0218-03]


由A的等价阶梯形矩阵知

当a=b=0时，A=O，r（A）=0；当a=b≠0时，r（A）=1；

当a+4b=0时（此时a≠b），r（A）=4；当a≠b且a≠-4b时，r（A）=5．

【评注】
 （1）本题也可通过计算行列式的值用定义法来分析讨论矩阵A的秩．

计算出|A|=（a+4b）（a-b）4
 之后，当a+4b≠0且a-b≠0知r（A）=5；当a=b=0知A=O，此时r（A）=0；当a=b≠0易见r（A）=1，当a=-4b且b≠0时，|A|=0但[image: 0218-04]
 ，知r（A）=4．

（2）因为A是实对称矩阵，必有A～Λ且r（A）=r（Λ）．那么当把矩阵A的特征值求出来，得到Λ后，亦可用r（Λ）来求r（A）．


【例28】
 （1）已知[image: 0218-05]
 ，且r（AB）=2，则a=_____．

（2）已知A是2阶非0矩阵且A5
 =O，则r（A）=_____．


【分析】
 （1）对行列式|B|按第2列展开，易见|B|≠0，所以B是可逆矩阵

那么r（AB）=r（A）=2．

由于矩阵A中有2阶子式[image: 0218-06]
 ，故r（A）=2⇔|A|=0

[image: 0219-01]


即a=5时r（AB）=2．

（2）因为A≠O，知r（A）≥1．由A5
 =O⇒|A|5
 =0⇒|A|=0所以r（A）=1．


【例29】
 　设[image: 249-01-b]
 ，A*是A的伴随矩阵，求r（A），r（A*）和A的列向量的极大线性无关组.


【解】
 　记A=（α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 ）并对A作初等行变换，有

[image: 249-02-b]


当a≠1，且b≠1时

r（A）=4，r（A*）=4，极大线性无关组：α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4


当a=1，且b≠1时

r（A）=3，r（A*）=1，极大线性无关组：α1
 ，α2
 ，α4


当a≠1，且b=1时

r（A）=3，r（A*）=1，极大线性无关组：α1
 ，α2
 ，α3


当a=1，且b=1时

r（A）=2，r（A*）=0，极大线性无关组：α1
 ，α2
 ，α3
 中任意两个（此时α2
 =α4
 ）.


【评注】
 　关于向量组的极大线性无关组可参看第三章例13.


【例30】
 设矩阵

[image: 0219-06]


（1）问a为何值时，矩阵A和B等价；

（2）当A和B等价时，求可逆矩阵P，使得PA=B．



解题思路
 　所谓矩阵A和B等价是指矩阵A经过初等变换可以变成B，而A≅B⇔r（A）=r（B）．




【解】
 （1）A，B同型，A等价于B⇔r（A）=r（B）．

对于B，显然有r（B）=2．

对于A，因[image: 0219-07]
 ，要求r（A）=r（B）=2，故应有

[image: 0219-08]


得a=-4．因此，当a=-4时，有r（A）=r（B）=2⇒A≅B．

（2）当a=-4时，[image: 0220-02]
 ．

由于

[image: 0220-04]



【例31】
 设A是m×n矩阵，B是n×s矩阵，证明秩

r（AB）≤min（r（A），r（B））．


【证明】
 方法一
 　对于齐次方程组

（Ⅰ）ABx=0与（Ⅱ）Bx=0

若α是方程组（Ⅱ）的任一个解，则由

（AB）α=A（Bα）=A0=0

知α是方程组（Ⅰ）的解．因此方程组（Ⅱ）的解集合是方程组（Ⅰ）的解集合的子集合．

又因（Ⅰ）的解向量的秩为s-r（AB），（Ⅱ）的解向量的秩为s-r（B），故有

s-r（B）≤s-r（AB）

即r（AB）≤r（B）

另一方面，r（AB）=r（（AB）T
 ）=r（BT
 AT
 ）≤r（AT
 ）=r（A）．命题得证．

[image: 250_0001]



方法二
 　记AB=C，并对A、C按列分块，有

[image: 0220-05]


说明AB的列向量γi
 （i=1，2，…，s）可由A的列向量α1
 ，α2
 ，…，αs
 线性表出．因此据定理3.6与3.7有

r（AB）=r（γ1
 ，γ2
 ，…，γs
 ）≤r（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ）=r（A）

类似地，对B与C分别按行分块，有

[image: 0220-06]


说明AB的行向量δj
 （j=1，2，…，m）可由B的行向量β1
 ，β2
 ，…，βn
 线性表出，因此

r（AB）=r（δ1
 ，δ2
 ，…，δm
 ）≤r（β1
 ，β2
 ，…，βn
 ）=r（B）．


【例32】
 若A为n阶矩阵，且A2
 =E，证明：

r（A+E）+r（A-E）=n．


【证明】
 由A2
 =E，得（A+E）（A-E）=O，故

r（A+E）+r（A-E）≤n．　①

又r（A-E）=r（E-A），有

r（A+E）+r（A-E）=r（A+E）+r（E-A）≥r［（A+E）+（E-A）］=r（2E）=n．　②

比较①，②得证r（A+E）+r（A-E）=n．

小结

矩阵的秩是一些同学感到困难的知识点，但矩阵的秩在线性代数里几乎无孔不入，希望同学在秩的概念上花一些时间把它理解清楚．有几个简单的问题：例如A是3×4矩阵，那么秩r（A）能为4吗？又若秩r（A）=2，那么A中能否有某2阶子式为0？能否有某3阶子式不为0？又如，增广矩阵[image: 0221-01]
 ，那么r（A）=?，[image: 0221-02]
 ?

在求矩阵秩时，基本方法是：经过初等变换矩阵的秩不变．若A可逆，则r（AB）=r（B），r（BA）=r（B）．


第三章　向量

考点与要求



了解
 　向量的概念，内积的概念．


理解
 　向量的线性组合与线性表示、向量组线性相关、线性无关的概念，向量组的极大线性无关组的概念，向量组等价的概念，矩阵的秩与其行（列）向量组的秩之间的关系．


掌握
 　向量的加法和数乘的运算法则，向量组线性相关、线性无关的有关性质及判别法，线性无关向量组正交规范化的施密特（Schmidt）方法．


会求
 　向量组的极大线性无关组及秩．



内容精讲

[image: 001-01]
 1　n维向量的概念与运算


n维向量
 　n个数a1
 ，a2
 ，…，an
 所构成的一个有序数组称为n维向量．记成（a1
 ，a2
 ，…，an
 ）或（a1
 ，a2
 ，…，an
 ）T
 ，分别称为n维行向量或n维列向量，数ai
 称为向量的第i个分量．


零向量
 　所有分量都是0的向量称为零向量，记为0．

n维向量α=（a1
 ，a2
 ，…，an
 ）T
 ，β=（b1
 ，b2
 ，…，bn
 ）T
 相等

α=β⇔a1
 =b1
 ，a2
 =b2
 ，…，an
 =bn
 ．

n维向量的运算．如α=（a1
 ，a2
 ，…，an
 ）T
 ，β=（b1
 ，b2
 ，…，bn
 ）T
 则

（1）加法　α+β=（a1
 +b1
 ，a2
 +b2
 ，…，an
 +bn
 ）T
 ．

（2）数乘　kα=（ka1
 ，ka2
 ，…，kan
 ）T
 ．

（3）内积　（α，β）=a1
 b1
 +a2
 b2
 +…+an
 bn
 =αT
 β=βT
 α

特别地，如（α，β）=0，则称向量α与β正交．

又[image: 222-2-1]
 ，称[image: 222-3-1]
 为向量α的长度．

向量的加法、数乘满足：

α+β=β+α，（α+β）+γ=α+（β+γ），α+0=0+α=α，α+（-α）=0，

1·α=α，k（lα）=（kl）α，（k+l）α=kα+lα，k（α+β）=kα+kβ．

向量内积满足：

（α，β）=（β，α）　k（α，β）=（kα，β）=（α，kβ）

（α+β，γ）=（α，γ）+（β，γ），（α，α）≥0，等号成立当且仅当α=0．

[image: 001-01]
 2　线性表出、线性相关


线性组合
 　m个n维向量α1
 ，α2
 ，…，αm
 及m个数k1
 ，k2
 ，…，km
 所构成的向量

k1
 α1
 +k2
 α2
 +…+km
 αm


称为向量组α1
 ，α2
 ，…，αm
 的一个线性组合
 ，数k1
 ，k2
 ，…，km
 称为组合系数．

一、线性表出的概念


定义3.1
 　对n维向量α1
 ，α2
 ，…，αs
 和β，如果存在实数k1
 ，k2
 ，…，ks
 使得

k1
 α1
 +k2
 α2
 +…+ks
 αs
 =β

则称向量β是向量α1
 ，α2
 ，…，αs
 的线性组合
 ，或者说向量β可由α1
 ，α2
 ，…，αs
 线性表出（示）
 ．


定义3.2
 　设有两个n维向量组（Ⅰ）α1
 ，α2
 ，…，αs
 ；（Ⅱ）β1
 ，β2
 ，…，βt
 ；如果（Ⅰ）中每个向量αi
 （i=1，2，…，s）都可由（Ⅱ）中的向量β1
 ，β2
 ，…，βt
 线性表出，则称向量组（Ⅰ）
 可由
 向量组（Ⅱ）
 线性表出
 ．

如果（Ⅰ）、（Ⅱ）这两个向量组可以互相线性表出，则称这两个向量组等价
 ．


【注】
 （1）等价向量组具有传逆性、对称性、反身性．

（2）向量组和它的极大线性无关组是等价向量组．

（3）向量组的任意两个极大线性无关组是等价向量组．

（4）等价的向量组有相同的秩，但秩相等的向量组不一定等价．

二、线性相关、线性无关的概念


定义3.3
 　对于n维向量α1
 ，α2
 ，…，αs
 ，如果存在不全为零的数k1
 ，k2
 ，…，ks
 使得

k1
 α1
 +k2
 α2
 +…+ks
 αs
 =0

则称向量组α1
 ，α2
 ，…，αs
 线性相关
 ，否则称它线性无关
 ．

所谓线性无关，应当理解清晰：

只要k1
 ，k2
 ，…，ks
 不全为零，必有k1
 α1
 +k2
 α2
 +…+ks
 αs
 ≠0．

或者，当且仅当k1
 =k2
 =…=ks
 =0时，才有k1
 α1
 +k2
 α2
 +…+ks
 αs
 =0．

显然，含有：零向量；相等向量；坐标成比例的向量组都是线性相关的，而阶梯形向量组一定是线性无关的．

三、线性表出、线性相关的重要定理


定理3.1
 　n维向量组α1
 ，α2
 ，…，αs
 线性相关．

[image: 223-1]



推论
 　（1）n个n维向量α1
 ，α2
 ，…，αn
 线性相关⇔行列式|α1
 ，α2
 ，…，αn
 |=0．

（2）n+1个n维向量必线性相关．

（3）如果α1
 ，α2
 ，…，αr
 线性相关，则α1
 ，α2
 ，…，αr
 ，αr+1
 ，…，αs
 必线性相关．

（4）如果n维向量组α1
 ，α2
 ，…，αs
 线性无关，则它的延伸组[image: 223-3-1]
 必线性无关．


定理3.2
 　n维向量β可由α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性表出

⇔非齐次方程组x1
 α1
 +x2
 α2
 +…xm
 αm
 =β有解

⇔秩r（α1
 ，α2
 ，…，αm
 ）=r（α1
 ，α2
 ，…，αm
 ，β）


定理3.3
 　向量组α1
 ，α2
 ，…，αs
 线性相关⇔至少有一个向量αi
 可以由其余s-1个向量线性表出．


定理3.4
 　向量组α1
 ，α2
 ，…，αs
 线性无关，而向量组α1
 ，α2
 ，…，αs
 ，β线性相关，则向量β可以由α1
 ，α2
 ，…，αs
 线性表出，且表示法唯一．


定理3.5
 　设有两个n维向量组（Ⅰ）α1
 ，α2
 ，…，αs
 ，（Ⅱ）β1
 ，β2
 ，…，βt
 ，

如果（Ⅰ）能由（Ⅱ）线性表出，且s>t，则α1
 ，α2
 ，…，αs
 必线性相关．


推论
 　若n维向量组α1
 ，α2
 ，…，αs
 可由β1
 ，β2
 ，…，βt
 线性表出，且α1
 ，α2
 ，…，αs
 线性无关，则s≤t．

[image: 001-01]
 3　极大线性无关组、秩

一、极大线性无关组、向量组秩的概念


定义3.4
 　设向量组α1
 ，α2
 ，…，αs
 中，有一个部分组αi1

 ，αi2

 ，…，αir

 （1≤r≤s），满足条件

（1）αi1

 ，αi2

 ，…，αir

 线性无关；

（2）再添加任一向量αj
 （1≤j≤s），向量组αi1

 ，αi2

 ，…，αir

 ，αj
 必线性相关；

则称向量组αi1

 ，αi2

 ，…，αir

 是向量组α1
 ，α2
 ，…，αs
 的一个极大线性无关组
 ．


【注】
 （1）只有一个零向量构成的向量组没有极大线性无关组．

（2）一个线性无关的向量组的极大线性无关组是该向量组本身．

（3）向量组的极大线性无关组一般不唯一，但其极大线性无关组的向量个数是一样的．

（4）条件（2）的等价说法是：向量组α1
 ，α2
 ，…，αs
 中任一个向量αj
 （1≤j≤s）必可由αi1

 ，αi2

 ，…，αir

 线性表出．


定义3.5
 　向量α1
 ，α2
 ，…，αs
 的极大线性无关组中所含向量的个数r称为向量组的秩
 ．记为r（α1
 ，α2
 ，…，αs
 ）=r．


【注】
 　r（α1
 ，α2
 ，…，αs
 ）≤r（α1
 ，α2
 ，…，αs
 ，αs+1
 ）．

二、有关秩的定理


定理3.6
 　如果向量组（Ⅰ）α1
 ，α2
 ，…，αs
 可由（Ⅱ）β1
 ，β2
 ，…，βt
 线性表出．

则r（Ⅰ）≤r（Ⅱ）．


推论
 　如果向量组（Ⅰ）和（Ⅱ）等价，则r（Ⅰ）=r（Ⅱ）．


定理3.7
 　r（A）=A的行秩（矩阵A的行向量组的秩）=A的列秩（矩阵A的列向量组的秩）．


定理3.8
 　经初等变换向量组的秩不变．

[image: 001-01]
 4　Schmidt正交化、正交矩阵

一、Schmidt
 正交化（正交规范化方法）

[image: 254_0001]


设向量组α1
 ，α2
 ，α3
 线性无关，其正交规范化方法步聚如下：

[image: 225-1]


则β1
 ，β2
 ，β3
 两两正交．

再将β1
 ，β2
 ，β3
 单位化，取

[image: 225-2-1]


则γ1
 ，γ2
 ，γ3
 是正交规范向量组（即两两正交且均是单位向量）．

二、正交矩阵

设A是n阶矩阵，满足AAT
 =AT
 A=E，则A是正交矩阵．

A是正交矩阵⇔AT
 =A-1


⇔A的列（行）向量组是正交规范向量组

如A是正交矩阵，则行列式|A|=1或-1．

例题分析

一、线性相关的判别


【例1】
 　（Ⅰ）若α1
 =（1，0，5，2）T
 ，α2
 =（3，-2，3，-4）T
 ，α3
 =（-1，1，t，3）T
 线性相关，则t=_____．

（Ⅱ）若α1
 =（1，0，2，3）T
 ，α2
 =（1，1，3，5）T
 ，α3
 =（1，-1，a+2，1）T
 ，α4
 =（1，2，4，a+9）T
 线性无关，则a_____．



解题思路
 　已知向量的坐标要判断相关、无关应转化为考查齐次方程组是否有非零解？




【分析】
 （Ⅰ）α1
 ，α2
 ，α3
 线性相关⇔齐次方程组x1
 α1
 +x2
 α2
 +x3
 α3
 =0有非零解

[image: 225-3-1]


由Ax=0有非零解⇔r（A）<n．可见t=1．

（Ⅱ）4个4维向量线性无关⇔|α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 |≠0

[image: 225-4-1]


从而α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 线性无关⇔a≠-1且a≠-2．


【注】
 　对于（Ⅱ）当然也可用（Ⅰ）的方法通过解齐次方程组来分析判断．


【例2】
 （Ⅰ）已知向量组α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 线性无关，则正确的命题是

（A）α1
 +α2
 ，α2
 +α3
 ，α3
 +α4
 ，α4
 +α1
 线性无关．

（B）α1
 -α2
 ，α2
 -α3
 ，α3
 -α4
 ，α4
 -α1
 线性无关．

（C）α1
 +α2
 ，α2
 +α3
 ，α3
 -α4
 ，α4
 -α1
 线性无关．

（D）α1
 -α2
 ，α2
 +α3
 ，α3
 -α4
 ，α4
 -α1
 线性无关．

（Ⅱ）已知向量组α1
 ，α2
 ，α3
 线性无关，那么线性无关的向量组是

（A）α1
 +3α2
 ，α2
 +α3
 ，α1
 -2α2
 +5α3
 ，α1
 +α2
 +α3
 ．

（B）α1
 +α2
 ，α2
 +3α3
 ，α1
 +α2
 +3α3
 ．

（C）α1
 -α2
 +α3
 ，α1
 +2α2
 +4α3
 ，α1
 +3α2
 +9α3
 ．

（D）α1
 -α2
 ，α1
 +α2
 +2α3
 ，2α1
 -5α2
 -3α3
 ．



解题思路
 　在向量坐标未知的情况下，应考虑用观察法（用定义）．或（β1
 ，β2
 ，β3
 ）=（α1
 ，α2
 ，α3
 ）C的技巧，参看例7的证法二．




【分析】
 　（Ⅰ）由观察法可知

（α1
 +α2
 ）-（α2
 +α3
 ）+（α3
 +α4
 ）-（α4
 +α1
 ）=0

（α1
 -α2
 ）+（α2
 -α3
 ）+（α3
 -α4
 ）+（α4
 -α1
 ）=0

（α1
 +α2
 ）-（α2
 +α3
 ）+（α3
 -α4
 ）+（α4
 -α1
 ）=0

可见（A）、（B）、（C）均线性相关，故应选（D）．

（Ⅱ）如令β1
 =α1
 +3α2
 ，β2
 =α2
 +α3
 ，β3
 =α1
 -2α2
 +5α3
 ，β4
 =α1
 +α2
 +α3
 ．

即β1
 ，β2
 ，β3
 ，β4
 可由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表出，所以β1
 ，β2
 ，β3
 ，β4
 必线性相关（定理3.5），所以（A）必线性相关．

易见（α1
 +α2
 ）+（α2
 +3α3
 ）-（α1
 +2α2
 +3α3
 ）=0可知（B）必线性相关．

关于（C）若令β1
 =α1
 -α2
 +α3
 ，β2
 =α1
 +2α2
 +4α3
 ，β3
 =α1
 +3α2
 +9α3
 ，则有

[image: 226-1]


由于α1
 ，α2
 ，α3
 线性无关且[image: 226-2-1]
 ．所以β1
 ，β2
 ，β3
 必线性无关，故应选（C）．

至于（D），当然也可用（C）的方法．由[image: 226-3-1]
 知必线性相关．

二、向量的线性表示


【例3】
 　（Ⅰ）若向量β=（1，2，t）T
 可由α1
 =（2，1，1）T
 ，α2
 =（-1，2，7）T
 ，α3
 =（1，-1，-4）T
 线性表出，则t=_____．

（Ⅱ）已知α1
 =（1，0，1）T
 ，α2
 =（2，1，2）T
 ，α3
 =（1，3，a）T
 ，如果向量β=（1，2，6）T
 不能由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表出，则a=_____．



解题思路
 　已知向量的坐标，从而线性表出的问题转化为方程组x1
 α1
 +x2
 α2
 +x3
 α3
 =β是否有解？




【分析】
 　（Ⅰ）对方程组x1
 α1
 +x2
 α2
 +x3
 α3
 =β的增广矩阵做行变换，有

[image: 226-4-1]


方程组Ax=b有解[image: 227-1]
 ．可见t=5．

（Ⅱ）因为α1
 ，α2
 ，α3
 ，β是4个3维向量必线性相关．如果α1
 ，α2
 ，α3
 线性无关则β必可由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表出，现在β不能由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表出，知α1
 ，α2
 ，α3
 必线性相关，由行列式

[image: 227-2-1]


求出a=1．


【注】
 　关于（Ⅱ）亦可如同（Ⅰ）一样通过解方程组来分析．假如β=（1，2，b）T
 ，对b有什么要求？


【例4】
 　已知α1
 =（1，-1，1）T
 ，α2
 =（1，a，-1）T
 ，α3
 =（a，1，2）T
 ，β=（4，a2
 ，-4）T


（Ⅰ）当a为何值时，向量β不能由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表出．

（Ⅱ）当a为何值时，向量β可由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表出，且表示法不唯一，写出此时β的表达式．


【解】
 　设x1
 α1
 +x2
 α2
 +x3
 α3
 =β，对增广矩阵作初等行变换，有

[image: 227-3-1]


令x3
 =k解出x2
 =4-k，x1
 =-3k．

从而β=-3kα1
 +（4-k）α2
 +kα3
 　　k为任意常数．


【注】
 　建议大家把表示法唯一的条件和表示法写出来．


【例5】
 　[image: 227-4-1]
 设向量组α1
 =（1，0，1）T
 ，α2
 =（0，1，1）T
 ，α3
 =（1，3，5）T
 不能由向量组β1
 =（1，1，1）T
 ，β2
 =（1，2，3）T
 ，β3
 =（3，4，a）T
 线性表示．

（Ⅰ）求a的值；

（Ⅱ）将β1
 ，β2
 ，β3
 用α1
 ，α2
 ，α3
 线性表示．


【解】
 　（Ⅰ）4个3维向量β1
 ，β2
 ，β3
 ，αi
 （i=1，2，3）必线性相关，若β1
 ，β2
 ，β3
 线性无关，则αi
 可由β1
 ，β2
 ，β3
 线性表示，与题设矛盾，于是β1
 ，β2
 ，β3
 线性相关．

从而

[image: 227-5-1]


于是a=5．此时，α1
 不能由向量组β1
 ，β2
 ，β3
 线性表示．

（Ⅱ）令A=（α1
 ，α2
 ，α3
 β1
 ，β2
 ，β3
 ），对A作初等行变换

[image: 228-1]


从而β1
 =2α1
 +4α2
 -α3
 ，β2
 =α1
 +2α2
 ，β3
 =5α1
 +10α2
 -2α3
 ．


【例6】
 　（Ⅰ）（98，4）若向量组α，β，γ线性无关；α，β，δ线性相关，则

（A）α必可由β，γ，δ线性表示．

（B）β必不可由α，γ，δ线性表示．

（C）δ必可由α，β，γ线性表示．

（D）δ必不可由α，β，γ线性表示．

（Ⅱ）[image: 228-2-1]
 设向量β可由向量组α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性表示，但不能由向量组（Ⅰ）：α1
 ，α2
 ，αm-1
 线性表示．记向量组（Ⅱ）α1
 ，α2
 ，…，αm-1
 ，β则

（A）αm
 不能由（Ⅰ）线性表示，也不能由（Ⅱ）线性表示．

（B）αm
 不能由（Ⅰ）线性表示，但能由（Ⅱ）线性表示．

（C）αm
 能由（Ⅰ）线性表示，也可由（Ⅱ）线性表示．

（D）αm
 能由（Ⅰ）线性表示，但不能由（Ⅱ）线性表示．



解题思路
 　向量的坐标未知时，要用推理分析的方法来判断能否线性表出．此时，出发点是：线性相关，线性无关、线性表示的概念、定理，还要注意反证法．




【分析】
 　（Ⅰ）由α，β，γ线性无关⇒α，β线性无关，又因α，β，δ线性相关，

可见δ必可由α，β线性表示⇒δ必可由α，β，γ线性表示，故（C）正确．


【注】
 　如令δ=β可知（A）不正确．若令δ=α可知（B）不正确．利用相关、无关的几何意义亦可知（C）必正确．

（Ⅱ）设β=k1
 α1
 +k2
 α2
 +…+km
 αm
 ．　　（*）

因为β不能由（Ⅰ）线性表示，故知（*）中必有km
 ≠0．

[image: 228-3-1]


即αm
 可由（Ⅱ）线性表示，可排除（A）、（D）．

若αm
 可由（Ⅰ）线性表示，设αm
 =l1
 α1
 +…+lm-1
 αm-1
 将其代入（*）有

β=（k1
 +km
 l1
 ）α1
 +（k2
 +km
 l2
 ）α2
 +…+（km-1
 +km
 lm+1
 ）αm-1
 与题设矛盾，故应选（B）．

三、线性相关与线性无关的证明



基本思路
 　证明线性无关通常思路是：用定义法（同乘或拆项重组），用秩（等于向量个数），齐次方程组只有零解或反证法．



[image: 258_0001]



【例7】
 　已知n维向量α1
 ，α2
 ，α3
 线性无关，证明∀k，向量组2α1
 +2kα3
 ，-α2
 ，α1
 +（k+1）α3
 线性无关.


【证法一】
 　（用定义）

设x1
 （2α1
 +2kα3
 ）+x2
 （-α2
 ）+x3
 ［α1
 +（k+1）α3
 ）=0，即（2x1
 +x3
 ）α1
 -x2
 α2
 +［2kx1
 +（k+1）x3
 ］α3
 =0.

由α1
 ，α2
 ，α3
 线性无关，故

[image: 259-01-b]


即齐次方程组（1）只有零解，故必有x1
 =0，x2
 =0，x3
 =0.

因此∀k向量组2α1
 +2kα3
 ，-α2
 ，α1
 +（k+1）α3
 线性无关.


【证法二】
 　（用秩）

令β1
 =2α1
 +2kα3
 ，β2
 =-α2
 ，β3
 =α1
 +（k+1）α3
 ，则有

[image: 259-02-b]


由矩阵[image: 259-03-b]
 可逆，以及α1
 ，α2
 ，α3
 线性无关，则有

r（β1
 ，β2
 ，β3
 ）=r（α1
 ，α2
 ，α3
 ）=3.

所以∀k向量组2α1
 +2kα3
 ，-α2
 ，α1
 +（k+1）α3
 线性无关.


【例8】
 　（93，1）设A是n×m矩阵，B是m×n矩阵，其中n<m，若AB=E，证明B的列向量线性无关．


【证法一】
 　（定义法，同乘）　对矩阵B按列分块，记B=（β1
 ，β2
 ，…，βn
 ），如x1
 β1
 +x2
 β2
 +…+xn
 βn
 =0，用分块矩阵可写成

[image: 229-4-1]


用矩阵A左乘上式，并代入AB=E，得x=Ex=ABx=A0=0．所以B的列向量β1
 ，β2
 ，…，βn
 线性无关．


【证法二】
 　（用秩）　因为B是m×n矩阵，且n<m，从矩阵秩的定义知：r（B）≤n．又因

r（B）≥r（AB）=r（E）=n，

所以r（B）=n，那么B的列向量组的秩是n，即其线性无关．


【例9】
 　设A是n阶矩阵，α1
 ，α2
 ，α3
 是n维列向量，且α1
 ≠0，Aα1
 =kα1
 ，Aα2
 =lα1
 +kα2
 ，Aα3
 =lα2
 +kα3
 ，l≠0，证明α1
 ，α2
 ，α3
 线性无关．


【分析】
 　对k1
 α1
 +k2
 α2
 +k3
 α3
 =0，如何证明组合系数k1
 =k2
 =k3
 =0呢？要作恒等变形就应仔细分析已知条件，而Aαi
 的条件其实就是

（A-kE）α1
 =0，（A-kE）α2
 =lα1
 ，（A-kE）α3
 =lα2
 ．

这启发我们应用A-kE左乘来作恒等变形．


【证明】
 　（定义法，同乘）　若k1
 α1
 +k2
 α2
 +k3
 α3
 =0，用A-kE左乘有

k1
 （A-kE）α1
 +k2
 （A-kE）α2
 +k3
 （A-kE）α3
 =0，

即　k2
 lα1
 +k3
 lα2
 =0，亦即k2
 α1
 +k3
 α2
 =0．

再用A-kE左乘，可得k3
 α1
 =0．

由α1
 ≠0，故必有k3
 =0，依次往上代入得k2
 =0及k1
 =0，所以α1
 ，α2
 ，α3
 线性无关．


【例10】
 　（91，3）证明n维列向量α1
 ，α2
 ，…，αn
 线性无关的充要条件是

[image: 229-5-1]



【分析】
 　要证n个n维向量线性无关，可利用充要条件|α1
 ，α2
 ，…，αn
 |≠0．由于内积

[image: 230-1]


对行列D可用分块矩阵恒等变形．


【证法一】
 　令A=（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ），则D=|AT
 A|．那么

D=|AT
 A|=|AT
 ||A|=|A|2
 ．

可见|A|≠0的充要条件是D≠0，即α1
 ，α2
 ，…，αn
 线性无关的充要条件是D≠0．


【证法二】
 　（同乘）如x1
 α1
 +x2
 α2
 +…+xn
 αn
 =0，分别用α1
 ，α2
 ，…，αn
 作内积，有

[image: 230-2-1]


于是，α1
 ，α2
 ，…，αn
 线性无关

⇔　x1
 ，x2
 ，…，xn
 全为0

⇔　齐次方程组（*）只有零解

⇔　系数行列式D≠0．


【例11】
 　如果向量β可以由α1
 ，α2
 ，…，αs
 线性表出，证明：表示法唯一的充分必要条件是α1
 ，α2
 ，…，αs
 线性无关．


【证明】
 　⇒必要性（反证法）　如α1
 ，α2
 ，…，αs
 线性相关，则存在不全为0的数l1
 ，l2
 ，…，ls
 ，使

l1
 α1
 +l2
 α2
 +…+ls
 αs
 =0．

因已知β可由α1
 ，α2
 ，…，αs
 线性表出，设β=k1
 α1
 +k2
 α2
 +…+ks
 αs
 ．

两式相加，可得到

β=（k1
 +l1
 ）α1
 +（k2
 +l2
 ）α2
 +…+（ks
 +ls
 ）αs
 ．

由于li
 不全为0，故k1
 +l1
 ，k2
 +l2
 ，…，ks
 +ls
 与k1
 ，k2
 ，…，ks
 是两组不同的数，即β有两种不同的表示法，与已知矛盾．

⇐充分性（反证法）　若β有两种不同的表达式，设为

β=x1
 α1
 +x2
 α2
 +…+xs
 αs
 ，β=y1
 α1
 +y2
 α2
 +…+ys
 αs
 ．

两式相减，得　（x1
 -y1
 ）α1
 +（x2
 -y2
 ）α2
 +…+（xs
 -ys
 ）αs
 =0，

由于x1
 -y1
 ，x2
 -y2
 ，…，xs
 -ys
 不全为0（否则是一种表示法）得α1
 ，α2
 ，…，αs
 线性相关，与已知矛盾．


【例12】
 　设n维列向量α1
 ，α2
 ，…，αn-1
 线性无关，且与非零向量β1
 ，β2
 都正交．证明β1
 ，β2
 线性相关，α1
 ，α2
 ，…，αn-1
 ，β1
 线性无关．


【证明】


[image: 230-3-1]


因为β1
 与每个αi
 都正交，有[image: 230-4-1]
 ，进而Aβ1
 =0，即β1
 是齐次方程组Ax=0的非零解．同理β2
 也是Ax=0的解．

又因r（A）=r（α1
 ，α2
 ，…，αn-1
 ）=n-1，齐次方程组Ax=0的基础解系仅由n-r（A）=1个解向量构成，从而β1
 ，β2
 线性相关．若

k1
 α1
 +k2
 α2
 +…+kn-1
 αn-1
 +lβ1
 =0，（*）

那么，用β1
 作内积，有k1
 （β1
 ，α1
 ）+k2
 （β2
 ，α2
 ）+…+kn-1
 （β1
 ，αn-1
 ）+l（β1
 ，β1
 ）=0．

因为（β1
 ，αi
 ）=0　（i=1，2，…，n-1），及||β1
 ||≠0，有l（β1
 ，β1
 ）=l||β1
 ||2
 =0，

得到l=0．将l=0代入（*）式，有　k1
 α1
 +k2
 α2
 +…+kn-1
 αn-1
 =0．

由于α1
 ，α2
 ，…，αn-1
 线性无关，得k1
 =k2
 =…=kn-1
 =0，所以（*）中组合系数必全是零，即α1
 ，α2
 ，…，αn-1
 ，β1
 线性无关．

四、秩与极大线性无关组


【例13】
 　求向量组α1
 =［1，2，1，3］T
 ，α2
 =［1，1，-1，1］T
 ，α3
 =［1，3，3，5］T
 ，α4
 =［4，5，-2，6］T
 ，α5
 =［-3，-5，-1，-7］T
 的秩、极大线性无关组，并将其余的向量用极大无关组线性表出．

[image: 261_0001]



【解】方法一
 　用列向量组作初等行变换，因初等行变换将方程组变成同解方程组，故变换前后的任何相应的部分（或全部）列向量组成的方程组仍同解，故它们具有相同的线性相关性．

[image: 231-1]


由右端阶梯形矩阵知r（α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 ，α5
 ）=2，由β1
 ，β2
 线性无关知，α1
 ，α2
 线性无关，是向量组的极大无关组，且α3
 ，α4
 ，α5
 可由α1
 ，α2
 线性表出，由方程

易见　β3
 =2β1
 -β2
 ，β4
 =β1
 +3β2
 ，β5
 =-2β1
 -β2
 ，

即有　α3
 =2α1
 -α2
 ，α4
 =α1
 +3α2
 ，α5
 =-2α1
 -α2
 ．


方法二
 　用行向量组作初等行变换，且记录变换的进程，则变换前后对应的行向量组是等价向量组，等价向量组等秩．

[image: 231-2-1]


由右端阶梯形矩阵知，[image: 231-3-1]
 ，线性无关，且和[image: 231-4-1]
 是等价向量组，故知α1
 ，α2
 是α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 ，α5
 的极大线性无关组，且

由β3
 =0知，α3
 =α2
 +2（α1
 -α2
 ）=2α1
 -α2
 ；

由β4
 =0知，α4
 =4α2
 +（α1
 -α2
 ）=3α2
 -α1
 ；

由β5
 =0知，α5
 =-3α2
 -2（α1
 -α2
 ）=-α2
 -2α1
 ．


【评注】
 　（1）将向量组处理成列向量并作初等行变换，其效果和将向量组处理成行向量并作初等行变换是一样的．

（2）求向量组的极大线性无关组时，只能都作行变换（或都作列变换），不能混合着既作行变换又作列变换．如果只是求向量组的秩，则行变换、列变换都可以进行也可混用．

（3）向量组（或矩阵）的秩是唯一的，其极大无关组可以是不唯一的．其实本题中任何两个向量均是向量组的极大无关组．


【例14】
 　已知向量组（Ⅰ）α1
 ，α2
 ，α3
 ；（Ⅱ）α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 ；（Ⅲ）α1
 ，α2
 ，α3
 ，α5
 ，如果它们的秩分别为r（Ⅰ）=r（Ⅱ）=3，r（Ⅲ）=4，求r（α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 +α5
 ）．


【分析】
 　由于r（Ⅰ）=3，得α1
 ，α2
 ，α3
 线性无关，那么向量组α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 +α5
 的秩至少是3，能否是4？关键就看α4
 +α5
 能否用α1
 ，α2
 ，α3
 ，线性表出，或者看向量组α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 +α5
 是线性相关还是线性无关．


【解法一】
 　由r（Ⅰ）=r（Ⅱ）=3，知α1
 ，α2
 ，α3
 线性无关，α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 线性相关，故α4
 可由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表出．设α4
 =l1
 α1
 +l2
 α2
 +l3
 α3
 ．

如果α4
 +α5
 能由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表出，设α4
 +α5
 =k1
 α1
 +k2
 α2
 +k3
 α3
 ，则

α5
 =（k1
 -l1
 ）α1
 +（k2
 -l2
 ）α2
 +（k3
 -l3
 ）α3
 ．

于是α5
 可由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表出，即α1
 ，α2
 ，α3
 ，α5
 线性相关，与已知r（Ⅲ）=4相矛盾．所以α4
 +α5
 不能用α1
 ，α2
 ，α3
 线性表出，由秩的定义知r（α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 +α5
 ）=4．


【解法二】
 　如果x1
 α1
 +x2
 α2
 +x3
 α3
 +x4
 （α4
 +α5
 ）=0，把α4
 =l1
 α1
 +l2
 α2
 +l3
 α3
 （理由同前，略）代入有

（x1
 +l1
 x4
 ）α1
 +（x2
 +l2
 x4
 ）α2
 +（x3
 +l3
 x4
 ）α3
 +x4
 α5
 =0．

由r（Ⅲ）=4，知α1
 ，α2
 ，α3
 ，α5
 线性无关，从而

[image: 232-1]



【解法三】
 　同前，设α4
 =l1
 α1
 +l2
 α2
 +l3
 α3
 ，构造矩阵（α1
 ，α2
 ，α3
 ，α5
 ）作初等列变换．

[image: 232-2-1]



【例15】
 　设A和B都是m×n矩阵，证明秩r（A+B）≤r（A）+r（B）．



解题思路
 　由三秩相等，即r（A）=A的列秩=A的行秩，通过向量组的极大线性无关组转换出矩阵秩的信息．




【证】
 设r（A）=r，αi1

 ，αi2

 ，…，αir

 是A的列向量组的一个极大线性无关组，设r（B）=t，βj1

 ，βj2

 ，…，βjt

 是B的列向量组成的一个极大线性无关组．

那么A=（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ）的每一个列向量αk
 （k=1，2，…，n）均可由αi1

 ，αi2

 ，…，αir

 线性表出，同样地，B=（β1
 ，β2
 ，…，βn
 ）的每一个列向量βk
 （k=1，2，…，n）也均可由βj1

 ，βj2

 ，…，βjt

 线性表出．于是A+B的每一个列向量αk
 +βk
 （k=1，2，…，n）都能由αi1

 ，αi2

 ，…，αir

 ，βj1

 ，βj2

 ，…，βjt

 线性表出．

因此，向量组α1
 +β1
 ，α2
 +β2
 ，…，αn
 +βn
 的极大线性无关组中向量个数不大于向量组

αi1

 ，αi2

 ，…，αir

 ，βj1

 ，βj2

 ，…，βjt

 中向量的个数．

即r（A+B）≤r+t=r（A）+r（B）．


【注】
 　由α1
 +β1
 ，α2
 +β2
 ，…，αn
 +βn
 可由αi1

 ，αi2

 ，…，αir

 ，βj1

 ，βj2

 ，…，βjt

 线性表示，那么据定理3.6有r（α1
 +β1
 ，α2
 +β2
 ，…，αn
 +βn
 ）≤r（αi1

 ，…，αir

 ，βj1

 ，…，βjt

 ）≤r+t亦即r（A+B）≤r（A）+r（B）．

五、正交化、正交矩阵


【例16】
 　与ξ1
 =［1，1，-1，1］T
 ，ξ2
 =［1，-1，-1，1］T
 ，ξ3
 =［2，1，1，3］T
 都是正交的向量是_____．


【分析】
 　设所求向量为α=［x1
 ，x2
 ，x3
 ，x4
 ］T
 ．则由α与ξ1
 ，ξ2
 ，ξ3
 都正交得

[image: 233-1]



【例17】
 　已知A=（α1
 ，α2
 ，α3
 ）是3阶正交矩阵．若[image: 233-2-1]
 ，α2
 =（0，1，0）T
 ，则α3
 =_____．


【分析】
 按正交矩阵的几何意义，列向量要两两正交且都是单位向量．

设α3
 =（x1
 ，x2
 ，x3
 ）T
 ，则有

[image: 233-3-1]


故[image: 233-4-1]
 ．


【例18】
 （04，4）设A=（aij
 ）3×3
 是正交矩阵，且a11
 =1，b=（1，0，0）T
 ，则线性方程组Ax=b的解是_____．


【分析】
 　因为A是正交矩阵，故A是可逆矩阵，于是方程组Ax=b有唯一解x=A-1
 b．按正交矩阵的几何意义，列向量必是单位向量，且任两列向量要两两正交，于是

[image: 233-5-1]



【例19】
 　设α为n维非零列向量，E为n阶单位矩阵．

证明　[image: 234-1]
 是正交矩阵．



解题思路
 　按正交矩阵定义，证出AAT
 =AT
 A=E即可．



[image: 234-2-1]



【注】
 　αT
 α是一个数，ααT
 是n阶矩阵．α（αT
 α）αT
 =（αT
 α）ααT
 ．

小结

向量是初学线性代数时的一个难点，主要表现在对定义的理解、语言的表述、逻辑推理的正确等方面．当然也是考研的重点．

首先应理解线性相关、线性无关的概念，会利用定义推导论证某向量组的线性相关性，掌握线性相关的判别定理．

其次是理解极大线性无关组、向量组的秩，等价向量组等概念，搞清矩阵的秩（行列式秩）及其按列（行）分块后的列（行）向量组秩的联系．两组向量有表出关系时，它们秩之间的制约关系，等价向量组与等价矩阵的联系与区别，等价向量组的必要条件，会求向量组的极大线性无关组及秩，并会灵活应用有关秩的等式和不等式．

最后应了解两个向量的内积、正交矩阵及Schmidt正交化方法．


第四章　线性方程组

考点与要求



理解
 　齐次线性方程组的基础解系的概念，非齐次方程组解的结构及通解的概念．


掌握
 　非齐次线性方程组有解和无解的判定方法，齐次线性方程组的基础解系和通解的求法，用初等行变换求解线性方程组的方法．


会用
 　克拉默法则解线性方程组．



内容精讲

[image: 001-01]
 1　克拉默法则


克拉默法则
 　若n个方程n个未知量构成的非齐次线性方程组

[image: 235-1]


的系数行列式|A| ≠0，则方程组有唯一解，且

[image: 235-2-1]


其中|Ai
 |是|A|中第i列元素（即xi
 的系数）替换成方程组右端的常数项b1
 ，b2
 ，…，bn
 所构成的行列式．

[image: 266_0001]



推论
 　若包含n个方程n个未知量的齐次线性方程组

[image: 235-3-1]


的系数行列式|A|≠0的充要条件是方程组有唯一零解．

反之，若齐次线性方程组有非零解，充要条件是其系数行列式|A|=0．

[image: 001-01]
 2　齐次线性方程组


齐次线性方程组的表达形式
 　n个未知量，m个方程组成的方程组

[image: 236-1]


称为齐次线性方程组
 ，①式称为齐次线性方程组的一般形式．


方程组①写成向量形式
 ，则是

α1
 x1
 +α2
 x2
 +…+αn
 xn
 =0，②

其中αj
 =［a1j
 ，a2j
 ，…，amj
 ］T
 ，j=1，2，…n．

写成矩阵形式
 ，则是

[image: 236-2-1]



齐次线性方程组的解
 　若将有序数组c1
 ，c2
 ，…，cn
 代入方程组的未知量x1
 ，x2
 ，…，xn
 ，使每个方程等式成立，则称［c1
 ，c2
 ，…，cn
 ］T
 为方程组的一个解（或解向量），记成ξ=［c1
 ，c2
 ，…，cn
 ］T
 ，即α1
 c1
 +α2
 c2
 +…+αn
 cn
 =0或Aξ=0，即齐次方程组①的解是使A的列向量线性组合为零的线性组合系数．


齐次线性方程组的基础解系
 　设ξ1
 ，ξ2
 ，…，ξn-r
 是AX=0的解向量，若满足

（1）ξ1
 ，ξ2
 ，…，ξn-r
 线性无关．

（2）AX=0的任一解向量ξ均可由ξ1
 ，ξ2
 ，…，ξn-r
 线性表出，则称向量组ξ1
 ，ξ2
 ，…，ξn-r
 是AX=0的基础解系．

[image: 267_0001]


条件（2）“AX=0的任一解向量ξ均可由ξ1
 ，ξ2
 ，…，ξn-r
 线性表出”等价于“加入任一解向量ξ，使得ξ1
 ，ξ2
 ，…，ξn-r
 ，ξ线性相关”，等价于“r（A）=r”，即线性无关解向量的个数为n-r，满足r（A）+线性无关解的个数=n （n是未知量个数）．


AX=0的解的性质
 　若ξ1
 ，ξ2
 是齐次线性方程组AX=0的解，则kξ1
 ，k1
 ξ1
 +k2
 ξ2
 仍是AX=0的解，其中k1
 ，k2
 是任意常数．

同样，若ξ1
 ，ξ2
 ，…，ξs
 均是AX=0的解，则k1
 ξ1
 +k2
 ξ2
 +…+ks
 ξs
 仍是AX=0的解，其中k1
 ，k2
 ，…，ks
 均是任意常数．


AX=0的有解条件
 　齐次线性方程AX=0一定有解，至少有零解．

齐次线性方程组Am×n
 X=［α1
 ，α2
 ，…，αn
 ］X=α1
 x1
 +α2
 x2
 +…+αn
 xn
 =0只有零解（有非零解）⇔α1
 ，α2
 ，…，αn
 （方程组的列向量组，即A的列向量组）线性无关（线性相关）⇔r（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ）=r（Am×n
 ）=n （r（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ）=r（Am×n
 ）<n）．


基础解系向量个数与r（A）的关系
 　若A是m×n矩阵，r（A）=r<n，则齐次线性方程组AX=0存在基础解系，且基础解系有n-r个线性无关解向量组成．故

基础解系向量个数+r（A）=n （未知量个数）．


AX=0的通解
 　若ξ1
 ，ξ2
 ，…，ξn-r
 是AX=0的基础解系．则

k1
 ξ1
 +k2
 ξ2
 +…+kn-r
 ξn-r


是AX=0的通解（一般解），其中k1
 ，k2
 ，…，kn-r
 是任意常数．


基础解系和通解的求法


利用初等行变换不改变方程的解，将A作初等行变换化成阶梯形矩阵，可具体求得基础解系．

[image: 237-1]


得AX=0的同解方程组BX=0，即

[image: 237-2-1]


阶梯形方程中第一个系数不为零的r个未知量x1
 ，x2
 ，…xr
 称为独立未知量，而后面的n-r个未知量xr+1
 ，…，xn
 称为自由未知量，将自由未知量xr+1
 ，…，xn
 分别赋下列n-r组值

［1，0，…，0］T
 ，［0，1，0，…，0］T
 ，…，［0，0，…，1］T


代入方程，求出相应的独立未知量x1
 ，x2
 ，…，xr
 ，并得到n-r个解．

ξ1
 =［d11
 ，d12
 ，…d1r
 ，1，0…0］T


ξ2
 =［d21
 ，d22
 ，…，d2r
 ，0，1，…0］T


.................

ξn-r
 =［dn-r1
 ，dn-r2
 ，…dn-rr
 ，0，…，0，1］T


可以证明，ξ1
 ，ξ2
 ，…ξn-r
 即是方程组AX=0的基础解系（证明见教材），所以方程组的通解为k1
 ξ1
 +k2
 ξ2
 +…+kn-r
 ξn-r
 ，其中ki
 （i=1，2，…，n-r）是任意常数．


【注】
 　初等行变换化阶梯形的过程不同，自由未知量的选择和赋值方法不同，基础解系不唯一，但所含线性无关解向量个数一样，全体解的解集合是一样的．

[image: 001-01]
 3　非齐次线性方程组


非齐次线性方程组的表达形式
 　n个未知量、m个方程组成的方程组

[image: 237-3-1]


称为非齐次线性方程组，⑥式称为非齐次线性方程组的一般形式，其中右端常数项b1
 ，b2
 ，…，bm
 不全为零．

方程组⑥写成向量形式则是

α1
 x1
 +α2
 x2
 +…+αn
 xn
 =b，⑦

其中　αj
 =［a1j
 ，a2j
 ，…，amj
 ］T
 ，b=［b1
 ，b2
 ，…，bm
 ］T
 ．

方程组⑥写成矩阵形式则是

Am×n
 X=b，⑧

其中

[image: 238-1]


[image: 269_0001]



非齐次方程组的解
 　若将有序数组c1
 ，c2
 ，…，cn
 代入方程组⑥的未知量x1
 ，x2
 ，…，xn
 ，使得每个方程等式成立，则称［c1
 ，c2
 ，…，cn
 ］T
 为方程组⑥的一个解（或解向量），记成η=［c1
 ，c2
 ，…，cn
 ］T
 ，即c1
 α1
 +c2
 α2
 +…+cn
 αn
 =b，或Aη=b，即非齐次方程组⑦的解是b可由A的列向量线性表出的表出系数．


AX=b的解的性质
 　设η1
 ，η2
 是AX=b的两个解．ξ是对应齐次方程组AX=0的解，则

A（η1
 -η2
 ）=0，A（η1
 +kξ）=b．


AX=b的有解条件


Am×n
 X=b无解⇔b不能由A的列向量组α1
 ，α2
 ，…αn
 线性表出⇔r（A）≠r（A|b）　（r（A）+1=r（A|b））．

Am×n
 X=b有解⇔b可由A的列向量组α1
 ，α2
 ，…，αn
 线性表出⇔r（A）=r（A|b），即r（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ）=r（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ，b）⇔{α1
 ，α2
 ，…，αn
 } ≅ {α1
 ，α2
 ，…，αn
 ，b}．

若r（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ）=n=r（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ，b）⇔α1
 ，α2
 ，…，αn
 线性无关，α1
 ，α2
 ，…，αn
 ，b线性相关⇔b可由α1
 ，α2
 ，…，αn
 线性表出，且表出法唯一⇔AX=b有唯一解．

若r（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ）=r（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ，b）=r<n ⇔ α1
 ，α2
 ，…，αn
 线性相关，b可由α1
 ，α2
 ，…，αn
 线性表出，且表出法不唯一⇔AX=b有无穷多解．


AX=b的通解结构
 　设Am×n
 X=b有特解η，对应的齐次线性方程组AX=0有基础解系ξ1
 ，ξ2
 ，…，ξn-r
 ，则AX=b的通解为

k1
 ξ1
 +k2
 ξ2
 +…+kn-r
 ξn-r
 +η，

其中k1
 ，k2
 ，…，kn-r
 是任意常数．


非齐次线性方程组AX=b通解的求法


用高斯消元法，将增广矩阵（A|b）作初等行变换化成阶梯形矩阵，先求出对应齐次线性方程组的基础解系ξ1
 ，ξ2
 ，…，ξn-r
 （r（A）=r）（见本章[image: 001-01]
 2），再求一个非齐次特解设为η（求η时，可取自由未知量为任意值）为简单计，一般将自由未知量均取零值，代入方程，求得独立未知量，并得η，则AX=b的通解为

k1
 ξ1
 +k2
 ξ2
 +…+kn-r
 ξn-r
 +η，

其中k1
 ξ1
 +k2
 ξ2
 +…+kn-r
 ξn-r
 是对应齐次方程组的通解，k1
 ，k2
 ，…，kn-r
 是任意常数．

例题分析

一、线性方程组的基本概念题


【例1】
 　若齐次线性方程组

[image: 238-3-1]


只有零解，则λ_____．



解题思路
 　An×n
 X=0有非零解（唯一零解）⇔|A|=0（≠0）.




【解】
 　当[image: 239-1]
 ，即λ≠1时，题设方程组只有零解．应填λ≠1．


【评注】
 　或An×n
 X=0有非零解⇔r（A）<n，请读者利用r（A）<3来求出答案.


【例2】
 　设非齐次线性方程组Am×n
 X=b（*），则

（A）当r（A）=m时，方程组（*）有解．

（B）当r（A）=n时，方程组（*）有唯一解．

（C）当m=n时，方程组（*）有唯一解．

（D）当r（A）=r<n时，方程组（*）有无穷多解．



解题思路
 　AX=b有解（无解）⇔r（A）=r（A|b）（r（A）≠r（A|b））．题设条件中未提及r（A|b）．这正是要求读者考虑的问题．




【解】
 　应选（A）．

因r（A）=m=A的行数时，A的行向量组线性无关，增广矩阵（A|b）在A的基础上增加一列，即行向量增加一个分量，仍线性无关，故有r（A）=m=r（A|b），方程组有解，应选（A）.

（B）r（A）=n可能无解，（C）还可能无解或有无穷多解，（D）可能无解，均可排除.


【例3】
 　设非齐次线性方程组

[image: 239-2-1]


线性方程组①有解的充要条件是_____．



解题思路
 　方程组①有解⇔r（A）=r（A|b）⇔b可由A的列向量组线性表出．




【解】
 　应填11b1
 +b2
 -3b3
 -3b4
 =0.

将方程组①的增广矩阵作初等行变换：

[image: 239-3-1]



【例4】
 　设齐次线性方程组

[image: 239-4-1]


的系数矩阵A的行列式|A|=0，Aij
 是A中元素aij
 的代数余子式，证明αi
 =［Ai1
 ，Ai2
 ，…，Ain
 ］T
 （i=1，2，…，n）是方程组（*）的n个解向量，并两两线性相关．


【证明】
 　将x1
 =Ai1
 ，x2
 =Ai2
 ，…，xn
 =Ain
 代入方程组（*）的第k（k=1，2，…，n）个方程，且由行列式的展开性质得

[image: 240-1]


可知αi
 =［Ai1
 ，Ai2
 ，…，Ain
 ］T
 是方程组（*）的解向量．

若Aij
 =0（i=1，2，…，n；j=1，2，…，n），即αi
 （i=1，2，…，n）均是零向量，则显然αi
 （i=1，2，…，n）两两线性相关．

若存在Aij
 ≠0，则r（A）=n-1，AX=0的基础解系仅由一个线性无关（非零）向量组成，故αi
 （i=1，2，…，n）两两线性相关．


【评注】
 　本题利用方程组的矩阵形式证明更为方便．方程组（*）为AX=0，因|A|=0，又

AA*
 =|A|E=0，

故A*
 的列向量αi
 （i=1，2，…，n）均是AX=0的解向量．又因|A|=0，故r（A*
 ）≤1，αi
 （i=1，2，…，n）两两线性相关．


【例5】
 　设ξ1
 =［1，2，-1］T
 ，ξ2
 =［2，1，4］T
 是齐次线性方程组A2×3
 X=0的基础解系，则下列向量中是AX=0的解向量的是

（A）α1
 =［1，0，0］T
 ．

（B）α2
 =［1，3，5］T
 ．

（C）α3
 =［1，0，3］T
 ．

（D）α4
 =［-2，1，3］T
 ．



解题思路
 　若方程组AX=0已经给出，或可以求出，问α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 哪个是方程组的解向量，则只需逐个代入验算即可得出结论．现给出的是基础解系，则若是解向量，则应可由基础解系线性表出．




【解】
 　应选（C）．

现题设条件给出的是方程组的基础解系，则可有


方法一
 　由ξ1
 ，ξ2
 反求出方程组（见本节“由基础解系反求齐次方程组”）再逐个验算α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 中哪个是方程组的解．


方法二
 　向量αi
 是齐次方程组AX=0的解⇔向量αi
 应属于通解k1
 ξ1
 +k2
 ξ2
 ⇔ αi
 可由基础解系线性表出⇔方程组x1
 ξ1
 +x2
 ξ2
 =αi
 有解．逐个检查即可．为计算方便，可一起检查，将增广矩阵合并成［ξ1
 ，ξ2
 ┆α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 ］一起作初等行变换，得

[image: 240-2-1]


由阶梯形矩阵知

r（ξ1
 ，ξ2
 ）=r（ξ1
 ，ξ2
 ，α3
 ）=2．

故α3
 可由ξ1
 ，ξ2
 线性表出，故α3
 是AX=0的解向量，故应选（C）．


【评注】
 　若已知非齐次线性方程组AX=b有通解k1
 ξ1
 +k2
 ξ2
 +η，问ξ1
 是否是AX=b的解，如何判别．


【例6】
 　设A是四阶矩阵，r（A）=2，η1
 ，η2
 ，η3
 是AX=b的三个线性无关解，其中

η1
 +η2
 　=［-1，2，5，1］T
 ，

η2
 -2η3
 =［2，1，3，-3］T
 ，

5η3
 +3η1
 =［1，-2，1，-1］T
 ，

求方程组AX=b的通解．



解题思路
 　A是四阶方阵，r（A）=2，故AX=b的通解结构为k1
 ξ1
 +k2
 ξ2
 +η．只需求出AX=0的基础解系及一个非齐次方程AX=b的特解，即可得到非齐次方程组AX=b的通解．




【解】
 　因A（η2
 -2η3
 ）=Aη2
 -2Aη3
 =b-2b=-b，

故知η=-（η2
 -2η3
 ）=［-2，-1，-3，3］T
 是AX=b的一个特解．

因A（η1
 +η2
 +2（η2
 -2η3
 ））=Aη1
 +Aη2
 +2Aη2
 -4Aη3
 =b+b+2b-4b=0，

故ξ1
 =η1
 +η2
 +2（η2
 -2η3
 ）=［-1，2，5，1］T
 -2［2，1，3，-3］T
 =［3，4，11，-5］T


是AX=0的一个非零解．

A［8（η2
 -2η3
 ）+（5η3
 +3η1
 ）］=8Aη2
 -16Aη3
 +5Aη3
 +3Aη1


=8b-16b+5b+3b=0，

故　ξ2
 =8（η2
 -2η3
 ）+5η3
 +3η1
 =［16，8，24，-24］T
 +［1，-2，1，-1］T


=［17，6，25，-25］T


是AX=0的一个非零解且ξ1
 ，ξ2
 线性无关．

故由AX=b的通解结构知，AX=b的通解为

[image: 241-1]



【评注】
 　（1）答案的表达式不唯一.

（2）因Aη1
 =b，Aη2
 =b，Aη3
 =b，故A（k1
 η1
 +k2
 η2
 +k3
 η3
 ）=（k1
 +k2
 +k3
 ）b，若k1
 +k2
 +k3
 =1，则k1
 η1
 +k2
 η2
 +k3
 η3
 是AX=b的解，若k1
 +k2
 +k3
 =0，则k1
 η1
 +k2
 η2
 +k3
 η3
 是AX=0的解.

[image: 272-01-b]


［η1
 ，η2
 ，η3
 ］=［η1
 +η2
 ，η2
 -2η3
 ，5η3
 +3η1
 ］C-1
 可直接求得方程组AX=b的三个线性无关的解η1
 ，η2
 ，η3
 ，从而求得AX=b的通解

k1
 （η1
 -η2
 ）+k2
 （η2
 -η3
 ）+η1
 ，其中k1
 ，k2
 是任意常数．

二、线性方程组的求解


【例7】
 　求齐次线性方程组

[image: 241-3-1]


的基础解系和通解．


【解】
 　将系数矩阵用高斯消元法化成阶梯形矩阵

[image: 273-01-b]


知，AX=0和BX=0是同解方程组，且r（A）=r（B）=3．

由于n-r（A）=5-3=2，故方程组AX=0的基础解系由两个线性无关解向量组成，其中可取x1
 ，x2
 ，x4
 为独立未知量，x3
 ，x5
 为自由未知量．


方法一
 　先求基础解系，后求通解．对x3
 ，x5
 ，按（1，0）及（0，3）赋值，回代入方程，从而求得方程组的基础解系：

[image: 242-2-1]


故通解是k1
 ξ1
 +k2
 ξ2
 ，其中k1
 ，k2
 是任意常数．


方法二
 　先求通解，后求基础解系．取自由未知量x3
 =k1
 ，x5
 =3k2
 ，回代方程，得

[image: 242-3-1]



【评注】
 　（1）由阶梯形矩阵B知：未知量x2
 ，x3
 地位等同，同样x4
 ，x5
 的地位也等同，自由未知量也可以取为x2
 ，x4
 或x2
 ，x5
 或x3
 ，x4
 或x3
 ，x5
 ．

（2）自由未知量的取值可任意，但自由未知量组成的向量组应线性无关，为计算方便，本题分别为x3
 ，x5
 赋值（1，0）及（0，3）．

（3）方程组求解的回代过程也可以用初等行变换来实现，即对阶梯形矩阵B继续作初等行变换，化成含最高阶单位矩阵的同解方程组：

[image: 274-01-b]


AX=0与BX=0，CX=0均为同解方程，对CX=0，先求基础解系，后求通解.

对自由未知量x3
 ，x5
 分别赋值（1，0）及（0，3）得基础解系ξ1
 =［-1，1，1，0，0］T
 ，[image: 243-2-1]
 ．

因此，方程组的通解为k1
 ξ1
 +k2
 ξ2
 ，其中k1
 ，k2
 是任意常数．

当然也可以先求通解，后求基础解系．


【例8】
 　设齐次线性方程组

[image: 243-3-1]


试问a为何值时，方程组有非零解，有非零解时，求方程组的通解．

[image: 274_0001]



【解】方法一
 　对方程组的系数矩阵作初等行变换化成阶梯形矩阵

[image: 274-02-b]


当a=0时，r（A）=1<n．方程组有非零解，其同解方程组为

x1
 +2x2
 +…+nxn
 =0，

可求得基础解系为

ξ1
 =［-2，1，0，…，0］T
 ，

ξ2
 =［-3，0，1，0，…，0］T
 ，

…………………………

ξn-1
 =［-n，0，…，0，1］T
 ，

方程组的通解为k1
 ξ1
 +k2
 ξ2
 +…+kn-1
 ξn-1
 ，其中k1
 ，k2
 ，…，kn-1
 是任意常数．

当a≠0时，对矩阵B继续作初等行变换

[image: 243-5-1]


当[image: 244-1]
 时，r（A）=n-1，方程组有非零解，其同解方程组为

[image: 244-2-1]


得基础解系为ξ=［1，1，…，1］T
 ，通解为kξ，其中k是任意常数．

当a≠0，且[image: 244-3-1]
 时，r（A）=n，方程组只有零解，没有非零解．


方法二
 　题设方程组是n个方程，n个未知量，故可根据克拉默法则判别a为何值时，方程组有非零解．因[image: 244-4-1]
 ，方程组有非零解，分别代入具体参数值后求解方程组即可．


【例9】
 　（1）设α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 ，α5
 是5维列向量，已知方程组

α1
 x1
 +α2
 x2
 +α3
 x3
 +α4
 x4
 +α5
 x5
 =0　①

只有零解．问方程组

（α1
 +α2
 ）x1
 +（α2
 +α3
 ）x2
 +（α3
 +α4
 ）x3
 +（α4
 +α5
 ）x4
 +（α5
 +α1
 ）x5
 =0　②

是否有非零解，若没有，说明理由；若有，求其全部非零解．

（2）设α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 是4维列向量．已知方程组α1
 x1
 +α2
 x2
 +α3
 x3
 +α4
 x4
 =0　③

只有零解，问方程组

（α1
 +α2
 ）x1
 +（α2
 +α3
 ）x2
 +（α3
 +α4
 ）x3
 +（α4
 +α1
 ）x4
 =0　④

是否有非零解，若没有，说明理由；若有，求其全部非零解．


【解】
 　（1）方程组②没有非零解．

因已知α1
 x1
 +α2
 x2
 +α3
 x3
 +α4
 x4
 +α5
 x5
 =0　①只有零解，故

r（α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 ，α5
 ）=5，α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 ，α5
 线性无关，又

[image: 244-5-1]


从而有　r（α1
 +α2
 ，α2
 +α3
 ，α3
 +α4
 ，α4
 +α5
 ）=r（α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 ，α5
 ）=5．

方程组（α1
 +α2
 ）x1
 +（α2
 +α3
 ）x2
 +（α3
 +α4
 ）x3
 +（α4
 +α5
 ）x4
 +（α5
 +α1
 ）x5
 =0　②

只有零解．

（2）方程组④有非零解．因

[image: 244-6-1]


[image: 245-1]


及方程组③只有零解知，r（α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 ）=4，

故　r（α1
 +α2
 ，α2
 +α3
 ，α3
 +α4
 ，α4
 +α1
 ）=r（C）=3．

方程组④的通解形式为kξ．

因（α1
 +α2
 ）-（α2
 +α3
 ）+（α3
 +α4
 ）-（α4
 +α1
 ）=0，

知方程组④有一解为ξ=［1，-1，1，-1］T
 ，

故方程组④的通解为k［1，-1，1，-1］T
 ，其中k是任意常数．


【评注】
 　由（1），（2）知，当α1
 ，α2
 ，…，αn
 线性无关时，向量组α1
 +α2
 ，α2
 +α3
 ，…，αn-1
 +αn
 ，αn
 +α1
 ，当n=2k时线性相关，（α1
 +α2
 ）x1
 +（α2
 +α3
 ）x2
 +…+（αn
 +α1
 ）xn
 =0有非零解．当n=2k+1时线性无关，（α1
 +α2
 ）x1
 +（α2
 +α3
 ）x2
 +…+（αn
 +α1
 ）xn
 =0没有非零解．


【例10】
 　线性方程组

[image: 245-2-1]


λ为何值时，方程组无解？λ为何值时，方程组有解？方程组有解时，求其全部解．


【解】方法一
 　将增广矩阵用高斯消元法化成阶梯形矩阵：

[image: 245-3-1]


（1）当λ≠1且λ≠-2时，r（A）=r（A|b）=3，方程组有唯一解．回代方程得唯一解

[image: 245-4-1]


（2）当λ=1时，方程组有无穷多解．由于r（A）=r（A|b）=1，故方程组有两个（n-1=2）自由未知量x2
 ，x3
 ，赋值（1，0），（0，1），得齐次方程组的基础解系为ξ1
 =［-1，1，0］T
 ，ξ2
 =［-1，0，1］T
 ，非齐次方程组的一个特解为η=［1，0，0］T
 ，故λ=1时，非齐次方程组的通解为k1
 ξ1
 +k2
 ξ2
 +η，其中k1
 ，k2
 是任意常数．

（3）λ=-2时，r（A）=2≠r（A|b）=3，方程组无解．


方法二
 　方程组的系数矩阵是3阶方阵，故可利用克拉默法则，先讨论方程组何时有唯一解，何时无解，何时有无穷多解．因

[image: 246-1]


（1）当λ≠1且λ≠-2时，方程组有唯一解．由

[image: 246-2-1]


（唯一解也可直接用克拉默法则求得．）

（2）当λ=1时，

[image: 246-3-1]


对应齐次方程组的基础解系为ξ1
 =［-1，1，0］T
 ，ξ2
 =［-1，0，1］T
 ，特解为η=［1，0，0］T
 ，故通解为k1
 ξ1
 +k2
 ξ2
 +η，其中k1
 ，k2
 是任意常数．

（3）当λ=-2时，

[image: 246-4-1]


r（A）=2≠r（A|b）=3，方程组无解．


【评注】
 　方程组中引入参数，增加了问题的综合性、全面性，从而提高了难度，读者应给予重视．


【例11】
 　设[image: 246-5-1]
 ，当a，b为何值时，存在矩阵C使得AC-CA=B，并求所有矩阵C．


【解】
 　设[image: 246-6-1]
 ．那么AC-CA=B即

[image: 247-1]


对增广矩阵作初等行变换，有

[image: 247-2-1]


当a≠-1或b≠0时，方程组无解．

当a=-1，且b=0时，方程组有解．此时有在矩阵C满足AC-CA=B．

由于方程组的通解为

[image: 247-3-1]


故当且仅当a=-1，b=0时，存在矩阵

[image: 247-4-1]



【评注】
 　这是2013年考得比较差的一道题，计算上失误非常严重，希望大家复习时要重视基本计算. 由于矩阵方程已无法进一步化简.故采用“侍定元素法”设[image: 278-01-b]
 ，代入方程求元素xi
 ，i=1，2，3，4从而求出C.

三、基础解系


【例12】
 　设ξ1
 ，ξ2
 ，ξ3
 是方程组AX=0的基础解系，则下列向量组中也是方程组AX=0的基础解系的是

（A）ξ1
 -ξ2
 ，ξ2
 -ξ3
 ，ξ3
 -ξ1
 ．

（B）ξ1
 +ξ2
 ，ξ2
 -ξ3
 ，ξ3
 +ξ1
 ．

（C）ξ1
 +ξ2
 -ξ3
 ，ξ1
 +2ξ2
 +ξ3
 ，2ξ1
 +3ξ2
 ．

（D）ξ1
 +ξ2
 ，ξ2
 +ξ3
 ，ξ3
 +ξ1
 ．



解题思路
 　本题基础解系应由三个线性无关解向量组成，题设的四个选项均是三个向量，且由解的性质知，三个向量均是解向量，故关键是看哪个选项是线性无关向量组．




【分析】
 　应选（D）．

（A）因（ξ1
 -ξ2
 ）+（ξ2
 -ξ3
 ）+（ξ3
 -ξ1
 ）=0，

（B）因-（ξ1
 +ξ2
 ）+（ξ2
 -ξ3
 ）+（ξ3
 +ξ1
 ）=0，

（C）因（2ξ1
 +3ξ2
 ）=（ξ1
 +ξ2
 -ξ3
 ）+（ξ1
 +2ξ2
 +ξ3
 ），

故（A）（B）（C）中向量组都是线性相关的，由排除法，应选（D）．

（D）ξ1
 ，ξ2
 ，ξ3
 线性无关时，ξ1
 +ξ2
 ，ξ2
 +ξ3
 ，ξ3
 +ξ1
 是线性无关的．有关证明，请参阅第三章例7．故应选（D）．


【例13】
 　设A是n阶矩阵，其伴随矩阵A*
 ≠O，ξ1
 ，ξ2
 ，ξ3
 ，ξ4
 是AX=b的互不相同的解，则对应的齐次线性方程组AX=0的基础解系的向量个数是

（A）1个．

（B）2个．

（C）3个．

（D）4个．


【分析】
 　应选（A）．

因方程组AX=b有四个不同的解，不是唯一解，故r（A）=r（A|b）<n．又A*
 ≠O，A*
 中至少有一个元素Aij
 ≠0，即r（A）≥n-1，从而r（A）=n-1，对应的齐次线性方程组的基础解系只由一个非零向量组成，故选（A）．


【评注】
 　有人认为四个不同的向量ξ1
 ，ξ2
 ，ξ3
 ，ξ4
 都是AX=b的解，从而ξ1
 -ξ2
 ，ξ1
 -ξ3
 ，ξ1
 -ξ4
 是对应齐次方程的解，故应选（C），这是错误的，应注意“不同的解”与“线性无关解”之间的区别．题设条件中只是不同的解，并非线性无关解，题设条件下的方程AX=b有通解kξ+η，其中k是任意常数，可任取，不同的解有无穷多个，但对应的齐次方程组AX=0的基础解系中只包含一个非零解向量，而任意两个解向量都是线性相关的．


【例14】
 　已知α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 是An×n
 X=0的基础解系，β1
 =aα1
 +bα2
 ，β2
 =aα2
 +bα3
 ，β3
 =aα3
 +bα4
 ，β4
 =aα4
 +bα1
 ，问a，b满足什么条件时，β1
 ，β2
 ，β3
 ，β4
 也是AX=0的基础解系．



解题思路
 　α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 是AX=0的基础解系⇔①Aαi
 =0，i=1，2，3，4．②α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 线性无关．③n-r（A）=4．若①Aβi
 =0，i=1，2，3，4．②β1
 ，β2
 ，β3
 ，β4
 线性无关．③r（B）=r（β1
 ，β2
 ，β3
 ，β4
 ）=n-4时，则β1
 ，β2
 ，β3
 ，β4
 也是AX=0的基础解系．




【解】
 　（1）因Aαi
 =0　i=1，2，3，4．故Aβi
 =A（aαi
 +bαi+1
 ）=0（记α5
 =α1
 ）　i=1，2，3，4．故任何a，b，βi
 　i=1，2，3，4均是AX=0的解．

（2）设　k1
 β1
 +k2
 β2
 +k3
 β3
 +k4
 β4
 =0

即　k1
 （aα1
 +bα2
 ）+k2
 （aα2
 +bα3
 ）+k3
 （aα3
 +bα4
 ）+k4
 （aα4
 +bα1
 ）=0．

整理得　（k1
 a+k4
 b）α1
 +（k2
 a+k1
 b）α2
 +（k3
 a+k2
 b）α3
 +（k4
 a+k3
 b）α4
 =0

因α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 是基础解系，线性无关，上式成立．当且仅当

[image: 248-1]


若D=a4
 -b4
 ≠0，即a≠±b时，方程组唯一零解．从而β1
 ，β2
 ，β3
 ，β4
 线性无关．

（3）向量组β1
 ，β2
 ，β3
 ，β4
 向量个数也是4个．即n-r（A）=4．

由（1），（2），（3）知，当a≠±b时，β1
 ，β2
 ，β3
 ，β4
 也是AX=0的基础解系．


【评注】
 　1°　β1
 ，β2
 ，β3
 ，β4
 线性无关的条件也可利用关系式：

[image: 248-2-1]


若|C|≠0，C可逆，则α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 线性无关⇔β1
 ，β2
 ，β3
 ，β4
 线性无关．

2°　注意：当a=b或a=-b时，向量组β1
 ，β2
 ，β3
 ，β4
 是线性相关的，β1
 ，β2
 ，β3
 ，β4
 不是AX=0的基础解系．

四、AX=0的系数行向量和解向量的关系，由AX=0的基础解系反求A

齐次线性方程组

[image: 249-1]


有解β=［b1
 ，b2
 ，…，bn
 ］，即

ai1
 b1
 +ai2
 b2
 +…+ain
 bn
 =0　（i=1，2，…，m）．

故AX=0的系数行向量αi
 和解向量β有如下关系

（1）记αi
 =［ai1
 ，ai2
 ，…，ain
 ］（i=1，2，…，m），上式即为

αi
 βT
 =0　（i=1，2，…，m），（*）

故A的行向量αi
 与AX=0的解向量β是正交向量．

（2）将式（*）两边转置，得

[image: 249-2-1]


即将解向量作齐次方程组的行向量时，A的行向量即是该方程组的解向量．


【例15】
 　已知两个方程四个未知量的齐次线性方程组的通解为X=k1
 ［1，0，2，3］T
 +k2
 ［0，1，-1，1］T
 ，求原方程组．


【解】
 　设两个方程四个未知量的齐次线性方程组为

A2×4
 X=0，

[image: 249-3-1]



【评注】
 　方程组表达式不唯一，但均是同解方程组.


【例16】
 　设αi
 =［ai1
 ，ai2
 ，…，ain
 ］（i=1，2，…，m）为齐次线性方程组

[image: 249-4-1]


的行向量，且行向量组的秩r（α1
 ，α2
 ，…，αm
 ）=m，已知方程组①有非零解β=［b1
 ，b2
 ，…，bn
 ］，证明向量组α1
 ，α2
 ，…，αm
 ，β线性无关.



解题思路
 　β是方程组①的非零解，即有

ai1
 b1
 +ai2
 b2
 +…+ain
 bn
 =0，

表示成向量形式是

αi
 βT
 =0　（i=1，2，…，m），

即β与αi
 （i=1，2，…，m）都正交．利用正交性证明向量组线性无关．




【证明】方法一
 　利用线性无关定义．

设有数k0
 ，k1
 ，k2
 ，…，km
 ，使得

k0
 β+k1
 α1
 +k2
 α2
 +…+km
 αm
 =0，②

式②两边右乘βT
 ，得

k0
 β βT
 +k1
 α1
 βT
 +k2
 α2
 βT
 +…+km
 αm
 βT
 =0．　③

因β是方程组①的非零解，故有αi
 βT
 =0，i=1，2，…，m，因β βT
 ≠0，从而由上式得

k0
 β βT
 =0，k0
 =0．

将k0
 =0代入式②得　k1
 α1
 +k2
 α2
 +…+km
 αm
 =0．　④

由于r（α1
 ，α2
 ，…，αm
 ）=m，α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性无关，故k1
 =k2
 =…=km
 =0，又k0
 =0，故α1
 ，α2
 ，…，αm
 ，β线性无关．


方法二
 　因r（α1
 ，α2
 ，…，αm
 ）=m，α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性无关，要证β，α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性无关，只需证明β不能由α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性表出．用反证法，假设β可由向量组α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性表出，设为

β=k1
 α1
 +k2
 α2
 +…+km
 αm
 ，⑤

式⑤两边右乘βT
 ，因αi
 βT
 =0（i=1，2，…，m），

故　β βT
 =k1
 α1
 βT
 +k2
 α2
 βT
 +…+km
 αm
 βT
 =0．

这和β是方程组的非零解，[image: 250-1]
 矛盾，故β不能由向量组α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性表出，从而得证向量组α1
 ，α2
 ，…，αm
 ，β线性无关．

五、线性方程组系数列向量与解向量的关系

设Ax=［α1
 ，α2
 ，…，αn
 ］x=0有解ξ=（c1
 ，c2
 ，…，cn
 ）T
 ，即

c1
 α1
 +c2
 α2
 +…+cn
 αn
 =0，

故Ax=0的解是A的列向量线性组合为零的线性组合系数.

设Ax=［α1
 ，α2
 ，…，αn
 ］x=b有解η=（l1
 ，l2
 ，…，ln
 ）T
 ，即

l1
 α1
 +l2
 α2
 +…+ln
 αn
 =b，

故Ax=b的解是b可由α1
 ，α2
 ，…，αn
 线性表出的表出系数.

初等行变换不改变线性方程组的解，即

[image: 282-01-b]


且任何对应的部分列向量组组成的方程组也是同解. 即

[image: 282-02-b]



【评注】
 　这里A′，α′i
 表示初等行变换后得到的矩阵和向量，并不表示转置.本书转置专用AT
 ，αT
 .


【例17】
 　设Ax=［α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 ］x=0有通解k［1，0，-1，2］T
 ，其中k是任意常数，则下列方程组中有非零解的是

（A）（α1
 ，α2
 ，α3
 ）x=0.

（B）（α1
 ，α2
 ，α4
 ）x=0.

（C）（α1
 ，α3
 ，α4
 ）x=0.

（D）（α2
 ，α3
 ，α4
 ）x=0.


【解】
 　应选（C）.

（α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 ）x=0有通解k［1，0，-1，2］T
 ，即有

α1
 +0α2
 -α3
 +2α4
 =α1
 -α3
 +2α4
 =0

故方程组（α1
 ，α3
 ，α4
 ）x=0有非零解［1，-1，2］T
 .


【评注】
 　A是m×4矩阵，基础解系有一个线性无关解向量组成，知r（A）=3，（m≥3），其中（A）、（B）、（D）中三个方程组的列向量组线性无关，（请读者用反证法证明）. 相应的方程组惟一零解.


【例18】
 　设线性方程组

α1
 x1
 +α2
 x2
 +α3
 x3
 +α4
 x4
 =β，

其中αi
 ，i=1，2，3，4及β均是四维列向量，有通解

k［-2，3，1，0］T
 +［4，-1，0，3］T
 ．

（1）问β能否由α2
 ，α3
 ，α4
 线性表出，若能表出，则表出之；若不能表出，说明理由．

（2）α4
 能否由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表出，说明理由．

（3）求线性方程组

［α1
 +β，α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 ］X=β

的通解．



解题思路
 　本题方程组有通解k［-2，3，1，0］T
 +［4，-1，0，3］T
 ，其中齐次方程组的解，是α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 线性组合为零的线性组合系数，且k任意.非齐次方程组的解（或特解）是β可由α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 线性表出的表出系数，k任意，表出法不唯一. 且由通解知，r（α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 ）=r（α1
 ，α2
 ，α2
 ，α4
 ，β）=3.




【解】
 （1）β可由α2
 ，α3
 ，α4
 线性表出．

由题设条件知，β可由α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 线性表出，且β=（-2k+4）α1
 +（3k-1）α2
 +kα3
 +3α4
 ，其中k是任意常数．

当α1
 的系数-2k+4=0，即k=2时，得β由α2
 ，α3
 ，α4
 的表出式如下

β=5α2
 +2α3
 +3α4
 ．

（2）α4
 不能由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表出．

由方程组的通解知

r（α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 ）=r（α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 ，β）=3．

且　-2α1
 +3α2
 +α3
 =0，

得　α3
 =2α1
 -3α2
 ．　①

若α4
 可由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表出，设为

α4
 =k1
 α1
 +k2
 α2
 +k3
 α3
 ，

将①式α3
 =2α1
 -3α2
 代入上式，得

α4
 =k1
 α1
 +k2
 α2
 +k3
 α3


=（k1
 +2k3
 ）α1
 +（k2
 -3k3
 ）α2
 ．　②

由①，②知，r（α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 ）≤2，这和r（α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 ）=3矛盾，故α4
 不能由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表出．

（3）由于方程组

（α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 ）X=β

有解　k［-2，3，1，0］T
 +［4，-1，0，3］T
 ，

知　r［α1
 +β，α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 ］=r［α1
 +β，α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 ，β］=r［α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 ］=3，

故方程组　（α1
 +β，α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 ）X=β

有解，其通解的结构形式为k1
 ξ1
 +k2
 ξ2
 +η，其中ξ1
 ，ξ2
 是对应的齐次方程组的基础解系，η是非齐次方程的一个特解．

显然0·（α1
 +β）+4α1
 -α2
 +0·α3
 +3α4
 =β，得η1
 =［0，4，-1，0，3］T


0·（α1
 +β）-2α1
 +3α2
 +α3
 +0·α4
 =0，得ξ=［0，-2，3，1，0］T


（α1
 +β）-α1
 +0·α2
 +0·α3
 +0α4
 =β，得η2
 =［1，-1，0，0，0］T


得所求方程组的通解为（其中ξ与η1
 -η2
 不成比例，线性无关）

k1
 ξ+k2
 （η1
 -η2
 ）+η1
 =k1
 ［0，-2，3，1，0］T
 +k2
 ［-1，5，-1，0，3］T
 +［0，4，-1，0，3］T
 ．

六、两个方程组的公共解

方程组Am×n
 X=0和Bs×n
 X=0的公共解是满足方程组[image: 251-1]
 的解．

[image: 283_0001]



【例19】
 　设线性方程组

[image: 251-2-1]


（1）分别求方程组（Ⅰ），（Ⅱ）的基础解系．

（2）求方程组（Ⅰ），（Ⅱ）的公共解．


【解】
 　（1）由方程组即得

[image: 251-3-1]


（2）方法一
 　直接解（Ⅰ），（Ⅱ）的联立方程组，即解[image: 252-1]
 ．因

[image: 252-2-1]


故得公共解为k［-1，1，2，1］T
 ，其中，k是任意常数．


方法二
 　在方程组（Ⅰ）（或（Ⅱ））的通解中找出满足方程组（Ⅱ）（或（Ⅰ））的解，即是（Ⅰ），（Ⅱ）的公共解．

方程组（Ⅰ）的通解为k1
 ξ1
 +k2
 ξ2
 =［-k2
 ，k2
 ，k1
 ，k2
 ］T
 ，代入方程组（Ⅱ），得

[image: 252-3-1]


解得k1
 =2k2
 ，代入方程组（Ⅰ）的通解，得方程组（Ⅰ），（Ⅱ）的公共解是［-k2
 ，k2
 ，2k2
 ，k2
 ］T
 =k2
 ［-1，1，2，1］T
 ，其中k2
 是任意常数．


方法三
 　从方程组（Ⅰ），（Ⅱ）的通解中找出公共解．

（Ⅰ）的通解为k1
 ξ1
 +k2
 ξ2
 ，（Ⅱ）的通解为λ1
 η1
 +λ2
 η2
 ，则公共解应满足k1
 ξ1
 +k2
 ξ2
 =λ1
 η1
 +λ2
 η2
 ，即

[image: 252-4-1]


由上式可得　k2
 =λ2
 ；　k2
 =λ1
 -λ2
 ；　k1
 =λ1
 ；　k2
 =λ2
 ．

故　k2
 =λ1
 -λ2
 =k1
 -k2
 ，得2k2
 =k1
 ；

或　k2
 =λ2
 =λ1
 -λ2
 ，得λ1
 =2λ2
 ．

因此，公共解为　2k2
 ξ1
 +k2
 ξ2
 =k2
 ［2ξ1
 +ξ2
 ］=k2
 ［-1，1，2，1］T
 ，其中k2
 是任意常数；或2λ2
 η1
 +λ2
 η2
 =λ2
 （2η1
 +η2
 ）=λ2
 ［-1，1，2，1］T
 ，其中λ2
 是任意常数．


【评注】
 　本题除给出两个方程组，求其公共解之外，还可转化成给出一个方程组和另一个方程组的通解（或基础解），然后求公共解（求解方法二），或者给出两个方程组的通解（或基础解系），然后求公共解（求解方法三）.当然也可将一个方程组改成满足某个（或某些）条件（其实满足另一个方程组就是满足某些条件）方程组，再求解.

七、同解方程组


【例20】
 　设线性方程组

[image: 252-5-1]


和线性方程组

[image: 253-1]


是同解方程组，试确定参数a，b的值．


【解】
 　方程组②的解必满足方程组①，若方程组①的解满足方程组②，则方程组①②同解．


方法一
 　对方程组②的系数矩阵作初等行变换，（其中前三行是方程组①的系数矩阵）

[image: 253-2-1]


故当a=13，b任意时，方程组①②的解是同解方程组．


方法二
 　当方程组②中第4个方程可由前三个方程线性表出，即由方程组①的三个方程线性表出时，方程组①②是同解方程．即

x1
 +2x2
 +ax3
 +bx4
 =k1
 （x1
 +3x3
 +5x4
 ）+k2
 （x1
 -x2
 -2x3
 +2x4
 ）+k3
 （2x1
 -x2
 +x3
 +3x4
 ）

对应系数相等，得

[image: 253-3-1]


对上述非齐次方程组增广矩阵作初等行变换

[image: 253-4-1]


故a=13，b任意值时，方程组①，②是同解方程组．


【例21】
 　证明：若方程组

[image: 253-5-1]


和方程组

[image: 254-1]


是同解方程组．


【证明】
 　　方程组以矩阵形式表示，设

[image: 254-2-1]


则问题变为：

已知（Ⅰ）AY=b有解（设为η），

[image: 254-3-1]


是同解方程组．

（1）显然方程组（Ⅲ）的解必满足方程组（Ⅱ）．

（2）因AY=b有解，故r（A）=r（A|b），即[image: 254-4-1]
 ，故方程组（Ⅱ），（Ⅲ）的基础解系的线性无关向量个数相等．

由（1），（2）知，方程组（Ⅱ）和（Ⅲ）是同解方程组．


【例22】
 　设A是n阶实矩阵，AT
 是A的转置矩阵．

证明：（1）方程组（Ⅰ）AX=0和（Ⅱ）AT
 AX=0是同解方程组．

（2）r（A）=r（AT
 A）=r（AAT
 ）．


【证明】
 　（1）若存在X，使AX=0，则两边左乘AT
 ，得AT
 AX=0，故方程组（Ⅰ）的解必是方程组（Ⅱ）的解．

若存在X，使AT
 AX=0，则两边左乘XT
 ，得XT
 AT
 AX=（AX）T
 AX=0．

因A是实矩阵，AX是实向量，设AX=［a1
 ，a2
 ，…，an
 ］T
 ，则[image: 254-5-1]
 ，得ai
 =0（i=1，2，…，n），故AX=0，从而知方程组（Ⅱ）的解必是方程组（Ⅰ）的解．

由（1），（2）知，方程组（Ⅰ），（Ⅱ）是同解方程组．

（2）因AX=0和AT
 AX=0是同解方程组，它们有相同的基础解系，故

r（A）=r（AT
 A），

又因r（A）=r（AT
 ）=r（（AT
 ）T
 AT
 ）=r（AAT
 ）．


【评注】
 　（1）若A是m×n实矩阵，AX=0和AT
 AX=0也是同解方程组．

（2）当A是m×n实矩阵时，同样有

r（A）=r（AT
 A）=r（AAT
 ）．

八、线性方程组的有关杂题


【例23】
 　设ξ=［a1
 ，a2
 ，…，an
 ］T
 ，[image: 254-6-1]
 ，证明：|E-ξξT
 |=0．



解题思路
 　|E-ξξT
 |=0 ⇔ （E-ξξT
 ）X=0有非零解．




【证明】
 　构造齐次线性方程组

（E-ξξT
 ）X=0．　（*）

因　（E-ξξT
 ）ξ=ξ-ξξT
 ξ=ξ-ξ（ξT
 ξ）=0，

故方程组（*）有非零解ξ，从而得证

|E-ξξT
 |=0．


【评注】
 　证明行列式为零，除直接计算验证外，还可以主动构造相应的齐次线性方程组，证明其有非零解，而非零解一般是从题设条件中找．


【例24】
 　设A是n阶矩阵，满足A2
 =A，且A≠E，证明|A|=0．


【证明】
 　根据题设条件A2
 =A，A≠E，有

A2
 -A=A（A-E）=O．　（*）

A≠E，故A-E≠O，

将A-E以列分块知，A-E的每一列均是方程组

AX=0

的解向量．由于A-E≠O，故A-E中至少有一列不等于零，故AX=0至少有一个非零解，从而得证|A|=0．


【评注】
 　有人将式（*）两边取行列式，得

|A（A-E）|=|A||A-E|=0．

因A≠E，故|A-E|≠0，从而得证|A|=0．这种证法正确吗？A≠E是否必有|A-E|≠0？


【例25】
 　（1）设a1
 ，a2
 …，an
 是n个互不相同的数，b1
 ，b2
 ，…，bn
 是任意一组任意给定的数．证明存在一个唯一的最高方次为n-1次的多项式

f（x）=c0
 +c1
 x+c2
 x2
 +…+cn-1
 xn-1


使得　f（ai
 ）=bi
 ．

（2）设a1
 =1，a2
 =2，a3
 =3，b1
 =0，b2
 =-1，b3
 =0，求f（x）=c0
 +c1
 x+c2
 x2
 使得f（ai
 ）=bi
 ，i=1，2，3．


【解】
 　（1）根据题意，有

[image: 255-1]


上述非齐次线性方程组①（未知量是c0
 ，c1
 ，…cn-1
 ），因其系数行列式是n阶范德蒙行列式，且a1
 ，a2
 ，…，an
 互不相同，故Dn
 =Vn
 ≠0，方程组存在唯一解．设为（c0
 ，c1
 ，…，cn-1
 ），从而得证有唯一的多项式f（x）=c0
 +c1
 x+c2
 x2
 +…+cn-1
 xn-1
 ，

使得　f（ai
 ）=bi
 　（i=1，2，…，n）．

（2）f（x）=c1
 +c2
 x+c3
 x2
 ，则由题设条件，得

[image: 255-2-1]


解以c0
 ，c1
 ，c2
 为未知量的线性非齐次方程组②，

[image: 255-3-1]


解得c2
 =1，c1
 =-4，c0
 =3，故所求多项式为f（x）=x2
 -4x+3，或由克拉默法则，

[image: 256-1]


故所求多项式为f（x）=3-4x+x2
 ．


【评注】
 　本例的几何意义是（1）使f（ai
 ）=bi
 ，即在平面上，曲线f（x）=c0
 +c1
 x1
 +…+cn-1
 xn-1
 过点Mi
 （ai
 ，bi
 ），i=1，2，…，n．故过互不相同的点Mi
 （ai
 ，bi
 ）（i=1，2，…，n）的形如f（x）=c0
 +c1
 x+c2
 x2
 +…+cn-1
 xn-1
 的曲线有且只有一条．

第（2）部分即是求过点M1
 （1，0），M2
 （2，-1），M3
 （3，0）的形如y=c0
 +c1
 x+c2
 x2
 的抛物线方程．


【例26】
 　设A是m×n矩阵，m<n，且A的行向量组线性无关，B是n×（n-m）矩阵，B的列向量组线性无关，且AB=O，已知η是齐次方程组AX=0的解，证明：By=η有唯一解．


【证明】
 　由题设条件知，r（A）=m，r（B）=n-m，又AB=O，

故B的每一列都是AX=0的解．因r（Am×n
 ）=m，AX=0有n-m个线性无关解，组成基础解系，而B的n-m列β1
 ，β2
 ，…，βn-m
 即是AX=0的线性无关解，是AX=0的基础解系．已知η是AX=0的一个解，η可由基础解系β1
 ，β2
 ，…，βn-m
 线性表出，且表出法唯一，即线性方程组By=η有唯一解．

小结

线性方程组是线性代基础内容之一，有广泛的实际应用．

首先要会解线性方程组．解线性方程组的主要方法是高斯消元法，即利用初等行变换，因初等行变换不改变方程组的解．特别是含有参数的方程组的求解，有关参数的讨论不能遗漏，应培养良好的计算习惯．特殊情况可考虑用克拉默法则．

齐次线性方程组AX=0总是有解的，至少有零解，问题是何时有非零解，有多少非零解，如何表达这些非零解？关键是理解基础解系的概念，并掌握基础解系的求法．掌握AX=0中未知量的个数，r（A）及基础解系中线性无关解的个数三者之间的关系．

非齐次线性方程组AX=b，要会利用r（A）与r（A|b）的关系判别无解，唯一解，无穷多解．掌握解的结构．

线性方程有三种表示形式，利用向量的表示形式，理解AX=0的解与A的列向量的关系，AX=b的解与b及A的列向量的关系，利用向量的内积运算理解A的行向量与AX=0的解向量的关系．在证明某些有关方程组的命题时，尽量利用方程组的向量形式或矩阵形式是方便的．

两个方程组的公共解，同解方程组是方程组问题的推广．


第五章　特征值、特征向量、相似矩阵

考点与要求



了解
 　矩阵可相似的对角化的充分必要条件．


理解
 　矩阵的特征值、特征向量的概念，矩阵相似的概念．


掌握
 　矩阵特征值的性质，求矩阵特征值和特征向量的方法，相似矩阵的性质，将矩阵化为相似对角矩阵的方法，实对称矩阵的特征值和特征向量的性质．



内容精讲

[image: 001-01]
 1　特征值、特征向量

一、定义


定义5.1　特征值，特征向量
 A是n阶方阵，如果对于数λ，存在非零向量α，使得

Aα=λα　（α≠0）　①

成立，则称λ是A的特征值
 ，α是A的对应于λ的特征向量
 ．

[image: 289_0001]



定义5.2
 　由式①得，（λE-A）α=0，因α≠0，故

[image: 257-1]


式②称为A的特征方程
 ，是未知元素λ的n次方程，在复数域内有n个根，式②的左端多项式称为A的特征多项式
 ，矩阵λE-A称为特征矩阵
 ．

二、特征值的性质

设A=［aij
 ］n×n
 ，λi
 （i=1，2，…，n）是A的特征值，则

[image: 257-2-1]


三、求特征值、特征向量的方法


方法一
 　设A=［aij
 ］n×n
 ，则由|λE-A|=0求出A的全部特征值λi
 ，再由齐次线性方程组

（λi
 E-A）X=0

求出A的对应于特征值λi
 的特征向量．基础解系即是A的对应于λi
 的线性无关特征向量，通解即是A的对应于λi
 的全体特征向量（除0向量）．

例如　对角阵[image: 258-1]
 、上（下）三角阵的特征值，即是主对角元素．


方法二
 　利用定义，凡满足关系式Aα=λα的数λ即是A的特征值，α（α≠0）即是A的对应于λ的特征向量．一般用于抽象矩阵，或元素为文字的矩阵．

例如　若齐次线性方程组AX=0有基础解系α1
 ，α2
 ，…，αn-r
 ，因Aαi
 =0=0αi
 ，i=1，2，…，n-r，故α1
 ，α2
 ，…，αn-r
 是A的对应于λ=0的特征向量．故当|A|=0时，A有特征值λ=0．

[image: 001-01]
 2　相似矩阵、矩阵的相似对角化

一、定义


定义5.3（相似矩阵）
 　设A，B都是n阶矩阵，若存在可逆矩阵P，使得P-1
 AP=B，则称A相似于B，记成A～B．若A～Λ，其中Λ是对角阵，则称A可相似对角化．Λ是A的相似标准形．

[image: 290_0001]


二、矩阵可相似对角化的充分必要条件


定理5.1
 　n阶矩阵A可对角化⇔A有n个线性无关的特征向量．


定理5.2
 　λ1
 ≠λ2
 是A的特征值⇒A的对应于λ1
 ，λ2
 的特征向量α1
 ，α2
 线性无关．

[image: 290_0002]



推论
 　n阶矩阵A有n个互不相同的特征值λ1
 ≠λ2
 ≠…≠λn
 ，⇒A有n个线性无关特征向量α1
 ，α2
 ，…，αn
 ．⇔A可相似于对角阵．取P=［α1
 ，α2
 ，…，αn
 ］，则有P-1
 AP=Λ，其中[image: 258-2-1]
 ，注意α1
 ，α2
 ，…，αn
 排列次序应与λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 的排列次序一致．


定理5.3
 　λ是n阶矩阵A的ri
 重特征值，则其对应的线性无关特征向量个数少于等于ri
 个．


推论
 　n阶矩阵A可相似对角化⇔A的每一个ri
 重特征值对应的线性无关特征向量个数等于该特征值的重数ri
 ．

当A的ri
 重特征值λi
 对应的线性无关特征向量个数少于
 特征值的重数ri
 时，A不能相似于对角阵．

[image: 258-5-1]


三、相似矩阵的性质及相似矩阵的必要条件


1. 性质


（1）A～A，反身性．

（2）若A～B ⇒ B～A，对称性．

（3）若A～B，B～C⇒A～C，传递性．


2. 两个矩阵相似的必要条件


[image: 259-1]


[image: 001-01]
 3　实对称矩阵的相似对角化

一、定义

[image: 259-2-1]


[image: 291_0001]


二、实对称阵的特征值，特征向量及相似对角化


定理5.4
 　实对称矩阵的特征值全部是实数．


定理5.5
 　实对称矩阵的属于不同特征值对应的特征向量相互正交．


定理5.6
 　实对称矩阵必相似于对角阵，即存在可逆阵P，使得P-1
 AP=Λ．且存在正交阵Q，使得Q-1
 AQ=QT
 AQ=Λ．

三、实对称矩阵正交相似于对角阵的步骤

（1）解特征方程|λE-A|=0，求出全部特征值：λ1
 ，λ2
 ，…，λr
 （均为实数）（若求得的是特征值的取值范围，则λ的取值范围应限于实数，去除复数．）．

（2）求（λi
 E-A）X=0的基础解系αi1
 ，αi2
 ，…，αiki

 ，i=1，2，…，r，即是A的属于特征值λi
 的线性无关的特征向量．求λi
 是ki
 重根，则必有ki
 个线性无关特征向量．（若求解方程（λi
 E-A）X=0的基础解系时，使αi1
 ，αi2
 ，…，αiki

 能相互正交更好，可免去下一步将αi1
 ，αi2
 ，…，αiki

 正交化的工作．）

（3）将每个属于λi
 的特征向量αi1
 ，αi2
 ，…，αiki

 正交化．（不同特征值对应的特征向量已相互正交）正交后的向量组记成βi1
 ，βi2
 ，…，βiki

 ．

（4）将全部特征向量单位化．得标准正交向量组记成

[image: 292-1-b]


（5）将n个单位正交特征向量合并成正交矩阵，记为

[image: 292-2-b]


此即是所求的正交阵，且有

Q-1
 AQ=QT
 AQ=Λ

其中Λ是由A的全部特征值组成的对角阵（注意[image: 260-2-1]
 的排列次序要求一致．）

本节内容与下一章“二次型”有紧密关系，请注意两者的联系．

例题分析

一、特征值，特征向量的求法


（1）数值矩阵的特征值、特征向量的求法



【例1】
 　求下列矩阵的特征值和特征向量：

[image: 260-3-1]


得A有特征值λ1
 =λ2
 =7，λ3
 =-2．

当λ1
 =λ2
 =7时，由（7E-A）X=0，即

[image: 260-4-1]


解得对应的特征向量为α1
 =［-1，2，0］T
 ，α2
 =［-1，0，1］T
 ，全体特征向量为k1
 α1
 +k2
 α2
 ，其中k1
 ，k2
 不全为零．

当λ3
 =-2时，由（-2E-A）X=0，即

[image: 260-5-1]


解得对应的特征向量为α3
 =［2，1，2］T
 ，全体特征向量为k3
 α3
 ，其中k3
 ≠0．

[image: 260-6-1]


[image: 261-1]


得特征值　λ1
 =λ2
 =λ3
 =-1．

当λ1
 =λ2
 =λ3
 =-1时，由（λE-A）X=0，即

[image: 261-2-1]


解得全部特向量为k［1，1，-1］T
 ，其中k为任意非零常数．


【评注】
 　在利用线性齐次方程（λE-A）X=0求A的对应于特征值λ的特征向量时，由于必有|λE-A|=0，故r（λE-A）<n，λE-A的行向量组必线性相关．方程组中至少有一个方程是多余的．例如

例1（1）中，λ1
 =λ2
 =7，r（7E-A）=1，方程组①只需解同解方程

2x1
 +x2
 +2x3
 =0即可．

λ3
 =-2，r（-2E-A）=2，方程组②只需解同解方程

[image: 261-3-1]


即可（去掉了多余的第一个方程）．

例1（2）中有同样的情况．


【例2】
 　设[image: 261-4-1]
 ，其中b≠0，求A的特征值和特征向量．


【解】方法一
 　由特征方程　|λE-A|=0求λ．

[image: 261-5-1]


得A的特征值为λ1
 =λ2
 =1-b（二重根），λ3
 =1+2b．

当λ=1-b时，由（λE-A）X=0，即

[image: 261-6-1]


其同解方程为　x1
 +x2
 +x3
 =0，②

得基础解系即A的对应于λ=1-b的线性无关的特征向量为α1
 =［1，-1，0］T
 ，α2
 =［1，0，-1］T
 （全体特征向量为k1
 α1
 +k2
 α2
 ，其中k1
 ，k2
 是不全为零的任意常数）．

当λ=1+2b时，由（λE-A）X=0，即

[image: 261-7-1]


因λ=1+2b是单根，对应的线性无关特征向量有且只有一个，因（λE-A）的每行元素之和为零，故有（解）特征向量α3
 =［1，1，1］T
 （全体特征向量为k3
 α3
 ，其中k3
 ≠0的任意常数．）（显然α3
 可从解方程③或者方程③的同解方程

[image: 262-1]


得到．）


方法二
 　由特征值、特征向量的定义求．

观察A，A的每行元素之和为1+2b，故有

[image: 262-2-1]


由定义知A有特征值λ=1+2b，对应的特征向量为α1
 =［1，1，1］T
 （全体特征向量为k1
 α1
 ，k1
 ≠0）．

又A中1，2行前两个元素为1，b和b，1；第3行前两个元素均是b，b，故有

[image: 262-3-1]


故知A有特征值λ2
 =1-b，对应的特征向量为α2
 =［1，-1，0］T
 ．

同理，因

[image: 262-4-1]


故知λ3
 =1-b，对应的特征向量为α3
 =［1，0，-1］T
 且λ2
 =λ3
 =1-b是二重特征值，对应的线性无关特征向量为

α2
 =［1，-1，0］T
 ，α3
 =［1，0，-1］T
 （全体特征向量为k2
 α2
 +k3
 α3
 ．其中k2
 ，k3
 是不全为零的任意常数）．


方法三
 　因

[image: 262-5-1]


故A=（1-b）E+B的特征值为λ1
 =λ2
 =1-b，λ3
 =1-b+3b=1+2b．

当μ1
 =μ2
 =0时，B有特征向量α1
 =［1，-1，0］T
 ，α2
 =［1，0，-1］T


当μ3
 =3b时，由［3bE-B］X=0，即

[image: 263-1]


得μ3
 =3b对应的特征向量为α3
 =［1，1，1］T
 ．

A的特征向量和B的特征向量一致（见例3，例4），故

当λ1
 =λ2
 =1-b时，A有特征向量α1
 =［1，-1，0］T
 ，α2
 =［1，0，-1］T
 ；

当λ=1+2b时，A有特征向量α3
 =［1，1，1］T
 ．


【评注】
 　方法一、方法二是求特征值、特征向量的两个基本思路和方法．一般数值矩阵（见例1）用方法一，抽象矩阵（见后面的例题）用方法二，方法三有一定的技巧，是将A分解成A=f（B），其中f是多项式，在B的特征值，特征向量特别好求时用．


（2）抽象矩阵特征值、特征向量的求法



【例3】
 　设n阶矩阵A有特征值λ，对应的特征向量为α．求kA，A2
 ，Ak
 ，f（A）的特征值和特征向量，其中f（x）是多项式，f（x）=a0
 +a1
 x+…+an
 xn
 ．


【解】
 　利用定义，由题设条件，A有特征值λ，对应的特征向量α

Aα=λα，（α≠0）．　①

式①两边乘k，得　kAα=kλα，②

故由式②知，kA有特征值kλ，特征向量仍是α．

式①两边左乘A，并代入式①，得

A2
 α=λAα=λ2
 α．　③

由式③知，A2
 有特征值λ2
 ，特征向量仍是α．

式①两边连乘k-1个A，并逐个代入式①，得

Ak
 α=λAk-1
 α=λ2
 Ak-2
 α=…=λk
 α．　④

由式④知，Ak
 有特征值λk
 ，特征向量仍是α．

由式①，②，③，④得

（a0
 E+a1
 A+a2
 A2
 +…+an
 An
 ）α

=a0
 α+a1
 Aα+a2
 A2
 α+…+an
 An
 α

=a0
 α+a1
 λα+a2
 λn
 α+…+an
 λn
 α=f（λ）α．　⑤

由式⑤知，f（A）有特征值f（λ），特征向量仍是α．


【评注】
 　1°已知A的特征值λ，对应的特征向量为α，求与A有关矩阵的特征值，特征向量，同样若A可逆，你会求A-1
 ，A*
 ，E-A-1
 的特征值和特征向量吗？请利用定义求之．

2°本题也可利用特征方程，如已知A有λ，α．求A2
 的特征值、特征向量，即已知

|λE-A|=0

两边左乘|λE+A|，得|λE+A||λE-A|=|λ2
 E-A2
 |=0

知A2
 有特征值λ2
 ，又（λE-A）α=0，α≠0，两边左乘，λE+A，得

（λE+A）（λE-A）α=（λ2
 E-A2
 ）α=0

知A2
 对应于λ2
 的特征向量为α．

[image: 295_0001]


3°已知A的λ、α，则与A有关矩阵的λ、α列表如，在其他问题中可直接使用．

[image: 295-1-b]



【例4】
 　设A是n阶矩阵，且满足A2
 =A（此时A称为幂等阵），

（1）求A的特征值的取值范围；

（2）证明E+A是可逆矩阵．


【解】（1）方法一
 　用定义．设A有特征值λ，其对应的特征向量为ξ，则

Aα=λα．

两边左乘A，得

A2
 α=λAα=λ2
 α．

又A2
 =A，故　A2
 α=Aα=λα，

从而得　λ2
 α=λα，（λ2
 -λ）α=0，α≠0，

λ2
 -λ=λ（λ-1）=0，

得A的特征值的取值范围是1或0．


方法二
 　用特征方程．

由题设条件，A2
 =A，故A-A2
 =A（E-A）=O．两边取行列式，得

|A（E-A）|=|A||E-A|=0，即|A|=0　或　|E-A|=0，

故A的特征值为0或1．


方法三
 　利用例3的结论．

由题设条件A2
 =A，故A2
 -A=O，设A有特征值为λ，则由例3知A2
 -A有特征值λ2
 -λ，但A2
 -A=O是零矩阵，其特特值为零，故有

λ2
 -λ=0，λ=0或1．

（2）由（1）知，满足A2
 =A的矩阵A的特征值的取值范围是0或1，E+A的特征值的取值范围是1或2，均不为0，故|E+A|≠0，得证E+A是可逆阵（或假设|E+A|=0，则-1是A的特征值，这和（1）中结论矛盾，故E+A是可逆矩阵．）


【评注】
 　（1）这是满足某些条件的矩阵A的特征值的求法：满足条件A2
 =A的矩阵很多，例如[image: 264-1]
 ，均有A2
 =A，而它们的特征值分别是1，1；1，0；0，0．由（1）可知，满足条件A2
 =A的矩阵的特征值的取值范围为0或1．但不能具体确定．

（2）类似的，若A2
 =O（幂零阵）或A2
 =E（幂幺阵），A的特征值的取值范围是什么？若A2
 -2A-3E=O呢？

（3）当A2
 =A（或A2
 =O，或A2
 =E）时，矩阵kE+A何时为可逆矩阵？

二、两个矩阵有相同的特征值的证明


【例5】
 　证明：（1）A和AT
 有相同的特征值；（2）若A～B，则A，B有相同的特征值．


【证明】
 　（1）因|λE-A|=|（λE-A）T
 |=|（λE）T
 -AT
 |=|λE-AT
 |，故A和AT
 有相同的特征值．

（2）由A～B知，存在可逆矩阵P，使得P-1
 AP=B，且

|λE-B|=|λE-P-1
 AP|=|λP-1
 P-P-1
 AP|

=|P-1
 （λE-A）P|=|P-1
 ||λE-A||P|=|λE-A|，

故A，B有相同的特征值．


【评注】
 　（1）证明两个矩阵有相同的特征值，只要证明它们有相同的特征方程即可．

（2）A～B的必要条件是A，B有相同的特征值，反之不成立．

例如，[image: 264-2-1]
 ，A，B有相同的特征值λ=0，但A，B不相似，因对任何可逆矩阵P，均有P-1
 AP=O≠B．


【例6】
 　设A，B是n阶矩阵，

（1）A，B均是对称阵，证明AB和BA有相同的特征值；

（2）A是可逆矩阵（或B是可逆矩阵），证明AB和BA有相同的特征值．


【证明】
 （1）方法一
 　（AB）T
 =BT
 AT
 =BA．故由上题知AB和（AB）T
 =BA有相同的特征值．


方法二
 　因AT
 =A，BT
 =B，故有

|λE-AB|=|（λE-AB）T
 |=|λE-（AB）T
 |

=|λE-BT
 AT
 |=|λE-BA|．

从而知，AB和BA的特征方程一样，故AB和BA有相同的特征值．

（2）由题设条件，A可逆，故有

A-1
 （AB）A=（A-1
 A）BA=BA，

故AB～BA．由上题，相似矩阵有相同的特征值，得证AB和BA有相同的特征值．

三、关于特征向量及其他给出特征值特征向量的方法


【例7】
 　已知A是三阶矩阵，非齐次线性方程组AX=β有通解k1
 α1
 +k2
 α2
 +3β，求A的特征值和特征向量．


【解】
 　因3β是AX=β的特解，故

[image: 265-1]


故3β是A的对应于[image: 265-2-1]
 的特征向量．

又　Aα1
 =0=0α1
 ，Aα2
 =0=0α2
 ，

故α1
 ，α2
 （线性无关）均是A的对应于特征值λ=0的特征向量．


【例8】
 　A是n阶矩阵，A的每行元素之和为3，求A的一个特征值及其所对应的特征向量．


【解】


[image: 265-3-1]


故A有一个特征值λ=3，对应的特征向量为α=［1，1，…，1］T
 ．


【评注】
 　例7，例8要注意已知条件与A的特征值、特征向量的联系．


【例9】
 　设n阶矩阵A有特征值λ0
 ，对应的特征向量为α．

（1）证明α也是A2
 的对应于[image: 265-4-1]
 的特征向量．

（2）反之，A2
 有特征向量α，问A是否必有特征向量α？

（3）设A是n阶可逆矩阵，满足A3
 α=λα，A5
 α=μα，证明α也是A的特征向量．


【证明】
 　（1）由题设Aα=λ0
 α．两边左乘A，得[image: 297-01-b]
 ，故α是A2
 的对应于[image: 265-6-1]
 的特征向量．

（2）反之不成立．例如，[image: 265-7-1]
 ，A2
 有特征值λ=0，对应的特征向量为[image: 298-01-b]
 ，但α2
 不是A的特征向量，因为对于任何λ，

[image: 298-02-b]


（3）若A3
 α=λα，则由（1）知，A6
 α=λ2
 α=AA5
 α．代入A5
 α=μα，得Aμα=λ2
 α．因A可逆，A5
 可逆，μ≠0，故[image: 298-03-b]
 ．从而知，α是A的对应于特征值[image: 266-4-1]
 的特征向量．


【例10】
 　（1）设λ1
 ，λ2
 是A的两个不同的特征值，α是对应于λ1
 的特征向量，证明α不是λ2
 的特征向量（即一个特征向量不能属于两个不同的特征值）．

（2）设α1
 ，α2
 是A的分别对应于不同特征值λ1
 ，λ2
 的特征向量，证明α1
 +α2
 不是A的特征向量．


【解】
 　（1）用反证法．由题设知　Aα=λ1
 α．

若α也是A的对应于λ2
 的特征向量，则有Aα=λ2
 α，

即得λ1
 α=λ2
 α．即（λ1
 -λ2
 ）α=0．由于α≠0，故λ1
 =λ2
 ，这和已知λ1
 ≠λ2
 矛盾，故一个特征向量不能属于两个不同的特征值．

（2）用反证法．

假设α1
 +α2
 是A的特征向量，其对应的特征值是μ，则有

A（α1
 +α2
 ）=μ（α1
 +α2
 ），

而由题设知　Aα1
 =λ1
 α1
 ，Aα2
 =λ2
 α2
 ，

故　A（α1
 +α2
 ）=Aα1
 +Aα2
 =λ1
 α1
 +λ2
 α2
 =μα1
 +μα2
 ，

从而有　（λ1
 -μ）α1
 +（λ2
 -μ）α2
 =0．

因不同特征值对应的特征向量线性无关，故有λ1
 =μ=λ2
 ，这与λ1
 ≠λ2
 矛盾，故不同特征值对应的特征向量之和不再是A的特征向量．

四、矩阵是否相似于对角阵


【例11】
 　（1）设A=［aij
 ］n×n
 是主对角元为1的上三角阵，且存在aij
 ≠0（i<j），问A是否相似于对角阵，说明理由．

（2）设n阶矩阵A≠O，但Ak
 =O（k为正整数），问A能否相似于对角阵，说明理由．


【解】
 　（1）A不能相似于对角阵，因

[image: 266-5-1]


故λ=1是A的n重特征值，而

[image: 266-6-1]


所以A的对应于λ=1的线性无关特征向量个数≤n-1，故A不能相似于对角阵．

（2）A不能相似于对角阵，

设A有特征值λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 ，则Ak
 有特征值[image: 266-7-1]
 ，又因Ak
 =O，故Ak
 的特征值全部为零，即有[image: 266-8-1]
 ，从而有λ1
 =λ2
 =…=λn
 =0．但[image: 0-266]
 ，r（0E-A）=r（-A）≥1，故由（0E-A）X=0知对应λ=0的线性无关特征向量个数<n．故A不能相似于对角阵．


【评注】
 　当线性无关特征向量个数少于特征值的重数时，A不能相似于对角阵. 问A=[image: 299-01-b]
 ，B=[image: 299-02-b]
 能相似于对角阵吗？说明理由.


【例12】
 　设[image: 267-1]
 ，f（x）=x3
 -2x+5，B=f（A）．问B能否相似于对角阵．说明理由？若能相似于对角阵，求可逆阵P，使得P-1
 BP=Λ．


【解】
 　A是实对称矩阵，AT
 =A，故BT
 =f（A）T
 =（A3
 -2A+5E）T


=（A3
 ）T
 -（2A）T
 +（5E）T


=A3
 -2A+5E=B，

B仍为实对称阵，故B必相似于对角阵．

求A的特征值、特征向量，

[image: 267-2-1]


故λ1
 =-1，λ2
 =λ3
 =2．

当λ1
 =-1时，由（-E-A）X=0，即

[image: 267-3-1]


得λ2
 =-1对应的特征向量为α1
 =［1，1，1］T
 ．

当λ2
 =λ3
 =2时，由（2E-A）X=0，即

[image: 267-4-1]


得λ2
 =λ3
 =2对应的线性无关特征向量为

α1
 =［1，-1，0］T
 ，α2
 =［1，0，-1］T
 ．

因Aα=λα，则Bα=f（A）α=f（λ）α．

故　B=f（A）=A3
 -2A+5E的特征值为f（λi
 ），其中

μ1
 =f（λ1
 ）=f（-1）=6，

μ2
 =μ3
 =f（λ3
 ）=f（2）=9，

而对应的特征向量仍是α1
 ，α2
 ，α3
 ，故知存在可逆阵P，

[image: 267-5-1]



【评注】
 　判别A是否相似于对角阵的步骤如下：

（1）看A是否是实对称阵，实对称阵必相似于对角阵．

（2）A不是实对称阵时，看A是否有n个互不相同的特征值，若有n个互不相同的特征值，则A相似于对角阵．

（3）若A有r重根的特征值，对应有r个线性无关特征向量，则A相似于对角阵，否则A不能相似于对角阵．

[image: 268-1]



【例13】
 　设A=［aij
 ］3×3
 ，r（A）=1．

（1）若[image: 268-2-1]
 ，i=1，2，3．问A能否相似于对角阵，若不能，说明理由；若能，请写出可逆阵P和对角阵Λ，使得P-1
 AP=Λ．

（2）若[image: 268-3-1]
 ，问A能否相似于对角阵，若不能，说明理由；若能，请写出可逆阵P和对角阵Λ，使P-1
 AP=Λ．



解题思路
 　A～Λ⇔A有n个线性无关特征向量．




【解】
 　（1）r（A）=1，A是三阶矩阵，AX=0有基础解系α1
 ，α2
 ，即是A的对应于λ=0的线性无关特征向量．又A的每行元素和为3，故有

[image: 268-4-1]


故知A有特征值λ3
 =3，对应的特征向量α3
 =［1，1，1］T
 知存在可逆阵P=［α1
 ，α2
 ，α3
 ］，使得

[image: 268-5-1]


（2）由（1）知r（A）=1，A有特征值λ1
 =λ2
 =0，其对应的特征向量即是AX=0的基础解系α1
 ，α2
 ．

又A的主对角元之和为0，由[image: 268-6-1]
 得λ3
 =-（λ1
 +λ2
 ）=0，故λ=0是A的3重特征值．但线性无关的特征向量只有2个（对应于λ3
 =0的特征向量必可由AX=0的基础解系线性表出．）故A不能相似于对角阵．


【评注】
 　1°本题的实例为

[image: 268-7-1]


五、利用特征值、特征向量及相似矩阵确定参数


【例14】
 　设[image: 269-1]
 ，已知α=［1，k，1］T
 是A-1
 的特征向量，求k及A-1
 的特征向量α所对应的特征值．


【解】
 　α是A-1
 的特征向量，也是A的特征向量．设A的其对应的特征值为μ，则

[image: 301-01-b]



【评注】
 　已知A-1
 的特征向量，因A，A-1
 有相同的特征向量，故不必求出A-1
 ．

六、由特征值、特征向量反求A

[image: 301_0001]



【例15】
 　设A是三阶矩阵，三个特征值分别是λ1
 =1，λ2
 =2，λ3
 =3，其对应的特征向量分别为α1
 =［0，0，1］T
 ，α2
 =［0，1，1］T
 ，α3
 =［1，1，1］T
 ，求A．


【解】
 　利用相似对角阵，由题设条件知，λ1
 ≠λ2
 ≠λ3
 ，α1
 ，α2
 ，α3
 线性无关，则存在可逆阵P=［α1
 ，α2
 ，α3
 ］，使得

[image: 269-3-1]



【例16】
 　设A是三阶实对称矩阵，λ1
 =-1，λ2
 =λ3
 =1是A的特征值，对应于λ1
 =-1的特征向量为α1
 =［0，1，1］T
 ，求A．



解题思路
 　A是实对称阵，A必相似于对角阵，对应λ2
 =λ3
 =1二重特征值，必有两个线性无关特征向量，且必与α1
 正交，利用在三维空间中任意与α1
 正交的非零向量均是λ2
 =λ3
 =1的特征向量，求出α2
 ，α3
 ，从而求得可逆阵P（或正交阵Q），最后求出矩阵A．




【解】方法一
 　利用相似对角阵反求A．设对应于λ2
 =λ3
 =1的特征向量为α=［x1
 ，x2
 ，x3
 ］T
 ，α1
 与α正交，故α应满足

[image: 302-01-b]


解得　α2
 =［1，0，0］T
 ，α3
 =［0，1，-1］T
 ，

得可逆阵P=［α1
 ，α2
 ，α3
 ］，使得

[image: 270-1]



方法二
 　利用正交相似于对角阵，反求A．

[image: 302-02-b]



【评注】
 　（1）实对称阵，不同特征值对应的特征向量相互正交，从而反求A时，不必给出全部特征向量，这里实对称的条件是重要的．

（2）方法二中用正交相似于Λ来反求A，由于正交阵Q满足QT
 =Q-1
 ，用转置来实现求逆，减少了求逆计算工作量是方便的．

七、矩阵相似及相似标准形


1．相似矩阵



【例17】
 　A，B均是n阶矩阵，有|A|≠0，证明：AB相似于BA．


【证明】
 　因|A|≠0，故A可逆，取P=A，则

A-1
 （AB）A=（A-1
 A）BA=BA，

故　AB～BA．


【评注】
 　要证AB～BA，即证存在可逆矩阵P，使得P-1
 （AB）P=BA，这个可逆矩阵哪里找？要从题设的已知条件中找，即取P=A．


2．矩阵的相似标准形



【例18】
 　设矩阵[image: 270-3-1]
 ，问k为何值时，存在可逆矩阵P，使得P-1
 AP为对角阵，并求出P和相应的对角阵．


【解】
 　A能相似于对角阵⇔A应有三个线性无关的特征向量．由

[image: 271-1]


得，A有特征值λ1
 =λ2
 =-1，λ3
 =1．

因A～Λ⇔故对应特征值λ1
 =λ2
 =-1应有两个线性无关的特征向量，⇔r（-E-A）=1．

由

[image: 271-2-1]


知，k=0．

当λ1
 =λ2
 =-1时，有（-E-A）X=0，即

[image: 303-01-b]


得A的属于λ=1的特征向量为α3
 =［1，0，1］T
 （只要解前两个方程即可，为什么？）

[image: 303-02-b]



【例19】
 　设[image: 271-5-1]
 ，且已知A～B，求可逆阵P，使得P-1
 AP=B．



解题思路
 　先利用A～B，确定A，B中的参数a、b，再通过求A的特征值、特征向量求出可逆阵P．




【解】


[image: 271-6-1]


解得　a=5，b=6，且

[image: 304-01-b]



【评注】
 　（1）若对A～B的必要条件不熟悉，亦可用A～B=Λ，故λ=2是A的二重特征值，且对应有两个线性无关特征向量，故r（2E-A）=1．

即

[image: 272-2-1]


由于λ=2是二重特征值，故2是方程λ2
 -（a+3）λ+3（a-1）=0的根，可求得a=5．

[image: 272-3-1]


如何求可逆阵P，使得P-1
 AP=B

[image: 272-4-1]



【例20】
 　已知[image: 272-5-1]


（1）求可逆阵P，使得P-1
 AP=Λ1
 ；

（2）求可逆阵W，使得W-1
 BW=Λ2
 ．


【解】


[image: 305-01-b]


得A的特征值为λ1
 =1，λ2
 =-1，λ3
 =-2．

[image: 305-02-b]


（2）A有特征值　1，-1，-2，

A*
 有特征值　2，-2，-1．

E+A*
 有特征值　3，-1，0．

（E+A*
 ）2
 有特征值　9，1，0．

又A和B=（E+A*）2
 有相同的特征向量，故（E+A*）2
 的对应于特征值λ1
 =9，λ2
 =1，λ3
 =0的特征向量仍是α1
 ，α2
 ，α3
 ，取W=P=［α1
 ，α2
 ，α3
 ］=[image: 305-03-b]
 ，使得

[image: 305-04-b]



3. 实对称阵的正交相似对角阵



【例21】
 　设矩阵[image: 273-4-1]
 ，已知线性方程组AX=β有解，且不唯一．试求：

（1）a的值；

（2）正交阵Q，使QT
 AQ为对角阵．


【解】
 　（1）因AX=β有解且不唯一，即方程组有无穷多解，故知r（A）=r［A┊β］<3．对增广矩阵［A┊β］作初等行变换

[image: 274-1]


AX=β有无穷多解，故a=-2．

[image: 274-2-1]


故矩阵A的特征值为λ1
 =0，λ2
 =3，λ3
 =-3．

当λ1
 =0时，（λ1
 E-A）X=0，由

[image: 274-3-1]


得λ1
 =0对应的特征向量为α1
 =［1，1，1］T
 ．

[image: 274-4-1]


当λ2
 =3对应的特征向量为α2
 =［1，0，-1］T
 ．

当λ3
 =-3时，（λ3
 E-A）X=0，由

[image: 274-5-1]


得λ3
 =-3对应的特征向量α3
 =［1，-2，1］T
 ．

A是实对称阵，三个特征值互异，其对应的特征向量已经正交（请验证），故只需进行单位化．

[image: 307-01-b]



【评注】
 　显然|λi
 E-A|=0　i=1，2，3．故（λi
 E-A）X=0中至少有一个方程是多余方程．在[image: 274-7-1]
 可去除一行，对不成比例的另两行作初等变换即可．


【例22】
 　设

[image: 307-02-b]


证明：A相似于B，即A～B.


【证明】
 　A的各行元素对应成比例，r（A）=1，λ1
 =λ2
 =λ3
 =0是A的三重特征值，另一个非零特征值为[image: 307-03-b]


B的各行元素也对应成比例，r（B）=1，μ1
 =μ2
 =μ3
 =0是B的三重特征值，另一个非零特征值为[image: 307-04-b]


A是4阶实对称阵，必相似于由其特征值组成的对角阵，即

[image: 307-05-b]


因r（B）=1，对应于μ1
 =μ2
 =μ3
 =0，（0E-B）x=0有3个线性无关特征向量，故

[image: 307-06-b]


由相似矩阵的传递性，得证

[image: 307-07-b]


八、相似对角阵的应用


【例23】
 　设A是n阶矩阵，有特征值λ=1，2，…，n，求|3E+A|．

[image: 275-1]



【评注】
 　A有特征值λ=1，2，…，n，故3E+A有特征值μ=3+1，3+2，…，3+n，从而有|3E+A|=（3+n）!/3!．这种方法更简便些．


【例24】
 　设A是三阶矩阵，有特征值λ1
 =1，λ2
 =λ3
 =2．求|3E+2A-1
 |．


【解】


[image: 275-2-1]


故|3E+2A-1
 |=l1
 ·l2
 ·l3
 =5·4·4=80．

[image: 275-3-1]


这个计算过程有问题，问题在哪里？A有特征值λ1
 =1，λ2
 =λ3
 =2，是否必有可逆阵P，（A并没设定是实对称阵）使得

[image: 275-4-1]


若[image: 275-5-1]
 ，问A的特征值为何？A～Λ吗？


【例25】
 　设[image: 275-6-1]
 ，求An
 ．


【解】


[image: 276-1]


当λ1
 =-1时，（λ1
 E-B）X=0，得α1
 =［1，1］T
 ；

当λ2
 =2时，（λ2
 E-B）X=0，得α2
 =［-2，1］T
 ．

于是有

[image: 276-2-1]



【例26】
 　设二阶矩阵A有特征值λ1
 =-2，λ2
 =1，对应的特征向量α1
 =［1，2］T
 ，α2
 =［3，-1］T
 ，β=［-7，7］T
 ．计算（1）A100
 α1
 ；（2）An
 β．

[image: 309-01-b]


β=2α1
 -3α2
 ．

An
 β=An
 （2α1
 -3α2
 ）

[image: 277-1]



【评注】
 　β不是A的特征向量，要利用由An
 α=λn
 α，求An
 β时，将β由α1
 ，α2
 表出，转而计算An
 （x1
 α1
 +x2
 α2
 ）更方便. 若直接由λ，α反求出A. 再计算An
 及An
 β显然要麻烦得多.


【例27】
 　（1）设A是5阶实对称的幂等阵（满足A2
 =A的矩阵A称为幂等阵），r（A）=3，求|A-2E|．

（2）设A是5阶幂等阵，r（A）=3，求|A-2E|．


【解】
 　（1）　因A是幂等阵，由例4知，A的特征值取值范围是0或1，又A是实对称阵，A必相似于对角阵Λ，且r（A）=r（Λ）=3，故知λ=1是A的3重特征值（从而0是A的2重特征值），且存在可逆矩阵P，使

[image: 310-01-b]


（2）　同（1）．A的特征值的取值范围是0或1，又由A2
 =A得

（E-A）A=O，①

r（A）=3，知A中有三个列向量线性无关．知方程组（E-A）X=0至少有3个线性无关的解向量，即A有特征值λ1
 =1，且至少是3重特征值，又r（A）=3，故

AX=0　②

有2个线性无关解向量，即A有特征值λ2
 =0且至少是2重根．由①②知，λ1
 =1是3重根，λ2
 =0是2重根，且A有5个线性无关的特征向量，故知存在可逆阵P，使得

[image: 277-3-1]


同（1），得　|A-2E|=（-1）5
 22
 =-4．


【评注】
 　1°　（1）（2）两个小题的区别在于（1）中A是实对称阵，其必相似于对角阵，且[image: 277-4-1]
 ．但（2）中是一般的n阶矩阵，未必相似于对角阵，只有确定它有n个线性无关的特征向量时，才能确定[image: 277-5-1]
 ．

2°　（1）（2）小题也可由A的特征值为λ=1（3重），λ=0（5-3=2重）知，A-2E的特征值为μ1
 =-1（3重），μ2
 =-2（2重），故

|A-2E|=（-1）5
 25-3
 =-4．

小结

本章只讨论方阵，方阵的特征值、特征向量问题是研究生数学入学考试命题中线性代数的重点章节．在线代的两个证明或计算类的大题中，一般有一个在本章的范畴之内，填空题或选择题中也经常出现，约占线代总分的三分之一，应引起考生的特别关注．

首先要会求特征值、特征向量，对具体的数值矩阵，一般先由特征方程|λE-A|=0求出特征值λ．（|λE-A|=0，是一元n次方程，应有n个根，含重根，复根．实对称阵只有实根，一般矩阵可能有复根，复根尚未考过，一般不会考）再由齐次线性方程组（λE-A）X=0求解λ对应的特征向量，因|λE-A|=0，故（λE-A）X=0必有非零解，该非零解即是特征向量，其基础解系即是A的对应于λ的线性无关特征向量，除零向量之外的通解即是λ对应的全体特征向量．对抽象矩阵要会利用定义Aα=λα，α≠0求解，若A有特征值λ，则kA，Ak
 ，f（A）（f（x）是多项式）的特征值可直接得到．若A还可逆，则f（A-1
 ），f（A*
 ）（f（x）是多项式）的特征值应可直接得到，若A满足某个条件，应联想到λ满足的条件，可求得A的λ的取值范围，有关特征值、特征向量的性质应会灵活应用．

矩阵相似对角化是重点，要掌握能对角化的充要条件．会判别A能否相似于对角阵，注意一般矩阵和实对称矩阵在对角化方面的联系和区别．若A可对角化，应会求可逆阵P，使得P-1
 AP=Λ．若A=AT
 ，应会求正交阵Q，使得Q-1
 AQ=QT
 AQ=Λ，也应会用特征值、特征向量、相似、可对角化等确定参数．乃至反求A．会利用相似对角阵求An
 等应用问题．


第六章　二次型

考点与要求



了解
 　二次型的概念，合同变换与合同矩阵的概念，二次型的秩的概念，二次型的标准形、规范形等概念，惯性定理．


理解
 　正定二次型、正定矩阵的概念．


掌握
 　正定二次型、正定矩阵的判别方法．


会用
 　正交变换和配方法化二次型为标准形．



内容精讲

[image: 001-01]
 1　二次型的定义、矩阵表示，合同矩阵

一、二次型概念

[image: 312_0001]



定义6.1（二次型）
 　n个变量的一个二次齐次多项式

[image: 279-1]


称为n个变量的二次型，系数均为实数时，称为n元实二次型．

例如：f（x1
 ，x2
 ，x3
 ）=[image: 279-2-1]
 是一个三元二次齐次多项式，称为三元实二次型．

二、二次型的矩阵表示

为了用矩阵研究二次型，首先将二次型表示成矩阵形式，因xi
 xj
 =xj
 xi
 ，具有对称性，若令aij
 =aji
 ，i<j，则2aij
 xi
 xj
 =aij
 xi
 xj
 +aji
 xj
 xi
 ，则二次型①可以写成矩阵形式：

[image: 312-01-b]


其中AT
 =A是对称矩阵，称为二次型f的对应矩阵．

例如：

[image: 280-1]


注意：（1）当A是对称阵时，二次型f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）=XT
 AX和A一一对应．若A，B是两个n阶对称阵，f=XT
 AX，g=XT
 BX是两个二次型，

若A=B⇔f=g；

若A≃B⇔f合同于g；

若r（A）=r⇔r（f）=r；

若A正定⇔f正定．

故在研究二次型和研究其对应的对称矩阵之间是可以相互转化的．

（2）二次型的对应矩阵必须是对称阵，只有对应矩阵是对称阵时，二次型的对应矩阵才是唯一确定的．若不要求A是对称阵，那么同一个二次型将有无穷多种矩阵的表示方法，例如：

[image: 280-3-1]


[image: 001-01]
 2　化二次型为标准形、规范形　合同二次型

一、定义


1. 二次型的标准形，规范形



定义6.2


[image: 313_0001]


若二次型f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）只有平方项，没有混合项（即混合项的系数全为零），即

[image: 280-4-1]


其中p+q=r≤n，di
 >0，i=1，2，…，p+q.　③

则称二次型为标准形
 （又称平方和）．

在二次型的标准形中，若平方项的系数di
 只是1，-1，0，即

[image: 313-01-b]


则称为二次型的规范形
 （ai
 中1的个数是p个，-1的个数是q个，0的个数是n-（p+q）=n - r个）．


2. 化二次型为标准形，规范形



定理6.1
 　对任意一个n元二次型f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）=XT
 AX，必存在正交变换X=QY，其中Q是正交阵，化二次型为标准形．即

[image: 281-1]


其中λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 是A的n个特征值．


【注】
 　正交变换只能化二次型为标准形，不能化成规范形.（除非特征值只在1，-1，0的范围之内.）

用矩阵的语言表达，即（详见第5章）

对任意一个n阶实对称阵A，必存在正交阵Q，使得

Q-1
 AQ=QT
 AQ=Λ，

[image: 281-2-1]



定理6.2
 　任一个n元二次型f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）=XT
 AX，都可以通过（配方法）可逆线性变换X=CY，其中C是可逆阵，化成标准形．即

[image: 281-3-1]



【注】
 　当di
 只取值为1，-1，0时，称为规范形.

用矩阵的语言表达，即

对任意一个n阶实对称阵A，一定存在可逆阵C，使得CT
 AC=Λ．其中

[image: 281-4-1]


即实对称阵必合同于对角阵．


3. 合同矩阵，合同二次型



定义6.3（合同）
 　设A，B是两个n阶方阵，若存在可逆阵C，使得CT
 AC=B，则称A合同于B，记成A≃B．


定理6.3（惯性定理）
 　对于一个二次型，作可逆线性变换化成标准形（或规范形）．所作的可逆线性变换不唯一，标准形也不唯一，但其标准形中正平方项的项数p，负平方项的项数q都是由所给二次型唯一确定的．

正平方项的项数p称为正惯性指数
 ，负平方项的项数q称为负惯性指数
 ，p+q=r是二次型对应矩阵的秩
 ，p-q称为符号差
 ．


定理6.4
 　实对称阵A，B合同的充要条件是：实对称阵A≃B ⇔ xT
 Ax与xT
 Bx有相同的正、负惯性指数. 实对称阵A，B合同的必要条件是A≃B ⇒ r（A）=r（B）.

[image: 001-01]
 3　正定二次型、正定矩阵

[image: 314_0001]


一、定义


定义6.4（正定）
 　若对于任意的非零向量X=［x1
 ，x2
 ，…，xn
 ］T
 ，恒有

[image: 281-7-1]


则称二次型f为正定二次型，对应矩阵为正定矩阵．

例如：[image: 281-8-1]
 ，其中di
 >0，（i=1，2，…，n）因其对任意的非零向量X=［x1
 ，x2
 ，…，xn
 ］T
 ≠0，均有

[image: 282-1]


故f是正定二次型，其对应矩阵（对角元素都大于零的对角阵）是正定矩阵．显然当di
 =1，i=1，2，…，n时，即

[image: 282-2-1]


（规范形中系数都是1，没有0和-1）也是正定二次型．

反之，只有平方项的二次型正定，则其系数di
 >0，i=1，2，…，n（请用反证法证之），故[image: 282-3-1]
 即正惯性指数p=r=n.


定理6.5　可逆线性变换不改变二次型的正定性


由定理可知，对一般的二次型（或对称阵）应设法作可逆线性变换化成标准形（或规范形），看di
 是否均大于零来判别其正定性．


定理6.6　f正定的充要条件


f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）=XT
 AX正定⇔A的正惯性指数p=r=n（r是A的秩，n是未知量个数）⇔A≃E，即存在可逆阵C，使得CT
 AC=E⇔A=DT
 D，其中D是可逆阵⇔A的全部特征值λi
 >0，i=1，2，…，n，⇔A的全部顺序主子式大于零，即

[image: 282-4-1]



定理6.7　f=XT
 AX正定的必要条件


若二次型f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）=XT
 AX正定，则

（1）A的主对角元素aii
 >0．

（2）A的行列式|A|>0．

例题分析

一、二次型的矩阵表示


【例1】
 　写出二次型

[image: 282-5-1]


的对应矩阵．


【解】方法一
 　利用展开式中系数和对应矩阵元素之间对应关系，[image: 282-6-1]
 是三个变量的二次型，故其对应的矩阵A是三阶对称阵，平方项的系数是A的对角元素．

a11
 =1，a22
 =2，a33
 =3

混合项xi
 xj
 的系数的一半是aij
 ，一半是aji
 ，故

a12
 =a21
 =-1，a13
 =a31
 =0，a23
 =a32
 =2．

从而知二次型f的对应矩阵为

[image: 282-7-1]



方法二
 　利用两两乘积之和可以表示成两个向量的内积.

[image: 316-01-b]



【评注】
 　方法二是二次型写成矩阵表达式的推导过程，而方法一是利用方法二中总结出来的二次型的系数与其对应矩阵中元素之间的关系直接写出对应矩阵．显然方法一简便一些．

二、化二次型为标准形、规范形


1. 用正交变换化二次型为标准形


用正交变换化二次型为标准形的步骤如下：

1°　将二次型表示成矩阵形式f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）=XT
 AX．

2°　求A的全部特征值．

3°　求A的特征值对应的特征向量．

4°　检查不同特征值对应的特征向量是否正交，将重特征值对应的特征向量用施密特正交化方法正交化．

5°　将全部特征向量单位化，设为η1
 ，η2
 ，…，ηn
 ．

6°　构造正交矩阵Q=［η1
 ，η2
 ，…，ηn
 ］．

7°　令X=Qy，则f=XT
 AX=yT
 QT
 AQy=yT
 Λy=[image: 283-2-1]
 ．


【例2】
 　设f（x1
 ，x2
 ，x3
 ）=[image: 283-3-1]
 ，求正交变换化二次型标准形、并写出所作的正交变换．

[image: 283-4-1]


3°求λ对应的特征向量．

当λ1
 =0时，由（0E-A）X=0，即

[image: 317-01-b]


当λ2
 =4时，由（4E-A）X=0，即

[image: 317-02-b]


当λ3
 =9时，由（9E-A）X=0，即

[image: 317-03-b]


4°将α1
 ，α2
 ，α3
 正交化．因λ1
 ≠λ2
 ≠λ3
 ，α1
 ，α2
 ，α3
 已相互正交（请检查是否已正交）．

5°将正交特征向量组单位化．

[image: 317-04-b]


6°取Q=［α°1
 ，α°2
 ，α°3
 ］，则Q是正交阵．

7°令X=QY，则二次型化成标准形为

[image: 284-4-1]



【评注】
 　（1）用正交变换只能化二次型为标准形，且标准形的系数即是特征值．

（2）若只要求用正交变换化标准形，则只要求出特征值λ1
 =0，λ2
 =4，λ3
 =9，即可得二次型的标准型为[image: 284-5-1]
 ．


【例3】
 　用正交变换化二次型f（x1
 ，x2
 ，x3
 ）=[image: 284-6-1]
 为标准形．


【解】
 　二次型的对应矩阵为

[image: 284-7-1]


则A的特征值为　λ1
 =1，λ2
 =1，λ3
 =10．

λ=1时，由方程组

[image: 285-1]


得线性无关的特征向量α1
 =［-2，1，0］T
 ，α2
 =［2，0，1］T
 ；

λ=10时，由方程组

[image: 285-2-1]


得特征向量α3
 =［1，2，-2］T
 ．

将对应于二重特征值λ1
 =λ2
 =1的两个特征向量α1
 ，α2
 用施密特正交化方法作标准正交化．

[image: 318-01-b]


令X=QY，原二次型化成标准形，即

[image: 285-5-1]



【评注】
 　（1）λ是实对称阵A的r重根时，一定有r个线性无关的特征向量，也一定有r个两两正交的特征向量，为免去正交化的运算，在求对应特征向量时，可预先考虑求正交特征向量．如本题λ=1（二重根）时，对应特征向量应满足

-x1
 -2x2
 +2x3
 =0．

取一个特征向量为α1
 =［-2，1，0］T
 后，再求α2
 时，可使α2
 和α1
 正交（这只要取α2
 =［1，2，a］T
 即可，a待定），且让α2
 满足方程-x1
 -2x2
 +2x3
 =0，得

[image: 285-6-1]


即得[image: 285-7-1]
 ，也可取整为［2，4，5］T
 ．

（2）正交变换不唯一，但正交变换得到的标准形是唯一的（不考虑对角元的次序时）．只要求出了A的特征值，二次型在正交变换下的标准形即被确定是[image: 285-8-1]
 ，其中λi
 （i=1，2，…，n）是A的全部特征值．

（3）正交变换只能化二次型为标准形，一般不能化成规范形（除非特征值均属于｛1，-1，0｝）．

（4）计算过程可用下列各条验算：①特征值之和应等于主对角线元素之和（特征值之积应等于A的行列式）；②不同特征值对应的特征向量应相互正交；③正交化后特征向量应仍满足特征方程；[image: 286-1]
 ．


【例4】
 　已知实二次型f（x1
 ，x2
 ，x3
 ）=[image: 286-2-1]
 经正交变换X=QY化成标准形[image: 286-3-1]
 ，则参数a=_____．


[image: 286-4-1]





【分析】
 　应填2．

[image: 286-5-1]


r（A）=r（B）=1，故a=2．


方法三
 　因A有λ2
 =λ3
 =0．故应有|A|=0．且对应有两个线性无关特征向量.

[image: 286-6-1]


得a=-4或a=2．当a=2时，λ1
 =λ2
 =0二重根，AX=0有两个线性无关解．故应填a=2．

或λ1
 =6，故|6E-A|=0，且对应只有一个线性无关特征向量.

[image: 286-7-1]


得a=8或a=2．当a=2时，（6E-A）x=0只有一个线性无关解，应填a=2．

应取a=2．


【评注】
 　（1）本题以矩阵的语言表达．即是已知3阶实对称阵

[image: 286-8-1]


存在正交矩阵Q，使得

[image: 287-1]


则a=_____．


【例5】
 　设二次型f（x1
 ，x2
 ，x3
 ）=[image: 287-2-1]
 ，其中二次型的矩阵A的特征值之和为1，特征值之积为-12．

（1）求a，b的值．

（2）利用正交变换将二次型化为标准形，并写出所作的正交变换和对应的正交矩阵．


【解】
 　（1）二次型f的对应矩阵为[image: 287-3-1]
 ．

设A的特征值为λ1
 ，λ2
 ，λ3
 ，则由题设条件得

λ1
 +λ2
 +λ3
 =a+2+（-2）=1，

λ1
 λ2
 λ3
 =|A|=-4a-2b2
 =-12．

解得a=1，b=±2，已知b>0，故b=2，即a=1，b=2．

（2）由矩阵A的特征多项式

[image: 287-4-1]


故A的特征值为λ1
 =λ2
 =2，λ3
 =-3．

[image: 287-5-1]


求得对应于λ=2的特征向量为α1
 =［0，1，0］T
 ，α2
 =［2，0，1］T
 ．

[image: 287-6-1]


求得对应于λ=-3的特征向量为α3
 =［1，0，-2］T
 ．

由于α1
 ，α2
 ，α3
 已两两正交，故只需单位化，有

[image: 321-01-b]



2. 用配方法化二次型为标准形


方法如下：1°若二次型中有平方项，不妨设a11
 ≠0，则对所有含x1
 的项配完全平方．（经配方后，使所余各项中不再含有x1
 ），再配第二个平方项，…，直至配成完全平方之和（完全平方的项数≤n）令X=Cy，得标准形[image: 288-2-1]
 ．

2°若二次型中没有平方项，只有混合项，不妨设a12
 ≠0，则令x1
 =y1
 +y2
 ，x2
 =y1
 -y2
 ，x3
 =y3
 ，…，xn
 =yn
 ．使二次型中出现[image: 288-3-1]
 ，再按1°进行配方，连续使用1°，2°，则可得任一二次型配成完全平方之和，且所作变换为可逆线性变换．


【例6】
 　用配方法化二次型f（x1
 ，x2
 ，x3
 ）=[image: 288-4-1]
 为标准形，并将二次型表示成矩阵形式，写出标准形相应的对角阵Λ及所作可逆线性变换矩阵C，验证CT
 AC=Λ．

[image: 288-5-1]


[image: 288-6-1]


若只令[image: 322-01-b]
 则变换是不可逆的.


【例7】
 　用配方法将二次型f（x1
 ，x2
 ，x3
 ）=x1
 x2
 +2x1
 x3
 +4x2
 x3
 化成标准形、规范形，并写出所作的可逆线性变换．

[image: 289-1]



【评注】
 　在配方法中所作可逆线性变换不唯一，标准形不唯一，但规范形是唯一的（在不计较1，-1，0的排列次序时），即正惯性指数、负惯性指数、二次型的秩是可逆线性变换中的不变量．

三、合同矩阵、合同二次型


【例8】
 　设A，B是两个n阶实对称矩阵，证明：

（1）若A与B合同，则r（A）=r（B），反之是否成立？说明理由．

（2）A与B合同的充分必要条件是A、B有相同的秩和正惯性指数．


【证明】
 　（1）因A与B合同，由定义，存在可逆矩阵C，使得CT
 AC=B，故有r（B）=r（CT
 AC）=r（A）．

[image: 289-3-1]


（2）因A与B合同，设A≃Λ，则由合同关系的传递性知，A≃B≃Λ，故A、B有相同的秩和正惯性指数．

反之，设A、B有相同的秩r，正惯性指数为p，则存在可逆矩阵C1
 ，C2
 ，使得

[image: 289-4-1]


从而有

[image: 290-1]


故　A≃B．


【评注】
 　（1）r（A）=r（B）是A≃B的必要条件，但不是充分条件．

（2）A≃B⇔A，B有相同的秩及正惯性指数⇔A，B有相同的正、负惯性指数．

这是判别A，B是否合同的重要结论．


【例9】
 　下列二次型中，与[image: 290-2-01]
 合同的是

[image: 290-3-01]




解题思路
 　二个二次型合同⇔二个二次型有相同的正、负惯性指数．将二次型用配方法化标准形即可．或两个二次型合同，即其对应矩阵合同，求对应矩阵的特征值也可求得二次型的标准形．




【解】
 　应选（D）．


方法一
 　将二次型用配方法化标准形

[image: 290-2-1]


由标准形可知f和r有相同的正惯性指数1，负惯性指数1，故f≃r．其余的均不合同，应选取（D）．


方法二
 　写出二次型的对应矩阵，并求出特征值

[image: 291-1]


比较特征值可知，f和r的正、负惯性指数的个数相同．故f≃r，f与其余的不合同，故应选（D）．


【评注】
 　两个二次型合同⇔两个二次型的正、负惯性指数个数相同，并不要求其具体的数值相同．


【例10】
 　设[image: 291-3-1]
 ，问A，B是否合同，若合同求可逆阵C，使得CT
 AC=B．


【解】
 　A，B均为对角阵，它们对应的二次型有相同的正、负惯性指数，故A≃B，下面求可逆阵C，使CT
 AC=B．


方法一
 　A是对称阵，B是对角阵，且A、B有相同的特征值．故可利用正交变换来求C．

显然A有特征值λ1
 =a1
 ，λ2
 =a2
 ，λ3
 =a3
 ，其对应的特征向量分别是α1
 =［1，0，0］T
 ，α2
 =［0，1，0］T
 ，α3
 = ［0，0，1］T
 ，且已是标准正交特征向量．取正交阵P= ［α3
 ，α1
 ，α2
 ］（αi
 的排列和B的对角元素排列一致）则有

[image: 291-5-1]



方法二
 　A，B均是对角阵，看成二次型的标准形，且A≃B．（有相同的正、负惯性指数），故可用逆线性变换求C．

[image: 291-7-1]



【评注】
 　也可用初等变换法，求C．

将A的2，3两行互换，并将2，3两列互换，得D．再将D的1，2两行互换，并将1，2两列互换得B即

[image: 291-8-1]


[image: 292-1]


此法考研大纲中没有要求，但能用此法正确解题，也会给满分．

四、正定性的判别


【例11】
 　判别二次型

[image: 292-2-1]


的正定性．


【解】
 　f（x1
 ，x2
 ，x3
 ）的对应矩阵[image: 292-3-1]
 ．


方法一
 　f正定⇔A的顺序主子式全部大于零．

[image: 292-4-1]


故A是正定矩阵，f是正定二次型．


方法二
 　f正定⇔A的全部特征值λi
 >0．

[image: 292-5-1]


A的特征值λ1
 =4，λ2
 =λ3
 =1全部大于零，故A正定，f是正定二次型．


方法三
 　f正定⇔f的标准形的正惯性指数p=r=n（r是A的秩，n是未知量个数）．将f用配方法化标准形

[image: 292-6-1]


由二次型的标准形可知，f的正惯性指数p=r=3．故f是正定二次型．


方法四
 　利用定义，f正定⇔对任给的X=［x1
 ，x2
 ，…，xn
 ］≠0，有XT
 AX>0．

将二次型配成正的平方和（注意，这里配完全平方和的方法与配方法化标准形的方法不同，这里没有要求将某平方项及其有关的混合项一次配完），即

[image: 292-7-1]


故方程组①只有零解，即f=0⇔x1
 =x2
 =x3
 =0，从而有任意的X=［x1
 ，x2
 ，x3
 ］T
 ≠0，恒有f=XT
 AX>0，故f是正定二次型．


方法五
 　f正定⇔A=DT
 D，其中D是可逆阵．由方法四中的平方和用矩阵形式表出，得

[image: 293-1]


故知f的对应矩阵A=DT
 D．其中

[image: 293-2-1]


故f是正定二次型．


【评注】
 　二次型正定的每一个充要条件都是判别的一个准则．可以从每个充要条件去考查，对于具体的数值二次型（数值实对称阵）主要用方法一，判别顺序主子式全部大于零比较方便，但对其他的各种情况，应作适当的选择．


【例12】
 　已知二次型f（x1
 ，x2
 ，x3
 ）=[image: 293-3-1]
 是正定二次型，则参数t应满足_____．

[image: 293-4-1]



【例13】
 　判别二次型[image: 293-5-1]
 的正定性．


【解】方法一
 　二次型的对应矩阵

[image: 294-1]


A的全部顺序主子式大于零，故二次型正定．


方法二
 　因

[image: 295-1]


A的特征值全部大于零，故二次型正定．


【评注】
 　（1）A的特征值还可用下法求得

[image: 295-2-1]


其中B2
 =4B，B的特征值的取值范围为4，0，于是A的特征的取值范围为[image: 295-3-1]
 ，全部大于零，故二次型正定．

（2）本题n元二次型为[image: 295-4-1]
 ．请判别其是否正定．


【例14】
 　设n元二次型

f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）=（x1
 -ax2
 ）2
 +（x2
 -ax3
 ）2
 +…+（xn-1
 -axn
 ）2
 +（xn
 -ax1
 ）2
 ．问a为何值时，二次型f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）正定．


【解】
 　方法一
 　f是正的平方和，对任意x1
 ，x2
 ，…，xn
 均有f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）≥0

[image: 295-5-1]



方法二


[image: 295-6-1]


[image: 296-1]


[image: 105116]


五、正定二次型的证明


【例15】
 　已知n阶矩阵A是正定阵，证明A的伴随矩阵A*
 也是正定阵．


【证】
 　A是正定阵⇒A对称、可逆⇒因A*
 =|A|A-1
 ，A*
 可逆，且（A*
 ）T
 =（|A|A-1
 ）T
 =|A|（AT
 ）-1
 =|A|A-1
 =A*
 ，所以A*
 对称．

又A是正定阵⇔A的全部特征值λi
 >0，i=1，2，…，n．A*
 的全部特征值为[image: 296-2-1]
 （其中|A|>0，λi
 >0，i=1，2，…，n），故A*
 也正定．


【评注】
 　（1）已知A是正定，即已知由定义对任意的X=（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）T
 ≠0，均有XT
 AX>0，且所有有关正定的充要条件全部成立，要证A*
 也正定，只要证明正定的定义或任一条充要条件成立即可，本证明选择了证特征值大于零．其余方法请读者证明．

（2）同理可以证明：n阶矩阵A正定时，与A有关的矩阵kA（k>0），AT
 ，Ak
 ，A-1
 ，A*
 ，f（A）（其中，f（x）=a0
 +a1
 x1
 +a2
 x2
 +…+an
 xn
 是多项式，且ai
 >0，i=0，1，2，…，n）等均是正定矩阵，请读者证明．


【例16】
 　A是n阶实对称阵，有特征值λ1
 <λ2
 <…<λn
 ，问：

（1）a满足什么条件时，aE+A正定？

（2）正数ε满足什么条件时，E+εA正定？


【解】
 　（1）A有特征值λi
 （i=1，2，…，n），则aE+A有特征值a+λi
 （i=1，2，…，n），由题设条件知

a+λ1
 <a+λ2
 <…<a+λn
 ，

当a+λ1
 >0时，即a>-λ1
 时，有a+λi
 >0（i=1，2，…，n），aE+A是正定矩阵．

（2）A有特征值λi
 ，则E+εA有特征值1+ελi
 （i=1，2，…，n）．因ε是正数，故ε>0，由题设条件知

1+ελ1
 <1+ελ2
 <…<1+ελn
 ．

当λ1
 ≥0时，对任意的ε>0，E+εA正定；

当λ1
 <0时，只需1+ελ1
 >0，即

[image: 297-1]


从而E+εA正定．


【例17】
 　A是n阶正定阵，

（1）B是n阶可逆矩阵，证明BT
 AB也是正定阵；

（2）C是n×m矩阵，且r（C）=m，证明CT
 AC也是正定阵．


【证明】


（1）因（BT
 AB）T
 =BT
 AT
 （BT
 ）T
 =BT
 AB，故BT
 AB也是对称阵，B是可逆矩阵．设BT
 AB=W，则W≃A．又A是正定阵，A≃E，从而有W≃A≃E，故W=BT
 AB也是正定阵．

（2）因（CT
 AC）T
 =CT
 AT
 （CT
 ）T
 =CT
 AC，故CT
 AC也是对称阵．又r（Cn×m
 ）=m，将C按列分块设为C=［γ1
 ，γ2
 ，…，γm
 ］，则γ1
 ，γ2
 ，…，γm
 线性无关．对任给X=［x1
 ，x2
 ，…，xm
 ］T
 ≠0，有

[image: 297-3-1]


而A是正定矩阵，故对任意的X=［x1
 ，x2
 ，…，xn
 ］T
 ≠0，恒有

XT
 （CT
 AC）X=（CX）T
 A（CX）>0，

故CT
 AC是正定矩阵．


【评注】
 　在证明正定之前，先证明是对称阵.


六、综合题


【例18】
 　设A是三阶正定矩阵．α1
 ，α2
 ，α3
 是3维非零列向量，满足[image: 331-01-b]
 ，（i≠j），证明B=［α1
 ，α2
 ，α3
 ］是可逆矩阵．



解题思路
 　只需证α1
 ，α2
 ，α3
 线性无关．




【证明】
 　方法一
 　用定义证明α1
 ，α2
 ，α3
 线性无关．

设有数k1
 ，k2
 ，k3
 ，使得

k1
 α1
 +k2
 α2
 +k3
 α3
 =0

两边左乘αi
 T
 A，（i=1，2，3）得

k1
 αi
 T
 Aα1
 +k2
 αi
 T
 Aα2
 +k3
 αi
 T
 Aα3
 =0（i=1，2，3）

由已知i≠j时有αi
 T
 Aαj
 =0，又A是正定阵，αi
 ≠0，有αi
 T
 Aαi
 >0，故i=1，2，3时，分别得k1
 =0，k2
 =0，k3
 =0，得证：α1
 ，α2
 ，α3
 线性无关. 故B=［α1
 ，α2
 ，α3
 ］可逆


方法二
 　证线性方程组BX=［α1
 ，α2
 ，α3
 ］X=0只有零解．

上式线性方程组左乘BT
 A，得

[image: 331-04-b]


已知i≠j时，αi
 T
 Aαj
 =0. 又A正定，αT
 i
 Aαi
 >0，i=1，2，3，故BT
 AB是对角元素大于零的对角阵，得BX=0有唯一零解，X=0. 故B可逆.


【例19】
 　设f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）=XT
 AX，且|A|=0.

（1）证明存在n维列向量ξ0
 ，使得[image: 331-05-b]


（2）当[image: 331-06-b]
 时，求ξ0
 ，使得[image: 331-07-b]



【解】
 　（1）|A|=∏λi
 =0知A有特征值λ=0，设其对应的特征向量为ξ0
 ，则有

Aξ0
 =λξ0
 =0ξ0
 =0，

上式两边左乘[image: 331-08-b]
 ，得[image: 331-09-b]


即f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）在λ=0的对应的特征向量ξ0
 处取值为0.

（2）当[image: 331-10-b]
 时，

[image: 332-01-b]


知A有λ=0，其对应的特征向量，由AX=0，其中

[image: 332-02-b]


解得ξ0
 =［1，1，1］T
 ，

[image: 332-03-b]



【评注】
 　f=xT
 Ax=[image: 332-11-b]
 -2x1
 x2
 -2x1
 x3
 -2x2
 x3


=（x1
 -x2
 ）2
 +（x2
 -x3
 ）2
 +（x3
 -x1
 ）2
 .


显然
 [image: 332-04-b]



【例20】
 　设f（x1
 ，x2
 ，x3
 ）=[image: 332-05-b]
 +4x1
 x2
 +4x1
 x3
 +4x2
 x3
 ，用正交变换化上式二次型为标准形.并求当X满足XT
 X=[image: 332-06-b]
 =1时，f（x1
 ，x2
 ，x3
 ）的最大值.


【解】
 　由题设，f（x1
 ，x2
 ，x3
 ）的对应矩阵为

[image: 332-07-b]


A有特征值λ1
 =5，λ2
 =λ3
 =-1.

故存在正交变换X=QY，其中Q是正交阵，使得

[image: 332-08-b]


当X满足XT
 X=1即XT
 X=（QY）T
 QY=YT
 QT
 QY=YT
 Y=1时，得

[image: 332-09-b]


且在y=［1，0，0］T
 处取得等号成立，故f（x1
 ，x2
 ，x3
 ）在条件XT
 X=1下取得最大值为5.

小结

二次型与实对称矩阵一一对应，这样二次型的问题可以用矩阵的理论与方法来研究；另一方面实对称矩阵的问题也可以转换成二次型的思想方法来解决．

二次型的中心问题有两个，一个是化标准形．二次型化标准形是通过作可逆线性变换实现的．它有三种办法，1°配方法：是特殊要求下的配完全平方，以保证所作线性变换是可逆的．配方法化标准形，矩阵而言是实对称阵合同于对角阵．2°正交变换法．这和实对称矩阵正交相似于对角阵是同一个问题，矩阵而言是实对称阵既相似又合同于对角阵．3°初等变换法．不属大纲范围．

另一个问题是判别二次型或实对称矩阵的正定性问题，一般数值二次型（或矩阵）用顺序主子式全部大于零判别较方便，应会用正定的定义及充分必要条件来判别或证明正定性，注意若已知（或要证）A正定．即已知（或要证）∀X≠0，有XT
 AX>0；p=n=r；有可逆阵C，使CT
 AC=E；有可逆阵D使A=DT
 D；A的特征值全部大于零；A的顺序主子式全部大于零．要有选择的使用定义及充分必要条件．

要说明不正定，则利用不满足正定的定义或正定的必要条件则是方便的．



第一篇　高等数学

第一章　函数　极限　连续


【答案链接】


基础单项训练

难度：★☆　　通关称号：菜鸟

1. 设[image: z001]
 ，则

（A）存在δ>0及X>0，f（x）在（0，δ）内有界，在（X，+∞）内无界。

（B）存在δ>0及X>0，f（x）在（0，δ）内无界，在（X，+∞）内有界。

（C）对任意X>0，f（x）在（0，X）内有界，在（0，+∞）内无界。

（D）f（x）在（0，+∞）内有界。

[image: z001-2]


3. 下列命题

①设｜f（x）｜在x=x0
 连续，则f（x）在x=x0
 必连续。

②设[image: z001-3]
 则f（x）在x=x0
 必连续。

③设f（x）在x=x0
 连续，g（x）在x=x0
 不连续，则f（x）g（x）在x=x0
 必不连续。

④设f（x）与g（x）在x=x0
 都不连续，则f（x）+g（x）在x=x0
 必不连续。

其中正确的命题个数为

（A）0个。

（B）1个。

（C）2个。

（D）至少3个。

4. 设当x→x0
 时，f（x）与g（x）均为（x-x0
 ）的同阶无穷小，则

（A）f（x）-g（x）必是x-x0
 的同阶无穷小。

（B）f（x）-g（x）必是x-x0
 的高阶无穷小。

（C）f（x）g（x）必是x-x0
 的高阶无穷小。

（D）f（x）g（x）必是x-x0
 的同阶无穷小。

5. 设x→0时，etanx
 -ex
 与xn
 是同阶无穷小，则n为

（A）1.

（B）2.

（C）3.

（D）4.

6. 设[image: z001-4]
 ，则在点x=0处有间断点的函数是

（A）max{f（x），g（x）}.

（B）min{f（x），g（x）}.

（C）f（x）-g（x）。

（D）f（x）+g（x）。

7. 函数[image: z001-5]


（A）不存在间断点。

（B）存在间断点x=1.

（C）存在间断点x=0.

（D）存在间断点x=-1.

[image: z002]


基础综合训练

难度：★★☆　　通关称号：小达人

1. 下述命题正确的是

[image: z003]


2. [image: z003-2]
 ，f（0）=-1，则

（A）有可去间断点。

（B）有跳跃间断点。

（C）有无穷间断点。

（D）连续。

3. 在区间［0，1］上函数f（x）=nx（1-x）n
 的最大值记为M（n），则[image: z003-3]
 =_____.





4. [image: z003-4]
 =_____.





5. 设y=y（x）满足y″+（x-1）y′+x2
 y=ex
 且y（0）=0，y′（0）=1，则[image: z003-5]
 =_____.





6. [image: z003-6]
 =_____.





7. 设[image: z003-7]
 ，则f（x）有间断点x=_____，是_____型，间断点x=_____，是_____型。





8. 求[image: z003-8]






9. 求[image: z003-9]






[image: 004-1-c]


思维拓展训练

难度：★★★★　　通关称号：小牛人

[image: z005]






5. 设当0<x≤1时f（x）=xsinx
 ，对于其它x，f（x）满足f（x）+k=2f（x+1），求常数k使f（x）在x=0处连续。





[image: 006-1-c]


第二章　一元函数微分学


【答案链接】


基础单项训练

难度：★☆　　通关称号：菜鸟

[image: z007]


2. 设f（x）满足f″（x）+x［f′（x）］2
 =1-e-x
 ，且f′（0）=0. 则

（A）x=0是f（x）的极小值点。

（B）x=0是f（x）的极大值点。

（C）曲线y=f（x）在点（0，f（0））左侧邻近是凹的，右侧邻近是凸的。

（D）曲线y=f（x）在点（0，f（0））左侧邻近是凸的，右侧邻近是凹的。

3. 曲线[image: z007-2]
 有渐近线

（A）0条.

（B）1条.

（C）2条.

（D）3条.

4. 下述论断正确的是

（A）设f（x）在（-∞，+∞）上有定义，除x=0外均可导，且f′（x）>0，则f（x）在（-∞，+∞）上是严格单调增加的。

（B）设f（x）为偶函数且x=0是f（x）的极值点，则f′（0）=0.

（C）设f（x）在x=x0
 处二阶导数存在，且f″（x0
 ）>0，则x=x0
 是f（x）的极小值点。

（D）设f（x）在x=x0
 处三阶导数存在，且f′（x0
 ）=0，f″（x0
 ）=0，f'''（x0
 ）≠0，则x=x0
 一定不是f（x）的极值点。

5. 设函数f（x）在x=x0
 处二阶导数存在，且f″（x0
 ）<0，f′（x0
 ）=0，则必存在δ>0，使得

（A）曲线y=f（x）在区间（x0
 -δ，x0
 +δ）上是凸的。

（B）曲线y=f（x）在区间（x0
 -δ，x0
 +δ）上是凹的。

（C）函数f（x）在区间（x0
 -δ，x0
 ］是严格单调增，在区间［x0
 ，x0
 +δ）是严格单调减。

（D）函数f（x）在区间（x0
 -δ，x0
 ］是严格单调减，在区间［x0
 ，x0
 +δ）是严格单调增。

6. 设f（x）二阶导数存在，下述结论正确的是

（A）若f（x）只有2个零点，则f″（x）必定没有零点。

（B）若f″（x）至少有1个零点，则f（x）必至少有3个零点。

（C）若f（x）没有零点，则f″（x）至多有2个零点。

（D）若f″（x）没有零点，则f（x）至多有2个零点。

7. 下述命题

[image: z007-3]


则正确的是

（A）①与②.

（B）③与④.

（C）②与③.

（D）①与④.

8. [image: 007-1-c]
 的不可导的点的个数为

（A）3.

（B）2.

（C）1.

（D）0.

9. 设f（x）在［a，b］上可导，f′（a）>0，f′（b）<0. 则下述命题不正确的是

（A）至少存在一点x0
 ∈（a，b）使f（x0
 ）>f（a）。

（B）至少存在一点x0
 ∈（a，b）使f（x0
 ）>f（b）。

（C）至少存在一点x0
 ∈（a，b）使f′（x0
 ）=0.

（D）至少存在一点x0
 ∈（a，b）使[image: z008]


[image: z008-2]


基础综合训练

难度：★★☆　　通关称号：小达人

1. 下列4个命题

[image: z009]


正确的命题为

（A）①与②.

（B）③与④.

（C）①与③.

（D）②与④.

2. 设函数y=f（x）在（0，+∞）内有界且可导，则

[image: z009-2]


3. 设f（x）在x=0的某邻域内存在二阶导数，且[image: z009-3]
 ，则

（A）f（0）是f（x）的极小值。

（B）f（0）是f（x）的极大值。

（C）在点（0，f（0））的左侧邻近，曲线y=f（x）是凹的，右侧邻近是凸的。

（D）在点（0，f（0））的左侧邻近，曲线y=f（x）是凸的，右侧邻近是凹的。

4. 设f（x）=x2
 sinax，a>0，则对于n≥1，f（2n+1）
 （0）=_____.





5. 设f（x）有任意阶导数，且f′（x）=［f（x）］2
 ，f（0）=2，n≥2，则f（n）
 （0）=_____.





6. 在曲线y=1-x2
 上在第一象限内的点作该曲线的切线，使该切线与两坐标轴围成的三角形面积为最小，求切点坐标。





7. 在极坐标曲线r=eθ
 的[image: z009-4]
 范围内曲线上找一点，使经过它的切线与x轴、y轴的正向所围成的三角形的面积为最小，并求出此面积的值。





8. 设f（x）具有二阶连续导数，f（0）=0，f′（0）=0，f″（x）>0. 在曲线y=f（x）上任意一点（x，f（x））（x≠0）处作此曲线的切线，交x轴于点（u，0）。求[image: z010]






9. 设f（x）在（0，+∞）内有定义，且对于任意x∈（0，+∞），y∈（0，+∞）有f（xy）=f（x）+f（y）+（x-1）（y-1），又f′（1）=a≠1. 证明对任意x∈（0，+∞），f′（x）存在并求之。





10. 设b>a>0，证明：[image: z010-2]






11. 证明：当x>0时，（x2
 -1）lnx≥（x-1）2
 ，且仅当x=1时成立等号。





12. 设f（x）在区间（-∞，+∞）内存在二阶导数，且f″（x）<0，[image: z010-3]
 ，证明：当x∈（-∞，+∞）时，f（x）≤2x，且仅在x=0时成立等号。





13. 设f（x）在［0，+∞）上连续，在（0，+∞）内存在二阶导数，且f″（x）<0，f（0）=0. 证明：对任意x1
 >0，x2
 >0，有f（x1
 +x2
 ）<f（x1
 ）+f（x2
 ）。





14. 设x>0，证明：[image: z010-4]






15. 设f（x）在［0，+∞）上连续，在（0，+∞）内可导，且f（0）<0，f′（x）≥k>0. 试证明存在唯一的ξ∈（0，+∞）使f（ξ）=0.





16. 设f（x）在区间［0，1］上连续，在（0，1）内可导，[image: z011]
 ，f（1）=0，试证明至少存在一点ξ∈（0，1）使（1+ξ2
 ）arctanξ·f′（ξ）=-1.





17. 设f（x）在［a，b］上存在一阶导数，在（a，b）内存在二阶导数，且f（a）=f（b），f′（a）f′（b）>0. 试证明至少存在一点ξ∈（a，b）使f″（ξ）=0.

思维拓展训练

难度：★★★★　　通关称号：小牛人

1. f（x）=-cosπx+（2x-3）3
 +[image: 011-1-c]
 在区间（-∞，+∞）上的零点个点

（A）正好1个.

（B）正好2个.

（C）正好3个.

（D）至少4个.

2. 设函数f（x）具有2阶导数，g（x）=f（0）（1-x）+f（1）x，则在区间［0，1］上

（A）当f′（x）≥0时，f（x）≥g（x）.

（B）当f′（x）≥0时，f（x）≤g（x）.

（C）当f″（x）≥0时，f（x）≥g（x）.

（D）当f″（x）≥0时，f（x）≤g（x）.

3. 设f（x）在区间（-∞，+∞）上存在二阶导数，f（0）<0，f″（x）>0. 试证明：（1）在（-∞，+∞）上f（x）至多有两个零点，至少有一个零点；（2）若的确有两个零点x1
 与x2
 ，则x1
 x2
 <0.





4. 讨论当x>0时，方程[image: 011-2-c]
 的根的个数.





5. 设f（x）在（-∞，+∞）内存在二阶导数，且与某直线至少交于3个点.试证明，至少存在一点ξ使f″（ξ）=0.





6. 设f（x）与g（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导，且对一切x，f′（x）g（x）-f（x）g′（x）≠0，并设f（x）在（a，b）内有2个零点，试证明至少存在一点ξ介于f（x）的2个零点之间，使g（ξ）=0.





7. 设f（x）与g（x）在（a，b）内可导，并且f′（x）+f（x）g′（x）≠0，试证明f（x）在（a，b）至多有1个零点（特例：设f′（x）+f（x）≠0，则f（x）至多有1个零点）.





8. 设f（x）在x=0处存在二阶导数，且[image: 012-1-c]
 . 求f（0），f′（0）及f″（0）.





9. 设f（x）在［0，1］上存在二阶导数，且f（0）=f（1）=0. 试证明至少存在一点ξ∈（0，1），使[image: 012-2-c]
 .





10. 设f（x）在［a，b］上存在二阶导数，f（a）>0，f（b）>0，[image: 012-3-c]
 . 证明：存在ξ∈（a，b），使f″（ξ）>0.





11. 设f（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导，0<a<b.试证明：存在ξ∈（a，b）使

[image: 012-4-c]


第三章　一元函数积分学


【答案链接】


基础单项训练

难度：★☆　　通关称号：菜鸟

1. 设f（x）在（-∞，+∞）内连续，下述4个命题

[image: z013]


正确的命题个数为

（A）4个.

（B）3个.

（C）2个.

（D）1个.

2. 设f（x）是以T为周期的连续函数（若下式中用到f′（x），则设f′（x）存在），则以下4个结论中不正确的是

[image: z013-2]


3. 设f（x）为连续函数，且满足f（x+π）=-f（x），设[image: z013-3]
 ，则

（A）a2n-1
 =0，b2n-1
 =0，（n=1，2，…）。

（B）a2n-1
 =0，b2
 n=0，（n=1，2，…）。

（C）a2
 n=0，b2n-1
 =0，（n=1，2，…），a0
 =0.

（D）a2
 n=0，b2
 n=0，（n=1，2，…），a0
 =0.

4. 设f（t）为连续函数，a是常数，下述命题正确的是

[image: z013-4]


5. 设[image: z013-5]
 ，则F（x）

（A）为正常数。

（B）为负常数。

（C）恒为零。

（D）不为常数。

6. [image: z013-6]


（A）P>N>M.

（B）N>P>M.

（C）N>M>P.

（D）P>M>N.

7. 下列反常积分发散的是

[image: z013-7]


8. 下列反常积分收敛的是

[image: z013-8]


9. 双纽线（x2
 +y2
 ）2
 =x2
 -y2
 所围成的区域的面积为

[image: z013-9]


10. 曲线y=x2
 ，x轴与x=1围成的曲边梯形绕x轴旋转一周产生的旋转体的形心x坐标等于_____.





11. 常数a>0，心形线r=a（1+cosθ）一周的长=_____.





[image: z014]






24. [image: z015]


基础综合训练

难度：★★☆　　通关称号：小达人

1. 设f（x）为连续函数，下述论断正确的是

（A）若f（x）为奇函数，则它有且仅有一个原函数是偶函数。

（B）若f（x）为偶函数，则它有且仅有一个原函数是奇函数。

（C）若f（x）为周期函数，则它有且仅有一个原函数是周期函数。

（D）若f（x）为周期函数，则它的一切原函数都是周期函数。

2. [image: z015-2]


（A）极限存在但不连续。

（B）连续但不可导。

（C）可导。

（D）是否可导与a的取值有关。

3. [image: z015-3]


（A）I2
 >1>I1
 .

（B）I2
 >I1
 >1.

（C）1>I2
 >I1
 .

（D）1>I1
 >I2
 .

4. 设f（x）在x=0的某邻域内连续，f′（0）存在，则[image: z015-4]
 =_____.





[image: z015-5]


[image: z016]






21. 求两椭圆[image: z017]
 内部的公共部分的面积。





22. 两个相同直径的圆柱体，其中心线垂直并相交，求圆柱公共部分的体积。





23. 求曲线[image: z017-2]
 的一条切线l，使该曲线与切线l及直线x=0，x=2所围成的图形面积最小。





24. 设不定积分[image: 017-1-c]
 的结果中不含对数函数，求常数α，β，γ，δ应满足的充要条件，并计算此不定积分.





25. 设函数f（x），g（x）在区间［a，b］上连续，且f（x）单调增加，0≤g（x）≤1. 证明：

[image: 017-2-c]


思维拓展训练

难度：★★★★　　通关称号：小牛人

1. 设b为常数，并设介于曲线[image: z017-3]
 与它的渐近线之间从x=1延伸到x→+∞的图形的面积为有限值。求b及该面积的值。





2. 星形线[image: z018]
 求①它所围成的图形D的面积；②它的全长；③绕x轴旋转而成的旋转面的全面积；④D绕x轴旋转成的旋转体体积。

[image: z018-2]






3. 某闸门以y轴为对称轴，闸门上部为矩形，下部为抛物线y=x2
 与y=1（米）围成的抛物弓形，当水与闸门上部相平时，欲使闸门矩形部分承受的水压力与闸门下部承受的水压力之比为5:4，求矩形部分的高h应为多少？





4. 设f（x）在［a，b］上连续且单调增加，证明[image: 018-1-c]






5. [image: z018-3]






6. [image: z018-4]






7. [image: z018-5]






8. 设f（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导，且f′（x）>0. 试证明：对于任何固定的λ>0，必存在唯一的ξλ
 ∈（a，b），使曲线y=f（x）与两直线y=f（ξλ
 ），x=a所围的面积S1
 是曲线y=f（x）与两直线y=f（ξλ
 ），x=b所围的面积S2
 的λ倍：S1
 =λS2
 .





9. 设f（x）在［0，1］上连续，证明：存在ξ∈（0，1），使[image: z019]
 ，且单调减少，则这种ξ是唯一的。





10. 设f（x）在［a，b］上具有连续的二阶导数，试证：存在ξ∈（a，b），使

[image: z019-2]






11. 设f（x）在［0，1］上单调减少正值连续，证明[image: z019-3]






12. [image: z019-4]


第四章　多元函数微积分学


【答案链接】


基础单项训练

难度：★☆　　通关称号：菜鸟

1. 设k为常数，则极限[image: z020]


（A）不存在。

（B）等于[image: z020-2]


（C）等于零。

（D）存在与否与k取值有关。

2. 设f′x
 （x0
 ，y0
 ），f′y
 （x0
 ，y0
 ）都存在，则

[image: z020-3]


3. 二元函数[image: z020-4]
 在点（0，0）处

（A）连续、偏导数存在。

（B）连续、偏导数不存在。

（C）不连续、偏导数存在。

（D）不连续、偏导数不存在。

4. 设函数f（x，y）在点（0，0）点某领域内有定义，且[image: z020-5]
 ，则f（x，y）在点（0，0）处

（A）不连续。

（B）两个偏导数都不存在。

（C）两个偏导数存在但不可微。

（D）可微。

[image: z020-6]


6. 已知[image: z020-7]
 为某一函数的全微分，则a等于

（A）-1.

（B）0.

（C）1.

（D）2.

[image: z020-8]


[image: z021]


19. 求函数f（x，y）=x4
 +y4
 -（x+y）2
 的极值。





20. 交换下列累次积分的次序：

[image: z022]


基础综合训练

难度：★★☆　　通关称号：小达人

[image: z022-2]


4. 设z=f（2x-y）+g（x，xy），其中f（t）二阶可导，g（u，v）具有二阶连续偏导数，求[image: z023]






5. 设z=f（x2
 -y2
 ，exy
 ），其中f具有连续二阶偏导数，求[image: z023-2]






6. 设u=f（x，y，z），其中[image: z023-3]
 其中f有二阶连续偏导数。





7. 设函数z=f（x，y）在点（1，1）处可微，且f（1，1）=1，f′x
 （1，1）=a，f′y
 （1，1）=b，g（x）=f（x，f（x，f（x，x））），求g（1），g′（1）。





8. 设u=f（x，y，z），y=φ（x，t），t=ψ（x，z）。其中f，φ，ψ可微，求[image: z023-4]






9. [image: z023-5]






10. 设f（x，y，z）=ex
 yz2
 ，其中z=z（x，y）由x+y+z+xyz=2所确定，求f′x
 （0，1，-1）和f′y
 （0，1，-1）。





11. 已知u+eu
 =xy，求[image: z024]






12. 设u=f（x，y，z）有连续偏导数，y=y（x）和z=z（x）分别由exy
 -y=0和ez
 -xz=0所确定，求[image: z024-2]






13. 设u=f（x，y，z）有连续一阶偏导数，又函数y=y（x）及z=z（x）分别由下列两式确定：exy
 -xy=2和[image: z024-3]






14. 设z=z（x，y）由方程F（x+y，y+z）=1所确定，其中F具有连续二阶偏导数，求[image: z024-4]






15. [image: z024-5]






16. 设z=z（x，y）是由x2
 -6xy+10y2
 -2yz-z2
 +18=0确定的函数，求z=z（x，y）的极值点和极值。





17. 求函数[image: z024-6]
 在条件（x-y）2
 -z2
 =1条件下的极值。





18. 在平面x+y+z=1上求一点，使它与两定点P1
 （1，0，1），P2
 （2，1，0）的距离的平方和最小。





19. 求函数f（x，y）=xy（4-x-y）在由x=1，y=0，x+y=6所围闭区域上的最大值和最小值。





20. 计算下列二重积分：

[image: z025]


[image: 026-2-c]


[image: z027]


思维拓展训练

难度：★★★★　　通关称号：小牛人

1. 已知u=u（x，y）满足方程[image: z027-2]
 ，试确定参数a和b，使原方程在变换u=v（x，y）eax+by
 下不出现一阶偏导数项。





2. [image: z027-3]






3. 求f（x，y）=xy（a-x-y）的极值。





4. 已知函数z=f（x，y）的全微分dz=2xdx-2ydy，并且f（1，1）=2，求f（x，y）在椭圆域D=[image: z027-4]
 上的最大值和最小值。





5. 设a，b，c为正实数，试证明

[image: z028]






6. 设D是xOy平面上有界闭区域，函数u（x，y）在D上定义，在D的内部成立u″xx
 +u″yy
 +cu=0，其中c<0为常数，证明：

（1）u在D上的正最大值（负最小值）不能在D的内部取得。

（2）若u在D上连续，且在D的边界上u=0，则在D上u≡0.





7. [image: z028-2]






8. 设f（x，y）在区域D：0≤x≤1，0≤y≤1上可微，且f（0，0）=0，求极限[image: z028-3]






9. 设f（x）是［0，1］上单调增的连续正值函数，证明

[image: z028-4]


第五章　常微分方程


【答案链接】


基础单项训练

难度：★☆　　通关称号：菜鸟

1. 微分方程y′sinx=ylny满足条件[image: z029]
 的特解是

[image: z029-2]


2. 若y=xex
 +x是方程y″-2y′+ay=bx+c的解，则

（A）a=1，b=1，c=0.

（B）a=1，b=1，c=-2.

（C）a=-3，b=-3，c=0.

（D）a=-3，b=1，c=1.

3. 微分方程y″+y=x2
 +2x+cosx的特解可设为

（A）y*=ax2
 +bx+c+x（Asinx+Bcosx）。

（B）y*=x（ax2
 +bx+c+Asinx+Bcosx）。

（C）y*=ax2
 +bx+c+Asinx.

（D）y*=ax2
 +bx+c+Acosx.

4. 函数y=C1
 ex
 +C2
 e-2x
 +xex
 满足的一个微分方程是

（A）y″-y′-2y=3xex
 .

（B）y″-y′-2y=3ex
 .

（C）y″+y′-2y=3xex
 .

（D）y″+y′-2y=3ex
 .

5. 具有特解y1
 =e-x
 ，y2
 =2xe-x
 ，y3
 =3ex
 的三阶常系数齐次线性微分方程是

（A）y'''-y″-y′-y=0.

（B）y'''+y″-y′-y=0.

（C）y'''-6y″+11y′-6y=0.

（D）y'''-2y″-y′+2y=0.

6. 微分方程xy′+2y=xlnx满足[image: z029-3]
 的特解为_____.





7. 微分方程ydx+（x2
 -4x）dy=0的通解为_____.





8. 微分方程xy″+3y′=0的通解为_____.





9. 方程y″（x+y′2
 ）=y′满足条件y（1）=y′（1）=1的特解为_____.





10. 二阶常系数非齐次线性微分方程y″-4y′+3y=2e2x
 的通解为_____.





11. 求微分方程x2
 y′+xy=y2
 满足初始条件y（1）=1的特解。





12. 求微分方程（3x2
 +2xy-y2
 ）dx+（x2
 -2xy）dy=0的通解。





13. 求微分方程[image: z030]
 的通解。





14. 求微分方程y″-3y′+2y=xex
 的通解。





15. 求微分方程y″+3y′+2y=e-x
 +sinx的通解。

基础综合训练

难度：★★☆　　通关称号：小达人

1. 若连续函数f（x）满足关系式[image: z030-2]
 ，则f（x）等于

（A）ex
 ln2.

（B）e2x
 ln2.

（C）ex
 +ln2.

（D）e2x
 +ln2.

2. 微分方程y″+y=x+cosx的通解为_____.

3. 已知方程y″+ay′+by=0的通解为y=C1
 ex
 +C2
 e-x
 ，则方程y″+ay′+by=ex
 满足初始条件y（0）=0，[image: z030-3]
 的特解为_____.

4. 设函数f（x）连续且满足[image: z030-4]






5. 设[image: z030-5]
 ，其中f（x）为连续函数，求f（x）。

思维拓展训练

难度：★★★★　　通关称号：小牛人

1. 设z=f（r）（r>0）有二阶连续导数，[image: z031]






2. 设f（t）为连续函数，且[image: z031-2]






3. 设曲线L位于xoy平面的第一象限内，L上任一点M处的切线与y轴总相交，交点记为A，已知[image: z031-3]
 [image: z031-4]






4. 设函数f（x）在［1，+∞）上连续，若由曲线y=f（x），直线x=1，x=t（t>1）与x轴围成平面图形绕x轴旋转一周所成的旋转体的体积为

[image: z031-5]


试求y=f（x）所满足的微分方程，并求该微分方程满足条件[image: z031-6]
 的解。





5. 函数f（x）在［0，+∞）上可导，f（0）=1，且满足等式

[image: z031-7]


（1）求f′（x）。

（2）证明：当x≥0时，成立不等式e-x
 ≤f（x）≤1.



第二篇　线性代数

第一章　行列式


【答案链接】


基础单项训练

难度：★☆　　通关称号：菜鸟

1. [image: z032]


（A）-2m.

（B）-3m.

（C）m.

（D）6m.

2. 若α1
 ，α2
 ，α3
 ，β1
 ，β2
 都是4维列向量，且4阶行列式|α1
 ，α2
 ，α3
 ，β1
 |=m，|α1
 ，α2
 ，β2
 ，α3
 |=n，则4阶行列式|α3
 ，α2
 ，α1
 ，β1
 +β2
 |=

（A）m+n.

（B）-（m+n）。

（C）m-n.

（D）n-m.

3. 设[image: z032-2]


（A）-3ab.

（B）（-1）n
 3m
 ab.

（C）（-1）n（m+1）
 3m
 ab.

（D）（-1）m×n
 3m
 ab.

4. 设A，B为n阶方阵，满足等式AB=O，则必有

（A）A=O或B=O.

（B）|A|=0或|B|=0.

（C）A+B=O.

（D）|A|+|B|=0.

[image: z032-3]


基础综合训练

难度：★★☆　　通关称号：小达人

1. 设A为n阶方阵则|A|=0的必要条件是

（A）A中必有两行（列）的元素对应成比例。

（B）A中任意一行（列）向量是其余各行（列）向量的线性组合。

（C）A中必有一行（列）向量是其余各行（列）向量的线性组合。

（D）A中至少有一行（列）的元素全为0.

2. 已知ai
 ，bj
 均不为0（i，j=1，2，3，4）

[image: z032-4]


3. 已知A是3阶矩阵，B是4阶矩阵，若|A|=3，|B|=-36，则|-|AT
 |B-1
 |=______.

4. 设矩阵[image: z033]
 ，E为2阶单位矩阵，矩阵B满足BA=B+2E，B*是B的伴随矩阵，则|B*|=______.

5. [image: z033-2]


6. [image: z033-3]






7. 已知α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 是4维列向量。证明|α1
 +α2
 ，α2
 +α3
 ，α3
 +α4
 ，α4
 +α1
 |=0.

思维拓展训练

难度：★★★★　　通关称号：小牛人

1. 已知α1
 ，α2
 ，α3
 是3维线性无关列向量。证明|α1
 +α2
 ，α2
 +α3
 ，α3
 +α1
 |≠0.





2. 已知A是n阶正交矩阵（即AAT
 =AT
 A=E），若|A|=1，证明当n为奇数时，|E-A|=0

第二章　矩阵


【答案链接】


基础单项训练

难度：★☆　　通关称号：菜鸟

1. 设A是n阶矩阵，下列命题中错误的是

（A）AAT
 =AT
 A.

（B）A*A=AA*.

（C）（A2
 ）n
 =（An
 ）2
 .

（D）（E+A）（E-A）=（E-A）（E+A）。

2. 设A是n阶对称矩阵，B是n阶反对称矩阵，则下列矩阵为反对称阵的是

（A）AB-BA.

（B）（AB）2
 .

（C）AB+BA.

（D）BAB.

3. 下列命题中，正确的是

（A）如果A，B都是n阶可逆矩阵，则A+B必可逆。

（B）如果A，B都是n阶可逆矩阵，则A*BT
 必可逆。

（C）如果A，B都是n阶不可逆矩阵，则A-B必不可逆。

（D）如果AB=E，则A可逆，且A-1
 =B.

4. 设A，B，C均为n阶方阵，且ABC=E，E是n阶单位矩阵，则必有

（A）ACB=E.

（B）CBA=E.

（C）BAC=E.

（D）BCA=E.

5. 设A=E-2αT
 α，其中α=［α1
 ，α2
 ，…，αn
 ］，且ααT
 =1. 则A不能满足的结论是

（A）AT
 =A.

（B）AT
 =A-1
 .

（C）AAT
 =E.

（D）A2
 =A.

6. 设A为n阶可逆矩阵，A*是A的伴随矩阵，则

（A）（A*）*=|A|n-1
 A.

（B）（A*）*=|A|n+1
 A.

（C）（A*）*=|A|n-2
 A.

（D）（A*）*=|A|n+2
 A.

7. [image: z034]


（A）P1
 AP2
 .

（B）AP2
 P1
 .

（C）AP1
 P2
 .

（D）P2
 AP1
 .

8. 设A是n阶矩阵，满足A2
 +3A-5E=O，则（A+5E）-1
 =______.

[image: z034-2]


基础综合训练

难度：★★☆　　通关称号：小达人

1. 设A，B都是n阶非零矩阵，且AB=O，则A和B的秩

（A）必有一个等于0.

（B）都小于n.

（C）一个小于n一个等于n.

（D）都等于n.

2. 设A是n阶矩阵，A*是A的伴随矩阵，k≠0，k≠±1，则（kA）*等于

[image: z034-3]


3. 设A，B，C均是n阶方阵，满足A=BC.将A，B以列分块，设为A=［α1
 ，α2
 ，…，αn
 ］，B=［β1
 ，β2
 ，…，βn
 ］，则有［α1
 ，α2
 ，…，αn
 ］=［β1
 ，β2
 ，…，βn
 ］C，将β1
 ，β2
 互换，只要保持上述等式成立，应

（A）将α1
 ，α2
 互换。

（B）将C的1，2行互换。

（C）将C的1，2列互换。

（D）将A的1，2行互换。

[image: z035]


思维拓展训练

难度：★★★★　　通关称号：小牛人

1. 已知A，B都是n阶矩阵，且AB=E，则A［E-A（E+AT
 BT
 ）-1
 B］B=______.

2. 设矩阵[image: z035-2]
 满足ABA*+BA*+16E=O，其中E是4阶单位矩阵，A*是A的伴随矩阵，求矩阵B.





3. 设n阶矩阵A和B满足[image: z035-3]
 ，证明A2
 =A的充分必要条件是B2
 =E.





4. 设A是2阶矩阵，且A5
 =O，证明（E-A）-1
 =E+A.





5. A是n阶方阵，满足A2
 =A，证明r（A）+r（A-E）=n.

第三章　向量


【答案链接】


基础单项训练

难度：★☆　　通关称号：菜鸟

1. 下列向量组中a，b，c，d，e，f均是常数，则线性无关的向量组是

（A）α1
 =［1，-1，0，2］T
 ，α2
 =［0，1，-1，1］T
 ，α3
 =［0，0，0，0］T
 .

（B）β1
 =［a，b，c］T
 ，β2
 =［b，c，d］T
 ，β3
 =［c，d，a］T
 ，β4
 =［d，a，b］T
 .

（C）ξ1
 =［a，1，b，0，0］T
 ，ξ2
 =［c，0，d，1，0］T
 ，ξ3
 =［e，0，f，0，1］T
 .

（D）η1
 =［1，2，1，5］T
 ，η2
 =［1，2，3，6］T
 ，η3
 =［1，2，5，7］T
 ，η4
 =［0，0，0，1］T
 .

2. 设向量组α1
 ，α2
 ，α3
 线性无关，则下列向量组中线性无关的是

（A）α1
 +α2
 ，α2
 +α3
 ，α3
 -α1
 .

（B）α1
 +α2
 ，α2
 +α3
 ，α1
 +2α2
 +α3
 .

（C）α1
 +2α2
 ，2α2
 +3α3
 ，3α3
 +α1
 .

（D）α1
 +α2
 +α3
 ，2α1
 -3α2
 +22α3
 ，3α1
 +5α2
 -5α3
 .

3. 设向量组Ⅰ：α1
 ，α2
 ，…，αs
 ，Ⅱ：α1
 ，α2
 ，…，αs
 ，…，αs+r
 ，则必有

（A）Ⅰ相关⇒Ⅱ相关。

（B）Ⅰ无关⇒Ⅱ无关。

（C）Ⅱ相关⇒Ⅰ相关。

（D）Ⅱ相关⇒Ⅰ无关。

4. 设向量组Ⅰ：α1
 =［a11
 ，a21
 ，…，an1
 ］，α2
 =［a12
 ，a22
 ，…，an2
 ］，…，αs
 =［a1s
 ，a2s
 ，…，ans
 ］，Ⅱ：β1
 =［a11
 ，a21
 ，…，an1
 ，…，an+r，1
 ］，β2
 =［a12
 ，a22
 ，…，an2
 ，…，an+r，2
 ］，…，βs
 =［a1s
 ，a2s
 ，…，ans
 ，…，an+r，s
 ］，则必有

（A）Ⅰ相关⇒Ⅱ相关。

（B）Ⅰ无关⇒Ⅱ无关。

（C）Ⅱ无关⇒Ⅰ无关。

（D）Ⅱ无关⇒Ⅰ相关。

5. 已知向量组Ⅰ:α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 线性无关，则与Ⅰ等价的向量组是

（A）α1
 +α2
 ，α2
 +α3
 ，α3
 +α4
 ，α4
 +α1
 .

（B）α1
 -α2
 ，α2
 -α3
 ，α3
 -α4
 ，α4
 -α1
 .

（C）α1
 +α2
 ，α2
 -α3
 ，α3
 +α4
 ，α4
 -α1
 .

（D）α1
 -α2
 ，α2
 +α3
 ，α3
 +α4
 ，α4
 +α1
 .

6. 设α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 是3维非零向量，则正确的命题是

（A）若α1
 ，α2
 线性相关，α3
 ，α4
 线性相关，则α1
 +α3
 ，α2
 +α4
 必线性相关。

（B）若α1
 ，α2
 ，α3
 线性无关，则α1
 +α4
 ，α2
 +α4
 ，α3
 +α4
 必线性无关。

（C）若α4
 不能由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表示，则α1
 ，α2
 ，α3
 必线性相关。

（D）若α4
 能由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表示，则α1
 ，α2
 ，α3
 必线性无关。

7. 若β=（1，3，0）T
 不能由α1
 =（1，2，1）T
 ，α2
 =（2，3，a）T
 ，α3
 =（1，a+2，-2）T
 线性表示，则a=_____.

8. 任意3维向量都可由α1
 =（1，0，1）T
 ，α2
 =（1，-2，3）T
 ，α3
 =（a，1，2）T
 线性表出，则a_____.

9. [image: z036]


10. 设向量组α1
 =［2，1，1，1］，α2
 =［2，1，a，a］，α3
 =［3，2，1，a］，α4
 =［4，3，2，1］线性无关，则a应满足条件_____.

11. 设α1
 =［1，0，0，1］，α2
 =［1，2，4，1］，α3
 =［3，-1，0，3］，α4
 =［1，4，5，1］，α5
 =［2，5，5，2］，则r（α1
 ，α2
 ，…，α5
 ）=_____.

12. [image: z036-2]


基础综合训练

难度：★★☆　　通关称号：小达人

1. n维向量组（Ⅰ）:α1
 ，α2
 ，…，αs
 ，若秩r（Ⅰ）=r.则

（A）（Ⅰ）中任意r-1个向量都线性无关。

（B）（Ⅰ）中任意r+1个向量都线性相关。

（C）（Ⅰ）中任意r个向量都线性无关。

（D）（Ⅰ）中向量个数s必大于r.

2. 向量组α1
 =［1，-1，3，0］T
 ，α2
 =［-2，1，a，1］T
 ，α3
 =［1，1，-5，-2］T
 的秩为2，则a=_____.

3. 设向量组α1
 =［1，1，3，1］，α2
 =［1，1，-1，3］，α3
 =［5，-2，7，9］，α4
 =［1，2，-5，5］.

问α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 是否线性无关，若线性无关，说明理由；若线性相关，求出不全为零的线性组合系数使其线性组合为零。





4. 设α1
 =［1，2，0］，α2
 =［1，a+2，-3a］，α3
 =［-1，-a-2，3a］，β=［1，3，-3］，问a为何值时，β不能由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表出；a为何值时，β可由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表出，并求其表出式。





5. 设α1
 =［1，3，1，2］，α2
 =［2，5，3，3］，α3
 =［0，1，-1，a］，β=［3，10，b，4］，问a，b满足什么条件时，β不能由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表出；a，b满足什么条件时，β可由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表出，并求其表出式。





6. 设向量组α1
 ，α2
 ，…，αn
 线性无关，证明向量组

[image: z037]


也线性无关。





7. 设向量组α1
 ，α2
 ，…，α3
 线性无关，设β=b1
 α1
 +b2
 α2
 +…+bs
 αs
 ，如果对于某个i（1≤i≤s），bi
 ≠0，用β替换αi
 ，则新得到的向量组α1
 ，α2
 ，…，αi-1
 ，β，αi+1
 ，…，αs
 也线性无关。





8. 设A是n阶方阵，列向量组α1
 ，α2
 ，…，αn
 线性无关，证明：列向量组Aα1
 ，Aα2
 ，…，Aαn
 线性无关的充要条件是A为可逆矩阵。





9. 设向量组α1
 =［1，-1，2，4］，α2
 =［0，3，1，2］，α3
 =［3，0，7，14］，α4
 =［1，-1，2，0］，α5
 =［2，1，5，6］.求向量组的秩、极大线性无关组，并将其余向量由极大线性无关组线性表出。





10. 已知n维向量组α1
 ，α2
 ，…，αn-1
 线性无关，非零向量β与αi
 （i=1，2，…，n-1）正交，证明：α1
 ，α2
 ，…，αn-1
 ，β线性无关。





11. 用施密特标准正交化方法将下列向量组化成标准正交向量组。

α1
 =［1，-1，1］T
 ，　α2
 =［-1，1，1］T
 ，　α3
 =［1，1，-1］T
 .

思维拓展训练

难度：★★★★　　通关称号：小牛人

1. （1）已知α1
 =［1，0，1］T
 ，α2
 =［2，1，2］T
 ，α3
 =［1，1，2］T
 ，β1
 =［1，5，a］T
 ，β2
 =［b，4，3］T
 ，问a，b满足什么条件时，β1
 ，β2
 均可由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表出。

（2）已知α1
 =［1，0，1］T
 ，α2
 =［2，1，2］T
 ，α3
 =［1，1，1］T
 ，β1
 =［1，5，a］T
 ，β2
 =［b，4，3］T
 ，问a，b满足什么条件时，β1
 ，β2
 均可由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表出，能表出时，求出其表出式。





2. 已知向量组α1
 ，α2
 ，…，αs
 线性相关，向量组α2
 ，α3
 ，…，αs
 ，αs+1
 线性无关。

（1）问α1
 能否由α2
 ，α3
 ，…，αs
 线性表出，说明理由。

（2）问αs+1
 能否由α1
 ，α2
 ，…，αs
 线性表出，说明理由。





3. 设A是n阶矩阵。α1
 ，α2
 ，α3
 是n维列向量，其中α1
 ≠0，且Aα1
 =2α1
 ，Aα2
 =-α1
 +2α2
 ，Aα3
 =-α2
 +2α3
 ，证明α1
 ，α2
 ，α3
 线性无关。

第四章　线性方程组


【答案链接】


基础单项训练

难度：★☆　　通关称号：菜鸟

1. 设A是n阶方阵，r（A）=n-1，α1
 ，α2
 是Ax=0的两个不同的解，k是任意常数，则Ax=0的通解必是

（A）kα1
 .　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

（B）kα2
 .

（C）k（α1
 -α2
 ）。

（D）k（α1
 +α2
 ）。

2. 设A是m×n矩阵，B是n×m矩阵，则线性方程组（AB）X=0

（A）当n>m时仅有零解。

（B）当n>m时必有非零解。

（C）当m>n时仅有零解。

（D）当m>n时必有非零解。

3. 对于n元方程组，则下列说法正确的是

（A）若Ax=0只有零解，则Ax=b有唯一解。

（B）Ax=0有非零解的充要条件是｜A｜=0.

（C）Ax=b有唯一解的充要条件是r（A）=n.

（D）若Ax=b有两个不同的解，则Ax=0有无穷多解。

4. 设ξ1
 ，ξ2
 ，ξ3
 是Ax=0的基础解系，则该方程组的基础解系还可表示成

（A）ξ1
 ，ξ2
 ，ξ3
 的一个等价向量组。

（B）ξ1
 ，ξ2
 ，ξ3
 的一个等秩向量组。

（C）ξ1
 +ξ2
 ，ξ2
 +ξ3
 ，ξ3
 +ξ1
 .

（D）ξ1
 -ξ2
 ，ξ2
 -ξ3
 ，ξ3
 -ξ1
 .

5. 设A是n阶实矩阵，AT
 是A的转置矩阵，则对于线性方程组（Ⅰ）Ax=0和（Ⅱ）AT
 Ax=0，必有

（A）（Ⅱ）的解是（Ⅰ）的解，（Ⅰ）的解也是（Ⅱ）的解。

（B）（Ⅱ）的解是（Ⅰ）的解，但（Ⅰ）的解不是（Ⅱ）的解。

（C）（Ⅰ）的解不是（Ⅱ）的解，（Ⅱ）的解也不是（Ⅰ）的解。

（D）（Ⅰ）的解是（Ⅱ）的解，但（Ⅱ）的解不是（Ⅰ）的解。

6. 已知齐次线性方程组

[image: z039]


有非零解，则参数a应满足_____.





7. 已知线性方程组

[image: z039-2]


无解，则参数a应满足_____.





8. 线性方程组

[image: z039-3]


的基础解系有两个线性无关解组成，则参数a，b，c，d，e应满足关系_____.





9. 方程组是否有非零解，若没有，说明理由，若有，求方程组的基础解系。

[image: z040]






10. [image: z040-2]


基础综合训练

难度：★★☆　　通关称号：小达人

1. 设非齐次线性方程组A3×4
 x=b有通解k1
 ξ1
 +k2
 ξ2
 +η=k1
 ［1，2，0，-2］T
 +k2
 ［4，-1，-1，-1］T
 +［1，0，-1，1］T
 ，则下列向量中是Ax=b的解的是

（A）α1
 =［1，2，0，-2］T
 .

（B）α2
 =［6，1，-2，-2］T
 .

（C）α3
 =［3，1，-2，4］T
 .

（D）α4
 =［5，1，-1，-3］T
 .

2. 设[image: z040-3]
 ，则使方程组Ax=b有解的所有的列向量b是_____.

3. 设η1
 ，η2
 ，η3
 均是Ax=b的解，若λ1
 η1
 +λ2
 η2
 +λ3
 η3
 也是Ax=b的解，则λ1
 ，λ2
 ，λ3
 应满足_____.





4. 求线性方程组[image: z040-4]
 的通解。





5. 设线性方程组

[image: z041]


问λ为何值时，方程组无解，λ为何值时，方程组有解，有解时，求方程组的解。





6. 设线性方程组

[image: z041-2]


其中n≥2，a≠0，b≠0. 问a、b满足什么关系时，方程组只有零解；a，b满足什么关系时，方程组有非零解，有非零解时，求出其通解。





7. 线性方程组Ax=β1
 +kβ2
 ，其中

[image: z041-3]


讨论k为何值时，方程组无解，有解，若有解，求出其通解。





8. 已知3阶矩阵A的第1行是（a，b，c），a，b，c不全为零，矩阵[image: z042]
 （k为常数），且AB=O，求线性方程组Ax=0的通解。





9. 求线性方程组

[image: z042-2]


满足条件x1
 =x2
 的全部解。

思维拓展训练

难度：★★★★　　通关称号：小牛人

1. 设线性非齐次方程组

[image: z042-3]


（1）证明若a1
 ，a2
 ，a3
 ，a4
 互不相等时，方程组无解。

（2）设a1
 =a3
 =k，a2
 =a4
 =-k. 求方程组的通解。





2. 设A，B均是3×4矩阵，Ax=0有基础解系ξ1
 ，ξ2
 ，ξ3
 ，Bx=0有基础解系η1
 ，η2
 .

（1）证明Ax=0和Bx=0有非零公共解。

（2）若Ax=0的基础解系为ξ1
 =［1，-1，2，4］T
 ，ξ2
 =［0，3，1，2］T
 ，ξ3
 =［1，-2，2，0］T
 .

Bx=0的基础解系为η1
 =［3，0，7，14］T
 ，η2
 =［2，1，5，10］T
 ，求Ax=0和Bx=0的非零公共解。





3. 已知A是m×n矩阵，Ax=b有唯一解，证明AT
 A是可逆阵，并求Ax=b的唯一解。





4. 设非齐次线性方程组Ax=b，其中A是m×n矩阵，且r（A）=r（A｜b）=r<n.

证明：Ax=b有且仅有n-r+1个线性无关解。

第五章　特征值、特征向量、相似矩阵


【答案链接】


基础单项训练

难度：★☆　　通关称号：菜鸟

1. 设[image: z044]
 ，则下列向量是A的特征向量的是

（A）［1，2，1］T
 .

（B）［1，-2，1］T
 .

（C）［2，1，2］T
 .

（D）［2，1，-2］T
 .

2. 设A是三阶矩阵，有特征值1，-1，2，则下列矩阵中可逆矩阵是

（A）E-A.

（B）E+A.

（C）2E-A.

（D）2E+A.

3. 已知A是三阶矩阵，r（A）=1，则λ=0

（A）必是A的二重特征值。

（B）至少是A的二重特征值。

（C）至多是A的二重特征值。

（D）一重、二重、三重特征值都可能。

4. 下列矩阵中能相似于对角阵的矩阵是

[image: z044-2]


5. A是三阶矩阵，P是三阶可逆矩阵，[image: z044-3]
 ，且Aα1
 =α1
 ，Aα2
 =α2
 ，Aα3
 =0，则P是

（A）［α1
 ，α2
 ，α1
 +α3
 ］.

（B）［α2
 ，α3
 ，α1
 ］.

（C）［α1
 +α2
 ，-α2
 ，3α3
 ］.

（D）［α1
 +α2
 ，α2
 +α3
 ，α3
 +α1
 ］.

[image: z044-4]


7. A满足关系式A2
 -2A+E=O，则A的特征值的取值范围是_____.





8. 已知-2是[image: z044-5]
 的特征值，其中b为非零的任意常数，则x=______.





9. 已知ξ=［1，-1，-1］T
 是矩阵[image: z045]
 的特征向量，则参数a=______.





10. 已知α=［1，a］T
 是[image: z045-2]
 的逆矩阵A-1
 的特征向量，则a=_____.





11. 三阶矩阵A有特征值-1，1，2，B=A-3A2
 ，则｜B｜=_____.





[image: z045-3]


基础综合训练

难度：★★☆　　通关称号：小达人

1. A，B是n阶矩阵，且A～B，则

（A）A，B的特征矩阵相同。

（B）A，B的特征方程相同。

（C）A，B相似于同一个对角阵。

（D）存在n阶方阵Q，使得QT
 AQ=B.

2. 设n阶矩阵A，B相似，则下列关系式（1）A2
 ～B2
 ，（2）若A可逆，A-1
 ～B-1
 ，（3）AT
 ～BT
 ，（4）A*～B*中成立的个数是

（A）1.

（B）2.

（C）3.

（D）4.

3. 已知ξ是A的对应于λ（单根）的特征向量，则P-1
 AP对应于λ的一个特征向量是______。





4. 设A是n阶实对称阵，λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 是A的n个互不相同的特征值，ξ1
 是A的对应于λ1
 的1个单位特征向量，则矩阵[image: z045-4]
 的特征值为______。





5. [image: z046]






6. 已知[image: z046-2]
 ，求A的特征值和特征向量，并分析a为何值时，A能相似于对角阵；a为何值时，A不能相似于对角阵。





7. 已知A=［aij
 ］n×n
 ，其中ai
 j=1（i=1，2，…，n;j=1，2，…，n），求可逆阵P，使P-1
 AP=Λ.





8. 设[image: z046-3]
 ，求正交阵Q，使得Q-1
 AQ=QT
 AQ=Λ，其中Λ是对角阵。





9. 设三阶实对称矩阵A有特征值λ1
 =1，λ2
 =2，λ3
 =3. A的对应于λ1
 =1，λ2
 =2的特征向量分别是ξ1
 =［-1，-1，1］T
 ，ξ2
 =［1，-2，-1］T
 ，

（1）求A的属于λ3
 =3的特征向量。

（2）求A.





10. 设A是三阶矩阵，有特征值λ1
 ，λ2
 ，λ3
 ，其对应的特征向量分别是ξ1
 =［1，0，0］T
 ，ξ2
 =［1，1，0］T
 ，ξ3
 =［1，1，1］T
 ，求An
 .





11. 设A是三阶矩阵，有特征值λ1
 =1，λ2
 =-2，λ3
 =3，对应的特征向量分别是ξ1
 =［1，-2，1］T
 ，ξ2
 =［1，0，-1］T
 ，ξ3
 =［1，1，1］T
 ，β=［3，-1，1］T
 ，求A100
 β.





12. 已知[image: z047]
 有三个线性无关的特征向量，求A100
 .





13. 设A是n阶实矩阵，有Aξ=λξ，AT
 η=μη，其中λ，μ是数，且λ≠μ，ξ，η是n维非零向量，证明η，ξ正交。

思维拓展训练

难度：★★★★　　通关称号：小牛人

1. 设A3×3
 与对角阵[image: z047-2]
 相似，证明：B=（A-λ1
 E）（A-λ2
 E）（A-λ3
 E）=O.





2. 设A是三阶实对称阵，已知存在可逆阵P，使[image: z047-3]
 ，求三阶实对称阵B，使得B3
 =A.





3. 设A是三阶实对称阵，有特征值λ1
 =1，λ2
 =2，λ3
 =-2，α1
 =［1，-1，1］T
 是A的属于λ1
 =1的特征向量，B=A5
 -4A3
 +E，其中E是单位阵。

（1）验证α1
 也是B的特征向量，并求B的特征值和特征向量。

（2）求B.





4. 设λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 是A=［aij
 ］n×n
 的n个特征值，证明[image: z048]






5. 已知A是n阶实对称阵，λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 是A的特征值，ξ1
 ，ξ2
 ，…，ξn
 是A的n个标准正交特征向量，证明A可表示为[image: z048-1]






6. 设A=E+XT
 Y，其中，X=［x1
 ，x2
 ，…，xn
 ］，Y=［y1
 ，y2
 ，…，yn
 ］，且XYT
 =2.

（1）求A的特征值和特征向量；

（2）求可逆矩阵P，使得P-1
 AP=Λ.

第六章　二次型


【答案链接】


基础单项训练

难度：★☆　　通关称号：菜鸟

1. A、B都是n阶实对称阵，则使A、B合同的充要条件是

（A）A、B有相同的秩。

（B）A、B都合同于对角阵。

（C）A、B的全部特征值相同。

（D）A、B有相同的正负惯性指数。

[image: z049]


3. 实二次型f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）的秩为r，符号差为s，且f和-f合同，则必有

（A）r是偶数，s=1.

（B）r是奇数，s=1.

（C）r是偶数，s=0.

（D）r是奇数，s=0.

4. 下列矩阵中正定矩阵是

[image: z049-2]


5. 设二次型f（x1
 ，x2
 ，x3
 ）=（a1
 x1
 +b1
 x2
 +c1
 x3
 ）（a2
 x1
 +b2
 x2
 +c2
 x3
 ），则二次型的对应矩阵是_____.





6. 设二次型[image: z049-z]
 ，则二次型的秩等于_____.





7. 设A是二阶实对称阵，对任意x=［x1
 ，x2
 ］T
 有xT
 Ax=0，则A=______.





8. 矩阵[image: z049-3]
 是合同矩阵，即存在可逆矩阵C，使CT
 AC=B，其中C=_____.





9. 设[image: z050]
 正定，则k应满足条件_____.





10. 已知二次型[image: z050-2]


（1）写出二次型的矩阵表达式；

（2）用正交变换化二次型为标准形，并写出所作的正交变换。





11. 已知f（x1
 ，x2
 ，x3
 ，x4
 ）=2x1
 x2
 -6x1
 x3
 -6x2
 x4
 -2x3
 x4
 ，用正交变换化二次型为标准形，并指出二次型的秩及正负惯性指数。

基础综合训练

难度：★★☆　　通关称号：小达人

1. 二次型XT
 Ax正定的充要条件是

（A）存在可逆矩阵P，使得P-1
 AP=E.

（B）存在n阶矩阵D，使得A=DT
 D.

（C）存在正交阵Q，使得[image: z050-3]


（D）对任何X=［x1
 ，x2
 ，…xn
 ］T
 ，其中xi
 ≠0（i=1，2，…，n）均有XT
 Ax>0.

2. 设二次型[image: z050-4]
 经正交变换化成标准形[image: z050-5]
 则参数a，b应分别等于。





3. 设A是m×n矩阵，E是n阶单位阵，证明参数k>0时，B=kE+AT
 A是正定矩阵。





4. 已知[image: z051]
 ，用配方法化二次型为标准形，并求所作的可逆线性变换。





5. 已知f（x1
 ，x2
 ，x3
 ，x4
 ）=x1
 x2
 +x2
 x3
 +x3
 x4
 +x4
 x1
 ，用配方法化二次型为标准形，并求所作可逆线性变换及二次型的秩和正、负惯性指数。





6. 设[image: z051-2]
 ，求可逆矩阵C，使得CT
 AC为对角阵。





7. 设[image: z051-3]
 ，求可逆矩阵C，使得CT
 AC=B.





8. 求a的值，使二次型

[image: z051-4]


为正定二次型。





9. 试问：λ为何值时，二次型

[image: z052]


为正定二次型？





10. 设[image: z052-2]
 ，判别f的正定性。





11. 已知实对称阵A满足A3
 -4A2
 +5A-2E=O，证明A是正定矩阵。

思维拓展训练

难度：★★★★　　通关称号：小牛人

1. [image: z052-3]


（1）求对角阵Λ，使B～Λ.

（2）问k满足什么条件时，B是正定阵。





2. 已知λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 是n阶实对称阵A的n个特征值，问t满足什么条件时，tE-A是正定阵。





3. 设A是n阶正定阵，B是n阶反对称阵，证明A-B2
 是可逆矩阵。





4. 设

[image: z053]


讨论B=AT
 A的正定性。





5. 设三阶实对称阵A有特征值λ1
 <λ2
 <λ3
 ，证明二次型f（x1
 ，x2
 ，x3
 ）=XT
 Ax，对任意的X=［x1
 ，x2
 ，x3
 ］T
 ，恒有

λ1
 XT
 X≤XT
 Ax≤λ3
 XT
 X.



习题参考答案与解析

第一篇　高等数学


第一章　函数　极限　连续


基础单项训练

[image: z054]


[image: z055]


[image: z056]


基础综合训练

[image: z056-2]


[image: z057]


思维拓展训练

1. 【解】
 　①设aj
 =max{a1
 ，a2
 ，…，an
 }，有

[image: z058]


[image: z059]


[image: 059-1-c]



第二章　一元函数微分学


基础单项训练

1. C　【解】
 　命u=x-t，则

[image: z060]


2. D　【解】
 　由题知f″（x）=1-e-x
 -x［f′（x）］2
 ，表明f″（x）存在，从而知f′（x）连续。

从而[image: z060-2]
 由极限的保号性知f″（x）在x=0的某去心邻域内与x同号，从而知当x>0时f″（x）>0；当x<0时f″（x）<0. 故曲线y=f（x）在点（0，f（0））左侧邻近是凸的，右侧邻近是凹的，选（D）。

3. D　【解】
 　由[image: z060-3]
 ，所以x=0是一条铅直渐近线。又因[image: z060-4]
 ，所以y=1+x是一条斜渐近线，又因[image: z060-5]
 ，所以y=0是一条水平渐近线。选（D）。

4. D　【解】
 　证明（D）正确。因f'''（x0
 ）>0，由[image: z060-6]
 知，存在x=x0
 的去心邻域f″（x）与x-x0
 同号，又因f′（x0
 ）=0，故在该去心邻域内f′（x）>0，所以f（x0
 ）不是f（x）的极值，选（D）。

其他（A）、（B）、（C）均不正确。因（A）中未设f（x）在x=0连续，由f′（x）>0（x≠0），只能推出（-∞，0）与（0，+∞）内f（x）分别严格单调增。（B）中未设f（x）在x=0处可导，例如f（x）=|x|，在x=0处不可导。（C）中未设f′（x0
 ）=0.

5. C　【解】
 　因为f′（x0
 ）=0，且[image: z060-7]
 ，所以由保号性知，存在δ>0，当x∈Uδ
 （x0
 ）时，[image: z060-8]
 . 因此当x∈（x0
 -δ，x0
 ）时有f′（x）>0，所以在区间（x0
 -δ，x0
 ）上f′（x）>0，即f（x）严格单调增，当x∈（x0
 ，x0
 +δ）时有f′（x）<0，所以在区间（x0
 ，x0
 +δ）上，f′（x）<0，即f（x）严格单调减。因此选（C）。

6. D　【解】
 　证明（D）正确，反证法，设f（x）有3个或3个以上零点，则由罗尔定理知f″（x）有1个或1个以上零点，与题设矛盾。

7. C　【解】
 　因f′-
 （x0
 ）与f′+
 （x0
 ）均存在，则可推出f（x）在x=x0
 处左连续且右连续，因此f（x）在x=x0
 处连续，所以②正确。因f（x）在x=x0
 处连续且[image: z060-9]
 ，由洛必达法则，[image: z060-10]
 [image: z060-11]
 ，即有f′（x0
 ）=A. ③正确。选（C）。

8. B　【解】
 　函数|x|，|x-1|，|x+1|分别仅在x=0，x=1，x=-1不可导且它们处处连续。因此只须在这些点考察f（x）是否可导，下面按定义考查：

[image: z061]


故f′+
 （0）≠f′-
 （0），因此f（x）在x=0处不可导.

类似地可知f（x）在x=1处不可导，在x=-1处可导且f′（-1）=0. 选（B）.

9. D　【解】
 　由于f′（a）>0，故[image: z061-2]
 即f（x0
 ）>f（a）。（A）正确。类似可证（B）亦正确。由于（A）、（B）均正确，所以点x=a与x=b均不是f（x）在［a，b］上的最大值。所以f（x）在［a，b］上的最大值点必在（a，b）内，从而至少存在一点x0
 ∈（a，b）使f′（x0
 ）=0. （C）亦正确。举例说明（D）不正确。例如f（x）=x（1-x），f′+
 （0）=1，f′-
 （1）=-1，f（0）=f（1）=0.f（x）>0（当x∈（0，1）），不存在x0
 ∈（0，1）使[image: z061-3]
 故选（D）。

[image: z061-4]


[image: z062]


[image: z062-2]


[image: z063]


基础综合训练

[image: z063-2]


3. A　【解】
 　由题设条件及保号性知存在x=0的去心某邻域f″（x）>0，从而知f′（x）单调增，又由f′（0）=0知，f′（x）在x=0从左到右由负变正，故知f（0）为f（x）的极小值。选（A）。

[image: z063-3]


[image: z064]


[image: z065]


思维拓展训练

1. C. 【解析】
 　易知[image: 065-1-c]
 ，所以f（x）在（-∞，+∞）上至少有3个零点.又因f′（x）=πsinπx+6（2x-3）2
 +[image: 065-2-c]
 ，f″（x）=π2
 cosπx+24（2x-3），f′″（x）=-π3
 sinπx+48>0，所以f（x）在区间（-∞，+∞）上至多有3个零点，结合以上两项知，f（x）在（-∞，+∞）上正好有3个零点.


［注］：
 讨论f（x）在区间（a，b）上正好有几个零点，一般要将（a，b）分成相应的几个区间并证明小区间的端点处f（x）反号，且区间内f′（x）≠0（即每个小区间的内f（x）为单调）.其中第一步通过试算可以达到目的，但划分的区间内不一定单调，本题解法使用了下述定理：“设f（x）在区间（a，b）内存在n阶导数，且f（n）
 （x）≠0，则在区间（a，b）内f（x）至多有几个零点.”你会证明些定理么？（反复用罗尔定理即得）.

2. D. 【解析】　方法一：
 y=g（x）为经过点（0，f（0））与点（1，f（1））的直线，由f″（x）≥0知，y=f（x）为凹弧，由凹弧的几何性态知，f（x）≤g（x）选D.


方法二：
 由《考研数学复习全书》第二章3例7及其评注2与评注3，取区间［0，1］=［a，b］，x1
 =0，x2
 =1，t=x，s=1-x，代入该例结论，即有f（x）≤（1-x）f（0）+xf（1）=g（x）.


［注］：
 本题从内容上来讲是基本的，容易的.但想到用上述方法一或方法二来处理，却要对基础知识有很好的掌握级思维拓展.一般讲到证不等式常常只想到用一阶导数，用二阶导数来处理可能会不知所措了.

3. 【解】
 　（1）设f′（0）=a>0. 由拉格朗日余项泰勒公式有[image: z065-2]
 ，（当x≠0）。于是当[image: z065-3]
 a时f（x）>0，所以在区间（0，+∞）上至少有1个零点。又因x>0时f′（x）>f′（0）=a>0，所以在（0，+∞）上正好1个零点。同理可证，若a<0，则在（-∞，0）上f（x）正好有1个零点。若f′（0）=a=0，则必存在δ>0，当x∈［0，δ］时f（x）<0且f′（δ）>0. 在x=δ按上述对x=0讨论的办法，可知f（x）在区间（δ，+∞）从而在区间（0，+∞）上正好1个零点。类似可知在当a=0时，（-∞，0）上f（x）也正好1个零点。又因f″（x）>0，无论a是什么情形，所以在（-∞，+∞）上f（x）至多2个零点，证毕。

（2）上面已证不论a是哪种情形，f（x）在（0，+∞）上或（-∞，0）上正好有1个零点。于是若f（x）有2个零点，则此2零点必反号。

4. 【解】
 　命[image: z065-4]
 . 若k≤0，则f′（x）<0，而f（0+
 ）=+∞，f（+∞）<0，所以当x>0时f（x）=0有且仅有一个根。若k>0，由f′（x）=0解得唯一驻点[image: z065-5]
 ，又因f″（x）>0，

[image: z066]


5. 【解】
 　设直线方程为g（x）=ax+b. f（x）与g（x）的交点设为x1
 ，x2
 ，x3
 .不妨设x1
 <x2
 <x3
 ，令F（x）=f（x）-g（x），有F（x1
 ）=F（x2
 ）=F（x3
 ）=0. 存在ξ使F″（ξ）=0，即f″（ξ）=0.

6. 【解】
 　反证法。设不存在ξ介于f（x）的两零点之间使g（ξ）=0. 即设对任何x∈（a，b），g（x）≠0. 命F（x）[image: z066-2]
 由于F（x）在（a，b）内至少有2个零点，所以F′（x）至少有1个零点，与f′（x）g（x）-f（x）g′（x）≠0矛盾。所以至少存在一点ξ介于f（x）的两零点之间使g（ξ）=0.

7. 【解】
 　命φ（x）=f（x）eg（x）
 ，则φ′（x）=eg（x）
 ［f′（x）+f（x）g′（x）］.设f（x）在（a，b）内存在2个零点，则由罗尔定理知，φ′（x）即f′（x）+f（x）g′（x）在（a，b）内至少存在1个零点，与f′（x）+f（x）g′（x）≠0矛盾。故f（x）在（a，b）内至多存在1个零点。

8. 【解】
 　将sinx与f（x）在x=0处按佩亚诺余项泰勒公式分别展开至o1
 （x3
 ）与o2
 （x2
 ），[image: z066-3]
 [image: z066-4]


[image: z066-5]


9. 【解】
 　设在［0，1］上f（x）≡某常数，即f（x）≡0，结论自然成立。

设在［0，1］上f（x）[image: 066-1-c]
 0，则在（0，1）上|f（x）|存在最大值。设x0
 ∈（0，1）有[image: z066-6]
 ，所以f（x0
 ）不是f（x）的最大值就是f（x）的最小值，所以f′（x0
 ）=0. 将f（x）在x0
 处按泰勒公式展开：

[image: z066-7]



第三章　一元函数积分学


基础单项训练

[image: z068]


[image: z069]


[image: z070]


基础综合训练

1. B　【解】
 　关于（A），设[image: z070-2]
 [image: z070-3]
 的一切原函数可表示为F（x）+C均为偶函数，不选（A）。

关于（B），设[image: z070-4]
 ，类似于（A）的讨论知，F（x）为奇函数，f（x）的一切原函数F（x）+C中当且仅当C=0时才是奇函数，故（B）正确，选（B）。

[image: z071]


[image: z072]


[image: z073]


[image: z074]


24. 【解】
 　由部分分式

[image: 074-1-c]


若A≠0，则积分之后会出现对数函数；若C≠0，也会出现对数函数.因此A=0且C=0. 将它们代入（*）式后，通分并令两边分子相等，得

αx3
 +βx2
 +γx+δ=B（x2
 +x+1）+D（x-1）2


=（B+D）x2
 +（B-2D）x+（B+D）.

所以α=0，β=B+D，γ=B-2D，δ=B+D.从而推得α=0，β=δ以及γ可以任意.

[image: 074-2-c]


25. 【证】
 　（Ⅰ）因0≤g（x）≤1，由定积分不等式性质知，当x∈［a，b］时有[image: 074-3-c]
 [image: 075-1-c]
 ，x∈［a，b］.因为f（x）与g（x）在区间［a，b］上连续，所以F（x）在区间［a，b］上可导，F′（x）=［f（a+[image: 075-2-c]
 -f（x）］g（x）.由（Ⅰ）有[image: 075-3-c]
 ，又因f（x）单调增加，所以［f（a+[image: 075-4-c]
 -f（x）］≤0，再由g（x）≥0，于是知F′（x）≤0. 从而知F（x）在区间［a，b］上单调减少.再结合F（a）=0推知F（b）≤0. 即证明了（Ⅱ）成立.

思维拓展训练

[image: z074-2]


[image: z075]


3. 【解】
 　根据题意，如图所示：因已知矩形部分高为h，则矩形上边为y=h+1，故矩形部分所受水压力

[image: z075-2]


[image: z075-3]


[image: z075-4]


[image: z076]


[image: z077]



第四章　多元函数微积分学


基础单项训练

[image: z078]


6. D　【解】
 　由题设可知　[image: z078-2]


7. D　【解】
 　由原题可知积分域如图，则

[image: z078-3]


[image: z078-4]


8. A　【解】
 　积分域如图，连结（-1，1）和（0，0）点将原积分域D分为两个等腰三角形区域D2
 和D3
 .

[image: z078-5]


[image: z078-6]


9. D　【解】
 　注意在D内0<x+y≤1，则ln3
 （x+y）≤0

由于当[image: z078-7]
 时，sinx<x，则0<sin2
 （x+y）<sin（x+y）<（x+y）

故　J<I<K

[image: z078-8]


[image: z079]


20. 【解】


[image: 079-1-c]


（3）曲线r=2asinθ的直角坐标方程为x2
 +y2
 =2ay，曲线r=2acosθ的直角坐标方程为x2
 +y2
 =2ax，则其积分域如图所示，则

[image: 079-2-c]


[image: 079-3-c]


基础综合训练

[image: z079-2]


[image: z080-0001]


10. 【解】
 　由f（x，y，z）=ex
 yz2
 及z=z（x，y）知

[image: 080-1-c]


由x+y+z+xyz=2知

[image: 081-1-c]


[image: z080-0002]


[image: 081-2-c]


[image: 081-3-c]


由f（1）=1，f′（1）=1知C2
 =1，C1
 =1，则f（r）=lnr+1.

16. 【解】
 　[image: 082-1-c]


令z′x
 =0，z′y
 =0得驻点（9，3），（-9，-3）

容易验证在（9，3）点，AC-B2
 >0，且A>0，则取极小值，z（9，3）=3，

在点（-9，-3）处，AC-B2
 >0，且A<0，则取极大值，z（-9，-3）=-3.

17. 【解】　令F（x，y，z，λ，μ）=x2
 +y2
 +z2
 +λ（x+y+z）+μ（x2
 +y2
 -1）

由x2
 +y2
 =1知F=1+z2
 +λ（x+y+z）+μ（x2
 +y2
 -1）

[image: 082-2-c]


由（1）式和（2）式得μx=μy

（1）若μ=0，则由（1）式得λ=0，由（3）式得z=0，将z=0代入（4）式和（5）式得驻点

[image: 082-3-c]


（2）若μ≠0，则x=y，将此代入（4）式和（5）式得

[image: 082-4-c]


则函数[image: 082-5-c]
 在条件x2
 +y2
 =1及x+y+z=0下的最大值为[image: 082-6-c]
 ，最小值为1.

18. 【解】
 　令f（x，y，z）=（x-1）2
 +y2
 +（z-1）2
 +（x-2）2
 +（y-1）2
 +z2


令F=f（x，y，z）+λ（x+y+z-1）

[image: 082-7-c]


[image: 082-8-c]


[image: 083-1-c]


20. 【解】
 　（1）方法一
 　积分域D如图所示，由于积分域关于y轴对称，被积函数是x偶函数，则

[image: 083-2-c]



方法二


[image: 083-3-c]


[image: 083-4-c]


[image: 083-0-c]


（5）积分域如图所示，

[image: 083-6-c]


[image: 083-5-c]


[image: 083-7-c]


[image: 083-8-c]


（9）积分域如图ΔABC，连结OB将积分域分为ΔABO（记为D1
 ）和ΔBCO（记为D2
 ）

[image: 083-9-c]


由奇偶性知

[image: 084-1-c]


（11）如图可知y=x2
 将区域D分为D1
 和D2
 两部分

[image: 084-2-c]


[image: 084-3-c]


[image: 084-4-c]


[image: 084-5-c]


[image: 084-6-c]


思维拓展训练

[image: z082-3]


z=x2
 -y2
 +2=5x2
 -2　［-1，1］

显然x=0时取最小值-2，x=±1时取最大值3，故

fmax
 =f（1，0）=f（-1，0）=3，fmin
 =f（0，2）=f（0，-2）=-2

5. 【证明】
 　只要证明函数xy2
 z3
 在条件x+y+z=k下的最大值不超过[image: z083]
 即可。以下略。

6. 【证明】
 　（1）若u（x，y）在D上正最大值在D内部某点（x0
 ，y0
 ）取得，则（x0
 ，y0
 ）为u（x，y）的极大值点，又u″xx
 （x0
 ，y0
 ）+u″yy
 （x0
 ，y0
 ）=-cu（x0
 ，y0
 ）>0，则u″xx
 （x0
 ，y0
 ）和u″yy
 （x0
 ，y0
 ）中至少有一个大于零，不妨设u″xx
 （x0
 ，y0
 ）>0，由于二元函数u（x，y）在（x0
 ，y0
 ）取极大值，则一元函数u（x，y0
 ）在x0
 应取极大值，这与u″xx
 （x0
 ，y0
 ）>0矛盾。

（2）由于u（x，y）在有界闭区域D上连续，则u（x，y）在D上有最大值和最小值，若u（x，y）在D上不恒为零。不妨设u（x，y）在D内部的点（x0
 ，y0
 ）处函数值大于零，即u（x0
 ，y0
 ）>0，则u（x，y）在D上最大值为正，且一定在D内部取到，这已与（1）矛盾。故在D上u（x，y）≡0.

7. 【证明】
 　积分域如图，其在第一象限部分记为D1


[image: z083-2]


[image: z083-3]


[image: z083-4]



第五章　常微分方程


基础单项训练

[image: z084]


[image: z085]


基础综合训练

[image: z085-2]


[image: z086]


思维拓展训练

[image: z086-2]


[image: z087]


第二篇　线性代数


第一章　行列式


基础单项训练

[image: z088]


基础综合训练

1. C　【解析】
 　本题考查的是|A|=0的必要条件，而选项（A）、（B）、（D）均是|A|=0的充分条件，并不必要。

|A|=0[image: z088-z]
 A的行（列）向量组线性相关

[image: z088-z]
 有一行（列）向量可由其余的行（列）向量线性表出。

[image: z089]


思维拓展训练

1. 【证明】
 　[image: z089-2]


因为α1
 ，α2
 ，α3
 是3维线性无关的列向量，知行列式|α1
 ，α2
 ，α3
 |≠0，又[image: z089-3]
 那么由行列式乘法公式（1.10），有α1
 +α2
 ，α2
 +α3
 ，α3
 +α1
 =2|α1
 ，α2
 ，α3
 |≠0.

2. 【证明】
 　因为A是正交矩阵，及|A|=1，有

|E-A|=|AAT
 -A|=|A（AT
 -E）|=|A|·|AT
 -E|=|（A-E）T
 |=|A-E|=（-1）n
 |E-A|.


第二章　矩阵


基础单项训练

1. A　【解析】
 　[image: z090]


注意（E+A）（E-A）=E-A2
 =（E-A）（E+A）。

2. C　【解析】
 　用定义，AT
 =A，BT
 =-B，那么（AB+BA）T
 =（AB）T
 +（BA）T
 =BT
 AT
 +AT
 BT
 =-（AB+BA）。

注意AB-BA与BAB是对称矩阵。

3. B　【解析】
 　|A*BT
 |=|A*|·|BT
 |=|A|n-1
 ·|B|≠0

[image: z090-2]


4. D　【解析】
 　A，B，C都是n阶方阵，ABC=E ⇒ |A||B||C|=1 ⇒ A，B，C均可逆，那么A（BC）=E ⇒ A-1
 =BC ⇒ （BC）A=E，类似地，（AB）C=E ⇒ C-1
 =AB ⇒ CAB=E.

5. D　【解析】
 　注意A2
 =（E-2αT
 α）（E-2αT
 α）=E-4αT
 α+4αT
 ααT
 α=E，

且AT
 =（E-2αT
 α）T
 =ET
 -2αT
 （αT
 ）T
 =A.

因为A2
 =E且AT
 =A所以（A）（B）（C）均正确。

6. C　【解析】
 　[image: z090-3]


7. B　【解析】
 　观察矩阵A，B元素之间的关系，把矩阵A的第3列加到第2列，再把1、2两列互换就可得到矩阵B（或者把A的1、2两列互换，再把第3列加到第1列）。所以

[image: z090-4]


基础综合训练

1. B　【解析】
 　因为AB=0，故r（A）+r（B）≤n，又A≠O，B≠O，知r（A）≥1，r（B）≥1，所以1≤r（A）<n，1≤r（B）<n.

2. C　【解析】
 　本题考查伴随矩阵的概念以及伴随矩阵的核心公式AA*=A*A=|A|E.由AA*=｜A｜E，当A可逆时，有A*=｜A｜A-1
 . 虽然题中没有A可逆的条件，但选项应是普遍成立的公式，故结论应对A可逆时也成立，因此现可设A可逆，那么[image: z091]


3. B　【解析】
 　由［β1
 ，β2
 ，…，βn
 ］=［β2
 ，β1
 ，…，βn
 ］E12
 ，［α1
 ，α2
 ，…，αn
 ］=［β1
 ，β2
 ，…，βn
 ］C=（［β2
 ，β1
 ，…，βn
 ］E12
 ）C=［β2
 ，β1
 ，…，βn
 ］（E12
 C），所以把C的一、二两行互换可保证A=BC成立。

4. an1
 　【解析】
 　xT
 Ax+xT
 Ay-yT
 Ax-yT
 Ay=xT
 A（x+y）-yT
 A（x+y）=（xT
 -yT
 ）A（x+y）=

[image: z091-2]


[image: z092]


思维拓展训练

[image: z092-2]


4. 【证明】
 　由A5
 =O有|A5
 |=0所以|A|5
 =0所以|A|=0，因为A是2阶矩阵，那么秩r（A）为0或1.

如果r（A）=0，自然有（E-A）-1
 =E+A，如果r（A）=1，有A2
 =tA进而A5
 =t4
 A=O，故t=0. 亦即A2
 =O，那么（E-A）（E+A）=E-A2
 =E.所以（E-A）-1
 =E+A.

5. 【证明】
 　提示：A（A-E）=O⇒r（A）+r（A-E）≤n.又r（A）+r（A-E）=r（A）+r（E-A）≥r（E）=n.


第三章　向量


基础单项训练

1. C　【解析】　方法一
 　利用排除法，把显然是线性相关的向量组排除。

（A）因α3
 是零向量，故有0α1
 +0α2
 +1·α3
 =0，所以α1
 ，α2
 ，α3
 线性相关。

（B）β1
 ，β2
 ，β3
 ，β4
 是4个3维向量，向量个数超过维数，则β1
 ，β2
 ，β3
 ，β4
 必线性相关。

（D）η1
 ，η2
 ，η3
 ，η4
 是4个4维向量，由其组成的矩阵的行列式为

[image: z093]


故η1
 ，η2
 ，η3
 ，η4
 线性相关。（或方程组（η1
 ，η2
 ，η3
 ，η4
 ）x=0有解［1，-2，1，0］T
 ，即有η1
 -2η2
 +η3
 +0η4
 =0，η1
 ，η2
 ，η3
 ，η4
 线性相关。）

由排除法知，应选（C）。


方法二
 　选项（C）中向量ξ1
 ，ξ2
 ，ξ3
 去除第1，3个分量，得缩短的向量为ξ′1
 =［1，0，0］T
 ，ξ′2
 =［0，1，0］T
 ，ξ′3
 =［0，0，1］T
 是线性无关的基本向量，添加分量成ξ1
 ，ξ2
 ，ξ3
 后仍线性无关，故应选（C）。

2. C.

3. A.

4. B.

5. D.

6. C　【解析】
 　4个3维向量α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 必线性相关，若α1
 ，α2
 ，α3
 线性无关。则α4
 必能由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表示，与题设矛盾，所以α1
 ，α2
 ，α3
 必线性相关。（C）正确。

[image: z093-2]


若α4
 =-α1
 ，则（B）不正确。若α4
 =α1
 ，α2
 =0. 则（D）不正确。注意β能由α1
 ，α2
 ，…，αs
 线性表示时，不要求α1
 ，α2
 ，…，αs
 必须线性无关。

7. -1　【解析】
 　向量β不能由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表示[image: z088-z]
 方程组x1
 α1
 +x2
 α2
 +x3
 α3
 =β无解

[image: z093-3]


所以a=-1.

8. a≠3　【解析】
 　因为任意的3维向量β都可由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表示，则α1
 ，α2
 ，α3
 必线性无关，否则r（A）=r（α1
 ，α2
 ，α3
 ）<3. 总可找出适当的β使[image: z093-z]
 即方程组x1
 α1
 +x2
 α2
 +x3
 α3
 =β可以无解，与题设矛盾。

[image: z093-4]


9. a=-1.

10. [image: z093-5]


11. r（α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 ，α5
 ）=3.

12. a2
 +b2
 +c2
 +d2
 =1　【解析】
 　由AAT
 =E，得a2
 +b2
 +c2
 +d2
 =1.

基础综合训练

1. B　【解析】
 　r（Ⅰ）=r[image: z088-z]
 （Ⅰ）的极大线性无关组中向量个数是r[image: z088-z]
 （Ⅰ）中有r个向量线性无关，任意r+1个必线性相关，所以（B）正确。

由于不要求任何r个向量都是极大线性无关组，（C）不正确。（Ⅰ）中可以有零向量，故（A）不正确，（Ⅰ）可以是线性无关的，即s=r，（D）不正确。

2. a=-2　【解析】
 　经初等变换向量组的秩不变

[image: z094]


可见a=-2.

易见α1
 ，α2
 线性无关，由秩r（α1
 ，α2
 ，α3
 ）=2可知α2
 必可由α1
 ，α3
 线性表示方程组有解亦可求出a.

3. 【解】
 　线性相关，4α1
 -16α2
 +α3
 +7α4
 =0.

4. 【解】
 　a=0时，β不能由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表出。a≠0时，[image: z094-2]
 . k是任意常数。

5. 【解】
 　b≠2或a=1时，β不能由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表出。

[image: z094-3]


6. 【解】
 　提示：利用关系式[image: z094-4]


7. 【解】
 　提示：利用定义。考察k1
 α1
 +k2
 α2
 +…+ki-1
 αi-1
 +ki
 β+ki+1
 αi
 +1+…+ks
 αs
 =0，代入已知条件β=b1
 α1
 +b2
 α2
 +…+bi
 αi
 +…+bs
 αs
 ，其中bi
 ≠0.

8. 【解】
 　提示：A可逆[image: z088-z]
 r［A（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ）］=r（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ）=n=r［Aα1
 ，Aα2
 ，…，Aαn
 ］.

9. 【解】
 　极大线性无关组为α1
 ，α2
 ，α4
 （或α1
 ，α2
 ，α5
 或α1
 ，α3
 ，α4
 或α1
 ，α3
 ，α5
 ），r［α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 ，α5
 ］=3.

α3
 =3α1
 +α2
 +0α4
 ，α5
 =α1
 +α2
 +α4
 .

10. 【解】
 　提示：利用定义和正交性。

11. 【解】
 　[image: z094-5]


思维拓展训练

1. 【解】
 　（1）因α1
 ，α2
 ，α3
 是三个3维向量，可合并成矩阵A=［α1
 ，α2
 ，α3
 ］，且

[image: z094-6]


知α1
 ，α2
 ，α3
 线性无关。

又α1
 ，α2
 ，α3
 ，β1
 及α1
 ，α2
 ，α3
 ，β24
 个三维向量必线性相关，故参数a，b无论取什么值，β1
 ，β2
 均可由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表出且表出法惟一。

（2）将α1
 ，α2
 ，α3
 ，β1
 ，β2
 合并成矩阵，并作初等行变换得

[image: z094-7]


故知a=1且b=3时，β1
 ，β2
 均可由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表出。

当a=1时，方程组α1
 x1
 +α2
 x2
 +α3
 x3
 =β1
 的同解方程组为

[image: z094-9]


得解　k［1，-1，1］+［-9，5，0］=［k-9，-k+5，k］，

即　β1
 =（k-9）α1
 +（-k+5）α2
 +kα3
 ，其中k是任意常数。

当b=3时，方程组α1
 x2
 +α2
 x2
 +α3
 x3
 =β2
 的同解方程组为

[image: z094-10]


得解　k［1，-1，1］+［-5，4，0］=［k-5，4-k，k］，

即　β2
 =（k-5）α1
 +（4-k）α2
 +kα3
 其中k是任意常数。

2. 【解】
 　（1）α1
 能由α2
 ，α3
 ，…，αs
 线性表出。


方法一
 　已知α2
 ，α3
 ，…，αs
 ，αs+1
 线性无关，故α2
 ，α3
 ，…，αs
 线性无关，增加向量α1
 ，因α1
 ，α2
 ，…，αs
 线性相关，故α1
 可由α2
 ，α3
 ，…，αs
 线性表出，且表出法唯一。


方法二
 　已知α1
 ，α2
 ，…，αs
 线性相关，由定义存在不全为零的数k1
 ，k2
 ，…，ks
 ，使得

k1
 α1
 +k2
 α2
 +…+ks
 αs
 =0，

其中必有k1
 ≠0. 若k1
 =0. 则k2
 ，k3
 ，…，ks
 不全为零，得向量组α2
 ，α3
 ，…，αs
 线性相关，从而推得α2
 ，ａ3
 ，…，αs
 ，αs+1
 线性相关，这和已知α2
 ，α3
 ，…，αs
 ，αs+1
 线性无关矛盾，故k1
 ≠0，从而有

[image: z095]


（2）αs+1
 不能由α1
 ，α2
 ，…，αs
 线性表出。

用反证法。假设αs+1
 可由α1
 ，α2
 ，…，αs
 线性表出，设为表出式

αs+1
 =λ1
 α1
 +λ2
 α2
 +…+λs
 αs


[image: z095-2]


这说明α2
 ，α3
 ，…，αs
 ，αs+1
 线性相关，和已知矛盾，故αs+1
 不能由α1
 ，α2
 ，…，αs
 线性表出。

3. 【解】
 　用定义

设　k1
 α1
 +k2
 α2
 +k3
 α3
 =0（1）

（1）左乘A，得　k12
 α1
 +k2
 （-α1
 +2α2
 ）+k3
 （-α2
 +2α3
 ）=0（2）

（2）-2（1）得　-k2
 α1
 -k3
 α2
 =0（3）

（3）左乘A，得　-k2
 （2α1
 ）-k3
 （-α1
 +2α2
 ）=0（4）

（4）-（3）2，得　k3
 α1
 =0 （5）

α1
 ≠0，由（5）式得k3
 =0，代入（4）式，得k2
 =0，k2
 =k3
 =0再代入（1）式，得k1
 =0，故（1）式成立。[image: z088-z]
 k1
 =k2
 =k3
 =0，得证α1
 ，α2
 ，α3
 线性无关。


第四章　线性方程组


基础单项训练

1. C　【解】
 　α1
 ，α2
 互不相同，但α1
 ，α2
 ，α1
 +α2
 可能为零向量。α1
 -α2
 ≠0.

2. D　【解】
 　Am×n
 ，Bn×m
 ，AB是m阶方阵，且r（AB）≤r（A）≤n<m，ABx=0必有非零解。

3. D.

4. C.

5. A.

6. 【解】
 　a=1或a=2.

7. 【解】
 　a=-1.

8. 【解】
 　e+bc-ad=0.

9. 【解】
 　方程组唯一零解，不存在基础解系。

10. 【解】
 　[image: z096]


基础综合训练

1. B　【解】
 　αi
 （i=1，2，3，4）是否是方程组的解，可以考察是否属于通解，即是否存在k1
 ，k2
 ，使得αi
 =k1
 ξ1
 +k2
 ξ2
 +η.

2. [image: z096-2]
 ，其中k1
 ，k2
 ，k3
 是任意常数　【解】
 　设A=［α1
 ，α2
 ，α3
 ］，则b=k1
 α1
 +k2
 α2
 +k3
 α3
 （其中k1
 ，k2
 ，k3
 是任意常数）时方程组Ax=b有解（或因｜A｜≠0，故任何3维列向量Ax=0均有解）。

3. 【解】
 　λ1
 +λ2
 +λ3
 =1.

4. 【解】
 　k1
 ［-2，1，0，…，0］T
 +k2
 ［-3，0，1，0，…，0］T
 +…+kn-1
 ［-n，0，…，0，1］T
 +［1，1，…，1］T
 ，其中k1
 ，k2
 ，…，kn-1
 是任意常数。

5. 【解】
 　λ=0或λ=-3时，方程组无解；λ≠0且λ≠-3时，方程组有唯一解，其解为

[image: z096-3]


6. 【解】
 　a≠b且a≠（1-n）b时，方程组只有零解；a=b时，通解为k1
 ［-1，1，0，…，0］T
 +k2
 ［-1，0，1，0，…，0］T
 +…+kn-1
 ［-1，0，…，0，1］T
 ，其中，k1
 ，k2
 ，…，kn-1
 为常数；a=（1-n）b时，通解为k［1，1，…，1］T
 .

7. 【解】
 　[image: z096-4]


[image: z096-5]


8. 【解】
 　k≠9时，r（B）=2，必有r（A）=1，通解为k1
 ［1，2，3］T
 +k2
 ［3，6，k］T
 ；k=9时，r（B）=1，当r（A）=2时，通解为k［1，2，3］T
 ；当r（A）=1时，通解为k1
 ［b，-a，0］T
 +k2
 ［c，0，-a］T
 .

9. 【解】
 　将方程组的增广矩阵作初等行变换化成阶梯形矩阵：

[image: z096-6]


求得通解为k［-9，1，7，0］T
 +［-12，0，10，1］T
 ，其中k为任意常数。

由通解知x1
 =-9k-12，x2
 =k，令x1
 =x2
 ，即-9k-12=k，得[image: z096-7]


故满足方程组且满足x1
 =x2
 的解为

[image: z096-8]


思维拓展训练

1. 【解】
 　（1）ai
 ≠aj
 ，i≠j=1，2，3，4. 因r（A）=3≠r（A┆b）=4，（｜A┆b｜是范德蒙行列式）故方程组无解。

（2）a1
 =a3
 =k，a2
 =a4
 =-k. 方程组为

[image: z097]


通解为［0，k2
 ，0］T
 +λ［-k2
 ，0，1］T
 ，λ是任意常数。

2. 【解】
 　（1）由题条件知r（A）=1，　r（B）=2，　[image: z097-2]
 有非零解，即Ax=0和Bx=0有非零公共解。或ξ1
 ，ξ2
 ，ξ3
 ，η1
 ，η2
 五个四维向量必线性相关，存在不全为零的数k1
 ，k2
 ，k3
 ，λ1
 ，λ2
 使k1
 ξ1
 +k2
 ξ2
 +k3
 ξ3
 +λ1
 η1
 +λ2
 η2
 =0，则k1
 ξ1
 +k2
 ξ2
 +k3
 ξ3
 =-λ1
 η1
 -λ2
 η2
 ≠0.

故Ax=0和Bx=0有非零公共解α=k1
 ξ1
 +k2
 ξ2
 +k3
 ξ3
 （或-λ1
 η1
 -λ2
 η2
 ）

[image: z097-3]


因η1
 ，η2
 均可由ξ1
 、ξ2
 、ξ3
 线性表出，故μ1
 η1
 +μ2
 η2
 即是Ax=0和Bx=0的公共解。

3. 【解】
 　提示：Am×n
 X=b有唯一解[image: z088-z]
 r（A）=r［A｜b］=n[image: z088-z]
 r（AT
 A）n×n
 =r（A）=n[image: z088-z]
 AT
 A可逆。Ax=b两端左乘AT
 及（AT
 A）-1
 ，得唯一解X=（AT
 A）-1
 AT
 b.

4. 【解】
 　由题设条件A是m×n矩阵，r（A）=r（A｜b）=r<n，知Ax=b有无穷多解，且其通解为k1
 ξ1
 +k2
 ξ2
 +…+kn-r
 ξn-r
 +η*，其中ξ1
 ，ξ2
 ，…，ξn-r
 是对应的齐次方程组Ax=0的基础解系，η*是Ax=b的一个特解，则

（1）向量组ξ1
 +η*，ξ2
 +η*，…，ξn-r
 +η*，η*即是Ax=b的n-r+1个线性无关解向量。

显然，η*，η*+ξ1
 ，η*+ξ2
 ，…，η*+ξn-r
 是Ax=b的解，下面证明该向量组线性无关。设有数k0
 ，k1
 ，…，kn-r
 ，使得

k0
 η*+k1
 （η*+ξ1
 ）+…+kn-r
 （η*+ξn-r
 ）=0，①

整理得（k0
 +k1
 +…+kn-r
 ）η*+k1
 ξ1
 +k2
 ξ2
 +…+kn-r
 ξn-r
 =0.②

上式两端左乘A，因Aξi
 =0，i=1，2，…，n-r，得

A（k0
 +k1
 +…+kn-r
 ）η*=（k0
 +k1
 +…+kn-r
 ）Aη*=（k0
 +k1
 +…+kn-r
 ）b=0.

由b≠0得k0
 +k1
 +…+kn-r
 =0.③

将式③代入式②，得k1
 ξ1
 +k2
 ξ2
 +…+kn-r
 ξn-r
 =0.④

ξ1
 ，ξ2
 ，…，ξn-r
 是Ax=0的基础解系，线性无关，故k1
 =k2
 =…=kn-r
 =0，代入式③得k0
 =0，从而η*，η*+ξ1
 ，η*+ξ2
 ，…，η*+ξn-r
 是Ax=b的n-r+1个线性无关解。

（2）设Ax=b的任一解为η.由Ax=b的通解结构知存在λ1
 ，λ2
 ，…，λn-r
 ，使得

η=η*+λ1
 ξ1
 +λ2
 ξ2
 +…+λn-r
 ξn-r


=λ1
 （η*+ξ1
 ）+λ2
 （η*+ξ2
 ）+…+λn-r
 （η*+ξn-r
 ）+［1-（λ1
 +λ2
 +…+λn-r
 ）］η*，

故任一Ax=b的解向量均可由向量组η*，η*+ξ1
 ，η*+ξ2
 ，…，η*+ξn-r
 线性表出。故知Ax=b当r（A）=r（A｜b）=r<n时，有且仅有n-r+1个线性无关解。


第五章　特征值、特征向量、相似矩阵


基础单项训练

1. B　【解】
 　只需验算Aξ=λξ即可，因[image: z098]
 是对应于λ=-2的特征向量。

2. D　【解】
 　因-2不是A的特征值，故｜2E+A｜≠0，2E+A是可逆矩阵。

3. B　【解】
 　至少二重（因r（A）=1，A是三阶矩阵），也可能三重，如[image: z098-2]
 ，一重是不可能的。

4. C　【解】
 　四个矩阵的特征值均是1，1，2，存在多重特征值时，若对应线性无关特征向量个数等于特征值重数，则该矩阵能相似于对角阵。

5. C　【解】
 　要注意：（1）特征值和对应的特征向量排列次序应一致；（2）α1
 ，α2
 是λ=1的特征向量，k1
 α1
 +k2
 α2
 （k1
 ，k2
 不同时为零）仍是λ=1的特征向量；（3）不同特征值对应的特征向量之和不再是特征向量。

[image: z098-3]


7. {1}　【解】
 　设A有特征值λ，则f（A）=A2
 -2A+E有特征值f（λ）=λ2
 -2λ+1=（λ-1）2
 ，而f（A）=O是零矩阵，故有（λ-1）2
 =0，得A的特征值为1，即A的特征值只能是1（1是A的n重特征值）。

8. -4　【解】
 　由|λE-A|=|-2E-A|=0，可求得x=-4.

9. 3　【解】
 　设A的特征向量ξ所对应的特征值为λ，则有Aξ=λξ，即

[image: z098-4]


10. -5或1.

11. -80　【解】
 　B有特征值-4，-2，-10，故｜B｜=-80.

12. 4　【解】
 　r（A-E）=r（PΛP-1
 -E）=r（P（Λ-E）P-1
 ）=r（Λ-E）=1，同理r（A+E）=3，故r（A-E）+r（A+E）=4.

13. 【解】
 　A不能相似于对角阵，因λ=-2是二重特征值，但只对应一个线性无关特征向量。

基础综合训练

1. B　【解】
 　相似矩阵有相同的特征值。

2. C　【解】
 　若A～B，可以证明　kA～kB，Ak
 ～Bk
 ，AT
 ～BT
 ，f（A）～f（B），其中f是多项式，又若A可逆，则A-1
 ～B-1
 ，A*～B*，并可直接应用。特别当B=Λ对角阵时，则有若A～Λ ⇒ kA～kΛ，A2
 ～Λ2
 ，AT
 ～Λ，Ak
 ～Λk
 ，f（A）～f（Λ），A-1
 ～Λ-1
 ，A*～Λ*.

3. P-1
 ξ　【解】
 　设P-1
 AP的特征向量为η，则P-1
 APη=λη，APη=λPη，取Pη=ξ，η=P-1
 ξ.（或kP-1
 ξ，其中k是不为零的任意常数）

4. 0，λ2
 ，λ3
 …，λn
 　【解】
 　A是实对称阵，其余的特征向量为ξ2
 ，ξ3
 ，…，ξn
 ，因不同特征值对应的特征向量相互正交，且有[image: z098-5]
 故知A-λ1
 ξ1
 ξT
 1
 有特征值0，λ2
 ，λ3
 …，λn
 .

5. 【解】
 　A，B均是实对称阵，它们均可相似于对角阵，而｜λE-A｜=0及｜λE-B｜=0，解得相同的特征值4，1，-2，故A，B相似于同一个对角阵，由相似关系的传递性，得A～B.

[image: z099-2]


思维拓展训练

1. 【解】
 　设A=PΛP-1
 ，代入B得

B=（PΛP-1
 -λ1
 E）（PΛP-1
 -λ2
 E）（PΛP-1
 -λ3
 E）=P（Λ-λ1
 E）P-1
 P（Λ-λ2
 E）P-1
 P（Λ-λ3
 E）P-1


[image: z099-3]


[image: z100]


知α1
 是B的对应于特征值λ=-2的特征向量。

又A有特征值λ1
 =1，λ2
 =2，λ3
 =-2. B=f（A），其中f（x）=x5
 -4x3
 +1，故B有特征值μi
 =f（λi
 ），i=1，2，3，其中μ1
 =-2，μ2
 =f（2）=1，μ3
 =f（-2）=1，因μ2
 =μ3
 =1，故B的对应于μ2
 =μ3
 =1的特征向量应与μ1
 =-2对应的特征向量α1
 正交。设特征向量为α=［x1
 ，x2
 ，x3
 ］T
 ，则αT
 1
 α=x1
 -x2
 +x3
 =0，可解得　μ2
 =μ3
 =1对应的特征向量为

α2
 =［1，1，0］T
 ，　α3
 =［1，-1，-2］T
 .

（2）方法一
 　取P=［α1
 ，α2
 ，α3
 ］，则B=PΛP-1


[image: z100-2]


[image: z101]


6. 【解】
 　（1）λ=3，λ=1（n-1重根）；ξ1
 =［-y2
 ，y1
 ，0，…，0］T
 ，ξ2
 =［-y3
 ，0，y1
 ，0，…，0］T
 ，…，ξn-1
 =［-yn
 ，0，…，0，y1
 ］T
 ，ξn
 =［x1
 ，x2
 ，…，xn
 ］T
 .

[image: z101-2]


提示：AxT
 =（E+XT
 Y）XT
 =XT
 +XT
 YXT
 =XT
 +XT
 （XYT
 ）T
 =3XT
 .

Aη=（E+XT
 Y）η=η+XT
 Yη，若Yη=O，则A有特征值λ=1，而Yη=O是1×n的齐次线性方程组，可求出η.


第六章　二次型


基础单项训练

1. D　【解】
 　（A），（B）是必要条件，但不是充分条件；（C）不是充分条件，也不是必要条件。

2. C.　【解】
 　关键是正、负惯性指数一致，且只需讨论[image: z102]
 的正、负惯性指数即可。

3. C.　【解】
 　设f的正惯性指数为p，负惯性指数为q，-f的正惯性指数为q，负惯性指数为p，有[image: z102-2]
 故p=q，从而知r=p+q=2p，s=p-q=0，故选（C）。

4. D　【解】
 　（B）中a22
 =0，（C）中a33
 =-2. （A）中a33
 的余子式[image: z102-3]
 （二阶顺序主子式），不满足A正定的必要条件，应排除。或直接用顺序主子式全部大于零。判别（D）是正定的。

[image: z102-4]


基础综合训练

1. C　【解】
 　（A）充分但不必要，（B）必要但不充分，（D）必要但不充分。（要区分X=［x1
 ，x2
 ，…，xn
 ］T
 ≠0和xi
 ≠0，i=1，2，…，n，不是一回事。由排除法，应选（C），或（C）A是正定[image: z088-z]
 存在正交阵Q使QT
 AQ=Q-1
 AQ

[image: z103]


2. 【解】
 　f的对应矩阵为[image: z103-2]
 ，经正交变换，化f为[image: 103-z]
 . 故A的特征值为0，1，2.

λ=0时，|A|=2ab-a2
 -b2
 =-（a-b）2
 =0，得a=b;①

又λ=1时，有|E-A|=-2ab=0，②

由式①，②解得a=b=0.

3. 【证明】
 　要证矩阵B=kE+AT
 A是正定矩阵。首先，有BT
 =（kE+AT
 A）T
 =kE+AT
 A=B.

任给X=［x1
 ，x2
 ，…，xn
 ］T
 ≠0，

XT
 Bx=XT
 （kE+AT
 A）X=kXT
 X+XT
 AT
 Ax=kXT
 X+（Ax）T
 （Ax），

因X≠0，恒有[image: z103-3]


因而k>0，XT
 Bx=kXT
 X+（Ax）T
 （Ax）>0.

[image: z103-4]


思维拓展训练

[image: z103-5]
 λ1
 =λ2
 =2，λ3
 =0.

因A是实对称阵，故存在正交阵Q，使得

[image: z104]


（2）由（1）知，B的特征值为（k+2）2
 ，（k+2）2
 ，k2
 ，只要k≠-2，k≠0，有（k+2）2
 >0，k2
 >0，

故当k≠-2且k≠0时B是正定矩阵。

2. 【解】
 　tE-A的特征值为t-λi
 .

3. 【解】
 　A-B2
 =A+BT
 B，对任意X≠0，有（Bx）T
 Bx≥0，先证A-B2
 是正定阵。

4. 【解】
 　若s>n，不正定；若s=n或s<n，正定。

5. 【解】
 　用正交变换化二次型

[image: z104-2]
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