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第1章

一元函数微积分概要

本章是为专升本的学生特意安排的。主要是针对一元函数微积分中的基本概念和基本运算作一个简单的回顾，即复习一元函数的极限、导数和积分这三大运算，特别还为经贸类的学生回顾了微积分在经济方面的某些应用，使得前后有良好的衔接，为学习多元函数微积分作准备．

1.1　极　　限

本节首先回顾极限、无穷小、无穷大及左右极限等概念；然后主要复习求极限的几种常用方法，并举例说明；最后讲一下连续与间断的概念．知识点后附有例题、习题，希望通过做练习来巩固所学的知识．

1.1.1　极限概念

1．极限定义

极限是高等数学最基本的概念，它是在给定一个函数f（x）后，研究在自变量x的某种变化趋势下，函数f（x）的变化趋势，其研究方法是建立在无限概念基础上的一种分析方法，所以其严密的定义较为抽象．

函数极限的形式虽然有多种，但主要是[image: alt]
 两种，下面进行具体说明．

如果在自变量x的某种变化趋势下，函数f（x）无限接近于常数A，则称在这种趋势下，f（x）是以A为极限的．即

当[image: alt]
 时，[image: alt]
 记为[image: alt]


如：[image: alt]


我们用逐步推进的方式，去理解极限[image: alt]
 的严密的数学定义：

当x→x0
 时，f（x）无限接近于常数A；

⇔当x→x0
 时，f（x）与A之间的距离可以任意接近；

⇔当x→x0
 时，｜f（x）－A｜可以任意小；

⇔对任给的ε＞0（不论它多么小），总存在δ＞0，使得当0＜｜x－x0
 ｜＜δ时，对应的函数值f（x）都满足不等式

｜f（x）－A｜＜ε

则称

[image: alt]


以上最后一段就是极限的严密数学定义，用通俗的话说，就是：

如果对任给的无论多么小的正数ε，总可以找到x0
 的某个去心邻域0＜｜x－x0
 ｜＜δ，使得在此邻域内，f（x）与A之间的距离｜f（x）－A｜可以比ε还要小，即｜f（x）－A｜＜ε，从而在数量上刻画了f（x）可以无限接近于常数A．

对同学们来说，主要是理解此定义．下面看一个简单的例题，再来体会一下．

【例1】　证明[image: alt]


解　一般我们从不等式｜f（x）－A｜＜ε着手考虑，由于

｜f（x）－A｜＝｜（2x－1）－1｜＝2｜x－1｜

为了使｜f（x）－A｜＜ε，只要2｜x－1｜＜ε，即[image: alt]


所以，对任意给定的ε＞0，可取[image: alt]
 则当0＜｜x－1｜＜δ时，成立

｜f（x）－1｜＝2｜x－1｜＜2δ＝ε

从而　　　[image: alt]


注意：极限[image: alt]
 的定义也是类似的，区别在于

[image: alt]


从而

[image: alt]


同学们可以自己琢磨一下．

2．无穷小与无穷大

无穷小：如果[image: alt]
 则称当x→x0
 （x→∞）时，f（x）为无穷小．

无穷大：如果在自变量x的某种变化趋势下，｜f（x）｜无限增大，则称在这种趋势下，f（x）为无穷大．此时极限不存在，但为了方便起见，也称极限为无穷大，并记作

[image: alt]


以[image: alt]
 为例说明，我们仍用逐步推进的方式，去理解极限[image: alt]
 的严密的数学定义：

当x→∞时，｜f（x）｜无限增大；

⇔当x→∞时，｜f（x）｜可以任意大；

⇔对任给的M＞0（不论它多么大），总存在正数X，使得当｜x｜＞X时，对应的函数值f（x）都满足不等式

｜f（x）｜＞M

则称

[image: alt]


细心的同学注意到这段定义与前面定义的区别了吗？

当我们描述[image: alt]


对同学们来说，主要也是理解此定义．

因为　[image: alt]
 故当x→∞时，[image: alt]
 为无穷小；

　　　[image: alt]
 故当x→1时，[image: alt]
 为无穷大．

注意：（1）从上例可见，无穷小与无穷大与自变量的趋势有关．

　　　（2）无穷小与无穷大有倒数关系．即

如果f（x）→0，则[image: alt]


如果f（x）→∞，则[image: alt]


3．左右极限

左极限：从x0
 左边趋于x0
 （即小于x0
 趋于x0
 ）时的极限，称为在x0
 点的左极限，记作

[image: alt]


右极限：从x0
 右边趋于x0
 （即大于x0
 趋于x0
 ）时的极限，称为在x0
 点的右极限，记作

[image: alt]


结论：[image: alt]


即极限存在的充分必要条件是左右极限均存在且相等．

【例2】　设[image: alt]
 求极限[image: alt]


解　x＝e是此分段函数的分界点，x＝e左右的f（x）的表示式不同，所以应该用左右极限来判定此极限是否存在．

[image: alt]


从而　[image: alt]


所以　[image: alt]


【例3】　求极限[image: alt]


[image: alt]


图1-1

解　如图1-1所示，因为

[image: alt]
 所以[image: alt]
 从而[image: alt]
 不存在．

1.1.2　极限运算

下面回顾一下求极限的几种常用方法．

1．利用几个重要极限求极限

◆　[image: alt]


◆　[image: alt]


◆　[image: alt]


【例4】　求极限[image: alt]


解　这是多项式之比求x→∞时的极限，由上面的公式可知，只要看分子与分母的最高次幂就行了，分子与分母的最高次均为50次，所以利用上面的结论，立刻可以得到极限值．

[image: alt]


【例5】　求极限[image: alt]


解　这是∞－∞型极限，先分子有理化，化成[image: alt]
 型极限，再分子与分母同除以x的最高次，就可求得极限了．

[image: alt]


【例6】　求极限[image: alt]


解　[image: alt]


【例7】　求极限[image: alt]


解　[image: alt]


【例8】　求极限[image: alt]


解　这是[image: alt]
 型极限，可以先找到趋于0的u（x），再变形，求得极限．

[image: alt]


【例9】　求极限[image: alt]


解　这是∞－∞型极限，可利用对数函数的性质将表示式转换成[image: alt]
 型极限．

[image: alt]


2．利用有界量与无穷小的乘积为无穷小求极限

◆　设limh（x）＝0，且｜g（x）｜≤M，则limh（x）g（x）＝0．

【例10】　求极限[image: alt]


解　虽然[image: alt]
 不存在，但[image: alt]
 所以，这是有界量与无穷小乘积的极限，故此极限为0．

【例11】　设[image: alt]
 求k，使得[image: alt]
 存在．

解　这是分段函数求极限，当[image: alt]
 时，[image: alt]
 存在．

[image: alt]


所以，当[image: alt]
 时，[image: alt]
 存在．

3．利用等价无穷小替换求极限

常用的等价无穷小：当x→0时，

x～sinx～tanx～arcsinx～arctanx～（ex
 －1）～ln（1＋x）；

[image: alt]


注意：当u（x）→0时，可用u（x）代替上述表示式中的x．

如：当x→0时，2x2
 →0，故sin2x2
 ～2x2
 ；ln（1＋2x2
 ）～2x2
 ；

　　当n→∞时，[image: alt]
 故[image: alt]


◆　利用等价无穷小替换求极限的结论．

设F（x）～f（x）；G（x）～g（x）；且[image: alt]
 存在，

则　　[image: alt]


【例12】　求极限[image: alt]


解　　当x→0时，sin3x3
 ～3x3
 ，ln（1－5x2
 ）～－5x2
 ，

[image: alt]


【例13】　求极限[image: alt]


解　　当n→∞时，[image: alt]
 故[image: alt]


[image: alt]


4．利用洛必达法则求极限

◆　[image: alt]
 其中[image: alt]
 存在或为∞．

注意：如果对导数这部分内容忘了，可以先复习后面的导数，再来看这部分内容．

【例14】　求极限[image: alt]


解　　这是[image: alt]
 型极限，可试用洛必达法则，

[image: alt]


【例15】　求极限[image: alt]


解　这是[image: alt]
 型极限，可试用洛必达法则．但如果直接求导太繁琐，可以先对分母用等价无穷小替换，使式子简洁些，然后再用洛必达法则．

[image: alt]


【例16】　求极限[image: alt]


解　这是∞－∞型极限，可以先通分化成[image: alt]
 或[image: alt]
 型，

再试用洛必达法则，

[image: alt]


【例17】　求极限[image: alt]


解　这是[image: alt]
 型极限，可试用洛必达法则，

[image: alt]


【例18】　求极限[image: alt]


解　这是[image: alt]
 型极限，可试用洛必达法则，

[image: alt]


注意：从以上两个例子可以更进一步推得结论：

当x→＋∞时，eλx
 、xμ
 、lnυ
 x（λ，μ，υ＞0）均趋于＋∞，但其速度以eλx
 为最快；xμ
 次之；ln[image: alt]

 x最慢．（理解并记住）

【例19】　求极限[image: alt]


解　这是[image: alt]
 型极限，可试用洛必达法则，

[image: alt]
 　　不存在，

而　　[image: alt]


此例说明，当[image: alt]
 不存在（也非∞）时，原极限[image: alt]
 仍可能存在，此时洛必达法则失效，应改用其他方法．

注意：如果[image: alt]
 则[image: alt]


所以有时可以用洛必达法则求数列的极限．

【例20】　求极限[image: alt]


解　这是数列极限，可以试用先求函数极限[image: alt]
 这是∞0
 型不定形式，可以利用对数化成0·∞型，再化成[image: alt]
 或[image: alt]
 型不定形式，再用洛必达法则．

[image: alt]


所以，原极限[image: alt]


1.1.3　连续

下面我们回顾一下与极限密切相关的另一个概念，就是连续的概念．

连续：如果[image: alt]
 则称f（x）在x0
 点连续；否则称x0
 为f（x）的间断点．

间断点的分类：设x0
 为f（x）的间断点，

第一类间断点：f（xo
 -
 ），f（x0
 -
 ）均存在，[image: alt]


第二类间断点：f（x0
 -
 ），f（x0
 +
 ）中至少有一个不存在．

例如1：[image: alt]
 在x＝1无定义，但[image: alt]
 所以x＝1是f（x）的第一类可去间断点．

例如2：[image: alt]
 在x＝0无定义，且[image: alt]
 不存在，所以x＝0是f（x）的第二类间断点．

例如3：[image: alt]
 因为[image: alt]
 所以x＝0是f（x）的第一类跳跃间断点．

注意：（1）一切初等函数在其定义区间内均连续．

　　　（2）闭区间上的连续函数能在该区间上取得最大值与最小值．

零点定理　设f（x）在闭区间［a，b］上连续，且f（a）·f（b）＜0，则在（a，b）内至少有一点ξ，使得

f（ξ）＝0

从图1-2可见零点定理的几何意义．

[image: alt]


图1-2

用零点定理可以判定方程f（x）＝0根的存在性．

【例21】　证明方程x5
 ＝4x2
 －2至少有一个小于1的正根．

解　令f（x）＝x5
 －4x2
 ＋2，则该问题为证明方程f（x）＝0在（0，1）内至少有一实根．

显然f（x）在［0，1］上连续，且f（0）＝2，f（1）＝－1，所以f（0）·f（1）＜0，由零点定理，存在ξ∈（0，1），使得f（ξ）＝0，即原方程x5
 ＝4x2
 －2至少有一个小于1的正根ξ．

1.2　导　　数

掌握求导是学习微积分的基础，所以要熟记导数基本公式表，以及求导法则，并通过练习熟练掌握求导运算．本节首先回顾导数的定义、几何意义；其次主要是通过例题复习一下导数运算；最后说说导数的应用．

1.2.1　导数概念

1．导数定义

导数是表示函数f（x）随自变量x变化而变化的快慢程度，所以也称为变化率．

设y＝f（x），则f（x）在x0
 点的导数为

[image: alt]


2．导数几何意义

f′（x0
 ）——曲线y＝f（x）在点（x0
 ，f（x0
 ））处切线的斜率（图1-3）．

[image: alt]


图1-3

切线方程：y－f（x0
 ）＝f′（x0
 ）（x－x0
 ）

法线方程：[image: alt]


3．可导与连续的关系

可导⇒连续；连续[image: alt]
 可导

1.2.2　导数运算

1．常数与基本初等函数的导数公式

[image: alt]


2．求导法则

◆　函数的和、差、积、商求导公式：

设函数u＝u（x），v＝v（x）可导，则成立

[image: alt]


◆　反函数求导公式

设单调函数x＝φ（y）在某区间内可导，且φ′（y）≠0，则其反函数η＝f（x）在对应区间内也可导，且

[image: alt]
 　或　[image: alt]


即，反函数导数等于直接函数导数的倒数．

◆　复合函数求导公式

设y＝f（u），u＝φ（x）均可导，则复合函数y＝f（φ（x））也可导，且

[image: alt]
 　或　[image: alt]


3．求导举例

【例1】　设[image: alt]
 求y′．

解　利用导数基本公式表，及求导的四则运算，可得

[image: alt]


【例2】　设[image: alt]


解　根据导数基本公式表，及求导的四则运算，可得

[image: alt]


【例3】　设[image: alt]
 求[image: alt]


解　利用导数基本公式表，及函数商的求导法则，可得

[image: alt]


【例4】　设y＝lnsin（2x），求[image: alt]


解　这是复合函数求导，关键是要弄清该函数是由哪些基本初等函数复合而成的，然后从外往里，层层求导，再作乘积，直到对自变量求导为止．

引入中间变量，y＝lnu，u＝sinv，v＝2x

[image: alt]


引入中间变量较麻烦，所以我们一般不引入中间变量，而是直接求导．从复合函数求导公式可见，复合函数求导的分解步骤为：先观察复合函数，哪部分能看成整体就是基本初等函数，然后先用导数基本公式表中相应的公式求导，再乘上看成整体的函数对x的导数；依此计算下去，直到最简．

仍用此例说明，看看下面的分解运算过程：

[image: alt]


【例5】　设[image: alt]
 求y′．

解　[image: alt]


注意：当熟练后，可以一气呵成，不必用上述分解步骤．

【例6】　设y＝e-2x
 cos（3x2
 ＋2），求y′．

解　[image: alt]


【例7】　设s＝（sint）t
 ，求[image: alt]


解　这是幂指函数，可以先转换成指数函数，再求导．

[image: alt]


【例8】　设[image: alt]
 求y′，y″，[image: alt]
 ．

解　[image: alt]


　　[image: alt]


　　[image: alt]


【例9】　设y＝f（x2
 ＋1），求y′，y″．

解　这是抽象函数与具体函数复合而成的复合函数，利用复合函数求导法求解．

[image: alt]


注意：f′（x2
 ＋1）是指f（x2
 ＋1）对x2
 ＋1求导．

【例10】　设由方程x3
 ＋y3
 －3xy＝0确定y是x的函数y（x），求[image: alt]


解　这是隐函数求导，求[image: alt]
 时，等式两边对x求导，但是当出现y时，要特别注意，因为y是x的函数y（x），所以也要求一下．具体如下：

[image: alt]


[image: alt]


解出[image: alt]
 得

[image: alt]


【例11】　设由方程ey
 ＋xy＝e确定y是x的函数y（x），求y′，y′｜x＝0
 ，以及此曲线在对应于x＝0点处的切线方程与法线方程．

解　这也是隐函数求导，等式两边对x求导：

　　（ey
 ）′＋（xy）′＝（e）′

即　　　　ey
 y′＋y＋xy′＝0

解出y′，　　[image: alt]


令x＝0，代入原方程，得ey
 ＋0＝e，解得　y＝1．

从而　　[image: alt]


再求切线方程，由上面运算可知，切点为（0，1），切线斜率为[image: alt]


故切线方程为　　[image: alt]


即　　[image: alt]


法线方程为　　y－1＝e（x－0）

即　　y＝ex＋1

【例12】　设[image: alt]
 求[image: alt]


解　这是参数方程求导，公式为[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


1.2.3　微分

微分是与导数密切相关的一个概念，形象地说，它考虑的是对于自变量x的微小改变量∆x，函数y大约改变多少．

设y＝f（x），给x一个增量∆x，得函数增量∆y＝f（x＋∆x）－f（x），若∆y＝A∆x＋o（∆x），其中[image: alt]
 则

[image: alt]


习惯将微分记成　dy＝y′dx．

如例1：求微分：设y＝esinx
 ，则微分

dy＝d（esinx
 ）＝（esinx
 ）′dx＝（esinx
 ）cosxdx；

求微分：d（x2
 lnx）＝（x2
 lnx）′dx＝（2xlnx＋x）dx

或利用微分法则　　[image: alt]


如例2：凑微分：[image: alt]
 或[image: alt]


[image: alt]


注意：可导⇔可微

1.2.4　导数的应用

用导数讨论函数的性态

[image: alt]


单调区间、极值点——用y′讨论

凹凸区间、拐点——用y″讨论

◆　用导数判定函数单调性

当x∈（a，b）时，[image: alt]


注意：单调区间分界点x0
 的特征是：f′（x0
 ）＝0或f′（x0
 ）不存在．

◆　用导数求极值

取到极值必要条件：设f（x0
 ）是极值[image: alt]


取到极值充分条件：

第一充分条件：

设y＝f（x）在x0
 的某个去心邻域可导，且f′（x0
 ）＝0或f′（x0
 ）不存在，如果y′在x0
 两侧异号，则f（x0
 ）为极值（图1-4）；如果y′在x0
 两侧同号，则f（x0
 ）非极值．

[image: alt]


图1-4

第二充分条件：

设f′（x0
 ）＝0，f″（x0
 ）存在且[image: alt]


【例13】　求[image: alt]
 的单调区间与极值．

解　先求定义域（0，＋∞），再求y′，并用y′的符号求得单调区间与极值．

[image: alt]


令y′＝0，得x＝e，用x＝e分划定义域，得单调区间（0，e），（e，＋∞），当x∈（0，e），y′＞0，所以y单调增加；当x∈（e，＋∞），y′＜0，所以y单调减少．从而，由取到极值的第一充分条件可知，[image: alt]
 是极大值．

【例14】　设f（x）对一切实数x满足方程xf″（x）＋3x（f′（x））2
 ＝1－e-x
 ，若f（x）在点x＝c（c≠0）取得极值，证明f（c）是极小值．

解　因为f（x）在x＝c取得极值，且可导，则必有f′（c）＝0，

令x＝c，代入方程，得　　[image: alt]


可见若c＞0，则1－e-c
 ＞0，故f″（c）＞0；若c＜0，则1－e-c
 ＜0，故f″（c）＞0，

即　　当x＝c，（c≠0）时，f″（c）＞0，

由判定极值的第二充分条件可知，f（c）是极小值．

【例15】　设计一个容积为V立方米的圆柱形无盖容器，已知每平方米侧面材料的价格是底面材料价格的2倍，问容器的底半径r与高h之比为多少时，总造价A最小．

解　设每平方米底面材料价格为k单位，则每平方米侧面材料的价格为2k单位，

[image: alt]


图1-5

故总造价A＝2k·2πrh＋k·πr2
 ，

而容积V＝πr2
 h，得[image: alt]


代入上式，得

[image: alt]


求导得[image: alt]
 ，令[image: alt]
 得[image: alt]


又因为[image: alt]
 所以取得极小值，也是最小值．

此时　　[image: alt]


所以，当容器的底半径r与高h之比为2时，总造价A最小．

【例16】　证明：当x＜0时，[image: alt]


解　可利用函数的单调性来证明不等式，具体如下：

令[image: alt]
 则

[image: alt]


从而f（x）单调递减，故当x＜0时，f（x）＞f（0），又因为f（0）＝0，所以f（x）＞0，

即，当x＜0时，　[image: alt]


即，当x＜0时，　[image: alt]


1.3　积　　分

本节首先回顾不定积分运算，主要是复习两大基本积分方法，即换元与分部积分法；其次是讲解定积分的计算及简单的应用；最后说说变限定积分所确定的函数及导数的问题．

1.3.1　不定积分

1．不定积分概念

设f（x）在某区间I上有定义，如果存在函数F（x），使得对于任一x∈I，成立F′（x）＝f（x），则称F′（x），是f（x）的一个原函数，且f（x）的不定积分为

[image: alt]


注意：如果将求导看成一种运算，那么积分是其逆运算，也就是已知f（x），要找一个函数F（x），使得F′（x）＝f（x），所以相对而言，积分比求导要困难．

如例1：因为（x3
 ）′＝3x2
 ，　故∫3x2
 dx＝x3
 ＋C；





如例2：因为（sin5x）′＝5cos5x，　故∫5cos5xdx＝sin5x＋C．

2．基本积分表

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


注意：要掌握求积分，首先要熟记这张基本积分表．

3．不定积分性质

[image: alt]


利用这张基本积分表及不定积分的线性性质，就可以求一些简单的不定积分了．

如1：[image: alt]


[image: alt]


如2：[image: alt]


如3：[image: alt]


虽然不定积分没有通用公式，但我们还是将它适当地归类，找到两种常用的积分方法，即换元积分法与分部积分法．下面逐一回顾一下．

4．换元积分法

◆　换元积分公式

[image: alt]


从左往右看此式——第一换元积分公式（也称“凑微分”法）

从右往左看此式——第二换元积分公式

下面通过例题来分别说明第一与第二换元积分法．

①第一换元积分法——“凑微分”法

说明：比如积分表中有公式∫eu
 du＝eu
 ＋C

此处变量u可以是自变量，也可以是中间变量u（x），

[image: alt]


如例1：[image: alt]


如例2：[image: alt]


注意：从上面的说明可以看到，第一换元积分法的思路，就是“凑微分，使得变量一致”，将积分变成基本积分表中某积分的形式，从而求出积分．

【例1】　求积∫sin（7x＋3）dx．

解　因为d（7x＋3）＝（7x＋3）′dx＝7dx，故[image: alt]


[image: alt]


【例2】　求积分[image: alt]


解　[image: alt]


【例3】　求积分[image: alt]


解　因为d（x3
 ）＝（x3
 ）′dx＝3x2
 dx，故[image: alt]


[image: alt]


【例4】　求积分[image: alt]


解　[image: alt]


【例5】　求积分[image: alt]


解　[image: alt]


【例6】　求积分[image: alt]


解　[image: alt]


【例7】　求积分[image: alt]


解　[image: alt]


【例8】　求积分[image: alt]


解　因为x2
 ＋2x－3能因式分解，所以可以拆成两项分式之和，再积分；而x2
 ＋2x＋3在实数范围内不能因式分解，所以可以先配方，再积分

[image: alt]


②第二换元积分法

要求同学们主要掌握简单的根式替换与三角替换．

下面首先讲一下替换方式，再举例说明．

◆　三角替换

[image: alt]


注意：有时根据需要，也可令x＝acost，acott，acset．

◆　简单的根式替换

当被积函数含有简单根式：　　[image: alt]
 　或[image: alt]


可令　[image: alt]
 　或[image: alt]


去掉根号，化成有理函数积分．

【例9】　求积分[image: alt]


解　这是简单的根式替换题，令[image: alt]
 则[image: alt]


[image: alt]


【例10】　求积分[image: alt]
 （a＞0）．

解　这是三角替换题，令[image: alt]
 则

[image: alt]


根据替换式x＝asint，作辅助直角三角形（图1-6）由三角形边角关系得，[image: alt]
 从而，原积分为

[image: alt]


[image: alt]


图1-6

【例11】　求积分[image: alt]


解　这也是三角替换题，令[image: alt]
 ，则

[image: alt]


根据替换式x＝3tant，作辅助直角三角形（图1-7）．由三角形边角关系得，[image: alt]
 原积分为

[image: alt]


[image: alt]


图1-7

【例12】　求积分[image: alt]


解　这也可看成根式替换题，可先去掉根号，再求积分．

令　[image: alt]
 则x＝ln（t2
 －1），

[image: alt]


此题也可以用“凑微分”来求解，其中用到公式[image: alt]
 具体如下：

[image: alt]


5．分部积分法

◆　分部积分公式：

[image: alt]


注意：①分部积分法一般适用于两种不同类函数乘积的积分．

②分部积分法的第一步是凑微分，再用上述公式（看上式方括号内表示式）．

③分部积分法的基本题型有三类，分类如下：

[image: alt]


对第Ⅰ、Ⅱ类积分划线处凑微分，对第Ⅲ类积分两次分部积分后还原，再解方程即可．同学们首先应看清第Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ类积分的特征，做题时先判断此积分属于哪一类，再用相应的方法求解．

总的说，经过一次分部积分后，再出现的积分应比前一次积分简单些，这也是划分第Ⅰ、Ⅱ类积分的标准．

【例13】　求积分∫xcos2xdx．

解　这是典型的分部积分题，属于第Ⅰ类，所以应该是cos2xdx凑微分．

[image: alt]


【例14】　求积分∫x2
 e-x
 dx．

解　这也是典型的分部积分题，属于第Ⅰ类，所以应该是e-x
 dx凑微分．

[image: alt]


【例15】　求积分∫x2
 arctanxdx．

解　这也是分部积分题，属于第Ⅱ类，所以应该是x2
 dx凑微分．

[image: alt]


【例16】　求积分∫aresinxdx．

解　这也是分部积分题，属于第Ⅱ类，而且微分已经凑好，所以直接用公式就可以．

[image: alt]


【例17】　求积分∫ln（1＋r2
 ）rdr．

解　这也是分部积分题，属于第Ⅱ类，所以应该是rdr凑微分．

[image: alt]


【例18】　求积分∫ex
 sinxdx．

解　这也是分部积分题，属于第Ⅲ类，两次分部积分后还原，再解方程即可．

[image: alt]


所以

[image: alt]


1.3.2　定积分

1．定积分概念

定积分定义：定积分是一个特殊的和式极限，其定义为

[image: alt]


定积分的几何意义：

[image: alt]
 ——由曲线y＝f（x），直线x＝a，x＝b，及x轴所围的曲边梯形面积的代数和，其中图形在x轴上方取“＋”，下方取“－”．

如图1-8所示，分别记三块阴影部分的面积为A1
 ，A2
 ，A3
 ，则[image: alt]


[image: alt]


图1-8

2．定积分计算

◆　牛顿—莱布尼兹公式

设f（x）在［a，b］上连续，且F′（x）＝f（x），则

[image: alt]


注意：定积分的计算是转化成不定积分来完成的，也就是先求不定积分，得原函数，再代入上下限求函数值之差即可．

◆　定积分的换元积分公式

[image: alt]


其中f（x）、φ′（t）连续，且a＝φ（α），b＝φ（β）．

注意：在定积分中换元时，要改变积分的上下限，但不用代回原变量．

◆　定积分的分部积分公式

[image: alt]


【例19】　求积分[image: alt]


解　[image: alt]


【例20】　求积分[image: alt]


解　[image: alt]


【例21】　求积分[image: alt]
 其中[image: alt]


解　这是分段函数求积分，先分段求积分，再求和．

[image: alt]


【例22】　求积分[image: alt]


解　这是简单的根式替换题，作根式替换，去掉根号，并改变积分的上下限．

令[image: alt]
 则u＝t2
 ＋1，且[image: alt]


所以　[image: alt]


【例23】　求积分[image: alt]


解　这是三角替换题，作三角替换，去掉根号，并改变积分的上下限．

令x＝2sint，则[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


图1-9

注意：此题利用定积分的几何意义求解很方便，因为[image: alt]
 是上半圆周，所以此积分的值为[image: alt]
 圆的面积（图1-9），即

[image: alt]


【例24】　求积分[image: alt]


解　这是分部积分题，属于第Ⅰ类．

[image: alt]


【例25】　求积分[image: alt]


解　这也是分部积分题，属于第Ⅱ类，但首先应该去掉绝对值，再积分．

[image: alt]


【例26】　求积分[image: alt]


解　先作变量替换去掉根号，再分部积分

令[image: alt]
 则[image: alt]


[image: alt]


下面看一下定积分计算中的两个有用公式．

◆　奇偶函数在对称区间上的积分

[image: alt]


◆　华里士公式

[image: alt]


【例27】　求积分[image: alt]


解　此积分的区间关于原点对称，整个被积函数没有奇偶性，但可分成奇偶函数之和．

[image: alt]


【例28】　求积分[image: alt]


解　本题可利用对称性与奇偶性，及华里士公式求解．

因为　　[image: alt]
 是偶函数，[image: alt]
 是奇函数，所以　　[image: alt]


【例29】　求由抛物线[image: alt]
 及在点（2，1）处法线与两坐标轴所围的平面图形的面积．

解　这是简单的定积分应用题，利用定积分的几何意义，可求出此面积．

先求抛物线[image: alt]
 在点（2，1）处的法线．

[image: alt]


法线方程　　y－1＝－2（x－2），即y＝－2x＋5

[image: alt]


图1-10

如图1-10所示，要求的是阴影部分图形的面积，利用定积分的几何意义是曲边梯形面积的代数和，所以，此平面图形面积可看成两块面积之差，其面积为

[image: alt]


3．变限定积分所确定的函数及其导数

设f（x）在［a，b］上连续，x∈［a，b］，则

[image: alt]
 称为变上限的定积分所确定的函数

◆　变限定积分所确定函数的导数公式

[image: alt]


一般地：

[image: alt]


【例30】　设[image: alt]
 求[image: alt]


解　直接套用上述公式即可，

[image: alt]


【例31】　设[image: alt]
 其中f（x）连续，求f（x）．

解　直接套用上述公式，等式两边对x求导，得

[image: alt]


即　　[image: alt]


【例32】　求一个不恒为零的连续函数f（x），满足方程

[image: alt]


解　通过求导去掉积分号，方程两边对x求导

[image: alt]


因为f（x）不恒为零，消去f（x）得

[image: alt]


积分得　[image: alt]


原方程中，令x＝0，可得f（0）＝0，代入上式，得[image: alt]


所以　　[image: alt]


【例33】　求极限[image: alt]


解　因为[image: alt]
 所以这是[image: alt]
 型不定式，可用洛必达法则．

[image: alt]


【例34】　设f′（x）连续，且f（0）＝0，f′（0）≠0，求[image: alt]


解　[image: alt]



*
 1.4　一元微积分在经济分析中的应用

在经济分析中，某一现象的变化对另一现象的影响往往可以通过两种方法进行研究：一是研究因变量关于自变量的绝对变化率，这在经济学中称为边际分析；二是研究因变量关于自变量的相对变化率，这在经济学中称为弹性分析．

本节首先回顾微积分在经济分析中常见的函数，即成本、收益、利润、需求、供给函数等，然后举例说明求最小成本、最大利润等常见问题．

1.4.1　基本内容

1．边际函数（函数的绝对变化率）

设函数y＝f（x），在经济分析中

[image: alt]
 称为f（x）在（x0
 ，x0
 ＋∆x）内的平均变化速度．

[image: alt]
 称为f（x）在x0
 点处的变化速度，也称为f（x）在x0
 点处的边际函数值．

[image: alt]
 称为f（x）的边际函数．

注意：因为∆y｜∆x＝1
 ≈dy｜∆x＝1
 ＝f′（x0
 ）∆x｜∆x＝1
 ＝f′（x0
 ），这说明f（x）在点x＝x0
 处，当x产生一个单位的改变时，函数近似地改变了f′（x0
 ）个单位，这就是边际函数值的意义．

◆　成本

成本是指生产一定数量的产品所需要投入的全部费用．

总成本：C（Q）＝C1
 ＋C2
 （Q）（其中Q表示产量，C1
 表示固定成本（常数），C2
 （Q）表示可变成本）

平均成本：[image: alt]


边际成本：C′（Q）＝C2
 ′（Q）

可见总成本、边际成本、固定成本之间的关系是：

[image: alt]


◆　收益

收益是指出售一定数量的产品所得的全部收入．

总收益：R（Q）＝Q·P（Q）（其中Q表示销售量，P（Q）为价格函数）

平均收益：[image: alt]


边际收益：R′（Q）＝P（Q）＋QP′（Q）

可见总收益与边际收益的关系：[image: alt]


◆　利润

利润是指收益与成本之间的差额．

总利润：L（Q）＝R（Q）－C（Q）

边际利润：L′（Q）＝R′（Q）－C′（Q）

L（Q）取得最大值的必要条件：L′（Q）＝0，即R′（Q）＝C′（Q）

L（Q）取得最大值的充分条件：L″（Q）＜0，即R″（Q）＜C″（Q）

2．弹性函数（函数的相对变化率）

设函数y＝f（x），则

∆x——自变量的绝对改变量；　[image: alt]
 ——自变量的相对改变量；

∆y——函数值的绝对改变量；　[image: alt]
 ——函数值的相对改变量；

[image: alt]
 ——称为f（x）在下（x0
 ，x0
 ＋∆x）两点间的弹性（即相对变化率）；

[image: alt]
 　称为f（x）在x0
 点的弹性；

[image: alt]
 　称为f（x）的弹性函数．

注意：弹性函数反映了随x的变化，f（x）变化幅度的大小，亦即灵敏度．

◆　需求

需求是指商品的价格P与消费者购买该商品的数量Q之间的一种函数关系：Q＝f（P）．

Q′（P）＜0，即需求量随价格上升而下降．其反函数P＝f-1
 （Q）也称为需求函数．

[image: alt]
 称为Q＝f（P）的需求弹性函数．

此处因为需求是单调减少函数，所以∆Q、∆P总是异号，而P、Q为正数，于是[image: alt]
 为负数，为了用正数表示需求弹性，我们在定义中加了“－”号．

下面看一下需求弹性对总收益的影响：

收益关于价格的函数为　　R（P）＝Q（P）·P

R对P求导，得[image: alt]


因为需求弹性为[image: alt]
 代入上式，得

[image: alt]


由此可见：

当需求弹性η（P）＜1时，即当需求量的变化幅度小于价格变化幅度时，[image: alt]
 从而总收益随价格的上涨而增加；

当需求弹性η（P）＞1时，即当需求量的变化幅度大于价格变化幅度时，[image: alt]
 从而总收益随价格的上涨而减少；

当需求弹性η（P）＝1时，即当需求量的变化幅度等于价格变化幅度时，[image: alt]
 从而总收益达到最大．

◆　供给

供给是指商品的价格P与生产者愿意生产并投入市场的商品量Q之间的函数关系：Q＝g（P）．

Q′＝g′（P）＞0，即随着价格的上升，供给量也上升，其反函数P＝g-1
 （Q）也称为供给函数．

◆　均衡价格

均衡价格是指市场上某商品供需平衡时的价格，记作Pe
 （图1-11）．

[image: alt]


图1-11

1.4.2　举例

【例1】　某工厂生产某种产品，固定成本20000元，每生产一单位产品，成本增加100元，已知总收益R是年产量Q的函数

[image: alt]


问每年生产多少产品时，总利润最大？最大总利润是多少？

解　由题意总成本函数为

C（Q）＝20000＋100Q

从而总利润函数为

[image: alt]


令L′（Q）＝0，得Q＝300，且L″（300）＝－1＜0，所以Q＝300时，L最大，L（300）＝25000，即年产量为300个单位时，总利润最大，此时总利润为25000元．

【例2】　设某商品每天生产Q单位时，固定成本为40元，边际成本C′（Q）＝0.2Q＋2（元／单位），

（1）求总成本函数C（Q）；

（2）为了使平均成本最小，应生产多少单位产品？

（3）若该商品的销售单价为20元，且商品全部售出，问每天生产多少单位时，才能获得最大利润？

解　（1）因为边际成本C′（Q）＝0.2Q＋2，所以

总成本　[image: alt]


（2）平均成本[image: alt]


令　　[image: alt]
 得　Q1
 ＝20，Q2
 ＝－20（舍去）

因为　[image: alt]
 所以生产20单位时，平均成本最小．

（3）由题意可知，总收益为R（Q）＝20Q，

总利润　　L（Q）＝R（Q）－C（Q）＝18Q－0.1Q2
 －40

令　　　　L′（Q）＝18－0.2Q＝0，得　Q＝90

又　　　　L″（Q）＝－0.2＜0

故　　　　Lmax
 （90）＝770

所以每天生产90单位时才能获得最大利润，最大利润为770元．

【例3】　某商店以每条100元的价格购进一批牛仔裤，已知市场的需求函数为Q＝400－2P，问应选择怎样的售价P（元／条），可以使所获利润最大？

解　由题意可知，利润函数为

L＝PQ－100Q

因为Q＝400－2P，代入上式，得

[image: alt]


令　[image: alt]
 得　P＝150，又因为[image: alt]
 故在P＝150时，L取得最大值，L（150）＝5000，即当每条售价为150元时，商店可获得最大利润5000元．

【例4】　设某商品需求函数为[image: alt]


（1）求需求弹性函数；

（2）求在P＝6时的需求弹性，若价格上涨1％，总收益是增加还是减小，将变化百分之几？

解　（1）用公式，需求弹性为

[image: alt]


（2）当P＝6时的需求弹性为[image: alt]


因为[image: alt]
 所以当价格上涨时，总收益是增加的．

下面求总收益R增长的百分比，即求R的弹性．

[image: alt]


从而[image: alt]


故R在P＝6时的弹性为[image: alt]


所以当P＝6时，价格上涨1％，总收益约增加0.67％．

*1.5　中值定理

在一元微分学中，有一个重要理论，那就是中值定理，它是一元微分学的一个难点．在专科阶段已简单地介绍过中值定理，在这里，我们想补充讲一下用中值定理所作的常用推理证明题．

1.5.1　三个中值定理

首先回顾三个中值定理．

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


同学们应注意三个中值定理的条件，结论及关系：

[image: alt]


下面讲一个三个中值定理的几何意义．

罗尔：曲线上至少有一点的切线是水平的（见图1-12（a））．

拉格朗日：曲线上至少有一点的切线与连接端点的直线平行（见图1-12（b））（同学可从等式两边的含义想一下）．

柯西：同拉格朗日，但曲线用参数方程表示[image: alt]


[image: alt]


图1-12

1.5.2　用中值定理作推理证明

（1）用罗尔定理证明导函数方程f′（x）＝0根的存在性．

【例1】　若方程a0
 xn
 ＋a1
 xn－1
 ＋…＋an－1
 x＝0有一正根x＝x0
 ，证明方程a0
 nxn－1
 ＋a1
 （n－1）xn－2
 ＋…＋an－1
 ＝0必有一个小于x0
 的正根．

证明　看题目，可见前一个方程左边函数的导数是后一个方程的左边函数，所以可试用罗尔定理．

令f（x）＝a0
 xn
 ＋a1
 xn－1
 ＋…＋an－1
 x，x∈［0，x0
 ］

则由题意f（0）＝f（x0
 ）＝0，所以f（x）满足罗尔定理条件，由定理，应存在ξ∈（0，x0
 ），使f′（ξ）＝0．又

[image: alt]


从而结论成立．

【例2】　设f′（x）在［0，1］上连续，在（0，1）上可导，且f（0）＝0，又F（x）＝（x－1）2
 f（x），证明：存在ξ∈（0，1），使得F″（ξ）＝0．

证明　由题设可见，F（x）在［0，1］上连续，在（0，1）上可导，且F（0）＝f（0）＝F（1）＝0．所以由罗尔定理，存在η∈（0，1），使F′（η）＝0，

又F′（x）＝2（x－1）f（x）＋（x－1）2
 f′（x）

所以F′（1）＝F′（η）＝0，从而由题意，F′（x）在［η，1］上也满足罗尔定理条件，由定理，存在ξ∈（η，1）⊂（0，1），使得F″（ξ）＝0．

（2）证明恒等式或含ξ的等式

先看一个结论：若当x∈（a，b）时，f′（x）≡0，则当x∈（a，b）时，f（x）≡C（常数）．

事实上：任取x1
 ，x2
 ∈（a，b），不妨设x1
 ＜x2
 ，则f（x）在（x1
 ，x2
 ）上满足拉格朗日定理的条件，由定理成立．

[image: alt]


因为f′（x）≡0，所以f（x2
 ）＝f（x1
 ），从而结论成立．

【例3】　证明：[image: alt]


证　　令f（x）＝arcsinx＋arccosx，则

[image: alt]


所以，当x∈（－1，1）时，f（x）≡C，又因为f（x）在x＝－1与x＝1，分别右连续与左连续，所以，当x∈［－1，1］时，f（x）≡C．

令x＝0，得　[image: alt]
 得[image: alt]
 从而

[image: alt]


【例4】　设（x）在［a，b］上连续，在（a，b）上可导，f（a）＝f（b）．证明：存在ξ∈（a，b），使得f（a）－f（ξ）＝ξf′（ξ）．

证　　被证不等式可以写成f（a）＝f（ξ）＋ξf′（ξ），又

（xf（x））′＝f（x）＋xf′（x）

所以可以令F（x）＝xf（x），试用拉格朗日公式．

显然F（x）在［a，b］上满足拉格朗日定理条件，从而由定理存在ξ∈（a，b），使得

F（b）－F（a）＝F′（ξ）（b－a）

即bf（b）－af（a）＝（f（ξ）＋ξf′（ξ）（b－a），由于f（a）＝f（b），代入上式，即得结论．

注意：也可令F（x）＝f（a）x－f（x）x，用罗尔定理，同学们可以想一下，并动手运算一下．

（3）证明不等式

【例5】　证明：当[image: alt]
 时，成立[image: alt]


证明　从被证不等式的形式，可启发我们用拉格朗日公式．

当α＝β时，成立等式．

当α＜β时，令f（x）＝tanx，显然f（x）在［α，β］上满足拉格朗日定理条件，由定理，成立．

f（β）－f（α）＝　f′（ξ）（β－α），　α＜ξ＜β

由于[image: alt]
 得[image: alt]


从α＜ξ＜β，又[image: alt]
 在[image: alt]
 是单调增加，故[image: alt]


所以得[image: alt]


综合以上两点，得结论．

【例6】　证明：当x＞0时，成立[image: alt]


证　　令f（t）＝ln（1＋t），在［0，x］上f（t）满足拉氏定理条件，由定理，成立f（x）－f（0）＝f′（ξ）（x－0）　0＜ξ＜x．

即　[image: alt]
 由0＜ξ＜x，得[image: alt]


从而得　[image: alt]


习题一

1．求下列各极限：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


（5）设[image: alt]
 求常数k的值．

（6）[image: alt]
 其中f（x）是连续函数．

2．设[image: alt]
 在x＝0连续，求a，b的值．

3．求下列各导数：

（1）[image: alt]
 求y′．

（2）[image: alt]
 求y′．

（3）[image: alt]
 ，求y′，y″．

（4）[image: alt]
 求y′，y″．

（5）y＝f（lnx），其中f（u）二阶可导，求y′，y″．

（6）y＝ef（x）
 ＋f（ex
 ），其中f（u）可导，求y′．

（7）设由方程y＝1＋xey
 确定y是x的函数，求y′及dy．

（8）设[image: alt]
 求y′，y″．

4．试确定a，b的值，使得曲线y＝x2
 ＋ax＋b和2y＝－1＋xy3
 在点（1，－1）处相切，并写出在该点的切线与法线方程．

5．求函数f（x）＝xe-x
 的单调区间与极值．

6．证明不等式：当x＞0时，[image: alt]


7．求下列各积分：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


（5）[image: alt]


（6）[image: alt]


（7）[image: alt]


（8）[image: alt]


（9）[image: alt]


（10）[image: alt]


（11）[image: alt]
 ，其中[image: alt]


8．求函数[image: alt]
 的极值．

9．求曲线y＝ex
 的一条切线，使得该切线与曲线及直线x＝0，x＝2所围的平面图形的面积最小．


*
 10．已知某厂的总收益函数为R＝26Q－2Q2
 －4Q3
 ，总成本函数为C＝8Q＋Q2
 ，其中Q为产品的产量．

（1）求边际收益函数、边际成本函数；

（2）厂家获得最大利润时的产量和最大利润．


*
 11．某商品的需求函数为Q（P）＝75－P2
 ，其中P为商品的价格．

（1）求P＝4的边际需求，并说明其经济意义；

（2）求P＝4的需求弹性，若价格P上涨1％，收益是增加还是减少？总收益将变化百分之几？

（3）P为多少时，总收益最大？


*
 12．设f（x）在（a，b）内二阶可导，且f（x1
 ）＝f（x2
 ）＝f（x3
 ），a＜x1
 ＜x2
 ＜x3
 ＜b，证明：存在ξ∈（a，b），使得f″（ξ）＝0．


*
 13．证明：当α＞β＞0时，[image: alt]



*
 14．证明：｜arctanα－arctanb｜≤｜a－b｜．

综合测试题一

一、填空题：

1．[image: alt]
 ＿＿＿＿＿；

2．设y＝ln（1＋x2
 ），则dy＝＿＿＿＿＿；

3．积分[image: alt]
 ＿＿＿＿＿；

4．设[image: alt]
 则f（7）＝＿＿＿＿＿；

二、选择题：

1．下列极限存在的有（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


2．函数[image: alt]
 在［0，1］上的最大值是（　　）．

（A）e

（B）1

（C）[image: alt]


（D）2

3．设f′（x）为连续函数，则[image: alt]


（A）f（2）－f（1）

（B）[image: alt]


（C）　[image: alt]


（D）f（1）－f（0）

4．函数[image: alt]
 则x＝1是f（x）的（　　）．

（A）连续点

（B）第一类可去间断点

（C）第一类跳跃间断点

（D）第二类间断点

三、试解下列各题：

1．求极限[image: alt]


2．求极限[image: alt]


3．设xsiny＋yex
 －1＝0，求y′｜x＝0
 ；

4．设f（u）可导，y＝f（sin2
 x），求dy；

5．设[image: alt]
 求[image: alt]


6．求积分[image: alt]


7．求积分∫xf″（x）dx．

四、设[image: alt]
 求[image: alt]


五、证明不等式：当x≥0时，2xarctanx≥ln（1＋x2
 ）．

六、函数[image: alt]
 在[image: alt]
 处取得极值，求常数a的值，并判定是极大值还是极小值．

七、在曲线y＝x2
 （x≥0）上某点A（a，a2
 ）处作切线，使该切线与曲线及x轴所围的图形的面积为[image: alt]
 求切点的坐标A（a，a2
 ），及过切点的切线方程．

八、设S1
 （t）是曲线y＝x2
 与直线x＝0及y＝t（0＜t＜1）所围的图形的面积，S2
 （t）是曲线y＝x2
 与直线x＝1及y＝t（0＜t＜1）所围图形的面积．试求t为何值时，S1
 （t）＋S2
 （t）最小？最小值是多少？（图1-11）

[image: alt]


九、设f（x）在［1，e］上可导，且0＜f（x）＜1，[image: alt]


证明：在（1，e）内有唯一的ξ，使得f（ξ）＝lnξ．


第2章

微分方程

常微分方程是高等数学的一个重要组成部分．本章首先通过简单的实例引入常微分方程的基本概念；然后主要介绍几种常用的常微分方程的求解方法，即四种一阶微分方程、三种可降阶的高阶微分方程及二阶常系数线性微分方程的解法，并在其中介绍一些实际的应用；最后介绍差分方程的概念及解法．

2.1　基本概念

2.1.1　引例

运用高等数学解决实际问题，首先要找出实际问题中变量之间的函数关系．虽然在许多情况下，往往无法直接找出变量之间的函数关系，但是根据问题的几何、物理等方面的意义，以及已知的公式、定律，有时可以建立含有自变量、未知函数及未知函数导数的方程式，这类方程就是微分方程，然后通过解微分方程，得到所要求的函数关系式．

下面通过几何、物理中的两个简单的具体例子来引入常微分方程的基本概念．

【例1】　设某曲线上任意点P（x，y）处切线斜率等于[image: alt]
 且该曲线过点（e，2），求此曲线的方程．

解　设所求曲线方程为y＝f（x），由导数的几何意义可知，曲线y＝f（x）上任意点P（x，y）的切线斜率为[image: alt]
 故由题意可设该曲线应该满足方程

[image: alt]


又因为曲线过点（e，2），所以y＝f（x）还应满足条件：y｜x＝e
 ＝2，代入上式，得

2＝lne＋C

由此得出C＝1，则所求曲线方程为

y＝lnx＋1

【例2】　假设不计空气阻力，在离地面高度为s0
 处，将质量为m的物体以初速度v0
 竖直上抛，求此物体在只受重力作用下运动的运动方程．

解　取坐标原点在地面，s轴竖直向上，如图2-1所示．设t时刻物体的位置在s（t）处，即所经过的路程为s（t），则由导数的力学意义可知，物体运动的速度为

[image: alt]


[image: alt]


图2-1

加速度为

[image: alt]


不计空气的阻力，作用在物体上唯一的外力为mg（重力），根据牛顿第二定律ma＝F，便可得到

[image: alt]


其中负号是因为重力与坐标s的正向相反，约去m，得

[image: alt]


积分得　　[image: alt]


再积分得　　[image: alt]


又由题意可知，s（t）还应满足条件：[image: alt]


代入上面两式，得C1
 ＝v0
 ，　C2
 ＝s0
 ，于是所求的运动方程为

[image: alt]


这两个例子很简单，但它们包含了用微分方程解决实际问题的全过程，即首先建立微分方程及初始条件；其次求出微分方程的通解；最后由初始条件得出此问题的特解．

2.1.2　常微分方程的基本概念

微分方程：含有自变量、未知函数及未知函数的导数（或微分）的方程．

常微分方程：未知函数是一元函数的微分方程（未知函数是多元函数的方程，称为偏微分方程）．

常微分方程有时简称为微分方程或方程．

常微分方程的阶：指在微分方程中未知函数的导数的最高阶数．

如　[image: alt]


n阶方程的一般形式为

F（x，y，y′，y″，…，y（n）
 ）＝0

常微分方程的解：如果某函数代入微分方程中，能使该方程成为恒等式，则称此函数为该微分方程的解．

比如在例1中，函数y＝lnx＋C和y＝lnx＋1，都是一阶方程[image: alt]
 的解．在例2中，函数[image: alt]
 和[image: alt]
 都是二阶方程[image: alt]
 的解．

由此可见，解可以含有任意常数，也可以不含有任意常数，这样的解有不同的名称．

通解：含有任意常数，且彼此独立的任意常数的个数等于方程阶数的解．

特解：不含有任意常数的解．

比如例1中，一阶方程[image: alt]


例2中，二阶方程[image: alt]


初始条件：是指给出自变量的某个特定值时，未知函数及其导数的值的附加条件．

对于一阶方程，初始条件y｜x＝x0

 ＝y0
 ；

对于二阶方程，初始条件y｜x＝x0

 ＝y0
 ，y′｜x＝x0

 ＝y′0
 ；

以此类推．

从例1、例2可知，特解可由方程的通解根据初始条件得出．

n阶线性微分方程：关于y，y′，y″，…，y（n）
 均为一次的微分方程，称为线性微分方程．

一般形式为

y（n）
 ＋an－1
 （x）y（n－1）
 ＋…＋a1
 （x）y′＋a0
 （x）y＝f（x）

其中f（x），a0
 （x），a1
 （x），…，an－1
 （x）均为已知函数．

积分曲线：微分方程的解所表示的曲线．

一阶微分方程通解的几何意义是以常数C为参数的曲线族；而满足初始条件y｜x＝x0

 ＝y0
 的特解表示过点（x0
 ，y0
 ）的那条积分曲线．它也称为一阶微分方程的初值问题，记作

[image: alt]


例1中的积分曲线族为y＝lnx＋C（图2-2）．

[image: alt]


图2-2

类似地，二阶微分方程通解的几何意义是以常数C1
 、C2
 为参数的曲线族；而满足初始条件y｜x＝x0

 ＝y0
 ，y′｜x＝x0

 ＝y′0
 的特解表示过点（x0
 ，y0
 ）且在该点的切线的斜率为y′0
 的那条积分曲线．它也称为二阶微分方程的初值问题，记作

[image: alt]


从上面的例题及微分方程的基本概念可以看到，利用微分方程寻求未知函数的一般步骤如下：

第一步：建立微分方程，并给出附加条件（一般需要运用数学、物理、工程技术等方面的知识）；

第二步：求微分方程的通解；

第三步：求微分方程的特解（一般利用初始条件确定通解中的任意常数即可）．

本章的主要任务是上述的第二步与第三步，即求微分方程的通解或特解，在以下几节中，我们将重点介绍几种常见的微分方程的解法．

2.2　变量可分离及齐次微分方程

首先我们介绍几种特殊的一阶微分方程及其求解方法．

一阶微分方程的一般形式为

F（x，y，y′）＝0

如果能从此方程中解出y′，则可得

y′＝f（x，y）

2.2.1　变量可分离的微分方程

如果上述方程中的函数f（x，y）可以表示为f（x，y）＝h（x）g（y）的形式，即

[image: alt]


则称其为变量可分离的微分方程．

例如：方程y′＝xy，　y′＝ex＋y
 均为变量可分离的微分方程；但y′＝x2
 ＋y2
 就不是变量可分离的微分方程．

求解方法：

第一步：分离变量，即将方程中有关变量x的部分与有关变量y的部分，分离在等号的两边．

[image: alt]


第二步：两边积分．

[image: alt]


其中[image: alt]
 和[image: alt]
 分别表示两个确定的原函数，C为任意常数，易知此式就是方程的通解了．

我们介绍了什么是变量可分离方程，及其求解的方法．可以看出其解题思路是简单的，难点可能还是在积分上．下面看几个例题吧．

【例1】　求方程y′＝3x2
 y的通解．

解　这是变量可分离方程，先分离变量

[image: alt]


再两边求不定积分，即[image: alt]


即　　[image: alt]


即　　[image: alt]


或　　[image: alt]


其中[image: alt]
 仍是任意常数，此式就是所给方程的通解．

【例2】　求方程cosydx＋（1＋e-x
 ）sinydy＝0满足[image: alt]
 的特解．

解　这也是变量可分离方程，可先求通解，再由初始条件定出特解．

分离变量　　[image: alt]


两边积分　　[image: alt]


得通解　　[image: alt]


即　　[image: alt]


由初始条件[image: alt]
 代入得[image: alt]
 得[image: alt]


所求特解为　　[image: alt]


2.2.2　齐次微分方程

一阶方程　

[image: alt]


如果上述方程中的函数f（x，y）可以表示成[image: alt]
 的函数，即[image: alt]
 亦即　

[image: alt]


则称此方程为齐次微分方程．

例如：[image: alt]
 是齐次方程，（y－x）dy－（y＋x）dx＝0也是齐次方程，这是因为上式可写成

[image: alt]
 即[image: alt]


一般地，如果成立f（tx，ty）＝f（x，y），则f（x，y）可以表示成[image: alt]
 的函数．

求解方法：作变量替换，化成变量可分离方程．

令　　[image: alt]


则有y＝ux（注意：u可看成是x的函数），所以[image: alt]
 代入[image: alt]
 中，得　

[image: alt]


即　　[image: alt]


可见，这是变量可分离方程了，分离变量并积分得

[image: alt]


再代回[image: alt]
 便是齐次方程的通解了．

【例3】　求通解[image: alt]


解　这是齐次方程，令[image: alt]
 则y＝ux，所以[image: alt]
 代入方程得

[image: alt]


即　　[image: alt]


这是变量可分离方程，分离变量并积分得

[image: alt]


即　　[image: alt]


即　　[image: alt]


再代回[image: alt]
 即得此方程通解

[image: alt]


【例4】　求方程xy′＝y（1＋lny－lnx）的通解．

解　这也是齐次方程，因为原方程可表示为

[image: alt]


令[image: alt]
 　则y＝ux，[image: alt]
 代入得

[image: alt]


即　　[image: alt]


这是变量可分离方程，分离变量，并积分得

[image: alt]


即　　[image: alt]


即　　[image: alt]


即　　lnu＝Cx　或　[image: alt]


代回　[image: alt]
 得原方程通解

y＝xeCx


【例5】　某一曲线上各点的法线都通过点（1，2），且曲线过原点，求该曲线的方程．

解　这是简单的几何应用题，设M（x，y）为曲线上任意一点，则在点M（x，y）的法线方程为

[image: alt]


其中X，Y是法线上点的流动坐标．

因为法线通过点（1，2），所以点（1，2）满足上式，得[image: alt]


即　　[image: alt]


可见，这是变量可分离方程，分离变量，并积分得

[image: alt]


即　　[image: alt]


即　　[image: alt]


又因为曲线过原点，所以得条件y｜x＝0
 ＝0，代入上式，得C＝5，从而该曲线的方程为

（x－1）2
 ＋（y－2）2
 ＝5

【例6】　某一潜艇在下降时，所受的阻力与下降速度成正比．若潜艇靠自重由静止状态开始运动，求潜艇在时刻t下降的速度v（t）与距离s（t）．

解　这是物理方面的应用问题，潜艇是依靠其重力克服水的阻力而作下降运动的，所以可利用牛顿第二定律F＝ma来建立微分方程．

设在时刻t时，下降距离为s（t），速度为[image: alt]
 加速度为[image: alt]
 由题意可设，阻力为kv（k为比例常数），从而潜艇受到的外力为F＝mg－kv，由牛顿第二定律F＝ma，得运动方程

[image: alt]


这是变量可分离方程，分离变量，并积分得

[image: alt]


即　　[image: alt]


由于是由静止状态开始运动的，故v｜t＝0
 ＝0，代入上式，得[image: alt]


所以

[image: alt]


由此式解出下降速度为　　[image: alt]


即　　[image: alt]


再积分得　　[image: alt]


由于是从静止状态开始运动的，故s｜t＝0
 ＝0，代入上式，得[image: alt]


从而得到下降距离为　[image: alt]


2.3　一阶线性微分方程

2.3.1　一阶线性微分方程

形如　

[image: alt]


的方程称为一阶线性微分方程，其中P（x），Q（x）为定义在某区间上的已知连续函数．

进一步

[image: alt]


下面讨论一阶线性微分方程的求解方法．

第一步：先求对应的齐次微分方程的通解

[image: alt]


这是变量可分离方程，分离变量

[image: alt]


两边积分　　[image: alt]


即　　[image: alt]


得通解　　[image: alt]


第二步：用常数变易法求非齐次线性微分方程的通解．

由于非齐次与齐次方程的左边是相同的，只是右边不同，因此，我们可设想非齐次方程的通解也具有类似的形式，当然其中的C不可能是常数了，而必定是一个x的函数C（x）．因此，可设

[image: alt]


是非齐次线性微分方程的通解，其中C（x）是待定函数．

下面将此设想的通解代入方程，求出C（x）．

因为　　[image: alt]


所以　　[image: alt]


代入非齐次方程，得

[image: alt]


即　　[image: alt]


即　　[image: alt]


积分得　　[image: alt]


于是非齐次线性方程的通解为

[image: alt]


下面看几道例题体会一下吧．

【例1】　求方程y′－ytanx＝secx的通解．

解　这是一阶非齐次线性微分方程，可用上面讲的常数变易法来求其通解．先求对应齐次方程

y′－ytanx＝0

的通解．分离变量，并积分得

[image: alt]


即　　[image: alt]


通解为

[image: alt]


下面再用常数变易法求原方程的通解，可设通解为

[image: alt]


则　　[image: alt]


代入原方程，得

[image: alt]


即　　[image: alt]


积分得　　[image: alt]


所以所给方程通解为

[image: alt]


【例2】　求初值问题[image: alt]


解　所谓求初值问题，也就是求特解．对于一阶线性方程，因为它的通解有一般形式，所以我们也可以直接利用公式来求通解．当然首先要将方程写成标准形式

[image: alt]


得　　[image: alt]


代入公式，得通解为

[image: alt]


由初始条件y（1）＝e，得e＝e＋C，得C＝0，所以，此初值问题的解为

[image: alt]


注意：利用公式求通解时，三处不定积分都不要加常数C了，因为在推导过程中常数都已经加过了．

【例3】　求通解[image: alt]


解　这个方程以x为自变量不是一阶线性方程，但是若把方程改写成

[image: alt]
 即[image: alt]


可见，如果将y看成自变量，它就是一阶线性非齐次方程．

在一阶非齐次线性方程的通解公式中，把变量x与y互换，就得到相应的通解公式

[image: alt]


此题中[image: alt]


所以通解为

[image: alt]


注意：在常微分方程中，变量x与y的地位是等同的，x可以作为自变量，y也可以作为自变量，所以在解题过程中，当x作为自变量不易计算时，也可以考虑以y作为自变量的情况．

【例4】　如图2-3所示，设有连接两点A（0，1），B（1，0）的一条上凸曲线，它位于直线段AB的上方，P（x，y）为此曲线上的任意一点．已知曲线弧AP与弦线[image: alt]
 之间的面积等于x3
 ，求此曲线的方程．

[image: alt]


图2-3

解　这是一道几何应用题，设所求曲线方程为y＝y（x），则按照题意，图中阴影部分的面积为x3
 ，

即　　曲边梯形APCO的面积－梯形APCO的面积＝x3


即　　[image: alt]


这是积分方程，首先对x求导，将积分方程转化成微分方程，

[image: alt]


整理得到　　[image: alt]


可见这是一阶线性微分方程，应用通解公式，得方程的通解为

[image: alt]


又因为曲线过点（1，0），得初始条件y｜x＝1
 ＝0，代入上式，得C＝5，所以该曲线的方程为

y＝－6x2
 ＋5x＋1

注意：微分方程的应用问题，往往求的是特解，所以要留意初始条件．

【例5】　假设某商品的需求函数与供给函数分别为

Q1
 ＝a－bP，　Q2
 ＝－c＋dP　（a，b，c，d为正的常数）

再假设商品价格P为时间t的函数，其中初始价格为P｜t＝0
 ＝P0
 ，且在任意时刻t，价格P（t）的变化率总与这一时刻的超额需求Q1
 －Q2
 成正比（比例常数为k，且k＞0）．

（1）求供需相等时的价格Pe
 （即均衡价格）；

（2）求价格P（t）的表达式．

解　这是简单的经济应用题．

（1）所谓供需相等，即Q1
 ＝Q2
 ，得a－bP＝－c＋dP，得[image: alt]


（2）由题意可得价格P（t）应满足的微分方程

[image: alt]


代入Q1
 ，Q2
 的表达式，得

[image: alt]


这是一阶非齐次线性微分方程，代入通解公式，求得其通解为

[image: alt]


由P｜t＝0
 ＝P0
 ，得[image: alt]


所以价格P（t）的表达式为

P（t）＝（P0
 －Pe
 ）e－k（b＋d）t
 ＋Pe


从P（t）的表达式可以看到，由于P0
 －Pe
 与k（b＋d）＞0均为常数，所以在时间t→＋∞时，（P0
 －Pe
 ）e－k（b＋d）t
 →0，因此

P（t）→Pe
 　（t→＋∞）

由此可见，随着时间的推移，价格趋向于均衡价格．


*
 2.3.2　用适当的变量替换转化方程的类型

有些一阶微分方程，虽然不是前面介绍的几种典型形式，但是也可以根据方程的特点，找到适当的变量替换，将其化为变量可分离方程，或化为已知其求解方法的方程，再进行求解，这是解微分方程时常用的方法，下面我们来看几个例子．

【例6】　转换方程类型，并求出通解

[image: alt]


解　令u＝x＋y，则y＝u－x，[image: alt]
 代入原方程，得

[image: alt]


这是变量可分离方程，分离变量，并积分

[image: alt]


得　　[image: alt]


再用u＝x＋y代入上式，即得到此方程的通解

[image: alt]


【例7】　转换下列方程类型，并求出通解

[image: alt]


解　此方程的形式类似于一阶线性方程，就是方程右边多了因式y2
 ，此类方程可通过变量替换化成一阶线性方程来求解．具体做法如下：

首先方程两边同乘y-2
 ，

得　　[image: alt]


即　　[image: alt]


令z＝y-1
 ，整理得　　[image: alt]


这是一阶线性方程，利用公式求它的通解为

[image: alt]


再以y-1
 代z，得所求方程的通解为

[image: alt]


注意：此例中出现的方程称为贝努里（Bernoulli）方程，其一般形式为

[image: alt]


通常可以像此例的解法那样，用y-n
 乘方程的两边，再令z＝y1－n
 ，化成以z为函数的一阶线性方程，从而可求出其通解．具体如下：

用y-n
 乘方程的两边，得

[image: alt]


因为[image: alt]
 故[image: alt]


上式为　　[image: alt]


令z＝y1－n
 ，得　　[image: alt]


可见这是一阶线性方程，求出其通解后，以y1－n
 代z，便得到贝努里方程的通解了．

2.4　可降阶的高阶微分方程

二阶及二阶以上的微分方程统称为高阶微分方程．

n阶微分方程的一般形式为

F（x，y，y′，y″，…，y（n）
 ）＝0

如果能从此方程中解出y（n）
 ，则得到

y（n）
 ＝f（x，y，y′，…，y（n－1）
 ）

本节主要讨论最高阶导数能解出的三种可降阶的高阶微分方程的求解法．

2.4.1　y（n）
 ＝f（x）型

形式：y（n）
 ＝f（x）

特征：方程的右端只显含x．

求解法：依次积分n次，就可以求出方程的通解了．

【例1】　求通解[image: alt]


解　对方程依次积分三次，得

[image: alt]


这就是原方程的通解．

2.4.2　y″＝f（x，y′）型

形式：y″＝f（x，y′）

特征：方程中不显含y．

求解法：令y′＝p，则y″＝p′，代入方程，得

[image: alt]


即　　[image: alt]


可见这是关于变量x和p的一阶微分方程，可按前面介绍的一阶微分方程的求解方法求解．

设其通解为

p＝φ（x，C1
 ），即　[image: alt]


再积分一次，即可得到原方程的通解

[image: alt]


【例2】　求初值问题的解[image: alt]


解　此方程中不显含y，令y′＝p，则y″＝p′，代入方程，得

[image: alt]


可见，这是变量可分离的一阶方程，分离变量，并积分得

[image: alt]


从而　　[image: alt]


即　　[image: alt]


即　　[image: alt]


因为y′｜x＝0
 ＝3，代入上式，得C1
 ＝3，于是

[image: alt]


再积分一次，得　　[image: alt]


又因为y｜x＝0
 ＝1，代入原方程，得C2
 ＝1

所以此初值问题的解为

y＝3x＋x3
 ＋1

【例3】　求方程的通解xy″＋y′＝lnx．

解　此方程也不显含y，令y′＝p，则y″＝p′，代入方程得

xp′＋p＝lnx　即[image: alt]


这是关于x和p的一阶线性微分方程，利用公式，可得到其通解

[image: alt]


从而　　[image: alt]


再积分，得原方程的通解

[image: alt]


2.4.3　y″＝f（y，y′）型

形式：y″＝f（y，y′）

特征：方程中不显含x．

求解法：令[image: alt]
 代入方程得

[image: alt]


可见这是关于变量y和p的一阶微分方程，可按前面介绍的一阶微分方程求解法求解，

设其通解为

p＝φ（y，C1
 ），即　[image: alt]


分离变量后，再积分一次，即可得到原方程的通解

[image: alt]


注意：第2、3两种方程的特征，及降阶求解的异同点．

【例4】　求方程yy″＝2［（y′）2
 －y′］，满足y｜x＝0
 ＝1，y′｜x＝0
 ＝2的特解．

解　此方程不显含x，令y′＝p，则[image: alt]
 代入方程得

[image: alt]


即　　[image: alt]


由p＝0，即y′＝0，从而y＝C，可见，y＝C是此方程的解，但不是此问题的特解．

由[image: alt]
 这是变量可分离方程，分离变量，并积分得

[image: alt]


得　　[image: alt]


得　　[image: alt]


将条件y｜x＝0
 ＝1，y′｜x＝0
 ＝2，代入上式，得C1
 ＝1，从而，p＝y2
 ＋1

即　　[image: alt]


分离变量，并积分得

[image: alt]


即　　[image: alt]


由条件y｜x＝0
 ＝1，代入上式，得[image: alt]
 所以此问题的特解为

[image: alt]


2.5　二阶齐次线性微分方程

形如

y″＋P（x）y′＋Q（x）y＝0

的方程称为二阶齐次线性微分方程，其中P（x），Q（x）为定义在某区间上的已知连续函数．

本节首先介绍二阶齐次线性微分方程解的性质与结构，然后讲解二阶常系数齐次线性微分方程的求解方法．

2.5.1　二阶齐次线性微分方程解的结构

定理1　设y1
 ，y2
 是齐次方程y″＋P（x）y′＋Q（x）y＝0的两个解，则C1
 y1
 ＋C2
 y2
 也是该方程的解，其中C1
 ，C2
 是任意常数．

证　因为y1
 ，y2
 是齐次方程y″＋P（x）y′＋Q（x）y＝0的两个解，所以y1
 ，y2
 应满足该方程，从而

[image: alt]


将C1
 y1
 ＋C2
 y2
 代入方程，得

[image: alt]


即C1
 y1
 ＋C2
 y2
 也满足方程，所以C1
 y1
 ＋C2
 y2
 也是方程的解．

齐次线性方程的解的这个性质称为解的叠加性．

由于这是二阶方程的解，解中又含有两个任意常数，所以自然要问：C1
 y1
 ＋C2
 y2
 是否是方程的通解呢？回答是：不一定．

比如：设y1
 是方程的解，则由解的叠加性可知，y2
 ＝2y1
 也是方程的解，但y＝C1
 y1
 ＋C2
 y2
 ＝（C1
 ＋2C2
 ）y1
 ＝Cy1
 （C＝C1
 ＋2C2
 ），显然它不是方程的通解．

在这里，两个任意常数可以合并的原因是[image: alt]
 即y2
 是y1
 的常数倍，如果[image: alt]
 ，那么它们叠加后的任意常数就不可以合并了，从而叠加后的解必定是方程的通解．

注意：如果函数y1
 ，y2
 ，满足[image: alt]
 则称y1
 ，y2
 是线性无关的，否则称为线性相关（有关n个变量的线性相关性的完整理论，可参看《线性代数》书）．

由此，我们得到二阶齐次线性微分方程解的结构．

定理2　设y1
 ，y2
 是齐次方程y″＋P（x）y′＋Q（x）y＝0的两个线性无关解（即[image: alt]
 ），则C1
 y1
 ＋C2
 y2
 是该方程的通解，其中C1
 ，C2
 是任意常数．

注意1：定理2表明求齐次方程的通解，可归结为求它的两个线性无关的特解．

注意2：定理2的结论可以推广到n阶齐次线性微分方程．

2.5.2　二阶常系数齐次线性微分方程的求解法

如果P（x）＝p（常数），Q（x）＝q（常数），则形如

y″＋py′＋qy＝0

的方程，称为二阶常系数齐次线性微分方程．

由上面的定理2可知，只要求出方程的两个线性无关的特解，就可得到它的通解了．

先分析一下：

在此方程中，因为p，q是常数，所以要使y″，py′，qy三项之和为零，容易猜想到y″，y′，y应是同一类型的函数，由于指数函数y＝erx
 （r是常数）符合这一要求，于是推测，如果适当选取常数r，就有可能使y＝erx
 满足方程．

将y＝erx
 代入方程，因为y′＝rerx
 ，y″＝r2
 erx
 ，所以代入方程得到

（r2
 ＋pr＋q）erx
 ＝0

由于erx
 ≠0，于是有

r2
 ＋pr＋q＝0

由此可见，只要r是此二次三项式的根，则y＝erx
 就是此常系数齐次方程的一个特解．我们称这个二次三项式为特征方程．

通过以上的分析可见，只要求出特征方程的根，就可写出该方程的特解了．所以我们要特别关注特征方程．

首先，特征方程r2
 ＋pr＋q＝0中r2
 ，r的系数及常数项依次是方程y″＋py′＋qy＝0中y″，y′及y的系数．

其次，由二次三项式的求根公式，可知特征方程的两个根为

[image: alt]


下面根据特征方程根是相异实根、重根、复根三种情况，分别讨论此方程的通解．

（1）当p2
 －4q＞0时，特征方程有两个相异实根r1
 ，r2
 ，从而得到方程两个特解[image: alt]
 [image: alt]
 且[image: alt]
 所以该方程的通解为

[image: alt]


（2）当p2
 －4q＝0时，特征方程有两个相同实根[image: alt]
 从而得到方程一个特解y1
 ＝erx
 ．为了求与y1
 线性无关的另一个特解y2
 ，即使[image: alt]
 可设

[image: alt]


其中u（x）为待定函数．

将y2
 ＝u（x）erx
 代入方程y″＋py′＋qy＝0，以求出u（x）．

[image: alt]


代入方程，并整理得

[image: alt]


因为erx
 ≠0，所以

[image: alt]


由于[image: alt]
 是特征方程r2
 ＋pr＋q＝0的重根，因此2r＋p＝0，　r2
 ＋pr＋q＝0，于是上式成为

u″＝0

积分两次，得

u＝C1
 x＋C2


取C1
 ＝1，C2
 ＝0，得u＝x，从而y2
 ＝xerx
 ，所以该方程的通解为

Y＝（C1
 ＋C2
 x）erx


（3）当p2
 －4q＜0时，特征方程有一对共轭复根r1
 ＝α＋iβ，r2
 ＝α－iβ，从而得到两个复函数解y1
 ＝e（α＋iβ）x
 ，y2
 ＝e（α－iβ）x
 ．但是一般我们采用实函数解，应用欧拉公式

eiθ
 ＝cosθ＋isinθ

可以转换为实函数解．因为

[image: alt]


得到　　[image: alt]


由解性质定理1可知，[image: alt]
 也是此方程的解，且[image: alt]
 所以此方程的通解为

Y＝eαx
 （C1
 cosβx＋C2
 sinβx）

综上所述，微分方程的通解与特征方程的根之间的关系如下表：

[image: alt]


下面看一下求解步骤．

第一步：写出微分方程y″＋py′＋qy＝0的特征方程r2
 ＋pr＋q＝0；

第二步：求特征方程的两个根r1
 ，r2
 ；

第三步：利用上表写出微分方程的通解．

【例1】　求方程y″＋2y′＋5y＝0的通解．

解　它的特征方程为r2
 ＋2r＋5＝0，解得[image: alt]
 根据上表写出该方程的通解

Y＝e-x
 （C1
 cos2x＋C2
 sin2x）

【例2】　求方程s″＋4s′＋4s＝0满足条件s（0）＝4，s′（0）＝2的特解．

解　它的特征方程为r2
 ＋4r＋4＝0，即（r＋2）2
 ＝0，故r＝－2是重根，所以该方程的通解为

S＝（C1
 ＋C2
 t）e-2t


求导，得S′＝C2
 e-2t
 －2（C1
 ＋C2
 t）e-2t


将条件s（0）＝4，s′（0）＝2，代入，得4＝C1
 ，2＝C2
 －2C1
 ，解得C1
 ＝4，C2
 ＝10，所以此方程的特解为

S＝（4＋10t）e-2t


【例3】　设k为实数，求方程y″＋ky＝0的通解．

解　此方程的特征方程为r2
 ＋k＝0，欲分三种情况来讨论．

当k＜0，两个不同实根[image: alt]
 所以通解为

[image: alt]


当k＝0，二重实根r＝0，所以通解为

y＝C1
 ＋C2
 x；

当k＞0，一对复根[image: alt]
 所以通解为

[image: alt]


2.6　二阶非齐次线性微分方程

形如

y″＋P（x）y′＋Q（x）y＝f（x）

的方程称为二阶非齐次线性微分方程，其中P（x），Q（x），f（x）为定义在某区间上的已知连续函数，f（x）称为自由项．

本节首先介绍二阶非齐次线性微分方程解的结构，然后讲解二阶常系数非齐次线性微分方程的求解方法．

2.6.1　二阶非齐次线性微分方程解的结构

定理1　设y*
 是非齐次方程y″＋P（x）y′＋Q（x）y＝f（x）的一个特解，Y（x）＝C1
 y1
 ＋C2
 y2
 是对应齐次方程y″＋P（x）y′＋Q（x）y＝0的通解，则y＝Y＋y*
 ＝C1
 y1
 ＋C2
 y2
 ＋y*
 是非齐次方程y″＋P（x）y′＋Q（x）y＝f（x）的通解．

证明　由假设条件可知，y*
 ，Y分别满足

（y*
 ）″＋P（x）（y*
 ）′＋Q（x）y*
 ＝f（x），Y″＋P（x）Y′＋Q（x）Y＝0

将y＝Y＋y*
 代入非齐次方程y″＋P（x）y′＋Q（x）y＝f（x），得

[image: alt]


这说明y＝Y＋y*
 是非齐次方程y″＋P（x）y′＋Q（x）y＝f（x）的解，又由于Y是对应齐次方程的通解，即含有两个任意常数，所以y＝Y＋y*
 就是方程的通解了．

注意1：定理1表明非齐次方程的通解由两部分组成，即它是非齐次方程的一个特解与对应齐次方程的通解之和．

注意2：定理1可以推广到n阶非齐次线性方程．

定理2　设[image: alt]
 分别是非齐次方程

y″＋P（x）y′＋Q（x）y＝f1
 （x），y″＋P（x）y′＋Q（x）y＝f2
 （x）

的特解，则[image: alt]
 是非齐次方程

y″＋P（x）y′＋Q（x）y＝f1
 （x）＋f2
 （x）

的特解．（同学们自己动手证明一下）

2.6.2　二阶常系数非齐次线性微分方程的求解法

如果P（x）＝p（常数），Q（x）＝q（常数），则形如

y″＋py′＋qy＝f（x）

的方程，称为二阶常系数非齐次线性微分方程．

根据解的结构可知，求此类方程通解的步骤为：

第一步：先求对应齐次方程y″＋py′＋qy＝0的通解Y（x）＝C1
 y1
 ＋C2
 y2
 ；

第二步：再求非齐次方程y″＋py′＋qy＝f（x）的一个特解y*
 ；

第三步：最后写出非齐次方程y″＋py′＋qy＝f（x）的通解y＝Y＋y*
 ．

可见这里的第一步在上节已经完成了，余下的是解决第二步，下面我们就来讨论怎样求非齐次方程的一个特解y*
 ．

非齐次方程的特解y*
 与自由项f（x）的形式有关，本节将针对f（x）为多项式与指数函数、正弦函数、余弦函数的乘积等几种特殊形式进行讨论，介绍所谓的待定系数法求特解y*
 的方法．

1．f（x）＝Pm
 （x）eλx
 型

设f（x）＝Pm
 （x）eλx
 ，其中λ是常数，Pm
 （x）是已知的m次多项式

Pm
 （x）＝bm
 xm
 ＋bm－1
 xm－1
 ＋…＋b1
 x＋b0


即方程形式为

y″＋py′＋qy＝Pm
 （x）eλx


下面分析并介绍待定系数法．

此方程的右端是多项式与指数函数的乘积，我们知道多项式与指数函数的乘积的各阶导数仍是多项式与指数函数的乘积．由此推测，此方程的特解y*
 可能是某个多项式Q（x）与指数函数eλx
 的乘积，即

y*
 ＝Q（x）eλx


将y*
 代入方程，以确定多项式Q（x）．先对y*
 求一、二阶导数

（y*
 ）′＝（Q′（x）＋λQ（x））eλx
 ，（y*
 ）″＝（Q″（x）＋2λQ′（x）＋λ2
 Q（x））eλx


将y*
 ，（y*
 ）′，（y*
 ）″代入方程y″＋py′＋qy＝Pm
 （x）eλx
 ，并整理得

［Q″＋（2λ＋p）Q′＋（λ2
 ＋pλ＋q）Q］eλx
 ＝Pm
 （x）eλx


因为eλx
 ≠0，得

Q″＋（2λ＋p）Q′＋（λ2
 ＋pλ＋q）Q＝Pm
 （x）　——（*）

由此可见，若y*
 ＝Q（x）eλx
 是方程的解，则Q（x）应满足（*）式，我们就从此式来确定多项式Q（x），当然先要确定它的次数，再确定它的系数．

多项式Q（x）的次数与λ有关，具体如下：

（1）若λ不是特征方程的根，即λ2
 ＋pλ＋q≠0，则（*）式左边的最高次幂在Q（x）中，因此，要使（*）式两端恒等，Q（x）必须也是m次多项式，因此可设

Q（x）＝Qm
 （x）

（2）若λ是特征方程的单根，即λ2
 ＋pλ＋q＝0，但2λ＋p≠0，则（*）式成为

Q″＋（2λ＋p）Q′＝Pm
 （x）

而多项式求导一次后，其次幂要降低一次，因此要使上式成立，应取Q（x）为m＋1次多项式，为了方便起见，取

Q（x）＝xQm
 （x）

（3）若λ是特征方程的重根，即λ2
 ＋pλ＋q＝0，且2λ＋p＝0，则（*）式成为

Q″＝Pm
 （x）

于是Q（x）为m＋2次多项式，为了方便起见，取

[image: alt]


综上所述，该方程的特解形式如下

[image: alt]


其中Qm
 （x）是与Pm
 （x）同次幂的待定多项式．

然后再将特解y*
 ＝xk
 Qm
 （x）eλx
 　（k＝0，1，2）代入方程y″＋py′＋qy＝Pm
 （x）eλx
 ，求得Qm
 （x）的系数．

下面我们来看几道例题，具体感受一下．当然，这之前先要熟悉特解的形式，要仔细弄清y*
 中每个符号、参数的含义．

【例1】　写出下列方程特解的形式：

（1）y″＋9y＝xe3x


（2）y″＋2y′＋y＝（3x2
 －1）e-x


解　（1）先求出特征方程的根：特征方程为r2
 ＋9＝0，故特征方程根为r＝±3i；这里f（x）＝xe3x
 （＝Pm
 （x）eλx
 ），因此Pm
 （x）＝P1
 （x）＝x，λ＝3，可见λ＝3不是特征方程根，所以由公式可知，此方程的特解形式为

y*
 ＝Q1
 （x）e3x
 ＝（ax＋b）e3x


（2）特征方程为r2
 ＋2r＋1＝0，故特征方程重根为r＝－1，这里

f（x）＝（3x2
 －1）e-x
 （＝Pm
 （x）e-x
 ），从而Pm
 （x）＝P2
 （x）＝3x2
 －1，λ＝－1，可见λ＝－1是特征方程重根，所以由公式可知，此方程的特解形式为

y*
 ＝x2
 Q2
 （x）e-x
 ＝x2
 （ax2
 ＋bx＋c）e-x


【例2】　求方程y″＋y′＝x2
 －1的通解．

解　由本节开始的说明我们知道，对此类方程应先求其对应的齐次方程y″＋y′＝0的通解Y，再求此方程的一个特解y*
 ，然后相加就是该方程的通解了．

特征方程r2
 ＋r＝0，故r1
 ＝0，r2
 ＝－1，从而对应齐次方程y″＋y′＝0的通解为

Y＝C1
 ＋C2
 e-x


又因为f（x）＝x2
 －1（＝Pm
 （x）eλx
 ），所以Pm
 （x）＝P2
 （x）＝x2
 －1，λ＝0，可见λ＝0是特征方程单根，所以由公式可知，此方程的特解形式为

y*
 ＝xQ2
 （x）＝x（ax2
 ＋bx＋c）

因为　y*
 ＝ax3
 ＋bx2
 ＋cx，（y*
 ）′＝3ax2
 ＋2bx＋c，（y*
 ）″＝6ax＋2b代入方程为

6ax＋2b＋3ax2
 ＋2bx＋c＝x2
 －1

即

3ax2
 ＋（6a＋2b）x＋2b＋c＝x2
 －1

比较等式两边关于x的同次幂的系数，可以得到

[image: alt]
 　解得　[image: alt]
 b＝－1，c＝1

因此特解[image: alt]
 所以原方程的通解为

[image: alt]


【例3】　求初值问题[image: alt]
 的解．

解　先求对应齐次方程y″－y＝0的通解，特征方程为r2
 －1＝0，特征方程根为r＝±1，从而对应齐次方程的通解为

Y＝C1
 ex
 ＋C2
 e-x


再求特解y*
 ，这里f（x）＝2e-x
 （＝Pm
 （x）eλx
 ），从而Pm
 （x）＝P0
 （x）＝2，λ＝－1，可见λ＝－1是特征方程单根，所以，此方程的特解形式为

y*
 ＝xQ0
 （x）e-x
 ＝xae-x


求导　　（y*
 ）′＝ae-x
 －axe-x
 ＝（a－ax）e-x
 ，

（y*
 ）″＝－ae-x
 －（a－ax）e-x
 ＝（－2a＋ax）e-x


代入方程得

（－2a＋ax）e-x
 －xae-x
 ＝2e-x


整理得

－2ae-x
 ＝2e-x


从而a＝－1，于是y*
 ＝－xe-x
 ，故原方程的通解为

y＝y*
 ＋Y＝－xe-x
 ＋C1
 ex
 ＋C2
 e-x


再由初始条件确定C1
 ，C2
 ，先求导

y′＝－e-x
 ＋xe-x
 ＋C1
 ex
 －C2
 e-x


将条件y（0）＝y′（0）＝1代入上式，得

[image: alt]
 　解得[image: alt]


所以此初值问题的解为

[image: alt]


2．f（x）＝eλx
 ［Pι
 （x）cosωx＋Pn
 （x）sinωx］型

设f（x）＝eλx
 ［Pι
 （x）cosωx＋Pn
 （x）sinωx］，其中λ，ω是常数，Pι
 （x），Pn
 （x）分别是ι，n次多项式，这时方程成为

y″＋py′＋qy＝eλx
 ［Pι
 （x）cosωx＋Pn
 （x）sinωx］

可以证明（从略），此方程特解的形式为

[image: alt]


其中[image: alt]
 m＝max（ι，n）（ι与n中取大的），[image: alt]
 是两个不同的m次待定多项式．

特别地，当f（x）＝Pn
 （x）eλx
 cosωx或Pn
 （x）eλx
 sinωx时，特解为

[image: alt]


注意：在具体的例题中，上面特别的情形出现得更多，所以要根据具体情况具体对待．

【例4】　写出下列方程特解的形式：

（1）y″－2y′－3y＝ex
 sin2x

（2）y″＋y＝xcosx

（3）y″－y＝xe-x
 ＋2sinx

解　（1）特征方程为r2
 －2r－3＝0，故特征方程根为r1
 ＝3，r2
 ＝－1，这里f（x）＝ex
 sin2x［＝Pn
 （x）eλx
 sinωx］，从而Pn
 （x）＝P0
 （x）＝1，λ＝1，ω＝2，故λ±iω＝1±2i不是特征方程的根，所以由公式可知，取k＝0，则此方程特解的形式为

[image: alt]


（2）特征方程为r2
 ＋1＝0，故特征方程根为r＝±i，这里f（x）＝xcosx［＝Pn
 （x）eλx
 cosωx］，从而Pn
 （x）＝P1
 （x）＝x，λ＝0，ω＝1，故λ±iω＝±i是特征方程的根，所以由公式可知，取k＝1，则此方程特解的形式为

[image: alt]


（3）特征方程为r2
 －1＝0，故特征方程根为r＝±1，这里f（x）＝xe-x
 ＋2sinx，它是两种类型的自由项之和，可设f（x）＝f1
 （x）＋f2
 （x），其中

f1
 （x）＝xe-x
 ，　f2
 （x）＝2sinx

对f1
 （x）＝xe-x
 ，因为λ＝－1是特征方程单根，所以其特解形式为

[image: alt]


对f2
 （x）＝2sinx，因为λ±iω＝±i，不是特征方程的根，所以其特解形式为

[image: alt]


由本节定理2可知，对此f（x）＝xe-x
 ＋2sinx，其特解形式为

[image: alt]


【例5】　求初值问题[image: alt]


解　先求对应齐次方程y″＋4y＝0的通解，因为特征方程为r2
 ＋4＝0，r＝±2i，所以通解为

Y＝C1
 cos2x＋C2
 sin2x

再求y*
 ，因为f（x）＝cos2x，故λ±iω＝±2i是特征方程的根，所以k＝1，从而可设方程特解为

y*
 ＝x（acos2x＋bsin2x）

求导　　[image: alt]


代入原方程，并整理得

－4asin2x＋4bcos2x＝cos2x

比较等式两边同类项系数，得到[image: alt]
 解得　a＝0，[image: alt]


从而　　[image: alt]


因此，所求方程的通解为

[image: alt]


故　　[image: alt]


由初始条件y｜x＝0
 ＝0，　y′｜x＝0
 ＝1，代入上面两式，得到

[image: alt]
 解得C1
 ＝0，[image: alt]


从而此初值问题的解为

[image: alt]


【例6】　设有一弹簧，上端固定，下端挂一质量为m的物体，开始时物体处于平衡位置．用手将物体从平衡位置向上推或向下拉一段距离x0
 ，然后松手，这时物体就在平衡位置附近上下振动．现假定在松手时，物体有一个不为零的初始速度v0
 ，下面针对以下两种情况分别求物体的运动规律．

（1）在运动过程中物体只受到弹性恢复力f的作用；

（2）在运动过程中物体除受到弹性恢复力f的作用外，还受到阻力R的作用．

[image: alt]


图2-4

解　如图2-4所示，取平衡位置为坐标原点，x轴竖直向下，在时刻t时，物体的位置为x（t）．

（1）由物理学中虎克定律可知，弹簧的弹性恢复力为f＝－kx，其中k＞0为弹簧的弹性系数，x（t）表示物体离开平衡位置的位移，负号表示恢复力与位置x（t）的方向相反．

如果在运动过程中物体只受到弹性恢复力f的作用，则由牛顿第二定律可知x（t）应满足

[image: alt]


因为k＞0，m＞0，令[image: alt]
 则上式可写成

[image: alt]


由题意设，初始条件为[image: alt]
 这是二阶常系数齐次线性微分方程，下面求其解．

特征方程　　　　r2
 ＋ω2
 ＝0

有一对共轭复根r＝±ωi，故方程的通解为

x＝C1
 cosωt＋C2
 sinωt

由初始条件为[image: alt]
 可得C1
 ＝x0
 ，[image: alt]
 故此方程特解为

[image: alt]


根据三角关系可将上式写成

x＝Asin（ωt＋φ）

所以它描述的运动称为简谐振动（图2-5）．

[image: alt]


图2-5

（2）如果在运动过程中物体除受到弹性恢复力f的作用外，还受到阻力R的作用，由实验可知，当物体运动速度不大时，阻力R的大小与运动速度成正比，而方向与运动方向相反，即[image: alt]
 其中λ＞0是阻尼系数．

则由牛顿第二定律可知x（t）应满足

[image: alt]


记[image: alt]
 则上式可写成

[image: alt]


由题意设，初始条件为[image: alt]
 这也是二阶常系数齐次线性微分方程，下面求其解．

特征方程　　r2
 ＋2pr＋ω2
 ＝0

它的两个根为　　[image: alt]


下面分三种情况进行讨论：

①　当0＜p＜ω时，称为小阻尼情形．

这时特征方程复根[image: alt]
 故通解为

[image: alt]


由初始条件为[image: alt]
 可得C1
 ＝x0
 ，[image: alt]
 故此方程特解为

[image: alt]


根据三角关系可将上式写成

x＝Ae-pt
 sin（αt＋φ）

其中　[image: alt]


因振幅Ae-pt
 满足[image: alt]
 所以从上式可见，此时物体随时间t的增大而趋于平衡位置．

②　当p＝ω时，称为临界阻尼情形．

这时特征方程是重根r＝－p，故方程的通解为

x＝（C1
 ＋C2
 t）e-pt


其中任意常数C1
 、C2
 可由初始条件来确定．

因p＞0，[image: alt]
 故此时物体随时间t的增大也趋于平衡位置．

③　当p＞ω时，称为大阻尼情形．

这时特征方程的根为[image: alt]
 故方程的通解为

[image: alt]


其中任意常数C1
 、C2
 可由初始条件来确定．

因[image: alt]
 所以[image: alt]
 故此时物体随时间t的增大也趋于平衡位置．

由上面的讨论可知，在有阻尼的情况下，物体的自由运动都将逐渐趋于停止（图2-6）．

[image: alt]


图2-6

注意：上面讨论了物体在运动过程中仅受到弹性恢复力的作用及同时受到弹性恢复力与阻力作用的两种情形，它们称为自由振动．若物体在运动过程中还受到某一垂直干扰力F（t）的作用时，则称为强迫振动．强迫振动的微分方程为

[image: alt]


它是二阶常系数非齐次线性微分方程，由于篇幅所限，就不再作进一步讨论．

【例7】　电阻R、电感L、电容C和电源E＝Em
 sinωt串联组成一个电路（图2-7），其中R、L、C、Em
 、ω为常数，求电容器在充电及放电过程中，两极板间的电压降分别满足的微分方程．

[image: alt]


图2-7

解　设电路中的电流为i（t），电容器板上的电量为q（t），两极板间的电压降为uc
 ．由电工学知识可知，电流在电阻R、电感L和电容C上的电压降分别为iR，[image: alt]
 和[image: alt]
 根据电路回压定律：回路中的电动势等于电路上各部分电压降之和，即有

[image: alt]


由于q＝Cuc
 ，[image: alt]


故　　[image: alt]


这就是串联电路的振荡方程，它是二阶常系数非齐次线性微分方程．

如果电容器充电后撤去外电源，这时E＝0，于是方程变为

[image: alt]


这就是电容器放电过程中，电压降uc
 应满足的微分方程，它是二阶常系数齐次线性微分方程．应用前面介绍的方法可以求出这两个方程的解，从而得到R－L－C串联电路中所述的两种情形电压降uc
 的变化规律．


*
 2.7　差分方程

自然科学与经济分析的许多实际问题中，所给的数据多数是按等间隔时间来统计的．因此，各相关变量的取值都是离散变化的，从而函数是否可导，甚至是否连续都是不清楚的，这样前面介绍的微积分对这类问题就不适用了．而差分方程理论正是研究这类离散模型的工具．本节首先介绍差分方程的基本概念，然后讨论几种常见的差分方程的求解方法．

2.7.1　差分的基本概念

对于可导函数，我们是用导数[image: alt]
 来反映函数y＝y（x）的变化率的，而对于自变量与因变量都是离散变化的函数，我们用差商[image: alt]
 来代替导数反映函数y＝y（t）的变化率．在很多实际问题中，自变量t的最小变化单位是1，即∆t＝1，这样∆y＝y（t＋1）－y（t）就可以近似代替变量y的变化率．

定义　设函数y＝f（t），当t取非负整数时，得到一个数列

f（0），f（1），f（2），…，f（t），f（t＋1），…

若记yt
 ＝f（t），则此数列可记为

y0
 ，y1
 ，y2
 ，…，yt
 ，yt＋1
 ，…

当自变量从t变到t＋1时，相应的函数改变量yt＋1
 －yt
 称为函数y在t点步长为1的一阶差分，记作∆yt
 ，即

∆yt
 ＝yt＋1
 －yt
 ＝f（t＋1）－f（t）

又称∆（∆yt
 ）为函数yt
 ＝f（t）在时刻t的二阶差分，记为∆2
 yt
 ，即

[image: alt]


类似地，三阶差分为

[image: alt]


依此类推，n阶差分定义为

∆n
 （yt
 ）＝∆（∆n－1
 yt
 ）　（n＝2，3，…）

由差分定义可得下列性质：

①　∆（Cyt
 ）＝C∆（yt
 ）　　（其中C为常数）

②　∆（yt
 ＋zt
 ）＝∆yt
 ＋∆zt


【例1】　设yt
 ＝C，C为常数，求∆yt
 ．

解　∆yt
 ＝yt＋1
 －yt
 ＝C－C＝0

所以常数的差分为零．

【例2】　设yt
 ＝5t2
 －4t＋2，求∆yt
 ，∆2
 yt
 ，∆3
 yt
 ．

解　[image: alt]


注意：由此例可以看到，对于n次多项式，它的一阶差分是n－1次多项式，它的n阶差分是常数，而n阶以上的差分为零．

【例3】　设yt
 ＝e2t
 ，求∆yt
 ，∆2
 yt
 ．

解　[image: alt]


2.7.2　差分方程的概念

差分方程：是指含有未知函数差分的方程．其一般形式为

F（t，yt
 ，∆yt
 ，∆2
 yt
 ，…，∆n
 yt
 ）＝0

由差分∆n
 yt
 的定义可知，差分方程还可用另外两种形式来表示：

H（t，yt
 ，yt＋1
 ，yt＋2
 ，…，yt＋n
 ）＝0

G（t，yt
 ，yt－1
 ，yt－2
 ，…，yt－n
 ）＝0

比如：　　∆2
 yt
 －2yt
 ＝5t


yt＋2
 －2yt＋1
 －yt
 ＝5t


yt
 －2yt－1
 －yt－2
 ＝5t－2


表示的是同一个差分方程，只是表现形式不同而已．

差分方程的阶：是指在差分方程中，未知函数的最大下标与最小下标之差．

比如：上面例子中的差分方程是二阶的；

又比如：yt＋5
 －3yt＋3
 ＋yt＋1
 ＝t3
 是四阶差分方程．

差分方程的解：是指满足差分方程的函数．

差分方程的通解：是指含有相互独立的任意常数，且任意常数的个数等于方程的阶数的解．

差分方程的特解：是指不含有任意常数的解．

初始条件：是指未知函数yt
 初始时刻的状态．

一阶差分方程的初始条件记为：y0
 ＝a0
 ；

二阶差分方程的初始条件记为：y0
 ＝a0
 ，y1
 ＝a1
 ，其中a0
 ，a1
 为已知常数，依此类推．

线性差分方程：形如

[image: alt]


的方程，称为线性差分方程．如果a1
 （t），a2
 （t），…，an
 （t）都是常数，则称该方程为常系数线性差分方程．

从以上定义可见，差分方程中的这些基本概念与常微分方程是类似的，它们的求解也是类似的，下面首先讨论通解的结构．

2.7.3　常系数线性差分方程通解的结构

线性差分方程是在理论与实际中应用最广泛的一类差分方程，本节仅讨论常系数线性差分方程的解的有关问题．

我们首先讨论关于常系数线性差分方程的通解的结构，这类方程解的结构与线性微分方程解的结构是类似的，证明也是类似的．下面以二阶差分方程为例给出定理，同学们可以自己动手验证一下．

二阶常系数线性差分方程的一般形式为

[image: alt]


其中a，b为常数，且b≠0，f（x）为已知函数．

[image: alt]


定理1（齐次方程解的结构）

如果函数y1
 （t），y2
 （t）是齐次方程yt＋2
 ＋ayt＋1
 ＋byt
 ＝0的两个线性无关解，则Yt
 ＝C1
 y1
 ＋C2
 y2
 是此方程的通解，其中C1
 ，C2
 是任意常数．

定理2（非齐次方程解的结构）

如果函数[image: alt]
 是非齐次方程yt＋2
 ＋ayt＋1
 ＋byt
 ＝f（t）的一个特解；Yt
 ＝C1
 y1
 ＋C2
 y2
 是对应齐次方程yt＋2
 ＋ayt＋1
 ＋byt
 ＝0的通解，则y[image: alt]
 是非齐次方程yt＋2
 ＋ayt＋1
 ＋byt
 ＝f（t）的通解．

定理3（叠加原理）

设[image: alt]
 分别是非齐次方程yt＋2
 ＋ayt＋1
 ＋byt
 ＝f1
 （t）与yt＋2
 ＋ayt＋1
 ＋byt
 ＝f2
 （t）的特解，则[image: alt]
 是非齐次方程yt＋2
 ＋ayt＋1
 ＋byt
 ＝f1
 （t）＋f2
 （t）的一个特解．

2.7.4　一阶常系数线性差分方程

形如

yt＋1
 －ayt
 ＝f（t）

的方程，称为一阶常系数线性差分方程，其中a≠0为已知常数，f（t）为已知函数．

由差分方程通解结构定理可知，非齐次差分方程的通解是由它对应的齐次方程的通解与非齐次方程的一个特解之和构成的，所以我们就依次来讲一下怎样求齐次方程的通解与非齐次方程的一个特解．

1．一阶常系数齐次线性差分方程通解Yt
 的求法

一阶常系数齐次线性差分方程

yt＋1
 －ayt
 ＝0　（a≠0）

利用差分∆yt
 ＝yt＋1
 －yt
 ，此方程等价于

∆yt
 ＋（1－a）yt
 ＝0

容易看出，它的解应该是某个指数函数．

设其解为yt
 ＝λt
 （λ≠0，且待定），代入方程得

λt＋1
 －aλt
 ＝0

即　　λ－a＝0

则λ＝a，于是yt
 ＝at
 就是此方程的一个解，由前面定理可知

Yt
 ＝Cat
 　（C为任意常数）

是此齐次方程的通解．

我们称方程λ－a＝0为特征方程，λ＝a为特征方程的根（简称特征根）．

【例4】　求方程3yt＋1
 －yt
 ＝0的通解．

解　特征方程为3λ－1＝0，其特征根为[image: alt]
 故此方程的通解为

[image: alt]


2．一阶常系数非齐次线性差分方程一个特解[image: alt]
 的求法

一阶常系数非齐次线性差分方程

yt＋1
 －ayt
 ＝f（t）　　（a≠0）

此方程的特解与f（t）的形式有关，下面仅介绍f（t）是两种常用形式时，用待定系数法求此方程的一个特解的方法．

（1）f（t）＝Pn
 （t）型

这时方程形式为

yt＋1
 －ayt
 ＝Pn
 （t）

其中Pn
 （t）为n次多项式，a≠0为已知常数．

利用差分∆yt
 ＝yt＋1
 －yt
 ，可将上式写成

∆yt
 ＋（1－a）yt
 ＝Pn
 （t）

如果[image: alt]
 为其解，则

[image: alt]


由于Pn
 （t）为n次多项式，1－a为常数，所以[image: alt]
 也必为多项式，而[image: alt]
 是比[image: alt]
 低一次的多项式，所以

当a≠1时，[image: alt]
 也必为n次多项式，于是可设

[image: alt]


当a＝1时，[image: alt]
 应为n次多项式，从而[image: alt]
 应为n＋1次多项式，于是可设

[image: alt]


总之　　[image: alt]


其中Qn
 （t）＝a0
 tn
 ＋a1
 tn－1
 ＋…＋an－1
 t＋an
 （a0
 ≠0）为与Pn
 （t）同次幂的待定多项式．

将其代入非齐次方程yt＋1
 －ayt
 ＝Pn
 （t），整理后比较等式两边关于t的同次幂的系数，便可求得各系数a0
 ，a1
 ，a2
 ，…，an
 ，进而求得方程的一个特解．

【例5】　求差分方程yt＋1
 －2yt
 ＝3t2
 的通解．

解　先求对应齐次方程yt＋1
 －2yt
 ＝0的通解Yt
 ，特征方程为λ－2＝0，特征根为λ＝2，从而Yt
 ＝C2t
 ．

再求yt＋1
 －2yt
 ＝3t2
 的一个特解[image: alt]
 由于a＝2≠1，所以特解形式为

[image: alt]


从而[image: alt]
 代入原方程，得

a0
 （t＋1）2
 ＋a1
 （t＋1）＋a2
 －2（a0
 t2
 ＋a1
 t＋a2
 ）＝3t2


整理得　　－a0
 t2
 ＋（2a0
 －a1
 ）t＋（a0
 ＋a1
 －a2
 ）＝3t2


比较等式两边关于t的同次幂的系数，得

[image: alt]
 　解得a0
 ＝－3，　a1
 ＝－6，　a2
 ＝－9

故　　[image: alt]


所以原方程的通解为

[image: alt]


【例6】　求差分方程yt＋1
 －yt
 ＝t－1满足y｜t＝0
 ＝1的特解．

解　先求对应齐次方程yt＋1
 －yt
 ＝0的通解Yt
 ，特征方程为λ－1＝0，特征根为λ＝1，从而Yt
 ＝C．

再求yt＋1
 －yt
 ＝t－1的一个特解[image: alt]
 由于a＝1，所以特解形式为

[image: alt]


从而yt＋1
 *＝a0
 （t＋1）2
 ＋a1
 （t＋1），代入原方程，得

a0
 （t＋1）2
 ＋a1
 （t＋1）－（a0
 t2
 ＋a1
 t）＝t－1

整理得　　2a0
 t＋（a0
 ＋a1
 ）＝t－1

比较等式两边关于t的同次幂的系数，得

[image: alt]
 解得[image: alt]


于是　　[image: alt]


故原方程的通解为　　[image: alt]


再将条件y｜t＝0
 ＝1，代入上式，得C＝1，从而得到特解为

[image: alt]


（2）f（t）＝Pn
 （t）bt
 型

这时方程形式为

yt＋1
 －ayt
 ＝Pn
 （t）bt


其中Pn
 （t）为n次多项式，a≠0，b≠0，1，且为已知常数．

作与第一种类型相类似的讨论，可知其特解形式为

[image: alt]


其中Qn
 （t）＝a0
 （tn
 ）＋a1
 tn－1
 ＋…＋an－1
 t＋an
 （a0
 ≠0）为与Pn
 （t）同次幂的待定多项式．

【例7】　求差分方程yt＋1
 －2yt
 ＝t2t
 的通解．

解　先求对应齐次方程yt＋1
 －2yt
 ＝0的通解Yt
 ，特征方程为λ－2＝0，特征根为λ＝2，从而Yt
 ＝C2t
 ．再求yt＋1
 －2yt
 ＝t2t
 的一个特解[image: alt]
 ，因为f（t）＝t2t
 ，于是b＝2＝a，从而特解形式为

[image: alt]


于是[image: alt]
 ，代入原方程，得

［a0
 （t＋1）2
 ＋a1
 （t＋1）］2t＋1
 －2（a0
 t2
 ＋a1
 t）2t
 ＝t2t


整理并消去2t
 ，得　　4a0
 t＋（2a0
 ＋2a1
 ）＝t

比较等式两边关于t同次幂的系数，得

[image: alt]
 　解得[image: alt]


故[image: alt]
 所以原方程的通解为

[image: alt]


【例8】　求差分方程yt＋1
 －βyt
 ＝eαt
 的通解，其中α，β为已知常数．

解　本题要根据α，β的各种情况进行讨论．

先求对应齐次方程yt＋1
 －βyt
 ＝0的通解Yt
 ，特征方程为λ－β＝0，特征根为λ＝β，从而Yt
 ＝Cβt
 ．

下面讨论如何求得非齐次方程的一个特解．

当eα
 ≠β时，可设特解为yt
 *＝Q0
 （t）eαt
 ＝a0
 eαt
 ，

代入方程，得

a0
 eα（t＋1）
 －βa0
 eαt
 ＝eαt


整理并消去eαt
 ，得　　a0
 eα
 －βa0
 ＝1

解得[image: alt]
 故特解为[image: alt]
 所以此方程的通解为

[image: alt]


当eα
 ＝β时，可设特解为[image: alt]
 代入方程，得

a0
 （t＋1）eα（t＋１）
 －βa0
 teαt
 ＝eαt


整理并消去eαt
 ，得　　a0
 （eα
 －β）t＋a0
 eα
 ＝1

因为eα
 ＝β，于是解得[image: alt]
 故特解为[image: alt]
 所以此方程的通解为　　[image: alt]


2.7.5　二阶常系数线性差分方程

形如

yt＋2
 ＋ayt＋1
 ＋byt
 ＝f（t）

的方程，称为二阶常系数线性差分方程，其中a，b为已知常数，且b≠0，f（t）为已知函数．

由差分方程通解结构定理可知，非齐次差分方程的通解是由它对应的齐次方程的通解与非齐次方程的一个特解之和构成的．所以我们依次来讲一下怎样求齐次方程的通解与非齐次方程的一个特解．

1．二阶常系数齐次线性差分方程通解的求法

二阶常系数齐次线性差分方程

yt＋2
 ＋ayt＋1
 ＋byt
 ＝0　（b≠0）

根据齐次线性差分方程通解的结构可知，只需求出它的两个线性无关解，便可得到其通解．

与一阶方程类似，根据方程的特点，可猜想其特解的形式为yt
 ＝λt
 （λ≠0为待定常数），代入方程，可得

λt
 （λ2
 ＋aλ＋b）＝0

因为λt
 ≠0，所以λ应满足方程

λ2
 ＋aλ＋b＝0

此二次三项式称为特征方程，其根称为特征根．可见，yt
 ＝λt
 为方程的解的充分必要条件是λ为其特征根．

与前面二阶常系数齐次线性微分方程的讨论类似，可以得到如下结论：

（1）如果特征方程有两个不相等的实根λ1
 ≠λ2
 ，则方程的通解为

[image: alt]
 （C1
 ，C2
 为任意常数）

（2）如果特征方程有两个相等的实根λ1
 ＝λ2
 ＝λ，则方程的通解为

[image: alt]


（3）如果特征方程有一对共轭复根λ＝α±iβ，则方程的通解为

yt
 ＝C1
 rt
 cosθt＋C2
 rt
 sinθt

其中[image: alt]


下面看几道例题．

【例9】　求差分方程yt
 ＋4yt－1
 ＋4yt－2
 ＝0的通解．

解　首先，该方程与yt＋2
 ＋4yt＋1
 ＋4yt
 ＝0是相同的．特征方程为λ2
 ＋4λ＋4＝0，特征重根为λ＝－2，所以，所求方程通解为

yt
 ＝（C1
 ＋C2
 t）（－2）t


【例10】　求差分方程yt＋2
 ＋9yt
 ＝0满足y0
 ＝1，　y1
 ＝2的特解．

解　原方程的特征方程为λ2
 ＋9＝0，特征根为λ＝±3i，于是｜λ｜＝3，[image: alt]
 所以，原方程的通解为

[image: alt]


由y0
 ＝1，　y1
 ＝2，得[image: alt]
 得C1
 ＝1，[image: alt]


所以，所求方程的特解为

[image: alt]


【例11】　设数列xn
 ＝f（n），n＝1，2，…，满足下列递推关系：

x1
 ＝1，x2
 ＝1，…，xn
 ＝xn－1
 ＋xn－2


求此数列｛xn
 ｝的通项xn
 的表达式．

解　记f（t）＝yt
 ，　t＝1，2，…，由题意，此问题就是求下列常系数齐次差分方程的初值问题：

[image: alt]


其特征方程为λ2
 －λ－1＝0，特征根为[image: alt]
 故所求方程的通解为

[image: alt]


将初始条件y1
 ＝1，y2
 ＝1，代入上式，得

[image: alt]


解得[image: alt]
 所以，此初值问题的解为

[image: alt]


从而此数列通项为　[image: alt]


此题中的数列｛xn
 ｝是由意大利数学家斐波那契从兔子繁殖问题提出的，称为斐波那契数列．

2．二阶常系数非齐次线性差分方程通解的求法

二阶常系数非齐次线性差分方程

yt＋2
 ＋ayt＋1
 ＋byt
 ＝f（t）

根据非齐次线性差分方程通解结构可知，此方程的通解为

[image: alt]


其中对应齐次方程的通解Yt
 已在前面（1）中讨论过了，下面说明非齐次方程的一个特解[image: alt]
 的求法．

[image: alt]
 的形式与非齐次方程右端的已知函数f（t）有关，下面针对两种常见的f（t），给出方程特解的求法，其证明思路类似于一阶方程，同学们可以自己试着证明一下．

（1）f（t）＝Pn
 （t）型

设f（t）＝Pn
 （t），其中Pn
 （t）为已知的n次多项式，此时方程形式为

yt＋2
 ＋ayt＋1
 ＋byt
 ＝Pn
 （t）（b≠0）

此方程的特解形式为

[image: alt]


其中Qn
 （t）＝b0
 tn
 ＋b1
 tn－1
 ＋…＋bn
 是与Pn
 （t）同次幂的待定多项式．

【例12】　求差分方程yt＋2
 －yt＋1
 －6yt
 ＝18的通解．

解　先求对应齐次方程的通解，特征方程为

λ2
 －λ－6＝0

得特征根为λ1
 ＝－2，　λ2
 ＝3，故齐次方程的通解为

Yt
 ＝C1
 （－2）t
 ＋C2
 3t


再求非齐次方程的一个特解，因为1不是特征方程的根，所以可取特解为

[image: alt]


代入原方程，得

b0
 －b0
 －6b0
 ＝18

解得b0
 ＝－3，所以特解[image: alt]
 从而原方程的通解为

yt
 ＝Yt
 ＋yt
 *＝C1
 （－2）t
 ＋C2
 3t
 －3

【例13】　求差分方程yt＋2
 ＋3yt＋1
 －4yt
 ＝20t的通解．

解　先求对应齐次方程的通解，特征方程为

λ2
 ＋3λ－4＝0

得特征根为λ1
 ＝－4，　λ2
 ＝1，故齐次方程的通解为

Yt
 ＝C1
 （－4）t
 ＋C2


再求非齐次方程的一个特解，因为1是特征方程的单根，所以可取特解为

[image: alt]


代入原方程，得

（t＋2）［b0
 （t＋2）＋b1
 ］＋3（t＋1）［b0
 （t＋1）＋b1
 ］－4t（b0
 t＋b1
 ）＝20t

整理得

10b0
 t＋7b0
 ＋5b1
 ＝20t

于是[image: alt]
 解得b0
 ＝2，[image: alt]
 从而[image: alt]
 所以原方程的通解为

[image: alt]


（2）f（t）＝ut
 Pn
 （t）型

设f（t）＝ut
 Pn
 （t），其中u为常数，且u≠0，1，Pn
 （t）为已知的n次多项式，此时方程形式为

yt＋2
 ＋ayt＋1
 ＋byt
 ＝ut
 Pn
 （t）（b≠0）

此方程的特解形式为

[image: alt]


其中Qn
 （t）＝b0
 tn
 ＋b1
 tn－1
 ＋…＋bn
 是与Pn
 （t）同次幂的待定多项式．

【例14】　求差分方程yt＋2
 ＋yt＋1
 －6yt
 ＝5·2t
 的通解．

解　先求对应齐次方程的通解，特征方程为

λ2
 ＋λ－6＝0

得特征根为λ1
 ＝－3，　λ2
 ＝2，故齐次方程的通解为

Yt
 ＝C1
 （－3）t
 ＋C2
 2t


再求非齐次方程的一个特解，因为2是特征方程的单根，所以可取特解为

[image: alt]


代入原方程，得

b0
 （t＋2）2t＋2
 ＋b0
 （t＋1）2t＋1
 －6b0
 t2t
 ＝5·2t


消去2t
 ，整理得10b0
 ＝5，即[image: alt]
 从而[image: alt]


所以，原方程的通解为

[image: alt]


习题二

2.2

1．求下列方程的通解：

（1）[image: alt]


（2）ydx＋（x2
 －4x）dy＝0

（3）y′＝10x＋y


（4）y′－xy′＝a（y2＋y′
 ）　（a≠0）

2．求下列方程满足初始条件的特解：

（1）xdy＋2ydx＝0，y｜x＝2
 ＝1；

（2）（1＋ex
 ）yy′＝ex
 ，y（1）＝1；

（3）y′sinx＝ylny，[image: alt]


（4）cosusinvdv＝cosvsinudu，[image: alt]


3．求下列方程的通解或特解：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）xy′＝y（lny－lnx）；

（4）（y2
 －3x2
 ）dy＋2xydx＝0，y｜x＝0
 ＝1．

4．设某曲线在两坐标轴间的任一切线段均被切点所平分，且过点（1，2），求此曲线的方程．

5．设某商品净利润p与广告费x之间的关系为：净利润随广告费的增加率正比于常数a与净利润p之差，k（＞0）为比例常数．已知当x＝0时，p＝p0
 ，求净利润p与广告费x之间的函数关系，并问广告费无限增加时，净利润最终趋于何值？

2.3

6．求下列方程的通解：

（1）y′＋2xy＝xe-x2

 ；

（2）[image: alt]


（3）xy′＋y＝x2
 －3x＋2；

（4）ylnydx＋（x－lny）dy＝0．

7．求下列方程的特解：

（1）y′＋3y＝8，y｜x＝0
 ＝2；

（2）xy′＋y＝sinx，y｜x＝π
 ＝1．

8．设某曲线通过原点，且它在任意点（x，y）处的切线的斜率为2x＋y，求此曲线方程．

9．过点（0，2）求一条曲线，使得过曲线上任一点M（x，y）的切线MT与x轴的交点T到M的距离等于该切线在x轴截距的绝对值．

10．设有连接点O（0，0）和A（1，1）的一段向上凸的曲线弧OA，对于OA上的任一点P（x，y），曲线弧OP与直线段[image: alt]
 所围图形的面积为x2
 ，求曲线弧OP的方程．


*
 11．用适当的变量代换转换方程的类型，然后求出通解：

（1）[image: alt]


（2）xy′＋y＝yln（xy）；

（3）y′－4xy＝xy3



*
 12．已知函数f（x）满足方程xy′＋y－y2
 lnx＝0，且过点（1，1），求y（e）的值．

2.4

13．求下列方程的通解：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）xy″＋y′－x2
 ＝0；

（4）xy″＋y′＝0；

（5）yy″－（y′）2
 ＝0；

（6）y3
 y″－1＝0．

14．求下列初值问题：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


15．设某曲线满足方程y″＝6x＋2，且经过点M（0，1），并在该点与直线y＝2x＋1相切，试求该曲线．

2.5

16．求下列方程的通解：

（1）y″－2y′＝0；

（2）y″＋4y＝0；

（3）y″－5y′＋6y＝0；

（4）4x″（t）＋4s′（t）＋s（t）＝0；

（5）y″＋2y′＋3y＝0．

17．求下列方程的特解：

（1）y″＋25y＝0，y｜x＝0
 ＝2，y′｜x＝0
 ＝5；

（2）y″－y′－12y＝0，y｜x＝0
 ＝1，y′｜x＝0
 ＝2．

18．一个单位质量的质点，在数轴上运动，开始时质点在原点O处且速度为v0
 ，在运动过程中，它受到一个力的作用，这个力的大小与质点到原点的距离成正比（比例系数k1
 ＞0），而方向与初速度一致，又介质的阻力与速度成正比（比例系数k2
 ＞0），求反映此质点的运动规律的函数．

2.6

19．已给方程y″＋ay′＋by＝xecx
 ，其中a，b为常数，试问

（1）当c不是特征根时，可如何设特解？

（2）当c是特征重根时，可如何设特解？

20．已给方程y″＋ay′＋by＝3sinmx，其中a，b为常数，试问

（1）当mi不是特征根时，可如何设特解？

（2）当mi是特征根时，可如何设特解？

21．求下列方程的通解：

（1）y″＋y′＝x2
 ＋2x；

（2）y″＋4y＝xe2x
 ；

（3）y″＋3y′＋2y＝3xe-x
 ；

（4）y″－2y′＋y＝ex
 ；

（5）y″－2y′＋5y＝ex
 sin2x；

（6）y″＋4y＝xsinx；

（7）y″＋3y′＋2y＝3x－2ex
 ．

22．求下列方程的特解：

（1）y″－3y′－4y＝6，y（0）＝1，y′（0）＝2；

（2）y″－y′＝8xex
 ，y（0）＝0，y′（0）＝1；

（3）y″＋y＝－sin2x，y（π）＝y′（π）＝1．

23．设函数f（x）连续，且满足方程

[image: alt]


求f（x）．

24．质量m为4千克的物体挂在弹簧上，弹性系数为64牛顿·米-1
 ，将物体在高于平衡位置[image: alt]
 米处静止释放，并施以8sin4t牛顿的外力，求其运动规律．


*
 2.7

25．求下列函数的一阶与二阶差分：

（1）yt
 ＝2t2
 －t；

（2）2yt
 ＝2e3t
 ．

26．证明下列等式：

（1）Δ（yt
 ±zt
 ）＝Δyt
 ±Δzt
 ；

（2）Δ（yt
 ·zt
 ）＝yt＋1
 zt
 ＋zt
 Δyt
 ＝yt
 Δzt
 ＋zt＋1
 Δyt
 ．

27．求下列一阶差分方程的通解或初值问题的解：

（1）yt＋1
 ＋5yt
 ＝0；

（2）yt＋1
 ＋yt
 ＝2t
 ；

（3）[image: alt]


28．求下列二阶差分方程的通解或初值问题的解：

（1）yt＋2
 －5yt＋1
 ＋6yt
 ＝0；

（2）yt＋2
 ＋4yt
 ＝0；

（3）yt
 －10yt－1
 ＋25yt－2
 ＝8；

（4）yt＋2
 ＋3yt＋1
 ＋2yt
 ＝6t＋20；

（5）yt＋2
 ＋3yt＋1
 －4yt
 ＝et
 ；

（6）[image: alt]


29．设x＝x（t）为t时刻的消费水平，y＝y（t）为t时刻的国民收入，又t时刻的投资水平为常数k，且它们满足

[image: alt]


其中0＜a＜1，b＞0，a，b均为常数，求x（t），y（t）．

综合测试题二

一、填空题：

1．方程y′＝e2y－x
 满足[image: alt]
 的特解为＿＿＿＿；

2．方程y″＋y＝0的通解为＿＿＿＿；

3．已知y（x）满足[image: alt]
 且在x＝1时，y＝e2
 ，则当x＝-1时，y＝＿＿＿＿．

二、选择题：

1．方程[image: alt]
 的一个特解是（　　）．

（A）y＝（x＋2）3


（B）y＝（x＋C）3


（C）y＝（3x＋1）3


（D）y＝3（x＋1）3


2．微分方程（　　）的通解为y＝C1
 e2x
 ＋C2
 xe2x
 ．

（A）y″＋4y′＋4y＝0

（B）y″－4y＝0

（C）y″＋4y＝0

（D）y″－4y′＋4y＝0

3．方程y″－4y＝4x＋5xe-2x
 的特解形式y*
 为（　　）．

（A）ax＋b＋x（cx＋d）e-2x


（B）ax＋b＋（cx＋d）e-2x


（C）x（cx＋d）e-2x


（D）ax＋b＋cxe-2x


4．设[image: alt]
 是某个二阶线性非齐次微分方程的解，则此方程的通解为（　　）．

（A）y＝C1
 ex
 ＋C2
 e-x
 ＋x　

（B）y＝C1
 （x＋ex
 ）＋C2
 e-x
 ＋e-x


（C）y＝C1
 x＋C2
 e-x
 ＋ex


（D）y＝C1
 x＋C2
 （ex
 －e-x
 ）＋ex


三、求通解或特解：

1．[image: alt]


2．[image: alt]


3．[image: alt]
 （用三种方法）；

4．（1－x2
 ）y″－xy′＝0，y（0）＝0，y′（0）＝1；

5．（1－y）y″＋2（y′）2
 ＝0；

6．y″＋y＝x2
 ＋1．

四、设f（x）是连续函数，且满足方程[image: alt]
 求f（x）．

五、设y＝y（x）在点（0，1）处与抛物线y＝x2
 －x＋1相切，并满足方程y″－3y′＋2y＝2ex
 ，求y（x）．

六、一列重量为P的火车，在机车牵引力F（F为常数）的作用下，沿着水平方向前进，所受阻力与火车速度成正比（比例系数为k），试求开车t时刻火车所走的路程．


*
 七、求差分方程yt＋2
 ＋5yt＋1
 ＋4yt
 ＝2t－3的通解．


*
 八、设某产品在t时期的价格为Pt
 ，总供给量与总需求量分别为St
 与Dt
 ，且满足

St
 ＝Dt
 ；　Dt
 ＝-4Pt－1
 ＋5；　St
 ＝2Pt
 ＋2

（1）试求Pt
 所满足的差分方程；

（2）若已知P0
 ＝p0
 ，求此差分方程的解．


第3章

向量代数与空间解析几何

空间解析几何是通过坐标法把空间上的点与有序数组对应起来，把空间上的图形与方程对应起来，从而用代数的方法来研究几何问题．正如平面解析几何的知识，对学习一元函数微积分是不可缺少的一样，空间解析几何的知识对学习多元函数微积分也是必要的．

本章首先建立空间直角坐标系，并介绍有广泛应用的向量代数，然后用向量作为工具研究空间的平面与直线，最后介绍一些常见的二次曲面和空间曲线．

3.1　空间直角坐标系

3.1.1　空间直角坐标系

在空间取定一点O，过点O作三条相互垂直的数轴，它们均以O为原点，且一般具有相同的长度单位，这三条数轴分别称为x轴、y轴、z轴，统称为坐标轴，三条坐标轴的正向要符合右手系，通俗地说，就是当右手的四个手指由x轴的正向转[image: alt]
 的角度到y轴的正向握拳，大拇指所指的方向应是z轴的正向（图3-1）．这样的三条坐标轴就构成了一个空间直角坐标系，记为Oxyz，点O称为坐标原点，简称原点．

由任意两条坐标轴所确定的平面称为坐标面，如由x轴和y轴确定的坐标面叫作xOy坐标面，类似地还有yOz，xOz坐标面．三个坐标面将空间分成八个部分，每个部分称为一个卦限；八个卦限依次称为第1卦限、第2卦限……第8卦限（图3-2）．

[image: alt]


图3-1

[image: alt]


图3-2

在建立了空间直角坐标系后，就能将空间中的点M与一个三元有序数组一一对应起来了，方法如下（图3-3）：过点M分别作垂直于x轴、y轴、z轴的平面，与坐标轴的交点依次记为A，B，C，点A，B，C在各自所在的坐标轴上的坐标记为x，y，z，这样空间中的任意一点M就有唯一的一组有序数组（x，y，z）与之对应，反之，任意给定一组有序数组（x，y，z），也必有唯一的一点M与之对应．因此，空间点M与有序数组（x，y，z）之间就构成了一一对应关系，称这样的有序数组（x，y，z）为点M的空间直角坐标，记为M（x，y，z），并把其中的x，y，z分别称为点M的横坐标、纵坐标和竖坐标．

[image: alt]


图3-3

[image: alt]


图3-4

图3-4显示了坐标轴、坐标面上的点的特征，同学们可以仔细琢磨一下．

3.1.2　两点间的距离公式

设P1
 （x1
 ，y1
 ，z1
 ）和P2
 （x2
 ，y2
 ，z2
 ）是空间中的两点，利用勾股定理，由图3-5可知，两点间的距离公式为

[image: alt]


特别地，点M（x，y，z）与原点O（0，0，0）的距离为

[image: alt]


[image: alt]


图3-5

【例1】　在x轴上求一点，使之到点A（1，0，1）与到点B（-1，-1，2）的距离相等．

解　因为要求的点在x轴上，所以可设为P（x，0，0），由题意可知∣PA∣＝∣PB∣，于是得

[image: alt]


整理后得　x＝-1，

所以，要求的点为P（-1，0，0）．

3.2　向量及其线性运算

3.2.1　向量的概念

在生活实践中，人们经常会遇到两类不同属性的量：一类是数量（或标量），它们仅具有大小，可以直接用一个数来表示，如物体的长度、面积、体积、温度、质量等；另一类就是向量（或矢量），它们是既有大小又有方向的量，如物体的位移、速度、加速度、力等．

向量通常用有向线段来表示（图3-6）．这条有向线段的长度表示向量的大小，有向线段的正向表示向量的方向．习惯上，向量常用英文字母上加箭头表示，如[image: alt]
 等．而起点为M、终点为N的向量记作[image: alt]


向量的模：向量的大小也称为向量的模，记作[image: alt]
 等．

[image: alt]


图3-6

单位向量：模为1的向量又叫做单位向量．对于一个非零向量[image: alt]
 与[image: alt]
 具有相同方向的单位向量称为与[image: alt]
 同向的单位向量，记作[image: alt]


零向量：模为0的向量又叫做零向量，记作[image: alt]
 显然，零向量的起点与终点重合，零向量没有固定的方向，也可以说零向量的方向是任意的．

自由向量：确定向量的要素是向量的大小与方向．因此，我们讨论向量时，通常只考虑向量的大小与方向，而不关心向量的起点位置．这种与起点位置无关的向量称为自由向量．

向量的相等：如果向量[image: alt]
 与[image: alt]
 的大小相等，方向相同，则称这两个向量是相等的，记作[image: alt]
 可以说，经过平行移动后能够完全重合的向量是相等的．

负向量：如果一个向量与向量[image: alt]
 的大小相等而方向相反，则称它是向量[image: alt]
 的负向量，记作[image: alt]


向量的夹角：将两个向量[image: alt]
 与[image: alt]
 平移到同一起点，它们之间的夹角θ（规定0≤θ≤π），称为向量[image: alt]
 与[image: alt]
 的夹角．特别当[image: alt]
 时，称向量[image: alt]
 与[image: alt]
 垂直，记作[image: alt]
 当θ＝0或θ＝π时，称向量[image: alt]
 与[image: alt]
 平行，记作[image: alt]


3.2.2　向量的线性运算

1．向量的加法运算

依据力的加法原理，向量的加法运算可用平行四边形法则来确定．

定义　从定点O为起点作向量[image: alt]
 与[image: alt]
 以这两个向量为邻边作平行四边形，则从点O到平行四边形对角的顶点所构成的向量[image: alt]
 称为[image: alt]
 与[image: alt]
 的和，记作[image: alt]
 即[image: alt]
 （图3-7）．

[image: alt]


图3-7

[image: alt]


图3-8

由图3-8可以看到，将向量[image: alt]
 平行移动，使[image: alt]
 的起点重合于[image: alt]
 的终点，则从[image: alt]
 的起点到[image: alt]
 的终点所引的向量也是[image: alt]
 此法称为向量加法的三角形法则．

同学们可以考虑一下，当向量[image: alt]
 与[image: alt]
 平行时，[image: alt]
 的运算又是怎样的．

2．向量的减法运算

定义[image: alt]


我们将向量[image: alt]
 与[image: alt]
 的减法[image: alt]
 看成[image: alt]
 加上[image: alt]
 向量，如图3-9所示．

从图3-10可以看到，向量[image: alt]
 与[image: alt]
 的和与差，就是以[image: alt]
 为邻边所作的平行四边形的两条对角线向量．

[image: alt]


图3-9

[image: alt]


图3-10

容易验证，向量的加减法运算满足下列运算律

（1）交换律　[image: alt]


（2）结合律　[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


3．向量的数乘运算

定义　给定一个向量[image: alt]
 与一个实数λ，定义数λ与向量[image: alt]
 的乘积是一个向量，记作[image: alt]
 称为向量的数乘．

[image: alt]


容易验证，向量的数乘满足下列性质

（1）结合律　[image: alt]


（2）分配律　[image: alt]


注意：设[image: alt]
 为非零向量，则[image: alt]
 是与[image: alt]
 同向的单位向量[image: alt]
 即

[image: alt]


所以，[image: alt]
 （想一想）

【例1】　试证两个非零向量平行的充分必要条件是存在一个不等于零的数λ，使得[image: alt]


证明　充分性是显然的，仅需证明必要性．

设向量[image: alt]
 与[image: alt]
 平行，则[image: alt]
 与[image: alt]
 同向或反向，从而[image: alt]
 即[image: alt]


即[image: alt]
 取[image: alt]
 则[image: alt]


向量的加减法与数乘运算统称为向量的线性运算．

3.2.3　向量的坐标表示

为了更方便地运用向量，下面引入向量的坐标，从而可将向量的几何运算转化为向量坐标的代数运算．

[image: alt]


图3-11

设[image: alt]
 为非零向量，将[image: alt]
 的起点放在坐标原点O，其终点坐标为M（x，y，z），则[image: alt]
 过点M作三个平面，分别垂直于x，y，z轴，得三个交点P，Q，R（图3-11），这三个平面与三个坐标面构成一个长方体，OM是长方体的对角线，于是由向量的加法得到

[image: alt]


在空间直角坐标系中，设[image: alt]


分别表示x，y，z轴正向的单位向量，并称它们是坐标系的基本单位向量．则易见

[image: alt]


从而向量[image: alt]
 可以表示为

[image: alt]


此式称为向量的坐标表示式．

这样，在空间直角坐标系下，对于空间中任一向量，总可以找到一组有序实数（x，y，z）与之对应；反之，任意给定一组有序实数（x，y，z），总有空间一点M，从而就有一个向量[image: alt]
 与之对应．由此，空间中的所有向量与全体有序数组（x，y，z）之间就建立了一一对应关系．因此，我们也称（x，y，z）是向量[image: alt]
 的坐标，简记作

[image: alt]


可见，当向量的起点在坐标原点时，向量的坐标与终点坐标是相同的，我们也称[image: alt]
 为向径．

引入向量的坐标后，向量的模、线性运算都可以用坐标来表示了．

模：设[image: alt]
 则由两点间的距离公式可知

[image: alt]


线性运算：设[image: alt]
 则

[image: alt]


同学们可以先用坐标式表示向量，然后来验证上面两式的正确性．

下面讲一下向量的方向角与方向余弦．

设[image: alt]
 为非零向量，记α，β，γ为向量[image: alt]
 与三个坐标轴的夹角，则称α，β，γ为向量[image: alt]
 的方向角，cosα，cosβ，cosγ为向量[image: alt]
 的方向余弦．且满足

[image: alt]


（参看图3-11）从上式可知，方向余弦还满足

cos2
 α＋cos2
 β＋cos2
 γ＝1

注意：与[image: alt]
 同向的单位向量也可表示为

[image: alt]


这说明与[image: alt]
 同向的单位向量的坐标就是向量[image: alt]
 的方向余弦．

【例2】　已知空间点P1
 （x1
 ，y1
 ，z1
 ），P2
 （x2
 ，y2
 ，z2
 ），试求向量[image: alt]
 的坐标．

解　先写出以P1
 ，P2
 为终点的向径

[image: alt]


则如图3-12所示，

[image: alt]


即向量[image: alt]
 的坐标等于其终点坐标减去起点坐标．

[image: alt]


图3-12

【例3】　设点A（1，3，－1），B（-3，3，2），求向量[image: alt]
 的模、方向余弦及与[image: alt]
 平行的单位向量．

解　因为[image: alt]


所以，向量[image: alt]
 的模[image: alt]


向量[image: alt]
 的方向余弦[image: alt]


与向量[image: alt]
 平行的单位向量[image: alt]


【例4】　已知向量[image: alt]
 的模为4，[image: alt]
 与x轴和z轴的夹角分别是[image: alt]
 求向量[image: alt]
 的坐标以及与y轴的夹角．

解　由给定条件得

[image: alt]


利用方向余弦的性质得[image: alt]


解出[image: alt]
 所以向量[image: alt]
 与y轴的夹角为[image: alt]
 或[image: alt]


所以　　[image: alt]


从而向量[image: alt]
 的坐标为

[image: alt]


3.3　向量的数量积与向量积

3.3.1　向量的数量积

向量的数量积是从力学中抽象出来的一个数学概念．一个物体在力[image: alt]
 的作用下沿直线运动，产生了位移[image: alt]
 设力[image: alt]
 与位移[image: alt]
 的夹角为θ（图3-13），由物理学知识可得，这力所做的功可表示为

[image: alt]


图3-13

[image: alt]


如果我们将上述运算单纯地看成是两个向量之间的一种运算，其运算结果是一个数量，那么这种运算就称为向量的数量积．

定义　向量[image: alt]
 与[image: alt]
 的数量积等于这两个向量的模和它们夹角θ的余弦的乘积，记为[image: alt]
 即

[image: alt]


其中θ是向量[image: alt]
 与[image: alt]
 的夹角．由于数量积运算用“·”表示，所以数量积也称作点积．

依照数量积的定义，力的做功可以表示为[image: alt]


下面看一下数量积的几何意义，并引入投影的概念．

用[image: alt]
 表示向量[image: alt]
 方向的单位向量，则

[image: alt]


这在几何上表示向量[image: alt]
 在向量[image: alt]
 方向上的投影，一般记作[image: alt]
 即

[image: alt]


这就是数量积的几何意义（同学们可以作图想一下）．

由此我们可以用数量积来求投影，即

[image: alt]


下面看一下数量积的性质、运算规律及坐标表示．

性质：由数量积的定义可知

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


运算规律：

（1）交换律　[image: alt]


（2）结合律　[image: alt]


（3）分配律　[image: alt]


用数量积的定义很容易验证上述等式，同学们可以动手演算一下．

数量积的坐标表示：

由于基本单位向量[image: alt]
 是相互垂直的，从而具有如下特点：

[image: alt]


设向量

[image: alt]


则

[image: alt]


即

[image: alt]


由数量积的定义可知，当[image: alt]
 与[image: alt]
 为非零向量时，[image: alt]
 与[image: alt]
 夹角的余弦为

[image: alt]


注意：非零向量[image: alt]


【例1】　设[image: alt]
 求（1）[image: alt]
 （2）[image: alt]
 间夹角的余弦；（3）[image: alt]


解　由定义可知

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


【例2】　在xOz面上求一个向量[image: alt]
 使其垂直于[image: alt]
 且[image: alt]
 与[image: alt]
 的模相等．

解　因为向量[image: alt]
 在zOx面上，所以可设向量[image: alt]
 又因为[image: alt]
 与[image: alt]
 垂直，故

[image: alt]


得x＝z，再利用模相等的条件得

[image: alt]


解得x＝z＝±3，所以，[image: alt]


3.3.2　向量的向量积

向量的向量积也是从力学中抽象出来的一个数学概念．在讨论刚体运动时，曾规定力对刚体产生的力矩为一个向量．不考虑其物理意义，下面讲一下两向量的所谓向量积．

定义　向量[image: alt]
 与[image: alt]
 的向量积为一个向量，记为[image: alt]


[image: alt]


如图3-14所示，右手规则与空间直角坐标系中的右手规则是类似的．

由于向量积的运算符号用“×”表示，故向量积也称为叉积．

下面看一下向量积的性质、运算规律及坐标表示．

性质：由向量积的定义可见

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]
 等于以[image: alt]
 为邻边的平行四边形的面积（看图3-14想一想）

[image: alt]


图3-14

运算规律：

（1）反交换律　[image: alt]


（2）结合律　[image: alt]


（3）分配律　[image: alt]


用向量积的定义可较为容易地验证上列等式．特别要指出的是，由于向量积正向要符合右手规则，所以[image: alt]
 与[image: alt]
 的模相等，但方向相反，从而不满足交换律．

向量积的坐标表示：

由于基本单位向量[image: alt]
 是相互垂直的，从而具有如下特点：

[image: alt]


设向量

[image: alt]


则　[image: alt]


这就是向量积的坐标表示式．

为了便于记忆，我们将上面的关系式写成三阶行列式的形式．

[image: alt]


注意：非零向量[image: alt]


【例3】　设[image: alt]


（1）求同时垂直于[image: alt]
 的向量；

（2）求向量[image: alt]
 使之平行于[image: alt]
 且[image: alt]


解　（1）由向量积的定义可知，[image: alt]
 同时垂直于[image: alt]


[image: alt]


所以，同时垂直于[image: alt]
 的向量可表示为λ（-7，-5，-1）　（λ≠0）

（2）因为向量[image: alt]
 平行于[image: alt]
 所以可设[image: alt]
 又由于[image: alt]
 从而得出

[image: alt]


化简后得

[image: alt]


因此，所求的向量为

[image: alt]


【例4】　求以A（3，1，3），B（1，-1，2），C（3，3，1）为顶点所构成的三角形的面积．

解　ΔABC可以看成以是以[image: alt]
 为邻边的平行四边形的一半，所以由向量积模的几何意义可知，△ABC的面积为

[image: alt]


而

[image: alt]


所以

[image: alt]



*
 3.3.3　向量的混合积

三个向量之间的向量积与数量积的混合运算称为混合积．例如[image: alt]
 就是一个混合积．

下面先来看一下混合积[image: alt]
 的意义．

由于[image: alt]
 其中φ是叉积向量[image: alt]
 与[image: alt]
 的夹角．我们知道[image: alt]
 的几何意义是以向量[image: alt]
 为邻边的平行四边形的面积；又从图3-15可知，[image: alt]
 表示以[image: alt]
 为棱的平行六面体的高（以阴影部分为底），所以[image: alt]
 的绝对值表示以[image: alt]
 为棱的平行六面体的体积．

下面介绍向量混合积的坐标式．

[image: alt]


图3-15

设[image: alt]
 [image: alt]
 则

[image: alt]


利用三阶行列式性质可以得到混合积的坐标式

[image: alt]


又由三阶行列式的轮换性质可知

[image: alt]


注意：由混合积的几何意义可知

向量[image: alt]
 共面[image: alt]


【例5】　问A（-2，-2，0），B（0，1，-1），C（-1，-4，3），D（2，3，1）四点是否在同一平面上．

解　由题意可知，只需验证三向量[image: alt]
 是否共面即可．

[image: alt]


因为

[image: alt]


所以，A，B，C，D四点不共面．

3.4　平面与直线方程

从本节开始，我们将以向量为工具，研究空间解析几何．首先，我们来讨论空间中最简单的几何图形，即平面与直线．

3.4.1　平面方程

1．平面的点法式方程

设平面π过点P0
 （x0
 ，y0
 ，z0
 ），且非零向量[image: alt]
 垂直于平面π（图3-16），试建立平面π的平面方程．

[image: alt]


图3-16

设P（x，y，z）是平面π上的任意一点，得向量[image: alt]
 因为[image: alt]
 在平面π上，故[image: alt]
 则[image: alt]
 即

A（x－x0
 ）＋B（y－y0
 ）＋C（z－z0
 ）＝0

可见这就是所要求的平面π的平面方程．一般称[image: alt]
 为平面的法向量，此方程称为平面的点法式方程．

【例1】　求过点A（-1，1，2）且以[image: alt]
 为法向量的平面方程．

解　直接利用平面的点法式方程，就可得到所求的平面方程

2（x＋1）－（y－1）＋（z－2）＝0

整理得

2x－y＋z＋1＝0

【例2】　求过三点A（1，-1，-2），B（-1，2，0），C（1，2，1）的平面方程．

解　利用点法式方程来建立平面方程的关键是找平面上一点，以及垂直于平面的向量，即法向量，然后套用公式就行了．

此题已知三点，因而可以得两向量[image: alt]
 则[image: alt]
 垂直于过点A，B，C的平面，

[image: alt]


取法向量[image: alt]
 又过点A（1，-1，-2），所以此平面方程为

3（x－1）＋6（y＋1）－6（z＋2）＝0

整理得

[image: alt]


2．平面的一般方程

在平面的点法式方程中，如果记D＝-Ax0
 －By0
 －Cz0
 ，则点法式方程可化为

[image: alt]


这说明平面方程是关于x，y，z的三元一次方程．反之，任何一个关于x，y，z的三元一次方程也一定表示一个平面．

事实上：假设x0
 ，y0
 ，z0
 是方程（*）的一组解，于是

Ax0
 ＋By0
 ＋Cz0
 ＋D＝0　即　D＝-Ax0
 －By0
 －Cz0


代入（*）式，得

Ax＋By＋Cz－（Ax0
 ＋By0
 ＋Cz0
 ）＝0

即　　A（x－x0
 ）＋B（y－y0
 ）＋C（z－z0
 ）＝0

这就是过点P0
 （x0
 ，y0
 ，z0
 ），且以[image: alt]
 为法向量的平面方程．

我们称

Ax＋By＋Cz＋D＝0

为平面的一般式方程，此平面的法向量为[image: alt]


下面看几种特殊情况：

当D＝0时，Ax＋By＋Cz＝0，可见平面过原点；

当A＝0时，By＋Cz＋D＝0，可见法向量[image: alt]
 垂直于x轴，又法向量与平面是垂直的，所以平面平行于x轴；

当A＝D＝0时，By＋Cz＝0，由前两条可知，平面过原点，又平行于x轴，所以平面过x轴；

当A＝B＝0时，Cz＋D＝0，可见[image: alt]
 同时垂直于x，y轴，故法向量[image: alt]
 垂直于xOy坐标面，所以平面平行于xOy坐标面；

当A＝B＝D＝0时，z＝0，这就是xOy坐标面．

当A，B，C，D均不为零时，方程可写成

[image: alt]


或　　[image: alt]


其中[image: alt]
 此式称为平面的截距式方程，a，b，c分别是平面在x，y，z轴上的截距（图3-17）．

[image: alt]


图3-17

注意：仔细理解这里提到的六种特殊情况，特别是当A，B，C，D中有个别为零时平面的特殊位置．

如　By＋Cz＋D＝0（缺字母x）——平面平行于x轴

　　Ax＋Cz＝0（缺字母y，且无常数项）——平面过y轴

　　Ax＋D＝0（缺字母y，z）——平面平行于yOz平面

下面看几道例题感受一下．

【例3】　求过点P0
 （-1，1，2），且平行于平面2x－y＋3z＝2的平面方程．

解　由题意可知所求平面与已知平面平行，因此它们具有相同的法向量，又因为已知平面的法向量为[image: alt]
 所以由平面的点法式方程可知，所求平面的方程为

2（x＋1）－（y－1）＋3（z－2）＝0

即　　2x－y＋3z－3＝0

【例4】　求通过x轴和点A（1，2，-1）的平面方程．

解　因为平面过x轴，所以由前面的讨论得知，可设平面方程为

By＋Cz＝0

又因为平面过点A（1，2，-1），代入上式得2B－C＝0，故C＝2B，

再代入方程By＋Cz＝0，得By＋2Bz＝0，消去B（因A，B，C不能同时为零，故B≠0），所以，所求平面方程为

y＋2z＝0

【例5】　求平行于y轴，且过点A（2，-1，3），B（3，1，2）的平面方程．

解　方法一（用一般式方程）：

因为平面平行于y轴，所以可设平面方程为

Ax＋Cz＋D＝0

又因为平面过点A（2，-1，3），B（3，1，2），代入方程，得

[image: alt]


解此方程组，得[image: alt]
 代入并消去D，得所求平面方程

x＋z－5＝0

方法二（用点法式方程）：

因为平面过点A（2，-1，3），B（3，1，2），故其法向量[image: alt]
 又因为平面平行于y轴，故[image: alt]
 所以[image: alt]
 同时垂直于[image: alt]
 从而可取[image: alt]
 又[image: alt]


于是

[image: alt]


所以，所求平面方程为

（x－2）＋（z－3）＝0

即

x＋z－5＝0

3．点到平面的距离

设P0
 （x0
 ，y0
 ，z0
 ）是平面π：Ax＋By＋Cz＋D＝0外一点，则点P0
 到平面π的距离为

[image: alt]


[image: alt]


图3-18

事实上：如图3-18所示，在平面上任取一点P1
 （x1
 ，y1
 ，z1
 ），引向量[image: alt]
 由图3-18可见，点P0
 到平面π的距离为

[image: alt]


利用数量积运算　[image: alt]


故　　[image: alt]


所以，点P0
 到平面π的距离为

[image: alt]


【例6】　在z轴上取一点，使之到平面π1
 与平面π2
 的距离相等．

π1
 ：2x＋y－2z＋4＝0π2
 ：2x－2y＋z＋1＝0

解　因为所求的点在z轴上，所以可设为（0，0，z），由点到平面的距离公式可知

[image: alt]


解得　z＝5或z＝1，所以，所求的点（0，0，5）或（0，0，1）．

4．两平面之间的关系

设有平面

π1
 ：A1
 x＋B1
 y＋C1
 z＋D1
 ＝0，π2
 ：A2
 x＋B2
 y＋C2
 z＋D2
 ＝0

其法向量分别为

[image: alt]


两平面法向量的夹角（通常指锐角）称为两平面的夹角（二面角）．

由此可得两平面夹角的计算公式

[image: alt]


特别地，

当π1
 ⊥π2
 ：[image: alt]


当π1
 ∥π2
 ：[image: alt]


3.4.2　空间直线方程

1．直线的一般式方程

空间中一条直线可看成是两张不平行的平面的交线，所以，其方程可表示为

[image: alt]


此式称为直线的一般式方程．

注意：直线L的一般式方程不是唯一的．事实上，由于通过一条空间直线L的平面有无数张，只要任取其中的两个不同的平面，将它们的方程联立就可以构成直线L的一般式方程了．

2．直线的点向式方程

设直线L过点P0
 （x0
 ，y0
 ，z0
 ），且平行于非零向量[image: alt]
 （图3-19），试建立直线L的方程．

[image: alt]


图3-19

设P（x，y，z）是直线L上的任意一点，得向量[image: alt]
 ，因为[image: alt]
 在直线上，故[image: alt]
 即

[image: alt]


我们称[image: alt]
 为直线的方向向量，称此方程为直线的点向式方程，也称为标准式方程或对称式方程．

注意：当此比例式分母m，n，p中有某个值为零时，应以如下方式理解：

如　[image: alt]


又如果引入参数t，并令

[image: alt]


则得到

[image: alt]


称此式为直线的参数式方程．

下面看几道例题感觉一下吧．

【例7】　求过两点A（x1
 ，y1
 ，z1
 ），B（x2
 ，y2
 ，z2
 ）的直线方程．

解　取方向向量为[image: alt]
 代入直线的点向式方程，得到所求直线方程

[image: alt]


此式也称为直线的两点式方程．

【例8】　求过点P（1，0，-2），且垂直于平面x－3z＝3的直线方程．

解　因为直线垂直于平面，所以可取平面的法向量[image: alt]
 作为直线的方向向量[image: alt]
 故

[image: alt]


从而所求直线方程为

[image: alt]


【例9】　将直线L的一般式方程化为点向式方程与参数式方程．

[image: alt]


解　用点向式方程表示直线要做两件事：一找直线上一点，二找平行与直线的向量，即直线的方向向量．

先找直线上一点，不妨取z＝0，代入直线L的方程组

得　　[image: alt]


解得x＝3，y＝-2，于是得直线一点为（3，-2，0）．

再找直线的方向向量[image: alt]
 因为直线是两平面的交线，所以[image: alt]
 同时垂直于两平面的法向量[image: alt]
 故可取[image: alt]
 又[image: alt]
 [image: alt]
 故

[image: alt]


所以，此直线的点向式方程为

[image: alt]


此直线的参数式方程为

[image: alt]


其中t为参数．

【例10】　求过点M（2，-1，3）和直线L：[image: alt]
 的平面方程．

解　此题关键是求平面的法向量[image: alt]
 如图3-20所示．直线上取点N（-1，1，-3），则向量[image: alt]
 平行于平面，又直线L在平面上，[image: alt]
 也平行于平面，从而平面的法向量[image: alt]
 同时垂直于[image: alt]
 故可取

[image: alt]


[image: alt]


图3-20

所以，所求平面方程为

-16（x－2）－9（y＋1）＋5（z－3）＝0

即　　-16x－9y＋5z＋8＝0

【例11】　试求点P（3，-5，4）在平面π：2x－2y＋z－2＝0上的垂足点Q的坐标．

解　作直线L：过点P且垂直于平面π，则直线L与平面π的交点就是垂足点Q．

如图3-21所示，可取[image: alt]
 得直线L的方程

[image: alt]


[image: alt]


图3-21

下面求直线L与平面π的交点，L可用参数方程表示

[image: alt]


代入平面方程，得2（3＋2t）－2（-5－2t）＋（4＋t）－2＝0

解得t＝-2，再代入直线的参数方程，得x＝-1，y＝-1，z＝2，从而垂足坐标为Q（-1，-1，2）

3．直线与平面的夹角

当直线与平面不垂直时，直线和它在平面上的投影直线的夹角[image: alt]
 称为直线与平面的夹角（图3-22）；当直线与平面垂直时，规定直线与平面的夹角为[image: alt]


[image: alt]


图3-22

设直线的方向向量为[image: alt]
 平面的法向量为[image: alt]
 直线与平面的夹角为φ，则[image: alt]
 其中θ是[image: alt]
 与[image: alt]
 的夹角，

因为　　[image: alt]


故　　[image: alt]


特别地，当L⊥π，则[image: alt]


当L∥π，则[image: alt]


注意：关于两直线的夹角问题与两平面的夹角是类似的，所以建议同学们自己动脑、动笔考虑一下，在这里仅指出，两直线的方向向量的夹角（通常指锐角）称为两直线的夹角．


*
 4．过直线的平面束

设直线L的一般方程为

[image: alt]


因过直线L的平面有无数个，这无数多个平面构成的一簇平面，称为过直线L的平面束．记

[image: alt]


则此方程为过直线L（除平面A2
 x＋B2
 y＋C2
 z＋D2
 ＝0以外）的平面束方程．其中λ为任意常数．

事实上：因为A1
 ，B1
 ，C1
 与A2
 ，B2
 ，C2
 不成比例，所以对于任何实数λ，方程（*）的系数A1
 ＋λA2
 ，B1
 ＋λB2
 ，C1
 ＋λC2
 不全为零，从而方程（*）表示一个平面，若一点在直线L上，则点的坐标应满足L的方程，因而也满足方程（*），故方程（*）表示通过直线L的平面；反之，通过直线L的任何平面（除平面A2
 x＋B2
 y＋C2
 z＋D2
 ＝0以外）都包含在方程（*）所表示的一簇平面内．通过定直线的所有平面的全体称为平面束，而方程（*）就作为通过直线L的平面束方程．

【例12】　求过直线L1
 且平行于直线L2
 的平面方程．

[image: alt]


解　利用平面束来建立此平面方程．过直线L1
 的平面束方程为

（x＋2y＋1）＋λ（x－z－4）＝0

即　　（1＋λ）x＋2y－λz＋（1－4λ）＝0

由于要求的平面与直线L2
 平行，故平面的法向量[image: alt]
 与直线L2
 的方向向量[image: alt]
 垂直，又[image: alt]
 [image: alt]
 由[image: alt]
 推出[image: alt]
 即

2（1＋λ）－6＋2λ＝0

得λ＝1，所以，所求的平面方程为

2x＋2y－z－3＝0

【例13】　求直线[image: alt]
 在平面π0
 ：x＋y＋z＋1＝0上投影直线的方程．

解　先作平面π：过直线且垂直于平面π0
 ，则π与π0
 的交线就是投影直线．

利用平面束求π的方程．

过直线的平面束方程为

x＋y＋3z＋λ（x－y－z）＝0．

即　　（1＋λ）x＋（1－λ）y＋（β－λ）z＝0

因为此平面与平面π垂直，从而两平面法向量垂直．

即　　（1＋λ）·1＋（1－λ）·1＋（3－λ）·1＝0

得　　λ＝5

所以平面π方程：6x－4y－2z＝0

即　　3x－2y－z＝0

从而投影直线方程为

[image: alt]


3.5　空间曲面与曲线方程

3.5.1　空间曲面方程

1．曲面方程的概念

在上节中，我们看到平面方程是三元一次方程

Ax＋By＋Cz＋D＝0

一般地，如果一个空间曲面S和一个三元方程

F（x，y，z）＝0

满足下列关系：

①曲面S上任一点的坐标（x，y，z）都满足此方程；

②不在曲面S上的点都不满足此方程。

则称此方程为曲面S的曲面方程，而曲面S称为此方程的图形（如图3-23所示）．

[image: alt]


图3-23

这样就将代数方程与几何曲面联系起来了．

【例1】　给定一点P0
 （x0
 ，y0
 ，z0
 ）和一个正数R，曲面S上的任一点到P0
 点的距离都等于R，试建立该曲面的方程．

解　设P（x，y，z）是曲面S上的任一点，由于[image: alt]
 故得

[image: alt]


因此，所求的曲面方程是

[image: alt]


该方程正是我们已经知道的以点P0
 （x0
 ，y0
 ，z0
 ）为球心，R为半径的球面方程（如图3-24所示）．

特别地，当球心在原点时，球面方程为

x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝R2


【例2】　试建立到点P0
 （0，0，p）（p＞0）和平面π：z＝-p距离相等的动点轨迹方程．

[image: alt]


图3-24

解　设P（x，y，z）是满足条件的任一动点，则点P到点P0
 的距离为

[image: alt]


点P到平面π：z＝-p的距离为

∣z＋p∣

由题意可知

[image: alt]


整理得动点的运动轨迹方程

[image: alt]


我们将在下面看到此方程是一个旋转抛物面方程．

下面我们将主要讨论两种特殊曲面及其方程．

2．柱面

定义　平行于定直线L，并沿给定的曲线C移动的动直线所形成的曲面称为柱面．其中定曲线C称为柱面的准线，动直线称作柱面的母线（图3-25）．

[image: alt]


图3-25

[image: alt]


图3-26

例如：在空间，方程x2
 ＋y2
 ＝a2
 表示圆柱面，其准线为xOy面上的圆x2
 ＋y2
 ＝a2
 ，母线平行于z轴（图3-26）．

此圆柱面方程x2
 ＋y2
 ＝a2
 不含字母z，图形的母线正好平行于z轴．

事实上，由图3-26所示，圆柱面上平行于z轴的直线上的点M1
 （x，y，0）与M（x，y，z）的区别是坐标z，而方程对z没有约束，所以，只要点M1
 （x，y，0）满足方程，那么点M（x，y，z）必满足方程．

一般地，在空间

方程f（x，y）＝0——母线平行于z轴的柱面（特征：缺字母z）

方程g（y，z）＝0——母线平行于x轴的柱面（特征：缺字母x）

方程h（x，z）＝0——母线平行于y轴的柱面（特征：缺字母y）

柱面的名称通常依据其准线的名称来确定，像圆柱面、抛物柱面等．

例如　x2
 ＝2z，母线平行于y轴，称为抛物柱面（图3-27）；

　　　y＝2x，母线平行于z轴，是一张过z轴的平面（图3-28）．

[image: alt]


图3-27

[image: alt]


图3-28

3．旋转曲面

定义　平面曲线C绕该平面上一条直线L旋转所形成的曲面S，称为旋转曲面．其中的直线L叫作该旋转曲面S的中心轴，而旋转曲线称为旋转曲面S的母线．

本部分内容主要是介绍坐标面上的曲线，绕坐标轴旋转所形成的旋转曲面的方程．

设yOz面上的一条曲线C（图3-29），其方程为f（y，z）＝0，试建立曲线C绕z轴旋转所形成的旋转曲面S的方程．

[image: alt]


图3-29

事实上：在旋转曲面S上任取一点P（x，y，z），设此点是由曲线C上点P1
 （x1
 ，y1
 ，z1
 ）绕z轴旋转所得，由图3-29所示，点P与z轴的距离等于点P1
 与z轴的距离，且z坐标相同，即

[image: alt]


又点P1
 在曲线上，故f（y1
 ，z1
 ）＝0，而[image: alt]
 ，代入f（y1
 ，z1
 ）＝0得

[image: alt]


这就是此旋转曲面的方程了．

一般地

yOz面上曲线[image: alt]


xOz面上曲线[image: alt]


注意：同学们仔细观察上述方程的变化点，找到规律，然后写出xOy面上曲线h（x，y）＝0绕x或y轴旋转所得的旋转曲面方程．

【例3】　求xOy面上的椭圆[image: alt]
 绕y轴旋转一周所形成的旋转曲面方程．

解　根据上述公式可以很快写出旋转曲面方程，就是y不变，x用[image: alt]
 代替，得

[image: alt]


这是旋转椭球面方程（图3-30）．

[image: alt]


图3-30

[image: alt]


图3-31

[image: alt]


图3-32

下面再看几个常见旋转曲面及方程．

◆　yOz面上的直线z＝ky绕z轴旋转（图3-31）

曲面方程[image: alt]
 或z2
 ＝k2
 （x2
 ＋y2
 ）——圆锥面

◆　yOz面上的抛物线z＝ky2
 绕z轴旋转（图3-32）

曲面方程　z＝k（x2
 ＋y2
 ）——旋转抛物面

◆　yOz面上双曲线[image: alt]
 绕z轴旋转（图3-33）

曲面方程[image: alt]
 ——（旋转）单叶双曲面

◆　yOz面上双曲线[image: alt]
 绕y轴旋转（图3-34）

曲面方程[image: alt]
 ——（旋转）双叶双曲面

[image: alt]


图3-33

[image: alt]


图3-34

3.5.2　空间曲线方程

1．空间曲线一般方程

空间曲线可以看成是两张曲面的交线（图3-35），其方程可表示为

[image: alt]


[image: alt]


图3-35

[image: alt]


图3-36

【例4】　方程组[image: alt]
 表示怎样的曲线？

解　第一个方程表示球心在原点，半径为a的上半球面；第二个方程表示准线为x2
 ＋y2
 ＝ax，而母线平行于z轴的圆柱面．此方程组表示上半球面与圆柱面的交线（图3-36）．

2．空间曲线参数方程

空间曲线也可用参数方程来表示，即把曲线上动点M（x，y，z）的坐标分别表示为参数t的函数．

[image: alt]


此方程称为曲线的参数方程．

如　参数方程[image: alt]


表示点M（x，y，z）从A（a，0，0）开始，一方面以等角速度ω绕半径为a的圆柱作转动，同时又以等速度υ向上（z轴正向）移动，所形成的几何轨迹，此曲线通常称为圆柱螺线（图3-37）．

[image: alt]


图3-37

事实上，取时间t为参数，设t＝0时，动点M与点A（a，0，0）重合．设t时刻动点M的坐标为（x，y，z），M在xOy面上投影点为N，则∠NOA＝ωt，于是

x＝acosωt

y＝asinωt

z＝υt

3．空间曲线在坐标面上的投影

设空间曲线　　[image: alt]


消去z，得　　　H（x，y）＝0

可见，此方程表示母线平行于z轴的柱面，由于此方程是从Γ方程得到的，所以Γ上的点的坐标必定满足此方程．这个柱面经过Γ且母线平行于z轴，因而称其为曲线Γ关于xOy面的投影柱面，此柱面与xOy面的交线

[image: alt]


称为曲线Γ在xOy面的投影曲线．

【例5】　求空间曲线[image: alt]


在xOy面上的投影曲线方程．

解　从方程组中消去z，得

x2
 ＋y2
 ＝y＋1，

所以此曲线在xOy面上的投影曲线方程为

[image: alt]


又由本节前一部分内容可知，z＝x2
 ＋y2
 表示旋转抛物面（图3-32），y－z＋1＝0表示平行于x轴的平面，而方程x2
 ＋y2
 ＝y＋1可表示成[image: alt]
 从而投影曲线是一个圆（图3-38）．

[image: alt]


图3-38

3.6　二次曲面

三元二次方程所表示的曲面称为二次曲面．前面提到的球面、圆柱面、抛物柱面、圆锥面、旋转椭球面、旋转抛物面等曲面都是二次曲面．

本节将讨论几种常用的二次曲面．我们用坐标面及平行于坐标面的平面与二次曲面相截，观察其交线的形状，从而基本了解曲面的形状．

3.6.1　椭球面

由方程

[image: alt]
 （a，b，c＞0）

所表示的曲面称为椭球面（图3-39）．

[image: alt]


图3-39

易见，椭球面关于三个坐标面、三个坐标轴与坐标原点都是对称的，并且由方程可知，

[image: alt]


即∣x∣≤a，∣y∣≤b，∣z∣≤c，故椭球面包含在由平面x＝±a，y＝±b，z＝±c所围成的长方体内．

椭球面与三个坐标面的截痕为

[image: alt]


可见它们都是椭圆．

用平行于xOy面的平面z＝h（∣h∣＜c）去截椭球面，所得曲线方程为

[image: alt]


这些截痕也是椭圆．用平行于xOz面或yOz面的平面去截椭球面，也有类似的结果．

特别地，如果a，b，c中有两个相等，由旋转曲面的讨论可知，可以将它看成是旋转椭球面．

如a＝b，方程为

[image: alt]


如果a＝b＝c，方程为

x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝a2


它表示球心在原点，半径为a的球面．

3.6.2　椭圆锥面

由方程

[image: alt]


所表示的曲面称为椭圆锥面（图3-40所）．

[image: alt]


图3-40

用平行于xOy面的平面去截椭圆锥面，所得截痕方程为

[image: alt]


这是一族长短轴比例不变的椭圆，随着∣h∣的无限增大，椭圆也在无限增大．

特别地，当a＝b时，方程为

[image: alt]


由旋转曲面的讨论可知，它可以看成圆锥面．

3.6.3　椭圆抛物面

由方程

[image: alt]


所表示的曲面称为椭圆抛物面（图3-41）．

[image: alt]


图3-41

用平行于xOy面的平面去截椭圆抛物面，所得截痕方程为

[image: alt]


这也是一族随h（h＞0）增大而无限增大的椭圆．

用xOz面或平行于xOz面的平面去截椭圆抛物面，所得的截痕方程为

[image: alt]
 　或　[image: alt]


可见它们都是抛物线（图3-41）．用yOz面去截椭圆抛物面也是类似的．

特别地，当a＝b时，方程为[image: alt]


由旋转曲面的讨论可知，它可以看成旋转抛物面．

下面看一道例题，熟习一下前面提到的曲面、曲线及方程．

【例1】　指出下列方程所表示的曲面或曲线的名称：

（1）2x2
 ＋3y2
 ＋z2
 ＝6

（2）[image: alt]


（3）z＝1－x2
 －y2


（4）[image: alt]


（5）[image: alt]


解　（1）此方程可以写成[image: alt]
 所以，它表示椭球面．

（2）方程两边平方，得x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝4，这表示球面，所以，方程[image: alt]
 表示上半球面．

（3）此方程可以写成x2
 ＋y2
 ＝-（z－1），所以它表示旋转抛物面，但开口向下（图3-42）．

[image: alt]


图3-42

（4）方程两边平方，得x2
 ＋y2
 ＝4z2
 ，这表示圆锥面，所以，方程[image: alt]
 表示上半圆锥面．

（5）方程[image: alt]
 表示母线平行于z轴的椭圆柱面，y＝2表示平行于xOz面的平面，所以，表示它们的交线是平行于z轴的直线的（图3-43）．

[image: alt]


图3-43

或者，因为方程组[image: alt]
 等价于方程组[image: alt]
 所以，可见它表示一条平行于z轴的直线（图3-43）．

二次曲面还包括单叶双曲面、双叶双曲面及双曲抛物面，下面指出它们的标准方程及图形，用截痕法讨论是类似的．

◆　方程[image: alt]


称为单叶双曲面

（图3-44）

[image: alt]


图3-44

◆　方程[image: alt]


称为双叶双曲面

（图3-45）

[image: alt]


图3-45

◆　方程[image: alt]


称为双曲抛物面（马鞍面）

（图3-46）

[image: alt]


图3-46

习题三

3.1

1．在坐标轴和坐标面上的点的坐标各有什么特征？指出下列各点的位置：

A（2，0，0）；

B（0，0，3）；

C（1，-2，0）；

D（0，3，4）．

2．将一个边长为2的立方体放在xOy平面上，其底面的中心在坐标原点，底面的顶点在x轴和y轴上，求其各顶点的坐标．

3．求点P（1，2，3）关于原点、各坐标轴和各坐标面的对称点的坐标．

4．求点P（1，2，3）到原点和各坐标轴的距离．

5．在xOy面上求一点P，使它到三点A（2，-2，0），B（-1，0，2），C（1，1，1）的距离相等．

3.2

6．试用向量证明：如果平面上一个四边形的对角线互相平分，则它是平行四边形．

7．设A（2，-1，0），B（-1，0，1），求

（1）向量[image: alt]
 的模[image: alt]


（2）向量[image: alt]
 的方向余弦；

（3）与[image: alt]
 同向的单位向量．

8．已知向量[image: alt]
 的终点坐标为（2，-1，0），模[image: alt]
 且其方向与向量[image: alt]
 一致，求向量[image: alt]
 的起点坐标．

9．设[image: alt]
 求与[image: alt]
 平行的单位向量．

3.3

10．设[image: alt]
 求

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]
 与[image: alt]
 之间夹角的余弦；

（3）[image: alt]
 在[image: alt]
 上的投影．

11．在力[image: alt]
 作用下，一质点从点A（4，-1，2）沿直线运动到点B（5，2，3），求力对质点所做的功．

12．设[image: alt]
 求[image: alt]
 及以[image: alt]
 为邻边的平行四边形的面积．

13．设三角形的三顶点为A（2，-2，0），B（-1，0，2），C（1，1，1），

（1）求该三角形的面积；

（2）求同时垂直于[image: alt]
 的向量．

14．在xOy面上求一模为1的向量，使之垂直于向量[image: alt]


15．已知[image: alt]
 求[image: alt]


16．设向量[image: alt]
 垂直于向量[image: alt]
 和[image: alt]
 并且与向量[image: alt]
 的数量积为-10，求向量[image: alt]
 的坐标．

17．设向量[image: alt]
 均为单位向量，且[image: alt]
 求[image: alt]


18．求p，q，使三点A（1，2，3），B（-1，3，p），C（3，q，0）共线．


*
 19．设[image: alt]
 求[image: alt]
 的值．

3.4

20．分别按下列条件求平面方程：

（1）过点P（1，0，-2），且与平面2x＋3y－z＝9平行；

（2）过点P（1，-1，1），且过y轴；

（3）过点P（2，-1，1），且平行于xOz坐标面；

（4）过三点A（1，1，1），B（0，1，-1），C（2，0，1）．

21．求点P（2，-1，1）到平面2x－y＋2z＝6的距离．

22．求两平面x＋2y－z－3＝0与2x＋y＋z＋3＝0的夹角．

23．分别按下列条件求直线方程：

（1）过点Q（2，-1，1），且垂直于平面x＋3y＋2z－4＝0；

（2）过两点P（1，2，3），Q（2，-1，3）；

（3）过点Q（2，-1，3），且平行于直线[image: alt]


24．将直线方程[image: alt]
 化为点向式和参数式方程．

25．求过点（0，1，3），且与平面x－2y＝1及x＋y－z＝0都平行的直线方程．

26．求过直线[image: alt]
 并且垂直于平面x＋3y＋2z－4＝0的平面方程．

27．求直线[image: alt]
 与平面x＋3y＋2z－4＝0的夹角．

28．试确定直线[image: alt]
 和平面4x－2y－2z＝3的位置关系．

29．求点P（2，-1，0）在2x＋y－z＋1＝0上的投影点的坐标．

3.5

30．试写出球心在点Q（1，2，-1），且通过坐标原点的球面方程．

31．指出下列方程在平面解析几何与空间解析几何中分别表示什么几何图形：

（1）y＝2；

（2）y＝x2
 ；

（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


32．求下列旋转曲面方程：

（1）在xOy面上的直线y＝2绕x轴旋转；

（2）在xOz面上的椭圆[image: alt]
 绕z轴旋转；

（3）在xOy面上的抛物线x＋1＝y2
 绕x轴旋转．

33．求空间曲线[image: alt]
 在xOy平面上的投影柱面和投影曲线的方程．

34．求母线平行于x轴，且通过曲线[image: alt]
 的柱面方程．

3.6

35．画出下列曲面的简图：

（1）x2
 ＋z2
 ＝4；

（2）y＝z2
 ；

（3）4x2
 ＋y2
 ＋4z2
 ＝4；

（4）x2
 ＋y2
 ＝4z；

（5）4x2
 ＋y2
 ＝z2
 ；

（6）x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝2z；

（7）z＝4－x2
 －y2
 ；

（8）[image: alt]


36．画出下列各曲面所围成的立体的图形．

（1）y－4z＝0，x＝1，y＝2，x＝0，z＝0

（2）x＋y＝1，y＝0，z＝0，x2
 ＝1－z

（3）z＝6－x2
 －y2
 ，[image: alt]


综合测试题三

一、填空题：

1．已知向量[image: alt]
 则当λ＝＿＿＿时，[image: alt]
 与[image: alt]
 垂直．

2．平行于向量[image: alt]
 的单位向量为＿＿＿＿．

3．已知向量[image: alt]
 间夹角为[image: alt]
 则[image: alt]
 ＿＿＿＿．

4．曲线[image: alt]
 绕y轴旋转一周所得旋转曲面方程为＿＿＿＿．

5．曲线[image: alt]
 在xOy面上的投影曲线为＿＿＿＿．

二、选择题：

1．已知[image: alt]
 均为非零向量，且[image: alt]
 则（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


2．设向量[image: alt]
 与三个坐标面xOy，zOx，yOz之间的夹角分别为ξ，η，[image: alt]
 则cos2
 ξ＋cos2
 η＋cos2
 ζ为（　　）．

（A）0

（B）1

（C）2

（D）3

3．直线[image: alt]
 和平面x＋y＋z＝3的位置关系为（　　）．

（A）直线在平面上

（B）直线仅与平面平行；

（C）直线与平面垂直相交

（D）直线与平面相交但不垂直

三、已知向量[image: alt]
 求：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


四、设[image: alt]
 且[image: alt]
 与x轴的夹角为[image: alt]
 与y轴的夹角为[image: alt]
 试求向量[image: alt]
 的坐标．

五、将直线方程[image: alt]
 化成点向式方程．

六、求与平面2x＋y＋2z＋5＝0平行，且与三个坐标面所构成的四面体体积为1的平面方程．

七、求过点M（1，-1，0）和直线[image: alt]
 的平面方程．

八、求过x轴，且点（5，4，-3）到该平面的距离等于3的平面方程．

九、求直线[image: alt]
 在平面x＋y＋z＝2上投影直线的方程．

十、求旋转抛物面z＝x2
 ＋y2
 （0≤z≤1）在三个坐标面上的投影．


第4章

多元函数微分学

多元函数微分学是一元函数微分学的推广和发展，其概念和性质与一元函数微分学有许多相似之处，但是在某些方面也存在本质的差别．本章将在一元函数微分学的基础上来讨论多元函数微分学．首先引入多元函数及其极限与连续的概念，然后重点讨论偏导数、全微分和多元函数微分学的简单应用．本章讨论是以二元函数为主，我们将看到，从一元函数到二元函数会产生新的问题，而二元以上的多元函数则可以类推．

4.1　多元函数的概念

4.1.1　平面点集与n维空间

在学习二元函数前，我们首先来了解有关平面点集与n维空间的一些基本概念．

1．平面点集

平面点集：坐标平面上具有某种性质的点的集合称为平面点集．记作

｛（x，y）∣（x，y）具有的性质｝

如半平面所构成的点集｛（x，y）∣x＋y＞0｝．

邻域：以点P0
 （x0
 ，y0
 ）为圆心，δ为半径的圆内点所构成的点集称为点P0
 的δ邻域，记作

[image: alt]


如果不强调邻域的半径，常简记N（P0
 ，δ）为N（P0
 ），并称之为点P0
 的邻域．

特别地，在点P0
 的δ邻域中去掉点P0
 后所得的点集称为点P0
 的去心δ邻域，记作

[image: alt]


内点：设E是平面点集，点P1
 ∈E，如果存在点P1
 的一个邻域N（P1
 ），使得N（P1
 ）⊂E，则称点P1
 是E的一个内点（图4-1）．

[image: alt]


图4-1

边界点：设E是平面点集，点P2
 是平面上一点，如果对于点P2
 的任一个邻域N（P2
 ），其中既含有属于E的点，又含有不属于E的点，则称点P2
 是E的一个边界点（图4-1）．

边界：E的边界点的全体称为E的边界（注意E的边界点可能属于E，也可能不属于E）．

开集：如果点集E的点都是E的内点，则称E为开集．

如｛（x，y）∣1＜x2
 ＋y2
 ＜4｝就是开集．

连通集：设E是平面点集，如果对于E中的任意两点P，Q，都存在一条完全位于E中的折线可以将P与Q连接起来，则称E是一个连通集．

区域（或开区域）：连通的开集称为区域或开区域．

闭区域：区域连同它的边界所构成的点集称为闭区域．

如点集｛（x，y）∣1＜x2
 ＋y2
 ＜4｝是区域；

点集｛（x，y）∣1≤x2
 ＋y2
 ≤4｝是闭区域．

2．n维空间

二维空间：由二元有序数组（x，y）的全体所构成的点集称为二维空间，记作R2
 ，即

R2
 ＝｛（x，y）∣x，y∈R｝

可见二维空间是平面上所有点所构成的点集．

n维空间：设n为取定的一个自然数，由n元有序数组（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）的全体所构成的点集称为n维空间，记作Rn
 ，即

Rn
 ＝｛（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）∣xi
 ∈R，i＝1，2，…，n｝

注意：引入n维空间后，上述关于平面点集中的一些概念都可以推广到n维空间中去．

如n维空间中两点P0
 （x1
 ，x2
 ，…，xn
 ），P（y1
 ，y2
 ，…，yn
 ）间距离定义为

[image: alt]


点P0
 的δ邻域定义为

[image: alt]


注意：当n＝3时，R3
 就是第三章中所引入的三维几何空间．

4.1.2　多元函数的定义

1．二元函数的定义

我们已经学习过一元函数微积分，但在实际问题中，有很多量是由多种因素共同决定的，反映到数学上就是依赖于两个或两个以上自变量的多元函数．

下面先看几个简单的例子．

【例1】　正圆锥体的体积V与其高h和底面半径r之间满足下面的关系

[image: alt]


可见，对每一组（r，h）∈｛（r，h）∣r＞0，h＞0｝值，V总有确定的值与之对应．

【例2】　设y为国民收入总额，x为总人口数，k1
 是消费率（国民收入总额中消费所占比例），k2
 是居民消费率（消费总额中居民消费所占比例），则居民人均消费收入为

[image: alt]


当k1
 ，k2
 为常数时，对每一组（x，y）∈｛（x，y）∣x＞0，y＞0｝值，总有确定的z值与之对应．

【例3】　大地的气温T不仅与空间的位置（x，y，z）有关，而且与时间t有关，对于每一组指定的（x，y，z，t）∈｛（x，y，z，t）∣x，y，z，t∈R｝，都有确定的气温值T与之对应，记作

T＝T（x，y，z，t）

上面的三个例子虽然来自不同的实际问题，但从数量关系上说，它们都是根据某一法则，一个变量随一组变量的变化而变化的．现仿照一元函数的定义引入二元函数的定义．

定义1　设D是R2
 上的非空点集，如果存在一个对应法则f，使得对于任何（x，y）∈D，总存在唯一确定的实数z与之对应，则称f为定义在D上的二元函数，记作

z＝f（x，y）　（x，y）∈D

其中x，y称为自变量，z称为因变量，D称为此函数的定义域．

二元函数的定义域的定义与一元函数相类似，在讨论由算式表达的二元函数z＝f（x，y）时，就以使此算式有意义的变量x，y所组成的点集为此函数的自然定义域．

如，函数[image: alt]
 的定义域为｛（x，y）∣x＋y＞0，x2
 ＋y2
 ＜1）｝（图4-2）．

[image: alt]


图4-2

下面看一下二元函数的几何意义．

一元函数的图形——通常是xOy平面上的一条曲线（图4-3）．

二元函数的图形——通常是空间的一张曲面（图4-4）．

[image: alt]


图4-3

[image: alt]


图4-4

如，二元函数[image: alt]
 的图形就是上半球面，定义域为｛（x，y）∣x2
 ＋y2
 ≤4｝；二元函数z＝x2
 ＋y2
 的图形就是旋转抛物面，定义域为整个xOy平面．

2．点函数的定义

类似地，我们可以定义三元函数

u＝f（x，y，z），（x，y，z）∈D

其中D是三维空间R3
 中的点集．

也可以定义n元函数

u＝f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ），（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）∈D

其中D是n维空间Rn
 中的点集．

为了揭示多元函数与一元函数的内在联系，下面我们引入点函数的概念．

如果把n元有序实数组（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）看成是n维空间Rn
 中的点P，则可以把一元函数和n元函数都统一定义成点函数．

定义2　设D⊂Rn
 是一个非空点集，如果存在一个法则f，使得对于每一个点P∈D，按照该法则，总存在唯一确定的实数u与之对应，则称f为定义在D上的点函数，记作

u＝f（P），P∈D

可见其形式类似于一元函数．

在理论上，一元函数与二元函数有时会出现本质的区别，但二元函数的理论一般可直接推广到三元及三元以上的多元函数，因此，本章着重讨论二元函数．

4.1.3　二元函数的极限与连续

1．二元函数的极限

仿照一元函数极限的定义，我们讨论二元函数极限的概念．首先我们将二元函数看作点P（x，y）的函数，即f（x，y）＝f（P），则可以给出二元函数极限的定义．

定义　元函数z＝f（x，y）在点P0
 （x0
 ，y0
 ）某邻域内有定义，如果存在常数A，对于任一给定的正数ε，总存在正数δ，使得

当[image: alt]
 时，成立

∣f（x，y）－A∣＜ε或　∣f（P）－A∣＜ε

则称A是函数z＝f（x，y）当P（x，y）→P0
 （x0
 ，y0
 ）时的极限，记作

[image: alt]
 　或　[image: alt]


从定义看，二元函数极限与一元函数极限是相似的，但其实二元函数极限要复杂得多，因为定义中并没有规定P趋于P0
 的方式．这就是说：

只有当P沿任何曲线趋于P0
 时，极限[image: alt]
 均存在且相等，才称此极限存在．如果有两种途径，函数趋于不同的极限，或者有一种途径的函数的极限不存在，那么极限[image: alt]
 就不存在（图4-5）．

【例4】　求下列各极限：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


解　我们可以利用一元函数求极限的某些结论来求二元函数的极限，但洛必达法则不适用．

（1）因为

[image: alt]
 　又　[image: alt]


[image: alt]


图4-5

利用无穷小与有界量的乘积为无穷小，所以

[image: alt]


（2）利用重要极限　[image: alt]


[image: alt]


【例5】　求极限[image: alt]


解　沿直线y＝kx趋于0，则

[image: alt]


可见，当k取不同值时，上述函数的极限不同，所以此极限不存在．

2．二元函数的连续

定义　设二元函数z＝f（x，y）在点P0
 （x0
 ，y0
 ）某邻域内有定义，如果

[image: alt]
 　或　[image: alt]


则称函数z＝f（x，y）在点P0
 （x0
 ，y0
 ）处是连续的，并称点P0
 （x0
 ，y0
 ）是函数的连续点．

如果函数z＝f（x，y）在区域D上的每一点P（x，y）处都是连续的，则称函数z＝f（x，y）在区域D上连续．

和一元函数一样，二元连续函数的和、差、积、商（分母不为0）也是连续的，二元连续函数的复合函数也是连续函数．

闭区间上一元连续函数的性质，都可以推广到有界闭区域上的二元连续函数上去．

最后指出，以上关于二元函数的极限和连续的定义均可推广到多元函数上去．

4.2　偏导数

4.2.1　偏导数的概念与计算

1．偏导数的定义

在讨论一元函数时，导数是十分重要的概念，它刻画了函数的变化率．对于多元函数同样需要考虑变化率，在本节中，我们将考虑多元函数关于其中一个自变量的变化率．

以二元函数z＝f（x，y）为例，将自变量y固定（即看成常数），这时函数就可看成是x的一元函数，此函数对x的导数，就称为二元函数z＝f（x，y）关于x的偏导数．具体定义如下：

定义　设函数z＝f（x，y）在点（x0
 ，y0
 ）的某邻域内有定义，当y＝y0
 不变，而x在x0
 处有增量Δx时，若函数的偏增量f（x0
 ＋Δx，y0
 ）－f（x0
 ，y0
 ）与自变量增量Δx比值的极限

[image: alt]


存在，则称此极限值为函数z＝f（x，y）在点（x0
 ，y0
 ）处对自变量x的偏导数．记作

[image: alt]
 　或　[image: alt]


即

[image: alt]


类似地，函数z＝f（x，y）在点（x0
 ，y0
 ）处对自变量y的偏导数，记作

[image: alt]


如果函数z＝f（x，y）在区域D内每一点（x，y）处对自变量x的偏导数都存在，则这个偏导数仍是x，y的函数，称它为函数z＝f（x，y）对x的偏导函数，记作

[image: alt]


同样地，函数z＝f（x，y）对y的偏导函数，记作

[image: alt]
 或[image: alt]


2．偏导数的计算

由定义可见，求二元函数对某个自变量的偏导数，只要把其余自变量当作常量就可化为一元函数的求导问题．所以，有关一元函数的求导公式与求导法则，都适用于求二元函数及多元函数的偏导数．

如　设z＝f（x，y），

求[image: alt]
 ——将y看成常数，对x求导

求[image: alt]
 ——将x看成常数，对y求导

对三元及三元以上的多元函数也是一样的．

如，设u＝f（x，y，z）

求[image: alt]
 ——将y，z看成常数，对x求导

求[image: alt]
 ——将x，z看成常数，对y求导

求[image: alt]
 ——将x，y看成常数，对z求导

【例1】　求函数z＝x2
 ＋3xy－y3
 在点（1，2）处的偏导数．

解　将y看成常数，对x求导，得

[image: alt]


将x看成常数，对y求导，得

[image: alt]


把x＝1，y＝2代入上述偏导数，得

[image: alt]


[image: alt]


注意：因为是求在某点的偏导数，所以此题也可按如下做法求解：

先求z（x，2）＝x2
 ＋6x－8，则

[image: alt]


【例2】　设[image: alt]
 验证[image: alt]


解　将y看成常数，对x求导，得

[image: alt]


将x看成常数，对y求导，得

[image: alt]


所以，得

[image: alt]


【例3】　设z＝（1＋x2
 y）y
 ，求[image: alt]


解　将y看作常数，对x求导，得

[image: alt]


将x看作常数，由于这时函数为幂指函数，可先将函数改写成

[image: alt]


再利用一元函数的复合求导法则得

[image: alt]


【例4】　求[image: alt]
 的偏导数．

解　将y，z当作常数，对x求导，得

[image: alt]


由于函数关于自变量有轮换对称性，所以，可得

[image: alt]


3．偏导数的几何意义

下面分析一下二元函数偏导数的几何意义．根据定义，二元函数z＝f（x，y）在点（x0
 ，y0
 ）处对自变量x的偏导数就是一元函数z＝f（x，y0
 ）在点x0
 处的导数，而导数的几何意义是曲线的切线斜率，从而得到偏导数的几何意义为：

f′x
 （x0
 ，y0
 ）——空间曲线[image: alt]
 在点M0
 （x0
 ，y0
 ，f（x0
 ，y0
 ））处的切线M0
 T1
 关于x轴的斜率，即[image: alt]
 （图4-6）．

同理[image: alt]
 （图4-6）．

[image: alt]


图4-6

4．连续与可偏导的关系

我们知道，对于一元函数y＝f（x）在点x0
 可导，则它在点x0
 必连续，那么对于二元函数z＝f（x，y）在点（x0
 ，y0
 ）可偏导，它在该点是否也一定连续呢？回答是否定的，即

一元函数y＝f（x）——可导⇒连续；连续[image: alt]
 可导

二元函数z＝f（x，y）——可偏导[image: alt]
 连续；连续[image: alt]
 可偏导

我们来看一个反例．

【例5】　设函数

[image: alt]


证明函数z＝f（x，y）在点（0，0）处可偏导，但不连续．

证明　由偏导数定义得

[image: alt]


同理

[image: alt]


可见，函数z＝f（x，y）在点（0，0）处偏导数均存在，但由4.1.3例5可知极限

[image: alt]
 不存在

从而，函数z＝f（x，y）在点（0，0）处不连续．

4.2.2　高阶偏导数

设函数z＝f（x，y）在区域D上处处可偏导，它的偏导（函）数

[image: alt]


往往仍然是x，y的函数．如果这两个偏导函数的偏导数仍然存在，则称它们为z＝f（x，y）的二阶偏导数．二阶偏导共有四个，分别记为：

[image: alt]


其中[image: alt]
 称为z对x的二阶偏导数，[image: alt]
 称为先对x后对y的二阶混合偏导数．

类似地，可定义二阶以上的偏导数，并把二阶及二阶以上的偏导数统称为高阶偏导数．

【例6】　求z＝sin（xy）的所有二阶偏导数：

解　因为

[image: alt]


所以

[image: alt]


同理　　[image: alt]


虽然在此例中，z的两个混合偏导数相等，即[image: alt]
 但是应该指出，混合偏导数与求偏导数的次序是有关的．但可以证明下述关于混合偏导数相等的充分条件（证明从略）．

定理　若函数z＝f（x，y）的二阶混合偏导函数[image: alt]
 在点（x，y）处都连续，则

[image: alt]


本定理可以推广到更高阶的混合偏导数的情形．

【例7】　试证函数[image: alt]
 满足拉普拉斯（Laplace）方程

[image: alt]


证明　记[image: alt]
 则[image: alt]


[image: alt]


由于u关于x，y，z有轮换对称性，因此

[image: alt]


所以成立

[image: alt]


拉普拉斯（Laplace）方程是数学物理方程中一种很重要的方程．

4.3　全微分

在一元函数微分学中，我们从近似计算函数y＝f（x）在点x0
 处的增量问题导出了函数微分的概念．下面先来回顾一下：

若函数y＝f（x）在点x0
 处的增量Δy可以表示为

Δy＝f（x0
 ＋Δx）－f（x0
 ）＝AΔx＋o（Δx）

其中A与Δx无关，o（Δx）是Δx高阶无穷小，则称AΔx是函数y＝f（x）在点x0
 处的微分，记为dy＝AΔx，并且当函数y＝f（x）在点x0
 处可导时，有dy＝f′（x0
 ）dx．本节，我们将来讨论二元函数的微分问题．

4.3.1　全微分的概念与计算

1．全微分定义

定义　设二元函数z＝f（x，y）在点P0
 （x0
 ，y0
 ）某邻域内有定义，如果函数z＝f（x，y）在点P0
 处的全增量可表示为

Δz＝f（x0
 ＋Δx，y0
 ＋Δy）－f（x0
 ，y0
 ）＝AΔx＋BΔy＋o（ρ）

其中A，B与Δx，Δy无关，[image: alt]
 o（ρ）是当ρ→0时关于ρ的高阶无穷小，则称函数z＝f（x，y）在点P0
 （x0
 ，y0
 ）处可微，称AΔx＋BΔy为函数z＝f（x，y）在点P0
 （x0
 ，y0
 ）处的全微分，记作

dz＝AΔx＋BΔy

可见，全微分dz＝AΔx＋BΔy是函数全增量Δz关于Δx，Δy的线性部分，当Δx，Δy充分小时，也可以用全微分dz作为函数全增量Δz的近似值．

如果函数在区域D内各点处都可微分，那么称此函数在D内可全微分．

2．全微分、偏导数与连续的关系

下面首先讨论函数z＝f（x，y）在点（x，y）可全微分的条件．

定理1（必要条件）　设函数z＝f（x，y）在点P0
 （x0
 ，y0
 ）处可微，则函数z＝f（x，y）在点P0
 （x0
 ，y0
 ）处的两个偏导函数存在，且

[image: alt]


证明　设函数z＝f（x，y）在点P0
 （x0
 ，y0
 ）处可微，即有

Δz＝AΔx＋BΔy＋o（ρ）

当Δy＝0时，ρ＝∣Δx∣，且

Δz＝f（x0
 ＋Δx，y0
 ）－f（x0
 ，y0
 ）＝AΔx＋o（∣Δx∣）

两边同除以Δx，再取Δx→0时的极限，得

[image: alt]


从而偏导数存在，且等于A．

同理可得[image: alt]
 证毕．

我们知道，一元函数在某点可导与可微是等价的，但对于二元函数来说，偏导数存在只是全微分存在的必要条件，而不是充分条件．看下面的例题．

【例1】　证明函数

[image: alt]


在点（0，0）处的偏导数存在，但在（0，0）处不可微．

证明　由偏导数的定义可知

[image: alt]


因为f（x，y）在点（0，0）处的全增量是

[image: alt]


所以

[image: alt]


所以[image: alt]


由4.1.3例5可知，当（Δx，Δy）→（0，0）时，此极限不存在．

所以，当ρ→0时

[image: alt]


不是一个比ρ高阶的无穷小．因此，函数f（x，y）在原点（0，0）处不可微．

下面给出函数在某点可以全微分的充分条件．

定理2（充分条件）　设函数z＝f（x，y）的偏导数[image: alt]
 在点（x，y）处连续，则函数z＝f（x，y）在点（x，y）处可全微分（证略）．

还有，在上节中指出，多元函数在某点可偏导，并不能保证函数在该点连续．但是，由全微分定义可知，如果函数z＝f（x，y）在点（x，y）可微分，则函数在该点必定连续．

事实上，因为

Δz＝f（x＋Δx，y＋Δy）－f（x，y）＝AΔx＋BΔy＋0（ρ）

所以　[image: alt]
 从而[image: alt]


因此，函数z＝f（x，y）在点（x，y）连续．

一般地，全微分、偏导数、连续的关系如下：

一元函数：可导⇔可微，可导⇒连续

二元函数：偏导数连续⇒可全微分⇒[image: alt]


以上反向箭头均不成立．

3．全微分的计算

习惯上，我们将自变量的增量Δx，Δy记为dx，dy，并分别称为自变量x，y的微分，这样函数z＝f（x，y）的全微分就可写为

[image: alt]


同样对于三元函数u＝f（x，y，z），其全微分可写为

[image: alt]


下面看几道例题．

【例2】　求函数z＝x2
 siny在点[image: alt]
 的全微分．

解　由于

[image: alt]


所以，在点[image: alt]
 处的全微分为

[image: alt]


【例3】　求函数z＝xy2
 ＋tan（x＋y）的全微分．

解　因为

[image: alt]


所以

[image: alt]


【例4】　求函数u＝x＋siny2
 ＋（x＋y）ez
 的全微分．

解　用全微分公式可得

[image: alt]


4.3.2　全微分在近似计算上的应用

从全微分的定义可知，如果函数z＝f（x，y）在点P0
 （x0
 ，y0
 ）处可微，则函数z＝f（x，y）在点P0
 处的全增量可表示为

Δz＝dz＋o（ρ）

所以，当[image: alt]
 较小时，可以省略比ρ高阶的无穷小量，用dz近似地代替Δz，即

Δz≈dz

由此可以得出：

函数z＝f（x，y）在点P0
 （x0
 ，y0
 ）附近的全增量近似计算公式

[image: alt]


函数z＝f（x，y）在点P0
 （x0
 ，y0
 ）附近的函数值近似计算公式

f（x0
 ＋Δx，y0
 ＋Δy）≈f（x0
 ，y0
 ）＋f′x
 （x0
 ，y0
 ）Δx＋f′y
 （x0
 ，y0
 ）Δy其中∣Δx∣、∣Δy∣都相对比较小．

【例5】　求[image: alt]
 的近似值．

解　设函数[image: alt]
 则它的全微分

[image: alt]


取x0
 ＝3，y0
 ＝4，Δx＝-0.02，Δy＝0.01，由函数值近似计算公式得

[image: alt]


4.4　复合函数与隐函数的偏导数

4.4.1　复合函数的偏导数

在一元微分学中，复合函数求导法则有着重要的作用，现将其推广到多元函数．由于多元复合函数的中间变量与自变量的个数较多，所以情况要复杂得多．下面按多元复合函数的几种典型复合情况进行讨论．

定理　设函数u＝u（x，y），υ＝υ（x，y）在点（x，y）处的偏导数[image: alt]
 都存在，函数z＝f（u，υ）在相应点（u，υ）处的偏导数[image: alt]
 存在且连续，则复合函数z＝f（u（x，y），υ（x，y））的偏导数存在，并且成立

[image: alt]


证明　当给x以增量Δx时，中间变量u，υ所产生的增量记作Δu，Δυ，则函数z的增量Δz可表示为

[image: alt]


其中

[image: alt]


将上面Δz的表示式两端同除以Δx，得

[image: alt]


令Δx→0，两边取极限，得

[image: alt]


同理可得

[image: alt]


此式也称作复合函数求导的链式法则．

为了便于掌握多元复合函数求偏导数的方法，有时也可借助于反映复合函数结构的链式图．

如求偏导公式[image: alt]
 可以由链式图（图4-7）理解为：

[image: alt]


图4-7

◆　偏导数[image: alt]
 的项数等于链式图中最终x的数目．本图中最终有两个x，所以公式中有两项之和．

◆　偏导数[image: alt]
 的每一项与每一条路径对应，各项是若干偏导数因子的乘积．如z→u→x路径含“z→u”与“u→x”两条线段，所以由复合偏导可知，该项应是两个偏导[image: alt]
 与[image: alt]
 的乘积．

注意：这里的复合偏导公式也可写成[image: alt]
 其中左边的[image: alt]
 是把复合函数z＝f（φ（x，y），φ（x，y））中y看作常数，对x求偏导数，而右边的[image: alt]
 是没有复合前把f（u，υ）中υ看作常数，对u求偏导数，（[image: alt]
 也类似理解）．

【例1】　设u＝xy，υ＝x＋y，z＝eu
 sinυ，求[image: alt]
 与[image: alt]


解　因为

[image: alt]


所以，由链式法则得

[image: alt]


链式法则可以推广到中间变量或自变量的个数多于或少于两个的情形，其中的关键在于把握清楚函数的复合结构．以下再看几种特殊情形．

（1）设函数z＝f（u，v，y）有连续的偏导数，而u＝u（x，y），v＝v（y）都有偏导数，求复合函数z＝f（u（x，y），v（y），y）的偏导数[image: alt]


看函数的链式图4-8．

[image: alt]


[image: alt]


图4-8

（2）设函数z＝f（u，v，x）有连续的偏导数，而u＝u（x），v＝v（x）都可导，求复合函数z＝f（u（x），v（x），x）的导数[image: alt]
 （注意，此处只有一个自变量，故变成求导了）．

看函数的链式图4-9．

[image: alt]


[image: alt]


图4-9

此时，函数z对x的导数称为全导数．

注意：这里[image: alt]
 与[image: alt]
 的不同含义，同学们可以看一下前一个注意，然后想一下这里[image: alt]
 与[image: alt]
 的区别．

【例2】　设u＝e2t
 ，v＝sin3t，z＝f（u，v，t）＝u2
 v＋t3
 u，求全导数[image: alt]


解　由全导数公式可知

[image: alt]


【例3】　设u＝f（x，y，z）＝sin（x2
 ＋y2
 ＋z2
 ），z＝y2
 ex
 ，求[image: alt]


解　由链式法则，

[image: alt]


[image: alt]


【例4】　求下列复合函数的偏导数（其中f有一阶连续偏导数）：

（1）z＝f（x－y，xy）

（2）[image: alt]


解　（1）令u＝x－y，v＝xy，则z＝f（u，v），由链式法则得

[image: alt]


为书写简便起见，常将函数z＝f（u，v）对第一变量u、第二变量v的偏导数分别表示为[image: alt]
 即记[image: alt]
 则此题可写成

[image: alt]


（2）设z＝f（u，v，w），其中u＝x2
 ，[image: alt]
 w＝xy，记[image: alt]
 由链式法则，得

[image: alt]


这里引入记号[image: alt]
 的目的是为了不用中间变量，所以当理解后，就不必出现中间变量u，v，w等．下面再看例题体会一下．

【例5】　设[image: alt]
 其中f有二阶连续偏导数，求[image: alt]


解　由链式法则，得

[image: alt]


注意到[image: alt]
 并记[image: alt]
 再由链式法则，得

[image: alt]


因为f有二阶连续偏导数，所以[image: alt]
 故

[image: alt]


而

[image: alt]


【例6】　设z＝f（x2
 －y2
 ），其中f二阶可导，求[image: alt]


解　[image: alt]


注意：f是一元函数，求导时不用足标了．

最后讲一下有关全微分形式不变性．

设z＝f（u，v）具有连续偏导数，则存在全微分

[image: alt]


那么无论u，v是自变量还是中间变量，此式均成立，这个性质叫做全微分形式不变性．

事实上：假设u＝φ（x，y），v＝4（x，y），且这两个函数具有连续偏导数，则复合函数z＝f［φ（x，y），v（x，y）］有全微分

[image: alt]


由复合函数偏导公式可知

[image: alt]


可见全微分形式不变．

4.4.2　隐函数的偏导数

1．一个方程的情形

◆　由方程F（x，y）＝0所确定的隐函数y＝f（x）的求导公式

我们在一元微分学中曾接触过隐函数的概念，并通过举例指出由方程

F（x，y）＝0

所确定的隐函数的求导方法．本节，将借助多元复合函数的求导法来导出隐函数的导数公式．

定理1（隐函数存在定理1）设函数F（x，y）在包含点P0
 （x0
 ，y0
 ）的某区域D内有连续偏导数，且

[image: alt]


则存在唯一的定义在点x0
 的某邻域内的函数y＝f（x），它满足f（x0
 ）＝y0
 及恒等式F（x，f（x））＝0，在U（x0
 ）内有连续导数，并且

[image: alt]


隐函数存在定理的重要意义在于：它不涉及隐函数的显化，从理论上解决了隐函数的存在问题，而且还给出了直接从方程本身求隐函数导数的计算公式．

定理证明从略，仅推导上面的公式．

设隐函数方程确定的一元函数y＝f（x），将y＝f（x）代入F（x，y）＝0得恒等式

F（x，f（x））＝0

把等式左端看成复合函数，两边对x求导，得

[image: alt]


于是，当[image: alt]
 时，可得公式

[image: alt]


【例7】　设方程[image: alt]
 确定的函数为y＝f（x），求[image: alt]


解　记

[image: alt]


则[image: alt]


利用上面的公式，得

[image: alt]


[image: alt]


◆　由方程F（x，y，z）＝0所确定的隐函数z＝f（x，y）的求偏导公式

定量2（隐函数存在定理2）设函数F（x，y，z）在点P（x0
 ，y0
 ，z0
 ）的某一邻域内具有连续偏导数，且F（x0
 ，y0
 ，z0
 ）＝0，[image: alt]
 则方程F（x，y，z）＝0在点（x0
 ，y0
 ，z0
 ）的某一邻域内恒能唯一确定一个连续且具有连续偏导数的函数z＝f（x，y），它满足z0
 ＝f（x0
 ，y0
 ），并有

[image: alt]


定理证明从略，仅对上面公式作推导．

设由三元方程

F（x，y，z）＝0

所确定的隐函数为z＝f（x，y），将z＝f（x，y）代入F（x，y，z）＝0得恒等式

F（x，y，f（x，y））＝0

把等式左端看成复合函数，两边对x或y求偏导，由链式法则得

[image: alt]


或

[image: alt]


于是，当[image: alt]
 时，可得公式

[image: alt]


【例8】　设函数z＝f（x，y）是由方程ez
 －z＋xy2
 ＝0确定的，求[image: alt]


解1　令

F（x，y，z）＝ez
 －z＋xy2


求得[image: alt]


利用上面公式得

[image: alt]


解2　把方程左端看成复合函数，等式两边对x求偏导数，得

[image: alt]


两边再对y求偏导数，得

[image: alt]


再求[image: alt]
 （注意z是x，y的函数）

[image: alt]


【例9】　设x－mz＝φ（y－nz）．其中φ可微函数，m，n是常数，证明：

[image: alt]


解　先求[image: alt]
 令F（x，y，z）＝x－mz－φ（y－nz），

则

[image: alt]


则由公式法，得

[image: alt]


从而　　[image: alt]



*
 2．方程组的情形

下面我们将隐函数存在定理再作另一方面的推广，即不仅增加方程中变量的个数，而且增加方程的个数，例如考虑方程组

[image: alt]


这里是两个方程，四个变量，且一般只能有两个变量是独立变化的，因此由方程组就有可能确定两个二元函数．下面我们给出其求导的计算公式．

设由此方程组所确定的隐函数为u＝u（x，y），v＝v（x，y），将u＝u（x，y），v＝v（x，y）代入方程组得恒等式

[image: alt]


把方程组的各等式左端看成复合函数，两边对x求导，由链式法则得

[image: alt]


这是一个关于[image: alt]
 的线性方程组．依据线性方程组求解的克莱默法则，当系数行列式

[image: alt]


时，可得公式

[image: alt]


同理可得

[image: alt]


注意：你也可以不用此公式，直接求此二元一次方程组的解．

这里我们也称偏导数所组成的函数行列式为雅可比（Jacobi）式，

记作　　[image: alt]


【例10】　设[image: alt]
 求[image: alt]


解　这是四个变量，两个方程，从方程组确定u（x，y），v（x，y）．此题可利用上面公式求，也可直接求，下面我们直接求．

方程组两边对x求偏导，并整理得

[image: alt]


①×x＋②×y，

[image: alt]


则　　[image: alt]


方程组两边对y求偏导，用同样方法，可得

[image: alt]


4.5　偏导数在几何上的简单应用

4.5.1　空间曲线的切线与法平面

设空间曲线Γ的参数方程为

[image: alt]


现在来讨论Γ上对应于参数t＝t0
 的点P0
 （x0
 ，y0
 ，z0
 ）处的切线方程，为了保证切线存在，假设函数x（t），y（t），z（t）可导，且导数不全为零．

在曲线上，点P0
 （x0
 ，y0
 ，z0
 ）附近任取点P（x0
 ＋Δx，y0
 ＋Δy，z0
 ＋Δz），它对应的参数为t0
 ＋Δt，则过点P0
 与P的割线方程为

[image: alt]


用Δt去除上式各项的分母，得

[image: alt]


[image: alt]


图4-10

令Δt→0，即[image: alt]
 若割线P0
 P存在极限位置P0
 T，则称P0
 T为曲线Γ在点P0
 处的切线（图4-10），从而得到曲线Γ在点P0
 处的切线方程

[image: alt]


其中

[image: alt]


称为切线的方向向量，简称为切向量．

过点P0
 ，且垂直于曲线在该点的切线的平面，称为曲线在点P0
 的法平面（图4-10），易知法平面方程为

x′（t0
 ）（x－x0
 ）＋y′（t0
 ）（y－y0
 ）＋z′（t0
 ）（z－z0
 ）＝0

【例1】　求空间曲线Γ：x＝acost，y＝asint，z＝bt在点Q（a，0，0）处的切线方程与法平面方程．

解　易知在点Q（a，0，0）处对应的参数为t＝0．由于

x′（0）＝-asin0＝0，　y′（0）＝acos0＝a，　z′（0）＝b

所以在点Q的切向量为[image: alt]


从而，曲线在点Q（a，0，0）处的切线方程为

[image: alt]


法平面方程为

0×（x－a）＋a（y－0）＋b（z－0）＝0

即　　ay＋bz＝0

【例2】　求旋转抛物面z＝x2
 ＋y2
 与抛物柱面y＝x2
 的交线在点P（1，1，2）处的切线与平面方程．

解　交线方程为[image: alt]
 如果取x为参数，则可将它改写成参数方程

[image: alt]


从而在点P（1，1，2）处的切向量为

[image: alt]


切线方程为

[image: alt]


法平面方程为

（x－1）＋2（y－1）＋6（z－2）＝0

即　　x＋2y＋6z－15＝0

4.5.2　曲面的切平面与法线

我们知道，过曲面S上的一点P可以作无数条曲线，如果每条曲线在点P都存在切线，我们将看到这些切线都位于同一平面M上，我们称平面M为曲面S在点P的切平面．本段讨论曲面的切平面及其方程．

设空间曲面S由方程

F（x，y，z）＝0

给出，点P0
 （x0
 ，y0
 ，z0
 ）是曲面S上的一点，偏导数F′x
 ，F′y
 ，F′z
 在点P0
 （x0
 ，y0
 ，z0
 ）处连续且不全为零．

在曲面S上过点P0
 任意取一条曲线Γ（图4-11），设Γ的参数方程为

[image: alt]


[image: alt]


图4-11

将Γ代入S的方程，得恒等式

F（x（t），y（t），z（t））＝0

上式两边取对t的导数，并代入t0
 ，得

[image: alt]


曲线Γ在点P0
 处的切线的方向向量是

[image: alt]


这表明，向量[image: alt]
 与向量

[image: alt]


是垂直的．因为Γ是曲面S上过点P0
 的任一曲线，而[image: alt]
 是一个固定向量，所以，曲面S上过点P0
 的任一曲线在点P0
 处的切线必位于同一平面上，这个平面就是曲面S在点P0
 处的切平面，显然，[image: alt]
 是切平面的一个法向量．于是，曲面S在点P0
 处的切平面方程是

[image: alt]


过点P0
 ，且与曲面在点P0
 处的切平面垂直的直线称为曲面S在点P0
 处的法线．法线方程为

[image: alt]


【例3】　求曲面z＝4－x2
 －y2
 在点（0，1，3）处的切平面方程与法线方程．

解　令F（x，y，z）＝4－x2
 －y2
 －z，则法向量

[image: alt]
 代入公式，得切平面方程

0×（x－0）＋（-2）（y－1）－（z－3）＝0

即　　2y＋z－5＝0

法线方程

[image: alt]


【例4】　在曲面z＝xy上求一点，使这点处切平面平行于平面x＋3y＋z＋9＝0．

解　设所求点为p（x，y，z），又令F＝xy－z，

则在P点法向量为[image: alt]


又已知平面法向量为[image: alt]


由两平面平行，得[image: alt]
 则

[image: alt]


得x＝-3，y＝-1，则z＝（-3）（-1）＝3，从而P（-3，-1，3）．

下面讲一下，可用切平面方程表示用一般式方程表示的空间曲线的切线方程．

设空间曲线[image: alt]


P是Γ上一点，设曲面F（x，y，z）＝0在P点切平面πF
 ，曲面G（x，y，z）＝0在P点切平面πG
 ，则Γ在P点切线同时在πF
 、πG
 上，从而可将切线看成两张切平面的交线．此时切向量

[image: alt]


【例5】　求曲线[image: alt]
 的点（1，-2，1）处切线与法平面方程．

解　令[image: alt]
 ＝x2
 ＋y2
 ＋z2
 －6，则张向量[image: alt]
 故在点（1，-2，1）处，[image: alt]
 从而切平面方程

2（x－1）－4（y＋2）＋2（z－1）＝0

而　　x－2y＋z－6＝0

又平面x＋y＋z＝0在任何点切平面就是此平面，故切线方程

[image: alt]


又[image: alt]


所以法平面方程

-3（x－1）＋3（z－1）＝0

即　　-x＋z＝0

4.6　方向导数和梯度

4.6.1　方向导数

偏导数是表示函数沿坐标轴方向的变化率．但是许多自然现象告诉我们，仅考虑沿坐标轴方向的变化率是不够的．比如气象学中就要确定温度、气压沿着某些方向的变化率．本节就来讨论函数沿任一指定方向的变化率．

1．方向导数的定义

在区域D上定义了函数z＝f（P），P0
 是区域D上一点，L是从P0
 出发的射线，其方向为l，P是L上一点（图4-12）．如果极限

[image: alt]


存在，其中ρ＝∣P0
 P∣表示P0
 与P之间的距离，则称此极限为函数z＝f（P）在点P0
 沿方向[image: alt]
 的方向导数，记作[image: alt]
 即

[image: alt]


[image: alt]


图4-12

2．方向导数计算公式

定理　设二元函数z＝f（x，y）在点P0
 （x0
 ，y0
 ）处可微，则函数z＝f（x，y）在点P0
 处沿方向[image: alt]
 的方向导数均存在，且

[image: alt]


其中cosα，cosβ是[image: alt]
 方向的方向余弦．

证明　因为函数z＝f（x，y）在点P0
 处可微，故函数z＝f（x，y）在点P0
 处的全增量可表示为

[image: alt]


用[image: alt]
 除上式，得

[image: alt]


再以点P（x，y）沿方向[image: alt]
 趋近点P0
 （x0
 ，y0
 ），即ρ→0（注意ρ＝∣P0
 P∣），并取极限，由于

Δx＝ρcosα，Δy＝ρcosβ，

所以，成立

[image: alt]


注意：对于任一向量[image: alt]
 则[image: alt]
 的方向余弦组成的向量，就是与[image: alt]
 同向的单位向量，

即　　　[image: alt]


【例1】　求函数z＝xe2y
 在点（1，0）沿方向[image: alt]
 的方向导数．

解　因为

[image: alt]


又[image: alt]
 代入公式，得

[image: alt]


再将点（1，0）代入，得

[image: alt]


上述定义和定理都可以推广到任意n元函数．比如，对于一个三元函数u＝f（x，y，z），它在点P（x，y，z）处沿方向[image: alt]
 的方向导数为

[image: alt]


【例2】　求函数u＝xy＋ez
 在点Q（1，1，0）沿从Q到P（2，0，1）方向[image: alt]
 的方向导数．

解　因为[image: alt]
 的方向就是向量[image: alt]
 的方向，向量[image: alt]
 的方向余弦组成的向量为[image: alt]


又因为

[image: alt]


所以，利用公式得

[image: alt]


最后，说明一点，方向导数[image: alt]
 就是函数f（x，y）在点P0
 （x0
 ，y0
 ）处沿方向[image: alt]
 的变化率．若f（x，y）在P0
 可偏导，取[image: alt]
 则

[image: alt]


但反之不真，即[image: alt]
 存在，则[image: alt]
 未必存在．如[image: alt]
 P0
 （0，0），则[image: alt]
 而[image: alt]
 不存在．

4.6.2　梯度

由于函数z＝f（x，y）在点P处沿不同方向[image: alt]
 的方向导数[image: alt]
 是不同的，因此，我们自然要考虑使方向导数[image: alt]
 达到最大的是哪个方向？方向导数[image: alt]
 的最大值是多少？

设二元函数z＝f（x，y）在点P0
 （x0
 ，y0
 ）的某邻域D内具有连续的偏导数，引入向量

[image: alt]
 　又记[image: alt]


依据数量积的定义，方向导数可以写成

[image: alt]


可见，当方向[image: alt]
 与[image: alt]
 一致时，[image: alt]
 方向导数[image: alt]
 最大，且方向导数[image: alt]
 的最大值等于[image: alt]
 的模

[image: alt]


我们就称[image: alt]
 为函数z＝f（x，y）在点P的梯度，记作

[image: alt]


类似地，如果三元函数u＝f（x，y，z）在点P（x，y，z）的某邻域D内具有连续的偏导数，则定义函数u＝f（x，y，z）在点P（x，y，z）的梯度为

[image: alt]


【例3】　求函数u＝xy＋yz＋zx在点P（0，1，-1）处的梯度及最大方向导数．

解　因为在点P（0，1，-1）处

[image: alt]


所以

[image: alt]


因此，函数u＝xy＋yz＋zx在点P（0，1，-1）处的最大方向导数为

[image: alt]


4.7　多元函数的极值

在实际问题中，我们会遇到求多元函数的极值与最值问题．本节将一元函数极值的概念推广到多元函数，并建立取到多元函数极值的必要条件与充分条件，最后讨论多元函数的最值以及条件极值问题．

4.7.1　多元函数的极值及其判定

极值的定义　设二元函数z＝f（x，y）在点P0
 （x0
 ，y0
 ）某邻域内有定义，如果对于该去心邻域内任一点P（x，y），成立

f（x，y）＜f（x0
 ，y0
 ）（或f（x，y）＞f（x0
 ，y0
 ））

则称f（x0
 ，y0
 ）为函数z＝f（x，y）的极大值（或极小值），称P0
 （x0
 ，y0
 ）为函数z＝f（x，y）的极大值点（或极小值点）．函数极大值与极小值统称为函数的极值．

比如，函数[image: alt]
 在点（0，0）取到极小值z（0，0）＝0（图4-13）；函数z＝1－x2
 －y2
 点（0，0）取到极大值z（0，0）＝1（图4-14）．

[image: alt]


图4-13

[image: alt]


图4-14

定理1（取到极值的必要条件）　设二元函数z＝f（x，y）在点P0
 （x0
 ，y0
 ）有偏导数，并且P0
 （x0
 ，y0
 ）为函数z＝f（x，y）的极值点，则成立

[image: alt]


证明　由于函数z＝f（x，y）在点P0
 （x0
 ，y0
 ）有极大值，故x0
 是一元函数z＝f（x，y0
 ）的极值点，根据一元函数取极值的必要条件，得到

[image: alt]


同理可得

[image: alt]


使得[image: alt]
 和[image: alt]
 同时成立的点（x0
 ，y0
 ），称为函数z＝f（x，y）的驻点．

此定理表明，对可偏导的函数z＝f（x，y），极值点必为驻点，但驻点不一定是极值点．

如函数z＝xy，[image: alt]
 但由定义可直接判断，点（0，0）不是极值点．

下面给出验证函数f（x，y）的驻点是否为极值点的充分条件．

定理2（取到极值的充分条件）　设二元函数z＝f（x，y）在点P0
 （x0
 ，y0
 ）某邻域内具有二阶连续偏导数，且（x0
 ，y0
 ）为函数z＝f（x，y）的驻点，记

[image: alt]


则

（1）当AC－B2
 ＞0时，z＝f（x，y）在点（x0
 ，y0
 ）处取极值；当A＜0时，取极大值；当A＞0时，取极小值；

（2）当AC－B2
 ＜0时，z＝f（x，y）在点（x0
 ，y0
 ）处没有极值；

（3）当AC－B2
 ＝0时，z＝f（x，y）在点（x0
 ，y0
 ）处可能有极值，也可能无极值，还需另作讨论．（证略）

下面给出求可偏导函数z＝f（x，y）极值的一般方法：

第一步　求出函数z＝f（x，y）的所有驻点：

[image: alt]


第二步　求出每一个驻点处的A，B，C和AC－B2
 ；

第三步　根据AC－B2
 的符号，按取极值的充分条件判别f（x0
 ，y0
 ）是否为极值，并定出是极大值还是极小值，最后求出极值．

【例1】　求函数z＝y3
 －x2
 ＋6x－12y的极值．

解　先求函数的所有驻点

[image: alt]


解出驻点（3，2），（3，-2）．记

[image: alt]


在点（3，2）处，AC－B2
 ＝-24＜0，故f（3，2）不是极值；

在点（3，-2）处，AC－B2
 ＝24＞0，且A＝-2＜0，故f（3，-2）＝25是极大值．

注意：函数的偏导数不存在的点也可能是极值点．如函数[image: alt]
 在点（0，0）取得极小值，但它的两个偏导数在点（0，0）均不存在．

4.7.2　条件极值

我们在前面各节所讨论的函数极值问题是所谓的无条件极值问题，这类问题中除了要求函数自变量应在一个区域D上外，不再有其他的条件要求．但是，很多实际问题经常会遇到对函数自变量具有某些约束条件的极值问题．

如：求体积为固定常数，而表面积为最小的长方体（即材料最省的问题）．设长方体三边长为x，y，z，则表面积为A＝2（xy＋xz＋yz），假定体积为v0
 ，则x，y，z还应满足约束条件xyz＝v0
 ，这种对自变量有约束条件的极值称为条件极值．

本段要讨论条件极值问题及一种求解法——拉格朗日乘数法．

求函数z＝f（x，y）在约束条件g（x，y）＝0下的条件极值问题．

为了求解这类带有约束条件g（x，y）＝0的函数z＝f（x，y）的极值，一个想法是将条件g（x，y）＝0看作隐函数方程，进而得出隐函数的显性表示y＝y（x），将其代入函数z＝f（x，y）中，得z＝f（x，y（x）），再求此一元函数的无条件极值．这个想法面临的一个问题是：很多隐函数方程无法或很难进行显性表示．因此，这种想法有时很难进行．

拉格朗日乘数法求解这类条件极值的想法是借助于一个辅助函数将条件极值问题化成无条件极值问题，具体地说，就是

为了求函数z＝f（x，y）在约束条件g（x，y）＝0下的条件极值问题，引入辅助函数

F（x，y，λ）＝f（x，y）＋λg（x，y）

称F为拉格朗日函数，λ为拉格朗日乘数．将求函数z＝f（x，y）的条件极值化为求F的无条件极值．这种方法就称为拉格朗日乘数法．

求条件极值的拉格朗日乘数法的一般过程如下：

构造拉格朗日函数

F（x，y，λ）＝f（x，y）＋λg（x，y）

求F（x，y，λ）的驻点，即解方程组

[image: alt]


应该指出，拉格朗日乘数法是解决许多实际问题的有效方法．

事实上：如果函数z＝f（x，y）在点（x0
 ，y0
 ）处取得极值，则g（x0
 ，y0
 ）＝0，由隐函数存在定理，从g（x，y）＝0中解得y＝φ（x），代入z＝f（x，y）中，则z＝f（x，φ（x））在x0
 取得无条件极值，故在x0
 处，成立

[image: alt]


由隐函数求导公式，得[image: alt]
 从而在x0
 处，成立[image: alt]


即在x0
 处，成立[image: alt]
 记[image: alt]
 得到

[image: alt]


这说明，若点（x0
 ，y0
 ）是此条件极值的极值点，则必定满足上述方程．

注意：拉格朗日乘数法适用于多于两个自变量的多元函数以及约束条件多于一个的情形．例如求函数u＝f（x，y，z）在条件

g（x，y，z）＝0，　h（x，y，z）＝0

下的极值，可以构造拉格朗日函数

L（x，y，z，λ，μ）＝f（x，y，z）＋λg（x，y，z）＋μh（x，y，z）

求函数L（x，y，z，λ，μ）的无条件极值．

【例2】　在第一卦限作球面x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝1的切平面，使得切平面与三个坐标面所围成的四面体的体积最小，求切点的坐标．

解　设P（x，y，z）是第一卦限中球面上的任一点，记

g（x，y，z）＝x2
 ＋y2
 ＋z2
 －1

则球面在点P（x，y，z）处的切平面的法向量为

[image: alt]


在点P（x，y，z）处的切平面方程

2x（X－x）＋2y（Y－y）＋2z（Z－z）＝0

即

[image: alt]


故切平面在三个坐标轴上的截距分别是

[image: alt]


所以，切平面与三个坐标面所围成的四面体的体积为

[image: alt]


为方便计算起见，令f（x，y，z）＝xyz．显然求V的最小值等价于求f的最大值．

现在的问题是求函数f（x，y，z）＝xyz在约束条件x2
 ＋y2
 ＋z2
 －1＝0下的条件极值问题．构造拉格朗日函数

F（x，y，z，λ）＝xyz＋λ（x2
 ＋y2
 ＋z2
 －1）

求偏导数，得方程组

[image: alt]


求解得到

[image: alt]


因为点[image: alt]
 是唯一的驻点，而已知体积函数V有最值，即f有最值，所以点Q就是最值点，最小体积为

[image: alt]


【例3】　某公司为销售某产品作两种方式的广告宣传．当两种方式的宣传费分别为x、y时，销售量为[image: alt]
 若销售产品所得利润是销量的[image: alt]
 减去广告费．现要使用广告费25万元，问应如何选择两种广告形式，才能使广告产生的利润最大？最大利润是多少？

解　这是广告费最优投入问题，按题意利润函数为

[image: alt]


约束条件为　x＋y＝25

作拉格朗日函数

[image: alt]


令　　[image: alt]


解得x＝15，y＝10．

由问题的实际意义知，存在最大利润，且驻点唯一，故当两种广告费分别为15万元和10万元时利润最大，最大利润为f（15，10）＝15万元．

4.7.3　最值问题

设函数f（x，y）在有界闭区域D上连续，则f（x，y）在D上必能取到最大值和最小值，它们可能在D内部取到，也可能在D边界上取到．易见，如果在内部取到，则它们必定也是极值，从而我们得到在D上求f（x，y）最大、最小值的方法．

求函数z＝f（x，y）最值的一般方法：

第一步　求出函数f（x，y）在D上的可能极值点及其函数值；

第二步　求出函数f（x，y）在D边界上的最值；

第三步　比较以上所求得的函数值的大小，得出函数的最值．

【例4】　求函数z＝5x2
 y－x3
 y－x2
 y2
 在D：x≥0，y≥0，x＋y≤4内的最值．

解　先求函数在D内的驻点

[image: alt]


得唯一驻点[image: alt]
 并且[image: alt]


[image: alt]


图4-14

再讨论在区域D边界上的函数值．

在边界AB：x＋y＝4（0≤x≤4）上，可看成条件极值，函数

[image: alt]


化为一元函数z＝4x2
 －x3
 ，该函数在开区间（0，4）内有唯一驻点[image: alt]
 且[image: alt]
 与函数z＝4x2
 －x3
 在端点A，B处的数值0比较，可知z在AB上的最大值是[image: alt]
 最小值是0．

在边界OB：y＝0和OA：x＝0上，函数值都是0．

因此，函数在D上的最大值是[image: alt]
 最小值是0．


*
 4.7.4　最小二乘法

在科学实验和工程计算中经常需要确定两个变量，如x，y之间的函数关系．人们往往依据一些专业知识和实验观测数据

（x1
 ，y1
 ），（x2
 ，y2
 ），…，（xn
 ，yn
 ）

总结出这两个变量之间的函数关系的近似表示式，记作y＝f（x），称为经验公式．

由于实验观测数据一般存在误差，因此，并不要求数据（xi
 ，yi
 ）（i＝1，2，…，n）都满足经验公式y＝f（x）．也就是说，并不要求曲线y＝f（x）通过所有的数据点（xi
 ，yi
 ）（i＝1，2，…，n），而只能要求在给定xi
 处的偏差

εi
 ＝f（xi
 ）－yi


按照某种标准达到最小，或者说，是使得由函数表示式求出的函数值与实际观测值在某种意义下最接近，这一问题称为曲线拟合．通常采用的标准是使偏差平方和

[image: alt]


达到最小．这种根据偏差平方和最小的条件进行曲线拟合的方法称为最小二乘法．

曲线拟合或确定经验公式的过程分两步：

第一步确定函数类型，把实验观测数据在平面直角坐标系中一一标出，并观察这些数据点的分布形状，看其与哪类函数的图形比较接近，就确定该类函数y＝f（x）作为模型，例如确定函数是一次函数f（x）＝a0
 ＋a1
 x，二次函数f（x）＝a0
 ＋a1
 x＋a2
 x2
 ，或指数函数f（x）＝aebx
 等；

第二步确定公式中的参数，如一次函数f（x）＝a0
 ＋a1
 x中的a0
 ，a1
 ．

（1）假设实验观测数据在平面直角坐标系中的分布形状呈直线型，我们就选用一次函数

f（x）＝a0
 ＋a1
 x

为函数模型，则偏差平方和

[image: alt]


现在的问题是确定a0
 ，a1
 ，使得E（a0
 ，a1
 ）达到最小，即求E（a0
 ，a1
 ）的最小值．

利用求极值的条件，得

[image: alt]


即

[image: alt]


此方程组称为曲线拟合的法方程组．

由[image: alt]
 解得

[image: alt]


（2）假设实验观测数据在平面直角坐标系中的分布形状呈抛物线型，因此我们选用二次函数

f（x）＝a0
 ＋a1
 x＋a2
 x2


为函数模型．类似于一次函数模型的情形，可得最小二乘问题的法方程

[image: alt]


（3）常见的函数模型还有：指数函数f（x）＝aebx
 ，幂函数f（x）＝axb
 ，分式函数[image: alt]
 等．这些非线性函数在用最小二乘法时，一般都应先进行线性化处理，再套用相应的公式．

习题四

4.1

1．设[image: alt]
 （x＞0），求f（x）．

2．已知[image: alt]
 求f（x，y）．

3．求下列函数的定义域：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


4．设k是一个常数，如果二元函数f（x，y）满足f（tx，ty）＝tk
 f（x，y），则称它是k次齐次函数．试验证下列函数为齐次函数：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


5．求下列极限：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


6．求下列函数的连续区域：

（1）f（x，y）＝ln（x2
 ＋y2
 ）；

（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


4.2

7．求下列函数关于各个变量的偏导数：

（1）z＝exy
 ；

（2）[image: alt]


（3）z＝（1＋x）y
 ；

（4）u＝sin（x＋y2
 －ez
 ）；

（5）z＝（x＋yex
 ）y
 ．

8．设[image: alt]
 求[image: alt]


9．设[image: alt]
 求[image: alt]


10．求函数[image: alt]
 的[image: alt]


11．证明下列函数满足指定的方程：

（1）[image: alt]
 满足[image: alt]


（2）[image: alt]
 满足[image: alt]


12．求下列函数的二阶偏导数：

（1）（1）z＝ln（x2
 －y）；

（2）[image: alt]


（3）z＝yx


4.3

13．求下列函数的全微分．

（1）z＝xylny；

（2）[image: alt]


（3）u＝xz
 ＋e-y
 ．

14．求函数z＝ln（2＋x2
 ＋y2
 ）当x＝1，y＝2时全微分．

15．利用全微分求近似值

（1）[image: alt]


（2）（1.97）1.05
 （取ln2＝0.693）

4.4

16．求下列复合函数的一阶偏导数或全导数．

（1）[image: alt]
 而u＝x－2y，v＝3x＋y；

（2）z＝arctan（xy），而y＝e-2x
 ；

（3）[image: alt]
 而z＝（x2
 ＋1）siny；

（4）z＝f（x2
 ＋y2
 ，xy）；

（5）[image: alt]
 （其中f有一阶连续偏导）．

17．求下列函数的[image: alt]
 （其中f有二阶连续偏导）．

（1）z＝f（y＋2，xy）；

（2）[image: alt]


（3）z＝f（x2
 ＋y2
 ）．

18．证明z＝f（x－at）＋g（x＋at）满足波动方程

[image: alt]
 （其中f，g二阶可导）

19．求下列隐函数偏导数[image: alt]


（1）xyz＝ez
 ；

（2）z3
 ＋3xyz＝a3
 ；

（3）[image: alt]



*
 （4）设[image: alt]
 求[image: alt]


20．（1）设F（x＋mz，y＋nz）＝0确定z＝f（x，y），求[image: alt]


（2）设[image: alt]
 确定z＝g（x，y），证明：[image: alt]


4.5

21．试求下列曲线在指定点的切线和法平面方程：

（1）x＝t2
 ，y＝1－t，z＝t3
 在点（1，0，1）处；

（2）x＝Rcos2
 t，y＝Rsintcost，z＝Rsint在[image: alt]


（3）[image: alt]
 在点（1，1，1）处．

22．试求下列曲面在指定点的法线和切平面方程：

（1）ez
 －2z＋xy＝3在点（2，1，0）处；

（2）[image: alt]
 在点[image: alt]
 处；

（3）z＝x2
 ＋y2
 在点（1，2，5）处．

23．在曲面[image: alt]
 上求一点，使它的切平面与平面2x＋y＋z＝0平行，并求该点处的切平面与法线方程．

24．求曲线x＝t，y＝-t2
 ，z＝t3
 上的点，使在该点切线平行于平面x＋2y＋z＝4，并写出该点切线方程．

25．（1）证明曲面xyz＝a3
 的任一点处的切平面与坐标面所围成的四面体的体积是一常数．

（2）证明曲面z＝x＋f（y－z）的任一点处的切平面都平行于某一确定的直线．

4.6

26．求下列函数在固定点沿指定方向的方向导数：

（1）[image: alt]
 在点（1，1）处沿与x轴正向夹角为[image: alt]
 的方向；

（2）u＝xy2
 ＋z2
 －xyz在点（1，1，1）处沿方向角分别为[image: alt]
 的方向．

（3）u＝x＋y＋z在x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝1上点（x0
 ，y0
 ，z0
 ）处，沿球面在该点的外法线方向的方向导数．

27．设u＝xy＋yz＋zx，求：

（1）u在P（1，2，3）处沿[image: alt]
 的方向导数，其中O（0，0，0）是坐标原点；

（2）u在P（1，2，3）处的最大方向导数．

28．设函数f（x，y，z）＝x2
 ＋2y2
 ＋3z2
 ＋xy＋3x－2y－6z：

（1）求grad f（0，0，0），grad f（1，1，1）；

（2）求点P（x，y，z），使[image: alt]


4.7

29．求下列函数的极值：

（1）z＝x2
 －（y－1）2
 ；

（2）z＝x3
 －4x2
 ＋2xy－y2
 ；

（3）z＝3axy－x3
 －y3
 （a＞0）．

30．求函数z＝x2
 ＋y2
 ，在条件x＋y＝2下的极值，并作几何解释．

31．求原点到曲面（x－y）2
 －z2
 ＝1的最短距离．

32．求抛物面z＝x2
 ＋y2
 到平面x＋2y－2z＝9的最近距离．

33．建造容积为32m3
 的无盖长方体水池，长、宽、高各是多少时才使池壁与池底的总面积最小？


*
 34．有一组实验数据：（-1，3.0），（1，4.5），（2，5.0），（3，7.0），（4，7.5），（5，8.0），试确定最佳拟合直线．

综合测试题四

一、单项选择题：

1．若函数z＝f（x，y）在点（x0
 ，y0
 ）处可微，则下列结论错误的是（　　）．

（A）f（x，y）在点（x0
 ，y0
 ）处连续；

（B）[image: alt]
 在点（x0
 ，y0
 ）处连续；

（C）[image: alt]
 存在；

（D）曲面z＝f（x，y）在点（x0
 ，y0
 ，f（x0
 ，y0
 ））处有切平面．

2．设函数z＝ln（x2
 －y2
 ）＋arctan（xy），则[image: alt]


（A）2

（B）1

（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


3．设函数f（x，y）＝3x2
 ＋2xy－y2
 ，则dz∣（1，-1）＝（　　）．

（A）（6x＋2y）dx＋（2x－2y）dy

（B）4dx＋4dy

（C）（6x－2y）dx＋（2x－2y）dy

（D）8dx

4．设函数f（x，y）＝cos（xy），则[image: alt]


（A）cos（xy）

（B）y2
 cos（xy）

（C）-ycos（xy）

（D）-y2
 cos（xy）

二、填空题：

1．函数z＝f（x，y）由方程2xz－2xyz＋ln（xyz）＝0所确定，则dz＝＿＿＿＿．

2．设z＝f（x2
 －y2
 ，exy
 ），则[image: alt]
 ＿＿＿＿．

3．曲线[image: alt]
 在点[image: alt]
 处的切线对于x轴的倾角＿＿＿＿．

4．函数u＝ln（x2
 ＋y2
 ＋z2
 ）在点M（1，2，-2）处的梯度grad u＝＿＿＿＿．

三、解答题：

1．设[image: alt]
 求[image: alt]


2．设z＝f（x，y）是由方程[image: alt]
 确定的隐函数，求[image: alt]


3．设[image: alt]
 其中f有二阶连续偏导数，求[image: alt]


4．求曲线[image: alt]
 在点（1，-2，2）处的切线方程．

5．求曲面[image: alt]
 上平行于平面2x＋2y＋z＋5＝0的切平面方程．

四、证明题：

1．设z＝yf（x2
 －y2
 ），验证：[image: alt]


2．证明曲面[image: alt]
 （a＞0）上任一点的切平面在三个坐标轴上的截距之和为常数．

3．设[image: alt]
 试用定义证明f（x，y）在（0，0）点连续，可偏导，且可微分．


第5章

多元函数积分学

用来计算与一元函数及区间有关的某些量时常用定积分，其一元分析过程中的“分割、近似替代、求和、取极限”的思想可直接推广到定义在平面上或空间中的可度量几何形体上的多元函数的情形，从而得到多元函数积分的概念．用多元函数积分来计算诸如立体体积、曲面面积、物体的质量、重心等问题．当被积函数是二元或三元函数，积分范围是平面或空间区域时，这种积分就是二重积分或三重积分；而当被积分范围是一段曲线弧或一张曲面时，这就是曲线积分或曲面积分．为对积分概念有一个统一的理解，我们先介绍点函数积分的概念．

5.1　点函数积分的概念

5.1.1　点函数积分的定义

【例1】　如图5-1，曲顶柱体的曲顶函数是

z＝f（P）＝f（x，y），　P（x，y）∈D

其中f（x，y）是平面有界闭区域D上的连续函数，该曲顶柱体的底面是xOy平面上的区域D，侧面是以D的边界曲线为准线，母线平行于z轴的柱面．求该曲顶柱体的体积．

若是平顶的柱体，其体积可用公式：

体积＝高×底面积

[image: alt]


图5-1

对于曲顶柱体，当点P（x，y）在区域D内变动时，其高度f（P）＝f（x，y）是个变量，它的体积就不能用平顶柱体的体积公式简单的计算出来，但可以利用定积分中求曲边梯形面积类似的方法来解决．

先用任意两组曲线将区域D分成n个小区域σ1
 ，σ2
 ，…，σn
 （图5-2），它们的面积分别记作Δσi
 （i＝1，2，…，n），分别以这些小区域σi
 （图5-2中的阴影部分）的边界曲线为准线，作母线平行于z轴的柱面，这些柱面将曲顶柱体分成n个细小的曲顶柱体，当这些小区域σi
 的直径di
 （小区域σi
 上任意两点间距离最大者）均很小时，若f（x，y）在区域D上连续，因而在同一个小区域σi
 中的f（x，y）变化很小，这时小曲顶柱体可近似看作平顶柱体．在每个σi
 中任意取一点Pi
 （ξi
 ，ηi
 ），那么以Δσi
 为底面积，f（Pi
 ）＝f（ξi
 ，ηi
 ）为高的平顶柱体的体积为f（ξi
 ，ηi
 ）Δσi
 （i＝1，2，…，n），这n个小平顶柱体的体积之和[image: alt]
 可作为所求曲顶柱体体积的近似值．

[image: alt]


图5-2

令小区域σi
 的数目n越来越大，小区域的面积Δσi
 越来越小，并且令这些小区域的直径中最大者[image: alt]
 趋于零，从而这些小平顶柱体的体积之和的极限自然地就可以认为是所求曲顶柱体的体积

[image: alt]


上述所求曲顶柱体的体积，其分析方法及计算步骤与定积分中求曲边梯形的面积相同．它对解决一类可求和量的实际问题有着普遍的意义，据此我们可定义所谓的点函数积分．

设Ω是一有界的几何形体，它可以是一段直线或曲线，可以是一张平面或曲面，也可以是一个空间立体．Ω是可度量的，即是可以求长度、面积、体积等，其长度、面积、体积统称为该几何形体的度量．

定义　设P是有界几何形体Ω上的任意一点，f（P）是定义在Ω上的连续点函数，

u＝f（P），　P∈Ω

将Ω任意分成n个小形体Ω1
 ，Ω2
 ，…，Ωn
 ，这些小形体的度量记作ΔΩi
 （i＝1，2，…n），且Ωi
 中任意两点间距离最大者称为直径，记为di
 ，并令[image: alt]


在每个小形体Ωi
 上任意取一点Pi
 ，作乘积f（Pi
 ）ΔΩi
 ，取和

[image: alt]


若和式（1.1）无论Ω如何分法，以及Ωi
 上点Pi
 如何取法，只要当d→0时，它恒有统一个极限I，则称I为点函数f（P）在Ω上的积分，记∫Ω
 f（P）dΩ，即

[image: alt]


其中f（P）称为被积函数，Ω称为积分区域．

特别地，当被积函数f（P）＝1，P∈Ω时

[image: alt]


积分（1.2）有简单的物理意义：若几何形体Ω是连续分布着密度为μ（P）的物质，那么Ωi
 的质量近似于ΔΩi
 中的任意一点Pi
 处的密度μ（Pi
 ）乘以ΔΩi
 ，因此Ω的总质量M为

[image: alt]


5.1.2　点函数积分的性质

点函数积分的基本性质均可以从定积分性质推广得出，假设点函数f（P）在几何形体Ω上连续，则可以得到下列性质：

性质1　[image: alt]


性质2　[image: alt]
 其中Ω由两块几何形体Ω1
 ，Ω2
 组成．

性质3　[image: alt]


性质4　至少存在一点P*
 ∈Ω，使得

[image: alt]


此性质称为积分中值定理（其中Ω是有界闭区域）．

又若设f（P），g（P）在Ω上均连续，则有

性质5　[image: alt]


性质6　当f（P）≤g（P），P∈Ω时，有[image: alt]


根据几何形体Ω的类型，积分（1.2）式有不同的表达式和名称，例如，当Ω为实数轴x轴上的一个闭区间［a，b］时，f（P）＝f（x），x∈［a，b］，这时（1.2）的积分记为

[image: alt]


这就是熟知的一元函数f（x）在闭区间［a，b］上的定积分．以后的几节中我们将着重讨论二重积分、三重积分、曲线积分、曲面积分．

5.2　二重积分

定义　设Ω是平面直角坐标系xOy下的有界闭区域D，函数f（P）＝f（x，y），（x，y）∈D，f（x，y）在D上连续或分片连续，于是

[image: alt]


称为函数f（x，y）在区域D上的二重积分．

当f（x，y）≡1时，[image: alt]
 区域D的面积．

几何意义　当f（x，y）≥0时，由5.1的例1可知，[image: alt]
 可理解为以曲面z＝f（x，y）为顶，D为底的曲顶柱体的体积；当f（x，y）≤0时，因为-f（x，y）≥0，所以[image: alt]
 可理解为曲顶柱体体积取成负；一般地，[image: alt]
 可理解为曲顶柱体体积的代数和，其中在xoy面上方的柱体体积取成正，在xoy面下方的柱体体积取成负．如，[image: alt]
 表示半径为1的上半球面，D＝｛（x，y）∣x2
 ＋y2
 ≤1｝表示半径为1的圆域，从而[image: alt]
 表示上半球体的体积．

二重积分常用累次积分法计算其值，即将一个二重积分化为先后两次定积分进行计算．

5.2.1　二重积分在直角坐标系下的计算法

根据二重积分的定义及其性质，是难以对一般的二重积分进行计算的，现根据二重积分的几何意义，采用“平面切片法”来计算以z＝f（x，y）为曲顶，以区域D为底的曲顶柱体的体积，从而导出在直角坐标系下将二重积分化为先后两次定积分进行计算的公式．

设（2.1）式的二重积分其积分区域为

D＝｛（x，y）∣y1
 （x）≤y≤y2
 （x），a≤x≤b｝

其中y1
 （x），y2
 （x）是闭区间［a，b］上的连续函数，如图5-3（a）．

[image: alt]


图5-3

如图5-3（b）所示，先求平面切片的面积，为此取点x0
 ∈［a，b］，作垂直于x轴的平面x＝x0
 去截曲顶柱体，截得的曲边方程为

[image: alt]


得一以区间y1
 （x0
 ）≤y≤y2
 （x0
 ）为底，z＝f（x0
 ，y）为高的曲边梯形，其面积可用定积分计算，即

[image: alt]


其中定积分的上、下限分别为区域D的上段边界与下段边界对应于横坐标为x0
 点处的纵坐标．当x0
 在［a，b］内变动时，其切片面积A（x0
 ）随x0
 的变化而变化，对于任意一点x∈［a，b］，都有

[image: alt]


应当指出，在求上述积分时，要将被积函数f（x，y）中的x看作是固定不动的数．按照已知平行截面面积求立体体积的公式，可知所求曲顶柱体的体积为

[image: alt]


另一方面，根据二重积分的几何意义，即

[image: alt]


由（2.2）与（2.3）得

[image: alt]


公式（2.4）是在f（x，y）≥0的条件下，利用几何直观方法得出的．一般地，只要f（x，y）在有界区域D上连续，就可证明（2.4）式是正确的．（2.4）的等号右端表达式称为累次积分，它是先对y积分再对x积分，也就是说把二重积分化为先后两次定积分进行计算，先固定x（视为常数），对y从y1
 （x）到y2
 （x）积分，然后再对x从a到b积分．

类似地，区域D的左右两部分边界的方程分别为x＝x1
 （y），x＝x2
 （y），c≤y≤d，于是D＝｛（x，y）∣x1
 （y）≤x≤x2
 （y），c≤y≤d｝其中x＝x1
 （y），x＝x2
 （y）在区间［c，d］上连续（图5-4），那么就有下面的二重积分计算公式

[image: alt]


[image: alt]


图5-4

这里表示先固定y对x计算由x1
 （y）到x2
 （y）的定积分，然后对y计算由c到d的定积分．

这两种不同的计算方法所求得的结果都是同一个曲顶柱体的体积，因此应当相同，即

[image: alt]


从而用累次积分计算二重积分时可交换积分次序，但注意在交换积分次序时，一般情况下其积分的上、下限将随之改变．

以上叙述中，将二重积分化为累次积分时，假定积分区域D为正规区域，即经过区域D内一点作平行于坐标轴的直线，则一般这一直线与区域D的边界的交点不超过两个．当平行坐标轴的直线与区域D的边界的交点多于两个时，可将区域D适当地分成若干个子区域（图5-5（a））．在每个子区域上的积分用（2.4）或（2.5）式进行计算，再将几个子区域上的积分值相加就可求得整个积分值．

[image: alt]


图5-5

如果积分区域D是一个各边均平行坐标轴的矩形区域（图5-5（b）），交换积分次序时其积分的上、下限不受影响．

[image: alt]


由于我们总是假定二重积分是存在的，因此在直角坐标系下用平行于坐标轴的直线将区域D分割成小矩形时，Δσ＝ΔxΔy，于是其面积元素dσ＝dxdy，从而二重积分在直角坐标系下也常记作[image: alt]


【例1】　将二重积分[image: alt]
 化为累次积分，其中积分区域D是由直线y＝x＋2和抛物线y＝x2
 所围成．

解　先画出积分区域D的图形，如图5-6，解方程组

[image: alt]


得交点坐标为（-1，1），（2，4）．

[image: alt]


图5-6

（1）将区域D投影到x轴，得投影区间［-1，2］，在（-1，2）内任取x，过x点作平行于y轴的直线穿过区域D，与D的边界交于两点，这两点中纵坐标大的就是y的上限，它是y＝x＋2，纵坐标小的就是y的下限，它是y＝x2
 ，即

D＝｛（x，y）∣x2
 ≤y≤x＋2，-1≤x≤2｝

于是可将二重积分化为先对y后对x的累次积分

[image: alt]


（2）如果改变累次积分次序，先对x后对y积分，就将区域D投影到y轴，得投影区间［0，4］，在（0，4）内任取y，过y点作平行于x轴的直线穿过区域D时，当y∈（0，1）与（1，4）时，其穿入点分别落在抛物线[image: alt]
 与直线x＝y－2上，因此须将区域D分成D1
 与D2
 ：

[image: alt]


于是

[image: alt]


显然，如果给定被积函数f（x，y），计算f（x，y）在该区域D上的二重积分时，一般选择先对y后对x积分计算较为方便．

【例2】　计算二重积分[image: alt]
 其中D是由直线y＝x，x＝2与曲线[image: alt]
 围合而成的平面区域．

解　如图5-7，根据积分区域D的特点，将区域D投影到x轴，并表示为

[image: alt]


于是

[image: alt]


[image: alt]


图5-7

【例3】　交换累次积分[image: alt]
 的积分次序．

解　这类题目的思路是先画出其积分区域D的图形，再交换其积分次序．根据所给二次积分，积分区域D可以表示为

[image: alt]


D的图形见图5-8，将区域D投影到y轴得［0，1］，在（0，1）上任取一点y，用平行于x轴的直线穿过区域D，穿入点A得横坐标[image: alt]
 穿出点B的横坐标为x＝y，即[image: alt]
 从而有

[image: alt]


[image: alt]


图5-8

有时将二重积分化为累次积分计算时，由于被积函数的原因，一种次序积容易得出，而另一种次序积分不容易得到．

【例4】　计算二重积分[image: alt]
 其中D是由y＝x和y＝x2
 围合而成的区域（图5-9（a））．

[image: alt]


图5-9（a）

【解】　若先对x后对y积分，将积分区域D表示为

[image: alt]


有

[image: alt]


求不出结果，因为不定积分[image: alt]
 的原函数不是初等函数．但先对y后对x积分，将积分区域D表示为

D＝｛（x，y）∣x2
 ≤y≤x，0≤x≤1｝

有

[image: alt]


[image: alt]


图5-9（b）

【例5】　证明：[image: alt]


证明　将左边的累次积分交换积分次序，其积分区域（图5-9（b））

D＝｛（x，y）∣0≤y≤x，0≤x≤a｝

如图5-9（b），将区域D投影到y轴，可表示为

D＝｛（x，y）∣y≤x≤a，0≤y≤a｝

于是

[image: alt]


5.2.2　二重积分在极坐标下的计算法

先回顾极坐标

设M（x，y）是平面上一点，记P是[image: alt]
 的长度，θ是从x轴到[image: alt]
 的转角（逆时针为正，顺时针为负），则

[image: alt]


可见点M也可用（ρ，θ）确定．

坐标线分别为：

ρ＝常数，即以原点为圆心的圆；

θ＝常数，即从原点出发的射线．

极坐标与直角坐标关系

[image: alt]


从而x2
 ＋y2
 ＝ρ2


[image: alt]


常见曲线极坐标表示

圆　x2
 ＋y2
 ＝R2
 ——ρ＝R

　　（x－a）2
 ＋y2
 ＝R2
 ，即x2
 ＋y2
 ＝2Rx——ρ＝2Rcosθ（图5-10（a））

　　x2
 ＋（y－a）2
 ＝R2
 ，即x2
 ＋y2
 ＝2Ry——ρ＝2Rsinθ（图5-10（b））

注意：将x，y用（*）式代入方程，就可从直角坐标化成极坐标方程了．

心形线：ρ＝a（1＋cosθ）（a＞0）（图5-10（c））

双纽线：ρ2
 ＝a2
 cos2θ（（x2
 ＋y2
 ）2
 ＝a2
 （x2
 －y2
 ））（图5-10（d））

阿基米德螺线：ρ＝aθ（a＞0）（图5-10（e））

在有些问题中，由于被积函数与积分区域特点的不同，其二重积分利用直角坐标系来计算往往很困难，而用极坐标系来计算则比较简单．下面讨论在极

[image: alt]


图5-10

坐标系下如何将二重积分化为累次积分．

假定积分区域D的边界与过极点的射线交点不多于两个，被积函数f（x，y）在区域D上是连续的．我们用两族曲线：θ为常数与ρ为常数，即一族射线与一族圆心在极点的同心圆，将区域D分割成n个子区域，第i个子区域的面积Δσi
 为（如图5-11所示，将子区域近似看成矩形）

Δσ≈ρΔρΔθ

为简单起见，以下下标i都省略不写，则

[image: alt]


其中d是所有子区域的直径最大者，即d＝max｛di
 ｝．（2.7）式就是将直角坐标系下的二重积分变换为极坐标系下的二重积分的公式，其中dσ＝ρdρdθ称为极坐标系下的面积元素．积分区域D在极坐标系下的联立不等式表示为

D＝｛（ρ，θ）∣ρ1
 （θ）≤ρ≤ρ2
 （θ），α≤θ≤β｝

于是

[image: alt]


[image: alt]


图5-11

（2.8）式就是二重积分在极坐标系下先对ρ后对θ的一个累次积分公式，其中α，β分别是紧贴区域D边界的两条射线的极角（α＜β）．

将二重积分化为极坐标系下的累次积分，步骤可概括为：

第一步：把被积函数f（x，y）中的x，y用极坐标变换x＝ρcosθ，y＝ρsinθ代入；

第二步：把面积元素换为ρdρdθ，即dσ＝ρdρdθ；

第三步：确定累次积分的上、下限，即积分区域D如何在极坐标系下用联立不等式表示出来，这是化累次积分的关键．下面我们分三种情况将区域D用极坐标表示出来（取积分次序为先ρ后θ，即边界曲线ρ用θ表示）：

（1）极点在区域D的内部（图5-12（a）），设D的边界曲线极坐标方程为ρ＝ρ（θ），则

D＝｛（ρ，θ）∣0≤ρ≤ρ（θ），0≤θ≤2π｝

[image: alt]


图5-12

如区域D为圆域x2
 ＋y2
 ≤a2
 ，此时D边界的极坐标方程为ρ＝a，从而

D＝｛（ρ，θ）∣0≤ρ≤a，0≤θ≤2π｝

（2）极点在区域D的边界上（图5-12（b）），从极点作两条紧贴区域D边界的射线，其对应的倾角分别为α，β（α＜β），D的边界曲线的极坐标方程为ρ＝ρ（θ），则

[image: alt]


如D为圆域x2
 ＋y2
 ≤2ax，此时D边界的极坐标方程为ρ＝2acosθ，从而

[image: alt]
 （图5-13（a））

又如D为圆域x2
 ＋y2
 ≤2ay，此时D边界的极坐标方程为ρ＝2asinθ，从而

D＝｛（ρ，θ）∣0≤ρ≤2asinθ，0≤θ≤π｝（图5-13（b））

（3）极点在区域D外部（图5-12（c）），从极点作两条紧贴区域D边界的射

[image: alt]


图5-13

线，其对应的倾角分别为α，β（α＜β），这两条射线把D的边界曲线分为两部分CEB和CFB，在α与β之间作一条射线OEF，它与曲线CEB和CFB的交点的极坐标分别为ρ1
 （θ）与ρ2
 （θ）（设ρ1
 （θ）＜ρ2
 （θ）），则

[image: alt]


其中ρ1
 （θ）与ρ2
 （θ）就是曲线CEB的极坐标方程ρ＝ρ1
 （θ）与曲线CFB的极坐标方程ρ＝ρ2
 （θ），比如D为扇形域：a2
 ≤x2
 ＋y2
 ≤b2
 ，且x≥0，y≤x，此时

[image: alt]
 （图5-13（c））

【例6】　计算二重积分[image: alt]
 其中D为圆域x2
 ＋y2
 ≤R2
 ．

解　如图5-14（a），积分区域D在极坐标系下表示为

D＝｛（ρ，θ）∣0≤ρ≤R，0≤θ≤2π｝

则二重积分化为极坐标系下的累次积分，有

[image: alt]


根据二重积分的几何意义，此积分表示半径为R的上半球的体积，因而可知半径为R的球体体积为[image: alt]


【例7】　计算[image: alt]
 其中D：x2
 ＋y2
 ≥x，x2
 ＋y2
 ≤2x．

解　如图5-14（b），积分区域D在极坐标系下表示为

[image: alt]


则二重积分化为极坐标系下的累次积分有

[image: alt]


图5-14

[image: alt]


注意：直角与极坐标计算二重积分适用的范围：

直角：D为矩形、三角形、任意形区域等．

极坐标：D为圆、圆环、扇形区域等．

[image: alt]


【例8】　（1）计算[image: alt]
 其中D为圆域x2
 ＋y2
 ≤R2
 ；

（2）证明[image: alt]


解　（1）如图5-14（a），区域D在极坐标系下可表示为

D＝｛（ρ，θ）∣0≤ρ≤R，0≤θ≤2π｝

则

[image: alt]


注意：若将此积分化为直角坐标系下的累次积分，会遇到积不出来的积分[image: alt]


（2）证明如图5-15，取R1
 ＜a＜R2
 ，并考虑正方形区域D

D＝｛（x，y）∣-a≤x≤a，-a≤y≤a｝

[image: alt]


图5-15

将正方形区域夹在以R1
 ，R2
 为半径的圆域之间．由于[image: alt]
 于是

[image: alt]


由（1）的计算结果知

[image: alt]


而

[image: alt]


则

[image: alt]


令R1
 →＋∞，于是a→＋∞，R2
 →＋∞，由极限的夹逼准则，得

[image: alt]


即　　[image: alt]


又因为e－x2

 为偶函数，故

[image: alt]


这个广义积分称为泊松（Poisson）积分，在概率论与数理统计中有重要应用．

5.3　三重积分

定义　设Ω是空间有界闭区域G，函数f（P）＝f（x，y，z），（x，y，z）∈G，f（x，y，z）是G上连续或分块连续函数，则积分

[image: alt]


称为f（x，y，z）在空间区间G上的三重积分．

二重积分与三重积分统称为重积分．

当f（x，y，z）≡1时，[image: alt]
 空间区域G的体积．

5.3.1　三重积分在直角坐标系下的计算法

在空间直角坐标系中，可以用平行于坐标平面的平面把积分区域G分割成小长方体，这时Δυ＝ΔxΔyΔz，因而在直角坐标系下的体积元素为dυ＝dxdydz，三重积分也可记作

[image: alt]


像二重积分一样，三重积分也可以化为累次积分来计算．

[image: alt]


图5-16

设经过G内任意一点作平行于z轴的直线与区域G的边界曲面的交点不超过两点，把G投影到xOy平面，得到一个平面闭区域D（图5-16），以D的边界曲线为准线，作母线平行于z轴的柱面，它与G的交线将G的表面分成上下两部分，它们的方程为z＝z2
 （x，y），z＝z1
 （x，y），其中z1
 （x，Y）与Z2
 （x，y）都是连续函数．由D内任意一点（x，y）作与z轴平行的直线，便于G的下部分及上部分曲面分别相交于竖坐标为z1
 （x，y），z2
 （x，y）的两点，则有

G＝｛（x，y，z）｜z1
 （x，y）≤z≤z2
 （x，y），（x，y）∈D｝

这时三重积分化为

[image: alt]


即为了计算三重积分，只要将被积函数f（x，y，z）中的x，y先视为常数，对变量z在区间［z1
 （x，y），z2
 （x，y）］上求积分，积分的结果是x，y的二元函数，对此函数在区域D上再求一次二重积分，又若

D＝｛（x，y）｜y1
 （x）≤y≤y2
 （x），a≤x≤b｝

其中y＝y1
 （x），y＝y2
 （x）分别为区域D的左右两边界曲线方程，则

G＝｛（x，y，z）｜z1
 （x，y）≤z≤Z2
 （x，y），y1
 （x）≤y≤y2
 （x），a≤x≤b｝于是三重积分可化为如不形式的累次积分

[image: alt]


要是想先对x积分，那么只要将区域G投影到yOz平面就好了．积分的结果总是一样的，由于累次积分的次序是可以交换的，只是应该选择便于计算的积分次序．

【例1】　求[image: alt]
 ，其中G是由平面x＝0，y＝0，z＝0及x＋y＋Z＝1所围成的区域．

解　如图5-17（a），先对z积分，上下限分别是z＝1－x－y与z＝0，即

[image: alt]


其中区域D是由直线x＝0，y＝0，x＋y＝1所围成的，最后一条直线就是平面z＝1－x－y与z＝0的交线．因此

D＝｛（x，y）｜0≤y≤1－x，0≤x≤1｝

[image: alt]


[image: alt]


图5-17

【例2】　计[image: alt]
 ，其中G是上半球面[image: alt]
 与z=0所围成的区域．

解　如图5-17（b），将G投影到xOy平面，得投影区域D为圆域x2
 ＋y2
 ≤R2
 ，先对z积分，z的变化范围是从z＝0到[image: alt]
 由公式（3.2）可知

[image: alt]


这个二重积分采用极坐标计算较为方便，此时

[image: alt]


于是

[image: alt]


有时，计算三重积分，也可以先求一个二重积分，再求一个定积分，即有下述公式

设空间区域

G＝｛（x，y，z）｜（x，y）∈Dz
 ，c1
 ≤z≤c2
 ｝

其中Dz
 是平行于xoy面的横截面区域（见图5-18（a））

则　　[image: alt]


注意：当f（x，y，z）仅是z的函数，且Dz
 面积易求时，用此公式计算三重积分极佳．

【例3】　求[image: alt]
 其中G是椭球[image: alt]


解　G可表示成[image: alt]
 （如图5-18（b）），由公式可知．

[image: alt]


因为椭圆Dz
 ：[image: alt]
 的面积

[image: alt]


从而　[image: alt]


[image: alt]


图5-18

5.3.2　三重积分在柱面坐标系下的计算法

设P（x，y，z）为空间中的一点，它在xOy平面上的投影点P′的直角坐标为（x，y），若用其极坐标（ρ，θ）来表示P′，则有序数组（ρ，θ，z）可确定P点的位置，称为P点的柱面坐标（图5-19（a）），其中ρ，θ，z的变化范围是

0≤ρ＜＋∞，0≤θ≤2π（或－π≤θ≤π），－∞＜z＜＋∞

显然，P（x，y，z）的直角坐标与柱面坐标有以下关系

[image: alt]


图5-19

x＝ρcosθ，y＝ρsinθ，z＝z

当ρ，θ，z分别取常数值，得

ρ＝常数，表示以z轴为中心轴的圆柱面；

θ＝常数，表示经过z轴半平面；

z＝常数，表示平行于xOy平面的平面．

在柱面坐标系下，用这三族曲面分割积分区域G，所得的一般小区域（图5-19（b））的体积可近似地看成底面积为ρdρdθ，高为dz的长方体的体积，于是

ΔV≈ρdρdθdz

于是，在柱面坐标系中的体积元素为dV＝ρdρdθdz，又由于

f（x，y，z）＝f（ρcosθ，ρsinθ，z）

故有　[image: alt]


上式右端的被积函数f（ρcosθ，ρsinθ，z）ρ是ρ，θ，z的函数．设平行于z轴的直线与区域G的边界最多只有两个交点，记G在xOy平面上的投影区域为D，区域G关于xOy平面的投影柱面将G的边界分成上下两部分，其方程分别为

z＝z2
 （ρ，θ），z＝z1
 （ρ，θ）

其中z（ρ，θ）事实上即为将G的边界方程z＝z（x，y）中的x，y用极坐标变换代入所得，又设D可由极坐标系表示为

D＝｛（ρ，θ）｜ρ（θ）≤ρ≤ρ2
 （θ），α≤θ≤β｝

可将三重积分化为柱面坐标系下的累次积分

[image: alt]


可以看出，按柱面坐标的（3.5）式计算三重积分，就是对变量z采用直角坐标进行积分，然后采用极坐标计算平面区域D上的二重积分．在例2中我们就是这样做的．例2中的积分直接化为柱面坐标下的累次积分为

[image: alt]


【例4】　计算[image: alt]
 其中G由抛物面z＝x2
 ＋y2
 及平面z＝1围合而成的区域．

[image: alt]


图5-20

解　如图5-20，平面z＝1与抛物面z＝x2
 ＋y2
 的交线方程为

[image: alt]
 或[image: alt]


于是G在xOy平面上的投影区域D为圆域x2
 ＋y2
 ≤1，采用柱面坐标来计算．G在柱面坐标下可表示为

G＝｛（ρ，θ，z）｜0≤ρ≤1，0≤θ≤2π，ρ2
 ≤z≤1｝

故　　[image: alt]


5.3.3　三重积分在球面坐标系下的计算法

设P（x，y，z）为空间直角坐标系中的一点，设r为有向线段[image: alt]
 的长度，θ为从z轴正向看自x轴正向按逆时针方向转到[image: alt]
 的角，φ为[image: alt]
 与z轴正向的夹角，则P点的位置也可用r，θ，φ三个数来确定，这三个数组成的有序数组（r，θ，φ）称为P点的球面坐标．它们的变化范围分别是

0≤r＜＋∞，0≤θ≤2π（或－π≤θ≤π），0≤φ≤π

如图5-21（a），可知点P的直角坐标与球面坐标之间的关系为

[image: alt]


分别令r，θ，φ取常数值，得

r＝常数，表示球心为原点的球面；

θ＝常数，表示过z轴半平面；

φ＝常数，表示定点在原点，z轴为对称轴的圆锥面．

用上述三族曲面分割区域G，所得一般小区域（如图5-21（b）所示）的体积

[image: alt]


图5-21

近似地表示为经线方向的长为rdφ，纬线方向的宽为rsinφdθ，向径方向的高为dr的长方体的体积，于是

ΔV≈rsinφΔθ·rΔφΔr

于是，在球面坐标系下的体积元素dV＝r2
 sinφdrdθdφ，

又由于

f（x，y，z）＝f（rsinφcosθ，rsinφsinθ，rcosφ）

故有[image: alt]


注意：这里x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝r2
 sin2
 φ（cos2
 θ＋sin2
 θ）＋r2
 cos2
 φ＝r2
 ．

（3.6）式右边可化为球面坐标系下的累次积分进行计算，积分次序常用的是先对r，再对φ最后对θ积分，但具体要根据积分区域G的具体情况而定．如G为球体x2
 ＋y2
 ＋z2
 ≤R2
 ，其在球面坐标系下可表示为

G＝｛（r，θ，φ）｜0≤r≤R，0≤φ≤π，0≤θ≤2π｝

又如G为球体x2
 ＋y2
 ＋z2
 ≤2Rz（如图5-22（a）所示），在球面坐标系下可表示为

[image: alt]


注意：由直角坐标与球面坐标之间关系

x＝rsinφcosθ，y＝rsinφcosθ，z＝rcosφ

从而　　x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝2Rz，

换成球面坐标为　　r2
 ＝2Rrcosφ

即　　r＝2Rcosφ

一般地，当被积函数中含有x2
 ＋y2
 ＋z2
 ，而积分区域G为球形区域或球锥形区域时，常采用球面坐标系来计算其三重积分．

【例5】　计算[image: alt]
 其中G由球面x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝2z与锥面[image: alt]
 所围区域．

解　如图5-22，区域G在球面坐标系下表示为

[image: alt]


于是

[image: alt]


[image: alt]


图5-22

注意：圆锥面[image: alt]
 在球面坐标下方程

rcosφ＝rsinφ

从而　　[image: alt]


5.4　重积分的应用

5.4.1　空间立体的体积

根据二重积分的几何意义，当f（x，y）≥0时，[image: alt]
 表示以曲面z＝f（x，y）为顶，D为底的曲顶柱体的体积，从而可利用二重积分求由曲面所围成的立体体积．

【例1】　求由锥面[image: alt]
 与抛物面z＝6－x2
 －y2
 所围成的区域G的体积．

解　作G的草图，如图5-23所示，可见此立体可看成两个曲顶柱体体积之差．下面求其体积．

先求两曲面交线在xoy面上投影，

从　　[image: alt]


中消去z，z＝6－z2
 ，（z＋3）（z－2）＝0，得z＝2，而x2
 ＋y2
 ＝4，从而得积分区域D：x2
 ＋y2
 ≤4，于是所求立体体积为：

[image: alt]


利用极坐标计算

[image: alt]


也可以用三重积分来计算空间区域G的体积，当f（x，y，z）≡1时，[image: alt]
 的体积．

[image: alt]


图5-24

【例2】　区域G由球面x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝1和球面x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝4及圆锥面[image: alt]
 围合而成，且位于圆锥面内部，求区域G的体积．

解　如图5-24，用球面坐标来计算，G在球面坐标下可表示为

[image: alt]


故所求区域G的体积为

[image: alt]


5.4.2　曲面的面积

设曲面S在xOy平面上的投影区域为Dxy
 ，曲面方程为z＝f（x，y），（x，y）∈Dxy
 ，其中z在Dxy
 上连续，且具有连续的偏导数f′x
 （x，y），f′y
 （x，y）．又设曲面与平行于z轴的直线至多有一个交点（图5-25）．求曲面S面积．

用曲线网将区域Dxy
 任意分成n个小块，任取其中的一小块Δσ（Δσ的面积仍记作Δσ），在小区域Δσ上任取一点P（x，y），相应地曲面S上有一点M（x，y，f（x，y）），P点为曲面上的M点在xOy平面上的投影，在M点作曲面S的切平面π，以小区域Δσ的边界为准线，作母线平行于z轴的柱面．此柱面在曲面S上截下一块ΔS（其面积仍记为ΔS），又在切平面π上截下一块ΔA（其面积仍记为ΔA），于是小块曲面ΔS的面积近似等于小块平面ΔA的面积，即ΔS≈ΔA．

[image: alt]


图5-25

曲面S在M点处切平面的法向量为

[image: alt]


此法向量与z轴正向夹角的方向余弦为

[image: alt]


注意Δσ为ΔA在xOy平面上的投影，因而它们的面积有以下关系：

[image: alt]


于是，曲面S的面积为

[image: alt]


故得曲面S的面积公式为

[image: alt]


其中[image: alt]
 称为曲面的面积元素．

同理，若曲面S：y＝h（x，y）单值函数，（x，z）∈Dxz
 （Dxz
 是曲面S在xoz面上投影），则S的面积可表示成

[image: alt]


（请同学们写出，若S：x＝g（y，t）时，S面积的表示式）．

【例4】　求球面x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝4a2
 含在柱面x2
 ＋y2
 ＝2ay内部的面积．

解　如图5-26所表示的面积为所要求面积的一半．

[image: alt]


图5-26

从上半球面方程[image: alt]
 得

[image: alt]


可见Dxy
 ：x2
 ＋y2
 ≤2ay

则所求曲面的面积为

[image: alt]


（*）是由于所求面积为第一卦限部分面积的4倍．


*
 5.4.3　物理应用

1．非均匀物体的质量

设有形状为区域G的物体，在物体内每一点P处的密度为μ（P），现求物体的质量．

将区域G分割成许多子区域ΔVi
 ，如图5-27，当子区域ΔVi
 的直径di
 很小时，可把它的密度看成是处处相同，以ΔVi
 上某一点Pi
 处的密度μ（Pi
 ）作为它的密度，此时小块ΔVi
 的质量ΔMi
 可近似地表示为

[image: alt]


[image: alt]


图5-27

物体总质量的近似公式为

[image: alt]


当各子区域ΔVi
 中的直径最大者趋于0，上式右端的极限值即为物体的质量，即

[image: alt]


【例5】　球体x2
 ＋y2
 ＋z2
 ≤2az中各点的密度与该点到坐标原点的距离成正比，比例系数为k，求球体的质量．

解　密度函数[image: alt]


则所求的质量

[image: alt]


化为球面坐标系下的累次积分，G可以表示为

[image: alt]


则

[image: alt]


2．物体的重心

设在xOy平面上有质量分别为m1
 ，m2
 ，…，mn
 的n个质点组成的质点系，各质点的坐标分别为（x1
 ，y1
 ），（x2
 ，y2
 ），…，（xn
 ，yn
 ），将该质点系关于y轴及x轴的静力矩记为My
 ，Mx
 ，则有

[image: alt]


由物理学中的力矩平衡原理可知，该质点系重力合力的作用点就是质点系的重心，其坐标记为[image: alt]
 从而有

[image: alt]


则质点系的重心坐标为

[image: alt]


若有一块质量分布不均匀的平板，其形状为平面区域D，密度为μ（P），求这块平板的重心．

[image: alt]


图5-28

现先求平板关于y轴与x轴的静力矩．将区域D分成许多子域Δσi
 ，如图5-28，当每个子域的直径很小时，把子域近似地看作是质量均匀的，并以μ（Pi
 ）作为子域Δσi
 的密度，于是Δσi
 的质量可近似地表示为

ΔMi
 ≈μ（Pi
 ）Δσi


静力矩可近似地表示为

ΔMy
 ≈μ（Pi
 ）Δσi
 ·xi
 ，　ΔMx
 ≈μ（Pi
 ）Δσi
 ·yi


从而平板的静力矩为

[image: alt]


平板的重心坐标[image: alt]
 有

[image: alt]


关于空间物体求重心的方法与上面类似，设物体位于空间区域G，密度为μ（x，y，z），其重心为[image: alt]
 则有

[image: alt]


【例6】　求由圆x2
 ＋y2
 ＝x外部与圆x2
 ＋y2
 ＝2x内部围合而成的均质（面密度μ为常数）薄板的重心．

解　均质物体的重心只与其几何形状有关，又称为几何形心，设该薄片的重心坐标为[image: alt]
 如图5-29，因薄片所在的平面区域D对称于x轴，面密度μ（x，y）为常数，故其重心（形心）在x轴上，于是[image: alt]


由（4.3）式，有

[image: alt]


[image: alt]


图5-29

S为区域D的面积，可知[image: alt]
 又

[image: alt]


得[image: alt]


即所求薄片的重心坐标为[image: alt]


【例7】　求均匀半球体的形心．

解　设半球体球心为原点，半径为R，所占空间区域G为[image: alt]
 它位于xOy平面上方，且关于z轴对称．由于半球体是均匀的，其形心坐标[image: alt]
 中的[image: alt]
 只要求[image: alt]
 因半球的体积[image: alt]
 而

[image: alt]


所以由公式（4.4）可知　[image: alt]


即均匀半球的形心坐标为[image: alt]


3．水桶的容水量

【例8】　某容器上有一只圆柱形的无盖水桶，桶高6cm，半径1cm．在桶壁上钻有两个小孔用于安装支架，使水桶可以自由倾斜．两个小孔距桶底2cm，且两孔连线恰为直径，水可以从两个小孔向外流出．当水桶以不同角度倾斜放置且没有水流出时，这只水桶最多可装多少水？

解　如图5-30，建立直角坐标系，两孔位置分别为A（1，0，2），B（－1，0，2）．M为圆柱的母线CD上的任意一点，其坐标为（0，1，t），其中t是参数．

[image: alt]


图5-30

设当水桶倾斜时，水平面恰好经过A，B，M三点，此平面的方程为

[image: alt]


整理得z＝（t－2）y＋2，由于z≥0，从而[image: alt]
 水桶容量为圆柱位于水平面下方的体积，故

[image: alt]


根据定积分中的变限积分求导数方法，有

[image: alt]


由于当2＜t＜4时，V′（t）＜0，而当4＜t＜6，V′（t）＞0，可知在驻点t＝4处，V（t）取到极小值，从而V（t）的最大值只能在t＝2或t＝6处取得．经计算可知

[image: alt]


即当t＝6时，水桶的容量最大，其最大容量为[image: alt]


5.5　曲线积分

5.5.1　对弧长的曲线积分

定义　设Ω是xOy平面中的一段可求长的曲线L，f（P）＝f（x，y），（x，y）∈L，f（x，y）是曲线L上的连续函数或分段连续函数，则积分

[image: alt]


称为f（x，y）在曲线L上对弧长的曲线积分或第一类曲线积分．

对弧长的曲线积分在物理上表示为：曲线型细棒L上分布有线密度为f（x，y）的物质，∫L
 f（x，y）dι即为该细棒的质量．

当[image: alt]
 时，∫L
 dl＝曲线L的长度．

计算　对弧长的曲线积分可用“代入法”化成定积分求值．下面给出计算公式，证明略．

（1）参数方程　[image: alt]


其中φ（t），φ（t）在［α，β］上有一阶连续导数，（φ′（t））2
 ＋（φ′（t））2
 ≠0，f（x，y）在L上连续，则

[image: alt]


此公式表明，只要将x，y，dι依次用φ（t），φ（t），[image: alt]
 （弧微分[image: alt]
 ）代入，再积分就行了．

注意：因为dι＞0，而[image: alt]
 故dt＞0，从而定积分的下限α一定小于上限β．

（2）直角坐标方程：L：y＝h（x）（a≤x≤b）．

可把它看成特殊的参数方程，如取x为参数．

[image: alt]


则　　[image: alt]


同理L：x＝g（y）（c≤y≤d）．

可取y为参数[image: alt]


则　　[image: alt]


（3）空间曲线[image: alt]


则[image: alt]


【例1】　计算∫L
 xdι．

（1）L是抛物线y＝x2
 从原点O到点B（1，1）间的一段弧；

（2）L是由折线OAB组成，A点坐标为（1，0），B点坐标为（1，1）．

解　如图5-31，为积分路径L的图形．

[image: alt]


图5-31

（1）L：y＝x2
 ，x∈［0，1］，将曲线积分∫L
 xdι化为定积分

由于　[image: alt]


故　[image: alt]


（2）折线OAB由线段[image: alt]
 和[image: alt]
 组成．

在[image: alt]
 上，y＝0，dι＝dx，x∈［0，1］；

在[image: alt]
 上，x＝1，dι＝dy，y∈［0，1］．故

[image: alt]


此例说明，对于弧长的曲线积分，当曲线L的起点终点固定时，其积分值一般随积分路径的不同而不同．

【例2】　计算∫L
 （x＋y）dι，其中L是x2
 ＋y2
 ＝1的上半圆周．

解　如图5-32，设上半圆周的参数方程为x＝cost，y＝sint，t∈［0，π］，此时

[image: alt]


[image: alt]


图5-32

从而曲线积分化为定积分

[image: alt]


【例3】　计算∫L
 xyzdι，其中L是圆柱螺线x＝cost，y＝sint，z＝t上的一段，0≤t≤2π．

解　此时[image: alt]
 从而曲线积分化为定积分

[image: alt]


5.5.2　对坐标的曲线积分

现在我们来考虑场力沿曲线的做功问题．所谓场力是指区域上的每一点，按一定的规律都对应有一个力．

设有一质点处于一平面场力作用下，平面场力为

[image: alt]


其中P（x，y），Q（x，y）都是连续函数，质点沿平面曲线L从A点移动到B点，求场力[image: alt]
 对质点所做的功（图5-33）．

在AB弧段上自点A到点B依次插入分点A＝A0
 （x0
 ，y0
 ），A1
 （x1
 ，y1
 ），…，An
 （xn
 ，yn
 ）＝B将曲线分成n个小弧段，记Δxi
 ＝xi＋1
 －xi
 ，Δyi
 ＝yi＋1
 －yi
 ，则Δxi
 ，Δyi
 为小弧段Διi
 分别在x轴、y轴上的投影．联结相邻的两个分点，作曲线L的内接折线．

由于Ai
 Ai＋1
 的长度很小，以Ai
 点处的场力

[image: alt]


沿直线段[image: alt]
 所做的功，代替场力沿Ai
 Ai＋1
 所做的功ΔWi
 （如图5-33所示），由于

[image: alt]


[image: alt]


图5-33

于是ΔWi
 近似地表示为

[image: alt]


从而场力沿曲线L从A点到B点所做的功W的近似值为

[image: alt]


记λ为所有n个小弧段长度最大者，则当λ→0时，和式的极限即为所求的功

[image: alt]


定义　设AB是xOy平面上的有向曲线段，记作L.P（x，y）是L上的连续函数，由A到B将L任意分成n个小弧段Διi
 ，各有向子弧段在x轴上的投影为Δxi
 ，在每个子弧段上任意取一点（xi
 ，yi
 ），作积分和式

[image: alt]


当最大子弧段的长度λ→0时，若上式极限存在，则称此极限值为函数P（x，y）沿曲线L从A点到B点的关于坐标x的曲线积分或第二类曲线积分，记作

∫L
 P（x，y）dx或[image: alt]


即

[image: alt]


同样可定义函数Q（x，y）沿曲线L从A点到B点的关于坐标y的曲线积分

[image: alt]


注意：从定义可见，对坐标曲线积分不包含在前面提到的点函数积分范围内．

由定义，上述场力所做的功可表示为

[image: alt]


注意：对坐标的曲线积分的值与曲线的方向有关，这是因为在上述的定义中，若L的方向改变为由B点到A点，则Δxi
 ，Δyi
 要改变符号，即有

[image: alt]


一般地说L-
 是L的反向曲线弧．

计算　对坐标的曲线积分也可用“代入法”化成定积分求值．下面给出计算公式，证明略．

（1）参数方程[image: alt]


其中当t单调地由α变到β时，点M（x，y）从L的起点A沿L运动到终点B，φ′（t），ψ′（t）连续，（φ′（t））2
 ＋（ψ′（t））2
 ≠0，P（x，y，），Q（x，y）在L上连续，则

[image: alt]


此公式表明只要将x，y，dx，dy依次用φ（t），ψ（t），φ′（t）dt，ψ′（t）dt代入，再积分就行了．

注意：此定积分中，下限与起点对应，上限与终点对应，而不要求下限小于上限．这是两类曲线积分化成定积分求值的区别．

（2）直角坐标方程L：y＝h（x），x：a→b

将L看作参数方程：[image: alt]


则　[image: alt]


其中a对应L的起点，b对应L的终点．

对L：x＝g（y）的情形请同学们动手写出公式．

（3）空间曲线L：φ（t），y＝ψ（t），z＝w（t），t：α→β

[image: alt]


【例4】　计算[image: alt]
 其中L＝AB，A（1，1），B（－1，1）．

[image: alt]


（1）L：从A沿y＝x2
 到B；

（2）L：从A沿直线到B．

解　（1）取x为参数，[image: alt]


则　[image: alt]


另一求法：取y为参数，[image: alt]
 L＝AO＋OB

[image: alt]


则　[image: alt]


（2）L：y＝1，取x为参数，[image: alt]


则　　[image: alt]


此例说明一般情况下，对坐标的曲线积分其积分值也会随积分的路径不同而不同．

对于平面封闭曲线，其方向经常用逆时针或顺时针等标明，也常称封闭曲线的所谓正向，即当人沿封闭曲线的一个方向前进时，若曲线所围的区域总在人的左手一侧，如图5-35．记“∮”表示沿封闭曲线的曲线积分．

[image: alt]


图5-35

【例5】　计算[image: alt]
 其中L是沿圆周x2
 ＋y2
 ＝a2
 的正向．

解　圆周的参数方程为x＝acost，y＝asint，沿正向一周t：0→2π．

从而　[image: alt]


【例6】　设有一质量为m的质点，在重力mg的作用下，沿铅直平面内一条从A（x0
 ，y0
 ）到B（x1
 ，y1
 ）的光滑曲线L移动，求重力对质点所做的功．

解　取坐标系如图5-36，则重力[image: alt]
 在x轴、y轴上的投影分别为P（x，y）＝0，Q（x，y）＝－mg，曲线L的参数方程为x＝x（t），y＝（t），在A点的t为α，B点的t为β，故重力沿L从A点到B点所做的功为

[image: alt]


[image: alt]


图5-36

此结果表明，重力场力所做的功只与质点移动的起点和终点的位置有关，而与移动的路径无关．

下面讲一下两类曲线积分关系．

设L＝AB是有向曲线，P（x，y），Q（x，y）在L上连续，则两类曲线积分之间有如下联系：

∫L
 Pdx＋Qdy＝∫L
 （Pcosα＋Qcosβ）dι

其中cosα，cosβ是L在点（x，y）处切向量的方向余弦（沿L方向）．

事实上：设[image: alt]


则L在点M（x，y）处切向量[image: alt]
 （不妨设α＜β，则[image: alt]
 的方向与L走向一致），从而在点M方向余弦

[image: alt]


由对弧长曲线积分计算公式可得：

[image: alt]


最后指出，两类曲线积分也可用向量来表示．如，记

[image: alt]


其中dx＝cosαdι，dy＝cosβdι是dι在x，y轴上投影（称为有向曲线元），则两类曲线积分关系可表示为

[image: alt]


在物理等课程中，常常将曲线积分用向量来表示．

其中dx＝cosαdι，dy＝cosβdι是弧长元素dι（沿切向量[image: alt]
 方向）．

5.5.3　格林公式

我们介绍曲线积分与二重积分之间的联系，也就是讨论平面区域上的二重积分与沿这个区域边界的曲线积分间的关系．

格林定理　设D是平面有界闭区域，其边界L为光滑或分段光滑曲线，函数P（x，y），Q（x，y）在D上连续并有连续的一阶偏导数，则有公式

[image: alt]


（5.10）式右边是沿封闭曲线L的正向取的曲线积分．此公式称为格林公式．

证　先假定曲线L与平行于坐标轴的直线的交点不多于两个，作区域D及其边界曲线L的图形，并标出L的正方向，如图5-37．

将（5.10）式左边的积分写成两个二重积分之差的形式，即

[image: alt]


只须证明

[image: alt]


即可．我们只证

[image: alt]


另一个式子可以完全类似地证明．

由于[image: alt]
 在区域D上连续，按照二重积分化为累次积分的方法，将[image: alt]
 化为先对y后对x的积分

[image: alt]


[image: alt]


图5-37

另一方面，根据曲线积分化为定积分的方法有

[image: alt]


即　　[image: alt]


[image: alt]


图5-38

若曲线L与平行于坐标轴地直线交点多于两个时，如图5-38．可引进几条平行于坐标轴的辅助直线，将区域分成若干个子区域，使每个子区域的边界（除去辅助直线外）与平行坐标轴的直线的交点不超过两个，则可以证明格林公式对这样的区域D仍然正确．以图5-38情形为例，则

[image: alt]


其中在辅助直线上的积分，由于方向相反，互相抵消了．

下面我们举几个运用格林公式计算曲线积分的例子．

【例7】　计算[image: alt]
 其中L是沿圆周x2
 ＋y2
 ＝a2
 的正向闭路．

解　利用格林公式．这里　P＝x2
 y，Q＝－xy2
 ，[image: alt]


所以　[image: alt]


其中D为x2
 ＋y2
 ≤a2
 ．将二重积分化为极坐标下的累次积分，得

[image: alt]


【例8】　计算[image: alt]
 其中L从点A（2，0）沿上半圆[image: alt]
 到点O（0，0）．

解　如图5-39，做辅助线[image: alt]
 并与AO组成一条正向封闭曲线，设所围成得平面区域为D，于是

[image: alt]


[image: alt]


图5-39

由格林公式，有

[image: alt]


又在线段[image: alt]
 上，其方程为y＝0，x：0→2，于是

[image: alt]


故得

[image: alt]


【例9】　设平面上有界闭区域D的正向边界曲线为L，试证：面积公式

[image: alt]


并以此公式计算半轴长分别为a，b的椭圆面积．

证　在格林公式[image: alt]
 中，特别地取P＝－y，Q＝x，得

[image: alt]


即

[image: alt]


设椭圆的参数方程为x＝acost，y＝asint，t：0→2π，得椭圆面积

[image: alt]


5.5.4　平面上曲线积分与路径无关的条件

从定义我们知道，曲线积分的值除了与被积函数有关外，还与其积分的路径有关，即当起点与终点固定时，不同的路径，曲线积分的值是不同的，如例4．而例6说明，在重力场中，一质点在重力的作用下由A点移动到B点所做的功与路径无关．

【例10】　计算曲线积分[image: alt]
 其中L沿三条不同的路径L1
 ，L2
 ，L3
 ，其中L1
 是一条折线，由（0，0）沿x轴到（1，0），再沿直线x＝1到（1，1）；L2
 是一条直线，由（0，0）沿y＝x到（1，1）；L3
 是抛物线y＝x2
 ，由（0，0）到（1，1）．

解　如图5-40，容易计算

[image: alt]


我们不禁要问：是否沿其他任何路径从（0，0）到（1，1），此积分值仍为[image: alt]
 若是，此积分就与路径无关了．但是我们不可能对所有的路径一一验算．因此，问题就转换成：究竟在什么条件下曲线积分

[image: alt]


才与路径无关？

为了回答这一问题，我们先来说明两个有关的概念．首先我们引入一个同曲线积分与路径无关等价说法．

[image: alt]


图5-40

设曲线积分

[image: alt]


在区域D内与路径无关，即在D内任作两条不相交的路径AmB，AnB联结A与B，如图5-41，则有

[image: alt]


[image: alt]


图5-41

由曲线积分的性质，（5.11）式可化为

[image: alt]


从而

[image: alt]


这就是说，如果曲线积分在区域D内与路径无关，那么沿D域内任意一条简单封闭曲线的积分值为零；反之，如果曲线积分沿D域内的任意一条简单封闭曲线的值为零，把上述推理一步步倒推回去，可知沿D域内的任意两条不相交的路径AmB，AnB就有（5.11）式成立．这样，我们就得到一个同曲线积分与路径无关的等价说法，即曲线积分

[image: alt]


在区域D内与路径无关，当且仅当这曲线积分沿D内的任一简单封闭曲线的值为零．

[image: alt]


其次我们还须分清两种不同类型的区域——单连通区域与复连通区域．如果在一个区域D内任意作一条简单封闭曲线，该曲线所包围的全部点仍属于D，则D称为单连通区域，如图5-42（a）；否则称为复连通区域，如图5-42（b）．

[image: alt]


图5-42

形象地看，单连通区域不含“洞”或“点洞”，如圆域x2
 ＋y2
 ＜a2
 或右半平面x＞0都是单连通域，而圆环域a2
 ＜x2
 ＋y2
 ＜b2
 或挖去圆心的圆域0＜x2
 ＋y2
 ＜a2
 都是复连通域．

下面利用格林公式来导出沿区域D内任意简单封闭曲线上的曲线积分为零的条件．

定理　设函数P（x，y），Q（x，y）及偏导数[image: alt]
 都在单连通区域内连续，那么沿D域内任意简单封闭曲线积分为零：

[image: alt]


的充分必要条件是在区域D内的所有点上均有

[image: alt]


证　充分性：设L是D内的任意一条简单封闭曲线，它所围成的区域是D′，由于是单连通域，因而D′属于D，根据格林公式，有

[image: alt]


其中＋L是指正向曲线L．

必要性：我们用反证法证明，若沿区域D内任何简单封闭曲线上的曲线积分为零，而在区域内的某一点M处[image: alt]


不妨设[image: alt]
 即[image: alt]
 由于[image: alt]
 均连续，则存在M点的一个充分小的邻域D″，使得在该邻域内[image: alt]
 又设D″的边界曲线为L1
 于是由格林公式

[image: alt]


其中S为区域D″的面积．因为δS＞0，则

[image: alt]


这与沿任何简单封闭曲线上的积分为零矛盾．从而可知在区域D内的所有点（5.13）式均成立．因此条件（5.13）也就是曲线积分与路径无关的充分与必要条件．

容易验证例10中的曲线积分满足条件（5.13），事实上，p＝x2
 ＋y2
 ，Q＝2xy，从而

[image: alt]


应当注意的是必须严格要求条件（5.13）式在有关区域内处处成立．

【例11】　计算[image: alt]
 其中L为沿x2
 ＋y2
 ＝a2
 的正向．

解　这里[image: alt]
 容易算出

[image: alt]


但是[image: alt]
 在O（0，0）点不连续．利用曲线L的参数方程x＝acost，y＝asint，t：0→2π将曲线积分化为定积分并计算得

[image: alt]


即该积分中尽管当x2
 ＋y2
 ≠0时有[image: alt]
 但是沿圆周上的积分并不为零．

当曲线积分与路径无关时，可以不必指明具体的积分路径L，而只需指出起点A作为积分下限，终点B作为积分上限，记作

[image: alt]


[image: alt]


图5-43

在计算时，常取平行于坐标轴的折线作积分路径．如图5-43，取L为折线ACB．其中AC的方程为y＝y0
 ，x：x0
 →x1
 ，于是dy＝0；CB的方程为x＝x1
 ，y：y0
 →y1
 ，于是dx＝0．因而

[image: alt]


公式（5.14）使得与路径无关的积分计算得以简便．

【例12】　计算曲线积分

[image: alt]


其中L是摆线x＝t－sint，y＝1－cost，从O（0，0）到A（2π，0）的一段．

解　这里P＝2x＋siny，Q＝xcosy，则[image: alt]
 从而曲线积分与路径无关，如图5-44，取直线段[image: alt]
 为积分路径，在[image: alt]
 上，方程

y＝0，x：0→2π，则

[image: alt]


[image: alt]


图5-44

【例13】　若f′（x）连续，且f（π）＝1，试确定f（x），使曲线积分

[image: alt]


与路径无关，并计算

[image: alt]


解　取[image: alt]
 Q＝f（x）

则　　[image: alt]


根据曲线积分与路径无关的条件，[image: alt]
 即

[image: alt]
 或[image: alt]


此为一阶线性微分方程，其通解为

[image: alt]


代入f（π）＝1，得C＝π－1，则

[image: alt]


代入原积分，并利用公式（5.14），有

[image: alt]


在一阶微分方程中，如果存在函数u（x，y），使得

du（x，y）＝P（x，y）dx＋Q（x，y）dy

即P（x，y）dx＋Q（x，y）dy是函数u（x，y）的全微分，则称微分方程

P（x，y）dx＋Q（x，y）dy＝0

为全微分方程．

此时，因为

du（x，y）＝0

容易验证方程的通解为

u（x，y）＝C

下面来解决两个问题：

①怎样判定某方程是否为全微分方程？

②如果某方程是全微分，怎样求函数u（x，y）？

判定　当[image: alt]
 时，p（x，y）dx＋Q（x，y）dy＝0为全微分方程．

求解：曲线积分法：[image: alt]
 P（x，y）dx＋Q（x，y）dy（其中（x0
 ，y0
 ）是单连通区域内某个点），所以方程的通解为

u（x，y）＝C

（由曲线积分与路径无关的等价命题可知以上两结论）

【例14】　验证方程ey
 dx＋（xey
 －2y）dy＝0是全微分方程，并求出其通解．

解　这里P（x，y）＝ey
 ，　Q（x，y）＝xey
 －2y，可求得

[image: alt]


所以这是全微分方程．

下面利用曲线积分求u（x，y）．

[image: alt]


因为曲线积分与路径无关，故取图5-45所示的折线为积分路径．

[image: alt]


[image: alt]


图5-45

所以，此方程的通解为

xey
 －y2
 ＝C


*
 5.6　曲面积分

5.6.1　对面积的曲面积分

定义　设Ω是空间直角坐标系下的一张曲面S，有界函数f（P）＝f（x，y，z），（x，y，z）∈S，则积分记为

[image: alt]


积分（6.1）称为函数f（x，y，z）在曲面S上的对面积的曲面积分，或第一类曲面积分．

对面积曲面积分在物理上表示为：曲面型薄片S上分布有面密度为f（x，y，z）的物质，[image: alt]
 即为该薄片的质量．

计算　可以将S投影到某个坐标面，再用“代入法”，将对面积曲面积分化成二重积分求值．具体做法如下：

设f（x，y，z）在曲面S上连续，用平行于z轴的直线穿过曲面S，与曲面只交于一点，则曲面S可用单值函数z＝z（x，y）表示，再设Dxy
 是曲面S在xOy平面上的投影区域，由第三节中曲面面积计算法可知，面积元素

[image: alt]


于是可将对面积曲面积分化为二重积分，有

[image: alt]


同理　若曲面S：y＝y（x，z）单值函数，（x，z）∈Dxz
 （Dxz
 是S在xoz面上投影），则

[image: alt]


若S：x＝x（y，z）单值函数，也可得相应计算公式，同学们动手写一下．

【例1】　计算[image: alt]
 其中S是上半球面[image: alt]


解　[image: alt]


从而有

[image: alt]


【例2】　计算[image: alt]
 其中S为锥面[image: alt]
 被平面z=1所截得的曲面．

解　将曲面S投影到xOy平面，得投影区域

Dxy
 ＝｛（x，y）｜x2
 ＋y2
 ≤1｝

又曲面S的方程为[image: alt]
 其面积元素为

[image: alt]


根据公式（6.2），并将二重积分化为极坐标系下得累次积分，有

[image: alt]


注意：当f（x，y，z）≡1时，[image: alt]
 ＝曲面S的面积．

5.6.2　对坐标的曲面积分

我们先对曲面作一点说明，首先假定曲面是光滑的。

通常我们遇到的曲面都是双侧的，如按惯例，假定z轴铅直向上，由方程z＝z（x，y）表示的曲面，有上侧与下侧之分；由方程x＝x（y，z）表示的曲面有前侧与后侧之分；对封闭曲面有内侧与外侧之分．在这里，我们总假定所考虑曲面是双侧曲面．

在讨论对坐标的曲面积分时，需要指定曲面的侧，我们通过曲面上法向量[image: alt]
 的指向来定曲面的侧．

如：对曲面z＝z（x，y），取法向量[image: alt]
 朝上，就认定取曲面上侧；

　　对曲面y＝y（x，z），取法向量[image: alt]
 朝右，就认定取曲面右侧；

　　对封闭曲面，取法向量[image: alt]
 朝外，就认定取曲面外侧．

这种取定了侧的曲面，就称为有向曲面．

定义　设S是光滑的有向曲面，S上任意点M（x，y，z）处单位法向量

[image: alt]


其方向与曲面指定的侧一致，α，β，γ是[image: alt]
 的方向角，又记向量．

[image: alt]


其中P（x，y，z），Q（x，y，z），R（x，y，z）在曲面S上连续．作[image: alt]
 与[image: alt]
 点积

[image: alt]


作曲面S上对面积的曲面积分．

[image: alt]


其中dydz＝cosαds，dzdx＝cosβds，dxdy＝cosγds是面积元素ds分别在yoz，zox，xoy坐标面上投影，它们表示坐标平面上的面积元素，但含有一定的正负号．如

[image: alt]


其中dσxy
 是ds在xoy面上投影区域的面积（这里假定ds上各点的侧相同）．

我们称积分式（*）为函数P（x，y，z），Q（x，y，z），R（x，y，z）在有向曲面S上对坐标的曲面积分，也称为第二类曲面积分．

对坐标曲面积分物理意义：设稳定流动的不可压缩流体（假定密度为1）的速度场由

[image: alt]


确定，S是速度场中一片有向曲面，P，Q，R均在S上连续，则单位时间内流向S指定侧的流体的质量，即流量为

[image: alt]


注意：由定义可见，对坐标的曲面积分的值与曲面S的侧有关。记S-
 表示与S侧相反的曲面，则

[image: alt]


计算　对坐标的曲面积分可化成二重积分来求值．

设S：z＝z（x，Y），单值连续函数，（x，y）∈Dxy
 ，Dxy
 是S在xoy面上投影区域，R（x，y，z）在S上连续，则

[image: alt]


上式右边是积分变量为x，y的二重积分，其中S取上侧为“＋”，下侧为“－”．

特别，当曲面S与z轴平行（即[image: alt]
 ）,则

[image: alt]


同理，设S：y＝y（x，z）单值连续函数，（x，z）∈Dxz
 ，则

[image: alt]


其中S取右侧为“＋”，左侧为“－”．

特别，当曲面S与y轴平行（即[image: alt]
 ）,则

[image: alt]


设S：x＝x（y，z），（y、z）∈Dyz
 ，则

[image: alt]


其中S取前侧为“＋”，后侧为“－”．

特别，当曲面S与x轴平行（即[image: alt]
 ）,则

[image: alt]


（证明略，同学们可从定义想一下）

【例3】　求[image: alt]
 S：球面x2
 ＋y2
 ＋z2
 ≤1．外侧在x≥0，y≥0部分（如图5-46所示）．

[image: alt]


图5-46

解　先求[image: alt]
 ，样S投影到xoy面化成二重积分求值．此时S＝S1
 ＋S2
 ．

[image: alt]
 Dxy
 ：x2
 ＋y2
 ≤1，x≥0，y≥0，S取上侧；

[image: alt]
 Dxy
 ：x2
 ＋y2
 ≤1，x≥0，y≥0，S取下侧．

[image: alt]


再求[image: alt]
 ，将S投影到yoz面化成二重积分求值．

[image: alt]
 Dyz
 ＝y2
 ＋Z2
 ≤1，y≥0，s取前侧．

[image: alt]


从而[image: alt]


5.6.3　高斯公式

格林公式建立了平面区域上二重积分与沿该区域边界上的曲线积分之间的联系．而高斯公式揭示了空间区域上的三重积分与沿该区域的边界面上的曲面积分的关系．

定理　设空间闭区域Ω是由分片光滑的闭曲面S所围成，P（x，y，z），Q（x，y，z），R（x，y，z）在Ω上具有一阶连续偏导数，则

[image: alt]


或　[image: alt]


其中S是Ω的整个边界曲面的外侧，cosα，cosβ，cosγ是S在点（x，y，z）处法向量的方向余弦．证：设Ω在xoy面上投影区域为Dxy
 ，假定穿过Ω内部且平行于z轴的直线与Ω的边界曲面S的交点恰好两个，这样S＝S1
 ＋S2
 ＋S3
 （如图5-47），其中

S1
 ：z＝z1
 （x，y），取下侧；S2
 ：z＝z2
 （x，y），取上侧，S3
 是母线平行于z轴的柱面，取外侧，由三重积分计算法．

[image: alt]


又由曲面积分计算法，

[image: alt]


可见　[image: alt]


同理可得　[image: alt]


三式相加，便得到高斯公式．

【例4】　利用高斯公式求积分[image: alt]
 ，其中S为柱面x2
 ＋y2
 ＝1及平面z＝0，z＝3所围圆柱体表面的外侧．

解　现在P＝0，Q＝（x－z）y，R＝x＋y

[image: alt]


[image: alt]


图5-47

用高斯公式化成三重积分，再用柱面坐标求三重积分

[image: alt]


【例5】　用高斯公式求[image: alt]
 ，其中S是球面x2
 ＋γ2
 ＋z2
 ＝a2
 外侧在部分z≥0部分，cosα，cosβ，cosγ是S上点（x，y，z）处法向量（外侧）方向余弦．

[image: alt]


图5-48

解　设S1
 ：z＝0，Dxy
 ：x2
 ＋y2
 ≤a2
 ，取下侧，则S＋S1
 组成封闭曲面，再用高斯公式．

[image: alt]


[image: alt]


图5-49

习题五

5.2

1．用二重积分表示以曲面[image: alt]
 为顶，区域D：圆域x2
 ＋y2
 ≤a2
 为底的曲顶柱体的体积．

2．平面薄片D由直线y＝0，y＝x及x＝1围合而成，其上任一点处的密度为[image: alt]
 试用二重积分表示该薄片的质量．

3．将二重积分[image: alt]
 化为二次积分（两种积分次序都要），其中积分区域D是：

（1）由直线y＝x及抛物线y＝x2
 围合而成的闭区域；

（2）由x轴及半圆周[image: alt]
 围合而成的闭区域；

（3）由直线y＝x，x＝2及双曲线[image: alt]
 围合而成的闭区域．

4．画出下列各积分区域，并改变积分次序：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


5．计算下列二重积分：

（1）[image: alt]
 D为y＝x，y＝5x，x＝1围合而成的区域；

（2）[image: alt]
 D为直线[image: alt]
 抛物线y2
 ＝2px围合而成的区域；

（3）[image: alt]
 D为直线x＝2，y＝x和双曲线xy＝1围合而成的区域；

（4）[image: alt]


（5）[image: alt]


6．设D是由直线y＝x，y＝a及x＝b（b＞a）围合而成的闭区域，f（x，y）在D上连续，试证明

[image: alt]


7．将下列二重积分化为极坐标系下的累次积分，并计算其值：

（1）[image: alt]
 其中D是由直线y＝0，y＝x及x＝1围合而成的闭区域；

（2）[image: alt]
 其中D：π2
 ≤x2
 ＋y2
 ≤4π2
 ；

（3）[image: alt]
 其中D由x2
 ＋y2
 ＝4，x2
 ＋y2
 ＝1，及y＝x，[image: alt]
 所围在第一象限内区域；

（4）[image: alt]
 其中D是由直线x2
 ＋y2
 ≤1和x＋y≥1围合而成的区域；

（5）[image: alt]


5.3

8．将三重积分[image: alt]
 化为直角坐标系下的累次积分，其中积分区域G为：

（1）由双曲抛物面z＝xy及平面z＝0，x＋y－1＝0围合而成；

（2）由圆锥面[image: alt]
 及平面z＝1围合而成．

9．计算下列三重积分：

（1）[image: alt]
 其中G是平面x＋y＋z＝1与坐标平面围合而成的四面体；

（2）[image: alt]
 其中G为圆柱面x2
 ＋y2
 ＝1及平面x＝0，y＝0，z＝0，z＝1所围成的在第一卦限内的闭区域；

（3）[image: alt]
 其中G是曲面x2
 ＋y2
 ＝2z及平面z＝2围合而成的区域；

（4）[image: alt]
 其中G是球面x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝a2
 （a＞0）及圆锥面[image: alt]
 围合而成（含z轴）的区域；

（5）[image: alt]
 其中G＝｛（x，y，z）｜x2
 ＋y2
 ＋z2
 ≤1，x≥0，y≥0，z≥0｝

（6）[image: alt]
 其中G由球面x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝2az及锥面[image: alt]
 围合而成的区域．

5.4

10．计算由四个平面x＝0，y＝0，x＝1，y＝1所围的柱体被平面z＝0及2x＋3y＋z＝6所截得的立体体积．

11．求曲面[image: alt]
 和曲面z＝x2
 ＋2y2
 所围成的立体的体积．

12．计算球x2
 ＋y2
 ＋z2
 ≤a2
 被圆柱面x2
 ＋y2
 ＝ax所截得的那部分立体的体积．

13．质量均匀分布的薄片在xOy面上占据的区域D是由半径为R的半圆和一边长为2R的矩形组成．欲使D的质心恰好落在圆心处，问矩形的另一边长应是多少？

14．求由心脏线ρ＝a（1＋cosθ）（a＞0）围合而成的均匀薄板的形心坐标．

15．球体x2
 ＋y2
 ＋z2
 ≤a2
 内各点处的体密度等于该点到原点的距离，求该球体的质量．

16．已知高为h，底面半径为a的正圆锥体内各点的体密度与该点到它的轴的距离成正比，求其质心．

17．求下列各曲面的面积．

（1）曲面z＝x2
 ＋y2
 被平面z＝1割下的那部分曲面；

（2）球面x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝5被平面z＝1，z＝2所夹部分曲面；

（3）锥面[image: alt]
 被柱面z2
 ＝2x所割下部分的曲面．

18．设函数f（u）具有连续的导数，且f（0）＝0，试求：

[image: alt]


5.5

19．计算下列对弧长的曲线积分：

（1）[image: alt]
 其中L为y＝x，y＝x2
 所围区域的整个边界；

（2）∫L
 （x＋y）dι，其中L为O（0，0），A（1，0），B（1，1）的三角形围线；

（3）[image: alt]
 其中L是圆周x＝acost，y＝asint（0≤t≤2π）；

（4）∫L
 xyzdι，其中L是曲线x＝t，[image: alt]
 在0≤t≤1对应的一段．

20．计算下列对坐标的曲线积分：

（1）∫L
 xydx，其中L是抛物线y2
 ＝x上从点A（1，－1）到点B（1，1）的一段弧；

（2）[image: alt]
 其中AB是由A（a，0）经上半圆周[image: alt]
 到B（－a，0）的一段弧；

（3）[image: alt]
 其中L为y＝sinx（0≤x≤π）与x轴围合而成的封闭曲线，依顺时针方向；

（4）[image: alt]
 其中L是圆周x2
 ＋y2
 ＝a2
 依逆时针方向一周；

（5）[image: alt]
 L是从点A（1，1，1）到点B（2，3，4）的直线段．

21．用格林公式计算下列曲线积分：

（1）计算[image: alt]
 其中L是曲线｜x｜＋｜y｜＝1，沿正向；

（2）[image: alt]
 L是沿圆周x2
 ＋y2
 ＝2x的正向封闭曲线；

（3）[image: alt]
 其中L是沿[image: alt]
 从点A（2a，0）到原点．

22．利用曲线积分计算由星形线x＝acos3
 t，y＝asin3
 t（0≤t≤2π）所围图形的面积．

23．试确定a，b的值，使（axy3
 －y2
 cosx）dx＋（y＋bysinx＋3x2
 y2
 ）dy是某函数u（x，y）的全微分，并求出一个这样的函数．

24．利用曲线积分与路径无关条件，计算下列积分：

（1）[image: alt]
 其中L是原点经[image: alt]
 到A（4，0）的弧段；

（2）[image: alt]
 L是从点（0，0）经抛物线y＝x2
 到点（1，1）的弧段．

25．计算[image: alt]
 其中L为从O（0，0）经正弦曲线y＝sinx到A（π，0）的弧段．

5.6

26．计算曲面积分[image: alt]
 其中S为抛物面z＝x2
 ＋y2
 被平面z＝1所截得的部分曲面．

27．计算曲面积分[image: alt]
 其中S是半球面[image: alt]
 在圆锥[image: alt]
 里面的部分曲面．

28．设锥面壳[image: alt]
 （0≤z≤1）上每点的面密度为μ（x，y，z）＝z，试求其质量．

29．求积分[image: alt]
 其中S是平面x＋y＋z＝1在第一卦限部分，法向量方向朝上．

30．求积分[image: alt]
 其中S是球面x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝a2
 外侧在z≤0部分．

31．求积分[image: alt]
 其中S是柱面x2
 ＋y2
 ＝1被平面z＝0，z＝1所截得的在第一卦限内的部分的前侧．

32．利用高斯公式求曲面积分．

（1）[image: alt]
 其中S是球面x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝R2
 的外侧．

（2）[image: alt]
 其中S是锥面[image: alt]
 在0≤z≤h（h＞0）部分的下侧．

综合测试题五

一、单项选择题：

1．[image: alt]
 交换积分次序后得（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


2．区域D：x2
 ＋y2
 ≤1，f是区域D上的连续函数，则[image: alt]


（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


3．G是半球域x2
 ＋y2
 ＋z2
 ≤1，z≥0，则[image: alt]


（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


4．如果简单封闭曲线L所围区域的面积为S，那么S＝（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


二、填空题：

1．二重积分[image: alt]
 化为极坐标系下的二次积分，应为＿＿＿＿＿＿；

2．积分[image: alt]
 的值等于＿＿＿＿＿＿；

3．设L为取正向的圆周x2
 ＋y2
 ＝9，则曲线积分[image: alt]
 的值为＿＿＿＿＿＿；

4．设D：x2
 ＋y2
 ≤a2
 ，y≥0，则[image: alt]
 ＿＿＿＿＿＿；

三、解答题：

1．计算二重积分[image: alt]
 其中D是由抛物线[image: alt]
 和直线y＝3－x围合而成的平面区域．

2．计算[image: alt]
 其中D是由圆周x2
 ＋y2
 ＝1及坐标轴围合而成的在第一象限内的闭区域．

3．计算[image: alt]
 其中G：x2
 ＋y2
 ≤z2
 ，x2
 ＋y2
 ＋z2
 ≤R2
 ，z≥0．

4．计算[image: alt]
 其中G：x2
 ＋y2
 ＋z2
 ≤1介于第一卦限内的区域．

5．试求曲面z＝x2
 ＋y2
 被柱面x2
 ＋y2
 ＝1所截部分的面积．

6．计算[image: alt]
 其中L为曲线x＝a（cost＋tsint），y＝a（sint－tcost）（0≤t≤2π）一段弧．

7．求区域z≤6－x2
 －y2
 [image: alt]
 x2
 ＋y2
 ≤1的体积．

8．计算[image: alt]
 其中L为由点A（a，0）经上半圆周[image: alt]
 至点O（0，0）．

四、证明题：

（1）设f（x）在［a，b］上连续，n为自然数，证明．

[image: alt]


（2）设h（x）是连续正值函数，L是正向圆周x2
 ＋y2
 ＝1．证明：[image: alt]



第6章

无穷级数

无穷级数是高等数学的重要组成部分，它是表达函数、研究函数性质与进行数值计算的重要工具，其内容包括常数项级数与函数项级数两大部分，其中函数项级数又包括幂级数与傅里叶级数．无穷级数的概念和运算方法与数列极限有着密切的联系．所以在学习本章内容时，有必要回顾一下数列极限的有关内容．

6.1　数项级数的概念及其性质

6.1.1　数项级数的概念

设给定一数列｛un
 ｝：

u1
 ，u2
 ，…，un
 ，…

把数列中的各项依次用加号连接起来的式子就称为数项级数，简称为级数．

记作

[image: alt]


其中un
 称为级数（1.1）的通项或一般项．取级数最前面的一项，两项，…，n项，…，相加，得一数列｛Sn
 ｝：

[image: alt]


称数列｛Sn
 ｝为级数（1.1）的前n项部分和数列．

定义　若数列｛Sn
 ｝的极限存在，记为S，即

[image: alt]


则称级数（1.1）收敛，其极限值S为级数（1.1）的和．记作

[image: alt]


若数列｛Sn
 ｝的极限不存在，则称级数（1.1）发散．

因而讨论级数（1.1）是否收敛，实质上就是讨论其部分和数列｛Sn
 ｝的极限是否存在，从而可应用我们熟悉的有关数列极限的知识来研究一个级数的敛散性．

【例1】　证明几何级数（等比级数）

[image: alt]


当｜q｜＜1时是收敛的；当｜q｜≥1时是发散的．

证，当q≠1时，我们有

[image: alt]


当｜q｜＜1时，有[image: alt]
 故[image: alt]
 即级数（1.3）收敛，其和为[image: alt]
 如果｜q｜＞1，有[image: alt]
 从而[image: alt]
 即级数（1.3）发散．当q＝1时，级数变为

a＋a＋…＋a＋…

此时Sn
 ＝na，有[image: alt]
 即级数（1.3）发散．当q＝-1时，级数变为

a－a＋a－a＋…＋（－1）n－1
 a＋…

此时

[image: alt]


从而｛Sn
 ｝没有极限，此时级数（1.3）也是发散的．

【例2】　判别级数[image: alt]
 的敛散性，若收敛，求其和．

解　因为[image: alt]
 由此可得

[image: alt]


从而[image: alt]
 说明级数[image: alt]
 收敛，且其和为1．

一般情况下，级数[image: alt]
 的前n项部分和Sn
 的通式是难以求出的，因而根据定义判别级数的敛散性及求收敛级数的和是比较困难的．为了深入研究级数的敛散性判别问题，我们先来介绍级数敛散的性质．

6.1.2　级数敛散的性质

性质1　若级数[image: alt]
 收敛，k为任意常数，则级数[image: alt]
 也收敛，且有

[image: alt]


证　设级数[image: alt]
 的前n项部分和为Sn
 ，[image: alt]
 显然有

[image: alt]


由假设知[image: alt]
 则

[image: alt]


即[image: alt]
 收敛，且

[image: alt]


注意：其实，当k≠0时，[image: alt]
 与[image: alt]
 同敛散（同学们可动手证一下）．

性质2　若级数[image: alt]
 与[image: alt]
 均收敛，则级数[image: alt]
 也收敛，且

[image: alt]


证　设[image: alt]


则　　[image: alt]


即　　[image: alt]
 也收敛，且

[image: alt]


注意：（1）若级数[image: alt]
 与[image: alt]
 均发散，但[image: alt]
 不一定发散．如[image: alt]
 与[image: alt]
 均发散，而[image: alt]
 收敛．

（2）若两个级数[image: alt]
 中一个收敛，另一个发散，则[image: alt]
 一定发散．

性质3　对于级数[image: alt]
 前面添加、删去或改变有限多项，不会改变级数的敛散性．

证　只对“删去”有限多项的情形作证明．设删去级数[image: alt]
 的前m项u1
 ＋u2
 ＋…＋um
 ＝Sm
 ，得新的级数[image: alt]
 则原级数的前n项部分和Sn
 与新级数的前n－m项部分和[image: alt]
 满足

Sn
 ＝Sm
 ＋σn－m


其中m与Sm
 皆为常数．故当n→∞时Sn
 与σn－m
 的极限同时存在或同时不存在．而σn
 与σn－m
 具有相同的极限存在性，即两者极限均存在且相等，或两者极限均不存在．从而级数[image: alt]
 与其删去前面有限项所得的新的级数具有相同的敛散性．

由此可知，对于收敛的级数[image: alt]
 有

[image: alt]


称为级数[image: alt]
 的前n项部分和余项，显然[image: alt]


性质4（收敛的必要条件）　若级数[image: alt]
 收敛，则[image: alt]


证　设[image: alt]
 且[image: alt]
 由于Sn
 ＝Sn－1
 ＋un
 ，则

un
 ＝Sn
 －Sn－1


于是　　[image: alt]


由此可知，若[image: alt]
 则级数[image: alt]
 一定发散．如级数[image: alt]
 是发散的，因为[image: alt]


因此，判别一个级数[image: alt]
 是否收敛，首先考察其一般项un
 是否趋于零．若un
 不趋于零，即可判定该级数发散；同时必须指出，[image: alt]
 只是级数[image: alt]
 收敛的必要条件，但不是充分条件．有些级数虽然一般项趋于零，但级数仍是发散的，如调和级数[image: alt]
 尽管一般项[image: alt]
 但可以证明该级数是发散的．

事实上，如图6-1，调和级数的部分和

[image: alt]


[image: alt]


图6-1

即Sn
 →＋∞（n→∞），则调和级数[image: alt]
 发散．

在以下的两节中，我们将介绍几种方便而又有效的级数敛散性判别方法．

6.2　正项级数

如果级数[image: alt]
 的每一项都非负（即un
 ≥0，n＝1，2，…），则称该级数为正项级数．正项级数的部分和数列｛Sn
 ｝是单调递增数列，根据“单调有界数列必有极限”的定理，判定正项级数是否收敛，只要判定其部分和数列是否有上界就行了．即若存在常数M，使得对一切n，有Sn
 ≤M，则[image: alt]
 收敛，否则就发散，而且此时必有[image: alt]


但一般情况下，要写出一个级数[image: alt]
 部分和Sn
 的表达式是相当困难的，可通过分析un
 来判别｛Sn
 ｝是否有界，从而讨论正项级数[image: alt]
 的敛散性．

6.2.1　比较判别法

定理1　设[image: alt]
 均为正项级数，且存在常数k＞0，使

un
 ≤kυn
 （n＝1，2，…）

（1）当[image: alt]
 收敛时，[image: alt]
 也收敛；

（2）当[image: alt]
 发散时，[image: alt]
 也发散．

证　记[image: alt]


（1）设[image: alt]
 因为σn
 单调递增，故对于一切n，有σn
 ≤σ，由已知条件，对一切的n有Sn
 ≤kσn
 ≤kσ，则部分和数列｛Sn
 ｝有上界，因此必有极限，从而级数[image: alt]
 收敛．

（2）反证法：若[image: alt]
 收敛，则由（1）的结论知，级数[image: alt]
 也收敛，这与已知条件矛盾．故[image: alt]
 发散．

【例1】　讨论p－级数[image: alt]
 的敛散性，其中p为实数．

解　当p＜0时，由于[image: alt]
 可知级数发散．

当0≤p≤1时，有[image: alt]
 由于调和级数[image: alt]
 是发散的，根据定理1可知，[image: alt]
 也发散．

当p＞1时，若n≥2，由图6-2知

[image: alt]


[image: alt]


图6-2

则数列｛Sn
 ｝有上界，故[image: alt]
 存在，此时级数收敛．

综上所述：当p≤1时，p－级数[image: alt]
 发散；

当p＞1时，p－级数[image: alt]
 收敛．

运用比较法来判别正项级数的敛散性时，必须将此级数的一般项与一个已知敛散性的级数的一般项加以比较．经常用以比较的级数是几何级数[image: alt]
 及p－级数[image: alt]


【例2】　判别下列正项级数的敛散性：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


解　（1）由于[image: alt]
 故[image: alt]
 而[image: alt]
 是p为[image: alt]
 的p级数，它是收敛的，因而级数[image: alt]
 也收敛．

（2）由于[image: alt]
 而级数[image: alt]
 是公比q为[image: alt]
 的几何级数，它是收敛的，因而级数[image: alt]
 也收敛．

（3）由于[image: alt]
 而调和级数[image: alt]
 发散，因而级数[image: alt]
 也发散．

但是对于级数[image: alt]
 利用[image: alt]
 并不能判别级数的敛散性．可以根据[image: alt]
 判别级数是发散的．

推论　（比较判别法的极限形式）设[image: alt]
 均为正项级数，且υn
 ＞0（n＝1，2，…），若[image: alt]
 即有un
 ～ιυn
 （n→∞），则级数[image: alt]
 与[image: alt]
 同时敛散．即当两个正项级数的一般项是同阶无穷小时，则两级数同时收敛或同时发散．

此推论可用极限的定义加以证明．在推论中若取[image: alt]
 则有

[image: alt]


当p＞1时，级数[image: alt]
 收敛；当p≤1时，级数[image: alt]
 发散．

【例3】　判别下列级数的敛散性：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


解　（1）取[image: alt]
 根据

[image: alt]


而级数[image: alt]
 发散，故级数[image: alt]
 也发散．

（2）取p＝2，根据

[image: alt]


而级数[image: alt]
 收敛，故级数[image: alt]
 也收敛．

注意：比较判定法极限形式告诉我们，若un
 与υn
 为同阶无穷小，则[image: alt]
 与[image: alt]
 同敛散．特别

若[image: alt]
 若[image: alt]
 收敛时，[image: alt]
 也收敛；

若[image: alt]
 若[image: alt]
 发散时，[image: alt]
 也发散．

（同学们可以思考一下）．

6.2.2　比值判别法

定理2　设正项级数[image: alt]
 且

[image: alt]


则当ι＜1时级数收敛；当ι＞1时级数发散；当ι＝1时级数的敛散性不确定．

定理2又称判别级数敛散性的达朗贝尔（D' Alembert）准则．

证　由于[image: alt]
 对任意给定正数ε＞0，总存在正数N，使当n＞N时，恒有

[image: alt]


当ι＜1时，取[image: alt]
 从而当n＞N时，有

[image: alt]


则从某一个n开始，如当n≥m的所有n，将有

[image: alt]
 　或　un＋1
 ＜un
 q

即

um＋1
 ＜um
 q，um＋2
 ＜um＋1
 q＜um
 q2
 ，um＋3
 ＜um＋2
 q＜um＋1
 q2
 ＜um
 q3
 ，…

从而级数

um＋1
 ＋um＋2
 ＋um＋3
 ＋…

的各项均小于公比为q（q＜1）的几何级数um
 q＋um
 q2
 ＋um
 q3
 ＋…的相应各项，故级数[image: alt]
 也收敛，而级数[image: alt]
 只比该级数多了前面的m项，因而也是收敛的．

当ι＞1时，由[image: alt]
 可知，从某一个n开始的所有n值，均有

[image: alt]
 　或　un＋1
 ＞un


说明级数的一般项un
 从某项开始是单调递增的，因而[image: alt]
 故级数[image: alt]
 收敛的必要条件不满足，则级数必定发散．

如果当[image: alt]
 时，级数[image: alt]
 同样也是发散的．

当ι＝1时，级数的敛散性不能确定．如P－级数，不论P为何值，均有

[image: alt]


但P－级数的敛散性与P有关．

【例4】　判别下列正项级数的敛散性：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


解　（1）由于[image: alt]


由比值法可知级数[image: alt]
 发散．

（2）由于[image: alt]


由比值法可知级数[image: alt]
 收敛．

顺便说明，在判定了级数[image: alt]
 收敛后，根据级数收敛的必要性，立即可得

[image: alt]


因此通过级数的敛散性判别，也可以讨论某些数列的极限．

6.2.3　根植判别法

定理3　设正项级数[image: alt]
 若极限

[image: alt]


存在，则当ι＜1时级数收敛；当ι＞1时级数发散；当ι＝1时级数的敛散性不能确定．

定理3又称判别级数敛散性的柯西准则，其证明与定理2的证明相仿．

【例5】　判别下列正项级数的敛散性：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


解　（1）由于[image: alt]
 故级数[image: alt]
 收敛．

（2）由于[image: alt]
 故级数[image: alt]
 收敛．

（3）[image: alt]


可知从某一个n开始的所有n值，有[image: alt]
 则un
 ＞1，即级数的一般项不趋于零，因而是发散的．

6.3　变号项级数

在上节中讲到的级数的每一项都是非负数，但如果现有级数每一项都是负数，则乘以－1后就可转化为正项级数了，仍可用正项级数的敛散性判别法来判定其敛散性．若级数从某一项开始以后，所有各项都具有相同符号，那么把前面的这些项去掉后，级数的敛散性不变，从而仍可以用正项级数的敛散性判别法判定其敛散性．但级数中的一般项un
 可正可负，即既有无穷多项正，又有无穷多项负，这样的级数称为变号项级数．我们首先来讨论一种特殊的变号项级数——交错级数收敛的充分条件．

6.3.1　交错级数

各项符号依次为正负相间的级数，即形如[image: alt]
 或[image: alt]
 的级数称为交错级数．其收敛性有如下判别法：

定理1（莱布尼兹准则）　若交错级数[image: alt]
 满足条件

（1）un
 ≥un＋1
 （n＝1，2，…）

（2）[image: alt]


则级数[image: alt]
 收敛，其和S＜u1
 ．若以前n项部分和Sn
 作为S的近似值，误差估计式为

[image: alt]


证　要证级数[image: alt]
 收敛，其部分和数列｛Sn
 ｝有极限S，只要证｛Sn
 ｝的两个子数列｛S2m
 ｝与｛S2m＋1
 ｝的极限均为S即可．由于可将S2m
 写成如下两种形式

[image: alt]


[image: alt]


由条件（1）知两式中所有括号内的差均非负，从而由（3.1）知｛S2m
 ｝单调递增，而由（3.2）知S2m
 ≤u1
 ，即数列｛S2m
 ｝有上界．故[image: alt]
 存在，设此极限值为S，有S≤u1
 ．再有

S2m＋1
 ＝S2m
 ＋u2m＋1


由条件（2）知，[image: alt]
 于是

[image: alt]


从而[image: alt]
 即级数[image: alt]
 >收敛，其和S≤u1
 ．

用级数的部分和Sn
 作为收敛级数和S的近似值时，表达式

[image: alt]


也是一个交错级数，且满足定理1的条件，仿照（3.2）式，有

[image: alt]


【例1】　判别下列交错级数的敛散性：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


解　（1）由于[image: alt]
 且[image: alt]
 故级数收敛．

（2）设[image: alt]
 考虑该通项中n取连续变量x的情形，记[image: alt]
 由于[image: alt]
 当x＞e时，f′（x）＜0，即当x＞e时，[image: alt]
 单调减少，因此级数的一般项[image: alt]
 当n≥3时也单调减少．

又利用洛必达法则，有

[image: alt]


由莱布尼兹准则可知，级数[image: alt]
 收敛．

6.3.2　绝对收敛与条件收敛

对于变号项级数[image: alt]
 若[image: alt]
 收敛，则称[image: alt]
 为绝对收敛级数；若[image: alt]
 发散，但级数[image: alt]
 收敛，则称[image: alt]
 为条件收敛级数．显然，收敛的正项级数是绝对收敛的，又如[image: alt]
 也是绝对收敛．级数[image: alt]
 是条件收敛的，因为[image: alt]
 发散，但[image: alt]
 收敛．

绝对收敛级数与收敛级数之间有如下重要关系：

定理2　若级数[image: alt]
 收敛，则级数[image: alt]
 收敛．

证　由于[image: alt]
 有[image: alt]
 由于正项级数[image: alt]
 收敛，由比较判别法可知，[image: alt]
 也收敛，又

[image: alt]


由收敛级数的性质可知，级数[image: alt]
 也收敛．

定理2表明绝对收敛的级数必为收敛级数，但必须注意，定理2的逆命题是不成立的，即若级数[image: alt]
 收敛，但[image: alt]
 不一定收敛，如[image: alt]
 收敛，但[image: alt]
 发散．

例2　判别级数[image: alt]
 的敛散性．

解　由于[image: alt]
 又级数[image: alt]
 收敛，由正项级数的比较判别法知，级数[image: alt]
 收敛，再根据定理2，级数[image: alt]
 收敛，且绝对收敛．

当我们用比值法（达朗贝尔准则）和根值法（柯西准则）判定了正项级数[image: alt]
 为发散时，可以断言，级数[image: alt]
 一定发散．这是因为用这两种判别法判定正项级数[image: alt]
 发散的依据是[image: alt]
 于是，显然有[image: alt]
 所以[image: alt]
 发散．

例3　判别级数

[image: alt]
 （其中a为常数）的敛散性．

解　根据正项级数的比值法，由于

[image: alt]


（1）当｜a｜＜1时，级数[image: alt]
 绝对收敛；

（2）当｜a｜＞1时，级数[image: alt]
 发散；

（3）当a＝1时，级数[image: alt]
 条件收敛；

（4）当a＝－1时，级数[image: alt]
 发散．

归纳起来有：级数[image: alt]
 当－1＜a≤1时收敛，当a取其他值时发散．

6.4　幂级数

6.4.1　函数项级数及其收敛域

级数的每一项都是变量x的函数，就称为函数项级数．

设函数列u1
 （x），u2
 （x），…，un
 （x），…中的每个函数都在区间（a，b）内有定义，则

[image: alt]


就称为定义在（a，b）内的函数项级数．

对于（a，b）内每一个定点x0
 ，级数（4.1）就是一个数项级数

[image: alt]


如果级数（4.2）收敛，就称x0
 为函数项级数（4.1）的收敛点，否则称为发散点．收敛点的全体称为函数项级数（4.1）的收敛域，发散点的全体称为函数项级数（4.1）的发散域．例如

[image: alt]


是定义在（－∞，∞）内的函数项级数，也是公比为x的几何级数，当｜x｜＜1时级数收敛，当｜x｜≥1时级数发散．故函数项级数[image: alt]
 的收敛域为（－1，1），发散域为（－∞，－1］∪［1，＋∞）．

级数（4.1）在其收敛域内任何一点x，所对应的级数都有一个确定的和数

[image: alt]


因此S（x）是定义在级数（4.1）的收敛域上的函数，并称为函数项级数（4.1）的和函数．

例如，级数[image: alt]
 在其收敛域（－1，1）上的和函数为[image: alt]


【例1】　求函数项级数[image: alt]
 的收敛域与和函数．

解　级数[image: alt]
 是以e-x
 为公比的几何级数．当x＞0时，0＜e-x
 ＜1，此时级数[image: alt]
 收敛，且和函数

[image: alt]


当x＝0时，xe-x
 ＝0，原级数显然收敛，其和为0；

当x＜0时，e-x
 ＞1，此时级数[image: alt]
 发散．

即函数项级数[image: alt]
 的收敛域为［0，＋∞），和函数为

[image: alt]


6.4.2　幂级数的收敛半径与收敛区间

如果函数项级数[image: alt]
 的一般项un
 （x）为x－x0
 的幂函数，即

un
 （x）＝an
 （x－x0
 ）n
 ，n＝0，1，2，…

此时函数项级数形如

[image: alt]


称为x－x0
 的幂级数或在x0
 点处的幂级数．其中an
 称为幂级数（4.3）的系数．

特别地，当x0
 ＝0时，级数（4.3）化为

[image: alt]


称为x的幂级数．

如果作变换t＝x－x0
 ，即可将级数（4.3）化为（4.4），故只需重点讨论形如（4.4）的幂级数．

首先，我们来研究幂级数的收敛问题，下面的阿贝尔定理揭示出幂级数的收敛域具有很简单的形状．

定理1（Abel定理）　若幂级数[image: alt]
 在点x0
 ≠0处收敛，则它在区间[image: alt]
 内绝对收敛；反之，若在点x0
 ≠0处发散，则在满足不等式｜x｜＞｜x0
 ｜的任一点x处，级数均发散．

证　（1）若级数[image: alt]
 在点X0
 ≠0处收敛，即级数[image: alt]
 收敛，根据级数收敛的必要条件，有

[image: alt]


从而数列{an
 x0n
 }必有界，即存在常数M＞0，使得

[image: alt]


当x∈（－｜x0
 ｜，｜x0
 ｜）即｜x｜＜｜x0
 ｜时，有

[image: alt]


而级数[image: alt]
 是公比为[image: alt]
 的几何级数，当[image: alt]
 时是收敛的，由比较判别法知，幂级数[image: alt]
 在区间（－｜x0
 ｜，｜x0
 ｜）内绝对收敛．

（2）若级数[image: alt]
 在点x0
 ≠0处发散，用反证法，如果存在点x1
 ，有｜x1
 ｜＞｜x0
 ｜，且使[image: alt]
 在点x1
 处收敛，由（1）的结论知，级数[image: alt]
 在x0
 点处必收敛，这与假设矛盾．故在满足不等式｜x｜＞｜x0
 ｜的任一点x处，级数均发散．

推论　若幂级数[image: alt]
 在点x0
 ≠0处收敛，又在点x1
 ≠0处发散，则存在唯一的正数R，使该幂级数在区间（－R，R）内绝对收敛，而在｜x｜＞R的所有x点处均发散．

在推论中的正数R称为幂级数[image: alt]
 的收敛半径．

为了叙述上的统一，我们约定，若幂级数[image: alt]
 除了点x＝0外，其他点处均发散，这时记R＝0；而若幂级数[image: alt]
 在区间（－∞，＋∞）内均收敛，这时记R＝＋∞．

从而对任意一个幂级数[image: alt]
 都有唯一的R（0≤R≤＋∞），使得当｜x｜＜R时，幂级数绝对收敛，而当｜x｜＞R时，幂级数发散，此时称区间（－R，R）为幂级数[image: alt]
 的收敛区间．

注意：当R＜＋∞，幂级数[image: alt]
 在其收敛区间（－R，R）的端点x＝±R可能绝对收敛，可能条件收敛，也可能发散，这要根据数项级数[image: alt]
 的敛散性来确定．收敛区间与其收敛的端点所成的区域即为幂级数的收敛域．

因此，对于幂级数[image: alt]
 其收敛性问题关键在于确定它的收敛半径R．下面介绍一种根据幂级数的系数an
 来确定收敛半径的常用方法．

定理2　设幂级数[image: alt]
 的系数an
 ≠0，n＝0，1，2，…，且

[image: alt]


则收敛半径[image: alt]
 当ρ＝0时，R为＋∞；当ρ为＋∞时，R＝0．

也就是说幂级数[image: alt]
 的收敛半径为

[image: alt]


证　利用比值法

[image: alt]


若0＜ρ＜＋∞，则当0＜ρ·｜x｜＜1，即[image: alt]
 时，级数[image: alt]
 绝对收敛；当ρ·｜x｜＞1，即[image: alt]
 时级数发散．因此[image: alt]
 是级数收敛与发散区间的分界点，故级数[image: alt]
 的收敛半径为[image: alt]


若ρ＝0，则在任何一点x处，都有ρ·｜x｜＝0＜1，因而级数总是收敛的，故此时R为＋∞．

若ρ为＋∞，在任何一点x≠0处，级数总是发散的．因而级数[image: alt]
 仅在x＝0点处收敛，此时R＝0．

【例2】　求下列幂级数的收敛半径与收敛域：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


解　（1）[image: alt]


即级数[image: alt]
 的收敛半径R＝2，收敛区间为（－2，2）．

当x＝2时，级数成为[image: alt]
 为莱布尼兹型交错级数，故收敛．

当x＝－2时，级数成为[image: alt]
 这是[image: alt]
 的p－级数，故发散．所以该级数的收敛域为（－2，2］．

（2）[image: alt]


即级数[image: alt]
 的收敛半径R为＋∞，级数的收敛域为（－∞，＋∞）．

（3）[image: alt]


即级数[image: alt]
 的收敛半径R＝0，级数仅在x＝0点处收敛．

【例3】　求下列幂级数的收敛半径与收敛域：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


解　（1）此级数为幂级数的一般形式[image: alt]
 只要作变换t＝x－1，就可化为[image: alt]
 的形式再求收敛半径．

原级数化为[image: alt]
 其收敛半径为

[image: alt]


其中[image: alt]
 是由于[image: alt]


故级数[image: alt]


的收敛间为（－1，1），于是－1＜x－1＜1，即0＜x＜2，因此原级数的收敛区间为（0，2）．

又当x＝0时，[image: alt]
 收敛（看6.3.1例1（2））

当x＝2时，[image: alt]
 发散（因[image: alt]
 ），故收敛域为［0，2）．

（2）本题当n＝2，4，…时，an
 ＝0，不能套用公式[image: alt]
 计算其收敛半径．但可直接利用达朗贝尔比值法求收敛半径．由于

[image: alt]


由达朗贝尔比值判别法，有

当[image: alt]
 或｜x｜＜2时，级数绝对收敛；

[image: alt]
 或｜x｜＞2时，级数发散．

因而级数的收敛半径R＝2，收敛区间为（－2，2）．

又当x＝±2时，[image: alt]
 发散，所以收敛域也为（－2，2）．

6.4.3　幂级数的运算性质

设幂级数[image: alt]
 的收敛区间为（－R，R），则对每一x∈（－R，R），级数[image: alt]
 均收敛，因而都有唯一确定的和S与之对应，记作S＝S（x），x∈（－R，R），称为幂级数的和函数，即

[image: alt]


幂级数[image: alt]
 的和函数S（x）在其收敛区间（－R，R）内具有许多性质，这些性质类似于x的多项式函数，可以给幂级数的运算带来许多方便．

定理3　设幂级数[image: alt]
 在其收敛区间（－R，R）内的和函数为S（x），则S（x）具有如下性质：

（1）连续性　S（x）在（－R，R）内连续，即对任意x0
 ∈（－R，R），均有

[image: alt]


（2）可导性　S（x）在（－R，R）内可导，且

[image: alt]


即幂级数在收敛区间内可以逐项求导，且求导后所得的幂级数其收敛区间仍为（－R，R）．

（3）可积性　S（x）在（－R，R）内可积，且

[image: alt]


即幂级数在收敛区间内可以逐项积分，且积分后所得的幂级数其收敛区间仍为（－R，R）．

还要指出，幂级数逐项求导，逐项积分后，收敛区间不变，但收敛域可能改变，即区间端点的收敛性可能改变，从而求收敛域应再判定一下．

注意：以上性质对形如[image: alt]
 的幂级数也是适用的．只需以x－x0
 替代x，以（x0
 －R，x0
 ＋R）替代（－R，R）即可．

例如，当｜x｜＜1时，

[image: alt]


在其收敛区间（－1，1）内逐项求导，得

[image: alt]


又在（－1，1）内取从0到x的逐项积分

[image: alt]


即[image: alt]


上述展开式对x＝－1也成立，这是因为上式右端的幂级数当x＝－1时收敛，而ln（1－x）在x＝－1有定义且连续．

【例4】　求下列幂级数的和函数S（x）：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


解　（1）该幂级数的收敛半径为1，收敛域为（－1，1），设

[image: alt]


（2）用达朗贝尔比值法可求得幂级数的收敛区间为（－1，1），又级数在x＝±1均收敛，故收敛域为［－1，1］，设

[image: alt]


则　[image: alt]


两边取从0到x的积分，得

[image: alt]


而S（0）＝0，故S（x）＝arctanx，即

[image: alt]


幂级数除了定理3中所具有的性质外，还有如下性质，证明从略．

定理4　设幂级数[image: alt]
 其收敛区间为（－R1
 ，R1
 ）；幂级数[image: alt]
 其收敛区间为（－R2
 ，R2
 ），取R＝min（R1
 ，R2
 ），由于两个幂级数在（－R，R）都绝对收敛，因此对于任意x∈（－R，R），有

（1）[image: alt]


且在（－R，R）内绝对收敛；

（2）[image: alt]


且在（－R，R）内绝对收敛．

6.5　函数的幂级数展开

在上节我们看到，幂级数在其收敛区间内具有有限个函数之和所具有的连续性、可导性与可积性．因此，在某种情况下，通过幂级数来研究其和函数的某些分析性质是一种可行且有效的方法．但是，要使幂级数成为研究函数的一个有效工具，还必须解决以下问题：

函数f（x）在什么条件下能展开（或表示）为一个幂级数[image: alt]
 如果可以展开，其幂级数的系数an
 （n＝0，1，2，…）如何由f（x）确定？展开式是否唯一？所展成的幂级数在哪个区间内收敛于f（x）？

6.5.1　泰勒级数

我们先假设f（x）能展开成x－x0
 的幂级数，即成立等式

[image: alt]


那么f（x）必须满足什么条件？幂级数的系数an
 （n＝0，1，2，…）与f（x）有什么关系？经研究，我们得到如下定理．

定理1　若函数f（x）在（x0
 －R，x0
 ＋R）内能展成x－x0
 的幂级数，即

[image: alt]


则f（x）在区间（x0
 －R，x0
 ＋R）内具有任意阶导数，且

[image: alt]


证　在（5.1）式中，令x＝x0
 ，得

a0
 ＝f（x0
 ）

根据幂级数在其收敛区间内可以逐项求导，且其收敛半径R不变，则有

[image: alt]


在上述各式中，令x＝x0
 ，得

[image: alt]


即　　[image: alt]


于是　　[image: alt]


其中　　f（0）
 （x0
 ）＝f（x0
 ），0！＝1．

由此可见，若f（x）在（x0
 －R，x0
 ＋R）内可以展开成幂级数[image: alt]
 则f（x）在区间（x0
 －R，x0
 ＋R）内具有任意阶导数，且必有[image: alt]
 n＝0，1，2，…，从而f（x）的幂级数展开式的形式也是唯一的，即（5.2）式．

另一方面，如果f（x）在x0
 处具有任意阶导数，我们总可以作出形为

[image: alt]


的幂级数．

定义　若f（x）在x0
 处具有任意阶导数，则级数（5.3）称为函数f（x）在x0
 点处的泰勒（Taylor）级数，记作

[image: alt]


其系数[image: alt]
 称为泰勒系数．

若级数（5.3）中的x0
 ＝0时，称为f（x）的马克劳林（Maclaurin）级数，记作

[image: alt]


定理1告诉我们，当f（x）能展开成为[image: alt]
 时，则此级数的系数必为泰勒系数，从而级数必是f（x）在x0
 点处的泰勒级数，即f（x）的幂级数展开式是唯一确定的．

定义中（5.3）与（5.4）式均采用记号“～”，表明此时在x0
 点可以作出f（x）的泰勒级数，然而所作出的幂级数是否收敛？即使收敛，其和函数S（x）是否就是f（x）？答案是不一定．例如，函数

f（x）＝ex
 与　g（x）＝ex
 ＋φ（x）

其中[image: alt]
 　计算可得：φ（n）
 （0）＝0，n＝0，1，2，…

于是f（x）与g（x）的马克劳林级数均为[image: alt]
 该幂级数的收敛区间为（－∞，＋∞），以后将证明幂级数[image: alt]
 在收敛区间内的和函数S（x）＝f（x），因而它不收敛于g（x）．这说明一个函数的泰勒级数在其收敛区间内可能收敛于函数本身，也可能收敛于其他函数，因此，还需进一步讨论．函数f（x）除了在x0
 点具有任意阶导数外，还应满足什么条件，方能使它的泰勒级数（5.3）在其收敛区间内收敛于f（x）自身，即其和函数S（x）＝f（x）？

我们利用一元微分学中介绍的泰勒公式，即

[image: alt]


来解决这个问题．

定理2　设f（x）在区间（x0
 －R，x0
 ＋R）内具有任意阶导数，则f（x）在x0
 点处的泰勒级数在区间（x0
 －R，x0
 ＋R）内收敛于f（x）的充要条件是f（x）在x0
 点处的泰勒公式余项Rn
 （x）的极限是零，即

[image: alt]


证　由已知条件得f（x）在x0
 点处的n阶泰勒公式为

f（x）＝Sn
 （x）＋Rn
 （x）

其中

[image: alt]


[image: alt]


从而，对于满足｜x－x0
 ｜＜R的一切x

[image: alt]


的充要条件是[image: alt]


这里的Sn
 （x）正好是f（x）在x0
 点处的泰勒级数的前n＋1项部分和，因此，若Sn
 （x）满足

[image: alt]


就意味着f（x）在x0
 点处的泰勒级数[image: alt]
 在区间（x0
 －R，x0
 ＋R）内收敛于f（x），即

[image: alt]


其中x∈（x0
 －R，x0
 ＋R）

6.5.2　函数的幂级数展开

我们主要讨论一些初等函数f（x）在x0
 ＝0点处展开成泰勒级数（即马克劳林级数）的问题．将函数f（x）展开成x的幂级数（马克劳林级数）的步骤为：

第一步：求出f（x）在x＝0点处的各阶导数值f（n）
 （0）；

第二步：作出幂级数[image: alt]
 并求其收敛半径R；

第三步：考察泰勒公式余项Rn
 （x）在区间（－R，R）内的极限

[image: alt]


是否为零．若为零，则f（x）的马克劳林级数在（－R，R）内收敛于f（x），即

[image: alt]


若极限不为零，则幂级数[image: alt]
 虽然在（－R，R）内收敛，但它的和函数S（x）不是f（x）．

【例1】　将f（x）＝ex
 展开成x的幂级数．

解　因f（n）
 （x）＝ex
 ，则f（n）
 （0）＝1，n＝0，1，2，…，作幂级数

[image: alt]


其收敛区间为（－∞，＋∞），泰勒公式余项

[image: alt]


而级数[image: alt]
 对任何x都收敛（参见6.4例2（2）），从而其一般项[image: alt]
 又e｜x｜
 是有限数，因而对x∈（－∞，＋∞），有

[image: alt]


从而ex
 的x的幂级数展开式为

[image: alt]


【例2】　将f（x）＝sinx展开成x的幂级数．

解　因[image: alt]
 n＝0，1，2，…，有

[image: alt]


从而作幂级数

[image: alt]


其收敛区间为（－∞，＋∞）．n阶泰勒公式余项

[image: alt]


由例1知，当x∈（－∞，＋∞）时，有[image: alt]
 则[image: alt]
 从而得sinx的x的幂级数展开式为

[image: alt]


将（5.6）式逐项求导，得

[image: alt]


例1与例2直接求出f（n）
 （0），作幂级数[image: alt]
 并证明在收敛区间内的余项Rn
 （x）趋于零，这种将f（x）展开成为幂级数的方法称为直接展开法．而利用已经有的展开式，通过逐项求导、逐项积分，或四则运算、变量代换等方法求得函数f（x）的幂级数展开式的方法称为间接展开法，如利用sinx的幂级数展开式进行逐项求导，从而求得cosx的幂级数的方法．

下面略去推导过程，给出函数f（x）＝（1＋x）α
 （α为实数）的x的幂级数展开结果：

[image: alt]


此级数称为二项式级数．当α为正数n时，得到二项式公式

[image: alt]


当α＝－1时，由（5.8）式可得

[image: alt]


对（5.10）两边取0到x的积分，可得

[image: alt]


【例3】　将f（x）＝arctanx展开成x的幂级数．

解　由（5.10）式，将式中的x换成x2
 ，得

[image: alt]


（5.12）式两边取0到x的积分，得

[image: alt]


当x＝±1时，级数[image: alt]
 收敛，所以上式成立范围是［－1，1］．

解　由于[image: alt]


由于（5.7）式，将式中的x换成2x，得

[image: alt]


于是　[image: alt]


由于f（0）＝0，有

[image: alt]


注意：由于[image: alt]
 因此此题积分不是广义积分，如果定义被积函数在x＝0处的值为1，则它是连续函数．

【例5】　将[image: alt]
 展开成x－1的幂级数．

解　由于[image: alt]
 在（5.10）式中用[image: alt]
 代替x，得

[image: alt]


【例6】　利用幂级数，求数项级数[image: alt]
 的和．

解　考虑幂级数[image: alt]
 其收敛区间为（－∞，＋∞），记

[image: alt]


则S（1）的值即为所求数项级数的和．对（5.14）式两边取0到x的积分，则有

[image: alt]


利用ex
 的幂级数展开式，[image: alt]
 x∈（－∞，＋∞），则

[image: alt]


即　　[image: alt]


等式两边求导，得

S（x）＝（xe2x
 ）′＝（1＋2x）e2x


从而所求数项级数的和为

[image: alt]


利用函数的幂级数展开式，可以进行数值计算并进行误差估计．

【例7】　用级数证明：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


证　（1）利用利用ex
 的幂级数展开式

[image: alt]


令x＝1，取前n＋1项作为e的近似值，有

[image: alt]


其截尾误差Rn
 通过适当放大，并利用几何级数的求和公式，有

[image: alt]


即　[image: alt]


（2）由于[image: alt]


故　[image: alt]


取前n＋1项作为[image: alt]
 的近似值，有

[image: alt]


由交错级数的莱布尼兹准则，其截尾误差的估计式为

[image: alt]


6.5.3　欧拉公式

当x为实数时，有ex
 的幂级数展开式

[image: alt]


对于纯虚数ix（[image: alt]
 是虚数单位），我们规定eix
 的意义如下：

[image: alt]


注意到i2
 ＝－1，i3
 ＝－i，i4
 ＝1，i5
 ＝i，…，于是有

[image: alt]


即　　[image: alt]


在（5.15）式中以－x代替x，有

[image: alt]


我们把[image: alt]
 通称为欧拉公式．在复函数的范围内，把指数函数与三角函数联系起来，是为了方便运算．

6.6　傅里叶级数

在工程技术问题中，经常遇到各种周期现象，可用周期函数f（x）来描述，满足

f（x＋T）＝f（x）

其中T为正数，称为函数f（x）的周期．

正弦函数是最简单的周期函数，例如，描述简谐振动的函数：

[image: alt]


这是一个以[image: alt]
 为周期的正弦函数，其中S表示动点的位置，t为时间，A为振幅，ω为角频率，φ为初相位．从交流发电机获得的交流电流也可以用类似于（6.1）式的正弦函数表示．

利用三角函数的和角公式，（6.1）式可写成

S＝Asin（ωt＋φ）＝acosωt＋bsinωt

其中a＝Asinφ，b＝Acosφ．

为研究周期函数方便，与函数展开为幂级数类似，我们需要研究将周期函数展开成正弦及余弦函数为一般项的级数问题，即用级数

[image: alt]


来表示周期函数f（x），形如（6.2）式的级数称为三角级数，其中a0
 ，an
 ，bn
 （n＝1，2，…）称为三角级数的系数．

6.6.1　三角函数系的正交性

三角级数（6.2）中的项由三角函数cos0x，cosnωx，sinnωx（n＝1，2，…）组成，函数系

[image: alt]


称为三角函数系．系中所有函数具有共同的周期[image: alt]
 且任意两个不同函数的乘积在区间[image: alt]
 上的积分都等于零，这个性质称为三角函数系（6.3）在区间[image: alt]
 上的正交性．又在（6.3）中，除1以外，其他任意两个相同函数的乘积在区间[image: alt]
 上的积分都等于[image: alt]
 设m，n为正整数，即有

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


（5）[image: alt]


证明　（1）[image: alt]


（4）由三角函数的积化和差公式

[image: alt]


当m≠n时，根据（1）的结论，有

[image: alt]


而当m＝n时，有

[image: alt]


其余的结论类似可证，请读者自行完成．

6.6.2　傅里叶级数

现在来讨论如何把一个函数展开成三角级数的问题．设以T为周期的函数f（x）在[image: alt]
 上能展开成三角级数（6.2），即有等式

[image: alt]


像函数展开成为幂级数一样，关键也在于如何确定三角级数的系数a0
 ，an
 ，bn
 （n＝1，2，…），使得上式成立．在这些系数的确定过程中，三角函数系的正交性起着决定性的作用．我们假设级数（6.9）在[image: alt]
 上可以逐项积分，且乘以cosnωx或sinnωx后也可逐项积分，利用三角函数系的正交性，可求得这些系数．

对（6.9）式两边取区间[image: alt]
 上的积分，利用（6.4），（6.5）式，有

[image: alt]


于是[image: alt]


用cosnωx乘以（6.9）的两边，并取区间[image: alt]
 上的积分，利用（6.6），（6.7）式，有

[image: alt]


于是　[image: alt]


类似地，用sinnωx乘以（6.9）的两边，并取区间[image: alt]
 上的积分，利用（6.5），（6.8）式，可得

[image: alt]


由此可知，若f（x）能展成形如（6.9）式的三角级数，则其系数a0
 ，an
 ，bn
 （n＝1，2，…）由f（x）唯一确定，必为如（6.10）、（6.11）、（6.12）式所示．称由（6.10）、（6.11）、（6.12）式确定的系数为f（x）的傅里叶系数，以它们作系数的三角级数

[image: alt]


称为函数f（x）的傅里叶级数．

对于任意定义在（－∞，＋∞）内的周期为T的函数f（x），只要（6.10）、（6.11）、（6.12）式的积分存在，就可以作出傅里叶级数，记作

[image: alt]


但是，这样作出的级数是否收敛，即使收敛，其和函数S（x）是否就是f（x）的问题尚有待于进一步探讨研究．

傅里叶级数的收敛性理论比较复杂，我们只给出一个常用的主要结论．

狄利克雷（Dirichlet）定理　设函数f（x）在区间[image: alt]
 上满足条件：

（1）连续，或至多有有限个第一类间断点，

（2）至多有有限个极值点，

则f（x）的傅里叶级数[image: alt]
 在[image: alt]
 上收敛，其和函数S（x）有

[image: alt]


其中f（x0
 －0），f（x0
 ＋0）分别表示[image: alt]


定理中的条件通常称为狄利克雷条件，上述定理告诉我们，若f（x）在[image: alt]
 上连续，或至多有有限个第一类间断点，并且不作无限次的振动，那么f（x）所作出的傅里叶级数除了在f（x）的有限个间断点处外，都收敛于f（x）本身．

特别地，当T＝2π时，[image: alt]
 此时f（x）的傅里叶系数公式为

[image: alt]


当T＝2ι时，[image: alt]
 此时f（x）的傅里叶系数公式为

[image: alt]


狄利克雷定理中并没有要求f（x）是周期函数，只要f（x）在[image: alt]
 上满足狄利克雷条件，那么f（x）在[image: alt]
 上就可展成傅里叶级数；若f（x）是定义在（－∞，＋∞）内的周期为T的周期函数，并且在[image: alt]
 上满足狄利克雷条件，则f（x）在（－∞，＋∞）内也可以展成傅里叶级数．

【例1】　将函数

[image: alt]


在［－π，π］内展开为傅里叶级数，并作出该级数和函数的图形．

解　先计算f（x）傅里叶级数的系数

[image: alt]


当n＝2m时，b2m
 ＝0，（m＝1，2，…）

当n＝2m－1时，[image: alt]


从而f（x）的傅里叶级数为

[image: alt]


由于f（x）在［－π，π］上满足狄利克雷条件，由狄利克雷定理知f（x）的傅里叶级数其和函数S（x）为

[image: alt]


即f（x）的傅里叶级数[image: alt]
 除了在x＝0及x＝±π处收敛于[image: alt]
 外，在［－π，π］的其余点上均收敛于f（x）．但还应指出，f（x）的傅里叶级数的每一项都是以2π为周期的函数，故其和函数也是以2π为周期的函数，且

[image: alt]


其中k＝0，±1，±2，…，因而其和函数的图形如图6-3所示．

【例2】　设f（x）是以2π为周期的周期函数，它在［－π，π）上的表达式为

[image: alt]


[image: alt]


图6-3

将f（x）在（－∞，＋∞）内展开成傅里叶级数．

解　因f（x）＝｜x｜在［－π，π）内为偶函数，如图6-4所示，由于f（x）在（－∞，＋∞）内连续，由狄利）所展成克雷定理可知，f（x的傅里叶级数其和函数S（x）＝f（x），x∈（－∞，＋∞），f（x）的傅里叶系数为

[image: alt]


图6-4

[image: alt]


当n＝2m时，a2m
 ＝0，（m＝1，2，…）

当n＝2m－1时，[image: alt]


[image: alt]


于是，f（x）在（－∞，＋∞）内展开成的傅里叶级数为

[image: alt]


【例3】　设f（x）是以2ι为周期的周期函数，它在（－ι，ι］上的表达式为

[image: alt]


将f（x）在（－∞，＋∞）内展开成傅里叶级数．

解　由公式（6.16）、（6.17）得

[image: alt]


[image: alt]


从而f（x）在（－∞，＋∞）内所展成的傅里叶级数为

[image: alt]


其和函数为

[image: alt]


图6-5（a）是函数y＝f（x）的图形，图6-5（b）是f（x）的傅里叶级数的和函数y＝S（x）的图形．

[image: alt]


图6-5

6.6.3　奇、偶函数的傅里叶级数，奇、偶延拓

当函数f（x）在［－π，π］上满足狄利克雷条件时，若f（x）为奇函数，则f（x）cosnx为奇函数，而f（x）sinnx为偶函数．由傅里叶系数公式可知

[image: alt]


于是f（x）所展成的傅里叶级数只含正弦项，称为正弦级数．如果f（x）为偶函数，则f（x）sinnx为奇函数，而f（x）cosnx为偶函数，于是

[image: alt]


所以，偶函数所展成的傅里叶级数只含常数项与余弦项，称之为余弦级数，例2就是由偶函数展成的余弦级数．若函数f（x）在［－ι，ι］为奇、偶函数，同样所展成的级数为正弦级数或余弦级数．

下面我们讨论如何把区间［0，π］满足狄利克雷条件的函数f（x）展开为以2π为周期的傅里叶级数．

我们可以在f（x）的基础上构造一个在［－π，π］上满足狄利克雷条件的函数

[image: alt]


其中φ（x）是在［－π，0）上满足狄利克雷条件的任意一个函数，F（x）称为函数f（x）的延拓．这样就可把F（x）在［－π，π］上展成以2π为周期的傅里叶级数

[image: alt]


然后我们将x限制在区间［0，π］上，那么级数（6.18）就是f（x）在［0，π］上展成以2π为周期的傅里叶级数．

由于φ（x）具有任意性，所以（6.18）的级数可以有多种形式，其中较为简便的方法就是通常将函数f（x）进行奇、偶延拓．选取

[image: alt]


此时F（x）在［－π，π］上（除去x＝0点）是奇函数（图6-6），称为f（x）的奇延拓，它的傅里叶级数为正弦级数．

[image: alt]


图6-6

[image: alt]


图6-7

若选取

[image: alt]


这时F（x）在［－π，π］上是偶函数（图6-7），称为f（x）的偶延拓，它的傅里叶级数为余弦级数．

【例4】　将函数f（x）＝x，x∈［0，π］，展开为以2π为周期的正弦级数．

解　将f（x）作奇延拓（图6-8），得

F（x）＝x　　　x∈［－π，π］

于是F（x）的傅里叶系数an
 ＝0，（n＝0，1，2，…），

[image: alt]


故f（x）在［0，π］上的正弦级数为

[image: alt]


由狄利克雷定理知，傅里叶级数的和函数为

[image: alt]


[image: alt]


图6-8

[image: alt]


图6-9

【例5】　将函数f（x）＝x在［0，3］上展开为余弦级数．

解　将f（x）作偶延拓，得

F（x）＝｜x｜　x∈［－3，3］

如图6-9所示，F（x）的傅里叶系数为

[image: alt]


令n＝2k－1，有[image: alt]


由狄利克雷定理，得

[image: alt]


从上面的讨论可以看出，把函数f（x）展开为傅里叶级数，就函数的可导性的要求而言，比将f（x）展开为泰勒级数的要求低得多．函数f（x）展开为泰勒级数要求在x0
 及其级数的收敛区间（x0
 －R，x0
 ＋R）内有任意阶导数，而现在，只要求f（x）满足狄利克雷条件即可．所以，傅里叶级数所能表达的函数类型比幂级数广泛得多．

习题六

6.1

1．写出下列级数的一般项un
 ：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


2．利用级数收敛的定义判别下列级数的敛散性，并对收敛级数求其和：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


6.2

3．判别下列级数的敛散性：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


（5）[image: alt]


（6）[image: alt]


（7）[image: alt]


（8）[image: alt]


（9）[image: alt]


（10）[image: alt]


6.3

4．判别下列级数是否收敛，如果收敛，是绝对收敛还是条件收敛：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


5．证明：如果正项级数[image: alt]
 收敛，则级数[image: alt]
 也收敛，而级数[image: alt]
 发散（un
 ≠0）．

6．证明下列极限：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


7．设[image: alt]
 收敛，所以[image: alt]
 而由于[image: alt]
 因此，级数[image: alt]
 也收敛，这个推理成立吗？为什么？

6.4

8．求下列幂级数的收敛半径与收敛域：

（1）x＋2x2
 ＋3x3
 ＋…；

（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


（5）[image: alt]


（6）[image: alt]


（7）[image: alt]


（8）[image: alt]


9．利用幂级数的分析性质，求下列幂级数在其收敛域内的和函数：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


10．求幂级数[image: alt]
 的收敛域与和函数，并由此计算级数[image: alt]
 的和．

11．求幂级数[image: alt]
 的和函数f（x）及其极值．

6.5

12．采用直接展开法将函数[image: alt]
 展开成马克劳林级数．

13．采用间接展开法将下列函数展开成x的幂级数：

（1）ln（a＋x）（a＞0）；

（2）ax
 ；

（3）cos2x；

（4）[image: alt]


（5）[image: alt]


（6）[image: alt]


14．将下列函数在指定点展开成（x－x0
 ）的幂级数：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）lnx，x0
 ＝2．

15．利用ln（1＋x）的幂级数展开式，证明当x∈（－1，1）时[image: alt]
 并说明

[image: alt]


6.6

16．将下列函数在［－π，π］内展开成傅里叶级数：

（1）f（x）＝3x2
 ＋1　（－π≤x≤π）；

（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


17．将下列各周期函数展开成傅里叶级数（下面给出函数在一个周期内的表达式）：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


18．设f（x）＝2x2
 ，x∈［0，π］，试求：

（1）f（x）的正弦级数；

（2）f（x）的余弦级数．

综合测试题六

一、单项选择题：

1．[image: alt]
 是级数[image: alt]
 收敛的（　　）．

（A）必要条件

（B）充分条件

（C）充要条件

（D）既非充分又非必要条件

2．级数[image: alt]
 （p＞0）的敛散性是（　　）．

（A）对任何p＞0，均绝对收敛

（B）p≤1时发散，p＞1时收敛

（C）p≤1时条件收敛，p＞1时绝对收敛

（D）p＜1时绝对收敛，p≥1时条件收敛

3．设[image: alt]
 则级数[image: alt]
 的收敛半径R为（　　）．

（A）1

（B）2

（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


4．将函数sinxcosx展开成x的幂级数时，x3
 的系数是（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


二、填空题：

1．级数[image: alt]
 的敛散性是＿＿＿＿＿＿．

2．当x∈（－1，1）时，函数[image: alt]
 展开成x的幂级数为＿＿＿＿＿＿．

3．级数[image: alt]
 的收敛域与和函数为＿＿＿＿＿＿．

4．将函数[image: alt]
 展开为以2π为周期的傅里叶级数时，其和函数S（x）＝＿＿＿＿＿＿．

三、解答题：

1．判别下列级数的敛散性：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


2．求幂级数[image: alt]
 的收敛半径与收敛域．

3．将函数[image: alt]
 展开为关于x的幂级数，并指明其收敛域．

4．求级数[image: alt]
 的收敛域与和函数．

5．将函数f（x）＝π2
 －x2
 （－π＜x≤π）展成周期为2π的傅里叶级数，并求级数[image: alt]
 之和．


参考答案

习题一

1．（1）[image: alt]
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（4）1

（5）k＝ln2

（6）af（a）

2．a＝－3，b＝－3

3．（1）[image: alt]






（2）y′＝sinx·lntanx

（3）[image: alt]
 [image: alt]


（4）[image: alt]
 [image: alt]


（5）[image: alt]


（6）y′＝ef（x）
 f′（x）＋f′（ex
 ）ex


（7）[image: alt]


（8）[image: alt]


4．a＝b＝－1；切线方程y＝x－2；法线方程y＝－x

5．（－∞，1）单调增加；（1，＋∞）单调减少；f（1）＝e-1
 极大值

7．（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


（5）[image: alt]


（6）[image: alt]


（7）[image: alt]


（8）5

（9）[image: alt]


（10）[image: alt]


（11）[image: alt]


8．极小值I（0）＝0

9．切线方程y＝ex


*
 10．（1）R′＝26－4Q－12Q2
 ；C′＝8＋2Q

（2）Q＝1；Lmax
 （1）＝11


*
 11．（1）Q′（4）＝－8

（2）η（4）≈0.54，增加0.46％

（3）P＝5


*
 12．用罗尔定理两次．


*
 13．用拉格郎日公式．


*
 14．用拉格郎日公式．

综合测试题一

一、1．e-10


2．[image: alt]


3．[image: alt]


4.[image: alt]


二、1（D）

2（A）

3（C）

4（C）

三、1.3

2．[image: alt]


3．－sin1－1

4．f′（sin2
 x）·sin2x

5．[image: alt]


6．2ln2＋2e-1
 －2

7．xf′（x）－f（x）＋C

四、[image: alt]


六、a＝2，极大值

七、A（1，1），切线方程y＝2x－1

八、[image: alt]


九、用零点定理及单调性．

习题二

1．（1）y＝Csinx

（2）（x－4）y4
 ＝Cx

（3）10x
 ＋10-y
 ＝C

（4）[image: alt]


2．（1）x2
 y＝4
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（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


3．（1）[image: alt]


（2）[image: alt]
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（4）y3
 ＝y2
 －x2


4．xy＝2

5．P＝a－（a－p0
 ）e-kx
 ，a

6．（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）2xlny＝ln2
 y＋C

7．（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


8．y＝2（ex
 －x－1）

9．x2
 ＋y2
 ＝2y

10．y＝x（1－4lnx）


*
 11．（1）[image: alt]


（2）ln（xy）＝Cx
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*
 12．[image: alt]


13．（1）[image: alt]
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（4）y＝ln｜x｜＋C2


（5）[image: alt]


（6）C1
 y2
 －1＝（C1
 x＋C2
 ）2


14．（1）y＝lnsecx

（2）y＝（x＋1）ln（x＋1）－2x＋1

15．y＝x3
 ＋x2
 ＋2x＋1

16．（1）．y＝C1
 ＋C2
 e2x


（2）y＝C1
 cos2x＋C2
 sin2x

（3）y＝C1
 e2x
 ＋C2
 e3x
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17．（1）y＝2cos5x＋sin5x
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18．[image: alt]


19．（1）y*
 ＝（Ax＋B）ecx


（2）y*
 ＝x2
 （Ax＋B）ecx


20．（1）y*
 ＝Acosmx＋Bsinmx

（2）y*
 ＝x（Acosmx＋Bsinmx）

21．（1）[image: alt]
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23．[image: alt]
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25．（1）Δyt
 ＝4t＋1，Δ2
 yt
 ＝4

（2）Δyt
 ＝2e3t
 （e3
 －1）；Δ2
 yt
 ＝2e3t
 （e3
 －1）2


27．（1）yt
 ＝C（－5）t
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（3）yt
 ＝t（－t2
 ＋4t－3）＋1

28．（1）yt
 ＝C1
 2t
 ＋C2
 3t
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（5）[image: alt]
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29．[image: alt]


综合测试题二

一、1．e-2y
 ＝2e-x
 ＋e-1
 －2

2．y＝C1
 cosx＋C2
 sinx

3．y（－1）＝－1

二、1（A）

2（D）

3（A）

4（D）

三、1．[image: alt]


2．[image: alt]


3．[image: alt]


4．y＝arcsinx

5．（y－1）（C1
 x＋C2
 ）＝1

6．y＝C1
 cosx＋C2
 sinx＋x2
 －1
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五、y（x）＝－2xex
 ＋ex
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*
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*
 八、（1）pt＋1
 ＋2pt
 ＝2

（2）[image: alt]


习题三

1．A在x轴上，B在z轴上，C在xOy面上，D在yOz面上

2．[image: alt]


3．关于原点的对称点是（－1，－2，－3）；x轴是（1，－2，－3）；y轴是（－1，2，－3）；z轴是（－1，－2，3）；xOy面是（1，2，－3）；yOz面是（－1，2，3）；xOz面是（1，－2，3）

4．P到原点的距离是[image: alt]
 到x轴是[image: alt]
 到y轴是[image: alt]
 到z轴是[image: alt]
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7．（1）[image: alt]
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（3）[image: alt]


8．（6，－7，－12）

9．[image: alt]


10．（1）3

（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


11．20

12．（－2，0，－2），面积为[image: alt]


13．（1）[image: alt]


（2）k（－4，1，－7）（k≠0）

14．[image: alt]


15．24

16．（－20，10，10）

17．[image: alt]


18．p＝6，q＝1

19．4

20．（1）2x＋3y－z＝4

（2）x－z＝0

（3）y＝－1

（4）2x＋2y－z－3＝0
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23．（1）[image: alt]
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（3）[image: alt]


24．[image: alt]
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26．3x＋y－3z－2＝0

27．[image: alt]


28．直线与平面平行

29．[image: alt]


30．（x－1）2
 ＋（y－2）2
 ＋（z＋1）2
 ＝6

31．（1）在平面解析几何中表示一条平行于x轴的直线；在空间解析几何中表示平行xOz面的一张平面

（2）在平面解析几何中表示一条抛物线；在空间解析几何中表示一张抛物柱面

（3）在平面解析几何中表示原点；在空间解析几何中表示z轴所在的直线

（4）在平面解析几何中表示点（2，0）；在空间解析几何中表示一条平行于z轴的直线

32．（1）y2
 ＋z2
 ＝4

（2）[image: alt]


（3）x＋1＝y2
 ＋z2


33．投影柱面为[image: alt]
 投影曲线为[image: alt]


34．y＋z＝1

综合测试题三

一、1．[image: alt]


2．[image: alt]


3．[image: alt]
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