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序


如今，家长对子女的教育非常关注，希望他们在学习上成为优胜者，成为优等生．

所谓的优等生，既有绝对性，又有相对性．儿童们在共同学习过程中，自然有差异，学习成绩有高低之分．但就中小学数学而言，只要有浓厚的兴趣、认真的学习态度和科学的学习方法，多数孩子能取得优良的数学成绩．

数学成绩不够理想而又喜欢数学的孩子，希望找到提高的途径；数学成绩优良的孩子，又会感到一般的课程内容吃不饱，希望学得更深入一些．《优等生数学》这套书，可以帮助这部分孩子实现他们的心愿．

由朱华伟、熊斌、余红兵等编写的这套书，以中小学数学教学内容为依托，立足于学生基础知识进行拓展；以数学新课标为准绳，着眼于培养学生灵活运用知识的能力；以思维训练为核心，着重于培养学生的自主探究能力．

该书设计有很好的栏目：

“经典例题”　新颖独特，覆盖面广，趣味性强，具有代表性，有启迪作用；

“解题策略”　深入浅出，通俗易懂，情景生动，引人入胜，如循循善诱的老师上课；

“画龙点睛”　清晰的思路与诗情画意的标题融为一体，言简意赅地揭示解题的奥秘；

“举一反三”　提供了有层次性、发展性的题目，让学生在探索中有一种“出乎预料之外，在乎情理之中”的感觉；

“融会贯通”　摘选了近几年国内外有关考试（包括数学竞赛）中的一些优秀试题和作者自编的一些题目，这些题目有一定的综合性和难度，可以帮助学生开阔视野，拓展思维．

这套书的例题和习题，难度不算大，题量不算多，如能认真对待每一道题，把每一道题目弄懂弄通，数学素质会有明显的提高．如果课余时间不多，在家长指导下品尝一些，也能开眼界，扩思路，提高对数学的兴趣．

愿更多的学生喜欢数学，取得优良的成绩．
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张景中：著名数学家，中国科学院院士，中国教育数学学会名誉理事长，中国科普作家协会名誉理事长．


第十一章　全等三角形


1　全等三角形的概念


两个能够完全重合的三角形叫做全等三角形．把两个全等三角形重合在一起，重合的角叫做对应角，重合的边叫做对应边．

全等三角形的对应角相等，对应边相等．

经典例题

如图1-1所示，△ABC≌△DEF，∠A＝30°，∠B＝50°，BF＝2，求∠DFE的度数与EC的长．
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图1-1

解题策略

在△ABC中，∠A＋∠B＋∠ACB＝180°（三角形内角和为180°）．

因为∠A＝30°，∠B＝50°（已知），所以

∠ACB＝180°－30°－50°＝100°．

因为△ABC≌△DEF（已知），所以

∠ACB＝∠DFE（全等三角形对应角相等），

BC＝EF（全等三角形对应边相等），

因此∠DFE＝100°，EC＝EF－FC＝BC－FC＝BF＝2．

画龙点睛

1．在解答与全等三角形有关的问题时，要充分利用全等三角形的定义所得到的对应边相等、对应角相等的结论．

2．在本题中求EC的长时，不能直接求，可将之转化为两条线段的差，这也是将来求线段长的一种常用的转化方法．

举一反三

1．如图，若△ABC≌△ADE，则这对全等三角形的对应边是________；对应角是________．
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第1题
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第2题

2．如图所示，CD是Rt△ABC斜边AB上的高，将△BCD沿CD折叠，点B恰好落在AB的中点E处，则∠A等于（　）．

（A）25°

（B）30°

（C）45°

（D）60°

3．如图，若△ABD≌△ACD，试说明AD与BC的位置关系．
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融会贯通

4．如图所示，斜折一页书的一角，使点A落在同一页书内A′处，DE为折痕，作DF平分∠A′DB，试猜想∠FDE等于多少度，并说明理由．
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2　三角形全等的判定


判断两个三角形全等，并非需要证明两个三角形的三条边以及三个角均对应相等，而只需满足全等三角形的判定定理就可以了．

经典例题

已知：如图2-1，AO平分∠EAD和∠EOD，求证：（1）△AOE≌△AOD；（2）△BOE≌△COD．

[image: alt]


图2-1

解题策略

证明：（1）因为AO平分∠EAD和∠EOD，所以∠OAD＝∠OAE，∠AOE＝∠AOD，又因为AO＝AO，所以△AOE≌△AOD（ASA）．

（2）由△AOE≌△AOD得，OE＝OD，且∠AEO＝∠ADO．

又∠BEO＝180°－∠AEO，∠CDO＝180°－∠ADO，所以∠BEO＝∠CDO．

在△AOE和△AOD中，因为∠BEO＝∠CDO，OE＝OD，∠BOE＝∠COD，所以△BOE≌△COD（ASA）．

画龙点睛

1．判定两个三角形全等，往往需要三个条件，根据题目已知的条件可以得到两个条件（要注意公共角及公共边！），这时，设法证明所缺的条件也成立就是证题的关键了．

2．要证明两条线段或者两个角相等，常用的方法是证明它们是一对全等三角形的对应边或者对应角．

举一反三

1．如图，已知AB＝AD，那么添加下列一个条件后，仍无法判定△ABC≌△ADC的是（　）．

（A）CB＝CD

（B）∠BAC＝∠DAC

（C）∠BCA＝∠DCA

（D）∠B＝∠D＝90°
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第1题

2．如图所示，点D、C在BF上，AB∥EF，∠A＝∠E，BC＝DF．

求证：AB＝EF．
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第2题









3．如图，AB交CD于点O，AD、CB的延长线相交于点E，且OA＝OC，EA＝EC，你能证明∠A＝∠C吗？点O在∠AEC的平分线上吗？
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融会贯通

4．如图所示，已知BD、CE分别是△ABC的边AC和AB上的高，点P在BD的延长线上，BP＝AC，点Q在CE上，CQ＝AB．

求证：（1）AP＝AQ；（2）AP⊥AQ．
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3　全等三角形的应用


全等三角形的判定和性质被广泛地应用于几何证明题中，我们常利用全等三角形来转移线段和角，用来证明线段和角的等量关系，以及线段和角的和差倍分等数量关系；用来证明直线和直线的平行、垂直等位置关系．

经典例题

如图3-1所示，在△ABC中，∠BAC＝90°，AB＝AC，BE平分∠ABC，CE⊥BE，求证：[image: alt]
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图3-1

解题策略

延长CE、BA交于点F．

由于∠BAC＝90°，CE⊥BE，得∠FCA＝90°－∠F＝∠DBA．

在△FCA和△DBA中，因为

∠FAC＝∠DAB＝90°，

AC＝AB，∠FCA＝∠DBA，

所以　　　　　　　　　　　△FCA≌△DBA，

得　　　　　　　　　　　　　BD＝CF．

在△BEF和△BEC中，因为

∠FEB＝∠CEB＝90°，BE＝BE，∠FBE＝∠CBE，

所以　　　　　　　△BEF≌△BEC，

得　　　　　　　　　　EC＝EF，

即　　　　　　　　　　CF＝2CE，

所以　　　　　　　[image: alt]


画龙点睛

1．要证明一条线段的长度是另一条线段的2倍，常用截长或补短的方法转化为证明线段相等的问题，从而进一步转化为三角形全等的问题．

2．有的题目需要证两次三角形全等．

举一反三

1．如图，AB∥DC，AD∥BC，聪明的小老鼠哼哼和唧唧分别从B、D出发沿垂直于AC的路径BE、DF去寻找奶酪，假设点A、C处堆满了奶酪，哼哼和唧唧的速度相同，问它俩谁先寻找到奶酪？为什么？
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2．证明：在三角形中，连结两边中点的线段等于第三边的一半，且和第三边平行．









3．如图，在△ABC中，∠C＝90°，AD平分∠BAC，DE⊥AB于点E，点F在AC上，BD＝DF，求证：

（1）CF＝EB；

（2）请你判断BE＋DE与DF的大小关系，并说明理由．
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融会贯通

4．如图，已知在△ABC中，∠A＝90°，AB＝AC，D为AC的中点，AE⊥BD于E，延长AE交BC于F．

求证：∠ADB＝∠CDF．
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4　与中线有关的辅助线——倍长中线法


在解答几何证明题时，常常要作出辅助线来，而且某些辅助线的做法是有规律的．例如对于在题目条件中含有中线的问题，我们常用的辅助线就是将中线延长一倍．

经典例题

求证：如果两个三角形有两边和第三边上中线对应相等，那么这两个三角形全等．

解题策略

已知：如图4-1所示，在△ABC和△A′B′C′中，AB＝A′B′，AC＝A′C′，AM和A′M′是中线，且AM＝A′M′．

求证：△ABC≌△A′B′C′．
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图4-1

分别延长AM和A′M′到D和D′，使得MD＝AM，M′D′＝A′M′，连结CD，C′D′．

在△AMB和△DMC中，因为MA＝MD，∠AMB＝∠DMC，BM＝CM，所以

△AMB≌△DMC（SAS），

因此　　　　AB＝CD，∠3＝∠D．

同理，　　　A′B′＝C′D′，∠4＝∠D′．

因为AB＝A′B′，所以

CD＝C′D′，

又　　　　　AD＝2AM＝2A′M′＝A′D′，AC＝A′C′，

所以　　　　△ACD≌△A′C′D′（SSS），

因此　　　　∠1＝∠2，∠D＝∠D′，

∠3＝∠4．∠BAC＝∠B′A′C′，

所以　　　　△ABC≌△A′B′C′（SAS）．

画龙点睛

在题目条件中含有中线的问题，我们常用的辅助线就是将中线延长一倍，其目的是为了得到一对全等三角形，将分散的条件集中到一个三角形中去．

举一反三

1．△ABC中，AB＝5，AC＝3，求中线AD的取值范围．









2．如图所示，在△ABC中，已知AD是∠BAC的平分线，又是边BC上的中线，求证：AB＝AC．
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第2题









3．已知在△ABC中，AD是BC边上的中线，E是AD上一点，且BE＝AC，延长BE交AC于F，求证：AF＝EF．

[image: alt]
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融会贯通

4．如图，已知CE，CB分别是△ABC，△ADC的中线，且AB＝AC，求证：CD＝2CE．
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5　运用角平分线的性质解题


我们知道角平分线具有如下重要的性质：角平分线上的点，到角的两边的距离相等．在解答与角平分线有关的问题时，常常利用角平分线的这个性质来解题．

经典例题

如图5-1所示，在△ABC中，AD平分∠BAC，BD＝CD，求证：∠B＝∠C．

[image: alt]


图5-1

解题策略

作DE⊥AB于E，DF⊥AC于F．

因为AD平分∠BAC，DE⊥AB，DF⊥AC，所以

DE＝DF（角平分线上的点到角两边的距离相等）．

在Rt△BDE和Rt△CDF中，因为BD＝CD（已知），DE＝DF（已证），所以

Rt△BDE≌Rt△CDF（HL）．

于是　　　　　∠B＝∠C．

画龙点睛

1．本题实质上是证明了角平分线与中线重合的三角形是等腰三角形．

2．在解答与角平分线有关的问题时，利用角平分线的这个性质，自角平分线上一点，向角的两边作垂线，是一种常见的辅助线．

3．不能由∠BAD＝∠CAD，BD＝CD，AD＝AD直接得到△BDA≌△CDA，因为由SSA是不能判定两个三角形全等的．

举一反三

1．如图，在Rt△ABC中，∠C＝90°，AC＝BC，AD是∠BAC的平分线，交BC于D，DE⊥AB于E，若AB＝10cm，则△DBE的周长等于（　）．

（A）10cm

（B）8cm

（C）12cm

（D）9cm
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第1题

2．如图，∠B＝∠C＝90°，M是BC中点，DM平分∠ADC．求证：AM平分∠DAB．

[image: alt]


第2题









3．如图，已知AB＝AC，BE⊥AC于E，CF⊥AB于F，BE与CF交于点D，求证：点D在∠BAC的平分线上．

[image: alt]


第3题









融会贯通

4．已知：点O到△ABC的两边AB，AC所在直线的距离相等，且OB＝OC．

（1）如图1，若点O在边BC上，求证：AB＝AC

（2）如图2，若点O在△ABC的内部，求证：AB＝AC；

（3）若点O在△ABC的外部，AB＝AC成立吗？请画图表示

[image: alt]


第4题












6　与角平分线有关的辅助线——翻折法


这一节我们介绍第二类与角平分线有关的辅助线：在角的两边截取相等的线段，从而构造一对全等三角形．

经典例题

如图6-1，已知点P是△ABC的角平分线AD上任一点，且AB＞AC．

求证：PB－PC＜AB－AC．

[image: alt]


图6-1

解题策略

在AB上截取AE＝AC，连结PE．

在△APE和△APC中，因为

AE＝AC，∠EAP＝∠CAP，AP＝AP，

所以　　　　　△APE≌△APC，

因此　　　　　　PE＝PC．

在△BPE中，PB－PE＜BE，即

PB－PC＜AB－AC．

画龙点睛

当题目的条件中出现了某个角的平分线时，可在这个角的两边截取相等的线段，利用角平分线是公共边来构造一对全等三角形，这也是一种常用的辅助线．它可将原来分属两个三角形中的边转移到一个三角形中来．

举一反三

1．四边形ABCD中，AC平分∠BAD，且∠D与∠B互补．

求证：CD＝CB．









2．（1）如图，P是△ABC的∠BAC的外角平分线上一点．求证：PB＋PC＞AB＋AC；

（2）若P是△ABC的∠BAC的平分线上一点，且AC＞AB，画出图形，试分析PB、PC、AB、AC间又有怎样的不等关系？

[image: alt]
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3．如图1，OP是∠MON的平分线，请你利用该图形画一对以OP所在直线为对称轴的全等三角形．

请你参考这个作全等三角形的方法，解答下列问题：

（1）如图2，在△ABC中，∠ACB是直角，∠B＝60°，AD，CE分别是∠BAC，∠BCA的平分线，AD，CE相交于点F．请你判断并写出FE与FD之间的数量关系；

（2）如图3，在△ABC中，如果∠ACB不是直角，而（1）中的其他条件不变，请问，你在（1）中所得结论是否仍然成立？若成立，请证明：若不成立，请说明理由．
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融会贯通

4．如图，三所学校分别记作A、B、C，体育场记作O，它是△ABC的三条角平分线的交点，O、A、B、C每两地之间有道路相连，一支长跑队伍从体育场O出发，跑遍各校再回到O点，指出哪条路线跑的距离最短，（已知AB＜AC＜BC）并说明理由．

[image: alt]
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7　截长补短法


在几何证明题中，有这么一类问题，就是要证明一条线段的长度等于另外两条线段长度的和或等于另外一条线段的两倍，此类问题一般采用截长补短法来证明．在本节中，我们就来介绍这种方法．

经典例题

已知，如图7-1，四边形ABCD中，AB＝AD，∠BAD＝60°，∠BCD＝120°，求证：BC＋CD＝AC．

[image: alt]


图7-1

解题策略

延长BC到E，使CE＝CD，连结DE．

因为∠BCD＝120°，所以∠DCE＝60°．又因为CD＝CE，所以△CDE是等边三角形．因此DE＝CD＝CE，∠CDE＝60°．

又因为AB＝AD，∠BAD＝60°，所以△ABD是等边三角形．因此∠ADC＝∠BDE，△ACD≌△BED．

所以AC＝BE＝BC＋CE＝BC＋CD．

画龙点睛

1．上面的这种作辅助线的方法叫做“补短法”，也就是将较短的一段延长，使延长的部分等于较短的另外一段，然后将问题转化为证明线段相等的问题，一般用全等三角形来解决．

“补短法”也可以这么来用，将较短的一段延长，使延长后的一段长度等于较长的一段，然后证明延长的部分等于较短的另外一段．

2．本题还可以这么作辅助线：在CA上截取CE＝CD，然后设法证AE＝BC．这种方法叫做“截长法”，即在较长的一段上截取一段等于较短的一段，然后证明剩下的一段等于较短的另外一段．

举一反三

1．如图，∠C＝90°，AC＝BC，AD是∠BAC的角平分线．

求证：AC＋CD＝AB．
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第1题









2．如图，在△ABC中，AB＝AC，P为BC上任一点，PM⊥AB于M，PN⊥AC于N，BD⊥AC于D．求证：BD＝PM＋PN．
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3．在四边形ABCD中，AC平分∠BAD，∠ADC＋∠ABC＝180°，CE⊥AB于E，猜想AD、AE、AB间数量关系，并证明你的猜想．









融会贯通

4．在△ABC中，∠ACB＝90°，AC＝BC，直线MN经过点C，且AD⊥MN于D，BE⊥MN于E．

（1）当直线MN绕点C旋转到图1的位置时，求证：①△ADC≌△CEB；②DE＝AD＋BE；

（2）当直线MN绕点C旋转到图2的位置时，求证DE＝AD－BE；

（3）当直线MN绕点C旋转到图3的位置时，试问DE、AD、BE具有怎样的等量关系？请写出这个等量关系，并加以证明．
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第十二章　轴对称


8　运用线段的垂直平分线性质解题


我们知道，线段的垂直平分线上的点，到线段两端的距离相等；反过来，到线段两端的距离相等的点，在线段的垂直平分线上．运用线段的垂直平分线的性质，我们可以解决一些计算题和证明题．

经典例题

如图8-1，P为∠AOB的平分线OC上任意一点，PE⊥OA于E，PF⊥OB于F，求证：OP是EF的垂直平分线．

[image: alt]


图8-1

解题策略

因为OP为∠AOB的平分线，PE⊥OA，PF⊥OB，所以PE＝PF（角平分线上的点，到角两边的距离相等），因此P在EF的垂直平分线上（到线段两端距离相等的点，在线段的垂直平分线上）．

在Rt△OEP和Rt△OFP中，PE＝PF，OP＝OP，所以△OEP≌△OFP且OE＝OF，所以O在EF的垂直平分线上（到线段两端距离相等的点，在线段的垂直平分线上）．

所以OP是EF的垂直平分线．

画龙点睛

因为线段是轴对称图形，而且线段的垂直平分线是线段的对称轴．我们常利用线段的轴对称性质来证明线段的相等，也利用线段轴对称的判定方法来确定线段的垂直平分线．
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举一反三

1．如图，等腰△ABC中，AB＝AC，∠A＝20°．线段AB的垂直平分线交AB于D，交AC于E，连结BE，则∠CBE等于（　）．

（A）80°

（B）70°

（C）60°

（D）50°

2．如图，已知在△ABC中，AB＝AC，∠B＝30°，AB的垂直平分线EF交AB于E，交BC于F，求证：CF＝2BF．
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3．如图，在△ABC中，∠ABC＝45°，AD是∠BAC的平分线，EF垂直平分AD，交BC的延长线于F，试求∠CAF的大小．
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融会贯通

4．如图，在Rt△ABC中，∠ACB＝90°，∠A＜∠B，CM是斜边AB的中线，将△ACM沿直线CM折叠，点A落在点D处，如果CD恰好与AB垂直，求∠A的大小．
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9　与轴对称有关的作图


本节包含两种类型的问题：一类是作出一个图形的关于一条直线的轴对称图形，此类问题比较简单；另外一类问题是用作轴对称图形的方法来解题，这类问题就比较复杂了．

经典例题

如图9-1，有一张矩形纸片ABCD，上面画有一个角的两边m、n，但是这个角的顶点P在纸片的外部，试在纸片上作出∠P的平分线来．

[image: alt]


图9-1

解题策略

作法：（1）在纸片上作直线h⊥m；作n关于h的对称直线n′，n′与m交于P′；

（2）作∠P′的平分线p′；

（3）作p′关于h的对称直线p．

则p所在的直线也是∠P的平分线所在的直线．

[image: alt]


图9-2

画龙点睛

我们将例题这种类型的题称为不可及点作图问题，这个利用轴对称变换来解答的作法是解决不可及点作图问题的一般方法．

举一反三

1．如图，已知∠AOB与线段CD，求作一点P，使点P到CD的两端点距离相等且∠AOB两边的距离也相等．
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2．如图①，在网格中有两个全等的图形（阴影部分），用这两个图形拼成轴对称图形，试分别在图②、③中画出两种不同的拼法．

[image: alt]
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3．如图所示，把一个正方形三次对折后沿虚线剪下，则得到的图形是（　）．

[image: alt]
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（A）

[image: alt]


（B）

[image: alt]


（C）

[image: alt]


（D）

融会贯通

4．如图，已知三点A、B、C不在同一直线上，求作：

（1）直线l1
 ，使A、B两点关于直线l1
 对称；

（2）直线l2
 ，使A、C两点关于直线l2
 对称；

（3）直线l3
 ，使B、C两点关于直线l3
 对称．

观察l1
 、l2
 、l3
 ，你从中可以发现什么规律？
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10　运用轴对称方法求最值


有一类几何极值问题，可以运用轴对称的方法来解决，本节我们就来介绍这种方法．

经典例题

如图10-1，已知线段AB和直线EF（线段AB与直线EF不相交），在直线上求一点C，使△ABC周长最短．

[image: alt]


图10-1

解题策略

如图10-2，作点A关于EF的对称点A′，连结A′B交EF于点C，则点C为所求的点，此时，△ABC的周长最短．

[image: alt]


图10-2

[image: alt]


图10-3

事实上，如C′是EF上异于C的另外一点，如图10-3，连结AC′，A′C′，由轴对称的性质有AC＝A′C，AC′＝A′C′，于是AC＋CB＝A′C＋CB＝A′B＜A′C′＋C′B＝AC′＋BC′，显然有△ABC的周长＜△ABC′的周长．也就是说△ABC的周长最短．

画龙点睛

1．利用轴对称的方法，常可以化折线段为直线段，再结合“两点之间，线段最短”的性质，就可以解决一类几何最值问题了．

2．我们容易证得，当AC＋BC最短时，∠ACE＝∠BCF．这是一种最短线的等角性质，有一类台球问题也可以仿此解答．

举一反三

1．如图，已知直线MN和在MN异侧的两点A、B，在MN上求作一点P，使线段⊥PA－PB⊥最大．
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2．如图所示，已知正方形ABCD的边长为8，M在DC上，且DM＝2，N是AC上一动点，当DN＋MN最小时，试确定N位置．
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3．如图，已知∠AOB内一定点P，试在OA、OB上各找一点M、N，使△PMN周长最短．

[image: alt]
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融会贯通

4．在一平直河岸l同侧有A、B两个村庄，A、B到l的距离分别是3km和2km，AB＝akm（a＞1）．现计划在河岸l上建一抽水站P，用输水管向两个村庄供水．

方案设计

某班数学兴趣小组设计了两种铺设管道方案：图1是方案一的示意图，设该方案中管道长度为d1
 ，且d1
 ＝PB＋BA（其中BP⊥l于点P）；图2是方案二的示意图，设该方案中管道长度为d2
 ，且d2
 ＝PA＋PB（其中点A′与点A关于l对称，A′B与l交于点P）．

[image: alt]


图1

[image: alt]


图2

[image: alt]


图3

观察计算

（1）在方案一中，d1
 ＝_________km（用含a的式子表示）；

（2）在方案二中，组长小宇为了计算d2
 的长，作了如图3所示的辅助线，请你按小宇同学的思路计算，d2
 ＝_________km（用含a的式子表示）．

探索归纳

（1）①当a＝4时，比较大小：d1
 _________d2
 （填“＞”、“＝”或“＜”）；

②当a＝6时，比较大小：d1
 __________d2
 （填“＞”、“＝”或“＜”）；

（2）请你参考右边方框中的方法指导，就a（当a＞1时）的所有取值情况进行分析，要使铺设的管道长度较短，应选择方案一还是方案二？



方法指导

当不易直接比较两个正数m与n的大小时，可以对它们的平方进行比较：

因为m2
 －n2
 ＝（m＋n）（m－n），m＋n＞0，

所以（m2
 －n2
 ）与（m－n）的符号相同．

当m2
 －n2
 ＞0时，m－n＞0，即，m＞n；

当m2
 －n2
 ＝0时，m－n＝0，即m＝n；

当m2
 －n2
 ＜O时，m－n＜0．即，m＜n．






11　等腰三角形的性质与判定


经典例题

如图11-1所示，若AB＝AC，BG＝BH，AK＝KG，则∠BAC的度数为（　）．

（A）30°

（B）32°

（C）36°

（D）40°

[image: alt]


图11-1

解题策略

设∠BAC＝x°．则由AB＝AC可得∠ABC＝∠ACB，所以[image: alt]
 [image: alt]
 由BG＝BH可得∠G＝∠H，又∠ABC＝∠G＋∠H＝2∠G，所以[image: alt]
 由AK＝KG得∠A＝∠G，即[image: alt]
 解得x＝36，即∠BAC＝36°，应选C．

画龙点睛

图中的几个与等腰三角形相关的角都可以用∠BAC的代数式来表示，因此可以建立关于∠BAC的方程，来解决此类问题．

举一反三

1．如图，△ABC中，AB＝AC，∠A＝36°，BD、CE分别是角平分线，且相交于F，则图中的等腰三角形有（　）个．

（A）6

（B）7

（C）8

（D）9
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2．如图，在△ABC中，点E在AB上，点D在BC上，BD＝BE，∠BAD＝∠BCE，AD与CE相交于点F，试判断△AFC的形状，并说明理由．
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3．如图，点D在AC上，点E在AB上，且AB＝AC，BC＝BD，AD＝DE＝EB．求∠A的度数．

[image: alt]
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融会贯通

4．如图，△ABC中，AB＝AC，∠A＝36°．仿照图①，请你再设计两种不同的分法，将△ABC分割成3个三角形，使得每个三角形都是等腰三角形（图②，图③供画图用，作图工具不限，不要求写出画法，不要求证明；要求标出所分得的每个等腰三角形三个内角的度数）．
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12　等腰三角形中的辅助线


我们知道，等腰三角形是以底边上的高所在直线为对称轴的轴对称图形，故在解与等腰三角形有关的问题时，常要利用这个性质．

经典例题

如图12-1，从等腰直角△ABC的直角顶点C向中线BD引垂线，交BD于F，交AB于E，连结DE．求证：∠CDF＝∠ADE．

[image: alt]


图12-1

解题策略

注意到∠CDF在△BCD中，∠ADE在△ADE中，且CD＝AD，可设法在△BCD中构造一个与△ADE全等的三角形，因∠A＝45°，可作∠BCA的平分线CG（即AB边上的高）．

如图12-2，作∠BCA的平分线交BD于G，因为

BC＝AC，∠BCG＝∠A＝45°，

又　　　　∠CBG＝90°－∠CDF＝∠ACE．

所以　　　　△BCG≌△CAE，

CG＝AE．

在△CDG和△ADE中，因为

CD＝AD，∠DCG＝∠A＝45°，CG＝AE，

所以△CDG≌△ADE，∠CDF＝∠ADE．

[image: alt]


图12-2

画龙点睛

等腰三角形是轴对称图形，作出它的对称轴即底边上的高来解题，是一种常见的作辅助线的方法．

举一反三

1．如图，在△ABC中，若AB＝AC，AD为BC边上的高，E为AC边上的一点，且有AE＝AD，已知∠EDC＝12°，则∠B＝________．
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2．如图，已知点C、D在△ABE的边BE上，BC＝ED，AB＝AE，求证：AC＝AD．

[image: alt]
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3．如图，在等腰Rt△ABC中，∠C＝90°，AC＝8，F是AB边上的中点，点D、E分别在AC、BC边上运动，且保持AD＝CE．连结DE、DF、EF．在此运动变化的过程中，下列结论：

①△DFE是等腰直角三角形；

②四边形CDFE的面积保持不变；

③AD＋BE＞DE．

其中正确的结论是（　）．

（A）①②③

（B）①

（C）②

（D）①②
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4．如图，在△ABC中，∠BAC＝80°，AB＝AC，O为△ABC内一点，且∠OBC＝10°，∠OCA＝20°，求∠BAO的度数．
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13　利用等腰三角形的性质
 解题

当一个几何问题中出现了等腰三角形时，要充分利用等腰三角形的性质或者构造一个等腰三角形来解题．

经典例题

如图13-1，过△ABC的顶点A，作直线AE与∠B的内角平分线垂直相交于点E，与BC相交于点N，且与∠C的内角平分线相交于点P．过P作直线与底边BC平行，且与AB交于Q，与BE交于M，与AC交于R，求证：QR＝AQ＋CR．

[image: alt]


图13-1

解题策略

因为RP∥BC，CP是∠ACB的平分线，所以∠RCP＝∠NCP＝∠RPC，于是PR＝CR．同理∠QMB＝∠ABE．

因BE⊥AN，∠EAB＝90°－∠ABE，∠EPQ＝90°－∠EMP，但∠ABE＝∠QMB＝∠EMP．于是∠EAB＝∠EPQ，故AQ＝PQ．

所以QR＝QP＋PR＝AQ＋CR．

画龙点睛

在题目中出现了过角平分线上一点而又和角的一边平行的直线这样的基本图形时，就一定要注意到图形中出现了等腰三角形，利用这个等腰三角形进行计算或者证明，是解答此类问题的关键．
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举一反三

1．如图，△ABC中，∠B与∠C的平分线相交于点D，过点D作EF∥BC，分别交AB、AC于点E、F，AB＝14，BC＝20．AC＝16，那么，△AEF的周长为（　）．

（A）34

（B）38

（C）30

（D）25

2．如图，在△ABC中，AB＝AC，D是BC边上的一点，DE⊥AB，DF⊥AC，垂足分别为E、F，添加一个条件，使DE＝DF，并说明理由．

[image: alt]
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3．如图，在凸五边形ABCDE中，∠B＝∠E，∠C＝∠D，BC＝DE，M为CD的中点．求证：AM⊥CD．

[image: alt]
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融会贯通

4．如图，△ABC中，∠A＝100°，AB＝AC，BE是∠ABC的平分线．

求证：AE＋BE＝BC．

[image: alt]
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14　等边三角形


我们知道，等边三角形是最特殊的等腰三角形，它的三角相等，三边相等，有三条对称轴．常用“有一个角是60°的等腰三角形是等边三角形”来判定一个三角形是等边三角形．

经典例题

如图14-1所示，已知△ABC为等边三角形，D是BC线上一点，再延长BA到E，使AE＝BD，求证：CE＝DE．

[image: alt]


图14-1

解题策略

如图14-2，延长BD到F，使DF＝AB，连结EF．因为△ABC为等边三角形，所以

AB＝BC＝AC，

∠B＝∠BAC＝∠ACB＝60°．

又因为BA＋AE＝BD＋DF，即BE＝BF．

所以△BEF是等边三角形，因此

∠F＝60°＝∠B，EF＝BE．

△EDF≌△ECB．

所以　　　　　　ED＝EC．

[image: alt]


图14-2

画龙点睛

当题目中出现了含有60°的三角形时，常可构造一个等边三角形，然后从等边三角形中寻找新的结论．

在本题中，是通过补图，把原图形补成一个等边三角形，得出有关三角形全等，从而证明线段的相等．

举一反三

1．如图，在等边△ABC中，D是AC的中点，延长BC到点E，使CE＝CD，AB＝10cm．求BE的长．

[image: alt]


第1题









2．如图，△ABC是等边三角形，点D、E、F分别是线段AB、BC、CA上的点．

（1）若AD＝BE＝CF，问△DEF是等边三角形吗？试证明你的结论；

（2）若△DEF是等边三角形，问AD＝BE＝CF成立吗？试证明你的结论．

[image: alt]
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3．如图，在等边△ABC的边AC的延长线上取一点E，以CE为边作等边△CDE，使它与△ABC位于直线AE的同一侧，点M为线段AD的中点，点N为线段BE的中点，求证：△CNM为等边三角形．

[image: alt]
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融会贯通

4．如图，已知等边三角形ABC，在AB上取点D，在AC上取点E，使得AD＝AE，作等边三角形PCD，QAE和RAB，求证：P、Q、R是等边三角形的三个顶点．

[image: alt]
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15　含30°角的直角三角形


含30°角的直角三角形可以看作是一个等边三角形的一半，我们可以证明，在这种三角形中，30°角所对的直角边是斜边的一半．

经典例题

如图15-1，在△ABC中，AB＝AC，∠BAC＝120°，AC的垂直平分线EF交AC于点E，交BC于F，求证：BF＝2CF．

[image: alt]


图15-1

解题策略

如图15-1，连结AF．因为EF为AC的垂直平分线，所以

AF＝FC（线段垂直平分线上的点到线段两端的距离相等），

∠C＝∠FAC，

又AB＝AC，∠BAC＝120°，所以

[image: alt]


因此∠FAC＝30°，∠BAF＝90°，于是BF＝2AF（直角三角形中30°角的对边等于斜边的一半），所以BF＝2CF．

画龙点睛

在题目条件中发现有含30°角的直角三角形时，要注意利用30°角所对的直角边是斜边的一半的性质来解题．

举一反三

1．如图，在Rt△ABC中，已知∠ACB＝90°，∠B＝30°，且CH⊥AB，HE⊥BC，HF⊥AC，连结EF．求证：[image: alt]


[image: alt]
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2．如图，∠AOB＝30°，OC平分∠AOB，P为OC上任意一点，PD∥OA交OB于D，PE⊥OA于E．若OD＝4cm，求PE的长．

[image: alt]
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3．如图，△ABC中，AB＝AC，过线段BC（不包括端点）上一点D作BC的垂线，交BA延长线于P，交AC于Q．

（1）判断△APQ的形状，并证明你的结论；

（2）若∠B＝60°，AB＝AC＝2，设CD＝x，BP＝y，求y与x之间的函数关系式，并写出x的取值范围．

[image: alt]
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融会贯通

4．已知∠MAN，AC平分∠MAN．

（1）如图1，若∠MAN＝120°，∠ABC＝∠ADC＝90°，请说明：AB＋AD＝AC；

（2）如图2，若∠MAN＝120°，∠ABC＋∠ADC＝180°，则（1）中的结论是否仍然成立？若成立，请说明理由．

[image: alt]
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第十三章　实数


16　平方根


如果一个数的平方等于a，那么这个数叫做a的平方根．

正数a两个平方根，记作[image: alt]
 和[image: alt]
 这两个平方根互为相反数；0只有一个平方根，它仍然是0；负数没有平方根．

正数a的正平方根叫做a的算术平方根，记作[image: alt]
 0的算术平方根还是0．

当a≥0时，[image: alt]
 而[image: alt]
 （a为任意实数）．

经典例题

已知2a－1的算术平方根是3，3a＋b－1的平方根是±4，c是[image: alt]
 的整数部分，求a＋2b－c2
 的平方根．

解题策略

因2a－1的算术平方根是3，故2a－1＝32
 ＝9，从而a＝5；

因3a＋b－1的平方根是±4，故3a＋b－1＝（±4）2
 ＝16，从而b＝2；

因9＜13＜16，故[image: alt]
 [image: alt]
 的整数部分c＝3．

于是a＋2b－c2
 ＝5＋2×2－32
 ＝0，故a＋2b－c2
 的平方根为0．

画龙点睛

掌握平方根和算术平方根的概念、区别和联系是解决问题的关键．

举一反三

1．用“＜”连接下列各数：[image: alt]
 2.5，0．









2．如果一个数的两个平方根是a＋3和2a－15，求这个数．









3．实数a、b在数轴上的位置如图所示，化简[image: alt]
 [image: alt]


[image: alt]
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融会贯通

4．完成填空，然后回答问题：

（1）[image: alt]


（2）将你发现的规律用一句话叙述出来：____________；

（3）若[image: alt]
 请应用你所发现的规律求[image: alt]
 和[image: alt]
 的值．












17　立方根


如果一个数的立方等于a，那么这个数叫做a的立方根，记作[image: alt]


对任意实数a，都有[image: alt]


经典例题

如果[image: alt]
 与[image: alt]
 互为相反数，求3＋4a－6b的值．

解题策略

因为[image: alt]
 故[image: alt]


所以　　　　[image: alt]


即　　　　　2a＋1＝-（1－3b），

于是2a－3b＝-2，4a－6b＝-4，3＋4a－6b＝3－4＝-1．

画龙点睛

掌握立方根的概念，灵活地运用[image: alt]
 的关系式，便不难求出a与b的关系．

举一反三

1．解方程：（1）2x3
 ＝128；　　（2）[image: alt]










2．用铁皮焊制一无盖的正方体水箱，使其容积为1.728立方米，问至少需多大面积的铁皮？









3．已知[image: alt]
 且[image: alt]
 求[image: alt]
 的立方根．









融会贯通

4．填写下表，然后回答下列问题：

[image: alt]


（1）上表中已知数a的小数点的移动与它的立方根[image: alt]
 的小数点的移动间有何内在规律？请用语言描述它；

（2）已知[image: alt]
 分别写出m、n与b的关系；

（3）如果[image: alt]
 求x的值．












18　实　数


实数包括有理数（有限小数和无限循环小数）和无理数（无限不循环小数）．每一个实数都可以用数轴上的点来表示；反之，每一个数轴上的点都表示一个实数．在实数范围内，可进行加、减、乘、除、乘方和开方运算，实数的运算法则与有理数的运算法则相同．

经典例题

已知[image: alt]
 求a－20102
 的值．

解题策略

因为a－2011≥0，故a≥2011，于是

[image: alt]


所以[image: alt]
 即[image: alt]


两边平方得　　a－2011＝20102
 ，

所以　　　　　　　a－20102
 ＝2011．

画龙点睛

在实数中，有三类数是“非负数”：实数的绝对值、实数的偶次方特别是实数的平方以及算术根．它们都不能是负数．

在解答与实数有关的问题时，要注意利用这些数的非负性来解题．

“非负数”有一个常用的性质：如果若干个非负数的和为0，那么每个非负数都是0．

举一反三

1．若[image: alt]
 则x＋y＝_________．

2．有一种计算器，当输入任意实数对（a、b）时，会得到一个新的实数：a2
 ＋b＋1．例如输入（3，-2），就会得到32
 ＋（-2）＋1＝8．现输入实数对[image: alt]
 得到实数m，再输入实数对（m，1），得到的实数是多少？









3．已知[image: alt]
 求

[image: alt]


的值．









融会贯通

4．实数a、b满足：[image: alt]
 求[image: alt]
 的取值范围．










第十四章　一次函数


19　函数的概念


在一个变化过程中，如果有两个变量x与y，如果对于x的每一个确定的值，y都有唯一确定的值与其对应，那么我们就说x是自变量，y是x的函数．

经典例题

在函数[image: alt]
 中，求自变量x的取值范围．

解题策略

要使代数式[image: alt]
 有意义，分子中的二次根式被开方数必须为非负数，而且分母不为0．即自变量x为下面不等式组的解：

[image: alt]


解这个不等式组便可求得自变量x的取值范围是x≥2，且x≠3．

画龙点睛

求函数自变量的取值范围，要注意以下几点：

1．若函数的解析式是整式，自变量的取值范围是全体实数；

2．若函数的解析式是分式，自变量的取值范围是使分母不等于0的一切实数；

3．若函数的解析式是二次根式，自变量的取值范围是使被开方数不小于0的一切实数；

4．若函数的解析式含有以上几类式子时，则应分别求出各自的取值范围，再求出它们的公共部分．

举一反三

1．下列函数中，自变量x的取值范围是x＞2的函数是（　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


2．求函数[image: alt]
 中自变量x的取值范围．









3．求函数[image: alt]
 的自变量的取值范围．









融会贯通

4．若函数[image: alt]
 自变量x的取值范围是一切实数，求实数k的取值范围．












20　列函数关系式


在工农业生产、科学研究、商业活动和日常生活中，存在着大量的函数关系．学会把实际问题转化为函数问题，是为了通过对函数的研究，从而达到解决实际问题的目的．

在这个过程中，列实际问题的函数关系式是开始的一步，也是十分重要的一步．

经典例题

某加工厂以每吨3000元的价格购进50吨原料进行加工．若进行粗加工，每吨加工费用为600元，需要[image: alt]
 天，每吨售价为4000元；若进行精加工，每吨加工费用为900元，需要[image: alt]
 天，每吨售价为4500元．现将这50吨原料全部加工完，又必须在20天内完成．

设其中粗加工x吨，获利y元，试写出y与x的函数关系式，并指出自变量x的取值范围．

解题策略

因为粗加工x吨，故精加工了（50－x）吨．获利（4000－600）x＋（4500－900）（50－x）－3000×50＝（-200x＋30000）（元），于是函数关系为

y＝-200x＋30000．

由题意，x必须满足下列不等式组：

[image: alt]


解这个不等式组，得30≤x≤50，即自变量x的取值范围是

30≤x≤50．

画龙点睛

1．列实际问题的函数关系式的方法与列代数式，列方程的方法相类似，其关键是找出两个变量之间的等量关系从而建立函数关系式．

2．在实际问题的函数关系式中，要指出自变量的取值范围．一般需要根据具体问题的要求列出一个不等式或不等式组，并解这个不等式或不等式组来确定这个范围．

举一反三

1．在△ABC中，若∠A＝∠B＝x°．∠C＝y°．试写出y与x的函数关系式，并求出自变量x的取值范围．









2．某水产养殖加工厂有200名工人，每名工人每天平均捕捞水产品50千克或将当日捕捞的水产品40千克进行精加工，已知每千克水产品直接出售可获得利润6元，精加工后再出售可获得利润18元．设每天安排x名工人进行水产品精加工．如果每天精加工的水产品和未来得及精加工的水产品全部出售，求每天获得的利润W（元）与x的函数关系式，并指出自变量x的取值范围．









3．某工程车准备将17根水泥电线杆从公司拉到1km外的公路旁栽立，每隔0.1km栽1根，汽车从公司出发到完成任务后返回到公司称为汽车行驶的总路程，为ykm．由于汽车载重量有限，每趟最多只能拉3根水泥杆，汽车除第x趟拉2根外，其余5趟均拉3根．试写出y与x的函数关系式，并指出自变量x的取值范围．









融会贯通

4．如图所示，在矩形ABCD中，AB＝12cm，BC＝5cm，点P沿AB边从点A开始向点B以2cm/s的速度移动；点Q沿A边从点D开始向点A以1cm/s的速度移动．如果P、Q同时出发，当Q到达终点时，P也随之停止运动．用t表示移动时间，设四边形QAPC的面积为S．

（1）试用t表示AQ、BP的长；

（2）试求出S与t的函数关系式；

（3）当t为何值时，△QAP为等腰直角三角形？并求出此时S的值．

[image: alt]
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21　一次函数关系式的确定


为了研究函数的性质，我们将函数分成了若干种类别：正比例函数，一次函数，反比例函数，二次函数等．对于每一种函数，要确定这个函数，就是要确定这个函数中的待定的常数．

对于形如y＝kx＋b（k≠0）的一次函数，我们需要确定的是它的两个系数：一次项系数k和常数项b．

经典例题

某校八年级（1）班共有学生50人，据统计原来每人每年用于购买饮料的平均支出是a元，经测算和市场调查，若该班学生集体改饮食品牌桶装纯净水，则年总费用由两部分组成：一部分是购买纯净水的费用，另一部分是其他费用780元，其中，纯净水的销售价x（元／桶）与年购买总量y（桶）之间满足如图21-1所示关系．

[image: alt]


图21-1

（1）求y与x的函数关系式；

（2）若该班每年需要纯净水380桶，且a为120时，请你根据提供的信息分析一下：该班学生集体改饮桶装纯净水与个人买饮料，哪一种花钱较少？

解题策略

（1）设函数关系式为y＝kx＋b，从图中可以看出：当x＝4时，y＝400；当x＝5时．y＝320．所以

[image: alt]


解之，得　　　　　　　[image: alt]


于是y与x的函数关系式为y＝-80x＋720．

（2）该班学生买饮料每年总费用为50×120＝6000（元）．

又当y＝380时，380＝-80x＋720，得x＝4.25．所以该班学生集体改饮桶装纯净水每年总费用为380×4.25＋780＝2395（元）．

显然，从经济上看饮用桶装纯净水花钱少．

画龙点睛

一般来说，确定一个一次函数的解析式，需要知道两对自变量与函数的对应值，或一次函数的图像经过的两个点的坐标，再来利用待定系数法来确定解析式中的两个系数k与b．

对于正比例函数y＝kx（k≠0），只需要除原点外一对自变量与函数的对应值或图像经过的一个点的坐标就行了．

举一反三

1．如图所示，直线AB交x轴于A，交y轴于B，求直线AB的函数解析式．

[image: alt]
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2．已知直线y＝kx＋b经过点[image: alt]
 且与坐标轴所围成的三角形的面积为[image: alt]
 求该直线的解析式．









3．随着海峡两岸交流日益增强，通过“零关税”进入我市的一种台湾水果，其进货成本是每吨0.5万元，这种水果在市场上的销售量y（吨）是每吨的销售价x（万元）的一次函数，且当x＝0.6时，y＝2.4；当x＝1时，y＝2．

（1）求出销售量y（吨）与每吨的销售价x（万元）之间的函数关系式；

（2）若销售利润为w（万元），请写出w与x之间的函数关系式，并求出销售价为每吨2万元时的销售利润．









融会贯通

4．如图所示，已知直线y＝x＋3的图像与x、y轴交于点A、B两点，直线l经过原点，与线段AB交于点C，把△AOB的面积分为2∶1的两部分，求直线l的解析式．

[image: alt]
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22　一次函数的图像


当题目的已知条件中含有一次函数的解析式或它的图像时，善于捕捉它们所提供的信息，特别是它们所隐藏的信息，是一种重要的思维方法，是一种分析问题和解决问题的能力．

经典例题

一次函数y＝kx＋b的自变量的取值范围是-3≤x≤6，相应函数值的取值范围是-5≤y≤-2，求这个函数解析式．

解题策略

本题的已知条件给出了一次函数的自变量的取值范围和函数值的取值范围，联想到一次函数y＝kx＋b的图像和性质：当k＞0时，函数值y随自变量x的增大而增大；当k＜O时，函数值y随自变量x的增大而减小．我们便可对系数k进行讨论，从而将本题转化为已知一次函数的两组对应值求函数解析式的问题来解决．

（1）当k＞0时，y随x的增大而增大．

由-3≤x≤6得，-3k＋b≤kx＋b≤6k＋b，即

-3k＋b≤y≤6k＋b．

因-5≤y≤-2，故有

[image: alt]


解得　　　　　[image: alt]


所以，此时解析式为[image: alt]


（2）当k＜0时，y随x的增大而减小．

由-3≤x≤6得，6k＋b≤kx＋b≤-3k＋b，即

6k＋b≤y≤-3k＋b．

因-5≤y≤-2，故有

[image: alt]


解得　　　　　[image: alt]


所以，此时函数解析式为[image: alt]


综上所述，这个函数解析式为[image: alt]
 或[image: alt]


画龙点睛

1．对于一次函数y＝kx＋b（k≠0），要熟练地掌握它的各种性质和图像的特征．

2．当题目的已知条件中含有一次函数的解析式或它的图像时，善于捕捉它们所提供的信息，特别是它们所隐藏的信息，将问题转化为已知的题型来解决．

3．对于含有一次函数的图像的问题，要善于“读图”，要将函数图形与它的解析式联系起来考虑．

举一反三

1．一次函数y＝mx－n的图像如图所示，则下面结论中正确的是（　）．

（A）m＜0，n＜0

（B）m＜0，n＞0

（C）m＞O，n＞0

（D）m＞0，n＜0

[image: alt]


第1题

2．一次函数y＝x＋5的图像经过点P（a，b）和Q（c，d），求a（c－d）－b（c－d）的值．









3．如图所示，已知直线PA是一次函数y＝x＋n的图像，直线PB是一次函数y＝-2x＋2的图像．

（1）求A、B点的坐标（可用n表示）；

（2）若点Q是直线PA与y轴的交点，△POB的面积是[image: alt]
 试求P点的坐标，并求出四边形PQOB的面积．

[image: alt]


第3题









融会贯通

4．设直线kx＋（k＋1）y＝1（k为正整数）与两坐标轴所围成的图形的面积是Sk
 （k＝1，2，…，2007），求S1
 ＋S2
 ＋…＋S2007
 ．












23　几种特殊类型的函数图像


我们知道，一次函数的图像是一条与x轴不平行的直线．但是在一些实际问题的函数关系中，也会出现一些直线型的函数图像，但是它并不一定是与x轴不平行直线．例如平行于x轴的直线，一条或几条线段，直线上的某些孤立的点等．

经典例题

某块试验田里的农作物每天的需水量y（千克）与生长时间x（天）之间的关系如图23-1所示，这些农作物在第10天、第30天的需水量分别为2000千克、3000千克，在第40天后每天的需水量比前一天增加100千克．

（1）分别求出0＜x≤40和x＞40时，y与x之间的关系式，并将y与x之间的关系写成分段函数的形式．

（2）如果这些农作物每天的需水量大于或等于4000千克时要进行人工灌溉，那么应从第几天开始进行人工灌溉？

[image: alt]


图23-1

解题策略

（1）当x≤40时，设y与x之间的关系式为y＝kx＋b．

根据题意，得　　　　　[image: alt]


解这方程组，得　　　　　　　[image: alt]


所以，当x≤40时，y与x之间的关系式是

y＝50x＋1500．

当x＝40时，y＝50×40＋1500＝3500．于是当x＞40时，根据题意，y与x之间的关系式为y＝100（x－40）＋3500，即y＝100x－500．

所以当x＞40时，y与x之间的关系式是

y＝100x－500．

于是y与x之间的关系式是

[image: alt]


（2）因当x≤40时，y≤50×40＋1500＝3500＜4000，所以当y≥4000时，y与x之间的关系式是y＝100x－500．解不等式

100x－500≥4000，

得　　　　　　　　　　　　　x≥45．

故应从第45天开始进行人工灌溉．

画龙点睛

1．自变量在不同范围内变化时，解析式不同的函数要用分段函数的形式来表达．

2．寻找解析式不同的两段的分界点，是解决分段函数问题的关键．

举一反三

1．某市出租车收费标准如下：3km以内收费6元；3km到10km部分每千米加收1.3元；10km以上部分每千米加收1.9元，试写出出租车收费y（元）与行驶路程x（km）的函数关系．









2．张山同学带20元钱到书店去买参考书，已知每个学科的参考书的定价都是每本5元，试写出买书后剩余的钱数y（元）与他所购买的书数x（本）之间的函数关系式，并画出函数的图像．









3．画出函数y＝∣x－2∣＋2∣x∣的图像，并求出此函数的最小值．









融会贯通

4．有一个附有进水管和出水管的容器，每单位时间内的进出水量是一定的．设从某一时刻开始的前4分钟只进水不出水，在随后的8分钟内既进水又出水．这样前12分钟的时间x（分）与容器中的水量y（升）之间的函数图像如图所示．

（1）求当0≤x≤12时，x与y之间的函数关系式；

（2）若12分钟后只放水不进水，求此时x与y之间的函数关系式．

[image: alt]


第4题












24　一次函数、一次方程与一次不等式


学习了一次函数及其图像后，我们便可以从一次函数的角度去看一元一次方程和一元一次不等式了．

一般来说，解一元一次方程ax＋b＝0（a≠0，a、b为常数），从函数图像来看就是求一次函数y＝ax＋b（a≠0）的图像与x轴交点的横坐标的值；

而解一元一次不等式ax＋b＞0（或ax＋b＜0）（a≠0，a、b为常数），从函数图像来看就是求一次函数y＝ax＋b（a≠0）的图像在x轴上方（或下方）时，自变量的取值范围．

经典例题

如图24-1所示，l1
 、l2
 分别表示一种白炽灯和一种节能灯费用y（费用＝灯的售价＋电费，单位：元）与照明时间x（h）的函数图像．假设两种灯的使用寿命都是2000h，照明效果一样．

（1）根据图像分别求出l1
 、l2
 的函数关系式；

（2）当照明时间为多少时，两种灯的费用相等？

（3）小亮房间计划照明1500h，他是买白炽灯省钱还是买节能灯省钱？

[image: alt]


图24-1

解题策略

（1）设直线l1
 的解析式为y1
 ＝k1
 x＋2．由图像得17＝500k1
 ＋2，解得k1
 ＝0.03．所以l1
 的函数关系式为y1
 ＝0.03x＋2（0≤x≤2000）．

设直线l2
 的解析式为y2
 ＝k2
 ＋20．由图像得26＝500k2
 ＋20，解得k2
 ＝0.012．所以l2
 的函数关系式为y2
 ＝0.012x＋20（0≤x≤2000）．

（2）当y1
 ＝y2
 时，两种灯的费用相等，这时有0.03x＋2＝0.012x＋20解得x＝1000，所以，当照明时间为1000h时，两种灯的费用相等．

（3）x＝1500＞1000，当x＞1000时，y2
 ＜y1
 ，所以他买节能灯省钱．

画龙点睛

1．求两条直线交点的坐标，就是求两条直线的解析式所组成的方程组的解．

2．处理“合算不合算”一类问题，可先作出两个不同函数的图像，或求两个不同函数的交点坐标，然后观察自变量在两图像交点处左右方的点位置来作出判断．

举一反三

1．（1）在直角坐标系中，画出一次函数y＝11－2x的图像；

（2）二元一次方程2x＋y＝11有几组非负整数解，分别是什么？在上述的直角坐标系中，分别描出这些点，它们在一次函数y＝11－2x的图像上吗？方程2x＋y＝11的其他解呢？

（3）一次函数y＝11－2x的图像上任意一点的坐标适合二元一次方程2x＋y＝11吗？

（4）由此，你能得到什么结论？









2．“5·12”汶川地震发生后，某天广安先后有两批志愿者救援队分别乘客车和出租车沿相同路线从广安赶往重灾区平武救援，如图表示其行驶过程中路程随时间的变化图像．

（1）根据图像，请分别写出客车和出租车行驶过程中路程与时间之间的函数关系式（不写出自变量的取值范围）；

（2）客车和出租车行驶的速度分别是多少？

（3）出租车出发后多长时间赶上客车？

[image: alt]


第2题









3．近阶段国际石油价格猛涨，中国也受其影响，为了降低运行成本，部分出租车进行了改装，改装后的出租车可以用液化气来代替汽油．假设一辆出租车日平均行程为300千米．

（1）使用汽油的出租车，假设每升汽油能行驶12千米，当前的汽油价格为4.6元／升，当行驶时间为t天时，所耗的汽油费用为P元，试写出P关于t的函数关系式．

（2）使用液化气的出租车，假设每千克液化气能行驶15—16千米，当前的液化气价格为4.95元／千克，当行驶时间为t天时，所耗的液化气费用为W元，试求W的取值范围（用t表示）．

（3）若出租车要改装为使用液化气，每辆需配置设备成本为8000元，根据近阶段汽油和液化气的价位，请在（1）、（2）的基础上，计算出最多几天就能收回改装设备的成本？









融会贯通

4．今年6月份，某市果农收获荔枝30吨，香蕉13吨，现在计划租用甲、乙两种货车共10辆将这批水果全部运往深圳，已知甲种货车可装运荔枝4吨和香蕉1吨，乙种货车可装荔枝、香蕉各2吨．

（1）该果农安排甲、乙两种货车时有几种方案？请你帮忙设计出来；

（2）若甲种货车每辆要付运费2000元，乙种货车每辆要付运费1300元，则该果农应该选择哪种方案，才能使运费最少？最少运费是多少？










第十五章　整式的乘除与因式分解


25　整式的乘法


整式的乘法法则包括单项式的乘法法则和多项式的乘法法则．

经典例题

现规定一种运算a＊b＝ab＋a－b，其中a、b为实数，则a＊b＋（b－a）＊b等于（　）．

（A）a2
 －b

（B）b2
 －b

（C）b2


（D）b2
 －a

解题策略

本题是一道考查同学阅读理解能力的试题，题设中规定了一种新运算，要求学生在理解运算法则的同时，会运用整式的乘法法则解决问题．

[image: alt]


所以，选B．

画龙点睛

解决此类问题关键是正确理解所规定的运算法则，把陌生的问题转化为熟悉的运算法则来解决．

举一反三

1．小明家的住房结构如图所示，小明的爸爸打算把卧室以外的部分都铺上地砖，至少需要多少平方米的地砖？如果每平方米地砖的价格是a元钱，则购买地砖至少需要多少钱？

[image: alt]


第1题









2．若一个三角形的底边a增加3cm，该边上的高ha
 减少3cm后，面积保持不变，求ha
 －a．









3．已知（x＋a）（x2
 －x＋c）的积中不含x2
 项和x项，化简（x＋a）（x2
 －x＋c）．









融会贯通

4．已知恒等式x3
 ＋ax2
 ＋bx＋8＝（x＋1）（x＋2）（x＋c），求a＋b＋c．












26　乘法公式


在初中阶段，我们学习的乘法公式是平方差公式及两数和与差的平方公式．

经典例题

计算：[image: alt]


解题策略

观察本题的结构容易发现：如果含有因式[image: alt]
 就可以反复应用平方差公式来解答了．我们可以考虑通过恒等变形，使它含有此式，问题便可迎刃而解了．

[image: alt]


画龙点睛

1．平方差公式的反复应用，是解决此类问题的关键．

2．有时也需要逆用平方差公式，方能求解．

举一反三

1．已知x2
 ＋y2
 ＝25，x＋y＝7，且x＞y，求x－y的值．









2．计算6（7＋1）（72
 ＋1）（74
 ＋1）（78
 ＋1）＋1的值．（结果可用幂的形式表示）









3．若x＋y＝m＋n，且x2
 ＋y2
 ＝m2
 ＋n2
 ，求证：x2012
 ＋y2012
 ＝m2012
 ＋n2012
 ．









融会贯通

4．证明[image: alt]
 为有理数．












27　乘法公式的应用


应用乘法公式我们可以解决许多看似困难的代数问题，特别是利用平方式的非负性来比较式的大小，求代数式的最大、最小值等问题，还可以运用乘法公式来简化运算．

经典例题

已知a、b满足等式x＝a2
 ＋b2
 ＋20，y＝4（2b－a），则x、y的大小关系是（　）．

（A）x≤y

（B）x≥y

（C）x＜y

（D）x＞y

解题策略

要比较x、y的大小，一般用作差的方法，先判断差的正负性，从而得出结论．

我们知道，完全平方是不小于0的，于是可以通过完全平方公式来确定一个式子的正负．

[image: alt]


所以x≥y，故应选B．

画龙点睛

解答本题的关键是逆向完全平方公式，利用配方法，配出完全平方公式，从而揭示式子的非负性．

举一反三

1．若x、y、z满足x＝6－y，z2
 ＝xy－9，问x与y相等吗？为什么？









2．已知[image: alt]
 a2
 ＋b2
 ＋c2
 ＝1，求ab＋bc＋ca的值．









3．（1）下面是一本速算书中介绍的求个位数是5的二位数的平方的方法：“先求出十位数字和它的后继数（1的后继数是2，2的后继数是3等）的积，再将25添在后面．例如求752
 ，先算7×8＝56，则752
 ＝5625”．

请你说明用这种方法计算，结果正确的理由；

（2）你能用类似的方法速算13×17，52×58，84×86一类题目吗？把你发现的规律说一说，并说明这个方法正确的理由．









融会贯通

4．如果一个正整数能表示为两个连续偶数的平方差，那么称这个正整数为“神秘数”．如：4＝22
 －02
 ，12＝42
 －22
 ，20＝62
 －42
 ，因此，4、12、20都是“神秘数”．

（1）28和2012这两个数是“神秘数”吗？为什么？

（2）设两个连续偶数2k＋2和2k（其中k取非负整数），由这两个连续偶数构造的神秘数是4的倍数吗？为什么？

（3）两个连续奇数的平方差（取正数）是神秘数吗？为什么？












28　整式的除法


整式的除法，包括单项式除以单项式，多项式除以单项式和多项式除以多项式．在做带余式的除法问题时，要注意和带余数的除法有“被除数＝除数×商数＋余数”的关系一样，有“被除式＝除式×商式＋余式”的关系．

经典例题

已知多项式2x4
 －3x3
 ＋ax2
 ＋7x＋b能被x2
 ＋x－2整除，求[image: alt]
 的值．

解题策略

用待定系数法．

因为2x4
 －3x3
 ＋ax2
 ＋7x＋b能被x2
 ＋x－2整除，所以可设

2x4
 －3x3
 ＋ax2
 ＋7x＋b＝（x2
 ＋x－2）（2x2
 ＋mx＋n）．

化简整理，得

　　　　2x4
 －3x3
 ＋ax2
 ＋7x＋b

　　　＝2x4
 ＋（m＋2）x3
 ＋（m＋n－4）x2
 ＋（n－2m）x－2n．

比较对应项系数，得

[image: alt]


所以　　　　　[image: alt]


画龙点睛

解含有待定系数的除法问题时，常利用被除式、除式、商式和余式的关系，结合用待定系数法来解题．

举一反三

1．计算：［（x＋2y）（x－2y）＋4（x－y）2
 ］÷6x．









2．如图（a）所示，瓶子中盛满水，如果将这个瓶子中的水全部倒入图（b）的杯子中，那么你知道一共需要多少个这样的杯子吗？（单位：cm）

[image: alt]


第2题









3．已知多项式2x3
 －4x2
 －1除以一个多项式A，得商式为2x，余式为x－1，求这个多项式．









融会贯通

4．已知关于x的三次多项式除以x2
 －1时，余式为2x－5；除以x2
 －4时，余式为-3x＋4，求这个三次多项式．












29　因式分解


将一个多项式分解为若干个因式的积的形式，叫做因式分解．因式分解时一般遵循“一提二套”的程序：即先观察多项式是否有公因式，若有，则应将它们先提出来；然后看剩下的部分是否符合某个公式，若适合，则按公式将其进一步分解．

经典例题

分解因式（a－b）x4
 ＋（b－a）y4
 ．

解题策略

（a－b）和（b－a）互为相反数，所以它们有公因式（a－b），应该将它先提出来：

原式＝（a－b）（x4
 －y4
 ）．

这里（x4
 －y4
 ）是平方差，可以套公式得：

原式＝（a－b）（x2
 ＋y2
 ）（x2
 －y2
 ）．

要注意这里（x2
 －y2
 ）还是平方差，要继续分解下去：

原式＝（a－b）（x2
 ＋y2
 ）（x＋y）（x－y）．

画龙点睛

要注意（a－b）与（b－a）互为相反数，而（a－b）2
 与（b－a）2
 是相等的；因式分解要进行到不能再分解为止．

举一反三

1．分解因式：

（1）a3
 －a；









（2）a4
 x4
 －6a3
 x6
 ＋9a2
 x8
 ．









2．（1）分解因式：x2
 －y2
 －4x＋4；









（2）分解因式：4a3
 －4a2
 ＋a．









3．分解因式：（x＋1）（x＋2）（x＋3）（x＋4）＋1．









融会贯通

4．分解因式：

（1）16（6x－1）（2x－1）（3x＋1）（x－1）＋25；









（2）（6x－1）（2x－1）（3x－1）（x－1）＋x2
 ；









（3）（6x－1）（4x－1）（3x－1）（x－1）＋9x4
 ．












30　因式分解的应用


因式分解在解题中有极其广泛的应用，如代数式的化简与求值、判断几何图形的形状与大小等．

经典例题

在日常生活中如取款、上网等都需要密码，有一种用“因式分解法”产生的密码，方便记忆．原理是：如对于多项式x4
 －y4
 ，因式分解的结果是（x－y）（x＋y）（x2
 ＋y2
 ），若取x＝9，y＝9时，则各个因式的值是（x－y）＝0，（x＋y）＝18，（x2
 ＋y2
 ）＝162，于是就可以把“018162”作为一个六位数的密码，对于多项式4x3
 －xy2
 ，取x＝10，y＝10时，用上述方法产生的密码是_________（写出一个即可）．

解题策略

因为4x3
 － xy2
 ＝x（4x2
 －y2
 ）＝x（2x－y）（2x＋y），所以当x＝10，y＝10时，有x＝10，（2x－y）＝（20－10）＝ 10，（2x＋y）＝20＋10＝30，所以产生密码101030或103010或301010．

画龙点睛

此题是因式分解知识方法应用于人们日常生活的一个浅显例证，解决此类问题时，要联系因式分解的方法，如提公因式法、运用公式法等，并注意符合实际要求．

举一反三

1．已知a＋b＋c＝0，求证：c2
 ＋2ac＝（a＋b）（b－a）．









2．已知a、b、c为一个三角形的三边，则4b2
 c2
 －（b2
 ＋c2
 －a2
 ）2
 的值（　）．

（A）恒为正

（B）恒为负

（C）可正可负

（D）非负

3．一只蚂蚁从原点出发，在数轴上爬行，向右爬行了12
 个单位长度后，向左爬行了22
 个单位长度，再向右爬行了32
 个单位长度后，向左爬行了42
 个单位长度．这样一直爬下去，最后向右爬行了92
 个单位长度后，向左爬行了102
 个单位长度，到达A点．问A点表示的数是多少？









融会贯通

4．已知正数a、b、c、满足ab＋a＋b＝bc＋b＋c＝ca＋a＋c＝3，求（a＋1）（b＋1）（c＋1）的值．










第十六章　分式


31　分式的概念


分母中含有字母的有理式叫做分式．分式的分母不能为零；只有当分式的分母不为零，而分式的分子为零时，分式的值为零．

经典例题

（1）当x为何值时，分式[image: alt]
 有意义？

（2）当x为何值时，分式[image: alt]
 的值为零？

解题策略

（1）要使分式[image: alt]
 有意义，应有分母不为零．

这个分式有两个分母x和[image: alt]
 它们都不为零，即x≠0且[image: alt]
 于是当x≠0且x≠1时，分式[image: alt]
 有意义．

（2）要使分式[image: alt]
 的值为零，应有2x2
 －2＝0，且[image: alt]
 即x＝±1且x≠1．于是当x＝-1时，分式[image: alt]
 的值为零．

画龙点睛

1．要使分式有意义，分式的分母不能为零．

2．要使分式的值为零，应有分式的分母不为零，而分式的分子等于零，以上两条，缺一不可．

举一反三

1．（1）使分式[image: alt]
 有意义的x的取值范围是（　）；

（A）x＝2

（B）x≠2

（C）x＝-2

（D）x≠-2

（2）分式[image: alt]
 的值为零，则x的值为（　）．

（A）3

（B）3或-3

（C）-3

（D）0

2．（1）当x___________时，分式[image: alt]
 的值为零；

（2）当x___________时，分式[image: alt]


3．已知当x＝-2时，分式[image: alt]
 无意义；当x＝4时，分式[image: alt]
 的值为零，求a＋b．









融会贯通

4．若[image: alt]
 求a的值范围．












32　分式的基本性质


分式的基本性质是：分式的分子和分母都乘以或除以同一个不等于0的整式，分式的值不变．分式的基本运算，例如改变分子分母或分式的符号以及通分、约分等，都要用到这个性质．本节主要讲解它在解答一些分式计算综合题时的应用．

经典例题

若[image: alt]
 求[image: alt]
 的值．

解题策略

因为[image: alt]
 所以x≠0．

将等式[image: alt]
 的左边分子分母同时除以x，得[image: alt]


所以有　　　　　[image: alt]


[image: alt]


画龙点睛

对于含有[image: alt]
 形式的分式，要注意以下的恒等变形：

[image: alt]


[image: alt]


举一反三

1．（1）不改变分式的值，使分式的分子和分母的系数都化为整数：

[image: alt]


（2）不改变分式的值，使分式的分子和分母的最高次项系数是正数：

[image: alt]










2．已知：[image: alt]
 求[image: alt]
 的值．









3．已知[image: alt]
 求[image: alt]
 的值．









融会贯通

4．已知[image: alt]
 求[image: alt]
 的值．












33　分式的四则运算


分式的四则运算和分数的四则运算是一致的，加减法的关键是通分和约分．综合运算时要遵循先乘除后加减，以及先做括号内的，再做括号以外的次序．

经典例题

计算：[image: alt]


解题策略

[image: alt]


画龙点睛

在进行分式的四则运算时，要注意运算次序．在化简时，因式分解是重要的恒等变形方法；在解答求值问题时，一般应该先化简分式，再将字母对应的值代入计算．

举一反三

1．先化简，再求值：[image: alt]
 其中m＝-2．









2．计算：[image: alt]










3．（1）已知实数a满足a2
 ＋2a－8＝0，求[image: alt]
 [image: alt]
 的值．









（2）已知a、b为实数，且ab＝1，设[image: alt]
 [image: alt]
 试比较M、N的大小关系．









融会贯通

4．甲、乙两位采购员同去一家肥料公司购买两次肥料，两次肥料的价格有变化，两位采购员的购货方式也不同：甲每次购买800千克；乙每次用去600元，而不管购买多少肥料．请问谁的购货方式更合算？












34　含有几个相等分式问题的解法


有一类化简求值问题，已知条件中含有若干个相等的分式，其本质是几个比的比值相等的问题．解决此类问题常将这个相等的比用一个字母表示，从而将其转化为一个整式的问题来解决．

经典例题

已知[image: alt]
 且[image: alt]
 求x＋y＋z的值．

解题策略

由[image: alt]


得　　　　　[image: alt]


从而　　　　　　[image: alt]


设[image: alt]
 则

x＋y＝kz，x＋z＝ky，y＋z＝kx．

三式相加得2（x＋y＋z）＝k（x＋y＋z），即（x＋y＋z）（2－k）＝0，所以x＋y＋z＝0或k＝2．

若x＋y＋z＝0，则[image: alt]
 符合条件；

若k＝2，则[image: alt]
 与题设矛盾，所以k＝2不成立．

因此，x＋y＋z＝0．

画龙点睛

1．将相等的比用一个字母表示，是解决含有连等分式问题的常见解法．

2．在得到等式2（x＋y＋z）＝k（x＋y＋z）后，不要直接将等式的两边除以x＋y＋z，因为此式可能等于0．

3．在求出值后，要注意验证，看是否与已知条件矛盾．

举一反三

1．（1）已知[image: alt]
 求值：[image: alt]










（2）已知[image: alt]
 求[image: alt]
 的值．









2．已知[image: alt]
 求证：[image: alt]










3．已知实数a、b、c满足a＋b＋c≠0，并且[image: alt]
 [image: alt]
 则直线y＝kx－3一定通过（　）．

（A）第1、2、3象限

（B）第1、2、4象限

（C）第2、3、4象限

（D）第1、3、4象限

融会贯通

4．已知p＋q＋r＝9，且[image: alt]
 求[image: alt]
 的值．












35　分式方程的解法


分母中含有未知数的方程是分式方程．通常我们采用去分母的方法，将其变形为整式方程来解答．

经典例题

解方程[image: alt]


解题策略

解法一　去分母，得

（5－2x）（3x－2）＝（4－3x）（2x－3）

15x－6x2
 －10＋4x＝8x－6x2
 －12＋9x，

所以　　　　　　　　　x＝-1．

经验根知x＝-1为原方程的解．

解法二　方程两边加1，得

[image: alt]


即　　　　　　　[image: alt]


所以　　　　　　2x－3＝3x－2，

得　　　　　　　　　　　x＝-1．

验根知x＝-1为原方程的解．

解法三　原式可化为[image: alt]


所以　　　　　　[image: alt]


以下同解法二．

画龙点睛

1．通常我们采用去分母的方法来解分式方程，先将其变形为整式方程，再用解整式方程的方法来解答．

2．除了用去分母的方法来解分式方程外，采用部分分式的方法，即将分式分解为一个整式和一个分式之和，这样可以使解方程的过程变得简单．

3．解完分式方程后，要进行检验，这是一个必不可少的步骤．因为在去分母时容易产生增根．

举一反三

1．（1）解方程[image: alt]










（2）解方程[image: alt]










2．（1）解方程[image: alt]










（2）解方程[image: alt]










3．若解方程[image: alt]
 时会有增根，求它的增根．









融会贯通

4．已知方程[image: alt]
 （c是常数，c≠0）的解是c或[image: alt]
 求方程x＋[image: alt]
 （a是常数，且a≠0）的解．












36　列分式方程解应用题


和整式中的一元一次方程一样，列分式方程所解的应用题也包括工程问题、行程问题、经济问题等，本节介绍列分式方程解应用问题的方法．

经典例题

某市今年1月1日起调整居民用水价格，每立方米水费上涨25％，小明家去年12月份水费是18元，而今年5月份的水费是36元，已知小明家今年5月份的用水量比去年12月多6立方米，求该市今年居民用水的价格．

解题策略

设该市去年居民用水的价格为x元／m3
 ，则今年用水价格为（1＋25％）x元／m3
 ．根据题意得：[image: alt]
 解得：x＝1.8．

经检验：x＝1.8是原方程的解．所以（1＋25％）x＝2.25．

所以该市今年居民用水的价格为2.25元／m3
 ．

画龙点睛

列分式方程解应用题的步骤与列一元一次方程解应用题步骤基本上是一致的：审查题意，设未知数；找出等量关系，列出方程；解分式方程并验根；写出答案．

举一反三

1．某服装厂准备加工300套演出服，加工60套后，采用了新技术，使每天的工作效率是原来的2倍，结果共用了9天完成任务，求该厂原来每天加工多少套演出服？









2．便民服装店的老板在株洲看到一种夏季衫，就用8000元购进若干件，以每件58元的价格出售，很快售完．又用17600元购进同种衬衫，数量是第一次的2倍，每件进价比第一次贵了4元，服装店仍按每件58元出售，全部售完．问该服装店这笔生意共盈利多少元？









3．为了帮助遭受自然灾害地区的人民重建家园，某学校号召同学们自愿捐款．已知第一次捐款总额为4800元，第二次捐款总额为5000元，第二次捐款人数比第一次多20人，而且两次人均捐款恰好相等．

（1）你能找出问题中的等量关系吗？

（2）你能求出两次捐款的人数各是多少吗？









融会贯通

4．市政工程公司修建一段6000米长的河岸，修了30天后，从有关部门获知汛期将提前，公司决定增派施工人员以加快进度，工效比原来提高了20％，工程恰好比原计划提前5天完工，求该公司完成这项工程实际的天数．


第十七章　反比例函数


37　反比例函数的概念


形如[image: alt]
 的函数叫做反比例函数．反比例函数反映两个变量之积为一个定值．在本节中我们研究反比例函数的表达式和它的性质．

经典例题

已知反比例函数[image: alt]
 ，当x＞0时，y随x的增大而增大，求m的值．

解题策略

因为[image: alt]
 ，是反比例函数，所以m2
 －2＝-1，从而m＝±1．

当m＝1时，函数解析式为[image: alt]
 这时，当x＞0时，y随x的增大而减少，与已知条件矛盾；

当m＝-1时，函数解析式为[image: alt]
 这时，当x＞0时，y随x的增大而增大，符合已知条件．

所以，m＝-1．

画龙点睛

1．当y＝mxn
 是反比例函数时，应有n＝-1，m≠0．

2．要注意掌握反比例函数的性质：在反比例函数[image: alt]
 中，

若k＞0，当x＞0时，y随x的增大而减小；当x＜0时，y也随x的增大而减小；

若k＜0，当x＞0时，y随x的增大而增大；当x＜0时，y也随x的增大而增大．

举一反三

1．若反比例函数[image: alt]
 的图像经过点（a，-a），求a的值．









2．若变量x与y之间的关系为[image: alt]
 （a为不等于1的常数），则y是x的（　）．

（A）一次函数

（B）正比例函数

（C）反比例函数

（D）二次函数

3．已知函数[image: alt]
 是反比例函数，求m的值．









融会贯通

4．已知一次函数y＝x＋m与反比例函数[image: alt]
 的图像在第一象限内的交点为P（x0
 ，3）．

（1）求x0
 的值；

（2）求一次函数和反比例函数的解析式．












38　反比例函数的图像


反比例函数[image: alt]
 的图像是双曲线，当k＞0时位于一、三象限；当k＜0时位于二、四象限．因为当x＝0时函数无意义，所以函数的图像是不连续的．

经典例题

如图38-1，点P是x正半轴上的一个动点，过点P作x轴的垂线交双曲线[image: alt]
 于点Q，连结OQ，当点P沿x轴的正方向运动时，Rt△QOP的面积大小是否发生变化？如果不变，请求出Rt△QOP的面积；如果改变，请说明理由．

[image: alt]


图38-1

解题策略

要求三角形的面积，应该先确定OP，PQ的长，从函数的图像不难看出：OP的长是点Q的横坐标，而PQ的长是点Q的纵坐标．

设点Q的坐标为（x，y），则[image: alt]
 xy＝1．

因为OP＝x，PQ＝y，所以[image: alt]
 [image: alt]


所以当点P沿x轴的正方向运动时，Rt△QOP的面积大小不发生变化，面积恒为[image: alt]


画龙点睛

1．函数图像上点的坐标满足函数的解析式；这是解与函数图像有关问题的常用思路与方法．

2．从上面的例子我们可以看出反比例函数图像的几何意义：从双曲线上一点作x轴的垂线，则此垂线、该点与原点连结的直线、以及x轴所围成的三角形面积是定值．

举一反三

1．函数[image: alt]
 的图像是（　）．

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


2．已知点（-1，y1
 ），（2，y2
 ），（3，y3
 ）在反比例函数[image: alt]
 的图像上．下列结论中正确的是（　）．

（A）y1
 ＞y2
 ＞y3


（B）y1
 ＞y3
 ＞y2


（C）y3
 ＞y1
 ＞y2


（D）y2
 ＞y3
 ＞y1


3．已知反比例函数[image: alt]
 和一次函数y＝2x－1，其中一次函数的图像经过（a，b）、（a＋1，b＋k）两点．

（1）求反比例函数的解析式；

（2）如图所示，已知点A在第一象限，且同时在上述两个函数的图像上，求点A的坐标；

（3）利用（2）的结果，请问：在x轴上是否存在点P，使△AOP为等腰三角形？若存在，把符合条件的P点坐标都求出来；若不存在，请说明理由．

[image: alt]


第3题









融会贯通

4．如图，P1
 是反比例函数[image: alt]
 在第一象限图像上的一点，点A1
 的坐标为（2，0）．

（1）当点P1
 的横坐标逐渐增大时，△P1
 OA1
 的面积将如何变化？

（2）若△P1
 OA1
 与△P2
 A1
 A2
 均为等边三角形，求此反比例函数的解析式及A2
 点的坐标．

[image: alt]


第4题












39　反比例函数解析式及图像提供的信息


和正比例函数及一次函数一样，通过反比例函数的解析式及图像可以提供许多信息，捕捉它们所提供的信息，将其转化为反比例函数的一般问题，这是一种重要的思维方法．

经典例题

函数y＝kx＋b（k≠0）与[image: alt]
 在同一坐标系中的图像可能是（　）．

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


解题策略

在B中，一次函数的比例常数k＞0，反比例函数的比例常数k＜0，故应该排除B；

在C中，一次函数的比例常数k＜0，反比例函数的比例常数k＞0，故应该排除C；

在D中，一次函数的比例常数k＜0，反比例函数的比例常数k＞0，故应该排除D．

所以图像只可能是A．

画龙点睛

1．在选择题中，采用排除法是一种常用的方法．

2．本节实际是前面几节的综合运用，将综合问题转化为若干彼此有联系的基本题是解决综合问题的常用方法．

举一反三

1．反比例函数[image: alt]
 和一次函数y＝kx－k在同一坐标系中的图像大致是（　）．

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


2．函数y1
 ＝x（x≥0），[image: alt]
 的图像如图所示，则结论：①两函数图像的交点A的坐标为（2，2）；②当x＞2时，y2
 ＞y1
 ；③当x＝1时，BC＝3；④当x逐渐增大时，y1
 随着x的增大而增大，y2
 随着x的增大而减小．其中正确结论的序号是__________．

[image: alt]


第2题

[image: alt]


第3题

3．如图，在x轴的正半轴上依次截取OA1
 ＝A1
 A2
 ＝A2
 A3
 ＝A3
 A4
 ＝A4
 A5
 ，过点A1
 、A2
 、A3
 、A4
 、A5
 分别作x轴的垂线与反比例函数[image: alt]
 （x≠0）的图像相交于点P1
 、P2
 、P3
 、P4
 、P5
 ，得直角三角形OP1
 A1
 、A1
 P2
 A2
 、A2
 P3
 A3
 、A3
 P4
 A4
 、A4
 P5
 A5
 并设其面积分别为S1
 、S2
 、S3
 、S4
 、S5
 ，则S5
 的值为_____．

融会贯通

4．已知：如图，正比例函数y＝ax图像与反比例函数[image: alt]
 的图像交于点A（3，2）．

（1）试确定上述正比例函数和反比例函数的表达式；

（2）根据图像回答，在第一象限内，当x取何值时，反比例函数的值大于正比例函数的值？

（3）M（m，n）是反比例函数图像上的一动点，其中0＜m＜3，过点M作直线MB∥x轴，交y轴于点B；过点A作直线AC∥y轴交x轴于点C，交直线MB于点D．当四边形OADM的面积为6时，请判断线段BM与DM的大小关系，并说明理由．

[image: alt]
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40　反比例函数与一次函数的综合问题


反比例函数和一次函数的综合问题，是当前中考和竞赛中的常考类型．解这类问题要注意充分利用已知条件，选择恰当的方法来解题．

经典例题

如图40-1所示，已知反比例函数[image: alt]
 [image: alt]
 的图像经过点[image: alt]
 过点A作AB⊥x轴于点B，且△AOB的面积为[image: alt]
 ．

（1）求k和m的值；

（2）若一次函数y＝ax＋1的图像经过点A，并且与x轴相交于点C，求AO∶AC的值．

[image: alt]


图40-1

解题策略

（1）因为k＜0，所以点[image: alt]
 在第二象限内．所以m＞0，[image: alt]
 [image: alt]
 AB＝m．

因为[image: alt]
 所以m＝2，点A的坐标为[image: alt]


把[image: alt]
 代入[image: alt]
 中，得[image: alt]
 所以[image: alt]


（2）因为点A在一次函数y＝ax＋1的图像上，所以[image: alt]
 得[image: alt]
 所以一次函数为[image: alt]


令y＝0，得[image: alt]
 所以[image: alt]
 所以点C的坐标为C[image: alt]


因为AB⊥x轴于点B，所以△ABC为直角三角形，因此AC2
 ＝AB2
 ＋[image: alt]
 所以AC＝4．

又在Rt△ABO中，由勾股定理，得

[image: alt]


所以　　　　　AO∶AC＝[image: alt]
 ∶4．

画龙点睛

解答反比例函数与一次函数的综合问题时，要充分利用题目的已知条件，特别是注意两个函数图像的交点，即两个函数组成的方程组的解．

举一反三

1．如图所示，已知直线y1
 ＝x＋m与x轴、y轴分别交于点A、B，与双曲线[image: alt]
 分别交于点C、D且点C的坐标为（-1，2）．

（1）分别求出直线AB及双曲线的解析式；

（2）求出点D的坐标；

（3）利用图像直接写出当x在什么范围内取值时y1
 ＞y2
 ．

[image: alt]
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2．如图所示，已知一次函数y＝kx＋b（k≠0）的图像与x轴、y轴分别交于A、B两点，且与反比例函数[image: alt]
 的图像在第一象限交于点C，CD垂直于x轴，垂足为D，若OA＝OB＝OD＝1．

（1）求点A、B、D的坐标；

（2）求一次函数和反比例函数的解析式．

[image: alt]
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3．如图，已知点（1，3）在函数[image: alt]
 的图像上，矩形ABCD的边BC在x轴上，E是对角线BD的中点，函数[image: alt]
 又经过A、E两点，点E的横坐标为m．

（1）求k值；

（2）求点C的横坐标（用m表示）；

（3）当∠ABD＝45°时，求m的值．

[image: alt]
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融会贯通

4．已知反比例函数[image: alt]
 的图像经过点[image: alt]


（1）试确定此反比例函数的解析式；

（2）点O是坐标原点，将线段OA绕O点顺时针旋转30°得到线段OB．判断点B是否在此反比例函数的图像上，并说明理由；

（3）已知点[image: alt]
 也在此反比例函数的图像上（其中m＜0，过P点作x轴的垂线，交x轴于点M．若线段PM上存在一点Q，使得△OQM的面积是[image: alt]
 设Q点的纵坐标为n，求[image: alt]
 的值．




41　反比例函数的应用问题


学习的目的全在于运用，反比例函数和一次函数一样，在日常生活中，在工农业生产中，在经济活动中也是一种运用极其广泛的函数，在近年的中考和竞赛中，也是必考的热点题型．

经典例题

为了预防流感，某学校在休息日用药熏消毒法对教室进行消毒．已知药物释放过程中，室内每立方米空气中的含药量y（毫克）与时间t（小时）成正比，药物释放完后，y与t的函数关系式为[image: alt]
 （a为常数），如图所示．据图中提供的信息，解答下列问题：

（1）写出从药物释放开始，y与t之间的两个函数关系式及相应的自变量的取值范围；

（2）据测定，当空气中每立方米的含药量降低到0.25毫克以下时，学生方可进入教室．那么从药物释放开始，至少需要经过多少小时后，学生才能进入教室？

[image: alt]


图41-1

解题策略

（1）依图知点[image: alt]
 在函数[image: alt]
 的图像上，由[image: alt]
 知[image: alt]
 [image: alt]
 令y＝1，即[image: alt]
 得[image: alt]
 所以药物释放完后，y与t的函数关系式为[image: alt]


又依图中药物释放过程中的图像为过原点的直线段，即y＝kt，由上知点[image: alt]
 在此直线段上，得[image: alt]
 所以药物释放过程中y与t的函数关系式为[image: alt]


（2）显然，要求空气中每立方米的含药量低于0.25毫克，即解不等式[image: alt]
 解得t＞6．所以至少需要经过6小时后，学生才能进入教室．

画龙点睛

解答数学应用问题要将这个应用问题先建立一个数学模型，即选择两个变量构成自变量和函数，列出函数关系式，然后根据函数的性质解答这个函数问题，最后再转回到原来的应用问题去．

在具体的应用问题中自变量有特定取值范围，解题时要予以注意．

举一反三

1．水产公司有一种海产品共2104千克，为寻求合适的销售价格，进行了8天试销，试销情况如下：

[image: alt]


观察表中数据，发现可以用反比例函数刻画这种海产品的每天销售量y（千克）与销售价格x（元／千克）之间的关系．现假定在这批海产品的销售中，每天的销售量y（千克）与销售价格x（元／千克）之间都满足这一关系．

（1）写出这个反比例函数的解析式，并补全表格；

（2）在试销8天后，公司决定将这种海产品的销售价格定为150元／千克，并且每天都按这个价格销售，那么余下的这些海产品预计再用多少天可以全部售出？

（3）在按（2）中定价继续销售15天后，公司发现剩余的这些海产品必须在不超过2天内全部售出，此时需要重新确定一个销售价格，使后面两天都按新的价格销售，那么新确定的价格最高不超过每千克多少元才能完成销售任务？









2．某单位为响应政府发出的全民健身的号召，打算在长和宽分别为20米和11米的矩形大厅内修建一个60平方米的矩形健身房ABCD，如图所示，该健身房的四面墙壁中有两侧沿用大厅的旧墙壁的费用为20元／平方米．新建（含装修）墙壁的费用为80元／平方米，设健身房的高为3米，一面旧墙壁AB的长为x米，修建健身房墙壁的总投入为y元．

（1）求y与x的函数关系式；

（2）为了合理利用大厅，要求自变量x必须满足条件：8≤x≤12．当投入的资金为4800元，利用旧墙壁的总长为多少米？

[image: alt]


第2题









3．如图，帆船A和帆船B在太湖湖面上训练，O为湖面上的一个定点，教练船静候于O点．训练时要求A、B两船始终关于O点对称，以O为原点，建立如图所示的坐标系，x轴、y轴的正方向分别表示正东、正北方向．设A、B两船可近似看成在双曲线[image: alt]
 上运动．训练中当教练船与A、B两船恰好在直线y＝x上时，三船同时发现湖面上有一遇险的C，此时教练船测得C船在东南45°方向上，A船测得AC与AB的夹角为60°，B船也同时测得C船的位置（假设C船位置不再改变，A、B、C三船可分别用A、B、C三点表示）．

（1）求发现C船时，A、B、C三船所在位置的坐标；

（2）发现C船，三船立即停止训练，并分别从A、O、B三点出发沿最短路线同时前往救援，设A、B两船的速度相等，教练船与A船的速度之比为3∶4，问教练船是否最先赶到？请说明理由．

[image: alt]
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融会贯通

4．“三等分角”是数学史上一个著名问题，即仅用尺规不可能“三等分角”．下面是数学家帕普斯借助函数给出的一种“三等分锐角”的方法：如图所示，将给定的锐角∠AOB置于直角坐标系中，边OB在x轴上、边OA与函数[image: alt]
 的图像交于点P，以P为圆心，2OP为半径作弧交[image: alt]
 图像于R，过点P和R分别作x轴和y轴的平行线，两直线相交于点M，连结OM得到∠MOB，则[image: alt]
 要明白帕普斯方法，请研究以下问题：

（1）设[image: alt]
 求直线OM对应的函数表达式（用含a、b的代数式表示）；

（2）分别过点P和R作y轴和x轴的平行线，两直线相交于点Q，请说明点Q在直线OM上，并据此证明[image: alt]


（3）应用上述方法得到的结论，你如何三等分一个钝角（用文字简要说明）．

[image: alt]
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第十八章　勾股定理


42　勾股定理的证明


勾股定理是一个古老而又有生命力的几何定理，它指的是这样一个命题：在直角三角形中，两条直角边的平方和等于斜边的平方．勾股定理揭示了直角三角形三边之间的基本关系．

从纯几何的角度来看，勾股定理又可以表述为：直角三角形两条直角边上正方形的面积的和，等于斜边上正方形的面积．

在本节我们给大家介绍几种常见的勾股定理的证明方法．

经典例题

如图42-1所示，左侧是用硬纸板做成的两个全等的直角三角形，两直角边长分别为a和b，斜边长为c，右侧为一等腰直角三角形，请你开动脑筋，将它们拼成一个能证明勾股定理的图形．

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


图42-1

（1）画出拼成的这个图形的示意图，写出它是什么图形；

（2）用这个图形证明勾股定理；

（3）假设图中的直角三角形有若干个，你能运用图中所给的直角三角形拼出另一种能证明勾股定理的图形吗？请画出拼后的示意图（无需证明）．

解题策略

（1）拼成的图形如图42-2，它是直角梯形．

（2）由此图得　　[image: alt]


又　[image: alt]


所以　　　[image: alt]


即　　　　　　a2
 ＋b2
 ＝c2
 ．

[image: alt]


图42-2

（3）答案不唯一，以下给出两种拼法（如图42-3）供参考．

[image: alt]


图42-3

画龙点睛

证明勾股定理，方法很多，一般都可以用面积关系并结合代数的公式来处理，也可用面积割补的方法．

举一反三

1．2002年8月在北京召开的国际数学家大会会标取材于我国古代数学家赵爽的《勾股圆方图》，它是由四个全等的直角三角形与中间的小正方形拼成一个大正方形（如图）．如果大正方形的面积是13，小正方形的面积是1，直角三角形的较短直角边长为a，较长直角边为b，那么（a＋b）2
 的值为（　）．

（A）9

（B）19

（C）25

（D）169

[image: alt]
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2．如图，在网格中有一个四边形图案．

（1）请你画出此图案绕点O顺时针连续转动三次，转动的角度分别是90°、180°、270°的图案，你会得到一个美丽的图案．

（2）若网格中每个小正方形的边长为1，旋转后点A的对应点依次为A1
 ，A2
 ，A3
 ，求四边形AA1
 A2
 A3
 的面积；

（3）这个美丽图案能够说明一个著名结论的正确性，请写出这个结论．

[image: alt]
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3．对于边长分别为a、b（a＞b）的两个正方形ABCD和EFGH，按下图所示的方式摆放，连结DE，过点D作DM⊥DE，交AB于点M，过点M作MN⊥DM，过点E作EN⊥DE，MN与EN相交于点N．

（1）证明四边形MNED是正方形，并用含a、b的代数式表示正方形MNED的面积；

（2）在图中，将正方形ABCD和正方形EFGH沿虚线剪开后，能够拼接为正方形MNED．请简略说明你的拼接方法（用数字表示对应的图形）；

（3）对于n（n是大于2的自然数）个任意的正方形，能否通过若干次拼接，将其拼接为一个正方形？请简要说明你的理由．

[image: alt]
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融会贯通

4．在△ABC中，设BC＝a，AC＝b，AB＝c．若∠C＝90°，如图①，根据勾股定理，则a2
 ＋b2
 ＝c2
 ；若△ABC不是直角三角形，如图②和图③，请你类比勾股定理，试猜想a2
 ＋b2
 与c2
 的关系，并证明你的结论．

[image: alt]
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43　运用勾股定理解计算问题


勾股定理的一个重要应用就是利用它来进行与线段长度有关的计算．本节介绍利用勾股定理来计算线段长度的方法．

经典例题

如图43-1所示，在△ABC中，∠A＝90°，P是AC的中点，PD⊥BC于D，BC＝9，DC＝3，求AB的长．

[image: alt]


图43-1

解题策略

连结PB，BD＝BC－DC＝6．在Rt△BDP和Rt△PDC中，

PD2
 ＝BP2
 －BD2
 ，PD2
 ＝PC2
 －DC2
 ，

所以　　　　　　BP2
 －BD2
 ＝PC2
 －DC2
 ，

所以　　　　　　BP2
 －PC2
 ＝36－9＝27．

因为AP＝PC，所以BP2
 －AP2
 ＝27，所以

[image: alt]


画龙点睛

一般来说任何多边形都可以通过作垂线的方法将其分解为若干个直角三角形，然后对所有的直角三角形或某些直角三角形使用勾股定理就可以进行计算了．

在计算时要注意有时可以直接得出答案，有时则需要列出方程或方程组后通过解方程或解方程组才能得出答案．

举一反三

1．如图，一个长为10米的梯子斜靠在墙上，梯子的顶端距地面的垂直距离为8米，如果梯子的顶端下滑1米，那么梯子的底端的滑动距离（　）．

（A）等于1米

（B）大于1米

（C）小于1米

（D）不能确定

[image: alt]
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[image: alt]
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2．如图，长方体的底面边长分别为1cm和3cm，高为6cm．如果用一根细线从点A开始经过4个侧面缠绕一圈到达点B，那么所用细线最短需要_______cm；如果从点A开始经过4个侧面缠绕n圈到达点B，那么所用细线最短需要________cm．

3．如图所示，在△ABC中，∠C＝90°，AD、BE是中线，[image: alt]
 [image: alt]
 AD＝5，求AB的长．

[image: alt]
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融会贯通

4．恩施州自然风光无限，特别是以“雄、奇、秀、幽、险”著称于世．著名的恩施大峡谷（A）和世界级自然保护区星斗山（B）位于笔直的沪渝高速公路x同侧，AB＝50km，A、B到直线x的距离分别为10km和40km，要在沪渝高速公路旁修建一服务区P，向A、B两景区运送游客．小民设计了两种方案，图①是方案一的示意图（AP与直线x垂直，垂足为P），P到A、B的距离之和S1
 ＝PA＋PB；图②是方案二的示意图（点A关于直线x的对称点是A′，连结BA′交直线x于点P），P到A、B的距离之和S2
 ＝PA＋PB．

（1）求S1
 、S2
 ，并比较它们的大小；

（2）请你说明S2
 ＝PA＋PB的值为最小；

（3）拟建的恩施到张家界高速公路y与沪渝高速公路垂直，建立如图（3）所示的直角坐标系，B到直线y的距离为30km，请你在x旁和y旁各修建一服务区P、Q，使P、A、B、Q组成的四边形的周长最小．并求出这个最小值．

[image: alt]
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44　勾股定理的逆定理


勾股定理的逆命题也是成立的，我们称之为勾股定理的逆定理：如果三角形一边的平方等于其他两边的平方和，那么这条边所对的角是直角．

经典例题

如图44-1所示，四边形ABCD为正方形（四角为直角，四边相等的四边形），点E为AB中点，点F在AD上，且[image: alt]
 求证：EF⊥CE．

[image: alt]


图44-1

解题策略

连结FC，设正方形边长为a，则

[image: alt]


在Rt△AEF中，[image: alt]


在Rt△BCE中，[image: alt]


在Rt△CDF中，[image: alt]


因为[image: alt]
 即EF2
 ＋EC2
 ＝FC2
 ，所以△CEF为直角三角形，且CF为斜边，EF⊥CE．

画龙点睛

勾股定理的逆定理可以看作是判断三角形是否为直角三角形的判定定理，常被用来证明两条直线互相垂直．

举一反三

1．如图，每个小正方形的边长为1，A、B、C是小正方形的顶点，则∠ABC的度数为（　）．

（A）90°

（B）60°

（C）45°

（D）30°

[image: alt]


第1题

2．已知a、b、c为△ABC的三边，且a2
 ＋b2
 ＋c2
 ＋338＝10a＋24b＋26c，求证这个三角形是直角三角形．









3．在等边三角形ABC内取一点P，使∠BPC＝150°，求证：以PA、PB、PC为边长的三角形是直角三角形．









融会贯通

4．如图，在△ABC中，D、E、F分别是BC、AB、CA上的点，AE＝AF，BE＝BD，CF＝CD．AB·AC＝2BD·DC，AB＝3，AC＝4，求△ABC的面积．

[image: alt]
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45　勾股数组


我们将如（3，4，5），（6，8，10），（5，12，13），（a，b，c）等满足a2
 ＋b2
 ＝c2
 的一组正整数，称为勾股数组．

经典例题

给出一组式子：32
 ＋42
 ＝52
 ，82
 ＋62
 ＝102
 ，152
 ＋82
 ＝172
 ，242
 ＋102
 ＝262
 ．

（1）你能发现关于上述式子的一些规律吗？请你运用所发现的规律，给出第5个，第6个式子；

（2）请用等式说明你所发现的规律．

解题策略

（1）按发现的规律，第5个式子是352
 ＋122
 ＝372
 ．第6个式子是482
 ＋142
 ＝502
 ．

（2）规律是：（n2
 －1）2
 ＋（2n）2
 ＝（n2
 ＋1）2
 ，（n＞1且为整数）．可以证明，这个等式是成立的．

画龙点睛

勾股数组的求法之一是观察已知的某些勾股数组，然后从中归纳出某些规律，但是应该对这些规律进行严格的证明．

对于某些有特殊要求的勾股数组，可以采用因式分解及分解质因数的方法求得其解或进行证明．

举一反三

1．下列各组整数，不能构成直角三角形的一组是（　）．

（A）5，12，13

（B） p2
 －1，2p，p2
 ＋1 （p＞1，且p为整数）

（C）4m，5m，6m（m＞0，且m为整数）

（D）m2
 －n2
 ，2mn，m2
 ＋n2
 （m＞n＞0，且m、n为整数）

2．满足a2
 ＋b2
 ＝c2
 的一组正整数（a，b，c），通常为勾股数，若表①、表②中的a、b、c为勾股数，请你填写并探索表①、表②中构成勾股数组的规律：

表①

[image: alt]


表②

[image: alt]


3．证明：在一组勾股数中，一定有一个3的倍数．









融会贯通

4．如果直角三角形的三边都是整数，而且它的周长数等于面积数，求三角形三边的长．




46　与线段的平方关系有关的证明题


有一类证明题，结论中含有线段的平方，这种结构容易令人联想到勾股定理．事实上，也确有许多与线段的平方关系有关的证明题是用勾股定理作为工具来证明的．

经典例题

如图46-1，在△ABC中，∠BAC＝90°，AB＝AC，点D、E在BC上，且∠DAE＝45°，求证：CD2
 ＋BE2
 ＝DE2
 ．

解题策略

如图46-1，将△ABE绕点A逆时针旋转90°得△ACF，则

∠ACF＝∠B＝∠C＝45°，BE＝CF，∠BAE＝∠CAF．

从而∠DCF＝90°．因为∠EAD＝45°，所以

∠DAF＝∠EAF－∠EAD＝90°－45°＝45°＝∠EAD，

在△AED和△AFD中，[image: alt]
 所以

△AED≌△AFD，故ED＝FD．

又在Rt△CDF中，CD2
 ＋CF2
 ＝FD2
 ，所以

CD2
 ＋BE2
 ＝DE2
 ．

[image: alt]


图46-1

画龙点睛

涉及到含有线段的平方证明题，在初二的学习范围内，多是用勾股定理作为工具来证明的．在解答此类问题时所用的辅助线，除了作三角形的高外，有时还要用到某些几何变换，如平移、旋转、对称等等．

举一反三

1．在△ABC中，∠BAC＝90°，AB＝AC，P为BC上一点．求证：PB2
 ＋PC2
 ＝2PA2
 ．









2．如图，△ABC中，∠C＝90°，D为AB的中点，E、F分别在AC、BC上，且DE⊥DF．求证：AE2
 ＋BF2
 ＝EF2
 ．

[image: alt]
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3．在△ABC中，∠B＝120°，三边分别为a、b、c．求证：b2
 ＝a2
 ＋c2
 ＋ac．









融会贯通

4．如图，△ABC中，AD是边BC上的中线，点M在边AB上，点N在边AC上，并且∠MDN＝90°，如果BM2
 ＋CN2
 ＝DM2
 ＋DN2
 ，求证：[image: alt]


[image: alt]
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第十九章　四边形


47　平行四边形的概念与性质


两组对边分别平行的四边形叫做平行四边形．

由平行四边形的定义不难得出平行四边形以下的性质：

平行四边形的对边平行且相等；平行四边形的对角相等、邻角互补；平行四边形的对角线互相平分．

经典例题

如图47-1所示，在△ABC中，BD是∠ABC的平分线，DE∥BC，交AB于E，EF∥AC，试探讨线段BE和FC的大小关系．

[image: alt]


图47-1

解题策略

由已知条件知四边形EFCD是平行四边形，故有E＝FC；

再由BD是∠ABC的平分线，以及DE∥BC可知∠EBD＝∠DBC＝∠BDE，所以三角形BED为等腰三角形，于是ED＝BE．这样就有BE＝FC了．

画龙点睛

（1）“从已知看可知”，是一种常见的思考问题的方法；在含有平行四边形的图形中，由平行四边形的性质，可以找出许多对相等的线段和角来．

（2）要证明两条线段相等，一般可证它们是一对全等三角形的对应边或平行四边形的对边，必要时也可以设法证明它们都等于第三条线段．

举一反三

1．如图所示，在▱ABCD中，EF∥AB，GH∥AD．EF与GH交于点O，则该图中的平行四边形的个数共有（　）个．

（A）7

（B）8

（C）9

（D）11

[image: alt]


第1题

2．如图，AABC中，AB＝AC，点P是边BC上任意一点，PE∥AC，PF∥AB，分别交AB、AC于点E、F．线段PE、PF、AB之间有什么关系？试证明你的结论．

[image: alt]


第2题









3．如图，▱ABCD中，DE⊥AB于E，BM＝MC＝DC．求证：∠EMC＝3∠BEM．

[image: alt]
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融会贯通

4．在下面4个图中，ABCD均为平行四边形，过对角线交点O作直线与对边（或对边延长线）相交：

（1）每个图形中有几对相等的线段？

（2）你能将上面所得到的结论用文字形式概括出来吗？

[image: alt]
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48　与平行四边形有关的计算


平行四边形具有如下的性质：对边平行且相等；对角相等、邻角互补；对角线互相平分．我们常利用这些性质进行一些与平行四边形有关的线段的长度和角的度数的计算．

经典例题

▱ABCD的周长为60cm，对角线AC、BD相交于O，若△AOB的周长比△BOC的周长少8cm，求这个四边形的各边长．

解题策略

由平行四边形的对边相等可知

[image: alt]


又由平行四边形的对角线互相平分可知OA＝OC．

再△AOB比△BOC的周长少8cm，得

[image: alt]


由①、②可以得到AB＝11，BC＝19．

即该四边形各边长为11cm，19cm，11cm，19cm．

画龙点睛

简单的平行四边形的计算问题，主要是利用平行四边形的定义以及其边和角的性质来解决．必要时需要列出方程或方程组来求出其解．

举一反三

1．如图，在▱ABCD中，BD⊥AB，AB＝12cm，AC＝26cm，求▱ABCD各边长．

[image: alt]
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2．如图，在▱ABCD中，AB＝4cm，AD＝7cm，∠ABC的平分线交AD于点E，交CD的延长线于点F，求DF的长．

[image: alt]
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3．如图，▱ABCD中，点E在边AD上，以BE为折痕，将△ABE向上翻折，点A正好落在CD上的点F，若△FDE的周长为8cm，△FCB的周长为22cm，求FC的长．

[image: alt]


第3题









融会贯通

4．已知平行四边形ABCD的周长为52，自顶点D作DE⊥AB，DF⊥BC，E、F为垂足，若DE＝5，DF＝8，求BE＋BF的长．












49　平行四边形的判定


要判断一个四边形是平行四边形，方法之一是根据平行四边形的定义：

两组对边互相平行的四边形是平行四边形．

此外就是根据如下的平行四边形的判定定理：

两组对边分别相等的四边形是平行四边形；一组对边平行且相等的四边形是平行四边形；两组对角分别相等的四边形是平行四边形；对角线互相平分的四边形是平行四边形．

经典例题

如图49-1，在平行四边形ABCD中，E、F分别是AD、BC的中点，AF与EB交于点G，CE与DF交于点H．试说明四边形EGFH的形状．

[image: alt]


图49-1

解题策略

从图中我们可以看出四边形EGFH是平行四边形．

要证明四边形EGFH是平行四边形，可由平行四边形的定义来判定，而这只需要证明四边形AFCE和EBFD都是平行四边形．证明如下：

因为四边形ABCD是平行四边形，所以AB∥CD，AB＝CD．

又因为E、F分别是AD、BC的中点，所以AE＝CF，又AE∥CF，所以四边形AFCE是平行四边形．故AF∥CE，即FG∥EH．同理，四边形EBFD也是平行四边形，BE∥DF，即EG∥HF．

所以四边形EGFH是平行四边形．

画龙点睛

要证明一个四边形是平行四边形，一般要用到平行四边形的定义和判定定理，而这就常常需要证明线段或角的相等，此时可利用平行四边形的性质或三角形全等的性质来证明．

举一反三

1．已知△ABC中，∠ACB＝90°，点D、E分别是AC、AB的中点，点F在BC的延长线上，且∠CDF＝∠A．

求证：四边形DECF是平行四边形．









2．如图，BD是▱ABCD的对角线，AE⊥BD于点E，CF⊥BD于点F．求证：四边形AECF为平行四边形．

[image: alt]
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3．如图，在▱ABCD中，∠DAB＝60°，点E、F分别在CD、AB的延长线上，且AE＝AD，CF＝CB．

（1）求证：四边形AFCE是平行四边形；

（2）若去掉已知条件的“∠DAB＝60°”上述的结论还成立吗？若成立，请写出证明过程；若不成立，请说明理由．

[image: alt]
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融会贯通

4．如图，△BAD、△ACE、△BCF是分别以△ABC的边AB、AC、BC为一边的等边三角形．求证：四边形ADFE是平行四边形．

[image: alt]
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50　与平行四边形有关的证明


在某些几何问题条件中含有平行四边形，解答此类问题多要用到平行四边形的定义，以及平行四边形的性质．

对于一些探索型的问题，可以先猜测出答案，然后加以严格的证明．

经典例题

如图50-1所示为某城市的部分街道示意图，AF∥BC，EC⊥BC，BA∥DE，BD∥AE，EF＝FC．甲、乙两人同时从B站乘车到F站．甲乘1路车，路线是B→A→E→F；乙乘2路车，路线是B→D→C→F．假设两车速度相同，途中耽误时间相同，那么谁先到达F站，请说明理由．

[image: alt]


图5-1

解题策略

要比较两车所用时间，只需比较它们的路程．

从已知条件不难知道四边形ABDE是平行四边形，于是只要比较DE和DC的大小就可以了．直观的观察可知DC＝DE，严格的证明如下：

因为BA∥DE，BD∥AE，所以

四边形ABDE是平行四边形，故

[image: alt]


又　　　[image: alt]


所以　　　　[image: alt]


由①②③知，

BA＋AE＋EF＝BD＋DC＋CF．

所以二人同时到达F站．

画龙点睛

1．探索型问题，特别是几何图形的位置关系或数量关系的问题，有时可以通过观察，凭直觉猜测出答案．

2．探索型问题中的解答题往往需要转化为几何证明题或计算题来解决，严格的论证是必要的．

举一反三

1．在四边形ABCD中，AB＝DC，AD＝BC，点E在边BC上，点F在边AD上，AF＝CE，EF与对角线BD相交于点O．求证：点O是BD的中点．









2．如图所示，D、E、F分别在△ABC的边BC、AB、AC上，且DE∥AF，DE＝AF，G在FD的延长线上，DG＝DF．求证：AG和ED互相平分．

[image: alt]
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3．如图所示，Rt△ABC中，∠BAC＝90°，AD⊥BC于D，BG平分∠ABC交AD于E，EF∥BC且交AC于F．求证：AE＝CF．

[image: alt]
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融会贯通

4．有一块形状为平行四边形的铁片ABCD，其中AB＝2AD．现在想用这块铁片截一个直角三角形并且希望以AB为斜边，直角顶点在CD上，问此想法是否可行？如果可行的话，请说明应该怎样截；如果不行，请说明理由．












51　三角形中位线及其应用


三角形两边中点的连线，称为三角形的中位线．从位置关系看，中位线平行于第三边；从数量关系看，中位线的长度等于第三边长度的一半．

经典例题

如图51-1所示，已知任意四边形ABCD，线段AB、BC、CD、DA、AC、BD的中点分别是E、F、G、H、P、Q．

[image: alt]


图51-1

（1）若四边形ABCD如图①，判断下列结论是否正确（正确的在括号里填“√”，错误的在括号里填“×”）．

甲：顺次连结EF、FG、GH、HE一定得到平行四边形；（　）

乙：顺次连结EQ、QG、GP、PE一定得到平行四边形．（　）

（2）请选择甲、乙中的一个，证明你对它的判断．

（3）若四边形ABCD如图②，请你判断（1）中的两个结论是否成立．

解题策略

（1）甲√　乙√

（2）证明（1）中对甲的判断：

连结EF、FG、GH、HE．

因为E、F分别是AB、BC的中点，所以EF是△ABC的中位线．因此

[image: alt]


同理，　　　　[image: alt]


于是　　　　　EF∥HG，EF＝HG．

所以四边形EFGH是平行四边形．

（3）类似于（1）中的结论甲、乙都成立．

画龙点睛

1．当题目的条件中出现三角形一边的中点时，往往要考虑将其与三角形的另外一边的中点相连结，以构成三角形的中位线．

2．当题目的条件中出现四边形一组对边的中点或出现了对角线的中点时，往往要将它们和四边形的另外一边的中点相连结，以构成三角形的中位线．

举一反三

1．已知，如图，在△ABC中，AD⊥BC于D，BE为中线，且∠CBE＝30°，求证：AD＝BE．

[image: alt]
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2．如图所示，在△ABC中，AB＝AC，延长AB到，使BD＝AB，E为AB中点，连结CE、CD．求证：CD＝2EC．

[image: alt]
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3．如图，已知AO是△ABC中∠A的平分线，BD⊥AO的延长线于点D，E是BC的中点，求证[image: alt]


[image: alt]
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融会贯通

4．如图，任意五边形ABCDE中，M，N，P，Q分别为AB，CD，BC，DE的中点，K、L分别为MN、PQ的中点．求证：KL∥AE，且[image: alt]
 [image: alt]


[image: alt]
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52　矩　形


有一个角是直角的平行四边形是矩形．

矩形除了具有平行四边形的所有性质外，还有以下特殊的性质：矩形的四个角都是直角；矩形的对角线相等．

除了用矩形的定义判定一个四边形是矩形的方法外，我们还可以用如下的方法来判定：有三个角是直角的四边形是矩形；对角线相等的平行四边形是矩形．

经典例题

如图52-1，▱ABCD的四个内角的角平分线分别交于点E、F、G、H．求证：四边形EFGH是矩形．

[image: alt]


图52-1

解题策略

因为在▱ABCD中，AD∥BC，所以∠BAD＋∠ABC＝180°，而

[image: alt]


所以　　　　[image: alt]


从而　　　　　　　∠HEF＝∠AEB＝90°．

同理∠EFG＝90°，∠FGH＝90°．

所以四边形EFGH是矩形．

画龙点睛

解答与矩形有关的问题，首先要注意的是它的四个内角都是直角，在判定一个四边形是否为矩形时，首先要考虑的也是它的角．

举一反三

1．如图，矩形ABCD中，AC、BD相交于点O，AE平分∠BAD交BC于点E．若∠CAE＝15°，求∠BOE的度数．

[image: alt]
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2．如图，矩形OABC的两边OA、OC分别在x轴、y轴的正半轴上，OA＝4，OC＝2，点G为矩形对角线的交点，经过点G的双曲线[image: alt]
 在第一象限的图像与BC相交于点M，则CM∶MB＝__________．

[image: alt]
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3．如图，将矩形ABCD沿着对角线BD折叠，使点C落在C′处，BC′交AD于E．若AD＝8，AB＝4，求△BED的面积．

[image: alt]
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融会贯通

4．如图，已知矩形ABCD和点P，当点P在图①中的位置时，则有结论：S△PBC
 ＝S△PAC
 ＋S△PCD
 ．

理由：过点P作EF垂直BC，分别交AD、BC于E、F两点．因为

[image: alt]


又因　　　　[image: alt]


故　　　　S△PBC
 ＋S△PAD
 ＝S△PAC
 ＋S△PCD
 ＋S△PAD
 ，

所以　　　　　　S△PBC
 ＝S△PAC
 ＋S△PCD
 ．

请你参考上述信息，当点P分别在图②、图③中的位置时，S△PBC
 、S△PAC
 、S△PCD
 又有怎样的数量关系？请写出你对上述两种情况的猜想，并选择其中一种情况的猜想给予证明．

[image: alt]
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53　菱　形


邻边相等的平行四边形是菱形．

菱形除了具有平行四边形的所有性质外，还有以下的特殊性质：菱形的四条边相等；菱形的对角线互相垂直．

除了用菱形的定义判定一个四边形是菱形的方法外，我们还可以用如下的方法来判定：四边相等的四边形是菱形；对角线互相垂直的平行四边形是菱形．

经典例题

如图53-1，菱形ABCD中，AB＝4，E为BC的中点，AE⊥BC于点E，AF⊥CD于点F，CG∥AE，CG交AF于点H，交AD于点G．

（1）求菱形ABCD的面积；

（2）求∠CHA的度数．

[image: alt]


图53-1

解题策略

（1）如图53-2，连结AC、BD，并且AC和BD相交于点O．

因为AE⊥BC，且AE平分BC，所以△ABC和△ADC都是正三角形，故AB＝AC＝4．

因为△AOB是直角三角形，于是BD＝4＠，所以菱形ABCD的面积是8＠．

（2）因为△ADC是正三角形，AF⊥CD，所以∠DAF＝30°．

又CG∥AE，AE⊥BC，所以∠AGH＝90°，于是

∠AHC＝∠DAF＋∠AGH＝120°．

[image: alt]


图53-2

画龙点睛

解答与菱形有关的问题，最常用的辅助线是作出它的对角线，利用对角线互相垂直平分的性质来解题．

举一反三

1．如图，在Rt△ABC中，∠ACB＝90°，∠BAC＝60°，DE垂直平分BC，垂足为D，交AB于点E．又点F在DE的延长线上，且AF＝CE．求证：四边形ACEF是菱形．

[image: alt]
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2．如图，在四边形ABCD中，点E、F是对角线BD上的两点，且BE＝DF．

（1）若四边形AECF是平行四边形，求证四边形ABCD是平行四边形；

（2）若四边形AECF是菱形，那么四边形ABCD也是菱形吗，为什么？

（3）若四边形AECF是矩形，试判断四边形ABCD是否为矩形？（不必写理由）

[image: alt]
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3．如图，E是等边△ABC的BC边上一点，以AE为边作等边△AEF，连结CF，在CF延长线取一点D，使∠DAF＝∠EFC．试判断四边形ABCD的形状，并证明你的结论．

[image: alt]
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融会贯通

4．如图，有一种汽车用的“千斤顶”，它由4根边杆组成菱形ABCD，当螺旋装置顺时针旋转时，B、D两点的距离变小，从而顶起汽车．若AB＝30，螺旋装置每顺时针旋转1圈，BD的长就减少1．设BD＝a，AC＝h，

（1）当a＝40时，求h的值；

（2）从a＝40开始，设螺旋装置顺时针方向旋转x圈，求h关于x的函数解析式；

（3）从a＝40开始，螺旋装置顺时针方向连续旋转2圈，设第1圈使“千斤顶”增高S1
 ，第2圈使“千斤顶”增高S2
 ，试判定S1
 与S2
 的大小，并说明理由．若将条件“从a＝40开始”改为“从某一时刻开始”，则结果如何？为什么？

[image: alt]
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54　正方形


如果一个四边形既是菱形又是矩形，那么它就是正方形．

正方形具有菱形和矩形的所有性质．

经典例题

如图54-1，E是正方形ABCD边AB上一点，F是对角线BD上一点，且AE＝[image: alt]
 DF，求证：△EFC是等腰直角三角形．

[image: alt]


图54-1

解题策略

如图54-2，过F作GH∥AD交AB于点G，交CD于点H．

因为[image: alt]
 又[image: alt]
 所以AE＝2DH＝2AG，

AG＝GE＝DH＝FH，

从而　　　　 HC＝GB＝GF．

又∠EGF＝∠FHC＝90°，所以△GEF≌△HFC，得EF＝CF，∠1＝∠2．

又∠2＋∠3＝90°，所以∠1＋∠3＝90°，即∠EFC＝90°．

所以△EFC为等腰直角三角形．

[image: alt]


图54-2

画龙点睛

解答与正方形有关的问题，要注意充分利用正方形的性质（包括边的性质、角的性质和对角线的性质）．

将四边形的问题转化为三角形的问题来解决，是解答四边形问题的常用策略．对于正方形，更需要注意利用它的边角关系，构造全等的直角三角形来处理．

举一反三

1．如图，将正方形ABCD中的△ABD绕对称中心O旋转至△GEF的位置，EF交AB于M，GF交BD于N．请猜想BM与FN有怎样的数量关系？并证明你的结论．

[image: alt]
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2．正方形ABCD中，E是CD的中点，F是DA的中点，连结BE与CF相交于P，求证：AP＝AB．

[image: alt]
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3．如图，四边形ABCD是正方形，M是AB延长线上一点．直角三角尺的一条直角边经过点D，且直角顶点E在AB边上滑动（点E不与点A、B重合），另一条直角边与∠CBM的平分线BF相交于点F．

（1）如图，当点E在AB边的中点位置时：

①通过测量DE、EF的长度，猜想DE与EF满足的数量关系是_________；

②连结点E与AD边的中点N，猜想NE与BF满足的数量关系是_________；

③请证明你的上述两猜想．

（2）如图，当点E在边AB上的任意位置时，请你在AD边上找到一点N，使得NE＝BF，进而猜想此时DE与EF有怎样的数量关系．

[image: alt]
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4．已知正方形ABCD内一点E，E到A、B、C三点的距离之和的最小值为[image: alt]
 求此正方形的边长．












55　梯形问题的处理方法——平移


本节介绍梯形的辅助线的作法中的平移法，通常是平移一腰或平移一条对角线，将梯形问题转化为三角形及平行四边形的问题来解决．

经典例题

如图55-1，在等腰梯形ABCD中，AD∥BC，AB＝DC，且AC⊥BD，AF是梯形的高，梯形面积为49cm2
 ．求梯形的高．

[image: alt]


图55-1

解题策略

如图55-1，过A作AE∥DB交B的延长线于点E．

因为AC⊥BD，所以AC⊥AE．

因为AD∥EB，所以AE＝BD．EB＝AD．

又因为四边形ABCD是等腰梯形，所以AC＝BD．从而AE＝AC．

所以△AEC是等腰直角三角形．

又AF是斜边上的高，故AF也为斜边上的中线．

所以[image: alt]


因此[image: alt]


所以AF＝7cm．

画龙点睛

在用平移线段的方法作梯形的辅助线时，常用的方法有两种：一种是过梯形的一个顶点作一腰的平行线；另一种是过梯形的一个顶点作一条对角线的平行线，这两种方法都是将梯形问题转化成平行四边形和三角形的问题来解决．

举一反三

1．如图，在等腰梯形ABCD上，DC∥AB，AB＝11cm，DC＝5cm，DA＝6cm．求∠B的度数．

[image: alt]
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2．如图，梯形ABCD中，AD∥BC，对角线AC⊥BD，且AC＝5cm，BD＝12cm，求该梯形上下底的和．

[image: alt]
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3．在梯形ABCD中，AB∥CD，M是腰BC的中点，MN⊥AD于N，求证：梯形ABCD的面积等于MN·AD．









融会贯通

4．如图，在梯形ABCD中，AD∥BC，BD＝CD，AB＜CD，且∠ABC为锐角，若AD＝4，BC＝12，E为BC上一点，问：当CE分别为何值时，四边形ABED是（1）等腰梯形？（2）直角梯形？请分别说明理由．

[image: alt]
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56　梯形问题的处理方法——分割


本节介绍梯形的辅助线的作法中的另外两种方法：其一是作高，将梯形问题转化为三角形及矩形的问题来解决；其二是延长一顶点与一腰中点连线，将梯形问题转化为三角形的问题来解决．

经典例题

已知一个梯形的四条边的长分别为1，2，3，4，则此梯形的面积等于（　）．

（A）4

（B）6

（C）8[image: alt]


（D）[image: alt]


解题策略

以1，2，3，4为边作梯形只有以下六种可能：

（1）以1，2为底；（2）以1，3为底；（3）以1，4为底；（4）以2，3为底；（5）以2，4为底；（6）以3，4为底．

易知只有（3）才能构成梯形，其他都不能构成梯形．

如图，设在梯形ABCD中，AB＝3，BC＝4，CD＝2，DA＝1，过A作AH⊥BC于H，作AE∥DC交BC于E，则△ABE是等腰三角形．由

[image: alt]


得[image: alt]


则[image: alt]


选D．

[image: alt]


图56-1

画龙点睛

作出梯形的高，是解答与梯形有关问题的常用辅助线．通常用来解决一些求线段的长度，求梯形的面积等计算问题．

如果作出了梯形的两个高，显然它们的长度相等，而且将梯形分割成两个直角三角形和一个矩形．我们就可以用解答直角三角形的方法来处理梯形问题了．

举一反三

1．在梯形ABCD中，AD∥BC，∠B＝90°，AD＝2，AB＝3，∠C＝45°，求BC的长．









2．如图，在梯形ABCD中，已知AD∥BC，BC＝BD，AD＝AB＝4cm，∠A＝120°，求梯形ABCD的面积．

[image: alt]
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3．直角梯形ABCD中，AB∥CD，AD⊥AB，E是AD上一点，△BCE是等腰直角三角形，∠CEB＝90°，M是BC的中点．求证：△ADM也是等腰直角三角形．

[image: alt]
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融会贯通

4．用长为1，4，4，5的线段为边作梯形，求这个梯形的面积．












57　梯形的中位线


梯形两腰中点的连线，称为梯形的中位线．从位置关系看，中位线平行于两底；从数量关系看，中位线的长度等于上下底边长度之和的一半．

梯形的中位线也与梯形的面积有关，我们有公式：S＝mh，式中S是梯形的面积，m是梯形中位线的长，h是梯形的高．

经典例题

如图57-1，在等腰梯形ABCD中，上底AD＝2，下底BC＝8，M是腰AB的中点，若MD⊥CD，求梯形的面积．

[image: alt]


图57-1

解题策略

如图57-2，作梯形的中位线MN，则

[image: alt]


取MN的中点O，连结DO，则

[image: alt]


作OH⊥AD于H，显然H为AD的中点，于是

DH＝1．

[image: alt]


[image: alt]


于是梯形面积[image: alt]


[image: alt]


图57-2

画龙点睛

当与梯形有关的题目中出现了一腰的中点时，作出梯形的中位线也是一种常见的辅助线．这样往往有利于线段长度的计算，特别是有利于梯形面积的计算．

举一反三

1．如图，已知EF是梯形ABCD的中位线，若AB＝8，BC＝6，CD＝2，∠B的平分线交EF于G，则FG的长是（　）．

（A）1

（B）1.5

（C）2

（D）2.5

[image: alt]
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2．如图，直角梯形ABCD的中位线EF的长为a，垂直于底的腰AB的长为b，求图中阴影部分的面积．

[image: alt]
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3．如图，直角梯形ABCD中，∠C＝90°，AD∥BC，AD＋BC＝AB，E是CD的中点，若AD＝2，BC＝8，求△ABE的面积．

[image: alt]
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融会贯通

4．如图，分别以△ABC的边AC和BC为一边，在△ABC外作正方形ACDE和CBFG，点P是EF的中点．求证：点P到边AB的距离是AB的一半．

[image: alt]
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第二十章　数据的分析


58　数据的代表——平均数、中位数和众数


平均数是衡量样本的平均水平的特征数．

n个数x1
 ，x2
 ，…，xn
 的平均数是[image: alt]


如果在一组数中，x1
 有p1
 个，x2
 有p2
 个，…，xn
 有pn
 个，则称[image: alt]
 为这p1
 ＋p2
 ＋…＋pn
 个数的加权平均数，其中p1
 ，p2
 ，…，pn
 分别是数x1
 ，x2
 ，…，xn
 的权．

和平均数一样，中位数与众数也是衡量样本的特征数．

将n个数x1
 ，x2
 ，…，xn
 由小到大（或由大到小）排列，把处在最中间位置的一个数据（或处在最中间位置两个数据的平均数）叫做这组数据的中位数．

在这组数据中，出现次数最多的数据叫做这组数据的众数．

经典例题

某高科技产品开发公司有员工50名，所有员工的工资情况如下表：

[image: alt]


请你根据上述内容，解答下列问题：

（1）该公司“高级技工”有__________名；

（2）所有员工月工资的平均数为__________元，中位数为__________元，众数为__________元；

（3）小张到这家公司应聘普通工作人员，请你回答图中小张的问题，并指出用（2）中的哪个数据向小张介绍员工的月工资实际水平更合理些；

（4）去掉四个管理人员的工资后，请你计算出其他员工的月平均工资[image: alt]
 （结果保留整数），并判断＠能否反映该公司员工的月工资实际水平．

解题策略

（1）50－（1＋3＋2＋3＋24＋1）＝16（名）．

（2）平均数为：

[image: alt]


在这50个数据中，中间的两个为1600和1800，所以中位数为1700元；

50个数据中，出现最多的是1600，出现了24次．所以众数为1600元．

（3）这个平均数不能反映该公司员工的工资实际水平，用1700元或1600元来介绍更合理些．

（4）[image: alt]
 [image: alt]
 能够反映该公司员工的月工资实际水平．

画龙点睛

正确理解平均数、中位数和众数的概念，是解决此类问题的关键．

平均数在计算时要用到所有的数据，它的值容易受到所统计的数据的极端值的影响；中位数和众数不受极端值的影响，计算时只用到部分数据（中位数只需要中间的数据，而众数是出现频率最高的数据）．

举一反三

1．如图为某班40名同学的身高分布直方图，依图所提供的相关数据，求该分布直方图的中位数和众数值．

[image: alt]
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2．某学校举行实践操作技能大赛，所有参赛选手的成绩统计如下表所示：

[image: alt]


（1）本次参赛学生成绩的众数是多少？

（2）本次参赛学生的平均成绩是多少？

（3）小王同学的比赛成绩是8.8分，能不能说该同学的比赛成绩处于参赛选手的中游偏上水平？试说明理由．









3．春兰集团对应聘者甲、乙、丙进行面试，并从专业知识、工作经验、仪表形象三方面给应聘者打分，每一方面满分20分，最后的打分制成条形统计图．

（1）利用图中提供的信息，在工作经验方面3人得分的众数是多少？在仪表形象方面谁最有优势？

（2）如果专业知识、工作经验、仪表形象三个方面的重要性之比为10∶7∶3，那么作为人事主管，你应录用哪一位应聘者？为什么？

（3）对于两名落聘者，你对他们分别有什么建议？

[image: alt]
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融会贯通

4．为了解甲、乙两名运动员的体能训练情况，对他们进行了跟踪测试，并把连续十周的测试成绩绘制成如图所示的折线统计图．教练组规定：体能测试成绩70分以上（包括70分）为合格．

[image: alt]
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（1）请根据图中所提供的信息填写下表：

[image: alt]


（2）请从下面两个不同的角度对这两名运动员的体能测试结果进行分析：

①依据平均数和成绩合格的次数比较甲和乙，__________的体能测试成绩较好；

②依据平均数和中位数比较甲和乙，__________的体能测试成绩较好；

（3）依据折线统计图和成绩合格的次数，分析哪位运动员体能训练的效果较好．












59　数据的波动——极差和方差


一组数据x1
 ，x2
 ，…，xn
 中的最大数据和最小数据之差叫做极差；

在这组数据中，各数据与它们的平均数之差的平方和的平均数，叫做这组数的方差，记为[image: alt]
 即[image: alt]


经典例题

在一次科技知识竞赛中，两组学生成绩统计如下表，通过计算可知两组的方差为[image: alt]
 ＝172，[image: alt]
 ＝256．下列说法：①两组的平均数相同；②甲组学生成绩比乙组学生成绩稳定；③甲组成绩的众数＞乙组成绩的众数；④两组成绩的中位数均为80，但成绩≥80的人数甲组比乙组多，从中位数来看，甲组成绩总体比乙组好；⑤成绩高于或等于90分的人数乙组比甲组多，高分段乙组成绩比甲组好，其中正确的共有（　）．

[image: alt]


（A）2个

（B）3个

（C）4个

（D）5个

解题策略

选D．

①甲组人数50人，乙组人数50人，两组的平均分都为80，两组平均数相同；

②[image: alt]
 甲组稳定；

③甲组成绩的众数为90分，乙组成绩的众数为70分，甲组成绩的众数＞乙组成绩的众数；

④从中位数看，甲组不低于80分的学生有33人，而乙组只有26人，甲组成绩总体比乙组好；

⑤成绩高于或等于90分的甲组只有20人，而乙组有24人，从高分段看乙组成绩比甲组好．

所以5个都对，选D．

画龙点睛

一组数据x1
 ，x2
 ，…，xn
 中极差反映数据的波动范围；方差描述数据的稳定情况．

举一反三

1．已知甲、乙两组数据的平均数相等，若甲组数据的方差[image: alt]
 ＝0.055，乙组数据的方差[image: alt]
 ＝0.105，则（　）．

（A）甲组数据比乙组数据波动大

（B）乙组数据比甲组数据波动大

（C）甲组数据与乙组数据波动一样大

（D）甲、乙两组数据的波动大小不能比较

2．某市甲、乙两个汽车销售公司，去年1月至10月每月销售同种品牌汽车的情况如图所示：

（1）请根据图中信息填写下表：

[image: alt]


（2）请从以下两个不同的方面对甲、乙两个汽车销售公司去年1月至10月份的销售情况进行分析：

①从平均数和方差结合看；

②从折线图上甲、乙两个汽车销售公司数量的趋势看（分析哪个汽车销售公司较有潜力）．

[image: alt]


第2题

3．为了从甲、乙两名学生中选拔一个参加今年六月份的全县中学生数学竞赛，每个月对它们的学习水平进行一次测验，如图是两人赛前5次测验成绩的折线统计图．

（1）分别求出甲、乙两名学生5次测验成绩的平均数和方差；

（2）如果你是他们的辅导老师，应选派哪一名学生参加这次数学竞赛？你结合所学统计知识说明理由．

[image: alt]


第3题









融会贯通

4．为选派一名学生参加全市实践活动技能竞赛，A、B两位同学在校实习基地现场进行加工直径为20mm的零件测试，他俩各加工10个零件的相关数据依次如图所示．（单位：mm）

根据测试得到的有关数据，试解答下列问题：

（1）考虑平均数与完全符合要求的个数，你认为____________的成绩好些；

（2）计算出[image: alt]
 的大小，考虑平均数与方差，说明谁的成绩好些；

（3）考虑图中折线走势及竞赛中加工零件个数远远超过10个的实际情况，你认为派谁去参赛较合适？说明理由．

[image: alt]


[image: alt]
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60　实际问题中的数据分析


数据分析，是实际工作中的一种需要．

在实践中，为了做出正确的决策，就要对某组数据进行取样分析研究，这时有必要计算这组数据的平均数、中位数、极差与方差，以做出适当的判断．

经典例题

张明、王成两位同学初二学年10次数学单元自我检测的成绩（成绩均为整数，且个位数为0）分别如图60-1所示．利用图中提供的信息，解答下列问题．

[image: alt]


图60-1

（1）完成下表：

[image: alt]


（2）如果将90分以上（含90分）的成绩视为优秀，则优秀率高的同学是_________；

（3）根据图表信息，请对这两位同学各提一条不超过20个字的学习建议．

解题策略

（1）根据样本平均数、方差公式、中位数、众数的定义，不难从图中提供的各次测试成绩中求出相关数据，完成上表为：

[image: alt]


（2）若将90分以上（含90分）的成绩视为优秀，则10次单元自我检测成绩中，张明同学仅有3次成绩达到优秀，而王成同学有5次．

（3）尽管王成同学优秀率高，但他的考试成绩不稳定（方差大），而张明同学虽然优秀率比不上王成同学，但他的考试成绩相对稳定．根据两位同学10次检测的成绩看，发现他们各有所长，也各有所短．因此，如何切合实际、准确地为他们提出今后学习的合理化建议显得尤为重要，下面给出一条仅供参考：

王成同学的学习须持之以恒，保持稳定；张明同学的学习还须加一把劲．

画龙点睛

对一组数据，我们常可从不同的角度来进行分析，有时还需要把平均数、中位数、极差和方差以及它们的统计图结合使用，以弥补各自的不足，有利于我们选择正确的决策方案．

举一反三

1．时代中学准备从七年级部分同学中挑出身高差不多的60名同学参加校广播体操比赛，这部分同学的身高（单位：厘米）数据整理之后得到下表：

[image: alt]


（1）表中m＝_________，n＝_________；

（2）身高的中位数落在哪个范围内？请说明理由；

（3）应选择身高在哪个范围内的学生参加比赛？为什么？









2．按规定，中学生每天要有半个小时家务劳动时间，班主任老师要求小勤汇报一周内每天帮妈妈做家务的时间，小勤的汇报如下表（单位：分）：

[image: alt]


周四、周五因小勤忘记了，只能用x、y代替，但她记得极差为18，请你帮助小勤算出x、y值．









3．某学校对初中毕业班经过初步比较后，决定从初三（1）、（4）、（8）这几个班中推荐一个班为市级先进集体的候选班，现对这三个班进行综合素质考评，下表是这次五项素质考评的得分表（以分为单位，每项满分10分）：

[image: alt]


（1）请问各班五项考评分的平均数、中位数和众数中哪个统计量不能反映三个班的考评结果的差异？并从中选择一个能反映差异的统计量将他们的得分进行排序；

（2）根据你对表中五个项目的重要程度的认识，设定一个各项考评内容的占分比例（比例的各项须满足：①均为整数；②总和为10；③不全相同），按这个比例对各班的得分重新计算，比较出大小关系，并从中推荐一个得分最高的班级作为市级先进班集体的候选班．









融会贯通

4．甲、乙两人在相同条件下各射靶10次，每次射靶的成绩情况如图所示：

（1）请填写下表：

[image: alt]


（2）请从下列四个不同的角度对这次测试结果进行分析：

①从平均数和方差相结合看（分析谁的成绩稳定）；

②从平均数和中位数相结合看（分析谁的成绩好些）；

③从平均数和命中9环以上的次数相结合看（分析谁的成绩好些）；

④从折线图上两人射击命中环数的走势看（分析谁更有潜力）．

[image: alt]
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综合测试（一）


一、选择题（每题3分，共24分）

1．下列说法正确的是（　）．

（A）正数和负数统称实数

（B）数轴上的任何一个点都表示一个实数

（C）无限小数都是无理数

（D）带根号的数就是无理数

2．下列各式计算正确的是（　）．

（A）（a2
 ）4
 ＝（a4
 ）2


（B）2x3
 ·5x2
 ＝10x6


（C）（-c）8
 ÷（-c）6
 ＝-c2


（D）（ab3
 ）2
 ＝ab6


3．下列图形中，有3条对称轴的轴对称图形是（　）．

（A）一般等腰三角形

（B）等边三角形

（C）角

（D）线段

4．如图，△ABC中，AB＝AC，∠A＝30°，DE垂直平分AC，则∠BDC的度数为（　）．

（A）80°

（B）75°

（C）60°

（D）45°

[image: alt]


第4题

5．在△ABC中，∠ACB＝90°，BE平分∠ABC，DE⊥AB于D，如果AC＝4cm，那么AE＋DE等于（　）．

（A）2cm

（B）3cm

（C）4cm

（D）5cm

6．如图，在△ABC中，AC＝BC，∠ACB＝90°，AE平分∠BAC交BC于E，BD⊥AE于D，DM⊥AC交AC的延长线于M，连结CD，给出四个结论：①∠ADC＝45°；②[image: alt]
 ③AC＋CE＝AB；④AB－BC＝2MC；其中正确的结论有（　）．

（A）1个

（B）2个

（C）3个

（D）4个

[image: alt]


第6题

7．一张正方形纸片经过两次对折，并在如图位置上剪下一个直角三角形，打开直角三角形后的图形是（　）．

[image: alt]


第7题

[image: alt]


8．甲、乙两个准备在一段长为1200m的笔直公路上进行跑步，甲、乙跑步的速度分别为4m/s和6m/s，起跑前乙在起点，甲在乙前面100m处，若同时起跑，则两人从起跑至其中一人先到达终点的过程中，甲、乙两人之间的距离y（m）与时间t（s）的函数图像是（　）．

[image: alt]


二、填空题（每题3分，共24分）

9．多项式4y2
 ＋my＋9是完全平方式，则m＝_________．

10．已知整数m满足[image: alt]
 则m的值为_________．

11．[image: alt]
 的平方根是_________．

12．直线y＝2x＋4关于直线x＝1的对称的直线的解析式是_________．

13．已知直线y＝kx＋b经过点[image: alt]
 且与坐标轴所围成的三角形的面积为[image: alt]
 则该直线的解析式为_________．

14．观察下列等式：

9－1＝8，16－4＝12，25－9＝16，36－16＝20，……

这些等式反映自然数间的某种规律，设n（n≥1）表示自然数，用关于n的等式表示这个规律：_________．

15．甲、乙两个工程队分别同时开挖两段河渠，所挖河渠的长度y（m）与挖掘时间x（h）之间的关系如图所示，请根据图像所提供的信息解答下列问题：

（1）乙队开挖到30m时，用了_________h．开挖6h时甲队比乙队多挖了_________m；

（2）甲队在0≤x≤6的时段内，y与x之间的函数关系式为_________；乙队在2≤x≤6的时段内，y与x之间的函数关系式为_________；

（3）当x＝_________时，甲、乙两队在施工过程中所挖河渠的长度相等．

[image: alt]


第15题

16．在△ABC中，AD平分∠CAB交BC于D，DE∥BA交AC于E，EF平分∠CED交BC于F，FG∥BA交AG于G，依照这样的规律做下去形成图1中的四条实线．图2至图4是将图1利用对称的方法得到的，其中BH＋AK＝31，且BH－AK＝3，则图4中实线的长度和为_________．

[image: alt]


第16题

三、解答题（6＋6＋10＋15＋15＝52分）

17．分解因式：（x4
 －2x3
 y＋x2
 y2
 ）－Z2
 ．









18．如图，AC平分∠BAD，CM⊥AB，且AB＋AD＝2AM，求∠ADC＋∠ABC．

[image: alt]
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19．有下面三组代数式：

[image: alt]


从每组中取出一个单项式相乘，求所有这样的三个单项式的积的和．









20．甲、乙两个仓库要向A、B两地送水泥，已知甲库可调出100t水泥，乙库可调出80t水泥，其中A地需70t水泥，B地需110t水泥，两库到A、B两地的路程和运费如下表：（表中运费栏“元／t·km”表示每吨水泥运送1km所需人民币）

[image: alt]


（1）设甲库运往A地水泥xt，求总运费y（元）关于x（t）的函数关系式．









（2）当甲、乙两库各运往A、B两地多少水泥时，总运费最省？最省运费是多少？









21．直线AB：y＝-x－b分别与x、y轴交于A（6，0）、B两点，过点B的直线交x轴负半轴于C，且OB∶OC＝3∶1．

（1）求直线BC的解析式；









（2）直线EF：y＝kx－k（k≠0）交直线AB于点E，交直线BC于点F，交x轴于点D，是否存在这样的直线EF，使得S△EBD
 ＝S△FBD
 ？若存在，求出k的值；若不存在，说明理由；

[image: alt]


第21题图1









（3）如图2，P为A点右侧x轴上的一动点，以P为直角顶点、BP为腰在第一象限内作等腰直角三角形△BPQ，连结QA并延长交y轴于点K．当P点运动时，K点的位置是否发生变化？如果不变请求出它的坐标；如果变化，请说明理由．

[image: alt]


第21题图2











综合测试（二）


一、选择题（每题3分，共24分）

1．平行四边形、矩形、菱形、等腰梯形、正方形中是轴对称图形的有（　）个．

（A）1

（B）2

（C）3

（D）4

2．△ABC的三边长分别为a、b、c，下列条件：①∠A＝∠B－∠C；②∠A∶∠B∶∠C＝3∶4∶5；③a2
 ＝（b＋c）（b－C）；④a∶b∶c＝5∶12∶13，其中能判断△ABC是直角三角形的个数有（　）．

（A）1个

（B）2个

（C）3个

（D）4个

3．一个四边形，对于下列条件：①一组对边平行，一组对角相等；②一组对边平行，一条对角线被另一条对角线平分；③一组对边相等，一条对角线被另一条对角线平分；④两组对角的平分线分别平行．不能判定为平行四边形的是（　）．

（A）①

（B）②

（C）③

（D）④

4．如图，已知E是菱形ABCD的边BC上一点，且∠DAE＝∠B＝80°，那么∠CDE的度数为（　）．

（A）20°

（B）25°

（C）30°

（D）35°

[image: alt]
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5．小明通常上学时走上坡路，途中平均速度为m千米／时，放学回家时，沿原路返回，通常的速度为n千米／时，则小明上学和放学路上的平均速度为（　）千米／时．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


6．若ab＜0，则正比例函数y＝ax与反比例函数[image: alt]
 在同一坐标系中的大致图像可能是（　）．

[image: alt]


7．如图，正方形网格中的△ABC，若小方格边长为1，则△ABC是（　）．

（A）直角三角形

（B）锐角三角形

（C）钝角三角形

（D）以上答案都不对

[image: alt]


第7题

8．在一次科技知识竞赛中，两组学生成绩统计如下表，通过计算可知两组的方差为[image: alt]
 ＝172，[image: alt]
 ＝256．下列说法：①两组的平均数相同；②甲组学生成绩比乙组学生成绩稳定；③甲组成绩的众数＞乙组成绩的众数；④两组成绩的中位数均为80，但成绩≥80的人数甲组比乙组多，从中位数来看，甲组成绩总体比乙组好；⑤成绩高于或等于90分的人数乙组比甲组多，高分段乙组成绩比甲组好．其中正确的共有（　）．

[image: alt]


（A）2种

（B）3种

（C）4种

（D）5种

二、填空题（每题3分，共24分）

9．已知一个样本1，3，2，4，x，它的平均数是4，则这个样本的方差是_________．

10．当m＝_________时，分式[image: alt]
 的值为零．

11．已知实数a满足a2
 ＋2a－8＝0，则[image: alt]
 的值为_________．

12．已知反比例函数[image: alt]
 的图像上有三点A（x1
 ，y1
 ），B（x2
 ，y2
 ），C（x3
 ，y2
 ），且x1
 ＜x2
 ＜0＜x3
 ，则有y1
 、y2
 、y3
 的大小关系为_________．

13．如图，四边形PQRS为一正方形，△PTS为等边三角形，则∠TRS＝_________．

14．如图，直线y＝-x＋b与双曲线[image: alt]
 交于点A，与x轴交于点B，则OA2
 －OB2
 ＝_________．

[image: alt]
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15．如图，已知△ABC中，∠B＝30°，∠C＝15°，D是BC上一点，∠CAD＝90°，若AB＝10，那么CD＝_________．

16．如果记[image: alt]
 并且f（1）表示当x＝1时y的值，即[image: alt]
 [image: alt]
 表示当[image: alt]
 时y的值，即[image: alt]
 那么[image: alt]
 （结果用含有n的代数式表示，n为正整数）

三、解答题（6＋6＋10＋15＋15＝52分）

17．如图，在四边形ABCD中，∠B＝90°，[image: alt]
 ∠BAC＝30°，CD＝2，[image: alt]
 求∠ACD的度数．

[image: alt]
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18．请你阅读下列计算过程，再回答所提出的问题：

解：[image: alt]


（1）上述计算过程中，从哪一步开始出现错误_________________．

（2）从B到C是否正确，若不正确，错误的原因是_________________．

（3）请你给出正确的解答．









19．一艘小船由A港到B港顺流需行6小时，由B港到A港逆流航行需行8小时，一天，小船从早晨6点由A港出发顺流航行到达B港时，发现一只救生圈在途中掉落在水中，立刻返回寻找，1小时后找到救生圈．

问：（1）若小船按水流速度由A港漂流到B港需要多少小时？

（2）救生圈是在何时掉入水中的？









20．如图1所示，在直角梯形ABCD中，AD∥BC，AB⊥BC，∠DCB＝75°，以CD为一边的等边△DCE的另一顶点E在腰AB上．

（1）求∠AED的度数；

（2）求证：AB＝BC；

（3）如图2所示，若F为线段CD上一点，∠FBC＝30°．求[image: alt]
 的值．

[image: alt]


第20题









21．如图，在直角坐标系xOy中，Rt△OAB和Rt△OCD的直角顶点A，C始终在x轴的正半轴上，B，D在第一象限内，点B在直线OD上方，OC＝CD，OD＝2，M为OD的中点，AB与OD相交于E，当点B位置变化时，Rt△OAB的面积恒为[image: alt]


试解决下列问题：

（1）填空：点D坐标_________________；

（2）设点B横坐标为t，请把BD长表示成关于t的函数关系式，并化简；

（3）等式BO＝BD能否成立？为什么？

（4）设CM与AB相交于F，当△BDE为直角三角形时，判断四边形BDCF的形状，并证明你的结论．

[image: alt]
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参考答案


1　全等三角形的概念

1．AC和AE，BC和DE，AB和AD；∠C和∠E，∠CAB和∠EAD，∠CBA和∠D．

2．B．

3．垂直．因为△ABD≌△ACD，所以∠ADB＝∠ADC，又因为∠ADB＋∠ADC＝180°，所以∠ADB＝90°，即AD⊥BC．

4．猜想∠FDE＝90°，理由如下：因为△ADE≌△A′DE（翻折），所以∠A′DE＝∠ADE，又DF平分∠A′DE（已知），所以∠BDF＝∠A′DF，因此[image: alt]


2　三角形全等的判定

1．C．

2．因为AB∥EF，所以∠B＝∠F，又因为∠A＝∠E，BC＝DF，所以△ABC≌△EFD，因此AB＝EF．

3．连结OE，由OA＝OC，EA＝EC且OE＝OE（公共边），得△AOE≌△COE（SSS），则∠A＝∠C，且∠AEO＝∠CEO，因此，点O在∠AEC的平分线上．

4．（1）因BD、CE分别是△ABC的边AC和AB上的高，故∠ACQ＝90°－∠BAC＝∠PBA．在△ACQ与△PBA中，AC＝PB，∠ACQ＝∠PBA，CQ＝BA，于是△ACQ≌△PBA，从而AQ＝AP．（2）由△ACQ≌△PBA，知∠CQA＝∠BAP，于是∠QAP＝∠BAP－∠BAQ＝∠CQA－∠BAQ＝∠CEA＝90°，所以AP⊥AQ．

3　全等三角形的应用

1．由AB∥DC，AD∥BC，∠DCA＝∠BAC，∠DAC＝∠BCA．又因为AC＝CA，所以△ADC≌△CBA（ASA）．所以AB＝CD．又因为∠CFD＝∠AEB＝90°，所以△ABE≌△CDF（AAS），所以BE＝DF，AE＝CF．哼哼和唧唧以相同的速度跑了相同的路程，因此它俩同时找到奶酪．

2．如图，△ABC中，D、E分别是AB、AC的中点．下面证明[image: alt]
 DE∥BC．延长DE到F，使得EF＝DE，连结CF．在△AED和△CEF中，AE＝CE，∠AED＝∠CEF，ED＝EF，所以△AED≌△CEF．于是AD＝CF，∠EAD＝∠ECF．从而AB∥CF．连结CD，则∠BDC＝∠FCD，又AD＝DB，于是CF＝BD．在△BDC和△FCD中，BD＝CF，∠BDC＝∠FCD，CD＝DC，所以△BDC≌△FCD．于是BC＝FD＝2DE，即[image: alt]
 又∠BCD＝∠FDC，从而DE∥BC．

[image: alt]
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3．（1）因为DE⊥AB，所以∠AED＝90°，所以∠C＝∠AED．因为AD平分∠BAC，所以∠CAD＝∠EAD．又因为AD＝AD，所以△ACD≌△AED（AAS）．所以CD＝ED．又因为DF＝DB，所以Rt△FDC≌Rt△BDE（HL）．所以CF＝EB．（2）BE＋DE＞DF．理由：在△BDE中，BE＋DE＞BD．因为DF＝BD，所以BE＋DE＞DF．

4．作CG⊥AC交AF的延长线于G，在△ABC中，∠BAC＝90°，AB＝AC，故∠ABC＝∠ACB＝45°，故∠GCF＝45°，在Rt△ABD中，AE⊥BD，故∠ABD＝90°－∠BAE＝∠EAD，从而有△ABD≌△CAG，故∠G＝∠BDA，AD＝CG，故有CD＝AD＝CG，∠DCF＝45°＝∠GCF，CF公共边，从而有△CDF≌△CGF，故∠G＝∠CDF，从而有∠ADB＝∠CDF．

[image: alt]
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4．与中线有关的辅助线——倍长中线法

1．延长AD到E，使得DE＝AD，连结CE．在△ADB和△EDC中，BD＝CD，∠ADB＝∠EDC，AD＝ED，所以△ADB≌△EDC．于是EC＝AB＝5．在△AEC中CE－CA＜AE＜CE＋CA，即5－3＜2AD＜5＋3，所以1＜AD＜4．

[image: alt]
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2．延长AD到E，使DE＝AD，连结BE．易证△ACD≌△EBD，因此∠CAD＝∠E（全等三角形对应角相等），AC＝BE（全等三角形对应边相等）．又∠BAD＝∠CAD（已知），所以∠E＝∠BAD，因此BE＝AB，即AB＝AC．

3．延长AD至G，使DG＝AD，连结BG，由BD＝DC，∠BDG＝∠CDA，AD＝DG．知△ADC≌△GDB，故AC＝BG，∠G＝∠EAF．又BE＝AC，故BE＝BG，∠G＝∠BED，而∠BED＝∠AEF．所以∠AEF＝∠EAF，从而有FA＝FE．

[image: alt]
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[image: alt]
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4．延长CE到F，使EF＝CE，连结BF．在△EBF和△EAC中，[image: alt]
 所以△EBF≌△EAC（SAS）．所以BF＝AC＝AB＝BD，∠CAB＝∠ABF，所以∠CBA＝∠BCA．因为∠CBF＝∠CBA＋∠ABF，∠CBD＝∠BCA＋∠CAB，所以∠CBF＝∠CBD．在△CBF和△CBD中，[image: alt]
 所以△CBF≌△CBD（SAS）．所以CF＝CD，所以CD＝2CE．

5．运用角平分线的性质解题

1．A．

2．过M作ME⊥AD于点E，因为MC⊥CD，ME⊥AD、MD平分∠ADC，所以ME＝MC（角平分线上的点到这个角两边的距离相等）．又因为M是BC的中点，所以MC＝MB，所以ME＝MB．由于ME⊥AD、MB⊥AB，故AM平分∠DAB（到角的两边距离相等的点在这个角的平分线上）．

[image: alt]
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3．因为BE⊥AC，CF⊥AB，所以∠BEA＝∠CFA＝90°．在△ABE与△ACF中，[image: alt]
 所以△ABE≌△ACF，所以AE＝AF．又AB＝AC，所以CE＝BF．在△BFD与△CED中，[image: alt]
 所以△BFD≌△CED，所以DF＝DE，又DE⊥AC，DF⊥AB，所以点D在∠BAC的平分线上．

4．（1）过点O分别作OE⊥AB，OF⊥AC，E，F分别是垂足，由题意知，OE＝OF，OB＝OC，所以Rt△OEB≌Rt△OFC，所以∠B＝∠C，从而AB＝AC．（2）如图1，过点O分别作OE⊥AB，OF⊥AC，E，F分别是垂足，由题意知，OE＝OF．在Rt△OEB和Rt△OFC中，因为OE＝OF，OB＝OC，所以Rt△OEB≌Rt△OFC．所以∠OBE＝∠OCF，又由OB＝OC知∠OBC＝∠OCB，所以∠ABC＝∠ACB，所以AB＝AC．（3）不一定成立．当∠A的平分线所在直线与边BC的垂直平分线重合时，有AB＝AC，如图2；否则，AB≠AC，如图3．

[image: alt]
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6．与角平分线有关的辅助线——翻折法

1．在AB上截取AE＝AD，连结EC．因为AC平分∠DAE，所以∠DAC＝∠EAC，故△ACD≌△ACE，因此CD＝CE，∠D＝∠AEC．又因为∠D＋∠B＝180°，所以∠AEC＋∠B＝180°．而∠AEC＋∠CEB＝180°，所以∠B＝∠CEB，CE＝CB，因此CD＝CB．

[image: alt]
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2．（1）在BA的延长线上取AC′＝AC，连结PC′，先证△APC≌△APC′，由PB＋PC′＞BC′即得PB＋PC＞AB＋AC．（2）结论为AC－AB＞｜PC－PB｜．如图，在AC上取得AB′＝AB．先证△ABP≌△AB′P，再由B′C＞｜PC－PB′｜即得．

[image: alt]
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3．在OM，ON上分别截取OA＝OB，在OP上任取一点C，连结AC，BC，则△OAC与△OBC是一对以OP所在直线为对称轴的全等三角形．（1）FE与FD之间的数量关系为FE＝FD．（2）（1）中的结论FE＝FD仍然成立．证法一：如图1，在AC上截取AG＝AE，连结FG．因为∠1＝∠2，AF为公共边，可证△AEF≌△AGF．所以∠AFE＝∠AFG，FE＝FG．由∠B＝60°，AD、CE分别是∠BAC、∠BCA的平分线，可得∠2＋∠3＝60°．所以∠AFE＝∠CFD＝∠AFG＝60°．所以∠CFG＝60°．由∠3＝∠4及FC为公共边，可得△CFG≌△CFD．所以FG＝FD．于是FE＝FD．证法二：如图2，过点F分别作FG⊥AB于点G，FH⊥BC于点H．因为∠B＝60°，且AD，CE分别是∠BAC，∠BCA的平分线，所以可得∠2＋∠3＝60°，F是△ABC的内心．所以∠GEF＝60°＋∠1，FG＝FH．又因为∠HDF＝∠B＋∠1，所以∠GEF＝∠HDF．因此可证△EGF≌△DHF．所以FE＝FD．

[image: alt]
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4．若不考虑顺序，所跑的路线有三条：OABCO、OACBO、OBACO．其中OABCO的距离最短．证明如下：记d1
 、d2
 、d3
 分别为三条路线的距离，在AC上截取AB′＝AB，连结OB′，则△AOB≌△AOB′，OB＝OB′．d1
 －d2
 ＝（OA＋AB＋BC＋CO）－（OA＋AC＋CB＋BO）＝AB＋CO－AC－BO＝AB＋CO－（AB′＋B′C）－B′O＝CO－（B′C＋B′O）＜0．于是d1
 ＜d2
 ．同理可证d1
 ＜d3
 ．所以OABCO的距离最短．

7．截长补短法

1．作DE⊥AB，垂足为E，先证AE＝AC，DC＝DE，再证DE＝BE．

2．作PE⊥BD于E，因为CD⊥BD，所以PE∥CD，∠EPB＝∠C，又因为AB＝AC，所以∠MBP＝∠C．因此∠MBP＝∠EBP，而∠BMP＝∠PEB＝90°，BP＝PB，所以△MBP≌△EPB，PM＝BE．而∠PED＝∠EDN＝∠DNP＝90°，所以四边形EPND为矩形，PN＝ED，所以BD＝PM＋PN．

[image: alt]
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3．猜想AD＋AB＝2AE．作CG⊥AD于G，易证△ACE≌△ACG，△BCE≌△DCG，所以AD＋AB＝AG－DG＋AE＋BE＝AE－BE＋AE＋BE＝2AE．

4．（1）①因为∠ADC＝∠ACB＝90°，所以∠CAD＋∠ACD＝90°，所以∠BCE＋∠ACD＝90°，所以∠CAD＝∠BCE，因为AC＝CB，所以△ADC≌△CEB．②因为△ADC≌△CEB，所以AD＝CE，CD＝BE，所以DE＝CE＋CD＝AD＋BE．（2）因为∠ADC＝∠CEB＝∠ACB＝90°，所以∠ACD＝∠CBE，又因为AC＝CB，所以△ACD≌△CBE．所以AD＝CE，CD＝BE，所以DE＝CE－CD＝AD－BE．（3）当MN旋转到图3的位置时，AD、DE、BE所满足的等量关系是DE＝BE－AD（或AD＝BE－DE，BE＝AD＋DE等）．因为∠ADC＝∠CEB＝∠ACB＝90°，所以∠ACD＝∠CBE，又因为AC＝CB，所以△ACD≌△CBE，所以AD＝CE，CD＝BE，所以DE＝CD－CE＝BE－AD．

8．运用线段的垂直平分线性质解题

1．C．

2．连结AF，则AF＝BF，在△AFC中可证∠FAC＝90°，∠C＝30°，所以FC＝2AF＝2BF．

3．因为AD是∠BAC的平分线，所以∠1＝∠2．因为EF是AD的垂直平分线，所以FA＝FD，∠FAD＝∠FDA，即∠CAF＋2＝∠B＋∠1．所以∠CAF＝∠B＝45°．

4．因为CM为Rt△ABC斜边AB的中线，所以CM＝AM，∠A＝∠ACM（等边对等角）．又由折叠知∠A＝∠D，∠MCD＝∠MCA．因为CD⊥AB，即∠A＋∠MCD＋∠MCA＝90°，所以∠A＝30°．

[image: alt]
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9．与轴对称有关的作图

1．作线段CD的垂直平分线MN，作∠AOB的平分线OE，OE交MN于点P，由作法知点P既在CD的垂直平分线上，又在∠AOB的角平分线上，所以点P为所求．

[image: alt]
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2．如图

[image: alt]
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3．C．

4．作图略；l1
 、l2
 、l3
 交于一点．

10．运用轴对称方法求最值

1．作点A关于直线MN的对称点A′，连结A′B并延长交MN于P，P就是所求作的点．证明略．

2．D、M为AC同侧两定点，D与B关于AC对称，所以线段BM与AC的交点即为所求的点N．

3．作P关于OA的对称点P1
 ，P关于OB的对称点P2
 ，连P1
 P2
 ，与OA、OB交于M、N．在OA、OB上任取两点M′、N′，连P1
 M′、P2
 N′，则△PM′N′的周长＝PM′＋M′N′＋PN′＝P1
 M′＋M′N′＋P2
 N′＞P1
 P2
 ＝△PMN的周长，所以M、N为所求的点．

[image: alt]
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4．观察计算（1）a＋2；（2）[image: alt]
 探索归纳（1）①＜；②＞；（2）[image: alt]
 ①当4a－20＞0，即a＞5时，[image: alt]
 即d1
 －d2
 ＞0．所以d1
 ＞d2
 ；②当4a－20＝0，即a＝5时，[image: alt]
 即d1
 －d2
 ＝0．所以d1
 ＝d2
 ；③当4a－20＜0，即a＜5时，[image: alt]
 即d1
 －d2
 ＜0．所以d1
 ＜d2
 ．综上可知：当a＞5时，选方案二：当a＝5时，选方案一或方案二一样；当1＜a＜5时，选方案一．

11．等腰三角形的性质与判定

1．C．

2．△AFC为等腰三角形，理由如下：在△ABD和△CBE中，因为BD＝BE，∠BAD＝∠BCE，∠ABD＝∠CBE，所以△ABD≌△CBE，所以BA＝BC，所以∠BAC＝∠BCA．又因为∠BAD＝∠BCE，所以∠DAC＝∠FCA，所以FA＝FC，即△AFC为等腰三角形．

3．设∠A＝α因为AD＝DE，所以∠DEA＝∠A＝α．又∠DEA＝∠EBD＋∠EDB，DE＝EB，所以[image: alt]
 [image: alt]
 又BD＝BC，AC＝AB，所以[image: alt]
 依∠A＋∠ABC＋∠C＝180°，得[image: alt]
 解得α＝45°．故∠A＝45°．

4．作法：

[image: alt]
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12．等腰三角形中的辅助线

1．66°．

2．如图，作AH⊥BE于H．因为AB＝AE，所以H为BE中点（等腰三角形“三线合一”）．又BC＝ED，所以CH＝HD．又AH⊥CD，所以AC＝AD（垂直平分线上的点到线段两端点距离相等）．

[image: alt]
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3．A．

4．不难算得∠ABC＝∠ACB＝50°，∠ABO＝∠ABC－∠OBC＝40°，∠BCO＝∠ACB－∠OCA＝30°．作AE⊥BC于E，延长CO交AE于D，连结BD．则∠BAE＝∠CAE＝40°．在△ADB和△ADC中，AB＝AC，∠BAE＝∠CAE，AD＝AD，于是△ADB≌△ADC．从而∠ARD＝∠ACD＝20°，于是∠DBO＝∠ABO－∠ABD＝20°．又∠ADO＝∠DEC＋∠DCE＝90°＋30°＝120°，∠ADB＝∠ADO＝120°，于是∠CDB＝360°－120°－120°＝120°．在△ADB和△ODB中，∠ABD＝∠DBO＝20°，∠ADB＝∠ODB＝120°，BD＝BD，故△ADB≌△ODB．从而有AD＝OD，∠OAD＝∠DOA＝30°，∠BAO＝∠BAE＋∠DAO＝40°＋30°＝70°．

[image: alt]
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13．利用等腰三角形的性质解题

1．C．

2．需添加的条件是：BD＝CD或BE＝CF．（1）添加BD＝CD的理由：因为AB＝AC，所以∠B＝∠C．又因为DE⊥AB，DF⊥AC，所以∠BED＝∠CFD．又因为BD＝CD，所以△BDE≌△CDF，所以DE＝DF．（2）添加BE＝CF的理由：因为AB＝AC，所以∠B＝∠C．因为DE⊥AB，DF⊥AC，所以∠BED＝∠CFD．又因为BE＝CF，所以△BDE≌△CDF，所以DE＝DF．

3．延长BC、ED交于F．连结BE、AC、AD．因∠BCD＝∠EDC，故∠FCD＝∠FDC，FC＝FD．因BC＝DE，故BC＋FC＝DE＋FD，即FB＝FE，于是∠FBE＝∠FEB．因∠ABC＝∠AED，于是，∠ABC－∠FBE＝∠AED－∠FEB，即∠ABE＝∠AEB．所以AB＝AE．在△ABC和△AED中，AB＝AE，∠ABC＝∠AED，BC＝DE，于是△ABC≌△AED．所以AC＝AD．AM是等腰三角形底边上的中线，于是AM⊥CD．

[image: alt]
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[image: alt]
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4．容易求得∠C＝∠ABC＝40°，∠ABE＝∠CBE＝20°．在BC上截取BF＝BE，连结EF，则∠BEF＝∠BFE＝80°，于是∠CEF＝∠BFE－∠C＝40°＝∠C，所以EF＝FC．过E作EG∥CB交AB于G，则∠AEG＝∠AGE＝40°，于是AE＝AG，从而BG＝AB－AG＝AC－AE＝EC．又∠GEB＝∠EBC＝∠ABE，故GE＝GB，于是GE＝EC．在△AGE与△FCE中，∠AGE＝∠CEF，GE＝EC，∠AEG＝∠C，故△AGE≌△FCE，于是AE＝FC，所以AE＋BE＝FC＋BF＝BC．

14．等边三角形

1．因为△ABC是等边三角形，所以AB＝AC＝BC＝10cm．又D是AC的中点，所以[image: alt]
 又CD＝CE，所以CE＝5cm，所以BE＝BC＋CE＝15cm．

2．（1）△DEF是等边三角形，证明如下：因为△ABC是等边三角形，所以∠A＝∠B＝∠C，AB＝BC＝CA．因为AD＝BE＝CF，所以DB＝EC＝FA．因此△ADF≌△BED≌△CFE，所以DF＝DE＝EF即△DEF是等边三角形．（2）AD＝BE＝CF成立，证明如下：因为△DEF是等边三角形，所以DE＝EF＝FD，∠FDE＝∠DEF＝∠EFD＝60°．因此∠1＋∠2＝120°．因为△ABC是等边三角形，所以∠A＝∠B＝∠C＝60°，因此∠2＋∠3＝120°，所以∠1＝∠3．同理∠3＝∠4，所以△ADF≌△BED≌△CFE，因此AD＝BE＝CF．

3．先证△ACD≌△BCE得∠CAM＝∠CBN，BE＝AD，所以BN＝AM，又得△ACM≌△BCN，所以CM＝CN，∠ACM＝∠BCN．故∠NCM＝∠BCA＝60°，所以△CMN为等腰三角形．

4．连结BP，可证明△ADC≌△CPB，则AD＝BP，又∠RAB＋∠BAC＋∠QAE＝180°，所以R、A、Q三点共线，又∠CBP＝∠CAD＝60°，∠RBA＋∠ABC＋∠CBP＝180°，所以R、B、P三点共线，而AQ＝AE＝AD＝BP．所以RQ＝RA＋AQ＝RB＋BP＝RP，又∠R＝60°，故△PQR是等边三角形

[image: alt]
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15．含30°角的直角三角形

1．因为∠ACB＝90°，∠B＝30°，CH⊥AB，所以∠ACH＝30°，因为HF⊥AC，所以[image: alt]
 因为HE⊥BC，所以[image: alt]
 所以FH＝CE．因为HE⊥BC，HF⊥AC，∠ACB＝90°，所以HF∥BC．所以∠FHE＝∠CEH＝90°．因为HE＝EH，△FHE≌△CEH．所以EF＝HC．因为在Rt△CHB，中，[image: alt]
 [image: alt]
 所以[image: alt]


2．如图，过点P作PF⊥OB于F．因OC平分∠AOB，PE⊥OA，PF⊥OB，所以PE＝PF（角平分线上的点到角两边距离相等）．因OC平分∠AOB，所以∠AOC＝∠BOC．又因PD∥OA，所以∠DPO＝∠AOC（两直线平行内错角相等），因此∠DOP＝∠DPO（等量代换），所以OD＝PD（等角对等边）．因PD∥OA，所以∠PDF＝∠AOB（两直线平行，同位角相等），∠PDF＝30°．在Rt△PDF中，∠PDF＝30°，所以[image: alt]
 （直角三角形中，30°角所对的直角边等于斜边的一半）．因此[image: alt]
 从而PE＝PF＝2cm．

[image: alt]
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3．（1）等腰三角形．证明如下：因为PD⊥BC，所以∠B＋∠P＝90°，∠C＋∠DQC＝90°，因为AB＝AC，所以∠B＝∠C．因此∠P＝∠DQC，因为∠DQC＝∠AQP，所以∠P＝∠AQP．因此AP＝AQ．（2）y＝4－2x（0＜x＜1）．

4．（1）因为AC平分∠MAN，∠MAN＝120°，所以∠CAB＝∠CAD＝60°．因为∠ABC＝∠ADC＝90°，所以∠ACB＝∠ACD＝30°．所以[image: alt]
 所以AB＋AD＝AC．（2）成立．过点C作CE⊥AM，CF⊥AN，垂足分别为点E、F．因为AC平分∠MAN，所以CE＝CF．所以∠ABC＋∠ADC＝180°，∠ADC＋∠CDE＝180°，所以∠CDE＝∠ABC．因为∠CED＝∠CFB＝90°，所以△CED≌△CFB，所以ED＝FB．所以AB＋AD＝AF＋BF＋AE－ED＝AF＋AE，由（1）知AF＋AE＝AC，所以AB＋AD＝AC．

16．平方根

1．[image: alt]


2．由（a＋3）＋（2a－15）＝0，得a＝4，故这个数为（a＋3）2
 ＝49．

3．原式＝｜a｜－｜b｜＋｜a－b｜＋｜a＋b｜＝（-a）－b＋［-（a－b）］＋［-（a＋b）］＝-a－b－a＋b－a－b＝-3a－b．

4．（1）[image: alt]
 （2）被开方数的小数点每向左（或向右）移动两位，算术平方根的小数点就相应地向左（或向右）移动一位．（3）[image: alt]
 [image: alt]


17．立方根

1．（1）x＝4．（2）x＝-1．

2．设水箱的边长为x米，依题意，得x3
 ＝1.728，所以[image: alt]
 所以5x2
 ＝5×1.22
 ＝5×1.44＝7.2（平方米）．

3．由已知条件得x＝43
 ，y－2z＋1＝0，z－3＝0，解得x＝64，y＝5，z＝3故[image: alt]
 它的立方根为[image: alt]


4．在表格中，从左到右依次填写的数为0.01，0.1，1，10，100．（1）通过观察，可发现规律：被开方数的小数点每向右（或向左）移动三位，它的立方根的小数点向相同的方向移动一位．（2）由上述规律知，[image: alt]
 （3）x＝12000000．

18．实数

1．9．

2．由实数对（a，b）与a2
 ＋b＋1的关系知：当[image: alt]
 ，b＝3时，得到的实数[image: alt]
 [image: alt]
 当a＝m＝6，b＝1时，得到的实数是62
 ＋1＋1＝38．

3．由非负数的性质知a－1＝0且ab－2＝0，故a＝1，b＝2．[image: alt]
 [image: alt]


4．由题设条件可得[image: alt]
 19｜b｜＝14－3S，因为[image: alt]
 ｜b｜≥0，所以[image: alt]
 解得[image: alt]


19．函数的概念

1．C．在四个选项A、B、C、D中，它们的自变量x的取值范围依次是x≥2，[image: alt]
 [image: alt]
 x＞2，[image: alt]
 故选C．

2．由不等式组[image: alt]
 解得x≤1，且x≠-2．

3．由题意得[image: alt]
 即[image: alt]
 或[image: alt]
 解两个不等式组得，x＞2或[image: alt]
 所以此函数的自变量取值范围为x＞2或[image: alt]


4．要使函数自变量x的取值范围是一切实数，就必须使分母不等于0．（1）当k＝0时，分母等于3；（2）当k＞0时，k（x＋2）2
 ≥0，要使分母不等于0，就应有3－4k＞0，[image: alt]
 于是有[image: alt]
 （3）当k＜0时，k（x＋2）2
 ≤0，要使分母不等于0，就应有3－4k＜0，于是有[image: alt]
 这与k＜0矛盾．综上所述，k的取值范围是[image: alt]
 [image: alt]


20．列函数关系式

1．因x＋x＋y＝180，故函数关系式为y＝180－2x．而x和y都是正数，解不等式组[image: alt]
 可得自变量x的取值范围是0＜x＜90．

2．每天精加工的水产品所获得的利润是18×40x＝720x（元）；每天捕捞水产品的工人有（200－x）人，可捕捞水产品50（200－x）千克，除去精加工的40x千克，直接出售的有［50（200－x）－40x］千克，可获利润6［50（200－x）－40x］元．于是函数关系式为W＝720x＋6［50（200－x）－40x］，即W＝180x＋60000．注意到应有x为正整数且50（200－x）－40x≥0，解得[image: alt]
 所以自变量x的取值范围是不大于111的正整数．

3．因[image: alt]
 所以应该拉6趟．即x是不大于6的正整数．当x＝1时，y＝2（1.1＋1.4＋1.7＋2.0＋2.3＋2.6）＝22.2；当x＝2时，y＝2（1.2＋1.4＋1.7＋2.0＋2.3＋2.6）＝22.4；当x＝3时，y＝2（1.2＋1.5＋1.7＋2.0＋2.3＋2.6）＝22.6；当x＝4时，y＝2（1.2＋1.5＋1.8＋2.0＋2.3＋2.6）＝22.8；当x＝5时，y＝2（1.2＋1.5＋1.8＋2.1＋2.3＋2.6）＝23.0；当x＝6时，y＝2（1.2＋1.5＋1.8＋2.1＋2.4＋2.6）＝23.2．所以可以归纳出函数关系式为y＝0.2x＋22（x＝1，2，3，4，5，6）．

4．（1）AQ＝5－t；BP＝12－2t．（2）[image: alt]
 [image: alt]
 （3）当AQ＝AP时5－t＝2t，所以[image: alt]
 当[image: alt]
 时，△QAP为等腰直角三角形．[image: alt]


[image: alt]
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21．一次函数关系式的确定

1．设直线AB的函数解析式为y＝kx＋b．依图像可知，直线过A（3，0），B（0，2）两点．故有[image: alt]
 解得[image: alt]
 所以直线AB的解析式为[image: alt]


2．因为直线y＝kx＋b与x轴的交点[image: alt]
 两坐标轴转成的三角形面积是[image: alt]
 所以[image: alt]
 则y＝±5．若直线与坐标的交点为[image: alt]
 （0，-5），则[image: alt]
 解之得[image: alt]
 这时直线的解析式为y＝2x－5；若直线与坐标的交点为[image: alt]
 （0，5），则[image: alt]
 解之得[image: alt]
 这时直线的解析式为y＝-2x＋5，综上，直线的解析式为y＝-2x＋5或y＝2x－5．

3．（1）设一次函数的解析式为y＝kx＋b（k≠0），因当x＝0.6时，y＝2.4；当x＝1时，y＝2．故有[image: alt]
 解得[image: alt]
 所以函数关系式为y＝-x＋3．（2）因为销售利润等于销售额与成本之差，所以w与x之间的函数关系式为w＝yx－0.5y＝（-x＋3）x－0.5（-x＋3），即w＝-x2
 ＋3.5x－1.5．当x＝2时，w＝-22
 ＋3.5×2－1.5＝1.5（万元）．故销售价为每吨2万元时的销售利润是1.5万元．

4．由y＝x＋3可得A（-3，0），B（0，3）．（1）当直线l把△ABD的面积分成S△AOC
 ∶S△BOC
 ＝2∶1时（如图①），作CF⊥OA于F，CE⊥OB于E，[image: alt]
 [image: alt]
 则[image: alt]
 所以[image: alt]
 即[image: alt]
 于是CF＝2．同理，可得CE＝1，于是C（-1，2）设直线l的解析式为y＝kx，因当x＝-1时，y＝2，故有2＝k·（-1），k＝-2，于是此时直线l的解析式为y＝-2x．（2）当直线l把△ABD的面积分为S△AOC
 ∶S△BOC
 ＝1∶2时（如图②），同法可求得C（-2，1）．此时直线l的解析式为[image: alt]


[image: alt]
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22．一次函数的图像

1．B．观察图像，我们可以看到：（1）函数值是随着自变量的增大而减少的，于是有m＜0；（2）图像与y轴的交点在x轴的下方，于是有-n＜0，即n＞0．所以应选B．

2．因一次函数y＝x＋5的图像经过点P（a，b）和Q（c，d），故有b＝a＋5，d＝c＋5，于是有a－b＝-5，c－d＝-5，所以a（c－d）－b（c－d）＝（c－d）（a－b）＝（-5）×（-5）＝25．

3．（1）把y＝0代入y＝x＋n，则x＝-n；把y＝0代入y＝-2x＋2，则x＝1，所以A（-n，0）、B（1，0）．（2）作PM⊥AB于M，PN⊥y轴于N，[image: alt]
 [image: alt]
 则有[image: alt]
 所以[image: alt]
 将[image: alt]
 代入y＝-2x＋2，得[image: alt]
 所以[image: alt]
 将[image: alt]
 代入y＝x＋n，则n＝1，则直线PA的解析式为y＝x＋1，所以OQ＝1，[image: alt]
 所以[image: alt]
 [image: alt]


4．设直线kx＋（k＋1）y＝1与x轴、y轴分别交于A、B两点．则它与两坐标轴所围成的图形是△ABO．令x＝0，得[image: alt]
 令y＝0，得[image: alt]
 于是[image: alt]
 [image: alt]
 所以[image: alt]
 于是[image: alt]
 [image: alt]


[image: alt]


第4题

23．几种特殊类型的函数图像

1．当0＜x≤3时，y＝6；当3＜x≤10时，y＝6＋1.3（x－3）＝1.3x＋2.1；当x＞10时，y＝6＋1.3（10－3）＋1.9（x－10）＝1.9x－3.9．故函数关系式为y＝[image: alt]


2．依题意我们可以得出函数关系式为y＝20－5x，注意到x、y都是非负数，可得不等式组[image: alt]
 解得0≤x≤4．又x是整数，所以函数关系式为y＝20－5x（0≤x≤4，x是整数）．它的图像是直线上的5个点：（0，20），（1，15），（2，10），（3，5）和（4，0）．

[image: alt]
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3．当x≤0时，y＝-（x－2）－2x＝-3x＋2；当0＜x≤2时，y＝-（x－2）＋2x＝x＋2；当x＞2时，y＝（x－2）＋2x＝3x－2．将它写成分段函数的形式，为[image: alt]
 [image: alt]
 分段作出函数的图像如图所示．从图中可以看出，当x＝0时，y有最小值2．

[image: alt]
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4．（1）当0≤x≤4时，是图像经过点（4，20）的正比例函数，不难求出函数关系式为y＝5x；当4≤x≤12时，函数的图像是一条线段，它经过（4，20），（12，30）两点，用待定系数法可求出函数关系式为[image: alt]
 所以当0≤x≤12时，x与y之间的函数关系式为[image: alt]
 （2）从图像中可以看出：4分钟的进水量是20升，所以每分钟进水5升．在4～12分钟这8分钟内，容器内增加的水量是30－20＝10（升），其中进水5×8＝40（升），放水40－10＝30（升），于是每分钟的放水量为[image: alt]
 [image: alt]
 这样，在[image: alt]
 （分钟）可以将水放完．于是当12≤x≤20时，函数的图像经过（12，30）和（20，0）两点，用待定系数法可求出函数关系式为[image: alt]
 当x＞20时，容器中没有水，函数关系式为y＝0．于是当x＞12时，函数关系式为[image: alt]


24．一次函数、一次方程与一次不等式

1．（1）如右图所示．（2）二元一次方程2x＋y＝11有6组非负整数解，分别是[image: alt]
 [image: alt]
 以这几组解为坐标的点都在y＝11－2x的图像上，方程的其他解也在这个函数的图像上．（3）y＝11－2x图像上任一点的坐标都适合方程2x＋y＝11．（4）以方程2x＋y＝11的解为坐标的点都在一次函数y＝11－2x的图像上，反之，函数y＝11－2x图像上任意点的坐标都是方程2x＋y＝11的解．

[image: alt]
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2．（1）客车行驶过程中路程与时间的函数关系式为y＝40x，出租车行驶过程中路程与时间的函数关系式为y＝100（x－2）．（2）客车行驶的速度为40千米／时，出租车行驶的速度为100千米／时．（3）由题意得[image: alt]
 解得[image: alt]
 所以[image: alt]
 答：出租车出发[image: alt]
 小时后赶上客车．

3．（1）[image: alt]
 即P＝115t．（2）[image: alt]
 即[image: alt]
 （3）115t－99t≤8000，t≤500．即最多500天能收回改装设备的成本．

4．（1）设甲种货车x辆，乙种货车（10－x）辆，则可列不等式组为[image: alt]
 解这个不等式组得5≤x≤7．所以有3种方案，即甲种货车5辆，乙种货车5辆；甲种货车6辆，乙种货车4辆；甲种货车7辆，乙种货车3辆．（2）设总运费为W，则有W＝2000x＋1300（10－x）＝700x＋13000，显然W随着x的增大而增大，所以x越小，W越小，则当x＝5时，W＝16500（元）．

25．整式的乘法

1．由题意得，卫生间需要铺（4x－2x－x）·y（平方米），厨房需要铺（4y－2y）·x（平方米），客厅需要铺2x·4y（平方米），所以至少需要铺地砖的面积为：（4x－2x－x）·y＋（4y－2y）·x＋2x·4y＝xy＋2xy＋8xy＝11xy（平方米）．由于每1平方米地砖的价格是a元，所以共需11xya元．

2．依题意得[image: alt]
 所以aha
 ＝aha
 －3a＋3ha
 －9，3ha
 －3a＝9，因此ha
 －a＝3（cm）．

3．（x＋a）（x2
 －x＋c）＝x3
 －x2
 ＋cx＋ax2
 －ax＋ac＝x3
 ＋（a－1）x2
 ＋（c－a）x＋ac，因为x2
 项和x项系数应为零，所以[image: alt]
 解得c＝a＝1．故（x＋a）（x2
 －x＋c）＝（x＋1）（x2
 －x＋1）＝x3
 ＋1．

4．令x＝-1，得-1＋a－b＋8＝0，令x＝-2，得-8＋4a－2b＋8＝0．解得a＝7，b＝14，再令x＝0，得8＝2c，显然，c＝4．所以a＋b＋c＝25．

26．乘法公式

1．（x＋y）2
 ＝72
 ＝49，即x2
 ＋y2
 ＋2xy＝49，所以2xy＝49－（x2
 ＋y2
 ）＝49－25＝24，（x－y）2
 ＝x2
 ＋y2
 －2xy＝25－24＝1，而x＞y，故x－y＝1．

2．原式＝（7－1）（7＋1）（72
 ＋1）（74
 ＋1）（78
 ＋1）＋1＝（72
 －1）（72
 ＋1）（74
 ＋1）（78
 ＋1）＋1＝（74
 －1）（74
 ＋1）（78
 ＋1）＋1＝（78
 －1）（78
 ＋1）＋1＝（716
 －1）＋1＝716
 ．

3．由已知，得方程组：[image: alt]
 ①2
 －②，得：2xy＝2mn　③，②－③，得：（x－y）2
 ＝（m－n）2
 ，所以x－y＝±（m－n）　④，解由①、④组成的方程组，得：[image: alt]
 或[image: alt]
 所以x2012
 ＋y2012
 ＝m2012
 ＋n2012
 ．

4．[image: alt]
 [image: alt]
 所以[image: alt]
 为有理数．

27．乘法公式的应用

1．把x＝6－y代入z2
 ＝xy－9得：z2
 ＝（6－y）y－9＝-（y2
 －6y＋9）＝-（y－3）2
 ，z2
 ＋（y－3）2
 ＝0．因z2
 、（y－3）2
 都是非负数，且z2
 ＋（y－3）2
 ＝0，只能有z2
 ＝（y－3）2
 ＝0成立，从而y＝3．又因为x＝6－y＝3，从而x＝y．

2．因[image: alt]
 故[image: alt]
 而（a－c）2
 ＋（a－b）2
 ＋（b－c）2
 ＝2（a2
 ＋b2
 ＋c2
 －ab－bc－ca）即[image: alt]
 于是[image: alt]


3．（1）设十位数字为x，则（10x＋5）2
 ＝（10x）2
 ＋2·10x·5＋25＝100x2
 ＋100x＋25＝100x（x＋1）＋25．所以用这种方法计算，结果是正确的．（2）13×17＝221，52×58＝3016，84×86＝7224．这样的两位数乘法，两个乘数有如下的关系：十位数字相同，个位数字的和为10．设两个两位数分别是10x＋a和10x＋b，其中a＋b＝10，则（10x＋a）（10x＋b）＝100x2
 ＋10ax＋10bx＋ab＝100x2
 ＋10（a＋b）x＋ab＝100x2
 ＋100x＋ab＝100x（x＋1）＋ab．这个速算的方法可以用文字表达如下：十位数字相同、个位数字的和为10的两个两位数相乘，可先求出十位数字和它的后继数的积，再将个位数字的积添在后面．

4．（1）28＝4×7＝82
 －62
 ，2012＝4×503＝5042
 －5022
 ，所以是神秘数．（2）（2k＋2）2
 －（2k）2
 ＝4（2k＋1），因此由2k＋2和2k构造的神秘数是4的倍数．（3）由（2）知神秘数可表示为4的倍数但一定不是8的倍数，而对于两个连续奇数2k＋1和2k－1，（2k＋1）2
 －（2k－1）2
 ＝8k，所以两个连续奇数的平方差不是神秘数．

28．整式的除法

1．原式＝［x2
 －4y2
 ＋4（x2
 －2xy＋y2
 ）］÷6x＝（x2
 －4y2
 ＋4x2
 －8xy＋4y2
 ）÷[image: alt]


2．[image: alt]
 [image: alt]
 即可倒[image: alt]
 个小杯子．

3．[image: alt]
 所以这个多项式为[image: alt]


4．设这个三次多项式为ax3
 ＋bx2
 ＋cx＋d，除以x2
 －1时，商式为ax＋m，除以x2
 －4时，商式为ax＋n，则有ax3
 ＋bx2
 ＋cx＋d＝（x2
 －1）（ax＋m）＋（2x－5）…①，ax3
 ＋bx2
 ＋cx＋d＝（x2
 －4）（ax＋n）＋（-3x＋4）…②，　由①，令x分别取x＝1、x＝-1，得[image: alt]
 由②，令x分别取x＝2、x＝-2，得[image: alt]
 由此解得[image: alt]
 b＝3，[image: alt]
 d＝-8．所以这个三次多项式为[image: alt]


29．因式分解

1．（1）原式＝a（a2
 －1）＝a（a＋1）（a－1）．　（2）原式＝a2
 x4
 （a2
 －6ax2
 ＋9x4
 ）＝a2
 x4
 （a－3x2
 ）2
 ．

2．（1）原式＝（x2
 －4x＋4）－y2
 ＝（x－2）2
 －y2
 ＝（x－2＋y）（x－2－y）．（2）a（2a－1）2
 ．点拨：先提取公因式再利用完全平方式．

3．原式＝（x2
 ＋5x＋4）（x2
 ＋5x＋6）＋1＝（x2
 ＋5x＋5－1）（x2
 ＋5x＋5＋1）＋1＝（x2
 ＋5x＋5）2
 －1＋1＝（x2
 ＋5x＋5）2
 ．

4．（1）原式＝（6x－1）（4x－2）（6x＋2）（4x－4）＋25＝（24x2
 －16x＋2）（24x2
 －16x－8）＋25，设24x2
 －16x＋2＝t，原式＝t（t－10）＋25＝（t－5）2
 ＝（24x2
 －16x－3）2
 ．（2）原式＝（6x－1）（x－1）（2x－1）（3x－1）＋x2
 ＝（6x2
 －7x＋1）（6x2
 －5x＋1）＋x2
 ，设6x2
 －5x＋1＝t，原式＝t（t－2x）＋x2
 ＝（t－x）2
 ＝（6x2
 －6x＋1）2
 ．　（3）原式＝（6x－1）（x－1）（4x－1）（3x－1）＋9x4
 ＝（6x2
 －7x＋1）（12x2
 －7x＋1）＋9x4
 ，设6x2
 －7x＋1＝t，原式＝t（6x2
 ＋t）＋9x4
 ＝（t＋3x2
 ）2
 ＝（9x2
 －7x＋1）2
 ．

30．因式分解的应用

1．c2
 ＋2ac－（a＋b）（b－a）＝c2
 ＋2ac＋a2
 －b2
 ＝（c＋a）2
 －b2
 ＝（c＋a＋b）（c＋a－b）＝0．所以c2
 ＋2ac＝（a＋b）（b－a）．

2．因为4b2
 c2
 －（b2
 ＋c2
 －a2
 ）2
 ＝（2bc＋b2
 ＋c2
 －a2
 ）（2bc－b2
 ＋a2
 ）＝［（b＋c）2
 －a2
 ］［a2
 －（b－c）2
 ］＝（b＋c＋a）（b＋c－a）（a＋b－c）（a－b＋c）＞0，所以选A．

3．12
 －22
 ＋32
 －42
 ＋52
 －62
 ＋72
 －82
 ＋92
 －102
 ＝1＋（32
 －22
 ）＋（52
 －42
 ）＋（72
 －62
 ）＋（92
 －82
 ）－102
 ＝1＋（3＋2）（3－2）＋（5＋4）（5－4）＋（7＋6）（7－6）＋（9＋8）（9－8）－102
 ＝1＋2＋3＋4＋5＋6＋7＋8＋9－102
 ＝-55．

4．由ab＋a＋b＝bc＋b＋c＝ca＋a＋c＝3，得ab＋a＋b＋1＝bc＋b＋c＋1＝ca＋a＋c＋1＝4，所以（a＋1）（b＋1）＝（b＋1）（c＋1）＝（c＋1）（a＋1）＝4，于是（a＋1）2
 （b＋1）2
 （c＋1）2
 ＝64．因a、b、c都是正数，所以（a＋1）（b＋1）（c＋1）＝8．

31　分式的概念

1．（1）B．（2）C．

2．（1）＝-3．（2）[image: alt]
 或x＞1．

3．6．

4．-2≤a＜1．

32．分式的基本性质

1．（1）[image: alt]
 （2）[image: alt]


2．由已知，得x－y＝-3xy，[image: alt]


3．[image: alt]


4．将[image: alt]
 分子和分母同时除以ab，得[image: alt]


33．分式的四则运算

1．[image: alt]
 时，[image: alt]


2．[image: alt]
 [image: alt]


3．（1）[image: alt]
 [image: alt]
 由a2
 ＋2a－8＝0知，（a＋1）2
 ＝9．所以[image: alt]
 [image: alt]


（2）[image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 所以M＝N．

4．设两次购买肥料的单价分别为a元／千克和b元／千克（a、b为正数，且a≠b），则甲两次购买肥料的平均单价为：[image: alt]
 （元／千克）．乙两次购买肥料的平均单价为：[image: alt]
 因为[image: alt]
 又a≠b，a＞0，b＞0，所以[image: alt]
 所以甲的平均单价比乙的高，所以乙的购货方式更合算一些．

34．含有几个相等分式问题的解法

1．（1）设[image: alt]
 则x＝2k，y＝7k，z＝5k．[image: alt]
 [image: alt]
 （2）设[image: alt]
 则[image: alt]
 于是[image: alt]
 [image: alt]


2．设[image: alt]
 则x＝ak，y＝bk，z＝ck，于是[image: alt]
 [image: alt]
 所以[image: alt]


3．D．k（a＋b）＝c，k（b＋c）＝a，k（c＋a）＝b．于是2k（a＋b＋c）＝a＋b＋c．因a＋b＋c≠0，则[image: alt]
 直线[image: alt]
 的图像经过第一，三，四象限．

4．设[image: alt]
 则p＝k（x2
 －yz），q＝k（y2
 －xz），r＝k（z2
 －xy），所以p＋q＋r＝k（x2
 ＋y2
 ＋z2
 －xy－yz－xz）＝9．又px＋qy＋rz＝k（x3
 －xyz＋y3
 －xyz＋z3
 －xyz）＝k（x3
 ＋y3
 ＋z3
 －3xyz）＝k（x＋y＋z）（x2
 ＋y2
 ＋z2
 －xy－yz－zx）＝9（x＋y＋z）．所以[image: alt]


35．分式方程的解法

1．（1）去分母得7（x－1）＋4（x＋1）＝6x，解得[image: alt]
 检验知[image: alt]
 为原方程的根．（2）原方程变形为[image: alt]
 整理得x2
 －x－1＝x2
 ＋x－2，解得[image: alt]
 检验知[image: alt]
 为原方程的根．

2．（1）将分母分解因式得[image: alt]
 去分母得5x（x－4）＋（2x－5）（x－2）＝（7x－10）（x＋3），解得x＝1，检验知x＝1为原方程的根．（2）原方程化为[image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 检验：把[image: alt]
 代入最简公分母（x－7）（x－4）（x－5）（x－6）≠0，所以[image: alt]
 [image: alt]
 是原方程的根．

3．去分母，得6－m（x＋1）＝（x＋1）（x－1），如果增根为x＝1，则6－m（1＋1）0，m＝3；如果增根为x＝-1，则6－m（-1＋1）＝0，无解．所以m＝3．

4．将[image: alt]
 整理得[image: alt]
 即[image: alt]
 [image: alt]
 所以2x－3＝a，或[image: alt]
 故[image: alt]
 或[image: alt]


36．列分式方程解应用题

1．设服装厂原来每天加工x套演出服．根据题意，得[image: alt]
 解得x＝20．经检验，x＝20是原方程的根．

2．设原进价为x元一件，则第二次进价为（x＋4）元一件，依题意得[image: alt]
 [image: alt]
 解得x＝40，检验知x＝40是原方程的根．服装店这笔生意第一次购进[image: alt]
 件，第二次购进[image: alt]
 件，服装店这笔生意共盈利200×（58－40）＋400×（58－44）＝9200（元）．

3．（1）主要等量关系有：①第二次捐款人数＝第一次捐款人数＋20；②第二次人均捐款额＝第一次人均捐款额．（2）解法一：设第一次捐款人数为x，则第二次捐款人数为x＋20．根据题意，得[image: alt]
 解这个方程，得x＝480．经检验，x＝480是所列方程的根，x＋20＝500．所以第一次捐款有480人，第二次捐款有500人．解法二：设第一次捐款有x人，则第一次人均捐款额为[image: alt]
 元，根据题意，得[image: alt]
 其余同上可解．

4．解法一：设原来每天修x米．依题意，得[image: alt]
 解得x＝100．经检验：x＝100是原方程的根，所以实际天数为[image: alt]
 解法二：设完成这项工程实际的天数为x天．依题意，得[image: alt]
 解得x＝55．

37．反比例函数的概念

1．因反比例函数[image: alt]
 的图像经过点（a，-a），故[image: alt]
 a＝±2．

2．C．

3．由反比例函数的定义，得[image: alt]
 解得m＝0．

4．（1）由已知条件，得[image: alt]
 解得[image: alt]
 （2）一次函数的解析式为y＝x＋2，反比例函数的解析式为[image: alt]


38．反比例函数的图像

1．D．

2．B．

3．（1）由题意可得[image: alt]
 　②－①得k＝2．所以反比例函数式为[image: alt]
 （2）由[image: alt]
 得[image: alt]
 经检验知它们都是方程组的解．因为点A在第一象限内，所以点A坐标为（1，1）．（3）如下图，[image: alt]
 [image: alt]
 OA与x轴所夹锐角为45°．1°当OA为腰时，如下图①，由OA＝OP，得[image: alt]
 [image: alt]
 如下图②当OA＝AP，得P3
 （2，0）．2°当OA为底时，如下图③，得P4
 （1，0）．所以这样的点有4个，分别是[image: alt]
 （2，0），（1，0）．

[image: alt]


第3题

4．（1）△P1
 OA1
 的面积将逐渐减小．（2）作P1
 C⊥OA1
 ，垂足为C．因为△P1
 OA1
 为等边三角形，所以OC＝1，[image: alt]
 故[image: alt]
 代入[image: alt]
 得[image: alt]
 [image: alt]
 所以反比例函数的解析式为[image: alt]
 作P2
 D⊥A1
 A2
 ，垂足为D．设A1
 D＝a，则OD＝2＋a，[image: alt]
 所以[image: alt]
 代入[image: alt]
 得[image: alt]
 化简得a2
 ＋2a－1＝0，（a＋1）2
 ＝2，所以[image: alt]
 因为a＞0，所以[image: alt]
 所以点A2
 的坐标为[image: alt]


39．反比例函数解析式及图像提供的信息

1．C．

2．①③④．

3．[image: alt]


4．（1）将A（3，2）分别代入[image: alt]
 y＝ax中，得[image: alt]
 3a＝2，所以k＝6，[image: alt]
 所以反比例函数的表达式为[image: alt]
 正比例函数的表达式为[image: alt]
 （2）在第一象限内，当0＜x＜3时，反比例函数的值大于正比例函数的值．（3）BM＝DM．理由：因为[image: alt]
 所以S矩形OBDC
 ＝S四边形OADM
 ＋S△OMB
 ＋S△OAC
 ＝6＋3＋3＝12，即OC·OB＝12．因为OC＝3，所以OB＝4，即n＝4．所以[image: alt]
 [image: alt]
 所以[image: alt]
 所以MB＝MD．

40．反比例函数与一次函数的综合问题

1．（1）因为点C（-1，2）在直线y＝x＋m上，所以2＝-1＋m，m＝3，则直线AB的解析式为y＝x＋3．又点C（-1，2）在双曲线[image: alt]
 上，所以k＝-2．所以双曲线的解析式为[image: alt]
 （2）由[image: alt]
 解得[image: alt]
 所以D点的坐标为（-2，1）．（3）当-2＜x＜-1时，y1
 ＞y2
 ．

2．（1）因为OA＝OB＝OD＝1，所以点A、B、D的坐标分别为A（-1，0）、B（0，1）、D（1，0）．　（2）因为A、B在一次函数y＝kx＋b （k≠0）的图像上，所以[image: alt]
 解得[image: alt]
 所以一次函数的解析式为y＝x＋1．因为点C在一次函数y＝x＋1的图像上，且CD⊥x轴．所以点C的坐标为（1，2）．又因为点C在反比例函数[image: alt]
 的图像上，所以m＝2，反比例函数的解析式为[image: alt]


3．（1）3．　（2）[image: alt]
 　（3）[image: alt]


[image: alt]


第4题

4．（1）由题意得[image: alt]
 解得[image: alt]
 所以反比例函数的解析式为[image: alt]
 （2）过点A作x轴的垂线交x轴于点C，在Rt△AOC中，[image: alt]
 AC＝1，可得[image: alt]
 ∠AOC＝30°，由题意，∠AOB＝30°，OB＝OA＝2，所以∠BOC＝60°，过点B作x轴的垂线交x轴于点D．在Rt△BOD中，可得[image: alt]
 [image: alt]
 OD＝1，所以B点坐标为[image: alt]
 将x＝-1代入[image: alt]
 中，得[image: alt]
 所以点[image: alt]
 在反比例函数[image: alt]
 的图像上．（3）由[image: alt]
 得[image: alt]
 因为点[image: alt]
 在反比例函数[image: alt]
 的图像上，其中m＜0，所以[image: alt]
 即[image: alt]
 因为PQ⊥x轴，所以Q点的坐标为（m，n）．因为△OQM的面积是[image: alt]
 所以[image: alt]
 因为m＜0，所以mn＝-1，所以由[image: alt]
 可得[image: alt]
 即[image: alt]
 [image: alt]


41．反比例函数的应用问题

1．（1）函数解析式为[image: alt]
 填表如下：

[image: alt]


（2）2104－（30＋40＋48＋50＋60＋80＋96＋100）＝1600，即8天试销后，余下的海产品还有1600千克．当x＝150时，[image: alt]
 所以余下的这些海产品预计再用20天可以全部售出．（3）1600－80×15＝400，400÷2＝200，即如果正好用2天售完，那么每天需要售出200千克．当y＝200时，[image: alt]
 所以新确定的价格最高不超过60元／千克才能完成销售任务．

2．（1）根据题意，AB＝x，AB·BC＝60，所以[image: alt]
 [image: alt]
 即[image: alt]
 （2）当y＝4800时，有[image: alt]
 整理得x2
 －16x＋60＝0，解得x1
 ＝6，x2
 ＝10．经检验，x1
 ＝6，x2
 ＝10都是原方程的根．由8≤x≤12，只取x＝10．可以利用旧墙壁的总长度为[image: alt]


3．（1）A（2，2）；B（-2，-2）；[image: alt]
 （2）作AD⊥x轴于D，连AC、BC和OC．因为A（2，2），所以∠AOD＝45°，[image: alt]
 又C在O的东南45°方向上，所以∠AOC＝45°＋45°＝90°．因为AO＝BO，所以AC＝BC，因为∠BAC＝60°，所以△ABC为正三角形．所以[image: alt]
 所以[image: alt]
 由条件设教练船的速度为3m，A、B两船的速度均为4m．则教练船所用的时间为：[image: alt]
 A、B两船所用的时间均为：[image: alt]
 因为[image: alt]
 故教练船不是最先赶到．

4．（1）设直线OM的函数关系式为y＝kx，[image: alt]
 则[image: alt]
 所以[image: alt]
 所以直线OM的函数关系式为[image: alt]
 （2）因为Q的坐标为[image: alt]
 满足[image: alt]
 所以Q在直线OM上．因为四边形PQRM是矩形，所以[image: alt]
 [image: alt]
 所以∠SQR＝∠SRQ．因为PR＝2OP，所以[image: alt]
 所以∠POS＝∠PSO．∠PSQ是△SQR的外角，∠POS＝2∠SQR．因为QR∥OB，所以∠SOB＝∠SQR，所以∠POS＝2∠SOB．所以[image: alt]
 （3）以下方法只要回答一种即可．方法一：利用钝角的一半是锐角，然后利用上述结论把锐角三等分即可．方法二：也可把钝角减去一个直角得一个锐角，然后利用上述结论把锐角三等分后，再将直角利用等边三角形（或其他方法）将其三等分即可．

42．勾股定理的证明

1．C．

2．（1）图案如图．（2）四边形AA1
 A2
 A3
 的面积＝四边形BB1
 B2
 B3
 的面积[image: alt]
 [image: alt]
 故四边形AA1
 A2
 A3
 的面积为34．（3）由第（2）题的面积关系可得[image: alt]
 [image: alt]
 进而有如下结论：直角三角形两条直角边的平方和等于斜边的平方．

[image: alt]
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3．（1）由作图的过程可知四边形MNED是矩形．在Rt△ADM与Rt△CDE中，因为AD＝CD，又∠ADM＋∠MDC＝∠CDE＋∠MDC＝90°．所以∠ADM＝∠CDE．所以Rt△ADM≌Rt△CDE．所以DM＝DE．所以四边形MNED是正方形．因为DE2
 ＝CD2
 ＋CE2
 ＝a2
 ＋b2
 ，所以正方形MNED的面积为a2
 ＋b2
 ．（2）过点N作NP⊥BE，垂足为P，如图．可以证明图中位置6与5的两个直角三角形全等，位置4与3的两个直角三角形全等，位置2与1的两个直角三角形也全等．所以将6放到5的位置，4放到3的位置，2放到1的位置，恰好拼接为正方形MNED．（3）能．理由是：由上述的拼接过程可以看出：对于任意两个正方形都可以拼接为一个正方形，而拼接出的这个正方形可以与第三个正方形再拼接为一个正方形，……，依此类推，由此可知：对于n个任意的正方形，可以通过（n－1）次拼接，得到一个正方形．

[image: alt]
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[image: alt]
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4．若△ABC是锐角三角形，则有a2
 ＋b2
 ＞c2
 ；若△ABC是钝角三角形，∠C为钝角，则有a2
 ＋b2
 ＜c2
 ．当△ABC是锐角三角形时，过点A作AD⊥CB，垂足为D．设CD为x，则有DB＝a－x．根据勾股定理，得b2
 －x2
 ＝c2
 －（a－x）2
 ．即b2
 －x2
 ＝c2
 －a2＋2ax－x2
 ，所以a2
 ＋b2
 ＝c
 2＋2ax．因为a＞0，x＞0，所以2ax＞0．所以a2
 ＋b2
 ＞c2
 ．当△ABC是钝角三角形时，过点B作BD⊥AC，交AC的延长线于点D．设CD为x，则BD2
 ＝a2
 －x2
 ．根据勾股定理，得（b＋x）2
 ＋a2
 －x2
 ＝c2
 ，即b2
 ＋2bx＋x2
 ＋a2
 －x2
 ＝c2
 ．所以a2
 ＋b2
 ＋2bx＝c2
 ．因为b＞0，x＞0，所以2bx＞0．所以a2
 ＋b2
 ＜c2
 ．

43．运用勾股定理解计算问题

1．B．如图AB＝10，AC＝8，可得BC＝6．梯子的顶端下滑1米到D，梯子的底端的滑动到E，梯长AB＝DE＝10．于是72
 ＋（6＋BE）2
 ＝102
 ，[image: alt]


[image: alt]
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2．10；[image: alt]


3．设CE＝x，CD＝y，则AC＝2x，BC＝2y．在Rt△ACD和Rt△BCE中，由勾股定理得[image: alt]
 解得[image: alt]
 在Rt△ABC中，[image: alt]


4．（1）图①中过B作BC⊥AP，垂足为C，则PC＝40，又AP＝10，所以AC＝30．在Rt△ABC中，AB＝50，AC＝30．所以BC＝40．所以[image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 图②中，过B作BC⊥AA′垂足为C，则A′C＝50，又BC＝40，所以[image: alt]
 由轴对称知：PA＝PA′，所以[image: alt]
 所以S1
 ＞S2
 ．（2）图②中，在公路x上任找一点M（不同于点P），连结MA，MB，MA′，由轴对称知MA＝MA′，所以MB＋MA＝MB＋MA′＞A′B，所以S2
 ＝BA′为最小．（3）过A作关于x轴的对称点A′，过B作关于y轴的对称点B′，连结A′B′，交x轴于点P，交y轴于点Q，则P，Q即为所求．过A′、B′分别作x轴、y轴的平行线交于点G，[image: alt]
 所以所求四边形的周长为[image: alt]


[image: alt]
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44．勾股定理的逆定理

1．C．

2．由已知等式得（a－5）2
 ＋（b－12）2
 ＋（c－13）2
 ＝0，所以a＝5，b＝12，c＝13．因a2
 ＋b2
 ＝52
 ＋122
 ＝132
 ＝c2
 ，故这个三角形是直角三角形．

3．如图，作等边三角形PCQ，连结PB，∠BPQ＝150°－60°＝ 90°．易证△CPA≌△CQB，PA＝BQ．PA2
 ＝BQ2
 ＝PB2
 ＋ PQ2
 ＝ PB2
 ＋PC2
 ，所以以PA、PB、PC为边长的三角形是直角三角形．

[image: alt]
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4．设AE＝AF＝x，则BD＝BE＝3－x，CD＝CF＝4－x，因AB·AC＝2BD·CD，故3×4＝2（3－x）（4－x）．所以x＝1或x＝6（舍），于是BC＝（3－x）＋（4－x）＝7－2x＝5．因AB2
 ＋AC2
 ＝32
 ＋42
 ＝52
 ＝BC2
 ，所以△ABC是直角三角形，因此[image: alt]


45．勾股数组

1．C．

2．

表①[image: alt]


表②[image: alt]


表1中的规律：（3n）2
 ＋（4n）2
 ＝（5n）2
 ；表2中的规律：（2n＋1）2
 ＋（2n2
 ＋2n）2
 ＝（2n2
 ＋2n＋1）2
 ．

3．若整数a、b、c满足a2
 ＋b2
 ＝c2
 ，且a、b、c均不是3的倍数，那么它们被3除的余数为1或2，由（3n＋1）2
 ＝3n（3n＋2）＋1，（3n＋2）2
 ＝3（n2
 ＋4n＋1）＋1知，a2
 ，b2
 ，c2
 被3除均余1，从而a2
 ＋b2
 被3除均余2，不可能等于c2
 ．故一组勾股数中，一定有一个3的倍数．

4．由[image: alt]
 得[image: alt]
 代入a2
 ＋b2
 ＝c2
 并整理得[image: alt]
 [image: alt]
 由b－4是8的约数可求出其解：两直角边为6、8或5、12，对应的斜边为10或13．

46．与线段的平方关系有关的证明题

1．如图所示，过点A作AD⊥BC于点D，则在Rt△ADP中，AP2
 ＝AD2
 ＋PD2
 ．因为AB＝AC，∠BAC＝90°，所以∠B＝∠C＝45°．因为AD⊥BC于点D，AB＝AC，所以∠BAD＝∠CAD＝45°，所以∠B＝∠BAD＝∠CAD＝∠C＝ 45°，所以[image: alt]
 所以[image: alt]
 [image: alt]
 故PB2
 ＋PC2
 ＝2PA2
 ．

[image: alt]
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2．延长FD到点G，使DG＝DF，连结AG、EG，所以△AGD≌△BFD．所以AG＝BF，∠DAG＝∠DBF．所以∠EAG＝90°．所以EG2
 ＝AE2
 ＋AG2
 ，又因DE⊥DF，DF＝DG，所以EF＝EG，因此EF2
 ＝AE2
 ＋BF2
 ．

3．过点C作CD⊥AB交AB的延长线于点D，在Rt△BCD中，∠BCD＝30°，则[image: alt]
 运用勾股定理，求得[image: alt]
 又在Rt△ACD中，AC2
 ＝AD2
 ＋CD2
 ，即[image: alt]


4．延长ND到点P使DN＝DP，延长AD到E使AD＝DE，易证B、P、E共线且MP＝MN，BP＝CN，BE＝AC，∠DBP＝∠DCN，BP∥CN．因为BM2
 ＋CN2
 ＝DM2
 ＋DN2
 ＝MN2
 ，所以BM2
 ＋BP2
 ＝MP2
 ，因此AB⊥BE，所以AB2
 ＋BE2
 ＝AE2
 ＝（2AD）2
 ，故[image: alt]


47．平行四边形的概念与性质

1．C．

2．AB＝PE＋PF．证明如下：因为PE∥AC，PF∥AB，所以四边形AEPF是平行四边形．PF＝AE．又因为PE∥AC，所以∠1＝∠C．而AB＝AC，所以∠C＝∠B．故∠1＝∠B，BE＝PE．所以AB＝BE＋AE＝PE＋PF．

3．延长EM交DC的延长线于F，连结DM．由于CM＝BM，∠F＝∠BEM，∠MCF＝∠B，所以△MCF≌△MBE（AAS），所以M是EF的中点．由于AB∥CD及DE⊥AB，所以，DE⊥FD，三角形DEF是直角三角形，DM为斜边的中线，由直角三角形斜边中线的性质知∠F＝∠MDC，又由已知MC＝CD，所以∠MDC＝∠CMD，则∠MCF＝∠MDC＋∠CMD＝2∠F．从而∠EMC＝∠F＋∠MCF＝3∠F＝3∠BEM．

[image: alt]
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4．（1）在图①中，由平行四边形的性质知，相等的线段有AB＝CD，AD＝BC，AO＝CO，BO＝DO，根据全等三角形性质，可证：AE＝CF，BF＝DE，OE＝OF．在图②中，除了图①中的7对相等的线段外，还增加了：MA＝NC，MB＝ND，ME＝NF，MO＝NO，MF＝NE．图③同图①，也有7对，图④同图②，有12对．（2）用文字概括如下：过平行四边形对角线的交点作直线与对边（或对边的延长线）相交所得的对应线段相等．

48．与平行四边形有关的计算

1．因为四边形ABCD是平行四边形，所以2AO＝2CO＝AC，OB＝OD．因为BD⊥AB，所以在Rt△ABO中，AB＝12cm，AO＝13cm，所以[image: alt]
 [image: alt]
 所以BD＝10cm．所以在Rt△ABD中，AB＝12cm，BD＝10cm．所以[image: alt]
 [image: alt]
 所以AB＝CD＝12cm，[image: alt]


2．因为BF为∠ABC的角平分线，所以∠ABE＝∠EBC．又四边形ABCD是平行四边形，所以AD∥BC，AB∥CD，∠FED＝∠EBC，∠DFB＝∠ABE，所以∠AEB＝∠ABE，∠DFB＝∠DEF，即AE＝AB＝4cm，FD＝ED＝AD－AE＝3cm．

3．因为△ABE翻折后为△FBE，所以FB＝AB，EF＝AE．C△FDE
 ＝DF＋DE＋EF＝DF＋AD，C△FCB
 ＝FC＋BC＋FB＝FC＋BC＋AB．因为四边形ABCD是平行四边形，所以DC＝AB，AD＝BC，所以C△FCB
 －C△FDE
 ＝2FC即22－8＝2FC，故FC＝7cm．

4．因为DE⊥AB，DF⊥BC，故有AB·DE＝BC·DF，知AB∶BC＝8∶5，又2（AB＋BC）＝52，故AB＝16，BC＝10．由此得[image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 （1）若∠A是锐角，因[image: alt]
 F点在CB的延长线上．[image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 （2）若∠DAB是钝角，则[image: alt]


[image: alt]


第4题

49．平行四边形的判定

1．因为D、E分别是AC、AB的中点，所以DE∥FC．因为∠ACB＝90°，所以[image: alt]
 故∠A＝∠ACE．因为∠CDF＝∠A，所以∠CDF＝∠ECD，DF∥EC．所以四边形DECF是平行四边形．

2．证法一：因为四边形ABCD为平行四边形，所以AB＝CD，AB∥CD，∠ABE＝∠CDF．所以Rt△ABE≌Rt△CDF，AE＝CF．又AE∥CF（同垂直于BD），所以四边形AECF为平行四边形．证法二：连结AC交BD于点O．因为四边形ABCD为平行四边形，所以AO＝CO．又∠AOE＝∠COF，∠AEO＝∠CFO＝90°，所以△AEO≌△CFO，OE＝OF．所以四边形AECF为平行四边形（对角线互相平分的四边形是平行四边形）．

[image: alt]
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3．（1）四边形ABCD是平行四边形，所以AB∥DC，AB＝DC．因为∠DAB＝60°，AE＝AD，所以△ADE是等边三角形．同理，△CBF是等边三角形．所以DE＝AD，BF＝BC．又因为AD＝BC，AB＝DC，AB∥DC，所以AB＋BF＝CD＋DE，即AF＝CE，AF∥CE，所以四边形AFCE是平行四边形．（2）结论还成立．证明：因为四边形ABCD是平行四边形，所以∠ADE＝∠DAB＝∠DCB＝∠CBF．所以AE＝AD，CB＝CF，所以AE＝AD＝CB＝CF．因为∠ADE＝∠CBF，所以∠AED＝∠CFB．所以△ADE≌△CBF（AAS）．所以DE＝BF．所以AB＋BF＝CD＋DE，即AF＝CE．因为AF∥CE，所以四边形AFCE是平行四边形．

4．因为△BCF、△ACE都是等边三角形，所以CF＝CB，CE＝CA，∠1＝∠2＝60°．故∠1＋∠3＝∠2＋∠3，即∠ACB＝∠ECF．所以△ABC≌△EFC（SAS），EF＝AB．又因为AB＝AD，所以AD＝EF．同理可得AE＝DF．所以四边形ADFE是平行四边形．

50．与平行四边形有关的证明

1．如图，连结FB、DE．因为AB＝DC，AD＝BC，所以四边形ABCD是平行四边形．FD∥BE．又AD＝BC，AF＝CE，所以FD＝BE．所以四边形FBED是平行四边形．所以OB＝OD，即点O是BD的中点．

[image: alt]
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2．因为DE∥AF，DE＝AF，所以四边形DEAF是平行四边形．所以AE∥FD，AE＝FD．又因为DG＝FD．所以AE∥DG，AE＝DG．所以四边形AEGD是平行四边形，所以AG和ED互相平分．

3．作GH⊥BC于H，连结EH．因为BG是∠ABH的平分线，GA⊥BA，所以GA＝GH，从而△ABG≌△HBG（AAS），所以AB＝HB．在△ABE及△HBE中，∠ABE＝∠CBE，BE＝BE，AB＝HB，所以△ABE≌△HBE（SAS），所以AE＝EH，∠BEA＝∠BEH．因为AD∥GH，所以∠AEG＝∠BGH．又∠AEG＝∠GEH（因为∠BEA＝∠BEH），∠AGB＝∠BGH，所以∠AGB＝∠GEH．从而EH∥AC．由已知EF∥HC，所以EHCF是平行四边形，所以FC＝EH＝AE．

[image: alt]
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4．可以截出符合要求的三角形．作法如下：取CD的中点M，连结AM、BM，则△AMB即为所求．理由如下：因为四边形ABCD为平行四边形所以AB＝CD，AD＝BC（平行四边形的对边相等）．因为AB＝2AD，[image: alt]
 所以AD＝DM，BC＝CM．故∠DAM＝∠DMA，∠BMC＝∠MBC，因此[image: alt]
 又∠D＋∠C＝180°（平行四边形的邻角互补），所以[image: alt]
 ∠AMB＝180°－（∠AMD＋∠BMC）＝180°－90°＝90°．

51．三角形中位线及其应用

1．取DC的中点F，连结EF，则EF为△ADC的中位线，故[image: alt]
 且EF∥AD．又因为AD⊥BC，所以EF⊥BC．又∠CBE＝30°，所以[image: alt]
 所以AD＝BE．

[image: alt]
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2．如图所示，取边AC的中点F，连结BF．因为AB＝BD，AF＝CF，所以BF是△ADC的中位线．CD＝2BF．又因为[image: alt]
 [image: alt]
 AB＝AC，所以AE＝AF．在△ABF和△ACE中，[image: alt]
 所以△ABF≌△ACE（SAS）．BF＝CE．所以CD＝2CE．

3．如图，延长AC、BD交于点F，则△ABF为等腰三角形，且BD＝DF．又因为E为BC中点，所以ED是△BCF的中位线．[image: alt]


[image: alt]
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[image: alt]
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[image: alt]
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4．连结BE，取其中点为R，连结MR．在△ABE中，因M、R分别为AB、BE的中点，则MR∥AE，[image: alt]
 连结PN，NQ，QR，RP，RN，在四边形BCDE中，因P，N，Q，R分别为各边上的中点，故四边形PNQR为平行四边形，平行四边形两条对角线RN，PQ互相平分．又因L为PQ的中点，故L为RN的中点．在△MNR中，因K、L分别为MN、RN的中点，所以KL∥MR，[image: alt]
 KL∥AE，[image: alt]


52．矩形

1．因为四边形ABCD是矩形，所以∠DAB＝∠ABC＝90°，OA＝OB．因为AE平分∠BAD，所以[image: alt]
 所以BA＝BE．因为∠CAE＝15°，所以∠BAC＝60°．所以△ABO为等边三角形．所以OB＝AB＝BE，∠ABO＝60°．所以∠OBE＝30°．所以[image: alt]


2．因为四边形ABCO是矩形，所以G是OB中点．所以点G的坐标为（2，1）．将（2，1）代入[image: alt]
 中，得k＝2，所以[image: alt]
 当y＝2时，x＝1，所以CM＝1，MB＝4－1＝3．所以CM∶MB＝1∶3．

3．由于AB＝CD＝C′D，易知Rt△ABE≌Rt△C′DE，所以BE＝DE．设DE＝x，则AE＝8－x．在Rt△ABE中，有（8－x）2
 ＋42
 ＝x2
 ，解得x＝5．故[image: alt]
 [image: alt]


4．对于图②，S△PBC
 ＝S△PAC
 ＋S△PCD
 ；对于图③，S△PBC
 ＝S△PAC
 －S△PCD
 ．证明略．

53．菱形

1．因为DE是BC的垂直平分线，所以EB＝EC，又因为∠ACB＝90°，所以CA∥DE，E为AB边的中点．从而CE＝AE．又∠BAC＝60°，所以△ACE为等边三角形．又AF＝CE，则AF＝AE．又EF∥CA，从而∠FEA＝∠BAC＝60°．所以△AEF也为等边三角形，因此AC＝AF＝FE＝CE．故四边形ACEF为菱形．

[image: alt]
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2．（1）因为四边形AECF是平行四边形，所以AE＠CF，∠1＝∠2．因为∠AEB＋∠1＝∠2＋∠CFD＝180°，所以∠AEB＝∠CFD．又因BE＝DF，所以△ABE≌△CDF．AB＝CD，∠ABE＝∠CDF，从而AB∥CD．所以四边形ABCD是平行四边形．（2）四边形ABCD是菱形．如图，连结AC交BD于点O．因为四边形AECF是菱形，所以AC⊥BD．又由（1）得四边形ABCD是平行四边形，所以四边形ABCD是菱形．（3）四边形ABCD不是矩形．

3．四边形ABCD是菱形．证明如下：在△BAE及△CAF中，因为AB＝AC，AE＝AF，∠BAE＝60°－∠EAC＝∠CAF．故△BAE≌△CAF．于是∠BEA＝∠CFA．因∠CFA＝∠CFE＋∠EFA＝∠CFE＋60°，∠BEA＝∠ECA＋∠EAC＝∠EAC＋60°，故∠EAC＝∠EFC．又已知∠DAF＝∠EFC，于是∠EAC＝∠FAD．又AE＝AF，∠AEC＝∠AFD，故△AEC≌△AFD．所以AC＝AD，且∠D＝∠ACE＝60°，△ACD和△ABC都是等边三角形．所以四边形ABCD是菱形．

4．（1）[image: alt]
 （2）[image: alt]
 （3）当从a＝40开始时，[image: alt]
 可以证明：S1
 ＞S2
 ．（见下面一般情况）当从任意数a开始时，[image: alt]
 [image: alt]
 下面证明：S1
 ＞S2
 ．[image: alt]


显然有2a－1＞2a－3，[image: alt]
 所以S1
 ＞S2
 ．

54．正方形

1．猜想：BM＝FN．证明：在正方形ABCD中，BD为对角线，O为对称中心，所以BO＝DO，∠BDA＝∠DBA＝45°．因为△GEF为△ABD绕O点旋转所得，所以FO＝DO，∠F＝∠BDA．所以OB＝OF，∠OBM＝∠OFN．在△OMB和△ONF中[image: alt]
 所以△OBM≌△OFN．所以BM＝FN．

2．在△CDF和△BCE中，CD＝BC，∠CDF＝∠BCE＝90°，DF＝CE，于是△CDF≌△BCE．故∠DCF＝∠CBE．因∠CBE＋∠CEB＝90°，所以∠DCF＋∠CEB＝90°，故∠CPE＝90°．延长CF，BA交于G．在△CDF和△GAF中，∠CDF＝∠GAF＝90°，DF＝AF，∠CFD＝∠GFA，于是△CDF≌△GAF，故AG＝CD＝AB．于是PA是直角三角形PGB斜边上的中线，[image: alt]


[image: alt]
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3．（1）①DE＝EF．②NE＝BF．③因为四边形ABCD是正方形，N、E分别为AD、AB的中点，所以DN＝AN＝AE＝EB．因为BF平分∠CBM，所以∠DNE＝∠EBF＝90°＋45°＝135°．因为∠NDE＋∠DEA＝90°，∠BEF＋∠DEA＝90°，所以∠NDE＝∠BEF．所以△DNE≌△EBF．得DE＝EF，NE＝BF．（2）在DA边上截取DN＝EB（或截取AN＝AE），连结NE，点N就使得NE＝BF成立（图略），此时，DE＝EF．

4．将△ABE绕B点逆时针方向旋转60°，到△FBG的位置．BF＝AB，BG＝BE．连结EG，CF．显然△EBG是等边三角形，EG＝BE．于是AE＋BE＋CE＝FG＋GE＋EC≥FC．即AE＋BE＋CE有最小值[image: alt]
 [image: alt]
 此时点F、G、E、C共线．∠FBC＝150°．过F作FH⊥BC于H，则∠FBH＝30°．设FH＝x，则BF＝AB＝BC＝2x，[image: alt]
 由FH2
 ＋HC2
 ＝FC2
 得[image: alt]
 解得x＝1．所以正方形的边长为2．

[image: alt]
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55．梯形问题的处理方法——平移

1．过点C作CE∥DA交AB于E点．因为DC∥AB，所以四边形AECD是平行四边形．得CE＝DA＝6cm，AE＝DC＝5cm．所以EB＝AB－AE＝6cm，CE＝EB．又DA＝CB，故CE＝CB．所以△BCE是等边三角形．∠B＝60°．

[image: alt]
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2．过D作DE∥AC交BC的延长线于点E．因为AD∥CE，所以DE＝AC＝5cm，AD＝CE．因为AC⊥BD，所以DE⊥BD．在Rt△BDE中，[image: alt]
 所以AD＋BC＝CE＋BC＝BE＝13cm．

3．过M作EF∥DA，分别交DC延长线、AB于E、F．因AB∥DC，则四边形AFED是平行四边形．故∠E＝∠MFB，∠ECM＝∠B，又CM＝BM，于是△ECM≌△FBM，从而S△ECM
 ＝S△FBM
 ．于是S梯形ABCD
 ＝S平行四边形AFED
 ＝MN·AD．

[image: alt]
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4．（1）当CE＝4时，四边形ABED是等腰梯形．理由如下：在BC上截取＝AD，连结DE、AE．因为AD∥BC，所以四边形AECD是平行四边形，AE＝CD＝BD．BE＝12－4，即BE＞AD．所以AB不平行于DE，四边形ABED是梯形．又因AE∥CD，CD＝BD，所以∠AEB＝∠C＝∠DBC．在△ABE和[image: alt]
 △ABE≌△DEB（SAS），所以AB＝DE．因此四边形ABED是等腰梯形．当CE＝4时，也可不作辅助线，通过证明△ABD≌△EDC而得AB＝DE．（2）当CE′＝6时，四边形ABE′D是直角梯形．理由如下：在BC上取一点E′，使[image: alt]
 连结DE′．因为BD＝CD，所以DE′⊥BC．又因为BE′≠AD，AD∥BE′，所以AB不平行于DE′．四边形ABE′D是直角梯形．

56．梯形问题的处理方法——分割

1．过点D作DE⊥BC，垂足为E，显然四边形ABED为矩形，所以AD＝BE，AB＝DE．在直角三角形DEC中，∠C＝45°，所以△DEC为等腰直角三角形，则DE＝EC．于是BC＝BE＋EC＝AD＋DE＝AD＋AB＝2＋3＝5．

[image: alt]
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[image: alt]
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2．如图，作AE⊥BC于E，作DF⊥BC于F．所以AE∥DF．又因为AD∥BC，且∠A＝120°，所以∠ABC＝60°，AE＝DF．因为AB＝AD＝4，所以∠ABD＝∠ADB＝∠DBC＝30°．在Rt△ABE中，得[image: alt]
 在Rt△BDF中，[image: alt]
 [image: alt]
 所以[image: alt]
 所以[image: alt]
 [image: alt]


3．因△BEC是等腰直角三角形且∠CEB＝90°，故∠1＋∠3＝90°，CE＝BE．由∠CDE＝∠EAB＝90°，故∠2＋∠3＝90°．于是∠1＝∠2，从而Rt△CDE≌Rt△EAB，故AE＝CD，ED＝AB，AD＝AB＋CD．延长DM交AB的延长线于F，因AB∥CD，故∠5＝∠F，又CM＝BM，∠6＝∠7，于是△CDM≌△BFM，于是CD＝BF，DM＝FM，所以AD＝AE＋DE＝BF＋AB＝AF．故△AFD是等腰直角三角形，∠ADM＝45°．又M是DF中点，故AM⊥DF，于是△AMD也是等腰直角三角形．

[image: alt]
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4．情形1：当上、下底之长分别取1和5时，则梯形是腰长为4的等腰梯形（如图1），过D作DE∥AB，交BC于E，则△DEC是边长为4的等边三角形，而ADEB为平行四边形．故[image: alt]
 情形2：当上、下底之长分别取1和4时（如图2），过D作DE∥AB，交BC于E，因AD＝1，BC＝4，AB＝4，DC＝5，EC＝3，DE＝4，知△DEC为直角三角形，从而ABCD为直角梯形．故[image: alt]
 [image: alt]
 情形3：当上、下底之长分别取4和5时（如图3），设AD＝4，BC＝5，AB＝1，CD＝4，若过D作DE∥AB，交BC于E，则由DE＋EC＜CD＝4，知此时不能构成三角形，因此，不能取上、下底之长分别为4和5．

[image: alt]
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57．梯形的中位线

1．C．[image: alt]
 BG平分∠ABC可求得△BEG为等腰三角形，EB＝EG＝3，所以FG＝2．

2．[image: alt]


3．如图，取AB中点F，连结EF，由梯形中位线性质知：EF∥AD（或BC），[image: alt]
 [image: alt]
 过A作AG⊥BC于G，交EF于H，由平行线平分线段定理知：AH＝GH，且AH、GH均垂直于EF．在Rt△ABG中，由勾股定理知：AG2
 ＝AB2
 －BG2
 ＝（AD＋BC）2
 －（BC－AD）2
 ＝82
 ．从而AH＝GH＝4．所以[image: alt]
 [image: alt]


[image: alt]
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[image: alt]
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4．如图，点P到边AB的距离为PH．作AB的垂线EE′，FF′，CC′，E′，F′，C′为垂足．在Rt△CC′B与Rt△BF′F中，CB＝BF，∠CBC′＝90°－∠FBF＝∠BFF′，于是Rt△CC′B≌Rt△BF′F，所以BC′＝FF′；同理可证：AC′＝EE′．显然PH是梯形EE′F′F的中位线，[image: alt]


58．数据的代表——平均数、中位数和众数

1．因为总频数为40，依图知2＋3＋5＋10＝7＋8＋5＝20，取167与172之间点M，即点M左、右两边的频数相等．又点M左、右两个小组中值分别为167cm和172cm，所以中位数是169.5cm，众数为167cm．

2．（1）本次参赛学生成绩的众数是9.2分．（2）本次参赛学生的平均成绩是：（7×1＋7.4×2＋7.7×3＋7.9×2＋8.4×1＋8.8×5＋9×4＋9.2×6＋9.4×5＋9.6×1）（1＋2＋3＋2＋1＋5＋4＋6＋5＋1）＝261÷30＝8.7（分）．（3）本次参赛学生共有30人，即得到30个数据，将这些数据从小到大排列，中位数是第15、第16个数据的平均数．而第15、第16个数据都是9，故本次参赛学生成绩的中位数是9，显然8.8＜9，所以“小王同学的比赛成绩处于参赛选手的中游偏上水平”的说法是错误的．

3．（1）工作经验方面3人得分的众数是15，在仪表形象方面丙最有优势．（2）甲得分：[image: alt]
 乙得分：[image: alt]
 丙得分：[image: alt]
 所以应该录用乙．（3）对甲而言，应加强专业知识的学习，同时要注意自已的仪表形象．对丙而言，努力重点在专业知识和工作经验．

4．（1）[image: alt]
 乙的中位数为[image: alt]
 填入表中为：[image: alt]


（2）①乙；②甲．（3）从折线图上看，两名运动员体能测试成绩都呈上升的趋势，但是，乙的增长速度比甲快，并且后一阶段乙的成绩合格的次数比甲多，所以乙训练的效果较好．

59．数据的波动——极差和方差

1．B．因为＠＜＠，方差越大，波动越大所以选B．

2．（1）[image: alt]


（2）①从平均数和方差结合看；甲乙两公司的平均数相差不大，甲的销售额略大；甲的方差比乙的大，故乙公司的销售量较为稳定；②从折线图上甲、乙两个汽车销售公司数量的趋势看，乙汽车销售公司较有潜力．

3．（1）[image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 （2）甲最近2次的成绩高于乙；甲的成绩有上升趋势，而乙的成绩有所下降，所以，应选甲参加数学竞赛．

4．（1）B．（2）[image: alt]
 [image: alt]
 又[image: alt]
 在平均数相同的情况下，因[image: alt]
 即B的波动性小些，所以B的成绩好些．（3）从图中折线走势可知，尽管A前面的成绩起伏较大，但后来成绩逐渐稳定，误差在逐渐减小，在竞赛加工零件数远远超过10个的情况下，预测A的潜力较大，可选派A去参赛．

60．实际问题中的数据分析

1．（1）m＝12，n＝0.3．（2）身高的中位数落在158≤x＜161范围内；因为样本容量为6÷0.1＝60，将此60个数据按从小到大的顺序排列，样本的中位数应是第30和31两个数据的平均数，而在158≤x＜161的范围内的数据是从第19个到第36个，所以身高的中位数落在158≤x＜161的范围内．（3）应选身高在155≤x＜164范围内的学生参加比赛，因为这个范围内有41名学生，并且身高比较接近，从中选出40名同学参加比赛，队伍比较整齐．

2．因为周日学生在家，所以家务劳动时间最长，家务劳动时间最少应为40－18＝22（分），所以x、y中有一个为22分，另一个为30×7－（30＋25＋28＋22＋26＋40）＝29（分）．所以，[image: alt]
 或[image: alt]


3．（1）设用[image: alt]
 表示3个班考评分的平均数，yi
 表示3个班考评分的中位数，zi
 表示三个班考评分的众数（i＝1，4，8），则[image: alt]
 [image: alt]
 y1
 ＝10（分），y4
 ＝8（分），y8
 ＝9（分）；z1
 ＝10（分），z4
 ＝8（分），z8
 ＝9（分）．所以平均数不能反映这3个班的考评结果的差异，而用中位数（或众数）能反映差异，且y1
 ＞y8
 ＞y4
 ，z1
 ＞z8
 ＞z4
 ．（2）（给出一种参考答案）设定：行为规范：学习习惯：校运动会：艺术获奖：劳动卫生＝3∶3∶2∶1∶1，设ω1
 、ω4
 、ω8
 为相应班级的考评分，则：ω1
 ＝0. 3×10＋0.3×10＋0.2×6＋0.1×10＋0.1×7＝8.9（分），ω4
 ＝0.3×10＋0.3×8＋0.2×8＋0.1×9＋0.1×8＝8.7（分），ω8
 ＝0.3×9＝0.3×10＋0.2×9＋0.1×6＋0.1×9＝9.0（分）．因为ω8
 ＞ω1
 ＞ω4
 ，所以推荐初三（8）班为市级先进班集体的候选班．

4．（1）[image: alt]


（2）①因为平均数相同，[image: alt]
 所以甲成绩比乙稳定．②因为平均数相同，甲的中位数＜乙的中位数，所以乙的成绩比甲好些．③因为平均数相同，命中9环以上的次数甲比乙少，所以乙的成绩比甲好些．④甲成绩在平均数上下波动，而乙处于上升势头，从第4次开始以后就没有比甲少的情况发生，乙较有潜力．

综合测试（一）

1．B．　2．A．　3．B．　4．C．　5．C．　6．D．　7．D．　8．C．　9．±12．　10．7．　11．±2．　12．y＝-2x＋8．　13．y＝-2x＋5或y＝2x－5．　14．（n＋2）2
 －n2
 ＝4（n＋1）．　15．（1）2，10；（2）y＝10x，y＝5x＋20；（3）4．　16．168．

17．原式＝x2
 （x2
 －2xy＋y2
 ）－z2
 ＝x2
 （x－y）2
 －z2
 ＝（x2
 －xy）2
 －z2
 ＝（x2
 －xy＋z）（x2
 －xy－z）．

18．作CE⊥AD于E，在△ACM与△ACE中：∠MAC＝∠EAC，AC＝AC，∠CMA＝∠CEA＝90°，所以△ACM≌△ACE，于是CM＝CE，AE＝AM．因AB＋AD＝2AM，即AM＋MB＋AD＝AM＋AE＝AM＋AD＋DE，于是MB＝DE．在△BCM与△DCE中：CM＝CE，∠CMB＝∠CED＝90°，MB＝ED，所以△BCM≌△DCE，于是∠B＝∠CDE，从而∠ADC＋∠ABC＝∠ADC＋∠CDE＝180°．

[image: alt]


第18题

19．根据多项式乘法的规律，所求三个数的积的总和为：[image: alt]


20．（1）依题意，得：y＝12×20x＋10×25（100－x）＋12×15（70－x）＋8×20［80－（70－x）］＝-30x＋39200（0≤x≤70），即y＝-30x＋39200（0≤x≤70）．（2）因为此一次函数中，k＝-30＜0，所以y随x的增大而减少，当x＝70时，总运费y最省，最省运费为37100元．

21．（1）由已知：0＝-6－b，所以b＝-6，所以AB：y＝-x＋6，所以B（0，6），OB＝6．因为OB∶OC＝3∶1，[image: alt]
 所以C（-2，0）．于是BC：y＝3x＋6．

（2）过E、F分别作EM⊥x轴，FN⊥x轴，则∠EMD＝∠FND＝90°．因为S△EBD
 ＝S△FBD
 ，所以DE＝DF．又∠NDF＝∠MDE，所以△NFD≌△MED．所以FN＝EM．联立[image: alt]
 得[image: alt]
 联立[image: alt]
 得[image: alt]
 因为FN＝-yF
 ，ME＝yE
 ，所以[image: alt]
 因为k≠0，所以5（k－3）＝-9（k＋1），所以[image: alt]


（3）K点的位置不变化：K（0，-6）．过Q作QH⊥x轴于H，易证△BOP≌△PHQ，所以PH＝BO，OP＝HQ．所以PH＋PO＝BO＋QH，即OA＋AH＝BO＋QH　又A＝OB，所以AH＝QH．所以△AHQ是等腰直角三角形．所以∠QAH＝45°，∠OAK＝45°，所以△AOK为等腰直角三角形．所以OK＝OA＝6，所以K（0，-6）．

综合测试（二）

1．D．　2．C．　3．C．　4．C．　5．C．　6．B．　7．A．　8．D．　9．10．　10．3．　11．[image: alt]
 ．　12．y3
 ＜y1
 ＜y2
 ．　13．75°．　14．2．　15．20．　16．[image: alt]


17．因为∠B＝90°，AB＝[image: alt]
 ，∠BAC＝30°．设BC＝x，则AC＝2x，所以AC2
 ＝AB2
 ＋BC2
 ，[image: alt]
 解得x＝1，所以AC＝2．又因为CD＝2，[image: alt]
 所以AD2
 ＝AC2
 ＋DC2
 ．所以△ACD为等腰直角三角形．所以∠ACD＝90°．

18．（1）A．（2）去掉了分母．（3）[image: alt]
 [image: alt]


19．（1）设船由A港漂流到B港需要x小时，根据题意，得[image: alt]
 解方程，得x＝48．经检验，x＝48是原方程的解．小船由A港漂流到B港需要48小时．（2）设救生圈是在y点钟落入水中的，由（1）知，水流速度是每小时流动全程的[image: alt]
 由题意可知，发现救生圈丢落的时间是12点，依题意列方程[image: alt]
 [image: alt]
 解这个方程，得y＝11．答：救生圈是在11点落入水中的．

20．（1）因为∠BCD＝75°，AD∥BC，所以∠ADC＝105°．由等边△DCE可知：∠CDE＝60°，故∠ADE＝45°．由AB⊥BC，AD∥BC可得∠DAB＝90°，所以∠AED＝45°．（2）方法一：由（1）知：∠AED＝45°，所以AD＝AE，故点A在线段DE的垂直平分线上．由△DCE是等边三角形得CD＝CE，故点C也在线段DE的垂直平分线上．所以AC就是线段DE的垂直平分线，即AC⊥DE．连结AC，因为∠AED＝45°，所以∠BAC＝45°，又AB⊥BC　所以BA＝BC．方法二：如图1，过D点作DF⊥BC，交BC于点F可证得△DFC≌△CBE，则DF＝BC．从而AB＝CB．（3）因为∠FBC＝30°．所以∠ABF＝60°．如图2，连结AF，延长AD、BF交于点G，因为∠FBC＝30°，∠DCB＝75°，所以∠BFC＝75°，故BC＝BF．由（2）知：BA＝BC，故BA＝BF，因为∠ABF＝60°，所以AB＝BF＝FA．又因为AD∥BC，AB⊥BC，所以∠FAG＝∠G＝30°，所以FG＝FA＝FB．因为∠G＝∠FBC＝30°，∠DFG＝∠CFB，FB＝FG，所以△BCF≌△GDF．所以DF＝CF，即点F是线段CD的中点．所以[image: alt]


[image: alt]
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21．（1）[image: alt]
 （2）由Rt△OAB的面积为[image: alt]
 得[image: alt]
 因为BD2
 ＝AC2
 ＋（AB－CD）2
 ，所以[image: alt]
 [image: alt]
 所以[image: alt]
 [image: alt]
 （3）若OB＝BD，则B点在OD的中垂线CM上，如图1过点B作BG⊥y轴于G，CM交y轴于H，因为[image: alt]
 而因为[image: alt]
 [image: alt]
 显然与S△OMH
 ＞S△OBG
 矛盾，所以OB≠BD．（4）如果△BDE为直角三角形，因为∠BED＝45°，①当∠EBD＝90°时，此时F，E，M三点重合，如图2，因为BF⊥x轴，DC⊥x轴，所以BF∥DC．所以此时四边形BDCF为直角梯形．②当∠EBD＝45°时，如图3．因为CF⊥OD，所以BD∥CF，又BF⊥x轴，DC⊥y轴，所以BF∥DC，所以此时四边形BDCF为平行四边形．连结OB．在△BDO中，[image: alt]
 [image: alt]
 得[image: alt]
 [image: alt]
 此时[image: alt]
 所以此时四边形BDCF为菱形．

[image: alt]
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使用指南


如果说“奥数”是提供给4％的优等生

那么本书是提供给20％的优等生

如果你已经是优等生，不妨读一读

如果你想成为优等生，不能不读





如果你是一名教师，你可以根据学生的学习情况、教学的进度以及课时安排等来安排本书相关内容的使用．

如果你是一名学生，或是一名学生家长，我们有如下建议：

学到哪，看到哪　虽然现在教材的版本很多，但除了知识点安排的先后顺序之外，其内含的知识是相同的，所以你可以根据所学到的知识内容，挑选相关章节进行学习．

看一看，练一练　对于每一讲中的五个板块，你可以根据自己的时间合理安排，如果时间充裕，你可以看完“经典例题”，再完成“举一反三”和“融会贯通”；你也可以先做习题，遇到困难时再看例题，理解解题的思路与方法．一切都由你自己决定．

先看易，后看难　由于知识点之间肯定会有难易的差别，所以书中难免出现前面的内容比后面的内容难的情况，你可以根据自己的学习程度，按先易后难的顺序有选择地进行阅读．

有兴趣，最重要　兴趣是促进学习的最佳动力，兴趣可以使得学习变得事半功倍．只要你有兴趣，只要你学有余力，你可以挑有兴趣的先看，那收获一定更大．

寒暑假，好时机　也许你平时的学习很忙，除了完成学校的功课以外无暇顾及其他参考书，这本书在寒暑假时使用是一个极好的选择．因为对平时学过的内容再学是一个提高的过程，这本书是同步基础上的提高，恰好满足你的要求．

本书的作者均是数学解题高手，只要你能够有效、合理地使用本套《优等生数学》，那么你一定能学到很多解题的高招，可以又好又快地提高你的数学成绩．

祝贺你成为数学优等生！
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