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〔1〕



第一章　函数　极限　连续

1　函数

1.1.1　邻域


定义
 　设δ＞0，实数集Uδ
 （x0
 ）＝｛x||x－x0
 |＜δ｝称为x0
 的δ邻域，简记为U（x0
 ），称为x0
 的某邻域．[image: alt]
 ＝｛x|0＜|x－x0
 ＜|δ｝称为x0
 的去心δ邻域，类似地有记号[image: alt]
 及相应的名称．

此外还有x0
 的左（右）δ邻域｛x|－δ＜x－x0
 ≤0｝（｛x|0≤x－x0
 ＜δ｝）与x0
 的左（右）去心δ邻域｛x|－δ＜x－x0
 ＜0｝（x|0＜x－x0
 ＜δ）等概念．

1.1.2　函数


定义
 　给定两个实数集D和M，若存在一个对应规则f，使得对于每一个x∈D，按照这个规则，都有唯一确定的实数y∈M与之对应，则称f是定义在D上的一个函数，x称为自变量，D称为函数f的定义域，y称为因变量．函数f在x∈D对应的

y＝f（x），x∈D

的函数值所成的集合，常记为f（D），f（D）＝｛y|y＝f（x），x∈D｝（⊂M），称为函数的值域．称y或f（x）为x的函数．

1.1.3　基本初等函数

下列函数称为基本初等函数：

（1）常值函数：C（C为常数），x∈R．

（2）幂函数：xα
 （α为常数），其定义域由α确定，但不论α如何，在（0，＋∞）内总有定义．

（3）指数函数：ax
 （常数a＞0，a≠1），x∈R．

（4）对数函数：loga
 x（常数a＞0，a≠1），x∈（0，＋∞）．

（5）三角函数：sinx，cosx，x∈（－∞，＋∞）；tanx，x∈[image: alt]
 ；

cotx，x∈（kπ，（k＋1）π）；k∈Z．

（6）反三角函数：arcsinx，x∈［-1，1］；arccosx，x∈［-1，1］；

arctanx，x∈R；arccotx，x∈R．

1.1.4　初等函数

由基本初等函数经有限次加、减、乘、除及复合而成并用一个式子表示的函数称初等函数．

1.1.5　分段函数

在定义域的不同区间上用不同的解析式子表示的函数称为分段函数．


【注】
 　分段函数是一个函数，不能认为每一段是一个函数、是多个函数．

常见的几种分段函数：

（1）绝对值函数（其图像如图1-1）

[image: alt]


[image: alt]


图1－1

（2）符号函数（其图像如图1-2）

[image: alt]


[image: alt]


图1－2

它表示x的符号．显然有

|x|＝xsgnx，x∈（－∞，＋∞）．

（3）取整函数［x］，它表示不超过x的最大整数．［x］＝n，当n≤x＜n＋1，n＝…，-2，-1，0，1，2，3，…．

y＝［x］的图像如图1-3，显然有性质：

对于x∈（－∞，＋∞），有［x］≤x＜［x］＋1，且［x＋1］＝［x］＋1．

[image: alt]


图1－3

（4）狄里克雷函数

[image: alt]


狄里克雷函数无法描出它的图像．

1.1.6　隐函数


定义
 　设x在某数集D内每取一个值时，由方程F（x，y）＝0可唯一确定一个y的值，则称由F（x，y）＝0确定一个隐函数y，虽然不一定能将y明显地解出来．

1.1.7　复合函数


定义
 　设函数y＝f（u）的定义域是Df
 ，函数u＝φ（x）的定义域是Dφ
 ，值域是Rφ
 ．若Df
 ∩Rφ
 ≠∅（∅表示空集），则称函数y＝f（φ（x））为复合函数，它的定义域是｛x|x∈Dφ
 且φ（x）∈Df
 ｝．u称为中间变量，x称为自变量．

1.1.8　反函数

设函数y＝f（x）的定义域是D，值域是W．如果对于W内的每一个y，由y＝f（x）可以确定唯一的x∈D．这样在W上定义了一个函数，称为y＝f（x）的反函数，记为x＝f-1
 （y）或x＝φ（y），y∈W．

由反函数的定义，有

y≡f（f-1
 （y）），y∈W；x≡f-1
 （f（x）），x∈D

有时，也常将y＝f（x）的反函数x＝f-1
 （y）写成y＝f-1
 （x）．

在同一坐标系中，y＝f（x）与它的反函数x＝f-1
 （y）的图形是一致的，而y＝f（x）与它的反函数y＝f-1
 （x）的图形关于直线y＝x对称．

1.1.9　参数式表示的函数

设x＝x（t），y＝y（t）．若x在某数集D内每取一个值时，由x＝x（t）可唯一确定一个t的值，并且对于此t，由y＝y（t）可确定唯一的一个y的值，则称由参数式x＝x（t），y＝y（t）确定了y为x的函数．

1.1.10　函数的单调性

设函数f（x）在数集D上有定义，如果对于任意的x1
 ，x2
 ∈D，x1
 ＜x2
 ，就一定有

f（x1
 ）≤f（x2
 ），（f（x1
 ）≥f（x2
 ））

则称f（x）在D上是单调增加（减少）的．如果一定有

f（x1
 ）＜f（x2
 ），（f（x1
 ）＞f（x2
 ））

则称f（x）在D上是严格单调增加（减少）的．

1.1.11　函数的奇、偶性

设函数f（x）在对称于原点的某数集D上有定义，并且对于任意x∈D，必有f（-x）＝f（x）（f（-x）＝-f（x）），则称f（x）在D上是偶（奇）函数．

在直角坐标系xOy中，偶函数的图像关于y轴对称，奇函数的图像关于坐标原点O对称．



技巧点拨

（1）奇×奇为偶函数；

（2）奇×偶为奇函数；

（3）偶×偶为偶函数；

（4）奇函数与奇函数复合为奇函数；

（5）偶函数与偶函数复合为偶函数；

（6）偶函数与奇函数复合为偶函数；

（7）任一定义在对称于原点的数集M上的函数f（x），必可分解成一奇一偶函数之和：f（x）＝[image: alt]
 ［f（x）－f（-x）］＋[image: alt]
 ［f（x）＋f（-x）］．



1.1.12　函数的周期性

设f（x）的定义域是数集D，如果存在常数T＞0，当x∈D时，有x±T∈D，并且f（x＋T）＝f（x），则称f（x）为周期函数，T称为它的一个周期．通常称的周期是指使f（x＋T）＝f（x）成立的最小正数T（如果存在的话）．

1.1.13　函数的有界性

设函数f（x）在数集D上有定义，如果存在常数M，当x∈D时f（x）≤M，则称f（x）在D上有上界；如果存在m，当x∈D时f（x）≥m，则称f（x）在D上有下界；如果f（x）在D上既有上界又有下界，则称f（x）在D上有界．

定义中的m与M分别为f（x）在D上的下界与上界．显然，如果m（M）是f（x）在D上的下（上）界，则比m小（比M大）的任何数，都是f（x）在D上的下（上）界．

如果不论M多么大，总有x∈D使f（x）＞M，则称f（x）在D上无上界；类似地可以定义无下界．

1.1.14　有界、无界的充分条件

（1）设[image: alt]
 存在，则存在δ＞0，当－δ＜x－x0
 ＜0时，f（x）有界；对[image: alt]
 ，x→x0
 有类似的结论．

（2）设l[image: alt]
 存在，则存在X＞0，当|x|＞X时，f（x）有界；对x→＋∞，x→－∞有类似的结论．

（3）设f（x）在［a，b］上连续，则f（x）在［a，b］上有界．

（4）设f（x）在数集U上有最大值（最小值），则f（x）在U上有上（下）界．

（5）有界函数与有界函数之和、积均为有界函数．

（6）设[image: alt]
 ，则f（x）在□的去心邻域内无界．

这里的□可以是x0
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，∞，－∞，＋∞6种情形中的任一种（下同）．

2　极　限

1.2.1　数列的极限

数列｛un
 ｝与常数A，如果它们之间满足下列关系：对于任意给定的ε＞0，存在正整数N＞0，当n＞N时，就有|un
 －A|＜ε，则称数列｛un
 ｝收敛，且收敛于A，记为[image: alt]
 ，也称当n→∞时un
 的极限为A．

1.2.2　函数的极限

函数极限的定义有下述一些形式：

[image: alt]


①中∞改为＋∞或－∞，|x|＞X分别改为x＞X或x＜－X，就分别得到[image: alt]
 与[image: alt]
 的定义．

②中x→x0
 改为[image: alt]
 或[image: alt]
 ，0＜|x－x0
 |＜δ分别改为0＜x－x0
 ＜δ或－δ＜x－x0
 ＜0，就分别得到[image: alt]
 与[image: alt]
 的定义．

[image: alt]
 与[image: alt]
 分别称为f（x）在x＝x0
 的右、左极限，这两个极限也可简记为[image: alt]
 与[image: alt]
 ．

1.2.3　无穷小

若[image: alt]
 ，则称x→□时f（x）为无穷小．
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1.2.4　无穷大

[image: alt]
 的定义有下述一些形式：

[image: alt]


以上③中又可分为[image: alt]
 与[image: alt]
 ；④中x→∞又可细分为x→＋∞与x→－∞，不再赘述．


【注】
 　虽然有时也将[image: alt]
 说成x→□时f（x）趋于无穷大，但它并不表示x→□时f（x）存在极限．它属于极限不存在的范畴．

1.2.5　无穷小的比较


定义
 　设x→□时α（x）与β（x）为两个无穷小，β（x）≠0，α（x）不恒等于0．设[image: alt]
 ，

（1）若A≠0，则称x→□时α（x）与β（x）为同阶无穷小．

（2）若A＝1，则称x→□时α（x）与β（x）为等价无穷小，记成x→□时α（x）～β（x）．

（3）若A＝0，则称x→□时α（x）为β（x）的高阶无穷小，记成x→□时α（x）＝o（β（x））．

（4）如果[image: alt]
 ，则称x→□时α（x）为β（x）的低阶无穷小．



真题链接

［2014．数二］

当→0＋
 时，若lnα
 （1＋2x），[image: alt]
 均是比x高阶的无穷小，则α的取值范围是

（A）（2，＋∞）．

（B）（1，2）．

（C）[image: alt]
 ．

（D）[image: alt]
 ．


答案
 　B



1.2.6　数列极限存在的充要条件

[image: alt]
 的充要条件是[image: alt]
 ．

1.2.7　极限存在的充要条件

[image: alt]
 的充要条件是[image: alt]
 ．

1.2.8　存在极限与无穷小的关系


定理
 [image: alt]
 的充要条件是f（x）－A＝α（x），[image: alt]
 ．

1.2.9　极限的唯一性


定理
 　若[image: alt]
 存在，则此极限值必唯一．

1.2.10　保号性


定理
 　设[image: alt]
 ，A≠0，则存在□的一个去心邻域，在此邻域内f（x）与A同号．

1.2.11　保号性的推论


定理
 　设存在□的一个去心邻域，在此邻域内f（x）≥0（或≤0），且[image: alt]
 存在且等于A，则A≥0（≤0）．


【注】
 　若条件中“f（x）≥0（或≤0）”改为“f（x）＞0（或＜0）”，其它不改，则结论中仍是“A≥0（≤0）”．

1.2.12　无穷小与无穷大的关系

（1）设[image: alt]
 ，则[image: alt]


（2）设[image: alt]
 ，且f（x）≠0，则[image: alt]
 ．

1.2.13　夹逼定理

设在□的去心邻域内g（x）≤f（x）≤h（x）且[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ．


【注1】
 　夹逼定理对于数列也成立．


【注2】
 　上面的A都换为＋∞或－∞，定理也成立．

1.2.14　单调有界定理

设数列｛un
 ｝单调增加（减少）且有上（下）界M（m），则[image: alt]
 存在且

[image: alt]



【注】
 　单调有界定理对函数的极限也成立．

1.2.15　柯西极限存在准则（柯西收敛原理）


定理
 　数列｛xn
 ｝收敛的充分必要条件是任意ε＞0，存在正整数N，使得当m＞N，n＞N时，恒有|xn
 －xm
 |＜ε．

1.2.16　几个重要极限

（1）[image: alt]
 ．推广：
 [image: alt]
 ，其中φ（x）≠0．

（2）[image: alt]
 ．推广：
 [image: alt]
 ，其中φ（x）≠0．

（3）[image: alt]
 ，[image: alt]
 （常数a＞0），[image: alt]
 ，[image: alt]
 （常数δ＞0，k＞0）．

1.2.17　四则运算法则

设[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，则下列运算法则成立：

（1）[image: alt]
 ．

（2）[image: alt]
 ．

（3）[image: alt]
 ．

（4）[image: alt]
 ．

（5）[image: alt]
 ，并设在□的去心邻域内k（x）有界，则[image: alt]
 ．


【注1】
 　以上诸条对于数列均成立．


【注2】
 　如果[image: alt]
 与[image: alt]
 都不存在，那么[image: alt]
 不能写成[image: alt]
 ．


【注3】
 　如果[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，那么求[image: alt]
 也不能用前面公式（4）．

1.2.18　等价无穷小替换定理

设x→□时α（x）～a（x），β（x）～b（x），则

[image: alt]




技巧点拨

（1）上式的含义是，若上式右边存在，则左边等于右边；若上式右边为∞（或其它情形的不存在），则左边亦为∞（或其它情形的不存在）．

（2）整个式子中的乘除因子可用等价无穷小替换求其极限，加、减时不能用等价无穷小替换，部分式子的乘、除因子也不能用等价无穷小替换．

（3）常用无穷小替换：当x→0时，sinx～x，tanx～x，1－cosx～[image: alt]
 ，ex
 －1～x，ln（1＋x）～x，（1＋x）a
 －1～ax，arcsinx～x，arctanx～x，ax
 －1～xlna（a＞0，a≠1），xm
 ＋xk
 ～xm
 （常数k＞m＞0）．



1.2.19　等价无穷小的充要条件

x→□时α（x）～β（x）的充要条件是α（x）－β（x）＝o（β（x））．



真题链接

［2013．数二、三］

当x→0时，1－cosx·cos2x·cos3x与axn
 为等价无穷小，求n与a的值．


答案
 　n＝2，a＝7



1.2.20　洛必达法则


法则1
 　设

（1）[image: alt]


（2）f（x）与g（x）在□的去心邻域[image: alt]
 内可导，且g′（x）≠0；

（3）[image: alt]
 （或∞），

则

[image: alt]



法则2
 　设

（1）[image: alt]


（2）f（x）与g（x）在□的去心邻域[image: alt]
 内可导，且g′（x）≠0；

（3）[image: alt]
 （或∞），

则

[image: alt]


【注1】　条件（1）是必须检查的，不是[image: alt]
 型或[image: alt]
 型就不能用洛必达法则．如果[image: alt]
 也是符合洛必达法则的“[image: alt]
 型”或“[image: alt]
 型”及相应的其它条件，则仍可用此法往下做．但应注意随时化简，切勿机械重复．能用等价无穷小替换时应尽量用之，它比洛必达法则快捷、方便[image: alt]
 不存在（不是∞的不存在），并不能说明原极限不存在，应改用其它方法计算．若f（x）或g（x）是用变限积分表示的函数时，首先想到使用洛必达法则，因为求导正好可消除积分号．

3　函数的连续与间断

1.3.1　函数在一点处连续

设f（x）在x＝x0
 的某邻域U（x0
 ）有定义，且

[image: alt]


则称f（x）在x＝x0
 处连续．

1.3.2　左（右）连续

设f（x）在x＝x0
 的左侧某邻域x0
 －δ＜x≤x0
 有定义，且

[image: alt]


则称f（x）在x＝x0
 处左连续．类似地可以定义右连续．

1.3.3　函数在（a，b）内连续

设f（x）在（a，b）内每一点处都连续，则称f（x）在（a，b）内连续．

若包含端点，那么函数在［a，b］上连续，其中在x＝a处指的是右连续，x＝b处指的是左连续．

1.3.4　可去间断点

设f（x）在x＝x0
 的某去心邻域内有定义，如果[image: alt]
 存在，但f（x0
 ）无定义，或者虽有定义，但与[image: alt]
 不相等，称x＝x0
 为f（x）的可去间断点
 ．

1.3.5　跳跃间断点

设f（x）在x＝x0
 的某去心邻域内有定义，如果[image: alt]
 与[image: alt]
 都存在，但不相等，称x＝x0
 为f（x）的跳跃间断点
 ．此时不论f（x0
 ）是否存在，存在时等于什么都无关．

可去间断点与跳跃间断点统称为第一类间断点
 ．



技巧点拨

可去间断点是间断点中“最好”的间断点，只要补充定义f（x0
 ）或者修改f（x）在x＝x0
 处的定义，使得[image: alt]
 ，就可将x＝x0
 “改造”成为f（x）的连续点．



1.3.6　第二类间断点

设f（x）在x＝x0
 的某去心邻域内有定义，如果[image: alt]
 与[image: alt]
 至少有一个不存在，称x＝x0
 为f（x）的第二类间断点．无穷间断点、振荡间断点
 显然属于第二类间断点．



真题链接

［2013．数三］

函数[image: alt]
 的可去间断点的个数为

（A）0．

（B）1．

（C）2．

（D）3．


答案
 　C



1.3.7　连续函数的四则运算

设u（x）与v（x）在x＝x0
 处连续，则四则运算之后所成的函数在x＝x0
 也连续（除法运算时要求分母不为零）．

1.3.8　复合函数的连续性

设f（u）在u＝u0
 处连续，g（x）在x＝x0
 处连续，且g（x0
 ）＝u0
 ，则复合函数f（g（x））在x＝x0
 处亦连续．

1.3.9　基本初等函数的连续性

基本初等函数在它的定义域上都是连续的．

1.3.10　初等函数的连续性

初等函数在它的定义域的区间内都是连续的．

1.3.11　闭区间上的连续函数的性质

设f（x）在闭区间［a，b］上连续，则它具有下列性质：

（1）（有界性
 定理）f（x）在［a，b］上有界；

（2）（最值
 定理）f（x）在［a，b］上有最大值与最小值；

（3）（介值
 定理）设μ满足m≤μ≤M，则至少存在一点ξ∈［a，b］，使f（ξ）＝μ；若μ满足m＜μ＜M，则ξ∈（a，b）．

（4）（零点
 定理）设f（a）f（b）＜0，则至少存在一点ξ∈（a，b），使f（ξ）＝0．

1.3.12　一致连续性


定义
 　设函数f（x）在区间I上有定义．若对任给的正数ε，总存在δ＞0，使得区间I上的任意两点x1
 ，x2
 ，当|x1
 －x2
 |＜δ时，就有|f（x1
 ）－f（x2
 ）|＜ε，那么称函数f（x）在区间I上是一致连续的．


定理
 　若函数f（x）在闭区间［a，b］上连续，则定在该区间上一致连续．





第二章　一元函数微分学

1　导数与微分

2.1.1　导数


定义
 　设f（x）在x＝x0
 的某邻域U（x0
 ）内有定义，并设x0
 ＋Δx∈U（x0
 ）．如果

[image: alt]


存在，则称f（x）在x＝x0
 处可导，并称上述极限为f（x）在x＝x0
 处的导数，记为f′（x0
 ），即

[image: alt]


若记y＝f（x），则在x0
 点的导数又可记成y′（x0
 ），[image: alt]
 ．

如果f（x）在区间（a，b）内每一点x都可导，则称f（x）在（a，b）内可导，f′（x）称为f（x）在（a，b）内的导函数，简称导数．

在定义式中，若记x＝x0
 ＋Δx，则该式可改写为

[image: alt]


用此式时，免去了引入Δx的麻烦
 ．


【注】
 　导数的定义式中，必须要有f（x0
 ），并且其中的f（x）是x0
 附近的x处的函数值．没有这些，谈不上求导数．按定义求导数时，必须抓住这两项！

2.1.2　左、右导数


定义
 　极限

[image: alt]


分别称为f（x）在x＝x0
 处的左、右导数，分别记为f′－（x0
 ）及f′＋（x0
 ）．

求分段函数在分界点处的导数要用定义做，一般还应分左、右导数讨论．

2.1.3　函数的微分


定义
 　设y＝f（x）在x＝x0
 的某邻域U（x0
 ）内有定义，并设x0
 ＋Δx∈U（x0
 ）．如果

[image: alt]


其中A与Δx无关，[image: alt]
 ，则称f（x）在点x＝x0
 处可微，并称AΔx为f（x）在x＝x0
 处的微分，记为dy＝AΔx．又因自变量的增量Δx等于自变量的微分dx，于是dy又可写成

dy＝Adx．

2.1.4　高阶导数


定义
 　设[image: alt]
 存在，则称f（x）在x＝x0
 处二阶可导，并称此极限为f（x）在x＝x0
 处的二阶导数，记为f″（x0
 ），[image: alt]
 等等．一般，设

[image: alt]


存在，则称f（x）在x＝x0
 处n阶可导，并称此极限为f（x）在x＝x0
 处的n阶导数，记为f（n）
 （x0
 ）[image: alt]
 等等．通常约定f（0）
 （x）表示f（x）本身．

2.1.5　可导与连续的关系


定理
 　设f（x）在x处可导，则f（x）在同一点处必连续，但反之不真．


【注】
 　连续是可导的前提．以后凡说到f（x）可导，应立即想到它蕴含着f（x）在同一点必连续．

2.1.6　左、右导数与可导的关系


定理
 　f（x）在x＝x0
 处可导⇔f（x）在x＝x0
 处左、右导数f′－（x0
 ）、f′＋（x0
 ）都存在，并且f′－（x0
 ）＝f′＋（x0
 ）．当f（x）在x＝x0
 点可导时，f′－（x0
 ）＝f′＋（x0
 ）＝f′（x0
 ）．

函数f（x）在闭区间［a，b］的端点处的导数是指f′＋（a）及f′－（b）．

2.1.7　导数的几何意义


定理
 　f（x）在x＝x0
 处的导数f′（x0
 ）是曲线y＝f（x）在点（x0
 ，f（x0
 ））处的切线斜率．曲线y＝f（x）在该点的切线方程为y－f（x0
 ）＝f′（x0
 ）（x－x0
 ）．导数在几何上最根本的应用在于此．



技巧点拨

导数在经济上的应用．弹性系数是一定时期内相互联系的两个经济指标增长速度的比率，它是衡量一个经济．变量的增长幅度对另一个经济的增长幅度的依存关系．比如供给价格弹性是指供给量的变化率与价格的变化率的比值[image: alt]
 其中ES为供给弹性系数，S为供给量，P为价格．



2.1.8　可导与可微的关系


定理
 　y＝f（x）在x＝x0
 处可导⇔f（x）在x＝x0
 处可微．当满足此条件时，有

dy＝f′（x0
 ）dx．

对任意x，dy＝f′（x）dx．

2.1.9　函数的微分与函数的增量之间的关系


定理
 　设y＝f（x）在x0
 处可导（可微），则

Δy＝dy＋o（Δx）或写成Δy＝f′（x0
 ）Δx＋o（Δx）．

若又设在含有x0
 的某区间内存在二阶导数，则由拉格朗日余项泰勒公式有

[image: alt]


其中ξ介于x0
 与x0
 ＋Δx之间．

2.1.10　函数的求导法则

（1）常用函数的导数（微分）公式

①[image: alt]


②[image: alt]


③[image: alt]


④[image: alt]


⑤[image: alt]


⑥[image: alt]


⑦[image: alt]


⑧[image: alt]


⑨[image: alt]


⑩[image: alt]


⑪[image: alt]


⑫[image: alt]


⑬[image: alt]


⑭[image: alt]


（2）函数的和、差、积、商及复合函数的求导（微分）法则

①[image: alt]


②[image: alt]


③[image: alt]


④设y＝f（u），u＝φ（x），则有

[image: alt]


与此相应的微分运算法则，就是微分形式不变性，即不论u是自变量还是中间变量，均有

dy＝f′（u）du．

（3）变限积分求导公式

设f（t）为连续函数，φ1
 （x）与φ2
 （x）均可导，则有

[image: alt]


（4）n阶导数运算法则　以下均设u，v为n阶可导，则有

（u±v）（n）
 ＝u（n）
 ±v（n）
 ，

（cu）（n）
 ＝cu（n）
 ，

（uv）（n）
 ＝u（n）
 v＋[image: alt]
 u（n－1）
 v′＋…＋[image: alt]
 u（n－k）
 v（k）
 ＋…＋uv（n）
 ，

此一公式称为乘积的高阶导数的莱布尼茨公式
 ．

（5）几个常见的初等函数的n阶导数公式

①（eax
 ）（n）
 ＝an
 eax
 ．

②（sinax）（n）
 ＝[image: alt]
 ．

③（cosax）（n）
 ＝[image: alt]
 ．

④（ln（1＋x））（n）
 ＝[image: alt]
 ．

⑤（（1＋x）α
 ）（n）
 ＝α（α－1）…（α－n＋1）（1＋x）α－n
 ．

其中⑤中，若α为某一正整数n，则（（1＋x）n
 ）（n）
 ＝n！，（（1＋x）n
 ）（n＋j）
 ＝0，j＝1，2，…．

（6）参数式所确定的函数的导数公式

设函数y＝f（x）由参数式[image: alt]
 确定，并设x（t）与y（t）均可导，x′（t）≠0，则

[image: alt]




真题链接

［2013．数一］

设[image: alt]
 （t为参数），则[image: alt]
 ＝_________．


答案
 　[image: alt]




（7）隐函数求导法

设函数y＝f（x）由方程F（x，y）＝0确定，视F（x，y）中的y为x的函数f（x），将F（x，y）＝0两边对x求导，便得含有[image: alt]
 的一个式子，从中解出[image: alt]
 即可（假定其中出现的分母不为0）．

将已获得的[image: alt]
 再对x求导，并视其中的y为x的函数f（x），便得[image: alt]
 ．

（8）幂指函数u（x）v（x）
 的求导法则与公式

将幂指函数u（x）v（x）
 化为指数函数　u（x）v（x）
 ＝ev（x）lnu（x）
 ，然后再求导得到公式．

[image: alt]


（9）反函数的一阶及二阶导数公式

设y＝f（x）可导且f′（x）≠0，则存在反函数x＝φ（y），且

[image: alt]


若又设y＝f（x）存在二阶导数，则

[image: alt]


2　中值定理与零点问题

2.2.1　费马定理


定理
 　设f（x）在x＝x0
 的某邻域U（x0
 ）内有定义，f′（x0
 ）存在，若对任意的x∈U（x0
 ），有f（x）≤f（x0
 ）（或f（x）≥f（x0
 ）），则f′（x0
 ）＝0．

通常称f′（x）＝0的点为f（x）的驻点．


【注】
 　本定理实际上就是可导条件下极值点的必要条件．

2.2.2　罗尔定理


定理
 　设f（x）在闭区间［a，b］上连续，在开区间（a，b）内可导，又设f（a）＝f（b），则至少存在一点ξ∈（a，b）使f′（ξ）＝0．

2.2.3　拉格朗日中值定理


定理
 　设f（x）在闭区间［a，b］上连续，在开区间（a，b）内可导，则至少存在一点ξ∈（a，b）使f（b）－f（a）＝f′（ξ）（b－a）．


【注】
 　拉格朗日中值定理常用的是下述形式：在定理条件下，设x0
 ，x是［a，b］上的任意两点，则至少存在一点ξ介于x0
 与x之间，使

f（x）＝（x0
 ）＋f′（ξ）（x－x0
 ）．

这里可以x0
 ＜x，也可以x0
 ＞x．

命[image: alt]
 ，则0＜θ＜1，拉格朗日中值公式又可写成

f（x）＝f（x0
 ）＋f′（x0
 ＋θ（x－x0
 ））（x－x0
 ）．

2.2.4　柯西中值定理


定理
 　设f（x），g（x）在闭区间［a，b］上连续，在开区间（a，b）内可导，且g′（x）≠0，x∈（a，b），则至少存在一点ξ∈（a，b）使

[image: alt]



【注】
 　柯西中值定理是拉格朗日中值定理在两个函数情形的推广．

2.2.5　泰勒定理


定理
 　设f（x）在闭区间［a，b］有n阶连续的导数，在开区间（a，b）内有直到n＋1阶导数，x0
 ∈［a，b］，x∈［a，b］是任意两点，则至少存在一点ξ介于x0
 与x之间，使

[image: alt]


其中[image: alt]
 称为拉格朗日余项，整个公式称为具有拉格
 朗日余项的n阶泰勒公式
 ．

如果将定理的条件减弱为：设f（x）在x＝x0
 具有n阶导数（这就意味着f（x）在x＝x0
 的某邻域应具有n－1阶导数，并且f（n－1）
 （x）在x＝x0
 处连续），x为点x0
 的充分小的邻域内的任意一点，则有

[image: alt]


其中

[image: alt]


这就是佩亚诺余项泰勒公式
 ．


【注】
 　（1）如果泰勒公式中的x0
 ＝0，则称该公式为麦克劳林公式
 ．

（2）具有拉格朗日余项的0阶泰勒公式就是拉格朗日中值公式；具有佩亚诺余项的1阶泰勒公式，就是函数的微分与增量之间的关系式．

（3）为加深理解，今将两个泰勒公式的条件、结论和用途比较如下：

[image: alt]


2.2.6　几个常用函数的x＝0处展开的佩亚诺余项泰勒公式

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


（5）[image: alt]


在求x→x0
 的极限时，若条件允许，有时用佩亚诺余项泰勒公式求极限很方便．

2.2.7　导函数的零点的存在性

以下设所提到的导数存在，则有结论：如果f（x）有k（k≥2）个零点，则f′（x）至少有（k－1）个零点；…；f（k－1）
 （x）至少有1个零点．

2.2.8　至多有几个零点


定理
 　以下设所提到的导数存在，则有结论：

如果f′（x）没有零点，则f（x）至多有1个零点；

如果f′（x）至多有1个零点，则f（x）至多有2个零点；

……

如果f′（x）至多有k个零点，则f（x）至多有k＋1个零点；

如果f″（x）没有零点，则f′（x）至多有1个零点，f（x）至多有2个零点，…，依此类推．

3　导数的应用

2.3.1　极值


定义
 　设f（x）在x＝x0
 的某邻域有定义，如果存在一个邻域U（x0
 ），当x∈U（x0
 ）时有

f（x）≥（≤）f（x0
 ），

称f（x0
 ）为f（x）的一个极小（极大）值，点x＝x0
 称为f（x）的一个极小（极大）值点．

极小值与极大值统称为极值，极小值点与极大值点统称为极值点．

2.3.2　最值


定义
 　设f（x）在某区间I上有定义，如果存在x0
 ∈I，使对一切x∈I有

f（x）≥（≤）f（x0
 ），

称f（x0
 ）为f（x）在I上的最小（最大）值．



技巧点拨

极值与最值的区别．例如，设f（x）＝ex
 ，x∈（－∞，0］．f（0）＝e0
 ＝1为f（x）在（－∞，0］上的最大值：f（x）≤f（0），但f（x）在（－∞，0］上没有极值．首先，点x＝0不存在那种邻域U（0），使x∈U（0）时f（x）≤f（0），因为x＝0的右半邻域已超出f（x）的定义域．其次，对于（－∞，0）内的任意x0
 ，不论U（x0
 ）取得多么小，对于x∈U（x0
 ），并不总有f（x）≤f（x0
 ）．所以此f（x）在（－∞，0］上无极大值．易见也无极小值．所以f（x）在（－∞，0］上无极值．

又如f（x）＝3x－x3
 ，有f′（x）＝3（1－x2
 ），f″（x）＝－6x，f′（±1）＝0，f″（±1）＝∓6，f（1）＝2为极大值，f（-1）＝-2为极小值．但容易看出，此f（x）在（－∞，＋∞）上无最大值，也无最小值．

如果f（x）在区间I上有最值点x0
 ，并且此最值点x0
 不是区间I的端点而是I内部的点，那么此x0
 必是f（x）的一个极值点．



2.3.3　曲线的凹凸性


定义
 　设y＝f（x）在区间I上连续，如果对于区间I上任意两点x1
 与x2
 ，联结点A（x1
 ，f（x1
 ））与点B（x2
 ，f（x2
 ））的弦[image: alt]
 总在弧[image: alt]
 的上方（下方）称曲线y＝f（x）在I上是凹（凸）的．

2.3.4　曲线的拐点


定义
 　连续曲线y＝f（x）上的凹、凸弧的分界点称为该曲线的拐点．

2.3.5　单调性的判定


定理
 　设f（x）在区间I上f′（x）≥0（≤0），且不在任一子区间上取等号，则f（x）在I上是严格单调增加（减少）的．


【注】
 　①以后凡说到区间I，可以是开的、闭的或半开半闭，或无穷区间都可以．

②以上的≥0（≤0）如果在某些子区间上成立等号，则f（x）只能证明是单调增加（减少）的．

2.3.6　可导点处极值的必要条件


定理
 　设f（x）在x＝x0
 处为极值，且f′（x0
 ）存在，则f′（x0
 ）＝0．


【注】
 　函数连续但不可导的点x0
 处，f（x0
 ）也可以为极值；另一方面，使f′（x0
 ）＝0的x＝x0
 也未必使f（x0
 ）为极值，应检查充分条件．

2.3.7　极值的第一充分条件


定理
 　设f（x）在x＝x0
 处连续，在x＝x0
 的去心邻域内可导，

①若在x＝x0
 的左侧邻域内f′（x）＞0，右侧邻域内f′（x）＜0，则f（x0
 ）为极大值；

②若在x＝x0
 的左侧邻域内f′（x）＜0，右侧邻域内f′（x）＞0，则f（x0
 ）为极小值．


【注】
 　若f′（x）在x＝x0
 的左、右邻域内f′（x）同号，则f（x0
 ）必不是极值．

2.3.8　极值的第二充分条件


定理
 　设f（x）在x＝x0
 处存在二阶导数，f′（x0
 ）＝0，f″（x0
 ）≠0，

①若f″（x0
 ）＜0，则f（x0
 ）为极大值；

②若f″（x0
 ）＞0，则f（x0
 ）为极小值．

2.3.9　凹凸性的判定


定理
 　设f（x）在区间I上f″（x）≥0（≤0），且不在任一子区间上取等号，则曲线y＝f（x）在区间I上是凹（凸）的．

2.3.10　二阶可导点处拐点的必要条件


定理
 　设点（x0
 ，f（x0
 ））为曲线y＝f（x）的拐点，且f″（x0
 ）存在，则f″（x0
 ）＝0．

2.3.11　拐点的充分条件


定理
 　设f（x）在x＝x0
 处连续，在x＝x0
 的某去心邻域内二阶可导，并且在x＝x0
 的左、右邻域f″（x）反号，则点（x0
 ，f（x0
 ））是曲线y＝f（x）的拐点．


【注】
 　若f″（x0
 ）＝0且[image: alt]
 ＞0（＜0），则曲线y＝f（x）在点（x0
 ，f（x0
 ））的左侧邻近是凸的（凹的），右侧邻近是凹的（凸的），从而知点（x0
 ，f（x0
 ））是曲线y＝f（x）的拐点．

2.3.12　闭区间上连续函数的最大值、最小值求法

（1）求出f（x）在该区间内部的一切驻点及不可导的点；

（2）计算相应的函数值及f（x）在闭区间两端点处的函数值；

（3）比较求出的函数值，最大者为最大值，最小者为最小值．

（4）如果f（x）区间内部只有一个可疑极值点，并且是极大（极小）值点，则它必是f（x）的最大（最小）值点．此时的“区间”可以是闭的，也可以是开的、半开半闭或无穷区间．

2.3.13　应用问题的最值的求法

（1）建模：建立目标函数的表达式y＝f（x），及相应的定义区间I；

（2）如果f（x）在I内可导，则求出f（x）在I内的一切驻点；

（3）如果I内只有一个驻点，并且经检验，是极大（极小）值点，则在此唯一的驻点处函数必为最大（小）值．


【注】
 　这里的（2）（3）中的“如果”，必须认真检查是否真的满足．

2.3.14　渐近线

（1）水平渐近线

若[image: alt]
 ，则y＝b1
 是一条水平渐近线；若又有[image: alt]
 ，则y＝b2
 也是一条水平渐近线（若b1
 ＝b2
 ，则当然只能算作一条）．

（2）铅直渐近线

若存在x0
 ，使[image: alt]
 （或[image: alt]
 ，则x＝x0
 是一条铅直渐近线．这里的x0
 先由观察法观得，一般考虑分母为零处、对数的真数为零处等等．

（3）斜渐近线

y＝ax＋b是曲线y＝f（x）的一条斜渐近线的充要条件是

[image: alt]


这里x→＋∞也可以改成x→－∞．若a＝0上式成立，即为水平渐近线．

2.3.15　曲率、曲率圆与曲率半径

设f（x）存在二阶导数，曲线y＝f（x）在点（x，f（x））处的曲率计算公式为

[image: alt]


设在点M（x，f（x））处y″≠0．经过点M在曲线y＝f（x）的凹向作该曲线的法线，在法线上取点C．以[image: alt]
 为半径，C为圆心所作的圆周称为曲线y＝f（x）在点M处的曲率圆，它的半径称为该曲线在点M处的曲率半径．曲率半径的计算公式是

[image: alt]






第三章　一元函数积分学

1　不定积分与定积分的概念、性质、理论

3.1.1　原函数与不定积分


定义
 　设F′（x）＝f（x），x∈（a，b），则称F（x）为f（x）在（a，b）上的一个原函数．一般地，“在区间（a，b）上”几个字省去．

若F（x）是f（x）的一个原函数，则F（x）＋C也是f（x）的原函数，并且f（x）的原函数必定是F（x）＋C的形式．

f（x）的原函数的一般表达式F（x）＋C称为f（x）的不定积分，记成

∫f（x）dx＝F（x）＋C．

其中F（x）是f（x）的任意一个确定的原函数，C是任意常数．

3.1.2　定积分


定义
 　设f（x）在［a，b］上有定义且有界，作下面4步：

（1）分割：任意插入若干个分点分割区间［a，b］

a＝x0
 ＜x1
 ＜x2
 ＜…＜xi－1
 ＜xi
 ＜…＜xn
 ＝b；

（2）作乘积：f（ξi
 ）Δxi
 ，其中xi－1
 ≤ξi
 ≤xi
 ，Δxi
 ＝xi
 －xi－1
 ；

（3）求和：[image: alt]
 ；

（4）取极限：[image: alt]
 ，其中[image: alt]
 ，

如果上述极限存在（与分法无关，与ξi
 的取法无关），则称f（x）在［a，b］上可积，并称上述极限为f（x）在［a，b］上的定积分，记为

[image: alt]


3.1.3　定积分存在定理

（1）设f（x）在［a，b］上连续，则[image: alt]
 存在．

（2）设f（x）在［a，b］上有界，且只有有限个间断点，则∫[image: alt]
 存在．


【注】
 　还有其它一些条件可保证定积分存在，但这些不在考试大纲之内．

3.1.4　原函数存在定理


定理
 　设f（x）在［a，b］上连续，则在［a，b］上必存在原函数．


【注1】
 　如果f（x）在［a，b］上有跳跃间断点x0
 ∈（a，b），则f（x）在［a，b］上一定不存在原函数．


【注2】
 　在f（x）不连续的前提下，原函数存在与否与定积分存在与否可以各不相干．

3.1.5　变上限函数对上限变量求导（不定积分与定积分的关系）


定理
 　设f（x）在［a，b］上连续，则

[image: alt]


由此可知，[image: alt]
 是f（x）的一个原函数，从而

[image: alt]




技巧点拨

如果f（x）在［a，b］上除点x＝x0
 ∈（a，b）外均连续，而在x＝x0
 处f（x）有跳跃间断点：

[image: alt]


记[image: alt]
 ，不论c是否等于x0
 ，均有结论：

①F（x）在［a，b］上连续；

②F′（x）＝f（x），当x∈［a，b］，但x≠x0
 ；

③[image: alt]
 ．

例如，设[image: alt]
 ，

记[image: alt]
 ，由分段函数积分，

当x≤0时，[image: alt]
 sintdt＝-cosx－1；

当x＞0时，[image: alt]
 ＝-2＋ex
 －1＝ex
 －3．此F（x）满足上述所指出的三条结论



3.1.6　牛顿—莱布尼茨定理


定理
 　设f（x）在［a，b］上连续，F（x）是f（x）的一个原函数，则

[image: alt]


3.1.7　不定积分的性质


定理
 　以下均设被积函数f（x）（或相应地f′（x））与g（x）在所讨论的区间上连续，则有

（1）∫（f（x）dx）′＝f（x）；∫df（x）dx＝f（x）dx．

（2）∫f′（x）dx＝f（x）＋C；∫df（x）＝f（x）＋C．

（3）∫（f（x）±g（x））dx＝∫f（x）dx±∫g（x）dx．

（4∫）kf（x）dx＝k∫f（x）dx，常数k≠0．

3.1.8　定积分的性质

以下除特别声明者外，均设f（x）与g（x）在所讨论的区间上可积，则

（1）[image: alt]
 ．

（2）[image: alt]
 ．

（3）[image: alt]
 ．

（4）[image: alt]
 ，k为常数．

（5）[image: alt]
 ．

（6）若f（x）≤g（x），a≤b，则[image: alt]
 ．

（7）若f（x）与g（x）在区间［a，b］上连续，f（x）≤g（x），且至少存在点x1
 ∈［a，b］，使f（x1
 ）＜g（x1
 ），则

[image: alt]


（8）积分中值定理：设f（x）在［a，b］上连续，则至少存在一点ξ∈［a，b］使

[image: alt]



【注】
 　性质（6）与（7）称为定积分的不等式性质，常用的是（7）．

2　不定积分与定积分的计算

3.2.1　基本积分公式

以下公式中，α与a均为常数，除声明者外，a＞0．

①∫kdx＝kx＋C（k为常数）

②[image: alt]
 ，

③[image: alt]
 ，

④[image: alt]
 ，

⑤∫ex
 dx＝ex
 ＋C，

⑥∫sinxdx＝-cosx＋C，

⑦∫cosxdx＝sinx＋C

⑧∫tanxdx＝-ln|cosx|＋C，

⑨∫cotxdx＝ln|sinx|＋C，

⑩∫secxdx＝ln|secx＋tanx|＋C，

⑪∫cscxdx＝ln|cscx－cotx|＋C，

⑫∫sec2
 xdx＝tanx＋C，

⑬∫csc2
 xdx＝－cotx＋C，

⑭∫secxtanxdx＝secx＋C

⑮∫cscxcotxdx＝－cscx＋C

⑯[image: alt]


⑰[image: alt]


⑱[image: alt]


⑲[image: alt]


3.2.2　不定积分的凑微分求积分法（也称第一换元法）

设f（u）连续，φ（x）具有连续的一阶导数，则有公式：

[image: alt]


3.2.3　不定积分的换元积分法（也称第二换元法）

设f（x）连续，x＝φ（t）具有连续导数φ′（t），且φ′（t）≠0，则

[image: alt]


其中ψ（x）是x＝φ（t）的反函数．

3.2.4　常见的几种典型类型的换元法

以下式子中，R（u，v）表示u，v的有理函数．

（1）[image: alt]
 ，[image: alt]
 型，a＞0．

含[image: alt]
 ，命x＝asint，dx＝acostdt，

[image: alt]


图3-1

含[image: alt]
 ，命x＝atant，dx＝asec2
 tdt，

含[image: alt]
 ，命x＝asect，dx＝asecttantdt，

（2）[image: alt]
 型，a≠0．

命[image: alt]
 ．

（3）[image: alt]
 型

命[image: alt]
 ．其中设ad－bc≠0．

（4）∫R（sinx，cosx）dx型

命[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ．此称万能代换，非到不得已时不用．

3.2.5　定积分的换元积分法

设（1）f（x）在［a，b］上连续；（2）x＝φ（t）满足条件：a＝φ（α），b＝φ（β），并且当t在以α，β为端点的闭区间I上变动时，a≤φ（t）≤b，φ′（t）连续，则有定积分的换元积分公式

[image: alt]



【注】
 　（1）这里t＝α，t＝β由关系x＝φ（t）分别与x＝a，x＝b对应，α可能小于β，也可能大于β．

（2）换元时，积分上、下限应跟着换，而不必像不定积分那样求出原函数后代回成原变量x．

3.2.6　不定积分的分部积分法

设u（x），v（x）均有连续导数，则

∫u（x）v′（x）dx＝u（x）v（x）－∫v（x）u′（x）dx

或

∫u（x）dv（x）＝u（x）v（x）－∫v（x）du（x）

分部积分法的关键与特点是，将被积函数写成两函数之积，一为u（x），一为已求导的形式v′（x）．使用此公式后，将u（x）转化为求导形式u′（x），而将v′（x）转化为其原函数v（x）．可见选取v′（x）（或dv（x））应能积分，这是原则．

3.2.7　常见的用分部积分的几种类型

（1）∫xn
 ex
 dx，∫xn
 sinxdx，∫xn
 cosxdx型，分别改写为

∫xn
 ex
 dx＝∫xn
 dex
 ，∫xn
 sinxdx＝-∫xn
 dcosx，∫xn
 cosxdx＝∫xn
 dsinx．

（2）∫xn
 lnxdx，∫xn
 arctanxdx，∫xn
 arcsinxdx型，分别改写为

[image: alt]
 [image: alt]
 其中n均为正整数．

[image: alt]
 [image: alt]
 其中n均为正整数．

（3）∫ex
 sinxdx，∫ex
 cosxdx型，应连用两次，移项解方程可得．

必须指出，分部积分法的使用对象，远远不止这几种．

3.2.8　定积分的分部积分

定积分分部积分法的公式与方法，与不定积分的类似，只是多了个上、下限而已：

[image: alt]


或

[image: alt]


3.2.9　有理函数的不定积分

有理函数是指有两个多项式函数的商所表示的函数，一般形式为[image: alt]
 ，其中n，m为非负整数，α0
 ，α1
 ，…，αn
 与β0
 ，β1
 ，…，βm
 都是常数，且α0
 ≠0，β0≠0．

有理函数的积分总可以化成整式和如下四种类型的积分：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


3.2.10　几个有用的定积分公式

（1）设f（x）在［-a，a］（a＞0）上是个连续的偶函数，则

[image: alt]


（2）设f（x）在［-a，a］（a＞0）上是个连续的奇函数，则

[image: alt]


（3）设f（x）在（－∞，＋∞）内是以T为周期的连续函数，则对于任意的常数a，恒有

[image: alt]


（4）华里士公式：

[image: alt]


3　反常积分及其计算

3.3.1　无穷限的反常积分


定义
 　设f（x）在［a，＋∞）上连续，称

[image: alt]


为f（x）在［a，＋∞）上的反常积分．若右边极限存在，称此反常积分收敛；若该极限不存在，称此反常积分发散．

类似地可以定义

[image: alt]


及

[image: alt]


在后一式中，只要右边两个反常积分至少有一个不存在，就说反常积分[image: alt]
 发散．

3.3.2　无界函数的反常积分


定义
 　设f（x）在区间［a，b）上连续，且[image: alt]
 ，称

[image: alt]


为f（x）在区间［a，b）上的反常积分（也称瑕积分），使f（x）→∞的点b称为f（x）的奇点（也称瑕点）．

若点a为f（x）的奇点，类似地可以定义[image: alt]


若点a与b都是奇点，则应分成

[image: alt]


若两个反常积分中至少有一个不存在，就说反常积分[image: alt]
 不存在（发散）．

若在开区间（a，b）内部点c为奇点，则反常积分定义为

[image: alt]


右边两个反常积分中若至少有一个不存在，则称此反常积分发散．




技巧点拨
 　两类反常积分的识别


只要一看积分限有∞，便知这是无穷限的反常积分．所以此类反常积分是容易识别的．

无界函数的反常积分就较难识别了．一般是看被积函数是否有使其分母为零的点．但这句话既不是必要，也不充分．例如[image: alt]
 ，被积函数没有“分母”，而x＝0是它的奇点，所以该积分是反常积分．又如[image: alt]
 的下限x＝0，使分母为0，但却不是反常积分．这是因为

[image: alt]


所以[image: alt]
 不是反常积分．

话虽如此，但被积函数的分母为零仍是重要的识别标志．不但要看积分的上、下限处，还要看区间内部是否有使f（x）→∞的点．



3.3.3　无穷限反常积分的比较判别法的极限形式


定理
 　设f（x）在［a，＋∞）上连续，且当x充分大时，f（x）≥0．对于反常积分

[image: alt]


设

[image: alt]


（1）若0≤A＜＋∞且p＞1，则反常积分收敛；

（2）若0＜A≤＋∞且p≤1，则反常积分发散．


【注1】
 　对于反常积分[image: alt]
 有类似的定理．


【注2】
 　特例：设Pn
 （x）与Qm
 （x）分别为x的n次与m次多项式，在［a，＋∞）上Pn
 （x）≠0．则反常积分

[image: alt]


其中若Pn
 （x），Qm
 （x）不是多项式而是简单无理式，n与m分别为Pn
 （x）与Qm
 （x）的“最高次方”，（例如[image: alt]
 的“最高次方”为[image: alt]
 ），仍有上述结论．

3.3.4　无界函数反常积分的比较判别法的极限形式


定理
 　设f（x）在［a，b）上连续，且当x充分接近于b时，f（x）≥0，并设x＝b是f（x）的一个奇点：

[image: alt]


对于反常积分

[image: alt]


设

[image: alt]


（1）若0≤A＜＋∞且p＜1，则反常积分收敛；

（2）若0＜A≤＋∞且p≥1，则反常积分发散．


【注】
 　若a是奇点，对于反常积分[image: alt]
 有类似的定理．

3.3.5　一个常用的反常积分

反常积分[image: alt]
 其中常数a＞1．

3.3.6　对称区间上奇、偶函数的反常积分

（1）设f（x）在（－∞，＋∞）上连续，且为奇函数，又设[image: alt]
 收敛，则

[image: alt]


（2）设f（x）在（－∞，＋∞）上连续，且为偶函数，又设[image: alt]
 收敛，则

[image: alt]


（3）设f（x）在［-a，a］上除x＝±c外均连续，x＝±c为f（x）的奇点，0≤c≤a．又设f（x）为奇函数，且[image: alt]
 收敛，则[image: alt]
 ．

（4）设f（x）在［-a，a］上除x＝±c外均连续，x＝±c为f（x）的奇点，0≤c≤a．又设f（x）为偶函数，且[image: alt]
 收敛，则[image: alt]
 ．


【注】
 　这里（1）～（4）中，与通常的奇偶函数在对称区间上的定积分相比较，这里多了一个要求“收敛”的条件，如果不满足这条件，结论是不成立的．例如，按照定义

[image: alt]


而

[image: alt]


是发散的，所以[image: alt]
 发散，而不能认为被积函数是奇函数，该积分为0．

概率论中经常用到这里的（1）与（2），实际上都应先验算[image: alt]
 收敛．

3.3.7　Γ函数

[image: alt]


Γ函数的性质：

（1）s＞0时，此反常积分收敛；

（2）Γ（s＋1）＝sΓ（s）（s＞0）；

（3）当s→0＋
 ，Γ（s）→＋∞；

（4）[image: alt]
 （0＜s＜1）．特别地[image: alt]


3.3.8　一个重要的反常积分

[image: alt]


4　定积分的应用

3.4.1　微元法的基本方法

定积分（包括以后的二重、三重积分等，仅是定义域不同）应用的关键在于微元法．

设所求的量F依赖于某区间［a，b］以及在此区间上定义的某函数f（x），且满足：

（1）当f（x）为常数f时，F＝f·（b－a）；

（2）当将区间［a，b］分为一些Δx之和时，量F也被分割为相应的一些ΔF之和，即F具有可加性．

将f（x）在小区间［x，x＋Δx］上视为常量，于是

ΔF≈f（x）Δx．

这个近似式严格地说是

ΔF＝f（x）Δx＋o（Δx）．

于是

dF＝f（x）dx，

[image: alt]


3.4.2　利用积分和式求极限

设f（x）在［0，1］上连续，[image: alt]
 ，则

[image: alt]


3.4.3　平面图形面积

（1）曲线y＝f（x）与y＝g（x）（f（x）≥g（x））及x＝a，x＝b围成的平面图形的面积

[image: alt]


（2）曲线x＝φ（y）与x＝ψ（y）（φ（y）≥ψ（y））及y＝c，y＝d围成的平面图形的面积

[image: alt]


（3）极坐标曲线ρ＝φ（θ）介于两射线θ＝α与θ＝β（0＜β－α≤2π）之间的曲边扇形的面积

[image: alt]


[image: alt]


图3-2



真题链接

［2012．数三］

由曲线y＝[image: alt]
 和直线y＝x及y＝4x在第一象限中围成的平面图形的面积为________．


答案
 　4ln2



3.4.4　平面曲线的弧长

[image: alt]


图3-3

（1）参数方程曲线[image: alt]
 ，α≤t≤β的弧长（其中x′（t）与y′（t）均连续，且不同时为零）

[image: alt]


（2）直角坐标y＝y（x），a≤x≤b的弧长（其中y′（x）连续）

[image: alt]


（3）极坐标曲线r＝r（θ），α≤θ≤β的弧长（其中r（θ），r′（θ）连续，且不同时为零）

[image: alt]


3.4.5　旋转体体积

（1）曲线y＝f（x）与x＝a，x＝b，x轴围成的曲边梯形绕x轴旋转一周所成的旋转体体积

[image: alt]


[image: alt]


图3-4

（2）曲线y＝y2
 （x），y＝y1
 （x），x＝a，x＝b（y2
 （x）≥y1
 （x）≥0）围成的图形绕x轴旋转一周所成的旋转体体积

[image: alt]


（3）曲线y＝y2
 （x），y＝y1
 （x），x＝a，x＝b（b＞a≥0，y2
 （x）≥y1
 （x））围成的图形绕y轴旋转一周所成的旋转体体积

[image: alt]


3.4.6　旋转曲面面积

在区间［a，b］上的曲线y＝f（x）的弧段绕x轴旋转一周所成的旋转曲面面积

[image: alt]



【注】
 　若该曲线由参数方程x＝x（t），y＝y（t），α≤t≤β给出，且x′（t）≠0．则将上式中的y用y（t）代替，[image: alt]
 用[image: alt]
 代替，上、下限为t的上、下限：从t＝α至t＝β即可：

[image: alt]


3.4.7　在区间［a，b］上平行截面面积A（x）为已知的立体体积

[image: alt]


[image: alt]


图3-5

3.4.8　函数的平均值、均方根

设x∈［a，b］，函数f（x）在［a，b］上的平均值为

[image: alt]


均方根为

[image: alt]


3.4.9　物理应用

定积分在物理上的应用有功、引力、压力、形心、质心，建立应用公式的原则是：①建立坐标系；②根据物理原始公式，建立所求量的微元；③确定上、下限；④计算定积分．

（1）变力沿直线所做的功

物体受力F（x）作直线运动，其中a≤x≤b，则力F对物体做的功为

[image: alt]


（2）静水压力

在水深h处，面积为ds的小微元受水压力dp＝ρghds．

第四章　向量代数与空间解析几何（数一）


1　向量代数

4.1.1　向量的概念

我们把既有大小又有方向的量称为向量
 （或矢量
 ），通常记作a或[image: alt]
 ．

如果向量a与b的大小相等，且方向相同，称为a与b相等，记作a＝b．

向量的大小称为向量的模，记为|a|，[image: alt]
 ．模为1的向量叫做单位向量
 ，模为零的向量叫零向量，记作0．

两个非零向量的方向相同或相反，就称这两个向量平行，记a//b．两向量平行，又称向量共线
 ．


【注】
 　用空间内的有向线段来表示向量．例如[image: alt]
 表示以A为起点，B为终点的向量．有向线段所指的方向表示向量的方向，有向线段的长度表示向量的大小．

当向量定义为有向线段时，它只有长度和方向两个要素，与起点无关．零向量的起点与终点重合，它的方向是任意的．

4.1.2　空间直角坐标系

在空间取定一点O和三个两两垂直的单位向量i，j，k，就确定了三条都以O为原点的两两垂直的数轴，依次记为x轴，y轴，z轴，统称坐标轴，它们构成一个空间直角坐标系，称为Oxyz坐标系．通常把x轴和y轴配置在水平面上而z轴则是铅垂线，它们符合右手规则．

三条坐标轴中任意两条可以确定一个平面，这样定出的三个平面统称为坐标面．x轴及y轴所确定的坐标面叫做xOy面，另两个坐标面分别叫做yOz面及zOx面．

三个坐标面把空间分成八个部分，每一部分叫做一个卦限
 ，含有x轴，y轴和z轴正半轴的那个卦限叫做第一卦限
 ，其他第二、第三、第四卦限，在xOy面的上方，按逆时针方向确定，第五至第八卦限在xOy面下方，第五卦限在第一卦限之下，按逆时针方向确定，这八个卦限分别用字母Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ、Ⅳ、Ⅴ、Ⅵ、Ⅶ、Ⅷ表示．

向量a在三个轴上的投影x，y，z叫做向量a的坐标，则a＝xi＋yj＋zk＝｛x，y，z｝，此时[image: alt]
 ．

4.1.3　加减运算

（1）几何表示

向量加法的三角形法则，如图4－1．

[image: alt]


图4-1

与a的模相等而方向相反的向量叫做a的负向量，记作-a，则b与a的差定义为b－a＝b＋（-a）．

（2）代数表示

设a＝｛ax
 ，ay
 ，az
 ｝，b＝｛bx
 ，by
 ，bz
 ｝，则

a±b＝｛ax
 ±bx
 ，ay
 ±by
 ，az
 ±bz
 ｝．

（3）运算规律

交换律：a＋b＝b＋a．

结合律：（a＋b）＋c＝a＋（b＋c）．

4.1.4　数乘运算

（1）几何表示：向量a与数λ的乘积记作λa，λa是一个向量．它的模|λa|＝|λ||a|，方向当λ＞0时与a相同，当λ＜0时与a相反，当λ＝0时，|λa|＝0，即λa为零向量．

（2）代数表示：设a＝｛ax
 ，ay
 ，az
 ｝，则λa＝｛λax
 ，λay
 ，λaz
 ｝．

（3）运算规律

结合律：λ（μa）＝μ（λa）＝（λμ）a．

分配律：（λ＋μ）a＝λa＋μa

λ（a＋b）＝λa＋λb

4.1.5　数量积（点积，内积）

（1）几何表示：a·b＝|a||b|cosα．

（2）代数表示：设a＝｛ax
 ，ay
 ，az
 ｝，b＝｛bx
 ，by
 ，bz
 ｝，则

a·b＝ax
 bx
 ＋ay
 by
 ＋az
 bz
 ．

（3）运算规律

交换律：a·b＝b·a．

分配律：a·（b＋c）＝a·b＋a·c．

与数乘的结合律：（λa）·b＝λ（a·b）．

（4）数量积在几何上的应用

求向量的模：[image: alt]
 ．

求两个向量a和b的夹角：[image: alt]
 ．

判定两向量垂直：a⊥b⇔a·b＝0．

4.1.6　向量积（叉积，外积）

（1）几何表示：a×b是一向量．

模：|a×b|＝|a||b|sinα．

方向：a×b同时垂直于a和b，且符合右手法则．

（2）代数表示：[image: alt]
 ．

（3）运算规律：b×a＝-（a×b）．

分配律：a×（b＋c）＝a×b＋a×c．

与数乘的结合律：（λa）×b＝a×（λb）＝λ（a×b）．

（4）向量积在几何上的应用：

求同时垂直于a和b的向量：a×b．

求以a和b为邻边的平行四边形面积：S＝|a×b|．

判定两向量平行：a//b⇔a×b＝0．

4.1.7　混合积

（1）定义：称（a×b）·c为三个矢量a，b，c的混合积，记为（abc）．

（2）代数表示：设a＝｛ax
 ，ay
 ，az
 ｝，b＝｛bx
 ，by
 ，bz
 ｝，c＝｛cx
 ，cy
 ，cz
 ｝，则

[image: alt]


（3）运算规律：

轮换对称性：（abc）＝（bca）＝（cab）．

两向量互换，混合积变号：（abc）＝－（acb）＝－（cba）＝－（bac）．

（4）混合积在几何上的应用：

求以a，b，c为棱的平行六面体体积：V平行六面体
 ＝|（abc）|．

判定三向量共面：a，b，c共面⇔（abc）＝0．

4.1.8　方向角与方向余弦

若向量a的正向与x轴，y轴，z轴正向夹角分别为α，β，γ，则称cosα，cosβ，cosγ为a的方向余弦，且a°＝｛cosα，cosβ，cosγ｝，cos2
 α＋cos2
 β＋cos2
 γ＝1．

2　平面与直线

4.2.1　平面方程


1．一般式方程：
 Ax＋By＋Cz＋D＝0，n＝｛A，B，C｝为平面的法向量．


2．点法式方程：
 A（x－x0
 ）＋B（y－y0
 ）＋C（z－z0
 ）＝0，其中（x0
 ，y0
 ，z0
 ）为平面上的点，n＝｛A，B，C｝为平面的法向量．


3．截距式方程：
 [image: alt]
 ，其中a，b，c分别为平面在三个坐标轴上的截距且均不为零．

4.2.2　直线方程


1．一般式方程：
 [image: alt]
 ．

该直线为两平面的交线，这里假设｛A1
 ，B1
 ，C1
 ｝与｛A2
 ，B2
 ，C2
 ｝不共线．


2．对称式方程：
 [image: alt]
 ，其中（x0
 ，y0
 ，z0
 ）为直线上的点，s＝｛l，m，n｝为直线的方向向量．


3．参数式方程：
 [image: alt]
 为直线上的点，s＝｛l，m，n｝为直线的方向向量．

4.2.3　平面与平面间的位置关系

设平面Π1
 ：A1
 x＋B1
 y＋C1
 z＋D1
 ＝0，Π2
 ：A2
 x＋B2
 y＋C2
 z＋D2
 ＝0，则

（1）平面[image: alt]
 ；

（2）平面Π1
 ⊥Π2
 ⇔A1
 A2
 ＋B1
 B2
 ＋C1
 C2
 ＝0；

（3）平面Π1
 与Π2
 之间的夹角θ由以下公式确定：

[image: alt]


4.2.4　直线与直线间的位置关系

设直线L1
 ：[image: alt]
 ，直线L2
 ：[image: alt]
 ．

（1）直线[image: alt]
 ；

（2）直线L1
 ⊥L2
 ⇔l1
 l2
 ＋m1
 m2
 ＋n1
 n2
 ＝0；

（3）直线L1
 与L2
 之间的夹角θ由以下公式确定：

[image: alt]


4.2.5　平面与直线的位置关系

设平面Π：Ax
 ＋By
 ＋Cz
 ＋D＝0，直线L：[image: alt]
 ，则

（1）Π//L⇔Al＋Bm＋Cn＝0；

（2）Π⊥L⇔[image: alt]
 ；

（3）L与Π的夹角θ由以下公式确定：

[image: alt]


4.2.6　点到平面距离公式

点（x0
 ，y0
 ，z0
 ）到平面Ax＋By＋Cz＋D＝0的距离为

[image: alt]


4.2.7　点到直线距离公式

点（x0
 ，y0
 ，z0
 ）到直线[image: alt]
 的距离为

[image: alt]


3　空间曲面与曲线

在空间解析几何中，任何曲面都看作点的几何轨迹．如果曲面S和三元方程f（x，y，z）＝0有下述关系：

（1）曲面S上任一点的坐标都满足方程；

（2）不在曲面S上的点的坐标都不满足方程；

那么方程就叫做曲面S的方程，曲面S就叫做方程的图形．

4.3.1　旋转面的定义

由一条平面曲线绕其平面上的一条直线旋转一周所成的曲面叫做旋转曲面．旋转曲线称为旋转面的母线，定直线叫作旋转曲面的轴．

4.3.2　旋转面方程

设有xOy面上的曲线[image: alt]
 则

（1）曲线L绕x轴旋转产生旋转面方程为

[image: alt]


（2）曲线L绕y轴旋转产生旋转面方程为．

[image: alt]


关于yOz面或xOz面上的曲线绕其所在坐标面上的坐标轴旋转产生旋转面完全类似．

4.3.3　柱面的定义

平行于定直线并沿定曲线C移动的直线L形成的轨迹叫做柱面
 ．定曲线C叫作柱面的准线
 ，动直线L叫作柱面的母线
 ．

4.3.4　柱面方程的建立

（1）准线为[image: alt]
 母线的方向向量为｛l，m，n｝的柱面方程的建立：先在准线L上任取一点，则过点（x，y，z）的母线方程为

[image: alt]


消去方程组[image: alt]
 中的x，y，z，得到关于X，Y，Z的方

程为所求柱面方程．

（2）准线为[image: alt]
 母线方向向量为｛l，m，n｝的柱面方程的建立：

该柱面方程为[image: alt]
 这里t，s均为参数．

4.3.5　常见的柱面

（1）圆柱面：x2
 ＋y2
 ＝R2
 （y2
 ＋z2
 ＝R2
 或x2
 ＋z2
 ＝R2
 ）

（2）椭圆柱面：[image: alt]


（3）抛物柱面：y2
 ＝2px．

4.3.6　常见的二次曲面及图形

我们把三元二次方程F（x，y，z）＝0所表示的曲面称为二次曲面．

（1）椭球面：[image: alt]
 ．

（2）单叶双曲面：[image: alt]
 ．

（3）双叶双曲面：[image: alt]
 ．

（4）椭圆抛物面：[image: alt]
 ．

（5）双曲抛物面：[image: alt]
 ．

（6）二次锥面：[image: alt]
 ．

[image: alt]


[image: alt]


图4-2

4.3.7　空间曲线及其方程

空间曲线方程常见是两种形式：


1．一般式（两曲面方程联立）
 ：[image: alt]
 ．


2．参数式
 [image: alt]


4.3.8　空间曲线的投影

设有空间曲线[image: alt]
 先通过[image: alt]
 ，消去z得φ（x，y）＝0，则曲线Γ在xOy面上投影曲线方程为[image: alt]


求曲线Γ在其他两个坐标面上投影方法完全类似．





第五章　多元函数微分学

1　多元函数的极限、连续、偏导数与全微分

5.1.1　平面点集

坐标平面上满足某种条件P的点的集合，称为平面点集
 ，记作E＝｛（x，y）|（x，y）满足条件P｝．

平面点集｛（x，y）|（x－x0
 ）2
 ＋（y－y0
 ）2
 ＜δ2
 ｝与｛（x，y）||x－x0
 |＜δ，|y－y0
 |＜δ｝分别称为以点A（x0
 ，y0
 ）为中心的δ圆邻域
 与δ方邻域
 ，通常用“点
 A的δ邻域
 ”或“点A的邻域
 ”泛指这两种形状的邻域，并记为U（A；δ）或U（A）．

5.1.2　点与平面点集之间的关系

按点A与点集E的位置，任意一点A与任意一个点集E之间必有以下三种关系之一：

（1）内点：若存在点A的某邻域U（A），使得U（A）⊂E，则称点A是E的内点；E的全体内点构成的集合称为E的内部，记作intE．

（2）外点：若存在点A的某邻域U（A），使得U（A）∩E＝∅，则称A是点集E的外点．

（3）界点：若在点A的任何邻域内既含有属于E的点，又含有不属于E的点，则称A是集合E的界点；E的全体界点构成E的边界，记作[image: alt]
 E．

按点A的近旁是否密集着E中无穷多个点有以两种关系之一：

（1）聚点：若在点A的任何空心邻域[image: alt]
 内都含有E中的点，则称A是E的聚点．

（2）孤立点：若A∈E，但不是E的聚点，即存在δ＞0，使得[image: alt]
 ∩E＝∅，则称点A是E的孤立点．

5.1.3　开集、闭集、开域、闭域、区域

若平面点集所属的每一点都是E的内点，则称E为开集
 ．若平面点集E的所有聚点都属于E，则称E为闭集
 ．若点集E没有聚点，这时也称E为闭集．

若非空开集E具有连通性
 ，即E中任意两点之间都可以用一条完全含于E中的有限条直线段连接而成折线相连接，则称E为开域
 （或称连通开集
 ）．开域连同其边界所成的点集称为闭域
 ．开域、闭域或者开域连同其一部分界点所成的点集，统称为区域
 ．

5.1.4　二元函数的概念


定义
 　设平面点集D，若对每一个点P（x，y）∈D，变量z按照一定法则总有确定的值和它对应，则称z是变量x，y的二元函数，记为z＝f（x，y），其中点集D称为函数f（x，y）的定义域，x，y称为自变量，z称为因变量，数集｛z|z＝f（x，y），（x，y）∈D｝称为函数z＝f（x，y）的值域．

类似地可以定义三元函数u＝f（x，y，z）及三元以上的函数．

5.1.5　二元函数的几何意义

二元函数z＝f（x，y）当把（x，y）∈D和它对应的z＝f（x，y）一起组成三维数组时，空间点集｛（x，y，z）|z＝f（x，y），（x，y）∈D｝称为二元函数z＝f（x，y）的图象．二元函数z＝f（x，y）的图象是一空间曲面．定义域D便是该曲面在xOy平面上的投影．

5.1.6　二元函数的极限


定义
 　设函数f（x，y）在D内有定义，P0
 （x0
 ，y0
 ）是D的聚点，如果对任意给定的ε＞0，[image: alt]
 δ＞0，使得对空心邻域[image: alt]
 内的一切的P（x，y）∈D，都有|f（x，y）－A|＜ε，则称A为f（x，y）当x→x0
 ，y→y0
 时的极限，记为[image: alt]
 ．我们也把二元函数的极限叫做二重极限．


【注】
 　（1）二元函数的极限是指点P（x，y）以任何方式趋于点P0
 （x0
 ，y0
 ）时，函数f（x，y）都无限趋近于同一常数A．若点P（x，y）沿两种不同路径趋向于点P0
 （x0
 ，y0
 ）时，f（x，y）趋于不同常数，或点P（x，y）沿某一路径趋于P0
 （x0
 ，y0
 ）时，f（x，y）的极限不存在，则重极限[image: alt]
 不存在．这是证明重极限不存在常用的有效方法．

（2）重极限的极限运算（有理运算、复合运算）和性质（保号性、夹逼性等）与一元函数完全类似．

5.1.7　二元函数连续的概念


定义
 　设函数f（x，y）在开区域（或闭区域）D内有定义，P0
 （x0
 ，y0
 ）是D的内点或边界点，且P0
 ∈D，如果[image: alt]
 ，则称函数f（x，y）在点P0
 （x0
 ，y0
 ）连续．

5.1.8　连续函数的性质

多元函数有与一元函数完全类似的性质．

（1）连续函数的和、差、积、商（分母不为零）均是连续函数，连续函数的复合函数仍为连续函数．

（2）（最大最小值定理）在有界闭区域D上连续的函数，在该区域D上有最大值和最小值．

（3）（介值定理）在有界闭区域D上连续的函数，可取到它在该区域上的最小值与最大值之间的任何值．

一切多元初等函数在其定义域内处处连续．

5.1.9　偏导数的概念


定义
 　设函数z＝f（x，y）在点（x0
 ，y0
 ）的某一邻域内有定义，如果

[image: alt]


存在，则称此极限为函数z＝f（x，y）在点（x0
 ，y0
 ）处关于x的偏导数，记为f′x
 （x0
 ，y0
 ）或[image: alt]
 ．

类似地可定义

[image: alt]



【注】
 　由以上定义不难看出偏导数本质上是一元函数的导数．事实上偏导数f′x
 （x0
 ，y0
 ）就是一元函数φ（x）＝f（x，y0
 ）在x＝x0
 处的导数，即

[image: alt]


而偏导数f′y
 （x0
 ，y0
 ）就是一元函数ψ（y）＝f（x0
 ，y）在y＝y0
 处的导数，即f′y
 （x0
 ，y0
 ）＝ψ′（y0
 ）＝[image: alt]
 ．

5.1.10　偏导数的几何意义

偏导数f′x
 （x0
 ，y0
 ）在几何上表示曲面z＝f（x，y）与平面y＝y0
 的交线在点P0
 （x0
 ，y0
 ，f（x0
 ，y0
 ））处的切线Tx
 对x轴的斜率（如图5-1），f′x
 （x0
 ，y0
 ）＝tanα．

[image: alt]


图5-1

偏导数f′y
 （x0
 ，y0
 ）在几何上表示曲面z＝f（x，y）与平面x＝x0
 的交线在点P0
 （x0
 ，y0
 ，f（x0
 ，y0
 ））处的切线Ty
 对y轴的斜率（如图5-1），f′y
 （x0
 ，y0
 ）＝tanβ．

5.1.11　全微分的概念


定义
 　设函数z＝f（x，y）在点P（x0
 ，y0
 ）的某邻域U（P0
 ）内有定义，若函数f在点P0
 处的全增量Δz＝f（x＋Δx，y＋Δy）－f（x0
 ，y0
 ）可表示为

Δz＝AΔx＋BΔy＋o（ρ），

其中A，B不依赖于Δx，Δy，而仅与（x0
 ，y0
 ）有关的常数，[image: alt]
 ，o（ρ）是ρ高阶的无穷小量，则称函数z＝f（x，y）在点（x0
 ，y0
 ）可微．而AΔx＋BΔy称为函数z＝f（x，y）在点（x0
 ，y0
 ）的微分，记为

[image: alt]


5.1.12　可微的必要条件


定理
 　如果函数z＝f（x，y）在点（x，y）处可微，则该函数在点（x，y）处的偏导数[image: alt]
 必定存在，且

[image: alt]


5.1.13　可微的充分条件


定理
 　如果函数z＝f（x，y）的偏导数[image: alt]
 和[image: alt]
 在点（x，y）处连续，则函数z＝f（x，y）在该点可微．

5.1.14　二元函数的中值定理


定理
 　设函数f在点（x0
 ，y0
 ）的某邻域内存在偏导数，若（x，y）属于该邻域，则存在ξ＝x0
 ＋θ1
 （x－x0
 ）和η＝y0
 ＋θ2
 （x－x0
 ），0＜θ1
 ，θ2
 ＜1，使得

f（x，y）＝f（x0
 ，y0
 ）＋fx
 （ξ，y0
 ）（x－x0
 ）＋fy
 （x0
 ，η）（x－x0
 ）．

5.1.15　多元函数连续、可导、可微之间的关系

对二元函数z＝f（x，y），我们称它在点（x，y）可导是指它在点（x，y）处两个一阶偏导数[image: alt]
 都存在．函数在可微点处必连续，但在函数的连续点不一定存在偏导数，不能保证函数在该点可微．

[image: alt]


2　多元函数的微分法

5.2.1　复合函数求导法则

如果函数u＝φ（x，y），v＝ψ（x，y）在点（x，y）有对x，y的偏导数，函数z＝f（u，v）在对应点有连续一阶偏导数，则复合函数z＝f［φ（x，y），ψ（x，y）］在点（x，y）有对x，y的偏导数，且

[image: alt]


5.2.2　全微分形式不变性

设函数z＝f（u，v）和u＝φ（x，y），v＝ψ（x，y）都具有连续一阶偏导数，则复合函数z＝f［φ（x，y），ψ（x，y）］可微，且

[image: alt]


由复合函数求导法则知，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．

将[image: alt]
 和[image: alt]
 代入上式得

[image: alt]


由此可见，无论是把z看作自变量x和y的函数，还是把z看作中间变量u和v的函数，它的微分[image: alt]
 和[image: alt]
 具有同样的形式．这个性质叫全微分形式不变性
 ．



真题链接

［2012．数三］

设连续函数z＝f（x，y）满足[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ＝__________．


答案
 　2dx－dy



5.2.3　高阶偏导数及混合偏导数与求导次序无关

（1）高阶偏导数的概念

设函数z＝f（x，y）在区域D内具有偏导数，

[image: alt]


如果f′x
 （x，y）和f′y
 （x，y）的偏导数也存在，则称它们是函数z＝f（x，y）的二阶导数．二阶导数有以下四个

[image: alt]


其中[image: alt]
 和[image: alt]
 称为混合偏导数．类似地可得到三阶、四阶、…、n阶偏导数，二阶及二阶以上的偏导数统称为高阶偏导数．

（2）混合偏导数与求导次序无关


定理
 　若函数z＝f（x，y）的两个混合偏导数[image: alt]
 和[image: alt]
 在点（x0
 ，y0
 ）都连续，则在（x0
 ，y0
 ）点[image: alt]
 ．

5.2.4　隐函数求导

（1）由一个方程式确定的隐函数（一元函数）求导法

设F（x，y）有连续一阶偏导数，且F′y
 ≠0，则由方程F（x，y）＝0确定的函数y＝y（x）可导，且

[image: alt]


（2）由一个方程式确定的隐函数（二元函数）求导法

设F（x，y，z）有连续一阶偏导数，且F′z
 ≠0，z＝z（x，y）由方程F（x，y，z）＝0所确定，则

[image: alt]


（3）由方程组所确定的隐函数（一元函数）求导法

设u＝u（x），v＝v（x）由方程组[image: alt]
 所确定，要求[image: alt]
 和[image: alt]
 ，可通过原方程组两端对x求导得到，即

[image: alt]


然后从以上方程组中解出[image: alt]
 和[image: alt]
 ．

（4）由方程组所确定的隐函数（二元函数）求导法

设u＝u（x，y），v＝v（x，y）由方程组[image: alt]
 所确定，若要求[image: alt]
 和[image: alt]
 ，可先对原方程组两端对x求偏导得到，即

[image: alt]


然后从中解出[image: alt]
 和[image: alt]
 ．同理可求得[image: alt]
 和[image: alt]
 ．

3　极值与最值

5.3.1　多元函数极值和极值点


定义
 　设函数f在点M0
 （x0
 ，y0
 ）的某邻域Uδ
 （M0
 ）内有定义，若对于任何点都有f（x，y）≤f（x0
 ，y0
 ）（或f（x，y）≥f（x0
 ，y0
 ）），∀（x，y）∈Uδ
 （M0
 ），则称f（x，y）在点M0
 （x0
 ，y0
 ）取得极大值（极小值）f（x0
 ，y0
 ），极大值与极小值统称为极值．点M0
 （x0
 ，y0
 ）称为f（x，y）的极值点．

5.3.2　多元函数的驻点


定义
 　凡能使f′x
 （x，y）＝0，f′y
 （x，y）＝0同时成立的点（x，y）称为函数f（x，y）的驻点．


【注】
 　驻点[image: alt]
 极值点．

5.3.3　多元函数取得极值的必要条件


定理
 　设函数f（x，y）在点M0
 （x0
 ，y0
 ）的一阶偏导数存在，且在（x0
 ，y0
 ）取得极值，则

f′x
 （x0
 ，y0
 ）＝0，f′y
 （x0
 ，y0
 ）＝0．

由此可见具有一阶偏导数的极值点一定是驻点，但驻点不一定是极值点．

5.3.4　多元函数取得极值的充分条件


定理
 　设函数z＝f（x，y）在点（x0
 ，y0
 ）的某邻域内有连续的二阶偏导数，且f′x
 （x0
 ，y0
 ）＝0，f′y
 （x0
 ，y0
 ）＝0．令f″xx
 （x0
 ，y0
 ）＝A，f″xy
 （x0
 ，y0
 ）＝B，f″yy
 （x0
 ，y0
 ）＝C，则

（1）AC－B2
 ＞0时，f（x，y）在（x0
 ，y0
 ）取极值[image: alt]


（2）AC－B2
 ＜0时，f（x，y）在（x0
 ，y0
 ）无极值．

（3）AC－B2
 ＝0时，则不能确定f（x，y）在（x0
 ，y0
 ）是否有极值，还需进一步讨论（一般用极值定义）．

5.3.5　函数f（x，y）在条件φ（x，y）＝0条件下的极值

解决此类问题的一般方法是拉格朗日乘数法：

先构造拉格朗日函数F（x，y，λ）＝f（x，y）＋λφ（x，y），然后解方程组

[image: alt]


所有满足此方程组的解（x，y，λ）中（x，y）是函数f（x，y）在条件φ（x，y）＝0下的可能的极值点．

5.3.6　函数f（x，y，z）在条件φ（x，y，z）＝0，ψ（x，y，z）＝0条件下的极值

与上一条情况类似，构造拉格朗日函数

F（x，y，z，λ，μ）＝f（x，y，z）＋λφ（x，y，z）＋μψ（x，y，z），

以下与上一条情况类似（略）．

4　方向导数、梯度及多元微分几何应用（数一）


5.4.1　方向导数

[image: alt]


图5-2


定义
 　设l是xOy平面上以P0
 （x0
 ，y0
 ）为始点的射线，e是与l同方向的单位向量，P（x，y）为l上一点，其中x＝x0
 ＋tcosα，y＝y0
 ＋tcosβ（t≥0），如果极限

[image: alt]


存在，则称此极限为f（x，y）在点P0
 （x0
 ，y0
 ）处沿方向l的方向导数，记作[image: alt]
 ．


定理
 　如果函数f（x，y）在点P0
 （x0
 ，y0
 ）处可微，那么函数在该点沿任一方向l的方向导数存在，且有

[image: alt]


其中cosα，cosβ为方向l的方向余弦．

5.4.2　梯度


定义
 　设函数f（x，y）在区域D内有连续一阶偏导数，P0
 （x0
 ，y0
 ）∈D，称向量

f′x
 （x0
 ，y0
 ）i＋f′y
 （x0
 ，y0
 ）j

为函数f（x，y）在点P0
 （x0
 ，y0
 ）处的梯度，记作gradf（x0
 ，y0
 ）．

显然

[image: alt]


5.4.3　曲线的切线和法平面

（1）设曲线L的方程为参数式：[image: alt]
 ，则该曲线在其上一点P0
 （x0
 ，y0
 ，z0
 ）（该点参数为t0
 ）处的切向量为τ＝｛x′（t0
 ），y′（t0
 ），z′（t0
 ）｝，则

1）P0
 （x0
 ，y0
 ，z0
 ）点的切线方程为[image: alt]
 ．

2）P0
 （x0
 ，y0
 ，z0
 ）点的法平面方程为

x′（t0
 ）（x－x0
 ）＋y′（t0
 ）（y－y0
 ）＋z′（t0
 ）（z－z0
 ）＝0．

（2）设曲线L的方程为一般式[image: alt]
 则该曲线在点P0
 （x0
 ，y0
 ，z0
 ）处的切向量为曲面F（x，y，z）＝0和G（x，y，z）＝0在该点的法向量n1
 和n2
 的向量积，即切向量τ＝n1
 ×n2
 ，其中

n1
 ＝｛F′x
 （x0
 ，y0
 ，z0
 ），F′y
 （x0
 ，y0
 ，z0
 ），F′z
 （x0
 ，y0
 ，z0
 ）｝，

n2
 ＝｛G′x
 （x0
 ，y0
 ，z0
 ），G′y
 （x0
 ，y0
 ，z0
 ），G′z
 （x0
 ，y0
 ，z0
 ）｝．

记n1
 ×n2
 ＝｛A，B，C｝，则

1）P0
 （x0
 ，y0
 ，z0
 ）点的切线方程为[image: alt]
 ．

2）P0
 （x0
 ，y0
 ，z0
 ）点的法平面方程为

A（x－x0
 ）＋B（y－y0
 ）＋C（z－z0
 ）＝0．

特别地，平面曲线的方程F（x，y）＝0时，在点P0
 （x0
 ，y0
 ）处的切线与法线方程为

1）P0
 （x0
 ，y0
 ）处的切线方程为

Fy
 （x0
 ，y0
 ）（x－x0
 ）－Fx（x0
 ，y0
 ）（y－y0
 ）＝0．

2）P0
 （x0
 ，y0
 ）处的法线方程为

Fx
 （x0
 ，y0
 ）（x－x0
 ）＋Fy（x0
 ，y0
 ）（y－y0
 ）＝0．

值得注意的是，关于曲线的切平面和法线问题，关键是曲面的法向量n；关于曲线的切线和法平面问题，关键是曲线的切线向量τ．因此会求n和τ是关键．

5.4.4　曲面的切平面与法线

曲面方程常见的两种形式：F（x，y，z）＝0或z＝f（x，y）

（1）设曲面∑的方程为F（x，y，z）＝0，则该曲面在点（x0
 ，y0
 ，z0
 ）处的法向量为

n＝｛F′x
 （x0
 ，y0
 ，z0
 ），F′y
 （x0
 ，y0
 ，z0
 ），F′z
 （x0
 ，y0
 ，z0
 ）｝．

过点（x0
 ，y0
 ，z0
 ）的法线方程为

[image: alt]


（2）设曲面∑的方程为z＝f（x，y），则该曲面方程可改写成

f（x，y）－z＝0．

由（1）知，该曲面在点（x0
 ，y0
 ，z0
 ）处的法向量为

n＝｛f′x
 （x0
 ，y0
 ），f′y
 （x0
 ，y0
 ），1｝．

切平面方程和法线方程与（1）类似（略）．



真题链接

［2014．数一］

曲面z＝x2
 （1－siny）＋y2
 （1－sinx）在点（1，0，1）处的切平面方程为_________．


答案
 　2x－y－z＝1







第六章　多元函数积分学

1　含参量积分

6.1.1　含参量正常积分

设f（x，y）为定义在区域G＝｛（x，y）|c（x）≤y≤d（x），a≤x≤b｝上的二元函数，其中c（x），d（x）为定义在［a，b］上的连续函数．若对于［a，b］上每一个固定的x值，f（x，y）作为y的函数在闭区间［c（x），d（x）］上可积，则其积分值是x在［a，b］上取值的函数，记作F（x）时，就有

[image: alt]


用积分形式定义的函数F（x），通常称为定义在［a，b］上含参量x的（正常）积分
 或简称含参量积分
 ．

6.1.2　含参量积分的性质

（1）连续性

设二元函数f（x，y）在区域G＝｛（x，y）|c（x）≤y≤d（x），a≤x≤b｝上连续，其中c（x），d（x）为［a，b］上的连续函数，则函数[image: alt]
 ，在［a，b］上连续．

（2）可微性

设f（x，y），fx（x，y）在R＝［a，b］×［p，q］上连续，c（x），d（x）为定义在［a，b］上其值含于［p，q］内的可微函数，则函数[image: alt]
 在［a，b］上可微且

[image: alt]


6.1.3　累次积分

f（x，y）连续，同时存在两个求积顺序不同的积分

[image: alt]


统称为累次积分（二次积分）．为书写简便，将上面两积分记成

[image: alt]


2　重积分

6.2.1　二重积分

设z＝f（x，y）是平面上有界闭区域D上的有界函数

[image: alt]


其中d为n个小区域直径的最大值，Δσk
 为第k个小区域的面积．

6.2.2　二重积分的几何意义

若函数f（x，y）在区域D上连续且非负，则二重积分[image: alt]
 在几何上表示以区域D为底，曲面z＝f（x，y）为顶，侧面是以D的边界为准线、母线平行于z轴的柱面的曲顶柱体的体积．

6.2.3　二重积分的性质


（1）比较定理
 ：如果在D上，f（x，y）≤g（x，y），则

[image: alt]



（2）估值定理
 ：设M，m分别为连续函数f（x，y）在闭区域D上的最大值和最小值，S表示D的面积，则

[image: alt]


（3）中值定理
 ：设函数f（x，y）在闭区域D上连续，S为D的面积，则在D上至少存在一点（ξ，η），使

[image: alt]


6.2.4　二重积分的计算

计算二重积分常用的有以下三种方法：


（1）在直角坐标下计算


在直角坐标下计算重积分关键是将重积分化为累次积分，累次积分有两种次序，累次积分的次序往往根据积分域和被积函数来确定．

1）适合先y后x的积分域

若积分域D由不等式[image: alt]
 确定，如图6-1所示，则该区域D上的二重积分适合化成先y后x的累次积分，且

[image: alt]


[image: alt]


图6-1

2）适合先x后y的积分域

若积分域D由不等式[image: alt]
 确定，如图6-2所示，则该区域D上的二重积分适合化成先x后y的累次积分，且

[image: alt]


[image: alt]


图6-2

如果遇到更复杂的积分区域，总可利用平行两个坐标轴的直线将其化分成若干个以上两种区域进行计算．


（2）在极坐标下计算


在极坐标下，一般是将二重积分化为先ρ后θ的累次积分，常见的有以下四种情况：

1）极点O在区域D之外，如图6-3，则

[image: alt]


[image: alt]


图6-3

2）极点O在区域D的边界上，如图6-4所示，则

[image: alt]


[image: alt]


图6-4

3）极点O在区域D的内部，如图6-5所示，则

[image: alt]


图6-5

4）环形域，且极点O在环形域内部，如图6-6，则

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


图6-6


【注】
 　将二重积分化为累次积分计算时，坐标系的选择不仅要看积分域D的形状，而且要看被积函数的形式，以下我们给出适合用极坐标计算的二重积分其积分域和被积函数的特点，不适合用极坐标计算当然是用直角坐标．

①适合用极坐标计算的二重积分被积函数一般应具有以下形式：之所以适合极坐标是由于它们在极坐标下都可化为ρ或θ的一元函数．

[image: alt]


②适合用极坐标计算的二重积分的积分域一般应具有以下形状：

中心在原点的圆域，圆环域或它们的一部分（如扇形）；中心在坐标轴上且边界圆过原点的圆域（如由x2
 ＋y2
 ＝2ax或x2
 ＋y2
 ＝2by所围成）或者它们的一部分．


（3）利用对称性和奇偶性进行计算


常用的结论有以下两条：

1）利用积分域的对称性和被积函数的奇偶性

①若积分域D关于y轴对称，且被积函数f（x，y）关于x有奇偶性，则

[image: alt]


其中D1
 为D在y轴右侧的部分．

②若积分域关于x轴对称，且被积函数f（x，y）关于y有奇偶性，则

[image: alt]


其中D1
 为D在x轴上方的部分．

2）利用变量的对称性

若积分域D关于直线y＝x对称，换言之，表示积分域D的等式或不等式中将x与y对调后原等式或不等式不变．如，圆域x2
 ＋y2
 ≤R2
 ，正方形域[image: alt]
 则

[image: alt]


即：被积函数中x和y对调积分值不变．

6.2.5　计算二重积分的步骤

计算二重积分主要是三种方法，一般按下列步骤进行：

（1）画出积分域D的草图，判定积分域是否有对称性，被积函数f（x，y）是否有奇偶性，如果能用对称性，奇偶性计算或化简原积分就先进行计算或化简，否则进行下一步．

（2）选择化为累次积分的坐标系．（主要根据积分域的形状和被积函数）

（3）选择累次积分的积分次序．（主要根据积分域和被积函数）

（4）确定累次积分的积分限并计算累次积分．



真题链接

［2013．数二、三］

设Dk
 是圆域D＝｛（x，y）|x2
 ＋y2
 ≤1｝位于第k象限的部分，记[image: alt]
 ，则

（A）I1
 ＞0．

（B）I2
 ＞0．

（C）I3
 ＞0．

（B）I4
 ＞0．


答案
 　B



6.2.6　三重积分的定义（仅数一）



定义
 　设f（x，y，z）是空间有界闭区域Ω上的有界函数，[image: alt]
 ，其中λ为n个小区域直径的最大值，（ξk
 ，ηk
 ，ζk
 ）为Δvk
 上的任一点．

1．若f（x，y，z）＝1，[image: alt]
 ＝积分域Ω的体积．

2．若μ＝f（x，y，z）为空间体Ω的体密度，则[image: alt]
 ＝空间物体Ω的质量．

6.2.7　三重积分性质

由于三重积分性质与二重积分完全类似，也有相应的比较定理、估值定理和中值定理，这里不再重复．

6.2.8　三重积分计算

计算三重积分通常有以下四种方法：

1．在直角坐标下计算

在直角坐标下计算三重积分通常是两种思路，先一后二和先二后一（或先单积分后重积分和先重积分后单积分）．

（1）先一后二的计算方法

设平行于z轴且穿过闭区域Ω的直线与Ω的边界曲面S相交不多于两点，Ω在xOy面上投影域为D，以D的边界为准线，作母线平行于z轴的柱面，这柱面与曲面S中分出上下两部分，它们方程分别为S1
 ：z＝z1
 （x，y），S2
 ：z＝z2
 （x，y），其中z1
 （x，y）≤z2
 （x，y），过D内任一点（x，y）作平行于z轴的直线通过曲面S1
 进入Ω内，然后通过曲面S2
 穿出Ω外，如图6-7所示，则

[image: alt]


[image: alt]


图6-7

（2）先二后一的计算方法

设空间闭区域Ω＝｛（x，y，z）|（x，y）∈Dz
 ，a≤z≤b｝，其中Dz
 为坐标为z的平面截闭区域Ω所得到平面闭区域，如图6-8所示，则

[image: alt]


[image: alt]


图6-8

通常情况下，若f（x，y，z）仅仅是z的一元函数，且Dz
 的面积容易算，此时用以上先对x，y作二重积分再对z作单积分较为简单．

2．在柱坐标下计算

柱坐标（r，θ，z）与直角坐标的关系

[image: alt]


是否选用柱坐标计算三重积分应注意以下两点：

（1）适合用柱坐标计算的三重积分的被积函数一般应具有形式：

f（x，y，z）＝φ（z）g（x2
 ＋y2
 ）．

（2）适合用柱坐标计算的三重积分的积分域一般应为柱体、锥体、柱面、锥面与其他曲面所围空间体．

3．在球坐标下计算

球坐标（r，φ，θ）与直角坐标的关系

[image: alt]


是否选用球坐标计算三重积分应注意以下两点：

（1）适合用球坐标计算的三重积分的被积函数一般应具有形式：

f（x，y，z）＝φ（x2
 ＋y2
 ＋z2
 ）．

（2）适合用球坐标计算的三重积分的积分域一般应为球体、半球体、锥面与球面所围空间体．

4．利用对称性和奇偶性进行计算

（1）利用积分域的对称性和被积函数的奇偶性

若积分域Ω关于xOy坐标面对称，且被积函数f（x，y，z）关于z有奇偶性，则

[image: alt]


其中Ω1
 为Ω在xOy面上侧的部分．

当积分域关于yOz，xOz坐标面对称且函数有相应奇偶性有完全类似结论．

（2）利用变量对称性

若将表示积分域Ω的方程中的x和y对调后方程不变，则将被积分函数中x和y对调积分值不变，即

[image: alt]


当然还有其他情况，由于完全类似，不再重复．

3　曲线积分（数一）


6.3.1　对弧长的线积分（第一类线积分）

设L为xOy面上的分段光滑曲线，f（x，y）为定义在L上的有界函数，则f（x，y）在L上对弧长的线积分为[image: alt]
 ，其中ΔSi
 表示第i段小弧段长度，[image: alt]
 ．

6.3.2　性质

与积分路径方向无关，即

[image: alt]
 ．

6.3.3　计算

对弧长的线积分计算常用的有以下两种方法：

（1）直接法

1）若曲线L用参数方程[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ．（注意这里积分下限小，上限大）

2）若曲线L用直角坐标y＝y（x），a≤x≤b表示，则

[image: alt]


3）若曲线L用极坐标方程ρ＝ρ（θ），α≤θ≤β给出，则

[image: alt]


（2）利用奇偶性和对称性

1）利用积分曲线的对称性和被积函数的奇偶性

若积分曲线L关于y轴对称，且被积函数f（x，y）关于x有奇偶性，则

[image: alt]


其中L1
 为L在y轴右侧的部分．

若积分曲线关于x轴对称，且被积函数f（x，y）关于y有奇偶性，则

[image: alt]


2）利用变量的对称性．

若曲线L的方程中x和y对调方程不变，则[image: alt]
 ．

以上只讨论了平面上对弧长的线积分，空间中对弧长的线积分完全类似．

6.3.4　对坐标的线积分（第二类线积分）


定义
 　设L为xOy面上从A到B的一段有向光滑曲线，P（x，y），Q（x，y）为L上的有界函数，则P，Q沿L对坐标的线积分为

[image: alt]


其中λ为n个小弧段长度的最大值．

6.3.5　性质

与积分路径方向有关，即

[image: alt]


6.3.6　计算

平面上对坐标线积分计算常用有以下四种方法．

（1）直接法

设平面光滑曲线段[image: alt]
 或t∈［β，α］，则

[image: alt]


这里下限α对应L的起点，上限β对应L的终点．

（2）利用格林公式

设闭区域D由分段光滑曲线L围成，P（x，y）及Q（x，y）在D上有连续一阶偏导数，则

[image: alt]


其中L是D的取正向的边界曲线（所谓L的正向是指人沿L的某一方向前进时，区域D始终在他左侧）．


【注】
 应用格林公式一定要注意以下两点：

①P（x，y），Q（x，y）在闭区域D上处处有连续一阶偏导数．

②积分曲线L为闭曲线且取正向．

（3）补线用格林公式

若要计算的线积分的积分曲线[image: alt]
 不封闭，但直接法计算也不方便．此时可补一条曲线[image: alt]
 ，使原曲线变成封闭曲线，则

[image: alt]


此时，对等式右端第一项用格林公式，第二项用直接法．

（4）利用线积分与路径无关

这里有两个问题，首先是如何判定所要计算的线积与路径无关；其次是如果要计算的线积分与路径无关，此时如何计算．

1）线积分与路径无关的判定


定理
 　设P（x，y），Q（x，y）在单连通域D上有连续一阶偏导数，则以下四条等价：

①线积分∫Pdx＋Qdy与路径无关．

②∮C
 Pdx＋Qdy＝0，其中C为D中任一分段光滑闭曲线．

③[image: alt]
 ，∀（x，y）∈D．

④P（x，y）dx＋Q（x，y）dy＝dF（x，y）．

2）与路径无关的线积分计算

计算与路径无关的线积分常用的有以下两种方法：

①改换路径：通常取平行于坐标轴的折线．

②利用原函数：设F（x，y）是Pdx＋Qdy的原函数，即Pdx＋Qdy＝dF（x，y），则[image: alt]
 ＋Qdy＝F（x2
 ，y2
 ）－F（x1
 ，y1
 ），其中L的起点为A（x1
 ，y1
 ），终点为B（x2
 ，y2
 ）．

注意，求原函数F（x，y）常用的有两种方法，即偏积分和凑微分．


【注】
 　用以上四种方法计算坐标的线积分时考虑问题的基本思路是：

首先考察积分曲线L是否封闭，如果封闭，考虑用格林公式计算，如果不封闭，应考虑是否与路径无关，如果与路径无关，考虑用以上的（4）计算，如果不是与路径无关，这时要看直接法是否方便，如果方便就用直接法，否则就用补线的方法计算．

对空间的线积分∫L
 P（x，y，z）dx＋Q（x，y，z）dy＋R（x，y，z）dz，定义，性质，计算方法都与平面线积分完全类似，在这不一一重复，这里只就空间线积分常用的两种计算方法进行讨论．

1）直接法：设空间曲线则[image: alt]
 则

∫L
 Pdx＋Qdy＋Rdz＝[image: alt]
 ［P（x（t），y（t），z（t））x′（t）＋Q（x（t），y（t），z（t））y′（t）＋R（x（t），y（t），z（t））z′（t）］dt．

2）利用期托克斯公式：设Γ为分段光滑空间中的有向闭曲线，∑是以Γ为边界的分段光滑有向曲面，Γ的方向与∑符合右手法则，P，Q，R在∑上有连续一阶偏导数，则

[image: alt]


该式叫斯托克斯公式．

6.3.7　两类线积分的联系

∫L
 Pdx＋Qdy＝∫L
 （Pcosα＋Qcosβ）ds，

其中cosα，cosβ为有向曲线L的切线的方向余弦．
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设L1
 ∶x2
 ＋y2
 ＝1，L2
 ∶x2
 ＋y2
 ＝2，L3
 ∶x2
 ＋2y2
 ＝2，L4
 ∶2x2
 ＋y2
 ＝2为四条逆时针方向的平面曲线，记Ii
 ＝[image: alt]
 （i＝1，2，3，4），则max｛I1
 ，I2
 ，I3
 ，I4
 ｝＝

（A）I1
 ．

（B）I2
 ．

（C）I3
 ．

（D）I4
 ．


答案
 　D



4　曲面积分（数一）


6.4.1　对面积的面积分（第一类面积分）

设∑为分片光滑曲面片，f（x，y，z）为定义在∑上的有界函数，f（x，y，z）在∑上对面积的面积分为

[image: alt]


其中ΔSi
 为第i个小曲面块的面积．

6.4.2　性质

第一类面积分与曲面∑的侧的选取无关，即

[image: alt]


其中-∑表示曲面∑的另外一侧．

6.4.3　计算

对面积的面积分的计算常用的有以下两种方法：

（1）直接法

设积分曲面∑由方程z＝z（x，y）给出，∑在xOy面上的投影域为D，函数z（x，y）在D上有连续一阶偏导数，f（x，y，z）在∑上连续，则

[image: alt]


如果积分曲面∑由方程x＝x（y，z）或y＝y（x，z）给出，也可类似地把对面积的曲面积分化为相应的二重积分．

（2）利用奇偶性和对称性

1）利用积分曲面的对称性和被积函数的奇偶性

若积分曲面∑关于xOy坐标面对称，且被积函数f（x，y，z）关于z有奇偶性，则

[image: alt]


其中∑1
 为∑在xOy坐标面以上的部分．

当积分曲面∑关于xOz坐标面对称，且被积函数f（x，y，z）关于y有奇偶性，或当积分曲面∑关于yOz坐标面对称且被积函数f（x，y，z）关于x有奇偶性有相应的结论．

2）利用变量的对称性

如果积分曲面∑方程中某两个变量对调其方程不变，则将被积函数中这两个变量对调积分值不变．

譬如∑的方程中x和y对调方程不变，则[image: alt]
 ．

6.4.4　对坐标的面积分（第二类面积分）


定义
 　设∑为光滑有向曲面，P（x，y，z），Q（x，y，z），R（x，y，z）在∑上有界，则

[image: alt]


[image: alt]
 ［P（ξi
 ，ηi
 ，ζi
 ）（ΔSi
 ）yz
 ＋Q（ξi
 ，ηi
 ，ζi
 ）（ΔSi
 ）zx
 ＋R（ξi
 ，ηi
 ，ζi
 ）（ΔSi
 ）xy
 ］，其中（ΔSi
 ）yz
 表示有向曲面块ΔSi
 在yOz坐标面上的投影．（ΔSi
 ）zx
 ，（ΔSi
 ）xy
 类似．

6.4.5　第二类面积分的性质

积分与曲面的侧有关，即

[image: alt]


其中-∑表示曲面∑的另外一侧．

6.4.6　计算

对坐标的曲面积分的计算常用的有以下三种方法：

（1）直接法

1）设有向曲面∑：x＝x（y，z），（y，z）∈Dyz
 ，则

[image: alt]


若有向曲面∑的法向量与x轴正向的夹角为锐角，即前侧，上式中取“＋”号，否则取“－”号．

2）设有向曲面∑：y＝y（z，x），（z，x）∈Dzx，则

[image: alt]


若有向曲面∑的法向量与y轴正向的夹角为锐角，即前侧，上式中取“＋”号，否则取“－”号．

3）设有向曲面∑：z＝z（x，y），（x，y）∈Dxy
 ，则

[image: alt]


按以上直接计算法计算形如

[image: alt]


的积分，需分三项分别化成二重积分计算，往往计算最较大，如果整个曲面∑可用方程z＝z（x，y）（或x＝x（y，z），y＝y（x，z））表示，则可一次将以上面积分化为一个重积分计算，有如下结论：

若有向曲面∑由方程z＝z（x，y）给出，∑在xOy面上的投影域为Dxy
 ，z（x，y）在Dxy
 上有连续一阶偏导数，P（x，y，z），Q（x，y，z），R（x，y，z）在∑上连续，则

[image: alt]


其中正负号由∑的方向来决定，若∑的法向量与z轴正向的夹角为锐角取“＋”号，否则取“－”号，（即：上侧为正，下侧为负）．

若曲面∑可用方程x＝x（y，z）或y＝y（x，z）表示，则有类似的结论．

（2）利用高斯公式

设空间闭区域Ω是由分片光滑的闭曲面∑所围成，函数P（x，y，z），Q（x，y，z），R（x，y，z）在Ω上的连续一阶偏导数，则

[image: alt]



【注】
 　这里积分曲面∑取处侧．

（3）补面用高斯公式

若要计算的面积分的积分曲面∑不封闭，且用直接法计算不方便，此时可补一块曲面∑1
 ，使原曲面变成封闭曲面，则

[image: alt]


等式右端第一项用高斯公式计算，第二项用直接法计算．

6.4.7　两类面积分的联系

[image: alt]


其中cosα，cosβ，cosγ为曲面∑上点P（x，y，z）处法线的方向余弦．

5　场论初步（数一）


6.5.1　梯度

设有一数量场u＝u（x，y，z），P（x，y，z）为场中一点，若存在一向量，该向量所指的方向为u（x，y，z）在P（x，y，z）点方向导数最大的方向，该向量的大小为u（x，y，z）在P点方向导数的最大值，则该向量称为数量场u（x，y，z）在P点的梯度，并记为grad
 u．

[image: alt]
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[image: alt]
 ＝________．


答案
 　i＋j＋k或（1，1，1）



6.5.2　通量

设有向量场A（x，y，z）＝P（x，y，z）i＋Q（x，y，z）j＋R（x，y，z）k，则称沿场中某有向曲面∑的某一侧的面积分[image: alt]
 为向量场穿过曲面∑这一侧的通量．

[image: alt]


6.5.3　散度

设有向量场A（x，y，z）＝P（x，y，z）i＋Q（x，y，z）j＋R（x，y，z）k，向量场A在点（x，y，z）处的散度为[image: alt]
 ．

6.5.4　旋度

设有向量场A＝P（x，y，z）i＋Q（x，y，z）j＋R（x，y，z）k，向量场A在点（x，y，z）处的旋度为

[image: alt]


6　多元积分的应用

[image: alt]


上表将二重积分，三重积分，一类线积分及一类面积分在几何及物理上的应用已全部汇总起来，二类线积分和二类面积分各自有以下应用：

（1）变力作功


设有力F（x，y，z）＝Pi＋Qj＋Rk，则力F沿曲线[image: alt]
 从A到B所作的功为

[image: alt]


（2）通量


设有向量场u（x，y，z）＝Pi＋Qj＋Rk，∑为有向曲面，则向量场u（x，y，z）穿过曲面∑的指定侧的通量为[image: alt]
 ．





第七章　无穷级数（数一、三）


1　常数项级数

7.1.1　级数的概念与性质


定义
 　设有数列｛un
 ｝，则称[image: alt]
 ＝u1
 ＋u2
 ＋…＋un
 ＋…为无穷级数
 ．令Sn
 ＝u1
 ＋u2
 ＋…＋un
 （n＝1，2，…），则称数列｛Sn
 ｝为级数[image: alt]
 的部分和数列
 ，如果部分和数列Sn有极限S，即

[image: alt]


则称级数[image: alt]
 收敛，这时极限S叫做级数[image: alt]
 的和．如果｛Sn
 ｝没有极限，则称级数[image: alt]
 发散．

若级数[image: alt]
 收敛于S，此时称rn
 ＝S－Sn
 ＝un＋1
 ＋un＋2
 ＋…为级数[image: alt]
 的余部
 ．

显然，如果级数[image: alt]
 收敛，则[image: alt]
 ．

7.1.2　级数的性质

（1）设k为非零常数，则[image: alt]
 与[image: alt]
 同敛散．

（2）若[image: alt]
 分别收敛于U、V，则[image: alt]
 收敛于U±V．


【注】
 　①若[image: alt]
 和[image: alt]
 中一个收敛，另一个发散，则[image: alt]
 一定发散．

②若[image: alt]
 和[image: alt]
 都发散，则[image: alt]
 可能收敛，也可能发散．

（3）改变级数前有限项不影响级数的敛散性．

（4）收敛级数加括号仍收敛，且和不变．


【注】
 　①一个级数加括号以后收敛，原级数不一定收敛．

②一个级数加括号以后发散，则原级数一定发散．

（5）级数[image: alt]
 收敛的必要条件是[image: alt]
 ．


【注】
 　若当n→∞时，un
 不以0为极限，则级数[image: alt]
 发散．

7.1.3　级数的判敛

级数的判敛是根据级数类型不同分类给出的，通常把级数分为正项级数、交错级数和任意项级数三种类型．

1．正项级数（[image: alt]
 ，un
 ≥0）

基本定理：正项级数[image: alt]
 收敛⇔部分和数列Sn
 有界．

（1）比较判别法：

若0≤un
 ≤vn
 ，则[image: alt]
 收敛⇒[image: alt]
 收敛；[image: alt]
 发散⇒[image: alt]
 发散．

（2）比较判别法的极限形式：设[image: alt]
 （0≤l≤＋∞）

①若0＜l＜＋∞，则[image: alt]
 与[image: alt]
 同敛散．

②若l＝0，则[image: alt]
 收敛⇒[image: alt]
 收敛．

③若l＝＋∞，则[image: alt]
 发散⇒[image: alt]
 发散．

（3）比值判别法：设[image: alt]
 ，则[image: alt]


（4）根值判别法：设[image: alt]
 ，则[image: alt]


2．交错级数（[image: alt]
 ，un
 ＞0）


莱布尼茨判别准则
 　若：（1）un
 ≥un＋1
 （n＝1，2，…）；（2）[image: alt]
 ，则级数[image: alt]
 收敛．


【注】
 　①莱布尼茨判别准则是一个充分条件，即若[image: alt]
 收敛，则不一定有un
 ≥un＋1
 （n＝1，2，…）成立．

②用莱布尼茨判别准则判定[image: alt]
 是否收敛时，说明un
 ≥un＋1
 通常有以下三种方法：

1°利用[image: alt]
 ；

2°利用un＋1
 －un
 ≤0；

3°找一个可导函数f（x），使f（n）＝un
 ，利用f′（x）＜0说明un
 单调减，在考察[image: alt]
 时，也可用此方法，考察[image: alt]
 ．

3．任意项级数（[image: alt]
 ，un
 为任意实数）

（1）绝对收敛与条件收敛的概念

若级数[image: alt]
 收敛，则称级数[image: alt]
 绝对收敛
 ；

若级数[image: alt]
 收敛，而级数[image: alt]
 发散，则称级数[image: alt]
 条件收敛
 ．

（2）关于绝对收敛和条件收敛的基本结论．

①绝对收敛的级数一定收敛，即[image: alt]
 收敛⇒[image: alt]
 收敛．

②条件收敛的级数所有正项（或负项）构成的级数一定发散．

即：若级数[image: alt]
 条件收敛，则[image: alt]
 和[image: alt]
 都发散．
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设｛an
 ｝为正项数列，下列选项正确的是

（A）若an
 ＞an＋1
 ，则[image: alt]
 收敛．

（B）若[image: alt]
 收敛，则an
 ＞an＋1
 ．

（C）若[image: alt]
 收敛，则存在常数p＞1，使[image: alt]
 存在．

（D）若存在常数p＞1，使[image: alt]
 存在，则[image: alt]
 收敛．


答案
 】　D



2　函数项级数

7.2.1　函数列

设f1
 ，f2
 ，…，fn
 ，…是一列定义在同一数集E上的函数，称为定义在E上的函数列，可简单记作｛fn
 （x）｝或fn
 ，n＝1，2，…．

设x0
 ∈E，代入函数列｛fn
 （x）｝可得数列

f1
 （x0
 ），f2
 （x0
 ），…，fn
 （x0
 ），…

若数列收敛，则称函数列在点x0
 收敛，若数列发散，则称函数列在点x0
 发散．若函数列在数集D⊂E上每一点都收敛，则称｛fn
 （x）｝在D上收敛．

7.2.2　一列收敛

设函数列｛fn
 ｝与函数f定义在同一数集D上，若对任给的正数ε，总存在某一正整数N，使得当n＞N时，对一切x∈D，都有|fn
 （x）－f|＜ε，则称函数列｛fn
 ｝在D上一致收敛于f，记作fn
 （x）⇒f（x）（n→∞）x∈D．

7.2.3　函数项级数及收敛域


定义
 　设u1
 （x），u2
 （x），…，un
 （x），…中每一个都是定义在区间I上的函数，则称

[image: alt]


为定义在区间I上的函数项级数．

若x0
 ∈I，常数项级数[image: alt]
 收敛，则称x0
 为[image: alt]
 的收敛点
 ，否则就称为发散点
 ．所有收敛点构成的集合称为收敛域
 ．

7.2.4　和函数


定义
 　函数项级数在收敛域内每一点x都有和，其值与收敛点x对应，记为S（x），S（x）称为级数[image: alt]
 的和函数，即[image: alt]
 ．

7.2.5　函数项级数一致收敛

设｛Sn
 （x）｝是函数项级数∑un
 （x）的部分和函数列．若｛Sn
 （x）｝在数集D上一致收敛于函数S（x），则称函数项级数∑un
 （x）在D上一致收敛于函数S（x），或称∑un
 （x）在D上一致收敛．

7.2.6　一致收敛的柯西准则

函数项级数∑un
 （x）在数集D上一致收敛⇔对任给的正数ε，总存在某正整数N，使得当n＞N时，对一切x∈D和一切正整数P都有

|Sn＋P
 （x）－Sn
 （x）|＜ε．

7.2.7　魏尔斯特拉斯判别法

设函数项级数∑un
 （x）定义在数集D上，∑Mn
 为收敛的正项级数，若对一切x∈D，有

|un
 （x）|≤Mn
 ，n＝1，2，…，

则函数项级数∑un
 （x）在D上一致收敛．

3　幂级数

7.3.1　幂级数


定义
 　形如[image: alt]
 的函数项级数称为幂级数．特别地，当x0
 ＝0时，[image: alt]
 ．

7.3.2　阿贝尔定理

如果级数[image: alt]
 当x＝x0
 （x0
 ≠0）时收敛，则当|x|＜|x0
 |时[image: alt]
 绝对收敛，如果[image: alt]
 当x＝x0
 时发散，则当|x|＞|x0
 |时[image: alt]
 发散．

7.3.3　收敛区间

若存在R，使[image: alt]
 在（-R，R）内收敛，而当|x|＞R时[image: alt]
 发散，则称R为幂级数[image: alt]
 的收敛半径，（-R，R）称为[image: alt]
 的收敛区间．


定理1
 　如果[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ．


定理2
 　如果[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ．

7.3.4　幂级数的性质

1．四则运算性质

幂级数[image: alt]
 的收敛半径为R1
 ，和函数为S1
 （x），而幂级数[image: alt]
 的收敛半径为R2
 ，和函数是S2
 （x），令R＝min（R1
 ，R2
 ），则

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


2．分析性质

设幂级数[image: alt]
 的收敛半径为R，和函数为S（x），则

（1）S（x）在（-R，R）上连续；

（2）S（x）在（-R，R）上可导，且可逐项求导，即[image: alt]
 ．

（3）S（x）在（-R，R）内可积，且可逐项积分，即

[image: alt]


7.3.5　泰勒级数

设f（x）在x＝x0
 处任意阶可导，则幂级数

[image: alt]
 （x－x0
 ）n
 ＝f（x0
 ）＋f′（x0
 ）（x－x0
 ）＋[image: alt]
 （x－x0
 ）2
 ＋…＋[image: alt]
 （x－x0
 ）n
 ＋…称为f（x）在x＝x0
 处的泰勒级数．

7.3.6　泰勒级数的收敛定理


定理
 　设f（x）在x＝x0
 处任意阶可导，则泰勒级数[image: alt]
 收敛于f（x）的充要条件是[image: alt]
 ，

其中[image: alt]
 （x－x0
 ）n＋1
 ，0＜θ＜1．

7.3.7　麦克劳林级数

当x0
 ＝0时，级数[image: alt]
 ＝f（0）＋f′（0）x＋[image: alt]
 ＋…＋[image: alt]
 ＋…称为f（x）的麦克劳林级数．

7.3.8　几个常用函数的麦克劳林级数

（1）[image: alt]
 ＝1＋x＋x2
 ＋…＋xn
 ＋…，x∈（-1，1）；

（2）[image: alt]
 ＝1＋x＋x2
 ＋…＋（-1）n
 xn
 ＋…，x∈（-1，1）；

（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


（5）[image: alt]


（6）[image: alt]


（7）[image: alt]


4　傅里叶级数（数一）

7.4.1　三角函数及其正交性

三角函数系｛1，cosx，sinx，cos2x，sin2x，…，cosnx，sinnx，…｝在区间［－π，π］上正交，是指该函数系中任何两个不同函数积在［－π，π］上的积分为零，即

[image: alt]


7.4.2　傅里叶级数

称

[image: alt]


为f（x）的傅里叶系数．

以f（x）的傅里叶系数为系数的三角级数

[image: alt]


称为函数f（x）的傅里叶级数，记为

[image: alt]


7.4.3　收敛性定理（狄里克雷定理）


定理
 　设f（x）是以2π为周期的周期函数，且在［－π，π］上满足则f（x）的傅里叶级数在［－π，π］上处处收敛，且收敛于

（1）f（x），当x为f（x）的连续点；

（2）[image: alt]
 ，当x为f（x）的间断点；

（3）[image: alt]
 ，当x＝±π．

7.4.4　周期为2π的函数的傅里叶展开

将周期为2π的函数展开为傅里叶级数分以下两步进行：

第一步：计算傅里叶系数an
 ，bn
 ，并写出傅里叶级数．

第二步：利用收敛性定理确定其傅里叶级数在［－π，π］上收敛的情况．

关于傅里叶系数的计算通常有以下三种情况：

（1）［－π，π］上展开

[image: alt]


（2）［－π，π］上奇偶函数的展开

1）f（x）为奇函数：

[image: alt]


2）f（x）为偶函数：

[image: alt]


（3）在［0，π］上展为正弦或展为余弦级数

1）展为正弦

[image: alt]


2）展为余弦

[image: alt]


7.4.5　周期为2l的函数的傅里叶展开

展开与周期为2π的函数相类似（略）．

关于傅里叶系数的计算通常有以下三种情况：

（1）［-l，l］上展开

[image: alt]


（2）［-l，l］上奇偶函数的展开

1）f（x）为奇函数：

[image: alt]


2）f（x）为偶函数：

[image: alt]


（3）在［0，l］上展为正弦或展为余弦级数

1）展为正弦

[image: alt]


2）展为余弦

[image: alt]






第八章　微分方程与差分方程

1　微分方程

8.1.1　微分方程、阶、解


定义
 　凡表示未知函数、未知函数的导数与自变量之间的关系的方程，叫做微分方程
 ．未知函数为一元的叫常微分方程
 ．未知函数为二元及以上的叫偏
 微分方程
 ．

微分方程中所出现的未知函数的最高阶导数的阶数，叫做微分方程的阶
 ．

方程

[image: alt]


或

[image: alt]


称n阶微分方程，其中x，y，y′，…，y（n－1）
 可以没有，但必须含有y（n）
 ，n＝1时称一阶微分方程．

设y＝φ（x）在区间（a，b）上连续且有直到n阶的导数，使

φ（n）
 （x）≡f（x，φ（x），φ′（x），…，φ（n－1）
 （x））

或

F（x，φ（x），φ′（x），…，φ（n）
 （x））≡0

则称y＝φ（x）为该微分方程在区间（a，b）上的一个解．

8.1.2　通解、初始条件、特解

如果含有n个独立的任意常数的函数

y＝φ（x，C1
 ，…，Cn
 ），a＜x＜b

是n阶微分方程（8.1）（或方程（8.2））的解，则称它为该微分方程的通解
 ．不含任意常数的解称特解
 ．条件

[image: alt]


称为n阶微分方程的初始条件
 （也称初值条件），其中[image: alt]
 为n个给定的数．一般，由初始条件确定通解中的任意常数就得到相应的一个特解．



真题链接

［2013．数一］

已知y1
 ＝e3x
 －xe2x
 ，y2
 ＝ex
 －xe2x
 ，y3
 ＝-xe2x
 是某二阶常系数非齐次线性微分方程的3个解，则该方程的通解y＝_________．


答案
 　C1
 e3x
 ＋C2
 ex
 －xe2x


［2013．数二］

已知y1
 ＝e3x
 －xe2x
 ，y2
 ＝ex
 －xe2x
 ，y3
 ＝-xe2x
 是某二阶常系数非齐次线性微分方程的3个解，该方程满足条件[image: alt]
 ＝1的解为y＝_________．


答案
 　e3x
 －ex
 －xe2x




8.1.3　变量可分离的微分方程

微分方程[image: alt]
 ＝h（x）g（y）称变量可分离的方程，分离变量

[image: alt]


两边积分便得通解

[image: alt]



【注】
 　在解微分方程时约定，套上积分号后立即将任意常数C添上以免将来忘记．此点约定与不定积分不一样，做不定积分时总是要到积分做完后才添常数C．

8.1.4　齐次微分方程

微分方程可化成形如

[image: alt]


则称（8.4）为齐次微分方程．其解法是，命y＝ux以新的未知函数u代替原未知函数y，得

[image: alt]


分离变量，积分，得

[image: alt]


求出积分后，再以[image: alt]
 代替u，便得所给齐次方程的通解．

8.1.5　一阶线性微分方程

微分方程y′＋p（x）y＝q（x）称一阶线性微分方程．它的通解是

[image: alt]


上式中的两个∫p（x）dx表示同一个原函数，其中不必再添任意常数．

8.1.6　伯努利方程

方程y′＋p（x）y＝q（x）yn（其中n≠0，n≠1）称伯努利方程．

原式化为y-n
 [image: alt]
 ＋p（x）y1－n
 ＝q（x）．命z＝y1－n
 ，得

[image: alt]


求出此方程的通解公式，然后再代回为y，便得原微分方程的通解．

8.1.7　全微分方程

若存在二元函数u（x，y），使

du（x，y）＝P（x，y）dx＋Q（x，y）dy，

则称微分方程

[image: alt]


为全微分方程，它的通解为

u（x，y）＝C．

方程（8.6）为全微分方程的充要条件是

[image: alt]


可以由视察法找u（x，y），或者在路径无关条件下找u（x，y），或者区域D为边平行于坐标轴的矩形条件下，由折线法公式找u（x，y）．

8.1.8　y″＝f（x）型可降阶二阶方程

做两次积分就可得到它的通解

y＝∫（∫f（x）dx）dx＋C1
 x＋C2
 ．

8.1.9　y″＝f（x，y′）型（缺y）的可降阶二阶方程

命p＝y′，y″＝[image: alt]
 ，从而化为

[image: alt]


如果从它可解得p＝φ（x，C1
 ），则得原方程的通解为y＝∫φ（xC1
 ）dx＋C2
 ．

8.1.10　y″＝f（y，y′）型（缺x）的可降阶二阶方程

命p＝y′，[image: alt]
 ，从而化为

[image: alt]


如果能解出

p＝ψ（y，C1
 ），

再由p＝[image: alt]
 代入，解得

[image: alt]


做出左边积分，便得原微分方程的通解．

【注
 】　必须注意后两种方程解法的区别
 ．作变量变换y′＝p之后，对于前面的，y″＝[image: alt]
 ，而对于后面的，[image: alt]
 ．

2　高阶线性微分方程

8.2.1　二阶及高阶线性微分方程


定义
 　方程

[image: alt]


称为n阶线性非齐次微分方程
 ，f（x）称为自由项
 ．方程

[image: alt]


称为n阶线性齐次微分方程
 ．若其中的ai
 （x）（i＝1，2，…，n）与前一方程的完全一样，则称后一方程为前一方程对应的齐次方程．

以上（8.10）及（8.11）中，均设ai
 （x）（i＝1，2，…，n）与f（x）在某区间（a，b）内连续．

8.2.2　线性相关与线性无关


定义
 　设y1
 （x），…，ym
 （x）是定义在某区间（a，b）内的m个函数，如果存在不全为零的m个常数k1
 ，…，km
 ，使得

[image: alt]


成立，则称这m个函数y1
 （x），…，ym
 （x）在该区间内线性相关
 ，否则称y1
 （x），…，ym
 （x）在该区间内线性无关
 ．即由（8.12）只能推出k1
 ＝…＝km
 ＝0，则称y1
 （x），…，ym
 （x）在该区间内线性无关．以后“在区间（a，b）内”几个字常省去．

两个函数y1
 （x）与y2
 （x）线性无关等价于y1
 （x）与y2
 （x）之比不为常数．

8.2.3　齐次线性方程与非齐次线性方程的解之间的关系

（1）设y*
 （x）为（8.10）的一个解，Y（x）为（8.10）所对应的（8.11）的一个解，则y＝Y（x）＋y*
 （x）为（8.10）的解．

（2）设[image: alt]
 与[image: alt]
 （x）为（8.10）的两个解，则[image: alt]
 为（8.10）所对应的（8.11）的解．

8.2.4　齐次线性方程的解的叠加


定理
 　设y1
 （x），…，ym
 （x）是齐次线性方程（8.11）的m个解，则它们的

线性组合

[image: alt]


也是（8.11）的解，其中Ci（i＝1，…，m）是m个常数．

8.2.5　齐次线性方程的通解结构


定理
 　设yi
 （x）（i＝1，2，…，n）为n阶齐次线性方程（8.11）的n个线性无关的解，Ci
 （i＝1，2，…，n）为n个任意常数，则

[image: alt]


为（8.11）的通解．

8.2.6　非齐次线性方程的通解结构


定理
 　设y*
 （x）为（8.10）的一个解，Y（x）为（8.10）对应的（8.11）的通解，则

y＝Y（x）＋y*
 （x）

为（8.10）的通解．

8.2.7　自由项为f（x）＝f1
 （x）＋f2
 （x）的解的叠加原理


定理
 　设[image: alt]
 为

y（n）
 ＋a1
 （x）y（n－1）
 ＋…＋an－1
 （x）y′＋an
 （x）y＝fi
 （x）

的解（i＝1，2），则[image: alt]
 为

y（n）
 ＋a1
 （x）y（n－1）
 ＋…＋an－1
 （x）y′＋an
 （x）y＝f1
 （x）＋f2
 （x）

的解．

定理8.2.8　二阶常系数线性齐次方程的通解求法及公式


定理
 　二阶常系数线性齐次方程可写成

[image: alt]


其中p，q是常数．方程

[image: alt]


称为方程（8.13）对应的特征方程
 ．它的根r称为特征根
 ．按特征根的不同情况，方程（8.13）对应的通解如下表
 ：

[image: alt]


8.2.9　某些特殊自由项的二阶常系数线性非齐次微分方程的解法


类型1
 　方程y″＋py′＋qy＝Pm
 （x）eax
 的解法（其中Pm
 （x）为x的m次已知多项式）：

第一步，写出对应的齐次微分方程的通解Y（x）．

第二步，求该非齐次微分方程的特解y*
 （x），命之如下：

y*
 （x）＝xk
 Qm
 （x）eax
 ，

其中Qm
 （x）为x的m次多项式，系数待定，

[image: alt]



类型2
 　方程y″＋py′＋qy＝Pm
 （x）eax
 cosbx或y″＋py′＋qy＝Qm
 （x）eax
 sinbx或y″＋py′＋qy＝Pm
 （x）eax
 cosbx＋Qm
 （x）eax
 sinbx的解法（其中Pm
 （x），Qm
 （x）为x的m次已知多项式）：

第一步，写出对应的齐次微分方程的通解Y（x）．

第二步，求该非齐次微分方程的特解y*（x），命之如下：

y*
 （x）＝xk
 （Rm
 （x）eax
 cosbx＋Sm
 （x）eax
 sinbx），

其中Rm
 （x），Sm
 （x）为x的m次多项式，系数待定，

[image: alt]


8.2.10　欧拉方程的解法

方程

[image: alt]


称为欧拉方程，其中a1
 与a2
 为已知常数，f（x）为x的已知函数．它的解法是：

若x＞0，命x＝et
 作自变量变换，有t＝lnx，从而[image: alt]
 ，

[image: alt]


方程（8.17）化为

[image: alt]
 ，

它是常系数线性微分方程，解之再还原为x便可．

若x＜0，命x＝-et
 ，可依类似处理．

3　差分方程（数三）


8.3.1　差分的概念

定义在整数集Z＝｛t|t＝0，±1，±2，…｝上的函数yt
 ＝f（t），则

Δyt
 ＝yt＋1
 －yt
 ＝f（t＋1）－f（t），称为f（t）在t的一阶差分，

Δ2
 yt
 ＝Δyt＋1
 －Δyt
 ＝（yt＋2
 －yt＋1
 ）－（yt＋1
 －yt
 ）＝yt＋2
 －2yt＋1
 ＋yt
 ，称为f（t）在t的二阶差分（f在t＋1与t两点的一阶差分之差）．

……

一般说来，n阶差分可表成相继的n＋1个点函数值的线性组合，其系数是整数．

8.3.2　差分方程的定义

联系自变量t，未知函数yt
 ＝f（t）及它的差分Δyt
 ，Δ2
 yt
 ，…的函数方程，称为差分方程，出现在差分方程中的最高阶差分的阶数，称为差分方程的阶．

差分方程的定义又可写成：含自变量t以及两个或两个以上未知函数的值yt
 ，yt＋1
 ，…的函数方程称为差分方程．出现在方程中未知函数值的下标的最大差称为差分的阶．

8.3.3　差分方程的解、通解和特解

解：代入差分方程使其成为恒等式的函数．

通解：含有任意常数的个数等于差分方程的阶数的解．

特解：给通解中任意常数以确定值的解．

8.3.4　一阶常系数线性差分方程

一阶常系数线性差分方程的一般形式是

[image: alt]


a≠0为常数，f（t）为已知函数．

f（t）≡0时称为齐次的，f（t）[image: alt]
 0时称为非齐次的，当f（t）[image: alt]
 0时，称

[image: alt]


为式（8.18）的相应的齐次方程．

设[image: alt]
 是式（8.18）的一个特解，[image: alt]
 是式（8.19）的一个非零特解，则

[image: alt]


是式（8.18）的通解，C是任意常数．

8.3.5　迭代法求通解

取y0
 ＝1，由式（8.19）⇒y1
 ＝-ay0
 ＝-a⇒y2
 ＝-ay1
 ＝（-a）2
 　…⇒yt
 ＝（-a）t
 ⇒式（8.19）的通解yt
 ＝C（-a）t
 ．

再解式（8.18），只需求式（8.18）的一个特解．

取y0
 ＝0，在式（8.18）中令t＝0⇒y1
 ＝-ay0
 ＋f（0）＝f（0）⇒y2
 ＝-ay1
 ＋f（1）＝-af（0）＋f（1）⇒y3
 ＝-ay2
 ＋f（2）

y3
 ＝（-a）2
 f（0）－af（1）＋f（2）

…

yt
 ＝（-a）t－1
 f（0）＋（-a）t－2
 f（1）＋（-a）t－3
 f（2）＋…＋f（t－1），

t＝1，2，…

这表明：

[image: alt]


是式（8.18）的一个特解，因此得式（8.18）的通解[image: alt]
 ．

迭代法对求解齐次方程式（8.19）是方便的，对非齐次方程有时会不方便．

8.3.6　待定系数法求特解

与待定系数法求解线性常微分方程的特解类似，用待定系数法求式（8.18）的特解的关键是：按f（t）的形式及它与a的关系，选取特解的适当形式，代入式（8.18）然后定出其中的参数．

下面列出f（t）的形式与特解类型的对照表．

[image: alt]


当f（t）是多项式，指数函数、正弦、余弦函数，以及它们的和与积时，用待定系数法求式（8.18）的特解是更为简便而有效．

注释


〔1〕
 数一、二称高等数学，数三称微积分


〔2〕
 这里的□可以是x0
 或[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，或∞，＋∞，－∞中的某一个（下同）．


第二篇　线性代数

第一章　行列式

1.1　排列

n个不同的元素排成一列，叫做这n个元素的全排列
 ．n个自然数排列是指由n个数1，2，…，n所构成的一个有序数组，通常用j1
 ，j2
 ，…，jn
 表示n阶排列，显然n阶排列共有n！个．

一个排列中，如果一个大的数排在小的数之前，就称这两个数构成一个逆
 序
 ．一个排列的逆序总数称为这个排列的逆序数
 ．用τ（j1
 j2
 …jn
 ）表示排列j1
 j2
 …jn
 的逆序数．

如果一个排列的逆序数是偶数，则称这个排列为偶排列
 ，否则称为奇排列
 ．

1.2　n阶行列式的概念

n阶行列式

[image: alt]


是所有取自不同行不同列的n个元素的乘积

a1j1


 a2j2


 …anjn



的代数和，这里j1
 j2
 …jn
 是1，2，…，n的一个排列．当j1
 j2
 …jn
 是偶排列时，该项的前面带正号；当j1
 j2
 …jn
 是奇排列时，该项的前面带负号，即

[image: alt]


这里[image: alt]
 表示对所有n阶排列求和．式（1.1）称为n阶行列式的完全展开式
 ．

特别地，2阶与3阶行列式的完全展开式：

[image: alt]


1.3　转置行列式

若将行列式

[image: alt]


的行列对换，记

[image: alt]


称行列式DT
 称为行列式D的转置行列式．

1.4　行列式的性质

1．经过转置行列式的值不变，即D＝DT
 ．由此可知行列式行的性质与列的性质是对等的．

2．两行（或列）互换位置，行列式的值变号．

特别地，两行（或列）相同，行列式的值为0．

3．某行（或列）如有公因子k，则可把k提出行列式记号外．（亦即用数k乘行列式|A|等于用k乘它的某行（或列））．

特别地：（1）某行（或列）的元素全为0，行列式的值为0．

（2）若两行（或列）的元素对应成比例，行列式的值为0．

4．如果行列式某行（或列）是两个元素之和，则可把行列式拆成两个行列式之和．

[image: alt]


5．把某行（或列）的k倍加到另一行（或列），行列式的值不变．

[image: alt]
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1.5　代数余子式

在n阶行列式

[image: alt]


中划去aij
 所在的第i行、第j列的元素，由剩下的元素按原来的位置排法构成的一个n－1阶的行列式

[image: alt]


称其为aij
 的余子式
 ，记为Mij
 ；称（-1）i＋j
 Mij
 为aij
 的代数余子式
 ，记为Aij
 ，即

Aij
 ＝（-1）i＋j
 Mij


1.6　行列式按行（或列）展开公式

n阶行列式的值等于它的任何一行（列）元素，与其对应的代数余子式乘积之和，即

[image: alt]


公式（1.2）称|A|按第i行展开的展开式，公式（1.3）称|A|按第j列展开的展开式．



真题链接

［2013．数一、二、三］

设A＝（aij
 ）是3阶非零矩阵，|A|为A的行列式，Aij
 为aij
 的代数余子式．若aij
 ＋Aij
 ＝0（i，j＝1，2，3），则|A|＝________．


答案
 　-1



1.7　几个常用的特殊行列式

1．上（下）三角形行列式

[image: alt]


2．关于副对角线的行列式

[image: alt]


3．两个特殊的拉普拉斯展开式

如果A和B分别是m阶和n阶矩阵，则

[image: alt]
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4．范德蒙行列式

[image: alt]


1.8　代数余子式性质的补充

行列式的任一行（列）元素与另一行（列）相应元素的代数余子式两两乘积之和为0，即

[image: alt]


1.9　克拉默法则

若n个方程n个未知数的线性方程组

[image: alt]


的系数行列式

[image: alt]


则方程组有唯一解[image: alt]


其中

[image: alt]



推论1
 　若齐次线性方程组

[image: alt]


的系数行列式不为0，则方程组只有零解．


推论2
 　若齐次线性方程组

[image: alt]


有非零解，则系数行列式|A|＝0．



技巧点拨

行列式|A|是否为零的判定

若A＝（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ）是n阶矩阵，那么行列式|A|＝0．

⇔矩阵A不可逆．

⇔秩r（A）＜n．

⇔Ax＝0有非零解．

⇔0是矩阵A的特征值．

⇔A的列（行）向量线性相关．

因此，判断行列式是否为零的问题，常用的思路有：①用秩；②用齐次方程组是否有非零解；③用特征值能否为零；④反证法．

行列式是一个数，若|A|＝－|A|，则亦能得出|A|＝0的结论．







第二章　矩阵

1　矩阵的概念及运算

2.1.1　矩阵的概念


定义
 　m×n个数排成如下m行n列的一个表格

[image: alt]


称为是一个m×n矩阵
 ，当m＝n时，矩阵A称为n阶矩阵
 或叫n阶方阵
 ．

如果一个矩阵的所有元素都是0，即

[image: alt]


则称这个矩阵是零矩阵
 ，可简记为O．

两个矩阵A＝［aij
 ］m×n
 ，B＝［bij
 ］s×t
 ，如果m＝s，n＝t，则称A与B是同型矩阵
 ．

两个同型矩阵A＝［aij
 ］m×n
 ，B＝［bij
 ］m×n
 ，如果对应的元素都相等，即aij
 ＝bij
 （i＝1，2，…，m；j＝1，2，…，n），则称矩阵A与B相等
 ，记作A＝B．

n阶方阵A＝［aij
 ］n×n
 的元素所构成的行列式

[image: alt]


称为n阶矩阵A的行列式，记成A或detA．


【注】
 　矩阵A是一个表格，而行列式|A|是一个数，这里的概念与符号不要混淆．A＝O与|A|＝0是不同的，不能搞错．当A≠O时有可能|A|＝0．

2.1.2　矩阵加法

两个同型矩阵可以相加，且

A＋B＝［aij
 ］m×n
 ＋［bij
 ］m×n
 ＝［aij
 ＋bij
 ］m×n
 ．

2.1.3　数量乘法（简称数乘）

设k是数，A＝［aij
 ］m×n
 是矩阵，则定义数与矩阵的乘法为

kA＝k［aij
 ］m×n
 ＝［kaij
 ］m×n
 ．

2.1.4　矩阵乘法

设A是一个m×s矩阵，B是一个s×n矩阵（A的列数＝B的行数），则A，B可乘，且乘积AB是一个m×n矩阵．记成C＝AB＝［cij
 ］m×n
 ，其中C的第i行、第j列元素cij
 是A的第i行s个元素和B的第j列的s个对应元素两两乘积之和，即

[image: alt]


矩阵的乘法可图示如下：

[image: alt]


特别地，设A是一个n阶方阵，则记[image: alt]
 称为A的k次幂．



技巧点拨

1．若A是n阶矩阵，AT
 是A的转置矩阵，则|AT
 |＝|A|；

2．若A是n阶矩阵，则|kA|＝kn
 |A|；

3．（行列式乘法公式）若A、B都是n阶矩阵，则|AB|＝|A||B|；

特别地|A2
 |＝|A|2
 ；

4．若A是n阶矩阵，A*
 是A的伴随矩阵，则|A*
 |＝|A|n－1
 ；

5．若A是n阶可逆矩阵，A-1
 是A的逆矩阵，则|A-1
 |＝|A|-1
 ；

6．若A是n阶矩阵，λi
 （i＝1，2，…，n）是A的特征值，则[image: alt]
 ；

7．若矩阵A和B相似A～B，则|A|＝|B|；

8．一般情况|A＋B|≠|A|＋|B|，|A－B|≠|A|－|B|，|kA|≠k|A|．



2.1.5　转置矩阵

将m×n型矩阵A＝［aij
 ］m×n
 的行列互换得到的n×m矩阵［aji
 ］n×m
 称为A的转置矩阵
 ，记为AT
 ，即若

[image: alt]


2.1.6　矩阵的运算

矩阵的加法和数乘，称为矩阵的线性运算，A，B，C是同型矩阵，则满足

（1）线性运算的性质

加法交换律：A＋B＝B＋A

加法结合律：（A＋B）＋C＝A＋（B＋C）

存在零矩阵：A＋O＝A

存在负矩阵：A＋（－A）＝O

数与矩阵乘法的结合律：k（mA）＝（km）A＝m（kA）

分配律：（k＋m）A＝kA＋mA

分配律：k（A＋B）＝kA＋kB

1A＝A，0A＝O

（2）乘法　A，B，C满足可乘条件

[image: alt]



注意
 　AB≠BA

（3）转置

[image: alt]


（4）伴随阵的运算

[image: alt]


（5）方阵的幂

[image: alt]


设

f（x）＝a0
 ＋a1
 x＋a2
 x2
 ＋…＋an
 xn
 ，则f（A）＝a0
 E＋a1
 A＋a2
 A2
 ＋…＋an
 An
 ．


注意
 　（AB）k
 ＝（AB）（AB）…（AB）≠Ak
 Bk
 ．

（A＋B）2
 ＝A2
 ＋AB＋BA＋B2
 ≠A2
 ＋2AB＋B2


（A＋B）（A－B）＝A2
 －AB＋BA－B2
 ≠A2
 －B2
 ．

2.1.7　特殊矩阵

设A是n阶矩阵．

（1）单位阵
 ：主对角元素为1，其余元素为0的矩阵称为单位阵，记成En
 ．（有时也记为I）．

（2）数量阵
 ：数k与单位阵E的积kE称为数量阵．

（3）对角阵
 ：非对角元素都是0的矩阵（即∀i≠j恒有aij
 ＝0）称为对角阵，记成Λ．Λ＝diag［a1
 ，a2
 ，…，an
 ］．

（4）上（下）三角阵
 ：当i＞j（i＜j）时，有aij
 ＝0的矩阵称为上（下）三角阵．

（5）对称阵
 ：满足AT
 ＝A，即aij
 ＝aji
 的矩阵称为对称阵．

（6）反对称阵
 ：满足AT
 ＝－A，即aij
 ＝-aji
 ，aii
 ＝0的矩阵称为反对称阵．

（7）正交阵
 ：AT
 A＝AAT
 ＝E的矩阵称为正交阵．即AT
 ＝A-1
 ．

（8）初等矩阵
 ：单位矩阵经过一次初等变换所得到的矩阵．

（9）伴随矩阵
 ：由矩阵A的行列式|A|所有的代数余子式所构成的形如
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的矩阵称为矩阵A的伴随矩阵，记为A*
 ．

2　可逆矩阵

2.2.1　可逆矩阵

设A是n阶矩阵，如果存在n阶矩阵B使得

AB＝BA＝E（单位矩阵）

成立，则称A是可逆矩阵
 或非奇异矩阵
 ，B是A的逆矩阵
 ，记成A-1
 ＝B．

2.2.2　n阶矩阵A可逆的性质

（1）存在n阶矩阵B，使AB＝E（或BA＝E）．

（2）|A|≠0，或秩r（A）＝n，或A的列（行）向量线性无关．

（3）齐次方程组Ax＝0只有零解．

（4）∀b，非齐次线性方程组Ax＝b总有唯一解．

（5）矩阵A的特征值全不为0．

2.2.3　逆矩阵的运算性质

若k≠0，则[image: alt]
 ；若A，B可逆，则（AB）-1
 ＝B-1
 A-1
 ；

若AT
 可逆，则（AT
 ）-1
 ＝（A-1
 ）T
 ；（A-1
 ）-1
 ＝A；[image: alt]
 ．


注意
 　即使A，B可逆，（A＋B）-1
 ≠A-1
 ＋B-1
 ．

2.2.4　求逆矩阵的主要方法

（1）用公式

若|A|≠0，则[image: alt]
 ．

（2）初等变换法

[image: alt]


（3）用定义

对于A求B，使AB＝E或BA＝E，则A可逆，且A-1
 ＝B．

（4）用分块矩阵

设B，C都是可逆矩阵，则

[image: alt]


（5）可逆矩阵的运算性质

若n阶矩阵A，B可逆，则其乘积AB可逆，且（AB）-1
 ＝B-1
 A-1
 ．

3　初等变换、初等矩阵


2.3.1　初等变换
 　　设A是m×n矩阵，

（1）用某个非零常数k（k≠0）乘A的某行（列）的每个元素；

（2）互换A的某两行（列）的位置；

（3）将A的某行（列）元素的k倍加到另一行（列）；

称为矩阵的三种初等行（列）变换，且分别称为初等倍乘
 、互换
 、倍加
 行（列）变换，统称初等变换
 ．

2.3.2　初等矩阵

由单位矩阵经一次初等变换得到的矩阵称为初等矩阵，它们分别是（以三阶为例）

（1）倍乘初等矩阵
 ，记

[image: alt]


E2
 （k）表示由单位阵E的第2行（或第2列）乘k（k≠0）倍得到的矩阵．

（2）互换初等矩阵
 ，记

[image: alt]


E12
 表示由单位阵E的第1，第2行（或1，2列）互换得到的矩阵．

（3）倍加初等矩阵
 ，记

[image: alt]


E13
 （k）表示由单位阵E的第一行的k倍加到第3行得到的矩阵．当看成列变换时，应是E的第3列的k倍加到第1列得到的矩阵．

初等矩阵均是可逆阵，其逆矩阵仍是初等矩阵，且

[image: alt]


2.3.3　初等矩阵的作用

（1）A左乘（右乘）初等矩阵，相当于对A作相应
 的初等行（列）变换．用初等矩阵P左乘A，所得PA矩阵就是矩阵A作了一次和矩阵P同样的行变换．（若右乘就是相应的列变换）．

（2）当A是可逆阵时，则A可作一系列初等行变换化成单位阵，即存在初等矩阵P1
 ，P2
 ，…，PN
 ，使得

PN
 …P2
 P1
 A＝E．

（3）n阶矩阵A可逆的充分必要条件是A可表示成一系列初等矩阵的乘积，即

A＝P1
 P2
 …PN
 　其中Pi
 （i＝1，2，…，N）是初等矩阵．

（4）A是m×n阶非零矩阵（假设第1列非零），则经过有限次的初等变换可化成如下的阶梯形矩阵

[image: alt]


即存在初等矩阵Pi
 （i＝1，2，…，N）使得U＝PN
 …P2
 P1
 A．

2.3.4　等价矩阵

矩阵A经过有限次初等变换变成矩阵B，则称A与B等价，记成A≅B．若A≅[image: alt]
 ，则后者称为A的等价标准形，A的等价标准形是与A等价的所有矩阵中的最简矩阵．

2.3.5　矩阵等价的性质

（1）反射性：A≅A．

（2）对称性：若A≅B，则B≅A．

（3）传递性：若A≅B，B≅C，则A≅C．

2.3.6　矩阵等价的充要条件

同型矩阵A，B等价，即A≅B⇔r（A）＝r（B）．

4　矩阵的秩

2.4.1　子式

在m×n矩阵A中，任取k行与k列（k≤m，k≤n），位于这些行与列的交叉点上的k2
 个元素按其在原来矩阵A中的次序可构成一个k阶行列式，称其为矩阵A的一个k阶子式
 ．

2.4.2　矩阵的秩

设A是m×n矩阵，若A中存在r阶子式不等于零，r阶以上子式均等于零，则称矩阵A的秩为r，记成r（A），零矩阵的秩规定为0．

2.4.3　初等变换与秩的关系

（1）初等变换不改变行列式的非零性．

（2）初等变换不改变矩阵的秩，即r（Am×n
 ）＝r（P1
 A）＝r（AQ1
 ）＝r（P1
 AQ1
 ）＝r（PA）＝r（AQ）＝r（PAQ）．

其中P1
 为m阶初等矩阵，Q1
 为n阶初等矩阵，P是m阶可逆矩阵，Q是n阶可逆矩阵．

2.4.4　求秩的主要方法

（1）用定义

由小到大逐个检查各阶子式是否为0．若A的全体元素为零，则r（A）＝0．若有非零元素，则r（A）≥1，检查全体二阶子式，若存在一个二阶子式不等于0，则r（A）≥2；若全体二阶子式全为0，则r（A）＝1，…．若存在一个r阶子式不等于0，所有r＋1阶子式全为零，则r（A）＝r．

（2）初等变换

利用初等变换（行、列以及行列混合变换）化成阶梯形矩阵，阶梯形矩阵中台阶的个数即是矩阵的秩．

2.4.5　秩的性质

（1）秩r（A）＝r⇔矩阵A中非零子式的最高阶数是r．

r（A）＜r⇔A中每
 一个r阶式全
 为0．

r（A）≥r⇔A中有
 r子阶不子为式0．

特别地，r（A）＝0⇔A＝O；A≠O⇔r（A）≥1．

（2）若A是n阶矩阵，r（A）＝n⇔|A|≠0⇔A可逆，

r（A）＜n⇔|A|＝0⇔A不可逆．

（3）若A是m×n矩阵，则r（A）≤min（m，n）．

（4）r（A）＝r（AT
 ）．

（5）当k≠0时，r（kA）＝r（A）．

（6）r（A＋B）≤r（A）＋r（B）

（7）r（AB）≤min（r（A），r（B）），r（AB）≥r（A）＋r（B）－B的行数

（8）若A可逆，则r（AB）＝r（B），r（BA）＝r（A）．

（9）若A是m×n矩阵，B是n×s矩阵，AB＝O，则r（A）＋r（B）≤n．

（10）[image: alt]
 ．

（11）[image: alt]
 ．

（12）[image: alt]
 其中A*
 为A的伴随矩阵．

（13）Am×n
 x＝0，则r（A）＋线性无关解向量个数＝n（n是未知量个数）

5　分块矩阵

2.5.1　分块矩阵的概念

将矩阵用若干纵线和横线分成许多小块，每一小块称为原矩阵的子矩阵（或子块），把子块看成原矩阵的一个元素，则原矩阵叫分块矩阵
 ．

由于不同的需要，同一个矩阵可以用不同的方法分块，构成不同的分块矩阵．

[image: alt]
 ，其中αi
 ＝［ai1
 ，ai2
 ，…，ain
 ］，i＝1，2，…，m，是A的子矩阵，A是以行分块的分块阵
 ．

[image: alt]
 ＝［β1
 ，β2
 ，…，βn
 ］，其中βj
 ＝［b1j
 ，b2j
 ，…，bmj
 ］T
 ，j＝1，2，…，n，是B的子矩阵，B是以列分块的分块阵
 ．

2.5.2　分块矩阵的运算

对矩阵适当地分块处理（要保证相对应子块的运算能够合理进行），就有如下运算法则

（1）分块矩阵的加法

[image: alt]


（2）分块矩阵的乘法

[image: alt]


（3）分块矩阵的转置
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（4）若B，C分别是m阶与s阶矩阵，则
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（5）分块矩阵的逆

若B，C分别是m阶与n阶可逆矩阵，则
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若[image: alt]
 ，则A可逆，且[image: alt]
 ，其中B，D可逆．

（6）若A是m×n矩阵，B是n×s矩阵且AB＝O，对B和O矩阵按列分块

有

AB＝A［B1
 ，B2
 ，…，Bs
 ］＝［AB1
 ，AB2
 ，…，ABs
 ］＝［0，0，…，0］

ABi
 ＝0（i＝1，2，…，s）．

即B的列向量是齐次方程组Ax＝0的解．

（7）若AB＝C，其中A是m×n矩阵，B是n×s矩阵，则对B，C按行分块有
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即
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可见矩阵AB的行向量α1
 ，α2
 ，…，αm
 可由B的行向量β1
 ，β2
 ，…，βn
 线性表出．

类似地，对矩阵A，C按列分块，有
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由此得
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即矩阵AB的列向量可由A的列向量线性表出．

（8）分块矩阵的行列式

A是n阶矩阵，B是m阶矩阵，

[image: alt]




真题链接

［2013．数一、二、三］

设A，B，C均为n阶矩阵，若AB＝C，且B可逆，则

（A）矩阵C的行向量组与矩阵A的行向量组等价．

（B）矩阵C的列向量组与矩阵A的列向量组等价．

（C）矩阵C的行向量组与矩阵B的行向量组等价．

（D）矩阵C的列向量组与矩阵B的列向量组等价．


答案
 　B







第三章　向量

1　向量组的线性相关性

3.1.1　n维向量

数域P上的n个数排成一个有序数组［a1
 ，a2
 ，…，an
 ］称为数域P上的n维向量，一般用希腊字母α，β，γ等表示．α＝［a1
 ，a2
 ，…，an
 ］，称为n维行向量，αT
 ＝［a1
 ，a2
 ，…，an
 ］T
 称为n维列向量，其中ai
 称为向量α（或αT
 ）的第i个分量．0＝［0，0，…，0］称为零向量，－α＝［-a1
 ，-a2
 ，…，-an
 ］称为α＝［a1
 ，a2
 ，…，an
 ］的负向量．

3.1.2　向量的基本运算

相等　α＝β⇔α，β同维，且对应分量ai
 ＝bi
 ，i＝1，2，…，n．

加法　α＋β＝［a1
 ＋b1
 ，a2
 ＋b2
 ，…，an
 ＋bn
 ］．

数乘　kα＝［ka1
 ，ka2
 ，…，kan
 ］．

向量的加法和数乘统称为向量的线性运算．

3.1.3　向量线性运算的性质

（1）α＋β＝β＋α．

（2）（α＋β）＋γ＝α＋（β＋γ）．

（3）α＋0＝α．

（4）α＋（－α）＝0．

（5）1·α＝α．

（6）k（lα）＝l（kα）＝（kl）α．

（7）k（α＋β）＝kα＋kβ．

（8）（k＋l）α＝kα＋lα．

3.1.4　线性组合

m个n维向量α1
 ，α2
 ，…，αm
 及m个数k1
 ，k2
 ，…，km
 ，则向量

k1
 α1
 ＋k2
 α2
 ＋…＋km
 αm


称为向量α1
 ，α2
 ，…，αm
 的一个线性组合，其中k1
 ，k2
 ，…，km
 称为线性组合系数．

3.1.5　线性表出

若β能表示成α1
 ，α2
 ，…，αm
 的线性组合，即

β＝k1
 α1
 ＋k2
 α2
 ＋…＋km
 αm
 ，

则称β能由α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性表出．

3.1.6　线性相关

对m个n维向量α1
 ，α2
 ，…，αm
 ，若存在不全为零的数k1
 ，k2
 ，…，km
 ，使得

k1
 α1
 ＋k2
 α2
 ＋…＋km
 αm
 ＝0

成立，则称向量组α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性相关．

显然含有零向量，相等向量或成比例向量的向量组是线性相关的；单个向量时，零向量是线性相关的．

3.1.7　线性无关

m个n维向量α1
 ，α2
 ，…，αm
 不是线性相关的，则称α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性无关，即不存在不全为零的数k1
 ，k2
 ，…，km
 ，使得

k1
 α1
 ＋k2
 α2
 ＋…＋km
 αm
 ＝0

或对任意
 不全为零的数k1
 ，k2
 ，…，km
 ，均有

k1
 α1
 ＋k2
 α2
 ＋…＋km
 αm
 ≠0，

或仅
 当k1
 ＝k2
 ＝…＝km
 ＝0时才有

k1
 α1
 ＋k2
 α2
 ＋…＋km
 αm
 ＝0

成立，则称α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性无关．

向量组ε1
 ＝［1，0，…，0］，ε2
 ＝［0，1，0，…，0］，…，εn
 ＝［0，0，…，0，1］是线性无关的，单个向量是非零向量时，是线性无关的；两个向量不成比例时，是线性无关的．

3.1.8　线性相关、线性无关的判定

（1）向量组α1
 ，α2
 ，…，αs
 （s≥2）线性相关（无关）⇔至少有一个向量αi
 （任意一个向量αi
 ，i＝1，2，…，s）可以（不可以）由其余向量线性表出．

（2）向量组α1
 ，α2
 ，…，αm
 （αj
 ＝［a1j
 ，a2j
 ，…，anj
 ］T
 ，j＝1，2，…，m）线性相关（无关）⇔以αj
 为列向量的齐次线性方程组

α1
 x1
 ＋α2
 x2
 ＋…αm
 xm
 ＝0，

即
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有非零解（仅有零解）．

（3）α1
 ，α2
 ，…，αr
 及α1
 ，α2
 ，…，αr
 ，…，αs
 （其中s≥r），称α1
 ，α2
 ，…，αr
 是α1
 ，α2
 ，…，αs
 的部分组，α1
 ，α2
 ，…，αs
 是整体组，则任何部分
 组α1
 ，α2
 ，…，αr
 相关⇒整体组α1
 ，α2
 ，…，αr
 ，…，αs
 相关，整体组α1
 ，α2
 ，…，αr
 ，…，αs
 无关⇒任何部分组α1
 ，α2
 ，…，αr
 无关，反之都不成立．

（4）向量组
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及
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其中s≥r，则称[image: alt]
 为向量组α1
 ，α2
 ，…，αm
 的延伸组（或称α1
 ，α2
 ，…，αm
 是[image: alt]
 的缩短组）则

α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性无关⇒[image: alt]
 线性无关；

[image: alt]
 线性相关⇒α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性相关，

反之均不成立．

（5）若向量组α1
 ，α2
 ，…，αs
 线性无关，而向量组α1
 ，α2
 ，…，αs
 ，β线性相关，则β可由α1
 ，α2
 ，…，αs
 线性表出，且表出法唯一．

（6）设有两个向量组（Ⅰ）α1
 ，α2
 ，…，αs
 ，（Ⅱ）β1
 ，β2
 ，…，βt


若βi
 （i＝1，2，…，t）均可由（Ⅰ）线性表出，且t＞s，则（Ⅱ）β1
 ，β2
 ，…，βt
 线性相关；

若βi
 （i＝1，2，…，t）均可由（Ⅰ）线性表出，且β1
 ，β2
 ，…，βt
 线性无关，则t≤s．

2　极大线性无关组、秩

3.2.1　极大线性无关组

向量组αi1

 ，αi2

 ，…，αir

 （1≤ir
 ≤s）是向量组α1
 ，α2
 ，…，αs
 的部分组，满足条件

（1）αi1

 ，αi2

 ，…，αir

 线性无关；

（2）向量组中任一向量αi
 （1≤i≤s）均可由αi1

 ，αi2

 ，…，αir

 线性表出．则称向量组αi1

 ，αi2

 ，…，αir

 是向量组α1
 ，α2
 ，…，αs
 的极大线性无关组．

条件（2）的等价说法是：αi1

 ，αi2

 ，…，αir

 中加入任一向量αi
 （1≤i≤s），则向量组αi1

 ，αi2

 ，…，αir

 ，αi
 线性相关．

向量组的极大无关组一般不唯一，但极大无关组的向量个数是一样的．只有一个零向量组成的向量组没有极大线性无关组，一个线性无关向量组的极大线性无关组就是该向量组本身．

3.2.2　向量组的秩

向量组的极大线性无关组的向量个数称为向量组的秩，记为r（α1
 ，α2
 ，…，αs
 ）．

3.2.3　等价向量组

设向量组

（Ⅰ）α1
 ，α2
 ，…，αs
 ；（Ⅱ）β1
 ，β2
 ，…，βt


若（Ⅰ）中的每个向量αi
 ，i＝1，2，…，s，均可由（Ⅱ）线性表出，则称（Ⅰ）可由（Ⅱ）线性表出；若向量组（Ⅰ）、（Ⅱ）可以相互表出，则称向量组（Ⅰ）、（Ⅱ）是等价向量，记成（Ⅰ）≅（Ⅱ）．

向量组和它的极大线性无关组是等价向量组．

一个向量组中各极大无关组之间是等价向量组，且向量个数相同．

3.2.4　向量组的秩与矩阵的关系

设A是m×n矩阵，将A以行及列分块，得
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则r（α1
 ，α2
 ，…，αm
 ）称为A的行秩，r（β1
 ，β2
 ，…，βn
 ）称为A的列秩．

且r（A）（A矩阵的秩）＝A的行秩＝A的列秩．

3.2.5　初等行
 变换变行向量组为等价向量组

若
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则

｛α1
 ，α2
 ，…，αm
 ｝≅｛β1
 ，β2
 ，…，βm
 ｝

记录行变换的过程，则对应
 的部分行向量组也是等价向量组．

3.2.6　初等行变换后相应的列向量组有相同的线性相关性

若[image: alt]


则部分向量组αi1
 ，αi2
 ，…，αir
 线性相关（或无关）⇔对应的部分向量组［βi1
 ，βi2
 ，…，βrn
 ］线性相关（或无关）．

3.2.7　向量组秩与线性表示的关系

设向量组（Ⅰ）α1
 ，α2
 ，…，αs
 ；（Ⅱ）β1
 ，β2
 ，…，βt
 ．

（1）若αi
 （i＝1，2，…，s）可由（Ⅱ）β1
 ，β2
 …，βt
 线性表出，

则

r（α1
 ，α2
 ，…，αs
 ）≤r（β1
 ，β2
 …，βt
 ）

（2）（Ⅰ），（Ⅱ）可以相互表出⇔｛α1
 ，α2
 ，…，αs
 ｝≅｛β1
 ，β2
 ，…，βt
 ｝⇒r（α1
 ，α2
 ，…，αs
 ）＝r（β1
 ，β2
 ，…，βt
 ），反之不成立．

3.2.8　向量组的极大线性无关组、秩的求法

将向量组处理成列向量组，合并成矩阵，做初等行变换，化成阶梯形矩阵，

设

A＝（α1
 ，α2
 ，…，αs
 ）→B＝（β1
 ，β2
 ，…，βs
 ）

则

（1）α1
 ，α2
 ，…，αs
 与β1
 ，β2
 ，…，βs
 具有相同的线性相关性（方程组（α1
 ，α2
 ，…，αs
 ）x＝0与（β1
 ，β2
 ，…，βs
 ）x＝0是同解方程组）．

（2）α1
 ，α2
 ，…，αs
 与β1
 ，β2
 ，…，βs
 中任何对应的列向量组具有相同的线性相关性（对应的列向量组组成的齐次方程组是同解方程组）．

（3）βi1
 ，βi2
 ，…，βir
 是β1
 ，β2
 ，…，βs
 的极大无关组，则αi1
 ，αi2
 ，…，αir
 是α1
 ，α2
 ，…，αs
 的极大线性无关组．

3.2.9　向量的内积

设有n维向量α＝［a1
 ，a2
 ，…，an
 ］T
 ，β＝［b1
 ，b2
 ，…，bn
 ］T
 ，令（α，β）＝αT
 β＝βT
 α＝[image: alt]
 ，则称（α，β）为向量α，β的内积
 ．

3.2.10　内积的性质

（1）（α，β）＝（β，α）（对称性）

（2）λ（α，β）＝（λα，β）＝（α，λβ）（线性性）

（3）（α＋β，γ）＝（α，γ）＋（β，γ）（线性性）

（4）（α，α）≥0，等号成立当且仅当α＝0（正定性）．

内积的向量空间称为欧氏空间
 ．

3.2.11　向量的模

设[image: alt]
 称为向量α＝［a1
 ，a2
 ，…，an
 ］的模（长度），‖α‖＝1时称α为单位向量
 ．

3.2.12　两向量的夹角

两个向量α，β夹角记作<α，β>，且定义它的余弦为
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当（α，β）＝0时，则cos<α，β>＝0，<α，β>＝[image: alt]
 ，此时称向量α，β正交．

3.2.13　两个不等式

（1）|（α，β）|≤‖α‖‖β‖（柯西—施瓦茨不等式）

（2）‖α＋β‖≤‖α‖＋‖β‖（三角形不等式）

3.2.14　正交矩阵

设n阶矩阵A以列（或行）分块为
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则称A为正交矩阵．

3.2.15　正交阵的充分必要条件

A是正交矩阵的充要条件：A是正交矩阵⇔A的行（列）向量组是标准正交向量组⇔AT
 A＝E⇔AT
 ＝A-1
 ．

A是正交矩阵的必要条件：A是正交矩阵⇒|A|＝±1．

A，B是正交矩阵⇒AB仍是正交矩阵．

3.2.16　施密特（Schmidt）标准正交化方法

设α1
 ，α2
 ，…，αs
 线性无关，其标准正交化的方法如下（又称正交规范化）：

先正交化，取
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则β1
 ，β2
 ，…，βs
 是正交向量组．

再将β1
 ，β2
 ，…，βs
 单位化．取
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则η1
 ，η2
 ，…，ηs
 是标准正交向量组，即有

[image: alt]


3　向量空间（数一）


3.3.1　向量空间

实数域上的全体n维向量，并定义加法和数乘运算，要求满足下列八条运算规则：

（1）α＋β＝β＋α

（2）（α＋β）＋γ＝α＋（β＋γ）

（3）存在0，使α＋0＝α

（4）存在－α，使－α＋α＝0

（5）1·α＝α

（6）k（lα）＝（kl）α

（7）（k＋l）α＝kα＋lα

（8）k（α＋β）＝kα＋kβ

则称为实数域上的n维向量空间
 ，并记成Rn
 ．

3.3.2　Rn
 的基、维数、坐标

若ξ1
 ，ξ2
 …ξn
 是Rn
 中的线性无关的有序向量组，则任一向量α∈Rn
 ，均可由ξ1
 ，ξ2
 ，…，ξn
 线性表出，设表出式为

α＝a1
 ξ1
 ＋a2
 ξ2
 ＋…＋anξn
 ，

则称有序向量组ξ1
 ，ξ2
 ，…，ξn
 是Rn
 的一个基
 ，基向量的个数n称为向量空间的维数
 ，而［a1
 ，a2
 ，…，an
 ］称为向量α在基ξ1
 ，ξ2
 ，…，ξn
 下的坐标
 ，或称为α的坐标行（列）向量．称ε1
 ＝（1，0，…，0），ε2
 ＝（0，1，0，…，0），…，εn
 ＝（0，…，0，1）为Rn
 的自然基．

3.3.3　子空间

设W是Rn
 中的一个非空子集，如果W对Rn
 中的加法和数乘运算封闭，即∀α，β∈W，有α＋β∈W，kα∈W，则称W是Rn
 的一个子空间．

Am×n
 x＝0的全体解向量组成的非空子集即是Rn
 的一个子空间
 ，称为解空间
 ．

3.3.4　W的基、维数、坐标

若W是Rn
 的子空间，则W的极大线性无关组ξ1
 ，ξ2
 ，…，ξr
 称为W的一个基，基向量的个数称为子空间W的维数
 ，若α∈W，且

α＝a1
 ξ1
 ＋a2
 ξ2
 ＋…＋ar
 ξr
 ，

则称向量［a1
 ，a2
 ，…，ar
 ］为α在基ξ1
 ，ξ2
 ，…，ξr
 下的坐标（或坐标行（列）向量）．

注意子空间的维数和子空间中向量的维数是不同的概念，例如Am×n
 x＝0，若r（A）＝r，则方程组的解空间的维数是n－r（基础解系中线性无关的解向量的个数），但解空间的向量仍是n维向量．

3.3.5　基变换公式和过渡矩阵

若η1
 ，η2
 ，…，ηn
 和ξ1
 ，ξ2
 ，…，ξn
 是Rn
 中的两个基，且有关系
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则（3.1）式称为由基ξ1
 ，ξ2
 ，…，ξn
 到η1
 ，η2
 ，…，ηn
 的基变换公式，矩阵C称为由基ξ1
 ，ξ2
 ，…，ξn
 到η1
 ，η2
 ，…，ηn
 的过渡矩阵
 ．C的第i列即是ηi
 在ξ1
 ，ξ2
 ，…，ξn
 下的坐标列向量，且过渡矩阵是可逆矩阵．

3.3.6　坐标变换公式

设向量α在基ξ1
 ，ξ2
 ，…，ξn
 及基η1
 ，η2
 ，…，ηn
 下的坐标分别是x＝［x1
 ，x2
 ，…，xn
 ］T
 和y＝［y1
 ，y2
 ，…，yn
 ］T
 ，即

α＝［ξ1
 ，ξ2
 ，…，ξn
 ］x＝［η1
 ，η2
 ，…，ηn
 ］y，

又由基ξ1
 ，ξ2
 ，…，ξn
 到基η1
 ，η2
 ，…，ηn
 的过渡矩阵为C，即

［η1
 ，η2
 ，…，ηn
 ］＝［ξ1
 ，ξ2
 ，…，ξn
 ］C，

则

α＝［ξ1
 ，ξ2
 ，…，ξn
 ］x＝［η1
 ，η2
 ，…，ηn
 ］y＝［ξ1
 ，ξ2
 ，…，ξn
 ］Cy

得
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式（3.2）称为坐标变换公式
 ．





第四章　线性方程组

1　齐次线性方程组

4.1.1　齐次线性方程组的表达形式

n个未知量，m个方程组成的方程组
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称为齐次线性方程组
 ，（4.1）式称为齐次线性方程组的一般形式
 ．

方程组（4.1）写成向量形式
 ，则是

α1
 x1
 ＋α2
 x2
 ＋…＋αn
 xn
 ＝0，

其中αj
 ＝［a1j
 ，a2j
 ，…，amj
 ］T
 ，j＝1，2，…n．

写成矩阵形式
 ，则是

其中
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A称为方程组（4.1）的系数矩阵．

4.1.2　齐次线性方程组的解

若将有序数组c1
 ，c2
 ，…，cn
 代入方程组的未知量x1
 ，x2
 ，…，xn
 ，使每个方程等式成立，则称［c1
 ，c2
 ，…，cn
 ］T
 为方程组的一个解（或解向量），记成ξ＝［c1
 ，c2
 ，…，cn
 ］T
 ，即α1c1
 ＋α2
 c2
 ＋…＋αncn
 ＝0或Aξ＝0，即齐次方程组（4.1）的解是使A的列向量线性组合为零的线性组合系数．

4.1.3　齐次线性方程组的基础解系

设ξ1
 ，ξ2
 ，…，ξn－r
 是Ax＝0的解向量，若满足

（1）ξ1
 ，ξ2
 ，…，ξn－r
 线性无关．

（2）Ax＝0的任一解向量ξ均可由ξ1
 ，ξ2
 ，…，ξn－r
 线性表出，则称向量组ξ1
 ，ξ2
 ，…，ξn－r
 是Ax＝0的基础解系．

条件（2）“Ax＝0的任一解向量ξ均可由ξ1
 ，ξ2
 ，…，ξn－r
 线性表出”等价于“加入任一解向量ξ，使得ξ1
 ，ξ2
 ，…，ξn－r
 ，ξ线性相关”，等价于“r（A）＝r”，即线性无关解向量的个数为n－r，满足r（A）＋线性无关解的个数＝n（n是未知量个数）．

4.1.4　解的性质

若ξ1
 ，ξ2
 是齐次线性方程组Ax＝0的解，则k1
 ξ1
 ，k1
 ξ1
 ＋k2
 ξ2
 仍是Ax＝0的解，其中k1
 ，k2
 是任意常数．

同样，若ξ1
 ，ξ2
 ，…，ξs
 均是Ax＝0的解，则k1
 ξ1
 ＋k2
 ξ2
 ＋…＋ksξs
 仍是Ax＝0的解，其中k1
 ，k2
 ，…，ks
 均是任意常数．

4.1.5　有解条件

齐次线性方程Ax＝0一定有解，至少有零解．

齐次线性方程组Am×n
 x＝［α1
 ，α2
 ，…，αn
 ］x＝0只有零解（有非零解）

⇔α1
 ，α2
 ，…，αn
 线性无关（线性相关）

⇔r（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ）＝r（Am×n
 ）＝n（r（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ）＝r（Am×n
 ）＜n）．

4.1.6　基础解系向量个数与r（A）的关系

若A是m×n矩阵，r（A）＝r＜n，则齐次线性方程组Ax＝0存在基础解系，且基础解系有n－r个线性无关解向量组成．故

基础解系向量个数＋r（A）＝n（未知量个数）．

4.1.7　Ax＝0的通解

若ξ1
 ，ξ2
 ，…，ξn－r
 是Ax＝0的基础解系．则

k1
 ξ1
 ＋k2
 ξ2
 ＋…＋kn－r
 ξn－r


是Ax＝0的通解（一般解），其中k1
 ，k2
 ，…，kn－r
 是任意常数．

4.1.8　同解方程组

如果两个方程组有相同的解集合，则称这两个方程组是同解方程组．

4.1.9　初等行变换不改变方程组的解

若
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则　Ax＝0和Bx＝0是同解方程组．即若P可逆，则Ax＝0和PAx＝0是同解方程组．

若
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则　Ax＝b和Bx＝b′是同解方程组．即若P可逆，则Ax＝b和PAx＝Pb是同解方程组．

4.1.10　基础解系和通解的求法

利用初等行变换不改变方程的解，将A作初等行变换化成阶梯形矩阵，可具体求得基础解系．

设
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得Ax＝0的同解方程组Bx＝0，即
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阶梯形方程中第一个系数不为零的r个未知量x1
 ，x2
 ，…xr
 称为独立未知量
 ，而后面的n－r个未知量xr＋1
 ，…，xn
 称为自由未知量
 ，将自由未知量xr＋1
 ，…，xn
 分别赋下列n－r组值

［1，0，…，0］T
 ，［0，1，0，…，0］T
 ，…，［0，0，…，1］T


代入方程，求出相应的独立未知量x1
 ，x2
 ，…，xr
 ，并得到n－r个解．
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ξ1
 ，ξ2
 ，…ξn－r
 即是方程组Ax＝0的基础解系，所以方程组的通解为k1
 ξ1
 ＋k2
 ξ2
 ＋…＋kn-r
 ξn-r
 ，其中ki
 （i＝1，2，…，n－r）是任意常数．


【注】
 　初等行变换化阶梯形的过程不同，自由未知量的选择和赋值方法不同，基础解系不唯一，但所含线性无关向量个数一样，全体解的解集合是一样的．

2　非齐次线性方程组

4.2.1　非齐次线性方程组的表示形式

n个未知量、m个方程组成的方程组
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称为非齐次线性方程组，（4.2）式称为非齐次线性方程组的一般形式，其中右端常数项b1
 ，b2
 ，…，bm
 不全为零．

方程组（4.2）写成向量形式
 则是

α1
 x1
 ＋α2
 x2
 ＋…＋αn
 xn
 ＝b，

其中

αj
 ＝［a1j
 ，a2j
 ，…，amj
 ］T
 ，b＝［b1
 ，b2
 ，…，bm
 ］T
 ．

方程组（4.2）写成矩阵形式
 则是

Am×n
 x＝b，

其中
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4.2.2　Ax＝b的解的性质

设η1
 ，η2
 是Ax＝b的两个解．ξ是对应齐次方程组Ax＝0的解，则

A（η1
 －η2
 ）＝0，A（η1
 ＋kξ）＝b．

4.2.3　Ax＝b的有解条件

Am×n
 x＝b无解⇔b不能由A的列向量组α1
 ，α2
 ，…，αn
 线性表出．

⇔r（A）≠r（A|b）（r（A）＋1＝r（A|b））．

Am×n
 x＝b有解⇔b可由A的列向量组α1
 ，α2
 ，…，αn
 线性表出．

⇔r（A）＝r（A|b），即r（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ）＝r（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ，b）

⇔｛α1
 ，α2
 ，…，αn
 ｝≅｛α1
 ，α2
 ，…，αn
 ，b｝．

若r（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ）＝n＝r（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ，b）

⇔α1
 ，α2
 ，…，αn
 线性无关，α1
 ，α2
 ，…，αn
 ，b线性相关

⇔b可由α1
 ，α2
 ，…，αn
 线性表出，且表出法唯一．

⇔Ax＝b有唯一解．

若r（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ）＝r（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ，b）＝r＜n

⇔α1
 ，α2
 ，…，αn
 线性相关，b可由α1
 ，α2
 ，…，αn
 线性表出，且表出法不唯一

⇔Ax＝b有无穷多解．

4.2.4　Ax＝b的通解结构

设Am×n
 x＝b有特解η*
 ，对应的齐次线性方程组Ax＝0有基础解系ξ1
 ，ξ2
 ，…，ξn－r
 ，则Ax＝b的通解为

k1
 ξ1
 ＋k2
 ξ2
 ＋…＋kn－r
 ξn－r
 ＋η*
 ，

其中k1
 ，k2
 ，…，kn－r
 是任意常数．

4.2.5　非齐次线性方程组通解的求法

高斯消元法　　将增广矩阵（A|b）作初等行变换化成阶梯形矩阵，先求出对应齐次线性方程组的基础解系ξ1
 ，ξ2
 ，…，ξn－r
 （r（A）＝r），再求一个非齐次特解设为η．求η时，可取自由未知量为任意值（为计算简单一般将自由未知量均取零值）代入方程，求得独立未知量，并得η，则Ax＝b的通解为

k1
 ξ1
 ＋k2
 ξ2
 ＋…＋kn－r
 ξn－r
 ＋η，

其中k1
 ξ1
 ＋k2
 ξ2
 ＋…＋kn－r
 ξn－r
 是对应齐次方程组的通解，k1
 ，k2
 ，…，kn－r
 是任意常数．



真题链接

［2012．数一、二、三］
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（Ⅰ）计算行列式|A|；

（Ⅱ）当实数a为何值时，方程组Ax＝β有无穷多解，并求其通解．


答案
 　（Ⅰ）4；（Ⅱ）（0，-1，0，0）T
 ＋k（1，1，1，1）T
 ，（k为任意常数）．







第五章　特征值、特征向量、相似矩阵

1　特征值、特征向量

5.1.1　特征值、特征向量

A是n阶方阵，如果对于数λ，存在非零向量ξ，使得
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成立，则称λ是A的特征值
 ，ξ是A的对应于λ的特征向量
 ．

5.1.2　特征方程、特征多项式、特征矩阵

由式（5.1）得，（λE－A）ξ＝0，因ξ≠0，故
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式（5.2）称为A的特征方程
 ，是未知元素λ的n次方程，在复数域内有n个根，式（5.2）的左端多项式称为A的特征多项式
 ，矩阵λE－A称为特征矩阵
 ．

5.1.3　特征值的性质

设A＝［aij
 ］n×n
 ，λi
 （i＝1，2，…，n）是A的特征值，则

（1）[image: alt]
 ；

（2）[image: alt]
 ．

（3）实对称矩阵A的特征值都是实数，属于不同特征值的特征向量正交．

（4）
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5.1.4　特征值、特征向量的求法

（1）利用齐次线性方程组．设A＝［aij
 ］n×n
 ，则由|λE－A|＝0求出A的全部特征值λi
 ，再由齐次线性方程组

（λi
 E－A）x＝0

求出A的对应于特征值λi
 的特征向量．基础解系即是A的对应于λi
 的线性无关特征向量，通解即是A的对应于λi
 的全体特征向量（除0向量）．

（2）利用定义，凡满足关系式Aξ＝λξ的数λ即是A的特征值，ξ（ξ≠0）即是A的对应于λ的特征向量．一般用于抽象矩阵，或元素为文字的矩阵．

2　相似矩阵、矩阵的相似对角化

5.2.1　相似矩阵

设A，B都是n阶矩阵，若存在可逆矩阵P，使得P-1
 AP＝B，则称A相似于B，记成A～B．若A～Λ，其中Λ是对角阵，则称A可相似对角化，Λ是A的相似标准形．

5.2.2　相似矩阵的性质

（1）A～A，反身性．

（2）若A～B⇒B～A，对称性．

（3）若A～B，B～C⇒A～C，传递性．

（4）若A～B，则AT
 ～BT
 ，A-1
 ～B-1
 ，|A|＝|B|，r（A）＝r（B）．

（5）若A～B，则Am
 ～Bm
 （m为正整数）．

（6）若A～B，则f（A）～f（B）（其中f（x）是多项式）．

（7）若A～B，则A，B有相同的特征方程，相同的特征值，反之不成立．

（8）若A～B，则[image: alt]
 ．

（9）若P-1
 A1
 P＝B1
 ，P-1
 A2
 P＝B2
 ，则

（P-1
 A1
 P）P-1
 A2
 P＝P-1
 A1
 A2
 P＝B1
 B2
 ．

（10）P-1
 （k1
 A1
 ＋k2
 A2
 ）P＝k1
 P-1
 A1
 P＋k2
 P-1
 A2
 P．

5.2.3　矩阵可相似对角化的充分必要条件

（1）n阶矩阵A可对角化⇔A有n个线性无关的特征向量．

（2）λ1
 ≠λ2
 是A的特征值⇒A的对应于λ1
 ，λ2
 的特征向量ξ1
 ，ξ2
 线性无关．

（3）n阶矩阵A有n个互不相同的特征值λ1
 ≠λ2
 ≠…≠λn
 ⇒A有n个线性无关特征向量ξ1
 ，ξ2
 ，…，ξn
 ．⇔A可相似于对角阵．取P＝［ξ1
 ，ξ2
 ，…，ξn
 ］，则有P-1
 AP＝Λ，其中[image: alt]
 ，注意ξ1
 ，ξ2
 ，…，ξn
 排列次序应与λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 的排列次序一致．

（4）λ是n阶矩阵A的ri
 重特征值，则其对应的线性无关特征向量个数少于等于ri
 个．

（5）n阶矩阵A可相似对角化⇔A的每一个ri
 重特征值对应的线性无关特征向量个数等于该特征值的重数ri
 ．

当A的ri
 重特征值λi
 对应的线性无关特征向量个数少于
 特征值的重数ri
 时，A不能相似于对角阵．



真题链接

［2013．数一、二、三］

矩阵[image: alt]
 与[image: alt]
 相似的充分必要条件为

（A）a＝0，b＝2．

（B）a＝0，b为任意常数．

（C）a＝2，b＝0．

（D）a＝2，b为任意常数．


答案
 　B



3　实对称矩阵的相似对角化

5.3.1　实对称矩阵

元素aij
 都是实数的对称矩阵称为实对称矩阵
 ，记[image: alt]
 ＝［[image: alt]
 ］（[image: alt]
 是aij
 的共轭），则A是实对称矩阵⇔AT
 ＝A，且[image: alt]
 ＝A．

5.3.2　实对称阵相似对角化


定理1
 　实对称矩阵的特征值全部是实数．


定理2
 　实对称矩阵的属于不同特征值对应的特征向量相互正交．


定理3
 　实对称矩阵必相似于对角阵，即存在可逆阵P，使得P-1
 AP＝Λ．且存在正交阵Q，使得Q-1
 AQ＝QT
 AQ＝Λ．

5.3.3　实对称矩阵正交相似于对角阵的步骤

（1）解特征方程|λE－A|＝0，求出全部特征值：λ1
 ，λ2
 ，…，λr
 （均为实数）（若求得的是特征值的取值范围，则λ的取值范围应限于实数，去除复数．）．

（2）求（λi
 E－A）x＝0的基础解系ξi1
 ，ξi2
 ，…，ξiki

 ，i＝1，2，…，r，即是A的属于特征值λi
 的线性无关的特征向量．（若求解方程（λi
 E－A）x＝0的基础解系时，使ξi1
 ，ξi2
 ，…，ξiki

 能相互正交更好，可免去下一步将ξi1
 ，ξi2
 ，…，ξiki

 正交化的工作．）

（3）将每个属于λi
 的特征向量ξi1
 ，ξi2
 ，…，ξiki

 正交化（不同特征值对应的特征向量已相互正交），正交后的向量组记成ηi1
 ，ηi2
 ，…，ηiki

 ．

（4）将全部特征向量单位化．得标准正交向量组记成
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（5）将n个单位正交特征向量合并成正交矩阵，记为
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此即是所求的正交阵，且有

Q-1
 AQ＝QT
 AQ＝Λ

其中Λ是由A的全部特征值组成的对角阵（注意λi
 和[image: alt]
 的排列次序要求一致．）





第六章　二次型

1　二次型的概念、矩阵表示

6.1.1　二次型


定义
 　n个变量的一个二次齐次多项式
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称为n个变量的二次型，系数均为实数时，称为n元实二次型．

6.1.2　二次型的矩阵表示

令aij
 ＝aji
 ，i＜j，则2aij
 xi
 xj
 ＝aij
 xi
 xj
 ＋aji
 xj
 xi
 ，则二次型（6.1）可以写成矩阵形式：

[image: alt]


其中A是对称矩阵，称为二次型f的对应矩阵，且f与A一一对应．

6.1.3　线性变换

设两组变量，x1
 ，x2
 ，…，xn
 ；y1
 ，y2
 ，…，yn
 有
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记成x＝Cy，称为由x1
 ，x2
 ，…，xn
 到y1
 ，y2
 ，…，yn
 的一个线性变换
 ，若其系数矩阵的行列式

[image: alt]


则称线性变换为可逆线性变换（非退化线性变换）．

6.1.4　合同二次型

一个二次型f＝xT
 Ax，经过可逆线性变换x＝Cy，其中C是可逆阵，得

[image: alt]


其中B＝CT
 AC，且B仍是对称阵．此时二次型f和g称为合同二次型．



技巧点拨

（1）若A，B是两个n阶对称阵，f＝xT
 Ax，g＝xT
 Bx是两个二次型，

若A＝B⇔f＝g；

若A≃B⇔f合同于g；

若r（A）＝r⇔r（f）＝r；

若A正定⇔f正定．

故在研究二次型和研究其对应的对称矩阵之间是可以相互转化的．

（2）二次型的对应矩阵必须是对称阵，只有对应矩阵是对称阵时，二次型的对应矩阵才是唯一确定的．若不要求A是对称阵，那么同一个二次型将有无穷多种矩阵的表示方法．



6.1.5　合同矩阵


定义
 　设A，B是两个n阶方阵，若存在可逆阵C，使得CT
 AC＝B，则称A合同于B，记成A≃B．

合同矩阵有如下性质

反身性：A≃A．

对称性：若A≃B，则B≃A．

传递性：若A≃B，B≃C，则A≃C．

2　化二次型为标准形、规范形

6.2.1　二次型的标准形、规范形


定义
 　若二次型f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）只有平方项，没有混合项（即混合项的系数全为零），即
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则称二次型为标准形
 （又称平方和）．

在二次型的标准形中，若平方项的系数ai
 只是1，-1，0，即

[image: alt]


则称为二次型的规范形（ai
 中1的个数是p个，-1的个数是q个，0的个数是n－（p＋q）个）．

6.2.2　正交变换化二次型为标准形、规范形


定理
 　对任意一个n元二次型f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）＝xT
 Ax，必存在正交变换x＝Qy，其中Q是正交阵，化二次型为标准形．即

[image: alt]


其中λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 是A的n个特征值．

用矩阵的语言表达，即

对任意一个n阶实对称阵A，必存在正交阵Q，使得

Q-1
 AQ＝QT
 AQ＝Λ，

其中[image: alt]
 ，λi
 （i＝1，2，…，n）是A的特征值，即A必既相似又合同于对角阵．


【注】
 　正交变换法只能化二次型为标准形，平方项的系数即是特征值．

正交变换化二次型为标准形的步骤：

（1）求二次型对称阵的特征值λi
 （i＝1，2，…，n）；

（2）对每个λi
 ，求出相应的特征向量ξi
 （i＝1，2，…，n）；

（3）将ξi
 标准正交化得ηi
 （i＝1，2，…，n）；

（4）作正交矩阵P＝［η1
 ，η2
 ，…，ηn
 ］，正交变换x＝Py，代入原二次型得f（Py）即为标准形．

6.2.3　配方法化二次型为标准形、规范形


定理
 　任一个n元二次型f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）＝xT
 Ax，都可以通过可逆线性变换x＝Cy，其中C是可逆阵，化成标准形．即

[image: alt]


用矩阵的语言表达，即

对任意一个n阶实对称阵A，一定存在可逆阵C，使得CT
 AC＝Λ．其中

[image: alt]


实对称阵必合同于对角阵．


配方法化二次型为标准形的步骤


（1）若二次型中含有xi
 的平方项，则先把xi
 乘积项集中，再一起配成完全平方，使配完完全平方后，减少一个变量．

（2）若二次型中不含平方项，则做可逆变换：

[image: alt]


使得经变换后出现平方项，再按（1）配完全平方．

配完完全平方后，令每个平方项的一次式分别为z1
 ，z2
 ，…，zn
 （若完全平方项少于变量个数时，应补足成n个），则可将二次型化成标准形，所做的可逆线性变换矩阵可由所做的变换得到．

初等变换法化二次型为标准形

将二次型的对称矩阵A与E，构造成2n×n的矩阵[image: alt]
 ，对[image: alt]
 实施相同的行、列变换，当A变成对角阵时，E就变换为所求的可逆线性变换矩阵．


【注】
 　（1）在进行初等变换时，常常是做一次初等行变换，再做一次相同的初等列变换，这样交替进行．

（2）当化成标准形[image: alt]
 后，其中di
 ＞0（i＝1，2，…，n），再作线性变换[image: alt]
 （i＝1，2，…，n），就可化成规范形[image: alt]
 ．

6.2.4　惯性定理

对于一个二次型，作可逆线性变换化成标准形（或规范形）．所作的可逆线性变换不唯一，标准形也不唯一，但其标准形中正平方项的项数p，负平方项的项数q都是由所给二次型唯一确定的．

正平方项的项数p称为正惯性指数
 ，负平方项的项数q称为负惯性指数
 ，p＋q＝r是二次型对应矩阵的秩
 ，p－q称为符号差
 ．

6.2.5　A≃B的充要条件

实对称阵A≃B⇔xT
 Ax与xT
 Bx有相同的正、负惯性指数，

⇒r（A）＝r（B）．



真题链接

［2014．数一、二、三］

设二次型f（x1
 ，x2
 ，x3
 ）＝[image: alt]
 －[image: alt]
 ＋2ax1
 x3
 ＋4x2
 x3
 的负惯性指数为1，则a的取值范围是．


答案
 　［-2，2］



3　正定二次型、正定矩阵

6.3.1　正定二次型

若对于任意的非零向量x＝［x1
 ，x2
 ，…，xn
 ］T
 ，恒有

[image: alt]


则称二次型f为正定二次型，对应矩阵为正定矩阵．

6.3.2　可逆线性变换不改变二次型的正定性．


定理
 　一个二次型f＝xT
 Ax，经可逆线性变换x＝Cy，化成yT
 CT
 ACy，即[image: alt]
 ．

二次型xT
 Ax和yT
 CT
 ACy有相同的正定性．A，CT
 AC（其中C可逆）有相同的正定性．

6.3.3　f正定的充要条件

f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）＝xT
 Ax正定

⇔A的正惯性指数p＝r＝n（r是A的秩，n是未知量个数）

⇔A≃E，即存在可逆阵C，使得CT
 AC＝E

⇔A＝DT
 D，其中D是可逆阵

⇔A的全部特征值λi
 ＞0，i＝1，2，…，n，

⇔A的全部顺序主子式大于零，即

[image: alt]


6.3.4　f＝xT
 Ax正定的必要条件

若二次型f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）＝xT
 Ax正定，则A的主对角元素aii
 ＞0，且行列式|A|＞0．


第三篇　概率论与数理统计（数一、三）


第一章　随机事件和概率

1　事件、样本空间、事件间的关系与运算

1.1.1　随机试验


定义
 　对随机现象进行观察或实验称为随机试验，简称试验，记作E．它具有如下特点：

（1）可以在相同条件下重复进行；

（2）所得的可能结果不止一个，且所有可能结果都能事前已知；

（3）每次具体实验之前无法预知会出现哪个结果．

1.1.2　样本空间


定义
 　随机试验的每一可能结果称为样本点，记作ω．由所有样本点全体组成的集合称为样本空间，记作Ω．

样本点是组成样本空间的元素，样本空间是样本点的全集，样本空间有以下三种类型：

（1）有限集合．样本空间中的样本点个数是有限的．

（2）无限可列集合．样本空间中的样本点个数是无限的，但可以列出来．

（3）无限不可列集合．样本空间中的样本点个数是无限的，又不能列出．

1.1.3　随机事件


定义
 　样本空间的子集称为随机事件，简称事件，常用字母A，B，C等表示．

随机事件是由样本空间中的元素即样本点组成，由一个样本点组成的子集是最简单事件，称为基本事件
 ．随机事件既然由样本点组成，因此，也可能将随机事件看成是由基本事件组成．

如果一次试验的结果为某一基本事件出现，就称该基本事件出现或发生．如果组成事件A的一个基本事件出现或发生，也称事件A出现或发生．

把Ω看成一事件，则每次试验必有Ω中某一基本事件（即样本点）发生，也就是每次试验Ω必然发生，称Ω为必然事件．

把不包含任何样本点的空集∅看成一个事件．每次试验∅必不发生，称∅为不可能事件．

1.1.4　事件的包含


定义
 　如果事件A发生必然导致事件B发生，则称事件B包含事件A，或称事件A包含于事件B，记为B⊃A或A⊂B．

从集合关系来说，事件A的每一个样本点都属于事件B．

1.1.5　事件的相等


定义
 　如果A⊃B与B⊃A同时成立，则称事件A与事件B相等，记作A＝B．

1.1.6　事件的交


定义
 　如果事件A与事件B同时发生，则称这样的一个事件为事件A与事件B的交或积，记为A∩B或AB．

集合A∩B是由同时属于A与B的所有公共样本点构成．

事件的交可以推广到有限多个事件或可数无穷多个事件的情形：

[image: alt]


1.1.7　互斥事件


定义
 　如果事件A与事件B的关系为AB＝∅，即A与B不能同时发生，则称事件A和事件B为互斥或互不相容．

互斥的两事件没有公共样本点．

事件的互斥可以推广到有限多个事件或可数无穷多个事件的情形：

若n个事件A1
 ，A2
 ，…，An
 中任意两个事件均互斥，即Ai
 Aj
 ＝∅，i≠j，i，j＝1，2，…，n，则称这n个事件是两两互斥或两两互不相容．

若可数无穷个事件A1
 ，A2
 ，…，An
 ，…中任意两个事件均互斥，即Ai
 Aj
 ＝∅，i≠j，i，j＝1，2，…，n，…，则称这可数无穷个事件是两两互斥或两两互不相容．

1.1.8　事件的并


定义
 　如果事件A与事件B至少有一个发生，则称这样一个事件为事件A与事件B的并或和，记为A∪B．

集A∪B是由属于A与B的所有样本点构成．

事件的并可推广到有限多个事件或可数无穷多个事件的情形：

[image: alt]


1.1.9　对立事件


定义
 　如果事件A与事件B有且仅有一个发生，即同时成立A∪B＝Ω，且A∩B＝∅，则称事件A与事件B为对立事件或互逆事件，记为[image: alt]
 ＝B或[image: alt]
 ＝A．


【注】
 [image: alt]
 简称为A非．在样本空间中，集合[image: alt]
 是由所有不属于事件A的样本点构成的集合．

1.1.10　事件的差


定义
 　事件A发生而事件B不发生称为事件A与事件B的差，记为A－B．在样本空间中集合A－B是由属于事件A而不属于事件B的所有样本点构成的集合．显然A－B＝[image: alt]
 ．

直观上常用几何图形表示集合．事件间的关系：包含、相等、互斥、对立和事件间的运算：交、并、差也可以用几何图形直观表示．如图1-1所示．

[image: alt]


如图1-1

1.1.11　事件的运算规律

（1）交换律　A∪B＝B∪A，A∩B＝B∩A．

（2）结合律　A∪（B∪C）＝（A∪B）∪C，

A∩（B∩C）＝（A∩B）∩C．

（3）分配律　A∩（B∪C）＝（A∩B）∪（A∩C），

A∪（B∩C）＝（A∪B）∩（A∪C）．

（4）对偶律[image: alt]


2　概率、条件概率、独立性和五大公式

1.2.1　概率公理

设试验E的样本空间为Ω，称实值函数P为概率，如果P满足如下三条件：

（1）对于任意事件A，有P（A）≥0；

（2）对于必然事件Ω，有P（Ω）＝1；

（3）对于两两互斥的可数无穷个事件A1
 ，A2
 ，…，An
 ，…有P（A1
 ∪A2
 …∪An
 ∪…）＝P（A1
 ）＋P（A2
 ）＋…＋P（An
 ）＋…，称P（A）为事件A的概率．

1.2.2　条件概率


定义
 　设A，B为两事件，且P（A）＞0，称

[image: alt]


为在事件A发生的条件下事件B发生的条件概率．

1.2.3　概率的性质

（1）P（∅）＝0；

（2）0≤P（A）≤1．

（3）P（[image: alt]
 ）＝1－P（A）；

（4）A⊂B，则P（A）≤P（B）；

（5）对于两两互斥的有限个事件A1
 ，A2
 ，…，An
 ，有

P（A1
 ∪A2
 ∪…∪An
 ）＝P（A1
 ）＋P（A2
 ）＋…＋P（An
 ）；


【注】
 　条件概率也是概率，条件概率也有概率相应的各性质．

1.2.4　事件独立性


定义
 　设A，B两事件满足等式

P（AB）＝P（A）P（B），

则称A与B相互独立．

设A1
 ，A2
 ，…，An
 是n个事件，如果对于任意k（1＜k≤n），任意1≤i1
 ＜i2
 ＜…＜ik
 ≤n满足等式

P（Ai1

 Ai2

 …Aik

 ）＝P（Ai1

 ）P（Ai2

 ）…P（Aik

 ），

则称A1
 ，A2
 ，…，An
 为相互独立的事件．


【注】
 　n个事件相互独立需要

[image: alt]


1.2.5　相互独立的性质

（1）A与B相互独立的充要条件是A与[image: alt]
 或[image: alt]
 与B或[image: alt]
 与[image: alt]
 相互独立．（2）当0＜P（A）＜1时，A与B独立⇔P（B|A）＝P（B）或P（B|A）＝P（B|[image: alt]
 ）成立．

（3）若A1
 ，A2
 ，…，An
 相互独立，则A1
 ，A2
 ，…，An
 必两两独立．反之，若A1
 ，A2
 ，…，An
 两两独立，则A1
 ，A2
 ，…，An
 不一定相互独立．

（4）当A1
 ，A2
 ，…，An
 相互独立时，它们的部分事件也是相互独立的．

将相互独立的n个事件中任何几个事件换成它们相应的对立事件，则这新组成的n个事件也相互独立．

1.2.6　五大公式

（1）加法公式

P（A∪B）＝P（A）＋P（B）－P（AB）；

P（A∪B∪C）＝P（A）＋P（B）＋P（C）－P（AB）－P（BC）－P（AC）＋P（ABC）．

（2）减法公式

P（A－B）＝P（A）－P（AB）．

（3）乘法公式

当P（A）＞0时，P（AB）＝P（A）P（B|A）；

当P（A1
 A2
 …An－1
 ）＞0时，

P（A1
 A2
 …An
 ）＝P（A1
 ）P（A2
 |A1
 ）…P（An
 |A1
 A2
 …An－1
 ）．

（4）全概率公式

设B1
 ，B2
 ，…，Bn
 满足[image: alt]
 ＝Ω，Bi
 Bj
 ＝∅（i≠j）且P（Bk
 ）＞0，k＝1，2，…，n，则对任意事件A有

[image: alt]


称满足[image: alt]
 ＝Ω和Bi
 Bj
 ＝∅（i≠j）的B1
 ，B2
 ，…，Bn
 为Ω的一个完备
 事件组
 ．

（5）贝叶斯公式

设B1
 ，B2
 ，…，Bn
 满足[image: alt]
 ＝Ω，Bi
 Bj
 ＝∅（i≠j）且P（A）＞0，P（Bk
 ）＞0，k＝1，2，…，n，则

[image: alt]



【注】
 　（1）概率计算中常要结合对偶律应用性质P（[image: alt]
 ）＝1－P（A）．

（2）计算相互独立事件的概率时，常将事件的“并”或“差”转化成“交”来计算．因为事件的独立性是用事件之交的概率来定义．而将相互独立事件中某个或某几个事件换成相应的对立事件并不影响它们之间的相互独立性，所以将“并”和“差”化成“交”后，常常会带来计算上的方便．例如，A与B独立时，

[image: alt]


3　古典概型与伯努利概型

1.3.1　古典型概率


定义
 　当试验结果为有限n个样本点，且每个样本点的发生具有相等的可能性，如果事件A由nA个样本点组成，则事件A的概率

[image: alt]


称有限等可能试验中事件A的概率P（A）为古典型概率．

1.3.2　几何型概率


定义
 　当试验的样本空间是某区域（该区域可以是一维，二维或三维等等），以L（Ω）表示其几何度量（长度、面积、体积等等）．事件A的样本点所表示的区域为ΩA
 ，则事件A的概率

[image: alt]


称这种样本点个数无限但几何度量上的等可能试验中事件A的概率P（A）为几何型概率．

1.3.3　n重伯努利试验


定义
 　把一随机试验独立重复作若干次，即各次试验所联系的事件之间相互独立，且同一事件在各个试验中出现的概率相同，称为独立重复试验．

如果每次试验只有两个结果A和[image: alt]
 ，则称这种试验为伯努利试验．将伯努利试验独立重复进行n次，称为n重伯努利试验．

设在每次试验中，概率P（A）＝p（0＜p＜1），则在n重伯努利试验中事件A发生k次的概率，又称为二项概率公式：

[image: alt]




真题链接

［2014．数一、三］

设随机事件A与B相互独立，且P（B）＝0.5，P（A－B）＝0.3，则P（B－A）＝

（A）0.1．

（B）0.2．

（C）0.3．

（D）0.4．


答案
 　B







第二章　随机变量及其概率分布

1　随机变量及其分布函数

2.1.1　随机变量


定义
 　在样本空间Ω上的实值函数X＝X（ω），ω∈Ω，称X（ω）为随机变量，简记X．


【注】
 　X（ω）的定义域是Ω．常用X，Y，Z等表示随机变量．

2.1.2　分布函数


定义
 　对于任意实数x，记函数F（x）＝P｛X≤x｝，－∞＜x＜＋∞，称F（x）为随机变量X的分布函数．

分布函数F（x）是定义在（－∞，＋∞）上的一个实值函数，F（x）的值等于随机变量X在区间（－∞，x］内取值的概率，即事件“X≤x”的概率．

2.1.3　分布函数性质

（1）0≤F（x）≤1．

（2）[image: alt]
 ，记为F（－∞）＝0；[image: alt]
 ，记为F（＋∞）＝1．

（3）F（x）是单调非减函数，即当x1
 ＜x2
 时，F（x1
 ）≤F（x2
 ）．

（4）F（x）是右连续的，即F（x＋0）＝F（x）．

（5）对任意x1
 ＜x2
 ，有P｛x1
 ＜X≤x2
 ｝＝F（x2
 ）－F（x1
 ）．

（6）对任意的x，P｛X＝x｝＝F（x）－F（x－0）．



技巧点拨

由单调性和F（－∞）＝0，F（＋∞）＝1可以推出0≤F（x）≤1，所以性质（1），（2），（3），（4）可以简化为：

F（－∞）＝0，F（＋∞）＝1；单调非减；右连续．

这恰是函数F（x）成为某一随机变量的分布函数的充要条件．

当F（x）在x处连续时，F（x）－F（x－0）＝0，根据性质（6），就有P｛X＝x｝＝0．



真题链接

［2013．数一、三］

设X1
 ，X2
 ，X3
 是随机变量，且X1
 ～N（0，1），X2
 ～N（0，22
 ），X3
 ～N（5，32
 ），pi
 ＝P｛-2≤Xi
 ≤2｝（i＝1，2，3），则

（A）p1
 ＞p2
 ＞p3
 ．

（B）p2
 ＞p1
 ＞p3
 ．

（C）p3
 ＞p1
 ＞p2
 ．

（D）p1
 ＞p3
 ＞p2
 ．


答案
 　A



2　离散型随机变量和连续型随机变量

2.2.1　离散型随机变量


定义
 　如果一个随机变量的可能取值是有限多个或可数无穷多个，则称它为离散型随机变量．

2.2.2　离散型随机变量X的概率分布


定义
 　设离散型随机变量X的可能取值是x1
 ，x2
 ，…，xn
 ，…，X取各可能值的概率为

P｛X＝xk
 ｝＝pk
 ，k＝1，2，…．

称上式为离散型随机变量X的概率分布或分布律．

分布律也有用列表方式给出的：

[image: alt]


或者

[image: alt]


这里只给出X可能取值可数无穷多个的情形．不难给出X有限个可能取值的情形．

2.2.3　连续型随机变量及其概率密度


定义
 　如果对随机变量X的分布函数F（x），存在一个非负可积函数f（x），使得对任意实数x，都有

[image: alt]


称X为连续型随机变量
 ，函数f（x）称为X的概率密度
 ．


【注】
 　连续型随机变量的分布函数F（x）必可表示成[image: alt]
 ，所以这时的F（x）一定是（－∞，＋∞）上的连续函数．反之，不能说凡是连续的F（x）对应的X一定是连续型随机变量．

连续型随机变量的F（x）必连续，但f（x）不一定是连续的．

2.2.4　分布律性质

（1）pk
 ≥0，k＝1，2，…；

（2）[image: alt]
 ．


【注】
 　性质（1）和（2）也是分布律的充要条件．

2.2.5　概率密度f（x）的性质

（1）f（x）≥0；

（2）[image: alt]
 ；

（3）对任意实数x1
 ＜x2
 ，有P｛x1
 ＜X≤x2
 ｝＝[image: alt]
 ；

（4）在f（x）的连续点处有F′（x）＝f（x）．

函数f（x）成为某一连续型随机变量的概率密度充要条件是f（x）具有性质（1）和（2）．

如果X是连续型随机变量，则显然有

P｛x1
 ＜X≤x2
 ｝＝P｛x1
 ≤X＜x2
 ｝＝P｛x1
 ＜X＜x2
 ｝＝P｛x1
 ≤X≤x2
 ｝．

3　常用分布

2.3.1　0-1分布


定义
 　如果随机变量X有分布律

[image: alt]


0＜p＜1，则称X服从参数为p的0-1分布，或称X具有0-1分布．

2.3.2　二项分布


定义
 　如果随机变量X有分布律

[image: alt]


其中0＜p＜1，q＝1－p，则称X服从参数为n，p的二项分布，记作X～B（n，p）．

在n重伯努利试验中，若每次试验成功率为p（0＜p＜1），则在n次独立重复试验中成功的总次数X服从二项分布．

当n＝1时，不难验证二项分布就退化成0-1分布．所以0-1分布也可以记为B（1，p）．

2.3.3　几何分布


定义
 　如果随机变量X的分布律为

P｛X＝k｝＝pqk－1
 ，k＝1，2，…，

其中0＜p＜1，q＝1－p，则称X服从参数为p的几何分布，或称X具有几何分布．


【注】
 　在独立地重复做一系列伯努利试验中，若每次试验成功率为p（0＜p＜1），则在第k次试验时才首次试验成功的概率服从几何分布．

2.3.4　超几何分布


定义
 　如果随机变量X的分布律为

[image: alt]


其中l1
 ＝max（0，n－N＋M），l2
 ＝min（M，n）．则称随机变量X服从参数为n，N，M的超几何分布．

如果N件产品中含有M件次品，从中任意一次取出n件（或从中一件接一件不放回地取n件），令X＝抽取的n件产品中的次品件数，则X服从参数为n，N，M的超几何分布．

如果N件产品中含有M件次品，从中一件接一件有放回地取n次（即每次取出记录后就放回，再取下一个），则X服从[image: alt]
 ．

2.3.5　泊松分布


定义
 　如果随机变量X的分布律为

[image: alt]


其中λ＞0为常数，则称随机变量X服从参数为λ的泊松分布，记为X～P（λ）．


【注】
 　在一段时间内电话总机接到的呼叫次数、候车的旅客数、保险索赔的次数等都服从泊松分布．

2.3.6　均匀分布


定义
 　如果连续型随机变量X的概率密度为

[image: alt]


则称X在区间［a，b］上服从均匀分布，记作X～U［a，b］．

如果概率密度为

[image: alt]


则称X在区间（a，b）上服从均匀分布，记作X～U（a，b）．

无论X～U［a，b］或X～U（a，b），它们的分布函数均为

[image: alt]


2.3.7　指数分布


定义
 　如果连续型随机变量X的概率密度为

[image: alt]


则称X服从参数为λ的指数分布，记作X～E（λ）．

有的书上将指数分布定义成具有概率密度

[image: alt]


设X～E（λ），则X的分布函数为

[image: alt]


指数分布有很多应用，有许多种寿命的分布都近似地服从指数分布．

2.3.8　正态分布


定义
 　如果随机变量X的概率密度为

[image: alt]


其中μ，σ为常数且σ＞0，则称X服从参数为μ，σ的正态分布，记作

X～N（μ，σ2
 ）．

当μ＝0，σ2
 ＝1时，即X～N（0，1），称X服从标准正态分布，此时用φ（x）表示X的概率密度，即

[image: alt]


X～N（μ，σ2
 ），其分布函数为

[image: alt]


当X～N（0，1）时，分布函数用Ф（x）表示

[image: alt]


2.3.9　常用性质

（1）泊松定理：在伯努利试验中，pn代表事件A在试验中出现的概率，它与试验总数n有关，如果[image: alt]
 ，则

[image: alt]



【注】
 　应用泊松定理的要求：n较大（n≥100），pn
 较小（pn
 ≤0.1），np不太大．这时有近似公式

[image: alt]


（2）设X～U［a，b］，则对a≤c＜d≤b，有

[image: alt]


即随机变量落入区间［c，d］的概率等于该区间长度与［a，b］长度之比．

（3）设X～E（λ），则有

1）[image: alt]
 ．

2）[image: alt]


此性质称为指数分布具有“无记忆性”．

（4）设X～N（μ，σ2
 ），其分布函数为F（x），则

1）[image: alt]


2）[image: alt]


3）概率密度f（x）关于x＝μ对称，φ（x）是偶函数．

4）Φ（1－x）＝1－Φ（x），Φ（0）＝[image: alt]
 ．

5）P｛|X|≤a｝＝2Φ（a）－1．

4　随机变量的函数的分布

2.4.1　离散型随机变量的函数分布

设X的分布律为P｛X＝xk
 ｝＝pk
 ，k＝1，2，…，则X的函数Y＝g（X）的分布律为P｛Y＝g（xk
 ）｝＝pk
 ，k＝1，2，…．如果在g（xk
 ）中有相同的数值，则将它们相应的概率和作为Y取该值的概率．

2.4.2　连续型随机变量的函数分布

（1）公式法

设X是一个具有概率密度fX
 （x）的随机变量，又设y＝g（x）是单调，导数不为零的可导函数，h（y）为它的反函数，则Y＝g（X）的概率密度为

[image: alt]


其中（α，β）是函数g（X）在X可能取值的区间上的值域．

（2）定义法

先求Y的分布函数

FY
 （y）＝P｛Y≤y｝＝P｛g（X）≤y｝＝∫g（x）≤y
 fX
 （x）dx，

然后　fY
 （y）＝F′Y
 （y）．



技巧点拨

一般情况下，用公式法时，要求条件较多：单调，可导，导数不为零，反函数存在等．实际求解比较麻烦．用定义法时，实际上就是求积分∫g（x）≤y
 fx
 （x）dx，只要掌握好y变化的范围，不同范围和不同积分限的求积就不难求得FY
 （y）．







第三章　多维随机变量及其分布

1　二维随机变量及其分布

3.1.1　二维随机变量


定义
 　设X＝X（ω），Y＝Y（ω）是定义在样本空间Ω上的两个随机变量，则称向量（X，Y）为二维随机变量，或随机向量．

3.1.2　二维随机变量（X，Y）的分布


定义
 　F（x，y）＝P｛X≤x，Y≤y｝，－∞＜x＜＋∞，－∞＜y＜＋∞．

3.1.3　二维随机变量的边缘分布

二维随机变量（X，Y）的分布函数为F（x，y），分别称FX
 （x）＝P｛X≤x｝和FY
 （y）＝P｛Y≤y｝为（X，Y）关于X和关于Y的边缘分布．

显然，边缘分布FX（x）和FY（y）与二维随机变量F（x，y）有如下关系：

FX（x）＝P｛X≤x｝＝P｛X≤x，y＜＋∞｝＝F（x，＋∞）；

FY（y）＝P｛Y≤y｝＝P｛X＜＋∞，Y≤y｝＝F（＋∞，y）．

这里F（x，＋∞）应理解为[image: alt]
 ．

3.1.4　二维随机变量的条件分布


定义
 　如果对于任意给定的ε＞0，P｛y－ε＜Y≤y＋ε｝＞0，

[image: alt]


存在，则称此极限为在条件Y＝y下X的条件分布，记作

FX|Y
 （x|y）或P｛X≤x|Y＝y｝．

类似地可定义FY|X（y|x）．

3.1.5　二维离散型随机变量


定义
 　如果随机变量（X，Y）可能取值为有限个或可数无穷个（xi
 ，yj
 ），i，j＝1，2，…，则称（X，Y）为二维离散型随机变量．

3.1.6　二维离散型随机变量的概率分布


定义
 　二维离散型随机变量（X，Y）的可能取值为（xi
 ，yj
 ）（i，j＝1，2，…），

P｛X＝xi
 ，Y＝yj
 ｝＝pij
 ，i，j＝1，2，…

称为二维离散型随机变量（X，Y）的概率分布或分布律．


【注】
 　也可以用表格形式表示分布律：

[image: alt]


3.1.7　二维离散型随机变量的边缘分布


定义


pi·
 ＝P｛X＝xi
 ｝，i＝1，2，…

和

p·j
 ＝P｛Y＝yj
 ｝，j＝1，2，…

分别被称为（X，Y）关于X和关于Y的边缘分布．

显然，边缘分布pi·
 和p·j
 与二维概率分布pij
 有如下关系：

[image: alt]


3.1.8　二维离散型随机变量的条件分布


定义
 　对给定的j，如果P｛Y＝yj
 ｝＞0，j＝1，2，…则称

[image: alt]


为在Y＝yj
 条件下随机变量X的条件分布．

3.1.9　二维连续型随机变量及其概率密度


定义
 　如果对随机变量（X，Y）的分布F（x，y）存在非负函数f（x，y），使得对于任意实数x和y，都有

[image: alt]


则称（X，Y）为二维连续型随机变量，函数f（x，y）称为（X，Y）的概率密度．

对连续型随机变量（X，Y），设它的概率密度为f（x，y），由

[image: alt]


知，X也是一个连续型变量，且其概率密度为

[image: alt]


3.1.10　二维连续型随机变量的边缘密度

定义

[image: alt]


被分别称为（X，Y）关于X和关于Y的边缘密度．

3.1.11　二维连续型随机变量的条件密度


定义
 　设f（x，y）在点（x，y）连续，fY
 （y）连续且fY
 （y）＞0，则条件分布

[image: alt]


其中[image: alt]
 被称为在条件Y＝y下的条件密度，记作

[image: alt]


类似可定义，当fX
 （x）＞0时，

[image: alt]


和

[image: alt]


3.1.12　F（x，y）的性质

（1）对任意x，y，均有0≤F（x，y）≤1；

（2）F（－∞，y）＝F（x，－∞）＝F（－∞，－∞）＝0，F（＋∞，＋∞）＝1；

（3）F（x，y）关于x和关于y均单调不减；

（4）F（x，y）关于x和关于y是右连续的；

（5）P｛a＜X≤b，c＜Y≤d｝＝F（b，d）－F（b，c）－F（a，d）＋F（a，c）．

3.1.13　P｛X＝xj
 ，Y＝yj
 ｝＝pij
 的性质

（1）pij
 ≥0，i，j＝1，2，…；

（2）[image: alt]
 ．

3.1.14　f（x，y）的性质

（1）f（x，y）≥0；

（2）[image: alt]
 ；

（3）随机变量（X，Y）落在区域D内的概率

[image: alt]


2　随机变量的独立性

3.2.1　随机变量的独立性


定义
 　如果对任意x，y都有

P｛X≤x，Y≤y｝＝P｛X≤x｝P｛Y≤y｝，

即

F（x，y）＝FX
 （x）FY
 （y），

则称随机变量X与Y相互独立．

3.2.2　随机变量相互独立充要条件

（1）离散型随机变量X和Y相互独立的充要条件：对任意i，j＝1，2，…成立

P｛X＝xi
 ，Y＝yj
 ｝＝P｛X＝xi
 ｝P｛Y＝yj
 ｝

即

pij
 ＝pi·
 p·j


（2）连续型随机变量X和Y相互独立的充要条件：对任意的x，y，成立

f（x，y）＝fX
 （x）fY
 （y）．


【注】
 　可将两个随机变量的独立性推广到两个以上随机变量的情形．

3　两个重要的二维分布

3.3.1　二维均匀分布


定义
 　如果二维连续型随机变量（X，Y）的概率密度为

[image: alt]


其中A是平面有界区域G的面积，则称（X，Y）服从区域G上的均匀分布．

3.3.2　二维正态分布


定义
 　如果二维连续型随机变量（X，Y）的概率密度为

[image: alt]


其中μ1
 ，μ2
 ，σ1
 ＞0，σ2
 ＞0，-1＜ρ＜1均为常数，则称（X，Y）服从参数为μ1
 ，μ2
 ，σ1
 ，σ2
 和ρ的二维正态分布，记作[image: alt]
 ．

3.3.3　重要性质

（1）设（X，Y）在G上服从均匀分布，D是G中的一个部分区域，记它们的面积分别为SD
 和SG
 ，则

[image: alt]


如果设（X，Y）的概率密度为f（x，y），显然

[image: alt]


而

[image: alt]


（2）设[image: alt]
 ，则

1）[image: alt]
 ；

2）X与Y相互独立的充分必要条件是ρ＝0．


【注】
 　如果（X，Y）服从二维正态分布可保证X与Y均正态分布，反之则不能成立，即已知X与Y均服从正态分布，并不能保证（X，Y）正态分布．

3）[image: alt]
 ．


【注】
 　在数理统计中，常有随机变量X1
 ，X2
 ，…，Xn
 相互独立，且

Xi
 ～N（μ，σ2
 ）（i＝1，2，…，n），

则有

[image: alt]


如果X1
 ，X2
 ，…，Xn
 相互独立且Xi
 ～N（μi
 ，[image: alt]
 ）（i＝1，2，…，n），则有

[image: alt]






第四章　随机变量的数字特征

1　随机变量的数学期望和方差

4.1.1　数学期望


定义
 　（1）离散型随机变量的数学期望设随机变量X的概率分布为

P｛X＝xk
 ｝＝pk
 ，k＝1，2，…

如果级数[image: alt]
 绝对收敛，则称此级数为随机变量X的数学期望或均值，记作E（X），即[image: alt]
 ．

（2）连续型随机变量的数学期望

设随机变量X的概率密度为f（x），如果积分[image: alt]
 绝对收敛，则称此积分为随机变量X的数学期望或均值，记作E（X），即

[image: alt]


4.1.2　数学期望的性质

（1）设C是常数，则有E（C）＝C．

（2）设X是随机变量，C是常数，则有

E（CX）＝CE（X）．

（3）设X和Y是任意两个随机变量，则有

E（X±Y）＝E（X）±E（Y）．

（4）设随机变量X和Y相互独立，则有

E（XY）＝E（X）E（Y）．


【注】
 　性质（4）要求X和Y的相互独立，可以减弱为X和Y不相关就有E（XY）＝E（X）E（Y）．事实上E（XY）＝E（X）E（Y）成立的充要条件是X和Y不相关．

4.1.3　随机变量X的函数Y＝g（X）的数学期望

（1）设随机变量X的概率分布为

P｛X＝xk
 ｝＝pk
 ，k＝1，2，…

如果级数[image: alt]
 绝对收敛，则随机变量Y＝g（X）的数学期望为

[image: alt]


（2）设随机变量X的概率密度为f（x），如果积分[image: alt]
 绝对收敛，则随机变量Y＝g（X）的数学期望为

[image: alt]


4.1.4　随机变量（X，Y）的函数Z＝g（X，Y）的数学期望

（1）设随机变量（X，Y）的概率分布为

P｛X＝xi
 ，Y＝yj
 ｝＝pij
 ，i，j＝1，2，…

如果级数[image: alt]
 绝对收敛，则随机变量Z＝g（X，Y）的数学期望为

[image: alt]


（2）设随机变量（X，Y）的概率密度为f（x，y），如果积分[image: alt]
 绝对收敛，则随机变量Z＝g（X，Y）的数学期望为

[image: alt]


4.1.5　方差


定义
 　设X是随机变量，如果数学期望E｛［X－E（x）］2
 ｝存在，则称之为X的方差，记作D（X），即

D（X）＝E｛［X－E（X）］2
 ｝．

称[image: alt]
 为随机变量X的标准差或均方差，记作σ（X），即σ（X）＝[image: alt]
 ．

4.1.6　方差计算公式

D（X）＝E（X2
 ）－［E（X）］2




技巧点拨

对任何随机变量X，D（X）≥0，故恒有E（X2
 ）≥［E（X）］2
 ．

有时在已知X的数学期望与方差时，还用此公式求E（X2
 ）．



4.1.7　方差的性质

（1）设C是常数，则D（C）＝0，反之，从D（X）＝0中不能得出X为常数的结论．

（2）设X是随机变量，a和b是常数，则有

D（aX＋b）＝a2
 D（X）．

（3）设随机变量X和Y相互独立，则有

D（X±Y）＝D（X）＋D（Y）．


【注】
 　性质（3）要求X和Y相互独立，可以减弱为X和Y不相关就有D（X±Y）＝D（X）＋D（Y）．事实上D（X±Y）＝D（X）＋D（Y）成立的充要条件是X和Y不相关．

4.1.8　常用随机变量的数学期望和方差

（1）0－1分布

E（X）＝p，D（X）＝p（1－p）

（2）二项分布，X～B（n，p）

EX＝np，D（X）＝np（1－p）

（3）泊松分布，X～P（λ）

E（X）＝λ，D（X）＝λ．

（4）几何分布，P｛X＝k｝＝p（1－p）k－1
 ，k＝1，2，…，0＜p＜1．

[image: alt]


（5）均匀分布，X～U（a，b）

[image: alt]


（6）指数分布，X～E（λ）

[image: alt]


（7）正态分布，X～N（μ，σ2
 ）

E（X）＝μ，D（X）＝σ2
 ．

2　矩、协方程差和相关系数

4.2.1　矩


定义
 　（1）设X是随机变量，如果

E（Xk
 ），k＝1，2，…

存在，则称之为X的k阶原点矩．

（2）设X是随机变量，如果

E｛［X－E（X）］k
 ｝，k＝1，2，…

存在，则称之为X的k阶中心矩．

（3）设X和Y是两个随机变量，如果

E（Xk
 Yl
 ），k，l＝1，2，…

存在，则称之为X和Y的k＋l阶混合矩．

（4）设X和Y是两个随机变量，如果

E｛［X－E（X）］k
 ［Y－E（Y）］l
 ｝，k，l＝1，2，…

存在，则称之为X和Y的k＋l阶混合中心矩．

4.2.2　协方差


定义
 　对于随机变量X和Y，如果E｛［X－E（X）］［Y－E（Y）］｝存在，则称之为X和Y的协方差，记作cov（X，Y），即

cov（X，Y）＝E｛［X－E（X）］［Y－E（Y）］｝．

4.2.3　相关系数


定义
 　对于随机变量X和Y，如果D（X）D（Y）≠0，则称[image: alt]


为X和Y的相关系数，记为ρXY
 ，即

[image: alt]


如果D（X）D（Y）＝0，则ρXY
 ＝0．

4.2.4　不相关


定义
 　如果随机变量X和Y的相关系数ρXY
 ＝0，则称X和Y不相关．

4.2.5　协方差的公式和性质

（1）cov（X，Y）＝E（X，Y）－E（X）E（Y）．

（2）D（X±Y）＝D（X）＋D（Y）±2cov（X，Y）．

（3）协方差性质．

（A）cov（X，Y）＝cov（Y，X）；

（B）cov（aX，bY）＝abcov（X，Y），其中a，b是常数；

（C）cov（X1
 ＋X2
 ，Y）＝cov（X1
 ，Y）＋cov（X2
 ，Y）．

4.2.6　相关系数性质

（1）|ρXY
 |≤1；

（2）|ρXY
 |＝1的充分必要条件是存在不全为零的常数a和b，使得

P｛aX＋bY＝1｝＝1．

4.2.7　独立与不相关

（1）如果随机变量X和Y相互独立，则X和Y必不相关；反之，X和Y不相关时，X和Y却不一定相互独立．

（2）对二维正态随机变量（X，Y），X和Y相互独立的充分必要条件是ρ＝0．

（3）对二维正态随机变量（X，Y），X和Y相互独立与X和Y不相关是等价的．





第五章　大数定律和中心极限定理

5.1　依概率收敛

设X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ，…是一个随机变量序列，A是一个常数，如果对任意ε＞0，有

[image: alt]


则称随机变量序列X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ，…依概率收敛于常数A，记作[image: alt]
 ．

5.2　切比雪夫不等式

设随机变量X的数学期望E（X）和方差D（X）存在，则对任意的ε＞0，总有

[image: alt]


5.3　切比雪夫大数定律

设X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ，…为两两不相关的随机变量序列，存在常数C，使D（Xi
 ）≤C（i＝1，2，…），则对任意ε＞0，有

[image: alt]


5.4　伯努利大数定律

设随机变量Xn
 ～B（n，p），n＝1，2，…，则对于任意ε＞0，有

[image: alt]


5.5　辛钦大数定律

设随机变量X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ，…独立同分布，具有数学期望E（Xi
 ）＝μ，i＝1，2，…，则对任意ε＞0有

[image: alt]


5.6　棣莫弗—拉普拉斯中心极限定理

设随机变量Xn
 ～B（n，p）（n＝1，2，…），则对于任意实数x，有

[image: alt]


其中Φ（x）是标准正态分布函数．


【注】
 　定理表明当n充分大时，服从B（n，p）的随机变量Xn
 经标准化后得

[image: alt]


近似服从标准正态分布N（0，1），或者说Xn
 近似地服从N（np，np（1－p））．

5.7　列维—林德伯格中心极限定理

设随机变量X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ，…独立同分布，具有数学期望与方差，E（Xn
 ）＝μ，D（Xn
 ）＝σ2
 ，n＝1，2，…，则对于任意实数x，有

[image: alt]


其中Φ（x）是标准正态分布函数．


【注】
 　定理表明当n充分大时[image: alt]
 的标准化[image: alt]
 近似服从标准正态分布N（0，1），或者说[image: alt]
 近似地服从N（nμ，nσ2
 ）．





第六章　数理统计的基本概念

1　总体、样本、统计量和样本数字特征

6.1.1　总体


定义
 　数理统计中所研究对象的某项数量指标X的全体称为总体．

X是一个随机变量，称X的概率分布为总体分布，X的数字特征为总体数字特征，总体中的每个元素称为个体．

6.1.2　样本


定义
 　如果X1
 ，X2
 ，…，Xn
 相互独立且都与总体X同分布，则称X1
 ，X2
 ，…，Xn
 为来自总体的简单随机样本，简称为样本．n为样本容量，样本的具体观测值x1
 ，x2
 ，…，xn
 称为样本值，或称总体X的n个独立观测值．


【注】
 　如果总体X的分布为F（x），则样本X1
 ，X2
 ，…，Xn
 的分布为

[image: alt]


如果总体X有概率密度f（x），则样本X1
 ，X2
 ，…，Xn
 的概率密度为

[image: alt]


如果总体X有概率分布P｛X＝aj
 ｝＝pj
 ，j＝1，2，…，则样本X1
 ，X2
 ，…，Xn
 的概率分布为

[image: alt]


其中xi
 取a1
 ，a2
 ，…中的某一个数．

6.1.3　统计量


定义
 　样本X1
 ，X2
 ，…，Xn
 的不含未知参数的函数T＝T（X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ）称为统计量．


【注】
 　作为随机样本的函数，统计量本身也是一个随机变量．

如果x1
 ，x2
 ，…，xn
 是样本X1
 ，X2
 ，…，Xn
 的样本值，则数值T（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）为统计量T（X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ）的观测值．

下面所列的样本数字特征都是最常用的统计量．

6.1.4　样本数字特征

设X1
 ，X2
 ，…，Xn
 是来自总体X的样本，则称

（1）样本均值　[image: alt]
 ；

（2）样本方差　[image: alt]
 ，

样本标准差　[image: alt]
 ；

（3）样本k阶原点距　[image: alt]


（4）样本k阶中心距　[image: alt]


6.1.5　经验分布


定义
 　将样本X1
 ，X2
 ，…，Xn
 的一个观测值x1
 ，x2
 ，…，xn
 按大小递增次序排列，得到x（1）
 ≤x（2）
 ≤…≤x（n）
 ．称[image: alt]
 k＝1，2，…，n－1为经验分布函数．

6.1.6　样本数字特征的性质

（1）如果总体X具有数学期望E（X）＝μ，则

[image: alt]


（2）如果总体X具有方差D（X）＝σ2
 ，则

[image: alt]


（3）如果总体X的k阶原点矩E（Xk
 ）＝μk
 ，k＝1，2，…存在，则当n→∞时

[image: alt]


2　抽样分布

6.2.1　χ2
 分布


定义
 　设随机变量X1
 ，X2
 ，…，Xn
 相互独立且均服从标准正态分布N（0，1），则称随机变量

[image: alt]


服从自由度为n的χ2
 分布，记作χ2
 ～χ2
 （n）．


【注】
 　n个相互独立标准正态随机变量的平方和[image: alt]
 又称为χ2
 （n）的典型模式．必须熟记．

6.2.2　χ2
 分布的性质

（1）设χ2
 ～χ2
 （n），对给定的α（0＜α＜1），称满足条件

[image: alt]


的点[image: alt]
 为χ2
 （n）分布的上α分位点，如图6-1所示．对不同的α和n，[image: alt]
 通常通过查表求得．

[image: alt]


图6-1

（2）设χ2
 ～χ2
 （n），则E（χ2
 ）＝n，D（χ2
 ）＝2n．

（3）设[image: alt]
 ，且[image: alt]
 和[image: alt]
 相互独立，则

[image: alt]


6.2.3　t分布


定义
 　设随机变量X和Y相互独立，且X～N（0，1），Y～χ2
 （n），则称随机变量

[image: alt]


服从自由度为n的t分布，记作T～t（n）．


【注】
 　满足X，Y独立，X～N（0，1），Y～χ2
 （n）三条件的[image: alt]
 称为t（n）的典型模式．

6.2.4　t分布的性质

（1）t分布的概率密度f（x）是偶函数，即

f（x）＝f（-x），

且当n充分大时，t（n）分布近似于N（0，1）分布．

（2）设T～t（n），对给定的α（0＜α＜1），称满足条件

[image: alt]


的点tα
 （n）为t（n）分布的上α分位点．

（3）由于t（n）分布的概率密度为偶函数，可知t分布的双侧α分位点tα/2
 （n），即

P｛|T|＞tα/2
 （n）｝＝α．

如图6-2所示，显然

t1－α
 （n）＝-tα
 （n）．

[image: alt]


图6-2

6.2.5　F分布


定义
 　设随机变量X和Y相互独立，且X～χ2
 （n1
 ），Y～χ2
 （n2
 ），则称随机变量

[image: alt]


服从自由度为（n1
 ，n2
 ）的F分布，记作F～F（n1
 ，n2
 ），其中n1
 和n2
 分别称为第一自由度和第二自由度．


【注】
 　满足X，Y独立，X～χ2
 （n1
 ），Y～χ2
 （n2
 ）三条件的[image: alt]
 称为F（n1
 ，n2
 ）的典型模式．

6.2.6　F分布的性质

（1）设F～F（n1
 ，n2
 ），对给定的α（0＜α＜1），称满足条件

[image: alt]


的点Fα
 （n1
 ，n2
 ）为F（n1
 ，n2
 ）分布的上α分位点．

（2）如果F～F（n1
 ，n2
 ），则[image: alt]
 ，且有

[image: alt]


6.2.7　一个正态总体的抽样分布

设总体X～N（μ，σ2
 ），X1
 ，X2
 ，…，Xn
 是来自总体的样本，样本均值为[image: alt]
 ，样本方差为S2
 ，则有：

（1）[image: alt]
 ；

（2）[image: alt]
 与S2
 相互独立，且[image: alt]
 ；

（3）[image: alt]
 ；

（4）[image: alt]
 ．

6.2.8　两个正态总体的抽样分布

设总体[image: alt]
 和总体[image: alt]
 ，X1
 ，X2
 ，…，Xn1

 和Y1
 ，Y2
 ，…，Yn2

 是分别来自总体X和Y的样本且相互独立，样本均值分别为[image: alt]
 和[image: alt]
 ，样本方差分别为[image: alt]
 和[image: alt]
 ，则有

（1）[image: alt]
 ；

（2）如果[image: alt]
 ，则

[image: alt]


其中[image: alt]
 ；

（3）[image: alt]
 ．



真题链接

［2014．数三］

设X1
 ，X2
 ，X3
 为来自正态总体N（0，σ2
 ）的简单随机样本，则统计量S＝[image: alt]
 服从的分布为

（A）F（1，1）．

（B）F（2，1）．

（C）t（1）．

（D）t（2）．


答案
 　C







第七章　参数估计

1　点估计

7.1.1　点估计


定义
 　用样本X1
 ，X2
 ，…，Xn
 构造的统计量[image: alt]
 （X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ）来估计未知参数θ称为点估计．统计量[image: alt]
 （X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ）称为估计量．


【注】
 　估计量是随机变量，它所取得的观测值[image: alt]
 （x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）称为估计值．有时将θ的估计量和估计值统称为θ的估计．

7.1.2　无偏估计量（数一）



定义
 　设[image: alt]
 是θ的估计量，如果E（[image: alt]
 ）＝θ，则称[image: alt]
 ＝[image: alt]
 （X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ）是未知参数θ的无偏估计量．

7.1.3　更有效估计量（数一）



定义
 　设[image: alt]
 和[image: alt]
 都是θ的无偏估计量，且[image: alt]
 ，则称[image: alt]
 比[image: alt]
 更有效，或[image: alt]
 比[image: alt]
 更有效估计量．

7.1.4　一致估计量（数一）



定义
 　设[image: alt]
 （X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ）是θ的估计值，如果[image: alt]
 依概率收敛于θ，则称[image: alt]
 （X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ）为θ的一致估计量．

2　估计量的求法和区间估计

7.2.1　矩估计法


定义
 　用样本矩估计相应的总体矩，用样本矩的函数估计总体矩相应的函数，然后求出要估计的参数，称这种估计法为矩估计法．

7.2.2　矩估计法步骤

设总体X的分布含有未知参数θ1
 ，θ2
 ，…，θk
 ，αl
 ＝E（Xl
 ）存在，显然它是θ1
 ，θ2
 ，…，θk
 的函数，记作αl
 （θ1
 ，θ2
 ，…，θk
 ），l＝1，2，…，k．样本的l阶原点矩为[image: alt]
 ．令

αl
 （θ1
 ，θ2
 ，…，θk
 ）＝Al
 ，l＝1，2，…，k．

从这k个方程组中，可以解得θ1
 ，θ2
 ，…，θk
 ．

矩估计法不需要知道总体的具体分布数学形式，只要知道各阶矩存在．

如果不用原点矩，而用中心矩也可以求解：用样本中心矩等于总体中心矩来建立方程组．



技巧点拨

求k个参数的估计一般就列出一阶矩到k阶矩的方程．考试大纲只要求最多两个参数的估计，故一般最多两个方程．

设g（α1
 ，α2
 ）是一阶矩α1
 和二阶矩α2
 的函数，而[image: alt]
 和[image: alt]
 分别为α1
 和α2
 的矩估计，则[image: alt]
 就是g（α1
 ，α2
 ）的矩估计．



7.2.3　最大似然估计法

设X1
 ，X2
 ，…，Xn
 是来自总体X的样本，x1
 ，x2
 ，…，xn
 是样本值，θ是待估参数．

（1）似然函数


定义
 　对于离散型总体X，设其概率分布为P｛X＝ai
 ｝＝p（ai
 ；θ），i＝1，2，…，称函数

[image: alt]


为参数θ的似然函数．

对于连续型总体X，概率密度为f（x；θ），则称函数

[image: alt]


为参数θ的似然函数．

（2）最大似然估计法


定义
 　对于给定的样本值（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ），使似然函数L（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ；θ）达到最大值的参数值[image: alt]
 ＝[image: alt]
 （X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ）称为未知参数θ的最大似然估计值，相应的使似然函数L（X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ；θ）达到最大值的参数值[image: alt]
 ＝[image: alt]
 （X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ）称为θ的最大似然估计量．一般统称为θ的最大似然估计．称这种估计法为最大似然估计法．

7.2.4　最大似然估计法步骤

如果L（θ）或lnL（θ）关于θ可微，值[image: alt]
 往往可以从方程

[image: alt]


中求解，称这两个方程为似然方程．

如果要估计的参数是两个，θ1
 和θ2
 ，则得似然方程组

[image: alt]


解这两个方程组，可以得到[image: alt]
 和[image: alt]
 ．

有时，使L（θ）或lnL（θ）达到最大值的[image: alt]
 不一定是L（θ）或lnL（θ）驻点，这时不能用似然方程来求解，应采用其他方法求最大似然估计．

7.2.5　区间估计（数一）


（1）置信区间


定义
 　设θ是总体X的未知参数，X1
 ，X2
 ，…，Xn
 是来自总体X的样本，对于给定的α（0＜α＜1），如果两个统计量满足

P｛θ1
 ＜θ＜θ2
 ｝＝1－α，

则称随机区间（θ1
 ，θ2
 ）为参数θ的置信水平（或置信度）为1－α的置信区间（或区间估计），简称为θ的1－α置信区间，θ1
 和θ2
 分别称为置信下限和置信上限．

（2）一个正态总体参数的区间估计

设总体X～N（μ，σ2
 ），X1
 ，X2
 ，…，Xn
 是来自总体X的样本[image: alt]
 是样本均值，S2
 是样本方差．下表列出了μ和σ2
 的1－α置信区间．

表7－1

[image: alt]


（3）两个正态总体参数的区间估计

设总体[image: alt]
 和总体[image: alt]
 ，X1
 ，X2
 ，…，Xn1

 和Y1
 ，Y2
 ，…，Yn2

 分别是来自总体X和Y的样本．[image: alt]
 是相应的样本均值和样本方差．

[image: alt]


下表列出了μ1
 －μ2
 和[image: alt]
 的1－α置信区间．

表7－2

[image: alt]






第八章　假设检验（数一）


8.1　实际推断原理

小概率事件在一次试验中实际上是不会发生的，实际推断原理又称小概率原理．

8.2　假设检验

（1）假设是指关于总体的论断或命题，常用字母“H”表示，假设分为基本假设H0
 （又称原假设，零假设）和备选假设（又称备择假设，对立假设）．还可将假设分为参数假设和非参数假设，参数假设是指已知总体分布函数形式，对其中未知参数的假设，其他的假设就是非参数假设，也可将假设分为简单假设和复合假设．完全决定总体分布的假设为简单假设，否则为复合假设．

（2）假设检验：根据样本，按照一定规则判断所做假设H0
 的真伪，并作出接受还是拒绝接受H0
 的决定．

8.3　两类错误

拒绝实际真的假设H0
 （弃真）称为第一类错误．

接受实际不真的假设H0
 （纳伪）称为第二类错误．

8.4　显著性检验

（1）显著性水平
 ：在假设检验中允许犯第一类错误的概率，记为α（0＜α＜1），则α称为显著水平，它表现了对H0
 弃真的控制程度，一般α取0.1，0.05，0.01，0.001等值．

（2）显著性检验
 ：只控制第一类错误概率α的统计检验，称为显著性检验．

（3）显著性检验的一般步骤


1）根据问题要求提出原假设H0
 ；

2）给出显著性水平α（0＜α＜1）；

3）确定检验统计量及拒绝域形式；

4）按犯第一类错误的概率等于α求出拒绝域W；

5）根据样本值计算检验统计量T的观测值t，当t∈W时，拒绝原假设H0
 ；否则，接受原假设H0
 ．

8.5　正态总体参数的假设检验

设显著性水平为α，单个正态总体为N（μ，σ2
 ）的参数的假设检验以及两个正态总体[image: alt]
 与[image: alt]
 的μ1
 －μ2
 和[image: alt]
 的假设检验，列表如下：

表8－1

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


表中[image: alt]
 ．


附录1　初等数学公式

1．集合｛a1
 ，a2
 ，…，an
 ｝的子集个数共有2n
 个；真子集有2n
 －1个；非空子集有2n
 －1个；非空的真子集有2n
 －2个．

2．集合的关系

A∩B＝A⇔A∪B＝B⇔A⊆B⇔CU
 B⊆CU
 A

⇔A∩CU
 B＝∅⇔CU
 A∪B＝U

3．二次函数的解析式的三种形式

（1）一般式

f（x）＝ax2
 ＋bx＋c（a≠0）；

（2）顶点式

f（x）＝a（x－h）2
 ＋k（a≠0）；

（3）零点式

f（x）＝a（x－x1
 ）（x－x2
 ）（a≠0）．

4．充要条件

（1）充分条件：若p⇒q，则p是q充分条件．

（2）必要条件：若q⇒p，，则p是q必要条件．

（3）充要条件：若p⇒q，且q⇒p，则p是q充要条件．

注：如果甲是乙的充分条件，则乙是甲的必要条件；反之亦然．

5．若将函数y＝f（x）的图象右移a、上移b个单位，得到函数y＝f（x－a）＋b的图象；若将曲线f（x，y）＝0的图象右移a、上移b个单位，得到曲线f（x－a，y－b）＝0的图象．

6．分数指数幂

（1）[image: alt]
 （a＞0，m，n∈N*
 ，且n＞1）．

（2）[image: alt]
 （a＞0，m，n∈N*
 ，且n＞1）．

7．有理指数幂的运算性质

（1）ar
 ·as
 ＝ar＋s
 （a＞0，r，s∈Q）．

（2）（ar
 ）s
 ＝ars
 （a＞0，r，s∈Q）．

（3）（ab）r
 ＝ar
 br
 （a＞0，b＞0，r∈Q）．

8．指数式与对数式的互化式

loga
 N＝b⇔ab
 ＝N（a＞0，a≠1，N＞0）．

9．对数的换底公式

[image: alt]
 （a＞0且a≠1，m＞0且m≠1，N＞0）．

推论[image: alt]
 （a＞0且a≠1，m，n＞0且m≠1，n≠1，N＞0）．

10．对数的四则运算法则

若a＞0，a≠1，M＞0，N＞0，则

（1）loga
 （MN）＝loga
 M＋loga
 N；

（2）[image: alt]
 ；

（3）loga
 Mn
 ＝nloga
 M（n∈R）．

11．根式的性质

（1）[image: alt]
 ；

（2）当n为奇数时，[image: alt]
 ；当n为偶数时，[image: alt]


12．数列的同项公式与前n项的和的关系

[image: alt]


数列｛an
 ｝的前n项的和为Sn
 ＝a1
 ＋a2
 ＋…＋an
 ．

13．等差数列的通项公式

an
 ＝a1
 ＋（n－1）d＝dn＋a1
 －d（n∈N*
 ）；

其前n项和公式为

[image: alt]


14．等比数列的通项公式

[image: alt]


其前n项的和公式为[image: alt]
 或[image: alt]
 ．

15．同角三角函数的基本关系式

[image: alt]


16．和角与差角公式

sin（α±β）＝sinαcosβ±cosαsinβ；

cos（α±β）＝cosαcosβ∓sinαsinβ；

[image: alt]


[image: alt]
 （辅助角φ所在象限由点（a，b）的象限决定，[image: alt]
 ）．

17．倍角公式

[image: alt]


18．三角函数的周期公式

函数y＝sin（ωx＋φ），x∈R及函数y＝cos（ωx＋φ），x∈R（A，ω，φ为常数，且A≠0，ω＞0）的周期[image: alt]
 ；函数y＝tan（ωx＋φ），x≠kπ＋[image: alt]
 ，k∈Z（A，ω，φ为常数，且A≠0，ω＞0）的周期[image: alt]
 ．

19．正弦定理

[image: alt]


20．余弦定理

a2
 ＝b2
 ＋c2
 －2bccosA；

b2
 ＝c2
 ＋a2
 －2cacosB；

c2
 ＝a2
 ＋b2
 －2abcosC．

21．三角形面积定理

（1）[image: alt]
 （ha
 、hb
 、hc
 分别表示a、b、c边上的高）．

（2）[image: alt]


22．三角形内角和定理

在△ABC中，有

[image: alt]


23．常用不等式

（1）a，b∈R⇒a2
 ＋b2
 ≥2ab（当且仅当a＝b时取“＝”号）．

（2）a，b∈R＋
 ⇒[image: alt]
 （当且仅当a＝b时取＂＝＂号）．

（3）（a2
 ＋b2
 ）（c2
 ＋d2
 ）≥（ac＋bd）2
 ，a，b，c，d∈R．

（4）|a＋b|≤|a|＋|b|．

24．最值定理

已知x，y都是正数，则有

（1）若积xy是定值p，则当x＝y时和x＋y有最小值[image: alt]
 ；

（2）若和x＋y是定值s，则当x＝y时积xy有最大值[image: alt]
 ．

25．斜率公式

[image: alt]


26．直线的五种方程

（1）点斜式

y－y1
 ＝k（x－x1
 ）（直线l过点P1
 （x1
 ，y1
 ），且斜率为k）．

（2）斜截式

y＝kx＋b（b为直线l在y轴上的截距）．

（3）两点式

[image: alt]


（4）截距式

[image: alt]


（5）一般式

Ax＋By＋C＝0（其中A、B不同时为0）．

27．两条直线的平行和垂直

（1）若l1
 ∶y＝k1
 x＋b1
 ，l2
 ∶y＝k2
 x＋b2
 ，

①l1
 //l2
 ⇔k1
 ＝k2
 ，b1
 ≠b2


②l1
 ⊥l2
 ⇔k1
 k2
 ＝-1．

（2）若l1
 ∶A1
 x＋B1
 y＋C1
 ＝0，l2
 ∶A2
 x＋B2
 y＋C2
 ＝0，且A1
 、A2
 、B1
 、B2
 都不为零，

①l1
 //l2
 ⇔[image: alt]


②l1
 ⊥l2
 ⇔A1
 A2
 ＋B1
 B2
 ＝0；

28．圆的方程

（1）圆的标准方程

（x－a）2
 ＋（y－b）2
 ＝r2
 ．

（2）圆的一般方程

x2
 ＋y2
 ＋Dx＋Ey＋F＝0

D2
 ＋E2
 －4F＞0．

（3）端点式

（x－a1
 ）（x－a2
 ）＋（y－b1
 ）（y－b2
 ）＝0　（a1
 ，b1
 ）（a2
 ，b2
 ）是直径两端点．

（4）参数式

[image: alt]


29．椭圆[image: alt]
 （a＞b＞0）的参数方程是

[image: alt]


30．椭圆的的内外部

（1）点P（x0
 ，y0
 ）在椭圆[image: alt]
 （a＞b＞0）的内部⇔[image: alt]
 ．

（2）点P（x0
 ，y0
 ）在椭圆[image: alt]
 （a＞b＞0）的外部⇔[image: alt]
 ．

31．直线与圆锥曲线相交的弦长公式

[image: alt]


或

[image: alt]


由方程[image: alt]
 消去y得到ax2
 ＋bx＋c＝0，Δ＞0，α为直线AB的倾斜角，k为直线的斜率．

32．向量的平行与垂直

设a＝（x1
 ，y1
 ），b＝（x2
 ，y2
 ），且b≠0，则

a//b（b≠0）⇔x1
 y2
 －x2
 y1
 ＝0；

a⊥b（a≠0）⇔a·b＝0⇔x1
 x2
 ＋y1
 y2
 ＝0．

33．a与b的数量积（或内积）a·b＝|a||b|cosθ．

34．平面向量的坐标运算

（1）设a＝（x1
 ，y1
 ），b＝（x2
 ，y2
 ），则a＋b＝（x1
 ＋x2
 ，y1
 ＋y2
 ）．

（2）设a＝（x1
 ，y1
 ），b＝（x2
 ，y2
 ），则a－b＝（x1
 －x2
 ，y1
 －y2
 ）．

（3）设A（x1
 ，y1
 ），B（x2
 ，y2
 ），则[image: alt]
 ＝（x2
 －x1
 ，y2
 －y1
 ）．

（4）设a＝（x，y），λ∈R，则λa＝（λx，λy）．

（5）设a＝（x1
 ，y1
 ），b＝（x2
 ，y2
 ），则a·b＝x1
 x2
 ＋y1
 y2
 ．

35．两向量的夹角公式

[image: alt]


36．平面两点间的距离公式

[image: alt]


A（x1
 ，y1
 ），B（x2
 ，y2
 ）．

37．共线向量定理

对空间任意两个向量a、b（b≠0），a//b⇔存在实数λ使a＝λb．

38．共面向量定理

向量p与两个不共线的向量a、b共面的存在实数对，使p＝xa＋yb．

39．空间向量基本定理

如果三个向量a、b、c不共面，那么对空间任一向量p，存在一个唯一的有序实数组x，y，z，使p＝xa＋yb＋zc．

40．设A（x1
 ，y1
 ，z1
 ），B（x2
 ，y2
 ，z2
 ），则

[image: alt]


41．空间的线线平行或垂直

设a＝（x1
 ，y1
 ，z1
 ），b＝（x2
 ，y2
 ，z2
 ），则

[image: alt]


42．空间两点间的距离公式

若A（x1
 ，y1
 ，z1
 ），B（x2
 ，y2
 ，z2
 ），则

[image: alt]


43．点到直线的距离

[image: alt]
 （点P（x0
 ，y0
 ），直线l：Ax＋By＋C＝0）．

[image: alt]
 （点P在直线l上，直线l的方向向量a＝[image: alt]
 ，向量b＝[image: alt]
 ）．

44．异面直线间的距离

[image: alt]
 （l1
 ，l2
 是两异面直线，其公垂向量为n，C、D分别是l1
 ，l2
 上任一点，d为l1
 ，l2
 间的距离）．

45．点B到平面α的距离

[image: alt]
 （n为平面α的法向量，AB是经过面α的一条斜线，A∈α）．

46．分类计数原理（加法原理）

N＝m1
 ＋m2
 ＋…＋mn
 ．

47．分步计数原理（乘法原理）

N＝m1
 ×m2
 ×…×mn
 ．

48．排列数公式

[image: alt]



注
 ：规定0！＝1．

49．组合数公式

[image: alt]


50．组合数的两个性质

（1）[image: alt]



注
 ：规定[image: alt]
 ．

51．二项式定理

[image: alt]


二项展开式的通项公式

[image: alt]


52．函数y＝f（x）在点x0
 处的导数的几何意义

函数y＝f（x）在点x0
 处的导数是曲线y＝f（x）在P（x0
 ，f（x0
 ））处的切线的斜率f′（x0
 ），相应的切线方程是

y－y0
 ＝f′（x0
 ）（x－x0
 ）．

53．复数的相等

a＋bi＝c＋di⇔a＝c，b＝d．（a，b，c，d∈R）

54．复数z＝a＋bi的模（或绝对值）|z|＝|a＋bi|＝[image: alt]
 ．

55．复数的四则运算法则

（1）（a＋bi）＋（c＋di）＝（a＋c）＋（b＋d）i；

（2）（a＋bi）－（c＋di）＝（a－c）＋（b－d）i；

（3）（a＋bi）（c＋di）＝（ac－bd）＋（bc＋ad）i；

（4）（a＋bi）÷（c＋di）＝[image: alt]
 （c＋di≠0）．


附录2　标准正态分布表

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]



附录3　积分表

一　含有xn
 的形式

[image: alt]


二　含有a＋bx的形式

[image: alt]


[image: alt]


三　含有a2
 ±x2
 ，a＞0的形式

[image: alt]


四　含有a＋bx＋cx2
 ，b2
 ≠4ac的形式

[image: alt]


[image: alt]


五　含有[image: alt]
 的形式

[image: alt]


[image: alt]


六　含有[image: alt]
 ，a＞0的形式

[image: alt]


[image: alt]


七　含有[image: alt]
 ，a＞0的形式

[image: alt]


[image: alt]


八　含有sinx或cosx的形式

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


九　含有tanx，cotx，secx，cscx的形式

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


十　含有反三角函数的形式

[image: alt]


[image: alt]


十一　含有ex
 的形式

[image: alt]


十二　含有lnx的形式

[image: alt]
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