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第一章　分析基础

§1　实数公理、确界、不等式

内容提要

1．实数公理

在集合R内定义了分别称为加法“＋”和乘法“·”的运算，并定义了元素间的顺序关系“＜”．若R满足下面三条公理，则称R为实数域或实数空间．

1）域的公理

（1）交换律　x＋y＝y＋x，x·y＝y·x；

（2）结合律　（x＋y）＋z＝x＋（y＋z），（x·y）·z＝x·（y·z）；

（3）存在元素0与1，0≠1，满足：x＋0＝x，x·1＝x；

（4）存在负元素，对非零元素存在反元素，满足：

x＋（－x）＝0，x·x-1
 ＝1（x≠0）；

（5）分配律　x·（y＋z）＝x·y＋x·z．

2）全序公理

（1）∀x，y∈R，以下三个关系x＜y，x＝y，y＜x有且仅有一个成立；

（2）传递性　x＜y，y＜z⇒x＜z；

（3）x＜y，z∈R⇒x＋z＜y＋z；

（4）x＜y，z＞0⇒x·z＜y·z．

3）连通公理

若集合R的子集A，B满足：

（1）A≠∅，B≠∅（不空）；

（2）A∪B＝R（不漏）；

（3）∀x∈A，∀y∈B⇒x＜y（不乱），

则或集合A有最大元素而B无最小元素，或集合B有最小元素而A无最大元素．

2．上确界定义

定义　设集合E⊂R，若数M满足：

（1）∀x∈E⇒x≤M（即M为E的一个上界）；

（2）若[image: alt]
 是E的上界，则[image: alt]
 （即M为E的上界中最小者），则称M是集合E的上确界，记作M＝supE或[image: alt]


上确界定义的等价形式：

设集合E⊂R，若∃M∈R满足：

（1）∀x∈E⇒x≤M（即M为E的一个上界）；

（2）∀ε＞0，∃x1
 ∈E，使得x1
 ＞M－ε（这表示M－ε就不是上界了），则称M是集合E的上确界，记作M＝supE或[image: alt]


定理　非空有上界的数集必有上确界．

3．绝对值不等式

－r≤x≤r⇔｜x｜≤r，｜x·y｜＝｜x｜·｜y｜，

｜x＋y｜≤｜x｜＋｜y｜.

典型例题分析

例1　设a≤c≤b，求证：｜c｜≤max｛｜a｜，｜b｜｝．

证法1

[image: alt]


联合（1.1）与（1.2）即得[image: alt]


证法2　分c≥0和c＜0两种情况考虑．当c≥0时，

c≤b⇒｜c｜≤｜b｜≤max｛｜a｜，｜b｜｝；

当c＜0时，0≤－c≤－a⇒｜c｜≤｜a｜≤max｛｜a｜，｜b｜｝．

例2　设a，b＞0，求证：

（1）当p＞1时，ap
 ＋bp
 ≤（a＋b）p
 ；

（2）当0＜p＜1时，ap
 ＋bp
 ≥（a＋b）p
 ．

证　（1）当p是正整数时，利用二项式公式

[image: alt]


当p为一般实数时，不能用二项式公式，但借鉴p＝2时的推导：

（a＋b）2
 ＝（a＋b）（a＋b）＝a（a＋b）＋b（a＋b）≥a2
 ＋b2
 ，

我们可以令p＝1＋h（h＞0），则有

（a＋b）p
 ＝（a＋b）（a＋b）h
 ＝a（a＋b）h
 ＋b（a＋b）h


≥a·ah
 ＋b·bh
 ＝ap
 ＋bp
 ．

（2）令p＝1－h（0＜h＜1），则有

（a＋b）p
 ＝（a＋b）（a＋b）-h
 ＝a（a＋b）-h
 ＋b（a＋b）-h


≤a·a-h
 ＋b·b-h
 ＝ap
 ＋bp
 ．

例3　设f（x），g（x）在集合X上有界，求证：

[image: alt]


证　由下确界定义有

[image: alt]


移项即得

[image: alt]


由下确界定义有

[image: alt]


即得要证的第一式，又因为f（x）与g（x）所处的地位是对称的，故第二式也成立．

评注　解这类问题的一般方法是：先把三个集合

｛f（x）｝，｛g（x）｝，｛f（x）＋g（x）｝

中的两个放大或缩小成上、下确界，即得第三个集合的下界或上界，从而得到上、下确界．

练习题1.1

1.1.1　[image: alt]


1.1.2　求证：对∀a，b∈R，有[image: alt]


1.1.3　求证：对∀a，b∈R，有

[image: alt]


并解释其几何意义．

1.1.4　设f（x）在集合X上有界，求证：

[image: alt]


1.1.5　设f（x），g（x）在集合X上有界，求证：

[image: alt]


§2　函　数

内容提要

1．函数概念

定义　给定数集合X，Y，如果有某种对应法则f，使得对于每一个元素x∈X，都存在惟一的y∈Y与之对应，则称f是从X到Y的函数或映射，记作f：X→Y．f在点x处的值记作y＝f（x）．

X称为f的定义域，Y称为f的取值域，

[image: alt]


称为f的值域．当我们只给出对应法则与定义域时，约定取值域即为值域．

若x1
 ≠x2
 ⇒f（x1
 ）≠f（x2
 ）或f（x1
 ）＝f（x2
 ）⇒x1
 ＝x2
 ，则称f为单射；

若f（X）＝Y，则称f为满射；

若f既是单射又是满射，则称f为双射或一一对应．

2．反函数

定义　给定f：X→Y，若∀y∈Y，方程f（x）＝y在X上有且仅有一解，则由此定义一个从Y到X的函数，称为f的反函数，记作f－1
 ：Y→X．

f：X→Y有反函数的充分必要条件是f是一一对应的．若f（x）在X上严格单调，则f的反函数存在．

y＝f（x）与x＝f-1
 （y）的图形相同，然而，y＝f（x）与y＝f-1
 （x）的图形不同，它们关于直线y＝x对称．

典型例题分析

例1　设函数f（x），g（x）在（a，b）上严格单调增加，求证：函数

[image: alt]


也在（a，b）上严格单调增加．

证　∀x1
 ，x2
 ∈（a，b）且设x2
 ＞x1
 ，因为f（x），g（x）在（a，b）上严格单调增加，所以f（x2
 ）＞f（x1
 ），g（x2
 ）＞g（x1
 ）．于是

[image: alt]


同理可证φ（x）在（a，b）上严格单调增加．

例2　（1）问f（x）＝x－［x］是否是周期函数？并画出它的图形（其中［x］表示x的整数部分）．

（2）两个周期函数之和是否一定是周期函数？

解　（1）因为［x］≤x＜［x］＋1，所以

［x］＋1≤x＋1＜［x］＋1＋1．

按［x］的定义，即得［x＋1］＝［x］＋1．从而

f（x＋1）＝x＋1－［x＋1］＝x－［x］＝f（x），

即f（x）是以1为周期的周期函数．如图1.1所示．

[image: alt]


图　1.1

（2）答案是：不一定．例如，函数x－［x］＋sinx就不是周期函数．

例3　设[image: alt]


（1）将f（x）延拓到（－1，1），使其成为偶函数，即找一个偶函数

　　F（x）（｜x｜＜1），

使得　　F（x）＝f（x）（0≤x＜1）．

（2）将f（x）延拓到（－∞，＋∞），使其成为以1为周期的周期函数．

解　[image: alt]


例4　设f（x）既关于直线x＝a对称，又关于直线x＝b对称，已知b＞a，求证：f（x）是周期函数并求其周期．

证　由已知

[image: alt]


故f（x）是周期函数，并且其周期是2（b－a）．

评注　本例给出利用函数图像特性判定函数为周期函数，并同时求得周期的方法．

例5　求函数y＝2x＋｜2－x｜（－∞＜x＜＋∞）的反函数，并画出它的图形．

解　∀y视x为未知数，解方程2x＋｜2－x｜＝y．为了去掉绝对值，将方程改写为

[image: alt]


如图1.2所示．

[image: alt]


图　1.2

例6　设f：X→Y，g：Y→X．求证：

（1）若g［f（x）］＝x（∀x∈X），则f为单射，g为满射；

（2）若g［f（x）］＝x（∀x∈X），f［g（y）］＝y（∀y∈Y），则f与g互为反函数．

证　（1）∀x1
 ∈X，由条件得g［f（x1
 ）］＝x1
 ，即∃y1
 ＝f（x1
 ）使得g（y1
 ）＝x1
 ，故g为满射．

若f（x1
 ）＝f（x2
 ），则由条件推出x1
 ＝g［f（x1
 ）］＝g［f（x2
 ）］＝x2
 ，即f为单射．

评注　只假定g［f（x）］＝x（∀x∈X），一般推不出f为满射、g为单射．例如

[image: alt]


虽然g［f（x）］＝x（∀x∈［0，1］），但是

f［g（x）］＝｜x｜（∀x∈［－1，1］）．

由此可见，f非满射，g也非单射．

（2）所给条件表明，f，g为双射．因此f和g的反函数都存在．f［g（y）］＝y（∀y∈Y）意味着g（y）是方程

f（x）＝y　　（2.3）

的解．又因为f是单射，所以g（y）是方程（2.3）的惟一解．按定义即有g＝f-1
 ．同理f＝g-1
 ．

练习题1.2

1.2.1　设f（x）＝｜1＋x｜－｜1－x｜．（1）求证：f（x）是奇函数；（2）求证：｜f（x）｜≤2；（3）[image: alt]


1.2.2　设f（x）在（0，＋∞）上定义，a＞0，b＞0．求证：

（1）若[image: alt]
 单调下降，则f（a＋b）≤f（a）＋f（b）；

（2）若[image: alt]
 单调上升，则f（a＋b）≥f（a）＋f（b）．

1.2.3　利用上题证明：当a＞0，b＞0时，有

（1）当p＞0时，（a＋b）p
 ≥ap
 ＋bp
 ；

（2）当0＜p＜1时，（a＋b）p
 ≤ap
 ＋bp
 ．

1.2.4　设f（x）在R上定义，且f（f（x））≡x．

（1）问这种函数有几个？

（2）若f（x）为单调增加函数，问这种函数有几个？

1.2.5　求证：若y＝f（x）（x∈（－∞，＋∞））是奇函数，并且它的图像关于直线x＝b（b＞0）对称，则函数f（x）是周期函数并求其周期．

1.2.6　设f：X→Y是满射，g：Y→Z．求证：[image: alt]
 有反函数的充分必要条件为f和g都有反函数存在，且[image: alt]


§3　序列极限

内容提要

1．序列极限的定义

∀ε＞0，∃N，当n＞N时，有｜xn
 －a｜＜ε，则称序列｛xn
 ｝当n→∞时收敛于a，记作[image: alt]


2．序列极限的性质与运算

设[image: alt]
 存在．

（1）若序列极限存在，则极限值惟一；

（2）若序列极限存在，则序列是有界的；

（3）四则运算公式：

[image: alt]


（4）保序性：[image: alt]


（5）夹挤准则：若[image: alt]


3．单调序列极限存在的准则

若序列｛xn
 ｝单调上升，有上界，则极限[image: alt]
 存在，并且[image: alt]


若序列｛xn
 ｝单调下降，有下界，则极限[image: alt]
 存在，并且[image: alt]


4．重要极限

[image: alt]


5．有关序列极限存在的几个定理

柯西收敛原理　序列｛xn
 ｝收敛的充分必要条件为

∀ε＞0，∃N∈N，当n，m＞N时，有｜xn
 －xm
 ｜＜ε，

或

∀ε＞0，∃N∈N，当n＞N时，对∀p∈N，有｜xn
 －xn＋p
 ｜＜ε．

区间套定理　设｛［an
 ，bn
 ］｝为一串闭区间序列，则有

［an＋1
 ，bn＋1
 ］⊂［an
 ，bn
 ］（n＝1，2，…）；

[image: alt]


波尔察诺定理　有界数列必有收敛子列．

典型例题分析

一、适当放大法

例1　求证：[image: alt]


证　因为

[image: alt]


所以

[image: alt]


于是，对任给定ε＞0，取[image: alt]
 当n＞N时便有

[image: alt]


例2　求证[image: alt]


证　考虑二次函数f（x）＝x（n＋1－x）（1≤x≤n），如图1.3所示．显然，当1≤x≤n时，x（n＋1－x）≥n．故有

[image: alt]


[image: alt]


于是，对任给定ε＞0，取[image: alt]
 当n＞N时，便有

[image: alt]


[image: alt]


图　1.3

例3　求证：

[image: alt]


证　[image: alt]
 注意到

[image: alt]


有

[image: alt]


（2）由第（1）小题，[image: alt]
 于是，对任给定ε＞0，取[image: alt]
 ，当n＞N时，便有[image: alt]


二、用夹挤准则

例4　求证：[image: alt]


证　当［a］＝0时，即0＜a＜1时，[image: alt]
 结论显然成立．当［a］≠0，即a≥1时，设n＞［a］，则有

[image: alt]


[image: alt]


因为[image: alt]
 是一个固定的数，所以[image: alt]
 由夹挤准则及（3.1）式推出[image: alt]


例5　求[image: alt]


解

[image: alt]


例6　设α＜1，求证：[image: alt]


证　当α≤0时，结论显然成立．下设0＜α＜1．因为

[image: alt]


[image: alt]


又[image: alt]
 故有[image: alt]


例7　求[image: alt]


解　因为

[image: alt]


所以

[image: alt]


例8　设[image: alt]
 求[image: alt]


解　注意到分子当n＞2时，

[image: alt]


因此，当n＞2时，[image: alt]


例9　设xn
 ≤a≤yn
 （n＝1，2，…），且[image: alt]
 求证：

[image: alt]


证

[image: alt]


三、用单调有界定理

例10　求[image: alt]


解　令[image: alt]
 则有[image: alt]
 又

[image: alt]


设[image: alt]
 再注意到[image: alt]
 两端取极限得到

[image: alt]
 　即　[image: alt]


例11　求极限[image: alt]


解　因为[image: alt]
 而后者当n≥3时成立，所以当n≥3时，序列[image: alt]
 是单调下降的．又[image: alt]
 即序列[image: alt]
 有下界，从而极限[image: alt]
 存在，记a＝[image: alt]
 则

[image: alt]


但是a≥1⇒a＝1，于是[image: alt]


例12　设｛an
 ｝单调下降，且[image: alt]
 求证：

（1）bn
 单调下降；　[image: alt]


证　（1）由已知条件有

[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）由第（1）小题及bn
 ≥0，bn
 是单调下降有下界序列，因此极限[image: alt]
 存在．对第（2）小题的不等式两边取极限，得[image: alt]
 0；又b≥0，即得b＝0，即[image: alt]



引申


[image: alt]


例13　求证：

[image: alt]


证　（1）已知序列[image: alt]
 严格↑，且

[image: alt]


又设[image: alt]
 显然[image: alt]
 再根据n＋2项的平均值不等式，有

[image: alt]


联合（3.2）与（3.3）式即得

[image: alt]


（2）记[image: alt]
 由第（1）小题结论，有

[image: alt]


再由第（1）小题结论，有

[image: alt]


即xn
 有下界．从而极限[image: alt]
 存在．

评注　（1）极限值[image: alt]
 称为欧拉常数，它等于0.577216…．

（2）用第（1）小题的不等式推导第（2）小题结论也可以用下一个例题的结果．

例14　设an
 单调增加，bn
 单调下降，且[image: alt]
 求证：[image: alt]
 和[image: alt]
 都存在，且[image: alt]


证　用反证法．假定极限[image: alt]
 不存在．因为an
 单调增加，所以[image: alt]
 这时由条件[image: alt]
 推知[image: alt]
 这与bn
 单调下降矛盾，故极限[image: alt]
 存在．又

[image: alt]


引申　设

[image: alt]


则[image: alt]
 根据例13第（1）小题的不等式，有

[image: alt]


于是由本题结论推知极限[image: alt]
 存在，即例13第（2）小题的结论成立．

四、迭代序列

例15　设c＞0，任取[image: alt]
 作迭代序列

xn＋1
 ＝xn
 （2－cxn
 ）（n＝0，1，2，…）．

求[image: alt]


解　首先，注意到cxn＋1
 ＝cxn
 （2－cxn
 ）＝1－（1－cxn
 ）2
 ，由数学归纳法，我们有

0＜cx0
 ＜1⇒0＜cxn
 ＜1（∀n∈N）

[image: alt]


这说明序列｛xn
 ｝单调上升、有上界，因此序列极限存在．记极限值为a．为了求出a，我们对等式xn＋1
 ＝xn
 （2－cxn
 ）取极限，得

[image: alt]


即得[image: alt]


评注　本题只用“＋，×”运算，借助迭代法完成了求一个数的倒数的运算．这就是计算机可以只用“＋，×”运算来实现除法运算的基本原理．

例16　设数列xn
 由如下递推公式定义：

[image: alt]


求证：[image: alt]


证法1　用数学归纳法容易证明[image: alt]
 记[image: alt]
 显然有[image: alt]
 因此

[image: alt]


评注　值得注意的是，在本例中，数列xn
 不是单调的．请看如下的数值表：

[image: alt]


证法2　分别考虑x2n
 和x2n＋1
 ．记[image: alt]
 则有

[image: alt]


因为∀a，b∈R，[image: alt]
 所以用数学归纳法容易证明：

0＜x2
 ＜x0
 ⇒x2n
 ↓　且　x2n
 ＞0；

x3
 ＞x1
 ＞0⇒x2n＋1
 ↑　且　x2n＋1
 ＜1．

由此可见，极限[image: alt]
 和[image: alt]
 都存在，并且极限值都是方程x＝g（x）即[image: alt]
 的正根，也就是

[image: alt]


评注　值得注意的是，虽然序列xn
 没有单调性，但是x2n
 和x2n＋1
 却都有单调性．

例17　设I是某个区间，数列xn
 由迭代公式xn＋1
 ＝f（xn
 ）（n∈N）产生，如果对∀n∈N推出xn
 ∈I．求证：

（1）当f在区间I上严格单调增加时，｛xn
 ｝为严格单调数列；

（2）当f在区间I上严格单调减少时，｛xn
 ｝的两个子列｛x2n
 ｝和｛x2n＋1
 ｝都为严格单调数列，且具有相反的单调性．

证　（1）以下分两种情况考虑：

①如果x2
 ＝f（x1
 ）＞x1
 ，那么用数学归纳法容易证明数列xn
 必为严格单调增加数列；

②如果x2
 ＝f（x1
 ）＜x1
 ，那么用数学归纳法容易证明数列xn
 必为严格单调下降数列．

（2）注意到，当f在区间I上严格单调减少时，复合函数f（f（x））恰好是严格单调增加的．应用第（1）小题的结论即得证明．



评注　（1）本题如果将条件中的“严格”去掉，那么结论中的“严格”也应该相应去掉，这时数列｛xn
 ｝可能从某一项起为常数列．

（2）当I是一个有限区间时，条件“对∀n∈N推出xn
 ∈I”意味着数列｛xn
 ｝有界．由此，应用第（1）小题的结论，当f在区间I上严格单调增加时，极限[image: alt]
 一定存在；应用第（2）小题的结论，当f在区间I上严格单调减少时，极限[image: alt]
 和[image: alt]
 都一定存在，只要这两个极限相等，就保证极限[image: alt]
 存在．

（3）由迭代公式xn＋1
 ＝f（xn
 ）（n∈N）产生的数列｛xn
 ｝，如果极限[image: alt]
 存在已得到证明，可设[image: alt]
 通过对迭代公式

xn＋1
 ＝f（xn
 ）（n∈N）

两边取极限常常可能求得极限值x．

五、用序列的收敛原理

例18　用收敛原理证明例16．用数学归纳法容易证明

[image: alt]


[image: alt]


所以对任意给定的ε＞0，取[image: alt]
 当n＞N时，就有

｜xn＋p
 －xn
 ｜＜ε（p＝1，2，…），

即｛xn
 ｝收敛．以下同例16的证法1．

例19　求证：序列[image: alt]
 收敛．

证　对∀n，p∈N，有

[image: alt]


由此可见，对∀ε＞0，∃[image: alt]
 使得当n＞N时，有｜xn＋p
 －xn
 ｜＜ε（∀p∈N）．由收敛原理知｛xn
 ｝收敛．



评注　从本例可以看出收敛原理的优点之一：它从序列本身的结构来判断收敛性，因此不需要事先知道极限值．

例20　求证：序列[image: alt]
 发散．

证　对ε0
 ＝1，∀N∈N，只要n＞max｛N，2｝及p＝n，便有

[image: alt]


提问　本题如下推导得出相反的结论，试问错在什么地方？∀ε＞0，因为[image: alt]
 所以∃N，当n＞N时，有[image: alt]
 因此[image: alt]


由收敛原理知｛xn
 ｝收敛．

解答　错误在于N依赖于p．



评注　从本例可以看出收敛原理的又一个优点：收敛原理它不仅是收敛的充分条件，还是必要条件．因此，在判断发散性时，常有特殊的效用．

六、关于子序列

例21　设序列xn
 无上界．求证：存在子序列｛xn
 k
 ｝，使得

[image: alt]


证　对于m1
 ＝1，∃n1
 ，使得xn
 1
 ＞m1
 ，

对于m2
 ＝max｛x1
 ，…，xn
 1
 ，2｝，∃n2
 ＞n1
 ，使得xn
 2
 ＞m2
 ，

对于m3
 ＝max｛x1
 ，…，xn
 2
 ，3｝，∃n3
 ＞n2
 ，使得xn
 3
 ＞m3
 ，

　　⋮

对于mk
 ＝max｛x1
 ，…，xn
 k
 ，k｝，∃nk
 ＞nk－1
 ，使得xn
 k
 ＞mk
 ，

　　⋮

这样产生一子序列｛xn
 k
 ｝，因为xn
 k
 ＞mk
 ≥k，由广义极限不等式推出

[image: alt]


例22　求证：序列｛xn
 ｝有界的充分且必要条件是：｛xn
 ｝的任意子序列｛xn
 k
 ｝都有收敛的子序列．

证　必要性　因为xn
 有界，所以｛xn
 ｝的任意子序列xn
 k
 也有界，由波尔察诺定理，它必有收敛的子序列．

充分性　用反证法．假设xn
 无界，那么它一定是无上界或无下界．不妨设｛xn
 ｝无上界（否则考虑｛－xn
 ｝）．由例21的结果，必存在｛xn
 k
 ｝使得[image: alt]
 对此子序列就没有收敛的子序列，这与条件矛盾．故反证法假设不成立，即｛xn
 ｝有界．

练习题1.3

1.3.1　设xn
 ＞0，[image: alt]


（1）当a≠0时，求证：[image: alt]


（2）举例说明当a＝0时，[image: alt]
 可能成立；

（3）举例说明当a＝1时，[image: alt]
 可能成立．

1.3.2　设0＜x1
 ＜1，[image: alt]
 求[image: alt]
 和[image: alt]


1.3.3　设c＞1，求序列[image: alt]
 的极限．

1.3.4　设A＞0，x1
 ＞0，[image: alt]


（1）求证：xn
 单调下降且有下界；

（2）求[image: alt]


1.3.5　设F0
 ＝F1
 ＝1，Fn＋1
 ＝Fn
 ＋Fn-1
 ，求证：[image: alt]


1.3.6　求证：

（1）[image: alt]


（2）序列[image: alt]
 的极限存在．

1.3.7　设0＜a1
 ＜b1
 ，令

[image: alt]


求证：序列｛an
 ｝，｛bn
 ｝的极限存在．

1.3.8　求证：如下序列的极限存在：

[image: alt]


1.3.9　求证：如下序列的极限存在：

[image: alt]


1.3.10　设c＞0，求序列

[image: alt]


的极限．

1.3.11　设xn
 ＝a1
 ＋a2
 ＋…＋an
 ，求证：若[image: alt]
 ＝｜a1
 ｜＋｜a2
 ｜＋…＋｜an
 ｜极限存在，则｛xn
 ｝极限存在．

1.3.12　设xn
 ＝a1
 ＋a2
 ＋…＋an
 ，yn
 ＝b1
 ＋b2
 ＋…＋bn
 ，zn
 ＝c1
 ＋c2
 ＋…＋cn
 ，且cn
 ≤an
 ≤bn
 （n＝1，2，…）；又设｛yn
 ｝，｛zn
 ｝极限存在．求证：｛xn
 ｝极限也存在．

1.3.13　设序列｛xn
 ｝满足｜xn＋1
 －xn
 ｜≤q｜xn
 －xn-1
 ｜（n＝1，2，…），其中0＜q＜1．求证：序列｛xn
 ｝的极限存在．

1.3.14　设f（x）在（－∞，＋∞）上满足条件：

｜f（x）－f（y）｜≤q｜x－y｜（∀x，y∈（－∞，＋∞）），

其中0＜q＜1．对∀x1
 ∈（－∞，＋∞），令xn＋1
 ＝f（xn
 ）（n＝1，2，…）．求证：序列｛xn
 ｝的极限存在，且极限值是f（x）的不动点．

1.3.15　设x0
 ＝a，x1
 ＝b（b＞a），用如下公式定义序列的项：

[image: alt]


求证：序列｛xn
 ｝极限存在．

§4　函数极限与连续概念

内容提要

1．自变量趋于有限数时函数极限的定义

[image: alt]
 的定义：对任意给定的ε＞0，存在δ＞0，当0＜｜x－x0
 ｜＜δ时，有｜f（x）－A｜＜ε．

极限值具有惟一性，有极限的函数具有局部有界性、极限的四则运算法则、极限不等式，以及重要极限

[image: alt]
 函数单调有界时，其单侧极限的存在性．

2．自变量趋于无限时函数极限的定义

[image: alt]
 的定义：对任意给定的ε＞0，存在X＞0，当｜x｜＞X时，有

｜f（x）－A｜＜ε．

极限值具有惟一性，有极限的函数具有局部有界性、极限的四则运算法则、极限不等式，以及重要极限

[image: alt]
 函数单调有界时，x→±∞时其极限的存在性．

3．广义极限及其四则运算

[image: alt]
 的定义，如[image: alt]
 的定义为：对任意给定的M＞0，存在δ＞0，当0＜｜x－x0
 ｜＜δ时，有f（x）＞M．

若函数极限为＋∞，－∞或有限数时，称广义极限存在．

对广义极限＋∞，－∞，可规定如下运算（设a为有限数）：

[image: alt]


若广义极限值符合上面所列情形时，可作四则运算，并有极限不等式成立．

确界推广：若集合E无上界，记supE＝＋∞；若集合E无下界，记infE＝－∞．对于单调函数或数列广义极限总存在．

4．极限过程、极限值及其数学刻画

极限表达式[image: alt]
 中，“x→□”指极限过程，有六种情况，如表1.1所示；“○”指极限值，有四种情况如表1.2所示．

表1.1　六种极限过程

[image: alt]


表1.2　四种极限值

[image: alt]


5．极限式的变换

设f（t）在空心邻域[image: alt]
 上定义，变换t＝g（x）把空心邻域[image: alt]
 一一地变到空心邻域[image: alt]
 且满足：

[image: alt]


则等式[image: alt]
 中，若有一个广义极限存在，另一个广义极限也存在，并且这两个极限相等．例如

[image: alt]


6．否定命题的肯定叙述

表1.3　否定命题的肯定叙述

[image: alt]


7．函数极限与序列极限的关系——归结原理

若f（x）在空心邻域[image: alt]
 上定义，则广义极限[image: alt]
 成立的充分且必要条件为：对于[image: alt]
 内的任一序列｛xn
 ｝，都有[image: alt]


若f（x）在[image: alt]
 上定义，则[image: alt]
 的充分必要条件是：对于[image: alt]
 内任一序列｛xn
 ｝，都有[image: alt]


8．函数极限的收敛原理

（1）极限[image: alt]
 存在的充分且必要条件为：∀ε＞0，∃δ＞0，当

0＜｜x1
 －a｜＜δ，0＜｜x2
 －a｜＜δ

时，有｜f（x1
 ）－f（x2
 ）｜＜ε．

（2）极限[image: alt]
 存在的充分且必要条件为：∀ε＞0，∃X＞0，当x1
 ，x2
 ＞X时，有｜f（x1
 ）－f（x2
 ）｜＜ε．

9．无穷小与无穷大

1）无穷小量的定义

极限为零的变量称为无穷小量（有时简称无穷小）．

两个无穷小量之和为无穷小量，无穷小量与有界变量之积为无穷小量；有极限的变量等于常数加无穷小量．

2）无穷大量的定义

极限为∞的变量称为无穷大量（有时简称无穷大）．

例如[image: alt]
 是指：∀M＞0，∃N∈N，使得当n＞N时，有｜xn
 ｜＞M．

当变量不为零时，变量为无穷大量的充分必要条件是其倒数为无穷小量．

3）无穷小的阶以及无穷大的阶的比较

设g（x）在空心邻域[image: alt]
 上不为零．若[image: alt]
 记作

f（x）～Ag（x）（x→x0
 ），

则当f（x），g（x）为无穷小（大）量时，称为同阶无穷小（大），特别当A＝1时，称为等价无穷小（大）．

若[image: alt]
 记作f（x）＝o（g（x）），则当f（x），g（x）为无穷小（大）量时，称f（x）是g（x）的高（低）阶无穷小（大）．

若在空心邻域[image: alt]
 记作f（x）＝O（g（x））．

4）无穷小的运算法则

　　o（f（x））＋o（f（x））＝o（f（x））（x→x0
 ）；

　　o（f（x））·o（g（x））＝o（f（x）g（x））（x→x0
 ）；

　　o（o（f（x）））＝o（f（x））（x→x0
 ）．

后面两个等式，当左端有一个“o”换成“O”时，等式仍成立．

10．函数连续的概念

若[image: alt]
 则称函数f（x）在点x0
 处连续；若f（x）在［a，b］上每点都连续，则称函数f（x）在［a，b］上连续，记作f（x）∈C［a，b］．

f（x）在点x0
 处连续，意味着下面三个式子成立：

[image: alt]
 存在，[image: alt]
 存在，（4.1）

[image: alt]


若（4.1），（4.2）成立，（4.3）不成立，则称x0
 为f的可去间断点；若（4.1）成立，（4.2）不成立，则称x0
 为f的第一类间断点；若（4.1）不成立，则称x0
 为f的第二类间断点．

11．反函数连续定理

定理　设f（x）∈C［a，b］且严格单调．令

c＝f（a），d＝f（b），

则反函数x＝f-1
 （y）在［c，d］上存在、单调且连续．

12．指数函数ax
 （a＞0，且a≠1）的定义

[image: alt]
 其中q为有理数，a＞1；[image: alt]


定理　初等函数在其定义域内连续．

典型例题分析

一、用夹挤准则

例1　求下列极限：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


解　（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


例2　设[image: alt]
 求证：[image: alt]


证　不妨设x＞0，注意到xf（x）－1＜［xf（x）］≤xf（x），有

[image: alt]


例3　设a＞1，k＞0，求证：[image: alt]


证　不妨设x＞1，注意到[image: alt]
 则有

[image: alt]


二、用变量代换

例4　求下列极限：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


解　（1）令x＝et
 ，b＝ea
 ，则有b＞1，且

[image: alt]


（2）用第（1）小题结果，当a＝1时，有

[image: alt]


例5　设[image: alt]
 求证：[image: alt]


证　令[image: alt]
 显然有[image: alt]
 于是

[image: alt]


例6　求证：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


证　（1）令y＝ax－1
 ，则有x→0⇔y→0，且

[image: alt]


（2）[image: alt]


例7　设a＞0，b＞0．求[image: alt]


思路　为了应用例5的结论，考虑引进一个变换xn
 ，使得

[image: alt]


解　令[image: alt]
 则有

[image: alt]


于是，应用例5的结论，有

[image: alt]


三、用广义极限的四则运算法则与等价量代换

例8　设0＜xn
 ＜＋∞，且满足[image: alt]
 求证：｛xn
 ｝的极限存在，并求出极限值．

证　由xn
 ＞0，即｛xn
 ｝有下界．又由

[image: alt]


故[image: alt]
 存在．若a＝0，则[image: alt]
 由广义极限的四则运算法则，有

[image: alt]


由此可见，a＞0．进一步由极限的四则运算法则，有

[image: alt]


即得a＝1，即

[image: alt]


例9　设当x→a时，f1
 （x），f2
 （x）为不为零的等价无穷小量．若广义极限[image: alt]
 存在，求证：[image: alt]
 并利用此结论求极限[image: alt]


解　由广义极限的四则运算法则，有

[image: alt]


利用此结果，因为sin2
 x～x2
 （x→0），立即推出

[image: alt]


提问　如下两式是否成立：

[image: alt]


四、否定命题的肯定叙述

例10　设[image: alt]
 求证：[image: alt]


证　显然xn
 是单调增加的，只要证明它不收敛即可．对[image: alt]
 因为

[image: alt]


由收敛原理知｛xn
 ｝不收敛．

例11　求证：广义极限[image: alt]
 不存在．

证　对ε0
 ＝sin1
 ，∀N，当p＝1时，有

[image: alt]


由收敛原理知｛tann｝极限不存在．

同理可证序列｛cotn｝极限也不存在．于是，｛tann｝不可能趋于＋∞或－∞，否则有[image: alt]
 产生矛盾．因此，｛tann｝的广义极限也不存在．

例12　设f（x）在（a，b）内无上界．求证：

[image: alt]


使得

[image: alt]


证　由于f（x）在（a，b）内无上界，

对1＞0，因为1不是上界，所以∃x1
 ∈（a，b），使得f（x1
 ）＞1；

对2＞0，因为2不是上界，所以∃x1
 ∈（a，b），使得f（x2
 ）＞2；

对3＞0，因为3不是上界，所以∃x1
 ∈（a，b），使得f（x3
 ）＞3；

　　⋮

对n＞0，因为n不是上界，所以∃xn
 ∈（a，b），使得f（xn
 ）＞n；

　　⋮

依此下去，产生一序列｛xn
 ｝，xn
 ∈（a，b）．由f（xn
 ）＞n及广义极限不等式知[image: alt]


五、序列极限与函数极限的关系

例13　设f（x）在（a，＋∞）上单调上升，[image: alt]
 又设

[image: alt]


求证：[image: alt]


证　因为f（x）在（a，＋∞）上单调上升，所以由广义极限存在性知，极限[image: alt]
 存在．再由序列极限与函数极限的关系，知

[image: alt]


例14　设f（x），g（x）在（a，＋∞）上定义，且

[image: alt]


求证：[image: alt]


证法1　在（a，＋∞）上任取一个序列｛xn
 ｝，使得[image: alt]
 由题设则有

[image: alt]


于是由[image: alt]
 即[image: alt]
 再根据序列极限与函数极限关系定理得[image: alt]


证法2　对∀M＞0，

由[image: alt]
 使得当x＞L时，有g（x）＞M．对此L＞0，

由[image: alt]
 使得当x＞X时，有f（x）＞L．于是，当x＞X时，有g（f（x））＞M，按定义即有

[image: alt]


六、从一个极限性质导出另一个极限性质

例15　设[image: alt]
 求证：[image: alt]


证　“⇒”∀M＞0，对[image: alt]
 因为[image: alt]
 所以∃N，当n＞N时，有

[image: alt]
 　即　[image: alt]


“⇐”∀ε＞0，对[image: alt]
 因为[image: alt]
 所以∃N，当n＞N时，有

[image: alt]
 　即　[image: alt]


例16　求证：

（1）若[image: alt]
 则[image: alt]


（2）若[image: alt]
 则[image: alt]


证　（1）因为[image: alt]
 所以对任给定ε＞0，存在m，当n＞m时，便有[image: alt]
 于是，对∀n＞m，有

[image: alt]


注意到，当m取定时，｜a1
 ＋a2
 ＋…＋am
 ｜便是一个有限数，再取N＞m，使得当n＞N时，有

[image: alt]


这样，当n＞N时，有[image: alt]
 从而[image: alt]


评注　本题从“ε”找“N”不是“一步到位”，而是“两步成功”：ε→m→N．当找到m时，只是完成一个对极限式[image: alt]
 的“适当放大”，如（4.4）所示．这个“适当放大”是在n＞m限制下成立的．然后把这个m固定住，再找“N＞m”，使得当n＞N时，

[image: alt]


（2）因为

[image: alt]


对an
 ＝bn
 －b应用第（1）小题结论，即得[image: alt]


例17　求证：若[image: alt]
 则有[image: alt]


证　因为[image: alt]
 所以对∀M＞0，∃m，当n＞m时，an
 ＞3M．令bn
 ＝a1
 ＋a2
 ＋…＋an
 ，改写

[image: alt]


又因为[image: alt]
 所以存在N＞m，使得当n＞N时，有

[image: alt]


即

[image: alt]


故有

[image: alt]


例18　设an
 ＞0，且广义极限[image: alt]
 存在．求证：

[image: alt]


证　因为an
 ＞0，所以a≥0．

当a＞0时，[image: alt]
 应用例16结果可知

[image: alt]


当a＝0时，[image: alt]
 应用例17结果可知

[image: alt]


例19　设an
 ＞0，且[image: alt]
 求证：[image: alt]


证　改写

[image: alt]


例20　设[image: alt]
 求证：[image: alt]


证　注意到[image: alt]


[image: alt]


例21　（1）设0＜x1
 ＜1，xn＋1
 ＝xn
 （1－xn
 ），求证：[image: alt]


（2）设[image: alt]
 xn＋1
 ＝xn
 （1-qxn
 ），求证：[image: alt]


证　（1）用数学归纳法容易证明

[image: alt]


从而

[image: alt]


令[image: alt]
 则当n→∞时，

[image: alt]


[image: alt]


即[image: alt]


（2）对[image: alt]
 用第（1）小题即得结论．

例22　设a1
 ＞0，[image: alt]
 求证：[image: alt]


证　首先可看出｛an
 ｝是严格单调增加的，又不可能有上界，否则存在有限数a，使得[image: alt]
 因此

[image: alt]


这与a为有限数矛盾．于是，从｛an
 ｝是严格单调增加的，又无上界，即知[image: alt]
 令[image: alt]
 再注意到

[image: alt]


对序列｛bn
 ｝用例20的结论，即得

[image: alt]


例23　设f（x）在（0，1）内有定义，且

[image: alt]


求证：[image: alt]


证　因为[image: alt]
 所以对任意给定的ε＞0，∃δ＞0，使得当x∈（0，δ）时，

[image: alt]
 ∀t∈（0，δ），由（4.6）得

[image: alt]


因为[image: alt]
 所以对（4.7）令n→＋∞取极限得到

[image: alt]


从而[image: alt]


七、连续概念及其应用

例24　指出函数[image: alt]
 的间断点，并说明属于哪一类间断点．

解　∀n∈N，当[image: alt]
 时，有

[image: alt]


另一方面，当[image: alt]
 时，有

[image: alt]


故[image: alt]
 为第一类间断点．

因为[image: alt]
 为单调递减函数，所以广义极限[image: alt]
 存在．而[image: alt]
 故有[image: alt]
 因此，x＝0为第二类间断点（虽然x＝0不属于f（x）的定义域，我们也可讨论它的间断性）．

例25　对任意的实数x，定义

[image: alt]


试问函数f（x）有没有间断点，如果有，请指出在何处，什么类型？

解　如图1.4所示，

[image: alt]


x＝1是第一类跳跃间断点．

[image: alt]


图　1.4

例26　设f（x）在点x＝x0
 处连续，并且f（x0
 ）＞0．求证：∃δ＞0，当｜x－x0
 ｜＜δ时，f（x）＞0．

证　取ε＝f（x0
 ）＞0，因为f（x）在点x0
 处连续，所以∃δ＞0，当｜x－x0
 ｜＜δ时，有

｜f（x）－f（x0
 ）｜＜f（x0
 ）⇒f（x）＞f（x0
 ）－f（x0
 ）＝0．

提问　下面证明是否正确：∀ε＞0，不妨设ε＜f（x0
 ），因为f（x）在点x0
 处连续，所以∃δ＞0，当｜x－x0
 ｜＜δ时，有

｜f（x）－f（x0
 ）｜＜ε，即　f（x）＞f（x0
 ）－ε＞0．

解答　这一证明中，∀ε＞0，表示ε是不确定的正数，从而δ也随之为不确定的正数，这与题目要求不符，一般证明极限存在性时，要用∀ε；而已知极限存在性，要证明极限的性质时要用取定的ε．

例27　设f（x）在（0，＋∞）上连续，且满足条件

f（x2
 ）＝f（x）（∀x＞0）．

求证：f（x）为一常数．

证　由条件得

[image: alt]


即　　　[image: alt]


例28　设函数f（x）在［a，b］上单调上升，f（a）＞a，f（b）＜b．求证：∃c∈［a，b］，使得f（c）＝c．

证　将［a，b］二等分，分点记为c0
 ，

[image: alt]


将［a1
 ，b1
 ］二等分，分点记为c1
 ，

[image: alt]


如此继续下去，要么到某一步时，取到一个分点cn
 ，使得f（cn
 ）＝cn
 ⇒c＝cn
 ；要么这些步骤可无限进行下去，产生一串闭区间［an
 ，bn
 ］，并具有如下三条性质：

［an＋1
 ，bn＋1
 ］⊂［an
 ，bn
 ］（n＝1，2，…）；

[image: alt]


f（an
 ）＞an
 ，f（bn
 ）＜bn
 ．

因此，根据区间套定理，∃c使得[image: alt]
 并由f（x）的单调性，有

[image: alt]


[image: alt]


由此，利用f（x）的单调性，得到

[image: alt]


练习题1.4

1.4.1　设在正实轴上，h（x）≤f（x）≤g（x），且广义极限

[image: alt]


存在．求证：[image: alt]


1.4.2　设[image: alt]
 求证：

[image: alt]


1.4.3　设0＜xn
 ＜＋∞，且满足[image: alt]
 求证：极限[image: alt]
 存在，并求出此极限值．

1.4.4　设f（x）是（－∞，＋∞）上的周期函数，又

[image: alt]
 求证：f（x）≡0．

1.4.5　设f（x），g（x）在（a，＋∞）上定义，g（x）单调上升，且

[image: alt]


求证：[image: alt]


1.4.6　设[image: alt]
 求[image: alt]


1.4.7　设[image: alt]
 求证：[image: alt]


1.4.8　设｛xn
 ｝满足[image: alt]
 求证：[image: alt]


1.4.9　适当定义f（0），使函数[image: alt]
 在点x＝0处连续．

1.4.10　设f（x），g（x）∈C［a，b］，求证：

（1）｜f（x）｜∈C［a，b］；　　（2）max｛f（x），g（x）｝∈C［a，b］；

（3）min｛f（x），g（x）｝∈C［a，b］．

1.4.11　设f（x）∈C［a，b］单调上升，且a＜f（x）＜b（∀x∈［a，b］）．对∀x1
 ∈［a，b］，由递推公式xn＋1
 ＝f（xn
 ）（n＝1，2，…）产生序列｛xn
 ｝．求证：极限[image: alt]
 存在，且其极限值c满足c＝f（c）．

1.4.12　设序列｛xn
 ｝由如下迭代产生：

[image: alt]


求证：[image: alt]


1.4.13　求出函数[image: alt]
 的间断点，并判定间断点的类型．

§5　闭区间上连续函数的性质

内容提要

1．一致连续与不一致连续的概念

一致连续的定义　设f（x）在集合I上定义，∀ε＞0，∃δ＞0，当x1
 ，x2
 ∈I，｜x1
 －x2
 ｜＜δ时，有｜f（x1
 ）－f（x2
 ）｜＜ε，则称f（x）在I上一致连续．

不一致连续判别法　f（x）在集合I上不一致连续的充分必要条件为：存在I上的两个序列｛xn
 ｝，｛yn
 ｝，满足[image: alt]
 而广义极限

[image: alt]


2．有关闭区间上连续函数的几个重要定理

介值定理　设f（x）∈C［a，b］，η∈R介于f（a）与f（b）之间，则∃ξ∈［a，b］，使得f（ξ）＝η．

“介值定理”用的最多的是如下特别情形，也就是所谓的“零值定理”：设f（x）在闭区间［a，b］上连续，如果f（a）·f（b）＜0，即f（a），f（b）异号，那么f（x）＝0在［a，b］内必存在根，即∃ξ∈（a，b），使得f（ξ）＝0．

当f（x）从一个值变到另一个值时，必定取遍所有中间值，故介值定理又称为中间值定理．从几何上理解就是说，连续函数的值域在数轴上表示的是一个区间．

最大（小）值定理　设f（x）在闭区间［a，b］上连续，则∃x1
 ∈［a，b］，使得[image: alt]
 同样∃x2
 ∈［a，b］，使得[image: alt]


最大值和最小值定理的一个直接推论：闭区间上的连续函数一定在该区间上有界．

康托定理　闭区间上的连续函数一定一致连续．

典型例题分析

例1　求证：方程x3
 ＋px＋q＝0（p＞0）有且仅有一个根．

证　考虑f（x）＝x3
 ＋px＋q＝0．因为[image: alt]
 所以∃b＞0，使得f（b）＞0．又[image: alt]
 所以∃a＜0，使得f（a）＜0．由介值定理，∃c∈（a，b），使得f（c）＝0，即c3
 ＋pc＋q＝0．由p＞0，对∀x2
 ＞x1
 ，有

[image: alt]


即函数f（x）是单调递增的，因此只有一个根．

例2　设f（x）∈C（a，b），x1
 ，x2
 ，…，xn
 ∈（a，b）．求证：∃ξ∈（a，b），使得

[image: alt]


证　设

[image: alt]


如果[image: alt]
 则有

[image: alt]


这时任取xk
 （k＝1，2，…）为ξ，都符合要求．

当[image: alt]
 时，令

[image: alt]


则有

f（xk
 m
 ）≤f（xk
 ）≤f（xk
 M
 ）（k＝1，2，…）．

由此推出[image: alt]
 在区间［α，β］上应用介值定理，则∃ξ∈［α，β］⊂（a，b），使得（5.1）成立．

例3　设f（x）是［0，1］上的非负连续函数，且f（0）＝f（1）＝0．求证：对任意的实数r（0＜r＜1），必存在x0
 ∈［0，1］，使得x0
 ＋r∈［0，1］，且

f（x0
 ）＝f（x0
 ＋r）．　　（5.2）

分析　作辅助函数F（x）＝f（x）－f（x＋r）．要找满足（5.2）的x0
 ，就是找函数F（x）的零点．

证　由于

[image: alt]


（1）如果（5.3）式中的“＝”号成立，那么x0
 ＝0或x0
 ＝1－r满足（5.2）．

（2）如果（5.3）式中的“＜”号成立，即F（0）与F（1－r）异号，又F（x）在［0，1－r］连续，从而根据连续函数的零值定理存在x0
 ∈（0，1－r），使得F（x0
 ）＝f（x0
 ）－f（x0
 ＋r）＝0，即（5.2）成立．

例4　若f（x）在（－∞，＋∞）内连续，且[image: alt]
 存在．求证：f（x）在（－∞，＋∞）内有界．

证　设[image: alt]
 则对ε＝1，存在X＞0，使得当x＞X时，｜f（x）－A｜＜1，即有A－1＜f（x）＜A＋1（∀x，只要｜x｜＞X）．又因为f（x）在［－X，X］上连续，所以存在M1
 ＞0，使得

[image: alt]


取M＝max｛｜A－1｜，｜A＋1｜，M1
 ｝，则有

[image: alt]


即f（x）在（－∞，＋∞）内有界．

例5　设f（x）∈C（－∞，＋∞），且[image: alt]
 求证：f（x）在（－∞，＋∞）内取到它的最小值．

思路　对任意的有限区间［A，B］，f（x）在（－∞，＋∞）上的最小值一定是［A，B］上的最小值，反过来显然是不一定对的．但是能否适当选取A，B，使得f（x）在［A，B］上的最小值也是在（－∞，＋∞）上的最小值呢？为此，只需在［A，B］上含有这样一个点x0
 ，使得

[image: alt]


证　因为[image: alt]
 所以

[image: alt]


因为[image: alt]
 所以

[image: alt]


显然，由（5.4），（5.5）式有

[image: alt]


设xm
 ∈［A，B］，使得[image: alt]
 根据（5.6）式，则有

[image: alt]


例6　设f（x）在［a，b］上连续，对于区间［a，b］中的每一个点x，总存在y∈［a，b］，使得[image: alt]
 求证：至少存在一点ξ∈［a，b］，使得f（ξ）＝0．

证　用反证法．如果函数f（x）在［a，b］上没有零点，那么函数｜f（x）｜在［a，b］上也没有零点．因为｜f（x）｜在［a，b］上连续，所以｜f（x）｜＞0．根据闭区间连续函数的性质，必存在最小值，即存在点ξ∈［a，b］，使得

[image: alt]


由题设条件知，在［a，b］内存在y∈［a，b］，使得

[image: alt]


这与｜f（ξ）｜是最小值相矛盾，所以函数f（x）在［a，b］上至少有一个零点．

例7　设f（x）∈C（－∞，＋∞），且[image: alt]
 求证：

[image: alt]


证　用反证法．假设结论不成立．那么∃A＞0，对于∀X，∃x，｜x｜＞X，使得｜f（x）｜≤A．取X＝1，2，…，相应产生序列｛xn
 ｝，满足

[image: alt]


又由于f（x）∈C［－A，A］，推知∃M＞0，使得

[image: alt]


于是｜f（f（xn
 ））｜≤M．但是由[image: alt]
 推出[image: alt]
 ∞，即得矛盾．故反证法假设不成立，即结论成立．

提问　如下证明，你认为对吗？也是用反证法．假设结论不成立，

那么[image: alt]
 从而

[image: alt]
 这与[image: alt]
 矛盾，结论得证．

解答　这个证明是错误的，因为它把结论的反面叙述搞错了．事实上，[image: alt]
 的反面有如下两种可能：①广义极限[image: alt]
 不存在；②广义极限[image: alt]
 存在，但是极限值是有限数A．上述证明中，反面叙述的错误就在于遗漏了可能性①．

例8　证明下列函数在指定区间上不一致连续：

[image: alt]


证　（1）取[image: alt]
 则有

[image: alt]
 而[image: alt]


于是f（x）在（0，1）上不一致连续．

（2）取xn
 ＝e-n
 ，yn
 ＝e-（n＋1）
 （n＝1，2，…）．则有

[image: alt]
 而[image: alt]


由此推出f（x）在（0，＋∞）上不一致连续．

例9　设f（x）在（a，b）上一致连续．求证：

（1）∃δ＞0，使得对于∀x0
 ，当x∈（a，b）∩（x0
 －δ，x0
 ＋δ）时，有

｜f（x）｜≤f（x0
 ）＋1．

（2）f（x）在（a，b）上有界．

证　（1）由f（x）的一致连续性，对ε＝1，∃δ＞0，当x∈（a，b）∩（x0
 －δ，x0
 ＋δ）时，有

｜f（x）－f（x0
 ）｜＜1⇒｜f（x）｜≤｜f（x0
 ）｜＋1．

（2）利用第（1）小题中的δ，把（a，b）分成n个小区间，设分点为a＝x0
 ＜x1
 ＜…＜xn
 ＝b，使得[image: alt]
 令

[image: alt]


对∀x∈（a，b），∃k（1≤k≤n），使得x∈［xk-1
 ，xk
 ］，于是利用第（1）小题，有

[image: alt]


或　[image: alt]


并由此推出｜f（x）｜≤M．

例10　设f（x）∈C（－∞，＋∞），且

[image: alt]


求证：f（x）在（－∞，＋∞）上一致连续．

证　∀ε＞0，由[image: alt]
 推知∃x1
 ＜0，使得当x≤x1
 时，有

[image: alt]


[image: alt]


又由[image: alt]
 推知∃x2
 ＞0，使得当x≥x2
 时，有

[image: alt]


[image: alt]


另一方面，因为函数f（x）∈C［x1
 －1，x2
 ＋1］，所以f（x）在［x1
 －1，x2
 ＋1］上一致连续．于是∃δ∈（0，1），使得

[image: alt]


这样，当ξ，η∈（－∞，＋∞），且｜ξ－η｜＜δ时，

（1）若ξ，η＜x1
 ，由（5.7）式，｜f（ξ）－f（η）｜＜ε；

（2）若ξ，η＞x2
 ，由（5.8）式，｜f（ξ）－f（η）｜＜ε；

（3）若ξ或η∈［x1
 ，x2
 ］，则有ξ，η∈［x1
 －1，x2
 ＋1］，由（5.9）式知

｜f（ξ）－f（η）｜＜ε．

根据定义，即得f（x）在（－∞，＋∞）上一致连续．

提问　本题如下证明是否正确？由（5.7）式知f（x）在（－∞，x1
 ］上一致连续；由（5.8）式知f（x）在［x2
 ，＋∞）上一致连续；又f（x）在［x1
 ，x2
 ］上连续必一致连续．因此，f（x）在（－∞，＋∞）上一致连续．

解答　这样证明是错误的．错误在于：当ε变动时，x1
 ，x2
 也在变动．谈f（x）在（－∞，x1
 ］，［x2
 ，＋∞）上一致连续没有意义．如果ε不变，则没有对任给的ε＞0，去找δ＞0，因此得不出一致连续．



评注　本题证明的基本思想不是证在三个区间上一致连续，合起来得数轴上一致连续，而是对任给的ε＞0，通过分三个区间来找δ．因为对于∀ξ，η∈（－∞，＋∞），即使｜ξ－η｜＜δ，ξ，η也可以分别属于不同区间．之所以在（5.9）式中要用区间［x1
 －1，x2
 ＋1］，是由于ξ与η之间有牵连关系｜ξ－η｜＜δ，而0＜δ＜1．于是，当ξ或η之一进入区间［x1
 ，x2
 ］时，另一个也被“牵连”到比区间［x1
 ，x2
 ］“两端稍伸长”的区间［x1
 －1，x2
 ＋1］里边去了．

例11　设f（x）∈C（a，b），求证：f（x）在（a，b）上一致连续的充分必要条件为：极限[image: alt]
 和[image: alt]
 都存在．

证　充分性　设[image: alt]
 定义函数

[image: alt]


则函数[image: alt]
 在［a，b］上连续．从而[image: alt]
 在［a，b］上一致连续，特别有[image: alt]
 在（a，b）上一致连续．

必要性　∀ε＞0，因为f（x）在（a，b）上一致连续，所以∃δ＞0，使得对∀x1
 ，x2
 ∈（a，b），只要｜x1
 －x2
 ｜＜δ，就有｜f（x1
 ）－f（x2
 ）｜＜ε．由此可见

∀x1
 ，x2
 ∈（a，a＋δ）⇒｜x1
 －x2
 ｜＜a＋δ－a＝δ

⇒｜f（x1
 ）－f（x2
 ）｜＜ε．

根据函数极限的收敛原理，即知极限[image: alt]
 存在．同理，

∀x1
 ，x2
 ∈（b－δ，b）⇒｜x1
 －x2
 ｜＜b－（b－δ）＝δ

⇒｜f（x1
 ）－f（x2
 ）｜＜ε．

从而，极限[image: alt]
 存在．

引申　有界开区间上的一致连续函数，一定是有界的，且端点处的极限存在．而在（－∞，＋∞）上的一致连续函数，不一定有界，且当x→±∞时，函数极限也不一定存在．

例12　设f（x）在［0，＋∞）上一致连续，且对∀h＞0，序列｛f（nh）｝极限存在．求证：[image: alt]
 存在．

证　因为f（x）在［0，＋∞）上一致连续，所以对∀ε＞0，∃δ＞0，使得∀ξ，η≥0，｜ξ－η｜＜δ时，有

[image: alt]


又对上述的ε＞0，δ＞0，因为limf（nδ）存在，所以∃N∈N，使得对∀m，n＞N，有

[image: alt]


再对上述的ε＞0，δ＞0，取X＝（N＋1）δ，则对∀x1
 ，x2
 ＞X，有

[image: alt]


[image: alt]


图　1.5

及

[image: alt]


故有（参见图1.5）．

[image: alt]


评注　本题采用的证明方法称为“[image: alt]
 论证法”．

例13　设f（x）是在［0，＋∞）上的非负连续函数，且满足对∀x1
 ，x2
 ≥0有f（x1
 ＋x2
 ）≤f（x1
 ）＋f（x2
 ）．求证：

[image: alt]


证　记[image: alt]
 则0≤m＜＋∞．根据下确界定义，对∀ε＞0，存在x0
 ＞0，使得[image: alt]
 对∀x＞0，将[image: alt]
 进行整数部分和小数部分的分解：

[image: alt]


故有

[image: alt]


其中［*］，｛*｝分别表示*的整数部分和分数部分，注意到0≤[image: alt]
 便知[image: alt]
 有界，所以对上述的ε＞0，∃X＞0，使得对∀x＞X，有

[image: alt]


于是由（5.10）式有

[image: alt]


练习题1.5

1.5.1　设f（x）∈C［a，b］，且｜f（x）｜在［a，b］上单调．求证：f（x）在［a，b］上不变号．

1.5.2　设f（x）∈C（－∞，＋∞），且严格单调，又

[image: alt]


求证：方程f3
 （x）－6f2
 （x）＋9f（x）－3有且仅有三个根．

1.5.3　设fn
 （x）＝xn
 ＋x．求证：

（1）对任意自然数n＞1，方程fn
 （x）＝1在[image: alt]
 内有且仅有一个根；

（2）若[image: alt]
 是fn
 （x）＝1的根，则[image: alt]
 存在，并求此极限值．

1.5.4　设f（x）在［a，b］上无界．求证：∃c∈［a，b］，使得对∀δ＞0，函数f（x）在［c－δ，c＋δ］∩［a，b］上无界．

1.5.5　设｛xn
 ｝为有界序列．求证：｛xn
 ｝以a为极限的充分必要条件是：｛xn
 ｝的任一收敛子序列都有相同的极限值a．

1.5.6　设f（x），g（x）∈C［a，b］．求证：

[image: alt]


1.5.7　设f（x）∈C［a，b］，且有惟一的取到f（x）最大值的点x*
 ，又设

xn
 ∈［a，b］（n＝1，2，…），

使得[image: alt]
 求证：[image: alt]


1.5.8　设f（x）∈C［0，＋∞），又设对∀ι∈R，方程f（x）＝ι在［0，＋∞）上只有有限个解或无解．求证：

（1）如果f（x）在［0，＋∞）上有界，则极限[image: alt]
 存在；

（2）如果f（x）在［0，＋∞）上无上界，则[image: alt]


1.5.9　设f（x）∈C（－∞，＋∞），存在[image: alt]
 且f（x）的最小值f（a）＜a．求证：f（f（x））至少在两个点处取到它的最小值．

1.5.10　设f（x）在［a，b］上定义，x0
 ∈［a，b］．如果对∀ε＞0，∃δ＞0，当｜x－x0
 ｜＜δ时，有f（x）＜f（x0
 ）＋ε，那么称f（x）在点x0
 处上半连续．如果f（x）在［a，b］上的每一点都上半连续，则称f（x）为［a，b］上的一个上半连续函数．求证：［a，b］上的上半连续函数一定有上界．

1.5.11　证明下列函数在实轴上一致连续：

（1）[image: alt]


（2）f（x）＝sinx．

1.5.12　证明下列函数在实轴上不一致连续：

（1）f（x）＝xsinx；

（2）f（x）＝sinx2
 ．

1.5.13　设f（x）在［0，＋∞）上一致连续，对∀h≥0，[image: alt]
 （有限数）．求证：

[image: alt]
 1.5.14　设存在常数L＞0，使得f（x）在［a，b］上满足

｜f（x）－f（y）｜≤L｜x－y｜，∀x，y∈［a，b］．

求证：f（x）在［a，b］上一致连续．

1.5.15　设函数f（x），g（x）在（a，b）内一致连续．求证：f（x）＋g（x）与f（x）·g（x）都在（a，b）内一致连续．

1.5.16　设f（x）在（a，b）内一致连续，值域含于区间（c，d），又g（x）在（c，d）内一致连续．求证：g（f（x））在（a，b）内一致连续．

1.5.17　设f（x）∈C（－∞，＋∞），且是周期为T的周期函数．求证：f（x）在实轴上一致连续．


第二章　一元函数微分学

§1　导数和微分

内容提要

1．导数的定义

设f（x）在x0
 的某个邻域内有定义，若函数增量

Δy＝f（x0
 ＋Δx
 ）－f（x0
 ）

与自变量增量Δx＝x－x0
 之比的极限存在，则称f（x）在x0
 处可导，此极限称为f（x）在点x0
 的导数．记为

[image: alt]


2．导数的几何意义

导数f′（x0
 ）在几何上是曲线y＝f（x）在点P＝（x0
 ，f（x0
 ））处切线的斜率．故在点P＝（x0
 ，f（x0
 ））处的切线方程为

y－f（x0
 ）＝f′（x0
 ）（x－x0
 ）．

切线在x轴上的截距为[image: alt]
 在y轴上的截距为f（x0
 ）－x0
 f′（x0
 ）．

曲线在点P处有垂直于x轴的切线，等价于[image: alt]


3．单侧导数

表达式

[image: alt]


分别表示函数在点x处的左导数和右导数．

函数在点x处可导的充分且必要条件为[image: alt]


4．基本公式

（xα
 ）′＝αxα－1
 ；

（sinx）′＝cosx；　　（cosx）′＝－sinx；

[image: alt]


5．求导的基本法则

（1）四则运算求导：若u（x），v（x）可导，则有

（cu）′＝cu′；　　　　（u·v）′＝u′·v＋v′·U；

（u±v）′＝u′±v′；　[image: alt]


（2）复合函数求导——锁链法则：

若y＝f（u），u＝u（x）都可导，则y′x
 ＝y′u
 ·U′x
 ．

（3）反函数求导：设x＝φ（y）在（c，d）上连续，严格单调，值域为（a，b），且φ′（y0
 ）≠0．则反函数y＝f（x）在点x0
 ＝φ（y0
 ）处可导，且

[image: alt]


（4）参数方程所确定的函数求导：设x＝φ（t），y＝ψ（t）在（α，β）上连续、可导，且φ′（t）≠0（这时φ（t）必严格单调）．则参数式确定的函数y＝ψ［φ－1
 （x）］可导，且[image: alt]


（5）隐函数求导：若函数f：X→Y，x↦f（x）满足方程

F（x，f（x））≡0（∀x∈X），

则称y＝f（x）是方程F（x，y）＝0的隐函数．求隐函数的导数时，只要对上面的恒等式求导即可．

6．曲线r＝r（θ）在切点处的向径与切线的夹角

设r＝r（θ）为曲线的极坐标方程，则切点的向径与切线的夹角β（从向径出发按逆时针方向转到切线所成的角）满足[image: alt]


7．高阶导数

（1）高阶导数的定义：f（n）
 （x）＝［f（n－1）
 （x）］′（n＝1，2，…），f（0）
 （x）＝f（x）．

（2）基本公式：

[image: alt]


（3）莱布尼茨公式：

[image: alt]
 　其中[image: alt]


8．微分定义

设y＝f（x）在点x处的某个邻域内有定义．在点x处，Δy可表示成

Δy＝A（x）Δx＋o（Δx），

则称f（x）在x点可微，且称线性主部A（x）Δx为y＝f（x）在x点处的微分，记作dy＝A（x）dx（自变量x的微分定义为dx＝Δx）．

9．函数可微的充分必要条件

函数在x点可微的充分必要条件为函数在x点可导，且

dy＝f′（x）dx．

10．一阶微分形式的不变性

若y＝f（u），u＝u（x）皆可微，则复合函数可微，且dy＝f′（u）du，d1
 y＝dy，dn
 y＝d（dn－1
 y）（n＝2，3，…）．

当x为自变量时，d2
 x＝d3
 x＝…＝0．于是[image: alt]


当x为函数时，d2
 y＝d（y′dx）＝y″dx2
 ＋y′d2
 x．由此可见，二阶微分的形式没有不变性．

典型例题分析

例1　求曲线y＝x2
 和[image: alt]
 的公切线方程．

解法1　设公切线在y＝x2
 （x＜0）上的切点为（x1
 ，[image: alt]
 ），在[image: alt]


（x＜0）上的切点为[image: alt]
 则公切线作为曲线y＝x2
 的切线，其方程是

[image: alt]


公切线作为曲线[image: alt]
 的切线，其方程是

[image: alt]


比较（1.1）与（1.2）式右端x幂的系数，得到

[image: alt]


即得公切线方程为4x＋y＋4＝0．

解法2　设公切线在y＝x2
 （x＜0）上的切点为（x1
 ，[image: alt]
 ），在[image: alt]


（x＜0）上的切点为[image: alt]
 公切线在x轴和y轴上的截距分别为u和v，那么

[image: alt]


由此解出x1
 ＝－2，u＝－1，v＝－4．即得公切线的截距式方程为

[image: alt]


解法3　设公切线在[image: alt]
 上的切点为[image: alt]
 则公切线作为曲线[image: alt]
 的切线，其方程是

[image: alt]


因为公切线作为曲线y＝x2
 的切线，所以二次方程

[image: alt]


有等根，从而它的判别式[image: alt]
 代入（1.3）式即得公切线方程为4x＋y＋4＝0．

例2　已知f（x）是（－∞，＋∞）上的连续函数，它在x＝0的某个邻域内满足关系式

f（1＋sinx）－3f（1－sinx）＝8x＋o（x）　（x→0），

且f（x）在点x＝1处可导，求曲线y＝f（x）在点（1，f（1））处的切线方程．

解　令sinx＝t，注意到当x→0时，t→0，且sinx～x，arcsint～t．题设条件可改写为

[image: alt]


又因为f（x）在点x＝1处可导，所以

[image: alt]


将（1.5）式代入改写了的题设条件（1.4）式，得到

[image: alt]


从而，所求切线方程为y＝2（x－1）．

例3　设x（t），y（t）可微，[image: alt]
 求dr，dθ．

解　[image: alt]


例4　设曲线既可用参数式x＝x（t），y＝y（t）表示，又可用极坐标r＝r（θ）表示．求证：（dx）2
 ＋（dy）2
 ＝（rdθ）2
 ＋（dr）2
 ．

证法1　由例3得

[image: alt]


证法2　由x＝r（θ）cosθ，y＝r（θ）sinθ（θ＝θ（t）），从而

（dx）2
 ＋（dy）2
 ＝（cosθdr－rsinθdθ）2
 ＋（sinθdr＋rcosθdθ）2


＝（rdθ）2
 ＋（dr）2
 ．

例5　设[image: alt]
 求证：当｜x｜＜1时，有

[image: alt]


证法1　由已知条件得

[image: alt]


整理化简得

[image: alt]


证法2　先由y的表达式，解出[image: alt]
 再两边取微分，得

[image: alt]


例6　求证心脏线r＝a（1－cosθ）（a＞0）的向径与切线间的夹角等于向径极角的一半．

证　设向径与切线间的夹角为β，则

[image: alt]


例7　设f（x）∈C［a，b］，f′（a）存在，并设η满足

[image: alt]


求证：∃ξ∈（a，b），使得[image: alt]


证　考虑函数[image: alt]


容易验证g（x）∈C［a，b］，且g（a）＞η＞g（b）．由连续函数的介值定理，∃ξ∈（a，b），使得g（ξ）＝η，即[image: alt]


例8　设f（x）在R上可微，且f（x），f′（x）没有公共零点．求证：集合｛x∈［0，1］｜f（x）＝0｝是有穷集．

证　用反证法．假设∃xn
 ∈［0，1］，使得f（xn
 ）＝0（n＝1，2，…）．那么根据波尔察诺定理，∃[image: alt]
 和[image: alt]
 使得[image: alt]


于是有

[image: alt]


这意味着x0
 是f（x），f′（x）的公共零点．这与f（x），f′（x）没有公共零点矛盾．这矛盾说明反证法假设不成立，故｛x∈［0，1］｜f（x）＝0｝是有穷集．

例9　设函数y＝y（x）由[image: alt]
 确定，求y″．

解法1　对隐函数方程两边求一次导，得

[image: alt]


由此求出[image: alt]
 对方程（1.6）两边再求一次导，得

[image: alt]


用y′代入（1.7）式，即可解出

[image: alt]


解法2　由椭圆的参数方程x＝acost，y＝bsint得

[image: alt]


例10　求[image: alt]
 的n阶导数．

解

[image: alt]


例11　求f（x）＝ex
 sinx的n阶导数f（n）
 （x）．

[image: alt]


[image: alt]


下面用数学归纳法证明公式（1.9）成立．等式（1.8）表明，当n＝1时，公式（1.9）成立．今设当n＝k时，公式（1.9）成立，即

[image: alt]


则

[image: alt]


即当n＝k＋1时，公式（1.9）也成立．由数学归纳法原理，对一切自然数n公式（1.9）都成立．

例12　设y＝（arcsinx）2
 ．

（1）求证：（1－x2
 ）y″－xy′＝2；　　（2）求y（n）
 （0）．

证　（1）[image: alt]


化简即得（1－x2
 ）y″－xy′＝2．

解　（2）显然y（0）＝0，由第（1）小题知y′（0）＝0，y″（0）＝2．为了求y（n）
 （0），我们对第（1）小题所证的方程，两边求n阶导数，得

[image: alt]


化简得

[image: alt]


由此，令x＝0，得y（n＋2）
 （0）＝n2
 y（n）
 （0）（n≥1）．这是y（n）
 （0）的递推公式，根据这个公式，有

[image: alt]


例13　设[image: alt]
 求证：

（1）Pn
 （x）的最高次项系数为[image: alt]


（2）Pn
 （1）＝1，Pn
 （－1）＝（－1）n
 ；

（3）（x2
 －1）P″n
 （x）＋2xP′n
 （x）－n（n＋1）Pn
 （x）＝0．

证　（1）因为（x2
 －1）n
 的最高次项为2n次，所以[image: alt]
 的最高次项系数为

[image: alt]


所以Pn
 （x）的最高次项系数为

[image: alt]


（2）按莱布尼茨公式：

[image: alt]


括弧中除首末两项外其余项均含有（x＋1）（x－1），所以

Pn
 （1）＝1，Pn
 （－1）＝（－1）n
 ．

（3）令y＝（x2
 －1）n
 ，则有

y′＝2nx（x2
 －1）n－1
 ⇒（x2
 －1）y′＝2nxy．

在上式两端对x求导n＋1次，得

（x2
 －1）y（n＋2）
 ＋2（n＋1）xy（n＋1）
 ＋n（n＋1）y（n）


＝2nxy（n＋1）
 ＋2n（n＋1）y（n）
 ，

即

（x2
 －1）y（n＋2）
 ＋2xy（n＋1）
 －n（n＋1）y（n）
 ＝0．

注意到y（n）
 ＝2n
 ·n！　Pn
 （x），即得

（x2
 －1）P″n
 （x）＋2xP′n
 （x）－n（n＋1）Pn
 （x）＝0．

例14　如图2.1所示的欧姆计电路，其中G表示电流计．当测量未知电阻r时，设观测刻度的误差不变．求证：当r＝R时，测量电阻的相对误差最小．

[image: alt]


图　2.1

证　测量电阻r是通过显示在电流计G上的电流值来实现的．

设G的满度电流为I0
 ，则[image: alt]
 接上电阻r后，流经G的电流为

[image: alt]


若记[image: alt]
 则[image: alt]
 是决定电阻表盘刻度的函数．由df（x）＝[image: alt]
 可知测量r的相对误差为

[image: alt]


此处等号成立，当且仅当x＝1．由此可见，如果观测刻度的误差不变，即｜df｜一定，则当x＝1时，即当r＝R时，测量电阻的相对误差最小．

评注　本题说明，只有对R附近的r才能保证测量时的相对误差较小，这就是欧姆计要分档的道理．

练习题2.1

2.1.1　用定义求f′（0），这里[image: alt]


2.2.2　设f′（x0
 ）存在．求证：对称导数也存在并等于f′（x0
 ），即

[image: alt]


2.1.3　设f（x）在点x0
 处可导，αn
 ，βn
 为趋于零的正数序列，求证：

[image: alt]


2.1.4　设P（x）是最高次项系数为1的多项式，M是它的最大实根．求证：P′（M）≥0．

2.1.5　给定曲线y＝x2
 ＋5x＋4．

（1）求曲线在点（0，4）处的切线；

（2）确定b使得直线y＝3x＋b为曲线的切线；

（3）求过（0，3）点的曲线的切线．

2.1.6　确定常数a，b使得函数[image: alt]
 有连续导数．

2.1.7　设曲线由隐式方程[image: alt]
 给出．

（1）求证：曲线的切线被坐标轴所截的长度为一常数；

（2）写出曲线的参数式，利用参数式求导给出上一小题的另一证法．

2.1.8　已知曳物线的参数方程为

[image: alt]


求证：在曳物线的任一切线上，自切点至该切线与x轴交点之间的切线段为一定长．

2.1.9　试确定λ，使得曲线[image: alt]
 与xy＝λ相切，并求出切线方程．

2.1.10　试确定m，使直线y＝mx为曲线y＝1nx的切线．

2.1.11　设[image: alt]


（1）求证：（1－x2
 ）y′－xy＝1；　　（2）求y（n）
 （0）．

2.1.12　求[image: alt]
 的n阶导数．

2.1.13　设y＝xn－1
 lnx．求证：[image: alt]


2.1.14　求证：双纽线r2
 ＝a2
 cos2θ的向径与切线的夹角等于极角的两倍加[image: alt]


2.1.15　设曲线既可用参数式x＝x（t），y＝y（t）表示，又可用极坐标r＝r（θ）表示．求证：[image: alt]


§2　微分中值定理

内容提要

微分中值定理是沟通导数值与函数值之间的桥梁，它是一个非常有效的工具，运用这个工具，许许多多有关函数的问题都能迎刃而解．

费马定理　若函数f（x）在x＝x0
 的某邻域[image: alt]
 上定义，f（x0
 ）为f（x）在[image: alt]
 上的最值（最大值或最小值），且f（x）在x＝x0
 可微，则f′（x0
 ）＝0．

罗尔定理　若函数f（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可微，且

f（a）＝f（b），

则∃ξ∈（a，b），使得f′（ξ）＝0．

拉格朗日中值定理　若函数f（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可微，则∃ξ∈（a，b），使得

[image: alt]


柯西定理　若函数f（x），g（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可微，且

g′（x）≠0（∀x∈（a，b）），

则存在ξ∈（a，b），使得[image: alt]


达布定理　若f（x）在［a，b］上可导，则f′（x）的值域为一个区间．

典型例题分析

一、直接应用微分中值定理

例1　试问如下推证过程是否正确？对函数

[image: alt]


在［0，x］上应用拉格朗日定理，得

[image: alt]


即

[image: alt]


因为0＜ξ＜x，所以当x→0时，有ξ→0．于是，由（2.1）式得

[image: alt]


即　[image: alt]


解答　已知[image: alt]
 不存在，所以等式（2.3）显然是错误的．错误在于从（2.2）式推不出（2.3）式．

原因在于（2.2）式中的ξ是依赖于x的，即ξ＝ξ（x）．当x→0时，ξ（x）不一定连续地趋于零，它可以跳跃地取某些值趋于零，而使得[image: alt]
 成为可能，即（2.2）式成立．然而（2.3）式中的ξ是要求连续地趋于零的，因此一般说来由（2.2）式是推不出（2.3）式的．

例2　设f（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内除仅有的一个点外都可导．求证：∃c∈（a，b），使得｜f（b）－f（a）｜≤（b－a）｜f′（c）｜．

证　设函数f（x）在点d∈（a，b）处不可导．分别在（a，d）上和在（d，b）上对f（x）用微分中值定理，我们得

f（d）－f（a）＝（d－a）f′（c1
 ）　和　f（b）－f（d）＝（b－d）f′（C2
 ），

其中c1
 ∈（a，d）和c2
 ∈（d，b）．将以上两个等式相加，我们得

f（b）－f（a）＝（d－a）f′（c1
 ）＋（b－d）f′（c2
 ）．

由此我们得到

[image: alt]


其中

[image: alt]


例3　设f（x）在（a，b）内可导，且｜f′（x）｜＜1，若f（x）＝x在（a，b）内有实根，而α∈（a，b）是根的一个近似值．求证：[image: alt]
 是比α更好的近似值．

证　设方程f（x）＝x的精确根为x0
 ，则f（x0
 ）＝x0
 ，于是在［α，x0
 ］上或在［x0
 ，α］上用微分中值定理，有

∃ξ∈（min｛x0
 ，α｝，max｛x0
 ，α｝），

使得

｜β－x0
 ｜＝｜f（α）－f（x0
 ）｜＝｜f′（ξ）｜｜α－x0
 ｜＜｜α－x0
 ｜．

例4　设f′（x）在点x＝a处的右极限存在且有限．求证：f（x）在点x＝a处的右极限也存在且有限．

证　因为[image: alt]
 存在且有限，所以存在δ＞0，使得f′（x）在（a，a＋δ1
 ）内有界．设｜f′（x）｜≤M（∀x∈（a，a＋δ1
 ））．则对任意给定的ε＞0，取[image: alt]
 根据拉格朗日中值定理，对

∀x1
 ，x2
 ∈（a，a＋δ），∃ξ∈（min｛x1
 ，x2
 ｝，max｛x1
 ，x2
 ｝），

使得

[image: alt]


故由柯西收敛原理知[image: alt]
 存在且有限．

例5　设f（x）在（a，b）内可导，对∀x0
 ∈（a，b），求证：

∃xn
 ∈（a，b）　（n＝1，2，…），

使得[image: alt]
 且[image: alt]


证　取y＞0足够大，使得[image: alt]


则有

[image: alt]


再由拉格朗日定理，对∀n∈N，∃xn
 ∈（x0
 ，yn
 ），使得

[image: alt]


联合（2.4）与（2.5）式，即得[image: alt]
 且

[image: alt]


例6　设f（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导，其中a＞0．求证：

（1）存在ξ∈（a，b），使得[image: alt]


（2）[image: alt]


证　（1）由柯西中值定理，∃ξ∈（a，b），使得

[image: alt]


（2）对∀x＞0，当x＝1时，结论显然成立．当x≠1时，令

a＝min｛1，x｝，b＝max｛1，x｝，

在［a，b］上对函数[image: alt]
 利用第（1）小题结果，则有∃ξ∈（a，b），

使得

[image: alt]


因此[image: alt]


二、用辅助区间法

例7　设f（x）在［0，1］上连续，在（0，1）上可导，

[image: alt]


求证：∃ξ∈（0，1），使得f′（ξ）＝1．

分析　只要找到［0，1］上的一个子区间，在这个区间上曲线y＝f（x）所对的弦的斜率为1，然后在这个区间上用拉格朗日中值定理即可得证．这个区间也就是我们所说的辅助区间．注意到这样的弦应该在直线y＝x上，所以考虑直线y＝x与y＝f（x）是否有交点．也就是说，辅助区间构造的成功与否归结为函数f（x）－x的零点存在问题．

证　令F（x）＝f（x）－x，则

[image: alt]


因为f（x）在［0，η］上连续，在（0，η）内可导，所以在［0，η］上用拉格朗日中值定理，则∃ξ∈（0，η），使得

[image: alt]


例8　设f（x）在［0，1］上连续，在（0，1）内可导，f（0）＝f（1）＝0．求证：对于∀x0
 ∈（0，1），∃ξ∈（0，1），使得f′（ξ）＝f（x0
 ）．

证　令F（x）＝f（x）－xf（x0
 ），则F（0）＝0，且

F（x0
 ）＝f（x0
 ）－x0
 f（x0
 ）＝（1－x0
 ）f（x0
 ），

F（1）＝f（1）－f（x0
 ）＝－f（x0
 ），

由此推出F（x0
 ）·F（1）＝－（1－x0
 ）（f（x0
 ））2
 ．

下面分两种情况讨论：

第一种情况，f（x0
 ）＝0．根据罗尔定理，有

∃ξ∈（0，x0
 ）⊂（0，1），

使得F′（ξ）＝0，即得f′（ξ）＝f（x0
 ），从而本题得证．

第二种情况，f（x0
 ）≠0．则F（x0
 ）与F（1）异号，于是根据连续函数的中间值定理，∃η∈（x0
 ，1），使得F（η）＝0．现在对F（x）在［0，η］上用罗尔定理，我们有

∃ξ∈（0，η）⊂（0，1），

使得F′（ξ）＝0，即得f′（ξ）＝f（x0
 ），从而本题也得证．

例9　设函数f（x）在闭区间［a，b］上连续，在开区间（a，b）内二阶可导，并且曲线和连接点（a，f（a））与（b，f（b））的直线段在（a，b）内相交．求证：∃ξ∈（a，b），使得f″（ξ）＝0．

分析　所给命题的结论是二阶导函数的零点存在性问题，显然不能直接由罗尔定理来推证．但是f″（ξ）＝0可以理解为

（f′（x））′｜x＝ξ
 ＝0，

即可转化为导函数f′（x）的导函数零点问题．这启发我们能否将问题转化为f′（x）在某一个辅助区间上满足罗尔定理条件．于是问题归结为寻求两点ξ1
 ，ξ2
 ，使得f′（ξ1
 ）＝f（ξ2
 ）．只要作出问题的草图，不难发现，在［a，c］上和在［c，b］上分别应用拉格朗日中值定理即可得到这样的ξ1
 ，ξ2
 ．换句话说，区间［ξ1
 ，ξ2
 ］便是我们要构造的辅助区间．

证　设c∈（a，b）是曲线与弦交点的横坐标．根据拉格朗日中值定理，我们有

∃ξ1
 ∈（a，c），使得

[image: alt]


∃ξ2
 ∈（c，b），使得

[image: alt]


由此推出f′（ξ1
 ）＝f′（ξ2
 ）．又因为f′（x）在［ξ1
 ，ξ2
 ］上连续，在（ξ1
 ，ξ2
 ）上可导，所以对f′（x）在［ξ1
 ，ξ2
 ］上用罗尔定理，可知

∃ξ∈（ξ1
 ，ξ2
 ）⊂（a，b），

使得f″（ξ）＝0．

例10　设f（x）在［0，1］上连续，在（0，1）内可导，且｜f′（x）｜＜1，又f（0）＝f（1），求证：对∀x1
 ，x2
 ∈（0，1），有

[image: alt]


思路　不妨设0≤x1
 ≤x2
 ≤1，将区间［a，b］自然分成三个部分区间（作为辅助区间）［0，x1
 ］，［x1
 ，x2
 ］，［x2
 ，1］．当x1
 ，x2
 相互离得“近”[image: alt]
 时，根据拉格朗日中值定理，结论显然成立．而当x1
 ，x2
 相互离得“远”[image: alt]
 时，注意到，x1
 ，x2
 分别离左右端点可就“近”了．所以想到用端点进行插项．

证　分两种情况考虑：

①如果[image: alt]
 那么根据拉格朗日中值定理，有

[image: alt]


②如果[image: alt]
 那么[image: alt]
 又f（0）＝f（1），所以根据拉格朗日中值定理

[image: alt]


其中ξ1
 ∈（0，x1
 ），ξ2
 ∈（x2
 ，1）．

三、用辅助函数法

很大一类中值命题常常先通过构造适当的辅助函数，使得题目的结论可转化为该函数的导函数在某区间内存在零点的问题，并且题目的假设足以保证所构造的辅助函数在相应的区间上具备罗尔定理的条件，从而推出辅助函数导函数的零点存在性而使命题得到证明．用框图示意如下：

[image: alt]


例11　设f（x），g（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导，且

g（a）＝0，　f（b）＝0，　f（x），g（x）≠0　（∀x∈（a，b））．

求证：∃ξ∈（a，b），使得

[image: alt]


分析　注意到

（2.6）式成立⇔ξ∈（a，b），使得f′（ξ）g（ξ）＋g′（ξ）f（ξ）＝0

⇔f′（x）g（x）＋g′（x）f（x）在（a，b）内有零点

⇔｛f（x）·g（x）｝′在（a，b）内有零点．

可见应作辅助函数F（x）＝f（x）g（x）．为了进一步说明上述框图的含意，我们将本题证明的主要步骤写在框图里以便对照．

[image: alt]


例12　设函数f（x）在［a，b］上可导，且f′（a）＝f′（b）＝0．求证：∃c∈（a，b），使得f（c）－f（a）＝（c－a）f′（c）．

分析　将f（c）－f（a）＝（c－a）f′（c）改写成

[image: alt]


注意到

∃c∈（a，b），使得[image: alt]


[image: alt]
 在（a，b）内有零点

[image: alt]
 在（a，b）内有零点

[image: alt]
 在（a，b）内有零点．

到此我们找到了原函数[image: alt]
 但是它在点x＝a处没有定义，因此考虑辅助函数

[image: alt]


显然g（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导．进一步，对∀x∈（a，b］，我们有

[image: alt]


由此可见，为了证明本题，只要证明∃c∈（a，b），使得g′（C）＝0．但是，辅助函数虽然有g（a）＝0的性质，可是对于[image: alt]
 不一定为零，因此不能直接应用罗尔定理，要分情况讨论．

证　分两种情况：

第一种情况，f（b）＝f（a）⇒g（b）＝0．根据罗尔定理，∃c∈（a，b），使得g′（C）＝0，从而本题得证．

第二种情况，f（b）≠f（a），不妨设f（b）＜f（a）⇒g（b）＜0．那么由（2.7）式，有

[image: alt]


因为g（x）连续且g′（b）＞0，所以∃x1
 ∈（a，b），使得

g（x1
 ）＜g（b）⇒g（x1
 ）＜g（b）＜0＝g（a）．

于是根据连续函数的中间值定理，∃x0
 ∈（a，x1
 ），使得g（x0
 ）＝g（b）．现在对g（x）在［x0
 ，b］上用罗尔定理，我们有∃c∈（x0
 ，b），使得g′（C）＝0．本题得证．对于f（b）＞f（a）的情况，可类似证明．

本题的几何意义是：如果曲线y＝f（x）在点x＝a处和在点x＝b处的切线都平行于x轴，那么在（a，b）内至少存在一个中间点c，使得在点x＝c处的切线通过点（a，f（a））（如图2.2所示）．

[image: alt]


图　2.2

例13　设f（x）在［a，b］上一阶可导，在（a，b）内二阶可导，且f（a）＝f（b）＝0，　f′（a）·f′（b）＞0，试证：

（1）存在ξ∈（a，b），使f（ξ）＝0；

（2）存在η∈（a，b），使f″（η）＝f（η）．

解　（1）依题意，存在x1
 ，x2
 满足a＜x1
 ＜x2
 ＜b，使得

[image: alt]


故存在ξ∈（x1
 ，x2
 ）⊂（a，b），使f（ξ）＝0．

（2）令[image: alt]
 注意到F′（x）＝ex
 （f′（x）－f（x））．因为F（a）＝F（ξ）＝F（b）＝0，所以根据罗尔定理，存在ξ1
 ∈（a，ξ），ξ2
 ∈（ξ，b），使得

F′（ξ1
 ）＝F′（ξ2
 ）＝0⇒f′（ξ1
 ）＝f（ξ1
 ），f′（ξ2
 ）＝f（ξ2
 ）．再令G（x）＝f′（x）－f（x），并改写f″（x）－f（x）＝G′（x）＋G（x），则因为

[image: alt]


使得[image: alt]
 即得f″（η）－f（η）＝G′（η）＋G（η）＝0．

四、用反证法

例14　设f（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导，f（a）＝f（b），且f（x）不恒为常数．求证：存在ξ∈（a，b），使得f′（ξ）＞0．

证　用反证法．若∀x∈（a，b）都有f′（x）≤0，则f（x）在（a，b）内单调下降．因此

∀x∈（a，b）⇒f（a）≥f（x）≥f（b）

[image: alt]


即f（x）≡f（a），与f（x）不恒为常数矛盾．从而存在ξ∈（a，b），使得

f′（ξ）＞0．

例15　设 f（x）在［0，1］上连续，在（0，1）内可导，f（0）＝0．求证：如果f（x）在（0，1）上不恒等于零，则存在ξ∈（0，1），使得

f（ξ）·f′（ξ）＞0．

证　用反证法．如果不存在ξ∈（0，1），使得f（ξ）·f′（ξ）＞0，即对∀x∈（0，1），有

[image: alt]


[image: alt]
 在（0，1）内单调下降．

又f（0）＝0，故有

[image: alt]


又f（x）在［0，1］上连续，进一步有

[image: alt]


于是f（x）≡0（∀x∈［0，1］），与f（x）在［0，1］上不恒等于零矛盾．

例16　设a，b，c为实数．求证：方程ex
 ＝ax2
 ＋bx＋c的根不超过三个．

证　用反证法．假设方程有四个不同的根xi
 （i＝1，2，3，4），那么函数[image: alt]
 有四个不同的零点xi
 （i＝1，2，3，4）．应用罗尔定理肯定：函数f′（x）有三个不同的零点；函数f″（x）有两个不同的零点；函数[image: alt]
 ＝ex
 有一个零点．然而已知函数ex
 无零点，这便产生矛盾．这矛盾说明反证法假设不成立，即方程至多只有三个根．

例17　设f（x）在［－2，2］上连续，在（－2，2）上二阶可导，且

｜f（x）｜≤1，　f′（0）＞1．

求证：存在ξ∈（－2，2），使得f″（ξ）＝0．

思路　要证存在ξ∈（－2，2），使得f″（ξ）＝0，根据达布定理，只要证f″（x）在（－2，2）上变号．用反证法的思路就是假定f″（x）在（－2，2）上不变号，即f（x）在（－2，2）上是凹或凸的．对∀α∈（0，2），将区间［－2，2］分为三个部分区间：

［－2，－α］，［－α，α］，［α，2］．

如果f（x）在（－2，2）上是凹的，那么f（x）这三个部分区间上弦的斜率单调递增；如果f（x）在（－2，2）上是凸的，那么f（x）这三个部分区间上弦的斜率单调递减．反证法要找的矛盾就是选择α，使得这三个部分区间上弦的斜率没有单调性．

证　令[image: alt]
 则1＋ε＜f′（0）＝1＋2ε．因为

[image: alt]


所以存在δ1
 ＞0，使得

[image: alt]


又因为[image: alt]
 所以存在δ2
 ＞0，使得

[image: alt]


因此，如果取定0＜α＜min（δ1
 ，δ2
 ），则有

[image: alt]


根据拉格朗日中值定理，存在ξ0
 ∈（－α，α），使得

[image: alt]


又由｜f（x）｜≤1，再用拉格朗日中值定理，则存在ξ-
 ∈（－2，－α），使得

[image: alt]


以及存在ξ+
 ∈（α，2），使得

[image: alt]


现在我们用反证法证明本例结论．如果不存在ξ∈（－2，2），使得f″（ξ）＝0，则f″（x）在（－2，2）上不变号．

（1）如果f″（x）＞0（∀x∈（－2，2）），则f′（x）在（－2，2）严格单调增加，但是

由（2.8）和（2.10）式⇒f′（ξ0
 ）＞f′（ξ＋
 ）（ξ0
 ＜ξ＋
 ），引出矛盾．

（2）如果f″（x）＜0（∀x∈（－2，2）），则f′（x）在（－2，2）严格单调下降，但是

由（2.8）和（2.9）式⇒f′（ξ0
 ）＞f′（ξ－
 ）（ξ0
 ＞ξ－
 ），引出矛盾．（1）与（2）两种情况的矛盾表明，f″（x）在（－2，2）上必变号，因此根据达布定理，存在ξ∈（－2，2），使得f″（ξ）＝0．

练习题2.2

2.2.1　设f（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内除仅有的一个点外都可导．求证：∃c1
 ，c2
 ∈（a，b）及θ∈（0，1），使得

f（b）－f（a）＝（b－a）［θf′（c1
 ）＋（1－θ）f′（c2
 ）］．

2.2.2　设函数f（x）在［0，3］上连续，且在（0，3）内f（0）＋f（1）＋f（2）＝3，f（3）＝1．求证：∃ξ∈（0，3），使得f′（ξ）＝0．

2.2.3　设f（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导，且

[image: alt]


求证：对∀k∈R，∃ξ∈（a，b），使得f′（ξ）＝kf（ξ）．

2.2.4　设f（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导，但非线性函数．求证：∃ξ，η∈（a，b），使得

[image: alt]


2.2.5　设f（x）在（a，b）内二阶可导，且x0
 ∈（a，b），使得f″（x0
 ）≠0．求证：

（1）如果f′（x0
 ）＝0，则存在x1
 ，x2
 ∈（a，b），使得f（x1
 ）－f（x2
 ）＝0；

（2）如果f′（x0
 ）≠0，则存在x1
 ，x2
 ∈（a，b），使得[image: alt]


2.2.6　设f（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导，且f（a）＝f（b）＝0．求证：存在ξ∈（a，b），使得f′（ξ）＋f（ξ）＝0．

2.2.7　设f（x）在［0，1］上可导，f（0）＝0，f（x）≠0（∀x∈（0，1））．求证：∃ξ∈（0，1），使得[image: alt]


2.2.8　设f（x）在［0，1］上连续，在（0，1）内可导，f（0）＝0．求证：如果f（x）在（0，1）上不恒等于零，则存在ξ∈（0，1），使得f（ξ）·f′（ξ）＞0．

2.2.9　设函数f（x）在［a，b］上可导，且f′（a）＝f′（b）．求证：∃c∈（a，b），使得f（c）－f（a）＝（c－a）f′（c）．

注　本题与本节例12比较，就是把条件f′（a）＝f′（b）＝0中的“＝0”去掉了．

2.2.10　设f（x）在（0，1］上可导，且存在有限极限[image: alt]
 求证：f（x）在（0，1］上一致连续．

§3　函数的升降、极值、最值问题

内容提要

1．函数单调性判别法

设f（x）在（a，b）内可微，则

（1）f（x）是（a，b）上的递增函数⇔f′（x）≥0（∀x∈（a，b））；

（2）f（x）是（a，b）上的递减函数⇔f′（x）≤0（∀x∈（a，b））．

如果对∀x∈（a，b）都有f′（x）＞0（＜0），则f（x）是（a，b）上的严格递增（递减）函数．

2．函数极值的定义

若存在空心邻域[image: alt]
 （x0
 ；δ），使得f（x0
 ）≤f（x）（∀x∈[image: alt]
 （x0
 ；δ）），则称f（x0
 ）为函数f（x）的极小值．若上式中严格不等号成立时，则称f（x0
 ）为函数f（x）的严格极小值．类似有极大值和严格极大值的定义．极小值和极大值统称极值．

3．函数取极值的判别法Ⅰ

若f（x）在U（x0
 ；δ）上连续，在[image: alt]
 （x0
 ；δ）上可微，则

（1）f′（x）（x－x0
 ）＜0⇒f（x0
 ）为极大值；

（2）f′（x）（x－x0
 ）＞0⇒f（x0
 ）为极小值．

4．函数取极值的判别法Ⅱ

若f（x）在U（x0
 ；δ）上可微，且f′（x0
 ）＝0，f″（x0
 ）≠0，则

（1）当f″（x0
 ）＜0时⇒f（x0
 ）为极大值；

（2）当f″（x0
 ）＞0时⇒f（x0
 ）为极小值．

在以上两个极值的充分条件中，若把空心邻域[image: alt]
 （x0
 ；δ）换成区间［a，b］（a＜x0
 ＜b），当不等式小于零时，f（x0
 ）为最大值；当不等式大于零时，f（x0
 ）为最小值．

如果函数在［a，b］内部有最大（小）值，且方程f′（x）＝0，在内部只有惟一一个根，则该根即为最大（小）值点．

典型例题分析

－、函数的升降

例1　求证：[image: alt]
 在（0，1）内单调下降．

证　设[image: alt]
 则

φ（x）＞0　（x∈（0，1）），

[image: alt]


因此

[image: alt]


又因为[image: alt]
 所以

[image: alt]


联合（3.1）与（3.2）式知f′（x）＜0（x∈（0，1）），从而f（x）在（0，1）内单调下降．

评注　值得注意的是，在证题过程中引进中间函数φ（x），使表述显得简捷．

例2　设函数f（x），g（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导，且

g′（x）≠0　（∀x∈（a，b））．

求证：如果[image: alt]
 严格单调增加，则对∀x∈（a，b），

[image: alt]
 　和　[image: alt]


都严格单调增加．

证　不妨设g′（x）＞0（否则用－f（x），－g（x）分别代替f（x），g（x）），根据柯西中值定理，存在ξ∈（a，x），使得

[image: alt]


又因为[image: alt]
 严格单调增加，所以[image: alt]
 （ξ∈（a，x））．从而

[image: alt]


从而[image: alt]
 严格单调增加．同理可证[image: alt]
 单调增加．

例3　设f（0）＝0，且f′（x）在［0，＋∞）上严格单调增加．求证：

（1）在（0，＋∞）上函数[image: alt]
 严格单调增加；

（2）对于任意正数a1
 ，a2
 ，…，an
 （n＞1），有

f（a1
 ）＋f（a2
 ）＋…＋f（an
 ）＜f（a1
 ＋a2
 ＋…＋an
 ）

证　（1）对[image: alt]
 应用例2即得结论．

（2）由于[image: alt]
 利用第（1）小题结果，有

[image: alt]


将（3.4）式两边从i＝1加到i＝n，即得

f（a1
 ）＋f（a2
 ）＋…＋f（an
 ）＜f（a1
 ＋a2
 ＋…＋an
 ）．

例4　求证：

[image: alt]
 　　（3.5）

分析　作变量代换[image: alt]
 则

[image: alt]


再注意到[image: alt]
 是偶函数，要证不等式（3.5），只要证

[image: alt]


证　记

[image: alt]


因为

[image: alt]


所以[image: alt]
 在[image: alt]
 上严格单调下降．于是，根据例2，我们有

[image: alt]


严格单调下降．由此可见

[image: alt]


即（3.6）式成立．

二、函数的极值与最值

例5　求下列函数在x＞0上的最小值：

（1）[image: alt]
 　　（2）[image: alt]


解　（1）由[image: alt]
 得驻点x＝1．因为

[image: alt]


所以x＝1为函数f（x）的最小点，最小值为f（1）＝1．或考查

[image: alt]
 　f′（1）＝0，　f″（1）＝1＞0，

故x＝1为函数f（x）的最小点．

（2）注意到lng（x）＝f（x）及lng（x）与g（x）有相同的最小点．利用第（1）小题知g（x）的最小值为g（l）＝e．

例6　设正值序列｛xn
 ｝满足[image: alt]
 求证：[image: alt]
 存在．

证　注意到

[image: alt]


从而广义极限[image: alt]
 存在，且a＞0．假设a＝＋∞，

[image: alt]


又

[image: alt]


即a取到函数[image: alt]
 的最小值，由例5知[image: alt]
 只有一个最小值点x＝1，故a＝1．

例7　设f（x）是偶函数，且f′（0）存在．求证：f′（0）＝0．

证　令x＝－t，则当x→0时，t→0，并由f（－t）＝f（t），

[image: alt]


即得f′（0）＝0．

提问　本题如下证法对吗？因为f（x）是偶函数，所以f（x）在点x＝0处有极值，根据费马定理知f′（0）＝0．

解答　这证明是错误的．因为只凭f（x）是偶函数，一般推不出f（x）在点x＝0处有极值，例如函数[image: alt]
 是偶函数，但在点x＝0处没有极值．

例8　求证：

（1）ex
 ＞1＋x（x≠0）；

（2）序列[image: alt]
 的极限存在．

证　（1）令f（x）＝ex
 －1－x，则有f（0）＝0，且

f′（x）＝ex
 －1⇒xf′（x）＝x（ex
 －1）＞0　（∀x≠0）

⇒x＝0是最小值点⇒f（x）＞f（0）＝0

[image: alt]


（2）显然序列｛xn
 ｝单调递增，为了证明极限[image: alt]
 存在，只要肯定序列｛xn
 ｝有上界即可．为此利用第（1）小题，有

[image: alt]


三、函数最值应用题

例9　求椭圆[image: alt]
 在第一象限中的切线，使它被坐标轴所截的线段最短．

解法1　由隐函数求导得[image: alt]
 由求截距公式，得切线在x轴上的截距[image: alt]
 切线在y轴上的截距＝[image: alt]
 被坐标轴所截的切线段长为

[image: alt]


问题即求l（x）（0≤x≤a）的最小值．或等价于求[image: alt]
 的最小值．从

[image: alt]


联立此方程和椭圆方程：

[image: alt]


于是切线在x轴上的截距[image: alt]
 切线在y轴上的截距[image: alt]
 故所求切线的截距式方程为

[image: alt]


解法2　椭圆的参数方程为

x＝acosθ，[image: alt]


由此推出切线方程为

[image: alt]


化简得

[image: alt]


由此求出切线在x轴上的截距[image: alt]
 切线在y轴上的截距[image: alt]
 从而被坐标轴所截的切线段长为

[image: alt]


求l（θ）的最小值等价于求[image: alt]
 的最小值．从

[image: alt]


从而[image: alt]
 将它们代入（3.7）式，得到使l（θ）达到最小值的切线方程为

[image: alt]


化简得

[image: alt]


评注　如果由实际问题列出的函数f（x）在闭区间［α，β］上连续，在开区间（α，β）内可导，又由实际情况判断函数f（x）在区间内部某一点处必定取得最小值（或最大值），且f′（x）在这个区间内部只有一个零点，则这个零点一定是所要求的最小值点（或最大值点），相应的函数值即为要求的最小值（或最大值）．例如本题解法1中的f（x）（0≤x≤a），解法2中的[image: alt]
 都是这样的函数．

例10　周长一定的等腰三角形中，腰与底成何比例时，它绕底边旋转所得旋转体的体积最大？

解　设周长为2l，腰长为x，底长为2y，则有2x＋2y＝2l，即y＝l－x．等腰三角形绕底边旋转所得旋转体是由这样两个同样的圆锥组成的，其中每个圆锥高为y＝l－x，底面半径为[image: alt]
 于是，旋转体体积为

[image: alt]


由此推出[image: alt]
 及[image: alt]
 即腰与底的比为[image: alt]
 时，旋转体的体积最大．

例11　设h＞0，求点（0，h）到曲线y＝x2
 的最短距离．

解　设点（0，h）到曲线上点（x，x2
 ）的距离为d，则

d2
 ＝（x2
 －h）2
 ＋x2
 ，

[image: alt]


当[image: alt]
 时，x＝0⇒d＝h；

当[image: alt]
 时，[image: alt]


故当[image: alt]
 时，点（0，h）到曲线y＝x2
 的最短距离d＝h；当[image: alt]
 时，点（0，h）到曲线y＝x2
 的最短距离[image: alt]


例12　求椭圆[image: alt]
 的内接矩形中面积最大的矩形．

解　设内接矩形的第一象限内的顶点为[image: alt]
 ，则矩形面积为

[image: alt]


求S（x）的最大值点等价于求f（x）＝x2
 （a2
 －x2
 ）的最大值点．从

[image: alt]


又

[image: alt]


即点[image: alt]
 是函数f（x）在［0，a］内的最大值点，从而也是函数S（x）在［0，a］内的最大值点，故最大内接矩形的面积为

[image: alt]


例13　如图2.3所示，在东西走向的一段笔直的铁路上有A，B两城，相距15km，在B城正南面8km的C处有一工厂，现要从A城把货物运往该厂，已知每吨货物的铁路运费为3元/km，公路运费为5元/km．问在铁路线上的D应选在何处，从D开始修筑到工厂的公路，才能使[image: alt]
 运费最省？

[image: alt]


图　2.3

解　设∠DCB＝θ，则总运费

[image: alt]


由f′（θ）＝0得[image: alt]


由此得

[image: alt]
 　BD＝8tanθ＝6（km）．

练习题2.3

2.3.1　求证：

（1）当x≥0时，[image: alt]
 单调增加；

（2）[image: alt]


2.3.2　设f（x）在［0，a］上二次可导，且f（0）＝0，f″（x）＜0．求证：[image: alt]
 在（0，a］上单调下降．

2.3.3　求证：对任何n（＞0）次多项式P（x），∃x0
 ＞0，使得P（x）在（－∞，－x0
 ）和在（x0
 ，＋∞）上都是严格单调的．

2.3.4　设f（x）在［a，b］上连续，且在（a，b）内只有一个极大值点和一个极小值点．求证：极大值必大于极小值．

2.3.5　设a，b＞0，k∈R．求证：函数f（x）＝a2
 ekx
 ＋b2
 e－kx
 存在与k无关的极小值．

2.3.6　（1）设f（x），g（x）在（a，b）内可导，且f（x）≠g（x），g（x）≠0．求证：[image: alt]
 在（a，b）内无极值的充分必要条件是[image: alt]
 在（a，b）内无极值．

（2）设b＞a＞0，求证：[image: alt]
 无极值．

2.3.7　设函数f（x）在（－∞，＋∞）内连续，其导函数的图形如图2.4所示，则f（x）有（　　）．

（A）一个极小值点和两个极大值点；

（B）两个极小值点和一个极大值点；

（C）两个极小值点和两个极大值点；

（D）三个极小值点和一个极大值点．

[image: alt]


图　2.4

2.3.8　（1）求证：序列[image: alt]
 为一递减序列；

（2）求序列[image: alt]
 的最大项．

2.3.9　假设[image: alt]
 求证：f（x）在实轴上有正的最小值．

2.3.10　设f（x）∈C［a，b］，在区间［a，b］上只有一个极值点．求证：如果该点是极大值点必为最大值点；如果该点是极小值点必为最小值点．

2.3.11　求出满足不等式[image: alt]
 的最小正数A及最大负数B．

2.3.12　给定曲线[image: alt]


（1）求过点[image: alt]
 的切线；

（2）在曲线上求一个点，使曲线在该点处的切线在x轴与y轴上的截距之和最小．

2.3.13　设正数x，y之和为一常数2a（a＞0），且指数xy
 当x＝a时，达到最大值．求证：a＝e．

2.3.14　给定曲线

[image: alt]


（1）求曲线上横坐标为x0
 的点处的切线方程；

（2）在曲线上求一个点，使曲线在该点处的切线被坐标轴所截的长度最短．

2.3.15　作一个无盖的圆柱形茶缸，若体积V一定，问底半径R与高H成何比例时，使总面积最小（即用料最省）？

2.3.16　有一半径为a的半球面形的杯子，杯内放一长度为l（l＞2a）的均匀细棒，求棒的平衡位置（即求棒重心的最低位置）．

2.3.17　把一圆形铁片剪下中心角为α的一块扇形部分，并将其围成一圆锥．已知圆形铁片的半径为R，问α多大时，圆锥的容积最大？

§4　函数的凹凸性、拐点及函数作图

内容提要

1．曲线凹凸性的等价命题

若f（x）∈C1
 ［a，b］，在（a，b）内二次可微，则下面关于凹函数的四个命题等价：

（1）f［tx1
 ＋（1－t）x2
 ］≤tf（x1
 ）＋（1－t）f（x2
 ）（0≤t≤1，x1
 ，x2
 ∈［a，b］），其几何意义是“弦在曲线上方”；

（2）f（x）≥f（x0
 ）＋f′（x0
 ）（x－x0
 ）（∀x0
 ∈［a，b］），其几何意义是“切线在曲线下方”；

（3）f′（x）在［a，b］上单调递增；

（4）f″（x）≥0．

2．曲线拐点的判别法

（1）若f（x）∈C1
 （U（x0
 ；δ）），在[image: alt]
 内二次可微，则f″（x）（x－x0
 ）在[image: alt]
 内同号时，x0
 为曲线的拐点．

（2）若f（x）∈C2
 （U（x0
 ；δ）），在点x0
 处三次可微，且f″（x0
 ）＝0，[image: alt]
 （x0
 ）≠0，则x0
 为曲线的拐点．

3．渐近线定义

对于连续曲线y＝f（x），若[image: alt]
 则称x＝x0
 为垂直渐近线．若[image: alt]
 且[image: alt]
 则称y＝kx＋b为斜渐近线．

4．函数作图的步骤

（1）确定函数的定义域，并考查其奇偶性、周期性；

（2）求出函数的一阶导数f′（x），利用f′（x）列表讨论函数的升降区间和极值；

（3）求出函数的二阶导数f″（x），利用f″（x）列表讨论函数的凹、凸区间和拐点；

（4）求出f（x）的渐近线；

（5）计算一些点的值，例如方程f′（x）＝0和f″（x）＝0的根，图形与坐标轴交点等，描草图．

典型例题分析

－、函数的凹凸、拐点

例1　设f（x）为凹函数，且二次可导．求证：[image: alt]
 也是凹函数．

证　因为f（x）为凹函数，所以f″（x）≥0．又

[image: alt]


即得F（x）为凹函数．

例2　设f（x），g（x）为（a，b）上的凹函数，求证：

[image: alt]


也是（a，b）上的凹函数．

证　设t1
 ，t2
 ＞0，t1
 ＋t2
 ＝1，则对∀x1
 ，x2
 ∈（a，b），有

f（t1
 x1
 ＋t2
 x2
 ）≤t1
 f（x1
 ）＋t2
 f（x2
 ）≤t1
 h（x1
 ）＋t2
 h（x2
 ），

g（t1
 x1
 ＋t2
 x2
 ）≤t1
 g（x1
 ）＋t2
 g（x2
 ）≤t1
 h（x1
 ）＋t2
 h（x2
 ），

由此推出

h（t1
 x1
 ＋t2
 x2
 ）＝max（f（t1
 x1
 ＋t2
 x2
 ），g（t1
 x1
 ＋t2
 x2
 ））≤t1
 h（x1
 ）＋t2
 h（x2
 ）．

由凹函数定义，即知h（x）是（a，b）上的凹函数．

二、函数作图

例3　作函数[image: alt]
 的图形．

解　函数的定义域为（－∞，1）∪（1，＋∞）．由定义可求出y′（0）＝0；当x≠0时，利用对数求导法，得

[image: alt]


由[image: alt]
 可知x＝1为垂直渐近线．又因为

[image: alt]


所以有斜渐近线[image: alt]
 根据表2.1和渐近线，画出函数图形如图2.5．

表　2.1

[image: alt]


评注　本题还可以这样来求渐近线：利用泰勒公式写出

[image: alt]


即知有斜渐近线[image: alt]


[image: alt]


图　2.5

例4　（1）作函数y＝x2
 e－x
 的图形；

（2）试确定方程ex
 ＝ax2
 （a＞0）的根的个数，并指出每一个根所在的范围．

解　令f（x）＝x2
 e－x
 ，则y＝f（x）的定义域为（－∞，＋∞），且

[image: alt]


总结上述结果列成表2.2．

表　2.2

[image: alt]


根据这个表容易作出函数y＝f（x）的图形（见图2.6），对不同的a值，考查平行于x轴的直线y＝1/a与曲线y＝f（x）的交点个数，可得到如下结论：

[image: alt]


图　2.6

（1）当0＜a＜e2
 /4时，方程ex
 ＝ax2
 只有一个根，此根位于（－∞，0）内；

（2）当a＝e2
 /4时，方程ex
 ＝ax2
 有两个根，其一位于（－∞，0）内，另一个是x＝2；

（3）当a＞e2
 /4时，方程ex
 ＝ax2
 有三个根，其一位于（－∞，0）内，另外两个分别位于（0，2）与（2，＋∞）内．

例5　解｜3x－x3
 ｜≤2．

解　设f（x）＝3x－x3
 ．则

[image: alt]


总结上述结果列成表2.3．根据这个表容易作出函数y＝f（x）的图形（见图2.7）．

表　2.3

[image: alt]


[image: alt]


图　2.7

由图写出答案为｜x｜≤2．

评注　为了写出答案，需要解出f（x）＝±2的根．怎么办呢？一般用因式分解．例如要解f（x）＝2⇔－x3
 ＋3x－2＝0，因为这个三次多项式的系数和为0，所以含有（x－1）因子，用此因子去除－x3
 ＋3x－2即得二次多项式，再因式分解就容易了．

同样要解f（x）＝－2⇔－x3
 ＋3x＋2＝0，因为这个三次多项式的奇次项系数和与偶次项系数和相等，所以含有（x＋1）因子，用此因子去除－x3
 ＋3x＋2即得二次多项式，再因式分解即可．

练习题2.4

2.4.1　设a＞0，b＞0．求证：[image: alt]
 为凹函数．

2.4.2　求证：不存在三次或三次以上的奇次多项式为凹函数．

2.4.3　设f（x）在（a，b）上取正值，且为凸函数．求证：[image: alt]
 是在（a，b）上的凹函数．

2.4.4　设f（x）在［a，＋∞）上二次可微，f″（x）≥0，[image: alt]
 求证：

[image: alt]


2.4.5　设f（x）在［a，＋∞）上二次可微，f″（x）≥0．求证：

（1）[image: alt]


（2）若[image: alt]
 则[image: alt]


2.4.6　作出下列函数的图形：

（1）y＝x3
 －x2
 －x＋1；

（2）y＝x·e-x2

 ；

（3）y＝x＋1/x；

（4）y＝x·1nx．

§5　洛必达法则与泰勒公式

内容提要

1．洛必达法则

定理1　设如下三个条件成立：

（1）f（x），g（x）在U（a，δ）上连续，且

[image: alt]


（2）在U（a，δ）上f′（x），g′（x）存在，且g′（x）≠0；

（3）极限[image: alt]
 存在（可以无穷大），则有[image: alt]
 把a换成＋∞或－∞时，命题仍成立．

定理2　设如下三个条件成立：

（1）f（x），g（x）在U（a，δ）上连续，且

[image: alt]


（2）在U（a，δ）上f′（x），g′（x）存在，且g′（x）≠0；

（3）极限[image: alt]
 存在（可以无穷大），

则有[image: alt]
 把a换成＋∞或－∞时，命题仍成立．

未定式0·∞，∞－∞，1∞
 ，00
 ，∞0
 型求极限可化为[image: alt]
 或[image: alt]
 型求极限．

2．泰勒公式

定理3　设f（x）在点x0
 处的n阶导数存在，则

[image: alt]


定理4　设f（x）∈Cn
 （a，b），f（n＋1）
 （x）存在，x，x0
 ∈（a，b），则

[image: alt]


其中ξ介于x0
 与x之间．

3．基本公式（带有皮亚诺余项的泰勒公式）

[image: alt]


[image: alt]


典型例题分析

例1　设了f（x）在（a，b）内可导，且f′（x）单调．求证：f′（x）在（a，b）内连续．

证　∀x0
 ∈（a，b），由洛必达法则及f′（x）的单调性，有

[image: alt]


又由条件f′（x0
 ）存在，故从（5.1）式得f′（x0
 ）＝f′（x0
 ＋0）．

同理可推出f′（x0
 ）＝f′（x0
 －0）．于是f′（x）在点x0
 处连续．由x0
 的任意性，即得f′（x）∈C（a，b）．

评注　根据达布定理，导函数不可能有可去间断点和第一类间断点．由此可见，本题结论是由两方面结果合成的；其一是导函数不可能有可去间断点和第一类间断点；其二是f′（x）单调的条件保证，若有间断点，只能是可去间断点和第一类间断点．从而不会出现间断点，也就是f′（x）连续．

例2　设f（x）在［a，＋∞）上有界，f′（x）存在，且[image: alt]
 b．求证：b＝0．

证　一方面，由洛必达法则，[image: alt]
 另一方面，由f（x）有界，知[image: alt]
 从而b＝0．

提问　已知函数y＝f（x）在［a，＋∞）内有界且可导，并且

[image: alt]


是否一定有[image: alt]


解答　不一定．例如，函数[image: alt]
 在［1，＋∞）内有界、可导，且[image: alt]
 但

[image: alt]
 不存在．

例3　设f（x）∈C（a，b），f′（x）在（a，b）内除点x0
 外都存在，且[image: alt]
 存在．求证：[image: alt]
 存在，且[image: alt]


证　因为f（x）在点x0
 处连续，所以[image: alt]


又因为f（x）在（x0
 ，b）内可导，则由洛必达法则，有[image: alt]


提问　本题的逆命题是否正确？即已知函数在点x0
 处的右导数[image: alt]
 存在，问导函数在点x0
 处的右极限是否存在？

解答　结论不一定对．例如

[image: alt]


但是f′（x）的右极限[image: alt]
 不存在．对于导函数连续的函数，当然逆命题是正确的．

例4　求极限[image: alt]


解法1　令[image: alt]
 则有

[image: alt]
 注意到当x→＋∞时，t→0＋0．故有[image: alt]
 因此[image: alt]


解法2　注意到当x→＋∞时，[image: alt]
 是无穷小量．

[image: alt]


由此即得[image: alt]


例5　设f（x）一阶可导，且f″（x0
 ）存在．求证：

[image: alt]


证法1　用洛必达法则及f″（x0
 ）的定义，得

[image: alt]


证法2　用带皮亚诺余项的泰勒公式，得

[image: alt]


由此得

[image: alt]


例6　求[image: alt]


解

[image: alt]


[image: alt]


由此得[image: alt]


评注　本题如果用洛必达法则计算，则比较繁．

例7　求证：（1）∀n∈N，∃θn
 ∈（0，1），使得

[image: alt]


（2）e是无理数．

证　（1）对函数ex
 在点x＝0处展成带有拉格朗日余项的泰勒公式，得到

[image: alt]


其中θn
 ∈（0，1）．代入x＝1即得（5.2）式．

（2）用反证法．假设e为有理数，设[image: alt]
 取n＝max｛q，2｝，在等式（5.2）的两端同乘以n！，并移项得到

[image: alt]


注意到，等式（5.3）左端是正整数，从而右端也是正整数，这要求

[image: alt]


这与n＝max｛q，2｝＞1矛盾．这个矛盾说明假设e为有理数不成立，即证得e是无理数．

例8　设f（x）在［0，1］上有二阶导数，｜f（x）｜≤a，｜f″（x）｜≤b，其中a，b是非负数．求证：对一切c∈（0，1）有[image: alt]


思路　本题条件和本题结论之间的联系是要从函数和二阶导数的估计导出一阶导数的估计．能将函数、一阶导数和二阶导数全部联系在一起的数学工具惟有泰勒公式．故应从泰勒公式入手．

证　对任意给定的c∈（0，1），因为函数f（x）在［0，1］上有二阶导数，所以函数f（x）在点x＝c处二阶泰勒公式成立，即

[image: alt]


其中ξ在c与x之间．特别地，当x＝0与x＝1时，（5.4）式给出

[image: alt]


由（5.6）减去（5.5）式，得到

[image: alt]


即

[image: alt]


再由绝对值不等式，得

[image: alt]


例9　设f（x）在R上二次可微，且∀x∈R，有

｜f（x）｜≤M0
 ，｜f″（x）｜≤M2
 ．

（1）写出f（x＋h），f（x－h）关于h的带拉格朗日余项的泰勒公式；

（2）求证：对∀h＞0，有[image: alt]


（3）求证：[image: alt]


解　（1）

[image: alt]


（2）将第（1）小题得到的两个泰勒公式相减，得

[image: alt]


由此，利用条件｜f（x）｜≤M0
 ，｜f″（x）｜≤M2
 ，即得

[image: alt]


（3）设[image: alt]
 则有

[image: alt]


其中等号当[image: alt]
 时，即当[image: alt]
 时成立．将此h值代入（5.7）式，即得

[image: alt]


练习题2.5

2.5.1　设f（x）在（a，＋∞）上可导，且[image: alt]
 求证：

[image: alt]


2.5.2　设函数f（x）在闭区间［－1，1］上具有三阶连续导数，且

f（－1）＝0，　f（1）＝1，　f′（0）＝0．

求证：∃ξ∈（－1，1），使得[image: alt]
 （ξ）＝3．

2.5.3　设[image: alt]
 求证：

（1）f（x）在（－∞，＋∞）上二阶连续可微，

（2）f（x）在（－∞，＋∞）上严格单调下降；

（3）f（x）在（－∞，＋∞）上是凹函数．

2.5.4　（1）求证：[image: alt]


（2）设0＜x1
 ＜1，xn＋1
 ＝sinxn
 （n＝1，2，…），求证：[image: alt]


2.5.5　设P（x）＝an
 xn
 ＋an－1
 xn－1
 ＋…＋a1
 x＋a0
 ．求证：∀λ＞0，

[image: alt]


2.5.6　将函数[image: alt]
 在点x＝0处展成泰勒公式至x4
 阶项．

2.5.7　由拉格朗日中值定理，对∀｜x｜≤1，∃θ∈（0，1），使得

[image: alt]


求证：[image: alt]


2.5.8　设f（x）在（0，＋∞）上二次可微，且

｜f（x）｜≤M0
 ，　｜f″（x）｜≤M2
 　（∀x＞0）．

求证：[image: alt]


2.5.9　设P（x）＝an
 xn
 ＋an－1
 xn－1
 ＋…＋a1
 x＋a0
 ．求证：a是P（x）＝0的k重根的充分必要条件为

[image: alt]


2.5.10　若一实系数多项式P（x）的根全是实根，求证：P（x）各阶导数产生的多项式的根也全是实根，且每一高阶导数的根均分布在低阶导数的根之间．

§6　一元函数微分学的综合应用

内容提要

1．不等式证明的常见类型和解题方法

（1）用导数证明不等式f（x）≥g（x）（a≤x≤b）的一般步骤：

第一步，作辅助函数F（x）＝f（x）－g（x）．原不等式归结为

F（x）≥0　（a≤x≤b）．

这等价于证明F（x）在［a，b］上的最小值大于等于零．

第二步，对所作辅助函数F（x）求导，确定F′（x）在所考虑区间上的符号，从而确定F（x）在所考虑区间上的增减性、极值或最值性质．当F′（x）符号直接确定不了时，就要计算F″（x），如果F″（x）符号还是直接确定不了时，就要计算[image: alt]
 （x），如此下去直到符号能完全确定为止．

值得注意的是：由于所作辅助函数F（x）不同，确定F′（x）符号的难易程度可能不同，所以作辅助函数可不拘一格作适当变更．不同辅助函数的构造一般来源于对原不等式的不同的同解变形．

（2）直接利用微分学中的中值定理证明不等式f（x）≤c（a≤x≤b，c是常数）的一般步骤（参见例5、例6）：

第一步，利用拉格朗日中值定理、柯西中值定理或泰勒公式，改写

f（x）＝g（ξ）　（α＜ξ＜β）．

第二步，用“中值变易法”，即将ξ换为x构造辅助函数g（x），并对g（x）求极大值、最大值．如果这个最大值≤c，证明就完成了．

（3）利用函数的凹凸性证明不等式：

主要用曲线在切线或割线一侧的几何特性．

2．函数零点讨论的常见类型和解题方法

设k是影响方程根个数的参数．

（1）f（x）＝k型求函数零点方法：

如果能将要讨论根个数的方程同解变形为f（x）＝k的形式，那么首先作辅助函数y＝f（x）的简图．所谓简图是指不必考虑图形的凹凸性，只需反映出图形在指定区间上的升降、极值或最值以及变量趋向于区间两端时的极限．接着考查直线y＝k，当k变化时平行于x轴移动，在不同情况下，数一数它与y＝f（x）交点的个数就可以知道方程根的个数了．

（2）f（x，k）＝0型求函数零点方法：

面对f（x，k）＝0的形式，一般先对固定的k求出函数f（x，k）的最大值M（k）或最小值m（k）．然后考虑k变化时，M（k）或m（k）在x轴的上方还是下方，进而判断曲线y＝f（x，k）与x轴的交点个数．

典型例题分析

－、不等式

例1　求证：当x＞0时，不等式[image: alt]
 成立．

证法1　作辅助函数[image: alt]
 则f（0）＝0，

[image: alt]


从而f（x）↓⇒f（x）＜f（0）＝0．即证得不等式．

证法2　作辅助函数[image: alt]
 则f（0）＝0，

[image: alt]


f′（x）的表达式（6.2）的右端分母肯定是正的，可单独考虑分子．令[image: alt]
 ，则

[image: alt]


由此可见，g（x）↓⇒g（x）＜g（0）＝0．从而，由（6.2）式，有

[image: alt]


于是由f（x）↑推出f（x）≤f（0）＝0．即证得不等式．

证法3　作变量代换[image: alt]
 则

[image: alt]


令[image: alt]
 则

[image: alt]


由此可见，当t＞1时g（t）为严格单调增加函数，又g（1）＝0，故有g（t）＞g（1）＝0．即证得不等式．

证法4　应用柯西中值定理．对于∀x＞0，存在ξ∈（0，x），使得

[image: alt]


即证得不等式．

例2　求证：（1）当[image: alt]
 时，有

[image: alt]


（2）当[image: alt]
 时，函数[image: alt]
 在（0，＋∞）上严格单调递减；

（3）若数集[image: alt]
 则

[image: alt]


证　（1）令[image: alt]
 为了证明（6.3）式，只需证明g（x）＜0．事实上，当[image: alt]
 时，

[image: alt]


又[image: alt]
 故g（x）＜0．

（2）为证明f（x）严格单调递减，只需证明f′（x）＜0．用对数求导法，有

[image: alt]


（3）一方面，因为[image: alt]
 又根据第（2）小题结论，当[image: alt]
 时，[image: alt]
 严格单调递减，所以

[image: alt]


另一方面，对∀α∈A，有

[image: alt]


再用例1的结果，对∀x＞0，有

[image: alt]


联合（6.4）与（6.5）式即得

[image: alt]


即[image: alt]


例3　求证：

[image: alt]


思路　（1）注意到原不等式中的两个参数具有齐次关系，若令[image: alt]
 就把两个参数转化为一个参数作为变量．那么本题就是要证明：

[image: alt]


（2）考虑

[image: alt]


证　（1）作辅助函数[image: alt]
 则有

[image: alt]


因此当x＞1时，f（x）严格单调增加，从而f（x）＞f（1）＝0（∀x＞1），即得（6.6）式．

（2）注意到（6.7）式中的第一个不等式就是（6.6）式；而（6.7）式中的第二个不等式，当x＝1时，显然等号成立；当0＜x＜1时，令[image: alt]
 则t＞1．对t用不等式（6.6），则有

[image: alt]


即（6.7）式中的第二个不等式当0＜x＜1时成立．

例4　求证：当x＞0时[image: alt]
 且等号当且仅当x＝1时成立．

证　设

[image: alt]


令其分子为g（x）＝n（1－x2n＋2
 ）－（n＋1）（x－x2n＋1
 ），则

g′（x）＝－（n＋1）［2nx2n
 （x－1）－x2n
 ＋1］，

[image: alt]


点x＝1是函数g′（x）在（0，＋∞）内的惟一极值点，并且是极大值点，从而在点x＝1处达到函数g′（x）在（0，＋∞）内的最大值．故有

[image: alt]


由此推出[image: alt]
 即当x≠1时，要证的不等式成立．而当x＝1时，不等式左边显然等于右边．故等号当且仅当x＝1时成立．

例5　设1＜a＜b，[image: alt]
 求证：

[image: alt]


证　根据微分中值定理，∃ξ∈（a，b），使得

[image: alt]


因为（6.8）式的右端＞0，所以f（b）－f（a）＞0．作辅助函数

[image: alt]


因为[image: alt]


由此可见x＝2是函数g（x）在（0，＋∞）内的惟一极值点，并且是极大值点．从而x＝2是函数g（x）的最大值点．于是g（x）≤g（2）＝1/4．于是本题结论成立．

评注　本题所构造的辅助函数，是将（6.8）式右端中的ξ换为x改造来的，辅助函数的定义域就是ξ的取值范围．（6.8）式右端每取一个ξ值，都给出（6.8）式左端f（b）－f（a）的一个估计，对所构造的辅助函数求极值、最值，目的就是在ξ的一切取值范围内找出（6.8）式左端f（b）－f（a）的最好估计．

例6　求证：2arctanx＜3ln（1＋x）（∀x＞0）．

分析　只要证明[image: alt]


证　对任意给定的x＞0，由柯西中值定理，∃ξ∈（0，x），使得

[image: alt]


只需再证明

[image: alt]


将（6.9）式左端中的ξ变易为x作辅助函数[image: alt]


[image: alt]


由此可见[image: alt]
 是函数f（x）在（0，＋∞）内的惟一极值点，并且是极大值点．从而[image: alt]
 是函数f（x）的最大值点．于是

[image: alt]


显然由（6.10）式推出（6.9）式，所以本题结论成立．

例7　设0＜x＜1．求证：[image: alt]


证　先证原不等式两边取对数得到的不等式，即证

[image: alt]


或

[image: alt]


为此令[image: alt]
 则有f（1）＝0，且

[image: alt]


再利用函数et
 的严格递增性，由不等式（6.11）推出

[image: alt]
 　即　[image: alt]


例8　设[image: alt]
 求证：[image: alt]


证　先证原不等式两边取对数得到的不等式，即证

lnx－lnsinx＜lntanx－lnx

或

lnsinx＋lntanx－2lnx＞0　（0＜x＜π/2）．　（6.12）

为此令f（x）＝lnsinx＋lntanx－2lnx，则有

[image: alt]


注意到在f′（x）中，分母符号可确定是正的，只要考虑分子的符号．

令

g（x）＝xcos2
 x－2sinxcosx＋x，

则有

g′（x）＝3sin2
 x－2xsinxcosx

＝sinxcosx（3tanx－2x）＞0

⇒g（x）＞g（0）＝0．

再由（6.13）式，即得

f′（x）＞0⇒f（x）↑⇒f（x）＞0．

事实上，∀x＞0，取0＜ε＜x，有

[image: alt]


再利用函数et
 的严格递增性，由不等式（6.12）推出

[image: alt]


例9　设p，q＞0，且[image: alt]
 又设a＞0，b＞0，求证：

[image: alt]


思路　只要证原不等式两边取对数得到的不等式，即

[image: alt]


证　考虑函数f（x）＝lnx，因为[image: alt]
 所以f（x）在（0，＋∞）上是凸函数，由凸函数定义，

[image: alt]


因为f（x）＝lnx，所以（6.15）式就是要证的（6.14）式．

例10　求证：[image: alt]


证　令[image: alt]
 则f（0）＝1，f′（x）＝ex
 －x，f′（0）＝1．因此，函数f（x）在点x＝0处的切线方程是y＝1＋x．又

[image: alt]


因为f（x）在（－∞，0）上是凸函数，所以曲线y＝f（x）在点x＝0处的切线下方，即[image: alt]
 又因为f（x）在（0，＋∞）上是凹函数，所以曲线y＝f（x）在点x＝0处的切线上方，即

[image: alt]


例11　（1）设f（x）是在R上的凹函数，求证：对∀x1
 ，x2
 ，…，xn
 ∈R，有

[image: alt]


等号当且仅当x1
 ＝x2
 ＝…＝xn
 时成立．

（2）求证：当xk
 ＞0（k＝1，2，…）时，有

[image: alt]


证　（1）记[image: alt]
 因为f（x）是凹函数，所以

f（xi
 ）≥f（x0
 ）＋f′（x0
 ）（xi
 －x0
 ）（i＝1，2，…，n），

此处“＝”当且仅当xi
 ＝x0
 时成立．对上面n个等式求和，即得

[image: alt]


即（6.16）式得证．

（2）对f（x）＝－lnx利用第（1）小题结果即得结论．

例12　求证：

（1）当[image: alt]
 时，有[image: alt]


（2）如果△ABC是锐角三角形，那么sinA＋sinB＋sinC＞2．

分析　曲线y＝sinx在[image: alt]
 上连续，且y″＝－sinx＜0在[image: alt]
 内成立，从而曲线sinx是[image: alt]
 上的严格凸函数，在[image: alt]
 内它必在其端点（0，0）与[image: alt]
 的连线[image: alt]
 的上方．这正是要证不等式的几何意义．

证　（1）设f（x）＝sinx，则有

[image: alt]


（2）利用第（1）小题，有

[image: alt]


由此得[image: alt]


例13　对任意的自然数n，求证：对∀0≤t≤n，

[image: alt]


证　因为ex
 在（－∞，＋∞）上是凹函数，所以曲线y＝ex
 在点x＝0处的切线上方，而点x＝0处的切线方程是y＝1＋x，从而

[image: alt]


两边n次方，即得

[image: alt]


另一方面，

[image: alt]


又设f（x）＝（1＋x）n
 ，则

f′（x）＝n（1＋x）n－1
 ，

f″（x）＝n（n－1）（1＋x）n－2
 ≥0　（x≥－1）．

因此，f（x）在［－1，＋∞）上是凹函数，从而曲线y＝f（x）在点x＝0处的切线上方，而点x＝0处的切线方程正是y＝1＋nx，因此

（1＋x）n
 ≥1＋nx　（x≥－1），

从而

[image: alt]


联合（6.17），（6.18）和（6.19）式我们有

[image: alt]


二、讨论函数零点

例14　求证：方程x2
 ＝xsinx＋cosx恰好只有两个不同的实数根．

解　令f（x）＝x2
 －xsinx－cosx，注意到f（x）是偶函数，只需证在（0，＋∞）上恰有一个根．事实上，因为

f（0）＝－1，

[image: alt]


所以f（x）＝0在（0，＋∞）上有一个根．又

f′（x）＝x（2－cosx）＞0　（∀x＞0），

即函数f（x）在（0，＋∞）上严格单调增加，故f（x）＝0在（0，＋∞）上有且只有一个根．如图2.8所示．

[image: alt]


图　2.8

例15　设f（x）是非负函数，在［a，b］上二阶可导，且f″（x）≠0，求证：方程f（x）＝0在（a，b）内如果有根，就只能有一个根．

证　设x0
 ∈（a，b），使得f（x0
 ）＝0．首先，我们有f′（x0
 ）＝0．事实上，由假设f（x）≥0，

[image: alt]


其次，我们假定存在x1
 ，x2
 ∈（a，b），x1
 ≠x2
 （不妨设x1
 ＜x2
 ），使得f（x1
 ）＝f（x2
 ）＝0．那么根据上述证明，我们有f′（x1
 ）＝f′（x2
 ）＝0．再在［x1
 ，x2
 ］上对f′（x）用罗尔中值定理，则存在ξ∈（x1
 ，x2
 ），使得f″（ξ）＝0．这与f″（x）≠0的假定矛盾．

例16　设有n次多项式方程

[image: alt]


试证：当n为奇数时方程恰有一实根；当n为偶数时方程无实根．

证　令[image: alt]
 则当n为奇数时，因为[image: alt]
 所以当x＞0充分大时f（x）·f（－x）＜0，此时在（－x，x）内必有f（x）＝0的实根．又对∀x∈（－∞，＋∞），有

[image: alt]


由此可见，f（x）严格单调下降，从而当n为奇数时，f（x）＝0恰有一实根．

当n为偶数时，

[image: alt]


由此可见点x＝1是函数f（x）在（－∞，＋∞）内的惟一极值点，并且是极小值点，从而在点x＝1处达到函数f（x）在（－∞，＋∞）内的最小值．又

[image: alt]


⇒f（x）≥f（1）＞0，

于是，当n为偶数时方程无实根．

例17　设x＞0时，方程

[image: alt]


只有一个解，求k的取值范围．

解法1　显然，方程（6.20）与如下方程是同解的：

[image: alt]


求方程（6.21）的解就是求直线y＝k与曲线[image: alt]
 的交点，当k变化时，直线y＝k形成一族平行于x轴的直线．作辅助函数[image: alt]
 则

[image: alt]


由此可见，[image: alt]
 从y＝f（x）的图形（见图2.9）可知，当[image: alt]
 或k≤0时，方程（6.21）只有一个解；当k＞[image: alt]
 时，直线y＝k与曲线y＝f（x）无交点；当[image: alt]
 时，直线y＝k与曲线y＝f（x）有两个交点．于是当[image: alt]
 或k≤0时，方程（6.20）只有一个解；而当[image: alt]
 或[image: alt]
 时，方程（6.20）有两个解或无解．

[image: alt]


图　2.9

解法2　作辅助函数[image: alt]
 则

[image: alt]


（1）当k≤0时，g′（x）为严格单调递减函数，并且有

[image: alt]


这时方程（6.20）只有一个解．

（2）当k＞0时，由g′（x）＝0知[image: alt]
 这是惟一极值点，由于g″（x）＞0，[image: alt]
 是最小值．[image: alt]
 这时y＝g（x）的图形（见图2.10）与x轴相切，这时方程（6.20）只有一个解，而当[image: alt]
 时，y＝g（x）的图形与x轴有两个交点或无交点．由此可见，当[image: alt]
 时，方程（6.20）只有一个解．

[image: alt]


图　2.10

解法3　求方程（6.20）的解就是求直线y＝kx与曲线

[image: alt]


的交点，当k变化时，直线y＝kx形成一族过原点的直线．作辅助函数[image: alt]
 则有

[image: alt]


从而函数y＝h（x）是在（0，＋∞）上的上凸函数．曲线y＝h（x）上的任一点（x0
 ，y0
 ）处的切线方程为

[image: alt]


由此可见，当[image: alt]
 时，切线通过原点，这时切线的斜率为[image: alt]
 于是从图形（见图2.11）可知，当[image: alt]
 或k≤0时，方程（6.20）只有一个解．

[image: alt]


图　2.11

例18　求方程x3
 ＝3px＋q（p＞0）恰有三个实根的条件．

解　令f（x）＝x3
 －3px，如图2.12所示．

[image: alt]


[image: alt]


图　2.12

由图可见，当[image: alt]
 时，方程x3
 ＝3px＋q恰有三个实根．

例19　已知三次方程x3
 －3a2
 x－6a2
 ＋3a＝0只有一个实根而且是正的，求a的取值范围．

解　若a＝0，原方程为x3
 ＝0，它仅有一个根x＝0．

若a≠0，将原方程改写为f（x）＝b的形式，其中

f（x）＝x3
 －3a2
 x，b＝6a2
 －3a．

则有

f′（x）＝3x2
 －3a2
 ＝3（x－｜a｜）（x＋｜a｜），[image: alt]
 ＝±∞．

由此不难得出f（x）的升降情况如表2.4．

表　2.4

[image: alt]


由此可见，f（x）＝b有一个正的实根⇔b＞f（－｜a｜），即

[image: alt]


如图2.13所示．

[image: alt]


图　2.13

分a＞0和a＜0两种情况解不等式6a3
 －3a＞2｜a｜3
 ，得到

[image: alt]


或[image: alt]


综合以上结果，当[image: alt]


时，所给方程只有一个实根而且是正的．

例20　设P（x）＝x6
 －2x2
 －x＋3．

（1）分别把P（x）表示成（x－1）幂与（x＋1）幂的多项式；

（2）求证：P（x）＝0在｜x｜≥1上无实根；

（3）求证：P（x）＝0无实根．

解　（1）对P（x）求各阶导数得

P′（x）＝6x5
 －4x－1，　　P″（x）＝30x4
 －4，

[image: alt]
 ＝120x3
 ，　　　　P（4）
 （x）＝360x2
 ，

　　P（5）
 （x）＝720x，　　P（6）
 （x）＝720．

由此推出

[image: alt]


（2）利用第（1）小题的结果，有

[image: alt]


所以在｜x｜≥1上P（x）＝0无实根．

（3）利用第（2）小题结果，只需再证P（x）在（－1，1）上无实根．

将P（x）＝0改写成

[image: alt]


而2x2
 ＋x－3＝（x－1）（2x＋3），其图形如图2.14所示．在（－1，1）上，（6.24）式左边≥0，右边＜0，所以方程（6.24）在（－1，1）上无实根，即P（x）＝0在（－1，1）上无实根．

[image: alt]


图　2.14

例21　已知P（x）是n≥1次函数：

P（x）＝an
 xn
 ＋an－1
 xn－1
 ＋…＋a1
 x＋a0
 ，

且P（a）≥0，P′（a）≥0，…，P（n）
 （a）≥0．求证：P（x）没有大于a的根．

证　因为当m＞n时，Pm
 （x）≡0，所以根据泰勒公式，有

[image: alt]


又因为n≥1，所以P（x）不是恒等于零的函数．因此P（a），P′（a），…，P（n）
 （a）不全为零．于是至少存在某一k，1≤k≤n，使得P（k）
 （a）＞0．此时，只要x＞a，便有[image: alt]
 这意味着P（x）不存在大于a的根．

三、零点或中值极限问题

例22　设fn
 （x）＝xn
 ＋xn－1
 ＋…＋x2
 ＋x．求证：

（1）对任意自然数n＞1，方程fn
 （x）＝1在[image: alt]
 内只有一个根；

（2）设[image: alt]
 是fn
 （x）＝1的根，则[image: alt]


证　（1）因为fn
 （1）－1＝n－1＞0，以及

[image: alt]


[image: alt]


所以根据连续函数的中间值定理，存在[image: alt]
 使得fn
 （xn
 ）－1＝0．又因为

f′n
 （x）＝1＋2x＋…＋nxn－1
 ≥1＞0（∀x≥0），

（6.26）

所以fn
 （x）严格单调增加，从而fn
 （x）＝1的根[image: alt]
 是惟一的．

（2）证法1　根据微分中值定理，∃[image: alt]
 使得

[image: alt]


联合（6.26）及（6.25）式，我们有

[image: alt]


于是根据极限的两边夹挤准则，即得[image: alt]


证法2　从考虑xn
 的单调性入手．因为对∀x＞0，有fn
 （x）＜fn＋1
 （x），所以

[image: alt]


又fn＋1
 （x）是严格单调增加的，从而由（6.27）式知xn＋1
 ＜xn
 ，也就是序列xn
 是单调下降的．又[image: alt]
 也就是序列xn
 是有下界的．于是极限[image: alt]
 是存在的，可设[image: alt]
 注意到

[image: alt]


对等式

[image: alt]


两端令n→∞取极限，得[image: alt]
 即得[image: alt]


证法3　注意到

[image: alt]


以及fn
 （x）的严格单调增加性，

[image: alt]


联立（6.28）与（6.29）式，解得

[image: alt]


例23　由拉格朗日中值定理，对∀x＞－1，∃θ∈（0，1），使得

[image: alt]


求证：[image: alt]


证法1　用带皮亚诺余项的泰勒公式，得

[image: alt]


于是

[image: alt]


即

[image: alt]


即得[image: alt]


证法2　由[image: alt]
 解出[image: alt]
 由洛必达法则及ln（1＋x）～x（x→0），得

[image: alt]


例24　设y＝f（x）在（－1，1）内具有二阶连续导数，且f″（x）≠0．试证：

（1）对于∀x∈（－1，1），x≠0，存在惟一的θ（x）∈（0，1），使f（x）＝f（0）＋xf′（θ（x）x）成立；

（2）[image: alt]


证　（1）∀x∈（－1，1），x≠0，由拉格朗日中值定理，∃θ（x）∈（0，1），使得

[image: alt]


又因为f″（x）连续，且在（－1，1）内f″（x）≠0，所以f″（x）在（－1，1）内不变号，从而f′（x）在（－1，1）内严格单调增加或严格单调下降，故θ（x）惟一．

（2）证法1　为了使方程（6.30）中的θ（x）从f′（θ（x）x）的括号内“解放”出来，对∀x≠0，我们首先将（6.30）式改写为

[image: alt]


接着在（6.31）式的右端对f′（x）用拉格朗日中值定理，存在ŋ于θ（x）x与0之间，使得

[image: alt]


注意到f″（ŋ）≠0，联立（6.31）和（6.32）式我们得到θ（x）的表达式：

[image: alt]


到此，为了证明结论只需证明（6.33）式的右端当x→0时极限是[image: alt]


即可．因为ŋ在θ（x）x与0之间，所以

[image: alt]


又用洛必达法则及导数定义，我们有

[image: alt]


联立（6.33），（6.34）和（6.35）式，即得[image: alt]


证法2　为了从方程（6.30）中分离出[image: alt]
 的因子，对∀x≠0，我们首先将（6.30）式改写为

[image: alt]


接着在（6.36）式的右端对f′（x）用拉格朗日中值定理，存在ŋ于θ（x）x与[image: alt]
 之间，使得

[image: alt]


注意到f″（ŋ）≠0，联立（6.36）和（6.37）式，我们得到[image: alt]
 的表达式：

[image: alt]


到此，为了证明结论只需证明（6.38）式的右端当x→0时极限是零即可．因为ŋ在θ（x）x与[image: alt]
 之间，所以

[image: alt]


又用洛必达法则两次，我们有

[image: alt]


[image: alt]


联立（6.38），（6.39）和（6.40）式，即得[image: alt]


证法3　为了从（6.30）式获取θ（x）的信息，需要从（6.30）式右端着手．将（6.30）式看做f（x）在点x＝0处展开的零阶泰勒公式，其中xf′（θ（x）x）表示的是用f（0）去近似f（x）的误差，而关于这个误差的更多信息蕴藏在更高一阶的泰勒公式中．这启发我们用泰勒公式，则对∀x≠0，存在ξ于0与x之间，使得

[image: alt]


联立（6.30）和（6.41）式，得到

[image: alt]


为了在上面最后一个方程中，使θ（x）从f′（θ（x）x）的括号内“解放”出来，令t＝xθ（x），我们得到θ（x）的表达式，再用导数定义即得结论．即

[image: alt]


例25　设f（x）在［0，1］上连续，在（0，1）内二阶可导，且

[image: alt]


若f（x）在［0，1］上的最大值为M＞0，求证：对任意的自然数n，

（1）存在惟一的xn
 ∈（0，1），使得[image: alt]


（2）极限[image: alt]
 存在，并且[image: alt]


证　（1）首先证明xn
 的存在性：

思路1　只要找到［0，1］上的一个子区间，在这个区间上曲线y＝f（x）所对的弦的斜率为[image: alt]
 ，然后在这个区间上用拉格朗日中值定理即可得证．这个区间也就是我们所说的辅助区间．注意到这样的弦应该在直线[image: alt]
 上，所以考虑直线[image: alt]
 是否有交点．也就是说，辅助区间构造的成功与否归结为函数[image: alt]
 的零点存在问题．

证法1　令[image: alt]
 依题意，函数f（x）的值域是［0，M］．又f（0）＝f（1）＝0，所以∃xM
 ∈（0，1），使得f（xM
 ）＝M．

[image: alt]


使得F（ŋ）＝0，即[image: alt]
 现在，因为f（x）在［0，ŋ］上连续，在（0，ŋ）内可导，所以在［0，ŋ］上用拉格朗日中值定理，则∃xn
 ∈（0，ŋ）⊂（0，1），使得

[image: alt]


思路2　将[image: alt]
 改写成[image: alt]
 注意到

∃xn
 ∈（0，1），

使得

[image: alt]
 内有零点

[image: alt]
 在（0，1）内有零点．

证法2　作辅助函数[image: alt]
 要证的是F′（x）在（0，1）内有零点．

首先

[image: alt]


其次，依题意，函数f（x）的值域是［0，M］，又f（0）＝f（1）＝0，所以∃xM
 ∈（0，1），使得f（xM
 ）＝M．

[image: alt]


联立（6.42）和（6.43）式，由连续函数的零值定理，∃ŋ∈（xM
 ，1），使得F（ŋ）＝0．再在［0，ŋ］上用罗尔定理，有

∃xn
 ∈（0，ŋ）⊂（0，1），

使得F′（xn
 ）＝0．从而本题得证．

证法3　首先，如证法2，作辅助函数[image: alt]
 并存在xM
 ∈（0，1），使得F（xM
 ）＞0．接着分别在［0，xM
 ］上和在［xM
 ，1］上用拉格朗日中值定理，则有

存在a∈（0，xM
 ），使得2[image: alt]


存在b∈（xM
 ，1），使得[image: alt]


注意到F（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导，并由于（6.44）式，F（x）的最大值不可能在点x＝a处和在点x＝b处达到．从而

∃xn
 ∈（a，b）⊂（0，1），

使得

[image: alt]


证法4　对任意的自然数n，因为[image: alt]
 先由连续函数的中间值定理，存在cn
 ∈（0，1），使得[image: alt]
 根据证法1，∃xn
 ∈（0，1），使得[image: alt]


其次证明xn
 的惟一性　用反证法．假定还有yn
 ∈（0，1），使得[image: alt]
 则有

f′（xn
 ）＝f′（yn
 ），

由罗尔定理，存在ξ于xn
 与yn
 之间，使得f″（ξ）＝0，这与f″（x）＜0矛盾．

（2）因为f″（x）＜0⇒f′（x）单调下降，所以

[image: alt]


这意味着xn
 是单调增加的有界数列，从而∃[image: alt]
 设[image: alt]
 则由f′（x）的连续性，我们有

[image: alt]


又由连续函数的最大值定理，∃x0
 ∈［0，1］，使得f（x0
 ）＝M，但

f（0）＝f（1）＝0，

故有x0
 ∈（0，1），从而x0
 是极值点，于是f′（x0
 ）＝0．

再由f″（x）＜0的假定，于是

[image: alt]


练习题2.6

2.6.1　求证不等式：1＋x2
 ≤2x
 （0≤x≤1）．

2.6.2　求证：

（1）当0＜a＜1时，（1＋x）a
 ≤1＋ax（x＞－1），且等号仅当x＝0时成立；

（2）当a＜0或a＞1时，（1＋x）a
 ≥1＋ax（x＞－1），且等号仅当x＝0时成立．

2.6.3　设a＞0，b＞0．求证：

（1）ap
 ＋bp
 ≥21－p
 （a＋b）p
 （p＞1）；

（2）ap
 ＋bp
 ≤21－p
 （a＋b）p
 （0＜p＜1）．

2.6.4　设b≥a，求证：[image: alt]


2.6.5　（1）设n∈N，求证：

[image: alt]


（2）求证：[image: alt]


2.6.6　设a0
 xn
 ＋a1
 xn－1
 ＋…＋an－1
 x＝0有正根x0
 ，则方程

na0
 xn－1
 ＋（n－1）a1
 xn－1
 ＋…＋an－1
 ＝0

必存在小于x0
 的正根．

2.6.7　试确定方程ex
 ＝ax2
 （a＞0）的根的个数，并指出每一个根所在的范围．

2.6.8　设函数f（x），g（x）在R上连续可微，且[image: alt]
 试证f（x）＝0的任何两个相邻实根之间必有g（x）＝0的根．

2.6.9　（1）求[image: alt]
 的极值点与极值；

（2）求方程[image: alt]
 有三个实根的条件．

2.6.10　讨论曲线y＝4lnx＋k与y＝4x＋ln4
 x的交点个数．

2.6.11　对∀n∈N，求证：xn＋2
 －2xn
 －1只有惟一正根．

2.6.12　设k＞0，求证：方程[image: alt]


只有惟一实根．

2.6.13　设n次多项式[image: alt]
 满足下列条件：

（1）[image: alt]


（2）P′（x）在［－1，1］上处处不为零．

求证P（x）在［－1，1］上有且仅有一个实根．

2.6.14　设｜f″（x）｜≤｜f′（x）｜＋｜f（x）｜（∀x∈（a，b）），并存在x0
 ∈（a，b），使得f（x0
 ）＝f′（x0
 ）＝0．求证：f（x）≡0（∀x∈（a，b））．


第三章　一元函数积分学

§1　不定积分和可积函数类

内容提要

1．不定积分的概念

若f（x）为连续函数，F′（x）＝f（x），则

[image: alt]


2．不定积分的基本性质

[image: alt]


3．基本积分表

[image: alt]


4．积分法

（1）第一换元法（凑微分法）若[image: alt]
 则

[image: alt]


（2）第二换元法（变量代换法）设x＝x（t）在某区间上导数连续且不为零．又设t（x）为x＝x（t）的反函数，且

[image: alt]


则

[image: alt]


（3）分部积分法　若u，v为x的可微函数，则

[image: alt]


5．可积函数类

（1）有理函数可分解成多项式和若干项最简真分式之和．因此有理函数一定可积分．

（2）三角函数有理式的积分．[image: alt]
 总可用变量代换[image: alt]
 将其化为有理函数积分．若等式

[image: alt]


或

[image: alt]


成立，则可利用变量代换t＝cosx或t＝sinx将它们化为有理函数积分．

又若R（－sinx，－cosx）≡R（sinx，cosx），则可利用变量代换t＝tanx将积分[image: alt]
 化为有理函数积分．

（3）设R（u，v）为u，v的有理函数，则积分

[image: alt]


通过变量代换[image: alt]
 可化为有理函数积分．

（4）积分[image: alt]
 只有当[image: alt]
 三个中有一个为整数时才可积，否则不可积．

（5）求积分[image: alt]
 时，可作下列变量代换：

当a＞0时，令[image: alt]


当c＞0时，令[image: alt]


当b2
 －4ac＞0时，ax2
 ＋bx＋c＝0有不同实根α，β，这时令

[image: alt]


或[image: alt]


典型例题分析

一、分项积分法

例1　求下列不定积分：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


解　（1）

[image: alt]


（2）

[image: alt]


例2　求下列不定积分：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


解　（1）

[image: alt]


或

[image: alt]


（2）

[image: alt]


例3　求下列不定积分：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


解　（1）

[image: alt]


（2）

[image: alt]


或

[image: alt]


（3）

[image: alt]


二、换元法

例4　求不定积分[image: alt]


解法1

[image: alt]


解法2

[image: alt]


解法3

[image: alt]


例5　求不定积分[image: alt]


解法1

[image: alt]


[image: alt]


解法2

[image: alt]


例6　求不定积分[image: alt]


解　当a＝1时，

[image: alt]


当a≠1时，

[image: alt]


例7　求不定积分[image: alt]


解法1　因为被积函数的定义域为｜x｜＞1，所以

[image: alt]


解法2

[image: alt]


解法3

[image: alt]


评注　本题三种解法给出了三种不同形式的答案，这并没有矛盾．事实上，一个函数若有原函数，则它必然有无穷多个原函数，但是它们任意两个之差是一个常数．

例8　设a＜b，求[image: alt]


解法1　由配方得到

[image: alt]
 其中[image: alt]
 作变量代换[image: alt]
 则有

[image: alt]


[image: alt]


解法2　因为被积函数的定义域为（a，b），所以可设x－a＝[image: alt]
 从而

[image: alt]


又注意到

sin4t＝4sintcost（1－2sin2
 t）

[image: alt]


故有

[image: alt]


三、联合求解法

例9　求不定积分[image: alt]


解

[image: alt]


[image: alt]


联立（1.2）与（1.3）式解得

[image: alt]


例10　求不定积分[image: alt]


解

[image: alt]


[image: alt]


由此求得

[image: alt]


评注　例9、例10两题都是将两个积分联立计算，相辅相成，要比单独计算各个积分简单得多．

例11　求不定积分[image: alt]


解　注意到

[image: alt]


设[image: alt]
 由（1.4）式，则有

[image: alt]


由此解得

[image: alt]


评注　本题虽然只要求计算单个积分I，但是在计算过程中又“冒出”一个新积分J，将I，J联立计算，要比单独计算I简单得多．

四、分部积分法

例12　求不定积分[image: alt]


解　用分部积分法．

[image: alt]


例13　求不定积分[image: alt]


解法1

[image: alt]


评注　本解法中，注意到被积函数[image: alt]
 的分母含有x＋1，故将[image: alt]
 这样分部积分后容易化简．

解法2

[image: alt]


例14　求不定积分[image: alt]


解法1

[image: alt]


[image: alt]


因此[image: alt]


[image: alt]


解法2

[image: alt]


由此推出[image: alt]


例15　求不定积分[image: alt]


解法1　令x＝tant，y＝sint，则

[image: alt]


下面求真分式[image: alt]
 的部分分式．设

[image: alt]


（1.6）式的两边同乘以（1－y）2
 ，并令y→1，得[image: alt]


（1.6）式的两边同乘以（1＋y）2
 ，并令y→－1，得[image: alt]


（1.6）式的两边同乘以y，并令y→＋∞，得

[image: alt]


用y＝0代入（1.6）式，得

[image: alt]


联立（1.7）与（1.8）式，[image: alt]
 即得

[image: alt]


将此代入（1.5）式，得

[image: alt]


解法2　因为

[image: alt]


所以

[image: alt]


评注　本题解法2先通过分部积分产生一个所要求积分的循环公式，再通过解代数方程得到要求积分的答案．这是使用分部积分法的一种常用技巧，例如可用来推导本题的引申题：

[image: alt]


例16　求不定积分[image: alt]


解法1

[image: alt]


解法2　因为

[image: alt]


所以

[image: alt]


因此

[image: alt]


解法3　因为

[image: alt]


所以

[image: alt]


又

[image: alt]


若设[image: alt]
 则由（1.10）和（1.11）式，有

[image: alt]


由此解得

[image: alt]


例17　求[image: alt]


解

[image: alt]


对第一项进行分部积分，我们有

[image: alt]


[image: alt]


评注　（1.12）式右端有两项不定积分完全一样，只是符号相反．值得注意的是，它们相抵消的结果应是一个任意的常数，而不是零．事实上，因为

[image: alt]


所以[image: alt]


五、综合应用

例18　试利用公式

[image: alt]


求下列不定积分：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


解　（1）

[image: alt]


（2）

[image: alt]


例19　求不定积分[image: alt]


解法1

[image: alt]


解法2

令[image: alt]
 则有

[image: alt]


[image: alt]


由此解出

[image: alt]


例20　设[image: alt]
 求证递推公式：

[image: alt]


证　因为

[image: alt]


所以

[image: alt]


评注　建立积分递推公式，主要是用分部积分法，但并非只有分部积分法可用，本题用分部积分法就很难奏效．

例21　求不定积分[image: alt]


解法1　记[image: alt]
 并令[image: alt]
 利用对数微分法，则有

[image: alt]


解法2　记[image: alt]
 并令[image: alt]
 则有

[image: alt]


从而

[image: alt]


解法3[image: alt]
 并令[image: alt]
 则有

[image: alt]


即得

[image: alt]


例22　问下列积分是否可积（即原函数是初等函数）：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


解　（1）[image: alt]
 由此可见，

[image: alt]


由于[image: alt]
 三个量都非整数，从而原式不可积．

（2）[image: alt]


由此可见

[image: alt]


由于[image: alt]
 三个量都非整数，从而原式不可积．

例23　求不定积分[image: alt]


解　令[image: alt]
 则有x2
 ＋x＋1＝x2
 －2xt＋t2
 ，于是

[image: alt]


从而

[image: alt]


练习题3.1

3.1.1　求下列不定积分：

[image: alt]


3.1.2　求下列不定积分[image: alt]


3.1.3　求下列不定积分：

[image: alt]


3.1.4　求下列不定积分：

[image: alt]


3.1.5　求下列不定积分：

[image: alt]


3.1.6　求下列不定积分：

[image: alt]


3.1.7　求下列不定积分：

[image: alt]


3.1.8　求下列不定积分：

[image: alt]


3.1.9　求下列不定积分的递推公式：

[image: alt]


3.1.10　求下列不定积分：

[image: alt]


3.1.11　求下列不定积分：

[image: alt]


3.1.12　求下列不定积分：

[image: alt]


3.1.13　求下列不定积分：

[image: alt]


3.1.14　求下列不定积分：

[image: alt]


3.1.15　问下列积分是否可积（即原函数是否为初等函数）：

[image: alt]


§2　定积分概念、可积条件与定积分性质

内容提要

1．定积分的定义

设函数f（x）在［a，b］上定义，对在［a，b］上的任意分划△：

a＝x0
 ＜x1
 ＜x2
 ＜…＜xn
 ＝b，

及∀ξk
 ∈［xk
 ，xk＋1
 ］（k＝0，1，2，…，n－1），令[image: alt]
 [image: alt]
 作黎曼和[image: alt]
 当λ→0时，如果极限

[image: alt]


存在，并且这个极限值与［a，b］的分法及ξk
 的取法无关，那么称这个极限值为函数f（x）在［a，b］上的定积分，记作[image: alt]
 即

[image: alt]


在这种情况下，我们称函数f（x）在［a，b］上可积，或称函数f（x）是［a，b］上的可积函数，记作f（x）∈R［a，b］．

当b＜a时，[image: alt]


2．函数可积的充要条件

设f（x）在［a，b］上定义，对应分法△：a＝x0
 ＜x1
 ＜x2
 ＜…＜xn
 ＝b，定义

[image: alt]


分别称为大和、小和，其中△xk
 ＝xk＋1
 －xk
 （k＝0，1，2，…，n－1），

[image: alt]


若f（x）在［a，b］上有界，则下面四个命题等价：

[image: alt]


[image: alt]
 其中

[image: alt]


（3）对∀ε＞0，存在分法△，使得S（△）－s（△）＜ε；

（4）I*
 ＝I*
 ，其中[image: alt]


3．微积分基本定理（牛顿-莱布尼茨公式）

定理　若f（x），F（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导，且F′（x）＝f（x）（∀x∈（a，b）），则f（x）∈R［a，b］，且

[image: alt]


4．定积分性质

定理1（线性性质）　若f（x），g（x）∈R［a，b］，则有

[image: alt]


定理2（保序性）　若f（x），g（x）∈R［a，b］，则有

[image: alt]


定理3（绝对可积性）　若f（x）∈R［a，b］，则有｜f（x）｜∈R［a，b］，且

[image: alt]


定理4（子区间可积性）　设a＜c＜b，则f（x）∈R［a，b］的充分必要条件是

f（x）∈R［a，c］，且f（x）∈R［c，b］．

定理5（对区间的可加性）　若f（x）在含有a，b，c的区间上可积，则

[image: alt]


定理6（乘积可积性）　若f（x），g（x）∈R［a，b］，则有

f（x）·g（x）∈R［a，b］．

定理7（积分第一中值定理）　若f（x）∈C［a，b］，g（x）∈R［a，b］，且g（x）在［a，b］上不变号，则∃ξ∈［a，b］，使得

[image: alt]


典型例题分析

例1　求极限[image: alt]


思路　把上面极限看成函数f（x）＝sinπx在［0，1］上的黎曼和．

解[image: alt]


例2　（1）假设定积分定义中采用等分的方法，并且ξk
 取中点，试写出f（x）的黎曼和．

（2）又设f（x）为凹函数，求证：[image: alt]


解　（1）将［a，b］n等分，每一个小区间的长度为[image: alt]
 第k个小区间的中点坐标为[image: alt]
 故

[image: alt]


（2）因为f（x）为凹函数，所以

[image: alt]


于是根据极限不等式，由（2.1）式推出

[image: alt]


例3　求积分[image: alt]


解　[image: alt]


提问　本题如下计算是否正确？

[image: alt]


解答　由定积分的几何意义，原式积分所表示的曲边梯形面积应为正的，因此积分值为负数肯定有错误．错误的原因在于函数[image: alt]
 在点x＝0处不连续．

例4　计算定积分[image: alt]


解　因为积分区间在[image: alt]
 上，所以｜x｜＝－x，故有

[image: alt]


例5　设[image: alt]
 求[image: alt]


解法1　作变量代换t＝x－2，则

[image: alt]


解法2　因为

[image: alt]


所以

[image: alt]


评注　以上两种解法，解法1容易操作些，先通过变量代换分别将被积函数的积分变量和积分上、下限进行替换和变限，再将积分区间按分段函数的方式分段，并将积分写成分段相加，最后代入各段相应的表达式，就便于积分了．

例6　计算定积分[image: alt]


解　当a＝b时，[image: alt]


当a＞b时，

[image: alt]


当a＜b时，

[image: alt]


例7　设f（x）∈R［a，b］，求证：ef（x）
 ∈R［a，b］．

证　作分划∆：a＝x0
 ＜x1
 ＜x2
 ＜…＜xn
 ＝b．设x′，x″∈［xk
 ，xk＋1
 ］，则根据微分中值定理，∃ξ，使得

[image: alt]


其中ξ介于f（x′）与f（x″）之间．因为可积函数一定有界，所以可设｜f（x）｜≤M．于是由（2.2）式得

[image: alt]


设[image: alt]
 分别表示f（x）与ef（x）
 在［xk
 ，xk＋1
 ］上的振幅，在公式（2.3）中，让x′，x″在［xk
 ，xk＋1
 ］上变化，两边取上确界得到

[image: alt]


由此推出

[image: alt]


令[image: alt]
 因为f（x）∈R［a，b］，所以[image: alt]
 由此，

令λ→0，对（2.4）式取极限得

[image: alt]


因此ef（x）
 ∈R［a，b］．

例8　设f（x）∈R［a，b］，g（x）与f（x）只有有限个点上取值不等．求证：

g（x）∈R［a，b］，　且　[image: alt]


证　令[image: alt]
 则h（x）只在有限个点上取非零值，所以

h（x）∈R［a，b］，　且　[image: alt]


又g（x）＝f（x）＋h（x），故有g（x）∈R［a，b］，且

[image: alt]


例9　求证：（1）极限[image: alt]
 存在；

（2）[image: alt]


证　（1）考虑函数

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


即f（b）在（0，1）上单调递增．又

[image: alt]


即f（b）在（0，1）上有上界．因此[image: alt]
 存在．

（2）证法1　因为[image: alt]
 [image: alt]
 所以

[image: alt]


证法2　因为[image: alt]
 所以

[image: alt]


因此

[image: alt]


例10　设f（x），g（x）∈R［a，b］，求证：

[image: alt]


证　对∀t∈R，积分

[image: alt]


根据二次三项式的恒正条件是判别式b2
 －ac≤0，故有

[image: alt]


即得

[image: alt]


练习题3.2

3.2.1　设f（x）∈R［a，b］，且f（x）≥a＞0．求证：

（1）[image: alt]


（2）lnf（x）∈R［a，b］．

3.2.2　求证：[image: alt]


3.2.3　设f（x）∈R［0，1］，且f（x）≥a＞0．求证：[image: alt]


3.2.4　求证：[image: alt]


3.2.5　设a，b＞0，f（x）≥0，且f（x）∈R［a，b］，又[image: alt]
 求证：

[image: alt]


3.2.6　设f（x）≥0，f″（x）≤0（∀x∈［a，b］）．求证：

[image: alt]


3.2.7　设f（x）在［a，b］上可导，且f′（x）∈R［a，b］．求证：

[image: alt]


3.2.8　设f（x）∈R［0，1］，且a≤f（x）≤b，又φ（x）是［a，b］上的凹函数．求证：

（1）φ（f（x））≥φ（x）＋φ′（t）（f（x）－t）（∀t∈（a，b））；

[image: alt]


3.2.9　求证：极限[image: alt]
 存在，并且其极限值不超过1．

3.2.10　求证：[image: alt]


§3　变限定积分、微积分基本定理、定积分的换元法与分部积分法

内容提要

1．变限定积分

设f（x）∈R［a，b］，则函数

[image: alt]


若f（x）在点x0
 处连续，则Φ′（x0
 ）＝f（x0
 ）．

定理　若f（x）∈C［a，b］，则[image: alt]


这说明连续函数一定可积，积分后一定可微，且两次运算后又回到原来函数．

2．微积分基本定理（牛顿-莱布尼茨公式）的另一种表述

若f（x）∈R［a，b］，F（x）∈C［a，b］，且除有限个点外，F′（x）＝f（x），则

[image: alt]


或[image: alt]


这说明如果函数可微，且微分后函数可积，则两次运算后又回到原来的函数（可以差一个常数）．

3．定积分的积分法

分部积分法　设u′（x），v′（x）∈R［a，b］，则

[image: alt]


换元积分法　设f（x）∈R［a，b］，x＝φ（t）一一地把［α，β］→［a，b］，且α＝φ-1
 （a），β＝φ-1
 （b），φ′（t）∈C［α，β］，则

[image: alt]


4．变限定积分的求导法则

如果f（x）在［a，b］上连续，f（x）在u（t），v（t）的值域上连续，u（t），v（t）在［a，b］上可导，那么

[image: alt]


一个几何解释　一张宽度按f（x）变化的地毯（如图3.1所示），在左边一头被卷起的同时右边另一头被展开．在时刻t，地板从u（t）到v（t）被盖住．一头地毯被卷起的速率[image: alt]
 与另一头被放下的速率[image: alt]
 未必是一样的．在任一给定时刻t，被地毯覆盖的地面面积是

[image: alt]


被地毯覆盖的地面面积的变化率是多少呢？在时刻t，A（t）增加的变化率是地毯被展开的宽度乘以地毯被展开的速率[image: alt]
 也就是说，A（t）增加的变化率是

[image: alt]


与此同时，A（t）减少的变化率是

[image: alt]


即地毯被卷起的宽度乘以地毯被卷起的速率[image: alt]
 于是，被地毯覆盖的地面面积净余的变化率是

[image: alt]


这正好是变限定积分的求导法则．

[image: alt]


图　3.1

5．重要公式

[image: alt]


6．带积分余项的泰勒公式

设f（x）∈Cn
 ［a，b］，f（n＋1）
 （x）∈R［a，b］，那么对∀x，x0
 ∈［a，b］，有

[image: alt]


特别有

[image: alt]


7．积分第二中值定理

定理　设f（x）∈R［a，b］，g（x）在［a，b］上单调，则

[image: alt]


典型例题分析

一、定积分计算

例1　求积分[image: alt]


解法1　用分部积分法．记[image: alt]
 则有w（a）＝0，

[image: alt]


解法2　令[image: alt]
 则

[image: alt]


解法3　令[image: alt]
 则

[image: alt]


例2　（1）设f（x）为［－1，1］上的三次多项式，求证：

[image: alt]


（2）设f（x）为［a，b］上的三次多项式，求证：

[image: alt]


证　（1）设f（x）＝αx3
 ＋βx2
 ＋γx＋δ，则

[image: alt]


（2）令[image: alt]
 则

[image: alt]


二、含定积分的等式证明

例3　设f（x）是可积的且以T为周期的周期函数．求证：

[image: alt]


证　由题设条件得

[image: alt]


提问　本题如下证法对吗？

[image: alt]


因此F（a）≡C（常数）．又[image: alt]
 所以

[image: alt]


解答　这证明是错误的．错误的原因在于：本题条件只假定函数f（x）是可积的，这未必能保证变上限积分[image: alt]
 对a可导．

例4　若f（x）是连续的且以T为周期的周期函数，求证：f（x）的任一原函数是以T为周期的周期函数与线性函数之和．

思路　只要证明[image: alt]
 其中φ（x）是以T为周期的周期函数，k是待定常数．由φ（T）＝φ（0）＝0，容易确定

[image: alt]


证　作辅助函数[image: alt]
 则有

[image: alt]


再由例3可知φ（x＋T）－φ（x）≡0．从而φ（x）是以T为周期的周期函数，并且

[image: alt]


由此可见，若F（x）是f（x）的任一原函数，则根据微积分基本定理，

[image: alt]


即F（x）是周期函数与线性函数之和．

例5　（1）设f（x），g（x）在［a，b］上连续，并满足

[image: alt]


求证：

[image: alt]


（2）

[image: alt]


解　（1）由题设条件，有

[image: alt]


（2）[image: alt]


例6　（1）设f（x），g（x）在［0，a］上连续，并满足

[image: alt]


求证：[image: alt]


（2）求[image: alt]


解　（1）因为

[image: alt]


所以

[image: alt]


（2）令[image: alt]
 显然，f（x），g（x）满足（3.4）式，所以

[image: alt]


例7　设f（x）在［a，b］上连续，求证：

[image: alt]


并由此计算

[image: alt]


解　令t＝a＋b－x，则

[image: alt]


对[image: alt]
 用前一部分结果，有

[image: alt]


例8　设f（x）在［a，b］上二阶连续可微，且f″（x）＞0，求证

[image: alt]


证　由分部积分公式，我们有

[image: alt]


（3.6）与（3.7）式相加除以2，得

[image: alt]


评注　（3.5）式给出梯形公式误差的积分表示，也就是

[image: alt]


的误差．注意到（x－a）（x－b）＜0（x∈（a，b）），如果f″（x）＞0，即f（x）是凹函数，那么（3.8）式给出

[image: alt]


从几何意义上看，这正表明凹弧下的曲边梯形面积，小于它所对的弦下的梯形面积．

三、含定积分的不等式证明

例9　设f″（x）＞0（∀x∈［0，1］），求证[image: alt]
 其中λ为任意正实数．

证法1　由题设条件，f（u）在［0，1］上是凹函数，从而曲线y＝f（u）在[image: alt]
 处的切线上方，即有

[image: alt]


注意到x∈［0，1］⇒xλ
 ∈［0，1］，令u＝xλ
 并代入（3.9）式，我们有

[image: alt]


从而

[image: alt]


证法2　f（u）在[image: alt]
 处的二阶泰勒展开式为

[image: alt]


其中ξ在u与[image: alt]
 之间．注意到x∈［0，1］⇒xλ
 ∈［0，1］，令u＝xλ
 并代入（3.10）式，我们有

[image: alt]


从而

[image: alt]


[image: alt]


例10　设f（x）在［a，b］上连续且单调增加，求证：

[image: alt]


证法1　因为f（x）单调增加，所以

[image: alt]


又

[image: alt]


联立（3.11）与（3.12）式，解得[image: alt]
 即本题得证．

证法2　用积分第一中值定理．

[image: alt]


[image: alt]


评注　积分第一中值定理的条件要求被积函数中至少有一个因子在积分区间上是不变号的，本证法中，对只有一个变号点的因子[image: alt]
 通过分段使得在每一段区间中都是不变号的，以便应用积分第一中值定理．这种“分段”处理问题的技巧是常用的．

证法3　用积分第二中值定理．因为f（x）单调增加，所以∃ξ∈［a，b］，使得

[image: alt]


证法4　用变上限定积分．令

[image: alt]


则F（a）＝0，且对∀x∈（a，b］，有

[image: alt]


由此可见F（x）单调递增，从而F（b）≥F（a）＝0，即得

[image: alt]


证法5　因为f（x）单调增加，所以对∀t，x∈［a，b］，有

[image: alt]


在（3.13）式中固定住x，对t从a到b积分，得

[image: alt]


再对x从a到b积分，得

[image: alt]


改写积分变量t为x，化简即得[image: alt]


评注　本题的物理意义是：如果曲线y＝f（x）单调增加，那么密度均匀的曲边梯形

｛（x，y）｜a≤x≤b；0≤y≤f（x）｝

的重心不可能落在直线[image: alt]
 的左边．

例11　设f（x）在［0，1］上连续可导，且f（0）＝0，f（1）＝1，求证：

[image: alt]


证　设v（x）满足

[image: alt]


显然[image: alt]
 满足（3.15）式．于是

[image: alt]


所以

[image: alt]


例12　设函数f（x）二阶可微，求证：存在ξ∈（a，b），使得

[image: alt]


其中[image: alt]


证　[image: alt]
 将f（x）在x＝c处按泰勒公式展开，

[image: alt]


其中ŋ在c与x之间．在（3.17）式两边对x在［a，b］上积分，注意到（3.17）式右边第二项的积分为零，我们有

[image: alt]


即（3.16）式成立．

例13　设f（x）在［0，1］上有连续的一阶导数，且f（x）≥0，f′（x）≤0．若[image: alt]
 求证：对任意的x∈（0，1），都有

[image: alt]


第一个不等式的证明

证法1　注意到F″（x）＝f′（x）≤0，可知F（x）是单调增加的凸函数．根据凸函数曲线在所对弦的上方（参考图3.2），对任意的x∈（0，1），因为弦上的高度AB≤曲线上的高度AC，又

[image: alt]


所以xF（1）≤F（x）．

[image: alt]


图　3.2

证法2　令g（x）＝F（x）－xF（1），则g（0）＝g（1）＝0．由积分中值定理，∃ξ∈（0，1），使得g′（x）＝f（x）－F（1）＝f（x）－f（ξ），于是

[image: alt]


从而xF（1）≤F（x）．

证法3　用积分中值定理．对∀x∈（0，1），

[image: alt]


即得F（x）≥xF（1）．

证法4　作辅助函数[image: alt]


则G（0）＝G（1）＝0．又G″（x）＝f′（x）≤0．这意味着，G（x）是凸函数．根据凸函数曲线在所对弦的上方，现在曲线G（x）所对的弦就是x轴上的线段［0，1］，即得G（x）≥0（∀x∈［0，1］）．

证法5　令[image: alt]
 则G（x）在［0，1］上连续，在（0，1）内可导．且注意到f（x）↓，由积分中值定理，对∀x∈（0，1），∃ξ∈（0，x），使得

[image: alt]


即得

[image: alt]


证法6　作变量替换[image: alt]
 则[image: alt]
 因此，只要证

[image: alt]


事实上，因为

[image: alt]


所以

[image: alt]


即得结论．

第二个不等式的证明

证法1　曲边梯形面积[image: alt]
 弦下方的梯形面积，即

[image: alt]


证法2　利用第一个不等式，两边从0到1积分，得

[image: alt]


又

[image: alt]


证法3　用分部积分法．

[image: alt]


将以上两式相加，得到

[image: alt]


[image: alt]


证法4　将第二个不等式改写为[image: alt]
 用分部积分法．

[image: alt]


（因为F′（x）＝f（x）≥0⇒F（x）↑⇒F（x）≤F（1））．现在为了证明不等式左端≤右端，只要证明tf（t）≤F（t）．事实上，令g（t）＝tf（t）－F（t），则

g′（t）＝f（t）＋tf′（t）－f（t）＝tf′（t）≤0⇒g（t）↓，

从而g（t）≤g（0）＝0⇒tf（t）≤F（t），即得结论．

例14　设f′（x）在［0，1］上连续，求证：

[image: alt]


证　分两种情况讨论．（1）如果f（x）在［0，1］上不变号，则

[image: alt]


即要证的不等式成立．

（2）如果f（x）在［0，1］上变号，则存在x0
 ∈（0，1），使得

f（x0
 ）＝0．

又因为f（x）在［0，1］上连续，存在xM
 ∈（0，1），使得

[image: alt]


故有

[image: alt]


（用微积分基本定理）

[image: alt]


即要证的不等式成立．

例15　设f（x）在［0，1］上二阶连续可导，f（0）＝f（1）＝0，并且f（x）≠0（∀x∈（0，1））．求证：

[image: alt]


证法1　因为f（x）≠0（∀∈（0，1）），所以f（x）在（0，1）内同号，不妨设f（x）＞0．又f（x）在［0，1］上连续，故存在x0
 ∈（0，1），使得[image: alt]


从而

[image: alt]


又由微分中值定理，分别存在α∈（0，x0
 ），β∈（x0
 ，1），使得

[image: alt]


因此，根据微积分基本定理，有

[image: alt]


其中最后一个不等式是由于

[image: alt]


联合（3.20），（3.21）与（3.18）式，即得结论．

证法2　证法1中的x0
 是f（x）的极大值点，故有f′（x0
 ）＝0．根据牛顿-莱布尼茨公式与积分中值定理，对∀x∈（0，x0
 ］，有

[image: alt]


及

[image: alt]


联合（3.22）与（3.23）式，特别当x＝x0
 时，有

[image: alt]


同理，对∀x∈［x0
 ，1］，有

[image: alt]


联合上面两式，特别当x＝x0
 时，有

[image: alt]


联合（3.19），（3.24），（3.25）式，有

[image: alt]


[image: alt]


例16　设f（x）≥0在［0，1］上连续，且单调下降，0＜α＜β＜1．求证：

[image: alt]


解　由积分中值定理，存在ξ∈［0，α］，使得

[image: alt]


存在η∈［α，β］，使得

[image: alt]


注意到f（x）单调下降，因此ξ≤η⇒f（ξ）≥f（η），即

[image: alt]


又因为α＞0，所以

[image: alt]


例17　设a＞0，f′（x）在［0，a］上连续，求证：

[image: alt]


证　根据积分中值定理，存在ξ∈［0，a］，使得

[image: alt]


又由牛顿-莱布尼茨公式，有

[image: alt]


联立（3.27）与（3.28）式，解得

[image: alt]


例18　设f（x）是在（－∞，＋∞）上的周期函数，周期为T，并满足：

（1）∣f（x）－f（y）∣≤L∣x－y∣（∀x，Y∈（－∞，＋∞）），其中L为常数；

（2）[image: alt]


求证：[image: alt]


证　由条件（1）成立推出f（x）连续，进而知存在xM
 ∈［0，T］，使得

[image: alt]


又由条件（2）及积分中值定理可知，存在x0
 ∈（0，T），使得

[image: alt]


以下分三种情况讨论：

（1）当xM
 ＝x0
 时，

[image: alt]


显然要证的不等式成立．

（2）当xM
 ＞x0
 时，这时由f（x）的周期性，有

[image: alt]


即要证的不等式成立．

（3）当xM
 ＜x0
 时，这时还由f（x）的周期性，有

[image: alt]


即要证的不等式也成立．

例19　设f（x）在［0，1］上可微，且0＜f′（x）＜1（∀x∈（0，1）），f（0）＝0．求证：

[image: alt]


证法1　问题就是要证明

[image: alt]


作辅助函数

[image: alt]


则根据柯西中值定理可知（3.30）式左端

[image: alt]


证法2　问题就是要证明

[image: alt]


作辅助函数

[image: alt]


因为F（0）＝0，所以只要证明F′（x）＞0（∀x∈（0，1））．事实上，

[image: alt]


因为f（0）＝0，0＜f′（x）＜1（∀x∈（0，1）），所以f（x）＞0（∀x∈（0，1））．

由此可见，只要再证明（3.32）式中方括弧内的函数大于零，即有F′（x）＞0．事实上，记

[image: alt]


因为g（0）＝0，所以

g′（x）＝2f（x）－2f（x）·f′（x）＝2f（x）［1－f′（x）］＞0（∀x∈（0，1）），

即得g（x）＞0，也就是（3.32）式中方括弧内的函数大于零．

四、含定积分的中值命题

例20　设f（x）≥0在［0，1］上连续，f（1）＝0．求证：存在ξ∈（0，1），使得

[image: alt]


证　（1）如果f（x）≡0，则（3.33）式显然成立．

（2）如果f（x）≢0，则

[image: alt]


令[image: alt]
 则

[image: alt]


设xM
 ∈［0，1），使得f（xM
 ）＝M，则

[image: alt]


联合（3.34）与（3.35）式，根据连续函数的中间值定理可知存在ξ∈（xM
 ，1），使得F′（ξ）＝0，即（3.33）式成立．

例21　设f（x）在［a，b］上连续、不恒等于常数，且

[image: alt]


求证：∃ξ∈（a，b），使得

[image: alt]


证　对∀t∈（a，b），令

[image: alt]


为了证明本题，只要证明∃ξ∈（a，b），使得F（ξ）＝0．因为f（x）在［a，b］上连续、不恒等于常数，且[image: alt]
 所以∃t0
 ∈（a，b），使得

[image: alt]


于是，我们有

[image: alt]


从而F（b）＜0＜F（t0
 ）．根据连续函数的中间值定理，有

∃ξ∈（t0
 ，b）⊂（a，b）使得F（ξ）＝0，

即得

[image: alt]


例22　设函数f（x）在［0，π］上连续，且

[image: alt]


求证：在（0，π）内至少存在两个不同的点ξ1
 ，ξ2
 ，使

f（ξ1
 ）＝f（ξ2
 ）＝0．

证　令[image: alt]
 则有F（0）＝F（π）＝0．又因为

[image: alt]


[image: alt]


所以存在ξ∈（0，π），使得F（ξ）sinξ＝0．因若不然，则在（0，π）内或F（x）sinx恒为正，或F（x）sinx恒为负，都与[image: alt]
 矛盾．又当ξ∈（0，π）时，sinξ≠0，故F（ξ）＝0．于是F（x）在［0，π］上有三个不同零点，0＜ξ＜π．再用罗尔定理，则存在ξ1
 ∈（0，ξ），ξ2
 ∈（ξ，π），使得F′（ξ1
 ）＝0，F′（ξ2
 ）＝0，即f（ξ1
 ）＝0，f（ξ2
 ）＝0．

例23　设f（x）在［0，1］上连续，f（x）＞0．求证：

（1）存在惟一的a∈（0，1），使得[image: alt]


（2）对任意的自然数n，存在惟一的xn
 ∈（0，1），使得

[image: alt]


解　（1）令[image: alt]
 则

[image: alt]


根据连续函数中间值定理，存在a∈（0，1），使得F（a）＝0．又[image: alt]
 [image: alt]
 函数F（x）在［0，1］上严格↑⇒上述的a惟一．

（2）令[image: alt]
 则

[image: alt]


根据连续函数中间值定理，存在[image: alt]


使得Fn
 （xn
 ）＝0．又对任意的自然数n，[image: alt]
 函数Fn
 （x）在［0，1］上严格↑⇒上述的xn
 惟一．

注意到对任意的自然数n，

[image: alt]


于是再由Fn
 （x）在［0，1］上严格单调增加，有

Fn
 （xn
 ）＝0＝Fn＋1
 （xn＋1
 ）＞Fn
 （xn＋1
 ）⇒xn
 ＞xn＋1
 ．

即xn
 是单调下降的有界序列，从而可设[image: alt]
 >最后因为定积分是其上下限变量的连续函数，令n→∞，则有

[image: alt]


例24　设f（x）在［0，1］上连续，在（0，1）内有二阶导数，且

[image: alt]


求证：

（1）函数f（x）在（0，1）内恰有两个零点；

（2）至少存在一点ξ∈（0，1），使得[image: alt]


证　（1）函数f（x）在［0，1］上有惟一的最小值点xm
 ∈（0，1）（见图3.3），显然f（xm
 ）＜0，否则[image: alt]
 这与[image: alt]
 矛盾．又因为

[image: alt]


[image: alt]


图　3.3

否则由凹函数的最大值在端点达到，导致f（x）＜0（∀x∈（0，1）），这又与[image: alt]
 矛盾．于是有f（0）·f（xm
 ）＜0，f（xm
 ）·f（1）＜0．又因为f（x）在［0，1］上连续，所以∃x1
 ∈（0，xm
 ），使得f（x1
 ）＝0；∃x2
 ∈（xm
 ，1），使得f（x2
 ）＝0．

如果f（x）在（0，1）内有三个零点，由罗尔定理，函数f′（x）在（0，1）内有两个零点，导致f″（x）有一个零点，这与f″（x）＞0矛盾．

（2）令[image: alt]
 注意到由f′（xm
 ）＝0，f′（x）↑推出f′（x1
 ）＜0，f′（x2
 ）＞0．

又根据第（1）小题，f（x）＞0（∀x∈（0，x1
 ）∪（x2
 ，1）），所以

[image: alt]


于是

[image: alt]


故有

[image: alt]


即F（x1
 ）＜0，F（x2
 ）＞0．再由F（x）的连续性，存在ξ∈（0，1），使得F（ξ）＝0，即[image: alt]


提问　第（2）小题这样证明对吗？令[image: alt]


因为

f′（xm
 ）＝0，f′（x）↑⇒f′（0）＜0，

f′（1）＞0⇒F（0）＜0，F（1）＞0，

所以∃ξ∈（0，1），使得F（ξ）＝0，即得结论．

解答　这样证明不对．因为f′（0），f′（1）未必存在．例如，设

[image: alt]


显然f（x）在［0，1］上连续，在（0，1）内有二阶导数，

f（0）·f（1）＞0，[image: alt]


f″（x）＞0（∀x∈（0，1））．

但这个函数在点x＝0，x＝1处的导数不存在（见图3.4）．

[image: alt]


图　3.4

五、从定积分的信息提取被积函数的信息

例25　设函数f（x）∈C［a，b］，f（x）≥0，且[image: alt]
 求证：在［a，b］上，f（x）＝0．

证法1　因为对于区间（a，b）中的每一个点x，

[image: alt]


所以[image: alt]
 又函数f（x）在［a，b］上连续，故有f（x）≡0（∀x∈［a，b］）．

证法2　首先证明f（x）≡0（∀x∈（a，b））．用反证法．

假设f（x）≢0（∀x∈（a，b）），则存在x0
 ∈（a，b），使得f（x0
 ）≠0，不妨设f（x0
 ）＞0．取[image: alt]
 由[image: alt]
 存在δ＞0（a＜x0
 －δ，x0
 ＋δ＜b），使得对∀x（∣x－x0
 ∣＜δ），有

∣f（x）－f（x0
 ）∣＜ε，

由此得

f（x）＞f（x0
 ）－∣f（x）－f（x0
 ）∣＞f（x0
 ）－ε＞0．

这样有

[image: alt]


于是产生0＞0的矛盾．故反证法假设不成立，即结论成立，这表明f（x）≡0，所以f（x）≡0（∀x∈（a，b））．再因为f（x）在［a，b］上连续，所以

[image: alt]


即得在［a，b］上，f（x）≡0．

引申　本例的逆否命题：如果在［a，b］上，函数f（x）∈C［a，b］，且[image: alt]
 则[image: alt]
 这是一个非常有用的结果．

例26　设f（x）∈C［a，b］，且存在非负整数m，使得

[image: alt]


求证：f（x）在（a，b）上至少有m＋1个零点．

证　用反证法．假设f（x）在（a，b）上的零点个数至多是m，设

a＜x1
 ＜x2
 ＜…＜xq
 ＜b

是具有在该零点的左、右邻域内f（x）符号相反性质的零点（显然q≤m）．如果q＝0，意味着f（x）在（a，b）上不变号，那么由（3.36）式有

[image: alt]


这便与f（x）在（a，b）上的零点个数至多是m的假设矛盾．下面假设q≠0，且不妨设f（x）＞0（∀x∈（a，x1
 ））．令[image: alt]


x）…（xq
 －x），则有

[image: alt]


又

[image: alt]


故有[image: alt]
 这与f（x）在（a，b）上的零点个数至多是m的假设矛盾．

例27　设f（x）在［0，＋∞）上连续，[image: alt]
 收敛，并且

[image: alt]


求证f（x）≡0．

分析　注意到（3.37）式右端的导数恰是（3.37）式的左端，因此想到用（3.37）式右端去除（3.37）式的两端，使得左端凑成对数导数，但是又遇到（3.37）式右端可能等于零而不能做除数的麻烦．于是想到用添加ε的技巧．

证　对∀ε＞0，

[image: alt]


再对上式两边从0到x积分，得

[image: alt]


令ε→0，即得

[image: alt]


六、定积分的极限

例28　求证：[image: alt]


证　对∀ε＞0，不妨设ε＜π，则对∀n∈N，有

[image: alt]


又因为[image: alt]
 推知[image: alt]
 从而对上述的ε，∃N，使得当n＞N时，

[image: alt]


联合（3.38）与（3.39）式，即得[image: alt]
 故

[image: alt]


提问　本题如下证法是否正确？由积分中值定理得

[image: alt]


又0＜sinξ＜1，故有

[image: alt]


解答　这个证明是错误的．错误在于ξ不是常数，而是随着n变化而变化的，应记作ξn
 ，当[image: alt]
 时，sinn
 ξn
 为1∞
 未定型．一般说来，从序列｛xn
 ｝满足0＜xn
 ＜1，不能推出limxn
 ＝0．例如[image: alt]
 虽然满足0＜xn
 ＜1，但是

[image: alt]


因此，本题不能根据0＜sinξn
 ＜1，推出[image: alt]


例29　已知f（x）在［0，＋∞）上有二阶连续导数，f（0）＝f′（0）＝0，且f″（x）＞0．若对任意的x＞0，函数u（x）表示曲线y＝f（x）在切点（x，f（x）处的切线在x轴上的截距（如图3.5所示）．

（1）写出u（x）的表达式，并求[image: alt]


（2）求[image: alt]


[image: alt]


图　3.5

解（1）[image: alt]


[image: alt]


（2）[image: alt]


例30　若f（x）是连续的以T为周期的周期函数，求证：

[image: alt]


证　令[image: alt]
 只要证明[image: alt]
 由例4的证明可知φ（x）是以T为周期的周期函数．又由φ（x）的连续性，φ（x）在［0，T］上有界，从而在（－∞，＋∞）上有界，于是

[image: alt]


故原题得证．

例31　设f（x）∈C［a，b］，A＜a＜b＜B．求证：

[image: alt]


证

[image: alt]


例32　设f′（x）∈C［0，1］，求证：

[image: alt]


证　用分部积分法．

[image: alt]


又

[image: alt]


及f′（x）∈C［0，1］，推知存在M1
 ＞0，使得∣f′（x）∣≤M1
 （∀x∈［0，1］），故有

[image: alt]


因此

[image: alt]


例33　设f（x）在［0，2π］上单调．求证：

[image: alt]


证　由f（x）在［0，2π］上单调，应用积分第二中值定理，有

[image: alt]


因此

[image: alt]


例34　求证：π是无理数．

证　用反证法．假设π是有理数，那么可设[image: alt]
 其中a，b都是正整数．令

[image: alt]


显然f（x）是2n次多项式，它的马克劳林展开式为

[image: alt]


由此推出

[image: alt]


从此可见，f（k）
 （0）都是整数．

再注意到

[image: alt]


[image: alt]


因此，[image: alt]
 故有f（k）
 （π）都是整数．令

[image: alt]


从而G″（x）＋G（x）＝f（x），并且G（π），G（0）都是整数．

现在，一方面从

[image: alt]


可以看出[image: alt]
 是整数．而另一方面，由

[image: alt]


因为[image: alt]
 所以对充分大的n，不等式（3.40）的右端是小数，而（3.40）的左端是整数．这是一个矛盾，这矛盾说明反证法假设不成立，即结论成立，也就是π是无理数．

练习题　3.3

3.3.1　设[image: alt]


（1）问f（x）是否在［－1，1］上可积？

（2）问变上限积分[image: alt]
 在点x＝0处是否可导？

3.3.2　求下列定积分：

[image: alt]


3.3.3　求下列定积分：

[image: alt]


3.3.4　（1）设x≥－1，求[image: alt]


（2）求[image: alt]


3.3.5　设[image: alt]
 求[image: alt]


3.3.6　设f（x）＝f（x－π）＋sinx，且当x∈［0，π］时，f（x）＝x，求[image: alt]


3.3.7　对任意自然数n，求证：

[image: alt]


3.3.8　设f（x）在［a，b］上二阶连续可微，求证：

[image: alt]


3.3.9　设0＜a＜b，f（x）在［a，b］上连续，并满足

[image: alt]


求证：

[image: alt]


3.3.10　设a＞0，f（x）在（0，＋∞）上连续，并满足

[image: alt]


求证：

[image: alt]


（3）如果g（x）在（0，＋∞）上连续，则[image: alt]


3.3.11　（1）设f（x）是奇函数，求证：f（x）的任一原函数是偶函数；

（2）设f（x）是偶函数，求证：f（x）的任一原函数是奇函数与常数之和．

3.3.12　求证：[image: alt]


3.3.13　设函数f（x）二阶可微，求证：存在ξ∈（a，b），使得

[image: alt]


其中[image: alt]


3.3.14　设f（x）∈C［a，b］，且∃m∈N，使得

[image: alt]


求证：f（x）在（a，b）内至少有m＋1个零点．

3.3.15　设[image: alt]


（1）当n为正整数，且nπ≤x＜（n＋1）π时，证明2n≤S（x）＜2（n＋1）；

（2）求[image: alt]


3.3.16　设f（x）在（－∞，＋∞）上有连续导数，求

[image: alt]


3.3.17　（1）设f（x）在任一有限区间上可积分，且[image: alt]
 求证：

[image: alt]


（2）第（1）小题的逆命题是否成立？如果加上一个条件：“f（x）在［0，＋∞）上单调上升”，第（1）小题的逆命题是否成立？

3.3.18　设f（x）∈C［0，＋∞），且[image: alt]
 求证：

[image: alt]


3.3.19　设f（x）∈C［a，b］，且f（x）≥0（∀x∈［a，b］）．求证：

[image: alt]


3.3.20　设f（x）在［0，＋∞）上单调上升，函数

[image: alt]


求证：在［0，＋∞）上，F（x）单调上升且右连续．

§4　定积分的应用

内容提要

1．几何应用

在直角坐标系中，

（1）如果曲线方程为y＝f（x），那么

面积微元：dA＝f（x）dx；

弧长微元：[image: alt]


旋转体体积微元：

dV＝πf2
 （x）dx或dV＝A（x）dx（横截面积为A（x））；

旋转体侧面积微元：[image: alt]


（2）如果曲线由参数方程x＝x（t），y＝y（t）给出，那么

面积微元：[image: alt]


弧长微元：[image: alt]


（3）如果曲线由极坐标r＝r（θ）给出，那么

面积微元：[image: alt]


弧长微元：[image: alt]


2．重心公式

（1）给定平面曲线y＝f（x）（a≤x≤≤b），则它的重心为[image: alt]
 其中

[image: alt]


古鲁金第一定理　平面曲线绕某一条与其自身不相交的轴旋转所得的曲面面积，等于该曲线的弧长与曲线的重心随着曲线旋转描出的圆周长的乘积．

（2）设平面区域D由曲线f（x），g（x）（f（x）＞g（x）），x＝a，x＝b所围成，则D的重心为[image: alt]
 ，其中

[image: alt]


古鲁金第二定理　一块平面图形绕某一条不穿过这图形的轴（可以是它的边界）旋转所得的立体体积，等于该图形的面积与平面图形的重心随着旋转描出的圆周长的乘积．

3．光滑曲线的弧长

给定约当曲线r＝r（t）＝（x（t），y（t），z（t）），t∈［α，β］．对［α，β］的任一分划∆：α＝t0
 ＜t1
 ＜…＜tn
 ＝β，定义弧长为

[image: alt]


若r＝r（t）为平面光滑曲线，则[image: alt]
 从而

[image: alt]


4．曲率公式

光滑曲线在点M处的曲率为[image: alt]
 其中∆s＝s（M′）－s（M），∆α＝α（M′）－α（M），这里α（M）表示在点M处曲线切线的倾角．当函数二阶可微时，有

若曲线由y＝f（x）给出，则[image: alt]


若曲线由x＝x（t），y＝y（t）给出，则[image: alt]


5．辛卜森公式

[image: alt]


其中

[image: alt]


典型例题分析

例1　过点（4，0）作曲线[image: alt]
 的切线．

（1）求切线的方程；

（2）求由这条切线与该曲线及x轴所围成的平面图形（如图3.6所示）绕x轴旋转一周所得的旋转体的体积．

[image: alt]


图　3.6

解　（1）令[image: alt]
 则

[image: alt]


过点（4，0）作曲线[image: alt]
 的切线，切线与x轴交点的横坐标是

[image: alt]


即切点的横坐标是[image: alt]
 于是切线斜率为[image: alt]
 切线方程是

[image: alt]


（2）所求的旋转体的体积为

[image: alt]


例2　求双纽线r2
 ＝a2
 cos2θ（a＞0）所围的面积与绕极轴旋转的侧面积．

解　双纽线的图形如图3.7所示，由图形的对称性得图形的面积为

[image: alt]


[image: alt]


图　3.7

图形绕极轴旋转的侧面积为

[image: alt]


例3　求圆的渐伸线

x＝a（cost＋tsint），y＝a（sint－tcost）（0≤t≤2π）和连接两个端点：起点A（a，0）与终点B（a，－2πa）的直线段AB所围成图形的面积，并求渐伸线的弧长[image: alt]


解法1　如图3.8所示．所围图形面积为

[image: alt]


图　3.8

[image: alt]


解法2[image: alt]
 ∆OAB的面积，

∆OAB的面积[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


即得[image: alt]


解法3　用极坐标．[image: alt]
 的面积，其中r＝r（θ）为曲线的极坐标方程，θ0
 为向径OB的极角（0＜θ0
 ＜2π）．当0≤θ≤θ0
 时，0≤t≤2π，

r2
 ＝x2
 ＋y2
 ＝a2
 （cost＋tsint）2
 ＋a2
 （sint－tcost）2


＝a2
 （1＋t2
 ）．

又

[image: alt]


于是

[image: alt]


求曲线的弧长．因为x′（t）＝atcost，y′（t）＝btsint，所以弧长为

[image: alt]


例4　设a＜c＜d＜b，求

[image: alt]


解　先计算不定积分．

[image: alt]


再应用微积分基本公式，得

[image: alt]


评注　为了说明本例定积分的几何意义，让我们来求由x＝c至x＝d曲线[image: alt]
 这一段弧长．设

[image: alt]


及

A＝（a，0），C＝（c，0），D＝（d，0），B＝（b，0），

P＝（c，f（c）），Q＝（d，f（d）），

那么以线段AB为直径的上半圆正是曲线[image: alt]
 其半径[image: alt]
 （见图3.9）．因为

y2
 ＝（x－a）（b－x），

所以

[image: alt]


[image: alt]


图　3.9

即得[image: alt]
 因此，由x＝c至x＝d曲线[image: alt]
 这一段弧[image: alt]
 的长度为

[image: alt]


于是

[image: alt]


由此可见本例定积分[image: alt]
 的几何意义正是弧[image: alt]
 所对的圆心角∠POQ的弧度数．注意到

[image: alt]


因为（4.1）式右端容易计算，所以用（4.1）式右端计算∠POQ，有时甚至可以直接写出答案．请看下面一道填空题：

[image: alt]


此题答案应填[image: alt]
 因为这时[image: alt]
 并且∠POC＝[image: alt]
 所以

[image: alt]


例5　求曲线[image: alt]
 的全长．

解　将曲线改写成参数方程，并计算微弧：

[image: alt]


因此

[image: alt]


[image: alt]


例6　（1）求由曲线[image: alt]
 与直线y＝0围成的图形绕x轴旋转一周所得旋转体的侧面积．

（2）设上题中的侧面积为S，求证：[image: alt]


解　（1）由题设条件：

[image: alt]


（2）首先证明不等式

[image: alt]


证法1

[image: alt]


证法2

[image: alt]


再将所证的不等式（4.3），用来对S侧面积
 的表达式（4.2）进行估计，即得结论．

评注　值得注意的是，本题第（2）小题，如果不是从表达式（4.3）出发，而是从第（1）小题的计算结果出发就很难奏效．

例7　（1）求证：球带的面积等于球的最大圆周长与球带高的乘积；

（2）求半球面[image: alt]
 的重心．

证　（1）设球的半径为R，球带的高为h（h＜2R），则球带面积可以看成曲线

[image: alt]


绕x轴旋转所得的侧面积（球带中的截面如图3.10所示），故球带的面积为

[image: alt]


[image: alt]


图　3.10

解　（2）由对称性可知半球面的重心坐标为（0，0，[image: alt]
 ），把半球面看成一片一片高度为dz的球带拼合成的．设半球面的密度为ρ，则由第（1）小题的结果得

[image: alt]


例8　已知抛物叶形线[image: alt]
 如图3.11所示，其中当0≤x≤3时的叶形部分记作M．求

（1）M的面积；

（2）M的周长；

[image: alt]


图　3.11

（3）M绕x轴旋转所得旋转体的体积Vx
 ；

（4）M绕x轴旋转所得旋转体的侧面积Px
 ；

（5）M的重心．

解　（1）由对称性，只要求出[image: alt]
 与x轴所围成的面积，两倍即得结果，即

[image: alt]


由此即得

[image: alt]


（5）由对称性，[image: alt]


[image: alt]


例9　设f（x）∈C1
 ［a，b］，且f（x）≥0（a≤x≤b），a＞0．

（1）求由曲线y＝f（x）（a≤x≤b）绕y轴旋转所成曲面的侧面积；

（2）求由平面图形｛（x，y）∣a≤x≤b，0≤y≤f（x）｝绕y轴旋转所得旋转体的体积．

解法1　（1）取自变量微元［x，x＋dx］，相应的弧长微元ds＝[image: alt]
 从而侧面积微元[image: alt]
 由此即得曲线绕y轴旋转所成曲面的侧面积为

[image: alt]


（2）取自变量微元［x，x＋dx］，相应的体积微元为dVy
 ＝2πxf（x）dx，从而

[image: alt]


解法2　（1）用古鲁金第一定理．若曲线y＝f（x）（a≤x≤b）的重心横坐标为[image: alt]
 则

[image: alt]


（2）用古鲁金第二定理．若所给平面图形的重心横坐标为[image: alt]
 ，则

[image: alt]


例10　设0＜α＜β≤π，r（θ）∈C［α，β］，且r（θ）≥0（α≤θ≤β）．求证：由极坐标表示的平面图形

｛（θ，r）∣α≤θ≤β，0≤r≤r（θ）｝

绕极轴旋转所得的立体体积为

[image: alt]


证　取自变量微元［θ，θ＋dθ］，相应的面积微元OAB如图3.12所示．

微元OAB的面积[image: alt]
 微元OAB的重心（即∆OAB的重心）到极轴的距离为[image: alt]


[image: alt]


图　3.12

用古鲁金第二定理，微元OAB绕极轴旋转所得旋转体的体积

[image: alt]


故

[image: alt]


例11　求抛物体x2
 ＋y2
 ≤z≤h的重心和绕z轴的转动惯量（已知抛物体的密度为1）．

解　取自变量微元［z，z＋dz］，把相应的体积微元的质量：[image: alt]
 看成求质量不均匀棒的重心．所以

[image: alt]


求转动惯量时，把抛物体看成由曲线

[image: alt]


绕z轴旋转而得，如图3.13所示．

取自变量微元［x，x＋dx］，则相应的面积微元为（h－x2
 ）dx，它是如图3.13中的区域A，把区域A绕z轴旋转而得的体积微元的质量为2πx·（h－x2
 ）dx．从而转动惯量微元为

[image: alt]


图　3.13

dIz
 ＝x2
 ·2πx·（h－x2
 ）dx，

于是

[image: alt]


评注　本题在求重心和转动惯量时，采用不同的微元，使得求解过程直观简捷．一般解实际问题时需要灵活选取微元，还要掌握体、线、面之间的转化．

例12　设半径为1的球正好有一半沉入水中，球的密度为1．现将球从水中取出，问要做多少功？

思路　把球的质量[image: alt]
 集中到球心，球从水中取出作功的问题可以看成求质量为[image: alt]
 的质点向上移动距离为1时所做的功．因此，问题归结为如何求出变力，即求球在提起过程中受到的重力与浮力的合力．因为球和水的密度都是1，所以

球受的重力＝g×球的体积，

球受的浮力＝g×浸在水中部分球的体积，

其中g＝9.8m/s2
 ．因此，球在提起过程中受到的重力与浮力的合力等于球露出水面部分的体积（如图3.14所示）．

解　当球心向上移动距离h时，球露出水面部分的体积为

[image: alt]


[image: alt]


图　3.14

因而将球从水中取出所做的功为

[image: alt]


练习题3.4

3.4.1　求　（1）椭圆面[image: alt]
 的面积；

（2）椭球[image: alt]
 的体积．

3.4.2　求圆柱面x2
 ＋y2
 ＝a2
 与两平面z＝0，z＝2（x＋a）所围立体的体积和侧面积．

3.4.3　设心脏线为r＝a（1＋cosθ）（a＞0）．求

（1）它所围图形的面积；

（2）它的长度；

（3）它绕极轴旋转一周所产生立体的体积；

（4）它绕极轴旋转一周所产生立体的侧面积．

3.4.4　（1）求半圆[image: alt]
 的重心；

（2）求半圆周[image: alt]
 的重心．

3.4.5　求半球[image: alt]
 的重心．

3.4.6　求锥体[image: alt]
 的重心和绕z轴的转动惯量（设锥体的密度为1）．

3.4.7　有一半径R＝3m的圆形溢水洞，水半满，求水作用在闸门上的压力．

3.4.8　已知抛物线y＝－ax2
 ＋b（a＞0，b＞0）．求a和b的值，使满足下面两个条件：

（1）抛物线与x轴围成的曲边梯形包含正方形

｛（x，y）∣－1≤x≤1，0≤y≤2｝；

（2）抛物线与x轴围成的曲边梯形面积最小．

3.4.9　已知抛物线x2
 ＝（p－4）y＋a2
 （p≠4，a＞0）．求p和a的值，使满足下面两个条件：

（1）抛物线与y＝x＋1相切；

（2）抛物线与x轴围成的图形绕x轴旋转有最大的体积．

3.4.10　某建筑工程打地基时，需要汽锤将桩打进土层，汽锤每次击打，都将克服土层对桩的阻力而作功．设土层对桩的阻力的大小与桩被打进地下的深度成正比（比例系数为k（k＞0）），汽锤第一次击打将桩打进地下am．根据设计方案，要求汽锤每次击打桩时所作的功与前一次击打时所作的功之比为常数r（0＜r＜1）．问

（1）汽锤击打桩3次后，可将桩打进地下多深？

（2）若击打次数不限，汽锤至多能将桩打进地下多深？

§5　广义积分

内容提要

本节函数都假设是内闭黎曼可积的，即在任何有限闭区间或在去掉瑕点后的有限闭区间内函数f（x）黎曼可积．

1．广义积分收敛与发散的概念

（1）广义积分收敛的定义：

[image: alt]


若上面极限存在，则称广义积分收敛；否则称广义积分发散．

（2）绝对收敛与条件收敛：

若[image: alt]
 收敛，称广义积分[image: alt]
 绝对收敛；

若[image: alt]
 收敛，[image: alt]
 发散，称广义积分条件收敛．

2．正值函数的比较原理

设正值函数满足f（x）≤φ（x）（x≥a），则有

[image: alt]


3．广义积分收敛判别法

若[image: alt]
 则[image: alt]
 绝对收敛．

若[image: alt]
 则[image: alt]


若[image: alt]
 则瑕积分[image: alt]
 绝对收敛．

若[image: alt]
 则[image: alt]


定理1（狄利克雷判别法）　若f（x）满足[image: alt]
 单调且[image: alt]
 则[image: alt]
 收敛．

定理2（阿贝尔判别法）　若[image: alt]


收敛，g（x）单调有界，则

[image: alt]


定理3　设x＝φ（t）把（α，β）一一对应地映射成（a，b），且

[image: alt]


其中α，β，a，b皆可为有限或无限．又φ′（t）在（α，β）上连续且不为零，则

[image: alt]


式中有一广义积分收敛，另一个广义积分也收敛并且等式成立．

典型例题分析

例1　判别下列广义积分的收敛性：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


解　（1）积分有瑕点x＝0与x＝＋∞．

当x→＋∞时，[image: alt]
 因为[image: alt]
 所以[image: alt]
 收敛；

当x→0＋0时，[image: alt]
 因为[image: alt]
 所以[image: alt]
 收敛．

以上两方面结合起来，则原广义积分收敛．

（2）积分有瑕点x＝0与x＝π．

当x→0＋0时，[image: alt]
 因为[image: alt]
 所以[image: alt]
 收敛；

当x→π－0时，[image: alt]
 因为[image: alt]
 ＜1，所以[image: alt]
 收敛．

以上两方面结合起来，则原广义积分收敛．

例2　判别下列广义积分的收敛性：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


解　（1）因为对∀N∈N，有[image: alt]
 即[image: alt]
 所以对N＝1，便知积分[image: alt]
 收敛．

又解　当x≥1时，[image: alt]
 而

[image: alt]


即广义积分[image: alt]
 收敛，从而[image: alt]
 收敛，即得[image: alt]
 收敛．

（2）因为[image: alt]
 所以由第（1）小题知广义积分[image: alt]
 收敛．

例3　判别下列广义积分的收敛性：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


解　（1）此广义积分有瑕点x＝0与x＝＋∞．

当x→＋∞时，因为对∀ε＞0，有ln（1＋x）＝O（xε
 ），所以当p＞1时，取0＜ε＜p－1（p是固定的），则有

[image: alt]


由于此处p－ε＞1，故[image: alt]
 收敛．

当x→0＋0时，因为[image: alt]
 所以当p－1＜1时，即当p＜2时，[image: alt]
 收敛．

以上两方面结合起来，当1＜p＜2时，则原广义积分收敛．

（2）此广义积分有瑕点x＝0与x＝1．

当x→0＋0时，因为对∀ε＞0，有[image: alt]
 所以只要取0＜[image: alt]
 则有

[image: alt]


由于此处[image: alt]
 故[image: alt]
 收敛．

当x→1－0时，因为[image: alt]
 所以[image: alt]
 发散．

以上两方面结合起来，则原广义积分发散．

例4　讨论如下广义积分的收敛性：

[image: alt]


解法1　此广义积分有瑕点x＝0与x＝＋∞．当x→＋∞时，因为

[image: alt]


所以由[image: alt]
 的收敛性推出[image: alt]
 收敛．

解法2　用泰勒展开式．因为当x→＋∞时，[image: alt]
 所以

[image: alt]


以上两式相减得

[image: alt]


从而[image: alt]
 收敛．

当x→0时，令[image: alt]
 有

[image: alt]


由例3的第（1）小题可知广义积分[image: alt]
 收敛，所以广义积分[image: alt]
 收敛．而[image: alt]
 为通常积分，故广义积分

[image: alt]


收敛．以上两方面结合起来，则原广义积分收敛．

例5　讨论广义积分[image: alt]
 的收敛性与绝对收敛性．

解　改写

[image: alt]


当t→0＋0时，因为[image: alt]
 所以当[image: alt]
 时，即当p＜3时，积分[image: alt]
 收敛，由于被积函数是正值，此收敛也是绝对收敛．

当t→＋∞时，因为[image: alt]
 又当[image: alt]
 时，即当p＞－1时，[image: alt]
 所以由狄利克雷判别法知积分[image: alt]
 收敛．当[image: alt]
 时，即当p＞1时，积分[image: alt]
 绝对收敛；当[image: alt]
 时，即当－1＜p≤1时，[image: alt]
 条件收敛．

综合以上结果，并由（5.1）式得

[image: alt]


例6　求[image: alt]


解法1　用三角函数的恒等变换．

[image: alt]


解法2　令[image: alt]
 则[image: alt]
 ，因此

[image: alt]


[image: alt]


解法3　注意到

[image: alt]


令t＝tanx，则有

[image: alt]


又

[image: alt]


联合（5.2）与（5.3）式，即得

[image: alt]


练习题3.5

3.5.1　判别下列广义积分的收敛性：

[image: alt]


3.5.2　判别下列广义积分的收敛性：

[image: alt]


3.5.3　判别广义积分[image: alt]
 的收敛性．

3.5.4　判别下列广义积分的收敛性与绝对收敛性：

[image: alt]


3.5.5　判别下列广义积分的收敛性：

[image: alt]


3.5.6　设f（x）≤h（x）≤g（x），且[image: alt]
 与[image: alt]
 收敛．求证：[image: alt]
 收敛．

3.5.7　设f（x）在［a，＋∞）上单调下降，且[image: alt]


收敛．求证：

[image: alt]



第四章　级数

§1　级数敛散判别法与性质、上极限与下极限

内容提要

1．级数收敛的概念

给定级数[image: alt]
 若

[image: alt]


存在，称级数收敛，和为S；若级数极限不存在，称级数发散．

又[image: alt]
 收敛，称[image: alt]
 绝对收敛；若[image: alt]
 发散，[image: alt]
 收敛，称级数条件收敛．

2．柯西收敛准则

级数[image: alt]
 收敛的充要条件为：∀ε＞0，∃N，当n＞N时，对∀正整数p，有

[image: alt]


特别地，取p＝1，得收敛级数一般项趋于零，即[image: alt]


3．正项级数敛散判别法

定理1　若an
 ≤bn
 （n≥n0
 ），则由[image: alt]
 ；反之，由[image: alt]
 [image: alt]


定理2　若[image: alt]
 当l＜＋∞时，则由[image: alt]
 当l＞0时，由[image: alt]


定理3（柯西判别法）　若[image: alt]
 则当r＜1时，[image: alt]
 当r＞1时，[image: alt]
 发散．

定理4（达朗贝尔判别法）　若[image: alt]
 则当r＜1时，[image: alt]
 收敛；当r＞1时，[image: alt]


定理5　若an
 ＝f（n），f（x）在x≥1上单调递减，则级数[image: alt]
 与广义积分[image: alt]
 同时收敛或同时发散．

定理6　若[image: alt]
 （an
 同号），p＞1，则级数[image: alt]
 收敛；若[image: alt]
 则由[image: alt]
 收敛，由[image: alt]


4．一般项级数敛散判别法

定理7（柯西（达朗贝尔）判别法）若[image: alt]
 ，则当r＜1时，[image: alt]
 绝对收敛；当r＞1时，[image: alt]


定理8（莱布尼茨判别法）　若[image: alt]
 满足：an
 单调下降且趋于0，则级数收敛．

定理9（狄利克雷判别法）若[image: alt]
 满足[image: alt]
 an
 单调下降且趋于0，则级数收敛．

定理10（阿贝尔判别法）　若[image: alt]
 满足[image: alt]
 收敛，an
 单调有界，则级数收敛．

5．收敛级数的性质

收敛级数在不变更项的次序情况下任意组合后的级数仍收敛．

绝对收敛的级数任意交换项的位置后所得的级数仍绝对收敛且其和不变．

两个绝对收敛级数乘积的级数仍绝对收敛且其和为两个级数的和相乘．特别地，对柯西乘积，有

[image: alt]


6．上、下极限定义

[image: alt]


[image: alt]


7．上、下极限性质

性质1　[image: alt]


性质2　若xn
 ≤yn
 （n≥n0
 ），则

[image: alt]


性质3　广义极限[image: alt]


性质4　给定数列｛xn
 ｝，｛yn
 ｝，则

[image: alt]


（要求出现的广义数运算有意义）．由此推出下面两条性质：

[image: alt]


性质5　给定数列｛xn
 ｝，｛yn
 ｝．若[image: alt]
 存在，则

[image: alt]


当xn
 ＞0，yn
 ＞0时（要求下面出现的广义数运算有意义），

[image: alt]


同样可推出下面两条性质：

[image: alt]


若[image: alt]
 存在，则

[image: alt]


8．上极限存在的充分必要条件

[image: alt]
 充分必要条件为：

当a＝＋∞时，∀M＞0，∀N，∃n＞N，使得xn
 ＞M；

当－∞＜a＜＋∞时，∀ε＞0，

[image: alt]


典型例题分析

例1　求级数[image: alt]
 的和．

解　因为

[image: alt]


故[image: alt]
 所以级数收敛，其和为1/2．

例2　判别下列级数的收敛性：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


解　（1）[image: alt]
 由柯西判别法知此级数收敛．本题不能应用达朗贝尔判别法，因为

[image: alt]


所以[image: alt]
 不存在．

（2）当a＝1时，级数[image: alt]
 显然发散．

当0＜a＜1时，由

[image: alt]


当a＞1时，因为

[image: alt]


所以根据柯西判别法知级数收敛．

例3　判别下列级数的收敛性：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


解　（1）改写3lnn
 ＝elnn·ln3
 ＝nln3
 ，并记p＝ln3，则原级数＝[image: alt]
 从而原级数收敛．

（2）因为[image: alt]
 所以∃n0
 ，当n≥n0
 时，[image: alt]
 从而

[image: alt]


由比较判别法（利用（1）的结果），知原级数收敛．

又解　用比较判别法的极限形式．设[image: alt]
 已知级数[image: alt]
 收敛，又由洛必达法则，

[image: alt]


从而原级数收敛．

例4　判别下列级数的收敛性：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


解　（1）[image: alt]
 因此，由定理5便知[image: alt]


（2）[image: alt]


[image: alt]


当[image: alt]
 时，[image: alt]


当[image: alt]
 时，[image: alt]


例5　设正项级数[image: alt]
 收敛，和为S．令[image: alt]
 求证：当0＜p＜1时，

[image: alt]


证　把区间［0，S］用分点…，rk＋1
 ，rk
 ，…，r2
 ，r1
 ＝S分成无限个小区间．在［rk＋1
 ，rk
 ］上，因rk
 －rk＋1
 ＝ak
 及函数1/xp
 的单调递减性，有

[image: alt]


这意味着级数[image: alt]
 的部分和有界，从而此级数收敛，且

[image: alt]


评注　如果我们用级数一般项趋于零的快慢（无穷小阶的大小）来评价一个收敛级数的收敛快慢，那么由

[image: alt]


可见，[image: alt]
 是an
 的低阶无穷小，从而[image: alt]
 比[image: alt]
 收敛得慢．这个事实说明，每一个收敛的正项级数，总存在一个比它收敛得更慢的正项级数．

例6　讨论下列级数的收敛性：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


解　（1）设[image: alt]
 则

[image: alt]


因此当x＞9时，f（x）单调递减，即得序列[image: alt]
 单调递减．又由洛必达法则，有

[image: alt]


由莱布尼茨判别法知原级数收敛．

（2）为证明此级数收敛，根据莱布尼茨判别法，只要证序列

[image: alt]


单调下降并且趋于零．由

[image: alt]


即可看出an
 单调下降．为了证明an
 →0（n→∞），有下面几种证法．

证法1　根据基本不等式

[image: alt]


显然

[image: alt]


由此[image: alt]
 即得[image: alt]


证法2[image: alt]


而级数[image: alt]
 发散，故

[image: alt]


从而[image: alt]


证法3　由瓦里斯公式：

[image: alt]


可知[image: alt]
 即得an
 →0（n→∞）．

例7　讨论下列级数的收敛性：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


解　（1）[image: alt]
 因[image: alt]
 收敛，[image: alt]
 [image: alt]
 当n充分大时单调递减，故[image: alt]
 单调递增且有界，所以由定理10知级数收敛．

（2）[image: alt]


因级数[image: alt]
 收敛，所以级数收敛．

又解　由[image: alt]
 收敛，令x＝2，知[image: alt]
 即[image: alt]
 收敛，再令x＝1，知[image: alt]
 收敛，由可组合性得

[image: alt]


[image: alt]


例8　设正项级数[image: alt]
 发散，∣an
 ∣≤M，令[image: alt]
 求证：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


证　（1）把［a1
 ，＋∞］用分点a1
 ＝S1
 ＜S2
 ＜…＜Sk
 ＜Sk＋1
 ＜…分成无限个小区间，在［Sk
 ，Sk＋1
 ］上，因Sk＋1
 －Sk
 ＝ak＋1
 及1/x单调性，我们有

[image: alt]


从而[image: alt]


当n→∞时，[image: alt]
 即得结论．

（2）我们考虑级数[image: alt]
 因[image: alt]
 单调下降且趋于0，及[image: alt]
 故级数[image: alt]
 收敛，于是由第（1）小题推出级数[image: alt]
 发散．

又证　因对任意固定的n，[image: alt]
 所以∃p＞0，使Sn
 /Sn＋p
 ＜1/2．于是对ε0
 ＝1/2＞0，∀N∈N，∃n＝N＋1＞N，有[image: alt]
 故由收敛原理知[image: alt]
 发散．

例9　讨论级数[image: alt]
 的收敛性与绝对收敛性（p＞0）．

解　记an
 ＝（－1）n
 /np
 ，bn
 ＝ln（1＋an
 ），cn
 ＝an
 －bn
 ，则有

[image: alt]


当[image: alt]
 时，级数[image: alt]
 条件收敛，[image: alt]
 发散．

当[image: alt]
 时，级数[image: alt]
 条件收敛，级数[image: alt]
 绝对收敛⇒[image: alt]
 条件收敛，要不然，[image: alt]
 绝对收敛，由

[image: alt]


矛盾！

当p＞1时，级数[image: alt]
 皆绝对收敛[image: alt]
 绝对收敛．

评注　级数[image: alt]
 为交错级数，当[image: alt]
 时，由于一般项∣bn
 ∣不单调，级数可以发散；还说明对于非正项级数，由

[image: alt]


及[image: alt]
 收敛，得不出[image: alt]
 收敛．

例10　求证：将级数[image: alt]
 重排后的级数

[image: alt]


发散．

证　先考虑级数[image: alt]
 因

[image: alt]


及[image: alt]
 发散，故[image: alt]
 发散⇒重排后级数发散．

例11　利用级数收敛性，证明序列

[image: alt]


当n→∞时极限存在．

证　令a1
 ＝x1
 ，an
 ＝xn
 －xn－1
 （n＝2，3，…），则级数[image: alt]
 的部分和为xn
 ，所以证[image: alt]
 存在归结为证级数收敛．因

[image: alt]


由于[image: alt]
 推出级数[image: alt]
 收敛，也就是[image: alt]
 存在，c称为欧拉常数，c＝0.577216…．若记xn
 －c＝rn
 ，则

[image: alt]


例12　求证：将级数[image: alt]
 重排后的级数

[image: alt]
 的和为[image: alt]


证　记级数[image: alt]
 的部分和为σn
 ，重排后级数的部分和为Sn
 ，则

[image: alt]


[image: alt]


即重排后级数和为[image: alt]


例13　设曲线[image: alt]
 与直线[image: alt]
 在第一象限围成的面积为I（n），其中n为自然数．

（1）求证：[image: alt]


（2）求级数[image: alt]
 的和．

解　（1）

[image: alt]


（2）由（1）知

[image: alt]


故有

[image: alt]


例14　证明级数[image: alt]
 收敛，并且其和小于1．证　由微分中值定理，有

[image: alt]


从而[image: alt]


又[image: alt]


所以级数[image: alt]
 收敛，并且其和小于1．

例15　若q＞0，证明：

[image: alt]


证　当k≥n时，由

[image: alt]


又当k≥n时，由

[image: alt]


合起来即得出

[image: alt]


令n→∞，即得

[image: alt]


例16　设两序列｛an
 ｝，｛bn
 ｝满足关系式

an＋1
 ＝bn
 ＋qan
 （0＜q＜1），

且[image: alt]
 存在．证明：

（1）｛an
 ｝有界；

（2）[image: alt]
 存在．

证　（1）因[image: alt]
 ∃M，使∣bn
 ∣≤M（n＝1，2，…）．由关系式得

[image: alt]


由数学归纳法即可看出式子成立．

（2）[image: alt]
 同理

[image: alt]
 存在．

练习题4.1

4.1.1　求下列级数的和：

（1）[image: alt]
 　（2）[image: alt]


4.1.2　判断下列级数的收敛性：

[image: alt]


4.1.3　判断下列级数的收敛性：

[image: alt]


4.1.4　判断下列级数的收敛性：

[image: alt]


4.1.5　若级数[image: alt]
 及[image: alt]
 皆收敛，且an
 ≤cn
 ≤bn
 （n＝1，2，3，

…）．试证级数[image: alt]
 收敛；若级数（A），（B）皆发散，问级数（C）的收敛性如何？

4.1.6　若正项级数[image: alt]
 收敛，｛an
 ｝单调递减．求证：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


4.1.7　若正项级数[image: alt]
 的项an
 单调递减，且[image: alt]
 收敛，求证：[image: alt]
 收敛．

4.1.8　设0＜p1
 ＜p2
 ＜…＜pn
 ＜…．求证：级数[image: alt]
 收敛的充分必要条件为下面的级数收敛：

[image: alt]


4.1.9　判断下列级数的收敛性：

[image: alt]


4.1.10　判断下列级数的收敛性：

[image: alt]


4.1.11　讨论下列级数的收敛性：

[image: alt]


4.1.12　讨论下列级数的收敛性与绝对收敛性（p＞0）：

[image: alt]


4.1.13　求证：若级数[image: alt]
 收敛，则下面级数：

[image: alt]


皆收敛．

4.1.14　设[image: alt]
 收敛，且[image: alt]
 求证：[image: alt]
 收敛，并且

[image: alt]


4.1.15　（1）设正项数列｛xn
 ｝单调上升．求证：当｛xn
 ｝有界时，级数

[image: alt]


收敛，当｛xn
 ｝无界时，该级数发散．

（2）设α≥1，a1
 ＝1，[image: alt]
 求证：（na
 an
 ）是收敛数列．

4.1.16　求证：级数[image: alt]
 的平方（指柯西乘积）是发散的．

4.1.17　求证：级数[image: alt]
 的平方（指柯西乘积）是收敛的．

4.1.18　用级数方法证序列[image: alt]
 的极限存在（n→＋∞）．

4.1.19　设pn
 ＞0（n＝1，2，…），若级数[image: alt]
 收敛，求证级数

[image: alt]


4.1.20　设｛an
 ｝，｛bn
 ｝满足关系式an＋1
 ＝bn
 －qan
 （0＜q＜1），且[image: alt]
 存在，证明[image: alt]
 存在．

4.1.21　设x1
 ＞0，[image: alt]
 求证：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]
 存在，并求其极限值．

4.1.22　设序列｛an
 ｝有界，并满足[image: alt]
 求证：[image: alt]


4.1.23　求证[image: alt]
 的充要条件为：对任一大于1的数l，有[image: alt]


4.1.24　设0≤xn＋m
 ≤xn
 ·xm
 （x，m∈N）．求证：序列[image: alt]
 极限存在．

4.1.25　（1）设0＜q＜1，求证：∃r∈（q，1），使n充分大时，有

[image: alt]


（2）设a＞0，求证：

[image: alt]


§2　函数级数

内容提要

1．函数级数一致收敛的概念

若函数序列[image: alt]
 满足[image: alt]
 （x∈X），∀ε＞0，∃N，当n＞N时，有

[image: alt]


则称函数序列在X上一致收敛于f（x），记作[image: alt]


若级数[image: alt]
 的部分和序列｛Sn
 （x）｝在X上一致收敛，则称级数在X上一致收敛．

2．柯西一致收敛原理

[image: alt]
 在X上一致收敛的充要条件为：∀ε＞0，∃N，当n＞N时，对∀p∈N及x∈X，有

[image: alt]


3．函数级数一致收敛判别法

魏尔斯特拉斯判别法（M判别法）若∣un
 （x）∣≤Mn
 （∀x∈X），且有[image: alt]
 则[image: alt]
 在X上一致收敛．

狄利克雷判别法　若

[image: alt]


又∀x∈X，序列｛an
 （x）｝单调，且[image: alt]


则[image: alt]
 在X上一致收敛．

阿贝尔判别法　若[image: alt]
 在X上一致收敛，又∀x∈X，序列｛an
 （x）｝单调，且∣an
 （x）∣≤M，∀x∈X，则[image: alt]
 在X上一致收敛．

4．一致收敛函数级数性质

若un
 （x）∈C［a，b］（n＝1，2，…），[image: alt]
 在［a，b］上一致收敛，则有

（1）[image: alt]
 （［a，b］换（a，b）也对）；（和函数连续定理）

（2）[image: alt]
 （逐项积分定理）

逐项微分定理　若u′n
 （x）∈C［a，b］，[image: alt]
 在［a，b］上收敛，[image: alt]
 在［a，b］上一致收敛，则

[image: alt]


（［a，b］换成（a，b）时也对）．

典型例题分析

例1　设fn
 （x）在［a，b］上一致收敛于f（x），求证：∣fn
 （x）∣也在［a，b］上一致收敛．

证∀ε＞0，由[image: alt]
 ∃N（ε），当n＞N，∀x∈［a，b］，有

∣fn
 （x）－f（x）∣＜ε⇒∣∣fn
 （x）∣－∣f（x）∣∣＜ε，

即∣fn
 （x）在［a，b］上一致收敛于∣f（x）∣．

例2　讨论下列序列在（0，1）区间上的一致收敛性：

（1）[image: alt]
 　（2）[image: alt]


解　（1）因为[image: alt]
 所以

[image: alt]


由M判别法知[image: alt]
 在（0，1）上一致收敛于无界函数[image: alt]


（2）因为[image: alt]
 所以

[image: alt]


由此知[image: alt]
 在（0，1）上不一致收敛．

例3　求证：[image: alt]
 在∣x∣＜＋∞上一致收敛．

证法1　由a2
 ＋b2
 ≥2ab，可得

[image: alt]


又[image: alt]
 收敛，由M判别法即得原级数在∣x∣＜＋∞上一致收敛．

证法2　记[image: alt]
 先求函数un
 （x）的最大值，由于un
 （x）为奇函数，只需讨论x≥0的情形．

[image: alt]


又（x－n－5/2
 ）u′n
 （x）＜0（x＞0，x≠n－5/2
 ），故x＝n－5/2
 是函数un
 （x）的最大值点．因此

[image: alt]


下同证法1．

例4　求证：

（1）[image: alt]
 在［0，1］上一致收敛；

（2）[image: alt]
 在［0，1］上收敛但不一致收敛．

证　（1）固定x∈［0，1］，序列（1－x）xn
 单调下降且趋于零，由交错级数的余项估计式得

[image: alt]


再求函数un
 （x）＝（1－x）xn
 的最大值．

[image: alt]


又

[image: alt]


所以

[image: alt]


故

[image: alt]


即原级数在［0，1］上一致收敛．

或由狄利克雷判别法：[image: alt]
 固定x，an
 （x）单调，[image: alt]
 故原级数在［0，1］上一致收敛．

（2）当n→∞时，

[image: alt]


这说明级数收敛．由和函数不连续，说明级数在［0，1］上不一致收敛．或因为

[image: alt]


所以级数在［0，1］上不一致收敛．

例5　求证：级数[image: alt]
 在x≥0上一致收敛．

证　因为

[image: alt]


所以

[image: alt]


从而原级数在x≥0上一致收敛．

评注　以上三个例题说明了[image: alt]
 在X上一致收敛的条件下，关于[image: alt]
 可能发生如下三种情况：

（1）[image: alt]
 在X上一致收敛；

（2）[image: alt]
 在X上收敛但不一致收敛；

（3）[image: alt]
 在X上发散．

例6　（1）设级数[image: alt]
 在X上一致收敛，求证：级数的一般项un
 （x）在X上一致趋于零；

（2）讨论级数[image: alt]
 在x＞0上的一致收敛性．

证　（1）由一致收敛原理，对∀ε＞0，∃N∈N，使得对∀n＞N，p＝1，有

[image: alt]


即得un
 （x）在X上一致趋于零．

（2）固定x＞0，由

[image: alt]


可知[image: alt]
 对任意固定的x收敛．但

[image: alt]


因此，根据（1），原级数在x＞0上不一致收敛．

例7　设un
 （x）∈C［a，b］（n＝1，2，…），级数[image: alt]
 在（a，b）上一致收敛．求证：

（1）[image: alt]
 收敛；

（2）[image: alt]
 在［a，b］上一致收敛．

证　（1）∀ε＞0，由条件∃N∈N，当n＞N，对∀p∈N，

｜un＋1
 （x）＋un＋2
 （x）＋…＋un＋p
 （x）｜＜ε（∀x∈（a，b）），

令x→a＋0，得

｜un＋1
 （a）＋un＋2
 （a）＋…＋un＋p
 （a）｜≤ε．

由数值级数收敛原理知[image: alt]
 收敛．同理可证[image: alt]
 收敛．

（2）由（1）的证明过程可知，对∀ε＞0，∃N∈N，当n＞N时，对∀p∈N，有

｜un＋1
 （x）＋un＋2
 （x）＋…＋un＋p
 （x）｜≤ε（∀x∈［a，b］）．

由此可见，[image: alt]
 在［a，b］上一致收敛．

例8　求证：级数[image: alt]
 在x＞1上不一致收敛．

证　用反证法．假设级数在x＞1上一致收敛，那么由例7的结果便可推出[image: alt]
 收敛，这就产生了矛盾．这个矛盾说明反证法的假设不成立，即级数在x＞1上不一致收敛．

例9　求证：黎曼ξ函数[image: alt]
 具有如下性质：

（1）在x＞1上连续；　（2）在x＞1上连续可微．

证　（1）对∀x0
 ＞1，∃p∈（1，x0
 ），使得

[image: alt]


又[image: alt]
 从而[image: alt]
 在x≥p上一致收敛．进一步由连续性定理，可知函数ξ（x）在x≥p上连续，特别在x0
 点连续．由于x0
 的任意性，即可肯定ξ（x）在x＞1上连续．

（2）由（1）可知[image: alt]


对∀x0
 ＞1，∃p∈（1，x0
 ），使得

[image: alt]


又[image: alt]
 收敛，从而[image: alt]


在x≥p上一致收敛．进一步由逐项求导与连续性定理知

[image: alt]


且ξ′（x）在x≥p上连续，特别ξ（x）在x0
 点可导且ξ′（x）在x0
 连续．由x0
 的任意性，即可肯定ξ（x）在x＞1上连续可微．

评注　若能在开区间上直接应用连续定理和逐项可微定理当然更好，否则先在缩小的区间上应用连续性定理或逐项微商定理，然后利用在任意点成立，把结论推广到开区间．

例10　求证：

（1）[image: alt]


（2）级数[image: alt]
 上一致收敛；

（3）[image: alt]


证　（1）固定x＜1时，因｜tn
 sinπt｜≤xn
 （0≤t≤x），所以级数[image: alt]
 在［0，x］上一致收敛．由逐项积分定理得

[image: alt]


（2）当0≤x≤1时，

[image: alt]


由[image: alt]
 知级数[image: alt]
 在［0，1］上一致收敛．

（3）由连续性定理知级数和[image: alt]
 在［0，1］上连续，又由（1）知在［0，1）上[image: alt]
 令x→1，故上式在x＝1时也成立，即

[image: alt]


所以

[image: alt]


评注　若能在闭区间上直接应用逐项积分定理当然更好，否则先在缩小的区间上应用逐项积分定理，然后通过连续性定理把结论推广到整个区间．

例11　设

[image: alt]


令[image: alt]
 求证：

（1）f（x）在[image: alt]
 上可导，且导数只在1/k处不连续；

（2）f（x）在（0，1）上可导，且导数只在x＝1/k（k＝2，3，…）处不连续．

证　（1）因为g（x－1/n）∈C（0，1），且[image: alt]
 所以由连续性定理知f（x）∈C（0，1）．又当n≠k时，

[image: alt]


因此[image: alt]
 在[image: alt]
 上连续，且[image: alt]
 从而

[image: alt]


在[image: alt]
 上一致收敛．于是函数[image: alt]
 在[image: alt]
 上可导，且

[image: alt]


又因为[image: alt]
 在[image: alt]
 上可导，导数在点[image: alt]
 处不连续，所以

[image: alt]


在[image: alt]
 上可导，且导数只在点[image: alt]
 处不连续．

（2）由[image: alt]
 故由（1）知f（x）在（0，1）上可导，且导数只在点[image: alt]
 处不连续．

例12　设对每一个自然数n，函数序列[image: alt]
 在［a，b］上连续，又对［a，b］中的每一个x，序列[image: alt]
 有界．求证：存在［a，b］中的一个小区间，使得[image: alt]
 在此小区间上一致有界．

证　要证的是，存在区间［α，β］⊂［a，b］及M＞0使得对∀x∈［α，β］恒有｜fn
 （x）｜≤M．用反证法．假定命题不对，即｛fn
 （x）｝在［a，b］的任一子区间上非一致有界．

今记［a，b］＝［a0
 ，b0
 ］，对M＝1存在n1
 及x1
 ∈［a0
 ，b0
 ］使得[image: alt]
 因为[image: alt]
 在［a0
 ，b0
 ］上连续，必存在x1
 的位于［a0
 ，b0
 ］中的某个邻域，不妨记作［a1
 ，b1
 ］使得在［a1
 ，b1
 ］⊂［a0
 ，b0
 ］中的一切x满足

[image: alt]


又｛fn
 （x）｝在［a1
 ，b1
 ］上非一致有界，并且每个fn
 （x）在［a1
 ，b1
 ］上连续，所以对M＝2必存在n2
 ＞n1
 及x2
 ∈［a1
 ，b1
 ］，使得[image: alt]
 因为[image: alt]
 在［a1
 ，b1
 ］上连续，必存在x2
 的位于［a1
 ，b1
 ］中的某个邻域，不妨记作［a2
 ，b2
 ］使得在［a2
 ，b2
 ］⊂［a1
 ，b1
 ］中的一切x满足

[image: alt]


继续施行上述手续可得区间序列｛［ak
 ，bk
 ］｝及函数子列[image: alt]
 它们具有性质：

[image: alt]


由此两个性质及区间套定理，∃[image: alt]


且[image: alt]
 ＝1，2，…）．这说明｛fn
 （x）｝在点x0
 处无界．又x0
 ∈［a，b］，即得矛盾．

练习题4.2

4.2.1　讨论下列函数序列在指定区间上的一致收敛性：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


4.2.2　设f（x）在（A，B）内有连续导数f′（x），且

[image: alt]


求证：当n→∞时，fn
 （x）在闭区间［a，b］⊂（A，B）上一致收敛于f′（x）．

4.2.3　求证下列级数在所示区间上一致收敛：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


4.2.4　讨论下列级数在所示区间上的一致收敛性：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


4.2.5　设un
 （x）在［a，b］上连续而且非负，[image: alt]
 收敛，且和函数S（x）[image: alt]
 在［a，b］上连续，求证：[image: alt]
 在［a，b］上一致收敛．

4.2.6　求证：级数[image: alt]
 在［0，1］上一致收敛．

4.2.7　给定序列[image: alt]
 求证：

（1）[image: alt]


（2）序列fn
 （x）在［0，1］上不一致收敛．

4.2.8　求证下列级数在［0，1］上不一致收敛：

[image: alt]


4.2.9　求证：级数[image: alt]
 在（0，2π）上不一致收敛．

4.2.10　设fn
 （x）（n＝1，2，…）在（－∞，＋∞）上一致连续，且

[image: alt]


求证：f（x）在（－∞，＋∞）上一致连续．

4.2.11　设fn
 （x）（n＝1，2，…）在［a，b］上连续，且n→∞时，

[image: alt]


又设f（x）在［a，b］上无零点，求证：

（1）当n充分大时，fn
 （x）在［a，b］上也无零点；

（2）[image: alt]


4.2.12　设fn
 （x）∈C［a，b］（n＝1，2，…），[image: alt]
 求证：

（1）∃M，使｜fn
 （x）｜≤M，｜f（x）｜≤M（a≤x≤b，n＝1，2，…）；

（2）若g（x）在（－∞，＋∞）上连续，则[image: alt]


4.2.13　设[image: alt]
 求证：

（1）f（x）在x≥0上连续；

（2）f（x）在x＞0上连续可微．

4.2.14　求证：

[image: alt]


4.2.15　求证：

[image: alt]


4.2.16　设函数f（x）在（－a，a）上无穷多次可微，且序列f（n）
 （x）在（－a，a）上一致收敛到函数φ（x），求证：φ（x）＝Cex
 （C为常数）．

4.2.17　求证：函数

[image: alt]


在（0，1）上连续，除点[image: alt]
 处不可微外皆可微．

4.2.18　设xn
 是（0，1）内一个序列，即0＜xn
 ＜1且xi
 ≠xj
 （i≠j）．求证：函数[image: alt]


在（0，1）中除点xn
 （n＝1，2，…）处不连续外皆连续．

§3　幂　级　数

内容提要

1．幂级数收敛半径的定义

给定幂级数[image: alt]
 我们称[image: alt]
 为幂级数的收敛半径，称（－R，R）为幂级数的收敛区间．

若[image: alt]
 或[image: alt]
 则[image: alt]


对∀r＜R，幂级数在［－r，r］上一致收敛，则简称幂级数在［－R，R］上内闭一致收敛．

2．幂级数在收敛区间的性质

定理1　设幂级数[image: alt]
 的收敛半径R＞0，则

[image: alt]


[image: alt]


定理2（阿贝尔引理）　设幂级数[image: alt]
 的收敛半径为R，0＜R＜＋∞．若[image: alt]
 收敛，则[image: alt]


3．幂级数的逐项积分

定理3　若[image: alt]
 收敛，则[image: alt]
 在［0，R］上一致收敛，且S（x）∈C［0，R］，还可以逐项积分，即

[image: alt]


若an
 ≥0，和函数[image: alt]
 在［0，R）上有界，则[image: alt]
 收敛
①

 ．

4．函数的幂级数展开式——泰勒级数

若f（x）在（－R，R）内无穷次可微，且当n→∞时，

[image: alt]


则

[image: alt]


5．基本公式

[image: alt]


6．重要公式和重要定理

斯脱林公式[image: alt]


连续函数逼近定理　设f（x）∈C［a，b］，则∀ε＞0，存在多项式P（x），使得

｜f（x）－P（x）｜＜ε（a≤x≤b）．

典型例题分析

例1　求下列幂级数的收敛半径，并讨论区间端点的收敛性：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


解　（1）由[image: alt]
 推出R＝1，或由

[image: alt]


在端点x＝1处，级数为[image: alt]
 因为∃n0
 ，使得

[image: alt]


又ln3＞1，所以在端点x＝1处原级数收敛．

在端点x＝－1处，级数为[image: alt]
 因为

[image: alt]


所以在端点x＝－1处原级数绝对收敛．

（2）[image: alt]
 在端点x＝e处，级数为[image: alt]
 因为

[image: alt]


所以级数的一般项不趋于零，从而在端点x＝e处原级数发散．同理在端点x＝－e处，原级数发散．

例2　求级数[image: alt]
 的收敛域．

解　令[image: alt]
 考虑辅助幂级数[image: alt]
 因为

[image: alt]


所以辅助幂级数的收敛半径R＝1．

当t＝1时，辅助幂级数为[image: alt]
 因为[image: alt]
 收敛，并且[image: alt]
 单调有界，所以这时辅助幂级数收敛．

当t＝－1时，辅助幂级数为[image: alt]
 这是正项级数，因为[image: alt]
 所以这时辅助幂级数发散．

综上所述，辅助幂级数的收敛域为－1＜t≤1，因此原级数的收敛域为

[image: alt]


解此不等式得x＞－1/3或x≤－1，即原级数的收敛域为

｛x｜x＞－1/3或x≤－1｝．

例3　设[image: alt]
 求证：

（1）f（x）∈C［－1，1］；

（2）f（x）在x＝－1可导；

（3）[image: alt]


（4）f（x）在x＝1不可导．

证　（1）因为当｜x｜≤1时，有

[image: alt]


所以表示f（x）的幂级数在｜x｜≤1上一致收敛．由连续性定理即知f（x）∈C［－1，1］．

（2）由逐项微分定理得

[image: alt]


当x＝－1时，交错级数[image: alt]
 收敛．因此，根据定理3，幂级数[image: alt]
 在［－1，0］上一致收敛．再由逐项微分定理知

[image: alt]


即f（x）在x＝－1可导．

（3）当x＞0时，由[image: alt]
 看出f′（x）为正的递增函数，因此，广义极限

[image: alt]


存在．如果此A＜＋∞，那么f′（x）在［0，1）上有界．又

[image: alt]


根据定理3，故有[image: alt]
 收敛．但是由柯西积分判别法知[image: alt]
 发散，因为

[image: alt]


所以[image: alt]
 发散，这就产生矛盾．因此A＝＋∞，即

[image: alt]


（4）由洛必达法则及（3）的结果，有

[image: alt]


因此f′（1）不存在．

例4　求级数[image: alt]
 的和．

解法1　令[image: alt]
 容易求出此幂级数的收敛半径R＝1，且f（0）＝0．由逐项积分定理得

[image: alt]


令[image: alt]
 则由（3.1）式得

[image: alt]


从而[image: alt]


即得f′（x）＝xarctanx，于是

[image: alt]


容易证明[image: alt]
 在x＝1收敛，再根据阿贝尔引理得

[image: alt]


解法2　先对原级数进行如下分解：

[image: alt]


又由逐项积分定理，对∀x∈（－1，1），有

[image: alt]


再由阿贝尔引理得

[image: alt]


联合（3.2），（3.3）式得

[image: alt]


例5　将函数[image: alt]
 在x＝0点展开为幂级数．

解法1[image: alt]


因此

[image: alt]


解法2　令t＝arctanx，则当｜x｜＜1时，｜t｜＜π/4，于是

[image: alt]


利用arctanx在x＝0点展开的幂级数，即得

[image: alt]


例6　将函数f（x）＝arcsinx在x＝0点展开为幂级数，并证明此幂级数在［0，1］上一致收敛．

解　由

[image: alt]


逐项积分上式，得

[image: alt]


因为

[image: alt]


及arcsinx在［0，1］上连续，所以根据定理3级数

[image: alt]


收敛．再根据定理3知幂级数在［0，1］上一致收敛．

例7　（1）求证如下级数在［0，π/2］上一致收敛：

[image: alt]


（2）求级数[image: alt]
 的和；

（3）求级数[image: alt]
 的和．

解　（1）由例6知arcsint的幂级数

[image: alt]


在［0，1］上一致收敛，令t＝sinx，则当x∈［0，π/2］时，t∈［0，1］，从而

[image: alt]


在［0，π/2］上一致收敛．

（2）用逐项积分定理，对第（1）小题结果逐项积分，得

[image: alt]


即得

[image: alt]


即[image: alt]


（3）令收敛级数[image: alt]
 的和数为S，则由第（2）小题，

[image: alt]


由此解得S＝π2
 /6，即[image: alt]
 又

[image: alt]


例8　（1）求ln2
 （1＋x）在x＝0点的幂级数展开式；

（2）求[image: alt]
 的和；

（3）求[image: alt]
 的和．

解　（1）[image: alt]
 是一绝对收敛的级数．由于绝对收敛级数可以任意相乘，记

[image: alt]


则有

[image: alt]


其中

[image: alt]


即得

[image: alt]


（2）对ln2
 （1＋x）展开的幂级数，用阿贝尔引理得

[image: alt]


（3）[image: alt]


[image: alt]


例9　设曲线[image: alt]
 在第一象限与坐标轴围成的面积为I（n）．证明：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


解　（1）[image: alt]


作变量替换x＝t2n
 ，即得

[image: alt]


（2）因为

[image: alt]


注意到[image: alt]
 逐项求导，得

[image: alt]


当[image: alt]
 时，上式给出：

[image: alt]


练习题4.3

4.3.1　求下列幂级数的收敛半径，并讨论收敛区间端点的收敛性：

[image: alt]


4.3.2　求下列级数的收敛域：

[image: alt]


4.3.3　给定零阶贝塞尔函数：

[image: alt]


求证：它在实轴上满足方程：

xy″＋y′＋xy＝0．

4.3.4　求下列级数的和：

[image: alt]


4.3.5　求下列级数的和：

[image: alt]


4.3.6　设0＜a＜1，求证：

（1）[image: alt]


（2）级数[image: alt]
 对b在［0，1］上一致收敛；

（3）[image: alt]


4.3.7　已知零阶贝塞尔函数

[image: alt]


求证：

[image: alt]


4.3.8　设对∀k∈N，｜f（k）
 （x）｜≤Mk
 （｜x｜＜a），其中M为与k和x都无关的常数．求证：

（1）f（x）可以在（－a，a）上展开成幂级数；

（2）f（x）可以开拓到（－∞，∞），且在（－∞，∞）上无穷多次可微．

4.3.9　把下列函数在x＝0点展开为幂级数：

[image: alt]


4.3.10　求证下列展开式成立：

[image: alt]


4.3.11　（1）将（arctanx）2
 在x＝0点展开为幂级数；

（2）求级数[image: alt]
 的和．

4.3.12　求下列幂级数的收敛半径，并讨论收敛区间端点的收敛性：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


4.3.13　（1）求证：函数[image: alt]
 满足方程

（1－x2
 ）y′－xy＝1，

并由此求出y（n）
 （0）/n！；

（2）求证：[image: alt]


（3）求证：[image: alt]


4.3.14　设0＜θ＜2π，利用幂级数的乘法求证：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


4.3.15　求下列函数的幂级数展开式：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


4.3.16　设0＜θ＜2π，求证：

（1）[image: alt]
 　

（2）[image: alt]


（3）级数[image: alt]
 在（0，2π）上不一致收敛．

4.3.17　设[image: alt]
 的收敛半径为1，求

[image: alt]


的幂级数展开式，并求出它的收敛半径．

4.3.18　设[image: alt]
 又已知这两个级数的柯西乘积产生的级数

[image: alt]


收敛．求证：乘积级数的积等于A·B.

§4　傅氏级数的收敛性、平均收敛与一致收敛

内容提要

1．绝对可积和平方可积

设周期为2π的周期函数f（x）在［－π，π］上只有有限个瑕点．若[image: alt]
 收敛，则称f（x）绝对可积，记作

f（x）∈LR　［－π，π］．

若[image: alt]
 收敛，则称f（x）平方可积，记作f（x）∈LR2
 ［－π，π］．

2．逐段连续和逐段单调

设存在［－π，π］的分点｛x1
 ，x2
 ，…，xm
 ｝：

－π＝x1
 ＜x2
 ＜…＜xm
 ＝π，

如果对∀k（1≤k≤m－1），f（x）在［xk
 ，xk＋1
 ］上连续，且f（xk
 ＋0），f（xk＋1
 －0）存在，则称f（x）逐段连续；如果对∀k（1≤k≤m－1），f（x）在（xk
 ，xk＋1
 ）上单调，且f（xk
 ＋0），f（xk
 －0）存在，则称f（x）逐段单调．

3．广义左、右导数

极限[image: alt]
 与[image: alt]
 分别称为函数f（x）在x0
 点的广义右导数和广义左导数．

4．傅氏级数的收敛性

若f（x）在［－π，π］上逐段连续，且每一点的广义左、右导数存在，或f（x）在［－π，π］上逐段单调，则对∀｜x≤π，有

[image: alt]


其中

[image: alt]


若f（x）＝f（－x），即f（x）为偶函数，则

[image: alt]


若f（－x）＝－f（x），即f（x）为奇函数，则

[image: alt]


5．傅氏级数的部分和Sn
 （x）的性质

性质1　设f（x）∈LR2
 ［－π，π］，对∀n∈N，

[image: alt]


为f（x）的傅氏级数的部分和．若Tn
 （x）为任一个n阶三角多项式，则有

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


性质2　设f（x）∈LR2
 ［－π，π］，则有

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


6．傅氏级数的一致收敛与逐项积分

定理1　设f（x）∈C［－π，π］，f（－π）＝f（π）．除有限个点外f′（x）存在，且f′（x）∈LR2
 ［－π，π］．则f（x）的傅氏级数一致收敛于f（x）．

定理2　假设f（x）在［－π，π］上逐段连续，则可逐项积分，也就是对∀x∈［－π，π］，

[image: alt]


7．函数f（x）在一般区间上的傅氏级数展开

若f（x）∈LR［－l，l］（或LR［0，2l］），则f（x）的傅氏级数为

[image: alt]


其中

[image: alt]


典型例题分析

例1　将函数f（x）＝x（－π≤x≤π）展开为傅氏级数．

解　因为f（x）是奇函数，所以an
 ＝0（n≥0），

[image: alt]


因为f（x）逐段单调，所以

[image: alt]


例2　将f（x）＝x（0≤x≤2π）展开为傅氏级数．

解

[image: alt]


[image: alt]


因为f（x）满足逐段单调条件，所以

[image: alt]


引申　由本题结果顺便可得到如下等式：

[image: alt]


评注　前面两例中虽然函数表达式中都有x，由于基本区间不同，实际上是两个不同的周期函数．

例3　将函数f（x）＝x2
 （0＜x＜π），按如下要求展开为傅氏级数：

（1）按余弦展开；　　（2）按正弦展开．

解　（1）将f（x）＝x2
 （0＜x＜π）进行偶开拓，也就是考虑f（x）＝x2
 （－π＜x＜π）的傅氏展开．这时bn
 ＝0（n＝1，2，…），且

[image: alt]


[image: alt]


即得

[image: alt]


（2）将f（x）＝x2
 （0＜x＜π）进行奇开拓，也就是考虑f（x）＝x｜x｜（－π＜x＜π）的傅氏展开．这时an
 ＝0（n＝0，1，2，…），且

[image: alt]


即得

[image: alt]


说明　利用函数的傅氏展开式，对于（0，π）上的同一函数，我们可以用不同的三角级数来表示．事实上，在（－π，0）上的任意开拓f（x），只要保证逐段单调，所得到的傅氏级数展式同样在（0，π）上收敛到f（x）.

例4　设0＜a＜1，将函数f（x）＝cosax（｜x｜＜π）展开为傅氏级数．

解　因为f（x）是偶函数，所以bn
 ＝0，且

[image: alt]


即得

[image: alt]


例5　设0＜a＜1，求证：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


证　（1）在例4给出的结果中，令x＝0，即得

[image: alt]


（2）对∀x∈（0，π），令a＝x/π，则有0＜a＜1．将此a代入第

（1）小题给出的公式中，化简即得

[image: alt]


（3）将第（2）小题的结果改写为

[image: alt]


定义

[image: alt]


[image: alt]


显然对∀n≥0，un
 （x）在［0，π］上连续，且由（4.1）式，有

[image: alt]


下面证明级数[image: alt]
 在［0，π］上一致收敛．因为当n≥2时，对∀x∈［0，π］，有

[image: alt]


又[image: alt]
 所以[image: alt]
 在［0，π］上一致收敛．从而对（4.2）式进行逐项积分得

[image: alt]


（4）将无穷区间上的积分化成有限区间上积分的级数，即得

[image: alt]


[image: alt]


其中最后一个等号用的是第（3）小题的结果．

例6　将函数f（x）＝x2
 （－π≤x≤π）展开为傅氏级数，并求级数[image: alt]
 的和．

解　因为f（x）是偶函数，所以bn
 ＝0，且

[image: alt]


即得

[image: alt]


由封闭性公式，有

[image: alt]


由此解得

[image: alt]


例7　利用逐项积分将f（x）＝x3
 （－π≤x≤π）展开为傅氏级数，并求级数[image: alt]
 与[image: alt]
 的和．

解　对例6已求出的展开式

[image: alt]


进行逐项积分，得

[image: alt]


即

[image: alt]


又由例1知

[image: alt]


将（4.4）代入（4.3）式右端的第一项，于是对∀｜x｜＜π，有

[image: alt]


令x＝π/2并代入（4.5）式，得

[image: alt]


又

sin（2n－1）π/2＝－cosnπ＝（－1）n－1
 ，

即得

[image: alt]


再由例2的引申，知

[image: alt]


令x＝π/2并代入（4.7）式，得

[image: alt]


将（4.8）式代入（4.6）式即得

[image: alt]


再对f（x）＝x3
 的傅氏展开式（4.3）应用封闭性公式：

[image: alt]


即得

[image: alt]


由此，利用例6的结果及[image: alt]


解得

[image: alt]


例8　将函数[image: alt]
 展开为傅氏级数．

解　记l＝π/2，因为f（x）是奇函数，所以an
 ＝0（n≥0），且

[image: alt]


即得

[image: alt]


例9　设f（x）是周期为2π的连续周期函数．求证：

（1）[image: alt]
 也是周期为2π的连续周期函数；

（2）对∀ε＞0，∃h＞0，使得

｜f（x）－F（x）｜＜ε（－π≤x≤π）；

（3）对∀ε＞0，∃[image: alt]
 （x）（n阶三角多项式），使得

｜f（x）－[image: alt]
 （x）｜＜2ε（－π≤x≤π）．

证（1）对F（x）的表达式作变换t＝x＋y，得

[image: alt]


又f（x）是周期为2π的周期函数，故有

[image: alt]


即F（x）也是以2π为周期的周期函数．由f（x）连续，及

[image: alt]


根据变上限积分的性质，显然F（x）连续可微．

（2）F（x）的意义是f（x）在［x－h，x＋h］上的平均值，为了便于将F（x）与f（x）进行比较，我们应用积分中值定理，对∀x∈［－π，π］及∀h＞0，∃ξx
 ∈［x－h，x＋h］，使得

[image: alt]


这样F（x）与f（x）之间的比较就转化为f（ξx
 ）与f（x）之间的比较．再由f（x）在实轴上的一致连续性，对∀ε＞0，∃δ＞0，使得

｜f（x1
 ）－f（x2
 ）｜＜ε　（∀x1
 ，x2
 ∈R，｜x1
 －x2
 ｜＜δ）．

取h∈（0，δ），由｜ξx
 －x｜≤h＜δ，便有

｜F（x）－f（x）｜＝｜f（ξx
 ）－f（x）｜＜ε（｜x｜≤π）．（4.9）

（3）因为F（x）连续可微，

[image: alt]


所以

F′（x）∈LR2
 ［－π，π］，

从而F（x）的傅氏级数一致收敛到F（x）．记F（x）的傅氏级数部分和为[image: alt]
 则当k→∞时，

[image: alt]


于是对∀ε＞0，∃n，使得

[image: alt]


这样，对∀ε＞0，先取定h保证（4.9）式成立，再取定[image: alt]
 保证（4.10）式成立．联立（4.9）与（4.10）式，即得

[image: alt]


评注　连续周期函数的傅氏级数可以在一些点上发散，更谈不上一致收敛．但本题结果表明连续的周期函数总可以用三角多项式一致逼近．

练习题4.4

4.4.1　求证：

（1）[image: alt]
 是［0，π］上的正交系；

（2）[image: alt]
 是［0，π］上的正交系；

（3）[image: alt]
 是［－l，l］上的正交系．

4.4.2　将下列函数展开成傅氏级数：

（1）f（x）＝sin4
 x　（－π≤x≤π）；

（2）f（x）＝secx　（－π≤x≤π）；

（3）[image: alt]


（4）f（x）＝｜sinx｜　（－π≤x≤π）．

4.4.3　将f（x）＝｜x｜（－π≤x≤π）展开成傅氏级数，并求下列级数的和：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


4.4.4　将f（x）＝ex
 （－π≤x≤π）展开成傅氏级数，并求级数[image: alt]
 的和．

4.4.5　将[image: alt]


（1）按余弦展开；　　（2）按正弦展开．

4.4.6　求证：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


4.4.7　求证：

（1）[image: alt]


（2）若∀n∈N，设Tn
 （x）是任意的n阶三角多项式，其中cosnx的系数为1，则

[image: alt]


4.4.8　求证：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


4.4.9　设f（x）∈C［0，T］，g（x）是周期为T的连续周期函数，求证：

[image: alt]


4.4.10　设0＜a＜1，求证：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


4.4.11　设f（x），g（x）∈LR2
 ［－π，π］，求证：

[image: alt]


4.4.12　设f（x），g（x）∈LR2
 ［－π，π］，它们的傅氏系数分别记为an
 ，bn
 ；αn
 ，βn
 ．求证：

[image: alt]


4.4.13　利用上题结果，求证：如果f（x）∈LR2
 ［－π，π］，那么f（x）的傅氏级数可逐项积分，即

[image: alt]


4.4.14　利用逐项积分定理，将f（x）＝x4
 （－π≤x≤π）展开为傅氏级数，并求下列级数的和：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


4.4.15　将如下定义的函数f（x）展开为傅氏级数：

[image: alt]


并求下列级数的和：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


4.4.16　求证：收敛级数

[image: alt]


不可能是某个黎曼可积函数的傅氏级数．

4.4.17　将函数f（x）＝x（0≤x≤1）展开为傅氏级数．

4.4.18　将如下定义的函数f（x）展开为傅氏级数：

[image: alt]


4.4.19　设f（x）∈C［－π，π］，f（－π）＝f（π），且f（x）是奇函数，它的傅氏级数为

[image: alt]


求证：对∀h＞0，函数

[image: alt]


也是奇函数，并求它的傅氏级数．





注释


①
 　本结论的证明如下：因为[image: alt]
 在［0，R）上单调上升且有界，故∃M＞0，使S（λ）≤M，∀x∈［0，R）．

考虑[image: alt]
 由于∀x∈［0，R），有

SN（x）≤S（x）≤M，

由此得

[image: alt]


这说明SN
 （R）对N单调上升且有上界，推出[image: alt]
 存在，即[image: alt]
 收敛．


第五章　多元函数微分学

§1　欧氏空间、多元函数的极限与连续

内容提要

1．m维欧氏空间

1）内积与长度

给定Rm
 空间的向量[image: alt]
 两向量的内积定义为

[image: alt]


向量x的长度定义为[image: alt]
 两点x，y的距离定义为

ρ（x，y）＝｜x－y｜，

并有下列不等式：

｜x·y｜≤｜x｜·｜y｜，｜x±y｜≤｜x｜＋｜y｜，

ρ（x，y）≤ρ（x，z）＋ρ（z，y）．

2）欧氏空间中的点集

（1）开集与闭集．设集合E⊂Rm
 ，对x0
 ，若存在邻域U（x0
 ；δ）⊂E，则称x0
 为集合E的内点．E的全部内点组成的集合记作E°．若E＝E°，则称E为开集．任意多个开集的和集为开集，有限个开集的交集为开集．

对于x0
 ，任给空心邻域U0
 （x0
 ；δ），总能找到x∈E，使得x∈U0
 （x0
 ；δ），则称x0
 为集合E的聚点．x0
 为E的聚点的充要条件是：存在互异点列xn
 ∈E（xn
 ≠x0
 ，n＝1，2，…），使得[image: alt]
 集合E连同它的全部聚点组成的集合称为E的闭包，记作[image: alt]
 ．若E＝[image: alt]
 ，则称E是闭集．E是闭集的充要条件是：E的余集E°为开集．有限个闭集的和集为闭集，任意多个闭集的交集为闭集．空间Rm
 和空集∅既是开集又是闭集．

集合E的边界记作∂E，∂E＝[image: alt]
 \E°．

（2）开区域与闭区域，任给两点x1
 ，x2
 ∈E，若存在E内一条道路，即存在取值在E的连续函数x＝x（t），t∈［α，β］，其中x（α）＝x1
 ，x（β）＝x2
 ，则称E为道路连通集．若集合Ω既是开集，又是道路连通集，则称Ω为闭区域，简称区域．区域Ω的闭包称为闭区域，记作[image: alt]


若任给x1
 ，x2
 ∈E，有x＝tx1
 ＋（1－t）x2
 ∈E（0≤t≤1），则称E为凸集．

3）有关m维欧氏空间的重要定理

完备性定理[image: alt]
 的充要条件是：∀ε＞0，∃N，当n＞N，对任意自然数p，有｜xn＋p
 －xn
 ｜＜ε．

设｛Qn
 ｝为Rm
 中一长方体列，满足Qn
 ⊃Qn＋1
 （n＝1，2，…），直径d（Qn
 ）→0（n→∞），则存在惟一的一点[image: alt]


紧性定理　假设｛xn
 ｝为Rm
 中有界点列，那么｛xn
 ｝必有收敛子列[image: alt]


有限覆盖定理　设E⊂Rm
 为有界闭集，A＝｛Aα
 ｝是它的一个开覆盖，则存在有限子覆盖[image: alt]
 使[image: alt]


2．多元函数的极限与连续

1）多元函数的概念及其极限

（1）多元函数的概念．设X⊂Rm
 ，Y⊂Rl
 ．若存在某种对应规则f，使对于X中每一个元素x，都有Y中惟一元素y与之对应，则称f为X到Y的一个映射或多元函数，记作

f：X→Y，x→y．

若m＞l，∀y∈Y，称集合f－1
 （y）＝｛x｜f（x）＝y，x∈X｝为函数f的等位面（可以是空集），一般来说f－1
 （y）是m－l维曲面．

（2）全面极限与累次极限．假设Ω为Rm
 ×Rn
 中的集合，点（a，b）∈Rm
 ×Rn
 ．在（a，b）的邻域内，点（a，y）与（x，b）是集合Ω的聚点．f（x，y）∈Rl
 在Ω上定义，若

[image: alt]


存在，又[image: alt]
 存在，则

[image: alt]


2）多元函数连续的概念及其性质

（1）连续概念．设f：Ω⊂Rm
 →Rl
 ，x0
 ∈Ω．若

[image: alt]


（Ω的孤立点除外），则称f在x0
 点连续．若函数在Ω上每点连续，则称f在Ω上连续，记作f∈C（Ω，Rl
 ）．

若[image: alt]
 则复合函数

g°f∈C（Ω，Rl
 ）．

（2）连续函数性质．设Ω⊂Rm
 是道路连通集，f（x）∈C（Ω，Rl
 ），则f（Ω）也是道路连通集．

设Ω⊂Rm
 是有界闭集，f（x）∈C（Ω，Rl
 ），则f（Ω）也是Rl
 中的有界闭集，且存在x1
 ，x2
 ∈Ω，使

[image: alt]


设Ω⊂Rm
 是有界闭集，f（x）∈C（Ω，Rl
 ），则f（x）在Ω上一致连续，即∀ε＞0，∃δ＞0，只要x1
 ，x2
 ∈Ω，且｜x1
 －x2
 ｜＜δ时，就有

｜f（x1
 ）－f（x2
 ）｜＜ε．

（3）压缩映像原理　设Ω⊂Rm
 是有界闭集．f：Ω→Rm
 ，满足：

①f（Ω）⊂Q；

②∀x1
 ，x2
 ∈Ω，有

｜f（x1
 ）－f（x2
 ）｜≤q｜x1
 －x2
 ｜（0＜q＜1），

则在Ω中存在f的惟一不动点x*
 ，即f（x*
 ）＝x*
 ．

典型例题分析

例1　设xn
 ，yn
 ∈Rm
 （n＝1，2，…），[image: alt]
 证明：

[image: alt]


证法1　∀ε＞0，因有极限点列必为有界点列，故存在M1
 ＞0，使｜yn
 ｜≤M1
 ．令M＝max（M1
 ，｜a｜）．由[image: alt]
 ∃N，当n＞N时，有

｜xn
 －a｜＜ε/2M，｜yn
 －b｜＜ε/2M．

于是当n＞N时，有

[image: alt]


即[image: alt]


证法2　设

[image: alt]


由[image: alt]
 可得

[image: alt]


所以[image: alt]


评注　证法2用到空间是有限维这一性质，而证法1没有用到空间是有限维这一性质，所以它对任一具有内积的线性空间都适用．

例2　设A⊂Rm
 ，B⊂Rm
 ，证明：

（1）（A∩B）°＝A°∩B°；

（2）[image: alt]


证明　（1）证法1　∀x∈（A∩B）°，由内点定义，∃邻域U（x；δ）⊂A∩B，因而U（x；δ）⊂A，U（x；δ）⊂B，故x∈A°，x∈B°，所以x∈A°∩B°，即得

[image: alt]


∀x∈A°∩B°，这等价于x∈A°，x∈B°，由内点定义，∃U（x；δ1
 ）⊂A，U（x；δ2
 ）⊂B，取＝min（δ1
 ，δ2
 ）＞0，有U（x；δ）⊂A∩B，所以x∈（A∩B）°，即得

[image: alt]


由（1.1）与（1.2）式便得（A∩B）°＝A°∩B°．

证法2　因A°⊂A，B°⊂B，所以A°∩B°⊂A∩，由于A°∩B°为开集，推出A°∩B°＝（A°∩B°）°⊂（A∩B）°．反之，由A∩B⊂A，A∩B⊂B，可得（A∩B）°⊂A°，（A∩B）°⊂B°，从而推出（A∩B）°⊂A°∩B°．最后即得（A∩B）°＝A°∩B°．

（2）类似于上面用聚点定义和闭包性质两种证法外，还可用开闭集的关系来证．

因为[image: alt]
 所以

[image: alt]


例3　设E⊂Rm
 是闭集，x∈Rm
 ，求证：

（1）∃y∈E，使得ρ（x，E）＝ρ（x，y）；

（2）若x[image: alt]
 E，则ρ（x，E）＞0．

证　（1）由距离定义，∃yn
 ∈E（n＝1，2，…），使得

[image: alt]


又｜yn
 ｜≤｜yn
 －x｜＋｜x｜＝ρ（x，yn
 ）＋｜x｜，

由（1.3）式知数列ρ（x，yn
 ）有界，再由上式可得｜yn
 ｜有界．根据紧性定理，存在子列[image: alt]
 使得[image: alt]
 因集合E是闭的，所以y∈E．注意到[image: alt]
 及｜ρ（x，ynk

 ）－ρ（x，y）｜≤ρ（y，ynk

 ），可得

[image: alt]


根据（1.3）与（1.4）式，即得ρ（x，y）＝ρ（x，E）．

（2）因x≠y，由（1）即得ρ（x，E）＝ρ（x，y）＞0．

例4　设Ω是有界开区域，G是闭区域，且G⊂Ω．求证：∃闭区域V，使得G⊂V⊂[image: alt]
 ⊂Ω．

证　对于∀x∈G，由例3的结论知ρx
 ＝ρ（x，∂Ω）＞0，显然有邻域U（x；ρx
 /2）⊂Ω．考虑G的一个开覆盖｛U（x；ρx
 /2）｜x∈G｝，由有限覆盖定理，存在有限个邻域U（xi
 ；ρxi

 /2）（i＝1，2，…，N），使

[image: alt]


再由例2得

[image: alt]


再证V为区域．∀x，y∈V，则x，y必属于其中两个邻域，比如设x∈U（xi
 ；ρxi

 /2），y∈U（xj
 ；ρxj

 /2）（1≤i，j≤N）．因xi
 ，xj
 ∈G⊂V，故可用属于V的连续曲线连接xi
 ，xj
 ．又可用V中直线段连接x，xi
 与y，xj
 ．所以可用属于V的连续曲线连接x，y，即知V为区域．

例5　画出集合Ω＝｛（x，y）｜0＜x＜y＜1｝的图形．

解　由题意，Ω是三个开半平面：x＞0，x＜y，y＜1的交集．这三个开半平面的边界为直线x＝0，x＝y，y＝1，所以集合Ω为图5.1所示的区域．

[image: alt]


图　5.1

例6　确定并画出下列函数的定义域，指出等位面是什么样的曲面（或曲线）：

（1）u＝ln（y－x2
 ）；　　（2）u＝arccos（x2
 ＋y2
 －z2
 ）．

解　（1）定义域为y－x2
 ＞0，或｛（x，y）｜y＞x2
 ｝（见图5.2）．令c为实数，等位线为抛物线y＝x2
 ＋ec
 ．

[image: alt]


图　5.2

（2）定义域为－1≤x2
 ＋y2
 －z2
 ≤1，即为单叶双曲面x2
 ＋y2
 －z2
 ＝1与双叶双曲面x2
 ＋y2
 －z2
 ＝－1之间的闭区域（见图5.3）．当c＝π/2时，等位面为锥面x2
 ＋y2
 ＝z2
 ；当0≤c＜π/2时，等位面为单叶双曲面x2
 ＋y2
 －z2
 ＝cosc；当π/2＜c≤π时，等位面为双叶双曲面x2
 ＋y2
 －z2
 ＝cosc.

[image: alt]


图　5.3

例7　求下列极限：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


解　（1）因[image: alt]
 （x＞0，y＞0），所以

[image: alt]


（2）[image: alt]


例8　对下列函数f（x，y），求证：[image: alt]
 不存在．

（1）f（x，y）＝xy
 （x＞0，y＞0）；

（2）[image: alt]


证　（1）由[image: alt]
 得[image: alt]
 又由[image: alt]
 得[image: alt]
 因两个累次极限不相等，所以全面极限[image: alt]
 存在．

（2）令y＝x，则

[image: alt]


再令y＝－x2
 ＋x3
 ，则

[image: alt]


由于沿两条路径函数的极限值不同，所以全面极限不存在．

例9　设f（x，y）在开半平面x＞0上二元连续，固定y，极限[image: alt]
 存在，在y轴上函数补充定义f（0，y）＝φ（y）后，问函数f（x，y）是否在x≥0上二元连续．考虑例子：

[image: alt]


解　不一定．如函数f（x，y）恒为常数，显然结论是对的．但对所给的函数，补充定义后的函数为

[image: alt]


令y＝x2
 ，则

[image: alt]


所以f（x，y）在x≥0上不是二元连续函数．

说明　上述所给函数f（x，y），固定x≥0，作为y的函数在（－∞，＋∞）是连续的．同样固定y，作为x的函数在［0，＋∞）上是连续的．但它在x≥0上不是二元连续的．又固定a∈［－π/2，π/2］，考虑过原点的射线x＝tcosα，y＝tsinα（t≥0），函数限制在射线上是一元连续的．尽管如此函数可以非二元连续．

例10　设f（x，y）定义在开集Ω内，若f（x，y）对x连续，对y满足李普希兹条件，即∀（x，y′），（x，y″）∈Ω，有

｜f（x，y′）－f（x，y″）｜≤L｜y′－y″｜（L为常数）．

求证：f（x，y）在Ω上连续．

证　∀（x0
 ，y0
 ）∈Ω，由于f（x，y0
 ）在x0
 点连续，所以∀ε＞0，∃δ1
 （x0
 ，y0
 ）＞0，当｜x－x0
 ｜＜δ1
 时，有

[image: alt]


取δ2
 ＝ε/（2L）＞0，当｜y－y0
 ｜＜δ2
 时，由条件可得

[image: alt]


只要取δ＝min（δ1
 ，δ2
 ）＞0，当｜x－x0
 ｜＜δ，｜y－y0
 ｜＜δ，且邻域U（（x0
 ，y0
 ）；δ）⊂Ω，则有

｜f（x，y）－f（x0
 ，y0
 ）｜

≤｜f（x，y）－f（x，y0
 ）｜＋｜f（x，y0
 ）－f（x0
 ，y0
 ）｜

≤ε/2＋ε/2＝ε（由式子（1.5）与（1.6）），

即f（x，y）在（x0
 ，y0
 ）点连续．由（x0
 ，y0
 ）的任意性，知f（x，y）∈CΩ．

例11　设f（x）在Rm
 上连续，满足：

（1）x≠0时，f（x）＞0；

（2）对任意x和正常数c，f（cx）＝cf（x）．

求证：存在a＞0，b＞0，使得a｜x｜≤f（x）≤b｜x｜．

思路　根据f的性质，要证的结论可改写成

a≤f（x/｜x｜）≤b（∀x∈Rm
 \｛0｝）．

证　考虑有界闭集S＝｛x｜｜x｜＝1｝．由于f（x）在S上连续，根据连续函数的性质，f（x）必在S上的x1
 和x2
 点分别取到它在S上的最大值f（x1
 ）和最小值f（x2
 ）．若记b＝f（x1
 ）＞0，a＝f（x2
 ）＞0，那么∀x∈Rm
 \｛0｝，x/｜x｜∈S，所以

a≤f（x/｜x｜）≤b　或　a｜x｜≤f（x）≤b｜x｜．

练习题5.1

5.1.1　∀x，y∈Rm
 ．证明：｜x＋y｜2
 ＋｜x－y｜2
 ＝2（｜x｜2
 ＋｜y｜2
 ），并说明等式的几何意义．

5.1.2　证明下列三个命题等价：

（1）x·y＝0；

（2）｜x－y｜2
 ＝｜x｜2
 ＋｜y｜2
 ；

（3）｜x－y｜＝｜x＋y｜．

5.1.3　设z∈Rm
 为常向量，c为常数，证明：

（1）H＝｛x｜x∈Rm
 ，x·z＜c｝是开集；

（2）｛x｜x∈Rm
 ，x·z≥c｝是闭集．

5.1.4　试画出下列集合Ω的图形：

（1）｛（x，y）｜y＞0，x＞y，x＜1｝；

（2）｛（x，y）｜0≤y≤2，2y≤x≤2y＋2｝；

（3）｛（x，y）｜1≤xy≤2，1/2≤y/x≤1｝；

（4）｛（x，y，z）｜0＜x＜y＜z＜1｝．

5.1.5　证明：

（1）（A∪B）°⊃A°∪B°；

（2）[image: alt]


5.1.6　设A，B为Rm
 中的有界集．证明：

（1）∂（A∪B）⊂∂A∪∂B；

（2）∂（A∩B）⊂∂A∪∂B．

5.1.7　设A，B是Rm
 中不相交的闭集，求证：存在开集W和V，满足A⊂W，B⊂V，而W∩V＝∅．

5.1.8　设E⊂Rm
 ，证明：E＝｛x｜ρ（x，E）＝0｝．

5.1.9　设F1
 ，F2
 ，…，Fn
 ，…是Rm
 中的有界闭集列，满足Fn
 ⊃Fn＋1
 （n＝1，2，…），又Fn
 的直径dn
 ＝d（Fn
 ）→0（n→∞）．求证：存在惟一的一点x0
 ∈Rm
 ，使得[image: alt]


5.1.10　设E，F为Rm
 中的闭集，E，F中至少有一为有界集，求证：∃x∈E，y∈F，使得ρ（x，y）＝ρ（E，F）．

5.1.11　设D为Rm
 中的凸集，证明[image: alt]
 也是凸集．

5.1.12　证明：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）｜x｜｜y－x/｜x｜2
 ｜＝｜y｜｜x－y/｜y｜2
 ｜．

5.1.13　确定并画出下列函数的定义域，指出后两题的等位面是什么曲面（或曲线）：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）u＝ln（－1－x2
 －y2
 ＋z2
 ）．

5.1.14　求下列函数的极限：

[image: alt]


5.1.15　对下列函数f（x，y），证明[image: alt]
 不存在：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


5.1.16　问下列函数是否在全平面连续，为什么？

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


5.1.17　设函数f（x，y）在开半平面x＞0上连续，且对∀y0
 ，极限

[image: alt]


存在．当函数f在y轴上补充定义φ（y）后，证明：函数f（x，y）在闭半平面x≥0上连续．

5.1.18　设函数f（x，y）在开半平面x＞0上一致连续．证明：

（1）∀y0
 ，极限[image: alt]
 存在；

（2）函数在y轴上补充定义φ（y）后，所得函数f（x，y）在x≥0上一致连续．

5.1.19　设u＝f（x）在x0
 ∈Rm
 点连续，且f（x0
 ）＞0．证明：存在x0
 的一个邻域U（x0
 ；δ），使得f（x）在U（x0
 ；δ）上取正值．

5.1.20　设E是Rm
 中任意点集，求证：ρ（x，E）在Rm
 上一致连续．

5.1.21　设f（x）∈C（Rm
 ，R），对任意实数α，作集合

G＝｛x｜f（x）＞α｝，　F＝｛x｜f（x）≥α｝．

求证：G是Rm
 中的开集，F是Rm
 中的闭集．

5.1.22　设x∈Rm
 ，x＝（x1
 ，x2
 ，…，xm
 求证：

（1）∃a＞0，b＞0，使得[image: alt]


（2）∃a＞0，b＞0，使得[image: alt]


5.1.23　设A是m×m矩阵，detA≠0，求证：∃a＞0，使得

｜Ax｜≥a｜x｜（∀x∈Rm
 ）．

5.1.24　设[image: alt]
 是有界闭区域，[image: alt]
 且是单叶的．求证：f－1
 （x）在[image: alt]
 上连续．

5.1.25　设f（x，y）除直线x＝a与y＝b外有定义，且满足：

（1）[image: alt]
 存在；

（2）[image: alt]
 一致存在（即∀ε＞0，∃δ（ε）＞0，当0＜｜x－a｜＜δ时，∀y≠b，有｜f（x，y）－ψ（y）｜＜ε）．

证明：

（1）累次极限[image: alt]
 存在；

（2）累次极限[image: alt]


（3）全面极限[image: alt]


§2　偏导数与微分

内容提要

1．多元函数偏导数的定义

（1）设函数f：Ω⊂Rm
 →R，Ω为开集，a＝（a1
 ，a2
 ，…，am
 ）∈Ω，称一元函数f（a1
 ，…，ai－1
 ，xi
 ，ai＋1
 ，…，am
 在ai
 点的导数为函数f（x）在a点关于xi
 的（一阶）偏导数，记作

[image: alt]


设Ω⊂Rm
 为开集，f：Ω→Rn
 ，f（x）＝（f1
 （x），f2
 （x），…，fn
 （x））．若[image: alt]
 （j＝1，…，n；i＝1，2，…，m）在Ω上连续，记f∈C1
 （Ω，Rn
 ）．

（2）设A：Rm
 →Rn
 为线性变换，线性变换的矩阵A的秩为k，则变换y＝Ax把Rm
 中以原点为中心的单位球变为Rn
 中以原点为中心的k维椭球，该椭球的长半轴称为矩阵A的范数，记作‖A‖．

2．多元函数可微的定义及其性质

（1）设Ω⊂Rm
 为开集，f：Ω→Rn
 ．如果存在n×m矩阵A，满足

[image: alt]


或

f（x＋h）＝f（x）＋Ah＋o（｜h｜），

则称f在x点可微，A称为f在x点的微分或导数，记作Df（x）＝A．

当n＝m时，称Df（x）为f在x点的雅可比矩阵，行列式

[image: alt]


称为f在x点的雅可比行列式．

（2）设f：Ω⊂Rm
 →R，Df（x）也可记作df（x）．对特殊函数f（x）＝xi
 （i＝1，…，m），df（x）简记为dxi
 ，称为基线性函数．于是对任意函数f：Ω⊂Rm
 →R，它的微分可表示成基线性函数的线性组合：

[image: alt]


（3）设f：Ω⊂Rm
 →Rn
 ，f（x）＝（f1
 （x），…，f（x）），则f在x点可微的充要条件是：fj
 （x）（j＝1，…，n）在x点可微，且Dfj
 （x）为矩阵Df（x）第j行元素组成的行矩阵．

如果f在x点可微，则所有偏导数[image: alt]
 在x点存在，且

[image: alt]


反之，如果[image: alt]
 在x点连续，则f在x点可微．

3．方向导数

设f：Ω⊂Rm
 →Rn
 ，l＝（cosθ1
 ，…，cosθm
 ）是Rm
 中的一个单位向量，称[image: alt]
 （假设极限存在）为f在x点沿方向l的方向导数，记作[image: alt]


若f在x点可微，则

[image: alt]


且[image: alt]


4．复合函数求偏导数

设g：Ω⊂Rm
 →[image: alt]
 ⊂Rn
 ，x＝g（t），f：[image: alt]
 →Rp
 ，y＝f（x），且g，f分别在开集Ω，[image: alt]
 上可微．则复合函数f°g：Ω→Rp
 在Ω上可微，且

D（f°g）（t）＝Df［g（t）］Dg（t）．

若f：Ω→R，则有偏导数公式：

[image: alt]


一阶微分形式的不变性：

[image: alt]


5．求二阶偏导数值与求偏导次序无关定理

设f：Ω⊂Rm
 →R，若[image: alt]
 与[image: alt]
 在x点连续，则[image: alt]
 若f的所有n阶偏导数皆在Ω上连续，则n阶偏导数的值与求偏导的次序无关．这时记f∈Cn
 （Ω，R）．

6．多元函数的泰勒公式

设Ω⊂Rm
 为凸区域，f∈Cn
 （Ω，R），则∀x0
 ，x∈Ω，有

[image: alt]


其中[image: alt]
 或

[image: alt]


称矩阵

[image: alt]


为f在x点的海色矩阵．n＝2时的泰勒公式可写成

[image: alt]


典型例题分析

例1　设[image: alt]
 求它在（1，0）点的偏导数．

解法1　因f（x，0）＝x2
 ，所以[image: alt]
 同样因f（1，y）＝ey
 ，所以[image: alt]


解法2　因[image: alt]
 所以[image: alt]
 同样因[image: alt]
 得[image: alt]


可见求具体点的偏导数值时，第一种解法较好．

例2　设Ω⊂R2
 为区域．在Ω内[image: alt]
 求证：f（x，y）在Ω内为常数．

证　设U是属于Ω且以（a，b）为心的圆．对U内任意一点（x，y），由一元函数的微分中值定理得

[image: alt]


即

∀（x，y）∈U，f（x，y）≡f（a，b）．

上面只证明了在属于Ω的每一圆上函数为常数．为了证在Ω上函数是常数，我们任取一点（x′，y′）∈Ω，由于Ω为区域，总存在属于Ω的连续曲线Г，连接点（a，b）与（x′，y′）．对Г上每一点M（x，y），ρ（M，∂Ω）＝ρM
 ＞0，以M为心，以ρM
 为半径作圆U（M；ρM
 ）．则集合｛U（M；ρM
 ）｜M∈Г｝为Г的一个开覆盖．根据有限覆盖定理，存在有限个圆U（Mi
 ；ρMi

 ）（i＝1，…，N）将Г盖住，无妨设

U（Mi
 ；ρMi

 ）∩U（Mi＋1
 ；ρMi＋1

 ）≠∅　（i＝1，…，N－1）．

既然在每个圆上函数为常数，且在两圆相交部分函数值应相等，故在Г上函数为常数，特别有f（x′，y′）＝f（a，b）．由（x′，y′）的任意性，所以函数在Ω上为常数．

评注　证明中通过“加一项，减一项”的方法，把多元函数化为一元函数，这是处理多元函数一种常用的方法．利用覆盖定理，把命题在局部成立推广到整体成立，这也是一种常用的手法．

例3　设

[image: alt]


求证：

（1）[image: alt]
 存在；

（2）[image: alt]
 与[image: alt]
 在（0，0）点不连续；

（3）f（x，y）在（0，0）点可微．

证　（1）因f（x，0）≡0，所以[image: alt]
 同样因f（0，y）≡0，得[image: alt]


（2）容易求出

[image: alt]


令y＝x，

[image: alt]


故[image: alt]
 在（0，0）点不连续．同理可知

[image: alt]


在（0，0）点不连续．

（3）由于[image: alt]
 是有界变量，当x2
 ＋y2
 →0时，x是无穷小量，所以

[image: alt]


按微分定义，函数f在（0，0）点可微，且df（0，0）＝（0，0）或df（0，0）＝0·dx＋0·dy．可见偏导数连续是可微的充分条件，不是必要条件．

例4　设[image: alt]
 求[image: alt]


解　我们不引入中间变量s＝x和t＝x/y，用[image: alt]
 表示对函数f第i个中间变量求偏导数，这样我们有

[image: alt]


例5　设u＝u（x，y）在x2
 ＋y2
 ＞0上可微，令x＝rcosθ，y＝rsinθ．在（x，y）点作单位向量er
 ，eθ
 ．向量er
 表示θ固定沿r增加的方向，eθ
 表示r固定沿θ增加的方向．证明：

[image: alt]


证　因

er
 ＝（cosθ，sinθ），

eθ
 ＝（cos（θ＋π/2），sin（θ＋π/2））＝（－sinθ，cosθ），

所以

[image: alt]


而由复合函数求偏导数得

[image: alt]


故

[image: alt]


例6　设n为整数，若∀t＞0，f（tx，ty）＝tn
 f（x，y），则称f是n次齐次函数．证明：f（x，y）是零次齐次函数的充要条件是

[image: alt]


证法1　必要性　由条件得

[image: alt]


上述恒等式对t求导，得

[image: alt]


令t＝1，即得

[image: alt]


（记号[image: alt]
 理解成函数f（x，y）对x求偏导数，然后变量用tx，ty代入．）

充分性　令x＝rcosθ，y＝rsinθ．由例5知

[image: alt]


上式说明f在极坐标系里只是θ＝arctan（y/x）的函数，这等价于f只是y/x的函数，不妨记f（x，y）＝φ（y/x）．显然φ是零次齐次函数．

证法2　令ξ＝x，η＝y/x．变换把f（x，y）变为F（ξ，η），即f（ξ，ξη）＝F（ξ，η）．由复合函数求偏导数得

[image: alt]


再由条件

[image: alt]


得出[image: alt]
 这意味着F只是η的函数，即

f（ξ，ξη）＝F（η）　或　　f（x，y）＝F（y/x）．

证法3　上面复合函数求偏导数时，是把x，y作为自变量，也可以把ξ，η作为自变量．因x＝ξ，y＝ξη，所以

[image: alt]


同样得到F只是η的函数．

例7　求函数[image: alt]
 的二阶偏导数．

解　先求一阶偏导数：

[image: alt]


再求二阶偏导数：

[image: alt]


评注　对一阶偏导数再求一次偏导数时，必须注意每项都要微到，每项中每个因子都要微到，每个因子中每个变量都要微到．如求[image: alt]
 时丢了[image: alt]
 这一项，说明对因子[image: alt]
 没有微到．如丢了[image: alt]
 项，说明[image: alt]
 中对第二个变量没有微到．

例8设[image: alt]
 若u满足调和方程

[image: alt]


试求出函数u．

解　因

[image: alt]


所以

[image: alt]


同理可得

[image: alt]


由条件得

[image: alt]


或r2
 f″（r）＋2rf′（r）＝0，

于是有［r2
 f′（r）］′＝0，推得[image: alt]
 解出[image: alt]
 其中C，C1
 为任意常数．

例9　求出函数[image: alt]
 在（1，1）点邻域带皮亚诺余项的泰勒公式．

解　利用一元函数的泰勒公式，我们有

[image: alt]


[image: alt]


其中[image: alt]


评注　求具体函数的泰勒公式时，多数可化为一元函数泰勒公式来处理．

例10　设f，g：Rm
 →Rn
 是可微函数．试用复合函数求导法则来证明向量内积的求导公式：

D（f（x）·g（x））＝fT
 （x）Dg（x）＋gT
 （x）Df（x）．

证　令F：R2n
 →R，

[image: alt]


令

G：Rm
 →R2n
 ，

u＝G（x）＝（f1
 （x），…，fn
 （x），g1
 （x），…，gn
 （x）），

则

（F°G）（x）＝f（x）·g（x）．

因F的2n个偏导数连续，所以F可微．又因G的每个分量可微，所以G也可微．这样由复合函数求导法则，得

D（f（x）·g（x））＝D（F°G）（x）＝DF（u）DG（x）

[image: alt]


利用矩阵分块相乘得

D（f（x）·g（x））＝（un＋1
 ，…，u2n
 ）Df（x）＋（u1
 ，…，un
 ）Dg（x）

＝gT
 （x）Df（x）＋fT
 （x）Dg（x）．

评注　对多元函数来说，求导法则只需复合函数求导一条法则，其余求导法则皆可由它推出．

例11　设Ω⊂Rm
 是凸域，f（x）∈C2
 （Ω，R），且满足

f（x）≥f（x0
 ）＋Df（x0
 ）（x－x0
 ）（∀x，x0
 ∈Ω），

证明：f（x）的海色矩阵Hf
 （x）是半正定的．

证　∀x0
 ∈Ω，x∈Rm
 为任一向量，当t充分小时，点x0
 ＋t（x－x0
 ）∈Ω．由泰勒公式得：

f［x0
 ＋t（x－x0
 ）］＝f（x0
 ）＋Df（x0
 ）t（x－x0
 ）

[image: alt]


根据条件

f［x0
 ＋t（x－x0
 ）］≥f（x0
 ）＋Df（x0
 ）t（x－x0
 ），

故有

[image: alt]


上式消去t2
 ，并令t→0，即得

（x－x0
 ）T
 Hf
 （x0
 ）（x－x0
 ）≥0．

这表明矩阵Hf
 （x0
 ）是半正定的．由于x0
 任意性，所以海色矩阵在Ω上是半正定的．

评注　由本题，通过循环证明可以看出下列三个命题是等价的；函数在凸域上为凹函数；函数表示的曲面位于切平面之上；函数的海色矩阵是半正定的．

练习题5.2

5.2.1　求下列函数的偏导数：

[image: alt]


5.2.2　设f（x，y）在圆Ω上的偏导数[image: alt]
 存在且有界．证明：f（x，y）在Ω上一致连续．若Ω是任意区域，问结论是否成立．考查例子

f（x，y）＝arctan（y/x），

Ω用极坐标表示为1＜r＜2，0＜θ＜2π．

5.2.3　设

[image: alt]


证明：

（1）f（x，y）在（0，0）点连续；

（2）[image: alt]
 存在；

（3）f′x
 （x，y），f′y
 （x，y）在（0，0）点不连续；

（4）f（x，y）在（0，0）点不可微．

5.2.4　设

[image: alt]


证明：f（x，y）在平面上可微．

5.2.5　求下列复合函数的偏导数：

[image: alt]


5.2.6　设[image: alt]
 其中f可微．证明u满足方程：

[image: alt]


5.2.7　证明：f（x，y，z）为n次齐次函数的充要条件是

[image: alt]


5.2.8　作自变量变换：[image: alt]
 它把函数f（x，y，z）变为F（u，υ，w）．证明：

[image: alt]


5.2.9　令ξ＝2xy，η＝x2
 －y2
 ，解下列方程（解可含任意函数）：

（1）[image: alt]
 　　（2）[image: alt]


5.2.10　令ξ＝x，η＝y－x，ξ＝z－x，求方程[image: alt]
 的解．

5.2.11　设u（x，y），υ（x，y）为连续可微函数，且满足方程组

[image: alt]


作自变量变换：x＝rcosθ，y＝rsinθ，证方程组变为

[image: alt]


5.2.12　再对上题所得方程组作变换：[image: alt]
 证明方程组变为

[image: alt]


5.2.13　设f（x，y）＝x2
 －xy＋y2
 ，（x0
 ，y0
 ）＝（1，1）．

（1）若方向l与基e1
 ，e2
 的夹角为π/3和π/6，求方向导数[image: alt]


（2）求在怎样的方向上方向导数[image: alt]
 有最大值、最小值、等于零．

5.2.14　设u＝f（x，y，z），令

x＝rsinφcosθ，y＝rsinφsinθ，z＝rcosφ．

在（x，y，z）点作三个互相正交的向量er
 ，eφ
 ，eθ
 ．向量er
 表示φ，θ固定沿着r增加的方向，其余两个作类似理解．证明：

[image: alt]


5.2.15　设在第一卦限上连续可微函数u（x，y），υ（x，y）满足方程组

[image: alt]


且u只是[image: alt]
 的函数，试求出u（x，y）和υ（x，y）．

5.2.16　设f（x）定义在凸区域Ω⊂Rm
 上，对∀x1
 ，x2
 ∈Ω，t∈［0，1］，满足

f［tx1
 ＋（1－t）x2
 ］≤tf（x1
 ）＋（1－t）f（x2
 ），

则称f为凹函数．若f（x）是凸域Ω上的可微凹函数，证明：

（1）[image: alt]


（2）f（x）≥f（x0
 ）＋Df（x0
 ）（x－x0
 ）．

5.2.17　求下列函数的二阶偏导数：

（1）[image: alt]


（2）u＝（xy）z
 ．

5.2.18　对下列函数求指定阶的偏导数：

（1）u＝x4
 ＋y4
 －2x2
 y2
 ，求所有三阶偏导数；

（2）[image: alt]


（3）u＝exyz
 ，求[image: alt]


（4）[image: alt]
 求[image: alt]


5.2.19　求高阶导数：

（1）u＝（x－a）p
 （y－b）q
 ，求[image: alt]


（2）[image: alt]
 求[image: alt]


（3）u＝ln（ax＋by），求[image: alt]


（4）u＝xyzex＋y＋z
 ，求[image: alt]


5.2.20　求下列函数的二阶偏导数：

（1）u＝f（x＋y，xy）；

（2）u＝f（x＋y＋z，x2
 ＋y2
 ＋z2
 ）；

（3）[image: alt]


（4）u＝f（x2
 ＋y2
 ＋z2
 ）．

5.2.21　验证下列函数满足调和方程

[image: alt]


（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


5.2.22　证明：函数[image: alt]
 （a，b为实数）当t＞0时满足方程

[image: alt]


5.2.23　设x＝f（u，υ），y＝g（u，υ）满足方程

[image: alt]


又设w＝w（x，y）满足方程[image: alt]
 证明：

（1）函数w＝w［f（u，υ），g（u，υ）］满足方程：[image: alt]


（2）[image: alt]


5.2.24　作变量替换ξ＝x＋t，η＝x－t，求解方程[image: alt]
 并验证之．

5.2.25　求下列函数在（0，0）点邻域展开为带皮亚诺余项的四阶泰勒公式：

[image: alt]


5.2.26　设函数f（x，y）满足[image: alt]
 试求出函数f（x，y）．

5.2.27　设Ω为含原点的凸域，u＝f（x，y）在Ω上可微，且满足

[image: alt]


求证：f（x，y）在Ω上恒为常数．若Ω不含原点，问f（x，y）是否为常数．考查例子[image: alt]


5.2.28　求下列函数f（x）（x∈Rm
 ）的微分：

（1）f（x）＝（Ax－b）·（Ax－b），其中A为n×m矩阵，b∈Rn
 ；

（2）[image: alt]


5.2.29　设f：Rm
 →Rl
 ，g：Rm
 →Rn
 是可微函数．试用复合函数求导公式，证明公式

Df（x）g（x）＝f（x）Dg（x）＋g（x）Df（x）．

5.2.30　设[image: alt]
 x∈Rm
 ．

（1）求Df（x）；

（2）取方向[image: alt]
 求方向导数[image: alt]


（3）取方向l满足l·x＝0，求方向导数[image: alt]


（4）求导数的范数‖Df（x）‖．

5.2.31　求下列变换的雅可比行列式：

（1）x1
 ＝rcosθ，x2
 ＝rsinθ，求[image: alt]


（2）x1
 ＝rcosθ1
 ，x2
 ＝rsinθ1
 cosθ2
 ，x3
 ＝rsinθ1
 sinθ2
 ，求[image: alt]


（3）[image: alt]


试用数学归纳法求[image: alt]


5.2.32　设Ω为Rm
 中凸区域，f（x）∈C2
 （Ω，R）．若f的海色矩阵Hf
 （x）是半正定的．证明：f（x）是Ω上的凹函数．

§3　反函数与隐函数

内容提要

1．微分中值不等式

设Ω⊂Rm
 为凸集，f（x）∈C1
 （Ω，Rn
 ），则∀a，b∈Ω，∃ξ∈Ω，使得

｜f（b）－f（a）｜≤‖Df（ξ）‖｜b－a｜．

2．反函数存在定理

设Ω⊂Rm
 是开集，f（x）∈C1
 （Ω，Rm
 ），a∈Ω，detDf（a）≠0，则存在一开球U＝U（a；δ）⊂Ω，使得f（x）在U上是单叶的．V＝f（U）是开集，

f－1
 （y）∈C1
 （V，Rm
 ），

且

[image: alt]


因此有

[image: alt]


由定理知：∀x∈Ω，若detDf（x）≠0，则f（Ω）是开集．

3．隐函数存在定理

设Ω⊂Rm
 ×Rn
 是一开集，x∈Rm
 ，y∈Rn
 ，F（x，y）满足：F（x，y）∈C1
 （Ω，Rn
 ）；点（x0
 ，y0
 ）∈Ω，F（x0
 ，y0
 ）＝0；

[image: alt]


则在Rm
 中存在x0
 的一个邻域U（x0
 ），及惟一的函数y＝φ（x），满足

φ（x）∈C1
 （U（x0
 ），Rn
 ），

使得x∈U（x0
 ）时，（x，φ（x））∈Ω，且

F（x，φ（x））＝0，φ（x0
 ）＝y0
 ，

Dx
 F（x，y）＋Dy
 F（x，y）Dφ（x）＝0．

4．函数相关性

设Ω⊂Rm
 为开集，F（x）∈C1
 （Ω，Rn
 ），DF（x）在Ω上的秩恒为l≥1．若l＜n，则对任意a∈Ω，∃邻域U（a），F（x）的n个分量在U（a）上函数相关；若l＝n，则F（x）的n个分量在Ω上彼此独立．

典型例题分析

例1　设x＝x（y，z），y＝y（z，x），z＝z（x，y）为由方程F（x，y，z）＝0所确定的隐函数．证明：

[image: alt]


证　由隐函数定理知

[image: alt]


所以得

[image: alt]


评注　多元偏导数记号与一元微分记号不同，它不能理解成两个量之比．

例2　求由方程f（x－y，y－z，z－x）＝0所确定的函数z＝z（x，y）的微分．

解　由一阶微分的形式的不变性，对方程求微分得

[image: alt]


解出

[image: alt]


评注　若题需要求一阶偏导数时，我们可以利用一阶微分的形式的不变性，先求出微分，从而求出所有一阶偏导数．

例3　变换x＋y＝u，y＝uυ把区域｛（u，υ）｜u＞0，υ＞0｝变为区域｛（x，y）｜x＋y＞0，y＞0｝．试求雅可比行列式

[image: alt]


解法1　把x，y写成u，υ的函数：x＝u（1－υ），y＝uυ，所以

[image: alt]


逆变换的雅可比行列式为

[image: alt]


解法2　若变换不易解出x，y或u，υ时，我们只能用隐函数求偏导数方法来求雅可比行列式，一般来说所得行列式可以含有变量x，y，u，υ．方程组先对u求偏导数，得

[image: alt]
 解出　[image: alt]


再对υ求偏导数，得

[image: alt]
 解出　[image: alt]


所以

[image: alt]


例4　证明：由方程y＝xφ（z）＋ψ（z）所确定的函数z＝z（x，y）满足方程

[image: alt]


解法1　先对方程求一阶偏导数，得

[image: alt]


再对上式求偏导数，有

[image: alt]


由[image: alt]
 推出[image: alt]


上式消去xφ′＋ψ′≠0，即得所求方程．

解法2　对y＝xφ（z）＋ψ（z）微分两次得

[image: alt]


令[image: alt]
 则

[image: alt]


由（3.4）式得出d2
 z（h）＝0．

另一方面，

[image: alt]


由它在h的值为零，即得

[image: alt]


解法3　方程y＝xφ（z）＋ψ（z）和由它所确定的函数z＝z（x，y）表示的是同一个曲面，所以z＝c与曲面z＝z（x，y）的交线为一直线，故[image: alt]
 这样由c＝z（x，y）出发对x求二次导数得

[image: alt]
 　解出　[image: alt]


[image: alt]


将[image: alt]
 代入上式，并注意[image: alt]
 即得

[image: alt]


例5　取y为因变量，解方程

[image: alt]


解　由上题启发，z＝z（x，y）中把x，z看成自变量，对x求偏导数，得

[image: alt]
 　解出　[image: alt]


再对x求偏导，得

[image: alt]


将[image: alt]
 代入上式，有

[image: alt]


利用条件得出[image: alt]
 y可取为因变量隐含条件[image: alt]
 所以[image: alt]
 ＝0，由此解出y＝xφ（z）＋ψ（z）．

例6　设函数u＝u（x，y）由方程

u＝f（x，y，z，t），g（y，z，t）＝0，h（z，t）＝0

定义，求[image: alt]


解　函数u＝u（x，y）可按如下步骤得出：先由后两个方程把t，z解为y的函数，再代入前式而得u＝u（x，y）．这样求导过程如下：

[image: alt]


再由后两式求[image: alt]
 因

[image: alt]


解出

[image: alt]


把结果代入（3.5）式，即得

[image: alt]


评注　（1）若函数u＝f（x，y，z，t）记作u＝u（x，y，z，t），则（3.5）式中[image: alt]
 相应地记为[image: alt]
 这时等式两边都有[image: alt]
 左边的[image: alt]
 表示把z，t看成y的函数时求出的偏导数，右边的[image: alt]
 表示把z，t看成自变量时求出的偏导数．当然我们不希望引起记号的混淆，故将函数与因变量采用不同记号来表示．

（2）求导前先要分析函数关系，明确谁是因变量，谁是中间变量，谁是自变量．这题也可看成由方程组

[image: alt]


解出u，z，t是x，y的函数．现在z，t不是看成中间变量，而是看成因变量．由隐函数求导得

[image: alt]


把[image: alt]
 当作未知数，即可求出[image: alt]


练习题5.3

5.3.1　求由下列方程所定义的函数y的一阶、二阶导数：

（1）[image: alt]


（2）xy＋2y
 ＝0．

5.3.2　对下列方程所确定的z＝z（x，y），求一阶偏导数：

（1）xn
 ＋yn
 ＋zn
 ＝an
 ；

（2）x＋y＋z＝ex＋y＋z
 ．

5.3.3　对下列方程所确定的z＝z（x，y），求二阶偏导数：

（1）xy＋yz＋zx＝1；

（2）[image: alt]


5.3.4　求由下列方程所确定的z＝z（x，y）的微分：

（1）f（xy，z－y）＝0；

（2）f（x，x＋y，x＋y＋z）＝0．

5.3.5　设z＝z（x，y）由方程[image: alt]
 所确定，证明：

[image: alt]


5.3.6　设z＝z（x，y）由方程[image: alt]
 所确定，证明：

[image: alt]


5.3.7　设u＝u（x，y，z）由方程F（u2
 －x2
 ，u2
 －y2
 ，u2
 －z2
 ）＝0所确定，证明：

[image: alt]


5.3.8　设u＝u（x，y，z）由方程[image: alt]
 所确定，证明：

[image: alt]


5.3.9　求函数z＝f（x＋y，z＋y）的二阶偏导数．

5.3.10　证明：由方程组

[image: alt]


所确定的函数z＝z（x，y）满足方程

[image: alt]


5.3.11　若z＝z（x，y）满足方程[image: alt]
 证明：若把z＝z（x，y）中的y看成x，z的函数，则它满足同样形状的方程：

[image: alt]


5.3.12　设u＝ex
 cosy，V＝ex
 siny．求证：

（1）当（x，y）∈R2
 时，[image: alt]
 但变换不是一一的；

（2）记Ω＝｛（x，y）｜0＜y＜2π，－∞＜x＜＋∞｝，这时变换在Ω上是一一的，并求出逆变换．

5.3.13　求下列变换的雅可比行列式[image: alt]


（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


5.3.14　由下列方程组求[image: alt]


（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


5.3.15　求由方程组x＝ucosV，y＝usinV，z＝V所确定的函数z＝z（x，y）的一阶、二阶偏导数．

5.3.16　设u＝f（x－ut，y－ut，z－ut），g（x，y，z）＝0．求[image: alt]
 并问这时t是自变量还是因变量？

5.3.17　设z＝z（x，y）满足方程组f（x，y，z，t）＝0，g（x，y，z，t）＝0，求dz．

5.3.18　设Ω⊂Rm
 是凸区域，f（x）∈C1
 （Ω，Rm
 ），Df（x）在Ω上是正定矩阵．求证：f（x）是Ω上的单叶函数．

5.3.19　设x∈Rm
 ，f（x）∈C2
 （U（x0
 ），R），Df（x0
 ）＝0，detHf
 （x0
 ）≠0．求证：∃δ＞0，当x∈U（x0
 ；δ）\｛x0
 ｝时，Df（x）≠0．

5.3.20　假设f（x）∈C1
 （Rm
 ，Rm
 ），并且在Rm
 上detDf（x）≠0．又当｜x｜→＋∞时，｜f（x）｜→＋∞．证明：f（Rm
 ）＝Rm
 ．

§4　切空间与极值

内容提要

1．参数方程给出的曲面的切空间

设S⊂Rm
 为k维曲面（k＜m）．x0
 ∈S，在x0
 邻域内曲面S可用参数方程x＝x（t）表示，x0
 ＝x（t0
 ），且函数x＝x（t）是邻域U（t0
 ）到U（x0
 ）∩S的一一映射，在U（t0
 ）上x（t）连续可微．微分Dx（t）的秩为k，则S在x0
 点的切空间为

x－x0
 ＝Dx（t0
 ）t　（t∈Rk
 ）．

如给定三维空间中的曲线x＝x（t），y＝y（t），z＝z（t）（t为实数），则曲线在（x0
 ，y0
 ，z0
 ）点的切线方程为

x－x0
 ＝x′（t0
 ）t，y－y0
 ＝y′（t0
 ）t，z－z0
 ＝z′（t0
 ）t　（t∈R），

或消去t，得切线方程为

[image: alt]


向量T＝（x′（t0
 ），y′（t0
 ），z′（t0
 ））为曲线在（x0
 ，y0
 ，z0
 ）点的切向量．

又如给定空间曲面x＝x（u，V），y＝y（u，V），z＝z（u，V），记函数在M（u0
 ，V0
 ）点的值x0
 ，y0
 ，z0
 ，则曲面在（x0
 ，y0
 ，z0
 ）点的切平面方程为

[image: alt]


或消去u，V得切平面方程为

[image: alt]


向量[image: alt]
 为曲面在（x0
 ，y0
 ，z0
 ）点的法向量．

2．隐函数方程给出的曲面的切空间

设S⊂Rm
 为一k维曲面（k＜m），S由方程f（x）＝0给出．函数f（x）满足：存在开区域Ω⊃S，f（x）∈C1
 （Ω，Rm－k
 ），且Df（x）在S上的秩为m－k．则S在x0
 ∈S点的切空间为

Df（x0
 ）（x－x0
 ）＝0．

如给定平面曲线f（x，y）＝0，记号（　）M
 表示在M（x0
 ，y0
 ）点取值．则曲线在M点的切线方程为

[image: alt]


向量[image: alt]
 为曲线在M点的法向量．

又如给定空间曲面f（x，y，z）＝0，它在M点的切平面方程为

[image: alt]


向量[image: alt]
 为曲面在M点的法向量．

再如给定空间曲线

f1
 （x，y，z）＝0，　f2
 （x，y，z）＝0，

它在M点的切线方程为

[image: alt]


或改写成

[image: alt]


向量[image: alt]
 为曲线在M点的切向量．

3．通常极值

设Ω⊂Rm
 ，f（x）∈C2
 （Ω，R），a是Ω的内点．若f（x）在a点取极值，则

Df（a）＝0．

又设detHf
 （a）≠0．若Hf
 （a）是正定矩阵，或主子行列式Δn
 ＞0（n＝1，…，m）时，f（a）为极小值；若Hf
 （a）是负定矩阵，或主子行列式Δn
 满足（－1）n
 Δn
 ＞0（n＝1，…，m）时，f（a）为极大值；若Hf
 （a）既非正定也非负定，或主子行列式不满足上述两种情形，f（a）无极值．

4．最小二乘法

设矩阵An×m
 的秩为m（m＜n），则函数

f（x）＝（Ax－b）·（Ax－b）　（b∈Rn
 ，x∈Rm
 ）

的最小值为：x＝（AT
 A）-1
 AT
 b．

5．条件极值

设Ω⊂Rm
 ，f（x）∈C1
 （Ω，R），g（x）∈C1
 （Ω，Rn
 ）（n＜m）．若x0
 是函数f（x）在条件g（x）＝0下的极值点，矩阵Dg（x0
 ）的秩为n，则∃λ0
 ∈Rn
 ，使点（x0
 ，λ0
 ）为函数

Φ（x，λ）＝f（x）＋λT
 ·g（x）

的临界点，即

[image: alt]


λ称为拉格朗日乘子．当Df（x0
 ）≠0时，条件的几何意义为：等位面f（x）＝f（x0
 ）在x0
 点的法向量位于约束曲面g（x）＝0（m－n维）在x0
 点的法空间内．

由通常极值的充分条件易得条件极值的充分条件．若函数Φ（x，λ0
 ）在x0
 的海色矩阵是正定的，则x0
 为条件极小值点；若x0
 的海色矩阵是负定的，则x0
 为条件极大值点．

典型例题分析

例1　求曲线x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝6，x＋y＋z＝0在（1，－2，1）点的切线方程．

解　切向量

[image: alt]


所以切线方程为

[image: alt]


或x＋z＝2，y＋2＝0．

例2　求椭球面[image: alt]
 在M（x0
 ，y0
 ，z0
 ）点的切平面方程．

解　法向量[image: alt]
 所以切平面方程为

[image: alt]


化简得

[image: alt]


例3　给定曲面[image: alt]
 （a，b，c为常数），或由它确定的曲面z＝z（x，y）．证明：

（1）曲面的切平面通过一个定点；

（2）函数z＝z（x，y）满足方程[image: alt]


证（1）因

[image: alt]


及[image: alt]
 与[image: alt]
 不能同时为零，得出

[image: alt]


化简得[image: alt]


把它与过（a，b，c）点的切平面方程比较，即知曲面z＝z（x，y）的切平面过定点（a，b，c）．

（2）对上式再求偏导数，得

[image: alt]


化简得[image: alt]


当（x－a）（y－b）≠0时，即可看出[image: alt]
 成立．由函数连续可微性，知上式对x＝a或y＝b时也成立．

例4　给定[image: alt]


（1）求f（x，y）的极值；

（2）证明：沿（0，0）点的每条直线，（0，0）点都是定义在该直线上的函数f（x，y）的极小值点．

解　（1）由

[image: alt]


解出[image: alt]


又由

[image: alt]


得

[image: alt]


[image: alt]


所以（－2，8）为函数的极小值点，极小值为

[image: alt]


对临界点（0，0），函数的海色矩阵不满足极值的充分条件．但令x＝0，f（0，y）＝y2
 ，这说明原点邻域中y轴上的函数值比原点值大．又令[image: alt]
 这说明原点邻域中抛物线y＝x2
 上函数值比原点值小，所以原点无极值．

（2）考虑直线y＝kx，

[image: alt]


k≠0时，可以看出只要x充分小有f（x，kx）≥0．k＝0时，

[image: alt]


只要x充分小同样有f（x，0）≥0．这说明限于直线y＝kx上考虑时，函数在（0，0）点有极小值．

例5　求证：锐角三角形内一点到三顶点连线成等角时，该点到三顶点距离之和为最小．

证　设三角形的三顶点为O（0，0），A（a，0），B（b，c）．则三角形内一点M（x，y）到三顶点距离之和为

[image: alt]


设向量[image: alt]
 与x轴的夹角分别为θ1
 ，θ2
 ，θ3
 （见图5.4），则

[image: alt]


图　5.4

[image: alt]


[image: alt]


由（4.1）与（4.2）式，得

[image: alt]


再由（4.3）式2
 ＋（4.4）式2
 解出cos（θ2
 －θ1
 ）＝－1/2，故θ2
 －θ1
 ＝2π/3或4π/3．同理θ3
 －θ2
 ＝2π/3或4π/3．结合实际意义可见θ2
 －θ1
 ＝θ3
 －θ2
 ＝2π/3时，函数f（x，y）取到最小值．

要说明函数f（x，y）在三角形内部确有最小值，我们可以这样来看．先限制在三条边上考查，显然函数在三个垂足之一取到最小值．然后让动点从该垂足处垂直地向三角形内部移动距离ε，则一条连线缩短的距离为ε，另两条连线伸长的距离为ε2
 数量级，故函数f（x，y）在三角形内部有最小值．

例6　求由方程2x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＋2xy－2x－2y－4z＋4＝0所确定的函数z＝z（x，y）的极值．

解法1　由隐函数求导，得

[image: alt]


令[image: alt]
 得方程组

[image: alt]


由此求出临界点x＝0，y＝1．再代入原方程，求出两个隐函数的值为

z1
 ＝z1
 （0，1）＝1，　z2
 ＝z2
 （0，1）＝3．

求二阶偏导数，由（4.5）和（4.6）式，得

[image: alt]


用x＝0，y＝1，z1
 ＝1代入上式，得

[image: alt]


A1
 C1
 －[image: alt]
 ＝1＞0，所以隐函数z1
 （x，y）在（0，1）点有极小值1．用x＝0，y＝1，z2
 ＝3代入（4.7）式～（4.9）式，得A2
 ＝－2＜0，B2
 ＝－1，C2
 ＝－1，A2
 C2
 －[image: alt]
 ＝1＞0．所以隐函数z2
 （x，y）在（0，1）点有极大值3．

解法2　取目标函数f（x，y，z）＝z，约束条件为原方程．令

Φ（x，y，z，λ）＝z＋λ（2x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＋2xy－2x－2y－4z＋4）．

求导得

[image: alt]


容易看出λ≠0，所以由（4.10）和（4.11）式解出x＝0，y＝1．再由（4.13）式解出z1
 ＝1，z2
 ＝3，经（4.12）式解出

λ1
 ＝1/2，　λ2
 ＝－1/2．

Φ（x，y，z，1/2）在（0，1，1）点的海色矩阵为

[image: alt]


它的主对角线行列式

Δ1
 ＝2＞0，　Δ2
 ＝1＞0，　Δ3
 ＝1＞0．

所以隐函数z1
 （x，y）在（0，1）点有极小值1．Φ（x，y，z，－1/2）在（0，1，3）点的海色矩阵为

[image: alt]


它的主对角线行列式Δ1
 ＝－2＜0，Δ2
 ＝1＞0，Δ3
 ＝－1＜0．所以隐函数z2
 （x，y）在（0，1）点有极大值3．

例7　求椭圆5x2
 ＋4xy＋2y2
 ＝1的长半轴a和短半轴b．

解　问题可转化为求函数f（x，y）＝x2
 ＋y2
 在条件5x2
 ＋4xy＋2y2
 ＝1下的极值．令

Φ（x，y）＝x2
 ＋y2
 －λ（5x2
 ＋4xy＋2y2
 －1），

则

[image: alt]


化简得

[image: alt]


要上述方程组有非零解（因从实际意义看条件极值存在，即方程组一定有解），其系数行列式必须为零，即

[image: alt]


由此得1－7λ＋6λ2
 ＝0，解出λ1
 ＝1，λ2
 ＝1/6．设对应于λi
 ，方程组的解为（xi
 ，yi
 ）（i＝1，2），把它们代入方程组，且（4.14）式×xi
 ＋（4.15）式×yi
 ，得

[image: alt]


即得

[image: alt]


所以长半轴[image: alt]


例8　给定n阶行列式A＝｜aij
 ｜．

（1）求证：在行向量长有限条件下，即[image: alt]
 条件下，使A达到最大值的列向量两两正交；

（2）求证：

[image: alt]


证　（1）这是一个n×n个变量的条件极值问题．令

[image: alt]


记aij
 的代数余子式为Δij
 ，我们有

[image: alt]


Φ对每个变量aij
 求导，共得n×n个等式：

[image: alt]


由此可得[image: alt]


上式第一项即为行列式A中第i行元素换成第ι行元素的值，故有

[image: alt]


因A的最大值不会等于零（如取[image: alt]
 其余为零），由（4.17）式知λi
 ≠0（i＝1，…，n）．再由（4.16）式知[image: alt]
 即使A达到最大值的行向量两两正交．

（2）给定行列式A＝｜aij
 ｜后，令[image: alt]
 然后考虑行列式[image: alt]
 在条件[image: alt]
 下的极值问题．由（1）知，当行向量两两正交时，使[image: alt]
 达到最大值[image: alt]
 （为了节省符号起见，我们将达到最大值的元素[image: alt]
 与变量[image: alt]
 采用同一记号），故

[image: alt]


评注　结果表明：在Rn
 空间中，由n个长度一定的向量组成的平行2n面体的体积，只在当n个向量两两正交时组成的2n面长方体体积最大．

练习题5.4

5.4.1　求曲线z＝x2
 ＋y2
 ，2x2
 ＋2y2
 －z2
 ＝0在（1，1，2）点的切线方程．

5.4.2　在曲线y＝x2
 ，z＝x3
 上求一点，使该点的切线平行于平面

x＋2y＋z＝4．

5.4.3　求下列曲面在指定点的切平面和法线方程：

（1）x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝169，　　M（3，4，12）；

（2）z＝arctan（x/y），　　M（1，1，π/4）；

（3）3x2
 ＋2y2
 ＝2z＋1，　　M（1，1，2）；

（4）z＝y＋ln（x/z），　　M（1，1，1）．

5.4.4　求曲面x＝ucosυ，y＝usinυ，z＝υ在[image: alt]
 点的切平面方程．

5.4.5　求曲面x2
 ＋2y2
 ＋3z2
 ＝21的平行于平面x＋4y＋6z＝0的各切平面．

5.4.6　求曲面x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝x的切平面，使其垂直于平面

x－y－z＝2　和　x－y－z/2＝2．

5.4.7　试确定正数λ，使曲面xyz＝λ与椭球面[image: alt]
 的某点相切．

5.4.8　证明：曲面[image: alt]
 的切平面在坐标轴上割下的诸线段之和为常量．

5.4.9　证明：曲面F（x－az，y－bz）＝0的切平面与某一定直线平行，其中a，b为常数．

5.4.10　证明：曲面ax＋by＋cz＝Φ（x2
 ＋y2
 ＋z2
 ）在M（x0
 ，y0
 ，z0
 ）点的法向量与向量（x0
 ，y0
 ，z0
 ）及（a，b，c）共面．

5.4.11　求下列函数的极值：

（1）f（x，y）＝x2
 －xy＋y2
 －2x＋y；

（2）f（x，y）＝sinxsinysin（x＋y）（0≤x，y≤π）；

（3）f（x，y，z）＝（x＋y＋z）e-（x2
 ＋y2
 ＋z2
 ）
 ．

5.4.12　确立最小正数A和最大负数B，使不等式

[image: alt]


在第一象限内成立．

5.4.13　求函数[image: alt]
 的最小值．

5.4.14　作容积为V的闭口长方形容器，问长、宽、高成何比例时用料最省？

5.4.15　有一块铁片，宽b＝24cm，要把它的两边折起做成一个槽，使得容积最大，求每边的倾角α和折起的宽度x．

5.4.16　在椭球面[image: alt]
 内接长方体中，求体积为最大的那个长方体．

5.4.17　给定曲面z＝1－x2
 －z2
 ，求过第一象限中曲面的切平面，使它与第一象限坐标面所围的四面体体积最小．

5.4.18　设u（x，y）在x2
 ＋y2
 ≤1上连续，在x2
 ＋y2
 ＜1上满足

[image: alt]


且在x2
 ＋y2
 ＝1上u（x，y）＞0．证明：

（1）当x2
 ＋y2
 ≤1时，u（x，y）≥0；

（2）当x2
 ＋y2
 ≤1时，u（x，y）＞0．

5.4.19　设a＞0，c＞0，ac－b2
 ＞0，则方程ax2
 ＋2bxy＋cy2
 ＝1表示椭圆．试证该椭圆的面积为[image: alt]


5.4.20　（1）在x2
 ＋y2
 ＝1的条件下，求f（x，y）＝ax2
 ＋2bxy＋cy2
 的最大值与最小值；

（2）利用（1）证明：当a＞0，ac－b2
 ＞0时，二次型f（x，y）是正定的；当a＜0，ac－b2
 ＞0时，二次型f（x，y）是负定的．

5.4.21　求圆的内接n边形中面积最大者．

5.4.22　求圆的外切n边形中面积最小者．

5.4.23　证明：椭圆的内接三角形中，面积最大的三角形的顶点处的椭圆法线必与三角形的该顶点的对边垂直；由此求出面积最大的内接三角形．

5.4.24　给定椭球[image: alt]


（1）求第一象限中椭球的切平面，使它与坐标平面围成的四面体体积最小；

（2）证明体积最小的椭球外切八面体体积[image: alt]


5.4.25　设凸四边形各边长分别为a，b，c，d．求证：凸四边形对角和为π时面积最大．

5.4.26　长为a的铁丝切成两段，一段围成一个正方形，另一段围成一个圆．这两段的长各为多少时，由它们所围正方形面积和圆面积之和最大？

5.4.27　要制作一个中间是圆柱，两端为相同的正圆锥的空浮标，它的体积是一定的，要使所用材料最省，圆柱和圆锥的尺寸应成何比例？

5.4.28　求抛物线y＝x2
 和直线x－y＝1间的最短距离．

5.4.29　在Rm
 中给定超平面x·a－c＝0，x，a∈Rm
 ，c为实数．x0
 ∈Rm
 ，试求x0
 到超平面的距离．

§5　含参变量的定积分

内容提要

1．连续与可微性

定理1　设D＝［a，b］×［α，β］，f（x，y）∈Ci
 （D，R），φ（x），ψ（x）∈Ci
 （［a，b］，［α，β］）（i＝0，1），则

[image: alt]


且

[image: alt]


2．可积性

定理2　设D＝［a，b］×［α，β］，f（x，y）∈C（D，R），则

[image: alt]


典型例题分析

例1　设f（x）是周期为2π的连续函数，令

[image: alt]


试求F（x）的傅里叶系数．

解　由

[image: alt]


可看出F（x）也是周期为2π的连续函数．记F（x）的傅氏系数为An
 ，Bn
 ，f（x）的傅氏系数为an
 ，bn
 ，则

[image: alt]


同理可证[image: alt]


评注　在傅里叶级数习题中，我们用傅氏级数一致收敛定理，得出F（x）的傅氏级数一致收敛于F（x）．利用此题，我们又可得出F（x）的傅氏级数一致收敛的另一证明．

例2　利用[image: alt]
 试计算积分

[image: alt]


解　在矩形0≤x≤2π，0≤r≤r0
 （＜1）上，函数ln（1－2rcosx＋r2
 ）及其对r的偏导数在矩形上连续，故I（r）∈C［0，r0
 ］，及

[image: alt]


由r0
 的任意性，得出I（r）∈C［0，1）且上述积分在［0，1）上成立．当r＞0时，

[image: alt]


故

I（r）＝c　（0＜r＜1）．

由I（r）∈C［0，1），所以I（r）＝c（0≤r＜1），并令r＝0，定出任意常数c＝I（0）＝0，最后得I（r）＝0（0≤r＜1）．当r＞1时，

[image: alt]


评注　重积分部分讨论单层位势时，需要用到这个积分．

例3　设[image: alt]


求f′（x）与f（x）.

解　∀R＞0，考虑矩形｜x｜≤R，｜t｜≤R．函数[image: alt]
 及其对x的偏导数[image: alt]
 在矩形上连续，φ（x）＝0，ψ（x）＝x显然符合定理1中条件，于是有

[image: alt]


因f（0）＝0，所以

[image: alt]


练习题5.5

5.5.1　求下列极限：

[image: alt]


5.5.2　设f（x）连续，[image: alt]
 求F（n）
 （x）.

5.5.3　设f（x）∈C2
 （－∞，∞），F（x）∈C1
 （－∞，∞），

[image: alt]


求证：当－∞＜x＜∞，t≥0时，u（x，t），[image: alt]
 连续，且满足

[image: alt]
 u（x，0）＝f（x），[image: alt]


5.5.4　求F′（x）：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


5.5.5　设f（x）∈R［－π，π］，求函数

[image: alt]


的最小值．

5.5.6　设f（x）是周期为2π的连续函数．an
 ，bn
 为其傅氏系数，An
 ，Bn
 是卷积函数

[image: alt]


的傅氏系数．求证：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


5.5.7　设[image: alt]
 求证：F（x）≡2π.

5.5.8　计算积分[image: alt]


§6　含参变量的广义积分

内容提要

1．一致收敛概念

定义　设X⊂R，∀x∈X，广义积分

[image: alt]


收敛．又∀ε＞0，∃Δ，当A＞Δ时，∀x∈X，有

[image: alt]


则称积分[image: alt]
 在X上一致收敛．

2．一致收敛的收敛原理

柯西收敛原理　积分

[image: alt]


在X上一致收敛的充要条件是：∀ε＞0，∃Δ＞0，当A，A′＞Δ时，∀x∈X，有

[image: alt]


3．一致收敛判别法

魏尔斯特拉斯判别法　若x∈X，y≥a时，有｜f（x，y）｜≤F（y），且

[image: alt]


则积分[image: alt]
 在X上一致收敛．

狄利克雷判别法　若∃常数M＞0，∀x∈X，A≥a时，有

[image: alt]


又∀x∈X，g（x，y）是y的单调函数，且y→＋∞时，g（x，y）在X上一致趋于零，则积分

[image: alt]


在X上一致收敛．

阿贝尔判别法　若积分[image: alt]


在X上一致收敛；又∀x∈X，g（x，y）是y的单调函数，且在X×［a，＋∞）上有界，即｜g（x，y）｜≤M．则积分

[image: alt]


在X上一致收敛．

4．连续性与可积性

设D＝［a，b］×［a，＋∞），f（x，y）∈C（D，R），且积分[image: alt]
 在［a，b］上一致收敛，则

[image: alt]


[image: alt]


5．可微性

设D＝［a，b］×［a，＋∞），f（x，y）∈C1
 （D，R），积分

[image: alt]


在［a，b］上收敛，积分

[image: alt]


在［a，b］上一致收敛，则

[image: alt]


6．广义可积性

设f（x，y）在x≥a，y≥a上非负连续，积分

[image: alt]


则

[image: alt]


7．几个重要积分

[image: alt]


8．B函数与Γ函数

[image: alt]


[image: alt]


典型例题分析

例1　计算积分

[image: alt]


解法1　因

[image: alt]


所以

[image: alt]


由于函数e-tx
 在x≥0，a≤t≤b上连续，又｜e-tx
 ｜≤e-ax
 及

[image: alt]


由魏尔斯特拉斯判别法，积分[image: alt]
 在［a，b］上一致收敛，故

[image: alt]


解法2　引入参数t，

[image: alt]


函数[image: alt]
 及[image: alt]
 在x≥0，a≤t≤b上连续，积分[image: alt]
 收敛，积分

[image: alt]


在［a，b］上一致收敛，故

[image: alt]


解出I（t）＝－lnt＋C．令t＝b，定出任意常数C＝lnb，故[image: alt]


所求积分[image: alt]


解法3　令[image: alt]
 把含参变量的广义积分变为含参变量的定积分：

[image: alt]


因

[image: alt]


所以

[image: alt]


解法4　由广义积分定义与定积分第一中值定理得

[image: alt]


例2　计算下列积分：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


解　（1）令x1/4
 ＝t，有

[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）解法1　令x2
 ＝t，我们有

[image: alt]


解法2　因

[image: alt]


上式对a求导得

[image: alt]


再对a微一次得

[image: alt]


依次微下去，微到第n次得

[image: alt]


令a＝1，即得

[image: alt]


例3　令[image: alt]
 证明：

（1）积分在－∞＜t＜＋∞上一致收敛；

（2）f（t）∈C（－∞，＋∞）；

（3）[image: alt]


（4）f（t）在［0，π］上至少有一零点．

证　（1）因[image: alt]
 及[image: alt]
 所以积分在－∞＜t＜＋∞上一致收敛．

（2）因[image: alt]
 在x≥1，｜t｜≤R上连续，由连续性定理知，f（t）在｜t｜≤R上连续，再由R的任意性，有f（t）∈C（－∞，＋∞）．

（3）由积分一致收敛性，∀ε＞0，∃A，∀t，有

[image: alt]


再由黎曼引理
①

 知

[image: alt]


所以∃T＞0，当｜t｜＞T时，有

[image: alt]


结合（6.1）与（6.2）式得到当｜t｜＞T时，有

[image: alt]


即

[image: alt]


（4）要得结论，只需证f（π）≤0，或证[image: alt]
 或证

[image: alt]


我们来证最后一个不等式．

因函数[image: alt]
 在x≥1，0≤t≤π上连续，积分

[image: alt]


对t一致收敛，所以可以交换求积次序，得

[image: alt]


注意负值函数[image: alt]
 在x＝1点只要补充定义后即连续．

应用定积分第一中值定理，得

[image: alt]


若f（ξ）＝0，命题得证．若f（ξ）＜0，由[image: alt]
 及连续函数的介值定理，知存在η（0≤η≤ξ，使f（η）＝0．命题得证．

练习题5.6

5.6.1　证明下列积分在所给区间上一致收敛：

[image: alt]


5.6.2　设f（x）∈C［0，＋∞）且有界，f（0）＞0．讨论函数

[image: alt]


的连续性．

5.6.3　计算积分[image: alt]


5.6.4　通过引入参数，计算积分

[image: alt]


5.6.5　通过引入收敛因子e-ax
 的方法，计算积分

[image: alt]


5.6.6　利用已知积分求下列积分（b＞a＞0）：

[image: alt]


5.6.7　利用已知积分求下列积分：

[image: alt]


5.6.8　利用已知积分[image: alt]
 求积分

[image: alt]


5.6.9　利用B函数和Γ函数计算下列积分：

[image: alt]


5.6.10　证明：

[image: alt]


5.6.11　证明：

[image: alt]


5.6.12　证明：

[image: alt]


5.6.13　设[image: alt]
 存在，求证：

（1）[image: alt]
 在（－∞，＋∞）上连续；

（2）F（u）在（－∞，＋∞）上一致连续．

5.6.14　设f（x）在［0，＋∞）上可积，∀A＞0，f（x）∈R［0，A］．求证：

[image: alt]






注释


①
 　黎曼引理　设f（x）在［a，b］上可积或绝对可积，则[image: alt]



第六章　多元函数积分学

§1　重积分的概念与性质、重积分化累次积分

内容提要

1．重积分的概念与性质

1）容积的概念

设Ω⊂Rm
 为有界点集，超平面xi
 ＝k/2n
 （k＝0，±1，±2，…；i＝1，…，m）把Rm
 分成无限个闭立方体之和集．每个立方体的容积定义为1/2nm
 ．img src="images/29-2.jpg" class="tpzz" alt="alt" />表示所有含于Ω°内的闭立方体的容积之和；[image: alt]
 表示所有与[image: alt]
 的交集不为空集的闭立方体的容积之和．称[image: alt]
 为Ω的内容积；

[image: alt]


为Ω的外容积．若V-
 （Ω）＝V+
 （Ω），称Ω为可测图形，它的公共值（记为V（Ω））称为Ω的容积．

2）容积的性质

Ω⊂Rm
 为可测图形的充要条件是：[image: alt]
 的容积为零．

若Ω1
 ，…，Ωi
 为可测图形，则[image: alt]
 也是可测图形．

若[image: alt]
 则[image: alt]


3）重积分的定义

设Ω为Rm
 中的可测图形，f：Ω→R．将Ω剖分为有限个两两无公共内点的可测图形之和，记剖分为[image: alt]
 [image: alt]
 作黎曼和[image: alt]
 若极限

[image: alt]


存在，且与剖分Δ的点ξi
 的取法无关，则称极限值为函数f在集合Ω上的重积分，记作[image: alt]


4）可积的充要条件

设Ω⊂Rm
 为可测图形，f：Ω→R是有界函数，Δ＝｛Ω1
 ，…，Ωn
 ｝为Ω的一个剖分．令

[image: alt]


称

[image: alt]


分别为函数f关于剖分Δ的大和与小和．称

[image: alt]


分别为函数f在Ω上的上积分和下积分．则下面四个命题等价：

（1）f在Ω上可积；

（2）[image: alt]


（3）∀ε＞0，∃Ω的一个剖分Δ，使S+
 （f，Δ）－s-
 （f，Δ）＜ε；

（4）[image: alt]


5）可积函数

设Ω是闭可测图形，E⊂Ω，集合E的容积为零，f（x）在Ω\E上连续，在Ω上有界，则f（x）在Ω上可积．可积函数f常记作f∈R（Ω）．

6）重积分性质

设Ω是可测图形，f，g在Ω上可积且有界．则有下列性质：

（1）f±g∈R（Ω），且[image: alt]


（2）kf∈R（Ω）（k为常数），且[image: alt]


（3）若在Ω上有f≤g，则[image: alt]


（4）｜f｜∈R（Ω），且[image: alt]


（5）f·g∈R（Ω）；

（6）Ω1
 ，Ω2
 为可测图形，Ω°1
 ∩Ω°2
 ＝Φ．记Ω＝Ω1
 ∪Ω2
 ，则f在Ω上可积的充要条件为f在Ω1
 ，Ω2
 上可积，这时有

[image: alt]


（7）Ω是闭可测区域，f∈C（Ω），则∃ξ∈Ω，使

[image: alt]


2．重积分化累次积分

1）重积分化累次积分公式

设R1
 为Rm
 中的长方体，R2
 为R1
 中的长方体，则R1
 ×R2
 为Rm＋1
 中的长方体．（x，y）表示R1
 ×R2
 中的点，设f（x，y）在R1
 ×R2
 上可积，积分记作

[image: alt]


固定y∈R2
 ，作为x的函数f（x，y）在R1
 上可积，积分记作

[image: alt]


则上述积分作为y的函数在R2
 上可积，且

[image: alt]


2）二重积分化累次积分

（1）设D＝｛（x，y）｜a≤x≤b，φ1
 （x）≤y≤φ2
 （x）｝，φ1
 （x），φ2
 （x）∈C［a，b］．若f（x，y）∈C（D），则

[image: alt]


（2）设D＝｛（x，y）｜c≤y≤d，ψ1
 （y）≤x≤ψ2
 （y）｝，ψ1
 （y），ψ2
 （y）∈C［c，d］．若f（x，y）∈C（D），则

[image: alt]


3）三重积分化累次积分

（1）设D为R2
 中的闭可测图形，φi
 （x，y）∈C（D）（i＝1，2），Ω＝｛（x，y，z）｜（x，y）∈D，φ1
 （x，y）≤z≤φ2
 （x，y）｝．若f（x，y，z）∈C（Ω），则

[image: alt]


（2）设R3
 中的可测图形Ω可表示为

Ω＝｛（x，y，z）｜a3
 ≤z≤b3
 ，（x，y）∈D（z）｝，

D（z）为R2
 中的可测图形，f（x，y，z）∈C（Ω），则

[image: alt]


典型例题分析

例1　设A⊂B为Rm
 中的有界集，证明

（1）V-
 （A）≤V-
 （B），V+
 （A）≤V+
 （B）；

（2）若V（B）＝0，则V（A）＝0.

证　（1）用超平面xi
 ＝k/2n
 （k＝0，±1，±2，…；i＝1，…，m）作Rm
 的n阶网格，若某个网格（即闭立方体）含在A°内，则必含在B°内，所以[image: alt]
 令n→∞，即得V-
 （A）≤V-
 （B）．

又某个网格与[image: alt]
 的交不为空集，它必与[image: alt]
 的交不为空集，所以[image: alt]
 令n→∞，即得

V+
 （A）≤V+
 （B）.

（2）由V（B）＝0，意味着V+
 （B）＝0，根据（1）得V+
 （A）＝0．而直接由内容积与外容积定义可知

0≤V-
 （A）≤V+
 （A）＝0，

所以V（A）＝0．

例2　设Ω是Rm
 中的闭可测图形，f是Ω上的非负有界函数．令

D＝｛（x1
 ，…，xm
 ，y）｜（x1
 ，…，xm
 ）∈Ω，

0≤y≤f（x1
 ，…，xm
 ）｝⊂Rm＋1
 ．

证明：

（1）对Ω的任一剖分Δ，D的m＋1维内容积与外容积满足

S-
 （f，Δ）≤V-
 （D）≤V+
 （D）≤S+
 （f，Δ）；

（2）若f∈R（Ω），则

[image: alt]


证　（1）作Ω的剖分Δ＝｛Ω1
 ，…，Ωn
 ｝，相应的大和与小和分别为

[image: alt]


在Ω上定义两个阶梯函数：

[image: alt]


其中M为f的上界．令

[image: alt]


D-
 ＝｛（x，y）｜x∈Ω，0≤y≤φ（x）｜｝，

则D-
 ⊂D⊂D+
 ，容易看出集合D-
 与D+
 的m＋1维容积存在，且分别等于小和S-
 （f，Δ）和大和S+
 （f，Δ）．这样由上题得到

S-
 （f，Δ）＝V-
 （D-
 ）≤V-
 （D）≤V+
 （D）≤V+
 （D+
 ）

＝S+
 （f，Δ）．

（2）上式令｜｜Δ｜｜→0，即得

[image: alt]


由此推出D的m＋1维容积存在，且[image: alt]


评注　这题是由函数f的可积性得出集合D是可测图形．反之，我们也可以通过D是可测图形来定义函数f的可积性，用集合D的m＋1维容积来定义f在Ω上的积分．若f是Ω上的任一有界函数，只需考虑函数

[image: alt]


如果两个非负函数f＋
 与f－
 按刚才的定义是可积的，则定义f是可积的，并定义f的积分是f+
 的积分减去f－
 的积分．

例3　设Ω是Rm
 中的闭可测图形，y＝f（x）∈C（Ω），则点集

S＝｛（x，f（x））｜x∈Ω｝

的m＋1维容积为零．

证　因集合平移不改变它的容积，及有界闭集上的连续函数必有界，故无妨设f（x）≥0．再由闭可测图形上的连续函数一定可积和例2的结果，知集合

D＝｛（x，y）｜x∈Ω，0≤y≤f（x）｝

的m＋1维容积存在，当然它是m＋1维空间中的可测图形，所以∂D的m＋1维容积为零．而集合S⊂∂D，由此得出S的m＋1维容积为零．

评注　由这题可得如下结论：在Rm＋1
 空间里由有限个显式方程给出的m维连续曲面围成的区域是m＋1维可测图形．这里要求显式方程的定义域是m维闭可测图形．

例4　假设可测图形Ω关于超平面xm
 ＝0对称，即若（x1
 ，…，xm－1
 ，xm
 ）∈Ω，必有（x1
 ，…，xm－1
 ，－xm
 ）∈Ω．又函数f（x1
 ，…，xm
 ）关于xm
 是奇函数，且f∈R（Ω），则[image: alt]


证　设Ω包含在正方形｛（x1
 ，…，xm
 ）｜｜xi
 ｜≤M（i＝1，…，m）｝内．考虑集合

Ω∩｛（x1
 ，…，xm－1
 ，xm
 ）│xm
 ≥0，｜xi
 ｜≤M（i＝1，…，m－1）｝．

它们是两个可测图形的交集，故为可测图形．对此可测图形作一剖分｛Ω1
 ，…，Ωn
 ｝，并取ξi
 ∈Ωi
 （i＝1，…，n）．

令Ωn＋i
 ＝｛（x1
 ，…，xm－1
 ，xm
 ）｜（x1
 ，…，xm－1
 ，－xm
 ）∈Ωi
 ｝（i＝1，…，n），显然它是可测图形．再令ξn＋i
 为ξi
 分量中第m个分量变号所得的点，显然ξn＋i
 ∈Ωn＋i
 ，f（ξn＋i
 ）＝－f（ξi
 ）（i＝1，…，n）．

这样我们得到Ω的一个剖分Δ＝｛Ω1
 ，…，Ωn
 ，Ωn＋1
 ，…，Ω2n
 ｝，相应的黎曼和为

[image: alt]


令｜｜Δ｜｜→0，即得

[image: alt]


例5　若f（x）∈R［a，b］．证明：f（x）∈R（［a，b］×［c，d］）．

证　∀ε＞0，由f（x）∈R［a，b］，∃区间［a，b］的一个分法Δ：

a＝x0
 ＜x1
 ＜…＜xn
 ＝b．

令

[image: alt]


相应的大和与小和为

[image: alt]


根据一元函数可积的充要条件，我们有

[image: alt]


对应区间分法Δ，可得矩形的一个剖分[image: alt]
 ＝｛Ω1
 ，…，Ωn
 ），其中Ωi
 ＝｛（x，y）｜xi－1
 ≤x≤xi
 ，c≤y≤d｝（i＝1，…，n）．函数f在Ωi
 上的上确界与下确界仍为Mi
 与mi
 （i＝1，…，n）．故对应剖分[image: alt]
 的大和与小和为

[image: alt]


由（1.1）式得出

[image: alt]


根据重积分可积的充要条件，知f在矩形［a，b］×［c，d］上可积．

例6　在R2
 上给定Ω＝｛（x，y）｜0≤x≤1，0≤y≤1｝∪｛（x，y）｜x＝0，1≤y≤2｝，及函数

[image: alt]


证明：无界函数f（x，y）在Ω上可积．

证　作Ω的剖分Δ＝｛Ω1
 ，…，Ωn
 ｝，令｜｜Δ｜｜＝δ＜1，则

[image: alt]


为了估计上界，把Ωi
 分成三类：以（0，1）为心，以δ为半径的圆记作U，整个落在[image: alt]
 内的Ωi
 归作第二类．不完全落在[image: alt]
 内的Ωi
 ，要么整个落在正方形0≤x≤1，0≤y≤1内，归作第一类；要么整个落在x＝0，1≤y≤2上，归作第三类．容易看出

[image: alt]


令｜｜Δ｜｜＝δ→0，得

[image: alt]


故f（x，y）∈R（Ω）．

例7　计算重积分

[image: alt]


其中D为x2
 ＋y2
 ＝1与y＝｜x｜所围成区域．

解　先画出区域D的图形（见图6.1），由于被积函数和积分区域关于y轴对称，所以只需考虑D在第一象限部分．引直线y＝[image: alt]
 把该部分分成两个区域．结合图形可写出两个部分区域上的积分限．

[image: alt]


[image: alt]


图　6.1

评注　（1）先对x积分时，积分限可以是y的函数，它表明先沿变线段上积分；再对y积分时，积分限一定是常数，它表明变线段扫过的范围，正好就是求积的区域．

（2）若被积函数只含y，则先对x求积分要简单些．若先对y积分，虽然只有一个积分式

[image: alt]


但积分需要费点功夫．

例8　计算积分[image: alt]


解　内层积分积不出来，不妨换一求积次序．为此由所给积分限画出积分区域D的图形（见图6.2）．于是

[image: alt]


图　6.2

[image: alt]


评注　这题表明求积次序不仅影响求积难易程度，也关系到积分能不能积出来．

例9　计算积分[image: alt]


解　这是一个求定积分的问题，但原函数求不出来．注意到

[image: alt]


令f（x，y）＝xy
 ，由[image: alt]
 说明函数f在正y轴上取值为零，在正x轴上取值为1，所在它只在（0，0）点不连续，而在正方形D＝［0，1］×［0，1］上xy
 ≤1，故f在正方形上可积，符合重积分化累次积分条件．我们有

[image: alt]


例10　设f（x）∈R［a，b］，D＝［a，b］×［a，b］．利用［f（x）－f（y）］2
 的积分证明

[image: alt]


证　由例5知f（x）∈R（D），再由可积性质得出［f（x）－f（y）］2
 ∈R（D）．于是

[image: alt]


由此得到

[image: alt]


评注　对矩形区域，对特殊被积函数f（x）·g（y），重积分不仅要化为累次积分，而要化为两个定积分相乘．

例11　计算重积分[image: alt]
 其中Ω是由曲面2z＝x2
 ＋y2
 与x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝3所围成的区域．

解　先画出区域Ω的图形，并求出两曲面的交线为z＝1平面上的圆x2
 ＋y2
 ＝2（见图6.3）．由对称性知

[image: alt]


[image: alt]


图　6.3

评注　当被积函数只含z时，先对x，y积分较简单．若先对z积分，就要计算积分

[image: alt]


一般来说，若被积函数只含一个变量时，可先对另外两个变量求重积分，然后求定积分；若被积函数只含两个变量时，可先对第三个变量求定积分，然后再求重积分．

例12　求曲面z＝xy，z＝0，x＋y＝1所围立体的体积．

解　由图6.4看出，所围立体在xy平面上的投影区域D为x≥0，y≥0，x＋y≤1．所以

[image: alt]


[image: alt]


图　6.4

练习题6.1

6.1.1　试求R2
 中点集E＝｛（x，y）｜0≤x≤1，0≤y≤1，x与y至少有一为有理数｝的内容度和外容度．问E是否是可测图形？

6.1.2　设A，B，C是Rm
 中的可测图形，证明：

（1）V（A\B）＝V（A）－V（A∩B）；

（2）V（A∪B）＝V（A）＋V（B）－V（A∩B）；

（3）V（A∪B∪C）＝V（A）＋V（B）＋V（C）－V（A∩B）－V（A∩C）－V（B∩C）＋V（A∩B∩C）．

6.1.3　举例说明Rm
 中两个点集E1
 和E2
 都不是可测图形，但E1
 ∪E2
 ，E1
 ∩E2
 都是可测图形．问是否还可能有E1
 \E2
 也是可测图形．

6.1.4　设Ω为Rm
 中一可测图形．证明：[image: alt]
 为可测图形，且V（Ω°）＝[image: alt]


6.1.5　在R2
 的区域D＝｛（x，y｜｜x｜≤1，｜y｜≤1｝上给定函数

[image: alt]


问f（x，y）是否在D上可积．

6.1.6　设Rm
 中的开集Ω为可测图形，f：Ω→R，f∈C（Ω），且f（x）≥0（x∈Ω），但不恒为零．证明：[image: alt]
 如果Ω不是开集，上述结论是否正确？举例说明．

6.1.7　设Rm
 中的开区域Ω是可测图形，f∈C（Ω，R）．如果对于任一可测图形B⊂Ω，都有[image: alt]
 证明：f（x）≡0（x∈Ω）．

6.1.8　设定义在可测图形Ω⊂Rm
 上的两个函数f，g有界、可积，而且g（x）在Ω上之值非负．令

[image: alt]


证明：

（1）[image: alt]
 是［m，M］上的连续函数；

（2）存在μ∈［m，M］，使得

[image: alt]


6.1.9　设f（x）∈R［－1，1］，证明：f（x－y）∈R（［0，1］×［0，1］）．

6.1.10　设Ω⊂Rm
 为可测图形，Q为长方体，Ω⊂Q°，f（x）∈R（Ω）．定义

[image: alt]


求证：F（x）∈R（Q）．

6.1.11　设Ω为Rm
 中点集，Q为长方体，Ω⊂Q°．定义函数

[image: alt]


若X（x）在Q上可积，证明：Ω为可测图形．

6.1.12　在下列积分中改变积分的顺序：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


[image: alt]


6.1.13　计算下列二重积分：

（1）Ω是由y2
 ＝2px（p＞0）与[image: alt]
 围成的区域，求

[image: alt]


（2）Ω＝｛（x，y）｜0≤x≤y2
 ，0≤y≤2＋x，x≤2｝，求[image: alt]


（3）Ω是由[image: alt]
 围成，求[image: alt]


（4）Ω是由y＝ex
 ，y＝1，x＝0及x＝1围成，求[image: alt]


（5）Ω是以（1，1），（2，3），（3，1）和（4，3）为顶点的四边形，求[image: alt]


（6）Ω是由y＝x2
 ，y＝4x和y＝4围成，求[image: alt]


6.1.14　计算下列积分：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


6.1.15　设在D＝［a，b］×［c，d］上定义的二元函数f（x，y）∈C2
 （D），证明：

（1）[image: alt]


（2）利用（1）证明f″xy
 （x，y）＝f″yx
 （x，y），（x，y）∈D（这里不准用求偏导与秩序无关定理）．

6.1.16　设f（x），g（x）∈R［a，b］，D＝［a，b］×［a，b］，考虑［f（x）g（y）－g（x）f（y）］2
 在D上的重积分，证明：

[image: alt]


6.1.17　求下列立体Ω的体积：

（1）Ω是由曲面z＝xy，x＋y＋z＝1和z＝0围成；

（2）Ω是由y2
 ＋z2
 ＝1，｜x＋y｜＝1，｜x－y｜＝1围成．

6.1.18　证明：若b＞a＞0，则有

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


6.1.19　设f（t）在t≥0上连续可微，而且[image: alt]
 收敛．证明：当b＞a＞0时，有

[image: alt]


6.1.20　设f（x，y）在x2
 ＋y2
 ≤R2
 上可积，0＜h＜R，令

[image: alt]


证明：F（ξ，η）在ξ2
 ＋η2
 ＜（R－h）2
 上连续．

6.1.21　改变下列三重积分化为累次积分的顺序（只写出dx，dz互换的顺序）：

[image: alt]


6.1.22　计算下列三重积分：

（1）[image: alt]
 Ω是由曲面z＝xy，y＝x，x＝1，z＝0所围成；

（2）[image: alt]
 Ω是由曲面x＋y＋z＝1，x＝0，y＝0，z＝0所围成；

（3）[image: alt]
 Ω：x2
 ＋y2
 ＋z2
 ≤R2
 ；

（4）[image: alt]
 Ω是由曲面x2
 ＝y2
 ＋z2
 ，x＝2，x＝1所围成．

6.1.23　计算三重积分

[image: alt]


§2　重积分变换

内容提要

1．正则变换

设G是Rm
 中的开集，变换T：G→Rm
 ．x＝T（u）满足：T∈C1
 （G）；T是G上单叶变换；detDT（u）≠0（u∈G），则称T是正则变换．

若正则变换有形式：

[image: alt]


则称T为简单变换．

2．正则变换分解

设T是开集G⊂Rm
 上的正则变换，∀u0
 ∈G，∃邻域U（u0
 ；r0
 ），使变换T在U（u0
 ；r0
 ）上分解成m个简单变换Ti
 （1≤i≤m）的复合：

[image: alt]


3．零容度集

设G同上，[image: alt]
 ⊂G，T为G上的连续可微变换，即T∈C1
 （G）．若V（E）＝0，则V（T（E））＝0．

4．重积分变换公式（Ⅰ）

设G为Rm
 中的开集，T：G→T（G）是正则变换，Ω是G内的闭可测图形，f∈C（T（Ω）），则

[image: alt]


5．重积分变换公式（Ⅱ）

设G同上，T∈C1
 （G），Ω⊂G是可测闭区域，T是Ω°上的正则变换，f∈C（T（Ω）），则

[image: alt]


6．平面极坐标变换

变换T：x＝rcosθ，y＝rsinθ（r≥0，0＜θ＜2π），

Ω＝｛（r，θ）｜α≤θ≤β，r1
 （θ）≤r≤r2
 （θ）｝，

则[image: alt]


7．空间柱坐标变换

变换T：x＝rcosθ，y＝rsinθ，z＝z（r＞0，0＜θ＜2π，－∞＜z＜＋∞），则

[image: alt]


8．空间球坐标变换

变换T：x＝rsinφcosθ，y＝rsinφsinθ，z＝rcosφ（r＞0，0＜φ＜π，0＜θ＜2π），则

[image: alt]


典型例题分析

例1　计算二重积分[image: alt]
 其中Ω是由双纽线

（x2
 ＋y2
 ）2
 ＝a2
 （x2
 －y2
 ）（x≥0）

围成的区域．

解　令x＝rcosθ，y＝rsinθ．双纽线方程

[image: alt]


由于区域和被积函数关于x轴对称，故

[image: alt]


[image: alt]


图　6.5

评注　对r的内层积分，积分限可以是θ的函数，这表明沿变线段积分；对θ的外层积分，积分限一定是常数，表明变线段转过的角度，使它正好得出求积区域Ω．

例2　计算积分[image: alt]


解法1　令x＝rcosθ，y＝rsinθ，则

[image: alt]


[image: alt]


解法2　令[image: alt]
 变换的雅可比行列式为

[image: alt]


且变换把区域x2
 ＋y2
 ≤1变为区域ξ2
 ＋η2
 ≤1．所以

[image: alt]


评注　当然也可作ξ＝3x＋4y，η＝－4x＋3y的变换．用这种方法，可证一般的形式积分：

[image: alt]


例3　计算重积分[image: alt]
 其中Ω是集合x2
 ＋y2
 ＋z2
 ≤z与x2
 ＋y2
 ≤z2
 的公共部分．

解　作球坐标变换：x＝rsinφcosθ，y＝rsinφsinθ，z＝rcosφ．方程x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝z与x2
 ＋y2
 ＝z2
 变为r＝cosφ与φ＝π/4．固定θ，半平面θ＝θ与Ω的交集为D（θ），如图6.6所示．所以

[image: alt]


图　6.6

[image: alt]


评注　先画出半平面与Ω的交集D（θ），利用平面极坐标定限法写出r与φ的积分限，r的积分限可以依赖φ与θ，φ的积分限可以依赖θ，然后确定θ的范围，表明变区域D（θ）转过的角度，使它正好得到求积区域Ω．

这题若用柱坐标变换，由图6.7可写出积分限为

[image: alt]


图　6.7

[image: alt]


例4　（1）计算重积分

[image: alt]


（2）写出球的单层位势

[image: alt]


解　（1）令x＝rcosθ，y＝rsinθ，z＝z，则

[image: alt]


（2）取坐标系Ｏξηζ，使ζ轴过（a，b，c）点，且使坐标系Ｏξηζ到坐标系Oxyz之间的变换为正交变换，变换的行列式为1．显然该变换把半径为R的球仍变为半径为R的球．令a2
 ＋b2
 ＋c2
 ＝h2
 ，则由（1）知

[image: alt]


评注　球的单层位势相当于把球的质量集中于球心时产生的位势．从物理意义看，设在球体均匀分布密度为ρ的电荷，然后有一单位正电荷从点（a，b，c）移至无穷，带电球体对它所作的功等于把电荷集中于球心时对它所作的功一样．

例5　设p，q，s≥0，证明

[image: alt]


证法1　令x＝rcos2
 θ，y＝rsin2
 θ，变换的雅可比行列式为

[image: alt]


所以

[image: alt]


证法2　因[image: alt]
 对内层积分作定积分变换y＝（1－x）t，则

[image: alt]


例6　计算重积分

[image: alt]


其中D是以（x1
 ，y1
 ），（x2
 ，y2
 ），（x3
 ，y3
 ）为顶点，面积为A的三角形．

解　三角形为凸集，它的点总可表示为

[image: alt]


故启发我们作变换：

[image: alt]


所以

[image: alt]


（利用例5）

[image: alt]


评注　如果利用重心公式，直接可得所求结论，但我们的方法具有一般性．

练习题6.2

6.2.1　计算下列积分：

（1）[image: alt]
 Ω是由曲线（x2
 ＋y2
 ）2
 ＝2xy围成；

（2）[image: alt]
 Ω是由阿基米德螺线r＝θ和半射线θ＝π围成；

（3）[image: alt]
 Ω是由对数螺线r＝eθ
 和半射线θ＝0，θ＝π/2围成．

6.2.2　求下列曲面围成的体积：

（1）z＝xy，x2
 ＋y2
 ＝a2
 ，z＝0；

（2）z＝x2
 ＋y2
 ，x＋y＋z＝1；

（3）x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝a2
 ，x2
 ＋y2
 ≤a｜x｜（a＞0）．

6.2.3　求下列积分：

（1）[image: alt]
 Ω是由[image: alt]
 围成；

（2）[image: alt]
 Ω是由x4
 ＋y4
 ＝1围成；

（3）[image: alt]
 Ω是由y＝4x2
 ，y＝9x2
 ，x＝4y2
 ，x＝9y2
 围成；

（4）[image: alt]
 Ω是由xy＝2，xy＝4，y＝x，y＝2x围成．

6.2.4　D是以（x1
 ，y1
 ），（x2
 ，y2
 ），（x3
 ，y3
 ）为顶点，面积为A（＞0）的三角形，求

[image: alt]


6.2.5　（1）计算积分

[image: alt]


（2）写出圆的单层位势

[image: alt]


6.2.6　设f（x，y）在x2
 ＋y2
 ≤1上连续可微，求

[image: alt]


6.2.7　给定积分[image: alt]
 作正则变换x＝x（u，V），y＝y（u，V），区域D变为Ω，如果变换满足：

[image: alt]


证明

[image: alt]


6.2.8　求下列积分：

（1）[image: alt]
 Ω由曲面z＝x2
 ＋y2
 ，z＝1，z＝2围成；

（2）[image: alt]
 Ω由曲面x2
 ＋y2
 ＝9，x2
 ＋y2
 ＝16，z2
 ＝x2
 ＋y2
 ，z≥0围成；

（3）[image: alt]
 Ω由曲面z＝16（x2
 ＋y2
 ），z＝4（x2
 ＋y2
 ），z＝16围成．

6.2.9　求下列积分：

（1）[image: alt]
 Ω由x2
 ＋y2
 ＋z2
 ≤1，x≥0，y≥0，z≥0所确定；

（2）[image: alt]
 Ω由不等式x2
 ＋y2
 ＋z2
 ≤2z所确定；

（3）[image: alt]
 Ω是由x2
 ＋y2
 ≤z2
 ，x2
 ＋y2
 ＋z2
 ≤8所确定．

6.2.10　求下列积分：

（1）Ω由[image: alt]
 xy＝c，xy＝d，y＝αx，y＝βx围成（其中0＜a＜b，0＜c＜d，0＜α＜β），求

[image: alt]


（2）Ω由x＝az2
 ，x＝bz2
 （z＞0，0＜a＜b），x＝αy，x＝βy（0＜α＜β）以及x＝h（＞0）围成，求

[image: alt]


（3）Ω由[image: alt]
 围成，求

[image: alt]


6.2.11　设一元函数f（t）∈C［0，＋∞）．令

[image: alt]


其中[image: alt]
 证明：

（1）F（t）∈C1
 ［0，＋∞）；　　（2）求出F′（t）的表达式．

6.2.12　设Ω是由平面x＋y＋z＝1，y＝0，z＝0，x＝0围成的区域．证明

[image: alt]


其中p≥0，q≥0，s≥0，t≥0．

6.2.13　设Ω是以（xi
 ，yi
 ，zi
 ）（i＝1，2，3，4）为顶点，体积为V（＞0）的四面体，求

[image: alt]


6.2.14　用广义球坐标求n维球的容积，即求[image: alt]
 ≤R2
 的体积．所谓广义球坐标即为

[image: alt]


6.2.15　求n面体：[image: alt]
 的容积.

6.2.16　证明

[image: alt]


§3　曲线积分与格林公式

内容提要

1．曲线积分

1）第一型曲线积分定义

设L是R3
 中一条可求长的曲线，f（x，y，z）在L上定义．将L依次分为n小段ΔLi
 （i＝1，…，n），每小段ΔLi
 的长记为Δsi
 （i＝1，…，n），∀（ξi
 ，ηi
 ，ζi
 ）∈ΔLi
 （i＝1，…，n），令[image: alt]
 则（若极限存在）

[image: alt]


若L由参数式r（t）＝x（t）i＋y（t）j＋z（t）k∈C1
 ［a，b］给出，且f（x，y，z）∈C（L），则

[image: alt]


2）第二型曲线积分定义

设[image: alt]
 为R3
 中一简单定向曲线，在[image: alt]
 上给定函数

F（x，y，z）＝P（x，y，z）i＋Q（x，y，z）j＋R（x，y，z）k．

将[image: alt]
 用分点Ai
 （xi
 ，yi
 ，zi
 ）（i＝0，1，…，n）分成n段：A＝A0
 ，A1
 ，…，An
 ＝B，令Δxi
 ＝xi
 －xi－1
 ，Δyi
 ＝yi
 －yi－1
 ，Δzi
 ＝zi
 －zi－1
 （i＝1，…，n）．[image: alt]
 （i＝1，…，n）．令[image: alt]
 则（若极限存在）

[image: alt]


由定义可见

[image: alt]


若曲线[image: alt]
 由参数方程r（t）＝x（t）i＋y（t）j＋z（t）k∈C1
 ［a，b］给出，且r（a）＝A，r（b）＝B，[image: alt]
 则

[image: alt]


其中P，Q，R中的x，y，z用x（t），y（t），z（t）代入．

3）两型曲线积分之间的联系

在上述条件下，我们有

[image: alt]


其中τ为曲线[image: alt]
 方向的切向量，cos〈τ，i〉，cos〈τ，j〉，cos〈τ，k〉为切向量τ的方向余弦，i，j，k分别是x轴、y轴、z轴上的单位向量．

平面情形

[image: alt]


n为曲线[image: alt]
 的法向量，［n，τ］成右手系标架．

2．格林公式

1）单连通区域

设Ω为一平面或空间区域，对于Ω内任意一条闭曲线，总可以在Ω内连续地收缩成Ω内一点，则称Ω是单连通区域．否则称Ω是多连通区域．

2）格林公式（Ⅰ）

设D是平面有界闭域，∂D是有限条封闭的彼此不相交的可求长曲线的并集，P（x，y），Q（x，y）∈C1
 （D），则

[image: alt]


其中∂D+
 表示边界的正向，若L是∂D的一条封闭曲线，则L定向如下：当人沿L进行时，使区域D在它的左边；或在L上一点作一右手系标架［e1
 ，e2
 ］，使e1
 指向L的外法线方向，则e2
 的指向即为L的方向．

3）格林公式（Ⅱ）

设D同上，∂D是有限条封闭的彼此不交的逐段光滑曲线，P，Q∈C1
 （D），则

[image: alt]


n为边界曲线的外法线方向．

4）外微分

把被积表达式ω中的函数（如P，Q）换成它的微分，化简时，凡出现两个dx（或dy或dz）的项规定为零，凡交换dx与dy位置（或dy与dz或dz与dx）时规定该项变号，这样所得的式子称为ω的外微分，记作dω．格林公式可表达如下：被积表达式ω在区域边界上的积分，等于它的外微分在区域上的积分，即

[image: alt]


边界正向规定同上．

典型例题分析

例1　计算第一型曲线积分[image: alt]


解法1　写出曲线的参数方程：

[image: alt]


因为[image: alt]
 所以

[image: alt]


解法2　由对称性只需考虑沿上半圆周[image: alt]
 [image: alt]
 的积分，这时[image: alt]
 所以

[image: alt]


例2　计算第一型曲线积分[image: alt]
 L为球面x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝a2
 与平面x＋y＋z＝0的交线．

解　由对称性知[image: alt]
 所以

[image: alt]


例3　计算第二型曲线积分

[image: alt]


其中A（1，1），B（2，4）分为两种情况：

（1）[image: alt]
 为联结A，B的直线段；　（2）[image: alt]
 为抛物线y＝x2
 .

解　（1）[image: alt]
 直线段的方程为y＝3x－2，所以

[image: alt]


（2）[image: alt]


例4　计算第二型曲线积分

[image: alt]


（1）L：x2
 ＋y2
 ＝a2
 沿逆时针方向；

（2）L：｜x｜≤1，｜y｜≤1的边界，沿逆时针方向．

解　（1）L的参数方程为x＝acost，y＝asint（0≤t≤2π），所以

[image: alt]


（2）[image: alt]


评注　（1）因[image: alt]
 它在x2
 ＋y2
 ＞0上是多值函数．注意[image: alt]
 所以[image: alt]


（2）除利用参数方程或原函数求积外，也可化为第一型曲线积分．令r＝xi＋yj，r＝｜r｜．则

[image: alt]


[image: alt]


例5　设f（x，y）在R2
 上连续，r为定数，记D是以（x，y）点为心，以r为半径的圆，即（ξ－x）2
 ＋（η－y）2
 ≤r2
 ，L为D的边界沿逆时针方向．令

[image: alt]


证明：

（1）F（x，y）的偏导数存在，且

[image: alt]


（2）上述偏导数是x，y的连续函数．

证　（1）由重积分化累次积分公式，得

[image: alt]


当y固定时，作为η，x的函数，

[image: alt]


在y－r≤η≤y＋r，x∈（－∞，＋∞）上连续，且g（η，x）对x的偏导数

[image: alt]


也在y－r≤η≤y＋r，x∈（－∞，＋∞）上连续，故根据参变积分求导定理知

[image: alt]


再根据第二型曲线积分的计算，即可看出

[image: alt]


同理可证

[image: alt]


（2）为了说明[image: alt]
 是x，y的连续函数，只需注意

[image: alt]


这样根据参变积分中的连续性定理，即可看出[image: alt]
 是x，y的二元连续函数．

例6　求第二型曲线积分

[image: alt]


（1）L是圆周：x2
 ＋y2
 ＝ε2
 ；

（2）L是不过原点的简单、可求长闭曲线，且L所围区域D不含原点；

（3）L是环绕原点的简单、可求长闭曲线；

（4）L是环绕原点两圈的可求长闭曲线．

解　（1）[image: alt]


（2）令[image: alt]
 因[image: alt]
 [image: alt]
 所以由格林公式得

[image: alt]


（3）以原点为心，以ε为半径作圆Cε
 ：x2
 ＋y2
 ＝ε2
 ，其中ε小于原点到集合L的距离．记L与Cε
 所围的区域为D．[image: alt]
 表示顺时针方向的圆周．则由格林公式得

[image: alt]


由此推出

[image: alt]


（4）把绕原点两圈的曲线L拆成两条绕原点的简单闭曲线的并集：L＝C1
 ＋C2
 ，Ci
 为简单闭曲线，则

[image: alt]


例7　计算第二型曲线积分

[image: alt]


其中[image: alt]
 为自A（a，0）至O（0，0）的上半圆周x2
 ＋y2
 ＝ax．

解　用位于x轴上的线段[image: alt]
 与上半圆周[image: alt]
 形成一闭路，记所围区域为D，则

[image: alt]


所以

[image: alt]


例8　设D为平面区域，u（x，y）∈C2
 （D）．证明：u（x，y）是调和函数，即u满足[image: alt]
 的充要条件是：对D内任一圆周L，且L所围圆属于D，都有

[image: alt]


证　设u（x，y）为D上调和函数，L所围区域记为Ω⊂D．由方向导数公式和格林公式，即得

[image: alt]


[image: alt]


反之，设[image: alt]
 要证[image: alt]
 我们用反证法．假设[image: alt]
 则它在某一点（x0
 ，y0
 ）∈D不为零．无妨设它的值a为正的．由连续性，∃δ＞0，使[image: alt]
 在（x－x0
 ）2
 ＋（y－y0
 ）2
 ≤δ2
 上的值大于等于a/2（必要时可缩小δ，使圆包含在D内）．取圆周L：（x－x0
 ）2
 ＋（y－y0
 ）2
 ＝δ2
 ，则

[image: alt]


与已知条件矛盾．这矛盾说明u（x，y）为调和函数．

例9　在例8的条件下，证明u（x，y）在D上是调和函数的充要条件为：∀P0
 （x0
 ，y0
 ）∈D，

[image: alt]


0＜r＜d＝ρ（P0
 ，∂D）．

证　取L：（x－x0
 ）2
 ＋（y－y0
 ）2
 ＝r2
 ，这时L的外法线方向即为半径r的方向，由例8知u为调和函数的充要条件为：

[image: alt]


设u为调和函数，则有

[image: alt]


在0≤θ≤2π，0＜ε≤r≤d－ε上应用积分号下求微分定理，得

[image: alt]


所以在［ε，d－ε］上，

[image: alt]


由ε的任意性，推出在0＜r＜d上g（r）＝C．再根据连续性定理，知g（r）在［0，d）上连续，所以C＝2πu（x0
 ，y0
 ），即得

[image: alt]


反之，若上式成立，两边对r求导得

[image: alt]


由上面的推导可得[image: alt]
 因而

[image: alt]


所以u为调和函数．

练习题6.3

6.3.1　求下列第一型曲线积分：

（1）[image: alt]
 L为摆线的一拱：x＝a（t－sint），y＝a（1－cost）（0≤t≤2π）；

（2）[image: alt]
 L为内摆线：[image: alt]


（3）[image: alt]
 L为螺线：x＝acost，y＝asint，z＝bt（0≤t≤2π）（0＜a＜b）．

6.3.2　计算第一型曲线积分：

（1）[image: alt]
 L为球面x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝a2
 与平面x＋y＋z＝0之交线；

（2）[image: alt]
 L同上．

6.3.3　（1）求第一型曲线积分：

[image: alt]


（2）写出圆周的单层位势：

[image: alt]


其中a2
 ＋b2
 ≠R2
 ．

6.3.4　设f（x，y）在L上连续，L是一封闭的逐段光滑简单曲线．证明：

[image: alt]


当x2
 ＋y2
 →＋∞时趋于零的充要条件是[image: alt]


6.3.5　设u（x，y）在R2
 上连续，对任意r＞0．证明：等式

[image: alt]


成立的充要条件是等式

[image: alt]


成立．

6.3.6　求下列第二型曲线积分：

[image: alt]


6.3.7　求第二型曲线积分

[image: alt]


（1）L为球面三角形x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝1，x≥0，y≥0，z≥0的边界线，从球的外侧看去，L的方向为逆时针方向；

（2）L是球面x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝a2
 和柱面x2
 ＋y2
 ＝ax（a＞0）的交线位于xy平面上方部分，从x轴上（b，0，0）（b＞a）点看去，L的方向是顺时针方向．

6.3.8　求第二型曲线积分

[image: alt]


（1）L为圆周x2
 ＋y2
 ＝a2
 ，逆时针方向；

（2）L为正方形｜x｜≤1，｜y｜≤1的边界，逆时针方向．

6.3.9　计算第二型曲线积分

[image: alt]


L为圆周x2
 ＋y2
 ＝ax，逆时针方向．

6.3.10　设P，Q，R为L上的连续函数，L为光滑弧段，弧长为ι．证明：

[image: alt]


其中[image: alt]


6.3.11　计算下列积分：

[image: alt]


6.3.12　计算下列积分：

[image: alt]


6.3.13　设C为光滑的简单闭曲线，求下列积分：

（1）[image: alt]
 为给定的方向，n为C的外法线方向；

（2）[image: alt]
 n为C的外法线方向．

6.3.14　（1）设[image: alt]
 试证函数在圆x2
 ＋y2
 ＝R2
 上每点沿外法线方向n的方向导数为

[image: alt]


其中τ为圆的切向量，i，j分别为x轴、y轴上的单位向量；

（2）求圆周x2
 ＋y2
 ＝R2
 的双层位势

[image: alt]


6.3.15　（1）求积分[image: alt]
 0≤y≤b；

（2）证明：[image: alt]


（3）证明：[image: alt]


6.3.16　设A＞0，C＞0，AC－B2
 ＞0，求证：

[image: alt]


6.3.17　设f（x，y）在上半平面y＞0上连续可微．证明：对上半平面上的任一光滑闭曲线C，等式

[image: alt]


成立的充要条件是：f（x，y）为2次齐次函数．

6.3.18　计算线积分

[image: alt]


其中L是包含原点在其内部的光滑简单闭曲线．

6.3.19　设C是逐段光滑简单闭曲线，它围成的区域记作D，函数u（x，y），v（x，y）∈C2
 （[image: alt]
 ）．证明

[image: alt]


6.3.20　设C与D的条件同上题，u（x，y）是D上调和函数．证明：若u（x，y）｜c＝0，则u（x，y）≡0，（x，y）∈D．

§4　曲面积分

内容提要

1．曲面面积

若曲面由显方程z＝f（x，y）∈C1
 （Ω）给出，Ω为R2
 上的闭可测图形，则曲面面积为

[image: alt]


若曲面由参数方程r（u，v）＝x（u，v）i＋y（u，v）j＋z（u，v）k∈C1
 （Ω）给出，Dr（u，v）的秩为2，Ω同上所述，则曲面面积为

[image: alt]


其中

[image: alt]


2．第一型曲面积分

设S为光滑曲面片，f（x，y，z）在S上定义．作S的分割Δ＝｛ΔS1
 ，…，ΔSn
 ｝同时也用ΔSi
 表示面积．在每个△Si
 上任取一点Mi
 （xi
 ，yi
 ，zi
 ）（i＝1，…，n）．令[image: alt]
 则称极限（如果存在）[image: alt]
 ΔSi
 为f在S上的第一型曲面积分，记作

[image: alt]


若S是由参数式r（u，v）∈C1
 （Ω）给出的光滑曲面片，f（x，y，z）∈C（S），则

[image: alt]


3．曲面的侧

设S为光滑曲面，对任意一点M∈S，取定M点法向量的一个朝向．让M沿S上但不越过S边界的任一闭路运动，在运动过程中使法向量连续地变化，当M点回到原来位置时，若法向量的方向跟出发时的方向相同，则称曲面S是双侧曲面，否则称S为单侧曲面．

对双侧曲面，称取定法向量的曲面S为定向曲面．给定定向曲面S，它的边界L的正定向规定如下：在L上一点作右手系标架［e1
 ，e2
 ，e3
 ］，使e1
 与曲面S取定的法向量一致，e2
 指向L的外法线方向，则e3
 的方向即曲线L的正定向．

4．第二型曲面积分

设S为一定向曲面，取定的法向量

n＝cosαi＋cosβj＋cosγk．

在S上给定一向量函数

F（x，y，z）＝P（x，y，z）i＋Q（x，y，z）j＋R（x，y，z）k，

则称

[image: alt]


为F在S上的第二型曲面积分．若F∈C（S），S的参数方程r（u，v）∈C1
 （Ω），A，B，C意义同前面给出的表达式，则

[image: alt]


重积分前正负号根据S取定的侧来定．

典型例题分析

例1　求球面x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝a2
 被柱面x2
 ＋y2
 ＝ax截下部分的面积．

解　记曲线x2
 ＋y2
 ＝ax所围平面区域为D，球面的方程为z＝[image: alt]
 由对称性可只考虑Oxy平面之上那部分，所以

[image: alt]


例2　计算第一型曲面积分

[image: alt]


解　由对称性知[image: alt]
 又由例1得出

[image: alt]


所以

[image: alt]


例3　（1）求积分

[image: alt]


（2）求球面的单层位势

[image: alt]


解　（1）令x＝Rcosθsinφ，y＝Rsinθsinφ，z＝Rcosφ（0≤θ≤2π，0≤φ≤π）．

[image: alt]


得

A＝R2
 cosθsin2
 φ，　B＝R2
 sinθsin2
 φ，　C＝R2
 sinφcosφ，

[image: alt]


所以

[image: alt]


（2）作坐标系的正交变换，使新坐标Oξηζ的ζ轴通过（a，b，c）点．则由（1）知

[image: alt]


评注　球面的单层位势相当于把球面质量（或电量）集中于原点时的位势一样，在球面内部各点位势为常数．

例4　计算第二型曲面积分

[image: alt]


解法1　显然

[image: alt]


因球面的外侧单位法向量为[image: alt]
 及

[image: alt]


所以

[image: alt]


解法2　令x＝Rcosθsinφ，y＝Rsinθsinφφ，z＝Rcosφ（0≤θ≤2π，0≤φ≤π）．由例3知

A＝R2
 cosθsin2
 φ，　B＝R2
 sinθsin2
 φ，　C＝R2
 sinφcosφ．因曲面取外侧，为了使上半球面的C＞0，故计算公式中取正号，于是有

[image: alt]


评注　解法1也可采用向量写法．令r＝xi＋yj＋zk，r＝｜r｜，则

[image: alt]


例5　设f（x）∈C［0，1］，证明：

（1）[image: alt]


（2）计算重积分[image: alt]


证　（1）令S为x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝1，x≥0，y≥0，z≥0．由对称性显然可得

[image: alt]


而

[image: alt]


所以

[image: alt]


（2）利用（1）的结果得

[image: alt]


练习题6.4

6.4.1　求环面x＝（b＋acosφ）cosθ，y＝（b＋acosφ）sinθ，z＝asinφ（0＜a＜b）被两条经线θ＝θ1
 ，θ＝θ2
 和两条纬线φ＝φ1
 ，φ＝φ2
 所围成的那部分面积，并求出整个环面面积．

6.4.2　求螺旋面x＝rcosφ，y＝rsinφ，z＝hφ（0＜r＜a，0＜φ＜2π）的面积．

6.4.3　求球面x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝a2
 包含在柱体y2
 ＋z2
 ≤1（a＞1）中那部分的面积．

6.4.4　求曲面[image: alt]
 被平面x＋y＝1，x＝1及y＝1所截下的那部分的面积．

6.4.5　求曲面[image: alt]
 围成的立体的表面积．

6.4.6　平面上一椭圆绕其长轴旋转得一旋转椭球Ω，求Ω之表面积．

6.4.7　求下列第一型曲面积分：

（1）[image: alt]
 为立体[image: alt]
 的边界面；

（2）[image: alt]
 S为曲面z＝x2
 ＋y2
 被平面z＝1割下的部分；

（3）[image: alt]
 S为螺旋面：x＝ucosv，y＝usinv，z＝v（0≤u≤a，0≤v≤2π）；

（4）[image: alt]


6.4.8　设f（x）为一元连续函数．证明：普阿松公式

[image: alt]


其中S为球面：x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝1．

6.4.9　计算[image: alt]
 其中S是一平面x＋y＋z＝t，而

[image: alt]


并做出F（t）的图形．

6.4.10　求下列第二型曲面积分：

（1）[image: alt]
 S为球面x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝R2
 的外侧；

（2）[image: alt]
 S是立体Ω的边界面的外侧，Ω的表达式为

Ω＝｛（x，y，z）｜0≤x≤a，0≤y≤b，0≤z≤c｝；

（3）[image: alt]
 S为球面

（x－a）2
 ＋（y－b）2
 ＋（z－c）2
 ＝R2


的上半部分的上侧；

（4）[image: alt]
 S为椭球面[image: alt]
 的外侧．

§5　奥氏公式、斯托克斯公式、线积分与路径无关

内容提要

1．奥氏公式

设V⊂R3
 是有界闭区域，它的边界∂v是由有限个分块光滑、互不相交的闭双侧曲面组成．函数P，Q，R∈C1
 （V）．则有奥氏公式

[image: alt]


∂V定向取外法线方向．

2．斯托克斯公式

设S⊂R3
 为一光滑双侧曲面，∂S由有限条逐段光滑、互不相交的闭曲线组成．函数P，Q，R在包含[image: alt]
 的开集上有连续的偏导数，则有斯托克斯公式：

[image: alt]


其中cosα，cosβ，cosγ为S的取定法线方向的方向余弦，∂S的定向由S的定向决定．

3．曲线积分与路径无关

设G⊂R3
 为区域，P，Q，R∈C（G），记ω＝Pdx＋Qdy＋Rdz，若对任意两点A，B∈G，对任意两条连接A，B的定向曲线（即A为起点，B为终点）Γi
 ⊂G（i＝1，2），都有

[image: alt]


则称ω在G上的线积分与路径无关；

若在G上存在函数f∈C1
 （G），使df＝ω，则称ω在G上是恰当的；

若ω的外微分为零，即dω＝0，则称ω在G上是闭的．

我们有下面三个结论：

（1）ω在G上与路径无关的充要条件是：ω沿G上任一闭路的积分为零；

（2）ω在G上与路径无关的充要条件是：ω在G上是恰当的，这时

[image: alt]


（3）若G是单连通区域，ω在G上与路径无关的充要条件是：ω在G上是闭的．

4．当线积分与路径无关时，求原函数的公式

当线积分与路径无关时，可用对一个变量求不定积分的方法求出原函数．例如du＝Pdx＋Qdy，则

[image: alt]


若du＝Pdx＋Qdy＋Rdz，则

[image: alt]


典型例题分析

例1　计算第二型曲面积分

[image: alt]


（1）S：x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝ε2
 ；

（2）S是不含原点在其内部的光滑闭曲面；

（3）S是含原点在其内部的光滑闭曲面．

解　（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


所以

[image: alt]


（3）由于函数P，Q，R及其偏导数在S所围区域上不连续（在原点处不连续），为此作半径充分小的球面Sε
 ：x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝ε2
 ，使Sε
 在S所围区域内，记Sε
 与S间的区域为Vε
 ．注意

[image: alt]


并用[image: alt]
 表示取内法线方向的定向曲面．则由奥氏公式得

[image: alt]


所以

[image: alt]


例2　计算曲面积分

[image: alt]


其中S为锥面x2
 ＋y2
 ＝z2
 （0≤z≤h）所示那部分的外侧．

解法1　S不是封闭曲面，为此令S1
 ：z＝h（x2
 ＋y2
 ≤h2
 ），取上侧，则

[image: alt]


由此得出

[image: alt]


解法2　锥面的参数表示为x＝rcosθ，y＝rsinθ，z＝r（0≤r≤h，0≤θ≤2π）．因

[image: alt]


所以A＝－rcosθ，B＝－rsinθ，C＝r．由于取外侧，故法向量的第三个分量C应小于零，所以积分前取负号．于是

[image: alt]


解法3　因[image: alt]
 所以[image: alt]
 法向量n＝（z′x
 ，z′y
 ，－1）的第三个分量是负的，与指定的曲面侧一致，故公式前取正号．这样有

[image: alt]


由对称性可看出

[image: alt]


例3　计算线积分

[image: alt]


其中C为球面x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝a2
 与平面x＋y＋z＝0的交线，从Ox轴正向看去，C是依反时针方向进行的．

解　记S是平面x＋y＋z＝0被球面x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝a2
 所截下的那部分，取上侧，即取平面的单位法向量

[image: alt]


由斯托克斯公式得

[image: alt]


例4　问下列线积分在区域上是否与路径无关：

[image: alt]


解　（1）对单连通区域，只要[image: alt]
 即[image: alt]
 则线积分[image: alt]
 就与路径无关．现在

[image: alt]


所以线积分在G上与路径无关．

（2）此时G非单连通区域，由[image: alt]
 得不出线积分与路径无关．但由

[image: alt]


即可看出在G上存在原函数

[image: alt]


所以线积分在G上与路径无关．

（3）因

[image: alt]


所以线积分与路径有关．

评注　（3）中被积表达式虽有原函数[image: alt]
 存在，用极坐标表示原函数，即为u＝θ，它在G上是一无穷多值的函数，而定理要求G上存在连续单值原函数时，线积分才与路径无关，所以原函数u＝θ不符合定理要求．如果考虑上半平面区域，这时可以取出连续单值原函数u＝θ（0＜θ＜π），所以线积分在上半平面上与路径无关．

例5　求下列线积分：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


解　（1）令P＝x2
 ＋2xy－y2
 ，Q＝x2
 －2xy－y2
 ．[image: alt]
 [image: alt]
 在全平面成立，所以线积分在全平面上与路径无关，这时必有原函数存在．为求被积表达式的原函数，先求积分

[image: alt]


所以原函数[image: alt]
 因而

[image: alt]


（2）记被积表达式为ω，则ω的外微分

[image: alt]


所以线积分在全空间上与路径无关．为求ω的原函数，先求三个不定积分：

[image: alt]


所以原函数为

[image: alt]


因而

[image: alt]


评注　具体求u时，先求不定积分[image: alt]
 再把Q中含x的项删去后，对变量y求不定积分．再把R中含x及含y的项删去后，对变量z求不定积分．三部分相加即为所求的原函数．

练习题6.5

6.5.1　利用奥氏公式求下列积分：

（1）[image: alt]
 S：（x－a）2
 ＋（y－b）2
 ＋（z－c）2
 ＝R2
 ，外侧；

（2）[image: alt]
 的边界面，外侧；

（3）[image: alt]
 S为曲面

｜x－y＋z｜＋｜y－z＋x｜＋｜z－x＋y｜＝1

的外侧．

6.5.2　计算下列曲面积分：

（1）[image: alt]
 是[image: alt]
 （z≥0）的上侧；

（2）[image: alt]
 其中S为x＋y＋z＝π在第一卦限部分，上侧．

6.5.3　（1）求

[image: alt]


沿球面x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝R2
 上各点外法线方向的方向导数；

（2）求球面的双层位势

[image: alt]


6.5.4　设V为可测闭区域，∂V＝S为光滑闭曲面，函数u（x，y，z），v（x，y，z）∈C2
 （V）．证明：

[image: alt]


其中n为S的外法线方向．

6.5.5　设V，S条件同上题，u（x，y，z）为调和函数：[image: alt]
 且u（x，y，z）｜s＝0（即函数u在边界S上取值为零）．证明：

u（x，y，z）≡0　（x，y，z）∈V．

6.5.6　设V，S条件同上，u为调和函数，v（x，y，z）｜s＝0．证明：

[image: alt]


6.5.7　设V，S条件同上，u，ω∈C2
 （V），u是调和函数，且

［w（x，y，z）－u（x，y，z）］｜s＝0．

证明

[image: alt]


6.5.8　求下列曲线积分：

（1）[image: alt]
 式中L为椭圆，即x2
 ＋y2
 ＝R2
 与[image: alt]
 的交线，若从Ox轴正向看去，此椭圆是依反时针方向进行的；

（2）[image: alt]
 式中L为圆周，即x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝a2
 与[image: alt]
 的交线，若从Ox轴的正向看去，圆周是依反时针方向进行的；

（3）[image: alt]
 式中L为维维安尼曲线：x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝a2
 ，x2
 ＋y2
 ＝ax（z≥0，a＞0），若从Ox轴的正向看去，曲线是依反时针方向进行的；

（4）[image: alt]
 式中L是曲线：x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝2Rx，x2
 ＋y2
 ＝2rx（0＜r＜R，z＞0），此曲线是如下进行的：由它所包围的在球x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝2Rx外表面上的最小区域保持在左方．

6.5.9　下列被积表达式是否是恰当的，若恰当试，求原函数：

（1）ω＝（10xy－8y）dx＋（5x2
 －8x＋3）dy；

（2）ω＝（4x3
 y3
 －y2
 ）dx＋（3x4
 y2
 －2xy）dy；

（3）ω＝［（x＋y＋1）ex
 －ey
 ］dx＋［ex
 －（x＋y＋1）ey
 ］dy．

6.5.10　证明下列被积表达式是恰当的，并求线积分：

（1）ω＝（x2
 －2yz）dx＋（y2
 －2xz）dy＋（z2
 －2xy）dz，求[image: alt]


（2）ω＝（yzexyz
 ＋2x）dx＋（zxexyz
 ＋3y2
 ）dy＋（xyexyz
 ＋4z3
 ）dz，求[image: alt]


（3）ω＝［2xsin（x＋y＋z）＋x2
 cos（x＋y＋z）］dx＋x2
 cos（x＋y＋z）（dy＋dz），求[image: alt]


6.5.11　设Ω为包含原点的单连通区域，线积分[image: alt]
 在Ω上与路径无关，若P，Q，R皆为n次齐次函数，证明：线积分

[image: alt]


也在Ω上与路径无关．

6.5.12　设Ω是包含原点的凸区域，P，Q，R∈C1
 （Ω）．证明下面四个命题等价：

（1）ω＝Pdydz＋Qdzdx＋Rdxdy的曲面积分与曲面无关，即S1
 ，S2
 为定向光滑曲面，∂S1
 ＝∂S2
 ，由S1
 ，S2
 的定向决定的边界正定向相同，则有

[image: alt]


（2）设S为Ω内任一光滑闭曲面，则有[image: alt]


（3）被积表达式ω是封闭的，即外微分dω＝0，或[image: alt]


（4）ω是恰当的，即存在

[image: alt]


使dη＝ω．

§6　场　论

内容提要

1．场的概念

空间中或空间中部分区域内任一点都有一物理量与之对应，我们称这种物理量的分布为场．如果物理量是数量，称为数量场；如果物理量是向量，称为向量场．

2．梯度

给定数量场u（x，y，z），C为常数，则由方程u（x，y，z）＝C决定的曲面称为数量场的等位面．给定一点M及方向ι＝（cosα，cosβ，cosγ），数量场沿ι方向的方向导数为

[image: alt]


上述偏导数都在M点取值．

数量场在M点的梯度为一向量，它的方向是使方向导数达到最大的那个方向，它的大小是数量场沿该方向的方向导数．记作gradu（M）．

梯度为一向量场，记作[image: alt]
 称为奈布拉算符．

3．向量线

给定向量场F＝Pi＋Qj＋Rk．若曲线的每一点切向量与向量场在该点的方向一致，则称此曲线为向量线，向量线满足：

[image: alt]


4．散度

给定向量场F及双侧曲面S，称积分

[image: alt]


为F通过曲面S的通量．称通量与体积比的极限

[image: alt]


（V为S所围的区域的体积）为向量场在M点的散度，记作divF（M）．

散度为一数量场．记作[image: alt]
 divF≡0的场为无源场．

[image: alt]


奥氏公式为

[image: alt]


5．旋度

给定向量场F及定向曲线C，称

[image: alt]


为F沿定向闭曲线C的环量．在法向量为n＝（cosα，cosβ，cosγ）的平面上作定向闭路C环绕M点，记C所围的区域的面积为S，则环量与面积比的极限为向量场在M点绕n方向的方向旋量：

[image: alt]


上述偏导数都在M点取值．

向量场在M点的旋度为一向量，它的方向是使方向旋量达到最大的那个方向，它的大小是向量场绕该方向的方向旋量，记作rotF（M）．

旋度为一向量场，记作

[image: alt]


若区域内rotF≡0，则称F为无旋场．

斯托克斯公式为

[image: alt]


6．保守场

若向量场F在区域G内的线积分∫c
 F·ds与路径无关，则称F为保守场．

下面三个命题等价：

（1）F是保守场；

（2）沿任一闭路C的环量为零；

（3）有势函数u（z，y，z）存在，使gradu＝F．

若G是单连通区域，则保守场与无旋场等价．

典型例题分析

例1　设r＝xi＋yj＋zk，r＝｜r｜，求gradf（r）．

解　令u＝f（r），[image: alt]


所以

[image: alt]


例2　设F＝f（r）r（r与r意义同例1）．

（1）求证：rotF≡0；

（2）f（r）是什么函数时，divF≡0.

解　（1）令P＝f（r）x，Q＝f（r）y，R＝f（r）z，则

[image: alt]


同理[image: alt]
 所以rotF≡0.

（2）[image: alt]


要使

[image: alt]


只要

3r2
 f（r）＋r3
 f′（r）＝（r3
 f（r））′＝0，

所以[image: alt]
 （c为任意常数）时，divF≡0．

例3　设f（x，y，z）∈C1
 ，在M点给定一组正交单位向量τ1
 ，τ2
 τ3
 ．

（1）若ι为一单位向量，证明：

[image: alt]


（2）证明[image: alt]


证　（1）采用矩阵写法，有

[image: alt]


[image: alt]


（2）记[image: alt]
 由（1）[image: alt]
 知[image: alt]
 ι．由ι的任意性，即得gradf＝g．

例4　设u＝u（x，y），令x＝rcosθ，y＝rsinθ，u＝u（rcosθ，rsinθ）．再令er
 ，eθ
 分别是M点的径向与圆周方向的单位向量．证明：在M点有

[image: alt]


证　由方向导数的计算公式和复合函数求导法则，得

[image: alt]


应用例3的结果，即知

[image: alt]


例5　证明：在平面区域x2
 ＋y2
 ＞0上，向量场

[image: alt]


是保守场．

证　令[image: alt]
 则gradu＝F．说明场F有势函数存在，所以F是保守场．

评注　因为区域不是单连通域，所以不能用rotF≡0[image: alt]
 来判别F是保守场．

练习题6.6

6.6.1　设u（x，y，z）∈C2
 ，f（t）∈C2
 ．求

（1）gradf（u）；

（2）div gradf（u）．

6.6.2　c为常向量，[image: alt]


f（r）可微．求

（1）div［f（r）c］；　

（2）rot［f（r）c］．

6.6.3　c为常向量，r＝xi＋yj＋zk，r＝｜r｜．求

（1）div［c×f（r）r］；

（2）rot［c×f（r）r］．

6.6.4　证明：（1）rot（gradu）＝0；

（2）div（rotF）＝0．

6.6.5　设u＝u（x，y，z），作柱坐标变换：x＝rcosθ，y＝rsinθ，z＝z．令er
 ，eθ
 ，ez
 ＝k为两两正交的单位向量．证明

[image: alt]


6.6.6　设u＝u（x，y，z），作球坐标变换：x＝rcosθsinφ，y＝rsinθsinφ，z＝rcosφ．令er
 ，eφ
 ，eθ
 为两两正交的单位向量．证明

[image: alt]


6.6.7　设物体Ω以一定的角速度ω绕轴ι＝（cosα，cosβ，cosγ）旋转．

（1）求物体Ω上各点的速度，即求速度场v；　　（2）求rotv．

6.6.8　证明：场F＝yz（2x＋y＋z）i＋xz（x＋2y＋z）j＋xy（x＋y＋2z）k是保守场，并求势函数．

6.6.9　设f（x，y，z）是一次齐次函数，[image: alt]
 试证：

divF＝f（x，y，z）．

6.6.10　设R3
 空间有一变换T：xi
 ＝xi
 （P1
 ，P2
 ，P3
 ）（i＝1，2，3），或记作x＝T（p）．又设向量[image: alt]
 两两互相正交，记[image: alt]
 单位向量[image: alt]
 则有

[image: alt]


试利用此公式求下列各式：

（1）在空间柱坐标系，求div gradu（r，θ，z）；

（2）在平面极坐标系，求div gradu（r，θ）；

（3）在空间球坐标系，求div gradu（r，φ，θ）．


第七章　典型综合题分析

本章选择一些典型的综合性习题，其目的是引导学生在做题时，打破知识的章节界限，能从多角度分析问题，并运用多方面的知识解决问题．这些综合题大多给出了多种解法，旨在开拓读者的思路，提高综合解题能力．有些题是选自历年数学类硕士研究生入学考试试题，可供考研的读者考研复习时参考．

例1　设b＞a＞0．求证

[image: alt]


证法1　将（7.1）式改写成

[image: alt]


令x＝b/a，则（7.2）式又可改写成

[image: alt]


作辅助函数[image: alt]
 求F′（x）得

[image: alt]


所以F（x）在x≥1上严格上升，于是对∀x＞1，有F（x）＞F（1）＝0，即

[image: alt]


这就是（7.3）式的第一个不等式．为了证（7.3）式的第二个不等式，再作辅助函数[image: alt]
 求G′（x）得

[image: alt]


所以G（x）在x≥1上严格上升，于是对∀x＞1，有G（x）＞G（1）＝0，即

[image: alt]


证法2　令t＝lnb－lna，则（7.1）式改写成

[image: alt]


利用et
 的泰勒级数，容易求得，对∀t＞0，

[image: alt]


比较这些级数的系数，由于

2n！＜（n＋1）！＜n！2n　（n≥2），

立得（7.4）式．

证法3　（7.4）式乘以[image: alt]
 并令[image: alt]
 则（7.4）式可改写成

[image: alt]


根据微分中值定理，对∀x＞0，∃ξ∈（0，x），使得

shx＝shx－sh0＝chξ（x－0）＝xchξ．

又因为

1＜chξ＜chx　（0＜ξ＜x），

即得（7.5）式

[image: alt]


证法4　（7.5）式可改写成

[image: alt]


容易验证直线y＝x是曲线y＝shx与曲线y＝thx在x＝0点的公共切线，以及当x＞0时，y＝shx为下凸曲线（因y″＝shx＞0），所以曲线在其切线的上方；y＝thx为上凸曲线（因y″＝－2shx/ch3
 x＜0），所以曲线在其切线的下方．因此（7.6）式成立．

证法5　将（7.4）式改写成

[image: alt]
 　　（7.7）

因为y＝ex
 是凹函数，所以

[image: alt]


上式自0至t积分，即得

[image: alt]


另一方面，还因为y＝ex
 是凹函数，所以

[image: alt]


证法6　将（7.1）式改写成

[image: alt]


因为[image: alt]
 所以

[image: alt]


又因为y＝1/x是凹函数，所以

[image: alt]


联立（7.9）和（7.10）式，即得

[image: alt]


另一方面，还因为y＝1/x是凹函数，所以曲线y＝1/x在横坐标为[image: alt]
 的点处的切线：

[image: alt]


在曲线[image: alt]
 的下方．于是

[image: alt]


证法7　注意

[image: alt]


表示曲线[image: alt]
 在［a，b］上形成的曲边梯形薄片（记为A）的重心横坐标（薄片的面密度为1）．于是（7.1）式可改写成

[image: alt]


再将上式改写成两个不等式，其中一个为

[image: alt]


其物理意义是：曲边梯形A在直线[image: alt]
 的左边部分比右边部分对直线[image: alt]
 轴的静力矩来得大．另一个不等式为

[image: alt]


其物理意义是：曲边梯形A在直线[image: alt]
 的右边部分比左边部分对直线[image: alt]
 轴的静力矩来得大．

先证（7.11）式．对下面积分分别作[image: alt]
 和[image: alt]
 的变换：

[image: alt]


[image: alt]


再证（7.12）式．对下面积分分别作[image: alt]
 的变换：

[image: alt]


联立（7.11）和（7.12）式，即得（7.1）式成立．

证法8　设[image: alt]
 则

[image: alt]


又

[image: alt]


联立（7.13）和（7.14）式，一方面，

[image: alt]


另一方面，

[image: alt]


例2　设[image: alt]


求证：[image: alt]


证法1　令u＝t－x，则当x≥0时，

[image: alt]


证法2　令u＝t－x，[image: alt]
 利用广义参变量积分求导定理，得

[image: alt]


所以函数f（x）在实轴严格递减．特别当x≥0时，有

[image: alt]


证法3　由

[image: alt]


两边开平方，即得

[image: alt]


例3　求证：[image: alt]
 在（－∞，∞）上有界．

证法1　因为f（－x）＝f（x），即f（x）是偶函数，所以只需证明f（x）在［0，＋∞）上有界．

用洛必达法则：

[image: alt]


因此∃A＞0，使得0＜f（x）＜1（∀x＞A）．又由f（x）在［0，A］上连续，故∃M1
 ＞0，使得0≤f（x）≤M1
 （∀x∈［0，A］）．取

M＝max（1，M1），

则有0≤f（x）≤M（∀x∈［0，＋∞））．

证法2　由证法1知只需证f（x）在［0，＋∞）上有界，对∀x＞1，根据柯西中值定理，∃ξ∈（1，x），使得

[image: alt]


又当x＞1时，[image: alt]
 即得[image: alt]


于是由（7.15）式得

[image: alt]


即得0≤f（x）≤1（∀x＞1）．又当x∈［0，1］时，

[image: alt]


故有

[image: alt]


证法3　利用幂级数逐项积分．

[image: alt]


即得

[image: alt]


又

[image: alt]


由于（2n＋1）n！≥（n＋1）！（n≥0），得到

[image: alt]


即

[image: alt]


例4　设f（x）在R上连续可导，且[image: alt]
 求证：

[image: alt]


证法1　设[image: alt]
 则[image: alt]
 且

[image: alt]


根据例3证法2结果及[image: alt]
 由（7.16）式可得当∀x∈R时，有

[image: alt]


证法2　对∀x＞1，根据柯西中值定理，∃ξ∈（1，x），使得

[image: alt]


其中[image: alt]
 又当x＞1时，[image: alt]
 于是由（7.17）式推出

[image: alt]


即得

[image: alt]


同理对∀x＜－1，可推出

[image: alt]


又f（x）∈C［－1，1］，故可设｜f（x）｜≤M0
 （｜x｜≤1），因此

[image: alt]


联合（7.18）～（7.20）式，我们有

[image: alt]


例5　设fn
 （x）＝cosx＋cos2
 x＋…＋cosn
 x．求证：

（1）对任意自然数n，方程fn
 （x）＝1在［0，π/3）内有且仅有一个根；

（2）设[image: alt]
 是fn
 （x）＝1的根，则[image: alt]


证　（1）当n＝1时，x1
 ＝0适合f1
 （x1
 ）＝cos0＝1；当n＞1时，fn
 （0）＝n＞1，而[image: alt]
 根据连续函数的中间值定理，[image: alt]
 使得fn
 （xn
 ）＝1．又

[image: alt]


这意味着fn
 （x）在（0，π/3）内严格单调下降，从而上述xn
 惟一，即方程fn
 （x）＝1在［0，π/3）内有且仅有一个根．到此（1）证毕．

关于（2）下面给出几种证法．

证法1　因为

[image: alt]


所以[image: alt]
 由极限定义，∃N，使得

[image: alt]


又fn
 （x）对x严格单调下降，fn
 （xn
 ）＝1，故有xn
 ＞π/4（∀n≥N）．进一步用微分中值定理，对∀n≥N，∃ξn∈（xn
 ，π/3）（此时ξn
 ＞xn
 ＞π/4），使得

[image: alt]


从而[image: alt]
 于是根据极限两边夹挤原理，推出[image: alt]


证法2　考虑辅助函数[image: alt]
 因

[image: alt]


所以f（x）在（0，π/3］内严格单调下降．因此，∀0＜ε＜π/3，

[image: alt]


从而∃N（ε），使得∀n≥N（ε）时，有[image: alt]
 又fn
 （x）对x严格单调下降，fn
 （xn
 ）＝1，故有

[image: alt]


也就有｜xn
 －π/3｜＜ε（∀n≥N（ε）），即得[image: alt]


证法3　先证明xn
 是单调增加序列．事实上，

[image: alt]


由fn＋1
 （xn＋1
 ）＝1＝fn
 （xn
 ）＜fn＋1
 （xn
 ），及fn＋1
 （x）对x在［0，π/3）内严格单调下降，即得xn
 ＜xn＋1
 （n＝1，2，…）．由（1）知xn
 ＜π/3，于是｛xn
 ｝是单调增加的有上界序列，从而极限[image: alt]
 存在．设[image: alt]
 下面证明a＝π/3．

由xn
 ＜xn＋1
 ，推出cosxn
 ＞cosxn＋1
 ，因此

[image: alt]


进而有[image: alt]
 根据两边夹挤原理，可知[image: alt]
 0．于是由

[image: alt]


两边令n→＋∞取极限，即得[image: alt]
 从而[image: alt]


证法4　因为fn
 （x）对n单调增加，根据微分中值定理，

∃ξ∈（min（xn
 ，xn＋1
 ），max（xn
 ，xn＋1
 ）），

使得

[image: alt]


又[image: alt]
 即得xn＋1
 －xn
 ＞0，这说明xn
 ≤xn＋1
 ，xn
 单调上升且有界．设[image: alt]
 则a＞xn
 ＞0．因为fn
 （x）的极限函数

[image: alt]


在[image: alt]
 上连续，且fn＋1
 （x）＞fn
 （x）．根据狄尼定理，我们有

[image: alt]


从而[image: alt]
 即有[image: alt]


例6　设[image: alt]


求证[image: alt]
 收敛．

证法1　记[image: alt]
 则

[image: alt]


由此得到

[image: alt]


因为ab＝1，所以

[image: alt]


又

[image: alt]


而级数[image: alt]
 收敛，故[image: alt]
 收敛．

证法2　将f（x）的表达式改写成方程：

f（x）－xf（x）－x2
 f（x）＝1．

两边求n阶导数并代入x＝0得到

f（n）
 （0）－nf（n－1）
 （0）－n（n－1）f（n－2）
 （0）＝0

再两边除以n！，推出

[image: alt]


又[image: alt]
 则有

an＋1
 ＝an
 ＋an－1
 ，　a0
 ＝a1
 ＝1．　　（7.21）

下面只要证明[image: alt]
 收敛．由（7.21）式推出

an＋1
 ＝an
 ＋an－1
 ＝2an－1
 ＋an－2
 ＞2an－1
 ，

于是

[image: alt]


由此得出级数[image: alt]
 与级数[image: alt]
 收敛，从而

[image: alt]


收敛．

证法3　设[image: alt]
 则[image: alt]
 整理后得

[image: alt]


由此推出a0
 ＝1，a1
 ＝1，am＋2
 ＝am＋1
 ＋am
 （m＝0，1，…）．下同证法2．

证法4　设[image: alt]
 则

[image: alt]


由此推出[image: alt]
 下同证法1．

证法5

[image: alt]
 又[image: alt]
 代入上式整理后得到

[image: alt]


由此得到

[image: alt]


当m≥4时，取[image: alt]
 那么

[image: alt]


从而

[image: alt]


于是[image: alt]
 收敛，即有[image: alt]
 收敛．

例7　设f（x）在（－∞，∞）连续，

[image: alt]


定义

[image: alt]


求证：

[image: alt]


证法1　利用[image: alt]
 则

[image: alt]


[image: alt]


又

[image: alt]


代入（7.22）式得到

[image: alt]


再用（7.23）式推出

[image: alt]


证法2　利用柯西-施瓦兹不等式，

[image: alt]


下同证法1．

证法3　通过计算求得

[image: alt]


因此

[image: alt]


[image: alt]


例8　设[image: alt]
 求证：

（1）[image: alt]
 　　（2）f′（x）存在；

（3）[image: alt]


证　（1）[image: alt]


因此

[image: alt]


（2）因为级数

[image: alt]


在实轴上一致收敛，所以f′（x）存在，并且连续，可表示为

[image: alt]


（3）证法1　用贝塞尔不等式，

[image: alt]


又设[image: alt]
 则

[image: alt]


从而

[image: alt]


证法2　由f′（x）的傅氏系数公式，

[image: alt]


所以

[image: alt]


[image: alt]


由此即得

[image: alt]


例9　求证：t的方程

[image: alt]


（1）有三个不同实根t1
 ，t2
 ，t3
 ，分别属于区间－∞＜t1
 ＜c，c＜t2
 ＜b，b＜t3
 ＜a，其中（x，y，x）不在坐标平面上；

（2）过任意点的三个曲面ti
 （x，y，Z）＝常数（i＝1，2，3）互相正交．

证　（1）令[image: alt]
 则

[image: alt]


由连续函数中间值定理及单调性，存在惟一的t1
 ∈（－∞，c），t2
 ∈（c，b），t3
 ∈（b，a），使得f（t1
 ）＝0，f（t2
 ）＝0，f（t3
 ）＝0．

（2）根据（1）我们有

[image: alt]


对（7.24）式微分得到

[image: alt]


其中[image: alt]
 由此推出

[image: alt]


于是当i≠j时，

[image: alt]


再由（7.24）式可得

[image: alt]


（7.26）式除以ti
 －tj
 ≠0，并将所得结果代入（7.25）式，即得

[image: alt]


这意味着过任意点的三曲面ti
 （x，y，z）＝常数（i＝1，2，3）的法向量[image: alt]
 两两正交，即三曲面互相正交．

例10　求证：[image: alt]


证法1　令x＝tant，dx＝sec2
 tdt，则

[image: alt]


又令[image: alt]
 则

[image: alt]


（7.28）式代入（7.27）式即得结论．

证法2　设[image: alt]
 则J（0）＝0，

[image: alt]


对上式两边从0到1积分，得[image: alt]
 由此推出

[image: alt]


证法3　设[image: alt]
 则I（0）＝0，

[image: alt]


上式两边从0到y积分，得

[image: alt]


于是

[image: alt]


证法4　设[image: alt]
 因为[image: alt]
 所以

[image: alt]


从而

[image: alt]


例11　设f（x）在（－∞，＋∞）上二次连续可微，

[image: alt]


求证：∃ξ∈R，使得f（ξ）＋f″（ξ）＝0．

证　考虑函数[image: alt]
 则F（0）＝4，

[image: alt]


为了证明结论，只要找到一个点ξ，它既是F′（x）的零点，又是f′（x）的非零点就行了．

∀X＞0，由题设｜f（x）｜≤1，利用微分中值定理，∃ξ1
 ∈（－X，0）及ξ2
 ∈（0，X），使得

[image: alt]


由此可见，如果取X＝2，那么

[image: alt]


因此∃ξ∈（ξ1
 ，ξ2
 ），使得[image: alt]
 因为ξ是极值点，所以F′（ξ）＝0．另外

[image: alt]


所以f′（ξ）≠0．于是有[image: alt]


例12　设f（x）无穷次可微，且

[image: alt]


求证：f（x）≡0．

证法1　记[image: alt]
 则∃0＜θ＜1，使得

[image: alt]


从而

[image: alt]


下面用反证法．假设f（x）≢0，那么∃m，使得f（m）
 （0）≠0，而f（0）＝f′（0）＝…＝f（m－1）
 （0）＝0．于是

[image: alt]


其中[image: alt]
 显然φ（x）连续，并且

[image: alt]


另一方面，由f（1/n）＝0（n＝1，2，…）得出φ（1/n）＝0（n＝1，2，…），从而φ（0）＝0．这样引出矛盾．所以f（x）≡0．

证法2　（1）用数学归纳法证明．对任意整数k≥0，存在对n严格下降的序列[image: alt]
 使得[image: alt]
 当k＝0时，由题设可知取[image: alt]
 便符合要求．今设[image: alt]
 且[image: alt]
 由于f（k）
 （x）可微，根据罗尔定理，对[image: alt]
 使得[image: alt]
 显然[image: alt]
 →0且

[image: alt]


（2）因为f（k）
 （x）连续及f（k）
 （[image: alt]
 ）＝0，令n→＋∞，即得

f（k）
 （0）＝0　（k＝0，1，2，…）．

（3）由（2），对∀x∈R，按泰勒公式，有

[image: alt]


令k→∞，即得f（x）≡0．

例13　设f（x）在（－∞，＋∞）可微，f（0）＝0，且处处有｜f′（x）｜≤｜f（x）｜．求证：f（x）≡0（∀x∈R）．

证　（1）证f（x）≡0（∀x∈［0，1］）．对∀x＞0，利用微分中值定理，推出

｜f（x）｜＝｜f（x）－f（0）｜＝｜f′（x1
 ）｜x≤｜f（x1
 ）｜x

（0＜x1
 ＜x）．

用x1
 代替上式中的x，有｜f（x1
 ）｜≤｜f（x2
 ）｜x1
 （0＜x2
 ＜x1
 ）．同理

｜f（x2
 ）｜≤｜f（x3
 ）｜x2
 　　（0＜x3
 ＜x2
 ），

｜f（xn－1
 ）｜≤｜f（xn
 ）｜xn－1
 　　（0＜xn
 ＜xn－1
 ）．

将以上几个不等式的左边和右边分别相乘，得

｜f（x）｜≤x·x1
 ·…·xn－1
 ｜f（xn
 ）｜≤xn
 ｜f（xn
 ）｜．

因为f（x）在［0，1］上连续，故有M1
 ＞0，使得

[image: alt]


于是，当0≤x＜1时，有｜f（x）｜≤M1
 xn
 →0（当n→∞）．由此得出f（x）≡0（0≤x＜1）．又由连续性，有f（1）＝0．从而

f（x）≡0　　（∀x∈［0，1］）．

（2）证f（x）≡0（x≥0）．用数学归纳法．（1）已证f（x）在［0，1］中恒等于0，今设f（x）在［0，n］上恒等于0．令fn
 （x）＝f（x＋n），则有

fn
 （0）＝0，　｜f′n
 （x）｜＝｜f′（x＋n）｜≤｜f（x＋n）＝｜fn
 （x）｜．

用（1）的结果，便可推出fn
 （x）≡0（∀x∈［0，1］），即

f（x）≡0　（∀x∈［n，n＋1］）．

从而f（x）≡0（∀x∈［0，n＋1］）．这样利用数学归纳法原理便可推得∀n∈N，有f（x）≡0（∀x∈［0，n］），这显然蕴含着f（x）在［0，∞）上恒等于0．

（3）证f（x）≡0（∀x≤0）．令f_（x）＝f（－x），则有f_（0）＝0，且

｜f′_（x）｜＝｜f′（－x）｜≤｜f（－x）｜＝｜f_（x）｜．

利用（2）的结果，便可推出f_（x）≡0（∀x≥0），即

f（x）≡0　（∀x≤0）．

例14　设f（x）∈C［0，1］，且[image: alt]
 求证：

[image: alt]


证　用反证法．如果｜f（x）｜≤4，那么

[image: alt]


由此推出[image: alt]
 从而

[image: alt]


即得｜f（x）｜≡4．又f（x）连续，可见f（x）≡4或f（x）≡－4．这些都

与[image: alt]
 矛盾．

例15　设f″（x）≥0（－∞＜x＜＋∞），u（x）∈C（－∞，＋∞）．求证：对∀a＞0，有

[image: alt]


证　令[image: alt]
 根据f（x）的凹性，有

f（t）≥f′（A）（t－A）＋f（A）　（∀t∈（－∞，＋∞））．代入t＝u（x），并对x从0到a积分，得

[image: alt]


即

[image: alt]


例16　设f（x）在［a，b］上可微，f′（x）单调上升并满足｜f′（x）｜≥m＞0．求证：

[image: alt]


证法1　根据达布定理，f′（x）的单调性条件蕴含f′（x）的连续性，又因为｜f′（x）｜≥m＞0，所以f′（x）不变号，不妨设f′（x）＞0，则有f（x）严格单调增加．根据积分第二中值定理，

[image: alt]


从而

[image: alt]


证法2　不妨设f′（x）＞0（否则考虑－f（x）），则有f（x）严格单调增加．设f的反函数为g：［f（a），f（b）］→［a，b］，则

[image: alt]


对要估计的积分作反函数换元，再利用积分第二中值定理，得到

[image: alt]


例17　设f（x）在［a，b］上可微，且｜f′（x）｜≤M．求证：

[image: alt]


其中[image: alt]


证法1　根据微分中值定理，

[image: alt]


其中[image: alt]
 因此，

[image: alt]


同理

[image: alt]


其中[image: alt]
 因此

[image: alt]


联立（7.29）和（7.30）式即得结论．

证法2　对∀｜λ｜≤1，令[image: alt]
 用分部积分法推得

[image: alt]


两边除以（b－a）并根据积分中值定理，容易推出

[image: alt]


在（7.31）式中取λ＝θ，有

[image: alt]


[image: alt]


在（7.31）式中取λ＝－θ，有

[image: alt]


联立（7.32）和（7.33）式即得结论．

例18　设f（x）在（－∞，＋∞）上二次连续可微，并满足：

（1）f（x）≤f″（x）；

（2）[image: alt]


求证：f（x）≤0（∀x∈（－∞，＋∞））．

证法1　∀x0
 ∈R及∀x≥x0
 ，由条件（1）有

[image: alt]


两边同时乘以e－2x
 ，得

[image: alt]


两边从x0
 到x积分，推出

[image: alt]


令x→＋∞，由条件（2）得

[image: alt]


即

[image: alt]


因此[image: alt]
 从而ex
 f（x）单调下降，即[image: alt]
 令x0
 →－∞，由条件（2）推出ex
 f（x）≤0，即得f（x）≤0（∀x∈R）．

证法2　考虑函数F（x）＝c1
 ex
 ＋c2
 e－x
 －f（x）（c1
 ，c2
 ＞0），则有

[image: alt]


且

[image: alt]


从而[image: alt]
 由此可见，F（x）在（－∞，＋∞）上达到最小值．记F（x）达到最小值的点为x*
 ，则有F（x*
 ）≤F（x）（∀x∈R），且F″（x*
 ）≥0（否则x*
 为极大值点）．这样

F（x）≥F（x*
 ）≥F″（x*
 ）≥0　（∀x∈R），

即c1
 ex
 ＋c2
 e－x
 ≥f（x）（∀x∈R）．再令c1
 →0，c2
 →0，即得

f（x）≤0　（∀x∈R）．

例19　设f（x）∈C1
 ［0，∞），xf′（x）在［0，∞）上有界，并且

[image: alt]


求证：f（x）→0（x→＋∞）．

证　令[image: alt]
 则有[image: alt]
 对∀x0
 ＞0及x≥x0
 ，由微积分基本定理，

[image: alt]


即得

[image: alt]


我们先证∃X＞0，使得

[image: alt]


用反证法．假定使（7.35）式成立的X不存在，那么∀n∈N，∃xn
 ＞n，使得｜f（xn
 ）｜≥M．由（7.34）式有

[image: alt]


其中[image: alt]
 因此

[image: alt]


这与xn
 →＋∞（n→∞）时

[image: alt]


矛盾．于是使（7.35）式成立的X的确存在．

现在∀x0
 ＞X，由（7.35）式有｜f（x0
 ）｜＜M，从而[image: alt]
 [image: alt]
 因此，根据（7.34）式有

[image: alt]


即得

[image: alt]


改写成

[image: alt]


由极限两边夹挤准则即得结论．

例20　假设函数f（x）在闭区间［0，b］上单调增加，函数g（x）使得广义积分[image: alt]
 收敛．求证：

[image: alt]


证　分解

[image: alt]


因为

[image: alt]


所以为了结论成立，只要证明

[image: alt]


由[image: alt]
 收敛，可设[image: alt]
 ∃0＜δ＜b，使得0≤f（x）－f（0＋
 ）＜ε（0≤x≤δ）．于是由积分第二中值定理，∃0＜ξ＜δ及δ＜η＜b，使得

[image: alt]


及

[image: alt]


又由柯西收敛准则，∃P＞0，使得

[image: alt]


联立（7.37）～（7.39）式，当p＞P时，有

[image: alt]


由ε的任意性，（7.36）式得证．　　例21　设F（x，y，z）在R3
 中有连续的一阶偏导数，并满足

[image: alt]


求证：当点（x，y，z）沿着曲线Γ：x＝－cost，y＝sint，z＝t（t≥0）趋向无穷时，F（x，y，z）→＋∞．

证　考虑一元函数[image: alt]
 则

[image: alt]


当（x，y，z）∈Γ时，有[image: alt]
 因此，根据微分中值定理，有F（x，y，z）－F（－1，0，0）＝f（t）－f（0）＝f′（ξ）t≥αt，即得F（x，y，z）≥F（－1，0，0）＋αt．于是F（x，y，z）→＋∞（t→＋∞）．

例22　设u＝u（x，y）在平面区域D上二阶连续可微．求证：

[image: alt]


成立的充要条件为

[image: alt]


其中0≤r＜d（x0
 ，y0
 ），d是点（x0
 ，y0
 ）到D的边界∂D的距离．

证　设cr
 （x0
 ，y0
 ）和Δr
 （x0
 ，y0
 ）分别表示以（x0
 ，y0
 ）为中心，以r为半径的圆周和圆盘．由格林公式

[image: alt]


其中n为圆cr
 （x0
 ，y0
 ）的外法线方向．

如果[image: alt]
 对∀（x0
 ，y0
 ）∈D，由（7.40）式有

[image: alt]


从而

[image: alt]


在［0，d）上单调增加，于是f（r）≥f（0），即

[image: alt]


反之，如果（7.41）式对∀（x0
 ，y0
 ）∈D成立，要证

[image: alt]


用反证法．假设∃（x1
 ，y1
 ）∈D，使得

[image: alt]


由二阶偏导数连续性，∃0＜δ＜d（x1
 ，y1
 ），使得

[image: alt]


取0＜r＜δ，则由格林公式有

[image: alt]


即得

[image: alt]


从而[image: alt]
 在［0，δ］上严格单调下降，于是f1
 （r）＜f1
 （0）（0＜r＜δ），即

[image: alt]


这与假设矛盾．从而（7.42）式成立．

例23　设U（x0
 ，δ0
 ）⊂Rn
 ，f∈C2
 （U（x0
 ，δ0
 ）），∇f（x0
 ）＝0．又设对任意单位向量α∈Rn
 ，（α·∇）2
 f（x0
 ）＞0．求证：∃0＜δ＜δ0
 ，使

（x－x0
 ）·∇f（x）＞0　（∀x∈U（x0
 ，δ）\｛x0
 ｝）．

证　因为[image: alt]
 在闭集

[image: alt]


上是连续函数，所以[image: alt]
 又对∀α∈S，有（α＝（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ））

[image: alt]


因此∃0＜δ＜δ0
 ，使得

[image: alt]


于是∀x∈U（x0
 ，δ）时，有

[image: alt]


今对∀x∈U（x0
 ，δ）＼｛x0
 ｝，考虑辅助函数

[image: alt]


则有

[image: alt]


其中

[image: alt]


由此可见，F′（t）在［0，1］上严格单调增加，于是对于∀x∈U（x0
 ，δ）＼｛x0
 ｝，有

（x－x0
 ）·∇f（x）＝F′（1）＞F′（0）＝（x－x0
 ）·∇f（x0
 ）＝0．

例24　设U（x0
 ，δ）⊂Rn
 ，f在U（x0
 ，δ）内连续，在U（x0
 ，δ）＼｛x0
 ｝内可微．求证：

（1）如果（x－x0
 ）∇f（x）＜0（∀x∈U（x0
 ，δ）＼｛x0
 ｝），那么x0
 是f的一个极大值点；

（2）如果（x－x0
 ）·∇f（x）＞0（∀x∈U（x0
 ，δ）＼｛x0
 ｝），那么x0
 是f的一个极小值点；

（3）如果f（x，y）＝x2
 ＋2xy＋3y2
 ＋2x＋10y＋9，则（1，－2）是f（x，y）的一个极小值点．

证　（1）设[image: alt]
 显然F（t）在［0，1］上连续，在（0，1）内可微，且

F′（t）＝（x－x0
 ）·∇f（x0
 ＋t（x－x0
 ））．

根据微分中值定理，∃ξ∈（0，1），使得

f（x）－f（x0
 ）＝F（1）－F（0）＝F′（ξ）

＝（x－x0
 ）·∇f（x0
 ＋ξ（x－x0
 ））．

于是，当x∈U（x0
 ，δ）＼｛x0
 ｝时，x0
 ＋ξ（x－x0
 ）∈U（x0
 ，δ）＼｛x0
 ｝．所以（x－x0
 ）·∇f（x0
 ＋ξ（x－x0
 ））＜0，即有f（x）＜f（x0
 ）．

（2）考虑f*
 ＝－f，由假设有

（x－x0
 ）·∇f*
 （x）＝－（x－x0
 ）·∇f（x）＜0

（∀x∈U（x0
 ，δ）＼｛x0
 ｝）．

根据（1）的结果推出f*
 （x）＜f*
 （x0
 ），即f（x）＞f（x0
 ）．

（3）令u＝x－1，v＝y＋2，则

（x－1，y＋2）·∇f（x，y）

＝（x－1，y＋2）·（2x＋2y＋2，2x＋6y＋10）

＝2u（u＋v）＋2v（u＋3v）＝2［（u＋v）2
 ＋2v2
 ］＞0

（∀（u，v）≠（0，0））．利用（2）的结果，即可肯定（1，－2）是f（x，y）的一个极小值点．

例25　设f（x）在R上有二阶连续导数，且有

[image: alt]


求证：（1）[image: alt]
 　　（2）[image: alt]


证　（1）∀h＞0，由积分的恒等变换式（由分部积分可证）

[image: alt]


可得导函数及其积分的估计式：

[image: alt]


其中区域D由直线t＝x，t＝x＋h，x＝a，x＝b围成．根据重积分化累次积分公式得

[image: alt]


联立（7.43）和（7.44）式，有

[image: alt]


令a→－∞，b→＋∞，即得[image: alt]


（2）取[image: alt]
 代入（1）即得

[image: alt]


例26　设D为Rn
 中的有界闭集，映射f：D→D满足：∀x，y∈D，x≠y，有｜f（x）－f（y）｜＜｜x－y｜．证明：映射f有惟一的不动点x*
 ∈D，即有惟一点x*
 ∈D，使f（x*
 ）＝x*
 ．

证　∀x1
 ∈D，令xn＋1
 ＝f（xn
 ）（n＝1，2，…）．显然xn
 ∈D（n＝1，2，…）．由条件

｜xn＋2
 －xn＋1
 ｜＝｜f（xn＋1
 ）－f（xn
 ）｜＜｜xn＋1
 －xn
 ｜　（n＝1，2，…），

故有

[image: alt]


因D为有界闭集，由波尔察诺定理，∃子序列｛[image: alt]
 ｝，使

[image: alt]


再由条件知f在D上连续，所以

[image: alt]


要证不动点存在，只要证x*
 ＝[image: alt]
 ．为此，对下式

[image: alt]


取极限（k→＋∞），由（7.46），（7.47）式，得到

[image: alt]


再由（7.45）式知上式等号成立，即[image: alt]
 根据题设必有[image: alt]
 即f（x*
 ）＝x*
 ．不动点惟一性由条件即可看出．

例27　设D：x2
 ＋y2
 ＜1．f（x，y）为有界正值函数，在D上有二阶连续偏导数，且满足

[image: alt]
 （Δ为拉普拉斯算符，即[image: alt]
 ）．

证明

[image: alt]


证　令[image: alt]
 则

[image: alt]


所以

[image: alt]


记函数[image: alt]
 由条件可得出

[image: alt]


所以函数F（x，y）在D内某一点达到最小值，设最小值点为（x0
 ，y0
 ），则

[image: alt]


且在该点处[image: alt]
 （否则与（x0
 ，y0
 ）是F最小值矛盾）．相加即得Δ（lng（x0
 ，y0
 ）－lnf（x0
 ，y0
 ））≥0．再由（7.48）式得出g2
 （x0
 ，y0
 ）－f2
 （x0
 ，y0
 ）≥0，进而可得g（x0
 ，y0
 ）/f（x0
 ，y0
 ）≥1．把结果代入（7.49）式得到

[image: alt]


即有

[image: alt]


例28　设f（x，y）在x2
 ＋y2
 ＜1上二次连续可微，且满足

[image: alt]


证明：

[image: alt]


证法1　令x＝rcosθ，y＝rsinθ，则[image: alt]
 因此[image: alt]
 所以

[image: alt]


再由格林公式有

[image: alt]


[image: alt]


把所得结果代入（7.50）式，我们得到

[image: alt]


证法2　利用广义格林公式

[image: alt]


其中cr
 ，Δr
 分别表示圆周x2
 ＋y2
 ＝r2
 与圆盘x2
 ＋y2
 ≤r2
 （0＜r＜1）．现在取[image: alt]
 则

[image: alt]


证法3　由证法1看出，若f（x，y）是调和函数，即[image: alt]
 0，则积分[image: alt]
 所以证明结果只要找一特解即成．设要找的解为[image: alt]
 则

[image: alt]


同理

[image: alt]


把结果代入f满足的方程，得

[image: alt]


积分一次得[image: alt]


为了保证函数的连续性要求，任意常数C必须取1/2，即

[image: alt]


于是

[image: alt]


例29　设Ω为空间第一卦限区域，函数f（x，y，z）在Ω上有连续一阶偏导数．S为Ω中任一光滑闭曲面，试给出第二型曲面积分

[image: alt]


的充要条件，并证明之．

证　应用奥氏公式，有

[image: alt]


其中V表示S所围区域．若函数f是一个－3次齐次函数，且上式右端被积函数为零，故对任一光滑闭曲面S，曲面积分为零．

反之，若对任一光滑闭曲面S曲面积分为零，容易证明在Ω上有

[image: alt]


令ξ＝x，η＝y/x，ζ＝z/x，或x＝ξ，y＝ξη，z＝ξζ，在这个变换下有

[image: alt]


因此[image: alt]
 所以方程（7.51）式变为[image: alt]
 解方程时注意

[image: alt]


所以[image: alt]
 其中函数g为任一可微函数，这样回到原变量，得出

[image: alt]


由此即可看出f是一个－3次齐次函数．

例30　设A＞0，AC－B2
 ＞0．求平面曲线Ax2
 ＋2Bxy＋Cy2
 ＝1所围的图形面积．

解法1　由曲线方程解出

[image: alt]


再由y＋
 ＝y－
 ，得出曲线y＝y＋
 （x）与曲线y＝y－
 （x）的两个交点的横坐标为

[image: alt]


于是平面曲线Ax2
 ＋2Bxy＋Cy2
 ＝1所围图形的面积，就是曲线y＝y＋
 （x）与曲线y＝y－
 （x）所围图形的面积，此面积

[image: alt]


解法2　所给的椭圆在极坐标下的方程为

[image: alt]


所以椭圆的面积为

[image: alt]


解法3　设所给椭圆上的点（x，y）到原点的距离为d，则d2
 ＝x2
 ＋y2
 ，考虑在条件Ax2
 ＋2Bxy＋Cy2
 ＝1下求d的极值．令

[image: alt]


将（7.52）和（7.53）式看成未知数为x，y的齐次线性方程组，它有非零解，必须有系数行列式为0，即得

（AC－B2
 ）λ2
 ＋（A＋C）λ＋1＝0．　　（7.54）

这是λ的二次方程，设它的两根为λ1
 ，λ2
 ，显然λ1
 ＜0，λ2
 ＜0．方程（7.52）乘以x加上方程（7.53）乘以y，得到

x2
 ＋y2
 ＋λ（Ax2
 ＋2Bxy＋Cy2
 ）＝0，

即得[image: alt]
 于是由（7.54）式，有

[image: alt]


因为maxd和mind分别表示椭圆的长半轴和短半轴，所以所求的椭圆面积为

[image: alt]


解法4　用极坐标：x＝rcosθ，y＝rsinθ．所给椭圆在极坐标下的方程为

[image: alt]


其中[image: alt]
 由（7.55）式易见

[image: alt]


于是所求椭圆面积

[image: alt]


解法5　将所给曲线方程配方，得

[image: alt]


作变换[image: alt]
 则有

[image: alt]


于是所求面积

[image: alt]


解法6　考虑过原点的直线y＝kx，它与所给椭圆有两个交点，设它们的坐标分别为（x1
 ，kx1
 ），（x2
 ，kx2
 ），这两个交点之间的距离为

[image: alt]


将y＝kx代入椭圆方程，得x2
 （A＋2Bk＋Ck2
 ）＝1．由此解得

[image: alt]


从而

[image: alt]


对任意实数k，令

[image: alt]


[image: alt]


由于B＝0时结论显然成立，我们只需讨论B≠0的情形．这时上式变为

[image: alt]


设方程（7.57）的解为k1
 ，k2
 ．由（7.56）式及λ′（ki
 ）＝0，我们得到

[image: alt]


进一步再由（7.57）式得到

[image: alt]


解法7　因为A＞0，AC－B2
 ＞0，所以[image: alt]
 是正定矩阵，从而存在正定矩阵[image: alt]
 满足

[image: alt]


令[image: alt]
 则有

[image: alt]


且

[image: alt]


于是所求椭圆面积

[image: alt]


解法8　前半部分同解法6一样，考虑过原点的直线y＝kx，它与椭圆Ax2
 ＋2Bxy＋Cy2
 ＝1有两个交点，它们之间距离为d，则

[image: alt]


如果λ（k）不是极值，那么由椭圆图形的对称性容易看出，一定有两个不同的k取到同一个λ（k）的值；如果λ（k）是极值，那么就只有一个k取到该λ（k）的值．由此可见，对应于极值的λ，由（7.58）式改写成的k的二次方程

（Cλ－1）k2
 ＋2Bλk＋（Aλ－1）＝0

的判别式应等于零，即－（AC－B2
 ）λ2
 ＋（A＋C）λ－1＝0．这是λ的二次方程，设它的解为λ1
 ，λ2
 ，显然它们都是（7.58）式所定义的λ的极值．于是求出椭圆的长、短半轴为[image: alt]
 因此所求面积为

[image: alt]


例31　利用级数收敛性证明无穷积分收敛，其中［x2
 ］表示不超过x2
 的最大整数．

证　因为当[image: alt]
 [image: alt]
 所以

[image: alt]


于是由于上式右端的无穷级数收敛，得知左端的无穷积分收敛．

例32　设an
 ≥0，[image: alt]
 收敛，求证：[image: alt]
 收敛．

证　对∀n
 ，k∈N，注意到

[image: alt]


[image: alt]


于是有

[image: alt]


于是[image: alt]
 收敛，即[image: alt]
 收敛．

例33　设有一座小山，取它的底面所在的平面为Oxy坐标平面，其底部所占的区域为

D＝｛（x，y）｜x2
 ＋y2
 －xy≤75｝．

小山的高度函数为h（x，y）＝75－x2
 －y2
 ＋xy．

（1）设M（x0
 ，y0
 ）为区域D上一点，问h（x，y）在该点沿平面上什么方向的方向导数最大？若记此方向导数的最大值为g（x0
 ，y0
 ），试写出g（x0
 ，y0
 ）的表达式．

（2）现欲利用此小山开展攀岩活动，为此需要在山脚寻找一上山坡度最大的点作为攀登的起点．也就是说，要在D的边界线x2
 ＋y2
 －xy＝75上找出使（1）中的g（x，y）达到最大值的点．试确定攀登起点的位置．

解法1　（1）高度函数h（x，y）在点M（x0
 ，y0
 ）处的梯度是

[image: alt]


由梯度的几何意义知，沿此梯度方向，高度函数h（x，y）的方向导数取最大值，并且这个最大值就是此梯度的模．于是

[image: alt]


（2）令f（x，y）＝g2
 （x，y）＝5x2
 ＋5y2
 －8xy，依题意，只需求二元函数f（x，y）在约束条件x2
 ＋y2
 －xy＝75下的最大值点．

令L（x，y，λ）＝5x2
 ＋5y2
 －8xy＋λ（x2
 ＋y2
 －xy－75），则

[image: alt]


[image: alt]


把（7.59）与（7.60）式相加，得

[image: alt]


由此得　x＋y＝0，λ＝－2．

当y＝－x时，则由（7.61）式得到x＝±5，y＝∓5．

当λ＝－2时，则由（7.59）式得到y＝x，再由（7.61）式得到

[image: alt]


于是得到4个可能的极值点

M1
 （5，－5），M2
 （－5，5），[image: alt]


[image: alt]


又

f（M1
 ）＝f（M2
 ）＝450，f（M3
 ）＝f（M4
 ）＝150，

故M1
 ，M2
 可作为攀登起点．

解法2　把山看做曲面，山在某一处坡度的大小就是曲面在该处的切平面与水平面的夹角的大小，也就是切平面的法线与z轴的夹角（锐角的那个）的大小．山曲面z＝h（x，y）在点M（x，y）处的切平面法向量是｛h′x
 ，h′y
 ，－1｝，设它与z轴的夹角（锐角的那个）为θ，那么

[image: alt]


由此可见，为了要在D的边界线x2
 ＋y2
 －xy＝75上找出使θ最大，只要使cosθ最小，也只要二元函数5x2
 ＋5y2
 －8xy在条件x2
 ＋y2
 －xy＝75下找最大值．以下同解法1．

例34　（1）设ck
 ＞0，求证：[image: alt]


（2）设Tn
 （x）为n阶三角多项式，求证：

[image: alt]


证　（1）用数学归纳法．当n＝1时，结论显然成立．下面证当k＝n时结论成立推出k＝n＋1时结论成立．

[image: alt]


（2）设[image: alt]
 则有

[image: alt]


由此推出

[image: alt]


于是根据第（1）小题

[image: alt]


即得

[image: alt]


而当n＝1时，结论显然成立．

例35　设f（x）在（－∞，＋∞）上二次连续可微，

｜f（x）｜≤1，｜f（0）｜2
 ＋｜f′（0）｜2
 ＝1＋δ2
 （δ＞0为常数）．求证：存在ξ∈R，使得f（ξ）＋f″（ξ）＝0．

证法1　作辅助函数F（x）＝f2
 （x）＋f′2
 （x），则

F（0）＝1＋δ2
 ，　F′（x）＝2f′（x）（f（x）＋f″（x））．

（1）如果F′（0）＝0，可取ξ＝0；

（2）如果F′（0）≠0，不妨F′（0）＞0．

首先，F′（x）在（0，∞）上必有零点．事实上，如果不然的话，F′（x）在（0，∞）上恒正，那么由F（x）单调上升推出

F（x）≥F（0）＝1＋δ2
 ⇒｜f′（x）｜≥δ，

这与｜f（x）｜≤1的假设矛盾．

其次，因为F′（0）≠0，即0不是F′（x）的零点，从而F′（x）在（0，∞）上的零点是一个非空有下界的数集，由F′（x）的连续性，其下确界是F′（x）在（0，∞）上的最小零点．设此最小零点为ξ．

最后，证明f′（ξ）≠0，从而ξ为所求．事实上，因为在（0，ξ）上，

F′（x）＞0⇒F（x）↑⇒F（x）≥F（0）＝1＋δ2


⇒｜f′（x）｜≥δ⇒｜f′（ξ）｜≥δ＞0．

于是F′（ξ）＝2f′（ξ）（f（ξ）＋f″（ξ））＝0⇒f（ξ）＋f″（ξ）＝0．

证法2　作辅助函数如证法1．下面分两种情况：

（1）如果F（0）是F（x）的最大值，那么

0＝F′（0）＝2f′（0）（f（0）＋f″（0）），

而｜f′（0）｜≥δ≠0，于是f（0）＋f″（0）＝0，即可取ξ＝0．

（2）如果F（0）不是F（x）的最大值，那么∃a≠0，使得F（a）＞1＋δ2
 ，不妨设a＞0，任取[image: alt]
 根据微分中值定理，∃b∈（a，a＋kδ），使得

[image: alt]


于是在［0，b］上，因为F（a）＞F（0）＞F（b），a∈（0，b），所以最大值不在端点达到，设c∈（0，b），达到最大值，则F′（c）＝0．又因为[image: alt]
 即有f′（c）≠0．故可取ξ＝c．

综合练习题

7.1　试求保证不等式

[image: alt]


成立的实数c的条件．

7.2　设f（x）在［a，b］上连续可微，又设∃c∈［a，b］，使得f′（c）＝0．求证：∃ξ∈（a，b），使得

[image: alt]


7.3　设f（x）在实轴上有界且可微，并满足

｜f（x）＋f′（x）｜≤1（∀x∈（－∞，∞））．

求证：｜f（x）｜≤1（∀x∈（－∞，∞））．

7.4　设f（x）为一连续函数，且0≤f（x）≤1（｜x｜≤1）．求证：

[image: alt]


7.5　求证：[image: alt]


7.6　设｜x｜≤1，求[image: alt]


7.7　设[image: alt]
 其中ξ，x为任意实数，y为正实数．求证：

[image: alt]


7.8　设[image: alt]
 求证：

（1）[image: alt]


（2）极限[image: alt]
 存在，并求出此极限值．

7.9　求证：[image: alt]


7.10　设a1
 ＝a2
 ＝1，an＋1
 ＝an
 ＋an－1
 （n＝2，3，…），求[image: alt]
 的收敛半径，并求其和函数．

7.11　设f（x）是［a，＋∞）上的一致连续函数，且[image: alt]
 收敛．求证：

[image: alt]


7.12　求证：[image: alt]


7.13　设ρ（t）是实轴上的连续函数，满足：

（1）当｜t｜≥1时，ρ（t）＝0；　（2）[image: alt]
 　（3）[image: alt]


又设f（t）在（－∞，＋∞）上可微，求证：

[image: alt]


7.14　求证：[image: alt]
 满足方程

[image: alt]


7.15　求　[image: alt]


7.16　（1）计算积分[image: alt]


（2）设z＝f（x，y）在闭正方形D:0≤x≤1，0≤y≤1上连续，且满足下列条件：

[image: alt]


求证：∃（ξ，η）∈D使得

[image: alt]


7.17　设y＝f（x）在（－∞，＋∞）上有定义，在任意有穷区间上有界并可积，且[image: alt]
 又设a是一实常数，[image: alt]
 求证：积分

[image: alt]


收敛，且[image: alt]
 在实轴上连续．

7.18　给定重积分

[image: alt]


其中D＝｛（x，y，z）｜1≤yz≤2，1≤xz≤2，1≤xy≤2｝，F∈Ｃ1
 （D）．试将积分作下面变换：u＝yz，v＝xz，w＝xy．要求变换后的积分中出现u，v，w和F关于u，v，w的偏导数．

7.19　设[image: alt]
 求证：

[image: alt]


收敛且其值为[image: alt]


7.20　设P（x，y），Q（x，y）在全平面上有连续偏导数，而且对以∀（x0
 ，y0
 ）∈R2
 为中心，以∀r
 ＞0为半径的上半圆C：

x＝x0
 ＋rcosθ，y＝y0
 ＋rsinθ（0≤θ≤π），

都有

[image: alt]


求证：[image: alt]



练习题答案、提示与解答

第一章　分析基础

练习题1.1

1.1.1　将a改写成[image: alt]
 将b改写成[image: alt]


1.1.2　分[image: alt]
 和[image: alt]
 两种情况考虑．当[image: alt]
 时结论显然；当[image: alt]
 时，用反证法，并利用上一题．

1.1.3　视max｛a，b｝与min｛a，b｝为未知数，容易建立方程组：

[image: alt]


练习题1.2

1.2.1　（3）f（2n－1
 x）．

1.2.4　（1）无穷多个；

（2）有且仅有一个，即f（x）≡x.

1.2.5　因为f（b－x）＝f（b＋x），令x＝b－t得

f（t－2b）＝－f（t）＝－f（t＋2b－2b）＝f（t＋2b），

所以周期为4b．

练习题1.3

1.3.1　（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


1.3.2　[image: alt]


1.3.3　对给定的c＞1，[image: alt]
 或

[image: alt]


[image: alt]


1.3.4　（2）[image: alt]


1.3.5[image: alt]


1.3.6　（1）将[image: alt]
 改写成[image: alt]


（2）用第（1）小题，

[image: alt]


以及　[image: alt]


1.3.7　[image: alt]
 [image: alt]
 用区间套定理肯定序列｛an
 ｝，｛bn
 ｝的极限存在，并趋于同一极限．

1.3.8[image: alt]


再注意到

[image: alt]


故有　[image: alt]


1.3.9[image: alt]


1.3.10[image: alt]


1.3.11　用序列的收敛原理，[image: alt]


1.3.12[image: alt]


1.3.13　｜xn＋p
 －xn
 ｜≤q｜xn＋p－1
 －xn－1
 ｜≤…≤qn
 ｜x1
 －x0
 ｜．

1.3.14　利用上题结果．

1.3.15　x2n
 ↑，x2＋1
 ↓，且［x2n
 ，x2n＋1
 ］（n＝0，1，…）形成一串闭区间套．

练习题1.4

1.4.3[image: alt]


1.4.4　对∀x∈R，n∈N，有

[image: alt]


1.4.6　0；

[image: alt]


1.4.7　令bn
 ＝an
 ＋an－1
 ＋…＋a2
 ＋a1
 ，并将

[image: alt]


1.4.8[image: alt]
 或

[image: alt]


1.4.9　f（0）＝e-2
 ．

1.4.12[image: alt]


[image: alt]


1.4.13　x＝0（可去间断点），x＝－1（无穷间断点）．

练习题1.5

1.5.2　令f（x）＝y．

1.5.3　（2）[image: alt]
 从而cn
 ↑．设[image: alt]
 则c≤1．假定c＜1，则有

[image: alt]


即得c＝1，矛盾．故c＝1．

1.5.7　用反证法．假设xn
 ↛x*
 ，则∃δ0
 ＞0和nk
 （k＝1，2，…），使得[image: alt]
 根据波尔察诺定理，序列[image: alt]
 有收敛子列，不妨将此子列仍记作[image: alt]
 并设[image: alt]
 则有｜x0
 －x*
 ｜≥δ0
 ，同时

[image: alt]


这与f（x）有惟一的取到最大值的点x*
 矛盾．

1.5.9　令F（x）＝f（x）－a，由F（a）＜0，[image: alt]
 显然∃a1
 ＜a＜a2
 ，使得

f（a1
 ）＝a＝f（a2
 ）⇒f（f（a1
 ））＝f（a）＝f（f（a2
 ））．

1.5.10　用反证法．假设f（x）在［a，b］上无上界，则∃xn
 ∈［a，b］使得

[image: alt]


及c∈［a，b］使得[image: alt]
 这样，一方面由f（x）在点x＝c处上半连续，对ε0
 ＝1，∃δ＞0，使得

f（x）＜f（c）＋1（∀x∈（c－δ，c＋δ）∩［a，b］）．

另一方面，[image: alt]
 使得

[image: alt]


1.5.13　只需对A＝0进行证明，若A≠0，则用f（x）－A代替f（x）即可．对∀ε＞0，取δ＞0，使得对∀x1
 ，x2
 ＞0，当｜x1
 －x2
 ｜＜δ时，有｜f（x1
 ）－f（x2
 ）｜＜ε/2（由一致连续性）．取m∈N，使得1/m＜δ，并将区间［0，1］m等分，设分点为

0＝x0
 ＜x1
 ＜x2
 ＜…＜xm－1
 ＜xm
 ＝1，

则对∀x∈［0，1］，∃xk
 ，使得｜x－xk
 ｜＜δ．

因为[image: alt]
 所以对每个固定的k＝1，2，…，m，∃Nk
 ∈N，使得｜f（xk
 ＋n）｜＜ε/2（n＞Nk
 ）．令N＝max｛N1
 ，N2
 ，…，Nm
 ｝，则当n＞N时，就有｜f（xk
 ＋n）｜＜ε/2（k＝1，2，…，m）．

现在假设x＞N＋1，并且设n＝［x］，则因为x－n＝x－［x］∈［0，1］，所以存在xk
 ，使得｜x－（xk
 ＋n）｜＝｜（x－n）－xk
 ｜＜δ，于是就有

｜f（x）｜＝｜f（x）－f（n＋xk
 ）＋f（n＋xk
 ）｜

≤｜f（x）－f（n＋xk
 ）｜＋｜f（n＋xk
 ）｜

≤ε/2＋ε/2，∀x＞N＋1．

所以[image: alt]
 证毕．

第二章　一元函数微分学

练习题2.1

2.1.1　0．

2.1.3　令[image: alt]
 则[image: alt]
 从而

[image: alt]


2.1.5　（1）y＝5x＋4；（2）b＝3；（3）y＝3x＋3，y＝7x＋3．

2.1.6　a＝2，b＝－1．

2.1.7　（1）用隐函数求导，

[image: alt]


切线在x轴上的截距为

[image: alt]


切线在y轴上的截距为

v＝y－xy′＝y＋x2/3
 y1/3
 ＝y1/3
 （x2/3
 ＋y2/3
 ）＝a2/3
 y1/3
 ．

于是切线夹在两坐标轴之间的长度为

[image: alt]


（2）x＝acos3
 t，y＝asin3
 t．

2.1.8　y′x＝tant，切线段的长度＝[image: alt]


2.1.9　当[image: alt]
 时，切线方程为[image: alt]
 当[image: alt]
 时，切线方程为[image: alt]


2.1.10[image: alt]


2.1.11　（2）y2k
 （0）＝0，y2k＋1
 （0）＝4k
 （k！）2
 （k＝0，1，…）．

2.1.12[image: alt]


2.1.13　用数学归纳法．

2.1.14[image: alt]


练习题2.2

2.2.1　设函数f（x）在点d∈（a，b）处不可导．分别在（a，d）上和在（d，b）上对f（x）用微分中值定理，并取[image: alt]


2.2.2　设f（x）在［0，2］上的最大值为M，最小值为m，注意到

[image: alt]


由介值定理知，∃c∈［0，2］，使得

[image: alt]


再应用罗尔定理，∃ξ∈（c，3）⊂（0，3），使得f′（ξ）＝0．

2.2.3　考虑辅助函数[image: alt]
 证函数g（x）在（a，b）内有两个零点．

2.2.5　（1）此时x0
 是极值点．

（2）对辅助函数[image: alt]
 用第（1）小题结论．

2.2.7　要证的是在（0，1）内f（x）f′（1－x）－2f′（x）f（1－x）有零点⇔［f2
 （x）f（1－x）］′有零点，故作辅助函数[image: alt]


2.2.9　设f′（a）＝f′（b）＝k，作辅助函数g（x）＝f（x）－kx．对g（x）用本节例题第11题结果．

2.2.10　用柯西中值定理和[image: alt]
 在［0，＋∞）上一致连续．

练习题2.3

2.3.1　（2）用第（1）小题结论．

[image: alt]


2.3.6　（1）[image: alt]


（2）用第（1）小题结论．

2.3.7　把（－∞，＋∞）分为（－∞，x1
 ）∪（x1
 ，x2
 ）∪（x2
 ，x3
 ）∪（x3
 ，＋∞），列表讨论．答案：选C．

[image: alt]


[image: alt]


第2.3.7题图

2.3.8　（2）[image: alt]


2.3.9　利用[image: alt]


2.3.11　[image: alt]


2.3.12　（1）[image: alt]


（2）当[image: alt]
 时，达到最小值[image: alt]


2.3.14　（1）[image: alt]
 　（2）[image: alt]


2.3.15　当R＝H时取到最小值[image: alt]


2.3.16　细棒在杯中的长度为[image: alt]


2.3.17　（1）[image: alt]


练习题2.4

2.4.6　图形如下图所示．

[image: alt]


第2.4.6题（1）图

[image: alt]


第2.4.6题（2）图

[image: alt]


第2.4.6题（3）图

[image: alt]


第2.4.6题（4）图

练习题2.5

2.5.1　[image: alt]


2.5.2　用待定系数法，构造函数

[image: alt]


并考虑辅助函数F（x）＝f（x）－P（x），显然F（x）在［－1，1］上具有连续的三阶导数，且

F（－1）＝F（1）＝F（0）＝F′（0）＝0．

对函数F（x）分别在区间［－1，0］，［0，1］用罗尔定理，可知存在

－1＜θ1
 ＜0，0＜θ2
 ＜1，

使得

F′（θ1
 ）＝F′（θ2
 ）＝0．

对导函数F′（x）分别在［θ1
 ，0］，［0，θ2
 ］上用罗尔定理，又可知存在

－1＜θ1
 ＜η1
 ＜0，0＜η2
 ＜θ2
 ＜1，

使得

F″（η1
 ）＝F″（η2
 ）＝0．

再对二阶导函数F″（x）在［η1
 ，η2
 ］上用罗尔定理，又可知存在ξ∈（η1
 ，η2
 ）⊂（－1，1）使得F[image: alt]
 （ξ）＝0，即f[image: alt]
 （ξ）＝3．

2.5.4　（1）

[image: alt]


（2）用第（1）小题结论．

[image: alt]
 即[image: alt]


2.5.6　[image: alt]


2.5.7　[image: alt]


2.5.8　[image: alt]


练习题2.6

2.6.5　（1）令

[image: alt]


则有

[image: alt]


又[image: alt]
 故有

[image: alt]


于是[image: alt]


即证得左边的不等式．为了证明右边的不等式，令

[image: alt]


根据

[image: alt]


[image: alt]


用证左边不等式的同样方法，得到g（x）＜0，从而证得右边的不等式．

（2）用第（1）小题结论，即有

[image: alt]


再用夹挤准则即得结论．

2.6.6　令

[image: alt]


则有f（0）＝0，f（x0
 ）＝0，在［0，x0
 ］上用罗尔定理即得结论．

2.6.7　解法1　考虑函数[image: alt]
 则y＝f（x）的定义域为（－∞，0）∪（0，＋∞）且

[image: alt]


又[image: alt]


＝＋∞，因此，函数y＝f（x）的图形（见图（a））被其垂直渐近线x＝0分为两支，并且[image: alt]
 于是，考察平行于x轴的直线y＝a与曲线y＝f（x）的交点个数可得以下结论：

[image: alt]


第2.6.7题图（a）[image: alt]


（1）当[image: alt]
 时，方程只有一个根，位于（－∞，0）内；

（2）当[image: alt]
 时，方程有两个根，其一位于（－∞，0）内，另一个是x＝2；

（3）当[image: alt]
 时，方程有三个根，其一位于（－∞，0）内，另外两个分别位于（0，2）与（2，＋∞）内．

解法2　令f（x）＝ex
 －ax2
 ，则f′（x）＝ex
 －2ax．

（1）当x＜0时，f′（x）＞0，f（x）严格单调增加．又因为

f（0）＝1，[image: alt]


所以方程f（x）＝0在（－∞，0）内有且仅有一个根．

（2）x＝0不是方程f（x）＝0的根．

（3）当x＞0时，原方程与x＝lna＋2lnx同解．

令g（x）＝x－lna－2lnx（x＞0）．则由

[image: alt]


[image: alt]


第2.6.7题图（b）[image: alt]


可见点x＝2是函数g（x）在（0，＋∞）内的惟一极值点，并且是极小点，从而在点x＝2达到函数g（x）在（0，＋∞）内的最小值：[image: alt]
 （见图（b））．于是

当g（2）＞0时，即当[image: alt]
 时，g（x）＝0无根，也就是f（x）＝0无根；

当g（2）＝0时，即当[image: alt]
 时，g（x）＝0有且仅有一个根，也就是f（x）＝0有且仅有一个根；

当g（2）＜0时，即当[image: alt]
 时，g（x）＝0有两个根，也就是f（x）＝0有两个根．

综合（1），（2）和（3）三个部分找到的f（x）＝0的根，即得与解法1相同的结论．

评注　本例值得注意的是在解法2中，用到先分区间然后再综合起来找方程根的办法．由于适当地分了区间，在各个区间上找原方程的同解方程比较简单．本例之所以能用较简单的g（x）＝0找根，代替原方程f（x）＝0找根，正是由于这个代替是在（0，＋∞）这部分区间上进行的．

2.6.9　（1）[image: alt]
 为极小值点，[image: alt]


（2）[image: alt]


2.6.10　解法1　令

f（x）＝ln4
 x－4lnx＋4x．

则y＝f（x）的定义域为（0，＋∞），且

[image: alt]


因此，点x＝1是函数f（x）在（0，＋∞）内的惟一极值点，并且是极小点．从而在点x＝1处达到函数f（x）在（0，＋∞）内的最小值f（1）＝4．其简图如图（a）所示．考察平行于x轴的直线y＝k与曲线y＝f（x）的交点个数可得以下结论：

当k＜4时，直线y＝k与曲线y＝f（x）无交点，ln4
 x－4lnx＋4x＝k无实根；当k＝4时，直线y＝k与曲线y＝f（x）相切，ln4
 x－4lnx＋4x＝k有惟一实根；当k＞4时，直线y＝k与曲线y＝f（x）有两个交点，ln4
 x－4lnx＋4x＝k有两个实根，分别位于（0，1）与（1，＋∞）．

[image: alt]


第2.6.10题图（a）

[image: alt]


第2.6.10题图（b）

解法2　令

g（x）＝ln4
 x－4lnx＋4x－k．

则y＝g（x）的定义域为（0，＋∞），且

[image: alt]


因此，点x＝1是函数g（x）在（0，＋∞）内的惟一极值点，并且是极小点．从而在点x＝1处达到函数g（x）在（0，＋∞）内的最小值g（1）＝4－k．其简图如图（b）所示．考察当k变化时，最小值点（1，4－k）的位置：

当k＜4时，4－k＞0，最小值点（1，4－k）在x轴上方，曲线y＝g（x）与x轴无交点，g（x）＝0无实根；

当k＝4时，最小值点（1，4－k）在x轴上，曲线y＝g（x）与x轴相切，g（x）＝0有惟一实根；

当k＞4时，4－k＜0，最小值点（1，4－k）在x轴下方，曲线y＝f（x）与x轴有两个交点，g（x）＝0有两个实根，分别位于（0，1）与（1，＋∞）．

2.6.11　设f（x）＝xn＋2
 －2xn
 －1，则有

[image: alt]


及[image: alt]
 参看本题图知f只有惟一正根．

2.6.12　作出函数[image: alt]
 的简图（如图所示）．

[image: alt]


第2.6.11题图

[image: alt]


第2.6.12题图

2.6.14　先证明f（x）≡0（∀x∈（a，b），｜x－x0
 ｜＜1/2）．可证对一切自然数k，有

｜f″（x）｜≤a（1＋｜x－x0
 ｜）k
 ｜x－x0
 ｜k
 ，

其中记[image: alt]


第三章　一元函数积分学

练习题3.1

3.1.1　（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）　2arcsinx＋C；

（5）　tanx－x＋C；

（6）[image: alt]


（7）[image: alt]


（8）[image: alt]


（9）[image: alt]


（10）[image: alt]


（11）[image: alt]


（12）[image: alt]


3.1.2[image: alt]


3.1.3　（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


（5）[image: alt]


（6）[image: alt]


（7）[image: alt]


（8）[image: alt]


3.1.4[image: alt]


（2）[image: alt]


[image: alt]


3.1.5　（1）2arctanx－2x＋xln（x2
 ＋1）＋C；

（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


（5）[image: alt]


（6）[image: alt]


（7）[image: alt]


（8）[image: alt]


（9）xtanx＋ln｜cosx｜＋C；

（10）[image: alt]


3.1.6　应用公式：

[image: alt]


（1）[image: alt]


（2）ex
 secx＋C；

（3）e-x
 sinx＋C；

（4）x2
 e-x
 ＋C．

3.1.7　（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


（5）由[image: alt]
 推出

原式[image: alt]


（6）由[image: alt]
 推出

原式[image: alt]


3.1.8　（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


3.1.9　（1）In
 ＝xn
 ex
 －nIn－1
 ；

（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


3.1.10　（1）由[image: alt]
 得出

原式[image: alt]


（2）由[image: alt]
 得出

原式[image: alt]


（3）由[image: alt]
 得出

原式[image: alt]


（4）由[image: alt]
 得出

原式[image: alt]


（5）由[image: alt]
 得出

原式[image: alt]


（6）由[image: alt]
 得出

原式＝[image: alt]


3.1.11　（1）[image: alt]


（2）ln｜sinx＋1｜＋C；

（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


（5）[image: alt]


（6）cosx－2arctan（cosx）＋C；

（7）[image: alt]
 或[image: alt]


（8）ln（1＋cos2
 x）－cos2
 x＋C．

3.1.12　（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）arctan（tan2
 x）＋C；

（4）[image: alt]


3.1.13　（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


（5）[image: alt]


（6）[image: alt]
 其中[image: alt]


3.1.14　（1）原式[image: alt]


（2）原式[image: alt]


（3）原式[image: alt]


（4）原式[image: alt]


3.1.15　（1）原式[image: alt]


（2）原式[image: alt]
 不可积．

练习题3.2

3.2.3　设[image: alt]
 根据n个正数的算术平均不小于调和平均，有

[image: alt]


3.2.5　由0≤（x＋a）（b－x）＝－x2
 ＋x（b－a）＋ab推知

[image: alt]


3.2.6　设[image: alt]
 先考虑f（a）＝f（xM
 ）或f（b）＝f（xM
 ）的情况．这时，因为

[image: alt]


以及f（x）≥0的条件，所以

[image: alt]


即结论成立．再考虑xM
 ∈（a，b）的情况．在区间［a，xM
 ］和［xM
 ，b］上，分别应用前一情况的结果，则有

[image: alt]


[image: alt]


3.2.7　设xM
 ，ξ∈［a，b］使得

[image: alt]


则有

[image: alt]


3.2.8　（2）将[image: alt]
 代入第（1）小题的不等式，注意：

[image: alt]


3.2.9　[image: alt]


3.2.10　[image: alt]


练习题3.3

3.3.1　（1）因为f（x）有界，并且只有一个不连续点x＝0，所以f（x）在［－1，1］上可积．

（2）由微积分基本定理，

[image: alt]


因此变上限积分[image: alt]
 在点x＝0处可导．

评注　本题说明在可积函数的不连续点处，变上限积分也可以在该点可导．

3.3.2　（1）[image: alt]


（2）原式[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


（5）原式[image: alt]


（6）原式[image: alt]


3.3.3　（1）1；

（2）img src="images/450_1_6.jpg" class="tpzz" alt="alt" />

（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


（5）原式[image: alt]


（6）[image: alt]


3.3.4　（1）对参数x不同数值分情况求解．

原式[image: alt]


（2）[image: alt]


原式[image: alt]


3.3.5　[image: alt]


[image: alt]


3.3.6　[image: alt]


3.3.7　原式[image: alt]


3.3.8　原式左边＝[image: alt]


[image: alt]
 [image: alt]


3.3.9　原式左边[image: alt]


[image: alt]


3.3.10　（1）原式左边令[image: alt]


（2）原式左边令u＝x2
 ；

（3）对[image: alt]
 用第（2）小题结论．

3.3.12　因为

[image: alt]


以及[image: alt]
 所以

原式右边－原式左边[image: alt]


或用积分中值定理，存在[image: alt]
 使得

[image: alt]


故有　原式右边－原式左边＝[image: alt]


3.3.13　先证[image: alt]
 的特殊情况．这时用泰勒公式，并注意到[image: alt]
 在［a，b］上的积分为0，有

[image: alt]


对于一般情况，令

[image: alt]


则有[image: alt]
 对函数g（x）用前一情况的结果即得结论．

3.3.14　用反证法．如果f（x）在（a，b）上只有m个零点，设其中在左、右邻域内f（x）符号相反的零点个数为r，则r≤m．设a＜x1
 ＜x2
 ＜…＜xr
 ＜b是这样的零点．且不妨设f（x）＞0（∀x∈（a，x1
 ））．令

[image: alt]


则有

[image: alt]


但是p（x）是r（r≤m）次多项式，设[image: alt]
 则有

[image: alt]


矛盾．

3.3.15　（1）因为｜cosx｜是以π为周期的周期函数，在每个周期上积分值相等，所以

[image: alt]


（2）由用第（1）小题结论及夹挤准则，得[image: alt]


3.3.16　f′（0）．由于被积函数也含有参数a，先作变量代换使得参数a只出现在积分限上，或先用积分中值定理去掉积分号，使得原式变成函数求极限．

3.3.17　（1）用洛必达法则，或者用分段论证法：先证ι＝0的特殊情况，此时对∀ε∈（0，1），∃X1
 ＞0，使得[image: alt]
 对所有的x＞X1
 成立．

[image: alt]


对固定的X1
 ，取X＞X1
 使得对x＞X，有

[image: alt]


对一般情况，令[image: alt]
 对g（x）用前一情况的结论．

（2）如果不增加另外条件，第（1）小题的逆命题不成立，例如f（x）＝cosx．但是加上一个条件“f（x）在［0，＋∞）上单调上升”后，逆命题成立．事实上，因为

[image: alt]


又　[image: alt]


[image: alt]


3.3.18　[image: alt]
 只要求[image: alt]
 用上一题的结果．

3.3.19　设

[image: alt]


则对∀ε∈（0，M），∃δ＞0，使得

[image: alt]


令[image: alt]
 则有

[image: alt]


又因为[image: alt]
 所以对上述的ε＞0，存在N∈N使得

[image: alt]


3.3.20　对∀x2
 ＞x1
 ＞0，

[image: alt]


因为f（x）↑，所以

[image: alt]


再由f（x）单调上升，有

[image: alt]


推出[image: alt]


由此根据夹挤准则，有

[image: alt]


练习题3.4

3.4.1　（1）πab；

（2）[image: alt]


3.4.2　体积为2πa3
 ；侧面积为[image: alt]


3.4.3　（1）所围图形的面积[image: alt]


（2）弧长8a；

（3）绕极轴旋转一周所产生立体的体积[image: alt]


（4）绕极轴旋转一周所产生立体的侧面积[image: alt]


3.4.4　（1）半圆重心[image: alt]


（2）半圆周重心[image: alt]


3.4.5　半球重心[image: alt]


3.4.6　[image: alt]


3.4.7　18×9.8N．

3.4.8　y＝－x2
 ＋3．

3.4.9　[image: alt]


3.4.10　（1）设第n次击打后，桩被打进地下xn
 ，第n
 次击打时，汽锤所做的功为wn
 （n＝1，2，…）．依题设，当桩被打进地下的深度为x时，土层对桩的阻力为kx，所以

[image: alt]


又[image: alt]
 即[image: alt]
 进一步，因此有

[image: alt]


再由[image: alt]
 即汽锤击

打桩3次后，可将桩打进地下[image: alt]


（2）用数学归纳法，设[image: alt]
 则

[image: alt]


由于

[image: alt]


故有　[image: alt]


于是　[image: alt]


即若击打次数不限，汽锤至多能将桩打进地下[image: alt]


练习题3.5

3.5.1　（1）收敛；（2）收敛；（3）收敛；

（4）当1＜p＜2时，收敛；

（5）当p＞1，q＜1时，收敛；

（6）当p＜1，q＜1时，收敛．

3.5.2　（1）收敛；（2）收敛；（3）收敛；（4）收敛．

3.5.3　收敛．记被积函数为f（x），当x→0时，f（x）→b－a；当x＞1时，

[image: alt]


3.5.4　（1）收敛，非绝对收敛；（2）收敛，非绝对收敛；

（3）收敛，非绝对收敛；

（4）绝对收敛．

3.5.5　（1）收敛；（2）收敛；（3）收敛．

3.5.7　先证[image: alt]


第四章　级　数

练习题4.1

4.1.1　（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


4.1.2　（1）收敛；（2）收敛；（3）收敛；（4）收敛；（5）收敛；（6）发散；（7）收敛．

4.1.3　（1）发散；（2）收敛；（3）收敛；（4）收敛．

4.1.4　（1）收敛；（2）收敛；（3）收敛；（4）收敛；

（5）[image: alt]


（6）[image: alt]


4.1.8　利用上题结论，设[image: alt]
 可证[image: alt]


4.1.9　（1）收敛；（2）收敛；（3）收敛；（4）收敛．

4.1.10　（1）收敛；（2）收敛；（3）收敛；（4）收敛．

4.1.11　（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


4.1.12　（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


4.1.14　利用阿贝尔求和．

4.1.15　（1）用柯西收敛原理证级数发散．（2）用第（1）小题结论．

4.1.19　利用4.1.8题及级数重排定理．

4.1.21　（2）[image: alt]


4.1.25　（2）用反证法证得级数[image: alt]
 收敛，从而得矛盾．

练习题4.2

4.2.1　（1）当0≤x≤b时，[image: alt]
 当0≤x≤1时，不一致收敛；当a≤x＜＋∞时，[image: alt]


（2）在－∞＜x＜＋∞上[image: alt]


4.2.4　（1）一致收敛；（2）一致收敛；（3）一致收敛；（4）一致收敛．

4.2.5　用反证法．令

[image: alt]


假设[image: alt]
 不一致收敛，则∃ε0
 ＞0及序列[image: alt]
 使得[image: alt]
 [image: alt]
 这样，由单调性，对∀m∈N，当nk
 ≥m时，

[image: alt]


再由连续性推出rm
 （x0
 ）≥ε0
 ，这与[image: alt]
 收敛矛盾．

4.2.6　利用上一题或利用一致收敛级数乘一有界函数仍一致收敛．

4.2.9　用反证法．归结为与一致收敛原理矛盾．

4.2.18　利用连续性定理的证明方法，不能用连续性定理的结果．比如｛xn
 ｝可以取（0，1）内的所有有理数，即序列

[image: alt]


练习题4.3

4.3.1　（1）R＝1，当x＝－1时收敛，当x＝1时发散；

（2）R＝1，当x＝－1时收敛，当x＝1时发散；

（3）[image: alt]
 当[image: alt]
 时发散；

（4）[image: alt]
 当[image: alt]
 时收敛，当[image: alt]
 时发散；

（5）[image: alt]
 当[image: alt]
 时发散．

4.3.2　（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


4.3.4　（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


4.3.5　（1）3；

（2）2（1－ln2）；

（3）[image: alt]


4.3.9　（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]
 或[image: alt]


（5）[image: alt]
 或[image: alt]


（6）[image: alt]


4.3.11　（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


4.3.12　（1）R＝1，当x＝－1时收敛，当x＝1时发散；

（2）[image: alt]
 当[image: alt]
 时收敛，当[image: alt]
 时发散．

4.3.13　（1）y（2n）
 （0）＝0，[image: alt]


（3）证明端点等式成立时，先利用函数arcsin2
 x有界，得出级数[image: alt]
 收敛．

4.3.15　（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


4.3.16　利用上一题及阿贝尔引理．

4.3.17　[image: alt]
 其中[image: alt]


4.3.18　考虑两个幂级数[image: alt]


练习题4.4

4.4.2　（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


4.4.3　[image: alt]


（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


4.4.4　[image: alt]


4.4.5　（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


4.4.6　（1）利用cosax（｜x｜≤π）的傅氏展式；

（3）对上一小题逐项求导．

4.4.7　考虑Tn
 （x）cosnx在［－π，π］上的积分．

4.4.8　（2）利用[image: alt]


4.4.9　先考虑g（x）≥0情形，将［0，T］区间n等分，在每一个小区间上用第一积分中值定理．然后再把一般情形g（x）化为正值情形．

4.4.10　（1）把被积函数展成级数，此函数在［0，b］上一致收敛．逐项积分后的函数在［0，b］上一致收敛，故可对b取极限．

（3）利用本节典型例题分析第5题．

4.4.14　（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


4.4.15　[image: alt]


（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


4.4.17　[image: alt]


4.4.18　[image: alt]


4.4.19　[image: alt]


第五章　多元函数微分学

练习题5.1

5.1.1　平行四边形两对角线长度平方和等于四边长度平方之和．

5.1.3　（1）设x0
 ∈H，取[image: alt]
 则U（x0
 ，δ）⊂H．

5.1.4　（4）所给的不等式等价于：0＜x＜y，0＜y＜z，0＜z＜1．

5.1.7　对∀x∈A，ρ（x，B）＝ρx
 ，则令[image: alt]


∀x∈B，[image: alt]
 （x，A）＝[image: alt]
 ，则令[image: alt]


5.1.9　对∀xn
 ∈Fn
 ，则｛xn
 ｝为有界点列，证它是哥西序列．

5.1.12　平方后化为内积处理．

5.1.13　（1）定义域为闭正方形：｜x｜≤1，｜y｜≤1；

（2）定义域为两圆（x－1）2
 ＋y2
 ＝1，（x－1/2）2
 ＋y2
 ＝（1/2）2
 之间的月牙形区域（不包括小圆圆周）；

（3）定义域由直线y＝±x围成的且包含x轴的一对对顶角，（0，0）点除外．等位线为

[image: alt]


（4）定义域为双叶双曲面x2
 ＋y2
 －z2
 ＝－1所围的上下两个开区域，等位面为双叶双曲面

x2
 ＋y2
 －z2
 ＝－1－ec
 （－∞＜c＜＋∞）．

5.1.14　（1）2；（2）0；（3）0；（4）0．

5.1.15　（2）考虑点（x，y）沿曲线y＝－x＋x2
 趋于（0，0）．

5.1.16　（1）只在点（0，0）处不连续；（2）在全平面连续；

（3）只在点（0，0）处不连续；（4）在全平面连续．

5.1.17　只需证φ（y）在y轴上一元连续．

5.1.18　（1）利用柯西收敛原理．

5.1.20　证｜ρ（x，E）－ρ（y，E）｜≤｜x－y｜．

5.1.24　用反证法．假设f-1
 （x）在点x0
 ∈[image: alt]
 处不连续，可得出f（x）不单叶．

5.1.25　（1）先证∀ε＞0，∃δ＞0，当0＜｜x1
 －a｜＜δ，0＜｜x2
 －a｜＜δ时，对∀y≠b，有｜f（x1
 ，y）－f（x2
 ，y）｜＜ε；

（2）利用

｜φ（y）－c｜≤｜φ（y）－f（x1
 ，y）｜＋｜f（x1
 ，y）－φ（x1
 ）｜＋｜φ（x1
 ）－c｜．

先取x1
 充分接近于a，使前后两个绝对值小于[image: alt]
 然后固定x1
 ，找δ，使得当0＜｜y－b｜＜ε时，中间那个绝对值也小于[image: alt]


练习题5.2

5.2.1　（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


（5）[image: alt]


（6）u＝arctanx＋arctany，[image: alt]


（7）[image: alt]


（8）[image: alt]


5.2.3　（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


5.2.4[image: alt]


5.2.5　（1）[image: alt]


[image: alt]


5.2.7　作ξ＝x，[image: alt]
 变换，方程变为[image: alt]
 或令g（t）＝f（tx，ty，tz），方程变为[image: alt]
 即[image: alt]


5.2.8　由变换特点可得f（tx，ty，tz）＝F（tu，tv，tw）．

5.2.9　（1）u＝f（x2
 －y2
 ）；（2）u＝f（2xy）．

5.2.10　u＝f（y－x，z－x）．

5.2.13　（1）[image: alt]


（2）当ι与x轴夹角为[image: alt]
 时有最大值，当ι与x轴夹角为[image: alt]
 时有最小值，夹角为[image: alt]
 或[image: alt]
 时方向导数为0．

5.2.14　[image: alt]


5.2.15　[image: alt]


5.2.16　（2）固定x，令x→0．

5.2.17　（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


5.2.18　（1）[image: alt]


（2）－6（cosx＋cosy）；

（3）exyz
 （3xyz＋x2
 y2
 z2
 ＋1）；

（4）[image: alt]


5.2.19　（1）p！q！；

（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


5.2.20　（1）[image: alt]


[image: alt]
 其余由对称性即可写出；

（3）[image: alt]


（4）[image: alt]
 其余由对称性即可写出．

5.2.22　只要证明[image: alt]
 事实上，因为

[image: alt]


所以　[image: alt]


因为[image: alt]
 所以

[image: alt]


于是　[image: alt]


5.2.23　（1）由条件可得[image: alt]


（2）取w＝x·y．

5.2.24　u＝f（x＋t）＋g（x－t），f，g为任意二次可微函数．

5.2.25　（1）x2
 ＋y2
 ＋o（ρ4
 ）；

[image: alt]


5.2.26　[image: alt]
 其中a，b，c为任意常数．

5.2.28　（1）Df（x）＝2（Ax－b）T
 A；

（2）[image: alt]


5.2.29　令

[image: alt]


则

[image: alt]
 ＝f（x）g（x）．

5.2.30　（1）[image: alt]
 Im×m
 为单位矩阵；

（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


5.2.31　（1）r；　（2）r2
 sinθ1
 ；

（3）rm－1
 sinm－2
 θ1
 sinm－3
 θ2
 …sinθm－2
 （引入中间变量t1
 ＝rcosθ1
 ，t2
 ＝rsinθ1
 ，t3
 ＝θ2
 ，…，tm
 ＝θm－1
 ）．

5.2.32　对∀x1
 ，x2
 ∈Ω，在点x0
 ＝tx1
 ＋（1－t）x2
 处应用泰勒公式．

练习题5.3

5.3.1　（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


5.3.2　（1）[image: alt]


（2）z′x＝－1＝z′y．

5.3.3　（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


5.3.4　（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


5.3.6　令w＝xy＋z，本题等价于[image: alt]


5.3.9[image: alt]


5.3.12　（2）当（u，v）位于第一象限时，[image: alt]


当（u，v）位于第二、三象限时，[image: alt]


当（u，v）位于第四象限时，[image: alt]


5.3.13　（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


练习题5.4

5.4.1　[image: alt]
 或z＝2，x＋y＝2．

5.4.2　（－1，1，－1）与[image: alt]


5.4.3　（1）3x＋4y＋12z＝169，[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）3x＋2y－z＝3，[image: alt]


（4）x＋y－2z＝0，[image: alt]


5.4.4　[image: alt]


5.4.5　x＋4y＋6z＝±21．

5.4.6　[image: alt]


5.4.7　[image: alt]


5.4.9　即证[image: alt]


5.4.10　即证[image: alt]


5.4.11　（1）极小值f（1，0）＝－1；

（2）极大值[image: alt]
 极小值．[image: alt]


（3）极大值[image: alt]


极小值[image: alt]


5.4.12　[image: alt]


5.4.13　[image: alt]


5.4.14　长∶宽∶高＝2∶2∶1．　5.4.15　[image: alt]


5.4.16　长方体的三边长度分别为[image: alt]


5.4.17　[image: alt]


5.4.18　（1）用反证法；（2）考虑u（x，y）－ε（ex
 ＋ey
 ）．

5.4.19　注意到若（x0
 ，y0
 ）是曲线上的点，则（－x0
 ，－y0
 ）也是该曲线上的点．因此，原点（0，0）即为曲线的中心，求函数[image: alt]
 在条件ax2
 ＋2bxy＋cy2
 ＝1下的最小值和最大值分别为椭圆的短轴和长轴．

5.4.20　（1）最大值和最小值为[image: alt]


5.4.21　正n边形．

5.4.22　正n边形．

5.4.23　[image: alt]


5.4.24　[image: alt]


5.4.26　[image: alt]


5.4.27　圆柱高∶圆锥高∶圆柱半径＝[image: alt]


5.4.28　[image: alt]


5.4.29　[image: alt]


练习题5.5

5.5.1　（1）1；

（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


5.5.2　（n－1）！f（x）．

5.5.4　[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


5.5.5　[image: alt]


5.5.8　[image: alt]


练习题5.6

5.6.2　F（0）＝0，[image: alt]
 故y＝0为不连续点，在y＞0上连续．

5.6.3　[image: alt]


5.6.4　πln2．

5.6.5　[image: alt]


5.6.6　（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


5.6.7　（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


（5）[image: alt]


（6）当｜α｜＜｜β｜时，积分值为0，当｜α｜＝｜β｜时，积分值为[image: alt]
 当｜α｜＞｜β｜时，积分值为

[image: alt]


5.6.8　[image: alt]


5.6.9　（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）当n为奇数时，积分值为[image: alt]


当n为偶数时，积分值为[image: alt]


（4）[image: alt]


（5）[image: alt]


（6）[image: alt]


5.6.13　（1）从定义出发把积分分成三段估计；

（2）利用[image: alt]


第六章　多元函数积分学

练习题6.1

6.1.1　V－
 （E）＝0，V＋
 （E）＝1，故E不可测．

6.1.3　取E1
 为题6.1.1中的E，E2
 ＝｛（x，y）｜0≤x≤1，0≤y≤1｝＼E1
 ，E1
 ＼E2
 是不可测图形．

6.1.5　不可积．

6.1.6　若Ω是容度为零的可测图形知结论不正确．

6.1.9　用直线x－y＝ci
 把区域分割成几个小区域．

6.1.11　[image: alt]
 的n阶网格可用作Q的一个分划｛Ω1
 ，…，Ωι
 ｝，若闭立方体Ωi
 含于[image: alt]
 内，但不含于[image: alt]
 内，必要时可对Ωi
 添加一线段．若闭立方体Ωi
 与Ω的交集为空集，必要时也可对Ωi
 添加一线段，这样得到｛Ω1
 ，…，Ωι
 ｝仍为Q的一个分划．

6.1.12　（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


6.1.13　（1）当k为奇数时，积分值为0，当k为偶数时，积分值为

[image: alt]


（2）10；

（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


（5）18；（6）4sin1－4sin2－2cos2＋2．

6.1.14　（1）1；（2）

[image: alt]


6.1.17　（1）[image: alt]
 　（2）[image: alt]


6.1.20　证｜F（ξ＋△ξ，η＋△η）－F（ξ，η）｜≤2Mπ［h2
 －（h－δ）2
 ］，其中

[image: alt]


6.1.21　（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


6.1.22　（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


6.1.23　[image: alt]


练习题6.2

6.2.1　（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


6.2.2　（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


6.2.3　（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）3ln2．

6.2.4　（1）[image: alt]


6.2.5　（1）[image: alt]
 （利用第五章§5典型例题分析例4）；

（2）[image: alt]


6.2.6　I＝0（先对θ积分）．

6.2.8　（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）40π．

6.2.9　（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


6.2.10　（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）4（e－2）πabc．

6.2.11　（1）F（t）＝4πabc[image: alt]
 f（r2
 ）r2
 dr；　（2）F′（t）＝4πabct2
 f（t2
 ）．

6.2.12　作变量代换x＝rsin2
 φcos2
 θ，y＝rsin2
 φsin2
 θ，z＝rcos2
 φ．

6.2.13　[image: alt]


6.2.14　[image: alt]


6.2.15　[image: alt]


6.2.16　先用数学归纳法，然后再作二重积分变换．或作n重积分变换：

[image: alt]


然后应用上一题结果．

练习题6．3

6.3.1　（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


6.3.2　（1）－πa3
 ；

（2）[image: alt]


6.3.3　（1）当h＜R时，积分值为[image: alt]
 当h＞R时，值为[image: alt]


（2）当a2
 ＋b2
 ＜R2
 时，[image: alt]
 当a2
 ＋b2
 ＞R2
 时，[image: alt]


6.3.4[image: alt]
 对于L上的点（ξ，η）一致地成立．

6.3.6　（1）－54；

（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）πγ（a2
 ＋4γβ）．

6.3.7　（1）－4；

（2）[image: alt]


6.3.8　（1）0；

（2）0．

6.3.9　[image: alt]


6.3.10　化成第一型曲线积分，然后应用柯西不等式．

6.3.11　（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）（cosc－cosd）（e-b
 －e-a
 ）＋（cosb－cosa）（ed
 －ec
 ）．

6.3.12　（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


6.3.13　（1）0；　（2）2A，A为闭曲线所围的面积．

6.3.14　（2）当a2
 ＋b2
 ＜R2
 时，积分值为2π，当a2
 ＋b2
 ＞R2
 时，值为0．

6.3.15　（1）0；　（3）利用[image: alt]


6.3.16　参看练习题5.5.1．

6.3.18　把L换成曲线x2
 ＋y2
 ＝ε2
 （∀ε＞0）时积分值不变．

练习题6.4

6.4.1　a（θ2
 －θ1
 ）［b（φ2
 －φ1
 ）＋a（sinφ2
 －sinφ1
 ）］．

6.4.2　[image: alt]


6.4.3　[image: alt]


6.4.4　[image: alt]


6.4.5　[image: alt]


6.4.6　[image: alt]
 a为椭圆长半轴，b为椭圆短半轴．

6.4.7　（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


6.4.8　作空间正交变换，使

[image: alt]


6.4.9　当[image: alt]
 时，F（t）＝0，当[image: alt]
 时，[image: alt]
 计算时可作正交变换把积分变换为

[image: alt]


其中S1
 为平面[image: alt]
 被球ξ2
 ＋η2
 ＋ζ2
 ≤1截下的部分．

6.4.10　（1）[image: alt]


（2）（a＋b＋c）abc；

（3）πR2
 （2R＋c）；

（4）[image: alt]


练习题6.5

6.5.1　（1）4πR3
 ；

（2）[image: alt]


（3）1（利用变换求重积分）．

6.5.2　（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


6.5.3　（1）[image: alt]


其中n＝｛cosα，cosβ，cosγ｝表示在点（x，y，z）处的外法向上的单位向量；

（2）[image: alt]


6.5.7　令v（x，y，z）＝w（x，y，z）－u（x，y，z），则v｜s＝0可用上题结果．

6.5.8　（1）[image: alt]


（2）2πa2
 （cosα－sinα）；

（3）[image: alt]


（4）2πRr2
 ，注意[image: alt]


6.5.9　（1）5x2
 y－8xy＋3y＋c；

（2）x4
 y3
 －xy2
 ＋c；

（3）（x＋y）（ex
 －ey
 ）＋c．

6.5.10　（1）－1；>

（2）exyz
 ＋x2
 ＋y3
 ＋z4
 ；>

（3）x2
 sin（x＋y＋z）－sin6．

6.5.11　xdP＋ydQ＋zdR＝n（Pdx＋Qdy＋Rdz）．

6.5.12　（1）⇒（2）只需把闭曲面看成具有公共边界的两光滑曲面组成；

（2）⇒（3）只需应用奥氏公式；

（3）⇒（4）直接计算dη；

（4）⇒（1）只需应用斯托克斯公式．

练习题6.6

6.6.1　（1）f′（u）∇u；>

（2）f″（u）∇u·∇u＋f′（u）△u．

6.6.2　（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


6.6.3　（1）0；

（2）[image: alt]


6.6.5　根据本节典型例题分析例4，只需证

[image: alt]


6.6.6　证方向导数[image: alt]


6.6.7　（1）v＝ωι×r；

（2）rotv＝2ωι．

6.6.8　xyz（x＋y＋z）＋c．

6.6.10　（1）H1
 ＝1，e1
 ＝er
 ，H2
 ＝r，e2
 ＝eθ
 ，H3
 ＝1，e3
 ＝ez
 ，

[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）H1
 ＝1，e1
 ＝er
 ，H2
 ＝r，e2
 ＝eφ
 ，H3
 ＝rsinφ
 ，e3
 ＝eθ
 ，

[image: alt]


第七章　典型综合题分析

综合练习题

7.1　c≥1/2．　分析　为了表达方便，应用双曲函数记号：

[image: alt]


对给定的不等式两边取对数，易知该不等式等价于：

[image: alt]


因此，只要[image: alt]
 为此，求函数

[image: alt]


在（－∞，＋∞）上的最大值．

解　先证一个辅助不等式：

[image: alt]


事实上，令g（x）＝xcoshx－sinhx，则有

g′（x）＝xsinhx＞0（x＞0），

由此推出

g（x）＞g（0）＝0（x＞0），

即（1）式成立．

进一步，注意到f（x）是偶函数，所以只需考查x∈（0，＋∞）．又因为对∀x＞0，有

[image: alt]


所以对∀x＞0，有

[image: alt]


从此U形等式-不等式串的两端即知

f（x）＜1/2，　x∈（0，＋∞）．

又因为f（x）是偶函数，所以

f（x）＜1/2，x≠0．　（2）

最后，用洛必达法则，我们有

[image: alt]


从此U形等式串的两端即知

f（0）＝1/2．　（3）

联合（2），（3）式，即知[image: alt]
 于是保证不等式

[image: alt]


成立的实数c的条件是c≥1/2．

7.2　用两种证法证明本题结论．

分析1　从要证的结果出发，试作辅助函数

[image: alt]


证法1　下分三种情况考查．

情况1　f（c）＞f（a）．因为f′（c）＝0，所以

[image: alt]


进一步，设f（x）在［a，c］上的最大值在点x＝s处取到（见图）．因为假定f（c）＞f（a），所以a＜s≤c，并且有f′（s）＝0．由微分中值定理，

[image: alt]


[image: alt]


于是

[image: alt]


从此U形等式-不等式串的两端即知F（d）＞0．

联立[image: alt]
 根据连续函数中间值定理，∃ξ∈（d，c），使得F（ξ）＝0，即有

[image: alt]


情况2　f（c）＜f（a）．令g（x）＝－f（x），则有g（c）＞g（a），对函数g（x）应用情况1的结果，∃ξ∈（a，b），使得

[image: alt]
 　也就是　[image: alt]


情况3　f（c）＝f（a）．在这种情况下，若f（x）≡f（a），∀x∈（a，c），那么任取ξ∈（a，c），都满足

[image: alt]


否则f（x）在［a，c］上不恒等于f（a），这时f（x）在［a，c］上的最大值和最小值不能同时在端点达到，不妨设∃c*
 ∈（a，c），使得[image: alt]
 则有

f′（c*
 ）＝0，　并且　f（c*
 ）＞f（a），

再以c*
 代替c，用情况1的结果即得结论．

分析2　将要证的结果

∃ξ∈（a，b），　使得　[image: alt]


改写为∃ξ∈（a，b），使得

[image: alt]


再改写为∃ξ∈（a，b），使得

[image: alt]


证法2　作辅助函数[image: alt]
 则F（x）连续可微，并且

[image: alt]


由此可见

[image: alt]


如果f（c）＝f（a），则有F（a）＝F（c）＝0，根据Rolle定理，∃ξ∈（a，c），使F′（ξ）＝0，即（1）式成立；

否则f（c）≠f（a），不妨假定f（c）＞f（a），则有F（c）＞0，根据（3）式则有F′（c）＜0．

下面分两种情况：情况1　f′（a）＞0．此时根据（2）式，[image: alt]
 联合[image: alt]
 使得F′（ξ）＝0，即（1）式成立．

情况2　f′（a）＜0．此时根据（2）式，[image: alt]


设f（x）在［a，c］上的最小值在x＝s处取到．因为

f（c）＞f（a），f′（a）＜0，

所以a＜s＜c，并且有f′（s）＝0（见下图）．因此有

[image: alt]


从此U形等式-不等式串的两端即知F′（s）≥0．

如果F′（s）＝0，则取ξ＝s；否则F′（s）＞0，联立

[image: alt]


使得F′（ξ）＝0，即（1）式成立．

7.3　　证法1　在不等式两边同乘以ex
 ，便知

[image: alt]


等价于

[image: alt]


由此可见，对∀a，b∈（－∞，＋∞），a＜b，有

[image: alt]


[image: alt]


从此U形等式-不等式串的两端即知

｜eb
 f（b）－ea
 f（a）｜≤｜eb
 －ea
 ｜，∀a，b∈（－∞，＋∞），a＜b．　（2）

在不等式（2）的两边，令a→－∞，即得

｜f（b）｜≤1（∀b∈（－∞，＋∞））．

证法2　对∀a，x∈（－∞，＋∞），由柯西中值定理，并根据已知的条件｜f（x）＋f′（x）｜≤1，即知

[image: alt]


从此U形推理串的末端，得到

｜f（x）｜≤ea－x
 ｜f（a）｜＋｜1－ea－x
 ｜（∀a，x∈（－∞，＋∞））．　（3）

对任意固定的x∈（－∞，＋∞），因为假设f（x）有界，所以

[image: alt]


在（3）式中，令a→－∞，即得

｜f（x）｜≤1（∀x∈（－∞，＋∞））．

证法3　先证f（x）≤1（∀x∈（－∞，＋∞））．

令g（x）＝ex
 f（x）－ex
 ，因为假设f（x）有界，所以

[image: alt]


又

[image: alt]


从此U形等式-不等式串的两端即知

g′（x）≤0⇒g（x）≤g（－∞）＝0，

即　f（x）≤1（∀x∈（－∞，＋∞））．　（4）

再证f（x）≥－1（∀x∈（－∞，＋∞））．

令h（x）＝ex
 f（x）＋ex
 ，因为假设f（x）有界，所以

[image: alt]


又

[image: alt]


从此U形等式-不等式串的两端即知

h′（x）≥0⇒h（x）≥h（－∞）＝0，

即　f（x）≥－1（∀x∈（－∞，＋∞））．　（5）

联合（4），（5）式即得－1≤f（x）≤1，即｜f（x）｜≤1．

7.4　证　令[image: alt]
 则有[image: alt]
 由此可见，φ（t）在［0，1］上是凹函数．根据本书练习题3.2.8（2），即有

[image: alt]


7.5　令u＝x2
 不等式左边化为

[image: alt]


在第二个积分中，令u＝π＋t．这样不等式左边化为

[image: alt]


7.6　[image: alt]


7.7　所求积分可化为[image: alt]
 再利用

[image: alt]


来求此积分．

7.8　（2）极限值可表示为定积分：

[image: alt]


7.9　对部分和应用斯特林公式和泰勒公式．

7.10　[image: alt]


7.11　因为函数f（x）在［a，＋∞）上一致连续，所以对∀ε＞0，∃δ＞0，不妨假定[image: alt]
 使得对∀x1
 ，x2
 ≥a，只要｜x1
 －x2
 ｜＜δ，便有

[image: alt]


又由积分[image: alt]
 收敛，对上述的δ＞0，∃X＞max｛0，a｝，使得对∀x＞X，有

[image: alt]


于是对∀ε＞0，∃X＞max｛0，a｝，使得

｜f（x）｜≤｜f（x）－f（ξ）｜＋｜f（ξ）｜＜ε．

7.12　证　对∀x∈（0，1］，有

[image: alt]


因为[image: alt]
 （请看下图），以及[image: alt]
 收敛，即知函数项级数[image: alt]
 一致收敛．于是通过对（1）式两边逐项积分，得到

[image: alt]


[image: alt]


进一步，用分部积分法，有

[image: alt]


从此U形等式串的两端即知

[image: alt]


联合（1），（2）两式即得

[image: alt]


从此U形等式串的两端即知要证的等式成立．

7.13　作变换[image: alt]
 并注意[image: alt]


7.14　只要是n次或－n次齐次函数都满足方程．

7.15　[image: alt]
 　解　记[image: alt]
 用先三后一计算，即有

[image: alt]


从此U形等式串的两端即知

[image: alt]


7.16　（1）解　记D1
 ＝｛（x，y）∈D｜xy－1/4≥0｝，D2
 ＝D＼D1
 （如图），则有

[image: alt]


[image: alt]


从此U形等式串的两端即知[image: alt]
 又

[image: alt]


从此U形等式串的两端即知A2
 ＝A1
 ，于是

[image: alt]


从此U形等式申的两端即知[image: alt]


（2）用反证法．如果∀（x，y）∈D，都有｜f（x，y）｜＜1/A．那么由于｜f（x，y）｜在D上的连续性，必有[image: alt]
 于是

[image: alt]


从此U形等式-不等式串的两端即知1＜1，矛盾．

7.17　对∀t∈R要证φ（t）存在时，将积分区间分成｜x－t｜≤1，和｜x－t｜≥1估计收敛．要证φ（t）连续时，用ε/3论证法．对∀t′∈［t－1，t＋1］，考虑

[image: alt]


对∀ε＞0，取X＞0及0＜δ＜1使得

[image: alt]


固定X和δ，用积分第二中值定理，可以得到

[image: alt]


其中

[image: alt]


我们下面证明（1）式．根据第二积分中值定理，∃ξ∈（δ，X），使得

[image: alt]


同理可证明（2）式．由此可得φ（t）在实轴上连续．

7.18　解　因为uvw＝x2
 y2
 z2
 ，所以

[image: alt]


进一步，有

[image: alt]


由此推出

[image: alt]


从此U形等式-不等式串的两端即知

[image: alt]


根据轮换对称性，可得

[image: alt]


（1）＋（2）＋（3），得到

[image: alt]


因此原积分的被积函数

[image: alt]


又

[image: alt]


故有

[image: alt]


于是原积分化为

[image: alt]


其中　[image: alt]


7.19　证　首先将广义的三重积分看成正常三重积分的极限，即

[image: alt]


其次，对任意固定的R＞ε＞0，用球坐标计算

[image: alt]


令[image: alt]


因为

[image: alt]


所以

[image: alt]


进一步，考查ε→0，R→∞上式的极限．取极限，应用前面的计算结果，即有

[image: alt]


下面考查（2）式中的第一个极限，

[image: alt]


根据一元函数的暇积分收敛判别法，即知

[image: alt]


再考查（2）式中的第二个极限．令ρa
 ＝t，则有[image: alt]
 并且

[image: alt]


设[image: alt]
 根据et
 的Taylor展开式，即知

[image: alt]


根据一元函数的无穷积分收敛判别法，即知

[image: alt]


联合（1）—（4）式即得

[image: alt]


7.20　证　记以（x0
 ，y0
 ）∈R2
 为中心，以r＞0为半径的上半圆C与直径

[image: alt]


AB所围成的区域为D（如图所示），则有

[image: alt]


从此U形等式串的两端即知

[image: alt]


另一方面，

[image: alt]


从此U形等式串的两端即知

[image: alt]


比较（2），（3）两式即得

[image: alt]


注意到（4）式对任意的r＞0都成立．因为

[image: alt]


所以令r→0，对（4）式两边取极限，即得P（x0
 ，y0
 ）＝0．由（x0
 ，y0
 ）∈R2
 的任意性，即有

P（x，y）≡0，∀（x，y）∈R2
 ．

将上式代入（4）式，即得

[image: alt]


再令r→0，对（5）式两边取极限，即得[image: alt]
 还由（x0
 ，y0
 ）∈R2
 的任意性，即知

[image: alt]
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