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信息技术的应用化教育
（代丛书序）
刘瑞挺／文
北京大学出版社第六事业部组编了一套《21世纪全国应用型本科计算机系列实用规划教材》。为了做好这项工作，他们制订了详细的编写目的、丛书特色、内容要求和风格规范。在内容上强调面向应用、任务驱动、注重实例分析、培养能力；在风格上力求文字精练、脉络清晰、图表丰富、版式明快。
一、组编过程
2004年10月，该部开始策划教材丛书，派出编辑分别深入各地高校，了解教学第一线的情况，物色合适的作者。2005年4月16日在北京大学召开了“《21世纪全国应用型本科计算机系列实用规划教材》研讨会”。来自全国73所院校的102位教师汇聚一堂，共同商讨应用型本科计算机系列教材建设的思路，并对规划选题进行了分工。2005年7月21日在青岛又召开了“《21世纪全国应用型本科计算机系列实用规划教材》审纲会”。编审委员会成员和46个选题的主编、参编，共100多位教师参加了会议。审稿会分专业基础课、软件开发与软件工程、硬件与网络技术、计算机应用技术等小组对大纲及部分稿件进行了审定，力争使这套规划教材成为切合当前教学需要的高质量的精品教材。
二、转变观念
为了搞好这套教材，要转变一些重要的观念。
首先，需要转变的观念就是大学及其培养人才的定位。大学并不都是“研究型”的，每个大学生不一定都当科学家。事实上，大多数学校应该是“应用型”的，大学生将直接进入社会基层、生产一线、服务前沿，成为各行各业的实践者和带头人。
其次，应该转变的观念就是教材建设的思路。许多人偏爱于“研究型”的教材，即使写“应用型”教材，也多半是对前者进行删繁就简、避虚就实，这样还不能产生真正“应用型”的教材。因此，以“学科”为中心、追求雄厚“理论基础”的传统应该被以“应用”为导向、追求熟练“实践技能”的思路所取代。
第三，必须转变对计算机技术的认识。20年前，有人把计算机技术理解为BASIC编程；10年前，有人把Windows 95和Word称为计算机文化；今天，中小学陆续开出《信息技术》课，有人对此怀疑观望，其实它意义深远。以计算机为核心的信息技术，今后20年的发展主题将是在各个领域的应用普及。大学计算机应用型本科的教材建设应该面向信息技术的深入应用，而不是相反，因为信息时代已经不是遥远的未来。
三、信息技能
以计算机为核心的信息技术，从一开始就与应用紧密结合。例如，ENIAC用于弹道计算，ARPANET用于资源共享以及核战争时的可靠通信。即使是非常抽象的图灵机模型，也与第二次世界大战时图灵博士破译纳粹密码的工作相关。
今天的信息技术有三个重要的特点：
第一，信息技术是计算机与通信技术融合的辉煌成果。长期以来，计算机技术和通信技术并行不悖地独立发展。20世纪后半叶，两者相互渗透，产生了程控电话、数据通信、网络技术、高清晰电视，世界各国构建了全球的、宽带的、网站密布的信息高速公路，出现了无处不在的手机通信和移动办公系统、随身听、数码摄录相机、家庭影院、智能控制系统，还有越来越多的嵌入式系统。人们的工作方式和生活方式都发生了质的飞跃。
第二，信息技术与各行各业紧密结合。我国的职业门类有：农林牧渔、交通运输、生化与制药、地矿与测绘、材料与能源、土建水利、制造、电气信息、环保与安全、轻纺与食品、财经、医药卫生、旅游、公共事业、文化教育、艺术设计传媒、公安、法律，这些门类都需要信息技术。
第三，在发展初期，以计算机为核心的信息技术是一项专门技术，只有专家才需要它、才能掌握它，在专家与平民之间有很深的“信息鸿沟”。今天，信息技术已经不再是只有专家才需要、才能掌握的专门技能，而是普通人都需要、也都能掌握的基本信息技能。但是，“信息鸿沟”也迁移到普通人之间。具有信息优势的学生能良性循环，强者更强。
有了这样广阔的应用信息背景，再造计算机应用型本科的课程体系就有了基础。
四、能力结构
关于应用型计算机人才的能力结构，我们不用“宫殿”模型，而用“雄鹰”模型。前者是建筑学模型，适合描述学科；后者是生物学模型，适合描述人才。“雄鹰”模型包括主体、两翼、头部、尾部等，它有可成长性。
首先，数据是信息技术的主体，数据技术是基本功。通常，数据包括文字、公式、表格、图形、图像、动画、声音、视频等等。因此，你不仅要会录入文章、绘制图表，还应该会采集音乐、编辑视频。大家面对的是多媒体数据，应该能收集它、整理它，数据经过整理就成为有用的信息。
其次，信息技术的两翼是数据库技术和网络技术。为了管理好、使用好数据，就必然用到数据库技术，数据库技术是一切信息管理的基石。为了分享数据和信息，就需要网络技术。有了上述数据主体技术和两个“翅膀”，你应该可以起飞了。
但是能飞多高，能飞多远，还应该有编程技术、智能技术、安全技术的支持。这相当于头尾各部分的作用。编程将使大家的信息技能游刃有余。人工智能使你飞得更远，安全技术能使你飞得更稳。
有人可能会责难我们，难道大学本科生还需要学习办公软件的技能吗？他们认为这是让人“笑掉大牙”的事。其实，办公软件是最重要的提高生产效率的应用软件，很容易使用，但各人使用效率的高低则十分悬殊。我们设想，今后大学生在入学前先学会计算机的基本操作，我们再开一门高级办公技术的课，通过严格的行业及个人行为规范，对学生进行应用化训练，养成正确的职业习惯。将来工作时能提高效率、改善质量、降低成本。这决不是贻笑大方的事。
五、初步规划
应用型本科教材的规划是一个长期的战略任务，不是短期的战术行为。因此，目前的规划教材不可能一步到位，还会保留一些传统的基础课。例如，数字电路与逻辑设计、微机原理及接口技术、单片机原理及应用等。即使是纯硬件专业的学生，如何学这些传统硬件课都值得商榷，更何况公共基础课。
我们将分门别类逐步建设好应用型本科的重点课程和教材：
（1）基础类教材：信息技术导论，计算机应用基础，高级办公技术，数据与操作，密码与安全，实用数据结构，实用离散数学……；
（2）数据库类教材：数据库原理与应用，信息系统集成，数据采掘与知识发现……；
（3）网络类教材：计算机网络，因特网技术，网络管理与安全，网站与网页设计……；
（4）编程类教材：面向对象程序设计，C++程序设计，Java程序设计……；
（5）提高类教材：软件工程原理及应用，人工智能原理及应用……。
新教材要体现教育观念的转变，系统地研究普通高校教学改革的需求，优先开发其中教学急需、改革方案明确、适用范围较广的教材。注重规划教材的科学性、实用性、易学性，尽量满足同类专业院校的需求。教材内容应处理好传统与现代的关系，补充新知识、新技术、新工艺、新成果。
我相信北京大学出版社在全国各地高校教师的积极支持下，精心设计，严格把关，一定能够建设一批符合应用型人才培养目标的、适应计算机应用型人才培养模式的系列精品教材，而且能建设一体化设计、多种媒体有机结合的立体化教材，为各门课程配套电子教案、学习指导、习题解答、课程设计等辅导资料。让我们共同努力吧！
 
 
 
刘瑞挺教授　曾任中国计算机学会教育培训委员会副主任、教育部理科计算机科学教学指导委员会委员、全国计算机等级考试委员会委员。目前担任的社会职务有：全国高等院校计算机基础教育研究会副会长、全国计算机应用技术证书考试委员会副主任、北京市计算机教育培训中心副理事长。



本系列教材编写目的和教学服务
《21世纪全国应用型本科计算机系列实用规划教材》在全国的各位编写老师的共同辛勤努力下，在编委会主任刘瑞挺教授和其他编审委员会成员的悉心指导下，经过北京大学出版社第六事业部各位编辑的刻苦努力，终于与师生们见面了。
教材编写目的
目前，我国高等教育正迎来一个前所未有的发展机遇期。高等教育的发展已进入到一个新的阶段。高等本科院校也逐渐演变成“研究型、学术型”和“应用型、就业型”两类。
作为知识传承载体的教材，在高等院校的发展过程中起着至关重要的作用。但目前教材建设却远远滞后于应用型人才培养的步伐，许多院校一直沿用偏重于研究型的教材，应用型教材比较缺乏，这势必影响应用型人才的培养。
为顺应高等教育普及化迅速发展的趋势，配合高等院校的教学改革和教材建设，坚持“因材施教”的教学原则，注重理论联系实际，全面促进高等院校教材建设，进一步提高我国高校教材的质量，北京大学出版社大力推出高校“应用型本科”各专业相关教材。本系列教材不仅讲解基础理论技术，更突出工程实际应用，注重技术与应用的结合。
本套计算机系列教材的编写思想主要如下：
（1）要符合学校、学科的计算机课程设置要求。以高等教育的培养目标为依据，注重教材的科学性、实用性、通用性，尽量满足同类专业院校的需求。
（2）要定位明确。要准确定位教材在人才培养过程中的地位和作用，正确处理系列教材与系列课程、读者层次的关系，面向就业，突出应用。
（3）合理选材和编排。教材内容应处理好传统内容与现代内容的关系，大力补充新知识、新技术、新工艺、新成果。根据教学内容、学时、教学大纲的要求，制定模块化编写体例，突出重点、难点。
（4）体现建设“立体化”精品教材的宗旨。提倡为主干课程配套电子教案、学习指导、习题解答、课程设计、毕业设计等教学配套用书。
教学服务
1．提供教学资源下载。本系列大部分教材中涉及到的实例（习题）的原始图片和其他素材或者是源代码、原始数据等文件，都可以在相关网站上下载。每本教材都配有PPT电子教案，老师可随时在网络上下载并可修改为适合自己教学的PPT。
2．提供多媒体课件和教师培训。针对某些重点课程，我们配套有相应的多媒体课件，对大批量使用本套教材的学校，我们会免费提供多媒体课件。另外，我们还将免费提供教师培训名额，不定期组织老师进行培训。
3．欢迎互动。欢迎使用本系列教材的老师和同学提出意见和建议，有建设性的将给予奖励；同时有教材或者专著出版要求的老师，请与我们联系。
北京大学出版社第六事业部（http://www.pup6.com）



前　　言
离散数学成为计算机科学及信息类专业基础理论的核心课程是计算机科学与技术飞速发展的必然结果。二十多年来，国内分别以分课型——把离散数学划分为几门课程或单课型——把分课型的几个课程糅合成一门课程的方式向本科二（或三）年级的学生开设。由于计算机科学与工程领域在很大程度上依赖离散数学提供理论工具，即使仅仅是以研究离散数学的结构和相互关系为目标，其内容的浩繁和材料的分散也足以使教师和学生感到沉重和困难，所以编写21世纪全国应用型本科计算机系列实用规划教材之一的《离散数学》，以简明的方法既叙及离散数学的主要组成内容，也介绍它在专业中的重要应用，以普通高等院校计算机科学及信息类专业教学使用为度，不去讨论那些高深的高级课题，但强调专业应用示例，应当说这是教学改革的需要。作者以己力不从心的能力完成这一尝试，是多年教学中师生共同琢磨和尽可能地广收各家之长的结果。
本书适合做计算机科学及信息类专业本科生、研究生离散数学课程的教材或教学参考书，也适合成为计算机工作者拓广理论基础而自学的读本。
全书共8章，在编排上，供各章节教学选用的例子以练习形式编于各章节之后并在附录中附有练习题的提示及答案。配套的习题另编于各章之后，以便于作业使用。这样做的目的旨在更加适应各个层次读者的不同需要。
本书在成书过程中，得到了北京大学出版社第六事业部的全力支持和指导，特别是周欢编辑的精心编审，为本书润色许多，作者在这里向他们表示诚挚的谢意。
由于作者水平有限，书中缺点在所难免，恳请读者多多指正。
 
 
 
作　　者　　　　　　
2005年12月于呼和浩特



第1章　命题逻辑
教学提示：命题逻辑亦称命题演算，研究由命题为基本单位构成的前提与结论之间的可推导关系。
教学要求：了解命题、逻辑联词、逻辑等值和蕴涵等基本概念。掌握真值表技术与等值运算。重点介绍范式和命题演算的推理理论。
引　　言
研究人的思维形式和规律的科学称为逻辑学。由于研究对象和方法的各有侧重而分为形式逻辑、辩证逻辑和数理逻辑。数理逻辑是用数学方法研究推理，是研究推理中前提和结论之间的形式关系的科学。所谓推理就是由一个或几个判断推出一个新判断的思维形式。这里所说的数学方法就是建立一套表意符号体系，对具体的事物进行抽象的形式研究的方法。因此数理逻辑又称符号逻辑。
一般认为数理逻辑是由德国数学哲学家G. W. Leibnitz在17世纪中叶创立的。其后，英国数学家G. Boole在《逻辑的数学分析》（1847年）中发展了逻辑代数；德国数学家F. L. G. Frege在《表意符号》（1879年）中引入了量词、约束变元；1930年奥地利裔美籍数学家K. Gödel证明了完全性定理，完善了数理逻辑的基础。在此之间，意大利数学家G. Peano、英国数学家A. de Morgen和B. A. W. Russell等在丰富发展数理逻辑的过程中也做出了骄人的工作。
本章和下一章主要讨论数理逻辑中的逻辑演算。
1.1　命题及其表示
命题逻辑和一阶谓词逻辑是数理逻辑的基础。数理逻辑是研究演绎方法的科学，它从形式结构方面来研究推理和证明，使用精确而完全形式的符号语言处理问题。
自然语言丰富多彩，对于同一词语，往往有不同的含义和理解，或者说，自然语言时有歧义。这正是逻辑演绎所不能允许的。逻辑演绎不能有丝毫的含糊不清，要求一词一语均一义。为此，数理逻辑引入了为自身所用的对象语言。对象语言是一种特定的形式语言，在命题逻辑中，其基本成分是具有真、假意义（称为真值）的一个个陈述句，称作命题。只有具有或必将具有确定真值的陈述句才是命题。一切没有判断内容的句子，无所谓是非的句子都不能作为命题。
命题分为原子命题、复合命题两种类型。前者是简单陈述句，后者至少是对原子命题的否定或是几个原子命题组成的复合命题。命题逻辑的特征在于：研究命题或语言的形式结构时，只分析到原子命题为止。原子命题是命题逻辑的基本单位。
在命题逻辑中，规定用大写英文字母P，Q，R，…以及P1，P2，Q1，Q2，…等符号表示命题，但不使用T和F表示一般的命题。T和F专门用来表示永真和永假的命题及取真（T）和取假（F）的指定，其含义即逻辑真值1和0。
表示命题的符号称为命题符号。表示一个确定命题的命题符号称命题常量，其真值非T（或1）即F（或0）。表示任意命题的命题符号称命题变元。命题变元以｛0，1｝为变域。命题变元表示任意命题，无确定真值，不是命题。在涉及命题变元的讨论中，命题变元的真值取值在其变域中指定。
复合命题使用符号表示以后，提供或留下的是称之为命题形式的逻辑框架。一个逻辑框架可以为多个不同的命题所共有。
练习1-1
（1）考虑下述陈述句中“是”的不同用法：
①鲁迅是《故乡》的作者。
②鲁迅是小说家。
③小说家是文学家。
（2）考虑下述陈述句的含义：
①我喜欢白头翁。
②我和小李的同级同学小赵去看电影。
③夕阳西下，断肠人在天涯。
（3）考虑下列语句是否是命题：
①你去上课吗？
②北京是中华人民共和国的首都。
③1＋101＝110。
④火星上也有生物。
⑤请关掉电视！
⑥我正在说谎。
（4）下列命题是原子命题还是复合命题？
①多媒体计算机既可用于科学计算，也可用于课余娱乐。
②北京不是大城市。
③周明和郑玉争论不休。
④江竹婷否定了自己的意见。
⑤哺乳动物未必是胎生动物。
⑥不是西风压倒东风，就是东风压倒西风。
1.2　逻辑联词
1．否定，﹁
命题P的否定是命题﹁P，读作非P。从真值表易见P与﹁P的取值关系：P真，当且仅当﹁P假（见表1-1）。
表1-1　否定

2．合取，∧
命题P与Q的合取是命题P∧Q，读作P与Q。P∧Q“真”，当且仅当P与Q都真（见表1-2）。
显然P∧﹁P是一永假式。
表1-2　合取

表1-3　析取

3．析取，∨
命题P与Q的析取是命题P∨Q，读作P或Q。P∨Q假，当且仅当P与Q都假（见表1-3）。
易见P∨﹁P是一永真式。
命题P与Q的析取命题P∨Q取真值时，允许P和Q同时取得真值真，即P与Q可同真，因而也说析取∨是可兼或。
4．条件，→
命题P与Q组成条件命题P→Q，读作若P则Q。其中P称前件，Q称后件。P→Q假，当且仅当P真而Q假（见表1-4）。
表1-4　条件

表1-5　双条件

条件命题P→Q当前件P取值为假时，无论后件取值是真还是假，它都为真，即从假的前件出发不管推断的后件是真还是假，P→Q都为真。这一定义方法被理解为“善意的推定”。P→Q在P为假时被规定为真的规定称“实质蕴涵”规定。
5．双条件，↔
命题P与Q组成双条件命题P↔Q，读作P当且仅当Q。P↔Q取真，当且仅当P与Q取相同的真值即同取真值真或同取真值假（见表1-5）。
这里称P为双条件命题的左支，称Q为右支。
由原子命题通过逻辑联词连接或作用组成最简单的复合命题，逻辑联词对复合命题的作用可以形成更为复杂的命题。命题都有真假，原子命题的真假取决于它是否与客观实际相符合，复合命题的真假由组成它的支命题和逻辑联词的严谨定义所确定。
需要注意的是：逻辑联词与自然语言中相应词语的含义既有联系，又有区别，而且被逻辑联词连接和作用的支命题只要求是具有真假值之一值的命题，而并不强调支命题间是否在内容上都有联系。
逻辑联词反映复合命题与支命题之间的真值关系，它们有确定的含义，不能与自然语言中的相应词语混为一谈。逻辑联词是自然语言中相应词语的抽象。
从逻辑联词的真值取值定义表中可以看出，逻辑联词将｛0，1｝映射为｛0，1｝。
练习1-2
（1）指出下列语句中的“并非”、“并且”、“与”、“或者”、“只有……，才……”、“……，仅当……”、“除非……，否则……”等词是否就是我们定义的相应逻辑联词：
①她并非江竹婷。
②小朱拉开抽屉并且取出一本书来。
③东风压倒西风，或者西风压倒东风。
④仅当我去，你不去。
⑤小梁与小孟是好朋友。
⑥除非敌人投降，否则他们没有出路。
⑦整数i只有能被2整除，i才能被4整除。
⑧若天不下雨，则我去书店。
（2）指出下列命题的真值：
①如果2＋2＝5，那么太阳从西边升起。
②如果太阳不从东边升起，那么地球就停止自转。
③胎生动物当且仅当是哺乳动物。
④若元素a属于空集∅，则属于集合A。
⑤锄禾日当午，汗滴禾下土。
⑥除非ABCD是平行四边形，否则它的对边不都平行。
（3）令P＝“天下雪”，Q＝“我去镇上”，R＝“我有空闲”，请将下列命题符号化：
①如果天下雪且我没有空闲，那么我不去镇上。
②我去镇上当且仅当我有空闲。
③天不下雪。
④除非下雪，否则我去镇上。
⑤或者下雪，或者我有空闲。
⑥天在下雪，我在去镇上。
（4）填空：将逻辑联词或原子命题或其否定填入空挡处。
①

②

③

（5）在条件命题中，“善意的推定”是指什么？在析取命题中可兼或的含义是什么？
1.3　命题公式与真值函数
通过前面两节的讨论，已经引入了5个逻辑联词，得到了5个最简单的复合命题形式，从这些复合命题形式出发，由逻辑联词再经过各种相互组合，可以构成更多、更复杂的复合命题形式。这些命题形式一般称命题公式，那么怎样的组合形式才是命题逻辑的命题公式呢？
命题逻辑的命题公式是一个含有命题常元、命题变元及逻辑联词和圆括号的表达式，并以下述规则递归定义：
（1）基础：命题变元是命题公式；
（2）归纳：若A是命题公式，则（﹁A）也是命题公式；
若A，B是命题公式，则（A∨B），（A∧B），（A→B）和（A↔B）也都是命题公式；
（3）界限：当且仅当由（1）、（2）的有限次应用生成命题逻辑的全部命题公式。
为了简化圆括号的使用且不至引起表达的混淆，约定如下规则：
（1）合式公式的最外层括号可以略去；
（2）规定逻辑联词的运算先后次序为：﹁，∨，∧，→，↔。
【例1.3.1】　设P，Q为命题变元，按照命题公式的递归定义，可知P，（﹁Q），（P∧﹁Q），（﹁Q∨P），（（P→﹁Q）↔﹁Q），﹁（P∧﹁Q）∨（（﹁P∨﹁﹁Q）∧（﹁Q∨P））→（﹁（P↔﹁Q）∧（﹁P→﹁Q））都是命题公式。再由圆括号省略和逻辑联词的优先次序的约定，上述命题公式可以写为：P，﹁Q，P∧﹁Q，﹁Q∨P，P→﹁Q↔﹁Q，﹁（P∧﹁Q）∨（﹁P∨﹁﹁Q∧﹁Q∨P）→﹁（P↔﹁Q）∧﹁（﹁P→﹁Q）。
需要注意：圆括号的使用仅仅是对运算施行先后的区分，只要能够严格表述运算的次序，圆括号省略、少省略、不省略都是允许的。
将由自然语言表述的命题写成符号形式，就是要将由自然语言叙述的命题写成由原子命题符号、逻辑联词符号及圆括号表示的与其等值的命题框架，即将命题符号化或翻译为命题公式，这是一个困难而复杂的问题。一般只要求对一些常见的逻辑结构较为清晰的命题语句能做出正确的翻译。
为了翻译准确，需要客观地分析与理解自然语言命题，认真确定语句中的原子陈述句和语句中的连接词是怎样的逻辑联词，进而采用“真值表方法”进行取值对照，通过真值表上真值对照，容易检查公式翻译是否妥贴，而且还能克服情感、心态等方面的干扰或影响。
【例1.3.2】　（1）考虑对命题“只有你走我才留下”的翻译。
这一命题是说：“若你不走，则我不留”；也是说：“如若我留则你得走”。因此，它的正确翻译是：
令P为“你走”，Q为“我留”，则原命题的真值形式是：﹁P→﹁Q，亦即：Q→P。
与原命题类似的命题还有：
仅当你走我才留下；
仅当你走我将留下；
我留下仅当你走。
在一般的命题表述中，“仅当”是必要条件，译成条件命题时其后的命题是后件；而“当”是充分条件，译成条件命题时其后的命题是前件。
（2）考虑对命题“我今天进城，除非下雨”的翻译。
这一命题是说：“若不下雨，则我今天进城”，或者是说：“我今天不进城，仅当要下雨”。因此，它的正确翻译是：
令P为“我今天进城”，Q为“今天下雨”，则原命题可以符号化为﹁Q→P，亦可：﹁P→Q。
“除非”，表示唯一的条件，原命题相当于“只有天下雨我才不进城”。
单用“除非”的命题，“非……”是充分条件，译成条件命题时，“非……”是前件。要是“除非……，否则……”的命题，其真值形式就是双条件了。
（3）考虑对命题“小张或小李都可以办好这件事”的翻译。
令P为“小张可以办好这件事”，Q为“小李可以办好这件事”，则原命题F（P，Q）的真值表见表1-6。
表1-6　原命题的真值表

从真值表可得F（P，Q）＝P∧Q。所以要翻译成合取形式，“都”字起了决定性作用。如果原命题中略去“都”字，那么就要翻译成析取形式的命题公式。
在例1.3.2之（3）的讨论中，使用了标记“F（P，Q）”。其含义是：要求的命题形式由原子命题P，Q组成，该命题形式在｛T，F｝上定义，且在｛T，F｝上取值。换句话说，F（P，Q）是函数，F（P，Q）是以｛T，F｝为定义域和值域的真值函数。
事实上，每一命题形式都确定一个函数，这一函数的自变元是命题形式中的命题变元，它的定义域和值域都是真值集｛0，1｝，这样的函数称为真值函数。
当命题变元给定以后，由这些命题变元组成的命题公式是无限多的，但以给定命题变元为自变元的真值函数是有限的。
【例1.3.3】　考虑只含有一个命题变元P的真值函数F（P）。
由于只含有一个命题变元P，F（P）的真值取值只有两种选择。即当P分别取真值T、真值F时F（P）的取值各是什么。把F（P）的取值列成以下真值表（见表1-7）。
F3（P）是一常真的函数，命题形式P∨﹁P，（P∨﹁P）∨X（X表示由命题变元P组成的任一命题公式）等都是这种真值函数；F2（P）取值与P，P∧P，P∧P∧P，…取值一致；F1（P）与﹁P，﹁P∨﹁P，﹁P∨﹁P∨﹁P，…取值相同；F0（P）是一永假的函数，P∧﹁P，（P∧﹁P）∧X就是与它取值完全一样的命题形式。
表1-7　F（P）的取值真值表

由例1.1.3可见，只含有一个命题变元的不同的真值函数有个，显然更一般的结论是含有n个命题变元的不同的真值函数有个。
当命题变元的数目确定以后，不同的真值函数的数目是有限且确定的，但命题形式的数目却是无限的，它们是分别与相应命题函数取值一致的一组组命题公式。不同的命题形式可以表示相同的函数，从中找出一个形式最简单或具有某种标准形式的命题公式，将是我们感兴趣的问题。
练习1-3
（1）下列字符串是否是命题逻辑的命题公式？
①R∨（Q→P））；
②（（（﹁P→Q）→（Q→P））；
③﹁（P→Q）↔﹁﹁P∧Q→R。
（2）公式的代入与代入实例是指命题公式A（P），将A中命题变元P的每一出现均代换为命题变元B，所得的公式A（B）称为原公式的代入实例。
①考虑下列命题公式组中后一公式是否是前一公式的代入实例：
（（P→Q）→Q）→P，（（（A→C）→（（B∧C）→A））→（（B∧C）→A））→（A→C）（式中A，B，C是任意命题公式）；
P→（Q→P），Q→（（P→P）→Q）；
P→（Q→P），P→（（P→（Q→P））→P）。
②证明“代入原理”：设A（P）为含有命题变元P的永真命题形式，B是任一命题公式，则A（P）的代入实例A（B）仍为永真命题形式。
（3）翻译下列命题为命题公式（句中括号内提示的是相应原子命题的符号表示）：
①或者你没有给我写信（P），或者它在途中丢失了（Q）。
②如果小张（P）和小李（Q）都不去，小王就去（R）。
③如果金是金属（P），那么金能导电（Q），金是金属，故金能导电。
④只有身体好（P），才能学习好（Q）。
⑤只要这本书有用（P），他就买回来（Q），虽然他不富（R）。
⑥他一定能自学毕业（P），除非他旧病复发（Q）。
⑦人不犯我（P），我不犯人（Q）；人若犯我，我必犯人。
⑧不管明天是刮风（P）还是下雨（Q），我们定去郊游（R）。
（4）利用列出不同真值取值的方法，考虑F（P，Q）的个数。对每个真值函数，给出一个与它取值相同的至多含有两个命题变元的命题公式。
1.4　真值表与等值公式
设含有n个不同的命题变元P1，P2，…，Pn的命题公式是G（P1，P2，…，Pn），对这n个变元的所有不同的真值指派，G都有相应的真值取值。称由命题变元指派真值，命题公式对应取值列成的一张表为真值表。含有n个相异命题变元的命题公式，其真值表有2n个指派行。
表1-8是命题公式（1）P∧﹁P；（2）Q∨﹁Q；（3）P→Q；（4）﹁P∨Q的真值表。
表1-8　真值表

不论其所含命题变元取何种指派，其真值永为真的命题公式称永真式，记为T，如（2）；其真值永为假的命题公式称永假式，记为F，如（1）。像（3）和（4），对于它们所含命题变元的全部真值指派，都有相同（对于每一指派）的真值取值，这样的命题公式称作逻辑等值式或等值公式。这里约定：将A与B等值就记为：A＝B（式中的A，B是命题公式）。
通过构造真值表，容易证明下述12组基本等值式，它们是命题逻辑等值演绎的12组运算定律。
（1）对合律　﹁（﹁P）＝P
（2）幂等律　P∧P＝P；P∨P＝P
（3）结合律　（P∧Q）∧R＝P∧（Q∧R）；（P∨Q）∨R＝P∨（Q∨R）
（4）交换律　P∧Q＝Q∧P；P∨Q＝Q∨P
（5）分配律　P∧（Q∨R）＝（P∧Q）∨（P∧R）；P∨（Q∧R）＝（P∨Q）∧（P∨R）
（6）吸收律　P∧（P∨Q）＝P；P∨（P∧Q）＝P
（7）反演律　﹁（P∧Q）＝﹁P∨﹁Q；﹁（P∨Q）＝﹁P∧﹁Q
（8）壹律　　P∧T＝P；P∨F＝P
（9）零律　　P∧F＝F；P∨T＝T
（10）矛盾律　﹁（P∧﹁P）＝T
（11）排中律　P∨﹁P＝T
（12）联词转化律　P→Q＝﹁P∨Q；P↔Q＝（P→Q）∧（Q→P）
在复合命题公式中，其分子公式（必须也是命题公式）可以用与其等值的命题公式替换。替换后所得的新公式与原公式逻辑等值。这一事实称为替换原理。使用替换原理被替换掉的是子公式，并不必须是命题变元，而且也未必对复合命题公式中的同一子公式的每一出现都做替换。替换原理与练习1.3中所讲代入原理是有区别的。
利用运算定律和替换原理，可以进行命题公式间的等值推演，称命题演算见表1-9。
表1-9　命题演算示例

表1-9所示示例是一个等值推演。在上述命题演算下，并未使用真值表，也证明了公式P→（Q→R）与Q→（P→R）逻辑等值。
练习1-4
（1）构造下列命题公式的真值表：
①（P→（Q→R））→（（P→Q）→（P→R））；
②（﹁P∨Q）∧（P∨﹁Q）；
③（P∧Q）∨（﹁P∧﹁Q）；
④﹁（P↔Q）↔（﹁P↔Q）。
（2）设命题形式的真值表如下表，求出一个具有下列真值表的尽量简单的命题公式：


（3）用等值推演法证明永真式：
①P→（Q→P）；
②﹁P→（P→Q）；
③（﹁P→﹁Q）→（Q→P）；
④（P→Q）→（P→（Q∨R））。
（4）下列判断（命题）是否正确（真）？式中A，B，C是任意命题公式。
①若A∧C＝B∧C，则A＝B；
②若A∨C＝B∨C，则A＝B；
③若A∧C＝B∧C且A∨C＝B∨C，则A＝B；
④若﹁A＝﹁B，则A＝B；
⑤若A→B是永真式，则﹁B→﹁A是永真式。
1.5　重言式与蕴涵式
永真公式称重言式，永假公式称矛盾式，不是矛盾式的命题公式称可满足式。命题逻辑中数量无限的命题形式仅此而已。重言式是我们特别感兴趣的，因为它反映的是命题逻辑中的逻辑规律。例如重言式的合取式还是重言式。命题公式G是重言式，无论它所含的命题变元指真还是指假，G都取真值T。因此，在G中，将其所含某变元都以同一命题公式作代入，所得的命题公式G′还是重言式。换句话说，决定命题公式是重言式的是命题公式自己的形式结构，而不是它含有多少或怎样的命题变元。如，P∨﹁P是重言式；（（Q∨R）→S）∨﹁（（Q∨R）→S）一样还是重言式。因为“～∨﹁～”的形式结构是重言式形式结构。P∨﹁P所反映的逻辑规律即排中律。
命题公式A与B等值，在它们所含命题变元的任何指派下，A与B都有相同的真值，于是由A和B构成的双条件命题A↔B是重言式；反过来，若A↔B是重言式，则在对A、B所含命题变元的所有指派下，A、B的真值取值都相同，从而A＝B。可见A与B等值，当且仅当A↔B是重言式。
一个类似的讨论是：A→B是重言式，当且仅当A⇒B。这里A⇒B读作A蕴涵B。A蕴涵B，当且仅当A→B是重言式，即当且仅当A取真值T时，B必取真值T；或者当且仅当B取值F时，A必取值F。这样分析的重要性在于：它依此可以作为证明一个命题公式蕴涵另一个命题公式的方法。
例如对（1）P⇒P∨Q；（2）P∧Q⇒P的证明，就可以这样做：
（1）当前件P取真值T时，则后件P∨Q＝T∨Q也必取真值T。因而，P→P∨Q是重言式。故P⇒P∨Q。
（2）当后件P取真值F时，则前件P∧Q＝F∧Q也必取真值F。因而，P∧Q→P是重言式。故P∧Q⇒P。
一个正确的逻辑推理形式，由真的前提出发必能得出真的结论，其前提与结论之间的逻辑形式正是蕴涵式。如果推理形式是正确的，那么由推理的前提和结论构成的条件公式必定是一个重言式。检查一个推理的推理形式是否正确，只须写出相应于推理的条件命题公式，判定这个条件命题公式是否重言式即可。
使用此方法，可以证明下述基本蕴涵式。
（1）化简式：P∧Q⇒P；P∧Q⇒Q。
（2）附加式：P⇒P∨Q；Q⇒P∨Q。
（3）假言推理：P∧（P→Q）⇒Q。
（4）拒取式：﹁Q∧（P→Q）⇒﹁P。
（5）析取三段论：﹁P∧（P∨Q）⇒Q。
（6）假言三段论：（P→Q）∧（Q→R）⇒P→R。
（7）二难推论：（P∨Q）∧（P→R）∧（Q→S）⇒R∨S。
（8）等价三段论：（P↔Q）∧（Q↔R）⇒（P↔R）。
（9）合成式：P，Q⇒P∧Q（此式的逻辑含义是：有前提P，Q可得结论P∧Q）。
这些基本蕴涵式，反映了命题逻辑推理的形式结构，体现了基本的逻辑规律，总结了人们思维推理的一些常用方法，并且是证明其他推理形式的基础和依据。
【例1.5.1】　逻辑推理的一个具体例子：
若a＞0，则｜a｜＝a

其形式结构即假言推理。
【例1.5.2】　由基本蕴涵式证明：
（1）﹁P⇒P→Q；（2）﹁（P→Q）⇒P。
证明：（1）由附加式，﹁P⇒﹁P∨Q知﹁P→（﹁P∨Q）是重言式。做等值替换得重言式﹁P→（P→Q），所以﹁P⇒P→Q。
（2）由化简式P∧﹁Q⇒P知，（P∧﹁Q）→P是重言式，而P∧﹁Q＝﹁（﹁P∨Q）＝﹁（P→Q），所以﹁（P→Q）→P是重言式，即﹁（P→Q）⇒P。
【例1.5.3】　使用归谬法证明（P→Q）→（﹁Q→﹁P）是重言式。
假定（P→Q）取值T，而（﹁Q→﹁P）取值F（即（P→Q）→（﹁Q→﹁P）并非重言式）。于是﹁Q值为T，而﹁P值为F，即Q值为F，P值为T，因而P→Q取值F。这与（P→Q）取值T矛盾。所以（P→Q）取值T时（﹁Q→﹁P）只能取值T，故（P→Q）→（﹁Q→﹁P）是重言式。同样方法还可以证明（﹁P→﹁Q）→（Q→P）也是重言式。
【例1.5.4】　一个数学推理的逻辑形式结构正确性的证明。
数学命题“若a2是偶数，则a是偶数”的证明可以用归谬法作以下推演。

上述证明的推理形式是：﹁P→Q，Q→R，R→﹁S，所以S→P。此推理形式即：
﹁P→Q，Q→R，R→﹁S⇒S→P。
要证明这一数学推理的抽象的逻辑推理形式是正确的，现在只须证明（﹁P→Q）∧（Q→R）∧（R→﹁S）→（S→P）是重言式。下面给出3种证明G＝（﹁P→Q）∧（Q→R）∧（R→﹁S）→（S→P）是重言式的证明方法。
（1）真值表法（见表1-10）
表1-10　真值表

表中第2列是﹁P→Q的真值表，第3列是Q→R的真值表，第4列是R→﹁S的真值表，第5列是（﹁P→Q）∧（Q→R）∧（R→﹁S）的真值表，第6列是S→P的真值表，第7列是公式G的真值表。从表1.10的真值表可知（﹁P→Q）∧（Q→R）∧（R→﹁S）→（S→P）是重言式，因而有﹁P→Q，Q→R，R→﹁S⇒S→P。
（2）等值推演法

（3）简化真值表法
用简化真值表法证明条件命题公式A→B是重言式，只须证明当A取T值时B也取T值；或者当B取F值时，A也取F值。不然，则A→B非重言式。
在G中，假定S→P取值F，则S取值为T，而P取值为F。于是﹁P取值是T，而﹁S取值是F。考虑﹁P→Q，R→﹁S和Q→R。若Q→R为假，则（﹁P→Q）∧（Q→R）∧（R→﹁S）取值为F，因而G是重言式得证。若Q→R取值真，则要么Q、R同真，要么Q取值为假。若是前者，则R→﹁S取值假；若是后者，则﹁P→Q取值假。不管是哪种情况，都有（﹁P→Q）∧（Q→R）⋀（R→﹁S）取值为F，因而G是重言式。综上所述可知（﹁P→Q）⋀（Q→R）∧（R→﹁S）→（S→P）是重言式。
下面讨论等价与蕴涵的关系。
设A，B是命题公式，则A＝B当且仅当A↔B是重言式。但A↔B＝（A→B）∧（B→A）。因而当且仅当（A→B）∧（B→A）是重言式。因此，当且仅当（A→B）且（B→A）是重言式。于是当且仅当A⇒B且B⇒A。可见证明两个命题公式等值，当且仅当证明这两个命题公式互蕴涵。
蕴涵有如下重要性质：
（1）设A，B，C是命题公式，则如果A⇒B且A⇒C，那么A⇒B∧C。
事实上，由A⇒B，A⇒C可知A→B及A→C都是重言式。因而当A取真值T时，B、C必都取得真值T，从而B∧C取得真值T，于是A→B∧C是重言式，即A⇒B∧C。
同理可得：若A⇒C且B⇒C，则A∧B⇒C及若A⇒C且B⇒D则A∧B⇒C∧D。
（2）设A，B，C是命题公式，则如果A⇒C且B⇒C那么A∨B⇒C。
这是因为，C取真值F时，由A⇒C，B⇒C知，A，B都取真值F，于是A∨B也取真值F，所以A∨B⇒C。
练习1-5
（1）设P→Q为条件命题，则称﹁P→﹁Q，Q→P和﹁Q→﹁P分别为P→Q的否定式，逆换式和逆否式。试写出命题：“如果你能持之以恒，那么就会自学成才”的否定式、逆换式和逆否式，并分析它们与条件命题P→Q之间的真值取值关系。
（2）证明：
①若A⇒C且B⇒D，则A∧B⇒C∧D。
②若A⇒B且B⇒C，则A⇒C。
（3）判断下列命题的真伪：
①重言式的否定式是矛盾式。
②矛盾式的否定式是重言式。
③不是重言式，就是矛盾式。
④不是矛盾式，就是重言式。
⑤重言式必为可满足式。
⑥不是矛盾式，就是可满足式。
⑦可满足式未必是重言式。
⑧不是可满足式就是矛盾式。
（4）请将元人姚燧的诗“欲寄君衣君不还，不寄君衣君又寒；寄与不寄间，妾身千万难”写成命题形式。
1.6　其他逻辑联词及逻辑联词完备集
逻辑联词﹁、∨、∧、→和↔是逻辑演算中最常用到的5个逻辑联词。为了某种特别应用的需要，在命题逻辑中还定义了其他的逻辑联词。下面介绍其中的3个。
1．异或
异或，即不可兼的或。这种“或”取真时不承认构成“或”的两个支命题可同时取真。其真值表是（见表1-11）。
取真值真当且仅当P与Q的真值取值不相同。与可兼的或∨不同的是：P与Q同取真值T时，P∨Q取值为T而取值为F。对照双条件命题的真值表，显然有：
表1-11　异或真值表

通过构造真值表，容易证明关于“异或”的下述运算性质。
（1）
（2）
（3）
（4）
（5）
（6）若则（其中P，Q，R是任意命题公式）。
2．与非（↑）
命题P与Q的与非是命题P↑Q，读作P与非Q。P↑Q取值假，当且仅当P与Q同取真值真。从真值表（见表1-12）易见：P↑Q＝﹁（P∧Q）。
表1-12　与非真值表

在逻辑联词与非↑上，成立以下联词转化律：
（1）﹁P＝﹁（P∧P）＝P↑P。
（2）P∧Q＝﹁（﹁（P∧Q））＝﹁（P↑Q）＝（P↑Q）↑（P↑Q）。
（3）P∨Q＝﹁（﹁P∧﹁Q）＝﹁P↑﹁Q＝（P↑P）↑（Q↑Q）。
3．或非（↓）
命题P与Q的或非是命题P↓Q，读作P或非Q。P↓Q取值为真，当且仅当P与Q同取值假。从真值表（见表1-13）易见：P↓Q＝﹁（P∨Q）。
在逻辑联词或非↓上，成立以下联词转化律：
（1）﹁P＝﹁（P∨P）＝P↓P。
（2）P∨Q＝﹁（﹁（P∨Q））＝﹁（P↓Q）＝（P↓Q）↓（P↓Q）。
（3）P∧Q＝﹁（﹁P∨﹁Q）＝﹁P↓﹁Q＝（P↓P）↓（Q↓Q）。
表1-13　或非真值表

逻辑联词﹁、∨、∧，都可由与非“↑”和或非“↓”予以等值表达。那→和↔是否也能如此呢？从
P→Q＝﹁P∨Q＝﹁（P∧﹁Q）＝P↑﹁Q＝P↑（Q↑Q）
看到P→Q也可由与非“↑”等值表达。
其实，P→Q＝﹁P∨Q，而P↔Q＝（P→Q）∧（Q→P），只要将→、↔通过上式在﹁、∨与∧上首先作等值化，然后再用“与非”和“或非”的联词转化律，便可完成由↑或↓对→和↔的等值表达。
在作上述讨论后，读者自然要问，是否还需要其他的逻辑联词？既然逻辑联词可以相互表达，那么怎样的逻辑联词组含有最少的逻辑联词，但可以表达所有的逻辑联词？第一个问题我们留作练习，第二个问题即我们要引入的概念：逻辑联词的完备集。
使用逻辑联词↑（或↓），可以等值表出含有逻辑联词﹁，∨，∧，→和↔的所有命题公式，它们虽然是由一个逻辑联词组成的逻辑联词集｛↑｝（或｛↑｝），但“功能完备”，是一个逻辑联词的完备集。
所谓逻辑联词的完备集是这样的一个逻辑联词的集合，它可以等值转化含有任一逻辑联词的命题公式，如若减少集合中的逻辑联词，则丧失此性质。
逻辑联词集｛﹁，∨｝，｛﹁，∧｝，｛﹁，→｝，｛↑｝和｛↓｝都是逻辑联词完备集。
实际上，除了已经讨论的﹁，∨，∧，→，↔，↑和↓这八个逻辑联词外，还有一个逻辑联词，即条件否定。命题P和Q组成条件否定命题P↦Q，读作并非若P则Q。P↦Q取值真，当且仅当P取真值真而Q取值假，即：P↦Q＝﹁（P→Q）。
在逻辑演算中，并不需要这么多的逻辑联词，一般有两个就足够了，其他几个可以由它们来定义。所选用的两个逻辑联词构成逻辑联词的完备集，称它们为初始逻辑联词。如，当选用﹁，→为初始逻辑联词时，∧、∨和↔可以这样定义：
P∧Q＝df﹁（P→﹁Q）
P∨Q＝df﹁P→Q
P↔Q＝df﹁（（P→Q）→﹁（Q→P））
 
初始逻辑联词是逻辑演算形式系统的初始符号。
在电子计算机的逻辑设计中使用逻辑联词↑和↓。理论上讲，它们的每一个都可以单独选用为初始逻辑联词，但一般不采用一个逻辑联词作为初始联词符号，因为那样会使表达式冗长且不易阅读。
当一个由两个逻辑联词组成的完备集被用以逻辑系统的初始逻辑联词时，其他的逻辑联词用定义给出，在使用时这些逻辑联词被看作是表达它们的初始逻辑联词符号串的缩写。在逻辑系统中，﹁、∨、∧、→和↔这5个逻辑联词都使用，当﹁，→作为初始逻辑联词时，系统中的P∧Q，P∨Q和P↔Q被分别视为是﹁（P→﹁Q），﹁P→Q和﹁（（P→Q）→﹁（Q→P））的缩写。
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（1）在逻辑联词完备集｛﹁，∨｝上等值表达下列各命题公式。

（2）证明：
①↑和↓具有逻辑运算交换律，即证：P↑Q＝Q↑P，P↓Q＝Q↓P；
②↑和↓不具有逻辑运算结合律，即证：一般P↑（Q↑R）≠（P↑Q）↑R；P↓（Q↓R）≠（P↓Q）↓R。
（3）在逻辑联词完备集｛↓｝上等值表达下列各命题公式
①P→Q；②P↑Q；③P↔Q；④PQ。
（4）在下列真值表表头括号中填上适当的逻辑联词：

（5）通过对已定义的9个逻辑联词和练习1-3中练习题（4）的分析，能否说，命题逻辑的逻辑联词也只须定义这9个了？
（6）证明并考虑：


1.7　对偶和对偶定律
｛﹁，∧｝、｛﹁，∨｝都是逻辑联词的完备集，所以含有逻辑联词﹁，∧，∨，→，↔，，↦，↑和↓的命题公式都可以等值转化为只含逻辑联词﹁，∨和∧的命题公式。在只含逻辑联词﹁，∧与∨的命题公式G中，以∨换∧，以∧换∨，如果还含有抽象恒真符号T和抽象恒假符号F的话，并且以F换T，以T换F，以此由G得到的新命题公式G*称为G的对偶式，对于G*，G也是它的对偶式。于是有：（G*）*＝G。
﹁（P∨Q）的对偶式是﹁（P∧Q），反之也对。因此亦可直接把↓和↑也看作一对对偶的逻辑联词，正像∧与∨一样。
一个仅含逻辑联词﹁，∧和∨的命题公式和它的对偶式之间具有以下等值关系：
对偶定律1：设A（P1，P2，…，Pn）是仅含逻辑联词﹁，∧与∨及仅含命题变元P1，P2，…，Pn的命题公式，则：
﹁A（P1，P2，…，Pn）＝A*（﹁P1，﹁P2，…，﹁Pn）
由于命题公式A（P1，P2，…，Pn）中只含有逻辑联词﹁，∧，∨和命题变元P1，P2，…，Pn（也可能含有T和F），并且在A*（﹁P1，﹁P2，…，﹁Pn）中不对可能含有的T和F取“非”。
注意：
（1）（P）*＝P，（﹁P）*＝﹁P，（﹁﹁P）*＝﹁﹁P及﹁（P）＝（﹁P）*，﹁（﹁P）＝（﹁（﹁P））*；
（2）（T）*＝F，（F）*＝T及﹁（T）＝（T）*，﹁（F）＝（F）*；
（3）（P∧Q）*＝P∨Q，（P∨Q）*＝P∧Q及﹁（P∧Q）＝（﹁P∧﹁Q）*，﹁（P∨Q）＝（﹁P∨﹁Q）*
由归纳法易知，对偶定律1所述结论成立。
将对偶定律1用于A*（P1，P2，…，Pn），便得到它的推论：
﹁A*（P1，P2，…，Pn）＝（A*）*（﹁P1，﹁P2，…，﹁Pn）＝A（﹁P1，﹁P2，…，﹁Pn）
关于对偶性，一个更为重要的事实是：
对偶定律2：设A（P1，P2，…，Pn），B（P1，P2，…，Pn）是仅含有逻辑联词﹁，∨，∧和命题变元P1，P2，…，Pn的命题公式，则如果A（P1，P2，…，Pn）＝B（P1，P2，…，Pn），那么A*（P1，P2，…，Pn）＝B*（P1，P2，…，Pn）。
事实上，若A（P1，P2，…，Pn）＝B（P1，P2，…，Pn），则A（P1，P2，…，Pn）↔B（P1，P2，…，Pn）是重言式，由代入原理，可知A（﹁P1，﹁P2，…，﹁Pn）↔B（﹁P1，﹁P2，…，﹁Pn）也是重言式。但A（﹁P1，﹁P2，…，﹁Pn）＝﹁A*（P1，P2，…，Pn），B（﹁P1，﹁P2，…，﹁Pn）＝﹁B*（P1，P2，…，Pn），由替换原理，得重言式﹁A*（P1，P2，…，Pn）↔﹁B*（P1，P2，…，Pn），即﹁A*（P1，P2，…，Pn）＝﹁B*（P1，P2，…，Pn），于是有A*（P1，P2，…，Pn）＝﹁（﹁A*（P1，P2，…，Pn））＝﹁（﹁B*（P1，P2，…，Pn））＝B*（P1，P2，…，Pn）。
在用于逻辑演算的12组基本等值式中，从第2组到第9组的等值式都是成对给出的，这一对对公式所阐述的正是对偶定律2。在逻辑推理中，被证明的命题公式之间等值的结论，通过必要的联词转化，使用对偶定律2，可以得到它们的对偶式之间也等值的结论。在对双条件重言命题的证明中，对偶定律2有事半功倍的效用。
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（1）写出下列命题公式的对偶式：
①（P∧Q）∨T；　　　　②﹁（P∨Q）∧（P∨﹁（Q∧﹁R））；
③﹁（P∨F）∧R；　　　④（（P↑Q）↓R）∧（﹁P∨Q）。
（2）由命题公式A（P，Q，R）＝﹁P∨﹁（Q∧R），验证对偶定律1。
（3）首先证明下面的式（1），然后用运对偶定律2证明（2）式：
①﹁（P∧Q）→（P→（P→Q）＝﹁P∨Q；
②（P∨Q）∧（﹁P∧（﹁P∧Q））＝﹁P∧Q。
（4）有没有这样的命题公式G，满足G*＝G？
（5）填空：
①设A（P，Q，R）＝（P∨Q）∧﹁R，则A*（﹁P，﹁Q，﹁R）＝________；
②设A*（P，Q，R）＝P↓（Q∨﹁（P↑R）），则﹁A（﹁P，﹁Q，﹁R）＝________。
1.8　范　　式
范式是公式的一种标准形式。从等值的意义上讲，一个真值函数，有许多不同形式的命题公式。例如，P↔Q＝（P→Q）∧（Q→P）＝（﹁P∨Q）∧（P∨﹁Q）＝（P∧Q）∨（﹁P∧﹁Q）＝…（见表1-14）。但实际上，它们都是具有下列真值表的同一真值函数。
表1-14　真值表

如果选定形为（P∧Q）∨（﹁P∧﹁Q）或（P∨﹁Q）∧（﹁P∨Q）的命题形式为F9（P，Q），那么就说，它们是F9（P，Q）的规范形式（所以要在F上加注下标9，是因为将这类公式的真值取值TFFT，作1001看，这个二进制数的十进制值是23＋20＝9）。这种规范形式有怎样的标准呢？
说一个命题公式G有合取范式，如果G满足：（1）G＝A1∧A2∧…∧An（n≥1），（2）每个Ai（i＝1，2，…，n）都是G中所含某些命题变元及其否定的析取式；说一个命题公式G有析取范式，如果G满足：（1）G＝B1∨B2∨…∨Bm（m≥1），（2）每个Bi（i＝1，2，…，m）都是G中所含某些命题变元及其否定的合取式，这样的Ai称简单析取式或子句，Bi称简单合取式或短语。
像（P∨Q∨﹁P）∧（﹁Q∨R）就是一个合取范式，而（P∧Q∧﹁P）∨（﹁Q∧R）则是析取范式。特别一个命题变元P或它的否定﹁P既可以看作一个合取范式，也可以看作一个析取范式；当然既可以看作简单析取式，也可以看作简单合取式。至于P∨Q∨﹁P如果看它为短语的析取，那么它是析取范式，如果看它为子句，那么它是合取范式。
任一命题公式G的合取范式和析取范式总是可以求得的。或者说，任一命题公式G都存在与之等值的合取范式和析取范式。只要首先把G等值归化到｛﹁，∧，∨｝上，而后利用反演律将﹁移至命题变元前（即否定深入），再由重非律、结合律和分配律便可求得所要求取的范式了。在使用分配律时，如果求析取范式，一般要用短语对析取式进行分配；如果求合取范式，则用子句对合取式进行分配。
【例1.8.1】　（P∧﹁（Q→R））∨S

命题变元及其否定称为互否文字。对命题公式G，当其合取范式中每个简单析取式里都至少含有一对互否文字时，则G为重言式；当G的析取范式中每个简单合取式里都至少含有一对互否文字时，则G为矛盾式。通过有限步求出一个命题公式的范式，由范式确定该命题公式是重言式，是矛盾式，还是可满足式的问题被称之为判定问题。所谓判定问题，是指能否给出一个可行方法，对任意命题公式，判定其是否为重言式。因而也能判断出所给公式是否为矛盾式，或一般可满足式。采用求合取范式和析取范式的方法能判定出一个命题公式是否重言式或不可满足式。但一个命题公式的合取范式和析取范式其规范性还不够标准、也不唯一。例如：
（1）设G1＝（P→Q）∧（Q→R）∧（R→P），则（﹁P∨Q）∧（P∨﹁R）∧（﹁Q∨R）和（P∨﹁Q）∧（﹁P∨R）∧（Q∨﹁R）都是G1的合取范式；
（2）设G2＝（P→﹁（Q∧R））∧（P∨Q∨R），则（P∧﹁Q）∨（﹁P∧R）∨（Q∧﹁R）和（﹁P∧Q）∨（P∧﹁R）∨（﹁Q∧R）都是G2的析取范式；
（3）给G1的合取范式合取上含有互否文字的子句，还是G1的合取范式；给G2的析取范式析取上含有互否文字的短语，还是G2的析取范式。
合取范式与析取范式的不唯一性，与选定一种命题形式作为与它真值取值相同的一类命题形式（表示这类命题形式的是一真值函数）的规范形式的初衷尚有距离。下面介绍主范式。主范式与表示一类等值命题公式的真值函数是相互唯一确定的。
n个命题变元的布尔合取或极小项，是形如

的简单合取式，式中要么是Pi，要么是﹁Pi（i＝1，2，…，n）。
n个命题变元的布尔析取或极大项，是形如

的析取式，式中要么是Pi，要么是﹁Pi（i＝1，2，…，n）。
布尔合取与布尔析取规定n个命题变元中的每一个，按照命题变元的字母顺序依次或者它自己，或者它的否定必须有一且只需有一出现在合取及析取式中。
由极小项构成的析取范式，称主析取范式；由极大项构成的合取范式，称主合取范式。主范式的特殊作用在于它们可以显示出真值函数的一些重要特征。
n个命题变元的极小项共有2n个，n个命题变元的极大项也有2n个，因为对，i＝1，2，…，n的这n个位置的每一个上，要么选Pi，要么选﹁Pi，都有两种选择，相应于n个位置，就有2n种选择。每一种选择，就是一个极小（大）项，所以n个命题变元的不同极小（大）项共有2n个。
两个命题变元的全部极小项是：
﹁P∧﹁Q，﹁P∧Q，P∧﹁Q，P∧Q。并分别将它们记为：m00，m01，m10，m11。这里m的下标标记的方法是：若对应于小项中出现的是命题变元，则标为1；若出现的是命题变元的否定形式，则标为0。易见，这还是一个二进制表示。二位二进制数有22＝4个，二位极小项也有22＝4个，可见二位二进制数与二位极小项一一对应。
3个命题变元的小项有23＝8个，三位二进制数也有23＝8个。于是有：

显然，三位二进制数与三位极小项一一对应。
两个命题变元的极大项是：
P∨Q，P∨﹁Q，﹁P∨Q，﹁P∨﹁Q。并分别将它们记为：M00，M01，M10，M11。这里下标标记的方法是：若在极大项中出现的是命题变元，则标为0；若出现的是命题变元的否定形式，则标为1。这与极小项的标法相反。在二位二进制数与二位极大项之间同样存在一一对应。
三个命题变元的极大项是：

三个命题变元的极大项的下标是三位二进制数，它们与三位极大项也一一对应。一般，n位二进制数与n位极小（大）项之间一一对应。
极小项和极大项具有下列重要性质：
性质1．当且仅当对变元的真值指派与极小项脚标的编码相同时极小项取真值T。
性质1′．当且仅当对变元的真值指派与极大项脚标的编码相同时极大项取真值F。
性质2．不同极小项的合取是永假式。
性质2．′不同极大项的析取是永真式。
性质3．全体极小项的析取是永真式。
性质3．′全体极大项的合取是永假式。
性质4．下标相同的极小项和极大项互否。
此处关于极小项与关于极大项的性质是对偶给出的。而且性质2和3是性质1的直接推论。
性质1说，含有n个命题变元的2n个极小项中的每一个，它作为一个命题形式，其真值表中有且仅有一行取值T，其他2n－1行取值都为F。使其取值为T的是对n个命题变元的2n个指派中与该小项下标编码相同的那一个。性质1′说，含有n个命题变元的2n个极大项中的每一个，它作为一个命题形式，其真值表中有且仅有一行取值为F，其他2n－1行取值都为T。使其取值为F的是对n个命题变元的2n个指派中与该极大项下标编码相同的那一个。含有n个命题变元的真值函数，对n个命题变元的2n个指派，其取值是唯一确定的。对其取值为T的行，对应取极小项，然后将它们做析取，就得到了该真值函数的主析取范式。如果真值函数是重言式，其结果就是性质3；如果真值函数是矛盾式，其主析取范式是不含任一极小项的空式。对真值函数取值为F的行，对应取极大项，然后将它们做合取，就得到了该真值函数的主合取范式，如果真值函数是矛盾式，其结果就是性质3′；如果真值函数是重言式，其主合取范式是不含任一极大项的空式。含有n个命题变元的不同真值函数共有个，含有n个命题变元的极小项和极大项都有2n个。对于每个极小项或极大项，它们被取和不被取，以构成主析取范式或主合取范式，不同的主析取范式或主合取范式有个。可见，含有n个命题变元的真值函数与主析取范式或主合取范式一一对应。一个命题公式代表一个真值函数，有一个主析取范式且有一个主合取范式；反过来，一个主范式以其规范或标准形式代表一个真值函数，代表一类命题公式，真值函数与它的主析取范式或主合取范式相互唯一确定。给出一个真值函数的主范式，从主范式的形式结构很容易看出该真值函数的真值取值情况，对这一真值函数所代表的一类命题公式的判定便得以解决。主范式展现真值函数的取值，主范式的形式结构显示它的真值函数的特征。
求取任意一个命题公式的主范式有两种方法：等值推演法和真值表法。
1．等值推演法
【例1.8.2】　（P∧（Q↔R））∨﹁（P∨Q∨R）



通过上述例子，总结使用等值推演方法求取主范式的步骤如下：
（1）将所给命题公式化归到﹁，∧和∨上；
（2）将﹁置命题变元前；
（3）利用交换、结合和分配律，先求析取范式或合取范式，并且利用零壹律删去含有互否文字的简单析取项或简单合取项；
（4）利用等幂律和吸收律，合并重复项或多余项；
（5）利用壹律，在求主析取范式的析取项中补入所缺少的文字补入方法是：（…∧（Pi∨﹁Pi））；在求主合取范式的合取项中补入所缺少的文字Pi，补入的方法是：（…∨（Pi∧﹁Pi））；
（6）再经分配律、交换律和等幂律合并并按命题变元字母顺序整理便得与原公式等值的主范式。
在上述例子中，注意到这样一个事实：命题公式
（P∧（Q↔R））∨﹁（P∨Q∨R）
的主析取范式为：m000∨m100∨m111＝∑0，4，7；主合取范式是：M001∧M010∧M011∧M101∧M110==∏1，2，3，5，6。
三位二进制编码共有8个，在主析取范式中出现了3个，其余5个恰好都出现在主合取范式中，并且不多也不少。在把二进制数转换为十进制数，以连乘号∏表记主合取，以连加号∑表记主析取，那么从
（P∧（Q↔R））∨﹁（P∨Q∨R）＝∑0，4，7＝∏1，2，3，5，6
可总结得到结论“命题公式主范式，析合结构两相依；编号不在极小（大）项，必定都在极大（小）项”。
到此，对于任一命题公式，只要求得它的一种主范式，利用该结论，就可以得到另一种主范式。
2．真值表法
利用真值表法，求取命题公式的主范式，见表1-15（表中G＝（P∧（Q↔R））∨﹁（P∨Q∨R））为例，可将求取步骤归纳如下：
（1）给出要求主范式命题公式的真值表。
（2）在命题变元（P，Q，R）的真值指派栏内，看T为1，看F为0，得极小项m和极大项M的二进制编码。
（3）在命题公式真值栏内：见真（T）取极小项，取法是：相应于命题公式取真的编码，见1取变元，见0取否定；见假（F）取极大项，取法是：相应于命题公式取假的编码，见1取否定，见0取变元。
表1-15　利用真值法

（4）将取到的极小项作析取得主析取范式，将取到的极大项作合取得主合取范式：

这与等价推演的结果完全一样。所以这样求取，其依据是有相同真值表的命题公式等值。其等值性，由极小项和极大项的性质以及逻辑联词∨和∧的定义，是显而易见的。
从真值表中，是否看到由一种主范式求另一种主范式的其他方法呢？下面介绍一种通过求主析取范式而演算出主合取范式的方法。

整理次序后，便是前面求得的主合取范式了。它是由取命题公式的否定式的主析取范式再否定而得到的。
一个命题公式是重言式，当且仅当它的主析取范式尽含全部极小项；一个命题公式是矛盾式，当且仅当它的主合取范式尽含全部极大项；不是上述两种情况的命题公式，是非重言式的可满足式。两个命题公式等值，当且仅当它们有相同的主范式。这些事实，从本节的讨论中可以总结和推论得到。
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（1）写出下列含有4个命题变元的布尔项（脚标是十进制数）：
①m10；　　②M10；　　③﹁m12；　　④﹁M12。
（2）填空：
①m110∧M110＝（　　），m110∨M110＝（　　　　）；
②m110∧m011＝（　　），M110∨M011＝（　　）；
③命题公式G（P，Q，R）的主合取范式是∏0，1，5，它的主析取范式是（　　）；
④在对P，Q，R的真值指派TTF下，极小项m010取值为（　　），极大项M001取值为（　　）；
⑤（这里的mi与Mi分别是P，Q，R的极大项和极小项而i是十进制数）；
⑥命题公式G的主合取范式是（P∨﹁Q），命题公式﹁G的主合取范式是（　　），命题公式﹁G的主析取范式是（　　）。
（3）求下列命题公式的合取范式和析取范式：
①（P∧（Q→R））→S；
②﹁（P∨Q）↔（P∧Q）。
（4）求下列命题公式的主范式：
①P→（（P→Q）∧（Q∧P））；
②Q∧（P∨﹁R）。
（5）判定下列命题公式（即指出所给命题公式是恒真式、恒假式、还是一般可满足式）：
①P→（P∧（Q→P））；
②（Q→P）∧（﹁P∧Q）；
③（﹁P∨﹁Q）→（P↔﹁Q）；
④P∧（P→Q）→Q。
1.9　命题演算推理理论
推理是由一个或几个命题推出另一个命题的思维形式。从结构上说，推理由前提、结论和规则3个部分组成。前提与结论有蕴涵关系的推理，或者结论是从前提中必然推出的推理称必然性推理，如演绎推理；前提与结论没有蕴涵关系的推理，或者前提与结论之间并无必然联系而仅仅是一种或然性联系的推理称为或然性推理，如简单枚举归纳推理。推理：“金能导电，银能导电，铜能导电。金、银、铜都是金属。所以金属都能导电。”这种从偶然现象概括出一般规律的推理就是一种简单枚举归纳推理。命题演算中的推理是演绎推理。
在演绎推理中，如果关心的只是前提公式（一般不止一个）的合取式作前件，结论公式作后件的条件命题首先是重言式，那么就说这种演绎推理是有效的，并称所推出的结论为前提的有效结论或逻辑结果。如果还要求前提公式都是永真式，那么就说这种有效的推理是合理的。合理的推理是有效的，但有效的推理未必是合理的。数学中的推理都是合理的推理。
本节讨论有效推理。
设H1，H2，…，Hn，C是命题公式，当且仅当H1∧H2∧…∧Hn→C是重言式时，称C是前提集S＝｛H1，H2，…，Hn｝的有效结论或逻辑结果，记为：
H1，H2，…，Hn⇒C（或简记为S⇒C）。
由前提，怎样去做才能得到结论？除了使用真值表直接验证前提公式合取作前件而结论作后件的条件命题是永真式外，常规的方法是去构造从前提推出结论的演绎，以获得由前提而结论的必然事实。这当然不仅要给出演绎证明的前提和结论，还必须要给出演绎的推理规则。
构造一个推理的过程实际上就是一个演绎过程。设S＝｛H1，H2，…，Hn｝是作为前提的命题公式集合，C是要证结论。从S推出C的一个演绎是命题公式的一个有限序列：G1，G2，…，Gk，其中Gi或者属于S，或者是在它之前的某些Gj（j＜i）的逻辑结果并且Gk＝C。按照这一定义，在任何的推理步骤上，可即时使用前提（称为P规则），可引用先前步骤中得出的某些命题公式的逻辑结果（称作T规则），对是否是逻辑结果的判定，特别要使用基本蕴涵式和基本等价式，它们是我们已经证明过的事实，是使用T规则的依据。这类似于在计算机程序编制中对函数的调用，须知函数它自身只不过是一个已编制好的程序而已。如果需要论证的结论是P→Q的形式，则可将P作为附加前提使用（称CP规则）。所以如此规定，那是因为：
设前提集S＝｛H1，H2，…，Hn｝，记S＝H1∧H2∧…∧Hn，则S⇒P→Q当且仅当S→（P→Q）是重言式，而

因而S∧P→Q是重言式。所以S∧P⇒Q，即S∪｛p｝⇒Q。
【例1.9.1】　对P∨Q，Q→﹁R，P→﹁R，（P1∨P2）→（R∧S）⇒﹁P1的演绎证明可以这样构造：


【例1.9.2】　证明P→（Q→R），﹁S∨P，Q⇒S→R

以下首先讨论命题公式的相容性，然后介绍归谬证明法。
称一组命题公式H1，H2，…，Hn是相容的，如果存在对它们所含命题变元的一组指定，使得H1∧H2∧…∧Hn取得真值T；如果这种指定始终不存在，即在对它们所含命题变元的任何赋值或指派下，H1∧H2∧…∧Hn的真值均为F，则称命题公式H1，H2，…，Hn是不相容的。显然，不相容命题公式的合取式是矛盾式。
命题推理中的归谬证明法就是在不相容的概念上建立起来的。设S＝｛H1，H2，…，Hm｝，则S⇒C，当且仅当S→C是重言式，当且仅当﹁S∨C是重言式，当且仅当﹁（S∧﹁C）是重言式，当且仅当S∧﹁C（即H1∧H2∧…∧Hm∧﹁C）是矛盾式。于是，欲证S⇒C，只须证明S∧﹁C＝F（即矛盾式P∧﹁P）。
【例1.9.3】　证明A→B，﹁（B∨C）⇒﹁A（其中A，B，C是任意命题公式）。

逻辑的主要功能是提供推理的规则或者论证的原理。和这些规则或原理有关的理论称为推理理论。逻辑推理的规则是确定论证有效性的准则。在本节前面的讨论中，我们介绍了建立在基本等值式和基本蕴涵式之上，使用P规则，T规则，CP规则和归谬法等推理规则，由命题公式的一个有限序列所构成的命题逻辑的演绎推理。当然，通过构造真值表，在有限步骤之内也可以确定命题公式C是否是一组前提S＝｛H1，H2，…，Hn｝的逻辑结果。真值表法也是一种可行的命题逻辑的推理方法。在计算机科学中，特别是人工智能领域，以消解原理为推理规则的推理有着令人瞩目的应用，是一种十分重要的推理方法。下面介绍命题演算中利用消解原理的推理方法。
基本蕴涵式的假言推理：P∧（P→Q）⇒Q，写成竖式即：

如果将它进一步改写为：

则有着新的含义。可以这样说，对由子句构成的前提P和﹁P∨Q，相互抵消互否文字P与﹁P而推出了Q。其实，该式所揭示的是一个重要的推理规则，即命题演算的消解原理。
设C1，C2是分别含有文字L1和L2的子句，L1和L2互否，则下列推理规则称为命题演算的消解（归结）原理：

其中称C1，C2为消解母式，称（C1－L1）∨（C2－L2）为C1和C2的消解结果，称L1和L2为消解基。记号Ci－Li（i＝1，2）标记从子句Ci中删去文字Li后的新子句。
消解原理的合理性，体现在子句C＝（C1－L1）∨（C2－L2）必定是子句C1与C2的合取式C1∧C2的逻辑结果，或者说C1∧C2→C必定是恒真式。
事实上，当令时，如果对C1∧C2中命题变元的指派，使C1∧C2取得真值真，则C1，C2都取真值真。此时，若P指派了真值真，则﹁P为假，于是取值为真，因而C取真值真；若P指派了真值假，则C1′取值为真，因而C取真值真。总之C1∧C2→C是重言式，或C1，C2⇒C。至于的情形，也有相仿的讨论和同样的结果。
设S＝｛C1，C2，…，Cn｝是子句集合，C是对S中子句的消解结果，归纳上述讨论，则有：对C1，C2，…，Cn所含命题变元使S相容的指派，必使C取得真值真。如果对S的消解结果C是空子句（记为□，即C是不含文字的空结果），那么进行最后一次消解的消解母式必定是L与﹁L，它们作为前面步骤的消解结果，由于不能同取真值真，就确定了S的不相容性。换句话说，如果子句集S的消解结果是□，那么C1∧C2∧…∧Cn就是不可满足的。
如何构造利用消解原理的一个推理过程呢？
设S是一个子句集，称C是S的消解结果，如果存在子句序列C1，C2，…，Cm，使Ck（k＝1，2，…，m）或者是S中的子句，或者是它前面步骤Ci，Cj的消解结果（i，j＜k）且Ck＝C，称该序列为由S导出C的消解序列。当C＝□时并称C1，C2，…，Cm为S的一个否证。存在否证的S不相容，其全部子句的合取式是矛盾式。
【例1.9.4】　设子句集S＝｛﹁P，P∨Q，P∨﹁Q，﹁P∨﹁Q｝，则S是不相容的。


因此，S是不相容的。
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（1）只用规则P和T，完成以下证明：
R∨S，﹁P∨Q，R→﹁Q⇒P→S。
（2）使用CP规则，完成以下证明：
﹁（P↔Q），P→R，R→﹁S⇒S→Q。
（3）使用归谬法证明：
R→﹁Q，R∨S，S→﹁Q，P→Q⇒﹁P。
（4）由所给前提，写出你能得出的结论：
①一份统计表格的失真是由于数据不可靠，或者是由于计算出错误。这份统计表格的失真不是由于计算出错误。
②如果张老师来了，这个问题可以得到解答；如果李老师来了，这个问题也可以得到解答。问题没有得到解决。
③如果我爬山，那么我很疲劳。我不疲劳。
④如果我的程序通过，那么我去踢球。如果我去踢球，那么晚餐我能吃很多。今天晚餐我不想吃。
（5）对下列子句集S给出一个否证：
S＝｛﹁P∨Q，P∨﹁R，R∨Q，﹁Q｝。
1.10　命题演算的形式系统
命题演算的形式化方法，实际上就是以一部分概念和判断为基本概念和基本命题（都是客观事实，它们被使用但在系统中并不证明），在选定的推演规则下，将非基本的却都体现着客观真实的命题演绎出来的系统化方法。
作为一个系统，自然不可有逻辑矛盾，即所谓要具备一致性或不矛盾性。对形式系统的不矛盾性我们理解为古典不矛盾性，即：对系统中的任一命题公式G，G与﹁G至少有一在系统中不可证。作为一个系统，期望它是完备的。即由形式系统定义的命题公式或其否定形式是否必有其一在系统中会得到证明？或者说，形式系统的完备性或完全性要求在系统范围内的任一命题公式G，G与﹁G之一必能在系统中被推演出来。而公理的选择，即作为公理而被确定使用的基本命题要互相独立，它们中之任一均不能被其余所证明，即所谓系统公理要具有独立性。
对一个形式系统的一致性、完备性和独立性等系统整体结构特性的确定，都涉及一个判定系统中任一命题公式在系统中是否可证或是否是形式系统的定理的问题。如果存在一个算法，对形式系统中任一公式G，都可确定在系统中G是否可证，那么就说该形式系统是可判定的，否则就说该形式系统是不可判定的。若上述算法虽未必存在，却有一个过程，对形式系统的定理可做出肯定的判断，但对非定理的公式过程未必终止，因而不一定能做出判断，这时就说这种系统是半可判定的。
在一个形式系统中，能够用于完成推证的仅仅是建立在系统定义之上的公理、推演规则和在系统中已被证明的定理。命题演算的形式系统有多个。其中便于实际应用的命题演算形式系统是自然推理系统，该系统采用少数公理多数规则，将人们的一般推理模式用推理规则加以体现。作为适合教学和研究的命题演算形式系统的示例，下面介绍命题演算形式系统L。
（1）L的初始符号是下述无穷字符表：
﹁，→，（，），P1，P2，…，其中P1，P2，…为命题变元。
（2）L中的命题公式在初始符号上递归形成：
①对于每个正整数i，Pi是命题公式；
②若A，B是命题公式，则（﹁A），（A→B）也是命题公式；
③除此之外没有别的东西是命题公式。
（3）L的公理是以下3个模式：
L1：A→（B→A）
L2：（A→（B→C））→（（A→B）→（A→C））
L3：（﹁A→﹁B）→（B→A）
（4）L的推理规则是分离规则MP：
由公式A和公式（A→B）可得公式B。
（5）L中的演绎或证明是它的一个命题公式的序列：
A1，A2，…，An
其中Ai（1≤i≤n）或者是L的公理，或者是序列中在它之前的两个命题公式由MP得到的结果。An即为要证明的结论，称为L的定理。
所谓公理模式，是说以L的任意命题公式均可对诸如（A→（B→A））中的A，B作代入，其代入实例都是L的公理。命题演算的形式系统L的命题公式建立在逻辑联词完备集｛﹁，→｝之上，使用逻辑联词∧，∨和↔等的命题公式都可通过联词转化，在｛﹁，→｝上得到定义或等值表达。｛﹁，→｝的完备性使得先前讨论的全部命题公式都可以在L中得到表达。构造对L中定理的证明，一般并不容易。以下是几个简单的例子。
【例1.10.1】　在L中证明（P1→P2）→（P1→P1）。
证明：

事实上，构造真值表，容易验证系统L的3个公理模式都是恒真式。推理规则MP即假言推理，它保证可从恒真式的前提推出恒真式的结论。因此，被L证明了的命题形式都是恒真命题公式。
【例1.10.2】　在L中证明（A→A）。

此结论反映的思维规律即所谓同一律：A⇒A。
【例1.10.3】　在L中证明﹁B→（B→A）。

仅有3条公理模式和一条推演规则的形式系统L是从形式符号出发定义的命题演算系统，该系统是一致的、不完备的，其公理系统是独立的，而且形式系统L是可判定的。
命题逻辑的恒真式为数无穷，在一定意义下它们都是逻辑规律。构造命题演算的形式系统，是为了系统地研究这些规律，企图把它们穷尽无遗地包括在一个为某一具体理论而建立的形式系统的整体之内。如前所述，这种系统的构造有各种不同的形式，有兴趣的读者可参看有关书籍。
命题演算形式系统L的公理都是恒真的命题形式，从推理规则MP所得到的也是恒真形式的结论，形式系统L是命题演算恒真公式的形式系统。在系统L内的推理过程是重言推理过程（即合理推理）。但要在系统L中找出一条定理的恒真推理过程往往是十分困难的。在具体推理中，往往采用假设推理法。对此，只介绍不增加新推理规则的假设推理法。
设Γ是命题公式集合，称命题公式G是Γ推出的或是Γ的演绎结果，记为，如果存在命题公式的有限序列：
G1，G2，…，Gn
使得Gk（k＝1，2，…，n）或者是L的公理，或者是Γ中的成员，或者是由Gk之前的Gi，Gj（i，j＜k）使用规则MP得出的结果，且Gn＝G。并称Γ为演绎的假设或前提，称有限序列G1，G2，…，Gn为从Γ出发的对G的演绎。
显然，对任一命题公式集合Γ，L的公理、定理及Γ中的每一个成员均为Γ的演绎结果；而且若Γ是空集合，则G就是L的定理。
【例1.10.4】　证明｛﹁﹁A｝LA。


联系1.9节中的讨论易知，Γ的演绎结果G就是Γ的逻辑结果，假设推理即形式系统L在扩充Γ为前提之后的有效推理。换句话说，若ΓLG，则Γ→G就是L的定理。
练习1-10
（1）在命题演算形式系统L中证明：
①（P1→P2）→（（﹁P1→﹁P2）→（P2→P1））；
②P1→（P2→（P1→P2））；
③（B→C）→（（A→B）→（A→C））。
（2）在系统L中证明：｛﹁A｝L（A→B）。
1.11　应用举例
作为对命题逻辑的应用，选择如下的例子。
【例1.11.1】　全加器的逻辑设计。
加法运算是电子计算机所进行的基本运算。两数相加，若既考虑对应位的数码的和，也考虑低位向本位和本位向高位的进位，则这种运算称为全加运算。实现全加运算的装置称全加器。
计算机技术中的逻辑设计，是指在给定的逻辑要求和条件下，设计出具有一定逻辑功能的逻辑电路，而且要求逻辑部件尽量简单。
电子计算机采用由电子元件组成的基本逻辑电路，称为门电路。最基本的门电路是：
（1）或门。或门的逻辑符号是如图1.1所示。

图1.1　或门逻辑符号
它实现逻辑加运算。或门有两个以上的输入端，一个输出端。当输入端A，B等的信号都为“0”（低电位）时，输出端F的信号为“0”，否则F的信号为“1”（高电位）。
（2）与门。与门的逻辑符号是如图1.2所示。

图1.2　与门逻辑符号
它实现逻辑乘运算。与门有两个以上的输入端，一个输出端。当输入端A，B等的信号都为“1”（高电位）时，输出端F的信号为“1”，否则F的信号为“0”（低电位）。
（3）非门。非门的逻辑符号是如图1.3所示。

图1.3　非门逻辑符号
它实现逻辑非运算。非门有一个输入端，一个输出端。当且仅当A输入信号为“0”时，F输出的信号为“1”。
计算机中的加法运算，可归结为二进制数码的相加运算。全加器要处理两个加数及低位向本位的进位有三个输入端，所得出的和数含本位向高位的进位有两个输出端。设Pi和Qi为相加两数的第i位数码，Ri－1是第i－1位向第i位的进位数码，Si是Pi，Qi，Ri－1相加后在本位得到的数码，Ri是第i位向第i＋1位的进位数码，则有：

其运算真值表是见表1-16。
表1-16　运算真值表

由运算表得全加器两个输出的主析取范式
Ri＝（Pi∧Qi∧Ri－1）∨（Pi∧Qi∧﹁Ri－1）∨（Pi∧﹁Qi∧Ri－1）∨（﹁Pi∧Qi∧Ri－1）
Si＝（Pi∧Qi∧Ri－1）∨（Pi∧﹁Qi∧﹁Ri－1）∨（﹁Pi∧Qi∧﹁Ri－1）∨（﹁Pi∧﹁Qi∧Ri－1）
为了实现逻辑部件要尽量简单的要求，如果可能的话，还要将主范式予以化简。将主范式化简的方法中，卡诺图表法在命题变元数量较少（不多于6个）时形象直观且易于掌握。
表1-17是两个，三个，四个命题变元的卡诺图。
表1-17　两个，三个，四个命题变元的卡诺图

卡诺图中方格内的二进制码是布尔合取的二进制下标。
用卡诺图表化简主析取范式的方法是：
（1）根据要化简主析取范式所含命题变元数，选定相应卡诺图表。将卡诺图中极小项二进制下标改写为1或0。改写方法是：主析取范式含有的极小项改写为1，不含的极小项改写为0。
（2）利用等值形式“（A∧B）∨（A∧﹁B）＝A”对主析取范式中的极小项进行合并。为此，对主析取范式的卡诺图中的“1”首先画圈。并做到每个“1”都在一个圈内；同行或同列相邻的两个“1”画在同一个圈内；同行或同列相邻的四个“1”画在一个圈内；两行两列相邻的四个“1”画在一个圈内，此时要视卡诺图为一个球面；这种处理两个相邻“1”，四个相邻“1”的画圈方法，在命题变元更多的卡诺图中，还要处理8个相邻“1”的画圈法。圈的个数要最少。圈要尽可能大。必要时，一些“1”可重用于几个圈中；一般要先画大圈，再画小圈。
（3）所有的圈中都只有一个“1”的主析取范式不能化简。含有两个“1”的圈可合并两个小项并消减一个命题变元。含有四个“1”的圈可合并四个小项，并消减两个命题变元。
现在对全加器两个输出的主析取范式进行化简。
（1）给出Ri和Si的卡诺图见表1-18。
表1-18　Ri和Si的卡诺图

（2）画圈。
（3）从Ri的卡诺图得Ri的主析取范式的化简式：
Ri＝（Pi∧Qi）∨（Pi∧Ri－1）∨（Qi∧Ri－1）
其中第一项由卡诺图中第三列圈中两个极小项（Pi∧Qi∧﹁Ri－1），（Pi∧Qi∧Ri－1）合并所得；第三项由第二行左边圈中两个极小项（﹁Pi∧Qi∧Ri－1），（Pi∧Qi∧Ri－1）合并所得；而第二项由第二行右边圈中两个极小项（Pi∧Qi∧Ri－1），（Pi∧﹁Qi∧Ri－1）合并所得。合并的结果由直接取出圈中“1”相应行、列表头二进制码保持不变的对应文字的简单合取式建构（第三列圈中“1”表头不变的是列表头“11”，它对应Pi∧Qi；第二行左边圈中“1”表头不变的是列表头中右边的“1”和行表头“1”，它对应Qi∧Ri－1等）。这一卡诺图化简，其实是下面等值演算：

显然，卡诺图化简比等值演算要简便、形象和直观。
从Si的卡诺图知，Si的主析取范式不能化简，它的逻辑电路图要比Ri复杂得多（门电路数是后者的二倍）。以下是Ri和Si的逻辑电路图，如图1.4所示。

图1.4　Ri和Si的逻辑电路图
【例1.11.2】　排课表。
假定计算机及应用专业二年级上学期开设的主修课程是：英语每周4学时，数学分析每周4学时，汇编语言每周4学时，数据结构每周4学时，电路分析每周4学时。专业教学要求以上课程安排上午讲授，且每日一课4学时。
各任课教师提出如下要求：外语教师要求周一或周三上课，数学教师要求周三或周五上课，电路分析教师要求周二或周四上课，汇编语言教师要求周一或周二上课，数据结构教师要求周四或周五上课。
按上述条件的课程表可以这样安排：
设命题“英语星期一上”为P1，“英语星期三上”为P2，“数学分析星期三上”为Q1，“数学分析星期五上”为Q2，“电路分析星期二上”为R1，“电路分析星期四上”为R2，“汇编语言星期一上”为S1，“汇编语言星期二上”为S2，“数据结构星期四上”为W1，“数据结构星期五上”为W2。
各任课教师提出的排课要求（注意要求条件中的“或”是异或）即：
（P1∧﹁P2）∨（﹁P1∧P2），（Q1∧﹁Q2）∨（﹁Q1∧Q2），（R1∧﹁R2）∨（﹁R1∧R2），（S1∧﹁S2）∨（﹁S1∧S2），（W1∧﹁W2）∨（﹁W1∧W2）。
满足所有任课教师的要求是G（P1，P2，Q1，Q2，R1，R2，S1，S2，W1，W2）＝（（P1∧﹁P2）∨（﹁P1∧P2））∧（（Q1∧﹁Q2）∨（﹁Q1∧Q2））∧（（R1∧﹁R2）∨（﹁R1∧R2））∧（（S1∧﹁S2）∨（﹁S1∧S2））∧（（W1∧﹁W2）∨（﹁W1∧W2））取值为真。
G（P1，P2，Q1，Q2，R1，R2，S1，S2，W1，W2）的主析取范式含有25个极小项。其中凡是含有P1∧S1，P2∧Q1，Q2∧W2，R1∧S2，R2∧W1等短语的极小项与任课教师所提出的要求不符，它们的真值为假。通过实际等值转化知，在G（P1，P2，Q1，Q2，R1，R2，S1，S2，W1，W2）的主析取范式中，可取得真值真的极小项只有（P1∧﹁P2∧Q1∧﹁Q2∧﹁R1∧R2∧﹁S1∧S2∧﹁W1∧W2）和（﹁P1∧P2∧﹁Q1∧Q2∧R1∧﹁R2∧S1∧﹁S2∧W1∧﹁W2），由它们确定的课程表排法是：
（1）星期一　　　星期二　　　星期三　　　星期四　　　星期五
　　英语　　　　汇编语言　　数学分析　　电路分析　　数据结构
（2）星期一　　　星期二　　　星期三　　　星期四　　　星期五
　　汇编语言　　电路分析　　英语　　　　数据结构　　数学分析
【例1.11.3】　语句逻辑。
相传一逻辑学家误入一酋长国，被拘一屋。酋长对逻辑学家说：“所拘你屋有两门，一生一死；选择生门你可获得自由，选择死门你便遭屠戮。我在每一门都派有一位守门人，他们中一人只讲真话，一人只讲假话。看你并不想死，那生的希望就由你自己确定吧！”逻辑学家听后沉思片刻，从容地对身旁一门的守门人发问，并选得生门获得自由。逻辑学家对身旁的守门人问了什么？
逻辑学家手指身旁的门并问该门的守门人：“这门是死亡门，那个门的守门人将回答‘是’，对吗？”
当被问守门人回答“对”，则逻辑学家便开启所指之门从容离去；当被问守门人回答“不对”，则逻辑学家便开启另一屋门从容离去。于是，逻辑学家获得自由。
其实，如果被问者是只讲真话的守门人，由于另一守门人只讲假话，当他回答“是”时，则所问之门是生门，此时被问守门人的回答为“对”；如果被问者是只讲假话的守门人，由于另一守门人只讲真话，当他回答“是”时，则所问之门是死门，此时被问守门人的回答为“不对”。如果被问者是只讲真话的守门人，由于另一守门人只讲假话，当他回答“不是”时，则所问之门是死门，此时被问守门人的回答为“不对”；如果被问者是只讲假话的守门人，由于另一守门人只讲真话，当他回答“不是”时，则所问之门是生门，此时被问守门人的回答为“对”。总之，不管被问守门人是只讲真话的守门人还是只讲假话的守门人，当他回答为“对”时，逻辑学家所指之门是生门；当他回答为“不对”时，逻辑学家所指之门是死门，那另一屋门是生门。
上述分析可为以下真值表所概括。
设：P为“被问守门人只讲真话”；
　　Q为“另一守门人的回答是‘是’”；
　　R为“被问守门人的回答是‘对’”；
　　S为“所指之门是死亡门”。
则得：

【例1.11.4】　约束判断。
一个科室有A、B、C、D四个人，从中选派两人外出参观学习，条件是：（1）若A去则C、D中要去一人；（2）B、C不可同去；（3）若C去则D要留下，求该科室派人外出参观学习的选派方法。
解：设P为“派A去”、Q为“派B去”、R为“派C去”、S为“派D去”，则由条件得：
（P→﹁（R↔S））∧﹁（Q∧R）∧（R→﹁S）
经求该式的吸取范式便知，满足题设条件的短语项有：﹁P∧﹁Q，﹁Q∧﹁R∧S，﹁R∧S，﹁Q∧R∧﹁S。它们对应的选派方法分别是Q∧S；P∧S；P∧S或Q∧S；P∧R。可见该科室派人外出参观学习的选派方法是：或派A、C；或派A、D或派B、D。
习　题　一
（1）写出下列语句的命题形式：
①如果你进入计算机房，那么就得换拖鞋并且穿上工作服；否则罚款二元。
②除非你伴唱或伴奏，否则我不跳舞。
③只有合理施肥，农作物才能丰收。
④如果说一年前她还有点土里土气，那么现在的她简直成了摩登女郎。
⑤此事办下去不是鱼死，就是网破。
⑥情况并非如此：若你不去，则他不来。
（2）按照要求，构造复合命题：
①设P，Q，R是三个命题，当P，Q，R中恰有两个为真命题时，复合命题为真。
②当P，Q，R不同时为真命题时，复合命题为真命题。
③P，Q，R中只要有一个是真命题时，复合命题是假命题。
④不论P，Q，R是真命题还是假命题，复合命题总是假命题。
（3）构造下列命题公式的真值表：
①（P→（Q→R））→（Q→（P→R））。
②（P→（Q→（P∧Q））。
③（Q→P）→（（R→P）→（（Q∨R）→P））。
④（P→﹁Q）→（Q→﹁P）。
⑤（P→Q）→（（R→P）→（R→Q∧P））。
⑥（P∨Q）∧（﹁Q∨R）→P∨R。
（4）用等值推演法证明永真式：
①﹁（P↔Q）↔（P∨Q）∧﹁（P∧Q）。
②（P→（Q→R））↔（P→﹁Q）∨（P→R）。
③（（（P∨﹁P）→Q）→（（P∨﹁P）→R））→（Q→R）。
④（（Q→（P∧﹁P））→（R→（P∧﹁P）））→（R→Q）。
⑤（P→Q）→（（P→﹁Q）→﹁P）。
⑥P↔（Q↔（P↔Q））。
（5）确定含有n个命题变元的不同真值函数的个数。逻辑联词都是真值函数，为什么？
（6）证明：
①
②（P∧Q）∨（﹁P∧R）∨（Q∧R∧S）＝（P∧Q）∨（﹁P∧R）。
③﹁（（P∧﹁Q）∨（﹁P∧Q））＝（P∧Q）∨（﹁P∧﹁Q）。
（7）证明：
①设F1，F2是含有相同命题变元的两个真值函数，且F＝F1∨F2，G＝F1∧F2，则F1，F2的所有小项组成F的全部小项；F1，F2的所有公共小项即G的全部小项。
②对任一真值函数F（P1，P2，…，Pn）都有
F（P1，P2，…，Pn）＝（P1∨F（0，P2，…，Pn））∧（﹁P1∨F（1，P2，…，Pn））
③由②并对命题变元个数做数学归纳法证明：任一真值函数F（P1，P2，…，Pn）都可由命题变元P1，P2，…，Pn经∧、∨、﹁三种逻辑联词表出。
④由③并利用真值表法证明：任一真值函数F（P1，P2，…，Pn）都有唯一的主析取范式，都有唯一的主合取范式。
（8）先求下列命题公式的析取范式和合取范式，然后求它们的主范式，并做判定：
①（﹁P∧Q）∨﹁（P∧R）。
②﹁（（P∧Q）∨（﹁P∧R））。
③（（Q→P）∧﹁R）→（P→（Q∨R））。
④P↑（Q↑R）。
（9）用卡诺图化简命题形式：
①（﹁P∧R）∨（﹁（P∨﹁Q）∧R）∨（P∧﹁R）。
②﹁P∨（﹁（（P∧Q）∨（﹁Q∧R））∧P∧Q）∨（P∧R）。
③﹁（P∧Q）∨（（（P∧Q）∨（P∧﹁Q）∨（﹁P∧Q））∧R）。
④﹁（（﹁P∧Q）∨（P∧R）∨（P∧S）∨（（Q∨R）∧S））∨﹁（Q∨R∨S）∨P∨Q∨R。
（10）设计一个一位减法器。用A，B和C分别表示被减数、减数和低位向本位的借位，C′表示本位向高位的借位，D表示差。
（11）使用推理规则，由命题推理的形式化方法证明：
①P→Q，（﹁Q∨R）∧﹁R，﹁（﹁P∧S）⇒﹁S。
②P∧Q→R，﹁R∨S，﹁S⇒﹁P∨﹁Q。
③P∧Q，（P↔Q）→（R∨S）⇒R∨S。
④P→﹁Q，Q∨﹁R，R∧﹁S⇒﹁P。
⑤﹁（P→Q）→﹁（R∨S），（Q→P）∨﹁R，R⇒P↔Q。
⑥P→﹁Q，P∨R，﹁R，Q↔﹁S⇒S。
（12）在命题逻辑形式系统L中证明：
①（A→B）→（（B→C）→（A→C））。
②（A→（A→B））→（A→B）。
③（﹁A→A）→A。
④｛A→B，﹁（B→C）→﹁A｝L（A→C）。
（13）证明：设S为子句的集合，且S有一个否证，则S是不相容的（即证S中子句的合取范式是不可满足的）。
（14）设Γ是形式系统L的公式集合，A、B是L的公式，则Γ∪｛A｝LB当且仅当ΓL（A→B），请证明（即L中的CP规则，亦称演绎定理）。



第2章　一阶谓词逻辑
教学提示：本章介绍数理逻辑中逻辑演算的另一内容——一阶谓词逻辑，一阶谓词逻辑讨论各命题之间的逻辑关系并不简单地体现在原子命题之间，而是体现在构成原子命题的内部成分之间，体现在命题结构的更深层次上的推理。
教学要求：了解谓词、个体与量词的基本概念。掌握三者的表示和关系。重点介绍约束变元改名规则和一阶谓词逻辑演算的推理理论。
引　　言
一阶谓词逻辑在计算机科学中有着广泛的应用，它不仅是程序设计理论、程序逻辑研究的重要基础，而且还是程序正确性证明、定理机器证明和知识表示技术的有力工具。一阶谓词逻辑和命题逻辑也是研究其他逻辑系统的内核和基础，其他逻辑系统都可看作是它们的扩充和推广。
在命题逻辑中原子命题是研究问题的基本概念，原子命题是构筑命题逻辑的基本单位。原子命题具有怎样的内部结构或逻辑形式我们并未分析。其实，讨论一类各命题之间的逻辑关系并不简单地体现在原子命题之间而往往体现在构成原子命题的内部成分之间，体现在命题结构更深的层次之上。从后面的一个例子将看到，尽管在命题逻辑中研究了命题间的有效推理，但是一些常见的推理却不能得到表达。
运用命题逻辑的知识，可以完成下述推理：
若厂方拒绝增加工资（P），则罢工不会停止（﹁Q），除非罢工超过一年（S）且工厂经理辞职（R）。如果厂方拒绝增加工资而罢工又持续不久（﹁S），问在这种情况下罢工能否停止（Q？﹁Q？）。

形式方法论证：

但在命题逻辑中无法完成下述推理：
凡人皆有死（P），苏格拉底是人（Q），所以苏格拉底有死（R）。
H1：P
H2：Q
C：R？
如果P，Q⇒R，那么P∧Q→R是重言式，但P∧Q→R不是重言式，所以P，QR。这说明了什么呢？
命题（有真假意义之一的陈述句）作为论证的基础，只能构筑人们思维论证的一个方面。而像“苏格拉底有死”的论证，它已无力完成或尚不能支撑。原因在于这种论证的有效性并不简单依赖于作为前提的命题P、Q与作为结论的命题R之间的逻缉关系，而更依赖于这些命题作为陈述句所包含的陈述句自身组成部分之间的关系。更清楚一点讲，依赖于论证的前提和结论的内部结构。“苏格拉底有死”的论证其实是这样的：
所有的a是B（即命题P），c是a（即命题Q），所以c是B（即命题R）。
从中可知：第一，前题“所有的a是B”和“c是a”中“所有的…”、“c…”的范围、属性或量形式；第二，引入符号“a，c及B”以表示作为原子命题时不再分解的简单陈述句自身的主要成分，即分析深入到了陈述句的内部或结构的更深层次上；第三，推理结论“c是B”的正确取得，通过作为前提的“…a是B”和“c是a”命题内部结构间的联系才能获取。
要正确表达“苏格拉底有死”这类推理论证，就必须对原子命题做进一步的分析，分析出其中的量词、个体词及谓词。只有这样，才能揭示前提和结论在形式结构上的联系，才能认识这类推理的形式和规律。一阶谓词逻辑就是要对命题和推理做如此深入的研究。
2.1　谓词与个体
命题是具有真假之一值的陈述句，主要由主词和谓词两部分组成。主词是主体，是陈述句要加以表述的事物或对象，在陈述句中是一些独立的成分，在谓词逻辑中称之为个体。个体可能是具体的，也可能是抽象的。刻画主词（个体）属性或揭示主词具有什么关系的词称谓词。谓词由短语和反映属性或关系的词项构成，可简单亦可复杂。
个体是可以独立存在的对象。由个体组成的集合称个体域。由所有可称之为个体的对象聚合成的个体域称为全总个体域。以某一个体域中的个体为变域的变元称为该个体域上的个体变元，在不致引起混淆的情况下，一般直称为个体变元。谓词表述个体、命题所具有的性质，或者几个个体、命题之间的关系。例如“2是素数”，“大学生坚持做课间操是好习惯”中的谓词“是素数”，“是好习惯”分别指明了主词：个体“2”、命题“大学生坚持做课间操”的性质；在命题“2大于1”，“牛顿指出任何物体间都相互存在着吸引力”中的“大于”，“指出”分别指明两个个体“2和1”及一个个体“牛顿”和一个命题“任何物体间都相互存在着吸引力”之间的关系。这些个体或命题在谓词作用下形成的是命题。这样说来，谓词实质上是一个函数，它以个体或命题为变域，以命题为值。为简便见，本书只讨论以个体为变域，以命题为值的谓词。并称表示任意谓词的变元或以谓词为变域的变元为谓词变元。
为了使用方便，特定谓词用大写字母A，B，C，…，A1，A2，…表示，谓词变元用X，Y，Z，…，X1，X2，…表示；个体用小写字母a，b，c，…，a1，a2，…及x，y，z，…，x1，x2，…表示，而且小写字母a，b，c，…，a1，a2，…表示个体常量，小写字母x，y，z，…，x1，x2，…表示个体变元。
单单一个特定的谓词不成语句，不能表达完整的意思，只有按照它所刻划和说明属性、关系的主词个数为之填以具体的个体之后，才形成完整的语句，表达完整的意思。称在其后空位上填以个体的谓词形成的式子为谓词填式，它与谓词的概念不尽相同。但在不致产生歧义时，统称为谓词。
【例2.1.1】　使用谓词和个体表示命题：
（1）苏格拉底是人；
（2）实数a小于实数b。
解：（1）令M（x）表示“x是人”，s表示“苏格拉底”，则“苏格拉底是人”可用谓词表示为：M（s）；
（2）令L（x，y）表示“实数x小于y”，则实数a＜b可用谓词表示为：L（a，b）。
这里M（　）和L（　，　）是谓词，M（s），L（a，b）是谓词填式。
要求一个个体的谓词称一目谓词，如例2.1.1.（1）中的M（　），要求两个个体的谓词称二目谓词，如例2.1.1（2）中的L（　，　）。谓词的目数，由其所要求或联系的个体的个数所决定。通常，一目谓词表达个体的性质，多目谓词反映个体间的关系，而零目谓词约定用来表示命题。于是，命题逻辑就以特例被纳入到一阶谓词逻辑中。
【例2.1.2】　将下列日常语句表示为一阶谓词逻辑式：
（1）蒙古国位于中国和俄罗斯之间；
（2）这只小熊猫抱住了那枝嫩箭竹；
（3）你如果不锻炼，身体就会垮下去。
解：（1）中被表述的主词对象作为个体依次是简记为m、c和r的三个国家，揭示它们之间关系的是谓词A（x1，x2，x3）：“x1位于x2和x3之间”。该语句一阶谓词逻辑的表达式是A（m，c，r）。式中A（　，　，　）是三目谓词。
（2）中的个体主词是：“这只”和“那枝”。“小”、“熊猫”刻划“这只”的属性；“嫩”、“箭竹”刻画“那枝”的属性。而“…抱住了…”揭示“这只”和“那枝”之间的关系。于是可设a为“这只”，b为“那枝”，S（x）为“x是小的”，P（x）为“x是熊猫”，N（x）为“x是嫩的”，M（x）为“x是箭竹”，A（x1，x2）为“x1抱住了x2”，且有一阶谓词表达式：S（a）∧P（a）∧N（b）∧M（b）∧A（a，b）。
（3）设A（x）为“x锻炼”，L（x1，x2）为“x1属于x2”，B（x）为“x会垮下去”，a为“你”及b为“身体”，则原语句可被谓词符号化为﹁A（a）∧L（b，a）→B（b）。
例解中使用a，b，m，c和r等表示确定的个体，它们都是个体常量，而A，B和L等是特定谓词。谓词与个体域密切相关。显然，只含个体常量的谓词填式容易确定它的真值取值，含有个体变元的谓词填式是函数，其真值取值的确定就不那么简单。如果个体域并非谓词所刻画属性、揭示关系的那类个体的集合，特定谓词在该个体域上就会生成不恰当的语句。
练习2-1
（1）将下列各语句写成一阶谓词逻辑式：
①我骑着马儿过草原。
②哥伦布发现了新大陆。
③沁园春《雪》是伟人毛泽东的名作。
④黛玉葬花，宝玉伤神，否则何为痴男怨女。
（2）就其作成命题后真值取值的不同，列出个体域｛a，b，c｝上的全部一目谓词。
（3）在个体域｛1，2，3，4｝上用列表法定义下列谓词：
①x1＝x2；
②x1＋x2为素数；
③x1＋x2＝x3。
2.2　命题函数与量词
一个n目谓词A（x1，x2，…，xn）（谓词中x1，x2，…，xn表示谓词A有n个空位，这里视A（x1，x2，…，xn）为A（　，　，…，　）），当给定n个具体的个体和谓词A以后，就是一个确定的命题。在这一意义下说，一个谓词就是一个命题函数。它在具体的谓词和个体上定义，在命题上取值。
含有个体变元的谓词填式称为简单命题函数，含有逻辑联词的命题函数称复合命题函数。命题函数不是一个命题，只有谓词符号指定了具体的谓词，个体变元取定了具体的个体以后，才能成为一个命题。个体变元的取值（具体的个体）范围称作个体域，个体域亦称论域。
在一阶谓词逻辑中，除了逻辑联词、个体常量、个体变元和关系符号外，还有量词。零目谓词之外的谓词是关系符号，作用于个体，结果仍为个体的所谓个体函数（如附录中的练习2-1提示里第（3）题解答中的表2和表3中的f（x1，x2））也是关系符号。量词的概念在一阶谓词逻辑中十分重要，一阶谓词逻辑中的形式和规律都与量词的逻辑特性有着相当密切的关系。
在命题形式“所有的a都是B”中，除了主词“a”和谓词“都是B”之外，还有一个描述主词范围的词“所有的”。在一阶谓词逻辑中，把主词指定为“整体”的词，比如所有的、一切、每一个、任意的等，称全称量词，记为“∀”。相应地，把主词指定为“部分”的词，比如存在、有、对于一些、至少有等，称存在量词，记为“∃”。全称量词与存在量词统称为量词。量词是逻辑学中表示全称和存在的词，在一阶谓词逻辑中量词刻画谓词中个体的一般性与个别性。
【例2.2.1】　谓词：A（x），B（a，x），C（a，b，z）和A（x，y），B（a，y，z）经量词作用形成（∀x）A（x），（∃x）B（a，x），（∃z）C（a，b，z），（∀x）（∃y）A（x，y）和（∃y）（∀z）B（a，y，z）等命题。这些命题的真值取值，当给定了个体域D和指定了个体常量a，b在D中的取值就都可唯一确定。
【例2.2.2】　命题函数A（x），B（a，x），C（x，y）是简单命题函数；而﹁A（x），﹁B（a，x）∨C（x，y）和A（x）→（B（y）∧C（a））是复合命题函数；A（a），C（a，b），A（a）→（B（b）∧C（a））都是命题。
【例2.2.3】　下列命题中标以_______线的是量词。
（1）每一个整数都是有理数。
（2）有一个素数是偶数。
命题语句中的“整数”，“素数”是个体词，“都是有理数”，“是偶数”是谓词，“每一个”是全称量词，“有一个”是存在量词。
凡概括一定范围内全部个体的变元都由全称量词予以指定，凡表示确定的但目前尚未知道的或不必明确指出的个体的变元则由存在量词指定。全称涵盖存在但一般反之不真。
量词只修饰个体变元而不修饰关系符号的谓词逻辑称一阶谓词逻辑。在一阶逻辑中，每个由量词作用的谓词式，都与个体域有关。因此在讨论带有量词的命题函数时，必须首先确定个体域。
设个体域D＝C（复数集合），谓词L（x）表示：x≥0。则（∀x）L（x）是一个假命题；而当设个体域D＝R+（正实数集合）时，（∀x）L（x）是一个真命题。如果选D为全总个体域，则（∀x）L（x）就没有实际意义了，因为能作个体的对象实在太多，比如人、物、数等，说它们都大于等于零显然是既不实际也不真实的。可是，只要再令R（x）表示：x是正实数，则（∀x）（R（x）→L（x））就是一个真命题了。这里R（x）起了从全总个体域中把谓词L（x）要讨论的对象x区分出来的作用，称特性谓词。一般地，对全称量词，特性谓词常作蕴涵的前件；对存在量词，特性谓词常作合取的左支。
【例2.2.4】　将“有人楼上愁”符号化为谓词表达式。
解：取个体域D为全总个体域，令M（x）表示：x是人；F（x）表示：x在楼上愁。则“有人楼上愁”可符号化为：
（∃x）（M（x）∧F（x））
如果将“有人楼上愁”符号化成：（∃x）（M（x）→F（x））显然是不确切的（此时，谓词公式的含义是：有x，如果x是人，那么x就在楼上愁），因为从全总个体域中区分出来的被讨论的对象——人，并不都在愁。
【例2.2.5】　将“每个中国人都爱国”符号化为谓词表达式。
解：取个体域为全总个体域，令C（x）表示：x是中国人；L（x）表示：x爱国。则原命题可被符号化为：
（∀x）（C（x）→L（x））
如果符号化成：（∀x）（C（x）∧L（x）），即为：对每个x，x都是爱国的中国人了。另外，当取D＝｛全体中国人｝时，（∀x）L（x）已经足以是原命题准确的表述了。这样，我们就清楚了：
在全总个体域下，符号化带有量词的命题时，都要加上特性谓词，全称量词的特性谓词要作条件命题的前件，存在量词的特性谓词要作合取命题的左支。如果不希望使用特性谓词，唯一的方法是将个体域局限到谓词所要说明的个体的自己的范围内。
“苏格拉底有死”的论证是逻辑学中著名的三段论。三段论在一阶逻辑中得以体现，“苏格拉底有死”论证的三个命题可表示为：
P：（∀x）（M（x）→D（x））；
Q：M（s）；
R：D（s）。
在以后的讨论中将证明，R是P和Q的逻辑结果。
在例2.2.1中，含有一个个体变元的命题函数经量词对其命题变元约束之后就形成了命题，这基于下述考虑：
设A（x）是一目谓词，D是个体域，任取x0∈D，则有命题A（x0）。（∀x）A（x）是这样一个命题：对任意x∈D，都有A（x）。因而：
“（∀x）A（x）取值真”，当且仅当“对任意x∈D，A（x）取值都真”。
“（∀x）A（x）取值假”，当且仅当“存在x0∈D，A（x0）取值为假”。
类似地，（∃x）A（x）是命题：存在x0∈D，使得A（x0）成立。因而：
“（∃x）A（x）取值真”，当且仅当“有x0∈D，A（x0）取值真”。
“（∃x）A（x）取值假”，当且仅当“对任意x∈D，A（x）取值都假”。
可见（1）设D＝｛d1，d2，…，dn｝，则（∀x）A（x）＝A（d1）∧A（d2）∧…∧A（dn），（∃x）A（x）＝A（d1）∨A（d2）∨…∨A（dn）。
（2）如果一个谓词，它的每一个体变元都在一个量词作用之下，那么它就是一个命题。
这里对命题真值取值的讨论，与命题逻辑中对命题真值取值的讨论是有所不同的。
练习2-2
（1）将下列语句表示成一阶谓词逻辑式：
①所有的学生都钦佩爱因斯坦。
②不存在一个函数，它可导但不连续。
③每一位母亲都爱她自己的孩子。
④平面上任意两点，有且仅有一条直线通过。
（2）按照题后的符号要求，在全总个体域上用谓词表达式写出下列命题：
①每一个有理数都是实数（Q（x），R（x））。
②有的实数不是有理数（R（x），Q（x））。
③没有大于2的偶素数（E（x），P（x），L（x，2））。
④同一平面M上的两条直线l1与l2平行，当且仅当l1与l2不相交（M（l）（M为属于），D（l）（D为直线），L（l1，l2）（L为平行），J（l1，l2））。
（3）设P（x）表示：x是素数；E（x）表示：x是偶数；O（x）表示：x是奇数；D（x，y）表示：x整除y；L（x，y）表示：x＝y。在个体域D＝I+（正整数集）上请把下列谓词表达式写成日常汉语言语句。
①（∀x）（P（x）∧﹁L（x，2）→O（x））。
②（∀x）（D（2，x）→E（x））。
③（∀x）（P（x）→（∃y）（E（y）∧D（x，y）））。
④（∀x）（P（x）→（∃y）（O（y）∧﹁D（y，x）））。
2.3　一阶谓词公式
像在命题逻辑中定义命题公式一样定义一阶谓词逻辑中的一阶谓词公式。所不同的是，由于问题的讨论已深入到命题（陈述句）的内部，所以必须处理诸如个体、谓词以及量词这些概念。
谓词表达的形式化就是谓词公式。在一阶谓词公式的定义中使用4种符号：
（1）个体常量符号：a，b，c，…，a1，a2，…；这里的a，b，c，…涵指个体域D中的具体个体。
（2）个体变元符号：x，y，z，…，x1，x2，…；这里x，y，z，…涵指个体域D中任意的个体。
（3）个体函数符号：f，g，h，…，f1，f2，…；这里的f，g，h，…，f1，f2，…即f（x1，x2，…，xn），g（x1，x2，…，xn），h（x1，x2，…，xn），…，涵指从Dn到D的n元函数，它们把D中n个个体映射为D中一个个体（n≥1）。
（4）谓词符号：A，B，C，…，A1，A2，…；这里A，B，C，…，A1，A2，…即A（x1，x2，…，xn），B（x1，x2，…，xn），C（x1，x2，…，xn），…是n目谓词，它们的每一个都涵指Dn上的任一谓词（n≥0），当它们被指定成为特定谓词后，可以把n个个体映射为一个命题。
有了这4种形式符号，就可定义出“项”和“原子谓词”来。
定义2.3.1　一阶逻辑中的项，被递归定义为：
（1）个体常量符号是项；
（2）个体变元符号是项；
（3）若f（x1，x2，…，xn）是n元个体函数符号，t1，t2，…，tn是项，则f（t1，t2，…，tn）是项；
（4）一阶逻辑中的所有项都由（1），（2），（3）的有限次使用所界定。
定义2.3.2　若A（x1，x2，…，xn）是n目谓词符号，t1，t2，…，tn是项，则A（t1，t2，…，tn）是原子谓词。
以原子谓词为基础，一阶逻辑中公式的形式化表达是这样定义的：
定义2.3.3　一阶逻辑中的一阶谓词公式，被递归定义如下：
（1）原子谓词是一阶谓词公式；
（2）若A，B是一阶谓词公式，则（﹁A），（A∧B），（A∨B），（A→B），（A↔B）是一阶谓词公式；
（3）若A是一阶谓词公式，x是A中不受量词作用的个体变元，则（∀x）A，（∃x）A是一阶谓词公式；
（4）所有一阶谓词逻辑的一阶谓词公式都是有限次使用（1），（2），（3）生成的规则符号串。
显然，对零目谓词作（1），（2）和相应作（4），将生成命题逻辑的全部命题公式。可见一阶谓词公式包括了全部命题公式。
为省略括号的使用，在命题逻辑中的约定基础上，还约定：（∀x），（∃x）与逻辑联词﹁具有相同级别的运算次序。
【例2.3.1】　设个体域D＝I（整数集合）。则-5，0，5以及表示任意整数的i，j（∈I）都是项，并设D上二元函数f（x1，x2）＝x1＋x2，则f（-5，0），f（0，5），f（5，i），f（i，j）都是项，而且f（-5，f（0，5））也是项。
【例2.3.2】　设个体域D＝I，二目谓词L（x，y）表示：x＜y。这时L（-5，5），L（5，f（5，i）），L（0，f（-5，f（i，j）））都是原子谓词。其中L（-5，5）是一真命题，L（5，f（5，i））是含有一个个体变元的命题函数，L（0，f（-5，f（i，j）））是含有两个个体变元的命题函数。
【例2.3.3】　下列符号串都是谓词公式：
P（a），Q（b，x），L（0，f（-5，f（i，j））），﹁P（a，x），Q（b）→（P（a，x）∧Q（b）），（∃x）P（a，x），（∀x）（P（a，x）↔（Q（b）∨P（a，x）））。
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（1）将下列常见命题写成一阶谓词公式：
①存在被每一个喜欢某些人的人所喜欢的人。
②每个人的外公都是他母亲的父亲。
③不管是白猫黑猫，逮住老鼠就是好猫。
④生命诚可贵，爱情价更高；若为自由故，二者皆可抛。
（2）在个体域为实数集合的D上将下列命题写成一阶谓词公式：
①若有限个实数的乘积为零，则至少有一因子是零。
②在不等式（＜）两边乘以同一个负数，不等式变号。
③函数f（x）在D上点点连续。
④函数序列f1（x），f2（x），…，fn（x），…在D内收敛于函数f（x）。
2.4　变元的约束与自由
在一阶谓词逻辑公式中，紧跟在量词符号∀和∃之后的个体变元符号称作所跟量词的指导变元；而全称量词、存在量词在公式中的作用范围称作相应量词的辖域；在辖域中不与指导变元同名的变元称之为参数。一阶谓词逻辑公式中的个体变元的出现称是约束的，当且仅当它出现在以其为指导变元的量词辖域内；称个体变元的出现是自由的，当且仅当它的出现不是约束的；一个个体变元称是约束变元，如果它的出现至少有一次是约束的；一个个体变元称是自由变元，如果它的出现至少有一次是自由的。
在公式（∀x）（（P（x）∧（∃y）Q（y，z））→（R（x，y）∨（∃z）Q（z，x）））∧﹁Q（t，y）中，x，y，z是指导变元；量词（∀x）的辖域是（P（x）∧（∃y）Q（y，z））→（R（x，y）∨（∃z）Q（z，x）），量词（∃y）的辖域是Q（y，z），量词（∃z）的辖域是Q（z，x）；个体变元x，y，z的出现是约束的，因而是约束变元；个体变元z，y的出现还是自由的，因而也是自由变元；个体变元t只有自由出现，它当然是自由变元。
在一阶谓词逻辑中量词的主要用途在于引入约束变元，量词以个体变元为指导变元，作用域是辖域中谓词公式，值域是命题或命题函数。
考虑二目谓词P（x，y）：“鞋子x与y配成双”。显然，（∀x）P（x，y）意即每一只鞋都与y配成双，这是一个含有个体变元y的谓词，在y的变程即其个体域未指定时，它是一个命题函数。
（∀y）P（x，y）意即x与每一只鞋配成双，这是一个含有个体变元x的谓词，在x的变程即其个体域未指定时，它是一个命题函数。
（∀x）（∃y）P（x，y）是说，对每一只鞋，都有一只鞋与它配成双，这是一个命题，在个体域指定后，它的值是唯一确定的。
（∃x）（∀y）P（x，y）是说，有一只鞋，能与每一只鞋子配成双，在个体域指定后，它的值是唯一确定的。可见，将特定的二目谓词的个体变元全部约束之后，就得到了具体的命题，而只约束一个个体变元，就得到关于另一个个体变元的命题函数。一般地，特定n目谓词经k（k≤n）次约束后，就成为含有n－k个变元的命题函数。因此，一阶谓词公式中的个体变元若均呈约束出现，只要指定了谓词的含义，则此公式必为确定的命题。
为了避免由于既是约束的也是自由的变元在一阶逻辑推理中造成含混，并满足一阶逻辑演算中对处理量词与变元间约束关系的需要，往往要对约束变元进行改名，对自由变元做代入。
1．约束变元改名规则
依据：指导变元的选用只具有形式的意义，对于不含变元y和z的同一谓词P（x），（∀y）P（y）与（∀z）P（z）是等效的。
规则：（1）量词下的指导变元与其辖域中的所有同一变元要同时一次改名（改成另一变元）；
（2）改名不得造成辖域中变元重名。
于是（∀x）（P（x）→Q（x，z））∨R（x，y）可改名为（对x）：（∀t）（P（t）→Q（t，z））∨R（x，y），但不可改名为（∀z）（P（z）→Q（z，z））∨R（x，y）（造成z同名）及（∀y）（P（y）→Q（x，z））∨R（x，y）（对辖域中另一x未作同时更改）。
约束变元改名，要求改名前后的一阶谓词公式具有完全相同的逻辑意义。改名只对约束变元而言。约束变元改名要对同一辖域中同一变元处处进行，所改之名无论如何不得与辖域中任何参数同名，而且与辖域中的其他约束变元一般也不可同名，要确保改名前后的约束关系不发生变化。在此，改名不得造成辖域中变元重名是必要的。
2．自由变元代入规则
自由变元与约束变元是不同的，在一阶逻辑中对它们的使用场合、使用方式也是不同的。因此，对它们的换名处理方法也是不同的。所谓自由变元代入是指下述规则：
（1）自由变元代入（换成新的自由变元或其他的项）要对一阶谓词公式中所有同一变元名的自由变元处处进行；
（2）换名不得造成与辖域中约束变元重名。
于是（∃x）（P（t）→Q（x，t））对t代入y得：（∃x）（P（y）→Q（x，y））。它使原式的约束关系没有变化，是正确的代入；但代入结果如果是（∃x）（P（x）→Q（x，x））（造成与约束变元x重名）及（∃x）（P（y）→Q（x，t））（对t未作处处代入）都是错误的代入，因为它们都改变了原式的约束关系。
对变元换名：约束变元改名及自由变元代入，所以要作如上规定，那是为了不造成量词约束关系的改动，在约束变元改名过程中保证换名前后的一阶谓词公式等效；在自由变元代入时，不能保证换名前后的一阶谓词公式等效，至少要保证代入后的公式是代入前公式的逻辑结果。而且，在实际应用中，改名和代入规则常常是有一被使用就可达到目的。
一阶谓词公式中各量词和各个体变元之间的约束关系在有限个体域上可以被穷举个体的短语和子句式所代替。这结论的简单且基本的情形在2.2节中已经讨论。即在个体域D＝｛d1，d2，…，dn｝上，一阶谓词公式中的量词可以消除：
（∀x）A（x）＝A（d1）∧A（d2）∧…∧A（dn），
（∃x）A（x）＝A（d1）∨A（d2）∨…∨A（dn）。
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（1）指出对下列一阶谓词公式的变元换名是否正确：
①（∀x）（E（x，y）∨﹁E（x，y））换名为
（a）（∀t）（E（t，y）∨﹁E（t，y）），
（b）（∀z）（E（z，t）∨﹁E（z，t））。
②为了分析方便，我们采用数学式为谓词公式，考虑将
（∀x）（x2≥0∧（∀y）（x＝y→（∃z）（z＞y）））换名为：
（a）（∀z）（z2≥0∧（∀y）（z＝y→（∃z）（z＞y））），
（b）（∀y）（y2≥0∧（∀y）（y＝y→（∃z）（z＞y）））。
③仍然采用数学式为谓词公式，考虑将（∃x）（x＝y·z）换名为：
（a）（∃x）（x＝2·z），
（b）（∃x）（x＝x·z）。
④A（x，y）∧（∃z）（B（x，z）→C（y））换名为
（a）A（x，z）∧（∃z）（B（x，z）→C（z）），
（b）A（x，t）∧∃z（B（x，z）→C（t））。
（2）在个体域｛a，b，c｝上消除下列一阶谓词公式中的量词：
①（∀x）（P（x）→Q（y））；
②（∃y）P（y）→Q（x）。
（3）对下列一阶公式作变元换名，以消除变元约束与自由的重名：
①（∀x）（∃y）（P（x）→Q（x，y））∨R（x，y）；
②（∀x）（P（x，y）∧（∃y）Q（x，y，z））→（∃z）R（x，y，z）。
2.5　普遍有效式及等值式与蕴涵式
命题公式的值，通过对公式中原子变元的真值指派可以确定。当然，取什么值要由命题公式自身的形式结构去决定。确定一阶谓词公式的“值”就不那么容易了。因为，一阶谓词公式不仅含有作为零元谓词的命题公式，还含有非零元的谓词以及个体、个体变元、个体变元函数和量词。如何确定一阶谓词公式的“值”？先来看一个例子。
【例2.5.1】　确定下列谓词公式的“值”：
（1）（∀x）（A（f（x））∧B（x，f（a）））；
（2）（∃x）（A（x）∧B（x，a））。
式中，a为个体常量符号，x是个体变元符号，f（x）是一元个体变元函数，而A（　），B（　，　）分别是一目和二目谓词，A（f（x）），A（x），B（x，f（a））和B（x，a）是原子谓词公式，这些符号和谓词的含义是什么一般我们并不关心，我们只关心经过对它们的赋值，所给一阶公式的真值取值是什么。
为了得到例中（1）和（2）的一个取值，令个体域D＝｛2，3｝，并做如下赋值指定：

则（1）（∀x）（A（f（x））∧B（x，f（a）））

（2）（∃x）（A（x）∧B（x，a））

上述为例中式（1）和式（2）确定真值的过程称作对谓词公式（1）和公式（2）的解释和赋值。显然，只有首先对一阶谓词公式中的个体、个体函数、命题、谓词等可用公式讨论的个体域给出指定或解释和赋值之后，谓词公式（1）与公式（2）才能取得确定的值。同时可以看到，就是仅仅在个体域D＝｛2，3｝这一极小的个体域上，对a（指定2或3），f（2）（映射为2或3），f（3）（映射为2或3），A（2）（指派1或0），A（3）（指派1或0），B（2，2）（指派1或0），B（2，3）（指派1或0），B（3，2）（指派1或0）和B（3，3）（指派1或0）的指定就有29＝512种之多。至于D的个体多取一些，或选取其他的个体域，那不同的解释就不胜枚举了。这与对命题公式的指派确实是相差甚远。那么，什么是对一阶谓词公式的解释呢？
定义2.5.1　一阶谓词演算中对一阶谓词公式G的一个解释I，是由非空个体域D和对公式G中常量符号、个体函数符号和谓词符号按下列规则进行的一组指定：
（1）对每个常量符号指定D中一个个体；
（2）对每个n元个体函数符号，指定一个从Dn到D的映射；
（3）对每个n目谓词符号，指定一个从Dn到｛0，1｝的映射，使之成为具体的命题。
【例2.5.2】　设A（x）是一目谓词，在个体域D1＝｛1，3，5，7，9｝和D2＝｛1，2，3，4，5｝上考虑谓词公式A（a），A（x），A（f（x1，x2）），（∀x）A（x）和（∃x）A（x）的取值情况。
（1）一阶谓词公式的取值与对个体常量符号、个体函数符号、一阶谓词符号的解释和对个体域D的指定有着直接的关系：
如果指定A（　）为“……是奇数”，f（x1，x2）为“max｛x1，x2｝”，那么在D1上，A（a）的取值是永真的，在D2上A（a）的取值取决于对a的指派，即a是D2中的哪个个体，但一经指派，A（a）的取值就得到确定；在D1或D2上，（∀x）A（x），（∃x）A（x）它们的取值与对一目谓词的解释有关，与约束变元x无关；A（f（x1，x2））的取值除了与对A（　）的解释有关外还与对f（x1，x2）的解释直接相关。
在A（x）中，x是自由变元，A（x）的取值在对A（　）指定后，就只决定于个体域了。在D1上，A（x）是取值恒真的；在D2上，A（x）的取值是有真有假的，作为在D2上的命题函数，A（x）是一个取值为假的命题。
从上述讨论可以看到：
（2）一阶谓词公式中的量词和约束变元在一个对公式的解释中无须处理，它们对公式的影响和作用在对个体域的指定中得到体现。
（3）一阶谓词公式中的自由变元，对整个公式讲，在个体域D被指定后，它相当于全称约束变元；对在D上的一个具体解释I讲，它相当于一个个体常量符号。
综述例2.5.2及以前的讨论，可以这样概括：任一一阶谓词公式，由它们的递归定义，不外乎是在项上由原子谓词公式及量词∀、∃经逻辑联词﹁、∧、∨、→和↔所生成项，其递归定义所容纳的基本符号是个体常量、个体变元以及个体函数符号；原子谓词公式实质上是n（n≥0）目谓词变元（n＝0时为命题符号）。确定任一一阶谓词公式的取值，事实上只需对谓词变元（包括零目谓词的命题符号）、个体常量、个体函数和个体域做出解释和指定即可。这就是为什么要采用定义2.5.1来确定一阶谓词公式的值。
值得注意的是：在定义2.5.1中，对谓词变元的解释，是以其在已指定的个体域上指派真命题或假命题而完成的，使解释和取值一气呵成。
定义2.5.2　称一阶谓词公式G是可满足的，如果存在解释I，使得G在I下取到真值1。
在例2.5.1中，对公式（1）和公式（2），当改变A（2）的解释为1时，就知公式（1）和公式（2）都是可满足的。
定义2.5.3　称一阶谓词公式G是不可满足的（或永假的），如果不存在解释I满足公式G。
定义2.5.4　称一阶谓词公式G是普遍有效的（或永真的），如果G的所有解释I都满足G：称一阶谓词公式G在个体域D上是有效的，如果G在D上的所有解释下都是可满足的。
显然，不可满足与普遍有效的一阶谓词公式，是定义在全总个体域上的，而在个体域D上有效的一阶谓词公式，只定义在D上。显然，普遍有效的公式必定是D上的有效公式，但反之不真。
定义2.5.5　称一阶谓词公式G与H等值，记为G＝H，如果G↔H是普遍有效式。
可见，对等值公式的证明，需在全总个体域上完成。
定义2.5.6　称一阶谓词公式G蕴涵H，记为G⇒H，如果G→H是普遍有效式。
需注意，如不加说明，下文所谈及的等值式和蕴涵式都是在普遍意义下的G＝H和G⇒H式。
现在，再回到苏格拉底有死的三段论上来。

令G为（∀x）（M（x）→D（x））∧M（s），而H为D（s），则这一论证便成G⇒H的形式。即要证：G→H是普遍有效式。事实上，在任一非空个体域D上，如果解释I满足G而不满足D（s）的话，则M（s）在I下取值1而D（s）取值0。于是M（s）→D（s）取值就要为0。因而（∀x）（M（x）→D（x））取值为0，（∀x）（M（x）→D（x））∧M（s）取值为0，即这解释I又将不能满足G，这样就产生了矛盾。矛盾的归谬，证实了I满足G时必然满足H。从而G→H是普遍有效式。所以G⇒H。
有了对谓词公式的解释以及不可满足与普遍有效的概念，就可以讨论谓词演算中的基本等值式和基本蕴涵式了。
1．推广等值式和蕴涵式
决定命题演算公式为永真公式的是公式自身的结构，如P∨﹁P，无论对P怎样指派，P∨﹁P总是永真式。为此，可以认为：A（x）∨﹁A（x）是永真公式或普遍有效式。换句话说，当用一般一阶谓词演算的公式代入命题演算永真公式的命题变元时，所得到的将都是一阶谓词演算中的普遍有效式。于是，命题演算中的全部等值式和蕴涵式在一阶谓词演算中就得到了推广并被继续使用。
2．量词在否定词下的转化
﹁（∀x）A（x）＝（∃x）﹁A（x），﹁（∃x）A（x）＝（∀x）﹁A（x）。
证明：设个体域D上的解释I满足﹁（∀x）A（x），则当且仅当（∀x）A（x）被I弄假，因而当且仅当存在x0∈D，使A（x0）取值为0，即当且仅当﹁A（x0）取值为1，于是当且仅当I满足（∃x）﹁A（x）。即﹁（∀x）A（x）＝（∃x）﹁A（x）。同理可证：﹁（∃x）A（x）＝（∀x）﹁A（x）。至于在有限个体域D＝｛d1，d2，…，dn｝上，使用量词消取式，对量词转化等值式的证明就更显容易了：

从量词转化等值式看出，使用否定词﹁和一个量词，就可替代另一个量词。
3．量词辖域的扩张和收缩
设A（x）是只以x为自由变元的一阶谓词公式，而B是不含变元x的谓词公式，则：
（∀x）（A（x）∧B）＝（∀x）A（x）∧B，
（∃x）（A（x）∧B）＝（∃x）A（x）∧B，
（∀x）（A（x）∨B）＝（∀x）A（x）∨B，
（∃x）（A（x）∨B）＝（∃x）A（x）∨B；
而且：
（∀x）A（x）→B＝（∃x）（A（x）→B），
（∃x）A（x）→B＝（∀x）（A（x）→B），
B→（∀x）A（x）＝（∀x）（B→A（x）），
B→（∃x）A（x）＝（∃x）（B→A（x））。
这8个等值式，反映的是量词辖域的扩张与收缩，条件是：被扩张到或收缩出辖域的一阶谓词公式必须不以量词下的指导变元为变元。量词辖域扩张和收缩等值式的证明都不难，下面除了运用2量词在否定词下的转化中的同样证明方法证明8个等值式中的第3个外，还就8个等值式中的第6个给出另一种证明方法的示范。
先证：（∀x）（A（x）∨B）＝（∀x）A（x）∨B
设个体域D上的解释I满足（∀x）（A（x）∨B），则当且仅当对D的任意个体c，使得A（c）∨B在I下取得真值1，但B中不含x，全称量词的全称约束指定对B无作用，因而当且仅当A（c）真或B在I下真。由于是对D中任意的c，从而当且仅当解释I满足（∀x）A（x）或满足B，即I满足（∀x）A（x）∨B。所以（∀x）（A（x）∨B）＝（∀x）A（x）∨B。
再证：（∃x）A（x）→B＝（∀x）（A（x）→B）
事实上，（∃x）A（x）→B＝﹁（∃x）A（x）∨B

4．量词对逻辑联词与、或的分配式
量词对逻辑联词与、或分配有两个等值式，即全称量词对合取的分配等值式和存在量词对析取的分配等值式：
设一阶谓词公式A（x），B（x）只以x为自由变元，则：
（∀x）（A（x）∧B（x））＝（∀x）A（x）∧（∀x）B（x），
（∃x）（A（x）∨B（x））＝（∃x）A（x）∨（∃x）B（x）。
量词对∧，∨的分配还有两个蕴涵式，它们是：
（∃x）（A（x）∧B（x））⇒（∃x）A（x）∧（∃x）B（x），
（∀x）A（x）∨（∀x）B（x）⇒（∀x）（A（x）∨B（x））。
即存在量词对合取词的蕴涵分配式和全称量词对析取词的逆换蕴涵分配式。
上述两个等值式和两个蕴涵式是容易证明的。作为事实或结论需要熟记它。
5．双量词等值式和蕴涵式
被两个量词约束的一阶谓词公式，由于量词和量词的次序不同，而有下述等值式和蕴涵式。
设一阶谓词公式A（x，y）只以x和y为自由变元，则下述（缩写的）双量词等值式和蕴涵式成立：
从如图2.1所示的8个关于等值和蕴涵的关系式中，看到全称量词与存在量词在一阶谓词公式中的次序一般是不可随意更换的。

图2.1　等值和蕴涵关系式
练习2-5
（1）回答下列问题：
①在对一阶谓词逻辑公式解释的定义中，为什么没有对量词和约束变元做出处理？
②在对一阶谓词公式解释的定义中，为什么对自由变元不作指定？而是将它视为个体常量？
③命题公式P∧﹁P和一阶谓词公式A（x）∧﹁A（x）在取值上是否相同？在结构上呢？这两者的关系是什么？
④命题逻辑中的假言推理：
P∧（P→Q）⇒Q
在一阶谓词逻辑中仍然成立，为什么？
（2）对下列一阶谓词公式作解释并求值：
①（∀x）（A（x）∨B（x）），令个体域D为｛7，8｝；
②（∀x）（A→B（x））∨C（a），取D为｛-2，3，6｝，定义一目谓词C（x）和B（x）分别为“x＞5”和“x≤3”，指定个体常量a为6，命题A为2＞1”；
③（∃x）（A（f（x））∧B（x，f（a））），取D为｛2，3｝；
④（∀x）（∃y）（A（x）∧B（x，y）），取D为｛2，3｝。
（3）证明下列各式（式中A（x），B（x）只以x为自由变元，B（y）只以y为自由变元，B是不含变元x的一阶谓词公式）：
①﹁（∃x）A（x）＝（∀x）﹁A（x）；
②（∀x）（A（x）∧B）＝（∀x）A（x）∧B；
③（∃x）（A（x）∧B）＝（∃x）A（x）∧B；
④（∀x）（A（x）∧B（x））＝（∀x）A（x）∧（∀x）B（x）；
⑤B→（∀x）A（x）＝（∀x）（B→A（x））；
⑥（∃x）（A（x）∨B（x））＝（∃x）A（x）∨（∃x）B（x）；
⑦B→（∃x）A（x）＝（∃x）（B→A（x））；
⑧（∀x）（∀y）（A（x）→B（y））＝（∃x）A（x）→（∀y）B（y）。
2.6　一阶谓词公式的两种范式
在命题逻辑中讨论了范式和主范式，用以揭示命题公式逻辑结构方面的某些特征。在一阶谓词逻辑中，也有类似的讨论。讨论一阶逻辑公式的范式，同样是用以揭示一阶逻辑公式之间的一些重要特征，为判定一阶逻辑公式的有效性、可满足性和不可满足性提供重要线索。
定义2.6.1　一阶谓词逻辑中的公式G称为前束范式，如果G有如下形式：
（Q1x1）（Q2x2）…（Qnxn）M
式中Qi（i＝1，2，…，n）或为量词∀、或为量词∃，而M是不含量词的谓词公式。Q1x1，Q2x2，…，Qnxn称为前束范式的首标，M称为基式。
像谓词公式（∀x）（∀y）（∃z）（P（x，y）→Q（x，z）），（∃x）P（x，y，z）都是前束范式；而谓词公式（∀x）（P（x，b）→（∃y）Q（a，y））以及（∀x）P（x）∨Q（a）都不是前束范式，因为前者的量词（∃y）尚未前置，后者的基式不包括Q（a）。
定理2.6.1　对于任意一阶谓词公式G，都存在一个与其逻辑等值的前束范式（称为G的前束范式）。
证明　直接构造将G化成前束范式的算法完成对定理的证明。
（1）利用基本等值式
（A↔B）＝（A→B）∧（B→A）
（A→B）＝﹁A∨B
消除公式G中的逻辑联词↔和→；
（2）由﹁（﹁A）＝A，
﹁（A∧B）＝﹁A∨﹁B，
﹁（A∨B）＝﹁A∧﹁B，
﹁（∀x）A（x）＝（∃x）﹁A（x），及
﹁（∃x）A（x）＝（∀x）﹁A（x）
将G中的“﹁”消除或置原子谓词之前；
（3）如果必要，将约束变元换名。
（4）由（∀x）A（x）∨B＝（∀x）（A（x）∨B），

将G中全部量词从左到右依次前置。于是，在逻辑等值的变换过程中，即可求得G的前束范式。
【例2.6.1】　求一阶谓词公式﹁（∀x）（（∃y）A（x，y）→（∃x）（∀y）（B（x，y）∧（∀y）（A（y，x）→B（x，y））））的前束范式。
解：其具体求取过程是：

如果在基式中，保留子句式并进一步作∨对∧的分配运算，就可求得基式M为合取范式的前束合取范式（显然，它与G等价，而且总存在）。于是上式
＝（∃x）（∃y）（∀z）（∃u）（∃v）（A（x，y）∧（﹁B（z，u）∨A（v，z））∧（﹁B（z，u）∨﹁B（z，v）））。
要是在基式中，保留短语式并作∧对∨的分配运算，则得到的将是基式M为析取范式的前束析取范式（显然，它与G等价，而且总存在）。即前式
＝（∃x）（∃y）（∀z）（∃u）（∃v）（（A（x，y）∧﹁B（z，u））∨（A（x，y）∧A（v，z）∧﹁B（z，v）））。
一阶谓词公式的前束范式将全部量词都集中到了首标中，这种规范形式在量词的次序上有着严格的限制，在讨论中不能随意更动，一阶谓词推理在前束范式上一样仍然十分麻烦。像著名的一阶逻辑的消解推理就难以建立在前束范式之上。1920年Skolem（司寇伦）对前束范式作了改进，提出了司寇伦范式。司寇伦范式是一阶逻辑公式中的一种重要形式，在定理的机器证明中非常有用，机器定理证明中的消解原理就建立在司寇伦范式之上。
定义2.6.2　设G是一阶谓词公式，Q1x1Q2x2…QnxnM是G的前束范式。在Q1x1Q2x2…QnxnM中自左向右看，如果Qr（1≤r≤n）是其左边不出现全称量词的存在量词，那么取异于M中所有常量符号的常量c替代M中的xr，并在首标中删除Qrxr；如果Qr1，Qr2，…，Qrm是所有出现在存在量词Qr左边的全称量词（1≤r1≤r2≤…＜rm＜r），那么取异于M中所有函数符号的m元个体函数替代M中的xr，并在首标中删除Qrxr。对首标中所有存在量词做上述处理后所得的只含全称量词的前束范式称为G的司寇伦范式，并记为S。其中用以替代xr的常量符号、个体函数符号通称为G的司寇伦函数。如果M为合取范式时，则称S为G的合取型司寇伦范式（为析取型时称S为G的析取型司寇伦范式），合取型司寇伦范式一般称标准形式。
定理2.6.2　设S是一阶谓词公式G的司寇伦范式，则G与S是同可满足性的，即G是可满足的，当且仅当S是可满足的。
证明：由定理2.6.1，记G＝Q1x1Q2x2…QnxnM（x1，x2，…，xn）。设Qr是首标中从左向右看第一个存在量词，令G1＝∀x1…∀xr－1Qr＋1xr＋1…QnxnM（x1，…，xr－1，f（x1，…，xr－1），xr＋1，…，xn），其中f（x1，…，xr－1）是替代xr的司寇伦函数。
以下证明：G是可满足的，当且仅当G1是可满足的。
设I是非空个体域D上对G的成真解释。于是对D上每一组r－1元个体组（d1，d2，…，dr-1），都有d，使得Qr＋1xr＋1…QnxnM（d1，d2，…，dr－1，d，xr＋1，…，xn）在I下取得真值真。定义D上解释I′：除使f（d1，d2，…，dr－1）＝d0（是存在性d中使G1成真的那一个）外，余与I同。显然I′是G1的成真解释。
设I是非空个体域D上对G1的成真的解释。于是对D上每一组r－1元个体组（d1，d2，…，dr－1），都有D中f（d1，d2，…，dr－1），使得Qr＋1xr＋1…QnxnM（d1，…，dr－1，f（d1，…，dr－1），xr＋1，…，xn）在I下取得真值真。显然这样的I还是G的成真解释。
设G中有m个存在量词，令Gk为在Gk－1中从左向右看，其第一个存在量词以司寇伦函数替代所得之公式（这里G0＝G，k＝1，2，…，m，0≤m≤n，对m＝0和n的情况，定理成立是显而易见的），显然Gm＝S。
重复以上证明于G1与G2，G2与G3，…，Gm－1与Gm，有：G与G1的同可满足性，G1与G2的同可满足性，…，Gm－1与S的同可满足性。从而G与S是同可满足的。
【例2.6.2】　找出一阶谓词公式∃x1∀x2∀x3∃x4∀x5∃x6A（x1，x2，x3，x4，x5，x6）的司寇伦范式。
解：以a替代x1，以f（x2，x3）替代x4，以g（x2，x3，x5）替代x6便得与原公式同可满足性的它的司寇伦范式∀x2∀x3∀x5A（a，x2，x3，f（x2，x3），x5，g（x2，x3，x5））。
为使一阶谓词演算中的推演方便有效，通过司寇伦范式，可以消除一阶谓词公式中的全部存在量词；而全称量词对给定的个体域而言，是对任意个体的，都可以省写。这样便得到了与原公式同可满足性的不含量词的新公式，一阶谓词演算的重要原理——消解原理就建立在这种新公式的基础之上。
由定理2.6.2的证明可以看出：满足G的司寇伦范式S的解释I，必满足公式G本身；但满足G的解释I，未必满足G的司寇伦范式S。这从下面的例释中明显可见：
设G＝（∃x）A（x），S＝A（a），给出G和S的解释I为：

则I满足G但不满足S。
就一般而论，S与G不等值，它们只具有同可满足性。等值要求对每同一解释，都有相同的取值；同可满足性指在同一非空个体域上调整使G成真的解释，使S也能取得真值真。
定理2.6.2′　定理2.6.2的还可表述为：设S是G的司寇伦范式，则G恒假当且仅当S恒假。
显然，定理2.6.2′　只是定理2.6.2所述事实的另一表述形式而已。
练习2-6
（1）求下列一阶谓词公式的前束范式：
①（∀x）（A（x）→（∃y）B（x，y））；
②（∃x）（﹁（∃y）A（x，y）→（（∃z）B（z）→C（x）））；
③（∀x）（∀y）（（∃z）A（x，y，z）∧（（∃u）B（x，u）→（∃v）B（y，v）））；
④（∀x）（∀y）（（∃z）（A（x，z）∧A（y，z））→（∃u）B（x，y，u））。
（2）找出下列一阶谓词公式的司寇伦范式：
①﹁（（∀x）A（x）→（∃y）（∀z）B（y，z））；
②（∀x）﹁（E（x，0）→（（∃y）（E（y，g（x））∧（∀z）（E（z，g（x））→E（y，z）））））；
③﹁（（∀x）A（x）→（∃y）A（y））；
④（∀x）（∃y）（（∃z）（﹁A（x，y）∧B（x，z））∨（∃z）C（x，y，z））。
（3）一阶谓词公式（∀x）（A1（x）∨A2（x））与（∀x）A1（x）∨（∀x）A2（x）逻辑等值吗？具有同可满足性吗？举例说明你的判断。
2.7　一阶谓词演算的推理理论
一阶谓词演算中的推理，当不涉及量词时，实质上只是命题演算推理的简单延拓。因而推理规则P、T和CP以及归谬证明法当然继续有效。对于带有量词的推理，就需增加必要的规则了。从总体上讲，对量词的处理方法是：在推理中消除它们，于结论里引入所需。但是，如何引入？怎样消除？这要依据量词自身的量化范围来决定。全称量词的消除和存在量词的引入，只要正确使用约束变元改名和自由变元代入规则一般是“保真”的；存在量词的消除和全称量词的引入，问题就不那么简单了。存在一个，是特指的。前题公式中的存在量词，可能是专门指定某一个体的，因此消除存在量词后，引入的个体常量是特定的。全称量词引入，是以自由个体变元“普适”为依据的。也就是说，A（x）对任意个体x都真时才有（∀x）A（x）。
先看对“苏格拉底有死”的论证。
前提：（∀x）（M（x）→D（x）），M（s）。
结论：D（s）
证明：

再看对（∀x）（A（x）∨B（x）），﹁（∃x）B（x）⇒（∀x）A（x）的论证。
论证的方法，给出两种：
（1）由（∀x）（A（x）∨B（x））∧﹁（∃x）B（x）

可证原命题为真。
（2）采取“消除”或“引入”量词的一阶谓词形式演绎方法：

但是对（∀x）（A（x）→B（x）），（∃x）A（x）⇒（∃x）B（x）的形式演绎，如果这样论证：

我们说它是错误的。为什么呢？在第6步，由第5步上的B（a）真，自然可得（∃x）B（x）真；在第2步，由G1真，也必然有A（a）→B（a）真；问题发生在第4步上：从第3步的G3到第4步的A（a）一般是不成立的。原因是存在x，使A（x）真，存在的这一个个体x未必就是第2步所指定的个体a。
如果这样论证，那么就是正确的：

为了消除与引入量词，一阶谓词的形式演算，在命题演算推理规则的基础上，增加下述四个规则：
（1）全称指定——US规则：（∀x）P（x）⇒P（t），其中个体符号t在普适中指定并与P（x）中可能还有的其他个体符号异名。
（2）全称推广——UG规则：P（t）⇒（∀x）P（x），其中变元符号t普适且（∀x）不改变对P（t）中变元t以外的约束关系。
（3）存在指定——ES规则：（∃x）P（x）⇒P（a），其中个体a专指但不与P（x）中其他个体符号重名。
（4）存在推广——EG规则：P（a）⇒（∃x）P（x），只要（∃x）不改变P（a）中原有约束关系且P（x）在a上真即可。
在多量词约束的多元谓词上使用这些规则，还要考虑多个量词作用的次序、被作用个体之间的联系等在量词消除与引入时蕴涵关系的保真性。关于这一点只提及但不展开讨论。
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（1）下列论证步是否正确？为什么？

（2）以一阶谓词演算的推理方法验证下列论证：
①有些实数不是有理数，所以不是每一实数都是有理数；
②中国人都爱国，有人不爱国，所以这个人不是中国人。
（3）用一阶谓词形式演绎的推理方法证明下列各式：
①（∀x）（P（x）→Q（x）∧R（x）），（∃x）（P（x）∧W（x））⇒（∃x）（W（x）∧R（x））；
②（∀x）（P（x）∨Q（x））⇒（∀x）﹁P（x）→（∃x）Q（x）；
③（∃x）P（x）→（∀x）Q（x），（∀x）P（x）⇒（∀x）Q（x）；
④（∀x）（P（x）∨Q（x）），（∀x）（Q（x）→﹁R（x）），（∀x）R（x）⇒（∀x）P（x）。
2.8　一阶谓词逻辑的形式系统
为了对一阶谓词形式演算有一本质的了解，本节选择了一个简明的一阶谓词逻辑的形式系统介绍给大家。该系统清晰、优美，是命题演算形式系统L的扩充系统。为了便于讨论，记之为LP。
1．LP的初始符号表
由下列七类字符组成：
（1）个体常量符号：a1，a2，a3，…；
（2）个体变元符号：x1，x2，x3，…；
（3）个体函数符号：f1(n)，f2(n)，f3(n)，…（fi(n)称n元个体函数，整数n≥1）；
（4）一阶谓词符号：P1(n)，P2(n)，P3(n)，…（Pi(n)称n目谓词，整数n≥0）；
（5）逻辑联词符号：﹁，→；
（6）量词符号：∀；
（7）括号：（，　）。
2．LP的项的递归定义
LP的项被递归定义为：
（1）个体变元和个体常量是项；
（2）对任一正整数n，若t1，t2，…，tn是项，则f（n）（t1，t2，…，tn）也是项；
（3）LP的项当且仅当由（1），（2）两款的有限次使用所确认。
3．LP的公式的生成
LP的公式的生成定义为：
（1）对任一非负整数n，若t1，t2，…，tn是项，则P（n）（t1，t2，…，tn）是公式，称原子公式（当n＝0时，P（0）为命题符号）；
（2）若A，B是公式，则（﹁A），（A→B），（∀x）A（自由变元x是A中任一无重名的个体变元）都是公式；
4．LP的公理组成
由下列公理模式及其所有全称化所组成（式中A，B，C是LP的任意公式，x是任意个体变元，t是任意项）：
（LP1.1）A→（B→A）；
（LP1.2）（A→（B→C））→（（A→B）→（A→C））；
（LP1.3）（﹁A→﹁B）→（B→A）；
（LP2）（∀x）A→　（t对A中个体变元x可代入）；
（LP3）（∀x）（A→B）→（（∀x）A→（∀x）B）；
（LP4）A→（∀x）A　（x在A中无自由出现）。
5．LP的推理规则模式
LP的推理规则仍为MP，其模式为：

关于LP，做以下几点说明：
（1）LP中没有逻辑联词∧、∨、↔及存在量词∃，使用时视之为LP之外的缩写词。A∧B缩是﹁（A→﹁B）的缩写，A∨B是﹁A→B的缩写，A↔B是﹁（（A→B）→﹁（B→A））的缩写，（∃x）则是“﹁（∀A）﹁”的缩写。
（2）零目谓词是命题符号，命题逻辑公理化系统L的公理、推理规则在LP中被沿用，所以L是LP的子系统。
（3）在LP中的公理模式中，采用了括号省略的约定。需要注意的是量词∀与否定词﹁同级优先。
（4）LP2中t对A中个体变元x可代入和LP4中x在A中无自由出现的附加条件不可缺。这可从对2.7节里规则US和UG的讨论得到启示。t对A中变元可代入，实质上是限定项t中可能含有的自由变元不能在t对x的代入中被约束。x在A中无自由出现克服了因自由出现的个体被解释为A的成真指派后在全称量词下会丧失蕴涵性的可能性。
（5）LP的公理和推理规则是L公理和推理规则在一阶谓词公式上的扩充，扩充的公理都是普遍有效式。由LP的公理和推理规则得到的一阶谓词公式成为LP的定理。在1930年K. Godel（哥德尔）已经证明全部普遍有效式都是LP的定理，此即著名的哥德尔完备性定理。
（6）A是LP的定理，则记为，读作A在LP中可断定。
【例2.8.1】　LPA→﹁（∀x）﹁A，其中A是任一一阶谓词公式，x是个体变元。
证明：
（1）（A→﹁B）→（﹁﹁A→﹁B）是LP的定理。
已证﹁﹁ALPA，从而有｛A→﹁B，﹁﹁A｝｝LP﹁B，于是A→﹁BLP﹁﹁A→﹁B，可见LP（A→﹁B）→（﹁﹁A→﹁B）（演绎定理）。但L是LP的子系统，故有（1）。
（2）（A→﹁B）→（B→﹁A）是LP的定理。
这由（（﹁﹁A→﹁B）→（B→﹁A））→（（A→﹁B）→（（﹁﹁A→﹁B）→（B→﹁A）））及LP1.3，MP与LP1.2及（1）和MP可证。
（3）以下证明在LP中可断定A→﹁（∀x）
A1：（（∀x）﹁A→﹁A）→（A→﹁（∀x）﹁A）　　（由（2））
A2：（∀x）﹁A→﹁A
（LP2，作x对﹁A中个体变元x代入，即﹁A）
A3：A→﹁（∀x）﹁A　　（MP，对A2，A1）
LP（A→﹁（∀x）﹁A）即LP（A→（∃x）A）。在例2.8.1中，使用了L中的演绎定理。对演绎定理的证明，放到了练习2-8的第（3）题中。
一阶谓词逻辑的形式系统LP是一致的，即不存在LP的公式G，使得G与﹁G在LP中都可证；系统LP是不完全的，即存在LP的公式G，使得G与﹁G在LP中都不可证；与命题逻辑的公理化系统L不同的是，在LP中已不可能通过穷尽原子命题的真值取值而判定一阶谓词公式的取值。事实上由于对一阶谓词公式的解释一般是不能穷尽的，即便是一个原子谓词公式其取值也往往是不可穷尽的。Church（丘奇）已经证明：任何至少含有一个二目谓词的一阶谓词形式演算系统是不可判定的。但LP是半可判定的，即存在一个可以机械地实现过程，在这种过程中LP的定理都可得到肯定，而对其非定理的公式却未必能做出否定。
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（1）举例解释：LP2和LP4中的附加条件不可缺。
（2）在LP中证明：
①LP（（∀x）A→A）；
②LP（（∀x）A→（∃x）A）。
（3）证明LP中的演绎定理：
设Γ是LP的公式集合，A，B为LP的任意公式，则：
Γ∪｛A｝LPB当且仅当ΓLPA→B。
2.9　应用举例
逻辑演算的形式化方法在众多科学研究中，尤其是在计算机科学中有着十分重要的作用和广泛的应用。下面来看几个具体的例子。
1．形式描述
（1）一阶谓词语言对近世代数中群定义的描述。
在近世代数中对群是这样定义的（定义1）：
设G为非空个体集合，“·”是G上二元运算。称代数＜G，·＞是群，如果
①对G中任意x，y，都有x·y∈G；
②对任意x，y，z∈G，都有（x·y）·z＝x·（y·z）；
③存在G中个体e，使对G中一切x，都有x·e＝e·x＝x；
④G中任意个体x，在G中都有x-1，使得x-1·x＝x·x-1＝e。
其实，群的定义可以减弱要求为（定义2）：
①对G中任意x，y，都有x·y∈G；
②对任意x，y，z∈G，都有（x·y）·z＝x·（y·z）；
③存在G中个体e1，使对G中一切x，都有e1·x＝x；
④任意G中个体x，在G中都有x1-1，使得x1-1·x＝e1。
在代数中对上述两个定义等价的互推证明，在一阶谓词演算系统中，就是要证明定义1的4个条件与定义2的4个条件等价。在这里，我们更关心对定义的一阶谓词的形式描述。
如果取个体域为G，令三目谓词A（x，y，z）表示x·y＝z，一元个体函数i（x）表示x-1，i1（x）表示x1-1，e和e1为个体常量，那么上述定义条件的一阶谓词公式表示是：
A1．（∀x）（∀y）（∃z）A（x，y，z）；
A2．（∀x）（∀y）（∀z）（∀u）（∀v）（∀w）（（A（x，y，u）∧A（y，z，v）∧A（u，z，w）→A（x，v，w））∧（A（x，y，u）∧A（y，z，v）∧A（x，v，w）→A（u，z，w））；
A3．（∀x）（A（x，e，x）∧A（e，x，x））；
A4．（∀x）（A（i（x），x，e）∧A（x，i（x），e））。
及
A1′．同A1；
A2′．同A2；
A3′．（∀x）A（e1，x，x）；
A4′．（∀x）A（i1（x），x，e）。
而对两个定义等价的证明，即要证：
A1∧A2∧A3∧A4＝A1′∧A2′∧A3′∧A4′。
（2）一阶谓词语言对机器人运作状态的描述。
给机器人m设置一个程序，使m能够使用并登上一只箱子b，以摘下葡萄架上刚成熟的葡萄g。
设m0，b0，g0是m，b，g的初始位置，其中g0表示g在地面的正投影，S是过程状态，S0表示初始状态。
为机器人m设置的摘葡萄程序应包括以下状态和运作：
①机器人m清楚初始状态的原始状态数据m0，b0和g0；
②m从m0行走到b0；
③m把b从b0带到g0；
④在g0处m登上b即获得摘取成功。
为此，令四目谓词P（x，y，z，s）表示：在状态s时，m所在之处为x，g所在之处为y，b所在之处为z；一目谓词Q（s）表示：s为成功状态。令三元个体函数f（x，z，s）表示从原状态s经过m由x处行走到z处后的新状态；h（z，y，s）表示：从原状态s经过m将b从z带到y后的新状态；一元个体函数g（s）表示：从原状态s经过m登上b后产生的新状态。
于是机器人m的摘葡萄运作状态可由一阶谓词公式形式描述为：
（1）（∀x）（∀y）（∀z）（∀s）（P（x，y，z，s）→P（z，y，z，f（x，z，s）））
（m从x走到z）
（2）（∀x）（∀y）（∀z）（∀s）（P（x，y，x，s）→P（y，y，y，h（x，y，s）））
（m将b从x带到y）
（3）（∀s）（P（g0，g0，g0，s）→Q（g（s）））
（m和b都在g下g0处时，m登上b即获成功）
（4）P（m0，g0，b0，s0）
（初始状态s0时，m，g和b分别在m0，g0，b0处）
2．一阶谓词逻辑中的消解（亦称归约）推理
一阶谓词演算的消解原理建立在标准司寇伦范式（合取型）之上。合取型司寇伦范式的每一合取项都是子句，当将首标中可能有的全称量词全部省写后，这些子句构成的公式集合仍与原公式具有同可满足性。一阶谓词逻辑中的消解在这些子句公式的集合上进行。
设P（x，f（x），g（x，y），y）∨﹁Q（x，b），﹁P（u，v，w，h（u，v，v））∨Q（u，b）是两个子句，式中P是四目谓词，Q是二目谓词。只有对两个子句中的个体变元x，y，u，v和w进行代换（它们是全称约束变元，这总是可行的），使两个子句中的谓词公式P，Q可合一时才能进行消解。为此，取代换｛a／x，a／u，f（a）／v，h（a，f（a），f（a））／y，g（a，h（a，f（a），f（a）））／w｝或代换｛x／u，f（x）／v，h（x，f（x），f（x））／y，g（x，h（x，f（x），f（x）））／w｝都可达到目的。显然，第二个代换更一般些（所谓第二个代换θ2比第一个代换θ1更一般是指：做第一个代换后再做一个代换是第二个代换；如果再做的代换对每一个被代子句分别存在，且在做了θ2之后再做它们可使子句合一，则称θ2是最一般代换）。所谓代换（记为θ），是指形为｛t1／x1，t2／x2，…，tn／xn｝的有限集合，其中代入的项t1，t2，…，tn称代换项，被代入的个体变元x1，x2，…，xn称代换基，它们满足对i＝1，2，…，n有ti≠xi且若i≠j则xi≠xj。所谓可合一，是指如果存在使一阶谓词表达式X1，X2，…，Xm能有X1θ＝X2θ＝…＝Xmθ（X1，X2，…，Xm在代换θ下相同）的合一代换θ，则称表达式X1，X2，…，Xm是可合一的。一阶谓词表达式的集合是否可合一，该问题是可判定的。再者，如果子句c1′，c2′是子句c1和c2的代入实例，c′是c1′和c2′的消解结果，那么存在c1和c2的消解c，使得c′是c的代入实例。依此，可在被确定为可合一的子句上，做一阶谓词的消解推理。
上述子句c1＝P（x，f（x），g（x，y），y）∨﹁Q（x，b），c2＝﹁P（u，v，w，h（u，v，v））∨Q（u，b）做代换｛x／u，f（x）／v，h（x，f（x），f（x））／y，g（x，h（x，f（x），f（x）））／w｝后得：
（1）P（x，f（x），g（x，h（x，f（x），f（x））），h（x，f（x），f（x）））∨﹁Q（x，b）（c1′）
（2）﹁P（x，f（x），g（x，h（x，f（x），f（x））），h（x，f（x），f（x）））∨Q（x，b）（c2′）
对（1）和（2）消解，得﹁Q（x，b）∨Q（x，b）（c′）。c′是c1和c2的消解结果﹁Q（x，b）∨Q（u，b）的一个代入实例。
消解有多种策略，最简单的方法是：先在要作消解的子句集合S中的子句间进行消解，而后将消解结果S1与S∪S1中子句间进行消解，再后将消解结果S2与S∪S1∪S2中子句间进行消解，……。如果最终导出了空子句（□），那么S就得到了否证。
【例2.9.1】　按照设置的程序，机器人是否能摘到那串熟葡萄，即（∃s）Q（s）？
从已经做出的机器人的4个运作状态组成的前提，如果可以获得结论（∃s）Q（s），那么由归谬法，将
﹁（∃s）Q（s）（＝（∀s）﹁Q（s））
加入前提后，必存在否证。
以下是对机器人摘葡萄程序和它是否可获得成功的消解推理：
（1）将归谬论证的前提集合中前提，写成省写全称量词的子句：
①﹁P（x，y，z，s）∨P（z，y，z，f（x，z，s））；
②﹁P（x，y，x，s）∨P（y，y，y，h（x，y，s））；
③﹁P（g0，g0，g0，s）∨Q（g（s））；
④P（m0，g0，b0，s0）；
⑤﹁Q（s）。
（2）机器人电脑的消解推理：
⑥对⑤作代换｛g（s）／s｝后与③消解得：
　　　　﹁P（g0，g0，g0，s）；　　（此时状态s为g（s））
⑦对②作代换｛g0／y｝，对⑥作代换｛h（x，g0，s）／s｝后消解得：
　　　　﹁P（x，g0，x，s）；　　（此时状态s为g（h（x，g0，s）））
⑧对①作代换｛g0／y｝，对⑦作代换｛z／x，f（x，z，s）／s｝后消解得：
　　　　﹁P（x，g0，z，s）；　　（此时状态s为g（h（z，g0，f（x，z，s））））
⑨对⑧作代换｛m0／x，b0／z，s0／s｝后与④消解得：
　　　（此时状态s为g（h（b0，g0，f（m0，b0，s0））））
于是机器人按照状态s提供的状态转换规则，由m0走到b0，然后带b0到g0，接着登上b0摘到了熟葡萄。
在机器人电脑的消解推理中，似乎未在合一代换下的可合一子句集合上进行消解，这其中意味作何解释呢？
事实上，一阶谓词演算的消解原理指出：
如果c1，c2是分别含有原子谓词或其否定（称文字）L1和L2且无公共变元的子句，若L1与L2在最一般合一代换θ下互否，那么（c1θ－L1θ）∨（c2θ－L2θ）是c1，c2的逻辑结果（Aθ是A关于θ的代入实例）。
这就是说，在做合一代换之前，要进行反复复杂的变元换名。可是，一阶谓词演算消解原理还有以下一般形式：
如果子句c1中文字和子句c2中文字分别被代换λ1，λ2合一为L1，L2，而L1和L2在最一般合一代换θ下互否，那么有推理规则：
c1λ1，c2λ2⇒（（c1λ1）θ－L1θ）∨（（c2λ2）θ－L2θ）
采用一般形式进行消解推理，简单方便而且实用。例2.9.1中的消解，所依据的正是这个一般形式的推理规则。
【例2.9.2】　一阶谓词消解推理在智能机器人实验中的应用。
在智能机器人的研究中，能使操纵机器人的电脑具备推理能力，一阶谓词消解推理是重要手段和主要逻辑工具。具体方法是先予机器人电脑中存储上指明在什么条件下应执行什么操作的操作规则和执行某一操作后对现场环境产生何种影响的环境变换规则。在试验中，向机器人指定一组环境条件，并下达一个具体任务。机器人根据已存规则及指定条件，并入任务描述谓词公式的否定式后进行消解推理，且自动获得完成任务的动作序列。其特点是机器自行组织程序，无须为完成任务设计专门的程序。
下面我们看一个简单的例子。
定义谓词：
A（x，y）：箱子x在房间y里；
B（y）：机器人在房间y中；
D（y1，y2）：房间y1和y2有门相通；
P（x，y1，y2）：机器人把箱子x从房间y1推到y2里；
M（y1，y2）：机器人从房间y1走进房间y2。
操作规则：
W1．（∀x）（∀y1）（∀y2）（A（x，y1）∧B（y1）∧D（y1，y2）→（P（x，y1，y2）→A（x，y2）））；
W2．（∀y3）（∀y4）（B（y3）∧D（y3，y4）→（M（y3，y4）→B（y4）））。
环境变换规则：
V1．｛A（x，y1），B（y1）｝P（x，y1，y2）｛A（x，y2），B（y2）｝；
V2．｛B（y3）｝M（y3，y4）｛B（y4）｝。
环境指定（其中个体常量bi指箱子，ri指房间，i＝1，2）：
S1．A（b1，r1）；
S2．A（b2，r2）；
S3．B（r2）；
S4．D（r1，r2）；
S5．D（r2，r1）。
任务描述：
（∃y）（A（b1，y）∧A（b2，y））（要求机器人将两个房间的箱子集中到一个房间里）。
机器人电脑的消解推理及完成任务动作序列的生成：
如果任务可获得完成，那么否定任务描述谓词公式，并并入指定环境和已存规则而形成的（归谬论证）前提集合，存在一个否证，而且在否证中提取动作谓词以生成先后有序的动作序列。
否定任务描述公式得：
P．﹁（∀y）（﹁A（b1，y）∨﹁A（b2，y））。
将非司寇伦范式的谓词公式司寇伦范式（合取型）化并仍以原代号标记之：
W1．﹁A（x，y1）∨﹁B（y1）∨﹁D（y1，y2）∨﹁P（x，y1，y2）∨A（x，y2）；
W2．﹁B（y3）∨﹁D（y3，y4）∨﹁M（y3，y4）∨B（y4）。
P．﹁A（b1，y）∨﹁A（b2，y）。
机器人的消解推理及动作序列的生成过程：
（1）就P中文字﹁A（b2，y）与S2消解得：
此说机器人当前所在房间r2中有一只箱子。以下机器人要以r2为记忆条件，根据规则识别其他房间中是否有箱子，并生成进入它们和移动这些箱子到r2的动作序列。
（2）就P中文字﹁A（b1，y）在合一代换｛b1／x，r2／y2｝下与W1消解得：
﹁A（b1，y1）∨﹁B（y1）∨﹁D（y1，r2）∨﹁P（b1，y1，r2）
接着与S1消解得（合一代换为｛r1／y1｝）：
﹁B（r1）∨﹁D（r1，r2）∨﹁P（b1，r1，r2）
式中命题﹁P（b1，r1，r2）指出，房间r1中的箱子b1有待机器人将它移到房间r2去。这是一个为完成任务必做的动作，机器人电脑将其否定式存入预设的先进后出的堆栈中。
（3）除去动作谓词﹁P（b1，r1，r2），以﹁B（r1）∨﹁D（r1，r2）与S4消解得：
﹁B（r1）
再与W2消解得（合一代换为｛r1/y4｝）：
﹁B（y3）∨﹁D（y3，r1）∨﹁M（y3，r1）
（4）以（3）中结果与S3消解得（合一代换为｛r2/y3｝）：
﹁D（r2，r1）∨﹁M（r2，r1）
命题﹁M（r2，r1）指出机器人待做的动作，机器人电脑将之否定式记入堆栈。
（5）以（4）中除去动作谓词后的﹁D（r2，r1）与S5消解得：
至此，机器人结束了完成任务的消解推理。对堆栈中的命题以后进先执行的顺序，机器人首先从房间r2走进房间r1，然后将箱子b1从房间r1推入房间r2。
一阶逻辑的消解推理在定理的机器证明等专题方面有着十分活跃的讨论和应用，像定理验证、问题求解、程序分析、程序验证（特别是程序正确性证明）及程序综合等问题都是很有特色和十分有趣的。由于我们的侧重面只在消解原理的应用，如对消解推理在上述专题中的应用感兴趣，请参阅有关材料。
习　题　二
（1）设个体域为整数集合，则分别指定谓词A，使：
①（∀x）（∃y）A（x，y）→（∃y）（∀x）A（x，y）为假命题；
②（∀x）A（x）∨（∃x）A（x）为假命题；
③（∀x）A（x）∧（∃x）A（x）是真命题；
④﹁（∃x）（∀y）A（x，y）是真命题。
（2）下列谓词以数学表达式给出，分别指定由整数组成的最大个体域，使
①（∀x）（x＜10）是真命题；
②（∀x）（∃y）（x＋y＝10）是真命题；
③（∃x）（∀y）（x＋y＜0）是真命题；
④（∀x）（∀y）（x·y＝1）是真命题。
（3）设个体域为整数集合，谓词A（x，y，z）表示x·y＝z，E（x）表示x等于0。求下列数学命题的一阶谓词公式的表示式：
①若x＝0，则对任意y值，都有x·y＝x；
②若对所有的y值，都有x·y＝x，则x＝0；
③若对某个y值，有x·y≠x，则x≠0；
④若x≠0，则存在一个y值，x·y＝0。
（4）下列逻辑推演是否正确，对不正确推演要指出不正确的理由：
①（∀x）（A（x）→B（x））
＝（∀x）（﹁A（x）∨B（x））
＝﹁（∃x）（A（x）∧﹁B（x））
＝﹁（（∃x）A（x）∧（∃x）﹁B（x））
＝﹁（∃x）A（x）∨（∀x）B（x）
＝（∃x）A（x）→（∀x）B（x）；
②（∃x）（A（x）→B（x））

③（∀x）（A（x）∨B（x））

④（∃x）A（x）∧（∃x）B（x）

（5）我国古代大学者墨翟在谈到事物、表意和辞辩时精辟指出（这比亚里士多德的相应论述早数百年）：
以名举实，以词抒意，以说出故。
结合命题逻辑和一阶谓词逻辑知识，解释墨翟论述的深刻含义。
（6）下面蕴涵推理是著名的破坏性二难推论，请以一阶谓词公式举例予以解释：
（A→B）∧（C→D）∧（﹁B∨﹁D）⇒（﹁A∨﹁C）
（7）设个体域是整数集合，下列推论是否正确，为什么？

（8）将著名的自然数皮亚诺公设：
①1是自然数；
②每个自然数n，都恰有一个自然数n′是它的后继（n′＝n＋1）；
③1不是任何自然数的后继；
④若n′＝m′，则n＝m；
⑤若S是N的子集，满足：
（a）1是S的成员，
（b）若n是S的成员，则n′也是S的成员
则S＝N。
写成一阶谓词公式。
（9）已知一阶谓词公式G1，G2在解释I下取值真，考虑一阶谓词公式H是否在I下也取值真。其中：
（1）G1＝（∃x）（A（x）∧B（x）），G2＝（∃y）（A（y）∧C（y）），H＝（∃z）（B（z）∧C（z））；
（2）G1＝（∀x）（A（x）∧B（x）），G2＝（∀y）（A（y）∧C（y）），H＝（∀z）（B（z）∧C（z））；
（3）G1＝（∃x）（A（x）∨B（x）），G2＝（∃y）（A（y）∨C（y）），H＝（∃z）（B（z）∨C（z））；
（4）G1＝（∀x）（A（x）∨B（x）），G2＝（∀y）（A（y）∨C（y）），H＝（∀z）（B（z）∨C（z））；
（10）证明（式中A（x），B（x）只以x为自由变元，B是不含变元x的一阶谓词公式）：
①（∃x）（A（x）∨B）＝（∃x）A（x）∨B；
②（∀x）A（x）→B＝（∃x）（A（x）→B）；
③（∃x）（A（x）∧B（x））⇒（∃x）A（x）∧（∃x）B（x）；
④（∀x）A（x）∨（∀x）B（x）⇒（∀x）（A（x）∨B（x））。
（11）设（∃x）（∀y）A（x，y）是一阶谓词公式G的前束范式，式中A（x，y）是只含个体变元x，y的基式。设f是不出现在A（x，y）中的个体函数符号。证明：G是普遍有效式当且仅当（∃x）A（x，f（x））是普遍有效式。
（12）用一阶谓词推理理论完成下述论证：
有些猜想依赖每一个经验，但是猜想不依赖空想。证明：经验师都不是空想家。
（13）证明：（∃x）（∀y）A（x，y）→（∃x）（（（∃y）A（x，y）∧﹁X（x，y））∨（∀y）X（x，y））是普遍有效式。
（14）使用消解原理证明：
①几何命题“两条不同直线至多有一个交点”，是几何公设“过两个不同的点至多引一条直线”的逻辑结果。
②如果函数序列f1（x），f2（x），…，fn（x），…在区间（a，b）内一致收敛于f（x），则必收敛于f（x）。



第3章　集合、关系与映射
教学提示：本章介绍离散数学的基本性内容——集合、关系、映射的相关知识，包括等价类和划分、模糊集与粗糙集的初步介绍以及集合、关系知识的一些应用。
教学要求：了解集合、关系与映射的基本概念。掌握三者的基本表示与运算。重点介绍等价类和划分。了解模糊集和粗糙集的相关知识，掌握有关集合、关系的一些具体应用。
引　　言
集合与数的概念一样原始，两者并不完全无关。如数“2”，在接受数概念的起初，往往只是把它看作两个事物的对象。集合最初是人们把某些事物汇合成一个单一整体的一种想法。20世纪的数学家以此简单概念引出了很多的数学成果。其实还在这之前数百年，数学家们就企图以此出发能有一些发现。但直到19世纪后期，G. Cantor（1845—1918，德国）才真正把集合作为数学对象的最基本形式，进行了深入研究和处理。
Cantor是在对Fourier级数的研究中确信：必须超越通常有穷的理解，把数的概念一般化。他需要一个把“实在的无穷”引进数学的概念。通过进一步研究，Cantor发现，不仅可以把“无穷”概念形式化，而且还能把“无穷”分成各种不同的类型。只要注意到自古希腊起学者们一直以为“无穷”的概念只适合神学、哲学而与数学无缘，以及甚至连Gauss（1831）都拒绝实在无穷的概念就会明白，Cantor的这种处理在他的同时代是何等的独树一帜。
18至19世纪，在对极限的研究中，数学家们已经使用诸如的概念，接受了对无穷的认识，但不承认它是一个实在的概念而仅仅以为它是：∀M＞0，∃δ＞0使得0＜｜x｜＜δ时的缩写。然而问题确也存在。假如有一个实在的无穷数，它并不是通过极限来指定的，数系中有价值的一些运算性质就会失去。例如，∀r∈R（实数集），r＋∞＝∞，于是1＋∞＝2＋∞，将∞消去便有：1＝2的矛盾。可见要承认实在无穷的话，在实数加法中就会丧失消去律。然而由于Cantor研究工作的推进以及发现了这一领域具有广泛应用的那些数学家的加入，这一学科的重要性就变得更明显了。其后，这一研究领域就成长为“集合论”。
让数学家们遗憾的是，Cantor的集合论在开始为人们所接受的同时，通过更深入的研究发现了称之为悖论的某些矛盾。于是有人认为接受集合论本来是勉强的，悖论的出现或许就要敲响这门学科的丧钟。然而，出于对集合论的兴趣，很多数学家，像Hilbert、Fraenkel和Zermelo等都认真研究了产生悖论的原因，并在致力于问题解决的过程中，获得了种种出色的发现，使集合理论日臻完善。
集合论是现代数学各分支的基础，它简化和统一了现代数学的研究。集合论是自身具有特殊假定和结构的数学分支。对其研究的持久不衰，把集合的概念和理论几乎推进了现代科学的每一领域。但集合论从克服悖论的研究发展到公理化系统，结果总是没有一种方案可以解决所有的困难。就是在今天，还有一些问题仍尚待解决。
Cantor集合论具有数学分支的基本特征，像平面几何中的点、线、面一样，采纳不加定义的原始概念，提出符合客观实际的公设，确立推理关系的定理。
Cantor把集合解释为：可以想像为一个整体的、用感觉去辨认的一定对象的汇合。于是，当谈及A是“以所有集合为元素的集合”或B是“以自身为元素的集合”时就会导致悖论。现代集合论避免此类悖论的方法是引进集合论公理系统。在集合公理系统中可以严格证明，上述的A和B都不是集合，因而就不会导致矛盾。在一个逻辑系统中，只有无矛盾性才能保证推理的有效性。所以集合论公理的引入，是数学发展的必然产物。
关系是由集合定义的一种集合的子集，它是计算机科学处理信息数据的工具。映射是特殊的二元关系，它不仅是对输入、输出等数据转换的数学描述，而且是讨论集合自身理论的主要手段。
3.1　集　　合
首先介绍集合的基本概念。
直观地讲，集合是具有某种性质的一类确定对象的整体。并称组成这一整体的一个个对象为其元素。
元素与集合的关系是：
∀（集合A），∀（元素b），或者b∈（属于）或者b∉（不属于）A，二者必居其一。以这种描述方式接受集合概念，并讨论集合的理论，称朴素集合论。但严格地讲，数学意义上的集合是指由某一集合论公理系统定义了的集合。
为数学界所普遍接受的集合论公理系统是ZF公理系统。ZF公理系统包含十条公理（或公理模式）。即外延公理、空集合存在公理、无序对集合存在公理、并集合公理、幂集合公理、无穷集合存在公理、子集合公理模式、替换公理模式、正则公理及选择公理。对此并不需要详加叙述和讨论，只引用其中最为基本的两条。
1．外延性公理
如果A，B是集合，则当且仅当A的每一元素都是B的元素而且B的每一元素都是A的元素时，才有A＝B。即A＝B且仅当（∀x）（x∈A当且仅当x∈B）。
2．子集合公理模式
若论域D是一个集合，P（x）是定义在D上的谓词，则D中使P（x）＝T（真值真）的x构成一个集合A，记为A＝｛x｜P（x），x∈D｝，称作集合A的构成式。公理模式给出了一个区分原则，使得集合A成为谓词P（x）在D上的概括。
若可不明确写出P（x），只把满足P（x）的A中的x一一列出，并有A＝｛a1，a2，…，an，…｝，则称为集合的列举式；相应地，把A＝｛x｜P（x），x∈D｝称为集合的描述式。
子集合公理指出，要讨论的集合是存在的，A的意义是明确的，其元素是确定的。
【例3.1.1】　对属于概念和两条公理的理解以及两个约定。
（1）设集合A＝｛0，2，4｝，集合B＝｛0，2，2，4，0｝，则由外延性公理知A＝B。
外延性公理指出，在讨论的集合中，同一元素的重复是没有实际意义的。
（2）设谓词P（x）：“x为A的元素或为A元素自身独自构成的集合”且设A＝｛1，2｝，则B＝｛x｜P（x）｝＝｛1，2，｛1｝，｛2｝｝．
由子集合公理模式可知，集合B是谓词P（x）在集合D＝｛1，2，｛1｝，｛2｝，｛1，2｝｝上的概括。
（3）设C＝｛1，｛1，2｝｝，则1∈C而2∉C但｛1，2｝∈C。
在集合C中，｛1，2｝是其元素，2不是C的元素而是C的元素｛1，2｝的元素。
（4）常见集合专用字符的约定：

（5）集合表示式的互换约定：

有了上述基本概念和两条公理，就可以建立起下面的各个定义。
定义3.1.1　＜子集＞
若集合A的所有元素都是集合B的元素，则称集合A是集合B的子集，记为A⊆B，读作A包含于B。即A⊆B⇔（当且仅当）（∀x）（x∈A→x∈B）。显然，A＝B⇔A⊆B且B⊆A。容易看出对任意集合A、B、C，有：
（1）A⊆A；　　（自反性）
（2）若A⊆B且B⊆C则A⊆C；　　（传递性）
（3）若A⊆B且B⊆A则A＝B。　　（反对称性）
定义3.1.2　＜真子集＞
若集合A⊆B且在集合B中有元素b∉A，则称集合A是集合B的真子集，记为A⊂B，读作A真包含于B。即：
A⊂B⇔（A⊆B且A≠B）⇔（∀x）（x∈A→x∈B）⋀（∃y）（y∈B⋀y∉A）。
不包含元素的集合是有的，如集合｛x｜x2＝-1，x∈R｝，这类集合称空集，它们都相等，记为∅。
由条件命题“善意的推定”，可证对任意集合A都有∅⊆A。
以空集为元素的集合是｛∅｝，于是，据定义，有∅∈｛∅｝。而且对任意集合A有∅⊆A，还有∅⊆｛∅｝并且还是真子集，即∅⊂｛∅｝。
定义3.1.3　＜幂集＞
对于每一个集合A，由A的所有子集组成的集合，称为集合A的幂集，记为P（A）或2A即P（A）＝｛B｜B⊆A｝。
关于幂集的概念，还须提及以下3点：
（1）P（A）的元素是集合A的子集，此时，对问题的讨论，全然是以集合A为背景、为支撑或为基础的，这有似于谓词逻辑中的论域或个体域。在这一意义上讲，集合A亦称全集。这里的“全”仅仅表示，在正在进行的集合讨论中，集合A是以所有被讨论的集合的元素为元素的集合，这些集合都是A的子集。
（2）任何集合，都以空集和自身为子集。因此任一幂集必含有空集和构成幂集的那个集合。作为子集看，这两种子集亦称平凡子集。
（3）含有n个元素的集合A，其幂集含有2n个元素。它们都是集合A的子集（当考虑由A的元素构成A的所有子集合且以元素的多少作区分时有：
人们常常给元素个数有限的集合（有限集）A的子集编码，用以表示A的幂集的各个元素。具体方法是：设A＝｛a1，a2，…，an｝，则A子集B按照含ai记1、不含ai记0（i＝1，2，…，n）的规定依次写成一个n位二进制数，便得子集B的编码。譬如，若B＝｛a1，an｝，则B的编码是100…01，当然还可将它化成十进制数。如果n＝4，那么这个十进制数为9。此时特别记｛a1，a4｝为B9。
现在讨论集合的运算。
设A，B是两个集合，由既属于A又属于B的元素构成的集合，称为A和B的交集，记为A∩B，即A∩B＝｛x｜x∈A且x∈B｝。
例如，若A＝｛1，2，c，d｝，B＝｛1，b，3，d｝，则A∩B＝｛1，d｝。
设A，B是两个集合，由所有属于A或者属于B的元素构成的集合，称为A和B的并集，记为A∪B，即A∪B＝｛x｜x∈A或x∈B｝。
例如若A＝｛1，2，c，d｝，B＝｛1，b，3，d｝，则A∪B＝｛1，2，3，b，c，d｝。
设A，B是两个集合，由属于集合A而不属于集合B的所有元素组成的集合，称为A与B的差集，记为A－B，即A－B＝｛x｜x∈A且x∉B｝。
例如，若A＝｛1，2，c，d｝，B＝｛1，b，3，d｝，则A－B＝｛2，c｝，而B－A＝｛b，3｝。
设A是一个集合，全集U与A的差集称为A的补集，记为即必须注意，对全集U，凡不属于集合A的元素，一定是A的补集的元素。
设A，B是两个集合，要么属于A，要么属于B但不能同时属于A和B的所有元素组成的集合，称为A和B的对称差集，记为A⊕B，即A⊕B＝｛x｜x∈A或x∈B｝。
例如若A＝｛1，2，c，d｝，B＝｛1，b，3，d｝，则A⊕B＝｛2，c，b，3｝。
直接应用上述交、并、差、补和对称差集的概念，得：

若以矩形表示全集U，矩形内的圆表示任意集合，则上述5种集合分别可图示如下，并称这样表示的图为文氏图（Venn图）。

定理3.1.1　设A，B，C是任意集合，则集合运算有如下算律：
（1）交换律：A∩B＝B∩A，A∪B＝B∪A；
（2）结合律：A∩（B∩C）＝（A∩B）∩C，A∪（B∪C）＝（A∪B）∪C；
（3）分配律：A∩（B∪C）＝（A∩B）∪（A∩C），A∪（B∩C）＝（A∪B）∩（A∪C）；
（4）吸收律：A∩（A∪B）＝A，A∪（A∩B）＝A；
（5）德·摩根律：

（6）幂等律：A∩A＝A，A∪A＝A；
（7）补余律：
（8）零律：　∅∩A＝∅，U∪A＝U；
（9）壹律：∅∪A＝A，U∩A＝A；
（10）互补律：
（11）对合律：
这11组算律的证明都很容易。现以证明A∩（B∪C）＝（A∩B）∪（A∩C）为例给一示范。
任取x∈A∩（B∪C），即x∈A且x∈B∪C。亦即x∈A且（x∈B或x∈C）。于是x∈A且x∈B或者x∈A且x∈C。因而x∈A∩B或者x∈A∩C．故x∈（A∩B）∪（A∩C）。即证得A∩（B∪C）⊆（A∩B）∪（A∩C）。
任取x′∈（A∩B）∪（A∩C），即x′∈A∩B或者x′∈A∩C．亦即x′∈A且x′∈B，或者x′∈A且x′∈C。总之x′∈A而且（x′∈B或者x′∈C），即x′∈A且x′∈B∪C，故x′∈A∩（B∪C）。即证得（A∩B）∪（A∩C）⊆A∩（B∪C）。
至此证明了：A∩（B∪C）＝（A∩B）∪（A∩C）。
同法，还可证明子集在交、并、差及补运算中的下述诸关系（A，B，C，D是任意集合）：
（1）如果A⊆B，那么A∩B＝A且A∪B＝B并且（B－A）∪A＝B。
（2）A∩B⊆A，B；A，B⊆A∪B。
（3）若A⊆B且C⊆D，则A∩C⊆B∩D，A∪C⊆B∪D；当C＝D时，特别还有A∩C⊆B∩C，A∪C⊆B∪C。
如果A∩B＝∅，那么就称A，B不相交；如果还有A∪B＝U，那么称A，B互补。关于补集，显然还有：
若A⊆B则
集合对称差满足交换律：A⊕B＝（A－B）∪（B－A）＝（B－A）∪（A－B）＝B⊕A；还满足结合律：A⊕（B⊕C）＝（A⊕B）⊕C。其证明只是命题逻辑中等值推演异或结合律的再现。
在差集上有：

即A－（B∪C）＝（A－B）∩（A－C）。它是德·摩根律的一般情形。并从

得：A∩（B－C）＝（A∩B）－（A∩C）。
特别，
但由A∪（B－A）

推知：A∪（B－C）≠（A∪B）－（A∪C）。
求几个元素个数有限的集合的并集合的元素个数是一个实用且有趣的问题。记｜A｜为A所含元素的个数，则显然有：｜A∪B｜＝｜A｜＋｜B｜－｜A∩B｜。更为一般地成立：
定理3.1.2　设A1，A2，…，An是n个集合，则

定理3.1.2称作包含排斥（容斥）原理，使用数学归纳法即可证明。容斥原理常用于有限集合元素的计数问题。
【例3.1.2】　设A、B、C是三家计算机公司，它们的固定客户分别有12，16和20家。已知A与B，B与C，C与A的公共固定客户分别为6，8和7家，A、B、C三家的公共固定客户有5家，求A、B、C三家计算机公司拥有的固定客户家数。
解：就以A、B、C分别记三家计算机公司的客户集合，则有｜A｜＝12，｜B｜＝16，｜C｜＝20，及｜A∩B｜＝6，｜B∩C｜＝8，｜A∩C｜＝7和｜A∩B∩C｜＝5。由包含排斥原理得：｜A∪B∪C｜＝（｜A｜＋｜B｜＋｜C｜）－（｜A∩B｜＋｜B∩C｜＋｜C∩A｜）＋（-1）3－1｜A∩B∩C｜＝48－21＋5＝32。
在本章的序言中曾经指出朴素集合论中隐含着称之为悖论的逻辑矛盾。一个著名的悖论由罗素和策墨罗于1901年分别独立提出，这一被通称为罗素悖论的悖论类似于命题逻辑中的“说谎者的悖论”。陈述句“我在说谎”，谓其说慌则不说谎，谓其不说慌则说谎。这种自称谓的话语使其可信性（即真值）无以确定。
罗素悖论在以所有集合为个体的论域上，定义集合S＝｛X｜X∉X｝，即一切不是自身元素的集合的集合。问题是S∈S吗？若S∉S，则由定义，S∈S；若S∈S，则再由定义，S∉S。矛盾的本质性质在于朴素集合论在刻画集合的方法上缺少限制，以为凡是一个性质就能概括一个集合。
从增加限制以定义集合的方法入手，罗素和怀德海提出了“类型理论”，按照谱系方法生成集合。置于谱系最低层的是个体，而后每上一层次只能以它的下层对象为元素。每一层次称为一个类型。按类型理论，任何一个集合都不会成为同类型的其他集合的元素。于是X∈X的考虑将毫无意义。
为克服罗素悖论，有人还创立了其他的形式系统。最具有普遍性的当数在3.1节中提到的集合论的公理化系统。公理化系统克服了罗素悖论，但无法让人确信不再有悖论潜伏其中。称无矛盾的逻辑系统是一致的，称所有真命题都可以证明的逻辑系统是完备的。人们已经证明现有的集合论的公理化系统都是不完备的，但它们的一致性问题迄今未获解决。
由子集公理模式，在论域上使用谓词可构成集合，在计算机科学中常常采用递归方法定义集合。用这种方法定义的集合，其元素与自然数集合可以实现一一对应。
【例3.1.3】　设论域为整数集合I，则非负偶数集E＝｛x｜x≥0且∃y∈I使x＝2y｝可以被递归定义为：
（1）（基础）0∈E；
（2）（归纳）若e∈E，则（e＋2）∈E；
（3）（界限）E的每一元素当且仅当由（1），（2）的有限次使用所确认。
显然递归定义的特征性质是“自我调用”。
下面给出自然数的集合论定义。
通常被称为扩展的自然数集合N（仍使用初等数学中的自然数（正整数）集合符号N，但实为“N∪｛0｝”）是满足下列递归定义的集合：
（1）（基础）∅∈N；
（2）（归纳）若n∈N，则n∪｛∅｝∈N；
（3）（界限）若S⊆N且S也由（1），（2）所生成，则S＝N。
该定义指出，自然数集合即：
∅，｛∅｝，｛∅，｛∅｝｝，｛∅，｛∅｝，｛∅，｛∅｝｝｝，｛∅，｛∅｝，｛∅，｛∅｝｝，｛∅，｛∅），｛∅，｛∅｝｝｝｝，…。
它们被依次记为0，1，2，3，4，…。
如果对∀n∈N，记n′＝n＋1为自然数集合上的后继函数（称n＋1为n的后继、n为n＋1的基始或前趋），那么由扩展的自然数集合的集合论定义，不难证明：
（1）0不是任何自然数的后继；
（2）任一自然数的后继都唯一；
（3）若两个自然数的后继相等，则这两个自然数也相等。
将这些事实及对自然数的基始、后继和具有同基始、等后继子集的描述合之为一，即为关于自然数的皮亚诺公设（公设由5条公理组成，它们恰好定义了扩展的自然数集合）：
（1）0是自然数；
（2）每一自然数n，都有唯一的后继n′；
（3）0不是任何自然数的后继；
（4）若m′＝n′，则m＝n；
（5）如果N的子集S满足①0∈S；②若n∈S，则n′∈S，那么S＝N。
练习3-1
（1）选择填空：
与集合A＝｛1，2，3｝相等的集合是（　　），与集合B＝｛2｝相等的集合是（　　），与集合R+＝｛r｜r＞0，r∈R｝相等的集合是（　　），与集合I+＝｛i｜i＞0，i∈I｝相等的集合是（　　）。
（a）｛x｜x3－6x2＋11x－6＝0，x∈R｝
（b）偶素数集合
（c）正实数集合
（d）正整数集合
（2）写出下列集合的描述式和列举式：
①非负偶数集；
②以3去整除余1（亦称“模3余1”）的整数集；
③整数24的全部正因子的集合；
④与9互质的9的正因子集（该集合的元素个数称欧拉函数∅（9））．
（3）判断下列命题的真伪，对假命题试举例说明。
①A∈B，B⊆C⇒A∈C；
②A∈B，B⊆C⇒A⊆C；
③A⊆B，B∈C⇒A∈C；
④A⊆B，B∈C⇒A⊆C；
⑤A∈B，B⊈C⇒A∉C；
⑥A⊆B，B∈C⇒A∉C。
（4）求下列集合的幂集：
①∅；　　②｛∅｝；　　③｛a，｛a｝｝；　　④｛｛1，2｝｝。
（5）设集合A＝P（P（｛∅｝）），指出A的元素和它的全部子集。
（6）设集合A＝｛a1，a2，a3，a4｝，则A的子集B11的二进制编码是（　　），B11是A子集（　　）；如果A的子集是｛a1，a2，a4｝，那么这个子集的二进制编码是（　　），以十进制数为脚标应该写成（　　）。
（7）给出空集∅和全集U的谓词定义。
（8）证明：对任意集合A，B都有
P（A）∩P（B）＝P（A∩B），P（A）∪P（B）⊆P（A∪B），并举例说明一般P（A）∪P（B）≠P（A∪B）．
（9）设A、B、C是任意集合，按题意填空：
①A∪B＝（A⊕B）（　）（A∩B）；
②若A∪C＝B且A∩C＝∅，则C＝（　　）。
③矩形集合与菱形集合的交集是（　　）集合。
④A∪B＝B是A⊆B的（　　）条件，A⊆B是A∩B＝的（　　）条件。
⑤E∪O＝（　　），I∩Q＝（　　），Q－I＝（　　），P∩I＝（　　）。
⑥若A＝｛x｜x∈N，x＜10｝，B＝｛x｜x∈I，0≤x≤9｝，则A∩B＝｛　　　　｝（要求用列举式表示）。
⑦（A∩B）∪C＝A∩（B∪C）与C⊆A之间的关系是（　　）。
⑧∅∩｛∅｝＝（　　），｛∅｝∩｛∅｝＝（　　），｛∅，｛∅｝｝－∅＝（　　），｛∅，｛∅｝｝－｛∅｝＝（　），｛∅｝⊕∅＝（　），｛∅，｛∅｝｝∪｛∅｝＝（　　）。
⑨（A－B）－C与A－（B∪C）的关系是（　　）；（A－B）－C与（A－C）－B的关系是（　　）；（A－B）－C与（A－C）－（B－C）的关系是（　　）。
⑩若A∩B＝∅，则有包含关系且若A∪B＝U，则有包含关系且。
（10）判断下列命题的真伪，并举例诠释假命题：
①若A＝B，则A⊕B＝∅；
②若A∪B＝A∪C，则B＝C；
③若A∩B＝A∩C，则B＝C；
④若A⊕B＝A⊕C，则B＝C。
（11）设A、B、C是任意集合，指出下列命题各自成立的条件。
①（A－B）∪（A－C）＝A；　　②（A－B）∪（A－C）＝∅；
③（A－B）∩（A－C）＝∅；　　④（A－B）⊕（A－C）＝∅；
⑤（A－B）－C＝∅。
（12）分别画出使下列命题成立的Venn图：
①（A⊕B）⊕C＝A⊕（B⊕C）；
②且A∪C⊆B，而A∩C＝∅；
③且而A∩B∩C＝∅。
（13）证明：对任意集合A、B、C，命题
①A∪（B⊕C）＝（A∪B）⊕（A∪C）为假命题；
②A∩（B⊕C）＝（A∩B）⊕（A∩C）是真命题。
（14）举例指出：在皮亚诺自然数集合的定义中，五条公设缺一不可。
3.2　关　　系
关系，主要是指二元关系，二元关系的概念建立在笛卡儿积的集合之上。
设A，B为任意集合，由所有序偶＜x，y＞做成的集合｛＜x，y＞｜x∈A，y∈B｝称为A，B的笛卡儿积，记为A×B。
例如，若A＝｛1，2｝，B＝｛a，b，c｝，则A×B＝｛＜1，a＞，＜1，b＞，＜1，c＞，＜2，a＞，＜2，b＞，＜2，c＞｝。
由两个集合求其笛卡儿积，作为运算，对集合的交和并运算具有左右分配律：对任意集合A、B、C有：
A×（B∪C）＝（A×B）∪（A×C）
A×（B∩C）＝（A×B）∩（A×C）
（A∪B）×C＝（A×C）∪（B×C）
（A∩B）×C＝（A×C）∩（B×C）
而且集合的笛卡儿积还保持包含关系⊆不变，即：
若A⊆B且C⊆D，则A×C⊆B×D。特别，还有：
若A⊆B，C为任意集合，则A×C⊆B×C。
我们规定，空集参于笛卡儿积，其结果还为空集。
同一集合的n次笛卡儿积A×A×…×A，记为An，这里An＝An－1×A。如：

以下介绍二元关系及其表示。
设A，B是集合，则称A×B的任一子集均为从A到B的一个二元关系。二元关系亦简称关系，记为R，R⊆A×B。
集合A到B的二元关系是第一坐标取自A，第二坐标取自B的序偶集合。如果序偶＜x，y＞∈R，那么往往也说x与y有关系R，记为xRy；如果序偶＜x，y＞∉R，则说x与y没有关系R，记为
如果B＝A，则说关系R是集合A上的二元关系，此时，R元素（一个个序偶）的两个坐标都取自集合A。在下面例3.3.1之后将看到，集合A到B的二元关系，其实是集合A∪B上的二元关系，因此一般只讨论某一集合上的二元关系。
如果A是有限集，A中元素若有n个，则A×A的序偶共有n2个，于是A上二元关系（都是A2的子集）共有2n2个。其中A2的子集∅，称作A上的空关系，A2自己称为A上的全域关系。由A中所有元素自身分别既作第一坐标也作第二坐标的序偶全体构成的二元关系，称为集合A上的恒等关系。集合A上的空关系、恒等关系和全域关系分别记为∅A，IA和UA。
如果R是A到B的二元关系，那么由R中序偶第一坐标全体组成的集合称为关系R的定义域，记为domR；由R中序偶第二坐标的全体组成的集合称为R的值域，记为ranR。
【例3.2.1】　若A＝｛1，2｝，B＝｛c，d｝，R＝｛＜1，d＞，＜2，c＞｝，则R是A×B的一个子集，因而是从A到B的二元关系。
例3.2.1中从A到B的二元关系也可以这样看：A⊆A∪B（＝C），B⊆A∪B（＝C），于是R⊆C2。即R实质上是C＝A∪B上的一个二元关系。此时
∅C＝∅，IC＝｛＜1，1＞，＜2，2＞，＜c，c＞，＜d，d＞｝，UC＝｛＜1，1＞，＜1，2＞，＜1，c＞，＜1，d＞，＜2，1＞，＜2，2＞，＜2，c＞，＜2，d＞，＜c，1＞，＜c，2＞，＜c，c＞，＜c，d＞，＜d，1＞，＜d，2＞，＜d，c＞，＜d，d＞｝
UC即C2，C2有4×4＝16个元素，它的全部子集有216个，亦即C上的不同关系共有216＝65536个之多，它们都是C2的子集。既然R＝｛＜1，d＞，＜2，c＞｝，所以domR＝｛1，2｝，ranR＝｛c，d｝。
若R1，R2都是集合A上的二元关系，则R1∩R2，R1∪R2，R1－R2和也都是集合A上的二元关系。
【例3.2.2】　设A＝｛1，2，3，4｝，R1＝｛＜x，y＞｜（x－y）／2∈A，x，y∈A｝，R2＝｛＜x，y＞｜（x－y）／3∈A，x，y∈A｝。则R1＝｛＜3，1＞，＜4，2＞｝，R2＝｛＜4，1＞｝。并且R1∩R2＝∅，R1∪R2＝｛＜3，1＞＜4，1＞，＜4，2＞｝，R1－R2＝R1，R1＝UA－R1＝｛＜1，1＞，＜1，2＞，＜1，3＞，＜1，4＞，＜2，1＞，＜2，2＞，＜2，3＞，＜2，4＞，＜3，2＞，＜3，3＞，＜3，4＞，＜4，1＞，＜4，3＞，＜4，4＞｝有限集合间的二元关系R也可以用矩阵和图形表示，以便引入线性代数和图论的知识来讨论。
设A＝｛a1，a2，…，an｝，B＝｛b1，b2，…，bm｝，则从A到B的二元关系R的关系矩阵可以表示为一个n×m阶的矩阵：
MR＝［rij］n×m
矩阵MR以A的元素为行首，以B的元素作列头。其中：

这里i＝1，2，…，n，j＝1，2，…，m。
如果R是有限集合A上的二元关系或B和A含有相同数量的有限个元素，则MR是方阵。
有限集合A上的二元关系R的图形表示亦很简单。只要在以点表示集合A的元素的平面上，将R中的每一序偶由第一坐标向第二坐标引一有向弧（两坐标相同时，引出的是一环弧）即可。R的关系图记作GR。
【例3.2.3】　若A＝｛a1，a2，a3，a4，a5｝，R＝｛＜a1，a1＞，＜a2，a3＞，＜a2，a4＞，＜a3，a1＞，＜a3，a3＞，＜a4，a5＞，＜a5，a2＞，＜a5，a4＞｝，则


在关于二元关系的讨论中，关系的性质、合成和逆是重要而基本的3个概念。
尽管具有n个元素的集合A上的二元关系有2n2之多，然而常用的往往是具有某种特殊性质的其中一些，像空关系、恒等关系和全域关系就是3种具有特殊性质的二元关系。除此之外，还要掌握二元关系的如下5种性质。
（1）集合A上的二元关系R称为具有自反性，如果对每个x∈A，都有xRx。即R在A上自反，当且仅当（∀x）（x∈A→xRx）。
（2）集合A上二元关系R称为具有对称性，如果xRy，则yRx，其中x∈A，y∈A。即R在A上对称，当且仅当（∀x）（∀y）（x∈A⋀y∈A⋀xRy→yRx）。
（3）集合A上二元关系R称为具有反对称性，如果xRy，yRx，则必有x＝y，其中x∈A，y∈A。即R在A上反对称，当且仅当（∀x）（∀y）（x∈A⋀y∈A⋀xRy⋀yRx→x＝y）。
（4）集合A上的二元关系R称为具有传递性，如果xRy，yRz，则xRz，其中x∈A，y∈A，z∈A。即R在A上传递，当且仅当（∀x）（∀y）（∀z）（x∈A⋀y∈A⋀z∈A⋀xRy⋀yRz→xRz）。
（5）集合A上的二元关系R称为具有反自反性，如果对每个x∈A，都有。即R在A上反自反，当且仅当
必须注意：
（1）不自反的关系未必反自反，不反自反的关系未必自反。
（2）不对称的关系未必反对称，不反对称的关系未必对称。
（3）二元关系R可既对称又反对称。
（4）反对称关系R，亦可这样定义：集合A上的二元关系R称为具有反对称性，如果xRy且x≠y，则其中x∈A，y∈A。即R在A上反对称，当且仅当
（5）集合A上恒等关系IA是自反的，但A上自反的关系未必是A上恒等关系。
（6）恒等关系R自反，对称，反对称而且传递。
（7）全域关系UA自反，对称，传递但只要A的元素多于1个，就显然不是恒等关系。
（8）空关系∅A反自反，对称，反对称而且传递，因为∅A满足这些定义的要求。
【例3.2.4】　实数集上的≤关系，集合中的⊆关系都是自反，反对称和传递的关系；实数集上的＝关系，集合中的＝关系都是自反，对称，反对称和传递的关系；人群中的父子关系既不是自反关系，也不是传递关系。
【例3.2.5】　下列是由关系图所表示的A＝｛a，b，c｝上的5个二元关系：

则：（1）是反对称，传递但不是对称的关系，而且也是既不自反也不反自反的关系；（2）是反自反但不是对称，不是反对称，不是自反也不是传递的关系；（3）是自反，传递，反对称但不是对称也不是反自反的关系；（4）是不自反，不反自反但是传递而且既是对称也是反对称的关系；（5）是自反，反对称但不是传递，不是对称也不是反自反的关系。
有限集合A上的二元关系R，如果是自反的，那么其关系矩阵MR的主对角线元素都为1，而且反之亦真；如果是反自反的，那么主对角线元素都为0，并且反过来也对。至于对称性、反对称性，读者是不难归纳出在MR上判别它们的方法来的。但在关系矩阵MR上判别传递性，一般都比较困难。在关系图GR中如何判别二元关系R是否具有自反、反自反、对称、反对称等性质，方法简单。在关系图GR中判别二元关系R具有传递性的方法是：如果从一点到另一点有2或2以上长的有向路径，那么就有1长的有向路径。
二元关系作为序对的集合，在其上可以定义出一般集合并不具有的新运算。下面讨论称为关系“合成”和取“逆”的关系集合上的两个运算，前者是二元运算，后者是一元运算。
设R和S分别是从集合A到集合B和从集合B到集合C的两个二元关系，则称＝｛＜x，z＞｜x∈A，z∈C并且存在y∈B使得xRy且ySz｝为二元关系R与S的合成关系。显然是从A到C的二元关系。
不难证明，关系的合成作为二元运算满足结合律，但不满足交换律。
如果R是集合A上的二元关系，那么R便可与自己作合成。并且约定：
＝R2，R3＝R2R，…，Rn＝Rn－1R。
如何由两个关系的关系矩阵求它们的合成关系呢？
设MR＝［uik］m×1，Ms＝［vkj］1×n，于是MRS＝［wij］m×n，其中
事实上，R是从含有m个元素的集合A到含有ι个元素的集合B的二元关系，S是从含有ι个元素的集合B到含有n个元素的集合C的二元关系，既然：
MR＝［uik］m×1，Ms＝［vkj］1×n
而且MR中第i行如果有1，则表示的是R中有以A之ai为第一坐标的序偶，这些1对应的列头元素，正是B中与ai构成R中序偶的第二坐标：

同样，MS中第j列如果有1，则表示的是S中有以C之cj为第二坐标的序偶，这些1对应的行头元素，正是B中与cj构成S中序偶的第一坐标：

根据合成定义，只要不空，就可以得到合成序偶＜ai，cj＞。故与＜ai，cj＞对应的wij和与＜ai，bk＞对应的uik以及与＜bk，cj＞对应的vkj之间满足：

换言之，只要在ai与cj之间至少有一个“桥”元素——bk，就有＜ai，cj＞∈。反映在矩阵运算上相当于：ai对应的MR中的第i行与cj对应的MS中的第j列的0-1元素之间对应合取结果的析取值。即：

时，MR的第i行与MS的第j列的对应相乘要按合取进行，而将相乘结果相加要按析取进行。
求得MRS后，自然就求得了：只要尽取对应于MRS中1的序对便得合成关系。
设R是从集合A到集合B上的二元关系，则称：
R-1＝｛＜y，x＞｜x∈A，y∈A且∀＜x，y＞∈R｝
为关系R的逆关系。显然R-1是从B到A的二元关系，并且（R-1）-1＝R。从已知关系出发，求它们的逆和合成运算就很简单。
【例3.2.6】　设R＝｛＜1，a＞，＜2，b＞，＜3，a＞｝是A＝｛1，2，3｝到B＝｛a，b，c｝的二元关系，S是B到C＝｛x，y，z｝的二元关系，且S＝｛＜a，x＞，＜b，x＞，＜a，y＞｝，则：
＝｛＜1，x＞，＜1，y＞，＜2，x＞，＜3，x＞，＜3，y＞｝；R-1＝｛＜a，1＞，＜b，2＞，＜a，3＞｝。
或从并取到同样的序元素。
而从可知，二元关系R的关系矩阵MR与R-1的关系矩阵互为转置矩阵。
对集合A上任意关系R，总有：（1）R＝R-1当且仅当R是对称的；（2）R∩R-1⊆IA当且仅当R是反对称的；（3）R2⊆R当且仅当R是传递的；（4）IA⊆R当且仅当R是自反的；（5）IA∩R＝∅当且仅当R是反自反的。
对以上命题的证明，仅就（3）给出示例。对其余各式的证明都可相仿完成。
事实上，若R2⊆R，则如果有＜x，y＞，＜y，z＞∈R，必有＜x，z＞∈R2。因而有＜x，z＞∈R。故R2⊆R⇒R是传递的。反过来，若R是传递的，则对任意＜x，z＞∈R2，由合成定义知存在y∈A，有＜x，y＞，＜y，z＞∈R，因而＜x，z＞∈R。由R传递⇒R2⊆R。综上所述可知：R2⊆R当且仅当R是传递的。
定理3.2.1　设R，R1及R2是从A到B，S是从B到C的二元关系，则有以下结论：
（1）（RS）-1＝S-1R-1；
（2）
（3）（A×B）-1＝B×A；
（4）
（5）R1⊆R2当且仅当
（6）若则这里
（7）（R1∪R2）S＝（R1S）∪（R2S），（R1∩R2）S⊆（R1S）∩（R2S）。
上述7条事实的成立，都是相关定义的直接结果。现以（7）的第二式证明如下：
任给＜x，y＞∈（R1∩R2）S，则存在y∈B，有＜x，y＞∈（R1∩R2），＜y，z＞∈S。于是有＜x，y＞∈R1，＜x，y＞∈R2而且＜y，z＞∈S，即＜x，y＞∈R1，＜y，z＞∈S且＜x，y＞∈R2，＜y，z＞∈S。因而＜x，z＞∈R1S且＜x，z＞∈R2S。可见＜x，z＞∈（R1S）∩（R2S）。故（R1∩R2）S⊆（R1S）∩（R2S）。但一般等式不成立。例如，当R1＝｛＜a，x＞，＜a，y＞｝，R2＝｛＜a，x＞，＜a，z＞｝，S＝｛＜x，b＞，＜y，c＞，＜z，c＞｝时，（R1∩R2）S＝｛＜a，b＞｝，（R1S）∩（R2S）＝｛＜a，b＞，＜a，c＞｝。可见（R1∩R2）S⊆（R1S）∩（R2S），但一般不相等。
求满足指定性质的以给定关系集合为子集的最小二元关系的运算称关系的闭包运算，如何求一个二元关系的闭包呢？
关系作为集合，在其上已经定义了交、并、差、补及合成和逆运算。现在再来考虑一种新的关系运算——关系的闭包运算。
求关系闭包是这样的一种运算，由已知关系，通过增加最少的序偶生成满足某种指定性质的关系的运算。
例如，设A＝｛a，b，c｝，R＝｛＜a，a＞，＜a，b＞，＜b，c＞，＜c，c＞｝，则含R且最小的自反关系是：
r（R）＝R∪｛＜b，b＞｝；
含R且最小的对称关系是：
s（R）＝R∪｛＜b，a＞，＜c，b＞｝；
含R且最小的传递关系是：
t（R）＝R∪｛＜a，c＞｝。
下面是关系闭包的定义：
定义3.2.1　对于给定的集合A上的二元关系R，如果A上二元关系R′满足：
（1）R′是自反（对称，传递）的；　　（满足指定的一种性质）
（2）R⊆R′；　　　　（R′包含R即由R生成）
（3）若A上二元关系R″也是自反（对称，传递）的，且R⊆R″，则R′⊆R″（R′是含R且满足指定性质的最小关系），那么就称R′为R的自反（对称，传递）闭包。记为（r（R）（s（R），t（R））。
显然，如果R是自反的，那么r（R）＝R；如果R是对称的，那么s（R）＝R；如果R是可传递的，那么t（R）＝R。
如何由R求取R′呢？
按照定义，不难证明。
定理3.2.2　r（R）＝R∪IA；s（R）＝R∪R-1；t（R）通常也记作R+。
证明：事实上，R∪IA包含R且自反，如果还有R″自反且包含R，则从对任意的＜x，y＞∈R∪IA，都有＜x，y＞∈R″，这样就确定了r（R）＝R∪IA。至于s（R）＝R∪R-1，那是因为（1）R⊆R∪R-1；（2）从（R∪R-1）-1＝R-1∪（R-1）-1＝R-1∪R＝R∪R-1又知R∪R-1是对称的；（3）如果还有R″包含R且对称，则由任一＜x，y＞∈R∪R-1，无论＜x，y＞∈R还是＜x，y＞∈R-1，都有＜x，y＞∈R″，即R∪R-1⊆R″。
对于的证明，关键在于确定是传递的和是包含R（显然）的所有传递关系中的最小关系。对于前者，从如果有则存在自然数k，l，应有＜x，y＞∈Rk及＜y，z＞∈Rl，因此可证；对于后者，再从若有R″可传递且包含R，则对中任一＜x，y＞，存在自然数m，使得＜x，y＞∈Rm，从而有A中元素a1，a2，…，am－1，满足＜x，a1＞，＜a1，a2＞，…，＜am－1，y＞∈R，于是＜x，y＞∈R″可确定。
如果A有限，譬如含有n个元素，那么求取A上二元关系R的传递闭包R+不必要计算到对R的无限大次合成，而最多不超过n次合成。为什么呢？因为要想合成出新序偶来，作合成的所有序偶，要么它们的第一坐标相异，要么它们的第二坐标均相异，A只有n个元素，R是将R中i个序偶合成为一个序偶，要使这i个序偶要么第一坐标均相异，要么第二坐标均相异，这i最大也不会超过n，所以，含有n个元素的集合A上的二元关系R的传递闭包：
其中k≤n。
一般，就取式中的n给出了合成次数的上限。
例如，当A＝｛a，b，c｝，R＝｛＜a，a＞，＜a，b＞，＜b，c＞，＜c，c＞｝时，R2＝｛＜a，a＞，＜a，b＞，＜a，c＞，＜b，c＞，＜c，c＞｝，R3＝R2R＝R2。于是

为计算有限集合A上二元关系R的传递闭，Warshall在1962年提出了一个有效的算法（假定集合A含有n个元素）：
（1）置M:=MR；
（2）取i:=1；
（3）对j＝1，2，…，如有wji＝1，则新取wjk＝wjk⋁wik，k＝1，2，…，n；
（4）i:=i＋1；
（5）如果i≤n，则转（3），否则停止。
如上述A上二元关系R的关系矩阵

则R的传递闭包R+的关系矩阵

按照Warshall的算法，从MR出发，只要遵循“置行查列遍寻真（1），见真行上析当今（i），行推列移下右再，行穷列尽闭包成便可直接求得即对集合上关系R，首先将其关系矩阵MR赋予M：

而后的每后一次循环重复操作，均在前一次操作结果的矩阵M上进行。于是通过置当今于第1行，查看第1列中1，对有1的行进行改写。改写方法是：将当今行的元素与列中有1的行的元素分别做析取，对本示例有：

接着置当今行为第2行，查看第2列中1，对有1的行将当今行的元素与之对应元素做析取，对本示例即有：

置当前行为第3行，重复上述操作并结束，且得：

设R是集合A上的二元关系，则从一种性质的闭包关系出发，求取另一种性质的闭包关系，具有以下运算律：
（1）rs（R）＝sr（R）　　（自反对称闭包等于对称自反闭包）
这是因为sr（R）＝s（r（R））＝s（R∪IA）＝（R∪IA）∪（R∪IA）-1＝R∪IA∪R-1∪IA＝（R∪R-1）∪IA
　　　　＝r（R∪R-1）＝r（s（R））＝rs（R）。
（2）rt（R）＝tr（R）　　（自反传递闭包等于传递自反闭包）
注意到IAR＝RIA＝R及I＝IA（k为自然数），便有
tr（R）＝t（R∪IA）＝（R∪IA）∪（R∪IA）2∪（R∪IA）3∪…＝IA∪R∪R2∪R3∪…＝t（R）∪IA
＝rt（R）。
（3）st（R）⊆ts（R）　　（对称传递闭包包含于传递对称闭包）
将（3）的证明留作练习。
等价关系是一类重要的二元关系，划分是一种对对象集合的分类，两者却能相互唯一确定。下面介绍这一有趣的事实，同时也介绍与此相近的事实——相容关系与覆盖。
设A是某一所综合性大学本科学生全体组成的集合，Si是对A的某种分类的集合（i＝1，2，3）。
若按文理科分类，则有S1＝｛S11，S12｝，其中S11是表示理科类学生全体、S12是表示文科类学生全体的集合；若按年级分类，则有S2＝｛S21，S22，S23，S24｝，其中S2j＝（j＝1，2，3，4｝分别表示该大学一年级、二年级、三年级和四年级学生全体的集合；若按系分，则有S3＝｛S31，S32，S33，S34，S35，S36｝，这说明这所大学只有6个系，譬如说，文理科各有3个系招有本科生。分类法尽管给出了3种，但是它们有个共同的特点：（1）Si的元素都是A的非空子集；（2）对每一Si讲，其元素作为A的子集，它们求交是空集，求并就是A。此时，Si是集合A的一个划分。
定义3.2.2　＜划分＞
设A是非空集合，A的子集的集合S＝｛A1，A2，…，Am｝如果满足
（1）A1，A2…，Am都是非空集合；
（2）Ai∩Aj＝∅（i≠j）；
（3）
则称S为A的一个划分，称Ai为划分S的块。
若A＝｛a1，a2，…，an｝，则A有两个简单的划分：一是｛｛a1｝，｛a2｝，…，｛an｝｝，称为A的最大划分（块最多）；二是｛｛a1，a2，…，an｝｝，称为A的最小划分（块最少）。
A的分别具有m1，m2个块的两个划分S1与S2的交叉划分是这样的划分：
A1jA2i｜A1j∈S1，A2i∈S2且A1j∩A2i≠∅，j＝1，2，…，m1；i＝1，2，…，m2｝。
注意：S1与S2的交叉划分一般不是S1∩S2，而是以S1与S2元素之间的所有非空交集作元素的集合。
划分S的加细划分S′（称S′加细S）满足：S′也是划分，而且∀Ai′∈S′，∃Aj∈S，使得Ai′⊆Aj′。如果还有S′≠S，那么称S′是S的真加细划分。
下面的图示范交叉划分与划分的加细划分。
设集合为A，S＝｛A1，A2｝，S′将A分为两个半圆，也是A的划分。S与S′的交叉划分是由图3.1中4个块构成的划分；但S∩S′＝∅（没有公共元素）。

图3.1

图3.2
设A为集合，划分S＝｛A1，A2｝，划分S″将S加细，如图3.2中所示，S″有一块也是A1，而另外三块都是A2的子集。
本节开头讲到了3个划分。由S1与S2形成的交叉划分是按文理科和年级的分类，该分类形成的划分由8个划分块构成。由S3与S2形成的交叉划分是按系、按年级的分类划分，该划分由24个划分块构成。其中S3是S1的加细划分。
交叉划分显然是形成交叉划分的加细划分。
现在考虑，在上述综合性大学全体本科学生组成的集合A上如何定义一个二元关系：
R＝｛＜x，y＞｜x与y同学文科或同学理科，x，y∈A｝。
显然R满足自反性，对称性和传递性。通过R，按照“是否有关系R”把A的元素分成了两类，即A11（理科学生类）和A12（文科学生类）。这说明具有自反、对称和传递性的二元关系可以诱导出集合的划分。
定义3.2.3　＜等价关系、等价类和商集＞
（1）非空集合A上的二元关系R，若是自反的、对称的和传递的，则称R为A上的等价关系；
（2）对于A中元素a，集合［a］R＝｛x｜x∈A，aRx｝称为以a为代表元的A上等价关系R的等价类；
（3）A上等价关系R的全体等价类的集合｛［a］R｜a∈A｝称为A关于R的商集，记为A／R。
【例3.2.7】　设A＝｛a，b，c，d，e｝，R＝｛＜a，a＞，＜b，b＞，＜a，b＞，＜b，a＞，＜c，c＞，＜d，d＞，＜e，e＞，＜c，d＞，＜d，c＞，＜c，e＞，＜e，c＞，＜d，e＞，＜e，d＞｝，显然R具有自反、对称和传递性，因而是A上的等价关系。A上的等价关系R不同的等价类有两个，它们是：
［a］R＝｛x｜x∈A，aRx｝＝｛a，b｝＝｛x｜x∈A，bRx｝＝［b］R；［c］R＝｛x｜x∈A，cRx｝＝｛c，d，e｝＝［d］R＝｛x｜x∈A，dRx｝＝［e］R＝｛x｜x∈A，eRx｝［c］R。
集合A关于其上这一等价关系R的商集是：
｛｛a，b｝，｛c，d，e｝｝＝｛［a］R，［c］R｝＝A／R。
关于等价关系、等价类、商集和划分有下面事实。
定理3.2.3　设R是非空集合A上的等价关系，则对∀a，b∈A都有＜a，b＞∈R（即aRb）当且仅当［a］R＝［b］R（具有关系R的元素被自反，对称和传递性概括在同一等价类里）。
证明：（aRb⇒）∀x∈［a］R（由aRa，a∈［a］R知［a］R非空）当且仅当（定义）aRx，由R的对称性得xRa，但aRb由R的传递性得xRb，再由对称性得bRx。于是x∈［b］R。故［a］R⊆［b］R。反过来，∀x∈［b］R（由bRb，b∈［b］R知［b］R非空）当且仅当bRx，由已知aRb及R的传递性得aRx。从而x∈［a］R。此又说［b］R⊆［a］R。综上所述可见［a］R＝［b］R。
（［a］R＝［b］R⇒）R自反有bRb，由［b］R定义，知b∈［b］R＝［a］R，既然b∈［a］R，由［a］R定义，便知aRb。
上述例3.2.7中A＝｛a，b，c，d，e｝上的等价关系R的关系图是：

由右图，易见［a］R＝［b］R＝｛a，b｝，［c］R＝［d］R＝［e］R＝｛c，d，e｝．所以如此，那是因为在等价关系R下，a，b间具有局部全域关系；a，d，e间也具有局部全域关系；换句话说，aRb当且仅当［a］R＝［b］R。此事实往往亦称为“等价类与代表元无关”。
定理3.2.4　非空集合A关于其上等价关系R的商集A／R是A的一个划分。
证明：为证定理，需要证明非空集合A在其上的等价关系R下形成的等价类的全体的集合——商集满足：（1）每一等价类都是A的子集，A中任一元素均属于某一等价类，所以等价类全体的并集是A；（2）不同的等价类之间交空。
由［a］R＝｛x｜x∈A，aRx｝显然可知［a］R⊆A；另一方面，∀a∈A，R自反，有aRa，从而a∈［a］R∈A／R。可见（1）真。
设［a］R，［b］R∈A／R且［a］R≠［b］R，则［a］R∩［b］R＝∅。否则有A中元素c，c∈［a］R且c∈［b］R。于是aRc且bRc，但R对称、传递，因而aRb，由定理3.2.1得［a］R＝［b］R。这与［a］R≠［b］R矛盾。故（2）真。
习惯上，往往也说：划分A／R由等价关系R所生成。
定理3.2.5　设S＝｛A1，A2，…，Am｝是非空集合A的一个划分，则R＝｛＜x，y＞｜x，y∈A且x，y属于同一个Ai，I＝1，2，…，m｝是A中元素间的等价关系（称R由集合A的划分S所生成）。
定理3.2.5的结论是显然的，因为S的一个块恰在A上形成R的一个局部全域关系，这种局部全域关系是A上的等价关系。定理3.2.4与定理3.2.5指出：划分的块形成等价关系的等价类，等价关系的等价类就是划分的块；划分即商集，商集即划分。
事实上不同的划分，构成不同的等价关系，不同的等价关系生成（诱导）不同的划分。
定理3.2.6　设R1，R2为非空集合A上的两个等价关系，则R1＝R2当且仅当A／R1＝A／R2。
证明：先证必要性。∀x∈A／R1，X是A上等价关系R1的等价类，∃a∈A，有X＝［a］R1。因R1＝R2故与a有关系R1的A中元素恰也有关系R2。于是X＝［a］R1。即∀x∈A／R2。可见A／R1⊆A／R2。在上述讨论中，将R1和R2换写，又有A／R2⊆A／R1。故R1＝R2⇒A／R1＝A／R2。
至于A／R1＝A／R2⇒R1＝R2的充分性证明，鉴于下述推论：
∀＜x，y＞∈R1，由x，y∈A及A／R1是划分，再用定理3.6.1可知，∃［a］R1∈A／R1，x，y∈［a］R。但A／R1＝A／R2，故有使因而于是＜x，y＞∈R2。可见R1⊆R2。反过来，对∀＜x，y＞∈R2，∃［c］R2∈A／R2，使有从A／R1＝A／R2我们可取得使于是即＜x，y＞∈R2。从而R2⊆R1。这就证明了R1＝R2。
定理3.2.6指出，A上不同的等价关系生成不同的商集，A的不同商集由A上不同的等价关系所确立。结合定理3.6.2和定理3.6.3的讨论，已经证明：集合A的一个划分和A上的一个等价关系相互唯一确定。即：
定理3.2.7　非空集合A上的等价关系与A的划分一一对应（即在非空集合A上，等价关系和它的划分相互唯一诱导或相互唯一生成）。
在实际应用中常常比较集合的不同等价关系和不同划分的大小。大划分含有更多的块，小等价关系序对较少。而且大划分由小等价关系生成。大等价关系由小划分诱导。如集合｛a1，a2，…，an｝的最大划分｛｛a1｝，｛a2｝，…，｛an｝｝由A上的最小的等价关系IA生成，最大的等价关系A2由最小的划分｛A｝诱导。划分的大小一般不能由相关等价关系的大小所确定，但下面定理指出：若划分S′加细划分S，则由S′生成的等价关系R′包含在由S生成的等价关系R中。
定理3.2.8　设S和S′是非空集合A的划分，R和R′是分别由S和S′生成的等价关系，则S′加细S当且仅当R′⊆R。
证明：设S′加细S．∀＜x，y＞∈R′，R′由S′生成，存在块使而且因此x，y∈Aj，并且＜x，y＞是中序对，即＜x，y＞∈R，可见R′⊆R。
设R′⊆R。∀X∈S′，X非空，有a∈X且X＝［a］R′＝｛x｜aR′x｝⊆｛x｜aRx｝＝［a］R∈S，于是S′加细S。总之S′加细S当且仅当R′⊆R。
下面讨论划分的和与积。在以非空集合A的划分为元素的集合上可以定义二元运算“和”与“积”，划分S1与S2的和是S1，S2加细的最大划分，S1与S2的积是加细S1和S2的最小划分。
定义3.2.4　＜划分的和与积＞
设S1，S2，S是非空集合A的划分，称S＝S1＋S2是S1与S2的和，如果：
（1）S1，S2都加细S；
（2）如若A还有划分S′能被S1，S2加细，那么S加细S′；
称S＝S1·S2是S1与S2的积，如果
（1）S加细S1和S2；
（2）如若A还有划分S′加细S1和S2，那么S′加细S。
【例3.2.8】　假定在一片圆形纸上画了红线和绿线，这些曲线它们各自、或与圆周线一起形成的都是闭合区域。当沿红线剪开时产生划分S1，沿绿线剪开时产生划分S2。那么既沿红线又沿绿线剪开时产生“积划分”S1·S2；而沿共涂两色的线剪开时，就产生“和划分”S1＋S2。
定理3.2.9　设R1，R2是由非空集合A的划分S1，S2分别生成的等价关系，则R1∩R2生成S1与S2的积S1·S2，并且划分S1与S2的积划分唯一。
证明：（1）显然，R1∩R2是A上的等价关系；（2）设R＝R1∩R2生成的划分是S，则由R⊆R1，R⊆R2及定理3.2.8知，S加细S1且S加细S2；（3）若A还有划分S′既加细S1也加细S2，则S′生成的等价关系R′⊆R1且R′⊆R2，从而R′⊆R，于是S′加细S。综上所述便知R1∩R2生成S1·S2。
划分S1与S2的积划分S＝S1＋S2唯一。因为如果S1和S2还有积划分S′，则由定义3.6.3的（2）知，S′加细S且S加细S′，于是S与S′含有相同的元素，即S′＝S。
定理3.2.10　设R1，R2是由非空集合A的划分S1，S2分别生成的等价关系，则（R1∪R2）+（＝t（R1∪R2））生成S1与S2的和S1＋S2，并且划分S1与S2的和划分唯一。
证明：（1）显然R1∪R2自反、对称且（R1∪R2）+是包含R1∪R2的最小的等价关系；（2）因为R1⊆（R1∪R2）+，R2⊆（R1∪R2）+，所以S1，S2都加细（R1∪R2）+生成的划分S；（3）如若A还有划分S′，S′由A上等价关系R′生成，S1，S2都加细S′，则R1⊆R′且R2⊆R′于是R1∪R2⊆R′，进而（R1∪R2）+⊆R′，因此S加细S′综上所述，（R1∪R2）+生成S1＋S2。
划分S1与S2的和划分S1＋S2唯一。因为若S1与S2还有和划分S′，则由定义3.6.3的（2），S加细S′且S′加细S，于是S的块都是S′的块的子集，S′的块也都是S的块的子集，注意到定理3.2.1，互为子集的块只能发生在S和S′的同一块上。可见S和S′含有相同的元素，即S′＝S。
【例3.2.9】　设k为正整数，I是整数集合，∀a，b∈I，称a和b是关于模（数）k等价（或同余）的，记为a≡b（modk）（读作a和b关于模数k同余）当且仅当∃n∈I，使有（a－b）＝nk（即k｜（a－b）），则：
（1）模k同余是I的任何非空子集A上的等价关系；
（2）如果Rk，Rj是I上的模k、模j同余关系，那么I／Rk加细I／Rj当且仅当j／k（j整除k）；
（3）描述划分和（I／Rk）＋（I／Rj）。
解证：
（1）设A⊆I且A≠∅，∀a∈A，因k｜（a－a），故a≡a（modk）；若A中a，b有a≡b（modk），则k｜（a－b），因而k｜（b－a），所以b≡a（modk）；若A中a，b，c有a≡b（modk）a且b≡c（modk），则∃n1，n2∈I，使a－b＝n1k，b－c＝n2k，于是a－c＝（n1＋n2）k，即有a≡c（modk）。综上所述可知（1）真。
（2）若I／Rk加细I／Rj，则Rk⊆Rj，由k－0＝1k知＜k，0＞∈Rk，从而∃n∈I，使k＝k－0＝nj，这就是说j｜k；若j｜k，则有n1∈I使k＝n1j，于是对∀＜x，y＞∈Rk，∃n2∈I，从x－y＝n2k＝（n1n2）j，得＜x，y＞∈Rj，此即Rk⊆Rj，因而I／Rk加细I／Rj。
（3）设d＝（k，j）（k，j的最大公约数），Rd为I上模d的同余关系，则（I／Rk）＋（I／Rj）＝I／Rd；设m＝［k，j］（k，j的最小公倍数），Rm为I上模m的同余关系，则＝I／Rm。
给定n元集合A，如何求出A的全部划分（全部等价关系）呢？记A的一个划分的块数r为这个划分的秩，为求A的全部划分，须首先求得A的秩为r（≤n）的不同的划分个数。其实，此问题有如下数学模型：求将n个不同的球放入r（≤n）只相同的盒中，使无空盒的相异放法数（记为S（n，r））。
此模型的计算公式即组合数学中的第二类Stirling数公式，亦称第二类Stirling数，该公式为：S（n，r）＝rS（n－1，r）＋S（n－1，r－1），且有性质S（n，0）＝0，S（n，1）＝1，S（n，2）＝2n－1－1，S（n，n－1）＝，S（n，n）＝1。
【例3.2.10】　求4元集合A上的不同的等价关系个数E4。
解：设集合A的不同划分数为P4，则E4＝P4＝S（4，1）＋S（4，2）＋S（4，3）＋S（4，4）＝1＋（8－1）＋6＋1＝15。非空集合A上另外一个基本的二元关系是相容关系，与等价关系相比，相容关系并不要求传递性。相容关系r只要求满足自反性与对称性。因而等价关系必定是相容关系但反之不真。
与集合划分概念相近的一个概念是覆盖（C），覆盖与划分相比，不要求块间交空，因而划分必定是覆盖但反之不真。
非空集合A通过其上的相容关系r可以形成最大相容类Cr。相容类C是A的子集，C中的元素都有相容关系r。有此性质的最大者，称最大相容类。在关系图上，省略所有环弧，以线段代替表示对称性的成对弧之后得相容关系图，图中最大相容类与最大完全多边形一一对应。完全多边形，是任何一对顶点都有边相连的多边形。特别，孤立顶点、两顶点及其间线段也是完全多边形。当可被视为完全多边形的图形，不再可视为扩大其顶点与边的更大的完全多边形，则称此完全多边形为一个最大完全多边形。最大相容类的全体的集合就是A的一个覆盖（称完全覆盖，记为Cr（A））。相容关系与完全覆盖一一对应。
【例3.2.11】　设集合A＝｛a1，a2，a3，a4，a5，a6，a7｝，A上二元关系r＝｛＜a1，a1＞，＜a2，a2＞，＜a2，a3＞，＜a3，a2＞，＜a3，a3＞，＜a3，a4＞，＜a4，a3＞，＜a4，a4＞，＜a4，a5＞，＜a5，a4＞，＜a3，a5＞，＜a5，a3＞，＜a5，a6＞，＜a6，a5＞，＜a6，a6＞，＜a6，a7＞，＜a7，a6＞，＜a7，a7＞，＜a7，a5＞，＜a5，a7＞，＜a3，a7＞，＜a7，a3＞，＜a3，a6＞，＜a6，a3＞，＜a5，a5＞｝，则r是A上的相容关系（自反，对称）。
r的相容关系图为：

图中，只要形成完全多边形的点，都是r的相容类。但r的最大相容类是确定的，它们是：｛a1｝，｛a2，a3｝，｛a3，a4，a5｝，｛a3，a5，a6，a7｝，集合｛｛a1｝，｛a2，a3｝，｛a3，a4，a5｝，｛a3，a5，a6，a7｝｝是A的完全覆盖Cr（A）。
其并集是A的A的相容关系r的相容类的集合均构成A的一个覆盖。由最大相容类组成的集合，它与相容关系图中的最大完全多边形相对应，是A的完全覆盖。给出一个A的相容关系，确定A的一个完全覆盖；由A的完全覆盖，通过由每个块定义全域关系并取并集就确定一个相容关系。而且，它们之间相互唯一确定。
练习3-2
（1）填空
①若A＝｛a，b｝，B＝｛b，d｝，C＝∅，则A×B＝｛　　｝，A×B×C＝（　　）。从A到B的不同关系有（　　）个，A2＝｛　　｝。
②若A2＝B2，则A（　　）B；若A×B＝A×C，则B（　　）C．
③设A＝｛1，2｝，B＝｛a｝，则P（B）×A＝｛　　｝。
④将包含或相等关系符号填入下列各式括号中：
（a）（A∪B）×（C∪D）（　　）（A×C）∪（B×D）；
（b）（A－B）×（C－D）（　　）（A×C）－（B×D）；
（c）（A⊕B）×（C⊕D）（　　）（A×C）⊕（B×D）；
（d）（A－B）×C（　　）（A×C）－（B×C）。
⑤设关系矩阵

则R是从集合｛　　｝到集合｛　　｝的二元关系（前者元素以ai表示，后者元素以bj表示），并且R＝｛　　｝，R的关系图GR是：（　　）。
（2）设A、B、C为任意集合，证明：
①A⊆B，当且仅当A×C⊆B×C（其中A，B，C≠∅）；
②A×（B∪C）＝（A×B）∪（A×C）；
③（B∩C）×A＝（B×A）∩（C×A）；
④（A⊕B）×C＝（A×C）⊕（B×C）。
（3）下列二元关系中具有自反性的是（　　），具有反自反性的是（　　），具有对称性的是（　　），具有反对称性的是（　　），具有传递性的是（　　）。
①三角形集合上的相似关系；
②正整数集合上的整除关系；
③R＝｛＜1，1＞，＜1，2＞，＜2，2＞，＜2，3＞，＜3，2＞，＜3，3＞｝，A＝｛1，2，3｝；
④集合A上满足自反，对称和传递性的二元关系R与S的交S∩R；
⑤人群上的同姓氏关系。
（4）请在集合A＝｛a，b，c｝上分别构造满足下述要求的二元关系：
①既是对称又是反对称的；
②既不自反也不反自反；
③对称且自反；
④自反，对称且传递；
⑤以｛＜a，b＞，＜b，c＞｝为子集而且还是传递的。
（5）设R是非空集合A上的自反关系，证明：
R对称且传递，当且仅当若＜a，b＞，＜a，c＞∈R则有＜b，c＞∈R．
（6）判断命题真伪，对者画√，错者打×。
①若R1，R2在A上自反，则R1R2在A上也自反。　　（　）
②若R1，R2在A上反自反，则R1R2在A上也反自反。　　（　）
③若R1，R2在A上对称，则R1R2在A上也对称。　　（　）
④若R1，R2在A上传递，则R1R2在A上也传递。　　（　）
⑤若R1，R2在A上反对称，则R1R2在A上也反对称。　　（　）
⑥若R在A上自反，则R-1在A上也自反。　　（　）
⑦若R在A上对称，则R-1在A上也对称。　　（　）
⑧若R在A上传递，则R-1在A上也传递。　　（　）
（7）有人说：二元关系R的自反性是R对称性和传递性的逻辑结果。你认为呢？为什么？
（8）设R1，R2，R3分别是从集合A到B，B到C和C到D的二元关系，证明（R1R2）R3＝R1（R2R3）（即证明关系复合具有结合律）。
（9）设A＝｛1，2，3｝，R＝｛＜1，2＞，＜2，3＞，＜3，1＞｝，则r（R）＝（　），s（R）＝（　），t（R）＝（　），sr（R）＝（　），tr（R）＝（　），ts（R）＝（　）。
（10）设GR如右图所示（结点a上是一个有向环），则
MR＝（　），
Mr（R）＝（　），
Ms（R）＝（　），
Mt（R）＝（　）；
Gr（R）是：（　），
Gt（R）是：（　）。

（11）设A＝｛1，2，3，4｝，R＝｛＜1，1＞，＜1，2＞，＜2，4＞，＜4，2＞｝。请按照Warshall算法，逐步写出求取MR+的过程中的各个矩阵。
（12）判断下列命题的真伪，真者画√，假者打×。
设R，R1，R2是非空集合A的上二元关系且R1⊆R2，则
①r（R1）⊆r（R2）（　）；　　②s（R1）⊆s（R2）（　）；
③t（R1）⊆t（R2）（　）；　　④st（R）是传递的（　）；
⑤ts（R）是对称的（　）；　　⑥tr（R）是自反的（　）．
（13）证明：
①st（R）⊆ts（R）；
②r（R1∪R2）＝r（R1）∪r（R2）；
③s（R1∪R2）＝s（R1）∪s（R2）；
④t（R1∪R2）⊇t（R1）∪t（R2）；
⑤（R*）*＝R*（R*＝tr（R））；
⑥RR*＝R*R＝R+。
（14）证明：对集合A上任意关系R，总有：
①R＝R-1当且仅当R是对称的；
②R∩R-1⊆IA当且仅当R是反对称的；
③IA⊆R当且仅当R是自反的；
④IA∩R＝∅当且仅当R是反自反的．
（15）回答问题：
①设A＝｛0，1｝，如果在A上定义二目谓词P（x，y）为∃k∈A，
x＝ky及二元关系R：aRb当且仅当P（a，b）是真命题，那么R是A上的等价关系吗？为什么？
②∅∅是等价关系吗？为什么？∅A（A≠∅）呢？
③设论域为整数集合I，一目谓词P（x）为x≥3．若定义I上二元关系R为：aRb当且仅当P（a）＝P（b），那么R是I上等价关系吗？若是，则I关于R的等价类是什么？
④设A＝｛1，2，3，4，5，6，7，8｝，S2，S3分别是A上模2、模3等价关系生成的A的划分，则S2＋S3，S2·S3各是A的怎样的划分？
（16）填空：
①3个元素的集合A，其上的不同划分有（　）种，其上不同的等价关系有（　）个。（为计算n元集的不同划分数的问题，［美］学者E. T. Bell给出了称为Bell公式的计算公式。Bell公式是一递推公式：P（0）＝1，P（1）＝1，
②设S1，S2都是非空集合A的划分，则当S1与S2满足（　）时，S1∪S2是A的划分；当S1与S2满足（　）时，S1∩S2是A的划分，当S1与S2满足（　）时，S1－S2是A的划分；
③若｛A1，A2，…，Am｝是A的划分，则｛A1∩B，A2∩B，…，Am∩B｝是集合（　）的划分（其中Ai∩B≠∅，i＝1，2，…，m）；
④产生划分｛｛1，2｝，｛3｝｝的等价关系R的关系图GR是：（　　）。
（17）若R1，R2是A上等价关系，则R1∪R2未必在A上还是等价关系。试举例说明。
（18）设S1，S2，…，Sk是含有n个元素的集合A的划分序列，如果对∀i∈｛1，2，…，k－1｝，都有Si真加细Si＋1，请估计k可能达到的最大值。
（19）判断：若R1与R2是非空集合A上的等价关系，则
①A2－R1在A上也是等价关系（　）；
②R1－R2在A上不是等价关系（　）；

③在A上必定是等价关系（　）；
④r（R1－R2）在A上未必是等价关系（　）。
（20）①相容关系r的关系图如下所示，请求该相容关系的最大相容类和完全覆盖Cr。

②设r1，r2是A上相容关系，证明：r1∪r2和r1∩r2都是A上的相容关系。举例说明r1与r2的合成r1r2未必是A上相容关系。
3.3　映　　射
计算机科学通过研究映射的性质获取描述处理对象的技能。所谓映射，其实是一个集合到另一个集合元素之间对应关系的一种指定规则。
定义3.3.1　设A，B是两个集合，若对A的每个元素a，规定了B的一个确定元素b与之对应，则称此对应为由A到B内的一个映射。
将此映射记为f，于是对任意a∈A，f（a）表示B中与a对应之元素，称为a在f下的映象，a称为f（a）的一个原象。从A到B的映射f，对A中的每一元素a都有映象f（a）（即映射遍历性），而且a的映象f（a）在B中是唯一指定的（即映象唯一性）。
特别A到v上的映射，称为变换。有限集合上的变换称置换。
映射是数学上的一个基本概念，它定义在任意集合上，与函数不同的是映象所在集合中的元素未必都有原象。设f是A到B的映射，从序对＜x，f（x）＞描述f时，当然f⊆A×B，即f是A到B的一个二元关系。与一般二元关系相比，A中的每一元素都在f中作为第一坐标出现且仅出现一次。
设f是A到B内的映射，于是B中的某些元素可能不是A中元素的映象。如果B中每一个元素都一定是A中某元素的映象，就称f是A到B上的映射，亦称满射。满射满足：∀b∈B，∃a∈A，使f（a）＝b。
A到B内的映射f，如果对任意a1∈A，a2∈A且a1≠a2，都有f（a1）≠f（a2），则称f为单射。如果f既是单射也是满射，那么就称f是一一映射或双射。
设f，g都是A到B的映射，如果对任意a∈A都有f（a）＝g（a），则称f和g是从A到B的相等映射。确认两个映射相等，必须确定：对A中的每个元素a，两个映射在a上都有相同的映象，而且它们都定义在相同的从A到B的集合上。
显然，若｜A｜＝m（集合A含有m个元素），｜B｜＝n，令F（通常记为BA）＝｛f｜f是从A到B的映射｝，则｜F｜＝nm。如果F还是所有从A到B的单射的集合，则必须有m≤n，此时（从n个元素每次取出m个元素的排列数）。如果要求F是所有从A到B的满射的集合，则必须有m≥n．此时｜F｜＝n！S（m，n），S（m，n）是第二类Stirling数。如果要求F是所有从A到B的双射的集合，则必须满足m＝n。此时｜F｜＝n！。如果A，B至少有一个不是有限集，那么F（BA）也不是有限集。
在有限集合上，若f是从A到B的单射，且｜A｜＝｜B｜，则当且仅当f还是一个满射。在无限集合上此说不真。
【例3.3.1】　定义N到N的映射f为：∀n∈N，f（n）＝n＋1。显然f是N上单射但不是满射。
设f是A到B的映射，A′⊆A，定义f（A′）＝｛f（x）｜x∈A′｝，称为在f下A子集A′的象。显然f（A′）⊆f（A）⊆B。在对f的这一看法下，实际上又指定了一个由A的幂集P（A）到B的幂集P（B）的一个新的映射，当无特别需要时，往往无须明确指称它。
【例3.3.2】　设f是集合A到B的映射，f（A）是A在f下于B中的映象集合，则，若C⊆A，则f（A）－f（C）⊆f（A－C）。
事实上，当f（A）－f（C）为空集时，结论显然。否则可作如下论证：
∀y∈f（A）－f（C），则y∈f（A）且y∉f（C）。于是∃x∈A，f（x）＝y∈f（A）但y∉f（C）。因而x∉C。故x∈A－C。因此f（x）＝y∈f（A－C）。故f（A）－f（C）⊆f（A－C）。
例如取A为｛1，2，3｝，C为｛2｝，令B＝｛a，b｝且当f作如下图中

定义时，则f（A）－f（C）＝｛a｝⊆｛a，b｝＝f（A－C）。
【例3.3.3】　设A，B，C是任意集合，f是从A，B到C的映射，则f（A∪B）＝f（A）∪f（B）；f（A∩B）⊆f（A）∩f（B）。
仿例3.3.1，证明是容易的。现举例说明如下：
取A＝｛1，2，3｝，B＝｛3，4，5｝，C＝｛a，b，c，d｝且对f作如下图中定义时：则f（A）＝｛a，b，c｝，f（B）＝｛b，c，d｝，A∩B＝｛3｝，A∪B＝｛1，2，3，4，5｝，显然f（A∪B）＝f（A）∪f（B）。而f（A∩B）⊆f（A）∩f（B）但等式不成立。

若f是集合A到集合B上的双射，则对于B中每个元素b，都对应着A中以b为映象的f下的原象。这种对应是集合B到集合A的映射。我们称这个映射为f的逆映射，记为f-1。显然f-1也是双射且对任意a∈A，都有f-1（f（a））＝a，并且对任意b∈B，都有f（f-1（b））＝b。
在计算机的程序设计中，如何使用迭代或递归的方法进行计算、进行数据处理是重要技巧之一，支持这一技巧的数学方法是映射的递归定义。
设f是A到B的映射，如果集合A是可递归定义的，那么A的递归定义常常为f提供简捷有力的递归定义和递归计算方法。
【例3.3.4】　设∑是有限字母表，则由∑*的递归定义：
（1）空串Λ∈∑*；
（2）若字（∑上的有限符号串）x∈∑*，a∈∑，则a与x的连接ax∈∑*；
（3）∑*的全部元素（字）当且仅当由（1），（2）的有限次应用而生成。
进而可递归定义计算∑*中字长的映射L为：
（1）L（Λ）＝0；
（2）若x∈∑*，a∈∑且L（x）＝n，则L（ax）＝1＋L（x）＝n＋1。
显然，L是从∑*到N的满射而且对∀z∈∑*，通过有限次递归便可求得L（z）。
【例3.3.5】　使用后继函数S:N→N，∀n∈N，S（n）＝n＋1，可以将非负整数集合N递归定义为：
（1）0∈N；
（2）若n∈N，则S（n）∈N；
（3）N的确认当且仅当由（1），（2）的有限次使用。
依此，N上的加法运算＋，即可这样生成：
（1）∀m∈N，m＋0＝m；
（2）∀m，n∈N，m＋S（n）＝S（m＋n）。
在这里，加法运算作为映射，利用后继函数被递归定义。
通过扩展自然数集合的递归定义，斐波那契数列：0，1，1，2，3，5，8，13，21，…的一般项公式可定义为：
（1）F（0）＝0，F（1）＝1；
（2）F（n＋2）＝F（n＋1）＋F（n），对∀n∈N。
这一自我调用的递归生成方法，给出了对斐波那契数列的通项计算公式。如果我们将斐波那契数列的项解释为年前无兔，年后一月买进一对雌雄各一的幼兔，在幼兔两个月后以每月对生雌雄各一的状态下繁殖兔群时，各月拥有的兔对总数，那么映射F奠定了该问题的计算机求解方法。
在众多具体问题的讨论中，为了获得既保持原映射的映射规则，又拥有某种新特征的映射，往往需要改变映射的遍历范围。
设f是从集合A到B的映射，非空集合S⊂A，φ是S到B的映射。如果对∀a∈S，都有φ（a）＝f（a），那么就说映射φ是f在S上的一个限制，简记为f｜S；反过来，称映射f是φ在S上的一个扩充。
例如，当f为：

时，f不是双射，但取S＝｛1，3｝后，f｜S＝φ是从S到｛a，b｝的一个一一映射。显然映射被限制或扩充后，其原有性质有何改变或能否继续保持是倍受重视的问题。
定义3.3.2　设f是集合A到集合B内的映射，g是集合B到集合C内的映射，对任意a∈A，规定：
（g·f）（a）＝g（f（a））
则g·f是集合A到集合C内的映射，称之为映射g与映射f的复合映射。
不难证明，映射的复合不满足交换律但满足结合律。此外，在映射复合下的单、满射，满足：
（1）若f，g是满射，则g·f也是满射；
（2）若f，g是单射，则g·f也是单射；
（3）若f，g是双射，则g·f也是双射。
而且，还满足：
（1）若g·f是满射，则g是满射；
（2）若g·f是单射，则f是单射；
（3）若g·f是双射，则g是满射，f是单射。
现以（1），（2）为例论证如下：
（1）的真实性，通过∀c∈C，由g·f是满射，∃a∈A，使有c＝（g·f）（a）＝g（f（a）），但式中f（a）∈B，从而∃f（a）＝b∈B满足g（b）＝c可证；需要指出的是，由g·f的满射性，是无以确定f的满射性的。这从右上映射及其复合的图示可以看出。

（2）中f是单射，由∀a1，a2∈A，若a1≠a2，则f（a1）≠f（a2）的定义可证。事实上从g·f是单射可知：对A中a1≠a2，有g·f（a1）≠g·f（a2），即g（f（a1））≠g（f（a2）），但g是从集合B到集合C的映射，故必有f（a1）≠f（a2）．由g·f是单射推不出g是单射的例从右下图可见。

设f是集合A到集合A的（A上的）映射，则f与自己的任意次复合fn（n≥0）可递归定义为：
（1）f0（a）＝a，∀a∈A；
（2）fn（a）＝f·fn－1（a）＝f（fn－1（a）），∀n∈N及a∈A。
并且利用上述事实，我们容易证明，对n≥2恒有：f是单（满，双）射当且仅当fn是单（满，双）射。
设f是A到B的映射，如果对任意a∈A，都有f（a）＝b0（b0是B中固定元素），则称f为常值映射。
如果f是集合A上的变换，并且满足对任意a∈A，都有f（a）＝a，则称f为集合A上的恒等映射，记为IA。
显然，若f:A→B，则f·IA＝IB·f。若f还是从集合A到集合B的双射，则f-1·f＝IA，f·f-1＝IB。
如果f是从A到B的双射，g是从B到C的双射，那么有：
（1）（f-1）-1＝f；
（2）（g·f）-1＝f-1·g-1。
设f是从A到B的映射，集合B′⊆B，简记f-1（B′）＝｛x｜f（x）∈B′｝，并称之为f下B′的原象。显然f-1是从P（B）到P（A）的一个映射。如果f:A→B，而且A′⊆A，B′⊆B，那么下述命题为真：
（1）f-1（f（A′））⊇A′（象的原象不变小）；
（2）f（f-1（B′））⊆B′（原象的象不变大）；
（3）如果f是单射，则f-1（f（A′））＝A′；
（4）如果f是满射，则f（f-1（B′））＝B′。
此命题之1，3是说：对于一般映射，能与A′有相同映象的A子集不比A′小，但如果f还是单射，那么这种子集就不会比A′大；此命题之2，4就原象而言：在一般映射f下，B′原象的f象不比B′大，但如果f还是满射，那么这种象作为B的子集就不会比B′小。
设f:A→B，g:B→A且g·f＝IA和f·g＝IB，则g＝f-1，f＝g-1。事实上，f-1＝f-1·IB＝f-1·（f·g）＝（f-1·f）·g＝IA·g＝g　　　　　　而g-1＝g-1·IA＝g-1·（g·f）＝（g-1·g）·f＝IB·f＝f。
设集合A＝｛a1，a2，…，an｝，定义PA＝｛f｜f是A上的双射｝。A上全部一一映射的集合PA⊆AA，其元素f称为A的置换。这一称谓，基于对f的表示：
式中bi＝f（ai），i＝1，2，…，n。
PA的元素，即A的置换f由明确展示。A的元素的f象b1，b2，…，bn是A的元素a1，a2，…，an的一个重排。而且不同的置换f对应着不同的重排，每一个重排都确定一个置换。A的元素的全排列数为n！，PA的元素个数｜PA｜＝n！。
定义3.3.3　＜轮换＞
设f是含有n个元素的集合A的置换，如果可以取到A的元素（1≤r≤n），使且f不变A的其余（如果还有的话）元素，则称f为一个轮换，记为
轮换与是同一轮换，这与r个元素的同一个环排列有r个不同写法一样。若｜A｜＝3，则A的6个置换都是轮换，它们被分别记为（a1），（a1a2），（a2a3），（a1a3），（a1a2a3）和（a1a3a2）。当｜A｜为4，置换不是轮换。一般的讲，｜A｜≤3时，A的置换都是轮换；｜A｜＞3时，A的置换未必就是轮换。
置换是有限集合上的一一映射，两个置换的复合当然是映射的复合，可是在对象（a1a3）（a1a2）做轮换复合时，就要留心：我们约定，先做右边的映射之后再做左边的映射轮换的复合常称之为乘积。
定义3.3.4　＜不相交轮换＞
设和是集合A＝｛a1，a2，…，an｝上的两个轮换。称f1与f2是不相交的两个轮换，如果
不相交轮换对于轮换乘法满足交换律。这是因为不相交的轮换f1，f2对A中元素的映象各自改变在对方的映射不变的元素之上。即若A中元素x在f1中，则f1·f2（x）＝f1（x）＝f2·f1（x）；若A中元素x在f2中，则f1·f2（x）＝f2（x）＝f2·f1（x）；若A中元素既不在f1中又不在f2中，则f1·f2（x）＝x＝f2·f1（x）。
定理3.3.1　设f是集合A＝｛a1，a2，…，an｝上的置换，则有且仅有一法将f写成A的不相交轮换的乘积。
证明：（1）f可写成A的不相交轮换的乘积：
若则（a1′）是A轮换；不然，则可设由于A有限必且不再是之外的新元素，因而是这些元素其中之一。但f是一一映射，已分别是的f象，所以只能f（ar′）＝a1′。于是有轮换
若A中还有其他元素未在之内，则重复以上过程，并再得轮换而且中，因已轮换成象，不会有中的元素出现。可见与不相交。
如此类推，直至最后一个不相交轮换（c1′c2′…ct′）被取到并且得；

（2）f的不相交轮换乘积的写法唯一：
设还有：

以下证明式（*）和（**）相同。
考虑A中任意元素a，a必出现在（*）中的某个轮换，譬如也必出现在（**）中的某个轮换，譬如由于轮换与哪一个元素排头无关，故可认为于是有


可见相同。
A中的每一元素a，既出现在（*）中又出现在（**）中，使得（*）中的轮换必在（**）中，（**）中的轮换必在（*）中。由于不相交轮换乘积具有交换律，所以（*）与（**）完全相同。
【例3.3.6】　设A＝｛1，2，3，4｝，则A上的置换有｜A｜！＝24个，它们都是A的元素1，2，3，4的全排列。将这些置换写成不相交轮换的乘积，它们分别是（1）（2）（3）（4），（1）（2）（34），（1）（23）（4），（1）（234），（1）（243），（1）（3）（24），（12）（3）（4），（12）（34），（123）（4），（1234），（1243），（124）（3），（132）（4），（1342），（13）（24），（134）（2），（13）（2）（4），（1324），（1432），（142）（3），（143）（2），（14）（2）（3），（1423），（14）（23）。为了书写简便，除了将4个单元素轮换的乘积（1）（2）（3）（4）简记为（1）之外，出现在其他轮换乘积中的单元素轮换（它们是（1），（2），（3）或（4））都可以省略不写。通过明确给定集合A，作此约定后定理的事实不会曲解。
定义3.3.5　＜对换＞
设（a1，a2，…，ar）是集合A上的轮换，则称r为该轮换的长度；特别，长度为2的轮换称对换。
【例3.3.7】　集合A（｜A｜≥2）的任一轮换都可以写成对换的乘积。
解：设（a1，a2，…，ar）是A的任一轮换。
若r＝1，则据｜A｜≥2，可取得a2∈A，（a1）＝（a1a2）（a2a1）；
若r≥2，则（a1a2…ar）＝（a1a2）（a1ar－1）…（a1a3）（a1a2）。它们被写成r－1个对换的乘积，而且在乘积中，填入A的诸如（ai－1ai）（ai－1ai）的对换的成对因子，表式仍然成立。
定理3.3.2　任意置换都有方法将其写成一些对换的乘积。
这是例3.3.7及定理3.3.1的直接推论。值得注意的是，定理3.3.2中已无不相交之说。因而写成对换乘积的方法不再唯一。
置换被写成对换的乘积之后，写法不唯一。但是正像例3.3.7中所指出的那样，不改变表式成立时被填入的对换数是成对的，换句话说，一个轮换的对换乘积表式中的对换个数的奇偶性是唯一确定的。对此不再展开讨论，有兴趣的读者可参阅有关书籍。
练习3-3
（1）考虑下列图形是否表示一个映射：

（2）对下列映射，指出它们的映象、子集S的原象、是单射还是满射，如果是双射并给出它的逆映射。
①f：R→R+，∀x∈R，f（x）＝10x；S＝｛0.1，1，10｝；
②f：N→N，∀n∈N，f（n）＝2n；S＝｛1，3，5，…，2n＋1，…｝；
③f：Rn→R，∀x1，x2，…，xn∈R，
④f：｛a，b｝*→｛a，b｝*，∀x∈｛a，b｝*，f（x）＝ax；S＝｛Λ，a，ab，bab｝。
（3）回答下列问题：
①设f1，f2，f3，f4都是实数集合R上的映射且∀x∈R，f1（x）＝x＋3，f2（x）＝2x＋1，f3（x）＝x／2，f4（x）＝x－2．对它们做两两复合以后，相等的复合映射是哪几个？
②设A＝｛a，b，c｝，AA＝｛f｜f是A上的映射｝。AA中具有幂等性（即∀x∈A，都有f2（x）＝f（x））的映射是哪些？
③在什么条件下，从∑*到N的长度映射是双射。如果设∑＝｛a，b｝，请构造一个从∑*到N的1-1映上映射。
④设从N2到N的映射f有如下递归定义：
（a）∀n∈N，f（0，n）＝1；
（b）∀m，n∈N，f（m＋1，n）＝f（m，n）·n。
问映射f的代数表示式是什么？
（4）定义映射f：N→N且
①f（n）＝n－10，若n＞100；
②f（n）＝f（f（n＋11）），若n≤100。
设N的子集A＝｛n｜0≤n≤101｝，求A的f象f（A），并给出求解论证。
（5）设f，g是非空集合A上的映射，若f·g＝g·f＝IA，则f，g都是A上的双射而且g＝f-1，请证明。
（6）设f是从集合A到集合B的映射且B1，B2⊆B．证明：f-1（B1∩B2）＝f-1（B1）∩f-1（B2）．
（7）证明：若f是非空集合A到B的满射，则存在A′⊆A使有f｜A′：A′→B是双射。
（8）设f是集合A到B的映射，且A′⊆A，B′⊆B．试确定下述等式成立的条件：
①f-1（B－B′）＝A－f-1（B′）；
②f（A′∩f-1（B′））＝f（A′）∩B′。
（9）设f是集合A到B的映射，且对任意A′⊆A，定义F（A′）＝f（A′）＝｛f（x）｜x∈A′｝。证明F是A的幂集ρ（A）到B的幂集ρ（B）的映射。
（10）设A，B，C是非空集合，f是从集合A∪B到集合C的映射。证明：
①f（A∪B）＝f（A）∪f（B）；
②f（A∩B）⊆f（A）∩f（B）。
（11）计算（123）（234）（14）（23）＝？
（12）在对定理3.8.1的证明中，为什么从就能“可见r′＝r”？
（13）设A＝｛1，2，3，…，n｝，证明A的任意置换都可以表示为对换（12），（13），…，（1n）的乘积。
（14）设A＝｛1，2，3，4，5，6｝，A上置换f＝（1243），g＝（134）（25）。求：
①f-1；
②f·g·f-1；
③联系（2）的计算结果你能得出由f，g求f·g·f-1的一个一般方法吗？
3.4　模糊子集及隶属函数
自然语言中众多词汇的语义优美但多不逻辑“清晰”，许多概念的内涵是不精确的，其外延用传统集合论的集合并不能描述。例如“老年人”，“秃头人”，“高个子人”，“肥胖人”，“漂亮的人”等等就无法写成“活着的人”这一全集的子集。我们说诸如此类的概念是模糊的，因为对于每一个活着的人，只能说他在多大程度上是这些人，却难以说他或者是或者不是这些人。但是，模糊概念也有自己确定的特征。
首先，模糊概念总是相对于一类确切的个体而言的（上述模糊概念相对于“活着的人”），这类确切个体的集合即个体域，称之为模糊概念的基底集。基底集是传统集合可定义的。
其次，尽管一个模糊概念不能通过“属于”或“不属于”（是或不是）的传统集合方法确定其外延，但对基底集中的每一个元素（个体，成员）有多大程度具有此概念所刻画的性质，凭直观或经验总是可以令人满意地判断的。这是一种对这类模糊概念内涵的一致性所给出的测度，即对基底集中各元素对于这类概念外延的隶属度的判认。
定义3.4.1　＜模糊子集＞
称A是集合U的一个模糊子集，如果
A＝｛＜x，dx＞｜x∈U，dx∈［0，1］且∀y（y∈Ux＝y→dx＝dy）｝。
dx称为x对于模糊子集A的隶属度（一致性测度），U称为模糊子集A的基底集。
其实，模糊子集A是基底集U到闭区间［0，1］的一个映射：
A:U→［0，1］，∀x∈U，A（x）＝dx。
所以仍称为“子集”，只是为了保留子集概念的直觉意义。这一映射常记为：
μA（x），∀x∈U，μA（x）＝dx。
并称之为模糊子集A对于基底集U的隶属函数。
【例3.4.1】　具体的两个模糊子集。
（1）设U＝｛0，1，2，3，4，5，6，7，8，9｝，自然语言中“几个”的模糊概念可表示为模糊子集A＝｛＜0，0＞，＜1，0.2＞，＜2，0.4＞，＜3，0.5＞，＜4，0.8＞，＜5，1＞，＜6，1＞，＜7，0.8＞，＜8，0.5＞，＜9，0.4＞｝，它是人类对数——“几个”的直观感觉或生活经验的反映和描述。
模糊子集常采用简明的表示（当基底集元素有限时）方式，如：
“几个”＝0.2／1＋0.4／2＋0.5／3＋0.8／4＋1／5＋1／6＋0.8／7＋0.5／8＋0.4／9。
式中“＋”与“／”只是一种形式记号，用以取代＜x，dx＞，而＜0，0＞不被表出。这种省略隶属度为0的序对后的A子集（即｛＜x，dx＞｜＜x，dx＞∈A且dx≠0｝）称为模糊子集A的支集。
（2）“老年人”在“活着的人”概念上的外延，作为模糊子集A（即old），其隶属函数一般被定义为：

该隶属函数的图像是：
从中看到，年龄不超过50岁的人，被认为不是老年人；年龄为55岁的人，被认为0.5（50％）的老年人；…。这与现代社会对老龄的看法相吻合。
以映射定义集合的方法，也适用传统集合论集合的定义。
设论域为U，对任一集合A⊆U，称映射：

为集合A的特征函数。特征函数指出，凡是集合A的元素，都以1（100％）的程度隶属于A；凡非集合A的元素，都以0的程度与A毫无相干。
对于同一基底集上的模糊子集，通过隶属函数可以定义“包含”，“相等”关系以及交，并，差，补运算。
定义3.4.2　＜模糊子集间的包含和相等＞
设A，B是基底集U的任意模糊子集，称A包含于B（B包含A），记为A≤B，如果对∀x∈U，都有μA（x）≤μB（x）；称A等于B，为A＝B，如果对∀x∈U，都有μA（x）＝μB（x）。
【例3.4.2】　设U＝｛a，b，c｝，模糊子集A＝0.3／a＋0.5／b＋0.2／c，B＝0.4／b＋0.1／c，C＝0.3／a＋0.2／c＋0.5／b，则B≤A，B≤C且A＝C。
从图像上看，同一基底集的模糊子集A≤B当且仅当图形μA（x）不在μB（x）之上。
通过讨论隶属函数，不难证明：同一基底集的模糊子集A＝B当且仅当A≤B且B≤A。
定义3.4.3　＜模糊子集的交，并，差及补集＞
设A，B是基底集U的模糊子集，μA（x），μB（x）分别是A，B对于U的隶属函数，则U的模糊子集A∩B，A∪B，A－B及被定义为：
A∩B＝｛＜x，min｛μA（x），μB（x）｝＞｜x∈U｝，称为模糊子集A与B的交集；
A∪B＝｛＜x，max｛μA（x），μB（x）｝＞｜x∈U｝，称为模糊子集A与B的并集；
A－B＝｛＜x，min｛μA（x），1－μB（x）｝＞｜x∈U｝，称为模糊子集A与B的差集；
称为模糊子集A的补集。
仍以例3.4.2为例，则A∩B＝0.4／b＋0.1／c，　A∪B＝0.3／a＋0.5／b＋0.2／c，A－B＝0.3／a＋0.5／b＋0.2／c，
传统集合论中有关交，并，差和补的许多性质，对同一基底集上的模糊子集仍然成立。
定理3.4.1　设A，B，C是基底集U上的模糊子集，则
（1）A∩A＝A，A∪A＝A；
（2）A∩B＝B∩A，A∪B＝B∪A；
（3）A∩（B∪C）＝（A∩B）∪（A∩C），
A∪（B∩C）＝（A∪B）∩（A∪C）；
（4）
（5）A－（B∩C）＝（A－B）∪（A－C），A－（B∪C）＝（A－B）∩（A－C）；
（6）A∩B≤A，B≤A∪B；
（7）A≤B当且仅当A∩B＝A（当且仅当A∪B＝B）；
（8）
（9）
（10）
模糊子集的交，并，差，补运算以及相等和包含关系是由它们的隶属函数所定义的，因此对定理中每一事实的证明，都可通过相应隶属函数的讨论予以完成。现以（3）和（4）的第一式及（8），（9）为例示证如下：
先证A∩（B∪C）＝（A∩B）∪（A∩C），即要证：∀x∈U，都有μA∩（B∪C）（x）＝μ（A∩B）∪（A∩C）（x）。模糊子集A，B，C的隶属函数μA，μB和μC之间的大小关系有六种，将之归纳为四种情况做分别讨论。
（1）μB（x）≤μA（x）且μC（x）≤μA（x）。
此时，
（2）μA（x）≤μB（x）且μA（x）≤μC（x）。
此种情况下，
（3）μB（x）≤μA（x）≤μC（x）。
这时，
（4）μC（x）≤μA（x）≤μB（x）时只是对（3）中证明的重写。
综上所述，对U中每一x，无论模糊子集A，B，C有怎样的隶属度，都有隶属函数μA∩（B∪C）（x）＝μ（A∩B）∪（A∩C）（x）。故模糊子集A∩（B∪C）＝（A∩B）∪（A∩C）。
再证
事实上，从∀x∈U，
＝max｛μA（x），μB（x）｝＝
即知真。
证（8）：
当视U为基底集U自己的模糊子集时，有∀x∈U，μU（x）＝1（即特征函数）。于是μĀ（x）＝1－μA（x）＝min｛1，1－μA（x）｝＝min｛μU（x），1－μA（x）｝＝μU－A（x）。即
最后证（9）：
这由＝1－μĀ（x）＝1－（1－μA（x））＝μA（x）即可确立。
建立在模糊子集上的讨论，很被重视的有模糊关系，语言变量，模糊逻辑，模糊推理等等。对这些有趣内容的论述已超出本课程的教学要求。
练习3-4
（1）设基底集为自然数集合N，N的模糊子集A为“小的数”，定义A的隶属函数μA（x）：N→［0，1］，∀x∈N，μA（x）＝［1＋（0.1x）2］-1。求数0，2，10，1000的隶属度。
（2）设A，B是基底集U的模糊子集，证明：A＝B当且仅当A≤B且B≤A。
（3）设A，B，C是同一基底集的模糊子集，证明：A－（B∩C）＝（A－B）∪（A－C）。
（4）设A，B是基底集U的模糊子集，证明：A∩B＝A当且仅当A∪B＝B。
3.5　粗　糙　集
在经典集合论中，元素对集合的关系是要不属于（取真值1），要不不属于（取假值0），二者必有其一。但在现实生活中有许多含糊现象并不能简单地用真、假值来表示，如何表示和处理这些现象就成为一个研究领域。1965年，A. Zadeh提出了模糊集，不少理论计算机科学家和逻辑学家试图通过这一理论解决含糊概念，但遗憾的是模糊集是不可计算的，即无法计算出它的具体的含糊元素数目。1982年，波兰数学家Z. Pawlak提出了粗糙集（rough set，简称为RS）。在粗糙集中，Z. Pawlak通过上近似集和下近似集的差集描述含糊元素数目，使得间于真假二值之间的含糊度可以计算。粗糙集理论主要特点在于它恰好反映了人们用粗糙集方法处理不分明问题的常规性，即以不完全信息或知识去处理一些不分明现象的能力，或依据观察、度量到的某些不精确的结果而进行分类数据的能力。20世纪80年代以来经过许多计算机科学家和数学家的不懈努力，RS已经从理论上日臻完善，特别是由于20世纪80年代末和90年代初在知识发现等领域得到了成功的应用而越来越受到国际上的广泛关注。相对于其他处理不确定性和模糊性的理论工具而言，RS理论有着许多不可替代的优越性。经过近几年的研究和发展，它已经在信息系统分析、人工智能及应用、决策支持系统、知识与数据发现、模式识别与分类、故障检测等多方面取得了较为成功的应用。
粗糙集理论的主要优势之一是它不需要任何预备的或有关数据信息，比如统计学中的概率分布，或者模糊集理论中的隶属度或概率值。当然与其他数学理论一样，粗糙集理论也不是万能的。对建模而言，尽管粗糙集理论对知识不完全的处理是有效的，但是，由于这个理论未包含处理不精确或不确定原始数据的机制，因此，单纯地使用这个理论不一定能有效地描述不精确或不确定的实际问题，这意味着，需要其他方法来补充。一般地说，由于模糊集理论具有处理不精确和不确定数据的方法（尽管在描述上不一定方便），因此，将它与粗糙集理论构成互补是自然的考虑。
为了对粗糙集理论有一基本的了解也为了给进一步学习打下一个良好的基础，本节讨论粗糙集理论的一些基本事实，目的在于展示粗糙集的思想本质以及与其他处理不确定性和模糊性数学工具的不同之处。
首先介绍粗糙集的基本概念。
1．知识的分类观点
粗糙集理论认为知识就是人类和其他物种所固有的分类能力。例如，在现实世界中关于环境的知识主要表现在生物根据其生存观来对各种各样的情形进行分类区别的能力。每种生物根据其感觉信号可形成复杂的分类模式。显然分类是推理、学习与决策的关键。因此，粗糙集理论认为知识是一种对对象进行分类的能力。这里的“对象”是指我们所能言及的任何事物，比如实物、状态、抽象概念、过程等。即知识必须与具体或抽象世界的特定部分相关的各种分类模式联系在一起，这种“特定部分”即讨论问题的论域。值得注意的是我们对论域及知识的特性并没有任何特别假设。事实上，知识构成了某一感兴趣领域中各种分类模式的一个集族，这个集族提供了关于现实的显事实，以及能够从这些显事实推导出隐事实的推理依据。
【例3.5.1】　设U＝｛x1，x2，…，x8｝是由颜色分别为红、黄和蓝，形状分别为方、圆和三角，体积分别为大和小的八个积木块构成的集合，称为论域。“颜色”、“形状”和“大小”是分辨论域对象的知识。记“颜色”、“形状”和“大小”分别R1，R2和R3，显然R1，R2和R3都是U上的等价关系。它们形成U的如下分类（即划分）：

2．知识库与近似空间
定义3.5.1　设论域U≠∅，若X⊆U，则称X为U中的一个概念或范畴（规定U的空子集∅也是一个概念）；称U中的概念的任何概念族为关于U的知识。
在例3.5.1中，U的子集｛x2，x4｝构成U＝｛x1，x2，…，x8｝中按颜色分类的“蓝色”的知识，子集｛x2，x6｝构成U中按形状分类的“方的”的知识，子集｛x1，x3，x4，x5，x6｝构成U中按大小分类的“小的”的知识。U的三个划分U／R1、U／R2和U／R3各自为U的一个分类族。U上的分类族定义U上的知识库，一个知识库构成了一个特定论域U的分类。
定义3.5.2　设论域U≠∅，若Ci＝｛Xi1，Xi2，…，Xin′｝，i＝1，2，…，m是U上的一族划分，则称它们为U的一个知识库。特别，当记R为由U的划分C决定的等价关系时，称（U，R）为近似空间。
从上述定义容易看出，概念就是集合，知识库就是分类方法的集合。鉴于划分与等价关系相互唯一确定，设Ri与Ci对应，记R＝｛R1，R2，…，Rm｝，将知识库记为K＝（U，R）。
定义3.5.3　设P＝｛P1，P2，…，Pk｝，P⊆R，且Pi≠∅（i＝1，2，…，k），P中k个等价关系的交集称为P上的一种不分明关系或不可区分关系，记作IND（P），即显然IND（P）也是等价关系且是唯一的。
在例3.5.1中，知识库K＝（U，R）＝（U，｛R1，R2，R3｝）。称3个划分U／R1＝｛｛x1，x3，x7｝（红色块），｛x2，x4｝（蓝色块），｛x5，x6，x8｝（黄色块）｝，U／R2＝｛｛x1，x5｝（圆块），｛x2，x6｝（方块），｛x3，x4，x7，x8｝（三角块）｝，U／R3＝｛｛x2，x7，x8｝（大块），｛x1，x3，x4，x5，x6｝（小块）｝的等价类是由K中的初等概念（范畴）构成的，初等概念的交集构成K的基本概念（范畴）。如从基于｛R1，R3｝的初等范畴得到下列基本范畴：
｛x1，x3，x7｝∩｛x2，x7，x8｝＝｛x7｝，｛x1，x3，x7｝∩｛x1，x3，x4，x5，x6｝＝｛x1，x3｝，
｛x2，x4｝∩｛x2，x7，x8｝＝｛x2｝，｛x2，x4｝∩｛x1，x3，x4，x5，x6｝＝｛x4｝，
｛x5，x6，x8｝∩｛x2，x7，x8｝＝｛x8｝，｛x5，x6，x8｝∩｛x1，x3，x4，x5，x6｝＝｛x5，x6｝。
它们分别表示“红色大块”，“红色小块”，“蓝色大块”，“蓝色小块”，“黄色大块”和“黄色小块”。
在RS中一般用大写字母P，Q，R等表示等价关系，用大写黑体字母P，Q，R等表示等价关系的集族；［X］R或R（x）表示关系R中包含元素x∈U的概念或等价类。为了简便起见，有时用P代替IND（P）。
3．新型的隶属关系
粗糙集理论与传统的集合理论有着相似之处，但是它们的出发点完全不同。传统集合论认为，一个集合完全由其元素决定，一个元素要么属于这个集合，要么不属于这个集合，即它的隶属函数μX（x）∈｛0，1｝。模糊集合对此做了拓广，它给成员赋予一个隶属度，即μX（x）∈［0，1］，使得模糊集合能够处理一定的模糊和不确定数据，但是其模糊隶属度的确定往往具有人为因素，这给其应用带来了一定的不便。而且，传统集合论和模糊集合论都是把隶属关系作为原始概念来处理，集合的并和交就建立在对其元素的隶属度和操作上，因而其隶属度必须事先给定（传统集合默认隶属度为1或0）。在粗糙集中，隶属关系不再是一个原始概念，因此无需人为给元素指定一个隶属度，从而避免了主观因素的影响。而且认为不确定与隶属关系有关，而模糊性则表现在集合本身。为描述不确定性，定义隶属关系如下。
定义3.5.4　设X⊆U且x∈U，集合X的粗糙隶属函数定义为：

式中R是不可区分关系，card表示集合的基数。
根据上述定义，可以得到以下性质：
（1）当且仅当［x］R⊆X；
（2）当且仅当［x］R∩X≠∅；
（3）当且仅当［x］R∩X≠∅。
显然有可以看到，这里的隶属关系是根据已有的分类知识客观计算出来的，可以被解释为一种条件概率，能够从论域上的个体加以计算，而不是主观给定的。
4．概念的边界观点
知识的粒度性是造成使用已有知识不能精确地表示某些概念的原因。这就产生了所谓的关于不精确的“边界”思想。著名哲学家Frege认为“概念必须有明确的边界。没有明确边界的概念，将对应于一个在周围没有明确界线的区域”。粗糙集理论中的模糊性就是一族基于边界的概念，即一个不精确的概念具有模糊的不可被明确划分的边界。为刻画模糊性，每个不精确概念由一对称为上近似与下近似的精确概念来表示，它们可用隶属函数定义如下。
定义3.5.5　设集合X⊆U，我们称为X的下近似，为X的上近似，BNR（X）＝R*（X）－R*（X）为X的边界或边界区域。
定义3.5.6　当BNR（X）＝∅时，即R*（X）＝R*（X）时，称X是R的精确集。当BNR（X）≠∅时，即R*（X）≠R*（X）时，称X是R粗糙集。
下近似包含了所有使用知识R可确切分类到X的元素，上近似则包含了所有那些可能是属于X的元素。上近似与下近似的差就是此概念的边界区域，它由不能肯定分类到这个概念或其补集中的所有元素组成。在粗糙集中也采用下面的说法，POSR（X）＝R*（X）称为X集合的R-正区域，NEGR（X）＝U－R*（X）称为集合X的R-反区域。
可以看到，模糊性和不确定性在此有了联系，即模糊性是由不确定性来定义的。一般地，在给定的近似空间中，并非所有的对象子集都可用给定的知识来表示成概念，这样的子集就认为是粗糙概念（即不精确的或近似的概念）。但是，粗糙概念可以通过两个精确概念（上近似和下近似）来粗糙地定义，这就使我们可以精确地讲述不精确的概念。另外，用隶属函数、上近似和下近似还可以定义粗糙集的包含关系与相等关系等。
本节着重叙述粗糙集理论的两个最基本问题：知识约简与知识的依赖性。知识约简是研究近似空间中每个等价关系是否都是必要的，以及如何删去不必要的知识。知识约简在信息系统分析与数据挖掘等领域都有重要的应用。知识之间的依赖性决定知识是否可以进行约简，根据依赖性所定义的知识的重要性往往是知识约简的重要启发式信息。
5．一般约简
在粗糙集理论应用中，约简与核是两个最重要的基本概念。直观地，所谓知识的约简是指知识的本质部分，它足以定义所考虑的知识中遇到的所有基本概念，而核是其最重要的部分。
定义3.5.7　设R是等价关系的一个集族，且设R′∈R。若IND（R）＝IND（R-｛R′｝），则称关系R′在族集R之中是可省的，否则就是不可省的。若集族R中的每个关系R′都是不可省的，则称集族R是独立的，否则就是依赖的或非独立的。
定义3.5.8　若Q⊆P是独立的，并且IND（Q）＝IND（P），则称Q是关系集族P的一个约简。在集族中所有不可省的关系的集合称为P的核，记为CORE（P）。
显然，集族P有多个约简（约简的不唯一性）。
下面的定理是建立核与约简之间联系的重要性质。
定理3.5.1　集族P的核等于P的所有约简的交集。即
CORE（P）＝∩RED（P）
其中RED（P）是P的所有约简的集族。
从上面的定理可看出，核的概念具有两方面的意义。首先，可作为计算所有约简的基础，因为核包含于每一个约简之中，并且其计算是直接的。其次，核可以解释为知识最重要部分的集合，进行知识约简时不能够删除它。
【例3.5.2】　假设如例3.5.1，即U＝｛x1，x2，…，x8｝，　R＝｛R1，R2，R3｝，等价关系R1，R2和R3的等价类集合（划分）为：U／R1＝｛｛x1，x4，x5｝，｛x2，x8｝，｛x3｝，｛x6，x7｝｝，

等价关系IND（R）的等价类集合（划分）是：
U／IND（R）＝｛｛x1，x5｝，｛x2，x8｝，｛x3｝，｛x4｝，｛x6｝，｛x7｝｝。
R中关系R1是必要的，因为

而由
知，关系R2是R中不必要的。
同样，对于关系R3，从
U／IND（R-｛R3｝）＝｛｛x1，x5｝，｛x2，x8｝，｛x3｝，｛x4｝，｛x6｝，｛x7｝｝
＝U／IND（R）
知关系R3是R中不必要的。
这表明通过等价关系R1，R2，R3的集合定义的分类与根据R1和R2或R1和R3定义的分类相同，即表明该系统的知识可以通过U／IND（R1，R2）或U／IND（R1，R3）表达。
因为U／IND（R1，R2）≠U／IND（R1），且U／IND（R1，R2）≠U／IND（R2），因此｛R1，R2｝为独立的，且｛R1，R2｝为R的一个约简，同理｛｛R1，R3｝为是R的一个约简
R有两个约简，即｛R1，R2｝和｛R1，R3｝及一个核core（R）＝｛R1，R2｝∩｛R1，R3｝＝｛R1｝。
一般产生约简的方法是逐个向核中添加可省的关系，并进行检查。注意，可省的关系集合的幂集的基数是多少，就有多少种添加的方式。最好的情况是所有不可省的关系集合本身就是约简，此时的约简是唯一的。所以，计算所有约简与计算一个最佳约简（比如定义为关系最少）都是NP-Hard问题。
6．相对约简
本节推广约简与核的概念。为此，首先需要定义一个分类关于另一个分类的正区域的概念。
定义3.5.9　设P和Q是论域上的等价关系的族集，则定义集族Q的P-正区域POSP（Q）为：
集族Q的P正区域是论域U的所有那些使用分类U／P所表达的知识，能正确地分类于U／Q的等价类之中的对象的集合。一个集合X的相对于一个等价关系P的正区域就是这个集合的下近似P*（X）；而一个等价关系Q相对于另一个等价关系P的正区域的概念是解决分类Q的等价类（一般视为决策类）之中的那些对象可由分类P的等价类（一般视为条件类）来分类的问题。
定义3.5.10　设P和Q是论域上U的等价关系的集族，R∈P，若
POSIND（P）（IND（Q））＝POSIND（P－Q）（IND（Q）），
则称关系R在集族P中是Q-可省的，否则称为Q-不可省的；如果在集族P中的每个关系R都是Q-不可省的，则称P关于Q是独立的，否则就称为是依赖的。
定义3.5.11　S⊆P称为P的Q-约简，当且仅当S是P的Q-独立的子族集，且POSS（Q）＝POSP（Q）；集族P中的所有Q-不可省的初等关系的集合，称为集族P的Q-核，记作：COREQ（P）．
容易看出，当P＝Q时，上述定义就是一般约简所引入的定义。
下面的定理是定理3.5.1的拓广。
定理3.5.2　集族P的Q-核等于集族P的所有Q-约简的交集。即
COREQ（P）＝∩REDQ（P）
式中REDQ（P）是集族P的所有Q-约简的集族。
【例3.5.3】　设K＝（U，R）是一个知识库，其中U＝｛x1，x2，…，x8｝，R＝｛R1，R2，R3｝，等价关系R1，R2和R3的等价类亦如例3.5.1：

由P导出的分类为：
U／IND（P）＝｛｛x1，x5｝，｛x3，x4｝，｛x2，x8｝，｛x6｝，｛x7｝｝。
进一步假设等价关系Q有下列等价类：
U／Q＝｛｛x1，x5，x6｝，｛x3，x4｝，｛x2，x7｝，｛x8｝｝。
Q的P正域为
POSP（Q）＝｛x1，x5｝∪｛x3，x4｝∪｛x6｝∪｛x7｝＝｛x1，x3，x4，x5，x6，x7｝。
从P中去掉R1得到
U／（P-｛R1｝）＝U／｛R2，R3｝＝｛｛x1，x5｝｛x3，x4｝，｛x2，x7，x8｝，｛x6｝｝。
因为
POS（P-｛R1｝（Q）＝｛X1，X5｝∪｛X3，X4｝∪｛X6｝＝｛X1，X3X4，X5X6｝≠POSP（Q），
故R1是P中Q必要的。
依次计算可知R2，R3为P中Q不必要的。从而P的Q核为｛R1，R3｝，它是P的Q约简。
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（1）设K＝（U，R）是一个知识库，X，Y⊆U，R为R某非空子集上的一个不可区分关系。
①当X的下近似Y的下近似相等时，称集合X与Y为R下等价；
②当X的上近似Y的上近似相等时，称集合X与Y为R上等价；
③当X与Y既是R下等价也是R上等价时，称X与Y为R粗等价。
已知U＝｛x1，x2，x3，x4，x5，x6，x7，x8｝，U／R＝｛E1，E2，E3，E4｝，式中E1＝｛x2，x3｝，E2＝｛x1，x4，x5｝，E3＝｛x6｝，E4＝｛x7，x8｝．给定
①X＝｛x1，x2，x3｝，Y＝｛x2，x3，x7｝；
②X＝｛x1，x2，x7｝，Y＝｛x2，x3，x4，x7｝；
③X＝｛x1，x2，x6｝，Y＝｛x3，x4，x6｝。
试分别确定它们的下等价、上等价和粗等价性。
（2）设K＝（U，R）是一个知识库，X，Y⊆U，R为R某非空子集上的一个不可区分关系。
①当R-X）⊆R-Y）时，称集合X为R下包含于Y；
②当R-X）⊆R-Y）时，称集合X为R上包含于Y；
③当既有R-X）⊆R-Y）也有R-X）⊆R-Y）时，称集合X为R粗包含于Y。
已知U＝｛x1，x2，x3，x4，x5，x6，x7，x8｝，U／R＝｛E1，E2，E3，E4｝，式中E1＝｛x2，x3｝，E2＝｛x1，x4，x5｝，E3＝｛x6｝，E4＝｛x7，x8｝。给定
①X＝｛x2，x4，x6，x7｝，Y＝｛x2，x3，x4，x6｝；
②X＝｛x2，x3，x7｝，Y＝｛x1，x2，x7｝；
③X＝｛x2，x3｝，Y＝｛x1，x2，x3，x7｝。
试分别确定它们的下包含、上包含和粗包含性。
3.6　无限集合
“无限”和“有限”是用以描述集合“大小”的一对互否的概念。Cantor在他的集合论著中，使用“基数”度量集合的大小，区分有限和无限。基数（亦称势）是度量集合“大小”的概念，在本节的讨论中，我们以此理解使用它而不做进一步的阐述。
定义3.6.1　称集合A是有限集，当且仅当存在整数n，使得集合A与集合｛1，2，…，n｝之间存在一个双射，并称A的基数是n；特别，空集的基数是0。如果一个集合不是有限集，那么就称为无限集。
使用定义3.6.1证明集合A是一个无限集，就要证明对任一n∈I+，在｛1，2，…，n｝与A之间都不会建立双射。这种排除无数可能再确立结论的推论方法，其困难是固有的。一个切实有效的克服困难的选择是：
定义3.6.2　称集合A是无限集，当且仅当存在A到自身的单射f，使有f（n）⊂A。如果一个集合不是无限集，那么就称有限集。
单射像是自身真子集的集合是无限集。定义3.6.2抓住了无限集合的本质特性，奠定了无限集证明的基础。一般，使用定义3.6.1证明有限集，使用定义3.6.2证明无限集。
【例3.6.1】　自然数集合N是无限集合。
因为存在单射f：N→N，∀n∈N，f（n）＝2n并且f（N）＝E⊂N．
【例3.6.2】　子集是无限集合的集合是无限集。
若集合A的子集A′是无限集合，则存在A′上的单射f，使有f（A′）⊂A′。扩充f到A上记为g，g满足：若x∈A′，则g（x）＝f（x）；若x∈A-A′，则g（x）＝x。显然g是A上的单射且g（A）＝f（A′）∪（A-A′）⊂A。即A是无限集。
子集是无限集合的集合是无限集，其逆否命题是：有限集合的子集都是有限集合。
定理3.6.1　设A，B是集合且A是无限集，则：
（1）若从A到B存在单射f，则B也是无限集；
（2）A的幂集P（A）是无限集；
（3）A∪B是无限集；
（4）若B≠∅，则A×B是无限集；
（5）若B≠∅，则由从B到A的全部映射做成的集合AB是无限集。
仅证（1），其余事实只是（1）的推论而已。
由定义3.6.2及f（A）⊆B证（1）只须证：存在B上单射h，h（f（A））⊂f（A）．其实A是无限集，存在单射g，使有g（A）⊂A；f是从A到B的单射，是从A到f（A）的双射，有逆映射在B上定义映射h，h满足：若x∈B－f（A），则h（x）＝x；若x∈f（A），则由于f-1，g，f都是单射，所以h是B上的单射，且h（B）＝h（f（A））∪（B－f（A））＝f（g（A））∪（B－f（A））⊂f（A）∪（B－f（A））＝B．即B是无限集。
定义3.6.3　一个集合，如果是有限集，或者它与正整数集合I+之间存在一个双射，则称此集合为可数集合。不是可数的集合称为不可数集合。
元素个数不是有限的可数集合称为可数无限集合。对于可数无限集合，可以把它的元素编号（因与正整数集合I+存在双射）：
a1，a2，…，an，…
可数无限集合的元素与正整数集合I+的元素1-1对应，它们有相同的基数（或等势），记为（阿列夫零）。可以证明，偶数集合E，奇数集合O，整数集合I，有理数集合Q都是可数无限集合。
定理3.6.2　可数集合的子集仍为可数集合。
证明：如果此可数集合是有限集合，则它的子集也是有限集合，当然可数。如果此可数集合是无限集合，则此集合的元素可以写成

它的子集可以这样得到：从左向右看（*），第一个是子集中元素的记为第二个是子集中元素的记为于是，该子集的元素至多可排列为：

由定义知，它是可数集合。
利用枚举其元素的这种方法，不难证明下述事实：
（1）任何一个无限集合都有可数无限子集。
（2）可数个可数集合的并集是可数集合。
定理3.6.3　全体实数组成的集合是不可数集合。
证明：由定理3.6.2知，只要证明（0，1）区间内的实数不可数就可以了。
若不然，可以把（0，1）区间内的所有数排成一个与正整数集合I+的元素一一对应的序列：


考虑0.r1r2…rk…　　　　　　（**）
其中　　　　
显然，（**）是（0，1）区间内的数，但它却不是所排序列中的任何一个数。这种不管如何排序，必然会有被漏排了的数存在的事实与假设产生矛盾。因而（0，1）区间内的实数不可数，所以实数集合不可数。
（0，1）是不可数集合，当然［0，1］也是不可数集合。凡是与不可数集合［0，1］存在双射的集合，把它们的基数一般记作（阿列夫），也往往记作c，意指连续统［0，1］的势（此时也相应被记为a）。实数集合R，复数集合C的基数都是。
有限集合的基数是n，可数无限集合的基数是0，实数集合的基数是，它们满足n＜n＜＜。实数集是最大的不可数无限集吗？对此，下面定理作了最好的回答。
定理3.6.4　集合A不能与A的幂集建立双射。
证明：假定f为A到A的幂集P（A）的双射。令B＝｛x｜x∈A且x∉f（x）｝。
于是，存在唯一一个元素b∈A，使得f（b）＝B．现在考虑b：
若b∈B，则由B的定义知，b∉f（b），即b∉B，矛盾；
若b∉B，即b∉f（b），于是由B的定义知，b∈B，也矛盾。
因此，在A与A的幂集之间，不能建立双射。
集合A不能与它的幂集建立双射，但能与它幂集的真子集——由A的单元素为元素的集合构成的集合，建立双射。此时，就说集合A的基数小于它幂集的基数。
定理3.6.4　由Cantor首先提出并证明。它揭示了无限大的集合是无限的。策墨罗证明了：任何两个集合A、B，它们的基数｜A｜、｜B｜之间满足“（1）｜A｜＜｜B｜，（2）｜A｜＞｜B｜，（3）｜A｜＝｜B｜”三者之一。以此考虑，Cantor的这条定理构造了无限基数的一个可数无限序列：
｜I+｜＜｜P（I+）｜＜｜P（P（I+）｜＜…
Cantor（萧德尔和伯恩斯坦）证明，对任意集合A、B，如果它们的基数｜A｜、｜B｜满足｜A｜≤｜B｜（即存在A到B的单射）且｜B｜≤｜A｜，则｜A｜＝｜B｜．以此，可以证明｜［0，1］｜＝｜P（I+）．于是，我们已判定，在无限基数的可数无限序列里，第一个无限基数是，其后是，…。问题是在和之间有无其他基数呢？即能否找到一个实数集的子集，它是不可数集合，但又不能与实数集合建立双射。这个问题是数学中长期存在的一个“连续统问题”，至今未有确定的回答。现在，数学家们已经证明：在现有的集合论公理系统中，证明连续统成立是不可能的，证明它不成立也是不可能的。因此，所谓“连续统问题”在现有的集合论公理系统中是不可解的。这也同时表明，现有的集合论公理系统是不完备的。
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（1）证明下列集合是无限集：
①实数集合R；　　　　②闭区间［0，1］；
③｛a，b｝*；　　　　（4）素数集合P。
（2）设A，B是任意集合，若从A到B存在一个单射，则基数｜A｜≤｜B｜。证明：
①｜N｜≤｜I｜；
②｜N｜≤｜E｜；
③｜（0，1）｜≤｜（0，1/2）｜；
④｜R｜≤｜（0，1）｜。
（3）设A，B为任意集合，如果在A，B之间可以建立一个双射或存在着各自的可到对方的单射，则说集合A与集合B等势。证明：
①（0，1）与（0，2）等势；
②（0，1）与实数集合R等势；
③（0，1）与［0，1］等势；
④自然数集N与有理数集Q等势；
⑤NN与（0，1）等势；
⑥P（N）与［0，1］等势。
（4）有人提出了从N到N不存在1-1映上映射的下述论证，请指出该论证的谬误。
设f是从N到N的任一双射，∀k∈N，f（k）＝ik．对于每个ik，颠倒其数字并置小数点于其左，从而得［0，1］中的一个数（如：若ik＝1356，则被颠倒构成［0，1］中的数0.653100…）。于是定义了从N到［0，1］的单射h（如h（1356）＝0.653100…），并且

取x∈［0，1］，x＝0.x11x12x13…x1n…，满足i＝1，2，…，n，…．颠倒x的数字并置小数点于其右，结果得到一个并不在f（1），f（2），…，f（n），…中的自然数，这与f的双射性矛盾，故从N到N不存在1-1映上映射。
3.7　应用举例
1．有限字母表∑上的语言
集合A上二元关系R的传递闭包借助于关系合成和关系集合的并运算而生成。一个类似的讨论是有限字母表∑字母的全部有限长符号串的集合∑*上语言L（∑*的子集）的星闭包L*和正闭包L+。它们在有限自动机和形式语言中有着许多重要的应用，对此作一简要的介绍。
∑*是有限长字符串的集合，在∑*上定义连接运算为：任取∑*中x＝a1a2…am，y＝b1b2…bn，x与y的连接xy＝a1a2…amb1b2…bn．特别xn＝xn－1x，x0＝Λ是空串。如果L⊆∑*，那么称L为∑上的语言。
例如，若∑＝｛a，b｝，则∑*＝｛Λ，a，aa，…，b，bb，…，ab，aab，…｝；aab与ab的连接是aabab，Λ与aa或aa与Λ的连接都是aa；（aab）0＝Λ，（aab）3＝（aab）2（aab）＝aabaabaab；｛a，b，ab｝是｛a，b｝上的语言。正如一个程序集合是相应语言字符表上的语言集合一样。
若L⊆∑*，则定义并称L*为∑上语言L的星闭包；定义并称L+为∑上语言L的正闭包。显然，L*＝｛Λ｝∪L+，LL*＝L+．
例如，若L＝｛a｝，则L+＝｛a｝∪｛a｝2∪｛a｝3∪…＝｛a｝∪｛aa｝∪｛aaa｝∪…＝｛an｜n∈I+｝；L*＝｛Λ｝∪L+＝｛an｜n≥0，n∈I｝．若L＝∅，则L*＝｛Λ｝∪∅∪∅2∪∅3∪…＝｛Λ｝，L+＝∅．
设L，L1，L2是∑上的语言，∅是空集，则L1与L2的乘积L1L2＝｛xy｜x∈L1，y∈L2｝．特别Ln＝Ln－1L，L0＝｛Λ｝；L∅＝∅L＝∅．于是LmLn＝Lm＋n，（Lm）n＝Lmn．不难证明，若L1⊆L2，则及若L1⊆L2且L3⊆L4，则L1L3⊆L2L4．语言乘积对并运算具有分配律：L1（L2∪L3）＝L1L2∪L1L3，（L1∪L2）L3＝L1L3∪L2L3，这是语言乘积定义的明显结果。
关于∑上的语言L的星闭包，下述事实是容易验证的。
（1）对任意非负整数n，都有Ln⊆L*；
（2）L1和L2是∑上的语言；
（3）（L*）*＝L*L*＝L*；
（4）L1和L2是∑上的语言。
现以证明（3）的（L*）*＝L*及（4）的为例论证如下：
∀x∈（L*）*，∃i∈N∪｛0｝，x∈（L*）i．于是∃x1，x2，…，xi∈L*，使有x＝x1x2…xi．并且∃i1，i2，…，ii∈N∪｛0｝，满足因此即x∈L*．故（L*）*⊆L*．至于L*⊆（L*）*，从L⊆L*显然可得。而L*L*＝L*同理可证。
（）*＝（L1∪L2）*，其依据是：
（1）因为由L1，L2⊆L1∪L2可得进而由（3）得再由（3）便有
（2）从及得从而于是得
关于∑上的语言的一个重要事实是阿登定理，这条在形式语言与自动机的讨论中有着重要应用的定理指出，在一定条件下∑上的语言方程X＝AX∪B有唯一解。即
若L1，L2⊆∑*且Λ∉L1，则方程X＝（L1X）∪L2在∑*中有唯一解
这由Λ∉L1及首先知，是X＝（L1X）∪L2的解。
其次再由“如果X是X＝（L1X）∪L2的解，那么必有即可论定定理所述事实真。事实上，既然X＝（L1X）∪L2，当然L1X⊆X且L2⊆X．并从L2⊆X知L1L2⊆X，于是L1L1L2⊆X，…，总之对任意n∈N∪｛0｝，都有即反之，对∀x∈X，当有x∈L1X或者x∈L2．若x∈L1X，L1中不含空串Λ，则x在L1中有非Λ前缀x1，x＝x1x′，x1∈L1，x′∈X，因而x或者属于L2，或者由L1中的前缀和一更短串x′组成；对x′重复这一讨论，又有x′＝x2x″，x2∈L1，x″∈X；…．总之x的长是有限的，经有限步后，最后步上X中“更短串”不再有前缀属于L1，换句话说，此时X中的这一“更短串”已不再属于L1X，但X＝（L1X）∪L2，所以它必属于L2．这就证明了
【例3.7.1】　设∑＝｛a，b，c｝，L1＝｛a，ac｝，L2＝｛bb｝，则∑上的语言方程X＝L1X∪L2有解X＝｛a，ac｝*｛bb｝且该解唯一。
2．等价关系与划分的应用
关系的概念在计算机科学中有重要应用。数据结构用集合表示数据，而数据通过元素间的关系得以联系。关系作为数学模型的一部分，在信息检索、网络问题中用来描述问题和解决问题。在信息检索系统中，根据一个主码可把文献资料划分为两块。如取主码为“数学资料”，则在文献资料上由此等价关系生成划分｛“数学资料”文献子集合，“非数学资料”文献子集合｝。若由两个主码确定了两个划分π1和π2，如果在两个主码间使用逻辑联词Λ，则可得到积划分π1·π2，π1·π2中的一个块相应于这两Λ主码给出文献资料划分的一个文献子集合，它是Λ检索的一个目标。
习　题　三
（1）设A＝｛a，｛b｝，c，d｝，B＝｛｛a｝，b，｛c｝，d｝．指出｛a｝，｛b｝与集合A，B的关系，并且计算A∩B，A∪B，A-B，B-A和A⊕B。
（2）已知集合｛a｝，｛｛b｝，c｝，｛∅，d｝都是集合A的子集，求集合A并使之所含元素最少。
（3）绘制下列集合的文氏图：

（4）设A，B，C是任意集合，将A∪B∪C表示成不相交集合的并，并且使这种表示都要有A或B或和C或各对集合的对中符号之一出现。
（5）证明：
①对任意集合A，B都有（a）A∪（A∩B）＝A，（b）A∩（A∪B）＝A；
②设A，B是全集U的子集，则当且仅当A∪B＝U且A∩B＝∅。
（6）给出以二进制表示偶数集合｛0，2，4，…｝的递归定义。
（7）设A＝｛a1，a2，…，an｝，R是A上二元关系。证明：存在非负整数k，ι且当k＜ι时有Rk＝Rι．如果A是无限集，那么还能有此结论吗？
（8）设R是集合A上的二元关系，且对自然数k＜ι有Rk＝Rι，记m＝ι－k，证明：
①对任意非负整数i，j有Rk＋im＋j＝Rι＋j；
②对任意非负整数n有Rn∈｛R0，R1，R2，…，Rι－1｝。
（9）设R是A上二元关系，证明：
①若R是自反的，则s（R），t（R）是自反的；
②若R是对称的，则r（R），t（R）是对称的；
③若R是传递的，则r（R）是传递的，举例说明s（R）未必是传递的。
（10）设A＝｛1，2，3，…，n｝，求A上二元关系R，使R1，R2，…，Rn都不相同。
（11）设A＝｛1，2，3，4，5，6，7，8｝R＝｛＜1，2＞，＜2，3＞，＜3，1＞，＜4，5＞，＜5，6＞，＜6，7＞，＜7，8＞，＜8，4＞｝．求①t（R）；②st（R）；③ts（R）；④tsr（R）．
（12）设R1，R2都是整数直积I×I上的二元关系。定义1
＜a，b＞R1＜c，d＞当且仅当a－c＝b－d；
＜a，b＞R2＜c，d＞当且仅当
那么对R1，R2，R1∪R2，R1∩R2，R1－R2，R1⊕R2作如何几何解释？
（13）设R是自然数集N上的二元关系，定义R为：
nRm当且仅当n／m＝2i，i∈I．
证明：R是N上等价关系，并求R的等价类。
（14）设R是非空集合A上的二元关系。如果对∀a，b，c∈A满足aRb且bRc⇒cRa，则称R为A上循环关系。证明：R是自反和循环的关系当且仅当R是等价关系。
（15）设E为英语单词集合。在E上定义R为：∀e1，e2∈E，e1Re2当且仅当e1与e2有公共字母。证明：R是E上相容关系，并求R的最大相容类。
（16）设R3，R5，R6分别是整数集合I上的模3，模5和模6同余关系。求分别由（I／R3）·（I／R6），（I／R3）＋（I／R6），（I／R3）·（I／R5），（I／R3）＋（I／R5）生成的I上的等价关系。
（17）设A＝｛a，b，c｝，在AA中找出满足下式的所有映射：
①∀x∈A，f2（x）＝x；　　②∀x∈A，f3（x）＝x．
（18）考虑递归定义的映射f：N2→N，　∀m，n∈N，有：
①f（m，0）＝m＋1，
②f（0，n＋1）＝f（1，n），
③f（m＋1，n＋1）＝f（f（m，n＋1），n）．
研究求f（0，0），f（1，1），f（2，2），…的值所需要计算的次数。
（19）设f：A→B，其中A＝｛a，b｝，B＝｛1，｛1｝］．当以f-1既表示从A到B双射的逆映射，也表示B子集的原象集时会产生歧义。以此例予以说明。
（20）设A，B是非空集合，f是从A到B的映射。定义A上二元关系R为：
∀x，y∈A，xRy当且仅当f（x）＝f（y）
证明：R是A上等价关系，并描述由R生成的A的划分。
（21）设f是从A到B，g是从B到A的映射，A，B是非空集合。如果g·f＝IA，那么就说g是f的左逆而f是g的右逆。证明：
①f有一个左逆当且仅当f是单射；
②f有一个右逆当且仅当f是满射；
③f既有左逆也有右逆当且仅当f是双射；
④若f是双射，则f的左逆和右逆相等。
（22）设A，B是不可数集合，A′⊂A是可数无限集合且与B交空。证明：
①A-A′是不可数集合；
②B∪A′是不可数集合；
③A∪B是不可数集合；
④A∩B未必是不可数集合。
（23）证明：
①若A⊆B，则｜A｜≤｜B｜；
②若｜A｜≤｜B｜且｜C｜＝｜A｜，则｜C｜≤｜B｜；
③若存在从A到B的满射，则｜B｜≤｜A｜；
④若A∈B，则未必有｜A｜≤｜B｜．
（24）求下列集合的基数，并证明你的结论：
①［0，1］2；　　　②QN；　　　③R－Q；　　　④N∅．
（25）设A＝｛1，2，…，n｝．证明：A的任意置换都可以表示为（12），（23），…，（n－1，n）的乘积。
（26）设f，g是集合A的两个置换，将g表示为不相交轮换的乘积。求证：计算f·g·f-1，只要用f映换g中的A元素即可。
（27）设A，B，C是基底集U的模糊子集。证明：
①A∪（B∩C）＝（A∪B）∩（A∪C）；
②A∩（A∪B）＝A；
③
④A－（B∪C）＝（A－B）∩（A－C）．
（28）域U＝｛x0，x1，…，x10｝，且等价关系R的等价类分别为E1＝｛x1，x2｝，E2＝｛x3，x6，x9｝，E3＝｛x0，x4，x5｝，E4＝｛x7，x8，x10｝．假设集合X＝｛x0，x1，x2，x3｝，求R*（X）和R*（X）．
（29）知识库K＝（U，P），其中U＝｛x1，x2，…，x7｝，P＝｛R1，R2，R3｝，等价关系R1，R2，R3的等价类如下：

求约简和核。
（30）K＝（U，P）为一个知识库，其中U＝｛x1，x2，…，x6｝，P＝｛R1，R2，R3｝，等价关系R1，R2，R3的等价类如下：

等价关系族Q所导出的不可分辨关系的等价类集合为
U／Q＝U／IND（Q）＝｛｛x1，x3，x4｝，｛x2，x5，x6｝｝，
求P的Q约简及P的Q核。



第4章　数论基础
教学提示：本章介绍数论的一些基础知识，如整除性、辗转相除、因数分解及一次同余方程等，且约定凡述及数，若未特别说明，都指整数。
教学要求：了解整除性、辗转相除、因数分解及同余方程的概念与相关计算和求解方法。掌握数论知识在计算机科学与技术中的常见应用。
引　　言
“数论”是一门古老而充满现代魅力的数学学科。在编著于公元前一世纪前后的我国数学名著《九章算术》中就讨论了整数，介绍了辗转相除法；在成书于公元四世纪的《孙子算经》中给出了被世界数学界誉为“中国剩余定理”的孙子定理。
数论是研究数的性质的学科。我国对数论的研究有许多极其光辉的成就，古代的孙子定理、商高定理（勾股数）、圆周率计算，从20世纪30年代开始的对解析数论、丢番图方程、一致分布研究的贡献，华罗庚先生在三角和估计与堆垒素数论研究方面的卓越成果，以及王元、潘承洞、丁夏畦、尹文霖特别是陈景润在求证哥德巴赫猜想上作出的成绩斐然的工作，陈景润的“每一充分大的偶数都是一个素数及一个不超过两个素数的积之和”的结果仍然是这个问题当今最好的求解结果。
在计算机的计算模型、硬件体系结构和软件的设计与实现、代数编码、计算机通信安全与密码学等方面，都有着数论知识的广泛应用。数论这门学科随着20世纪中期以后计算机技术的飞速发展焕发出了青春的力量。
4.1　整除及辗转相除
定义4.1.1　设a、b是任意整数，如果存在整数c，使a＝bc，则称a是b的倍数，b是a的因数；亦说a被b整除，或b整除a；记为b｜a。
显然，任意整数整除0，特别0｜0，1（或-1）整除任意整数。
如果b不能整除a，那么称为带余除法。
定理4.1.1　设a、b是任意整数且b≠0，则唯一存在整数q和r，使得0≤r＜｜b｜，a＝qb＋r．若r＞0，则称q为带余除法的不完全商，称r为b除a的余数。
证明：
（1）证存在整数q和r，使得0≤r＜｜b｜，a＝qb＋r．考虑b：若b＞0，则b的倍数数可递增排列为：...，-4b，-3b，-2b，-b，0.，b，2b，3b，4b，...；若b＜0，则b的倍数数可递增排列为：...，4b，3b，2b，b，0，-b，-2b，-3b，-4b，...．有两种情况：①存在整数q，使得a＝qb，此时r＝0，问题得证。②当b＞0时，存在整数q，使得qb≤a＜（q＋1）b；当b＜0时，存在整数q，使得qb≤a＜（q－1）b．因而有a＝qb＋r　（*），0≤r＜｜b｜。
（2）证存在的整数对q和r唯一。如果另有q′和r′足a＝q′b＋r′（**），0≤r′＜｜b｜，则由式（**）－（*）得r′－r＝（q－q′）b，并有｜r′－r｜＝｜q′－q｜b．鉴于｜r′－r｜＜｜b｜，｜q′－q｜≥0且皆为整数，固必有｜q′－q｜＝0，从而｜r′－r｜＝0，即q′＝q，r′＝r．唯一性成立。
下面介绍求两个正整数的最大公约数的辗转相除法。
设a、b是正整数，且a＞b．为求a，b的最大公约数，首先以b除a，得：a＝q1b＋r1，式中q1和r1为非负整数，0≤r1＜b．若r1＝0，则a＝q1b，a和b的最大公约数（a，b）＝b；若r1≠0，则0＜r1＜b，以r1除b，得：b＝q2r1＋r2，式中q2和r2为非负整数，0≤r2＜r1．若r2＝0，则b＝q2r1，b和r1的最大公约数（b，r1）＝r1；若r2≠0，则0＜r2＜r1，以r2除r1且得：r1＝q3r2＋r3，式中q3和r3为非负整数，0≤r3＜r2．若r3＝0，则（r1，r2）＝r2．从式a＝q1b＋r1，b＝q2r1＋r2和r1＝q3r2＋r3及“若整数d可整除三个等式每个等式中的某两项，则必可整除其第三项”知（a，b）＝（b，r1）＝（r1，r2）．若0＜r3＜r2，则再以r3除r2，并继续上述讨论，……，一直辗转相除下去。由于b＞r1＞r2＞r3＞…和所有ri（i＝1，2，3，…）都是非负整数，所以必存在正整数n，使得经过n＋1次辗转相除后有rn＋1＝0，而rn≠0．于是（a，b）＝（b，r1）＝（r1，r2）＝…＝（rn－1，rn）＝rn．显然，由定理4.1.1，运用辗转相除法可求任意两个整数的最大公约数。
【例4.1.1】　求6731和2809的最大公约数。
解：由6731＝2×2809＋1113，2809＝2×1113＋583，1113＝1×583＋530，583＝1×530＋53，530＝10×53＋0知（6731，2809）＝53。
定理4.1.2　整数a，b的最大公约数d＝（a，b）可以表示为a，b的倍数和，即存在整数s，t使有d＝sa＋tb。
证明：设在求取d（＝（a，b）＝rn）的辗转相除过程中得：

为证定理，只需证明对每个正整数i（i＝1，2，3，…，n），都存在整数s′和t′，ri总可以表示为ri＝s′a＋t′b的形式。
当i＝1时，r1＝a－q1b＝1a＋（-q1）b。
当i＝2时，r2＝b－q2r1＝b－q2（a－q1b）＝（-q2）a＋（1＋q1q2）b。
设对ri－1，ri－2，3≤i≤n，分别有整数s′，t′和s′，t′使得ri－1＝s′a＋t′b，ri－2＝s″a＋t″b，则ri也可表示为同样的形式：
ri＝-qiri－1＋ri－2＝-qi（s′a＋t′b）＋s″a＋t″b＝（s″－s′qi）a＋（t′－t′qi）b
由数学归纳法即知定理成立。
下面讨论如何使用矩阵知识，构造定理4.1.2的结论式d＝sa＋tb中的s和t。
改写并扩展定理4.1.2证明中的辗转相除式为：

类而推之并得

式中　且
考虑到　及｜Ai｜＝（-1）i便知，存在而且
于是有
并得ri＝（-1）i＋1Sia＋（-1）iTib。特别还有rn＝（-1）n＋1Sna＋（-1）nTnb。即定理4.1.2的结论式d＝sa＋tb中的s＝（-1）n＋1Sn，t＝（-1）nTn。怎样简便地计算Si和Ti呢？
注意到
我们有Ui＝Si－1，Vi＝Ti－1，因而有Ui－1＝Si－2，Vi－1＝Ti－2（i＞2）（*）；并且还有Si＝qiSi－1＋Ui－1，Ti＝qiTi－1＋Vi－1（i≥2）（**）。将式（*）代入式（**）得Si＝qiSi－1＋Si－2，Ti＝qiTi－1＋Ti－2（i＞2）（***）。补充定义U1＝S0，V1＝T0，则式（*）和式（***）对i≥2也成立；而且从

得递推公式Si＝qiSi－1＋Si－2，Ti＝qiTi－1＋Ti－2（i≥2）的初始值条件S0＝0，S1＝1；T0＝1，T1＝q1。
【例4.1.2】　将6731和2809的最大公约数表示为6731和2809的倍数和。
解：由辗转相除法求6731和2809的最大公约数，逐次得不完全商及余数并计算Si和Ti列表如下：

从表中得（6731，2809）＝r4＝53，且53＝r4＝（-1）4＋1S4a＋（-1）4T4b＝-5×6731＋12×2809。
练习4-1
（1）求5709和1331的最大公约数并将之表示为5709和1331的倍数和。
（2）求27090，21672和11352的最大公约数。
（3）记Ti为［q1，q2，…，qi］，求证Si＝［q2，q3，…，qi］。
4.2　算术基本定理
定义4.2.1　称正整数n为质数（或素数），如果n≠1且n无1与自身之外的其他正因数；非1和非质数的正整数称合数。
若整数a，b除±1外再无其他公因数，则称a，b互质。显然，质数p与整数a互质当且仅当p不能整除a。由定义，正整数a是合数当且仅当a具有大于1且小于自身的正因数。
引理4.2.1　设a1，a2，…，an均为非1整数且质数p整除其乘积a1a2…an，则p整除a1，a2，…，an之一。
证明：事实上若质数p不能整除整数ai，i＝1，2，…，n，则（p，ai）＝1，由定理4.1.2知存在整数si，ti使有1＝sip＋tiai，i＝1，2，…，n．将这n个式子的左边，右边分别相乘并整理得：1＝Sp＋Ta1a2…an，即（p，a1a2…an）＝1．这与质数p整除a1a2…an矛盾，所以引理结论成立。
【例4.2.1】　质数7整除420＝2×3×5×14，则7整除2，3，5，14中之14。
定理4.2.1　（算术基本定理）若不计质因数的次序，则恰有一种方法将大于1的整数n分解成其质因数的连乘积（亦称n的素分解）。
证明：首先运用数学归纳法证明，大于1的整数n可以分解成它的质因数的连乘积。当n＝2时，2是质数，n分解成了质因数的乘积；设n小于正整数m（≥3）时，可以分解成它的质因数的连乘积，则可证n＝m时也能分解成其质因数的连乘积。若m是质数，则m＝m已分解成了它的质因数的乘积；若m是合数，则m具有因数a，1＜a＜m，且m＝ab，1＜b＜m．由于a，b＜m，由归纳法假设a，b都可以分解成它的质因数的连乘积，因而m＝ab可以分解成其质因数的连乘积。
而后证明n分解成其质因数的连乘积的分解方法唯一。如果n有质因数的连乘积分解式：n＝p1p2…pk，n＝q1q2…qt（*）则可证k＝t且当不考虑次序时p1p2…pk和q1q2…qt完全一样。因为p1p2…pk＝q1q2…qt，所以质数p1｜q1q2…qt，由引理4.2.1知p1整除q1，q2，…，qt之一，无妨记p1｜q1，由于p1，q1都是质数，必有p1＝q1；（*）式即p1p2…pk＝q1q2…qt，在此等式中消去p1和q1得p2…pk＝q2…qt（**）并重复上述讨论有p2＝q2及p3…pk＝q3…qt（***）；…；注意到p1，p2，…，pk和q1，q2，…，qt都是质数，重复讨论到最后一步只能是pk＝qt，即k＝t且当不考虑次序时p1p2…pk和q1q2…qt完全一样。如果进一步将p1p2…pk中的相同素数的积合并写为幂的形式，即得n的素分解的标准形式：0≤ki≤k，i＝1，2，…，t，且k1＋k2＋…＋kt＝k。
【例4.2.2】　求整数1996的素分解。
解：1996＝2×998＝2×2×499＝22×499。
【例4.2.3】　质数的个数无穷。
证明：（Euclid方法）设质数的个数有n个，可记为p1，p2，…，pn，考虑正整数m＝p1p2…pn＋1，由于p1，p2，…，pn都不能整除m，所以m无1与自身以外的正因数，因而m是质数。但m不同于p1，p2，…，pn，这与质数只有p1，p2，…，pn等n个矛盾，所以质数的个数无穷。
质数的个数无穷，但它们在正整数序列中的分布情况怎样？这是数论中一个十分有趣的问题。D. Zagier在1977年8月给出了50000000以内的质数表。如果记π（n）为1～n的质数个数，从D. Zagier的表中可见：π（100）＝25，π（1000）＝168，π（10000）＝1229，π（100000）＝9592。
在正整数序列中，人们发现了许多双生素数，即正整数序列中差为±2的相邻质数对。如：3，5；5，7；11，13；17，19；29，31；41，43；59，61；71，73；101，103；…．双生素数对的个数无限吗？我们不得而知。
Eratosthenes给出一个求π（n）个质数的方法：
（1）列出2～n的全体整数；
（2）对m≤n，找出小于等于的全部质数；
（3）在（1）中，消去（2）中质数的大于1的倍数数；
（4）反复执行（2）和（3），剩下的数就是所求数。
【例4.2.4】　利用Eratosthenes的方法，确定499是质数。
解：对取整小于等于22的质数有2，3，5，7，11，13，17和19．由于整数499不是这些质数的倍数，在执行Eratosthenes算法后，499是剩下的数，所以499是质数。
有时我们只关心一个整数a被一个正整数m整除时的余数r（0≤r＜m）．例如2004年是农历甲申年，121年后是农历乙酉年。因为农历纪年法，60年一个循环，60除121余1，即121年后的农历纪年是甲申年的下一年——乙酉年。
定义4.2.2　设a，b是整数，m是正整数，若m分别整除a，b时有相同的余数r，则称a与b模m同余，记为a≡b（mod m）。
显然，a≡b（mod m）当且仅当m｜（a－b）。
定理4.2.2　设a，b是整数，m是正整数，则a≡b（mod m）当且仅当存在整数k，使有a＝b＋km。
证明：设a≡b（mod m），则存在整数q1和q2，并成立a＝q1m＋r，b＝q2m＋r，于是a－b＝（q1－q2）m＝km，即有a＝b＋km；反过来，若有a＝b＋km，则a－b＝km，因而m｜（a－b），所以a≡b（mod m）．因为如果m｜（a－b）但a与b却并不同余，则可记a＝q1m＋r1，0≤r1＜m，b＝q2m＋r2，0≤r2＜m且r1≠r2，于是a－b＝（q1－q2）m＋（r1－r2），0＜｜r1－r2｜＜｜m｜。等式中的a－b和（q1－q2）m可被m整除，而r1－r2却不是m的倍数，所以m不能整除a－b。这与m｜（a－b）矛盾，故当m｜（a－b）时，a≡b（mod m）。
【例4.2.5】　判断172与52是否模6同余。
解：由于172＝52＋20×6，所以172与52模6同余。
定理4.2.3　设a，b，c，d是整数，m是正整数。若a≡b（mod m）且c≡d（mod m），则（a＋c）≡（b＋d）（mod m），ac≡bd（mod m）。
证明：设a≡b（mod m）且c≡d（mod m），由定理4.2.2知存在k1和k2使成立a＝b＋k1m，c＝d＋k2m。因而有
a＋c＝（b＋d）＋（k1＋k2）m，ac＝bd＋（bk2＋dk1＋k1k2）m
即有（a＋c）≡（b＋d）（mod m），ac≡bd（mod m）。
【例4.2.6】　证明2004年1月1日与7月1日同为星期四。
解：记2004年1月1日为a，则a≡4（mod 7）．2004年1月1日到7月1日共经历182天且182≡0（mod 7），故由（a＋182）≡（4＋0）（mod 7）知2004年7月1日是星期四。
练习4-2
（1）运用算术基本定理，设计求取任意两个大于1的正整数m，n的最大公约数（m，n）和最小公倍数［m，n］的方法，并用此方法计算（51420，13310）和［30261，55020］。
（2）证明：由辗转相除法所确定的定理4.1.2中的s，t即Si和Ti互素。
（3）设a，b，n是正整数，证明：
①（an，bn）＝（a，b）n；
②（na，nb）＝n（a，b）。
并以此结论求（64，216）和（6400，21600）。
（4）设a，b，c是整数，m是正整数，举例说明ac≡bc（mod m）未必蕴涵a≡b（mod m）。
（5）记LSSX为离散数学。在以英文字母传输信息时，规定以0，1，2，…，25分别代表A，B，C，…，Z等26个英文字母，并约定在具体传输时，对代表字母的数字n首先作n＋16再取模26运算后进行。计算表示离散数学的字符串“LSSX”的传输结果（接收字）。
4.3　同　余　式
定义4.3.1　设a，b为整数，m为正整数，若a与0关于模m不同余，则称ax＋b≡0（mod m）为模m的一次同余式。
定理4.3.1　设c是满足ax＋b≡0（mod m）的一个整数，即成立ac＋b≡0（mod m），则满足x≡c（mod m）的一切整数x都满足ax＋b≡0（mod m）。换言之，若c满足ax＋b≡0（mod m），则c模m的同余类（满足x≡c（mod m）的一切整数x）满足ax＋b≡0（mod m）。
证明：由x≡c（mod m）及定理4.2.2得x＝c＋km，于是ax＋b≡a（c＋km）＋b≡ac＋b（mod m）。但ac＋b≡0（mod m），所以ax＋b≡0（mod m）。
定义4.3.2　若c满足ax＋b≡0（mod m），则称c模m的同余类为一次同余式ax＋b≡0（mod m）的解。
【例4.3.1】　求3x＋5≡0（mod 7）的解。
解：取c＝3，则3×3＋5≡0（mod 7），因而3模7的同余类（即满足x≡3（mod 7）的一切整数x）｛…，-18，-11，-4，3，10，17，…｝为一次同余式3x＋5≡0（mod 7）的解。显然｛…，-18，-11，-4，3，10，17，…｝可由3＋km（＝7），k＝0，±1，±2，…，所生成。
定理4.3.2　设（a，m）＝d＞1且b不是d的整倍数，则一次同余式ax＋b≡0（mod m）无解。
证明：其实，若存在整数c，满足ac＋b≡0（mod m），则由定理4.2.2得ac＝b＋km即b＝ac－km，从（a，m）＝d得d｜a且d｜m，因而d｜b，这与b不是d的整倍数矛盾。所以一次同余式ax＋b≡0（mod m）无解。
【例4.3.2】　求2x＋179≡0（mod 562）的解。
解：由（2，562）＝2及179不是2的整倍数知，一次同余式2x＋179≡0（mod 562）无解。
定理4.3.3　若（a，m）＝1，则一次同余式ax＋b≡0（mod m）有解。
证明：因为（a，m）＝1，所以存在整数s，t，成立sa＋tm＝1，于是有sab＋tmb＝b，即asb＝b＋（-tb）m，这也就是说a（sb）≡b（mod m），即一次同余式ax＋b≡0（mod m）有解sb模m的同余类。
【例4.3.3】　求256x＋179≡0（mod 337）的解。
解：因为（256，337）＝1，所以一次同余式256x＋179≡0（mod 337）有解，其解形为“179s模337的同余类”。由辗转相除法求337和256的最大公约数1（此时1＝337s＋256t，256x＋179≡0（mod 337）的解为“179t模337的同余类”），逐次得不完全商及余数并计算Si和Ti列表如下：

从表中得t＝（-1）4T4＝104，因而知256x＋179≡0（mod 337）的解为104×179＝18616模337的同余类，即81模337的同余类（因为18616≡81（mod 337））｛…，-593，-256，81，418，755，…｝。这里｛…，-593，-256，81，418，755，…｝＝｛81＋337k｜k＝0，±1，±2，…｝。
定理4.3.4　设d≠0且ad≡bd（mod md），则a≡b（mod m）。
证明：由ad≡bd（mod md）及定理4.2.2知，存在整数k使有ad＝bd＋kmd，但d≠0，所以a＝b＋km，因而a≡b（mod m）。
定理4.3.5　设ac≡bc（mod m）且（c，m）＝d，则a≡b（mod m／d）。
证明：由ac≡bc（mod m）知，m｜（ac－bc）即m｜（a－b）c，但（c，m）＝d，所以（m／d）｜［（a－b）c／d］，鉴于（m／d，c／d）＝1，故有（m／d）｜（a－b），此即a≡b（mod m／d）。
定理4.3.6　设（a，m）＝d＞1且d｜b，则一次同余式ax≡b（mod m）有d组解，它们是：［x］，［x＋m／d］，［x＋2m／d］，…，［x＋（d－1）m／d］，式中［x］为一次同余式（a／d）x≡b／d（mod m／d）的解（0≤x＜m／d），［x＋im／d］，i＝1，2，…，（d－1），意指给（a／d）x≡b／d（mod m／d）的解a／d模m／d的同余类［x］中的每个整数元素加上整数im／d。
证明：首先证明（a／d）x≡b／d（mod m／d）与ax≡b（mod m）同解。由定理4.3.5和定理4.3.4知，一次同余式ax≡b（mod m）和一次同余式（a／d）x≡b／d（mod m／d）同解。注意到（a，m）＝d＞1，有（a／d，m／d）＝1，由定理4.3.3知，（a／d）x≡b／d（mod m／d）有解，即a／d模m／d的同余类［x］。若取0≤x＜m／d，则［x］＝｛x＋km／d｜k＝0，±1，±2，…｝．当然［x］＝｛x＋km／d｜k＝0，±1，±2，…｝还是ax≡b（mod m）的解。
鉴于［x］，［x＋m／d］，［x＋2m／d］，…，［x＋（d－1）m／d］都在［x］之中，而0≤x＋im／d＜m，i＝1，2，…，（d－1），且它们关于模m互不同余，所以［x］，［x＋m／d］，［x＋2m／d］，…，［x＋（d－1）m／d］是ax≡b（mod m）的d个不同的解。
下证ax≡b（mod m）只有［x］，［x＋m／d］，［x＋2m／d］，…，［x＋（d－1）m／d］这d个不同的解。从以上讨论知，可设x＋tm／d为ax≡b（mod m）的一个解，由于t≡i（mod d），i∈｛0，1，2，…，d－1｝，据定理4.3.4，在t≡i（mod d）两边同乘m／d便有tm／d≡im／d（mod m），这就是说，［x＋tm／d］为［x］，［x＋m／d］，［x＋2m／d］，…，［x＋（d－1）m／d］中之一。
以上讨论了一次同余式ax≡b（mod m）的解法，下面介绍更为重要的同余式组：

的解。
在我国古代的《孙子算经》里已经提出了此类形式的问题：“今有物不知其数，三三数之剩二，五五数之剩三，七七数之剩二，问物几何？”“答曰二十三。”该问题即同余式组：

如何求解呢？注意到问题中的模数3，5，7互素。明朝程大位的《算法统宗》里有首求解歌：“三人同行七十稀，五树梅花廿一枝，七子团圆整半月，除百零五便得知。”其含义是：同余式组：

有解：x＝70b1＋21b2＋15b3（mod 105）（模数3，5，7互素，105＝3×5×7）。此类问题的一般化求解，由我国古代（纪元前后）数学家孙子发明（故被国外誉为中国剩余定理），由南宋数学家秦九韶整理推广而得到。
定理4.3.7　（孙子—秦九韶定理）若k≥2，正整数m1，m2，…，mk两两互素，b1，b2，…，bk是k个整数，则同余式组：

有解M＝m1m2…mk＝m1M1＝m2M2＝…＝mkMk，对i＝1，2，…，k，满足一次同余式
证明：因为正整数m1，m2，…，mk两两互素，所以当i≠j时有（mi，mj）＝1，且由于M＝m1m2…mk及Mi＝M／mi，故成立（mi，Mi）＝1，i＝1，2，…，k。于是由定理4.1.2知，存在整数和使得即存在整数满足2，…，k。另一方面，当i≠j时由（mi，mj）＝1和Mi＝M／mi得mi｜Mj，因此有而由（*）与（**）式得此说是同余式组的解。
【例4.3.4】　证明同余式组：

的解是x＝70b1＋21b2＋15b3（mod 105）。
证明：已知b1＝2，b2＝3，b3＝2。取m1＝3，m2＝5，m3＝7，M＝3×5×7＝105，M1＝105／3＝35，M2＝105／5＝21，M3＝105／7＝15。设是分别满足的正整数，代入M1，M2和M3的值并解之得于是有因而有x＝70×2＋21×3＋15×2（mod 105）＝23。
模m同余是等价关系，可以把整数集合分为的m个剩余（等价）类。从每个剩余类中取出一个数，记为r1、r1、…、rm，称作模m同余的一个完全剩余系。任意一个整数模m恰同余此完全剩余系中的一个数。在

中，让b1经过mod m1的一个完全剩余系变化，让b2经过mod m2的一个完全剩余系变化，…，让bk经过mod mk的一个完全剩余系变化，共可解得模M＝m1m2…mk个x。设

是其中之二，它们满足：

及


如果不全部相同，那么x′与x″就模M＝m1m2…mk不同余（不合同）。换言之，我们得到的m1m2…mk个x在模M＝m1m2…mk的不同的剩余类内。但模M＝m1m2…mk有且仅有m1m2…mk个剩余类，所以下述“遍历定理”成立：
定理4.3.8　设M＝m1m2…mk且m1，m2，…，mk两两互质，在

中，使b1，b2，…，bk分别遍历mod m1，mod m2，…，mod mk的各个完全剩余系，则x遍历M＝m1m2…mk的完全剩余系。
下面讨论一种称为Euler函数的数论函数。
设n为正整数，A为mod n的一个剩余类，对a∈A，若a与n互质，则剩余类A中每一个数都与n互质，故亦称A与n互质。事实上，如果还有a′∈A，那么a′≡a（mod n），因而a′＝a＋qn，于是（a′，n）＝（a，n）＝1。和n互质的剩余类的个数记为φ（n），称为Euler函数。从与n互质的每一个剩余类中取出一个代表数，如此得到的φ（n）个数称之为作成mod n的一个简化剩余系。从mod n的一个完全剩余系中取出与n互质的那些代表元数，显然它们构成mod n的一个简化剩余系。可见，φ（n）≤n且φ（n）就是≤n的正整数中与n互质的数的个数。
【例4.3.5】　求n＝12时的φ（n）以及mod n的一个完全剩余系和一个简化剩余系。
解：mod 12的一个完全剩余系的代表元是数：0，1，2，3，4，5，6，7，8，9，10，11；一个简化剩余系是：1，5，7，11．因为mod 12的完全剩余系中与12互质的正整数是1，5，7，11；因而φ（12）＝4。
练习4-3
（1）在我国古代数学家杨辉（于1275年）所著《续古摘奇算法》中有这样的一个问题：已知一数不知是几，但知“十一数余三，十二数余二，十三数余一”，求该数。
（2）求解韩信点兵问题：有兵一队，若列成五行纵队，则末行一人，成六行纵队，则末行五人，成七行纵队，则末行四人，成十一行纵队，则末行十人，求兵数。
（3）证明Euler函数的积性定理：
设M＝m1m2…mk且m1，m2，…，mk两两互质，则φ（M）＝φ（m1）φ（m2）…φ（mk）。
（4）证明Euler函数的计算公式：
设是n的质因数分解式，p1，p2，…，pk相异，则
4.4　应用举例
【例4.4.1】　散列函数
街道居民委员会的中央计算机保存该街道2005年所有转业、复员军人的档案记录。怎样分配内存地址才能迅速检索到转复军人的记录？适当选择散列函数是解决问题的方法之一。
如果记录用关键码识别，关键码选用转复军人的军人身份号，每一关键码恰识别一个转复军人记录，那么散列函数H将内存地址H（b）分配给以b为关键码的记录。通常使用的散列函数是：H（b）＝b（mod m）．式中m是可供使用的内存地址的数目。
此散列函数易于计算便于快捷检索文件，不足的是并非是一个1-1映射。当mod m某一剩余类不是单点集时，一个克服冲突的办法是使用散列函数给出的但已被占用的地址后面第一个未占用地址。例如，当m＝1024时，由H（038506123）＝651（mod 1024），H（038512092）＝476（mod 1024），H（038522332）＝476（mod 1024）知，以038506123为军人身份号的转复军人的记录分配到的内存地址是651，以038512092为军人身份号的转复军人的记录分配到的内存地址是476，以038522332为军人身份号的转复军人应分配的内存地址已被占用，而当477是内存地址476之后第一个未被占用的地址时，就把此地址分配给以038522332为军人身份号的转复军人的记录。
【例4.4.2】　正整数求和的模数运算法
设M＝m1m2…mk且m1，m2，…，mk两两互素，由遍历定理知，对任一间于0≤n≤M中的整数n，n都可被唯一地表示为k元组：（n（mod m1），n（mod m2），…，n（mod mk））。于是，求两个正整数和（＜M）的运算，便可通过表示所求和的这两个正整数的k元模数组在相应模数下求和而完成。
例如，当取M为20时，由20＝4×5以及k＝2，m1＝4，m2＝5，（4，5）＝1得：0＝（0，0），1＝（1，1），2＝（2，2），3＝（3，3），4＝（0，4），5＝（1，0），6＝（2，1），7＝（3，2），8＝（0，3），9＝（1，4），10＝（2，0），11＝（3，1），12＝（0，2），13＝（1，3），14＝（2，4），15＝（3，0），16＝（0，1），17＝（1，2），18＝（2，3），19＝（3，4）．如果求和数＜20的正整数7与9的和，那么可由（3，2）＋（1，4）＝（0，1）＝16而完成。
正整数求和的模数运算法，其作用在于用该方法可以替代通常一台计算机不能胜任的大整数算术运算，而且对不同模数的计算可并行操作，以加快计算速度。
【例4.4.3】　RSA公钥密码的加密与解密
研究信息保密的密码学是同余知识的重要应用之一。已知最早使用密码的例子是辉煌于公元前50年前后的罗马恺撒大帝。恺撒把26个英文字母依次表示为0，1，2，…，25。他的加密算法是：对任意一个≤25的非负整数k，f（k）＝（k＋3）mod（26）．其解密算法是：对任意一个≤25的非负整数k，f-1（k）＝（k－3）mod（26）．
为了加强信息的安全性，人们在不断改进信息的加密与解密方法。1978年，MIT的Ron Rivest，Adi Shamir和Len Adleman在《数字签名和公钥密码的一个方法》一文中提出了一个公钥密码。RSA密码系统的RSA是这三个发明学者姓氏的缩写。RSA密码系统以两个大素数p，q（是约200位数字的大素数）的乘积n为模数，对表示密文的数字的一个指数幂取模，所选指数e要与两个大素数分别与1的差的积（p－1）（q－1）互素。由于两个200位数字的大素数的乘积n（＝pq）是约400位的整数（该整数是公开的，所以称公钥），在现有计算机的计算速度下，分解这个400位整数为两个素数（这两个大素数是不公开的，是密码）的积几乎是不可能的。也就是说，对RSA公钥密码系统，解密者难以找到解密密钥。
RSA公钥密码系统的每个用户有两个密钥，一个公开，一个保密，分别称为公钥和私钥。从一个用户的公钥很难推算出该用户的私钥。由练习4-3的题（4）知φ（n）＝（p－1）（q－1），如果不知p，q，就不知φ（n）。指数e要与（p－1）（q－1）互素，即要有（e，φ（n））＝1。于是，从定理4.1.2，存在整数d，x，使有1＝ed＋xφ（n），即ed≡1（mod φ（n））。e给用户作公开钥，d是用户的秘密钥。
设用户甲的公开钥是e和n，则任一人乙都可以向他发送加密报文。记要发送明文的二进制数为（m0，m1，…，mt），它的整数值是m（＝m0＋2m1＋…＋2tmt），且m＜n，（m，n）＝1．发送方乙利用接受方甲的公开钥e将m加密成密文c：c≡me（mod n）。乙将密文c经由公开的通信信道发送给甲，甲在接受到c后，利用他的密钥解密：计算cd（mod n）。在1＝ed＋xφ（n）中，当记k＝-x时，有ed＝kφ（n）＋1．于是cd≡med≡m1＋kφ（n）（mod n）．如果m1＋kφ（n）≡m（mod n），那么甲从密文c就得出了明文m。
事实上，若（m，n）＝1，则mφ（n）≡1（mod n）（Fermat-Euler定理，证明见练习4-4的3.），从而cd≡m1＋kφ（n）（mod n）≡m（mod n）；若（m，n）＞1，注意到n＝pq，m＜n及p，q是素数，必有（m，n）＝p或q。无妨认为（m，n）＝p，于是存在c，1≤c＜q，满足m＝cp。可见（m，q）≡1（mod q），因而mφ（q）≡1（mod q）（Fermat-Euler定理）。所以对任意整数k成立：mk（p－1） φ（q）≡1k（p－1）≡1（mod q）。但φ（n）＝（p－1）（q－1）＝（p－1）φ（q），故有mkφ（n）≡1（mod q），即存在整数j，使1＝mkφ（n）＋jq。此式两边同以m＝cp乘得：m＝m1＋kφ（n）＋jqcp＝m1＋kφ（n）＋jcn，于是m1＋kφ（n）≡m（mod n）。即cd≡m（mod n）。
为说明RSA密码系统如何为信息加密并便于计算，取要加密字母信息为“pqlm”，p＝43，q＝59，e＝13于是n＝43×59＝2537，且gcd（e，（p－1）（q－1））＝gcd（13，42×58）＝1。
我们还可以将恺撒码加密法一并用入RSA加密。将pqlm映射为数字18，19，14，15并按四个数字一组分段，得1819　1415，再用映射：c＝m13（mod 2537）对1819和1415分别加密有：181913（mod 2537）＝2081，141513（mod 2537）＝2182。加密以后的信息是2081　2182。
从ed≡1（mod φ（n））即13d≡1（mod φ（2537））（φ（2537）＝42×58＝2436）解得d＝937。使用映射cd≡m（mod n）解密，分别计算2081937（mod 2537）和2182937（mod 2537）便恢复所发送信息1819　1415。将这两个码两个数字一组写为18，19，14，15，然后运用恺撒码解密法得15，16，11，12，在英文字母表中对应“pqlm”。
练习4-4
（1）写出以辗转相除法求取两个正整数的最大公约数的算法。
（2）假定某台处理器作100以内的整数算术运算比100以上的整数算术运算速度快得多，在正整数求和的模数运算法中，取m1＝95，m2＝97，m3＝98，m4＝99，计算123684＋413456的和。
（3）证明Fermat-Euler定理：若a和n互质，则aφ（n）≡1（mod n）．
（4）设密钥为p＝43，q＝59，e＝13，采用RSA加密系统对明文“public keye encryption”加密和解密。
习　题　四
（1）设Z+＝｛1，2，3，…，n，…｝，证明∀k∈Z+，都有（k＋（k＋1），k2＋（k＋1）2）＝1。
（2）设n是正整数，若2和3是n的因数，证明24是n2－1的因数。
（3）设Z+＝｛1，2，3，…，n，…｝，证明∀k∈Z+，正整k＋1，k＋2，…，k＋n的乘积都是n！的倍数。
（4）求解一次同余式35x≡1（mod 97）。
（5）设p为质数且a，b∈Z+，证明（a＋b）p和ap＋bp关于模数p同余。
（6）已知2005年9月18日是星期日，计算天后是星期几。
（7）设Z+＝｛1，2，3，…，n，…｝，证明∀k∈Z+，都有30｜（k5－k）。
（8）设d是正整数n的正因子，证明
（9）设p是素数且q是2p－1的一个正因子，证明q≡1（mod p）。
（10）求下列一次同余方程组的解




第5章　组合数学
教学提示：本章介绍组合数学的基础知识和一些常用的组合计数技术，如容斥原理、鸽巢原理、递推关系、生成函数等。
教学要求：掌握排列、组合计数方法以及加法与乘法原理，能熟练使用组合计数技术进行问题求解，了解一些经典的组合计数公式。
引　　言
组合数学又叫组合学，是一门古老的数学学科，组合数学是研究按照一定规则安排离散事物的事理科学。如同概率论起源于赌博，组合数学产生于数学娱乐和美学鉴赏。许多古老的传说与游戏问题如关于河出图洛出书的传说、三十六军官问题、十五女生问题、平面图的四色问题以及夫妻数问题等都是有趣而耐人寻味的组合数学问题。然而组合数学快速而蓬勃的发展却是在20世纪60年代以后，主要原因在于计算机科学的崛起。由于运算速度的增加，计算机越来越能够解决大型问题，而程序的基础往往是求解问题的组合学算法。组合数学首先要研究事物的安排是否存在，称存在性问题，如n阶幻方是否存在，2阶幻方就不存在；如果这种安排存在，再研究这样的安排可以有多少种，称组合计数问题。如有多少个不同的n阶幻方；接下去可以讨论怎样构造出所需要的安排方案，即构造性问题；另外还研究优化问题等等。这里重点讨论组合计数问题。
5.1　排列和组合及和则与积则
如果A市每日有5趟长途汽车、2次列车发往B市，某人若从A市赶往B市就可以有5＋2＝7种选择。类似的问题在生活中司空见惯，我们把对这类问题的求解方法归结为加法法则，也称和则。
和则：如果事件A和事件B是互相排斥的，而事件A有p种产生方法，事件B有q种产生方法，则事件“A或B”有p＋q种产生方法。
使用和则时特别注意其成立的条件：事件A和事件B的产生方式不能重叠，是互相排斥的，也就是一种方式不能同时属于两个事件；若出现重叠，则是使用容斥原理解决的问题。
推广：设事件A1，A2，…，An互相排斥，如果Ai的发生有pi种方式（i＝1，2，…，n），则事件“A1或A2或…或An发生”的方式有p1＋p2＋…＋pn种方法。
若某人从A市到C市必须途经B市，而B市到C市每日有1次航班，2次列车，那么这人由A市到B市共有多少种选择方法呢？由前面知道A市到B市有5种选择方法，再利用和则可知B市到C市有1＋2＝3种选择，进而知从A市到C市共有5×3＝15种选择方法。我们把对此类问题的求解方法归结为乘法法则，亦称积则。
积则：如果事件A与事件B相互独立，且事件A有p种产生方式，事件B有q种产生方式，则事件“A与B”有pq种产生方式。
使用积则要注意事件之间的相互独立性，即事件A是否发生与事件B是否发生无关，它们互不影响。
积则也可以推广到n个事件的情况。
推广：设事件A1，A2，…，An互相独立，如果Ai的发生有pi种方式（i＝1，2，…，n），则事件“A1与A2与…与An的发生”有p1p2…pn种方式。
也可以用集合论的观点来描述和则与积则。
和则：设集合A和集合B的元素个数分别为m，n，如果A∩B＝∅，则A∪B的元素个数为m＋n。
积则：若集合A和集合B的元素个数分别为m，n，则叉集集合A×B的元素个数为mn。
下面讨论元素无重复的排列和组合计数问题。
首先讨论元素无重复的排列问题。
关于排列组合的计数问题在中学已经涉及一些，现在从一个例子入手展开进一步的讨论。
【例5.1.1】　从集合S＝｛1，2，3，4，5，6｝中选取4个不同的数字构成不同的四位数，问有多少种选择方法？
解：左数第一位的数有6种选择方法，第二位的数应选择不同于已被选择数的其余数字，有5种选择方法；依此类推，第三位的数有4种选择方法，第四位的数有3种选择方法。据积则：从集合S中选取4个不同的数字组成不同的四位数，共有6×5×4×3＝360种选择方法。
这种问题可概括为“从n只有标志的球中取r只放到r个不同的盒子里，每盒只放一只球，有多少种放法”的球—盒模型。第一个盒子有n只球可供选择，第二个盒子有n－1只球可供选择，依此类推，第r个盒子有n－r＋1只球可供选择，由积则可知共有n（n－1）…（n－r＋1）种选择方法。提取此类问题的数学含义，下面给出排列的概念。
定义5.1.1　从n个不同元素中有序选取r个元素排成一排称为n元集的一个r-排列，所有不同排列的个数记为P（n，r）或。如果r＝n，这时的排列称为全排列。
定理5.1.1　对满足0≤r≤n的非负整数n和r有（注意规定0！＝1）。当n＝r时，P（n，n）＝n！＝n·（n－1）…2·1。
在例5.1.1中取四位数的问题即6元集的4-排列：
下面讨论元素无重复的组合问题。
延续前面的问题，若从｛1，2，3，4，5，6｝中选取4个不同的数字只组成无序组，问这样的不同组数有多少种？
这个问题与前面的问题的差别在于把元素取出后不需要排序，而例5.1.1中四位数的问题也可以看成先把4个数取出，再进行排序。这里设所求的不同组数共有x种情形，这样，有x种方案先把4个不同的数取出，然后对每种方案排序，相当于4个数的全排列P（4，4）＝4！，根据积则共有x·P（4，4）＝x·4！种情况；另一方面6个数中选4个进行排列，其排列数为P（6，4）。从而有x·P（4，4）＝x·4！＝P（6，4），所以
这种问题类似排列可概括为：“从n只有标志的球中取出r只放入r个盒子当中，当盒子无区分时，有多少种放法”的球-盒模型。此类问题的共同点是被放入盒内的物件不再考虑次序，其相异放法数是：
定义5.1.2　从n个不同元素中不考虑次序取出r个元素，称为n元集的一个r-组合，所有不同组合的个数记为C（n，r）或亦或
定理5.1.2　对满足0≤n≤r的非负整数n和r，有
我们很容易知道，每当从n个不同的球中把r个取走之后，则剩余n－r个，也就是相当于从n个不同球中取n－r个的一个组合，而且两种选取一一对应，所以有C（n，r）＝C（n，n－r）。
推论5.1.1　对一切0≤n≤r的整数，有C（n，r）＝C（n，n－r）。
定理5.1.3　设集合A有n个元素，则A的子集共有个。
证明：一方面，构成A的子集通过从A中取元素的方式，一个也不取是只取一个元素有种选择，也就是构成A的个子集，取两个元素构成A的个子集，由和则共构成A的个子集；另一方面，把集合A的n个元素取出来作成子集合，对于每个元素都有两种选择，取到或不取到子集里，由积则知共有2n种选取方法，可见定理成立。
我们还会遇到这样的排列问题：从n个有标志的球中取出r个放到一个位置无标号的圆周的r个位置上，有多少种不同的取放方法？
如果把前面的排列P（n，r）称作n元集的r-线排列，则现在这种排列我们称作n元集的r-圆排列，记作O（n，r）。若从不同起点沿圆周逆时针（或顺时针）遍历球的序列是相同的，则由它们所决定的圆排列是同一个。也就是说如果把取出的r个球贴上数字标签1，2，……，r，放在圆周的r个位置上，当从某一处打开圆周时形成一个线排列，由于圆排列的特殊性，诸如12…r，2…r1，3…r12等的圆排列它们对应的线排列都是相同的。这种情形有r种，所以有如果r＝n，那么n个元素的n元圆排列数是：
【例5.1.2】　4个女同志和6个男同志一同就餐，如果没有两个女同志相邻，问有多少种就座方式？
解：若男同志先入座，相当于6个元素的圆排列，有种，男同志入座后形成6个空隙，那么女同志入座便有P（6，4）种选择，由积则可得共有种就座方式。
假若没有女同志不相邻的限制，又有多少种呢？此时即10个人的圆排列问题，有种就座方式。
【例5.1.3】　各种面值的人民币各一张（枚），可以组成多少种不同的面值？
解：我国现在通行的人民币面值以元为单位的有100元，50元，20元，10元，5元，2元和1元；以角为单位的有5角，2角和1角；分币有5分，2分和1分；共13种，它们可以组成不同的面值种。
在n元集的r-排列和r-组合中，如果元素允许重复选取，我们称之为元素可重复的排列和组合。对n元集的r-可重排列和r-可重组合如何计数呢？
先来看几个例子。
【例5.1.4】　果园里种植了6种水果，现有3个小朋友每人取一种水果，问有多少种取法？
解：因为每个小朋友都有3种选择，3人都取过了，利用积则可知共有63种取法。
【例5.1.5】　现有n面彩旗，n1面红色，n2面蓝色，n3面黄色，这里n1＋n2＋n3＝n，把它们悬挂在商场门口，问有多少种悬挂方法？
解：这可以看成n个元素的全排列，但其中n1面红旗在排列中占n1个位置，要从n个位置中选n1个位置，有C（n，n1）种选法。由于n1面红旗不加区分，所以位置取定后不再为旗子排序，在剩余的n－n1个位置中再选n2个位置给蓝旗，有C（n－n1，n2）种选法，最后剩余位置给黄旗有C（n－n1－n3，n3）种选法。
由积则知n面彩旗共有种悬挂方法。由于n－n1－n2－n3＝0，所以共有种悬挂方法。
以上问题可类比多重集的排列问题。多重集是元素可以多次出现的集合。若元素ai出现的次数为ni（ni＝0，1，…，∞），集合A中有m种不同元素a1，a2，a3，…，am，则集合A可记为｛n1·a1，n2·a2，…，nm·am｝。多重集S＝｛4·a1，5·a2，∞·a3｝表示S中有4个a1，5个a2，无穷多个a3，当从S中取元素a1时至多取4次，而取a3时可以取任意多次。
定理5.1.4　设多重集A＝｛∞1·a1，∞2·a2，…，∞k·ak｝，从集合A中取r个元素的排列数为kr。
定理5.1.5　设多重集A＝｛n1·a1，n2·a2，…，nk·ak｝，且n＝n1＋n2＋…＋nk，则多重集A的全排列数等于记为
以上是关于元素可重复的排列问题，下面讨论元素可重复的组合问题。
【例5.1.6】　果园里有6种水果，现在10个小朋友每人摘取一种水果一只，当无须小朋友排顺序时的摘取水果的不同方法数是多少？
解：由于果园中有足够量的水果可供选择，相当于把10个小朋友分成六组，每小组人数是小于等于10人，也可以有空组，这里小朋友无须排序即不加区分，只关心每小组的人数，相邻两组插入一个标志，分六组需要五个标志（如图5.1所示中*代表小朋友，#表示标志）。

图5.1　分六组需要五个标志
这实际上是多重集｛10·*，5·#｝上的全排列问题，应用定理5.1.5，可知应有种摘取水果的不同组合方式。
定理5.1.6　设A＝｛∞·a1，∞·a2，…，∞·ak｝，则从A中取r个元素的组合数为C（k＋r－1，k－1）＝C（k＋r－1，r）．
这个定理的证明可以比照以上例题的想法给出。a1，a2，…，ak相当于k种水果，r个小朋友去取，则在r个小朋友中间插入k－1个标志，将小朋友分成k组，小朋友不加区分，k－1个标志也一样，那么这个问题就相当于多重集｛r·小朋友，（k－1）·标志｝的全排列问题，所以其组合数为
推论5.1.2　设多重集A＝｛n1·a1，n2·a2，…，nk·ak｝，且对一切t＝1，2，…，k有ni≥r，则从A中取r个元素的组合数为C（k＋r－1，r）。
推论5.1.3　设多重集A＝｛∞·a1，∞·a2，…，∞·ak｝，r≥k，则从A中取r个元素且a1，…，ak每个都至少被取一次的组合数为C（r－1，k－1）。
证明：由于要求每种元素a1，…，ak至少被取到一次，所以先预留k个位置分配a1，…，ak，这样还剩余r－k个元素需要从集合A中去取，应用定理5.1.6即知这个组合数为C（k＋（r－k）－1，r－k）＝C（r－1，r－k）＝C（r－1，k－1）。
【例5.1.7】　现有6种水果要装入可以放13只水果的礼品盒中，要求盒中至少有每种水果一个，问有多少种装盒方法？
解：水果是足够选择的，于是这个题目满足推论5.1.3的条件，其中r＝13，k＝6。所以应有C（r－1，k－1）＝C（13－1，6－1）＝C（12，5）＝792种方法。
5.2　容斥原理及排列位置有限制的排列
这一节先来讨论一下关于集合的计数问题。
若已知两个有限集合A、B，且A∩B＝∅，则｜A∪B｜＝｜A｜＋｜B｜（称此式为（1）式），这是很容易理解的。但是若A∩B≠∅呢？这时对A∪B的元素个数计数，就要从｜A｜＋｜B｜中减去集合A与B重复的部分（如图5.2所示），即｜A∪B｜＝｜A｜＋｜B｜－｜A∩B｜（称此式为（2）式）。显然（2）式与（1）式并不矛盾，因为当A∩B＝∅时｜A∩B｜＝0，（2）式就转化为（1）式。

图5.2　容斥原理示意图
这就是关于两个集合的容斥原理：已知两个有限集合A1、A2，则
｜A1∪A2｜＝｜A1｜＋｜A2｜－｜A1∩A2｜。
容斥原理研究的主要是有限个有限集合的交、并或差的计数问题。
三个集合的容斥原理：已知三个有限集合A1、A2、A3，则
｜A1∪A2∪A3｜＝｜A1｜＋｜A2｜＋｜A3｜－｜A1∩A2｜－｜A2∩A3｜－｜A1∩A3｜＋｜A1∩A2∩A3｜
事实上，｜A1∪A2∪A3｜＝｜（A1∪A2）∪A3｜＝｜A1∪A2｜＋｜A3｜－｜（A1∪A2）∩A3｜，对式中｜（A1∪A2）∩A3｜＝｜（A1∩A3）∪（A2∩A3）｜＝｜A1∩A3｜＋｜A2∩　A3｜－｜A1∩A2∩A3｜及｜A1∪A2｜＝｜A1｜＋｜A2｜－｜A1∩A2｜（由关于两个集合的容斥原理）作代入便得｜A1∪A2∪A3｜＝｜A1｜＋｜A2｜＋｜A3｜－｜A1∩A2｜－｜A2∩A3｜－｜A1∩A3｜＋｜A1∩A2∩A3｜。
【例5.2.1】　求从1到60的60个数中能被2，3或7整除的数的个数。
解：令从1到60中能被2整除的数的集合为A，令从1到60中能被3整除的数的集合为B，令从1到60中能被7整除的数的集合为C，则
于是有：｜A∪B∪C｜＝｜A｜＋｜B｜＋｜C｜－｜A∩B｜－｜A∪C｜－｜B∪C｜＋｜A∩B∩C｜＝30＋20＋8－10－4－2＋1＝43。
下面我们归纳出关于n个集合的容斥原理。
定理5.2.1　（容斥原理1）已知n个有限集合A1，A2，…，An，则
证明：用数学归纳法。当n＝2时已知成立。
若n＝k－1时成立，下证n＝k时也成立。

其中
所以｜A1∪A2∪…∪Ak｜

有时有些问题使用容斥原理1直接求解比较困难，可以采用间接手法去解决。比如对集合｛1，2，3，4，5｝，要求1不在第一位的无重复排列数。这个问题直接求满足条件的排列较复杂，不如先求1在第一位时的排列数为4！，从5个数的总排列数5！中减去4！便可得到答案，这种排列数应有5！－4！＝96种。其实容斥原理的另一种形式在有些环境应用更为广泛些，比如错排问题，有限制的排列问题等等，下面给出容斥原理的另一种形式。
定理5.2.2　（容斥原理2）已知n个有限集合A1，A2，……An，则

其中V为全集，A1，A2，…，An为V的子集。
以下讨论错排问题。
n个有区分的元素应有n！个不同的全排列，若一个全排列使得所有的元素都不在原来的位置上，则称这个全排列为一个错排。如：1，2两个数的错排只有一个：21．1，2，3三个数的错排有两个，即312和231．那么n个数1，2，……，n的错排数是多少呢？
设Ai为数i在第i个位置上的全排列，也就是除i以外其他n－1个数的全排列，即：｜Ai｜＝（n-1）！　i＝1，2，…，n。同理｜Ai∩Aj｜＝（n－2）！，i、j＝1，2，…，n且i≠j。
所以每个元素都不在原来位置上的全排列数为
【例5.2.2】　甲、乙两人分别给自己的5位朋友写信，问甲、乙两人都把信笺插错到信封的可能有多少种？
解：每个人错误插放的可能有W种，则又由积则知两人都插错的可能是W2＝442＝1936种。
现在讨论元素相邻位置有限制的排列问题。
【例5.2.3】　对字母a、b、c、d、e、f进行排列，使得不出现bcd和af的排列有多少种？
解：6个字母的全排列为6！，设出现bcd的排列的集合为A，出现af的排列的集合为B，此时分别相当于a、bcd、e、f四个字母（把bcd看成一个字母）和af、b、c、d、e五个字母的全排列，所以｜A｜＝4！，｜B｜＝5！。
而A∩B是指同时出现bcd和af的排列的集合也就是af，bcd，e三个字母的排列，即｜A∩B｜＝3！．应用容斥原理可得满足条件的排列数为

还有一种排列位置有限制的排列是有禁位或有禁区的排列。
【例5.2.4】　A、B、C、D4个人分别去甲、乙、丙、丁4个地方出差，但A不能去甲地，B不能去乙、丙两地，C不能去丙、丁两地，D不能去丁地，问有多少种不同出差方案？
解：若无任何限制4人去4个地方出差的方案数相当于A、B、C、D4人的全排列有4！种。下面我们采用间接手段去解决这个问题，先来看把各自放到不能去的地方的方案共有多少种。
若A去甲地时，其他人可任意选择，此时有1×（4－1）！＝6种方案。
若B去乙或丙地时，其他人可任意选择，此时B有两种选择，即2×（4－1）！＝12种方案。
若C去丙或丁地时，理由同上，共有2×（4－1）！种方案。
若D去丁地亦有1×（4－1）！＝6种方案。
综上所述，有一个人去了禁止去的地方的方案共有1×（4－1）！＋2×（4－1）！＋2×（4－1）！＋1×（4－1）！＝（1＋2＋2＋1）×（4－1）！＝36种。
我们来分析这些项的组成，后面的（4－1）！是共有的，是其他人的选择方案，不同的只是某人在禁止地点的可选方案。下面的讨论可仿照这种形式，若有两人去了禁止地点，其他人的选择有（4－2）！种。下面讨论去了禁止地点的两个人的情形。
若A去了甲地，B去了乙或丙地，有两种情形。
若A去了甲地，C去了丙或丁地，也有两种情形。
若A去了甲地，D去了丁地，只有一种情形。
若B和C都去了禁止地点，因为当B去了乙地时，C有丙、丁两种选择；B去丙地时，C只能选择丁。所以有2＋1＝3种情形。
若B和D都去了禁止地点，有2种情形。
若C和D都去了禁止地点，有1种情形。
所以有两个人去了禁止去的地方的方案共有（2＋2＋1＋3＋2＋1）×（4－2）！＝22。

若A、B、C、D四人都去了禁止地点只有1种情形1×（4－4）！＝1。
由上面的讨论根据容斥原理2便得满足条件的方案共有4！－（4－1）！×6＋（4－2）！×11－（4－3）！×7＋（4－4）！×1＝4种。
由此倒可引出下面的定理。
定理5.2.3　设在集合｛a1，a2，a3，…，an｝的元素的全排列中，每个ai有一些禁位，这些禁位组成ai的禁区，设ri表示恰有i个元素落入禁区的全排列之个数i＝1，2，…，n，则每个元素皆不在自己的禁区的全排列个数为
Qn＝n！－（n－1）！r1＋（n－2）！r2＋…＋（-1）n1！·rn－1＋（-1）n·0！rn
证明：记Ai是有个元素落入各自禁区的全排列之集合，i＝1，2，…，n。若有一个元素落入其禁区，则剩下的n－1个元素有（n－1）！种排法，故至少一个元素落入禁区的排列数为（n－1）！·r1，依此类推，有容斥原理得

在对ri计数时可以用多种方法，下面介绍另一种，仍沿用例5.2.4，用阴影将A、B、C、D四个人禁去之地表示在4×4的表格内，并为阴影块编号（见图5.3）。
对有一人去了禁地的计数方案实际上就是阴影块数为6。
对有两人去了禁地的计数方案可以这样操作，先从A开始考虑也就是阴影块所在的行与列，剩余的阴影块数就是A与某人都去了禁地的方案数有5块，已考虑过的阴影块以后不再讨论。从阴影块2开始继续以上的过程。B有两种选择，先划去B在乙地阴影块2所在行与列，剩余3块，再划去B在丙地阴影块3所在行与列，剩余2块，这3＋2＝5块是B和C或D同时在禁地的方案数。依此类推可得C和D同在禁地的方案数为1，则两人去了禁地的计数方案共5＋5＋1＝11种，同理3人去了禁地的计数方案为7，4人去了禁地的计数方案为1。

图5.3　禁去之地编号
在对ri的计数用棋盘多项式解决也非常方便，有兴趣的同学可以参阅相关资料。
这一节的另一个内容是讨论相异代表系。
今有n个人申请m个职位，是否每个申请者都能获得一个合适的工作呢？
设申请者之集为S＝｛a1，a2，…，an｝，职位为P＝｛p1，p2，…，pm｝，对于1，2，…，n中任一值i，将ai愿意从事的工作作为集合Pi，则Pi为P的子集。于是问题相当于：是否能从每个Pi（i＝1，2，…，n）中选出一个“代表”元素qi，qi则为ai找到的工作，并且每个人的工作各不相同，即：当i≠j时，qi≠qj．为了做到这一点，首先应聘者应当有个职位，也就是m≥n，当然这个条件不充分。
如A＝｛甲，乙，丙，丁｝，B＝｛a，b，c，d，e｝，P甲＝｛a，b｝，P乙＝｛b｝，P丙＝｛a｝，P丁＝｛d，e｝，这样，甲，乙，丙三人不可能同时找到合适的工作，也就是不存在这样的各不相同的代表元素代表每个Pi．
一般地，令Y为一有限集，A1，A2，…，An是集合Y的n个子集的集族，若A的一族元素e1∈A1，e2∈A2，…，en∈An，则称e1，e2，…，en为集族A的代表系；如果e1，e2，…，en是相异元素，则称e1，e2，…，en为集族A的相异代表系。
如果能使每个应聘者找到合适的工作，相当于能从每个人的合适工作集中选出相异代表系，令A1，A2，…，An为集族，k（1≤k≤n）是一个整数。为使集族有相异代表系，A的每k个子集必须至少包含k个元素，假设相反，即存在k个集，比如A1，A2，…，Ak，它们共含有少于k个元素，也就是A1∪A2∪…∪Ak＝B，且｜B｜＜k。此时，k个集A1，A2，…，Ak中的每一个的代表元素必须从集合B中取出，因为｜B｜＜k，由鸽笼原理得到A1，A2，…，Ak中必有两个用同一元素作为代表，所以不存在相异代表系。
事实上可以证明，如果｜A1∪A2∪…∪Ak｜≥k，则集族一定有相异代表系（证明从略）。
由上面的讨论可以得到以下定理。
定理5.2.4　（配偶定理）集族A1，A2，…，An有相异代表系当且仅当满足配偶条件：对于每个k＝1，2，…，n和对于每次选取的i1，i2，…，ik（其中1≤i1＜i2＜…＜ik≤n）有｜Ai1∪Ai2∪…∪Aik｜≥k。
如果不是每个应聘者都能找到合适的工作，那么能够找到合适工作的最多人数是多少呢？对于这个问题我们不加证明，只给出以下定理：
定理5.2.5　令A1，A2，…，An为集合Y的子集族，则集族的能够选择以使得有相异代表系的子集的最大个数ρ等于由表达式｜Ai1∪Ai2∪…∪Aik｜＋n－k对于k＝1，2，…，n的所有选择和取自｛1，2，…，n｝的k个互异下标i1，i2，…，ik的所有选择得到的最小值。
【例5.2.5】　设集合｛a，b，c，d，e，f｝的子集族是：A1，A2，A3，A4，A5，A6，其中A1＝｛a，b，c｝，A2＝｛b，c｝，A3＝｛b，c｝，A4＝｛b，c｝，A5＝｛c｝，A6＝｛a，b，c，d｝，因为｜A2∪A3∪A4∪A5｜＝｜｛b，c｝｜＝2，于是｜A2∪A3∪A4∪A5｜＋6－4＝4．因此对于n＝6和k＝4，由定理5.2.5可知至多可以选择A的4个集合，使它们有相异代表系。由于A1，A2，A5，A6有a，b，c，d为相异代表系，于是4是具有相异代表系的集合的最多个数。用找工作的述语来说就是4是能够找到合适工作的最多人数。
5.3　鸽巢原理
我们知道11只鸽子飞进10个巢里，必须导致至少有一个巢里有两只鸽子。这就是组合数学中一个重要而又初等的组合学原理，称鸽巢原理。巧妙运用鸽巢原理往往可以解决一些有趣的问题并且可以得出令人惊奇的结论。
鸽巢原理（简单形式）：将n＋1个物体放入n个盒子中，那么至少有一个盒子包含两个或更多的物体。
【例5.3.1】　在13个人中至少有两个人属同一属相。
【例5.3.2】　问从n对已婚夫妇中至少选取多少人才能保证至少选上一对夫妇？
解：n对夫妇相当于n个盒子，要保证至少选到一对夫妇，必须使某一盒子空，这样至少要考虑选n＋1个人才能保证。
应用鸽巢原理需要搞清楚以下问题：什么是“鸽子”？什么是“巢”？鸽子与巢各有多少？其中的关键往往在于巧妙的构造巢。
【例5.3.3】　从1到2n的2n个正整数中任取n＋1个，则这n＋1个数中至少有一对，其中一个是另一个的倍数。
证明：设所取的n＋1个数是a1，a2，…，an＋1，则从它们每一个的素分解中（如果含有的话）去掉含2的素因子，使它们只剩奇数因子，如20＝22×5剩下了5．记剩下的相应奇数序列为r1，r2，…，rn＋1（鸽子）。而1到2n中只有n个奇数（巢），所以r1到rn＋1中至少有两个相同，不妨设为ri＝rj，则所它们所对应的ai与aj或相等（视为一倍关系）或成倍数关系。
【例5.3.4】　设在正六边形内有7个点，则至少有两个点的距离小于或等于正六边形的边长。
解：由正六边形的中心和6个顶点连接，将六边形划分成6个正三角形（巢），其边长等于六边形边长。由鸽巢原理，7个点中至少有两点在同一正三角形内，则这两点的距离不大于这个三角形的边长。
鸽巢原理还可以推广至更复杂的情况。
定理5.3.1　（鸽巢原理推广形式）将m1＋m2＋…＋mn－n＋1个物体放入n个盒子内，则n个事件“第一个盒子中至少有m1个物体”、“第二个盒子中至少有m2个物体”、…、“第n个盒子中至少有mn个物体”中至少有一个发生，其中m1，…，mn，n均为自然数。
证明：上述结论必然成立。否则，第一个盒内少于m1个物体，第二个盒内少于m2物体，…，第n个盒内少于mn个物体，于是物体总数不超过为（m1－1）＋（m2－1）＋…＋（mn－1）＝m1＋m2＋…＋mn－n，这与假设矛盾。
【例5.3.5】　一个文具盒当中装有铅笔、钢笔和圆珠笔，若要保证文具盒中至少有3支铅笔或2支圆珠笔或2支钢笔，则文具盒中至少放多少支笔？
解：由于m1＝3，m2＝2，m3＝2，n＝3，所以由鸽巢原理推广形式知，最少要放入m1＋m2＋m3－n＋1＝3＋2＋2－3＋1＝5支笔。
推论5.3.1　m个物体放入n个盒子中，则至少有一个盒子中有不少于个物体。
证明：如若不然，盒子中最多有个物体，n个盒子最多为这与假设矛盾。
推论5.3.2　将n（m－1）＋1个物体放入n个盒子中，则至少有1个盒子中有m个物体。
证明：这是鸽巢原理推广形式，当m1＝m2＝…＝mn＝m时的特殊情况。
推论5.3.3　若m1，m2，…，mn是n个正整数，而且则m1，m2，…，mn中至少有1个数不小于r．
【例5.3.6】　任给n2＋1个相异实数组成的序列x1，x2，…，（n∈N），则必然存在由其中n＋1个数组成的单调子列。
这里的所谓子列是指：如a1、a2、…、a8是一个序列，则a1、a2、a5、a6是一个子列，而a2、a1、a5、a6不是子列。
证明：令mi表示从xi开始最长的递增子列的长度（项数），若存在mi≥n＋1，则结论成立。如果对每个mi（i＝1，2，…，n2＋1）都有mi＜n＋1，那么是1和n之间的n2＋1个数。把n2＋1个物体（mi）投入n个盒子中（1到n的n个自然数，这里m－1＝n）由推论5.3.2，必有一个盒子放上了n＋1个物体，即m1，m2，…，中有n＋1个是相等的，不妨设
下面证即是单调子列。
事实上，若不成立，不妨设因为从开始递增子列之长为再把接排到这个递增子列的前面，则得与所证的互相矛盾，故不成立，同理可证其他。可见
下面讨论Ramsey数问题，该问题由（英）剑桥学者F. P. Ramsey于1924年在《论形式逻辑中的一个问题》一文中提出。
Ramsey定理是鸽巢原理的一个重要推广，先看下面的例子。
【例5.3.7】　证明在6人中或有3人相互认识，或有3人彼此不相识。
每两个顶点之间都有连线的图称完全图。三角形是有三个顶点的完全图，两个顶点和它们的一条连线组成具有两个顶点的完全图。
证明：将6个人的关系看作6个顶点的完全图（如图5.4所示）。若两人认识则为此边染黄色，两人不相识则为此边染黑色。

图5.4　看做6个顶点的完全图
这个问题等价于证明6个顶点的完全图用黄黑两色为边染色，必然存在一个黄色三角形或一个黑色三角形。
考虑顶点A与其他顶点的五条边，用两种颜色去涂染，由推论5.3.1知，必有至少条边同色，不妨染上黄色，假设三条黄边的另一端点分别为C、D、E，如果△CDE三角均为黑色，则有一黑色三角形；若至少有一边为黄色，则和原来的黄边形成黄色三角形。
用上述方法，还可以得到以下结论：
9个顶点的完全图用红蓝二色为边染色，则或得到一个红色三角形，或得到一个蓝色完全四边形。类似地还可叙述为：或得到一个红色完全四边形，或得到一个蓝色三角形。
18个人中至少有4个人或互相认识或互相不认识，亦可描述为18个顶点的完全图用红蓝两色为边染色，则至少存在一个同色完全四边形。
由以上讨论提出一个一般问题：对于常数m和n有一对应常数r，使r个人中或有m个相互认识或有n个互不相识，r的最小值用r（m，n）表示，r（m，n）即Ramsey数，已知的Ramsey数很少，比如r（3，3）＝6，r（3，4）＝9，r（3，5）＝14，r（3，6）＝18，r（3，7）＝23，r（3，8）＝28，r（3，9）＝36等等。
交换红蓝色的位置可以得到r（m，n）＝r（n，m），还可以用前面的方法证得r（m，2）＝m。
把上面的讨论可以推广到更一般的情况：用任意的k种颜色C1，C2，…，Ck为有r个顶点的完全图染色，则或有m1条边的同色完全图，或有m2条边的同色完全图，…，或有mk条边的同色完全图，这个结论成立的最小正整数r（m1，m2，…，mk），称Ramsey数。
在Ramsey定理的最一般的叙述中，把点对用t个元素的子集代替，其中t≥1为某个整数，并令1＜nt为n个元素的集合中所有的t个元素的子集的集合。
Ramsey定理：给定整数t≥2及整数q1，q2，…，qk≥t，存在一个正整数p，使得如果将p元素集合中的每一个t元素子集，指定k种颜色C1，C2，…，Ck中的一种，那么或者存在q1个元素，这些元素的所有t元素子集都被指定颜色C1，或者存在q2个元素，这些元素的所有t元素子集都被指定颜色C2，…，或者存在qk个元素，这些元素的所有t元素子集都被指定颜色Ck。最小的这样的正整数p称Ramsey数，记为rt（q1，q2，…，qk）。
当设t＝1，于是r1（q1，q2，…，qk）就是最小的数p，它满足p个元素集合中的元素用C1，C2，…Ck中的一种颜色染色，那么或者存在q1个涂成颜色C1的元素，或者存在q2个涂成颜色C2的元素，……，或者存在qk个涂成颜色Ck的元素。由鸽巢原理推广形式知r1（q1，q2，qk）＝q1＋q2＋…qk－k＋1．一般地，确定rt（q1，q2，…，qk）非常困难。
另一方面，鸽巢原理推广形式也可以用着色术语来表述：如果m1＋m2＋……mn－n＋1个物体中的每一个物体被着n种颜色中的一种，那么存在一个这样的i，使得第i种颜色的物体至少有mi个。
5.4　递推关系
递推关系是一个强有力的组合计数工具，尤其在作算法分析时会经常使用。
定义5.4.1　对于序列a0，a1，a2，…，构造一函数G（x）＝a0＋a1x＋a2x2＋…，称函数G（x）是序列a0，a1，a2，…的母函数或生成函数。序列a0，a1，a2，…往往简记为｛an｝。
例如由于（1＋x）n＝c（n，0）＋c（n，1）x＋c（n，2）x2＋…＋c（n，n）xn，所以（1＋x）n是c（n，0），c（n，1），…，c（n，n）的母函数。
许多组合计数问题依赖于一个整数参数n，这个整数参数n常常表示问题中某个基本集或多重集的大小、组合的大小、排列中的位置数等等。因此，一个计数问题常常不是一个孤立的问题而是一系列的单个问题。我们用实例来说明这个问题。
【例5.4.1】　Hanoi问题（汉诺塔问题）。
Hanoi塔由n个大小不同的圆盘和三根立柱a、b、c组成。开始时，这n个圆盘由大到小、从下到上依次套在a柱上，如图5.5所示。要求把a柱上的n个圆盘按下述规则移到c柱上：
（1）一次只能移一个圆盘；
（2）圆盘只能在3个柱上存放；
（3）在移动过程中，不允许大盘压小盘。
问：将这n个盘从a柱上移动到c柱上，总计需要移动多少个盘次？
分析：令h（n）为n个盘从a柱移到c柱所需移动的盘次，显然当n＝1时，只需移动一次，故h（1）＝1，当n＝2时，先将上面的小盘移到b柱上，然后将大盘移到c柱上，最后将小盘移到c柱上，共移3次，所以h（2）＝3。依次类推，有n个盘时，先将上面n－1个盘移至b柱，再将最后一个盘移至c柱，最后将b柱的n－1个盘移到c柱上。

图5.5
解：这样便有递推关系h（n）＝2h（n－1）＋1，h（1）＝1，n＝2，3，……．
用迭代法解得h（n）＝2h（n－1）＋1

【例5.4.2】　Fibonacci数列（菲波那契数列）：在一年开始时买来一对兔子，雌雄各一只，每月繁殖雌雄各一的一对新兔子，第二个月开始，每对新兔子也开始每月产一对异性兔子，问一年后共有多少对兔子？
解：设f（n）是第n个月开始时的兔子对数。令f（0）＝1，且f（1）＝1，第一个月中产出一对新兔子，在第二个月开始时有f（2）＝2对，在第二个月中原来那对又产出一对新兔，所以第三个月开始时有f（3）＝3对。依此类推，第n个月开始时兔子数目等于第n－1个月开始时的兔子对数加上第n－2个月开始时兔子对数。即：f（n）＝f（n－1）＋f（n－2），f（0）＝1，f（1）＝1，n＝2，3，…．
这个题的解为

因此，一年后共有377对兔子。
【例5.4.3】　Catalan数：一个凸边形，通过不相交于n＋1边形内部的对角线，把n＋1边形拆分成若干三角形，问不同拆分的数目是多少？
解：设凸n＋1边形的不同拆分数目为hn，并令h1＝1。以A1An作为1条边的特殊三角形。把n边形分成两部分，一部分为凸k边形，另一部分为凸n－k＋2边形（k＝2，3，…，n－1）。由于Ak可以是A1到An中的任意一点，由和则得：

这就建立了一种递推关系，我们称hn为Catalan数。
下面求解hn。为解出hn，从另一个角度进行计数。
任取n边形的一条对角线A1Ak＋1，把n边形分成k＋1边形和n－k＋1边形，则以A1Ak＋1为划分线的部分方案有hkhn－k种，而Ak＋1可以是A3到An－1这n－3个顶点中的任何一个。
这样计数共得：前面只是从A1出发剖分多边形，我们可以从每个顶点出发这样做，如此便有种方案，但其中有重复度，重复度来自两个方面，一方面一条对角线连接两个顶点，计数当中每个顶点都计算了一次，所以应当除以2；另一方面，剖分时需n－3条对角线，以每条对角线为划分线计算方案数时，每个方案被计数了n－3次，所以再除以n－3．
综上所述，
由于h1＝1代入（1）式，得
由式（1）和式（3）得：化简后得：nhn＝（4n－6）hn－1。
令nhn＝En，则有
由迭代法
所以nhn＝（2n－2，n－1）即：
【例5.4.4】　平面上有n条封闭曲线，任两条交于两点，且任3条不交于同一点，问这些曲线把平面分割成多少块区域？
解：令an为n条封闭曲线把平面分割成的区域个数。当n＝1时a1＝2；n＝2时an＝4，若n－1条封闭曲线已经把平面分割成an－1块区域，则第n条曲线与前n－1条相交，共有2（n－1）个交点，每对交点将原有区域内、外部分划分为2块，也就是每对交点使得新增区域2块，那么（n－1）对交点共新增2（n－1）块区域，所以有an＝an－1＋2（n－1）。
解这个递推关系　　　
所有等式相加得
前面介绍了几个著名的递推关系：汉诺塔，Fibonacci数列和Catalan数。许多组合问题都可以归结为递推关系，关于递推关系的解可以有多种方法求得，以下我们将逐一介绍。
首先讨论常系数线性齐次递推关系的解。
令h0，h1，h2，…，hn，…是一个数列。如果存在量α1，α2，…，αk，αk≠0和量βn（每一个量都有可能依赖于n），使得hn＝α1hn－1＋α2hn－2＋…＋αkhn－k＋βn（n≥k）。则称该序列满足k阶线性递推关系；如果βn为常数0，则称线性递推关系为齐次的；如果α1，α2，…，αk是常数，则称线性递推关系具有常系数。
这里先来讨论常系数线性齐次递推关系，即形如
hn＝α1hn－1＋α2hn－2＋…＋αkhn－k（n≥k），其中α1，α2，…，αk是常数，且αk≠0。
递推关系可写为
若令hn＝xn≠0，则xn－α1xn－1－α2xn－2－…－αkxn－k＝0，两边除以xn－k，得方程

也就是说要求得hn相当于对方程（5）求解。
方程（5）叫做递推关系（4）的特征方程，方程（5）的根叫做递推关系（4）的特征根或特征值。由于特征值的复杂性，下面分情况讨论。
1．特征根是k个相异实根
定理5.4.1　设λ1＜λ2＜…＜λk是k个相异实根，则递推关系（4）的通解为

证明：由于λi是方程（5）的根，所以满足（4）。又因为（4）为线性齐次方程，所以解的线性组合仍是（4）的解。
下面证明对任给的一组初值h0＝b0，h1＝b1，…hk－1＝bk－1，和一个特解都可以确定唯一一组常数使得

这个方程组的系数矩阵的行列式为：
是范德蒙行列式，由λ的相异性知，该行列式非零，所以方程组（7）有唯一解
因此所有的解都可以用（6）来表示，所以（6）为通解。
【例5.4.5】　求解Fibonacci数的递推关系：f（n）＝f（n－1）＋f（n－2）且初值为f（0）＝1，f（1）＝1．
解：特征方程为x2－x－1＝0，所以通解为
将初值代入得
解之得：
所以递推关系的解为
【例5.4.6】　用字母a、b和c组成长度为n的字，如果要求没有两个a相邻，问这样的字有多少个？
解：设h（n）是所求的字的个数n≥1．当n＝1时，h（1）＝3；当n＝2时，没有两个a相邻的字有ab、ac、ba、bb、bc、ca、cb、cc，所以h（2）＝8。
设n≥3，如果头字母为a，则第二个字母只能为b或c，其余字母有h（n－2）种方式确定。因此以a开头的字有2h（n－2）个。如头字母为b或c，则其余字母有h（n－1）种方式确定。由和则得h（n）＝2h（n－1）＋2h（n－2），（n≥3）。初值为h（1）＝3，h（2）＝8。
递推关系的特征方程式为x2－2x－2＝0。解得特征根为所以通解为

将初值代入解方程组得因此
2．特征值都是实根但有重根
定理5.4.2　设λ1＜λ2＜…＜λr是实特征值，其重数分别为n1，n2，…，nr且则（4）的通解为
证明从略。定理描述比较复杂，下面用一个例子来说明。
【例5.4.7】　求解递推关系hn＋hn－1－3hn－2－5hn－3－2hn－4＝0（n≥4），初值h0＝1，h1＝0，h2＝1，h3＝2．
解：其特征方程为x4＋x3－3x2－5x－2＝0，特征根λ1＝-1，λ2＝-1，λ3＝-1，λ4＝2，其中-1为三重根，在通解中与-1有关的部分写为（a1＋a2n＋a3n2）（-1）n；2是单根，在通解中与2有关的部分写为b12n。
所以递推关系的通解为hn＝（a1＋a2n＋a3n2）·（-1）n＋b12n。将初值代入得方程组

解之得：所以递推关系有解：

3．特征根中有复数
若λi与λj是两个共轭复数β（cosθ±isinθ），则在与处分别用实部βncosnθ和虚部βnsinnθ代入即可。
【例5.4.8】　求解an＝an－1－an－2且初值为a1＝1，a2＝0。
解：特征方程为λ2－λ＋1＝0，解之得则通解为
代入初值a1，a2得：
解之得：所以通解为
接着以上的讨论，以下讨论常系数线性非齐次递推关系。
常系数线性非齐次递推关系的解的一般形式为：
hn＝α1hn－1＋α2hn－2＋…αkhn－k＋βn（n≥k，αk≠0，βn≠0），
即：

先求出相应的齐次递推关系hn－α1hn－1－α2hn－2－…－αkhn－k＝0的解。再求出（9）的一个特解，然后将两个部分相加得到（9）的通解。
以Hanoi塔的递推关系为例加以说明。
已知h（n）＝2h（n－2）＋1，初值为h（1）＝1。其相应齐次递推关系和特征方程为
h（n）－2h（n－2）＝0和x－2＝0，并有x＝2。
因而齐次递推关系有通解：h（n）＝C·2n。
设h（n）＝2h（n－2）＋1的特解为P，代入递推关系得P－2P＝1，解得P＝-1。
于是得递推关系的通解：hn＝C·2n－1。
将初值代入有：C×2－1＝1得C＝1，所以Hanoi塔问题有解：hn＝2n－1。
一般说来，当βn是n的t次多项式时，对应的特解形式为

其中，P1，P2，…，Pt＋1为代定系数。
【例5.4.9】　求递推关系hn＋5hn－1＋6hn－2＝3n2的特解。
解：设特解代入原递推关系化简左边得：

因此有

解得因而有特解：
5.5　生成函数
上一节中讲到了递推关系，在递推关系的求解计数当中借助生成函数也是一个重要的方法。
例如g（x）＝1＋x＋x2＋…＋xn＋…是无穷序列1，1，…，1，…的生成函数。它的值为
通过展开成无穷级数的方法易知：是序列1，2，3，…，n，…的生成函数；是序列1，0，1，0，1，…的生成函数；是序列1，0，0，1，0，0，1，…的生成函数；是序列1，2，22，23，…的生成函数；是序列0，1，0，1，0…的生成函数，等等。
生成函数一方面可以看成是代数对象，其形式上的处理使得人们可以通过代数手段计算一个问题的可能数目。另一方面是无限可微分函数的泰勒级数（幂级数展开式）。如果能够找到函数和它的泰勒级数，那么泰勒级数的系数则给出问题的解。
一个序列和它的母函数一一对应，为了满足某种递推关系的序列，可把它转换为求对应的母函数G（x）。G（x）可能满足一代数方程或代数方程组，甚至于是微分方程。最后有母函数G（x）再得到序列｛an｝。关键在于搭起从序列到母函数，和从母函数到序列的这两座桥。在5.4节解决过的递推关系借助生成函数的方法去解决也非常方便。
下面通过举例来说明。
【例5.5.1】　求解Hanoi问题。h（n）＝2h（n－1）＋1，h（1）＝1。
解：令H（x）＝h（1）x＋h（2）x2＋h（3）x3＋…是序列h（1），h（2），h（3），…的生成函数。
则由H（x）＝h（1）x＋h（2）x2＋h（3）x3＋…和-2xH（x）＝-2h（1）x2－2h（2）x3＋…，
两式相加得：
（1－2x）H（x）＝h（1）x＋［h（2）－2h（1）］x2＋［h（3）－2h（2）］x3＋…。
由于h（n）－2h（n－1）＝1，所以有
因而
从生成函数求序列h（1），h（2），h（3），…可以用下面的算法：
令其中A，B为待定系数。因为（A＋B）－（2A＋B）x＝x，所以由对应系数相等得：
从中解得：A＝-1，B＝1。
可见
已设故h（n）＝2n－1。
【例5.5.2】　求解Fibonacci数列Fn＝Fn－1＋Fn－2，F1＝F2＝1。
解：设生成函数G（x）＝F1＋F2x＋F3x3＋F4x3＋…。
x3的系数为F3也可以表示成F2＋F1，x4的系数为F4也可以表示成F3＋F2。于是可以做下列运算（分别用x的幂次同乘它所在行的等式两端）：

所以（1－x－x2）G（x）＝x．于是有

由系数相等得方程组　从中解得：所以
又因为是的生成函数，是的生成函数，所以：

因而
【例5.5.3】　求解Catalan数
解：设它的生成函数为G（x）＝h1＋h2x＋h3x2＋…。由

所以G（x）－1＝x［G（x）］2，即x［G（x）］2－G（x）＋1＝0．解此一元二次函数方程得：
取并由推广了的二项式定理：
知中xn项系数为：

因而中xn－1项的系数
在下文，我们来进一步讨论生成函数，并且首先讨论组合的生成函数。
（1）我们知道C（n，r）是从n个不同元素中，不考虑次序的取出r个元素的方案数。对于n个元素当中的每一个都有被取出或不被取出两种可能。用x0代表元素不被取出，x1代表元素被取出，n个元素的情形可考虑乘法。

则xr的系数就是取r个元素的方案数，即αr＝C（n，r）。因为（1）式就是G（x）＝（1＋x）n＝1＋α1x＋α2x2＋…＋αnxn．在右式的右边的等式两边关于x求r阶导数，并将x＝0代入所求结果得：n（n－1）…（n－r＋1）＝r（r－1）…1·αr，所以C（n，r）这也就是说G（x）＝（1＋x）n是C（n，r）的生成函数。
（2）同样的思路，我们可以给出各种组合数的生成函数。
设多重集A＝｛∞·a1，∞·a2，…，∞·ak｝，下面讨论从A中取r个元素的组合数的生成函数。
因为

上式左端为（1－x）-k，通过多次求导可得所以（1－x）-k是C（k＋r－1，r）的生成函数。
（3）设多重集A＝｛∞·a1，∞·a2，…，∞·ak｝，r≥k，下面讨论从A中取r个元素且每种元素至少被取到一次的组合数的生成函数。
因为　
上式左边为xk（1－x）-k＝xk（1＋r1x＋r2x2＋…），按幂级数（1－x）-k展开系数得xr的系数为rr－k＝C（r－1，r－k）＝C（r－1，k－1），所以xk（1－x）-k是C（r－1，k－1）的生成函数。
（4）从多重集A＝｛∞·a1，∞·a2，…，∞·ak｝中取r个元素且使a1，a2，…，aι每种元素至多出现m次，m，ι≤k，aι＋1，aι＋2，…，ak不重复出现，其组合数的生成函数。

其中G（x）的幂级数中xr的系数是所求的组合数，所以G（x）是此组合数的母函数。
【例5.5.4】　求A＝｛3·a，4·b，2·c｝的7组合数。
解：对应生成函数

其展开式中x7的系数为
C（7＋2，7）－C（2＋4，4）－C（2＋3，3）－C（2＋2，2）＋C（2＋0，0）
＝36－15－10－6＋1＝6，所以A的7组合数为6．
【例5.5.5】　设有5面黄旗和6面绿旗，要求取用不少于2面黄旗和偶数面绿旗来修饰店面，问有几种取法？
解：对应生成函数为
所以共有1＋1＋2×6＋1＋1＝16种取法。
下面讨论正整数的拆分。
所谓正整数的拆分就是把整数分解成若干正整数的和，相当于把n个无区别的球放到n个无标志的盒子中，盒子中可放多于一个球或盒子可以空着。正整数拆分办法不一，不同拆分法的总数叫做拆分数。用生成函数的方法可把正整数拆分成满足各种要求的拆分数，下面举例说明。
【例5.5.6】　若有1克、2克、3克、4克砝码各一枚，问能称出几种质量？每种质量各有几种加砝码的方法？
解：设生成函数

其中像（1＋x3），它表示不取或取一枚3克砝码。从展开式中可知，可称出1克到10克的10种质量，有xk则可称出k克质量，并且xk的系数就是称量k克时不同的加砝码方法。比如2x5表示称出5克质量有两种加砝码方法：3克＋2克、1克＋4克。
【例5.5.7】　求各自然数的每个分部不超过3的拆分数。
解：取生成函数G（x）＝（1＋x＋x2＋…）·（1＋x2＋x4＋…）·（1＋x3＋x6＋…），
（1＋x＋x2＋…）表示取0个或1个或2个…自然数1，（1＋x2＋x4＋…）表示取0个或1个或2个…自然数2。由于自然数2不能再分，所以指数总是2的倍数，x4表示取2个2。
由于拆分分部不超过3，所以生成系数设为如上形式。那么

满足要求的4的拆分数有4个：2＋2，1＋1＋1＋1，1＋1＋2，1＋3。
【例5.5.8】　求用1分、2分、5分硬币可组成不同币值的方案数。
解：取生成函数
其中5x6是组成指币值6分的不同方案数有5种，分别为6＝1＋1＋1＋1＋1＋1，6＝1＋1＋1＋1＋2，6＝1＋1＋2＋2，6＝2＋2＋2，6＝1＋5．
【例5.5.9】　把自然数拆分成每个分部不超过5的奇数，求拆分数。
解：生成函数为
其中3x5指5拆分成每部分不超过5的奇数有3种：1＋1＋1＋1＋1，1＋1＋3，5。
现在讨论排列的生成函数。
我们已经知道多重集A＝｛n1·a1，n2·a2，…，nk·ak｝，当n＝n1＋n2＋…＋nk时，A上的全排列数为
【例5.5.10】　若从4个a和3个b取4个元素排列，求排列方案数？
解：为了区别a与b，设从7个元素中取4个的组合数的生成函数为

以4次方为例，x4＋x3y＋x2y2＋xy3表示取4个元素的组合有4个a、3个a和1个b、2个a和2个b以及1个a和3个b。我们从中研究排列数，如x2y2对应2个a和2个b，4个元素全排列为4！，消除重复度，则排列数为其他类似。所以从4个a和3个b中取4个元素的不同排列数共有
上面是利用组合数的生成函数来计算排列数，下面我们直接用生成函数的方法来计算排列数。由于计算上的特点，形式的引入函数

则其中的系数15是从4个a和3个b总共7个元素中取4个的排列方案数。
一般化上面的讨论，便有：
定义5.5.2　对于序列a0，a1，a2，…，构造函数

称为序列a0，a1，a2，…的指数型母函数。指数型母函数亦称指数型生成函数或指母函数；相对应，定义5.5.1中定义的母函数称普通型母函数或普母函数。
由于ex的展开式恰为为了便于区别，把指数型生成函数记为Ge（x）。
若从集合A＝｛n1·a1，n2·a2，…，nk·ak｝（n＝n1＋n2＋…＋nk）中取r个作排列，其排列数的指数型生成函数为：

展开式中的系数就是取r个元素的排列数。
【例5.5.11】　由1，2，3，4四个数字组成一个5位数，要求五位数中必须1出现不超过2次，至少有一个2，最多3个4和偶数个3，问满足要求的5位数共有多少个？
解：从生成函数：

知这样的五位数共有366个。
【例5.5.12】　求1，3，5，7，9五个数字组成的n位数的个数，要求3、7出现的次数为偶数。
解：设满足条件的r位数的个数为ar，序列a1，a2，a3，…的指数型生成函数为：

因为所以于是：

所以　　　　
再看错排问题。
设n个数1，2，…，n的错排数个数为Dn，则Dn可以这样产生：将第n个数与前面n－1个数之一互换，其余n－2个数错排，这样有（n－1）Dn－2个错排；另一部分，将前面n－1个数先错排，然后n与前面（n－1）个数互换，这样有（n－1）Dn－1个错排，所以有递推关系Dn＝（n－1）（Dn－1＋Dn－2）。由于D1＝0，D2＝1，所以D0＝1。于是

令则由

得即Ge（x）＝xGe（x）＋e-x。所以
因而
5.4节讨论过的递推关系都是关于一个参数的递推关系，而Stirling数导出的递推关系是双参的。下面讨论一种双参数的递推关系——Stirling数。
定义5.5.3　设x的递降阶乘函数可被x的幂函数表示为
［x］n＝x（x－1）（x－2）…（x－n＋1）＝S（n，0）＋S（n，1）x＋S（n，2）x2＋…＋S（n，n）xn，则称表出系数S（n，0）＋S（n，1），…，S（n，n）为第一类Stirling数。
由于一方面［x］n＋1＝［S（n，0）＋S（n，1）x＋S（n，2）x2＋…＋S（n，n）xn］（x－n），而另一方面［x］n＋1＝S（n＋1，0）＋S（n＋1，1）x＋…＋S（n＋1，n＋1）xn＋1，所以有第一类Stirling数双参数的递推关系式：S（n＋1，k）＝S（n，k－1）－nS（n，k）。
我们着重介绍第二类Stirling数。
定义5.5.4　将n个有区别的球放到m只相同的盒子中，要求无一空盒，其不同的放置方案数记为S（n，m），称第二类Stirling数。
用集合观点可表述为：把n个元素的集合，划分成非空的m个子集的全部划分方案数即S（n，m）。
定理5.5.1　第二类Stirling数S（n，m）具有以下性质：
（1）S（n，0）＝0；
（2）S（n，1）＝1；
（3）S（n，n）＝1；
（4）S（n，2）＝2n－1－1；
（5）S（n，n－1）＝C（n，2）。
证明：（1），（2），（3）显然成立。
（4）设有n个不相同的球b1，b2，b3，…，bn，从中取出球b1，其余的（n－1）个球，每个都有与b1同盒，或不与b1同盒两种选择。但必须排除全体与b1同盒的情况，由于此时另一盒为空，所以有2n－1－1种方案。即：S（n，2）＝2n－1－1。
（5）n个球放到（n－1）只盒子里，不允许有一个空盒，故必有一盒有两个球，从n个有区别的球中取2个，有C（n，2）种组合方案。
定理5.5.2　第二类Stirling数满足递推关系：
S（n，m）＝mS（n－1，m）＋S（n－1，m－1）　（n＞1，m≥1）
证明：设有n个有区别的球b1，b2，b3，…，bn，从中取一个球设为b1，把n个球放到m个盒子，且无空盒的方案全体可分为两类：
（1）b1独占一盒，方案数为S（n－1，m－1）；
（2）b1不独占一盒，相当于先将剩下的（n－1）个球放到m个盒子，不允许空盒，共有S（n－1，m）种不同方案，然后将b1球放进其中一盒，从积则得b1不独占一盒的方案数为mS（n－1，m）．
最后由和则便得S（n，m）＝mS（n－1，m）＋S（n－1，m－1）。
【例5.5.13】　将10个颜色各异的球装入8只一样的瓶子当中，不许有空瓶，问有多少种方案？
解：这个题相当于求S（10，8）。因为

所以共有750种方案。
练习5
（1）从52张的一副扑克牌中选出五张牌，使其中恰好有三张红桃和一张A，问共有多少种不同选法？
（2）一个点心店销售8种花色点心，每种点心都有足够的数量，问这个点心店可以配出多少种不同的一打装点心？若每盒中每种花色的点心至少有一个，可以配出多少种不同的一打装点心？
（3）确定用红、白、蓝三色为一个1×n的棋盘的方格染色的方案数，并使白色的方格数为偶数。
（4）甲乙两个年级都有50名男生和50名女生，在一次联谊舞会上，甲乙两年级的同学分别随意地站成一个圈，甲在外圈，乙在内圈。甲年级的同学沿其圈顺时针旋转，乙年级的同学不动，证明有一个时刻，甲乙两年级内圈与外圈面对面站着的至少有50对可以成为舞伴。
（5）求把正偶数拆分成每部分不超过6的拆分数。
（6）有一个6位数，它的数字全属于｛1，2，3，4，5｝中的数，5恰用1次，且此6位数中有数字1，但1出现不超过两次，2出现不超过1次，3不超过3次，4出现的次数是偶数，这种数共计多少个？
（7）求n位十进制数中出现偶数个5的数的个数。
（8）求
（9）某单位有8个男同志，5个女同志，现要组织一个小组，其中有偶数个男同志和不少于2个的女同志，问有多少种组成方式？
（10）对n个数的乘积a1a2…an，依据乘法结合律，不改变顺序，只用括号表示为成对的乘积，问有多少种不同的乘法方案？
（11）某年级组有12位教师，已知教数学的教师有8位，教物理的教师有6位，教化学的教师有5位，其中有5位既教数学又教物理，有4位兼教数学和化学，兼教物理和化学的有3位，有3位教师教三门课，问教数、理、化以外的教师有几位？
（12）设a1、a2、a3为三个任意的整数，它们的任一个排列表示为b1b2b3，则a1－b1、a2－b2、a3－b3中至少有一个是偶数。
（13）有5对夫妇成对站成一排，女士不动，男士都不在原先位置上的排列数是多少？
习　题　五
（1）教师两人、学生六人，师生围桌而坐，符合下列条件的坐法分别有多少种？
①不附加任何其他条件；
②两位教师必须在相邻位置；
③两位教师不在相邻位置；
④学生甲在两位教师之间。
（2）有7名司机开来7辆车排成一排，若使每个司机都不开他原来的轿车，问有多少种分派方案？若有2名司机开原来的轿车，又有多少种分派方案？
（3）求字母a，b，c，d，e，f，g具有下列性质的排列个数：ace和df都不出现。
（4）确定n位数码全是奇数，且数字1和3出现偶数次的数码个数。
（5）求n位四进制数中1，2，3至少出现一次的数码个数。
（6）求由两个a，一个b，两个c组成的不同排列总数。
（7）用特征多项式的方法求
（8）求用8角、1元和2元的邮票贴出不同数值的方案数。
（9）平面上有一圆，圆周上有n个点，圆内有一点P与这n个点连结，将圆分成n个区域D1、D2、…、Dn，现用k种颜色对这n个区域进行着色，要求相邻两个区域着不同颜色，试求着色方案数。
（10）求不超过120的素数的个数。
（11）证明：从边长为2的正方形内任选5个点，它们当中存在2个点，这两个点的距离至多为
（12）一只袋子装了100个苹果、100个香蕉、100个梨，如果每分钟从袋子里取出1件水果，那么需要多少时间肯定至少已拿出了1打相同种类的水果？
（13）求1到10000不能被4、5或6整除的整数个数。
（14）设在圆上选择2n个（等间隔的）点。证明将这些点成对连接起来使得所得到的n条线段不相交的方法数等于第n＋1个Catalan数。
（15）设A1、A2、A3、A4、A5、A6为一集族，其中A1＝｛a，b，c｝、A2＝｛a，b，c，d，e｝、A3＝｛a，b｝、A4＝｛b，c｝、A5＝｛a｝、A6＝｛a，c，e｝，问这个集族有相异代表系吗？如果没有，具有相异代表系的族中的集合最大个数是多少？
（16）边长为1的正三角形内任取n2＋1个点，必有两点的距离不超过
（17）20粒不同颜色的珠子能穿成多少含有20粒珠子的不同手镯。
（18）设有8位小朋友，要求两两配对分成4组，问有多少种不同的分组方法？如果是2n位小朋友呢？



第6章　代数结构
教学提示：代数结构研究的对象，通常称之为“近世代数”。计算机技术的发展和普及，使得近世代数在计算机科学中得到了非常广泛的应用，并已成为从事计算机应用开发的研究人员的基本工具。虽然在诸如可计算性、计算的复杂性、数字结构的抽象刻画、程序设计语言语义学等领域中都是以代数结构作研究工具的，但在本章中，我们不在这些领域上展开讨论，而只将向这些领域提供研究工具的代数结构的知识介绍给大家。
教学要求：了解一般代数结构的基本概念和基本性质，如载体、运算、代数、子代数、运算律、特异元素、同态、同构，同余关系以及商代数等。掌握典型代数系统如半群和群、环和域的相关概念、性质和特点。
6.1　代数运算与代数系统
定义6.1.1　设A是一个非空集合，n是一个非负整数，定义A0＝｛∅｝，集合A上的一个n元代数运算是指从An到A的任意一个映射f，简称为n元运算或运算。n是f的元数。对n＞0，＜a1，a2，…，an＞∈An在n元运算f下的像记为f（a1，a2，…，an）。当f的元数是0时，称f是零元运算（或者常数），此时，它完全由像f（∅）所确定，因为A0中只有唯一的元素∅。因此，零元运算可以被看成是A的特殊的元素。
【例6.1.1】　设N、I、Q、R分别是自然数、整数、有理数和实数集合。则：
（1）数的加法、减法和乘法都是I上的二元运算，求一个数的相反数是I上的一元运算，数0和1都是N上的零元运算。
（2）数的加法、减法和乘法都是Q上的二元运算，求一个数的相反数是Q上的一元运算，数0和1都是N上的零元运算。数的除法是Q-｛0｝上的二元运算，求一个数的倒数是Q-｛0｝上的一元运算。
（3）数的加法、减法和乘法都是R上的二元运算，求一个数的相反数是R上的一元运算，数0和1都是R上的零元运算。数的除法是R-｛0｝上的二元运算，求一个数的倒数是R-｛0｝上的一元运算。
由运算的定义可见，在实数集R上，对∀a，b∈R，对二元运算加法、减法和乘法，有：＋（a，b）＝a＋b，－（a，b）＝a－b，×（a，b）＝a×b；对一元运算求相反数，有：-（a）＝-a；对零元运算0和1，有0（∅）＝0，1（∅）＝1．
可以看见，对于二元运算加法，＋（a，b）是前缀表示法，而a＋b是中缀表示法，实际应用中更倾向于使用中缀表示法。对于集合中的每个元素a，都可以定义一个零元运算a（∅）＝a，但实际应用中，只针对一些特定的元素，如实数集R中的0和1。
定义6.1.2　设A是一个非空集合，f1，f2，…，fk是在A上定义的k个运算，由A和这些运算一起所构成的系统称为一个代数系统，简称为代数，记为＜A，f1，f2，…，fk＞，其中A亦称为载体，这里f1的元数≥f2的元数≥…≥fk的元数。
应当注意，在一般的教科书中，并没有定义零元运算，而称零元运算的像为特异元素，为方便，在本书中有时也称零元运算的像为特异元素。从定义可以看出，代数是由载体和运算组成的n重组表示。
在不产生误解的情况下，标示代数的记号可以简化，有时仅用载体标记该代数。
实际代数系统中常用的运算有零元运算、一元运算和二元运算，很少见到三元以上的运算。如果载体是有限集合，则称为有限代数，否则称为无限代数。也可以用运算表来定义有限代数上的运算。
【例6.1.2】　设S＝｛a，b，c｝，S上的二元运算＊可以用运算表6-1定义，表中位于x行和y列交叉点的元素是x*y的值。
　　表6-1

为了考察两个或多个代数的差异，需要引入同类型的概念。
定义6.1.3　设＜S，f1，f2，…，fm＞和＜T，g1，g2，…，gm＞是两个代数，如果fi和gi（1≤i≤m）具有相同的元数，则称这两个代数是同类型的。
可见，判定两个代数结构是否同类型，主要是对其运算进行考察。
定义6.1.4　设＜S，f1，f2，…，fm＞是一个代数，且非空集T⊆S，称T在运算fi下是封闭的，如果fi（∅）⊆T，当fi是零元运算，或者fi（a1，a2，…，an）⊆T，对∀a1，a2，…，an∈T，当fi是n元运算且n＞0。
如果T在运算f1，f2，…，fm下是封闭的，则称代数＜T，f1，f2，…，fm＞为代数＜S，f1，f2，…，fm＞的子代数。
A的最大子代数是它自己。如果存在A的最小子代数，由定义可知，最小子代数的载体至少也得包含所有的零元运算（零元运算是A的特异元素），因而，A的所有的零元运算（特异元素）如果构成A的子代数，一定是最小子代数。A的最大子代数和最小子代数称为A的平凡子代数，其余子代数称为真子代数。
【例6.1.3】　＜Q，＋，×，－，0，1＞和＜I，＋，×，－，0，1＞都是＜R，＋，×，－，0，1＞的子代数，并且是真子代数。因为运算＋，×，－，0，1在Q和I上封闭。但求相反数运算－在N中不封闭，故＜N，＋，×，－，0，1＞不是代数，因而也不是＜R，＋，×，－，0，1＞的子代数。
关于运算在载体上的封闭性是由运算的定义得到的，下面的讨论足以证明。设f是载体A上的任意n元运算，如果f是零元运算，则f（∅）是A的一个元素，因而f（∅）∈A。如果f不是零元运算，则∀a1，a2，…，an∈A，在n元运算f下的像f（a1，a2，…，an）∈A。
实用的代数系统的运算都满足一定的性质，我们介绍如下。
定义6.1.5　设＜A，⊕，⊙＞是一个代数系统，⊕和⊙是A上的二元运算。∀a，b，c∈A，有
（1）如果a⊕b＝b⊕a，则称运算⊕在A上是可交换的，或者说⊕在A上适合交换律。
（2）如果（a⊕b）⊕c＝a⊕（b⊕c），则称运算⊕在A上是可结合的，或者说⊕在A上适合结合律。
（3）如果a⊕a＝a，则称运算⊕在A上是幂等的，或者说⊕在A上适合幂等律。
（4）如果（a⊕b）⊙c＝（a⊙c）⊕（b⊙c），c⊙（a⊕b）＝（c⊙a）⊕（c⊙b），则称运算⊙对⊕是可分配的，或者说运算⊙对⊕在A上适合分配律。
（5）如果a⊕（a⊙b）＝a，a⊙（a⊕b）＝a，则称运算⊕和⊙在A上是可吸收的，或者说运算⊕和⊙在A上适合吸收律。
【例6.1.4】　设A是一个集合，P（A）是A的幂集，则A的子集的并∪和交∩是P（A）上的二元运算，∪和∩都适合交换律、结合律、幂等律、吸收律，并且∪对∩适合分配律，∩对∪也适合分配律。
上面介绍的性质都是针对二元运算的。
【例6.1.5】　设＋和×分别是实数集R上的加法和乘法，则＋和×都适合交换律、结合律，并且×对＋适合分配律，但不适合幂等律、吸收律。
定义6.1.6　设＜A，⊕＞是一个代数系统，⊕是A上的二元运算。
（1）如果有eι（或er）∈A，使得∀a∈A，都有eι⊕a＝a（或a⊕er＝a），则称eι（或er）是A中关于运算⊕的一个左幺元（或右幺元）。若e关于运算⊕既是左幺元又是右幺元，则称e是A中关于运算⊕的幺元。
（2）如果有θι（或θr）∈A，使得∀a∈A，都有θι⊕a＝θι（或a⊕θr＝θr），则称θι（或θr）是A中关于运算⊕的一个左零元（或右零元）。若θ关于运算⊕既是左零元又是右零元，则称θ是A中关于运算⊕的零元。
定理6.1.1　设＜A，⊕＞是一个代数系统，⊕是A上的二元运算。
（1）如果eι和er分别是A中关于运算⊕的左幺元和右幺元，则有eι＝er＝e，并且e是A中关于运算⊕的唯一的幺元。
（2）如果θι和θr分别是A中关于运算⊕的左零元和右零元，则有θι＝θr＝θ，并且θ是A中关于运算⊕的唯一的零元。
证明：由于eι＝eι⊕er（er是右幺元），er＝eι⊕er（eι是左幺元），因而er＝eι，将er＝eι记为e，则e是A中关于运算⊕的幺元。假设A中还有幺元e’，则有e＝e⊕e’＝e，因此，e是A中关于运算⊕的唯一的幺元。类似可以证明关于零元的结果。
【例6.1.6】　代数A＝＜｛a，b，c｝，＞用表6-2定义。可以看出a和b都是右零元，无左零元；b是左幺元，无右幺元。运算既不适合结合律也不适合交换律。
容易看出，当一个代数的载体A中元素个数大于1时，如果A中关于运算⊕既有零元θ也有幺元e，则e≠θ。因为：假设e＝θ，则对任意a∈A且a≠θ，则有e⊕a＝θ⊕a＝θ≠a，这与e是幺元矛盾。当A＝｛a｝时，元素a既可看成幺元也可看作零元，因为总有a⊕a＝a。
定义6.1.7　设⊕是A上的二元运算，e是A中关于运算⊕的幺元。对任意a∈A，如果有bι（或br）∈A，使得bι⊕a＝e（或a⊕br＝e），则称bι（或br）是a的一个左逆元（或右逆元）。若b既是a的左逆元又是a的右逆元，则称b是a的逆元，记为b＝a-1。
　　表6-2

由定义可得，在一个载体为有限集合的代数的运算表中，代数具有交换律相当于运算表关于主对角线对称，具有幂等律相当于运算表的主对角线上元素与表头完全相同，左（右）幺元所在的行（列）与上表头（左表头）完全相同；左（右）零元所在的行（列）上的元素都是该元素本身。
【例6.1.7】　代数A＝＜｛a，b，c｝，＞用表6-3定义，可以看出：b是幺元，a的右逆元是c，b的逆元是自身，c的左逆元是a。
　　表6-3

一般来说，在一个具有幺元的代数系统中，一个元素可以有或没有左逆元、右逆元，也可以有其一而无其另一，而且这种逆元也可以有多个，左、右逆元也未必相同。但是，如果这个代数系统还具有结合律，那情况就不一样了。
定理6.1.2　设⊕是A上的二元运算并且适合结合律，e是A中关于运算⊕的幺元。∀a∈A，若bι和br分别是a的左逆元和右逆元，则bι＝br＝b，且b是a的唯一的逆元。
证明：由于e＝bι⊕a（bι是左逆元），e＝a⊕br（br是右逆元），有
br＝e⊕br＝（b1⊕a）⊕br＝b1⊕（a⊕br）＝b1⊕e＝b1，
上式的第三个等号成立是因为⊕在A中适合结合律，将br＝bι记为b，则b是a的逆元。假设a还有逆元b′∈A，则有
b＝b⊕e＝b⊕（a⊕b′）＝（b⊕a）⊕b′＝e⊕b′＝b′，
因此，b是a的唯一的逆元。
定义6.1.8　设⊕是A上的二元运算。∀a，b，c∈A，如果
a⊕b＝a⊕c（或b⊕a＝c⊕a）且a≠θ⇒b＝c
则称运算⊕适合左消去律（或右消去律）。若运算⊕既适合左消去律又适合右消去律，则称运算⊕适合消去律。
练习6-1
（1）设A表示由所有n阶方阵所组成的集合。＋和分别表示矩阵加法和乘法。试讨论＜A，＋＞，＜A，o＞所具有的算律和特异元。
（2）对下表判别每个代数系统所具有的算律和特异元。
①　　②

③　　④

（3）举出满足给定条件的代数系统的例：
①具有幂等律的代数系统＜A，*＞；
②具有左分配律，但不具备右分配律的代数＜A，，*＞；
③有多个左零元而无右零元的代数＜A，*＞；
④有幺元，但除幺元外，每元均不可逆的代数＜A，*＞。
（4）请构造模4乘法运算表和模4加法运算表。
（5）证明：具有幺元e的代数系统＜G，＞如果满足结合律，并且对任意x∈G，既存在∈G，使得，也存在∈G，使得，那么。
6.2　半群与群
定义6.2.1　设＜S，*＞是一个只有一个二元运算*的代数，如果*在S上适合如下等式：对∀a，b，c∈S

则称＜S，*＞为半群。
【例6.2.1】　运算表6-4给出一个半群。
　　表6-4

从表中可以看出，每个元素都是右零元，因而必然具有结合律。关于代数中的确定的二元运算，值得注意的一个事实是：每个元素皆为右零元当且仅当每个元素均是左幺元。
再如＜R，＋＞和＜R，×＞均为半群，而＜R，－＞和＜R*，÷＞却不是半群，因为数的加法和乘法具有结合律，而减法和除法不具有结合律。
半群的子代数称为子半群。子半群也是一个半群。因为结合律（E1）在封闭性下得到了保持。
实数乘法半群＜R，×＞的子半群有：有理数乘法半群＜Q，×＞、整数乘法半群＜Z，×＞等等。
定义6.2.2　设＜S，*，e＞是有一个二元运算*和一个零元运算e的代数，如果*在S上适合如下等式：对∀a，b，c∈S

则称＜S，*，e＞为幺半群，也称独异点，e称为是S上的幺元。
显然，幺半群是带有幺元的半群。
整数乘法半群是个独异点，但正整数加法半群不是独异点（前者幺元是1后者幺元要求为0）。
幺半群的子代数称为子幺半群。一个幺半群的子幺半群也是一个半群。与子半群不同的是多加了一个对幺元的处置。子幺半群必须保持原来的幺元。这也是为了与子代数的概念相一致，因为幺元e是幺半群的零元运算，因而要保持在子幺半群中。
【例6.2.2】　设＜I6，×6＞是模6乘法独异点，其中是I中除6余i的等价类，（表6-5），

　　表6-5

则独异点中幺元是×6＞都是保持幺元的子独异点，因而是＜I6，×6＞的子独异点，而也是一个独异点，但它的幺元已另选元素因而不是＜I6，×6＞的子独异点。
载体有限的独异点，其运算表中不会出现相同的行和列。因为由幺元作运算的对应行（从左运算）列（从右运算）首先是没有相同元素的。
定理6.2.1　设＜M，·，e＞是独异点，∀a，b∈M，如果a，b可逆，则a-1和a·b亦可逆，并且（a-1）-1＝a和（a·b）-1＝b-1·a-1。
证明：由a·a-1＝a-1·a＝e知（a-1）-1＝a；由
（a·b）·（b-1·a-1）＝a·（b·b-1）·a-1＝a·a-1＝e
（b-1·a-1）·（a·b）＝b-1·（a-1·a）·b＝b-1·b＝e
知（a·b）-1＝b-1·a-1。
定义6.2.3　设＜G，*，-1，e＞是有一个二元运算*、一个一元运算-1和一个零元运算e的代数，如果*在G上适合如下等式：对∀a，b，c∈S

则称＜G，*，-1，e＞为群。
例如有理数关于加法构成群：（1）有理数对加法具有结合律；（2）幺元是数0；（3）每一元素的逆元是其相反数。有理数关于加法构成的群称有理数加法群。
同样还有整数加法群，实数加法群及复数加法群等。另外，Q-｛0｝、R-｛0｝、C-｛0｝这三个集合关于数的乘法也形成群，分别称为有理数乘法群，实数乘法群和复数乘法群。
【例6.2.3】　设P＝｛A｜A为n阶可逆实矩阵｝；·为矩阵乘法，-1为求逆矩阵，En为n阶单位矩阵，则＜P，·，-1，En＞是一个群。这是因为矩阵乘法具有结合律，而且在乘法运算下，单位矩阵即为幺元，P中每个矩阵的逆阵也就是它的逆元。
定义6.2.4　群的载体G中所含的元素个数称为该群的阶，记为｜G｜。当｜G｜有限时，称G为有限群，否则称G为无限群，或称G的阶数为无穷大。
群、独异点、半群和代数系统之间的关系是：群⊆独异点⊆半群⊆代数系统。群具有一些很好的性质。
定理6.2.2　设＜G，·，-1，e＞是一个群，则对∀a，b，c∈S有：
（1）如果G的阶数大于1，则G中无零元。
（2）一元一次方程a·x＝b及y·a＝b在G中总有解。
（3）G具有消去律，即a·b＝a·c⇒b＝c；b·a＝c·a⇒b＝c。
（4）G中除幺元以外的元均不幂等。
（5）有限群的运算表中的每行、每列都是群中元素的一个置换。
证明：
（1）因为：在阶数大于1时，零元无逆元（它与任何元运算都是零元0而不可能是幺元e）。
（2）其解可构造为：x＝a-1·b，y＝b·a-1。
（3）事实上，b＝e·b（a-1·a）·b＝a-1·（a·b）＝a-1·（a·c）＝（a-1·a）·c＝c；且b＝b·e＝b·（a·a-1）
　　　　　　＝（b·a）·a-1＝（c·a）·a-1＝c·（a·a-1）＝c·e＝c。
（4）假设e≠a且a幂等，则a＝a·a，a＝e·a＝（a-1·a）·a＝a-1·（a·a）＝a-1·a＝e，矛盾。
（5）由（3）立即可得。
应当注意，具有消去律的半群、独异点未必就是群，如＜I-｛0｝，×＞是半群也是独异点并且具有消去律，然而它不是群（幺元1以外的元无逆元）。
下面介绍子群。
定义6.2.5　设＜G，*，-1，e＞是一个群，如果G的非空子集S关于这三个运算封闭，则称＜S，*，-1，e＞是＜G，*，-1，e＞的一个子群。
显然，＜G，*，-1，e＞至少有两个子群：＜G，*，-1，e＞和＜｛e｝，*，-1，e＞，称为＜G，*，-1，e＞的平凡子群。
在一个群的子群中，等式E1、E2和E3仍然成立。这是由于运算的封闭性造成的。下面是群G的非空子集S作成G的子群的几个结果。
定理6.2.3　设＜G，*，-1，e＞是一个群，S是G的非空子集，则：
（1）如果S关于运算*、一元运算-1’和零元运算e’也构成群，则-1’＝-1且e’＝e，因而S是G的子群。
（2）如果S是有限的并且关于运算*封闭，则S关于运算-1和e也封闭，因而S是G的子群。
（3）如果S关于运算*和-1封闭，则S关于运算e也封闭，即e∈S，因而S是G的子群。
（4）如果对∀a，b∈S都有a*b-1∈S，则S关于运算*、-1和e都封闭，因而S是G的子群。
证明（1）由于S关于运算*、一元运算-1’和零元运算e’也构成群，因而满足：对∀a，b，c∈S

又由于a，b，c∈G，因而满足

所以

（2）∀b∈S，由S对*的封闭性，知b，b2，b3，…，bi，…，bj，…，都是S中元素。由S非空有限，知b的幂次序列中当有相同元，不妨设bi＝bj，并得bi＝bi·bj－i，但bie＝bi＝bibj－i。由消去律，得bj－i＝e，即＜S，·＞除了具有封闭性而保持结合律外，还具有幺元e。考虑bj－i＝e。若j－i＝1，则b＝e，b-1＝e；若j－i＞1则bj－i－1b＝e，b-1＝bj－i－1∈S。
（3）如果S关于运算*和-1封闭，则对∀a∈S，有a-1∈S，因而e＝a-1*a∈S。
（4）对∀a，b∈S都有a*b-1∈S，因而
e＝a*a-1∈S，a-1＝e*a-1∈S，a*b＝a*（b-1）-1∈S，
所以，S关于运算*、-1和e都封闭。
在（2）中，如果S是G的无限子集，则结论不能成立。例如，＜I，＋＞是群，N对＋封闭，但＜N，＋＞不是子群。因为自然数在加法下没有逆元（相反数不属N），所以如此，是因为任一自然数形成的加法幂序列中，没有相同元。
在（4）中，如将条件“如果对∀a，b∈S都有a*b-1∈S”改为“如果对∀a，b∈S都有a-1*b∈S”，其结论仍然为真而且证明亦类似。
为简便，在以后的讨论中如果不产生歧义，在群的二元运算表示中记a*b为ab．
定义6.2.6　设＜G，*，-1，e＞是一个群，如果运算*适合交换律，则称G为交换群，或Abel群。
显然＜R，＋＞和＜Q-｛0｝，×＞都是Abel群，而例6.2.3中＜P，·，-1，En＞不是Abel群，因为矩阵乘法不具有交换律。
设G是一个群，对∀a∈G，递归定义：

an称为a的n次幂元。
使用这一记法，我们有下述事实。
定理6.2.4　群G是Abel群，当且仅当对∀a，b∈G，都有
（ab）2＝a2b2。
定义6.2.7　由一个元素a的全体幂元构成的群，称循环群，记为＜a＞，元素a称为该循环群的一个生成元。
如果循环群G由a生成，则G＝｛an｜n∈I｝而当｜G｜＝n时，G＝｛e，a，a2，…，an－1｝。循环群一定是交换群。
显然，对群G中的任何一个元素a，若记S＝｛an｜n∈I｝，则S是G的一个循环子群。
【例6.2.4】　考虑表6-6给出的模6加法代数＜I6，＋6＞：

显然，是幺元，而且模6加法满足结合律，并且有所以模6加法代数是群。又因为故是该群的生成元。
上面的表示有些别扭，我们约定，当交换群中的二元运算为加法时，称元素a的逆元a-1为负元，记为-a，元素a的幂an称为a的倍数，记为na，幺元称为零元，记为0。
　　表6-6

循环群的生成元未必唯一。如整数加法循环群＜Z，＋＞就有两个生成元1和-1。于是＜Z，＋＞＝＜1＞＝＜-1＞。
练习6-2
（1）设A＝｛a，b，c，d｝，运算·如下表所示。则A是半群吗？为什么？

（2）在半群＜S，·＞上定义二元运算*：对S中某一元a和任意的x，y∈S有x*y＝x·a·y．证明：＜S，*＞还是半群。
（3）在正整数集I+上定义运算*：∀x，y∈I+，x*y＝max｛x，y｝．证明＜I+，*＞是独异点。
（4）在实数集合R上利用普通的加法和乘法运算定义二元运算*为：∀r1，r2∈R，r1*r2＝r1＋r2＋r1r2。证明＜R，*＞是独异点。
（5）试证下面4个矩阵关于乘法构成群：

（6）令G＝R-｛0，1｝．在G上定义映射：∀x∈G，f1（x）＝x；f2（x）＝1／x；f3（x）＝1－x；f4（x）＝1／（1－x）；f5（x）＝（x－1）／x；f6（x）＝x／（x－1）．证明｛f1，f2，f3，f4，f5，f6｝关于映射复合构成群。
（7）举出说明群、独异点、半群和代数系统之间的包含关系是真包含的例。
（8）设S为半群，e是左幺元，且对任意x∈S，都有x’∈S，满足：x’x＝e．则半群S还是群。
（9）设H和K是群G的子群。HK＝｛hk｜h∈H，k∈K｝．则HK是G的子群⇔HK＝KH．
（10）设G为群。若∀a，b∈G，都有：
a3b3＝（ab）3，a4b4＝（ab）4，a5b5＝（ab）5
则G是Abel群。
（11）以下的运算表所给的群是循环群吗？如果是，请指出其生成元来。

（12）若G是群，e是其幺元且｜G｜＝2n（n∈N），则存在a∈G，a≠e但a2＝e。
（13）证明：如果群G中每个元素均满足x2＝e，则G是交换群，其中e为G的幺元。
（14）设H是群G的子群，取定g∈G，定义g-1Hg＝｛g-1hg｜h∈H｝，证明g-1Hg是G的子群。
6.3　陪集与Lagrange定理
【例6.3.1】　设H＝｛5i｜i∈I｝，容易验证＜H，＋，－，0＞是群＜I，＋，－，0＞的子群。在I上定义“等价关系R”：∀i，j∈I，iRj⇔i-1＋j＝-i＋j∈H。于是模5同余的整数在这种和下都恰进入了H。此即iRj当且仅当i≡j（mod 5）。可见：利用子群＜H，+，-，0＞可以定义出I上的等价关系“mod 5”。
定理6.3.1　设H是群G的子群，在G上定义二元关系R和R′为：∀a，b∈G
aRb⇔a-1b∈H；aR’b⇔ba-1∈H。
则R和R′都是G上的等价关系。
证明：只要证明二元关系R具有自反性、对称性和传递性即可，对于R′是G上的等价关系的证明是类似的。对∀a，b，c∈G。由于子群H保持G的幺元，所以a-1a＝e∈H，即＜a，a＞∈R，因而R具有自反性。若＜a，b＞∈R，则a-1b∈H，由于子群H关于求逆运算封闭，所以b-1a＝（a-1b）-1∈H，即＜b，a＞∈R，因而R具有对称性。若＜a，b＞，＜b，c＞∈R则a-1b，b-1c∈H，由于子群H关于G的运算封闭，于是（a-1b）（b-1c）＝a-1c∈H，即＜a，c＞∈R，这说明R具有传递性。因此R是G上的等价关系。
定义6.3.1　设G是一个群，H是G的子群，G上等价关系R：
aRb⇔a-1b∈H
所分划G的每一等价类，称为子群H的一个左陪集，包含G的元a的左陪集记为aH；而由等价关系R′：
aR′b⇔ba-1∈H
所分划G的每一等价类，称为子群H的一个右陪集，包含G的元a的右陪集记为Ha。
显然，aH＝bH⇔＜a，b＞∈R；Ha＝Hb⇔＜a，b＞∈R′。
对于H中的任一元素c，都有cH＝H＝Hc，所以H本身也是一个陪集。aH（Ha）中元素a称为aH（Ha）的代表元。上面两个等价式说明，一个左（右）陪集与它的代表元选取无关。
【例6.3.2】　练习6-2的第6题在R-｛0，1｝上定义：
f1（x）＝x；f2（x）＝1／x；f3（x）＝1－x；f4（x）＝1／（1－x）；f5（x）＝（x－1）／x；f6（x）＝x／（x－1）。
则＜｛f1，f2，f3，f4，f5，f6｝，，-1，f1＞构成映射复合群。易见｛f1，f4，f5｝是其子群。
因为＝f2，f2＝f1，f3＝f4，f6＝f5，所以：f2，f3，f6∈｛f1，f4，f5｝，故：f2Rf2，f2Rf3，f2Rf6，但f1＝f2∉｛f1，f4，f5｝，f4＝f3∉｛f1，f4，f5｝，f5＝f6∉｛f1，f4，f5｝，而f1＝f1∈｛f1，f4，f5｝，f4＝f4∈｛f1，f4，f5｝，f5＝f5∈｛f1，f4，f5｝，所以f1Rf1，f1Rf4，f1Rf5。
可见，｛f1，f4，f5｝和｛f2，f3，f6｝是｛f1，f4，f5｝的两个左陪集。
注意到等价类与代表元无关，终知｛f1，f4，f5｝有两个左陪集，分别是：｛f1，f4，f5｝和｛f2，f3，f6｝。它们按定义，分别记为：f1｛f1，f4，f5｝和f2｛f1，f4，f5｝。
定理6.3.2　对∀a，b∈G，有aH＝｛ah｜h∈H｝，Hb＝｛hb｜h∈H｝。
证明：对∀b∈aH，由定义，a-1b∈H。于是存在h∈H使得a-1b＝h，因而b＝ah。如果b＝ah且h∈H，则a-1b＝h∈H，从而b∈aH。所以aH＝｛ah｜h∈H｝。
同理可证Hb＝｛hb｜h∈H｝。
【例6.3.3】　设S3＝｛（1），（12），（13），（23），（123），（132）｝，H＝｛（1），（12）｝。这里S3中置换定义在A＝｛1，2，3｝上。
显然在置换复合（即映射复合）下，置换群H正是被称作三次对称群S3的子群。并且
（1）H＝｛（1），（12）｝＝（12）H，（13）H＝｛（13），（123）｝＝（123）H，（23）H＝｛（23），（132）｝＝（132）H，
H（1）＝｛（1），（12）｝＝H（12），H（13）＝｛（13），（132）｝＝H（132），H（23）＝｛（23），（123）｝＝H（123）。
从上式中可见：
（1）等价类与代表元（1）和（12），（13）和（123），（23）和（132）等无关。
（2）等价类的全体（关于左陪集，或者关于右陪集）的并集是S3；它们相互的交是空集。故在陪集定义中可直称等价类集为S3分划；
（3）S3中同一元素的左陪集不一定等于它的右陪集。
（4）即使aH＝bH，也只是集合的相等。而绝非对于H中元h，有ah＝bh。
（5）如果是Abel群，可以想见，它的任一子群都是Abel群。任一元的左右陪集都相等。
（6）左陪集集Sι与右陪集集Sr等势，这在定理6.3.3中将予以确认。
设H是群G的子群，记Sr＝｛Ha｜a∈G｝，Sι＝｛aH｜a∈G｝，则有：
定理6.3.3　群G的子群H的左陪集集和右陪集集等势，即｜Sι｜＝｜Sr｜。
证明：定义f：Ha→a-1H。则对∀Ha∈Sr，有a∈G，所以a-1∈G，从而f（Ha）＝a-1H∈Sι。而当Ha＝Hb时，有ba-1∈H，H是子群，ab-1＝（ba-1）-1∈H，所以a-1Rb-1。由此可知a-1H＝b-1H，即f（Ha）＝f（Hb）。因此，f是Sr到Sι的映射。
∀aH∈Sι，存在a-1∈G，Ha-1∈Sr，f（Ha-1）＝（a-1）-1H＝aH，所以f是满射。
若Sr中元Ha≠Hb，则aRˈb不成立，即ba-1∉H，因此（ba-1）-1∉H，即（a-1）-1b-1∉H。于是a-1Rb-1不成立。故a-1H≠b-1H。可见f还是单射。
综上可得，f是｛Ha｜a∈G｝到｛aH｜a∈G｝的双射，因而｜Sι｜＝｜Sr｜。
定义6.3.2　群G的子群H的左（或右）陪集的个数称为H在G里的指数。
定理6.3.4　群G的子群H的每一个左（或右）陪集都与H等势。
证明定义f：h→ah。对∀h1，h2∈H，有：
h1＝h2⇔ah1＝ah2⇔f（h1）＝f（h2）。
因而f是H到aH的单射。
对∀b∈aH，存在h∈H，使得b＝ah，因而f（h）＝ah＝b，即f是满射。
因此，f是双射。所以，｜H｜＝｜aH｜。同理可证｜H｜＝｜Ha｜。
【例6.3.4】　陪集的几何解释：设R2是实数集的乘积关于二维向量普通加法的平面群，其子群H＝｛＜x，y＞｜y＝2x｝是过原点斜率为2的直线。取则

于是有这是一条过点且与y＝2x平行的直线。
定理6.3.5　＜Lagrange定理＞　设H是有限群G的子群，｜G｜＝n，｜H｜＝m，H在G里的指数为k，则mk＝n。
证明：由H定义的等价关系R（或R′）形成G的等价类共k个，每个等价类即H的一个陪集，它与H有相同多元素（m个），等价类的集合是G分划。可见n个元素被分成了k组，每组都恰有m个元素，即mk＝n。
推论1　有限群中每一元素的周期都必然是群的阶数的因数。
证明：设a是群G的任一元素，若a的周期为m，则＜a＞＝｛a，a2，…，am＝e｝是群G的子群。于是从｜＜a＞｜＝m及Lagrange定理知，m可整除｜G｜。
推论2　任何素数阶群均无非平凡的子群。
证明用反证法。假设群G的子群H的阶数｜H｜≠1且｜H｜≠｜G｜，由Lagrange定理知，这些与｜G｜＝p是素数矛盾。
推论3　每一阶数为素数的群都是循环群。
证明设群G的阶数为素数p，因p＞1，故存在G中元素a，使得a的周期m＞1。由推论1得m｜p，但m≠1，因而m＝p。所以G＝｛a，a2，…，am｝＝＜a＞。
下面讨论一类特殊的子群——正规子群，这类子群在群论中具有特殊的意义。
定义6.3.3　设H是群G的子群，如果对∀g∈G，h∈H，都有g-1hg∈H，则称H为G的正规子群，或不变子群。
显然，Abel群的子群都是正规子群。本节例6.3.3中的子群H不是S3的正规子群。
对一般子群，一个元素的左、右陪集不一定相等，但对正规子群，却成立如下定理。
定理6.3.6　群G的子群H是正规子群当且仅当∀g∈G都有gH＝Hg。
证明：充分性：如果对∀g∈G，有gH＝Hg，则∀g∈G，h∈H，存在h1∈H，使得gh1＝hg。从而g-1hg＝h1∈H。故H是G的正规子群。
必要性：如果H是正规子群，则∀a∈Hg，存在g∈G，h∈H，使得a＝hg，令h1＝g-1hg，则有h1∈H，从而hg＝gh1∈gH，即Hg⊆gH。同理可证gH⊆Hg。因此，Hg＝gH。
应当注意gH＝Hg的含义，它表示的是两个集合相等，而并不意味着g与H中每个元素的运算都是可交换的。
设H是群G的正规子群，则可按如下方法定义出一个新的群。令表示H在G中所有陪集组成的集合。在上定义二元运算·：
（gH）·（g′H）＝（gg′）H。
利用H是正规子群，不难证明（gg′）H与g，g′的选取无关，即·是上的运算，而且对运算·满足结合律，含有幺元eH，而任一元素gH的逆元为g-1H。所以是一个群。
定义6.3.4　设H是群G的正规子群，上述群称为G关于H的商群，记为G／H。
显然，当G为有限群时，｜G｜／｜H｜＝｜G／H｜成立。
【例6.3.5】　群G6＝＜g＞＝｛g，g2，g3，g4，g5，g6＝e｝，H＝｛e，g3｝是正规子群，求商群G6／H。
解：eH＝H＝｛e，g3｝，gH＝｛g，g4｝，g2H＝｛g2，g5｝，g3H＝H，g4H＝gH，g5H＝g2H。
所以G6／H＝｛H，gH，g2H｝，而G6／H上的二元运算·如表6-7所示。
表6-7

练习6-3
（1）设H是群G的子群，证明H的任意两个左陪集或者相等，或者交空。
（2）求陪集：
①求nI整数加群I中的所有左陪集，其中n为自然数，nI是n的所有倍数所成的集合。
②设H＝｛x｜x∈C，｜x｜＝1｝，则H是非零复数乘法群C-｛0｝的子群。求H的所有陪集。
（3）证明及求解：
①在映射复合下，
G＝｛f｜f：R→R，f（x）＝ax＋b，a≠0，a，b∈R，∀x∈R｝
做成群。
②令S＝｛f｜f＝x＋b｝；T＝｛f｜f＝ax｝；则S和T是G的子群。
③求S和T在G中的左陪集。
（4）由加法群I6的运算表（见下表）分别讨论子群及其陪集。

（5）证明：群G的子群S的陪集中，只有一个是子群。
（6）设群G的子群S和T的阶数分别是s和t且S∩T和S∪T分别含有u和ν个元素。证明st≥uν。
（7）证明若群H是群G的子群，记A＝｛x｜x∈G，xHx-1＝H｝，则A也是G的子群。
（8）设H是群G的子群，K是G的正规子群，证明HK是G的子群，其中
HK＝｛hk｜h∈H，k∈K｝．
（9）设H是群G的子群，且H在G中仅有两个右陪集，证明H是G的正规子群。
6.4　同态与同构
定义6.4.1　设＜A，f1，f2，…，fm＞和＜B，g1，g2，…，gm＞是两个同型代数，π：A→B是一个映射，如果对任意的fi（1≤i≤m），都有：
（1）若fi是零元运算，则有π（fi（∅））＝gi（∅）；
（2）若fi是n元运算，则对任意a1，a2，…，an∈A，都有：
π（fi（a1，a2，…，an））＝gi（π（a1），π（a2），…，π（an））。
则称π是代数＜A，f1，f2，…，fm＞到代数＜B，g1，g2，…，gm＞的同态映射，简称同态，此时称代数＜A，f1，f2，…，fm＞与代数＜B，g1，g2，…，gm＞同态，记为＜A，f1，f2，…，fm＞∽＜B，g1，g2，…，gm＞，或简记为A∽B；如果π是满射，则称π是满同态；如果π是单射，则称π是单同态；如果π是双射，则称π是同构，此时称代数＜A，f1，f2，…，fm＞与代数＜B，g1，g2，…，gm＞同构，记为＜A，f1，f2，…，fm＞≌＜B，g1，g2，…，gm＞，或简记为A≌B。
条件（1）和（2）常简述为“在映射π的作用下，A的每一种运算保持”。
【例6.4.1】　（1）定义整数Z上映射f：Z→Z为：f（x）＝kx。则f是从＜Z，＋，0＞到＜Z，＋，0＞的自同态，这里k∈Z，＋是Z上的数的加法，0是Z上的零元运算0（∅）＝0。因为
f（x＋y）＝k（x＋y）＝kx＋ky＝f（x）＋f（y）
f（0（∅））＝f（0）＝k0＝0＝0（∅）
成立。如果k≠0，则f是单射的，因而f是单同态；如果k＝1或k＝-1，则f是双射，因而f是同构。
（2）设f：R→R，f（x）＝2x，由于
f（x＋y）＝2x＋y＝2x·2y＝f（x）·f（y）；f（0（∅））＝f（0）＝20＝1＝1（∅）
成立，且f是单射函数，所以f是从＜R，＋，0＞到＜R，·，1＞的单一同态。
（3）设f：N→Nk（k＞0），f（x）＝x（mod k）。f是从＜N，＋，0＞到＜Nk，＋k，0k＞的满同态，因为
f（x＋y）＝（x＋y）（mod k）＝x（mod k）＋ky（mod k）＝f（x）＋kf（y）；f（0（∅））＝f（0）＝0k＝0k（∅）
成立，并且f是满射的。
（4）设∑是有限非空字母表，并设‖x‖表示串x∈∑*的长度，函数h定义为
h：∑*→N，h（x）＝‖x‖
由于
h（xy）＝‖xy‖＝‖x‖＋‖y‖＝h（x）＋h（y）；h（Λ（∅））＝h（Λ）＝‖Λ‖＝0＝0（∅），
这里Λ表示空串。并且h是满射的，所以h是从〈∑*，连接，Λ〉到〈N，＋，0〉的满同态。如果∑只有一个元素，则h是同构。
　　表6-8

（5）在实数R上定义映射f：∀x∈R，f（x）＝ex，则f是＜R，＋，－，0＞到＜R，×，-1，1＞的单一同态映射。同态映射f还是＜R，＋，－，0＞到＜R*，×，-1，1＞的满同态映射，这里R*＝R-｛0｝。
（6）在代数系统间的同构映射可有多个。设代数系统＜A，*＞和＜B，＞如表6-8。定义：
f（a1）＝b1，f（a2）＝b2，f（a3）＝b3，f（a4）＝b4和g（a1）＝b4，g（a2）＝b3，g（a3）＝b2，g（a4）＝b1，
则f和g分别是A到B的两个不同的同构映射。
定义6.4.2　如果f是代数A到自身的一个同态映射，则称f是一个自同态；如果f还是一个同构，则称f是一个自同构。
定理6.4.1　设S＝｛所有同一类型的代数｝，则S上的同构关系是等价关系。
事实上，只要将S上的同构关系表示为R：∀G1，G2∈S，G1RG2⇔G1≌G2。显然，R⊆S2且R具有自反性、对称性和传递性。
定理6.4.2　同态映射在同态像上保持特异元与由等式表述的运算律。
这是因为同态保持运算，因而保持由运算组成的等式。
推论同态像保持原来代数的半群、独异点及群的属性。
定义6.4.3　设f是群G到群G′的同态映射，e′是G′的幺元，则称e′在G中的所有原象组成的集合为同态映射f的同态核，记为Ker（f）＝｛x｜f（x）＝e′｝。
定理6.4.3　设f是群G到群G′的同态映射，则Ker（f）是G的正规子群。
证明：设e和e′分别是G和G′的幺元，因为f（e）＝e′，所以Ker（f）非空且e∈Ker（f）。∀a，b∈Ker（f），有f（a）＝f（b）＝e′，又
e′＝f（e）＝f（bb-1）＝f（b）f（b-1）＝e′f（b-1）＝f（b-1），
所以b-1∈＝Ker（f）。因而f（ab-1）＝f（a）f（b-1）＝e′，即ab-1∈Ker（f）。由子群判定条件知，Ker（f）是群G的子群。
因为f是同态映射，故∀x∈Ker（f），∀a∈G，有f（a-1xa）＝f（a-1）f（x）f（a）。而f（a-1）＝f-1（a），f（x）＝e′，所以，f（a-1xa）＝f-1（a）f（a）＝e′。故a-1xa∈Ker（f）。因此，Ker（f）是G的正规子群。
定义6.4.4　设＜A，f1，f2，…，fm＞是一个代数，θ是A上的一个等价关系，如果θ满足下列的相容性，即对任意的n（n≥1）元运算fi（1≤i≤m），∀a1，a2，…，an，b1，b2，…，bn∈A，都有：
若aiθbi（1≤i≤m），则fi（a1，a2，…，an）θgi（b1，b2，…，bn）。
则称θ是代数＜A，f1，f2，…，fm＞上的一个同余关系，也称为合同关系。
定理6.4.4　设＜A，f1，f2，…，fm＞是一个代数，θ是A上的一个同余关系，在A对θ的商集A／θ上定义：对任意的n元运算fi（1≤i≤m），∀a1，a2，…，an∈A，
（1）若fi是零元运算，则
（2）若fi是非零元运算，则
则＜A／θ，是一个与＜A，f1，f2，…，fm＞同型的代数，被称为商代数。
证明：我们只要证明是A／θ上的运算。如果fi是零元运算，则因而也是A／θ上的零元运算。如果fi是非零元运算，不妨设为n元运算，∀［a1］θ，［a2］θ，…，［an］θ，［a1′］θ，［a2′］θ，…，［an′］θ∈A／θ，有并且如果［a1］θ＝［a1′］θ，［a2］θ＝［a2′］θ，…，［an］θ＝［an′］θ，则有由同余关系的定义，知因而现在由的定义，知这些说明是A／θ上的n元映射，因而是A／θ上的n元运算。因此，是一个与＜A，f1，f2，…，fm＞同型的代数。
定理6.4.5　设π是代数＜A，f1，f2，…，fm＞到同型代数的同态映射，如果定义二元关系θ：∀a1，a2∈A，a1θa2⇔π（a1）＝π（a2）。则θ是A上的一个同余关系。
证明：很直观，只须验证θ具有自反性、对称性、传递性和相容性即可。
【例6.4.2】　设f：＜R，·＞→＜｛-1，0，1｝，·＞，∀r∈R，有：

则f是同态映射，因为它是实数关于乘法的符号函数，故保持运算。

在符号运算（乘法）下，θ具有相容性质。
定义6.4.5　设R是非空集合A上的等价关系，称映射π：A→A／R为正则映射，如果∀a∈A，π（a）＝［a］R。
定理6.4.6　设θ为代数＜A，f1，f2，…，fm＞上的合同关系，是其商代数，则由A到A／θ的正则映射π是＜A，f1，f2，…，fm＞到＜A／θ，的同态映射。
事实上，因为π是映射，而且在θ的相容性质下，π满足：对任意的fi（1≤i≤m），都有：
若fi是零元运算，则有
若fi是n元运算，则对任意a1，a2，…，an∈A，都有：


因此，π是代数＜A，f1，f2，…，fm＞到代数＜B，g1，g2，…，gm＞的同态映射。
定义6.4.6　设θ为代数＜A，f1，f2，…，fm＞上的合同关系，是其商代数，则由A到A／θ的正则映射π被称为与合同关系θ相关的自然同态。
【例6.4.3】　设π：＜I，＋＞→＜Im，＋m＞（m≥1），满足∀i∈I，g（i）＝［i］mod m，则由mod m是I上合同关系知，g是与mod m相关的自然同态。
由于一个满同态的映射τ保持代数A诸性质到B，而满同态τ定义的A上合同关系θ给出A的等价类分划。自然同态π将A压成等价类为元素的商集A／θ，并且还在商代数A／θ保持了代数A的诸性质，于是有：
定理6.4.7　＜同态基本定理＞　设τ是代数系统＜A，f1，f2，…，fm＞到的满同态，θ是由τ定义的A上合同关系，π是自然同态，则存在同构映射σ：A／θ→B，使得
证明：定义σ：A／θ→B为：∀a∈A
σ（［a］θ）＝τ（a）。
首先σ是单射，因为，∀a，b∈A，［a］θ≠［b］θ⇔（a，b）∉θ⇔τ（a）≠τ（b）⇔σ（［a］θ）≠σ（［b］θ）。
σ还是满射，因为，∀x∈B，由τ是满射，存在a∈A，使得τ（a）＝x，从而σ（［a］θ）＝τ（a）＝x。
σ保持运算，因为，若fi是零元运算，则若fi是非零元运算，则

因此，σ是A／θ到B的同构，即A／θ≌B。
最后证明∀a∈A，，所以，
练习6-4
（1）设A＝｛1，-1｝，B＝｛1，0｝，“＋”，“·”是普通的加法和乘法运算。试问如下定义的两个映射f：＜I+，＋＞→＜A，·＞和g：＜I+，＋＞→＜B，·＞是否是同态映射，为什么？

（2）设a是群G中一个元素，则定义在群G上的映射f：∀x∈G，f（x）＝axa-1是自同构映射。
（3）在从＜R，＋＞到＜R+，×＞上定义映射f：∀x∈R，f（x）＝ex。证明：f：R→R+是同构映射。
（4）证明：由表A-8给出的两个代数同构。
表A-8

（5）在＜R，＋＞上，定义f：∀x∈R，有f（x）＝e2πix，证明f是＜R，＋＞到＜C，＞的同态并求Ker（f）．
（6）证明：循环群的同态象是循环群。
（7）设G是群，定义映射f：G→G，∀x∈G，f（x）＝x-1。证明：f是自同构映射⇔G是交换群。
（8）证明：同一代数上的两个合同关系R1和R2的交R1∩R2还是合同关系。
（9）设f和g分别是群G1到G2的两个同态。证明：f和g的同象点是G1的子群。
（10）设f是群G1到群G2的同态，则f是单一同态⇔Ker（f）＝｛e1｝，其中e1是G1的幺元。
6.5　环　与　域
定义6.5.1　设＜A，＋，·，－，0＞是一个有两个二元运算、一个一元运算和一个零元运算的代数系统，如果满足＜A，＋，－，0＞是Abel群，＜A，·＞为半群，而且·对＋具有分配律，则称＜A，＋，·，－，0＞是一个环。此时称运算＋为加法，称·为乘法，称＜A，＋，·，－，0＞的幺元0为零元。
事实上，可以将定义6.5.1改写为：设＜A，＋，·，－，0＞是一个有两个二元运算：加法＋和乘法、一个一元求负元运算-和一个零元运算0的代数系统，如果满足：∀a，b，c∈A


则称＜A，＋，·，－，0＞是一个环。
例如＜I，＋，·，－，0＞，＜Q，＋，·，－，0＞，＜E，＋，·，－，0＞，＜R，＋，·，－，0＞和＜C，＋，·，－，0＞都是环，称为数系环。n阶实矩阵的全体关于矩阵的加法和乘法＜｛（rij）n×n｝，＋，·，－，0＞是环，称为n阶实矩阵环。
【例6.5.1】　由运算表6-9所确定的代数＜｛a，b，c，e｝，*，，－，e＞是环，因为称作klein四元群的前者是交换群；而后者是一个半群，且对*具有分配律。
表6-9

定理6.5.1　设＜A，＋，·，－，0＞是一个环，则下列等式成立：∀a，b，c∈A
（1）a·0＝0·a＝0；　　　（2）a·（-b）＝（-a）·b＝-（a·b）；　　　（3）（-a）·（-b）＝a·b；
（4）a·（b－c）＝a·b－a·c；　　　（5）（b－c）·a＝b·a－c·a。
证明：（1）a·0＝a·（0＋0）＝a·0＋a·0，消去a·0得a·0＝0；a·0＝0·a＝0；同理可证0·a＝0。
（2）a·b＋a·（-b）＝a·（b＋（-b））＝a·0＝0，所以a·（-b）＝-（a·b），同理可证（-b）·b＝-（a·b）。
（3）a·（-b）＋（-a）·（-b）＝0，a·（-b）＋a·b＝0，所以（-a）·（-b）＝a·b。
（4）和（5）由（2）和分配律可证。
定义6.5.2　设＜A，＋，·，－，0＞是一个环，则当＜A，·＞是交换半群时，称＜A，＋，·，－，0＞为交换环；当＜A，·＞有幺元时，称＜A，＋，·，－，0＞为含幺环。＜A，·＞的幺元记为e。
【例6.5.2】　＜I，＋，·，－，0＞、＜Q，＋，·，－，0＞、＜R，＋，·，－，0＞、＜C，＋，·，－，0＞都是含幺交换环；＜E，＋，·，－，0＞是交换环，但不是含幺环；而＜｛（rij）n×n｝，＋，·，－，0＞是含幺环，但不是交换环；＜，⊕，∩，－，∅＞是含幺交换环（称为S子集环），这是因为由对称差构成的代数＜，⊕，－，∅＞具有交换律，结合律，幺元是∅，每个元素的逆元均为其自身，且＜，∩＞具有交换律，结合律及幺元S。
定义6.5.3　环＜A，＋，·，－，0＞中，元素a，b称为零因子，如果a≠0，b≠0但a·b＝0。若＜A，＋，·，－，0＞中没有这样的元素，则说环＜A，＋，·，－，0＞中无零因子。
【例6.5.3】　在二阶实矩阵环＜｛（rij）2×2｝，＋，·，－，0＞中乘法零元为零矩阵虽然但A·B＝0。因而＜｛（rij）2×2｝，＋，·，－，0＞是有零因子环，而实数环＜R，＋，，－，0＞是无零因子环。
定理6.5.2　环中无零因子，当且仅当环中乘法具有消去律。
证明：设环＜A，＋，，－，0＞中无零因子，则对∀a，x，y∈A，若a≠0，a·x＝a·y则a·x－a·y＝0，于是a·（x－y）＝0，因而x－y＝0，即x＝y。
设环＜A，＋，，－，0＞中＜A，·＞具有消去律，则对∀a，b∈A，若a≠0，a·b＝0，即a·b＝a·0，消去a，得b＝0，因而＜A，＋，·，－，0＞中无零因子。
定义6.5.4　含有幺元、无零因子的交换环称为整环；若含有幺元e的环＜A，＋，·，－，0＞去掉0元的＜A-｛0｝，，e＞是群，则称＜A，＋，·，－，0＞为体（含有幺元、无零因子、非零元有逆）；交换的体称为域。
例如，＜I，＋，·，－，0＞是整环但不是域；＜Q，＋，·，－，0＞，＜R，＋，·，－，0＞，＜C，＋，·，－，0＞都是域。
定理6.5.3　域是整环。
因为群＜A-｛0｝，，e＞有幺元，可交换，且无零因子（群有消去律，由定理6.5.2，有消去律⇔无零因子）。
定理6.5.4　有限整环＜A，＋，·，－，0＞必定是域。
证明：对∀a∈A，若a≠0，由A中无零因子，知ab＝ac⇒b＝c，即不同元与a运算结果不同，因而aA＝A。所以，存在b∈A，使得a·b＝e，因此，b＝a-1。
无限整环未必是域，例如无限整环＜I，＋，·，－，0＞不是域，但无限整环＜Q，＋，·，－，0＞是域。
在两个环之间一样可以讨论同态映射，只是此时要求映射f对环中的两个二元运算、一个一元运算和一个零元运算都能保持。
定理6.5.5　任一环的同态像还是环。
这是因为，同态保持原代数各性质。
【例6.5.4】　若在整数环＜I，＋，·，－，0＞和环＜｛0，1｝，＋2，×2，－，0＞之间定义映射f为：∀i∈I，

则f是＜I，＋，·，－，0＞到＜｛0，1｝，＋2，×2，－，0＞的环同态映射，其中＋2和×2分别为模2加法与乘法。
练习6-5
（1）证明＜I，⊕，⊙，⊖，1，＞是具有幺元0的交换环，其中I是整数集，这里定义⊕，⊙为：
∀a，b∈I，a⊕b＝a＋b－1，a⊙b＝a＋b－ab。
（2）设证明：A对数环上的运算构成整环。
（3）证明：在无零因子交换环＜A，＋，·，－，0＞中，如果方程x2＝x有非零解，则该环必为含幺环。
（4）下列集合关于普通加法与乘法构成环吗？
①
②
③D＝｛0，1，2，…｝。
（5）设具有两个二元运算的代数＜A，＞关于运算和分别有幺元e1和e2，且与间互可分配。证明：
∀x∈A，。
（6）设＜A，＋，·，－，0＞是｜A｜＞1的交换环，证明：＜A，＋，·，－，0＞是域的充要条件是：∀a，b∈A，若a≠0，则方程a·x＝b在A中有解。
6.6　有　限　域
本节将介绍有限域的一些基本概念和常见的结论，它们在计算机科学的某些领域，如有限自动机及编码理论中，有着重要的应用。
定义6.6.1　元素个数有限的域称为有限域或伽罗瓦（Galois）域。若有限域有n个元素，则记该有限域为Fn。含有无穷多元素的域称为无限域。
【例6.6.1】　设在F2上定义二元运算＋2和×2如表6-10，容易验证，＋2和×2都满足结合律和交换律，而且乘法对加法满足分配律。零元为幺元为和的加法逆元（简称负元）分别为和的乘法逆元（简称逆元）为因此＜F2，＋2，×2，－2，是域，而且是有限域。
表6-10

设e是有限域F的幺元，则必有正整数m1，m2，使m1e＝m2e，不妨设m1＞m2，则该式表明m＝m1－m2可使me＝0。
定义6.6.2　设e是域F的幺元，如果对任意正整数n，成立ne≠0，则称F的特征（数）为0。否则，称满足等式pe＝0的最小正整数p为F的特征。其中0为零元。
由上述讨论，有限域的特征必不为零。而无限域的特征一定为0。
对有限域的特征数，成立如下结论：
（1）若有限域F的特征是p，则对任何a∈F，有
这是因为
（2）有限域的特征必为素数。
否则，存在正整数p1，p2使1＜p1，p2＜p且p＝p1p2。从而视pe为p与e的乘积时：pe＝（p1p2）e＝（p1e）（p2e）＝0。又域中无零因子，故p1e＝0或p2e＝0。这与p是特征数相矛盾。
定义6.6.3　设F与F′都是域，φ:F→F′是一个双射，且φ保持域上的运算关系，则称φ是域F到F′的同构映射，并称域F和F′同构。
显然，同构的有限域元素个数相同。反过来，可以证明，如果两个有限域有同样多的元素，则它们一定同构（证明从略）。
定理6.6.1　同构的域具有相同的特征。
证明：设φ是域F到域F′的同构映射，e是F中幺元，则φ（e）必为F′中幺元。0为F中零元，那么φ（0）是F′中零元。
如果F的特征为0，则对任何正整数n，有ne≠0，从而：

所以F′的特征也是0。
如果F的特征p≠0，相同的讨论可知F′的特征亦为p。
定理6.6.2　告诉我们，同构的域不仅具有相同的势，而且具有相同的特征。所以，同构的域常被认为是同一个域。
定义6.6.4　设K是一个域，F是K的子集，如果F关于K的运算封闭，则称F为域K的子域，而称K为域F的扩域。
例如，有理数域Q是实数域R的子域，而R是Q的一个扩域。
定理6.6.3　设K是域F的扩域，则K是F上的线性空间（简称K是F上的线性空间）。即有：
（1）若e是F的幺元，则它是K的幺元；
（2）∀λ∈F，k，ι∈K，λ（k＋ι）＝λk＋λι；
（3）∀λ，μ∈F，k∈K，成立（λ＋μ）k＝λk＋μk；
（4）∀λ，μ∈F，k∈K，成立（λμ）k＝λ（μk）。
对定理的证明，只要考虑域及扩域的定义即可。
有了上述定理，对扩域K的结构便易于把握了。若K是F上的n维线性空间，则K的基由n个元素组成，而K的每个元素都是基中元素的线性组合。
【例6.6.2】　复数域C是实数域R的一个扩域。且有C＝｛a＋ib｜a，b∈R，i2＝-1｝。
由此可见，1和i在R上作所有可能的线性组合也就形成了C。由于从a＋ib＝0（a，b∈R）得到a＝b＝0。所以将C视为R上的线性空间时，｛1，i｝是C的一组基。C是R上二维线性空间。
定理6.6.4　设有限域K是域F的扩域，而｜F｜＝p，则存在正整数n，使｜K｜＝pn。
证明：设扩域K是域F上的n维线性空间，｛k1，k2，…，kn｝是K上的一组基，则K中任一元素k均可表示为
k＝a1k1＋a2k2＋…＋ankn，　　a1，a2，…，an∈F。
由于｜F｜＝p，故上述不同的线性组合总数为pn，即｜K｜＝pn。
推论　设有限域K的特征为p，则存在正整数n，使｜K｜＝pn。
证明：只要考虑K的子域F＝｛0，e，2e，…，（p－1）e｝，有｜F｜＝p。由定理6.6.3得结论。
定理6.6.5　及其推论说明了有限域的结构。作为本节的结束，给出下面一个重要结果。
定理6.6.6　在任一有限域F中，所有非零元做成的乘法群是一个循环群。
练习6-6
（1）试证模5同余类I5在模5加法和乘法下构成有限域。
（2）试问存在30、125、144个元素的有限域吗？
习　题　六
（1）3I对①加法，②减法，③乘法，④除法（0不作除数），是封闭的吗？为什么？
（2）求一个由三个实数构成的集合，要求它对乘法封闭。若要求它对加法封闭是否可能？为什么？
（3）证明：有限半群必有幂等元。
（4）如果半群＜S，·＞满足：∀a，b∈S，有a≠b⇒a·b≠b·a。证明：
①∀a∈S，有a2＝a；
②∀a，b∈S，成立a·b·a＝a；
③a，b，c∈S，成立a·b·c＝a·c。
（5）设群G中元素a，b满足（ab）2＝a2b2。证明ab＝ba。
（6）在实数集合R-｛1｝上定义运算“o”：∀a，b∈R-｛1｝，a ob＝a＋b－ab。证明R关于新的运算是群。
（7）在I+上定义运算“o”：∀x，y∈I+，xoy＝［x，y］（x，y的最小公倍数）。
证明：＜I+，o，1＞是独异点。
（8）证明：循环群的子群还是循环群。
（9）若群G满足：∀x∈G，有x-1＝x，证明G是Abel群，并举例说明反之不对。
（10）设＜A／R，⊗＞是＜A，*＞关于A上合同关系R的商代数，证明：若＜A，*＞具有交换律、幂等律、结合律，则＜A／R，⊗＞也具备；若＜A，*＞具有幺元、零元、某元具有逆元，则＜A／R，⊗＞也相应具备。
（11）证明：群的任意有限个正规子群的交还是正规子群。
（12）设G是群，a∈G，H＝｛x｜x∈G且xa＝ax｝。证明：H是G的子群。
（13）设G是群，H是G的非空子集。证明：H是G的子群的充要条件为H2＝H，H-1＝H，其中，H2＝｛ab｜a，b∈H｝，H-1＝｛x-1｜x∈H｝。
（14）证明：若p为素数，则pm阶群中必有p阶子群，其中m为正整数。
（15）求陪集：①群＜I，＋，－，0＞在群＜R，＋，－，0＞中的所有陪集；
②＜R+，×，-1，1＞在群＜C-｛0｝，×，-1，1＞中的所有陪集。
（16）求六阶循环群C6的所有子群，其中C6＝＜g＞。
（17）证明：群G的子群H是正规子群当且仅当∀g∈G，有g-1Hg＝H，其中g-1Hg＝｛g-1hg｜h∈H｝。
（18）证明：若f是＜A，·＞到＜B，*＞的同态映射，g是＜B，*＞到＜D，o＞的同态映射，则复合映射gf是＜A，·＞到＜D，o＞的同态映射，如果f和g都是双射，则gf也是双射。
（19）设f1，f2都是代数＜A，·＞到交换半群＜B，*＞的同态映射。∀a∈A，定义：
g（a）＝f1（a）*f2（a）。
证明：g也是＜A，·＞到＜B，*＞的同态映射。
（20）设f是循环群G到群H的满同态，证明：H也是循环群。
（21）证明＜R-｛0｝，×＞与＜R，＋＞不同构。
（22）在整数集合I上定义关系Rk：
aRkb⇔a＝b（mod k），a，b∈I（k∈N）。
证明Rk是整数环＜I，＋，·，－，0＞上的同余关系。
（23）证明由表6-11定义的两个代数＜｛a，b，c，d｝，o＞与＜｛1，3，5，7｝，*＞是同构的。
表6-11

（24）设E表示偶数集合，证明：
＜I，＋＞≌＜E，＋＞，
但＜I，×＞不同构于＜E，×＞。
（25）设对环＜A，＋，·，－，0＞中任意元a，都有a2＝a，证明：
①∀a∈A，a＋a＝0；
②环＜A，＋，·，－，0＞可交换。
（26）在含有幺元e的环＜S，＋，·，－，0＞中，取S的子集S1＝｛a｜a，a-1∈S｝。证明：＜S1，·，-1，e＞是群。
（27）设＜A，＋，·，－，0＞是一个环，e1是A中乘法左幺元，如果＜A，＋，·，－，0＞无零因子，证明：e1为乘法幺元。
（28）设数集A至少包含一个非零数，证明：如果A对普通四则运算封闭（除法的除数不为零）。则＜A，＋，×，－，0＞一定是域。
（29）证明：在由n阶方阵和矩阵加法及乘法构成的环中，不可逆矩阵是且只有它们是零因子。
（30）设有限域F的特征为p，证明：F包含一个与Ip同构的子域。



第7章　格与布尔代数
教学提示：从代数的观点出发，我们是否能对一种更为抽象的代数系统进行研究，使得集合代数、命题代数仅仅是它的特例？回答是肯定的。这种抽象的代数系统就是格和布尔代数。研究布尔代数首先要研究格，因为布尔代数是一种特殊的格。
格，作为数学中一个很有特色的分支，大体上说形成于二十世纪的三十到四十年代。格，作为一种理论，它不只是代数学的一个部分，而且在近代解析几何，半序空间等方面也都有重要的作用。
布尔代数的问世比格要早，在十九世纪中叶，由英国数学家乔治·布尔研究并提出。格和布尔代数在计算机科学中有广泛的应用，像有限自动机理论、开关网络理论、逻辑设计等领域都直接地应用了格和布尔代数的结论。
教学要求：了解格与布尔代数的基本概念和基本性质，如格的偏序和代数定义，有界格、有补格、分配格、模格、直积格、布尔代数的原子表示、布尔代数的结构、Stone定理等。掌握同态（构）、保序映射、对偶原理、布尔代数以及积布尔代数等。
7.1　偏　序　集
一个布尔代数是一个有补分配格。一个格是这样的一个偏序集，在这个偏序集中，每两个元素都有一个最小上界和一个最大下界分别称为下确界和上确界。可见，我们首要的任务是讨论偏序和确界的一些有关的性质，以作为本章要讲述内容的基础。
定义7.1.1　设R是集合A上的一个二元关系，如果R具有自反（或反身）性，反对称性和传递性，那么称R为一个偏序关系（或部分序，或半序关系）；集合A在偏序关系R下做成一个偏序集，记为＜A，R＞。
【例7.1.1】　（1）集合A＝｛a，b，c，d，e｝在R下做成一个偏序集＜A，R＞，这里R＝｛＜a，a＞，＜a，b＞，＜a，c＞，＜a，d＞，＜a，e＞，＜b，b＞，b，c＞，＜b，e＞，＜c，c＞，＜c，e＞，＜d，d＞，＜d，e＞，＜e，e＞｝。
（2）正整数集I+关于整除关系D作成一个偏序集＜I+，D＞。
（3）集合的包含关系⊆使得所考虑的集合全体S作成一个偏序集＜S，⊆＞。
（4）实数集合R关于它上面的不大于关系≤做成一个偏序集＜R，≤＞。
（5）科技资料集合S关于资料内容的包含关系⊆作成偏序集＜S，⊆＞。
定义7.1.2　设＜A，R＞是一个偏序集，A被称为一条链，如果∀a，b∈A，必有aRb或bRa。链亦称全序。
如自然数关于大小关系作成一条链。｛2n｜n＝1，2，…｝关于整除关系作成一条链。
定义7.1.3　设＜A，≤＞为偏序集，M⊆A，a∈A，对∀x∈A：
（1）如果都有x≤a（或者a≤x），则称a为该偏序集的最大元（或者最小元）。
（2）如果有a≤x⇒a＝x（或者x≤a⇒a＝x），则称a为该偏序集的极大元（或者极小元）。
（3）如果对∀m∈M，都有m≤a（或者a≤m），则称a为M的一个上界（或者下界）。
（4）如果a是M的一个上界（或者下界），并且对M的任意一个上界（或者下界）m，都有a≤x（或者x≤a），则称a为M的一个最小上界（或者最大下界），最小上界和最大下界也分别被称为上确界和下确界。
注意：（1）由定义可知，M的上（下）界未必在M中，而且M未必一定有上（下）界。
（2）偏序关系具有反对称性，由最大元和最小元定义，可知“最”元唯一，即如果偏序集＜A，≤＞有最大（小）元a1，a2，那么a1＝a2。显然最大（小）元必定是极大（小）元，但反之不真。
（3）有限偏序集＜A，≤＞的极大元和极小元必存在且未必唯一，这是定义的明显结果，如图7.1，＜A，≤＞有两个极大元a，b和一个极小元e。
（4）偏序集＜A，≤＞的A子集M如有上界（下界），这上（下）界可以是不唯一的。如图7.1，M（＝｛c，d，e｝）有两个上界a，b和一个下界e。
（5）偏序集＜A，≤＞的A子集M如有上确（下确）界，上（下）确界必唯一；且有上（下）界，未必有上（下）确界。如图7.1：a，b是M＝｛c，d，e｝上界，但M没有上确界，e是M下界，也是下确界。

图7.1
定义7.1.4　任何一个非空子集都有最小元的偏序集＜A，≤＞称为良序集。
良序集的定义，保证了良序集必定是全序集（链）。但链未必就是良序集，如（I+，≥）是全序，但并非任意子集均有最小元，I+在不小于关系下就无最小元；然而任何一条有限的链，必是一个良序集，这是十分明显的事实。
定义7.1.5　一个偏序集＜A，≤＞的绘在平面上的图称为＜A，≤＞的Hasse图，如果置满足νi≤νj之νi于νj之下，且若νj盖住νi，则引线段νiνj。所谓盖住是指νj是紧邻νi之后（即在它们之间再无其他元素）的序元素。
【例7.1.2】　设＜P（｛a，b，c｝），⊆＞是｛a，b，c｝的幂集关于包含于⊆关系构成的偏序集，该偏序集的Hasse图如图7.2所示。图中可见∅是＜P（｛a，b，c｝），⊆＞的最小元、极小元、下界和下确界；｛a，b，c｝是它的最大元、极大元、上界和上确界。
【例7.1.3】　已知偏序集＜｛a，b，c，d，e，f｝，≤＞的Hasse图如图7.3。则｛a，b｝的上界是a，c，d；上确界是a；｛a，b｝的下界是b，e，f；下确界是b。整个偏序集有极大元c，d；极小元e，f，但无最大元和最小元。
【例7.1.4】　如图7.4所示：有限链中最元、极元、界元和确界元大和上者在链顶，小和下者在链底；有限链是良序，但无限链未必是良序。图中，＜I+，≤＞是良序，＜I+，≥＞不是良序。

图7.2

图7.3

图7.4
7.2　格
定义7.2.1　设＜L，≤＞是一个偏序集，如果∀a，b∈L，L的子集｛a，b｝在L中都有上确界sup｛a，b｝和下确界inf｛a，b｝，则称＜L，≤＞是一个格。通常将上确界sup｛a，b｝记为a∨b，将下确界inf｛a，b｝记为a∧b．
由于确界唯一，所以在格＜L，≤＞中，对L中任意元素a，b，求它们上确界或下确界的结果是＜L，≤＞中唯一的元素a∨b或a∧b。从代数的意义上说，求上确界和下确界都是格＜L，≤＞中的二元运算。
由定义7.2.1及全序定义有：任何一个全序集都是格。但是任何一个偏序集并非总是格。这其实也是明显的。从逻缉的角度讲，格定义在偏序集上，其内涵的增加必然导致外延的缩小。
考查下面图7.5中的Hasse图：是偏序集但非格的Hasse图中，总有元素a和b，｛a，b｝没有上确界或下确界。
【例7.2.1】　设S是任意集合，则P（S）关于⊆做成格。｜S｜＝1时，此格的Hasse图为图7.6（a），｜S｜＝2时，此格的Hasse图是图7.6（b）。
【例7.2.2】　设I+为集，偏序关系为整除｜，则＜I+，｜＞是格，此时对∀a，b∈I+，a∨b＝［a，b］（最小公倍数），a∧b＝（a，b）（最大公因数）。
【例7.2.3】　设n为正整数，Sn是n的全部因数的集合，则＜Sn，｜＞是格。＜S24，｜＞的Hasse图为图7.6（c），＜S30，｜＞的Hasse图是图7.6（d）。
容易验证，格＜S30，｜＞，＜P（S），⊆＞（｜S｜＝3）的Hasse图完全相同。这是一个重要的事实，在下文中将以同构为题再次谈到它。

图7.5

图7.6
【例7.2.4】　在“时序机”理论的研究中常常会碰到由集合的分划构成的含幺半群。这种半群的构造方法是这样的：设S是非空集合，记集合S上的全部分划为П（S），即П（S）＝｛A｜A是S的分划｝。在П（S）上定义代数运算∧：∀A，B∈П（S），
A∧B＝｛Ai∩Bj｜Ai∈A，Bj∈B且Ai∩Bj≠∅｝。
由于同一集合上的两个分划A和B的交叉分划仍然是这集合的分划，而交运算满足结合律，所以П（S）关于这样定义的∧运算做成半群＜П（S），∧＞，S自身作成的分划——最小分划｛S｝是П（S）在运算∧下的幺元，因为全集与任意子集的交，总是它的这个子集自己。∧被称为分划的积运算。
还可在分划集П（S）上定义“分划的和”运算∨：∀A，B∈П（S），且设P⊆S，如果满足：
（1）P∈A或者P＝∪｛A中部分Ai｝；
（2）P∈B或者P＝∪｛B中部分Bj｝；
（3）除了P之外，并无P之任何真子集能够具有（1）和（2）。
这里A＝｛Ai｝，B＝｛Bj｝。则定义：A∨B＝｛P｜P满足（1），（2）和（3）｝，则＜П（S），∨＞也作成半群，而且幺元是S的最大分划｛｛s｝｜s∈S｝，即S的单点集分划。
比如将集合S看作一条竹杆，A和B分别是对竹杆的一种割切，则A和B的和A∨B使得A与B中的相同切点作成一种对竹杆的新的割切，所以A∨B还是S的分划。对于A，B和C三种割切方法，其公共切点是由A，B和C唯一确定的。因而无论先作A∨B再作（A∨B）∨C，还是先作B∨C后再作A∨（B∨C），其结果总是一样的。换句话说，П（S）关于运算∨是具有结合律的。至于最大分划｛｛s｝｜s∈S｝是幺元，那是因为它与П（S）中任一分划A，割切竹杆S的相同切点总是A的切点。
现在，我们在П（S）上定义偏序≤。对任意A，B∈П（S），当且仅当A加细B时，才有A≤B，于是：
≤是自反的。因为∀Ai∈A，存在Ai∈A，Ai⊆Ai。即∀A∈П（S），都有A≤A。
≤是反对称的。若A≤B，且B≤A，即∀Ai∈A，存在Bj∈B，使有Ai⊆Bj且对Bj∈B，存在Ai1∈A使有Bj⊆Ai1。于是便有Ai⊆Bj⊆Ai1，但A是S分划，当有Ai＝Bj＝Ai1，这就是说，对每个Ai，有Bj，满足Ai＝Bj；反过来，对每个Bi同样可证有Aj，满足Bi＝Aj，即A＝B。
≤是可传递的。若A≤B且B≤D，则任给Ai∈A，存在Bj∈B，有Ai⊆Bj，且对Bj∈B，存在D1∈D有Bj⊆D1。但Ai，Bj，D1均是S子集，关于包含关系传递，故Ai⊆D1。即∀Ai∈A均存在D1∈D使得Ai⊆D1。这就是说A≤D。
综上所述，我们已经证明＜П（S），≤＞是偏序集。下证＜П（S），≤＞还是一个格。
∀A，B∈П（S），定义A，B的下确界inf｛A，B｝＝A∧B，其合理性在于：∀A，B∈П（S），都有A∧B∈П（S）（＜П（S），∧＞是半群，对运算封闭）。由A∧B是A，B的交叉分划及A，B的交叉分划加细A也加细B知A∧B≤A，且A∧B≤B，即A∧B是｛A，B｝下界。如｛A，B｝还有下界D，则∀D1∈D，存在Ai∈A，使得D1⊆Ai且存在Bj∈B，满足D1⊆Bj。因而D1⊆Ai∩Bj∈A∧B，于是D≤A∧B，可见A∧B是｛A，B｝最大下界（上述论证指出，两个分划的积分划正是它们的交叉分划）。
∀A，B∈П（S），定义A，B的上确界sup｛A，B｝＝A∨B，其合理性在于：∀A，B∈П（S），都有A∨B∈П（S）（因为＜П（S），∨＞是半群，对其运算封闭）。由A∨B定义中的（1）和（2）及Ai∈A，Bj∈B有：
P＝Ai或Ai⊆∪｛A中部分Ai｝＝P，
或者有：
Bj＝P′或Bj⊆∪｛B中部分Bj｝＝P′，
于是A≤A∨B且B≤A∨B，即A∨B是｛A，B｝上界。若｛A，B｝还有上界D，则对任意的Ai∈A，有D1∈D，使得Ai⊆D1；对任意的Bj∈B，有Dt∈D，使得Bj⊆Dt。考虑P∈A∨B，由A∨B定义，有以下诸情况：
P＝Ai或P＝∪｛A中部分Ai｝　或者　P＝Bj或P＝∪｛B中部分Bj｝。
如果，至少有P＝Ai或P＝Bj之一，则有P⊆D1或P⊆Dt，即P∈D。如果：
P＝∪｛A中部分Ai｝且P＝∪｛B中部分Bj｝，
此种情形下，由A∨B定义中的（3）知，P是同时满足这两等式的最小集合，因而，在作并集∪｛A中部分Ai｝的集合Ai中与在作并集∪｛B中部分Bj｝的集合Bj中，不存在i′和j′，使得，也不存在∪｛A中部分Ai｝与∪｛B中部分Bj｝的真子集，它是指标数少于｛i｝也少于｛j｝的一些Ai和一些Bj的并。而分划D的元素既以分划A的元素为子集，也以分划B的元素为子集，注意到分划不同元素作为S子集交空的事实，那D的元素就必以P为子集。即还有A∨B≤D。或者说，我们证明了A∨B是｛A，B｝上确界（上述论证给出了两个分划的和分划，在由它们的块定义时，通过构造谓之链连通的P的定义方法）。可见＜П（S），≤＞是格。
【例7.2.5】　设S＝｛a，b，c｝，则П（S）＝｛｛｛a，b，c｝｝，｛｛a，b｝，｛c｝｝，｛｛a，c｝，｛b｝｝，｛｛a｝，｛b，c｝｝，｛｛a｝，｛b｝，｛c｝｝｝＝｛π1，π2，π3，π4，π5｝。格＜П（S），≤＞的Hasse图如图7.7所示。这里就上确界而言，我们来看π2∨π3：

图7.7
π2∨π3＝｛P｜P满足“分划和”运算定义｝＝｛｛a，b，c｝｝＝π1；
再就下确界，则有：
π2∧π3＝｛π2和π3的交叉分划｝＝｛｛a｝，｛b｝，｛c｝｝＝π5
在数理逻辑的讨论中，我们介绍了对偶原理。对偶原理在形式系统得到的定理扩大一倍。在格论中，对偶原理不仅可以扩大结论，还可生成对偶的论证过程。
格＜L，≤＞上偏序关系≤作为二元关系，自然可逆，我们称这一个逆关系为≤的对偶关系，并记为≥。偏序关系≤的逆≥，把＜L，≤＞的Hasse图作了上下的翻转。于是，对集合L的任意子集A，A在偏序＜L，≤＞中的上确界，便成了A在偏序＜L，≥＞中的下确界。而A在＜A，≤＞中的下确界，就是A在＜L，≥＞中的上确界。＜L，≥＞之所以可称之为偏序集，是因为二元关系的逆关系，保持原关系的自反性，反对称性和传递性不变，即偏序关系≤之逆关系仍为偏序关系。从以上分析，我们可以断言：若＜L，≤＞是格，则＜L，≥＞也是格，当然反之亦真。并称格＜L，≤＞与格＜L，≥＞为互相对偶的格。
如果一个格有最大元和最小元的话，我们规定，分别以1和0标记它。对于一个有限格（L是有限集），当然最大元和最小元总是存在的，它们就是格载体L的上、下确界。但是对于一个无限格（L是无限集），情况就并非这样。譬如，自然数集关于不大于关系的格＜N，≤＞，N有下确界——最小元1，而无上确界；其对偶格＜N，≥＞中N有上确界——最大元1，而无下确界。但闭区间［0，1］关于不大于关系做成的格，既有最大元即实数1，也有最小元即实数0。具有最大元1也具有最小元0的格称为有界格。
采用递归的方法，可以生成有界格＜L，≤＞中的表达式：
（1）0，1及变量X是表达式，X指L中任意元素；
（2）若A，B是表达式，则（A∧B），（A∨B）也是表达式；
（3）有界格＜L，≤＞中所有表达式，都由有限次使用（1）和（2）所确认。
显然，有界格＜L，≤＞中的表达式是可以含有0，1，且以L中元素为值的函数公式。函数式中的运算是上、下确界，它的定义域是L，自变量为X。
定义7.2.2　设K是一个以格为元素的集合，若格L∈K蕴涵L的对偶格L*∈K，则称K是一个对偶系统。
从定义看出，全部格构成的集合是一个对偶系统。
通过7.4节的讨论，我们还将看到，由全部分配格构成的集合，全部模格构成的集合都是对偶系统。
定义7.2.3　＜对偶表达式＞设E是由变量，最大元1，最小元0和上、下确界运算符∨、∧构成的表达式，在E中将∧和∨互换，0与1互换，所得新的表达式记为E*，则称E*为E的对偶表达式。
对于对偶系统，有以下重要的对偶原理：
设K是一对偶系统，X，Y，G，H是由变量、0和1与上、下确界运算符∧、∨构成的表达式，则：
（1）如果对∀L∈K，都有X＝Y，则对∀L∈K，都有X*＝Y*；
（2）如果对∀L∈K，都有X≤Y，则对∀L∈K，都有Y*≤X*；
（3）如果对∀L∈K，都有X≤Y⇒G≤H，则对∀L∈K，都有Y*≤X*⇒H*≤G*。
在命题代数、集合代数中，我们应用了对偶原理。在比命题代数和集合代数更为一般的格与布尔代数中，我们也将应用对偶原理。对偶原理是一很重要的概念，它出现在许多不同的场合和领域。下面是两个生活中的例子：
人体镜面成像中，如果人体（或镜中的像）X能将左手覆于右臂之上，那么X的像（或原像）X*就能将右手覆于左臂之上。
国产汽车的司机座在驾驶室左侧，国内交通规则规定汽车前行要沿马路右侧，超车须从左边道，红灯禁行时汽车可以右转弯；英国汽车的司机座在驾驶室右侧，英国交通规则规定汽车前行要沿马路左侧，超车要从右边道，红灯禁行时汽车可以左转弯。在这里，左和右的概念都作互相交换；交换的结果形成了各自的交通规则。
定义7.2.4　在偏序集上定义了格，称格的偏序定义。格还有一个代数定义。
定义7.2.5　＜格的代数定义＞设L是一个集合，∨和∧是L上的两个二元运算，如果满足：∀a，b，c∈L，

则称代数系统（L，∧，∨）是格。
把格定义为代数系统的好处是，诸如同态、同构等许多代数概念可以直接被应用于格的讨论。
格的偏序定义7.2.4是说，格是任意两个元都有下确界、上确界的偏序集。格的代数定义7.2.5又说，格是具有两个满足交换、结合和吸收律的二元代数运算的代数系统。格的这两种定义是等价的。
定理7.2.1　满足定义7.2.5的代数格（L，∧，∨）关于运算∨和∧具有幂等律。
证明：（L，∧，∨）满足定义7.2.5，具有吸收律：即对∀a，b∈L都有：
a∨（a∧b）＝a，a∧（a∨b）＝a
于是，对L中任意元x，由吸收律
x∧（x∨x）＝x，x∨（x∧（x∨x））＝x
得x∨x＝x∨（x∧（x∨x））＝x．即关于运算∨，（L，∧，∨）具有幂等律。
对偶地，我们直接可得（L，∧，∨）关于运算∧也具有幂等律。
定理7.2.1的事实是若（L，∧，∨）具有吸收律，则（L，∧，∨）具有幂等律，因此，我们常常这样讲：具有两个代数运算的代数系统，吸收律蕴涵幂等律。
定理7.2.2　在满足定义7.2.1的代数格（L，∧，∨）中，定义二元关系≤：对∀a，b∈L，
a≤b⇔a∧b＝a（或者a≤b⇔a∨b＝b）
则≤是L中的一个偏序。
证明：首先证明在代数格（L，∧，∨）中，a∧b＝a⇔a∨b＝b。事实上，若a∧b＝a，则
a∨b＝b∨a＝b∨（a∧b）＝b∨（b∧a）＝b；
而且若a∨b＝b，则a∧b＝a∧（a∨b）＝a。
所以，我们不妨只从a∧b＝a⇔a≤b定义≤，并证明它是一个偏序。
≤是自反的：对∀a∈L，（L，∧，∨）具有吸收律，由定理7.2.1，（L，∧，∨）满足幂等律，即都有a∧a＝a，于是a≤a；
≤是反对称的：对∀a，b∈L，若a≤b且b≤a，即a∧b＝a且b∧a＝b，现在由（L，∧，∨）的交换律得a＝a∧b＝b∧a＝b；
≤是具有传递性的：对∀a，b，c∈L，如果a≤b且b≤c，即a∧b＝a且b∧c＝b，则由（L，∧，∨）的结合律，得a∧c＝（a∧b）∧c＝a∧（b∧c）＝a∧b＝a，于是a≤c。
定理7.2.2是说，在由定义7.2.5定义的代数格（L，∧，∨）中，通过a∧b＝a或者a∨b＝b，可以定义一个a和b之间的二元关系≤：a≤b⇔a∧b＝a（⇔a∨b＝b），而且这个二元关系还是载体L上的一个偏序关系。
下面证明L关于这个偏序还是一个格。即证如此定义的偏序下的确界运算和代数格上的二元运算是一致的。
定理7.2.3　在定理7.2.2中定义的偏序集（L，≤）中，对∀a，b∈L，都有：
a∧b＝inf｛a，b｝，a∨b＝sup｛a，b｝
证明：在（L，∧，∨）中，对∀a，b∈L，由吸收律得：
a∧（a∨b）＝a，b∧（b∨a）＝b
由≤定义和交换律得：
a≤a∨b，b≤a∨b
这就是说，a∨b是｛a，b｝上界。而且，如果另有L中元c，也满足a≤c且b≤c，即｛a，b｝另有上界c时，由：
a≤c⇔a∨c＝c，b≤c⇔b∨c＝c及（a∨b）∨c＝a∨（b∨c）＝a∨c＝c，
便有a∨b≤c。从而我们证明了a∨b是｛a，b｝最小上界。即a∨b＝sup｛a，b｝。
对a∧b＝inf｛a，b｝的证明是上述论证的一个对偶过程。
定理7.2.3指出，由定理7.2.2在代数格（L，∧，∨）的载体L上定义的偏序≤作成偏序格＜L，≤＞，格＜L，≤＞中任两元素a和b的上确界是a∧b，下确界是a∨b。至此，我们已完成了证明下述定理的准备工作。
定理7.2.4　格的两种定义是等价的。
证明：定义7.2.5≤定义7.2.4．设（L，∧，∨）是格，在L上定义二元关系≤：对∀a，b∈L
a≤b⇔a∨b＝a⇔a∧b＝b
则由定理7.2.2，知＜L，≤＞是偏序集；由定理7.2.3，对∀a，b∈L，｛a，b｝有上确界a∧b，下确界a∨b。即＜L，≤＞是满足定义7.2.4的偏序格。
定义7.2.4⇒定义7.2.5。设＜L，≤＞是偏序格，对∀a，b∈L，｛a，b｝都有上、下确界。记a∨b＝inf｛a，b｝，a∧b＝sup｛a，b｝。由于格中确界唯一，所以a∨b和a∧b结果唯一。由于L中任意两元均有确界，所以a∨b和a∧b仍在L中，即（L，∧，∨）是一个具有两个二元运算的代数。并且：
（L，∧，∨）关于运算∨和∧具有交换律：对∀a，b∈L：
a∧b＝inf｛a，b｝＝inf｛b，a｝＝b∧a；a∨b＝sup｛a，b｝＝sup｛b，a｝＝b∨a
（L，∧，∨）满足结合律：对∀a，b，c∈L：使用下确界定义，有
（a∧b）∧c≤a∧b，（a∧b）∧c≤c；且a∧b≤a，a∧b≤b
由偏序≤的传递性，得
（a∧b）∧c≤a，（a∧b）∧c≤b
而（a∧b）∧c≤c，因而
（a∧b）∧c≤b∧c，并且（a∧b）∧c≤a∧（b∧c）
反过来，由于
a∧（b∧c）≤a，a∧（b∧c）≤b∧c，及b∧c≤b，b∧c≤c
从而由偏序≤的传递性，得
a∧（b∧c）≤c，a∧（b∧c）≤b
而a∧（b∧c）≤a，于是
a∧（b∧c）≤a∧b；并且a∧（b∧c）≤（a∧b）∧c
由偏序≤的反对称性知，a∧（b∧c）＝（a∧b）∧c。由对偶原理可得（a∨b）∨c＝a∨（b∨c）。
（L，∧，∨）具有吸收律：先证a∧（a∨b）＝a。因为a∧（a∨b）是a与（a∨b）最大下界，所以a∧（a∨b）≤a；另一方面，由于a≤a（自反性）且a≤a∨b（a∨b是a上界），所以a是a和（a∨b）的下界，故a≤a∧（a∨b）．由偏序的反对称性，便得a∧（a∨b）＝a。
做对偶讨论，再得a∨（a∧b）＝a。这样，我们又由定义7.2.4的偏序格，推出了定义7.2.5的代数格。所以说偏序格＜L，≤＞和代数格（L，∧，∨）等价。
定理7.2.4是说，非空集合L上的“偏序”和L上的“两个二元运算的三个算律：交换、结合和吸收律”是可以相互推导的，而且＜L，≤＞上“有确界”和（L，∧，∨）上“具有三个算律的两个运算：∨与∧”也是可以相互推导的。因而，使得从不同角度定义的同一个概念——格，具有等价性。可见同一个概念可以从不同方面去刻画。这是一个重要方法，在数学或其他科学中，从不同领域研究同一问题实属是司空见惯的。这正如要求命题演算形式系统具有无矛盾性和集合论中不产生悖论一样，只是考虑问题的系统不同罢了。
定理7.2.4指出，＜L，≤＞和（L，∧，∨）是等价的两个格，其中“≤”和“∧，∨”是互相诱导或确定的。就是说，从结构上讲，＜L，≤＞和（L，∧，∨）是一致的。下面，我们从＜L，≤＞和（L，∧，∨）分别定义子格，然后考虑，等价的偏序格和代数格的真子格其结构是否还是一致的？
定义7.2.6　设＜L，≤＞是偏序格，S是L的子集，如果＜S，≤＞也是格，则称＜S，≤＞是＜L，≤＞的偏序子格。
【例7.2.6】　因子的整除格＜S6，｜＞是24因子的整除格＜S24，｜＞的子格。这由图7.8显然可见。且＜S3，｜＞，＜S2，｜＞，＜S4，｜＞，＜S8，｜＞，＜S12，｜＞和＜S24，｜＞都是＜S24，｜＞的子格；而＜S3，｜＞，＜S2，｜＞还是＜S6，｜＞的子格。

图7.8

图7.9
【例7.2.7】　＜｛｛b｝，｛a，b｝，｛b，c｝，｛a，b，c｝｝，⊆＞是格＜P（｛a，b，c｝），⊆＞的一个子格。特别＜｛Φ，｛a，b｝，｛b，c｝，｛a，b，c｝｝，⊆＞也是格＜P（｛a，b，c｝），⊆＞的子格。因为
｛Φ，｛a，b｝，｛b，c｝，｛a，b，c｝｝⊆P（｛a，b，c｝），
而且＜｛Φ，｛a，b｝，｛b，c｝，｛a，b，c｝｝，⊆＞是格，如图7.9。
正像例7.2.6和7.2.7一样，我们往往将“≤”直接写成整除号“｜”，或将“≤”直接写成包含关系“⊆”，这样做的好处是明确直观。
定义7.2.7　设（L，∧，∨）是一个代数格，S是L的子集，（S，∧，∨）称为（L，∧，∨）的一个代数子格，当且仅当在运算∧和∨下，S是封闭的。
显然，代数子格是一个格。因为集合S对运算封闭，（S，∧，∨）就有交换律，结合律和吸收律。
【例7.2.8】　设S是集合，P（S）是S的幂集合，集合的交∩，并∪是P（S）上的两个二元代数运算，且满足结合律，交换律，吸收律，所以（P（S），∩，∪）是一个格。
例7.2.7是｜S｜＝3的情形，（｛｛b｝，｛a，b｝，｛b，c｝，｛a，b，c｝｝，∩，∪）是（P（｛a，b，c｝），∩，∪）的子格，但（｛∅，｛a，b｝，｛b，c｝，｛a，b，c｝｝，∩，∪）不是（P（｛a，b，c｝），∩，∪）的子格，因为｛∅，｛a，b｝，｛b，c｝，｛a，b，c｝｝对交运算不能封闭。这与偏序格的子格不同。
设＜L，≤＞是一个偏序格，与其等价的代数格为（L，∧，∨），S⊆L。若（S，∧，∨）是代数格（L，∧，∨）的子格，则（S，≤）是偏序格＜L，≤＞的子格，因为在（S，∧，∨）上所定义出的＜S，≤＞在对运算∧和∨封闭的限制下，保持了＜L，≤＞的偏序结构；但当＜S，≤＞是偏序格＜L，≤＞的真子格时，尽管通过＜S，≤＞也可定义出相应代数格（S，∧′，∨′），但它未必就是代数格（L，∧，∨）的子格。例7.2.8说明了这一点。可以想到，原因出在定义7.2.2上，它只要求＜S，≤＞是格，并不要求＜S，≤＞有与＜L，≤＞相同的次序结构。

图7.10
在包含关系下，＜｛∅，｛a，b｝，｛b，c｝，｛a，b，c｝｝，⊆＞确实可以作成格，这里“∅”是元｛a，b｝和｛b，c｝的下确界，但与格＜P（｛a，b，c｝），⊆＞中的结构不同。在＜P（｛a，b，c｝），⊆＞中，｛a，b｝和｛b，c｝的下确界是｛b｝，如图7.10所示。
如果，我们进一步定义偏序子格能够保持它所在格的结构不变，则代数子格和偏序子格就是相互等价的。有些文献正是作如此处理的。
【例7.2.9】　设n为正整数，Sn是n的全部正因数的集合。记求两个正因数的最大公因数的运算为∧，求它们最小公倍数的运算为∨，则（Sn，∧，∨）是一个格。
请读者验证它（证明在Sn上，二元运算∧和∨满足交换、结合和吸收律）。
例7.2.6中给出的是偏序格＜S24，｜＞，（S24，∧，∨）是等价代数格。其中＜｛1，4，6，12｝，｜＞是＜S24，｜＞子格，但（｛1，4，6，12｝，∧，∨）不是（S24，∧，∨）的子格。
【例7.2.10】　设（L，∧，∨）是代数格，＜L，≤＞是与其等价的偏序格。对∀a，b∈L，定义偏序区间［a，b］＝｛x｜x∈L且a≤x≤b｝，则＜［a，b］，≤＞是＜L，≤＞的子格且（［a，b］，∧，∨）还是（L，∧，∨）的子格。因为偏序区间保持了＜L，≤＞的结构，保证了二元运算∧，∨在［a，b］上的封闭性。
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（1）设S是所有命题做成的集合，说明S在什么运算下做成代数格，在怎样的偏序下做成偏序格。
（2）设（L，∧，∨）与＜L，≼＞是相互等价的代数格和偏序格，对L中元a≼b，令S＝｛x｜x∈L且a≼x≼b｝．证明：（S，∨，∧）是（L，∧，∨）的子格（例7.2.10）。
（3）在同构的意义下以Hasse图说明，含有五个元素的格，有且仅有五种。
（4）完成定理7.2.4中运算∨具有结合律的证明。即证明对∀a，b，c∈L，都有
（a∨b）∨c＝（a∨b）∨c
（5）下图7.2.7给出两个偏序集，它们是格吗？
（6）证明：不超过三个元素的格，只能是链。

（7）证明：正整数集合关于整除关系做成偏序集，且关于“整除｜”还做成格。如果设
①L＝｛1，2，3，4，6，12｝；
②L＝｛1，2，3，4，6，8，12｝；
③L＝｛1，2，3，4，5，6，7，8，9，10，11，12｝。
则＜L，｜＞中哪个是格？
（8）设＜L，≤＞和（L，∧，∨）是两个相互等价的格。证明对∀a，b，c∈L，若a≤b≤c，则
（a∧b）∨（b∧c）∨（c∧a）＝（a∨b）∧（b∨c）∧（c∨a）
7.3　格的性质
格是一个偏序集，它的任意两元素集都有上确界和下确界；格又是一个代数系统，它具有两个二元运算，而且关于这两个二元运算满足交换律，结合律和吸收律。格的偏序定义和代数定义是等价的。代数定义中的两个运算正是偏序定义中的下确界和上确界。反过来，通过这两个被记为∧和∨的运算还可定义偏序关系≤和偏序格＜L，≤＞，偏序格＜L，≤＞和它的代数格（L，∧，∨）亦称互相诱导的格。使用对偶原理，格＜L，≤＞中具有的性质，可以在格＜L，≥＞中得到对偶的结论。
一个布尔代数是一个有补分配格。一个格是这样的一个偏序集，在这个偏序集中，每两个元素都有唯一一个最小上界和唯一一个最大下界。可见，我们首要的任务是讨论偏序和确界的一些有关的性质，以作为我们本章要讲述内容的基础。
关于格中确界运算和偏序关系有一些特别重要的事实，作为定理我们给在下面：
定理7.3.1　设＜L，≤＞是格，对∀a，b，c∈L，
若b≤c，则a∧b≤a∧c；a∨b≤a∨c。
证明：因为b≤c，所以由定理7.2.2知b∧c＝b。而（a∧b）∧（a∧c）＝a∧（b∧c）＝a∧b，再由定理7.2.2便得a∧b≤a∧c（下确界是下界）。
同理，从b≤c⇔b∨c＝c（定理7.2.2）及（a∨b）∨（a∨c）＝a∨（b∨c）＝a∨c，可得a∨b≤a∨c（上确界是上界）。
定理7.3.2　设＜L，≤＞是格，对∀a，b，c∈L，有：
a∨（b∧c）≤（a∨b）∧（a∨c），（a∧b）∨（a∧c）≤a∧（b∨c）。
证明：由于a≤a∨b和a≤a∨c，得a≤（a∨b）∧（a∨c）。再由b∧c≤b≤a∨b和b∧c≤c≤a∨c，得b∧c≤（a∨b）∧（a∨c）。因此，a∨（b∧c）≤（a∨b）∧（a∨c）．
对上式使用对偶原理，即有（a∧b）∨（a∧c）a∧（b∨c）。
定理7.3.3＜模不等式＞　设＜L，≤＞是格，对∀a，b，c∈L，有：
a≤b⇔a∨（b∧c）≤b∧（a∨c）
证明：设a≤b。由定理7.2.2，a∨b＝b。由定理7.3.2的第一式得
a∨（b∧c）≤（a∨b）∧（a∨c）＝b∧（a∨c）
反之，设a∨（b∧c）≤b∧（a∨c）。由上确界定义，a≤a∨（b∧c）。由下确界定义，b∧（a∨c）≤b。使用偏序传递性，便得a≤b。
模不等式还有另外两个形式，即对格＜L，≤＞中任意元a，b，c都有：
（a∧b）∨（a∧c）≤a∧（b∨（a∧c））；a∨（b∧（a∨c））≤（a∨b）∧（a∨c）
其证明方法和定理7.3.3完全相同。只是在第一式中视a∧c为定理7.3.3中的a，视a为b，视b为c；在第二式中，视a，b，a∨c分别为定理7.3.3中的a，c和b即可。显然，对第一式使用对偶原理即为第二式，对第二式使用对偶原理即为第一式。
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（1）证明在格＜L，≤＞中，对∀a，b，c∈L，有（a∧b）∨（a∧c）≤a∧（b∨c）。
（2）证明，对格＜L，≤＞中的任意元a，b，c都有：
（a∧b）∨（a∧c）≤a∧（b∨（a∧c）），（a∨（b∧（a∨c）≤（a∨b）∧（a∨c）。
（3）证明：任一有限格必有最大元和最小元。
（4）定理7.3.3的一个对偶形式是：a≥b⇔a∧（b∨c）≥b∨（a∧c），它是对偶原理的一个直接结果。试证之。
7.4　格同态与格同构
定义7.4.1　设（L，*，⊕）和（S，∧，∨）是两个代数格，映射f：L→S，称为（L，*，⊕）到（S，∧，∨）的同态，如果对任意a，b∈L，有：
f（a*b）＝f（a）∧f（b），f（a⊕b）＝f（a）∨f（b）
如果f是双射，则称f为格（L，*，⊕）到（S，∧，∨）的同构，并且称格（L，*，⊕）与（S，∧，∨）同构，简记为L≌S。
从定义我们看到，所谓一个格同态，就是一个保持相应运算的格间的映射。这与代数同态的相应讨论一致。
定理7.4.1　设（L，*，⊕）和（S，∧，∨）是两个代数格，集合L上对应于运算*和⊕的偏序为≤L，集合S上对应于运算∧和∨的偏序是≤S，如果f是L到S的同态映射，则f是保序映射。即∀a，b∈L，有a≤Lb⇒f（a）≤Sf（b）。
证明：对∀a，b∈L，如果a≤Lb，则有a*b＝a。由f是（L，*，⊕）到（S，∧，∨）的同态，知f（a）∧f（b）＝f（a*b）＝f（a）。再由定理7.2.2，知f（a）≤Sf（b）。
相仿的另一证明可以这样给出：若a≤Lb则a⊕b＝b，因而f（a⊕b）＝f（b）。但f（a⊕b）＝f（a）∨f（b），于是f（a）∨f（b）＝f（b）。故f（a）≤Sf（b）。
定理7.4.1的逆命题不一定成立，即对任意a，b∈L，f是同态⇒若a≤Lb则f（a）≤Sf（b）；但反之不真。我们看下面例子：
【例7.4.1】　设S＝｛a，b，c，d，e｝，S的偏序由图7.11给出则＜S，≤＞是一个格，且（2S，⊆）也是一个格。

图7.11
对∀x∈S，令：f（x）＝｛y｜y∈S，y≤x｝，则f是S到2S的一个映射，这时，f（a）＝S＝｛a，b，c，d，e｝，f（c）＝｛c，e｝，f（b）＝｛b，e｝，f（d）＝｛d，e｝，f（e）＝｛e｝。当x≤y时，有f（x）⊆f（y），即f是S到2S的保序映射，但是，在＜S，≤＞的等价代数格中，b⊕c＝a；在＜2S，⊆＞的等价代数格中，它的相应的代数运算是并∪。因此f（b）∪f（c）＝｛b，e｝∪｛c，e｝＝｛b，c，e｝；而f（b⊕c）＝f（a）＝S＝｛a，b，c，d，e｝。可见f（b⊕c）≠f（b）∪f（c）。
这说明由f是＜S，≤＞到＜2S，⊆＞的保序映射，并不能推出f是＜S，≤＞的等价代数格到＜2S，⊆＞的等价代数格的同态映射。
与代数格等价的偏序格，其偏序关系和确界运算由代数格的两个二元运算所确定，因而同构的代数格诱导的偏序格也同构。
同构映射是双射，所以定义中的f必有逆映射f-1：S→L，并且对L中任意元素x和S中任意元素y，都有f-1（f（x））＝x，f（f-1（y））＝y。
定理7.4.2　设（L，*，⊕）和（S，∧，∨）是两个代数格，若f是（L，*，⊕）到（S，∧，∨）上的同构映射，则f的逆映射f-1是（S，∧，∨）到（L，*，⊕）上的同构映射。
证明：由f是L到S的双射，知f-1是S到L的双射，任取a′，b′∈S，记f-1（a′）＝a，f-1（b′）＝b；则f（a）＝a′，f（b）＝b′且f-1（a′∧b′）＝f-1（f（a）∧f（b））＝f-1（f（a*b））＝a*b＝f-1（a′）*f-1（b′）（f是同态）；f-1（a′∨b′）＝f-1（f（a）∨f（b））＝f-1（f（a⊕b））＝a⊕b＝f-1（a′）⊕f-1（b′）（f是同态）。即f-1是（S，∧，∨）到（L，*，⊕）的同态双射，所以f-1是同构映射。
推论　若f是代数格（L，*，⊕）到（S，∧，∨）的同构映射，则对∀a，b∈L，都有
a≤Lb⇔f（a）≤Sf（b），
其中≤L和≤S分别是L和S上由它们各自的运算经定理7.2.2定义的偏序关系。
证明：对≤a，b∈L，若a≤Lb，则a*b＝a。并且由f是同构映射得：f（a*b）＝f（a）∧f（b）＝f（a），即f（a）≤Sf（b）（定理7.2.2）。反之，对S中任意元素a′，b′，由于f是双射，有a，b∈L满足a′＝f（a），b′＝f（b）。且若f（a）≤Sf（b），则f（a）∩f（b）＝f（a）。但f（a）∩f（b）＝f（a*b），于是f（a*b）＝f（a）。而f是双射，故有a*b＝a，即a≤Lb。
“推论”的另一个说法是同构的格有相同的Hasse图、相同的性质。例3中的＜S30，｜＞≌＜P（｛a，b，c｝），⊆＞，它们具有相同的Hasse图。
定义7.4.2　格（L，*，⊕）到自身的同态映射g称作自同态；如果g还是一个双射，就称g为（L，*，⊕）到自身的自同构。
定理7.4.3　设（L，*，⊕）是一个格，g是此格上的自同态映射。于是g（L）关于*和⊕作成（L，*，⊕）的子格（g（L），*，⊕）。
证明：∀a′，b′∈g（L），存在a，b∈L，使g（a）＝a′，g（b）＝b′。由于g是自同态映射，下面事实成立：
a′*b′＝g（a）*g（b）＝g（a*b）∈g（L），a′⊕b′＝g（a）⊕g（b）＝g（a⊕b）∈g（L）
即在运算*和⊕下，g（L）封闭，所以（g（L），*，⊕）是格（L，*，⊕）的子格。
从例7.2.8的讨论，我们还知＜g（L），≤＞是＜L，≤＞的子格。这里偏序格＜L，≤＞由代数格（L，*，⊕）诱导，偏序子格＜g（L），≤＞由代数子格（g（L），*，⊕）诱导。
定义7.4.3　设（L，*，⊕）和（S，∧，∨）是两个格，代数系统（L×S，·，＋）称作格（L，*，⊕）和（S，∧，∨）的直积，如果L×S上的两个运算·，＋满足∀（a1，b1），（a2，b2）∈L×S，都有：
（a1，b1）·（a2，b2）＝（a1*a2，b1∧b2），
（a1，b1）＋（a2，b2）＝（a1⊕a2，b1∨b2）。
定理7.4.4　由定义7.4.4所定义的代数（L×S，·，＋）是一个格（称直积格）。
证明（1）首先证明L×S对运算·和＋封闭。
∀（a1，b1），（a2，b2）∈L×S，都有a1，a2∈L和b1，b2∈S，且（a1，b1）·（a2，b2）＝（a1*a2，b1∧b2），而a1*a2∈L，b1∧b2∈S，所以（a1*a2，b1∧b2）∈L×S。同理，（a1，b1）＋（a2，b2）＝（a1⊕a2，b1∨b2）∈L×S。
（2）其次证明L×S关于运算·和＋满足结合律、交换律和吸收律。
∀（a1，b1），（a2，b2），（a3，b3）∈L×S，注意到a1，a2，a3∈L，b1，b2，b3∈S以及（L，*，⊕）和（S，∧，∨）是格，它们都满足（2）要验证的三个算律，因而有：

由（1）和（2），即知格（L，*，⊕）与格（S，∧，∨）的直积（L×S，·，＋）仍然是一个格。
格（L，*，⊕）和自己的直积格即（L2，·2，＋2），由于任意两个格都可作出直积格，于是又有（L3，·3，＋3），…，（Ln，·n，＋n），（Ln，·n，＋n）是n个格（L，*，⊕）的直积格。
【例7.4.2】　取L＝｛0，1｝，规定0≤1，则＜L，≤＞是一个格，它就是二元链格。记＜L，≤＞对应的代数格为（L，∧，∨），这里∧和∨分别是下确界和上确界运算（即命题逻辑的与∧和或∨）。令
Ln＝｛（a1，a2，…，an）｜ai∈L，i＝1，2，…，n｝，
显然｜Ln｜＝2n。规定
（a1，a2，…，an）≤n（b1，b2，…，bn）⇔ai≤bi，i＝1，2，…，n、
则＜Ln，≤n＞是一个格。而且
＜Ln，≤n＞＝＜L，≤＞×＜L，≤＞×…×＜L，≤＞。
如果与＜Ln，≤n＞等价的代数格是（Ln，∧n，∨n），则∀（a1，a2，…，an），（b1，b2，…，bn）∈Ln，有
（a1，a2，…，an）∧n（b1，b2，…，bn）＝（a1∧b1，a2∧b2，…，an∧bn），
（a1，a2，…，an）∨n（b1，b2，…，bn）＝（a1∨b1，a2∨b2，…，an∨bn）。
格＜｛0，1｝n，≤n＞称n维格（亦称n维立方体）。
定理7.4.5　设｜S｜＝n，则＜P（S），⊆＞≌＜Ln，≤n＞。
证明：定义f：P（S）→Ln，记S＝｛s1，s2，…，sn｝。∀A∈P（S），f（A）＝（a1，a2，…，an），其中ai＝1若si∈A，ai＝0若si∉A。注意到｜P（S）｜＝2n＝｜Ln｜和A≠B⇔f（A）≠f（B）的事实，可知f是双射。
与＜P（S），⊆＞等价的代数格是（P（S），∩，∪），其中∩和∪分别为集合的交与并运算；和＜Ln，≤n）等价的代数格是（Ln，∧n，∨n），其中∧n，∨n为n维0，1序组上的与∧和或∨运算。
任取A，B∈P（S），记f（A）＝（a1，a2，…，an），f（B）＝（b1，b2，…，bn）和f（A∩B）＝（c1，c2，…，cn）。根据f的定义，有
ai＝1若si∈A，ai＝0若si∉A，i＝1，2，…，n。
bi＝1若si∈B，bi＝0若si∉B，i＝1，2，…，n。
ci＝1若si∈A∩B，ci＝0若si∉A∩B，i＝1，2，…，n。
这也就是说，ci＝ai∧bi（i＝1，2，…，n），因而
（c1，c2，…，cn）＝（a1∧b1，a2∧b2，…，an∧bn）＝（a1，a2，…，an）∧n（b1，b2，…，bn）。
即f（A∩B）＝f（A）∧nf（b）。
再记f（A∪B）＝（d1，d2，…，dn），其中
di＝1若si∈A∪B，di＝0若Si∉A∪B（i＝1，2，…，n），
即
di＝1若si∈A或si∈B，di＝0若si∉A且si∉B
其中i＝1，2，…，n，因此
（d1，d2，…，dn）＝（a1∨b1，a2∨b2，…，an∨bn）＝（a1，a2，…，an）∨n（b1，b2，…，bn）。
即f（A∪B）＝f（A）∨nf（B）。所以f还是P（S）到Ln的同态，故格（P（S），∩，∪）与（Ln，∧n，∨n）同构，从而＜P（S），⊆＞≌＜Ln，≤n＞。
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（1）在定理7.4.2的推论中，可否将同构映射的条件减弱为一般同态映射？如果将同构映射的条件改为一般同态映射，那么推论的结论应该是什么？
（2）解释可将格（｛0，1｝n，∧n，∨n）中｛0，1｝n的元素写成0，1序组（a1，a2，…，an）（ai＝0或1，i＝1，2，…，n）的理由。
（3）求下左图中格（a）和格（b）的直积格的Hasse图。
（4）定义f如下右图，证明f是保序但不是同态映射。

（5）证明：
＜E，D＞≌＜I+，D＞，
其中E为正偶数集合，I+是自然数集合，D为整除关系。
（6）证明：＜S4，｜＞×＜S9，｜＞≌＜S36，｜＞。
（7）设｜L｜≤4。在同构的意义下，考虑全部阶数小于等于4的格（以Hasse图予以说明）。
（8）设（L，*，⊕），（S，∧，∨）是两个格，证明：若g是L到S的双射，则g是同构映射的充要条件是g与g-1都是保序映射。
7.5　几种特殊的格
格是任意两元素集均有确界的偏序集，或者说格是具有两种代数运算并且关于这两种运算满足交换律，结合律和吸收律的代数系统。如果在格的定义中增加限制条件，我们就可以得到一些有用的特殊格。特殊格中最重要的是分配格，模格和有补格。为了逐步介绍这几种格，我们还引出了其他的格。现在首先推广格中任意两元均有上确界和下确界的事实到一般子集上。
定义7.5.1　格＜L，≤＞称为一个完全格，如果L的每个非空子集S都有一个下确界和一个上确界。
定理7.5.1　设＜L，≤＞是一个格，则L中任何一个有限非空子集必有下确界和上确界。
证明：如果记L的非空有限子集S＝｛a1，a2，…，an｝，则由数学归纳法，知S的上确界和下确界分别为a1∧a2∧…∧an＝inf（S）和a1∨a2∨…∨an＝inf（S），这里使用了＜L，≤＞的等价代数格中的运算。
应当注意，对于无限格的无限子集，定理7.5.1的结论不成立。例如，在自然数关于不大于关系的格＜I+，≤＞中，正偶数集E+⊆I+，但E+没有上确界。
推论　有限格一定是完全格。
定义7.5.1也指出，完全格自身必有上确界和下确界（因为L⊆L），它们分别是完全格的最大元素和最小元素，即界元1和0。完全格都是有界格。有界格的界元常称作域界。有界格通常被记为＜L，≤，0，1＞。在定理7.5.1的证明中，对有限有界格，我们已经给出了它的界的构造。
定理7.5.2　设（L，∧，∨，0，1）是等价于偏序格＜L，≤，0，1＞的代数有界格，则对∀a∈L，都有
a∨0＝a，a∧1＝a；a∨1＝1，a∧0＝0。
证明留给读者。
在定理7.5.2的两组等式中，域界0和1分别在∧和∨运算下，其作用相当于代数系统中的零元；及在∨和∧运算中，分别相当于单位元。
有界格的Hasse图中，1位于最上端，0位于最下端。从图中任意元素点出发沿连线上升可达1，下降可达0。
定义7.5.2　在有界格（L，∧，∨，0，1）中，元b称作元a的补（或余）元，如果a∧b＝0且a∨b＝1。
从定义立即可得补元是相互的。即b是a的补元，a亦是b的补元。因为格中运算可交换。在格（L，∧，∨，0，1）中，元素a可能有多个补元，也可能没有补元。
定理7.5.3　在有界格（L，∧，∨，0，1）中，1是0的唯一补元；0是1的唯一补元。
证明：由定理7.5.2，知0∧1＝0，0∨1＝1，0，1互为补元。且1是0唯一补元，不然，有c∈L且c≠1，满足c∨0＝c，0∨c＝1。这与1＝0∨c＝c∨0＝c矛盾；
对偶地，0是1唯一补元可从c≠0和c∧1＝c，1∧c＝0从而有0＝1∧c＝c∧1＝c的矛盾所证实。可见0，1互补且补元唯一。
定义7.5.3　有界格（L，∧，∨，0，1）称为是一个有补格，如果对L中每个元素都至少有一个补元。
【例7.5.1】　n维立方体＜Ln，≤n＞是有补格。其域界1n＝（1，1，…，1）n，0n＝（0，0，…，0）n．对任一Ln中元a＝（a1，a2，…，an）n，都有a的补元b＝（b1，b2，…，bn）n，满足
bi＝0⇔ai＝1，bi＝1⇔ai＝0（i＝1，2，…，n）
即a的补元b是a中n个分量元素关于0，1取对偶而为新分量元素的Ln元素。显然，这样的互补元还是相互唯一确定的。
【例7.5.2】　设集合S之基数｜S｜＝n，2S是S的幂集合，则＜2S，⊆＞是有补格。其域界02s＝∅．对2S中任一元素A，S与A的差集S-A是其唯一补元素。因为
A⊆S⇒（S-A）∪A＝S和（S-A）∩A＝∅。
而且从定理7.4.3：＜Ln，≤n＞≌＜2S，⊆＞，还知A与补元S-A还是相互唯一确定的。
定理7.3.2指出，在任意一个偏序格＜L，≤＞及其等价代数格中，在偏序下运算∧和∨具有分配不等式
a∨（b∧c）≤（a∨b）∧（a∨c），（a∧b）∨（a∧c）≤a∧（b∨c）。
定义7.5.4　格（L，∧，∨）称作一个分配格，如果对∀a，b，c∈L，都有
a∧（b∨c）＝（a∧b）∨（a∧c），a∨（b∧c）＝（a∨b）∧（a∨c）。
例7.5.1和7.5.2中的n维格（Ln，∧n，∨n）和幂集格（2S，∩，∪）都是分配格。格（2S，∩，∪）的两个二元运算分别是S幂集合上的交和并运算，交对并和并对交都具有分配律，而（Ln，∧n，∨n）与（2S，∩，∪）同构，所以（Ln，∧n，∨n）也是分配格。
定义7.5.4为我们提供了判断一个格是分配格的直接方法，即对∀a，b，c∈L，不厌其烦地验证都有定义7.5.4的两个等式成立。
有无简捷的方法呢？下面的讨论可以部分地解决这个问题。

图7.12
【例7.5.3】　考虑如图7.12的五阶格，它们是有限格，所以都是完全格（定理7.5.1的推论），都是有界格。只有（d）和（e）两个格才是有补格，但不是分配格。因为有

由定义7.5.4容易验证（a），（b）和（c）三个格都是分配格。
定理7.5.4　定义7.5.4中的两个等式是等价的。
这是对偶原理的显然结论。
代数格（L，∧，∨）的子格对运算∧，∨封闭。因此分配格（L，∧，∨）按照定义7.2.3定义的子格，仍然是分配格。两个分配格的直积格中的运算，建立在作直积的分配格的运算之上，因此分配格的直积格也是分配格。
定理7.5.5　任意一条链都是一个分配格。
证明：如果＜L，≤＞是一条链，那么∀a，b，c∈L，无非有下面两种情况：
（1）a≥b且a≥c．于是a≥b∨c，故a∧（b∨c）＝b∨c；而a≥b≥a∧b＝b且a≥c≥a∧c＝c，所以a∧（b∨c）＝（b∨c）＝（a∧b）∨（a∧c）。
（2）a≤b或者a≤c，于是a≤b∨c，故a∧（b∨c）＝a；而a≤b⇔a∧b＝a且a≤c⇔a∧c＝a，所以不管有哪种情况，都有（a∧b）∨（a∧c）＝a＝a∧（b∨c）。
将对偶原理用于a∧（b∨c）＝（a∧b）∨（a∧c），便可得到a∨（b∧c）＝（a∨b）∧（a∨c）。
定理7.5.6　＜德·摩根律＞　设（L，∧，∨）是分配格。∀a，b∈L，若分别有补元a′，b′，则a∧b和a∨b也有补元，且（a∧b）′＝a′∨b′，（a∨b）′＝a′∧b′。
证明：因为
　　　　（a′∨b′）∨（a∧b）＝（（a′∨b′）∨a）∧（a′∨b′）∨b）＝（1∨b′）∧（a′∨1）＝1∧1＝1，且（a′∨b′）∧（a∧b）＝（a′∧（a∧b））∨（b′∧（a∧b））＝（0∧b）∨（a∧0）＝0∨0＝0，所以由补元定义可知（a∧b）′＝a′∨b′。
对偶地有（a∨b）′＝a′∧b′。
定理7.5.7　设（L，∧，∨）是分配格，对∀a，b，c∈L，a∧b＝a∧c，a∨b＝a∨c⇒b＝c。
证明：b＝b∧（a∨b）＝b∧（a∨c）＝（b∧a）∨（b∧c）＝（a∧c）∨（b∧c）＝（a∨b）∧c＝（a∨c）∧c＝c．
推论1　在分配格（L，∧，∨）中，若L的元素a有补元，则补元唯一。
证明：设和均是a的补元素。于是由定理7.5.7，得
由于在分配格中，有补元的元素a的补元唯一，所以正像在定理7.5.6中所采用的记法那样，我们约定以a′记a的补元。显然a也是a′的补元。在分配格中，有补元的元素和它的补元互相唯一确定，即（a′）′＝a。
推论2　在有补分配格（L，∧，∨）中，L的任何元素a，都有唯一的补元a′。
推论2是推论1在有补格中的表述形式。推论2为我们初步回答了在定义7.5.4之后提出的问题，即五阶格（d）和（e）为什么不是分配格？因为（d）中有a1，（e）中有b1补元不唯一。
定理7.5.8　在有补分配格（L，∧，∨）中，对∀a，b∈L，有
（1）a≤b⇔a∧b′＝0⇔a′∨b＝1；
（2）a≤b⇔b′≤a′；
（3）b′≤a′⇔a′∨b＝1⇔a∧b′＝0。
证明：（3）式是（1）式使用（a′）′＝a及（b′）′＝b的直接结果，只证（1）和（2）。先证（2）。
由于a≤b⇔a∧b＝a，（L，∧，∨）是有补分配格，补元唯一。所以
a∧b＝a⇔（a∧b）′＝a′⇔a′∨b′＝a′⇔b′≤a′
再证（1）。由于a≤b⇔a∨b＝b⇔（a∨b）′＝b′⇔a′∧b′＝b′，因而
a∧b′＝a∧（a′∧b′）＝（a∧a′）∧b′＝0∧b′＝0。反过来a∧b′＝0⇒b∨（a∧b′）＝b，但
b∨（a∧b′）＝（b∨a）∧（b∨b′）＝（b∨a）∧1＝b∨a
于是有a∨b＝b⇔a≤b．同理可证a≤b⇔a′∨b＝1。
定理7.5.8揭示了有补分配格的结构性质。结合推论2可以证明：元素多于一个的有限有补分配格，其阶数必为偶数。将这“耐人寻味”的事实留给读者思考。
定理7.5.9　格（L，∧，∨）是分配格，当且仅当对∀a，b，c∈L，有
（a∧b）∨（b∧c）∨（c∧a）＝（a∨b）∧（b∨c）∧（c∨a）
证明：若（L，∧，∨）是分配格，则对∀a，b，c∈L，有
（a∧b）∨（b∧c）∨（c∧a）＝（b∧（a∨c））∨（c∧a）
＝（b∨（c∧a））∧（（a∨c）∨（c∧a））＝（a∨b）∧（b∨c）∧（c∨a）
相反地，设（L，∧，∨）是格，且对∀a，b，c∈L，有
（a∧b）∨（b∧c）∨（c∧a）＝（a∨b）∧（b∨c）∧（c∨a）
以（（a∨b）∧（a∨c））代换等式中a，以b∨c代换等式中b，以a代换等式中c，则有
等式左边＝（（（a∨b）∧（a∨c））∧（b∨c））∨（（b∨c）∧a）∨（a∧（（a∨b）∧（a∨c）））＝a∨（b∧c）。
再以之代入右端。此前，首先由
a≤b⇔a∧b＝a⇔a∨b＝b和a≤b且c≤d⇒a∧c≤b∧d且a∨c≤b∨d，得a∨（（a∨b）
∧（a∨c））＝（a∨b）∧（a∨c），（a∨b）∧（a∨c）a∨b∨c＝（b∨c）∨a。
因而其等式右边＝（（（a∨b）∧（a∨c））∨（b∨c））∧（（b∨c）∨a）∧（a∨（（a∨b）∧（a∨c）））＝（a∨b）∧（a∨c）。
定义7.5.5　格（L，∧，∨）称为一个模格，如果对∀a，b，c∈L，有
a≤b⇒a∨（b∧c）＝b∧（a∨c）
定理7.5.10　分配格（L，∧，∨）是一个模格。
证明：设（L，∧，∨）是分配格，对∀a，b，c∈L，都有a∨（b∧c）＝（a∨b）∧（a∨c）．如果a≤b，便有a∨b＝b．于是得a∨（b∧c）＝b∧（a∨c）。
模格亦称Dedekind格。可以验证，例7.5.3中的（d）是模格但不是分配格。在例7.5.3的（e）中，b3≤b2，但b3∨（b2∧b1）＝b3∨0＝b3≠b2＝b2∧1＝b2∧（b3∨b1）。即（e）既不是分配格也不是模格。分配格是模格，但模格未必是分配格。定理7.5.9的逆是不能成立的。例7.5.3的五阶格（d）是一个模格，但不是分配格。这里对（d）是模格的验证，须作53＝125个等式都成立的判断。
【例7.5.4】　群G中的所有不变子群关于集合交∩运算和群乘积运算做成一个模格。
我们知道，所谓H是G不变子群是说：H是G子群，且对G中任意元a，都有aH＝Ha．其中aH和Ha分别为群G关于子群H的左、右陪集。记S＝｛H｜H是G不变子群｝。
在S中引进两种运算，即集合的交∩和乘积运算o。∀A，B∈S，子群A∩B还是不变子群。所以A∩B∈S，即S对∩运算封闭。A与B的乘积
AoB＝｛xy｜x∈A且y∈B｝。
由子群的判定条件和A，B是不变子群。易证AoB是G子群。下证AoB还是不变子群。
∀x∈G，对∀y∈x（AoB），总存在a∈A，b∈B使得y＝xab．A是不变子群，故有a1∈A使有xa＝a1x，又B是不变子群，有b1∈B满足xb＝b1x，于是xab＝a1b1x。即y∈（AoB）x，因而有x（A￮B）⊆（A￮B）x。
同理可证（A￮B）x⊆x（A￮B）。从而x（A￮B）＝（A￮B）x，即A￮B是G不变子群。因此运算￮在S上封闭。
运算∩即集合的交，满足交换律、结合律。运算￮满足结合律，因为群G关于乘积运算具有结合律，运算￮还满足交换律：因为∀A，B∈S，∀y∈A￮B，存在a∈A，b∈B使得y＝ab．由B是不变子群，知存在b1∈B，使有y＝b1a∈B￮A。这说明A￮B⊆B￮A。类似可证B￮A⊆A￮B。故A￮B＝B￮A。
S中运算∩和￮具有吸收律：∀A，B∈S，任取y∈A￮（A∩B），y＝ac，c∈A∩B，c∈A，y＝ac∈A⇒A￮（A∩B）⊆A。反过来，由于不变子群A，B都含有群G的幺元e，所以由Ae＝A知A⊆A￮（A∩B）。这就是说A￮（A∩B）＝A。至于A∩（A￮B）＝A，则是A⊆A￮B的等价结果。
因此，（S，∩，￮）是一个格。
从A≤B⇔A∩B＝A⇔A￮B＝B，可知代数格（S，∩，￮）的等价偏序格＜S，≤＞的偏序≤即⊆。在格（S，∩，￮）中，对∀A，B，C∈S，如果A⊆B，则任取y∈A￮（B∩C），记y＝ad，其中a∈A，d∈B∩C，因而d∈B，d∈C。但A⊆B，所以y＝ad∈B∩（A￮C）。即A￮（B∩C）⊆B∩（A￮C）。
任取y⊆B∩（A￮C），当有y∈B且y∈A￮C。令y＝ad，其中a∈A，d∈C，则d＝a-1y，但a-1∈A，而A⊆B，故a-1y∈B，即d∈B，于是d∈B∩C，因而y＝ad∈A￮（B∩C）。即B∩（A￮C）⊆A￮（B∩C）。
所以A￮（B∩C）＝B∩（A￮C）。故（S，∩，￮）是模格。
定理7.5.11　格（L，∧，∨）是模格的充分必要条件是：对∀a，b，c∈L，有
a≤b，a∧c＝b∧c，a∨c＝b∨c⇒a＝b
证明：设（L，∧，∨）是模格，且对∀a，b，c∈L，有ab，a∧c＝b∧c，a∨c＝b∨c，则
a＝a∨（a∧c）＝a∨（b∧c）＝b∧（a∨c）＝b∧（b∨c）＝b
相反地，∀a，b，c∈L，且a≤b。由
（a∨（b∧c））∨c＝a∨（（b∧c）∨c）＝a∨c，a≤b和a≤a∨c⇒a≤b∧（a∨c），得
a∨c≤（b∧（a∨c））∨c≤（a∨c）∨c＝a∨c，所以（b∧（a∨c））∨c＝a∨c。
于是得（a∨（b∧c））∨c＝（b∧（a∨c））∨c。
根据对偶原理及反对称性，若a≥b则（b∨（a∧c））∧c＝（a∧（b∨c）∧c。当a≤b即b≥a时，对该式中文字以a换b且以b换a并得（a∨（b∧c））∧c＝（b∧（a∨c））∧c。再由
a≤b⇔a∨（b∧c）≤b∧（a∨c）及a≤b，a∧c＝b∧c，a∨c＝b∨c⇒a＝b，
便得a∨（b∧c）＝b∧（a∨c）。即（L，∧，∨）是一个模格。
定理7.5.11指出分配格中的消去律在模格中须增加条件“a≤b”。这由要满足模不等式所驱使。这种形式的消去律还是判断一个格是模格的充分条件，但缺乏实用性。
定理7.5.12　格（L，∧，∨）是模格，当且仅当∀x，y，z∈L，都有

证明：若（L，∧，∨）是模格，∀a，b，c∈L，如果a≤b则a∨（b∧c）＝b∧（a∨c）。考虑到在格（L，∧，∨）中，对∀x，y∈L，恒有x∧y≤x∨y，所以
（x∧y）∨（（x∨y）∧z）＝（x∨y）∧（（x∧y）∨z）。
相反地，如果∀x，y，z∈L，都有（*）成立，则对∀a，b，c∈L，有
（a∨b）∧（（a∧b）∨c）＝（a∧b）∨（（a∨b）∧c）。
若a≤b，则从a≤b⇔a∧b＝a⇔a∨b＝b，立得b∧（a∨c）＝a∨（b∧c）。
定理7.5.12的特色之处是讨论模等式时隐去了条件“a≤b”。
在定理7.5.10的证明之后，我们曾指出，五阶格（d）（例7.5.3）是模格，在例7.5.3中我们也曾说明五阶格（d）和（e）不是分配格。一个十分有趣的事实是通过这两个五阶格可以判定分配格和模格。
定理7.5.13　格（L，∧，∨）是一个模格，当且仅当（L，∧，∨）不含有例7.5.3中非模格的五阶子格（e）。
证明：必要性。若（L，∧，∨）含有五阶子格（e），（e）对运算封闭，则
b3≤b2，b3∨（b2∧b1）＝b3≠b2∧（b3∨b1）。
在（L，∧，∨）中成立。因而模等式在b1，b2，b3上不成立。所以格（L，∧，∨）不是模格。这说明模格不含非模格的五阶子格（e）。
充分性。若格（L，∧，∨）不是模格，则存在a，b，c∈L，满足

从而，a∧c≤b∨（a∧c）＜a∧（b∨c）≤b∨c。如果a∧（b∨c）＝b∨c，则b∨c≤a，于是得c≤a及c∧a＝c．从而有a∧（b∨c）＝b∨c＝b∨（a∧c），这与（**）式矛盾。如果a∧c＝b∨（a∧c），则b≤a∧c，于是得b≤c及b∨c＝c。从而有a∧（b∨c）＝a∧c＝b∨（a∧c），同样与（**）式矛盾。于是有

由

得c∧（b∨（a∧c））＝a∧c。由

得c∨（a∧（b∨c））＝b∨c。而且c与a∧c，b∨（a∧c），a∧（b∨c）和b∨c都不相等。否则，由（***）式，将得出b∨（a∧c）＜b∨（a∧c）和a∧（b∨c）＜a∧（b∨c）的矛盾。
综合以上推论，我们在非模格的格（L，∧，∨）中，构造出了一个与五阶格（e）同构的子格（如图7.13所示）。这也就是说，即已证明不含五阶非模子格的格是模格。
至此完成了定理充分性的论证。

图7.13
定理7.5.14　一个格（L，∧，∨）是分配格的充分必要条件是它不含有非分配的五阶子格（d）或（e）。
证明：定理的必要性显然。因为任何一个分配格的子格还是分配格，所以分配格不含有非分配的五阶子格（d）或（e）。
下证定理的充分性。设格（L，∧，∨）不是分配格：若格（L，∧，∨）不是模格，则由定理7.5.12知，格中含有子格（e），故结论成立。若格（L，∧，∨）是模格，则由定理7.5.9可知，存在a1，a2，a3∈L，使得

记

由于
a2∧a3≤a2∨a3，a1∧a3≤a1∨a3，a1∧a2≤a1∨a3，
所以可应用模等式得到上述e1，e2，e3表达式的对偶式：
e1＝（a2∨a3）∧（a1∨（a2∧a3）），e2＝（a1∨a3）∧（a2∨（a1∧a3）），e3＝（a1∨a2）∧（a3∨（a1∧a2））。
注意到
a1∧a3≤a1∧（a2∨a3），a2∧a3≤a2∧（a1∨a3），a2∧（a1∨a3）≤a2∧a3和a1≤a1∨a3
并用模等式得

利用e1，e2，e3表达式结构的对称性，事实上已经证得
u＝e1∨e2＝e1∨e3＝e2∨e3。
类似地，在e1，e2，e3表达式的对偶式上可以对偶地证明v＝e1∧e2＝e1∧e3＝e2∧e3。
下证u，e1，e2，e3，v中任何两个元相等，就必有u＝v，从而与（*）式矛盾。对此，我们需验证每一种情形。若ei＝ej（1≤i，j≤3），则u＝ei∨ej＝ei∧ej＝v，因而可知e1，e2，e3彼此不等。对于e1，e2，e3与u，v之间，我们只作u≠e1的讨论：
若u＝e1则v＝e1∧e2＝e2，因为e1＝u＝e1∨e2⇔e2≤e1。从而u＝e2∨e3＝e3，因为v＝e2＝e2∧e3⇔e2≤e3。于是u＝u∧u＝e1∧e3＝v。故u≠e1。
剩下的情形，由e1，e2，e3对u，v表示结构的对称性，同理可证。
总之，L中有u，e1，e2，e3，v五个相异元素，由它们作成（L，∧，∨）的非分配五阶子格（d），如图7.14。这也就是说，模格（L，∧，∨）是非分配格，则（L，∧，∨）必含有同构于（d）的非分配五阶子格。即不含同构于（d）的五阶子格的模格都是分配格。

图7.14
练习7-5
（1）举出两个六阶格的例，使其一是分配格，其一不是分配格。
（2）举两个格的例，使一个是模格，一个不是模格，而且它们都是非分配的六阶格。
（3）证明：格（I，max，min）是分配格。
（4）已知有界格如下图，请考虑该格中各元素的补元素。

（5）写出定理7.5.1的数学归纳法证明。
（6）写出例7.5.2中2S的元A与S-A唯一互补的详细证明。
（7）证明例7.5.3中的五阶格（a），（b）和（c）都是分配格。
（8）证明：代数分配格的子格也是分配格。
（9）证明：分配格的直积格是分配格。
（10）完成定理7.5.8中a≤b⇔a′∨b＝1的证明。
（11）在例7.5.4中完成证明：a≤b⇔A￮B＝B，并证明
A￮B＝B⇔AUB＝B。
（12）证明：阶数大于1的有限有补分配格其阶数必为偶数。
（13）完成定理7.5.12中的下述证明：当有a∧c①≤b∨（a∧c）②≤a∧（b∨c）③≤b∨c④时，则
①c∧①＝c∧③＝a∧c⇒c∧②＝a∧c；
②c∨②＝c∨④＝b∨c⇒c∨③＝b∨c；
③c与a∧c，与b∨（a∧c），与a∧（b∨c），与b∨c都不相等。
（14）完成定理7.5.13中的下述证明：
①u＝e1∨e3，u＝e2∨e3；
②v＝e1∧e2，v＝e1∧e3，v＝e2∧e3；
③u＝e2⇒u＝v，u＝e3⇒u＝v，v＝e1⇒u＝v，v＝e2⇒u＝v，v＝e3⇒u＝v。
7.6　布尔代数
定义7.6.1　称一个有补分配格为一个布尔代数。
由定义知，一个布尔代数首先是一个有界格，界元记为0和1，看成是零元运算。其次是有补格，格中每一元素都有补元。在分配格中，补元唯一，即布尔代数中的每一元素a都有唯一的补元素a′。换句话说，布尔代数上具有一元补运算“′”。因此，一般将一个布尔代数记为（B，∧，∨，′，0，1），其中符号∧、∨和′分别称作二元乘、加和一元补运算。当B为有限集时，称有限布尔代数；当B为无限集时，称无限布尔代数。如不作特别说明，我们只讨论有限布尔代数。当布尔代数的载体B只含有一个元素时称退化的布尔代数，对这种布尔代数的讨论没有一般意义。以下约定所讨论的有限布尔代数其阶数│B│大于1。
通过前面几节的讨论，已经获得了布尔代数（B，∧，∨，′，0，1）的一些重要性质，它们分别出自偏序格（1，2，3）、代数格（4，5，6，7）、有界格（8，9，10）、有补格（11，12，13）和分配格（14，15，16）。当然这些性质之间并不相互独立。对∀a，b，c∈B
（1）a≤b⇔a∧b＝a⇔a∨b＝b。
（2）a≤b⇔a∧b′＝0⇔a′∨b＝1⇔b′≤a′。
（3）a∧b＝inf｛a，b｝，a∨b＝sup｛a，b｝。
（4）a∧b＝b∧a，a∨b＝b∨a。
（5）（a∧b）∧c＝a∧（b∧c），（a∨b）∨c＝a∨（b∨c）。
（6）a∧（a∨b）＝a，a∨（a∧b）＝a。
（7）a∧a＝a，a∨a＝a。
（8）0≤a≤1。
（9）a∧0＝0，a∨1＝1。
（10）a∧1＝a，a∨0＝a。
（11）a∧a′＝0，a∨a′＝1。
（12）0′＝1，1′＝0。
（13）（a∧b）′＝a′∨b′，（a∨b）′＝a′∧b′。
（14）a∧（b∨c）＝（a∧b）∨（a∧c），a∨（b∧c）＝（a∨b）∧（a∨c）。
（15）（a∧b）∨（b∧c）∨（c∧a）＝（a∨b）∧（b∨c）∧（c∨a）。
（16）a∧b＝a∧c，a∨b＝a∨c⇒b＝c。
上述性质是有补分配格的特征性质，有补分配格必具有这些性质，具有这些性质的偏序集就是有补分配格。作为有补分配格的布尔代数是否要由这么多性质才能定义呢？其实，上述性质中4，10，11和14是最基本的，它们相互独立而且其他性质由它们都可推出。用以这四项性质为公理定义布尔代数的方法称Huntington公理方法。
定义7.6.2　设（B，∧，∨，′，0，1）是具有两个二元运算、一个一元运算和两个零元运算的代数系统（│B│＞1）。称（B，∧，∨，′，0，1）是一个布尔代数，如果对∀a，b，c∈B都满足下述公理：
H1：a∧b＝b∧a，a∨b＝b∨a；
H2：a∧（b∨c）＝（a∧b）∨（a∧c），a∨（b∧c）＝（a∨b）∧（a∨c）；
H3：a∧1＝a，a∨0＝a；
H4：a∧a′＝0，a∨a′＝1。
定理7.6.1　布尔代数的定义7.6.2与定义7.6.1等价。
证明：由于从定义7.6.1已经得到H1、H2、H3和H4，即定义7.6.1⇒定义7.6.2，因而下面只须证明：定义7.6.2⇒定义7.6.1。
为了证明（B，∧，∨）是代数格，需要证代数（B，∧，∨）除了已有交换律（H1）以外还具有结合律和吸收律。为此先证明下列两个结果。
（1）∀a∈B，a∨1＝1，a∧0＝0。
这是因为
a∨1＝（a∨1）∧1（H3）＝1∧（a∨1）（H1）＝（a∨a′）∧（a∨1）（H4）＝a∨（a′∧1）（H2）＝a∨a′（H3）＝1（H4），
a∧0＝（a∧0）∨0（H3）＝0∨（a∧0）（H1）＝（a∧a′）∨（a∧0）（H4）＝a∧（a′∨0）（H2）＝a∧a′（H3）＝0（H4）。
（2）∀a，b，c∈B，a∨b＝a∨c，a′∨b＝a′∨c⇒b＝c。
这是因为
b＝b∨0（H3）＝b∨（a∧a′）（H4）＝（b∨a）∧（b∨a′）（H2）＝（a∨b）∧（a′∨b）（H1）
＝（a∨c）∧（a′∨c）（已知）＝（c∨a）∧（c∨a′）（H1）＝c∨（a∧a′）（H2）＝c∨0（H4）＝c（H3）。
结果（2）的对偶叙述是：∀a，b，c∈B，a∧b＝a∧c，a′∧b＝a′∧c⇒b＝c。其证明只是上述证明过程的对偶过程。从结果（1）和结果（2）可以看到，Huntington公理都是对偶的，在这些公理下如能得出结论c，必也能导出c的对偶式c*。
接下来证明（B，∧，∨）是代数格。
（1）代数（B，∧，∨）具有吸收律。这是因为∀a，b∈B，有
a∨（a∧b）＝（a∧1）∨（a∧b）（H3）＝a∧（1∨b）（H2）＝a∧（b∨1）（H1）＝a∧1（结果（1））＝a（H3），
对偶地用（H3）还有
a∧（a∨b）＝（a∨0）∧（a∨b）（H3）＝a∨（0∧b）（H2）＝a∨（b∧0）（H1）＝a∨0（结果（1））＝a。
（2）代数（B，∧，∨）具有结合律。这是因为∀a，b，c∈B，记A1＝a∧（b∧c），A2＝（a∧b）∧c，则a∨A1＝a（吸收律），且
a∨A2＝a∨（（a∧b）∧c）＝（a∨（a∧b））∧（a∨c）（H2）＝a∧（a∨c）（吸收律）＝a（吸收律），
即a∨A1＝a∨A2。由H4有a′∈B，则

于是由结果（2），得（a∧b）∧c＝a∧（b∧c）．至于（a∨b）∨c＝a∨（b∨c）的证明，只是结果（2）和上述推演步骤中各式的对偶。
（3）最后证明（B，∧，∨）是有补分配格。0，1是代数格（B，∧，∨）等价偏序格＜B，≤＞的最小元和最大元。∀a，b∈B，定义a≤b⇔a∧b＝a⇔a∨b＝b，则＜B，≤＞是与（B，∧，∨）等价的偏序格。由H3知，对B中任意的a有a∧1＝a且a∨0＝a。因而对∀a∈B，恒有0≤a≤1。即0和1分别是＜B，≤＞的最小元和最大元。
由H2和H4知（B，∧，∨）是有补分配格。因而是布尔代数。
【例7.6.1】　以下代数是布尔代数，它们满足Huntington公理。
（1）（｛0，1｝，∧，∨，﹁，0，1）是布尔代数，这个简单的布尔代数称电路代数。
（2）非空集合S的幂集代数（P（S），∩，∪，－，∅，S）是布尔代数，即集合代数。
（3）设P为命题公式的集合，则（P，∧，∨，﹁n，F，T）是布尔代数，亦称命题代数。
（4）例7.4.2中的n维格（Ln，∧n，∨n，﹁n，0n，1n）是布尔代数，习惯上称开关代数。
∀x＝（x1，x2，…，xn）∈Ln，（x1，x2，…，xn）′＝（﹁x1，﹁x2，…，﹁xn），
即﹁nx＝（﹁x1，﹁x2，…，﹁xn）。
显然，电路代数的阶数│｛0，1｝│＝2，集合代数的阶数│P（S）│＝2│S│，开关代数的阶数│Ln│＝2n，当P为含有n个命题变元的命题公式的集合时，命题代数的阶数│P│＝22n。这些布尔代数的阶数都是2的一个正整数幂。在稍后的讨论中将会看到，这一特征具有一般性。
定义7.6.3　设（B，∧，∨，′，0，1）是布尔代数，0，1∈S。若（S，∧，∨，′，0，1）关于运算封闭，则称之为布尔代数（B，∧，∨，′，0，1）的子布尔代数。
子布尔代数要保持界元和运算不变。对此，作如何要求方可获得实现呢？一个特别的例子是同样具有两个二元运算和一个一元和两个零元运算的命题代数。在其上作为运算的逻辑联词组｛∧，﹁｝，｛∨，﹁｝都是最小功能完备组。依此，我们得到启发并有：
定理7.6.2　设（B，∧，∨，′，0，1）是布尔代数。载体B的子集S作成子布尔代数当且仅当S对运算∧，′，或者∨，′封闭。
证明：若（S，∧，∨，′，0，1）仍是布尔代数，当然对运算∧，′和∨，′都是封闭的。下面证明命题的充分性。
若S对运算∧，′封闭，则任取a∈S，有a′∈S，因此有0＝a∧a′∈S，进而有1＝0′∈S。而且对∀a，b∈S，有a′，b′∈S，于是有a∨b＝（a′∧b′）′∈S。可见B子集S对运算0，1，∧，∨和′封闭，使得满足Huntington公理的B中运算在S上得以保持。故S作成子布尔代数。
对“若S对运算∨，′封闭则S作成子布尔代数”证明，对偶可得。
定义7.6.4　设（B1，∧1，∨1，′，01，11）和（B2，∧2，∨2，′，02，12）是两个布尔代数，f是从B1到B2的映射。如果f保持运算，即对∀a，b∈B1，都有
f（a∧1b）＝f（a）∧2f（b），f（a∨1b）＝f（a）∨2f（b），f（a′）＝（f（a））′，f（01）＝02，f（11）＝12
则称f是（B1，∧1，∨1，′，01，11）到（B2，∧2，∨2，′，02，12）的同态映射。
由定义，B1的f同态象f（B1）作成（B2，∧2，∨2，′，02，12）的子布尔代数（f（B1），∧2，∨2，′，02，12）。如果f是单射、满射或双射，与代数的说法一样，我们分别称相应的同态映射为单一同态、满同态和同构。特别当f为同构映射，我们说两个布尔代数同构，并记之为B1≌B2。判断一个映射是两个布尔代数之间的同态映射，下面命题提供了一个依据。
定理7.6.3　设f是布尔代数（B1，∧1，∨1，′，01，11）的载体B1到布尔代数（B2，∧2，∨2，′，02，12）的载体B2的一个映射。若对任意a，b∈B1，都有
f（a∧1b）＝f（a）∧2f（b），f（a′）＝（f（a））′，
或者
f（a∨1b）＝f（a）∨2f（b），f（a′）＝（f（a））′，
则f是布尔代数（B1，∧1，∨1，′，01，11）到布尔代数（B2，∧2，∨2，′，02，12）的同态映射。
定理7.6.3是说，能够保持布尔代数一元运算和一个二元运算的映射是同态映射。它简化同态映射定义的5项条件为两项，其实用性和本征性显而易见。
如果布尔代数的载体B1到B2的映射f是个满射，则只要f能够保持两个二元运算，f就是一个同态映射。
定理7.6.4　设（B1，∧1，∨1，′，01，11）和（B2，∧2，∨2，′，02，12）是两个布尔代数，f是载体B1到B2的满射。若对任意a，b∈B1，都有
f（a∧1b）＝f（a）∧2f（b），f（a∨2b）＝f（a）∨2f（b），
则f是（B1，∧1，∨1，′，01，11）到（B2，∧2，∨2，′，02，12）的同态映射。
保持两个二元运算的满射f保持偏序，因而保持界元。当界元被保持后，B1的任意元a的补元的f象f（a′），正是a的f象f（a）的补（f（a））′。
如果f是布尔代数载体B1到B2的一个保持两个二元运算的一般映射，则f就不一定保持界元，即这时01，11的f象f（01），f（11）未必就是02，12。因而f也未必是两个布尔代数间的同态映射。但是，若以f（01）和f（11）为新的界元，则f还可被视作同态映射。
定理7.6.5　设（B1，∧1，∨1，′，01，11）和（B2，∧2，∨2，′，02，12）是两个布尔代数，f是载体B1到B2的映射。如果对任意a，b∈B1，都有
f（a∧1b）＝f（a）∧2f（b），f（a∨1b）＝f（a）∨2f（b），
则f是从（B1，∧1，∨1，′，01，11）到（f（B1），∧2，∨2，′，f（01），f（11））的同态映射，此时（f（B1），∧2，∨2，′，f（01），f（11））也是布尔代数，其中一元运算′关于界元f（01），f（11）取补。
证明：首先证明（f（B1），∧2，∨2，′，f（01），f（11））是布尔代数。∀x，y∈f（B1），存在a，b∈B1，使f（a）＝x，　f（b）＝y并且
x∧2y＝f（a）∧2f（b）＝f（a∧1b）＝f（b∧1a）＝f（b）∧2f（a）＝y∧2x。
所以f（B1）满足（H1）。
∀x，y，z∈f（B1），存在a，b，c∈B1，使有f（a）＝x，f（b）＝y，f（c）＝z并且
x∧2（y∨2z）＝f（a）∧2（f（b）∨2f（c））＝f（a）∧2f（b∨1c）＝f（a∧1（b∨1c））＝f（（a∧1b）∨1（a∧1c））
　　＝f（a∧1b）∨2f（a∧1c）＝（f（a）∧2f（b））∨2（f（a）∧2f（c））＝（x∧2y）∨2（x∧2z）。
所以（f（B1），∧2，∨2）满足（H2）。
对∀x∈f（B1），存在a∈B1，使有f（a）＝x，故有
x∧2f（11）＝f（a）∧2f（11）＝f（a∧111）＝f（a）＝x，x∨2f（01）＝f（a）∨2f（01）＝f（a∨101）＝f（a）＝x。
所以f（B1）中有界元f（01），f（11）满足（H3）。
∀x∈f（B1），存在a，a′∈B1，使有f（a）＝x，a∧1a′＝01，a∨1a′＝11。取x′＝f（a′），则
x∧2x′＝f（a）∧2f（a′）＝f（a∧1a′）＝f（01），　x∨2x′＝f（a）∨2f（a′）＝f（a∨1a′）＝f（11）。
所以（f（B1），∧2，∨2，′，f（01），f（11））满足（H4）。
综上所述，（f（B1），∧2，∨2，′，f（01），f（11））是布尔代数。
应当注意，（f（B1），∧2，∨2，′，f（01），f（11））未必是（B2，∧2，∨2，′，02，12）的子布尔代数，只有当f（01）＝02，f（11）＝12时，（f（B1），∧2，∨2，′，f（01），f（11））才是子布尔代数。
接下来证明f是从（B1，∧1，∨1，′，01，11）到（f（B1），∧2，∨2，′，f（01），f（11））的同态映射。事实上已知，∀a，b∈B1，都有
f（a∧1b）＝f（a）∧2f（b），f（a∨1b）＝f（a）∨2f（b），f（01）＝f（01），f（11）＝f（11）
而对∀a∈B1，都有f（a′）＝（f（a））′，这从证满足（H4）的推演步骤
f（a）∧2f（a′）＝f（a∧1a′）＝f（01），f（a）∨2f（a′）＝f（a∨1a′）＝f（11）
也已得到。
在布尔代数中，其所有的非零元素都可以通过它的一些元素做加求和或通过它的一些元素做乘求积得以表示。下面我们讨论，布尔代数的每一非零元素都可通过它的一些元素做加求和唯一表示。至于布尔代数的每一非零元素都可通过它的一些元素做乘求积唯一表示的讨论只是做加求和唯一表示讨论的对偶过程。
定义7.6.5　设（B，∧，∨，′，0，1）是布尔代数。若B中元素a≠0且对∀x∈B，满足x∧a＝a或者x∧a＝0，则称a为该布尔代数的下原子。
下原子不是最小元，但是下原子与布尔代数中的任一元素做乘积运算（即求下确界），其结果要么是最小元0，要么是它自己。于是两个下原子的乘积不为0，则a1＝a1∧a2＝a2。换句话说，若两个下原子a1≠a2，则a1∧a2＝0。
若a是下原子，则布尔代数中不存在元素b，能有0≤b≤a。不然，由b∧a＝b及b≠0，b≠a，就会产生与a是下原子的矛盾。换句话说，在布尔代数的Hasse图中，下原子是那些盖住最小元0的元素，即最小元0与下原子由一条线段直接相连。
引理7.6.1　设（B，∧，∨，′，0，1）是有限布尔代数，则对非零元x∈B，必有下原子a，满足a≤x。
证明：若x是下原子，引理7.6.1显然成立。若x不是下原子，则有B中非零元b0，使得x∧b0≠0且x∧b0≠x．令x∧b0＝x1，则x1≤x．若x1是下原子，则引理7.6.1已证。若x1不是下原子，则有B中非零元b1，使得x1∧b1≠0且x1∧b1≠x1。令x1∧b1＝x2，则x2≤x1。重复上述过程，由于我们讨论的布尔代数其阶数│B│有限，故必在xn上有xn＝a，a是布尔代数的下原子。
引理7.6.2　设（B，∧，∨，′，0，1）是有限布尔代数，x是B中任意非0元素，如果a1，a2，…，am是所有满足ai≤x的下原子，则x＝a1∨a2∨…∨am，且表式唯一。
证明：首先证明x＝a1∨a2∨…∨am。
由a1≤x，a2≤x，…，am≤x，得a1∨a2∨…∨am≤x。下面只要证x∧（a1∨a2∨…∨am）′＝0，由定理7.5.8可得x≤a1∨a2∨…∨am。从而x＝a1∨a2∨…∨am。
若x∧（a1∨a2∨…∨am）′≠0，由引理7.6.1，知有下原子a，使有a≤x∧（a1∨a2∨…∨am）′，因而a≤x且a≤（a1∨a2∨…∨am）′。但所有满足ai≤x的下原子只能是a1，a2，…，am中之一，所以无妨认为a＝ai。于是a≤（a1∨a2∨…∨am），从而a≤（（a1∨a2∨…∨am））∧（（a1∨a2∨…∨am））′＝0。故a＝0，这与存在下原子a及假设矛盾。因此x∧（（a1∨a2∨…∨am））′＝0。
接下来证明x＝a1∨a2∨…∨am的表式唯一。
若还有x＝b1∨b2∨…∨bι，b1，b2，…，bι是下原子，则b1≤x，b2≤x，…，b1≤x。这些说明｛b1，b2，…，bι｝⊆｛a1，a2，…，am｝。对每一ai（i＝1，2，…，m），都有ai∧x＝ai。因而
ai＝ai∧（b1∨b2∨…∨bι）＝（ai∧b1）∨（ai∧b2）∨…∨（ai∧bι），
并且式中必有bj（1≤j≤ι），使得ai∧bj≠0。由于乘积不为0的两个下原子相等，所以ai∈｛b1，b2，…，bι｝。因此｛b1，b2，…，bι｝＝｛a1，a2，…，am｝。
引理7.6.2揭示了有限布尔代数结构的本质属性。在布尔代数（B，∧，∨，′，0，1）中，如果a1，a2，…，an是其全部下原子，则对∀x∈B，x都有a1，a2，…，an的唯一表示式：

其中ei＝0或1，i＝1，2，…，n。习惯上称一个布尔代数的全部下原子a1，a2，…，an为布尔代数的一组基。布尔代数的全部元素可通过（*）式由它的一组基生成，并称该布尔代数是n维的（有n个下原子）。显然界元0＝0a1∨0a2∨…∨0an，1＝a1∨a2∨…∨an。
引理7.6.2的重要性还在于在布尔代数的载体B与布尔代数下原子集合M的幂集之间架起了建立一一映上映射的桥梁。通过这个桥梁，可以证明布尔代数与它的下原子集的幂集代数同构。从而得到任一有限布尔代数都与一个集合代数同构的结论。
定理7.6.6（Stone定理）　任一有限布尔代数（B，∧，∨，′，0，1）都与某一集合S的幂集做成的集合代数（P（S），∩，∪，－，∅，S）同构。
证明：只需证明有限布尔代数（B，∧，∨，′，0，1）与（P（M），∩，∪，－，∅，M）同构，其中M是该有限布尔代数的全部下原子a1，a2，…，an的集合。
定义映射f：B→P（M）为：∀x∈B，f（x）＝∅若x＝0，f（x）＝｛a│a∈M，a≤x｝若x≠0，由引理7.6.2，对∀x∈B，f在P（M）上都有唯一的象，若x≠0，则f（x）是M的子集，其元素和即x；若x＝0，其象为M的空子集∅．而且若B中x1≠x2，则x1与x2的基和表示不相同，因而f（x1）≠f（x2）．对M的任一子集X，其元素和都表示一个B中x，即都有f（x）＝X。可见f是从B到P（M）的一个一一映上映射。
下证f是（B，∧，∨，′，0，1）到（P（M），∩，∪，－，∅，M）的同态映射，即证f满足定义7.6.4。首先有f（0）＝∅；f（1）＝f（a1∨a2∨…∨an）＝｛a1，a2，…，an｝＝M。
接下来对∀x1，x2∈B，设
x1＝e1a1∨e2a2∨…∨enan，x2＝e1′a1∨e2′a2∨…∨en′an，
式中所有满足ai≤x1及aj≤x2的ai与aj其系数ei＝1，，否则都为0（i，j＝1，2，…，n），故
f（x1）＝｛a11，a12，…，a1k｝＝X1⊆M（0≤k≤≤n，a1i是满足ai≤x1的下原子），
f（x2）＝｛a21，a22，…，a2ι｝＝X2⊆M（0≤ι≤n，a2j是满足a≤x2的下原子）。
因此
f（x1∨x2）＝f（（a11∨a12∨…∨a1k）∨（a21∨a22∨…∨a2ι））＝X1∪X2；
f（x1∧x2）＝f（（a11∨a12∨…∨a1k）∧（a21∨a22∨…∨a2ι））＝X1∩X2。
　　最终∀x∈B，有x′∈B，满足x∧x′＝0，x∨x′＝1并有f（x）＝X⊆M，f（x′）＝Y⊆M。于是
∅＝f（0）＝f（x∧x′）＝X∩Y，M＝f（1）＝f（x∨x′）＝X∪Y
从而即
定理7.6.5的下述四个推论是显然的。
推论1　任一n维布尔代数其阶数都是2n。
推论2　任一有限布尔代数都有形为2r的阶数，其中r为相应布尔代数的维数。
推论3　维数相同的布尔代数同构。
推论4　n维布尔代数与n维开关代数同构。
上述讨论过程的对偶讨论建立在上原子的概念之上，上原子是布尔代数中被界元1盖住的那些元素，它通过对定义7.6.5的描述取对偶而被刻画。在上原子上展开讨论，不仅有引理7.6.1和引理7.6.2的对偶结果，并同样可以证明Stone定理且获得4个推论的工结论。
练习7-6
（1）证明：在满足Huntington公理的代数（B，∧，∨，′，0，1）中，∀a，b，c∈B，若有a′∈B满足
a∧b＝a∧c，a′∧b＝a′∧c
则必有b＝c。
（2）利用1的结果证明：满足Huntington公理的代数（B，∧，∨，′，0，1）中关于∨具有结合律。
（3）证明：布尔代数（B，∧，∨，′，0，1）的载体B的非空子集S作成子布尔代数（S，∧，∨，′，0，1）当且仅当S对运算∨和封闭。
（4）设f是布尔代数（B1，∧1，∨1，′，01，11）到（B2，∧2，∨2，′，02，12）的同态映射且f（01）＝02，f（11）＝12．证明（f（B1），∧2，∨2，′，02，12）是（B2，∧2，∨2，′，02，12）的子布尔代数。
习　题　七
（1）设a，b是格＜L，≤＞中两个元素，证明如果（L，∧，∨）是与＜L，≤＞等价的代数格，那么
①a∧b＝b⇔a∨b＝a；
②a∧b＜b且a∧b＜a⇔a与b不可比较（即a与b无偏序关系，式中“＜”⇔“≤但≠”＝）。
（2）设a，b，c，d是格＜L，≤＞中的元素，（L，∧，∨）是与＜L，≤＞等价的代数格，求证：
①如果a≤b，则a∨（b∧c）≤b∧（a∨c）；
②如果a≤b且c≤d，则a∧c≤b∧d，a∨c≤b∨d．
（3）证明在格中成立：
①a∨（b∧c）≤（a∨b）∧（a∨c）；
②（a∧b）∨（c∧d）≤（a∨c）∧（b∨d）；
③（a∧b）∨（a∧c）≤a∧（b∨c）；
④（a∧b）∨（b∧c）∨（c∧a）≤（a∨b）∧（b∨c）∧（c∨a）．
（4）设＜A，∧，∨＞是一个代数系统，其中∧，∨是A上两个二元运算，且分别满足幂等律，举例说明A中未必具有吸收律。
（5）设A，B是两个非空有限集合，f是A到B的单射，证明＜S，⊆＞是＜2B，⊆＞的一个子格，其中S＝｛y│y＝f（x），x∈2A｝．
（6）＜I，│＞是偏序集吗？你能给出偏序集＜I+，│＞的Hasse图吗？
（7）证明＜∏（S），∨＞是含幺半群。
（8）就对偶原理的三种形式，分别举出一些应用的例。
（9）对定理7.3.1的a∧b≤a∧c使用对偶原理，应有a∨c≤a∨b，但定理2说a∨b≤a∨c，这似乎产生了矛盾，请予解释。
（10）设n为正整数，Sn是n的全部正因数的集合。记求两个整数的最大公因数的运算为∧，求两个整数的最小公倍数的运算为∨。证明（Sn，∧，∨）是格。
（11）证明：＜S216，D＞≌＜S8，D＞×＜S27，D），其中D即│为整除关系。
（12）证明：格＜E，≤＞和＜O，≤＞同构，其中E，O分别为正偶数，正奇数集合，≤为普通不大于关系。
（13）在格＜E，│＞和＜O，│＞之间能否建立一个同构映射？指出你所遇到的困难。
（14）设（L，∧，∨）是有限格，g是L到L上的映射，如果对任意a，b∈L，有g（a∧b）＝g（a）∧g（b），则必有e∈L，使得g（e）＝e。
（15）证明：若偏序格＜L，，则与它们等价的代数格（L，∧，∨）≌（S，∧，∨）。而且反之亦真。
（16）证明：任一四阶格（L，∧，∨）必同构于格＜｛1，2，3，4｝，≤＞或格＜S6，│＞。
（17）设＜L，≤＞为分配格，a，b∈L且a≤b。证明：f（x）＝（x∨a）∧b是一个从格L到其闭区间子格B的同态映射，这里B＝｛y│y∈L，a≤y≤b｝，其中∧，∨运算为＜L，≤＞等价代数格（L，∧，∨）中的二元运算。
（18）证明：格（L，∧，∨）是模格当且仅当对于任意的a，b，c∈L，都有
a∨（b∧（a∨c））＝（a∨b）∧（a∨c）
（19）设＜L，≤＞是模格，L中元x≠y，a∈L，且x，y分别盖住a，证明x∨y盖住x和y。
（20）设＜L，≤＞是模格，a，b∈L，作
S＝｛x│x∈L且a∧b≤x≤a｝，T＝｛y│y∈L且b≤y≤a∨b｝
证明下面的映射
f1：x→x∨b（x∈S），f2：y→y∧a（y∈T）
互逆且是S和T之间的同构映射。
（21）证明：一个格是分配格，当且仅当对于这个格中的任意元素a，b，c，都有
（a∨b）∧c≤a∨（b∧c）
（22）证明：对模格＜L，≤＞中的任意元素a，b，c，若（a∨b）∧c＝b∧c，则（c∨b）∧a＝b∧a。
（23）证明定理7.6.3和定理7.6.4。
（24）证明定理7.6.6的推论1，2，3和4。
（25）布尔代数（B，∧，∨，′，0，1）上由表示B中任意元素的变元符号x1，x2，…，xn生成的布尔表达式递归定义为：
①B的任一具体元素都是由x1，x2，…，xn生成的布尔表达式；
②B的任一变元符号x1，x2，…，xn都是由x1，x2，…，xn生成的布尔表达式；
③若E1，E2是由x1，x2，…，xn生成的布尔表达式，则E1′，E1∧E2，E1∨E2都是布尔表达式；
④布尔代数（B，∧，∨，′，0，1）上的布尔表达式当且仅当由规则（1），（2）和（3）所确认。
如果给布尔表达式E（x1，x2，…，xn）中的变元符号分别赋以布尔代数中的具体元素，则产生布尔代数的一个具体元素。在此意义下，一个布尔表达式确定一个映射，称之为布尔函数，记为f（x1，x2，…，xn）。注意，布尔函数是布尔表达式等值类的代表元，如

它们是同一个布尔函数f（x1，x2，x3）类的成员。
布尔函数中n个变元符号x1，x2，…，xn的布尔小项和布尔大项像命题逻辑中的小项和大项一样定义。只是将﹁，∧，∨逻辑运算符号分别改记为代数运算符号′，∧，∨而已。
证明：布尔代数（B，∧，∨，′，0，1）上由x1，x2，…，xn生成的布尔表达式都能表示为标准范式：

或

式中k为n位二进制数，f（k）是f（x1，x2，…，xn）在n维二进制向量k上的值。
（26）设（B，∧，∨，′，0，1）是布尔代数。若B中元素b≠1，并且对∀x∈B满足x∨b＝b或者x∨b＝1，则称b为该布尔代数的上原子。证明：
①若上原子b1≠b2，则b1∨b2＝1；
②若b是上原子，则B中不存在元素a，能有b≤a≤1；
③对B中每一非1元x，必有上原子b，满足x≤b；
④对B中非1元x，若b1，b2，…，bm是所有满足x≤bi的上原子，则x＝b1∧b2∧…∧bm。



第8章　图论及其应用
教学提示：本章介绍图论的基础知识，如无向图、通路与连通性、树及平面图等，讨论了欧拉图与哈密尔顿图，从应用的角度概述了图的矩阵表示、最优树算法、求欧拉闭迹算法和在赋权无向图中求最短路的算法。
教学要求：了解无向图、有向图、完全图、补图、强连通图、通路、迹、路以及闭通路、闭迹和圈的概念。掌握二部图的判定条件、树的等价定理、欧拉图的判定、哈密尔顿图的充分性判定条件、平面图的判定、超图概念以及图的一些常用算法。
引　　言
图是一类非常广泛的数学模型，在现实中的许多问题，如电网问题、交通网络问题、运输的优化问题以及社会学中某类关系的研究，都可以用这类数学模型研究和处理。在计算机科学的许多领域中，如开关理论与逻辑设计、人工智能、形式语言、计算机图形、操作系统、编译程序以及信息检索等方面图和图的理论也有很多重要的应用。
8.1　无向图与有向图
设V是集合，称元素＜u，v＞∈V×V是V的一个有序对，称子集合｛u，v｝⊆V是V的一个无序对，并将其记为（u，v）。
定义8.1.1　一个无向图G是一个三元组＜V，E，φ＞，其中V和E是互无公共元素的集合且V非空。φ称为关联函数，是E到V的无序对集上的一个映射。V称为G的顶点集，其元素称为G的顶点。E称为G的边集，其元素称为G的边。如果φ（e）＝（u，v），则称边e连接顶点u和v，并称u和v为e的端点。
【例8.1.1】　设G＝＜V，E，φ＞，V＝｛u，v，w，x｝，E＝｛e1，e2，e3，e4，e5，e6｝，且φ（e1）＝（u，v），φ（e2）＝（u，v），φ（e3）＝（u，w），φ（e4）＝（v，w），φ（e5）＝（x，w），φ（e6）＝（w，w）则G是一个有4个顶点6条边的图。
可以把无向图G在平面上或三维空间里形象地描绘出来。顶点用小圆圈表示，边用连接两个顶点的一条线段表示（见图8.1），称之为G的图形。
定义8.1.2一个有向图D是一个三元组＜V，A，φ＞，其中V，A是互无公共元素的集合且V非空，φ称为关联函数，是A到V的有序对集合上的一个映射。V称为D的顶点集，其元素称为顶点。A称为D的弧集，其元素称为D的弧。如果φ（a）＝＜u，v＞，则称u为弧a的起点，v为弧a的终点。并称a是从u到v的弧。

图8.1
【例8.1.2】　设D＝＜V，A，φ＞，V＝｛u，v，w｝，A＝｛a1，a2，a3，a4，a5，a6｝，且
φ（a1）＝＜u，u＞，φ（a2）＝＜v，u＞，φ（a3）＝＜v，u＞，φ（a4）＝＜u，w＞，φ（a5）＝＜w，u＞，φ＜a6＞＝＜v，w＞
则D是一个具有3个顶点，6条弧的有向图。

图8.2
像无向图一样也可以画出有向图D的图形（见图8.2）。在有向图的图形中，从u到v的弧是用从u到v的一条带有箭头的线段来表示的。
我们将无向图与有向图通称为图。在很多情况下，图都是以图形的方式给出的，用图形描述图，具有直观、清晰、简明的特点。
定义8.1.3
（1）设G＝＜V，E，φ＞是无向图，对每个e∈E，φ（e）＝（u，v），定义映射φ′（e）＝＜u，v＞（或＜v，u＞），则称有向图D＝＜V，E，φ′＞是D的一个定向图。
（2）设D＝＜V，A，φ＞是一个有向图，对每个a∈A，φ（a）＝＜u，v＞，定义映射φ′（a）＝（u，v），则称无向图G＝＜V，A，φ′＞是D的基础图。
显然，在G的图形的每条边上任意加上一个箭头，可以得到G的一个定向图的图形；而D的基础图的图形，可以从D的图形去掉每一条弧上的箭头所得到。
定义8.1.4
（1）设G＝＜V，E，φ＞是一个无向图，W是定义在E上称为权的实函数，则4元组＜V，E，φ，W＞称为一个赋权无向图，W（e）称为边e的权。
（2）设D＝＜V，A，φ＞是一个有向图，W是定义在A上的一个实函数，则4元组＜V，A，φ，W＞称为一个赋权有向图，W（a）称为弧a的权。
赋权图也可以用图形表示。在赋权图的图形中，将边或弧的权要标在它所对应的线段或有向线段旁。图8.3就是一个赋权无向图。

图8.3
图论所使用的符号和术语较为繁杂，对下述概念作如下约定：
（1）在不至产生歧义时，简记G＝＜V，E，φ＞和D＝＜V，A，φ＞为G＝＜V，E＞和D＝＜V，A＞；简记φ（e）＝（u，v）和φ（a）＝＜u，v＞为e＝（u，v）和a＝＜u，v＞；并将赋权无向图与有向图分别简记为G＝＜V，E，W＞与D＝＜V，A，W＞。
（2）在无向图的图形中边（u，v）无方向，在有向图的图形中弧＜u，v＞有方向，方向的箭头从u指向v。
（3）顶点集与边集或顶点集与弧集都是有限集的图，称为有限图，本书只讨论有限图。
（4）若图的顶点集的元素个数│V│＝n，则称G是n阶图。
（5）若图的边集E＝∅或弧集A＝∅，此时若│V│＝n，则称图是n阶空图；一阶空图又称平凡图。
（6）对图的边e＝（u，v）或弧a＝＜u，v＞，若u＝v，则分别称e和a为环和有向环。
（7）若e1＝（u，v），e2＝（u，v），则称e1，e2互为重边。如果以u，v为端点的边总数为k，则称有k重边连接u和v。若a1＝＜u，v＞，a2＝＜u，v＞，则称a1，a2互为重弧。如果以u为始点，v为终点的弧共有k条，则称从u到v有k重弧相连。
（8）若一个无向图G没有环与重边，则称G是无向简单图。同样如果一个有向图D没有有向环与重弧，则称D是有向简单图。
（9）设G＝＜V，E＞是无向图，u，v∈V，若u，v有边相连，则称u，v是相邻的；若E中边e1，e2有公共端点u，则称e1和e2是相邻的；若u是e的端点，则称u与e相互关联。
（10）设D＝＜V，A＞是有向图，u，v∈V，a∈A，如果a＝＜u，v＞，则称u邻接到v，或v邻接于u，并称顶点u和v与弧a相关联。
定义8.1.5　设G＝＜V，E＞是无向图，v∈V，若在G中共有k个环，ι条非环的边与v相关联，则称数2k＋ι为顶点v的度，记为dG（v），或简记为d（v）。
设D＝＜V，A＞是有向图，v∈V，如果在D中共有k条弧以v为始点，有ι条弧以v为终点，则分别称k和ι为顶点v的出度与入度，并相应记为或简记为d+（v），d-（v）。定义称dD（v）为顶点v的度。显然dD（v）亦是v在D的基础图中的度。
以下定理常被称为握手引理。
定理8.1.1　设G＝＜V，E＞是一无向图，则设D＝＜V，A＞是一有向图，则
证明：只需对无向图给出证明。图中的任何一边在计算各顶点度数之和时均提供了两度，│E│条边共提供了2│E│度，此数即各顶点的度之和。
推论8.1.1　任何图中，度数为奇数的顶点的个数是偶数。
证明：只需考虑无向图。以V1和V2和分别表示图G中度为奇数和偶数的顶点集合。由于

为偶数，而是偶数，故是偶数。因当v∈V1时d（v）是奇数，所以│V1│是偶数。
定理8.1.2　设D＝＜V，A＞是有向图，则
证明：在有向图中，每条弧均有一个始点与一个终点，在计算D中各点的出度与入度之和时，每条弧均提供了一个出度与一个入度，│A│条弧共提供了│A│个出度与│A│个入度，因而定理成立。
设V＝｛v1，v2，…，vn｝为n阶图G的顶点集，称d（v1），d（v2），…，d（vn）为图G的度数列。同样可以对有向图定义出度数列d+（v1），d+（v2），…，d+（vn），与入度数列d-（v1），d-（v2），…，d-（vn）。图8.1.1中的图的度数列是1，3，3，5。图8.1.2中的图的出度数列与入度数列分别是1，2，3与0，2，4．
【例8.1.3】
（1）求以数列2，2，2，4，4为度数列的图。
（2）已知图G中有11条边，1个4度顶点，4个3度顶点，其余顶点的度数均不大于2，问G中至少有几个顶点？
（3）数列1，3，3，4，5，6，6能否是一个无向简单图的度数列？
解：
（1）图8.3中的图的度数列为2，2，2，4，4。
（2）由握手引理，G中的各顶点度之和为22，1个4度顶点，4个3度顶点共占去16度，还剩6度；若其余顶点全是2度点，还需要3个顶点，所以G至少有1＋4＋3＝8个顶点。
（3）如果存在这样一个无向简单图，那将它的一个6度顶点去掉，得到的简单无向图的度数列为0，2，2，3，4，5；再将这一图的5度顶点去掉得到的简单图具有度数列0，1，1，2，3．但这一图有3个奇度顶点，这与推论矛盾。
定义8.1.6　设G＝＜V，E＞是n阶无向简单图，若G的任何顶点都与其余的n－1个顶点相邻，则称G为n阶无向完全图，记为Kn．
设D＝＜V，A＞是n阶有向简单图，如果对D的任何两个不同的顶点u和v，u邻接于v，v也邻接于u，则称D是一个有向完全图。
图8.4中，（1），（2）分别是无向完全图K3和K5，（3）是3阶有向完全图。

图8.4
在无向完全图Kn中，边数在n阶有向完全图中，边数
定义8.1.7　设G＝＜V，E＞是无向简单图，若对每一v∈V，都有d（v）＝k，则称G为k-正则图。
由握手引理可知，n阶k正则图的边数m＝kn/2．
定义8.1.8　设G＝＜V，E，φ＞，G＝＜V′，E′，φ′＞是两个无向图，若V′⊆V，E′⊆E，且对每一e∈E′，φ（e）＝φ′（e），则称G′是G的子图，并称G是G′的母图，记为G′⊆G。若G′⊆G且G′≠G，则称G′是G的一个真子图；若G′⊆G，V′＝V，则称G′是G的生成子图。
设G＝＜V，E，φ＞是无向图，且V′与E′分别是V与E的非空子集。以V′为顶点集，以两个端点均在V′中的全体边为边集并保持它们的关联关系得到的G的子图，称为G的由V′导出的导出子图，记为G［V′］；以E′为边集，以与E′中边关联的顶点的全体为顶点集，并保持它们的关联关系得到的G的子图，称为G的由E′导出的导出子图，记为G［E′］。
对于有向图，也可以类似地定义子图与导出子图的概念。
定义8.1.9　设G＝＜V，E＞是一个无向简单图，G的补图是指这样的一个无向简单图，它的顶点集是V，中的两顶点相邻的充要条件是它们在G中不相邻。
显然如果将n阶无向简单图G看成是n阶无向完全图Kn的一个子图，那么将G中的边从Kn中去掉，则得到的正是G的补图
在图8.5中（1），（2）互为补图。显然Kn的补图是n阶空图，反之亦然。

图8.5
在图论的研究中，我们更关心的是图的结构，而这种结构与顶点与边的具体元素或与图的图形的画法无关。对此，我们引进如下概念。
定义8.1.10　设G＝＜V，E，∅＞，和G′＝＜V′，E′，∅′＞是两个无向图，若存在V到V′的双射θ，E到E′的双射τ使得∅（e）＝（u，v）的充要条件是∅′（τ（e））＝（θ（u），θ（v）），则称图G与G′是同构的。记为G≌G′。
同构的图从图的抽象观点看是完全相同的。容易证明，如果G与G′都是无向简单图，则G≌G′的充要条件是在它们的顶点集之间存在一个保持邻接关系的双射。
对有向图也可以类似地定义同构的概念。
【例8.1.4】　映射∅（a）＝1，∅（b）＝3，∅（c）＝5，∅（d）＝2，∅（e）＝4，∅（f）＝6，在无向简单图G1和G2之间建立了一个同构（见图8.6）。

图8.6
对给定的图G的度数列按递增的形式排列，称之为图的递增度数列。显然若两个图同构，则它们有相同的递增度序列，若两个有向图同构，则它们有相同的递增的入度数列与出度数列，但反过来是不真的，图8.6中上面两组图形分别给出了一个反例。
练习8-1
（1）设无向图G＝＜V，E，∅＞，V＝｛v1，v2，…，v6｝，E＝｛e1，e2，…，e6｝，∅（e1）＝（v1，v2），∅（e2）＝（v2，v2），∅（e3）＝（v2，v4），∅（e4）＝（v4，v5），∅（e5）＝（v3，v4），∅（e6）＝（v1，v3）．
①画出G的图形；
②求G的各顶点的度数，并验证握手引理；
③G是否是简单图？
（2）验证共有4个互不同构的3阶简单无向图，11个互不同构的4阶简单无向图。画出这些图的图形。
（3）设G是有n个顶点m条边的简单无向图。证明，且等式成立当且仅当G是完全图。
（4）在一次围棋比赛中，任意两名选手至多下一盘棋，证明总能找到两名选手，他们下过的盘数恰好一样。
（5）n个足球队进行比赛，已赛完了n＋1场。证明一定存在一个队，它至少已参加了三场或三场以上的比赛。
（6）证明：非负整数序列d1，d2，…，dn是某一无向图的度序列当且仅当是偶数。
（7）设S＝｛x1，x2，…，xn｝是平面点集，且任两点之间的距离至少为1。证明至多有3n对距离恰好为1的顶点。
（8）证明下图中①的两个图同构而②的两个图不同构。

8.2　通路与连通性
通路与连通性是图论中重要而基本的概念，它们是图论许多概念和事实的基础。
定义8.2.1　设G＝＜V，E＞是无向图，Γ＝v0e1v1e2v2…eιvι是G中顶点与边的交替序列。对所有1≤i≤ι，若vi－1和vi是ei的端点，则称Γ是G的一条从起点v0到终点vι的通路。
设D＝＜V，A＞是有向图，Γ＝v0a1v1a2v2…aιvι是D中顶点与弧的交替序列。对所有的1≤i≤ι，若vi－1和vi分别是弧ai的始点与终点，则称Γ是D的一条从起点v0到终点vι的有向通路。
其中ι称为通路或有向通路的长。若v0＝vι则称通路或有向通路是闭的。若通路的边或有向通路的弧互不相同，则称为迹或有向迹。若通路或有向通路的顶点互不相同（起点与终点也不相同），则分别称为路或有向路。长度至少为1的除起点与终点外，顶点互不相同的闭通路或有向闭通路，分别称为圈或有向圈。
长度为k的圈称为k圈，依k的奇偶性分别称为奇圈与偶圈。长度为1的圈就是环，长度为2与3的圈，分别称为两边形与三角形。
定理8.2.1　设G是有向图或无向图。G中任何一条从顶点u到v（u≠v）的通路或有向通路，一定含有从u到v的路或有向路。D中任何一条包含u的长度大于等于1的有向闭通路，一定含有包含顶点u的有向圈。G中任何一条包含u的长度大于等于1的闭迹，一定包含含有u的圈。
证明是简单的，我们将它留给读者去完成，但需要注意，长度大于等于1的闭通路未必包含圈。
定义8.2.2　设G是无向图，若顶点u与v之间存在通路，则称u与v是连通的。规定u与自身是连通的。若G中任意的顶点对u和v都是连通的，则称G是连通图，否则称G是非连通图。
设G＝＜V，E＞是一无向图，设R＝｛＜x，y＞│x，y∈V，且x和y在G中连通｝。容易验证关系R是自反的，对称的和传递的，因而R是V上的等价关系。设R的不同的等价类分别为V1，V2，…Vk，则称它们的导出子图G［V1］，G［V2］，…，G［Vk］为G的连通分支，其连通分支的个数记为ω（G）（＝k）。显然若ω（G）＝1，则G是连通图，若ω（G）≥2，则G是非连通图。
设u，v是无向图G的两个顶点，若u，v是连通的。则u，v之间长度最短的通路称为u与v之间的短程线，短程线的长度称为u与v之间的距离，记为d（u，v）。若u与v不连通，则规定d（u，v）＝∞。d（u，v）有如下性质：
（1）d（u，v）≥0，且等号成立当且仅当u＝v；
（2）d（u，v）＝d（v，u）；
（3）d（u，v）＋d（v，w）≥d（u，w）。
d（u，v）在G的顶点集V上定义了一个距离空间。
下面给出一个用圈的性质刻画的图类。
定义8.2.3　设G＝＜V，E＞是一无向图，若V＝V1∪V2，V1∩V2＝φ，且E中任何一边的两个端点都分别属于V1与V2，则称G是一个二部图，并记之为＜V1，V2，E＞。若对任意的u∈V1，v∈V2都有唯一的边（u，v）∈G，则称G是完全二部图，记为，其中n1＝│V1│，n2＝│V2│。显然，是简单无向图。
定理8.2.2　无向图G是一个二部图的充要条件是G不含奇圈。
证明：必要性。设G＝＜V1，V2，E＞是二部图且C＝v0e1v1e2…vι－1eιv0是G的任意一个圈。不妨设v0∈V1，则vι－1∈V2。又因vi（0≤i≤ι－1）交替在V1与V2里出现。显然ι是偶数，即C是偶圈。
充分性。设G无奇圈。因为若G的每个连通分支都是二部图，则G是二部图。故只需考虑G连通的情形。取定图G中的一个顶点u，令V1＝｛x│d（u，x）是偶数｝，V2＝｛y│d（u，y）是奇数｝，由连通性质｛V1，V2｝是顶点集的一个分划。下证V1中的任两个顶点不相邻，V2中任两个顶点也不相邻。若不然，设v，w是V1中的两个相邻顶点，分别以P和Q记u到v和u到w的短程线。设P与Q上从u算起最后一个公共顶点是u1，因P与Q是短程线，在P中从u到u1的路与在Q中从u到u1的路长度一定相等。又因P与Q的长度都是偶数，从而P中从u1到v的路P1与Q中从u1到w的路Q1的长度的奇偶性相同，这样P1，Q1与边（v，w）构成了G的一个奇圈，与假设矛盾。同理可证V2中任两个顶点也不相邻。因而G＝＜V1，V2，E＞是二部图。
对于一个连通图来说，常可由删除它的一些顶点或一些边而破坏它的连通性。用这种方法破坏图的连通性时有些图只需删除很少的顶点或边，而另一些图需要删除较多的顶点或边，这表明它们连通的程度是不一样的。如何描述连通图的连通程度呢？为此，我们引出图的点连通度与边连通度的概念。
设G＝＜V，E＞是无向图。V′⊂V，是V的真子集。令G-V′表示从G中删除V′及与V′中顶点相关联的所有边得到的图；设E′⊆E，令G-E′表示从G中删除E′的所有边（不删除其顶点）得到的图。于是有
定义8.2.4　设G＝＜V，E＞是无向连通图，V′⊂V，是顶点集的一个真子集。若G-V′不连通，则称V′是G的一个点割集。设E′⊆E，若G-E′不连通，则称E′是G的一个边割集。当V′与E′是一元子集时，它们的元素分别称为割点与割边。
若G含有一个完全图作为生成子图，则G不存在点割集；否则G中必存在不相邻的顶点，这时G的点割集一定存在。若│V│≠1，则G的边割集总是存在的。
定义8.2.5　设G＝＜V，E＞是n阶无向连通图。
（1）若G中无不相邻顶点，定义K（G）＝n－1，否则定义K（G）＝min｛│V′‖V′是G的点割集｝。
（2）若│V│＝1，定义λ（G）＝0，否则定义λ（G）＝min｛│E′‖E′是E的边割集｝。
K（G）与λ（G）分别称为无向图G的点连通度与边连通度。
（3）K（G）≥k的无向图称为k-点连通图。λ（G）≥k的无向图称为k-边连通图。
显然对于至少有两个顶点的无向图G来说，1-点连通图，1-边连通图与连通图的概念是完全一致的。
【例8.2.1】　设G＝＜V，E＞是一无向图。证明K（G）≤│V│－1。
证明：当G的任意两顶点都相邻时由定义知K（G）＝│V│－1。否则设u，v∈V是G的两个不相邻顶点。令V′＝V-｛u，v｝，则V′是G的一个点割集。由定义知K（G）≤│V′│≤│V│－2＜│V│－1。
设G＝＜V，E＞是无向图。定义δ（G）＝min｛d（v）│v∈V｝，称为G的最小度。G的三个参数K（G），λ（G）和δ（G）有如下关系：
定理8.2.3　设G＝＜V，E＞是任意无向图。则有：
K（G）≤λ（G）≤δ（G）
证明：λ（G）≤δ（G）是显然的。只证K（G）≤λ（G）。不妨设G是阶数大于1的简单连通图。设λ（G）＝k，由定义存在E′⊆E，│E′│＝k使得G-E′是非连通图。设E′＝｛e1，e2，…，ek｝，ek＝（u，v）。因G是简单图，ei（1≤i≤k－1）不同于ek，故可选ei的异于u和v的端点vi（1≤i≤k－1），令V′＝｛v1，v2，…，vk－1｝，考虑图G－V′，若其不连通，则V′是G的点割集且│V′│≤k－1，故K（G）＜λ（G），定理获证。若G-V′连通，则ek是G－V′的割边。设G1，G2是（G-V′）－ek的两个连通分支，u属于G1，v属于G2。若G1中除u或G2中除v以外还有其他顶点，不妨设w≠u是G1中的顶点，则V′∪｛u｝是G的点割集且│V′∪｛u｝│≤k，定理获证。不然V＝｛v1，v2，…，vk－1，u，v｝，即│V│≤k＋1，由例知K（G）≤│V│－1≤k。证毕。
设D＝＜V，A＞是一有向图。u，v是D中的两个顶点。若从u到v有有向通路，则称u可达v。若u可达v，v也可达u，则称u与v是相互可达的。u到u总是可达的，因为u到自身有长度为0的有向通路。
定义8.2.6　设D是一有向图，若D的基础图是连通的，则称D是弱连通的；若D中的任意两个顶点至少有一个可达另一个，则称D是单向连通的；若D中任意两个顶点是相互可达的，则称D是强连通的。
以下定理给出了强连通与单向连通性的充要条件。
定理8.2.4　设D是有向图，则：
（1）D是强连通图当且仅当D中有包含每一个顶点的有向闭通路；
（2）D是单向连通图当且仅当D中有包含每一个顶点的有向通路。
证明：（1）的证明以及（2）的充分性的证明是容易的。只证（2）的必要性。设W＝v0a1v1…akvk（v0≠vk）是D中包含顶点数最多的有向通路。若结论不真，则由单向连通性，在D中存在顶点v，使得v≠vi（0≤i≤k），v与vi之间存在有向通路Pi．可知P0是从v0到v的有向通路，Pk是从v到vk的有向通路。若不然，P0是从v到v0的有向通路或Pk是从vk到v的有向通路，则有向通路P0W或WPk包含的顶点数至少比W包含的顶点数多1，这与W的选择矛盾。
因而必存在i（1≤i≤k－1），使得Pi是从vi到v的有向通路，Pi＋1是从v到vi＋1的有向通路。这时，有向通路v0a1v1…aiPiPi＋1ai＋2vi＋2…akvk比W所包含的顶点数至少多1，与W的选择矛盾。
设D＝＜V，A＞是有向图。定义R＝｛＜u，v＞│u，v∈V，u与v相互可达｝，显然，二元关系R具有自反性，对称性和传递性。即R是V上的一个等价关系。故R在V上生成一个分划｛V1，V2，…，Vk｝。称D的顶点导出子图D［V1］，D［V2］，…，D［Vk］是D的强连通分支。强连通图就是只有一个强连通分支的有向图。图8.7中的3个有向图分别给出了：

图8.7
（1）强连通的有向图；
（2）单向连通的但不是强连通的有向图；
（3）弱连通但不是单向连通的有向图。
图8.8给出了一个有向图以及它的3个强连通分支。

图8.8
练习8-2
（1）证明每个顶点度至少为2的无向图一定包含圈。
（2）设W是有向图G中从顶点u到v的有向通路，证明W中一定包含一条从u到v的有向路。
（3）设G是简单无向图，且每个顶点的度都大于等于k。证明：
①G中有长为k的路。
②若k≥2，则G中有长度不小于k＋1的圈。
（4）设G是无向图，λ（G）＝k。E′是G的任意k条边的集合。证明ω（G-E′）≤2。
（5）证明：e是无向图G的割边当且仅当e不在G的任何圈上。
（6）设G是有n个顶点m条边的简单无向图，证明如果那么G是连通图。
（7）设n阶简单无向图G的度序列满足d（v1）≤d（v2）≤…≤d（vn）＝k，证明若有不等式d（vi）≥i，（i＝1，2，…，n＝k－1），则G是连通图。
8.3　树和最优树算法
树是图论中最简单最基本的一个图类。弄清树的性质对图的进一步研究具有基本意义。树在许多领域中，特别是在计算机学科中有着广泛的应用。
定义8.3.1　连通无圈的无向图称无向树，简称为树。平凡图称为平凡树。若非连通无向图的每一连通分支都是树，则称其为森林。
设T＝＜V，E＞是一棵树。v∈V，若d（v）＝1，则称v为T的树叶，若d（v）≥2，则称v为分支点。
树可以有很多等价的定义，以下定理中的各命题都体现树的特征。
定理8.3.1　设G＝＜V，E＞是一无向图，│V│＝n，│E│＝m。则以下命题是等价的。
（1）G是树；
（2）G的每对顶点之间有唯一的一条路；
（3）G连通且m＝n－1；
（4）G无圈且m＝n－1；
（5）G无圈，但在G的任何一顶点对上加一新边后产生圈；
（6）G连通，但删去任何一边后不再连通。
证明：（1）＝＞（2）。设u，v是G中两个顶点，它们之间有两条不同的路P1和P2相连，因P1≠P2，故存在边e是P1的边但不是P2的边。显然（P1∪P2）－e是连通图，因而其中存在连接e的两个端点的路P，从而P＋e是G中的圈，这与G是树矛盾。
（2）＝＞（3）。只需证明m＝n－1。
首先证明G无环。否则e＝（u，u）∈E，这时从u到u分别有长为0的路与长为1的路相连，与所给条件矛盾。以下对n做归纳：
当n＝1时，G是平凡树，故成立m＝n－1。
设n≥2，e＝（u，v）∈E，由（2）知u和v仅有路uev相连，故G-e有两个连通分支G1和G2。显然G1和G2满足条件（2）。设它们的边数与顶点数分别是m1和n1，m2和n2，由归纳假设m1＝n1－1，m2＝n2－1，因此m＝m1＋m2＋1＝n1＋n2－1＝n－1。
（3）＝＞（4）。只需证明G无圈。若G有圈，在G的圈上删去任意一条边，所得到的图是连通图。这个过程一直可进行到所得图G′无圈为止，这时G′是树。设G′的边数与顶点数为m′与n′，则m′＝m－r（r≥1），n′＝n。由（1）＝＞（2）＝＞（3）知m′＝n′－1即m－r＝n－1，但这与条件m＝n－1矛盾。
（4）＝＞（5）。先证明G是连通的。否则设G1，G2，…，Gk，k≥2是G的连通分支。由（4）知Gi（1≤i≤k）都是树。设Gi有mi条边ni个顶点，则由（1）＝＞（2）＝＞（3）知mi＝ni－1（1≤i≤k）。由此可得m＝m1＋…＋mk＝（n1＋…＋nk）－k＝n－k。这与m＝n－1矛盾。设u，v∈V，e＝（u，v）∉E，由（1）＝＞（2）知，在G的顶点u和v之间存在路Puv，Puv与e形成了一个圈。
（5）＝＞（6）。先证明G是连通的。否则设G1，G2是G的两个连通分支。v1和v2分别是G1与G2中的点。在G中加边e＝（v1，v2）不产生圈，这与已知条件矛盾。若G中存在边e＝（u，v），使G-e连通。则在其中存在从u到v的路Puv，Puv与e形成了G中的圈，这也与已知条件矛盾。
（6）＝＞（1）。只需证明G中无圈。否则，G中含圈C。在C上删除一边e后，G-e连通，与所给条件矛盾。
定理8.3.2　设T＝＜V，E＞是非平凡树，则T至少有两片树叶。
证明：设T是非平凡树，有n个顶点m条边。由T的连通性知T的每个顶点的度均大于等于1．设G有k片树叶，即k个1度顶点。则其余n－k个分支点的度均大于等于2，由握手引理

及定理8.3.1，m＝n－1知k＋2（n－k）≤2n－2，即k≥2。
【例8.3.1】　设树T有4度、3度、2度的分支点各1个，其余的顶点为树叶，则T中有几片树叶？T在同构的意义下是唯一的吗？
解：设T有x片树叶，则T有x＋3个顶点。由定理8.3.1知T有（x＋3）－1条边，再由握手引理x＋2＋3＋4＝2（x－2），得x＝5。即T有5片树叶。T在同构的意义下不唯一。
图8.9的两棵树均与T的度数列相同，但它们是不同构的。

图8.9
定义8.3.2　设G＝＜V，E＞是无向连通图。若树T是G的生成子图，则称T是G的生成树。G在T中的边称为T的树枝。G不在T中的边称为T的弦。T所有弦的集合在G中的导出子图称为T的余树。
余树未必连通，也未必不含圈，因而余树不一定是树。请读者举例验证。
定理8.3.3　无向图G有生成树当且仅当G连通。
证明：必要性显然，只证充分性。若G无圈，则G本身就是G的生成树。若G有圈C，则在G中删去C的一条边，所得的图是连通的，继续这个过程，直到所得的图T无圈为止，则T就是G的一棵生成树。
由定理8.3.3可得以下两个推论：
推论8.3.1　n阶无向连通图至少有n－1条边。
推论8.3.2　设n阶无向连通图有m条边，则它的任何一棵余树都有m－n＋1条边。
现在我们讨论最优树问题。先看一个例子。
假定要修建连接n个城市的公路网，已知连接城市vi与vj的公路造价是wij，要求设计公路网使总造价最小。如果把城市看成顶点，公路看成边，公路的造价wij看成是边的权，则上述问题就是在一个赋权无向图中求一棵权最小的生成树。
设G＝＜V，E，W＞是赋权无向连通图。求G的生成树T，使得权最小。这样的树称为最优树。图G是有限图，只有有限棵生成树，故最优树总是存在的。1956年克拉斯科（Jr. Kruskal）给出了求解上述问题的一个算法。这个算法称为克拉斯科算法，其步骤如下：
输入赋权无向连通图G＝＜V，E，W＞，其中│V│＝n。
（1）取G的非环边e∈E，使得W（e）最小；
（2）边e1，e2，…，ek选定后，从E-｛e1，e2，…，ek｝中选边ek＋1满足以下两个条件：
①G［｛e1，e2，…，ek＋1｝］不含圈；
②在满足①的前提下W（ek＋1）最小。
（3）步骤（2）不能进行时，则算法停止，并输出G［｛e1，e2，…，ek｝］。
图8.10是用克拉斯科算法求最优树的一个具体例子。

图8.10
克拉斯科算法的输出一定是G的最优树吗？以下定理从理论上回答了这个问题。
定理8.3.4　克拉斯科算法的输出T*＝G［｛e1，e2，…，ek｝］是n阶赋权图G的一棵最优树。
证明：首先证明当算法终止时T*一定是G的生成树。若G［｛e1，e2，…，ek｝］不是G的生成树，则由算法知它是一个森林。这样由G的连通性知，总可以在E-｛e1，e2，…，ek｝中选边ek＋1使得G［｛e1，e2，…，ek，ek＋1｝］无圈且W（ek＋1）最小。这样算法会进行下去直到G［｛e1，e2，…，ek｝］是生成树，即k＝n－1时为止。
若T*不是最优树，则在全部最优树中选最优树T使T与T*的公共边数最大。
因T*不是最优树，T*≠T。设在T*的边集｛e1，e2，…，en－1｝中不属于T的下标最小的边为ek，由定理知T＋ek包含圈C，因T*是树，故C中有不属于T*的边e，显然e是T的边。因而T′＝（T＋ek）－e是G的生成树。因ek是T*中不属于T的下标最小的边，故e1，e2，…，ek－1既是T*中的边也是T中的边。因e不是T*的边，故e∈E-｛e1，e2，…，ek－1｝。又因e是T中的边，故e1，e2，…，ek－1，e都是T中的边。于是G［｛e1，e2，…，ek－1，e｝］不含圈。当克拉斯科算法进行到第k步时，e和ek都属于E-｛e1，e2，…，ek－1｝，又G［｛e1，e2，…，ek－1，e｝］和G［｛e1，e2，…，ek－1，ek｝］都不含圈，由算法（2）中的②可知W（ek）≤W（e），从而W（T）＝W（T）＋W（ek）－W（e）≤W（T），故T′也是G的一个最优树。但T′与T*的公共边数比T与T*的公共边数多1，这与T的选择矛盾。
求最优树的算法不止一种。下面给出另一种最优树算法。
输入赋权无向连通图G＝＜V，E，W＞。
（1）选取e1∈E，使得W（e1）最大且G-e1连通；
（2）当Gk＝G-｛e1，e2，…，ek｝选定时，在E-｛e1，e2，…，ek｝中选边ek＋1满足以下两个条件：
①Gk＋1＝G-｛e1，…，ek，ek＋1｝连通；
②在满足①的前提下，W（ek＋1）最大。
（3）当步骤2不能进行时输出Gh＝G-｛e1，…eh｝。
容易证明这一算法的输出Gh是G的一棵最优树，因而h＝│E│－│V│＋1。
克拉斯科算法与上一算法分别被形象地称为避圈法与破圈法。这两种算法有一共同特点，就是在过程中的每一步都取目前最为有利的选择。这种只顾眼前的最佳选择而不顾整体效果如何的算法称之为贪婪型算法。需要指出的是一般贪婪型算法并不一定总能给出问题的最优解。
练习8-3
（1）验证互不同构的6阶树共有6棵，并画出它们的图形。
（2）若T是树且最大度Δ≥k。证明T至少有k片树叶。
（3）证明非平凡树中的最长路的起点与终点都是树叶。
（4）设G是有2k个奇度顶点的森林。证明G中存在k条其边互不相交的路Pi（1≤≤i≤k），对G的边集E（G），Pi的边集E（Pi），成立
（5）证明正整数序列d1，d2，…，dn是树的度序列的充要条件是
（6）设T是k＋1阶树，G是无向简单图，其最小度δ（G）≥k，证明G中一定含有与T同构的子图。
（7）证明阶数大于等于2的连通无向图中至少有两个顶点，将它们删去后得到的图仍是连通图。
（8）求以下赋权图的最优树。

（9）在赋权无向连通图G中有一长为k的圈C，且C上每边的权皆取最小值。证明G中至少有k棵不同的最优树。
8.4　欧拉图与哈密尔顿图
1736年，欧拉（L. Euler）在俄国彼得堡科学院院报上发表了一篇论文，证明哥尼希堡七桥问题无解。这篇论文引进了图的概念，从而标志着图论这门学科的诞生。
哥尼希堡城有一座横贯全市的普雷格尔河，河中有两个岛屿，两岸及岛屿有七座桥相连，见图8.11中（1）：
当时，当地人热衷于一个难题。一个散步者怎样能不重复地走完七座桥，最后回到出发点。尝试者很多，但没人能成功。
欧拉把七桥问题化成了一个图论问题。4块陆地抽象成图的4个顶点A，B，C，D，若两块陆地之间有桥则连一条边。如图8.11中（2）所示。哥尼希堡七桥问题是否有解相当于（2）中图是否存在经过图中每条边一次且仅一次的闭迹。欧拉证明这样的闭迹是不存在的。从而得出哥尼希堡七桥问题无解的正确结论。那么什么样的连通图才存在经过每条边一次仅一次的闭迹呢？下面讨论这个问题。

图8.11
定义8.4.1　设G＝＜V，E＞是非空无向图。G中经过每边一次且仅一次的通路称为欧拉迹。如果通路是闭的，则称欧拉闭迹，有欧拉闭迹的图称之为欧拉图。
对有向图可同样定义有向欧拉迹，有向欧拉闭迹和有向欧拉图。
下述定理给出了欧拉图的特征。
定理8.4.1　非空连通无向图G是欧拉图当且仅当G的每一顶点的度都是偶数。
证明：必要性。设T是G的欧拉闭迹，v是G的任意一个顶点。由连通性v一定在T中出现。设v在T中出现了k次，因T是闭迹，故在T中与v相关联的边的次数是2k（环按两次计算）。而G的全部边都在T上出现了一次。因而d（v）＝2k。
充分性。对G的边数进行归纳。若G仅有一条边则G是具有一个顶点的环，从而G是欧拉图。因G连通无1度顶点，故G不是树，因而G中包含圈C。若C中包含G的所有边则定理成立，否则G-E（C）非空且每个顶点的度是偶数。由归纳假设G-E（C）的每个非空连通分支Hi（1≤i≤k）都是欧拉图，且每个Hi都与C至少有一个交点vi。不妨设vi（1≤i≤k）在圈C上顺次排列。这样从v1出发走H1的闭迹回到v1，沿圈C到v2走H2的闭迹回到v2，一直下去，走Hk的闭迹回到vk沿C到v1即为G的一条欧拉闭迹。
推论8.4.1　非空连通无向图G有欧拉迹当且仅当G最多有两个奇度顶点。
证明：设T是G的欧拉迹，若v不是T的端点，则与定理8.4.1完全相同的推理可知d（v）是偶数，故G最多有两个奇度顶点。
反之，若G无奇度顶点，则由定理8.4.1知G有欧拉闭迹，即欧拉迹。若G有两个奇度顶点u，v，设e＝（u，v），则图G＋e无奇度顶点且连通。由定理8.4.1，G＋e有欧拉闭迹T。令T′＝T－e则T′是以u，v为端点的欧拉迹。
反回来考虑一下哥尼希堡七桥问题（图8.11的（2））中的A、B、C、D，它们均是奇度顶点。这个图不仅无欧拉闭迹，连欧拉迹也没有。在有些趣味数学的书中，欧拉图问题常被称为一笔画问题，即什么样的图在不提笔的限制下，可以一笔连续无重复地画出？显然，一个图可以一笔画当且仅当它有欧拉迹。
下面给出在欧拉图中求欧拉闭迹的弗劳瑞（Fleury）算法。
弗劳瑞算法：
（1）输入欧拉图G＝＜V，E＞；
（2）取G的顶点v0，令W0＝v0；
（3）设已选取了迹Wi＝v0e1v1…eivi，从E＼｛e1，…，ei｝中选取边ei＋1满足：
①ei＋1与vi相关联；
②除非别无选择，ei＋1不是Gi＝G－｛e1，e2，…，ei｝的割边；
③若ei＋1＝（vi，v），令vi＋1＝v，Wi＋1＝v0e1…eiviei＋1vi＋1。
（4）当（3）无法进行时输出Wk。
定理8.4.2　对任何欧拉图G，弗劳瑞算法的输出Wk是G的一个欧拉闭迹，其中k＝│E│。
证明：设Wk＝v0e1v1…ekvk是弗劳瑞算法的输出。因G的每个顶点的度是偶数，只可能是vk＝v0，故Wk是闭迹。又v0在Gk中的度是零。
若Wk不是欧拉闭迹，Gk中就有非零度顶点。设S是Gk中非零度顶点集，则S非空。设则设因Wk终止于故eh＋1是Gh的割边。设e是Gh中与vh关联的一边且e≠eh＋1，H是Gh－eh＋1中包含边e的连通分支，则H中每个顶点的度均是偶数，因而e不是H的割边，由此可知e也不是Gh的割边。但由算法中（3）②，应选e而不是eh＋1。矛盾。
关于有向欧拉图，有如下定理。
定理8.4.3　非空弱连通有向图D是有向欧拉图当且仅当D的每个顶点的入度等于出度。
推论8.4.2　非空弱连通有向图D是有向欧拉迹当且仅当G至多有两个顶点入度与出度的差为1，而D的其余顶点入度等于出度。
证明与定理8.4.1和推论8.4.1的证明类似，故略。
一个与欧拉图问题很相似的问题是所谓中国邮递员问题。
邮递员从邮局出发，到他所负责的地段投寄信件。地段中的每条街至少经过一次。问应怎样选择投寄路线使所走的路程最短？
用图论的语言，这一问题可表述为：在一个赋权连通无向图G中，求一个权和最小的包含每条边至少一次的闭通路。这样的闭通路简称为最佳邮路。中国邮递员问题是由我国的管梅谷教授在1960年首先提出的。
若G是欧拉图，那么每一条欧拉闭迹即为一条最佳邮路。若不是欧拉图，则在每条邮路中必有边重复。在G中将边e用k条重边代替且每一边都赋权W（e），这样的过程称为加重边。易证可以用加重边的方法使任何连通图G转变成欧拉图（请读者思考）。于是求最佳邮路的问题可转化为下列两个问题：
（1）寻找权和最小重边集E′，使G＋E′是欧拉图。
（2）在G＋E′中找一条欧拉闭迹。
第（2）个问题可用弗劳瑞算法解决。对于第（1）个问题埃德蒙斯（J. Edmonds）和约翰逊（L. Johnson）于1973年给出了一个有效算法。
1859年，爱尔兰数学家威廉·哈密尔顿发明了一个旅游世界的游戏。将一个正十二面体的20个顶点分别标上世界上大城市的名字，要求玩游戏的人从某城市出发沿12面体的棱，通过每个城市恰一次，最后回到出发的那个城市。
哈密尔顿游戏是在图8.12中如何找出一个包含全部顶点的圈。
定义8.4.2　设G是无向图，称G中包含全部顶点的路为G的哈密尔顿路，称G中包含全部顶点的圈为G的哈密尔顿圈。对于有向图D可以类似地定义D的有向哈密尔顿路与D的有向哈密尔顿圈。包含哈密尔顿圈或有向哈密尔顿圈的图分别称之为哈密尔顿图和有向哈密尔顿图。

图8.12
显然哈密尔顿图一定是连通的。若G中有哈密顿圈，则G中一定有哈密尔顿路，反之不真。
定理8.4.4　设无向图G＝＜V，E＞是哈密尔顿图，则对任意的V′⊆V，ω（G-V′）≤│Vn│。
证明：因G是哈密尔顿图，故G中存在哈密尔顿圈C，对于C显然有ω（C-Vn）≤│Vn│，但C-V′是G-V′的生成子图，故ω（G-V′）≤ω（C-V′）≤│V′│。
推论8.4.3　哈密尔顿图无割点。
证明：设v是哈密尔顿图G的割点，则ω（G-v）≥2，这与定理4的结论ω（G-v）≤│｛v｝│＝1矛盾。
【例8.4.1】　判定图8.13中三个图是否是哈密尔顿图。

图8.13
在G1中，令V′＝｛a，b，c，d，e｝，则ω（G1－V′）＝6，由定理8.4.4知，G1不是哈密尔顿图。在G2中令V′＝｛a，b，c｝，则ω（G2－V′）＝4，所以G2也不是哈密尔顿图。G3称为彼得森图。可以证明它不是哈密尔顿图，但对它的任意顶点子集V′，有ω（G3－V′）≤│V′│。这说明定理8.4.4中的条件，只是哈密尔顿图的一个必要条件，而不是充分条件。
下述定理给出了无向图G是哈密尔顿图的一个充分条件，称为奥尔（O. Ore）定理。
定理8.4.5　设G＝＜V，E＞是无向简单图，│V│＝n≥3。若对G中任意两个不相邻的顶点u和v都有：

则G是哈密尔顿图。
证明：若G不是哈密尔顿图，则取G是满足（*）式的边数最多的n阶非哈密尔顿图。因阶数大于等于3的完全图是哈密顿图，故G不是完全图。设u和v是G中的两个不相邻顶点。由假设可知G＋e，其中e＝（u，v），是哈密尔顿图，且G＋e的哈密尔顿圈一定包含e。因此，G中有从u到v的哈密尔顿路v1v2…vn，其中u＝v1，v＝vn。设因G是简单图，显然有│S│＝d（u），│T│＝d（v）．因u，v不相邻，故S⊆｛v2，v3，…，vn－1｝，T⊆｛v3，v4，…，vn｝。因此│S∪T│≤n－1．又│S∩T│＝0。否则，如果vi∈S∩T，则v1v2…vi－1vnvn－1…viv1将是G的哈密尔顿圈（见图8.14），这与假设矛盾。

图8.14
因此有n≤d（u）＋d（v）＝│S│＋│T│＝│S∪T│－│S∩T│＝│S∪T│≤n－1，矛盾。
推论8.4.4　设G是n（n≥3）阶无向简单图。若对G的任意顶点v，d（v）≥n/2，则G是哈密尔顿图。
证明：这是定理8.4.5的直接结果。因为对G中的任意两个顶点，不论它们相邻与否都满足（*）式。
对于哈密尔顿路，有以下类似定理。
定理8.4.6　设G是n阶无向简单图，若对G中的任意不相邻顶点u和v，d（u）＋d（v）≥n－1，则G中存在哈密尔顿路。
定理8.4.6的证明与定理8.4.5类似，不再复述。
关于有向图中的哈密尔顿路。我们给出以下结果。
定理8.4.7设D是n阶有向图。若对D的任意两个不同的顶点u和v，都有u邻接到v或者v邻接到u，则D中有有向哈密尔顿路。
证明：对阶数n做归纳。当n≤2时定理显然成立。
设D是定理中所述的n阶有向图。取D的一个顶点v，考虑图D－v，显然D－v满足定理所述条件。由归纳假设，在D－v中有有向哈密尔顿路（v1，v2，…，vn－1）。由定理所给条件，G中顶点v和每个顶点vi（1≤i≤n－1）都有弧相连，分两种情况考虑。
（1）D中有弧＜v，v1＞或有弧＜vn－1，v＞，这时vv1…vn－1或v1v2…vn－1v是D中的有向哈密尔顿路。
（2）D中有弧＜v1，v＞和＜v，vn－1＞。令i是一切弧＜v，vk＞中k的最小值（1≤k≤n－1）。于是v1v2…vi－1vvi…vn－1是D中的有向哈密尔顿路（见图8.15）。
与哈密尔顿问题密切相关的一个问题是所谓旅行推销员问题。
设有n个城市A1，A2，…，An，每两个城市间都有直航的航班。一个推销员从A1乘飞机出发，每个城市都去一次，最后返回A1。任何两个城市的距离都是已知的，问应如何安排旅行路线使总路程最短？
旅行推销员问题用图论的语言可叙述为：在赋权完全图中，求权最小的哈密尔顿圈。

图8.15
一个最直接的想法是将n阶完全图的（n－1）！个哈密尔顿圈全部排列出来，依次比较它们的权的大小。但这种想法在实际上是行不通的。因为随着n的增大，计算量将急剧增加，即使是大容量高速计算机也无法处理。
旅行推销员问题的有效算法到底存在还是不存在？这是当今数学界的一个著名难题。
练习8-4
（1）做出分别满足以下条件的无向图：
①既是欧拉图又是哈密尔顿图；
②是欧拉图但不是哈密尔顿图；
③不是欧拉图但是哈密尔顿图；
④既不是欧拉图又不是哈密尔顿图。
（2）是否存在偶数个顶点奇数条边的欧拉图？给出例子并说明理由。
（3）设连通无向图G有2k个奇度顶点。证明G可以分解为k个互无公共边的迹的并。且k是G可以如此分解的最小值。
（4）设G是有n≥3个顶点m条边的简单无向图。证明若则G是哈密尔顿图。
（5）设有27个1×1×1立方体形奶酪，堆成一个3×3×3的立方体。问一只老鼠能否从角上的一块奶酪出发，打洞穿过相邻奶酪的面，经每个奶酪恰好一次，最后到达位于立方体中心的那块奶酪？
（6）某工厂生产由6种不同颜色的棉纱织成的双色布。已知在产品品种中，每种颜色分别和其他五种颜色的三种相搭配。证明可以挑出三种双色布，它们恰有6种不同的颜色。
（7）设无向图G＝＜X，Y，E＞是二部图。证明如果│X│≠│Y│，则G不是哈密尔顿图。
8.5　平　面　图
在现实生活中，常要考虑一些图在平面上的画法，希望图的边与边不相交或尽量少相交。如印刷线路板上的布线；线路的设计；地下管道的铺设等。
定义8.5.1　设G＝＜V，E＞是一无向图。P与C是拓扑空间S中的点集和曲线段集，其中C中的曲线段以P中的点为端点，且两两内部不相交。如果存在V到P与E到C的双射，满足：若边e∈E对应于曲线c∈C，则e的端点对应于c的端点，那么称G可以嵌入到拓扑空间S，称集＜P，C＞为图G在S中嵌入的一个象。可以嵌入到欧氏平面R2的无向图称为无向平面图或简称平面图。类似地可以定义有向平面图。将G在平面R2上嵌入的象称为G的一个平图，或简称为平图G。
直观上说所谓平面图就是可以画在平面上，使边除端点外彼此不相交的图。而G的一个平图，就是G如此画在平面上的一个具体图形。G可以有很多不同的平图，但它们都是同构的。容易证明任何图都可以嵌入三维欧氏空间。但有许多图是无法嵌入欧氏平面的，即存在许多非平面图。看一个例子。
有三家工厂，分别需要安装连接自来水公司，煤气公司和电信局的自来水管道，煤气管道和电缆。能否做到管道不交叉？如图8.16所示，问题的答案是否定的。因为这个图同构于K3，3，不论怎样画在平面上，都至少有一条边要与其他边相交（见图8.16）。

图8.16
定义8.5.2　设G是一个平图，G的边将平面划分成若干个区域，每个区域称为G的一个面。其中有一个面是无界的，称为外部面或无界面。其他的面称为内部面或有界面。G的面的集合用F表示。
给定平图G的一个面f，在f的边界上指定一个方向，在面f中沿f的边界依指定方向行走直到返回原处，得到G的一个闭通路L。L称为由面f的边界生成的闭通路，L的长度（所含G的边次数）称为面f的度，记为d（f）。当G无割边时，任何面的边界都是一个圈。例如图8.17中，由无界面的边界生成的闭通路是v1e1v2e3v3e4v4e5v4e4v3e2v1。关于面的度，我们有下述定理。

图8.17
定理8.5.1　设G＝＜V，E＞是平图，F是G的面集。则成立：

证明：注意到等式的左端表示G的各个面度的总和，在计数过程中，G的每条割边虽然只属于1个面，但在计算这个面的度时，割边计算了两次；而G的非割边恰属于两个面，在计算两个面的度时这条边分别各计算了一次。因此在计算面的度的总和时，每条边都恰计算了两次，故等式成立。
由定理8.5.1可以立即得出：
推论8.5.1　在任何平图中度为奇数的面的个数是偶数。
G的不同平图的面度数列可能是不同的。图8.18中的G1，G2是同一个平面图的两个平图，但它们的面度数列分别是3，3，5，5和3，3，4，6。

图8.18
在1750年数学家欧拉发现，任何一个凸多面体的顶点数n，棱数e和面数f之间满足关系式：
n－e＋f＝2
这就是著名的欧拉公式。
任何凸多面体的棱图是一个平面图。更一般地，对任意平面图，欧拉公式依然成立。这就是下面的定理和推论。
定理8.5.2　设G为连通平图，则n－m＋r＝2，其中n为G的顶点数，m为边数，r为面数。
证明：对G的面数r进行归纳。当r＝1时G中无圈。又G是连通的，因此G是树。由定理7.3.1知m＝n－1．定理成立。
设G是面数r≥2的连通平图。这时G不是树，因而G有圈C。在圈上任选一边e，则G－e仍是连通平图。且G－e的面数为r－1。由归纳假设对G－e的顶点数n′，边数m′，面数r′成立n′－m′＋r′＝2．因n′＝n，m′＝m－1，r′＝r－1，故有n－m＋r＝2．
推论8.5.2　平面图G的平图的面数与G的嵌入方法无关。
于是G的一个平图的面数，可直接称为平面图G的面数。
无向图G中最短圈的长称为G的围长。如果G没有圈，则定义G的围长为无穷大，可以用围长给出连通平面图边数的上界。
定理8.5.3　若G是具有n个顶点和m条边的含圈的连通平面图，其围长g≥3，则m≤g（n－2）／（g－2）。
证明：因为对G的每个面f均有d（f）≥g，故即r≤2m/g。根据欧拉公式n－m＋r＝2，得n－m＋2m/g≥2．由g≥3，可解得m≤g（n－2）／（g－2）。
推论8.5.3　设G是有n个顶点（n≥3），m条边的简单平面图，则m≤3n－6。
证明：不妨设G是连通的，否则可在G的连通分支间加边而得到连通图G′。若定理对G′成立则对G也成立。
若G是树，则由定理8.3.1得m＝n－1。当n≥3时定理显然成立。若G不是树，因G是简单图，则G有圈且围长g≥3．由定理8.5.3知m≤g（n－2）／（g－2）≤3（n－2）＝3n－6．
推论8.5.4　若G是一个简单平面图，则G至少有一个顶点的度小于等于5。
证明：当G的顶点数小于等于2时，结论显然成立。设G的最小度顶点的度为d，当G的顶点数大于等于3时，由握手引理和推论8.5.3，有因而d≤5。
【例8.5.1】　证明K5和K3，3都不是平面图。
证明：K5的顶点数n＝5．边数m＝10，围长g＝3。若它是平面图，则由定理8.5.3得10≤3（5－2）／（3－2）＝9的矛盾。因而K5不是平面图。
K3，3的顶点数n＝6，边数m＝9，围长g＝4，若它是平面图，则由定理8.5.3得9≤4（6－2）／（4－2）＝8的矛盾。因而K3，3也不是平面图。
定理8.5.3只是一个图是平面图的必要条件，它远不是充分的。比如上一节提到的彼得森图，以及在K5或K3，3边上插入一个二度顶点得到的图都满足定理8.5.3中的条件，但它们都不是平面图。
在某种意义上说，K5和K3，3是图无法嵌入平面的实质性障碍。下面讨论平面图的判定问题。
在一个无向图G中，将一边用一条长为2的路代替，称为在G中插入一个二度顶点；反过来，在G中删去一个二度顶点u，在与u相邻的两顶点之间连一条边，称为在G中消去一个二度顶点。如图8.19中（1）、（2）所示。

图8.19
定义8.5.3　如果两个无向图G1，G2同构，或消去全部二度顶点后同构，则称G1与G2是同胚的。
设e是无向图G的一条边。在G中收缩边e，由以下方法给出：
当e＝（u，u）是环时，删除边e；当e＝（u，v）是非环边时，删除边e，用新的顶点w取代u，v，并使w除边e外继承一切与u、与v的边关联。在G中收缩边e得到的图用表示。图8.20给出了收缩边e的例子。

图8.20
定义8.5.4　设G是无向图，在G中收缩边e称为G的一个初等收缩。若G经一系列的初等收缩得到图H，则称H是G的一个收缩图或说图G可收到图H。
1930年波兰数学家库拉托夫斯基（Kuratowski）给出了平面图的一个判别准则。
定理8.5.4　（库拉托夫斯基定理）
一个无向图是平面图当且仅当它不含有与K5或K3，3同胚的子图。
此外，在1937年瓦格那（K. Wagner）给出了平面图的另一个判别准则。
定理8.5.5　（瓦格那定理）
一个无向图是平面图当且仅当它不含有可收缩到K5或K3，3的子图。
库拉托夫斯基定理和瓦格那定理的证明较长，这里不再引述。有兴趣的读者可参阅邦迪（J. A. Bondy）和默蒂（U. S. R. Murty）的《图论及其应用》。
【例8.5.2】　证明彼得森图是非平面图。
证明：在彼得森图（图8.21）中，收缩边e1，e2，e3，e4，e5，则得到K5，由瓦格那定理知，彼得森图不是平面图。在彼得森图中有同胚于K3，3的子图（留给读者验证），由库拉托夫斯基定理知，彼得森图不是平面图。

图8.21
对于每一个平图，都有一个与之密切相关的平图，称之为这一平图的对偶图。
定义8.5.5　设G＝＜V，E＞是一平图。G有m条边e1，e2，…，em和r个面R1，R2，…，Rr。构造平图G*如下：在G的每一个面Ri中取一点作为G*的顶点；记若G的边ek是Ri与Rj的边界（Ri与Rj可能相同），则在与之间连一条边使得和ek只有一个交点而与G的其他边不交。记称平图G*＝＜V*，E*＞为G的几何对偶或简称为G的对偶图。
图8.22给出了4个平图及它们的对偶图，其边分别用实线与虚线表示。由定义可知，G的环对应于G*的割边，而G的割边对应于G*的环，这一点在图8.22上亦能看出。

图8.22
若对平图G成立G≌G*，则称G是自对偶图。图8.22的G3就是一个自对偶图。
设G，H是两个平图。G*，H*是它们的对偶。如果G≌H，那么G*≌H*吗？这一般说来是不对的。图8.22中的G1和G2就提供了一个反例。这说明对偶图是与图在平面上的嵌入方式有关的一个概念。
设G*是G的对偶图，G**是G*的对偶图。那么G**≌G吗？这一般说来也是不对的。因为由对偶平图的构造方法可知任何图的对偶平图总是连通的，故G**是连通的。当G为不连通图时，显然G**与G不同构。图8.22的G4就是一个例证。可是我们可以证明，对任何连通平图成立G**≌G。
1852年一个叫做格思瑞（Guthvie）的伦敦学生提出了一个猜测：任何平图都可以用4种颜色对面进行染色，而使任何有公共边为边界的两个不同的面都具有不同的颜色。这就是著名的数学问题——4色猜想。
由平图G与它的对偶图G*的关系可知，对G的面染色相当于对G*的顶点染色，故4色猜想可以叙述为：任何平面图可以用4种颜色对它的顶点进行染色，使其任意两个不同的相邻顶点有不同的颜色。
经过了一百多年之后，这个貌似简单但却极为困难的问题才由美国的阿佩尔（K. Appel）和哈肯（W. Haken）于1976年用计算机给出了一个证明。从此4色猜想就被人们称之为4色定理。阿佩尔和哈肯的证明共花了一千二百个机时，进行了一百多亿个逻辑判断。他们的方法是对所有可能出现的情形进行逻辑分类和列举，这种异常繁冗的工作，只靠人用手工进行是根本无法胜任的。能否对4色定理给出一个直接证明，依然是数学界的一个令人困惑的问题。
定义8.5.6　一个无向图G，若可用n种颜色进行染色，使它的任何相邻顶点都具有不同的颜色，则称G是n-可染色的。
于是，4色定理可简单地叙述如下：
定理8.5.6　（4色定理）
每一个简单平面图都是4-可染色的。
证明一个平面图是5-可染色的很容易。
定理8.5.7　每一个简单平面图都是5-可染色的。
证明：若定理不真，则存在一个顶点数最少的非5-可染色的简单平面图G。考虑G的一个平面嵌入。
G的每个顶点的度必不小于5。否则存在顶点v，d（v）≤4。考虑平面图G-v，由G的选择可知G-v是5-可染色的。对于它的一个5种颜色的染色，与v邻接的所有顶点最多用了4种颜色，故可以用5种颜色中剩下的那一种给顶点v染色，因而G是5-可染色的，这与G的选择矛盾。另一方面由推论4可知G至少有一个顶点的度小于等于5，故有顶点v，使得d（v）＝5．考虑G-v顶点的一个5染色（V1，V2，V3，V4，V5）。由于G不是5-可染色的，故v的邻点vi（1≤i≤5）的颜色互不相同。不妨设vi∈vi，1≤i≤5。考虑G-v中由Vi∪Vj导出的子图Gij。v1与v3必属于G1，3的同一个分支。若不然可在v1所在分支中将1，3两种颜色对换，仍然得到G-v的一个5染色。对换后的5染色顶点vi（1≤i≤5），共用了4种颜色。由此可导出G的一个5染色，与所设矛盾。于是在平面上有一条路P1，3连接v1和v3，它上面顶点染的是第1色与第3色。同理在v2与v4之间也有一条平面上的路P2，4相连，它上面顶点的染色是第2色与第4色。因G是平面图且v1，v2，v3，v4都与v相邻，故P1，3与P2，4必有一个公共点u，u在G-v的染色中有两种不同的颜色。这是一个矛盾。
练习8-5
（1）画出以下平图的对偶图。

（2）设e是K5的任一边，f是K3，3的任一边，证明K5-e，K3，3-f都是平面图。
（3）每个面度都为3的平图称为平面三角剖分图。证明任何一个面度都大于等于3的平图都是一个平面三角剖分图的生成子图。
（4）设简单连通平图G具有n个顶点m条边r个面。证明以下命题等价：
①G是平面三角剖分图；
②m＝3n－6；
③r＝2n－4。
（5）设S＝｛x1，x2，…，xn｝是平面上n个点的集合。其中任两个点的距离大于等于1。证明S中至多有3n－6个距离为1的点对。
（6）有n个顶点m条边的自对偶平图证明m＝2n－2，并构造一个n个顶点的自对偶图。
8.6　图的矩阵表示
图除了可用图形表示外，还可以用矩阵表示。图的矩阵表示不但可以深入地研究图的代数性质，而且也便于图的计算机存储和处理。
定义8.6.1　设G是具有n个顶点和m条边的非空无向无环图，它的顶点集与边集分别是｛v1，v2，…，vn｝与｛e1，e2，…，em｝。G的关联矩阵是一个n×m阶0-1矩阵，记为M（G）＝［mij］n×m．其中

图8.23中无向图G的关联矩阵是下列4×6矩阵：

根据关联矩阵的定义，若给出了一个无向图，则很容易得到它的关联阵矩。反之亦然。无向图的关联矩阵与它的图形表示都含有无向图的全部信息。

图8.23
无向图的关联矩阵有下列明显性质。
（1）每一列恰包含两个1；
（2）每一行所包含1的个数等于对应顶点的度；
（3）若G是非连通图，G1，G2，…，Gk是它的连通分支。则只要适当排列顶点与边对应的行与列，即对顶点与边重新标号，G的关联矩阵可表示成块对角形式：

其中M（Gi）是Gi（1≤i≤k）的关联矩阵。
以下定理是显然的。
定理8.6.1　两个无向图同构的充要条件是它们的关联矩阵可通过行的对换与列的对换而相互转化。
无向图的关联矩阵只含有元素0和1。有时出于理论或应用上的需要。将0，1看作是二元域F2上的元素。这时将M（G）称为G在F2上的关联矩阵，将它的行向量与列向量称为在F2上的向量。若将M（G）的第i行记为Mi（1≤i≤n），则

并称｛Mi│1≤i≤n｝在F2上最大线性无关组中向量的个数为M（G）在F2上的秩。
定理8.6.2　若无向图G是无环n阶连通图，则M（G）在F2上的秩为n－1。
证明：设M（G）在F2上的秩为r。因M（G）的每一列恰有两个1，所以M（G）的全部行向量M1，M2，…，Mn的和等于0。因此M1，M2，…，Mn是线性相关的，即r≤n－1。
考虑M（G）中的任意k个行向量1≤k≤n－1．因为G是连通的，且G中必有一条边，它的一个端点与某个ii∈｛i1，i2，…，ik｝相对应，而另一个端点与某个ij∈｛1，2，…，n｝＼｛i1，i2，…，ik｝相对应。于是在M（G）中必有一列，它所包含的两个1中，有且仅有一个是中的某一个分量。由此可知的和不等于0．因F2中只有0和1两个元素，M（G）中任何n－1个行向量的任何一个系数不全为0的线性组合一定是这n－1个向量中某k个（k≠0）向量的和，因而不等于0。所以M（G）的任何n－1个行向量线性无关。因此M（G）在F2上的秩是n－1。
利用定理8.6.2，并注意k个连通分支的图的关联矩阵可写成对角块的形式，不难得出更一般的结论。
定理8.6.3　若n阶无向无环图具有k个连通分支，则M（G）在F2上的秩是n－k。
需要指出的是在实数域上定理8.6.2和定理8.6.3一般是不正确的。M（K3）就提供了一个反例。
无向图除可用关联矩阵表示外，还可以用邻接矩阵表示。
定义8.6.2　设G是一个无向n阶图，它的顶点集是｛v1，v2，…，vn｝。G的邻接矩阵是一个n×n阶非负整数矩阵，记为A（G）＝［aij］n×n．其中aij等于顶点vi与顶点vj之间的边数。
图8.24中无向图的邻接矩阵是下列4×4矩阵：

图的邻接矩阵有下列明显性质：

图8.24
（1）若G是n阶无向图，则A（G）是n阶非负整数上的对称矩阵。反之，任何一个n阶非负整数上的对称矩阵总是一个n阶无向图的邻接矩阵；
（2）G中第i个顶点的度等于
（3）在A（G）中同时对换第i行与第j行和第i列与第j列，相当于在G中对换两个对应顶点的标号。因此两个图G1与G2同构当且仅当存在一个置换矩阵P，使得A（G2）＝P′A（G1）P。所谓置换矩阵是指每行和每列恰有一个为1而其余为0的矩阵。
G由k个连通分支G1，G2，…，Gk组成当且仅当在顶点的适当标号之下A（G）可以写成块对角的形式：

其中A（Gi）是连通分支Gi的邻接矩阵。
邻接矩阵A（G）＝［aij］的元素aij表示G中从顶点vi到顶点vj的长为1的通路的条数。对于矩阵A（G）的r次方幂Ar（G），有下述更一般性的结果：
定理8.6.4　设A（G）是无向图G的邻接矩阵，则等于G中从顶点vi到vj的长度为r的不同的通路的数目。
证明：对r进行归纳。当r＝1时，由A（G）的定义知定理成立。由归纳假设知，中的等于G中从vi到vj的长度为r－1的通路的条数；由矩阵乘法知：

其中是G中最后一步通过vk的长度为r的不同通路的数目，因而就是全部从vi到vj的长度为r的不同通路的数目。
推论8.6.1　设G是n（n≥3）阶无向图，则G是连通图的充分必要条件是矩阵X＝A（G）＋A2（G）＋…＋An－1（G）的每一个元素都非0。
证明：若G连通，则G的任何两个不同顶点之间有一条长为ι的路（1≤ι≤n－1）。而任何点到自身有长为2≤n－1的通路。因而由定理8.6.4知X中的任何元素非零。
反之，由X每一元素非零可知在G的任何两顶点之间有长不超过n－1的通路，因而G是连通的。
推论8.6.2　连通图G中的两个顶点vi和vj（i≠j）之间的距离等于k当且仅当k是使中的元素不为0的最小整数。
证明：vi与vj（i≠j）之间的距离为k当且仅当它们之间有长为k的路，但没有长为k－1的路。亦即而
下面讨论有向图的关联矩阵和邻接矩阵。
定义8.6.3　设D是一个具有n个顶点m条弧且无环的非空有向图。它的顶点集与弧集分别是｛v1，v2，…，vn｝和｛a1，a2，…，am｝。D的关联矩阵M（D）＝［mij］n×m是一个n×m矩阵，其中

有向图的关联矩阵与无向图的关联矩阵的性质相类似。
（1）M（D）的每一列恰有一个1与一个-1；
（2）M（D）的每一行中的1的个数等于对应顶点的出度，而-1的个数等于对应顶点的入度；
（3）若D是不连通图，D1，D2，…，Dk是D的连通分支，则M（D）可以写成如下块对角形式：

其中M（Di）是有向图Di的关联矩阵；
（4）将M（D）中的两行或两列互换，相当于在D中将对应的顶点或弧的标号互换。
图8.25给出了一个有向图，它的左面是其关联矩阵。

由有向图D的关联矩阵的性质4，可得到以下定理。

图8.25
定理8.6.5　两个有向图同构当且仅当它们可以通过行对换和列对换相互转化。
关于M（D）的在实数域上的秩有下列定理。
定理8.6.6　若n阶无环有向图D是弱连通的，则D的秩M（D）＝n－1．
证明：只需考虑n≥2的情形。将M（D）的每一行看作实向量并用Mi（1≤i≤n）表示。于是

由于M（D）中每一列恰有一个1与一个-1，故有M1＋M2＋…＋Mn＝0．因此M（D）≤n－1。
以下证明M（D）中的任意n－1个行向量是线性无关的。不然，设M1，M2，…，Mn－1线性相关，则存在不全为0的实数c1，c2，…cn－1使得c1M1＋c2M2＋…＋cn－1Mn－1＝0．因D弱连通，故D中无孤立顶点，所以Mi≠0（1≤i≤n）．将ci（1≤i≤n－1）中的非零实数记为1≤j≤k。则设D中与的对应顶点为因为D是弱连通的，故D中存在一条弧ah，它仅有一个端点属于不妨设此端点为于是的第h个分量不等于0，而的第h个分量均为0。又因为所以线性组合不为0，与所设矛盾。
不难将定理8.6.6作如下推广。
定理8.6.7　若n阶无环有向图D有k个弱连通分支，则秩M（D）＝n－k。
同样对有向图也可以考虑它的邻接矩阵。
定义8.6.4　设D是一个n阶有向图。它的顶点集为｛v1，v2，…，vn｝。D的邻接矩阵是一个n×n非负整数矩阵。记为A（D）＝［aij］n×n，其中aij是以顶点vi为始点以顶点vj为终点的弧的数目。
图8.26中有向图的邻接矩阵是以下4×4矩阵。

图8.26

有向图D的邻接矩阵具有下述性质：
（1）A（D）是一个以非负整数为元素的方阵。反之，一个非负整数方阵都是某个有向图的邻接矩阵；
（2）A（D）的第i行的元素和等于第i个顶点的出度。第i列的元素和等于第i个顶点的入度；
（3）同时对换A（D）中的第i，j行与i，j列相当于对换两顶点的标号。因此两个有向图D1与D2同构当且仅当存在置换矩阵P使A（D1）＝P′A（D2）P；
（4）A（D）的转置A′（D）是将有向图D的弧全部反向后所得有向图D′的邻阶矩阵，即A′（D）＝A（D′）；
（5）D有k个弱连通分支D1，D2，…，Dk，当且仅当A（D）可写成块对角形式

其中A（Di）是有向图Di的邻接矩阵。
矩阵A（D）的r次方幂Ar（D）也有明确的组合意义。
定理8.6.8　设则等于顶点vi到vj的长为r的不同的有向通路的数目。
练习8-6
（1）写出下图8.6.1中无向图的关联矩阵，且验证其秩与定理8.6.2所述一致。
（2）写出下图8.6.2中有向图的关联矩阵，验证其秩与定理8.6.6所述一致。
（3）设有向图D如图8.6.3所示。则：
①D中从v1到v4长为4的路有多条？
②D中从v1到v1长为3的回路有多少条？
③D中长为4的通路有多少条？
④D中长度小于等于4的通路共有多少条？
（4）设G是一个n阶无环的无向图，A是它的邻接矩阵，J＝（di，i）是它的对角矩阵（即J是一n阶对角矩阵。di，i是顶点vi（1≤i≤n）的度，M是G的任一定向图的关联矩阵。证明MM′＝J－A。

图8.6.1

图8.6.2

图8.6.3
8.7　求最短路的狄克斯特拉算法
设G＝＜V，E，∅，W＞是一个简单无向赋权连通图。u，v∈V，P是G中连接u和v的一条路。P的边集表示为E（P）。称为路P的权或路长。连接顶点u和v的最短路就是连接u和v权最小的路，其权称为u和v间的距离，记为d（u，v）。当将一个无向图看成是每条边的权都为1的赋权图时，无向图中距离的概念与无向赋权图中距离的概念是一致的。
怎样在一个给定的无向赋权连通图中去求连接两个顶点的最短路或是最短路的路长是一个很有应用价值的问题。
我们看以下例子。图8.27表示一个交通图，其中A到L代表12个城镇。两个城市间的路段由连接它们的边表示，边上的数字表示相应的路段的长度。问城镇A到其他各城镇的最短路路长是多少？
这一问题的数学抽象，就是在一个给定的无向赋权图中，对一个确定顶点v，给出一求v到其他各顶点距离的有效算法。狄克斯特拉（E. W. Dijkstra）在1959年成功地解决了这一问题。

图8.27
我们结合图8.28描述一下狄克斯特拉算法的主要步骤。






图8.28
设S0＝｛A｝。考虑与A关联的各条边，找出其中权最小的一条。若这样的边不止一条，任取其一。在图8.28中边AC的权最小，其值为2。显然AC是A到C的最短路。在顶点A旁标记0，在顶点C旁标记2，表示从A到相应顶点的距离分别是0和2，把AC加粗表示AC是从顶点A到顶点C的最短路。如图8.28（a）所示。
对图的顶点子集S，我们用表示S在图的顶点集合中的补集合。令S1＝｛A，C｝，考虑中与S1的顶点相邻的顶点集。它是由B，E，F三个顶点构成。B只与S1的顶点A相邻，经点A到B的路长是0＋3＝3，这里0是顶点A的标数，3是边AB的权。顶点E既与S1中的A相邻，又与S1中的C相邻。计算出A直接到E的路长为0＋8＝8，A经C到E的路长为2＋6＝8。F只与C相邻，计算出A经C到F的路长为2＋9＝11。取这些数中的最小值，它等于3，是由A直接到B的路长。用3标记顶点B，并将AB边加粗。若有若干个数都达到最小值，则只取一个顶点标上最小数，并在所对应的最短路上加粗最后一条边。显然顶点B的标数就是A与B之间的距离。而由粗边AB组成的路即为从A到B的最短路。这时，我们得到了S2＝｛A，B，C｝和S2中每一个顶点的标数。如图8.28（b）所示。
继续上面的步骤，假定经k步后得到由图中k＋1个顶点构成的集合Sk，Sk中的每一个顶点都有标数ι（v），表示从A到顶点v的距离。显然Sk中的顶点与连接其中顶点的粗边形成了一棵树，记为T（Sk）。由树的性质知在T（Sk）中从A到它的任何其他顶点v有唯一的路相连。这就是图中从A到v的最短路。设图有n个顶点，只要k＜n－1，Sk中的顶点数就小于n，就不会是空集。对图中满足的每一条边（x，y）计算

设它的最小值在x＝u，y＝v处达到。令e＝（u，v），ι（v）＝ι（u）＋w（e）。即以ι（u）＋w（e）作为顶点v的标数并将边e＝（u，v）加粗。令Sk＋1＝Sk∪｛v｝，这样就将树T（Sk）扩展到了T（Sk＋1）．继续这种过程，最后得到了图的全部顶点集Sn－1和生成树T（Sn－1）。
现在我们用归纳法证明：对任何Sk（0≤k≤n－1），任何v∈Sk，都有A到v的距离d（A，v）＝ι（v）．
当k＝0时，S0＝｛A｝，ι（A）＝0，结论显然。
设对Sk结论成立，考虑Sk＋1＝Sk∪｛v｝．由T（Sk＋1）的构造知，T（Sk＋1）中存在图的从A到v的长为ι（v）的路，故d（A，v）≤ι（v）。设P＝v0v1…vt是图中从顶点A＝v0到v＝vt的任何一条路。因故P必有一段路P′＝v0v1…vj，使得v0，v1，…，vj－1∈Sk。而vj∈Sk＋1．由归纳假设知即d（A，v）≥ι（v）。因此d（A，v）＝ι（v）．
上述证明实际上也蕴涵了以下结论：生成树T（Sn－1）上A到其他任何一点v的唯一的路是图中从A到v的一条最短路。
图8.28的（a）到（k）的各个图表示了以上叙述的每个步骤。
以上介绍了狄克斯特拉算法的基本思想。现在将这一算法写成更为简便和有效的一种形式。
设G是一个n阶简单无向连通非负赋权图。我们约定若e不是G的边，则w（e）＝∞。
狄克斯特拉（Dijkstra）算法：
（1）输入G＝＜V，E，∅，W＞和V中v0；
（2）令ι（v0）＝0，对一切v∈V，v≠v0，令ι（v）＝∞。S0＝｛v0｝，i＝0；
（3）对每一用min｛ι（u），ι（vi）＋w（（vi，u））｝代替ι（u），算出设vi＋1是达到这个极小值的一个顶点，令Si＋1＝Si∪｛vi＋1｝；
（4）如果i＜n－1，则用i＋1代替i后返回到步骤（3）；如果i＝n－1，则输出ι（v1），ι（v2），…，ι（vn－1）．
当算法终止时，每一个v∈V，ι（v）是v0到v的距离d（v0，v）．若要求v0到一特定顶点u0的距离时，当vi＝u0时，可将算法终止。
这一算法保留并有效地利用了前面运算步骤的信息，特别是在步骤（3）中，min｛ι（u），ι（vi）＋w（（vi，u））｝只是两个数进行比较，极大地节省了运算量。它与本节开始我们对狄克斯特拉算法描述的基本思想完全一致，但比较一下就会发现，后者在算法技术上的处理要巧妙的多。
需要注意的是上述狄克斯特拉算法只给出顶点v0到图中每个顶点的距离，并未给出最短路。要想得到最短路，只需将算法稍加改造：在求出顶点u的标数ι（u）的同时，记下顶点u关于标数ι（u）的先行顶点，其定义为：设vi＋1是步骤（3）选出的顶点，则vi＋1的先行顶点vj（0≤j≤i）是在ι（vi＋1）的赋值过程中最后一个使ι（v）＋w（（v，vi＋1））＝ι（vi＋1）的点v；这样当算法运行结束时，在Sn－1中对每个顶点用边连接它和它的先行点，就得到了G的生成树T（Sn－1），就得到了顶点v0到每个顶点v的最短路。
练习8-7
（1）在以下赋权图中用狄克斯特拉算法求：
①A点到B，C，D和F等点的最短路的路长；
②A点到其他各点的最短路（用生成树T（S6）表示）。

（2）船夫带着一只狼，一头羊和一棵白菜来到河边。由于渡船太小，船夫只能一次载三者之一渡河。船夫不在时狼和羊，羊和白菜不能共处，问如何将它们安全渡到对岸？
8.8　超　　图
离散数学的一项基本任务是研究集合的各类有限子集族的结构和性质。这些子集族通常具有实际的应用背景和优美的数学结构。所谓超图实际上就是有限集合上的有限子集族。人们之所以将其称为超图主要是强调处理这类数学对象时的数学观点，数学语言和研究方法。它们大多是图论式的，是图论中的概念和方法非常自然的推广。用图论的语言描述这类问题往往具有直观和易于把握本质的特点。可以把无向图理解为在有限集合上，由一元子集与二元子集构成的子集族，所以超图是无向图一个自然的推广。
超图理论在各类学科中有着广泛的应用。如在计算机学科中，有关数据库结构的研究，以及很多优化问题的算法都是以超图理论为理论基础的。
在本节我们仅给出超图的一些最基本的概念和性质。
定义8.8.1　设v＝｛v1，v2，…，vn｝是一有限集合。V上的一个超图H是V上的一个子集族（E1，E2，…，Em），其中Ei⊆V（1≤i≤m）且满足以下两个条件：
（1）Ei≠∅，1≤i≤m；
（2）
称vi（1≤i≤n）为超图H的顶点，Ei（1≤i≤m）为超图H的边。n称为超图H的阶。注意超图的边并不要求互异。
超图H＝（E1，E2，…，Em）称为是简单的，如果Ei⊆Ej＝＞i＝j。超图H＝（E1，E2，…，Em）称为r-均匀的，如果│Ei│＝r（1≤i≤m）。显然若超图H＝（E1，E2，…，Em）满足│Ei│≤2（1≤i≤m），则H即为一个无向图。反之任何一个无孤立顶点的无向图都是一个超图。
定义8.8.2　设H＝（E1，E2，…，Em）是V＝｛v1，v2，…，vn｝上的超图。定义矩阵AH＝（aij）n×m如下：

并称AH为超图H的关联矩阵。
也可以用平面上的图形来表示一个超图。将v1，v2，…，vn用平面上的n个小圆圈来表示。如果Ei＝｛v｝，则Ei用过v的一个环来表示。如果E＝｛u，v｝，则Ei用连接u与v的线段来表示。如果│Ei│≥3，则Ei用恰包含Ei中点的闭曲线表示。图8.29给出了一个超图H的图形，其右是该超图的关联矩阵。

图8.29
定义8.8.3　设H＝（E1，E2，…，Em）是V＝｛v1，v2，…，vn｝上的超图。令V*＝｛e1，e2，…，em｝，Vi＝｛ej│vi∈Ej｝，1≤i≤n。则不难验证H*＝（V1，V2，…，Vn）是V*上的超图，称为H的对偶超图。
图8.30给出了图8.29中超图的对偶超图的图形，右边是其关联矩阵。

图8.30
容易看出，H*的关联矩阵是H的关联矩阵AH的转置。即因而有（H*）*＝H。
设H＝（E1，E2，…，Em）。将分别称为超图H的秩与反秩。若r（H）＝s（H），则显然H是均匀超图。
设H是V上的超图。可以由H定义一个V上的简单图（H）2如下：u，v（u≠v）在（H）2中有边相连当且仅当存在H的边E，使得u，v∈E．称（H）2是超图H的二截图。当（H）2连通时称H是连通的。H的连通分支数定义为（H）2的连通分支数。
设H＝（E1，E2，…，Em）是V上的一个超图。定义V*＝｛e1，e2，…，em｝上的图L（H）为：ei与ej在L（H）中相连当且仅当Ei∩Ej≠∅，L（H）称为H的代表图或线图。很多超图的线图都是有趣的图类。
设H是V上的超图。P＝v0E1v1E2…Ekvk是H中的顶点与边的交替序列。如果vi（0≤i≤k）彼此不同，Ei（1≤i≤k）亦彼此不同，并且vi－1，vi∈Ei（1≤i≤k），则称P是H中的一条长为k的从v0到vk的路。如果v0＝vk，k≥2且其他顶点边均互异，则称P是一个长为k的圈。注意：只包含一个顶点的边在超图中不称为圈。显然超图H是连通的当且仅当H中任意两顶点之间都有路相连。
定理8.8.1　n阶连通超图H＝（E1，E2，…，Em）无圈的充分必要条件是
证明：作一个二部图G（H）。取H的顶点作为G（H）的一组顶点。取H的边作为G（H）的另一组顶点。在G（H）中vi与Ej相邻当且仅当vi∈Ej。图G（H）共有m＋n个顶点，条边。注意到超图H无圈当且仅当图G（H）无圈，H连通当且仅当G（H）连通。故H是无圈连通超图当且仅当G（H）连通无圈。即G（H）是树。设G（H）的边数与顶点数分别为m（G（H））和n（G（H）），由定理6.3.1知，连通图G（H）是树当且仅当m（G（H））＝n（G（H））－1，即或写为
设H＝（E1，E2，…，Em）是V上的超图。如果T⊆V，并且对任意的边Ei，T∩Ei≠∅，则称T是H的一个横截或一个径集。若T是H的横截，但对∀x∈T，T－｛x｝都不是H的横截，则称T是H的一个极小横截。
设T1，T2，…，Tk是H的全部互异的极小横截，则易证（T1，T2，…，Tk）是V上的一个简单超图，称H的横截超图，记为Tr（H）。
【例8.8.1】　设V是一个n-元集合。由V的全部r（1≤r≤n）元子集构成的超图称为V上的完全r均匀超图，记为显然共有条边。容易验证，任何一个具有n－r＋1个顶点的V的子集，都是超图的一个极小横截，因而
我们引出下述定理，但不加证明：
定理8.8.2　若H是一个简单超图，则Tr（Tr（H））＝H．
从定理8.8.2可立刻得知，对任意超图H与F，Tr（H）＝F当且仅当Tr（F）＝H。利用该结果可以解决下述有趣问题。
保险柜钥匙问题。
国家某安全部门每个成员的保密级分别为1，2，…，k，共k个级别。规定当在场的成员保密级别之和大于等于r时就可以打开机密文件保险柜。那么机密文件柜的锁和钥匙应该如何配备？
解：该安全部门成员构成一个有限集合V。每一个可以打开文件柜的成员小组构成V的一个子集。设全部能打开文件柜的成员的极小组分别是E1，E2，…，Em（即Ei（1≤i≤m）组成员的保密级别之和大于等于r，但对任一v∈Ei，Ei-v成员组的保密级别之和小于r），则H＝（E1，E2，…，Em）构成了一个超图。
设Tr（H）＝（F1，F2，…Fh），则Tr（H）就给出了一个锁和钥匙的配置方案。共用m把锁，将第i把锁的钥匙分配给Fi组中的人。那么部门任何成员小组E，只要它含有Ei（1≤i≤m）之一必能打开文件柜，否则它将一定不能打开文件柜。为了说明这一点只需证明Ei（1≤i≤m）是超图（F1，F2，…，Fh）的全部极小横截，因为这时包含某个Ei的成员有每一把锁的钥匙，而不包含任一Ei（1≤i≤m）的成员小组，必定缺少某把锁的钥匙。即是要证明Tr（（F1，F2，…，Fh））＝H。但已知Tr（H）＝（F1，F2，…，Fh），因而由定理8.8.2知，Tr（（F1，F2，…，Fh））＝Tr（Tr（H））＝H。
所以解决这一问题的实际步骤是：
（1）构造超图H；
（2）计算超图Tr（H）（已有现成的算法）。
如果安全部门共有n个成员，并规定只要有r个人在场就可打开文件柜，那么这个问题的答案是简单的。这时即需要配置把不同的锁，每把锁需有n－r＋1把钥匙。n个成员中的每n－r＋1个成员的不同小组每一组的同组成员都恰好得到同一把锁的钥匙，就是本问题锁与钥匙的配置方案。
练习8-8
（1）证明：对任意V上的超图H，Tr（H）亦是V上的超图。
（2）证明：若超图H具有n个顶点，m条边，p个连通分支，则H无圈的充要条件是
（3）设超图H如下图所示，证明Tr（H）＝H。

（4）设某安全部门有a，b，c，d，e五人，其保密级别分别是1，1，1，2，2级，规定当成员小组的级别和≥3时，可打开文件保险箱。问保险箱锁与钥匙应如何配置？
习　题　八
（1）设D是完全图Kn的一个定向图。证明D的入度的平方和等于它出度的平方和。
（2）证明在由任意6个人组成的集体中人们必然相互认识或者相互不认识。
（3）九名专家在国际会议上相遇，已知他们中的任意三人中至少有两人可用同一种语言对话。如果每一位专家最多可说三种语言。证明至少有三名专家可用同一种语言对话。
（4）在一个大三角内部任选一些点。以这些点为顶点，将三角形进行三角剖分得一平图G（图8.31）。将大三角形的顶点分别染以红、黄、蓝三色之一，而对G的内部顶点用红、黄、蓝三色之一任意染色。证明：必存在一个小三角形，它的三个顶点的染色分别是红、黄、蓝色。

图8.31
（5）证明若简单无向图G是不连通图，则它的补图必是连通图。
（6）称为无向图G的直径。证明对简单无向图G，若G的直径大于等于3，则它的补图的直径小于等于3。
（7）11个同学打算在聚会期间于圆桌上共同进餐，希望每天每个人两边邻座的人都不同。证明他们可连续5天做出这种安排。
（8）设d＝（d1，d2，…，dn）是一个非负整数数列。其中d1≥d2≥…≥dn≥0，记证明d是一个简单无向图的度序列当且仅当d′是一个简单无向图的度序列。
（9）在一个旅行团中共有14人，在休息时，他们想打桥牌。其中每人都曾在旅行中仅与其中五个人合作过。现规定只有4个人中任两个都没合作过才能在一起打一局牌。于是打了三局就没法打下去了。这时又新来了一个旅游者。证明如果他参加打牌一定可再打一局。
（10）设G是一个具有2n个顶点的简单无向图。证明若G的每个顶点的度至少为n，则G是连通的。
（11）设G是有n个顶点m条边的无向图。证明若m≥n＋4，则G中包含两条边不交的圈。
（12）设G是一个n阶简单无向图。证明若G的最小度δ（G）≥n－2，则K（G）＝δ（G）。
（13）设无向图G是非平凡欧拉图。证明G中起点为v的每一条迹可以延长为G的欧拉回路当且仅当G-v是森林。
（14）证明：B为平面图G的极小边割集当且仅当｛e*∈E（G*）│e∈B｝是G的对偶图G中的圈。
（15）证明：连通平面图G是欧拉图当且仅当它的对偶G*是二部图。
（16）设G是无向图，e∈E（G），t（G）表示G中生成树的数目。证明：t（G）＝t（G-e）＋t（G￮e）。
（17）设G是简单无向图，且G的最大度是Δ。证明G可以用Δ＋1种颜色对顶点进行染色并使相邻的顶点具有不同的颜色。
（18）证明最短圈的长度为4的k正则图（每一顶点的度都是k）则至少有2k个顶点，且有2k个顶点的这样的图在同构的意义下是唯一的。
（19）设G是至少有3个顶点的r正则连通平图，它的对偶图G*是r*正则的。证明（r－2）（r*－2）＜4并找出所有满足这种关系的图。
（20）设T是n阶树，T的顶点集合为｛v1，v2，…，vn｝。设dij＝d（vi，vj）是vi到vj的矩离。对于n阶方阵D＝（dij），证明它的行列式│D│＝-（n－1）（-2）n－2。



附录　各章练习题的提示及答案
以下是相应于各个章节练习题的提示及答案，供相应章节的教师教学选用和学生练习使用。
第1章　命题逻辑练习题的提示及答案
练习1-1提示
（1）三个“是”的含义分别是①等同；②从属；③包含于。
自然语言中的一词多义，对于逻辑的陈述难以精确。像①中的“是”，其前后词项可以互换；②中的“是”反映“成分”和“类”的从属关系；③中的“是”是可以传递的。同一个词“是”有三种不同的含义。
（2）①“白头翁”可指老者，也可指一味中药或一种鸟。
②看电影的可能是小赵一人也可能是我和小赵两人。
③“断肠人”是指困苦潦倒的人。
从中可见自然语言的丰富和产生歧义的可能。
（3）①是疑问句，不是命题。
②是有确定真值“真”的陈述句，是命题，可设其为P（或Q，R等）。
③在二进制中是真命题，在十进制中是假命题，可设其为P。
④是必将具有确定真值的陈述句，因而是命题，可设其为P。
⑤是祈使句，不是命题。
⑥不是命题是所谓是非的句子。若记此句为A，则A的真值为“A真当且仅当A假”，这是矛盾；像这样形式的矛盾句称为悖论。
（4）③、④、⑤是原子命题，可分别设其为P，Q和R；①、②、⑥是复合命题。
②可改写为“并非北京是大城市”，是对“北京是大城市”的否定；①、⑥各由两个原子命题组成，⑥亦可理解为“要么东风压倒西风，要么西风压倒东风”；③、④、⑤均不具有上述两性质之一。
练习1-2提示
（1）①是否定“非”；
②不是合取“与”，在合取中左右两个支命题可以交换位置，但此句不可以；
③不是析取“或”，是不可兼“或”；
④是条件“若…，则…”，但仅当之后的“我去”是后件；
⑤不是合取“与”，这是一个原子命题；
⑥是双条件“当且仅当”；
⑦复合命题“只有P，才Q”是形式为“﹁P→﹁Q”的必要条件假言命题，即是“若Q则P”的命题形式，此命题的等价说法是“若整数i能被4整除，则能被2整除”；
⑧是条件“若…，则…”。
（2）①是条件命题，其值为真；②是条件命题，其值为真；③真值为假，如鸭嘴兽卵生但哺乳；④真值真，这是实质蕴涵规定的一个例子；⑤就悯农诗原义，这个复合命题是合取命题，其值为真；⑥是双条件命题，其值为真。
（3）①（P∧﹁R）→﹁Q；
②Q↔R；
③﹁P；
④﹁P↔Q；
⑤P∨R；
⑥P∧Q。
（4）①P，﹁P；　②﹁P，Q或P，﹁Q；　③﹁，∨。
（5）“善意的推定”是指，只要前件取假值，条件命题的真值就取真，迄今，还有逻辑学者对此尚不放心但也未发现因此而造成矛盾；可兼或的含义是：析取命题为真时，作析取的两个命题都可取到真值真。一般，“或”的用法有以下三种：
可兼或，如“ab＝0当且仅当a＝0或b＝0”中的或就是可兼或，作或的两支必有一支发生或二者都发生；
不可兼或，如“她的死重于泰山，或轻于鸿毛”中的或就是不可兼或，作或的两支非此即彼不可兼得；
表示近似的或，如“去图书馆要6分钟或8分钟”，这里的或表示近似于6—8分钟之间。
练习1-3提示
（1）①，②不是命题逻辑的命题公式，①中右边、②中左边多一侧圆括号；③是命题公式。
（2）①第一组以A→C代换P，以（B∧C）→A代换Q；第二组以Q代换P，以P→P代换Q；第三组以P→（Q→P）代换Q，分别可知每组公式中后一公式是前一公式的代入实例。
（2）考虑B的真值取值只可能是T或F，A（P）的真值取值无论P取值T还是F，A（P）都取真值真，便知A（B）也必取真值真。
（3）以所给符号为原子命题，练习1-3的（3）中8个复合命题可分别符号化为：
①P↔Q；
②﹁P∧﹁Q→R；
③（P→Q）∧P→Q；
④﹁P→﹁Q；
⑤（P↔Q）∧R；
⑥﹁Q→P；
⑦（﹁P→﹁Q）∧（P→Q）或P↔Q；
⑧（P∧Q→R）∨（P∧﹁Q→R）∨（（﹁P∧Q）→R）∨（（﹁P∧﹁Q）→R或R。
（4）
练习1-4提示
（1）①真值表有8个不同的关于P，Q，R取值的指派行，在每一指派下，命题公式都取真值T；②，③与P↔Q等值，它们与P↔Q有相同的真值表；④中的双条件公式是永真式。
（2）①﹁P∧Q或﹁（Q→P）；
②﹁P∨（Q∧R）或P→（Q∧R）。
（3）①P→（Q→P）＝﹁P∨（﹁Q∨P）＝（P∨﹁P）∨﹁Q＝1∨﹁Q＝1；
②﹁P→（P→Q）＝﹁﹁P∨（﹁P∨Q）＝（P∨﹁P）∨Q＝1∨Q＝1；
③（﹁P→﹁Q）→（Q→P）＝﹁（﹁﹁P∨﹁Q）∨（﹁Q∨P）＝﹁（P∨﹁Q）∨（P∨﹁Q）＝1；
④（P→Q）→（P→（Q∨R））＝﹁（﹁P∨Q）∨（﹁P∨Q∨R）＝（﹁（﹁P∨Q）∨（﹁P∨Q））∨R＝1∨R＝1。
（4）在①中取C为永假式，在②中取C为永真式，并取A与B不等值时，便构成对①与②的否证。
③A＝A∨（A∧C）＝A∨（B∧C）＝（A∨B）∧（A∨C）＝（B∨A）∧（B∨C）＝B∨（A∧C）＝B∨（B∧C）＝B；
④A＝﹁（﹁A）＝﹁（﹁B）＝B（由已知﹁A＝﹁B作置换）；
⑤﹁B→﹁A＝﹁（﹁B）∨﹁A＝﹁A∨B＝A→B。
练习1-5提示
（1）命题“如果你能持之以恒，那么就会自学成才”的否定式、逆换式和逆否式分别是：
若你不能持之以恒，则不会自学成才；
如果你自学成才，那么你能持之以恒；
若你未能自学成才，则你不能持之以恒；
若你未能自学成才，则你不能持之以恒。
条件式、否定式、逆换式和逆否式之间，条件式与逆否式等值，否定式和逆换式等值。
（2）由蕴涵定义和简化真值表法可证：
①若A∧B指定真值T，则A与B都取真值T。由条件A⇒C且B⇒D知，当A取真值T时C取真值T，当B取真值T时D取真值T，于是C∧D取真值T，因而有A∧B⇒C∧D．
②若A指定真值T，由条件A⇒B知，B取真值T，而由B⇒C知，C必取真值T，这就是说，若A⇒B且B⇒C，则A⇒C。
（3）由重言式、矛盾式和可满足式的定义知，所给8个判断命题的真伪分别是：
①T；②T；③F；④F；⑤T；⑥T；⑦T；⑧T。
（4）姚燧的《寄征衣》：“欲寄君衣君不还，不寄君衣君又寒；寄与不寄间，妾身千万难”的命题形式符号化应为
（P→﹁Q）∧（﹁P→R）∧（P∨﹁P）⇒（﹁Q∨R）
式中，P表示“妾给君寄衣”，Q表示“君回还”，R表示“君身受寒”。“妾身千万难”的本义是“君不回还”或者“君身受寒”。姚燧的《寄征衣》是出现在诗词中的二难推论。
练习1-6提示
（1）①P∧Q＝﹁（﹁P∨﹁Q）；
②P→Q＝﹁P∨Q；
③P↔Q＝（P→Q）∧（Q→P）＝（﹁P∨Q）∧（﹁Q∨P）＝（P∧Q）∨（﹁P∧﹁Q）＝﹁（﹁P∨﹁Q）∨﹁（P∨Q）；
④PQ＝﹁（P↔Q）＝﹁（（P→Q）∧（Q→P））＝﹁（﹁P∨Q）∨﹁（P∨﹁Q）；
⑤P↑Q＝﹁（P∧Q）＝﹁P∨﹁Q；
⑥P↦Q＝﹁（P→Q）＝﹁（﹁P∨Q）；
⑦P↓（Q↓R）＝﹁（P∨﹁（Q∨R））；
⑧（P↓Q）↓R＝﹁（﹁（P∨Q）∨R）．
（2）①由↑和↓的定义真值表，可知：对任意命题公式P，Q有
P↑Q＝﹁（P∧Q）＝﹁（Q∧P）＝Q↑P；
P↓Q＝﹁（P∨Q）＝﹁（Q∨P）＝Q↓P．
②由P↑（Q↑R）＝﹁P∨（Q∧R）及（P↑Q）↑R＝（P∧Q）∨﹁R知，一般P↑（Q↑R）≠（P↑Q）↑R；由P↓（Q↓R）＝﹁P∧（Q∨R）及（P↓Q）↑R＝（P∨Q）∧﹁R知，一般P↓（Q↓R）≠（P↓Q）↓R。
（3）由逻辑联词或非“↓”的三个联词转化律可得：
①P→Q＝﹁P∨Q＝（﹁P↓Q）↓（﹁P↓Q）＝（（P↓P）↓Q）↓（（P↓P）↓Q）；
②P↑Q＝﹁（P∧Q）＝﹁P∨﹁Q＝（﹁P↓﹁Q）↓（﹁P↓﹁Q）＝（（P↓P）↓（Q↓Q））↓（（P↓P）↓（Q↓Q））
③P↔Q＝﹁（﹁（﹁P∨Q）∨﹁（P∨﹁Q）＝（﹁（﹁P∨Q））↓（﹁（P∨﹁Q））＝　　（﹁P↓Q）↓（P↓﹁Q）＝（（P↓P）↓Q）↓（P↓（Q↓Q））
④PQ＝﹁（P→Q）＝﹁（﹁P∨Q）＝﹁P↓Q＝（P↓P）↓Q
（4）自左至右依次填：和
（5）含有两个命题变元的真值函数有16个，其中F0为恒假式F，F15为恒真式T，而F10、F12可分别由命题形式Q和P表示，F3和F5可分别由命题形式﹁P和﹁Q表示，F8可表示为P∧Q，F9可表示为P↔Q，F11可表示为P→Q，F13可表示为Q→P，F14可表示为P∨Q，余下的F1，F2，F4，F6，F7分别可由↓Q，Q↦P，P↦Q，和P↑Q等命题形式表示。九个逻辑联词，除了﹁是一元运算外，其他8个都是二元运算。命题公式是递归定义的，将F（P，Q）中的P，Q视为任意命题公式，从练习1-3中的练习题（4）看，命题逻辑中的逻辑联词也只须这9个就够了（当然，其定义真值表相同而使用不同的逻辑联词符号，只表示同一个逻辑联词）。
（6）证明：
①
②
③
由在中，视Q为P，视R为Q，视P为R，并利用以上证明，便有：

④考虑到

而
所以，一般
练习1-7提示
（1）所给四个命题公式的对偶式分别是：
①（P∨Q）∧F；
②﹁（P∧Q）∨（P∧﹁（Q∨﹁R））；
③﹁（P∧T）∨R；
④（（P↓Q）↑R）∨（﹁P∧Q）。
（2）因为A（P，Q，R）＝﹁P∨﹁（Q∧R），所以A*（P，Q，R）＝﹁P∧﹁（Q∨R）。由﹁A（P，Q，R）＝P∧（Q∧R），及A*（﹁P，﹁Q，﹁R）＝﹁（﹁P）∧﹁（（﹁Q）∨（﹁R）＝P∧（Q∧R），即可验证﹁A（P，Q，R）＝A*（﹁P，﹁Q，﹁R）。
（3）首先证明①式：

而后从式（*）知（P∧Q）∨（﹁P∨（﹁P∨Q））＝﹁P∨Q，运用此式结果和对偶定律2便得：
②（P∨Q）∧（﹁P∧（﹁P∧Q））＝﹁P∧Q。
（4）取G为任一命题变元P或者﹁P，即有（G）*＝G。
（5）在①式空线上填：（﹁P∧﹁Q）∨R；在②式空线上填：P↓（Q∨﹁（P↑R））。
练习1-8提示
（1）所给四个布尔项分别是：
①P∧﹁Q∧R∧﹁S；　　②﹁P∨Q∨﹁R∨S；
③﹁P∨﹁Q∨R∨S；　　④P∧Q∧﹁R∧﹁S。
（2）所给六个小题11个空位应分别填：
①F，T；②F，T；③∑2，3，4，6，7；④F，T；⑤T，F；
⑥（P∨Q）∧（﹁P∨Q）∧（﹁P∨﹁Q），（﹁P∧Q）。
（3）对所给命题公式的合取范式和析取范式求解如下：
①

②﹁（P∨Q）↔（P∧Q）

（4）对所给命题公式的主合取范式和主析取范式分别求解如下：
①P→（（P→Q）∧（Q∧P））

命题公式P→（（P→Q）∧（Q∧P））的主合取范式是﹁P∨Q，其极大项编码为M10，因而组成其主析取范式的极小项有m00，m01和m11，所以命题公式P→（（P→Q）∧（Q∧P））的主析取范式是（﹁P∧﹁Q）∨（﹁P∧Q）∨（P∧Q）。
②作命题公式Q∧（P∨﹁R）的真值表，在真值表上公式Q∧（P∨﹁R）的取值列中，见真（T）取极小项，析取它们便得主析取范式（P∧Q∧R）∨（P∧Q∧﹁R）∨（﹁P∧Q∧﹁R）；见假（F）取极大项，合取它们便得主合取范式（P∨Q∨R）∧（P∨Q∨﹁R）∧（P∨﹁Q∨﹁R）∧（﹁P∨Q∨R）∧（﹁P∨Q∨﹁R）。
（5）对所给四个命题公式分别判定如下：

①对命题公式P→（P∧（Q→P）），给P赋值或指派T，不论Q赋值或指派T还是F，都有（P∧（Q→P）取值真，所以命题公式P→（P∧（Q→P））是恒真式；
②由（Q→P）∧（﹁P∧Q）＝（﹁Q∨P）∧（﹁P∧Q）＝﹁（﹁P∧Q）∧（﹁P∧Q）＝F知，命题公式（Q→P）∧（﹁P∧Q）是恒真式；
③因为从（﹁P∨﹁Q）→（P↔﹁Q）＝﹁（﹁P∨﹁Q）∨（P∧﹁Q）∨（﹁P∧Q）＝（P∧Q）∨（P∧﹁Q）∨（﹁P∧Q）知，命题公式（﹁P∨﹁Q）→（P↔﹁Q）的主析取范式只含有三个极小项，所以是一般可满足式；
④在命题公式P∧（P→Q）→Q中，给Q赋值或指派F，不论P赋值或指派T还是F，都有P∧（P→Q）取值F，所以命题公式P∧（P→Q）→Q是恒真式。
练习1-9提示
（1）只用规则P和T，对R∨S，﹁P∨Q，R→﹁Q⇒P→S的演绎证明是：

（2）使用CP规则，对﹁（P↔Q），P→R，R→﹁S⇒S→Q演绎证明如下：

（3）用归谬法演绎证明：R→﹁Q，R∨S，S→﹁Q，P→Q⇒﹁P。


（4）由各小题所给的前提，可以得出的结论分别是：
①这份统计表格的失真是由于数据不可靠。其蕴涵形式为：P∨Q，﹁Q⇒P。
②张老师与李老师都没来。其蕴涵形式为：P→R，Q→R，﹁R⇒﹁P∧﹁Q。
③所以我没爬山。其蕴涵形式为：P→Q，﹁Q⇒﹁P。
④我的程序没通过。其蕴涵形式为：P→Q，Q→R，﹁R⇒﹁P。
（5）对子句集S＝｛﹁P∨Q，P∨﹁R，R∨Q，﹁Q｝作否证如下：
证明：
练习1-10提示
（1）对所给L的三条定理，在形式系统L中分别证明如下：

（2）证明：

第2章　一阶谓词逻辑练习题的提示及答案
练习2-1提示
（1）所给各语句可以这样写成一阶谓词逻辑式：
①设w，m，c分别标记个体“我”，“马儿”和“草原”，取三目谓词A（，，）描述“……骑着……通过……”，则语句①可符号化为一阶逻辑式A（w，m，c）；
②设个体g为哥伦布，个体a为陆地，一目谓词N（）、G（）分别描述“……是新的”和“……是大的”，二目谓词A（，）描述“……发现了……”，则语句②可符号化为一阶逻辑式N（a）∧G（a）∧A（g，a）；
③设个体a，m分别标记“《雪》”和“毛泽东”，谓词G（）、F（）、Q（）、L（，）分别描述“……是伟大的人”、“……是著名的作品”、“……的词牌名是《沁园春》”和“……属于……的作品”，则语句③可符号化为一阶逻辑式Q（a）∧L（a，m）∧G（m）∧F（a，）；
④设个体b，d分别表示贾宝玉和林黛玉，谓词A（）、B（）、W（）、M（）分别描述“……在葬花”、“……在伤神”、“……是怨女”和“……是痴男”，则语句④可符号化为一阶逻辑式﹁（A（d）∧B（b））→﹁（M（b）∧W（d））。
（2）在个体域｛a，b，c｝上真值取值不同的全部一目谓词有8个，它们如下表中所示：

从表中还不难看出：若个体域有n个个体，则构成其上真值取值不同的一目谓词有种；进而推之有一般性结果：若个体域有n个个体，则构成其上真值取值不同的m目谓词有种。
（3）由（2）题可知，在｛1，2，3，4｝上定义种二目谓词，定义种三目谓词，所给①、②小题是二目谓词，③小题是三目谓词，满足每个小题条件的各是相应二目、三目众多谓词中的一种，表中只列出它们真值取值真的行（见下表）：
①

②

③

练习2-2提示
（1）所给语句可以这样表示成一阶谓词逻辑式：
①记a为爱因斯坦，S（x）为x是学生，L（x，y）为x钦佩y，则原命题可表示为（∀x）（S（x）→L（x，a））。
②记F（x），A（x）和B（x）分别为x是函数，x是连续的和x是可导的，则原命题可符号化为﹁（∃x）（F（x）∧B（x）∧﹁A（x））。
③记M（x），C（x），I（x，y）和L（x，y）分别表示x是母亲，x是孩子，x属于y和x爱y，则原命题可符号化为（∀x）（∀y）（M（x）∧C（y）∧I（y，x）→L（x，y））。
④记P（x），L（x），R（x，y，z）和E（x，y）分别为x是一个点，x是一条直线，x通过y与z和x等于y，则原命题可表示为（∀x）（∀y）（P（x）∧P（y）→（∃z）（L（z）∧R（z，x，y）∧（∀u）（L（u）∧R（u，x，y）→E（u，z））））。
（2）按照题后的符号要求，在全总个体域上可将所给题目分别写为如下谓词表达式：
①（∀x）（Q（x）→R（x））。
②（∃x）（R（x）∧﹁Q（x））。
③﹁（∃x）（E（x）∧P（x）∧L（x，2））。
④（∀x）（∀y）（M（x）∧M（y）∧D（x）∧D（y）→（L（x，y）↔﹁J（x，y）））。
（3）在个体域D＝I+（正整数集）上可把所给谓词表达式写成如下日常汉语言语句：
①不等于2的素数都是奇数。
②可被2整除的数是偶数。
③每一素数都能整除某些偶数。
④任何素数都不能被一些奇数整除。
练习2-3提示
（1）所给常见命题可以这样写成一阶谓词公式：
①设个体域为D＝｛x│x是人｝，L（x，y）为x喜欢y，则原命题的一阶公式表达式是（∃x）（∀y）（（∃z）L（y，z）→L（y，x））。
②设P（x）、W（x，y）、F（x，y）和M（x，y）分别表示“x是人”、“x是y的外公”、“x是y的父亲”和“x是y的母亲”，则所给命题可符号化为：（∀x）（∀y）（P（x）∧W（y，x）→（∃z）（M（z，x）∧F（y，z）））。
③设C（x）、M（x）、G（x）和K（x，y）分别表示“x是猫”、“x是老鼠”、“x是好的”和“x逮住y”，则原命题可写成一阶谓词公式：（∀x）（∀y）（C（x）∧M（y）∧K（x，y）→G（x））。
④设M（x）、P（x）、V（x）、F（x，y）和G（x，y）分别表示“x是人”、“x是可贵的”、“x是更高价值的”、“x为y奋斗”和“x抛弃y”，个体函数f（x）、g（x）分别表示“x的生命”和“x的爱情”，i、f为个体“我”和“自由”，则原诗句的一阶谓词公式表示式是（∀x）（M（x）→P（f（x）））∧（∀x）（M（x）→V（g（x）））∧（F（i，f）→G（i，f（i））∧G（i，g（i）））。
（2）所给命题在实数集合D上可写成如下一阶谓词公式：
①（∀x1）（∀x2）…（∀xn）Z（f（x1，x2，…，xn））→（∃xi）Z（xi）（式中个体函数f（x1，x2，…，xn）＝x1x2…xn，一目谓词Z（）为“……等于0”）。
②（∀x）（∀y）（∀z）（L（x，y）∧L（z，0）→L（f（y，z），f（x，z）））（式中个体函数f（x，y）＝xy，二目谓词L（x，y）表示“x＜y”（）。
③（∀ε）（∀δ）（L（0，ε）∧L（0，δ）∧（∀t）（B（t）∧L（h（x，t），δ）→L（h（f（x），f（t）），ε）））（式中二目谓词L（x，y）定义同②，一目谓词B（x）为“x属于D”，f（x）和f（t）为D上的一元函数，个体函数h（x，y）表示“x与y的绝对值”）。
④（∀x）（∀ε）（B（x）∧L（0，ε）→（∃N）（∀n）（L（N，n）→L（h（fn（x），f（x）），ε）））（式中L（x，y）、B（x）和h（x，y）定义同③，n及N为自然数）。
练习2-4提示
（1）依照两个换名规则分别判断，结论是：
①（a）中约束变元x改名为t；（b）中约束变元x改名为z，自由变元以t代入y．换名正确。
②（a）不正确，因为将约束变元x改名为z时与所给一阶公式中的（∃z）（z＞y）的变元z重名；（b）不正确，虽然换名后的一阶公式仍有意义，但与原公式涵义已不同。
③在（a）中，以2代入y，符合代入规则要求，正确；（b）中对y的x代入与x重名，不正确。
④（a）不正确，因为以z代入y，与原公式中约束变元z重名；而（b）中以t代入y，不产生重名，正确。
（2）在个体域｛a，b，c｝上对所给一阶公式中的量词的正确消除是：
①（P（a）→Q（y））∧（P（b）→Q（y））∧（P（c）→Q（y））；
②P（a）∨P（b）∨P（c）→Q（x）。
（3）对所给一阶谓词公式无约束与自由变元重名的换名可以是：
①（∀x）（∃y）（P（x）→Q（x，y））∨R（z，t）；
②（∀x）（P（x，y）∧（∃z）Q（x，z，t））→（∃w）R（s，y，w）。
练习2-5提示
（1）在本节正文中，对题中①、②、③和④等4个小问题都已论及，复习时要按题中所问分别做出总结，这里就不再复述。
（2）对所给四个一阶谓词公式的解释和求值，可以这样给出：
①本小题的解释I我们这样设定：D＝｛7，8｝，对一目谓词A（x）和B（x）指定一个从｛7，8｝1到｛0，1｝的映射：A（7）＝0，A（8）＝1，B（7）＝1，B（8）＝0，于是有（∀x）（A（x）∨B（x））＝（A（7）∨B（7））∧（A（8）∨B（8））＝（0∨1）∧（1∨0）＝1∨1＝1。一阶谓词公式（∀x）（A（x）∨B（x））在I下取得1值，因而是可满足式。由于在个体域｛7，8｝上，对A（7），B（7）和A（8），B（8）每一个的指定都各有指0、指1两种方法，所以对该小题的不同的解释I可给出24＝16个。
②在本小题中，解释I已经给定，只需直接求值。（∀x）（A→B（x））∨C（a）＝（（A→B（-2））∧（A→B（3））∧（A→B（6）））∨C（6）＝（1∧1∧0）∨1＝0∨1＝1。其实，既然题中解释I已经给定，作为求值，从C（6）＝1即有（∀x）（A→B（x））∨C（a）＝（∀x）（A→B（x））∨1＝1。
③本小题的解释I这样设定：D＝｛2，3｝，指定个体变元a为2，定义从｛2，3｝1到｛2，3｝的一元个体函数f（x）为：f（2）＝3、f（3）＝3，指定从｛2，3｝1到｛0，1｝的一目谓词的值为A（2）＝0、A（3）＝1，指定从｛2，3｝2到｛0，1｝的二目谓词的值为B（2，2）＝0、B（2，3）＝1、B（3，2）＝1、B（3，3）＝0，于是（∃x）（A（f（x））∧B（x，f（a）））＝（A（f（2））∧B（2，f（a）））∨（A（f（3））∧B（3，f（a）））＝（A（f（2））∧B（2，f（2）））∨（A（f（3））∧B（3，f（2）））＝（A（3）∧B（2，3））∨（A（3）∧B（3，3））＝（1∧1）∨（1∧0）＝1∨0＝1。
④设I：D＝｛2，3｝，A（2）＝0、A（3）＝1，B（2，2）＝0、B（2，3）＝1、B（3，2）＝1、B（3，3）＝0，则（∀x）（∃y）（A（x）∧B（x，y））＝（（∃y）（A（2）∧B（2，y）））∧（（∃y）（A（3）∧B（3，y）））＝（（A（2）∧B（2，2））∨（A（2）∧B（2，3）））∧（（A（3）∧B（3，2））∨（A（3）∧B（3，3）））＝（（0∧0）∨（0∧1））∧（（1∧1）∨（1∧0））＝（0∨0）∧（1∨0）＝0∧1＝0。
（3）参照在量词辖域的扩张和收缩中的示范证明，并利用已证明的结论，对所给8个小题分别证明如下：
①由﹁（∀x）A（x）＝（∃x）﹁A（x）即得﹁（∃x）A（x）＝﹁（（∃x）﹁（﹁A（x）））＝﹁（﹁（∀x）﹁A（x））＝（∀x）﹁A（x）；
②设个体域D上解释I满足（∀x）（A（x）∧B），则当且仅当
对D中每一个x，A（x）∧B都真，即（∀x）A（x）真，而且B真，因而当且仅当解释I满足（∀x）A（x）∧B。由于D和I是任意的，所以有（∀x）（A（x）∧B）＝（∀x）A（x）∧B；
③由（∀x）（A（x）∨B）＝（∀x）A（x）∨B及量词在否定词下的
转化律得（∃x）（A（x）∧B）＝﹁（∀x）﹁（A（x）∧B）＝﹁（（∀x）（﹁A（x）∨﹁B））＝﹁（（∀x）﹁A（x）∨﹁B））＝（∃x）A（x）∧B；
④设个体域D上解释I满足（∀x）（A（x）∧B（x）），则当且仅
当对D中每一个x，A（x）∧B（x）都真，即A（x）真B（x）也真，因而当且仅当解释I满足（∀x）A（x）和（∀x）B（x），即满足（∀x）A（x）∧（∀x）B（x）。由于D和I是任意的，所以有（∀x）（A（x）∧B（x））＝（∀x）A（x）∧（∀x）B（x）；
⑤由（∀x）（A（x）→B）＝（∃x）A（x）→B即得（∀x）（B→A（x））＝（∀x）（﹁B∨A（x））＝（∀x）（﹁A（x）→﹁B）＝（∃x）﹁A（x）→﹁B＝﹁（∃x）﹁A（x）∨﹁B＝B→（∀x）A（x）；
⑥设个体域D上解释I满足（∃x）（A（x）∨B（x）），则当且仅当D中存在个体x0使A（x0）∨B（x0）真，当且仅当（∃x）A（x）或（∃x）B（x）真，因而当且仅当解释I满足（∃x）A（x）∨（∃x）B（x）。由于D和I是任意的，所以有（∃x）（A（x）∨B（x））＝（∃x）A（x）∨（∃x）B（x）；
⑦由（∃x）（A（x）∨B（x））＝（∃x）A（x）∨（∃x）B（x）即得（∃x）（B→A（x））＝（∃x）（﹁B∨A（x））＝（∃x）﹁B∨（∃x）A（x），但﹁B中不含个体变元x，（∃x）﹁B即﹁B，所以原式＝B→（∃x）A（x）；
⑧利用已证⑤和⑦中等式，得（∀x）（∀y）（A（x）→B（y））＝（∀x）（（∀y）（A（x）→B（y）））＝（∀x）（A（x）→（∀y）B（y））＝（∃x）A（x）→（∀y）B（y）。
练习2-6提示
（1）所给四个一阶谓词公式的前束范式分别是：
①（∀x）（∃y）（﹁A（x）∨B（x，y））；
②（∃x）（∃y）（∀z）（A（x，y）∨﹁B（z）∨C（x））；
③（∀x）（∀y）（∃z）（∀u）（∃v）（﹁A（x，y，z）∨﹁（B（x，u）∨B（y，v）））；
④（∀x）（∀y）（∀z）（∃u）（﹁A（x，z）∨﹁A（y，z）∨B（x，y，u））。
（2）所给四个一阶谓词公式的司寇伦范式分别是：
①（∀x）（∀y）（A（x）∧﹁B（y，f（x，y）））；
②（∀x）（∀y）（E（x，0）∧（﹁E（y，g（x））∨E（f（x，y），g（x）））∧（﹁E（y，g（x））∨﹁E（y，f（x，y））））；
③（∀x）（∀y）（A（x）∧﹁A（y））；
④（∀x）（（﹁A（x，f（x））∨C（x，f（x），g（x）））∧（B（x，g（x））∨C（x，f（x），g（x））））。
（3）给出G1＝（∀x）（A1（x）∨A2（x））和G2＝（∀x）A1（x）∨（∀x）A2（x）的解释I1：

则I1是G1成真解释但I1不满足G2，可见G1与G2不等值；如果给出对G1和G2的解释I2是：
D＝｛2，3｝，A1（）表示“…是奇数”，A2（）表示“…是偶数”，
则G1是可满足的，但这一使G1成真的解释I2，无以使G2成真，可见G1与G2不是同可满足的。
练习2-7提示
（1）所给5个论证步都不正确。
①错用了US。规则US的标准形式是：（∀x）P（x）⇒P（t），但论证步中是这样使用的：（∀x）A（x）→B（a）⇒A（a）→B（a），全称指定时（∀x）的作用域是整个一阶谓词公式P（x），而不能是（∀x）A（x）→B（a）的子公式A（x），因为这样使用会丧失蕴涵关系的保真性。如当设D＝｛2，3｝，指定A（2）＝1，A（3）＝0，B（2）＝0时，（∀x）A（x）→B（2）取值为真，但A（2）→B（2）取值为假。
②错用US。第二步应为“G2：A（a）∨B（a）”。
③错用EG。“G1：A（a）→B（b）”中的个体常量符号a与b未必相同，规则EG不能把该式推广为“G2：（∃x）（A（x）→B（x））”。
④错用ES。由第一步“G1：（∃x）（A（x）→B（a））”到第二步“G2：A（a）→B（a）”的推演中，在对A（x）作存在指定时，所用个体常量符号a与B（a）中的a重名。当设A（a）＝1，A（b）＝0，B（a）＝0时就是一个反例。
⑤错用UG。“G1：A（x）→B（a）”中的a是个体常量，不具有普遍意义，即使x具有普遍意义，但也不能使用UG规则将之推广为“G2：（∀x）（A（x）→B（x））”。
（2）以一阶谓词形式演绎的推理方法证明自然语言推理命题的步骤是：①原子命题符号化；②自然语言推理符号化；③形式演绎化证明。
①即证：（∃x）（R（x）∧﹁Q（x））⇒﹁（∀x）（R（x）→Q（x））。事实上这是一个等价命题：﹁（∀x）（R（x）→Q（x））＝（∃x）﹁（R（x）→Q（x））＝（∃x）﹁（﹁R（x）∨Q（x））＝（∃x）（R（x）∧﹁Q（x））。其形式演绎化方法的证明是：

②即证：（∀x）（C（x）∧M（x）→L（x）），（∃x）（M（x）∧﹁L（x））⇒M（a）∧﹁C（a）。对本小题作形式演绎化方法证明如下：


（3）用一阶谓词逻辑形式演绎的推理方法对所给四个小题分别证明如下：
①

②

③

④


练习2-8提示
（1）在D＝｛1，2，3，…，n，…｝上及二目谓词L（x，y）：“x≤y”和一元个体函数f（x）：f（x）＝x＋1下考虑：
①（∀x）（∃y）L（f（x），y）和（∃y）L（f（y），y），前者是真命题，后者是假命题。问题出在y对L（f（x），y）中个体变元x的代入。在（∀x）（∃y）L（f（x），y）中，y对个体变元x是不可代入的。
②L（x，5）和（∀x）L（x，5），前者是真命题，后者是假命题。问题出在x在A中是自由出现的而且还与个体5相关，违背了x在A中无自由出现以及不改变对L（x，5）中变元x之外的约束关系的限定。
（2）①在LP2中取项t为x，即有要证结果；
　　②此断定即①及例2.8.1所证的结果。
（3）LP中的演绎定理：设Γ是形式系统LP的公式集合，A、B是LP的公式，则Γ∪｛A｝│--LPB当且仅当Γ│--LP（A→B）。
证明：（充分性）
设Γ│--LP（A→B）的证明序列是：G1，G2，G3，…，Gn（＝A→B），则G1，G2，G3，…，Gn，A，B就是Γ∪｛A｝│--LPB的证明序列。
（必要性）
演绎定理的必要性证明，通过对Γ∪｛A｝│--LPB的证明序列的长度n作归纳予以完成。
设n＝1。则证明序列为：G（＝B）。这时或B为LP公理，或B∈Γ，或B＝A。于是得Γ│--LP（A→B）的证明序列：B，B→（A→B），A→B。当B＝A时是此证特例。
设n＞1。则Γ∪｛A｝│--LPB的证明序列：G1，G2，G3，…，Gn（＝B）可分为两种情况。①B或为LP公理，或B∈Γ，或B＝A；②B由G1，G2，G3，…，Gn中Gn之前的Gi，Gj经使用MP所得。如果是①，则有Γ│--LP（A→B）的证明序列：G1，G2，G3，…，Gn（＝B），B→（A→B），A→B。如果是②，则Gi，Gj必为C与C→B形式。由归纳假设，当有Γ│--LP（A→C）与Γ│--LPA→（C→B）的证明序列：…，A→C；…，A→（C→B）。从而得Γ│--LP（A→B）的证明序列：…，A→C，…，A→（C→B），（A→（C→B））→（（A→C）→（A→B）），（A→C）→（A→B），A→B。
第三章　集合、关系与映射练习题的提示及答案
练习3-1提示
（1）正确的选择是将（a），（b），（c），（d）依次填入4个空位。
（2）所给集合的描述式和列举式分别是：
①｛0，2，4，…｝，｛k│k＝2n，n∈N｝；
②｛…，-5，-2，1，4，…｝，｛i│i＝3j＋1，j∈I｝；
③｛1，2，3，4，6，8，12，24｝，｛i│i整除24且i＞0｝；
④｛1，2，4，5，7，8｝，｛i│i整除9且（i，9）＝1｝。
（3）这是几个常用来讨论“属于”和“包含于”的例，结论是：
①真，因为B是C子集，A是B的元素，所以A是C的元素；
②假．如｛1｝∈｛｛1｝｝⊆｛｛1｝｝，但｛1｝⊈｛｛1｝｝；
③假，如｛1｝⊆｛1，2｝∈｛｛1，2｝｝，但｛1｝∉｛｛1，2｝｝；
④假，如｛1｝⊆｛1｝∈｛｛1｝｝，但｛1｝⊈｛｛1｝｝；
⑤假，如｛1｝∈｛｛1｝｝，2｝⊈｛｛1｝｝，但｛1｝∈｛｛1｝｝；
⑥假，如｛1｝⊆｛1，2｝∈｛｛1，2｝，｛1｝｝，但｛1｝∈｛｛1，2｝，｛1｝｝。
（4）所给集合的幂集分别是：
①｛∅｝；　　　　②｛∅，｛∅｝｝；
③｛∅，｛a｝，｛｛a｝｝，｛a，｛a｝｝｝；　　④｛∅，｛｛1，2｝｝｝。
（5）A＝｛∅，｛∅｝，｛｛∅｝｝，｛∅，｛∅｝｝｝，其元素是什么；显然4元素集合的子集有24＝16个，据编码法，它们是16个4长二进制码对应的16个A的子集合。
（6）在四个空档里应分别填入1011；｛a1，a3，a4｝；1101和B13。
（7）设D为论域，则空集∅＝｛x│P（x）∧﹁P（x），P（x）为D上一目谓词｝；全集U＝｛x│P（x）∨﹁P（x），P（x）为D上一目谓词｝。
（8）证明：∀x∈P（A）∩P（B）当且仅当x∈P（A）且x∈P（B）当且仅当x⊆A且x⊆B当且仅当x⊆A∩B当且仅当x∈P（A∩B），此说P（A）∩P（B）＝P（A∩B）。
∀x∈P（A）∪P（B），则x∈P（A）或x∈P（B），从而x⊆A或x⊆B，因此x⊆A∪B，于是x∈P（A∪B），此说P（A）∪P（B）⊆P（A∪B）。但一般P（A）∪P（B）≠P（A∪B），如取A＝｛a｝，B＝｛b｝则P（A）∪P（B）＝｛∅，｛a｝｝∪｛∅，｛b｝｝＝｛∅，｛a｝，｛b｝｝≠｛∅，｛a｝，｛b｝，｛a，b｝｝＝P（A∪B）。
（9）按各小题题意，所给空档应分别填入：①∪；∩，∩，∩；②B-A；③正方形；④充要，充要；⑤I，I，F-I，P；⑥1，2，3，4，5，6，7，8，9；⑦当且仅当；⑧∅，｛∅｝，｛∅，｛∅｝｝，｛｛∅｝｝，｛∅｝，｛∅，｛∅｝｝；⑨相等，相等，相等；⑩⊆，⊆，⊆，⊆。
（10）对所给命题的真伪判断如下：①是真命题；②是假命题。如取B＝∅，当C＝A≠∅时，条件成立，但B≠C；③是假命题。当B＝U，C＝A≠U时，条件成立，但B≠C；④是真命题。其实该命题可表述为“A⨁B＝A⨁C，当且仅当B＝C”。命题的充分性显然；必要性可以这样证明：设x∈B，若x∉A则x∈A⨁B＝A⨁C，因而x∈C；若x∈A则x∈A∩B，从x∉A⨁B＝A⨁C知x∈A∩C，因而x∈C。所以B⊆C。在此证中，以C换B、以B换C，可得C⊆B。于是B＝C。
（11）通过分别对所给五个等式左边的实际化简演算，并与它们的右边相比较，可知5个命题各自成立的条件是：
①A与B∩C不相交；②A⊆B∩C；③A⊆B∪C；⑤A⊆B∪C。
（12）所给3个小题的Venn图分别是：
①

②

③

（13）证明：
①如Venn图所示，对任意集合A、B、C一般显然没有A∪（B⨁C）＝（A∪B）⨁（A∪C）：

事实上由
以及
可知，前者含A，而后者在上，只要A≠∅，一般总有：A∪（B⨁C）≠（A∪B）⨁（A∪C）。
（2）因为：
而且
所以原式成立。
（14）在皮亚诺自然数集合的定义中，五条公设缺一不可。因为：
①当缺1.时，考虑∅：容易验证，皮亚诺五条公设中的2，3，4，5等四条都被满足，但此时的集合是∅而不是N；
②当缺2.时，选无限有根二叉树：容易验证，皮亚诺五条公设中的1，3，4，5等四条都被满足，但此时的集合是无限有根二叉树而不是N；
③当缺3.时，取｛0｝（定义0′＝0）：容易验证，皮亚诺五条公设中的1，2，4，5等四条都被满足，但此时的集合是｛0｝而不是N；
④当缺4.时，取S＝｛0，1，2｝（2′＝1）：容易验证，皮亚诺五条公设中的1，2，3，5等四条都被满足，但此时的集合是｛0，1，2｝而不是N；
⑤当缺5.时，设S＝｛0，x1，x2，…，y1，y2，…｝（各元素的后继元素这样定义0′＝x1，，…，，i＝1，2，3，…）：容易验证，皮亚诺五条公设中的1，2，3，4等四条都被满足，但此时的集合是｛0，x1，x2，…，y1，y2，…｝而不是N。
练习3-2提示
（1）在所给5个小题的空位上应分别这样填写：
①＜a，b＞，＜a，d＞，＜b，b＞，＜b，d＞；∅；24；＜a，a＞，＜a，b＞，＜b，a＞，＜b，b＞。
②＝；未必等于。
③＜∅，1＞，＜∅，2＞，＜｛a｝，1＞，＜｛a｝，2＞。
④（a）⊇；（b）⊆；（c）⊆；（d）＝。
⑤｛a1，a2，a3，a4｝，｛b1，b2，b3｝；＜a1，b1＞，＜a1，b3＞，＜a2，b2＞，＜a2，b3＞，
＜a3，b1＞，＜a4，b1＞，＜a4，b3＞；以及

（2）由集合直乘积、交、并、对称差和相等的定义，容易证明所给四个题目：
①∵A，B，C≠∅，∴∀x∈A，∃y∈C，使得＜x，y＞∈A×C⊆B×C⇒＜x，y＞∈B×C⇒x∈B，可见A⊆B；反过来，若＜x，y＞∈A×C，从A⊆B知＜x，y＞∈B×C即A×C⊆B×C。总之，A⊆B当且仅当A×C⊆B×C；
②∀＜x，y＞∈A×（B∪C）当且仅当x∈A且y∈B∪C当且仅当x∈A且y∈B或y∈C当且仅当x∈A且y∈B或x∈A且y∈C　　当且仅当＜x，y＞∈（A×B）∪（A×C）；
③∀＜x，y＞∈（B∩C）×A当且仅当x∈B∩C且y∈A当且仅当x∈B且x∈C且y∈A当且仅当x∈B且y∈A而且x∈C且y∈A当且仅当＜x，y＞∈（B×A）∩（C×A）；
④（A⨁B）×C＝（（A∪B）－（A∩B））×C　　（对称差定义）

附：对第（1）题的④的（d）“（A－B）×C＝（A×C）－（B×C）”的证明：
由及得因而有
（3）题中所给五个空位应分别填入：①、②、③、④、⑤；无；①、④、⑤；②；①、②、④、⑤。
（4）集合A＝｛a，b，c｝上满足要求的二元关系可以这样构造：①IA；②IA－｛＜a，a＞｝；③IA；④UA；⑤｛＜a，b＞，＜b，c＞，＜a，c＞｝。
（5）证明：必要性显然；下证充分性。若＜a，b＞∈R，由自反性引入＜a，a＞∈R，用条件得＜b，a＞∈R，即R对称；若有＜a，b＞，＜b，c＞∈R，则由对称性，从＜b，a＞，＜b，c＞∈R，用条件得＜a，c＞∈R，即R具有传递性。
（6）在相应8个空位上应分别填入：√；×；×；×；×；√；√；√。
（7）说法错误。原因是对定义理解不足。如设集合A＝｛a，b，c｝，R＝｛＜a，a＞，＜a，b＞，＜b，a＞，＜b，b＞｝，则R是对称和传递的，但不是自反的。
（8）证明：由＜x，t＞∈（R1￮R2）￮R3当且仅当存在z∈C，使有＜x，z＞∈R1￮R2且＜z，t＞∈R3当且仅当存在y∈B，z∈C，使有＜x，y＞∈R1，＜y，z＞∈R2，＜z，t＞∈R3当且仅当＜x，y＞∈R1，＜y，t＞∈R2￮R3当且仅当＜x，t＞∈R1￮（R2￮R3），即知关系复合具有结合律。
（9）题中6个空位应分别填入：｛＜1，2＞，＜2，3＞，＜3，1＞，＜1，1＞，＜2，2＞，＜3，3＞｝；R∪｛＜2，1＞，＜3，2＞，＜1，3＞｝；A2；A2；A2；A2。
（10）题中6个空位应分别填入：


（11）按照Warshall算法，求取MR+的过程中的各个矩阵依次是：

（12）所给5个小题的对错情况是：①√；②√；③√；④×；⑤√；⑥√。④的反例：设R＝｛＜a，b＞｝是传递的，t（R）＝R，st（R）＝｛＜a，b＞，＜b，a＞｝不再传递。
（13）证明：
①∵s（R）＝R∪R-1⊇R，∴ts（R）⊇t（R），∴sts（R）⊇st（R）但ts（R）对称，因而sts（R）＝ts（R）。故ts（R）⊇st（R）。st（R）⊆ts（R），但一般等式不成立。如：设R＝｛＜a，b＞｝，则st（R）＝｛＜a，b＞，＜b，a＞｝而ts（R）＝｛＜a，b＞，＜b，a＞，＜a，a＞，＜b，b＞｝。
②r（R1∪R2）＝（R1∪R2）∪IA＝（R1∪IA）∪（R2∪IA）＝r（R1）∪r（R2）。
③
④∵R1∪R2⊇R1，R1∪R2⊇R2，∴t（R1∪R2）⊇t（R1），t（R1∪R2）⊇t（R2）。故t（R1∪R2）⊇t（R1）∪t（R2）。
⑤（R*）*＝tr（tr（R））＝tr（rt（R））＝t（rt（R））＝t（tr（R））＝tr（R）＝R*。
⑥∵R￮R*＝R￮tr（R）

而且R*￮R＝（t（R）∪IA）￮R

∴R￮R*＝R*￮R＝R+。
（14）证明：设R是集合A上的任意关系，则
①R＝R-1当且仅当R是对称的。∵若R＝R-1，则如果有＜x，y＞∈R，那么就有＜y，x＞∈R-1＝R；反过来，若R是对称的，则对任意＜x，y＞∈R，当有＜y，x＞∈R，因而有＜x，y＞∈R-1，即R⊆R-1。另一方面，对任意＜x，y＞∈R-1，当有＜y，x＞∈R，因而有＜x，y＞∈R，即R-1⊆R。∴R＝R-1。
②R∩R-1⊆IA当且仅当R是反对称的。∵若R∩R-1⊆IA，则从如果有＜x，y＞∈R，就有＜y，x＞∈R-1知，若＜y，x＞∈R，则x＝y，即R是反对称的；反过来，若R是反对称的，则对任意＜x，y＞∈R∩R-1，从＜x，y＞∈R-1及＜y，x＞∈R，即知x＝y，＜x，y＞∈IA。∴R∩R-1⊆IA。
③IA⊆R当且仅当R是自反的，这是显然的。
④IA∩R＝∅当且仅当R是反自反的，这也是显然的。
（15）所给4个问题可以这样回答：
①R不是A上的等价关系，因为＜0，1＞∈R，但＜1，0＞∉R，即R不具有对称性；
②∅∅是等价关系，因为∅∅满足自反、对称和传递性的定义；A≠∅，∅A至少不具有自反性因而不是等价关系；
③是等价关系，等价类是｛x│x≤2，x∈I｝，｛x│x≥3，x∈I｝；
④S2·S3＝｛｛1，7｝，｛2，8｝，｛3｝，｛4｝，｛5｝，｛6｝｝，S2＋S3＝｛A｝。
（16）正确的填空法是：①5，5；②S1＝S2，S1＝S2，S1∩S2＝∅；③A∩B；
④

（17）当R1＝R2时，显然R1∪R2还是等价关系；否则如反例：设A＝｛a，b，c｝，R1＝｛＜a，a＞，＜b，b＞，＜a，b＞，＜b，a＞，＜c，c＞｝，R2＝｛＜a，a＞，＜b，b＞，＜c，c＞，＜b，c＞，＜c，b＞｝则R1∪R2将失去传递性，因而不是等价关系。
（18）因为S1，S2，…，Sk是A的真加细划分序列，而│A│＝n，设最大划分有n个块，最小划分有一个块，从大划分到小划分即使是由改变一个A的元素而减少一个块，k的值取到最大也只能是n。
（19）4个小题的判断填空应分别为：①×；②√；③√；④√。
（20）对题中的两个问题分别解答如下：
①所给相容关系图的最大相容类是：｛1，2，6｝，｛2，5，6｝，｛2，3，5｝，｛3，4，5｝，相应的集合的完全覆盖是：｛｛1，2，6｝，｛2，5，6｝，｛2，3，5｝，｛3，4，5｝｝；
②由于两个相容关系的并和交运算，保持自反性与对称性，∴r1∪r2和r1∩r2都还是A上的相容关系；r1￮r2还是相容关系的例：令r1＝r2＝IA；r1￮r2不是相容关系的例：设A＝｛a，b，c｝，r1＝｛＜a，a＞，＜a，b＞，＜b，a＞，＜b，b＞，＜c，c＞｝，r2＝｛＜a，a＞，＜b，b＞，＜b，c＞，＜c，b＞，＜c，c＞｝，则r1，r2是A上相容关系，但r1￮r2＝｛＜a，a＞，＜a，b＞，＜a，c＞，＜b，a＞，＜b，b＞，＜b，c＞，＜c，b＞，＜c，c＞｝不是A上的相容关系。
练习3-3提示
（1）所给4个图，①、②是映射；③、④不是映射，图③不满足映象唯一性，图④不满足映射定义遍历性。
（2）所给4个小题的结论是：
①f（R）＝R+，f-1（S）＝｛-1，0，1｝，f是双射，f-1（x）ιg（x）：R+→R；
②f（N）＝E∪｛0｝，f-1（S）＝∅，f是单射；
③f（Rn）＝［0，+∞］，f-1（S）＝｛（0，0，…，0）n｝；
④f（｛a，b｝*）＝｛ax│x∈｛a，b｝*｝，f-1（S）＝｛Λ，b｝，S中元素Λ和bab无原象，f是单射。
（3）所给问题可以这样回答：
①f2·f3与f1·f4，f2·f3与f4·f1，f1·f4与f4·f1相等；
②有10个。其中3个常值映射，1个恒等映射，还有6个这样的映射：将A中两个元素映射为其中一个元素，第三个元素映为自己；
③取∑＝｛a｝；若∑＝｛a，b｝，则将N中的元素从小到大排列后从左到右按2i（i＝0，1，2，…）分段，使之分别对应｛a，b｝*中长为0，1，2，…的字符串，便建立一个从∑*到N的1-1映上映射；
④当扩展定义00＝1后，映射f的代数表示式是：f（m，n）＝nm。
（4）f（A）＝｛91｝．求解方法是：（1）从求f（90）＝91知对x＝90，91，…，100，101都有f（x）＝91；（2）对0≤x＜90，取最小的自然数k，使90≤x＋11k≤100，从而f（x）＝fk＋1（x＋11k）＝fk（91）＝91。
（5）证明：IA是双射，由f·g＝g·f＝IA知，f、g都是双射，再由逆映射定义即有g＝f-1。
（6）设f是从集合A到集合B的映射且B1，B2⊆B，则f-1（B1∩B2）＝f-1（B1）∩f-1（B2）。事实上，对∀x∈f-1（B1∩B2），∃y∈B1∩B2使有f（x）＝y∈B1∩B2当且仅当f（x）＝y∈B1并且f（x）＝y∈B2当且仅当x∈f-1（B1）并且x∈f-1（B2）当且仅当x∈f-1（B1）∩f-1（B2），可见f-1（B1∩B2）＝f-1（B1）∩f-1（B2）。
（7）设f是非空集合A到B的满射，则存在A′⊆A使有f│A′：A′→B是双射。对此，只要∀b∈B，取b的一个f原象a，由所有这些a便组成集合A′。
（8）等式成立的条件是：（1）f是映射；（2）f是双射。
（9）补充定义ρ（A）中的∅的映象F（∅）＝∅（∈ρ（B））之后，显然∀A′⊆A，F都有定义且F（A′）唯一，即F是ρ（A）到ρ（B）的映射。
（10）设A，B，C是非空集合，f是从集合A∪B到集合C的映射．则：
①f（A∪B）＝f（A）∪f（B）．∵∀y∈f（A∪B）当且仅当∃x∈A∪B，使有f（x）＝y，因而当且当∃x∈A，使有f（x）＝y或∃x∈B，使有f（x）＝y，即y∈f（A）或y∈f（B），∴当且仅当y∈f（A）∪f（B）。
②f（A∩B）⊆f（A）∩f（B）．∵∀y∈f（A∩B），都∃x∈A∩B，使有f（x）＝y，因而∃x∈A使有f（x）＝y，且∃x∈B使有f（x）＝y，所以y∈f（A）并且y∈f（B），即y∈f（A）∩f（B）。
（11）（123）（234）（14）（23）的复合结果是（13）（24）。
（12）f是双射，的原象唯一，即所以r′＝r。
（13）只需讨论A的任一轮换都可写成（12），（13），…，（1n）的乘积。事实上，若A的轮换中含1，则从（1）＝（1i）（1i）（i∈｛2，3，…，n｝）与（1i1i2…ir）＝（1ir）（1ir－1）…（1i2）（1i1）（1≤r≤n－1）以及若A的轮换中不含元素1，则从（i）＝（1i）（1i）（i∈｛2，3，…，n｝）与（ij）＝（1i）（1j）（1i）（i，j∈｛2，3，…，n｝）知，A的轮换可以写成（12），（13），…，（1n）中的一些对换的乘积。将不出现在该乘积中的（12），（13），…，（1n）中的对换，成对相邻写入乘积中，便有要证的结论。
（14）①f-1＝（1342）；　②f·g·f-1＝（213）（45）；　③用f映换并重写g中的A元素，即用（1243）映换并重写（134）（25）中的A元素：
1映2，3映1，4映3，由（134）得（213）；2映4，由（25）得（45）。
练习3-4提示
（1）0，2，10，1000的隶属度分别是μA（0）＝1，μA（2）≈1，μA（10）＝0.5，μA（1000）≈0。
（2）（3），（4）题的证明，只是本节定理证明的模仿和复述，这里不再续写与给出。
练习3-5提示
1．相应的下等价、上等价和粗等价性的确定结果是：
（1）由下近似的定义计算得：R-（X）＝E1，R-（Y）＝E1，可见X与Y为R下等价；
（2）由上近似的定义计算得：R-（X）＝E1∪E2∪E4，R（Y）＝E1∪E2∪E4，可见X与Y为R上等价；
（3）因为R（X）＝E3，R-（Y）＝E3；R（X）＝E1∪E2∪E3，R（Y）＝E1∪E2∪E3，所以X与Y为R粗等价。
2．相应的下包含、上包含和粗包含性的确定结果是：
（1）由下近似的定义计算得：R（X）＝E3，R（Y）＝E1∪E3，可见X为R下包含于Y；
（2）由上近似的定义计算得：R（X）＝E1∪E4，R（Y）＝E1∪E2∪E4，可见X为R上包含于Y；
（3）因为R（X）⊆R（Y）且R（X）⊆R（Y），所以X为R粗包含于Y。
练习3-6提示
（1）证明：
①定义f：显然这是R到自身的单射，且f（R）⊂R。由定义3.6.2知，R是无限集；
②定义f：［0，1］→［0，1］，∀x∈［0，1］，f（x）＝x/2，显然这是［0，1］到自身的单射，且f（［0，1］）⊂［0，1］．由定义3.6.2知，［0，1］是无限集；
③定义f：｛a，b｝*→｛a，b｝*，∀x∈｛a，b｝*，f（x）＝ax，显然这是｛a，b｝*到自身的单射，且f（｛a，b｝*）⊂｛a，b｝*。由定义3.6.2知，｛a，b｝*是无限集；
④若素数集合P是有限集，则可记P＝｛p1，p2，…，pn｝，因为由定义3.10.1知，P与一个｛1，2，…，n｝之间存在双射。构造素数显然p∉P，这与P＝｛p1，p2，…，pn｝矛盾。∴P是无限集。
（2）证明：
①定义f：∀n∈N，f（n）＝n，则f是N到I的单射，即│N│≤│I│；
②定义f：∀n∈N，f（n）＝2n，则f是N到E的单射，即│N│≤│E│；
③定义f：∀x∈（0，1），f（x）＝x/2，则f是（0，1）到（0，1/2）的单射，即│（0，1）│≤│（0，1/2）│；
④定义f：
则f是R到（0，1）的单射，即│R│≤│（0，1）│。
（3）证明：
①定义f：（0，1）→（0，2），∀x∈（0，1），f（x）＝2x，则f是（0，1）到（0，2）的双射，∴（0，1）与（0，2）等势；
②定义f：R→（0，1），∀x∈R，则f是R到（0，1）的双射，∴R与（0，1）等势；
③定义f：（0，1）→［0，1］，∀x∈（0，1），f在（0，1）的无理数上为恒等映射f（x）＝x；在（0，1）的有理数上，由于有理数集合Q是可数集合，（0，1）内的有理数是其子集合可数，可排为序列：r1，r2，…，rn…，于是［0，1］内的有理数就可排为序列：0，1，r1，r2，…，rn…，显然这两个序列之间存在一一对应。这样构造的f是（0，1）→［0，1］的双射，∴（0，1）与［0，1］等势；
④记Q＝｛p/q│p，q互质，p，q∈N，q≠0｝，称p＋q为既约分数的高，高为n（＝1，2，3，4，…）的既约分数的个数有限因而它们全体的并集可数，这个并集是有理数集Q是无限集，所以是可数无限集，其元素可排为序列：q1，q2，…，qn…，在它们与自然数集合N的元素：0，1，2，…，n，…之间显然存在双射f．∴Q与N等势；
⑤NN中的元素是N→N的映射。定义g：NN→（0，1），∀f∈NN，g（f）＝0.x12x22x32…，其中xi（i＝1，2，…）是f（i）的二进制值（如：若f（n）＝n＋1，则g（f）＝0.121021121002…，其中1，10，11，100，…分别是f（0）＝1，f（1）＝2，f（2）＝3，f（3）＝4，…的二进制值），三进制数g（f）∈（0，1）且g是单射；定义h：（0，1）→NN，∀x＝0.x1x2x3…∈（0，1），h（x）＝f，f满足f（i）＝xi，i＝1，2，3，…．显然h是单射。因而在NN和（0，1）之间建立了各自的到对方的单射，∴集合NN与（0，1）等势；
⑥定义g：P（N）→［0，1］，∀S∈P（N），g（S）＝0.x1x2x3…，其中i＝1，2，3，…（如：g（∅）＝0.0000…＝0，g（N）＝0.101010…，g（｛1，2，6｝）＝0.10100000001000…）；则g是单射。定义f：［0，1］→P（N），对任意二进制小数x＝0.x1x2x3…∈［0，1］，f（x）∈P（N）满足对N中元素i，i∈f（x）当且仅当xi＝1，这样的f也是单射。∴N的幂集P（N）与［0，1］等势。
（4）论证的谬误由颠倒x的数字并置小数点于其右产生，因为这样所得的结果不是N的元素。
第4章　数论基础练习题的提示及答案
练习4-1提示
（1）利用例4.1.2的方法，可求解如下：

因而（5709，1331）＝11＝（-1）4＋138×5709＋（-1）4163×1331。
（2）用同样的方法，首先求得（27090，21672）＝5418，然后再求得（5418，11352）＝258，因而知27090，21672和11352的最大公约数是258。
（3）从定理4.1.2的矩阵形式的讨论，已有

按题意，
于是有Si＝［q2，q3，…，qi］．
练习4-2提示
（1）运用算术基本定理，求取任意两个大于1的正整数m，n的最大公约数（m，n）和最小公倍数［m，n］的方法是：对m，n分别作素分解，并记为具有相同素因子的标准形式

取则
（2）由递推公Si＝qiSi－1＋Si－2，Ti＝qiTi－1＋Ti－2（i≥2）及其初始值条件S0＝0，S1＝1；T0＝1，T1＝q1得（Si－Si－2）／Si－1＝qi＝（Ti－Ti－2）／Ti－1，因而有SiTi－1－Si－1Ti＝-（Si－1Ti－2－Si－2Ti－1）＝…＝（-1）i－1（S1T0－S0T1）＝（-1）i－1。即1＝（-1）i－1Ti－1Si＋（-1）iSi－1Ti。此说Si与Ti互素。
（3）设a，b，n为正整数，则从设
（4）设a，b，c是整数，m是正整数，若（c，m）＝1，则ac≡bc（mod m）蕴涵a≡b（mod m）．事实上，由ac≡bc（mod m）得m│（ac－bc）即m│（a－b）c，而（c，m）＝1，所以m│（a－b），此说a≡b（mod m）。ac≡bc（mod m）未必蕴涵a≡b（mod m）的例：15×3≡8×3（mod 7）蕴涵15≡8（mod 7）；15×7≡17×7（mod 7）不蕴涵15≡17（mod 7）。
（5）对L，S，S，X的表示数字11，18，18和23，都加16，然后模26取余并得1，8，8与13．它们表示字母B，I，I，N，所以“LSSX”的传输结果是“BIIN”。
练习4-3提示
（1）依题意有：x≡3（mod 11），x≡2（mod 12），x≡1（mod 13），M＝11×12×13＝1716，M1＝1716／11＝11×12×13／11＝156，M2＝11×13＝143，M3＝11×12＝132．分别求解一次同余式：和得（11除M1余2，6乘2被11除余1且6是满足此除余式的最小正整数），除M2余11，11乘11被12除余1且11是满足此除余式的最小正整数），（13除M3余2，7乘2被13除余1且7是满足此除余式的最小正整数）。由孙子-秦九韶定理知x≡（3×6×156＋2×11×143＋1×7×132）（mod 1716）≡14（mod 1716），即x＝14＋1716k，k为非负整数。
（2）设x为所求兵数，则从x≡1（mod 5），x≡5（mod 6），x≡4（mod 7），x≡10（mod 11）和M＝5×6×7×11＝2310，M1＝2310／5＝462，M2＝2310／6＝385，M3＝2310／7＝330，M4＝2310／11＝210及一次同余式和（mod 11）得进而得x≡1×3×462＋5×1×385＋4×1×330＋10×1×210）（mod 2310）≡2111（mod 2310），即x＝2111＋2310k，k为非负整数。
（3）对i＝1，2，…，k和M＝m1m2…mk，设mod mi的简化剩余系为Ai，mod M的简化剩余系为A。需证│A1×A2×…×Ak│＝│A│。为此定义映射
以下证明f是1-1映上映射。∀（a1，a2，…，ak）∈A1×A2×…×Ak，由（ai，mi）＝1，x＝ai（mod mi）⇔x＝qimi＋ai因而（x，mi）＝1（i＝1，2，…，k）以及m1，m2，…，mk两两互质知（x，M）＝1。可见f是A1×A2×…×Ak→A的映射。再由遍历定理还知f是A1×A2×…×Ak→A的1-1映上映射，所以│A1×A2×…×Ak│＝│A│。
（4）当n＝p（p为质数）。≤p且与p互质的正整数有p－1个，此时结论成立；当p＝pr（p为质数，r为大于1的整数）时，由于不与pr互质的≤pr的正整数只有p，2p，3p，…及pr－1倍的p，共pr－1个，所以与pr互质的≤pr的正整数有pr－pr－1个，此时结论也成立；对一般情况的由素数p1，p2，…，pk的互不相同易知再由（3）题的结论，有：

练习4-4提示
提示：
（1）辗转相除法求取两个正整数的最大公约数的算法，使用伪码可这样描述：

end ｛gcd （a.b）是x｝
（2）显然，95、97、98、99四个正整数两两互素。由123684（mod 95）＝89，123684（mod 97）＝9，123684（mod 98）＝8，123684（mod 99）＝33及413456（mod 95）＝16，413456（mod 97）＝42，413456（mod 98）＝92，413456（mod 99）＝32得（89，9，8，33）＋（16，42，92，32）＝（10（mod 95），51（mod 97），2（mod98），65（mod 99））。解同余方程：

得x＝537140（＜95×97×98×99＝89403930，和数＜89403930的两个正整数的和都可由此方法同样计算。
（3）由定理4.3.3知，若（a，m）＝1，则一次同余式ax＋b≡0（mod m）有解。事实上其解在模m同余的意义下还是唯一的。因为若（c，m）＝1，则由ac≡bc（mod m）消去c可得a≡b（mod m）。其成立的理由是ac≡bc（mod m）当且仅当m│（a－b）c，但（c，m）＝1，所以m│（a－b），即a≡b（mod m）。由此述我们有：若ax≡b（mod m），ay≡b（mod m），则ax≡ay（mod m），消去与m互质的a即得x≡y（mod m），此说在模m同余的意义下，若（a，m）＝1，则一次同余式ax＋b≡0（mod m）的解唯一。
现在考虑若（a，n）＝1，则一次同余式ax≡1（mod n）的解。显然，若x0是ax≡1（mod n）的解，则x0b是ax≡b（mod n）的解。设A1，A2，…，Aφ（n）是mod n的一个简化剩余系，那么（Ai，n）＝1，i＝1，2，…，φ（n），因而（A1A2…Aφ（n），n）＝1（mod n）。再看aA1，aA2，…，aAφ（n），由（a，n）＝1，可推出（aAi，n）＝1（i＝1，2，…，φ（n））。使用“若（c，m）＝1，则由ac≡bc（mod m）消去c可得a≡b（mod m）”的逆否命题于c＝a和mod n有，Ai与Aj关于mod n不同余蕴涵aAi与aAj关于mod n不同余（i≠j）．可见aA1，aA2，…，aAφ（n）也是mod n的一个简化剩余系，从而这两个简化剩余系A1，A2，…，Aφ（n）与aA1，aA2，…，aAφ（n）中的数关于mod n一一对应，因而aA1aA2…aAφ（n）≡A1A2…Aφ（n）（mod n），但（A1A2…Aφ（n），n）＝1（mod n），消去A1A2…Aφ（n）即得aφ（n）≡1（mod n）。
（4）明文信息的四个数字一组表示是1520 0111 0802 1004 2404 0413 0217 2415 1908 1413，加密后的密文为0095 1648 1410 1299 1365 1062 0710 1512 0852 1155。
第5章　组合数学练习题的提示及答案
练习5提示
（1）解：这里要分两种情况：一种A是红桃，另一种A不是红桃。对于前一种情况，一张红桃A是肯定的，另两张红桃可从其余12张红桃中任选，所以有（12，2）种选法，另外两张牌既不是红桃又不是A，所以应从剩余的36张牌中选出，从而有（36，2）种选法。因此，第一种情况共有（12，2）×（36，2）种。后一种情况，三张红桃都不是A，有（12，3）种选法，一张A不是红桃，有3种选法，剩余一张既不是A也不是红桃，有36种选法，所以第二种情况共有（12，3）×3×36种。综上所述符合题意的选法有（12，2）×（36，2）＋（12，3）×3×36＝65340种。
（2）解：由于盒内点心次序无关紧要，所以所求问题等于一个有8个不同元素且每个元素的重复数都是无穷的复合集的12组合数，由定理5.1.6，共有（8＋12－1，12）＝（19，12）＝50388种。
第二问中要求每种花色至少有一个，因此应有（12－1，8－1）＝（11，7）＝330种。
（3）解：用an计这样的方格数，定义a0＝1，则an为三种颜色组成的多重集的n排列数，设指数型母函数
因此
（4）证明：因为每旋转一周，外圈的每位同学都与内圈的50位异性同学相对一次，产生的异性相对次数为50×100＝5000，故每个位置上平均产生异性相对为次，由鸽笼原理，存在一个时刻内圈与外圈至少有50对异性同学面对面结成舞伴。
（5）解：式中右端x2k的系数即2k的不超过6的偶拆分数。如6拆分成偶数，且每部分不超过6的拆分数是3：2＋2＋2、2＋4、6。
（6）解：考虑指数型母函数由1290·知此种数有1290个。
（7）先从分析n位十进制数中出现偶数个5的数的结构入手。p1p2…pn－1是n－1位十进制数，若含有偶数个5，则pn取5以外的九个数中的一个，若p1p2…pn－1只有奇数个5，则取pn＝5，使p1p2…pn－1pn成为出现偶数个5的十进制数。n－1位十进制数全体共9×10n－2个，从中去掉含有偶数个5的数，余下的便是n－1位中含有奇数个5的数。令an为n位十进制数中出现偶数个5的数的个数，bn为n位十进制数中出现奇数个5的数的个数。这样有an＝9an－1＋bn－1，bn－1＝9×10n－2－an－1，所以an＝8an－1＋9×10n－2，a1＝8。
令A（x）＝a1＋a2x＋a3x2＋…，则-8xA（x）＝-8a1x－8a2x2－…，两式相加得：

所以
因此
（8）解：Sn＝1＋22＋32＋…＋（n－1）2＋n2，Sn－1＝1＋22＋32＋…＋（n－1）2，所以Sn－Sn－1＝n2，Sn－1－Sn－2＝（n－1）2，两式相减得Sn－2Sn－1＋Sn－2＝2n－1　　①
同理可得：Sn－1－2Sn－2＋Sn－3＝2（n－1）－1　　②
（1）－（2）得：Sn－3Sn－1＋3Sn－2－Sn－3＝2；同理可得Sn－1－3Sn－2＋3Sn－3－Sn－4＝2．
以上两式相减得递推关系　Sn－4Sn－1＋6Sn－2－4Sn－3＋Sn－4＝0，且S0＝0，S1＝1，S2＝5，S3＝14为初值。递推关系的特征方程为x4－4x3＋6x2－4x＋1＝0，即（x－1）4＝0，所以x＝1是四重根。
于是递推关系的通解为Sn＝（A＋Bn＋Cn2＋Dn3）·1n，将初值代入通解中得到方程组
解得：
所以
（9）解：要求有偶数个男同志，就是从8个男同志中选出2个、4个、6个、8个，分别有（8，2）＝28、（8，4）＝70、（8，6）＝28、（8，8）＝1，所以设相应母函数为（1＋28x2＋70x4＋28x6＋x8）；
同理不少于2个女同志相应的母函数应设为（5，2）x2＋（5，3）x3＋（5，4）x4＋（5，5）x5＝10x2＋10x3＋5x4＋x5，所以设

于是知共有10＋10＋285＋281＋840＋728＋630＋350＋150＋38＋5＋1＝3328种组成方式。
（10）解：令pn表示n个数的乘积的n－1对括号插入的不同方案数，则pn＝p1pn－1＋p2pn－2＋…＋pn－1p1，且p1＝p2＝1，恰好为Catalan数hn，所以

比如即：（（a1（a2a3））a4）、（（（a1a2）a3）a4）、（（a1a2）（a3a4））、（a1（a2（a3a4）））、（a1（（a2a3）a4））．
（11）解：设教数学的教师属于集合A1，教物理的教师属于集合A2，教化学的教师属于集合A3，则│A1│＝8，│A2│＝6，│A3│＝5，│A1∩A2│＝5，│A1∩A3│＝4，│A2∩A3│＝3，│A1∩A2∩A3│＝3．不教数、理、化的教师为

（12）证明：根据鸽笼原理a1、a2、a3三个数中至少有两个同是奇数或同是偶数，不妨设这两个数为a1和a2且同为奇数，这样a1、a2、a3中最多有一个偶数，由鸽笼原理b1、b2中至少有一个是奇数，并且和a1、a2中的一个数相等。由于两奇数之差为偶数，所以a1－b1、a2－b2中至少有一个偶数。若a1和a2同为偶数也类似讨论。
（13）解：实际上这是5个数的错排问题，所以这个排列数为
第6章　代数结构练习题的提示及答案
练习6-1提示
（1）＜A，+＞满足结合律，交换律，零矩阵为幺元，每元均可逆：P∈A，P-1＝-P；＜A，￮＞满足结合律，零矩阵为零元，单位阵为幺元。
（2）①可结合，可交换，有幺元a，每元均可逆：a-1＝a，b-1＝c；
②可结合，幂等，有左幺元：a，b，c，有右零元：a，b，c；
③可结合，幂等，有右幺元：a，b，c，有左零元：a，b，c；
④可交换，幂等。
（3）注意到关于一种运算其元素均为左零元的代数关于另一运算必具有左分配律的事实，参照题（2），（3）题中的例①，②，③和④都是容易构造的。
（4）所构造模4乘法运算表和模4加法运算表如下表

（5）证明方法同定理A.3。
练习6-2提示
（1）＜A，·＞不是半群，因为运算·不满足结合律。
（2）①S对*封闭。因为＜S，·＞是半群，∀x，y∈S，x·a·y∈S。
②*具有结合律。因为：

对∀x，y，z∈S都真。
（3）首先证明I+对运算*封闭，再证＜I+，*＞具有结合律和幺元1。
（4）封闭性与结合律证明后，再证数0是幺元。
（5）4个矩阵的集合关于矩阵乘法满足封闭性，且矩阵乘法具有结合律，幺元是而每元的逆元均为自身。
（6）从下面的运算表，可见幺元是封闭性显然，而结合律，映射复合是具备的。
运算表

（7）说明＜G，￮＞真包含于＜M，￮＞，只要举出是独异点但不是群的例子即可。其他类似。
（8）既然在左幺元e下，∀x∈S，都有使当然对存在满足于是：

且对∀x∈S，有

可见，e是＜S，￮＞幺元，每元x∈S均有逆元这就是说＜S，￮＞是群。
（9）①设＜HK，￮＞是＜G，￮＞的子群。
∀k￮h∈KH，由HK定义及＜H，￮＞，＜K，￮＞，＜HK，￮＞都是子群并从h-1￮k-1∈HK得（h-1￮k-1）-1∈HK或k￮h∈HK，即KH⊆HK；
∀h￮k∈HK，有（h￮k）-1∈HK，故有因而即HK⊆KH。所以KH＝HK。
②设KH＝HK，KH，HK非空（子群载体直积非空），下述x，y存在。因而由∀x，y∈HK，都有

即知＜HK，￮＞是子群。
（10）由a3￮b3＝（a￮b）3，a4￮b4＝（a￮b）4得（a￮b）3＝（b￮a）3，并由a4￮b4＝（a￮b）4，a5￮b5＝（a￮b）5得（a￮b）4＝（b￮a）4，将前式代入后式并消去，就有a￮b＝b￮a对∀a，b∈G都真。
（11）是，生成元有两个：c和d。
（12）由群中周期（a周期是指：满足an＝e的最小正整数n）大于2的元素必为偶数个（G中b与b-1同周期）且互不相同，并由e的周期为1及│G│＝2n即可推得a2＝e的a存在，因而a-1＝a且a≠e，故有结论。
（13）∀x∈G，由x2＝e知x-1＝x；且从∀x，y∈G，（x￮y）2＝e得y￮x￮y＝x-1并得y￮x＝x-1￮y-1＝x￮y。
（14）因为g-1Hg非空且对g-1Hg中的任何元素x＝g-1￮h1￮g，y＝g-1￮h2￮g，都有x￮y-1＝g-1￮（h1￮h2-1）￮g∈g-1Hg，故＜g-1Hg，￮＞是子群。
练习6-3提示
（1）若（aH）∩（bH）≠∅，则存在c∈（aH）∩（bH），即存在h1，h2∈H，使c＝a￮h1，c＝b￮h2．由此知，a＝b￮（h2￮h1-1），而h2￮h1-1∈H，故a∈bH，从而aH＝bH（同一左陪集中任一个元素都是其代表元）。
（2）①nI的左陪集共有n个，它们分别是：
k＋（nI）＝｛n·i＋k│i∈I｝，k＝0，1，…，n－1。
②＜C-｛0｝，×＞是Abel群，故其任一元素关于＜H，×＞的左、右陪集均相等。故对任何非零复数a，aH＝｛ax│x∈C，│x│＝1｝。
（3）①从a≠0及f（x）＝ax＋b得x＝（f（x）－b）／a，f（x）与x相互唯一确定。因知，f是双射且由a≠0及b定义。
若f1，f2∈G。则有a1，a2≠0及b1，b2，使得对∀x∈R有：
f1￮f2（x）＝a1（a2x＋b2）＋b1＝a1a2x＋a1b2＋b1，a1a2≠0，a1b2＋b1∈R，f1￮f2∈G，G对映射复合封闭。
∀f1，f2，f3∈G，∀x∈R，（f1￮f2）￮f3（x）＝a1［a2（a3x＋b3）＋b2］＋b1＝f1￮（f2￮f3）（x）。此说＜G，￮＞具有结合律。
幺元是f（x）＝x。即恒等映射，此时a＝1，b＝0。
双射映射都有逆映射：f（x）＝ax＋b的逆是f-1（x）＝（x－b）／a。
②∀f1，f2∈S，因此＜S，￮＞是子群
所以＜T，￮＞是子群
（3）＜S，￮＞在＜G，￮＞中的左陪集是：∀f∈G，∀x∈R，f（x）＝ax＋b，fS是以f之a为斜率的平行直线簇；
＜T，￮＞在＜G，￮＞中的左陪集是：∀f∈G，fT是以f之b为截距的直线簇。
（4）可以明显看出都是＜Z6，+6＞的子群，它们的阶数分别是1，2，3，6，其左右陪集分别有6，3，2，1个。
（5）eS＝S，＜S，*＞是子群。但其他的左陪集中均不含e，故都不是子群。右陪集的情形一样。
（6）首先应当了解：＜S×T，*＞是群，其上运算*被定义为：
＜x1，y1＞*＜x2，y2＞＝＜x1*x2，y1*y2＞
＜S∩T，*＞是群＜G，*＞的子群，但＜S∪T，*＞未必是子群。至于对不等式的证明，则

如下图所示：

（7）首先，若a∈A，则a-1∈A，这是因为：
∀h∈H＝a￮H￮a-1，有h＝a-1￮（a￮h￮a-1）￮a＝a-1￮h1￮a（h1＝a￮h￮a-1∈a￮H￮a-1＝H）。故H⊆a-1￮H￮a。反之，∀x∈a-1￮H￮a，存在h∈H使x＝a-1￮h￮a，又H＝a￮H￮a-1，所以存在h1∈H使h＝a￮h1￮a-1。故x＝a-1￮（a￮h1￮a-1）￮a＝h1∈H，所以a-1￮H￮a⊆H。由此知a-1∈A。
∀a，b∈A，有（a￮b-1）￮H￮（a￮b-1）-1＝a￮（b-1￮H￮b）￮a-1＝a￮H￮a-1＝H。故a￮b-1∈A，即＜A，￮＞是＜G，￮＞的子群。
（8）首先证明：
①HK≠∅（e∈HK）；
②HK对运算“￮”封闭，且当x∈HK时，x-1∈HK。
然后用子群判定命题。
（9）由于左、右陪集集是分划，故存在a，b∉H使H∪aH＝G，H∪Hb＝G。
∀g∈G，∀h∈H，若g∈H则g-1￮h￮g∈H。
若g∉H，则存在h1∈H使g＝h1￮b。故g-1￮h￮g＝b-1￮（h1-1￮h￮h1）￮b∈H（否则，由b-1￮得到b-1￮∈H，矛盾！）。
练习6-4提示
（1）①f是I+到A的同态映射，∀x，y∈I+，按照x，y的奇偶性分4种情况验证等式：f（x＋y）＝f（x）·f（y）即知。
②g不是I+到B的同态映射，由于x，y均为奇数时g（x＋y）＝1≠0＝g（x）·g（y）。
（2）f是映射：x1＝x2⇒f（x1）＝f（x2）；f是单射：x1≠x2⇒f（x1）≠f（x2）；f是满射：∀x∈G，f（a-1￮x￮a）＝x；f是同态：f（x1￮x2）＝a￮（x1￮x2）￮a-1＝（a￮x1￮a-1）￮（a￮x2￮a-1）＝f（x1）￮f（x2）。
（3）①f是单射；②∀y∈R+，x＝lny∈R，∴f（x）＝elny＝y∈R+，知f为满射；③f是同态，由指数律显然可得。
（4）作映射f：f（a1）＝b3，f（a2）＝b4，f（a3）＝b1，f（a4）＝b2．
（5）f（R）＝｛｝⊆C，f（x1＋x2）＝＝f（x1）·f（x2）；Ker（f）＝f-1（f（0））＝f-1（1）＝I。
（6）群＜G，￮＞＝（a），群＜f（G），*＞＝（f（a）），f是＜G，￮＞到＜f（G），*＞的同态映射。
（7）设f是自同构映射，则∀a，b∈G，f（a￮b）＝f（a）￮f（b），即（a￮b）-1＝a-1￮b-1＝（b￮a）-1，故a￮b＝b￮a。
设＜G，￮＞是交换群，则由逆元的唯一性及（a-1）-1＝a知f是G上的双射，又∀a，b∈G，f（a￮b）＝（a￮b）-1＝b-1￮a-1＝a-1￮b-1＝f（a）￮f（b），所以f是自同构映射。
（8）设＜A，￮＞是代数，∀a1，a2，b1，b2∈A，由交定义，都有
a1R1∩R2a2，b1R1∩R2b2⇒a1￮b1R1∩R2a2￮b2。
（9）设f，g是群＜G1，￮1＞到＜G2，￮2＞的两个同态映射。定义
C＝｛x│x∈G1且f（x）＝g（x）｝
则C非空：由f（e1）＝e2＝g（e1）⇒e1∈C；
∀a，b∈C，f（a）＝g（a），f（b）＝g（b）且f（a￮1b）＝f（a）￮2f（b）＝g（a）￮2g（b）＝g（a￮1b）⇒a￮1b∈C；
∀a∈C，f（a）＝g（a），但f（e1）＝g（e1），于是f（a￮1a-1）＝g（a￮1a-1），即f（a）￮2f（a-1）＝g（a）￮2g（a-1），但＜G2，￮2＞是群，消去f（a）＝g（a）得f（a-1）＝g（a-1）⇒a-1∈C，即∀a，b∈C⇔a￮1b-1∈C。
故＜C，￮1＞⊆＜G1，￮1＞。
（10）由f（aK）＝f（a）￮2f（K）＝f（a）￮2e2＝f（a）及f单一同态知，∀a≠b∈G1，f（a）≠f（b），因而
Ker（f）＝｛x│f（x）＝f（e1）｝＝｛e1｝（不然，有a≠e1，a∈Ker（f），f（a）＝f（e1）矛盾）；
反过来，∀a≠b∈G1，有aK＝a｛e1｝≠b｛e1｝＝bK，而f-1（f（a））＝｛x│x∈G1，f（x）＝f（a）｝＝aK，f-1（f（b））＝｛x│x∈G1，f（x）＝f（b）｝＝bK，但aK≠bK，所以f（a）≠f（b），即f是单一同态。
练习6-5提示
（1）①∀a，b∈I，a⨁b＝a＋b－1，交换律显然；结合律：（a⨁b）⨁c＝（a＋b－1）＋c－1＝a＋（b＋c－1）－1＝a⨁（b⨁c）；幺元是1：a⨁1＝1⨁a＝a＋1－1＝a；a的逆元2－a。
②a⊗b＝a＋b－ab＝b＋a－ba＝b⊗a；（a⊗b）⊗c＝（a＋b－ab）＋c－（a＋b－ab）c＝a＋b－ab＋c－ac－bc＋abc＝a＋（b＋c－bc）－a（b＋c－bc）＝a⊗（b⊗c）；幺元是0：0⊗a＝a⊗0＝a＋0－a·0＝a。
③⊗对⨁的分配律由其定义亦易验证。
（2）先证＜A，+＞是交换群，再证＜A，·＞无零因子，含幺且可交换（注意运算封闭性），最后还需证明·对+具有分配律。
（3）设e为x2＝x的一非零解，即e≠0，e2＝e。则∀a∈A，（a·e－a）·e＝a·e2－a·e＝0，因此＜A，+，·＞无零因子，故a·e＝a，即e为关于乘法“·”的右幺元，由＜A，+，·＞的可交换性知，e即为乘法幺元。
（4）①是，由定义验证。
　　②不是，因为对乘法不封闭。
　　③不是，因为除0外，每元均无加法逆元。
（5）从e2＝e1￮1e2＝（e2￮2e1）￮1e2＝（e2￮1e2）￮2（e1￮1e2）＝（e2￮1e2）￮2e2＝e2￮1e2，可证x￮1x＝（x￮2e2）￮1（x￮2e2）＝x￮2（e2￮1e2）＝x￮2e2＝x；
从e1＝e2￮2e1＝（e2￮1e1）￮2e1＝（e2￮2e1）￮1（e1￮2e1）＝e1￮1（e1￮2e1）＝e1￮2e1，可证x￮2x＝（x￮1e1）￮2（x￮1e1）＝x￮1（e1￮2e1）＝x￮1e1＝x。
（6）若＜A，+，·＞是域，则当a≠0时，方程a·x＝b显然有解x＝a-1·b∈A；
若∀a，b∈A，a≠0，a·x＝b在A中恒有解，则从a≠0，a·x＝a及＜A，+，·＞是交换环的条件得幺元e∈A；而由a·x＝e及“·”的可交换性知A中非“0”元每元均可逆。因而＜A，+，·＞是域。
练习6-6提示
（1）用定义证明。
（2）已知对任何一个素数p和正整数n，存在有限域且恰有pn个元素。
第7章　格与布尔代数练习题的提示及答案
练习7-2提示
在本章的提示中，题中符号*、⨁分别与∧、∨相对应。
（1）对S中任意元p，q，r，定义p*q＝p∧q，p⨁q＝p∨q。合取、析取作为二元运算在S中封闭，且满足①交换律；②结合律；③吸收律。所以（S，*，⨁）＝（S，∧，∨）是代数格。
对S中任意元p，q，定义（p≤q）⇔（p⇒q）及inf｛p，q｝＝p∧q，sup｛p，q｝＝p∨q。依据是：p∧q是｛p，q｝下界，因为p∧q⇒p，p∧q⇒q且p∧q是｛p，q｝最大下界，因为对S中的r，若r⇒p且r⇒q则r⇒p∧q；p∨q是｛p，q｝上界，因为p⇒p∨q，q⇒p∨q且p∨q是｛p，q｝最小上界，因为对S中r，若p⇒r且q⇒r则p∨q⇒r。于是＜S，≤＞即＜S，⇒＞是偏序格。
还应注意，对S中元p，q:p≤q⇔p*q＝p⇔p⨁q＝q，即（p⇒q）⇔（p∧q＝p）⇔（p∨q＝q）。由于p⇒q即p→q为永真式，p∨q＝q即p∨q↔q为永真式，p∧q＝p即p∧q↔p为永真式，因而p→q⇔p∧q↔p⇔p∨q↔q，这是显然的。
（2）由定义7.2.1，只证S在运算*，⨁下封闭。∀x，y∈S则a≤x，y≤b。从a≤x⇔a*x＝a，a≤a⇔a*a＝a；a≤y⇔a*y＝a，（a*x）*（a*y）＝a，a*（x*y）＝（a*a）*（x*y）＝（a*x）*（a*y）＝a。由a*（x*y）＝a⇔a≤x*y便有a≤x*y。
从x≤b⇔x⨁b＝b，b≤b⇔b⨁b＝b，y≤b⇔y⨁b＝b，（x⨁y）⨁b＝（x⨁y）⨁（b⨁b）＝（x⨁b）⨁（y⨁b）＝b及（x⨁y）⨁b＝b⇔x⨁y≤b，又有（x⨁y）≤b。但（x*y）⨁x＝x⨁（x*y）＝x⇔x*y≤x，（x⨁y）*x＝x*（x⨁y）＝x⇔x≤x⨁y。所以a≤x*y≤x≤x⨁y≤b。从而x*y，x⨁y∈S。
可见，偏序子格未必就是代数格这一困难，通过对偏序格取偏序区间子格可以克服！
（3）在下图中，继续将未连线的相邻两点连线，即为所求Hasse图。

（4）仿（a*b）*c＝a*（b*c）的证明，对偶地完成。
（5）用定义否证。
（6）一、二元的情形显然，三个元的情况可以用归谬法证明。
（7）命题的证明，依照偏序集、偏序格定义容易完成。所给三个问题的答案是：
①是，即＜S12，│＞；②不是，因为［8，12］∉L；③不是，理由同②。
（8）这是a≤b⇔a*b＝a⇔a⨁b＝b的应用。
练习7-3提示
（1）对a*b≤a，a*c≤a取对偶；对定理7.3.2的证明过程取对偶。
（2）按照定理7.3.3后提示，并对a*c≤a，a≤a⨁c利用定理7.3.3的结果。
（3）设＜L，≤＞是格，其中│L│＝n。当n＝1，2，3时，＜L，≤＞是条链（练习7.3.2的（6）），当然有最大元和最小元。当n＞3时，在L中将其元素排成序：a1，a2，…，an．考虑｛a1，a2｝的确界12，02和a3的确界13，03和a4的确界14，04，…和an的确界1n，0n，则1n和0n为＜L，≤＞最大元和最小元。
（4）在定理7.3.3的证明中，将≤，⨁，*分别换为≥，*，⨁并作相应替换即可。
练习7-4提示
（1）即定理7.4.1。
（2）（｛0，1｝n，∧n，∨n）关心的只是序组中对应分量间的运算。
（3）所求直积格如下图。

（4）显然f是保序映射，但f不是这两个格之间的同态映射。因为f对＜L1，≤1＞中b，c，d的上，下确界运算都未能保持。
（5）建立双射g：i→i/2，对任意E中元I。定义运算*1，2：在E和I+中分别求i，j的最大公因数；⨁1，2：在E和I+中分别求i，j的最小公倍数。于是

（6）建议借用Hasse图。

（7）一阶格，二阶格，三阶格，四阶格如上图
（8）这是一条重要的事实。因为我们已经指出，同态映射是保序的，但反之不真，即保序映射不能保持运算，而本问题作为命题，它揭示的事实是双向保序的1-1映上映射，能够保持运算。
若g是同构映射，则对L中任意元a，b，如果＜L，≤L＞，＜S，≤S＞分别是（L，*，⨁）和（S，∧，∨）的等价偏序格，那么g（a*b）＝g（a）∧g（b），g（a⨁b）＝g（a）∨g（b）。并且由a≤Lb⇔a*b＝a及g（a）。
练习7-5提示
（1），（2）如下图所示：

（3）因为整数集上由max或min诱导的偏序是≤（小于等于），I在普通≤关系下是一条链。
（4）①c，d，f和g无补元。
②e和b互补，且相互唯一确定。
③0元和1元互补。
（5），（6），（7），（8）和（9）由定义易证。
（10）仿a≤b⇔a*b′＝0的证明即可完成。
（11）由A￮B＝B⇔A∩B＝A可证。
（12）从补元唯一入手。
（13）先证：“x≤y⇒x*z≤y*z；x⨁z≤y⨁z”，再由确界保序性证明。
（14）仿u＝e1⨁e2和u＝e1⇒u＝v的方法证明。
练习7-6提示
（1）在事实2的证明中交换运算符⨁与*，且换0为1即可证明。
（2）取（a*b）*c＝a*（b*c）证明过程中各式的对偶式。
（3）仿S对*，’封闭条件下的证明。
（4）验证满足子布尔代数定义要求。
第8章　图论及其应用练习题的提示及答案
练习8-1提示
（1），（2）按要求具体作；（1）中图G不是简单图。
（3）n个顶点的简单图其边数的上界是．
（4）以选手为图的顶点，两名选手进行过比赛则连一条边。考虑所得图的度序列。
（5）用归谬法和握手引理。
（6）｛di│1≤i≤n｝中有偶数个di是奇数，将它们所对应的顶点两两配对并连边，然后适当加环。
（7）若一对顶点之间的距离为1，则在其间连一条边，证明所得的n阶图的最大度小于等于6。
（8）①由同构定义具体地构造同构映射可证；
　　②同构映射所对应的顶点，在各自的度序列中，其相邻顶点的度是一样的。
练习8-2提示
（1）利用每一顶点的度≥2的条件构造圈。
（2）删除从u到v有向通路上可能拥有的有向圈，即得所要求的有向路。
（3）考虑G中最长路的端点的相邻顶点。
（4）用归谬法和边连通度的定义讨论。
（5）必要性显然，充分性可用归谬法证明。
（6）考虑是n个顶点无向简单非连通图边数的上界。
（7）用归谬法，考虑G的不含顶点vn的一个连通分支的度序列。
练习8-3提示
（1）通过画出全部六阶树不同图形的方法，易于判定。
（2）利用定理8.3.1和握手引理。
（3）不然，将与“最长路”矛盾。
（4）对k进行归纳。在G的一个连通分支上选一最长路P，则G-E（P）有2（k－1）个奇度顶点。
（5）由练习8-1的题（6）知，d1，d2，…，dn是某一图的度序列。在这样的图中选一连通分支数最小的图G，证明G是连通的，因而是树。
（6）对k作归纳。
（7）考虑图的生成树的两片树叶。
（8）采取避圈法或破圈法均可求得最优树。
（9）C中包含k条长为k－1的路，它们分别可生成k棵不同的最优树。
练习8-4提示
（1）由定义或定理的结论均易给出。
（2）满足条件的欧拉图存在。
（3）将奇度顶点分为k对，在每对之间连边，则得一欧拉图。在其欧拉闭迹上去掉新加的边，便可得到所求的分解。
（4）证明G中任何两个不相邻的顶点u，v成立d（u）＋d（v）≥n。
（5）将每块奶酪看作图的顶点，两块奶酪有面相邻则连边。证明所得的图是二部图，且图中不存在满足所要求的哈密尔顿路。
（6）将颜色视为图顶点，两色相搭配则在其间连边。证明图中存在哈密尔顿圈。圈上的不相邻的三条边代表问题的一组解。
（7）二部图中任何圈上来自X，来自Y的顶点数相等。
练习8-5提示
（1）由平图和对偶图定义容易完成。
（2）K5，K3，3减一边后，克服了非顶点处边相交的困难。
（3）由生成子图定义可证。
（4）应用欧拉公式和定理8.5.3。
（5）两个点的距离为1则连边，证明所得的图是平图。
（6）由定理8.5.3及其推论证明m＝2n－2；n个顶点的自对偶图可以这样构造：取一个顶点v和一个n－1长的圈C，连结v与C的每一个顶点所得图（称轮）是自对偶图。
练习8-6提示
（1），（2）由关联矩阵定义具体作即可。
（3）用D的邻接矩阵的前4次幂来解。
（4）由对角矩阵、关联矩阵、关联矩阵的转置等相关定义直接推证。
练习8-7提示
（1）运用最短路算法作。
（2）考虑岸这侧可能出现的状态，它们是船夫，狼，羊，菜的子集合。一种状态可变为另一种状态，则在它们之间连有向边；状态｛船夫，狼，羊，菜｝到状态空集∅的一条有向路，即是问题的一个解。
练习8-8提示
（1）验证超图的定义，证明对∀v∈V，v一定包含在一个极小横截中。
（2）利用定理8.8.1。
（3），（4）由定义，由例证解。
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联合编写学校名单（按拼音顺序排名）
1　　安徽财经大学
2　　安徽工业大学
3　　安阳师范学院
4　　北华大学
5　　北京化工大学
6　　北京建筑工程学院
7　　北京理工大学
8　　渤海大学
9　　长春大学
10　　长春工业大学
11　　长春理工大学
12　　长春税务学院
13　　滁州学院
14　　楚雄师范学院
15　　东北电力大学
16　　福建工程学院
17　　福建师范大学
18　　广西财经学院
19　　桂林工学院
20　　哈尔滨理工大学
21　　海南大学
22　　韩山师范学院
23　　杭州师范学院
24　　合肥工业大学
25　　合肥学院
26　　河北经贸大学
27　　河南科技学院
28　　黑龙江八一农垦大学
29　　黑龙江科技学院
30　　湖南大学
31　　湖北经济学院
32　　孝感学院
33　　湖州师范学院
34　　华北科技学院
35　　华南师范大学
36　　华中农业大学
37　　华中师范大学
38　　华北水利水电学院
39　　淮北煤炭师范学院
40　　黄石理工学院
41　　吉林农业大学
42　　集美大学
43　　江汉大学
44　　江苏科技大学
45　　内蒙古大学
46　　南昌工程学院
47　　南京航空航天大学
48　　南开大学
49　　南阳理工学院
50　　宁波工程学院
51　　平顶山学院
52　　青岛理工大学
53　　青岛科技大学
54　　青海民族学院
55　　曲阜师范大学
56　　山西大学
57　　山西广播电视大学
58　　陕西理工学院
59　　上海第二工业大学
60　　上海海事大学
61　　沈阳大学
62　　沈阳化工学院
63　　石家庄铁道学院
64　　苏州大学
65　　台州学院
66　　太原理工大学
67　　太原师范学院
68　　唐山师范学院
69　　同济大学
70　　皖西学院
71　　武汉大学
72　　武汉科技学院
73　　武汉理工大学
74　　武夷学院
75　　忻州师范学院
76　　新疆石油学院
77　　许昌学院
78　　玉溪师范学院
79　　浙江工业大学之江学院
80　　衢州广播电视大学
81　　中国农业大学
82　　中国石油大学
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