
目录


内容简介



前言



序言



第一章　概率论基础



第一节　概率论的基本概念



第二节　距离可测空间



第三节　条件期望和条件概率



第四节　距离空间的概率测度



第二章　离散鞅论



第一节　基本概念



第二节　停时定理



第三节　收敛定理



第四节　鞅的不等式



第三章　Wiener过程



第一节　Wiener过程的定义和性质



第二节*
 　Wiener过程的增量



第三节*
 　Wiener过程的重对数律



第四节*
 　Skorokhod嵌入定理



第四章　弱收敛理论



第一节　距离空间概率测度的弱收敛



第二节　鞅的中心极限定理



第三节　独立随机变量阵列的中心极限定理和弱大数律



第四节　随机过程的依分布收敛



第五章　强收敛理论



第一节　随机变量级数的收敛性



第二节　强大数律



第三节　重对数律



第四节*
 　Strassen强逼近



参考书目



天元研究生数学丛书

高等概率论

程士宏　编著













[image: alt]



图书在版编目（CIP）数据

高等概率论／程士宏编著．—北京：北京大学出版社，1996.12

（天元研究生数学丛书）

ISBN 7-301-03318-4

Ⅰ．高…　Ⅱ．程…　Ⅲ．概率论　Ⅳ．O211

书　　　名：高等概率论（天元研究生数学丛书）

著作责任者：程士宏　编著

责任编辑：王明舟　刘　勇

标准书号：ISBN 7-301-03318-4/O·0389

出　版　者：北京大学出版社

地　　　址：北京市海淀区成府路205号　100871

电　　　话：出版部62752015　发行部62559712　编辑部62752032

排　印　者：北京大学印刷厂

发　行　者：北京大学出版社

经　销　者：新华书店

850×1168　32开本　11.75印张　290千字

1996年12月第1版　2006年6月第3次印刷

印　　　数：6001—9000册

定　　　价：20.00元

未经许可，不得以任何方式复制或抄袭本书之部分或全部内容。

版权所有，翻版必究

举报电话：010-62752024　电子邮箱：fd@pup.pku.edu.cn


内容简介

本书主要讲授高等概率论的基本理论和方法，特别突出离散鞅的研究成果．全书共分五章．内容包括：概率论基础、离散鞅、Wiener过程、弱收敛理论、强收敛理论等．本书旨在架设从初等概率论的大学课程到现代概率论研究之间的桥梁，为读者进行深入研究打下坚实的基础．本书选材精练，说理清楚，推导严谨，用通俗易懂的语言介绍了近代概率论中的研究成果，使读者尽快进入前沿研究领域．

本书可作为大学数学专业高年级本科生和研究生相关选修课的教材或参考书，也可供不专门从事概率统计研究的数学工作者阅读．


《天元研究生数学丛书》编委会



	名誉主编：
	
程民德




	主　　编：
	
张恭庆




	副主编：
	
刘绍学




	编　　委：
	（按姓氏笔画为序）


	
	王仁宏　
	王兴华　
	仇庆久　
	龙瑞麟　
	叶其孝


	
	史树中　
	冯克勤　
	刘应明　
	刘嘉荃　
	严加安


	
	李邦河　
	时俭易　
	吴黎明　
	张继平　
	张荫南


	
	陆善镇
	陈怀惠　
	陈恕和　
	林　伟　
	郑忠国


	
	贾荣庆
	徐明曜　
	郭懋正　
	黄玉民　
	彭家贵




《天元研究生数学丛书》书目



	1．复变函数论选讲
	张南岳等编著



	2．近代分析引论
	苏维宜编著



	3．高等概率论
	程士宏编著



	4．复半单李代数引论
	孟道骥编著



	5．群表示论
	曹锡华等编著



	6．模形式讲义
	陆洪文等编著





前言

我国实行学位制度以来，研究生教育有了很大的发展。人们逐渐认识到：拓宽研究生的知识面是时代发展的需要。许多数学硕士点和博士点都要求在研究生阶段设立专业基础课程，使得不同专业、不同专题方向的研究生能对本专题以外的重要的、带基础性的近代发展也有所了解。

开设这类研究生专业基础课程的教材，当然是要介绍该方面的基本概念和基本方法。但在涉及近代的发展上不应过于专门，要照顾到各个不同分支的需要；也不能过于拘泥在技术细节上的推导，而是要在总体上、思想方法上给读者对该学科的主要内容有一个清晰的了解。因此在编写这类教材时，在深与广、精与粗、全貌与专题等方面要掌握适度才能使大多数来自不同专题方向的学生受益。

国内过去出版的大量为本科生编写的教材，因其没有反映近代的内容，不能满足需要，就是许多为研究生编写的教材，因其过分专门而不适用。可喜的是最近几年，出现了一批经这一段教学实践检验后符合上述要求的研究生专门基础课讲义。出版《天元研究生数学丛书》就是为了推动这类教材的编写，促进我国数学研究生培养水平的提高，希望得到数学界同仁们共同的关心和支持。





張恭庆

1995年3月于北京


序言

本书是在1984—1988年向北大概率统计专业硕士研究生开设的概率论基础课的讲稿的基础上编写而成的．讲稿1987年曾油印成讲义，作为研究生教材沿用至今．

由于北大概率统计系的研究生一般都学过测度论，所以本书并不包含这部分内容，而只是在第一章用测度论的观点对概率论的基本概念作出严格的叙述．第二章集中讨论了离散鞅．本书的大部分内容贯穿着这样一种考虑：先得到关于鞅或鞅差的一般结论，再把这些一般结论特殊化到概率论的古典对象——独立随机变量．这样做可能有两方面的好处：第一，可以节省篇幅；第二，可以突出离散鞅研究在60年代末70年代初那一段时间的研究成果，更新课程的内容．这种考虑在第四章、第五章的某些地方不得不放弃．例如，讨论（弱）不变原理和强逼近的时候，我们把重点放在透彻地理解问题的提法而不是这些结果可以推广到什么程度．因此，在那里我们只对i.i.d.的情况进行了详尽的讨论，而对于它们的推广则吁请读者参阅书末的有关文献．在具体内容的讲法上，我们注意从文献资料上吸收好的想法．例如，Lindeberg-Feller中心极限定理（定理4.3.4）的证明取自于美国北卡罗来纳大学（University of North Carolina at Chapel Hill）统计系的概率论讲义．又例如关于非负随机变量级数收敛的定理5.1.1摘自1978年Chen发表在Annals of Probability上的一篇文章，关于重对数律的新证明（定理5.3.8）摘自于1982年Ascota发表在Annals of Probability上的一篇文章，等等．在讲授课程和编写教材的过程中，我们尽可能地将有些定理在形式上写得更一般些．例如，Lindeberg-Feller定理可以写成定理4.3.5那种形式；Skorokhod嵌入定理也不必加上方差有限的条件（定理3.4.5），等等．

本书的内容每周4学时，一个学期讲完，时间有点紧．一般，我们能讲完不带*号的内容，而带*号的内容（4.1小节除外）只介绍结论并解释其意义．当然，如果每周能增加2学时，一个学期内讲完全部内容应该是不成问题的．

感谢数学天元项目基金的资助使本书得以正式出版．在编写本书的过程中，使用过原讲义的蒋继明、祁永成等同志提出了许多宝贵意见，在此一并致谢．

在1984年酝酿开这个课的时候，当时北大数学系概率统计教研室的领导和同事们对我提出了两方面的要求：一是课程内容要现代化；二是要坚持严格的科学训练．但是由于个人水平的限制，究竟在多大程度上能做到这两点就很难说了．我衷心希望读者能对本书的缺点、错误提出批评意见．





程士宏　

92.1.北京大学


第一章　概率论基础

初等概率论是建立在排列组合和微积分等数学方法基础上的．在那里，虽然已经接触过事件、随机变量和数学期望等基本概念，但是，对这些基本概念却始终未能给出一个明确的定义．因此，奠定概率论的严格数学基础并把它作为数学的一个分支来研究是十分必要的．1933年Kolmogorov的著作《概率论基础》被公认为是概率论公理系统完成的标志．按照Kolmogorov公理系统，概率论是以测度论为其数学基础的．本章我们就以测度论为工具，对概率论的基本概念作一个严格叙述．在概率论及其相关领域如随机过程和数理统计中，仅仅讨论随机变量是不够的，经常还要牵涉到取值于抽象空间特别是拓扑空间的随机变量——随机元．因此，在这一章中，还包括有距离可测空间及它上面的概率测度的内容．我们还讨论了概率论最基本的概念之一——条件期望和条件概率．其中关于正则条件分布的存在性也是对取值于完备可分距离空间的随机元来证的．

第一节　概率论的基本概念

1.1　概率空间和随机元

设Ω是任一集合，[image: alt]
 是Ω的子集组成的σ域，P是[image: alt]
 上的测度．在测度论中，（Ω，[image: alt]
 ）称为可测空间，三位一体的（Ω，[image: alt]
 ，P）称为测度空间．


定义1.1.1
 　测度空间（Ω，[image: alt]
 ，P）如果满足P（Ω）＝1就称为概率空间．

设（Ω，[image: alt]
 ，P）是概率空间，那么[image: alt]
 中之集合称为事件，Ω称为必然事件，P称为概率测度．对A∈[image: alt]
 ，P（A）称为事件A发生的概率．如果事件A发生的概率为1，我们便说A是几乎必然发生的，记成A a. s.．

给定集Ω到集X的映射ξ．对任B⊂X，把

[image: alt]


叫做B在映射ξ下的完全反像．对于X的子集所形成的集合系[image: alt]
 ，记

[image: alt]


当[image: alt]
 是一个σ域，我们称

[image: alt]


为使ξ成为到（X，[image: alt]
 ）的可测映射的最小σ域．换言之，ξ是可测空间（Ω，[image: alt]
 ）到可测空间（X，[image: alt]
 ）的可测变换，当且仅当σ（ξ）⊂[image: alt]
 ．如果ξ是测度空间（Ω，[image: alt]
 ，P）到可测空间（X，[image: alt]
 ）的可测变换，则由

[image: alt]


在[image: alt]
 上定义的测度Pξ-1
 称为ξ的导出测度．


定义1.1.2
 　概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）到可测空间（X，[image: alt]
 ）的可测变换ξ称为定义在（Ω，[image: alt]
 ，P）上取值于（X，[image: alt]
 ）的随机元，ξ的导出测度Pξ-1
 称为它的分布．

1.2　随机变量和分布函数

以R记全体实数，以[image: alt]
 记R中形如（-∞，x］之集产生的σ域，即

[image: alt]



定义1.1.3
 　定义在概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上取值于（R，[image: alt]
 ）的随机元ξ称为这个概率空间上的随机变量（缩写为r. v.）；

[image: alt]


称为r. v. ξ的分布函数（缩写为d. f.）；r. v. ξ的d. f. 是F，记成ξ～F．

随机变量的d. f. 决定了它的分布．事实上，人们常把R上非降、右连续而且满足[image: alt]
 F（x）＝0和[image: alt]
 F（x）＝1的函数叫做R上的d. f.．对于R上任一给定的d. f. F，根据测度扩张定理，在（R，[image: alt]
 ）上就有唯一的概率测度μ使得对每x∈R，μ（-∞，x］＝F（x），这个μ称为由d. f. F产生的Lebesgue-Stieltjes测度（简写为L-S测度）．不难验证，r. v. 的d. f. 是一个我们刚才所说的R上的d. f.，而r. v. 的d. f. 产生的L-S测度则正好是这个r. v. 的分布．

按测度论的说法，r. v. 是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上取有限值的可测函数．记

[image: alt]


在概率论中，可测函数则是从概率空间到（R-
 ，[image: alt]
 -
 ）的随机元．顺便说一下，讨论可测函数时要牵扯到符号-∞，∞和实数x之间的运算，它们是这样规定的：

[image: alt]


而诸如（[image: alt]
 ∞）＋（±∞），[image: alt]
 这类的符号则无意义．至于R-
 中的序，我们约定：-∞＜x＜∞对每x∈R成立．

关于可测函数的一个重要事实是


定理1.1.1
 　设（X，[image: alt]
 ）是可测空间，ξ是从集Ω到集X的映射，则f是（Ω，ξ-1
 [image: alt]
 ）上可测函数的充要条件是存在（X，[image: alt]
 ）上的可测函数g使

[image: alt]


对一切ω∈Ω成立；如果f是有限值，上述g也可取成是有限值的．

1.3　期望、方差

设ξ是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上的可测函数．以ξ＋
 和ξ-
 记ξ的正部和负部，如果

[image: alt]


那么ξ的积分有意义，我们把它记作

[image: alt]


并称E为期望算子．


定义1.1.4
 　概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上的可测函数ξ如果满足E∣ξ∣＜∞，就说它的期望存在，并把由（1.1.2）确定的Eξ称为它的期望．如果Eξ2
 ＜∞，则

[image: alt]


称为ξ的方差．

求可测函数数学期望的有力工具是测度论中如下的积分变换公式．

定理1.1.2　设ξ是测度空间（Ω，[image: alt]
 ，P）到可测空间（X，[image: alt]
 ）的可测变换，g是（X，[image: alt]
 ）上的可测函数，则下式在两端之一有意义时成立：

[image: alt]


1.4　重要不等式

概率论中要用到许多测度论中的不等式，我们把一些重要的列举备查．其中的Jensen不等式条件有所放宽，故给予证明．


引理1.1.3
 　对R上连续凸函数g，存在R上实值非降函数h，使对任x，y∈R，

[image: alt]


成立；又当x→∞时g（x）的极限存在，记为g（∞）；当x→-∞时g（x）的极限存在，记为g（-∞）．


证明
 　对任λ∈（0，1）和u＜y，有

[image: alt]


若x＜y，取u＜x并在上式中令λ＝（y－x）／（y－u），得

[image: alt]


即

[image: alt]


再令[image: alt]
 ，就进而得到

[image: alt]


即（1.1.4）对任何x＜y成立．当y＜x时，由h的定义本身可知（1.1.4）仍成立；当y＝x时，（1.1.4）无条件成立．因此，（1.1.4）对任x，y∈R成立．

如对每x∈R均有h（x）≤0，则由（1.1.4）易知g非增，从而当x→∞时g（x）有极限．如果存在x0
 ∈R使h（x0
 ）＞0，则由（1.1.4）又得[image: alt]
 ．所以当x→∞时g（x）有极限．类似可证，当x→-∞时g（x）亦有极限．


定理1.1.4
 （Jensen不等式）　设ξ是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上的可测函数，Eξ有意义，g是R上连续凸函数，Eg（ξ）有意义，则

[image: alt]


其中[image: alt]



证明
 　如果E∣ξ∣＜∞，无妨设ξ是r. v.，这时于（1.1.4）中取y＝ξ，x＝Eξ，便得

[image: alt]


两端再取期望即得（1.1.5）．

如果Eξ＝∞，可对（1.1.4）分两种情况讨论：

1）对每x∈R，h（x）≤0．此时g非增，故

[image: alt]


上式取期望便得（1.1.5）．

2）存在x0
 ∈R使h（x0
 ）＞0．此时g（∞）＝∞．于是，当P（ξ＝∞）＞0时，

[image: alt]


从而（1.1.5）成立．当P（ξ＝∞）＝0时，

[image: alt]


从而取期望后仍得Eg（ξ）＝∞并由此推知（1.1.5）．

对Eξ＝-∞的情况，类似可证（1.1.5）成立．这样就完成了定理的证明．


定理1.1.5
 （Hölder不等式）　设ξ，η是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上的可测函数，实数p，q满足1＜p，q＜∞和1/p＋1/q＝1，则

[image: alt]


如果E∣ξ∣p
 ＜∞，E∣η∣q
 ＜∞，则（1.1.6）的等号成立当且仅当ξ＝0 a. s. 或η＝0 a. s. 或存在C＞0使∣ξ∣p
 ＝C∣η∣q
 a. s.．

设ζ是一个可测函数，s＜t是正实数．在（1.1.6）中取ξ＝∣ζ∣s
 ，η＝1，p＝t/s和q＝t/（t－s）便得

[image: alt]


这就是所谓的矩不等式．


系1.1.6
 （矩不等式）　设s＜t是正实数．对概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上的任一可测函数ξ，均有

[image: alt]


如果E∣ξ∣t
 ＜∞，上式等号成立的充要条件是ξ在a. s. 意义下是一常数．


定理1.1.7
 （Minkowski不等式）　设ξ，η是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上两个r. v.．

1）当p≥1时，有

[image: alt]


如果E（∣ξ∣p
 ＋∣η∣p
 ）＜∞，则等号成立当且仅当：p＞1时ξ＝0 a. s. 或η＝0 a. s. 或存在C＞0使ξ＝Cη a. s.；p＝1时，ξη≥0 a. s.．

2）当0＜p＜1时，有

[image: alt]


如果E（∣ξ∣p
 ＋∣η∣p
 ）＜∞，则（1.1.9）的等号成立之充要条件是ξη＝0 a. s.．

设p∈（0，∞）．我们把概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上满足E∣ξ∣p
 ＜∞的r. v. ξ组成之集合记作Lp
 （Ω，[image: alt]
 ，P）或简记作Lp
 ，并且认定a. s. 意义下相等为Lp
 中的相等，则下述结论成立：当p≥1时，以║ξ║p
 ＝E1/p
 ∣ξ∣p
 作为Lp
 中元ξ之模，Lp
 是一Banach空间；当0＜p＜1时，以E∣ξ－η∣p
 作为Lp
 中元ξ和η之距离，Lp
 就成为完备的距离空间．由系1.1.6可见，概率空间上的Lp
 空间具有性质：如0＜s＜t＜∞，则Ls
 ⊃Lt
 ．

1.5　随机变量序列的收敛

在概率论中，随机变量序列的各种收敛性的讨论历来是十分重要的课题．这些收敛的概念实质上在测度论中都有，只不过所用的术语有所不同．


定义1.1.5
 　概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上的可测函数列｛ξn
 ，n≥1｝称为a. s. 收敛到可测函数ξ，记作

[image: alt]


如果[image: alt]
 ；r. v. 序列｛ξn
 ，n≥1｝称为依概率收敛到r. v. ξ，记作

[image: alt]


如对每ε＞0均有[image: alt]
 ；r. v. 序列｛ξn
 ，n≥1｝⊂Lp
 （0＜p＜∞）称为p阶平均收敛到r. v. ξ∈Lp
 ，记作

[image: alt]


如果[image: alt]
 ．

关于以上各种收敛的关系，有下列定理：


定理1.1.8
 　对定义在概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上的r. v. 序列｛ξn
 ，n≥1｝和r. v. ξ，

1）如ξn
 →ξ a. s.，或存在0＜p＜∞使[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ；

2）如[image: alt]
 ，则存在｛ξn
 ，n≥1｝的子列｛ξn′
 ｝使ξn′
 →ξ a. s.

在讨论收敛性的时候，一个十分重要的问题是积分号下取极限的问题．对此，可以引用单调收敛定理、Fatou引理和Lebesgue控制收敛定理．在这方面，一致可积性的概念有特别重要的作用．


定义1.1.6
 　概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上的r. v. 族｛ξt
 ，t∈T｝如果满足

[image: alt]


则称之为一致可积的．

在（1.1.10）中，使用了一个以后也经常使用的符号IA
 （·）．设Ω是任一集合而A⊂Ω．对每个ω∈Ω，令

[image: alt]


并称之为Ω中集合A的指示函数．

从一致可积的定义可见：有限个期望存在的r. v. 组成的r. v. 族是一致可积的；如果对于r. v. 族｛ξt
 ，t∈T｝，存在非负且期望存在的r. v. ξ使∣ξt
 ∣≤ξ a. s. 对每个t∈T成立，则它是一致可积的；如果r. v. 族｛ξt
 ，t∈T｝和｛ηt
 ，t∈T｝都一致可积，那么对任何a，b∈R，｛aξt
 ＋bηt
 ，t∈T｝也一致可积．一致可积的一般判别方法如下．


定理1.1.9
 　概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上r. v. 族｛ξt
 ，t∈T｝一致可积的充要条件是

[image: alt]


并且对任给ε＞0，存在δ＞0使对一切满足P（A）＜δ之A∈[image: alt]
 均有

[image: alt]



证明
 　充分性：
 对任给ε＞0，取δε
 ＞0使对任何满足P（A）＜δε
 之A∈[image: alt]
 ，（1.1.12）成立．由（1.1.11）知，[image: alt]
 ．于是，当λ＞λε
 时，

[image: alt]


从而E∣ξt
 ∣I｛∣ξt
 ∣≥λ｝
 ＜ε对任何t∈T成立，即

[image: alt]


因此，（1.1.11）和（1.1.12）蕴含一致可积性．


必要性：
 对任A∈[image: alt]
 和λ＞0，我们有

[image: alt]


如｛ξt
 ，t∈T｝一致可积，在（1.1.13）中取A＝Ω并让λ0
 充分大使[image: alt]
 ，便得[image: alt]
 ，从而（1.1.11）成立．此外，对任给ε＞0，取λε
 充分大使[image: alt]
 并令δε
 ＝ε/（2λε
 ），则对任何A∈[image: alt]
 ，只要P（A）＜δε
 ，（1.1.13）就给出

[image: alt]


这又证明了（1.1.12）．

下面，我们讨论一致可积性的应用．


定理1.1.10
 　设（Ω，[image: alt]
 ，P）是概率空间，｛ξn
 ，n≥1｝⊂Lp
 （Ω，[image: alt]
 ，P）（0＜p＜∞）．如果对（Ω，[image: alt]
 ，P）上的r. v. ξ，[image: alt]
 ，则下列三陈述等价：

1）｛∣ξn
 ∣p
 ，n≥1｝一致可积；

2）ξ∈Lp
 且[image: alt]
 ；

3）ξ∈Lp
 且E∣ξn
 ∣p
 →E∣ξ∣p
 ．


证明
 　我们采用循环论证法．

1）⇒2）：由于[image: alt]
 ，故存在｛ξn
 ，n≥1｝的子列｛ξn′
 ｝使ξn′
 →ξ a. s.．又由于｛∣ξn
 ∣p
 ，n≥1｝一致可积，故[image: alt]
 ．于是利用Fatou引理便得

[image: alt]


即ξ∈Lp
 ．为证[image: alt]
 ，对任给ε＞0，我们利用Cr
 不等式（见习题1.1.13）得

[image: alt]


由于[image: alt]
 和ξ∈Lp
 ，故

[image: alt]


由于[image: alt]
 和｛∣ξn
 ∣p
 ，n≥1｝一致可积，故

[image: alt]


于是我们有

[image: alt]


上式令ε→0即得[image: alt]


2）⇒3）：当0＜p＜1时，由（1.1.9）得

[image: alt]


因此[image: alt]
 蕴含E∣ξn
 ∣p
 →E∣ξ∣p
 ．当1≤p＜∞时，在上面的推理中用（1.1.8）代替（1.1.9），便可证得E1/p
 ∣ξn
 ∣p
 →>E1/p
 ∣ξ∣p
 ，亦即E∣ξn
 ∣p
 →E∣ξ∣p
 ．

3）⇒1）：不难见[image: alt]
 蕴含着对任何满足P（∣ξ∣＝λ）＝0之λ＞0，有

[image: alt]


但｛∣ξn
 I｛∣ξn
 ∣＜λ｝
 ∣p
 ，n≥1｝一致可积，故由已证之1）⇒2）⇒3），我们知对使P（∣ξ∣＝λ）＝0之λ＞0有

[image: alt]


这样，对任给ε＞0，取λε
 ＞0使P（∣ξ∣＝λε
 ）＝0且E∣ξ∣p
 I｛∣ξ∣≥λε
 ｝
 ＜ε/2，就存在n0
 ≥1使n≥n0
 时E∣ξn
 ∣p
 I｛∣ξn
 ∣≥λε
 ｝
 ＜ε/2，即

[image: alt]


对有限r. v. 族｛∣ξn
 ∣p
 ，1≤n＜n0
 ｝，再取[image: alt]
 使

[image: alt]


那么，当[image: alt]
 时便有

[image: alt]


这说明｛∣ξn
 ∣p
 ，n≥1｝一致可积．

1.6　乘积空间

设｛（Xi
 ，[image: alt]
 i
 ），i＝1，…，n｝是n个可测空间．令

[image: alt]


称[image: alt]
 为这n个可测空间的乘积可测空间，形如[image: alt]
 之集称为[image: alt]
 中的可测矩形．

设T是任一无穷集，｛（Xt
 ，[image: alt]
 t
 ），t∈T｝是一族可测空间．令

[image: alt]
 ；对每t∈T，xt
 ∈Xt
 ｝．

对T的非空子集S，令

[image: alt]


我们将把映射πs
 称为从[image: alt]
 到[image: alt]
 的投影映射．设k≥1，｛t1
 ，…，tk
 ｝⊂T，[image: alt]
 ，形如[image: alt]
 的集合将被称为可测柱集．包含一切可测柱集的最小σ域称为乘积σ域，记作[image: alt]
 ，即

[image: alt]


不难验证：

[image: alt]


通常，形如[image: alt]
 ，i＝1，…，k；｛t1
 ，…，tk
 ｝⊂T；k≥1）之集称为可测矩形柱集．因此，乘积σ域是包含一切可测矩形柱集的最小σ域，也是使得每一个πt
 （t∈T）都是可测变换的最小σ域．以[image: alt]
 记T的全体可数子集．关于乘积σ域的结构，还有下列重要事实：

[image: alt]


如果对每t∈T，均有（Xt
 ，[image: alt]
 t
 ）＝（X，[image: alt]
 ），我们将把乘积空间[image: alt]
 记成（XT
 ，[image: alt]
 T
 ）．特别地，n个（X，[image: alt]
 ）的乘积空间记作（Xn
 ，[image: alt]
 n
 ），可数个（X，[image: alt]
 ）的乘积空间记作（X∞
 ，[image: alt]
 ∞
 ）．

乘积空间上测度的产生是一个比较复杂的问题．这里，我们把测度论中的Tulcea定理引述于下．为了行文简便，我们将不加声明地以N表示有限集｛1，…，n｝（n≥1是一整数）或可数集｛1，2，…｝．


定义1.1.7
 　设（Ω，[image: alt]
 ）和（X，[image: alt]
 ）是两个可测空间．定义在[image: alt]
 ×Ω上的实函数P称为是从（Ω，[image: alt]
 ）到（X，[image: alt]
 ）的概率转移函数，如对每ω∈Ω，P（·，ω）是[image: alt]
 上的概率测度，对每B∈[image: alt]
 ，P（B，·）是[image: alt]
 可测函数．设｛（Xk
 ，[image: alt]
 k
 ），k∈N｝是一族可测空间．如果P1
 是（X1
 ，[image: alt]
 1
 ）上的概率测度，对每k∈N，k＞1，Pk
 是[image: alt]
 到（Xk
 ，[image: alt]
 k
 ）的概率转移函数，那么称｛Pk
 ，k∈N｝是这族可测空间上的概率转移函数族．


定理1.1.11
 （Tulcea）　如在可测空间族｛（Xk
 ，[image: alt]
 k
 ），k∈N｝上给定了概率转移函数族｛Pk
 ，k∈N｝，则在乘积空间[image: alt]
 有唯一概率测度P使

[image: alt]


对每k∈N和每Bi
 ∈[image: alt]
 i
 ，i＝1，…，k成立．

如果对每k∈N，Pk
 是（Xk
 ，[image: alt]
 k
 ）上的概率测度，那么不难验证，｛Pk
 ，k∈N｝是｛（Xk
 ，[image: alt]
 k
 ），k∈N｝上的概率转移函数族．因此，作为Tulcea定理的推论，有


定理1.1.12
 （Fubini）　对任意n个概率空间（Xk
 ，[image: alt]
 k
 ，Pk
 ），k＝1，…，n，在[image: alt]
 上存在唯一的概率测度[image: alt]
 使对每非负[image: alt]
 可测函数f和1，…，n的每一排列i1
 ，…，in
 ，均有

[image: alt]


当然，对（1.1.16）只有这样解释才是有意义的：第一，对每[image: alt]
 可测函数；第二，（1.1.16）的等号成立．对（1.1.15）亦应如此理解．

Tulcea定理表明，概率转移函数族唯一决定了乘积空间上的概率测度．反过来，一个自然而有意义的问题是：如果在乘积空间[image: alt]
 上给定了一个概率测度P，那么是否有｛（Xk
 ，[image: alt]
 k
 ），k∈N｝上的概率转移函数族｛Pk
 ，k∈N｝使得（1.1.15）成立？这个问题的回答与诸空间Xk
 ，k∈N的拓扑性质有关，将在第四节讨论．

1.7　随机向量和随机过程

当我们讨论取值于乘积可测空间的随机元时，常需引用下列事实：


定理1.1.13
 　设｛（Xt
 ，[image: alt]
 t
 ）：t∈T｝是一族可测空间，则ξ＝｛ξt
 ，t∈T｝是可测空间（Ω，[image: alt]
 ）到[image: alt]
 的可测变换当且仅当对每t∈T，ξt
 是（Ω，[image: alt]
 ）到（Xt
 ，[image: alt]
 t
 ）的可测变换．

设n是一正整数．考虑乘积空间（Rn
 ，[image: alt]
 n
 ）．我们把[image: alt]
 n
 中之集称为Borel集，把（Rn
 ，[image: alt]
 n
 ）上的可测函数称为Borel可测函数．


定义1.1.8
 　从概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）到（Rn
 ，[image: alt]
 n
 ）的随机元ξ＝（ξ1
 ，…，ξn
 ）称为n维随机向量，而

[image: alt]


称为该随机向量的d. f.．随机向量ξ的d. f. 是F，记成ξ～F．

和r. v. 的情形一样，随机向量的d. f. 也决定了它的分布．对a＝（a1
 ，…，an
 ），b＝（b1
 ，…，bn
 ）∈Rn
 ，我们将用a≤b和a＜b来分别表示ak
 ≤bk
 ，k＝1，…，n和ak
 ＜bk
 ，k＝1，…，n．又记

[image: alt]


此外，对每a＝（a1
 ，…，an
 ），b＝（b1
 ，…，bn
 ）∈Rn
 和Rn
 上的实值函数F，记

[image: alt]


其中[image: alt]
 表示对一切这样的c＝（c1
 ，…，cn
 ）∈Rn
 求和，它的每一个分量ck
 或者是ak
 或者是bk
 ，而求和号内的r（c）是ck
 ＝bk
 的k的个数，即

[image: alt]


我们将称Rn
 上的函数F为一个d. f.，如F对每个自变量右连续，

[image: alt]


并且对每a，b∈Rn
 ，a＜b，均有

[image: alt]


不难验证，随机向量的d. f. 是一个我们刚才所定义的d. f.．而一个随机向量ξ的d. f. F产生的L-S测度μF
 就是ξ的分布．

从定理1.1.13可见，一个n维随机向量也就是n个随机变量．把这个概念一般化，我们就得到了随机过程的定义．


定义1.1.9
 　设T是一个无穷集，概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上的一族r. v. ξ＝｛ξt
 ，t∈T｝称为一个随机过程．对每n≥1，｛t1
 ，…，tn
 ｝⊂T，随机向量（ξt1

 ，…，ξtn

 ）的d. f. Ft1
 ，…，tn

 称为ξ的一个有限维边缘分布．随机过程的有限维边缘分布的全体

[image: alt]


称为它的有限维d. f. 族．

特别地，当T＝｛1，2，…｝时，我们称随机过程｛ξk
 ，k≥1｝为一个随机变量序列．

在讨论一族r. v. 的时候，常常要用协方差和相关系数来描述两个r. v. 之间的关系．设r. v. ξ1
 和ξ2
 满足[image: alt]
 ＜∞和[image: alt]
 ，它们的协方差定义为

[image: alt]


它们的相关系数定义为

[image: alt]


1.8　典型方法

在证明测度论的命题时，经常采用所谓典型方法，现归纳于下以便引用．我们称集Ω的子集组成之集合系[image: alt]
 为一个单调系，如果对于满足A1
 ⊂A2
 ⊂…或A1
 ⊃A2
 ⊃…的｛An
 ，n≥1｝⊂[image: alt]
 ，分别有[image: alt]
 或[image: alt]
 ．典型方法之一是


定理1.1.14
 （单调系方法）　设[image: alt]
 是Ω的子集组成之域，[image: alt]
 是Ω的子集组成之单调系．如果[image: alt]
 ⊃[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ⊃σ（[image: alt]
 ）．

Ω上的集合系[image: alt]
 称为π系，如A，B∈[image: alt]
 蕴含A∩B∈[image: alt]
 ．Ω上的集合系[image: alt]
 称为λ系，如果它满足：1）Ω∈[image: alt]
 ；2）A，B∈[image: alt]
 且A⊃B蕴含A∖B∈[image: alt]
 ；3）An
 ∈[image: alt]
 ，n≥1且A1
 ⊂A2
 ⊂…蕴含[image: alt]
 ．第二个典型方法的依据是


定理1.1.15
 （λ系方法）　设[image: alt]
 和[image: alt]
 分别是Ω上的π系和λ系．如[image: alt]
 ⊃[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ⊃σ（[image: alt]
 ）．

以上是关于集合之典型方法，我们还有关于函数的典型方法．称集Ω上的非负函数族[image: alt]
 为一个单调族，如果它满足：1）f1
 ，f2
 ∈[image: alt]
 ，c1
 ，c2
 ≥0蕴含c1
 f1
 ＋c2
 f2
 ∈[image: alt]
 ；2）[image: alt]
 中非降序列的极限亦属于[image: alt]
 ．


定理1.1.16
 　设[image: alt]
 是Ω上的σ域，又Ω上的函数族[image: alt]
 是单调族．如对每A∈[image: alt]
 均有IA
 ∈[image: alt]
 ，则对任一非负[image: alt]
 可测函数f，亦有f∈[image: alt]
 ．

我们称定理1.1.16为关于函数的单调族方法．下面再说明关于函数的λ族方法．集Ω上定义的非负函数组成之集[image: alt]
 称为一个λ族，如果它满足：1）1∈[image: alt]
 ；2）[image: alt]
 中非降序列的极限函数属于[image: alt]
 ；3）f1
 ，f2
 ∈[image: alt]
 ，c1
 ，c2
 ∈R且c1
 f1
 ＋c2
 f2
 ≥0，则c1
 f1
 ＋c2
 f2
 ∈[image: alt]
 ．


定理1.1.17
 　设[image: alt]
 是Ω上的π系，又Ω上的函数族[image: alt]
 是一个λ族．如果对每A∈[image: alt]
 均有IA
 ∈[image: alt]
 ，则对每一非负σ（[image: alt]
 ）可测函数f，亦有f∈[image: alt]
 ．

1.9　独立性

下面，我们讨论经典概率论最基本、最重要的概念之一——独立性．


定义1.1.10
 　概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）中的一族事件｛At
 ，t∈T｝称为是独立的，如对每n＞1，每｛t1
 ，…，tn
 ｝⊂T，均有

[image: alt]


一族事件系｛[image: alt]
 t
 ⊂[image: alt]
 ，t∈T｝称为是独立的，如对每t∈T，任取At
 ∈[image: alt]
 t
 ，事件族｛At
 ，t∈T｝是独立的；一族随机元｛ξt
 ，t∈T｝称为是独立的，如σ域族｛σ（ξt
 ），t∈T｝是独立的．

设T是任一集．称T的子集合组成之集｛Ti
 ，i∈I｝是T的一个分割，如对任i，j∈I，i≠j均有Ti
 ∩Tj
 ＝[image: alt]
 而且[image: alt]
 ．


定理1.1.18
 　如一族π系｛[image: alt]
 t
 ⊂[image: alt]
 ，t∈T｝独立，则对T的任一分割｛Ti
 ，i∈I｝，σ域族[image: alt]
 独立．


证明
 　对每i∈I，令

[image: alt]


易见｛[image: alt]
 i
 ，i∈I｝是独立的π系族．由于[image: alt]
 对每i∈I成立，故为证[image: alt]
 独立，只需证｛σ（[image: alt]
 i
 ），i∈I｝独立．而据定义，为证｛σ（[image: alt]
 i
 ），i∈I｝独立，又只需证对每n＞1，每i1
 ，…，in
 ∈I，｛σ（[image: alt]
 ik

 ），k＝1，…，n｝独立．令

[image: alt]
 ＝｛A1
 ∈[image: alt]
 ：对任Ak
 ∈[image: alt]
 ik

 ，k＝2，…，n，有

[image: alt]


不难验证[image: alt]
 是一个λ系且[image: alt]
 ⊃[image: alt]
 i1

 ．因此由定理1.1.15知[image: alt]
 ⊃σ（[image: alt]
 i1

 ）．这证明了｛σ（[image: alt]
 i1

 ），[image: alt]
 i2

 ，…，[image: alt]
 in

 ｝独立．对π系｛σ（[image: alt]
 i1

 ），[image: alt]
 i2

 ，…，[image: alt]
 in

 ｝用同样手段又可证｛σ（[image: alt]
 i1

 ），σ（[image: alt]
 i2

 ），[image: alt]
 i3

 ，…，[image: alt]
 in

 ｝独立．这样的手段使用n次即证得｛σ（[image: alt]
 ik

 ），k＝1，…，n｝独立，从而完成定理的证明．

容易利用上述定理得到下列两个推论．


系1.1.19
 　如对每t∈T，ξt
 是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）到可测空间（Xt
 ，[image: alt]
 t
 ）的随机元，[image: alt]
 t
 是一个使σ（[image: alt]
 t
 ）＝[image: alt]
 t
 的π系，则｛ξt
 ，t∈T｝独立当且仅当对每n＞1，每｛t1
 ，…，tn
 ｝⊂T和每Ai
 ∈[image: alt]
 ti

 ，i＝1，…，n，有

[image: alt]



系1.1.20
 　设｛ξt
 ，t∈T｝是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上一族r. v.，对每t∈T，ξt
 ～Ft
 ．下列命题等价：

1）｛ξt
 ，t∈T｝独立；

2）对每n＞1，｛t1
 ，…，tn
 ｝⊂T，

[image: alt]


3）对每n＞1，｛t1
 ，…，tn
 ｝⊂T，（x1
 ，…，xn
 ）∈Rn
 ，

[image: alt]


其中Ft1
 ，…，tn

 记（ξt1

 ，…，ξtn

 ）的d. f.；

4）对每n＞1，｛t1
 ，…，tn
 ｝⊂T，n维Borel可测函数f，下式

[image: alt]


只要其中一端有意义就成立．

此外，当1）—4）之一成立时，有

5）对每n＞1，｛t1
 ，…，tn
 ｝⊂T，如E∣ξti

 ∣＜∞，i＝1，…，n，则E∣ξt1

 …ξtn

 ∣＜∞且

[image: alt]


如[image: alt]
 ，则

[image: alt]


1.10　Borel-Cantelli引理

设｛An
 ，n≥1｝是Ω的一列子集，则

[image: alt]


在集合论中称为｛An
 ，n≥1｝的上极限．如｛An
 ，n≥1｝是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）中的事件列，则上极限的意思是事件列｛An
 ，n≥1｝中有无穷多个事件发生．因此，在概率论中记

[image: alt]


（i. o. 是infinitely often的缩写）．类似地，记

[image: alt]


（f. o. 是finitely often的缩写）．概率论中一个证明比较简单而应用十分广泛的事实是下列Borel-Cantelli引理．


定理1.1.21
 　设｛An
 ，n≥1｝是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）中的事件列．如果

[image: alt]


则

[image: alt]


如果｛An
 ，n≥1｝相互独立而且

[image: alt]


则

[image: alt]



证明
 　如果（1.1.17）成立，我们有

[image: alt]


因而（1.1.18）成立．

设｛An
 ，n≥1｝独立且（1.1.19）成立．利用不等式

[image: alt]


我们得

[image: alt]


因而

[image: alt]


即（1.1.20）成立．

以上我们在测度论的观点下讨论了概率论的基本概念，重温了测度论的一些重要事实．希望读者能根据本章建立的测度论与概率论的联系，在今后的学习中，灵活地运用测度论的知识．

习题　1.1

1．若r. v. ξ的方差存在，对任何实数a，令

[image: alt]


证明：varξa
 ≤varξ．

2．证明r. v. ξ的期望存在当且仅当

[image: alt]


3．证明L1
 中任一有限r. v. 族是一致可积的．

4．设｛ξt
 ，t∈T｝是一族r. v.．证明：如果存在非负r. v. ξ∈L1
 使对每t∈T，∣ξt
 ∣≤ξ a. s.，则｛ξt
 ，t∈T｝一致可积．

5．证明：如存在α＞0使[image: alt]
 ，则r. v. 族｛ξt
 ，t∈T｝一致可积．

6．如果x∈R满足P（ξ＝x）＝0，则称x为r. v. ξ的连续点．如果对r. v. ξ的每一个连续点x，均有

[image: alt]


则称r. v. 序列｛ξn
 ，n≥1｝依分布收敛到r. v. ξ，记成[image: alt]
 ．证明

（1）如[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ；

（2）如[image: alt]
 且存在a∈R使P（ξ＝a）＝1，则[image: alt]
 ；

（3）如[image: alt]
 ，则对ξ的每一个连续点x有[image: alt]
 和[image: alt]
 ．

7．设L1
 中的非负r. v. ξ和ξn
 ，n≥1满足[image: alt]
 和Eξn
 →Eξ．证明｛ξn
 ，n≥1｝一致可积．

8．设非负r. v. 列｛ξn
 ，n≥1｝满足Eξn
 →0，证明｛ξn
 ，n≥1｝一致可积．

9．设r. v. 列｛ξn
 ，n≥1｝满足下列条件：

（1）[image: alt]
 一致可积；

（2）[image: alt]
 有意义．

证明：[image: alt]
 ．

10．设r. v. 列｛ξn
 ，n≥1｝满足下列条件：

（1）存在η∈L1
 使￨ξn
 ￨≤η a. s.；

（2）对某r. v. ξ，[image: alt]
 ．

证明：[image: alt]
 ．

11．如果[image: alt]
 ，｛ξn
 ，n≥1｝一致可积，证明[image: alt]
 ．

12．设｛[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上[image: alt]
 的非降子σ域列，即对每n≥1，[image: alt]
 n
 是Ω的子集构成的σ域，且

[image: alt]


记[image: alt]
 ．证明：对任一[image: alt]
 ∞
 可测的r. v. η，存在r. v. 列｛ηn
 ，n≥1｝使

（1）对每n≥1，ηn
 关于[image: alt]
 n
 可测；

（2）[image: alt]
 ．

13．证明Cr
 不等式：设ξ1
 ，…，ξn
 是r. v.，r＞0．令

[image: alt]


则[image: alt]


14．证明广义Chebyshev不等式：设ξ是r. v.，g是R上非负Borel可测函数．如果g是偶函数且在［0，∞）非降，则对任给ε＞0

[image: alt]


15．证明：r. v. ξ和η的相关系数ρ（ξ，η）＝±1当且仅当存在a≠0，b∈R使η＝aξ＋b a. s.．

16．设｛ξt
 ，t∈T｝是独立r. v. 族．又r. v. 族｛ηt
 ，t∈T｝满足：对每t∈T，ηt
 ＝ξt
 a. s.．证明｛ηt
 ，t∈T｝也是独立的．

17．设｛Fn
 ，n≥1｝是一族d. f.．证明存在一个概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）以及它上面的独立r. v. 列｛ξn
 ，n≥1｝使对每n≥1，ξn
 ～Fn
 ．

18．设｛ξn
 ，n≥1｝是某概率空间上的r. v. 列．证明存在概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P），在它上面可定义r. v. 列｛ηn
 ，n≥1｝和｛[image: alt]
 n
 ，n≥1｝使

（1）｛ηn
 ，n≥1｝和｛[image: alt]
 n
 ，n≥1｝均与｛ξn
 ，n≥1｝同分布；

（2）｛ηn
 ，n≥1｝与｛[image: alt]
 n
 ，n≥1｝独立．

19．设r. v. ξ，η独立，证明

（1）如对某r＞0，E￨ξ＋η￨r
 ＜∞，则

E￨ξ￨r
 ＜∞，E￨η￨r
 ＜∞；

（2）如ξη在c≠0退化，则ξ和η均退化．

20．设F和G是R上非降右连续函数．证明对任何实数a＜b，下列分部积分公式成立：

[image: alt]


21．设r. v. ξ～F，E∣ξ∣n
 ＜∞．证明：

[image: alt]


22．设｛ξk
 ，k＝1，…，n｝是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上的随机向量．对每ω∈Ω，ξ1
 （ω），…，ξn
 （ω）按从小到大的次序排列成

[image: alt]


这样得到的（ξn，1
 ，…，ξn，n
 ）称为ξ1
 ，…，ξn
 的次序统计量．证明：次序统计量（ξn，1
 ，…，ξn，n
 ）仍是（Ω，[image: alt]
 ，P）上的随机向量．

23．分布函数

[image: alt]


称为标准指数d. f.；分布函数

[image: alt]


称为参数为n的Gamma d. f.；分布函数

[image: alt]


称为参数为（n1
 ，n2
 ）的Beta d. f.．证明

（1）如果ξ1
 ，…，ξn
 独立同标准指数分布，则[image: alt]
 ；

（2）如果η1
 ～Γn1

 ，η2
 ～Γn2

 ，则[image: alt]
 ．

24．设ξ1
 ，…，ξn
 独立同d. f. F，ξn，1
 ≤…≤ξn，n
 是ξ1
 ，…，ξn
 的次序统计量．证明

[image: alt]


对一切k＝1，…，n成立．

第二节　距离可测空间

2.1　距离空间提要

设（X，ρ）是距离空间．对每x∈X，

[image: alt]


称为x的半径为ε＞0的球邻域．X的子集A称为开集，如对每x∈A，存在ε＞0使U（x，ε）⊂A．不难验证：X和[image: alt]
 是开集；两个开集之交是开集；任意个开集之并仍是开集．X的子集A称为闭集，如其余集Ac
 是开集．不难验证：X与[image: alt]
 是闭集；两个闭集之并是闭集；任意个闭集之交仍是闭集．

称x∈X是A⊂X的一个聚点，如果对每ε＞0，存在y∈A∖｛x｝使y∈U（x，ε）．A和它的全体聚点合在一起组成之集叫做A的闭包，记作A-
 ．称x∈A⊂X为A的内点，如存在ε＞0使U（x，ε）⊂A．A的内点的全体组成之集称为A的内部，记为A°
 ．容易看出，A-
 是包含A的最小闭集，A°
 是A包含的最大开集．今后，我们把[image: alt]
 ＝A-
 ∖A°
 称为A的边界．设x∈X，A⊂X，通常称ρ（x，A）＝inf｛ρ（x，y）：y∈A｝为点x到集A间的距离．若A，B⊂X，又把ρ（A，B）＝inf｛ρ（x，y）：x∈A，y∈B｝称为集A和B间的距离．

X的子集A称为是稠密的，如果A-
 ＝X．X称为是可分的，如果X有一个至多可数的稠密集．一族非空开集组成的集合系｛Gt
 ，t∈T｝称为X的拓扑基，如果X之任一非空开集均可表为｛Gt
 ，t∈T｝中若干集合之并，或等价地对每x∈X和每ε＞0，存在t∈T使Gt
 ⊂U（x，ε）．可以证明：X是可分的当且仅当它有可数拓扑基．

距离空间X的点列｛xn
 ｝称为基本列，如当n，m→∞时，ρ（xn
 ，xm
 ）→0．点列｛xn
 ｝称为收敛列，如果存在x∈X使当n→∞时，ρ（xn
 ，x）→0；此时，亦称｛xn
 ｝收敛到x，记作xn
 →x．如果X的每一个基本列都是收敛列，则称它是完备的．

设A是X的子集，则（A，ρ）仍然是一个距离空间，称之为（X，ρ）的子空间．易证B是A之开集当且仅当存在X之开集G使B＝A∩G．此外，可分距离空间的任一子空间是可分的；如果距离空间X的子空间A是完备的，那么它一定是X中之闭集；完备距离空间X的子空间是完备的当且仅当它是X中之闭集．

X中的一族开集｛Gt
 ，t∈T｝称为它的开覆盖，如果[image: alt]
 X．X称为是紧的，如果它的任一开覆盖都含一个有限子覆盖，即如｛Gt
 ，t∈T｝是X的开覆盖，则一定存在n≥1，｛t1
 ，…，tn
 ｝⊂T，使｛Gti

 ，i＝1，…，n｝是X的开覆盖．X是紧的当且仅当X的每一无穷子集都有聚点，当且仅当X的每一序列都有收敛子列．X称为是予紧的，如对每ε＞0，X有有限ε网，也就是说存在X的有限子集｛x1
 ，…，xn
 ｝使对每x∈X，ρ（x，xi
 ）＜ε必对某i＝1，…，n成立．又X是紧的当且仅当它是予紧和完备的；予紧的距离空间必是可分的．而X是可分的当且仅当它的任一开覆盖有可数子覆盖．

X的子空间A如是紧的或予紧的，则分别称为X的紧集或予紧集．又X的子集A称为是有界的，如[image: alt]
 ρ（x，y）＜∞．易见，予紧集是有界集，紧集是闭集，而紧空间的闭集也是紧集．X的子集A称为是相对紧的，如其闭包A-
 是紧集．相对紧集必是予紧集，而完备空间的予紧集必是相对紧的．X的子集相对紧当且仅当它的每一个序列有一个收敛子列．

设（X，ρ）和（X*
 ，ρ*
 ）是两距离空间．X到X*
 的映射f称做在x0
 ∈X连续，如对任给ε＞0，存在δ＞0使当ρ（x，x0
 ）＜δ时，有ρ*
 （f（x），f（x0
 ））＜ε．如果对每x∈X，f在x连续，则称f是连续映射．f是（X，ρ）到（X*
 ，ρ*
 ）的连续映射当且仅当对X*
 的任一开集G，f-1
 G是X的开集，当且仅当对X*
 的任一闭集F，f-1
 F是X的闭集，当且仅当对X的任一子集A，f（A-
 ）⊂f（A）-
 ，当且仅当对任xn
 ∈X和x∈X，xn
 →x蕴含f（xn
 ）→f（x）．设f是（X，ρ）到（X*
 ，ρ*
 ）的1—1的在上的映射，而且f和f-1
 都是连续的，那么称它为一个同胚映射．如存在（X，ρ）到（X*
 ，ρ*
 ）之同胚映射，那么称这两距离空间同胚．如ρ1
 和ρ2
 都是X上的距离，而且（X，ρ1
 ）到（X，ρ2
 ）的恒等映射f（x）＝x是同胚映射，那么称这两距离是等价的．

（X，ρ）到（X*
 ，ρ*
 ）的映射f称为是一致连续的，如对任ε＞0，存在δ＞0使任x1
 ，x2
 ∈X，只要ρ（x1
 ，x2
 ）＜δ，就有ρ*
 （f（x1
 ），f（x2
 ））＜ε．从紧空间到一般距离空间的连续映射是一致连续的．

设对i＝1，…，n，（Xi
 ，ρi
 ）是距离空间，记[image: alt]
 ．对x＝（x1
 ，…，xn
 ），y＝（y1
 ，…，yn
 ）∈X，令

[image: alt]


易见（X，ρ）是一个距离空间，称之为（Xi
 ，ρi
 ），i＝1，…，n的乘积空间．设对每i≥1，（Xi
 ，ρi
 ）是距离空间，记[image: alt]
 ．对x＝（x1
 ，x2
 ，…），y＝（y1
 ，y2
 ，…）∈X，令

[image: alt]


则（X，ρ）还是一个距离空间，称之为（Xi
 ，ρi
 ），i≥1的乘积空间．综合以上两种情况，用1.6约定的记号，我们就对一族距离空间（Xi
 ，ρi
 ），i∈N定义了其乘积空间（X，ρ）．可以证明：X中之序列｛x（n）
 ＝（[image: alt]
 ，i∈N），n≥1｝是基本列当且仅当对每i∈N，｛[image: alt]
 ，n≥1｝是Xi
 中的基本列；X中之序列｛x（n）
 ＝（[image: alt]
 ，i∈N），n≥1｝收敛到x＝（xi
 ，i∈N）∈X当且仅当对每i∈N，｛[image: alt]
 ，n≥1｝收敛到xi
 ∈Xi
 ；X是完备的，当且仅当对每i∈N，Xi
 是完备的．又可以证明：X是可分的、予紧的和紧的，其充要条件分别是对每i∈N，Xi
 是可分的、予紧的和紧的．

2.2　距离可测空间

设X是距离空间，ρ是X上的距离．以[image: alt]
 记X的全体开集组成的集合系．


定义1.2.1
 　[image: alt]
 ＝σ（[image: alt]
 ）称为距离空间X上的Borel集合系，[image: alt]
 中的集称为X中的Borel集；（X，[image: alt]
 ）称为距离可测空间．

每一个距离空间都自然而然地产生一个距离可测空间．由于X上两个等价的距离产生同样的开集系，故它们对应着同一个距离可测空间．

考虑维数至多是可数的乘积空间．以（X，ρ）记一族距离空间｛（Xi
 ，ρi
 ），i∈N｝的乘积空间．距离空间（X，ρ）的Borel集系记作[image: alt]
 ；对每i∈N，（Xi
 ，ρi
 ）的Borel集系记作[image: alt]
 i
 ．我们将说明[image: alt]
 和[image: alt]
 间的关系于下．


定理1.2.1
 　对一般距离空间（Xi
 ，ρi
 ），i∈N，有

[image: alt]


如对每i∈N，（Xi
 ，ρi
 ）可分，则

[image: alt]



证明
 　以[image: alt]
 i
 ，i∈N和[image: alt]
 分别记（Xi
 ，ρi
 ），i∈N和（X，ρ）的开集系．当N＝｛1，…，n｝时，易见

[image: alt]


当N＝｛1，2，…｝时，又有

[image: alt]


故（1.2.1）总成立．

设对每个i∈N，（Xi
 ，ρi
 ）可分．取[image: alt]
 i
 为Xi
 的可数拓扑基并且当N＝｛1，…，n｝时，令

[image: alt]


当N＝｛1，2，…｝时，令

[image: alt]


不难验证[image: alt]
 是（X，ρ）的一个可数拓扑基．由于[image: alt]
 ，我们得

[image: alt]


上式与（1.2.1）结合便得（1.2.2）．

引进距离可测空间的原因是概率论中常常要研究取值于距离空间的随机元．因此，定理1.2.1和定理1.1.13的如下推论是有用的．


系1.2.2
 　如对每i∈N，Xi
 是可分距离空间，则ξ＝（ξi
 ，i∈N）是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）到Xi
 ，i∈N的乘积空间X的随机元当且仅当对每i∈N，ξi
 是（Ω，[image: alt]
 ，P）到Xi
 的随机元．

下面是一些常见的距离可测空间．


空间
 R　对每x，y∈R，令

[image: alt]


则（R，d）是一个完备可分距离空间．这个距离空间的Borel集系就是第一节定义的[image: alt]
 ；取值于这个距离空间的随机元就是定义1.1.3中的r. v.．


空间
 Rk
 　对每x＝（x1
 ，…，xk
 ），y＝（y1
 ，…，yk
 ）∈Rk
 ，令

[image: alt]


（Rk
 ，dk
 ）是k个（R，d）的乘积空间，仍是完备可分距离空间．据定理1.2.1，距离空间（Rk
 ，dk
 ）的Borel集系就是第一节1.6中定义的[image: alt]
 k
 ，取值于这个距离空间的随机元就是k维随机向量．


空间
 R∞
 　对每x＝（xi
 ，i≥1），y＝（yi
 ，i≥1）∈R∞
 ，令

[image: alt]


（R∞
 ，d∞
 ）是可数个（R，d）的乘积空间，还是完备可分距离空间．距离空间（R∞
 ，d∞
 ）的Borel集系记为[image: alt]
 ∞
 ，取值于这个距离空间的随机元就是r. v. 序列．


空间
 C［0，1］　以C［0，1］记在闭区间［0，1］上定义的实值连续函数的全体组成之集．对x＝（xt
 ，0≤t≤1），y＝（yt
 ，0≤t≤1）∈C［0，1］，令

[image: alt]


则（C［0，1］，dC
 ）成为一个完备可分的距离空间．我们把这个距离空间的Borel集系记为[image: alt]
 C
 ［0，1］．设S⊂［0，1］．对每x＝（xt
 ，0≤t≤1）∈C［0，1］，令

[image: alt]


并仍称之为投影映射．关于[image: alt]
 C
 ［0，1］的结构，有如下的结论．


定理1.2.3
 　[image: alt]
 ：u∈R，t∈［0，1］｝）．


证明
 　对每n≥1，0≤t1
 ＜…＜tn
 ≤1，πt1
 ，…，tn

 是（C［0，1］，dC
 ）到（Rn
 ，dn
 ）的连续映射．但连续映射是可测的，故对每u∈R，每t∈［0，1］，总有[image: alt]
 ．于是

[image: alt]


设D是［0，1］之可数稠集．对任给ε＞0和x＝（xs
 ，0≤s≤1）∈C［0，1］，我们有

[image: alt]


由于C［0，1］可分，上式给出

[image: alt]


定理证完．

作为定理1.2.3的推论，我们知：ξ＝（ξt
 ，0≤t≤1）是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）到（C［0，1］，[image: alt]
 C
 ［0，1］）的随机元当且仅当对每ω∈Ω，ξt
 （ω）作为t的函数在［0，1］上连续；对每t∈［0，1］，ξt
 是（Ω，[image: alt]
 ，P）上的r. v.．


空间
 C［0，∞）　以C［0，∞）记［0，∞）上实值连续函数的全体组成之集．对每x＝（xt
 ，t≥0），y＝（yt
 ，t≥0）∈C［0，∞），记[image: alt]
 ，再令

[image: alt]


不难验证，[image: alt]
 是一个完备可分距离空间而且对任x∈C［0，∞）和[image: alt]
 当且仅当对每k≥1，[image: alt]
 ．把（C［0，∞），[image: alt]
 ）中的Borel集系记为[image: alt]
 C
 ［0，∞）．设S⊂［0，∞）．对每x＝（xt
 ，t≥0）∈C［0，∞），令

[image: alt]


并称之为投影映射．类似于C［0，1］的情况，可以证明：


定理1.2.4
 　[image: alt]
 ：u∈R，t≥0｝）．

由此可见，ξ＝（ξt
 ，t≥0）是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）到（C［0，∞），[image: alt]
 C
 ［0，∞））的随机元当且仅当对每ω∈Ω，ξt
 （ω）作为t的函数在［0，∞）上连续；对每t≥0，ξt
 是（Ω，[image: alt]
 ，P）上的r. v.．

2.3　完备可分距离空间

前面所述的几个例子都是完备可分距离空间．事实上，今后常见的也是这类距离空间．因此有必要对其性质作进一步讨论．

考虑R∞
 的子集［0，1］∞
 ，沿用R∞
 中的距离d∞
 ，（［0，1］∞
 ，d∞
 ）成为一个距离空间．


命题1.2.5
 　任一可分距离空间（X，ρ）与（［0，1］∞
 ，d∞
 ）的一个子空间同胚．


证明
 　设D＝｛αn
 ，n≥1｝是（X，ρ）的一可数稠集．对每x，y∈X，令[image: alt]
 ．定义（X，ρ）到（［0，1］∞
 ，d∞
 ）的映射如下：

[image: alt]


如果X中之序列｛xi
 ，i≥1｝收敛到x∈X，则对每n≥1当i→∞时总有

[image: alt]


这表明在空间（［0，1］∞
 ，d∞
 ）中

[image: alt]


因此映射f是连续的．如果x1
 ，x2
 ∈X，ρ（x1
 ，x2
 ）＞0，则取α∈D使ρ（x1
 ，α）＜ρ（x1
 ，x2
 ）/2，便有

ρ（x2
 ，α）≥ρ（x2
 ，x1
 ）－ρ（x1
 ，α）＞ρ（x1
 ，α），

并由此推知[image: alt]
 ．这表明f（x1
 ）和f（x2
 ）至少有一个坐标不同，因此f是1—1的．在［0，1］∞
 的子集f（X）＝｛f（x）：x∈X｝上，逆映射f-1
 有定义．往证f-1
 是（f（X），d∞
 ）到（X，ρ）的连续映射，即对任xi
 ∈X，i≥1和x∈X，d∞
 （f（xi
 ），f（x））→0蕴含ρ（xi
 ，x）→0．为此只需说明，如对某xi
 ∈X，i≥1和x∈X，ρ（xi
 ，x）→0不成立，则d∞
 （f（xi
 ），f（x））→0亦不可能成立．事实上，当ρ（xi
 ，x）→0不成立时，必存在ε0
 ＞0和｛xi
 ，i≥1｝的子序列｛xin

 ，n≥1｝使ρ（xin

 ，x）＞ε0
 对一切n≥1成立．这时只要取α∈D使ρ（x，α）＜ε0
 /2，就有

ρ（xin

 ，α）≥ρ（xin

 ，x）－ρ（x，α）＞ε0
 /2，

从而[image: alt]
 ，即

[image: alt]


对一切n≥成立．于是f（xin

 ）至少有一个坐标不收敛到f（x）相应的坐标，d∞
 （f（xi
 ），f（x））→0当然不能成立．至此，我们就证得了f是（X，ρ）到（f（X），d∞
 ）的同胚映射．


命题1.2.6
 　如果完备距离空间（X*
 ，ρ*
 ）与距离空间（X，ρ）的一个子集B同胚，则B是（X，ρ）中的Gδ
 型集，即它可表为（X，ρ）中可数个开集之交．


证明
 　设f是（X*
 ，ρ*
 ）到（B，ρ）的同胚映射．对每x，y∈B，令（ρ*
 f-1
 ）（x，y）＝ρ*
 （f-1
 （x），f-1
 （y））．易见（B，ρ*
 f-1
 ）是完备距离空间而且B上的距离ρ*
 f-1
 和ρ是等价的．以[image: alt]
 记（X，ρ）的开集系，B-
 记（X，ρ）中子集B的闭包，则（B-
 ，ρ）之开集系为B-
 ∩[image: alt]
 ．对每n≥1，令

[image: alt]
 n
 ＝｛U∈B-
 ∩[image: alt]
 ：y1
 ，y2
 ∈U∩B蕴含（ρ*
 f-1
 ）（y1
 ，y2
 ）＜1/n｝和Un
 ＝∪｛U：U∈[image: alt]
 n
 ｝．我们先证

[image: alt]


设x∈B．对每n≥1，考虑（B，ρ*
 f-1
 ）中以x为中心1/（2n）为半径的开球

[image: alt]


由于B上的距离ρ*
 f-1
 和ρ等价，故Vn
 是（B，ρ）中的开集．但（B，ρ）是（B-
 ，ρ）的子空间，故一定存在U∈B-
 ∩[image: alt]
 使Vn
 ＝U∩B．此外，对任y1
 ，y2
 ∈U∩B＝Vn
 ，有

[image: alt]


因此，U∈[image: alt]
 n
 并进而推得

[image: alt]


对一切n≥1成立．这证明了[image: alt]
 ．

设[image: alt]
 ．此时x∈B-
 ，故存在｛xi
 ，i≥1｝⊂B使当i→∞时ρ（xi
 ，x）→0．此时又有：对每n≥1，存在U∈[image: alt]
 n
 使x∈U．由于U是（B-
 ，ρ）之开集且｛xi
 ，i≥1｝⊂B在（B-
 ，ρ）中收敛到x∈U，故存在in
 使i≥in
 时xi
 ∈U∩B．这一事实与U∈[image: alt]
 n
 一起表明当i，j≥in
 时必有（ρ*
 f-1
 ）（xi
 ，xj
 ）＜1/n．因此｛xi
 ，i≥1｝是（B，ρ*
 f-1
 ）中之基本列．但（B，ρ*
 f-1
 ）完备，故存在x0
 ∈B使（ρ*
 f-1
 ）（xi
 ，x0
 ）→0．由于ρ*
 f-
 与ρ是B上的等价距离，故亦有ρ（xi
 ，x0
 ）→0．于是，序列｛xi
 ，i≥1｝在（B-
 ，ρ）中既收敛到x，又收敛到x0
 ，因而x＝x0
 ∈B．这样又证得了[image: alt]
 ，从而（1.2.3）成立．

考察（1.2.3）式．由于对每n≥1，存在Gn
 ∈[image: alt]
 使Un
 ＝Gn
 ∩B-
 ，又由于可表

[image: alt]


记Gnm
 ＝Gn
 ∩｛x∈X：ρ（x，B）＜1/m｝，便得

[image: alt]


易见Gn，m
 ∈[image: alt]
 对每n，m≥1成立．命题得证．

把命题1.2.5和命题1.2.6结合起来，便得


命题1.2.7
 　每一完备可分距离空间与（［0，1］∞
 ，d∞
 ）中的一个Gδ
 型集同胚．

2.4　Borel 空间

为了讨论由完备可分距离空间产生的距离可测空间，需要引进可测空间之间的等价概念．


定义1.2.2
 　可测空间（X，[image: alt]
 ）和（Y，[image: alt]
 ）称为是等价的，记作（X，[image: alt]
 ）～（Y，[image: alt]
 ），如果存在一个从X到Y的1—1的在上的映射f，使f和f-1
 分别是（X，[image: alt]
 ）到（Y，[image: alt]
 ）和（Y，[image: alt]
 ）到（X，[image: alt]
 ）的可测变换．此时，f称为等价映射．

先讨论等价可测空间的性质．


命题1.2.8
 　由～定义的关系是等价关系，即若（Ω，[image: alt]
 ），（X，[image: alt]
 ）和（Y，[image: alt]
 ）都是可测空间，则

1）（Ω，[image: alt]
 ）～（Ω，[image: alt]
 ）；

2）（Ω，[image: alt]
 ）～（X，[image: alt]
 ）蕴含（X，[image: alt]
 ）～（Ω，[image: alt]
 ）；

3）（Ω，[image: alt]
 ）～（X，[image: alt]
 ）和（X，[image: alt]
 ）～（Y，[image: alt]
 ）蕴含（Ω，[image: alt]
 ）～（Y，[image: alt]
 ）．


命题1.2.9
 　设｛（Xt
 ，[image: alt]
 t
 ），t∈T｝和｛（Yt
 ，[image: alt]
 t
 ），t∈T｝是两族可测空间．如对每t∈T，（Xt
 ，[image: alt]
 t
 ）～（Yt
 ，[image: alt]
 t
 ），则

[image: alt]



证明
 　对每t∈T，以ft
 记（Xt
 ，[image: alt]
 t
 ）到（Yt
 ，[image: alt]
 t
 ）的等价映射．对每x＝（xt
 ，t∈T），令f（x）＝（ft
 （xt
 ），t∈T）．不难验证f是[image: alt]
 到[image: alt]
 的等价映射．


命题1.2.10
 　如f是可测空间（X，[image: alt]
 ）到（Y，[image: alt]
 ）的等价映射，则对任B⊂X，f限制在B上是可测空间（B，B∩[image: alt]
 ）到（f（B），f（B）∩[image: alt]
 ）的等价映射．


命题1.2.11
 　设（X，[image: alt]
 ）和（Y，[image: alt]
 ）是可测空间，｛Xt
 ，t∈T｝和｛Yt
 ，t∈T｝分别是X和Y的分割（集合分割的定义见1.9）．如果对每t∈T，（Xt
 ，Xt
 ∩[image: alt]
 ）～（Yt
 ，Yt
 ∩[image: alt]
 ），则（X，[image: alt]
 ）～（Y，[image: alt]
 ）．


证明
 　对每t∈T，以ft
 记（Xt
 ，Xt
 ∩[image: alt]
 ）到（Yt
 ，Yt
 ∩[image: alt]
 ）的等价映射．定义X到Y的映射f使当x∈Xt
 时f（x）＝ft
 （x），t∈T．易见f是（X，[image: alt]
 ）到（Y，[image: alt]
 ）的等价映射．


命题1.2.12
 　距离空间X到Y的同胚映射是对应距离可测空间（X，[image: alt]
 ）到（Y，[image: alt]
 ）的等价映射．

下面，我们引进Borel空间的概念．


定义1.2.3
 　可测空间（X，[image: alt]
 ）称为Borel空间，如存在B∈［0，1）∩[image: alt]
 使（X，[image: alt]
 ）～（B，B∩[image: alt]
 ）．

我们将证明，任一完备可分距离空间产生的距离可测空间是Borel空间．为此，要先证两个引理．记H＝｛0，1｝，即由两个数0和1组成之集；[image: alt]
 ＝｛A：A⊂H｝，即由H的一切子集组成之σ域；D＝H∞
 ，即由每项非0即1的序列组成之集；[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ∞
 ，即[image: alt]
 的乘积σ域．


引理1.2.13
 　（［0，1），［0，1）∩[image: alt]
 ）～（D，[image: alt]
 ）．


证明
 　易见，对每α∈D，｛α｝∈[image: alt]
 ．又

D0
 ＝｛α＝（αi
 ，i≥1）∈D：存在i0
 ≥1使对一切i≥i0
 ，αi
 ＝1｝是D的可数子集，故D0
 ∈[image: alt]
 ．对每x∈［0，1），存在唯一的α＝（αi
 ，i≥1）∈[image: alt]
 使之表为

[image: alt]


反之，对每α＝（αi
 ，i≥1）∈[image: alt]
 ，（1.2.4）也确定了唯一的x∈［0，1）．这样，通过（1.2.4）式就定义了一个［0，1）到[image: alt]
 的1—1的在上的映射g：g（x）＝α．给定n≥1，0≤k＜2n
 ．用（1.2.4）可表[image: alt]
 ，即

[image: alt]


其中β1
 ，…，βn
 ∈H．这时，对每x∈［k/2n
 ，（k＋1）/2n
 ），有且仅有一个（αn＋i
 ，i≥1）∈[image: alt]
 使

[image: alt]


由此可见

[image: alt]


即在映射g下，区间［k/2n
 ，（k＋1）/2n
 ）变成了[image: alt]
 与[image: alt]
 中一个柱集之交．由于［0，1）的一切形如［k/2n
 ，（k＋1）/2n
 ）之子集生成之σ域就是［0，1）∩[image: alt]
 ，又由于D的一切形如｛α＝（αi
 ，i≥1）∈D：αi
 ＝βi
 ，1≤i≤n｝的子集生成之σ域就是[image: alt]
 ，故（1.2.5）表明g是（［0，1），［0，1）∩[image: alt]
 ）到（[image: alt]
 ，[image: alt]
 ∩[image: alt]
 ）的等价映射．

以Γ记［0，1）中有理数全体，又

[image: alt]


由命题1.2.10，g是（［0，1）∩Γc
 ，［0，1）∩Γc
 ∩[image: alt]
 ）到（[image: alt]
 ，[image: alt]
 ∩[image: alt]
 ）的等价映射．再任取一个Γ到D2
 的一个1—1的在上的映射h．由于h是（Γ，Γ∩[image: alt]
 ）到（D2
 ，D2
 ∩[image: alt]
 ）的等价映射，对每x∈［0，1）令

[image: alt]


我们就由命题1.2.11推知f是（［0，1），［0，1）∩[image: alt]
 ）到（D，[image: alt]
 ）的等价映射．


引理1.2.14
 　（D，[image: alt]
 ）～（D∞
 ，[image: alt]
 ∞
 ）．


证明
 　对每α＝（αi
 ，i≥1），令βn，m
 ＝αn＋（n＋m－1）（n＋m－2）/2
 ，n，m≥1；βn
 ＝（βn，m
 ，m≥1），n≥1；β＝（βn
 ，n≥1）．我们就确定了一个D到D∞
 的1—1的在上的映射

[image: alt]


对每α1
 ，…，αn
 ∈H，令

[image: alt]


并记

[image: alt]


则易见

[image: alt]


由于映射g把每A∈[image: alt]
 变成一个形如[image: alt]
 之集，其中n≥1且对每i＝1，…，n，Ai
 ∈[image: alt]
 ，故（1.2.6）和（1.2.7）说明g是（D，[image: alt]
 ）到（D∞
 ，[image: alt]
 ∞
 ）的可测变换，g-1
 是（D∞
 ，[image: alt]
 ∞
 ）到（D，[image: alt]
 ）的可测变换．


定理1.2.15
 　完备可分距离空间X的距离可测空间（X，[image: alt]
 ）是Borel空间．

证明　由引理1.2.13，引理1.2.14，命题1.2.8和命题1.2.9得（1.2.8）（［0，1），［0，1）∩[image: alt]
 ）～（［0，1）∞
 ，（［0，1）∩[image: alt]
 ）∞
 ）．以[image: alt]
 ∞
 ［0，1）记（［0，1）∞
 ，d∞
 ）中之Borel集系，由命题1.2.7又知存在A∈[image: alt]
 ∞
 ［0，1）使

[image: alt]


但由定理1.2.1知[image: alt]
 ∞
 ［0，1）＝（［0，1）∩[image: alt]
 ）∞
 ，故（1.2.8），（1.2.9）和命题1.2.10一起推知存在B∈［0，1）∩[image: alt]
 使（X，[image: alt]
 ）～（B，B∩[image: alt]
 ）．

今后将会看到，定理1.2.15的好处是可通过它把许多R中的结论推广到一般完备可分距离空间去．为了行文简便，我们将把与完备可分距离空间相联系的距离可测空间称为完备可分距离可测空间．

习题　1.2

1．考虑R-
 ＝R∪｛-∞｝∪｛∞｝．定义R-
 到［-1，1］的映射

[image: alt]


对每x，y∈R-
 ，令ρ（x，y）＝∣f（x）－f（y）∣．证明（R-
 ，ρ）是完备可分距离空间并且它的Borel集系就是1.2中的[image: alt]
 -
 ．

2．证明下列事实：

（1）[image: alt]
 ，a∈R-
 ；

（2）[image: alt]
 ，a∈R-
 ；

（3）[image: alt]
 ；

（4）[image: alt]
 ；

（5）［0，1）∞
 ∈[image: alt]
 ∞
 ．

3．设[image: alt]
 是距离空间（X，ρ）的Borel集系，B∈[image: alt]
 ．证明B∩[image: alt]
 是距离空间（B，ρ）的Borel集系．

4．证明：距离空间任一子集的边界[image: alt]
 A是Borel集．

5．证明：距离空间中仅由一个点组成的单点集是Borel集．

6．距离空间（X，ρ）上的实值函数f称为在x0
 ∈X处上（下）连续，如对任ε＞0，存在δ＞0使当ρ（x，x0
 ）＜δ时f（x）＜f（x0
 ）＋ε（对应地f（x）＞f（x0
 ）－ε）．如果f在X中每一点都上（下）连续，则称f是（X，ρ）上的上（下）连续函数．证明（X，ρ）上的上连续函数和下连续函数都是距离可测空间（X，[image: alt]
 ）上的可测函数．

7．证明距离空间（X，ρ）到距离空间（X*
 ，ρ*
 ）的连续映射是对应的距离可测空间（X，[image: alt]
 ）到距离可测空间（X*
 ，[image: alt]
 *
 ）的可测变换．

8．设（X，ρ）是可分距离空间．证明ρ是乘积距离可测空间（X×X，[image: alt]
 ×[image: alt]
 ）上的可测函数．

9．举例说明（1.2.1）式的真包含关系有可能成立．

10．证明：[image: alt]
 是C［0，∞）中的距离．

11．证明：对每k≥1，C［0，∞）上的投影映射π［0，k］
 是（C［0，∞），[image: alt]
 C
 ［0，∞））到（C［0，k］，[image: alt]
 C
 ［0，k］）的可测变换，其中[image: alt]
 C
 ［0，k］记（C［0，k］，[image: alt]
 ）的Borel集系．

12．设x，x（n）
 ∈C［0，∞），n≥1．证明：

[image: alt]


当且仅当对每k≥1

[image: alt]


13．证明：对每k≥1，每0≤t1
 ＜…＜tk
 ＜∞，πt1
 ，…，tk

 是（C［0，∞），[image: alt]
 C
 ［0，∞））到（Rk
 ，[image: alt]
 k
 ）的可测变换．

14．证明：C［0，1］∉[image: alt]
 ［0，1］
 ．

15．证明命题1.2.8．

16．证明命题1.2.10．

17．证明命题1.2.12．

第三节　条件期望和条件概率

3.1　条件期望的定义和性质

定义1.3.1　给定概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上的非负可测函数ξ和子σ域[image: alt]
 （[image: alt]
 称为[image: alt]
 的子σ域，首先它是一个σ域，其次[image: alt]
 ⊂[image: alt]
 ），（Ω，[image: alt]
 ，P）上定义的非负可测函数E（ξ∣[image: alt]
 ）（·）称为ξ关于[image: alt]
 的条件期望，如对每A∈[image: alt]
 ，有

[image: alt]


如ξ是（Ω，[image: alt]
 ，P）上使

（1.3.2）　min（E（ξ＋
 ∣[image: alt]
 ），E（ξ-
 ∣[image: alt]
 ））＜∞　a. s.

成立的可测函数，则把（Ω，[image: alt]
 ，P）上使

（1.3.3）　E（ξ∣[image: alt]
 ）＝E（ξ＋
 ∣[image: alt]
 ）－E（ξ-
 ∣[image: alt]
 ）　a. s.

成立的可测函数E（ξ∣[image: alt]
 ）（·）称为ξ关于[image: alt]
 的条件期望．

条件期望是现代概率论最基本的概念之一．首先我们来说明其定义的合理性．对于（Ω，[image: alt]
 ，P）上的非负可测函数ξ，

[image: alt]


是（Ω，[image: alt]
 ）上对P绝对连续的测度．因此，由Radon-Nikodym定理知，存在（Ω，[image: alt]
 ）上非负可测函数f使

[image: alt]


对每A∈[image: alt]
 成立．把（1.3.4）中的f取作（1.3.1）中的E（ξ∣[image: alt]
 ）就知道非负可测函数的条件期望总是可以定义的．根据Radon-Nikodym定理，（1.3.4）中的f在a. s. 意义下是唯一的，也就是说，如果有一个[image: alt]
 可测函数g使[image: alt]
 对每A∈[image: alt]
 成立，那么定有f＝g a. s.．这表明在a. s. 意义下，非负可测函数条件期望的定义是一意的．对于满足条件（1.3.2）的可测函数ξ，（1.3.3）的右端是a. s. 确定的．这又说明了对满足（1.3.2）的可测函数ξ，其条件期望的定义亦是合理的．

不难看出，如果可测函数ξ的积分Eξ有意义，那么（1.3.2）一定成立，因而其条件期望可经由（1.3.3）来定义．另一方面，这时亦可考虑像对待非负可测函数那样直接把ξ的条件期望定义为Radon-Nikodym导数．下述命题说明了以上两种定义方式的等价性．


命题1.3.1
 　如Eξ有意义，则E（ξ∣[image: alt]
 ）（·）是ξ关于[image: alt]
 的条件期望当且仅当E（ξ∣[image: alt]
 ）（·）关于[image: alt]
 可测而且（1.3.1）对每A∈[image: alt]
 立．

应该指出，即使Eξ无意义，（1.3.2）仍有可能成立，从而条件期望仍有定义．例如，当ξ是一个r. v. 且[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，总有E（ξ＋
 ∣[image: alt]
 ）＝ξ＋
 ，E（ξ-
 ∣[image: alt]
 ）＝ξ-
 a. s.，从而

[image: alt]


哪怕Eξ＋
 ＝Eξ-
 ＝∞也无所谓．

我们把条件期望的性质概括为下列三个定理．


定理1.3.2
 　设概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上可测函数ξ关于子σ域[image: alt]
 的条件期望有定义．我们有

（1）如ξ关于[image: alt]
 可测，则E（ξ∣[image: alt]
 ）＝ξ a. s.．

（2）如η＝a∈R-
 a. s.，则E（η∣[image: alt]
 ）有定义且E（η∣[image: alt]
 ）＝a a. s.．

（3）设Eξ有意义．如ξ与[image: alt]
 独立，则E（ξ∣[image: alt]
 ）＝Eξ a. s.；特别地，若[image: alt]
 ＝｛[image: alt]
 ，Ω｝，则E（ξ∣[image: alt]
 ）＝Eξ a. s.．

（4）设[image: alt]
 1
 也是[image: alt]
 的子σ代数且[image: alt]
 1
 ⊃[image: alt]
 ．则

E［E（ξ∣[image: alt]
 ）∣[image: alt]
 1
 ］＝E（ξ∣[image: alt]
 ） a. s.；

如果E（ξ∣[image: alt]
 1
 ）有定义，则亦有

E［E（ξ∣[image: alt]
 1
 ）∣[image: alt]
 ］＝E（ξ∣[image: alt]
 ）　a. s.．

（5）若对可测函数η，E（η∣[image: alt]
 ）亦有定义且ξ≤η a. s.，则E（ξ∣[image: alt]
 ）≤E（η∣[image: alt]
 ） a. s.；特别地，∣E（ξ∣[image: alt]
 ）∣≤E（∣ξ∣∣[image: alt]
 ） a. s.．

（6）设a，b∈R．如果Eξ，Eη和aEξ＋bEη均有意义，则

E（aξ＋bη∣[image: alt]
 ）＝aE（ξ∣[image: alt]
 ）＋bE（η∣[image: alt]
 ）　a. s.．


证明
 　由条件期望定义立得（1），（2）．其余性质分款证明如下．

（3）Eξ是[image: alt]
 可测函数且独立条件蕴含

[image: alt]


对每A∈[image: alt]
 成立，故由命题1.5.1知3）之第一个结论成立．由于任一可测函数均与σ域｛[image: alt]
 ，Ω｝独立，故由第一个结论又推得第二个结论．

（4）由于此时E（ξ∣[image: alt]
 ）是[image: alt]
 1
 可测的，故由已证之性质1）立得第一个等式．由于E（ξ＋
 ∣[image: alt]
 ）关于[image: alt]
 可测并且对每A∈[image: alt]
 ⊂[image: alt]
 1
 ，有

[image: alt]


由定义立得

E［E（ξ＋
 ∣[image: alt]
 1
 ）∣[image: alt]
 ］＝E（ξ＋
 ∣[image: alt]
 ）　a. s.．

同理可证E［E（ξ-
 ∣[image: alt]
 1
 ）∣[image: alt]
 ］＝E（ξ-
 ∣[image: alt]
 ） a. s.，故第二个等式亦成立．

（5）由于ξ≤η a. s. 蕴含ξ＋
 ≤η＋
 a. s. 和ξ-
 ≥η-
 a. s.，故对每A∈[image: alt]
 有

[image: alt]


由此推知E（ξ＋
 ∣[image: alt]
 ）≤E（η＋
 ∣[image: alt]
 ） a. s. 和E（ξ-
 ∣[image: alt]
 ）≥E（η-
 ∣[image: alt]
 ） a. s.，因而（5）之结论成立．

（6）对每A∈[image: alt]
 ，有

[image: alt]


并且aE（ξ∣[image: alt]
 ）＋bE（η∣[image: alt]
 ）关于[image: alt]
 可测，故由命题1.3.1知结论成立．


定理1.3.3
 　设｛ξn
 ，n≥1｝是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上的可测函数列，[image: alt]
 是一个子σ域．我们有

1）条件单调收敛定理
 　若0≤ξn
 ↑ξ a. s.，则0≤E（ξn
 ∣[image: alt]
 ）↑E（ξ∣[image: alt]
 ）a.s.（此处和今后，an
 ↑a表示序列｛an
 ∈R-
 ｝非降且收敛到a∈R-
 ）．

2）条件Fatou引理
 　若ξn
 ≥0 a. s.，则

[image: alt]


3）条件控制收敛定理
 　若对某η∈L1
 （Ω，[image: alt]
 ，P），[image: alt]
 a. s. 且ξn
 →ξ a. s.，则

[image: alt]



证明
 　1）由定理1.3.2的（5）知

[image: alt]


故利用单调收敛定理得：对每A∈[image: alt]
 ，

[image: alt]


又[image: alt]
 是[image: alt]
 可测的，故上式表明

[image: alt]


2）令[image: alt]
 和[image: alt]
 ，则0≤ηn
 ↑η．对｛ηn
 ，n≥1｝用刚才证得的1），便得

[image: alt]


3）由∣ξn
 ∣≤η a. s. 推知ξn
 －η≤0≤ξn
 ＋η a. s.．对｛ξn
 ＋η，n≥1｝用已证之2）立得

[image: alt]


即[image: alt]
 ．同理，对｛η－ξn
 ，n≥1｝用已证之2）又可得[image: alt]
 ．二者结合即是3）．


定理1.3.4
 　设ξ是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上的可测函数，Eξ有意义，又[image: alt]
 是[image: alt]
 的子σ域，则对任一[image: alt]
 可测函数η，只要Eξη有意义，就有

[image: alt]



证明
 　分为三步：

1）设ξ≥0 a. s.．令

[image: alt]
 ＝｛η：η≥0，关于[image: alt]
 可测且（1.3.5）成立｝．

不难见对每A∈[image: alt]
 ，IA
 ∈[image: alt]
 且[image: alt]
 是单调族．故由定理1.1.16知此时（1.3.5）对任[image: alt]
 可测之η≥0 a. s. 成立．

2）设ξ≥0 a. s.，η是一[image: alt]
 可测函数，Eξη有意义．由于Eξη＝Eξη＋
 －Eξη-
 有意义，利用定理1.3.2以及第1）步已证得之结论，有

[image: alt]


3）考虑一般情况．

[image: alt]


由于Eξη有意义，故或同时有Eξ＋
 η＋
 ＜∞和Eξ-
 η-
 ＜∞，或同时有Eξ＋
 η-
 ＜∞和Eξ-
 η＋
 ＜∞．因而

[image: alt]


总有意义．于是利用定理1.3.2，6）及已证之2）得

[image: alt]


即（1.3.5）成立．

3.2　条件概率和正则条件分布

设（Ω，[image: alt]
 ，P）是给定概率空间，B∈[image: alt]
 满足P（B）＞0．令[image: alt]
 ＝｛[image: alt]
 ，B，Bc
 ，Ω｝．对A∈[image: alt]
 ，不难由定义1.3.1直接计算出

[image: alt]


由此可见，IA
 关于上述[image: alt]
 的条件期望在B上的值恰好就是初等概率论中在B发生的条件下事件A发生的概率．由此引发出条件概率的定义如下．


定义1.3.2
 　设A∈[image: alt]
 ，[image: alt]
 是[image: alt]
 的子σ域．称

[image: alt]


为事件A关于[image: alt]
 的条件概率．

因为条件概率是借助于一个可积r. v. IA
 的条件期望定义的，故作为命题1.3.1、定理1.3.2和定理1.3.3的推论，可直接写出下列结论．


命题1.3.5
 　事件A关于子σ域[image: alt]
 的条件概率P（A∣[image: alt]
 ）是一个[image: alt]
 可测函数，而且对每B∈[image: alt]
 ，

[image: alt]



命题1.3.6
 　设An
 ∈[image: alt]
 ，n≥1，又[image: alt]
 是[image: alt]
 的子σ域，我们有

1）P（[image: alt]
 ∣[image: alt]
 ）＝0 a. s.；P（Ω∣[image: alt]
 ）＝1 a. s.；

2）A1
 ⊂A2
 ，则P（A1
 ∣[image: alt]
 ）≤P（A2
 ∣[image: alt]
 ） a. s.；

3）如当i≠j时，Ai
 ∩Aj
 ＝[image: alt]
 ，则

[image: alt]


4）如对每n≥1，An
 ⊂An＋1
 或对每n≥1，An
 ⊃An＋1
 ，则

[image: alt]


从命题1.3.6可见，对于（Ω，[image: alt]
 ，P）上一个给定的子σ域[image: alt]
 ，｛P（A∣[image: alt]
 ），A∈[image: alt]
 ｝很有那么一点概率测度的味道．于是人们要问：对每A∈[image: alt]
 ，确定一个条件概率P（A∣[image: alt]
 ）之后，是不是可以找到一个[image: alt]
 中的零测集Z，使得当ω∉Z时，P（·∣[image: alt]
 ）（ω）作为[image: alt]
 上的集函数是一个概率测度？如果回答是肯定的，我们将可获得许多好处，见下面的定理1.3.7及其推论．有点遗憾的是，对这个问题的回答并不是无条件地肯定的．正是因为如此，引起了关于正则条件概率和正则条件分布的一系列讨论．


定义1.3.3
 　设[image: alt]
 和[image: alt]
 0
 都是（Ω，[image: alt]
 ，P）上的子σ域．定义在[image: alt]
 0
 ×Ω上的函数P（·，·）＝｛P（A，ω）：A∈[image: alt]
 0
 ，ω∈Ω｝称为[image: alt]
 0
 上关于[image: alt]
 的正则条件概率，如果对每ω∈Ω，P（·，ω）是[image: alt]
 0
 上的概率测度，对每A∈[image: alt]
 0
 ，P（A，·）是事件A关于[image: alt]
 的条件概率．如果ξ是（Ω，[image: alt]
 ，P）到可测空间（X，[image: alt]
 ）的随机元，那么σ（ξ）上关于[image: alt]
 的正则条件概率也叫做ξ关于[image: alt]
 的正则条件概率．


定义1.3.4
 　设[image: alt]
 是（Ω，[image: alt]
 ，P）的子σ域，ξ是取值于可测空间（X，[image: alt]
 ）的随机元．定义在[image: alt]
 ×Ω上的函数Pξ
 （·，·）＝｛Pξ
 （B，ω）：B∈[image: alt]
 ，ω∈Ω｝称为ξ关于[image: alt]
 的正则条件分布，如对每ω∈Ω，Pξ
 （·，ω）是[image: alt]
 上的概率测度，对每B∈[image: alt]
 ，Pξ
 （B，·）是ξ-1
 B关于[image: alt]
 的条件概率．

不难看出，一个随机元ξ关于一个子σ域的正则条件概率P（·，·）如果存在，那么对每B∈[image: alt]
 和ω∈Ω，令

[image: alt]


则Pξ
 （·，·）就是ξ关于[image: alt]
 的正则条件分布．对于下面的定理1.3.7，我们将只证明其关于正则条件分布的那一部分；关于正则条件概率的部分可以通过前一部分的结果和（1.3.8）式而得到．请读者自己完成．


定理1.3.7
 　设ξ是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）到可测空间（X，[image: alt]
 ）的随机元，[image: alt]
 是[image: alt]
 的子σ域，η是（Ω，[image: alt]
 ，P）到可测空间（Y，[image: alt]
 ）的随机元，f（·，·）是乘积空间（X×Y，[image: alt]
 ×[image: alt]
 ）上的可测函数．如果ξ关于[image: alt]
 的正则条件分布Pξ
 （·，·）存在，则下式

[image: alt]


之一端有意义时成立；如果ξ关于[image: alt]
 的正则条件概率P（·，·）存在，则下式

[image: alt]


之一端有意义时成立．


证明
 　只证（1.3.9）式．为此，令

[image: alt]


对任U∈[image: alt]
 ，表U＝B×S，其中B∈[image: alt]
 ，S∈[image: alt]
 ．当f＝IU
 时，利用（1.3.5）可得

[image: alt]


即（1.3.9）成立．不难验证，[image: alt]
 是一个π系而且σ（[image: alt]
 ）＝[image: alt]
 ×[image: alt]
 ．又不难验证

[image: alt]
 ＝｛f≥0：f关于[image: alt]
 ×[image: alt]
 可测且（1.3.9）成立｝

是一个λ族．据典型方法（定理1.1.17），（1.3.9）对一切非负[image: alt]
 ×[image: alt]
 可测函数成立，从而只要[image: alt]
 ×[image: alt]
 可测函数f使其一端有意义，另一端也就有意义而且等号成立．

作为上述定理的特例，我们得


系1.3.8
 　设ξ是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上的可测函数，[image: alt]
 是[image: alt]
 的子σ域．如果ξ关于[image: alt]
 的正则条件分布Pξ
 （·，·）存在，则下式

[image: alt]


之一端有意义时成立；如果ξ关于[image: alt]
 的正则条件概率P（·，·）存在，则

[image: alt]


之一端有意义时成立．

利用定理1.3.7还容易证明


系1.3.9
 　设[image: alt]
 0
 和[image: alt]
 是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上的子σ域，ξ和η分别是（Ω，[image: alt]
 0
 ，P）到可测空间（X，[image: alt]
 ）和（Ω，[image: alt]
 ，P）到（Y，[image: alt]
 ）的随机元，f是乘积空间（X×Y，[image: alt]
 ×[image: alt]
 ）上的可测函数．如果[image: alt]
 0
 关于[image: alt]
 的正则条件概率存在，则（1.3.10）之一端有意义时，它就一定成立；特别地，（1.3.12）只要其一端有意义就成立．

公式（1.3.9）—（1.3.12）是这样的意思：如果ξ关于[image: alt]
 的正则条件分布或正则条件概率存在，那么ξ和它的函数关于[image: alt]
 的条件期望就可分别表为对正则条件分布或正则条件概率的积分．它们的作用和（1.1.2），（1.1.3）在研究普通期望时的作用一样，是十分重要的．

3.3　正则条件分布的存在性

首先讨论r. v. 关于一个子σ域的正则条件分布的存在性．


引理1.3.10
 　设ξ是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上的r. v.，[image: alt]
 是[image: alt]
 的子σ域，则ξ关于[image: alt]
 的正则条件分布存在．

证明　以Γ记全体有理数，对每r∈Γ，取定一个条件概率P（ξ≤r∣[image: alt]
 ）（·）（按定义1.3.2，条件概率可以是一族相互之间只在[image: alt]
 的一个零测集上有差别的可测函数中的任何一个，故有取定一个之说）．令

[image: alt]


则对i＝1，2，3均有Zi
 ∈[image: alt]
 且P（Zi
 ）＝0．再令[image: alt]
 ，即知Z∈[image: alt]
 且P（Z）＝0．

任意取定一个d. f. G，然后对每x∈R令

[image: alt]


则对每ω∈Ω，F（·，ω）是一个d. f.．再对每ω∈Ω，以Pξ
 （·，ω）记F（·，ω）对应的L-S测度．往证Pξ
 （·，·）是ξ关于[image: alt]
 的正则条件分布．

显然，对每ω∈Ω，Pξ
 （·，ω）是[image: alt]
 上的概率测度．因此只需再证，对每B∈[image: alt]
 ，Pξ
 （B，·）是ξ-1
 B关于[image: alt]
 的条件概率，即Pξ
 （B，·）关于[image: alt]
 可测且

[image: alt]


对每A∈[image: alt]
 成立．令[image: alt]
 ＝｛（-∞，r］：r∈Γ｝并以[image: alt]
 记具有下列两条性质的B∈[image: alt]
 组成之集合系：第一，Pξ
 （B，·）关于[image: alt]
 可测；第二，（1.3.13）式对每A∈[image: alt]
 成立．不难验证：[image: alt]
 是π系，[image: alt]
 是λ系而且σ（[image: alt]
 ）＝[image: alt]
 ．于是由定理1.1.15得[image: alt]
 ⊃[image: alt]
 ．

其次，我们用上述特殊结论来证明一个一般的结论．


定理1.3.11
 　若ξ是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）到完备可分距离可测空间（X，[image: alt]
 ）的随机元，则ξ关于[image: alt]
 的任一子σ域[image: alt]
 的正则条件分布存在．


证明
 　由定理1.2.15，存在B∈[image: alt]
 使（X，[image: alt]
 ）～（B，B∩[image: alt]
 ）．把从（X，[image: alt]
 ）到（B，B∩[image: alt]
 ）的等价映射记作f，则f（ξ）是一r. v.．据引理1.3.10，f（ξ）关于[image: alt]
 的正则条件分布｛Pf（ξ）
 （·，·）｝存在．对每A∈[image: alt]
 ，ω∈Ω，令

[image: alt]


不难验证，Pξ
 （·，·）就是ξ关于[image: alt]
 的正则条件分布．

由于Rk
 ，R∞
 都是完备可分距离空间，作为定理1.3.11之直接推论，我们得


系1.3.12
 　概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上k维随机向量关于[image: alt]
 的任一子σ域的正则条件分布存在．


系1.3.13
 　概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上随机变量序列关于[image: alt]
 的任一子σ域的正则条件分布存在．

前面说过，如果一个随机元关于某子σ域的正则条件概率存在，那么相应的正则条件分布亦存在．下面考虑逆命题．我们将看到，如果正则条件分布存在，那么在并非十分苛刻的条件下，相应的正则条件概率也存在．


定理1.3.14
 　设ξ是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）到可测空间（X，[image: alt]
 ）的随机元，[image: alt]
 是[image: alt]
 的子σ域．如果ξ关于[image: alt]
 的正则条件分布存在而且

[image: alt]


则ξ关于[image: alt]
 的正则条件概率亦存在．


证明
 　设Pξ
 （·，·）是ξ关于[image: alt]
 的正则条件分布，则由正则条件分布的定义知

[image: alt]


令Z＝｛ω：Pξ
 （ξ（Ω），ω）≠1｝，则Z∈[image: alt]
 且P（Z）＝0．对每A∈σ（ξ），取B∈[image: alt]
 使A＝ξ-1
 B并令

[image: alt]


往证上述定义是一意的．当ω∈Z，这是显然的．当ω∈Zc
 时，如B1
 ，B2
 ∈[image: alt]
 使ξ-1
 B1
 ＝ξ-1
 B2
 ，则

[image: alt]


亦即B1
 △B2
 ⊂（ξ（Ω））c
 ．因而

[image: alt]


并由此得Pξ
 （B1
 ，ω）＝Pξ
 （B2
 ，ω），（1.3.14）的一意性证毕．进一步不难验证（1.3.14）确定的P（·，·）满足正则条件概率定义的要求，从而完成定理的证明．

最后我们说明，如果基础概率空间是完备可分距离空间，那么正则条件概率一定存在．


系1.3.15
 　设（X，[image: alt]
 ）是完备可分距离可测空间，则概率空间（X，[image: alt]
 ，P）上任一子σ域[image: alt]
 0
 关于另一子σ域[image: alt]
 的正则条件概率存在．


证明
 　定义（X，[image: alt]
 ，P）到（X，[image: alt]
 ）的随机元

ξ（x）＝x，x∈X．

由定理1.3.11，ξ关于[image: alt]
 的正则条件分布存在．由于ξ的值域ξ（X）＝X而X∈[image: alt]
 ，故引用定理1.3.14又知ξ关于[image: alt]
 的正则条件概率P（·，·）存在．但是σ（ξ）＝[image: alt]
 ，故P（·，·）也就是[image: alt]
 关于[image: alt]
 的正则条件概率．把P（·，·）限制在[image: alt]
 0
 上，即｛P（B，ω）：B∈[image: alt]
 0
 ，ω∈Ω｝便是[image: alt]
 0
 关于[image: alt]
 的正则条件概率．

3.4　条件不等式

我们将把定理1.1.4一定理1.1.7推广到条件期望的情形，其中正则条件分布的存在性起了重要作用．


定理1.3.16
 （条件Jensen不等式）　设g是R上连续凸函数，ξ是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上的可测函数使得对于[image: alt]
 的子σ域[image: alt]
 ，E（ξ∣[image: alt]
 ）和E（g（ξ）∣[image: alt]
 ）均有定义，则

（1.3.15）　　g（E（ξ∣[image: alt]
 ））≤E［g（ξ）∣[image: alt]
 ］ a. s.．


证明
 　如果ξ是r. v.，则由引理1.3.10知它关于[image: alt]
 的正则条件分布Pξ
 （·，·）存在．利用系1.3.8，定理1.1.4和定理1.3.7立得

[image: alt]


即（1.3.15）成立．

如果ξ是一可测函数，那么对任M＞0，令

[image: alt]


则用定理1.3.4得

[image: alt]


从而∣ξIA（M）
 ∣＜∞ a. s.．因此可认为ξIA（M）
 是一个r. v.．对ξIA（M）
 用已证之结论便有

[image: alt]


亦即　　　IA（M）
 g（E（ξ∣[image: alt]
 ））≤IA（M）
 E（g（ξ）∣[image: alt]
 ） a. s.．

上式令M→∞，我们得

[image: alt]


其中A＝｛ω：E（ξ＋
 ∣[image: alt]
 ）（ω）＜∞，E（ξ-
 ∣[image: alt]
 ）（ω）＜∞｝．

记B＝｛ω：E（ξ＋
 ∣[image: alt]
 ）（ω）＝∞，E（ξ-
 ∣[image: alt]
 ）（ω）＜∞｝．如果对每x∈R，（1.1.4）中之h（x）≤0，那么g非增，从而

[image: alt]


如果对（1.1.4）中之h，存在x0
 ∈R使h（x0
 ）＞0，那么由（1.1.4）可得g（∞）＝∞及

[image: alt]


这又进而推知

[image: alt]


总之，我们有

[image: alt]


记C＝｛ω：E（ξ＋
 ∣[image: alt]
 ）（ω）＜∞，E（ξ-
 ∣[image: alt]
 ）（ω）＝∞｝．类似于（1.3.17）之证，可得

[image: alt]


把（1.3.16）—（1.3.18）合并，得（1.3.15）．


定理1.3.17
 （条件Hölder不等式）　设ξ，η是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上之可测函数，[image: alt]
 是[image: alt]
 的子σ域，实数p，q满足1＜p，q＜∞和1/p＋1/q＝1，则

（1.3.19）　E（∣ξη∣∣[image: alt]
 ）≤E1/p
 （∣ξ∣p
 ∣[image: alt]
 ）·E1/q
 （∣ξ∣q
 ∣[image: alt]
 ） a. s.．


证明
 　如ξ，η是r. v.，由系1.3.12知，（ξ，η）关于[image: alt]
 的正则条件分布Pξ，η
 （·，·）存在．对每B∈[image: alt]
 ，令Pξ
 （B，·）＝Pξ，η
 （B×R，·）和Pη
 （B，·）＝Pξ，η
 （R×B，·），不难验证，Pξ
 （·，·）和Pη
 （·，·）分别是ξ和η关于[image: alt]
 的正则条件分布．于是由定理1.3.7、定理1.1.5和定理1.1.12得

[image: alt]


即（1.3.19）成立．

设ξ，η是一般可测函数，对每M＞0，令

[image: alt]


则E∣ξ∣p
 IAM

 ＜∞，E∣η∣q
 IBM

 ＜∞．因而引用对r. v. 已证之（1.3.19）式得

[image: alt]


上式中令M→∞便有

IA
 IB
 E（∣ξη∣∣[image: alt]
 ）≤IA
 IB
 E1/p
 （∣ξ∣p
 ∣[image: alt]
 ）E1/q
 （∣η∣q
 ∣[image: alt]
 ） a. s.，

其中A＝｛ω：E（∣ξ∣p
 ∣[image: alt]
 ）（ω）＜∞｝，B＝｛ω：E（∣η∣q
 ∣[image: alt]
 ）（ω）＜∞｝．不难见下列两式总是成立的：

IAc

 E（∣ξη∣∣[image: alt]
 ）≤IAc

 E1/p
 （∣ξ∣p
 ∣[image: alt]
 ）E1/q
 （∣η∣q
 ∣[image: alt]
 ） a. s.；

IBc

 E（∣ξη∣∣[image: alt]
 ）≤IBc

 E1/p
 （∣ξ∣p
 ∣[image: alt]
 ）E1/q
 （∣η∣q
 ∣[image: alt]
 ）　a. s.．

因此（1.3.19）对一般可测函数亦成立．


系1.3.18
 （条件矩不等式）　设ξ是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上的可测函数，[image: alt]
 是[image: alt]
 的子σ域，则对任何正实数s＜t，有

E1/s
 （∣ξ∣s
 ∣[image: alt]
 ）≤E1/t
 （∣ξ∣t
 ∣[image: alt]
 ）　a. s.．


定理1.3.19
 （条件Minkowski不等式）　设ξ，η是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上的r. v.，[image: alt]
 是[image: alt]
 的子σ域，则

1）当p≥1时，

E1/p
 （∣ξ＋η∣p
 ∣[image: alt]
 ）≤E1/p
 （∣ξ∣p
 ∣[image: alt]
 ）＋E1/p
 （∣η∣p
 ∣[image: alt]
 ） a. s.；

2）当0＜p＜1且E（∣ξ∣p
 ＋∣η∣p
 ）＜∞时，

E（∣ξ＋η∣p
 ∣[image: alt]
 ）≤E（∣ξ∣p
 ∣[image: alt]
 ）＋E（∣η∣p
 ∣[image: alt]
 ）　a. s.．

系1.3.18和定理1.3.19可用类似于定理1.3.17的方法来证明，故略去．

3.5　关于随机元取给定值的条件期望和条件概率

设ξ是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上的可测函数，η是（Ω，[image: alt]
 ，P）到可测空间（Y，[image: alt]
 ）的随机元．如果ξ关于子σ域σ（η）的条件期望E（ξ∣σ（η））有定义，那么很自然地把它称为ξ关于随机元η的条件期望并采用更简单的记号：

[image: alt]


由于E（ξ∣η）是η-1
 [image: alt]
 ＝σ（η）可测函数，故由定理1.1.1得知，存在（Y，[image: alt]
 ）上的可测函数f，使对每ω∈Ω，

[image: alt]


而且如果ξ是非负的，那么由条件期望的定义，式（1.3.20）和定理1.1.2还可以得到：对每S∈[image: alt]
 ，

[image: alt]


ξ关于η的条件期望对于测度P在a. s. 意义下是唯一的．因此，相应的f对于Pη-1
 也是a. s. 唯一的．下面，我们将用符号E（ξ∣η＝y）来记上述f在y处的值并把它定义为ξ关于η的给定值y的条件期望．


定义1.3.5
 　设ξ是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上的非负可测函数，η是（Ω，[image: alt]
 ，P）到可测空间（Y，[image: alt]
 ）的随机元．（Y，[image: alt]
 ，Pη-1
 ）上的可测函数E（ξ∣η＝·）如满足

[image: alt]


则称之为ξ关于η的给定值的条件期望；如ξ是满足条件

[image: alt]


的可测函数，则称符合

[image: alt]


的σ（η）可测函数E（ξ∣η＝·）为ξ关于η的给定值的条件期望；若A∈[image: alt]
 ，特别地称

[image: alt]


为事件A关于η的给定值的条件概率．

不难看出，命题1.3.1至命题1.3.6之间的所有对于“ξ关于子σ域[image: alt]
 ”的条件期望或条件概率的结论，对于“ξ关于随机元的给定值”的条件期望或条件概率也是成立的．这里就不一一列举了．


定义1.3.6
 　设η是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）到可测空间（Y，[image: alt]
 ）的随机元，[image: alt]
 0
 是[image: alt]
 的子σ域．定义在[image: alt]
 0
 ×Y上的函数Pη
 （·，·）＝｛Pη
 （A，y）：A∈[image: alt]
 0
 ，y∈Y｝称为[image: alt]
 0
 上关于η的给定值的正则条件概率，如果对每y∈Y，Pη
 （·，y）是[image: alt]
 0
 上的概率测度，对每A∈[image: alt]
 0
 ，Pη
 （A，·）是A关于η的给定值的条件概率．如果ξ是（Ω，[image: alt]
 ，P）到可测空间（X，[image: alt]
 ）的随机元，那么σ（ξ）上关于η的给定值的正则条件概率称为ξ关于η的给定值的正则条件概率．


定义1.3.7
 　设ξ和η分别是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）到可测空间（X，[image: alt]
 ）和（Y，[image: alt]
 ）的随机元．如果存在[image: alt]
 ×Y上定义的函数[image: alt]
 ：B∈[image: alt]
 ，y∈Y｝使得对每y∈Y，[image: alt]
 是[image: alt]
 上的概率测度，对每B∈[image: alt]
 ．[image: alt]
 是ξ-1
 B关于η的给定值的条件概率，则称之为ξ关于η的给定值的正则条件分布．

不难验证，从定理1.3.7到定理1.3.19的所有结论亦可写成“关于η的给定值”的条件期望和条件概率的形式，无必要把它们都再写一遍．

习题　1.3

1．设｛An
 ，n≥1｝是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）的一个可测分割，即｛An
 ，n≥1｝是Ω的分割并且对每n≥1，An
 ∈[image: alt]
 ．记[image: alt]
 ＝σ（｛An
 ，n≥1｝）．

（1）试问可测函数ξ关于[image: alt]
 的条件期望存在的必要充分条件是什么？

（2）如果可测函数ξ关于[image: alt]
 的条件期望存在，求出这个条件期望．

（3）求事件A关于[image: alt]
 的条件概率．

2．设ξ遵从标准正态d. f.

[image: alt]


求E（ξ∣∣ξ∣）．

3．设ξ是对称r. v.，即

[image: alt]


又设A＞0和E∣ξ∣＜∞，求E（ξ∣ξI｛∣ξ∣≤A｝
 ）．

4．设ξ1
 ，…，ξn
 是独立同分布之r. v.，E∣ξ1
 ∣＜∞．记S＝[image: alt]
 ．证明

E（ξk
 ∣S）＝S/n a. s.，k＝1，…，n．

5．设ξ1
 ，…，ξn
 是独立r. v.，以［0，1］上的均匀分布为共同分布，求[image: alt]
 ．

6．证明命题1.3.1．

7．设随机向量（ξ，η）遵从非退化的二维正态分布，即其密度函数为

[image: alt]
 ，x，y∈R，

其中[image: alt]
 ．求ξ关于η的条件期望．

8．设随机向量ξ′＝（ξ1
 ，…，ξn
 ）遵从n维非退化的正态分布，它有密度函数

[image: alt]
 ，x′＝（x1
 ，…，xn
 ）∈Rn
 ．

求P（ξ1
 ≤x1
 ，…，ξn
 ≤xn
 ∣ξ′∑-1
 ξ）．

9．设ξ，η∈L2
 （Ω，[image: alt]
 ，P）．证明：如果

[image: alt]


则必有cov（ξ，η）＝0．

10．举例说明存在这样的r. v. ξ，η∈L2
 （Ω，[image: alt]
 ，P），虽然cov（ξ，η）＝0，但E（η∣ξ）＝Eη a. s. 并不成立；虽然E（η∣ξ）＝Eη a. s.，但ξ，η并不独立．

11．设ξ∈L2
 （Ω，[image: alt]
 ，P），[image: alt]
 是[image: alt]
 的子σ域．试证η∈L2
 （Ω，[image: alt]
 ，P）使E（ξ－η）2
 达到极小的充分必要条件是η＝E（ξ∣[image: alt]
 ）．

12．设ξ∈L2
 （Ω，[image: alt]
 ，P），[image: alt]
 是[image: alt]
 的子σ域．称

[image: alt]


为ξ关于η的条件方差．

（1）证明公式

[image: alt]


（2）证明条件Chebyshev不等式：对每ε＞0，

[image: alt]


13．证明命题1.3.5．

14．证明命题1.3.6．

15．设ξ和η是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）分别到可测空间（X，[image: alt]
 ）和（Y，[image: alt]
 ）的随机元，ξ和η独立．又设f是（X，[image: alt]
 ）×（Y，[image: alt]
 ）上的可测函数，Ef（ξ，η）有意义．证明

[image: alt]


16．设[image: alt]
 和[image: alt]
 t
 ，t∈T是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）的子σ域．称｛[image: alt]
 t
 ，t∈T｝关于[image: alt]
 条件独立，如对任n≥2，任t1
 ，…，tn
 ∈T及任Ak
 ∈[image: alt]
 tk

 ，k＝1，…，n，有

[image: alt]


称随机元族｛ξt
 ，t∈T｝关于[image: alt]
 条件独立，如｛σ（ξt
 ），t∈T｝关于[image: alt]
 条件独立．试证明下列命题等价：

（1）[image: alt]
 1
 和[image: alt]
 2
 关于[image: alt]
 条件独立；

（2）对每A1
 ∈[image: alt]
 1
 ，P（A1
 ∣σ（[image: alt]
 2
 ∪[image: alt]
 ））＝P（A1
 ∣[image: alt]
 ） a. s.；

（3）对每A2
 ∈[image: alt]
 2
 ，P（A2
 ∣σ（[image: alt]
 1
 ∪[image: alt]
 ））＝P（A2
 ∣[image: alt]
 ） a. s.；

（4）对每非负[image: alt]
 1
 可测之r. v. ξ，

E（ξ∣σ（[image: alt]
 2
 ∪[image: alt]
 ））＝E（ξ∣[image: alt]
 ） a. s.；

（5）对每非负[image: alt]
 2
 可测之r. v. η，

E（η∣σ（[image: alt]
 1
 ∪[image: alt]
 ））＝E（η∣[image: alt]
 ）　a. s.．

17．设随机向量（ξ，η）有密度p（x，y），x，y∈R．求ξ关于η和η关于ξ的正则条件分布．

18．叙述并证明关于随机元的给定值的定理1.3.7，定理1.3.11的翻版．

19．设[image: alt]
 是可测空间（Ω，[image: alt]
 ）上的概率测度族，[image: alt]
 的子σ域[image: alt]
 称为对[image: alt]
 是充分的，如果对每A∈[image: alt]
 ，存在一个[image: alt]
 可测函数f（A，·）使得对每P∈[image: alt]
 均有

P（A∣[image: alt]
 ）＝f（A，·） a. s.

（对每P∈[image: alt]
 ，P（A∣[image: alt]
 ）表示在概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上，A关于[image: alt]
 的条件概率），（Ω，[image: alt]
 ）到某可测空间（X，[image: alt]
 ）的可测变换ξ称为是[image: alt]
 的充分统计量，如果子σ域σ（ξ）对[image: alt]
 是充分的．证明：如果存在（Ω，[image: alt]
 ）上的测度μ，（Ω，[image: alt]
 ，μ）上的可积函数h和[image: alt]
 可测函数族｛gP
 ，P∈[image: alt]
 ｝使每P∈[image: alt]
 对μ绝对连续而且其Radon-Nykodym导数可表为

[image: alt]


则[image: alt]
 对于[image: alt]
 是充分的．

20．由定义直接验证：如果（Rk
 ，[image: alt]
 k
 ）上的概率测度族｛Pθ
 ，θ＞0｝由下式确定：

[image: alt]


其中

[image: alt]


则[image: alt]
 是｛Pθ
 ，θ＞0｝的充分统计量．

21．由定义直接验证：如果（Rk
 ，[image: alt]
 k
 ）上的概率测度族｛Pμ，σ2

 ：μ∈R，σ2
 ＞0｝由下式确定

[image: alt]


则[image: alt]
 是｛Pμ，σ2

 ：μ∈R，σ2
 ＞0｝的充分统计量．

第四节　距离空间的概率测度

4.1　距离空间上概率测度的性质

以[image: alt]
 ，[image: alt]
 和[image: alt]
 分别记距离空间（X，ρ）之开集系，闭集系和Borel集系．距离空间X上的概率测度乃是指可测空间（X，[image: alt]
 ）上之概率测度．


定理1.4.1
 　设μ是距离空间（X，ρ）上之概率测度，则对每个B∈[image: alt]
 ，任给ε＞0，存在F∈[image: alt]
 和G∈[image: alt]
 使F⊂B⊂G及μ（G＼F）＜ε．


证明
 　把一切具有下述性质的B∈[image: alt]
 记作[image: alt]
 ：任给ε＞0，存在F∈[image: alt]
 和G∈[image: alt]
 使F⊂B⊂G且μ（G＼F）＜ε．为证[image: alt]
 ⊂[image: alt]
 ，只需证明：1）[image: alt]
 ⊂[image: alt]
 ；2）[image: alt]
 是一个σ域．兹分别证如下．

1）设B∈[image: alt]
 ．令

Gn
 ＝｛x∈X：ρ（x，B）＜1/n｝，n≥1，

则[image: alt]
 ．因此由概率测度的连续性知当n→∞时，μ（Gn
 ＼B）→0．于是对任给ε＞0，存在n0
 使μ（Gn0

 ＼B）＜ε．由于B本身就是闭集，Gn0

 是一个包含B的开集，故以上事实说明了B∈[image: alt]
 ．1）由此得证．

2）易见X∈[image: alt]
 ．如B∈[image: alt]
 ，则对任给ε＞0，存在F∈[image: alt]
 ，G∈[image: alt]
 使F⊂B⊂G且μ（G＼F）＜ε．这样，对任给ε＞0，就存在Gc
 ∈[image: alt]
 ，Fc
 ∈[image: alt]
 使Gc
 ⊂Bc
 ⊂Fc
 且

μ（Fc
 ＼Gc
 ）＝μ（G＼F）＜ε．

于是，如B∈[image: alt]
 ，则Bc
 ∈[image: alt]
 ．最后，如对每n≥1，Bn
 ∈[image: alt]
 ，那么对任给ε＞0，可取Fn
 ∈[image: alt]
 ，Gn
 ∈[image: alt]
 使Fn
 ⊂Bn
 ⊂Gn
 且μ（Gn
 ＼Fn
 ）＜ε/2n＋1
 ；再利用概率测度的上连续性，又可确定一个n0
 使

[image: alt]


令[image: alt]
 ，则F∈[image: alt]
 ，G∈[image: alt]
 使[image: alt]
 且

[image: alt]


这说明了如对每n≥1，Bn
 ∈[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ．综上所述，[image: alt]
 是一σ域，2）得证．


系1.4.2
 　设如定理1.4.1，则对任何B∈[image: alt]
 ，

[image: alt]



证明
 　易由定理1.4.1得到．略．

上述系表明，距离空间X上的概率测度由它在全体开集或全体闭集上的值唯一确定．也就是说，如果μ1
 ，μ2
 是X上的二个概率测度，对每G∈[image: alt]
 ，有μ1
 （G）＝μ2
 （G）或对每F∈[image: alt]
 ，有μ1
 （F）＝μ2
 （F），则μ1
 ＝μ2
 ．下面我们进一步说明，距离空间上的概率测度亦由所有有界一致连续函数对于该测度的积分的值唯一确定．


系1.4.3
 　设μ1
 ，μ2
 是距离空间（X，ρ）上二概率测度．如果对X上每一有界一致连续函数f有

[image: alt]


则μ1
 ＝μ2
 ．


证明
 　考虑R上的实值函数

[image: alt]


对每F∈[image: alt]
 ，令

[image: alt]


易见对每n≥1，fn
 是X上有界一致连续函数且对每x∈X，fn
 （x）→IF
 （x）．因为∣fn
 ∣≤1对每n≥1成立，由控制收敛定理立得

[image: alt]


据系1.4.2，上式说明μ1
 ＝μ2
 ．

我们进一步讨论完备可分距离空间上概率测度的性质．一个距离空间X的概率测度μ称为是胎紧的，如果对任给ε＞0，存在X中之紧集K使得μ（K）＞1－ε．


定理1.4.4
 　完备可分距离可测空间（X，[image: alt]
 ）上的概率测度μ是胎紧的．


证明
 　X是可分的，故有可数稠集｛xn
 ，n≥1｝．易见对每i≥1，均有

[image: alt]


对任给ε＞0，取ni
 使

[image: alt]


令[image: alt]
 ．对任δ＞0，x∈A，只要1/i＜δ，就一定存在k，1≤k≤ni
 使ρ（x，xk
 ）＜δ．因此，A是X中之予紧集．由于X完备，故A的闭包A-
 是X中紧集．记K＝A-
 ，则

[image: alt]


即P（K）＞1－ε．可见μ胎紧．

4.2　Rn
 上的概率测度

先讨论n＝1的情形．设μ是R上的概率测度．对每x∈R，令

[image: alt]


则F是我们在1.2定义过的R上的d. f.．反之，正如1.2所指出的，对于R上每一个d. f. F，可以产生一个R上的概率测度μ——F对应的L-S测度．这说明R上的概率测度和R上的d. f. 之间有一一对应的关系．

对于R上的每一个d. f. F，我们可以定义其特征函数（缩写为c. f.）为

[image: alt]


根据Levy的逆转公式，一个d. f. 又可以由它的特征函数唯一确定．如果F是一个r. v．的d. f.，那么F的c. f. f也称为r. v. ξ的c. f.，而且根据定理1.1.2，它可以表成

[image: alt]


根据Lebesgue分解定理，每一个d. f. F均有如下的表达式

[image: alt]


其中α1
 ，α2
 ，α3
 ≥0，α1
 ＋α2
 ＋α3
 ＝1；F1
 ，F2
 和F3
 都是d. f.：F1
 是阶梯函数，F2
 对Lebesgue测度绝对连续，F3
 连续且对Lebesgue测度奇异．分解在这样的意义下是唯一的：分解系数α1
 ，α2
 ，α3
 唯一；对i＝1，2，3，如果αi
 ＞0，那么对应的d. f. F唯一．

根据（1.4.3）式，可以把r. v. 进行分类：如果r. v. ξ的d. f. F的分解式中α2
 ＝α3
 ＝0，称ξ是离散型的；如果分解式中α1
 ＝α3
 ＝0，称ξ是连续型的；如果分解式中α1
 ＝α2
 ＝0，称ξ是奇异型的．以上三种类型的r. v. 又统称为纯型的．

设n＞1，考虑Rn
 上的概率测度．类似于R的情形，Rn
 上的概率测度与d. f. 也有一一对应的关系．对Rn
 上的d. f. F，其c. f. 定义为

[image: alt]


如果F是n维随机向量ξ＝（ξ1
 ，…，ξn
 ）的d. f.，那么F的c. f. f也叫做ξ的c. f.，它可以表成

[image: alt]


特别地，如果ξ1
 ，…，ξn
 相互独立，则由系1.1.20知

[image: alt]


4.3　Tulcea定理的逆命题

我们在1.6中曾提出过Tulcea定理的逆命题．这个问题的解决与基础空间的拓扑性质有关．下面仅就基础空间是完备可分距离空间时对该问题作出正面的回答．


定理1.4.5
 　设｛（Xk
 ，[image: alt]
 k
 ），k∈N｝是一列完备可分距离可测空间，则对[image: alt]
 上每一概率测度P，存在｛（Xk
 ，[image: alt]
 k
 ），k∈N｝上的概率转移函数族｛Pk
 ，k∈N｝使（1.1.15）对每k∈N和每Bi
 ∈[image: alt]
 i
 ，i＝1，…，k成立；｛Pk
 ，k∈N｝在a. s. 意义下是唯一的，即如果｛Qk
 ，k∈N｝也是｛（Xk
 ，[image: alt]
 k
 ），k∈N｝上使

[image: alt]


对每k∈N和每Bi
 ∈[image: alt]
 i
 ，i＝1，…，k成立之概率转移函数族，则Q1
 ＝P1
 ，而且

[image: alt]


对每k∈N，k＞1和每Bk
 ∈[image: alt]
 k
 成立．


证明
 　令P1
 ＝[image: alt]
 ．对每k∈N，k＞1，以[image: alt]
 和[image: alt]
 分别记[image: alt]
 到[image: alt]
 和Xk
 的投影映射，再令Pk
 为[image: alt]
 上随机元[image: alt]
 关于随机元[image: alt]
 的给定值的正则条件分布（由于Xk
 是完备可分距离空间，利用定理1.3.11“关于随机元给定值”的翻版即知这个正则条件分布存在）．不难见｛Pk
 ，k∈N｝是｛（Xk
 ，[image: alt]
 k
 ），k∈N｝上的概率转移函数族．往证它满足（1.1.15）．

易见（1.1.15）对k＝1成立．设k＋1∈N而且（1.1.15）对k和任Bi
 ∈[image: alt]
 i
 ，i＝1，…，k成立．这时用典型方法不难证明：对每非负可测函数f，均有

[image: alt]


于是，根据Pk＋1
 的定义并利用（1.4.6），对任Bi
 ∈[image: alt]
 i
 ，i＝1，…，k＋1可得

[image: alt]


即（1.1.15）仍成立．这样我们就用数学归纳法证明了（1.1.15）对任k∈N及Bi
 ∈[image: alt]
 i
 ，i＝1，…，k成立．

如果（1.1.15）对任k∈N及Bi
 ∈[image: alt]
 i
 ，i＝1，…，k成立，那么取k＝1，就得P1
 ＝[image: alt]
 ．此外，对k∈N，k＞1，任取[image: alt]
 和Bk
 ∈[image: alt]
 k
 ，利用（1.4.6）可得

[image: alt]


这说明了Pk
 （·，·）是概率空间[image: alt]
 上随机元[image: alt]
 关于随机元[image: alt]
 给定值的正则条件分布．同理，由（1.4.4）可以推知Q1
 ＝[image: alt]
 而且当k∈N，k＞1时，Qk
 （·，·）是[image: alt]
 上[image: alt]
 关于[image: alt]
 的给定值的正则条件分布．因此，P1
 ＝Q1
 且（1.4.5）成立．

4.4　Kolmogorov 相容性定理

我们将讨论无穷维乘积空间上的概率测度．设T是一个无穷集，[image: alt]
 是一个乘积空间，P是[image: alt]
 上的概率测度．对每k≥1，｛t1
 ，…，tk
 ｝⊂T，令

[image: alt]


则｛Pt1
 ，…，tk

 ：｛t1
 ，…，tk
 ｝⊂T，k≥1｝是一族有限维的概率测度族．我们的问题是：在什么样的条件下，一族有限维的概率测度族能唯一确定无穷维乘积空间上的概率测度．

先考虑T＝｛1，2，…｝的情况．设｛（Xk
 ，[image: alt]
 k
 ），k≥1｝是一族可测空间．如果对每k≥1，P1，…，k
 是[image: alt]
 上的概率测度，而且

[image: alt]


对任Bi
 ∈[image: alt]
 i
 ，i＝1，…，k成立，则称｛P1，…，k
 ，k≥1｝为乘积空间[image: alt]
 上相容的有限维概率测度族，简称为相容族．


定理1.4.6
 　设｛（Xk
 ，[image: alt]
 k
 ），k≥1｝是一列完备可分距离可测空间．对[image: alt]
 上每一相容族｛P1，…，k
 ，k≥1｝存在唯一的概率测度P使

[image: alt]


对每k≥1成立．


证明
 　沿用4.3的记号[image: alt]
 和[image: alt]
 ，再令Pk
 （·，·）为概率空间[image: alt]
 上随机元[image: alt]
 关于随机元[image: alt]
 的给定值的正则条件分布．利用（1.4.7）式，经由数学归纳法不难证明：对每k≥1和任Bi
 ∈[image: alt]
 i
 ，i＝1，…，k，有

[image: alt]


由于｛Pk
 ，k≥1｝是｛（Xk
 ；[image: alt]
 k
 ），k≥1｝上的概率转移函数族，故引用Tulcea定理又知在[image: alt]
 上有唯一的概率测度P使（1.1.15）对每k≥1和每Bi
 ∈[image: alt]
 i
 ，i＝1，…，k成立．把（1.1.15）和（1.4.9）对照，推知对每k≥1，

[image: alt]


对任何Bi
 ∈[image: alt]
 i
 ，i＝1，…，k成立．再用典型方法即可证明，作为[image: alt]
 上的概率测度，（1.4.8）成立．

再考虑T是任意无穷集的情况．


定义1.4.1
 　设T是无穷集，｛（Xt
 ，[image: alt]
 t
 ），t∈T｝是一族可测空间．又设对每k≥1，每｛t1
 ，…，tk
 ｝⊂T，Pt1
 ，…，tk

 是[image: alt]
 上的概率测度．称

｛Pt1
 ，…，tk

 ：｛t1
 ，…，tk
 ｝⊂T；k≥1｝

为相容有限维概率测度族，简称相容族，如果

（1）对每k≥1，每｛t1
 ，…，tk
 ｝⊂T，每Bti

 ∈[image: alt]
 ti

 ，i＝1，…，k及t1
 ，…，tk
 的每一个排列[image: alt]
 ，有

[image: alt]


（2）对每k≥1，每｛t1
 ，…，tk＋1
 ｝⊂T及每Bti

 ∈[image: alt]
 ti

 ，i＝1，…，k均有

[image: alt]



定理1.4.7
 　设T是无穷集，｛（Xt
 ，[image: alt]
 t
 ），t∈T｝是完备可分距离可测空间族．对于[image: alt]
 上的任一相容族｛Pt1
 …，tk

 ：｛t1
 ，…，tk
 ｝⊂T，k≥1｝，存在唯一的概率测度P使对每k≥1，每｛t1
 ，…，tk
 ｝⊂T，均有

[image: alt]



证明
 　对T的非空子集S，以πs
 记[image: alt]
 到[image: alt]
 的投影映射．如S1
 ，S2
 都是T的非空子集而且S1
 ⊂S2
 ，则以[image: alt]
 记[image: alt]
 到[image: alt]
 的投影映射．易见，对任[image: alt]
 有

[image: alt]


我们将分四步来证明定理．

（1）对T的任一可数子集S，在[image: alt]
 上有唯一的概率测度Ps
 使

[image: alt]


对每k≥1，每｛t1
 ，…，tk
 ｝⊂S成立．


证：
 记S＝｛s1
 ，s2
 ，…｝．易见｛Ps1
 ，…，sn

 ，n≥1｝是可数维乘积空间[image: alt]
 上的相容族．因此由定理1.4.6知[image: alt]
 上有唯一的概率测速度Ps
 使

[image: alt]


对每n≥1成立．任给k≥1，｛t1
 ，…，tk
 ｝⊂S及Bti

 ∈[image: alt]
 ti

 ，i＝1，…，k，取充分大的n使｛t1
 ，…，tk
 ｝⊂｛s1
 ，…，sn
 ｝并定义｛Asj

 ，j＝1，…，n｝为：如存在i，1≤i≤k使sj
 ＝ti
 ，则Asj

 ＝Bti

 ；如sj
 ∉｛t1
 ，…，tk
 ｝，则Asj

 ＝Xsj

 ．由（1.4.11），（1.4.13）和相容性条件——定义1.4.1的（1）和（2）立得

[image: alt]


据此，经由典型方法便可证得Ps
 满足（1.4.12）．

（2）设S1
 ，S2
 是T的可数子集，[image: alt]
 ．如果[image: alt]
 ，则

[image: alt]



证：
 令S＝S1
 ∪S2
 ．对每k≥1，｛t1
 ，…，tk
 ｝⊂S1
 以及[image: alt]
 ，由（1.4.11）和（1.4.12）知

[image: alt]


据此，经由典型方法便得

[image: alt]


同理可证

[image: alt]


利用以上两式，并注意[image: alt]
 蕴含[image: alt]
 ，我们有

[image: alt]


（1.4.14）得证．

（3）据（1.1.14），对任[image: alt]
 ，存在T的可数子集S和A[image: alt]
 使[image: alt]
 ．令

P（B）＝Ps
 （A），

则P（B）是一意地确定的．事实上，如另有T的可数子集S′和A′[image: alt]
 使[image: alt]
 ，那么由（2）可知Ps′
 （A′）＝Ps
 （A）．因此，以上述方式定义的P（B）是唯一的．往证[image: alt]
 是概率测度．

不难见[image: alt]
 ，而且对任[image: alt]
 总有0≤P（B）≤1．因此只需再证P具有可数可加性．设｛Bn
 ，n≥1｝是[image: alt]
 中两两不交的集合序列．对每n≥1，取T的可数子集Sn
 和[image: alt]
 使[image: alt]
 ．记[image: alt]
 ．据（1.4.11），可表

[image: alt]


而且由｛Bn
 ，n≥1｝两两不交推知[image: alt]
 亦两两不交．于是由定义的一意性，（1.4.15）及（1.4.16）得

[image: alt]


这证明了P有可数可加性，因而是概率测度．

对每k≥1，每｛t1
 ，…，tk
 ｝⊂T和每[image: alt]
 ，取一个T的可数子集S使｛t1
 ，…，tk
 ｝⊂S，由（1.4.11），P的定义及（1.4.12）便有

[image: alt]


即（1.4.10）成立．这说明概率测度P符合定理要求．

（4）设P和P′均是符合定理要求的概率测度，则对每k≥1，每｛t1
 ，…，tk
 ｝⊂T和每[image: alt]
 有

[image: alt]


这说明P和P′在[image: alt]
 的一切有限维可测柱集上的值相等．根据测度扩张的唯一性，我们知必有P＝P′．这证明了符合定理条件的概率测度是唯一的．定理证完．

无疑，定理1.4.7包括T是可数集的情况．不难看出，在这种情况下，定理1.4.7和定理1.4.6所使用的相容性条件实质上是等价的．只不过在定理1.4.6中充分利用了可数集总是可以排序的这一特点，把相容性条件形式上写得简单些罢了．

设T是一个无穷集．我们称d.f.族

[image: alt]


是（RT
 ，[image: alt]
 T
 ）上相容的有限维d.f.族，如果

（1）任给k≥1，｛t1
 ，…，tk
 ｝⊂T及[image: alt]
 ，对t1
 ，…，tk
 的每一排列[image: alt]
 ，有

[image: alt]


2）对每k≥1，｛t1
 ，…，tk＋1
 ｝⊂T及xi
 ∈R，i＝1，…，k，有

[image: alt]


易见随机过程的有限维d.f.族是相容的．反之，给定一个相容的有限维d.f.族（1.4.17）．对每k≥1和每｛t1
 ，…，tk
 ｝⊂T，以Pt1
 ，…，tk

 记Ft1
 ，…，tk

 对应的L-S测度，则得到一个（RT
 ，[image: alt]
 T
 ）上的相容有限维概率测度族｛Pt1
 ，…，tk

 ：｛t1
 ，…，tk
 ｝⊂T，k≥1｝．由定理1.4.7，在（RT
 ，[image: alt]
 T
 ）上就有唯一的概率测度P使（1.4.10）或等价地

[image: alt]


对每k≥1和每｛t1
 ，…，tk
 ｝⊂T成立．这时候，（RT
 ，[image: alt]
 T
 ，P）上的坐标过程｛πt
 ，t∈T｝将以（1.4.17）为有限维d.f.族．

习题　1.4

1．证明系1.4.2.．

2．设P是可分距离可测空间（X，[image: alt]
 ）上的概率测度．证明存在唯一的闭集C0
 使

（1）P（C0
 ）＝1；

（2）对任何闭集C，如果P（C）＝1，则C⊃C0
 ．

3．设ξ和η是相互独立的r.v.．证明如ξ和η之一是连续型的，则ξ＋η亦是连续型的．

4．证明每一个二维d.f.F可作如下的分解：

F＝α0
 F0
 ＋α1
 F1
 ＋α2
 F2
 ＋α3
 F3
 ，

其中α0
 ，α1
 ，α2
 ，α3
 ≥0，α0
 ＋α1
 ＋α2
 ＋α3
 ＝1；d.f.F0
 对应的概率测度集中在R2
 内至多可列个点上；d.f.F1
 对应的概率测度集中在R2
 中至多可列条平行于坐标轴的直线上而且R2
 中任一点的概率测度均为0；d.f.F2
 对应的概率测度关于二维Lebesgue测度绝对连续；d.f.F3
 对应的概率测度集中在一个二维Lebesgue 0测集上，但R2
 中任一平行于坐标轴的直线上概率测度为0．

5．设r.v.ξ的c.f.是f，则对任p＞0，

[image: alt]


其中Cp
 ＝Γ（p＋1）sin（pπ/2）/π．

6．设r.v.ξ的c.f.f是实的．证明：对任a＞0，r.v.ξa
 ＝ξI｛∣ξ∣≤a｝
 的c.f.fa
 也是实的而且fa
 ≥f．

7．设T是R的无穷子集，（X，[image: alt]
 ）是一完备可分距离可测空间．又设函数族

｛Ps，t
 （·，·）：s，t∈T，s＜t｝

满足条件：

（1）对每s，t∈T，s＜t，Ps，t
 （·，·）是（X，[image: alt]
 ）到（X，[image: alt]
 ）的概率转移函数；

（2）对每r，s，t∈T，r＜s＜t和每x∈X，A∈[image: alt]
 ，有

Pr，t
 （A，x）＝∫X
 Pr，s
 （dy，x）Ps，t
 （A，y）．

证明：存在概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）和（Ω，[image: alt]
 ，P）到（XT
 ，[image: alt]
 T
 ）的随机元ξ＝｛ξt
 ，t∈T｝使

P（ξt
 ∈A∣ξs
 ＝x）＝Ps，t
 （A，x）

对一切s，t∈T，s＜t及一切x∈X，A∈[image: alt]
 成立．

8．设T是R的一个无穷子集，有限维d.f.族

｛Ft1
 ，…，tk

 ：｛t1
 ，…，tk
 ｝⊂T，t1
 ＜…＜tk
 ；k≥1｝

满足条件：对任k≥1，｛t1
 ，…，tk＋1
 ｝⊂T，t1
 ＜…＜tk＋1
 和x1
 ，…，xk
 ∈R，均有

Ft1
 ，…，tk
 ，tk＋1

 （x1
 ，…，xk
 ，∞）＝Ft1
 ，…，tk

 （x1
 ，…，xk
 ）．

证明：存在一个概率空间和它上面的随机过程｛ξt
 ，t∈T｝使

P（ξti

 ≤xi
 ，i＝1，…，k）＝Ft1
 ，…，tk

 （x1
 ，…，xk
 ）

对每k≥1，｛t1
 ，…，tk
 ｝⊂T，t1
 ＜…＜tk
 和x1
 ，…，xk
 ∈R成立．

9．设T是任一无穷集，μ（·）是T上定义的实值函数，又T×T上的实函数ρ（·，·）满足

（1）对每s，t∈T，

ρ（s，t）＝ρ（t，s）；

（2）对每k≥1，｛t1
 ，…，tk
 ｝⊂T和x1
 ，…，xk
 ∈R，

[image: alt]


证明：存在一个概率空间和它上面定义的随机过程｛ξt
 ，t∈T｝使对每k≥1，｛t1
 ，…，tk
 ｝⊂T，｛ξt1

 ，…，ξtk

 ｝是k维正态分布随机向量；对每t∈T，

Eξt
 ＝μ（t）；

对每s，t∈T，

cov（ξs
 ，ξt
 ）＝ρ（s，t）．

10．随机过程｛Wt
 ，0≤t＜∞｝称为是独立增量的，如对每k＞1，每0＝t0
 ＜t1
 ＜…＜tk
 ＜∞，Wt1

 －Wt0

 ，…，Wtk

 －Wtk－1

 相互独立．证明：如果d. f. 族｛Ft1
 ，t2

 ，0≤t1
 ＜t2
 ＜∞｝满足条件：对任0≤t1
 ＜t2
 ＜t3
 ＜∞，

Ft1
 ，t3

 ＝Ft1
 ，t2

 *Ft2
 ，t3

 ，

则存在概率空间和它上面定义的独立增量过程｛Wt
 ，0≤t＜∞｝使对每0≤t1
 ＜t2
 ＜∞均有

Wt2

 －Wt1

 ～Ft1
 ，t2



（说明：d. f. G和d. f. H的卷积定义为

（G*H）（x）＝∫R
 G（x－y）dH（y），x∈R；

如果r. v. ξ和η独立，ξ～G，η～H，则

ξ＋η～G*H）．


第二章　离散鞅论

鞅论是现代概率论的一个重要内容，也是随机过程和数理统计的一个有力工具．鞅的概念的产生或许和概率论早期研究的对象——赌博问题有关．但是，鞅论本身在近二三十年来的迅猛发展却有着理论和实际两方面的需要．一方面，鞅是独立随机变量部分和的自然推广，人们致力于把概率论中关于独立和的古典结果推广到鞅上去．另一方面，在随机过程和数理统计的研究中，人们遇到了形形色色的具体的鞅，形成了鞅论研究的强大推动力．据查，鞅这个词出现在近代概率论文献中是1939年，而1953年Doob在他的《随机过程》一书中关于下鞅基本收敛定理的证明则普遍认为是鞅论发展的一个重要里程碑．

本章主要讨论离散鞅的一些基本事实．在第四、五两章我们还将讨论离散鞅的一些极限定理，这些内容不少是六十年代以来发展起来的．关于连续参数鞅，我们只是提到了一些今后要用到的结论．应该指出，连续鞅决不是离散鞅简单的平行的推广，它的内容和方法与离散鞅有很大的差别．对这方面有兴趣的读者，可以查阅有关文献．

第一节　基本概念

1.1　定义及简单性质

鞅的概念有很强的直观背景．比如说，某人连续参加若干局的赌博，赌完n局后的总赢利记作Sn
 ．自然，Sn
 应看作一个r. v.．如果此人运气不坏，那么人们以他前n局的“战绩”去推测他第n＋1局的胜负就会认为他不大会输，用一个式子来表示就是E（Sn＋1
 —S1
 ，…，Sn
 ）≥Sn
 a. s.．如果此人运气不佳或运气平平，就可以用E（Sn＋1
 —S1
 ，…，Sn
 ）≤Sn
 a. s. 或E（Sn＋1
 —S1
 ，…，Sn
 ）＝Sn
 分别去描述他赌博的情况．以上三种情况，我们说｛Sn
 ，n≥1｝分别形成了下鞅、上鞅和鞅．

为了给下鞅、上鞅和鞅正式下定义，先要引进一些术语．设T是R的一个子集，我们说概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上的一族子σ域｛[image: alt]
 t
 ，t∈T｝是非降的，是指对任t1
 ，t2
 ∈T，t1
 ≤t2
 均有[image: alt]
 t1

 ⊂[image: alt]
 t2

 ．例如，对于一列r. v.｛ξn
 ，n≥1｝，令[image: alt]
 n
 ＝σ（ξi
 ，1≤i≤n），n≥1，则｛[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是一列非降σ域．给定一个可测函数族｛St
 ，t∈T｝和一个非降子σ域｛[image: alt]
 t
 ，t∈T｝．如果对每t∈T，St
 关于[image: alt]
 t
 可测，我们就说｛St
 ，t∈T｝适于｛[image: alt]
 t
 ，t∈T｝，并把它们写成｛St
 ，[image: alt]
 t
 ，t∈T｝而称之为适可测函数族．例如，一列r. v.｛ξn
 ，n≥1｝当取[image: alt]
 n
 ＝σ（ξi
 ，1≤i≤n），n≥1后，就自然而然地得到一个适可测函数列｛ξn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝．


定义2.1.1
 　概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上的适可测函数族｛St
 ，[image: alt]
 t
 ，t∈T｝称为是（下鞅，上鞅）鞅，如果对每t1
 ，t2
 ∈T，t1
 ≤t2
 ，E（St2

 ∣[image: alt]
 t1

 ）有定义并且

[image: alt]


当（下鞅，上鞅）鞅的参数集T⊂｛1，2，…｝时，称之为离散（下鞅，上鞅）鞅．当对每t∈T，E∣St
 ∣p
 ＜∞（p＞0）时，（下鞅，上鞅）鞅｛St
 ，[image: alt]
 t
 ，t∈T｝称为Lp
 （下鞅，上鞅）鞅．

下面是用命题形式给出的下鞅、上鞅和鞅的一些性质．


命题2.1.1
 　｛St
 ，[image: alt]
 t
 ，t∈T｝是下鞅的充要条件是｛—St
 ，[image: alt]
 t
 ，t∈T｝是上鞅；｛St
 ，[image: alt]
 t
 ，t∈T｝是鞅的充要条件是它既是下鞅又是上鞅．

从上述命题可见，每一个关于下鞅的结论都可以翻译成关于上鞅的结论．这样，今后我们只要讨论下鞅和鞅，翻译工作则请读者自己去做．


命题2.1.2
 　如｛St
 ，[image: alt]
 t
 ，t∈T｝是下鞅或鞅并且对每t∈T，ESt
 有意义，则ESt
 作为t的函数分别是非降函数或常数函数．


命题2.1.3
 　如[image: alt]
 和[image: alt]
 t∈T｝都是下鞅（或都是鞅），则对任何非负实数（或实数）a，b，只要对每t∈T，[image: alt]
 有意义，则[image: alt]
 ，[image: alt]
 t
 ，t∈T｝分别是下鞅（或鞅）．


命题2.1.4
 　如[image: alt]
 和[image: alt]
 都是下鞅而且对每t∈T，[image: alt]
 有意义，则[image: alt]
 还是下鞅．


证明
 　对任t1
 ，t2
 ∈T，t1
 ≤t2
 ，有

[image: alt]


由此可见[image: alt]


命题2.1.3和命题2.1.4说明下鞅具有某种再生性质．在这方面，最为重要的结论是下列定理．


定理2.1.5
 　设｛St
 ，[image: alt]
 t
 ，t∈T｝是鞅或下鞅，对应地g分别是R上连续凸函数或非降的连续凸函数．如果对每t1
 ，t2
 ∈T，t1
 ≤t2
 ，E［g（St2

 ）∣[image: alt]
 t1

 ］有定义，则｛g（St
 ），[image: alt]
 t
 ，t∈T｝是一个下鞅．


证明
 　在鞅的情况下，直接用条件Jensen不等式（1.3.15）便知

E［g（St2

 ）∣[image: alt]
 t1

 ］≥g（E（St2

 ∣[image: alt]
 t1

 ））＝g（St1

 ） a. s.

对任何t1
 ，t2
 ∈T，t1
 ≤t2
 成立．在下鞅的情况下，利用（1.3.15）及g的非降性，又有

E［g（St2

 ）∣[image: alt]
 t1

 ］≥g（E（St2

 ∣[image: alt]
 t1

 ））≥g（St1

 ） a. s.

对任何t1
 ，t2
 ∈T，t1
 ≤t2
 成立．所以在两种情况下｛g（St
 ），[image: alt]
 t
 ，t∈T｝都是下鞅．

利用定理2.1.5，可以通过鞅或下鞅再生出许多下鞅来．下面是一个特例．


系2.1.6
 　如｛St
 ，[image: alt]
 t
 ，t∈T｝是鞅，则对每p≥1，｛∣St
 ∣p
 ，[image: alt]
 t
 ，t∈T｝是下鞅．如｛St
 ，[image: alt]
 t
 ，t∈T｝是下鞅，则｛[image: alt]
 ，[image: alt]
 t
 ，t∈T｝还是下鞅．


证明
 　因为当p≥1时，g（x）＝∣x∣p
 是连续凸函数，又因为g（x）＝x＋
 是非降连续凸函数，故由定理2.1.5立得本系．

1.2　鞅序列和鞅差序列

所谓鞅序列就是当T＝｛1，2，…｝时的鞅．类似地当T＝｛1，2，…｝时的下鞅也叫下鞅序列．对于鞅序列和下鞅序列，（2.1.1）有一个简单的等价条件，这就是下列命题．


命题2.1.7
 　适可测函数列｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是一（下鞅）鞅当且仅当对每n≥1，E（Sn＋1
 ∣[image: alt]
 n
 ）有定义并且下式成立：

[image: alt]


我们再引进鞅差序列的概念．


定义2.1.2
 　适可测函数列｛ξn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝称为是鞅差序列，如果对每n≥1，E（ξn＋1
 ∣[image: alt]
 n
 ）有定义并且下式成立：

[image: alt]


应该指出，鞅差的概念是一个相当一般的概念．事实上，给定一个L1
 中的序列｛ξn
 ，n≥1｝，令[image: alt]
 0
 ＝：｛[image: alt]
 ，Ω｝，[image: alt]
 n
 ＝σ（ξi
 ，1≤i≤n），则容易验证｛ξn
 －E（ξn
 ∣[image: alt]
 n－1
 ），[image: alt]
 n
 ，n≥1｝形成一个鞅差序列．此外，鞅差序列和鞅序列有着紧密的内在联系．事实上，给定一个L1
 鞅｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝．对每n≥1，令

[image: alt]


（约定S0
 ＝0），则｛ξn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝形成一个L1
 中的鞅差序列．反之，给定一个L1
 鞅差序列，那么对每n≥1，令

[image: alt]


则｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝形成一个L1
 鞅．这个重要的联系使得鞅成为研究一般r. v. 列部分和收敛问题的有力工具．

下面，我们给出L2
 鞅差序列的一个重要性质．


命题2.1.8
 　L2
 中的鞅差序列｛ξn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是正交列，也就是说，对每n≥1，有

[image: alt]



证明
 　利用条件期望的性质和（2.1.3）可知，对每1≤i＜j，有

Eξi
 ξj
 ＝E［E（ξi
 ξj
 ∣[image: alt]
 i
 ）］＝E［ξi
 E（ξj
 ∣[image: alt]
 i
 ）］＝0　a. s.．

由此我们得

[image: alt]


对每n≥1成立．

1.3　例

我们将提供随机过程和数理统计等方面鞅的一些例子，从中可以悟出一点鞅的应用的广泛性．

（1）设S是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上的可测函数，｛[image: alt]
 t
 ，t∈T｝是一族非降σ域，对每t∈T，E（S∣[image: alt]
 t
 ）有定义，则｛E（S∣[image: alt]
 t
 ，t∈T｝是一个鞅．

（2）设｛Wt
 ，0≤t＜∞｝是一独立增量过程（定义见习题1.4之10），对每t≥0，EWt
 ＝0．令[image: alt]
 t
 ＝σ（Ws
 ，0≤s≤t），则｛Wt
 ，[image: alt]
 t
 ，t≥0｝是一个鞅．事实上，这时对任t2
 ≥t1
 ≥0，由增量的独立性和条件期望的性质即得

[image: alt]


（3）设｛Wt
 ，0≤t＜∞｝是独立增量过程，f是［0，∞）上的非降函数而且对每t≥0，EWt
 ＝0，对每0≤s≤t＜∞，E（Wt
 －Ws
 ）2
 ＝f（t）－f（s）．令St
 ＝[image: alt]
 －f（t），[image: alt]
 t
 ＝σ（Ws
 ，0≤s≤t）．对任0≤s≤t＜∞，我们有

[image: alt]


从而[image: alt]
 是一个鞅．作为这个例子之特例，如果对任t≥0，f（t）＝t，则｛[image: alt]
 －t，[image: alt]
 t
 ，t≥0｝形成一个鞅．

（4）若｛ξn
 ，n≥1｝是L1
 中独立r. v. 序列．对每n≥1，令[image: alt]
 ．容易验证，当对每n≥1均有Eξn
 ≥0或对每n≥1，均有Eξn
 ＝0时，｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝分别是下鞅或鞅．

（5）设｛ξn
 ，n≥1｝是m相依序列（m≥0），即对每n≥1，σ（ξi
 ，1≤i≤n）与σ（ξn＋m＋i
 ，i≥1）独立．如果对每n≥1，Eξn
 ＝0，那么令

[image: alt]


则对每n≥1均有

[image: alt]


这说明｛Mn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是一个鞅．此例的特殊情形m＝0就是例（4）中的鞅．

（6）设P和Q是可测空间（Ω，[image: alt]
 ）上的二概率测度，｛ξn
 ，n≥1｝是[image: alt]
 可测函数，对每n≥1，｛ξ1
 ，…，ξn
 ｝在测度P和Q下分别有密度pn
 （x1
 ，…，xn
 ）和qn
 （x1
 ，…，xn
 ）．考虑似然比

[image: alt]


并令[image: alt]
 n
 ＝σ（ξ1
 ，…，ξn
 ）．我们来证明｛Mn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）中的上鞅．

对每n≥1，记ξ（n）
 ＝（ξ1
 ，…，ξn
 ），x（n）
 ＝（x1
 ，…，xn
 ）．由关系式

[image: alt]


推知当pn
 （x（n）
 ）＝0时，｛xn＋1
 ：pn＋1
 （x（n＋1）
 ）＞0｝是Lebesgue零测集．因此，对任B∈[image: alt]
 n
 ，有

[image: alt]


这表明E（Mn＋1
 ∣[image: alt]
 n
 ）≤Mn
 a. s.．因此｛Mn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是一个上鞅．

（7）设｛[image: alt]
 ：k≥1；n≥1｝是取非负整数值的独立同分布r. v. 阵列，[image: alt]
 ．归纳地定义

[image: alt]


我们称r. v. 列｛ηn
 ，n≥1｝是一个分枝过程．直观上，ηn
 解释为时刻n细菌个体总数，[image: alt]
 解释为从时刻n－1到n第k个个体分裂成新的个体的数目，｛ηn
 ，n≥1｝描述了细菌分裂的过程．

令[image: alt]
 n
 ＝σ（η1
 ，…，ηn
 ），Mn
 ＝ηn
 ／μn
 ．注意[image: alt]
 与（η1
 ，…，ηn
 ）独立，我们有

[image: alt]


上式两端再除以μn＋1
 即得E（Mn＋1
 ∣[image: alt]
 n
 ）＝Mn
 a. s.．这表明｛Mn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是一个鞅．

1.4　下鞅序列的分解

下面，我们讨论适r. v. 序列特别是下鞅序列与鞅序列的关系．先介绍著名的Doob分解．


定理2.1.9
 　对任一L1
 适可测函数列｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝，存在一个L1
 鞅｛Mn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝和L1
 适可测函数列｛ηn
 ，[image: alt]
 n－1
 ，n≥1｝使η1
 ＝0 a. s. 及

[image: alt]


分解式（2.1.5）在下述意义下唯一：如果存在L1
 鞅[image: alt]
 ，i＝1，2和L1
 适可测函数列[image: alt]
 ，满足[image: alt]
 ＝0并使

[image: alt]


对i＝1，2成立，则

[image: alt]


适可测函数列｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是一个L1
 下鞅当且仅当分解式（2.1.5）中的｛ηn
 ，n≥1｝是非降的，即对每n≥1，ηn
 ≤ηn＋1
 a. s.．


证明
 　按定理的三个部分分款证之．

（1）分解的存在性．令M1
 ＝S1
 ，η1
 ＝0，再归纳地定义n＞1时，

[image: alt]


不难验证｛Mn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是一个L1
 鞅，对每n≥1，ηn
 是关于[image: alt]
 n－1
 可测的并且（2.1.5）成立．

（2）分解的唯一性．由（2.1.6）推知当n＞1时

[image: alt]


但是[image: alt]
 ，故由归纳法推知[image: alt]
 对每n≥1成立，从而[image: alt]
 亦对每n≥1成立．此即（2.1.7）．

（3）下鞅的分解．由（2.1.5）立得

[image: alt]


对每n＞1成立．于是对每n＞1，E（Sn
 ∣[image: alt]
 n－1
 ）≥Sn－1
 a. s. 的充要条件是ηn
 ≥ηn－1
 a. s.，可见定理最后一个结论成立．

其次介绍下鞅的Riesz分解．


定义2.1.3
 　非负L1
 上鞅｛Zn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝如满足[image: alt]
 就称为位势．


定理2.1.10
 　设下鞅｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝满足条件[image: alt]
 ，则存在L1
 鞅｛Mn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝和位势｛Zn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝使

[image: alt]


分解在下述意义下是唯一的：如果还有一个L1
 鞅[image: alt]
 和一个位势[image: alt]
 使

[image: alt]


则[image: alt]
 ．


证明
 　对每n≥1，p≥1，由定理1.3.2和下鞅定义得

[image: alt]


因此，对每n≥1，下列定义有意义：

[image: alt]


根据条件Fatou引理和条件Jensen不等式又可见

[image: alt]


因此对每n≥1，Mn
 ∈L1
 ．由于Sn
 ≤E（Sn＋p
 ∣[image: alt]
 n
 ）≤Mn
 a. s.，并且Sn
 ，Mn
 ∈L1
 ，对序列｛E（Sn＋p
 ∣[image: alt]
 n
 ），p≥1｝用条件Lebesgue控制收敛定理便得

[image: alt]


对每n≥1成立．这证明了｛Mn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是一个鞅．

令

Zn
 ＝Mn
 －Sn
 ，n≥1．

由于｛Mn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝和｛—Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝都是上鞅（命题2.1.1），故｛Zn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝仍是上鞅（命题2.1.3）．又由于对每n≥1，

[image: alt]


故｛Zn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是非负上鞅．此外，据

EZn
 ≤E∣Mn
 ∣＋E∣Sn
 ∣＜∞

和（2.1.10），对｛E（Zn＋p
 ∣[image: alt]
 n
 ），p≥1｝用Lebesgue控制收敛定理又得

[image: alt]


可见｛Zn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是位势．这样就证明了Riesz分解（2.1.8）的存在性．

设L1
 鞅｛[image: alt]
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝和位势[image: alt]
 满足（2.1.9）而｛Mn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝和｛Zn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝如前，则有

[image: alt]


另一方面，由Fatou引理知

[image: alt]


故有[image: alt]
 ．于是（2.1.11）给出对每n≥1，

[image: alt]


以及

[image: alt]


这又说明了分解的唯一性．

习题　2.1

1．证明命题2.1.1．

2．证明命题2.1.2．

3．证明命题2.1.3．

4．证明命题2.1.7．

5．设ξ1
 ，…，ξn
 是L1
 中独立同分布的r. v.．对每k＝1，…，n，令[image: alt]
 ，[image: alt]
 k
 ＝σ（Sn
 ，…，Sn－k＋1
 ），Mk
 ＝Sn－k＋1
 /（n－k＋1）．

证明：｛Mk
 ，[image: alt]
 k
 ，1≤k≤n｝是鞅．

6．设｛ξn
 ，n≥1｝是独立r. v. 序列，对每n≥1，Eξn
 ＝0，[image: alt]
 ＜∞．令

[image: alt]


证明｛Mn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是鞅．

7．设｛ξn
 ，n≥1｝是独立的正值r. v. 列，对每n≥1，Eξn
 ＝1．令

[image: alt]


证明｛Mn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是鞅．

8．设（Ω，[image: alt]
 ，P）是概率空间，μ是（Ω，[image: alt]
 ）上的有限测度，｛[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是一非降子σ域列．如果对每n≥1，（Ω，[image: alt]
 n
 ）上的测度μ对于（Ω，[image: alt]
 n
 ）上的测度P绝对连续，其Radon-Nikodym导数记为Mn
 ，则｛Mn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是鞅．

9．设Ω＝（0，1］，[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ∩（0，1］，P是（0，1］上的Lebesgue测度．对（0，1］上任一Lebesgue可积函数f，令

[image: alt]


又记

[image: alt]
 n
 ＝σ（（k/2n
 ，（k＋1）/2n
 ］，k＝0，1，…，2n
 －1），n≥1．

证明：｛Mn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是一个鞅．

10．设｛Un
 ，n≥1｝是在（0，1）区间上均匀分布的独立r. v. 序列，对每n≥1，以Un，1
 ≤…≤Un，n
 记U1
 ，…，Un
 的次序统计量．对（0，1）上定义的任一给定Lebesgue可积函数φ，记

an，t
 ＝Eφ（Un，i
 ），i＝1，…，n；

对任一给定常数列｛cn
 ，n≥1｝，记

[image: alt]


证明：如果｛ξn
 ，n≥1｝是独立同分布的r. v. 列并且其共同的d. f. 连续，那么对每n≥1，记

[image: alt]


则｛Mn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是一个鞅．

11．设｛ξn
 ，n≥1｝是独立的L1
 序列，对每n≥1，Eξn
 ＝0．对给定的正整数k，令

[image: alt]


证明：｛Mn，k
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥k｝是L1
 鞅．

12．证明：如｛ξn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是L2
 鞅差列，则

（1）[image: alt]
 是L1
 鞅差列；

（2）[image: alt]
 是L1
 鞅．

13．证明：如｛ξk
 ，[image: alt]
 k
 ，k≥1｝是鞅差列，｛ηk
 ，[image: alt]
 k－1
 ，k≥1｝是适可测函数列，而且对每k≥1，Eξk
 和Eξk
 ηk
 有意义，则｛ξk
 ηk
 ，[image: alt]
 k
 ，k≥1｝还是一个鞅差列．

14．证明：适L1
 序列｛ξk
 ，[image: alt]
 k
 ，k≥1｝是鞅差序列的充要条件是对每k≥1和每个k元有界Borel可测函数f，有

Eξk＋1
 f（ξ1
 ，…，ξk
 ）＝0．

15．举例说明：有这样的下鞅｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝和这样的连续凸函数g，使得｛g（Sn
 ），[image: alt]
 n
 ，n≥1｝不是一个下鞅．

16．设｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是L2
 鞅，试求下鞅[image: alt]
 的Doob分解．

17．设｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是满足条件[image: alt]
 的鞅．证明：存在非负鞅[image: alt]
 ，使[image: alt]
 ．

第二节　停时定理

2.1　停时的定义及性质


定义2.2.1
 　设T⊂R，｛[image: alt]
 t
 ，t∈T｝是可测空间（Ω，[image: alt]
 ）上之非降σ域族．称（Ω，[image: alt]
 ）上取值于T∪｛∞｝的可测函数τ为｛[image: alt]
 t
 ，t∈T｝的停时，如对每t∈T有

[image: alt]


记[image: alt]
 ，如果τ是｛[image: alt]
 t
 ，t∈T｝的停时，那么称

[image: alt]


为停时τ的σ域．

我们先叙述停时的简单性质．


命题2.2.1
 　如τ1
 ，τ2
 是非降σ域族｛[image: alt]
 t
 ，t∈T｝的停时，则τ1
 ∨τ2
 ，τ1
 ∧τ2
 也是｛[image: alt]
 t
 ，t∈T｝的停时．


证明
 　对每t∈T，由｛τ1
 ≤t｝，｛τ2
 ≤t｝∈[image: alt]
 t
 推知

｛τ1
 ∨τ2
 ≤t｝＝｛τ1
 ≤t｝∩｛τ2
 ≤t｝∈[image: alt]
 t
 ；

｛τ1
 ∧τ2
 ≤t｝＝｛τ1
 ≤t｝∪｛τ2
 ≤t｝∈[image: alt]
 t
 ．


命题2.2.2
 　设T具有性质：对任｛tk
 ，k≥1｝⊂T，tk
 ↑t，有t∈T．如对每k≥1，τk
 是｛[image: alt]
 t
 ，t∈T｝的停时且τk
 ↑τ，则τ也是停时．


证明
 　对每k≥1和t∈T，由｛τk
 ≤t｝∈[image: alt]
 t
 推知

[image: alt]



命题2.2.3
 　如τ是非降σ域族｛[image: alt]
 t
 ，t∈T｝的停时，则由（2.2.2）定义的[image: alt]
 τ
 是一个σ域而且τ关于[image: alt]
 τ
 可测．


证明
 　易见Ω∈[image: alt]
 τ
 ．如果A∈[image: alt]
 τ
 ，即A∈[image: alt]
 ∞
 且A∩｛τ≤t｝∈[image: alt]
 t
 对每t∈T成立，则Ac
 ∈[image: alt]
 ∞
 且

Ac
 ∩｛τ≤t｝＝｛τ≤t｝＼［A∩｛τ≤t｝］∈[image: alt]
 t
 ，t∈T，

从而Ac
 ∈[image: alt]
 τ
 ．如对每k≥1，Ak
 ∈[image: alt]
 τ
 亦即Ak
 ∈[image: alt]
 ∞
 且Ak
 ∩｛τ≤t｝∈[image: alt]
 t
 对任t∈T成立，则[image: alt]
 且

[image: alt]


从而[image: alt]
 ．这说明[image: alt]
 τ
 是σ域．又对任s∈T有｛τ≤s｝∈[image: alt]
 ∞
 并且

｛τ≤s｝∩｛τ≤t｝＝｛τ≤s∧t｝∈[image: alt]
 s∧t
 ⊂[image: alt]
 t
 ，t∈T，

故｛τ≤s｝∈[image: alt]
 τ
 ．这说明τ关于[image: alt]
 τ
 可测．


命题2.2.4
 　如τ1
 ，τ2
 都是非降σ域｛[image: alt]
 t
 ，t∈T｝的停时且τ1
 ≤τ2
 ，则[image: alt]
 τ1

 ⊂[image: alt]
 τ2

 ．


证明
 　如A∈[image: alt]
 τ1

 ，则A∩｛τ1
 ≤t｝∈[image: alt]
 t
 ，t∈T，从而A∩｛τ2
 ≤t｝＝［A∩｛τ1
 ≤t｝］∩｛τ2
 ≤t｝∈[image: alt]
 t
 ，t∈T．这说明A∈[image: alt]
 τ2

 ，从而[image: alt]
 τ1

 ⊂[image: alt]
 τ2

 ．

在今后的讨论中，最常见的是T＝｛1，2，…｝和T＝［0，∞）．下面我们就对这两种情形下停时的性质作进一步的讨论．


命题2.2.5
 　τ是非降σ域列｛[image: alt]
 n
 ，n≥1｝的停时当且仅当

[image: alt]


此时，停时τ的σ域是

（2.2.4）　[image: alt]
 τ
 ＝｛A∈[image: alt]
 ∞
 ：A∩｛τ＝n｝∈[image: alt]
 n
 ，n≥1｝．


命题2.2.6
 　设｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是适可测函数列，τ＜∞是｛[image: alt]
 n
 ，n≥1｝的停时，则Sτ
 关于[image: alt]
 τ
 可测．


证明
 　对每n≥1，x∈R，我们有

｛Sτ
 ≤x｝∩｛τ＝n｝＝｛Sn
 ≤x｝∩｛τ＝n｝∈[image: alt]
 n
 ．

这说明｛Sτ
 ≤x｝∈[image: alt]
 τ
 ．

这个命题说明，适可测函数列的“时刻”n用停时τ代替以后，“适”性仍得到保持．这个事实非常重要，下面，我们把它推广到T＝［0，∞）的情形．称随机过程ξ＝｛ξt
 ，t≥0｝是右连续的，如果对每ω∈Ω，ξt
 （ω）作为t的函数是右连续的．


命题2.2.7
 　如果适随机过程｛ξt
 ，[image: alt]
 t
 ，t≥0｝右连续，τ是｛[image: alt]
 t
 ，t≥0｝的停时且τ＜∞，则ξτ
 关于[image: alt]
 τ
 可测．


证明
 　对每n≥1，令

[image: alt]


其中［x］表示x∈R的整数部分．由表示式

[image: alt]


可知对每t≥0，每n≥1，[image: alt]
 作为Ω×［0，t］上的函数是关于[image: alt]
 t
 ×[image: alt]
 ［0，t］可测的．但是，由ξ的右连续性知当n→∞时有[image: alt]
 →ξs
 （ω），故ξs
 （ω）作为（ω，s）∈Ω×［0，t］的函数是[image: alt]
 t
 ×[image: alt]
 ［0，t］可测的．因为τ∧t关于[image: alt]
 t
 可测，故进一步又推知ξτ∧t
 关于[image: alt]
 t
 可测．于是对每B∈[image: alt]
 ，有

｛ξτ
 ∈B｝∩｛τ≤t｝＝｛ξτ∧t
 ∈B｝∩｛τ≤t｝∈[image: alt]
 t
 ，

从而ξτ
 关于[image: alt]
 τ
 可测．

下面，我们举两个停时的例子．


例1
 　设｛Sn
 ，n≥1｝是一r. v. 序列，[image: alt]
 n
 ＝σ（S1
 ，…，Sn
 ），B∈[image: alt]
 ．约定inf∅＝∞并称

τ＝inf｛n≥1：Sn
 ∈B｝

为｛Sn
 ，n≥1｝第一次进入集合B的时刻．由于

｛τ＝n｝＝｛Si
 ∈Bc
 ，i＝1，…，n－1；Sn
 ∈B｝∈[image: alt]
 n


对每n≥1成立，故τ是一个停时．


例2
 　设｛ξn
 ，n≥1｝是r. v. 序列，[image: alt]
 n
 ＝σ（ξ1
 ，…，ξn
 ）．定义一串随机时刻如下：

τ1
 ＝1；

τk＋1
 ＝inf｛n＞τk
 ：ξn
 ＞ξτk

 ｝，k≥1．

显然，τ1
 是停时．如果τk
 是停时，则

[image: alt]


对每n≥1成立，从而τk＋1
 也是停时．因此，｛τk
 ，k≥1｝是｛[image: alt]
 n
 ，n≥1｝的停时序列．这个停时序列称为｛ξn
 ，n≥1｝破记录的时刻．

2.2　停时定理

从命题2.2.6和命题2.2.7知，对于适r. v. 族｛St
 ，[image: alt]
 t
 ，t∈T｝，把St
 和[image: alt]
 t
 中的t换成停时τ，适性即St
 关于[image: alt]
 t
 的可测性在一定条件下仍可保持．现在我们要问：在这样的替换以后，鞅或下鞅的性质是否仍可保持？换句话说，如果｛St
 ，[image: alt]
 t
 ，t∈T｝是一个鞅（或下鞅），τ和σ是｛[image: alt]
 t
 ，t∈T｝的停时且τ≤σ，是不是有

E（Sσ
 ∣[image: alt]
 τ
 ）＝Sτ
 （或≥Sτ
 ） a. s.？

在讨论这个问题之前，先引进必要的术语和记号．


定义2.2.2
 　设A，B是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）中的两个事件．如果P（A＼B）＝0，称B在A上 a. s. 发生，记作B a. s. A或A⊂B a. s.；如果A⊂B a. s. 且B⊂A a. s.，则记为A＝B a. s.．

从上述定义出发，易得


命题2.2.8
 　设带或不带足标的A，B，C是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）的事件，则

（1）B a. s. A当且仅当P（A）＝P（A∩B）；

（2）B a. s. A和C a. s. B蕴含C a. s. A；

（3）B a. s. A，则B∩C a. s. A∩C；

（4）对每n≥1，B a. s. An
 ，则[image: alt]
 ；

（5）对每n≥1，Bn
 a. s. A，则[image: alt]
 ．

证明请读者完成．


定理2.2.9
 　设｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是一个适可测函数列；对每n≥1，ESn
 有意义；σ是｛[image: alt]
 n
 ，n≥1｝的a. s. 有限的停时且ESσ
 有意义；τ是｛[image: alt]
 n
 ，n≥1｝的停时，ESτ
 I｛τ≤σ｝
 有意义．则当｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是满足

[image: alt]


的下鞅或满足

[image: alt]


的鞅时，分别有

[image: alt]


或

[image: alt]



证明
 　只考虑下鞅的情形．如果在这种情形已证得（2.2.7），那么当｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是一个鞅时，只要对下鞅｛±Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝分别用（2.2.7）就可以得到（2.2.8）．

首先，我们对τ≡n（n≥1）的情况来证明．这时，（2.2.7）成为

E（Sσ
 ∣[image: alt]
 n
 ）≥Sn
 a. s. ｛σ≥n｝，

亦即

[image: alt]


对每A∈[image: alt]
 n
 ，利用下鞅的性质可得

[image: alt]


上式令m→∞，由（2.2.5）推知

[image: alt]


对每A∈[image: alt]
 n
 成立．这等价于（2.2.9）．因此当τ≡n时（2.2.7）对下鞅成立．

再对一般的符合定理条件的停时τ来证明（2.2.7）．注意｛τ≤σ｝∈[image: alt]
 τ
 ，可见（2.2.7）等价于

[image: alt]


对每A∈[image: alt]
 τ
 ，有A∩｛τ＝n｝∈[image: alt]
 n
 ，因而由（2.2.9）得

[image: alt]


即（2.2.10）成立．

作为定理2.2.9的推论，我们得


系2.2.10
 　设｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是适可测函数列；对每n≥1，ESn
 有意义；σ是｛[image: alt]
 n
 ，n≥1｝的有界停时，即σ是停时且存在正整数k使P（σ≤k）＝1．则当｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是下鞅或鞅时，（2.2.7）或（2.2.8）分别对｛[image: alt]
 n
 ，n≥1｝的任一停时τ成立．

利用定理2.2.9，我们还可回答前面提出的关于“鞅性”是否继续保持的问题．


系2.2.11
 　设｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是适可测函数列；对每n≥1，ESn
 有意义；σ和τ是｛[image: alt]
 n
 ，n≥1｝的停时，τ≤σ＜∞ a. s.，ESσ
 和ESτ
 有意义．则当｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝分别是满足（2.2.5）的下鞅或满足（2.2.6）的鞅时，｛Sτ
 ，[image: alt]
 τ
 ；Sσ
 ，[image: alt]
 σ
 ｝分别形成下鞅或鞅．


证明
 　由命题2.2.4知｛[image: alt]
 τ
 ，[image: alt]
 σ
 ｝是（仅有两个σ域的）非降σ域族．由命题2.2.6又知｛Sτ
 ，[image: alt]
 τ
 ；Sσ
 ，[image: alt]
 σ
 ｝是适的．最后，利用定理2.2.9即得所要之结论．

2.3　Wald公式——对于期望

我们将把停时定理用于鞅差序列，以得到所谓的Wald公式的推广．然后把它具体到独立r. v. 序列，得到Wald公式．为了方便起见，如果｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是一个L1
 下鞅，对每n≥1，令ξ1
 ＝S1
 ；

ξn
 ＝Sn
 －Sn－1
 a. s.，n＞1，

我们将称适可测函数列｛ξn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝为一个下鞅差列．不难见，一个L1
 适可测函数列｛ξn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是下鞅差列当且仅当

E（ξn＋1
 ∣[image: alt]
 n
 ）≥0 a. s.，n≥1．


引理2.2.12
 　设｛ξn
 ，n≥1｝是任一r. v. 序列，τ是Ω上取值于正整数的函数，则对每n≥1，有

[image: alt]



证明
 　对每n≥1，

[image: alt]



引理2.2.13
 　如τ是非降σ域列｛[image: alt]
 n
 ，n≥1｝的停时，τ＜∞ a. s.，则对任非负可测函数列｛ξn
 ，n≥1｝有

[image: alt]



证明
 　由（2.2.11）得

[image: alt]


上式中令n→∞，又有

[image: alt]



定理2.2.14
 　设｛ξn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是L1
 适可测函数列，σ是｛[image: alt]
 n
 ，n≥1｝的停时，σ＜∞ a. s.．则当｛ξn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是满足条件

[image: alt]


的下鞅差列或满足

[image: alt]


的鞅差列时，对｛[image: alt]
 n
 ，n≥1｝的任一停时τ分别有

[image: alt]


或

[image: alt]



证明
 　仅需对下鞅的情形给出证明．记[image: alt]
 ．注意

[image: alt]


可知ESσ
 ，ESτ
 I｛σ≥τ｝
 有意义；又注意（2.2.13）还蕴含

[image: alt]


故定理2.2.9之诸条件满足从而（2.2.7）成立．但此时（2.2.7）就是（2.2.15）．


系2.2.15
 　设｛ξn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是L1
 鞅差序列，σ是｛[image: alt]
 n
 ，n≥1｝的停时，σ＜∞ a. s.．如果（2.2.14）成立，则

[image: alt]



证明
 　把定理2.2.14用于τ≡1的情形，（2.2.16）变成

[image: alt]


上式两端取期望即得（2.2.17）．

不难看出，（2.2.17）乃是命题2.1.2向停时的推广，我们无妨称它为对鞅差序列部分和也就是鞅的Wald公式．正宗的Wald公式是对独立同分布r. v.序列部分和说的，我们把它作为一个系证明如下．为了行文简洁，“独立同分布”今后将缩写成i. i. d.．


系2.2.16
 　设｛ξn
 ，n≥1｝是i. i. d. r. v. 列；对每n≥1，令[image: alt]
 n
 ＝σ（ξ1
 ，…，ξn
 ），设τ是｛[image: alt]
 n
 ，n≥1｝的可积停时．如果Eξ1
 有意义，则

[image: alt]



证明
 　先设E∣ξ1
 ∣＜∞．由（2.2.12）和独立性得

[image: alt]


把系2.2.15用于鞅差列｛ξn
 －Eξn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝，有

[image: alt]


即（2.2.18）成立．

次设Eξ1
 ＝∞，即E[image: alt]
 ＝∞和Eξ-
 ＜∞的情况．由Eτ
 ＜∞推知P（τ＜∞）＝1推知存在n≥1使P（τ＝n）＞0．故此时（2.2.18）之右端

[image: alt]


此外，对｛[image: alt]
 ，n≥1｝用已证之结论，得

[image: alt]


故（2.2.18）之左端

[image: alt]


由此可见此时（2.2.18）仍成立．

Eξ1
 ＝-∞时的证明与Eξ1
 ＝∞时类似，略．

2.4　Wald公式——对于方差

对于同分布之n个r. v. ξ1
 ，…，ξn
 ，如果期望存在，就有

[image: alt]


上一小节的（2.2.18）可看成是上式把k推广成停时τ．对于i. i. d. 序列｛ξn
 ，n≥1｝的方差，还有一个熟知的公式

[image: alt]


这个公式中的k是否也可以推广到停时呢？回答是肯定的．我们的办法还是先讨论鞅差序列，把（2.1.4）式推广为

[image: alt]


然后再落实到i. i. d. 序列上去．


引理2.2.17
 　如果｛ξn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是L2
 鞅差列，则对任一停时τ，有

[image: alt]


如果τ＜∞ a. s.，则进一步还有

[image: alt]



证明
 　这时，记[image: alt]
 ，则[image: alt]
 是L1
 鞅（习题2.1之12）．因此，[image: alt]
 还是L1
 鞅（习题2.2之9）．对任k≥1，

[image: alt]


故由系2.2.15得

[image: alt]


即（2.2.21）成立．当τ＜∞ a. s. 时，于（2.2.21）中令k→∞，利用Fatou引理和单调收敛定理又得

[image: alt]


即（2.2.22）成立．


定理2.2.18
 　如｛ξn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是L2
 鞅差列，τ是｛[image: alt]
 n
 ，n≥1｝的停时，τ＜∞ a. s.，对每n≥1，记[image: alt]
 ，则下列条件之一成立时，（2.2.20）成立：

（1）[image: alt]
 ；

（2）[image: alt]
 ；

（3）[image: alt]
 ；

（4）[image: alt]
 ．


证明
 　由于已有（2.2.22），故只需再证条件（1）—（4）中之任何一个蕴含

[image: alt]


先证条件（1）蕴含（2.2.23）．对每n≥1，我们有

[image: alt]


另外在条件（1）之下，对下鞅｛∣Sn
 ∣，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝可用定理2.2.9之（2.2.7）（取那里的σ为这里的τ，那里的τ为常停时n）而得

[image: alt]


合并以上所得两式，得到

[image: alt]


上式两端取E并用（2.2.21）又推知

[image: alt]


上式再令n→∞即得（2.2.23）．

因为（2）蕴含（1），故也蕴含（2.2.23）．

往证（3）蕴含（1），故也蕴含（2.2.23）．对任意给定的α＞0，有

[image: alt]


由此可见，在（3）之下（1）必须成立．

最后证（4）蕴含（3）从而也蕴含（2.2.23）．约定S0
 ＝0，我们得

[image: alt]


但是，对每i≥1，

[image: alt]


故进而又得

[image: alt]


由此可见

[image: alt]


故（4）蕴含（3）．


系2.2.19
 　设｛ξn
 ，n≥1｝是i. i. d. r. v. 序列，Eξ1
 ＝0，E[image: alt]
 ＜∞；对每n≥1，令[image: alt]
 n
 ＝σ（ξ1
 ，…，ξn
 ），设τ是｛[image: alt]
 n
 ，n≥1｝的可积停时．则

[image: alt]



证明
 　不难见此时｛ξn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是L2
 鞅差且（2.2.19）仍成立，但由于Eξ1
 ＝0，故（2.2.19）就是定理2.2.18之条件（2）．于是由（2.2.20），（2.2.12）和独立性得

[image: alt]


2.5　Wald公式向连续参数鞅的推广

停时定理的结果在一定条件下可以推广到连续参数鞅的情形．我们不拟全面展开这方面的讨论，而只给出（2.2.17）的一个推广，以备引用．


定理2.2.20
 　设｛St
 ，[image: alt]
 t
 ，t≥0｝是一个右连续L1
 鞅，τ是｛[image: alt]
 t
 ，t≥0｝的有限停时．如果

[image: alt]


则我们有

[image: alt]



证明
 　任意固定t＞0．对每n≥1，令

[image: alt]


由于｛∣St
 ∣，[image: alt]
 t
 ，t≥0｝是下鞅（见系2.1.6），对每λ＞0和α＞0，有

[image: alt]


但是，对每n≥1，又有

[image: alt]


因此，我们得

[image: alt]


上式中先令λ→∞，再令α→∞，便知｛Sτn

 I｛τ≤t｝
 ，n≥1｝是一致可积的．

对每A∈[image: alt]
 0
 ，利用鞅的性质可得

[image: alt]


上式取极限，利用｛Sτn

 IA∩｛τ≤t｝
 ，n≥1｝的一致可积性，｛St
 ，t≥0｝的右连续性及τn
 ↓τ可得

[image: alt]


于是，当A∈[image: alt]
 0
 时，对每t≥0有

[image: alt]


此式再令t→∞，便由（2.2.25）和（2.2.26）推得（2.2.27）．对（2.2.27）两端取E，又得（2.2.28）．

习题　2.2

1．证明命题2.2.5．

2．证明：如果σ和τ是非降σ域｛[image: alt]
 n
 ，n≥1｝的停时，则σ＋τ亦是｛[image: alt]
 n
 ，n≥1｝的停时．试问如σ和τ是｛[image: alt]
 n
 ，n≥1｝的停时，σ－τ是否是｛[image: alt]
 n
 ，n≥1｝的停时？

3．证明：如σ是非降σ域｛[image: alt]
 n
 ，n≥1｝的停时，[image: alt]
 σ
 可测的整数值r. v. τ≥σ，则τ亦是｛[image: alt]
 n
 ，n≥1｝的停时．

4．证明：如σ和τ是非降σ域｛[image: alt]
 n
 ，n≥1｝的停时，则

｛σ≤τ｝，｛τ≤σ｝，｛τ＝σ｝∈[image: alt]
 σ
 ∩[image: alt]
 τ
 ＝[image: alt]
 σ∧τ
 ．

5．设｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是适r. v. 列，τ是｛[image: alt]
 n
 ，n≥1｝的停时．令

[image: alt]


证明Sτ
 是[image: alt]
 τ
 可测函数．

6．证明命题2.2.8．

7．设｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是一（下）鞅，τ是｛[image: alt]
 n
 ，n≥1｝的停时，证明：｛Sτ∧n
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝仍是（下）鞅．

8．设｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是一（下）鞅，τ是｛[image: alt]
 n
 ，n≥1｝的停时．证明：｛Sτ∧n
 ，[image: alt]
 τ∧n
 ，n≥1｝仍是（下）鞅．

9．设[image: alt]
 是一个（下）鞅，τ是｛[image: alt]
 n
 ，n≥1｝的停时且Eτ
 ＜∞．如果存在C＞0使

[image: alt]


对每k≥1成立，证明E∣Sτ
 ∣＜∞且

[image: alt]


10．设｛ξn
 ，n≥1｝是独立同分布r. v. 列，

[image: alt]


令[image: alt]
 ．问（2.2.24）是否成立？

11．设｛ξn
 ，n≥1｝如题12，对-∞＜a＜0＜b＜∞，令

[image: alt]


证明τ是｛[image: alt]
 n
 ，n≥1｝的停时且

[image: alt]


其中[image: alt]
 ．

12．设｛ξn
 ，n≥1｝独立同分布．对每n≥1，令

[image: alt]


又设τ是｛[image: alt]
 n
 ，n≥1｝的可积停时，存在C＞0使

[image: alt]


对每n≥1成立．证明：如果对某t0
 ＞0，

[image: alt]


对一切∣t∣≤t0
 成立，则当t∈［-t0
 ，t0
 ］时，

[image: alt]


是一个鞅并且EUτ
 ＝1．

13．设｛ξn
 ，n≥1｝独立同分布，其共同d. f. 为F．令｛τn
 ，n≥1｝为例2中的停时序列并记

[image: alt]


证明下列命题等价：

（1）对每k≥1，τk
 ＜∞ a. s.；

（2）存在k＞1使τk
 ＜∞ a. s.；

（3）ωF
 ＝∞或ωF
 ＜∞但F在ωF
 连续．

14．设｛ξn
 ，n≥1｝独立同标准指数分布，令｛τn
 ，n≥1｝为例2中的停时序列，记

[image: alt]


证明：｛ξτk

 ，k≥1｝与｛Sk
 ，k≥1｝有相同之分布．

15．设｛ξn
 ，n≥1｝是m相依序列，对每n≥1，E∣ξn
 ∣＜∞，又τ是｛σ（ξ1
 ，…，ξn
 ），n≥1｝的可积停时．证明

[image: alt]


其中[image: alt]
 ．

16．设｛ξn
 ，n≥1｝是非负的非退化的独立同分布r. v. 列，记

[image: alt]


对每t≥0，令

N（t）＝sup｛n≥1：Sn
 ≤t｝．

称｛N（t），t≥0｝为更新过程．证明

（1）对每t≥0，EN（t）＜∞；

（2）[image: alt]
 ；

（3）[image: alt]
 ．

17．把定理2.2.20推广到τ＜∞ a. s. 的情形．

第三节　收敛定理

3.1　下鞅基本收敛定理

鞅的收敛定理是鞅论中极为重要的内容，而Doob关于下鞅的收敛定理则是关于收敛定理一切讨论的出发点．


定义2.3.1
 　设x1
 ，…，xn
 ∈R-
 ；a，b∈R，a＜b．令

[image: alt]


又对k≥1，归纳地令

[image: alt]


称｛τk
 ，k≥1｝为｛x1
 ，…，xn
 ｝对区间（a，b）的穿时序列，U（a，b）＝max｛k：τ2k
 ≤n｝为｛x1
 ，…，xn
 ｝上穿区间（a，b）的次数．


引理2.3.1
 　设定义2.3.1中的xi
 ∈［-∞，∞），i＝1，…，n．对i＝2，…，n，令

[image: alt]


则

[image: alt]


总有意义而且

[image: alt]



证明
 　对某i＝2，…，n，如ui
 ＝0，则ui
 xi
 －ui
 xi－1
 ＝0．对某i＝2，…，n，如ui
 ＝1，则可区分为两种情况：（1）对某k≥1，τ2k
 ＜i＜τ2k＋1
 ，这时必有-∞＜a＜xi－1
 ，xi
 ＜∞从而ui
 xi
 －ui
 xi－1
 ＝ui
 （xi
 －xi－1
 ）是一实数；（2）对某k≥1，τ2k
 ＜i＝τ2k＋1
 ，这时-∞≤xi
 ≤a＜xi－1
 ＜∞从而-∞≤ui
 xi
 －ui
 xi－1
 ＝ui
 （xi
 －xi－1
 ）＜∞．因此（2.3.2）之右端总有意义且可表

[image: alt]


简记U（a，b）＝U．如τ2U＋1
 ≤n，由（2.3.4）得

[image: alt]


如τ2U＋1
 ＝n＋1，由（2.3.4）得

[image: alt]


因此，（2.3.3）成立．


引理2.3.2
 　设｛Sk
 ，[image: alt]
 k
 ，k＝1，…，n｝是适可测函数列．以｛τk
 ，k≥1｝和U（a，b）分别记｛S1
 ，…，Sn
 ｝对区间（a，b）的穿时序列和上穿次数，则对每k≥1，τk
 是停时；U（a，b）关于[image: alt]
 n
 可测．


证明
 　对i＝1，…，n有

｛τ1
 ＝i｝＝｛S1
 ＞a，…，Si－1
 ＞a，Si
 ≤a｝∈[image: alt]
 i
 ，

故τ1
 是停时．如对某k≥1，τ2k－1
 是停时，则对每i＝1，…，n，有

[image: alt]


故τ2k
 ，τ2k＋1
 都是停时．于是由归纳法知对每k≥1，τk
 是停时．此外，

[image: alt]


对一切k≥0（约定τ0
 ＝1）成立，故U（a，b）关于[image: alt]
 n
 可测．

下面的定理给出的不等式称为下鞅的上穿不等式．它是证明下鞅基本收敛定理的重要工具．


定理2.3.3
 　设｛Sk
 ，[image: alt]
 k
 ，k＝1，…，n｝是下鞅，a＜b是给定实数．以U（a，b）记｛S1
 ，…Sn
 ｝上穿（a，b）的次数，则

[image: alt]



证明
 　无妨设E（Sn
 －a）＋
 ＜∞．由系2.1.6和命题2.1.2知，对每i＝1，…，n均有

[image: alt]


记｛τk
 ，k≥1｝为｛S1
 ，…，Sn
 ｝对（a，b）的穿时序列并定义｛ui
 ，i＝2，…，n｝如（2.3.1）．由引理2.3.2易见对每i＝2，…，n，

[image: alt]


由（2.3.6）知对每i＝1，…，n，-∞≤Si
 ＜∞ a. s.．故

[image: alt]


a. s. 有意义．又由ui
 的定义知对每i＝2，…，n

a＜Si－1
 ＜∞ a. s.｛ui
 ＝1｝

从而（2.3.6）给出

[image: alt]


故由（2.3.7）和下鞅的性质得

[image: alt]


这样，从（2.3.3）就得到

[image: alt]


即（2.3.5）成立．

我们将称下列定理为下鞅基本收敛定理．


定理2.3.4
 　如果下鞅｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝满足

[image: alt]


则[image: alt]
 有意义；记[image: alt]
 ，则

（1）[image: alt]
 ；

（2）∣S∞
 ∣＜∞ a. s.｛S1
 ＞-∞｝；

（3）如对每n≥1，Sn
 ∈L1
 ，则S∞
 ∈L1
 ．


证明
 　以Γ记R中的有理数集．对每r1
 ，r2
 ∈Γ，r1
 ＜r2
 ，以Un
 （r1
 ，r2
 ）记｛S1
 ，…，Sn
 ｝上穿（r1
 ，r2
 ）的次数．由于Un
 （r1
 ，r2
 ）对n非降，故由（2.3.5）和（2.3.8）知

[image: alt]


从而

[image: alt]


对每r1
 ，r2
 ∈Γ，r1
 ＜r2
 成立．因此我们有

[image: alt]


这说明[image: alt]
 有意义．

设对每n≥1，Sn
 ∈L1
 ．由Fatou引理、命题2.1.2以及（2.3.8）推知

[image: alt]


可见定理之结论（3）成立．把结论（3）用于下鞅[image: alt]
 并注意[image: alt]
 ，又得[image: alt]
 ．这又证得结论（1）．于是只要再证结论（2）．对每k≥1，令[image: alt]
 ，则[image: alt]
 还是下鞅列并且对每n≥1，

[image: alt]


把已证之结论（3）用于下鞅[image: alt]
 并注意[image: alt]
 ，便得[image: alt]
 从而

[image: alt]


对每k≥1成立．据命题2.2.8之（4），就证出了（2）．

3.2　一致可积鞅

对于一个适可测函数列｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝，如果[image: alt]
 存在，那么记[image: alt]
 是关于[image: alt]
 可测的．于是，｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，1≤n≤∞｝（即在原序列｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝上再加上一个最右边的元（S∞
 ，[image: alt]
 ∞
 ））仍成为适的．定理2.3.4表明，在（2.3.8）的条件下，由下鞅列｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝可得到一个有“最右边”元的适可测函数列｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，1≤n≤∞｝．现在我们关心的是，在什么条件下，｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，1≤n≤∞｝还是一个下鞅？


定理2.3.5
 　对下鞅｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝而言，下列四个命题等价：

（1）存在可测函数S使S＋
 ∈L1
 且对每n≥1，

E（S∣[image: alt]
 n
 ）≥Sn
 a. s.；

（2）[image: alt]
 一致可积；

（3）[image: alt]
 是L1
 的基本列；

（4）[image: alt]
 有意义，记为S∞
 ，此[image: alt]
 ∈L1
 且｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，1≤n≤∞｝是一个下鞅．


证明
 　我们采用这样的路线来证明：

（1）⇒（2）⇔（3）⇒（4）⇒（1）．

兹实现如下．

（1）⇒（2）：由于对每n≥1，E（S∣[image: alt]
 n
 ）≥Sn
 a. s.，故

[image: alt]


于是，对每λ＞0，

[image: alt]


这说明当λ→∞时，P（[image: alt]
 ＞λ）→0对n≥1一致成立．再次利用（2.3.9）便得

[image: alt]


当n→∞时成立．可见｛[image: alt]
 ，n≥1｝一致可积．

（2）⇔（3）：如果（2）成立，由定理1.1.9知（2.3.8）必成立．如果（3）成立，（2.3.8）也必须成立．因此，在这两种情况下都存在S∞
 使[image: alt]
 （定理2.3.4）．于是由定理1.1.10即知（2）和（3）等价．

（2），（3）⇒（4）：如前所述，当（2）或（3）成立时，存在S∞
 ，使[image: alt]
 且[image: alt]
 ．因此只需要证｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，1≤n≤∞｝是一个下鞅．

对每k≥1，令

[image: alt]


由命题2.1.4知[image: alt]
 是一个下鞅．于是，对每k≥1，每m≥n≥1和每A∈[image: alt]
 n
 ，有

[image: alt]


上式中令m→∞，注意对每m≥1，[image: alt]
 是一致可积的，又注意

[image: alt]


由定理1.1.10即得对每n≥1，每A∈[image: alt]
 n
 ，

[image: alt]


这表明对每k≥1，每n≥1，

[image: alt]


注意[image: alt]
 ，由条件单调收敛定理知对每n≥1，

[image: alt]


从而

[image: alt]


故在（2.3.10）中令k→∞，即得

E（S∞
 ∣[image: alt]
 n
 ）≥Sn
 a. s.，n≥1．

可见｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，1≤n≤∞｝是一个下鞅．

（4）⇒（1）：取S＝S∞
 即可．

下面进而讨论，当一个鞅列｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝[image: alt]
 存在且记为S∞
 时，在什么条件下，｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，1≤n≤∞｝还是鞅？


定理2.3.6
 　对于一个鞅｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝，下列四种说法等价：

（1）存在一个r. v. S∈L1
 使对每n≥1，

E（S∣[image: alt]
 n
 ）＝Sn
 a. s.；

（2）｛Sn
 ，n≥1｝一致可积；

（3）｛Sn
 ，n≥1｝是L1
 中的基本列；

（4）[image: alt]
 而且｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，1≤n≤∞｝形成一个鞅．


证明
 　当｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是鞅时，｛±Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝都是下鞅．又注意（1）意味着存在可测函数S，满足（±S）＋
 ＝S±
 ∈L1
 ，使对每n≥1，E（±S∣[image: alt]
 n
 ）＝±Sn
 a. s.．故由定理2.3.5知（1）蕴含[image: alt]
 一致可积．可见（1）⇒（2）．与定理2.3.5同样的方法可证（2）⇔（3）．由于（2）意味着｛（±Sn
 ）＋
 ，n≥1｝一致可积，故由定理2.3.5又知当n→∞时，Sn
 a. s. 收敛到某S∞
 ，这个S∞
 满足[image: alt]
 即S∞
 ∈L1
 且使｛±Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，1≤n≤∞｝成为下鞅即｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，1≤n≤∞｝成为鞅．这又证明了（2）⇒（4）．最后，（4）⇒（1）是显然的．于是我们有

（1）⇒（2）⇔（3）⇒（4）⇒（1）．

在本章1.3小节的例（1）中令T＝｛1，2，…｝，便得到一个由一个可测函数S和一个非降σ域列｛[image: alt]
 n
 ，n≥1｝产生的鞅列．定理2.3.6的深刻意义在于说明任一一致可积鞅列均具有1.3例（1）的那种形式．文献中常把这种形式的鞅称为有右闭元的鞅．下面我们证明，一致可积下鞅列总可以表为一个右闭的鞅减去一个位势．


系2.3.7
 　对于下鞅｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝而言，下列四个说法等价：

（1）｛Sn
 ，n≥1｝一致可积；

（2）｛Sn
 ，n≥1｝是L1
 基本列；

（3）当n→∞时Sn
 a. s. 收敛到某S∞
 ∈L1
 使得｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，1≤n≤∞｝是L1
 下鞅且

[image: alt]


（4）存在一个M∈L1
 和一个位势｛πn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝使对每n≥1，有

Sn
 ＝E（M∣[image: alt]
 n
 ）－πn
 　a. s.．


证明
 　采用下列路线证之：

（1）⇔（2）⇒（3）⇒（4）⇒（1）．

（1）⇔（2）：在（1）和（2）之下均有[image: alt]
 ，因而由定理2.3.5知这两种情况下当n→∞时，Sn
 均a. s. 收敛到某S∞
 ∈L1
 ．再引用定理1.1.10即知（1）和（2）等价．

（1），（2）⇒（3）：如（1）成立，由定理2.3.5知当n→∞时Sn
 a. s. 收敛到某S∞
 ∈L1
 ，使｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，1≤n≤∞｝成为下鞅．由（2）又知[image: alt]
 ，从而更有ESn
 →ES∞
 ．故（3）成立．

（3）⇒（4）：取M＝S∞
 ．对每n≥1，令πn
 ＝E（M∣[image: alt]
 n
 ）－Sn
 ．当（3）成立时，我们有

[image: alt]


这说明｛πn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是一个位势，故（4）成立．

（4）⇒（1）：｛E（M∣[image: alt]
 n
 ），n≥1｝显然一致可积，又｛πn
 ，n≥1｝一致可积（习题1.1之8），故｛Sn
 ＝E（M∣[image: alt]
 n
 ）－πn
 ，n≥1｝一致可积．

3.3　停时定理的推广

以往讨论鞅或下鞅｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝的停时定理时，一个必要的假定是停时必须是a. s. 有限的．否则，诸如Sτ
 这样的符号将可能在一个正测集上无意义．对于一致可积的鞅或下鞅，总存在一个S∞
 使｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，1≤n≤∞｝仍是鞅或下鞅．这样，Sτ
 在｛τ＝∞｝上的定义就不会有困难了．我们自然希望这时停时定理中的“停时有限”条件可以去掉．这一小节就讨论上述问题．


定理2.3.8
 　设｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是一致可积鞅，记[image: alt]
 ，则对｛[image: alt]
 n
 ，n≥1｝的任意二停时τ和σ，（2.2.8）成立．


证明
 　据定理2.3.6，此时｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，1≤n≤∞｝是一个L1
 鞅，因而对每A∈[image: alt]
 τ
 ，有

[image: alt]


因此，注意｛σ≥τ｝∈[image: alt]
 τ
 ，便得

[image: alt]


即（2.2.8）成立．


定理2.3.9
 　设｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是一致可积下鞅，记[image: alt]
 ，则对｛[image: alt]
 n
 ，n≥1｝的任意二停时σ和τ，（2.2.7）成立．


证明
 　这时系2.3.7之（4）成立．由于｛πn
 ，n≥1｝一致可积，对下鞅｛-πn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝再用系2.3.7又可见，此时若记π∞
 ＝0，则｛πn
 ，[image: alt]
 n
 ，1≤n≤∞｝仍是一个上鞅．因而对每A∈[image: alt]
 τ
 ，有

[image: alt]


这里，第二个不等号是对下鞅｛-πn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝和有界停时σ∧k用系2.2.10而得到的．上式表明

[image: alt]


又对系2.3.7，（4）中之M∈L1
 ，记Mn
 ＝E（M∣[image: alt]
 n
 ），n≥1．则｛Mn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是一致可积鞅．因此由定理2.3.8知：记[image: alt]
 ，则

[image: alt]


成立．注意由系2.3.7，（4）之分解式和π∞
 ＝0推知

[image: alt]


把（2.3.12）减去（2.3.11），就得（2.2.7）．

3.4　反鞅

反（下，上）鞅是指时间顺序上“反”过来的（下，上）鞅．设T⊂R．


定义2.3.2
 　设｛[image: alt]
 t
 ，t∈T｝是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上的非增子σ域族，即对每t1
 ，t2
 ∈T，t1
 ＜t2
 均有[image: alt]
 t2

 ⊂[image: alt]
 t1

 ．二元族｛St
 ，[image: alt]
 t
 ，t∈T｝称为一个反（下、上）鞅，如果对每t∈T，St
 关于[image: alt]
 t
 可测，对每t1
 ，t2
 ∈T，t1
 ＜t2
 ，E（St1

 ∣[image: alt]
 t2

 ）有意义而且下式成立：

[image: alt]


关于反下鞅，我们有下列基本收敛定理．

定理2.3.10　设｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是反下鞅．如果

[image: alt]


则[image: alt]
 有意义；此时记[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ．又下列说法等价：

（1）｛Sn
 ，n≥1｝一致可积；

（2）｛Sn
 ，n≥1｝是L1
 基本列；

（3）[image: alt]
 存在，使｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，1≤n≤∞｝成为L1
 中的反下鞅，其中[image: alt]
 ；

（4）[image: alt]
 ．


证明
 　对每n≥1，以Un
 （a，b）记｛Sn
 ，Sn－1
 ，…，S1
 ｝上穿区间（a，b）的次数．由于｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ；Sn－1
 ，[image: alt]
 n－1
 ；…；S1
 ，[image: alt]
 1
 ｝是一个下鞅，故对它可用上穿不等式（2.3.5）而由（2.3.14）得

[image: alt]


因此，[image: alt]
 ，并进而得

[image: alt]


与定理2.3.4的证明同理，由上式可推知[image: alt]
 有意义．不难见，｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是反下鞅当且仅当对每n≥1，

[image: alt]


由此可见，

[image: alt]


上式两端取期望又有

[image: alt]


于是由Fatou引理知

[image: alt]


这又证明了[image: alt]
 ．

下面证明（1）—（4）的等价性．（1）⇒（2）的证明类似于系2.3.7．往证（2）⇒（3）⇒（4）⇒（1）．

（2）⇒（3）：由（2.3.15）知对每A∈[image: alt]
 ∞
 ⊂[image: alt]
 n＋p
 ⊂[image: alt]
 n
 （n≥1，p≥1）均有

[image: alt]


上式令p→∞，立得ESn
 IA
 ≥ES∞
 IA
 ．这表明

[image: alt]


故（3）成立．

（3）⇒（4）：易．

（4）⇒（1）：在（2.3.15）两端取E，得ESn
 ≥ESn＋1
 ，n≥1．可见（4）蕴含

[image: alt]


此式加上（2.3.16）又得

[image: alt]


亦即

[image: alt]


这说明[image: alt]
 是一有限实数．对任给ε＞0，取定n0
 ≥1使当n＞n0
 时ESn0

 －ESn
 ＜ε，则由反下鞅性质知

[image: alt]


对每λ＞0和每n＞n0
 成立．于是

[image: alt]


对每λ＞0成立．有限个可积函数是一致可积的，故

[image: alt]


同时，（2.3.17）蕴含当λ→∞时

[image: alt]


故由可积函数不定积分的绝对连续性又推知

[image: alt]


于是在（2.3.18）中令λ→∞，便得

[image: alt]


上式再令ε→0，即知（1）成立．

如果｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是反上鞅，即么｛-Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝形成反下鞅．因此，定理2.3.10也可用于解决反上鞅的收敛问题．注意到｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是反鞅当且仅当｛±Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝都是反下鞅，作为定理2.3.10的一个推论，便可以得到

定理2.3.11　对于反鞅｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝，下列四个说法等价：

（1）｛Sn
 ，n≥1｝一致可积；

（2）｛Sn
 ，n≥1｝是L1
 基本列；

（3）当n→∞时Sn
 a.s.收敛到某S∞
 ∈L1
 ，使｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，1≤n≤∞｝成为L1
 反鞅；

（4）E∣S1
 ∣＜∞．

证明请读者完成．

3.5　Doob关于条件期望的收敛定理

作为定理2.3.6和定理2.3.11的推论，我们可得到两个关于条件期望的非常有用的收敛定理．


定理2.3.12
 　设｛[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）的非降子σ域，[image: alt]
 ．则对每S∈L1
 ，

E（S∣[image: alt]
 n
 ）→E（S∣[image: alt]
 ∞
 ）

在a.s.意义和L1
 意义下均成立．


证明
 　由于｛E（S∣[image: alt]
 n
 ），[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是一致可积鞅，故由定理2.3.6知，存在S∞
 ∈L1
 ，使｛E（S∣[image: alt]
 n
 ），[image: alt]
 n
 ，n≥1；S∞
 ，[image: alt]
 ∞
 ｝成为鞅而且当n→∞时

[image: alt]


在a.s.和L1
 意义下成立．此外，对每[image: alt]
 ，存在一个n≥1使A∈[image: alt]
 n
 ，从而由条件期望的定义和鞅的性质推知

ESIA
 ＝E［E（S∣[image: alt]
 n
 ）IA
 ］＝ES∞
 IA
 ．

由于一切使

[image: alt]


成立之A组成一个单调系，故由定理1.1.14知，（2.3.20）对一切A∈[image: alt]
 ∞
 成立．这表明

S∞
 ＝E（S∣[image: alt]
 ∞
 ）　a.s.．

以此代入（2.3.19）即得定理结论．


定理2.3.13
 　设｛[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上的非增σ域，记[image: alt]
 ．则对每S∈L1
 ，

E（S∣[image: alt]
 n
 ）→E（S∣[image: alt]
 ∞
 ）

在a.s.意义和L1
 意义下均成立．


证明
 　由于｛E（S∣[image: alt]
 n
 ），[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是一致可积反鞅，故由定理2.3.11知存在S∞
 ∈L1
 ，使当n→∞时

E（S∣[image: alt]
 n
 ）→S∞


在a.s.意义和L1
 意义下均成立．但由反鞅性质知对每A∈[image: alt]
 ∞
 ⊂[image: alt]
 n
 （n≥1），

ES∞
 IA
 ＝E［E（S∣[image: alt]
 n
 ）IA
 ］＝ESIA
 ．

故S∞
 ＝E（S∣[image: alt]
 ∞
 ）a.s.．

习题　2.3

1．证明：如鞅｛Mn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝满足

[image: alt]


则[image: alt]
 存在；记[image: alt]
 ，则M∞
 ∈L1
 ．

2．举例说明存在L1
 鞅｛Mn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝使

[image: alt]



提示：
 考虑独立r.v.列｛ξn
 ，n≥1｝，

[image: alt]


令[image: alt]
 ．

3．设鞅差列｛ξk
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝满足下列条件之一：

（1）[image: alt]
 ；

（2）[image: alt]
 ．

证明[image: alt]
 时a.s.收敛．

4．举例说明存在L1
 鞅｛Mn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝，满足

[image: alt]


因而[image: alt]
 ，但｛Mn
 ，[image: alt]
 n
 ，1≤n≤∞｝并不是一个鞅．


提示：
 令Ω＝（0，1］，[image: alt]
 ＝（0，1］∩[image: alt]
 ，P是（0，1］上的Lebesgue测度．在概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上令

[image: alt]


5．证明习题2.1之题7所定义之鞅[image: alt]
 存在并且

[image: alt]


证明对于该题中的｛ξn
 ，n≥1｝，下式

[image: alt]


总是成立的，而且确实有满足该题条件的｛ξn
 ，n≥1｝使

[image: alt]


6．考察习题2.1之题8的鞅｛Mn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝．证明

（1）把μ对P的Lebesgue分解记为

μ（A）＝∫A
 SdP＋μ（A∩N），A∈[image: alt]
 ，

其中S∈L1
 （Ω，[image: alt]
 ，P），N∈[image: alt]
 且P（N）＝0，则

Mn
 →S　a.s.；

（2）μ对P绝对连续当且仅当｛Mn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是（Ω，[image: alt]
 ，P）上的一致可积鞅，这时

[image: alt]


7．利用定理2.3.13证明如下的Kolmogorov强大数律：如｛ξk
 ，k≥1｝i.i.d.，E∣ξ1
 ∣＜∞，则对[image: alt]
 ，有

Sn
 ／n→Eξ1
 　a.s.．


提示：
 E（ξ1
 ∣Sk
 ，k≥n）＝E（ξ1
 ∣Sn
 ）＝Sn
 /n　a.s.，又注意[image: alt]
 关于[image: alt]
 可测．

8．设｛[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）的非降子σ域列，r.v.列｛Sn
 ，n≥1｝满足

[image: alt]


试证明

[image: alt]


9．设｛[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上的非降σ域列，η是关于[image: alt]
 可测的r.v.．证明：对每n≥1，存在[image: alt]
 n
 可测的r.v.ηn
 ，使

ηn
 →η　a.s.．

10．证明定理2.3.11．

11．设如习题2.1题9，证明：

[image: alt]


12．一个r.v.序列｛ξn
 ，n≥1｝称为是可换的，如果对每n≥1，对（1，…，n）的每一个重排（i1
 ，…，in
 ），（ξi1

 ，…，ξin

 ）与（ξ1
 ，…，ξn
 ）有相同之分布．一个Rk
 上的Borel可测函数f称为是对称的，如果对（1，…，k）的每一个排列（i1
 ，…，ik
 ），有

f（xi1

 ，…，xik

 ）＝f（x1
 ，…，xk
 ），（x1
 ，…，xk
 ）∈Rk
 ．

给定k≥1，给定一个Rk
 中的对称函数f和一个可换r.v.序列，称

[image: alt]


为广义U统计量．令

[image: alt]
 n
 ＝σ（Un
 ，Un＋1
 ，…），n≥k．

证明：如果E∣f（ξ1
 ，…，ξk
 ）∣＜∞，则

（1）｛Un
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥k｝是一个反鞅；

（2）Un
 →E［f（ξ1
 ，…，ξk
 ）∣[image: alt]
 ∞
 ）　a.s.，其中

[image: alt]


（3）[image: alt]
 ．

13．设｛ξn
 ，n≥1｝是L1
 （Ω，[image: alt]
 ，P）中的可换r.v.列．证明下列强大数律和平均收敛律：

[image: alt]


其中[image: alt]
 ．

14．证明独立同分布的r.v.列是可换的并利用关于可换r.v.列的强大数律证明题7所述之Kolmogorov强大数律．

第四节　鞅的不等式

4.1　Doob不等式

鞅论的应用与若干重要的不等式相联系．正如鞅可以看作是独立r.v.序列部分和的推广一样（本章1.3例（4）），关于鞅的不等式也往往是独立和相应不等式的推广．我们将先证明鞅的有关不等式，然后再给出其独立和的原型．首先介绍鞅的Doob不等式．


定理2.4.1
 　对非负下鞅｛Sk
 ，[image: alt]
 k
 ，1≤k≤n｝，下列不等式对任何ε＞0成立：

[image: alt]


如果[image: alt]
 ，则

[image: alt]


其中‖·‖p
 记Lp
 模，log表以e为底的对数．


证明
 　对每k＝1，…，n，令

[image: alt]


则诸Ak
 不交，Ak
 ∈[image: alt]
 k
 且

[image: alt]


因此利用下鞅性质得

[image: alt]


这证明了（2.4.1）．

易见（2.4.2）之第一个不等式成立．往证其第二个不等式．设p＞1，记[image: alt]
 ．由Fubini定理，（2.4.1）式和Hölder不等式得

[image: alt]


当ESp
 ＝0时，（2.4.2）显然成立；当ESp
 ＞0时，上式两端同除以（ESp
 ）1－1/p
 即得（2.4.2）的p＞1部分．

设p＝1．不难见对任a≥0，b＞0有

[image: alt]


于是当ES＞0时由Fubini定理，（2.4.1）及上式得

[image: alt]


从而（2.4.2）对p＝1的部分成立．又当ES＝0时，（2.4.2）对p＝1的部分显然成立．

不等式（2.4.1）以下述关于独立和的Kolmogorov不等式为其特例．确切地说，它是Kolmogorov不等式的推广．


系2.4.2
 　设ξ1
 ，…，ξn
 是独立r.v.，对每k＝1，…，n，Eξk
 ＝0，[image: alt]
 ，又记[image: alt]
 ，则对任ε＞0，

[image: alt]



证明
 　对每k＝1，…，n，令[image: alt]
 k
 ＝σ（ξ1
 ，…，ξk
 ）．则｛Sk
 ，[image: alt]
 k
 ，k＝1，…，n｝是鞅（本章1.3例（4）），从而｛[image: alt]
 ，[image: alt]
 k
 ，k＝1，…，n｝是下鞅（系2.1.6）．对此非负下鞅用（2.4.1）即得（2.4.3）．

顺便说一下，在（2.4.3）中令n＝1，就得到熟知的Chebyshev不等式．因此Kolmogorov不等式自身亦可看作Chebyshev不等式的推广．

4.2　Burkholder不等式

关于独立r.v.的部分和与平方和的p≥1阶矩之间有一个重要的不等式——Marcinkiewicz-Zygmund不等式（简称为M-Z不等式）．当p＞1时，M-Z不等式对鞅的推广就是Burkholder不等式．


引理2.4.3
 　设｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是非负下鞅，τ是｛[image: alt]
 n
 ，n≥1｝的停时．则

[image: alt]


如果

[image: alt]


则当n→∞时Sn
 a.s.收敛到某S∞
 ∈L1
 ，使

[image: alt]



证明
 　对下鞅｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝和停时σ≡n用系2.2.10，我们得

[image: alt]


上式两端取E，又有

[image: alt]


由此可见

[image: alt]


即（2.4.4）．如（2.4.5）满足，由定理2.3.4知对某S∞
 ∈L1
 有[image: alt]
 ，因而

[image: alt]


上式与（2.4.7）一起，推得

[image: alt]


此即（2.4.6）．


引理2.4.4
 　设｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是符合条件（2.4.5）的非负下鞅，｛ξn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝记对应的下鞅差列．对任何C＞0，令

[image: alt]


并约定inf[image: alt]
 ＝∞，则

[image: alt]


这里以及今后都约定，不论求和号[image: alt]
 下的内容如何，当j＜i时其值为0．


证明
 　对任ak
 ∈R，k＝1，…，n，记[image: alt]
 ．我们有

[image: alt]


由此可见，对每n≥1，

[image: alt]


上式两端取E，并注意（2.2.12）和下鞅差性质蕴含

[image: alt]


便得到

[image: alt]


由单调收敛定理易见

[image: alt]


注意Sτ∧n－1
 ≤C对每n≥1成立，由有界收敛定理又得

[image: alt]


再注意Sτ
 ∈L1
 ，因而

[image: alt]


由Lebesgue控制收敛定理又得

[image: alt]


因此，在（2.4.9）中令n→∞即得（2.4.8）之第一个不等式．由τ的定义和引理2.4.3又知

[image: alt]


因此（2.4.8）之第二个不等式也成立．


引理2.4.5
 　设适r.v.列｛Sk
 ，[image: alt]
 k
 ，1≤k≤n｝是非负下鞅．对k＝1，…，n，令ξk
 ＝Sk
 －Sk－1
 （记S0
 ＝0，下同）．则

[image: alt]


对每C＞0成立．


证明
 　无妨设ESn
 ＜∞．令

[image: alt]


则[image: alt]
 仍是非负下鞅且

[image: alt]


记[image: alt]
 ，由引理2.4.4得

[image: alt]



引理2.4.6
 　如适r.v.列｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是非负下鞅．对每k＝1，…，n，记ξk
 ＝Sk
 －Sk－1
 ．则

[image: alt]


对每p＞1成立．


证明
 　对每k＝1，…，n，令

[image: alt]


对任意给定的θ，C＞0，当｛k：1≤k≤n，θQk
 ＞C｝≠[image: alt]
 时，令

τ＝min｛k：1≤k≤n，θQk
 ＞C｝，

当｛k：1≤k≤n，θQk
 ＞C｝＝[image: alt]
 时，令τ＝n＋1，又记

[image: alt]


由于对每k＝1，…，n，

[image: alt]


故τ是｛[image: alt]
 k
 ，1≤k≤n｝的停时．又由于

[image: alt]


对每k＝2，…，n成立，故[image: alt]
 是下鞅．

对每k＝1，…，n，记[image: alt]
 ．不难见，当τ＜k≤n时；[image: alt]
 ．再记[image: alt]
 ，则

[image: alt]


因此，在集合

[image: alt]


上，总有

[image: alt]


于是，记[image: alt]
 ，便得

[image: alt]


由此，并利用（2.4.10）和（2.4.1），又得

[image: alt]


这样就由Hölder不等式推知

[image: alt]


其中q＝p/（p－1）．对上式略作整理，成为

[image: alt]


再取其中的θ＝p-1/2
 并注意（1＋2/p）p/2
 ≤3，最后便得

[image: alt]


即（2.4.11）．

下面，我们叙述并证明Burkholder不等式．


定理2.4.7
 　设L1
 适r.v.列｛Sk
 ，[image: alt]
 k
 ，k＝1，…，n｝是鞅．对每k＝1，…，n，令ξk
 ＝Sk
 －Sk－1
 ，则

[image: alt]


对每p＞1成立，其中

[image: alt]



证明
 　对每k＝1，…，n，令

[image: alt]


易见[image: alt]
 ，2时都是非负鞅．对每i＝1，2和每k＝1，…，n，记[image: alt]
 ；再记[image: alt]
 ．便有

[image: alt]


上式两端取Lp
 模，再利用Minkowski不等式及（2.4.11）式便得到

[image: alt]


这就证明了（2.4.12）之第一个不等式．

往证第二个不等式．无妨设‖Sn
 ‖p
 ＞0，‖Qn
 ‖p
 ＜∞．这时由Cr
 不等式推知

[image: alt]


记[image: alt]
 （sgn记符号函数，即当x＞0时sgnx＝1，当x＝0时sgnx＝0，当x＜0时sgnx＝-1）和q＝p/（p－1）．对每k＝1，…，n，令

[image: alt]


再记[image: alt]
 ．注意

[image: alt]


利用Hölder不等式，把已经证明了的（2.4.12）之第一个不等式用于Lq
 鞅[image: alt]
 并注意[image: alt]
 和aq
 ＝bp
 ，我们得

[image: alt]


这又证明了（2.4.12）之第二个不等式．

把（2.4.2）和（2.4.12）结合，得


系2.4.8
 　在定理2.4.7的条件下，有

[image: alt]


在（2.4.12）和（2.4.13）中分别令n→∞，又得


系2.4.9
 　设｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是L1
 鞅，对每n≥1，记ξn
 ＝Sn
 －Sn－1
 　a.s.又令[image: alt]
 ，则对每p＞1有

[image: alt]


4.3　Davis不等式

Davis不等式是考察p＝1时的情况．它说明除了（2.4.12）的前一个不等式以外，4.2小节的其他不等式都可推广到p＝1的情形．


引理2.4.10
 　设｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是L1
 ，记ξn
 ＝Sn
 －Sn－1
 a.s.，n≥1（约定S0
 ＝0）．又｛ηn
 ，[image: alt]
 n－1
 ，n≥1｝（约定[image: alt]
 0
 ＝｛[image: alt]
 ，Ω｝）是L1
 适r.v.列，使得∣ξn
 ∣≤ηn
 　a.s.对每n≥1成立．令

[image: alt]


则对任λ＞0以及0＜δ＜β－1，有

[image: alt]



证明
 　先证（2.4.16）．按照我们的约定，｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥0｝还是L1
 鞅，令

[image: alt]


并约定inf[image: alt]
 ＝∞．易见τ1
 ，τ2
 ，τ3
 关于｛[image: alt]
 n
 ，n≥0｝是停时．再令

[image: alt]


则[image: alt]
 仍是L1
 鞅．利用（2.2.11）易见

[image: alt]


因此我们有

[image: alt]


注意在集合

[image: alt]


上，对每n≥1有

[image: alt]


以及

[image: alt]


从而下式成立

[image: alt]


由（2.4.1）和（2.4.18）便推知

[image: alt]


即（2.4.16）成立．

再证（2.4.17）．令

[image: alt]


易见σ1
 ，σ2
 ，σ3
 是｛[image: alt]
 n
 ，n≥0｝的停时，｛[image: alt]
 n
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥0｝是L1
 鞅．由

[image: alt]


和

[image: alt]


我们得

[image: alt]


由此可见

[image: alt]


注意在集合

[image: alt]


上，我们有

[image: alt]


故由（2.4.19）推知

[image: alt]


这又证明了（2.4.17）．

下列定理称为Davis不等式．


定理2.4.11
 　设｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是L1
 鞅，对每n≥1，记ξn
 ＝Sn
 －Sn－1
 a.s.．令M，Q如引理2.4.10，则存在0＜a≤b＜∞，使

[image: alt]



证明
 　对每n≥1，记

[image: alt]


易见｛ηn
 ，[image: alt]
 n－1
 ，n≥1｝是L1
 适r.v.列．又对每n≥1，令

[image: alt]


不难见[image: alt]
 n≥1｝当i＝1，2时都是L1
 鞅且

[image: alt]


对i＝1，2，记

[image: alt]


便有

[image: alt]


考察（2.4.21）的右端．注意

[image: alt]


又注意当2∣ξn
 ∣＞ηn
 时，

[image: alt]


对每n≥1成立，因而

[image: alt]


对任0＜δ＜β－1，把（2.4.16）用于｛[image: alt]
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝，我们得

[image: alt]


固定β＞1，取δ∈（0，β－1）充分小使

γ＝1/β－2δ2
 /（β－δ－1）2
 ＞0．

上式整理后便得

EM（1）
 ≤9EQ/（γδ）．

此式与（2.4.23）一起再代入（2.4.21）右端，并且取b＝9/（γδ）＋4即得（2.4.20）之第二个不等式．

再考察（2.4.22）之右端．注意

[image: alt]


并由此式和（2.4.23）推得

[image: alt]


以及

[image: alt]


把（2.4.17）用于[image: alt]
 ，对任何0＜δ＜β－1，我们有

[image: alt]


取定β＞1，再取δ∈（0，β－1）使

ε＝1/β－9δ2
 /（β2
 －δ2
 －1）＞0．

前式整理后得

EQ（1）
 ≤17EM/（δε）．

此式再和（2.4.24）一起代入（2.4.22）右端并取

a＝［8＋17/（δε）］-1


即得（2.4.20）之前一个不等式．


系2.4.12
 　设｛Sk
 ，[image: alt]
 k
 ，k＝1，…，n｝是L1
 鞅，对每k＝1，…，n，令ξk
 ＝Sk
 －Sk－1
 a.s.．则存在0＜a≤b＜∞使

[image: alt]


其中[image: alt]
 ．


证明
 　对每k≥1，令

[image: alt]


再把定理2.4.11用于L1
 鞅[image: alt]
 即可．

4.4　Marcinkiewicz-Zygmund不等式

我们把Burkholder和Davis不等式应用到独立r.v.部分和的情况，以得到M-Z不等式．


定理2.4.13
 　设｛ξk
 ，1≤k≤n｝是独立r.v.序列，对k＝1，…，n，Eξk
 ＝0．记[image: alt]
 ．则对每p≥1，存在仅与p有关的正数Ap
 和Bp
 使

[image: alt]



证明
 　令[image: alt]
 k
 ＝σ（ξ1
 ，…，ξk
 ），k＝1，…，n．则｛ξk
 ，[image: alt]
 k
 ，k＝1，…，n｝形成L1
 差．根据定理2.4.7和系2.4.12，为证（2.4.26），只需对p＝1的情况证明它的前一个不等式即可．也就是说，只需证明：存在常数C＞0，使

[image: alt]


设η1
 ，…，ηn
 是相互独立的r.v.，对每k＝1，…，n，

P（ηk
 ＝1）＝P（ηk
 ＝-1）＝1/2．

又设a1
 ，…，an
 是n个实数．注意

[image: alt]


利用Hölder不等式得

[image: alt]


亦即

[image: alt]


因此我们有

[image: alt]


记ξ＝（ξ1
 ，…，ξn
 ）．令[image: alt]
 为与ξ独立同分布的r.v.，η＝（η1
 ，…，ηb
 ）如前但与ξ，[image: alt]
 独立（如原始的概率空间不够大，可以在一个扩大的概率空间上考虑）．不难看出

[image: alt]


故我们有

[image: alt]


因此，参考习题1.3题15并利用（2.4.28）即得

[image: alt]


（2.4.27）得证．

习题　2.4

1．设｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是L1
 下鞅．证明：

[image: alt]


对一切λ∈R成立．

2．设[image: alt]
 是非负L1
 下鞅，｛ηk
 ，[image: alt]
 k－1
 ，k≥1｝是适r.v.列且对每k≥1，ηk
 ≥ηk＋1
 ≥0 a.s.．证明：对任给ε＞0和n≥1，有

[image: alt]


3．设｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是L1
 上鞅，则

[image: alt]


对任给ε＞0成立．

4．设｛ξk
 ，[image: alt]
 k
 ，1≤k≤n｝是一鞅差，记[image: alt]
 ．证明：存在C＞0，使

[image: alt]


对一切λ＞0成立．

5．设｛ξn
 ，n≥1｝是独立r.v.序列．令

[image: alt]


证明：

（1）对任给ε＞0和n≥1，

[image: alt]



提示：
 令τ＝inf｛k≥1：∣Sk
 ∣＞2ε｝，则

[image: alt]


（2）对每n≥1，

[image: alt]


6．设｛ξk
 ，k≥1｝是独立r.v.列，对每k≥1，Eξk
 ＝0．记[image: alt]
 ．证明

[image: alt]


7．设｛ξk
 ，1≤k≤n｝是独立的可积r.v.列；对每k＝1，…，n，ξk
 是对称的（见习题1.3题3），ak
 是一正数．证明：对每p≥1，

[image: alt]


8．设｛ξn
 ，n≥1｝是独立同分布的r.v.列．记[image: alt]
 1．证明下列三命题等价：

（1）对某p≥1，

[image: alt]


（2）[image: alt]
 ；

（3）对任何p∈（0，2），（*）成立．


提示：
 （1）⇒（2）用题7或定理2.4.13，（2）⇒（3）用关于独立同分布，方差存在时的中心极限定理．

9.（题7的推广）设｛ξk
 ，k≥1｝是独立r.v.，对每k≥1，fk
 （t）＝Eexp（itξk
 ）实值非负，ak
 ＞0．证明对任何p＞0．

[image: alt]



提示：
 利用习题1.4之题5和6．

10．利用题9把题8的结论推广为：对于独立同分布的r.v.列｛ξk
 ，k≥1｝，下列三命题等价：

（1）对某p＞0，

[image: alt]


（2）[image: alt]
 ；

（3）对任何p∈（0，2），

[image: alt]



第三章　Wiener过程

Wiener过程，又称为Brown运动，是最基本、最重要的随机过程之一．它不仅在随机过程理论中占据重要位置，不少概率论和数理统计的问题也直接与它有关．在概率论中，许多深入的极限定理的提法都牵涉到Wiener过程．本章除介绍一些Wiener过程的重要性质外，将着重考虑其增量的渐近性质．

Wiener过程有很强的物理背景．1826年英国植物学家Brown在实验中首次观察到Brown运动，1923年Wiener给出了Brown运动存在性的严格数学证明．

第一节　Wiener过程的定义和性质

1.1　Wiener过程的定义

考察一个粒子在直线上的运动，它在时刻t的位置记作Wt
 ．不失一般性，假定它是从0出发运动的，即W0
 ＝0．另外，假定粒子在时间间隔［0，t1
 ］，［t1
 ，t2
 ］，…，［tk－2
 ，tk－1
 ］的位移Wt1

 ，Wt2

 －Wt1

 ，…，Wtk－1

 －Wtk－2

 对它在间隔［tk－1
 ，tk
 ］内的位移并无影响，也就是说粒子的运动是没有“记忆”能力的．用数学语言来说，Wt1

 ，Wt2

 －Wt1

 ，…，Wtk

 －Wtk－1

 是相互独立的．最后，我们假定从任意的时间t出发，在充分小的间隔∆t内，以简单随机游动的方式向左或向右移动一个距离∆x，也就是说，对任意的t，

[image: alt]


这样，对任意的s＞0，就有近似式

[image: alt]


其中k＝［s／∆t］．注意｛Wt＋i∆t
 －Wt＋（i－1）∆t
 ，i＝1，…，k｝是独立同分布的，且

[image: alt]


根据Laplace关于二项分布的中心极限定理，当∆t→0从而k→∞时，在假定

[image: alt]


之下就可以得到

[image: alt]


这里Φ表示标准正态d.f.．

以上所描述的粒子运动过程就是Wiener过程．换句话说，Wiener过程可看做是简单随机游动的一个极限过程．在上面的讨论中出现的参数σ2
 是非本质的，因此无妨假定σ2
 ＝1．此外，作为粒子运动的描述，Wiener过程的轨道必须是连续的．这样，就产生了下面的定义．


定义3.1.1
 　概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上的随机过程W＝｛Wt
 ，t≥0｝称为Wiener过程，如果它满足下列两条件：

（1）对每ω∈Ω，W（ω）∈C［0，∞）即Wt
 （ω）作为t的函数是连续函数；

（2）W0
 ＝0并且对每k≥1，每0＝t0
 ＜t1
 ＜…＜tk
 ＜∞和每x1
 ，…，xk
 ∈R，

[image: alt]


根据第一章2.2的说明，定义的第（1）条表明，Wiener过程是取值于空间（C［0，∞），[image: alt]
 c
 ［0，∞））的随机元．设T是［0，∞）的一个子集，0∈T．我们将说一个随机过程｛Wt
 ，t∈T｝遵从Wiener分布，如果它满足

[image: alt]


并且对每个k≥1，每个满足0＝t0
 ＜t1
 ＜…＜tk
 的t1
 ，…，tk
 ∈T和每x1
 ，…，xk
 ∈R，（3.1.1）成立．这样，定义3.1.1的第（2）条可解释为Wiener过程具有Wiener分布．所以，Wiener过程是一个遵从Wiener分布的取值于连续函数空间的随机元．它的存在性将在本节的最后一段加以证明．

1.2　Wiener分布的性质

下面说明Wiener分布的若干性质．


命题3.1.1
 　随机过程｛Wt
 ，t∈T｝遵从Wiener分布的必要充分条件是下列两条满足：

（1）对每k≥1，每t1
 ，…，tk
 ∈T，（Wt1

 ，…，Wtk

 ）遵从多元正态分布；

（2）对每t∈T，

[image: alt]


对每s，t∈T，

[image: alt]



证明
 　充分性．
 由（3.1.4）式我们得：对任何满足0≤t1
 ＜t2
 ＜t3
 ＜∞的t1
 ，t2
 ，t3
 ∈T，

[image: alt]


此式与（1）和（3.1.3）一起，说明｛Wt
 ，t∈T｝是独立增量过程．又由（3.1.4）知对任何满足0≤t1
 ＜t2
 ＜∞的t1
 ，t2
 ∈T，

[image: alt]


从而由（1）和（3.1.3）推知

[image: alt]


由此可见（3.1.1）成立．在（3.1.4）中令s＝t＝0，又推得（3.1.2）．这说明当（1）和（2）满足时，｛Wt
 ，t∈T｝具有Wiener分布．


必要性．
 如｛Wt
 ，t∈T｝具有Wiener分布，那么对任何满足0≤t1
 ＜…＜tk
 ＜∞的t1
 ，…，tk
 ∈T，（Wt1

 ，Wt2

 －Wt1

 ，…，Wtk

 －Wtk－1

 ）是联合正态的，因而其线性组合（Wt1

 ，…，Wtk

 ）亦联合正态．这证明了（1）．另外，由（3.1.1）和（3.1.2）易知

[image: alt]


对任何t∈R成立及

[image: alt]


对任何s，t∈T成立．


命题3.1.2
 　如｛Wt
 ，t≥0｝遵从Wiener分布，则

（1）对每t0
 ≥0，｛Wt0
 ＋t
 －Wt0

 ，t≥0｝遵从Wiener分布；

（2）对每[image: alt]
 遵从Wiener分布；

（3）｛-Wt
 ，t≥0｝遵从Wiener分布．


证明
 　我们仅证（2），（1）和（3）的证明则留给读者．易见，如｛Wt
 ，t≥0｝的任一有限维分布是多维正态分布，则对任T＞0，[image: alt]
 的有限维分布亦是多维正态分布．又

[image: alt]


故由命题3.1.1即知[image: alt]
 遵从Wiener分布．


命题3.1.3
 　如｛Wt
 ，t≥0｝遵从Wiener分布，则

[image: alt]



证明
 　我们只需证：对任M＞0，

[image: alt]


而这由下式可见

[image: alt]


1.3　Wiener过程的强马氏性

设｛[image: alt]
 t
 ，t≥0｝是非降σ域族，｛Wt
 ，t≥0｝是Wiener过程．如果对每s≥0，Ws
 关于[image: alt]
 s
 可测而且｛σ（Wt
 －Ws
 ），t≥s｝与[image: alt]
 s
 独立，则称｛Wt
 ，[image: alt]
 t
 ，t≥0｝是一个适Wiener过程．我们所说的Wiener过程的强马氏性的含义是：如果｛Wt
 ，[image: alt]
 t
 ，t≥0｝是适Wiener过程而τ是｛[image: alt]
 t
 ，t≥0｝的有限停时，则过程

Wτ
 ＝｛Wτ＋t
 －Wτ
 ，t≥0｝

还是一个Wiener过程．不难看出，Wiener过程的强马氏性是命题3.1.2之（1）的推广．


定理3.1.4
 　如｛Wt
 ，[image: alt]
 t
 ，t≥0｝是适Wiener过程且τ是｛[image: alt]
 t
 ，t≥0｝的停时，则对每A∈[image: alt]
 τ
 ，A⊂｛τ＜∞｝和每B∈[image: alt]
 c
 ［0，∞），有

（3.1.5）　　P（A∩｛Wτ
 ∈B｝）＝P（A）P（W∈B）．


证明
 　对每n≥1，令

[image: alt]


当A∈[image: alt]
 τ
 且A⊂｛τ＜∞｝时，由适Wiener过程的定义和停时的性质可知：对每k≥1，每0≤t1
 ＜…＜tk
 ＜∞，每x1
 ，…，xk
 ∈R和任给的ε＞0有

[image: alt]


注意τn
 ↓τ从而对任何t≥0，Wτn
 ＋t
 →Wτ＋t
 ，我们便由前式推知

[image: alt]


于上式中再令ε→0，便可见

[image: alt]


对任k≥1，0≤t1
 ＜…＜tk
 ＜∞和x1
 ，…，xk
 ∈R成立．这样，由定理1.2.4并利用典型方法即可得（3.1.5）．


系3.1.5
 　如｛Wt
 ，[image: alt]
 t
 ，t≥0｝是一适Wiener过程，τ是｛[image: alt]
 t
 ，t≥0｝的有限停时，则Wτ
 ＝｛Wτ＋t
 －Wτ
 ，t≥0｝还是Wiener过程．

1.4　Wiener过程的存在性

所谓Wiener过程的存在性就是要说明：存在一个概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P），在这个概率空间上有一个取值于（C［0，∞），[image: alt]
 c
 ［0，∞））的随机元W，它遵从Wiener分布．这确实是要加以说明的．事实上，以

[image: alt]


记Wiener分布对应的有限维d.f.族．那么，一个十分自然的想法将是：利用Kolmogorov相容性定理，通过上述有限维d.f.族在（R［0，∞）
 ，[image: alt]
 ［0，∞）
 ）上产生一个概率测度P，使得概率空间（R［0，∞）
 ，[image: alt]
 ［0，∞）
 ，P）上的坐标过程｛πt
 ，t≥0｝具有Wiener分布，然后再设法把上述过程落实到（C［0，∞），[image: alt]
 c
 ［0，∞））上去．但是，这样做遇到一个很麻烦的问题．这就是构造出来的过程“落实”起来将会十分困难，因为C［0，∞）根本就不是[image: alt]
 ［0，∞）
 的可测集．下面，我们将对上述想法进行调整，给出一个Wiener过程存在性的构造性的证明．记

[image: alt]


于是［0，∞）上二进制有理数的全体可以表为

[image: alt]


不难见｛Φt1
 ，…，tk

 ：0≤t1
 ＜…＜tk
 ，t1
 ，…，tk
 ∈D；k≥1｝是（RD
 ，[image: alt]
 D
 ）上的相容族．据Kolmogorov相容性定理，在（RD
 ，[image: alt]
 D
 ）上有唯一的概率测度P使

[image: alt]


对每k≥1，每0≤t1
 ＜…＜tk
 ＜∞，t1
 ，…，tk
 ∈D及每x1
 ，…，xk
 ∈R成立．考虑C［0，∞）到RD
 的投影映射πD
 ．把C［0，∞）在πD
 下的像记作πD
 C［0，∞）．


引理3.1.6
 　下列二式成立：

[image: alt]



证明
 　任给n≥0．定义RD
 到C［0，∞）的映射[image: alt]
 ：对每xD
 ∈RD
 ，ξ（n）
 （xD
 ）是C［0，∞）中依次连接[image: alt]
 ，i≥0｝诸点的折线，即对每i≥0，当t∈［i/2n
 ，（i＋1）/2n
 ）时，[image: alt]
 具有表达式

[image: alt]


由于对每[image: alt]
 是（RD
 ，[image: alt]
 D
 ）上实值可测函数，故对每[image: alt]
 亦是（RD
 ，[image: alt]
 D
 ）上实值可测函数．于是由定理1.2.4知ξ（n）
 是（RD
 ，[image: alt]
 D
 ，P）到（C［0，∞），[image: alt]
 c
 ［0，∞））的随机元．

由于［0，∞）上的连续函数由它在［0，∞）的可数稠集D上的值唯一决定，故πD
 是C［0，∞）到πD
 C［0，∞）上的一对一的满映射．又不难见，当xD
 ∈πD
 C［0，∞）时，[image: alt]
 ．因此，对任xD
 ∈πD
 C［0，∞），当n，m→∞时，总有

[image: alt]


反之，如对某xD
 ∈RD
 ，当m，n→∞时有[image: alt]
 0，则由（C［0，∞），[image: alt]
 ）的完备性知存在x∈C［0，∞）使n→∞时[image: alt]
 （ξ（n）
 （xD
 ），x）→0，从而xD
 ＝πD
 x∈πD
 C［0，∞）．这样，我们就证明了

[image: alt]


即（3.1.7）成立．

对每k≥1，n≥1，令

[image: alt]


则[image: alt]
 ．由[image: alt]
 的定义和（3.1.9）易见

[image: alt]


此外，注意（3.1.6）等价于

[image: alt]


以及对任何0＝t0
 ＜t1
 ＜…＜tk
 ＜∞，t1
 ，…，tk
 ∈D及x1
 ，…，xk
 ∈R，

[image: alt]


成立，由Chebyshev不等式又知

[image: alt]


由此可见

[image: alt]


即（3.1.8）成立．

定义（RD
 ，[image: alt]
 D
 ）到（C［0，∞），[image: alt]
 c
 ［0，∞））的映射

[image: alt]


其中符号0理解为C［0，∞）中恒为0的那个连续函数．我们将证明W是（RD
 ，[image: alt]
 D
 ，P）上的Wiener过程，从而完成Wiener过程存在性的证明．


定理3.1.7
 　由（3.1.12）定义的W是概率空间（RD
 ，[image: alt]
 D
 ，P）上的Wiener过程．


证明
 　不难看出，W是定义在（RD
 ，[image: alt]
 D
 ，P）上取值于（C［0，∞），[image: alt]
 c
 ［0，∞））的随机元．因此只需验证定义3.1.1的条件（2）．

由（3.1.12）、（3.1.8）和（3.1.10）易得

[image: alt]


可见W0
 ＝0 a.s.．对任0＝t0
 ＜t1
 ＜…＜tk
 ＜∞，取[image: alt]
 ，使

[image: alt]


成立，则对任x1
 ，…，xk
 ∈R，有

[image: alt]


注意对任给ε＞0和任x1
 ，…，xk
 ∈R，又有

[image: alt]


由（3.1.6），（3.1.11）和（3.1.12）便得

[image: alt]


上式中令ε→0，我们又证明了定义3.1.1中条件（2）满足．

我们将把Wiener过程的分布称为空间（C［0，∞），[image: alt]
 c
 ［0，∞））上的Wiener测度．由Wiener过程的存在性可见，（C［0，∞），[image: alt]
 c
 ［0，∞））上的Wiener测度恒存在．把（C［0，∞），[image: alt]
 c
 ［0，∞））上的Wiener测度记作P．考虑C［0，∞）到C［0，1］的投影映射π：对于x＝（xt
 ，0≤t＜∞），令

πx＝｛xt
 ，0≤t≤1｝．

Wiener测度在投影映射π下的导出测度

（Pπ-1
 ）（B）＝P（π-1
 B），B∈[image: alt]
 c
 ［0，1］

常称为（C［0，1］，[image: alt]
 c
 ［0，1］）上的Wiener测度，一个取值于C［0，1］的随机元W＝｛Wt
 ，0≤t≤1｝，如果其分布是C［0，1］上的Wiener测度，则称它为区间［0，1］上的Wiener过程．

习题　3.1

1．求Wiener过程的有限维分布密度．

2．证明命题3.1.2之（1）和（3）．

3．随机过程｛Wt
 ，t≥0｝称为是平稳增量的，如果对任s，t≥0，

P（Ws＋t
 －Ws
 ≤x）＝P（Wt
 ≤x），x∈R．

设｛Wt
 ，t≥0｝是平稳增量的独立增量过程，W0
 ＝0 a.s.，对每t＞0，[image: alt]
 ．证明：如果EWt
 和[image: alt]
 作为t的函数是连续的，则存在m∈R和σ2
 ≥0，使对每t≥0，

EWt
 ＝mt，varWt
 ＝σ2
 t．

4．设｛Wt
 ，t≥0｝是具有平稳增量的独立增量过程，W0
 ＝0 a.s.，对每t≥0，[image: alt]
 ．证明：｛Wt
 ，t≥0｝遵从Wiener分布当且仅当对每T＞0

[image: alt]



提示：
 利用初等概率论中如下的中心极限定理：如｛ξn
 ，n≥1｝是i.i.d.的r.v.列，[image: alt]
 ，则

[image: alt]


5．随机过程｛ξt
 ，t≥0｝称为马氏过程，如对任何0≤s＜t＜∞及B∈[image: alt]
 ，均有

P（ξt
 ∈B—ξu
 ，0≤u≤s）＝P（ξt
 ∈B—ξs
 ）　a.s.．

证明：Wiener过程｛Wt
 ，t≥0｝是一个马氏过程并求出其转移概率P（Wt
 ∈B—Ws
 ＝x），0≤s＜t，x∈R，B∈[image: alt]
 ．

6．概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上取值于C［0，1］的随机元｛Bt
 ，0≤t≤1｝称为Brown桥，如果对任意的0＜t1
 ＜…＜tn
 ＜1，｛Bt1

 ，…，Btn

 ｝遵从多维正态分布，并且

[image: alt]


证明Brown桥的存在性，即存在一个概率空间在它上面可以定义Brown桥．


提示：
 利用Wiener过程｛Wt
 ，0≤t≤1｝的存在性，再令

Bt
 ＝Wt
 －tW1
 ，0≤t≤1．

7．证明：如｛Bt
 ，0≤t≤1｝是Brown桥，则

[image: alt]


8．设｛Bt
 ，0≤t≤1｝是Brown桥．对每t≥0，令

Wt
 ＝（1＋t）Bt/（1＋t）
 ．

证明：｛Wt
 ，t≥0｝是一个Wiener过程．

9．证明：Brown桥｛Bt
 ，t≥0｝是一个马氏过程并求其转移概率P（Bt
 ∈A—Bs
 ＝x），0≤s＜t，x∈R，A∈[image: alt]
 ．

10．设｛Wt
 ，t≥0｝是Wiener过程．对每n≥1，令

[image: alt]


证明：对每M＞0，

P（Vn
 ＞M）→1，n→∞．

并由此说明Wiener过程概率为1地在任何有限区间内不是有界变差的．

11．设随机过程｛Wt
 ，t≥0｝遵从Wiener分布，0≤a＜b．证明当［a，b］的分割a＝t0
 ＜t1
 ＜…＜tn
 ＝b满足[image: alt]
 时，有

[image: alt]


12．设｛Wt
 ，[image: alt]
 t
 ，t≥0｝是适Wiener过程．证明：下列四个适过程是鞅：

[image: alt]


13．设｛Wt
 ，t≥0｝是Wiener过程．对a＞0，令

[image: alt]


利用Wiener过程的强马氏性证明｛ξt
 ，t≥0｝还是Wiener过程．

14．设｛Wt
 ，t≥0｝是Wiener过程．证明

[image: alt]


对任何a＞0成立．


提示：
 利用上题并注意

[image: alt]


15．设如13．证明：对任a＞0，

P（τa
 ＜∞）＝1；Eτa
 ＝∞．

第二节　Wiener过程的增量

2.1　Wiener过程增量尾概率的估计

本节恒以｛Wt
 ，t≥0｝记概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上的Wiener过程．对s≥0，t≥0，称Ws＋t
 －Ws
 为Wiener过程的增量．我们将讨论与Wiener过程增量有关的渐近性质．首先介绍一个标准正态分布尾概率估计的不等式


引理3.2.1
 　对每x＞0，有

[image: alt]



证明
 　由分部积分得

[image: alt]


这给出了（3.2.1）之第一个不等式．再一次利用分部积分，又得

[image: alt]


从而

[image: alt]


对每x＞0成立．这又得到第二个不等式．

在第一章第二节，我们曾用到非负实数的二进制表示．事实上，每一个t≥0都可表成

[image: alt]


其中α0
 （t）是一个非负整数而对每k≥1，αk
 （t）非0即1；如果进一步限定表示式（3.2.2）中αk
 （t）不能当k充分大以后恒为1，则上述表示还是唯一的．下面，我们将又一次用到这样规定的二进制表示式，对每n≥0和表成（3.2.2）的t≥0，我们记

[image: alt]



定理3.2.2
 　如｛Wt
 ，t≥0｝是Wiener过程，则对每ε＞0，存在C＞0使

[image: alt]


对任v＞0，T＞0及0＜h＜T成立．


证明
 　我们先说明：只需对T＝1的情形来证明定理即可．事实上，如果对每ε＞0，存在C＞0使

[image: alt]


对任v＞0和0＜h＜1成立，那么对任T＞0，令[image: alt]
 和[image: alt]
 ，利用命题3.1.2，（2）便得

[image: alt]


从而定理的一般结论成立．

考察（3.2.4）式．如果某ε0
 ＞0，C＞0，v＞0和0＜h＜1使得它成立，那么它对任何ε＞ε0
 以及同一组C，v和h亦成立．因此，为证对任给ε＞0，存在C＞0使（3.2.4）对一切v＞0和0＜h＜1成立，只需对任给ε∈（0，1），同样的结论成立．又当0＜v≤1时，对任给ε∈（0，1），总可以取C充分大使

[image: alt]


从而（3.2.4）自然成立．因此，为了完成定理证明，只需要证明：对任给ε∈（0，1），存在C＞0使（3.2.4）对一切v≥1和0＜h＜1成立．下面，我们就来做这件事．

对任给0＜h＜1，u≥（2π）-1/2
 及n≥1，由Wiener分布的性质和（3.2.1）知

[image: alt]


又对任给0＜h＜1，u≥（2π）-1/2
 ，n≥1，k≥0以及xk
 ＝（2k＋u2
 ）1/2
 ，有

[image: alt]


以及类似地

[image: alt]


此外，利用Wiener过程的连续性，对任0≤s≤1－h，0≤t≤h和正整数n，有

[image: alt]


因此我们推知

[image: alt]


对每0＜h＜1，u≥（2π）-1/2
 和n≥1成立．

记[image: alt]
 和[image: alt]
 ．对任给ε∈（0，1），取K充分大使

[image: alt]


则对任v＞1，我们有

[image: alt]


又对任0＜h＜1，取n使

[image: alt]


以上述u和n代入（3.2.5）式，注意

[image: alt]


并且当取C＝K［2（K＋1）＋α］时

[image: alt]


便得（3.2.4）式．

2.2　Csörgö-Revesz定理

本小节的Csörgö-Revesz定理用于说明Wiener过程的增量有多大，其证明过程较长，需通过若干引理来实现．设｛Wt
 ，t≥0｝是一个Wiener过程，aT
 作为T的函数定义于（0，∞），满足

[image: alt]


对每T＞0，我们记

[image: alt]


不难见下列关系式成立：

[image: alt]



引理3.2.3
 　如果aT
 还满足

[image: alt]


则下式成立

[image: alt]



证明
 　由（3.2.3）和（3.2.6）易见：对任ε＞0，存在C＞0使

[image: alt]


对任T＞0成立．任取θ＞1并令Tk
 ＝θk
 ，k≥1，由上式可见

[image: alt]


从而由Borel-Cantelli引理推知

[image: alt]


由于βT
 对T非增和

[image: alt]


对充分大的T非降，故

[image: alt]


对充分大的k成立．于是，对每T＞0，取k＝k（T）使Tk
 ≤T＜Tk＋1
 ，则利用上式并注意βT
 非增及[image: alt]
 A（T）非降便知

[image: alt]


对充分大的T成立．在上式中令T→∞，由（3.2.12）又得

[image: alt]


此式再令θ→1，即得（3.2.11）．


引理3.2.4
 　在引理3.2.3相同的条件下，

[image: alt]



证明
 　为证（3.2.13），只需证存在｛Tk
 ，k≥1｝满足Tk
 →∞，使

[image: alt]


如果（3.2.14）中的｛Tk
 ，k≥1｝使

[image: alt]


对充分大的k成立，那么

[image: alt]


是相互独立的，因而由Borel-Cantelli定理知（3.2.14）等价于

[image: alt]


对任给ε∈（0，1）成立．但是，引理3.2.1给出

[image: alt]


对充分大的T成立，故为证（3.2.14），又归结于证明存在满足Tk
 →∞和（3.2.15）之｛Tk
 ，k≥1｝使

[image: alt]


对任给ε∈（0，1）成立．考虑

[image: alt]


的情况．由（3.2.6），（3.2.9）和（3.2.10）易见

[image: alt]


对任何T1
 ≤T2
 成立，故aT
 是T的连续函数．此外，当T1
 充分大时，由（3.2.10）和（3.2.18）又推知

[image: alt]


由此可见，存在T0
 ＞0，在［T0
 ，∞）上T－aT
 严格增加且连续．归纳地定义｛Tk
 ，k≥1｝如下：T1
 ＝0；对任k≥1，如Tk
 已定义，则令Tk＋1
 是方程

T－aT
 ＝Tk


的解．这样定义的｛Tk
 ，k≥1｝显然是严增序列而且满足（3.2.15）．它还必须满足Tk
 →∞，因为如Tk
 →T*
 ＜∞，则由aT
 的连续性可推出

[image: alt]


从而aT*

 ＝0，而这是不可能的．于是，我们只需再证｛Tk
 ，k≥1｝满足（3.2.17）．对δ＝（1－ρ）/2＞0，令

[image: alt]


并取k0
 充分大使当k≥k0
 时

[image: alt]


则我们有

[image: alt]


从而由（3.2.6）得：当k→∞时

[image: alt]


这说明（3.2.17）成立因而当ρ＜1时（3.2.13）成立．

下面，考虑

[image: alt]


的情况．这时由（3.2.6）和（3.2.10）推知对每T＞0，aT
 ＝T，因而

[image: alt]


为证（3.2.13），只需证任给ε∈（0，1），存在正数列｛Tk
 ，k≥1｝满足Tk
 →∞且使

[image: alt]


但是

[image: alt]


故又只需证

[image: alt]


取Tk
 ＝θk
 ，θ＞1．我们有

[image: alt]


因而由已证之（3.2.11）推知

[image: alt]


于是，只需取上面的θ满足θ-1/2
 ≤ε/2，下式

[image: alt]


就能保证（3.2.20）成立．利用（3.2.1）并注意

[image: alt]


我们知对δ＝ε/2，当k充分大时，

[image: alt]


对某C＞0成立，从而

[image: alt]


根据Borel-Cantelli引理，这意味着

[image: alt]


再注意

[image: alt]


就得到了（3.2.21）．这样，我们又在（3.2.19）下证明了（3.2.13）．引理证完．


引理3.2.5
 　在引理3.2.3的条件下，如果

[image: alt]


成立，则

[image: alt]



证明
 　对每T＞0，取k＝k（T）使k≤T＜k＋1，则对任给δ∈（0，1），当T充分大因而k充分大时有

0≤aT
 －ak
 ≤ak
 （T－k）/k≤ak
 /k≤δak
 ．

因此，对充分大的T，有

[image: alt]


由于｛Wt＋ak

 －Wak

 ，t≥0｝与｛Wt
 ，t≥0｝同分布，故由（3.2.12）推知

[image: alt]


另一方面，类似于（3.2.16）所作之估计，易得

[image: alt]


对充分大的k成立．注意（3.2.22）蕴含

[image: alt]


对充分大的T成立，故存在k0
 ，使

[image: alt]


于是，由Borel-Cantelli引理知对k＝k（T）

[image: alt]


因此，在（3.2.24）二端令T→∞，便有

[image: alt]


上式再令δ→0即得（3.2.23）．

现在，我们给出Csörgö-Revesz定理的叙述和证明．


定理3.2.6
 　设｛Wt
 ，t≥0｝是Wiener过程，定义在（0，∞）上的函数aT
 满足（3.2.6），（3.2.9）和（3.2.10），则我们有

[image: alt]


如果aT
 还满足（3.2.22），则进而有

[image: alt]



证明
 　由（3.2.11），（3.2.13）以及关系式（3.2.7）和（3.2.8）立得（3.2.25）．由（3.2.11），（3.2.23）及（3.2.7）又得（3.2.26）．

2.3　Levy连续模定理

利用Csörgö-Revesz定理，我们来证明Levy关于Wiener过程的连续模定理．


定理3.2.7
 　对Wiener过程｛Wt
 ，t≥0｝，有

[image: alt]



证明
 　令T＝h-1
 ，aT
 ＝1并注意

[image: alt]


（命题3.1.2之（2））和βT
 （2logT）1/2
 →1，由（3.2.26）立得

[image: alt]


习题　3.2

1．设｛Wt
 ，t＞0｝是Wiener过程．证明

[image: alt]


2．设｛Wt
 ，t≥0｝是Wiener过程．证明

[image: alt]


对任C＞0成立．

3．设｛Wt
 ，t≥0｝是Wiener过程．证明

[image: alt]


对任何0＜C≤1成立．

4．设｛Wt
 ，t≥0｝是Wiener过程．证明

[image: alt]


第三节　Wiener过程的重对数律

本节我们将证明Strassen关于Wiener过程的重对数律．古典的Levy关于Wiener过程的重对数将作为其推论而得到．


引理3.3.1
 　设f＝｛f（t），0≤t≤1｝∈C［0，1］．则f是绝对连续的且

[image: alt]


成立之充要条件是

[image: alt]


对每n≥1成立．


证明
 　由Schwartz不等式易见对每n≥1，

[image: alt]


故必要性成立．

下面证明充分性．设n是一正整数，（α1
 ，β1
 ），…，（αm
 ，βm
 ）是［0，1］中互不相交的区间，对k＝1，…，m，令

[image: alt]


取n充分大使对每k＝1，…，m，jk
 ＞ik
 ，则由Schwartz不等式及（3.3.2），我们有

[image: alt]


利用f的连续性又不难见

[image: alt]


因此，在下式

[image: alt]


中令n→∞即得

[image: alt]


这说明在（3.3.2）之下，f绝对连续．再利用Fatou引理，又由（3.3.2）推得

[image: alt]


充分性得证．


引理3.3.2
 　设｛Wt
 ，t≥0｝是Wiener过程，α1
 ，…，αm
 是满足条件

[image: alt]


的实数．对每n≥1，令

[image: alt]


则我们有

[image: alt]



证明
 　先证

[image: alt]


给定θ＞1．对每k≥1，令nk
 ＝［θk
 ］．注意Sn
 /n1/2
 具有标准正态分布，由（3.2.1）易见对任给ε＞0，

[image: alt]


当n充分大时对某C＞0成立．于是

[image: alt]


据Borel-Cantelli引理，这表明

[image: alt]


此外，由引理3.2.3可得

[image: alt]


从而

[image: alt]


于是我们有

[image: alt]


在上式中令θ→1．就得（3.3.6）．

下面再证

[image: alt]


为此，只需证：对任给δ∈（0，1），存在子列｛nk
 ｝使得

[image: alt]


取ε∈（0，1）使（1－ε）3/2
 －ε1/2
 ＞1－δ，再令nk
 ＝（［m/ε］＋1）k
 ，k≥1．由于nk
 ／nk－1
 ＝［m／ε］＋1＞m，故

[image: alt]


是相互独立的．又注意

[image: alt]


由（3.2.1）我们知

[image: alt]


当k充分大时对某C＞0成立，从而

[image: alt]


于是，由Borel-Cantelli引理推知

[image: alt]


另一方面，易得（参见习题3.2之4）

[image: alt]


这样，就有

[image: alt]


（3.3.8）得证．（3.3.7）亦得证．

由（3.3.6）和（3.3.7）立得（3.3.4）．把（3.3.4）用于Wiener过程｛-Wt
 ，t≥0｝又得到（3.3.5）．

为了叙述简洁，引进下列符号．对于完备可分距离空间X中的相对紧序列｛xn
 ｝，以C（｛xn
 ｝）表示｛xn
 ｝的全部极限点．对于概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）到X的随机元ξn
 和X中的集合A，以记号

[image: alt]


表示存在Ω0
 ∈[image: alt]
 ，P（Ω0
 ）＝1，使得对每ω∈Ω0
 ，序列｛ξn
 （ω），n≥1｝是相对紧的而且C（｛ξn
 （ω）｝）＝A．此外，我们把C［0，1］中满足[image: alt]
 的全体绝对连续函数组成之集记成[image: alt]
 ，利用上述符号，Strassen关于Wiener过程的重对数律可以叙述和证明如下．


定理3.3.3
 　设｛Wt
 ，t≥0｝是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上的Wiener过程．对每n≥1，令

[image: alt]


则对于取值于C［0，1］的随机元列｛ξn
 ，n≥1｝有

[image: alt]



证明
 　把证明分为三步．


第一步
 　任给m≥1，定义随机向量序列

[image: alt]


首先证明｛[image: alt]
 ，n≥1｝作为Rm
 中的随机元序列满足

（3.3.10）　C（｛[image: alt]
 /（2nloglogn）1/2
 ｝）＝｛α∈Rm
 ：α′α≤1｝．

根据引理3.3.2，存在一个Ω0
 ∈[image: alt]
 ，P（Ω0
 ）＝1使得当ω∈Ω0
 时

[image: alt]


和

[image: alt]


对一切满足α′α＝1的有理向量α′＝（α1
 ，…，αm
 ）（即分量α1
 ，…，αm
 均为有理数的向量）成立；特别地，对每i＝1，…，m，有

[image: alt]


由此可见，当ω∈Ω0
 时，｛[image: alt]
 （ω）/（2nloglogn）1/2
 ，n≥1｝在Rm
 中相对紧并且如对某t∈Rm
 ，有子列｛n′｝使

[image: alt]


则对一切满足α′α＝1的有理向量α均有α′t≤1从而t′t≤1．这样，我们就证明了

[image: alt]


对每ω∈Ω0
 成立．

另一方面，如果α∈Rm
 满足α′α＝1，那么对任ω∈Ω0
 ，一定存在子列｛n′｝使

[image: alt]


以及（3.3.11）对某t∈Rm
 成立，从而α′t＝1．但是，由（3.3.12）知t′t≤1，故此时必有t＝α．由此可见

[image: alt]


对每ω∈Ω0
 成立．于是，我们有

[image: alt]


对每ω∈Ω0
 成立．显然，这说明

[image: alt]


亦即

[image: alt]


对每ω∈Ω0
 成立．把（3.3.12）和（3.3.13）合在一起即得（3.3.10）．


第二步
 　对每f∈C［0，1］和m≥1，以f（m）
 记依次连接（i/m，f（i/m）），i＝0，1，…，m的折线，即对i＝0，1，…，m，当t∈［i/m，（i＋1）/m］时，令

[image: alt]


再对每m≥1，记

[image: alt]


我们将证明

[image: alt]


设f，fn
 ∈C［0，1］，n≥1．对任意固定的m≥1，记

[image: alt]


易见[image: alt]
 等价于对每i＝1，…，m有

fn
 （i/m）－fn
 （i－1）/m）→f（i/m）－f（（i－1）/m），

即等价于

[image: alt]


因此，[image: alt]
 在C［0，1］中相对紧当且仅当[image: alt]
 在Rm
 中相对紧；而由引理3.3.1又进而推知

[image: alt]


当且仅当

[image: alt]


这说明（3.3.14）等价于

[image: alt]


注意

[image: alt]


故（3.3.15）又等价于（3.3.10）．（3.3.14）证毕．


第三步
 　（3.3.9）的证明．

任给m≥1，由（3.2.25）得

[image: alt]


对每m≥1，取Ωm
 ∈[image: alt]
 ，P（Ωm
 ）＝1　使ω∈Ωm
 时，

[image: alt]


令[image: alt]
 ，则易见Ω*
 ∈[image: alt]
 ，P（Ω*
 ）＝1而且当ω∈Ω*
 时（3.3.17）—（3.3.19）对每m≥1成立．

任意给定ω∈Ω*
 ．由于（3.3.17）和（3.3.18）对每m≥1成立，故对｛n｝的任一子列，一定可以取到该子列之子列｛n′｝和｛fm
 ∈[image: alt]
 m
 ，m≥1｝使

[image: alt]


不难见｛fm
 ，m≥1｝必须满足：

[image: alt]


因此我们有

[image: alt]


但是，[image: alt]
 是C［0，1］中之闭集．因此，存在f∈[image: alt]
 使dC
 （f2k

 ，f）→0．于是，在不等式

[image: alt]


中先令n′→∞，再令k→∞，就得到

[image: alt]


这样，我们就证明了当ω∈Ω*
 时，｛ζn
 （ω），n≥1｝相对紧而且

C（｛ζn
 （ω）｝）⊂[image: alt]
 ．

反之，任给f∈[image: alt]
 ，总有f（m）
 →f．因当ω∈Ω*
 时，（3.3.17）对每m≥1成立，故总可以取到｛n｝的子列｛n′｝使

[image: alt]


于是，在不等式

[image: alt]


中先令n′→∞，再令m→∞，就知（3.3.20）成立．这又说明了

[image: alt]
 ⊂C（｛ξn
 （ω）｝），　ω∈Ω0
 ．

（3.3.9）得证．定理证完．

习题　3.3

1．设｛Wt
 ，t≥0｝是Wiener过程．证明

[image: alt]


2．设f是［0，∞）上定义的函数，a∈R称为f的极限点，如存在Tn
 →∞使f（Tn
 ）→a．证明：如果｛Wt
 ，t≥0｝是Wiener过程，则

C（｛WT
 /（2Tlog logT）1/2
 ｝）＝［-1，1］　a.s.，

也就是说，存在可测集Ω0
 ，P（Ω0
 ）＝1使

（1）对每ω∈Ω0
 ，如果a是｛WT
 （ω）/（2Tlog logT）1/2
 ，T≥0｝的极限点，则a∈［-1，1］．

（2）对任ω∈Ω0
 ，每a∈［-1，1］必是

｛WT
 （ω）/（2Tlog logT）1/2
 ，T≥0｝

的极限点．

第四节　Skorokhod嵌入定理

Skorokhod嵌入定理是概率论中具有重要意义的一个深刻结果，它可以叙述如下．


定理3.4.1
 　对任一满足条件

[image: alt]


和条件

[image: alt]


之d.f.F，存在一个概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P），在它上面定义了一个适Wiener过程｛Wt
 ，[image: alt]
 t
 ，t≥0｝以及子σ域族｛[image: alt]
 t
 ，t≥0｝的一个a.s.有限的停时序列｛τn
 ，n≥1｝使得（约定τ0
 ＝0）

（1）｛τn
 －τn－1
 ，n≥1｝i.i.d.且Eτ1
 ＝1；

（2）｛Wτn

 －Wτn－1

 ，n≥1｝i.i.d.且Wτ1

 ～F．

给定一个i.i.d.序列｛ξn
 ，n≥1｝，它满足

[image: alt]


以F记ξ1
 的d.f.，则F满足（3.4.1）和（3.4.2）．因此，根据定理3.4.1，可以找到一个适Wiener过程｛Wt
 ，[image: alt]
 t
 ，t≥0｝和一个｛[image: alt]
 t
 ，t≥0｝的有限停时序列｛τn
 ，n≥1｝使定理3.4.1的结论（1）和（2）成立．不难见定理的结论（2）意味着

[image: alt]


这里记号[image: alt]
 表示它两端的随机元同分布．正是在这个意义上，我们说r.v.序列｛ξn
 ，n≥1｝被嵌入到Wiener过程｛Wt
 ，t≥0｝中去了．

定理3.4.1的证明过程比较长，我们把它分成几步来实现．令

S＝｛（u，v）：u≤0＜v｝．

对任何u＜0＜v，以Gu，v
 记以概率v/（v－u）和-u/（v－u）分别取值于直线上二点u和v的两点分布r.v.的d.f.，即

[image: alt]


又对u＝0＜v，约定Gu，v
 为在0那点的退化d.f.．这样，对每（u，v）∈S，Gu，v
 均有定义而且有统一的表达式（3.4.3）．我们先说明d.f.Gu，v
 与Wiener过程之间的联系．


引理3.4.2
 　设W＝｛Wt
 ，t≥0｝是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上的Wiener过程．对每t≥0，令

[image: alt]
 t
 ＝σ｛Ws
 ，0≤s≤t｝，

又对任（u，v）∈S，令

τ＝τ（u，v，W）：＝inf｛t：Wt
 ∉（u，v）｝

（约定inf[image: alt]
 ＝∞）．则下列结论成立：

（1）τ是｛[image: alt]
 t
 ，t≥0｝的a.s.有限的停时；

（2）Wτ
 ～Gu，v
 ；

（3）[image: alt]
 ．


证明
 　易见τ是｛[image: alt]
 t
 ，t≥0｝的停时，由命题3.1.3又知τ是a.s.有限的，故（1）成立．当u＝0＜v时，由定义即知τ≡0从而（2）和（3）显然成立．因此，我们只需再证当u＜0＜v时（2）和（3）成立．容易验证｛Wt
 ，[image: alt]
 t
 ，t≥0｝和τ满足定理2.2.20的条件，故我们有

EWτ
 ＝EW0
 ＝0．

但是，Wτ
 只能a.s.地取两个值u和v，故由上式易解出Wτ
 取值u和v的概率分别是v/（v－u）和-u/（v－u）．这说明结论（2）成立．注意｛[image: alt]
 －t，[image: alt]
 t
 ，t≥0｝仍满足定理2.2.20的条件，故我们又有

[image: alt]


这样，又得到

[image: alt]


即结论（3）成立．

我们再来建立任一满足（3.4.1）的d.f.F与d.f.族

｛Gu，v
 ：（u，v）∈S｝

的联系．这种联系一旦建立，那么通过引理3.4.2就可以把F与Wiener过程挂上钩，以利于嵌入的进行．


引理3.4.3
 　对任一满足（3.4.1）的非退化d.f.F，存在概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）和它上面定义的r.v.U和V，使下列两式成立：

[image: alt]



证明
 　记

[image: alt]


由于F非退化，故α＞0．又由于

[image: alt]


和

[image: alt]


故

[image: alt]


于是

[image: alt]


确定了一个二元d.f.．构造一个概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）使它上面定义的r.v.U和V满足

（U，V）～H，

则易见（U，V）满足（3.4.4）．此外，对任何t∈R有

[image: alt]


故（3.4.5）亦成立．

下面，我们把引理3.4.2与具有性质（3.4.4）和（3.4.5）的随机向量（U，V）结合起来，以阐明满足（3.4.1）和（3.4.2）之d.f.F与Wiener过程之联系．

引理3.4.4　设W＝｛Wt
 ，t≥0｝是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上的Wiener过程，（U，V）是同一空间上与W独立的r.v.，满足（3.4.4）并且使（3.4.5）对某一F成立．令

[image: alt]


（约定inf[image: alt]
 ＝∞）．则

（1）F是一个d.f.；

（2）τ是｛[image: alt]
 t
 ，t≥0｝的a.s.有限的停时；

（3）下列关系式成立：

[image: alt]



证明
 　结论（1）和（2）是显然的．往证（3）．以H记（U，V）的d.f.．由于（U，V）与W独立并且满足（3.4.4）和（3.4.5），利用引理3.4.2之（2）可得

[image: alt]


因此（3.4.6）成立．类似地，利用引理3.4.2之（3）又可得

[image: alt]


从而（3.4.7）亦成立．

现在，我们可以完成定理3.4.1的证明．事实上，我们将证明一个更一般的结论——定理3.4.5，而定理3.4.1是它的一个特殊情形．


定理3.4.5
 　对任一满足（3.4.1）之d.f.F，存在一个概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P），在它上面定义着一个适Wiener过程｛Wt
 ，[image: alt]
 t
 ，t≥0｝以及（[image: alt]
 t
 ，t≥0｝的一个a.s.有限的停时序列｛τn
 ，n≥1｝使得（约定τ0
 ＝0）

（1）｛τn
 －τn－1
 ，n≥1｝　i.i.d.且

[image: alt]


（2）｛Wτn

 －Wτn－1

 ，n≥1｝　i.i.d.且

[image: alt]



证明
 　由引理3.4.3易知：存在概率空间（X，[image: alt]
 ，μ）和它上面定义的i.i.d.的随机向量列[image: alt]
 使对每n≥1，下列两式成立：

[image: alt]


其中Eμ
 表示（X，[image: alt]
 ，μ）上的期望算子．又以ν记（C［0，∞），[image: alt]
 C
 ［0，∞））上的Wiener测度．令

[image: alt]


又对每x∈X，y∈C［0，∞），令

[image: alt]


易见：W是（Ω，[image: alt]
 ，P）上的Wiener过程；｛（Un
 ，Vn
 ），n≥1｝是同一概率空间i.i.d.的与W独立的随机向量序列而且对每n≥1，

P（（Un
 ，Vn
 ）∈S）＝1

以及

EGUn
 ，Vn

 （t）＝F（t），t∈R

成立．再令

[image: alt]
 t
 ＝σ（（Un
 ，Vn
 ），n≥1；Ws
 ，0≤s≤t），t≥0，

则不难见｛Wt
 ，[image: alt]
 t
 ，t≥0｝是一个适Wiener过程．下面，我们将归纳地定义r.v.序列｛τn
 ，n≥1｝，证明它是｛[image: alt]
 t
 ，t≥0｝的a.s.有限的停时序列并且使定理的结论（1）和（2）成立．

对每n≥1和t≥0，记

[image: alt]


令

τ1
 ＝inf｛t≥0：Wt
 ∉（U1
 ，V1
 ）｝．

由引理3.4.4可知τ1
 是[image: alt]
 的a.s.有限的停时并且满足（3.4.8）和（3.4.9）．设对某k≥1，存在τ1
 ，…，τk
 使得

A．对i＝1，…，k，τi
 是[image: alt]
 的a.s.有限停时；

B．τ1
 ，τ2
 －τ1
 ，…，τk
 －τk－1
 独立同分布；

C．Wτ1

 ，Wτ2

 －Wτ1

 ，…，Wτk

 －Wτk－1

 独立同分布．

令

τk＋1
 ＝inf｛t≥τk
 ：Wt
 －Wτk

 ∉（Uk＋1
 ，Vk＋1
 ）｝．

我们往证

a．τk＋1
 是[image: alt]
 的a.s.有限停时．

由命题2.2.7，Wτk

 关于[image: alt]
 可测，又对每s≥0，Ws
 关于[image: alt]
 可测，但[image: alt]
 ，故Ws
 －Wτk

 关于[image: alt]
 可测．再注意Vk＋1
 关于[image: alt]
 可测，我们便知Ws
 －Wτk

 －Vk＋1
 关于[image: alt]
 可测．于是，对每ε＞0和每0≤s≤t＜∞，有

[image: alt]


对任t≥0，以Dt
 记［0，t］中的一个可数稠集，则由上式推知

[image: alt]


对每y＞0成立，从而

[image: alt]


类似地可证

[image: alt]


对每t≥0成立．此外，对每t≥0有

[image: alt]


因此我们得

[image: alt]


这说明τk＋1
 是[image: alt]
 的停时．由Wiener过程的强马氏性知W（k＋1）
 ＝｛Wτk
 ＋t
 －Wτk

 ，t≥0｝是一个Wiener过程，又注意W（k＋1）
 与（Uk＋1
 ，Vk＋1
 ）独立，表

[image: alt]


由引理3.4.4便知τk＋1
 a.s.有限且

[image: alt]


b．τ1
 ，τ2
 －τ1
 ，…，τk＋1
 －τk
 独立同分布．

由定理3.1.4知W（k＋1）
 与[image: alt]
 独立．由（Uk＋1
 ，Vk＋1
 ）与

[image: alt]
 （k）
 ＝σ（（Ui
 ，Vi
 ），1≤i≤k；Wt
 ，t≥0）

独立以及[image: alt]
 又知（Uk＋1
 ，Vk＋1
 ）亦与[image: alt]
 独立．于是由（3.4.11）知τk＋1
 －τk
 与[image: alt]
 独立．但是，τ1
 ，τ2
 －τ1
 ，…，τk
 －τk－1
 均关于[image: alt]
 可测，故τk＋1
 －τk
 与τ1
 ，τ2
 －τ1
 ，…，τk
 －τk－1
 独立．这一事实加上假设B和（3.4.12）即知b为真．

c．Wτ1

 ，Wτ2

 －Wτ1

 ，…，Wτk＋1

 －Wτk

 独立同分布．

表[image: alt]
 ．由于W（k＋1）
 和τk＋1
 －τk
 均与[image: alt]
 独立，故Wτk＋1

 －Wτk

 亦与[image: alt]
 独立．由于Wτ1

 ，Wτ2

 －Wτ1

 ，…，Wτk

 －Wτk－1

 均为[image: alt]
 可测，故又进而推知Wτk＋1

 －Wτk

 与Wτ1

 ，Wτ2

 －Wτ1

 ，…，Wτk

 －Wτk－1

 独立．这一事实加上假设C和（3.4.13）式即得c．

根据数学归纳法，我们通过以上过程可构造出一个r.v.序列｛τn
 ，n≥1｝，对每n≥1，τn
 是｛[image: alt]
 ，t≥0｝的a.s.有限停时并且定理的结论（1）和（2）成立．注意对每t≥0均有

[image: alt]


故对每n≥1，τn
 也是｛[image: alt]
 t
 ，t≥0｝的a.s.有限停时，定理得证．

习题　3.4

1．设（Ω，[image: alt]
 ，P）是一个概率空间．定义在Ω×R上的函数G（·，·）满足

（1）对每ω∈Ω，G（ω，·）是一个d.f.；

（2）对每x∈R，G（·，x）关于[image: alt]
 可测．

试证明

（1）对每x∈R，令

F（x）＝EG（·，x），

则F还是d.f.；

（2）对任何非负Borel可测函数f，

∫R
 f（x）dF（x）＝E∫R
 f（x）G（·，dx）．

2．设F是一d.f.，令

F-
 （x）＝inf｛t∈R：F（t）≥x｝，0＜x＜1．

试证明

（1）F-
 是（0，1）上定义的非降、左连续函数；

（2）以U表（0，1）上均匀分布的r.v.，则

F-
 （U）～F；

3．设非退化d.f.F在t＝0连续且

∫R
 tdF（t）＝0．

试证明

（1）0＜F（0）＜1；

（2）x＞F（0）⇒F-
 （x）＞0，x＜F（0）⇒F-
 （x）＜0；

（3）令

[image: alt]


则存在［F（0），1）上严降的绝对连续函数g使

β（g（x））＝-α（x），F（0）≤x＜1；

（4）令

[image: alt]


则（X，[image: alt]
 ，P）是一概率空间，U，V分别是非正和非负的r.v.而且

[image: alt]


（5）去掉F在t＝0连续的条件，仍然存在概率空间（X，[image: alt]
 ，P）和它上面定义的非正r.v.U和非负r.v.V使（4）中的（A），（B）成立．

4．证明（3.4.10）中的等式．

5．设ξ＝｛ξt
 ，t≥0｝是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上的右连续过程．试证明

（1）ξ（·）＝｛ξt
 （ω）：ω∈Ω，t≥0｝作为Ω×［0，∞）上定义的函数是[image: alt]
 ×［[image: alt]
 ∩［0，∞）］可测的；

（2）如τ是（Ω，[image: alt]
 ，P）上的r.v.，则ξτ
 仍是这个概率空间上的r.v.；

（3）如ξ和τ与[image: alt]
 的一个子σ域[image: alt]
 独立，则ξτ
 与[image: alt]
 独立．


第四章　弱收敛理论

设｛ξn
 ，n≥1｝是i.i.d.的r.v.序列，对每n≥1，Eξn
 ＝0，[image: alt]
 1，并且记[image: alt]
 ．众所周知的一个中心极限定理是

[image: alt]


上式左端极限号内是r.v.Sn
 /n1/2
 的d.f.，而右端是一个标准正态d.f.．因此，我们把它称为r.v.序列｛Sn
 /n1/2
 ，n≥1｝依分布收敛到标准正态分布．r.v.序列的d.f.对应着R中的一列概率测度．因此，从更基本的角度看，上述中心极限定理说明了一列概率测度在某种意义下收敛到正态分布的概率测度．这里所说的某种意义就是指的弱收敛．

随机元序列的依分布收敛或概率测度的弱收敛是概率论关心的基本问题之一．早在18世纪中期，de Moivre和Laplace就对i.i.d.的Bernoulli序列得到了中心极限定理，而Lindeberg-Feller定理则完成于本世纪的30年代．把中心极限定理从独立和向非独立的情形推广一直是人们努力的一个方向，我们在第二节叙述的鞅的中心极限定理大致形成于本世纪的70年代．1951年Donsker提出了他的著名的不变原理，引起了关于随机过程的依分布收敛的研究并导致了1956年Prohorov定理的产生（见第四节），极大地丰富了弱收敛理论的内容．

本章的内容将这样安排：首先，我们介绍距离空间概率测度弱收敛的一般理论；然后再分别讨论鞅和独立和的中心极限定理；最后介绍Prohorov和Donsker的定理．在第三节我们还安排了中心极限定理收敛速度的讨论．应该指出，这些内容的安排对弱收敛理论的各种提法或许只能起到一种“点到为止”的作用．不少重要的内容，如关于独立r.v.阵列行和向无穷可分分布律收敛的一般理论，关于各种混合条件下部分和序列的依分布收敛，关于取值于D［0，1］空间随机元的依分布收敛以及关于经验过程的弱收敛等都限于篇幅未能提到，有兴趣的读者请参考有关文献．

第一节　距离空间概率测度的弱收敛

1.1　弱收敛和依分布收敛

设X是一给定的距离空间，ρ记X的距离，[image: alt]
 记X的Borel集系，[image: alt]
 和[image: alt]
 分别记X的开集系和闭集系．


定理4.1.1
 　设μ和｛μn
 ，n≥1｝是（X，[image: alt]
 ）上的概率测度．则下列命题等价：

（1）对X上任一有界实值连续函数f，有

[image: alt]


（2）对X上任一有界一致连续的实值函数f，（4.1.1）成立；

（3）对每F∈[image: alt]
 ，[image: alt]
 ；

（4）对每G∈[image: alt]
 ，[image: alt]
 ；

（5）对每B∈[image: alt]
 ，如μ（∂B）＝0，则

[image: alt]



证明
 　采取下列路线：

[image: alt]


现详细论证如下．

（1）⇒（2）：显然．

（2）⇒（3）：如F∈[image: alt]
 ，则

Gm
 ＝：｛x∈X：ρ（x，F）≤1/m｝↓F．

对任给ε＞0，取m使μ（Gm
 \F）＜ε．再对此m作有界一致连续函数如同（1.4.2）．当（2）成立时便有

[image: alt]


上式令ε→0，得（3）．

（3）⇒（1）：先证对一切有界实值连续函数f有

[image: alt]


考虑满足0＜f＜1的连续函数f．当（3）成立时对每正整数k有

[image: alt]


上式令k→∞，即知（4.1.2）对这种特殊的连续函数f成立．对一般的有界连续函数f，取α＜β使α＜f＜β，那么令

g＝（f－α）／（β－α），

则g是满足0＜g＜1的连续函数．对g用（4.1.2）即知（4.1.2）对一般的有界连续函数f成立．

再说明（4.1.2）对一切有界连续函数成立就意味着（4.1.1）对一切有界连续函数成立．事实上，如f是有界连续函数，那么-f亦然．而以-f代入（4.1.2）可得

[image: alt]


把上式和（4.1.2）合并即是（4.1.1）．

（3）⇔（4）：显然．

（3），（4）⇒（5）：如（3）和（4）成立，则对任何B∈[image: alt]
 ，μ（∂B）＝0，有

[image: alt]


故（5）成立．

（5）⇒（3）：若F∈[image: alt]
 ，对任δ＞0令

Fδ
 ＝｛x∈X：ρ（x，F）≤δ｝，Gδ
 ＝｛x∈X：ρ（x，F）＜δ｝，

则有　[image: alt]
 ．

因此，如δ＞0是μ（Fδ
 ）的连续点，则

μ（∂Fδ
 ）≤μ（Fδ
 \Gδ
 ）＝0，

从而当（5）成立时得

[image: alt]


由于μ（Fδ
 ）的连续点在（0，∞）中稠，上式中令δ沿着μ（Fδ
 ）的连续点趋于0即得（3）．定理证完．

下面定义距离空间概率测度弱收敛的概念．


定义4.1.1
 　设μ和｛μn
 ，n≥1｝是（X，[image: alt]
 ）上的概率测度．如果定理4.1.1中（1）—（4）之任一条满足，则称｛μn
 ，n≥1｝弱收敛到μ，记作[image: alt]
 ．

通过弱收敛的概念可以定义依分布收敛的概念．


定义4.1.2
 　设对每n≥1，ξn
 是定义在概率空间（Ωn
 ，[image: alt]
 n
 ，Pn
 ）上而取值于同一距离空间X的随机元．如果对于（X，[image: alt]
 ）上的概率测度μ，有

[image: alt]


则称｛ξn
 ，n≥1｝依分布收敛到μ，记作[image: alt]
 ；如果（4.1.3）成立且右端的μ恰是某一概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）到（X，[image: alt]
 ）的随机元ξ的分布，则称｛ξn
 ，n≥1｝依分布收敛到ξ，记作[image: alt]
 ．

下面对上述定义作三点说明：第一，我们只对距离空间的概率测度定义了弱收敛的概念，一般地说，只有当基础概率空间具有一定的拓扑性质时，才能定义它上面的概率测度的弱收敛；第二，讨论随机元序列的依分布收敛，甚至不必要求它们定义在同一个概率空间上，而只要求它们取值于同一距离可测空间；第三，取值于距离空间的随机元序列的依分布收敛，本质上就是这列随机元取值的距离空间上概率测度的弱收敛，因此，我们以后只叙述概率测度弱收敛的有关结论，而希望读者能把它们翻译成依分布收敛的说法．

1.2　弱收敛的充分条件

定理4.1.1给出了一组弱收敛的等价条件．但是，这些条件并不永远是好验证的．因此我们给出下列容易验证的充分条件．


定理4.1.2
 　设μ和｛μn
 ，n≥1｝是距离空间X上的概率测度，[image: alt]
 ⊂[image: alt]
 是一个π系．如果对每A∈[image: alt]
 ，

[image: alt]


成立，则当下列条件之一成立时有[image: alt]
 ：

（1）对每G∈[image: alt]
 ，存在｛Ak
 ，k≥1｝⊂[image: alt]
 ，使

[image: alt]


（2）X可分且对每x∈X和每ε＞0，存在A∈[image: alt]
 使

x∈A°⊂A⊂U（x，ε）．


证明
 　在条件（1）之下，对任G∈[image: alt]
 ，取｛Ak
 ，k≥1｝⊂[image: alt]
 使（4.1.5）成立，则对任给ε＞0，存在一个k0
 使

[image: alt]


从而由（4.1.4）推知

[image: alt]


上式中令ε→0即知定理4.1.1之（4）满足，故[image: alt]
 ．

在条件（2）之下，如G∈[image: alt]
 ，则对每x∈G，可取εx
 ＞0使x∈U（x，εx
 ）⊂G，而对此εx
 ＞0，又可取Ax
 ∈[image: alt]
 使

[image: alt]


于是，对任｛xk
 ，k≥1｝⊂G均有

[image: alt]


但是[image: alt]
 是G的开覆盖而X又可分，故从中又可取出G的一个可数子覆盖，也就是说，一定存在｛xk
 ，k≥1｝⊂G使

[image: alt]


这样，我们就有[image: alt]
 ，说明了（2）蕴含（1）．

作为定理4.1.2的一个应用，我们来讨论R上概率测度的弱收敛．用符号C（f）来记R上实值函数f的连续点的全体，我们先回顾一下R上d.f.弱收敛的概念．


定义4.1.3
 　设F和｛Fn
 ，n≥1｝是R上的d.f.．如果对每x∈C（F）均有

Fn
 （x）→F（x），

则称｛Fn
 ，n≥1｝弱收敛到F，记作[image: alt]
 ．

正如我们在第一章第四节所提到的，R上的概率测度μ，d.f.F和c.f.（特征函数将缩写为c.f.）f之间有1—1的对应关系．下列的系表明，R上概率测度列的弱收敛，d.f.列的弱收敛及c.f.列的收敛之间也有对应关系．


系4.1.3
 　设｛μn
 ，n≥1｝是R上的概率测度列，｛Fn
 ，n≥1｝和｛fn
 ，n≥1｝分别是对应的d.f.列和c.f.列．则下列三种说法等价：

（1）存在R上的概率测度μ使

[image: alt]


（2）存在R上d.f.F使

[image: alt]


（3）存在R上在0点连续的复值函数f，使对每t∈R，

fn
 （t）→f（t）；

而且这时F和f分别是μ对应的d.f.和c.f.．


证明
 　（2）和（3）等价而且此时f是F对应的f就是初等概率论中的Levy连续性定理．故只需证（1）⇔（2）．作为定理4.1.1的（5）之推论可见：（1）⇒（2）而且F就是μ对应的d.f.．故又只需证（2）⇒（1）．如（2）成立，取一个如下的π系

[image: alt]
 ＝｛（a，b］：a，b∈C（F），a＜b｝，

则对每（a，b］∈[image: alt]
 ，有

μn
 （a，b］＝Fn
 （b）－Fn
 （a）→F（b）－F（a）＝μ（a，b］．

由于X＝R可分，又由于C（F）在R中稠，故定理4.1.2之条件（2）满足，从而（1）必须成立且μ必是F对应的概率测度．

1.3　乘积距离空间概率测度的弱收敛

设｛（Xi
 ，[image: alt]
 i
 ），i＝1，…，k｝是距离可测空间．以（X，[image: alt]
 ）记其乘积距离可测空间．设μ是（X，[image: alt]
 ）上的概率测度．对每i＝1，…，k，以πi
 记X到Xi
 的投影映射并令μ（i）
 ＝[image: alt]
 ．


定理4.1.4
 　设μ和｛μn
 ，n≥1｝是乘积距离空间（X，[image: alt]
 ）上的概率测度．如果对每i＝1，…，k，Xi
 是可分的，则[image: alt]
 当且仅当对每i＝1，…，k，对每满足μ（i）
 （∂Bi
 ）＝0之Bi
 ∈[image: alt]
 i
 ，有

[image: alt]



证明
 　必要性．
 对每i＝1，…，n，每Bi
 ∈[image: alt]
 i
 ，有

[image: alt]


因此当[image: alt]
 对每i＝1，…，k成立时必有[image: alt]
 ．由定理4.1.1之（5）即知[image: alt]
 蕴含（4.1.6）对一切满足μ（i）
 （∂Bi
 ）＝0之Bi
 ∈[image: alt]
 i
 （i＝1，…，k）成立．


充分性．
 由于X1
 ，…，Xn
 可分，故

[image: alt]


（定理1.2.1）．令

[image: alt]


不难见[image: alt]
 是[image: alt]
 中满足定理4.1.2之条件（2）的π系．利用定理4.1.2即知（4.1.6）蕴含[image: alt]
 ．

我们利用定理4.1.4来讨论Rk
 上概率测度的弱收敛．设F是一个k维d.f.．以F（i）
 记F的第i个边缘d.f.，即

[image: alt]



定义4.1.4
 　设F和｛Fn
 ，n≥1｝是k维d.f.．如果对每x＝（x1
 ，…，xk
 ）∈Rk
 ，xi
 ∈C（F（i）
 ），i＝1，…，k，有

Fn
 （x）→F（x），

则称｛Fn
 ，n≥1｝弱收敛到F，记作[image: alt]
 ．

回顾k维d.f.F的c.f.f的定义

[image: alt]


和多维的Levy连续性定理，由定理4.1.4易得


系4.1.5
 　设｛μn
 ，n≥1｝是Rk
 上的概率测度，｛Fn
 ，n≥1｝和｛fn
 ，n≥1｝分别是对应的d.f.和c.f.．则下列三种说法等价：

（1）存在Rk
 的概率测度μ使

[image: alt]


（2）存在Rk
 上的d.f.F使

[image: alt]


（3）存在Rk
 上在（0，…，0）点连续的复值函数f，使对每（t1
 ，…，tk
 ）∈Rk
 有

fn
 （t1
 ，…，tk
 ）→f（t1
 ，…，tk
 ）．

这时F和f分别是μ对应的d.f.和c.f.．

这个系的证明请读者完成．

1.4　距离空间映射导出概率测度的弱收敛

设（X，ρ）和（X*
 ，ρ*
 ）是距离空间，其开集系、闭集系及Borel集系分别记作[image: alt]
 和[image: alt]
 *
 、[image: alt]
 和[image: alt]
 *
 以及[image: alt]
 和[image: alt]
 *
 ．又设μ是（X，[image: alt]
 ）上的概率测度，f是（X，[image: alt]
 ）到（X*
 ，[image: alt]
 *
 ）的可测映射．令

μf-1
 （B*
 ）＝μ（f-1
 （B*
 ）），B*
 ∈[image: alt]
 *


并称之为f的导出测度（用第一节的话说，f是（X，[image: alt]
 ，μ）到（X*
 ，[image: alt]
 *
 ）的随机元，μf-1
 是这个随机元的分布）．对于（X，[image: alt]
 ）上的概率测度列｛μn
 ，n≥1｝和（X，[image: alt]
 ）到（X*
 ，[image: alt]
 *
 ）的可测映射f，以下的任务是研究

[image: alt]


和

[image: alt]


之间的关系．


引理4.1.6
 　设f是（X，[image: alt]
 ）到（X*
 ，[image: alt]
 *
 ）的任一映射，Df
 是f的不连续点组成之集．则

Df
 ∈[image: alt]
 ．


证明
 　以[image: alt]
 记正有理数的全体组成之集．对任给ε＞0和δ＞0，以Gε，δ
 记X中这样的x组成之集：存在y，z∈X，使ρ（y，x）∨ρ（z，x）＜δ但ρ*
 （f（y），f（z））≥ε．不难见

[image: alt]


因此，为证引理，只需证对每ε＞0和δ＞0，Gε，δ
 ∈[image: alt]
 ．为此，只需注意，如x∈Gε，δ
 ，则可取y，z∈X使ρ（y，x）＜δ，ρ（z，x）＜δ及ρ*
 （f（y），f（z））≥ε．这时令

α＝δ－ρ（y，x）∨ρ（z，x）＞0，

则当ρ（u，x）＜α时就有

ρ（u，y）≤ρ（u，x）＋ρ（y，x）＜δ；

ρ（u，z）≤ρ（u，x）＋ρ（z，x）＜δ；

ρ*
 （f（y），f（z））≥ε．

这说明U（x，α）⊂Gα，δ
 ．于是Gε，δ
 ∈[image: alt]
 得证．


定理4.1.7
 　设f是（X，[image: alt]
 ）到（X*
 ，[image: alt]
 *
 ）的可测映射且μ（Df
 ）＝0，则（4.1.7）蕴含（4.1.8）．


证明
 　对任给的F*
 ∈[image: alt]
 *
 ，我们先证

[image: alt]


为此，又只需证

（f-1
 （F*
 ））-
 \Df
 ⊂f-1
 （F*
 ）．

设x∈（f-1
 （F*
 ））-
 \Df
 ．此时，由于x∈（f-1
 （F*
 ））-
 ，故可取xn
 ∈f-1
 （F*
 ）使ρ（xn
 ，x）→0；由于x∉Df
 ，故又必须有ρ*
 （f（xn
 ），f（x））→0．但f（xn
 ）∈F*
 ∈[image: alt]
 ，故又进而推知f（x）∈F*
 从而x∈f-1
 （F*
 ）．因此（4.1.9）得证．

如果（4.1.7）成立并且μ（Df
 ）＝0，那么由定理4.1.1之（3）及刚才证明之（4.1.9）即得

[image: alt]


据定理4.1.1之（3），上式意味着（4.1.8）．

把上述定理应用于X*
 ＝R，得


系4.1.8
 　对于距离空间X上之概率测度μ和｛μn
 ，n≥1｝，（4.1.7）成立之必要充分条件是对X上任何有界实值连续函数f，（4.1.8）成立．


证明
 　必要性乃是定理4.1.7之推论．为证充分性，对任有界实值连续函数f，∣f∣≤M，令

[image: alt]


则当（4.1.8）成立时，由定理4.1.1之（1）及定理1.1.2推知

[image: alt]


据定理4.1.1之（1），上式意味着（4.1.7）．

下面，我们利用定理4.1.7和系4.1.8来讨论R∞
 上概率测度的弱收敛．对每k≥1，以πk
 记R∞
 到Rk
 的投影映射．先证一个引理．


引理4.1.9
 　对任k≥1和任A⊂Rk
 ，

[image: alt]



证明
 　由于投影映射πk
 是距离空间（R∞
 ，d∞
 ）到距离空间（Rk
 ，dk
 ）的连续映射，故对任A⊂Rk
 ，[image: alt]
 和[image: alt]
 分别是R∞
 中之开集和闭集，从而

[image: alt]


因此，为了完成引理的证明，只需再证

[image: alt]


设[image: alt]
 ．由于此时πk
 x∈∂A，故πk
 x的任一邻域内既有A的点，又有Ac
 的点．因此存在[image: alt]
 和[image: alt]
 ，使当n→∞时，有

[image: alt]


从而亦有

[image: alt]


但是，我们知

[image: alt]


故（4.1.12）又意味着在x的任一邻域内既有[image: alt]
 的点又有[image: alt]
 的点．这说明x∈∂（[image: alt]
 A）．于是（4.1.11）得证．

设μ是R∞
 上的概率测度，对每k≥1，每（x1
 ，…，xk
 ）∈Rk
 ，令

[image: alt]


我们称｛F（k）
 ，k≥1｝为μ对应的有限维d.f.族．


系4.1.10
 　设μ和｛μn
 ，n≥1｝是（R∞
 ，[image: alt]
 ∞
 ）上的概率测度｛F（k）
 ，k≥1｝和[image: alt]
 分别是对应的有限维d.f.族．则下列三命题等价：

（1）[image: alt]
 ；

（2）对每k≥1，[image: alt]
 ；

（3）对每k≥1，[image: alt]
 ．


证明
 　（2）⇔（3）由系4.1.5可得，（1）⇒（2）由定理4.1.7可得，故只需证（2）⇒（1）．

令[image: alt]
 是由[image: alt]
 ∞
 中这样的集合A组成之集合系，μ（∂A）＝0且存在k≥1和Ak
 ∈[image: alt]
 k
 使[image: alt]
 ．不难验证，[image: alt]
 是[image: alt]
 ∞
 中的一个π系．对每A∈[image: alt]
 ，取k≥1和Ak
 ∈[image: alt]
 k
 使[image: alt]
 ，则由引理4.1.9推知

[image: alt]


因此，在（2）之下有

[image: alt]


即（4.1.4）成立．

对每x＝（xn
 ，n≥1）∈R∞
 ，k≥1，δ＞0，令

Nk，δ
 （x）＝｛y＝（yn
 ，n≥1）：∣yi
 －xi
 ∣＜δ，1≤i≤k｝．

由于当x和k固定时，μ（Nk，δ
 （x））是δ的非降函数，故μ（Nk，δ
 （x））作为δ的函数至多有可数个不连续点，故使μ（∂（Nk，δ
 （x）））＝0之δ在（0，∞）中稠．因此

｛Nk，δ
 （x）：x∈R∞
 ；k≥1；δ＞0，μ（∂（Nk，δ
 （x）））＝0｝⊂[image: alt]


是（R∞
 ，[image: alt]
 ∞
 ）的拓扑基．这说明定理4.1.2的条件（2）亦满足．于是引用定理4.1.2即证得（2）⇒（1）．

1.5　稳定地依分布收敛

在讨论鞅序列的依分布收敛问题时，人们广泛地使用一个比依分布收敛更严的概念——稳定地依分布收敛，简称为稳定收敛．


定义4.1.5
 　设｛Sn
 ，n≥1｝是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）到距离可测空间（X，[image: alt]
 ）的随机元．如果对每A∈[image: alt]
 ，存在（X，[image: alt]
 ）上的测度ν（·，A），使

[image: alt]


成立，并且当B∈[image: alt]
 满足ν（∂B，A）＝0时有

[image: alt]


则称｛Sn
 ，n≥1｝稳定收敛到ν，记作

[image: alt]


不难看出，如果｛Sn
 ，n≥1｝稳定收敛到ν，那么对每B∈[image: alt]
 ，ν（B，·）是[image: alt]
 上的测度；而μ（·）：＝ν（·，Ω）是[image: alt]
 上的概率测度．今后，我们将称[image: alt]
 ×[image: alt]
 上的函数ν为一个混合概率测度，如果对每A∈[image: alt]
 ，ν（·，A）是[image: alt]
 上满足（4.1.13）的测度，对每B∈[image: alt]
 ，ν（B，·）是[image: alt]
 上的测度．从定义4.1.5可见，稳定收敛是对混合概率测度定义的．当（4.1.15）成立时，显然有[image: alt]
 ．正是在这个意义下，我们说稳定收敛是一个比依分布收敛更严的概念．

对每A∈[image: alt]
 ，P（A）＞0，令

PA
 （A′）＝P（A′∩A）/P（A），

则（Ω，[image: alt]
 ，PA
 ）仍是一个概率空间．从定义4.1.5又不难看出，（4.1.15）等价于对每A∈[image: alt]
 ，P（A）＞0，在概率空间（Ω，[image: alt]
 ，PA
 ）上总有[image: alt]
 ，其中

νA
 （B）＝ν（B，A）/P（A）．

所以，尽管稳定收敛的要求比依分布收敛的要求更高，但是，以上各小节的结论和方法在改头换面之后却仍然适用．下面，我们集中讨论一下r.v.序列的稳定收敛．为了说起来方便，我们将把R上定义的有界、非降右连续函数G叫做准分布函数（缩写为q.d.f.），如果

[image: alt]


利用这个术语，可以把r.v.序列的稳定收敛等价地定义如下．


定义4.1.6
 　设｛Sn
 ，n≥1｝是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上的r.v.列．如对每A∈[image: alt]
 ，存在q.d.f.G（·，A）使

[image: alt]


成立，并且对每x∈C（G（·，A））有

[image: alt]


则称｛Sn
 ，n≥1｝稳定收敛到G，记作

[image: alt]


如果对上述G，有d.f.F使

[image: alt]


则当（4.1.17）对每x∈C（F）和每A∈[image: alt]
 成立时，称｛Sn
 ，n≥1｝混合收敛到d.f.F，记作

[image: alt]


我们将把R×[image: alt]
 上定义的函数G称为混合分布函数，缩写为m.d.f.，如对每A∈[image: alt]
 ，G（·，A）是满足（4.1.16）的q.d.f.，对每x∈R，G（x，·）是[image: alt]
 上之测度．不难证明定义4.1.6中的G是一个m.d.f.．令

（4.1.20）　Gn
 （x，A）＝P（Sn
 ≤x，A），　x∈R，A∈[image: alt]
 ，

则对每n≥1，Gn
 也是m.d.f.．于是，定义4.1.6乃是把稳定收敛看作一列m.d.f.向一个m.d.f.的收敛．下面的定理表明，这种收敛又等价于对应的“特征函数”列的收敛．


定理4.1.11
 　如果（4.1.18）成立，则对R上任一有界连续函数f和任一A∈[image: alt]
 ，有

[image: alt]


反之，如对每A∈[image: alt]
 ，存在在t＝0处连续的复值函数g（·，A）使

[image: alt]


则（4.1.18）成立而且其右端的G由下式确定：

（4.1.23）　　g（t，A）＝∫R
 eitx
 G（dx，A），　t∈R，A∈[image: alt]
 ．


证明
 　先证第一个结论．如果P（A）＝0，（4.1.21）显然成立．无妨设P（A）＞0．对每n≥1，定义Gn
 如（4.1.20）．当（4.1.18）成立时，（4.1.17）意味着d.f.序列｛Gn
 （·，A）/P（A），n≥1｝弱收敛到d.f.G（·，A）/P（A）．因此，由定理4.1.1之（1）推知

[image: alt]


对任有界连续函数f成立．上式两端消去P（A）亦得（4.1.21）．

再证第二个结论．如果A∈[image: alt]
 ，P（A）＝0使（4.1.22）成立，则其右端之g（·，A）≡0，从而由（4.1.23）确定出G（·，A）≡0．这个G显然符合（4.1.16）和（4.1.17）的要求．如果A∈[image: alt]
 ，P（A）＞0使（4.1.22）成立，则c.f.序列｛E［exp（itSn
 ）］IA
 /P（A），n≥1｝当n→∞时收敛到在t＝0处连续之复值函数g（·，A）/P（A），故g（·，A）/P（A）必是c.f.．据系4.1.3，这时对应的d.f.列

｛P（Sn
 ≤x，A）/P（A），n≥1｝

弱收敛到d.f.G（·，A）/P（A），所以（4.1.17）仍然成立而且其右端之G由（4.1.23）唯一确定．根据定义4.1.6，我们得（4.1.18）．

习题　4.1

1．设｛ξn
 ，n≥1｝和ξ是定义在概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上取值于可分距离空间（X，ρ）的随机元．如果[image: alt]
 ，则称｛ξn
 ，n≥1｝依概率收敛到ξ，记作[image: alt]
 ．试证

（1）如[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ；

（2）对任a∈X，如[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ；

（3）如果｛ηn
 ，n≥1｝也是取值于（X，ρ）的随机元而且[image: alt]
 ，则对于X上的任一概率测度μ，[image: alt]
 当且仅当[image: alt]
 ．

2．设μ和｛μn
 ，n≥1｝是距离空间X上的有限测度．如果对X上任一有界连续函数f，（4.1.1）成立，则称[image: alt]
 ．试证下列命题等价：

（1）[image: alt]
 ；

（2）对每闭集F，[image: alt]
 ，且

[image: alt]


（3）对每开集[image: alt]
 且（4.1.24）成立；

（4）对每Borel集B，如μ（∂B）＝0，则μn
 （B）→μ（B）；

（5）对每有界上连续函数f，

[image: alt]


（6）对每有界下连续函数f，

[image: alt]


3．设F和Fn
 ，n≥1是R上的d.f.而且F连续．证明：如果[image: alt]
 ，则

[image: alt]


4．设f和fn
 ，n≥1是R上的c.f.，对每t∈R

fn
 （t）→f（t）．

证明：对每T＞0，

[image: alt]


5．设R中d.f.列｛Fn
 ，n≥1｝满足条件：对任给ε＞0，存在A＞0使对一切n≥1，

Fn
 （A）－Fn
 （-A）＞1－ε．

证明：如果存在R中可数稠集D使对每[image: alt]
 存在，则对某d.f.F，有

[image: alt]


6．设｛Fn
 ，n≥1｝是R中d.f.列，F和G是非退化d.f.．证明：如存在αn
 ，an
 ＞0和βn
 ，bn
 ∈R使

[image: alt]


则存在a＞0和b∈R使

an
 /αn
 →a，　（bn
 －βn
 ）/αn
 →b

而且F（ax＋b）＝G（x）．

7．设｛fn
 ，n≥1｝是一R中c.f.列．证明：如果存在a＞0使当∣t∣＜a时，fn
 （t）→1，则对一切t∈R均有

fn
 （t）→1．

8．设｛Sn
 ，n≥1｝是r.v.列，对某[image: alt]
 ．证明：如果对某r.v.S，[image: alt]
 ，则对一切p∈（0，r）均有

E∣Sn
 ∣p
 →E∣S∣p
 ．

9．对任意两个d.f.F和G，令

[image: alt]


证明：

（1）L是分布函数空间（即R上所有的分布函数组成之集）上的距离，称为Levy距离；

（2）分布函数空间在Levy距离下是完备可分距离空间；

（3）对于任何d.f.｛Fn
 ，n≥1｝和F，[image: alt]
 当且仅当L（Fn
 ，F）→0；

10．对于R上任一非降函数F，令

F-
 （t）＝inf｛x：F（x）≥t｝，　F（-∞）＜t＜F（∞）．

设F和Fn
 ，n≥1是d.f.，证明

[image: alt]


当且仅当对F-
 的每一个连续点t，

[image: alt]


11．设｛Gn
 ，n≥1｝和G是q.d.f.．如对每a，b∈C（G），a＜b，均有

Gn
 （b）－Gn
 （a）→G（b）－G（a），

则称｛Gn
 ，n≥1｝淡收敛到G，记作[image: alt]
 ．试证下列说法等价：

（1）[image: alt]
 ；

（2）对每a，b∈R，a＜b，

[image: alt]


（3）对每a，b∈R，a＜b，

[image: alt]


（4）对每a，b∈C（G），a＜b和每［a，b］上的连续函数f，

[image: alt]


12．证明系4.1.5．

13．设｛ξn
 ＝（ξn，1
 ，…，ξn，k
 ），n≥1｝和ξ＝（ξ1
 ，…，ξk
 ）是k维随机向量．证明：[image: alt]
 当且仅当对每（a1
 ，…，ak
 ）∈Rk
 ，

[image: alt]


14．举例说明存在这样的随机向量列｛（ξn
 ，ηn
 ），n≥1｝，使对R中的d.f.F和G，有

[image: alt]


但是（ξn
 ，ηn
 ）并不依分布收敛．

15．设μ和｛μn
 ，n≥1｝是（C［0，1］，[image: alt]
 C
 ［0，1］）上的概率测度．

证明：如果[image: alt]
 ，则对每0≤t1
 ＜…＜tk
 ≤1，

[image: alt]


16．证明对于r.v.序列的稳定收敛，定义4.1.5和定义4.1.6是等价的．

17．证明定义4.1.6中出现的G必是m.d.f.．

18．设｛ξn
 ，n≥1｝和ξ是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上的r.v.，称｛ξn
 ，n≥1｝稳定地依分布收敛到ξ，记作[image: alt]
 ，如果对每A∈[image: alt]
 和ξ的每一连续点x有

P（ξn
 ≤x，A）→P（ξ≤x，A）．

设ξ，η，｛ξn
 ，n≥1｝和｛ηn
 ，n≥1｝都是（Ω，[image: alt]
 ，P）上之r.v.．证明：如果

[image: alt]


以及[image: alt]
 ，则

[image: alt]


19．举例说明：存在同一概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上的r.v.｛ξn
 ，n≥1｝和ξ，使

[image: alt]


但是[image: alt]
 并不成立．

20．称q.d.f.列｛Gn
 ，n≥1｝弱收敛到q.d.f.G，记作

[image: alt]


如果对R上任一有界连续函数f，有

∫R
 fdGn
 →∫R
 fdG．

把q.c.f.的全体记作[image: alt]
 ，对任何G1
 ，G2
 ∈[image: alt]
 ，令

[image: alt]


证明：

（1）（[image: alt]
 ，L）是完备可分距离空间；

（2）如G，Gn
 ∈[image: alt]
 ，n≥1，则[image: alt]
 当且仅当L（Gn
 ，G）→0．

21．记（[image: alt]
 ，L）如前．证明：Ω到[image: alt]
 的映射T是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）到（[image: alt]
 ，L）的随机元当且仅当对每x∈R，T（x，·）是（Ω，[image: alt]
 ，P）上的r.v.，对每ω∈Ω，T（·，ω）∈[image: alt]
 ．

22．把概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）到（[image: alt]
 ，L）的随机元的全体记作[image: alt]
 ．证明：G是一个m.d.f.当且仅当它可以表为

G（x，A）＝∫A
 g（x，·）dP，　x∈R，

其中g∈[image: alt]
 ，对每ω∈Ω，g（·，ω）是一个d.f.．

第二节　鞅的中心极限定理

2.1　基本引理

我们称满足kn
 ↑∞的r.v.族｛ξn，k
 ；k＝1，…，kn
 ；n≥1｝为一个r.v.阵列．令

[image: alt]


本节的中心议题是讨论｛Sn
 ，n≥1｝的弱收敛问题，即寻求存在d.f.G使

[image: alt]


的条件．当然，如果（4.2.1）对某G成立，那么G可以是一个很一般的d.f.．但是，人们最感兴趣的，也是实际中最有意义的往往是当G是一个标准正态d.f.的情形．这时候，我们称｛Sn
 ，n≥1｝服从中心极限定理．本小节的任务是对一般的r.v.阵列给出一个形式上也很一般的中心极限定理，在以后的各小节再把它落实到L2
 鞅差阵列，一般适r.v.阵列以及一般鞅差阵列上去．


引理4.2.1
 　存在R上的函数r使

[image: alt]


对每x∈R成立而且当∣x∣≤1时

[image: alt]



证明
 　设r（x）＝p（x）＋iq（x），x∈R．我们来选取p，q使它们决定的r符合（4.2.2）和（4.2.3）．表

[image: alt]


以此代入（4.2.2）得

[image: alt]


由此不难见为使（4.2.2）成立可取

[image: alt]


用初等微积分方法易得，当∣x∣≤1时，

0≤p（x）≤∣x∣3
 /4，∣q（x）∣≤∣x∣3
 /3，

从而∣r（x）∣＝［p2
 （x）＋q2
 （x）］1/2
 ≤∣x∣3
 ．


引理4.2.2
 　设r.v.列｛ηn
 ，n≥1｝满足[image: alt]
 ．下列两命题成立：

（1）如对某η∈L1
 ，有

[image: alt]


则对任一r.v.ζ，只要存在C＞0使∣ζ∣≤C a.s.，就有

[image: alt]


（2）如[image: alt]
 则[image: alt]
 ．


证明
 　由（4.2.4）易知对任何简单函数ζ，（4.2.5）成立．对于r.v.ζ，如存在C＞0使∣ζ∣≤C a.s.，令Ω′＝｛ω：∣ζ（ω）∣≤C｝，那么一定可以取一串简单函数｛ζm
 ，m≥1｝，使ζm
 （ω）→ζ（ω）对Ω′中之ω一致成立．这样，对任给ε＞0，只要m充分大，对一切ω∈Ω′就有∣ζm
 （ω）－ζ（ω）∣＜ε，从而

[image: alt]


于上式中先令n→∞，再令ε→0即得（4.2.5）．这证明了（1）．

对任给ε＞0，M＞0，我们有

[image: alt]


如果[image: alt]
 ，在上式中先令n→∞，再令M→∞即得

[image: alt]


这又证明了（2）．

下面是我们称之为基本引理的结论．


定理4.2.3
 　设｛ξn，k
 ，1≤k≤kn
 ，n≥1｝是r.v.阵列，σ是一个r.v.．对每n≥1，记

[image: alt]


如果

[image: alt]


并且对每t∈R，｛ηn
 （t），n≥1｝一致可积，则

[image: alt]


成立，其中m.d.f.G由下式唯一确定：

[image: alt]



证明
 　取r如引理4.2.1，则对每n≥1，t∈R，

[image: alt]


其中我们记

[image: alt]


由（4.2.8）和｛ηn
 （t），n≥1｝的一致可积性，利用引理4.2.2之（1）立得

[image: alt]


对每t∈R和每A∈[image: alt]
 成立．注意当[image: alt]
 时，

[image: alt]


又注意（4.2.6）和（4.2.7）蕴含[image: alt]
 ．由此不难推知[image: alt]
 ．这一事实和（4.2.7）一起又进一步表明

[image: alt]


再由｛ηn
 （t），n≥1｝的一致可积性及引理4.2.2，（2）即知

[image: alt]


但是，｛exp（itSn
 ），n≥1｝和｛ηn
 （t）exp（－σ2
 t2
 /2），n≥1｝均一致可积，因而由（4.2.11）知｛ζn
 （t），n≥1｝一致可积，故我们知E∣ζn
 （t）∣→0（定理1.1.10）．由此可见

[image: alt]


此式与（4.2.11）和（4.2.12）一起便推得

[image: alt]


根据定理4.1.11，这就是（4.2.9）对由（4.2.10）决定的m.d.f.G成立．

上述定理是一个关于中心极限定理的相当一般的结论．事实上，当σ2
 是一个常数，（4.2.10）式就确定出

G（x，A）＝Φ（x/σ）P（A），

从而定理4.2.3的结论意味着一个比中心极限定理更强的命题

[image: alt]


成立．而且，这里并不排除σ＝0的情况——只要把Φ（·/0）理解为集中在0的退化d.f.就行了．

设σ是任意一r.v.而ξ～Φ与σ独立，那么不难求出σξ的c.f.是

Eexp（itσξ）＝Eexp（-σ2
 t2
 /2）．

在这个时候，由定理的结论推知

[image: alt]


我们称σξ对应的d.f.是标准正态分布混合分布的d.f.，而上式则称为Sn
 依分布收敛到正态分布的混合．这也许可以叫做广义的中心极限定理吧．

顺便说一下，定理4.2.3的条件还可以减弱．具体地讲，｛ηn
 （t），n≥1｝一致可积的条件是能去掉的，它实质上是条件（4.2.8）的一个推论．但是，这件事情证明的过程比较长，而且去掉｛ηn
 （t），n≥1｝一致可积的条件也不会加强以下各小节的任何一个结论．所以，我们也就不在这一点上过分计较了．

2.2　平方可积鞅差阵列行和的中心极限定理

设kn
 ↑∞．如果对每n≥1，｛ξn，k
 ，[image: alt]
 n，k
 ，1≤k≤kn
 ｝是一个（有限的）鞅差序列，也就是说

E（ξn，k
 ∣[image: alt]
 n，k－1
 ）＝0，　1≤k≤kn


（约定[image: alt]
 n，0
 ＝｛[image: alt]
 ，Ω｝），又如果对n≥1，1≤k≤kn
 ，

（4.2.14）　[image: alt]
 n，k
 ⊂[image: alt]
 n＋1，k
 ，

那么我们将称｛ξn，k
 ，[image: alt]
 n，k
 ，1≤k≤kn
 ，n≥1｝为一个鞅差阵列．令

[image: alt]


并称之为鞅差阵列的行和序列．本小节所要讨论的是关于｛Sn
 ，n≥1｝的稳定收敛问题．

设｛ξn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是一个鞅差序列，｛an
 ＞0，n≥1｝和｛bn
 ，n≥1｝是两个常数序列．对每n≥1，1≤k≤n，令

ξn，k
 ＝（ξk
 －bn
 ）／an
 ，　[image: alt]
 n，k
 ＝[image: alt]
 k
 ，

则不难验证｛ξn，k
 ，[image: alt]
 n，k
 ，1≤k≤n，n≥1｝形成一个鞅差阵列．这时候，对每n≥1，记[image: alt]
 ，则｛Mn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是鞅．而所造出来的鞅差阵列的行和就变成｛Sn
 ＝（Mn
 －bn
 ）/an
 ，n≥1｝．于是，一个鞅项Mn
 在适当标准化，即减去中心化常数bn
 ，除以正规化常数an
 以后的稳定收敛问题就纳入了鞅差阵列行和弱收敛问题的框架．这种把寻求r.v.序列部分和的极限分布问题纳入r.v.阵列行和的框架以得到更一般问题的解的提法在弱收敛讨论中是常见的．

下面，我们给出平方可积鞅差阵列行和的中心极限定理．


定理4.2.4
 　设｛ξn，k
 ，[image: alt]
 n，k
 ，1≤k≤kn
 ，n≥1｝是L2
 差阵列，σ2
 是非负r.v.．如果（4.2.6），（4.2.7）和

[image: alt]


成立，则（4.2.9）对由（4.2.10）决定的m.d.f.G成立．


证明
 　对每n≥1，1≤k≤kn
 ，记

[image: alt]


并且约定[image: alt]
 ．我们将分两步来完成定理的证明．


第一步
 　当σ2
 是有界r.v.，即对某C＞0，0≤σ2
 ≤C时，（4.2.9）成立．

无妨设C＞1．对每n≥1，1≤k≤kn
 ，令

[image: alt]


由（4.2.7）我们得

[image: alt]


故为证（4.2.9）只需证（4.2.13）只需证

[image: alt]


注意此时（4.2.6）和（4.2.7）式中以[image: alt]
 代替ξn，k
 以后仍然成立，故由定理4.2.3知为证上式又只需证[image: alt]
 满足（4.2.8）并且一致可积．

对每n≥1，令

[image: alt]


易见对每n≥1，1≤k≤kn
 ，当k＞τn
 时，[image: alt]
 ．故

[image: alt]


据（4.2.15），这表明[image: alt]
 ，从而｛ηn
 （t），n≥1｝一致可积（习题1.1之5）．因此，只需再证（4.2.8）成立．

首先，我们证对每m≥1，

[image: alt]


为此，注意[image: alt]
 仍是L2
 鞅差阵列并且当n＞max｛j：kj
 ＝km
 ｝时

[image: alt]


但是，对每n≥1，1≤k≤kn
 ，可表

[image: alt]


因而

[image: alt]


此外，（4.2.15）表明[image: alt]
 一致可积，因而（4.2.6）又蕴含

[image: alt]


（定理1.1.10）．故（4.2.16）确实成立．

其次，记[image: alt]
 ，往证

[image: alt]


成立．对任意的A∈[image: alt]
 ∞
 和任意的m≥1，Am
 ∈[image: alt]
 m，km

 ，我们有

[image: alt]


由于[image: alt]
 ∞
 是域[image: alt]
 生成的σ域，故对每A∈[image: alt]
 ∞
 可选取｛Am
 ∈[image: alt]
 m，km

 ，m≥1｝使

P（A△Am
 ）→0，　m→∞．

对这样选取的｛Am
 ，m≥1｝，由｛ηn
 （t），n≥1｝的一致可积性又推知

[image: alt]


于是，利用已证之（4.2.16）式，在（4.2.18）中先令n→∞再令m→∞即得（4.2.17）．

最后，注意ηn
 （t）关于[image: alt]
 ∞
 可测，由（4.2.17）和引理4.2.2之（1）推知，对每A∈[image: alt]
 ，

[image: alt]


成立．这就完成了第一步的证明．


第二步
 　对任意非负r.v.σ2
 ，（4.2.9）成立．

对每C＞0，每n≥1，1≤k≤kn
 ，记[image: alt]
 ，则

[image: alt]


由此可见，对每n≥1，

[image: alt]


取C为σ2
 的连续点，在上式中令n→∞，则由（4.2.6）和（4.2.7）推得（习题1.1之6）

[image: alt]


把第一步所证得的结论用于[image: alt]
 并记[image: alt]
 ，我们得

[image: alt]


由于对每n≥1，

[image: alt]


我们又得

[image: alt]


于是当C是σ2
 的连续点时，在不等式

[image: alt]


中令n→∞，便有

[image: alt]


在上式中再令C沿着σ2
 的连续点趋于∞，便得（4.2.13）．据定理4.1.11，这也就证得了（4.2.9）．

2.3　一般适r.v.阵列的中心极限定理

我们将利用定理4.2.4来推导一般适r.v.阵列的中心极限定理．这里，如果对每n≥1，｛ξn，k
 ，[image: alt]
 n，k
 ，1≤k≤kn
 ｝是适的并且kn
 ↑∞和（4.2.14）成立，则把｛ξn，k
 ，[image: alt]
 n，k
 ，1≤k≤kn
 ，n≥1｝称为适r.v.阵列，记[image: alt]
 ，n≥1．先证明若干引理．


引理4.2.5
 　设｛[image: alt]
 k
 ，0≤k≤n｝是非降σ域族（注意此处与其他地方不同，不必假定[image: alt]
 0
 ＝｛[image: alt]
 ，Ω｝）．如果η≥0 a.s.，且η关于[image: alt]
 0
 可测，则对任何｛Ak
 ∈[image: alt]
 k
 ，k＝1，…，n｝，有

[image: alt]



证明
 　注意

[image: alt]


为证（4.2.19），只需再证

[image: alt]


当n＝1时，（4.2.21）显然成立．如果当n＝p－1时，（4.2.21）成立，那么加上（4.2.20）就知对任一[image: alt]
 1
 可测之η1
 ≥0　a.s.有

[image: alt]


在上式中取

[image: alt]


便得

[image: alt]


上式两端再乘以I｛P（A1
 ∣[image: alt]
 0
 ）≤η｝
 ，并且注意

[image: alt]


即知（4.2.21）对n＝p也成立．这样，我们就用归纳法证明了（4.2.21）．


引理4.2.6
 　设对每n≥1，｛[image: alt]
 n，k
 ，1≤k≤kn
 ｝是非降σ域族，记[image: alt]
 n，0
 ＝｛[image: alt]
 ，Ω｝．又设对每n≥1，1≤k≤kn
 ，An，k
 ∈[image: alt]
 n，k
 ．则

[image: alt]


当且仅当

[image: alt]



证明
 　对每δ＞0，由（4.2.19）知

[image: alt]


由此可见（4.2.23）蕴含（4.2.22）．

注意对每δ＞0，由Chebyshev不等式推知

[image: alt]


我们又得

[image: alt]


由此可见（4.2.22）又蕴含（4.2.23）．


引理4.2.7
 　设｛ξn，k
 ，[image: alt]
 n，k
 ，1≤k≤kn
 ，n≥1｝是适r.v.阵列，对每n≥1，1≤k≤kn
 ，记

[image: alt]


如果

[image: alt]


并且对任给ε＞0，

[image: alt]


成立，则

[image: alt]



证明
 　对每ε＞0，每n≥1和1≤k≤kn
 ，令

[image: alt]


则可表

[image: alt]


由此我们得：对任δ＞0，ε＞0，

[image: alt]


其中

[image: alt]


注意｛ζn，k
 ，[image: alt]
 n，k
 ，1≤k≤kn
 ，n≥1｝是一个鞅差阵列，因而

[image: alt]


是一个下鞅，由Doob不等式（2.4.1）立得（约定[image: alt]
 ＝∞）

[image: alt]


对任何λ，ε，δ＞0和n≥1成立．于是

[image: alt]


对任何λ，ε，δ＞0成立．对任γ＞0，n≥1，把引理4.2.5用于Ak
 ＝｛∣ξn，k
 ∣＞ε｝，又得

[image: alt]


于是，在（4.2.27）中令n→∞，由（4.2.25）知

[image: alt]


对任何ε，λ，γ和δ＞0成立．在上式中依次令γ→0，ε→0和λ→∞，由（4.2.24）推知对任何δ＞0有

[image: alt]


此即（4.2.26）．


引理4.2.8　
 设｛ξn，k
 ，[image: alt]
 n，k
 ，1≤k≤kn
 ，n≥1｝是适r.v.阵列，对每n≥1，1≤k≤kn
 ，记

[image: alt]


则在（4.2.6）之下，对任意非负r.v.σ2
 ，（4.2.7）等价于

[image: alt]


对某个ε＞0成立或对每个ε＞0成立．


证明
 　由于对每ε＞0和δ∈（0，ε2
 ），

[image: alt]


故（4.2.6）等价于对每ε＞0

[image: alt]


因此，如（4.2.6）成立，（4.2.7）等价于对某或对每ε＞0

[image: alt]


这样，为证引理，只需证明上式与（4.2.28）等价．而为了证明这个等价性，又只需证

[image: alt]


其中对每n≥1，1≤k≤kn
 ，我们记

[image: alt]


把引理4.2.6用于An，k
 ＝｛∣ξn，k
 ∣＞δ｝，δ＞0，n≥1，1≤k≤kn
 ．我们知（4.2.6）等价于对每δ＞0

[image: alt]


因而当（4.2.6）成立时

[image: alt]


于是，对适r.v.阵列[image: alt]
 引用引理4.2.7，为证（4.2.29），只需再证

[image: alt]


当（4.2.28）成立，即[image: alt]
 时，（4.2.30）显然成立．故为证引理，又只需证当（4.2.7）或等价地

[image: alt]


成立时，（4.2.30）仍成立．注意对每γ＞0，λ＞0，

[image: alt]


我们得

[image: alt]


取γ为σ2
 的连续点，在上式中令n→∞，我们得

[image: alt]


（见习题1.1之6）．此式先令λ→∞，再令γ→∞即得

[image: alt]


而后者与（4.2.30）等价．

下面是关于适r.v.阵列的中心极限定理．


定理4.2.9
 　设适r.v.阵列｛ξn，k
 ，[image: alt]
 n，k
 ，1≤k≤kn
 ，n≥1｝满足条件：对每ε＞0，

[image: alt]


存在ε0
 ＞0使

[image: alt]


其中σ2
 是一非负r.v.．则（4.2.9）对由（4.2.10）确定之G成立．


证明
 　对每n≥1，1≤k≤kn
 ，令

[image: alt]


则[image: alt]
 是L2
 鞅差序列．由引理4.2.6可知（4.2.31）等价于（4.2.6）．但（4.2.6）蕴含

[image: alt]


故更有

[image: alt]


注意上式蕴含

[image: alt]


而后者与条件（4.2.33）一起又说明

[image: alt]


对任何δ＞0成立，故由引理4.2.8又知

[image: alt]


最后，显然有

[image: alt]


这样就对[image: alt]
 验证了定理4.2.4的全部条件．由此可见，记[image: alt]
 ，则

[image: alt]


但是，记[image: alt]
 ，则由（4.2.31）知

[image: alt]


由（4.2.32）知

[image: alt]


从而在下式

[image: alt]


中先令n→∞再令δ→0而得到：

[image: alt]


这样，我们就得到（4.2.13），也就证完了定理．

通常，对于ε＞0，我们把ξI｛∣ξ∣＜ε｝
 称为r.v.ξ的截尾．这样，（4.2.31）—（4.2.33）就是分别加在适r.v.阵列截尾的条件概率、条件期望和条件方差上的条件．应该指出，这种通过截尾来研究原r.v.渐近性质的方法是十分重要的．

2.4　鞅差阵列的中心极限定理

现在，我们再回过头来讨论鞅差阵列的中心极限定理．根据一般文献上的术语，如果对任给ε＞0，（4.2.25）成立，就称鞅差阵列｛ξn，k
 ，[image: alt]
 n，k
 ，1≤k≤kn
 ，n≥1｝满足条件Lindeberg条件．


定理4.2.10
 　如果鞅差阵列｛ξn，k
 ，[image: alt]
 n，k
 ，1≤k≤kn
 ，n≥1｝满足条件Lindeberg条件，那么在条件（4.2.7）或条件

[image: alt]


之下，（4.2.9）对[image: alt]
 及由（4.2.10）确定的G成立．


证明
 　首先，在条件Lindeberg条件之下对任给ε＞0有

[image: alt]


即（4.2.31）成立．其次，在条件Lindeberg条件之下，

[image: alt]


因而由鞅差性质推知

[image: alt]


即（4.2.32）对任给ε＞0成立．最后，由鞅差性质及条件矩不等式知在条件Lindeberg条件之下，

[image: alt]


此外，条件Lindeberg条件和（4.2.34）又给出

[image: alt]


因此，当条件Lindeberg条件和（4.2.34）都满足时，

[image: alt]


即（4.2.33）成立．据定理4.2.9，在Lindeberg条件和（4.2.34）之下，定理结论成立．据引理4.2.6，（4.2.35）等价于（4.2.6），而据引理4.2.8，在（4.2.6）之下，（4.2.7）亦等价于（4.2.36）．故在条件Lindeberg条件和（4.2.7）之下，定理结论仍成立．

习题　4.2

1．证明：如r.v.ξ和r.v.σ相互独立，ξ～φ，则r.v.σξ的c.f.是Eexp（-σ2
 t2
 /2）．

2．对适r.v.阵列｛ξn，k
 ，[image: alt]
 n，k
 ，1≤k≤kn
 ，n≥1｝，记

[image: alt]


考虑下列命题：

（1）对每ε＞0，

[image: alt]


（2）对每ε＞0，

[image: alt]


（3）[image: alt]
 ；

（4）对每ε＞0，

[image: alt]


（5）对每ε＞0，

[image: alt]


（6）对每ε＞0，

[image: alt]


证明下列结论：

A．各命题间有下列关系

（2）⇒（1）⇐（3）⇔（4）⇐（5）⇒（6）；

B．如果｛[image: alt]
 ，n≥1｝一致可积，则（4）⇔（5）；

C．如果｛[image: alt]
 ，n≥1｝一致可积，则（5）⇔（6）；

D．如果对每n≥1，｛ξn，k
 ，1≤k≤kn
 ｝独立，则（2）⇔（3）．

3．设｛ξn，k
 ，[image: alt]
 n，k
 ，1≤k≤kn
 ，n≥1｝是适r.v.阵列．证明：如果[image: alt]
 ，则条件Lindeberg条件成立．特别地，如果An
 ，k∈[image: alt]
 n，k
 满足

[image: alt]


则[image: alt]
 ．

4．设ξ，ξn
 ∈L1
 （Ω，[image: alt]
 ，P）．证明

[image: alt]


当且仅当

Eξn
 IA
 →EξIA


对A∈[image: alt]
 一致成立．

5．设｛ηn
 ，n≥1｝i. i. d.，

P（ηn
 ＝-1）＝P（ηn
 ＝1）＝1/2．

令

[image: alt]


证明：对某r.v.σ2
 ≥0，（4.2.9）对由（4.2.10）决定的G成立．

6．概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上的r.v.列｛ηn
 ，n≥1｝称为是依概率相对紧的，如对｛n｝的任子列｛n′｝，存在｛n′｝的子列｛n″｝和｛Ω，[image: alt]
 ，P｝上的r.v.η使

[image: alt]


证明：如果鞅差阵列｛ξn，k
 ，[image: alt]
 n，k
 ，1≤k≤n，n≥1｝满足条件Lindeberg条件，则（4.2.9）对由（4.2.10）确定之G成立并且

[image: alt]


依概率相对紧当且仅当（4.2.34）成立．

7．设｛ξk
 ，k≥1｝是独立r.v.列，对每k≥1，Eξk
 ＝O，[image: alt]
 0．记

[image: alt]


证明：如果

[image: alt]


对每ε＞0成立，则

[image: alt]


8．设｛ξn，k
 ，1≤k≤kn
 ，n≥1｝满足：对每n≥1，ξn，1
 ，…，ξn，kn

 独立及kn
 →∞．证明：如

[image: alt]


对任给ε＞0成立，又存在τ＞0使

[image: alt]


和

[image: alt]


成立，则

[image: alt]


第三节　独立随机变量阵列的中心

极限定理和弱大数律

3.1　Lindeberg-Feller定理

关于独立r.v.阵列的弱收敛已有相当完整之结论，这里我们只讨论阵列行和向正态分布和退化分布的收敛，也就是中心极限定理和弱大数律．对于向正态分布的收敛，我们选择了两个内容，一个是L-F（Lindeberg-Feller的缩写）定理，一个是独立和的分布向正态分布收敛的速度的估计——Berry-Esseen定理．利用第二节的结果，这里的定理4.3.4在形式上比原始的L-F定理要强些．


引理4.3.1
 　设r.v.ξ对应的d.f.和c.f.分别是F和f，Eξ＝0，Eξ2
 ＝σ2
 ＞0．则

[image: alt]


是一个分布密度；如以φ记p对应的c.f.，则

[image: alt]



证明
 　易见p≥0．又由

[image: alt]


推知∫R
 p（x）dx＝1．故p是分布密度．由（4.3.1）和Fubini定理易得

[image: alt]


把以上两式相加并注意Eξ＝0即得

φ（t）＝∫R
 [image: alt]
 p（x）dx＝-2［f（t）－1］/（tσ）2


（以上各式右端t＝0处的值理解为t→0时的极限）．故（4.3.2）成立．


引理4.3.2
 　设｛fn
 ，n≥1｝是c.f.列，则对每t∈R，fn
 （t）→1当且仅当Refn
 （t）→1，这里Re记一个复数的实部．


证明
 　引理结论中“当”的部分是显然成立的，故只需证“仅当”部分．对任意固定的t∈R，表fn
 （t）＝αn
 ＋iβn
 ，n≥1．为证“仅当”部分只需证αn
 →1蕴含βn
 →0．用反证法，如αn
 →1且存在β≠0使

[image: alt]


对一列｛nk
 ，k≥1｝成立，那就必然有

[image: alt]


但是，对每n≥1均有—fn
 （t）—2
 ≤1，所以这是不可能的．


引理4.3.3
 　如复数阵列｛an，k
 ，1≤k≤kn
 ，n≥1｝满足条件

[image: alt]


并且存在A＞0使

[image: alt]


则必有

[image: alt]


这里，对复数z＝∣z∣e1θ
 ，定义

logz：＝log∣z∣＋iθ，-π＜θ≤π．


证明
 　在区域∣z∣＜1，-π＜arg（1－z）＜π展开

[image: alt]


由（4.3.3）知当n充分大以后有

[image: alt]


其中[image: alt]
 ．但由（4.3.4）又知

[image: alt]


故（4.3.5）成立．

下面我们给出独立r.v.阵列形式的L-F定理．定理的充分性是Lindeberg证明的，必要性则属于Feller．


定理4.3.4
 　设｛ξn，k
 ，1≤k≤kn
 ，n≥1｝是一个独立r.v.阵列，也就是说，对每n≥1，ξn，1
 ，…，ξn，kn

 是相互独立的．如果对每n≥1，每k＝1，…，kn
 ，Eξn
 ，k＝0，[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＜∞，并且[image: alt]
 ，则下列两式

[image: alt]


成立之必要充分条件是

[image: alt]



证明
 　对任给ε＞0，易见

[image: alt]


因此，（4.3.8）蕴含（4.3.6）．故为证定理，只需证明在（4.3.6）之下，（4.3.7）与（4.3.8）等价．

对每n≥1，1≤k≤kn
 ，以fn，k
 记ξn，k
 的c.f.，则由引理4.3.1可表

[image: alt]


而φn，k
 也是c.f.．对每n≥1，再以fn
 记[image: alt]
 的c.f.，则[image: alt]
 ，因而

[image: alt]


对每t∈R成立，这里jn
 （t）是一个整数．如果对每n≥1，1≤k≤kn
 ，记

[image: alt]


则取A＝t2
 /2，（4.3.4）成立．此外，（4.3.6）又说明这样确定的（αn，k
 ｝还满足（4.3.3）．因此，由引理4.3.3又推知

logfn
 （t）＝-t2
 φn
 （t）/2＋2jn
 （t）πi＋ο（1），

其中的

[image: alt]


作为若干c.f.的加权平均，还是一个c.f.．由此可见，如果

[image: alt]


成立，则

[image: alt]


反之，如果（4.3.10）成立，则

-t2
 Reφn
 （t）/2＋ο（1）＝Relogfn
 （t）＝log—fn
 （t）→-t2
 /2，

并进而推知Reφn
 （t）→1．据引理4.3.2，这又得到（4.3.9）．于是（4.3.9）与（4.3.10）等价，从而亦与（4.3.7）等价．因此，为了证明（4.3.7）与（4.3.8）等价，只需证（4.3.9）与（4.3.8）等价．

对每n≥1，1≤k≤kn
 ，以Fn，k
 记ξn，k
 的d.f.，则由引理4.3.1知φn，k
 对应的分布密度是

[image: alt]


于是，进一步可求出φn
 对应的分布密度

[image: alt]


由此，利用Fubini定理不难算出：对任给ε＞0，

[image: alt]


这样，（4.3.9）等价于

[image: alt]


而后者又等价于

[image: alt]


但是，对每n≥1，当—ξn，k
 —＞σn
 ε时—ξn，k
 —－σn
 ε/2＞—ξn，k
 —/2（k＝1，…，kn
 ），故我们有

[image: alt]


这又说明了（4.3.11）等价于（4.3.8）．

通常，条件（4.3.8）称为Lindeberg条件．以上，我们给出了L-F定理的一个直接的证明，下面我们将借助第二节的结果，针对独立r.v.序列的情况来加强L-F定理的结论．


定理4.3.5
 　设独立r.v.序列｛ξn
 ，n≥1｝符合条件Eξn
 ＝0，[image: alt]
 以及[image: alt]
 ，记

[image: alt]


则下列三种说法等价：

（1）等式

[image: alt]


成立并且

[image: alt]


（2）等式（4.3.12）成立并且

[image: alt]


（3）Lindeberg条件满足，即

[image: alt]



证明
 　易见（1）蕴含（2）．对每n≥1，1≤k≤n，令

ξn，k
 ＝ξk
 ／Σn
 ．

对｛ξn，k
 ，1≤k≤n，n≥1｝用定理4.3.4又知（2）蕴含（3）．再对每n≥1，1≤k≤n，令

[image: alt]
 n，k
 ＝σ（ξ1
 ，…，ξk
 ）．

对鞅差阵列｛ξn，k
 ，[image: alt]
 n，k
 ，1≤k≤n，n≥1｝用定理4.2.10，即知（3）又蕴含（1）．

这个定理说明一个有趣的事实：对于独立r.v.序列而言，在（4.3.12）之下，Sn
 ／∑n
 对φ的依分布收敛和混合收敛是等价的．

作为定理4.3.5的推论，容易得到


系4.3.6
 　如（ξn
 ，n≥1｝是i.i.d.的r.v.序列，Eξ1
 ＝0，[image: alt]
 ＝σ2
 ∈（0，∞），则

[image: alt]



系4.3.7
 　设｛ξn
 ，n≥1｝是独立r.v.序列，对每n≥1，Eξn
 ＝0，又存在δ＞0使E—ξn
 —2＋δ
 ＜∞．如果

[image: alt]


则

[image: alt]


3.2　Berry-Esseen定理

从系4.3.7可以看出，对于满足一定矩条件的独立r.v.序列｛ξn
 ，n≥1｝，其部分和序列｛Sn
 ，n≥1｝服从中心极限定理，即

[image: alt]


（如前，[image: alt]
 记部分和的方差）．以Fn
 记Sn
 /Σn
 的d.f.，由习题4.1之3可知这时亦有

[image: alt]


由此便引起了一个深一层的问题：[image: alt]
 以多快的速度趋于0．下面我们就来解决这个问题．

对每T＞0，令

vT
 （x）＝（1－cosTx）/（πTx2
 ），x∈R

（定义[image: alt]
 ，不难见vT
 作为x的函数是一个分布密度，而且它对应的c.f.是

[image: alt]



引理4.3.8
 　设F是一d.f.，又R上的函数G有有界导函数G′且满足

[image: alt]


记[image: alt]
 ，又对每x∈R，令

[image: alt]


则对每T＞0，

[image: alt]



证明
 　为方便起见，记[image: alt]
 ．由于G处处连续而且（4.3.16）成立，故[image: alt]
 从而

[image: alt]


首先证明：存在x0
 ∈R使∣Δ（x0
 ）∣＝ε或∣Δ（x0
 －0）∣＝ε成立．如ε＝0，结论显然成立，故无妨设ε＞0．由于[image: alt]
 ，故可取[image: alt]
 ＞0，使当∣x∣＞[image: alt]
 时∣Δ（x）∣＜ε/2从而

[image: alt]


由此，我们可取[image: alt]
 使∣Δ（xn
 ）∣→ε．设[image: alt]
 是｛xn
 ，n≥1｝的极限点，则当＃｛xn
 ：xn
 ≥x0
 ｝＝∞时，∣Δ（x0
 ）∣＝ε；当＃｛xn
 ：xn
 ＜x0
 ｝＝∞时，∣Δ（x0
 －0）∣＝ε．可见我们所要的结论成立．

其次证明当Δ（x0
 ）＝-ε（或Δ（x0
 －0）＝-ε）时，（4.3.18）成立．这时，我们表

δT
 （x0
 －ε/（2M））＝I1
 ＋I2
 ，

其中

[image: alt]


由于Δ（x0
 －ε/（2M）－x）≤ε对每∣x∣＞ε/（2M）成立，故

[image: alt]


此外，在下列不等式

[image: alt]


中取s＝ε/（2M）＋x并注意∫∣x∣≤ε/（2M）
 xvT
 （x）dx＝0，又得

[image: alt]


因此，当Δ（x0
 ）＝-ε或Δ（x0
 －0）＝-ε时，

[image: alt]


即（4.3.18）成立．

最后我们指出，用完全类似的方法可以证明当Δ（x0
 ）＝ε或Δ（x0
 －0）＝ε时，（4.3.18）仍然成立，引理得证．


引理4.3.9
 　设F和G是d.f.，f和g分别是对应的c.f.．如果G有有界导函数G′，记[image: alt]
 ，则对每T＞0，

[image: alt]



证明
 　记Δ，δT
 如（4.3.17）．根据引理4.3.8，为证（4.3.19），只需证

[image: alt]


以VT
 记vT
 的d.f.，则d.f.F与d.f.VT
 的卷积

（F*VT
 ）（x）＝∫R
 F（x－y）vT
 （y）dy，x∈R

对应的c.f.为

[image: alt]


由此不难见∣f（·）αT
 （·）∣在R上对Lebesgue测度是可积的．因此F*VT
 绝对连续且可表为

[image: alt]


同理G*VT
 亦绝对连续且可表为

[image: alt]


这样，我们就有

[image: alt]


如果[image: alt]
 ，（4.3.20）是显然成立的，故无妨设[image: alt]
 ．这时，由Lebesgue定理知

[image: alt]


从而

[image: alt]


由此可见（4.3.20）成立．

下列关于独立和d.f.向标准正态d.f.收敛速度的定理称为Berry-Esseen定理．


定理4.3.10
 　设n是任一固定正整数，r.v.ξ1
 ，…，ξn
 相互独立，对k＝1，…，n，Eξk
 ＝0，E∣ξk
 ∣3
 ＜∞．记

[image: alt]


则

[image: alt]



证明
 　由于当6（γn
 /σn
 ）3
 ≥1时，（4.3.21）显然成立，故无妨设

[image: alt]


对每k＝1，…，n，记[image: alt]
 及

[image: alt]


当k使得[image: alt]
 成立时，由矩不等式知[image: alt]
 ，因而

[image: alt]


当k使得2[image: alt]
 σn
 ，k≤3[image: alt]
 成立时，由（4.3.22）推知[image: alt]
 ，因而

[image: alt]


此式与（4.3.23）一起说明

[image: alt]


对每k＝1，…，n，以φk
 记ξk
 的c.f.，则可表

[image: alt]


其中∣θ∣≤1．又记[image: alt]
 ．易见当k使[image: alt]
 时，对任何t∈［－T，T］均有

[image: alt]


因而

[image: alt]


这与（4.3.23）一起便说明了

[image: alt]


此外，由矩不等式推知

[image: alt]


再利用（4.3.25），（4.3.22）和不等式ex
 －1－x≤x2
 /2（x＜0），又得

[image: alt]


记Sn
 /σn
 的c.f.为fn
 ，则由（4.3.24）和（4.3.27）并注意

[image: alt]


便得：对任t∈［－T，T］，

[image: alt]


由此易求得

[image: alt]


再注意

[image: alt]


利用引理4.3.9便最终得到

[image: alt]


故（4.3.21）成立．

把上述定理用于i.i.d.的情况，就得到Berry最初关于正态逼近的结论．


系4.3.11
 　设n是任一固定正整数，r.v.ξ1
 ，…，ξn
 独立同分布．如果Eξ1
 ＝0，[image: alt]
 ，E∣ξ1
 ∣3
 ＝γ3
 ，以Fn
 记[image: alt]
 的d.f.，则

[image: alt]


3.3　独立r.v.阵列的弱大数律

在讨论弱大数律之前，我们先引进一些必要的术语和概念．

设ξ是一个r.v.，[image: alt]
 是与ξ独立同分布的r.v.，则我们称r.v.[image: alt]
 是ξ的对称化r.v.．设ξ定义在概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上，也许（Ω，[image: alt]
 ，P）上并不存在与ξ独立同分布的r.v.[image: alt]
 ，从而不存在它的对称化r.v.ξs
 ．但是，我们可以考虑“扩大”了的概率空间（Ω×Ω，[image: alt]
 ×[image: alt]
 ，P×P）的r.v.[image: alt]
 （ω1
 ，ω2
 ）＝ξ（ω1
 ）和[image: alt]
 ．在这个“扩大”了的概率空间上，[image: alt]
 和[image: alt]
 独立而且它们都与ξ同分布，从而[image: alt]
 是[image: alt]
 的对称化r.v.．正是在这样的意义下，我们认为r.v.ξ的对称化r.v.总是存在的．换句话说，我们干脆就认为概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）足够“大”，能“容纳”下一个与ξ独立同分布的r.v.[image: alt]
 及ξ的对称化r.v.ξs
 ．不仅如此，对于一个定义在（Ω，[image: alt]
 ，P）上的r.v.序列｛ξn
 ，n≥1｝，我们也认为在同一概率空间上存在与它独立的r.v.序列｛[image: alt]
 n
 ，n≥1｝及它的对称化r.v.序列[image: alt]
 ．

对于概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上r.v.ξ，我们将把符合条件

P（ξ≥m）≥1/2，P（ξ≤m）≥1/2

的任何实数m称为ξ的中位数．有时候为了标明r.v.ξ的中位数而使用记号m（ξ）．易见，任一r.v.ξ的中位数存在但未必唯一；又易见对任何实数C，下列关系成立

m（Cξ）＝Cm（ξ）；m（C＋ξ）＝C＋m（ξ）．

此外，关于中位数还有


引理4.3.12
 　设m是r.v.ξ的一个中位数，则

[image: alt]


对任给ε＞0，b∈R成立．


证明
 　以[image: alt]
 记与ξ独立同分布之r.v.，则

[image: alt]


同理可证

[image: alt]


把以上两式相加即得（4.3.28）之前一式．又

[image: alt]


故（4.3.28）之后一式亦成立．

在讨论独立r.v.阵列行和的弱大数律之前，还需要一个关于c.f.的引理．


引理4.3.13
 　设r.v.ξ的c.f.是f．如当0≤t≤1时，0＜Ref（t）≤1，则对任给ε∈（0，1）存在K＞O使

[image: alt]



证明
 　以F记r.v.ξ的d.f.．注意当定义sinx/x∣x＝0
 ＝1时，sinx/x是R上的有界连续函数并且对任给ε∈（0，1），存在K＞0使1－sinx/x≥1/K对一切∣x∣≥ε成立，又注意当0＜x≤1时，-logx≥1－x，我们得

[image: alt]


这证明了（4.3.29）．注意当定义（1－cosx）/x2
 ∣x＝0
 ＝1/2时，（1－cosx）/x2
 是有界连续函数并且对任给ε∈（0，1），存在K＞0使当∣x∣≤ε时，（1－cosx）/x2
 ≥1/K，又有

[image: alt]


这又证明了（4.3.30）．


定理4.3.14
 　设｛ξn，k
 ，1≤k≤kn
 ，n≥1｝是独立r.v.阵列，kn
 →∞．则

[image: alt]


对任给ε＞0成立并且

[image: alt]


当且仅当

[image: alt]


对任给ε＞0成立并且下列两式对任给τ＞O或对某τ＞O成立：

[image: alt]



证明
 　定理“当”的部分是定理4.2.9的推论（习题4.2之8），故只需证“仅当”部分．

以mn，k
 记ξn，k
 的中位数，由（4.3.31）易得

[image: alt]


（参见习题4.3之14）．因此为证（4.3.33），只需证

[image: alt]


以[image: alt]
 记ξn，k
 的对称化r.v.，则[image: alt]
 是Sn
 的对称化r.v.．利用（4.3.28）式，由（4.3.32）可推知

[image: alt]


但是，[image: alt]
 相互独立而且对每k＝1，…，kn
 ，如以fn，k
 记ξn，k
 的c.f.，则[image: alt]
 的c.f.是∣fn，k
 ∣2
 ．因此又有

[image: alt]


在任意有限区间对t一致成立（习题4.1，4）．取n0
 充分大使当n≥n0
 时，对一切0＜t≤1均有

[image: alt]


以及对每k＝1，…，kn
 ，

0＜∣fn，k
 ∣2
 （t）≤1．

于是，由（4.3.28），（4.3.29）和有界控制收敛定理得

[image: alt]


这证明了（4.3.36）从而也证明了（4.3.33）．

对任意的r.v.ξ和任给的ε＞0，我们有

[image: alt]


由此，再加上（4.3.30），（4.3.37）及已证之（4.3.33），我们得：对任给τ＞0，

[image: alt]


但是，（4.3.31）意味着[image: alt]
 ，故上式说明了（4.3.35）对任τ成立．

对任给之ε＞0和τ＞0，由已证之（4.3.33）得

[image: alt]


此式与（4.3.32）一起推知

[image: alt]


但是由已证之（4.3.35），对每ε＞0又有

[image: alt]


这又证得了（4.3.34）．总之，我们在（4.3.31）和（4.3.32）之下证得了（4.3.33）—（4.3.35）．

3.4　独立r.v.序列的弱大数律

先把3.3的讨论落实到独立r.v.序列的部分和的情况．


定理4.3.15
 　对任何独立r.v.序列｛ξn
 ，n≥1｝和实数列0＜an
 ↑∞，

[image: alt]


成立，当且仅当下列三式成立：

[image: alt]



证明
 　先证“当”的部分．由（4.3.41）推知

[image: alt]


对任给ε＞0成立．此式加上（4.3.40）又推知

[image: alt]


但是，由（4.3.39）又有

[image: alt]


故在条件（4.3.39）—（4.3.41）下，（4.3.38）成立．

再证“仅当”部分．对每n≥1，1≤k≤n，令

ξn，k
 ＝ξk
 /an
 ．

对｛ξn，k
 ，1≤k≤n，n≥1｝用定理4.3.14知只需证由条件0＜an
 ↑∞和（4.3.38）可一起推出：对任给ε＞0

[image: alt]


用反证法，如（4.3.42）不成立，必有ε0
 ＞0和δ0
 ＞0以及｛n｝的子序列1≤N1
 ＜…＜Nn
 →∞使

[image: alt]


于是，对每n≥1，存在kn
 满足1≤kn
 ≤Nn
 使

[image: alt]


如果｛kn
 ，n≥1｝是有界序列，即存在K＞0使1≤kn
 ≤K．则由an
 ↑∞推知

[image: alt]


与（4.3.43）矛盾．如果｛kn
 ，n≥1｝是无界序列，无妨设kn
 ↑∞，则由（4.3.43）推知

P（∣[image: alt]
 ∣≥ε0
 αkn

 ）≥P（∣[image: alt]
 ∣≥ε0
 αNn

 ）≥δ0
 ．

这又与（4.3.38）之下列推论

[image: alt]


发生矛盾．因此，（4.3.42）必须成立．

下面再把定理4.3.15的讨论落实到i.i.d.的r.v.序列的情况．


定理4.3.16
 　设｛ξn
 ，n≥1｝是i.i.d.的r.v.序列，f是ξ1
 的c.f.，a＞1/2．则下列三种说法等价：

（1）存在｛bn
 ，n≥1｝使

[image: alt]


（2）nP（∣ξ1
 ∣≥nα
 ）→0；

（3）∣log∣f∣∣α
 在t＝0可导．


证明
 　据引理4.3.12，（1）等价于

[image: alt]


据定理4.3.15，（4.3.44）又等价于下列三式

[image: alt]


由于[image: alt]
 是对称的，故

[image: alt]


从而（4.3.46）成立．又注意

[image: alt]


这里，C表一正常数．由于上式之右端是序列｛jP（∣ξ1
 ∣≥jα
 ），1≤j≤n｝之加权平均，故当（4.3.45）成立时一定趋于0．这样，我们就又证明了（4.3.45）蕴含（4.3.47）．于是，（4.3.45）—（4.3.47）等价于（4.3.45），从而（1）等价于（2）．

下面证明（1）等价于（3）．根据前面的说明，只需证（4.3.44）等价于（3）．注意[image: alt]
 的c.f.是∣f∣2
 ，我们有

[image: alt]


因此，如（4.3.44）成立，则

（n-α
 ∣t∣）-1
 ∣log∣f∣（t/nα
 ）∣α
 →0，n→∞

对∣t∣∈［1，2α
 ）一致成立．由此不难见

[image: alt]


即（3）成立而且导数之值为0．反之，如（3）成立，由于∣log∣f∣∣α
 是偶函数，故其在t＝0的导数必为0，故（4.3.49）成立．由此不难推知对每t∈R，nlog∣f∣（t/nα
 ）→0从而（4.3.44）成立．这样，我们证得了（1）等价于（3）．

作为定理4.3.16之推论，我们得


系4.3.17
 　如｛ξn
 ，n≥1｝是i.i.d.的r.v.列，f是ξ1
 之c.f.，则

[image: alt]


之充要条件是

Eξ1
 I｛∣ξ1
 ∣＜n｝
 →0

成立并且下列两条件之一成立：

nP（∣ξ1
 ∣≥n）→0；

log∣f∣在t＝0可导．

习题　4.3

1．证明系4.3.6和系4.3.7．

2．设｛ξn
 ，n≥1｝是独立r.v.序列，存在K＞0使[image: alt]
 K a. s.．证明：如[image: alt]
 ，则

[image: alt]


3．设｛ξn
 ，n≥1｝是独立r.v.序列，对每n≥1

P（ξn
 ＝±2n
 ）＝2-（n＋1）
 ，

[image: alt]


证明：｛ξn
 ，n≥1｝不满足Lindeberg条件但中心极限定理仍成立．这与定理4.3.5之结论是否矛盾？为什么？

4．设｛ξn
 ，n≥1｝是独立r.v.列，

P（ξn
 ＝±nα
 ）＝1/n2β
 ，P（ξn
 ＝0）＝1－1/nβ
 ，

其中（β－1）/2＜α．证明：Lindeberg条件成立当且仅当0≤β≤1．

5．设｛ξn
 ，n≥1｝是独立同分布r.v.列，f是Rk
 上的对称函数，定义｛Un
 ，n≥k｝如习题2.3之12．证明：如果Ef2
 （ξ1
 ，…，ξk
 ）＜∞，Ef（ξ1
 ，…，ξk
 ）＝θ，则

[image: alt]


其中

σ2
 ＝k2
 E［E2
 （f（ξ1
 ，…，ξk
 ）—ξ1
 ）－θ2
 ］．


提示：
 考虑独立同分布的r.v.列

E（f（ξi
 ，ξ2
 ，…，ξk
 ）∣ξi
 ），i≥k＋1，

其部分和记为Sn
 ，则[image: alt]
 ．

6．设｛ξn
 ，n≥1｝独立同分布，其共同分布密度

[image: alt]


证明：[image: alt]
 （注意ξ1
 的方差不存在）．

7．设｛ξn，k
 ，1≤k≤kn
 ，n≥1｝满足kn
 →∞，对每n≥1，ξn，1
 ，…，ξn，kn

 独立同分布．写出此时Lindeberg条件的特殊形式．

8．设｛ξn，k
 ，1≤k≤kn
 ，n≥1｝是独立r.v.阵列，对每n≥1，每1≤k≤kn
 ，满足

P（ξn，k
 ＝1）＝pn
 ，P（ξn，k
 ＝0）＝qn
 ，

而pn
 ＋qn
 ＝1．记[image: alt]
 ，证明：

（1）如kn
 pn
 →0，则[image: alt]
 ；

（2）如kn
 pn
 →λ，0＜λ＜∞，则[image: alt]
 ，其中Pλ
 表示参数为λ的Poisson分布的d.f.；

（3）如kn
 pn
 qn
 →∞，则

[image: alt]


9．设r.v.βn1

 ,n2

 遵从参数为（n1
 ，n2
 ）的Beta分布，即βn1

 ,n2

 ～Bn1

 ,n2

 （见习题1.1之23）．证明

（1）固定n1
 ，当n2
 →∞时

[image: alt]


（2）当n1
 ，n2
 →∞时，

[image: alt]


10．设｛ξn
 ，n≥1｝是独立同分布的r.v.列，其共同d.f.是F，以ξn，1
 ≤…≤ξn，n
 记ξ1
 ，…，ξn
 的次序统计量．对任意的an
 ＞0和bn
 ∈R，证明下列三命题等价：

（1）对某个k≥1，存在d.f.G使

[image: alt]


（2）存在取值于R-
 的非降右连续函数v，满足v（-∞）＝0和v（+∞）＝∞使对v的每一个连续点x，有

（n＋1）F（an
 x＋bn
 ）→v（x）；

（3）对每k≥1，存在d.f.Gk
 ，使

[image: alt]


并且下列关系式成立：

Gk
 ＝Γk
 （v），k≥1．

11．设如题10．又设正整数列｛kn
 ，n≥1｝满足

kn
 ∧（n-kn
 ）→∞．

对任意an
 ＞0和bn
 ∈R，证明：存在d.f.G使

[image: alt]


当且仅当存在取值于R-
 的非降右连续且满足u（-∞）＝-∞，u（∞）＝∞的函数u，使对于它的每一个连续点x．均有

（n＋1）3/2
 ［F（an
 x＋bn
 ）－kn
 /（n＋1）］/［kn
 （n－kn
 ＋1）］1/2
 →u（x）；

其中G与u满足关系

G（x）＝φ（u（x）），x∈R．

12．设｛Un
 ，n≥1｝是独立同为（0，1）上均匀分布的r.v.列，Un，1
 ≤…≤Un，n
 是U1
 ，…，Un
 的次序统计量，｛kn
 ，n≥1｝是满足条件

kn
 →∞，kn
 /（n＋1）→0

的正整数列．证明

[image: alt]


13．设｛（ξ1，n
 ，…，ξm，n
 ），n≥1｝是独立同分布随机向量序列，对每n≥1，

[image: alt]


记[image: alt]
 ．证明：

[image: alt]


其中N（0，Σ）是均值向量为0，协方差阵为∑的m维正态分布．

14．对每n≥1，以mn
 记r.v.ξn
 的中位数．证明如[image: alt]
 ，则mn
 →0．

15．称R的子集A是对称的，如x∈A，则-x∈A．证明：如果A∈[image: alt]
 是对称的，ξs
 是某对称化r.v.，则

[image: alt]


如果｛An
 ，n≥1｝⊂[image: alt]
 是一对称集列，又｛ξn
 ，n≥1｝独立，则

[image: alt]


注：两个随机元η和ζ如有相同之分布，记为[image: alt]
 ．

16．证明对任一r.v.列｛ξn
 ，n≥1｝，总存在0＜an
 ↑∞使

[image: alt]


17．证明对任r.v.列｛ξn
 ，n≥1｝，下列三命题等价：

（1）存在bn
 ∈R使[image: alt]
 ；

（2）[image: alt]
 ；

（3）[image: alt]
 ．

18．证明对任r.v.列｛ξn
 ，n≥1｝，

[image: alt]


当且仅当E［∣ξn
 ∣/（1＋∣ξn
 ∣）］→0．

19．设｛ξn
 ，n≥1｝是独立r.v.列，

P（ξn
 ＝-log n）＝P（ξn
 ＝log n）＝1/2．

证明：[image: alt]
 ．

20．设对r.v.列｛ξn
 ，n≥1｝，存在K＞0使[image: alt]
 ．记[image: alt]
 ，证明

[image: alt]


当且仅当

（varSn
 ）/n2
 →0．

21．证明：如｛ξn
 ，n≥1｝是i.i.d.的，E∣ξ1
 ∣＜∞，则

[image: alt]


22．设r.v.列｛ξn
 ，n≥1｝i.i.d.，E∣ξ1
 ∣＜∞．又设r.v.列｛λn
 ，n≥1｝满足：对每M＞0，[image: alt]
 ．证明如果｛ξn
 ，n≥1｝与｛λn
 ，n≥1｝独立，则

[image: alt]


23．设｛ξn
 ，n≥1｝是独立r.v.序列．记

[image: alt]


试在条件

[image: alt]


之下证明

[image: alt]


请问，如果把上述条件减弱为

nP（∣ξk
 ∣≥n）→0，

结论是否还成立．

第四节　随机过程的依分布收敛

4.1　相对紧（relative compactness）和胎紧（tightness）

随机过程往往是取值于距离空间的随机元．对于这种随机过程序列就也有依分布收敛的问题．和“有限维”随机过程即随机变量和随机向量不同．“无穷维”随机过程的分布要通过有限维的概率测度族来刻画．从系4.1.10可以看出，对于“可数无穷维”的随机过程而言，随机过程序列的依分布收敛就等价于每一个有限维分布列的弱收敛．这种结局应该是比较理想的，因为我们可以借助于d.f.和c.f.等手段来研究每一个有限维分布列的弱收敛问题，进而解决随机过程列的依分布收敛问题．遗憾的是，对于一般“无穷维”的情况，类似于系4.1.10的结论未必永远是正确的，我们比较熟悉的（C［0，1］，[image: alt]
 C
 ［0，1］）就是一例．

对每n≥1，令

[image: alt]


再令[image: alt]
 ，0≤t≤1．易见

[image: alt]


定义（C［O，1］，[image: alt]
 C
 ［O，1］）上的概率测度μ和｛μn
 ，n≥1｝，使

[image: alt]


由于对每0＜t1
 ＜…＜tk
 ≤1，当n＞2/t1
 时均有

[image: alt]


故｛μn
 ，n≥1｝的有限维概率测度族总是弱收敛的．但是很容易看出，概率测度列｛μn
 ，n≥1｝并不弱收敛．

为什么会出现上面的问题呢？经过一番考察就会发现，主要原因是该例中的概率测度列缺乏某种弱收敛意义下的紧性．事实上，我们有如下的正面结论．


命题4.4.1
 　设（C［0，1］，[image: alt]
 C
 ［0，1］）上的概率测度列满足下列条件：对｛μn
 ，n≥1｝的任一子列｛μn′
 ，n′≥1｝，存在｛μn′
 ，n′≥1｝的子列｛μn″
 ，n″≥1｝和（C［O，1］，[image: alt]
 C
 ［0，1］）上的概率测度μ″使[image: alt]
 ．如果对每0≤t1
 ＜…＜tk
 ≤1，存在Rk
 上的概率测度μt1

 ，…，tk

 使

[image: alt]


则在（C［0，1］，[image: alt]
 C
 ［0，1］）有唯一的概率测度μ使

[image: alt]


这个概率测度μ满足：对每0≤t1
 ＜…＜tk
 ≤1，

[image: alt]



证明
 　设｛μn′
 ，n′≥1｝是｛μn
 ，n≥1｝的一个子列，μ′是C［0，1］上的概率测度而且[image: alt]
 ．则由定理4.1.7知对每0≤t1
 ＜…＜tk
 ≤1，

[image: alt]


上式与（4.4.1）相比较，我们得

[image: alt]


这说明｛μt1
 ，…，tk

 ，0≤t1
 ＜…＜tk
 ≤1｝唯一确定了μ′（参见习题1.4之8）．于是，｛μn
 ，n≥1｝的任一弱收敛子列均收敛到同一个概率测度μ，它使（4.4.2）成立．

我们断言[image: alt]
 ．如不然，必存在B∈[image: alt]
 C［0，1］满足μ（əB）＝0且使

∣μn′
 （B）－μ（B）∣≥ε0


对某ε0
 ＞0和无穷多个n′成立．这势必与从｛μn′
 ，n′≥1｝中可以抽取子列｛μn″
 ，n″≥1｝使[image: alt]
 相矛盾．

命题假设的条件称为相对紧条件．对于一般的距离空间，相对紧的定义如下．


定义4.4.1
 　距离空间X上的概率测度族[image: alt]
 称为是相对紧的，如对[image: alt]
 中的任一序列｛μn
 ，n≥1｝，存在｛μn
 ，n≥1｝的子列｛μn′
 ，n′≥1｝和X上的概率测度μ′使[image: alt]
 ．

从前面的例子和命题可见，相对紧是十分重要的概念．因此，寻求判别一个概率测度族是否相对紧的条件成为急待解决的问题．考察最简单的情况．设｛μn
 ，n≥1｝是R上的概率测度，｛Fn
 ，n≥1｝是对应的d.f.列．根据Helly定理，对｛Fn
 ，n≥1｝的每一个子列｛Fn′
 ，n′≥1｝，存在一个｛Fn′
 ，n′≥1｝的子列｛Fn″
 ，n″≥1｝和一个取值于［0，1］的非降右连续函数F″，使

[image: alt]


于是，欲使｛μn
 ，n≥1｝相对紧，只需要求每一个使上式成立之F″都是d.f.，即满足

[image: alt]


不难看出，只要原来的测度列｛μn
 ，n≥1｝符合条件

[image: alt]


上述要求就一定可以达到．我们把R中满足条件（4.4.3）的概率测度列称为胎紧的（tight）．这个概念在一般距离空间推广成


定义4.4.2
 　设[image: alt]
 是距离空间X上之概率测度族．如果对任给ε＞0，存在X之紧集K使

[image: alt]


则称[image: alt]
 是胎紧的．

从前面所说的R上概率测度的情况看，如果概率测度族是胎紧的，那么它也是相对紧的．在下一小节，我们将对一般距离空间上的概率测度族证明同样的结论．此外，我们还将讨论上述结论的逆命题．

相对紧和胎紧的概念虽然都是对一个给定的距离空间X上的概率测度族定义的，但是人们也常常把这些术语用到取值于X的随机元族上．当取值于X的随机元族｛ξλ
 ，λ∈Λ｝对应的分布族[image: alt]
 是相对紧或胎紧的，我们就说｛ξλ
 ，λ∈Λ｝分别是相对紧的或胎紧的．以下的讨论只对概率测度族进行，把它们“翻译”成随机元族的说法应该是十分容易的事情．

4.2　Prokhorov定理

我们先证距离空间上的概率测度族如胎紧必相对紧，采用先具体后一般的路线来完成．


命题4.4.2
 　对任何正整数k，如Rk
 上的概率测度族[image: alt]
 胎紧，则必相对紧．


证明
 　设｛μn
 ，n≥1｝⊂[image: alt]
 ．由Helly定理知存在｛μn
 ，n≥1｝的子列｛μn′
 ，n′≥1｝及Rk
 上的测度μ′使

μn′
 （［a，b］）→μ′（［a，b］）

对μ′的每一个连续区间［a，b］成立，这里对a＝（a1
 ，…，ak
 ），b＝（b1
 ，…，bk
 ）∈Rk
 ，区间定义为

［a，b］＝｛x＝（x1
 ，…，xk
 ）：ai
 ≤xi
 ≤bi
 ，i＝1，…，k｝，

而μ′的连续区间乃是指符合条件

μ′（（a，b））＝μ′（［a，b］）

的区间，其中

（a，b）＝｛x＝（x1
 ，…，xk
 ）：ai
 ＜xi
 ＜bi
 ，i＝1，…，k｝．

因此，为了完成命题的证明，只需说明μ′是Rk
 上的概率测度．由于[image: alt]
 胎紧因而｛μn′
 ，n′≥1｝胎紧，故对任给ε＞0，存在a＜b（即对每i＝1，…，k均有ai
 ＜bi
 ）使［a，b］是μ′的连续区间而且[image: alt]
 （［a，b］）≥1－ε．于是

[image: alt]


上式再令ε→0，立得μ′（Rk
 ）＝1．这表明μ′确是概率测度．


引理4.4.3
 　若[image: alt]
 是距离空间X上胎紧之概率测度族，f是X到距离空间Y的连续映射，则[image: alt]
 f-1
 ＝：｛μf-1
 ：μ∈[image: alt]
 ｝是Y上胎紧之概率测度族．


证明
 　对任给ε＞0，取X之紧集K使（4.4.4）成立．由于K⊂f-1
 （f（K）），故由（4.4.4）推知

[image: alt]


这说明了[image: alt]
 f-1
 胎紧——因为f连续的条件保证了f（K）是Y中之紧集．


命题4.4.4
 　R∞
 上胎紧的概率测度族必是相对紧的．


证明
 　设[image: alt]
 是R∞
 上胎紧的概率测度族．对每k≥1，以πk
 记R∞
 到Rk
 的投影映射．由于πk
 连续，故由引理4.4.3知[image: alt]
 还是胎紧的．再由命题4.4.2，又推知[image: alt]
 也是相对紧的．

设｛μn
 ，n≥1｝⊂[image: alt]
 ．由[image: alt]
 相对紧推知存在｛μn
 ，n≥1｝的子列[image: alt]
 和R上之概率测度ν（1）
 使

[image: alt]


由[image: alt]
 相对紧又推知存在｛[image: alt]
 ，i≥1｝的子列｛[image: alt]
 ，i≥1｝和R2
 上的概率测度ν（2）
 使[image: alt]
 ，从而

[image: alt]


如此继续，对每m＞1，我们得到[image: alt]
 的子列[image: alt]
 及Rm
 上之概率测度ν（m）
 使

[image: alt]


取｛μn
 ，n≥1｝的子列[image: alt]
 ．不难见

[image: alt]


而且｛ν（k）
 ，k≥1｝是相容的有限维概率测度族．据定理1.4.6，在R∞
 上存在唯一的概率测度μ使得

[image: alt]


再利用系4.1.10，我们便得到

[image: alt]


这说明了[image: alt]
 是相对紧的．

为了进一步的讨论，我们引进一些记号．设X是距离空间，[image: alt]
 是其Borel集系．又设X*
 ∈[image: alt]
 ，[image: alt]
 *
 ＝X*
 ∩[image: alt]
 ．对于X*
 上的概率测度ν，我们将以νe
 来表示X上由下列方式“扩大”出来的概率测度：

νe
 （B）＝ν（X*
 ∩B），B∈[image: alt]
 ．

反过来，对于X上的概率测度μ，我们将以μr
 记μ“限制”在X*
 上的测度，其定义为

μr
 （B*
 ）＝μ（B*
 ），B*
 ∈[image: alt]
 *
 ．

不难见，如果μ（X*
 ）＝1，那么μr
 还是一个概率测度．又不难见，对于这样约定的记号，有

（νe
 ）r
 ＝ν；

而当μ（X*
 ）＝1时，有

[image: alt]



引理4.4.5
 　如[image: alt]
 *
 是X*
 上胎紧之概率测度族，则（[image: alt]
 *
 ）e
 ：＝｛νe
 ：ν∈[image: alt]
 *
 ｝亦是X上胎紧之概率测度族；如[image: alt]
 *
 是X*
 上相对紧之概率测度族，则（[image: alt]
 *
 ）e
 亦是X上相对紧之概率测度族；如[image: alt]
 *
 是X*
 上胎紧之概率测度族且（[image: alt]
 *
 ）e
 相对紧，则[image: alt]
 *
 相对紧．


证明
 　定义X*
 到X的映射f（x）＝x，x∈X*
 ．由于f是连续映射，故[image: alt]
 *
 胎紧时（[image: alt]
 *
 ）e
 ＝[image: alt]
 *
 f-1
 亦胎紧（引理4.4.3），[image: alt]
 *
 相对紧时（[image: alt]
 *
 ）e
 ＝[image: alt]
 *
 f-1
 亦相对紧（定理4.1.7）．可见引理之前两个结论成立．

如果（[image: alt]
 *
 ）e
 相对紧，对每｛νn
 ，n≥1｝⊂[image: alt]
 *
 必存在子列｛νn′
 ，n′≥1｝和X上之概率测度μ使

[image: alt]


如果[image: alt]
 *
 又胎紧，对任给ε＞0，取X*
 的紧集K使对每ν∈[image: alt]
 *
 ，均有

νe
 （K）＝ν（K）＞1－ε，

则由于K也是X中之紧集从而是闭集，得

[image: alt]


（定理4.1.1，（3））．这说明

μ（X*
 ）＝1，

从而μr
 是X*
 上的概率测度．于是，对X中之任一开集G，我们有

[image: alt]


根据定理4.1.1，（4），这意味着

[image: alt]


因而如[image: alt]
 *
 胎紧，（[image: alt]
 *
 ）e
 相对紧，则[image: alt]
 *
 相对紧．第三个结论证完．


命题4.4.6
 　设X*
 ∈[image: alt]
 ∞
 ．X*
 上任一胎紧之概率测度族必相对紧．


证明
 　设[image: alt]
 *
 是X*
 上之胎紧概率测度族．由引理4.4.5之第一个结论知（[image: alt]
 *
 ）e
 是X＝R∞
 上胎紧之概率测度族．由命题4.4.4又知（[image: alt]
 *
 ）e
 也是相对紧的．由于[image: alt]
 *
 胎紧而（[image: alt]
 *
 ）e
 相对紧，据引理4.4.5之第三个结论即得出[image: alt]
 *
 必相对紧．


命题4.4.7
 　σ紧距离空间胎紧之概率测度族必是相对紧的．


证明
 　若X是一个σ紧距离空间，则它可表为可数个紧集之并，因而是可分的．据命题1.2.5，X与R∞
 的一个子集同胚．把此同胚映射记作f，则R∞
 中与X同胚的子集可记成f（X）．由X是σ紧的推知f（X）是σ紧的，故f（X）∈[image: alt]
 ∞
 ．如果[image: alt]
 是X上胎紧之概率测度族，则[image: alt]
 f-1
 是f（X）上胎紧之概率测度族（引理4.4.3），因而由命题4.4.6知，它亦是相对紧的．于是由定理4.1.7推知[image: alt]
 ＝（[image: alt]
 f-1
 ）f作为X上之概率测度族亦是相对紧的．


定理4.4.8
 　任一距离空间上胎紧之概率测度族必是相对紧的．


证明
 　若[image: alt]
 是距离空间X上胎紧之概率测度族，那么对每n≥1可取X之紧集Kn
 使

[image: alt]


成立．令[image: alt]
 ，易见对每μ∈[image: alt]
 ，μ（X*
 ）＝1而且由[image: alt]
 胎紧知[image: alt]
 r
 ：＝｛μr
 ：μ∈[image: alt]
 ｝是X*
 上胎紧之概率测度族．但X*
 是σ紧的，故[image: alt]
 r
 亦是X*
 上相对紧之概率测度族（命题4.4.7）．于是，利用引理4.4.5之第三个结论和（4.4.5）式即知[image: alt]
 ＝（[image: alt]
 r
 ）e
 亦是相对紧的．

下面我们讨论定理4.4.8的反问题，即距离空间相对紧的概率测度族在什么条件下也是胎紧的．


引理4.4.9
 　如果可分距离空间X上的概率测度族[image: alt]
 是相对紧的，则对任给ε＞0和δ＞0，存在有限个半径为δ的开球Ui
 ，i＝1，…，k使

[image: alt]



证明
 　由于X可分，对任给δ＞0，定存在半径为δ的开球列｛Ui
 ，i≥1｝使

[image: alt]


往证对任给ε＞0，存在k≥1，使（4.4.6）成立．如不然，存在ε0
 ＞0，对每n≥1，可取到一个μn
 ∈[image: alt]
 使

[image: alt]


由于[image: alt]
 相对紧，故有｛μn
 ，n≥1｝的子列｛μ[image: alt]

 ，1＜n1
 ＜n2
 ＜…｝和X上的概率测度μ0
 使

[image: alt]


于是，由定理4.1.1，（4）知对每n≥1，

[image: alt]


上式中令n→∞，推出矛盾：

[image: alt]


这说明“如不然”是不对的．


定理4.4.10
 　完备可分距离空间上相对紧的概率测度族是胎紧的．


证明
 　设[image: alt]
 是完备可分距离空间X上相对紧的概率测度族．由引理4.4.9，对每ε＞0，l≥1，存在半径为δl
 ＝1/l的开球Ul，1
 ，…，Ul，il

 ，使对每μ∈[image: alt]
 均有

[image: alt]


令[image: alt]
 ．对任给δ＞0，只要l充分大使δl
 ＜δ，那么Ul，1
 ，…，Ul，il

 就构成A的有限δ网，因而A是予紧集．但X完备，故A是相对紧集．取K＝A-
 ，则K是紧集且

[image: alt]


对一切μ∈[image: alt]
 成立．

我们把定理4.4.8和定理4.4.10合起来叫做Prokhorov定理．从Prokhorov定理可见，对于完备可分距离空间的概率测度族而言，胎紧和相对紧是等价的．

4.3　C［0，1］上概率测度族胎紧的条件

对于［0，1］上的任一函数x＝（xt
 ，0≤t≤1），令

[image: alt]


并称之为x的连续模．一个熟知的事实是：x∈C［0，1］当且仅当

[image: alt]


另一个我们要引用的重要事实是泛函分析中如下的Arzela-Ascoli定理：C［0，1］中的集A是相对紧的当且仅当

[image: alt]



定理4.4.11
 　C［O，1］上的概率测度族[image: alt]
 是胎紧的当且仅当对任给α＞0和任给ε＞0，存在δ∈（0，1）使对每μ∈[image: alt]
 均有

[image: alt]



证明
 　如果[image: alt]
 胎紧，对任给ε＞0，存在C［0，1］之紧集K使μ（K）＞1－ε对一切μ∈[image: alt]
 成立．但由Arzela-Ascoli定理，对任给α＞0，又存在δ∈（0，1）使[image: alt]
 ，故K⊂｛x：ωx
 （δ）＜α｝．于是

μ（｛x：ωx
 （δ）≥α｝）≤1－μ（K）＜ε，

（4.4.7）成立，必要性得证．

反之，如对每ε＞0，n≥1，存在δn
 ∈（0，1）使

μ（｛x：ωx
 （δn
 ）≥1/n｝）＜ε/2n＋1


对一切μ∈[image: alt]
 成立，无妨设δn
 ↓0．令

[image: alt]


则对每n≥1，有[image: alt]
 从而

[image: alt]


令K＝A-
 ，则K是紧集（Arzela-Ascoli定理）而且

μ（K）≥μ（A）＞1－ε

对一切μ∈[image: alt]
 成立．这又说明了（4.4.7）对[image: alt]
 胎紧是充分的．

下面，我们利用定理4.4.11来给出一个C［0，1］上概率测度列胎紧的比较容易验证的充分条件．


系4.4.12
 　设｛μn
 ，n≥1｝是C［0，1］上的概率测度列．如对每α＞0，ε＞0，存在δ∈（0，1）和正整数n0
 使当n≥n0
 时，

[image: alt]


对一切0≤t≤1成立，则｛μn
 ，n≥1｝胎紧（在（4.4.8）中，当t＋δ＞1时，约定[image: alt]
 ，下同）．


证明
 　对任给α＞0，ε＞0，取δ∈（0，1）和n0
 使n≥n0
 时（4.4.8）成立．令

[image: alt]


再令tk
 ＝kδ，k＝0，1，…，kδ
 －1及tkδ

 ＝1．并且约定t-1
 ＝0，tkδ
 ＋1
 ＝1．我们有

[image: alt]


但是，

[image: alt]


故进而得

[image: alt]


于是当n≥n0
 时，由（4.4.8）推知

[image: alt]


据定理4.4.11，这表明｛μn
 ，n≥n0
 ｝胎紧从而｛μn
 ，n≥1｝胎紧．

4.4　Donsker不变原理

为了在不长的篇幅内说清楚不变原理的基本思想，我们只考虑最简单的情况．设｛ξn
 ，n≥1｝是i.i.d.的r.v.序列，Eξ1
 ＝0，[image: alt]
 ．记S0
 ＝0，又对每n≥1，令[image: alt]
 ．此外，对每个n≥1，按下列方式构造一个取值于C［0，1］的随机过程[image: alt]
 ：对每k＝0，1，…，n，记tk
 ＝k/n，令[image: alt]
 再定义[image: alt]
 为连接点[image: alt]
 和点[image: alt]
 之直线．这样得到的随机过程称为序列｛ξn
 ，n≥1｝的部分和过程．不难看出，部分和过程具有表达式：对每t∈［0，1］，

[image: alt]


所谓关于｛ξn
 ，n≥1｝的不变原理，乃是指这样一个命题：部分和过程｛W（n）
 ，n≥1｝当n→∞时依分布收敛到［0，1］上的Wiener过程W，即

[image: alt]


作为讨论不变原理的准备工作，我们先证明三个引理．


引理4.4.13
 　设m是r.v.ξ的中位数，Eξ2
 ＜∞，则

[image: alt]


证明　设Eξ≥m．我们有

[image: alt]


故（4.4.11）成立．如果Eξ≤m，那么-ξ的中位数是-m而且E（-ξ）≥-m．把已证之结论用于r.v.-ξ便知（4.4.11）仍成立．


引理4.4.14
 　设r.v.ξ1
 ，…，ξn
 相互独立．对k＝1，…，n，记Sk
 [image: alt]
 ．则对任给ε＞0，

[image: alt]


这里m（Sn
 －Sk
 ）表Sn
 －Sk
 的中位数．


证明
 　只需证明

[image: alt]


事实上，如果（4.4.13）对任何独立r.v.ξ1
 ，…，ξn
 和ε＞0成立，那么把它用于独立r.v.-ξ1
 ，…，-ξn
 便得

[image: alt]


再把上式与（4.4.13）相加便得到（4.4.12）．

约定inf[image: alt]
 ＝n＋1．令

[image: alt]


易见

[image: alt]


于是利用｛τ＝k｝与｛Sn
 －Sk
 ≥m（Sn
 －Sk
 ）｝的独立性进而推知

[image: alt]


即（4.4.13）．

我们利用上述引理来证明通过i.i.d.序列由（4.4.9）确定的部分和过程是胎紧的．


引理4.4.15
 　设｛ξn
 ，n≥1｝是i.i.d.的r.v.序列，Eξ1
 ＝0，E[image: alt]
 ＝σ2
 ∈（0，∞）．则由（4.4.9）定义的随机过程列｛W（n）
 ，n≥1｝胎紧．


证明
 　根据系4.4.12，只需证明对任给α＞0和ε＞0，存在δ∈（0，1）和正整数n0
 使当n≥n0
 时

[image: alt]


对每0≤t≤1成立．

任意固定n≥1，0≤k＜n和δ∈（0，1）．记tk
 ＝k/n，k＝0，1，…，n－1．设tk
 ≤t≤tk＋1
 ．如果t＋δ/2≥1，我们有

[image: alt]


这时只要n和δ满足关系n＞4/δ，就有

[image: alt]


因而进一步推知

[image: alt]


如果t＋δ/2＜1，那么定存在j，k≤j＜n，使tj
 ≤t＋δ/2≤tj＋1
 ．于是

[image: alt]


这时如果还有n＞4/δ，则

j＋1－k＝n（tj
 －tk＋1
 ＋t2
 ）≤n（δ/2＋δ/2）＝nδ，

从而（4.4.15）仍然成立．

对每k＝1，…，n，以mn，k
 记Sn
 －Sk
 的中位数．由引理4.4.13可知

[image: alt]


于是，利用｛ξn
 ，n≥1｝的i.i.d.性质和引理4.4.14知

[image: alt]


当0＜δ≤α2
 /8时对任给α＞0和k≥1成立．把此式与（4.4.15）结合在一起，我们知：对任给α＞0，

[image: alt]


当0＜δ＜α2
 /8和n≥4/δ时对一切0≤t≤1成立．

任给α＞0和ε＞0，利用（3.2.1）不难选取δ∈（0，α2
 /8）使

[image: alt]


但由系4.3.6我们知

[image: alt]


因此，又存在n0
 ≥4/δ，使n≥n0
 时

[image: alt]


以此代入（4.4.16）便得（4.4.14）．

下面，我们就来叙述和证明Donsker不变原理．


定理4.4.16
 　设｛ξn
 ，n≥1｝是i.i.d.的r.v.序列，Eξ1
 ＝0，E[image: alt]
 ＝σ2
 ∈（0，∞）．则对由（4.4.9）确定之｛W（n）
 ，n≥1｝和［0，1］上的Wiener过程W，（4.4.10）成立．


证明
 　由定理4.4.8和引理4.4.15，我们知｛W（n）
 ，n≥1｝相对紧．于是根据命题4.4.1，只需证：对每k≥1，对每0＝t0
 ≤t1
 ＜…＜tk
 ≤1，有

[image: alt]


注意对每i＝1，…，k，

[image: alt]


我们知前式等价于

[image: alt]


根据定理4.1.7，上式又等价于

[image: alt]


由于上式左端诸分量独立，故它又等价于对每i＝1，…，k，

[image: alt]


但是，S［nti
 ］
 －S［nti－1
 ］
 与S［nti
 ］－［nti－1
 ］
 有相同之分布，故最终得知（4.4.17）等价于对每i＝1，…，k，

[image: alt]


而后者乃系4.3.6之推论．

作为定理4.4.16和定理4.1.7之推论，可得


系4.4.17
 　设如定理4.4.16.则对C［0，1］上之任一连续泛函h，有

[image: alt]


通常，系4.4.17称为泛函中心极限定理．下面举一个泛函中心极限定理应用的例子．


系4.4.18
 　设如定理4.4.16，则

[image: alt]


其中

[image: alt]



证明
 　对每x＝（xt
 ，0≤t≤1），y＝（yt
 ，0≤t≤1）∈C［0，1］，我们有

[image: alt]


故[image: alt]
 是C［0，1］上的连续泛函．于是，由系4.4.17立得

[image: alt]


因此，为证（4.4.18），只需证

[image: alt]


令｛ηn
 ，n≥1｝是i.i.d.的r.v.列，对每n≥1，

P（ηn
 ＝-1）＝P（ηn
 ＝1）＝1/2．

记[image: alt]
 据系4.4.17，为证（4.4.19），又只需证

[image: alt]


任意固定n≥1，随机向量（η1
 ，…，ηn
 ）只可能取2n
 个值；（η1
 ，…，ηn
 ）的每一种取值看作一个基本事件，那么这些基本事件是等概的．于是，（T1
 ，…，Tn
 ）的每一个取值也对应着一个基本事件．设a是一个非负整数．如果（T1
 ，…，Tn
 ）取某值（t1
 ，…，tn
 ）使事件｛Mn
 ≥a，Tn
 ＜a｝发生，那么一定存在i，1≤i＜n使ti
 ＝a．但是，基本事件

｛T1
 ＝t1
 ，…，Ti－1
 ＝ti－1
 ，Ti
 ＝a，Ti＋1
 ＝ti＋1
 ，…，Tn
 ＝tn
 ｝

与基本事件

[image: alt]


之间有1—1对应的关系，而后者是有利于｛Mn
 ≥a，Tn
 ＞a｝发生的基本事件，故

｛Mn
 ≥a，Tn
 ＜a｝⊂｛Mn
 ≥a，Tn
 ＞a｝．

类似地可证

｛Mn
 ≥a，Tn
 ＞a｝⊂｛Mn
 ≥a，Tn
 ＜a｝．

于是我们得到如下的反射原理：

P（Mn
 ≥a，Tn
 ＞a）＝P（Mn
 ≥a，Tn
 ＜a）．

由此又进一步推知

[image: alt]


这样，我们就得

[image: alt]


从而

[image: alt]


（4.4.21）得证．

纵观系4.4.18的证明，可以体会到不变原理，即（4.4.10）式并不依赖于序列｛ξn
 ，n≥1｝的共同d.f.（只要其二阶矩存在）这一结论所带来的巨大好处．利用它，我们可以把一般的求i.i.d.序列部分和泛函极限分布的问题化作特殊的i.i.d.序列的有关问题；利用它，我们还可以推导Wiener过程的连续泛函的分布．正是因为如此，定理4.4.16在许多方面得到了推广．一般地，不仅可以讨论i.i.d.序列的不变原理，而且可以讨论独立而不必同分布的r.v.序列的不变原理，甚至可以讨论相依r.v.序列比如鞅差序列的不变原理．从表达式（4.4.9）我们知

[image: alt]


对每t∈［0，1］成立．因此，如果（4.4.10）成立，那么可以想象得到，也应该有

[image: alt]


但是，上式左边并不是取值于C［0，1］空间的随机元．所以这个问题不能作为距离空间C［0，1］的概率测度弱收敛问题来讨论而必须考虑距离空间D［0，1］（D［0，1］记［0，1］中所有右连续，有左极限的函数组成之集，在它上面也可以定义距离使之成为完备可分距离空间）上概率测度的弱收敛问题．总之，由Donsker不变原理引起来的各种各样的讨论构成了概率论的一个重要内容．有兴趣的读者可以参考书末的参考书目．

习题　4.4

1．证明由完备可分距离空间X上的有限个概率测度组成的概率测度族是胎紧的．

2．证明如果距离空间X上的概率测度族[image: alt]
 是胎紧的，那么[image: alt]
 的任一子族也是胎紧的．

3．证明如果距离空间X上的概率测度族[image: alt]
 1
 ，…，[image: alt]
 k
 都是胎紧的，则[image: alt]
 也是胎紧的．

4．概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）之可测集A∈[image: alt]
 称为P的支撑（support），如果它满足P（A）＝1．一个距离空间（X，ρ）之一子集称为是σ紧的，如果它可以表为X中可数个紧集之并．证明：如果距离空间（X，ρ）上的概率测度族[image: alt]
 是胎紧的，则[image: alt]
 的所有概率测度有一个共同的σ紧支撑．举例说明即使距离空间（X，ρ）上的概率测度族[image: alt]
 有一个共同的σ紧支撑，它也未必是胎紧的．

5．证明：如果f是距离空间X到Y的连续映射，[image: alt]
 是X上相对紧的概率测度族，则

[image: alt]
 f-1
 ＝｛[image: alt]
 f-1
 ：μ∈[image: alt]
 ｝

是Y上相对紧的概率测度族．

6．证明：R中的正态d.f.族[image: alt]
 是胎紧的当且仅当A和D分别是R和R＋
 ＝（0，∞）中之有界集．

7．距离空间（X，ρ）上的有限测度列｛μn
 ｝称为相对紧的，如对｛n｝的每一子列｛n′｝，存在｛n′｝的子列｛n″｝和X上的有限测度μ，使[image: alt]
 ．证明：如X是完备可分的，则｛μn
 ｝相对紧的充要条件是下列两项同时成立：

（1）｛μn
 ｝有界，即[image: alt]
 ；

（2）｛μn
 ｝胎紧，即对任给ε＞0，存在X的紧子集K使[image: alt]
 ．

8．设｛μλ
 ，λ∈Λ｝是R上的概率测度族，｛Fλ
 ，λ∈Λ｝和｛fλ
 ，λ∈Λ｝分别是对应的d.f.族和c.f.族．证明下列命题等价：

（1）｛μλ
 ，λ∈Λ｝胎紧；

（2）[image: alt]
 ；

（3）[image: alt]
 ．

9．证明：如果r.v.族｛ξλ
 ，λ∈Λ｝一致可积，那么它一定是胎紧的．

10．证明n维随机向量族｛ξλ
 ＝（ξ1，λ
 ，…，ξn，λ
 ），λ∈Λ｝是胎紧的当且仅当对每i＝1，…，n，r.v.族｛ξi，λ
 ，λ∈Λ｝是胎紧的．

11．r.v.列｛ξn
 ，n≥1｝称为依概率相对紧，如果对｛n｝的任一子列｛n′｝，存在｛n′｝的子列｛n″｝和实数a，使[image: alt]
 ．证明｛ξn
 ，n≥1｝依概率相对紧当且仅当｛ξn
 ，n≥1｝是胎紧的并且

[image: alt]


12．设独立r.v.阵列｛ξn，k
 ，1≤k≤kn
 ，n≥1｝满足条件

[image: alt]


证明[image: alt]
 是胎紧的．

13．设r.v.阵列｛ξn，k
 ，1≤k≤kn
 ，n≥1｝满足条件：

（1）kn
 →∞；

（2）对每n≥1，ξn，1
 ，…，ξn，kn

 独立同分布．

证明：如果[image: alt]
 是胎紧的，则

[image: alt]


14．设｛ξn
 ，n≥1｝是任一r.v.序列，记[image: alt]
 ．对任一σ∈（0，∞），定义W（n）
 ＝｛[image: alt]
 ，0≤t≤1｝如（4.4.9）．证明如对每ε＞0，存在λ＞1和n0
 使当n≥n0
 时

[image: alt]


对一切k≥1成立，则｛W（n）
 ，n≥1｝胎紧．

15．设｛ξn，k
 ，1≤k≤kn
 ，n≥1｝是独立r.v.阵列，Eξn，k
 ＝0，[image: alt]
 ．令

[image: alt]


又对[image: alt]
 时，令

[image: alt]


证明：如Lindeberg条件满足，则

[image: alt]


16．对任一r.v.｛ξn
 ，n≥1｝，通过（4.4.9）定义W（n）
 ＝{[image: alt]
 ，0≤t≤1｝．证明：如

[image: alt]


则对任给ε＞0，存在λ＞0使

[image: alt]


对充分大的n成立．

17．设｛ξn
 ，n≥1｝i.i.d.，对每n≥1，以ξn，1
 ≤…≤ξn，n
 记ξ1
 ，…，ξn
 的次序统计量并约定ξn，0
 ＝-∞和ξn，n＋1
 ＝∞．对每k＝0，1，…，n，令

Fn
 （x）＝k/n，x∈［ξn，k
 ，ξn，k＋1
 ）．

Fn
 称为经验d.f.．证明：如｛ξn
 ，n≥1｝是［0，1］上均匀分布的，则

[image: alt]


这里｛Bt
 ，0≤t≤1｝是Brown桥．


提示：
 如（ξn
 ，n≥1｝是［0，1］上均匀分布的i.i.d.序列，｛Sn
 ，n≥1｝是i.i.d.标准指数分布的部分和序列，则

[image: alt]


因而

[image: alt]


18．设｛ξn
 ，n≥1｝i.i.d，其共同d.f.F连续，以Fn
 记其经验d.f.．证明

[image: alt]


其中｛Bt
 ，0≤t≤1｝是Brown桥．


提示：
 因为F连续，故｛F（ξn
 ），n≥1｝i.i.d.，在［0，1］上均匀分布．


第五章　强收敛理论

随机变量序列a.s.收敛的理论称为强收敛理论．这主要包括随机变量级数的收敛性、强大数定律、重对数律和强不变原理．正如我们在第四章所看到的，随机元的依分布收敛从纯数学的角度看，是一种随机元取值的距离空间中概率测度的弱收敛，本质上不是在随机元赖以定义的基础概率空间考虑问题．a.s.收敛则不同，它是随机变量序列自身在基础概率空间的收敛性质．因此，无论从理论和应用的角度看，强收敛的问题都是十分重要的．

在讨论随机变量级数的收敛性和大数律的时候，我们将仍然采用“由一般到特殊”的方法．先给出对于一般随机变量序列或鞅差序列的结论，再把这些结论特殊化到独立随机变量序列，以得到上个世纪20—30年代发现的Kolmogorov三级数定理和他的两个强大数律等经典结果．

重对数律是为了研究强大数律的收敛速度而产生的．1924年，Khintchine首先证明了Bernoulli序列的重对数律．他的结果后来被Hartman-Wintner（1941）加强为：一个i.i.d.序列符合重对数律的必要充分条件是它们的共同方差存在．正如中心极限定理可以讨论它的不变原理一样，i.i.d.序列重对数律的不变原理——所谓的强不变原理——也于1964年为Strassen所发现．本章我们将只介绍Hartman-Wintner重对数律和Strassen的强不变原理．关于i.i.d.序列结果向鞅差序列和满足各种混合条件的平稳序列的推广，内容十分丰富，我们提请读者参考书末的文献［4］．这样做的目的有两个：一是使大家对问题的提法有比较深刻的印象；二是对解决这类问题的基本方法有初步的了解．

第一节　随机变量级数的收敛性

1.1　非负随机变量级数

我们以Chen（1978）的下列定理为讨论出发点：


定理5.1.1
 　设｛ξn
 ，n≥1｝是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上的非负可测函数列，｛[image: alt]
 n
 ，n≥0｝是[image: alt]
 的子σ域列．则下列命题成立：

（1）如｛[image: alt]
 n
 ，n≥0｝非降，则

[image: alt]


（2）如[image: alt]
 且[image: alt]
 ，则

[image: alt]



证明
 　对每n≥1，记ηn
 ＝E（ξn
 ∣[image: alt]
 n－1
 ）．易见当｛[image: alt]
 n
 ，n≥0｝非降时

[image: alt]


因此

[image: alt]


并由此推出（5.1.1）．命题（1）得证．

在命题（2）之条件下，我们有

[image: alt]


因此又有

[image: alt]


即（5.1.2）成立．

作为定理5.1.1的推论，我们得到如下的条件Borel-Cantelli引理．


系5.1.2
 　设｛[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）的非降子σ域，对每n≥1，An
 ∈[image: alt]
 n
 ．则

[image: alt]



证明
 　对每n≥1，令ξn
 ＝IAn

 ，则

E（ξn
 ∣[image: alt]
 n－1
 ）＝P（An
 ∣[image: alt]
 n－1
 ）．

又注意

[image: alt]


由定理5.1.1之命题（1）立得

[image: alt]


容易验证上述｛ξn
 ，n≥1｝亦满足定理5.1.1命题（2）之条件，故由（5.1.2）又得

[image: alt]


于是（5.1.4）成立．但（5.1.3）与（5.1.4）等价，故（5.1.3）亦成立．

1.2　鞅差和适随机变量级数

在第二章第三节，我们讨论过下鞅和鞅的收敛定理．鞅的收敛显然等价于对应的鞅差序列级数的收敛．因此，这一小节的内容和前面是有联系的．不过在这里我们将不满足于仅仅给出鞅差级数a.s.收敛的条件，而是想搞清楚它在哪些集合上是收敛的——因为对于一般的r.v.列｛ξk
 ，k≥1｝而言，级数[image: alt]
 完全可能在一个正测集上收敛，在另一个正测集上发散．我们先从一个鞅差级数收敛的命题开始讨论．对于概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）的子σ域列｛[image: alt]
 n
 ，n≥1｝，我们将以[image: alt]
 0
 记被[image: alt]
 1
 包含的任一子σ域．


命题5.1.3
 　如｛ξk
 ，[image: alt]
 k
 ，k≥1｝是鞅差序列，则

（5.1.5）[image: alt]
 收敛a.s.[image: alt]
 ．


证明
 　对任给C＞0，令

[image: alt]


（约定inf[image: alt]
 ＝∞）．易见τ是｛[image: alt]
 k
 ，k≥1｝的停时，从而

[image: alt]


是一个鞅，且

[image: alt]


对每k≥1成立，我们知它是L2
 鞅．因此，由命题2.1.8、引理2.2.12和引理2.2.13推知

[image: alt]


对每n≥1成立．由此可见，

[image: alt]


根据下鞅基本收敛定理，这意味着[image: alt]
 ．存在亦即

[image: alt]


注意在集合[image: alt]
 上有[image: alt]
 ，故进而得

[image: alt]


但上式中C是任意的，故再应用命题2.2.8的（4），即得（5.1.5）．

利用条件Borel-Cantelli引理和命题5.1.3，可以得到如下关于适r.v.级数收敛的定理；通常，人们称它为条件三级数定理．


定理5.1.4
 　设｛ξk
 ，[image: alt]
 k
 ，k≥1｝是适r.v.序列，C是一个正常数．令

[image: alt]


以及A＝A1
 ∩A2
 ∩A3
 ，则

[image: alt]



证明
 　对鞅差序列

｛ξk
 I｛∣ξk
 ∣≤C｝
 －E（ξk
 I｛∣ξk
 ∣≤C｝
 ∣[image: alt]
 k－1
 ），[image: alt]
 k
 ，k≥1｝

用命题5.1.3立得

[image: alt]
 收敛a.s.A3
 ．

由此又得

[image: alt]


此外，显然有

[image: alt]
 收敛a.s.｛∣ξk
 ∣＞C，f.o.｝．

但由系5.1.2知

｛∣ξn
 ∣＞C，f.o.｝＝A1
 a.s.，

故上式意味着

[image: alt]
 收敛a.s.A1
 ，

把此式与（5.1.7）合并，利用命题2.2.8即得（5.1.6）．

由定理5.1.4又可以得到如下推论．


系5.1.5
 　如｛ξk
 ，[image: alt]
 k
 ，k≥1｝是适r.v.列，p∈（0，1］．则

[image: alt]



证明
 　据命题2.2.8和定理5.1.4，只需对某个C＞0，证明对定理5.1.4中定义的Ai
 ，有

[image: alt]


因为

[image: alt]


所以（5.1.9）当i＝1时成立．因为

[image: alt]


所以（5.1.9）当i＝2时成立．又因为

[image: alt]


所以（5.1.9）当i＝3成立．

下面，我们回过头来讨论鞅差级数的收敛性．命题5.1.3被推广为


定理5.1.6
 　设｛ξk
 ，[image: alt]
 k
 ，k≥1｝是鞅差序列．下列两命题成立：

（1）如0＜p≤2，则（5.1.8）成立；

（2）如p＞2，则对任一满足条件

[image: alt]


的正实数列｛ak
 ，k≥1｝有

[image: alt]



证明
 　当0＜p≤1时，由系5.1.5知（5.1.8）成立．当1＜p≤2时，采用证明系5.1.5的类似方法来验证（5.1.9）．当i＝1和i＝3，其验证方法与系5.1.5雷同，略．当i＝2时，利用鞅差性质可得

[image: alt]


因而（5.1.9）成立，命题（1）得证．

为证命题（2），对每k≥1，当p＞2时，

[image: alt]


故由[image: alt]
 推知

[image: alt]


但是，利用条件矩不等式知对每k≥1，

[image: alt]


故进而得

[image: alt]


上式再与（5.1.5）结合，即由命题2.2.8推出（5.1.10）．

1.3　鞅差级数的收敛集合

上一小节我们讨论了在什么样的集合上，鞅差级数和适r.v.级数是收敛的．在那里，我们并没有对鞅差序列或适r.v.序列加什么条件．本小节我们将在某些条件下，把鞅差级数的收敛集合找出来．为了叙述简洁，我们将把鞅差序列｛ξk
 ，[image: alt]
 k
 ，k≥1｝对应的鞅序列记作｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝，即对每n≥1，令[image: alt]
 ．


定理5.1.7
 　如鞅差序列｛ξk
 ，[image: alt]
 k
 ，k≥1｝满足

[image: alt]


则

[image: alt]



证明
 　由定理5.1.1知（5.1.12）之第二个等号成立．由命题5.1.3又有（5.1.5）．因此为证（5.1.12），只需在（5.1.11）之下证明

[image: alt]


对任给C＞0，令

τ＝inf｛n≥1：∣Sn
 ∣＞C｝

（约定inf[image: alt]
 ＝∞）．易见τ是｛[image: alt]
 n
 ，n≥1｝的停时，故

[image: alt]


这表明

[image: alt]


但上式中C是任意的，故

[image: alt]


注意[image: alt]
 ，我们知上式蕴含（5.1.13）．

以下将谋求在比（5.1.11）更弱的条件

[image: alt]


之下描述鞅差级数的收敛集合．


引理5.1.8
 　如鞅差序列｛ξk
 ，[image: alt]
 k
 ，k≥1｝满足

[image: alt]


则

[image: alt]



证明
 　对任C＞0，令

τ＝inf｛n≥1：∣Sn
 ∣＞C｝

（约定inf[image: alt]
 ＝∞）．由于｛∣Sn
 ∣，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是一个非负下鞅，利用引理2.4.4之（2.4.8）式和条件（5.1.15）可得

[image: alt]


于是

[image: alt]


由于上式中C是任意的，故

[image: alt]


但由定理2.3.4，在条件（5.1.15）之下，Sn
 当n→∞时a.s.有有限极限，故[image: alt]
 ，故上式表明（5.1.16）成立．


引理5.1.9
 　设适r.v.列｛Sn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝是一个下鞅，令ξ1
 ＝S1
 ，又对每k＞1，ξk
 ＝Sk
 －Sk－1
 ．如果

[image: alt]


则

[image: alt]



证明
 　显然有

[image: alt]


因此只需证

[image: alt]


对任给C＞0，定义｛[image: alt]
 k
 ，k≥1｝的停时

τ＝inf｛n≥1：Sn
 ＞C｝

（约定inf[image: alt]
 ＝∞），则｛SτΛn
 ，[image: alt]
 n
 ，n≥1｝还是下鞅且

[image: alt]


由此可见

[image: alt]


于是由下鞅基本收敛定理推得

[image: alt]
 存在有限．

这样当然就更有

[image: alt]
 存在有限．

这表明

[image: alt]
 收敛[image: alt]


再利用C的任意性即得（5.1.19）．


定理5.1.10
 　如鞅差序列｛ξk
 ，[image: alt]
 k
 ，k≥1｝满足条件（5.1.14），则

[image: alt]



证明
 　由引理5.1.9知（5.1.20）之前一个等式成立．因此只需再证

[image: alt]


为证（5.1.21），对任给C＞0，定义停时

τ＝inf｛n≥1：∣Sn
 ∣＞C｝

（约定inf[image: alt]
 ＝∞）．不难见

[image: alt]


从而由（5.1.14）得

[image: alt]


对鞅差列｛ξk
 I｛τ≥k｝
 ，[image: alt]
 k
 ，k≥1｝用引理5.1.8，我们得

[image: alt]


于是，由C的任意性推知

[image: alt]


再注意[image: alt]
 即得（5.1.21）．

为证（5.1.22），对任C＞0定义停时

[image: alt]


（约定inf[image: alt]
 ＝∞）并考虑鞅差序列[image: alt]
 ，i＝1，2，其中

[image: alt]


由于

[image: alt]


我们得[image: alt]
 ，从而

[image: alt]


又由于对每n≥1，

[image: alt]


我们得

[image: alt]


由此可见

[image: alt]


于是，把定理5.1.7用于[image: alt]
 得到

[image: alt]
 收敛　a.s.．

上式与（5.1.23）一起给出

[image: alt]
 收敛　a.s.．

因而进一步得

[image: alt]
 收敛[image: alt]


但上式之C任意，故（5.1.22）成立．

设｛ξk
 ，[image: alt]
 k
 ，k≥1｝是鞅差列，｛ηk
 ，[image: alt]
 k－1
 ，k≥1｝是适可测函数列．那么在适当的条件下，｛ξk
 ηk
 ，[image: alt]
 k
 ，k≥1｝还是鞅差序列．作为定理5.1.7和定理5.1.10的应用，我们将得到关于级数[image: alt]
 收敛性的如下结论．


定理5.1.11
 　设｛ξk
 ，[image: alt]
 k
 ，k≥1｝是鞅差序列，｛ηk
 ，[image: alt]
 k－1
 ，k≥1｝是适可测函数列．则在条件（5.1.15）下，

[image: alt]



证明
 　任给C＞0，令

[image: alt]


易见τ是｛[image: alt]
 k
 ，k≥1｝的停时而｛ζk
 ，[image: alt]
 k
 ，k≥1｝是鞅差序列．注意对每k≥1，

[image: alt]


由引理2.4.3之（2.4.6）式便得

[image: alt]


于是用定理5.1.10于｛ζk
 ，[image: alt]
 k
 ，k≥1｝，知

[image: alt]


由于∣ζk
 ∣≤C∣ξk
 ∣，k≥1，故

[image: alt]


但引理5.1.8表明此时（5.1.16）成立，故（5.1.25）实际上意味着

[image: alt]
 收敛　a.s.．

注意在集合[image: alt]
 对每k≥1成立，上式进而给出

[image: alt]
 收敛　a.s.[image: alt]
 ．

于是由C的任意性推得

[image: alt]
 收敛　[image: alt]
 ．

由下鞅基本定理和条件（5.1.15）不难见

[image: alt]


所以上面得到的那个式子也就是（5.1.24）．

1.4　独立r.v.序列的零一律

从前面的那些讨论可以看出，一般r.v.级数的收敛性还是比较复杂的，其主要原因是由于它可能在一个正测度集上收敛而同时又在一个正测度上不收敛，使得我们在描述收敛集上花了很大的力气．这种现象对独立r.v.的级数将不再存在，因为像｛[image: alt]
 收敛｝这类集合的概率当｛ξk
 ，k≥1｝独立时非0即1，即符合独立r.v.序列的零一律．下面，我们就对此作进一步的说明．


定义5.1.1
 　设｛ξk
 ，k≥1｝是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上的随机元序列．记[image: alt]
 n
 ＝σ（ξk
 ，k≥n），n≥1．我们称[image: alt]
 为｛ξk
 ，k≥1｝的尾σ域，[image: alt]
 中的事件为尾事件，[image: alt]
 可测的函数为尾函数．

不难验证，集合｛[image: alt]
 收敛｝是r.v.序列｛ξk
 ，k≥1｝的一个尾事件．关于独立r.v.列的尾事件和尾函数，我们有如下的重要事实——Kolmogorov零一律．


定理5.1.12
 　独立r.v.序列尾事件的概率非0即1；独立r.v.序列的尾函数a.s.是一个常数（这里我们把∞和-∞也看成是一个“数”）．


证明
 　设｛ξk
 ，k≥1｝是独立r.v.序列，对每n≥1，记[image: alt]
 n
 ＝σ（ξ1
 ，…，ξn
 ）．如η是｛ξk
 ，k≥1｝的有界尾函数，则η关于[image: alt]
 ∞
 ＝[image: alt]
 可测而且对每n≥1，η与[image: alt]
 n
 独立，因而由定理2.3.12得

[image: alt]


可见ηa.s.是一个常数．如η是｛ξk
 ，k≥1｝的非负尾函数，对每n≥1，令ηn
 ＝η∧n，则由单调收敛定理和上面已对有界尾函数证明之结论得

[image: alt]


可见η仍a.s.是一个常数．如η是一般的尾函数，则当Eη＋
 ＝∞时η＝η＋
 ＝∞ a.s.；当Eη-
 ＝-∞时η＝-η-
 ＝-∞ a.s.；当E∣η∣＜∞时

η＝η+
 －η-
 ＝Eη＋
 －Eη-
 ＝Eη　a.s.，

说明η还a.s.是一个常数．这样，我们就证明了定理的第二个结论．

以[image: alt]
 记｛ξk
 ，k≥1｝的尾σ域．如A∈[image: alt]
 ，把已经获证之定理的第二个结论用于尾函数η＝IA
 ，我们得

IA
 ＝EIA
 ＝P（A）　a.s.．

这说明P（A）非0即1，因此定理的第一个结论又得证．

不难看出，如果｛An
 ，n≥1｝是独立的事件序列，那么事件｛An
 ，i.o.｝是独立r.v.序列｛IAn

 ，n≥1｝的尾事件．因此P（An
 ，i.o.）非0即1．这说明前面讲过的Borel-Cantelli引理也是Kolmogorov零一律的一种表现．


定义5.1.2
 　设｛ξk
 ，k≥1｝是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）到可测空间（X，[image: alt]
 ）的随机元序列．[image: alt]
 中的事件A称为是对称的，如果存在B∈[image: alt]
 ∞
 ，使对每一个n≥1和｛1，…，n｝的每一个重排（i1
 ，…，in
 ），均有

[image: alt]


容易证明：随机元列｛ξk
 ，k≥1｝的对称事件的全体形成一个σ域；随机元列的尾事件必是对称事件，而它的对称事件未必是尾事件．因此，下列Hewitt-Savage零一律在｛ξk
 ，k≥1｝是i.i.d.的r.v.列的特殊情况下加强了Kolmogorov零一律．


定理5.1.13
 　如随机元序列｛ξk
 ，k≥1｝i.i.d.，则其对称事件的概率非0即1．


证明
 　设A是｛ξk
 ，k≥1｝的对称事件．由定义知存在B∈[image: alt]
 ∞
 使对每n≥1，

[image: alt]


对每n≥1，取Bn
 ∈[image: alt]
 n
 并记

An
 ＝｛（ξ1
 ，…，ξn
 ）∈Bn
 ｝，

使得

[image: alt]


令

[image: alt]


注意｛ξk
 ，k≥1｝的i.i.d.性质表明

[image: alt]


又注意（5.1.26）意味着

P（A△A（n）
 ）＝0，

由（5.1.27）可得

[image: alt]


因此我们有

[image: alt]


但是，对每n≥1，An
 与[image: alt]
 是相互独立的，故（5.1.27）又给出

[image: alt]


比较以上得到的两式，我们有

P2
 （A）＝P（A）．

这说明P（A）非0即1．

1.5　独立随机变量级数

由于｛[image: alt]
 收敛｝是随机变量列｛ξk
 ，k≥1｝的尾事件，故当｛ξk
 ，k≥1｝独立时，或者[image: alt]
 收敛，或者[image: alt]
 不收敛．因此，我们的问题归结为讨论[image: alt]
 收敛的必要充分条件．这个问题的完整回答是下面的定理5.1.15——Kolmogorov三级数定理．


引理5.1.14
 　设独立r.v.列｛ξk
 ，k≥1｝满足条件（5.1.11）．如果级数[image: alt]
 收敛，则

[image: alt]



证明
 　设｛ξk
 ，k≥1｝是与｛ξk
 ，k≥1｝独立同分布的随机变量列．对每k≥1，令[image: alt]
 ＝ξk
 －ξk
 ．由（5.1.11）我们得

[image: alt]


由[image: alt]
 收敛又推知[image: alt]
 收敛，从而[image: alt]
 收敛．于是，把定理5.1.7用于鞅差序列

[image: alt]


便得

[image: alt]


从而

[image: alt]


亦即[image: alt]
 ．由此可见

[image: alt]


再把定理5.1.7用于鞅差序列

｛ξk
 －Eξk
 ，[image: alt]
 k
 ＝σ（ξ1
 ，…，ξk
 ），k≥1｝

（由于[image: alt]
 ，故可用），注意

[image: alt]


我们得

[image: alt]
 收敛．

这与引理的条件之一[image: alt]
 收敛一起便推知[image: alt]
 收敛．


定理5.1.15
 　设｛ξk
 ，k≥1｝独立．则

[image: alt]
 收敛

的必要充分条件是对某一个C＞0或对一切C＞0，下面三个级数收敛：

[image: alt]



证明
 　如对某C＞0，三级数收敛，则把定理5.1.4用于适r.v.序列

｛ξk
 ，[image: alt]
 k
 ＝σ（ξ1
 ，…，ξk
 ），k≥1｝

即知[image: alt]
 收敛．

反之，如[image: alt]
 收敛，则ξk
 →0 a.s.从而对每C＞0，P（∣ξk
 ∣＞C，i.o.）＝0．于是由Borel-Cantelli引理得

[image: alt]


此外，注意[image: alt]
 收敛等价于对每C＞0，[image: alt]
 收敛．而由引理5.1.14，[image: alt]
 收敛蕴含着[image: alt]
 和[image: alt]
 均收敛．因此，当[image: alt]
 收敛时，定理所列之三个级数必须收敛．

关于独立r.v.级数的第二个有意义的结果是它在各种意义下收敛的等价性——Levy定理．这里，我们将称r.v.级数[image: alt]
 是依概率收敛的，如果存在一个r.v.S使[image: alt]
 ；称r.v.级数[image: alt]
 是依分布收敛的，如果存在d.f.F使[image: alt]
 ．此外，一个复数序列的无穷级数[image: alt]
 收敛将理解为[image: alt]
 存在，有限且不为0．


定理5.1.16
 　记独立r.v.序列｛ξk
 ，k≥1｝对应的c.f.列为｛fk
 ，k≥1｝，则下列四命题等价：

（1）[image: alt]
 收敛；

（2）[image: alt]
 依概率收敛；

（3）[image: alt]
 依分布收敛；

（4）[image: alt]
 在t＝0的某邻域收敛．


证明
 　明显地有

（1）⇒（2）⇒（3）⇒（4）．

因此只需证

（4）⇒（2）⇒（1）．

（4）⇒（2）之证明：如存在ε＞0使

[image: alt]


则对任何ni
 ＜mi
 ，[image: alt]
 ，有

[image: alt]


由此可见

[image: alt]


于是，｛Sn
 ，n≥1｝是依概率收敛的基本列，故存在r.v.S，使[image: alt]
 ．

（2）⇒（1）之证明：由于[image: alt]
 ，故对任给ε＞0和0＜δ＜2，存在N≥1使n≥N时P（∣Sn
 －S∣≥ε/2）＜δ/2且

P（∣Sn＋m
 －Sn
 ∣≥ε/4）＜δ/4＜1/2

对每m≥1成立．对于这样取定的N，显然有

∣m（Sn＋m
 －Sn
 ）∣≤ε/4，n≥N，m≥1．

因而当n≥N时

[image: alt]


于是，由引理4.4.14得

[image: alt]


对一切n≥N成立．这说明Sn
 →S a.s.．

最后，我们来讨论：如果对于某r.v.S，

[image: alt]


那么S将具有什么性质．当｛ξk
 ，k≥1｝是离散型r.v.列的情形，下列Jessen-Wintner定理将给予回答．


定理5.1.17
 　如果｛ξk
 ，k≥1｝独立，对每k≥1，ξk
 是离散型r.v.并且（5.1.28）成立，则S必是纯型的（纯型r.v.的定义见第一章第四节）．


证明
 　对每k≥1，以Dk
 记ξk
 的值域，又[image: alt]
 ．再令

[image: alt]
 ；mk
 是整数，xk
 ∈D，k＝1，…，n｝，

易见G是可数集．对每B∈[image: alt]
 ，定义

G⊕B＝｛x＋y：x∈G，y∈B｝．

又易见，对任何x1
 ，x2
 ∈R，x1
 －x2
 ∈G有

x1
 ∈G⊕B⇔x2
 ∈G⊕B．

因此，令[image: alt]
 ，则对每B∈[image: alt]
 ，每n≥1，

[image: alt]


这表明｛S∈G⊕B｝∩[image: alt]
 是一个尾事件，故由Kolmogorov零一律推知：对每B∈[image: alt]
 ，

[image: alt]


如果存在使G⊕B是可数集之B∈[image: alt]
 使

P（S∈G⊕B）＝1，

那么S显然是离散的．排除这种情况，由（5.1.29）知剩下的情况只能是：对任何使G⊕B成为可数集的B∈[image: alt]
 ，均有

P（S∈G⊕B）＝0．

在这种情况下，如果存在一个使G⊕B成为Lebesgue 0测集的B∈[image: alt]
 ，使

P（S∈G⊕B）＝1，

那么S只在一个Lebesgue 0测集G⊕B上取值而在它的任一可列子集上取值的概率为0，因而S是奇异的．再排除掉这种情况，剩下的唯一可能是：对任何使G⊕B为Lebesgue 0测集的B∈[image: alt]
 有

P（S∈G⊕B）＝0．

这时，对任何Lebesgue 0测集B∈[image: alt]
 ，有

P（S∈B）≤P（S∈G⊕B）＝0，

故S是连续型的．

习题　5.1

1．设｛An
 ，n≥1｝是概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上的事件列．证明：如果

[image: alt]


则P（An
 i.o.）＝0．

2．设｛ξk
 ，[image: alt]
 k
 ，k≥1｝是适r.v.列，｛ak
 ，k≥1｝是正实数列．令

[image: alt]


证明

[image: alt]


3．设｛ξk
 ，[image: alt]
 k
 ，k≥1｝是鞅差列．令

[image: alt]


证明

[image: alt]
 收敛　a.s.A．

4．设｛ξk
 ，[image: alt]
 k
 ，k≥1｝是鞅差列，对每k≥1，1≤αk
 ≤2．证明

[image: alt]
 收敛a.s.[image: alt]
 ．

5．设｛ξk
 ，[image: alt]
 k
 ，k≥1｝是鞅差列，p≥2．证明：对任给ε＞0，

[image: alt]
 收敛a.s.[image: alt]
 ．

6．举出一个鞅差列｛ξk
 ，[image: alt]
 k
 ，k≥1｝的例子，使

[image: alt]


7．判断下列事件是否r.v.列｛ξk
 ，k≥1｝的尾事件：

（1）[image: alt]
 收敛；

（2）[image: alt]
 收敛到r.v.S；

（3）｛ξk
 ∈Bk
 ，i.o.｝，这里对每k≥1，Bk
 ∈[image: alt]
 ；

（4）{[image: alt]
 存在}；

（5）{[image: alt]
 存在}．

请说明判断的理由．

8．设｛An
 ，n≥1｝是一个事件列，应用系5.1.2证明：如[image: alt]
 ，则

P（An
 ，i.o.）＝0．

再用Kolmogorov零一律完成整个Borel-Cantelli引理的证明．

9．证明随机元序列对称事件的全体形成一个σ域．

10．证明随机元序列的尾事件是对称事件．

11．举例说明随机元序列的对称事件未必是尾事件．

12．设｛ξk
 ，k≥1｝独立，[image: alt]
 收敛．证明下列三命题等价：

（1）[image: alt]
 ；

（2）[image: alt]
 ；

（3）[image: alt]
 ．

13．设｛ξk
 ，k≥1｝独立．证明：

[image: alt]


当且仅当

[image: alt]


14．设｛ξk
 ，k≥1｝独立，[image: alt]
 ．证明

[image: alt]
 收敛a.s.

当且仅当

[image: alt]
 收敛．

15．设｛ξk
 ，k≥1｝独立，又对某C＞0，

[image: alt]


证明：如果[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ．

16．举例说明存在这样的非负独立r.v.列｛ξk
 ，k≥1｝，使[image: alt]
 但[image: alt]
 ；甚至有这样的非负独立r.v.列｛ξk
 ，k≥1｝，使P（ξk
 ＞0，i.o.）＝0但

[image: alt]


17．设｛ξk
 ，k≥1｝独立，又对每k≥1，

P（ξk
 ＝1/k）＋P（ξk
 ＝-1/k）＝1．

讨论级数[image: alt]
 的收敛性．

18．设｛ξk
 ，k≥1｝独立，对每k≥1，ξk
 有密度

[image: alt]


其中λk
 ＞0．讨论[image: alt]
 的收敛性．

19．设｛ξk
 ，k≥1｝i.i.d.，记[image: alt]
 ．证明：有而且只有下列四种情况发生：

（1）Sn
 →-∞ a.s.；

（2）Sn
 →∞ a.s.；

（3）[image: alt]
 ；

（4）对每n≥1，Sn
 ＝0 a.s.．

20．设｛ξk
 ，k≥1｝i.i.d.且[image: alt]
 ．求[image: alt]
 收敛的充要条件．证明

（1）如an
 ＝1/2n
 ，则[image: alt]
 收敛到［-1，1］上均匀分布的r.v.；

（2）如an
 ＝1/3n
 ，则[image: alt]
 收敛到一个奇异型的r.v.．

21．r.v.序列｛ξn
 ，n≥1｝的级数[image: alt]
 称为是无条件a.s.收敛的，如果对N＝｛1，2，…｝到自身的每个1—1的满映射｛n1
 ，n2
 ，…｝，级数[image: alt]
 收敛；称为是绝对a.s.收敛的，如果[image: alt]
 ．举例说明r.v.级数即使无条件收敛也未必绝对收敛．


提示：
 考察题17的特殊情形P（ξn
 ＝1/n）＝P（ξn
 ＝-1/n）＝1/2．

22．证明：对任一r.v.列｛ξn
 ，n≥1｝，如存在αn
 ∈（0，1］，n≥1使[image: alt]
 ，则级数[image: alt]
 绝对收敛．

23．设独立r.v.序列｛ξn
 ，n≥1｝满足

[image: alt]


证明级数[image: alt]
 无条件a.s.收敛，并且对N到自身的每个1—1的满映射｛n1
 ，n2
 ，…｝，有

[image: alt]


24．证明：独立r.v.列｛ξn
 ，n≥1｝的级数[image: alt]
 无条件a.s.收敛的必要充分条件是存在一个C＞0或对一切C＞0下列三式成立：

[image: alt]


第二节　强大数律

2.1　随机变量序列的稳定性

我们将称r.v.序列｛Sn
 ，n≥1｝是稳定的，如果对每n≥1，存在bn
 ∈R使

Sn
 －bn
 →0　a.s.．

本小节将给出r.v.列｛Sn
 ，n≥1｝稳定的充要条件．采用以前引进过的符号，以[image: alt]
 记与｛Sn
 ，n≥1｝独立同分布的r.v.序列，[image: alt]
 记｛Sn
 ，n≥1｝的对称化序列．此外，对每n≥1，以mn
 记Sn
 的中位数．


引理5.2.1
 　对任意的r.v.列｛Sn
 ，n≥1｝，任意的实数列｛bn
 ，n≥1｝和任给的ε＞0，有

[image: alt]



证明
 　对任给的0＜δ＜ε，我们有

[image: alt]


上式再令δ→ε，即得（5.2.1）之后一不等式．

对任给ε＞0和δ∈（0，ε），令

τ＝inf｛n≥1，Sn
 －mn
 ≥δ｝

（约定inf[image: alt]
 ＝∞）．易见

[image: alt]


因此，由中位数的定义及τ与｛[image: alt]
 n
 ，n≥1｝的独立性又进一步推得

[image: alt]


把此式用于r.v.列｛-Sn
 ，n≥1｝，又得

[image: alt]


再把以上两式相加，便有

[image: alt]


上式中令δ→ε即得（5.2.1）之第一式．


定理5.2.2
 　对任意r.v.列｛Sn
 ，n≥1｝，下列三命题等价：

（1）存在实数列｛bn
 ，n≥1｝使

Sn
 －bn
 →0　a.s.；

（2）[image: alt]
 →0　a.s.；

（3）Sn
 －mn
 →0　a.s.．


证明
 　不难见（1），（2），（3）分别等价于

[image: alt]


（见习题5.2之1）．而由引理5.2.1又不难见后面那三个命题等价．

2.2　Kronecker引理

设｛ξk
 ，k≥1｝是一个r.v.序列．对每n≥1，令

[image: alt]


如果存在正数列｛an
 ，n≥1｝和实数列｛bn
 ，n≥1｝使

（Sn
 －bn
 ）/an
 →0　a.s.，

我们就称｛ξk
 ，k≥1｝服从强大数律．通过r.v.级数的收敛性来研究强大数律是一个重要途径，而使这一点得以实现的主要工具就是Kronecker引理．


引理5.2.3
 （Toeplitz）　设实数列｛xn
 ，n≥1｝满足

[image: alt]


如果x＝0并且实数阵列｛an，k
 ，n≥1，k≥1｝符合条件

[image: alt]


则有

[image: alt]


如果x≠0，则在条件（5.2.3）和

[image: alt]


之下，（5.2.4）仍然成立．


证明
 　如（5.2.2）成立，则存在M＞0使

∣xn
 ∣≤M，n≥1．

于是由（5.2.3）之前一式知

[image: alt]


由此可见对每n≥1，[image: alt]
 绝对收敛．写

[image: alt]


当x＝0或x≠0但（5.2.5）成立时，均有

[image: alt]


另一方面，对任k0
 ≥1，我们有

[image: alt]


因而在上式中先令n→∞，再令k0
 →∞便由（5.2.3）和（5.2.2）推得

[image: alt]


这样，当x＝0或x≠0但（5.2.5）成立时总有

[image: alt]


即（5.2.4）成立．


引理5.2.4
 （Kronecker）　设{βk
 ，k≥1}是实数列，又0＜αk
 ↑∞．如果

[image: alt]
 收敛，

则

[image: alt]



证明
 　记α0
 ＝0．又对每n≥1，令

[image: alt]


最后，记[image: alt]
 ．不难验证，这样定义的｛an，k
 ，n≥1，k≥1｝满足（5.2.3）和（5.2.5），而且（5.2.2）亦成立．于是，由Toeplitz引理得

[image: alt]


引理证完．

2.3　鞅差列和独立r.v.列的强大数律

以｛Sn
 ，n≥1｝记r.v.序列｛ξk
 ，k≥1｝的部分和序列．把Kronecker引理和1.2的讨论结合，我们得


定理5.2.5
 　设｛ηk
 ，[image: alt]
 k－1
 ，k≥1｝是适r.v.序列，0＜ηk
 ↑∞a.s.．下列三命题成立：

（1）如｛ξk
 ，[image: alt]
 k
 ，k≥1｝是适r.v.列且0＜p≤1，则

[image: alt]


（2）如｛ξk
 ，[image: alt]
 k
 ，k≥1｝是鞅差列且1＜p≤2，则（5.2.6）仍成立；

（3）如｛ξk
 ，[image: alt]
 k
 ，k≥1｝是鞅差列且2＜p＜∞，则对任何满足[image: alt]
 之正数列｛ak
 ，k≥1｝，有

[image: alt]



证明
 　命题（1）是系5.1.5和Kronecker引理之明显推论；命题（2）和（3）是定理5.1.6和Kronecker引理之明显推论．

作为定理5.2.5的一个特例，对独立r.v.序列有如下结论．


系5.2.6
 　设｛ξk
 ，k≥1｝是独立r.v.列，｛αk
 ，k≥1｝是实数列且0＜αn
 ↑∞．下列命题成立：

（1）如对某p∈（0，1］，有

[image: alt]


则Sn
 /αn
 →0 a.s.；

（2）如对某p∈（1，2］，（5.2.7）中以ξk
 －Eξk
 代替ξk
 后成立，则

[image: alt]


（3）如对某p∈（2，∞），存在｛ak
 ＞0，k≥1｝使

[image: alt]


则（5.2.8）仍成立．


证明
 　请读者完成．

作为系5.2.6命题（2）的推论，又可以得到如下的Kolmogorov关于独立r.v.序列的强大数律．


系5.2.7
 　如独立r.v.序列｛ξk
 ，k≥1｝满足

[image: alt]


则

[image: alt]


当然，Kolmogorov在证明他的上述强大数律时并不是用我们的方法，作为定理5.2.5的推论的推论而完成的．他用的是他的三级数定理．按照他的路线，人们曾把上述强大数律推广为下面的形式．


系5.2.8
 　设｛ξk
 ，k≥1｝是独立r.v.序列．如果存在一个p≥1，使

[image: alt]


则（5.2.9）成立．

我们将乐于指出，上述系5.2.8也仅仅是一个关于鞅差序列的一般定理的推论．


引理5.2.9
 　设｛Sk
 ，[image: alt]
 k
 ，1≤k≤n｝是非负L1
 下鞅，｛ηk
 ，[image: alt]
 k－1
 ，1≤k≤n｝是适r.v.列．如果

[image: alt]


而且对每k＝1，…，n，记ξk
 ＝Sk
 －Sk－1
 （S0
 ≡0），Eξk
 /ηk
 有意义，那么

[image: alt]


对任何C＞0成立．


证明
 　对每k＝1，…，n，令

[image: alt]


易见｛[image: alt]
 ，[image: alt]
 k
 ，k＝1，…，n｝是一个下鞅，而且由条件（5.2.10）可得

[image: alt]


对k＝1，…，n成立．对C＞0，令

τ＝inf｛1≤k≤n：Sk
 /ηk
 ≥C｝

（约定inf[image: alt]
 ＝n＋1），由前式和下鞅性质便推知

[image: alt]


即（5.2.11）成立．


定理5.2.10
 　设｛ξk
 ，[image: alt]
 k
 ，k≥1｝是鞅差序列．如存在1≤p＜∞，使

[image: alt]


则Sn
 /n→0 a.s.．


证明
 　在条件（5.2.12）之下，｛Sk
 ，[image: alt]
 k
 ，k≥1｝是一个L1
 鞅．因此，当p＝1时用Davis不等式，当p＞1时用Burkholder不等式，然后再用Cr
 不等式便知

[image: alt]


对某C＞0和任k≥1成立．于是，对任给ε＞0和1≤n＜N，把引理5.2.9用于下鞅｛∣Sk
 ∣2p
 ，[image: alt]
 k
 ，n≤k≤N｝，我们有

[image: alt]


上式令N→∞，注意条件（5.2.12）蕴含

[image: alt]


又进而得

[image: alt]


但是，条件（5.2.12）表明

[image: alt]


（K＞0是一常数），从而

[image: alt]


故最终得到

[image: alt]


这蕴含Sn
 /n→0 a.s.．

2.4　独立同分布随机变量列的强大数律


引理5.2.11
 　设r.v.列｛ξk
 ，k≥1｝i.i.d.，实数列｛ak
 ，k≥1｝满足

[image: alt]


如果

[image: alt]


则

[image: alt]


如果ξ1
 ∈L1
 ，那么在条件（5.2.13），条件

[image: alt]


和条件（5.2.14）之下，有

[image: alt]



证明
 　记a0
 ＝0．对充分大的C，在条件（5.2.13）和（5.2.14）之下，利用i.i.d.性质，我们有

[image: alt]


因此，把命题5.1.3用于鞅差序列

[image: alt]


便得

[image: alt]
 收敛．

但是，由Borel-Cantelli引理和（5.2.14）推知

[image: alt]


因而又有

[image: alt]
 收敛．

把以上两个a.s.收敛的级数相加，就得（5.2.15）．这证明了引理的第一个结论．

在条件（5.2.13），（5.2.14）和（5.2.16）之下，如ξ1
 ∈L1
 ，那么不难见

[image: alt]


（C是一充分大之常数）成立．于是，级数

[image: alt]


收敛．把（5.2.15）减去这个级数即得（5.2.17）．这又证明了引理的第二个结论．

我们利用引理5.2.11来推导i.i.d.序列强大数律的第一个定理．仍以｛Sn
 ，n≥1｝记｛ξk
 ，k≥1｝的部分和序列．


定理5.2.12
 　设i.i.d.序列｛ξk
 ，k≥1｝和满足

[image: alt]


的实数列｛ak
 ，k≥1｝使得（5.2.14）成立．又设下列三个条件中有一个满足：

（1）an
 /n↑∞；

（2）Eξ1
 ＝0，an
 /n↓但（5.2.13）成立；

（3）Eξ1
 ＝0且（5.2.13）和（5.2.16）成立．

则Sn
 /an
 →0 a.s.．


证明
 　在定理的条件（1）下，有

[image: alt]


此式加上（5.2.18）得（5.2.13）．因此由引理5.2.11得（5.2.15）．再利用Kronecker引理又得

[image: alt]


此外，对任n0
 ≥1，当n＞n0
 时，有

[image: alt]


因而由条件（1）推知

[image: alt]


再在上式中令n0
 →∞，由（5.2.14）进而得

[image: alt]


把这个式子与（5.2.19）对照，我们得Sn
 /an
 →0 a.s.，从而证明了定理的结论在条件（1）下成立．

在条件（2）之下，由引理5.2.11和Kronecker引理知（5.2.19）仍成立．而且此时对任何n＞n0
 ≥1，有

[image: alt]


在上式中先令n→∞再令n0
 →∞同样可得到（5.2.20），从而证明了在条件（2）之下定理结论仍成立．

最后，注意在条件（3）之下定理之结论乃是引理5.2.11和Kronecker引理之直接推论．

下面，我们利用定理5.2.12来讨论对于形如an
 ＝nα
 （α＞0）的序列，Sn
 /an
 →0 a.s.的必要充分条件．这些条件将加在r.v.列｛ξk
 ，k≥1｝的共同d.f.的矩上，以便于验证．所得到的主要结论——定理5.2.15一般称为Marcinkiewicz-Zygmund强大数律．


引理5.2.13
 　对任何r.v.ξ和实数p＞0，下列三种陈述等价：

（1）E∣ξ∣p
 ＜∞；

（2）[image: alt]
 ；

（3）[image: alt]
 ．


证明
 　我们有

[image: alt]


因此，当0＜p≤1时，有

[image: alt]


当p＞1时，有

[image: alt]


于是可见（1）与（2）等价．

由于当p＝1时，（1）和（2）等价，故对任给r.v.η，我们有

[image: alt]


对任p＞0，于上述结论中取η＝∣ξ∣p
 ，就知（1）与（3）等价．


引理5.2.14
 　以m记r.v.ξ的中位数．以ξs
 记ξ的对称化r.v.，则对任p＞0，ε＞0，有

[image: alt]



证明
 　利用引理4.3.12，我们有

[image: alt]



定理5.2.15
 　设｛ξk
 ，k≥1｝是i.i.d.的r.v.序列，0＜p＜2．则下列四命题等价：

（1）E∣ξ1
 ∣p
 ＜∞；

（2）当0＜p＜1时，

Sn
 /n1/p
 →0　a.s.；

当1≤p＜2时，E∣ξ1
 ∣＜∞且

（Sn
 －nEξ1
 ）/n1/p
 →0　a.s.；

（3）存在实数列｛bn
 ，n≥1｝，使

（Sn
 －bn
 ）/n1/p
 →0　a.s.；

（4）ξn
 /n1/p
 →0　a.s.．


证明
 　（1）等价于对每ε＞0，E（∣ξ1
 ∣/ε）p
 ＜∞．而后者又等价于对每ε＞0，

[image: alt]


（引理5.2.13）．由Borel-Cantelli引理，又进而等价于对每ε＞0，

P（∣ξn
 /n1/p
 ∣≥ε，i.o.）＝0，

即（4）成立．这证明了（1）⇔（4）．因此只需再证

（1）⇒（2）⇒（3）⇒（1）．

（1）⇒（2）：对每n≥1，记an
 ＝n1/p
 ．由引理5.2.13知（1）蕴含（5.2.14）对此｛an
 ，n≥1｝成立．又当0＜p＜1时，定理5.2.12之条件（1）满足；当1≤p＜2时，an
 /n↓且

[image: alt]


即（5.2.13）成立，故定理5.2.12之条件（2）满足．于是由定理5.2.12知（1）蕴含（2）．

（2）⇒（3）：显然．

（3）⇒（1）：以[image: alt]
 的对称化序列，｛[image: alt]
 ，n≥1｝记[image: alt]
 的部分和序列．据定理5.2.2，由（3）推知[image: alt]
 ，从而

[image: alt]


据前面已证之（1）⇔（4），这表明E∣[image: alt]
 ∣p
 ＜∞．据引理5.2.14，又进而得

[image: alt]


于是我们有

E∣ξ1
 ∣p
 ≤2p－1
 ［E∣ξ1
 －m（ξ1
 ）∣p
 ＋m（ξ1
 ）p
 ］＜∞．

定理证完．

著名的Kolmogorov强大数律是定理5.2.15的特例，它可以写成下面这种更强的形式．


定理5.2.16
 　设｛ξk
 ，k≥1｝是i.i.d.的r.v.序列．下列两命题成立：

（1）如Eξ1
 有意义，则Sn
 /n→Eξ1
 a.s.；

（2）如对某a∈R，Sn
 /n→a a.s.，则E∣ξ1
 ∣＜∞且a＝Eξ1
 ．


证明
 　当E∣ξ1
 ∣＜∞时，命题（1）是定理5.2.15之特例．当Eξ1
 ＝∞时，对任M＞0，有E∣ξ1
 ∧M∣＜∞，因而对｛ξk
 ∧M，k≥1｝用定理5.2.15可得

[image: alt]


在上式中再令M→∞，便得

[image: alt]


即（1）成立．类似地可证Eξ1
 ＝-∞时命题（1）也成立．下面证明命题（2）．如Sn
 /n→a∈R a.s.，则

ξn
 /n＝Sn
 /n－［（n－1）/n］Sn－1
 /（n－1）→0　a.s.．

据定理5.2.15，这意味着E∣ξ1
 ∣＜∞且a＝Eξ1
 ．

定理5.2.15在0＜p＜2时较完整地解决了当取an
 ＝n1/p
 作为“标准化”常数列时i.i.d.序列的强大数律问题．读者自然关心，当p≥2时，类似的强大数律是否还成立．下面的命题说明：对这个问题的回答是否定的．


命题5.2.17
 　设r.v.列｛ξk
 ，k≥1｝i.i.d.，非退化．如p≥2，则对任何实数列｛bn
 ，n≥1｝均有

[image: alt]



证明
 　谬设（5.2.21）不成立，即存在C＞0和实数列｛bn
 ，n≥1｝使

[image: alt]


由于[image: alt]
 是对称事件，由Hewitt-Savage零一律（定理5.1.13）推知

[image: alt]


以｛ξk
 ，k≥1｝记与｛ξk
 ，k≥1｝独立同分布的r.v.列，对每n≥1，令[image: alt]
 和[image: alt]
 ．又进而推知

[image: alt]


于是，我们有

[image: alt]


此外，由（5.2.22）还可以推知

[image: alt]


从而P（∣[image: alt]
 ∣＞5Cn1/p
 ，i.o.）＝0亦即

[image: alt]


（Borel-Cantelli引理）．但由引理5.2.13，这意味着

[image: alt]


从而更有E∣[image: alt]
 ∣2
 ＜∞．因为ξ1
 非退化，故又有

[image: alt]


这样，利用系4.3.6便得

[image: alt]


与（5.2.23）矛盾．

习题　5.2

1．设ξ和｛ξn
 ，n≥1｝都是r.v.．证明下列四命题等价：

（1）ξn
 →ξ a.s.；

（2）对任给ε＞0，P（∣ξn
 －ξ∣≥ε，i.o.）＝0；

（3）对任给ε＞0，[image: alt]
 ，n→∞；

（4）[image: alt]
 ，n→∞．

2．证明系5.2.6和5.2.7．

3．证明：对任一r.v.列｛Sn
 ，n≥1｝，存在实数列｛bn
 ，n≥1｝和正数列｛an
 ，n≥1｝使

（Sn
 －bn
 ）/an
 →0　a.s.．

4．设｛Sn
 ，n≥1｝是同分布的r.v.列，E∣S1
 ∣＜∞．证明：Sn
 /n→0 a. s.．

5．举例说明存在这样的同分布r.v.列｛Sn
 ，n≥1｝和正数列0＜an
 ↑∞，使

[image: alt]


但Sn
 /an
 →0 a.s.并不成立．

6．设｛ξn
 ，n≥1｝是m相依序列，对每k≥1，Eξk
 ＝0．证明：如果

[image: alt]


则[image: alt]
 ．

7．举例说明：如｛ξk
 ，k≥1｝独立，对每k≥1，Eξk
 ＝0，即使

[image: alt]


下述强大数律未必成立：

[image: alt]


8．举例说明：如｛ξk
 ，k≥1｝独立，对每k≥1，Eξk
 ＝0，即使

[image: alt]


下述强大数律仍有可能成立：

[image: alt]


9．设｛ξk
 ，k≥1｝独立，对每k≥1，

P（ξk
 ＝kα
 ）＝P（ξk
 ＝-kα
 ）＝1/2．

问当α取何值时，有[image: alt]
 ？

10．证明：如果｛ξk
 ，k≥1｝独立，又存在r.v.η∈L1
 和K＞0使

P（∣ξk
 ∣≥x）≤KP（∣η∣≥x）

对一切x＞0和k≥1成立，则

[image: alt]


11．设｛ξk
 ，k≥1｝独立，对每k≥1，

P（ξk
 ＝1）＝pk
 ，P（ξk
 ＝0）＝1－pk


而且

[image: alt]


试证：[image: alt]
 ．

12．举一个i.i.d.序列｛ξk
 ，k≥1｝的例子，使

[image: alt]


但[image: alt]
 并不a.s.收敛．


提示：
 考虑i.i.d.的对称r.v.序列｛ξk
 ，k≥1｝，其共同分布满足

P（∣ξk
 ∣＞x）＝e/（xlogx），x≥e．

13．设｛ξn
 ，n≥1｝是i.i.d.序列，满足

P（ξn
 ＝-1）＝P（ξn
 ＝1）＝1/2．

证明：[image: alt]
 ．

14．设｛ξn
 ，n≥1｝i.i.d.，存在C＞0使对每n≥1，∣ξn
 ∣≤C a.s.，a＞0．证明：如｛an
 ＞O，n≥1｝使an
 /an
 →0，则

[image: alt]


15．证明：如｛ξn
 ，n≥1｝i.i.d.，则

[image: alt]


当且仅当E∣ξ1
 ∣＜∞，Eξ1
 ＝0．

16．设｛ξn
 ，n≥1｝i.i.d.，其共同d.f.为F，以Fn
 记它的经验d.f.．证明：对每x∈R，

Fn
 （x）→F（x）a.s.；

Fn
 （x－0）→F（x－0）a.s.．

17．设如题16．证明：

[image: alt]



提示：
 定义F-
 如习题3.4之2，令

[image: alt]


则对每m≥1，

[image: alt]


再令

[image: alt]


证明：当ω∉C时，对每m≥1，[image: alt]
 ．

18．对任一实数ω∈［0，1］，考虑其10进制展开：

[image: alt]


其中对每k≥1，xk
 ＝0，1，…，8或9．令

[image: alt]


称ω∈［0，1］是正规的，如对每i＝0，1，…，9

[image: alt]


证明：除去一个Lebesgue 0测集，［0，1］中的实数都是正规的．


提示：
 令Ω＝［0.1］，[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ∩［0，1］，P——［0，1］上的Lebesgue测度．在（Ω，[image: alt]
 ，P）上定义r.v.序列｛ξn
 ，n≥1｝：当ω由（*）表示时

ξn
 （ω）＝xn
 ，n≥1．

则｛ξn
 ，n≥1｝i.i.d.．

19．设f和g是［0，1］上定义的实可测函数，存在C＞0使0＜f（x）＜Cg（x）＜∞对每x∈［0，1］成立．证明：如果[image: alt]
 ，则

[image: alt]



提示：
 令Ω＝［0，1］∞
 ，[image: alt]
 ＝｛[image: alt]
 ∩［0，1］｝∞
 ，[image: alt]
 ，其中对每k≥1，μk
 是［0，1］上的Lebesgue测度．对每ω＝（ω，n≥1），令

ξn
 （ω）＝ωn
 ，n≥1，

则｛ξn
 ，n≥1｝i.i.d.．

20．设｛ξk
 ，k≥1｝i.i.d.，其共同d.f.连续，令

[image: alt]


其中η1
 ＝1，对每k＞1，ηk
 ＝I｛ξi
 ＜ξk
 ，1≤i＜k｝
 ．Nn
 称为时刻n以前｛ξn
 ，n≥1｝破记录的次数．证明

Nn
 /logn→1 a.s.．


提示：
 证明｛ηn
 ，n≥1｝独立且

P（ηn
 ＝1）＝1/n，n≥1．

21．设如题20．定义｛ξk
 ，k≥1｝破记录的时刻｛τk
 ，k≥1｝如第二章第二节，证明：

logτn
 /n→1　a.s.．


提示：
 τn
 和上题之Nn
 有关系

P（τk
 ＞t）＝P（Nt
 ＜k）．

第三节　重对数律

3.1　问题的提出

设｛ξk
 ，k≥1｝是定义在概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P）上的i.i.d.序列，[image: alt]
 ．不失一般性，假定[image: alt]
 ．对每n≥1，记[image: alt]
 ．在第二节，我们说明了当0＜p＜2时

[image: alt]


当p≥2时

[image: alt]


这使我们对∣Sn
 ∣当n→∞时变化的阶有一个大致的了解：对任何0＜p＜2，∣Sn
 ∣是o（n1/p
 ）的阶；而当p＝2时对几乎每一个ω∈Ω，∣Sn
 （ω）∣都有一个子序列趋于∞的速度比n1/2
 要快．正是为了“精确地”描述当n→∞时Sn
 变化的阶，人们发现了所谓的重对数律．

约定

[image: alt]


Hartman-Wintner所得到的重对数律表明

[image: alt]


这意味着Sn
 当n→∞的阶是O（（nlog（2）
 n）1/2
 ）．

沿用第三章第三节的记号，以C（｛xn
 ｝）记实数列｛xn
 ，n≥1｝的全部极限点．又把闭区间［-1，1］记作I．为了书写简洁，在这一节我们还令

an
 ＝（2nlog（2）
 n）1/2
 ，n≥1．

Hartman-Wintner的重对数律可以这样理解：存在Ω0
 ∈[image: alt]
 ，P（Ω0
 ）＝1，使当ω∈Ω0
 时，

C（｛Sn
 （ω）/an
 ｝）⊂I．

我们把这件事称为｛Sn
 /an
 ，n≥1｝的极限点a.s.在区间I内，记成

[image: alt]


随着研究的深入，人们又讨论了上述命题的反问题：｛Sn
 /an
 ，n≥1｝的极限点是否a.s.地充满区间I，即

[image: alt]


是否成立？这里，（5.3.4）的准确意义是：存在Ω0
 ∈[image: alt]
 ，使P（Ω0
 ）＝1且对每ω∈Ω0
 ，

C（｛Sn
 （ω）/an
 ｝）⊃I．

当（5.3.3）和（5.3.4）同时成立时，我们记

[image: alt]


并把它称为广义的重对数律．

对于i.i.d.序列的广义重对数律，Acosta在1982年提供了一个简捷的证明（参见Annals of Probability, Vol 10）．这个证明并不比Hartman-Wintner重对数律的证明难．因此，我们将采用Acosta的方法直接证明广义重对数律，而把一般意义下的重对数律作为它的推论．

应该指出，关于重对数律的研究决不仅仅限于i.i.d.序列．例如，关于一般独立r.v.序列的Kolmogorov重对数律及其向鞅差序列的推广就是一个十分重要的内容．但是，由于篇幅的限制，对这些内容我们都不打算进行讨论．而仅仅希望通过对i.i.d.情况的讨论，大家能对重对数律问题的提法，它的内容、方法和意义有一个初步的了解．

3.2　引理

我们将证明四个引理．前二个引理是对一般独立r.v.序列说的，而后二个引理只对i.i.d.序列适用．和以前一样，把r.v.序列｛ξk
 ，k≥1｝的部分和序列记作｛Sn
 ，n≥1｝．另外，序列｛an
 ，n≥1｝定义如3.1．


引理5.3.1
 　设独立r.v.列｛ξk
 ，n≥1｝满足

[image: alt]


如果对某个β＞0，存在α＞1，C＞0和n0
 ≥1使

[image: alt]


对一切n≥n0
 成立，则

[image: alt]



证明
 　为证（5.3.8），只需证对任给ε＞0，

[image: alt]


设非降正整数列nk
 ↑∞．则事件“有无穷个n使Sn
 /an
 ＞β＋ε”也就是事件“有无穷多个间隔（nk
 ，nk＋1
 ］使对某n∈（nk
 ，nk＋1
 ］有Sn
 /an
 ＞β＋ε”．但由于an
 对n非降，后一事件如发生，事件“有无穷多个间隔（nk
 ，nk＋1
 ］使对某n∈（nk
 ，nk＋1
 ］有Sn
 /ank

 ＞β＋ε”也必须发生．因此，为了证明（5.3.9），只需证

[image: alt]


根据Borel-Cantelli引理，这又只需证对某非降正整数列nk
 ↑∞，存在k0
 ≥1使

[image: alt]


取定δ∈（0，ε）．由条件（5.3.6）知对充分大的n有P（∣Sn
 ∣/an
 ≥δ/2）＜1/4从而对每i≥1，

[image: alt]


于是，对充分大的n有

[image: alt]


再取定a∈（1，（β＋ε）2
 /（β＋δ）2
 ）并令nk
 ＝［ak
 ］．由于

ank

 /ank＋1

 →1/a1/2
 ＞（β＋δ）/（β＋ε），

我们知对充分大的k有

ank

 /ank＋1

 ＞（β＋δ）/（β＋ε）．

设k0
 足够大使当k≥k0
 时上式成立且

ak＋1
 ＞ak
 ＋1，

同时又使n≥nK0

 时（5.3.7）和（5.3.11）成立．则由引理4.4.14推知

[image: alt]


由此可见（5.3.10）成立．


引理5.3.2
 　设｛ξk
 ，k≥1｝是独立r.v.列，对每k≥1，Eξk
 ＝0而且

[image: alt]


如果存在C＞0使

[image: alt]


对每k≥1成立，则

[image: alt]


对任n≥1，β＞0和[image: alt]
 成立．


证明
 　由于k/log（2）
 k对k非降，故由（5.3.12）得

[image: alt]


对一切k＝1，…，n成立．但是，对任x∈R，我们有

ex
 ≤1＋x＋x2
 e∣x∣
 /2，

故对任λ＞0和[image: alt]
 ，

[image: alt]


由此可见，对任β＞0，λ＞0，有

[image: alt]


在上式中取λ＝2βlog（2）
 n/a即得（5.3.13）．


引理5.3.3
 　设｛ξk
 ，k≥1｝i.i.d.，E[image: alt]
 ＜∞．对任意常数C＞0，令

[image: alt]


则我们有

[image: alt]



证明
 　无妨设C＝1（否则，以ξk
 /C代替ξk
 以下证明仍有效）．记uk
 ＝（k/log（2）
 k）1/2
 ，k≥1，易见

[image: alt]


注意当k0
 充分大后，对i＞k0
 有

[image: alt]


我们得

[image: alt]


因此，存在M＞0使对一切i≥1均有

[image: alt]


以此代入（5.3.14），我们知对某M0
 ＞0，

[image: alt]


于是，由Kronecker引理立得E[image: alt]
 n
 /an
 →0；由定理5.2.5之命题（1）又得Ŝn
 /an
 →0 a.s.．


引理5.3.4
 　设｛ξk
 ，k≥1｝i.i.d.，Eξ1
 ＝0，[image: alt]
 ．如果正整数列｛nk
 ，k≥1｝和正数列｛ak
 ，k≥1｝满足

[image: alt]


则对任ε＞0和d∈R有

[image: alt]



证明
 　由（5.3.15）易见当k→∞时，αk
 →∞，nk
 →∞．对任给t＞0，令

[image: alt]


（此举把｛1，…，nk
 ｝分成qk
 段，每段长为pk
 ，还剩下一段长nk
 －pk
 qk
 ）以及

rk
 ＝ak
 /（tqk
 ）．

注意对任给-∞＜u＜v＜∞及0＜δ＜（v－u）/2，有

[image: alt]


（约定S0
 ＝0）．利用｛ξk
 ，k≥1｝的i.i.d.性质便得

[image: alt]


由于当k→∞时，

[image: alt]


我们得

[image: alt]


又由于[image: alt]
 ，利用系4.3.6又得

P（（u＋δ）trk
 ＜Spk

 ＜（v－δ）trk
 ）→φ（t（v－δ））－φ（t（u＋δ））．

因此，注意

[image: alt]


从（5.3.17）又进一步推知

[image: alt]


上式中令δ→0并取u＝d－ε，ν＝d＋ε便有

[image: alt]


但是，对任t＞0和ε＞0，我们有

[image: alt]


故进而得

[image: alt]


上式中令t→∞，立得（5.3.16）．

3.3　广义重对数律


定理5.3.5
 　如｛ξk
 ，k≥1｝i.i.d.，Eξ1
 ＝0，E[image: alt]
 ＝1，则（5.3.5）成立．


证明
 　先证（5.3.3），即

[image: alt]


但是，如果前一式已对任意满足定理条件之i.i.d.序列获证，那么只要把它用于i.i.d.序列｛-ξk
 ，k≥1｝就可得到后一式．因此，只需证明（5.3.18）．

对任给δ＞0，取C＞0使

[image: alt]


记un
 ＝（n/log（2）
 n）1/2
 并令

[image: alt]


考察独立r.v.序列[image: alt]
 ．由于对每k≥1，

[image: alt]


故它满足引理5.3.2之条件．于是对每n≥1我们得

[image: alt]


注意对任给ε＞0，

[image: alt]


从而

[image: alt]


故进而推知[image: alt]
 满足引理5.3.1的条件．这样就又得

[image: alt]


再令

[image: alt]


由引理5.3.3立得

[image: alt]


于是，由（5.3.19）推知

[image: alt]


上式中再令δ→0即得（5.3.18）．这证明了（5.3.3）．

再证（5.3.4）．由（5.3.3）可知，对几乎所有的ω∈Ω，｛Sn
 （ω）/an
 ，n≥1｝是有界序列，从而C｛Sn
 （ω）/an
 ｝是一个闭集．因此，为证（5.3.4），只需证任一有理数d∈（-1，1），存在子序列｛mk
 ，k≥1｝使

[image: alt]


对每k≥1，令

mk
 ＝kk
 ；nk
 ＝mk＋1
 －mk
 ；αk
 ＝amk＋1

 ．

不难验证这样定义的｛nk
 ，k≥1｝和｛αk
 ，k≥1｝满足（5.3.15）．因此，由引理5.3.4推知：对任意ε＞0，任何（-1，1）中之有理数d和任给之δ＞0，当k充分大时有

[image: alt]


从而由i.i.d.性质得

[image: alt]


但是，当k→∞时，

[image: alt]


故当k充分大时亦有

[image: alt]


于是，对充分大的k，我们有

[image: alt]


这样，如果我们事先针对d∈（-1，1）选取δ＞0使得（1＋δ）∣d∣≤1．那就会得到

[image: alt]


据Borel-Cantelli引理，这意味着

[image: alt]


因而

[image: alt]


由已证之（5.3.18）推知

[image: alt]


故进而又得

[image: alt]


上式令ε→0便给出（5.3.20）．这样就又证得（5.3.4）．

作为定理5.3.5的推论，我们得到如下的经典意义下的重对数律．


系5.3.6
 　如｛ξk
 ，k≥1｝i.i.d.，Eξ1
 ＝0，E[image: alt]
 ＝1．则（5.3.1）和（5.3.2）成立．

3.4　必要充分条件

设｛ξk
 ，k≥1｝是i.i.d.的r.v.序列．如果

[image: alt]


那么重对数律和广义重对数律成立．这里想要说明的是，对i.i.d.序列而言，（5.3.21）对于重对数律的成立不仅是充分的而且也是必要的．


引理5.3.7
 　设｛ξk
 ，k≥1｝i.i.d.．如果

[image: alt]


成立，则必有

[image: alt]



证明
 　由Kolmogorov零一律知（5.3.22）表明

[image: alt]


但an
 /n→0，故上式蕴含

[image: alt]


由定理5.2.16之命题（2），这又意味着

[image: alt]


因此，为证（5.3.23）只需再证E[image: alt]
 ＜∞．用反证法．设E[image: alt]
 ＝∞．考察｛ξk
 ，k≥1｝的对称化序列｛[image: alt]
 ，k≥1｝．由于E（[image: alt]
 ）2
 ＝2E[image: alt]
 ＝∞，故对任给M≥1，存在C＞0使

[image: alt]


对每k≥1，令

[image: alt]


易见[image: alt]
 是i.i.d.的r.v.序列而且[image: alt]
 与[image: alt]
 有相同之分布．由于

[image: alt]


记[image: alt]
 ，由系5.3.6便得

[image: alt]


这表明

[image: alt]


从而

[image: alt]


于是，对每n≥1，记[image: alt]
 ，便有

[image: alt]


注意

[image: alt]


（见习题4.3之15）．由Kolmogorov零一律又推知

[image: alt]


但上式蕴含

[image: alt]


故我们有

[image: alt]


由于上式中M是任意的，进一步又得

[image: alt]


与（5.3.24）矛盾．


定理5.3.8
 　设｛ξk
 ，k≥1｝i.i.d.，则下列三命题等价：

（1）（5.3.5）成立；

（2）（5.3.1）和（5.3.2）成立；

（3）（5.3.21）成立．


证明
 　由定理5.3.5和系5.3.6易见：（3）⇒（1）⇒（2）．因此只需证：（2）⇒（3）．如（2）成立，由引理5.3.7推知（5.3.23）成立．记[image: alt]
 ．如σ2
 ＝0，则对每k≥1，ξk
 ＝0 a.s.从而

[image: alt]


与（5.3.1）和（5.3.2）矛盾．故0＜σ2
 ＜∞．考虑i.i.d.序列｛ξk
 /σ，k≥1｝．对它用系5.3.6立得

[image: alt]


再把上面两式分别与（5.3.1）和（5.3.2）比较，即得σ2
 ＝1．

习题　5.3

1．设｛ξk
 ，k≥1｝i.i.d.，其共同的d.f.为标准正态d.f.φ．证明

[image: alt]


2．设｛ξk
 ，k≥1｝i.i.d.，其共同的d.f.是标准指数d.f.．证明

[image: alt]


3．设｛ξk
 ，k≥1｝i.i.d.，其共同的分布是参数为λ＞0的Poisson分布．证明

[image: alt]


4．设｛ξk
 ，k≥1｝是i.i.d.标准正态分布的r.v.列．试不引用定理而直接证明：

[image: alt]


5．设｛ξk
 ，k≥1｝i.i.d.，[image: alt]
 ．证明：

[image: alt]


6．设｛ξk
 ，k≥1｝i.i.d.，标准指数分布．证明

[image: alt]


其中[image: alt]
 ．

7．设｛ξk
 ，k≥1｝i.i.d.，其共同d.f.为［0，1］上之均匀分布．证明

[image: alt]


这里对每n≥1，记[image: alt]
 ．

第四节　Strassen强逼近

设｛ηn
 ，n≥1｝是某概率空间上定义的一个i.i.d.的r.v.序列，满足

[image: alt]


如第四章第四节一样，构造其部分和过程[image: alt]
 如下：对i＝1，…，n，记[image: alt]
 ，然后对（i－1）/n≤t≤i/n，令

[image: alt]


和Donsker关于弱收敛的不变原理类似，我们可以问：部分和过程｛W（n）
 ，n≥1｝作为C［0，1］中的随机元是否按C［0，1］中的距离dC
 a.s.收敛到一个Wiener过程．更严格地说，问题应该提成：是否存在一个概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P），在它上面定义了一个与｛ηn
 ，n≥1｝同分布的i.i.d.序列｛ξn
 ，n≥1｝和一个Wiener过程W＝｛Wt
 ，t≥0｝使

[image: alt]


对｛ξn
 ，n≥1｝的部分和过程W（n）
 成立？对这个问题的正面回答是如下的Strassen强逼近定理．


定理5.4.1
 　设｛ηn
 ，n≥1｝是某一概率空间上的i.i.d.序列，满足（5.4.1），则存在一个概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P），在它上面定义着一个Wiener过程W＝｛Wt
 ，t≥0｝和一个与｛ηn
 ，n≥1｝同分布的i.i.d.序列｛ξn
 ，n≥1｝使得

[image: alt]


对｛ξn
 ，n≥1｝的部分和过程[image: alt]
 成立．


证明
 　设F是｛ηn
 ，n≥1｝的共同d.f.．据Skorokhod嵌入定理（定理3.4.1），存在一个概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P），在它上面定义了一个适Wiener过程｛Wt
 ，[image: alt]
 t
 ，t≥0｝以及｛[image: alt]
 t
 ，t≥0｝的a.s.有限的停时｛τn
 ，n≥1｝使得

（1）｛τn
 －τn－1
 ，n≥1｝i.i.d．且[image: alt]
 ；

（2）｛Wtn

 －Wtn－1

 ，n≥1｝i.i.d.且Wt1

 ～F．

令ξn
 ＝Wtn

 －Wtn－1

 ，n≥1，则

[image: alt]


根据部分和过程的表达式（4.4.9），为证（5.4.2），只需分别证明

[image: alt]


把Kolmogorov强大数律用于｛[image: alt]
 ，n≥1｝，立得

[image: alt]


因此，

[image: alt]


这证得了（5.4.5）．

由（3.2.11）可知

[image: alt]


故（5.4.4）亦成立．

由Kolmogorov强大数律知

τn
 /n→1　a.s.．

记[image: alt]
 ．当ω∈Ω0
 时，对任给ε＞0，存在N＝N（ε，ω）使当n≥N时

（1－ε）n＜τn
 （ω）＜（1＋ε）n

成立，从而

[image: alt]


因此，利用（3.2.25）便得

[image: alt]


对任给ε＞0成立．在上式中令ε→0，我们得

[image: alt]


注意（nloglogn）1/2
 ↑∞，由此不难进一步推出

[image: alt]


（5.4.3）得证．

利用强逼近定理可以干许多事情．例如，沿用第三章第三节的符号，我们可以得到i.i.d.部分和过程的如下形式的重对数律——一般称之为Strassen的不变原理．


定理5.4.2
 　设｛ηn
 ，n≥1｝是满足（5.4.1）的i.i.d.序列，以[image: alt]
 记其部分和过程并令

[image: alt]


则

[image: alt]



证明
 　由定理5.4.1，存在概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P），在它上面定义有Wiener过程｛Wt
 ，t≥0｝和与｛ηn
 ，n≥1｝同分布的i.i.d.序列｛ξn
 ，n≥1｝使（5.4.2）对｛ξn
 ，n≥1｝的部分和过程W（n）
 成立．又由Wiener过程的重对数律（定理3.3.3）知

C（｛ζn
 ｝）＝[image: alt]
 　a.s.

其中ζn，t
 ＝Wnt
 /（2nloglogn）1/2
 ，0≤t≤1．因此，记

[image: alt]


便进而得

C（｛χn
 ｝）＝[image: alt]
 　a.s.．

由于[image: alt]
 与｛χn
 ，n≥1｝同分布，故上式意味着（5.4.6）亦成立．

应该指出，（5.4.6）是一个比（5.3.5）更强的结论，因而把定理5.4.2和定理5.3.8结合在一起，我们可以得到下列关于i.i.d.序列的完整叙述．


定理5.4.3
 　设｛ξn
 ，n≥1｝是i.i.d.序列，｛Sn
 ，n≥1｝和｛W（n）
 ，n≥1｝分别记｛ξn
 ，n≥1｝的部分和序列及部分和过程序列，则下列说法等价：

（1）C（｛W（n）
 /（2loglogn）1/2
 ｝）＝[image: alt]
 a.s.；

（2）C（｛Sn
 /（2nloglogn）1/2
 ｝）＝［-1，1］a.s.；

（3）（5.3.1）和（5.3.2）成立；

（4）[image: alt]
 ．


证明
 　由定理5.3.8和定理5.4.2，只需证明（1）⇒（2），而这一点读者请作为习题完成．

习题　5.4

1．设｛ξn
 ，n≥1｝是一r.v.序列，｛Sn
 ，n≥1｝和｛W（n）
 ，n≥1｝分别是其部分和序列及部分和过程序列．证明：如

C（｛W（n）
 /（2loglogn）1/2
 ｝）＝[image: alt]
 　a.s.，

则

C（｛Sn
 /（2nloglogn）1/2
 ｝）＝［-1，1］a.s.．

2．证明：如｛ξk
 ，k≥1｝i.i.d.且Eξ1
 ＝1，则

[image: alt]


3．设｛ηn
 ，n≥1｝i.i.d.满足Eη1
 ＝0和E[image: alt]
 ＝1．以[image: alt]
 记其部分和过程序列．用Skorokhod嵌入定理证明：存在一个概率空间（Ω，[image: alt]
 ，P），在它上面定义着一个Wiener过程｛Wt
 ，t≥0｝和一个过程列｛W（n）
 ，n≥1｝使得

[image: alt]


4．利用习题2和3证明Donsker不变原理：对C［0，1］到R的每一连续泛函h，

[image: alt]
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