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前言

计算机编程中加工处理的对象是数据，而数据具有一定的组织结构，对于计算机专业的学生来说，高级语言程序设计、数据结构、算法设计与分析是三门重要的必修课。这三门课程都是教学生如何去编写计算机程序，在学习编写计算机程序的过程中，仅仅了解计算机语言是不够的，还必须掌握数据组织、存储和运算的一般方法。数据结构是程序设计的中级课程，它主要用于培养学生分析数据、组织数据的能力，让学生掌握如何编写效率高、结构好的程序。这便是数据结构课程中将要学习和研究的内容，也是编写计算机程序的重要基础。随着计算机科学技术及其应用的飞速发展，计算机学科的许多领域都发生了根本的变化，因此，数据结构的教学内容和教学方法也在不断更新。但是数据结构课程在计算机技术教育中的地位和作用始终没有改变，所以本课程被列为计算机等相关专业重要的专业基础课程。

本书遵循数据结构课程的教学大纲的要求，详细介绍了各种基本类型的数据结构。第1章介绍了数据结构研究的内容和方法，以及算法和算法分析的基本概念；第2章介绍了线性表；第3章介绍了栈和队列；第4章介绍了串，讨论的是线性结构；第5章介绍了数组及其应用；第6章和第7章分别讨论了树形结构和图状结构；第8章和第9章着重分析了查找技术和排序技术；第10章介绍了文件组织和管理方面的内容。

本书以深入浅出、突出重点、讲深讲透为原则，精选了各章的内容，特别是各章中的应用实例。书中还注重融入抽象数据类型的思想，在讨论一种数据结构时，都采用抽象数据类型的观点进行描述，以便让学生更好地掌握理论知识，提高抽象思维的能力；另一方面，对于数据结构和算法的描述，本书没有使用伪代码，而是采用了大多数学生熟悉的C语言进行描述，每个算法都用C语言的函数形式给出。希望本书能够让学生对数据结构的研究内容有较系统了解，并且能够让学生初步掌握数据结构的研究方法。

学习数据结构的目的是编写高效率的程序。因此，学习本课程的过程也是进行复杂程序设计的训练过程，所以请读者注意上机实习环节。
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第1章　绪论

计算机的应用领域非常广泛，如科学计算、情报检索、信息处理等，而它的功能归根结底只有一个，即数据处理。

计算机所处理的数据不是杂乱无章的，而是相互之间有着某种内在联系。为了能合理的组织数据和高效的处理数据，故必须弄清楚数据的内在联系。

本章主要介绍数据结构课程中的一些常用术语，几种常见数据类型的表示，以及算法时间复杂度和空间复杂度的分析。

1.1　基本术语

首先介绍数据结构中的几个常见术语。


1. 数据


在计算机科学中，数据（data）的定义很广泛，它指一切能被计算机识别和处理的符号。即数据是描述客观事物的数值、字符，以及能输入机器且能被处理的各种符号的集合。例如，数字、字母、图形、图像、声音等都称为数据。


2. 数据元素


数据元素（data element）是组成数据的基本单位，是数据集合的个体，在计算机中通常作为一个整体进行考虑和处理，因而数据元素也称为结点。


【例1-1】
 　学生成绩表是数据，则每一个学生的记录就是一个数据元素，如表1-1所示。

一般情况下，一个数据元素中包含若干个字段（也称为数据项），字段（数据项）是具有独立含义的最小单位，此时的数据元素也称为记录。表1-1中每一个学生的记录就是一个数据元素，每个数据元素由学号、姓名、英语、高数和C语言程序设计5个字段（数据项）构成。


表1-1　学生成绩表
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3. 数据对象


数据对象（data object）是性质相同的数据元素的集合，是数据的一个子集。例如，整数数据对象的集合可表示为N={0，±1，±2，±3，…}，大写字符数据对象的集合可表示为C={‘A’，‘B’，‘C’，…，‘Z’}，表1-1也是一个数据对象。由此可知，不管数据元素的集合是有限集还是无限集，只要数据元素的性质相同，就属于同一个数据对象。


4. 数据结构


数据结构（data structure）是指相互之间存在一种或多种特定关系的数据元素的集合，是带有结构的数据元素的集合，它指的是数据元素之间的相互关系，即数据的组织形式。


5. 数据类型


数据类型（data type）是一组性质相同的值集合，以及定义在这个值集合上的一组操作的总称。例如，高级语言中用到的整型数据类型（以2字节为例），是指由-32768～32767中的整型数构成的集合及一组操作（如加、减、乘、除、乘方等）的总称。


6. 抽象数据类型


抽象数据类型（abstract data types，简称ADT）通常是指由用户定义的、用于表示应用问题的数据模型，抽象数据类型由基本数据类型组成，并包括一组相关的操作。抽象数据类型类似于C/C++语言中的结构体类型，但它增加了相关的操作。


【例1-2】
 　给出自然数（natural number）的抽象数据类型定义。


ADT　Natural Number
{
数据元素：所有数据元素属于同一数据对象，整型。
结构关系：一个整数的有序子集合，它开始于1，终止于机器所能表示的最大整数。
基本操作：对于所有x,y∈ Natural Number，定义如下操作。
add(x,y)：求x+y。
sub(x,y)：求x-y。
mul(x,y)：求x×y。
div(x,y)：求x÷y。
equal(x,y)：判断x,y是否相等。
}ADT Natural Number



本书中，描述一种抽象数据类型采用如下书写格式。


ADT　<ADT名>
{
数据对象：<数据对象的定义>
结构关系：<结构关系的定义>
基本操作：<基本操作的定义>
}ADT <ADT名>



1.2　数据结构的内容

数据结构是指相互之间存在一种或多种特定关系的数据元素所组成的集合。具体来说，数据结构包括三方面的内容，即数据的逻辑结构、数据的存储结构和对数据所施加的运算。这三个方面的关系如下。

· 数据的逻辑结构独立于计算机，是数据本身所具有的。

· 数据的存储结构是逻辑结构在计算机存储器中的映像，必须依赖于计算机。

· 运算是指所施加的一组操作的总称。运算的定义直接依赖于逻辑结构，但运算的实现必须依赖于存储结构。


1. 逻辑结构


数据的逻辑结构是指数据的直接逻辑关系。大多数情况下，数据的结构可以用二元组表示：

S=(D,R)

其中，D表示数据元素的集合；R是D上关系的有限集，表示D上的一种关系。


【例1-3】
 　二元组L=（D,R1
 ）,T=(D,R2
 ),G=(D,R3
 )分别描述了5个结点的三种不同的逻辑结构，分别如下。


D={a,b,c,d,e}
R1

={<a,b>,<b,c>,<c,d>,<d,e>}
R2

={<a,b>,<b,c>,<b,d>,<b,e>}
R3

={<a,b>,<b,c>,<d,a>,<c,e>,<e,d>,<d,c>}



则R1
 ,R2
 ,R3
 的逻辑结构分别如图1-1所示。

[image: 0012-01]
图1-1　逻辑结构示意图



根据数据元素之间关系的不同特性，通常有下列四种基本结构，如图1-2所示。

[image: t3]
图1-2　四种基本数据结构示意图



（1）集合关系：该结构中的数据元素之间除了同属于一个集合的关系外，无任何其他关系。

（2）线性结构：该结构中的数据元素之间存在着一对一的线性关系。

（3）树形结构：该结构中的数据元素之间存在着一对多的层次关系。

（4）图状结构或网状结构：该结构中的数据元素之间存在着多对多的任意关系。

由于集合关系中只有属于或不属于这种简单的属于关系，故可以用其他的结构代替。因此，数据的四种基本逻辑结构可概括如下。
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2. 存储结构


存储结构（又称物理结构）是逻辑结构在计算机中的存储映象，是逻辑结构在计算机中的实现，它包括数据元素的表示和关系的表示。数据结构从存储结构上划分为以下两种形式。

1）顺序存储

顺序存储（向量存储）是所有数据元素存放在一片连续的存储单元中，逻辑上相邻的元素存放到计算机内存中仍然相邻。

假设每个数据元素占用一个存储单元，数据从100号单元开始由低地址向高地址存放，则例1-3中线性结构的顺序存储结构如图1-3所示。

[image: t4]
图1-3　顺序存储结构



2）链式存储

链式存储是指所有数据元素可以存放在一片不连续的存储单元中，但数据元素之间的关系可以通过地址确定，逻辑上相邻的元素存放到计算机内存后不一定是相邻。

链式存储结构中，每个结点占用两个连续的存储单元，其中一个存储单元用于存放数值，另一个存储单元用于存放后继结点的地址。例1-3中线性结构的链式存储结构如图1-4所示。

[image: t5]
图1-4　链式存储结构



3）索引存储

使用索引存储的方法存储元素的同时，还需建立相应的索引表，索引表中的每一项称为索引项。索引项的一般形式为：


（关键字、地址）


其中，关键字是能唯一标识一个结点的那些数据项。索引存储的具体方法为：①建立索引表和结点表；②将每个结点的数值按顺序放在结点表中，而将每个结点的存储地址则用顺序存储方法存放在索引表中。对于线性结构来说，各结点的存储地址在索引表中是按结点的序号依次排列的。

例1-3中线性结构的索引存储结构如图1-5所示。

[image: t6]
图1-5　索引存储结构



4）散列存储

散列存储方式通过构造散列函数，用函数的值来确定数据元素存放的地址。散列存储的具体方法为：以结点中某个字段的值作为自变量，通过某个函数（称为散列函数）计算出对应的函数值i，再将i作为结点的存储地址。

将例1-3中线性结构改为散列存储结构，可选用如下函数来计算各结点的地址。

LOC(k)=k%7

其中，k为各结点数值的ASCII值，计算结果如下。

[image: 0014-01]


于是，可以得到如图1-6所示的散列存储结构。

[image: t7]
图1-6　散列存储结构



同一逻辑结构采用不同的存储方法，可以得到不同的存储结构。选择何种存储结构来表示相应的逻辑结构，应视具体要求而定，主要需考虑运算方便及算法的时空要求。


3. 运算集合


讨论数据结构的目的是为了在计算机中实现操作，因此，在结构上的运算集合是很重要的部分，数据结构就是用于研究某一类数据的表示及其相关的运算操作。例如，表1-1的学生成绩表，数据元素之间采用顺序存放，该表采用的是线性表的逻辑结构。因为学生成绩表可以有成千上万名学生，既可以采用顺序存放，也可以采用非顺序存放，具体采用何种方式，这要看具体问题来分析。对于学生成绩表来说，若学生情况有异动，则可以对表格进行添加、删除、修改等操作。这里的增、删、查、改就是数据的集合操作。


4. 数据结构三方面的关系


数据的逻辑结构、数据的存储结构及数据的运算这三方面是一个整体。如果孤立地去理解其中某一个方面，而不注意它们之间的联系是不可取的。

存储结构是数据结构不可缺少的一个方面，同一逻辑结构的不同存储结构可以冠以不同的数据结构名称来标识。


【例1-4】
 　线性表是一种逻辑结构，若采用顺序存储方法，可称其为顺序表；若采用链式存储方法，则可称其为链表；若采用散列存储方法，则可称其为散列表。

数据的运算也是数据结构中不可分割的一个方面。在给定了数据的逻辑结构和存储结构之后，若定义的运算集合及其运算的性质不同，也可能导致完全不同的数据结构。


【例1-5】
 　若对线性表上的插入、删除运算限制在表的一端进行，则该线性表称之为栈；若将插入运算限制在表的一端进行，而删除运算限制在表的另一端进行，则该线性表称之为队列。更进一步，若线性表采用顺序表或链表作为存储结构，则对插入和删除运算做了上述限制之后，可分别得到顺序栈或链栈，以及顺序队列或链队列。

1.3　算法描述

著名计算机科学家N.Wirth曾给出过如下公式


程序=算法+数据结构


这个公式表明，数据结构和算法是程序的两大要素，二者相辅相成，缺一不可。

对于任何一种运算，如果数据的存储结构不同，则其算法描述一般是不同的，即使在存储结构相同的前提下，由于可以采用不同的求解策略，往往也可以有很多不同的算法。那么，如何选择一个好算法呢？首先，需要理解算法。

1.3.1　基本概念


1. 算法的定义


算法（algorithm）是规则的有限集合，是为了解决特定问题而规定的一系列操作。


2. 算法的特性


（1）有限性　算法在有限步骤之内应正常结束，不能形成无穷循环。

（2）确定性　算法中的每一个步骤必须有确定含义，使得无二义性得以实现。

（3）输入性　有多个或0个输入。

（4）输出性　至少有一个或多个输出。

（5）可行性　原则上能精确进行，操作上可通过已实现的基本运算执行有限次而完成。

在算法的五大特性中，最基本的是有限性、确定性和可行性。


3. 算法设计的要求


算法设计一般应该具有以下几个基本特征。

1）算法的正确性

算法的正确性是指算法应该满足具体问题的需求，其中“正确”的含义包括以下三个方面。

（1）算法对几组不同的输入数据能够得出满足要求的结构。

（2）算法对于精心选择的典型、苛刻而带有刁难性的输入数据能够得出满足要求的结果。

（3）算法对于一切合法的输入数据都产生满足要求的结果。

2）可读性

算法主要是为了方便程序员的阅读与交流，其次才是便于机器执行。可读性好有利于程序员对算法的理解；晦涩难懂的程序易隐藏较多错误，难以调试和修改。

3）健壮性

健壮性即指算法对于非法输入的抵抗能力，它强调了即使输入了非法数据，算法应能够识别并做出正确处理，而不是产生莫名其妙的输出结果。例如，一个求凸多边形面积的算法是采用求各三角形面积之和的策略来解决问题，当输入的坐标值集合表示的是一个凹多边形时，则不应继续计算，而应报告输入出错。并且，处理错误的方法是返回一个表示错误或错误性质的值，而不是打印错误信息或异常，并同时终止程序的执行，以便在更高的抽象层次上进行处理。

4）高效率和低存储量

算法的效率通常是指算法的执行时间。对于一个具体的问题，通常有多个算法可以解决，执行时间短的算法其效率就高。所谓存储量，是指算法在执行过程中所需要的最大存储空间。效率与低存储量需求这两者与问题的规模有关。

1.3.2　算法描述的工具


1. 流程图


用流程图描述算法符合人们的思维习惯，直观形象，并且易于理解。


2. 自然语言


用自然语言描述算法通俗易懂，特别适用于对顺序程序结构算法的描述。在使用时，要特别注意算法逻辑的正确性。


3. 其他方法


还可以用数学语言或约定的符号语言来描述算法。


4. 计算机语言


由于是使用计算机实现算法，因此，可以使用计算机语言来表示算法，使用计算机语言描述算法时必须严格遵循所用语言的语法规则。本书中采用的是C语言描述算法。

1.3.3　C语言的语法结构简介

C语言的语法结构主要有以下几个部分。

（1）预定义常量和类型。

本书中将用到的常量符号有TRUE、FALSE、MAXSIZE等，约定用如下的宏定义预先定义。


#define　TRUE　1
#define　FALSE　0
#define　MAXSIZE　100



（2）本书中所有的算法都以如下的函数形式加以表示，其中的结构类型使用前面已有的定义。


［数据类型］　函数名（［形式参数及说明］）
{
内部数据说明；
执行语句组；
}　/*函数名*/



函数的定义主要由函数名和函数体组成，函数体用花括号“{”和“}”括起来。函数中用方括号括起来的部分，如“［形式参数］”为可选项，函数名之后的圆括号不可省略。

（3）赋值语句。

① 简单赋值语句。

· 〈变量名〉=〈表达式〉
 ，它表示将表达式的值赋给左边的变量。

· 〈变量〉++
 ，它表示变量加1后赋值给变量。

· 〈变量〉--
 ，它表示变量减1后赋值给变量。

② 串联赋值语句。


〈变量1〉=〈变量2〉=〈变量3〉=…=〈变量k〉=〈表达式〉；


③ 成组赋值语句。


（〈变量1〉，〈变量2〉，〈变量3〉，…，〈变量k〉）=（〈表达式1〉，〈表达式2〉，〈表达式3〉，…，〈表达式k〉）；



〈数组名1〉［下标1］［下标2］=〈数组名2〉［下标1］［下标2］；


④ 条件赋值语句。


〈变量名〉=〈条件表达式〉？〈表达式1〉：〈表达式2〉；


（4）条件选择语句，有以下几种形式。


① if （〈表达式〉）语句；
② if（〈表达式〉）语句1；
　　　else语句2；


③ switch　(<表达式>）
　　　{
　　　case判断值1: 
　　　　　语句组 1；
　　　　　break;
　　　case判断值2: 
　　　　　语句组 2；
　　　　　break;
　　　　　…
　　　case判断值n: 
　　　　　语句组n; 
　　　　　break;
　 ［default:
　　　　　语句组；
　　　　　 break;］
　 }

（5）循环语句，主要有以下几种形式。

① for语句。

　for(<表达式1>；<表达式2>；<表达式3>）
　{循环体语句；}



for语句首先计算表达式1的值，然后求表达式2的值，若结果为非零（即为真）则执行循环体语句，最后计算表达式3的值，如此循环，直到表达式2的值为零（即不成立为假）时为止。

② while语句。

　while(<条件表达式>）
　{循环体语句；}



while循环语句首先计算条件表达式的值，若条件表达式的值为非零（即条件成立），则执行循环体语句，然后再次计算条件表达式的值，如此重复执行，直到条件表达式的值为零（即为假）时退出循环，执行该循环之后的语句。

③ do…while语句。


　　do
　{
　循环体语句
　}while(<条件表达式>）



do…while循环语句首先执行循环体语句，然后计算条件表达式的值，若条件表达式成立，则再次执行循环体，再计算条件表达式的值，直到条件表达式的值为零（即条件不成立）时结束循环。

（6）输入/输出语句。

① 输入语句用scanf函数实现。特别当输入数据为单个字符时，则用getchar函数来实现。当输入数据为字符串时，用gets函数来实现。

② 输出语句用printf函数实现。当输出为单个字符时，用putchar函数实现。当输出数据为字符串时，用puts函数实现。

其中，输入/输出函数中的类型部分不做严格要求，淡化表述。

（7）其他一些语句。

① return <表达式>或return：该语句用于函数结束。

② break语句：可使用该语句在循环语句或case语句中，从而结束循环过程或跳出情况语句。

③ continue语句：该语句可用在循环语句中，从而结束本次循环过程，进入下一次循环过程。

④ exit语句：在出现异常情况时，使用该语句控制退出函数。

（8）处理动态链表所需的常用函数。链表结构是动态地分配存储空间的，即在需要时才开辟一个结点的存储单元。C语言编译系统的库函数提供了以下函数来完成对应的功能。

① malloc函数，其函数原型如下。


void　*malloc(unsigned int size);



其作用是在内存的动态存储区中分配一个长度为size的连续空间。此函数的值（即“返回值”）是一个指向分配域起始地址的指针（类型为void）。如果此函数未能成功执行（如内存空间不足），则返回空指针（NULL）。

② free函数，其函数原型如下。


void free(void *p)



其作用是由p指向的内存区，使这部分内存区能被其他变量使用。该函数无返回值。

1.4　算法分析

求解同一个问题，可以有许多不同的算法，那么，怎样来衡量这些算法的优劣呢？首要的条件是选用的算法必须是正确的，其次则应考虑以下三个方面。

（1）执行算法所耗费的时间。

（2）执行算法所占用的内存开销（主要考虑占用的辅助存储空间）。

（3）算法应易于理解、易于编码、易于调试等。

1.4.1　时间复杂度


1. 语句频度


一个算法执行时所耗费的时间，从理论上来讲是无法计算出来的，必须上机测试才能知道，但实际上不可能也没有必要对每个算法都上机测试（因为计算机的运行速度与CPU等因素有关，同一算法在不同的计算机上运行的时间是不同的），只需要知道在相同条件下，哪个算法花费的时间多，哪个算法花费的时间少就可以了。并且一个算法花费的时间与算法中语句的执行次数成正比，哪个算法中语句执行次数多，它所花费的时间就多。

语句频度是指该语句在一个算法中重复执行的次数，一个算法的时间耗费是该算法中所有语句频度之和。


【例1-6】
 　分析以下算法的语句频度。


(1)　 for(int i=0;i<n;i++)　　　　　　　　　　语句频度为n+1
(2)　　 for(int j=1;j<=n;j++)　　　　　　　　 语句频度为n(n+1)
(3)　　　 A[i][j]=0;　　　　　　　　　　　　　　语句频度为n2






【分析】
 　语句（1）的循环控制变量i从0增加到n，测试条件i=n成立时才终止，故它的语句频度是n+1，但是其循环只能执行n次。语句（2）作为语句（1）的循环体应该执行n次，但语句（2）的循环控制变量j从1增加到n+1，当测试条件j=n+1成立时才终止，故其语句频度是n(n+1)。同理，可得语句（3）的频度为n2
 。

该算法中所有语句频度之和（即算法的时间耗费）为：

T(n)=2n2
 +2n+1


2. 时间复杂度


在上面提到的时间频度中，n称为问题规模，当n不断变化时，时间频度T(n)也会不断变化。但为了弄清它变化时有什么规律，因此引入了时间复杂度概念。

设T(n)的一个辅助函数为f(n)，定义当n大于等于某一个足够大的正整数n时，存在正的常数C，使得当n≥n0
 时都满足0≤T(n)≤Cf(n)，则称f(n)是T(n)的同数量级函数。把T(n)表示成数据量级的形式为：

T(n)=O(f(n))

其中，大写字母O为英文Order（数量级）一词的第一个字母。其含义是，当问题规模n足够大时，算法的执行时间T（n）与函数f(n)成正比。因此，定义时间复杂度为

T(n)=O(f(n))

其中，f(n)一般是算法中频度最大的语句频度。

如果算法的执行时间T(n)与问题规模n无关，是一个常数，则记作T(n)=O(1)。

通常情况下，随着n的增大，T(n)的增长较慢的算法为最优的算法。


【例1-7】
 　在下列三段程序段中，给出原操作x=x+1的时间复杂度分析。


(1) for(i=1;i<=100;i++)
　   x=x+1；



其时间复杂度为O(1)，可将其称为常量阶。


(2) for(i=1;i<=n;i++)x=x+1;



其时间复杂度为O(n)，可将其称为线性阶。


(3)for(i=1;i<=n;i++)
　　for(j=1;j<=n;j++)
　　　　x=x+1;



其时间复杂度为O(n2
 )，可将其称为平方阶。


【例1-8】
 　下列程序段是一个二重循环，试分析语句x++的执行频度。


for(i=1;i<n;i++)
  for(j=i;j<=n;j++)
    x++;



其执行频度为

n+(n-1)+(n-2)+…+3+2+1=n(n+1)/2

而该语句执行次数关于n的增长率为n2
 ，即其时间复杂度为O(n2
 )。

此外，算法还能呈现的时间复杂度有对数阶O(log2
 n)，指数阶O(2n
 )等。

数据结构中常用的时间复杂度频率计数有以下7种。

（1）O(1)，表示常数型。

（2）O(n)，表示线性型。

（3）O(n2
 )，表示平方型。

（4）O(n3
 )，表示立方型。

（5）O(2n
 )，表示指数型。

（6）O(log2
 n)，表示对数型。

（7）O(nlog2
 n)，表示二维型。

不同数量级的时间复杂度的曲线如图1-7所示，表1-3与图1-3是同一问题的不同表示形式。一般情况下，随着n的增大，T(n)增长较慢的算法为最优的算法。从中应该选择使用多项式阶O(nk
 )的算法，而避免使用指数阶的算法。

[image: t8]
图1-7　不同数量级的时间复杂度




3. 最坏时间复杂度


算法中基本操作重复执行的次数还与问题的输入数据集有关。


【例1-9】
 　分析以下语句的时间复杂度。


for(i=n-1;i>=0&&a[i]!=k;)　　　①
i--;                          ②
return(i);                    ③



此算法中，语句②的频度不仅与问题规模n有关，还与数组中各元素的值（k值）有关。

（1）最好的情况下，数组最后一个元素的值等于k，则语句②的频度f(n)是常数0，时间复杂度为O（1）。

（2）最坏的情况下，数组中各元素的值都不等于k，则语句②的频度f(n)=n，时间复杂度为O（n）。

最坏情况下的时间复杂度称为最坏时间复杂度，一般不作特别说明的情况下，讨论的时间复杂度都是最坏时间复杂度。这是因为，最坏时间复杂度是算法在任何输入实例上运行时间的上限，这就保证了算法的运行时间不会比这一时间更长。因此，例1-9中算法的时间复杂度为：T(n)=O(n)。

1.4.2　空间复杂度

由于数据实际占用空间与计算机的软件（编译系统）、硬件（字长等）密切相关，故数据实际占用空间的多少难以相互关联。以整型数据为例，有些系统中长度为2字节，而另外有些系统中长度为4字节。算法空间分析度量的标准并不是计算实际占用空间，而是计算整个算法的辅助存储单元个数。

关于算法的存储空间需求的分析，类似于算法的时间复杂度，可采用空间复杂度作为算法所需存储空间的量度，表示为如下形式。

S(n)=O(f(n))

若算法执行时间所需要的辅助空间相对于输入数据量而言是一个常数，则称这个算法为原点空间，辅助空间为O（1）。

本章小结

1. 数据结构研究的是数据的表示形式及数据之间的相互关系。从逻辑结构来看，数据结构包括集合、线性结构、非线性结构等。从存储结构来看，数据结构包括顺序存储、链式存储、索引存储和散列存储四种。

2. 集合中不存在数据之间的关系；线性结构的数据元素之间存在着一对一的关系；树型结构的数据元素之间存在着一对多的关系；图型结构的数据元素之间存在着多对多的关系。

3. 顺序存储相当于C语言中的一维数组存储；链式存储相当于C语言中的链表存储；索引存储也称为索引查找，包括主表和索引表；散列存储也称为数据查找，是用构造函数的方法得到关键字的地址。

4. 算法的评价指标首先是正确性，然后是健壮性、可读性、高效率和低存储量。

5. 时间复杂度和空间复杂度通常采用数量级的形式来表示，若一个算法的时间复杂度和空间复杂度越优，则算法的执行效率就越高。

习题1


一、填空题


1. 算法具有有穷性、_____、_____、_____和输出五大特性。

2. 数据结构的内容包括以下三个方面：_____、_____和运算集合。

3. 数据结构的存储结构分为_____和_____两种。

4. 评价算法性能的标准主要从算法执行_____和_____两方面考虑。

5. 在线性结构、树型结构和图状结构中，数据元素之间分别存在着_____、_____和_____关系。


二、分析题


1. 对下列二元组表示的数据结构，画出它们的逻辑结构，并指出它们属于何种结构。

（1）A=(K,R)

其中：K={a1
 ,a2
 ,a3
 ,…，an
 }；R={〈ai
 ,ai+1
 〉，i=1,2,…,n-1}。

（2）B=(K,R)

其中：K={a,b,c,d,e,f}；R={〈a,b〉,〈b,c〉,〈c,a〉,〈c,d〉,〈e,d〉,〈d,e〉,〈e,f〉,〈c,f〉}。

（3）C=(K,R)

其中：K={1,2,3,4,5,6}；R={(1,2),(2,3),(2,4),(3,4),(3,5),(3,6),(4,5),(4,6)}。

2. 设n为整数，分析下列程序段中用*标明的语句的语句频度及时间复杂度。


(1) for(n=1;n<=10;n++)
　  *s=s+n;
(2) for(i=1;i<=n;i++)
　  *s=s+n;
(3) for(i=1;i<=n;i++)
　  for(j=1;j<=n;j++)
　  *s=s+n;




(4) for(i=1;i<=n;i++)
　  for(j=1;j<=i;j++)
　  *s=s+n;
(5) for(i=1;i<=n;i++)
　  for(j=1;j<=n;j++)
　  {
　  c[i][j]=0;
　  for(k=1;k<=n;k++)
　  *c[i][j]=c[i][j]+a[i][k]*b[k][j];
    }




三、编程题


1. 将n个数按升序输出，并分析它的时间复杂度。

2. 求10个数中的最大值，并分析它的时间复杂度。

3. 求1到10的阶乘之和，并分析它的时间复杂度。



第2章　线性表

线性结构是最简单、最常用的一种数据结构。线性结构的特点是，在数据元素的非空有限集合中，除第一个元素无直接前驱结点，最后一个元素无直接后继结点外，其余每个元素有且仅有一个直接前驱结点和一个直接后继结点。本章主要讲线性表的基本概念，线性表的存储结构，以及线性表的基本运算。

2.1　线性表的定义及运算

2.1.1　线性表的定义

在实际应用中，线性表是最常用而且是最简单的一种数据结构。例如，一副扑克牌的点数是一个线性表，可表示为（2,3,4,5,6,7,8,9,10，J,Q,K,A）；26个英文字母是一个线性表（A,B,C,D,E,F,G,H,I,J,K,L,M,N,O,P,Q,R,S,T,U,V,W,X,Y,Z）。


1. 线性表的定义


线性表（linear list）是由n(n≥0)个类型相同的数据元素a1
 ，a2
 ，…，an
 组成的有限序列，记作（a1
 ，a2
 ，…，ai-1
 ，ai
 ，ai+1
 ，…，an
 ）。这里的数据元素ai
 (1≤i≤n)只是一个抽象的符号，其具体含义视具体情况而定，但同一线性表中的数据元素必须属于同一数据对象。此外，线性表中相邻数据元素之间存在着序偶关系，即对于非空的线性表（a1
 ，a2
 ，…，ai-1
 ，ai
 ，ai+1
 ，…，an
 ），表中ai-1
 领先于ai
 ，称ai-1
 是ai
 的直接前驱结点，而称ai
 是ai-1
 的直接后继结点。除了第一个元素a1
 外，每个元素ai
 有且仅有一个被称为其直接前驱的结点ai-1
 ，除了最后一个元素an
 外，每个元素ai
 有且仅有一个被称为其直接后继的结点ai+1
 。线性表中元素的个数n被定义为线性表的长度，当n=0时称为空表。本书中，将空表的类型设定为elemtype，表示某一种具体的已知数据类型。


2. 线性表的特征


线性表的特点可概括如下。

（1）同一性　线性表由同类数据元素组成，每一个ai
 必须属于同一数据对象。

（2）有穷性　线性表由有限个数据元素组成，表长度就是表中数据元素的个数。

（3）有序性　线性表中相邻数据元素之间存在着序偶关系，即〈ai
 ，ai+1
 〉。

由此可看出，线性表是一种最简单的数据结构，因为数据元素之间是由一前驱一后继的直观有序的关系确定。线性表又是一种最常见的数据结构，因为矩阵、数组、字符串、堆栈、队列等都符合线性条件。


3. 线性表的表示


线性表是一种典型的线性结构，用二元组表示如下。

L(A,R)

其中：A={ai
 |1≤i≤n,n≥0,ai
 ∈elemtype}；R={r}；r={<ai
 ,ai+1
 |1≤i≤n-1}。

线性表对应的逻辑结构如图2-1所示。

[image: t9]
图2-1　线性表的逻辑结构示意图



2.1.2　线性表的运算

给出了线性表的逻辑结构后，就可以直接定义它的一些基本运算。但这些运算要实现的话，还必须依赖于具体的存储结构。

线性表常见的运算有以下几种。

（1）置空表运算setnull(&L)：用于将线性表设置成空表。

（2）求长度运算length(L)：用于求给定线性表的长度。

（3）取元素运算geti(L,i)：若1≤i≤length(L)，则取线性表中的第i个元素；否则，取得的元素为NULL。

（4）取元素位置运算locate(L,x)：在线性表中查找值等于x的元素的位置，若有多个为x的元素，则以第一个元素的位置为准，若没有x元素，则位置为0。

（5）插入运算insert(&L,x,i)：用于在线性表中的第i个位置上插入值为x的元素。

（6）删除运算dele(&L,i)：用于删除线性表中第i个位置上的元素。

2.1.3　线性表的抽象数据类型描述

上述这些操作可用抽象数据类型描述如下。


ADT　Linear_List
{
数据元素：D={ai

|ai

∈D0

，i=1，2，…，n，n≥0，D0

为某一数据对象}
关系：S＝｛<ai

，ai+1

>|ai

,ai+1

∈D0

，i=1，2，…，n-1｝
基本操作：
void Setnull($L)：将线性表L置成空表。
int Length(L)：求线性表L的长度。
elemtype Getdata(L,i)：取线性表L第i个位置上的元素。
elemtype Locate(L,x)：在线性表L中查找值等于x的元素位置。
void Insert(&L,x,i)：在线性表L中第i个位置上插入值为x的元素。
void Dele(&L,i)：删除线性表L中第i个位置上的元素。
}ADT　Linear_List



2.2　线性表的顺序存储结构

2.2.1　线性表的顺序存储结构

线性表的顺序存储是指用一组地址连续的存储单元依次存储线性表中的各个元素，使得线性表中在逻辑结构上相邻的数据元素存储在相邻的物理存储单元中，即通过数据元素物理存储的相邻关系来反映数据元素之间逻辑上的相邻关系。采用顺序存储结构的线性表通常称为顺序表。

假设线性表中有n个元素，每个元素占k个单元，第一个元素的地址为LOC(a1
 )，则可以通过如下公式计算出第i个元素的地址。

LOC(ai
 )=LOC(a1
 )+(i-1)×k

其中，LOC(a1
 )称为基地址。顺序表存储结构示意图如图2-2所示。

[image: t10]
图2-2　顺序表存储结构示意图



顺序存储结构可以借助于高级程序设计语言中的一维数组来表示，一维数组的下标与元素在线性表中的序号相对应。线性表的顺序存储结构可用C语言定义如下。


#define MAXSIZE=100
struct seqList
{
　 elemtype　a［MAXSIZE+1］； //线性表占用的数组空间
　 int last；　　　　　　　　  //记录线性表中线性表的长度，以及数组元素个数
}；



说明：

（1）elemtype数据类型是为了统一的描述而自定义的，在实际应用中，用户可根据自己实际需要而定义顺序表中数据元素的数据类型。例如：int、float或某种结构体类型等。

（2）在上述描述中，由于a为一个数组类型，故第一个元素为a[0]而非a[1],存储空间为a[0]～a[MAXSIZE]而非a[1]～a[MAXSIZE]，故不使用a[0]。这样，在线性表中序号值为i，在顺序表对应的数组a中的下标也为i。

利用顺序表的数据类型struct seqList就可以定义变量了，变量L的定义方法有以下两种。

（1）通过变量定义语句来定义，具体语句如下。


struct seqList L；



可利用L. a[i]来访问顺序表中序号为i的元素ai
 。则L.a[last]为最后一个元素，L.last为顺序表的长度。

（2）通过指针变量定义语句来定义，具体语句如下。


struct seqList　*L；



可利用L->a[i] 来访问顺序表中序号为i的元素ai
 。则L->a[last]表示最后一个元素，L->last表示顺序表的长度。

2.2.2　顺序表运算


1. 置空表运算


置空表运算的算法如下。


void setnull(struct　seqList $L)
{
L.last=0;
}




2. 求线性表的长度


求线性表长度的算法如下。


int length(struct seqList L)
{
return(L.last);
}




3. 按序号查找


按序号查找运算可使用函数getdata(L，i)来查找线性表L中的第i个数据元素，其结果是L.a［i］或L->a［i］。

顺序表的按序号查找运算的算法如下。


elemtype getdata(struct　seqList L,int i)
{
if(i<1||i>L.last)
 {
 　printf(“查找的位置不正确！\n”);
　 return(NULL);
　}
else return(l.a[i]);
}




4. 按内容查找


按内容查找运算可使用函数locate（L，x）来查找线性表L中与给定值x相等的数据元素，即从第一个元素开始，依次将表中元素与x相比较。若在线性表L中找到与x相等的元素，则返回该元素在表中的序号；若找不到相等的元素，则返回一个“空序号”，如-1。其具体算法如下。


int　locate(struct　seqList L，　elemtype x)
//在顺序表L中依次存放着线性表中的元素，在表中查找与x相等的元素。若L［i］=x，则找到该元素，并返回i值；若找不到，则返回“-1” 
{
i=1;　　　　                        //i为扫描计数器，初值为1，即从第一个元素开始比较
while((i<=L.last)&&(L.a［i］!=x))　//顺序扫描表，直到找到值为key的元素，或者扫描到表尾而没找到
i++;
if　(i<=L.last)
　　　return(i);　　　             //若找到值为x的元素，则返回其序号
else
　　　return(-1);　　             //若未找到，则返回空序号
}




5. 插入运算


线性表的插入运算是指在表的第i(1≤i≤n+1)个位置，插入一个新元素x，使长度为n的线性表（e1
 ，…，ei-1
 ，ei
 ，…，en
 ）变成长度为n+1的线性表（e1
 ，…，ei-1
 ，x，ei
 ，…，en
 ）。用顺序表作为线性表的存储结构时，由于结点的物理顺序必须和结点的逻辑顺序保持一致，因此，必须将原表中位置n，n-1，…，i上的结点，依次后移到位置n+1，n，…，i+1上，空出第i个位置，然后在该位置上插入新结点x。当i=n+1时，是指在线性表的末尾插入结点，所以无须移动结点，直接将e插入表的末尾即可。


【例2-1】
 　已知线性表（4，9，15，28，30，30，42，51，62），需在第4个元素之前插入一个元素“21”，则需要将第9个位置到第4个位置的元素依次后移一个位置，然后将“21”插入到第4个位置，如图2-3所示。请注意区分元素的序号和数组的下标。

[image: t11]
图2-3　顺序表插入元素前后的状态




void Insert(struct seqList &L,elemtype x,int i)　//在顺序表L中第i个位置插入一个元素x
{
int k;
if((i<1)||(i>L.last+1)) 　　　　　　　　　//首先判断插入位置是否合法 
　 printf("插入位置i值不合法")；
if(L.last>=maxsize)
　 printf("表已满无法插入")；
for(k=L.last;k>=i;k--)　　　　　　　　　//为插入元素而移动位置
　 L.a［k+1］=L.a［k］; 
　 L.a［i］=x;
　 L.last++;
}



在顺序表中插入一个数据元素时，其时间主要耗费在移动数据元素上。设Pi
 为在第i个位置插入元素的概率，并假设在任何位置上插入元素的概率相等，即

Pi
 =1/(n+1)　i=1，2,…，n+1

设Eins
 为在长度为n的表中插入一个元素所需移动元素的平均次数，则

[image: 0027-01]


可以看出，当i=L->last+1时，语句L.a［k+1］=L.a［k］将不会执行，因为循环的终值大于初值，此时不需要移动元素，可直接在表尾插入x。当i=1时，语句L.a［k+1］=L.a［k］需执行n次，即将表中已存在的n个元素依次后移一个位置才能将x插入。因此，语句L.a［k+1］=L.a［k］的频度与插入位置i有关。


6. 删除运算


线性表的删除运算是指将表中的第i(1≤i≤n)个元素删去，使长度为n的线性表（e1
 ，…，ei-1
 ，ei
 ，ei+1
 ，…，en
 ）变成长度为n-1的线性表（e1
 ，…，ei-1
 ，ei+1
 ，…，en
 ）。


【例2-2】
 　线性表（4，9，15，21，28，30，30，42，51，62），若删除第5个元素，则需将第6个元素到第10个元素依次向前移动一个位置，如图2-4所示。

[image: t12]
图2-4　顺序表删除前后的状态



具体算法如下。


void dele(struct　deqList &L,int　i)
//在顺序表L中删除第i个数据元素，i的合法取值为1≤i≤L.last
{
  int k;
  if((i<1)||(i>L->last))
{
　　 printf("删除位置不合法！")；
}
  for(k=i;i<=L.last;k++)
　　 L.a［k-1］=L.a［k］;　　//将后面的元素依次前移
  L.last--; 
}



与插入运算类似，在顺序表上实现删除运算也必须移动结点，这样才能反映出结点间的逻辑关系的变化。

同理，设Qi
 为删除第i个元素的概率，并假设在任何位置上删除的概率相等，即

Qi
 =1/n,　i=1，2,…，n

删除一个元素所需移动元素的平均次数Edel
 为

[image: 0028-01]


可以看出，若i=L->last，则移位语句L.a［k-1］=L.a［k］不执行，因为循环变量的初值大于终值，此时不需要移动元素，仅将表长度减1即可。显然，删除算法中移位语句L.a［k-1］=L.a［k］的执行频度也与删除位置i有关。

这说明，在顺序表中进行一次插入或删除操作平均要移动一半的元素。两个算法的执行时间均为O（n）。


【例2-3】
 　有两个顺序表LA和LB，其元素均为非递减有序排列。编写一个算法，将它们合并成一个顺序表LC，要求LC也是非递减有序排列。例如，LA=(1,2,5),LB=(1,3,4,7)，则LC=(1,1,2,3,4,5,7)。


【算法思想】
 　设表LC是一个空表，为使LC也是非递减有序排列，可设置两个指针i、j分别指向表LA和表LB中的元素。若LA->a［i］>LB->a［j］，则当前先将LB->a［j］插入到表LC中；若LA->a［i］≤LB->a［j］，则当前先将LA->a［i］插入到表LC中。如此进行下去，直到其中一个表被扫描完毕，然后再将未扫描完的表中剩余的所有元素放到表LC中，具体程序如下。


void merge(struct seqList *LA, struct seqList *LB, struct seqList *LC)
{
  int i，j，k，l;
  i=0;j=0;k=0;
  while(i<=LA->last&&j<=LB->last)
　　if(LA->a［i］<=LB->a［j］)
　　　{
　　　　LC->a［k］=LA->a［i］;
　　　　 i++;　k++; 
　　　}
　　else
　　　 {
　　　　 LC->a［k］=LB->a［j］;
　　　　 j++;　k++;
　　　　 }
  while(i<=LA->last)　//当表LA比表LB长时，则将表LA余下的元素赋给表LC
　{
　　LC->a［k］=LA->a［i］; 
　　i++;　k++; 
　}
  while(j<=LB->last)　//当表LB比表LA长时，则将表LB余下的元素赋给表LC
　{
　　LC->a［k］=LB->a［j］; 
　　j++;　k++;
　　}
　LC->last=LA->last+LB->last;
}



由上面的讨论可知，线性表顺序表示的优点如下。

（1）无须为表示结点间的逻辑关系而增加额外的存储空间（因为逻辑上相邻的元素其存储的物理位置也是相邻的）。

（2）可以很方便地随机存取表中的任一元素。

线性表顺序表示的缺点如下。

（1）插入或删除运算不方便，除表尾的位置外，在表的其他位置上进行插入或删除操作都必须移动大量的结点，其效率较低。

（2）由于顺序表要求占用连续的存储空间，其存储分配只能预先进行静态分配，因此当表长变化较大时，难以确定合适的存储规模。若按可能达到的最大长度预先分配表空间，则可能造成一部分空间长期闲置而得不到充分利用；若事先对表长估计不足，则插入操作可能使表长超过预先分配的空间而造成溢出。

2.3　线性表的链式存储结构

链式存储是最常用的动态存储方式。为了克服顺序表的缺点，可以采用链式存储方式来存储线性表。通常将链式方式存储的线性表称为线性链表。

2.3.1　单链表

在顺序表中，用一组地址连续的存储单元依次存放线性表的结点，因此线性表的逻辑顺序和物理顺序是一致的，而链表则不同。链表是一种物理存储单元上非连续、非顺序的存储结构，数据元素的逻辑顺序是通过链表中的指针链接次序来实现的。链表由一系列结点（链表中每一个元素称为结点）组成，结点可以在运行时动态生成。每个结点包括两个部分：一个是存储数据元素的数据域，另一个是存储下一个结点地址的指针域。线性链表正是通过每过结点的指针域将线性表的n个结点按其逻辑顺序链接在一起的。由于此链表中的每一个结点只有一个next指针域，所以将这种链表称为单链表。如图2-5所示。

[image: t13]
图2-5　单链表的结点结构



由于单链表中每个结点的存储地址是存放在其前驱结点的指针域中的，而第一个结点无前驱，因而应设一个头指针head指向第一个结点。同时，由于表中最后一个结点没有直接后继，则指定线性表中最后一个结点的指针域为“空”（NULL）。这样，对于整个链表的存取必须从头指针开始。

通常，将链表画成用箭头相连接的结点序列，结点之间的箭头表示指针字段的值。使用这种方式描述链表是因为，在使用链表时人们只关心结点之间的逻辑顺序，而结点的实际存储地址是无关紧要的，如图2-6所示。

[image: t14]
图2-6　单向链表



单向链表的画法如图2-6所示，其中，图2-6(a)所示的是4个结点的线性表（a,b,c,d），图2-6(b)所示的是空表。图2-6中的变量head称为表头结点，用于存放链表的第一个结点地址（对于空表，其值为“NULL”）。对于链表的存储，必须从头指针开始，顺着指针链依次进行。由于最后一个结点没有后继，所以最后一个结点指针字段的值为“NULL”，在图中用“∧”表示空指针。

为了操作的统一、方便，可以在单链表的第一个结点之前附设一个头结点，头结点的数据域可以存储一些关于线性表长度等的附加信息，也可以不存储任何信息。头结点的数据信息没有任何规定，而头结点的指针域则存储第一个结点的地址。此时，头指针就不再指向链表中的第一个结点，而是指向头结点。如果线性表为空，则头结点的指针域为“NULL”。如图2-7所示。

[image: t15]
图2-7　带头结点的单链表



单链表的存储结构描述如下。


struct node
{
elemtype data;　　　　　　//数值字段度
struct Node *next;　　　 //指针字段
};
struct linklist
{
node *head;　　　　　    //表头指针
int n;　　　　　　　　    //线性表长度
};



head是单链表的头指针，它指向头结点，若head->next==NULL，则表示单链表为空表，其长度为0；如不带头结点，则head==NULL,表示单链表为空表。

2.3.2　单链表上的基本运算


1. 初始化单链表


初始化单链表的算法如下。


void List(struct linklist *head)
{
*head=(struct linklist)malloc(sizeof(struct linklist));
(*head)->next=NULL；
}




2. 建立单链表


假设线性表中的结点数据类型为字符型，那么，可以逐个输入字符，并以“#”作为输入结束标志符，动态地建立单链表。常见链表建立的方法有如下两种。

1）尾插法建立单链表


【算法思想】
 　从一个空表开始，每次读入一个输入，生成新的结点，将读入的数据放入新结点的数据域中，然后将新结点插入到当前单链表的表尾上，直到读入结束标志为止。为此，需要增加一个尾指针r，使之指向单链表的表尾。用尾插法建立的单链表的逻辑顺序与输入元素顺序相同。用尾插法建立单链表的流程如图2-8所示。

[image: t16]
图2-8　尾插法建立单链表



具体算法如下。


struct linklist　createtail()
{ //将新增的字符追加到链表的末尾
strucht linkList head; 
struct node *r,*s; 
int flag=1;　 //设置一个标志，初值为1，当输入"#"时，flag为0，建表结束
head=(struct linklist *)malloc(sizeof(struct linklist));　//为头结点分配存储空间
heak->next=NULL;
r=head;       //r指针始终动态指向链表的当前表尾，便于做尾插入，其初值指向头结点
while(flag)

{
　c=getchar();
　if(c!='#')
　  {
　  　s=(struct node*)malloc(sizeof(struct node)); 
　  　s->data=c; 
　  　r->next=s;
　  　r=s；
　  }
　  else
　  {
　  　flag=0;
　  　r->next=NULL;　　//将最后一个结点的next链域置为空，表示链表的结束
　  }
  }
  return head;
}



2）头插法建立单链表


【算法思想】
 　头插法建立单链表的方法是将新结点插入到当前链表的表头结点之后。用头插法建立的单链表的逻辑顺序与输入元素的顺序相反，如图2-9所示。

[image: t17]
图2-9　头插法建立单链表



具体算法如下。


struct linklist createhead()
{
struct linkList head; 
struct node  *s; 
char c;
int flag=1;　//设置一个标志变量flag，初值为1，当输入"$"时，将flag置为0，建表结束




head=(struct linklist)malloc(sizeof(struct linklist));　//为头结点分配存储空间
head->next=NULL; 
While(flag)
{
  c=getchar();
  if(c!='#')
  　{
  　s=(struct node*)malloc(sizeof(struct node));　//为读入的字符分配存储空间
  　s->data=c;
  　s->next=head->next;
  　head->next=s;
  　}
  else flag=0;
  }
return head; 
}




3. 查找


1）按序号查找

在单链表中，由于每个结点的存储地址都存放在其前一结点的指针域next域中，因而即使知道被访问结点的序号i，也不能像顺序表那样直接按序号i访问一维数组中的相应元素，实现随机存取；而只能从链表的头指针出发，顺着指针域next逐个结点进行搜索，直至搜索到第i个结点为止。


【算法思想】
 　设带头结点的单链表的长度为n，要查找表中的第i个结点，则需要从单链表的头指针head出发，从头结点（head->next）开始顺着链域扫描。用指针p指向当前扫描到的结点，初值指向头结点，用j做计数器，累计当前扫描过的结点数（初值为0），当j=i时，指针p所指的结点就是要找的第i个结点。

具体算法如下。


struct node *getdatai(struct linkList head, int i)
//在带头结点的单链表L中查找第i个结点，若找到（1≤i≤n），则返回该结点的存储地址；否则返回NULL
{
int j；
struct node　*p；
p=head；j=0；　　　　　　　//从头结点开始扫描
while(p->next!=NULL&&j<i)
{
p=p->next；　　　　　　//扫描下一结点
　j++；               //已扫描结点计数器
}
if（i==j）return p；　　//找到了第i个结点
else return NULL；　　 // 找不到，i≤0或i>n
}



2）按值查找


【算法思想】
 　按值查找是指在单链表中查找是否有结点值等于x的结点，如果有则返回首次找到的值为x的结点的存储地址，否则返回NULL。查找过程从单链表的头指针指向的头结点开始，顺着链表逐个将结点的值与给定值x作比较。


struct node *locate(struct linkList head，elemType x)
//在带头结点的单链表L中查找其结点值等于x的结点，若找到则返回该结点的位置p；否则，
//返回NULL
{
struct node *p; 
p=head>next;　　　　　　　//从表中第一个结点比较
while(p!=NULL)
if(p->data!=x)
    p=p->next;
else break;　　　       //找到结点key，退出循环
    return p; 
}




4. 插入


在单链表中插入是指在第i个结点的后面插入一个数值为x的新结点，用i=0表示将新结点插入到表头结点之后，成为线性表的第一个结点。


【算法思想】
 　首先，判断i是否正确，若i<0或i>head->n，则说明参数i不正确，不能进行插入操作；然后，在单链表中找到第i个结点，或者调用定位函数getdatai(head,i)，确定第i个结点的地址p，在p结点的后面插入一个新结点，具体步骤如下。

（1）为新结点分配存储单元。

（2）将x存入新结点的数据域中。

（3）让新结点指向p所指向结点的后续结点（即第i+1个结点）。

（4）让p所指结点指向新结点。

（5）线性表长度加1。

详细流程如图2-10所示。

[image: t18]
图2-10　插入新结点



具体算法如下。


void insList(struct linkList head，int i，elemType x)
{ //在带头结点的单链表head中第i个位置后插入值为x的新结点
node *p，*s; 
int k;
p=head;k=0;
if(i<0||i>head->n) 
    printf("插入位置不合理！")；
while(k<i)
    //在第i个元素之后插入，则先找到第i个数据元素的存储位置，使指针p指向它
{
p=p->next;
k=k+1;
}
s=(struct node*)malloc(sizeof(struct node));
s->data=x;　　　　　　　　　　//将待插入结点的值x赋给s的数据域
s->next=p->next;
p->next=s;
head->n++;
}




5. 删除


单链表中的删除操作用于删除线性表中的第i个结点。


【算法思想】
 　首先判断参数i是否正确，若i<1或i>head->n，则说明参数不正确；然后，在单链表中找到第i-1个结点，或者调用定位函数getdatai(head,i-1)来确定第i-1个结点的地址p，删除p结点的下一个结点（第i个结点），具体步骤如下。

（1）让q指针指向第i个结点（q=p->next）。

（2）让p指针所指结点指向q指针所指结点的下一结点（p->next=q->next）。

（3）释放q结点所占用的存储空间。

（4）线性表长度减1。

详细流程如图2-11所示。

[image: t19]
图2-11　删除结点



具体算法如下。


void delList(struct linkList head，int i)
//在带头结点的单链表L中删除第i个元素
{
struct  node *p，*q; 
int k;
p=head;k=0;
if(i<1||i>head->n)
printf("删除结点的位置i不合理！");
while(k<i-1)　　　　　　　//寻找被删除结点i的前驱结点i-1使p指向它
{
p=p->next;
k=k+1;
}
q=p->next;
p->next=q->next;　　　 //删除结点q
free(q);　　　　　　　　//释放被删除的结点所占的内存空间
return OK;
}



链表的一个重要特点是插入、删除操作灵活方便，不需移动结点，只需改变结点中指针域的值即可。而数组由于使用存储单元的邻接性体现数组中元素的逻辑顺序关系，因此，对数组进行插入和删除运算时，可能需要移动大量的元素，以保持这种物理和逻辑的一致性。例如，数组中有m个元素，往第i（i < m）个元素后面插入一个新元素，需要将第i+1个元素至第m个元素共m-i个元素向后移动。

2.4　循环链表

循环链表（circular linked list）是另一种形式的链式存储结构。循环链表是将单链表中最后一个结点指针指向链表的头结点，使整个链表形成一个环。这样，从表中任何一个结点出发都可以找到表中其他的结点，如图2-12所示。

[image: t20]
图2-12　循环链表



带有头结点的循环链表的操作实现算法和带有头结点的单链表的操作实现算法类似，其差别在于：算法中的条件在单链表中为p!=NULL或p->next!=NULL；而在循环链表中应改为p!=head或p->next!=head。空循环链表的判定条件为head->next==head。

在循环链表中，除了头指针head外，还可以加一个尾指针rear。尾指针rear指向最后一个结点，从最后一个结点的指针又可以立即找到链表的第一个结点。在实际应用中，有时只使用表尾指针，而不设表头指针，使用尾指针来代替头指针进行某些操作往往更简单。


【例2-4】
 　将两个线性表合并为一个表。

将两个线性表合并为一个表时，仅将两个循环链表首尾相连即可。设La为第一个循环链表的表尾指针，Lb为第二个循环链表的表尾指针，合并后Lb为新链表的表尾指针。具体算法如下。


void merge(struct node *La,struct node *Lb)
{
struct node *p;
P=Lb->next;
Lb->next=La->next;
La->next=p->next;
free(p);
}



2.5　双向链表

2.5.1　双向链表

在前面介绍的单链表及循环链表中，每个结点中只有一个指示后继结点的指针域，因此，从任何一个结点都可以通过指针域找到它的后继结点。但如果需要找出该节点的前驱结点，此时需要从表头结点出发重新查找。换句话说，在单链表中，如果要查找某结点的后继结点，则执行时间为O（1），而查找其前驱结点的执行时间为O(n)。

为了克服单向链表的这种访问方式的单向性，可以构造双向链表。在双向链表中，每一个结点除了数据域外，还包含两个指针域，一个指针（next）指向该结点的后继结点，另一个指针（prior）指向它的前驱结点。双向链表的结点结构如图2-13所示。

[image: t21]
图2-13　双向链表的结点结构



双向链表的结构可定义如下。


struct node
{
elemtype data;
struct node *prior,*next;
};



与单链表相比，双向链表具有更加灵活的优点。从双向链表中的任何一个结点出发，既可以顺着后继指针链向后查找，又可以顺着前驱指针链向前查找。当然，这是以增加存储空间为代价的。

双向链表也有多种形式。例如，可以带头结点，也可以不带头结点；可以是循环的，也可以是非循环的；可以是静态的，也可以是动态的等。如图2-14所示的是带头结点的双向循环链表，其中head为头指针。

[image: t22]
图2-14　带头结点的双向链表



由于在双向链表中既有前向链又有后向链，因此，寻找任一结点的直接前驱结点与直接后继结点变得非常方便。设指针p指向双链表中的某一结点，则有下式成立。

p->prior->next=p=p->next->prior 

2.5.2　双向链表的操作


1. 双向链表的插入操作


在双向链表上进行插入操作时，需要同时修改两个方向上的指针。假若采用动态存储结构，prior和next分别表示结点的前驱指针和后继指针，则在p结点前插入新结点q的过程如图2-15所示。

[image: t23]
图2-15　在p结点前插入新结点q



其中，有下列等式成立。


s->prior=p->prior;
p->prior->next=s;
s->next=p;
p->prior=s;




2. 双向链表的删除操作


在双向链表上进行删除操作，删除p结点的过程如图2-16所示。

[image: t24]
图2-16　删除p结点



其中，有下列等式成立。

p->prior->next=p->next;
p->next->prior=p->prior;

2.5.3　静态链表

在程序中，链表还可以用数组来描述，具体如下。


#define　MAXSIZE=100
struct list 
{
elemtype data;
intnext; 　　　　　　　　　　  //指针字段
};
elemtype s[MAXSIZE+1];　　　 //链表存储空间
int head;　　　　　　　　　　　//表头指针



由于数组变量属于静态变量，因此，将这种链表称为静态链表。


【例2-5】
 　线性表（a,b,c,d）可按如图2-17所示的形式存放。这是一个不带表头结点的单链表。

[image: t25]
图2-17　静态单链表的存储结构



在这种表示方法中，链表中的一个结点对应数组中的一个数组元素。如果某结点在数组中的下标为i，则s[i].data和s[i].next分别为该结点的数值字段和后继结点指针字段；如果后继指针字段为0，则表示该结点无后继结点。

为了在静态链表上实现插入和删除操作，可将数组中那些未使用的元素通过next字段构成一个备用单元链表（为了避免混淆，将原先那个链表称为数据链表）。每当需要往数据链表中插入结点时，就取备用单元链表中的第一个结点作为数据链表中新插入结点的存储空间；每当从数据链表中删除一个结点时，就把这个被删除结点链接到备用单元链表上。


【例2-6】
 　有一个线性表（a,b,c,d），若要对这个线性表进行插入和删除操作，线性表的长度不超过10，故可用一维数组s表示数据链表和备用单元链表，如图2-18所示。其中，head是数据链表的表头指针，avail是备用单元链表的表头指针。

[image: t26]
图2-18　数据链表和备用单元链表



此时，若要插入新结点x，使线性表（a,b,c,d）变为线性表（a,b,x,c,d），可将备用单元链表中的第一个结点s[10]作为数据链表中新插入结点的存储空间，将x存入s[10].data中，并将s[10].next、s[1].next、avail的值分别改为4、10、9，其结构如图2-19所示。

[image: t27]
图2-19　在数据链表中插入新结点



如果要删除一个结点，使线性表由（a,b,x,c,d）变为线性表（a,b,x,d），则只需将s[10].next、s[4].next、avail的值分别改为7、9、4，其结构如图2-20所示。

[image: t28]
图2-20　从数据链表中删除一个结点



2.5.4　顺序表和链表的比较

（1）在链表中的每个结点，除了数据域外，还需要额外设置指针（或光标）域，当每个结点的数据域所占字节不多时，指针域所占存储空间的比重就会更大。

（2）在链表中的任何位置上进行插入和删除操作时，都只需要修改指针。而在顺序表中进行插入和删除操作时，平均要移动表中近一半的结点，尤其是当每个结点的信息量较大时，移动结点的时间开销就相当大了。因此，对于频繁进行插入和删除的线性表，宜采用链表做存储结构；若表的插入和删除主要发生在表的首尾两端，则宜采用尾指针表示的单循环链表；而若是按序号存取，则宜采用顺序表。

2.6　多项式相加

对于符号多项式的各种操作，实际上都可以利用线性表来处理。比较典型的是关于一元多项式的处理。在数学上，一个一元多项式Pn
 (x)可按升幂的形式写成如下形式。

Pn
 (X)=P0
 +P1
 X+P2
 X2
 +P3
 X3
 +…+Pn
 Xn


pi
 Xi
 是多项式的第i项（0≤i≤n）。其中，ai
 为系数，x为变量，i为指数。它有n+1个系数唯一确定。因此，在计算机中可以用一个线性表P来表示。

P=(P0
 ,P1
 ,P2
 ,…,Pn
 )

假设Qm
 (x)是一个一元多项式，则它也可以用一个线性表Q来表示，即

Q=(q0
 ,q1
 ,q2
 ,…,qm
 )

若假设m<n，则两个多项式相加的结果为Rn
 (x)=Pn
 (x)+Qm
 (x)，也可以用线性表R来表示。

R=(p0
 +q0
 ，p1
 +q1
 ，p2
 +q2
 ，…，pm
 +qm
 ，pm+1
 ，…，pn
 )

对P、Q、R既可以采用顺序存储结构，也可以采用链式存储结构。使用顺序存储结构可以使多项式相加的算法十分简单，即p［0］存系数p0
 ，p［1］存系数p1
 ，…，p［n］存系数pn
 ，对应单元的内容相加即可。但当多项式中存在大量的零系数时，这种表示方式就会浪费大量的存储空间，例如：

R(x)=1+5x100
 +8x1 000


若采用顺序存储结构，则需要1 001个空间，而存储的有用数据只有三个，这无疑是一种浪费。为了有效而合理地利用存储空间，则可以用链式存储结构来表示多项式。

采用链式存储结构表示多项式时，多项式中的每一个非零系数项构成链表中的一个结点，对于系数为零的项则无需存储。若只存储非零系数项，则必须存储相应的指数信息才行。

一般情况下，一元多项式（只表示非零系数项）可表示成如下形式。

Pn
 (x)=p1
 xe1

 +p2
 xe2

 +…+pm
 xem



其中，pi
 是指数为ei
 的项的系数且0≤e1
 ≤e2
 ≤…≤em
 =n。若只存储非零系数，则多项式中每一项由指数项和系数项两项构成，可用线性表表示如下。

(（p1
 ,e1
 ）,(p2
 ,e2
 ),…,(pm
 ,em
 ))

采用上述的方法存储数据，在最坏的情况下，即n+1个系数都不为零时，比只存储系数的方法多存储1倍的数据。但对于非零系数多的多项式则不宜采用这种方式。

多项式链表中的每一个非零项结点结构用C语言描述如下。


structpolynode 
{
  int coef;
  int exp;
  struct polynode *next;
};



假设有多项式P(x)=4+2x-8x8
 +9x14
 与Q(x)=6x+5x2
 +7x8
 已经用单链表表示，其头结点分别为ph和qh，如图2-21所示。

[image: t29]
图2-21　多项式的单链表存储结构



则两个多项式相加为R（x）=4+8x+5x2
 +15x8
 +9x14
 。其运算规则为：假设指针p、q分别指向多项式P(x)和多项式Q(x)中当前进行比较的某个结点，则比较两个结点的数据域的指数项。两个多项式中所有指数相同的项的对应系数相加，若和不为零，则构成“和多项式”中的一项；所有指数不相同的项均复制到“和多项式”中。若以单链表作为存储结构，并且“和多项式”中的结点无需另外生成，则可看成是将多项式Q加到多项式P中，其具体过程如下。

（1）若p->exp<q->exp，则结点p所指的结点应是“和多项式”中的一项，令指针p后移。

（2）若p->exp=q->exp，则将两个结点中的系数相加。当和不为零时修改结点p的系数域，释放q结点；若和为零，则“和多项式”中无此项，从表A中删去p结点，同时释放p和q结点。

（3）若p->exp>q->exp，则结点q所指的结点应是“和多项式”中的一项，将结点q插入到结点p之前，并且令指针q在原来的链表上后移。

上述过程反复进行，直到p或q的值为空为止。此时，若p（或q）不为空，则说明P(x)链表（或Q(x)链表）中还有未处理的结点，需要将它们复制到R(x)链表中。

按以上运算规则得到的“和多项式”链表如图2-22所示。

[image: t29a]
图2-22　和多项式链表



具体的算法如下。


void　polyadd(struct polynode ph;struct polynode qh)
//此函数用于将两个多项式相加，然后将和多项式存放在多项式ph中，并将多项式qh删除
{
struct polynode　*p,　*q,　*pre;　*temp; 
int sum;
p=ph->next;　　　                //令p和q分别指向ph和qh多项式链表中的第一个结点
q=qh->next;
pre=ph;　　　　　                //pre指向和多项式的尾结点
while（p!=NULL && q!=NULL）　　　//当两个多项式均未扫描结束时
{
  if（p->exp<q->exp）
  //如果p指向的多项式项的指数小于q的指数，则将p结点加入到和多项式中 
  　{
  　pre->next=p;
  　pre=pre->next;
  　p=p->next；
  }
  else if(p->exp==q->exp）　　　//若指数相等，则相应的系数相加
  　{
  　sum=p->coef+q->coef;
  　if(sum!=0)
  　　 {
   　 　 p->coef=sum;
   　 　 pre->next=p;
   　 　 pre=pre->next;
   　 　 p=p->next; 
  　　 }
  　 else 
  　　{
  　　temp=p->next;　free(p);　p=temp;
  　　//若系数和为零，则删除结点p与q，并将指针指向下一个结点
  　　temp=q->next;　 free(q);　q=temp;
  　} 
  }
else
  {
  pre->next=q;　 pre=pre->next; //将q结点加入到和多项式中
  　q=q->next;
  　}
  }
}
  if(p!=NULL)　　               //多项式P中还有剩余，则将剩余的结点加入到和多项式中
  　 pre->next=p;
  else　　　　　　              //否则，将Q中的结点加入到和多项式中
  　 pre->next=q;
}



本章小结

（1）线性表的逻辑结构特性是数据元素之间存在着线性关系，在计算机中表示这种关系的两类不同的存储结构是顺序存储结构和链式存储结构。用前者表示的线性表简称为顺序表，用后者表示的线性表简称为链表。

（2）熟练掌握两类存储结构的描述方法，注意一维数组的下标从0开始，并掌握链表中指针p和结点*p的对应关系，链表中的头结点、头指针和首元素结点的区别及循环链表、双向链表的特点等。链表是本章的重点和难点。扎实地掌握指针操作和内存动态分配的编程技术是学好本章的基础。

（3）熟练掌握线性表在顺序存储结构上实现基本操作（查找、插入和删除）的算法。

（4）熟练掌握在各种链表结构中实现线性表操作的基本方法，能在实际应用中选用适当的链表结构。

（5）能够从时间和空间复杂度的角度综合比较线性表两种存储结构的不同特点及其适用场合。

习题2


一、填空题


1. 在顺序表中，逻辑上相邻的元素，其物理位置上_____相邻。

2. 在单链表中，逻辑上相邻的元素，其物理位置上_____相邻。

3. 设单链表中指针p指向结点s，若要删除s之后的结点（若存在），则需修改指针的操作为__________。

4. 在一个长度为n的顺序表中，如果要删除第i个元素，需移动_____个元素。


二、选择题


1. 某线性表中最常用的操作是存取序号为i的元素和在最后进插入和删除运算，则采用（　　）存储方式的时间性能最好。

A. 双向链表

B. 双向循环链表

C. 顺序表

D. 单向循环链表

2. 在一个单链表中，已知q结点是p结点的前驱结点，若在q和p之间插入s结点，则须执行（　　）。

A. s->next=p->next;p->next=s

B. p->next=s->next;s->next=p

C. q->next=s;s->next=p

D. p->next=s;s->next=q

3. 带头结点的单链表为空的判定条件是（　　）。

A. L=NULL

B. L->next=NULL

C. L->next=head

D. L!=NULL

4. 某线性表中最常用的操作是存取第i元素及其前驱结点的值，则采用（　　）存储方式能节省时间。

A. 双向链表

B. 双向循环链表

C. 顺序表

D. 单向循环链表

5. 已知一个带头结点的非空循环单链表，其尾指针是R，则其首元素结点的地址为（　　）。

A. R->next

B. *(r->next->next)

C. &(r->next->next)

D. R->next->next


三、编程题


1. 试设计一算法：从顺序表中删除自第i个元素开始的k个元素。

2. 试将一个无序的顺序表A=（11,17,45,23,87,56,19,25），转换成一个按升序排列的有序顺序表（用链表实现）。

3. 给出删除单链表中值为k的结点的算法。

4. 试给出求单链表长度的算法。

5. 试给出在有序链表中插入一值为k的结点的算法。

6. 试将入口为head的有序单链表，按所给关键字k分成两个循环链表。其中，比k小的所有结点组成入口为h1
 的循环链表，比k大的所有结点组成入口为h2
 的循环链表。

7. 试设计一算法来实现顺序表的逆置。

8. 对于顺序表，写出下列操作的算法。

（1）从表中删除最小值的元素并由函数返回，空出的位置由最后一个元素补上，若为空表，则显示错误信息并退出运行。

（2）删除表中值为x的结点并由函数返回。

（3）向表中第i个元素之后插入一个值为x的元素。

（4）从表中删除值在x～y之间的所有元素。

（5）将表中的元素排成一个有序表。

（6）从有序表中删除值在x～y之间的所有元素。

9. 对于单链表，写出下列操作的算法。

（1）根据一维数组建立一个单链表，使单链表中元素的顺序与数组的次序相同。

（2）统计单链表中值在x～y之间的所有结点个数。

（3）删除单链表中从第k个结点开始连续的j个结点。

（4）将该单链表分解为两个单链表，使其中一个单链表中仅含有奇数，另一个单链表中仅含有偶数。

（5）将另一个已经存在的单链表插入到该链表的第k个结点之后。

（6）将单链表中的所有元素排成一个有序序列。



第3章　栈和队列

栈和队列是两种特殊的线性表，它们因为对线性表中的插入、删除操作进行了限定而具有不同于一般线性表的特点。也正因为如此，它们也被称为限定性数据结构（restricted data structure）。这两种数据结构在计算机程序设计中使用得非常广泛。本章介绍了这两类数据结构在逻辑结构上的特性并讨论了顺序存储结构和链式存储结构的实现细节，最后给出了这两类数据结构在程序设计中的应用实例。

3.1　栈的定义及抽象数据类型

栈（stack）是一种特殊的线性表，这种表只能在固定的一端进行插入与删除运算。通常称固定插入、删除的一端为栈顶（top），而另一端称为栈底（bottom）。位于栈顶和栈底的元素分别称为顶元和底元。当表中没有元素时，称为空栈。为了与一般的线性表相区别，通常将栈的插入操作称为入栈，将删除操作称为出栈。

假设线性表S=(a，b，c，d，e)是一个栈数据结构，并且规定只能在末尾进行插入和删除操作，则该线性表的尾端为栈顶，起始端为栈底，元素e为顶元，元素a为底元。栈最大的特点在于利用这种数据结构能够将元素按照入栈顺序的逆序进行输出。例如：将S中的元素按照a、b、c、d、e的顺序依次入栈，则出栈的元素顺序为e、d、c、b、a，如图3-1所示。可以发现，最先进入栈中的元素a最后才出栈，最后入栈的元素e最先被出栈，因为栈的这一特性，故又将其称为后进先出的线性表（last in first out，简称为LIFO）。现实生活中很多活动都具有栈的特性，例如，一摞盘子或一摞书，要从这样的一摞物体中取出一件物体或多放入一件物体，只有在顶部操作才是最方便的。

[image: t30]
图3-1　栈的示例



栈也因为其后进先出的特性在程序设计领域有着广泛的应用。例如，考虑图3-2所示的函数调用的过程，其中包含1个main函数和3个自定义函数a1，a2，a3。在执行主函数main()时，首先调用函数a1，当a1执行完毕后，应由a1返回到主函数，并从语句r开始继续执行。同样，在函数a1执行时，要调用a2，返回后应从语句s开始接着执行。最后，在函数a2执行时，要调用a3，返回后从语句t开始继续执行。由于返回的顺序和调用的顺序正好相反，所以，处理嵌套调用最简单的方法是设置一个返回地址栈，每次进行函数调用时，就把相应的返回地址送进栈；而当函数执行完毕时，再从栈顶取出返回地址。如上例中，返回地址按r、s、t依次进栈，而出栈的顺序却是t、s、r，栈数据结构使这一问题得到了圆满解决。类似的函数的递归调用问题也需要栈记录函数的返回地址。

[image: t31]
图3-2　函数的嵌套调用



栈的基本操作除了入栈和出栈之外，还包括栈的初始化、判空及获取栈顶元素等。栈的抽象数据类型的定义如下。


ADT栈（Stack）
{
数据元素：与线性表相同，所有元素具有相同的数据类型。
结构关系：与线性表相同，除第一个元素和最后一个元素之外，其他的元素有且仅有一个前驱元素和一个后继元素，第一个元素有后继元素没有前驱元素，最后一个元素有前驱元素没有后继元素。
基本操作：
stackinit(&s)：构造一个空栈s。
stackdestroy(&s)：将一个已存在的栈s撤销。
stackclear(&s)：将一个已存在的栈s清空。
stackempty(s)：判定s是否为空栈。当s为空栈时，函数返回值为1，否则为0。
stackfull(s)：判定栈s是否已满。当s已满时，返回值为1，否则为0。
stacklength(s)：返回栈s中元素的个数，即s的长度。
gettop(s，&x)：读栈s中的顶元，并将其值保存在x单元中返回。
push(&s，x)：在栈s的顶部插入元素x，简称将x入栈。
pop(&s，&x)：从栈s中删除顶元并将其值保存在x单元中返回，简称将x出栈。
stacktraverse(s)：从栈s的栈顶到栈底依次调用visit()函数访问s中的每个元素，一旦visit()失败，则操作失败。
}



3.2　栈的实现

与线性表类似，栈的实现既可以采用顺序存储结构也可以采用链式存储结构。采用顺序存储结构实现的栈称为顺序栈，采用链式存储结构实现的栈称为链栈。

3.2.1　顺序栈

与线性表类似，顺序栈利用一组地址连续的存储单元依次存放自栈底到栈顶的数据元素，同时设置两个指针top和base分别指向栈顶和栈底的位置。由于在顺序存储结构中，需要一次性为栈分配一片连续的内存空间，因此需要定义一个常量STACK_INIT_SIZE来表示为栈分配的初始容量。同时为了不让栈的存储空间受到限制，当栈的存储空间用完之后需要扩展栈的存储空间，则需要定义另外一个常量STACKINCREMENT表示存储空间分配的增量。用动态数组描述的顺序栈的存储类型如下。


#define STACK_INIT_SIZE　　100　　　//定义栈初始空间的容量 
#define STACKINCREMENT　　10　　    //存储空间的分配增量
typedef　struct
{
elementype *base;　　　　　　//当栈不存在时 base 的值为NULL 
elementype *top;　　　　　　//栈顶指针
int　stacksize;            //当前已分配的空间，以栈元素个数为单位 
} sqstack;



栈的初始化操作是指按指定的大小为栈动态分配一片连续的存储区，并将该存储区的首地址同时送给栈顶指针top和栈底指针base，表示栈里没有任何元素，此时的栈为空栈。若base的值为NULL时则表明栈不存在。当插入一个新元素时栈顶指针加1，当删除一个元素时栈顶指针减1。栈顶指针top始终比顶元超前一个位置，因此栈满的条件是top-base=stacksize。图3-3所示为栈顶指针和栈中元素的关系。

[image: t32]
图3-3　栈顶指针和栈中元素的关系



值得注意的是，栈在运算过程中可能会发生“溢出”。溢出有两种情况，一种称为“上溢”（overflow），另一种称为“下溢”（underflow）。若系统作为栈用的存储区已满，还有元素要求进栈，则称发生上溢；反之，若系统作为栈用的存储区已空，这时还要退栈，则称发生下溢。上溢是一种错误现象，一旦发生上溢，就要给栈分配一个更大的存储空间，以避免有用信息的丢失。而下溢则常用来作为控制转移的条件或程序结束的标志。

下面给出顺序栈的几种基本操作的算法函数。


1. stackinit函数



【算法思想】
 　构造一个空栈，即按设定的初始空间容量进行第一次存储分配。设base为栈底指针，在顺序栈中它始终指向栈底的位置；top为栈顶指针，其初值指向栈底的位置，top=base为空栈标志。

具体算法如下。


int stackinit (sqstack *s){
　/*申请顺序栈s的存储空间*/
　s->base=(elementype*)malloc(STACK_INIT_SIZE*sizeof(elementype));
　if(!s->base)return (0) ;　　　　/*存储分配失败*/
　s->top=s->base;               /*栈空时，栈顶与栈底指针值相同 */
　s->stacksize=STACK_INIT_SIZE; /*栈的初始容量*/
　return (1);                   /*空栈构造成功*/
}




2. stackclear函数



【算法思想】
 　将一个已存在的栈s清空。

具体算法如下。


stackclear(sqstack*s)
{
s->top==s->base;
}




3. stackempty函数



【算法思想】
 　判断栈是否为空，若栈空则返回1，反之返回0。

具体算法如下。


int stackempty(sqstack*s)
{
  if(s->top==s->base)
  　 return(1);　　　　　　　// 栈空 
  else
  　 return(0);　　　　　　　//栈非空 
}




4. gettop函数



【算法思想】
 　若栈s不空，则用e返回s的顶元，并返回1，否则返回0。栈顶指针比顶元超前一个位置。

具体算法如下。


int gettop(sqstack*s,elementype *e)
{
    if(s->top==s->base)
    return(0);　　　　　　　　//栈空
    *e=(s->top-1);          //栈非空，将栈顶元素送往e单元保存，栈s保持不变 
    return(1);
}




5. push函数



【算法思想】
 　将新元素e 插入到栈 s中。栈顶指针比顶元超前一个位置。

具体算法如下。


int push (sqstack *s, elementype e)
{　/*若栈满，则追加存储空间*/　 if(s->top-s->base>=s->stacksize)
  {　/*s->base 为新的基地址*/
　　　s->base=(elementype *)realloc(s->base,(s->stacksize+STACKINCREMENT)*sizeof(elementype)); 
　　　if(!s->base)return (0);　　　　　/*存储分配失败*/
　　　s->top=s->base+s->stacksize;    /*栈顶指针的新值*/
　　　s->stacksize+=STACKINCREMENT;   /*修改栈的容量*/
  }
  s->top++=e;　        /*将新元素e插入到栈顶指针指示的位置，然后修改栈顶指针*/
  return(1);          /*返回成功标志*/
}




6. pop函数



【算法思想】
 　若栈不空，则删除栈s的顶元，用 e保存其值，并返回成功标志1，否则返回失败标志0。

具体算法如下。


int pop(sqstack*s,elementype *e)
{
  if(s->top==s->base)
  　　return(0);　　　　//若栈空则返回删除失败标志 
  *e=--s.top;         //先修改栈顶指针，再将栈顶元素送往e保存
  　  return(1);
}



3.2.2　链栈

[image: t33]
图3-4　不带头结点的链式栈示意图



栈也可以采用链式存储结构实现，栈的链式存储结构简称为链栈。链栈实质上是一个规定只能在表头进行插入与删除操作的单链表。链栈具有链式存储结构的优点，例如，可以提高结点的插入和删除的效率，可以根据实际需要为每个栈分配相应的单元等。图3-4所示为一个链式栈的结构。

表示栈的单链表可以带表头结点，也可不设置表头结点。以下是链栈结点的定义。


typedef struct
{
  elementype data;　　　　　//节点数据域
  struct lnode *next;　　　//节点指针域
} lnode，*linkstack;



下面给出链栈的几种基本操作的算法。


1. Stackinit函数



【算法思想】
 　构造一个带有头节点的空的链栈，操作成功则返回1，反之返回0。

具体算法如下。


int stackinit(linkstack *h)
{
if(*h=(lnode*)malloc(sizeof(lnode)))
//为头节点分配存储空间并让h指向分配的头节点，若分配空间失败则返回0
{
　printf("分配存储空间失败");
　return(0);
}
(*h)->next=NULL;　　　 //将栈置为空栈状态 
return(1);　　　　　　　//空栈构造成功 
}




2. stackempty函数



【算法思想】
 　判断栈是否为空，栈空返回1，反之则返回0。

具体算法如下。


int stackempty(linkstack h)
{
  if(h&&h->next==NULL)
  return(1);　 　　　　　//栈空 
  else
  return(0);　　　　    //栈非空 
}




3. gettop函数



【算法思想】
 　若栈h不为空，则用e返回h的顶元并返回1，否则返回0。

具体算法如下。


int gettop(linkstack h，elementype *e)
  { //无效的栈指针或栈空
  if(h==NULL||h->next==NULL)
  　 return(0);
  lnode*p=h->next;　　//指针p指向顶元
  *e=p->data;　　　　 //栈非空，将栈顶元素送至e单元保存，栈保持不变 
  return(1);
}




4. push函数



【算法思想】
 　将新元素x压入栈h中，若操作成功返回1，反之则返回0。

具体算法如下。


int push(linkstack h，elementype x)
{
lnode*p=NULL;　　　　                  //指向新结点的指针 
if(p=(lnode*) malloc(sizeof(lnode)))　//为新结点申请空间，若存储分配失败则返回0
{
 　printf(“分配存储空间失败”);
　 return(0);
}
p->data=x;　　　     //将数据写入新结点的数据域 
p->next=h->next;　　//新结点指向表头结点后面的结点
h->next=p;　　　　  //让表头指向新结点
}




5. pop函数



【算法思想】
 　弹出栈h的顶元并由y返回，操作成功返回1，反之则返回0。

具体算法如下。


int pop(linkstack h，elementype *y)
{
  lnode*p=h->next;　　　　//指针p指向头结点的下一个结点，即要出栈的结点
  if(p==NULL)　　        //若为空栈，则操作失败
  {
  　 printf("空栈不能进行该操作");
  　 return 0;
  }
  *y=p->data;　　　    //将要出栈的数据保存在y中返回
  h->next=p->next;　　//删除要出栈的结点
  free(p);　          //释放要出栈的结点所分配的存储空间
  return 1;
}



3.3　栈的应用举例

3.3.1　数制的转换问题


【问题描述】
 　要求编制一个程序实现下述功能：对于输入的任意一个非负十进制整数，打印输出与其等值的八进制数。


【算法思想】
 　十进制转换为八进制的方法是除8取余。现以（1348）10
 =（2504）8
 为例进行分析，其转换过程如下。



	n
	(int)(n/8)
	n%8



	1348
	168
	4



	168
	21
	0



	21
	2
	5



	2
	0
	2




这一计算过程是从低位到高位依次产生八进制数的各个数位；而打印输出时，应从高位到低位进行，恰好与计算过程相反。因此，可将计算过程中得到的八进制数的各位顺序进栈，则按出栈顺序打印的序列即为与输入十进制数对应的八进制数。具体算法如下。


voidmain()
{
  sqstack s;
  int n，e;
  stackinit(&s);　　　　　　　　　　//初始化一个空栈s
  scanf("%d\n"，&n);　            //输入十进制整数n
  while(n)　                     //当n不为0时执行
  {
  　　　push(&s，n%8);　          //n除以8的余数进栈 
  　　　n=n/8;　                 //n的新值为n除以8取整 
  }
  while(!stackempty(&s))　      //当栈非空时 
  {
  　　　pop(&s，&e);　           //从栈s中取出顶元送往e 
  　　　printf("%d\n"，e);     　//打印e 
  }
}



3.3.2　括号匹配的检测


【问题描述】
 　假设一个算术表达式中允许含圆括号、方括号和花括号三种类型的括号，其嵌套的顺序随意，但是左右括号必须正确匹配。例如，“[()]))”是不正确的格式。编写一个判别表达式中括号是否正确配对出现的函数，函数原型为


int correct(char exp[])



其中，exp为字符串类型的变量，表示被判别的表达式；函数返回一个整型数据，当exp是括号正确配对的表达式时返回1，反之返回0。


【算法思想】
 　该问题利用栈能很好地解决。具体算法为：从前向后扫描表达式exp中的每一个字符e，若e为左括号就将e进栈，若e为右括号就弹出栈顶元素，判断它们是否属于同一种括号，若是则继续扫描，否则返回不配对标识。当整个算术表达式扫描完毕时，若栈为空，则表示括号正确配对，否则表示不配对。具体算法如下。


int correct(char exp[])
{
  sqstack s;　　　　　//用来存储括号的栈 
  char*p=exp，e;     //指针p初始指向字符串的首地址，e用于接收从栈中获取的字符
  while(*p!='\0')    //从左到右依次扫描exp中的每个字符直到字符串的末尾
  {
  　if(*p=='{'||*p=='['||*p=='(')　　　　　　//若为左括号 
  　　push(&s，*p);　　                     //左括号进栈 
  　else if(*p==')'||*p==']'||*p==')')     //若为右括号 
  　　{
  　　　　　gettop(&s，&e);　　　//将栈顶元素保存到e中 
  　　　　　if(*p==e)　　　　    //若栈顶元素与右括号匹配则弹出栈顶元素 
  　　　　　　　pop(&s，&e);
  　　　　　else　　　　　　　　　//若栈顶元素与右括号不匹配则匹配失败 
  　　　　　　　return 0;
  　　}
  　　else;
  　　p++;　　                  //指向下一个字符 
  　}
  　if(stackempty(&s))　　　　　//若栈空则匹配成功，反之失败
  　　　return 1;
  　else
  　　　return 0;
}



3.3.3　栈与递归

在编程语言中，将直接或间接调用自己的函数称为递归函数。其中，直接调用自己的函数称为直接递归函数，间接调用自己的函数称为间接递归函数。递归（recursion）是程序设计中的一个有力工具，而栈在实现递归调用中起了关键性的作用。


【例3-1】
 　阶乘函数的递归定义如下：

[image: 0053-01]


要求采用递归的方法求解该问题。


【算法思想】
 　按照这个公式，可将求n!的问题变成求(n-1)！的问题，而求(n-1)！的问题又可以变成求(n-2)！的问题，可将该问题一直分解下去直到n=1，而1!是可以直接计算出来的，无需再继续分解。当1!计算出来之后可以计算出2!，进而计算3!，…，直到n!。具体程序如下。


long int fact(int n)　　　　　//n是非负整数*/
{
  long f;
  if(n==0||n==1)
   　f=1;
  else
   　f=n*fact(n-1);　　     //递归调用函数fact */
  return(f);
}



一般来说，每一个递归函数的定义都应包括以下两个基本要素。

（1）递归终止的条件，即对无需递归的最小问题的处理方法。

（2）将一般问题简化为一个或多个规模较小的相同性质的问题，递归地调用同样的方法求解这些问题，使这些问题最终到达递归终止。

例3-1中递归终止的条件是n=0或n=1，此时n!=1。当n>1时，将n！分解成规模较小的子问题n×(n-1)！。如上所述，直到分解到n=1为止。

一个递归函数的执行过程类似于多个函数的嵌套调用，只是调用函数和被调用函数是同一个函数。与函数递归调用相关的一个重要概念是递归执行的“层次”。假设将调用该递归函数的主函数所处的层次定义为0层，则从主函数调用递归函数为进入第1层，从第1层递归调用本函数为进入第2层，依此类推，直至从第i层递归调用本函数为进入第i+1层。反之，在退出第i层递归时，应返回到上一层，即第i-1层。为保证递归的正确执行，系统也如同处理函数嵌套调用那样，在系统工作栈中为递归函数开辟数据存储区。每一层递归所需的信息构成了一个工作记录，该工作记录记录了所有的实际参数和局部变量，以及返回到上一层的地址。每进入一层递归，就产生一个新的工作记录“进栈”，每退出一层递归，就从栈顶“退出”一个工作记录。这项工作一直进行到栈空为止，此时整个程序运行结束。

3.4　队列的定义及抽象数据类型

队列（queue）是另一种特殊的线性表。在这种表中，删除运算限定在表的一端进行，而插入运算则限定在表的另一端进行。约定把允许插入的一端称为队尾（rear），把允许删除的一端称为队首（front）。位于队首和队尾的元素分别称为队首元素和队尾元素。

[image: t34]
图3-5　队列的示意图



假设线性表S=(a，b，c，d，e)是一个队列数据结构，并且规定只能在末尾进行插入操作，在起始端进行删除操作，则该线性表的尾端为队尾，起始端为队首。则线性表S中元素e为队尾元素，元素a为队首元素，如图3-5所示。队列最大的特点在于利用这种数据结构能够将元素按照插入的顺序进行输出。例如：将一列元素按照a，b，c，d，e的顺序依次插入到队列中，则从队列中取出这些元素的顺序仍然是a，b，c，d，e。可以发现队列的特点为，先进入队列的元素先出来，后进入队列的元素后出来，因为队列的这一特性，故又将其称为先进先出的线性表（first in first out，简称为FIFO）。现实生活中很多活动都具有队列的特性，例如，等待服务的顾客总是按先来后到的次序排成一队，先得到服务的顾客是站在队首的先来者，而后到的人总是排在队列的末尾等待。

队列在计算机程序设计中也经常被使用。例如，操作系统中的输出队列就是一个例子。在一个允许多道程序运行的计算机系统中，有多个作业同时运行，而且运行的结果都要通过唯一的通道输出。若通道尚未完成输出，则后来的作业应等待，并按请求输出的先后顺序排队。当通道传输完毕可以接受新任务时，排头的作业便从队列中退出，进入通道并输出。所以，排头的作业总是下一次准备输出的作业，而排尾的作业总是刚刚进入队列的作业。当然，这里指的是没有优先级（priority）的情况。

队列的基本操作除了插入和删除之外，还包括队列的初始化、判空及获取队首元素等。队列的抽象数据类型定义如下。


ADT队列（Queue）
{
数据元素：与线性表相同，所有元素具有相同的数据类型。
结构关系：与线性表相同，除第一个元素和最后一个元素之外，其他的元素有且仅有一个前驱元素和一个后继元素，第一个元素有后继元素没有前驱元素，最后一个元素有前驱元素没有后继元素。
基本操作：
queinit(&q)：构造一个空队列q。
quedestroy(&q)：将一个已存在的队列q撤销。
queclear(&q)：将一个已存在的队列q清空。
queempty(q)：判定q是否为空队列。当q为空队列时，函数返回值为1，否则为0。
quefull(q)：判定队列q是否已满。当q已满时，返回值为1，否则为0。
quelength(q)：返回队列q中元素的个数，即q的长度。
gettop(q，&x)：获取队列q中的队首元素，并将其值保存在x单元中返回。
enque(&q，x)：在队列q的队尾插入元素x，简称将x入队。
deque(&q，&x)：从队列q的队首删除元素并将其值保存在x单元中返回，简称将x出队。
quetraverse(q)：从队首到队尾，用visit函数依次访问队列q中的每一个数据元素。
}



3.5　队列的实现

与栈类似，队列的实现既可以采用顺序存储结构，也可以采用链式存储结构。下面分别介绍队列的顺序存储结构实现——循环队列，以及链式存储结构实现——链队列。

3.5.1　循环队列

队列的顺序存储结构和顺序栈类似，常借助一维数组来存储队列中的元素，同时设置两个指针front和rear分别指向队首元素和队尾元素的位置。图3-6展示了队列的顺序存储结构。

[image: t35]
图3-6　队列的顺序存储示意图



由于一维数组定义时需要指定最大长度，因此顺序队列实现时常设置一个符号常量MAXQSIZE来表示队列的最大容量。初始时建立一个空队列（此时front=rear=0），每当插入一个元素时，队尾指针rear增加1；每当删除一个元素时，队首指针front增加1。因此，在一个非空的队列中，队首指针始终指向队首，而队尾始终指向队尾元素的下一个位置。图3-7所示为最大容量为6的顺序队列中，头、尾指针的变化情况。

[image: t36]
图3-7　一个队列中元素和头、尾指针的关系



其中，图（a）表示该队列的初始状态为空，此时rear=front=0；图（b）表示有3个元素a1
 、a2
 、a3
 相继进入队列，此时rear=3，front的值不变；图（c）表示a1
 、a2
 、a3
 先后出队，队列又变为空，此时rear=front=3；图（d）表示有3个元素a4
 、a5
 、a6
 进入队列，此时front=3，rear=6。

倘若还有元素a7
 请求进入队列，由于队尾指针已经超出了队列的最后一个位置，因而插入a7
 就会发生“溢出”。此时，直接的解决方法是采用顺序栈的解决方法，这样可以扩大存储空间，但这种方法用在此处并不合理，因为这时的队列并非真的满了，事实上，队列中尚有3个空位。也就是说，系统作为队列用的存储空间并没有真正的用完，但队列却发生了溢出，这种现象称作虚溢出。解决虚溢出的方法通常有以下两种。

1）采用平移元素的方法

[image: t37]
图3-8　用平移元素的方法克服虚溢出



采用平移元素的方法时，一旦发生虚溢出就把整个队列的元素平移到存储区的首部。如图3-8所示，将a4
 、a5
 、和a6
 平移到0号位置至2号位置，而将a7
 插到第3个位置上。显然，平移元素方法的效率是很低的。

2）将整个队列作为循环队列来处理

该方法的思想是将顺序队列想象成一个环形的空间。当发生虚溢出时，将待插入的元素插入到队首位置，如图3-9（a）所示。这样，虽然物理上队尾在队首之前，但逻辑上队首仍然在前，作插入和删除运算时仍按“先进先出”的原则处理。

[image: t38]
图3-9　用循环队列的方法克服虚溢出



但是使用该方法需要注意以下问题：根据等式rear=front=0，无法判断队空还是队满。图3-9(b)所示为元素a8
 和a9
 进入队列后的情形。此时队列已满，如果还要插入元素就会发生上溢。而它与图3-9(c)所示队列为空的情形一样，均有front=rear。由此可见，在循环队列中，根据等式rear=front无法判断队空还是队满。解决该问题的方法有：设置一个布尔变量来区分队空和队满；或者不设布尔变量，而把尾指针加1后等于头指针作为队满的标志，但此时会损失一个存储空间，也就是说必须用有maxlength+1个元素的数组才能表示一个长度为maxlength的循环队列。在下面的循环队列的实现中，采用的是第二种方法来解决此问题。

循环队列的定义如下。


#define MAXQSIZE　101　　//　设置队列的最大长度为100
typedef struct sqque
{
　elementype *base;　   //初始化动态分配存储空间 
　int front;;           //设置头指针，若队列非空，头指针指向队首元素
　int rear;　　 　　　   //设置尾指针，若队列非空，尾指针指向队尾元素的下一个位置
} sqque;



下面给出循环队列的几种基本操作的实现方法，包括循环队列置空、求循环队列长度及插入和删除操作等。


1. queinit函数



【算法思想】
 　构造一个空循环队列，即申请队列所需的全部存储空间，并初始化队首和队尾指针为0。成功初始化队列则返回1，否则返回0。

具体算法如下。


int queinit(sqque*q)
{
  q->base=(elementype*)malloc(MAXQSIZE *sizeof(elementype)); 
  //申请队列q的存储空间
  if(!q->base)　return(0);　//存储空间申请失败
  q->front　=0;　　　　　    //队空时队首和队尾指针均为0 
  q->rear=0;
  return(1);
}




2. quelength函数



【算法思想】
 　返回循环队列q的元素个数。

具体算法如下。


int quelength(sqque q)
{
return(q.rear—q.front+MAXQSIZE)%MAXQSIZE;
}



需要注意的是，求循环队列的长度有两种情况：①q.rear-q.front>0，该情况如图3-10（a）所示；②q.rear—q.front<0，该情况如图3-10（b）所示。为了统一表示这两种情况，可以采用求模运算（%）。

[image: t39]
图3-10　有3个元素的循环队列




3. enque函数



【算法思想】
 　插入新元素e，使之成为队q队尾元素。成功插入数据返回1，反之返回0。

具体算法如下。


int enque(sqque*q，elementype e)
{
if(q->rear+1)%MAXQSIZE==q->front)　//若队列已满，则无法插入新元素
{
　printf("error");
　return(0);
}
q->base[q->rear]=e;　　　　　　　 //新元素插在队尾
q->rear=(q->rear+1)%MAXQSIZE;　　//修改队尾指针
return(1);
}



注意：由于队空和队满均有q.rear=q.front，为了区分二者，将(q.rear+1)%MAXQSIZE=q.front作为队满条件。即当队列还有一个空间时，就认为已经不能插入元素了，如图3-11所示。

[image: t40]
图3-11　(rear+1)%MAXQSIZE=front队满条件




4. deque函数



【算法思想】
 　若队列非空，则删除队q的队首元素。用变量e返回其值，并返回成功标志1。

具体算法如下。


int deque(sqque*q,elementype*e)
{
  //空队列无法删除元素
  if(q->front==q->rear)
  return(0);
  *e=q->base[q->front];　　　　　　　　　//删除队首元素送往e保存
  q->front=(q->front+1)%MAXQSIZE;　　  //修改队首指针
  return(1);　                        //删除成功
}



3.5.2　链队列

队列也可以采用链式存储结构实现，队列的链式存储结构简称为链队列。链队列的实质是一个规定只能在表尾进行插入操作，以及在表头进行删除操作的单链表。通常链队列在实现上会设置两个指针，即队首指针front指向删除数据端，队尾指针rear指向插入数据端。链队列具有链式存储结构的优点，例如，可以提高结点插入和删除的效率，可以根据实际需要为每个队列分配相应单元等。图3-12所示的是一个链式队列的一般形式。

[image: t41]
图3-12　链式队列示意图



队列的结点数据结构描述如下。


typedef struct lnode　　　//队列结点数据结构
{
  elementype data;
  struct lnode *next;
}lnode;
//链队列数据结构
typedef　struct linkque
{
  lnode *front;　　　//队首指针
  lnode *rear;　　 　 //队尾指针
}linkque;



为了表示的方便，下面的实现过程中采用带头结点的单链表来表示链队列。带头结点的链队列如图3-13所示。

[image: t42]
图3-13　一系列队列操作时指针变化状况



下面给出链队列的基本操作算法实现。


1. queinit函数



【算法思想】
 　构造一个空链式队列q，为q申请一个头结点，并使队首和队尾指针都指向该结点。成功初始化队列返回1，否则返回0。

具体算法如下。


int queinit(linkque*q)
{
  q->front=(lnode*) malloc(sizeof(lnode));　//申请头结点
  q->rear=q->front;　　//队首和队尾指针均指向头结点
  if(!q->front)　     //存储分配失败
  {
  printf("分配存储空间失败");
  return(0);
}
  q->front->next=NULL;　//设置队列为空
  return(1);　　　　　   //空队列构造成功
}




2. quedestroy函数



【算法思想】
 　撤销一个队列，为从链式队列的头结点开始，释放所有结点（包括头结点）的空间。成功撤销队列返回1，否则返回0。

具体算法如下。


int quedestroy(linkque*q)
{
  //从头节点开始扫描所有节点
  while(q->front)
  {
  　//令尾指针指向队列第一个元素
  　　　q->rear=q->front->next;
  　　　//释放节点空间，第一次是头结点，以后是各元素所占的空间
  　　　free(q->front);
  　　　//修改头指针
  　　　q->front=q->rear;
  }
  　return(1);
}




3. enque函数



【算法思想】
 　将新元素e插入到队q的尾部，修改队尾指针使之指向新链入的元素。若插入成功则返回1，若存储分配失败则返回0。

具体算法如下。


int enque(linkque *q，elementype e)
{
  lnode *p;
  p=(lnode *)malloc(sizeof(lnode));　　//申请新结点空间
  if　(!p)　return(0);　　　　　　　    //存储分配失败
  p->data=e;　　　　　                 //元素e送往新申请的空间
  p->next=NULL;　　                   //新元素为队列最后一个元素
  q->rear->next=p;　　                //将新元素链入到队尾
  q->rear=p;　　　                    //修改队尾指针，令其指向新插入的元素
  return(1);　　                     //插入成功
}




4. deque函数



【算法思想】
 　若队q非空，则删除队q的队首元素，用e返回其值，并返回成功标志1，否则返回0。队列设置了头结点，当队列的最后一个元素被删除后，队列的尾指针也消失了，此时应对尾指针重新赋值，令其指向头结点。

具体算法如下。


int deque(linkque *q，elementype&e)
{
  lnode *p=NULL;
  //队空
  if(q->front==q->rear)
  return(0);
  　　p=q->front->next; 　　 //令p指向队首元素
  　　e=p->data; 　         //将队首元素保存在变量e中
  q->front->next=p->next;　 //修改头结点的指针域，使其指向队列的第二个元素
                           //若队列只有一个元素，删除后恢复成空队列
  if(q->rear==p)
  q->ear=q->front;
  free(p);　　　　　　　　　//释放删除结点空间
  return(1);
}




5. quelength函数



【算法思想】
 　求队列q中元素的个数，即q的长度。

具体算法如下。


int quelength(linkque *q)
{
  inti=0;　　　　　　　　　　　//i为计数器，初始化为0
  lnode *p=q->front->next; //从队列q中的第1个元素开始计数
  //顺序扫描链队列中的所有元素
  while(p)
  {
  ++i;　　　　　　　//统计结点数
  p=p->next; 　　　//扫描下一个结点
  }
  return i;　　　　//返回队列q中元素的个数，即q的长度
}



3.6　队列的应用举例

队列的应用十分广泛，例如，在操作系统中对资源的请求都用队列来组织，各种应用系统中的事件规划、事件模拟及非线性数据结构中的许多搜索问题也都借助队列来实现。本节以车辆调度为例，介绍队列在实际中的应用。

图3-14所示的是一个车辆调度场。其中，自东向西表示一个单向行驶的主车道，主车道设有进口和出口，其他车道为一些备用车道。现假设有一编号为1，2，…，n的汽车组成的车队以随机的顺序先后进入主车道，要求按车号由小到大的顺序离开主车道。例如，若汽车以（3，6，9，2，4，7，1，8，5）的顺序进入进车道，则表示3号车最先到达，5号车最后到达。现要求将汽车调度为（1，2，3，4，5，6，7，8，9），即1号车最先离开，9号车最后离开。显然，如果没有备用车道是不能完成这个任务的。于是可假设有k条备用车道，通过备用车道来改变主车道中汽车排列的顺序。

[image: t43]
图3-14　车辆调度场示意图



图3-15所示的是用2条备用车道调度上述序列的执行过程，具体的调度方案如下。

首先，3号车进入第一备用车道，接着6号车和9号车相继进入第一备用车道，接下来从图3-15（b）中看到2号、4号和7号车按入口排列的顺序被相继调度到第二备用车道，然后1号车直接到出口，2号车从第二备用道开出并进入出口，3号车从1道开出、4号车从2道开出、8号车进入1道、5号车开往出口、6号车从1道开出、7号车从2道开出、8号车从2道开出、9号车从1道开出，从而完成了车辆的调度。

[image: t44]
图3-15　2条备用车道的高度示例



若n号车进入第一备用车道用（c1<-n）表示，n号车从第二备用道开出并开往出口用（n<-c2）表示。则上述调度的操作序列可表示为：（c1<-3），（c1<-6），（c1<-9），（c2<-2），（c2<-4），（c2<-7），1号车开往出口，（2<-c2），（3<-c1），（4<-c2），（c2<-8），5号车开往出口，（6<-c1），（7<-c2），（8<-c2），（9<-c1）。每个备用车道里的车辆都是严格按照先进先出的原则调度的。

值得注意的是，并不是所有调度问题都能使用2条备用车道就可以完成。例如，将上述序列改为（3，9，6，2，4，7，1，8，5），则最少需要用3条备用车道才能完成。究竟需要多少条备用车道才能确保调度成功呢？最坏的情况是n辆车需要n-1条备用车道，也就是说当汽车开入的顺序和离去的顺序正好相反时，所用的备用车道的数目最多。

下面设计一个算法实现汽车调度功能。用一维数组表示n辆车的输入顺序，k为备用车道的数目，若调度成功则返回1，否则返回0。用链式队列作为备用车道的存储结构，hi
 （i=1，2，…，n）为第i条链队列的队首指针。用整型变量b记录进入出口的最大编号，初始时b=0，表示尚无车到出口。算法依次从输入序列中取出下一个到达的车辆的编号num，如果num=b+1，num号汽车就直接驶往出口，并令b的值加1；否则依次检查k条备用车道，从中选出一条最适宜车道。所谓最适宜车道是指在最后一个车号小于num的所有非空车道中，选择最后车号最大的备用车道（否则会增加备用车道的数量）。如果所有非空备用车道的最后一个车号均大于num，就必须开辟一个新的备用车道作为最适宜车道。若已无空的备用车道的话，则调度失败，否则将num插入所选择的最适宜备用车道。如果num已到达出口，接下来应依次检查非空的备用车道，若该车道的队首车号p恰好等于b+1，则删除队首元素p，将p送往出口，令b加1，直到各非空备用车道的队首车号大于b+1或该车道为空。当输入结束且各备用车道也均为空时，调度结束，返回成功标志1，否则调度失败，返回0。

根据以上分析可得到一个完整的车辆调度算法。该算法由3个函数组成。其中，hold函数完成将num号车送入所选择的最适宜车道，即完成一辆车的调度；函数out()完成输出，具体的工作是将各备用车道中满足送往出口条件的车号从备用车道中删除，直到每个备用车道为空或队首车号大于b+1；函数cldu（）则调用函数hdd()和函数out()完成整个车辆的调度工作。


1. hold函数



【算法思想】
 　该算法完成将车号为num的车辆送入最适宜的车道的功能。若无最适宜的车道，则返回0，否则返回1。假设每个备用车道是一个链式队列，队列中元素最多为10个。所有头指针组成一个指针数组h。

具体算法如下。


#define　MAXN 10　　　　　　　 //假设备用车道的最大数MAXN=10
//将车号为num的车送往最适宜的车道，h为备用车道数组（备用车道用链队列表示），k为备用车道数
int hold(int num，linkque h[]，int k)
{
  int x，i;
  int bestrack=0;　　　　//bestrack记录最适宜的车道号，初值为0
  int bestlast=0;　　　　//bestrack记录最适宜的车道中最大车号，初值为0
  for(i=1;i<=k;i++)　　 //从1～k逐个检查每条备用车道
  　{
  　　if(!quempty(&h[i])　　　　//若第i条车道中有车
  　　{
  　　　x=h[i].rear->data;　　　//取出最后一辆车的车号
  　　　if(num>x&&x>bestlast)　//如果有车道更适宜
  　　　{
  　　　　bestrack=i; 　//则新的第i条备用道成为新的最适宜的车道
  　　　　bestlast=x;　//x成为当前最适宜备用道的最道车号
  　　}
  　}
  　else if(!bestrack)　//若未找到最适宜的车道，第i条空道作为最适宜的车道
  　　bestrack=i;
  　　else;
  }
  //在备用车道中既没有适宜的，也没有空车道，则调度失败
  if(!bestrack)
  　　return(0);
  enque(&h[bestrack]，num);　                    //将车号为num的车辆送入最适宜的车道
  printf(“num=%d,bestrack=%d\n”,num，bestrack);　//输出车号及所在的道号
  return(1);
}




2. out函数



【算法思想】
 　本算法完成将备用车道上所有满足条件的车辆按指定的顺序输出。

具体算法如下。


//h表示备用车道数组，k表示当前提供的备用车道数，n为最大车号，last表示已输出的最大车号
void out(linkque h[]，int k，int n，int*last)
{
　int num,i;
　int minnum，mintrack; 　//minnum记录备用车道中最小的车号num，mintrack记录num所在的车道号
　do
　{
　　//若备用车道中最小车号恰好是已输出最大车号的后继车号，就将它输出，然后在备用车道中继续查找可能输出的车号
　　minnum=n+1;　　　　　　　//令minnum的初值大于最大车号
　　for(i=1;i<=k;++i) 　　  //在k个备用车道中查找最小车号
　　{
　　　if(!quempty(&h[i]))  //若第i条车道中有车
　　　{
　　　　gettop(&h[i]，&num); //取出第i条备用道链队队首车号
　　　　　if(num<minnum)　　 //如果num是到目前为止最小的车号，则记录num及num所在的车道号
　　　　{
　　　　　minnum=num;
　　　　　mintrack=i;
　　　　　}
　　　　}
　　　}
　　　if(minnum=last+1) 　　           //若最小车号恰是已输出最大车号的后继车号
　　　{
　　　　deque(&h[mintrack]，&num); 　　 //将该车号从相应备用车道链队中删除
　　　　printf(“num=%d,mintrack=%d\n”,num,mintrack); 　//输出车号num及它所在的车道号
　　　　last++; 　　　　                                //已输出最大车号加1
　　　}
　}while(minnum==last);                               //直到各备用车道中已无车辆或车道中最小车号大于last
}




3. cldu函数



【算法思想】
 　使用k条备用车道，将存放在数组p中的n辆车的序列调度为按车号递增序列。

具体算法如下。


int cldu(int p[],int n,int k)
{
linkque h[MAXN]; 　　　　//h为备用车道数组
int b，c，i，f;　　      //将表示k条备用道的链表初始化
for(i=1;i<=k;++i)
queinit(&h[i]);
f=1;　//f为访问是否成功标志
b=0;　//b记录已到达出口的车辆的最大号
for(i=0;(i<=n&&f);++i)　//若调度尚未失败，则逐个处理出入的汽车号
{
　　num=p[i]; 　　      //取出第i个到达入口的车辆号
　　//若它是已输出的最大车号的后继车号，就直接送往出口，而无需进入备用车道并打印相关信息
　　if(num==b+1) 
　　{
　　　　printf(“将%d号车从入口直接送往出口”,num)；
　　　　++b; 　　　　　   //已到达出口的车辆的最大号
　　　　out(h，k，n，&b);//将备用车道上所有可能输出的车号都输出
　　}
　　else　//检查是否能将num送进备用车道
　　　f=hold(c，h，k);
　}
　//检查各备用车道中是否还有车，若有则调度失败，否则调度完毕
　for(i=1;i<=k;++i)
　　if(!quempty(&h[i]))
　　f=0;
　return(f);
}



假设进入车道的汽车号序列事先存入数组x中，例如：int x=（3，9，6，2，4，7，1，8，5），则cldu(x，9,3)调度成功，而cldu(x，9,2)调度失败，说明最少应使用3条备用车道。

本章小结

1. 栈是一种运算受到限制的特殊线性表，它仅允许在线性表的同一端作插入和删除操作。

2. 队列也是一种运算受到限制的特殊线性表，它仅允许在线性表的一端进行插入操作，而在另一端进行删除操作。

3. 队列的顺序存储一般采用循环队列形式，可以克服“虚溢出”的缺点，但最大的存储容量为循环队列容量减1。

4. 队列的链式存储结构与单链表类似，但删除结点只能在表头，插入元素只能在表尾。

5. 栈和队列的应用都很广泛。

习题3


一、分析题


1. 写出下列程序段的输出结果。


void　main()
{
　stack　s;
　char x，y;
　stackinit(s); 　　　　//构造一个空栈s
　x='c';
　y='k';
　push(s，x);　        //将新元素x插入到栈s中
　push(s，'a');
　push(s，y);
　pop(s，x);　　　     //从栈s中删除顶元x
　push(s，'t');
　push(s，x);
　pop(s，x);
　push(s，'s');
　//判断栈 s是否为空，若为空返回1，否则返回0
　while(!stackempty(s))
　{
　　　pop(s，y);
　　　printf(y);
　}
　printf(x);
}



2. 写出以下程序段的输出结果。


void main()
{
　queue　q;
　char x='e';
　char y='c';
　queinit(q);　　　　　//构造一个空队列q
　enque(q，'h');　    //将元素h到队 q的尾部
　enque(q，'r');
　enque(q，y);
　deque(q，x);　　　  //删除队q的队首元素x
　enque(q，x);
　deque(q，x);
　enque(q，'a');
　while(!queempty(q))　//当队q非空
　{ 
　　　deque(q，y);
　　　rintf(y);
　}
　printf(x);
}



3. 设有一个栈，元素进栈的次序为a,b,c。问经过栈操作可以得到哪些输出序列？


二、编程题


1. 编写一个算法，将读入的一列字符（以“#” 结尾），按逆序打印出来（不包括“#”）。

2. 二阶广义Fibonacci序列定义如下：1，1，2，3，5，8，13，…即：

[image: 0067-01]


试分别编写递归与非递归算法计算Fibonacci序列的第n项的值。

3. 试编写一个判别表达式中正、反括号是否正确配对出现的算法。

4. 假设以数组cir[m]存放循环队列的元素，同时设置变量rear和length分别指示循环队列中队尾元素的位置和队列中所含元素的个数。试给出此循环队列队满的条件，并写出相应的插入和删除元素的算法。

5. 用一个无表头结点的循环单链表表示一个循环队列，该队列只设一个队尾指针rear，不设队首指针，编写函数实现下列功能。

（1）向循环队列中插入一个元素。

（2）从循环队列中删除一个元素。

6. 假设以带头结点的循环链表表示队列，并且只设一个指针指向队尾元素结点而不设头指针，试编写相应的队列初始化、入队列和出队列的算法。

7. 如果用一维数组q[m]表示一个循环队列，该队列只有一个头指针front和记录队列长度的计数器count，而不设尾指针，头指针比队列实际第一个元素超前一个位置，则：

（1）编写函数分别实现队列的置空、判断队列是否为空、读取队首元素、将新元素插入到队尾列和从队列里删除元素五种运算。

（2）问队列中最多能容纳多少个元素？



第4章　串

计算机中处理的数据对象包括数值型数据和非数值型数据，而非数值型数据处理的对象基本都是字符串数据。字符串处理在文本编辑、信息检索等领域有着广泛应用。本章将讨论字符串的存储结构和相关操作。

4.1　串定义

4.1.1　串定义

串或字符串（String）是由数字、字母、下画线等组成一个有限的字符序列，它本质上就是数据元素类型为字符的线性表。字符串一般表示为如下形式。

S="a1
 a2
 …an
 "　　（n≥0）

其中，S为串名，双引号表示字符串的起止定界符，双引号括起来的字符序列为串的值；ai
 （1≤i≤n）表示串中的第i个字符，n表示串中字符的个数，称为串的长度；当n=0时，称为空串（null string），即串中不含任何字符。

由一个或多个空格组成的串，如“ ”，“　”，“　　”称为空格串，其长度为串中空格的个数。为了与空串加以区别，通常用符号“Ø”表示空串。

串中任意连续的字符组成的子序列称为该串的子串，包含子串的串相应地称为主串；空串是任意串的子串；任意串是它自身的子串。通常称字符在序列中的序号为该字符在串中的位置。子串在串中的位置以子串第一个字符在主串中的位置表示。例如，设A=“This is a Student”，B=“is”，B是A的子串，B在A中出现两次，其中首次出现的主串位置为3，因此称B在A中的位置为3。

当且仅当两个串的值相等时，称这两个串是相等的。即两个串长度相等且对应位置上的每个字符相同时，才可认为这两个串是相等的。

4.1.2　抽象数据类型定义

串本质上是数据元素类型为字符的线性表。但在操作上，线性表以“单个元素”作为操作对象，而串以“串的整体”作为操作对象。这些特点在串的多种操作中将得到体现。

串的抽象数据类型定义如下。


ADT String
{
数据对象：D={ ai

| ai

∈CharacrerSet,i=1,2,…,n,n≥0 }
数据关系：R1

={<ai-1

，ai

>|ai-1

，ai

∈D,i=2,…,n }
基本操作：
　StrAssign(&T，chars)
　　　初始条件：chars 是串常量。
　　　操作结果：赋于串T的值为chars。
　StrCopy(&T，S)
　　　初始条件：串 S 存在。
　　　操作结果：由串 S 复制得串 T。
　DestroyString(&S)
　　　初始条件：串 S 存在。
　　　操作结果：串 S 被销毁。
　StrEmpty(S)
　　　初始条件：串 S 存在。
　　　操作结果：若 S 为空串，则返回 TRUE，否则返回 FALSE。
　StrCompare(S，T)
　　　初始条件：串 S 和 T 存在。
　　　操作结果：若S>T，则返回值>0；若S=T，则返回值=0；若S<T，则返回值<0。
　StrLength(S)
　　　初始条件：串 S 存在。
　　　操作结果：返回串 S 序列中的字符个数，即串的长度。
　ClearString(&S)
　　　初始条件：串 S 存在。
　　　操作结果：将 S 清空为空串。
　Concat(&T，S1，S2)
　　　初始条件：串 S1 和 S2 存在。
　　　操作结果：用 T 返回由 S1 和 S2 连接而成的新串。
　SubString(&Sub，S，pos，len)
　　　初始条件：串S存在，1≤pos≤StrLength(S)且0≤len≤StrLength(S)-pos+1。
　　　操作结果：用 Sub 返回串S中从第pos个字符起长度为len的子串。
　Replace(&S，T，V)
　　　初始条件：串 S，T 和 V 存在，T 是非空串。
　　　操作结果：用V替换主串S中出现的所有与T相等的不重叠的子串。
　Index(S，T，pos)
　　　初始条件：串S和T存在，T 是非空串1≤pos≤StrLength(S)。
　　　操作结果：若主串S中存在与串T值相同的子串，则返回它在主串S中第pos个字符之后第一次出现的位置；否则函数值为0。
　StrInsert(&S，pos，T)
　　　初始条件：串 S 和 T 存在，1≤pos≤StrLength(S)+1。
　　　操作结果：在串 S 中的第 pos 个字符之前插入串 T。
　StrDelete(&S，pos，len)
　　　初始条件：串 S 存在，1≤pos≤StrLength(S)-len+1。
　　　操作结果：从串 S 中删除第 pos 个字符起长度为len的子串。
}ADT String



4.2　串的存储方法

从串的表现形式看，串是字符的紧密排列，是一个有机的整体。在一般的程序设计语言中，通常都定义了字符串类型，并且把字符数组看成长度固定的串。当串作为进行输入/输出操作的常量时，其只存储串值即可。但在多数非数值处理的程序中，串也以变量的形式出现。下面介绍几种串常用的存储结构。

4.2.1　串的顺序存储

串的顺序存储结构就是把串所包含的字符序列依次存储在连续的存储单元中。根据串存储单元的分配方式，可以将顺序存储结构又分为定长顺序存储结构和堆分配存储结构。


1. 定长顺序存储结构


在定长顺序存储中，按照预定义的大小，可为每个定义的串变量分配一个固定长度的存储区，在存储区中每个存储单元存储一个字符，可以用定长数组表示。


#define MAXSTRLEN 255　　　　　　　　　//用户可以在255以内定义最大串长
Typedef char SString[MAXSTRLEN+1];   //0号单元存储串长
SString S；



其中，SString[MAXSTRLEN+1]是字符数组类型；SString S 中的S是数组，其类型为SString[MAXSTRLEN+1]。

在C语言中，为了表示串长，通常在串值后面加一个不计入串长的结束标识字符“\0”来表示串值的终结。


2. 堆分配存储结构


在顺序串中，如果在操作中出现串值序列的长度超过上界MAXSTRLEN时，约定用截尾法处理。为了解决这个问题，可以动态分配串值的存储空间，即仍用一组地址连续的存储单元存放串值字符序列，但是它们的存储空间是在程序执行过程中动态分配而得的，故将该存储方式称为串的堆分配存储结构。利用C语言的动态存储管理函数malloc()和free()，可根据实际需要动态分配或释放字符串所占的空间。

串的堆分配存储表示如下。


Typedef struct
{
　Char *ch;　　　//若是非空串，则按串长分配存储区，否则ch为NULL
　int length;　 //串长度
}HString;



4.2.2　串的链式存储

同线性表的链式存储结构，可采用链表存储字符串值。将可利用的空间分成大小相同的若干连续的存储单元，每个结点有两个域，即data域和next域。其中，data域用于存放字符，next域用于存放指向下一个结点（首地址）的指针。结点中存放的字符数可以用“结点大小”表示，结点大小可以为1，也可以为一个常量值。当结点大小大于1时，由于串长不一定是结点大小的整数倍，则链表中的最后一个结点不一定完全占满，此时通常补上“#”。图4-1所示是结点大小为1和4的两个链串。

[image: t45]
图4-1　链串示意图



链串的定义如下。


#define nodesize 80　　　//可由用户定义的块（结点）大小
typedef struct node　　  //结点结构
{
  char ch[CUNKSIZE];
  struct Node *next;
}Node,*Hstring;



使用链表之后，指针所占的空间会增加一定的开销。因此，为了减少开销，每个结点中应尽可能多存放字符。通常使用“存储密度”来衡量开销的大小。

[image: 0071-01]


在应用程序中，可将串的链式存储结构和串的顺序存储结构结合使用。例如，在正文编辑系统中，整个“正文”可以看成是一个串，每一行是一个子串，构成一个结点，即同一行的串用定长结构（80个字符），而行与行之间用指针相链。

4.3　串操作

由于字符串本质上是线性表，只不过其中的数据元素为字符类型，因此，线性表的所有运算对字符串也适用。

4.3.1　串的基本操作

在4.1.2小节中定义了串的13种操作，其中串赋值StrAssign、串比较StrCompare、求串长StrLength、串连接Concat与求子串SubString这5种操作构成串类型的最小操作子集，这些操作不可能利用其他操作实现。除串清除操作ClearString和串销毁操作DestroyString外，其他操作均可在这个最小操作子集上实现，即如果在最高程序设计语言中设有“串类型”的话，提供的操作不能没有这五项操作，它们不能通过其他的操作实现。

由于堆分配存储结构的串，既有顺序存储结构的特点，又能根据实际需要动态分配串操作所需要的存储空间，因此下面各字符串操作的实现均采用堆分配存储表示。


1. 串赋值


字符串的赋值操作是指将一个字符串常量chars赋给字符串变量S，S原来的值被覆盖。例如：StrAssign(S，“Hello World！”)

执行之后，S=“Hello World！”。

具体算法如下。


void StrAssign(HString &T，char *chars)
{
  int i,j;char *c=chars;
  for(i=0;c!=NULL;++i,++c);　　　　　　//求chars串的长度
  if(i==0)
  {
  S.ch=NULL;
  S.length=0;
  } //如果常量串为空串，则S为空串
　else
  {
　　S.ch=(char*)malloc(i*sizeof(char))　//为串S分配存储空间
　　if(!S.ch)
 　　　exit(0);　                       //存储空间分配失败，则退出
　　for(j=0,c=chars;j<i;j++){S.ch[j]=*c;c++;}　//将chars串中的字符逐个赋给S
　　S.length=i;
  }
}




2. 求串长


求串长即求串中字符的个数。例如：S=“This is a Student”，字符串长度为StrLength(S)=17。

具体算法如下。


int StrLength(HString S)
{
　return S.length;
}




3. 求子串


求子串操作是指从当前串（串S）中的某个位置（pos）开始取出一定长度（len）的子串（sub）。如果len=0，则得到空串。在求子串操作中，对于子串的起始位置和子串长度有一定要求，即1≤pos≤StrLength(S),0≤len≤StrLength(S)-pos+1）。

例如：S=“This is a Student”，SubString(S,9,7)=“Student”。

具体算法如下。


bool SubString(HString &sub],HString S，int pos，int len)
{ //若参数合法，即满足1≤pos≤StrLength(S)且0≤len≤StrLength(S)-pos+1，则以Sub带回串S中从第pos个字符起长度为len的子串，并返回TRUE，否则返回FALSE
　　　int j;
　　　slen=S.length; 　　　　　　// 求串S的长度
　　　if(pos<1||pos>slen||len<0||len>slen-pos+1)
　　　　　 return FALSE;
　　　if(sub.ch) free(sub.ch);　//如果sub串中有值存在，则释放其所占用的存储空间
　　　if(len==0)
　　　{sub.ch=NULL;sub.length=0}
　　　else
　　　{
　　　　sub.ch=(char*)malloc(len*sizeof(char));　//为子串分配存储空间
　　　　if(!sub.ch)
　　　　exit(0);　//存储空间分配失败，则退出
　　　　else
　　　　{ //向子串sub复制字符
　　　　　for(j=0;j<len;j++)
　　　　　　　sub[j]=S[pos+j-1]; 
　　　　　sub.length=len;
　　　　}
　　　}
　　　return TRUE;
} //SubString




4. 串比较


字符串比较是指有两个字符串S和T，若二者对应位置上的字符完全相同，则两串相等，返回0；若S>T，则返回值>0；若S<T，则返回值<0。例如：


result=StrCompare("baker"，"bak");　　result>0
result=StrCompare("12"，"12");　　    result=0
result=StrCompare("Jos"，"Joseph");　 result<0



具体算法如下。


int StrCompare(HString S,HString T)
{//字符串比较
for(i=0;i<S.length&&i<T.length;i++)
　if(S.ch[i]!=T.ch[i])
　　return(S.ch[i]-T.ch[i])　   //当两串的字符不同时，比较字符的大小
　　return(S.length-T.length);　//两串长度不同，短串中字符与长串中前面的字符完全相同 
}




5. 串连接


串连接操作是指将一个字符串（S1）连接到另一个字符串（S2）的后面，形成一个新的字符串（T）。例如：S=“Good Student”，Concat(S，S,"！")，S=“Good Student!”。

具体算法如下。


voidConcat(HString &T,HString S1，HString S2)
{　 //以T返回由S1和S2连接而成的新串
  int i,k=0;
  for(i=0;i<S1.length;i++,k++)
  T.ch[k]=S1.ch[i];　　//将S1串中字符逐个复制到T串中
  for(i=0;i<S1.length;i++,k++)
  T.ch[k]=S2.ch[i];　　//将S2串中字符逐个复制到T串中
  T.length=S1.length+S2.length;　//新串长度为S1和S2串的长度之和
} //Concat



4.3.2　串的其他操作

在串的实际应用中，经常需要使用到串的插入、删除、查询和替换操作，这几种操作都可以利用上面的基本操作来实现。具体实现方法如下。


1. 串插入


插入操作是指将一个指定的串（T）插入到当前串（S）的指定位置（pos）。插入操作中，串的插入位置1≤pos≤StrLength(S)+1。例如：S=“A Student”，T=“Good ”，StrInsert(S,2,T)，S=“A Good Student”。

该操作可以通过SubString、StrLength、Concat等基本操作来实现，其算法基本思想为：由S和T生成一个新的串S，首先将它初始化为一个空串，并分配S.length+L.length大小的存储空间，然后将位置pos之前S的子串、T串，以及pos之后的串连接，并将所得的新串赋给串S，如图4-2所示。

[image: t46]
图4-2　串插入操作示意图



具体算法如下。


void StrInsert(HString &S，int pos，HString T)
{//将T串插入到S串中第pos个字符之前，1≤pos≤StrLength(S)+1
　HString news,sub;
　int n=StrLength(S);
　int m=StrLength(T);
　StrAssign(news，NullStr);　　　　　　　//初始化 news 串为空串
　if(pos<0||pos>n+1)
　exit(0);//如果插入位置不合法，则退出
　else
　{　 //为news串分配存储空间
    news.ch=(char*)malloc((n+m)*sizeof(char)); 
    if(!news.ch)
    exit(0)；                          //存储空间分配失败
    else
    {
    　SubString(sub,S,1,pos-1);        //取S串中插入位置pos之前的子串sub
    　Concat(news,sub,T);              //将sub串与T串连接
    　SubString(sub,S,pos,n-pos+1);    //取S串中从pos开始所有剩余的子串
    　Concat(S,news,sub);              //将剩余的子串连接到news串中并赋给S
    　S.length=n+m;
    }
　}
}



串的插入操作，其时间主要消耗在取子串操作和串连接操作上。由于取子串操作和串连接操作都需要对串S和串T字符逐个进行操作，因此该算法的时间复杂度为O(S.length+L.length)。


2. 串删除


串删除操作是指删除当前串（S）中从指定位置（pos）开始的一定长度（len）的子串。例如：S=“I am a student”，StrDelete(S，1,5)，则S=“a student”。

串的删除操作与串插入操作类似，可以通过SubString、StrLength、Concat等基本操作来实现。其算法基本思想为：取得串S中前pos—1个字符组成的子串及pos+len—1之后的子串，进行连接，得到新的串S，修改串S长度，如图4-3所示。
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图4-3　串删除操作示意图



具体算法如下。


void StrDelete(HString &S，int pos，int len)
{　 //将串S中第pos个字符开始的长度为len的子串删除
　//1≤pos≤StrLength(S)，0≤len≤StrLength(S)-pos+1
　HString news,sub1,sub2;
　int n=StrLength(S);
　if(pos<0||pos>slen||len<0||len>n-pos+1)
　　exit(0);　　                  //如果pos或len不合法，则退出
　else
　{
　　SubString(sub1,S,1,pos-1);　　//取串S中删除位置pos之前的子串sub
　　SubString(sub2,S,pos+len,n-(pos+len)+1);
　　//取串S中从pos+len开始所有剩余的子串
　　Concat(S,sub1,sub2); 　　　　//将子串sub1和sub2连接
　　S.length=n-len;
　}
}



串删除操作的时间复杂度为O(S.length)。


3. 串查询


串查询操作用于实现对字符串的查找功能，如果当前串（串S）串中存在与给定串（串T）值相同的子串，则返回它在当前串S中某个指定位置（pos）之后第一次出现的位置。

例如：S=“This is a Student！”，T=“is”，Index(S,T,4)=6。

该操作可以通过StrCompare、SubString、StrLength等基本操作来实现。其算法基本思想为：从主串S中取第i（=pos）位起，其长度与串T相等的子串，与T相比较，若相等，则求得函数值为i（=pos），否则i值自增1；直到找到与串T相等的子串或串S中不存在与串T相等的子串为止。即求使等式StrCompare(SubString(S,I，StrLength(T)),T)==0成立的i值。其中，i的初值应为pos，在找不到的情况下，i=n-m+1；n为串S长度；m为串T长度。基本操作过程如图4-4所示。
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图4-4　串查询操作过程示意图



具体算法如下。


int Index(String S，String T，int pos)
{　 // T为非空串，若主串S中第 pos 个字符之后存在与串T相等的子串，则返回第一个这样的子串在S中的位置，否则返回0
　if(pos>0)
　{
　　　n=StrLength(S);m=StrLength(T);　//求串长
　　　i=pos;
　　　while(i<=n-m+1)
　　　{
　　　　SubString(sub,S，i，m);　      //取得从第 i 个字符起长度为m的子串sub
　　　　if(StrCompare(sub,T)!=0)
　　　　++i;
　　　　else
　　　　return i;　　                 //找到与T相等的子串
　　　}//while
　　}//if
　　return 0;　　　　　　　　           //S中不存在满足条件的子串
} // Index



串查询操作的时间复杂度，在最好的情况下为O(S.length+L.length)；在最差的情况下，每趟循环执行到最后才出现不等，故最多需要比较n－m+1次，总比较次数为m×(n－m+1)，又由于m[image: 0077-01]
 n，因此时间复杂度为O(m×n)，即O(S.length×L.length)。


4. 串替换


串替换操作用于实现用串V替换串S中出现的所有与串T相等的不重叠的子串。例如：S=“XYXYXYXYXYXY”，T=“XYX”，V=“V”，则replace(S,T,V)=“VYVYVY”。

该操作可以通过StrAssign、SubString、StrLength、Concat、Index等基本操作来实现。其算法基本思想为：由S和V生成一个新的串news，首先将它初始化为一个空串，然后重复以下步骤直至“查找不成功”为止。

（1）自pos位置起在串S中查找与串T相同的子串。

（2）将串S中不被置换的子串（即从pos起到与串T相同的子串在串S中的位置之前的字符序列）和串V相继连接到串news上。

（3）将S中不被置换的字符序列连接到串news中，并将所得的新串赋给串S。

基本操作过程如图4-5所示。
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图4-5　串替换操作过程示意图



具体算法如下。


void Replace(String& S，String T，String V)
{　 //以串V替代串S中出现的所有与串T相同的子串
　n=StrLength(S);m=StrLength(T);pos=1;
　StrAssign(news，NullStr);　　　　//初始化串news为空串
　i=1;
　while(pos<=n-m+1&&i)
　{
　　i=index(S，T，pos);　　　　    //从pos指示位置起查找串T
　　if(i!=0)
　　{
　　　SubString(sub，S，pos，i-pos); //不置换子串
　　　Concat(news，news，sub); 　    //连接串S中不被置换部分
　　　Concat(news,news，V);　　      //连接串V
　　　pos=i+m; 　　　　              //pos移至继续查询的起始位置
　　}　//if
　}　　//while
　SubString(sub，S，pos，n-pos+1); 　//剩余串
　Concat(S，news，sub);　　          //连接剩余子串，并将新的串赋给S
}



串替换操作的时间复杂度为O(L.length×S.length)。

本章小结

1. 串是一种数据类型受到限制的特殊的线性表，并且规定表中每一个元素类型只能为字符型。

2. 串虽然是线性表，但又有其特殊的地方。串不能作为单个字符进行讨论，而是作为一个整体（字符串）进行讨论。

3. 串的存储结构主要分为顺序存储结构和链式存储结构两种。而顺序存储又分为定长顺序存储和堆分配存储。堆分配存储由于其能在串操作过程中动态分配存储空间，故其比定长顺序存储的适用性更强。串的链式存储把可利用的空间分成大小相同的若干连续的存储单元，每个结点有data和next两个域，其中data域用于存放指向下一个结点（首地址）的指针。该结构比较适用于待处理的串比较长的情况。

4. 串的基本操作包括串赋值、求子串、求串长、串比较和串连接，以及利用基本操作所实现的串插入、串删除、串查询和串替换操作等。

习题4


一、填空题


1. 串是一种特殊的线性表，其特殊性表现在__________。

2. 串的最基本的两种存储方式为__________和__________。

3. 两个字符串相等的充分必要条件是__________。

4. 对于采用堆分配存储的串S，将其初始化为空串的操作是__________。


二、分析题


1. 设串a=“very”，b=“good”，c=“I am a student”，求解以下问题。

（1）调用函数Concat(a,b)和Concat(b,a)的结果。

（2）调用函数Concat(a,Concat(b,c))和Concat(Concat(a,b),c)的结果。

（3）调用函数SubString(c,3,1)和SubString(c,1,3)的结果。

（4）调用函数StrInsert(c,5,b)和StrInsert(b,5,c)的结果。

（5）调用函数Index(c,‘am’)和Index(c,‘AM’)的结果。

（6）调用函数Replace(c,‘a’,a)的结果。

2. 试写出执行以下函数的输出结果。


void demonstrate()
{
  StrAssign(S,'THIS IS A BOOK');
  Replace(S,substring(s,3,7),'ESE ARE');
  StrAssign(t,concat(s,'S'));
  StrAssign(u,'XYXYXYXYXYXY');
  StrAssign(v,substring(u,6,3));
  StrAssign(w,'W');
  printf("t=",t,"v=",v,"u=",replace(u,v,w))
}



3. 设S=“bcdefgh”，T=“xyz”，执行以下操作：


substr(X,S,2,strlength(T));
substr(Y,S,strlength(T),2);
Concat(X,Y)



之后，串X的值为多少？


三、编程题


1. 设计一个算法，实现串的逆置（利用原串的存储空间）。

2. 分别采用顺序和链式存储结构，设计算法判断给定字符串是否为回文串。

3. 采用顺序存储结构，设计一个算法，求两个字符串的公共子串。



第5章　矩阵与广义表

数组和广义表可看成是特殊的线性表，其特殊性在于，其表中的数据元素本身也是一种线性表。本章将根据这两种结构的特殊性，针对矩阵的逻辑和存储结构、特殊矩阵、稀疏矩阵运算、广义表的逻辑和存储结构、广义表运算等几方面进行介绍。

5.1　矩阵

数组（array）是由n (n>1)个相同类型数据元素a0
 ,a1
 ,…,ai
 ,…,an-1
 构成的有限序列，n是数组的长度。其中，数组中的数据元素ai
 是一个数据结构，即ai
 既可以是线性表中的一个元素，其本身也可以是一个线性表，而线性子表中的每一个数据元素还可以再进行分解。根据数组元素ai
 的组织形式不同，数组可以分为一维数组、二维数组及多维（n维）数组等。其中，二维数组又称为矩阵（matrix）。

5.1.1　矩阵的逻辑特点

矩阵中的每一个元素都是一个定长的线性表（一维数组），都要受到两个关系（即行关系和列关系）的约束，也就是说每个元素都同属于两个线性表。

设A是一个有m行和n列的矩阵，则A可以表示为以下形式。

[image: 0080-01]


行向量表示矩阵：A=((a00
 ,a01
 ,…,a0n-1
 ),(a10
 ,a11
 ,…,a1n-1
 ),…,(am-10
 ,am-11
 ,…,am-1n-1
 ))

列向量表示矩阵：A=((a00
 ,a10
 ,…,am-10
 ),(a01
 ,a11
 ,…,am-11
 ),…,(a0n-1
 ,a1n-1
 ,…,am-1n-1
 ))

矩阵中的每个元素由元素值aij
 及一组下标（i，j）来确定。aij
 既属于第i行的行向量，又属于第j列的列向量。也就是说，除边界元素外，每个元素都恰好有两个直接前驱结点和两个直接后继结点（行向量上的直接前驱结点为aij-1
 和后继结点为aij+1
 ，列向量上的直接前驱结点为ai-1j
 和后继结点为ai+1j
 ）。并且矩阵只有一个开始结点a00
 ，它没有前驱结点；仅有一个终端结点am-1n-1
 ，它没有后继结点。

5.1.2　矩阵的存储方法

数组一般不进行插入和删除操作，即结构中元素个数和元素间的关系不变；并且计算机的内存是一维的，多维数组的元素应排成线性序列后存入存储器，所以采用顺序存储方法存储矩阵。

由于矩阵中的数据元素分别属于行向量和列向量，则采用顺序存储结构存储矩阵时，按照存取方式不同，可分为以行为主序存储和以列为主序存储两种方式。


1. 以行为主序的存储方式


矩阵以行为主序存储是指将数组中的元素一行接一行地顺序存储在计算机的连续存储空间中，即先存储第1行，然后存储第2行……第i+1个行向量紧接在第i个行向量后面，依此类推，每一行的元素以从左到右的顺序存储。例如，有m×n矩阵A，在计算机中以行为主的顺序存储序列为：a00
 ,a01
 ,…,a0,n-1
 ,a10
 ,a11
 ,…,a1,n-1
 ,…,am-1,0
 ,am-1,1
 ,am-1,n-1
 ，存储形式如图5-1所示。

[image: t51]
图5-1　矩阵以行序为主序顺序存储示意图



在矩阵的以行为主序的顺序存储中，假设矩阵中第一个元素a00
 在计算机中的存储地址为LOC(a00
 )（基址），并且每个数据元素占L个存储单元，则矩阵A中任一元素aij
 的存储位置为

LOC(aij
 )=LOC(a00
 )+(i×n+j)×L

其中，0≤i<m且0≤j<n。

在PASCAL和C语言中矩阵按行优先顺序存储。


2. 以列为主序的存储方式


矩阵以列为主序存储是指将数组中的元素一列接一列地顺序存储在计算机的连续存储空间中，即先存储第1列，然后存储第2列，依次类推，第j+1个列向量紧接在第j个列向量后面，每一列的元素以从上到下的顺序存储。对于m×n的矩阵A，在计算机中以列为主的顺序存储序列为：a00
 ,a10
 ,…,am-1,0
 ,a01
 ,a11
 ,…,am-1,1
 ,…,a0,n-1
 ,a1,n-1
 ,…,am-1,n-1
 。其存储形式如图5-2所示。

[image: t52]
图5-2　矩阵以列序为主序顺序存储示意图



在矩阵的以列为主序的顺序存储中，假设矩阵中第一个元素a00
 在计算机中的存储地址为LOC(a00
 )，且每个数据元素占L个存储单元，则矩阵A中任一元素aij
 的存储位置为

LOC(aij
 )=LOC(a00
 )+(j×m+i)×L

其中，0≤i<m且0≤j<n。

在FORTRAN语言中，矩阵就是按列优先顺序存储的。

下面的例子分别介绍了矩阵的运算和简单应用。


【例5-1】
 　对于给定的矩阵int a［3］［4］，若矩阵a的起始地址为1000，并且每个元素长度为4字节，试计算以下内容。

（1）矩阵a中的元素数目。

（2）按行存储时，元素a［1］［2］的内存地址。

（3）按列存储时，元素a［1］［2］的内存地址。


【解】
 　（1）由于矩阵的行、列下标值的下界均为0，该矩阵的行上界为3-1=2，列上界为4-1=3，所以该矩阵的元素数目共有3×4=12个。

（2）按行存储时，LOC(1,2)=LOC(a00
 )+(i×n+j)=1000+(1×4+2)×4=1024

（3）按列存储时，LOC(1,2)=LOC(a00
 )+(j×m+i)=1000+(2×3+1)×4=1028


【例5-2】
 　有m名学生，每人考n门功课，试编写求任一学生总分数和任一课程总分数的数据结构和算法。


【解】
 　把学生的考试成绩存放在m行n列的二维数组中，则第i(0≤i<m)行第j(0≤j<n)列中存放了第i个学生的第j门课程考试成绩。即其数据结构为：


#define M 10　　　　　　//假设“学生人数”为10人
#define N 3           //假设“课程门数”为3
int score[M][N];      //学生成绩二维数组



求第i名学生总分数的算法如下。


int student_sum(int score[M][N],int i)
{
  int j,sum=0;
  for(j=0;j<N;j++)
  　sum=sum+score[i][j];
  return(sum);
}



求第j门课程总分数的算法如下。


int course_sum(int score[M][N],int j)
{
  int i,sum=0;
  for(i=0;i<M;i++)
  　sum=sum+score[i][j];
  return(sum);
}



5.2　特殊矩阵

所谓特殊矩阵是指非零元素或零元素的分布有一定规律的矩阵。常见的特殊矩阵有对称矩阵、三角矩阵和对角矩阵等。

矩阵中的非零元素呈某种规律分布或矩阵中出现大量的零元素的情况下，为了节省存储空间，可以对这类矩阵进行压缩存储。即为多个相同的非零元素只分配一个存储空间，并且对零元素不分配存储空间。

5.2.1　对称矩阵


1. 对阵矩阵定义


若一个n阶方阵A中的元素满足下列条件。

aij
 =aji


其中，0≤i,j≤n-1，则称A为对称矩阵。

如图5-3便是一个5阶对称矩阵。

[image: t53]
图5-3　5阶对称方阵




2. 对称矩阵压缩存储


对称矩阵中的元素关于主对角线是对称的，因此对称矩阵的存储可以只存储下三角部分的数据元素，让每两个对称的元素共享一个存储空间，则可将n2
 个元素存储到n(n+1)/2个存储空间中，能节省近一半的存储空间。对称矩阵对应的下三角部分如图5-4所示。

[image: t54]
图5-4　对称矩阵下三角部分



假设以一维数组sa［n(n+1)/2］作为n阶对称矩阵A的存储结构，则sa［k］和矩阵元素aij
 之间存在一一对应关系。

（1）当i≥j时，则aij
 位于下三角形中。aij
 之前的i行（从第0行到第i-1行）一共有1+2+…+i=i(i+1)/2个元素，在第i行上，aij
 之前恰有j个元素（即ai,0
 ,ai,1
 ,ai,2
 ,…,ai,j-1
 ），因此有：

k=i(i+1)/2+j,　0≤k<n(n+1)/2

（2）当i<j时，则aij
 位于上三角形中。因为aij
 =aji
 ，所以只要交换上述对应关系式中的i和j即可得：

k=j(j+1)/2+i，　0≤k<n(n+1)/2

对于任意给定的一组下标值（i,j），均可在一维数组sa中找到矩阵元素aij
 ；反之，对于所有的k(0≤k<n(n+1)/2)，都能确定sa［k］中元素在矩阵中位置（i,j）。因此，称一维数组sa［n(n+1)/2］为n阶对称矩阵A的压缩存储，如图5-5所示。

[image: t55]
图5-5　对称矩阵的压缩存储




3. 对称矩阵元素地址计算


计算对称矩阵A中元素aij
 地址LOC(aij
 )，即为计算aij
 在一维数组sa［n(n+1)/2］中的存储地址LOC(sa［k］)。为了方便计算，令I=max(i,j),J=min(i,j)，则k=I(I+1)/2+J，那么aij
 的地址可用下列式子计算。

LOC(aij
 )=LOC(sa［k］)=LOC(sa［0］)+k×d=LOC(sa［0］)+(I(I+1)/2+J)×d

5.2.2　对角矩阵


1. 对角矩阵定义


若矩阵（方阵）中所有非零元素都集中在以主对角线为中心的带状区域中，区域外的值全为0，则称该矩阵为对角矩阵。常见的有三对角矩阵、五对角矩阵、七对角矩阵等。图5-6所示为7×7的三对角矩阵（即有三条对角线上元素非0）。

[image: t56]
图5-6　7阶三对角矩阵



其中，非零元素出现在对角线、主对角线上方紧邻的对角线和主对角线下方紧邻的对角线上。


2. 对角矩阵压缩存储


对角矩阵中的非零元素集中在以对角线为中心的带状区域，因此对角矩阵的存储可以只存储带状区域的数据元素。按照行优先顺序存储，可将一个k对角矩阵（k为奇数）压缩存储到一个向量中，并且也能找到每个非零元素和向量下标的对应关系。

假设一个n阶k对角矩阵（k为奇数）中每行有k个元素，则矩阵中一共有n×k个元素。事实上，在对角矩阵中，第0行和第n-1行的元素个数相同，为(k+1)/2个元素；第1行和第n-2行的元素个数相同，为(k+1)/2+1个元素，依此类推。即在k对角矩阵中，第0行和第n-1缺少(k-1)/2个元素，第1行和第n-2行缺少(k-1)/2-1个元素…则第i行缺少(k-1)/2-i个元素（0≤i<(k-1)/2）。因此，在n阶k对角矩阵中的实际元素个数如下。

[image: 0084-01]


根据上式，很容易计算出n阶三对角矩阵中的元素个数为3n-2，五对角矩阵中元素个数为5n-6等，依此类推。

此处以三对角矩阵为例讨论对角矩阵与一维向量之间关系。n阶三对角矩阵A元素个数为3n-2个，因此可将矩阵中的非零元素存储在向量sa［3n-2］中，则sa［k］和矩阵元素aij
 之间存在着一一对应关系。

（1）当i=0时，aij
 位于第0行，则aij
 之前一共有j元素，因此有：

k=j，　0≤k≤1

（2）当0<i≤n-1时，aij
 前面有i行，除0行外，每行有3个元素，则前i行一共有3i-1个元素。而aij
 所在的i行上，aij
 之前有j-i+1个元素，因此有：

k=3i-1+j-i+1=2i+j，　1<k<3n-2

将（1）（2）统一起来，则有k=2i+j(0≤k<3n-2)。对于任意给定的一组下标值（i,j），均可在一维数组sa中找到矩阵元素aij
 ；反之，对于所有的0≤k<3n-2的元素，都能确定sa［k］中元素在矩阵中位置（i,j）。因此，称一维数组sa［3n-2］为n阶三对角矩阵A的压缩存储，如图5-7所示。

[image: t57]
图5-7　三对角矩阵压缩存储



其他五对角矩阵、七对角矩阵可以按此思路进行分析。


3. 三对角矩阵元素地址的计算


计算n阶三对角矩阵A中元素aij
 地址LOC(aij
 )，即计算aij
 在一维数组sa［3n-2］中的存储地址LOC(sa［k］)。

LOC(aij
 )=LOC(sa［k］)=LOC(sa［0］)+k×d=LOC(sa［0］)+(2i+j)×d

5.2.3　稀疏矩阵

上述的特殊矩阵，其非零元素的分布都是有规律的，因此总能找到一种方法将它们压缩存储到一个向量中，并且一般都能找到矩阵中的元素与该向量之间的对应关系，通过这个关系，仍能对矩阵的元素进行随机存取。而下面所述的稀疏矩阵则有很大不同。


1. 稀疏矩阵的定义


什么是稀疏矩阵？简单说，设矩阵A中有s个非零元素，若s远远小于矩阵元素的总数（m×n）时，称A为稀疏矩阵。即令[image: 0085-01]
 （δ称为稀疏因子），若矩阵A对应的δ≤0.05时，称A为稀疏矩阵。例如，图5-8所示矩阵A。

[image: t58]
图5-8　7×8的稀疏矩阵




2. 稀疏矩阵抽象数据类型定义


稀疏矩阵的抽象数据类型定义如下。


ADT SparseMatrix
{
数据对象：D={aij

|i=1,2,…,m;j=1,2,…,n;aij

∈Elemset,m和n分别称为矩阵的行数和列数}
数据关系：R={Row，Col}
         Row={<ai,j

,ai,j+1

>|1≤i≤m,1≤j≤n-1}
         Col={<ai,j

,ai+1,j

>|1≤i≤m-1,1≤j≤n}
基本操作：
　CreateSMatrix(&M)
　　　 操作结果：创建稀疏矩阵M。
　DestroySMatrix(&M)
　　　 操作结果：销毁稀疏矩阵M。
　PrintSMatrix(M)
　　　 初始条件：稀疏矩阵M存在。
　　　 操作结果：输出稀疏矩阵M。
　CopySMatrix(M，&T)
　　　 初始条件：稀疏矩阵M存在。
　　　 操作结果：由稀疏矩阵M复制得到T。
　AddSMatrix(M，N，&Q)
　　　 初始条件：稀疏矩阵M与N的行数和列数对应相等。
　　　 操作结果：求稀疏矩阵的和Q=M+N。
　SubtSMatrix(M，N，&Q)
　　　 初始条件：稀疏矩阵M与N的行数和列数对应相等。
　　　 操作结果：求稀疏矩阵的差Q=M-N。
　MultSMatrix(M，N，&Q)
　　　 初始条件：稀疏矩阵M列数等于N的行数。
　　　 操作结果：求稀疏矩阵乘积Q=M×N。
　TransposeSMatrix(M，&T)。
　　　 初始条件：稀疏矩阵M存在。
　　　 操作结果：求稀疏矩阵M的转置矩阵T。
}ADT SparseMatrix




3. 稀疏矩阵的压缩存储


在稀疏矩阵中，由于绝大部分是零元素，而这些零元素如果也要存储在计算机的存储空间中，则会浪费大量的存储空间。为了节省存储单元，很自然地想到使用压缩存储的方法。但由于非零元素的分布一般是没有规律的，因此在存储非零元素的同时，还必须同时记下它所在的行和列的位置（i,j）。反之，一个三元组（i,j,aij
 ）唯一确定了矩阵A的一个非零元素。此外，为了唯一确定一个矩阵，还必须给出矩阵的行数m和列数n。因此，稀疏矩阵可由表示非零元的三元组及其行列值唯一确定。

如图5-8所示的7×8的稀疏矩阵A，用三元组表示如下。

（（0,2,3），（0,7,1），（2,0,9），（3,4,7），（4,6,5），（5,1,1），（5,5,2），（6,3,4））


4. 稀疏矩阵的存储结构


稀疏矩阵利用三元组进行压缩存储时，通常采用顺序存储（三元组顺序表）、线性链表存储和十字链表存储等存储方式。

1）三元组顺序表

将表示稀疏矩阵非零元素的三元组按行优先的顺序排列，依次存放在向量中，这种稀疏矩阵的顺序存储方式称为三元组顺序表。其类型描述如下。


#define MAXSIZE 1000　　　　　//由用户定义的非零元素个数最大值为1000
typedef Struct              //三元组结构定义
{
  int i,j;                 //非零元素行下标和列下标
  ElemType e;              //非零元素值
}Triple;
typedef struct             //三元组顺序表类型定义
{
  Triple data[MAXSIZE+1]  //非零元素三元组表，data[0]未用
  int m,n,t;              //稀疏矩阵的行数、列数和非零元个数
}TSMatrix;                //三元组顺序表类型名



图5-9为图5-8所示稀疏矩阵A所对应的三元组顺序表A.data。

[image: t59]
图5-9　三元组顺序表



2）行逻辑链接顺序表

为了便于随机存取任意一行的非零元素，则需要知道每一行的第一个非零元素在三元组表中的位置。为此，在稀疏矩阵的三元组顺序存储结构中增加指示各行第一个非零元素位置的向量，这种三元素组表被称为行逻辑链接顺序表，其类型描述如下。


#define MAXSIZE 1000　　　　　//由用户定义的非零元素个数最大值为1000
typedef Struct              //三元组结构定义
{
  int i,j;                  //非零元素行下标和列下标
  ElemType e;               //非零元素值
}Triple;
typedef struct
{
  Triple data[MAXSIZE+1]   //非零元素三元组表
  int rpos[MAXROW];        //每一行第一个非零元素位置表
  int m,n,t;　　　　　　　　//稀疏矩阵的行数、列数和非零元素个数
} RLSMatrix;



图5-8所示的稀疏矩阵A对应行逻辑链接顺序表如图5-10所示。

[image: t61]
图5-10　稀疏矩阵A行逻辑链接顺序表



3）十字链表

采用十字链表存储是将稀疏矩阵中同一行的非零元素链接成一个行线性链表，同一列的非零元素链接成一个列线性链表。这样，每一个非零元素就包含在两个链表中，即该非零元素既在所在行的行链表中也在所在列的列链表中，整个矩阵构成了一个十字交叉的链表。

在采用十字链表存储稀疏矩阵时，非零元素用一个包含五个域的结点表示：行号域row、列号域col、值域e、列链接指针域down、行链接指针域right。结点结构如图5-11所示。

[image: t62]
图5-11　十字链表非零元素结点结构



十字链表存储类型定义如。


typedef struct OLNode　　　　　//十字链表非零元素结点结构及链表类型定义
{
  int i,j;                    //非零元素行下标和列下标
  Elemtype e;
  Struct LONode *right,*down; //非零元素所在行表和列表的后继指针
}OLNode,*OLink;
typedef struct                //十字链表类型定义
{
  OLink*rhead,*chead;         //行链和列链表头指针向量，基址由CreateSMatrix分配
  int m,n,t;                  //稀疏矩阵的行数、列数和非零元素个数
}CrossList;



图5-8所示稀疏矩阵A的十字链表如图5-12所示。

[image: t63]
图5-12　稀疏矩阵A的十字链表



5.3　稀疏矩阵的运算

由于采用压缩存储的方法，稀疏矩阵运算的实现变得复杂起来。本节中将讨论稀疏矩阵的几种基本运算，并讨论相关运算在某一种存储结构下的实现方法。


1. 初始化稀疏矩阵


创建一个三元组顺序表，主要是对三元组顺序结构进行初始化。具体算法实现如下。


void　CreateSMatrix(SMatrix &M)
{                     //创建一个三元组顺序表
　 M.data=(Triple *)malloc((MAXSIZE+1)*sizeof(Triple));
 　M.m=0;
 　M.n=0;
 　M.t=0;
}



该算法的时间复杂度为O(1)。


2. 销毁稀疏矩阵


销毁一个稀疏矩阵的前提是必须有一个稀疏矩阵存在。采用三元组顺序表存储矩阵M时，销毁矩阵的具体算法实现如下。


void　DestroySMatrix(SMatrix　M)
{
　 M.m=0;
 　M.n=0;
 　M.t=0;
}



该算法的时间复杂度为O(1)。


3. 稀疏矩阵输出


稀疏矩阵在输出时，主要是根据所给出的三元组顺序表来输出该稀疏矩阵。由于稀疏矩阵采用压缩存储方式，所以其输出方式有输出三元组信息和输出完整的稀疏矩阵两种。

（1）输出稀疏矩阵三元组信息的具体算法实现如下。


void PrintSMatrix(SMatrix　M)
{
  for(i=1;i<=M.t;i++)
  printf(M.data[i].i, M.data[i].j,M.data[i].e);　//输出非零元素行、列下标和元素值
}



算法时间复杂度为O(M.t)。

（2）输出完整的稀疏矩阵的具体算法实现如下。


void PrintSMatrix1(TSMatrix M)
{　　　　　　　　　　　　　　　　　　　//按矩阵形式输出M
  int i,j,k=1;
  Triple *p=M.data;
  p++;                           //p指向第一个非零元素
  for(i=1;i<=M.m;i++)
  {
  　 for(j=1;j<=M.n;j++)
  　　if(k<=M.t&&p->i==i&&p->j==j)
                                   //p指向非零元素，并且p所指元素为当前处理元素
  　　{
  　　　printf(p->e);              //输出p所指元素的值
  　　　p++;                       //p指向下一个元素
  　　　k++;                       //计数器+1
  　　 }
  　　else                        //p所指元素不是当前处理元素
  　　printf(0);                  //输出0
  }
}



该算法中每个矩阵元素都要输出，输出语句的执行次数等于矩阵中元素的个数。因此，该算法的时间复杂度为O(m×n)。


4. 稀疏矩阵复制


将稀疏矩阵的复制，即由矩阵M通过复制得到一个完全一样的稀疏矩阵T。采用三元组顺序表存储矩阵M和T时，具体算法实现过程如下。


void　CopySMatrix(TSMatrix M.TSMatrix &T)
{　　//由稀疏矩阵M复制得到T
  T.m=M.m;T.n=M.n;T.t=M.t;
  for(i=1;i<=M.t;i++)
  　　T.data[i]=M.data[i]
}



该算法时间复杂度为O(M.t)。


5. 稀疏矩阵转置


转置是一种最简单的矩阵运算，对于一个m×n的矩阵M，其转置矩阵T是一个n×m的矩阵，并且Tji
 =Mij
 (i=0,1,…,m-1,j=0,1,…,n-1)。矩阵M和其转置矩阵T如图5-13所示。

[image: t64]
图5-13　矩阵M及其转置矩阵T



矩阵的转置本质上就是交换矩阵每一个元素的行值和列值，因此稀疏矩阵中非零元素的个数不会减少。当用三元组顺序表表示稀疏矩阵时，求转置矩阵的元素就变为由M的三元组表求得T的三元组表的问题。要实现转置必须处理以下两个问题。

（1）将稀疏矩阵M中非零元素的行、列值相互交换，即将M.data［］中每个元素的i,j值相互交换。

（2）因为三元组顺序表中元素以行优先顺序排列，T.data［］中元素顺序和M.data［］中元素顺序不同，所以需要重排三元组顺序表中的元素次序。

为了解决上述问题，可采用以下算法实现矩阵的转置。

（1）按照T.data［］中三元组的次序依次在M.data［］中找到相应的三元组进行转置，即按照矩阵M的列序进行转置。其具体算法如下。


void TransposeSMatrix(TSMatrix　M，TSMatrix　&T)
{
　T.m=M.m;T,n=M.n;T.t=M.t;
　if(T.t)
　{
　　q=1；
　　for(col=1;col<=M.n;++col)
　　　for(p=1;p<=M.t;++p)
　　　　 if(M.data[p].j==col)
　　　　{
　　　　　T.data[q].i=M.data[p].j;
　　　　　T.data[q].j=M.data[p].i;
　　　　　T.data[q].e=M.data[p].e;
　　　　　++q;
　　　　}
　}
}



该算法主要工作在col和p的双重循环中完成，因此算法时间复杂度为O(M.n×M.t)。当非零元素个数与M.m×M.n同数量级时，时间复杂度会增加到O(M.m×M.n2
 )，效率将会大大降低。算法效率低的原因是每转置一个元素，都必须对M.data［］从头到尾扫描一遍。

（2）按照M.data［］三元组顺序进行转置。转置后的元素不连续存放，而直接存放到T.data［］中对应的位置上。

为此，设置两个辅助数组num[M.n+1]和cpot[M.n+1]分别存放矩阵M中每一列非零元素的个数和每一列第一个非零元素在T.data［］中的位置。其具体算法如下。


void FastTransposeSMatri(TSMatrix M，TSMatrix &T)
{
　　T.m=M.m;T,n=M.n;T.t=M.t;
　　if(T.t)
　　{
　　　　for(col=1;col<=M.n;++col)　   //初始化num向量
　　　　num[col]=0;　　　　　　　　　
　　　　for(t=1;t<=M.t;++t)           //求M中每一列非零元个数
　　　　++num[M.data[t].j]; 
　　　　cpot[1]=1;                    //求col列中第一个非零元在T.data中的序号
　　　　for(col=2;col<=M.n;++col)
　　　　cpot[col]=cpot[col-1]+num[col-1]; 
　　　　for(p=1;p<=M.t;++p)
　　　　{
           Col=M.data[p].j;
           q=cpot[col];
           T.data[q].i=M.data[p].j;
           T.data[q].j=M.data[p].i;
           T.data[q].e=M.data[p].e;
           ++cpot[col];
　　　　}
　　}
}



从空间上看，算法（2）中多使用了两个辅助数组，因此其空间复杂度为O(n)；从时间上来看，算法使用了4个并列的循环，分别执行了M.n次、M.t次、M.n-1次、M.t次，因此算法的时间复杂度为O(M.n+M.t)。


6. 稀疏矩阵相乘


两个矩阵相乘，即

Q=M×N

其中，M是m1
 ×n1
 矩阵，N是m2
 ×n2
 的矩阵，并且n1
 =m2
 。矩阵M和N相乘的经典算法如下。


for(i=0;i<m1;++i)
　for(j=0;i<m2;++j)
　{
     Q[i][j]=0;
     for(k=0;k<n1;++kj)
       Q[i][j]+=M[i][k]*N[k][j]
　}



该算法时间复杂度为O(M.m1
 ×M.n1
 ×N.n2
 )。

当M、N是稀疏矩阵并用三元组压缩存储时，乘积矩阵Q中元素为

[image: 0092-01]


其中，1≤i≤m1
 ,1≤j≤n2
 。

为求得Q的值，只需要在M.data和N.data中找到相应的各对元素（即M.data中的j值和N.data中的i值相等的各对元素）相乘即可。即为了得到非零的乘积，只要将M.data中的每个元素（i,k,M(i,k)）找到N.data中所有相应的元素（k,j,N(k,j)）相乘，为此需要在N.data中寻找矩阵N中第k行的所有非零元素。行逻辑链接的顺序表结构中提供了非零元素的位置表，采用此结构来计算稀疏矩阵相乘则较为方便。

采用行逻辑链接顺序表实现矩阵相乘运算必须处理以下两个问题。

（1）求累计和值。矩阵相乘，对于M.data[p](p=1,2,…,t)来说，需要找到N中所有满足条件M.data[p].j=N.data[q].i的元素N.data[q]，再求M.data[p].e和N.data[q].e的乘积。由于矩阵Q中每个元素值是个累计和，为便于计算，应对每个元素设一个累积和的变量，设其初值为零，然后扫描数组M，求得相应元素的乘积，累加到适当的求累计和的变量上。

（2）乘积结果压缩存储到Q.data［］中。两个稀疏矩阵相乘不一定是稀疏矩阵，由于乘积Q的每一个分量都是一个累加值，即使M(i,k)×N(k,j)不为零，其累加值Q[i][j]也可能为零。因此乘积Q中的元素是否为非零元素，只有累加之后才能得知。由于Q的行号和M的行号一致，而M是按行存储的，因此可对Q逐行处理，并将累计求和的结果压缩存储到Q.data中去。

因此，两个稀疏矩阵相乘的算法可描述如下。


void MultSMatrix(RLSMatrix M,RLSMatrix N,RLSMatrix &Q)
{
  if(M.n!=N.m)　ErrorMessage(“……”);
  Q.m=M.m;Q.n=N.n;Q.t=0;　　　　　　　//Q初始化
  if(M.t*N.t!=0)                    //Q是非零矩阵
  {
  for(arow=1;arrow<=M.m;++arow)    //处理M的每一行
　  {
        ctemp[]=0                  //当前行各元素累加器清零
        Q.rpos[arow]=Q.t+1;
        if(arrow<M.m)
          tp=M.rpos[arrow+1]；
        else
          tp=M.t+1;                //定位驱动元素M.data[p]的范围
        for(p=M.rpos[arow];p<tp;++p)
        {　 //遍历M当前行中每一个非零元素，找到对应元素在N中的行号
            brow=M.data[p].j;
            if(brow<N.m)
              t=N.rpos[brow+1];
            else
              t=N.tu+1;
            for(q=N.rpos[brow];q<t;++q)
            {
              ccol=N.data[q].j;   //乘积元素在Q中列号
              ctemp[ccol]+=M.data[p].e*N.data[q].e;
            }//for q　//每次M.data[p].e行相乘(N的M.data[p].j=brow)得到部分结果
        }//for p,每次得到Q的第crow（=arow）行的非零元素
        for(ccol=1;ccol<=Q.n;++ccol)　//压缩存储该行非零元素
        {
　　　　  if(ctemp[ccol])
            {
              if(++Q.t>MAXSIZE)ErrorMessage(“……”);
              Q.data[Q.t]=(arow,ccol,ctemp[ccol]);
            }//if
        }//for ccol                //ctemp转换一行到Q.data[]中
      }//for　arrow
    }//if
}//MultSMatrix



上述算法中，累加器ctemp初始化时间复杂度为O(M.m×N.n)，求得Q的所有非零元的时间复杂度为O(M.t×N.t/N.m)，进行压缩存储的时间复杂度为O(M.m×N.n)。因此，该算法的总的时间复杂度为O(M.m×N.n+M.t×N.t/N.m)。


7. 稀疏矩阵相加


矩阵相加操作，即Q=M+N，要求执行相加运算的两个矩阵M和N有相同的行数和列数。执行相加操作时，M和N对应位置上（Mij
 、Nij
 ）的元素相加并存放到Q的相应位置Qij
 。对于稀疏矩阵，假设Q、M和N均采用三元组顺序表存储，当扫描三元组顺序表M和N的行号时，会出现以下几种情况。

（1）如果M当前项的行号与列号等于N当前项的行号和列号，则将对应元素值相加。如果结果不为0，则存储到Q的三元组顺序表。如果M当前项的行号等于N当前项的行号，M当前项的列号小于N当前项的列号，则将M当前项存储到Q的三元组顺序表，否则将N当前项存储到Q的三元组顺序表。

（2）如果M当前项的行号大于N当前项的行号，则将N当前项存储到Q的三元组顺序表。

（3）如果M当前项的行号小于N当前项的行号，则将M当前项存储到Q的三元组顺序表。

（4）如果M中还有未扫描项，则将M的剩余项依次存储到Q的三元组顺序表。

（5）如果N中还有未扫描项，则将N的剩余项依次存储到Q的三元组顺序表。

稀疏矩阵相加的具体算法描述如下。


void AddSMatrix(TSMatrix　M, TSMatrix　N, TSMatrix　&Q)
{　//三元组顺序表表示的稀疏矩阵M、N相加
  m=1;n=1;k=1;　　　　　　　　　　　　　//m、n、k指示M、N、Q的当前项
  while (m<=M.t&&n<=N.t)　　         // M、N均未扫描完
  {
    if(M.data[m].i==N.data[n].i)　  //M和N行号相同
    {
  　  if (M.data[m].j==N.data[n].j)　//M和N行号相同，列号也相同
  　  {
  　　　Q.data[k].i=M.data[m].i;
  　　　Q.data[k].j=M.data[m].j;
  　　　Q.data[k].e=M.data[m].e+N.data[n].e;
  　　　if (Q.data[k].e!=0)
  　　　k++;
  　　　m++;
  　　　n++;
  　　}//end_if
　　　else if (M.data[m].j<N.data[n].j) //M和N行号相同，M列号小于N列号
          {
              Q.data[k].i=M.data[m].i;
              Q.data[k].j=M.data[m].j;
              Q.data[k].e=M.data[m].e;
              m++;k++;
          }//end_else if
          else
          {　　//M和N行号相同，M列号大于N列号
              Q.data[k].i=N.data[n].i;
              Q.data[k].j=N.data[n].j;
              Q.data[k].e=N.data[n].e;
              n++;k++;
          }end_else
    else if (M.data[m].i<N.data[n].i) //M行号小于N行号
　　    {
            Q.data[k].i=M.data[m].i;
            Q.data[k].j=M.data[m].j;
            Q.data[k].e=M.data[m].e;
            m++;k++;
　　　  }//end_else if
　　　  else 
        {　　//M行号大于N行号
            Q.data[k].i=N.data[n].i;
            Q.data[k].j=N.data[n].j;
            Q.data[k].e=N.data[n].e;
            n++;k++;　
　　　  }end_else
    }//end_while
    while(m<=M.t)　　 //M中有未扫描的项，逐次存入Q
    {
　　  Q.data[k].i=M.data[m].i;
　　  Q.data[k].j=M.data[m].j;
　　  Q.data[k].e=M.data[m].e;
　　  m++;k++;
    }//end_while
    while(n<=N.t)　　 //N中有未扫描的项，逐次存入Q
    {
　　  Q.data[k].i=N.data[m].i;
　　  Q.data[k].j=N.data[m].j;
　　  Q.data[k].e=N.data[m].e;
　　  n++;k++;　
    }//end_while
    Q.m=M.m;
    Q.n=M.n;
    Q.t=k-1;　　   //将Q的非零元个数存入Q.t
}//end_AddSMatrix



该算法通过三个while循环将M、N中所有的非零元素都扫描一遍，因此总的执行次数为M.t+N.t，该算法的时间复杂度为O(M.t+N.t)。

算法采用三元组顺序表存储矩阵，比较适合非零元素的位置和个数发生变化不大的矩阵相加运算。当两矩阵相加，非零元个数和位置发生较大变化时，宜采用十字链表的存储结构。

5.4　广义表

广义表是一种非线性的数据结构，顾名思义，它也是线性表的一种推广。它被广泛应用于人工智能等领域的表处理语言LISP中。在LISP语言中，广义表是一种最基本的数据结构，就连LISP语言的程序也表示为一系列的广义表。

5.4.1　广义表的逻辑特点


1. 广义表定义


与数组一样，广义表是线性表的扩展。线性表被定义为一个有限的序列（a1
 ,a2
 ,a3
 ,…,an
 ），其中，ai
 被限定为是单个数据元素。

广义表也是n(n≥0)数据元素a1
 ,a2
 ,a3
 ,…,an
 的有限序列，通常记作如下形式。

LS=(a1
 ,a2
 ,a3
 ,…,an
 )

LS是广义表的名字，通常广义表的名字用大写字母表示，n是广义表的长度。与线性表不同的是，广义表中的ai
 则既可以是单个元素（称为原子，用单个小写字母表示），还可以是一个广义表。若ai
 是一个广义表，则称ai
 是广义表LS的子表。在广义表LS中，a1
 是广义表LS的表头，而广义表LS其余部分组成的表（a2
 ,a3
 ,…,an
 ）则称为广义表的表尾。广义表展开后所含括号重数称为广义表的深度。

由此可见，广义表的定义是递归定义的。因为在定义广义表时，又使用了广义表的概念，它是一种“多层次”的“线性结构”。


2. 广义表的表示


以下为以“字符串”的形式来表示广义表。

（1）A=()　A是一个空表，并且长度为零，深度为1。

（2）B=(a)　B表只有一个原子元素a，并且长度为1，深度为1。

（3）C=(b,c)　C表中有两个原子元素b、c，实际是一个线性表，长度为2，深度为1。

（4）D=(d,(e,f,g))　D表长度为2，两元素分别为原子元素d和子表(e,f,g)，深度为2。

（5）E=(B,A,D)　E表长度为3，三元素都是子表。

（6）F=(B,E)　F表长度为2。

（7）G=(h,G)　G表示一个递归的表，其长度为2，深度为无穷。

广义表可以用图来形象的表示，图5-14给出了A、B、C、D、E、F、G的图形表示。

[image: t65]
图5-14　广义表图形表示




3. 广义表的特征


从上面广义表定义和表示可推出广义表的具体特征如下。

（1）广义表是一种线性结构。广义表中的数据元素彼此之间有固定的相对次序，如同线性表。

（2）广义表是一种多层次的结构。广义表中的元素可以是子表，而子表中的元素还可以是子表。例如，广义表E由三个子表B、A和D组成，而D又由一个原子d和一个子表(e,f,g)组成。由图5-13可知，广义表不仅是线性表的推广，也是树的推广。

（3）广义表可以为其他广义表所共享。例如，表B、A和D为E的子表，则在E中不必列出子表的值，而是通过子表的名称来引用。

（4）广义表可以是一个递归的表，即广义表也可以是其本身的子表。例如，表G就是一个递归的广义表。


4. 广义表抽象数据类型定义


抽象数据类型广义表的定义如下。


ADT GList 
{
数据对象：D={ei

| i=1,2,…,n;n≥0;ei

∈AtomSet或ei

∈GList，AtomSet为某个数据对象 }
数据关系：R1

={<ei-1

,ei

>|ei-1

,ei

∈D,2≤i≤n} 
基本操作：
　InitGList(&L);
　　　 操作结果：创建空的广义表L。
　CreateGList(&L, S);
　　　 初始条件：S是广义表的书写形式串。
　　　 操作结果：由S创建广义表L。
　CopyGList(&T, L);
　　　 初始条件：存在广义表L。
　　　 操作结果：由广义表L复制得到广义表T。
　DestroyGList(&L);
　　　 初始条件：存在广义表 L。
　　　 操作结果：销毁广义表 L。
　GListLength(L);
　　　 初始条件：存在广义表L。
　　　 操作结果：求广义表L的长度，即元素个数。
　GListDepth(L);
　　　 初始条件：存在广义表L。
　　　 操作结果：求广义表 L 的深度。
　GListEmpty(L);
　　　 初始条件：存在广义表L。
　　　 操作结果：判定广义表L是否为空表。
　GetHead(L);
　　　 初始条件：广义表L存在且非空。
　　　 操作结果：返回广义表L的表头。
　GetTail(L);
　　　 初始条件：广义表L存在且非空。
　　　 操作结果：返回广义表L的表尾。
　InsertFirst_GL(&L, e);
　　　 初始条件：存在广义表L。
　　　 操作结果：插入元素 e 作为广义表 L 的第一个元素。
　DeleteFirst_GL(&L, &e);
　　　 初始条件：存在广义表L。
　　　 操作结果：删除广义表 L 中第一个元素，并用 e 返回其值。
　Traverse_GL(L, Visit());
　　　 初始条件：存在广义表L。
　　　 操作结果：遍历广义表 L，用函数 Visit 处理每个元素。
} ADT GList



5.4.2　广义表的存储方法

由于广义表中的数据元素可能是原子也可能是子表，因此难以用顺序存储结构表示，通常采用链式存储结构，每个数据元素可用一个结点表示。根据结点的定义不同，广义表有头尾链表和扩展线性链表两种存储结构。


1. 头尾链表


由于广义表中的数据元素可能为原子或广义表，因此需要两种结构的结点：一种是表结点，用于表示广义表及子表；一种为原子结点，用于表示原子。从上一小节广义表的定义可知，一个广义表非空，则可分解为表头和表尾；反之，一对表头和表尾可唯一确定一个广义表。因此，一个表结点可由三个域组成：标志域、指示表头的指针域和指示表尾的指针域。而一个原子结点需要两个域：标志域和值域。头尾链表结点结构如图5-15所示。
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图5-15　广义表的链表结点结构



广义表头尾链表的类型定义如下。


Typedef enum
{
  ATOM,LIST
}ElemTag;　　　　　　　//ATOM==0时为原子，LIST==1时为子表
Typede struct GLNode
{
  ElemTag tag;      //公共部分，用于区分原子结点和表结点
  Union
  {//原子结点和表结点的联合部分
  　AtomType　atom; // data是原子结点的值域，AtomType由用户定义
  　Struct
  　{
  　　struct GLNode　*hp,*tp;
  　}ptr;          // ptr是表结点的指针域，ptr.hp和ptr.tp分别指向表头和表尾
  }
}*GList//广义表类型



用头尾链表存储上节中的广义表A、B、C、D、E、F、G，存储结构如图5-16所示。
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图5-16　头尾链表存储结构示意图




2. 扩展线性链表


扩展线性链表与头尾链表的不同之处在于对原子结点的处理。在扩展线性链表中，原子结点增加了一个指向下一个元素结点的指针，即原子结点由三个域组成：标志域、值域和指向下一个元素结点的指针。扩展线性链表结点结构如图5-17所示。

[image: t68]
图5-17　扩展线性链表存储结构示意图



扩展线性链表类型的定义如下。


typedef enum
{
ATOM,LIST
} ElemTag; 　　　　　　　　// ATOM==0时为原子，LIST==1时为子表
typedef struct GLNode
{
  ElemTag tag;          // 公共部分，用于区分原子结点和表结点
  union 
  {
   // 原子结点和表结点的联合部分
　  AtomType atom;       // 原子结点的值域
　  struct GLNode *hp;   // 表结点的表头指针
  };
　  struct　GLNode *tp;  // 相当于线性链表的next,指向下一个元素结点
}GLNode,*GList;         // 广义表类型GList是一种扩展的线性链表



用扩展线性链表存储上一小节中的广义表A、B、C、D、E、F、G，存储结构如图5-18所示。
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图5-18　线性扩展链表存储结构示意图



5.5　广义表的运算

由于广义表是线性表的一种推广和扩充，因此和线性表类似，可以对广义表进行定位、插入和删除等操作。但广义表在结构上较线性表复杂得多，在具体操作的实现上不如线性表简单。本节主要讨论几种广义表运算的算法。由于广义表的定义是递归的，因此相应的算法一般也都是递归算法。

5.5.1　广义表的创建与销毁


1. 创建广义表


创建广义表就是按广义表的书写形式建立广义表的存储结构，即将广义表的数据元素存储起来。假设广义表中的原子类型为字符且广义表无共享子表，则可使用递归方式建立广义表，其算法基本思想如下。

（1）判断输入广义表的字符是否为空。如果是，则置表头指针为空；否则继续执行步骤（2）。

（2）判断广义表中字符串的字符：若为“（”，则表明其是一个子表的开始，将p结点的标志域置1，生成新结点，用指针p指向新结点，并将p结点的hp域作为子表的表头指针递归构造子表；当碰到“）”时，算法结束；当碰到英文字母时，表明它是一个原子，则建立一个原子结点；当碰到“，”时，表明存在后继元素，需要建立当前结点的后继表；当碰到一个字符“#”时，表示其为一个空表。

采用扩展线性链表存储结构实现广义表创建的算法描述如下。


void CreateGList(GList L)
{
    char c;
    scanf("%c",c);
    if(c=='#') L=NULL;
    else if(c='(')
    {
        L=(GList)malloc(sizeof(GLNode));　　　　　　//为结点分配存储空间
        L->tag=1;                                 //置表结点标志为1
        CreateGList(L->hp);                       //创建子表
    }                                             //end_else if
    else
    {
        L=(GList)malloc(sizeof(GLNode));
        L->tag=0;　　　　　　　　　　　　　　　　　　 //置原子结点标志为0
        L->atom=c;　　　　　　                   　//原子结点数据域赋值
    }//end_else
    scanf("%c",c);
    if(L!=NULL)
    {
        if(c==',') CreateGList(L->tp);          //创建后继结点
        else if((c==')')||(c==',')) L->tp=NULL; //结束
    }//
}//CreateGList



广义表创建算法的时间复杂度为O(n)。


2. 销毁广义表


销毁广义表就是当一个广义表不再使用时，释放其所占用的动态存储空间。采用从前往后的方式销毁表中的每个元素，如果某个元素是子表，则通过递归调用销毁。其具体算法实现如下。


void DestroyGList(GList &L)
{ 　//初始条件：存在广义表L；操作结果：销毁广义表L
  GList ph,pt;
  if(L)                 //L不为空表
  {                     //由ph和pt接替L的两个指针hp，tp
  　if(L->tag==1)
  　ph=L->hp;           //是子表
  　else
  　ph=NULL;            //是原子
  　pt=L->tp;
  　free(L);            //释放L所指结点
  　L=NULL;             //令L为空
  　DestroyGList(ph);   //递归销毁表ph
  　DestroyGList(pt);   //递归销毁表pt
  }
}



销毁广义表算法的时间复杂度为O(n)。

5.5.2　广义表的定位、插入和删除

广义表的定位、插入和删除操作需要知道广义表中元素的位置。假设x是一个原子或子表，则x在广义表中的位置可以用层次序号表（k1
 ,k2
 ,…,km
 ）表示。其中，k1
 表示x是广义表的第几个元素或位于广义表第几个元素中，如果x是子表，则k2
 表示是子表的第几个元素或位于子表的第几个元素中，依此类推。m是x在广义表中所处的层次，例如广义表为(a,(b),((c,d),e))，则原子d的层次序号表为（3,1,2），子表(b)的层次序号表为（2,1）。


1. 广义表定位


广义表的定位操作要求根据给定元素的层次序号表，确定广义表中某个元素的地址，即原子结点的地址或子表的表头地址。

假设使用数组w[m]存储元素的层次序号表，m表示广义表深度。如果要定位元素位于i层，则w0
 ～wi-1
 均大于0，wi
 ～wm-1
 均等于0。广义表采用扩展链表存储，相应算法描述如下。


GList LOCGList(GList L, int w[m])
{ //利用递归算法定位元素
    GList p; 
    p=L->hp;
    if(L)　　　 //L不空
    { 
        while((w[i]>0)&&p)
        {
            for(j=0;j<w[i];j++)
              p=p->tp;
            p=p->hp;
              i++;
        }
    return p;
    }
}



该算法时间复杂度与所查找元素的位置有关。假设广义表的长度为n，深度为m，则该算法的时间复杂度为O(m×n)。


2. 广义表插入


广义表插入的操作有以下两种方法。

（1）将元素e插入广义表，作为广义表的第一元素。该运算采用算法实现的基本思路为：先找到广义表L，然后将L的hp指针指向新插入元素结点，新结点的tp指针则指向原广义表的第一元素结点。采用扩展链表存储广义表，插入算法的具体实现如下。


InsertFirst_GL(Glisten &L, GList e);
{　//插入元素 e 作为广义表 L 的第一个元素
　GList p;
　p=L->hp;
　p->tp=e;
　L->hp=p;
}



该算法比较简单，其时间复杂度为O(1)。

（2）根据层次序号表w[m]，将一个新的原子或子表插入到广义表L中的指定结点之后。该算法实现的基本思路为：先找到层次序号表w[m]所指示的结点p，然后将新原子或子表s插入在p结点之后。插入算法的具体实现如下。


void InsertGList(GList &L, int w[m], GList e)
{　//将指示新元素e的结点插入到w[m]所指示结点之后
    GList p;
    p=LOCGList(L,w[m]);
    e->tp=p->tp;
    p->hp=e;
}



该算法时间主要消耗在查找插入位置上，因此算法时间复杂度为O(m×n)。


3. 广义表删除


广义表的删除是指将指定元素从广义表中删除。广义表的删除操作也分为以下两种方法。

（1）将广义表L中第一元素删除，即表头删除。该算法实现的基本思路为：将当前广义表L的hp指针指向L->hp所指结点的tp指针指示的结点，使用e返回其值。采用扩展链表存储广义表，其具体算法如下。


void DeleteFirstGList(GList &L,GList &e)
{　 //删除广义表L的第一元素，并用e返回其值
    if(L)
    {
      e=L->hp;
      L->hp=e->tp;
      e->tp=NULL;
    }
    else  e=L;
}



该算法时间复杂度为O(1)。

（2）删除据层次序号表w[m]所指示的原子或子表。实现该算法需要先找到层次序号表所指示位置的前一个位置，此处分为两种情况，如图5-19所示。
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图5-19　删除广义表元素示意图



由图5-19可知，要删除w[m]所指示的元素，必须先找到最后一个非零元素wk
 ，并判断wk
 -1是否为0。如果wk
 -1=0，则p结点的hp域指向被删除结点的后继结点；否则p结点的tp域指向被删除结点的后继结点。

其具体算法如下。


void DeleteGList(GList &L,int w[m],GList &e)
{　//删除广义表L的w[m]位置的元素，并用e返回其值
　i=0;
　while(w[i]>0) i++
　i--;　　　　　　　　　　　　　　　//找到层次序号表最后一层
　w[i]=w[i]-1//修改层次序号表值
　GList p=LOCGList(L,w[m]);     //查找修改后层次表所指示元素
　if(w[i]==0)                   //删除子表的第一个元素
　{
　　e=p->hp;
　　p->hp=(p->hp)->tp;
　}
　else
　{
　　e=p->tp;
　　p->tp=(p->tp)->tp;
　}
}



与插入算法相同，该算法的时间复杂度为O(m×n)。

5.5.3　判断两个广义表是否相等

两个广义表相等是指两个广义表具有相同的存储结构，对应的原子结点数据域值也相同。采用头尾链表判断广义表P和Q是否相等的基本思想如下。

（1）当P和Q均为空表时，两个广义表相等；当P和Q一个为空一个非空，两个广义表不相等；当P和Q一个指向原子结点，另一个指向表结点时，两个广义表不相等；当二者均指向原子结点，但其值域不相同时，两个广义表不相等。

（2）当P和Q均指向原子结点时，如果其数据域值相等，则再判断两个表的表尾是否相等；当P和Q均指向表结点时，先判断两个表的表头是否相等，如果相等则再判断两个表的表尾是否相等。

其具体算法实现如下。


int Same_GList(GList P,GList Q)
{//判断广义表P和Q是否相等，相等返回1，不相等返回0
    flag=1;
    if((P!=NULL)&&(Q!=NULL))
    {
        if((P->tag==ATOM)&& (Q->tag==ATOM))
            if(P->data!=Q->data) 
              flag=0;
        else if((P->tag==LIST)&& (Q->tag==LIST))
              flag=Same_GList(P->ptr.hp, Q->ptr.hp);
            else
            {
              if((P->tag==ATOM)&& (Q->tag==LIST)) flag=0;
              if((P->tag==LIST)&& (Q->tag==ATOM)) flag=0;
            }
    }
    else
    {
        if ((P!=NULL)&&(Q==NULL)) flag=0;
        if ((P==NULL)&&(Q!=NULL)) flag=0;
    }
}



该算法是一个递归算法，算法中时间主要消耗在P和Q对应结点的比较上。如果两个广义表相等，则需要比较次数为两表中元素的个数，因此时间复杂度为O(P.length)或O(Q.length)。

本章小结

1. 矩阵，即二维数组，其中的每一个元素都是一个定长的线性表（一维数组），都要受到两个关系即行关系和列关系的约束，也就是每个元素都同属于两个线性表。因此，当采用顺序存储结构存储矩阵时，按照存取方式不同，可分为以行为主序存储和以列为主序存储两种。在矩阵中，还有一些非零元素或零元素的分布有一定规律的特殊矩阵，为了节省存储空间，对这类矩阵的存储采用压缩存储。即对多个相同的非零元素只分配一个存储空间，对零元素不分配存储空间。

2. 稀疏矩阵，其大部分元素为零，为了方便存储采用三元组的方式存储其数据元素。整体上，稀疏矩阵的存储结构分为三元组顺序表、行逻辑顺序表和十字链表三种。根据存储结构的不同，其基本操作的实现方法也不同。

3. 广义表是线性表的扩展。广义表也是n(n≥0)数据元素a1
 ,a2
 ,a3
 ,…,an
 的有限序列，通常记作：LS=(a1
 ,a2
 ,a3
 ,…,an
 )。与线性表不同的是，广义表中的ai
 则既可以是单个元素（称为原子，用单个小写字母表示），还可以是一个广义表。广义表可以采用头尾链表和扩展线性链表两种存储结构，在这两种存储结构下可以很方便地实现广义表的创建、销毁、定位、插入、删除、判断相等等操作。

习题5


一、填空题


1. 特殊矩阵和稀疏矩阵在使用__________压缩存储后，失去随机存取的功能。

2. 已知有三对角矩阵A8×8
 压缩存储，其首元素地址LOC(a00
 )=1000，每个数据元素占用6字节的存储空间，则元素a34
 的存储地址为__________。

3. 已知广义表T=(((a),(b)),c,(d),(e,f))，则该广义表表头为__________，表长为__________，深度为__________。

4. 设广义表表头为(a，b)，表尾为(c，(d，e))，则广义表为__________。


二、简答题


1. 假设有二维数组A7×8
 ，每个元素用相邻的6个字节存储，存储器按字节编址。已知A的起始存储位置（基地址）为1000，计算：

（1）数组A的体积（即存储量）；

（2）数组A的最后一个元素a6,7
 的起始地址；

（3）按行存储时，元素a3,4
 的起始地址；

（4）按列存储时，元素a6,6
 的起始地址。

2. 分别画出下列广义表采用头尾链表和扩展线性链表的存储结构图，并利用取表头和表尾的操作分离出原子。

（1）((( )),a,((b,c),( ),d,(((e))));

（2）((((a),b)),(((),d),(e,f)))。


三、编程题


1. 假设矩阵中数据元素为整型数据，试设计一个算法，实现求矩阵中完全不相邻元素之和（即上、下、左、右、对角均不相邻）。

2. 假设有两个稀疏矩阵采用十字链表存储，试设计一个算法实现两矩阵的相加运算。

3. 试设计一个求广义表深度的算法。

4. 试设计一个算法，将广义表中所有的原子分离，并按照顺序输出。



第6章　树

树形结构是一种重要的非线性结构，在计算机科学中有着广泛的应用。树是以分组关系定义的层次结构，其中以二叉树最为常用。在微型计算机的操作系统中，文件和文件夹就是以树形结构存储的，这为日益扩大的存储器和系统文件的管理提供了很多的方便。在编译程序中，可以用树来表示源程序的语法结构；在数据库系统中树结构是信息的重要组织形式之一。本章首先介绍树的定义，然后重点介绍二叉树的定义、性质、存储、遍历及转换，以及二叉树的应用和哈夫曼树的应用。

6.1　树的定义和术语

本节先给出树（tree）的定义，然后介绍树的基本术语。

6.1.1　树的定义


1. 树的定义


树是n（n≥0）个有限数据元素的集合。在任意一棵非空树T中，有以下一些特点。

（1）有且仅有一个特定的称为树根（root）的结点（根结点无前驱结点）。

（2）当n>1时，除根结点之外的其余结点被分成m（m>0）个互不相交的集合T1
 ,T2
 ,…,Tm
 。其中，每一个集合Ti
 (1≤i≤m)本身又是一棵树，并且称为根的子树。

树的定义采用了递归定义的方法，即在树的定义中又用到树的概念，这正好反映了树的固有特性。图6-1为树的结构示意图。

[image: t71]
图6-1　树的结构示意图




2. 树的其他表示法


图6-1所示是树结构的一种直观画法，其特点是对树的逻辑结构的描述非常直观、清晰，是使用最多的一种描述方法。除此以外，还有以下几种描述树的方法。

（1）嵌套集合法　嵌套集合法又称文氏图法，它是用集合的包含关系来描述树形结构，每个圆圈表示一个集合，套起来的圆圈表示包含关系。图6-1所示树的嵌套集合表示如图6-2(a)所示。

（2）圆括号表示法　圆括号表示法又称为广义表表示法，它是使用括号将集合层次与包含关系显示出来。图6-1所示树的圆括号表示法为：(A(B(D,E(I,J),F),C(G,H)))。

（3）凹入法　凹入法是用不同宽度的行来显示各结点，而行的凹入程度体现了各结点集合的包含关系，图6-1所示树的凹入法表示如图6-2(b)所示。树的凹入表示法主要用于树的屏幕显示和打印输出。

[image: t72]
图6-2　树结构表示法



6.1.2　基本术语

树的基本术语主要有下列几种。

（1）结点：树的结点包含一个数据元素及若干指向其子树的分支。

（2）结点的度：结点所拥有的子树数称为该结点的度（degree）。

（3）树的度：树中各结点度的最大值称为该树的度。

（4）叶子（终端结点）：度为零的结点称为叶子结点。

（5）分支结点：度不为零的结点称为分支结点。

（6）兄弟结点：同一父亲结点下的子结点称为兄弟结点。

（7）层数：树的根结点的层数为1，其余结点的层数等于它双亲结点的层数加1。

（8）树的深度：树中结点的最大层数称为树的深度（或高度）。

（9）森林：零棵或有限棵互不相交的树的集合称为森林。

在数据结构中，树和森林并不像在自然界中那样有一个明显的量的差别。任何一棵树，只要删去根结点就成了森林，如图6-3所示。

[image: t73]
图6-3　树删去根结点后成为森林



（10）有序树和无序树：如果树中结点的各子树从左到右是有次序的（即不能互换），则称这样的树为有序树；否则，称为无序树。

6.2　二叉树

在有序树中有一类最特殊，也是最重要的树，称为二叉树（binary tree）。二叉树是树结构中最简单的一种，但却有着十分广泛的应用。

6.2.1　二叉树的定义


1. 定义


二叉树是有n(n≥0)个结点的有限集合，它有如下一些特点。

（1）该集合可以为空（n=0）。

（2）该集合可以由一个根结点及两个不相交的子树组成非空树，这两个子树分别称为左子树和右子树。

（3）左子树和右子树同样又都是二叉树。

在一棵非空二叉树中，每个结点至多只有两棵子树，分别称为左子树和右子树，并且左、右子树的次序不能任意交换。因此，二叉树是特殊的有序树。


2. 二叉树的形态


根据定义，二叉树可以有5种基本形态，如图6-4所示。

[image: t74]
图6-4　二叉树的基本形态



其中：图6-4(a)所示为空二叉树；图6-4(b)所示为仅有根结点的二叉树；图6-4(c)所示为右子树为空的二叉树；图6-4(d)所示为左子树为空的二叉树；图6-4(e)所示为左、右子树均非空的二叉树。


3. 二叉树的基本操作


二叉树的基本操作通常有以下几种。

（1）CreateBT()　创建一棵二叉树。

（2）ShowTree(BT *T)　按凹入法（或圆括号法等方法）显示二叉树。

（3）Preorder(BT *T)　按先序（根、左、右）遍历二叉树上所有结点。

（4）Inorder(BT *T)　按中序（左、根、右）遍历二叉树上所有结点。

（5）Postorder(BT *T)　按后序（左、右、根）遍历二叉树上所有结点。

（6）Levelorder(BT *T)　按层次遍历二叉树上所有结点。

（7）Leafnum(BT *T)　求二叉树叶结点总数。

（8）TreeDepth(BT *T)　求二叉树的深度。

6.2.2　二叉树的性质


性质1
 　一棵非空二叉树的第i层上最多有2i-1
 个结点（i≥1）。

一棵非空二叉树的第一层有1个结点，第二层最多有2个结点，第三层最多有4个结点，依此类推，利用归纳法即可证明第i层上最多有个2i-1
 结点。


性质2
 　深度为h的二叉树中，最多具有2h
 -1个结点（h≥1）。

【证明】　根据性质1，当深度为h的二叉树每一层都达到最多结点数时，它的和（n）最大，即

[image: 0110-01]


所以，命题正确。

（1）满二叉树　一棵深度为h，且有2h
 -1个结点的二叉树称为满二叉树。如图6-5所示的是一棵深度为4的满二叉树，其特点是每一层上的结点都具有最大的结点数。如果对满二叉树的结点进行连续的编号，约定编号从根结点起，从上往下，自左向右（见图6-5），由此可以引出完全二叉树的定义。

[image: t75]
图6-5　满二叉树



（2）完全二叉树　深度为h，有n个结点的二叉树，当且仅当其每个结点的编号都与深度为h的满二叉树中从1至n的结点的编号一一对应时，称此二叉树为完全二叉树。如图6-6(a)所示为一棵完全二叉树，而图6-6(b)则不是完全二叉树。

[image: t76]
图6-6　两种二叉树



完全二叉树除最后一层外，其余各层都是满的，并且最后一层或者为满，或者仅在右边缺少连续的若干个结点。


性质3
 　对于一棵有n个结点的完全二叉树，若按满二叉树的方法对结点进行编号（见图6-5），则对于任意序号为i的结点，有以下性质。

（1）若i=1，则序号为i的结点是根结点；若i>1，则序号为i的结点的父结点的序号为i/2。

（2）若2i≤n，则序号为i的结点的左孩子结点的序号为2i；若2i>n，则序号为i的结点无左孩子。

（3）若2i+1≤n，则序号为i的结点的右孩子结点的序号为2i+1；若2i+1>n，则序号为i的结点无右孩子。

证明略。


性质4
 　具有n（n>0）个结点的完全二叉树（包括满二叉树）的深度（h）为[image: 0111-01]
 。

【证明】　由性质2和完全二叉树的定义可知，当完全二叉树的深度为h且结点个数为n时有

2h-1
 -1<n≤2h
 -1

即

2h-1
 ≤n<2h


对不等式取对数则有

h-1≤log2
 n<h

由于h是整数，所以有[image: 0111-02]
 。


注：
 [image: 0111-03]
 表示不大于log2
 n的最大整数，[image: 0111-04]
 表示不小于log2
 n的最小整数。例如，当n=10时，[image: 0111-05]
 。


性质5
 　对于一棵非空的二叉树，设n0
 、n1
 、n2
 分别表示度为0、1、2的结点个数，则有：n0
 =n2
 +1。

【证明】（1）设n为二叉树的结点总数，则有

n=n0
 +n1
 +n2
 　　（6-1）

（2）由二叉树的定义可知，除根结点外，二叉树其余结点都有唯一的父结点，那么，父结点的总数（F）为

F=n-1　　（6-2）

（3）根据假设，各结点的子结点总数（C）为

C=n1
 +2n2
 　　（6-3）

（4）因为父子关系是相互对应的，即F=C，也即

n-1=n1
 +2n2
 　　（6-4）

综合式（6-1）、式（6-2）、式（6-3）、式（6-4）可以得到

n0
 +n1
 +n2
 =n1
 +2n2
 +1

即

n0
 =n2
 +1

所以，命题正确。

6.2.3　二叉树的存储

二叉树的存储结构也分为顺序存储和链接存储两种存储结构。


1. 顺序存储结构


二叉树的顺序存储，就是用一组连续的存储单元存放二叉树中的结点。一般可以采用一维数组或二维数组的方法进行存储。

1）一维数组存储法

二叉树中各结点的编号与等深度的完全二叉树中对应位置上结点的编号相同。其编号过程为：首先把根结点的编号定为1，然后按照层次从上至下、从左到右的顺序，对每一个结点进行编号。当双亲结点为i时，其左孩子的编号为2i，其右孩子的编号为2i+1。在图6-7(a)中，各结点右边的数字就是该结点的编号。

对于一般的二叉树，如果按从上至下和从左到右的顺序将树中的结点顺序存储在一维数组中，则数组元素下标之间的关系不能够反映二叉树中结点之间的逻辑关系，只有增加一些并不存在的空结点，使之成为一棵完全二叉树的形式，才能用一维数组进行存储。如图6-7(a)所示为一棵一般二叉树，经过改造以后成为图6-7(b)所示的完全二叉树。其顺序存储状态示意图如图6-7(c)所示。

[image: t77]
图6-7　一般二叉树的顺序存储示意图



显然，这种存储结构会造成大量的空间浪费。如图6-8(a)所示，一棵4个结点的二叉树，却要分配14个存储单元。可以证明，深度为h的（右向）单支二叉树，虽然只有h个结点，却需分配2h
 -1个存储单元。

对于完全二叉树和满二叉树，这种顺序存储结构既能够最大限度地节省存储空间，又可以利用数组元素的下标值确定结点在二叉树中的位置，因为完全二叉树上编号为i的结点元素存储在一维数组中下标为i-1的分量中，如图6-8(c)所示。

[image: t78]
图6-8　改造二叉树的顺序存储示意图



2）静态链表存储法

用数组描述的链表，称为静态链表。静态链表这种存储结构与顺序表一样，需要预先为其分配一个较大的数组空间，但与顺序表不同的是，静态链表在插入和删除操作时不需移动元素，仅需修改指针的指向关系即可，故仍具有链式存储结构的主要优点。

静态链表除了可以用来描述线性结构之外，也可以用来存储二叉树这种非线性结构。静态链表的二叉树结点结构可定义如下。


#define　MAXLEN　10
typedef struct
{ 
  datatype data;　　　　　　　　　//存储结点标志
  int lchild;                   //存储左孩子结点在静态链表数组中的下标
  int rchild;                   //存储右孩子结点在静态链表数组中的下标
}StaticLinkListNode;            //静态链表的结点类型
  typedef struct
{
  StaticLinkListNode　list[MAXLEN];//存储结点标志
  int root;                       //二叉树根结点的下标
}StaticLinkList;                  //静态链表的类型



设二叉树的结点数为n，则静态链表的预设长度MAXLEN≥n。

仍以图6-7(a)的二叉树为例，则其静态链表的存储形式如图6-9所示。

[image: t79]
图6-9　二叉树的静态链表存储




顺序存储结构小结：


（1）当二叉树为满二叉树或完全二叉树时，采用一维数组存储可以节省存储空间。

（2）当二叉树层数高而结点较少时，采用静态链表存储比较好，并且这种结构插入或删除结点时均不需移动任何结点，比较方便。

（3）一维数组存储的优点是查找父子结点的位置非常方便，其缺点是进行插入或删除操作要进行大量的数据移动。

（4）静态链表存储结构便于在没有指针类型的高级程序设计语言中使用链表结构。

（5）顺序存储的这两种实现方式的共同缺点是均需要预设结点存储空间，并且存储空间的扩充不太方便。


2. 链式存储结构


二叉树的链式存储结构是用链表来表示二叉树，即用链指针来指示结点的逻辑关系。通常有下面两种形式。

1）二叉链表存储

二叉链表结点由一个数据域和两个指针域组成，其具体结构如下。

[image: 0113-01]


其中，data为数据域，用于存放结点的数据信息；lchild为左指针域，用于存放该结点左子树根结点的地址；rchild为右指针域，用于存放该结点右子树根结点的地址。

当左子树或右子树不存在时，相应的指针域值为空，用符号“∧”表示。

设一棵二叉树如图6-10所示，其二叉链表的存储形式如图6-11所示。



	[image: t80]

	[image: t81]




	图6-10　二叉树
	图6-11　二叉树的链式存储示意图




容易证明，在含有n个结点的二叉链表中有n+1个空指针域。利用这些空指针域存储其他有用信息，从而可以得到另外一种存储结构——线索化链表，关于这一概念将在6.3.3节中介绍。

二叉链表是二叉树最常用的存储方式，本书后面涉及的二叉树的链式存储结构一般都是指二叉链表结构。下面给出二叉树的二叉链表描述。


typedef struct BT　　　　　　//定义二叉树结构体
{
  datatype data;           //定义数据域
  struct bt *lchild;       //定义结点的左指针
  struct bt *rchild;       //定义结点的右指针
}BT;                       //定义二叉树结点结构体的类型



2）三叉链表存储

三叉链表结点由一个数据域和三个指针域组成，其具体结构如下。

[image: 0114-01]


其中：data为数据域，用于存放结点的数据信息；lchild为左指针域，用于存放该结点左子树根结点的地址；rchild为右指针域，用于存放该结点右子树根结点的地址；parent为父指针域，用于存放该结点的父结点的存储地址。

这种存储结构既便于查找左、右子树中的结点，又便于查找父结点及其祖先结点，但付出的代价是增加了存储空间的开销。

图6-12给出了图6-10所示的二叉树的三叉链表存储示意图。

[image: t82]
图6-12　二叉树的三叉链表存储示意图



6.3　遍历二叉树和线索二叉树

6.3.1　遍历二叉树

二叉树的遍历是指按某种顺序访问二叉树中的所有结点，使得每个结点都被访问，并且仅被访问一次。通过一次遍历，使二叉树中结点的非线性序列转变为线性序列。也就是说，使遍历的结点序列之间产生一对一的关系。

由二叉树的递归定义可知，一棵二叉树由根结点（D）、根结点的左子树（L）和根结点的右子树（R）三部分组成。因此，只要依次遍历这三个部分，就可以遍历整个二叉树。若以D、L、R分别表示访问根结点、遍历根结点的左子树、遍历根结点的右子树，则二叉树的遍历方式有6种不同的组合，即DLR、LDR、LRD、DRL、RDL和RLD。如果限定先左后右的次序，那么，就只有DLR、LDR和LRD三种遍历方式。


1. 先序遍历


先序遍历（DLR）也称为先根遍历，其递归过程如下。

若二叉树为空，则遍历结束。否则，按以下顺序遍历：访问根结点；先序遍历根结点的左子树；先序遍历根结点的右子树。

先序遍历的递归算法如下。


void PreOrder(BT *T)　　　　　　//先序遍历二叉树BT
{
  if (T!=NULL)                //树不为空才能访问其结点
  {
  　printf(T->data);          //输出结点的数据域
  　Preorder(T->lchild);      //先序递归遍历左子树
  　Preorder(T->rchild);      //先序递归遍历右子树
  }
}



对于图6-10所示的二叉树，按先序遍历所得到的结点序列如下。

A B D G C E F H


2. 中序遍历


中序遍历（LDR）也称为中根遍历，其递归过程如下。

若二叉树为空，则遍历结束。否则，按以下顺序遍历：中序遍历根结点的左子树；访问根结点；中序遍历根结点的右子树。

中序遍历递归算法如下。


void Inorder(BT *T)　　　　　　　　　//中序遍历二叉树BT
{
  if(T!=NULL)　　　　　　　         //树不为空才能访问其结点
  {
  　Inorder(T->lchild);　　　　　　//中序递归遍历左子树
  　printf(T->data);　　　　　　　 //输出结点的数据域
  　Inorder(T->rchild);　　　　　　//中序递归遍历右子树
  }
}



对于图6-10所示的二叉树，按中序遍历所得到的结点序列如下。

D G B A E C H F


3. 后序遍历


后序遍历（LRD）也称为后根遍历，其递归过程如下。

若二叉树为空，则遍历结束。否则，按以下顺序遍历：后序遍历根结点的左子树；后序遍历根结点的右子树；访问根结点。

后序遍历递归算法如下。


void Postorder (BT *T)　　　　　//后序遍历二叉树BT
{
  if(T!=NULL)                 //树不为空才能访问其结点
  {
  　Postorder(T->lchild);     //后序递归遍历左子树
  　Postorder(T->rchild);     //后序递归遍历右子树
  　printf(T->data);          //输出结点的数据域
  }
}



对于图6-10所示的二叉树，按后序遍历所得到的结点序列如下。

G D B E H F C A


4. 层次遍历


按照自上而下（从根结点开始），从左到右（同一层）的顺序逐层访问二叉树上的所有结点，这样的遍历称为按层次遍历。

按层次进行遍历时，当一层结点访问完后，接着访问下一层的结点，先遇到的结点先访问，这与队列的操作原则是一致的。因此，在进行层次遍历时，可设置一个数组来模拟队列，用于保存被访问结点的子结点的地址。遍历从二叉树的根结点开始，首先将根结点指针入队列，然后从队头取出一个元素，每取一个元素，则执行下面的两个操作。

（1）访问该元素所指结点。

（2）若该元素所指结点的左、右孩子结点非空，则将该元素所指结点的左孩子指针和右孩子指针依次入队。

此过程不断进行，直到队空为止。

在下面的层次遍历算法中，二叉树以二叉链表方式存储，一维数组q[MAXLEN]用于实现队列，lchild和rchild分别是被访问结点的左、右指针。

层次遍历算法如下。


void Levelorder(BT *T)　　　 //按层次遍历二叉树BT
{
  int i=0,j=0;
  BT　*q[MAXLEN]，*p;　　　 　//设置一个数组来模拟队列
  p=T;
  if(p!=NULL)　　　　　　　　 //若二叉树非空，则根结点地址入队
  {
  　q[i]=p;j++;
  }　　　　　 　             //i指示队头元素的下标，j指示队尾后面的空单元
  while(i!=j)　　　　　　　　//i!=j时表示队列不为空
  {
    p=q[i];
  　i++;　　　　　　　       //出队一个元素
  　printf(p->data);　　　　//访问出队元素结点的数据域
  　if(p->lchild!=NULL)　　//将出队元素结点的左孩子结点入队列
  　{
  　　q[j]=p->lchild;
  　　j++;
  　}
  　　if(p->rchild!=NULL)　　　//将出队元素结点的右孩子结点入队列
  　{
  　　q[j]=p->rchild;
  　　j++;
  　}
  }
}



对于图6-10所示的二叉树，按层次遍历所得到的结果序列如下。

A B C D E F G H


【例6-1】
 　如图6-13所示的二叉树，求其先序遍历、中序遍历、后序遍历和层次遍历。

[image: t83]
图6-13　例6-1的二叉树



（1）先序遍历的序列为：A B D G E H C F I K

（2）中序遍历的序列为：D G B H E A F K I C

（3）后序遍历的序列为：G D H E B K I F C A

（4）层次遍历的序列为：A B C D E F G H I K


【例6-2】
 　设表达式A-B*(C+D)+E/(F+G)的二叉树表示如图6-14所示。试写出它的先序遍历、中序遍历和后序遍历。

[image: t83a]
图6-14　例6-2的二叉树



（1）先序遍历的结果，即原表达式的前缀表达式为：+ - A * B + C D / E + F G

（2）中序遍历的结果为：A - B * C + D + E / F + G

（3）后序遍历的结果，即原表达式的后缀表达式为：A B C D + * - E F G + / +



说明：


如果能根据一般表达式画出二叉树的话，就能方便地使用后序遍历的方法来求得一般表达式的后缀表达式。



6.3.2　恢复二叉树

由上一小节可知，任意一棵二叉树结点的先序序列和中序序列都是唯一的。那么能否根据结点的先序序列和中序序列来唯一地确定一棵二叉树呢？答案是肯定的。

在统一绘图软件或其他绘图软件中存在着这样的问题：如何存储一个用树表示的图形数据结构？在研制统一绘图软件系统时是采用如下办法来处理的。

（1）对于用链表结构表示的图形数据结构，去掉每一个结点的指针项，只按结点的中序序列存储，并给出这棵树的前序（或后序）“序表”。

（2）图形结构调入内存时，由中序的结点表及“序表”形成的前序和中序数组（或后序和中序数组），来恢复图形数据结构。

二叉树的先序遍历是先访问根结点，然后再遍历根结点的左子树，最后遍历根结点的右子树。即在先序序列中，第一个结点必定是二叉树的根结点。

中序遍历则是先遍历左子树，然后访问根结点，最后再遍历右子树。这样根结点在中序序列中必然将中序序列分割成两个子序列，前一个子序列是根结点的左子树的中序序列，而后一个子序列则是根结点的右子树的中序序列。

根据这两个子序列，先由先序序列确定第一个结点为根结点；知道根结点后，按中序序列可以划分左、右子树。在先序序列中，左子树序列的第一个结点是左子树的根结点，右子序列的第一个结点是右子树的根结点。这样，就确定了二叉树的3个结点。同时，左子树和右子树的根结点又可以分别把左子序列和右子序列划分成两个子序列，如此递归下去，当取尽先序序列中的结点时，便可以恢复一棵二叉树。


1. 由前序和中序恢复二叉树


由前序和中序恢复二叉树的具体步骤如下。

（1）根据前序序列确定树的根结点（第一个结点），根据中序序列确定左子树和右子树。

（2）分别找出左子树和右子树的根结点，并把左、右子树的根结点连到父（father）结点上去。

（3）再对左子树和右子树按此法找根结点和左、右子树，直到子树只剩下1个结点或2个结点，或者为空为止。


【例6-3】
 　由下列前序序列和中序序列恢复二叉树。

前序序列：A C B R S E D F M L K

中序序列：R B S C E A F D L K M

首先，由先序序列可知，结点A是二叉树的根结点；其次，根据中序序列，在A之前的所有结点都是根结点左子树的结点，在A之后的所有结点都是根结点右子树的结点。

[image: 0118-01]


然后，再对左子树进行分解，得知C是左子树的根结点；又从中序序列知道，C的右子树只有一个结点E，B的左子树有B、R、S三个结点。接着对A的右子树进行分解，由前序得知A的右子树的根结点为D；再根据右子树的中序序列可知，结点D把其余结点分成两部分，即左子树仅一个结点E，右子树为L、K、M 3个结点。

[image: 0119-01]


再按同样的方法继续分解下去，最后得到如图6-15所示的整棵二叉树。

[image: t84]
图6-15　例6-3对应的二叉树



上述过程是一个递归过程，其递归算法的思想是：首先根据先序序列的第一个元素建立根结点；然后在中序序列中找到该元素，确定根结点的左、右子树的中序序列；再在先序序列中确定左、右子树的先序序列；最后由左子树的先序序列与中序序列建立左子树，由右子树的先序序列与中序序列建立右子树。


2. 由中序和后序恢复二叉树


由二叉树的后序序列和中序序列也可唯一地确定一棵二叉树，其具体方法如下。

（1）根据后序序列找出根结点（最后一个结点），根据中序序列确定左、右子树。

（2）分别找出左子树和右子树的根结点，并把左、右子树的根结点连到父（father）结点上去。

（3）再对左子树和右子树按此法找根结点和左、右子树，直到子树只剩下一个结点或两个结点，或者为空为止。


【例6-4】
 　由下列中序序列和后序序列恢复二叉树。

中序序列：C B E D A G H F J I

后序序列：C E D B H G J I F A

首先，由后序序列可知，结点A是二叉树的根结点；其次，根据中序序列，在A之前的所有结点都是根结点左子树的结点，在A之后的所有结点都是根结点右子树的结点。

[image: 0119-02]


然后，再对左子树进行分解，由后序序列可知，B是左子树的根结点；又从中序序列知道，B的左子树只有一个结点C，B的右子树有E、D两个结点。接着对右子树进行分解，由后序序列可知，F为右子树的根结点；再根据右子树的中序可知，结点F把其余结点分成两部分，即左子树有G、H两个结点，右子树仅有J、I两个结点。

[image: 0119-03]


再按同样的方法继续分解下去，最后得到如图6-16所示的整棵恢复的二叉树。

[image: t85]
图6-16　整棵二叉树





思考：


根据二叉树的前序序列和后序序列能否唯一恢复一棵二叉树？



6.3.3　线索二叉树


1. 什么是线索二叉树


遍历二叉树是按一定的规则将二叉树中所有结点排列为一个有序序列，这实质上是对一个非线性的数据结构进行线性化的操作。经过遍历的结点序列，除第一个结点和最后一个结点以外，其余每个结点都有且仅有一个直接前驱结点和一个直接后继结点。

当以二叉链表作为存储结构时，只能找到结点的左、右孩子的信息，而不能直接得到结点任意一个序列中的直接前驱结点和直接后继结点是什么，这种信息只有在对二叉树遍历的动态过程中才能得到。若增加前驱指针和后继指针将使存储密度进一步降低。

在用二叉链表存储的二叉树中，单个结点的二叉树有两个空指针域，如图6-17(a)所示；两个结点的二叉树有三个空指针域，如图6-17(b)所示。

[image: t86]
图6-17　用二叉链表存储的二叉树



不难证明：n个结点的二叉树有n+1个空指针域。也就是说，一个具有n个结点的二叉树，若采用二叉链表存储结构，在其总共2n个指针域中只有n-1个指针域是用于存储结点子树的地址，而另外n+1个指针域存放的都是∧（空指针域）。因此，可以充分利用二叉链表存储结构中的那些空指针域，来保存结点在某种遍历序列中的直接前驱结点和直接后继结点的地址信息。

指向直接前驱结点或指向直接后继结点的指针称为线索（thread），带有线索的二叉树称为线索二叉树。对于二叉树以某种次序遍历使其变为线索二叉树的过程称为线索化。


2. 线索二叉树的方法


由于二叉树结点的序列可由不同的遍历方法得到，因此，线索二叉树也分为先序线索二叉树、中序线索二叉树和后序线索二叉树三种。在三种线索二叉树中一般以中序线索化用得最多，所以下面以图6-10所示的二叉树为例，说明中序线索二叉树的方法。中序线索二叉树的具体步骤如下。

（1）先写出原二叉树的中序遍历序列：D G B A E C H F。

（2）若结点的左子树为空，则此线索指针将指向前一个遍历次序的结点。

（3）若结点的右子树为空，则此线索指针将指向下一个遍历次序的结点。

图6-18所示即为图6-10的二叉树的中序线索二叉树的结果。其中，实线表示指针，虚线表示线索。

[image: t87]
图6-18　中序线索二叉树



线索二叉树的结点结构定义如下。


typedef struct threadbinode
{
datatype data;　　　　　　　　　　　　　　　//二叉链表的结点
bool　ltag;                             //左孩子标志，当ltag为true时，表示左孩子存在（lchild所指为该结点左孩子）；反之，则表示左孩子不存在（lchild所指为该结点直接后继结点）
struct　threadbinode　lchild;           //左孩子指针
bool　rtag;                            //其含义与ltag类似
struct　threadbinode　rchild;          //右孩子指针
}ThreadBiNode;                        //二叉链表结点的类型



二叉树进行中序线索化的递归函数代码如下。


void InThreadBiTree(ThreadBiNode *T,　ThreadBiNode *pre, ThreadBiNode *rear)
{　//pre指向整个二叉树T中序序列的直接前驱节点
//rear指向整个二叉树T中序序列的直接后继节点
if(true==T->ltag)
InThreadBiTree(T->lchild,pre,T);
//左子树的直接前驱结点就是整棵二叉树的直接前驱结点，左子树的直接后继结点就是整棵二叉树的根结点
else
　T->lchild=pre;
if(true==T->rtag)
　InThreadBiTree(T->rchild,T,rear);
//右子树的直接前驱结点就是整棵二叉树的根结点，右子树的直接后继结点就是整棵二叉树的直接后继结点
else
　T->rchild=rear;
}



由于整棵二叉树中序序列的直接前驱结点和直接后继结点均可为空，因此对二叉树T进行中序线索化可采用语句InThreadBiTree(T，NULL，NULL)。

另外，为了便于操作，在存储线索二叉树时需要增设一个结点，其结构与其他线索二叉树的结点结构一样。但是头结点的数据域不存放信息，它的左指针域指向二叉树的根结点，右指针域指向自己。而原二叉树在某种序列遍历下的第一个结点的前驱线索和最后一个结点的后继线索都指向头结点。


3. 线索二叉树的优点


（1）利用线索二叉树进行中序遍历时，不必采用堆栈处理，速度比一般二叉树的遍历速度快，并且节约存储空间。

（2）任意一个结点都能直接找到它相应遍历顺序的直接前驱结点和直接后继结点。


4. 线索二叉树的缺点


（1）结点的插入和删除较麻烦，并且速度也比较慢。

（2）线索子树不能共用。

6.4　二叉树的转换

如果对树或森林采用链表存储并设定一定的规则，就可以用二叉树结构表示树和森林。这样，对树的操作实现就可以借助二叉树存储，利用二叉树上的操作来实现。本节将讨论树和森林与二叉树之间的转换方法。

6.4.1　树的存储结构

在实际应用中，很多事物是不能直接用二叉树来描述的，而只能用树和森林来表示。


1. 双亲表示法


双亲表示法是用一组连续的空间来存储树上的结点，同时在每个结点上附加一个指示器来指明其双亲结点所在的位置。图6-19所示是一棵树及其双亲表示法的示意图。其类型定义如下。

[image: t88]
图6-19　树及其双亲表示法示意图




#define MAX_TREE_SIZE 100
typedef struct
{
  TElemType data;
  int parent;
}PTNode;
typedef struct
{
  PTNode nodes[MAX_TREE_SIZE];
  int n;
}PTree;



在这种表中，每个结点（除根结点外）有且仅有一个双亲结点，通过parent域很容易查找到任何结点的双亲。但是，在查找孩子结点时则需要遍历整个表。为了使查找孩子结点更方便些，可以采取下面的存储结构。


2. 孩子链表表示法


孩子链表表示法也是用一组连续的空间来存储树上的结点，同时在每个结点上附加一个指针指向由其孩子结点构成的单链表。图6-20是图6-19中树的孩子链表表示法示意图，其类型定义如下。

[image: t89]
图6-20　图6-19中树的孩子链表表示法示意图




typedef struct CTNode
{
  int child;
  struct CTNode*next;
}CTNode, *ChildPtr;
typedef struct
{
  TelemType data;
  ChildPtr firstchild;
}CTBox;
typedef struct
{
  CTBox nodes[MAX_TREE_SIZE];
  int n;
}CTree;



在这种表示法中，找孩子结点比较容易，只要搜索firstchild指针指向的单链表即可。但要找某一结点的双亲结点就比较困难了，需要搜索所有的单链表。为了克服上述两种表示法的弊端，可以将两种表示法综合起来使用。


3. 孩子双亲表示法


孩子双亲表示法也是用一组连续的空间来存储树上的结点，同时在每个结点上附加一个指示器来指示其双亲结点的位置，再附加一个指针指向其孩子结点构成的单链表。

图6-21所示是图6-19中树的孩子双亲表示法示意图，其类型定义如下。

[image: t90]
图6-21　图6-19中树的孩子双亲表示法示意图




typedef struct CTNode
{
  int child;
  struct CTNode*next;
}CTNode, *ChildPtr;
typedef struct
{
  TelemType data;
  int parent;
  ChildPtr firstchild;
}PCNode;
typedef struct
{
  PCNode nodes[MAX_TREE_SIZE];
  int n;
}PCTree;



在这种表示法中，既能很快地找到每个结点的双亲结点，又能很快地找到每个结点的孩子结点。但这种方法是用空间的代价换来的时间效率，在具体应用中一定要根据不同的情况去选择较为适合的存储结构。

以上三种结构都是用顺序表的形式来表示树和森林，这很难转换成二叉树的存储形式，也就不能用二叉树中理论和结构来描述树和森林。


4. 孩子兄弟表示法


孩子兄弟表示法是以二叉链表作为存储结构来表示树和森林的一种结构，其中每个结点的两个指针分别指向其第一个孩子结点和下一个兄弟结点。图6-22所示是图6-19中树的孩子兄弟表示法示意图，其类型定义如下。

[image: t91]
图6-22　孩子兄弟表示法示意图




typedef struct CSNode
{
  TElemType data;
  struct CSNode *firstchild,*nextsibling;
}CSNode,*CSTree;



这种结构有利于实现树和森林的各种操作。例如，找某个结点的第i个孩子结点，只要先沿着firstchild指针找到第一个孩子结点，然后再沿着该孩子结点的nextsibling指针走i-1步即可。若每个结点增加一个双亲指针域，则可以很快找到其双亲结点。此外，孩子兄弟链表实质上就是前述的二叉链表，只是解释不同而已，有关二叉树的大部分操作均可在这种结构上实现。因此，孩子兄弟链表也成为树、森林与二叉树之间的桥梁和纽带。

6.4.2　一般树转换为二叉树


1. 一般树和二叉树的二叉链表存储结构比较


一般树是无序树，树中结点的各孩子的次序是无关紧要的；二叉树中结点的左、右孩子结点是有区别的。为避免发生混淆，约定树中每一个结点的孩子结点按从左到右的次序排列。如图6-23所示为一棵一般树，根结点A有B、C、D三个孩子，可以认为，结点B为A的长子，结点C为B的次弟，结点D为C的次弟。

[image: t92]
图6-23　一般树



图6-24所示为一般树和二叉树的二叉链表存储结构示意图。

[image: t92a]
图6-24　一般树和二叉树链表存储结构




2. 将一般树转换为二叉树的方法


比较图6-24所示的两种存储结构，只要把一般树的长子作为其父结点的左子树，把一般树的次弟作为其兄结点的右子树，即可以把一棵一般树转换为一棵二叉树。

整个转换可以分为如下三步。

（1）连线——链接树中所有相邻的亲兄弟结点之间连线。

（2）删线——保留父结点与长子结点的连线，打断父结点与非长子结点之间的连线。

（3）旋转——以根结点为轴心，将整棵树顺时针旋转一定的角度，使之层次分明。

可以证明，一般树进行如此的转换所构成的二叉树是唯一的。图6-25(a)、(b)、(c)给出了图6-23所示的一般树转换为二叉树的转换过程。

[image: t93]
图6-25　一般树转换为二叉树的转换过程示意图



由上面的转换可以得出以下结论。

（1）在转换产生的二叉树中，左分支上的各结点在原来的树中是父子关系，而右分支上的各结点在原来的树中则是兄弟关系。

（2）由于树的根结点无兄弟，所以转换后的二叉树的根结点必定无右子树。

（3）一棵树采用长子、兄弟表示法所建立的存储结构与它所对应的二叉树的二叉链表存储结构是完全相同的。

（4）一般树转换为二叉树以后，将使树的深度增加。如图6-23所示的树深度为4，转换为二叉树以后，其深度就变成7了，如图6-25(c)所示。

6.4.3　森林转换为二叉树

森林是若干棵树的集合。只要将森林中的每一棵树的根视为兄弟，而每一棵树又可以用二叉树表示，这样，森林也就可以用二叉树来表示了。

森林转换为二叉树的方法如下。

（1）将森林中的每一棵树转换成相应的二叉树。

（2）第一棵二叉树保持不动，从第二棵二叉树开始，依次把后一棵二叉树的根结点作为前一棵二叉树根结点的右子树，直到把最后一棵二叉树的根结点作为其前一棵二叉树的右子树为止。


【例6-5】
 　将图6-26(a)所示的森林转换为二叉树。

[image: t94]
图6-26　森林转换为二叉树的过程示意图



6.4.4　二叉树转换为树和森林

树转换为二叉树以后，其根结点必定无右子树；而森林转换为二叉树以后，其根结点有右分支。显然这一转换过程是可逆的，即可以依据二叉树的根结点有无右子树，将一棵二叉树还原为树或森林。

下面以图6-27(a)所示的二叉树为例，说明其转换方法。

（1）若某结点是其父结点的左孩子结点，则把该结点的右孩子结点、右孩子结点的右孩子结点，直到最后一个右孩子结点都与该结点的父结点连起来，如图6-27(b)所示。

（2）删除原二叉树中所有的父结点与右孩子结点的连线，如图6-27(c)所示。

（3）整理(1)、(2)的结果，使之层次分明，显示出树或森林的形状，如图6-27(d)所示。

图6-27所示为一棵二叉树还原为森林的过程的示意图。

[image: t95]
图6-27　二叉树还原森林的过程




【例6-6】
 　将图6-28(a)所示的二叉树转换为树。

[image: t96]
图6-28　二叉树转换为树的过程示意图



6.5　二叉树的应用

本节介绍二叉树的基本应用，包括求二叉树的叶结点数、总结点数、二叉树的深度等，重点介绍标识符树的应用。

6.5.1　二叉树的基本应用


1. 统计二叉树叶子结点数


（1）基本思想。若二叉树结点的左子树和右子树都为空，则该结点为叶子结点。可先对全局变量count+1，然后依次递归统计T的左子树叶子结点数和T的右子树叶子结点数。

（2）具体算法如下。


void Leafnum(BT *T)　　　　　　　　//求二叉树的叶子结点数
{
  if(T)                          //若二叉树不为空
  　if(T->lchild==NULL&&T->rchild==NULL)
  　{
  　　count++;                   //统计叶子结点个数
  　　Leafnum(T->lchild);        //递归统计T的左子树的叶子结点数
  　　Leafnum(T->rchild);        //递归统计T的右子树的叶子结点数
  　}
}




2. 求二叉树结点总数


（1）基本思想。若二叉树根结点不为空，则计数器count加1，然后依次递归统计T的左子树结点数和T的右子树结点数。

（2）具体算法如下。


void Nodenum(BT *T)　　　　　　　　//求二叉树总结点数
{
  if(T)//如果二叉树不为空
  　{
  　　count++;　　　　　　　　　   //count为统计结点个数的变量，初值为0
  　　Nodenum(T->lchild);       //递归统计T的左子树结点数
  　　Nodenum(T->rchild);      //递归统计T的右子树结点数
  　}
}




3. 求二叉树的深度


（1）基本思想。若二叉树为空，则返回0；否则，递归统计左子树的深度，然后递归统计右子树的深度，递归结束后，返回其中较大的一个深度值，即是二叉树的深度。

（2）具体算法如下。


int TreeDepth(BT *T)　　　　　　　　　//求二叉树深度
{
  int ldep，rdep;                   //定义两个整型变量，用于存放左、右子树的深度
  if(T==NULL)                       //若树空则返回0
  　return 0;
  else
  {
　  ldep=TreeDepth(T->lchild); 　　//递归统计T的左子树深度
　  rdep=TreeDepth(T->rchild);    //递归统计T的右子树深度
　  if(ldep>rdep)                 //若左子树深度大于右子树，返回左子树深度加1
　  　return ldep+1;
　  else
　  return rdep+1;               //否则，返回右子树深度加1
  }
}




4. 查找数据元素


在以T为根结点指针的二叉树中查找数据元素x。查找成功时返回该结点的指针；查找失败时返回空指针。

（1）基本思想。先判断二叉树的根结点是否与x相等，若相等则返回，否则，分别在T->lchild为根结点指针的二叉树中递归查找数据元素x，以及在T->rchild为根结点指针的二叉树中递归查找数据元素x。

（2）具体算法如下。


BT *Search(BT *T,datatype x)
{
  BT　*p;
  if(T!=NULL)
  {
  　if(T->data==x)　        //根结点即为查找结点，直接返回根。否则，分别在左右子树中查找
  　return T;
  　p=Search(T->lchild,x);　//在T->lchild为根结点的二叉树中递归查找数据元素x
  　if(p!=NULL)　　　　　    //如果找到，返回找到的结点p
  　　return　p;
  　else
  　　return　Search (T->rchild,x);
  }
  　else return NULL;　　 //查找失败，返回空
}



6.5.2　标识符树与表达式

将算术表达式用二叉树来表示，称为标识符树，又称为二叉表示树。


1. 标识符树的特点


（1）运算对象（标识符）都是叶结点。

（2）运算符都是根结点。


2. 由表达式产生标识符树的方法


（1）读入表达式的一部分产生相应的二叉树后，再读入运算符时，将该运算符与二叉树根结点的运算符比较优先级的高低。

① 若读入优先级高于根结点的优先级，则读入的运算符作为根的右子树，原来二叉树的右子树成为读入运算符的左子树。

② 若读入优先级等于或低于根结点的优先级，则读入运算符作为树根，而原来二叉树作为它的左子树。

（2）遇到括号时，先使括号内的表达式产生一棵二叉树，再把它的根结点连接到前面已产生的二叉树根结点的右子树上去。

（3）单目运算符+、-，加运算对象θ（表示正负号）。

例如，-A表示为如图6-29所示的标识符树。

[image: t97]
图6-29　标识符树




3. 应用举例



【例6-7】
 　画出表达式A*B*C的标识符树（见图6-30），并求它的前序序列和后序序列。

[image: t98]
图6-30　例6-7的标识符树



（1）其前序序列为：* * A B C

（2）其后序序列为：A B * C *


【例6-8】
 　画出表达式A*(B*C)的标识符树（见图6-31），并求它的前序序列和后序序列。

[image: t99]
图6-31　例6-8的标识符树



（1）其前序序列为：* A * B C

（2）其后序序列为：A B C * *


【例6-9】
 　画出表达式-A+B-C+D的标识符树（见图6-32），并求它的前序序列和后序序列。

[image: t100]
图6-32　例6-9的标识符树



（1）其前序序列为：+ - + - θ A B C D

（2）其后序序列为：θ A - B + C - D +


【例6-10】
 　画出表达式(A+(B-C))/((D+E)* (F+G-H)的标识符树（见图6-33），并求它的前序序列和后序序列。

[image: t101]
图6-33　例6-10的标识符树



（1）其前序序列为：/+A-B C*+D E-+F G H

（2）其后序序列为：A B C-+D E+F G+H-*/

从上面的几个例子可知，只要将算术表达式用标识符树来表示，然后再求出它的后序遍历的序列，就能方便地得到原表达式的后缀表达式，这一结果和利用堆栈求得的后缀表达式的结果是完全一致的。

同样的道理，对该二叉树进行先序遍历和中序遍历，可以得到表达式的前缀表达式和中缀表达式。其中，中缀表达式就是通常使用的算术表达式，前缀表达式和后缀表达式分别称为波兰式和逆波兰式，它们在编译程序中有着非常重要的作用。

6.6　哈夫曼树及其应用

哈夫曼（Haffman）树是一种带权路径长度最小的二叉树，也称为最优二叉树，有着极为广泛的应用。

6.6.1　哈夫曼树的引入


1. 常用术语


（1）路径长度　从树中的一个结点到另一个结点之间的分支构成两个结点间的路径，路径上的分支数目，称为路径长度。

（2）树的路径长度　从树根到每个结点的路径长度之和称为树的路径长度。

（3）结点的带权路径长度　从该结点到树根之间的路径长度与该结点上权的乘积。

（4）树的带权路径长度　树中所有叶子结点的带权路径长度之和，称为树的带权路径长度。

（5）最优二叉树　带权路径长度最小的二叉树，称为最优二叉树。


2. 求树的带权路径长度


设二叉树具有n个带权值的叶结点，那么，从根结点到各个叶结点的路径长度与相应结点权值的乘积之和称为二叉树的带权路径长度（WPL），记为如下形式。

[image: 0131-01]


其中：Wk
 为第k个叶结点的权值；Lk
 为第k个叶结点到根结点的路径长度。


【例6-11】
 　设给定权值分别为2，3，5，9的4个结点，如图6-34所示构造了5个形状不同的二叉树。试分别计算它们的带权路径长度。

[image: t102]
图6-34　不同二叉树带权路径长度



图6-34中5棵树的带权路径长度分别如下。

（a）WPL=2×2+3×2+5×2+9×2=38

（b）WPL=2×3+3×3+5×2+9×1=34

（c）WPL=2×2+3×3+5×3+9×1=37

（d）WPL=9×3+5×3+3×2+2×1=50

（e）WPL=2×1+3×3+5×3+9×2=44

5个图的叶结点具有相同权值，由于其构成的二叉树形态不同，则它们的带权路径长度也各不相同。其中，以图6-34(b)所示的带权路径长度最小，它的特点是权值越大的叶结点越靠近根结点，而权值越小的叶结点则远离根结点，事实上它就是一棵最优二叉树。由于构成最优二叉树的方法是由D.Haffman最早提出的，所以又称为哈夫曼树。


3. 哈夫曼树的优点


在分析一些决策判定问题时，利用哈夫曼树可以获得最佳的决策算法。例如，要编制一个将百分制数（n）转换为五级分制的程序。这是一个十分简单的程序，只要用简单的条件选择语句即可完成。具体程序如下。


if(n<60)　b="E";
  else if (n<70)　b="D"
  　else if (n<80)　b="C"
  　　else if (n<90)　b="B"
  　　else　 b="A";



这一判定过程可以用图6-34(a)所示的判定树来表示。在管理信息系统中，判定树也称为决策树，是系统分析和程序设计的重要工具。

若这一程序需要反复使用且输入量又很大，则必须充分考虑程序的质量（即计算所花费的时间）问题。因为在实际考试中，学生的成绩在5个等级上的分布是不均匀的，设成绩分布规律及转换等级如表6-1所示。


表6-1　成绩分布规律及转换等级

[image: 0132-01]


对于这一成绩分布规律，如果用上面的程序来进行转换的话，则大部分的数据需进行三次或三次以上的比较才能得出结果。如果以百分比值5、15、40、30、10为权构造一棵由5个叶子结点构成的哈夫曼树，则可得到图6-35(b)所示的判定树，它使大部分数据经过较少的比较次数，就能得到换算结果。但是，由于每个判定框都有两次比较，将这两次比较分开，就可以得到如图6-35(c)所示的判定树，按此判定树编写出相应的程序，将大大减少比较的次数，从而提高运算的速度。

假设有10 000个输入数据，若按图6-35(a)所示的判定过程进行操作，则总共需进行31 500次比较；而若按图6-35(c)的判定过程进行操作，则总共仅需进行22 000次比较。

[image: t103]
图6-35　百分制转换为五级分制的判定过程



6.6.2　哈夫曼树的建立


1. 哈夫曼树构成的基本思想


（1）由给定的n个权值{W1
 ,W2
 ,…,Wn
 }构造n棵只有一个叶结点的二叉树，从而得到一个二叉树的集合F={T1
 ,T2
 ,…,Tn
 }。

（2）在F中选取根结点的权值最小和次小的两棵二叉树作为左、右子树构造一棵新的二叉树，这棵新的二叉树根结点的权值为其左、右子树根结点的权值之和。

（3）在集合F中删除作为左、右子树的两棵二叉树，并将新建立的二叉树加入到集合F中。

（4）重复(2)(3)两步，直到F中只剩下一棵二叉树时，这棵二叉树便是所要建立的哈夫曼树。

下面以例6-11中的叶结点权值：2、3、5、9为例，介绍哈夫曼树的构造过程。

（1）取出权值最小的2和3，构成一棵二叉树，如图6-36(a)所示，其权值之和为5。

（2）再取出权值最小的5和5，构成一棵二叉树，如图6-36(b)所示，其权值之和为10。

（3）再取出权值最小的9和10，构成一棵二叉树，如图6-36(c)所示，其权值之和为19。

[image: t104]
图6-36　哈夫曼树建立过程



图6-36(c)即为哈夫曼树，其带权路径长度为

WPL=9×1+5×2+3×3+2×3=34


【例6-12】
 　设结点的权集W={10，12，4，7，5，18，2}，建立一棵哈夫曼树，并求出其带权路径长度。

哈夫曼树的建立过程如图6-37所示。

（1）先按权值递增排列：2，4
 ，5，7，10，12，18

取两个最小的权值构成二叉树如图6-37(a)所示。

（2）5，(6)
 ，7，　10，　12，　18

再取5，6构成二叉树如图6-37(b)所示。

（3）7，10
 ，(11)，　12，　18

再取7，10构成二叉树如图6-37(c)所示。

（4）(11)，12
 ，(17)，　18

再取11，12构成二叉树如图6-37(d)所示。

（5）(17)，18
 ，(23)

再取17，18构成二叉树如图6-37(e)所示。

（6）(23)，(35)

取最后两个权值23和35构成二叉树如图6-37(f)所示，即哈夫曼树。其带权路径长度计算如下。

WPL=(18+12)×2+(10+7+5)×3+(4+2)×4=150

[image: t105]
图6-37　哈夫曼树的建立过程




2. 哈夫曼树的构造算法


在构造哈夫曼树时，可以设置一个结构数组HFMT，用于保存哈夫曼树中各结点的信息。由二叉树的性质可知，具有n个叶结点的哈夫曼树共有2n-1个结点，所以2n-1即数组HFMT所需的存储空间，其结构体形式如下。

[image: 0134-01]


其中：weight域用于保存结点的权值；lchild和rchild域分别用于保存该结点的左、右孩子结点在数组HFMT中的下标；parent域用于判定一个结点是否已加入到要建立的哈夫曼树中。初始时parent的值为-1，当结点加入到树中时，该结点parent的值为其父结点在数组HFMT中的下标。

构造哈夫曼树时，首先将由n个字符形成的n个叶结点存放到数组HFMT的前n个分量中，然后根据哈夫曼方法的基本思想，不断将两个权值最小的子树合并为一个较大的子树，每次构成的新子树的根结点顺序放到HFMT数组中的前n个分量的后面。

6.6.3　哈夫曼编码


1. 哈夫曼编码简介


在数据通信中，经常需要将传送的文字转换成由二进制字符0和1组成的二进制代码，称之为编码。

如果在编码时考虑字符出现的频率，让出现频率高的字符采用尽可能短的编码，出现频率低的字符采用稍长的编码，构造一种不等长编码，则电文的代码就可能更短。哈夫曼编码是一种用于构造使电文的编码总长最短的编码方案。


2. 哈夫曼编码的方法


1）构造哈夫曼树

设需要编码的字符集合为{d1
 ,d2
 ,…,dn
 }，它们在电文中出现的次数集合为{w1
 ,w2
 ,…,wn
 }，以d1
 ,d2
 ,…,dn
 作为叶结点，w1
 ,w2
 ,…,wn
 作为它们的权值，构造一棵哈夫曼树。


【例6-13】
 　设有A、B、C、D、E、F六个数据项，其出现的频度分别为6、5、4、3、2、1，试构造一棵哈夫曼树，并确定它们的哈夫曼编码。

假设哈夫曼树按数据频度的权值从小到大，采用顺序存储结构存储。每次找到的权值最小值作为新生结点的左孩子结点，权值次最小值作为新生结点的右孩子结点，则左孩子结点的权值加右孩子结点权值之和为根结点的权值。按构造哈夫曼树的算法继续找权值最小的结点和次小的结点，如果有若干个最小权值相同的结点，则谁存储在前面的结点，谁就是当前找到的最小值。哈夫曼树构造过程如图6-38(a)所示。

[image: t106]
图6-38　求哈夫曼编码



2）在哈夫曼树上求叶结点的编码

规定哈夫曼树中的左分支代表0，右分支代表1，则从根结点到每个叶结点所经过的路径分支组成的0和1的序列便为该叶子结点对应字符的编码，如图6-38(b)所示，得到哈夫曼编码为：A=10；B=01；C=00；D=110；E=1 111；F=1 110。

在哈夫曼编码树中，树的带权路径长度的含义是各个字符的码长与其出现次数的乘积之和，也就是电文的代码总长。采用哈夫曼树构造的编码是一种能使电文代码总长为最短的不等长编码。

求哈夫曼编码的实质就是在已建立的哈夫曼树中，从叶结点开始，沿结点的双亲链域回退到根结点，每回退一步，就走过了哈夫曼树的一个分支，从而得到一位哈夫曼码值。由于一个字符的哈夫曼编码是从根结点到相应叶结点所经过的路径上各分支所组成的0、1序列，因此，先得到的分支代码为所求编码的低位码，后得到的分支代码为所求编码的高位码。

本章小结

1. 树是一种以分支关系定义的层次结构，除根结点无直接前驱结点外，其余每个结点有且仅有一个直接前驱结点，但树中所有结点都可以有多个直接后继结点。树是一种具有一对多关系的非线性数据结构。

2. 一棵非空的二叉树，每个结点至多只有两棵子树，分别称为左子树和右子树，并且左、右子树的次序不能任意交换。二叉树的左、右子树又分别都是二叉树。二叉树是本章的重点，必须重点掌握。

3. 若所有分支结点都存在左子树和右子树，并且所有叶子结点都在同一层上，这样的一棵二叉树就是满二叉树。若除最后一层外，其余各层都是满的，并且最后一层或者为满，或者仅在右边缺少连续的若干个结点，则称此二叉树为完全二叉树。要求熟悉二叉树、满二叉树和完全二叉树之间的一些基本性质。

4. 二叉树的遍历是指按某种顺序访问二叉树中的所有结点，使得每个结点都被访问且仅被访问一次。通过一次遍历，使二叉树中结点的非线性排列转为线性排列。要求熟练掌握二叉树的前序遍历、中序遍历、后序遍历及层次遍历的概念和算法。

5. 二叉树具有顺序存储和链式存储两种存储结构。使用顺序存储时，必须按完全二叉树格式存储；使用二叉链式存储时，每个结点有两个指针域，具有n个结点的二叉树共有2n个指针，其中指向左、右孩子的指针有n-1个，空指针有n+1个。

6. 利用二叉树n+1个空指针来指示某种遍历次序下的直接前驱结点和直接后继结点，这就是二叉树的线索化。

7. 一般树的存储比较麻烦，但只要将一般树转换为二叉树存储就比较方便了。要求掌握一般树转换为二叉树的方法。

8. 用二叉树表示图形数据结构时，如果去掉结点的指针项，则只按结点的中序序列存储，并给出这棵树的前序（或后序）“序表”；图形调入内存时，由中序的结点表及前序（或后序）“序表”来恢复二叉树，这是数据结构中的一种重要应用。

9. 将算术表达式用二叉树来表示称为标识符树，也称为二叉表示树。利用标识符树的后序遍历可以得到算术表达式的后缀表达式，是二叉树的一种应用。

10. 带权路径长度最小的二叉树称为哈夫曼树，要求能按给出的结点权值的集合，构造哈夫曼树，并求带权路径长度。在程序设计中，对于多分支的判别（各分支出现的频度不同），利用哈夫曼树可以提高程序执行的效率，必须予以重点掌握。哈夫曼编码在通信中有着广泛的应用，应该有一定的了解。

习题6


一、判断题（下列各题，正确的请在后面的括号内打√；错误的打×）


1. 树结构中每个结点最多只有一个直接前驱结点。（　　）

2. 完全二叉树一定是满二叉树。（　　）

3. 在中序线索二叉树中，右线索若不为空，则一定指向其双亲。（　　）

4. 一棵完全二叉树中序遍历序列的最后一个结点，必定是该二叉树前序遍历的最后一个结点。（　　）

5. 二叉树的前序遍历中，任意一个结点均处于其子女结点的前面。（　　）

6. 由二叉树的前序遍历序列和中序遍历序列，可以推导出后序遍历的序列。（　　）

7. 在完全二叉树中，若一个结点没有左孩子，则它必然是叶子结点。（　　）

8. 在哈夫曼编码中，当两个字符出现的频率相同且其编码也相同时，对于这种情况应该做特殊处理。（　　）

9. 含多于两棵树的森林转换的二叉树，其根结点一定无右孩子结点。（　　）

10. 具有n个叶子结点的哈夫曼树共有2n-1个结点。（　　）


二、填空题


1. 在树中，一个结点所拥有的子树数称为该结点的__________。

2. 度为零的结点称为__________结点。

3. 树中结点的最大层次称为树的__________。

4. 对于二叉树来说，第i层上至多有__________个结点。

5. 深度为h的二叉树至多有__________个结点。

6. 由一棵二叉树的前序序列和__________序列可唯一确定这棵二叉树。

7. 有20个结点的完全二叉树，编号为10的结点的父结点的编号是__________。

8. 哈夫曼树是带权路径长度__________的二叉树。

9. 由二叉树的后序和__________遍历序列，可以唯一确定一棵二叉树。

10. 某二叉树的中序遍历序列为：DEBAC，后序遍历序列为：EBCAD。则前序遍历序列为__________。

11. 设一棵二叉树结点的先序遍历序列为：ABDECFGH，中序遍历序列为：DEBAFCHG，则二叉树中叶结点是__________。

12. 已知完全二叉树的第8层有8个结点，则其叶结点数是__________。

13. 由树转换成二叉树时，其根结点无__________。

14. 采用二叉链表存储的n个结点的二叉树，一共有__________个指针域。

15. 采用二叉链表存储的n个结点的二叉树，共有空指针__________个。

16. 前序为ABC且后序为CBA的二叉树共有__________种。

17. 三个结点可以组成__________种不同形态的树。

18. 将一棵完全二叉树按层次编号，对于任意一个编号为i的结点，其左孩子结点的编号为__________。

19. 给定如图6-39所示的二叉树，其前序遍历序列为__________。

[image: t107]
图6-39　二叉树1



20. 给定如图6-40所示的二叉树，其层次遍历序列为__________。

[image: t108]
图6-40　二叉树2




三、选择题


1. 树最适合用来表示（　　）。

A. 有序数据元素

B. 无序数据元素

C. 元素之间无联系的数据

D. 元素之间有分支的层次关系

2. 前序为ABC的二叉树共有（　　）种。

A. 2

B. 3

C. 4

D. 5

3. 根据二叉树的定义，具有3个结点的二叉树有（　　）种树型。

A. 3

B. 4

C. 5

D. 6

4. 在一棵具有5层的满二叉树中，结点的总数为（　　）。

A. 16

B. 31

C. 32

D. 33

5. 具有64个结点的完全二叉树的深度为（　　）。

A. 5

B. 6

C. 7

D. 8

6. 任何一棵二叉树的叶结点在前序、中序、后序遍历序列中的相对次序（　　）。

A. 不发生改变

B. 发生改变

C. 不能确定

D. 以上都不对

7. A，B为一棵二叉树上的两个结点，在中序遍历时，A在B前的条件是（　　）。

A. A在B右方

B. A是B祖先

C. A在B左方

D. A是B子孙

8. 下列4棵树中，（　　）不是完全二叉树。

[image: t109]


9. 如图6-41所示的二叉树，后序遍历的序列是（　　）。

A. ABCDEFGHI

B. ABDHIECFG

C. HDIBEAFCG

D. HIDEBFGCA

[image: t110]
图6-41　二叉树3



10. 如图6-42所示的二叉树，以下选项中是中序序列的为（　　）。

A. DBEHAFCG

B. DBHEAFCG

C. ABDEHCFG

D. ABCDEFGH

[image: t111]
图6-42　二叉树4



11. 某二又树的后序遍历序列为DABEC，中序遍历序列为DEBAC，则前序遍历序列为（　　）。

A. ACBED

B. DECAB

C. DEABC

D. CEDBA

12. 具有n(n>1)个结点的完全二叉树中，结点i（2i>n）的左孩子结点是（　　）。

A. 2i

B. 2i+1

C. 2i-1

D. 不存在

13. 把一棵树转换为二叉树后，这棵二叉树的形态是（　　）。

A. 唯一的

B. 有多种

C. 有多种，但根结点都没有左孩子结点

D. 有多种，但根结点都没有右孩子结点

14. 将一棵有100个结点的完全二叉树从上到下，从左到右依次对结点编号，根结点的编号为1，则编号为45的结点的左孩子结点编号为（　　）。

A. 46

B. 47

C. 90

D. 91

15. 将一棵有100个结点的完全二叉树从上到下，从左到右依次对结点编号，根结点的编号为1，则编号为49的结点的右孩子结点编号为（　　）。

A. 98

B. 99

C. 50

D. 100

16. 二叉树按某种顺序线索化后，任一结点均有指向其前驱结点和后继结点的线索，这种说法（　　）。

A. 正确

B. 错误

C. 不确定

D. 都有可能

17. 下列陈述正确的是（　　）。

A. 二叉树是度为2的有序树

B. 二叉树中结点只有一个孩子结点时无左右之分

C. 二叉树中必有度为2的结点

D. 二叉树中最多只有两棵子树，并且有左、右子树之分

18. 用5个权值{3，2，4，5，1}构造的哈夫曼树的带权路径长度是（　　）。

A. 32

B. 33

C. 34

D. 15

19. 在树结构中，若结点B有4个兄弟，A是B的父亲结点，则A的度为（　　）。

A. 3

B. 4

C. 5

D. 6

20. 二叉树的叶结点个数比度为2的结点的个数（　　）。

A. 无关

B. 相等

C. 多一个

D. 少一个


四、简答题


1. 已知一棵树边的集合如下，请画出此树，并回答问题。

{(L,M),(L,N),(E,L),(B,E),(B,D),(A,B)(G,J),(G,K),(C,G),(C,F),(H,I),(C,H),(A,C)}

（1）哪个结点是根结点？　（2）哪些结点是叶结点？　（3）哪个结点是G的双亲？　（4）哪些结点是G的祖先？　（5）哪些结点是G的孩子？　（6）哪些结点是E的子孙？　（7）哪些结点是E的兄弟？哪些结点是F的兄弟？　（8）结点B和N的层次各是多少？　（9）树的深度是多少？　（10）以结点C为根的子树的深度是多少？　（11）树的度数是多少？

2. 设如图6-43所示的二叉树是与某森林对应的二叉树，试回答下列问题。

[image: t112]
图6-43　二叉树



（1）森林中有几棵树？

（2）每一棵树的根结点分别是什么？

（3）第一棵树有几个结点？

（4）第二棵树有几个结点？

（5）森林中有几个叶结点？

3. 二叉树按中序遍历的结果为ABC，试问有几种不同形态的二叉树可以得到这一遍历结果？并画出这些二叉树。

4. 分别画出具有3个结点的树和3个结点的二叉树的所有不同形态。


五、应用题


1. 已知一棵二叉树的后序遍历和中序遍历的序列分别为ACDBGIHFE和ABCDEFGHI。请画出该二叉树，并写出它的前序遍历的序列。

2. 已知一棵二叉树的前序遍历和中序遍历的序列分别为ABDGHCEFI和GDHBAECIF。请画出此二叉树，并写出它的后序遍历的序列。

3. 已知一棵树的层次遍历的序列为ABCDEFGHIJ，中序遍历的序列为DBGEHJACIF。请画出该二叉树，并写出它的后序遍历的序列。

4. 把下列一般树转换为二叉树。

[image: t113]


5. 把下列森林转换为二叉树。

[image: t114]


6. 把下列二叉树还原为森林。

[image: t115]


7. 某二叉树的结点数据采用顺序存储，其结构如下。

[image: 0140-01]


（1）画出该二叉树。

（2）写出按层次遍历的结点序列。

8. 某二叉树的存储如下。

[image: 0141-01]


其中，根结点的指针为6，lchild、rchild分别为结点的左、右孩子的指针域，data为数据域。

（1）画出该二叉树。

（2）写出该树的前序遍历的结点序列。

9. 如图6-44所示的二叉树，请画出与其对应的中序线索二叉树。

[image: t116]
图6-44　二叉树6



10. 画出表达式-A+B-C+D的标识符树，并求它们的后缀表达式。

11. 画出表达式(A+B/C-D)*(E*(F+G))的标识符树，并求它们的后缀表达式。

12. 画出表达式(A+B*C/D)*E+F*G的标识符树，并求它们的后缀表达式。

13. 给定一个权集W={4，5，7，8，6，12，18}，试画出对应的哈夫曼树，并计算其带权路径长度WPL。

14. 给定一个权集W={3，15，17，14，6，16，9，2}，试画出对应的哈夫曼树，并计算其带权路径长度WPL。

15. 假设用于通信的电文仅由A、B、C、D、E、F、G、H 8个字母组成，字母在电文中出现的频率分别为7，19，2，6，32，3，21，10。试为这8个字母设计哈夫曼编码。


六、编程题


以二叉链表为存储结构，设二叉树BT结构如下。


typedef struct BT
{
  char data;
  BT *lchild;
  BT *rchild;
}BT;



（1）求二叉树中的度数为2的结点。

（2）求二叉树中值最大的元素。

（3）将二叉树各结点存储到一维数组中。

（4）前序输出二叉树中各结点及其结点所在的层号。

（5）求二叉树的宽度。

（6）交换二叉树各结点的左、右子树。

（7）写出在二叉树中查找值为x的结点在树中层数的算法。



第7章　图

图是最重要的一种数据结构，在各个领域学科都有应用，本章主要学习图的数据结构及其实现，详细论述了一些关于图的重要算法。

7.1　图的定义与基本术语

7.1.1　图的定义

图是一种比较复杂的非线性结构。在图结构中，数据元素通常称为顶点（vertex），每个顶点既可以有多个直接前驱结点，也可以有多个直接后继结点，顶点之间是“多对多”的关系，顶点与顶点间的关系用连接两个顶点的边表示。图是由顶点的集合和顶点之间的边的集合组成的，图的二元组表示可定义为以下形式。

G=(V,R)

其中，V是顶点的非空有穷集合；R是边（弧）的有穷集合。从逻辑上看，图由顶点和边组成，边反映出顶点之间的联系。

若图中所有的边都用有序偶对来表示，即图中的每条边都是有方向的，此时的图称为有向图。有向图的二元组表示可定义为如下形式。

G=(V,R)

V={x|x∈elemtype}

R={〈x,y〉|x∈V,y∈V}

其中，〈x,y〉表示从x到y的一条有向边，x为初始点，y为终端点。在有向图中，〈A,B〉和〈B,A〉是不一样的。图7-1所示的是一个有向图，图中边的方向是用从起始点指向终点的箭头表示的，该图的顶点集和边集分别如下。

V={v1
 ，v2
 ，v3
 ，v4
 ，v5
 ，v6
 ，v7
 }

R={〈v1
 ，v2
 〉，〈v1
 ，v3
 〉，〈v2
 ，v4
 〉,〈v2
 ，v5
 〉，〈v3
 ，v6
 〉，〈v3
 ，v7
 〉}

[image: t117]
图7-1　有向图



图中所有边都用无序偶对来表示，即图中每条边都是没有方向的。此时的图称为无向图。无向图的二元组表示可定义为如下形式。

G=(V,R)

V={x|x∈elemtype}

R={(x,y)|x∈V,y∈V}

其中，(x,y)表示x和y之间的一条边，图7-2所示的是无向图，其顶点集和边集分别如下。

V={v1
 ，v2
 ，v3
 ，v4
 ，v5
 ，v6
 ，v7
 }

R={(v1
 ，v2
 )，(v1
 ，v3
 )，(v2
 ，v4
 ),(v2
 ，v5
 )，(v3
 ，v6
 )，(v3
 ，v7
 )}

[image: t118]
图7-2　无向图



7.1.2　基本术语


1. 邻接点、相关边


如果（x，y）是无向图的一条边，则称x和y互为邻接点，称边（x，y）是顶点x和y的相关边。若〈x，y〉是有向图的一条边，则称顶点x邻接到顶点y，顶点y邻接于x，边〈x，y〉是顶点x，y的相关边，称为x的出边，y的入边。

图7-1中，边〈v2
 ，v4
 〉是v2
 和v4
 的相关边，是v2
 的出边，v4
 的入边，v2
 邻接到v4
 ，v4
 邻接于v2
 。

图7-2中，边(v1
 ，v2
 )是v1
 和v2
 的相关边，v1
 和v2
 互为邻接点。


2. 简单图


若图中不存在顶点到其自身的边，并且同一条边不重复出现，则称这样的图为简单图。


3. 完全图


在一个有n个顶点的无向图中，若每个顶点到其他（n-1）个顶点都连有一条边，则图中有n×(n-1)/2条边，这样的图称为无向完全图，如图7-3所示。

[image: t119]
图7-3　无向完全图



在一个有n个顶点的有向图中，每两个顶点之间都存在着方向相反的两条边，则称此图为有向完全图，其边数为n×(n-1)，如图7-4所示。

[image: t120]
图7-4　有向完全图




4. 稠密图、稀疏图


（1）稠密图：当一个图接近完全图时，则称它为稠密图。

（2）稀疏图：当一个图含有较少边数时，则称它为稀疏图。


5. 顶点的度、入度、出度


顶点v的度是v的相关边的数目，计为TD(v)。有向图中顶点的度分为入度和出度，顶点v的入边的数目称为v的入度，记为ID(v)；顶点v的出边的数目称为v的出度，记为OD(v)；顶点v的度为TD(v)=ID(v)+OD(v)。

在图7-1所示的有向图中，顶点v3
 的入度为1，出度为2，度为3。在图7-2所示的无向图中，顶点v2
 的度为3。

若一个无向图中有n个顶点和e条边，则满足如下关系

[image: 0144-01]


若一个有向图中有n个顶点和e条边，则满足如下关系

[image: 0144-02]



6. 路径、回路


图中从顶点v到顶点v′的路径是一个顶点序列v=v1
 ,v2
 ,…,vn
 =v′，序列中任意相邻的两个顶点都存在一条边。如果是有向图，则其路径也是有向的。序列中顶点不重复的路径称为简单路径。路径长度是路径上的边的数目。

如果一条路径的第一个顶点和最后一个顶点相同，则该路径称为回路，除了第一个顶点和最后一个顶点，其余顶点不重复的回路，称为简单回路。

图7-5所示的无向图中，（1,2,4,1,3,4）是条路径，(1,2,4)、(1,3,4)、(1,3,4,1)都是简单路径，其中(1,3,4,1)是简单回路。

[image: t121]
图7-5　无向图




7. 子图


假设有两个图G={V,R}和G′={V′,R′},如果V′是V的子集，E′是E的子集，则称G′是G的子图。图7-6所示的是无向图G2
 的三个子图。

[image: t122]
图7-6　无向图G2
 的若干个子图




8. 连通图和连通分量


在无向图G中，如果从顶点v到顶点v′有路径，则称v和v′是连通的。如果图G中任意两个顶点之间都是连通的，则称G是连通图。若无向图是非连通图，则图中极大连通子图称为连通分量。连通分量具有以下4个特点。

（1）子图：连通分量是原图的子图。

（2）连通：连通分量是连通图。

（3）极大顶点数：连通子图再加入其他顶点就不连通了。

（4）极大边数：连通子图包含依附于这些顶点的所有边。

如图7-7所示，顶点A、B、C、D相互都是连通的，所以它是连通图。

[image: t123]
图7-7　连通图



而图7-8所示为非连通图及其连通分量。

[image: t124]
图7-8　非连通图和连通分量




9. 强连通图和强连通分量


在有向图G中，如果对于每一对顶点v1
 和v2
 ，既有从v1
 到v2
 ，也有从v2
 到v1
 的路径，则称G是强连通图。有向图中的极大强连通子图也称为有向图G的强连通分量。强连通分量与连通分量的概念是相同的。

图7-9所示为强连通图；而图7-10所示为非强连通图，其强连通分量分别为子图{1,2,3,4}，{5}和{6}。



	[image: t125]

	[image: t126]




	图7-9　强连通图
	图7-10　非强连通图





10. 生成树


一个图的生成树是包含图中所有顶点的极小（强）连通子图。生成树含有图中全部的n个顶点，但只能有n-1条边，顶点间都存在路径，但不存在回路。

图7-11中，图(b)和图(c)，满足n个顶点n-1条边且连通的条件，它们都是图(a)的生成树。不过有n-1条边并不一定是生成树，如图(d)所示。

[image: t127]
图7-11　无向图及生成树




11. 生成森林


在非连通图中，每个连通分量都对应一棵生成树，所有连通分量的生成树组成了非连通图的生成森林。


12. 权、网


在图的边或弧上，标有与它们相关的数，这种与图的边或弧相关的数称为权（weight），它表示从一个顶点到另一个顶点的距离或代价。这种带权的图常称为网（network）。图7-12所示为无向网。

[image: t128]
图7-12　无向网



7.1.3　图的抽象数据类型描述

图的抽象数据类型的定义如下。


ADT Graph
{
　数据对象V：V是具有相同特性的数据元素的集合，称为顶点集。
　数据关系R：
　R={VR}
　VR={<v,w>| v,w∈V且P(v,w)，<v,w>表示从v到w的弧，谓词P(v,w)定义了弧<v,w>的意义或信息}
　基本操作：
　　　CreateGraph(&G,V,VR);
　操作结果：按V和VR的定义构造图G。
　　　DestroyGraph(&G);
　操作结果：销毁图G。
　　　LocateVex(G, u);
　操作结果：若G中存在顶点u，则返回该顶点在图中位置；否则，返回其他信息。
　　　GetVex(G, v);
　操作结果：返回v的值。
　　　PutVex(&G, v, value);
　操作结果：对v赋值value。
　　　FirstAdjVex(G, v);
　操作结果：返回v的第一个邻接点。若该顶点在G中没有邻接点，则返回“空”。
　　　NextAdjVex(G, v, w);
　操作结果：返回v的（相对于w的）下一个邻接点。若w是v的最后一个邻接点，则返回“空”。
　　　InsertVex(&G, v);
　操作结果：在图G中增添新顶点v。
　　　DeleteVex(&G, v);
　操作结果：删除G中顶点v及其相关的弧。
　　　InsertArc(&G, v, w);
　操作结果：在G中增添弧<v,w>，若G是无向的，则还增添对称弧<w,v>。
　　　DeleteArc(&G, v, w);
　操作结果：在G中删除弧<v,w>，若G是无向的，则还删除对称弧<w,v>。
　　　DFSTraverse(G, v, Visit());
　操作结果：从顶点v起深度优先遍历图G。
　　　BFSTraverse(G, v, Visit());
　操作结果：从顶点v起广度优先遍历图G。
}ADT Graph



7.2　图的存储结构

图的存储结构除了存储图中各个顶点外，同时，还要存储顶点与顶点之间的所有关系（边的信息），而图中顶点之间是多对多的关系，很难用数据元素在存储区中的物理位置来表示元素之间的关系。常用的图的存储结构有邻接矩阵、邻接表和邻接多重表等。

7.2.1　邻接矩阵

对于一个图，可以采用2个数组来表示：①存储所有顶点信息的一维数组；②存储图中顶点之间关系的二维数组，这个二维数组称为邻接矩阵。

设图G有n个顶点，则邻接矩阵是一个n×n的方阵，定义如下。

[image: 0148-01]


图7-13所示的是无向图的邻接矩阵表示法，矩阵沿对角线对称，即A(i，j)=A(j，i)。矩阵A(i，j)=1表示图中存在一条边(vi
 ，vj
 )，而A(i，j)=0表示图中不存在边(vi
 ，vj
 )。无向图邻接矩阵的第i行或第i列非零元素的个数就是第i个顶点的度。求顶点vi
 的所有邻接点就是将矩阵中第i行元素扫描一遍，若A(i，j)=1，表示vj
 是vi
 的邻接点。

[image: t129]
图7-13　无向图的邻接矩阵



图7-14所示的是有向图的邻接矩阵表示法，矩阵不一定沿对角线对称，A(i，j)=1表示顶点vi
 邻接到顶点vj
 ；A(j，i)=1则表示顶点vi
 邻接自顶点vj
 。有向图邻接矩阵的第i行非零元素的个数是第i个顶点的出度，而第i列非零元素的个数则是第i个顶点的入度，即第i个顶点的度是第i行和第i列非零元素个数之和。求顶点vi
 的所有出边邻接点就是将矩阵中第i行元素扫描一遍，若A(i，j)=1，表示vj
 是vi
 的出边邻接点。

[image: t130]
图7-14　有向图的邻接矩阵



若图G是带权图，有n个顶点，则邻接矩阵是一个n×n的方阵，定义如下。

[image: 0148-02]


其中：wij
 表示边(vi
 ,vj
 )或〈vi
 ,vj
 〉上的权值；∞表示一个计算机允许的、大于所有边上权值的数，也就是一个不可能的极限值。

图7-15所示为无向网的邻接矩阵。

[image: t131]
图7-15　无向网的邻接矩阵



通过邻接矩阵可以很容易地判定顶点间有无边，并计算顶点的度（出度、入度）。但是邻接矩阵所占用的空间只与顶点个数有关，与边数无关，在边数较少时，将出现大量零元素，空间浪费较大。一般在顶点数较少且边数稠密时采用邻接矩阵存储。

用邻接矩阵存储图，需要一个二维数组存储边信息，一个一维数组存储顶点信息，还要存储图的顶点数和边数。下面代码即用于创建和输出无向网的邻接矩阵的存储结构。


#define MAXVERTEXNUM l00    //最大顶点数，可根据用户需要更改
#define INFINITY 65535
  typedef char vertextype； //顶点类型设为字符型，可根据用户需要更改
  typedef int edgetype； 　 //边上的权值类型设为整型，可根据用户需要更改
typedef enum{yxt,yxw,wxt,wxw} graphkind;
//定义图的种类类型，yxt有向图，yxw有向网，wxt无向图，wxw无向网
typedef struct
{
  vextextype vexs[MAXVERTEXNUM];              //顶点表
  edetype edges[MAXVERTEXNUM][ MAXVERTEXNUM]; //邻接矩阵，即边表
  int n，e；                                   //图中当前的顶点数n和边数e
  enum graphkind gkind;　                      //图的类型标示
}mgragh；                                      //mgragh以邻接矩阵存储的图类型
void creatwxw(mgraph *g)
{
　int i=0,j=0,k=0;
　int v1,v2;                                  //弧的两个结点
　int w;　　                                  //权值
　g->gkind=wxw;

　printf("请输入图的顶点数：\n");
　scanf("%d",&(g->n));
　printf("输入图的边数：\n");
　scanf("%d",&(g->e));
　//输入结点
　printf("输入结点:\n");
　for(i=0;i<g->n;i++)
　{
　scanf("%c",&(g->vexs[i]));
　}

　//初始化邻接矩阵
　for(i=0;i<g->n;i++)
　　for(j=0;j<g->n;j++)
　　　g->edges[i][j]=INFINITY;
　//输入边连接的两个结点
　for(k=0;k<g->e;k++)
　{
　　printf("输入弧（两个顶点的序号）和权值：\n");
　　scanf("%d%d%d",&v1,&v2,&w);
　　g->edges[i][j]=w;
　　g->edges[j][i]=w;
　}
}

void printgraph(mgraph *g)
{
　int i,j;
　for(i=0;i<g->n;i++)
　{
　　for(j=0;j<g->n;j++)
　　　　printf("%d",g->edges[i][j]); 
　　printf("\n");
　}
}



7.2.2　邻接表

邻接表是为了克服邻接矩阵在存储稀疏图时的空间浪费大的缺点而提出的，在边稀疏的情况下，邻接表要比使用邻接矩阵节省空间。图的邻接表存储方法是顶点的向量结构和边的单链表结构相结合的存储结构。将n个顶点放在一个向量中（顺序存储的表头结点表），每个顶点对应一个存储在数组中的表头结点，如图7-16所示。表头结点有两部分组成，其中，data是顶点数据，firstEdge是指向该顶点第一个邻接点的指针。一个顶点的所有邻接点依次存放于一个单链表中，单链表中每个结点有两部分组成，其中adjvex是该顶点的邻接点在向量表中的下标，next是指向下一邻接点的指针。

[image: t134]
图7-16　邻接表结点结构图



图7-17所示为无向图的邻接表存储。n个顶点e条边的无向图的邻接表表示中有n个顶点表结点和2e个边表结点。

[image: t135]
图7-17　无向图的邻接表



有向图的邻接表又称为出边表。出边表的表结点存放的是从表头结点出发的有向边所指的尾顶点。出边表容易求顶点的出度，但要求顶点的入度需要遍历所有单链表。

有向图的邻接表有出边表和入边表（又称逆邻接表）之分。入边表的表结点存放的则是指向表头结点的某个头顶点，入边表容易求顶点的入度。如图7-18所示，图(b)和(c)分别为有向图(a)的出边表和入边表。

[image: t136]
图7-18　有向图的邻接表和逆邻接表



n个顶点e条边的有向图，它的邻接表表示中有n个顶点表结点和e个边表结点。

如果要表示带权图，可以在表结点中增加一个存放权的字段，其效果如图7-19所示。

[image: t137]
图7-19　无向网的邻接表



在图的邻接表存储中，若判断两个顶点之间是否有边，需要搜索这两个顶点对应的邻接表，不如邻接矩阵方便。

图的邻接表是一种链式存储结构。在邻接表中，图的每个顶点建立一个单链表，单链表的头结点存放在一个一维数组中。邻接表由两种不同的结点组成，一种是头结点，包括数据域和指针域，数据域用于存放顶点信息；另一种是表结点，包括邻接点域和链域。下面程序是用C语言实现对图的邻接表的构建及邻接表的输出。


typedef struct edgenode　　　　　//定义表结点
{
　int adjvex;　　　　            //邻接点序号
　struct edgenode *nextedge;　　//指向下一个邻接点的指针域
　edgetype weight;　            //边的权值
}edgenode;
typedef struct vertexnode　    //定义表头结点
{
　vertextype data;
　edgenode *firstedge;
}vertexnode;

typedef struct　　                        //定义邻接表
{　　vertexnode[MAXVERTEXNUM] adjlist;　　//存储顶点的一维数组
　int n,e;　　                            //图中当前的顶点数n和边数e
　enum graphkind gkind;　　               //图的类型标示
}algraph;

//构建图的邻接表
void creategraph(algraph *g)
{
　edgenode *s;
　int i,j;
　g->gkind=wxt;
　printf("请输入你要构建的无向图的顶点个数:\n");
　scanf("%d",&(g->n));
　for(i=0；i<g->n；i++)　　             //建立顶点表
　 { 
　　　g->adjList[i].data=getchar()；　　//读入顶点信息
　　　g->adjList[i].firstedge=NULL；　　//边表置为空表
　 }
printf("输入边的个数:\n");
scanf("%d",&(g->e));
　for(i=0；i<g->e；i++)　　                     //建立边表
　{
　　scanf("%d%d"，&i,&j)；　　                  //读入边(vi，vj)的顶点对序号
　　s=(edgenode *)malloc(sizeof(edgenode))；　　//生成表结点
　　//将新结点*s头插入顶点vi的邻接点链表
　　s->adjvex=j;                               //邻接点序号为j
　　s->next=g->sdjlist[i].firstedge；
　　g->adjlist[i].firstedge=s；

　　//将新结点*s头插入顶点vj的邻接点链表，如果是有向图，这步省略
　　s=(edgenode *)malloc(sizeof(edgenode))；
　　s->adjvex=i;                               //邻接点序号为i
　　s->next=g->sdjlist[j].firstedge；
　　g->sdjlistk[j].firstedge=s；
　}
}

//输出邻接表
void printgraph(algraph *g)
{
　edgenode *p;
　int i;
　for(i=0;i<g->n;i++)
　{
　　printf("%2d %c",i,g-> sdjlist[i].data);
　　for(p=g-> adjlist[i].firstedge;p!=NULL;p=p->nextedge)
　　{
　　　printf("-->");
　　　printf("%d",p->data);
　　}
　printf("\n");
　}
}



7.2.3　邻接多重表

用邻接表存储无向图时，每一条边的两个结点（vi
 ,vj
 ）分别在第i个和第j个链表之中，如果需要对已访问过的边做标记，或者要删除图中某一条边等，都需要找到表示同一条边的两个结点。如果无向图的每一条边用一个结点表示，每条边只出现一次，这些问题就容易解决了。邻接多重表就可以满足这个需求，邻接多重表主要用于存储无向图。邻接多重表用一个结点表示无向图的一条边，每条边只出现一次，并通过各指针将这些边互相连接起来，以便于查找。

邻接多重表包含顶点表结点和边表结点两类结点，其结构如图7-20所示。

[image: t138]
图7-20　邻接多重表的结点结构



其中，顶点表由两个域组成，vertex域用于存储该顶点的值，firstedge域指示第一条依附于该顶点的边。边表结点由六个域组成，mark为标记域，用于标记该条边是否被访问过或该边的权值；ivex和jvex为该边依附的两个顶点在图中的编号；ilink用于指向下一条依附于顶点ivex的边；jlink用于指向下一条依附于顶点jvex的边。

图7-21所示为无向图的邻接多重表。在邻接多重表中，所有依附于同一顶点的边在同一链表中，由于每条边依附于两个顶点，则每个边结点同时链接在两个链表中。对于无向图，同一条边在邻接表中用两个结点表示，在邻接多重表中只有一个结点。在邻接多重表上，各种基本操作的实现和邻接表相似。

[image: t139]
图7-21　无向图的邻接多重表



7.3　图的遍历和生成树

图的遍历是指从图的任意指定顶点出发，按照某种规则访问图中的所有顶点，并且每个顶点仅被访问一次而得到的序列。图的遍历算法是求解图的连通性、拓扑排序和求关键路径等算法的基础。图的遍历方法有深度优先遍历和广度优先遍历两种。

7.3.1　深度优先遍历

深度优先遍历（DFS）类似树的前序遍历，其遍历过程如下。

（1）初始状态是图中所有顶点都未被访问，选定某一顶点v0
 ，访问v0
 之后，由v0
 出发，选取一个与v0
 邻接且没有被访问的任一点w1
 进行访问。

（2）再由w1
 出发，选取一个与w1
 邻接且没有被访问的任一点w2
 进行访问。

（3）再由w2
 出发，依此类推，重复上述过程，直至某顶点wi
 的所有邻接点都被访问过，则退回一步找顶点wi
 -1尚未被访问的邻接点。

（4）如果顶点wi
 -1存在尚未被访问过的邻接点，则访问此邻接点，然后再从该顶点出发，按深度优先进行遍历。如果顶点wi
 -1没有尚未被访问的邻接点，则回退一步再进行搜索，重复上述过程，一直到所有和顶点v0
 有路径相通的顶点都被访问过为止。

（5）如果图中还有顶点未被访问，即该图为非连通图，则选择图中一个未被访问的顶点作为起点，重复上述过程，直至图中所有的顶点都被访问过为止。

按照上述思想对如图7-22所示的无向图进行深度优先遍历。

[image: t140]
图7-22　无向图的深度优先遍历



（1）初始状态所有顶点未被访问，设定v1
 是出发点，首先访问v1
 。

（2）v1
 的两个邻接点v2
 、v3
 均末被访问过，选择v2
 作为新的出发点，访问v2
 。

（3）v2
 的邻接点有v1
 、v4
 和v5
 ，其中v1
 已被访问过，而v4
 、v5
 尚未被访问过，选择v4
 作为新的出发点，访问v4
 。

（4）v4
 的邻接点有v2
 和v8
 ，其中v2
 已被访问过，而v8
 尚未被访问过，选择v8
 作为新的出发点，访问v8
 。

（5）v8
 的邻接点有v4
 、v5
 、v6
 和v7
 ，其中v4
 已被访问过，而v5
 、v6
 和v7
 尚未被访问过，选择v5
 作为新的出发点，访问v5
 。

（6）v5
 的邻接点有v2
 和v8
 ，均已被访问过，遍历退回到v8
 ，访问v8
 的另一个邻接点v6
 。

（7）v6
 的邻接点有v3
 和v8
 ，其中v8
 已被访问过，而v3
 尚未被访问过，选择v3
 作为新的出发点，访问v3
 。

（8）v3
 的邻接点有v1
 、v6
 和v7
 ，其中v1
 和v6
 已被访问过，而v7
 尚未被访问过，选择v7
 作为新的出发点，访问v7
 。

最后得到的顶点的访问序列为：v1
 → v2
 → v4
 → v8
 → v5
 → v6
 → v3
 → v7
 。

遍历过程中的回退也称为回溯。回溯时沿着与访问的顺序相反的顺序，当回溯到仍有未被访问邻接点的一个顶点时，把这个点作为起始点，再找一条路径继续向前搜索。因此，图的深度优先搜索遍历过程是个递归过程。

在图的遍历过程中，为了区分图中顶点是否被访问过，需要设置一个辅助数组visited[]，长度为图的顶点数，初值为0或假，当访问了某顶点vi
 后，便修改visited[i]为1或真。下面的程序实现了图的深度优先遍历的递归算法。


//深度优先遍历图g
void　travel_dfs(graph g)
{
　for (i=1; i<=g.n; i++)　
　　visited[i]=false;　　　        //初始化标记数组
　for (i=1; i<=g.n; i++)
　　if (! visited[i])　dfs(g,i);　 //若顶点i未被访问过，从顶点i开始进行深度优先遍历
}

//从v顶点出发递归深度优先遍历图g
void　dfs（graph g，int v）
{
　visite(v);//访问顶点v,可以写成printf("%c ", g.vexs[i]); 
　visited[v]=true;　　        //修改访问标记数组为true　　
　w=firstadj(g, v);　　       //求v的第一个邻接点　　
　while (w!=0)　 
　{
　　if (visited[w]==false) 　　//邻接点未被访问过
　　　dfs(g, w); 　　　　　　   //从邻接点出发递归深度遍历图G
　　w=nextadj(g, v, w); 　　   //求v的下一个邻接点
　}
}



firstadj(g, v)函数的功能为求顶点v在图G中的第一个邻接点，nextadj(g, v, w)函数的功能是求顶点v在图G中相对于v的下一个邻接点。下面分别用邻接矩阵和邻接表两种存储结构来实现图的深度优先遍历。


//邻接矩阵的深度遍历操作 
void dfstraverse(mgraph g) 　　
{
    int i;
    for(i=0; i<g.n; i++)
    {
        visited[i]=false;　　//初始化所有顶点状态都是未访问过状态 
    }
    for(i=0; i<g.n; i++)
    {
        if(!visited[i])　　  //对未访问的顶点调用DFS，若是连通图，只会执行一次 
        {
            dfs(g,i); 
        }
    }
}

//邻接矩阵的深度优先递归算法 
void dfs(mgraph g, int i)
{
    int j;
    visited[i]=true; 
    printf("%c ", g.vexs[i]);　　//打印顶点，也可以其他操作 
    for(j=0; j<g.n; j++)
    {
        if(g.edges[i][j]==1 && !visited[j])
        {
            dfs(g, j);　　 //对未访问的邻接顶点递归调用 
        }
    }
}

//邻接表的深度遍历操作 
void dfstraverse(algraph g)
{
    int i;
    for(i=0; i<g.n; i++)
    {
        visited[i]=false; 
    }
    for(i=0; i<g.n; i++)
    {
        if(!visited[i])
        {
        dfs(g, i); 
        }
    }
}
//邻接表的深度递归算法 
void dfs(algraph g, int i)
{
    edgenode *p; 
    visited[i]=true; 
    printf("%c ", g->adjlist[i].data);　　//打印顶点，也可以其他操作 
    p=g->adjlist[i].firstedge; 
    while(p)
    {
        if(!visited[p->adjvex])
        {
            dfs(g, p->adjvex);　　　　   //对未访问的邻接顶点递归调用 
        }
        p=p->next;
    }
}



邻接矩阵是二维数组，要查找某个顶点的邻接点需要访问矩阵中的所有元素，时间复杂度为O(n2
 )的时间。在邻接表中找某个顶点的邻接点所需的时间取决于顶点和边的数量，所以时间复杂度是O(n+e)。显然，对于点多边少的稀疏图来说，邻接表结构使得算法在时间效率上大大提高。

7.3.2　广度优先遍历

广度优先遍历（BFS）类似于树的按层遍历，其遍历过程如下。

（1）初始状态是图中所有顶点都未被访问，选定某个顶点v0
 ，访问v0
 。

（2）从v0
 出发，依次访问v0
 的全部邻接点w1
 ，w2
 ，…，wd
 。

（3）再依次访问w1
 ，w2
 ，…，wd
 顶点中尚未被访问过的全部邻接点。

（4）再从这些被访问过的顶点出发，逐一访问与它们尚未被访问过的全部邻接点。

（5）依此类推，直到所有已被访问的顶点的全部邻接点都被访问到为止。

（6）如果此时图中还有未被访问的顶点（非连通图），则选择图中某个尚未被访问的顶点作为出发点，重复上述遍历过程，直至图中所有顶点都被访问到为止。按照上述思想对图7-23所示的无向连通图进行广度优先遍历。

[image: t141]
图7-23　无向图的广度优先遍历



（1）初始状态为所有顶点都未被访问，选定顶点v1
 为出发点，访问v1
 ；

（2）v1
 有两个邻接点v2
 和v3
 ，都未被访问过，依次访问v2
 和v3
 ；

（3）v2
 有三个邻接点v1
 、v4
 和v5
 ，v1
 已经被访问过，v4
 和v5
 未被访问，依次访问v4
 和v5
 ；

（4）v3
 有三个邻接点v1
 、v6
 和v7
 ，v1
 已经被访问过，v6
 和v7
 未被访问，依次访问v6
 和v7
 ；

（5）v4
 有两个邻接点v2
 和v8
 ，v2
 已被访问过，v8
 未被访问，访问v8
 ；

（6）v5
 、v6
 、v7
 和v8
 的邻接点都被访问过，遍历结束。

顶点访问顺序是：v1
 → v2
 → v3
 → v4
 → v5
 → v6
 → v7
 → v8
 。

在图的广度优先遍历过程中，若顶点w1
 在顶点w2
 之前访问过，则w1
 的邻接点也将在w2
 的邻接点之前访问。因此，需要记录顶点被访问的顺序，可以采用先进先出的队列来依次记录被访问的顶点。

采用邻接矩阵作为存储结构，图的广度优先遍历程序如下。


void bfstraverse(mgraph g)
{
    int i, j;
    queue q; 
    for(i=0; i<g.n; i++)
    {
        visited[i]=false; 
    }
    InitQueue(&q);
    for(i=0; i<g.n; i++)　　　　
    {
        if(!visited[i])　　　　　　　　　　//若是该顶点未访问过 
        {
            visited[i]=true; 
            printf("%c ", g.vexs[i]);   //打印结点，也可以进行其他操作 
            EnQueue(&q, i);　　　　　    //将此结点入队列 
            while(!QueueEmpty(q))       //若队列不空
            {
                int m;
                DeQueue(&q, &m);　　　  //将队头元素出队，赋值给m
                for(j=0; j<g.n; j++)
                {
                    //判断其他顶点若与当前顶点存在边且未访问过 
                    if(g.edges[m][j]==1 && !visited[j])
                    {
                    visited[j]=true; 
                    printf("%c ", g.vexs[j]);
                    EnQueue(&q, j);      //入队
                    }
                }
            }
        }
    }
}



对于邻接表的广度优先遍历，其程序与邻接矩阵差异不大，具体程序如下。


//邻接表的广度遍历算法 
    void bfstraverse(algraph g)
    {
        int i;
        edgenode *p; 
        Queue q;
        for(i=0; i<g.n; i++)
        {
            visited[i]=false; 
        }
        InitQueue(&q);
        for(i=0; i<g.nu; i++)
        { 
            if(!visited[i])
            {
                visited[i]=true; 
                printf("%c ", g.adjlist[i].data);　 //打印顶点
                EnQueue(&q, i);
                while(!QueueEmpty(q))
                {
                    int m;
                    DeQueue(&q, &m); 
                    //找到当前顶点边表链表头指针 
                    p=g.adjlist[m].firstedge;　　 
                    while(p)
                    {
                        if(!visited[p->adjvex])
                        {
                            visited[p->adjvex]=true; 
                            printf("%c ",g.adjlist[p->adjvex].data); 
                            EnQueue(&q, p->adjvex);
                        }
                        p=p->next;
                    }
                }
            }
        }
}



图的深度优先遍历与广度优先遍历算法的时间复杂度是一样的，但对顶点的访问顺序不同。

7.3.3　生成树和生成森林

深度优先遍历和广度优先遍历都可以用于测试无向图的连通性。如果无向图是连通的，从无向图中的任意顶点出发进行深度优先遍历或广度优先遍历都可以访问到每一个结点。访问的结果是一棵深度/广度优先生成树。如果无向图是非连通图的，从图中某顶点v0
 出发遍历图，不能访问到图中的所有顶点，而只能访问到包含v0
 的最大连通子图（连通分量）中的所有顶点。若从非连通图中的每个连通分量中的某个顶点出发遍历图，则可求出无向图的所有连通分量，构成深度/广度优先生成森林。求图的连通分量实际是图的遍历的一种应用。

图7-24所示为从连通图G7
 的顶点v0
 出发分别进行深度优先遍历和广度优先遍历，得到的生成树。

[image: t142]
图7-24　连通图的生成树



图7-25所示为非连通图和深度优先生成森林，森林中每棵树是其连通分量的生成树。

[image: t143]
图7-25　非连通图的深度优先生成森林



7.3.4　双向连通图

对无向图进行深度优先或广度优先遍历，可以判断无向图是否连通。如果从某个顶点出发进行遍历，遍历结束后，还有未访问到的顶点，说明该无向图不是连通图，否则就是连通图。对未访问到的顶点出发继续进行深度或广度遍历，可得到无向非连通图的所有连通分支。

一个无向连通图，若去掉任一点或任一边，该图仍连通，那么该图是一个双向连通图。一个无向连通图，若去掉一点或一边后，图不连通了，则该图不是双向连通图。去掉的这一点称为关节点（割点），如果删除它及其关联的边后，得到的新图至少包含两个连通分支。如图7-26所示的无向图中，顶点A就是一个关节点。无向连通图的双连通子图是无向图的最大双连通分支。在深度优先遍历时，必定要经过图的关节点，并生成一棵深度优先遍历树，利用该树可以求解无向连通图的双连通分支。

[image: t144]
图7-26　非双向连通图



以图7-26所示的无向图为例，如果从顶点A开始深度遍历，得到如下一棵树，如图7-27所示。

[image: t145]
图7-27　无向图的深度优先遍历树



该树中，A是树根，顶点旁的编号是深度遍历访问顶点的顺序，虚线边是图中深度遍历没有访问到的边，称为非树边或回退边，黑色带箭头的边是树边。对无向图进行深度优先遍历得到的树是一棵开放树，如果在其中添加一条回退边，就会形成环，该环路或扩大连通分量的范围，或者导致新的连通分量产生。如果要在这棵树中确定哪些点是关节点，则该结点需符合以下两个特性。

（1）若生成树的根有两棵或两棵以上子树，则此根结点必为关节点。因为图中不存在连接不同子树中顶点的边，因此，若删去根顶点，生成树变成生成森林。如图7-27所示树中的顶点A。

（2）若生成树中非叶子顶点v，并且v不是树根，则从其某个孩子顶点w出发，不能通过w的后继顶点组成的路径和一条回退边到v的任意一个祖先顶点，此时v是一个关节点。也就是说，顶点v的某棵子树的根和子树中的其他顶点均没有指向v的祖先的回退边，则v是关节点。因为删去v，则其子树和图的其他部分被分割开来。如图7-27所示树中顶点C，它的孩子结点只有顶点F，而F能到达的最低层顶点是C，无法访问到C的祖先顶点，因此C是一个关节点。

基于关节点的特点，给每个顶点定义一个low值，low(u)表示从u出发，经过一条其后继顶点组成的路径和回退边，所能到达的最小深度的顶点的编号。对于每个顶点u，low(u)的定义如下。

low(u)=min{dfn(u), min{low(w)| w是u的孩子}, min{dfn(w), | (u,w)是一条回退边} }

其中，dfn(u)是深度优先遍历过程中对顶点的编号。

在对图进行深度优先遍历过程中计算出dfn值和low值，如果发现顶点u有一个孩子结点w，使得low(w)≥dfn(u)，就说明它的后代无法到达比u深度更浅的顶点，即无法到达u的祖先，那么u就是个关节点。

求无向图的双连通分量的算法描述如下。

（1）计算图中各个顶点的深度优先遍历编号。对图进行深度优先遍历，计算每个结点v的编号dnf(v)，形成生成树S=（V,T）。

（2）计算low(v)。在深度优先遍历生成树上按后根顺序进行计算每个顶点v的low(v)，low(v)取以下三个结点中的最小者。

① dfn(v)。

② dfn(w)，凡是有回退边（v,w）的任何结点w。

③ low(y)，对v的任何孩子y。

（3）求关节点。树根是关节点，当且仅当它有两个或两个以上的孩子时。非树根结点v是关节点，当且仅当v有某个孩子y，使得low[y]≥dnf[v]时。

7.4　最小生成树

由生成树的定义可知，图的生成树不是唯一的。对于网，它的所有生成树中必有一棵树的各边的权值之和最小，则称该树为最小生成树。图的最小生成树有着广泛的应用价值，例如，要在n个城市之间建立通信网络图，如何连通n个城市只需要，而且通信代价最小，采用最小生成树的概念就可以解决该问题。构造最小生成树的算法主要有普里姆（Prim）算法和克鲁斯卡尔（Kruskal）算法两种。

7.4.1　普里姆算法

普里姆算法主要思想是：选定图中任一顶点作为生成树的根，然后按照将顶点逐一连通的步骤，在图中选择边，将边和顶点添加到现有树中，直至所有顶点都包含在树中，并且树中n-1条边的权值之和最小。

对图G（V，R）按照普里姆算法创建最小生成树，为了避免在添加边的过程中构成环，增加顶点集合U和边的集合TR。集合U表示最小生成树中顶点的集合，开始时为空集。集合TR表示最小生成树中边的集合，开始为空集。任选一顶点vi
 加入集合U，然后在普里姆算法中的每一步，都从所有的边｛（u,v）|v∈V-U,u∈U}中找出所有代价最小的边（u,v），同时将v并入U，（u，v）并入集合TR，直到U=V为止。此时，TR中必有n-1条边，则T=(V,TR)为G的最小生成树，如图7-28所示。普里姆算法的时间复杂度为O(n×n)，它与网中边的数目无关，适合于稠密图。

[image: t146]
图7-28　普里姆算法



为了方便在集合U和V-U之间选择权值最小的边，定义lowcost数组，数组长度为图中顶点个数。lowcost [i]用来保存i号顶点与最小生成树中所有顶点间的边的最小权值，如果顶点i已经在最小生成树中，则lowcost[i]=0；如果顶点i和目前最小生成树中所有顶点都不连通，则lowcost [i]=∞。此外，设置一个辅助数组closest，数组长度为图中顶点个数，closest [i]是顶点i保存在lowcost [i]中的最小权值的边的邻接点的编号。

对于图7-29中所示无向网，用普里姆算法求最小生成树的过程如下（见表7-1）。

[image: t147]
图7-29　无向网



（1）用1～7对顶点进行编号（1-A，2-B，3-C,4-D，5-E,6-F,7-G），顶点之间没有边用权值∞表示，从顶点A开始创建最小生成树，lowcost [1]=0,即U={A}。

（2）在lowcost数组中找到权值最小的，找到顶点D，最小权值的边为（closest [4]，D），权值为5。将顶点D加入U中，即使lowcost [4]=0，U={A，D}。

（3）增加D到最小生成树后，其他顶点到最小生成树的最小距离可能会发生变化，将新的最小权值更新到lowcost中。在图的邻接矩阵中顶点D对应的第4行，即为与顶点D相连的边的权值，将其更新到lowcost中，同时更新closest数组。

具体程序如下。


for(j=2;j<=n;j++) //修改由顶点k到其他顶点边的权值
    if(g[k][j]<lowcost[j])
    {
    　　lowcost[j]=g[k][j];
    　　closest[j]=k;
    }



（4）在lowcost找权值最小的，找到顶点F，最小权值边为(closest [6],F)，将顶点F加入U中，即使lowcost [6]=0，U={A，D，F}。

（5）比较与F点相连的边的权值，将其更新到lowcost中，同步更新closest数组。

（6）依此类推，添加到最小生成树各边依次为：(A,D)5,(D,F)6,(A,B)7,(B,E)7,(E,C)5,(E,G)9。


表7-1　prim算法执行过程

[image: 0163-01]


具体程序如下。


//prime算法最小生成树 
void prim(mgraph g)
{
    int lowcost[g.n],closest[g.n];
    int i,j,k,min;
    
    for(i=2;i<=n;i++)　　　　　　　　//n个顶点，n-1条边
    {
        lowcost[i]=g.edges[1][i];  //初始化
        closest[i]=1;              //顶点1加入到最小生成树中
    }
    
    lowcost[1]=0;                  //标志顶点1加入U集合
    for(i=2;i<=n;i++)              //形成n-1条边的生成树
    {
        min=INFINITY;
        k=0;
        //寻找满足边的一个顶点在U,另一个顶点在V的最小边，如果该顶点在U中，则相应的lowcost[j]=0
        for(j=2;j<=n;j++)
            if((lowcost[j]<min)&&(lowcost[j]!=0))
            {
                min=lowcost[j];
                k=j;
            }
        printf("(%d,%d)%d\t",closest[k],k,min);
        lowcost[k]=0;//顶点k加入U
        //更新到lowcos
        for(j=2;j<=n;j++)           //修改由顶点k到其他顶点边的权值
            if(g.edges[k][j]<lowcost[j])
            {
                lowcost[j]=g.edges[k][j];
                closest[j]=k;
            }
        printf("\n");
    }
}



由代码实现可知，邻接矩阵实现的普里姆算法的时间复杂度为O(n2
 )，比较适合稠密图。

7.4.2　克鲁斯卡尔算法

普里姆算法是以某顶点为起点，逐步寻找依附于各顶点上最小权值的边来构建最小生成树。克鲁斯卡尔算法不用选择起点，而是在图的所有未添加到最小生成树的边中，选择权值最小的一条边，将其添加到目前最小生成树中，再判断是否产生回路，如果产生回路则放弃，如果不产生回路就将边添加到最小生成树中。然后重复这个步骤，直至选择了n-1条边。

克鲁斯卡尔算法的实现过程为：初始时，设置生成树为只含有图的所有顶点的n个连通分量，没有边。按权值的大小逐个考虑所有的边，如果将该边加入到最小生成树，能连接两个不同的连通分量，则加入；如果加入后会构成回路，则放弃。当生成树只有一个连通分量时，算法结束。图7-31所示为对图7-30的无向网进行克鲁斯卡尔算法的执行过程，具体步骤如下。

[image: t148]
图7-30　无向网



（1）初始状态为5个连通分量。

（2）选择权值最小边(v2
 ,v3
 )5，加入生成树，连通v2
 和v3
 两个连通分量。

（3）再选择下一个权值最小边(v3
 ,v4
 )6，加入生成树，连通两个不同的连通分量。

（4）再选择下一个权值最小边(v2
 ,v4
 )6，加入生成树，会构成回路，放弃该边。

（5）依此类推。加入到最小生成树的各边依次为：(v2
 ,v3
 )5，(v3
 ,v4
 )6，(v1
 ,v2
 )10，(v2
 ,v6
 )11，(v4
 ,v5
 )18。


表7-2　克鲁斯卡尔算法的执行过程

[image: t149]


若要在图的所有未加入到最小生成树的边中查找权值最小的边，则可以定义边集数组结构，将图的所有边存储在边集数组中，并按权值从小到大排序。边集数组的定义如下。


//边集数组 
typedef struct
{
    int begin;
    int end;
    int weight;
}edge;



图7-31所示为按权值排序后的边集数组。

[image: t150]
图7-31 边集数组




表7-3　边集数组

[image: 0166-01]


若要判定将一条边加入生成树后是否会构成回路，也即判断一条边所依附的两个顶点是否在同一个连通分量上，可将最小生成树中每个连通分量看做是一棵树，采用父结点表示法，则树中每个结点都定义一个指向父结点的指针，树根作为该连通分量的标识。判定一个顶点在哪个连通分量上，可以沿着父指针找到这个顶点所在树的根，然后判定两个树的根是否相同。合并两个连通分量就是合并两棵树，将一棵树根的结点中指向父结点的指针指向另一棵树的根即可。定义parent数组，数组长度为图中结点个数，用于记录父结点的编号。Find函数的功能是用于判断边的两个顶点是否在同一棵树上。克鲁斯卡尔算法的代码如下。


//克鲁斯卡尔算法实现 
void kruskal(mgraph g)
{
    int i, n, m, num; 
    edge edges[g.e];　　 //定义边集数组 
    int parent[g.n];　　 //定义一个数组用于判断边与边是否形成环 

    //将邻接矩阵转化为边集数组edges并按权值由小到大排序 
    convert(g, edges); 
    for(i=0; i<g.n; i++)
    {
        parent[i]=0;　  //初始化数组值为0 
    }
    num=0;
    for(i=0; i<g.e&&num<n-1; i++)　　　
    {
        n=find(parent, edges[i].begin); 
        m=find(parent, edges[i].end); 
        if(n !=m)　　　    //假如此边没有与现有生成树形成环路 
        {
            parent[n]=m;　//将此边的结尾顶点放入下标为起点的parent中表示此顶点已经在生成树集合中
            num++;
            printf("(%d,%d) %d ", edges[i].begin, edges[i].end, edges[i].weight);
        }
    }
    printf("\n");
}
//将邻接矩阵转化为边集数组 
void convert(mgraph g, edge edges[]) 
{
    int i;
    int j;
    int k;

    k=0;
    for(i=0; i<g.n; i++)
    {
        for(j=i; j<g.n; j++)
        {
            if(g.edges[i][j]<INFINITY)
            { 
                edges[k].begin=i;
                edges[k].end=j;
                edges[k].weight=g.edges[i][j]; 
                k++;
            }
        }
    }
    k--;
    //进行排序 
    insertsort(edges, k);
}
//直接插入排序 
void insertsort(edge edges[], int k)
{
    int i, j;
    edge ss; 
    for(i=1; i<=k; i++)
    {
        if(edges[i].weight<edges[i-1].weight)
        {
            ss=edges[i];
            for(j=i-1; edges[j].weight>ss.weight; j--)
            {
                edges[j+1]=edges[j];
            }
            edges[j+1]=ss;
        }
    }
}
//查找连线顶点的尾部 
int find(int *parent, int f)
{
    while(parent[f]>0)
    {
    f=parent[f];
    }
    return f;
}



由代码分析，克鲁斯卡尔算法的时间复杂度为O(elog2
 e)。克鲁斯卡尔算法主要针对边操作，边数少时效率会比较高，适用于稀疏图。

7.5　最短路径

在许多应用领域，带权图常用于描述某个网络，如通信网络、交通网络。这时，各边的权值表示两点之间通信的成本或交通费用。在该应用中经常要解决的一类问题就是：在任意指定的两点之间建立通路，最小的代价是多少。这类问题实际上就是求带权图中两点之间最短路径的问题。在带权图中，两个顶点之间的路径长度定义为两顶点间路径上各边的权值之和。路径的开始顶点称为源点，目的顶点称为终点。所谓图的最短路径问题就是求从源点到终点之间具有最短路径长度的那条路径。如果从图中某一顶点（源点）到达另一顶点（终点）的路径可能不止一条，那么就需要找到一条使得沿此路径上各边上的权值总和达到最小的路径。

7.5.1　单源最短路径

单源最短路径问题是指在有向网G=(V，R)中，找出从某个顶点s（s∈V），使其到V中其余各顶点的最短路径。如图7-32所示的有向网中顶点v0
 到其他顶点的单源最短路径如下。

[image: t151]
图7-32　有向网



（1）v0
 到v1
 的最短路径为：(v0
 ,v1
 ),长度为10。

（2）v0
 到v2
 的最短路径为：(v0
 ,v3
 ,v2
 ),长度为50。

（3）v0
 到v3
 的最短路径为：(v0
 ,v3
 ),长度为30。

（4）v0
 到v4
 的最短路径为：(v0
 ,v3
 ,v2
 ,v4
 )，长度为60。

对于给定的有向网G=(V,R)和源点v，可以用Dijkstra算法求单源最短路径。


1. Dijkstra算法思想


Dijkstra算法认为最短路径的子路径也是最短路径。若已知路径(v0
 v1
 v2
 v3
 …vn-1
 vn
 )是从v0
 到vn
 的最短路径，则途径中的某顶点vi
 也为从v0
 到vi
 最短路径。因此，该算法按路径长度的递增次序，逐步产生源点到各顶点之间的最短路径。首先，求出长度最短的一条最短路径，再参照它求出长度次短的一条最短路径，依此类推，直到从顶点v到其他各顶点的最短路径全部求出为止。


2. Dijkstra算法步骤


（1）将图的顶点集合V分为两个集合S和V-S，其中S是最短路径已经确定的顶点集合，初值为S={v0
 }，v0
 为源点。V-S是最短路径尚未确定的顶点集合。为了区分S集合和V-S集合，定义visited数组，长度为图中顶点数，其元素用于区分是否已经找到源点到该顶点的最短路径，初始值均为false。设数组distance记录从源点到其余各结点当前的最短路径，初始为distance [i]=(v0
 ,vi
 )的权值i=2,3,…,n。设数组prev来记录从源点到其余顶点最短路径上最后经过的顶点，这样就可以推导出最短路径，初始为pre [v]=0(源点)，v≠0。

（2）从S之外即V-S中选取一个顶点w，使distance [w]最小（即distance [w]=min{distance [i]| i∈V-S }），并把w加入集合S，即visited[w]=true。

（3）调整distance中记录的从源点到V-S中每个顶点的最短距离，判断加进w做中间顶点，是否使得v的最短特殊路径长度变短。如果distance [w] + (v,w)的权值< distance [v]，则distance [v]=distance [w] + (v,w)的权值，并且修改pre [v]=w,否则不做更改。

（4）重复上述过程，直到S中包含V的所有顶点为止，即visited数组元素均为true。数组distance就记录了从源点到图中各顶点的最短路径长度（数组pre可推导最短路径）。

表7-4中记录了对图7-32所示的有向网执行Dijkstra算法的过程。


表7-4　Dijkstra算法

[image: 0170-01]


下面伪代码实现了求v0
 到图中其他顶点的最短路径及长度。


void　dijkstra(v0)
{
    for（图中的每个顶点v）
    {
        distance[v]=(v0

,vi

)的权值；
        visited[v]=false;
        pre[v]=0;
    }
    distance[0]=0;
    visited[0]=true;
    for (i=1; i<Vers; ++i)
    {
        v=distance数组中值最小的顶点编号，且visited标记为false；
        visited[v]=true;
        for （v的每一个邻接点w）
            if (known[w] 等于false &&
            distance[v]+(v,w)的权值<distance[w])
        {
        distance[w]=distance[v]+(v,w)的权值
        pre[w]=v;
        }
    }
}



下面用C语言实现Dijkstra算法的代码。


void dijkstra(mgraph g, int start)
{
    int i,w,temp;
    int distance[g.n];
    int pre[g.n];
    bool visited[g.n];
    for(i=1;i<=g.n;i++)
    {
        distance[i]=g.edges[start][i];　
        visited[i]=false; 
        pre[i]=start; 
    }
    visited[star]=true;
    distance[start]=0;
    for(i=1;i<g.n;i++)
    { 
        temp=INFINITY;
        w=2; 
        for(i=2;i<=g.n;i++)
            if(!visited[i]&&distance[i]<temp)　　　　　　　
            {
                temp=distance[i];
                w=i;
            }
        visited[w]=true;
        for(i=2;i<=g.n;i++)
            if(visited[i]!=true)
            {
                if(distance[w]+g.edges[w][i]<distance[i])
                {
                    distance[i]=distance[w]+g.edges[w][i];
                    prev[i]=w; 
                }
            }
    }
}



分析算法代码可知，Dijkstra算法的时间复杂度是O（n2
 ）。

7.5.2　每一对顶点之间的最短路径

找出带权图中任意顶点vi
 和vj
 之间的最短路径，称为求带权图的每一对顶点对之间的最短路径。可以每次以一个顶点为源点，重复执行Dijkstra算法n次，这样就可以求得所有的顶点对之间的最短路径及其最短路径长度，其时间复杂度为O(n3
 )。此外，还有一种更直接的方法求得每对顶点间的最短路径，即弗洛伊德（Floyd）算法。具体思想是每一次将一个节点作为中间节点，看看从源点到中间顶点，再从中间顶点到终点的距离是不是比已知的源点到终点的距离短，如果短的话则替代原有路径。

下面求顶点vi
 到顶点vj
 的最短路径。如果从vi
 到vj
 存在一条路径(vi
 ,vj
 )，但该路径不一定是最短路径，则需要进行n次试探。首先考虑加入中间顶点v0
 ，检查路径(vi
 ,v0
 ,vj
 )是否存在。如果存在，则比较(vi
 ,vj
 )和(vi
 ,v0
 ,vj
 )的路径长度，取长度较短者为从vi
 到vj
 的最短路径。再增加一个顶点v1
 ，继续进行试探。假设在路径上再增加一个顶点vk
 ，而(vi
 ,…,vk
 )和(vk
 ,…,vj
 )分别是从vi
 到vk
 和从vk
 到vj
 的最短路径，则将(vi
 ,…,vk
 ,…,vj
 )和已经得到的从vi
 到vj
 的最短路径相比较，其长度较短者便是从vi
 到vj
 新的最短路径。有时加入中间顶点后的路径比原路径长，则保持原路径不变。将所有顶点作为中间顶点插入后，就可以确定vi
 和vj
 之间的最短路径了。为了求出所有顶点对之间的最短路径，可以每加入一个中间顶点后，查看所有顶点对之间是否有新的最短路径出现。

如图7-33所示的过程是按照弗洛伊德（Floyd）算法对图中的有向网求解顶点间最短路径的步骤。其中，dist记录目前求出的顶点间的最短路径长度，path记录顶点间的最短路径。

[image: 0172-01]
图7-33　弗洛伊德（Floyd）算法原理



[image: 0173-01]
续图7-33



如图7-34所示，定义一个n行n列的二维数组D实现上图中的dist。初始时，其值为网的邻接矩阵的值，即D［i］［j］=edges［i］［j］。加入n的顶点作为中间顶点，就是对数组D进行n次迭代，在进行第k次迭代时，使用如下的公式。

Dk
 ［i］［j］=min{Dk-1
 ［i］［j］，Dk-1
 ［i］［k］+Dk-1
 ［k］［j］}

在第k次迭代时，针对顶点k进行。原Dk-1
 矩阵的第k行、第k列保持不变，对角线元素也不变。

Floyd算法在求最短路径过程中还需要保存路径的组成。路径信息的保存可定义一个n行n列的二维数组P，P[i][j]的值表示从i到j的最短路径上j的前一结点的序号。

[image: t153]
图7-34　弗洛伊德（Floyd）算法的实现



Floyd算法的C语言实现如下。


void floyd(mgraph g) 
{
    int d[g.n][g.n]; 
    int p[g.n][g.n];
    int i, j, k;

    //初始化
    for (i=0; i<g.n;++i)
    {
        for (j=0; j<g.n; ++j) 
        {
            d[i][j]=g.edges[i][j];
            p[i][j]=(g.edges[i][j] !=INFINITY) ? i : -1;
        }
    }
    //迭代过程
    for (k=0; k<g.n; ++k)
        for (i=0; i<g.n; ++i) 
            for (j=0; j<g.n; ++j)
                if (d[i][k]+d[k][j]<d[i][j])
                {
                    d[i][j]=d[i][k] + d[k][j];
                    prev[i][j]=prev[k][j];　 
                }

    //输出过程
    printf("最短路径长度：\n"); 
    for (i=0; i<g.n; ++i)
    {
        printf("\n"); 
        for (j=0; j<g.n; ++j)
            printf("%d",d[i][j]);
    }
    printf("最短路径：\n");
    for (i=0; i<g.n; ++i)
    {
        printf("\n"); 
        for (j=0; j<g.n; ++j)
        printf("%d　",p[i][j]); 
    }
}



由代码分析可知，Floyd算法的时间复杂度为O(n3
 )，其重复执行n次的Dijkstra算法的时间复杂度一样，但算法更直接。

7.6　拓扑排序

在现实生活中，通常把某个项目或某个生产流程当成一个工程，大工程常常划分为许多较小的子工程，这些子工程之间存在优先关系，例如，其中的某些子工程必须在另外一些子工程完成之后开始。

那么，如何确定该工程能否顺利进行，以及掌握子工程的执行过程呢？有向图无环图的拓扑排序可以解决这个问题。

用有向图表示一个工程，顶点代表子工程，称为活动；有向边表示活动的先后顺序，即边的起点活动是终点活动的先决条件，这类有向图称为AOV网。如果在AOV网G中，从顶点vi
 到顶点vj
 有一条路径，则活动vi
 必然先于活动vj
 完成，按照这个原则将G中所有顶点排序，使每个活动的所有前驱活动都排在该活动之前，该过程称为拓扑排序，得到的顶点序列为拓扑序列。

例如，安排计算机专业必修课程的课表。计算机专业的学生应该学习的部分课程及其每门课程所需要的先修课程如图7-35所示。

[image: t154]
图7-35　计算机专业必修课程



按照课程之间的关系，可得到如图7-36所示的AOV网。

[image: t155]
图7-36　计算机专业必修课程AOV网



没有先修课的课程可以先上课，如C1
 、C2
 ；而有先修课的课程，必须在学完其先修课程之后才能开始，如C3
 必须在学完C2
 和C1
 之后再学，C5
 也必须在学完C2
 之后再学；没有先修关系的课程，其排课的先后次序则可以任意，如C5
 和C4
 ，可以先选修C5
 ，也可以先选修C4
 。排课方案可以是：C0
 ,C1
 ,C2
 ,C4
 ,C3
 ,C5
 ,C7
 ,C8
 ,C6
 ；还可以排列为C0
 ,C7
 ,C8
 ,C1
 ,C4
 ,C2
 ,C3
 ,C6
 ,C5
 。这两个序列便是AOV网的拓扑序列，可见AOV网的拓扑序列并不是唯一的。

在拓扑排序中，每个顶点都必须排在它的后继顶点之前。那么排在最前面的顶点一定不能是其他任何顶点的后继顶点，即该顶点没有前趋顶点，入度值为0。每当AOV网中的一个顶点表示的活动完成时，该顶点的所有后继顶点均少了一个前驱条件，即入度值减1。入度值为0的顶点可以作为下一个要执行活动的备选项。拓扑排序的方法如下。

（1）从AOV网中选择一个入度为0的顶点且输出该顶点。

（2）从AOV网中删掉该顶点及其所有以该顶点为起点的边。

反复执行这两个步骤，直到所有的顶点都被输出，输出的序列就是这个AOV网的拓扑序列。图7-37显示了拓扑排序的执行过程。

[image: t156]
图7-37　拓扑排序过程



其拓扑序列为：v0
 ,v5
 ,v3
 ,v4
 ,v2
 ,v1
 （不一定唯一）。

为了方便地修改顶点的入度值，可以定义一个一维数组来记录各个顶点的入度值。初始化时，数组中填入各顶点的入度值。每个顶点的入度值随着顶点的输出而动态变化，入度为0即该顶点没有前驱顶点，为了减少重复检测入度为0的结点，这里借助队列来保存入度为0的顶点。在队列非空时进行入度为0的顶点的出入队和输出，其详细算法如下。

（1）计算每个结点的入度，保存在数组indegree中。

（2）检查indegree中的每个元素，将入度为0的结点入队。

（3）不断从队列中将入度为0的结点出队，输出此结点，并将该结点的后继结点的入度减1；如果某个邻接点的入度为0，则将其入队。反复操作直至队空。

该算法的C语言实现如下。


void topsort(algraph g)
{
    linkQueue q;
    edgenode *p;
    int current;
    int indegree[g.n];
    for(int i=0;i<g.n;++i)　 
        indegree[i]=0;
    for(i=0;i<g.n;++i)
        for(p=g.adjlist[i].firstedge;p!=NULL;p=p->next)
            ++indegree[p->adjvex];
    for(i=0;i<g.n;++i)
        if (indegree[i]==0)
            q.enQueue(i);
    cout<<"拓扑排序为："<<endl;
    while(!q.isEmpty( ))
    {
        current=q.deQueue( );
        printf("%c　",g.adjlist[current].data);　
        for(p=g.adjlist[current].firstedge;p!=NULL;p=p->next)
            if(--indegree[p->adjvex]==0)
                q.enQueue(p->end);
    }
}



对有n个顶点和e条弧的有向图，计算各顶点的入度的时间复杂度为O(e)；建立零入度顶点栈的时间复杂度为O(n)；在拓扑排序过程中，若有向图无环，则每个顶点进一次栈、出一次栈，入度减1的操作在while语句中总共执行e次，所以总的时间复杂度为O(n+e)。

并不是任何有向图的顶点都可以排成拓扑序列，有向环图是不能的。如果有向图存在环，意味着某项活动将以自己为先决条件，显然无法形成拓扑序列。求有向图顶点的拓扑序列，若图中所有顶点都出现在它的拓扑序列中，则该图中一定不存在环，否则就会有环。有环存在的AOV网对应的工程不能顺利进行，无环存在的AOV网的拓扑序列即对应于工程子活动的执行顺序。

7.7　关键路径

拓扑排序可以判断一项工程能否顺利进行，那么整个工程完成的最短时间是多少？哪些子工程的延迟将影响整个工程进度，而加速这些子工程能否提高整个工程的效率呢？为了解决这些问题，引入了AOE网（activity on edge network）概念。

AOE网（activity on edge network）是一个有向网。其中，用边表示活动（子工程）；用边的权值表示活动的持续时间；用边两端的顶点分别表示工程中的瞬间行为或事件，即活动的开始和结束。在AOE网中有两个特殊的顶点：一个是入度为0的顶点为源点，代表整个工程的开始点；另一个即出度为0的顶点为汇点，代表整个工程的结束点。图7-38所示是一个有11项活动，9个事件的AOE网。

[image: t157]
图7-38　AOE网



AOE网的主要性质如下。

（1）只有在某个顶点所代表的事件发生后，从该顶点出发的各有向边代表的活动才能开始。例如，图7-38中顶点5事件发生后，活动a7
 和a8
 才能开始。

（2）只有某一顶点的所有入边代表的活动已经结束，该顶点所代表的事件才能发生。如图7-38中活动a4
 和a5
 活动结束后，事件5才能开始。

在AOE网中，有些活动可以并行地运行，因此，完成整个工程所需要的最少时间不是所有活动所需时间的累加，而是从源点到汇点之间的最长的一条路径，这条最长的路径被称为关键路径（critical path）。

在AOE网中，有些活动可以并行地进行，如图中的a1
 和a2
 。因此，从源点到各个顶点，以至从源点到汇点的有向路径可能不止一条，而且这些路径的长度也可能不同。完成不同路径的活动所需的时间虽然不同，但只有各条路径上所有活动都完成了，整个工程才算完成。因此，完成整个工程所需的时间取决于从源点到汇点的最长路径长度，即关键路径（critical path）的长度。一个AOE网的关键路径可能不只一条。关键路径上的活动称为关键活动，其完成时间会影响整个工程的完成时间。

为了求解AOE网的关键路径和关键活动，下面引入几个概念。

（1）事件的最早发生时间ve(i)：只有顶点事件所有入边活动都完成后，顶点事件才能发生，因此，从源点到任意顶点vi
 的最长路径长度称为事件vi
 的最早发生时间。源点对应事件的最早发生时间为0。

（2）活动的最早开始时间ee(i)：只有顶点对应的某个事件发生后，从该顶点出发的有向边对应的活动才能开始。设活动ai
 在边〈vj
 ,vk
 〉上，则ai
 的最早开始时间为vj
 的最早发生时间。

（3）事件的最迟发生时间vl(i):保证汇点vn
 在ve(n)时刻完成的前提下，事件vi
 允许的最迟开始时间。在不推迟工期的情况下，一个事件最迟发生时间应该等于汇点的最早发生时间减去从vi
 到vn
 的最大路径长度。

（4）活动的最迟开始时间el(i):在不会引起工期延误的前提下，活动ai
 允许的最迟开始时间。因为事件发生表明以事件顶点为终点的入边所表示的所有活动均已完成，所以事件的最迟发生时间也是所有以事件顶点为终点的入边所表示的活动的最迟完成时间。为了不推迟工期，活动ai
 的最迟开始时间el(i)应该是ai
 的最迟完成时间减去ai
 的持续时间。

（5）时间余量：活动的最早开始时间和最迟开始时间的差额称为时间余量。没有时间余量的活动即为关键活动。关键活动的推延将直接导致整个工程的推延，而提前完成非关键活动并不能加快整个工程的进度。

由上述概念定义可知，为了找出关键活动，需要求出各个活动的最早开始时间和最晚开始时间，以判别一个活动是否满足时间余量为零。求各个活动的最早开始时间和最晚开始时间需要求事件的最早发生时间和最晚发生时间。由此可以得到求关键路径的算法如下。

（1）对AOE网进行拓扑排序，记录排序结果。如果得到的拓扑有序序列中顶点个数小于网中顶点数n，则说明网中存在环，不能求关键路径，此时算法终止；否则执行步骤(2)。

（2）从源点v1
 出发，令ve(1)=0，按拓扑序列依次求出其余各顶点的最早发生时间。

ve(j)=max{ve(i) + dut(i, j)}　(i, j)∈E，2≤j≤n

（3）从汇点vn
 出发，令vl（n）=ve（n），按拓扑逆序求出其余各顶点的最迟发生时间。

vl(i)=min{vl(j)- dut(i, j)}　(i, j)∈E，1≤i ≤ n-1

（4）根据各顶点的ve和vl值，求每条边代表活动的最早开始时间ee(i)和最迟开始时间el(i)。设活动ai
 由弧(j, k)表示，其持续时间记为dut(j, k)，事件的最早开始时间为ve(j)，最迟开始时间为vl(j)，则有如下关系。

ee(i)=ve(j)

el(i)=vl(k)-dut(j, k)

（5）若某条边满足条件ee(i)=el(i)，则该边对应的活动为关键活动。

图7-39所示为求解图中AOE网的关键路径和关键活动的过程。

[image: t158]
图7-39　关键路径求解过程



本章小结

1. 图的基本概念：顶点、边、度、完全图、子图、路径、路径长度、连通图、权、网等。

2. 图的邻接矩阵、邻接表、邻接多重表三种存储结构的实现。

3. 图的深度优先和广度优先搜索遍历的过程、算法描述及相应的时间复杂度。

4. 根据普里姆算法和克鲁斯卡尔算法求图的最小生成树的过程、算法描述及相应的时间复杂度。

5. 图的拓扑序列和拓扑排序的概念，求图的拓扑序列的方法、算法描述及相应的时间复杂度。

6. 用Dijkstra算法求图中单源最短路径的过程、算法描述及相应的时间复杂度。用弗洛伊德（Floyd）算法求图中所有顶点对间的最短路径的过程、算法描述以及相应的时间复杂度。

7. 求AOE网的关键活动和关键路径的过程和算法描述。

习题7


一、选择题


1. 有n个顶点的无向完全图具有（　　）条边。

A. n(n+1)/2

B. n-1

C. n

D. n(n-1)

2. 在一个图中，所有顶点的度数之和等于图的边数的（　　）倍。

A. 1/2

B. 1

C. 2

D. 4

3. 在一个有向图中，所有顶点的入度之和等于所有顶点的出度之和的（　　）倍。

A. 1/2

B. 1

C. 2

D. 4

4. 有8个结点的有向完全图有（　　）条边。

A. 14

B. 28

C. 56

D. 112

5. 用邻接表表示图进行广度优先遍历时，通常是采用（　　）来实现算法的。

A. 栈

B. 队列

C. 树

D. 图

6. 深度优先遍历类似于二叉树的（　　）。

A. 先序遍历

B. 中序遍历

C. 后序遍历

D. 层次遍历

7. 广度优先遍历类似于二叉树的（　　）。

A. 先序遍历

B. 中序遍历

C. 后序遍历

D. 层次遍历


二、填空题


1. 网是带__________的图。

2. 图的常用存储结构有__________和__________。

3. 图的遍历方法一般有__________和__________两种。

4. 无向图G是连通的无回路图，有且仅有__________条边。

5. 如果n个顶点的图是一个环，则它有__________棵生成树。（以任意一顶点为起点，得到n-1条边）

6. n个顶点e条边的图，若采用邻接矩阵存储，则空间复杂度为__________。

7. n个顶点e条边的图，若采用邻接表存储，则空间复杂度为__________。

8. 设有一稀疏图G，则G采用__________存储较省空间。

9. 设有一稠密图G，则G采用__________存储较省空间。

10. 已知一个图的邻接矩阵表示，删除所有从第i个顶点出发的边方法是__________。

11. 图的深度优先遍历序列__________唯一的。

12. n个顶点e条边的图采用邻接矩阵存储，深度优先遍历算法的时间复杂度为__________；若采用邻接表存储时，该算法的时间复杂度为__________。

13. 用普里姆（Prim）算法求具有n个顶点e条边的图的最小生成树的时间复杂度为__________；用克鲁斯卡尔（Kruskal）算法的时间复杂度是__________。

14. 用Dijkstra算法求某一顶点到其余各顶点间的最短路径是按路径长度__________的次序来得到最短路径的。

15. 若要求一个稀疏图G的最小生成树，最好用__________算法来求解。

16. 若要求一个稠密图G的最小生成树，最好用__________算法来求解。

17. 拓扑排序算法是通过重复选择具有__________个前驱顶点的过程来完成的。


三、判断题


1. 有向图中一个顶点i的出度等于其邻接矩阵中第i列的非零元素的个数。（　　）

2. 连通图G的生成树是G的极小连通子图。（　　）

3. 连通网络的最小生成树是唯一的。（　　）

4. 连通图的邻接矩阵是对称的，有向图的邻接矩阵是不对称的。（　　）

5. 有n个顶点，n-1条边的图一定是生成树。（　　）

6. 树是一种特殊形式的图。（　　）

7. 图的BFS生成树的树高比DFS生成树的树高。（　　）


四、分析题


1.已知某图的邻接表存储结构如下图所示，则

（1）画出该图。

（2）根据该邻接表从顶点A出发，分别写出按深度优先搜索遍历法和广度优先遍历法进行遍历的结点序列。
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2. 下图矩阵表示一个无向网，画出该无向网，并构造出其最小生成树。

[image: t160]


3. 写出下图所示的有向图的邻接矩阵及该图的所有拓扑排序序列。

[image: t161]


4. 带权图（权值非负，表示边连接的两顶点间的距离）的最短路径问题是找出从初始顶点到目标顶点之间的一条最短路径。假定从初始顶点到目标顶点之间存在路径，现有一种解决该问题的方法：

① 设最短路径初始时仅包含初始顶点，令当前顶点u为初始顶点；

② 选择离u最近且尚未在最短路径中的一个顶点v，加入到最短路径中，修改当前顶点u=v；

③ 重复步骤②，直到u是目标顶点时为止。

请问上述方法能否求得最短路径？若该方法可行，请证明之；否则，请举例说明。

5. 如下图所示为5个乡镇之间的交通图，乡镇之间道路的长度如图中边上所注。现在要在这5个乡镇中选择一个乡镇建立一个消防站，问这个消防站应建在哪个乡镇，才能使离消防站最远的乡镇到消防站的路程最短。试回答解决上述问题应采用什么算法，并写出应用该算法解答上述问题的每一步计算结果。
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6. 采用邻接表存储结构，编写一个判别无向图中任意给定的两个顶点之间是否存在一条长度为k的简单路径的算法（注：一条路径为简单路径指的是其顶点序列中不含有重现的顶点）。



第8章　查找

本章介绍了查找的几种基本方法，并对各种算法的性能及时间、空间复杂度进行了分析。查找表（search table）是由同一类型的元素构成的数据集合，对数据元素间的关系未做限定。所谓查找即为在一个含有众多数据元素（或记录）的查找表中按照一定的要求找到特定的元素或记录。

查找表通常可以分为两类：静态查找和动态查找。静态查找表（static search table）仅作为查询和检索操作的查找表，不会改变表中的数据。常见的静态查找方式有顺序查找、折半查找、分块查找等。动态查找表（dynamic search table）除了对查找表进行查找操作外，还可能进行插入或删除表中数据元素的操作，即表中数据是动态变化的。动态查找方式包括树型查找、散列查找等。

8.1　顺序查找

在介绍顺序查找算法之前，首先介绍几个与查找有关的基本概念。

（1）关键字（key）　数据元素（或记录）中某个数据项的值，用它可以标识数据元素（或记录）。

（2）主关键字（primary key）　可以唯一地标识一个记录的关键字称为主关键字。

（3）次关键字（secondary key）　可以标识若干个记录的关键字称为次关键字。

（4）查找（searching）　在查找表中确定是否存在一个数据元素的关键字等于给定值的操作，称为查找（也称为检索）。若表中存在这样一个数据元素（或记录），则查找成功；否则查找失败。

（5）内查找和外查找　若整个查找过程全部在内存进行，则称为内查找；若在查找过程中还需要访问外存，则称为外查找。本章中仅介绍内查找。

（6）平均查找长度（ASL）　查找算法的效率，主要是看要查找的值与关键字的比较次数，通常采用平均查找长度来衡量。对一个含有n个数据元素的表，当查找成功时有
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其中，pi
 为找到表中第i个数据元素的概率，并且有

[image: 0182-02]


ci
 为查找表中第i个数据元素所用到的比较次数。不同的查找方法有不同的ci
 。

查找是许多程序中最消耗时间的一部分。因而，一个好的查找方法会大大提高运行速度。

查找的方法取决于查找表的结构，在表的组织方式中，顺序表是最简单的一种，顺序表是指线性表的顺序存储结构。根据元素之间是否有递增（特性），查找又分为三种情况：简单顺序查找、二分查找和分块有序查找。顺序查找也称为线性查找，是最简单的一类查找方式，顺序查找既适用于线性表，又适用于链表。

顺序查找对数据的特性没有特殊要求，其基本思想为：从表的一端开始，逐个把每条记录的关键字与给定值k进行比较，若某个记录关键字与给定值k相等，则查找成功，返回找到的记录位置；反之，若已查找到表的另一端，仍未找到关键字值与给定值相等的记录，则查找不成功。

下面以顺序存储为例来介绍，数据元素从下标为1的数组单元开始存放，0号单元留作监测哨，用于存放待查找的值k。


void SeqSearch( )　 //顺序查找
{
  int a[N],i,x,y;
  printf ("\n\t\t建立整数的顺序表(以回车为间隔，以－1结束)：\n");
  for (i=1;i<=MAXLEN;i++)
  {
  　scanf ("%d",&a[i]);
  　if (a[i]==-1)
  　{ 
  　y=i; break;
  　}
  }
  　printf ("请输入要查找的数据：");
  　scanf ("%d",&k);
  　i=y-1;
  　while (i>=0&&a[i]!=k)
  　i--;
  　if (i==0)
  　printf ("没有找到\n");
  　else
  　printf ("已找到，在第%d的位置上\n",i);
}



其中，监测哨的作用有以下两方面。

（1）省去判定循环中下标越界的条件，从而可以节约比较时间。

（2）保存查找值的副本，查找时若遇到它，则表示查找不成功。这样在从后向前查找失败时，不必判断查找表是否检测完，从而达到算法统一。

就上述算法而言，对于有n个数据元素的顺序表，给定值k与表中第i个元素关键字相等，即定位第i个记录时，需进行n-i+1次关键字比较，即ci
 =n-i+1。在等概率查找的情况下，有
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则查找成功时，顺序查找的平均查找长度为
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即查找成功时的比较次数约为表长的一半。若k值不在表中，则关键字的比较需要进行n+1次才能确定查找失败。算法中的基本工作就是关键字的比较，因此，查找长度的量级也即查找算法的时间复杂度，即O(n)。

顺序查找的缺点是当n很大时，平均查找长度较大，效率低；优点是对表中数据元素的存储结构没有要求，无论是用顺序表还是用链表存放记录，也无论记录是否按关键字有序存放均可适用，另外，对于线性链表，只能进行顺序查找。

8.2　折半查找

如果查找表已经按关键字递增（减）有序，则可以采用折半查找的方法。例如，在查词典类的数据表时，很显然不会采取简单的顺序查找方法，这是因为词典中的元素已经按照字母的顺序进行了排列。折半查找也称为二分查找，是一种效率较高的查找方法，但前提是表中元素必须按关键字有序（按关键字递增或递减）排列。


1. 折半查找的基本思想


在有序表中，取中间元素作为比较对象，若给定值与中间元素的关键字相等，则查找成功；若给定值小于中间元素的关键字，则在中间元素的左半区继续查找；若给定值大于中间元素的关键字，则在中间元素的右半区继续查找。不断重复上述查找过程，直到查找成功；或者所查找的区域内无数据元素，则查找失败。


2. 折半查找的步骤


假设用变量low和high分别表示当前查找区域的首尾下标，该区域的中间元素为mid=(low+high)/2。将关键字k与该元素进行比较，根据比较的结果分别进行处理，具体步骤如下。


（1）low=1；high=length；　　　    // 设置初始区间
（2）当low>high时，返回查找失败信息  // 表空，查找失败 
（3）low≤high，mid=(low+high)/2;   // 取中点
① 若k<tbl.elem[mid].key，则high=mid-1，转步骤（2）// 查找在左半区进行
② 若k>tbl.elem[mid].key，则low=mid+1，转步骤（2） // 查找在右半区进行
③ 若k=tbl.elem[mid].key，返回数据元素在表中位置   //查找成功



通过上述过程可知，每通过一次关键字的比较，区域的长度就缩小一半，而区域的个数增加。如此不断进行下去，直到找到关键字为k的元素或当前的查找区域为空（表示查找失败）为止。图8-1所示是在一个有序数组中查找关键字22的过程。
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图8-1　折半查找k=22的过程




3. 折半查找的算法



void BinSearch()
{
  int R[MAXLEN],i,k,low,mid,high,m,nn;
  char ch;
  printf(“建立递增有序的查找顺序表(以回车间隔，以-1结束)：\n");
  for(i=0;i<MAXLEN;i++)
  {
  　scanf("%d",&R[i]);
  　if(R[i]==-1)
  　{
  　nn=i; break;
  　}
  }
  printf("请输入要查找的数据:");
  scanf("%d",&k);
  low=0;high=nn-1;m=0;
  while(low<=high)
  {
  　mid=(low+high)/2;
  　m++;
  　if(R[mid]>k)
  　high=mid-1;
  　else if (R[mid]<k)
  　low=mid+1; else break;
  }
  if(low>high)
  {
  　printf("没有找到\n");
  　printf("共进行%d次比较。\n",m);
  　if (R[mid]<k)
  　mid++;
  　　printf("可将此数插入到%d的位置上。\n",mid+1);
  }
  else
  　{
  　　printf("要找的数据%d在第%d的位置上。\n",k,mid+1);
  　　printf("共进行%d次比较。\n",m);
  　}
}




4. 折半查找性能分析


从折半查找的过程来看，每次查找都是以表的中点为比较对象，并以中点将表分割为两个子表，对定位到的子表继续作同样的操作。所以，对表中每个数据元素的查找过程，可用二叉树来描述，可以把当前查找区间的中间位置上的记录作为二叉树的根，左子区和右子区中的记录分别作为根的左子树和右子树，由此得到的二叉树称为描述折半查找的判定树或比较树。

具有13个记录的有序表可用图8-2所示的判定树来表示。树中每个结点表示一个记录，结点的编号为该记录在表中的位置，找到一个记录的过程就相当于走了一条从根结点到该记录结点的路径。
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图8-2　折半查找的判定树（n=13）



从图8-2所示的判定树可以看到，与给定值进行比较的次数正好是该结点所在的层次数，查找第一层的根结点31，一次比较即可找到；查找第二层的结点18和42，二次比较即可找到；查找第三层的结点5、23、35、49，三次比较即可找到；查找第四层的结点14、21、29、38、46、52，四次比较即可找到。

查找表中任一元素的过程，即为在判定树中从根结点到该元素结点的路径上各结点关键字的比较次数，也即该元素结点在树中的层次数。对于n个结点的判定树，树高为k，则有2k-1-1<n≤2k-1，即k-1<log2
 (n+1)≤k，所以k=log2
 (n+1)。因此，折半查找在查找成功时，所进行的关键字比较次数至多为log2
 (n+1)。

下面以树高为k的满二叉树(n=2k-1)为例。假设表中每个元素的查找是等概率的，即pi
 =1/n，则树的第i层有2i-1个结点。折半查找的平均查找长度如下。

[image: 0186-01]


所以，二分查找的时间复杂度为O (log2
 n)。可见，与顺序查找相比，二分查找的优点是查找速度快，效率高。二分查找的缺点如下。

（1）必须按关键字排序，而排序本身也很费时。

（2）只适用于顺序存储结构，不适合线性链表结构，所以其进行插入、删除操作时必须移动大量的结点。

二分查找适用于那种一经建立就很少改动，而又经常需要查找的线性表。对于那些经常需要改动的线性表，可以采用链表存储结构，进行顺序查找。

8.3　分块查找

分块查找又称索引顺序查找，是顺序查找和折半查找的一种结合。


1. 分块查找的基本思想


将具有n个元素的主表分成m个块（也称为子表），每块内的元素可以无序，但要求块与块之间必须有序，并建立索引表。索引表包括两个字段：关键字字段（存放对应块中的最大关键字值）和指针字段（存放指向对应块的首地址）。


2. 分块查找步骤


（1）在索引表中检测关键字字段，以确定待查找值k所处的分块（可用折半查找）位置。

（2）根据索引表指示的首地址，在该块内进行顺序查找。设关键字集合为90，43，14，30，78，8，62，49，35，71，22，80，18，52，85，按关键字值31，62，90分为三块建立的查找表及其索引表如下（见图8-3）。

线性表被分为3块（即三个子表），每个块中有五个记录。表中的关键字值用数组A[i].key表示，其中，i为记录的顺序号。在索引表中有序地存放每块的最大关键字值30、62、90。若给定k的值为49，那么首先将k值与索引表中的索引值进行比较，由于30<k<62，因此可以确定该值在第二个块中。由于k值所在的块的地址指针指向块内第一个记录，即线性表中序号为5的记录，则k值应在表中序号为6到10之间，若在该块中找到该值则查找成功。
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图8-3　分块有序表的索引存储




3. 分块查找性能分析


分块查找由索引表查找和子表查找两步完成。设n个数据元素的查找表分为m个子表，并且每个子表均有t个元素，则t=n/m。这样，分块查找的平均查找长度公式如下。
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可见，平均查找长度不仅与表的总长度n有关，而且与所分的子表个数m有关。对于表长n确定的情况下，当m取[image: 0187-02]
 达到最小值。

若用折半法查找确定关键字所在块时，则分块查找成功时的平均查找长度公式如下。
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8.4　树型查找

从前面几个小节的讨论中可以看出，在线性表的3种查找方式中，折半查找法的查找效率最高，但它只适合于顺序结构，不能用链表作存储结构。因此，当表中元素的插入、删除操作比较频繁时，为了保持表的有序性，需要移动表中的很多记录，因此会增加许多额外的时间开销，从而抵消折半查找在效率方面的优势，也就是说，折半查找仅适合于静态的查找表。如果要对动态的查找表进行高效率的查找，则要使用几种特殊的二叉树或树作为表的组织形式，在这里统称为树表，基于这种结构的查找方式称为树型查找。本节中将介绍在树表上进行的各种查找和修改操作方法。

8.4.1　二叉排序树


1. 二叉排序树的定义


二叉排序树（binary sort tree）又称二叉查找树，它既可能是一棵空树，也可能是具有下列性质的二叉树之一。

（1）若左子树不空，则左子树上所有结点的值均小于根结点的值。

（2）若右子树不空，则右子树上所有结点的值均大于根结点的值。

（3）左、右子树也都是二叉排序树。

图8-4所示即为一棵二叉排序树。从上述的定义可知，对二叉排序树进行中序遍历，便可得到一个按关键字有序的序列12，21，28，33，43，49，55，61，77，98。

[image: t166]
图8-4　二叉排序树



二叉排序树的存储结构定义如下。


typedef struct bsnode
{ //定义二叉排序树中的结点类型
　keytype key;             //结点中的关键字
　struct bsnode *lchild;   //左孩子指针
　struct bsnode *rchild;   //右孩子指针
}BsTree;




2. 二叉排序树的插入


1）插入原则

（1）若二叉树为空，则插入结点为新的根结点。

（2）若二叉树非空且插入结点小于根结点，则在左子树上查找；若插入结点大于根结点，则在右子树上查找，直至某个结点的左、右子树空为止。

（3）若二叉树非空且插入结点小于该结点时，则作为该结点的左孩子，否则作为该结点的右孩子。

2）二叉排序树的构造过程


【例8-1】
 　若记录的关键字序列为33，50，42，18，39，9，77，44，2，11，24，则构造一棵二叉排序树的过程如图8-5所示。
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图8-5　从空树开始建立二叉排序树的过程



从图8-5中可以看出，一个无序序列可以通过构造二叉排序树而成为一个有序序列，每次插入新结点都是二叉排序树上新的叶子结点，不必移动其他结点，仅需改动某个结点指针，由空变为非空即可。

3）生成二叉排序树的算法

具体算法如下。


BSTree CreateBST(void)
{
  BSTree T;
  KeyType Key;
  T=NULL;
  printf ("请输入一个整数关键字(输入0时结束输入)：");
  scanf("%d",&Key);
  while(Key)
  　{
  　　InsBST(&T,Key);
  　　printf ("请输入下一个整数关键字(输入0时结束输入)：");
  　　scanf ("%d",&Key);　}
  return T;
}
void　InsBST(BSTree *T,KeyType Key)
{
  BSTNode *f,*p;
  p=(*T);          　　 //p的初值指向根记录
  while (p)          　　//查找插入位置
  {
  　if (p->key= =Key)
  　{
  　　printf("树中已有%d，不需插入\n",Key);
  　　return;
  　}
  　　f=p;
  　　p=(Key<p->key)? p->lchild: p->rchild;
  }
  　p=new　BSTNode;
  　p->key=Key;
  　p->lchild=p->rchild=NULL; //创建新记录
  　if ((*T)==NULL)
  　　(*T)=p;          　     //若原树为空，则新插入记录作为新的根
  　　else　if (Key<f->key)
  　　f->lchild=p;
  　　else　f->rchild=p;
}



二叉树的生成，是从空的二叉排序树开始的。每插入一个记录数据，就调用一次插入算法，将它插入到当前已经生成的二叉排序树中。


3. 二叉排序树的删除操作


若要在二叉排序树中删除一个结点，并且删除之后的二叉排序树仍要保持二叉排序树的特性，这就需要考虑以下三种情况进行。

1）删除的结点是叶子结点

将与该结点相连接的父结点的指针设为NULL。如图8-6所示，要删除结点11，则只需将其父结点9的右指针设为NULL即可。
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图8-6　删除叶子结点示意图



2）删除的结点只有一棵子树

将被删除结点的子树向上提升，用子树的根结点取代被删除结点。如图8-7所示，要删除结点9，则可以用结点11取代结点9。
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图8-7　删除的结点只有一棵子树



3）删除的结点有两棵子树

当删除的结点有两棵子树时，可采用以下两种方法。

（1）中序直接前趋法　将被删除结点的中序遍历的直接前驱结点取代被删除结点。如图8-8所示，要删除结点20，则要将中序直接前驱结点19取代结点20。
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图8-8　用中序直接前驱法删除结点有两棵子树的情况



（2）中序直接后继法　将被删除结点的中序遍历的直接后继结点取代被删除结点。如图8-9所示，要删除结点20，则要将中序直接后继结点25取代结点20。
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图8-9　中序遍历的直接后继结点取代被删除结点



二叉排序树上删除结点的算法具体如下。


void DelBSTNode(BSTree *T,KeyType Key)
{
  BSTNode *parent=NULL,*p,*q,*child;
  p=*T;
  while(p)                                                  　 // 查找要删除的结点
{
  if　(p->key==Key)　break;
  parent=p;
  p=(Key<p->key)?p->lchild:p->rchild;
}
  if (!p)
{ 
  printf ("没有找到要删除的结点\n"); return;
  }
q=p;
if　(q->lchild&&q->rchild)                              　　//若左、右子树都不为空
for (parent=q,p=q->rchild;p->lchild;parent=p,p=p->lchild); 
//查找右子树最左端结点
child=(p->lchild)?p->lchild:p->rchild;
if　(!parent)
  *T=child;
else                              　                       // 若左、右子树至少有一个为空
　{
　　if (p= =parent->lchild)
　　parent->lchild=child;
　　else
　　parent->rchild=child;
　　if (p!=q)
　　q->key=p->key;
　}
delete(p);
}



若被删结点没有左子树，则用其右孩子结点代替它（注意，右孩子结点可以为空）。若被删结点有左子树，则在其左子树中找到中序遍历的最后一个结点r，把被删结点的右子树作为结点r的右子树，并用被删结点的左孩子结点代替被删结点。

注意：如果被删结点是根结点，同样适用上述方法，只不过要对根结点做调整，因为原根结点要被删除，所以把取代根结点的结点作为新的根结点。


4. 二叉排序树查找过程


由二叉排序树的定义可得二叉排序树的查找过程如下。

（1）若查找树为空，则查找失败。

（2）若查找树非空，将给定值k与查找树的根结点关键字进行比较。

（3）若相等，则查找成功，结束查找过程，否则，转入如下步骤。

① 当给k小于根结点关键字，查找将在以左孩子为根的子树上继续进行，转步骤（1）。

② 当给k大于根结点关键字，查找将在以右孩子为根的子树上继续进行，转步骤（1）。

以二叉链表作为二叉排序树的存储结构，具体算法描述如下


typedef struct node                 //二叉排序树的结点结构
{
　KeyType Key;                     //数据元素字段 
　struct node *lchild,*rchild;     //左、右指针字段
}BSTNode;                          // 二叉树结点类型



二叉排序树的查找算法主要有以下两种。

（1）二叉排序树查找非递归算法。


void SearchBST(BSTree*T, KeyType Key)
{
  BSTNode *p=T;                    　　　 //指针p指向根结点，搜索从根结点开始
  while(p)
  {
  　if (p->key==Key)
  　　{
  　　　printf("已经找到\n"); return;
  　　} 
  　　p=(Key<p->key)?p->lchild:p->rchild;　 //在左子树或右子树中查找
  }
  printf("没有找到\n");
}



（2）二叉排序树查找递归算法。


BSTree *SearchBST(BSTree *T, KeyType Key)
{ 
if (T==NULL) return (T);                    　　　 　
  else  if (T->key==Key) return K;
  else　if (T->key>Key)
  return BSTree  *SearchBST(T-> lchild, Key);          //在左子树中查找
  else　return BSTree  *SearchBST(T-> rchild, Key); 　　//在右子树中查找
  printf("没有找到\n");
}




5. 二叉排序树的查找分析


在二叉排序树上查找其关键字等于给定值结点的过程，恰是走了一条从根结点到该结点的路径的过程。由于含有n个结点的二叉树是不唯一的，那么如何来进行查找分析呢？

例如，图8-10所示两棵二叉排序树中结点的值都相同，但（a）的深度为3，而（b）的深度为6。其等概率平均查找长度分别为：

ASLa
 =(1×1+2×2+3×3)/6=14/6

ASLb
 =(1×1+2×1+3×1+4×1+5×1+6×1)/6=21/6

二叉排序树的平均查找长度和二叉树的形态有关。

（1）在最好情况下，二叉排序树在生成过程中，树的形态比较均匀，其最终得到的是一颗形态与二分查找的判定树相似的二叉排序树，如图8-10（a）所示。显然，这种情况下平均查找长度与log2
 n成正比，时间复杂度为O(log2
 n)。

[image: t172]
图8-10　二叉排序树的查找分析



（2）在最坏情况下，二叉排序树是通过一个有序表的n个结点依次插入生成的，此时所得的二叉排序树蜕化为一颗深度为n的单支树，如图8-10(b)所示。它的平均查找长度和单链表的顺序查找相同，也是（n+1）/2，时间复杂度为O（n）。

对均匀的二叉排序树进行插入或删除结点操作后，应对其进行调整，使其依然保持均匀。同时为避免出现最坏情况下的歪斜树，应对其进行平衡处理，使其成为平衡二叉树。

8.4.2　平衡二叉树


1. 平衡二叉树的概念


平衡二叉树（balanced binary tree）是由阿德尔森-维尔斯（Adelson-Velskii）和兰迪斯（Landis）于1962年首先提出的，所以又称为AVL树。

若一棵二叉树中每个结点的左、右子树的深度之差的绝对值不超过1，则称这样的二叉树为平衡二叉树。将该结点的左子树深度减去右子树深度的值，称为该结点的平衡因子（balance factor）。也就是说，一棵二叉排序树中，所有结点的平衡因子只为0、1、-1时，则该二叉排序树就是一棵平衡二叉树，否则就不是一棵平衡二叉树。也可以这样理解：平衡二叉树或者是一棵空树，或者是具有下列性质的二叉排序树。

（1）它的左子树和右子树高度之差的绝对值不超过1。

（2）它的左子树和右子树都是平衡二叉树。

图8-11中给出了两棵二叉排序树，每个结点旁边所标注数字是以该结点为根的树的左子树与右子树高度之差，这个数字称为结点的平衡因子。由平衡二叉树定义可知，所有结点的平衡因子只能取-1、0与1三个值之一。若二叉排序树中存在这样的结点，其平衡因子的绝对值大于1，这棵树就不是平衡二叉树。图8-11中，（a）不是平衡二叉树，（b）是平衡二叉树。

[image: t173]
图8-11　非平衡二叉树与平衡二叉树



我们希望二叉排序树都是AVL树，因为其深度和log2
 n是同数量级的，则平均查找长度也和log2
 n是同数量级的。


2. 非平衡二叉树的平衡处理


若一棵二叉排序树是平衡二叉树，则插入或删除某个结点后，可能会变成非平衡二叉树，这时，就可以对该二叉树进行平衡处理，使其变成一棵平衡二叉树。处理的原则应该是：处理与插入点最近的而平衡因子又比1大或比-1小的结点，既要满足平衡二叉树的要求，又要保持二叉排序树的性质。下面分四种情况讨论平衡处理的方法。

1）RR型的处理（单向右型）

如图8-12所示，在A的左孩子结点B上插入一个左孩子结点C，使A的平衡因子由1变成了2，成为不平衡的二叉排序树。这时可对其进行平衡处理：将A顺时针旋转，成为B的右子树，而原来B的右子树则变成A的左子树，待插入结点C作为B的左子树。

注：图中结点旁边的数字表示该结点的平衡因子。

[image: t174]
图8-12　RR型平衡处理



2）LR型的处理（左右型）

如图8-13所示，在A的左孩子结点B上插入一个右孩子结点C，使得A的平衡因子由1变成了2，成为不平衡的二叉排序树。这时可对其进行平衡处理：将C变到B与A之间，使之成为LL型，然后按LL型处理。

[image: t175]
图8-13　LR型平衡处理



3）LL型的处理（单向左型）

如图8-14所示，在A的右孩子结点B上插入一个右孩子结点C，使A的平衡因子由-1变成-2，成为不平衡的二叉排序树。这时可对其进行平衡处理：将A逆时针旋转，成为B的左子树，而原来B的左子树则变成A的右子树，待插入结点C成为B的右子树。

[image: t176]
图8-14　LL型平衡处理



4）RL型的处理（右左型）

如图8-15所示，在A的右孩子结点B上插入一个左孩子结点C，使A的平衡因子由-1变成-2，成为不平衡的二叉排序树。这时可对其进行平衡处理：将C变到A与B之间，使之变为RR型，然后按RR型处理。

[image: t177]
图8-15　RL型平衡处理




【例8-2】
 　给定一个关键字序列4,5,7,2,1,3,6。试生成一棵平衡二叉树。


【分析】
 　平衡二叉树实际上也是一棵二叉排序树，故可以按建立二叉排序树的思想建立一棵二叉树，在建立的过程中，若遇到不平衡，则进行相应的平衡处理，最后就可以变成一棵平衡二叉树。具体生成过程见图8-16。

[image: 0195-01]
图8-16　平衡二叉树的生成过程




5. 平衡二叉树的查找及性能分析


平衡二叉树本身就是一棵二叉排序树，故它的查找与二叉排序树完全相同。但是其查找性能却优于二叉排序树，即不像二叉排序树那样，会出现最坏的时间复杂度O(n)，它的时间复杂度与二叉排序树的最好时间复杂度相同，均为O(log2
 n）。


【例8-3】
 　对例8-2给定的关键字序列4,5,7,2,1,3,6，试用二叉排序树和平衡二叉树两种方法查找，给出查找关键字6的次数及成功的平均查找长度。


【分析】
 　由于关键字序列的顺序已经确定，故得到的二叉排序树和平衡二叉树都是唯一的。得到的平衡二叉树见图8-16，得到的二叉排序树见图8-17。

[image: t182]
图8-17　由关键字序列生成的二叉排序树



从图8-17所示的二叉排序树可知，查找到6需4次，平均查找长度为

ASL=(1+2+2+3+3+3+4)/7=18/7≈2.57

从图8-16的平衡二叉树可知，查找到6需2次，平均查找长度为

ASL=(1+2+2+3+3+3+3)/7=17/7≈2.43

由以上结果可知，平衡二叉树的查找性能优于二叉排序树。


【例8-4】
 　给定关键字序列11，78，10，1，3，2，4，21，试分别用顺序查找、二分查找、二叉排序树查找、平衡二叉树查找来实现查找，试画出它们的对应存储形式（顺序查找的顺序表，二分查找的判定树，二叉排序树查找的二叉排序树及平衡二叉树查找的平衡二叉树），并求出每一种查找的成功平均查找长度。

顺序查找的顺序表（一维数组）如图8-18所示。

[image: t183]
图8-18　顺序存储的顺序表



由图8-18可以得到顺序查找的成功平均查找长度为

ASL=(1+2+3+4+5+6+7+8)/8=4.5

二分查找的判定树（中序序列为从小到大排列的有序序列）如图8-19所示。

[image: t184]
图8-19　二分查找的判定树



由图8-19可以得到二分查找的成功平均查找长度为

ASL=(1+2×2+3×4+4)/8=2.625

二叉排序树（关键字顺序已确定，该二叉排序树应该是唯一的）如图8-20(a)所示，平衡二叉树（关键字顺序已确定，该平衡二叉树也应该是唯一的）如图8-20(b)所示。

[image: t185]
图8-20　二叉排序树和平衡二叉树



由图8-20(a)可以得到二叉排序树查找的成功平均查找长度为

ASL=(1+2×2+3×2+4+5×2)/8=3.125

由图8-20(b)可以得到平衡二叉树的成功平均查找长度为

ASL=(1+2×2+3×3+4×2)/8=2.75

8.4.3　B-树


1. 定义


一棵m阶的B-树，或者为空树，或者为满足以下特性的m叉树。

（1）所有的非终端结点的结构如下。

[image: 0197-01]


其中：①k1
 ,k2
 ,…,kn
 为n个按从小到大顺序排列的关键字；②p0
 ,p1
 ,p2
 ,…,pn
 为(n+1)个指针，用于指向该结点的(n+1)棵子树，p0
 所指向子树中的所有关键字的值均小于k1
 ,pn
 所指向子树中的所有关键字的值均大于kn
 ，pi
 (1≤i≤n-1)所指向子树中的所有关键字的值均大于ki
 且小于ki+1
 ；③n(n≤m-1)为键值的个数，即子树个数为(n+1)。

（2）树中每个结点至多有m棵子树。

（3）除非根结点为叶子结点，否则至少有两棵子树。

（4）除根结点之外的所有非终端结点至少有[image: 0197-03]
 棵子树。

（5）所有叶子结点在同一个层次上，并且不含有任何信息。


2. 说明


B-树的特点说明有以下几点。

（1）对于非根结点的所有分支结点，n的取值范围为

[image: 0197-02]


（2）对于根结点，n的取值范围为1≤n≤m-1。

（3）对于叶子结点，其子树均为空树（即没有子结点），又规定不含有任何信息，所以可以把它看作不在树中的外部结点。

（4）B-树的阶m可以事先任意指定，但一旦指定后，就应固定不变。

图8-21所示是一棵由10个键值生成的四阶B-树的示意图，该树共有四层，所有叶子结点均在第四层上。

[image: t186]
图8-21　B-树




3. B-树的查找


1）查找方法

由B-树的定义可知，在B-树上进行查找的过程与二叉排序树的查找类似。根据给定的键值k，首先在根结点的键值的集合中采用顺序（当m较小时）查找方法或二分（当m较大时）查找方法进行查找。若有k=ki
 ，则查找成功，根据相应的指针即可取得记录；否则，若k在ki
 和ki+1
 之间，则取指针pi
 所指的结点，重复这个查找过程，直到在某结点中查找成功，或者在某结点处出现pi
 为空时，则查找失败。例如，在图8-21所示B-树中查找关键字80和38。

2）性能分析

可以证明，在含有n个关键字的B-树上进行查找时，从根结点到待查找关键字，所在路径上涉及的结点数的范围为

[image: 0198-01]


其中，当m=4、n=2047时，h≤11。


4. B-树的插入


在B-树中插入一个键值k，不是在树中添加一个叶子结点，而是首先在最低层的某个非终端结点中添加一个键值。并且要使插入的结点中的键值字个数小于等于m-1，否则将涉及结点的“分裂”问题。

1）插入方法

具体的插入方法如下，如图8-22所示。

（1）首先要经历从树的根结点到叶子结点的查找过程。如果键值k已在树中，则不用再进行其他操作；否则，先找出插入位置，然后再进行插入。

（2）对于叶子结点处于第(h+1)层的树，插入的位置总是在第h层。若结点的关键字个数不超过(m-1)，则直接将键值插入就可以了；否则，需要把结点分裂为两个。

（3）分裂的做法是：取一个新结点，把原结点上的键值和k按升序排序后，从中间位置（即[image: 0198-02]
 之处）把键值（不包括中间位置的键值）分为两部分，左部分所含键值放在旧结点中，右部分所含键值放在新结点中，中间位置键值连同新结点的存储位置插入到父结点中。如果父结点的键值个数也超过(m-1)，则需要继续分裂，再向上插入，反复操作直至根结点为止。

[image: t189]
图8-22　B-树的插入方法



[image: 0199-01]
续图8-22




5. B-树的删除


B-树的删除过程与插入过程类似，只是稍为复杂一些。应使删除后的结点中的键值个数≥[image: 0199-02]
 ，否则，就需要从其左（或右）兄弟结点“借调”关键字，若其左或右兄弟结点均无关键字可借（即结点中只有少量的关键字），则必须进行结点的“合并”。

（1）被删关键字所在结点中关键字数目不小于[image: 0199-03]
 ，则只需从该结点中删去该关键字ki
 和相应指针pi
 ，树的其他部分不变。

（2）被删关键字所在结点中关键字数目等于[image: 0199-04]
 ，而与该结点相邻的右兄弟（或左兄弟）结点中的关键字数目大于[image: 0199-05]
 ，则需将其兄弟结点中最小（最大）的关键字上移至双亲结点中，将双亲结点中小于（大于）且紧靠该上移关键字的关键字下移至被删关键字所在结点。

（3）被删关键字所在结点和其相邻的兄弟结点中的关键字数目均小于[image: 0199-06]
 。假设该结点有右兄弟，并且右兄弟结点地址由双亲结点中的指针pi
 所指，则在删去关键字之后，它所在结点中剩余的关键字和指针加上双亲结点中的关键字ki
 一起，合并到pi
 所指结点中（若没有右兄弟，则合并到左兄弟结点中）。

（4）假设所删关键字为非终端结点中的ki
 ，则可以用指针pi
 所指子树中的最小关键字y代替ki
 ，然后在相应结点中删除y。

删除B-树中结点的具体流程如图8-23所示。

[image: 0200-01]
图8-23　删除B-树中的结点



[image: 0200-02]
续图8-23



8.5　散列查找

以上讨论的查找方法，由于数据元素的存储位置与关键字之间不存在确定的关系，因此在查找时，需要进行一系列对关键字的查找比较，即“查找算法”是建立在比较的基础上的，查找效率由进行比较一次后缩小的查找范围决定。理想的情况是依据关键字直接得到其对应的数据元素位置，即要求关键字与数据元素间存在一一对应关系，通过这个关系，能很快地由关键字得到对应的数据元素位置，从而提高查找的效率。

8.5.1　散列表与散列函数

散列表又称哈希表，是除了顺序表、链表和索引表之外的又一种存储数据的存储结构。其基本思想是在记录的存储地址和其关键字之间建立一个确定的对应关系，这样不经过比较，一次存取就能得到所查找的元素。散列函数是在记录的关键字与存储地址之间建立的一种对应关系。该函数是从关键字空间到存储地址空间的一种映象，其函数可写成以下形式。

addr(ai
 )=h(ki
 )

其中，ai
 是表中的一个元素，addr(ai
 )是ai
 的存储地址，ki
 是ai
 的关键字。

应用散列函数，由记录的关键字确定记录在表中的地址，并将记录放入此地址中，这样构成的表就是散列表。利用散列函数进行查找的过程就是散列查找，又称为哈希查找。

例如，有11个元素的关键字分别为18，27，1，20，22，6，10，13，41，15，25。选取关键字与元素位置间的函数如下。

h(k)=k%11

通过这个函数对11个元素建立的查找表如图8-24所示。

[image: t200]
图8-24　关键字与函数的对应关系



查找时，对给定值k通过这个函数计算出地址，再将k与该地址单元中元素的关键字进行比较，若相等则查找成功。

对于n个数据元素的集合，总能找到关键字与存储地址一一对应的函数。若最大关键字为m，则可以分配m个数据元素存放单元，选取函数h(k)=k即可，但这样会造成存储空间的浪费，甚至不可能分配这么大的存储空间。通常关键字的集合比哈希地址的集合大得多，因此经过哈希函数变换后，可能将不同的关键字映射到同一个哈希地址上，这种现象称为冲突（collision）。冲突不可能避免，只能尽可能减少。所以，哈希方法需要解决以下两个问题。

（1）构造好的哈希函数，可以采用以下两种方法。

① 所选函数应尽可能简单，以便提高转换速度。

② 所选函数对关键字所计算出的地址，应在哈希地址集合中，并且应大致均匀分布，以减少空间的浪费。

（2）制定解决冲突的方案。

8.5.2　散列函数的构造方法

根据关键字的结构和分布不同，可构造出许多不同的散列函数，这里主要介绍几种常用的整数类型关键字的散列函数的构造方法。


1. 直接定址法


直接定址法构造散列函数如下。

h(k)=a·k+b

其中，a、b为常数。

直接定址法即取关键字的某个线性函数值为哈希地址，这类函数是一一对应函数，不会产生冲突，但要求地址集合与关键字集合的大小相同，因此，对于较大的关键字集合不适用。


【例8-5】
 　关键字集合为{20，30，50，60，80，90}，选取散列函数为h(k)=k/10，则具体存放如图8-25所示。

[image: t201]
图8-25　关键字存放地址




2. 除留余数法


除留余数法构造散列函数如下。

h(k)=k mod p

其中，p是一个整数。

除留余数法即取关键字除以p的余数作为哈希地址。使用除留余数法，选取合适的p很重要，若哈希表的表长为m，则要求p≤m，并且接近m或等于m。p一般选取质数，也可以是不包含小于20质因子的合数。


3. 平方取中法


平方取中法即对关键字平方后，按哈希表大小，取中间的若干位作为哈希地址的方法。例如：

若存储区域可存100个记录，关键字为4731，则

4731×4731=22382
 361　取地址82

若存储区域可存10000个记录，关键字为14625，则

则　14625×14625=2138906
 25　取地址8906


4. 折叠法


折叠法将关键字分割成位数相同的几部分，然后取这几部分的叠加和（舍去进位）作为散列地址。

折叠法包括移位叠加和间界叠加两种。

（1）移位叠加：将分割后的每一部分的最低位对齐，然后相加。

（2）间界叠加：从一端向另一端沿分割界来回折叠，然后对齐相加。

折叠法适用于关键字位数很多，并且每一位上的数字分布大致均匀的情况。


【例8-6】
 　 关键字为0442205864，哈希地址位数为4，用折叠法求散列地址。

使用移位叠加法求其散列地址如图8-26所示，使用间界叠加法求其散列地址如图8-27所示。



	[image: t202]
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	图8-26　移位叠加法
	图8-27　间界叠加法





4. 数字分析法


数字分析法通过对关键字进行分析，取关键字的若干位或其组合作为散列地址。

数字分析法适用于关键字位数比哈希地址位数大，并且可能出现的关键字事先知道的情况。


【例8-7】
 　有80个记录，关键字为8位十进制数，散列地址为2位十进制数。


【分析】
 　例8-7的记录如图8-28所示。其中，第①位均是8，第②位均是1，第③位也只有3、4，第⑧位只有2、7、5，因此这几位不能用，余下四位数字分布近乎随机，可作为哈希地址选用。故可取④⑤⑥⑦位中的任意两位或两位与另两位的叠加作为哈希地址。

[image: t204]
图8-28　数字分析法



8.5.3　冲突的处理方法


1. 开放定址法


所谓开放定址法，即是由关键字得到的散列地址一旦产生了冲突，则形成一个探查序列，沿此序列逐个地址探查，直到找到一个空位置（开放的地址），将发生的冲突记录到该地址中。也就是说，该地址若已经存放了数据元素，就去寻找下一个空的散列地址，只要散列表足够大，空的散列地址总能找到，并将数据元素存入。即

hi
 =(h(k)+di
 ) mod m；i=1,2,…,k(k≤m-1)

其中：h(k)——散列函数；

　　m——散列表表长；

　　di
 ——增量序列。

开放地址法处理冲突时主要分线性探测法、二次探测法和双散列函数探测法，下面分别进行介绍。

1）线性探测法

线性探测法的公式如下。

hi
 =(h(k)+di
 ) mod m　(1≤i<m)

其中：h(k)为散列函数；m为散列表长度；di
 =i　(i=1，2，3，…，m-1)。


【例8-8】
 　关键字集为{47，7，29，11，16，92，22，8，3}，散列表表长为11，h(k)=k mod 11。用线性探测法处理冲突，建表如图8-29所示。

[image: t205]
图8-29　用线性探测法处理冲突的散列表



其中，47、7、11、16、92均是由散列函数得到的没有冲突的哈希地址而直接存入的。h(29)=7，散列地址上冲突，需寻找下一个空的散列地址。由h1
 =(h(29)+1) mod 11=8，可知散列地址8为空，将29存入。

另外，22、8同样在哈希地址上有冲突，也是由H1寻找到空的散列地址的；而h(3)=3，散列地址上冲突，则

（1）h1
 =(h(3)+1) mod 11=4　　仍然冲突。

（2）h2
 =(h(3)+2) mod 11=5　　仍然冲突。

（3）h3
 =(h(3)+3) mod 11=6　　找到空的散列地址，存入。

线性探测法可能使第i个散列地址的同义词存入第i+1个散列地址，这样本应存入第i+1个散列地址的元素变成了第i+2个散列地址的同义词，依此类推，则有可能出现很多元素在相邻的散列地址上“堆积”起来，从而大大降低了查找效率。为此，可采用二次探测法，或者双散列函数探测法，以改善“堆积”问题。

2）二次探测法（平方探测法）

二次探测法的公式如下。

hi
 =(h(k)±di
 ) mod m　

其中：h(k)为散列函数；m为散列表长度，m要求是某个4k+3的质数（k是整数）；di
 为增量序列12
 ，-12
 ，22
 ，-22
 ，…，q2
 ，-q2
 且q≤(m-1)。

仍对例8-8采用二次探测法处理冲突，建表如图8-30所示。

[image: t206]
图8-30　用二次探测法处理冲突的散列表



对关键字寻找空的哈希地址只有3这个关键字与上例不同，则可代入公式计算分析。

由h(3)=3，哈希地址上冲突，则有

（1）h1
 =(h(3）+12) mod 11=4　　仍然冲突。

（2）h2
 =(h(3)-12) mod 11=2　　找到空的哈希地址，存入。

3）双散列函数探测法

hi
 =(h(k)+i*rh(k)) mod m　(i=1，2，…，m-1)

其中：h(k)、rh(k)是两个散列函数，m为散列表长度。

双散列函数探测法处理冲突，先用第一个函数h1
 (k)对关键字计算散列地址，一旦产生地址冲突，再用第二个函数rh(k)确定移动的步长因子，最后，通过步长因子序列由探测函数寻找空的散列地址。

例如，当h(k)=a时产生地址冲突，就计算rh(k)=b，则探测的地址序列为：

h1
 =(a+b) mod m

h2
 =(a+2b) mod m

…

h（m-1）
 =(a+(m-1)b) mod m


2. 拉链法（链地址法）


设哈希函数得到的散列地址域在区间[0，m-1]上，以每个散列地址作为一个指针，指向一个链，即分配指针数组ElemType*eptr[m]，从而建立m个空链表，由哈希函数对关键字转换后，映射到同一散列地址i的同义词均加入到*eptr[i]指向的链表中。


【例8-9】
 　关键字序列如下。

47,　7,　29,　22,　27,　92,　33,　8,　3,　51,　37,　78,　94,　21

则散列函数为：

h(k)=k　mod　11

用拉链法处理冲突，建表如图8-31所示。

[image: t207]
图8-31　用拉链法处理冲突的散列表




3. 建立一个公共溢出区


设哈希函数产生的哈希地址集为[0，m-1]，则分配如下两个表。

（1）基本表ElemType base_tbl[m]，其中每个单元只能存放一个元素。

（2）溢出表ElemType over_tbl[k]，其中只要关键字对应的哈希地址在基本表上产生冲突，则所有这样的元素一律存入该表中。

查找时，对给定值x通过哈希函数计算出哈希地址i，先与基本表的base_tbl[i]单元比较。若二者相等，查找成功；否则，再到溢出表中进行查找。


【例8-10】
 　已知一组关键字（19,14,23,1,68,20,84,27,55,11,10,79），其散列函数为h(k)=k mod 13，散列表长为m=16，设每个记录的查找概率相等，选择其中一种方法来处理冲突。先用线性探测法再用散列处理冲突，建表如下，即

hi
 =(h(k)+di
 ) mod m

[image: 0205-01]


则有

（1）h(19)=6

（2）h(14)=1

（3）h(23)=10

（4）h(1)=1　冲突，h1
 =(1+1) mod 16=2

（5）h(68)=2

（6）h(20)=7

（7）h(84)=6　冲突，h1
 =(6+1) mod 16=7

冲突，h2
 =(6+2) mod 16=8

（8）h(27)=1　冲突，h1
 =(1+1) mod 16=2

冲突，h2
 =(1+2) mod 16=3

冲突，h3
 =(1+3) mod 16=4

(9) h(55)=3　冲突，h1
 =(3+1) mod 16=4

冲突，h2
 =(3+2) mod 16=5

(10) h(11)=11

(11) h(10)=10　冲突，h1
 =(10+1) mod 16=11

冲突，h2
 =(10+2) mod 16=12

(12) h(79)=1　冲突，h1
 =(1+1) mod 16=2

冲突，h2
 =(1+2) mod 16=3

冲突，h3
 =(1+3) mod 16=4

冲突，h4
 =(1+4) mod 16=5

冲突，h5
 =(1+5) mod 16=6

冲突，h6
 =(1+6) mod 16=7

冲突，h7
 =(1+7) mod 16=8

冲突，h8
 =(1+8) mod 16=9

ASL=(1×6+2+3×3+4+9)/12=2.5

8.5.4　散列查找的性能分析

按理论分析，散列查找的时间复杂度应为O(1)，因此其ASL=1，但由于冲突的存在，其平均查找长度将会比1大。下面分析几种散列查找方法的平均查找长度。首先引入装填因子的概念，所谓装填因子是指散列表中存入的元素个数n与哈希表的大小m的比值，即

装填因子α=n/m

其中，当α越小时，发生冲突的可能性也越小；α越大时（最大为1），发生冲突的可能性越大。


1. 线性探查法的查找性能分析


由于线性探查法解决冲突是线性地查找空闲位置，平均查找长度与表的大小m无关，只与所选取的哈希函数h、装填因子α的值及该处理方法有关，这时的成功的平均查找长度为：

[image: 0206-01]


例如，给定关键字序列如下，散列函数为h(k)=k%13，用线性探测法建立如下散列表。

19，14，23，1，68，20，84，27，55，11，10，79

[image: 0206-02]


分析每个关键字如下。

19%13=6;84%13=6;14%13=1;27%13=1;

23%13=10;55%13=3;1%13=1;11%13=11;

68%13=3;10%13=10;20%13=7;79%13=1。

故可求得

ASL成功
 =(1+1+1+2+1+1+3+4+3+1+3+9)/12=30/12

ASL失败
 =(1+13+12+11+10+9+8+7+6+5+4+3+2+1)/12=92/12


2. 链地址法的查找性能分析


由于拉链法查找就是在单链表上查找，查找单链表中第一个结点的比较次数为1，第二个结点比较次数为2，依此类推。故其平均查找长度为ASL=1+α/2。

使用拉链法分析上例中的关键字序列，则可建立如图8-32所示的散列表，并且ASL值计算如下。

[image: t210]
图8-32　用拉链法建立散列表



ASL成功
 =(1×6+2×4+3+4)/12=21/12

ASL失败
 =(4+2×3+1+1)/13=12/13

从上述分析中可知：散列表的查找性能主要取决于以下三个方面。

（1）散列函数的选择。散列函数选择得当，就可使散列地址尽可能均匀地分布在散列地址空间上，从而减少冲突发生，提高查找效率。

（2）冲突解决策略。冲突策略的好坏将直接减少或增加冲突发生的可能性。

（3）装填因子。一般α与冲突发生的可能性成正比，但α也不能太小，否则会造成大量存储空间的浪费，所以要兼顾存储空间与冲突这两个方面，通常将α控制在0.6到0.9之间。

本章小结

1. 顺序查找对表无任何要求，既可以是顺序表，也可以是链表，既适合无序表，也适合于有序表。顺序查找的成功平均查找长度为[image: 0207-01]
 ，故时间复杂度为O（n）。

2. 二分查找仅适用于有序的顺序表，它的平均查找长度为[image: 0207-02]
 ，故时间复杂度为O(log2
 n)。

3. 分块查找是一种特殊的索引查找，其索引表中的索引值与主表中每个元素的关键字具有相同的数据类型。

4. 散列查找是通过构造散列函数来计算关键字的存储地址的一种查找方法，按理论分析，不需要用到比较，其时间复杂度为O(1)。

习题8


一、填空题


1. 顺序查找法等概率下查找成功时的平均查找长度为__________，查找不成功时的比较次数为__________。

2. 对线性表进行折半查找时，要求线性表必须__________。

3. 采用分块查找法（块长为s，以顺序查找确定块）查找长度为n的线性表时的平均查找长度为__________。

4. 已知一个有序表为（12,18,20,25,29,32,40,62,83,90,95,98），当二分查找值为29和90的元素时，分别需要__________次和__________次比较才能查找成功；若采用顺序查找时，分别需要__________次和__________次比较才能查找成功。

5. 从一棵二叉排序树中查找一个元素时，若元素的值等于根结点的值，则表明__________，若元素的值小于根结点的值，则继续向__________查找，若元素的值大于根结点的值，则继续向__________查找。

6. 设散列表L长m=14，散列函数h(k)=k%11。表中已有4个结点：L[4]=15，L[5]=38，L[6]=61，L[7]=84，其余地址为空。若先用二次探测再散列法处理冲突，关键字值为49的结点在L中的下标为__________。

7. 散列表查找法中仍需进行关键字间比较的原因是__________的存在。

8. 在各种查找方法中，平均查找长度与结点个数无关的查找方法是__________。


二、分析题


1. 若对具有n个元素的有序的顺序表和无序的顺序表分别进行顺序查找，试在下述两种情况下分别讨论两者在等概率时的平均查找长度：

（1）查找不成功，即表中无关键字等于给定值k的记录；

（2）查找成功，即表中有关键字等于给定值k的记录。

2. 画出对长度为17的有序表进行折半查找的判定树，并求等概率下查找成功时的平均查找长度。

3. 按给定关键字序列（33、62、76、45、52、58）构造二叉排序树，并求等概率下查找成功时的平均查找长度。

4. 按给定关键字序列（33、62、76、45、52、58）构造平衡的二叉排序树，并求等概率下查找成功时的平均查找长度。

5. 设有3阶B-树如下，画出删除关键字值17的过程。
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6. 已知散列表的地址区间为0～11，散列函数为h(k)=k % 11，采用线性探测法处理冲突。将关键字序列20,30,70,15,8,12,18,63,19依次存储到散列表中，试构造出该散列表，并求出在等概率情况下的平均查找长度。

7.设散列函数为h(k)=k % 11，采用拉链法处理冲突，将上例中关键字序列依次存储到散列表中，并求出在等概率情况下的平均查找长度。

8. 设散列函数h(k)=k%13，用公共溢出区法处理冲突。试在0～19的散列地址空间中对关键字序列（19，01，23，14，55，20，84，27，68，11，10，77）构造哈希表，并求等概率下查找成功时的平均查找长度。

9. 设散列表为ht[13]，散列函数为h(k)=k%13。用散列法解决冲突，对下列关键码序列 12, 23, 45, 57, 20, 03, 78, 31, 15, 36构造表。

（1）采用线性探查法寻找下一个空位，画出相应的散列表，并计算等概率下搜索成功的平均搜索长度和搜索不成功的平均搜索长度。

（2）采用双散列法寻找下一个空位，再散列函数为rh(k)=(7*k) % 10 +1，寻找下一个空位的公式为hi
 =(hi-1
 +rh (k)) % 13,h1
 =h(k)。画出相应的散列表，并计算等概率下搜索成功的平均搜索长度。

10. 设有150个记录要存储到散列表中，要求利用线性探查法解决冲突，同时要求找到所需记录的平均比较次数不超过2次。试问散列表需要设计多大？（设α是散列表的装载因子）



第9章　内排序

当进行数据处理时，经常需要进行查找操作，而为了查得快、找得准，通常要求待处理的数据按关键字的大小有序排列，以便采用效率较高的查找方法。本章主要介绍排序的基本概念，并讨论了几种常见的内排序方法。

9.1　排序的基本概念


1. 排序的定义


排序就是把一组无序的数据（记录）序列按关键字重新排列成有序序列的过程。换句话说，排序就是重排一组记录，使其按关键字具有递增（或递减）的顺序。本章所讲的排序默认为按关键字非递减的顺序排序。排序的具体定义如下。

设有一组包含n个记录的序列为：{R1
 ，R2
 ，R3
 ，…，Rn
 }，其对应的关键字序列为：{K1
 ，K2
 ，K3
 ，…，Kn
 }；则对于1,2,3，…，n,存在一种确定的排列p1
 ,p2
 ,p3
 ,…,pn
 ，使得关键字序列{K1
 ，K2
 ，K3
 ，…，Kn
 }满足条件：Kp1
 ≤Kp2
 ≤…≤Kpn
 (非递减)或者Kp1
 ≥Kp2
 ≥…≥Kpn
 (非递增)，此时获得的记录序列Rp1
 ，Rp2
 ，…，Rpn
 即是按照关键字排序的序列，获得该序列的这一操作过程就称为排序。

例如，设有记录的序列，其关键字值为：(K0
 , K1
 , K2
 , K3
 )=(35，26，81，40)，排序运算是求(p(0), p(1), p(2), p(3))，使得(Kp(0)
 ≤Kp(1)
 ≤Kp(2)
 ≤Kp(3)
 )。其结果应为：(p(0),p(1), p(2), p(3))=(1, 0, 3, 2)。此时有(K1
 ，K0
 ，K3
 ，K2
 )=(16, 25, 30, 71)，它是按关键字值递增的有序序列。


2. 排序的稳定性


根据关键字相同的记录排序前后相对位置的关系，排序可以分为稳定排序和不稳定排序两种。在待排序序列之中如果存在两个记录Ri
 和Rj
 ，其对应的关键字分别是Ki
 和Kj
 ，其中i≤j且Ki
 =Kj
 ，即排序前记录Ri
 在记录Rj
 之前。排序完成之后，如果记录Ri
 和Rj
 的相对位置不发生改变，这种排序称为稳定排序；反之，如果记录Ri
 和Rj
 的相对位置发生了改变，则称这种排序为不稳定排序。


3. 内排序和外排序


根据排序过程所涉及的存储介质的不同，排序可分为内部排序和外部排序两种。内部排序是指待排的记录全部在内存中完成排序的过程，内部排序也称为内排序。若待排序记录的数量庞大，在排序的过程中需要使用到外部存储介质如磁盘等，这种涉及内外存储器数据交换的排序过程称为外部排序，又称为外排序。内排序是外排序的基础，外排序算法的原理和内排序算法的原理在很多方面都类似，但因内存的读写速度与外存的读写速度存在很大差别，因而实际操作中仍有不同。本章主要介绍内排序。

内排序的方法很多，依照排序所采用方式的不同，可分为插入排序、交换排序、选择排序、归并排序和基数排序等多种排序方法。这些排序方法都有其自身的优缺点，在实际中要根据具体情况进行合理选择，编写出效率较高的排序方法。

排序过程实际上就是将无序的记录序列通过记录关键字的比较和记录的位置移动，使序列变成按照关键字有序的序列，因此内排序过程中有以下两种基本操作：①比较两个关键字的大小；②将记录从一个位置移动至另一个位置。第一种操作对大多数排序方法来说都是必须的，第二种操作则要看记录序列的存储方式。对于顺序存储方式的记录序列需要发生记录的移动，而对于链式存储结构的序列则不需要发生记录的移动。本章所介绍内排序算法中的记录采用的存储方式均为顺序结构存储方式，即数组存储方式。

对某一个待排序序列，可以采用多种不同的排序算法进行排序，判断到底哪种排序算法更好，通常采用如下两条标准来衡量算法优劣。

（1）时间复杂度　时间复杂度是衡量排序算法好坏的最重要的标准。本章所介绍内排序算法的时间复杂度采用关键字比较的次数和记录移动的次数来衡量，亦可使用平均时间复杂度来进行估算。

（2）空间复杂度　空间复杂度也是衡量排序算法好坏的一个重要标准，它用于衡量使用的辅助内存空间的多少。当排序算法中使用的辅助内存空间与要排序数据元素个数n无关时，其空间复杂度为O(1)，大多数排序算法的空间复杂度都是O(1)。

在本章中，若无特别说明，均假定待排序的记录序列采用一个顺序表结构来存储，并且假定是按关键字的递增（或非递减）序排序。在后面所学的各种排序算法中，均将排序记录的数据结构定义如下。


typedef int keytyp
typedef struct RecType
{ 
　keytype　　 key;        　 //关键字 
　elemtype　　otherinfo;　　 //记录中的其他数据
}RecType;



为了简单起见，上述结构直接假设记录的关键字为整型数据。在实际应用中，若关键字的类型没有可直接使用的比较运算符，则可事先定义宏或函数来完成比较运算。

9.2　直接插入排序

在内部排序的众多算法中，直接插入排序是一种最为简单的排序方法，也是插入排序算法中较为常用的一种。

插入排序算法的基本思想是：每次将一个待排序的记录，按照其关键字插入到已经排好序的记录序列中的适当位置，直到所有记录全部插入完为止。通俗地讲，插入排序就是不断地扩大有序区内记录数目并减少无序区内记录的数目，每次将无序区内的一个记录插入到有序区内的适当位置形成新的有序区，直至无序区内所有记录被移除为止，最终所得到的有序区内的记录序列即是排好序的记录序列。常用的插入排序算法有直接插入排序、折半插入排序、表插入排序和希尔插入排序等，本章将详细介绍直接插入排序。

直接插入排序的基本思想是：将所有的n条记录按照顺序依次存储在数组R[n+1]中的R[1]到R[n]中；首先取出记录R[1],由于只有一个记录，故而可以视该区内的记录为有序的；假设在第i（2≤i≤n）次操作前，有序区内已经存在的i-1个记录是有序的；然后每次取出一个记录R[i]（2≤i≤n），并将取出的记录R[i]保存在R[0]中；再用R[0]的关键字依次与有序区中的记录的关键字逐个比较，比较的次序为从R[i-1]到R[1]，并将关键字大于R[0]的关键字的记录逐个向后移动一个位置，直到找到一个合适的位置插入记录R[0]；重复上述步骤，直至所有无序区中的记录全部被插入到有序区中，则排序完成。

直接插入的基本操作步骤如下。

（1）获得无序记录序列{R[1],R[2],…,R[n]},并分成两个区域，有序区为{R[1]},无序区为{R[2],R[3],…,R[n]}。

（2）在无序区中取R[i]（2≤i≤n），执行R[0]=R[i]。

（3）在有序区{R[1],R[2],…,R[i-1]}中查找记录R[0]插入的位置，并将插入点之后的记录依次逐个向后移动一个位置。

（4）将记录R[0]插入到有序区。

（5）重复步骤（2）、（3）、（4）直至无序区中所有记录都被插入到有序区。

直接插入排序算法可描述如下。


void　insert_sort(RecType R[], int n)
{
  int i, j; 
  for(i=2; i<=n; i++)　　         //i为待插记录的下标
  　{
  　　R[0]=R[i];                  //将待插记录保存在R[0]中
  　　j=i-1;                      //j为当前有序区最后一记录下标
  　　while(R[0].key < R[j].key)　//查找插入点并将插入点之后记录依次后移
  　　{
  　　　R[j+1]=R[j];
  　　　j--;
  　　}
  　　R[j+1]=R[0];　              // 插入记录
  　}
}



由上述程序可以看出，在程序开始时，有序区内只有一个记录R[1]，然后需要将无序区内的记录R[2]～R[n]依次插入到有序区内。首先，在无序区内取出记录R[i]之前，有序区内存在的i-1个记录已经是按关键字有序排列，取出第i个记录并将其存入R[0]中；然后用R[0].key依次与R[i-1].key，R[i-2].key，…，R[1].key进行比较，如果R[0].key<R[j].key(1≤j≤i-1)，则将R[j]后移一个位置；如果出现R[0].key≥R[j].key(1≤j≤i-1)，则找到记录R[0]应该插入的位置，在数组中的下标为j+1，此时将R[0]（待排记录中的R[i]）直接插入即可；重复上述的步骤，直至无序区内的记录全部插入到有序区中为止。

【算法分析】

（1）稳定性　由于该算法在循环查找插入点的过程中，循环终止的情况之一为遇到记录的关键字值相等，因此不会把两个关键字相等的记录进行位置的交换，所以算法为稳定的。

（2）空间复杂度　在整个算法的执行过程中，使用的辅助存储空间仅为一个，即R[0]所占据的存储空间，故而空间复杂度为O(1)。

（3）时间复杂度　整个算法执行for循环n-1次，每次循环中的基本操作是比较和移动，其总次数取决于数据表的初始特性，可能有以下几种情况。

① 最好情况。当初始记录序列的关键字已经是递增排列时。虽然算法中while语句的循环体执行次数为0，但是在一趟排序中关键字的比较次数为1，即R[0]的关键字与R[j]的关键字比较，而移动次数为2，即R[i]移动到R[0]中，R[0]移动到R[j+1]中。所以，整个排序过程中的比较次数和移动次数分别为(n-1)和2(n-1)，因而其时间复杂度为O(n)。

② 最坏情况。当初始数据序列的关键字序列是递减排列时，进行第i次排序时，while语句内的循环体执行次数为i。因此，关键字的比较次数为i，而移动次数为i+1。所以，整个排序过程中的比较次数和移动次数分别为：

[image: 0212-01]


③ 一般情况下，可认为出现各种排列的概率相同，因此取上述两种情况的平均值作为直接插入排序关键字的比较次数和记录移动次数，其值约为n2
 /4，所以其时间复杂度为O(n2
 )。

由上述分析可知，当待排序列基本为有序序列时，该算法执行效率较高。


【例9-1】
 　假设有无序记录9个，它们的关键字分别为29*，18，20，19，38，30，23，31，29，用直接插入法进行排序。

直接插入排序过程如下所示，其中方括号【 】内为待插入记录的关键字，即存入到R[0]中的记录的关键字，圆括号（）内为排好序的记录的关键字。

[image: 0212-02]


排序的结果为：18，19，20，23，29*，29，30，31，38。

9.3　简单选择排序

简单选择排序又称为直接选择排序，是选择排序中最简单的一种方法。选择排序算法的基本思想是：每次从待排无序记录序列中选出关键字最小的记录插入至已排好序的记录序列的后面，直到n个记录全部插入已排好序的记录序列中。常用的两种选择排序方法是简单选择排序和堆排序。

简单选择排序算法的操作步骤如下。

（1）第一次操作时，整个待排序列是无序的，从待排记录序列中找出关键字最小的记录，并将其与下标为1的记录交换位置。

（2）在第i次操作时，1≤i≤n-1，下标为1、2、…、i-1的记录已经为有序序列，在下标为从i至n的无序记录中找出关键字最小的记录，与下标为i的记录交换位置。

（3）不断重复步骤(2)，每次重复都会从剩余待排记录序列中选出关键字最小的记录排在已经排好序的有序记录序列的最后一个记录之后。经过n-1次的选择和多次交换后，R［1］～R［n］就排成了有序序列，整个排序过程结束。具有n个记录的待排记录序列要做n-1次的选择和交换才能成为有序表。

由上述描述可见，简单选择排序的过程中同样有数据元素的交换。


【算法描述】


外循环用于控制排序次数，内循环用于查找当前待排记录序列中关键字最小的记录。


void Select_Sort(RecType R[],int n)
{
  int i,j,k;
  for(i=1;i<n;i++)       　//进行n-1趟排序，每趟选出1个最小记录
  {
  　k=i;                   //假定起始位置为最小记录的位置
  　for(j=i+1;j<=n;j++)    //查找最小记录
  　if(R[j].key<R[k].key)
  　　k=j;                 // j为关键字最小的记录的下标
  　if(i!=k)               //如果k不是假定位置，则交换
  　　{
  　　　R[0]=R[k]; 　　
  　　　R[k]=R[i];
  　　　R[i]=R[0];
  　　}                    //交换记录
  }
}




【算法分析】


（1）稳定性　由于该算法在第i次循环时查找关键字最小的记录的过程中，需要将该记录与下标为i的记录进行位置交换，这种交换的发生，可能会导致关键字相等的两个记录在排序前后相对位置发生改变，故而该算法不稳定。

（2）空间复杂度　在整个算法的执行过程中，使用的辅助存储空间仅为一个，即R[0]所占据的存储空间，故而空间复杂度为O(1)。

（3）时间复杂度　简单选择排序算法的关键字比较次数与记录的初始排列无关。假定整个序列表有n个记录，则总共需要n-1趟的选择；第i(i=1，2，…，n-1)趟选择具有最小关键字记录所需要的比较次数是n-i-1次，总的关键字比较次数为：

比较次数=(n-1)+(n-2)+…+1=n(n-1)/2

而记录的移动次数与其初始排列有关。当这组记录的初始状态是按关键字从小到大有序排列时，每一趟选择后都不需要进行交换，记录的总移动次数为0，这是最好的情况；而最坏的情况是每一趟选择后都要进行交换，一趟交换需要移动记录3次。总的记录移动次数为3(n-1)。所以，简单选择排序的时间复杂度为O(n2
 )。


【例9-2】
 　假设有无序记录9个，它们的关键字分别为29*，18，20，19，38，30，29，31，23，用简单选择排序法进行排序。
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排序的结果为：18，19，20，23，29，29*，30，31，38。

9.4　起泡排序

起泡排序又称冒泡排序，是一种简单的交换排序方法。其基本思想是：依次比较整个序列中相邻的两个记录的关键字，如果逆序（即前一个记录的关键字大于后一个记录的关键字）就交换这两个记录，直到没有逆序的记录为止。

假设有待排序的n个记录存放在数组R[n]中，在使用冒泡排序时，首先将R[1]的关键字与R[2]的关键字进行比较，如果为逆序（即R[1].key>R[2].key），就交换这两个记录，若为顺序，则不交换位置，然后再比较R[2]的关键字和R[3]的关键字，依此类推，直到比较R[n-1]与R[n]的关键字后为止。这样的过程称为一趟冒泡排序，其结果是将关键字最大的记录调整到最后一个记录位置上。这样，在第一趟比较结束后，R[n]为关键字最大的记录。然后进行第二趟冒泡排序，再对前n-1个记录重复上述的操作，其结果是将余下的记录中关键字最大的记录调整到第n-1个记录的位置上，即R[n-1]为剩余记录中关键字最大的记录。由此可见，每一趟冒泡排序都会有一个无序区中的最大记录排到无序区的最后一个位置。这样在经过n-1趟排序之后，整个记录序列就变成有序序列。

冒泡排序算法描述如下。


void BubbleSort(RecType R[],int n)
{
  int i,j;
  RecType temp;
  for(i=1;i<n;i++)
  　{
  　　for(j=0;j<=n-i;j++)
  　　if(R[j+1].key<R[j].key)
  　　　{
            temp=R[j];
            R[j]=R[j+1];
            R[j+1]=temp;
  　　　}
    }
}



由上述算法可知，冒泡排序必然要经过n-1趟排序，即使在某趟排序之后序列已经变成有序的序列，排序也要继续进行下去，直到进行了n-1趟之后才结束排序过程。为了保证冒泡排序算法在待排序列为有序的情况下不再继续进行排序，对算法进行如下改进。


void BubbleSort(RecType R[],int n)
{
  int i,j,flag=1;
  RecType temp;
  for(i=1;i<n && flag==1;i++)
  　{
  　flag=0;
  　for(j=0;j<=n-i;j++)
  　if(R[j+1].key<R[j].key)
  　　{
  　　　flag=1;
  　　　temp=R[j];
  　　　R[j]=R[j+1];
  　　　R[j+1]=temp;
  　　}
  　if(flag==0)          　　//若无交换，则返回 
  　　　return;
  　}
}




【算法分析】


（1）稳定性　由于在排序的过程中，是相邻的两个记录之间进行交换，由交换的条件可知冒泡排序算法是稳定的排序算法。

（2）空间复杂度　在排序的过程中，使用了一个中间变量，即辅助空间为1个单位，故而空间复杂度为O(1)。

（3）时间复杂度　最好的情况为：初始记录序列为“正序”序列，只需进行一趟排序，记录移动次数为0，关键字间比较次数为n-1。最坏的情况为：初始记录序列为“逆序”序列，则进行n-1趟排序，每一趟中的比较和交换次数将达到最大，即冒泡排序的最大比较次数为[image: 0215-01]
 ，最大移动次数为[image: 0215-02]
 。一般情况下，比较次数≤n(n-1)/2，移动次数≤3n (n-1)/2，因此其时间复杂度为O(n2
 )。


【例9-3】
 　设待排序的9个记录的关键字序列为{312，126，272，226，8，165，123，12，28}，使用冒泡排序算法进行的排序过程如图9-1所示。

[image: t212]
图9-1　冒泡排序的过程



9.5　堆排序

堆排序（heap sort）是堆积排序的简称，是在选择排序的基础上发展起来的，它比选择排序的效率要高。堆积排序方法除了是一种排序方法，还涉及方法之外的某些概念，如堆积与完全二叉树的概念。

堆排序是另一种基于选择的排序方法，下面首先介绍堆的定义。


堆定义
 　由 n 个元素组成的序列{k1
 ，k2
 ，…，kn-1
 ，kn
 }，当且仅当满足如下关系时，称之为堆。

（1）这些元素是一棵完全二叉树中的结点，并且对于i=1，2，…，n，ki
 是该完全二叉树中编号为i的结点。

（2）[image: 0216-01]


（3）[image: 0216-02]


从堆的定义可以看出，堆是一棵完全二叉树，在这棵完全二叉树中每一个非终端结点（分支结点）的元素均大于等于（或小于等于）其左、右孩子结点的元素值。

例如，序列（47,35,26,26,18,7,13,19）满足以下条件：

K1
 =47>K2
 =35，K2
 =35>K4
 =26，K3
 =26>K6
 =7，K4
 =26>K8
 =19，K1
 =47>K3
 =26，K2
 =35>K5
 =18，K3
 =26>K7
 =13

则这个序列就是一个堆。

图9-2(a)和图9-2 (b)为堆的两个示例，所对应的元素序列分别为｛92,84,25,36,14,07｝和｛15,39,23,87,44,31,52,90｝。

[image: t213]
图9-2　堆实例



根据堆的定义，可以得出堆的以下性质。

（1）堆的根结点是堆中元素值最小（或最大）的结点，称为堆顶元素。

（2）从根结点到每个叶结点的路径上，元素的排序序列都是递减（或递增）有序的。

（3）大根堆的根结点是堆中值最大的元素，小根堆的根结点是堆中值最小的元素，堆的根结点元素称为堆顶元素。

（4）对于大根堆，从根结点到每个叶子结点路径上的元素组成的序列都是递减（或非递增）有序的；对于小根堆，从根结点到每个叶子结点路径上的元素组成的序列都是递增（或非递减）有序的。

（5）堆中任一子树也是堆。

堆排序就是利用堆顶元素的关键字值最小（或最大）的性质，从当前待排序列中依次选取关键字最小（或最大）的记录来进行选择排序的一种方法，其基本步骤如下。

（1）对一组待排序数据序列，按照堆的定义，创建成一个堆，这时根结点（堆顶元素）具有最小（或最大）值。

（2）取出堆顶记录插入有序区并把剩余记录重新调整成一个新堆。

（3）不断重复执行步骤（2），直到所有记录全部被插入到有序区为止。

由此可知，在堆排序的过程中，关键是做好以下两方面工作：①如何将给定的待排序记录构成一个初始堆？②取出堆顶元素后，如何将剩余记录调整成一个新堆？为了完成这两方面的工作，通常可以通过一个“筛选”过程来实现。

所谓筛选是指从一个结点到其某个叶子结点的一次调整过程。如果一个结点i的左右子树已满足堆的条件，那么筛选就是将以结点i为根的子树调整为一个堆的过程。其具体方法为：将结点i与其左、右孩子结点进行比较，若结点i的关键字值大于它的任意一个孩子结点的关键字值，则按照堆的定义，将结点i与左右孩子中关键字较小的结点交换位置。然后将该结点继续与新的孩子结点相比较，依此类推，直到该结点为叶子结点或它的关键字值小于等于左、右孩子结点记录的关键字值为止。

在这个筛选算法中，用temp将R[i]的值暂时保存起来，如果再比较的过程中发现temp.key>R[j].key，则需要交换结点位置，但因为被调整的结点在以后的比较中可能需要多次使用，故这里没有立刻将原R[i]结点放置到孩子结点的位置上去，而仅仅是调整了孩子结点的位置。只有当整个筛选过程全部结束时，才将原来的R[i]放置到合适的位置上。

利用上述筛选算法，可以完成将一个无序记录序列创建成一个堆。对于任意的待排序记录序列｛R[1],R[2],…,R[n]｝，要将它们组织成为一个堆，就必须将它对应的二叉树中的每一个子树都调整成为一个堆。显然，只有一个结点的树是堆，由于第i（n/2）个结点之后的结点无左、右子树，即以第i（n/2）个结点之后的结点为根的子树也必然是堆。因此，以这些结点为孩子的结点，他们的左右子树也是堆，只要对这些结点执行一遍筛选算法就可以使以这些结点为根结点的子树都成为堆。同理，这些结点的直接父结点通过一遍筛选算法就可以转化为堆，如此反复推导，当根结点的孩子结点都经过筛选之后，只需要对堆根结点进行一遍筛选就可使整棵树都转化为堆。因此，只要从i（n/2）个记录到第1个记录依次调用堆排序算法，将完全二叉树筛选一遍，就可以建成一个堆。

接下来讨论在输出关键字值最小的记录后，如何通过筛选算法将剩余记录整理成一个新堆。由于堆的根结点是关键字值最小的记录，在输出根结点之后，堆排序是以序列的最后一个记录作为新的根结点，此时由于原堆的各个子树都是堆，则根结点的左右子树也是堆，此时可利用筛选算法进行依次调整，就可以将剩余记录整理成一个新堆。

根据上述的算法思想，堆排序算法可描述如下。


void HeapAdjust(RecType R[],int 1,int m)
{//1表示开始筛选的结点，m表示待排序的记录个数
  int i,j;
  RecType temp;
  i=1;
  j=2*i;                    　 //计算R[i]的左孩子位置
  temp=R[i];          　　　   //将R[i]保存在临时单元中
  while(j<=m)
  {
  　if((j<m) && (R[j].key>R[j+1].key))
  　　j++;                     //选择左右孩子中最小者 
  　if (temp.key>R[j].key)
  　　{                       //当前结点大于左右孩子的最小者
  　　R[i]=R[j];
  　　i=j;
  　　j=2*i;
  　　}
  　else                    　 //当前结点不大于左右孩子 
  　break;
  }
  R[i]=temp;
}
void HeapSort(RecType R[],int n)
{
  int j;
  RecType temp;
  for(j=n/2;j>=1;j--) 　     //构建初始堆 
  　HeapAdjust(R,j,n);　　   //调用筛选算法
  for(j=n;j>1;j--)
  {                         //将堆顶记录与堆中最后一个记录交换
  　temp=R[1];
  　R[1]=R[j];
  　R[j]=temp;
  　HeapAdjust(R,1,j-1);　  //将R[1,…,j-1]调整为堆
  }
}



例如，有一个8个元素的无序序列｛56,37,48,24,61,05,16,37｝，它所对应的完全二叉树及其建堆过程如图9-3所示。因为n=8，n/2=4，所以从第4个结点起至第一个结点止，依次对每一个结点进行筛选。

[image: t214]
图9-3　建堆过程




【例9-4】
 　使用筛选法在如图9-3(f)的堆中进行排序。

调用筛选运算进行堆排序的过程如图9-4(a)～(n)所示。

[image: 0219-01]
图9-4　堆排序的过程



[image: 0220-01]
续图9-4




【算法分析】


（1）堆排序对n较大的文件比较有效，记录数n较少时不提倡使用。

（2）堆排序运行的时间主要耗费在建初始堆和调整建新堆的反复筛选上。对深度为K的堆，HeapAdjust算法中进行的关键字比较次数不超过2(K-1)次。n个结点的完全二叉树的深度为log2
 n+1，则调整新建堆时调用HeapAdjust过程n-1次，总共进行的比较次数不超过2×(log2
 (n-1)+log2
 (n-2)+…+log2
 2)。因此，堆排序在最坏的情况下，其时间复杂度也为O(nlog2
 n)，相对于快速排序来说，这是堆排序最大的优点。

（3）堆排序的空间复杂度为O(1)，即仅需一个记录大小的辅助存储空间，供交换元素使用。

（4）堆排序是不稳定的。

9.6　快速排序

快速排序是对冒泡排序的一种改进，又称为分区交换排序，它是由托尼·霍尔（C.A.Hoare）提出并发展而来的。快速排序采用的是分治策略，它是目前已知的排序速度最快的一种排序方法。

由于在冒泡排序中记录的比较和交换总是在相邻的单元间进行的，记录每次交换只能向前或向后移动一个位置，故而比较和移动的总次数较多。而在快速排序中，记录的比较和交换是从两端向中间进行的，关键字较小的记录可能会一次从后面单元交换到前面去，与之类似，关键字较大的记录一次就能从前面单元交换到后面去，记录移动的距离较远，因而减小了总的比较次数和移动次数。

快速排序的基本思想是：通过一趟排序将待排序记录分区成两个独立的部分，其中一部分记录的关键字均小于等于另一部分记录的关键字，再分别对这两部分记录进行下一趟排序，最后使整个记录序列有序。

快速排序的排序过程具体如下。在待排序记录序列中任取一个记录R［i］（通常可选取第1个记录，称记录R［i］为参照记录），以记录R［i］的关键字Ki
 为基准，将其他所有记录关键字与Ki
 进行比较，然后将小于Ki
 的记录排在R［i］之前，大于Ki
 的记录排在R［i］之后，这样就以R［i］为分界点，将待排序记录分成两部分（也称为两个子序列），这个过程称为分区。经过一趟快速排序后，这两个部分及R［i］之间已经达到有序，如果R［i］之前的记录及R［i］之后的记录也都是有序的，则整个序列就达到了有序。继续对分区后的各子序列按上述过程进行分区和排序，这样重复下去，直到所有子序列只有一个记录为止，由于一个记录的序列当然可被视为是有序的，因而就不需要再分区了。当最后所有的子序列都只有一个记录时，整个序列也就有序了，故排序结束。

由此可知，快速排序的关键是对待排序序列进行分区，以及对分区出的各个子序列再进行分割。下面介绍一种分区的简单方法，这种方法是从序列的两端开始交替扫描各个记录，将关键字小于Ki
 的记录依次放到序列的前边，将关键字大于Ki
 的记录从序列的最末端开始，依次放置到序列的后边，直到扫描完所有的记录为止。

在对待排序序列或子序列进行一次分区时，可按如下步骤进行。首先选取待排序序列中的第一个记录，也可选取序列中的某个记录，作为分割的基准，并将该元素赋给临时变量temp。再设置两个指针i和j分别指向序列的起始与最后位置，然后反复进行如下两项操作。

（1）将j逐渐减小，并逐次比较R［j］.key与temp.key，直到发现一个R［j］.key<temp.key为止，并将R［j］移到R［i］的位置上。这样就完成了第一趟快速排序。

（2）将i逐渐增大，并逐次比较 R［i］.key与temp.key，直到发现一个R［i］.key＞temp.key为止，并将R［i］移到R［j］的位置上。

将上述两项操作交替进行，直到指针i与j指向同一个位置（即i=j）为止，此时将temp移到R［i］的位置上。

快速排序算法描述如下。


void Quick_Sort(RecType R［］,int left,int right)
{//用递归方法把R［left］至R［righ］的记录进行快速排序
  int i=left, j=right, k;
  RecType temp;
  if(left<right)
  {
  　temp=R［left］;
  　while(i!=j)
  　　{
  　　while(j>i && R［j］.key>=temp.key)
  　　　j--;
  　　if (i<j)
  　　　{
            R［i］=R［j］;
            i++;
  　　　}          　//若找到这样的R［j］，将R［j］存放到R［i］处
  　　while(i<j&&R［i］.key<=temp.key)
  　　i++;          //从左向右扫描，找第1个关键字大于temp.key的R［i］
  　　if (i<j)
  　　　{
            R［j］=R［i］; 
            j--;
  　　　}                      //找到则将R［i］ 存放到R［j］ 处
  } R［i］=temp;               //将基准放入其最终位置
  Quick_Sort(R,left,i-1);　　　//对基准前面的记录序列进行递归排序
  Quick_Sort(R,i+l,right);　 　//对基准后面的记录序列进行递归排序
}




【算法分析】


（1）一趟快速排序算法的时间复杂度为O(n)。

① 在理想情况下，每次排序时所选取的记录关键字值都是当前待排序列中的“中值”记录，那么该记录的排序终止位置应在该序列的中间，这样就把原来的子序列分解成了两个长度大致相等的更小的子序列，在这种情况下，排序的速度最快。设完成n个记录待排序列所需的比较次数为C(n)，则有：

C(n)≤n+2C(n/2)≤2n+4C(n/4)≤kn+nC(1)(k是序列的分解次数)

若n为2的幂次值且每次分解都是等长的，则分解过程可用一棵满二叉树描述，分解次数等于树的深度k=log2
 n，因此有：

C(n)≤nlog2
 n+nC(1)=O(nlog2
 n)

整个算法的时间复杂度为O(nlog2
 n)。

② 在极端情况下，即每次选取的“基准”都是当前分组序列中关键字的最小（或最大）的值，划分的结果是基准的前边（或右边）为空，即把原来的分组序列分解成一个空序列和一个长度为原来序列长度减1的子序列。总的比较次数达到最大值：

[image: 0223-01]


③ 一般情况下，序列中各记录关键字的分布是随机的，因而可以认为快速排序算法的平均时间复杂度为O(nlog2
 n)。

实验证明，当n较大时，快速排序是目前认为的最好的一种内部排序方法。

（2）空间复杂度：由于算法需要一个栈的空间来实现递归，栈的大小取决于递归调用的深度，最多不超过n，若每次都选较大的部分进栈，处理较短的部分，则递归的深度最多不超过log2
 n，所以快速排序的空间复杂度为O(log2
 n)。

（3）稳定性：快速排序算法是不稳定排序。


【例9-5】
 　已知待排记录的关键字序列为43，28，39，76，98，69，4，51，58，28，请使用快速排序法进行排序。

对第一趟排序进行详细描述，其过程如下。

[image: 0223-02]


故而第一趟排序的结果为：28
 2 8 39 4 43 69 98 51 58 76，该趟排序之后确定了43的位置，所有比43大的记录都在其后，比43小的数据都在其前。

然后再重复上述步骤，对43前后的数据进行快速排序。

[image: 0224-01]


9.7　归并排序

归并排序是通过不断地把将两个或两个以上的较小有序序列合并成一个较大的有序序列的一种排序方法。

归并排序的基本思想是：假设待排序记录序列长度为n，初始时把它们看作是n个长度为1的有序子序列，然后从第一个子序列开始对这些相邻的子序列进行两两合并，即第1个序列与第2个序列合并，第3个子序列与第4个子序列合并，依此类推，将得到(int)(n/2)个长度为2的有序子序列，可能还有1个长度为1的子序列，这个过程被称为一趟归并排序。然后再继续对这些长度为2或1的有序子序列进行类似上述的两两合并过程，并如此重复下去，直到合并成一个长度为n的有序序列为止。

下面通过具体的例子来进行说明。


【例9-6】
 　初始序列为｛23，56，42，37，15，84，72，27，18｝用二路归并排序法排序。

排序后的结果为{15，18，23，27，37，42，56，72，84}，整个归并过程如图9-5所示。

[image: t217]
图9-5　二路归并过程



由上述排序过程可知，有序子序列总是进行相邻的两两归并，因此归并排序也称为二路归并排序。多于二路的归并排序方法与二路归并排序方法在基本思想上是类似的。

二路归并排序的核心是将相邻的两个有序序列合并成一个有序的序列。假设aa［1,…,m］和aa［m+1,…,n］是两个相邻的有序序列，合并后产生的有序序列用数组bb［1,…,n］来存放，数组元素分别为（bb［1］, bb［2］,…, bb［m］, bb［m+1］, bb［m+2］,…, bb［n］）。假设有i,j,k是分别指向三个序列当前元素的指针。开始的时候，i=1，j=m+1，k=1，依次扫描两个已知子序列，如果有aa［i］.key≤aa［j］.key，则将aa［i］复制到bb［k］中，并使i与k指针各自加1；否则将aa［j］复制到bb［k］中，且j与k指针各自加1，再继续扫描比较。当其中一个已知序列已全部复制到bb中，就将另一个已知序列中的剩余元素依次复制到bb中，这样就将两个有序序列合并为一个有序序列。

这一合并过程的相应算法可描述如下。


void Merge(RecType aa［］,RecType bb［］,int l,int m,int n)
{//将两个有序子序列aa［1,…,m］和 aa［m+1,…,n］合并为一个有序序列 bb［1,…,n］
  int i,j,k;
  k=1;i=1;j=m+1;
  //将i,j,k分别指向 aa［1,…,m］、aa［m+1,…,n］、bb［1,…,n］首记录
  while (i<=m && j<=n)　　   //将aa中记录由小到大放入 bb中
  　if (aa［i］.key<=aa［j］.key)
  　　bb［k++］=aa［i++］;
  　else
  　　bb［k++］=aa［j++］;
  while (j<=n)          　　//将剩余的aa［j,…,n］复制到bb 中
  　bb［k++］=aa［j++］;
  while (i<=m)          　　//将剩余的aa［i,…,m］复制到bb中
  　bb［k++］=aa［i++］;
}



在上述合并算法的基础上，要实现二路归并排序算法可以用迭代法和递归算法两种方法来进行。

接下来首先来讨论如何完成一趟归并排序。从例9-6及之前的归并算法的描述可知，每一趟排序都是从前到后，依次将相邻的两个有序子序列进行合并，并且除最后一个子序列外，其余每个子序列的长度都相同。设这些长度相等的子序列的长度为len，则一趟归并排序的过程为：从R［1］开始，依次将子序列R［i,…,i+len-1］和R［i+len,…,i+2len-1］进行归并，每次归并两个子序列后，i向后移动2len个位置，即i=i+2len；若归并扫描到最后，剩下的元素不足两个子序列长度时，分以下两种情况进行处理。

（1）若剩下的元素个数大于一个子序列长度len时，则调用合并算法，将一个长度为len的子序列和剩下的不足len个元素的子序列进行归并。

（2）若剩下的元素个数小于或等于一个子序列长度len时，则只需将剩下的元素依次复制到归并后的序列中。

根据上面描述的步骤，一趟归并排序的算法如下所示。


void MergeOne(RecType aa［］,RecType bb［］,int len,int n)
{//从aa［1,…,n］}归并到bb［1,…,n］，其中 len是本趟归并中有序表的长度
  int i; 
  for(i=1;i+2*len-1<=n;i=i+2*len)
  Merge(aa,bb,i,i+len-1,i+2*len-1);　　　//对两个长度为len的有序表合并
  if(i+len-1<n)          　　　          //当剩下的元素个数大于一个子序列长度len时
  Merge(aa,bb,i,i+len-1,n); 
  else                                  //当剩下的元素个数小于或等于一个子序列长度len时
  Merge(aa,bb,i,n,n);                   //复制剩下的元素到bb中
}



在开始归并排序时，每个记录可以看成是一个长度为1的有序子序列，利用二路归并算法对这些有序子序列逐趟进行归并，每一趟归并后有序子序列的长度均扩大一倍（最后一个子序列可能例外），当有序子序列的长度与整个记录序列长度相等时，也即是所有待排记录都合并到一个有序序列的时候，整个记录序列排序结束。其中，aa［1,…,n］为初始待排序序列，bb［1,…,n］作为辅助空间，与aa［1,…,n］轮流存放某一趟排序结果。排序结束后，aa［1,…,n］中为已排好序的记录序列。因此，这个二路归并排序的迭代算法描述如下。


void MergeSort(RecType aa［］,RecType bb［］,int n)
{
  int len=1;          //len是排序序列表的长度
  while (len<n)
  　{
  　　MergeOne(aa,bb,len,n);
  　　MergeOne(bb,aa,2*len,n);
  　　len=4*len;
  　}
}



如果采用分治思想来实现归并排序，可采用二路归并排序的递归算法。其基本思路是：先将整个待排序列划分为两个长度基本相等的子序列，然后分别对两个子序列进行二路归并排序，使两个子序列分别有序，最后再将这两个有序子序列合并成为一个完整的序列，这样就得到了二路归并排序。其递归算法描述如下。


void MergeSort2(RecType aa［］,RecType bb［］,int s,int r)
{
  int m; 
  if (s==r)
  　bb［s］=aa［s］;
  else
  {
  　m=(s+r)/2;                //将aa［s,…,r］平分为aa［s,…,m］和aa［m+1,…,r］
    MergeSort2(aa,bb,s,m);    //递归地将aa［s,…,m］归并排序到bb［s,…,m］
  　MergeSort2(aa,bb,m+1,r);  //递归地将aa［m+1,…,r］归并到bb［m+1,…,r］
  　Merge(bb,aa,s,m,r);       //将bb［s,…,m］和bb［m+1,…,r］归并到aa［s,…,r］
  }
  for (m=s;m<=r;m++)          //复制aa［s,…,r］到bb［s,…,r］ 
  bb［m］=aa［m］;
}



如果要将整个待排序记录aa［1,…,n］归并排序到bb［1,…,n］中，则只需调用MergeSort2 (aa,bb,1,n)即可。


【算法分析】


（1）时间复杂度　从上述二路归并排序过程来看，对于具有n个待排序记录的归并次数显然是log2
 n，每一趟归并的时间复杂度为O(n)，所以归并排序的时间复杂度无论是在最好情况下还是在最坏情况下均为O(nlog2
 n)。

（2）空间复杂度　从该排序过程还可以看出，归并排序需要的辅助空间与待排序记录的数量相等，所以归并排序的空间复杂度为O(n)。

（3）稳定性　从排序的稳定性看，二路归并排序是一种稳定的排序方法。

9.8　基数排序

前面所述各类排序方法都是按照关键字大小进行的一种排序方法，而基数排序不同。基数排序是一种借助于多关键字排序的思想对单逻辑关键字进行排序的方法，即先将关键字分解成若干部分，然后通过对各部分关键字的分别排序，最终完成对全部记录的排序。

基数排序首先把每个关键字看作为一个d元组：[image: 0227-01]
 。其中，[image: 0227-02]
 [image: 0227-03]
 ，r称为基数。设置r个桶，排序时先按[image: 0227-04]
 从大到小将记录分配到r个桶中，然后依次收集这些记录，称之为一趟基数排序。再按[image: 0227-05]
 从大到小将记录分配到r个桶中，如此反复，直到对[image: 0227-06]
 分配和收集，最终得到的便是排好序的序列。基数r的选择和关键字的分解法因关键字的类型而异。关键字为十进制整数时，r=10，C0
 =0，Cr-1
 =9，关键字的每一位取值范围为[image: 0227-07]
 ，d为关键字的最大位数。关键字为二进制数时，r=2，C0
 =0，Cr-1
 =1，关键字的每一位取值为0或1，d为关键字的最大位数。关键字为字母串时，r=26，C0
 =‘A’，Cr-1
 =‘Z’，关键字的每一位取值范围为[image: 0227-08]
 ，d为关键字中字母的最大长度。

基数排序是一种最低位优先法。它先按最低位[image: 0227-09]
 将序列中的n个记录“分配”到C0
 至Cr-1
 个子序列中，再将序列按顺序“收集”起来成为一个序列，从而完成第1趟排序；第2趟排序按次低位[image: 0227-10]
 将序列中的n 个记录“分配”到C0
 到Cr-1
 个序列中，再按顺序将子序列“收集”起来，如此循环，直到最后一趟，按K0
 “分配”和“收集”完成之后，基数排序结束。


【例9-7】
 　用基数排序的方法进行排序，初始序列为：L→362→745→885→957→054→786→080→543→012→565。

首先，将表中记录按个位数分配到编号为从0到9的10个子链表中。



	［0］→080
	［5］→745→885→565



	［1］→
	［6］→786



	［2］→362→012
	［7］→957



	［3］→543
	［8］→



	［4］→054
	［9］→




然后，将上面10个链表收集起来，成为如下链表（所谓收集，就是将10个链表依次链接起来）。

L→080→362→012→543→054→745→885→565→786→957

再次将表中记录按十位数分配到编号为从0到9的10个子链表中。



	［0］→
	［5］→054→957



	［1］→012
	［6］→362→565



	［2］→
	［7］→



	［3］→
	［8］→080→885→786



	［4］→543→745
	［9］→




然后，将上面10个链表收集起来，成为如下链表。

L→012→543→745→054→957→362→565→080→885→786

最后，再将表中记录按百位数分配到编号为从0到9的10个子链表中。



	［0］→012→054→080
	［5］→543→565



	［1］→
	［6］→



	［2］→
	［7］→745→786



	［3］→362
	［8］→885



	［4］→
	［9］→957




然后，将上面10个链表收集起来，成为如下链表。至此，基数排序结束。

L→012→054→080→362→543→565→745→786→885→957

在基数排序中，反复使用了“分配”和“收集”这两种基本操作来实现排序。为实现基数排序，假定关键字是由d个分量组成的组合关键字，每个分量具有T类型，类型T的基数为RD，故而需要一个由RD个链表构成的存储结构，每个链表设立一个表头指针f和一个表尾指针e，这样需要两个长度均为RD的指针数组。

具体算法描述如下。


#define MAX_NUM_OF_KEY 8                    //关键字项数的最大值
#define RD　10          　　　              //关键字基数，此时是十进制基数
#define MAX_SPACE 100　 　　                //待比较记录最大个数
typedef int keyType; 

typedef struct
{                              　　     //静态链表的结点定义
 　keyType  keys［MAX_NUM_OF_KEY］;　 　//关键字
 　InfoType otheritems;          　　　 //其他数据项
 　int next;                    　　　 //下一个关键字
}SLCell;                              //静态链表的结点类型
 
typedef struct
{　　                                   //静态链表定义
 　SLCell r［MAX_SPACE］;          　　　//静态链表可利用空间
 　int keynum;                    　　 　//记录的当前关键字个数
 　int recnum;                    　　 　//静态链表的当前长度
}SLList;                              　//静态链表类型
  
typedef int Arrtype［RD］;              //指针数组类型



分配算法描述如下。


void Distribute(SLCell *r, int i, Arrtype f, Arrtype e)
{
  //静态链表L的R域中记录已经按(Keys［0］,Keys［1］,…, Keys［i-1］)有序。此算法按第 i 个关键字Keys［i］建立RD个子表，使同一个子表中记录的Keys［i］相同，f［0..RD-1］和e［0..RD-1］  分别指向各子表中的第j个记录和最后一个记录。
  int j, p;
  for(j=0; j<RD; j++)
　　e［j］=f［j］=0; 　 // 各子表初始化为空表
  for(p=r［0］.next;p;p=r［p］.next)
　{
　　j=r［p］.keys［i］; //将第p个记录散布到分链中
 　 if(!f［j］) f［j］=p; 
　　else
　　r［e［j］］.next=p; 
　　e［j］=p;          //将p所指的结点插入到第j 个子表中
  } 
} 
void Collect(SLCell *r, int i, Arrtype f, Arrtype e) 
{
//此算法按keys［i］自小到大地将f［0..RD-1］所指各子表依次链接成一个链表，e［0..RD-1］为各子表的尾指针
 　int j=0; //指示非空链表位置
 　int t=0; //指向收集链的当前位置
 　while(j<RD)
　 {
　　while(j<RD && !f［j］) j++; //寻找非空子表
 　　　if(j==RD)
　　   break;                  //没有有效数据结点了
 　　　r［t］.next=f［j］;      //如果找到了，就链接两个非空子表
 　　　t=e［j］;   j++;
 　}
   r［t］.next=0;              //t 指向最后一个非空子表中的最后一个结点
}
void Radixsort(SLList *L)
{
  // 顺序表L采用静态链表表示。对 L 作基数排序，使得L成为按关键字自小到大的有序静态链表，L->r［0］为头结点。
  int i, f［RD］, e［RD］;
  for(i=0; i<L->recnum; ++i)
  L->r［i］.next=i+1;   //将L改造为静态链表
  L->r［L->recnum］.next=0;  
  for(i=0; i<L->keynum;++i)
  　{//按最低位优先依次对各链表进行分配和收集
   　　　Distribute(L->r, i, f, e);  // 第 i趟分配
   　　　Collect(L->r,i,f,e);        //第 i趟收集
    }
}




【算法分析】


假设有n个待排序记录，每个记录含d个关键字，每个关键字取值范围为rd。

（1）每一趟分配的时间复杂度为O(n)，每一趟收集的时间复杂度为O(RD)，又因整个排序需要进行d趟分配和收集，所以链式基数排序的时间复杂度为O(d(n+RD))。

（2）在排序的时候，需要RD个队列的头指针和尾指针，故算法所需要的辅助空间为2RD个。另外，采用链表结构较顺序结构而言还增加了n个指针域空间。

（3）基数排序是稳定的。基数排序只适用于字符串和整数这类有明显结构特征的关键字，并且适用于n较大、d较小的场合。

9.9　7种排序方法的比较

通过本章对各种内部排序算法的讨论，各算法的特点可归纳如表9-1。


表9-1　7种排序方法的特点

[image: 0231-01]


分析上表，可得出以下结论。

（1）从平均性能而言，快速排序最佳，其时间最省，但在最坏情况下会蜕变成冒泡排序。当n较大时，归并排序所需时间较堆排序少，但所需辅助存储量最多。

（2）基数排序适用于n值很大而关键字较小的序列。

（3）从稳定性来看，除了基数排序、归并排序是稳定的以外，几乎所有性能较好的内部排序方法都是不稳定的。

（4）当序列中的记录“基本有序”或n值较小时，直接插入排序是最佳的排序方法，因此常将其与其他的排序方法，如快速排序、归并排序等结合使用。

各种内部排序方法之间的比较和选择，主要从以下方面综合考虑：时间复杂度；空间复杂度；稳定性；简单性；待排序记录数n的大小；记录本身信息量的大小等。依据上述在选择排序方法时需要考虑的因素，可以得出如下结论。

（1）若待排序记录数n较小，适合采用直接插入排序或简单选择排序。

（2）若待排序记录的初始状态已按关键字基本有序，适合采用选择直接插入排序或起泡排序。

（3）若待排序记录数n较大，关键字分布随机，并且稳定性要求不高，适合用快速排序。

（4）若待排序记录数n较大，内存空间允许，要求排序稳定时，可采用归并排序。

（5）若待排序记录数n较大，排序码分布可能出现正序或逆序的情况，并且对稳定性不做要求时，宜采用堆排序（或归并排序）。

本章小结

1. 直接插入排序、起泡排序和简单选择排序是3种简单的排序方法，其平均时间复杂度都是O(n2
 )，空间复杂度是O（1）。但直接插入排序又优于简单选择排序，而简单选择排序又优于起泡排序。

2. 快速排序、堆排序和归并排序是3种基本排序改进型的排序方法，平均复时间杂度都为O(nlog2
 n)，空间复杂度分别为O(nlog2
 n)、O（1）、O（n）。通常快速排序优于堆排序，而堆排序又优于归并排序。

3. 直接插入排序、起泡排序和归并排序是稳定的排序方法，而直接插入排序、快速排序、堆排序是不稳定的排序方法。

4. 本章所介绍的算法各有自身的优缺点，选用哪种排序的方法，需要根据具体的情况以及对时间、空间和稳定性的要求不同而定，甚至可以几种排序方法结合使用。

习题9


一、选择题


1. 在下述的排序方法中，不属于内排序方法的是__________。

A. 插入排序法

B. 选择排序法

C. 拓扑排序法

D. 归并排序法

2. 第i趟排序对排序的前n-i+1个元素做如下工作：从第一个元素开始，相邻两个元素比较，若前者大于后者，这两个元素交换位置，否则这两个元素不交换位置。这种排序称为__________。

A. 插入排序法

B. 选择排序法

C. 冒泡排序法

D. 堆积排序法

3. 通过依次将序列中位置相邻且已经按值有序的子序列两两合并为一个按值有序的子序列的方式来达到排序目的的排序方法是__________。

A. 冒泡排序法

B. 直接插入排序法

C. 堆积排序法

D. 二路归并排序法

4. 对数据元素序列（49,72,68,13,38,50,97,27）进行排序，前三趟排序结果时的结果依次为第一趟：49,72,68,13,38,50,97,27；第二趟：49,68,72,13,38,50,97,27；第三趟：13,49,68,72, 38,50,97,27。该排序采用的方法是__________。

A. 插入排序法

B. 选择排序法

C. 冒泡排序法

D. 堆积排序法

5. 对序列（49,38,65,97,76,13,47,50）采用直接插入排序法进行排序，要把第七个元素47插入到已排序中，为寻找插入的合适位置需要进行__________次元素间的比较。

A. 3

B. 4

C. 5

D. 6

6. 下面四种排序方法中，__________是一种稳定性排序方法。

A. 插入排序法

B. 选择排序法

C. 快速排序法

D. 希尔排序法

7. 堆积可以表示为一棵__________。

A. 满二叉树

B. 完全二叉树

C. 二叉排序树

D. 线索二叉树


二、填空题


1. 假设一组记录的排序码为（46,79,56,38,40,84），则利用堆排序方法建立的初始堆为__________。

2. 假定一组记录的排序码为（46,79,56,38,40,80），对其进行快速排序的一次划分的结果为__________。


三、分析题


1. 已知序列（35,78,12,26,90,41,66,58），分别对其采用以下操作。

（1）请写出对此序列采用插入排序方法进行升序排序时各趟的结果。

（2）请写出对此序列采用选择排序方法进行升序排序时各趟的结果。

（3）请写出对此序列采用冒泡排序方法进行升序排序时各趟的结果。

（4）请写出对此序列采用堆积排序方法进行升序排序时各趟的结果。

2. 已知一组记录的关键字序列为：46，74，16，53，14，26，40，38，86，65，27，34，写出详细的堆排序过程，画出每一步得到的完全二叉树。

3. 已知序列｛71，18，83，100，65，17，23，76｝，请给出采用直接插入排序法对该序列进行升序排序时的每一趟结果。

4. 已知序列｛17，18，66，44，77，23，76，65，89｝，请给出采用起泡排序法对该序列进行升序排序时的每一趟结果。

5. 已知序列｛503，87，512，62，907，173，895，275｝，请给出采用快速排序法对该序列进行升序排序时的每一趟结果。

6. 已知序列｛617，118，6，40，27，203，16，69，329｝，请给出采用简单选择排序法对该序列进行升序排序时的每一趟结果。

7. 设待排序的关键字序列为｛11，4，18，33，28，9，18*，21，5，19｝，请画出堆排序时形成初始堆和第一次堆顶元素第一次交换后堆的变化过程。

8. 已知序列｛89，18，54，43，76，12，22，9，38，65｝，请给出采用归并排序法对该序列进行升序排序时的每一趟结果。

9. 已知序列｛86，217，151，242，6，13，302，169，258，69｝，请给出采用基数排序法对该序列进行升序排序时的每一趟结果。



第10章　文件

本章主要介绍文件的基本概念，以及各类文件的组织方式和常见的构成方式。文件是存储在外部存储器上的记录的集合，基本的结构方式包括顺序文件、索引文件、散列文件、关键字文件等。文件的索引方式有静态索引和动态索引两种。通过本章学习，应该掌握不同文件的特点和构造方法以及其索引特性，能够有效地组织数据，方便而又高效地利用数据信息。

10.1　概述

10.1.1　文件的定义

文件（file）是由大量性质相同的记录组成的集合。文件即为记录的集合，其与“查找表”的差别在于，“文件”指的是存储在外存储器中的记录的集合。

一般地，文件的数据量通常很大，被放置在外存上。文件一般分为操作系统文件和数据库文件两类，操作系统文件仅仅是一维连续的字符序列，无结构无解释，它也可以看成是记录的集合，每个记录仅仅是一个字符组，每组信息称为一个逻辑记录。数据库文件是带有结构的记录的集合，这类记录本身是由一个或多个数据项组成的，这里的记录同样是逻辑记录。数据结构中讨论的文件主要是数据库意义上的文件，不是操作系统意义上的文件。

记录是文件中存取的基本单位，通常一个文件的各个记录是按照某种次序排列起来的。可以按记录中关键字值的大小，也可以按各个记录存入文件的时间先后顺序排列。这样，各记录间自然形成一种线性关系。所以一般情况下，文件被看成是一种线性结构。

数据项是文件可使用的最小单位。数据项有时也称为字段（field），或者称为属性（attribute）。能唯一标识一个记录的数据项或数据项的组合称为主关键字项，其他不能唯一标识一个记录的数据项则称为次关键字项。主关键字项（或次关键字项）的值称为主关键字（或次关键字）。为讨论方便起见，一般不严格区分关键字项和关键字，即在不易混淆时，将主（或次）键字项简称为主（或次）关键字，并且假定主关键字项只包含一个数据项。

10.1.2　文件的逻辑结构及操作


1. 文件的逻辑结构


文件可看成是以记录为数据元素的一种线性结构，逻辑记录是从用户角度看到的记录，组成的文件称为逻辑文件，构成的结构称为逻辑结构。


2. 文件的操作


基于文件上的操作包括检索和维护。

1）检索

检索即在文件中查找满足给定条件的记录，它可以按记录的逻辑号（即记录存入文件时的顺序编号）进行查找，主要有顺序存取、直接存取和按关键字存取三种方式。按检索条件的不同，可将检索分为以下四种询问。

（1）简单询问：只询问单个关键字等于给定值的记录。

（2）范围询问：只询问单个关键字属于某个范围内的所有记录。

（3）函数询问：规定单个关键字的某个函数，询问该函数的某个值。

（4）布尔询问：以上三种询问用布尔运算（与、或、非）组合起来的询问。

2）维护

文件的维护操作主要是指以下内容。

（1）对文件进行记录的插入、删除及修改等更新操作。

（2）为提高文件的效率，进行再组织操作。

（3）文件被破坏后的恢复操作，以及文件中数据的安全保护等。


3. 文件操作的处理方式


文件上的检索和更新操作，都可以采取实时和批量两种不同的处理方式。

（1）实时处理：响应时间要求严格，要求在接受询问后几秒钟内完成检索和更新。

（2）批量处理：响应时间要求宽松一些，不同的文件系统有不同的要求。

例如，一个民航订票系统，其检索和更新都应当实时处理，而银行的账户系统需要实时检索，但可以进行批量更新，即可以将一天的存款和提款操作记录在一个事务文件上，在一天的营业之后再进行批量处理。

10.1.3　文件的物理记录和物理结构

文件是存在外存储器上的，为了有效分配外存空间，多个扇区通常形成簇。簇是文件的最小分配单位，簇的大小由操作系统决定。文件管理器记录一个文件由哪些簇组成。

UNIX操作系统按扇区分配文件空间，并称之为块。

为了与逻辑文件和文件的逻辑记录相对应，文件存储器上的文件称为物理文件，一簇或块（物理块）中的信息称为物理记录。

用户读/写的记录是指逻辑记录，查找该逻辑记录所在的物理块是操作系统的职责。

文件的物理结构又称为存储结构，是指文件在外存上的组织方式。文件在外存上的基本组织方式有四种：顺序组织、索引组织、散列组织和链组织，其对应的文件名称分别为：顺序文件、索引文件、散列文件和多关键字文件。一个文件的组织方式往往是这四种基本方式的结合。

10.2　文件组织

选择哪一种文件组织方式，取决于对文件中记录的使用方式和频繁程度、取要求、外存的性质和容量。

常用的外存设备有磁带和磁盘。磁带是顺序存取设备，只适用于存储顺序文件；磁盘是直接存取设备，适用于存储顺序文件、索引文件、散列文件和多关键字文件等。

10.2.1　顺序文件

顺序文件是指按记录进入文件的先后顺序存放，其逻辑顺序与物理顺序一致的文件。一切存储在顺序存取存储器（如磁带）上的文件，都只能是顺序文件。从本质上讲，顺序文件就是顺序存放的线性表。

顺序文件分为串行处理文件和顺序处理文件两种。其中，串行处理文件中的记录未按关键字值排序，一般是按照记录存入文件的先后次序排列的，而顺序处理文件中的各记录已按关键字值的大小排列。


1. 串行处理文件


1）串行处理文件

串行处理文件为顺序文件未按关键字排序。

2）查找搜索方法

顺序搜索，即从文件的第一个记录开始，依次将待查关键字值与文件中记录的关键字值进行比较，直到成功找到该记录，或者直到文件搜索完毕都未找到，搜索失败为止。

3）文件按记录被访问的频率

成功搜索一个记录的平均比较次数为：

Sn
 =p1
 +2p2
 +…+npn


其中，查找关键字值为ki
 的记录的概率为pi
 ，p1
 ≥p2
 ≥…≥pn
 ，p1
 +p2
 +…+pn
 =1。Sn
 有最小值。

4）自组织文件

如果采用互换位置（transpose）的方法来组织文件。当在文件中成功查找到一个记录Ri
 后，便将Ri
 和其前面一个记录Ri-1
 互换位置。这样做同样可以得到最短的搜索时间。


2. 顺序处理文件


1）顺序处理文件

顺序处理文件为顺序文件已按关键字排序。

2）查找搜索方法

有序表上的各种搜索方法原则上都可以用于顺序处理文件的搜索，如顺序搜索和二分搜索等。但是由于文件是外存上的数据结构，在考虑算法时，必须立足于尽量减少访问外存的次数，因此顺序处理文件的搜索算法有自己的特点。

下面以分块插值搜索为例介绍顺序文件的搜索方法。

设有顺序处理文件R0
 ,R1
 ,R2
 ,…,Rn-1
 ，顺序存储在m个（物理）块中，如图10-1所示。并已知记录的关键字值为：K0
 ,K1
 ,K2
 ,…,Kn-1
 。其中，K0
 是最小关键字值，Kn-1
 是最大关键字值。现要在该文件中搜索关键字值为K的记录。

[image: t218]
图10-1　顺序存储文件



首先在m个块范围内决定被读入内存进行搜索的块号。第一次被读入内存的块号i按下式计算：

[image: 0236-01]


设Li
 和Hi
 分别是第i块的最小和最大关键字值，若Li
 ≤K≤Hi
 ，则i即为所求的块，可在该块中去搜索待查关键字值K，如图10-2所示。若K<Li
 ，则下次搜索的块号范围为[1,i-1]，并且新的H将是Li
 ;若K>Hi
 ，则下一次被搜索的块号的范围为[i+1,m]，并且新的L将是Hi
 。

[image: t219]
图10-2　分块插值搜索



一般情况下，设low和high分别是搜索范围内的最小块号和最大块号。L和H分别是该搜索范围内的最小关键字值和最大关键字值。则下一次读入内存的块号i为：

[image: 0237-01]


若Li
 ≤K≤Hi
 ，则i即为所求的块，可在该块中去搜索待查关键字值K；若K<Li
 ，则下次搜索的块号范围为[low,i-1]，并且新的H将是Li
 ；若K>Hi
 ，则下一次被搜索的块号的范围为[i+1,high]，并且新的L将是Hi
 。

分块插值搜索是一种比较高效的顺序处理文件的搜索方法。尤其当文件中的关键字值分布比较均匀时，则会更有效，常常一次或两次访问外存的操作即可命中。

10.2.2　索引文件

索引文件由主文件和索引表构成。主文件是指文件本身（也称数据区）。索引表是在文件本身之外建立的一张表，它指明逻辑记录和物理记录之间的一一对应关系。索引表由若干索引项组成，是关键字值和指针的偶对的集合。一般情况下，索引项由主关键字和该关键字所在记录的物理地址组成。索引表必须按主关键字有序，而主文件则可以按主关键字有序或无序。索引表是由系统程序自动生成的。

主文件按主关键字有序的文件称索引顺序文件，如果数据文件是顺序处理文件，则可对一组记录建立一个索引项，组成索引表。这时，每个索引项的关键字值是该组记录中的最大关键字值，而指针指向存放该组记录的块的起始地址。这种索引称为稀疏（非稠密）索引。

索引顺序文件的主文件是有序的，适合于随机存取、顺序存取。最常用的索引顺序文件有ISAM文件和VSAM文件。

主文件按主关键字无序的文件称索引非顺序文件，通常将索引非顺序文件简称为索引文件。如果索引非顺序文件是串行处理文件，则必须对每个记录建立一个索引项，组成索引表，这种索引称为稠密索引。因为索引非顺序文件主文件无序，顺序存取将会频繁地引起磁头移动，所以适合于随机存取，不适于顺序存取。

索引文件的检索操作分两步进行：①将外存上含有索引区的页块送入内存，查找所需记录的物理地址；②将含有该记录的页块送入内存。故在索引表不大时，索引表可一次读入内存。在索引文件中检索只需进行两次外存访问：一次是读索引，另一次是读记录。由于索引表有序，对索引表的查找可使用顺序查找或二分查找等方法。

10.2.3　散列文件

散列文件是利用散列存储方式组织的文件，又称为直接存取文件，即根据文件中关键字的特点，设计一个散列函数和处理冲突的方法，将记录散列到存储设备上。其特点是：由记录的关键字“直接”得到记录在外存上的映象地址。类似于散列表的构造方法，根据文件中关键字的特点设计一种“散列函数”和“处理冲突的方法”将记录散列到外存储设备上。

由于记录在外存上是成组存放的，因此允许多个记录映象到同一个地址上，称外存储器中用于存放多个记录的“数据块”为“桶” (bucket)。因此，由哈希函数得到的映象地址为“桶地址”。桶是散列文件的基本存储单位，假如一个桶能存放m个记录，则当桶中已有m个同义词的记录时，存放第m+1个同义词会发生“溢出”。需要将第m+1个同义词存放到另一个桶中，通常称此桶为“溢出桶”。相应地，称前m个同义词存放的桶为“基桶”。

注意：（1）溢出桶和基桶大小相同，相互之间用指针相链接。

（2）当在基桶中没有找到待查记录时，就沿着指针到所指溢出桶中进行查找。因此，希望同一散列地址的溢出桶和基桶，在磁盘上的物理位置不要相距太远，最好在同一柱面上。


【例10-1】
 　某一文件有16个记录，其关键字分别为：23，05，26，01，18，02，27，12，07，09，04，19，06，16，33，24。桶的容量m=3，桶数b=7。用除余法作散列函数h(k)=k％7。由此得到的散列文件如图10-3所示。

[image: t220]
图10-3　散列文件



散列文件的操作包括检索、插入、删除等。检索只能进行按关键字进行查找，不能进行顺序查找。检索时，先在基桶内进行查找，若不存在，则再到溢出桶中进行查找。当查找不成功时，可将其插在最后一个桶（基桶或溢出桶）中；若该桶已装满，则在该桶后新增加一个溢出桶，将新记录插入该新桶中。删除时仅需对被删除的记录作删除标记即可，当被删除的记录不在最后一个桶中时，将最后一个桶中的记录移到存放被删除记录的位置。当经过多次插入和删除后可能会造成基桶或较前面的溢出桶内多数记录已被删除，而后面的桶则较满的不合理的文件结构的情况，此时需重新组织文件。

10.3　动态索引

10.3.1　静态索引和动态索引的概念

静态索引结构是指这种索引结构在初始创建、数据装入时就已经定型，而且在整个系统运行期间，树的结构不发生变化，只是数据在更新。静态索引主要包括线性索引（如前面介绍的稠密索引和稀疏索引），倒排表和多级索引等。静态索引结构的优点是结构定型，建立方法简单，存取方便；缺点是不利于更新，插入或删除时效率低。

动态索引结构是指在整个系统运行期间，树的结构随着系统的增删随时调整，以保持最佳的搜索效率。动态索引一般采用B-树（见第8章）、B+树等。本节以B+树为例介绍动态索引的特性及基本操作。动态索引结构的优点是在插入或删除时能够自动调整索引树结构，所以搜索效率较高。

10.3.2　B+树的概念

B+树可以看做是B-树的一种变形，在实现文件索引结构方面比B-树使用得更普遍，如图10-4所示。一棵m阶B+树可以定义如下。

[image: t221]
图10-4　B+树



（1）树中每个非叶子结点最多有m棵子树。

（2）根结点（非叶子结点）至少有2棵子树。除根结点外，其他的非叶子结点至少有[image: 0238-01]
 棵子树；有n棵子树的非叶子结点有n-1个关键码。

（3）所有的叶结点都处于同一层次上，包含了全部关键码及指向相应数据对象存放地址的指针，并且叶子结点本身按关键码从小到大顺序链接。

（4）每个叶子结点中的子树棵数n可以多于m，可以少于m，视关键码字节数及对象地址指针字节数而定。若设结点可容纳最大关键码数为m1
 ，则指向对象的地址指针也有m1
 个。结点中的子树棵数n应满足[image: 0239-01]
 。

（5）若根结点同时又是叶子结点，则结点格式同叶子结点。

（6）所有的非叶子结点可以看成是索引部分，结点中关键码Ki
 与指向子树的指针Pi
 构成对子树（即下一层索引块）的索引项(Ki
 ，Pi
 )，Ki
 是子树中最小的关键码。特别地，子树指针P0
 所指子树上所有关键码均小于K1
 。结点格式同B-树。

10.3.3　B+树的动态索引特性

B+树的动态索引特性有以下几点。

（1）叶子结点中存放的是对实际数据对象的索引。

（2）在B+树中有两个头指针：一个指向B+树的根结点，一个指向关键码最小的叶子结点。可对B+树进行两种搜索运算：一种是循叶结点链顺序搜索，另一种是从根结点开始，进行自顶向下，直至叶子结点的随机搜索。

（3）在B+树上进行随机搜索、插入和删除的过程基本上与B-树类似。只是在搜索过程中，如果非叶子结点上的关键码等于给定值，搜索并不停止，而是继续沿右指针向下，一直查到叶子结点上的这个关键码。B+树的搜索分析类似于B-树，但也有区别。

（4）n级的B+树索引和B-树索引的区别如下。

① B+树索引的每个节点可以含有n个关键字而B-树只能含有n-1个关键字，或者搜索码。

② B+树的叶子结点包含了全部的关键字信息，以及指向这些关键字记录具体信息的指针，并且叶子结点本身依关键字的大小自小而大的顺序链接，而B-树中非叶子结点也包含了这些信息，也可以说B树中的关键字信息没有冗余。所以，可以形象的认为，B+树是矮胖的，B-树是瘦高的。

10.3.4　B+树插入

B+树的插入主要注意以下几点。

（1）B+树的插入仅在叶子结点上进行。每插入一个关键码-指针索引项后都要判断结点中的子树棵数是否超出范围。当插入后结点中的子树棵数n>m1
 时，需要将叶子结点分裂为两个结点，它们的关键码分别为[image: 0239-02]
 ，并且它们的双亲结点中应同时包含这两个结点的最小关键码和结点地址。此后，问题归结于在非叶子结点中的插入了。

（2）在非叶子结点中关键码的插入与叶子结点的插入类似，但非叶子结点中的子树棵数的上限为m，超出这个范围就需要进行结点分裂。如图10-5所示。

[image: t222]
图10-5　B+树插入时的结点分裂1



（3）在进行根结点的分裂时，因为没有双亲结点，就必须创建新的双亲结点，作为树的新根。这样树的高度就增加一层了，如图10-6所示。

[image: t223]
图 10-6　B+树插入时的结点分裂2



10.3.5　B+树的删除

B+树的删除需要注意以下几点，如图10-7所示。

（1）B+树的删除仅在叶子结点上进行。当在叶子结点上删除一个关键码-指针索引项后，点的树棵数仍然不少于[image: 0240-01]
 ，这属于简单删除，其上层索引可以不改变。

（2）如果删除的关键码是该结点的最小关键码，但因在其上层的副本只是起了一个引导搜索的“分界关键码”的作用，所以上层的副本仍然可以保留。

（3）如果在叶子结点中删除一个关键码-指针索引项后，该结点中的子树棵数n小于子树棵数。

（4）如果右兄弟结点的子树棵数已达到下限[image: 0240-02]
 ，没有多余的关键码可以移入被删关键码所在的结点，这时必须进行两个结点的合并。将右兄弟结点中的所有关键码-指针索引项移入被删关键码所在结点，再将右兄弟结点删去。

（5）结点的合并将导致双亲结点中“分界关键码”的减少，有可能减到非叶结点中子树数的下限[image: 0240-03]
 以下，这样将引起非叶子结点的调整或合并。

（6）如果根结点的最后两个子女结点合并，树的层数就会减少一层。

由上述分析可知，动态索引结构的优点是在插入或删除时能够自动调整索引树结构，以保持最佳的搜索效率；缺点是实现算法复杂。动态索引结构要考虑并行策略，它还会给同时又使用次关键词索引带来不便，因为索引动态改变会造成改变其主关键词（连同记录）的地址，从而引起次关键词索引指针的改变。同时，动态索引的层数比静态索引要多，因为每个结点都有可能进行分裂，必须设置它在上层中的指针，指针占据了空间，从而使每页中所包含的关键词的个数减少。

[image: 0241-01]
图10-7　B+树的删除过程



本章小结

1. 文件是存储在外部介质上的大量性质相同的记录组成的集合。

2. 文件可以按记录类型分为操作系统文件和数据库文件。操作系统文件是一维连续的字符序列，无结构；数据库文件是带有结构的记录的集合。

3. 文件可以按记录长度分为定长记录文件和不定长记录文件。

4. 文件可以进行检索、修改等运算。

习题10


一、填空题


1. 文件可按其记录的类型不同而分成两类，即__________和__________文件。

2. 数据库文件按记录中关键字的多少可分成__________和__________两种文件。

3. 文件由__________组成，记录由__________组成。

4. 顺序文件中，要存取第i个记录，必须先存取__________个记录。

5. 索引顺序文件既可以顺序存取，也可以__________存取。

6. 散列检索技术的关键是__________和__________。


二、分析题


1. 什么是静态索引结构？什么是动态索引结构？它们各有哪些优缺点？

2. 假设在数据库文件中的每一个记录是由占2个字节的整型数关键码和一个变长的数据字段组成。数据字段都是字符串。为了存放表格中的记录，应如何组织线性索引？

[image: 0242-01]


3. 设有10000个记录对象，通过分块划分为若干子表并建立索引，那么为了提高搜索效率，每一个子表的大小应设计为多大？

4. 给定一组记录，其关键码为字符。记录的插入顺序为{C, S, D, T, A, M, P, I, B, W, N, G, U, R, K, E, H, O, L, J }，给出插入这些记录后的4阶B+树，假定叶子结点最多可存放3个记录。

5. 设有一棵B+树，其内部结点最多可存放100个子女，叶子结点最多可存储15个记录。对于1, 2, 3, 4, 5层的B+树，最多能存储多少记录，最少能存储多少记录。
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