
        
            
                
            
        

    

普通高等教育“十一五”国家级规划教材
教育部推荐教材／国家统计局优秀统计教材
21世纪统计学系列教材

统计学

（第四版）

贾俊平　何晓群　金勇进　编著

本书由“行行”整理，如果你不知道读什么书或者想获得更多免费电子书请加小编微信或QQ：491256034  小编也和结交一些喜欢读书的朋友  或者关注小编个人微信公众号id：d716-716  为了方便书友朋友找书和看书，小编自己做了一个电子书下载网站，网站的名称为：周读  网址：http://www.ireadweek.com  




图书在版编目（CIP）数据

统计学／贾俊平等编著．4版．

北京：中国人民大学出版社，2009

（21世纪统计学系列教材）

普通高等教育“十一五”国家级规划教材．教育部推荐教材

ISBN 978-7-300-11266-4

Ⅰ．统…

Ⅱ．贾…

Ⅲ．统计学—高等学校—教材

Ⅳ．C8

中国版本图书馆CIP数据核字（2009）第173525号

普通高等教育“十一五”国家级规划教材

教育部推荐教材

国家统计局优秀统计教材

21世纪统计学系列教材

统计学（第四版）

贾俊平　何晓群　金勇进　编著



出版发行　中国人民大学出版社

社　　址　北京中关村大街31号

邮政编码　100080

电　　话　010-62511242（总编室）

010-62511398（质管部）

010-82501766（邮购部）

010-62514148（门市部）

010-62515195（发行公司）

010-62515275（盗版举报）

网　　址　http://www.crup.com.cn

http://www.ttrnet.com（人大教研网）

经　　销　新华书店

印　　刷　北京雅艺彩印有限公司

规　　格　170mm×228mm　16开本

版　　次　2000年9月第1版

2009年11月第4版

印　　张　29.25　插页1

印　　次　2009年11月第1次印刷

字　　数　534000

定　　价　33.00元



版权所有　侵权必究　印装差错　负责调换



总　序

改革开放以来，高等统计教育有了很大的发展。随着课程设置的不断调整，有不少教材出版，同时也翻译引进了一些国外优秀教材。作为培养我国统计专门人才的摇篮，中国人民大学统计学系自1952年创建以来，走过了风风雨雨，一直坚持着理论与应用相结合的办学方向，培养能够理论联系实际、解决实际问题的高层次人才。随着新知识经济和网络时代的到来，我们在教学科研的实践中，深切地感受到，无论是自然科学领域、社会科学领域的研究，还是国家宏观管理和企业生产经营管理，甚至人们的日常生活，信息需求量日益增多，信息处理技术更加复杂，作为信息技术支柱的统计方法，越来越广泛地应用于各个领域。

面对新的形势，我们一直在思索，课程设置、教材选择、教学方式等怎样才能使学生适应社会经济发展的客观需要。在反复酝酿、不断尝试的基础上，我们决定与统计学界的同仁，共同编写、出版一套面向21世纪的统计学系列教材。

这套系列教材聘请了中科院院士、中国科技大学陈希孺教授，上海财经大学数量经济研究院张尧庭教授，中国科学院数学与系统科学研究所冯士雍研究员等作为编委。他们长期任中国人民大学的兼职教授，一直关心、支持着统计学系的学科建设和应用统计的发展。中国人民大学应用统计科学研究中心2000年已成为国家级研究基地，这些专家是首批专职或兼职研究人员。这一开放性研究基地的运作，将有利于提升我国应用统计科学研究的水平，也必将进一步促进高等统计教育的发展。

这套教材是我们奉献给新世纪的，希望它能促进应用统计教育水平的提高。这套教材力求体现以下特点：

第一，在教材选择上，主要面向经济类统计学专业。选材既包括统计教材也包括风险管理与精算方面的教材。尽管名为统计学系列教材，但并不求大、求全，而是力求精选。对于目前已有的内容较为成熟、适合教学需要、公认的较好的教材，并未列入本次出版计划。

第二，每部教材的内容和写作，注意广泛吸收国内外优秀教材的成果。教材力求简明易懂、内容系统和实用，注重对统计方法思想的阐述，并结合大量实际数据和实例说明统计方法的特点及应用条件。

第三，强调与计算机的结合。为着力提高学生运用统计方法分析解决问题的能力，教材所涉及的统计计算，要求运用目前已有的统计软件。根据教材内容，选择使用SAS、SPSS、TSP、STATISTICA、EViews、MINITAB、Excel等。

感谢中国人民大学出版社的同志们，他们怀着发展我国应用统计科学的热情和提高统计教育水平的愿望，经过反复论证，使这套教材得以出版。感谢参与教材编写的同行专家、统计学系的教师。愿大家的辛勤劳动能够结出丰硕的果实。我们期待着与统计学界的同仁，共同创造应用统计辉煌的明天。

易丹辉

于中国人民大学


第四版前言

《统计学》第四版是在第三版的基础上修改而成的。本次修订之前，通过问卷调查方式对部分教师和读者进行了调查，在广泛吸取读者意见的基础上，对第三版中的部分内容及不当之处进行了修改。

第四版在内容体系上与第三版相比没有大的变动，只是在部分章节上做了微调。其中，指数一章进行了重新编写，增加了一些内容，而其他各章均做了不同程度的简化。在计算机应用方面，对于Excel不能解决的计算问题，使用了多数读者比较熟悉的SPSS软件，并给出了具体的操作步骤。

为方便教学和读者学习，专门建立了与本书配套的教学和学习资源库，内容放在中国人民大学出版社人大经管图书在线网站上，详情请登录网址：www.rdjg.com.cn。

第四版仍由贾俊平任主编。各章执笔人是：第1章、第3章、第4章、第7章、第10章、第11章、第12章、第13章由贾俊平编写；第5章、第6章由何晓群编写；第2章、第8章、第9章、第14章由金勇进编写。

感谢为本次修订提出宝贵意见的教师和读者。感谢中国人民大学出版社对本书出版的大力支持。

由于作者水平所限，书中的错误和疏漏之处在所难免。敬请读者提出宝贵意见，以便进一步修订和改进。

贾俊平

于中国人民大学
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第1章　导　论

统计应用

理解统计对每个人都是必要的

统计在许多领域都有应用。在日常生活中，我们也经常会接触到各种统计数据，比如，媒体报道中使用的一些统计数据、图表等。下面就是统计研究得到的一些结论：吸烟对健康是有害的；不结婚的男性会早逝10年；身材高的父亲，其子女的身材也较高；第二个出生的子女没有第一个聪明，第三个出生的子女没有第二个聪明，依此类推；两天服一片阿司匹林会减少心脏病第二次发作的几率；如果每天摄取500毫升维生素C，生命可延长6年；统计调查表明，怕老婆的丈夫得心脏病的几率较大；学生们在听了莫扎特钢琴曲10分钟后的推理测试会比他们听10分钟娱乐磁带或其他曲目做得更好。这些结论是正确的吗？你相信这些结论吗？要正确阅读并理解这些数据，就需要具备一些统计学知识。

理解并掌握一些统计学知识对普通大众是有必要的。每天我们都会关心生活中的一些事情，其中就包含统计知识。比如，在外出旅游时，需要关心一段时间内的详细天气预报；在投资股票时，需要了解股票市场价格的信息，了解某只特定股票的有关财务信息；在观看世界杯足球赛时，了解各支球队的技术统计，等等。

理解和掌握一些统计知识，对政治家或制定政策的人来说更为重要，在他们做决策时，如果不懂统计可能会闹出笑话来。比如，一个统计办公室的主管是一个行政事务官，一次与一些统计学者开会，统计学者抱怨从其他部门收到的一些估计值没有给出标准误差（估计时的误差大小，表示估计的精度），这个主管马上问道：“对误差也有标准吗？”一个统计顾问提交给茶叶委员会的报告中，含有标题为“饮茶人数的估计值（含标准误差）”的附表。不久，一封信被送到这个统计学者手中，问什么是人们喝红茶时的“标准误差”。健康部门的一位官员看到一个统计学者提供的报告，报告中提到去年由于某种疾病，平均1000中死亡人数为3.2人，这位官员对这个数字产生了兴趣。他问他的私人秘书，3.2个人是如何死法？他的秘书说：“先生，当一个统计学家说死了3.2个人时，意味着三个人已经死了，两个人正要死。”

本章将介绍统计学的一些基本问题，包括统计学的含义、统计数据及其分类、统计中常用的一些基本概念等。


1.1　统计及其应用领域

1.1.1　什么是统计学

统计是处理数据的一门科学。人们给统计学下的定义很多，比如，“统计学是收集、分析、表述和解释数据的科学”；“统计是一组方法，用来设计实验、获得数据，然后在这些数据的基础上组织、概括、演示、分析、解释和得出结论”。综合地说，统计学（statistics）是收集、处理、分析、解释数据并从数据中得出结论的科学。

统计学是关于数据的科学，它所提供的是一套有关数据收集、处理、分析、解释并从数据中得出结论的方法，统计研究的是来自各领域的数据。数据收集也就是取得统计数据；数据处理是将数据用图表等形式展示出来；数据分析则是选择适当的统计方法研究数据，并从数据中提取有用信息进而得出结论。

数据分析所用的方法可分为描述统计方法和推断统计方法。描述统计（descriptive statistics）研究的是数据收集、处理、汇总、图表描述、概括与分析等统计方法。推断统计（inferential statistics）是研究如何利用样本数据来推断总体特征的统计方法。比如，要了解一个地区的人口特征，不可能对每个人的特征一一进行测量；对产品的质量进行检验，往往是破坏性的，也不可能对每个产品进行测量。这就需要抽取部分个体即样本进行测量，然后根据获得的样本数据对所研究的总体特征进行推断，这就是推断统计要解决的问题。

1.1.2　统计的应用领域

统计方法是适用于所有学科领域的通用数据分析方法，只要有数据的地方就会用到统计方法。随着人们对定量研究的日益重视，统计方法已被应用到自然科学和社会科学的众多领域，统计学也已发展成为由若干分支学科组成的学科体系。可以说，几乎所有的研究领域都要用到统计方法，比如政府部门、学术研究领域、日常生活中、公司或企业的生产经营管理中都要用到统计。下面将给出统计在工商管理中的一些应用。

1．企业发展战略

发展战略是一个企业的长远发展方向。制定发展战略一方面需要及时了解和把握整个宏观经济的状况及发展变化趋势，了解市场的变化；另一方面，还要对企业进行合理的市场定位，把握企业自身的优势和劣势。所有这些都离不开统计，需要统计提供可靠的数据，利用统计方法对数据进行科学的分析和预测，等等。

2．产品质量管理

质量是企业的生命，是企业持续发展的基础。质量管理中离不开统计的应用。在一些知名的跨国公司，6σ准则已成为一种重要的管理理念。质量控制已成为统计学在生产领域的一项重要应用。各种统计质量控制图被广泛应用于监测生产过程。

3．市场研究

企业要在激烈的市场竞争中取得优势，首先必须了解市场，要了解市场，则需要作广泛的市场调查，取得所需的信息，并对这些信息进行科学的分析，以便作为生产和营销的依据，这些都需要统计的支持。

4．财务分析

上市公司的财务数据是股民投资选择的重要参考依据。一些投资咨询公司主要是根据上市公司提供的财务和统计数据进行分析，为股民提供投资参考。企业自身的投资，也离不开对财务数据的分析，其中要用到大量的统计方法。

5．经济预测

企业要对未来的市场状况进行预测，经济学家也常常对宏观经济或某一方面进行预测。在进行预测时要使用各种统计信息和统计方法。比如，企业要对产品的市场潜力作出预测，以便及时调整生产计划，这就需要利用市场调查取得数据，并对数据进行统计分析。经济学家在预测通货膨胀时，要利用有关生产价格指数、失业率、生产能力利用等统计数据，然后通过统计模型进行预测。

6．人力资源管理

利用统计方法对企业员工的年龄、性别、受教育程度、工资等进行分析，并作为企业制定工资计划、奖惩制度的依据。

当然，统计并不是仅仅为了管理才有用，它是为自然科学、社会科学的多个领域而发展起来的，为多个学科提供了一种通用的数据分析方法。从某种意义上说，统计仅仅是一种数据分析的方法，与数学一样统计是一种工具，它是一种数据分析的工具。表1—1列出了统计的一些应用领域，目的是让我们通过简单浏览形成这样一个概念：统计学非常有用！

表1—1　统计的应用领域

[image: ]

利用统计方法可以简化繁杂的数据，比如，用图表展示数据，建立数据模型。有人认为统计的全部目的就是让人看懂数据，其实这仅仅是统计的一个方面，统计更重要的功能是对数据进行分析，它提供了一套分析数据的方法和工具。不同的人对数据分析的理解也会大不一样，曲解数据分析是一种常见的现象。在有些人的心目中，数据分析就是寻找支持：他们的心目中可能有了某种“结论”性的东西，或者说他们希望看到一种符合他们需要的某种结论，而后去找些统计数据来支持他们的结论。这恰恰歪曲了数据分析的本质：数据分析的真正目的是从数据中找出规律，从数据中寻找启发，而不是寻找支持。真正的数据分析事先是没有结论的，通过对数据的分析才能得出结论。统计不是万能的，它不能解决你所面临的所有问题。统计可以帮助分析数据，并从分析中得出某种结论，但对统计结论的进一步解释，则需要你的专业知识。比如，吸烟会使患肺癌的几率增大，这是一个统计结论，但要解释吸烟为什么能引起肺癌，这就不是统计学家所能做到的，需要有更多的医学知识才行。


1.2　统计数据的类型

统计数据是对现象进行测量的结果。比如，对经济活动总量的测量可以得到国内生产总值（GDP）数据；对股票价格变动水平的测量可以得到股票价格指数的数据；对人口性别的测量可以得到男或女这样的数据。下面从不同角度说明统计数据的分类。

1.2.1　分类数据、顺序数据、数值型数据

按照所采用的计量尺度不同(1)，可以将统计数据分为分类数据、顺序数据和数值型数据。

分类数据（categorical data）是只能归于某一类别的非数字型数据，它是对事物进行分类的结果，数据表现为类别，是用文字来表述的。例如，人口按照性别分为男、女两类；企业按行业属性分为医药企业、家电企业、纺织品企业等，这些均属于分类数据。为便于统计处理，对于分类数据可以用数字代码来表示各个类别，比如，用1表示“男性”，0表示“女性”；用1表示“医药企业”，2表示“家电企业”，3表示“纺织品企业”，等等。

顺序数据（rank data）是只能归于某一有序类别的非数字型数据。顺序数据虽然也是类别，但这些类别是有序的。比如将产品分为一等品、二等品、三等品、次品等；考试成绩可以分为优、良、中、及格、不及格等；一个人的受教育程度可以分为小学、初中、高中、大学及以上；一个人对某一事物的态度可以分为非常同意、同意、保持中立、不同意、非常不同意，等等。同样，对顺序数据也可以用数字代码来表示。比如，1——非常同意，2——同意，3——保持中立，4——不同意，5——非常不同意。

数值型数据（metric data）是按数字尺度测量的观察值，其结果表现为具体的数值。现实中所处理的大多数都是数值型数据。

分类数据和顺序数据说明的是事物的品质特征，通常是用文字来表述的，其结果均表现为类别，因而也可统称为定性数据或品质数据（qualitative data）；数值型数据说明的是现象的数量特征，通常是用数值来表现的，因此也可称为定量数据或数量数据（quantitative data）。

1.2.2　观测数据和实验数据

按照统计数据的收集方法，可以将其分为观测数据和实验数据。观测数据（observational data）是通过调查或观测而收集到的数据，这类数据是在没有对事物人为控制的条件下得到的，有关社会经济现象的统计数据几乎都是观测数据。实验数据（experimental data）则是在实验中控制实验对象而收集到的数据。比如，对一种新药疗效的实验数据，对一种新的农作物品种的实验数据。自然科学领域的大多数数据都为实验数据。

1.2.3　截面数据和时间序列数据

按照被描述的现象与时间的关系，可以将统计数据分为截面数据和时间序列数据。截面数据（cross-sectional data）是在相同或近似相同的时间点上收集的数据，这类数据通常是在不同的空间上获得的，用于描述现象在某一时刻的变化情况。比如，2005年我国各地区的国内生产总值数据就是截面数据。时间序列数据（time series data）是在不同时间上收集到的数据，这类数据是按时间顺序收集到的，用于所描述现象随时间变化的情况。比如2000—2005年我国的国内生产总值数据就是时间序列数据。

图1—1给出了统计数据分类的框图。
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图1—1　统计数据的分类

区分数据的类型是十分重要的，因为对不同类型的数据，需要采用不同的统计方法来处理和分析。比如，对分类数据我们通常计算出各组的频数或频率，计算其众数和异众比率，进行列联表分析和X2检验等；对顺序数据，可以计算其中位数和四分位差，计算等级相关系数等；对数值型数据可以用更多的统计方法进行分析，如计算各种统计量、进行参数估计和检验等。


1.3　统计中的几个基本概念

统计学中的概念很多，其中有几个概念是经常要用到的，有必要单独加以介绍。这些概念包括总体和样本、参数和统计量、变量等。

1.3.1　总体和样本

1．总体

总体（population）是包含所研究的全部个体（数据）的集合，它通常由所研究的一些个体组成，如由多个企业构成的集合，多个居民户构成的集合，多个人构成的集合，等等。组成总体的每一个元素称为个体，在由多个企业构成的总体中，每一个企业就是一个个体；由多个居民户构成的总体中，每一个居民户就是一个个体；由多个人构成的总体中，每一个人就是一个个体。

总体范围的确定有时比较容易。比如，要检验一批灯泡的使用寿命，这一批灯泡构成的集合就是总体，每一个灯泡就是一个个体，总体的范围很清楚。但有些场合总体范围的确定则比较困难，比如，对于新推出的一种饮料，要想知道消费者是否喜欢，首先必须弄清哪些人是消费的对象，也就是要确定构成该饮料的消费者这一总体，但事实上，我们很难确定哪些消费者消费该饮料，总体范围的确定十分复杂。当总体的范围难以确定时，可根据研究的目的来定义总体。

总体根据其所包含的单位数目是否可数可以分为有限总体和无限总体。有限总体是指总体的范围能够明确确定，而且元素的数目是有限可数的。比如，由若干个企业构成的总体就是有限总体，一批待检验的灯泡也是有限总体。无限总体是指总体所包括的元素是无限的，不可数的。例如，在科学实验中，每一个实验数据可以看做一个总体的一个元素，而实验则可以无限地进行下去，因此由实验数据构成的总体就是一个无限总体。

总体分为有限总体和无限总体主要是为了判别在抽样中每次抽取是否独立。对于无限总体，每次抽取一个单位，并不影响下一次的抽样结果，因此每次抽取可以看做是独立的。对于有限总体，抽取一个单位后，总体元素就会减少一个，前一次的抽样结果往往会影响第二次的抽样结果，因此每次抽取是不独立的。这些因素会影响到抽样推断的结果。

最后，再对总体的概念作进一步的说明。如前所述，要检验一批灯泡的寿命，这批灯泡构成的集合就是总体。在统计问题中，我们只是关心每个灯泡的寿命，而不是灯泡本身，所以也可以把这批灯泡的寿命集合作为总体，这个总体是一些实数构成的集合。一般而言，有限总体就是有限个实数的集合。如果不是针对一批特定的灯泡，而是全面地考察某企业生产的灯泡寿命，可能的寿命是多少呢？答案是［0，＋∞）这样一个区间。或者这样看这个问题，随机地从该企业生产的灯泡中拿出一个，问这个灯泡可能的寿命是多少，答案只能是“非负实数”，当然这个“非负实数”在实际检验前是未知的。这时称该企业生产的灯泡寿命总体是取值于［0，＋∞）区间上的一个随机变量，这是一个无限总体。在统计推断中通常是针对无限总体的，因而通常把总体看做随机变量。通常情况下，统计上的总体是一组观测数据，而不是一群人或一些物品的集合。

2．样本

样本（sample）是从总体中抽取的一部分元素的集合，构成样本的元素的数目称为样本量（sample size）。抽样的目的是根据样本提供的信息推断总体的特征。比如，从一批灯泡中随机抽取100个，这100个灯泡就构成了一个样本，然后根据这100个灯泡的平均使用寿命去推断这批灯泡的平均使用寿命。

1.3.2　参数和统计量

1．参数

参数（parameter）是用来描述总体特征的概括性数字度量，它是研究者想要了解的总体的某种特征值。研究者所关心的参数通常有总体平均数、总体标准差、总体比例等。在统计中，总体参数通常用希腊字母表示。比如，总体平均数用μ（mu）表示，总体标准差用σ（sigma）表示，总体比例用π（pi）表示，等等。

由于总体数据通常是不知道的，所以参数是一个未知的常数。比如，我们不知道某一地区所有人口的平均年龄，不知道一个城市所有家庭的收入的差异，不知道一批产品的合格率，等等。正因为如此，所以才进行抽样，根据样本计算出某些值去估计总体参数。

2．统计量

统计量（statistic）是用来描述样本特征的概括性数字度量。它是根据样本数据计算出来的一个量，由于抽样是随机的，因此统计量是样本的函数。研究者所关心的统计量主要有样本平均数、样本标准差、样本比例等。样本统计量通常用英文字母来表示。比如，样本平均数用[image: ]（读作x-bar）表示，样本标准差用s表示，样本比例用p表示，等等。

由于样本是已经抽出来的，所以统计量总是知道的。抽样的目的就是要根据样本统计量去估计总体参数。比如，用样本平均数（[image: ]）去估计总体平均数（μ），用样本标准差（s）去估计总体标准差（σ），用样本比例（p）去估计总体比例（π），等等。

有关总体、样本、参数、统计量的概念可以用图1—2来表示。
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图1—2　总体和样本、参数和统计量

除了样本均值、样本比例、样本方差这类统计量，还有一些是为统计分析的需要而构造出来的统计量，比如用于统计检验的z统计量、t统计量、X2统计量、F统计量，等等，它们的含义将在后面相关的章节中再作介绍。

1.3.3　变量

变量（variable）是说明现象某种特征的概念，其特点是从一次观察到下一次观察结果会呈现出差别或变化。如“商品销售额”、“受教育程度”、“产品的质量等级”等都是变量。变量的具体取值称为变量值。比如商品销售额可以是20万元、30万元、50万元等，这些数字就是变量值。统计数据就是统计变量的某些取值。变量可以分为以下几种类型。

1．分类变量

分类变量（categorical variable）是说明事物类别的一个名称，其取值是分类数据。如“性别”就是一个分类变量，其变量值为“男”或“女”；“行业”也是一个分类变量，其变量值可以为“零售业”、“旅游业”、“汽车制造业”等。

2．顺序变量

顺序变量（rank variable）是说明事物有序类别的一个名称，其取值是顺序数据。如“产品等级”就是一个顺序变量，其变量值可以为“一等品”、“二等品”、“三等品”、“次品”等；“受教育程度”也是一个顺序变量，其变量值可以为“小学”、“初中”、“高中”、“大学”等；一个人对某种事物的看法也是一个顺序变量，其变量值可以为“同意”、“保持中立”、“反对”等。

3．数值型变量

数值型变量（metric variable）是说明事物数字特征的一个名称，其取值是数值型数据。如“产品产量”、“商品销售额”、“零件尺寸”、“年龄”、“时间”等都是数值型变量，这些变量可以取不同的数值。数值型变量根据其取值的不同，又可以分为离散型变量和连续型变量。离散型变量（discrete variable）是只能取可数值的变量，它只能取有限个值，而且其取值都以整位数断开，可以一一列举，如“企业数”、“产品数量”等就是离散型变量。连续型变量（continuous variable）是可以在一个或多个区间中取任何值的变量，它的取值是连续不断的，不能一一列举，如“年龄”、“温度”、“零件尺寸的误差”等都是连续型变量。在对社会和经济问题的研究中，当离散型变量的取值很多时，也可以将离散型变量当做连续型变量来处理。

变量这一概念以后经常要用到，但多数情况下所说的变量主要是指数值型变量，大多数统计方法所处理的也都是数值型变量。当然，也可以从其他角度对变量进行分类，比如随机变量和非随机变量、经验变量（empirical variable）和理论变量（theoretical variable）等。经验变量所描述的是周围环境中可以观察到的事物。理论变量则是由统计学家用数学方法所构造出来的一些变量，比如后面的有些章节中将要用到的z统计量、t统计量、X2统计量、F统计量等都是理论变量。


思考与练习

一、思考题

1.1　什么是统计学？

1.2　解释描述统计和推断统计。

1.3　统计数据可分为哪几种类型？不同类型的数据各有什么特点？

1.4　解释分类数据、顺序数据和数值型数据的含义。

1.5　举例说明总体、样本、参数、统计量、变量这几个概念。

1.6　变量可分为哪几类？

1.7　举例说明离散型变量和连续型变量。

1.8　请举出统计应用的几个例子。

1.9　请举出应用统计的几个领域。



二、练习题

1.1　指出下面变量的类型。

（1）年龄。

（2）性别。

（3）汽车产量。

（4）员工对企业某项改革措施的态度（赞成、中立、反对）。

（5）购买商品时的支付方式（现金、信用卡、支票）。

1.2　某研究部门准备抽取2000个职工家庭推断该城市所有职工家庭的年人均收入。

要求：

（1）描述总体和样本。

（2）指出参数和统计量。

1.3　一家研究机构从IT从业者中随机抽取1000人作为样本进行调查，其中60％回答他们的月收入在5000元以上，50％的人回答他们的消费支付方式是用信用卡。

回答以下问题：

（1）这一研究的总体是什么？

（2）月收入是分类变量、顺序变量还是数值型变量？

（3）消费支付方式是分类变量、顺序变量还是数值型变量？

（4）这一研究涉及截面数据还是时间序列数据？

1.4　一项调查表明，消费者每月在网上购物的平均花费是200元，他们选择在网上购物的主要原因是“价格便宜”。

回答以下问题：

（1）这一研究的总体是什么？

（2）“消费者在网上购物的原因”是分类变量、顺序变量还是数值型变量？

（3）研究者所关心的参数是什么？

（4）“消费者每月在网上购物的平均花费是200元”是参数还是统计量？

（5）研究者所使用的主要是描述统计方法还是推断统计方法？



————————————————————

(1) 数据的测量尺度有四种：（1）分类尺度（nominal scale）。按照事物的某种属性对其进行平行的分类，数据表现为类别。（2）顺序尺度（ordinal scale）。对事物类别顺序的测度，数据表现为有序的类别。（3）间隔尺度（interval scale）。对事物类别或次序之间间距的测度，没有绝对零点，数据表现为数字。（4）比率尺度（ratio scale）。对事物类别或次序之间间距的测度，有绝对零点，数据表现为数字。



第2章　数据的搜集

统计应用

全球性调查报告：中国人均性伴侣数全球排第一(1)

近日，2004年杜蕾斯全球性调查报告向社会发布。引人注目的是报告中显示中国人的平均性伴侣数最多，为19.3人，远远高于全球的平均数10.5人；而中国人平均每年性生活的频率却只有90次，排全球倒数第7位，低于全球平均水平103次。同时，报告还显示中国首次接受性教育的年龄为13.7岁，最接近世界平均水平，然而却只有22％的调查对象认为青少年性教育由家人或监护人完成。为什么性伴侣最多，性频率却不高？首次接受性教育的年龄走低，却不是由家长来完成性教育任务？诸多问题引发了社会大众的广泛争论。

问题的关键在于，上述数据是怎么得到的？

人们购买住房是喜欢大户型还是喜欢小户型？对父母的孝敬程度与子女的性别有关系吗？国民在购买保险的时候，是选择国内的保险公司，还是选择国外的保险公司？这些都是我们感兴趣却又不知道答案的问题。为了回答这些问题，需要搜集相关的数据进行分析。这就是说，当研究的问题确定之后，我们就要考虑为进行研究所需要的数据，这里包括：我们从哪里获得数据？哪里有我们所需要的数据？如果需要调查，有那么多的潜在被调查者，我们应当向谁进行调查？选中被调查者以后，我们怎样实施调查？有些研究问题可能需要通过实验的方法获得数据，那么怎样使用实验方法获得数据呢？我们所得到的这些数据都很准确吗？如果不准确，误差是怎么产生的？应当怎样控制误差以便获得较高质量的数据？这些工作都是一项统计研究活动所不可缺少的环节。本章将对上述有关问题加以讨论。


2.1　数据的来源

所有统计数据追踪其初始来源，都是来自调查或实验。但是，从使用者的角度看，统计数据主要来自两条渠道：一个是数据的间接来源，即数据是由别人通过调查或实验的方式搜集的，使用者只是找到它们并加以使用，对此我们称为数据的间接来源。另一个是通过自己的调查或实验活动，直接获得第一手数据，对此我们称为数据的直接来源。本节将对获取数据的这两条渠道分别加以介绍。

2.1.1　数据的间接来源

如果与研究内容有关的原信息已经存在，我们只是对这些原信息重新加工、整理，使之成为我们进行统计分析可以使用的数据，则把它们称为间接来源的数据。从搜集的范围看，这些数据可以取自系统外部，也可以取自系统内部。数据取自系统外部的主要渠道有：统计部门和各级政府部门公布的有关资料，如定期发布的统计公报，定期出版的各类统计年鉴；各类经济信息中心、信息咨询机构、专业调查机构、各行业协会和联合会提供的市场信息和行业发展的数据情报；各类专业期刊、报纸、书籍所提供的文献资料；各种会议，如博览会、展销会、交易会及专业性、学术性研讨会上交流的有关资料；从互联网或图书馆查阅到的相关资料，等等。取自系统内部的资料，如果就经济活动而言，则主要包括业务资料，如与业务经营活动有关的各种单据、记录；经营活动过程中的各种统计报表；各种财务、会计核算和分析资料等。

相对而言，这种二手资料的搜集比较容易，采集数据的成本低，并且能很快得到。二手资料的作用也非常广泛，除了分析所要研究的问题，这些资料还可以提供研究问题的背景，帮助研究者更好地定义问题，检验和回答某些疑问和假设，寻找研究问题的思路和途径。因此，搜集二手资料是研究者首先考虑并采用的。分析也应该首先从对二手资料的分析开始。

但是，二手资料也有很大的局限性，研究者在使用二手资料时要保持谨慎的态度。因为二手资料并不是为你特定的研究问题而产生的，所以在回答你所研究的问题方面可能是有欠缺的，如资料的相关性不够，口径可能不一致，数据也许不准确，也许过时了，等等。因此，在使用二手资料前，对二手资料进行评估是必要的。

对二手资料进行评估可以考虑如下一些内容：

（1）资料是谁搜集的？这主要是考察数据搜集者的实力和社会信誉度。例如，对于全国性的宏观数据，与某个专业性的调查机构相比，政府有关部门公布的数据可信度更高。

（2）为什么目的而搜集？为了某个集团的利益而搜集的数据是值得怀疑的。

（3）数据是怎样搜集的？搜集数据可以有多种方法，不同方法所采集到的数据，其解释力和说服力都是不同的。如果不了解搜集数据所用的方法，很难对数据的质量做出客观的评价。数据的质量来源于数据的产生过程。

（4）什么时候搜集的？过时的数据，其说服力自然受到质疑。

使用二手数据，要注意数据的定义、含义、计算口径和计算方法，避免错用、误用、滥用。在引用二手数据时，应注明数据的来源，以尊重他人的劳动成果。

2.1.2　数据的直接来源

虽然二手数据具有搜集方便、数据采集快、采集成本低等优点，但对一个特定的研究问题而言，二手资料的主要弱点是相关性不够，所以仅仅靠二手资料还不能回答研究所提出的问题，这时就要通过调查的方法和实验的方法直接获得一手资料。我们把通过调查方法获得的数据称为调查数据，把通过实验方法得到的数据称为实验数据。

调查通常是对社会现象而言的。例如，经济学家通过搜集经济现象的数据来分析经济形势、某种经济现象的发展趋势、经济现象之间的相互联系和影响。社会学家通过搜集有关人的数据以了解人类行为。管理学家通过搜集生产、经营活动的有关数据分析生产过程的协调性和效率。调查数据通常取自有限总体，即总体所包含的个体单位是有限的。如果调查针对总体中的所有个体单位进行，就把这种调查称为普查。普查数据具有信息全面、完整的特点，对普查数据的全面分析和深入挖掘是统计分析的重要内容。但是，当总体较大时，进行普查将是一项很大的工程，由于普查涉及的范围广，接受调查的单位多，所以耗时、费力，调查的成本也非常高，因此普查是不可能经常进行的。事实上，统计学家所面临的经常是样本的数据，如何从总体中抽取出一个有效的样本，就成为统计学家需要考虑的一个问题。对于调查数据将在2.2中专门讨论。

实验大多是对自然现象而言的。例如，化学家通过实验了解不同元素结合后产生的变化，农学家通过实验了解水分、温度对农作物产量的影响，医学家通过实验验证新药的疗效。但实验作为搜集数据的一种科学的方法也被广泛运用到社会科学中。心理学、教育学的研究中大量地使用实验的方法获取所需要的数据，社会学、经济学、管理学中也有许多使用实验方法获得研究数据的案例。关于实验数据，我们将在2.3中专门讨论。


2.2　调查数据

2.2.1　概率抽样和非概率抽样

在数据采集阶段，统计学家面临的一个关键问题是如何抽选出一个好的样本。好的样本都是相对而言的，相对包括两方面的含义：一个含义是针对研究的问题而言的。不同的研究问题，对样本的要求会有所差别，对某一个研究问题，这可能是一个不错的样本，对另一个研究问题，这个样本可能就是糟糕的。例如，如果研究顾客的满意度，样本选取应当来自该产品的用户，而如果了解消费者对该产品的购买意愿，样本就应当取自所有潜在的购买者。所以，进行什么样的抽样设计首先取决于研究目的。另一个含义是针对调查费用与估计精度的关系而言的。进行数据搜集总要投入一定的调查费用，调查中也希望获得更多的高质量的数据。但两者往往是有矛盾的，一个好的样本应符合最好的性能价格比，即在相同调查费用的条件下，获得数据的估计精度最高，或在相同估计精度的条件下，调查成本最低。在研究中，我们对估计结果的精度要求是可以有差别的，有些问题很重要，我们希望估计的精度高一些，有些数据相比而言不太重要，放松估计精度而节省大量调查费用也是一个不错的选择，正如对航天器中精密仪器主轴加工精度的要求和制作一根香肠时所要求的精度不能相提并论一样，对投资股票收益率的估计和对电视节目收视率的估计精度的要求也可以有所不同，因为它们意味着不同的后果。

使用抽样的方式采集数据的具体方式有许多种，可以将这些不同的方式分为两类：概率抽样和非概率抽样。

1．概率抽样

概率抽样（probability sampling）也称随机抽样，是指遵循随机原则进行的抽样，总体中每个单位都有一定的机会被选入样本。它具有下面几个特点：

首先，抽样时是按一定的概率以随机原则抽取样本。所谓随机原则就是在抽取样本时排除主观上有意识地抽取调查单位，使每个单位都有一定的机会被抽中。需要注意的是，随机不等于随便，随机有严格的科学含义，可以用概率来描述，而随便则带有人为的主观的因素。例如，要在一栋楼内抽取10位居民作为样本，若采用随机原则，就需要事先将居住在该楼的居民按某种顺序编上号，通过一定的随机化程序，如使用随机数表，抽取出样本，这样可以保证居住在该楼的每位居民都有一定的机会被选中。而如果调查人员站在楼前，将最先走出楼外的10位居民选入样本，这就是随便而不是随机，这种方法不能使居住在该楼内的所有居民都有一定的机会被选中，已经在楼外的人不可能被选中，在调查时段不外出的人也没有机会被选中。随机与随便的本质区别就在于，是否按照给定的入样概率，通过一定的随机化程序抽取样本单元。

其次，每个单位被抽中的概率是已知的，或是可以计算出来的。

最后，当用样本对总体目标量进行估计时，要考虑到每个样本单位被抽中的概率。这就是说，估计量不仅与样本单位的观测值有关，也与其入样概率有关。

需要提及的是，概率抽样与等概率抽样是两个不同的概念。当我们谈到概率抽样时，是指总体中的每个单位都有一定的非零概率被抽中，单位之间被抽中的概率可以相等，也可以不等。若是前者，称为等概率抽样；若是后者，称为不等概率抽样。

调查的实践中经常采用的概率抽样方式有以下几种：

（1）简单随机抽样。

进行概率抽样需要抽样框，抽样框（sampling frame）通常包括所有总体单位的信息，如企业名录（抽选企业）、学生名册（抽选学生）或住户门牌号码（抽选住户）等。抽样框的作用不仅在于提供备选单位的名单以供抽选，它还是计算各个单位入样概率的依据。简单随机抽样（simple random sampling）就是从包括总体N个单位的抽样框中随机地、一个一个地抽取n个单位作为样本，每个单位的入样概率是相等的。抽样的随机性是通过抽样的随机化程序体现的，实施随机化程序可以使用随机数字表，也可以使用能产生符合要求的随机数序列的计算机程序。

本书最后的附录部分，有一份截取的随机数字表。随机数字表是由数字0，1，…，9组成的表，每个数字都有同样的机会被抽中。用随机数字表抽取简单随机样本时，可用下面两种方法。

方法一：根据总体单位个数N的位数决定在随机数字表中随机抽取几列，如N＝678，要抽取n＝5的样本，这时N为3位数，则在随机数字表中随机抽取3列，顺序往下，选出头5个001～678之间互不相同的数，如果这3列随机数字不够，可另选其他3列继续，直到抽满n个单元为止。

方法二：有时方法一的执行效率可能不高，通常是首位数比较小的时候。假设N＝327，首位数是3，比较小。如果按方法一，在随机数字表中001～327的范围内抽选，有许多数就会大于327，例如在随机数字表中抽到486，在001～327范围之外，只好遗弃，比较可惜。这时可采用余数入样的方法，即486÷327，商为1，余数为159，则第159个单位被抽中。如果在随机数字表中抽到999，则999÷327，商为3，余数为18，则第18个单位被抽中，依此类推。

在使用随机数字表时，为克服可能的个人习惯，增加随机性，使用随机数字表的页号及起始点应该由随机数产生，如随意翻开一页，闭上眼睛，将火柴随意扔到页面上，将火柴头所指的数字作为页号，同样的方法产生起始行号和起始列号。

简单随机抽样是一种最基本的抽样方法，是其他抽样方法的基础。这种方法的突出特点是简单、直观，在抽样框完整时，可以直接从中抽取样本，由于抽选的概率相同，用样本统计量对目标量进行估计及计算估计量误差都比较方便。但简单随机抽样在实际应用中也有一些局限性：首先，它要求包含所有总体单位的名单作为抽样框，当N很大时，构造这样的抽样框并不容易；其次，根据这种方法抽出的单位很分散，给实施调查增加了困难；最后，这种方法没有利用其他辅助信息以提高估计的效率。所以，在规模较大的调查中，很少直接采用简单随机抽样，一般是把这种方法和其他抽样方法结合起来使用。

（2）分层抽样。

分层抽样（stratified sampling）是将抽样单位按某种特征或某种规则划分为不同的层，然后从不同的层中独立、随机地抽取样本。将各层的样本结合起来，对总体的目标量进行估计。分层抽样有许多优点，例如，这种抽样方法保证了样本中包含有各种特征的抽样单位，样本的结构与总体的结构比较相近，从而可以有效地提高估计的精度；分层抽样在一定条件下为组织实施调查提供了方便（当层的划分是按行业或行政区划进行时）；分层抽样既可以对总体参数进行估计，也可以对各层的目标量进行估计，等等。这些优点使分层抽样在实践中得到了广泛的应用。

（3）整群抽样。

将总体中若干个单位合并为组，这样的组称为群。抽样时直接抽取群，然后对中选群中的所有单位全部实施调查，这样的抽样方法称为整群抽样（cluster sampling）。

与简单随机抽样相比，整群抽样的特点在于：抽取样本时只需要群的抽样框，而不必要求具有所有单位的抽样框，这就大大简化了编制抽样框的工作量。其次，由于群通常是由那些地理位置邻近的或隶属于同一系统的单位所构成，因此调查的地点相对集中，从而节省了调查费用，方便了调查的实施。整群抽样的主要弱点是估计的精度较差，因为同一群内的单位或多或少地有些相似，在样本量相同的条件下，整群抽样的抽样误差通常比较大。一般说来要得到与简单随机抽样相同的精度，采用整群抽样需要增加基本调查单位。

（4）系统抽样。

将总体中的所有单位（抽样单位）按一定顺序排列，在规定的范围内随机地抽取一个单位作为初始单位，然后按事先规定好的规则确定其他样本单位，这种抽样方法被称为系统抽样（systematic sampling）。典型的系统抽样是先从数字1～k之间随机抽取一个数字r作为初始单位，以后依次取r＋k，r＋2k，…。所以可以把系统抽样看成是将总体内的单位按顺序分成k群，用相同的概率抽取出一群的方法。

系统抽样的主要优点是操作简便，如果有辅助信息，对总体内的单位进行有组织的排列，可以有效地提高估计的精度。系统抽样的缺点是对估计量方差的估计比较困难。系统抽样方法在调查实践中有广泛的应用。

（5）多阶段抽样。

采用类似整群抽样的方法，首先抽取群，但并不是调查群内的所有单位，而是再进一步抽样，从选中的群中抽取出若干个单位进行调查。因为取得这些接受调查的单位需要两个步骤，所以将这种抽样方式称为二阶段抽样。这里，群是初级抽样单位，第二阶段抽取的是最终抽样单位。将这种方法推广，使抽样的段数增多，就称为多阶段抽样（multi-stage sampling）。例如第一阶段抽取初级单位，第二阶段抽取二级单位，第三阶段抽取接受调查的最终单位就是三阶段抽样，同样的方法还可以定义四阶段抽样。不过，即便是大规模的抽样调查，抽取样本的阶段也应当尽可能地减少。因为每增加一个抽样阶段，就会增添一份估计误差，用样本对总体进行估计也更加复杂。

多阶段抽样具有整群抽样的优点，它保证了样本相对集中，从而节约了调查费用；不需要包含所有低阶段抽样单位的抽样框；同时由于实行了再抽样，使调查单位在更广的范围内展开。在较大规模的抽样调查中，多阶段抽样是经常采用的方法。

以上介绍了几种常见的概率抽样方式。概率抽样最主要的优点是，可以依据调查结果，计算估计量误差，从而得到对总体目标量进行推断的可靠程度。从另一个方面讲，也可以按照要求的精确度，计算必要的样本单位数目。所有这些都为统计估计结果的评估提供了有力的依据，所以，统计分析的样本主要是概率样本，即样本是采用概率抽样方式得到的。

2．非概率抽样

非概率抽样（non-probability sampling）是相对于概率抽样而言的，指抽取样本时不是依据随机原则，而是根据研究目的对数据的要求，采用某种方式从总体中抽出部分单位对其实施调查。非概率抽样的方式有许多种，可以归为以下几种类型。

（1）方便抽样。

调查过程中由调查员依据方便的原则，自行确定入抽样本的单位。例如，调查员在街头、公园、商店等公共场所进行拦截式的调查；厂家在出售产品的柜台前对路过的顾客进行的调查，等等。方便抽样的最大特点是容易实施，调查的成本低，但这种抽样方式也有明显的弱点。例如，样本单位的确定带有随意性，因此，方便样本无法代表有明确定义的总体，将方便样本的调查结果推广到总体是没有任何意义的。因此，如果研究的目的是对总体有关的参数进行推断，使用方便样本是不合适的。但在科学研究中，使用方便样本可以产生一些想法以及对研究内容的初步认识，或建立假设。

（2）判断抽样。

判断抽样是另一种比较方便的抽样方式，是指研究人员根据经验、判断和对研究对象的了解，有目的地选择一些单位作为样本，实施时根据不同的目的有重点抽样、典型抽样、代表抽样等方式。重点抽样是从调查对象的全部单位中选择少数重点单位，对其实施调查。这些重点单位的数量虽然不多，但在总体中占有重要地位。例如，要了解全国钢铁企业的生产状况，可以选择产量较大的几个钢铁企业，如宝钢、鞍钢、首钢等，对这些重点单位进行调查，就可以了解钢铁产量的大致情况及产量变化的基本走势。典型抽样是从总体中选择若干个典型的单位进行深入的调研，目的是通过典型单位来描述或揭示所研究问题的本质和规律，因此，选择的典型单位应该具有研究问题的本质或特征。例如，研究青少年犯罪问题，可以选择一些典型的犯人，对其做深入细致的调查，掌握大量一手资料，进而分析青少年犯罪的一般规律。代表抽样是通过分析，选择具有代表性的单位作为样本，在某种程度上，也具有典型抽样的含义。例如，某奶粉生产企业欲了解消费者对奶粉成分的需求，可以调查一些年轻的母亲，因为她们购买奶粉的数量较大，并对奶粉的成分有更高的要求，通过她们，可以了解消费者购买奶粉时的选择意向。判断抽样是主观的，样本选择的好坏取决于调研者的判断、经验、专业程度和创造性。这种方式的抽样成本比较低，也容易操作，但由于样本是人为确定的，没有依据随机的原则，因而调查结果不能用于对总体有关参数进行估计。

（3）自愿样本。

自愿样本指被调查者自愿参加，成为样本中的一分子，向调查人员提供有关信息。例如，参与报刊上和互联网上刊登的调查问卷活动，向某类节目拨打热线电话等，都属于自愿样本。自愿样本与抽样的随机性无关，样本的组成往往集中于某类特定的人群，尤其集中于对该调查活动感兴趣的人群，因此，这种样本是有偏的。我们不能依据样本的信息对总体的状况进行估计，但自愿样本仍可以给研究人员提供许多有价值的信息，它可以反映某类群体的一般看法。

（4）滚雪球抽样。

滚雪球抽样往往用于对稀少群体的调查。在滚雪球抽样中，首先选择一组调查单位，对其实施调查之后，再请他们提供另外一些属于研究总体的调查对象，调查人员根据所提供的线索，进行此后的调查。这个过程持续下去，就会形成滚雪球效应。例如，欲对冬泳爱好者进行某项调查，调查人员首先找到若干名冬泳爱好者，然后通过他们找到更多的冬泳爱好者。滚雪球抽样也属于非概率抽样，因为与随机抽取的被调查者相比，被推荐的被调查者在许多方面与推荐他们的那些人更为相似。滚雪球抽样的主要优点是容易找到那些属于特定群体的被调查者，调查的成本也比较低。它适合对特定群体进行研究的资料搜集。

（5）配额抽样。

配额抽样类似于概率抽样中的分层抽样，在市场调查中有广泛的应用。它是首先将总体中的所有单位按一定的标志（变量）分为若干类，然后在每个类中采用方便抽样或判断抽样的方式选取样本单位。这种抽样方式操作比较简单，而且可以保证总体中不同类别的单位都能包括在所抽的样本之中，使得样本的结构和总体的结构类似。但因为在抽取具体样本单位时，并不是依据随机原则，所以它属于非概率抽样。

在配额抽样中，可以按单一变量控制，也可以按交叉变量控制。表2—1是单一变量控制的例子。在一个城市中采用配额抽样抽出一个n＝500的样本。控制变量有年龄和性别，配额是按单个变量分别分配的，如各个年龄段上的配额和性别的配额。这种配额抽样操作比较简便，但有可能出现偏斜，如年龄低的均为女性，年龄高的均为男性。表2—2是交叉变量控制的例子。

表2—1　单一变量控制配额分配表
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表2—2　交叉变量控制配额分配表
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交叉变量配额控制可以保证样本的分布更为均匀，但现场调查中为了保证配额的实现，尤其是在调查接近结束时，所选的样本单位要同时满足特定的配额，操作的难度可能要大一些。

3．概率抽样与非概率抽样的比较

概率抽样与非概率抽样是性质不同的两种抽样类型，在调查中采用何种抽样类型，取决于多种因素，包括研究问题的性质、使用数据要说明的问题、调查对象的特征、调查费用、时间等因素。

由于非概率抽样不是依据随机原则抽选样本，样本统计量的分布是不确切的，因而无法使用样本的结果对总体相应的参数进行推断。如果调查的目标是用样本的调查结果对总体相应的参数进行估计，并计算估计的误差，得到总体参数的置信区间，这时就不适合采用非概率抽样。非概率样本的特点是操作简便、时效快、成本低，而且对于抽样中的统计学专业技术要求不是很高。非概率抽样适合探索性的研究，调查的结果用于发现问题，为更深入的数量分析提供准备。非概率抽样也适合市场调查中的概念测试，如产品包装测试、广告测试等。

概率抽样是依据随机原则抽选样本，这时样本统计量的理论分布是存在的，因此可以根据调查的结果对总体的有关参数进行估计，计算估计误差，得到总体参数的置信区间，并且在进行抽样设计时，对估计的精度提出要求，计算为满足特定精度要求所需要的样本量。所以，如果调查的目的在于掌握研究对象总体的数量特征，得到总体参数的置信区间，就应当使用概率抽样的方法。当然，概率抽样的技术含量更高，无论是抽选样本还是对调查数据进行分析，都要求有较高的统计学专业知识，调查的成本也比非概率抽样的调查成本高。

有时在一项研究项目中，也可以把概率抽样和非概率抽样相结合，发挥各自的特点，满足研究中的不同需求。

鉴于概率抽样对统计学专业知识的需求，在本书后面对统计方法的讨论中，若没有特殊说明，均假定数据取自概率样本。

同样需要说明，由于概率抽样又有抽取样本的不同方式（参见前面对概率抽样的讨论），而本书并不是论述抽样技术的专门书籍，所以在本书后面的讨论中均假定样本是采用简单随机抽样的方式抽选出的，这样有助于我们集中把握推断统计的基本原理。对其他抽样方式感兴趣的读者，请参阅抽样技术专门的书籍。

2.2.2　搜集数据的基本方法

样本单位确定之后，对这些单位实施调查，即从样本单位那里得到所需要的数据，可以采用不同的方法。搜集数据的基本方法有以下几种。

1．自填式

自填式指在没有调查员协助的情况下由被调查者自己填写，完成调查问卷。把问卷递送给被调查者的方法有很多，如调查员分发，通过邮寄方式，通过网络方式，或把问卷刊登在媒体上，等等。由于被调查者在填答问卷时调查员一般不在现场，对于问卷中的疑问无人解答，所以这种方法要求调查问卷结构严谨，有清楚的说明，让被调查者一看就知道如何完成问卷。与其他调查方式相比，自填式问卷应有制作详细、形象友好的说明，必要时可在问卷上提供调查人员的联系电话，以便被调查者遇到疑问时与调查员联络。

自填式方法通常要求被调查者具有一定的文化素养，可以读懂问卷，能正确理解调查问卷中的问题并进行回答。与其他搜集数据的方式相比，调查组织者对自填式方法的管理相对容易，只要把问卷正确地送达被调查者手中即可。自填式的调查成本也是最低的，增大样本量对调查费用的影响很小，所以可以进行大范围的调查。这种方式也有利于被调查者，他们可以选择方便的时间填答问卷，可以参考有关记录而不必依靠记忆进行回答。由于填写问卷时调查员不在场，因而自填式方法也可以在一定程度上减小被调查者回答敏感性问题的压力。

自填式方法的弱点也是明显的。首先，问卷的回收率比较低，因为被调查者往往不够重视，在完成问卷方面没有压力，所以把问卷放弃不答。同时，由于不重视，被调查者也容易把问卷丢失和遗忘。所以采用自填式方法时，通常需要做很多跟踪回访工作以取得较高的回收率。其次，自填式方法不适合结构复杂的问卷，因为许多被调查者不会去认真阅读填写问卷的指南，如果问卷中出现跳答、转答这样的问题，被调查者往往出现回答错误，而如果问卷中不使用跳答、转答这样的技术手段，研究人员可能就无法搜集到最合适的所需信息。因此，自填式方法对调查的内容会有所局限。此外，自填式方法的调查周期通常都比较长，调查人员也需要对问卷的递送和回收方法进行仔细的研究和选择。最后，对于在数据搜集过程中出现的问题，一般难以及时采取调改措施。

2．面访式

面访式是指现场调查中调查员与被调查者面对面，调查员提问、被调查者回答这种调查方式。面访式的主要优点是，由于是面对面的交流，调查人员可以激励被调查者的参与意识，对不愿意参与的被访者进行说服工作，由此提高调查的回答率。调查员可以在现场解释问卷，回答被调查者的问题，同时，对被调查者的回答进行鉴别和澄清，提高调查数据的质量，并且可以对识字率低的群体实施调查。由于调查问卷是由经过培训的调查员所控制的，所以在问卷设计中可以采用更多的技术手段，使得调查问题的组合更为科学、合理。而且，在面访调查中，还可以借助其他调查工具（图片、照片、卡片、实物等）丰富调查内容。面访式的数据搜集方法还有一个优点，即它能对数据搜集所花费的时间进行调节，如果数据搜集进展太慢，需要加快速度，就可以雇用更多的调查员，而这在使用自填式方法时是不可能的。

面访式方法的弱点主要有：首先，调查的成本比较高，因为要有调查员的培训费用、调查员的工资、面访调查中送给被调查者的小礼品和调查员的交通费用等，而且调查费用与样本量关系十分密切，所以，在大样本调查中，研究人员面临着调查成本的巨大压力。其次，面访这种搜集数据的方式对调查过程的质量控制有一定难度，调查的数据质量与调查员的工作态度、责任心有直接关系，当大量调查员参与调查时，如何保证高质量的现场操作就是一个很重要的问题。此外，对于敏感性问题，除非对调查员进行角色筛选，对调查员的访谈技巧进行专门的技术培训，否则，在面对面条件下，被调查者通常不会像自填式方法下那样放松，也不愿意回答。

3．电话式

电话式是指调查人员通过打电话的方式向被调查者实施调查。电话调查的最大特点是速度快，能够在很短的时间内完成调查。电话调查特别适合样本单位十分分散的情况，由于不需要支付调查员的交通费，数据搜集的成本大大下降。电话调查对调查员也是安全的，他们不必在晚上走访偏僻的居民区，而在面访调查中，这些都是不可避免的。在电话调查中，对访问过程的控制也比较容易，因为调查员的工作地点都在一起，调查中遇到的问题可以得到及时处理和解决，调查督导对访问实施监听也很容易。目前，这方面的技术正在向计算机辅助电话调查（computer assisted telephone interview, CATI）方向发展。CATI系统把计算机与电话访问连接起来，调查的问卷输入计算机，调查员在计算机屏幕前操作，随机样本的抽选由计算机完成，由计算机进行自动拨号，调查员将调查结果（用鼠标点击选项）输入计算机，设计的程序可以对录入的结果进行逻辑审核，从而保证了数据的合理性。可以在调查过程中随时得到即时的调查结果统计，从而发现样本结构、样本分布等有关问题，并及时采取相应措施，使得样本的组成更为合理。对于无人接听，或对方因为忙，目前无法接受调查等特殊情况，CATI系统可以自动记载下来，并在适当的时候向调查人员做出提示，对这些样本单位进行重新调查。目前在发达国家，使用CATI系统已经成为数据搜集的最主要方法。我国电话拥有率增长很快，使用电话调查的方式搜集数据有广阔的发展空间。

电话调查也有一定的局限性。因为电话调查的工具是电话，如果被调查者没有电话，调查将无法实施。所以在电话拥有率不高的地区，电话调查这种方式就受到限制。另外，使用电话进行访问的时间不能太长，人们不愿意通过电话进行冗长的交谈，被访者对这项调查的内容并不感兴趣时就更是如此。同时，电话调查所使用的问卷要简单，如果问卷答案的选项过长、过多，被调查者听了后面，忘了前面，不仅造成调查进度的延缓，被调查者还很容易挂断电话。最后，与面访式相比，电话调查由于不是面对面的交流，在被访者不愿意接受调查时，要说服他们就更为困难。

此外，搜集数据的方法还有观察式，即调查人员通过直接观测的方法获取信息，如利用安置在超市中的录像设备观察顾客挑选商品时的表情；在十字路口通过计数的方法估算车流量等。

4．数据搜集方法的选择

搜集数据的不同方法各有特点，在考虑选择数据搜集方法时，有些问题是需要考虑的。

（1）抽样框中的有关信息。

抽样框中的有关信息是影响方法选择的一个因素。如果抽样框中没有通信地址，就不能将自填式问卷寄给被调查者；如果没有计算机随机数字拨号系统，又没有电话号码的抽样框，电话调查的概率样本就难以产生，这时，电话访问方式就无法使用。

（2）目标总体的特征。

目标总体的特征也影响数据搜集方法。目标总体的特征表现在多个方面。例如，如果总体的识字率很低，对问卷的理解有困难，就不宜使用自填式方法。样本的地理分布也很重要，如果样本单位分布很广，地域跨度大，进行面访调查的交通费用就会很高，而且调查过程的管理和质量监控也不容易。

（3）调查问题的内容。

调查问题的内容也会影响数据搜集。对于比较复杂的问题，面访调查比较适合，因为调查员可以在现场对模糊的问题进行解释和澄清，并判断被访者对问题是否真正理解，调查问卷的设计也可以采用更多技术，如跳答、转答等，使搜集的数据满足研究的需求。而如果调查的问题涉及一些敏感性问题，那么设置匿名的数据搜集方法，如自填式或电话调查可能更合适。

（4）有形辅助物的使用。

有形辅助物的使用对调查常常是有帮助或是必要的，例如在调查期间显示产品、产品的样本、广告或促销演示等，在一些市场调查中，有时还需要被调查者试用产品，然后接受调查。在这些情况下，面访式是最合适的方法。通过邮寄问卷的自填式也可以有一些效果，因为可以随问卷同时邮寄有关调查内容的图片。但电话调查对有形辅助物的使用就受到限制。

（5）实施调查的资源。

实施调查的资源会对搜集数据方法产生重大影响。这些资源包括经费预算、人员、调查设备和调查所需时间。面访调查的费用是最高的，需要支付调查员的劳务费、调查交通费、被访者的礼品费等，还要找到能够满足调查需要的一定数量的调查员。如果使用计算机辅助电话调查，就需要有计算机设备和CATI操作系统。

（6）管理与控制。

有些数据搜集方法比另一些方法更容易管理。例如，在电话调查中，调查员通常集中在调查中心一起工作，因此，管理和控制相对简单。而面访调查中调查员是分散、独立地进行工作，对他们的管理与控制就有一定困难。

（7）质量要求。

质量要求也是确定数据搜集方法的一个重要因素。如果调查员是经过考核选拔出来的，有较好的素质和责任心，并经过专门的培训，这时面访调查就能够有效地减小被访者的回答误差。例如，对于调查中所使用的概念，调查员能够给出清晰无误的解释；有经验的调查员还可以对被访者回答的真实性做出判断，并使用调查询问中的相关技术进行澄清，以保证高质量的数据。回答率也是影响数据质量的一个重要方面。由于面访具有面对面交流的有利条件，所以一般而言，面访式的回答率最高，而自填式的回答率最低。但面访式的调查成本也是最高的，而自填式的调查成本最低。

三种搜集数据方法的特点如表2—3所示。

表2—3　搜集数据不同方法的特点
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由此可知，没有哪一种方法在所有方面都是最好的，因此，在数据搜集使用方法的选择中要根据调查所需要信息的性质、调查对象的特点、对数据质量和回答率的要求，以及预算费用和时间要求等多方面因素综合而定。也许没有一种方法是适用的，这时就要考虑研究人员对数据需求的最主要方面。需要说明的是，各种方法并不是相互排斥的；相反，在许多方面恰恰是相互补充的，因此，在一项调研活动中将各种方法结合起来使用也许是不错的选择。例如，对被选中的调查单位首先采用邮寄问卷，让受访者自填的方式，对没有返回问卷的受访者，再进行电话追访或面访。


2.3　实验数据

搜集数据的另一类方法是通过实验，在实验中控制一个或多个变量，在有控制的条件下得到观测结果。所以，实验数据（experiment data）是指在实验中控制实验对象而搜集到的变量的数据。例如，对在一起饲养的一群牲畜，分别喂给不同的饲料，以检验不同饲料对牲畜增重的影响。实验是检验变量间因果关系的一种方法。在实验中，研究人员要控制某一情形的所有相关方面，操纵少数感兴趣的变量，然后观察实验的结果。

2.3.1　实验组和对照组

实验不仅是搜集数据的一种方式，而且是一种研究方法。实验法的基本逻辑是：有意识地改变某个变量的情况（不妨设为A项），然后看另一个变量变化的情况（不妨设为B项）。如果B项随着A项的变化而变化，就说明A项对B项有影响。为此，需要将研究对象分为两组，一个为实验组，一个为对照组。实验组（experiment group）是指随机抽选的实验对象的子集。在这个子集中，每个单位接受某种特别的处理。而在对照组（control group）中，每个单位不接受实验组成员所接受的某种特别的处理。

早在17世纪初，英国海军就试图运用实验法找到坏血病的起因。当时，在海上长期航行的水手们面临坏血病的威胁，皮肤上有青灰斑点，牙龈大量出血，英国海军部怀疑这是由于缺乏柑橘类水果所导致的。当这个想法被提出时，恰好有四艘海军军舰正要离开英国本土做长期航行，为调查是否是因为缺乏柑橘类水果而导致这种疾病，海军部安排其中一艘军舰上的水手每天喝柑橘汁，而其他三艘军舰上的水手则没有柑橘汁供应。航行还未结束，没有喝柑橘汁的水手们开始成批地生病，以至于不得不把每天喝柑橘汁的水手分配到这三艘军舰上以帮助这些军舰进港。

在这项实验中，喝柑橘汁的水手们构成了实验组，没有喝柑橘汁的水手们构成了对照组，需要对照组的原因是，若没有对照组，就无法判定A项是否对B项产生影响。设想，如果四艘军舰上的水手们都喝柑橘汁，那么，没有得坏血病的原因是什么就无法验证。一个好的实验设计都有一个实验组和一个或多个对照组。

但是，英国海军的实验还是有欠缺的，主要表现在两点；首先，实验组和对照组所处的外部环境应该相同，在这个原则下，每艘船上都应该有喝柑橘汁和不喝柑橘汁的实验者，这样就排除了船的因素的影响。其次，实验者在哪个组应该随机产生，否则，喜欢喝柑橘汁的人跑到了实验组，而喜欢喝酒的人在对照组，在研究开始之前两组的人员身体状况就存在差异，这样就无法说明问题。如果实验对象是随机安排的，那么健康和不健康的水手在每一组中的数目差不多，身体状况对导致坏血病的影响就被抵消了，实验数据才有更高的可信度。

一个好的实验，对照组和实验组的产生不仅应该是随机的，而且应该是匹配的。所谓匹配，是指对实验单位的背景材料进行分析比较，将情况类似的每对单位分别随机地分配到实验组和对照组。例如，在实验新药或新的疗法时，将接受实验的患者按照年龄、性别、病情等变量匹配后分别分到实验组和对照组。这样，在不同组的患者有大致相同的背景。同时，分组的结果不让患者知道，最好主持评价的医生也不知道，这可以称为双盲法。双盲法也是在实验设计中应采用的。

2.3.2　实验中的若干问题

实验法的逻辑严密，是证明假设、分析事物因果关系的一个良好方式，但在实验过程中也会遇到一些问题。

1．人的意愿

根据前面的讨论，我们知道，在划分实验组和对照组时，应该采用随机原则，但在实施过程中会遇到挑战。如果研究的对象是人，这种挑战就更为明显。人们都有自己的生活方式和处世原则，都有自己的爱好和兴趣，他们未必会按照研究者的要求和布置行事。他们不会让自己的行为拘泥于一定的控制条件下。

2．心理问题

在实验研究中，人们对被研究非常敏感，这使得他们更加注意自我，从而走向另一个极端。记录这种影响的例子之一是1924—1933年间，对通用电气公司的工人生产率的系列调查。在一次调查中，一组社会学家和公司人事部门的成员想要研究车间照明程度对工人劳动生产率的影响。研究者增大照明度，发现产量增加。令人奇怪的是，当他们减少照明度，产量也增加。看来无论做什么，工人的产量都会增加。后来发现，增加产量的原因不在于照明度，而是工人意识到有人在注意他们的行为，从而表现出一种容易被社会认可和接受的行为，尽管这种行为并不是他们所喜爱的。

3．道德问题

道德问题使得对人和动物做的实验复杂化了。当某种实验涉及道德问题时，人们会处于进退两难的尴尬境地。例如，有一种理论认为，人口密度大会导致犯罪率的上升。研究人员通过动物实验，观察作为实验对象的小白鼠的行为变化。随着被关在一起的小白鼠的密度不断增加，老鼠变得越来越烦躁，最后导致相互攻击、自相残杀。显然，对人做这种实验是不道德的，那么对老鼠做这种实验就道德吗？又比如，在做药物实验时，如何看待实验组和对照组的结果呢？例如，发明了一种有望治疗艾滋病的新药，实验组的患者服用这种药，而对照组的患者不能服用这种药。如果新药是有效的，对照组的人们得不到新药就会面临死亡的威胁。然而，如果发现这种药有副作用，从而导致服用该药的人在两年以后有更高的死亡率，那么，没有服用这种药的对照组患者则可能避免这种风险。这中间确实存在道德的困境。

2.3.3　实验中的统计

统计在实验的过程中发挥着重要的作用。这些作用主要表现在：确定进行实验所需要的单位的个数，以保证实验可以达到统计显著的结果；将统计的思想融入实验设计，使实验设计符合统计分析的标准；提供尽可能最有效地同时研究几个变量影响的方法。

确定进行实验所需要的单位的个数，以便得到对实验精度预期的结果，这需要统计学的专业知识。一般说来，实验数据越多越好。但进行大规模的实验，搜集数据的成本将非常高，所需要的时间也更长。统计分析能够为在精度与费用的平衡中做出决断提供可以参考的信息。

进行实验设计，也离不开统计学知识。实验设计本身就是一个统计问题。实验设计是研究如何根据研究问题的需要，科学地安排实验，使我们能用尽可能少的实验获得尽可能多的信息。实验设计的有关问题将在后续章节中介绍。

在对实验数据进行分析时，根据研究的需要，统计可以提供最恰当的分析方法。一个好的实验，应该在两个方面都有效。一个方面是内部的有效性，内部的有效性意味着实验测量的准确性。实验的目的是要考察自变量和因变量之间的因果关系，而如果实验观察结果受到其他无关变量的影响，就很难推断自变量与因变量之间的因果关系。另一个方面是外部的有效性，外部的有效性决定是否可以将实验中发现的因果关系进行推广，即能否将结果推广到实验环境以外的情况？如果可以，结果可以推广到什么样的总体、什么样的环境、什么样的自变量和因变量？与实验情况完全相同的纯环境在社会现实中是很难复制的，那么，实验结果是否还有效？对这些问题给出分析和解释，需要利用统计方法。例如，多元回归分析可以近似地将各个变量的影响区分开，在满足一定条件下，定量地比较各个自变量对因变量产生的影响。协方差分析可以通过调整每组内因变量的平均值，达到将无关变量影响剔除的目的。此外，多元统计分析的方法在实验数据的分析中也发挥着重要的作用。

2.3.4　实验法案例

通过实验得到的数据称为实验数据，实验数据可以作为研究者判断假设的依据。下面的两个案例或许可以帮助读者对实验数据的作用有更多的体会。

案例2.1　现场实验帮助A公司胜诉

美国的A公司生产著名的运动包，该公司发现B公司（一个大型的中心商业集团）引进一条生产线，生产的运动包与A公司生产的运动包形状几乎完全一样，消费者很难区分。A公司指控B公司，说B公司误导消费者，让消费者觉得自己买的是A公司的产品，而实际买的却是B公司的产品。为了证实这一点，由第三方进行了一次现场实验。实验中选择了两组妇女，给第一组妇女看的是A公司生产的包，包面上的所有标签都去掉，所有的标识、说明都印在包的内层。给第二组妇女看的是B公司生产的包，包上的商标明显可见，所有的标签和悬挂物都按出售现场的样子保留。这样做的目的是希望通过这种实验了解妇女们购买包时的选择标准。例如，她们能否区分出包的不同来源或品牌，她们依据什么进行识别或辨认，如果靠某些东西来辨认，那么这样做的理由是什么。

每组样本都是200人，实验分别在芝加哥、洛杉矶和纽约的大商场进行。调查采用拦截式面访，被调查者是配额样本，即按妇女不同的年龄比例分配样本单位。

实验结果表明，大多数消费者无法区分两种包的不同来源，她们购买包时的依据主要是包的款式，而A公司生产的包是名牌商品，这种包的款式是人们所熟悉的。这个结果支持了A公司的立场。调查数据帮助A公司在法庭上胜诉，B公司同意停止销售自己公司所生产的包。

案例2.2　科普节目效果实验

为了提高儿童（4～7岁）对天文学基本知识的了解，培养家长和儿童对天文学和观察天象的积极态度，提高他们对天文学的鉴赏能力，有关部门制作了一套天文学科普节目，在天文馆展出。为了解这套节目的效果，需要调查在天文馆的观看经历对儿童产生了什么影响。这种影响可以分为两个层面，一个是短暂的影响，这可以通过受访者对观看节目的感受得到反映；另一个是长期影响，即看完节目后采取了什么相关行动。所以这项节目效果实验调查的设计是这样的：在儿童观看节目前和观看节目后的几分钟内对他们进行短暂的调查。然后，在观看节目一个月以后，进行另一项跟踪调查。接受调查的样本量为儿童500名，家长500名。

首先的调查是在天文馆现场进行的。在该节目演出期间，每个被抽中的儿童在观看节目前接受访员（年轻的大学生）大约5分钟的谈话调查。访员所询问的问题与被访者年龄相适应，知识问题与天文学相关，同时还要询问观察天象的经历（如果有观察天象的经历）。观看节目前询问的问题有看电视节目的习惯，例如，询问是否看过“我们的宇宙”（一个在电视上播出过的天文学科普节目）、有哪些家庭学习资源（如电视、望远镜、电脑等）以及以前是否参观过天文馆或者类似的地方。观看后的询问应该由同一个访员来进行。询问时间不超过10分钟，问题包括对节目中有关信息的回忆、对观察天象的兴趣和态度。在询问结束后，送给孩子一个有关天文学内容的小礼物，以感谢他们接受访问。

对于带领儿童参观的家长或者看护人，在他们观看节目之前填写一份简短的问卷，在观看节目后马上填写另一份简短的问卷。填写两份问卷的长度分别不超过5分钟和10分钟。观看前的问卷将询问被访者是否带孩子参与过与天文学知识有关的活动、孩子参加活动的特点，以及他们对天文学的兴趣和了解程度。观看前的访问同样也包括以前观察天象的经历（如果有这样的经历）、个人学习天文学的资源（望远镜、家庭电脑和杂志等）。观看后的访问将了解看护人对带儿童观看节目有关内容的评论、将了解的知识运用到今后活动中的想法，以及他们个人对天文学的兴趣和态度。

在被调查者接受现场调查以后约一个月，用电话调查的方式对被访者进行跟踪调查。调查员为天文馆现场调查的同一个人，调查时间为10分钟。跟踪调查是为了采集被访者在观看节目后是否进行过与天文学有关的活动（买书、资料或者望远镜，观看有关天文学的电视节目，参观天文馆或者类似的场馆，与孩子共同讨论有关天文学的问题以及观察天象），对天文学和科学的态度以及是否思考过（经过一段时间后）对天文馆观看节目的评价。在对家长访问结束后，要询问家长是否可以问孩子几个问题。如果得到同意，访员要让孩子回忆一些那天观看天文学节目的问题，参加天文学方面的一些活动或者观看有关电视节目，以及与家长和其他小朋友讨论的问题。对儿童的电话访问时间不超过10分钟。

在这个案例中，我们没有详细讨论如何抽选天文馆，以及在中选的天文馆现场如何抽选接受调查的孩子和家长，但是抽选的原则是随机的。


2.4　数据的误差

数据的误差是指通过调查搜集到的数据与研究对象真实结果之间的差异。数据的误差有两类：抽样误差和非抽样误差。

2.4.1　抽样误差

抽样误差（sampling error）是由于抽样的随机性引起的样本结果与总体真值之间的误差。在概率抽样中，我们依据随机原则抽取样本，可能抽中由这样一些单位组成的样本，也可能抽中由另外一些单位组成的样本。根据不同的样本，可以得到不同的观测结果。例如，检验一批产品中的非优质品率，随机抽出一个样本，样本由若干个产品组成，通过检测得到非优质品率为30％。如果我们再抽取一个产品数量相同的样本，检测的结果不太可能是30％，有可能是29％，也有可能是31％。不同样本会得到不同的结果。但是我们知道，总体真实的结果只能有一个，尽管这个真实的结果我们并不知道。不过可以推测，虽然不同的样本会带来不同的答案，但这些不同的答案应该在总体真值附近。如果不断地增大样本量，不同的答案也会向总体真值逼近。事实也正是如此，如果这批产品的数量非常大，我们不得不采用抽样的办法检查其质量，又假设样本由随机抽取出的1000个零件组成，经过多次抽样，得到多个不同样本的检测结果，就会发现这些结果的分布是有规律的。例如，如果总体真正的非优质品率是30％，那么，大部分的样本结果（如反复抽样中95％的样本结果）会落在27.2％～32.8％之间。以总体的真值30％为中心，有95％的样本（100个样本中，大约有95个样本）结果在2.8％的误差范围内波动，也就是30％－2.8％＝27.2％，30％＋2.8％＝32.8％。这个2.8％的误差是由于抽样的随机性带来的，我们把这种误差称为抽样误差。抽样误差的示意图如图2—1所示。
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图2—1　总体百分比和抽样误差示意图

由此看出，抽样误差并不是针对某个具体样本的检测结果与总体真实结果的差异而言的，抽样误差描述的是所有样本可能的结果与总体真值之间的平均性差异。例如，在图2—1中，我们说全部样本中95％的样本结果与真值之间的差异上下不超过2.8％的范围。读到这里，读者可能会问：“既然总体真值都不知道，怎么可能知道有95％的样本结果与真值的差异是2.8％呢？”确实，总体真值我们是不知道的，否则也就不用调查了。但是，通过样本可以计算出这个误差。在本书第6章、第7章将介绍这方面的内容。

抽样误差的大小与多方面因素有关。最明显的是样本量的大小，样本量越大，抽样误差就越小。当样本量大到与总体单位相同时，也就是抽样调查变成普查，这时抽样误差便减小到零，因为这时已经不存在样本选择的随机性问题，每个单位都需要接受调查。抽样误差的大小还与总体的变异性有关。总体的变异性越大，即各单位之间的差异越大，抽样误差也就越大，因为有可能抽中特别大或特别小的样本单位，从而使样本结果偏大或偏小；反之，总体的变异性越小，各单位之间越相似，抽样误差也就越小。如果所有的单位完全一样，调查一个就可以精确无误地推断总体，抽样误差也就不存在了。现实中，这种情况也是不存在的，否则，对这样的总体也就不用进行专门的抽样调查了。

2.4.2　非抽样误差

非抽样误差（non-sampling error）是相对抽样误差而言的，是指除抽样误差之外的，由于其他原因引起的样本观察结果与总体真值之间的差异。抽样误差是一种随机性误差，只是存在于概率抽样中，非抽样误差则不同，无论是概率抽样、非概率抽样，或是在全面性调查中，都有可能产生非抽样误差。非抽样误差有以下几种类型。

1．抽样框误差

在概率抽样中需要根据抽样框抽取样本。抽样框是有关总体全部单位的名录，在地域抽样中，抽样框也可以是地图。一个好的抽样框应该是，抽样框中的单位和研究总体中的单位有一一对应的关系。例如，如果在某个学校中抽取一个学生样本，抽样框是该学校所有学生的名单，这时，名单中的每一个名字都对应着一个学生。该校所有学生的名字都在抽样框中有所反映，抽样框中的所有名字又确实是该校目前在校注册的所有学生，这时，就存在一一对应的关系。但如果学生的名单是去年的，新入学学生的名字没有在名单上反映，而名单上的学生有些已经毕业，不属于该校的学生，这时，抽样框中的单位与研究总体的单位就不存在一一对应的关系，使用这样的抽样框抽取样本就会出现一些错误。例如，由于新入学的学生名字在抽样框中没有，所以他们不可能被选入样本，他们那部分的信息就不知道；而已毕业学生的名字仍然在名单中，他们已经不属于研究总体，但由于他们名字的存在，使得抽样过程中的单位入样概率发生变化，结果导致推论中的错误。这些统计推论的错误是由于抽样框的不完善造成的，我们把这种误差称为抽样框误差。

构造一个好的抽样框是抽样设计中的一项重要内容。在调查对象确定后，通常可以选取不同的资料构造抽样框。例如上面对学生情况的调查，抽样框可以是学生名单，也可以是学生宿舍的号码（先抽取宿舍，再从选中的宿舍中抽取学生）。在这种情况下，设计人员的任务是选择与调查内容最贴切的抽样框。

2．回答误差

回答误差是指被调查者在接受调查时给出的回答与真实情况不符。导致回答误差的原因有多种，主要有理解误差、记忆误差和有意识误差。

（1）理解误差。

不同的被调查者对调查问题的理解不同，每个人都按自己的理解回答，大家的标准不一致，由此造成理解误差。

例如，有一些表示频率的词，如“经常”、“频繁”、“偶尔”等在调查中经常使用。实际上不同的人对这些词的理解是有差别的。设想在一个关于电视收视率的调查中询问被调查者这样一个问题：

您经常看电视节目吗？

1）从来不看；

2）偶尔看；

3）有时看；

4）经常看；

5）天天看。

被调查者对这五项选择的理解可能是不同的。例如某人一周看两次电视，他认为属于“偶尔看”，而另一个人同样一周看两次电视，却可能选择“有时看”或“经常看”。这说明，问卷中的措辞对减小调查中的非抽样误差起着相当重要的作用。

对这个问题的调查，比较好的措辞可以是：

您经常看电视节目吗？

1）从来不看；

2）平均每周少于1次；

3）平均每周1～2次；

4）平均每周3～5次；

5）每周6～7次。

这样，被调查者对问题的理解就唯一了，就有可能减少理解误差。

有时，问卷中问题的排序也会对调查结果产生影响。这方面一个经典的例子取自1980年的一项实验调查。调查的对象是美国居民，调查的问题有下面两个：

A．你是否认为美国应该让其他社会主义国家（如苏联）的记者到美国来，并把他们看到的新闻发回去。

B．你是否认为像苏联那样的社会主义国家应该让美国新闻记者入境，并把他们看到的新闻发回美国。

实验结果是，如果按A，B的顺序排列，对问题A赞同的比例有54.7％，对问题B赞同的比例有63.7％。但是，如果按B，A的顺序排列，对问题A赞同的比例有74.6％，对问题B赞同的比例有81.9％。不同的排序得到不同的结果。从心理学的角度分析，人们在回答问题时总是有意无意地保持一致。美国人可能比较愿意让美国的记者到社会主义国家去，并把新闻发回美国。当把问题B放在前面时，就形成一个比较宽松的框架，既然苏联应该让美国记者入境，美国也应该让苏联记者进入美国，所以同意的比例都比较高。

这些对问题的理解都与被调查者的心理活动有关。心理学知识对于设计一份好的调查问卷是有帮助的。

（2）记忆误差。

有时，调查的问题是关于一段时期内的现象或事实，需要被调查者回忆。需要回忆的时间间隔越久，回忆的数据可能就越不准确。所以，缩短调查所涉及的时间范围可以减小记忆误差。但是，有些事件是按一定周期发生的。例如，研究农作物产量与施肥量的关系。产量通常以年度为周期，而肥料的用量与收获年度有关。在这种情况下，以年度为调查期应当更适宜。

（3）有意识误差。

当调查的问题比较敏感，被调查者不愿意回答，迫于各种原因又必须回答时，可能就会提供一个不真实的数字。产生有意识误差的动因大致有两种，一种是调查问题涉及个人隐私，被调查者不愿意告诉，所以造假；另一种是受利益驱动，进行数字造假。有意识误差比记忆误差的危害要大。因为记忆误差具有随机性，有些人可能说高了，有些人可能说低了，高低相抵，调查结果还具有趋中的倾向；有意识误差则不同，它往往偏斜某一个方向，是一种系统性偏差。例如，调查纳税情况时，被调查者往往高报，以表现自己没有漏税行为。而对高收入者调查收入时，被调查者则往往低报，以避免被视为富人。

减小回答中的有意识误差需要多方面的努力。调查人员要做好被调查者的思想工作，让他们打消顾虑；调查人员要遵守职业道德，为被调查者保密；调查中尽量避免敏感性问题。对于政府统计中的调查，要加强法制化管理，让“数字造假，数字出官”没有市场。

3．无回答误差

无回答误差是指被调查者拒绝接受调查，调查人员得到的是一份空白的答卷。无回答也包括那些调查进行时被访者不在家的情况。电话调查中，拨通后没有人接；邮寄问卷调查中，地址写错、被调查者搬家，或被调查者虽然收到问卷，却把问卷遗忘或丢失，这些都可以视为调查中的无回答。

无回答会对调查结果产生什么影响？如果我们询问被访者的收入，他拒绝回答，他的收入是高还是低？如果他回答了，调查结果将会发生怎样的变化？在一项调查中，如果无回答所占比例很小，对最后结果的影响还不大。但是，如果无回答占到样本很大的比例，调查结果的说服力将大打折扣。令人不安的是，现在调查中的无回答率正在呈上升趋势。令人更不安的是，一些调查人员还没有深刻认识到无回答对数据质量的危害，对于存在大量无回答的调查结果不采取任何补救措施，拿来就用。须知，你是在用样本推算总体，失之毫厘必将谬以千里。

无回答误差有时是随机的，有时是系统性的。如果无回答的产生与调查的内容无关，例如，邮寄的问卷丢失，或调查时被访者正在生病，无法接受调查，在随机状态下，被访者如果回答，其结果可能高于平均值，可能低于平均值，高低相互抵消，不会产生有偏估计。但当无回答的产生与调查内容有关时，就可能产生系统性误差。例如，调查收入时的拒绝回答者通常是收入比较高的人群，仅仅用收入低的回答结果进行推算，偏差就不可避免。

如果无回答误差是随机的，可以通过增大样本量的方式解决。例如，调查设计要求完成1000个样本单位，结果回答了800个，无回答率为20％，这时可以再随机抽250个单位，并对其进行调查，如果无回答率仍旧为20％，就可以得到200个单位的回答。但是，在有些情况下，虽然无回答的产生与调查内容无关，但无回答集中于某类群体，结果仍然是危险的。例如，采用电话调查方式了解居民对公共交通的看法。如果电话没人接就用另一个号码代替，这意味着，经常不在家或回家晚的人有较小的被调查机会，而可能恰恰这群人与公共交通有更多的接触。频繁的更换也违背了每个人都应该有固定的被调查机会这样的抽样原则。所以，当遇到被访者不在家这类情况时，调查人员不要轻易放弃，应该进行多次回访。大量事实证明，调查数据的质量与调查员的责任心和耐心密切相关。

无回答的系统性误差令人头疼。解决的途径主要在两个方面：一个是预防，即在调查进行前做好各方面的准备工作，尽量把无回答降到最低程度；另一方面是，当无回答出现后，分析无回答产生的原因，采取一些补救措施。例如，在无回答单位中再抽取一个样本，实施更有力的调查，并以此作为无回答层的代表，和回答层的数据结合起来对总体进行估计。目前，对无回答问题的研究仍在进行。

4．调查员误差

这是指由于调查员的原因而产生的调查误差。例如，调查员粗心，在记录调查结果时出现错误。调查员误差还产生于调查中的诱导，而调查员本人可能并没有意识到。例如，在调查过程中调查员有意无意地流露出对调查选项的看法或倾向，调查员的表情变化、语气变化、语速变化都可能对被调查者产生某种意外的影响。

5．测量误差

如果调查与测量工具有关，很有可能产生测量误差。例如，对小学生的视力状况进行抽样调查，而视力的测定与现场的灯光、测试距离都有密切关系。调查在不同地点进行，如果各测试点的灯光、测试距离有所差异，就会给调查结果带来测量误差。调查有时也采用观察、记数的方式进行。例如，在商场客流量调查时，调查员站在商场门口查点进出的顾客，在汽车流量调查中，查点过往的车辆。谁敢保证这种查点一个不错呢？

2.4.3　误差的控制

上面对调查中的误差问题进行了比较详细的讨论。如何有效地控制各种误差，提高数据的质量，这是研究人员和现场调查人员面临的挑战。

抽样误差是由于抽样的随机性带来的，只要采用概率抽样，抽样误差就不可避免。令人欣慰的是，抽样误差是可以计算的。在一个特定问题的研究中，研究人员对抽样误差有一个可以容忍的限度。例如，用抽检的方法检验产品的质量，对总体合格品率估计的误差上下不超过1％，这个1％就是可以允许的抽样误差。允许的抽样误差是多大，取决于对数据精度的要求。一旦这个误差确定下来，就可以采用相应的措施进行控制。进行控制的一个主要方法是改变样本量，统计方法已经给出了计算样本量的公式（见第7章）。要求的抽样误差越小，所需要的样本量就越大。

非抽样误差与抽取样本的随机性无关，因而在概率抽样和非概率抽样中都会存在（但抽样框误差仅在概率抽样中存在）。有很多的原因造成非抽样误差，因此控制起来比较困难。全面讨论非抽样误差的控制问题已经超出本书的范围，有兴趣的读者可以参考本书后面所列的参考文献，这里只是简要作些介绍。

如果采用概率抽样就需要抽样框，抽样框误差就可能出现。在有些情况下，抽样人员对这个问题不够重视，使用了不太好的抽样框。其实，对同一个调查问题，有时可以构造不同的抽样框，例如，对学校教师进行抽样调查，以了解他们对建设一流大学的看法，抽样框可以是教师的名单，可以是教师住所的门牌，可以是教师家的电话号码，甚至可以是教师上课的教室编号。不同的抽样框，其质量可能会有所差别，通过认真分析，就可以选择出比较好的抽样框。此外，构造抽样框还需要广泛地搜集有关信息，对抽样框进行改进，例如，把两个抽样框结合起来，以弥补抽样框覆盖不全的缺陷。

一个好的调查问卷可以有效地减小调查误差。问卷中题目的类型、提问的方式、使用的词汇、问题的组合等，都可能会对被调查者产生某种哪怕是十分微小的影响，而大量微小影响的累加是不可忽视的。搞好问卷设计是减小非抽样误差的一个方面。

非抽样误差控制的重要方面是调查过程的质量控制。这包括：调查员的挑选，调查员的培训，督导员的调查专业水平，对调查过程进行控制的具体措施，对调查结果进行检验、评估，对现场调查人员进行奖惩的制度，等等。目前在规范的专业性市场调查咨询公司，都有一些进行质量控制的规章制度和经验。


思考与练习

2.1　什么是二手资料？使用二手资料需要注意些什么？

2.2　比较概率抽样和非概率抽样的特点。举例说明什么情况下适合采用概率抽样，什么情况下适合采用非概率抽样。

2.3　调查中搜集数据的方法主要有自填式、面访式、电话式。除此之外，还有哪些搜集数据的方法？

2.4　自填式、面访式、电话式各有什么长处和弱点？

2.5　请举出（或设计）几个实验数据的例子。

2.6　你认为应当如何控制调查中的回答误差？

2.7　怎样减少无回答？请通过一个例子，说明你所考虑到的减少无回答的具体措施。



————————————————————

(1) 《北京晨报》，2004-11-25。



第3章　数据的图表展示

统计应用

不同原因引起的寿命损失

统计研究表明，某种原因会使寿命减少。我们用三种方式来描述统计研究的结果。

第一种方式是用文字来描述。比如，未结婚的男性会使寿命减少3500天，女性则减少1600天；吸香烟的男性会使寿命减少2250天，女性则减少800天；饮酒会使寿命减少130天；超重30％会使寿命减少1300天；滥用药物会使寿命减少90天……

第二种方式是用表格来描述不同原因引起的寿命减少的天数，结果如下表所示。

[image: ]

第三种方式是用图形来描述这些结果。这里使用两种图形：一种是柱形图，一种是帕累托图。
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比较上述三种方式，你认为哪种方式更好？

合理使用图表描述统计结果是应用统计的基本技能之一。本章首先介绍数据的预处理方法，然后介绍频数分布表的编制及图表展示方法。


3.1　数据的预处理

数据的预处理是在对数据分类或分组之前所做的必要处理，内容包括数据的审核、筛选、排序等。

3.1.1　数据审核

数据审核就是检查数据中是否有错误。对于通过调查取得的原始数据（raw data），主要从完整性和准确性两个方面去审核。完整性审核主要是检查应调查的单位或个体是否有遗漏，所有的调查项目是否填写齐全等。准确性审核主要是检查数据是否有错误，是否存在异常值等。对于异常值要仔细进行鉴别：如果异常值属于记录时的错误，在分析之前应予以纠正；如果异常值是一个正确的值，则应予以保留。

对于通过其他渠道取得的二手数据，应着重审核数据的适用性和时效性。二手数据可以来自多种渠道，有些数据可能是为特定目的通过专门调查而取得的，或者是已经按特定目的的需要做了加工整理。对于使用者来说，首先应弄清楚数据的来源、数据的口径以及有关的背景材料，以便确定这些数据是否符合分析研究的需要，不能盲目生搬硬套。此外，还要对数据的时效性进行审核，对于一些时效性较强的问题，如果所取得的数据过于滞后，就可能失去研究的意义。

3.1.2　数据筛选

数据筛选（data filter）是根据需要找出符合特定条件的某类数据。比如，找出销售额在1000万元以上的企业；找出考试成绩在90分以上的学生，等等。数据筛选可借助计算机自动完成。下面通过一个简单的例子，说明用Excel进行数据筛选的过程。

【例3.1】　表3—1是8名学生4门课程的考试成绩数据（单位：分）。试找出统计学成绩等于75分的学生，英语成绩最高的前三名学生，四门课程成绩都大于70分的学生。

表3—1　8名学生的考试成绩数据

[image: ]

下面给出了用Excel进行数据筛选的具体步骤。

用Excel进行数据筛选的操作步骤

第1步：选择【数据】菜单，并选择【筛选】命令。如果要筛选出满足给定条件的数据，可使用【自动筛选】命令，如图3—1所示。
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图3—1　Excel的数据筛选命令

这时会在第一行出现下拉箭头，用鼠标点击箭头会出现如图3—2所示的结果。
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图3—2　自动筛选过程

第2步：在下拉箭头方框内选择要筛选出的数据。比如，要筛选出统计学成绩为75分的学生，选择75，得到的结果如图3—3所示。要筛选出英语成绩最高的前三个学生，可选择“前10个”，并在对话框中输入数据3，结果如图3—4所示。单击【确定】后即可得到相应的结果。
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图3—3　自动筛选结果

[image: ]

图3—4　指定条件的自动筛选过程

第3步：如果要筛选出四门课程成绩都大于70分的学生，由于设定的条件比较多，需要使用【高级筛选】命令。使用高级筛选时，必须建立条件区域。这时需要在数据清单上面至少留出三行作为条件区域。然后在【列表区域】中选中要筛选的数据清单，在【条件区域】中选择匹配的条件。比如要筛选出四门课程考试成绩均大于70分的学生，如图3—5所示。
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图3—5　多条件的高级筛选过程

单击【确定】后出现的结果如图3—6所示。

[image: ]

图3—6　高级筛选结果

3.1.3　数据排序

数据排序是按一定顺序将数据排列，以便研究者通过浏览数据发现一些明显的特征或趋势，找到解决问题的线索。除此之外，排序还有助于对数据检查纠错，以及为重新归类或分组等提供方便。在某些场合，排序本身就是分析的目的之一，例如了解究竟谁是中国汽车生产的三巨头，对于汽车生产厂商而言不论它是作为伙伴还是竞争者，都是很有用的信息。美国的《财富》杂志每年都要在全世界范围内排出500强企业，通过这一信息，不仅可以了解自己企业所处的地位，清楚自己的差距，还可以从一个侧面了解到竞争对手的状况，有效制定企业的发展规划和战略目标。

对于分类数据，如果是字母型数据，排序则有升序、降序之分，但习惯上升序用得更多，因为升序与字母的自然排列相同；如果是汉字型数据，排序方式很多，比如按汉字的首位拼音字母排列，这与字母型数据的排序完全一样，也可按姓氏笔画排序，其中也有笔画多少的升序，降序之分。交替运用不同方式排序，在汉字型数据的检查纠错过程中十分有用。

对于数值型数据的排序只有两种，即递增和递减。设一组数据为x1，x2，…，xn，递增排序后可表示为：x(1)＜x(2)＜…＜x(n)；递减排序后可表示为：x(1)＞x(2)＞…＞x(n)。排序后的数据也被称为顺序统计量（order statistics）。无论是分类数据还是数值型数据，排序均可借助于Excel很容易地完成。

3.1.4　数据透视表

为了从复杂的数据中提取有用的信息，可以利用Excel提供的【数据透视表】（pivot table）工具。利用数据透视表，可以对数据表的重要信息按使用者的习惯或分析要求进行汇总和作图，形成一个符合需要的交叉表（列联表）。在利用数据透视表时，数据源表中的首行必须有列标题。例如，表3—2就满足建立数据透视表的条件。

下面通过一个例子说明用Excel创建数据透视表的具体步骤。

【例3.2】　在某大学随机抽取30名学生，调查他们的性别、家庭所在地、平均月生活费支出、平均每月购买衣物支出和购买衣物时所考虑的首要因素等，得到的数据如表3—2所示。试建立一个数据透视表，在表的行变量中给出性别和买衣物首选因素，在列变量中给出学生的家庭所在地区，对平均月生活费和月平均衣物支出进行交叉汇总。

表3—2　随机抽取30名学生的调查数据
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解：用Excel创建数据透视表的具体步骤如下：

用Excel创建数据透视表的操作步骤

第1步：在Excel工作表中建立数据清单，如表3—2所示。

第2步：选中数据清单中的任意单元格，并选择【数据】菜单中的【数据透视表和数据透视图】，弹出的对话框如图3—7所示。然后根据需要选择“数据源类型”和“报表类型”。这里我们选用【Microsoft Office Excel数据列表或数据库】和【数据透视表】。单击【下一步】，弹出的对话框如图3—8所示。
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图3—7　【数据透视表和数据透视图向导——3步骤之1】对话框
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图3—8　【数据透视表和数据透视图向导——3步骤之2】对话框

第3步：确定数据源区域。本例的数据源区域为“$A$1:$F$31”。如果在启动向导之前单击了数据源单元格，Excel会自动选定数据源区域。单击【下一步】，弹出的对话框如图3—9所示。
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图3—9　【数据透视表和数据透视图向导——3步骤之3】对话框

第4步：在【数据透视表和数据透视图向导——3步骤之3】中选择数据透视表显示位置，为方便起见可选择【现有工作表】，并利用鼠标确定数据透视表显示位置，本例为原工作表的G1单元格。然后选择【布局】，弹出的对话框如图3—10所示。
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图3—10　【数据透视表和数据透视图向导——布局】对话框

第5步：在【数据透视表和数据透视图向导——布局】对话框中，依次将“性别”和“买衣物首选因素”拖至左边的“行”区域，将“家庭所在地区”拖至上边的“列”区域，将“平均月生活费”和“月平均衣物支出”拖至“数据”区域，如图3—11所示。
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图3—11　根据需要建立【数据透视表和数据透视图向导——布局】对话框

第6步：单击【确定】，自动返回【数据透视表和数据透视图向导——3步骤之3】对话框。然后单击【完成】，即可输出数据透视表。结果如图3—12所示。
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图3—12　根据需要建立的数据透视表

利用数据透视表分析数据十分灵活。如果要改变分析，建立不同的数据透视表，只需要将【数据透视表和数据透视图向导——布局】对话框中的“行”、“列”或“数据”区域中的变量拖出，而将需要的变量拖入，即可得到所需要的数据透视表。学习数据透视表的最好办法是多练习。


3.2　品质数据的整理与展示

数据经过预处理后，可根据需要进一步做分类或分组。在对数据进行整理时，首先要弄清所面对的是什么类型的数据，因为不同类型的数据，所采取的处理方式和所适用的处理方法是不同的。对品质数据主要是做分类整理，对数值型数据则主要是做分组整理。品质数据包括分类数据和顺序数据，它们在整理和图形展示的方法上大多是相同的，但也有些微小差异。

3.2.1　分类数据的整理与图示

分类数据本身就是对事物的一种分类，因此，在整理时首先列出所分的类别，然后计算出每一类别的频数、频率或比例、比率等，即可形成一张频数分布表，最后根据需要选择适当的图形进行展示，以便对数据及其特征有一个初步的了解。

1．频数与频数分布

频数（frequency）是落在某一特定类别或组中的数据个数。把各个类别及落在其中的相应频数全部列出，并用表格形式表现出来，称为频数分布（frequency distribution）。下面通过一个例子说明如何使用Excel来制作分类数据的频数分布表。

【例3.3】　为研究不同类型软饮料的市场销售情况，一家市场调查公司对随机抽取的一家超市进行调查。表3—3是调查员随机观察的50名顾客购买的饮料类型及购买者性别的记录。生成频数分布表，观察饮料类型和顾客性别的分布状况，并进行描述性分析。

表3—3　顾客性别及购买的饮料类型

[image: ]

解：用Excel生成定性数据频数分布表有几种途径，其中最简单的办法是使用数据透视表进行计数和汇总。具体做法是：在【数据透视表和数据透视图向导——布局】对话框中，依次将“饮料类型”拖至左边的“行”（或列）区域，将“顾客性别”拖至“列”（或行）区域，将“饮料类型”拖至“数据”区域。

此外，使用【数据分析】工具(1)中的【直方图】命令也可以生成频数分布表。表3—4是由Excel生成的频数分布表。

表3—4　不同类型饮料和顾客性别的频数分布
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表3—4中的“行”是“饮料类型”变量，“列”是“性别”变量（当然，行和列可以互换，也可以生成只含一个变量的频数分布表）。这种由两个或两个以上变量交叉分类的频数分布表也称为列联表（contingency table）。二维的列联表（两个变量交叉分类）也称为交叉表（cross table）。

使用SPSS生成频数分布表时，可以得到相应的描述统计量。下面仍以例3.3为例，说明使用SPSS生成频数分布表（包括交叉表）的操作步骤。

用SPSS生成频数分布表

第1步：选择【Analyze】→【Descriptive Statistics-Frequencies】进入主对话框。

第2步：将“饮料类型”或“顾客性别”选入【Variable(s)】（也可以将二者同时选入）；选中【Display Frequency tables】。

第3步：（若需要描述统计量或图形）点击【Statistics】或【Charts】，并选择相应的选项。点击【OK】。

用SPSS生成交叉频数分布表

第1步：选择【Analyze】→【Descriptive Statistics-Crosstabs】进入主对话框。

第2步：将“饮料类型”选入【Row(s)】，将“顾客性别”选入【Column(s)】（行列可以互换）。

第3步：（若需要对列联表进行描述性分析）点击【Cells】，在【Percentages】下选中需要的统计量，如【Row】、【Column】、【Total】等；（若需要图形）点击【Display clustered bar chart】。点击【OK】。

SPSS生成的饮料类型和顾客性别的频数分布表如表3—5和表3—6所示。

表3—5　不同类型饮料的频数分布
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表3—6　不同性别顾客的频数分布
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表3—5和表3—6中的类别是按拼音字母升序（ascending）排列的（也可以按降序排列），除了给出频数（frequency），还给出了相应的百分比（percent）、有效百分比（valid percent）、累积百分比（cumulative percent）等。由于不存在缺失值，表中的百分比和缺失百分比完全相同。

表3—7是饮料类型和顾客性别的交叉频数分布表（列联表）。

表3—7　饮料类型和顾客性别的交叉频数分布
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对于定性数据，除用频数分布表进行描述，还可以使用比例、百分比、比率等统计量进行描述。比例（proportion）也称构成比，它是一个样本（或总体）中各个部分的数据与全部数据之比，通常用于反映样本（或总体）的构成或结构。将比例乘以100得到的数值称为百分比（percentage），用％表示。比率（ratio）是样本（或总体）中各不同类别数据之间的比值，由于比率不是部分与整体之间的对比关系，因而比值可能大于1。

表3—8是SPSS生成的列联表（交叉表）及相应的行（row）、列（column）、合计（total）百分比等（请读者自己对结果进行观察和分析）。

表3—8　顾客性别和饮料类型的列联表及其分析
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2．分类数据的图示

上面介绍了如何建立频数分布表来反映分类数据的频数分布。如果用图形来显示频数分布，就会更形象和直观。一张好的统计图表，往往胜过冗长的文字表述。统计图的类型有很多，多数统计图除了可以绘制二维平面图，还可以绘制三维立体图。图形的制作均可由计算机来完成。这里首先介绍分类数据的图示方法，其中包括条形图、帕累托图、饼图等。如果有两个总体或两个样本的分类相同且问题可比，还可以绘制环形图。

（1）条形图。

条形图（bar chart）是用宽度相同的条形的高度或长短来表示数据多少的图形。条形图可以横置或纵置，纵置时也称为柱形图（column chart）。此外，条形图有简单条形图、复式条形图等形式。

例如，图3—13（a）和图3—13（b）分别给出了例3.3中饮料类型和顾客性别的条形图。
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图3—13　饮料类型和顾客性别的条形图

图3—14给出了根据表3—7中的数据绘制的饮料类型和顾客性别的复式条形图。
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图3—14　饮料类型和顾客性别的复式条形图

（2）帕累托图。

帕累托图（pareto chart）是以意大利经济学家V．Pareto的名字命名的。该图是按各类别数据出现的频数多少排序后绘制的条形图。通过对条形的排序，容易看出哪类数据出现得多，哪类数据出现得少。根据例3.3中的饮料类型绘制的帕累托图如图3—15所示。图中左侧的纵轴给出了计数值（count），即频数，右侧的纵轴给出了累积百分比（percent）。
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图3—15　不同类型饮料的帕累托图

（3）饼图。

饼图（pie chart）是用圆形及圆内扇形的角度来表示数值大小的图形，它主要用于表示一个样本（或总体）中各组成部分的数据占全部数据的比例，对于研究结构性问题十分有用。例如，根据表3—5中饮料类型的频数分布数据绘制的饼图如图3—16所示。
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图3—16　不同类型饮料构成的饼图

如果想比较男女顾客购买的饮料类型的构成状况，可以绘制复式饼图。它是简单饼图的嵌套，主要用于展示两个或多个分类变量的构成比较，比如，在男女分类的基础上又增加了饮料类型的分类。根据表3—7中的数据，使用SPSS的交互式（interactive）绘图方式中的饼图绘制的复式饼图如图3—17所示。图中给出了各分类的频数和百分比。
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图3—17　按性别绘制的不同类型饮料构成的复式饼图

（4）环形图。

简单饼图只能显示一个样本各部分所占的比例。比如，把5个地区的人口分别按高收入、中等收入和低收入划分成3部分，要比较5个地区不同收入的人口构成，则需要绘制5个饼图，这种做法既不经济也不便于比较。能否用一个图形比较出5个地区不同收入的人口构成呢？把饼图叠在一起，挖去中间的部分就可以了，这就是环形图（doughnut chart）。

环形图与饼图类似，但又有区别。环形图中间有一个“空洞”，每个样本用一个环来表示，样本中的每一部分数据用环中的一段表示。因此环形图可显示多个样本各部分所占的相应比例，从而有利于构成的比较研究。

【例3.4】　表3—9是2006年北京、上海和天津地区按收入法计算的地区生产总值（按当年价格计算）数据。绘制环形图比较三个地区的生产总值构成。

表3—9　2006年北京、上海、天津地区收入法生产总值的构成
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资料来源：国家统计局网站，www.stats.gov.cn。

解：根据表3—9的数据使用Excel绘制的环形图如图3—18所示。
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图3—18　北京、上海、天津地区收入法生产总值构成的环形图

图中最里边的一个环为北京地区的生产总值构成，外边依次是天津和上海。

3.2.2　顺序数据的整理与图示

上面介绍的分类数据的频数分布表和图示方法，如频数、比例、百分比、比率、条形图和饼图等，也都适用于对顺序数据的整理与显示。但一些适用于顺序数据的整理和显示方法，并不适用于分类数据。对于顺序数据，除了可使用上面的整理和显示技术，还可以计算累积频数和累积频率（百分比）。

1．累积频数和累积频率

累积频数（cumulative frequencies）是将各有序类别或组的频数逐级累加起来得到的频数，频数的累积方法有两种：一是从类别顺序的开始一方向类别顺序的最后一方累加频数（数值型分组数据则是从变量值小的一方向变量值大的一方累加频数），称为向上累积；二是从类别顺序的最后一方向类别顺序的开始一方累加频数（数值型分组数据则是从变量值大的一方向变量值小的一方累加频数），称为向下累积。通过累积频数，可以很容易看出某一类别（或数值）以下或某一类别（或数值）以上的频数之和。

累积频率或累积百分比（cumulative percentages）是将各有序类别或组的百分比逐级累加起来，它也有向上累积和向下累积两种方法。

【例3.5】　在一项有关城市住房问题的研究中，研究人员在甲乙两个城市各抽样调查300户，其中的一个问题是：“您对您家庭目前的住房状况是否满意？”要求回答的类别依次如下：

1．非常不满意；2．不满意；3．一般；4．满意；5．非常满意。

调查结果的频数分布表如表3—10和表3—11所示。

表3—10　甲城市家庭对住房状况评价的频数分布
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表3—11　乙城市家庭对住房状况评价的频数分布
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2．顺序数据的图示

根据累积频数或累积频率，可以绘制累积频数分布或频率图。例如，根据表3—10的数据绘制的累积频数分布图如图3—19所示。
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图3—19　甲城市对住房状况评价的累积分布图


3.3　数值型数据的整理与展示

上节介绍的分类和顺序数据的整理与图示方法，也都适用于数值型数据的整理与显示。但数值型数据还有一些特定的整理和图示方法，它们并不适用于分类数据和顺序数据。

3.3.1　数据分组

数据分组是根据统计研究的需要，将原始数据按照某种标准化分成不同的组别，分组后的数据称为分组数据（grouped data）。数据分组的主要目的是观察数据的分布特征。数据经分组后再计算出各组中数据出现的频数，就形成了一张频数分布表。数据分组的方法有单变量值分组和组距分组两种。单变量值分组是把每一个变量值作为一组，这种分组通常只适合离散变量，且在变量值较少的情况下使用。在连续变量或变量值较多的情况下，通常采用组距分组。它是将全部变量值依次划分为若干个区间，并将这一区间的变量值作为一组。在组距分组中，一个组的最小值称为下限（lower limit）；一个组的最大值称为上限（upper limit）。

下面结合具体的例子说明分组的方法和频数分布表的编制过程。

【例3.6】　表3—12是某电脑公司2005年前4个月每天的销售量数据（单位：台）。试对数据进行分组。

表3—12　某电脑公司2005年前4个月的销售量

[image: ]

采用手工分组时，可先对上面的数据进行排序（使用计算机时不必排序）。分组和编制频数分布表的具体步骤如下：

第1步：确定组数。一组数据分多少组合适呢？一般与数据本身的特点及数据的多少有关。由于分组的目的之一是观察数据分布的特征，因此组数的多少应适中。如果组数太少，数据的分布就会过于集中，组数太多，数据的分布就会过于分散，这都不便于观察数据分布的特征和规律。组数的确定应以能够显示数据的分布特征和规律为目的。一般情况下，一组数据所分的组数不应少于5组且不多于15组，即5≤K≤15。实际应用时，可根据数据的多少和特点及分析的要求来确定组数。本例中由于数据较多，可分为10组。

第2步：确定各组的组距。组距（class width）是一个组的上限与下限的差。组距可根据全部数据的最大值和最小值及所分的组数来确定，即组距＝（最大值－最小值）÷组数。例如，对于本例数据，最大值为237，最小值为141，则组距＝（237－141）÷10＝9.6。为便于计算，组距宜取5或10的倍数，而且第一组的下限应低于最小变量值，最后一组的上限应高于最大变量值，因此组距可取10。

第3步：根据分组整理成频数分布表。用Excel来制作频数分布表，这一过程与上面介绍的分类数据类似。只是需要在【接收区域】方框内，输入各组的上限值。需要注意的是，Excel在制作频数分布表时，每一组的频数包括一个组的上限值，即a＜x≤b。因此，需要在【接收区域】一列输入149，159，…，229，239。表3—13就是Excel的输出频数分布。(2)

表3—13　某电脑公司销售量的频数分布（一）
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采用组距分组时，需要遵循不重不漏的原则。不重是指一项数据只能分在其中的某一组，不能在其他组中重复出现；不漏是指组别能够穷尽，即在所分的全部组别中每项数据都能分在其中的某一组，不能遗漏。

为解决不重的问题，统计分组时习惯上规定“上组限不在内”，即当相邻两组的上下限重叠时，恰好等于某一组上限的变量值不算在本组内，而计算在下一组内。用数学语言来表示就是分组后的变量值x满足a≤x＜b。例如，在表3—13的分组中，150这一数值不计算在“140～150”这一组内，而计算在“150～160”组中，其余类推。当然，对于离散变量，可以采用相邻两组组限间断的办法解决不重的问题。例如，可以对上面的数据做如下分组，如表3—14所示。

表3—14　某电脑公司销售量的频数分布（二）
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而对于连续变量，可以采取相邻两组组限重叠的方法，根据“上组限不在内”的规定解决不重的问题，也可以对一个组的上限值采用小数点的形式，小数点的位数根据所要求的精度具体确定。例如，对零件尺寸可以分组为10～11.99，12～13.99，14～15.99，等等。

在组距分组中，如果全部数据中的最大值和最小值与其他数据相差悬殊，为避免出现空白组（即没有变量值的组）或个别极端值被漏掉，第一组和最后一组可以采取“××以下”及“××以上”这样的开口组。开口组通常以相邻组的组距作为其组距。例如，在上面的120个数据中，假定将最小值改为102，最大值改为265，采用上面的分组就会出现空白组，这时可采用开口组，如表3—15所示。

表3—15　某电脑公司销售量的频数分布（三）
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在组距分组时，如果各组的组距相等，则称为等距分组；如果各组的组距不相等，则称为不等距分组。比如上面的分组就是等距分组。有时，对于某些特殊现象或为了特定研究的需要，也可以采用不等距分组。比如，对人口年龄的分组，可根据人口成长的生理特点分成0～6岁（婴幼儿组）、7～17岁（少年儿童组）、18～59岁（中青年组）、60岁以上（老年组）等。


Excel中的统计函数

使用Excel中的FREQUENCY函数也可以创建频数分布表，具体步骤是：（1）选择与接受区域相邻近的单元格区域，作为频数分布表输出的区域；（2）选择统计函数中的FREQUENCY函数；（3）在对话框Date-array后输入数据区域，在Bins-array后输入接受区域；（4）同时按下Ctrl-Shift-Enter组合键，即得到频数分布。



组距分组掩盖了各组内的数据分布状况，为反映各组数据的一般水平，我们通常用组中值作为该组数据的一个代表值。组中值（class midpoint）是每一组中下限值与上限值中间的值，即
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使用组中值代表一组数据时有一个必要的假定条件，即各组数据在本组内呈均匀分布或在组中值两侧呈对称分布。如果实际数据的分布不符合这一假定，用组中值作为一组数据的代表值会有一定的误差。

为了统计分析的需要，有时需要观察某一数值以下或某一数值以上的频数或频率之和，这时可以计算出累积频数或累积频率。

3.3.2　数值型数据的图示

上面介绍的条形图、饼图、环形图及累积分布图等都适用于显示数值型数据。此外，对数值型数据还有下面的一些图示方法，这些方法并不适用于分类数据和顺序数据。

1．分组数据：直方图

用图形来展示数据的分布会更形象、直观。显示分组数据频数分布特征的图形有直方图、折线图和曲线图等。直方图（histogram）是用于展示分组数据分布的一种图形，它是用矩形的宽度和高度（即面积）来表示频数分布的。绘制该图时，在平面直角坐标中，用横轴表示数据分组，纵轴表示频数或频率，这样，各组与相应的频数就形成了一个矩形，即直方图。例如，根据表3—13中的分组数据用Excel绘制的直方图如图3—20所示。
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图3—20　某公司电脑销售量分布的直方图

从图3—20可以直观地看出，电脑销售量的分布右边的尾部比左边的尾部长一些，略微有一些右偏分布。

直方图与条形图不同。首先，条形图是用条形的长度（横置时）表示各类别频数的多少，其宽度（表示类别）则是固定的；直方图是用面积表示各组频数的多少，矩形的高度表示每一组的频数或频率，宽度则表示各组的组距，因此其高度与宽度均有意义。其次，由于分组数据具有连续性，直方图的各矩形通常是连续排列，而条形图则是分开排列。最后，条形图主要用于展示分类数据，而直方图则主要用于展示数值型数据。

2．未分组数据：茎叶图和箱线图

（1）茎叶图。

茎叶图（stem-and-leaf display）是反映原始数据分布的图形。它由茎和叶两部分构成，其图形是由数字组成的。通过茎叶图，可以看出数据的分布形状及数据的离散状况，比如，分布是否对称，数据是否集中，是否有离群点，等等。

绘制茎叶图的关键是设计好树茎。制作茎叶图时，首先把一个数字分成两部分，通常是以该组数据的高位数值作为树茎，而且叶上只保留该数值的最后一个数字。例如，125分成12|5，12分成1|2，1.25分成12|5（单位：0.01），等等，前部分是树茎，后部分是树叶。树茎一经确定，树叶就自然地长在相应的树茎上了。

茎叶图类似于横置的直方图，与直方图相比，茎叶图既能给出数据的分布状况，又能给出每一个原始数值，即保留了原始数据的信息。而直方图虽然能很好地显示数据的分布，但不能保留原始的数值。在应用方面，直方图通常适用于大批量数据，茎叶图通常适用于小批量数据。

由于Excel中没有绘制茎叶图的功能，下面给出用SPSS绘制茎叶图的操作步骤。

用SPSS制作茎叶图

第1步：选择【Analyze】→【Descriptive Statistics-Explore】进入主对话框。

第2步：在主对话框中将变量选入【Variable(s)】（本例为销售额）；点击【Plots】，在对话框中选择【Stem-and-leaf】（根据需要可选【Histogram】以给出直方图）；点击【Continue】回到主对话框。点击【OK】。（上述操作也可给出单批数据的箱线图。）

下面的图3—21是用SPSS绘制的电脑销售额数据的茎叶图。
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图3—21　某电脑公司电脑销售额分布的茎叶图

图3—21中的第一列给出每根茎上叶子的频数，第二列是茎，第三列是叶。下面标出了1个极端值237（极端值的确定方法请参阅箱线图）、茎的宽度10、每片叶代表一个数据（案例）。SPSS自动将每根茎重复了一次，使分布的细节看得更清楚一些。当然，在数据较少时茎的数值也可以不重复。

（2）箱线图。

箱线图（box plot）是由一组数据的最大值（maximum）、最小值（minimum）、中位数（median）、两个四分位数（quartiles）(3)这五个特征值绘制而成的，它主要用于反映原始数据分布的特征，还可以进行多组数据分布特征的比较。箱线图的绘制方法是：先找出一组数据的最大值、最小值、中位数和两个四分位数；然后，连接两个四分位数画出箱子；再将最大值和最小值与箱子相连接，中位数在箱子中间。箱线图的一般形式如图3—22所示。
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图3—22　简单箱线图

例如，对表3—12中的数据，最大值＝237；最小值＝141；中位数＝182；下四分位数＝170.25；上四分位数＝197。绘制的箱线图如图3—23所示。
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图3—23　某电脑公司销售量数据的箱线图

通过箱线图的形状可以看出数据分布的特征。图3—24就是几种不同的箱线图与其所对应的分布形状的比较。
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图3—24　不同分布的箱线图

对于多组数据，可以将各组数据的箱线图并列起来，从而进行分布特征的比较。先看下面的例子。

【例3.7】　从某大学经济管理专业二年级学生中随机抽取11人，对8门主要课程的考试成绩进行调查，所得结果如表3—16所示。试绘制各科考试成绩的比较箱线图，并分析各科考试成绩的分布特征。

表3—16　11名学生各科的考试成绩数据
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解：绘制各科考试成绩的箱线图时，先要计算出每门课程考试成绩的最大值、最小值、中位数和两个四分位数。绘制11名学生考试成绩的箱线图时，先要计算出每个学生考试成绩的最大值、最小值、中位数和两个四分位数，然后绘制出图形。这一过程比较烦琐，实际应用时可直接使用统计软件来完成。由于Excel中没有绘制箱线图的功能，下面给出使用SPSS绘制箱线图的操作步骤。

用SPSS绘制多批数据箱线图

第1步：选择【Graphs】菜单，并选择【Boxplot】。

第2步：在出现的对话框中选择【Simple】，在【Data in Chart Are】中选择【Summaries of separate variables】，点击【Define】返回主对话框。

第3步：在主对话框中将所有变量选入【Boxes Represent】。点击【OK】。

由SPSS绘制的8门课程考试成绩的箱线图如图3—25所示。
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图3—25　8门课程考试成绩的箱线图

由图3—25可以看出，在8门课程中，平均考试成绩较高的是英语和西方经济学（中位数较高），较低的是经济数学和统计学；从考试成绩的离散程度来看，英语、西方经济学、财务管理和计算机应用基础的考试成绩比较集中（箱子较短），而经济数学、基础会计学和统计学的考试成绩则比较分散；从分布形状来看，英语、市场营销学的成绩分布大体上为对称分布（中位数在箱子的中间位置）。图中用“〇”标出的点是4号学生在计算机应用基础课程中的最高分，被视为所有计算机成绩中的离群点。(4)

如果关心每个学生考试成绩的分布，可以把每个学生作为所关心的变量来画箱线图。由SPSS绘制的11名学生考试成绩的箱线图如图3—26所示。
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图3—26　11名学生考试成绩的箱线图

从图3—26可以看出，在11名学生中，2号学生各科的平均考试成绩最高，而且各科成绩之间的离散程度也较小，分布也较对称，说明该学生没有偏科；而1号学生的平均考试成绩最低，而且各科考试成绩的离散程度也较大；各科考试成绩之间离散程度最大的是3号学生；分布不对称的有4号学生、6号学生、8学生和9号学生，表明这些学生有偏科倾向。图中用“〇”标出的经济数学点是11号学生8门课程考试成绩的最低分，被视为11号学生考试成绩的离群点。

3．时间序列数据：线图

如果数值型数据是在不同时间上取得的，即时间序列数据，则可以绘制线图。线图（line plot）主要用于反映现象随时间变化的特征。

【例3.8】　已知1991—2003年我国城乡居民家庭的人均收入数据，如表3—17所示。试绘制线图。

表3—17　1991—2003年城乡居民家庭人均收入
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资料来源：《中国统计年鉴2004》，357页，北京，中国统计出版社，2004。

根据上表数据绘制的线图如图3—27所示。
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图3—27　城乡居民家庭人均收入

从图3—27可以清楚地看出，城乡居民的家庭人均收入逐年提高，而且城镇居民的家庭人均收入高于农村，1993年以后这种差距有扩大的趋势。

绘制线图时，时间一般绘在横轴，观测值绘在纵轴。一般应绘成横轴略大于纵轴的长方形，其长宽比例大致为10:7。图形过扁或过于瘦高，不仅不美观，而且会给人造成视觉上的错觉，不便于对数据变化的理解。一般情况下，纵轴数据下端应从“0”开始，以便于比较。如果数据与“0”之间的间距过大，可以采取折断的符号将纵轴折断。

4．多变量数据的图示

上面介绍的一些图形描述的都是单变量数据。当有两个或两个以上变量时，可以采用多变量的图示方法，常见的有散点图、气泡图、雷达图等。

（1）散点图。

散点图（scatter diagram）是用二维坐标展示两个变量之间关系的一种图形。它是用坐标横轴代表变量x，纵轴代表变量y，每组数据（xi，yi）在坐标系中用一个点表示，n组数据在坐标系中形成的n个点称为散点，由坐标及其散点形成的二维数据图称为散点图。

【例3.9】　小麦的单位面积产量与降雨量和温度等有一定关系。为了解它们之间的关系形态，收集到如下数据（见表3—18）。试绘制小麦产量与降雨量的散点图，并分析它们之间的关系。

表3—18　小麦产量与降雨量和温度的数据
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解：根据表3—18中的数据绘制的散点图如图3—28所示。
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图3—28　小麦产量与降雨量的散点图

从图3—28可以看出，小麦产量与降雨量之间具有明显的线性关系，随着降雨量的增多，产量也随之增加。

（2）气泡图。

气泡图（bubble chart）可用于展示三个变量之间的关系。它与散点图类似，绘制时将一个变量放在横轴，另一个变量放在纵轴，而第三个变量则用气泡的大小来表示。例如，根据表3—18中的数据绘制的气泡图如图3—29所示。
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图3—29　小麦产量与降雨量和温度的气泡图

从图3—29可以看出，随着气温的增高，降雨量也在增加；随着气温和降雨量的增加，小麦的产量也在提高（气泡在变大）。

（3）雷达图。

雷达图（radar chart）是显示多个变量的常用图示方法，也称为蜘蛛图（spider chart）。设有n组样本S1，S2，…，Sn，每个样本测得P个变量X1，X2，…，XP，要绘制这P个变量的雷达图，其具体做法是：先画一个圆，然后将圆P等分，得到P个点，令这P个点分别对应P个变量，再将这P个点与圆心连线，得到P个辐射状的半径，这P个半径分别作为P个变量的坐标轴，每个变量值的大小由半径上的点到圆心的距离表示，再将同一样本的值在P个坐标上的点连线。这样，n个样本形成的n个多边形就是一张雷达图。

雷达图在显示或对比各变量的数值总和时十分有用。假定各变量的取值具有相同的正负号，则总的绝对值与图形所围成的区域成正比。此外，利用雷达图也可以研究多个样本之间的相似程度。

【例3.10】　2003年我国城乡居民家庭平均每人各项生活消费支出构成数据如表3—19所示。试绘制雷达图。

表3—19　2003年城乡居民家庭平均每人生活消费支出构成（％）
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资料来源：《中国统计年鉴2004》，359页，北京，中国统计出版社，2004。

根据表3—19的数据绘制的雷达图如图3—30所示。从图中可以得到以下几点结论：无论是城镇居民还是农村居民，家庭消费支出中食品支出的比重都最大，杂项商品与服务支出的比重都最小；除食品支出和居住支出，城镇居民的支出比重都高于农村；城镇居民支出和农村居民支出在结构上具有很大的相似性。
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图3—30　2003年城乡居民家庭人均消费支出构成雷达图

图3—31总结了数据的类型与图示方法。
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图3—31　数据的类型与图示方法


3.4　合理使用图表

统计图和统计表是展示数据的两种主要方式。在日常生活中，阅读报纸杂志，或者在看电视、查阅计算机网络时，我们都能看到大量的统计图表。统计表把杂乱的数据有条理地组织在一张简明的表格内，统计图把数据形象地显示出来。显然，看统计表和统计图要比看枯燥的数字更有趣，也更容易理解。在对某些实际问题进行研究时，也经常要使用统计表和统计图。正确地使用统计表和统计图是做好统计分析的最基本技能。

3.4.1　鉴别图形优劣的准则

一张精心设计的图形是展示数据的有效工具。上面介绍了用图形来展示统计数据的方法，借助于计算机可以很容易地绘制出漂亮的图表，但需要注意的是，初学者往往会在图形的修饰上花费太多的时间和精力，这样做得不偿失，也未必合理，或许会画蛇添足。

精心设计的图形可以准确表达数据所要传递的信息。设计图形时，应绘制得尽可能简洁，以能够清晰地显示数据、合理地表达统计目的为依据。爱德华·R·塔夫特（Edward R．Tufte）在其著作The Visual Display of Quantitative Information（1983）中使用“图优性”（graphical excellency）来描述一张好图。塔夫特指出，一张好的图形应具有以下基本特征：

（1）显示数据。

（2）让读者把注意力集中在图形的内容上，而不是制作图形的程序上。

（3）避免歪曲。

（4）强调数据之间的比较。

（5）服务于一个明确的目的。

（6）有对图形的统计描述和文字说明。

塔夫特还提出了五条鉴别图形优劣的准则：

（1）一张好图应当精心设计，有助于洞察问题的实质。

（2）一张好图应当使复杂的观点得到简明、确切、高效的阐述。

（3）一张好图应当能在最短的时间内以最少的笔墨给读者提供最大量的信息。

（4）一张好图应当是多维的。

（5）一张好图应当表述数据的真实情况。

在绘制图形时，应避免一切不必要的修饰。过于花哨的修饰往往会使人注重图形本身，而掩盖了图形所要表达的信息。图形产生的视觉效果应与数据所体现的事物特征相一致，否则有可能歪曲数据，给人留下错误的印象。

3.4.2　统计表的设计

统计表是用于展示数据的另一个基本工具。在数据的收集、整理、描述和分析过程中，都要使用统计表。许多杂乱的数据，既不便于阅读，也不便于理解和分析，一旦整理在一张统计表内，就会使这些数据变得一目了然、清晰易懂。充分利用和制作好统计表是做好统计分析的基本要求。

统计表的形式多种多样，根据使用者的要求和统计数据本身的特点，可以绘制形式多样的统计表。表3—20就是一种比较常见的统计表。

表3—20　2002—2003年城镇居民家庭抽样调查资料
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从表3—20可以看出，统计表一般由四个主要部分组成，即表头、行标题、列标题和数字资料，此外，必要时可以在统计表的下方加上表外附加。表头应放在表的上方，它说明的是统计表的主要内容；行标题和列标题通常安排在统计表的第一列和第一行，它表示的主要是所研究问题的类别名称和变量名称，如果是时间序列数据，行标题和列标题也可以是时间，当数据较多时，通常将时间放在行标题的位置。表的其余部分是具体的数字资料；表外附加通常放在统计表的下方，主要包括数据来源、变量的注释和必要的说明等内容。

由于使用者的目的以及统计数据的特点不同，统计表的设计在形式和结构上会有较大差异，但其设计上的基本要求是一致的。尽管计算机的应用对统计表的形式要求越来越少，但“科学、实用、简练、美观”仍然是设计和使用统计表所要求的。具体来说，设计和使用统计表时要注意以下几点：

首先，要合理安排统计表的结构，比如行标题、列标题、数字资料的位置应安排合理。当然，由于强调的问题不同，行标题和列标题可以互换，但应使统计表的横竖长度比例适当，避免出现过高或过宽的表格形式。

其次，表头一般应包括表号、总标题和表中数据的单位等内容。总标题应简明确切地概括出统计表的内容，一般需要表明统计数据的时间（When）、地点（Where）以及何种数据（What），即标题内容应满足3W要求。如果表中的全部数据都是同一计量单位，可在表的右上角标明。若各变量的计量单位不同，则应放在每个变量后或单列出一列标明。

再次，表中的上下两条横线一般用粗线，中间的其他线要用细线，这样使人看起来清楚、醒目。通常情况下，统计表的左右两边不封口，列标题之间在必要时可用竖线分开，而行标题之间通常不必用横线隔开。总之表中尽量少用横竖线。表中的数据一般是右对齐，有小数点时应以小数点对齐，而且小数点的位数应统一。对于没有数字的表格单元，一般用“—”表示，一张填好的统计表不应出现空白单元格。

最后，在使用统计表时，必要时可在表的下方加上注释，特别要注意注明数据来源，以表示对他人劳动成果的尊重，以备读者查阅使用。


思考与练习

一、思考题

3.1　数据的预处理包括哪些内容？

3.2　分类数据和顺序数据的整理和图示方法各有哪些？

3.3　数值型数据的分组方法有哪些？简述组距分组的步骤。

3.4　直方图与条形图有何区别？

3.5　绘制线图应注意哪些问题？

3.6　饼图和环形图有什么不同？

3.7　茎叶图与直方图相比有什么优点？它们的应用场合是什么？

3.8　鉴别图表优劣的准则有哪些？

3.9　制作统计表应注意哪几个问题？



二、练习题

3.1　为评价家电行业售后服务的质量，随机抽取了由100个家庭构成的一个样本。服务质量的等级分别表示为：A．好；B．较好；C．一般；D．较差；E．差。调查结果如下：
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要求：

（1）指出上面的数据属于什么类型。

（2）用Excel制作一张频数分布表。

（3）绘制一张条形图，反映评价等级的分布。

（4）绘制评价等级的帕累托图。

3.2　某行业管理局所属40个企业2002年的产品销售收入数据如下：
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要求：

（1）根据上面的数据进行适当的分组，编制频数分布表，并计算出累积频数和累积频率。

（2）按规定，销售收入在125万元以上为先进企业，115万元～125万元为良好企业，105万元～115万元为一般企业，105万元以下为落后企业，按先进企业、良好企业、一般企业、落后企业进行分组。

3.3　某百货公司连续40天的商品销售额如下：
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要求：根据上面的数据进行适当的分组，编制频数分布表，并绘制直方图。

3.4　利用下面的数据构建茎叶图和箱线图。
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3.5　为了确定灯泡的使用寿命，在一批灯泡中随机抽取100个进行测试，所得结果如下：

[image: ]

要求：

（1）利用计算机对上面的数据进行排序。

（2）以组距为10进行等距分组，整理成频数分布表。

（3）根据分组数据绘制直方图，说明数据分布的特点。

（4）制作茎叶图，并与直方图作比较。

3.6　一种袋装食品用生产线自动装填，每袋重量大约为50g，但由于某些原因，每袋重量不会恰好是50g。随机抽取100袋食品，测得的重量数据如下：
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要求：

（1）构建这些数据的频数分布表。

（2）绘制频数分布的直方图。

（3）说明数据分布的特征。

3.7　下面是一种金属零件重量的误差数据：
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要求：

（1）以10为组距构建零件重量误差的频数分布表。

（2）绘制直方图，说明零件重量误差分布的特征。

3.8　下面是北方某城市1—2月份各天气温的记录数据：
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要求：

（1）指出上面的数据属于什么类型。

（2）对上面的数据进行适当的分组。

（3）绘制直方图，说明该城市气温分布的特点。

3.9　下面是某考试管理中心对2005年参加成人自学考试的12000名学生的年龄分组数据：
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要求：

（1）对这个年龄分布作直方图。

（2）从直方图分析成人自学考试人员年龄分布的特点。

3.10　下面是A，B两个班学生的数学考试成绩数据：

A班
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B班
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要求：

（1）将两个班的考试成绩用一根公共的茎制成茎叶图。

（2）比较两个班考试成绩分布的特点。

3.11　给下面的数据绘制散点图。
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3.12　甲乙两个班各有40名学生，期末统计学考试成绩的分布如下：
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要求：

（1）根据上面的数据，画出两个班考试成绩的对比条形图和环形图。

（2）比较两个班考试成绩分布的特点。

（3）画出雷达图，比较两个班考试成绩的分布是否相似。

3.13　2005年4月北京亚运村汽车交易市场的汽车销售数据如下：
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要求：

（1）画出国产汽车和进口汽车销售量的对比条形图。

（2）画出国产汽车和进口汽车销售量的环形图。

3.14　已知1995—2004年我国的国内生产总值数据如下（按当年价格计算）：
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要求：

（1）用Excel绘制国内生产总值的线图。

（2）绘制第一、二、三产业国内生产总值的线图。

（3）根据2004年的国内生产总值及其构成数据绘制饼图。

3.15　1997年我国几个主要城市各月份的平均相对湿度数据如下表所示，试绘制箱线图，并分析各城市平均相对湿度的分布特征。
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资料来源：《中国统计年鉴1998》，10页，北京，中国统计出版社，1998。



————————————————————

(1) Excel【数据分析】工具的安装。Excel中的【数据分析】工具提供了一些常用统计方法的程序。如果你的机器还没有安装此项功能，需要安装后才能使用。具体的安装步骤如下：第1步：在Excel工作表界面中点击【工具】下拉菜单，找到【加载宏】选项并单击。第2步：在【可用加载宏】选项中选中【分析工具库】，然后单击【确定】，系统会提示你安装。第3步：将Office安装盘插入光驱，然后单击【确定】即可。

(2) 使用Excel中的直方图工具有一个缺陷，就是频数分布和直方图没有与数据链接，因此，如果你改变任何一个数据，频数分布表和直方图不会跟着改变，必须重复上面的步骤创建一个新的频数分布表和直方图。为解决这一问题，可以使用Excel中的FREQUENCY函数来创建频数分布表和直方图。

可根据频数分布表，使用柱形图来创建直方图。这样，当你改变任何一项数据时，频数分布表和直方图也随之改变。

(3) 中位数是一组数据排序后处于中间位置上的变量值，用Me表示；四分位数是一组数据排序后处在数据25％位置和75％位置上的两个值，用QL表示下四分位数，QU表示上四分位数。这些统计量将在第4章中详细介绍。

(4) 在SPSS绘制的箱线图中，把超过四分位差（75％四分位数与25％四分位数之差）1.5倍距离的数值定义为离群点，在图中用“〇”表示；把超过四分位差3倍距离的数值定义为极端值（extremes），用“*”表示。



第4章　数据的概括性度量

统计应用

鳗鱼的公共繁殖场所(1)

费希尔在1952年的一篇文章中举了一个例子，说明如何由基本的描述统计量的知识引出一个重要的发现。

20世纪早期，哥本哈根卡尔堡实验室的施密特（J．Schmidt）发现不同地区所捕获的同种鱼类的脊椎骨和鳃腺的数量有很大不同；甚至在同一海湾内不同地点所捕获的同种鱼类，也发现同样的倾向。然而，鳗鱼的脊椎骨的数量变化不大。施密特从欧洲各地、冰岛、亚速尔群岛和尼罗河等几乎分离的海域里所捕获的鳗鱼的样本中，计算发现了几乎一样的均值和标准偏差值。

施密特由此推断：所有各个不同海域内的鳗鱼是由海洋中某公共场所繁殖的。后来名为“戴纳”（Dana）的科学考察船在一次远征中发现了这个场所。

利用图表展示数据，可以对数据分布的形状和特征有一个大致的了解。但要全面把握数据分布的特征，还需要找到反映数据分布特征的各个代表值。数据分布的特征可以从三个方面进行测度和描述：一是分布的集中趋势，反映各数据向其中心值靠拢或聚集的程度；二是分布的离散程度，反映各数据远离其中心值的趋势；三是分布的形状，反映数据分布的偏态和峰态。这三个方面分别反映了数据分布特征的不同侧面。本章将重点讨论分布特征值的计算方法、特点及其应用场合。


4.1　集中趋势的度量

集中趋势（central tendency）是指一组数据向某一中心值靠拢的程度，它反映了一组数据中心点的位置所在。本节将从统计数据的不同类型出发，从低层次的测量数据开始逐步介绍集中趋势的各个测度值。需要重新强调的是，低层次数据的集中趋势测度值适用于高层次的测量数据；反过来，高层次数据的集中趋势测度值并不适用于低层次的测量数据。因此，选用哪一个测度值来反映数据的集中趋势，要根据所掌握的数据的类型和特点来确定。

4.1.1　分类数据：众数

众数（mode）是一组数据中出现次数最多的变量值，用Mo表示。众数主要用于测度分类数据的集中趋势，当然也适用于作为顺序数据以及数值型数据集中趋势的测度值。一般情况下，只有在数据量较大的情况下，众数才有意义。

【例4.1】　根据第3章表3—4中的数据，计算“饮料类型”的众数。

解：这里的变量为“饮料类型”，这是个分类变量，不同的类型就是变量值。在所调查的50人当中，购买碳酸饮料的人数最多，为15人，因此众数为“碳酸饮料”这一类型，即Mo＝碳酸饮料。

这就是说，可以用“碳酸饮料”作为“饮料类型”这一变量的一个概括性度量。当然它对这一变量的代表性则需要进一步分析。

【例4.2】　根据第3章表3—10和表3—11中的数据，计算甲乙两个城市对住房状况满意程度评价的众数。

解：这里的变量为“回答类别”，其变量值为非常不满意、不满意、一般、满意、非常满意。从表3—10中看到，甲城市中对住房表示不满意的户数最多，为108户，因此众数为“不满意”这一类别，即Mo＝不满意；同样乙城市中对住房表示不满意的户数最多，为99户，因此众数也为“不满意”这一类别，即Mo＝不满意。

上述结果表明，两个城市的家庭对目前的住房状况总体上来说是不满意的。

【例4.3】　在某城市中随机抽取9个家庭，调查得到每个家庭的人均月收入数据如下（单位：元）。要求计算人均月收入的众数。

1080　750　1080　1080　850　960　2000　1250　1630


Excel中的统计函数

利用Excel中的MODE函数可以计算一组数值型数据的众数。其语法为MODE（number1，number2，…）。number1，number2，…是用于计算众数的1～30个参数，也可以使用单一数组（即对数组区域的引用）来代替由逗号分隔的参数。如果一组数据中不含有重复的数据，则MODE函数返回错误值N/A。



解：人均月收入出现频数最多的是1080，因此，众数Mo＝1080元。

众数是一个位置代表值，它不受数据中极端值的影响。从分布的角度看，众数是具有明显集中趋势点的数值，一组数据分布的最高峰点所对应的数值即为众数。当然，如果数据的分布没有明显的集中趋势或最高峰点，众数也可能不存在；如果有两个或多个最高峰点，也可以有两个或多个众数。众数的示意图如图4—1所示。
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图4—1　众数示意图

4.1.2　顺序数据：中位数和分位数

在一组数据中，可以找出处在某个位置上的数据，这些位置上的数据就是相应的分位数，其中包括中位数、四分位数、十分位数、百分位数等。

1．中位数

中位数（median）是一组数据排序后处于中间位置上的变量值，用Me表示。显然，中位数将全部数据等分成两部分，每部分包含50％的数据，一部分数据比中位数大，另一部分则比中位数小。中位数主要用于测度顺序数据的集中趋势，当然也适用于测度数值型数据的集中趋势，但不适用于分类数据。

根据未分组数据计算中位数时，要先对数据进行排序，然后确定中位数的位置，最后确定中位数的具体数值。中位数位置的确定公式为：
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式中，n为数据个数。

设一组数据为x1，x2，…，xn，按从小到大的顺序排序后为x(1)，x(2)，…，x(n)，则中位数为：

[image: ]

【例4.4】　根据第3章表3—10和表3—11中的数据，计算甲乙两个城市家庭对住房满意程度评价的中位数。


Excel中的统计函数

利用Excel中的MEDIAN函数可以计算一组数值型数据的中位数。其语法为MEDIAN（number1，number2，…）。number1，number2，…是用于计算中位数的1～30个数值。如果一组数据中包含偶数个数字，函数MEDIAN将返回位于中间的两个数的平均值。



解：这是一个顺序数据，变量为对住房满意状况的“回答类别”，其中的五个选项即为变量值。由于变量值本身就是排序的，根据中位数的位置确定公式有：
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从表3—10的累积次数中可以很容易看到，中位数在“一般”这一类中，因此中位数是“一般”这一类别，即Me＝一般。

同样，乙城市的中位数也是“一般”这一类别，即Me＝一般。

这就是说，对于甲乙城市而言，可以用“一般”作为对住房满意状况评价的一个代表值。当然，其代表性如何还需进一步分析。

【例4.5】　在某城市中随机抽取9个家庭，调查得到每个家庭的人均月收入数据如下（单位：元）。要求计算人均月收入的中位数。

1500　750　780　1080　850　960　2000　1250　1630

解：先将上面的数据排序，结果如下：

750　780　850　960　1080　1250　1500　1630　2000
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所以中位数为1080，即Me＝1080元。

下面再看看当数据个数为偶数时怎样计算中位数。假定在例4.5中抽取了10个家庭，每个家庭的人均月收入数据排序后为：

660　750　780　850　960　1080　1250　1500　1630　2000
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中位数为：

[image: ]

中位数是一个位置代表值，其特点是不受极端值的影响，在研究收入分配时很有用。

2．四分位数

中位数是从中间点将全部数据等分为两部分。与中位数类似的还有四分位数、十分位数（decile）和百分位数（percentile）等。它们分别是用3个点、9个点和99个点将数据4等分、10等分和100等分后各分位点上的值。这里只介绍四分位数的计算。

四分位数（quartile）也称四分位点，它是一组数据排序后处于25％和75％位置上的值。四分位数是通过3个点将全部数据等分为4部分，其中每部分包含25％的数据。很显然，中间的四分位数就是中位数，因此通常所说的四分位数是指处在25％位置上的数值（称为下四分位数）和处在75％位置上的数值（称为上四分位数）。与中位数的计算方法类似，根据未分组数据计算四分位数时，首先对数据进行排序，然后确定四分位数所在的位置，该位置上的数值就是四分位数。与中位数不同的是，四分位数位置的确定方法有几种(2)，每种方法得到的结果会有一定差异，但差异不会很大。根据定义，四分位数的位置确定方法如下。

设下四分位数为QL，上四分位数为QU，根据四分位数的定义有：
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如果位置是整数，四分位数就是该位置对应的值；如果是在0.5的位置上，则取该位置两侧值的平均数；如果是在0.25或0.75的位置上，则四分位数等于该位置的下侧值加上按比例分摊位置两侧数值的差值。

【例4.6】　根据例4.5中9个家庭的收入调查数据，计算人均月收入的四分位数。

解：根据式（4.3），有
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即QL在第2个数值（780）和第3个数值（850）之间0.25的位置上，因此，
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即QU在第6个数值（1250）和第7个数值（1500）之间0.75的位置上，因此，
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根据四分位数的计算结果可以粗略地说，排序数据中，至少25％的数据将小于或等于QL，而至少75％的数据将大于或等于QL；至少75％的数据将小于或等于QU，而至少25％的数据将大于或等于QU。由于QL和QU之间包含了50％的数据，因此，就例4.6而言，可以说大约有一半的家庭人均月收入在QL和QU之间。


Excel中的统计函数

利用Excel中的QUARTILE函数可以计算一组数值型数据的四分位数。其语法为QUARTILE（array，quart）。array为需要求得四分位数值的数组或数字的单元格区域。quart决定返回哪一个四分位值。如果quart等于0，函数QUARTILE返回最小值；如果quart等于1，函数QUARTILE返回第一个四分位数；如果quart等于2，函数QUARTILE返回中位数；如果quart等于3，函数QUARTILE返回第三个四分位数；如果quart等于4，函数QUARTILE返回最大值。



4.1.3　数值型数据：平均数

平均数也称为均值（mean），它是一组数据相加后除以数据的个数得到的结果。

平均数在统计学中具有重要的地位，是集中趋势的最主要测度值，它主要适用于数值型数据，而不适用于分类数据和顺序数据。根据所掌握数据的不同，平均数有不同的计算形式和计算公式。

1．简单平均数与加权平均数

根据未经分组数据计算的平均数称为简单平均数（simple mean）。设一组样本数据为x1，x2，…，xn，样本量（样本数据的个数）为n，则简单样本平均数用x表示，计算公式(3)为：
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例如，根据例4.5中的数据，计算9个家庭人均月收入的平均数为：
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根据分组数据计算的平均数称为加权平均数（weighted mean）。设原始数据被分成k组，各组的组中值分别用M1，M2，…，Mk表示，各组变量值出现的频数分别用f1，f2，…，fk表示，则样本加权平均数的计算公式为：
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式中，n＝Σfi，即样本量。

【例4.7】　根据第3章表3—13中的数据，计算电脑销售量的平均数。

解：计算过程见表4—1。

表4—1　某电脑公司销售量数据平均数计算表
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根据式（4.5）得
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根据式（4.5）计算平均数时，是用各组的组中值代表各组的实际数据，使用这一代表值时是假定各组数据在组内是均匀分布的，如果实际数据与这一假定相吻合，计算的结果还是比较准确的，否则误差会较大。

平均数在统计学中具有重要地位，它是进行统计分析和统计推断的基础。从统计思想上看，平均数是一组数据的重心所在，是数据误差相互抵消后的必然结果。比如，对同一事物进行多次测量，所得结果可能不一致，这是测量误差所致，也可能是其他因素的偶然影响，利用平均数作为其代表值，则可以使误差相互抵消，反映出事物必然性的数量特征。


Excel中的统计函数

利用Excel中的AVERAGE函数可以计算一组数值型数据的算数平均数。其语法为AVERAGE（number1，number2，…）。number1，number2，…是用于计算平均数的1～30个参数。



2．一种特殊的平均数：几何平均数

几何平均数（geometric mean）是n个变量值乘积的n次方根，用G表示。计算公式(4)为：
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式中，[image: ]为连乘符号。


Excel中的统计函数

利用Excel中的GEOMEAN函数可以计算一组数值型数据的几何平均数。其语法为GEOMEAN（number1，number2，…）。number1，number2，…是用于计算平均数的1～30个参数，也可以不使用这种用逗号分隔参数的形式，而用单个数组或数组引用的形式。如果任何数据点小于0，则函数GEOMEAN返回错误值＃NUM!。



几何平均数是适用于特殊数据的一种平均数，它主要用于计算平均比率。当所掌握的变量值本身是比率的形式时，采用几何平均法计算平均比率更为合理。在实际应用中，几何平均数主要用于计算现象的平均增长率。

【例4.8】　一位投资者持有一种股票，2001—2004年的收益率分别为4.5％，2.1％，25.5％，1.9％。要求计算该投资者在这4年内的平均收益率。

解：设平均收益率为[image: ]，根据式（4.6）有
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即该投资者的投资年平均收益率为8.0787％。

假定该投资者最初投入10000元，按各年的几何平均收益率计算，2004年的本利总和应为：
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如果按算术平均计算，平均收益率则为：
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按算数平均收益率计算，该投资者2004年的本利总和应为：

10000×（108.5％）4＝13858.59（元）

二者相差214.02元，而这部分收益投资者是没有拿到的。这说明，对于比率数据的平均采用几何平均要比算术平均更合理。从下面的分析中可以更清楚地看出这一点。

设开始的数值为y0，逐年增长率为G1，G2，…，Gn，则第i年的数值为：
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从y0到yn用n年，每年的增长率都相同，这个增长率G就是平均增长率[image: ]，即式（4.7）中的Gi都等于G。因此
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当所平均的各比率数值差别不大时，算术平均和几何平均的结果相差不大，如果各比率的数值相差较大时，二者的差别就很明显。

4.1.4　众数、中位数和平均数的比较

众数、中位数和平均数是集中趋势的三个主要测度值，它们具有不同的特点和应用场合。

1．众数、中位数和平均数的关系

从分布的角度看，众数始终是一组数据分布的最高峰值，中位数是处于一组数据中间位置上的值，而平均数则是全部数据的算术平均。因此，对于具有单峰分布的大多数数据而言，众数、中位数和平均数之间具有以下关系：如果数据的分布是对称的，众数（Mo）、中位数（Me）和平均数（[image: ]）必定相等，即Mo＝Me＝[image: ]；如果数据是左偏分布，说明数据存在极小值，必然拉动平均数向极小值一方靠，而众数和中位数由于是位置代表值，不受极值的影响，因此三者之间的关系表现为：[image: ]＜Me＜Mo；如果数据是右偏分布，说明数据存在极大值，必然拉动平均数向极大值一方靠，则Mo＜Me＜[image: ]。上述关系如图4—2所示。
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图4—2　不同分布的众数、中位数和平均数

2．众数、中位数和平均数的特点与应用场合

掌握众数、中位数和平均数的特点，有助于在实际应用中选择合理的测度值来描述数据的集中趋势。

众数是一组数据分布的峰值，不受极端值的影响。其缺点是具有不唯一性，一组数据可能有一个众数，也可能有两个或多个众数，也可能没有众数。众数只有在数据量较多时才有意义，当数据量较少时，不宜使用众数。众数主要适合作为分类数据的集中趋势测度值。

中位数是一组数据中间位置上的代表值，不受数据极端值的影响。当一组数据的分布偏斜程度较大时，使用中位数也许是一个好的选择。中位数主要适合作为顺序数据的集中趋势测度值。

平均数是针对数值型数据计算的，而且利用了全部数据信息，它是实际中应用最广泛的集中趋势测度值。当数据呈对称分布或接近对称分布时，3个代表值相等或接近相等，这时则应选择平均数作为集中趋势的代表值。但平均数的主要缺点是易受数据极端值的影响，对于偏态分布的数据，平均数的代表性较差。因此，当数据为偏态分布，特别是偏斜程度较大时，可以考虑选择中位数或众数，这时它们的代表性要比平均数好。


4.2　离散程度的度量

数据的离散程度是数据分布的另一个重要特征，它反映的是各变量值远离其中心值的程度。数据的离散程度越大，集中趋势的测度值对该组数据的代表性就越差；离散程度越小，其代表性就越好。描述数据离散程度采用的测度值，根据数据类型的不同主要有异众比率、四分位差、方差和标准差。此外，还有极差、平均差以及测度相对离散程度的离散系数等。

4.2.1　分类数据：异众比率

异众比率（variation ratio）是指非众数组的频数占总频数的比例，用Vr表示。其计算公式为：
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式中，Σfi为变量值的总频数；fm为众数组的频数。

异众比率主要用于衡量众数对一组数据的代表程度。异众比率越大，说明非众数组的频数占总频数的比重越大，众数的代表性就越差；异众比率越小，说明非众数组的频数占总频数的比重越小，众数的代表性越好。异众比率主要适合测度分类数据的离散程度，当然，对于顺序数据以及数值型数据也可以计算异众比率。

【例4.9】　根据第3章表3—4中的数据，计算异众比率。

解：根据式（4.10）得
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这说明在所调查的50人当中，购买其他类型饮料的人数占70％，异众比率比较大。因此，用“碳酸饮料”来代表消费者购买饮料类型的状况，其代表性不是很好。

4.2.2　顺序数据：四分位差

四分位差（quartile deviation）也称为内距或四分间距（inter-quartile range），它是上四分位数与下四分位数之差，用Qd表示。其计算公式为：
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四分位差反映了中间50％数据的离散程度，其数值越小，说明中间的数据越集中；其数值越大，说明中间的数据越分散。四分位差不受极值的影响。此外，由于中位数处于数据的中间位置，因此，四分位差的大小在一定程度上也说明了中位数对一组数据的代表程度。四分位差主要用于测度顺序数据的离散程度。对于数值型数据也可以计算四分位差，但它不适合分类数据。

【例4.10】　根据例4.6的计算结果，计算家庭人均月收入的四分位差。

解：根据例4.6的计算结果可知，QL＝797.5，QU＝1437.5。四分位差为：
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4.2.3　数值型数据：方差和标准差

测度数值型数据离散程度的方法主要有极差、平均差、方差和标准差，其中最常用的是方差和标准差。

1．极差

一组数据的最大值与最小值之差称为极差（range），也称全距，用R表示。其计算公式为：

[image: ]

式中，max(xi)和min(xi)分别表示一组数据的最大值和最小值。

例如，根据例4.5中的数据，计算9个家庭人均月收入的极差为：

R＝2000－750＝1250（元）

极差是描述数据离散程度的最简单测度值，计算简单，易于理解，但它容易受极端值的影响。由于极差只是利用了一组数据两端的信息，不能反映出中间数据的分散状况，因而不能准确描述出数据的分散程度。

2．平均差

平均差（mean deviation）也称平均绝对离差（mean absolute deviation），它是各变量值与其平均数离差绝对值的平均数，用Md表示。

根据未分组数据计算平均差的公式为：
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根据分组数据计算平均差的公式为：
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【例4.11】　根据第3章表3-13中的数据，计算电脑销售量的平均差。

解：已知[image: ]，计算过程见表4—2。

表4—2　某电脑公司销售量数据平均差计算表

[image: ]

根据式（4.14）得
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平均差以平均数为中心，反映了每个数据与平均数的平均差异程度，它能全面准确地反映一组数据的离散状况。平均差越大，说明数据的离散程度越大；反之，则说明数据的离散程度越小。为了避免离差之和等于零而无法计算平均差这一问题，平均差在计算时对离差取了绝对值，以离差的绝对值来表示总离差，这就给计算带来了不便，因而在实际中应用较少。但平均差的实际意义比较清楚，容易理解。


Excel中的统计函数

利用Excel中的AVEDEV函数可以计算一组数值型数据的平均差。其语法为AVEDEV（number1，number2，…）。number1，number2，…是用于计算绝对偏差平均值的一组参数，参数的个数可以有1～30个。



3．方差和标准差

方差（variance）是各变量值与其平均数离差平方的平均数。它在数学处理上是通过平方的办法消去离差的正负号，然后再进行平均。方差的平方根称为标准差（standard deviation）。方差（或标准差）能较好地反映出数据的离散程度，是实际中应用最广的离散程度测度值。


Excel中的统计函数

利用Excel中的STDEV函数可以计算一组数值型数据的样本标准差。其语法为STDE（number1，number2，…）number1，nunmber2，…为样本的1～30个参数。如果是总体数据，则应该使用函数STDEVP来计算标准差。



设样本方差为s2，根据未分组数据和分组数据计算样本方差的公式(5)分别为：
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样本方差是用样本数据个数减1后去除离差平方和，其中样本数据个数减1即n－1称为自由度（degree of freedom）(6)。

方差开方后即得到标准差。与方差不同的是，标准差是具有量纲的，它与变量值的计量单位相同，其实际意义要比方差清楚。因此，在对实际问题进行分析时更多地使用标准差。标准差的计算公式分别为：
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【例4.12】　根据第3章表3—13中的数据，计算电脑销售量的标准差。

解：已知[image: ]＝185，计算过程见表4—3。

表4—3　某电脑公司销售量数据标准差计算表

[image: ]

根据式（4.18）得样本标准差为：
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4．相对位置的度量

有了平均数和标准差之后，可以计算一组数据中各个数值的标准分数，以测度每个数据在该组数据中的相对位置，并可以用它来判断一组数据是否有离群数据。

（1）标准分数。

变量值与其平均数的离差除以标准差后的值称为标准分数（standard score），也称标准化值或z分数。设标准分数为z，则有
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标准分数给出了一组数据中各数值的相对位置。比如，如果某个数值的标准分数为－1.5，就知道该数值低于平均数1.5倍的标准差。式（4.19）也就是我们常用的统计标准化公式，在对多个具有不同量纲的变量进行处理时，常常需要对各变量进行标准化处理。

【例4.13】　根据例4.5的数据，计算每个家庭人均月收入的标准分数。

解：根据已知数据计算得：[image: ]＝1200，s＝431.68。由式（4.19）得每个家庭人均月收入的标准分数如表4—4所示。

表4—4　9个家庭人均月收入的标准分数
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由表4—4可知，收入最低的家庭其人均收入与平均数相比低1.042个标准差；而收入最高的家庭人均收入比平均数高1.853个标准差。

标准分数具有平均数为0、标准差为1的特性。实际上，z分数只是将原始数据进行了线性变换，它并没有改变一个数据在该组数据中的位置，也没有改变该组数据分布的形状，而只是将该组数据变为平均数为0、标准差为1。

比如，一组数据为25，28，31，34，37，40，43，其平均数为34，标准差为6，其标准分数变换图可用图4—3表示。
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图4—3　z分数变换图

（2）经验法则。

当一组数据对称分布时，经验法则表明：

约有68％的数据在平均数±1个标准差的范围之内。

约有95％的数据在平均数±2个标准差的范围之内。

约有99％的数据在平均数±3个标准差的范围之内。

根据表4—4的结果，在平均数±1个标准差范围内，即1200±431.68＝（768.32，1631.68），共有7个家庭，占家庭总数的77.78％；在平均数±2个标准差范围内，即1200±2×431.68＝（336.64，2063.36），共有9个家庭，占家庭总数的100％。没有在2个标准差之外的数据。

可以想象，一组数据中低于或高于平均数3个标准差之外的数值是很少的，也就是说，在平均数±3个标准差的范围内几乎包含了全部数据，而在3个标准差之外的数据，在统计上称为离群点（outlier）。比如，9个家庭的人均月收入数据中就没有离群点。

（3）切比雪夫不等式。

经验法则适合对称分布的数据。如果一组数据不是对称分布，经验法则就不再适用，这时可使用切比雪夫不等式（Chebyshev's inequality），它对任何分布形状的数据都适用。切比雪夫不等式提供的是“下界”，也就是“所占比例至少是多少”，对于任意分布形态的数据，根据切比雪夫不等式，至少有（1－1/k2）的数据落在k个标准差之内。其中k是大于1的任意值，但不一定是整数。对于k＝2，3，4，该不等式的含义是：

至少有75％的数据落在平均数±2个标准差的范围之内。

至少有89％的数据落在平均数±3个标准差的范围之内。

至少有94％的数据落在平均数±4个标准差的范围之内。

4.2.4　相对离散程度：离散系数

方差和标准差是反映数据分散程度的绝对值，其数值的大小一方面受原变量值本身水平高低的影响，也就是与变量的平均数大小有关，变量值绝对水平高的，离散程度的测度值自然也就大，绝对水平低的离散程度的测度值自然也就小；另一方面，它们与原变量值的计量单位相同，采用不同计量单位计量的变量值，其离散程度的测度值也就不同。因此，对于平均水平不同或计量单位不同的不同组别的变量值，是不能用标准差直接比较其离散程度的。为消除变量值水平高低和计量单位不同对离散程度测度值的影响，需要计算离散系数。

离散系数也称为变异系数（coefficient of variation），它是一组数据的标准差与其相应的平均数之比。其计算公式为：
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离散系数是测度数据离散程度的相对统计量，主要是用于比较不同样本数据的离散程度。离散系数大，说明数据的离散程度也大；离散系数小，说明数据的离散程度也小。(7)

【例4.14】　在奥运会女子10米气手枪比赛中，每个运动员首先进行每组10枪共4组的预赛，然后根据预赛总成绩确定进入决赛的8名运动员。决赛时8名运动员再进行10枪射击，再将预赛成绩加上决赛成绩以确定最后的名次。在2008年8月10日举行的第29届北京奥运会女子10米气手枪决赛中，进入决赛的8名运动员的预赛成绩和最后10枪的决赛成绩如表4—5所示。评价哪名运动员的发挥更稳定。

表4—5　8名运动员10米气手枪决赛的成绩
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解：如果各运动员决赛10枪的平均成绩差异不大，可以直接比较标准差的大小，否则需要计算离散系数。8名运动员最后10枪决赛的平均成绩、标准差和离散系数如表4—6所示。

表4—6　8名运动员10枪决赛的平均成绩、标准差和离散系数
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从离散系数可以看出，在最后10枪的决赛中，发挥比较稳定的运动员是塞尔维亚的亚斯娜·舍卡里奇和中国的郭文珺，发挥不稳定的运动员是蒙古的卓格巴德拉赫·蒙赫珠勒和波兰的莱万多夫斯卡·萨贡。

上述介绍的反映数据离散程度的各个测度值，适用于不同类型的数据。对于分类数据，主要用异众比率来测度其离散程度；对于顺序数据，虽然也可以计算异众比率，但主要是用四分位差来测度其离散程度；对于数值型数据，虽然可以计算异众比率、四分位差、极差和平均差等，但主要是用方差或标准差来测度其离散程度。当需要对不同样本数据的离散程度进行比较时，则使用离散系数。实际应用时，选用哪一个测度值来反映数据的离散程度，要根据所掌握的数据的类型和分析目的来确定。


4.3　偏态与峰态的度量

集中趋势和离散程度是数据分布的两个重要特征，但要全面了解数据分布的特点，还需要知道数据分布的形状是否对称、偏斜的程度以及分布的扁平程度等。偏态和峰态就是对分布形状的测度。

4.3.1　偏态及其测度

“偏态”（skewness）一词是由统计学家皮尔逊（K．Pearson）于1895年首次提出的，它是对数据分布对称性的测度。测度偏态的统计量是偏态系数（coefficient of skewness），记作SK。

偏态系数的计算方法有很多。在根据未分组的原始数据计算偏态系数时，通常采用下面的公式：
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式中，s3是样本标准差的三次方。

如果一组数据的分布是对称的，则偏态系数等于0；如果偏态系数明显不等于0，表明分布是非对称的。若偏态系数大于1或小于－1，被称为高度偏态分布；若偏态系数在0.5～1或－1～－0.5之间，被认为是中等偏态分布；偏态系数越接近0，偏斜程度就越低。例如，根据第3章表3—12中的原始数据，由式（4.21）计算的偏态系数为0.4，表明销售量的分布有一定的偏斜，且为右偏，但偏斜程度不大。

根据分组数据计算偏态系数，可采用下面的公式：
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从式（4.22）可以看到，它是离差三次方的平均数再除以标准差的三次方。当分布对称时，离差三次方后正负离差可以相互抵消，因而SK的分子等于0，则SK＝0；当分布不对称时，正负离差不能抵消，就形成了正或负的偏态系数SK。当SK为正值时，表示正离差值较大，可以判断为正偏或右偏；反之，当SK为负值时，表示负离差值较大，可判断为负偏或左偏。在计算SK时，将离差三次方的平均数除以s3是将偏态系数转化为相对数。SK的数值越大，表示偏斜的程度就越大。


Excel中的统计函数

利用Excel中的SKEW函数可以计算一组数值型数据的偏态系数。其语法为SKEW（number1，number2，…）。number1，number2，…为需要计算偏斜度的1～30个参数。如果数据点个数少于3个，或样本标准差为0，则函数SKEW返回错误值＃DIV/0!。

同样，利用KURT函数可以计算一组数值型数据的峰态系数。其语法为KURT（number1，number2，…）。number1，number2，…是用于计算峰值的1～30个参数。如果数据点个数少于4个，或样本标准差为0，则函数KURT返回错误值＃DIV/0!。



【例4.15】　根据第3章表3—13中的数据，计算电脑销售量的偏态系数。

解：计算过程见表4—7。

表4—7　某电脑公司销售量偏态系数及峰态系数计算表
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将计算结果代入式（4.22）得
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偏态系数为正值，但数值不是很大，说明电脑销售量的分布为右偏分布，但偏斜程度不是很大。从第3章的图3—20销售量分布的直方图也可以看出这一点。

4.3.2　峰态及其测度

“峰态”（kurtosis）一词是由统计学家皮尔逊于1905年首次提出的。它是对数据分布平峰或尖峰程度的测度。测度峰态的统计量则是峰态系数（coefficient of kurtosis），记作K。

峰态通常是与标准正态分布相比较而言的。如果一组数据服从标准正态分布，则峰态系数的值等于0；若峰态系数的值明显不等于0，则表明分布比正态分布更平或更尖，通常称为平峰分布或尖峰分布，如图4—4所示。
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图4—4　尖峰分布与平峰分布示意图

在根据未分组数据计算峰态系数时，通常采用下面的公式：
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例如，根据第3章表3—12中的原始数据，由式（4.23）计算的峰态系数为－0.18。

根据分组数据计算峰态系数是用离差四次方的平均数再除以标准差的四次方，其计算公式为：
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式中，s4是样本标准差的四次方。

公式中将离差的四次方除以s4是为了将峰态系数转化成相对数。用峰态系数说明分布的尖峰和扁平程度，是通过与标准正态分布的峰态系数进行比较来实现的。由于正态分布的峰态系数为0，当K＞0时为尖峰分布，数据的分布更集中；当K＜0时为扁平分布，数据的分布越分散。式（4.24）中也可以不减3，此时的比较标准是3。当K＞3时为尖峰分布，K＜3时为扁平分布。

【例4.16】　根据表4—7中的数据，计算电脑销售量分布的峰态系数。

解：根据表4—7的计算结果，代入式（4.24）得
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由于K＝－0.306＜0，说明电脑销售量的分布与正态分布相比略有一些扁平。

本章我们介绍了数据分布特征的各种测度值，其中多数可以通过Excel【数据分析】工具中的【描述统计】命令得出计算结果。下面利用第3章中表3—12中的数据，用Excel给出各描述统计量的计算结果（见表4—8）。

表4—8　Excel输出的描述统计量
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图4—5总结了数据的分布特征与适用的描述统计量。
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图4—5　数据的分布特征与适用的描述统计量


思考与练习

一、思考题

4.1　一组数据的分布特征可以从哪几个方面进行测度？

4.2　怎样理解平均数在统计学中的地位？

4.3　简述四分位数的计算方法。

4.4　对于比率数据的平均为什么采用几何平均？

4.5　简述众数、中位数和平均数的特点和应用场合。

4.6　简述异众比率、四分位差、方差或标准差的适用场合。

4.7　标准分数有哪些用途？

4.8　为什么要计算离散系数？

4.9　测度数据分布形状的统计量有哪些？



二、练习题

4.1　一家汽车零售店的10名销售人员5月份销售的汽车数量（单位：台）排序后如下：

2　4　7　10　10　10　12　12　14　15

要求：

（1）计算汽车销售量的众数、中位数和平均数。

（2）根据定义公式计算四分位数。

（3）计算销售量的标准差。

（4）说明汽车销售量分布的特征。

4.2　随机抽取25个网络用户，得到他们的年龄数据如下：
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要求：

（1）计算众数、中位数。

（2）根据定义公式计算四分位数。

（3）计算平均数和标准差。

（4）计算偏态系数和峰态系数。

（5）对网民年龄的分布特征进行综合分析。

4.3　某银行为缩短顾客到银行办理业务等待的时间，准备采用两种排队方式进行试验：一种是所有顾客都进入一个等待队列；另一种是顾客在三个业务窗口处列队3排等待。为比较哪种排队方式使顾客等待的时间更短，两种排队方式各随机抽取9名顾客，得到第一种排队方式的平均等待时间为7.2分钟，标准差为1.97分钟，第二种排队方式的等待时间（单位：分钟）如下：

5.5　6.6　6.7　6.8　7.1　7.3　7.4　7.8　7.8

要求：

（1）画出第二种排队方式等待时间的茎叶图。

（2）计算第二种排队时间的平均数和标准差。

（3）比较两种排队方式等待时间的离散程度。

（4）如果让你选择一种排队方式，你会选择哪一种？试说明理由。

4.4　某百货公司6月份各天的销售额数据如下：
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要求：

（1）计算该百货公司日销售额的平均数和中位数。

（2）按定义公式计算四分位数。

（3）计算日销售额的标准差。

4.5　甲乙两个企业生产三种产品的单位成本和总成本资料如下：
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要求：比较两个企业的总平均成本哪个高，并分析其原因。

4.6　在某地区抽取120家企业，按利润额进行分组，结果如下：
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要求：

（1）计算120家企业利润额的平均数和标准差。

（2）计算分布的偏态系数和峰态系数。

4.7　为研究少年儿童的成长发育状况，某研究所的一位调查人员在某城市抽取100名7～17岁的少年儿童作为样本，另一位调查人员则抽取了1000名7～17岁的少年儿童作为样本。请回答下面的问题，并解释其原因。

（1）两位调查人员所得到的样本的平均身高是否相同？如果不同，哪组样本的平均身高较高？

（2）两位调查人员所得到的样本的标准差是否相同？如果不同，哪组样本的标准差较大？

（3）两位调查人员得到这1100名少年儿童身高的最高者或最低者的机会是否相同？如果不同，哪位调查人员的机会较大？

4.8　一项关于大学生体重状况的研究发现，男生的平均体重为60kg，标准差为5kg；女生的平均体重为50kg，标准差为5kg。请回答下面的问题：

（1）是男生的体重差异大还是女生的体重差异大？为什么？

（2）以磅为单位（1kg＝2.2lb），求体重的平均数和标准差。

（3）粗略地估计一下，男生中有百分之几的人体重在55kg～65kg之间？

（4）粗略地估计一下，女生中有百分之几的人体重在40kg～60kg之间？

4.9　一家公司在招收职员时，首先要通过两项能力测试。在A项测试中，其平均分数是100分，标准差是15分；在B项测试中，其平均分数是400分，标准差是50分。一位应试者在A项测试中得了115分，在B项测试中得了425分。与平均分数相比，该应试者哪一项测试更为理想？

4.10　一条产品生产线平均每天的产量为3700件，标准差为50件。如果某一天的产量低于或高于平均产量，并落在±2个标准差的范围之外，就认为该生产线失去控制。下面是一周各天的产量，该生产线哪几天失去了控制？
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4.11　对10名成年人和10名幼儿的身高进行抽样调查，结果如下：
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要求：

（1）如果比较成年组和幼儿组的身高差异，你会采用什么样的统计量？为什么？

（2）比较分析哪一组的身高差异大？

4.12　一种产品需要人工组装，现有三种可供选择的组装方法。为检验哪种方法更好，随机抽取15个工人，让他们分别用三种方法组装。下面是15个工人分别用三种方法在相同的时间内组装的产品数量：
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要求：

（1）你准备采用什么方法来评价组装方法的优劣？

（2）如果让你选择一种方法，你会作出怎样的选择？试说明理由。

4.13　在金融证券领域，一项投资的预期收益率的变化通常用该项投资的风险来衡量。预期收益率的变化越小，投资风险越低；预期收益率的变化越大，投资风险就越高。下面的两个直方图，分别反映了200种商业类股票和200种高科技类股票的收益率分布。在股票市场上，高收益率往往伴随着高风险。但投资于哪类股票，往往与投资者的类型有一定关系。

（1）你认为该用什么样的统计量来反映投资的风险？

（2）如果选择风险小的股票进行投资，应该选择商业类股票还是高科技类股票？

（3）如果进行股票投资，你会选择商业类股票还是高科技类股票？
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————————————————————

(1) ［美］C．R．劳：《统计与真理：怎样运用偶然性》，92页，北京，科学出版社，2004。

(2) 除式（4.3），四分位数还有以下几种计算方法。

第一，一种较为准确的算法是按下列公式确定位置：
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第二，以中位数为中心，从两端再计算出中位数，确定位置的公式为：
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式中，[image: ]表示中位数的位置取整。这样计算出的四分位数的位置，要么是整数，要么在两个数之间0.5的位置上。

第三，Excel给出的四分位数位置的确定方法为；
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(3) 如果有总体的全部数据x1，x2，…，xN，则总体平均数用μ表示，简单总体平均数的计算公式为：
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同样，如果原始数据被分成k组，各组的组中值分别用M1，M2，…，Mk表示，各组变量值出现的频数分别用f1，f2，…，fk表示，则总体加权平均数的计算公式为：
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(4) 当数据中出现零值或负值时不宜计算几何平均数。

(5) 如果能得到总体数据，对于未分组的原始数据，总体方差σ2的计算公式为：
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对于分组数据，总体方差的计算公式为：
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开平方后即得到总体的标准差。

(6) 自由度是指附加给独立的观测值的约束或限制的个数。从字面含义来看，自由度是指一组数据中可以自由取值的个数。当样本数据的个数为n时，若样本平均数[image: ]确定后，则附加给n个观测值的约束个数就是1个，因此只有n－1个数据可以自由取值，其中必有一个数据不能自由取值。按照这一逻辑，如果对n个观测值附加的约束个数为k个，自由度则为n－k。例如，假定样本有3个数值，即x1＝2，x2＝4，x3＝9，则[image: ]＝5。当[image: ]＝5确定后，x1，x2和x3只有两个数据可以自由取值，另一个则不能自由取值，比如x1＝6，x2＝7，那么x3则必然取2，而不能取其他值。

样本方差的自由度为什么是n－1呢？因为在计算离差平方和[image: ]时，必须先求出样本平均数[image: ]，而[image: ]则是附加给[image: ]的一个约束，因此，计算离差平方和时只有n－1个独立的观测值，而不是n个。样本方差用自由度去除，其原因可以从多方面来解释，从实际应用的角度看，在抽样估计中，当我们用样本方差s2去估计总体方差σ2时，它是σ2的无偏估计量，对这一问题的进一步了解可参考第7章。

(7) 当平均数接近零时，离散系数的值趋于增大，此时必须慎重解释。



第5章　概率与概率分布

统计应用

这样的飞机敢坐吗？

如果要求一个打火机的可靠性达到90％，而它是由10个零件组成的，那么，每个零件的可靠性应该达到多少？

如果要求一台笔记本电脑的可靠性达到90％，而它是由1000个零部件组成的，那么，每个零部件的可靠性应该达到多少？

一架波音737客机上有300多万个零部件，如果用可靠性99.99％的零部件去组装它，这样的飞机您敢坐吗？

上面的问题可以根据下面将要讲授的概率论中独立事件的乘法原则来计算，即A1A2…A10＝90％。

问题1相当于问[image: ]=0.90，取对数计算结果为0.9910＝0.9044，即只有每个零部件的可靠性达到99％时，由它们组装的打火机的可靠性才能达到90％。

问题2与问题1类似，即相当于问[image: ]=0.90，计算结果为0.99991000＝0.9048，即只有每个零件的可靠性达到99.99％时，由这1000个零部件组装的电脑的可靠性才能达到90％。

我们可以把99.99％的可靠性（或合格率）理解为万分之一的次品率。对于目前我国众多的生产制造企业而言，对万分之一的次品率会感到非常乐观。那么就用我们引以为豪的具有99.99％的可靠性的零部件去组装波音737飞机，这种飞机整体质量的可靠性不言而喻。

在前边的章节中，我们介绍了搜集、整理和描述统计数据的一些基本方法。通过对统计数据的整理和描述，可以使我们对客观事物的概貌有一个了解。然而，简单的描述方法只能对统计数据实现粗浅的利用，它与从统计数据中挖掘出规律性的东西相差甚远。统计数据中隐含着非常丰富的重要信息，要有效地充分利用统计数据，需要运用推断统计的方法。推断统计就是在搜集、整理观测样本数据的基础上，对有关总体作出推断，其特点是根据随机性的观测样本数据以及问题的条件和假定，对未知事物作出的以概率形式表述的推断。推断统计的理论和方法在我国通常被认为是概率论与数理统计的内容。本章将主要介绍概率与概率分布的基础知识。


5.1　随机事件及其概率

5.1.1　随机事件的几个基本概念

随机事件是概率论中的一个基本概念，为了说明它，先谈一下什么叫试验和事件。在同一组条件下，对某事物或现象所进行的观察或实验叫做试验，把观察或试验的结果叫做事件。

例如，随意抛掷一枚骰子（一个质地均匀、样式对称的正六面体，六面分别刻有1，2，3，4，5，6六个数字）就是一次试验。骰子落地，可能出现1点，2点，…，6点，或为奇数点、偶数点、点数大于3等都是一个事件，而且这些事件都是在一次试验中可能出现也可能不出现的。与此不同的还有两种事件，即在一次试验中，点数小于7这一事件，在每次抛掷后是一定出现的，而点数大于6这一事件，在每次抛掷后是一定不出现的。这样可以引进下面三个概念，通过互相比较，对随机事件的概念会更清楚些。

（1）随机事件（random event）。在同一组条件下，每次试验可能出现也可能不出现的事件，也叫偶然事件。

（2）必然事件（certain event）。在同一组条件下，每次试验一定出现的事件。

（3）不可能事件（impossible event）。在同一组条件下，每次试验一定不出现的事件。

在掷骰子的活动中，点数小于7这一事件就是一个必然事件；点数大于6这一事件就是一个不可能事件。

概率论研究的总是随机事件，并且把必然事件与不可能事件包括在随机事件内作为两个极端来看待。

随机事件简称为事件，用大写字母A，B，C等表示；必然事件用Ω表示；不可能事件用Φ表示。

如果一个事件不能分解成两个或更多个事件，则这个事件称为基本事件（elementary event）或简单事件。例如，在掷骰子观察点数的试验中，分别观察到点数为1点，点数为2点，点数为3点，点数为4点，点数为5点，点数为6点，这是该试验中的6个基本事件。

基本事件具有很重要的性质。在一次试验中，只能观察到一个且仅有一个简单事件。一个试验中所有的简单事件的全体称为样本空间或基本空间，记为Ω。如在掷硬币试验中，Ω＝｛正，反｝；在掷骰子试验中，Ω＝{1，2，3，4，5，6｝。

对事件也可以进行运算，如同对集合运算一样。对集合进行运算得出新的集合，而对事件运算则得出新的事件。关于事件的运算本书不做讨论。

5.1.2　事件的概率

事件A的概率是描述事件A在试验中出现的可能性大小的一种度量，记事件A出现可能性大小的数值为P（A），P（A）称为事件A的概率（probability）。基于对概率的不同解释，概率的定义有所不同，主要有古典定义、统计定义和主观概率定义。下面分别予以介绍。

1．概率的古典定义

求一个随机事件发生的可能性的大小，起源于赌博，如掷硬币、掷骰子等。这些问题都比较简单，它们有两个重要的共同点：

（1）结果有限。即基本空间中只含有限个元素。如掷硬币的试验中，只能出现“正面朝上”和“反面朝上”两种结果。

（2）各个结果出现的可能性被认为是相同的。如掷硬币，出现正面或反面的机会被认为是相等的。

具有上述两个特点的随机试验所研究的问题称为古典概型。关于古典概型问题的概率计算方法称为古典概率或概率的古典定义。

概率的古典定义是，如果某一随机试验的结果有限，而且各个结果出现的可能性相等，则某一事件A发生的概率为该事件所包含的基本事件个数m与样本空间中所包含的基本事件个数n的比值，记为：
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古典概率局限在随机试验只有有限个可能结果的范围内，这使其应用受到了很大限制。因此，人们又提出了根据某一事件重复试验中发生的频率来确定其概率的方法，即概率的统计定义。

2．概率的统计定义

在相同条件下随机试验n次，某事件A出现m次（m≤n），则比值m/n称为事件A发生的频率。随着n的增大，该频率围绕某一常数p上下波动，且波动的幅度逐渐减小，趋于稳定，这个频率的稳定值即为该事件的概率，记为：
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3．主观概率定义

概率的统计定义也有其局限性。在实际应用中要求在相同的条件下进行大量重复试验，而事实上很多现象并不能进行大量重复试验，特别是一些社会经济现象是无法重复的。有些现象即使能重复试验，也很难保证试验条件完全一样。因而，人们提出主观概率的概念。

所谓主观概率是指对一些无法重复的试验，只能根据以往的经验，人为确定这个事件的概率。例如，某企业想投资一个新的项目，那么投资成功的可能性有多大呢？由于是一个新项目，没有过去对这种项目投资的经验，所以确定投资该项目成功的可能性只能在综合分析多方面信息的基础上，主观给出这个概率。比如投资成功的概率为0.7，则投资失败的概率为0.3。主观概率法是工商活动中决策者常用的一种判断方法。

主观概率的定义是，概率是一个决策者根据个人对某个事件是否发生以及本人掌握的信息对该事件发生可能性的判断。

这里我们只给出主观概率的概念，它显然不是本书要讨论的重点。

5.1.3　关于概率计算的几个例子

【例5.1】　某钢铁公司所属企业职工人数如表5—1所示。从该公司随机抽取一人，问：

表5—1　某钢铁公司所属企业职工人数
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（1）该职工为男性的概率？

（2）该职工为炼钢厂职工的概率？

解：（1）用A表示“抽中的职工为男性”这一事件，A为全公司男性职工的集合，基本空间为全公司职工的集合。由于全公司每个职工都可能以同等机会被抽中，因此可按古典概率定义计算事件A发生的概率。
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（2）用B表示“抽中的职工为炼钢厂职工”这一事件，B为炼钢厂全体职工的集合，基本空间为全公司职工的集合。记事件B发生的概率：
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【例5.2】　某工厂为了节约用电，规定每天的用电量指标为1000度，按照上个月的用电记录，30天中有12天的用电量超过规定指标，若第二个月仍没有具体的节电措施，试问该月第一天用电量超过指标的概率。

解：本例每天的用电量并不是相等的，超过用电指标的概率也不相等，不能采用古典概率定义。但上个月30天的记录可以看做重复进行了30次试验，其中事件A表示超过用电指标出现了12次。根据概率的统计定义有事件A的概率：
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【例5.3】　在例5.2中若第二个月采取了节电措施，预计超过用电指标的概率将大大降低，因此上个月超过用电指标的概率就不适用了。想要预计下个月超过用电指标的概率，要请该厂管理用电的工程师根据采用节电措施后的情况进行预测。该工程师根据该厂过去的用电情况和采取节电措施后可以节电的程度判断，用电量超过指标的概率为10％，这就属于主观概率。


5.2　概率的性质与运算法则

5.2.1　概率的基本性质

（1）对任一随机事件A，有

0≤P（A）≤1

（2）必然事件的概率为1，而不可能事件的概率为0，即

P（Ω）＝1

P（Φ）＝0

（3）若A与B互斥，则
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此性质可推广到多个两两互斥的随机事件A1，A2，…，An，则
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以上三个性质是概率的最基本性质，它是概率运算的基础，常称它为概率的公理化定义。

5.2.2　概率的加法法则

法则1　两个互斥事件之和的概率，等于两个事件概率之和。设A和B为两个互斥事件，则
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【例5.4】　利用例5.1的资料，随机抽取一名职工，计算该职工为炼钢厂或轧钢厂职工的概率。

解：用A表示“抽中的为炼钢厂职工”这一事件，B表示“抽中的为轧钢厂职工”这一事件，则随机抽取一人为炼钢厂或轧钢厂职工的事件为互斥事件A与B的和，其发生的概率为：
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如果事件A1，A2，…，An之间两两互斥，则
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对A和[image: ]两个事件来说，由于[image: ]，且A与[image: ]互斥，P（Ω）＝1，所以
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在概率的计算中，用式（5.6）、式（5.7）常可简化计算。当A与B并不是两个互斥事件时，如何求[image: ]的概率呢？我们有下面的法则2。

法则2　对于任意两个随机事件，它们和的概率为两个事件分别的概率之和减去两事件之交的概率，即
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上面的两个法则统称为概率的加法法则。在两个法则的应用中，要特别注意法则的条件，否则很容易出错。

法则1可看做法则2的特例。如果A与B互斥，则[image: ]。式（5.8）就和式（5.3）一样了。

【例5.5】　设某地有甲、乙两种报纸，该地成年人中有20％读甲报纸，16％读乙报纸，8％两种报纸都读，成年人中有百分之几至少读一种报纸？

解：设A＝｛读甲报纸｝，B＝｛读乙报纸｝，C＝｛至少读一种报纸｝
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由题意可知：
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即有28％的成年人至少读一种报纸。

5.2.3　条件概率与独立事件

1．条件概率

大家知道，每一个随机试验都是在一定的条件下进行的，而这里要讨论的条件概率，则是当试验结果的部分信息已知（即在原随机试验的条件下，再加上一些附加信息），例如当某一事件B已经发生时，求事件A发生的概率，称这种概率为事件B发生条件下事件A发生的条件概率（conditional probability），记为P（A｜B）。

由于增加了新的条件（附加信息），一般来说，P（A｜B）≠P（A）。

【例5.6】　100件产品中，有80件正品，20件次品；而80件正品中有50件一等品，30件二等品。现从这100件产品中任取1件，用A表示“取到一等品”，B表示“取到正品”，求P（A）及P（A｜B）。

解：从100件产品中任取1件，共有100种可能结果，其中导致A出现的结果有50种，所以
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若已知B发生，即已知所取产品为正品的条件下.可能出现的结果不再是100种，而是只有80种，其中导致A出现的结果有50种，故
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在这个例子中，计算P（A）时，依据的前提条件是100件产品中一等品的比例，而计算条件概率P（A｜B）时，这个前提条件未变，只是加上“事件B已发生”这一新的条件，这样一个附加信息好像给了我们一个“情报”，使我们得以在某个缩小的范围内来考虑问题。容易看出：
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2．乘法公式

条件概率P（A｜B）与概率P（AB），P（B）有以下关系：
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注意；容易验证式（5.9）对任何古典概型问题都成立。

将式（5.9）用另一种形式写出，即有
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称式（5.10）为概率的乘法公式。

在式（5.10）中，可将A，B的位置对换，这时有
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式（5.10）、式（5.11）两个公式统称为概率的乘法公式，在解题时，可根据题意选用合适的公式，便于求解。

【例5.7】　设有1000件产品，其中850件是正品，150件是次品，从中依次抽取2件，2件都是次品的概率是多少？

解：设Ai表示“第i次抽到的是次品”，i＝1，2，所求概率为P（A1A2）。
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应用式（5.11）可得
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3．独立性

使用概率的乘法公式时，一般要计算条件概率，但是在事件独立的情况下，乘法公式就变得很简单。什么是独立事件呢？一般认为，两个事件中不论哪一个事件发生与否并不影响另一个事件发生的概率，则称这两个事件相互独立。与此相对应的是相依事件，即一个事件发生与否会影响另一个事件的发生。根据事件独立性（independence）的含义，一个事件发生与否不会影响另一个事件发生的概率，因此其条件概率应等于其无条件概率。即
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所以当两个事件相互独立时，其乘法法则可以简化为：
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因为式（5.12）中A与B是对称的，故若A独立于B，则B独立于A。于是我们可以用式（5.12）来判断两个事件A，B是否独立。即若A，B两事件满足式（5.12），则称A，B相互独立。

事件之间的独立性在统计分析中有着重要的意义。例如，在宏观经济研究中，要分析居民收入与银行存款之间是否独立；在企业的产品质量管理中，经常要了解各个班组与产品质量之间是否独立，等等。

式（5.12）还可推广到多个事件相互独立的情形，即如果A1，A2，…，An相互独立，则
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本章开头“统计应用”专栏所举的例子就运用的是独立事件的乘法法则。

【例5.8】　某工人同时看管三台机床，每单位时间（如30分钟）内机床不需要看管的概率：甲机床为0.9，乙机床为0.8，丙机床为0.85。若机床是自动机床且独立工作（三台机床能同时工作），要求计算：

（1）在30分钟内三台机床都不需要看管的概率。

（2）在30分钟内甲、乙机床不需要看管，而丙机床需要看管的概率。

解：设A1，A2，A3为甲、乙、丙三台机床不需要看管的事件，[image: ]为丙机床需要看管的事件。根据题意，这些事件A1，A2，A3是独立事件且同时出现。

（1）在30分钟内三台机床都不需要看管的概率可写成：
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（2）在30分钟内甲、乙机床不需要看管，丙机床需要看管的概率可写成：
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这里要注意的是，初学者容易把事件的独立性与事件的互斥混淆，下面进一步明确区分。

互斥事件一定是相互依赖（不独立）的，但相互依赖的事件不一定是互斥的。例如，事件A表示有雨，事件B表示晴天（无雨），事件C表示有风。显然事件A与B是互斥的，因而也是不独立的；事件A与C显然不互斥，但看来也是有依赖关系的。

不互斥事件可能是独立的，也可能是不独立的，然而独立事件不可能是互斥的。关于不互斥事件相互独立的例子，如有一批产品，A表示第一次抽到正品，B表示第二次抽到的也是正品，在有放回抽样时这两个事件就是独立的。

5.2.4　全概率公式及贝叶斯公式

全概率公式及贝叶斯公式主要用来计算较复杂情形的概率，它们实质上是加法公式和乘法公式的综合运用和推广。

【例5.9】　某车间用甲、乙、丙三台机床进行生产，各台机床的次品率分别为5％，4％，2％，它们各自的产品分别占总产量的25％，35％，40％，将它们的产品混在一起，求任取一个产品是次品的概率。

解：令A1表示“产品来自甲机床”，A2表示“产品来自乙机床”，A3表示“产品来自丙机床”，B表示“取到次品”，则事件B发生当且仅当下列三种情形任意出现一种：

（1）是甲机床产品且为次品（A1B）。

（2）是乙机床产品且为次品（A2B）。

（3）是丙机床产品且为次品（A3B）。

即事件B是A1B，A2B，A3B这三个两两互不相容事件的和。用公式表示为：

B＝A1B＋A2B＋A3B

根据加法公式：

P（B）＝P（A1B）＋P（A2B）＋P（A3B）

分别对P（AiB）（i＝1，2，3）用乘法公式：

P（AiB）＝P（Ai）P（B｜Ai），i＝1，2，3

于是得
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代入已知数据：
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即任取一件产品是次品的概率为0.0345。

一般情形，设n个事件A1，A2，…，An互不相容，P（Ai）＞0（i＝1，2，…，n），事件B满足：
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式（5.14）称为全概率公式。

全概率公式的直观意义是：某一事件B的发生有各种可能的原因Ai（i＝1，2，…，n），如果B是由原因Ai所引起的，则B发生的概率是P（AiB）（i＝1，2，…，n）。每一Ai发生都可能导致B发生相应的概率是P（B｜Ai），故B发生的概率为：
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当直接计算P（B）较为困难，而P（Ai），P（B｜Ai）（i＝1，2，…，n）的计算较为简单时，可利用全概率公式计算P（B）。例5.9就是用全概率公式计算概率的。

与全概率公式所解决的问题相反，贝叶斯公式是在条件概率的基础上寻找事件发生的原因，其公式叙述如下：

设n个事件A1，A2，…，An互不相容，P（Ai）＞0（i＝1，2，…，n），事件[image: ]，则
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式（5.16）称为贝叶斯公式，也称为逆概率公式。

贝叶斯公式首先由英国统计学家贝叶斯（T．Bayes）给出，在其去世后的1763年才发表。该公式是在观察到事件B已发生的条件下，寻找导致A发生的每个原因Ai的概率。P（Ai）和P（Ai｜B）分别称为原因Ai的验前概率（prior probability）和验后概率（posterior probability）。在实际问题中有很多应用，它可以帮助人们确定引起事件B发生的最可能原因。

【例5.10】　在例5.9中，如果取到的一件产品是次品，分别求这一次品是由机床甲、乙、丙生产的概率。

解：设事件A1，A2，A3，B同例5.9，现已知事件B发生，求事件A1，A2，A3发生的概率。用式（5.16）有
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代入已知数据（见例5.9），计算得
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本例中的P（Ai）（i＝1，2，3）是事件“取到的一件是次品”发生之前事件Ai发生的概率，是由以往数据分析得到的，故称为验前概率。P（Ai｜B）（i＝1，2，3）是事件“取到的一件是次品（B）”发生之后事件Ai发生的概率，它是获得新信息（即事件B发生）之后再重新加以修正的概率，故称P（Ai｜B）为验后概率。


5.3　离散型随机变量及其分布

5.3.1　随机变量的概念

1．随机事件的数量化

在第一节概率的基本概念中，介绍了什么是随机事件，某随机事件出现的概率怎样计算，以及概率运算的基本法则。现在回过头来再看看随机事件，即在同一组条件下，每次试验可能出现也可能不出现的事件。有的采用数量标识表示，如检验一批零件，可能出现不同尺寸长度或直径；抛掷一颗骰子，可能出现的点数为1，2，3，4，5，6。显然，这些随机事件都是采用数量标识表示的。为了把随机事件数量化，以便于数学上的处理，有必要把不采用数量标识表示的化为采用数量标识表示的。例如，把每检验一件产品可能出现合格的指定为0，可能出现不合格的指定为1；或把每次抛掷一枚硬币可能出现正面的指定为0，可能出现反面的指定为1。这样把指定的0、1与合格、不合格一一对应，或把0、1与正面、反面一一对应，就可以把随机事件完全数量化了。

2．随机变量的定义

既然随机事件都可以用一个数量标识表示，根据某随机事件A出现的概率定义P（A），可以把A换成数量标识X，于是X具有确定概率P（X）。但随机事件有各种不同的情况，如抛掷一枚硬币可能出现正面或反面，正面指定为0，即X＝x1＝0；反面指定为1，即X＝x2＝1。根据概率定义，P（X＝x1）＝P（X＝0）＝P（出现正面）＝1/2；P（X＝x2）＝P（X＝1）＝P（出现反面）＝1/2。显然0与1是变量X的两个可能值，由此引出随机变量的定义。

在同一组条件下，如果每次试验可能出现这样或那样的结果，并且把所有的结果都能列举出来，即把X的所有可能值x1，x2，…，xn都能列举出来，而且X的可能值x1，x2，…，xn，具有确定概率P（x1），P（x2），…，P（xn），其中P（xi）＝P（X＝xi），称为概率函数（probability function），则X称为P（X）的随机变量，P（X）称为随机变量X的概率函数。

显然随机变量是在随机事件基础上的一个概念。既然各随机事件对应于一定的概率，所以随机变量也对应于一定的概率，而且用随机变量来研究所对应的一定的概率更全面、更系统。因此，可以说随机变量是用随机事件描述随机现象的数量关系的推广。

随机变量在概率论与数理统计的研究中应用非常普遍，因此可以这样说，如果微积分是研究变量的数学，那么概率论与数理统计是研究随机变量的数学。

3．两种类型的随机变量

按照随机变量的特性，通常可把随机变量分为两类，即离散型（discrete）随机变量和连续型（continuous）随机变量。

（1）离散型随机变量。

如果随机变量X的所有取值都可以逐个列举出来，则称X为离散型随机变量。例如，在一批产品中“取到次品的个数”、“单位时间内某交换台收到的呼叫次数”等都是离散型随机变量。

（2）连续型随机变量。

如果随机变量X的所有可能取值不可以逐个列举出来，而是取数轴上某一区间内的任一点，则称该随机变量为连续型随机变量。例如，一批电子元件的寿命、实际中常遇到的测量误差等都是连续型随机变量。

5.3.2　离散型随机变量的概率分布

1．离散型随机变量的概率分布

设有一离散型随机变量X，可能取值x1，x2，…，xn，其相应的概率为p1，p2，…，pn，即P（X＝xi）＝pi（i＝1，2，…，n），如表5—2所示。

表5—2
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则称该表格形式为离散型随机变量X的概率分布（probability distribution），其中，P（X＝xi）＝pi是X的概率函数。因为x1，x2，…，xn构成一完备组，所以
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【例5.11】　如规定打靶中域Ⅰ得3分，中域Ⅱ得2分，中域Ⅲ得1分，中域外得0分。今某射手每100次射击，平均有30次中域Ⅰ，55次中域Ⅱ，10次中域Ⅲ，5次中域外。则考察每次射击得分为0，1，2，3这一离散型随机变量，其概率分布如表5—3所示。

表5—3
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其图示法如图5—1所示。由图5—1可以看出，离散型随机变量的概率分布具有跳跃点及跳跃高度的特点，而跳跃高度代表概率函数P（x）。
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图5—1　概率分布

【例5.12】　设已知一批产品的废品率为p＝0.05，合格率为q＝1－p＝1－0.05＝0.95。指定废品用1代表，合格品用0代表，则考察任抽取一件为废品或合格品，即1或0这一离散型随机变量的概率分布如表5-4所示。

表5—4
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其图示法如图5—2所示。
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图5—2　0—1分布

从例5.12的图形与表格可以看出，它是一个仅在0与1离散点上的分布。一般叫0—1分布。

0—1分布：设离散型随机变量X只可能取0和1两个值，它的概率分布为：
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式中，p，q＞0为常量，p＋q＝1，则称X服从0—1分布。

0—1分布也可写成表5—5的形式。

表5—5
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0—1分布是经常遇到的一种分布。如对新生婴儿的性别登记，检查产品质量是否合格，某种试验是否成功，电力消耗是否超过负荷等，都可以用0—1分布的离散型随机变量来描述。

【例5.13】　抛掷一颗骰子，出现点数是个离散型随机变量，其概率分布如表5—6所示。

表5—6
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其图示法如图5—3所示。
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图5—3　均匀分布

例5.13描述的这种概率分布叫离散型随机变量X的均匀分布（rectangular distribution）。

2．离散型随机变量的期望值和方差

为了能够全面表达随机变量X的概率性质，自然应该知道X的概率分布。然而在实际问题中，一个随机变量的概率分布往往不好确定。其实还有不少问题，并不需要知道X的所有概率性质，只需要知道它的某些数字特征就够了。因此，在对随机变量的研究中，确定某些数字特征是重要的。在这些数字特征中，最重要的是期望值和方差。

（1）期望值。

离散型随机变量X的期望值定义为，在离散型随机变量X的一切可能值的完备组中，各可能值xi与其对应概率pi的乘积之和称该随机变量X的期望值（expected value），记作E（X）或μ。

若X取数值：x1，x2，…，xn，其对应的概率为：p1，p2，…，pn，则期望值为：
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若X取无穷个数值：x1，x2，…，xn，…，其对应的概率为：p1，p2，…，pn，…，则期望值为：
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期望值E（X）也称为随机变量X的数学期望。

以掷骰子为例，它的期望值为：
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这就是说，各种可能点数的均值为3.5。

由离散型随机变量X的期望值定义可看到，它与加权算术平均数的写法有点类似，其实它是加权算术平均数的一种推广。一般实际数据的加权算术平均数是具体数据的平均指标，而这里所谈的期望值是随机变量X的期望指标。

（2）方差与标准差。

前面讨论的数学期望是随机变量的一个重要数字特征，它表示了随机变量本身的平均水平或集中程度。本节将讨论随机变量与其数学期望的离差的平均水平，用它可以测定随机变量的变异程度或离散程度，它是随机变量的另一个重要数字特征。

例如有一批灯泡，已知其平均寿命E（X）＝1000小时，但仅由这一指标还不能判定这批灯泡质量的好坏，事实上，可能其中绝大部分灯泡的寿命都在950小时～1050小时左右（质量稳定）；也可能其中约一半是高质量，寿命大约有1300小时，而另一半却是质量很差的，寿命大约只有700小时（质量不稳定）。因此为了正确评定灯泡质量，除需要考察灯泡平均寿命指标，还需要考察各个灯泡寿命X与一批灯泡寿命E（X）＝1000小时的离差的平均水平这个指标。若这个值较小，则表示质量比较稳定，质量较好；反之，质量较差。同样，在检查棉纱质量时，不仅需要知道纤维的平均长度，还要知道纤维长短的均匀度等。

随机变量的方差是用来反映随机变量取值的离散程度的。随机变量的方差定义为每一个随机变量取值与期望值的离差平方之期望值。设随机变量为X，其方差常用σ2x，D（X）或V（X）表示，本书采用D（X），则
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由上式可知，方差实际上就是随机变量X的函数［X－E（X）］2的数学期望。于是，若X是离散型随机变量，则
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式中，pi＝P{X＝xi｝（i＝1，2，…）。

在计算方差中，一个常用的简化公式为：
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由定义可知，若X的取值比较集中，则方差较小；若X的取值比较分散，则方差较大。如果方差为0，则意味着随机变量取值集中在期望值E（X），即随机变量以概率1取值E（X）。

此外，称随机变量方差的平方根为标准差，记为：
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由于标准差与随机变量X有相同的度量单位，所以在实际中经常使用。

对于掷骰子的例子，随机变量X的方差为：
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标准差σ＝1.7078，说明每次掷得的点数与平均点数3.5平均相距1.7078点。

（3）离散系数。

类似于第4章介绍的离散系数，离散系数也可用来比较不同期望值的总体之间的离中趋势。计算公式为：

[image: ]

（4）均值和方差在财务分析中的应用。

在财务分析中，风险的概念十分重要。风险的高低有时可以单凭主观的感觉作出判断，也可以用方差或标准差去测量，从而得出一个比较客观和科学的结果。我们用以下例子具体说明如何利用方差或标准差去评估某个投资的预期平均回报率及其相对应的风险，从而作出投资的决定。

【例5.14】　一位投资者有一笔现金可用于投资，现有两个投资项目可供选择。项目A和B有如下资料可供参考（见表5—7、表5—8）。试比较哪个投资项目较佳。

表5—7　项目A
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表5—8　项目B

[image: ]

解：在评估两个项目的回报率时，由于各有其不同的可能性，所以可以运用预期平均回报率来反映个别项目的盈利能力，以便作出投资选择。

在项目A中，回报率4％乘以其概率0.05，得出0.2％的预期回报率，这个数字同时表达了回报率的量及其出现的机会。将各个预期回报率加在一起，便得出项目A的预期平均回报率为7％。用同一方法可算出项目B的预期平均回报率亦为7％。由于两者的预期平均回报率相同，所以有必要评估两个项目回报率的稳定性或风险，决定哪个较佳。而稳定性或风险可用方差或标准差反映出来。计算方差及标准差时，预期平均回报率就是均值，计算见表5—9和表5—10。

表5—9　项目A
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表5—10　项目B
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项目A的标准差为1.414％，这个值反映了每一个可能出现的回报率与预期平均回报率的平均差别；数值越大，回报率的变化越大，其稳定性越小，风险越大。项目B的标准差为1.12％，比项目A的低，因此，其回报率的稳定性较高，即风险较低。比较二者，就风险控制而言，投资于项目B较项目A更佳。

如果项目A和项目B的预期平均回报率不一样，则需要用离散系数来考察投资风险的大小，帮助投资者作出选择。

【例5.15】　如果投资项目A的预期回报率为7％，标准差为5％；而投资项目B的预期回报率为12％，标准差为7％，哪个投资项目风险较大？

解：如果只从标准差考虑，似乎投资项目B的风险较大，但由于A与B的预期回报率（均值）不同，我们需用离散系数进行比较。
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投资项目A每单位回报率承受0.714单位的风险，而投资项目B每单位回报率的风险为0.583单位，因此，A的风险较大。

随机变量X的期望值和方差的含义与第4章中均值和方差的含义是一致的。期望值反映随机变量X取值的平均水平，方差反映随机变量X取值的离散程度。

3．二项分布和泊松分布

离散型随机变量有许多重要的概率分布，下面仅介绍两种最常用的概率分布，即二项分布和泊松分布。

（1）二项分布。

实际问题中，有许多试验与掷硬币的试验有共同的性质，它们只包含两个结果。例如在市场调查中考虑产品的喜好，则调查一个人相当于掷一次硬币，因为某人喜欢该产品相当于出现正面，不喜欢该产品相当于出现反面，则在调查的样本中回答喜欢的人数是一个随机变量，这种随机变量所服从的概率分布通常称为二项分布（binomial distribution）。类似的例子有很多，如社会学家感兴趣的是农民脱贫的比例；对酒的制造商来说，感兴趣的是饮酒者中喜欢他们所产品牌的比例。这些例子所具有的共同性质可总结如下：

●试验包含了n个相同的试验。

●每次试验只有两个可能的结果：“成功”或“失败”。这里的“成功”和“失败”是广义的。如在某商品的喜好调查中，“成功”表示喜欢这种商品，“失败”表示不喜欢这种商品。

●出现“成功”的概率p对每一次试验是相同的，“失败”的概率q也不变，且p＋q＝1。

●试验是互相独立的。

●试验“成功”或“失败”可以计数，即试验结果对应于一个离散型随机变量。

通常称具有上述特征的n次重复独立试验为n重贝努里试验，简称贝努里试验（Bernoulli trials)或贝努里试验概型。

以X表示n次重复独立试验中事件A（成功）出现的次数，不难得出：
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显然
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注意到[image: ]正好是二项式（p＋q）的展开式中的第x＋1项，故我们称随机变量X服从二项分布，参数为n，p，并记作X～B（n，p）。

式中的[image: ]表示从n个元素中抽取x个元素的组合，计算公式为：
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二项分布的期望值和方差分别为：
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特别地，当n＝1时，二项分布化为：
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这就是例5.12中所说的0—1分布。

【例5.16】　已知100件产品中有5件次品，现从中任取1件，有放回地取3次，求在所取的3件中恰有2件次品的概率。

解：因为这是有放回地取3次，因此这3次试验的条件是完全相同的，由此可知它是贝努里试验。

据题意，每次试验取到次品的概率为：
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设X为所取的3件产品中的次品数，则X～B（3，0.05），于是有
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如果将上述问题中的“有放回”改为“无放回”，那么各次试验条件就不同了，故不能用二项分布的概率公式来计算，而只能用古典概型求解。
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这种情况实际上是概率分布中一种很重要的分布，称为超几何分布。即设有N件产品，其中有M件次品。现从中任取n件（假定n≤N），则在这n件中所含的次品件数X是一个随机变量，X的概率函数为：
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式中，m为任取n件中次品的件数。

在实际问题中，真正在完全相同条件下进行的试验是不多见的。对于抽样问题来说，当原产品的批量相当大时，“无放回”可以当做“有放回”来处理。于是可用式（5.22）来近似计算取到的产品中含有x个次品的概率。

用Excel计算二项分布概率值的操作步骤

第1步：进入Excel界面，单击某一单元格。

第2步：选择【插入】→【函数】选项。
从【选择类别】窗口中选择“统计”。
从【选择函数】窗口中选择“BINOMDIST”，单击【确定】。

第3步：当【BINOMDIST】对话框出现时：
在【Number_s】中输入2（成功的次数X）。
在【Trials】中输入3（实验的总次数n）。
在【Probability_s】中输入0.05（每次实验成功的概率p）。
在【Cumulative】中输入0（或False），表示计算成功次数恰好等于指定数值的概率（输入1或True表示计算成功次数小于或等于指定数值的累积概率值）。
选择【完成】，得到结果0.007125。

计算超几何分布概率的步骤与上述过程类似，只不过在第2步【选择函数】窗口中选择“HYPGEOMDIST”函数，在第3步中输入相应的值即可。如下：

在【Sample_s】中输入2（成功的次数X）。

在【Number_sample】中输入3（样本量n）。

在【Population_s】中输入5（总体中成功的次数M）。

在【Number_pop】中输入100（总体中的个体总数N）。

单击【确定】即可。

（2）泊松分布

泊松分布（Poisson distribution）是用来描述在一指定时间范围内或在指定的面积或体积之内某一事件出现的次数的分布。下面是一些典型的服从泊松分布的随机变量的例子。

1）在某企业中每月发生的事故的次数。

2）单位时间内到达某一服务柜台（服务站、诊所、超级市场的结账柜台、电话总机等）需要服务的顾客人数。

3）人寿保险公司每天收到的死亡声明的个数。

4）某种仪器每月出现故障的次数。

泊松分布的公式为：
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式中，λ为给定的时间间隔内事件的平均数。

泊松分布的期望值和方差分别为：
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【例5.17】　假定某企业职工在周一请事假的人数X近似服从泊松分布，且设周一请事假的平均数为2.5人。要求计算：

（1）X的均值与标准差。

（2）在给定的某周一正好请事假是5人的概率。

解：（1）根据公式，X的均值和方差均为2.5，即E（X）＝2.5。
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（2）X的概率分布为：
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式中，λ＝2.5，x＝5，　e－2.5＝0.082085，所以
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在n重贝努里试验中，当成功的概率很小（即p→0），试验次数很大时，二项分布可近似等于泊松分布，即
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在实际应用中，当p≤0.25，n＞20，np≤5时，用泊松分布近似二项分布效果良好。

【例5.18】　已知某批集成电路的次品率为0.15‰，随机抽取1000块集成电路。求次品数为0，1，2，3的概率。

解：把“集成电路的次品数”看成随机变量X，显然X服从二项分布，p＝0.0015，n＝1000。直接用二项分布公式求解，就要计算下列各式：
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这样直接计算相当麻烦，考虑用泊松分布计算。因为p＝0.0015＜0.25，np＝1.5＜5，因此可以用泊松分布近似计算。其中λ＝np＝1.5。
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表5—11给出了用二项分布直接计算与用泊松分布近似计算结果的对比，可以看到，二者之间的差距非常小。

表5—11　二项分布与泊松分布结果对照表
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在实际应用中，二项分布和泊松分布的计算都可以直接查表，而无须使用公式。读者可将例5.16和例5.17的结果用查表方式给出。

用Excel计算泊松分布概率值的操作步骤

第1步：进入Excel界面，单击某一单元格。

第2步：选择【插入】→【函数】选项。
从【选择类别】窗口中选择“统计”。
从【选择函数】窗口中选择“POISSON”，单击【确定】。

第3步：当【POISSON】对话框出现时：
在【X】中输入事件出现的次数（本例为0）。
在【Mean】中输入泊松分布的均值λ（本例为1.5）。
在【Cumulative】中输入0（或False），表示计算事件出现次数恰好等于指定数值的概率（输入1或True表示计算事件出现次数小于或等于指定数值的累积概率值）。
只需在【X】选项中，分别填入1，2，3即可计算出其相应概率。


5.4　连续型随机变量的概率分布

5.4.1　概率密度与分布函数

由于连续型随机变量可以取某一区间或整个实数轴上的任意一个值，所以我们不能像对离散型随机变量那样，列出每一个值及其相应的概率，而必须用其他的方法，通常用数学函数的形式和分布函数的形式来描述。当用函数f（x）来表示连续型随机变量时，我们将f（x）称为概率密度函数（probability density function）。

概率密度函数应满足下述两个条件：
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需要指出的是，f（x）并不是一个概率，即f（x）≠P（X＝x），f（x）称为概率密度函数，而P（X＝x）在连续分布的条件下为零。在连续分布的情况下以曲线下面的面积表示概率，如随机变量X在a与b之间的概率可以写成：
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即图5—4中阴影部分的面积。
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图5—4　概率P（a＜X＜b）

连续型随机变量的概率也可以用分布函数F（x）来表示，分布函数定义为：
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这也是建立在密度函数f（x）的基础之上的，因此P（a＜X＜b）也可以写成：
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显然，连续型随机变量的概率密度是其分布函数的导数，即
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连续型随机变量的期望值与方差分别定义为：
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【例5.19】　设连续型随机变量X在有限区间（a，b）内取值，其概率密度为：
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试求：（1）分布函数F（x）。（2）期望值与方差。

解：（1）由分布函数的定义可得
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这个例子反映的是连续型随机变量X的分布，称为均匀分布。

【例5.20】　某个电子装置，其寿命服从指数分布：
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求X的期望值和标准差。
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标准差为：
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这个例子反映的是指数分布，在产品质量管理及可靠性研究中经常碰到。

5.4.2　正态分布

在连续型随机变量中，最重要的一种随机变量是具有钟形概率分布的随机变量，如图5—5所示。人们称它为正态随机变量，相应的概率分布称为正态分布（normal distribution）。
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图5—5　正态分布的概率密度曲线

在社会经济问题中，有许多随机变量的概率分布都服从正态分布。例如，某地区同年龄组儿童的发育特征，如身高、体重、肺活量；某公司年销售量；在同一条件下产品的质量以平均质量为中心上下摆动；特别差的和特别好的都是少数，多数处在中间状态；人群中的高个子和矮个子都是少数，而中等身材的人居多，等等。

正态分布是最重要的一种连续型分布，在实际中有着非常广泛的应用。

1．正态分布的定义及图形特点

如果随机变量X的概率密度为：
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则称X服从正态分布，记作X～N（μ，σ2），其中，－∞＜μ＜＋∞，σ＞0，μ为随机变量X的均值，σ为随机变量X的标准差，它们是正态分布的两个参数。

X～N（μ，σ2）通常读成随机变量X服从均值为μ、方差为σ2的正态分布。

为了画出正态分布的图形，先对概率密度f（x）作几点讨论：

（1）f（x）＞0，即整个概率密度曲线都在x轴的上方。

（2）曲线f（x）相对于x＝μ对称，并在x＝μ处达到最大值，[image: ]。

（3）曲线的陡缓程度由σ决定，σ越大，曲线越平缓；σ越小，曲线越陡峭。

（4）当x趋于无穷时，曲线以x轴为其渐近线。

综上所述，即可画出正态分布的概率密度曲线，如图5—5所示，它是一条对称的钟形曲线。

为了说明参数μ，σ对曲线位置形状的影响，可参见图5—6。
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图5—6　参数μ和σ对曲线形状的影响

由图5—6可看出，μ决定了图形的中心位置，σ决定了图形中峰的陡峭程度。当σ较大时，图形趋于平缓；当σ较小时，图形趋于陡峭。

2．标准正态分布

当式（5.36）中μ＝0，σ＝1时，有
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相应的正态分布N（0，1）称为标准正态分布（standard normal distribution）。对标准正态分布，通常用φ（x）表示概率密度函数，用Φ（x）表示分布函数，即
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标准正态分布的概率密度函数φ（x）和分布函数Φ（x）的图形如图5—7所示。
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图5—7　标准正态分布的密度函数和分布函数

标准正态分布的重要性在于，任何一个一般的正态分布都可以通过线性变换转化为标准正态分布。

设X～N（μ，σ2），则
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式（5.40）就是将一般正态分布转化为标准正态分布的公式。

3．正态分布表

只要将一般正态分布转化为标准正态分布，通过查表，就可解决正态分布的概率的计算问题。

对于负的x值，可由
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得到。

用Excel绘制标准正态分布概率密度函数曲线的操作步骤

第1步：在工作表中的第一列【A1:A61】输入一个等差数列，初始值为“－3”，步长为“0.1”，终值为“3”，作为标准正态变量的值。

第2步：选中B1单元格，选择【插入】→【函数】选项，出现对话框时：
从【选择类别】窗口中选择“统计”。
从【选择函数】窗口中选择“NORMDIST”，单击【确定】，计算A1单元格对应数据的概率密度值。
在【X】选项中输入A1（计算A1单元格所对应的数据的概率值）。
在【Mean】中输入0（均值为0）。
在【Standard_dev】中输入1（标准差为1）。
在【Cumulative】中输入0或false，表示计算的是概率密度，输入1或true，表示计算的是累积概率密度。

第3步：单击B1单元格，鼠标指向单元格右下角填充控点，按住鼠标左键往下拖至B61单元格，这样计算出A1:A61区域正态变量值对应的正态概率密度值。

第4步：将A1:A61作为横坐标、B1:B61作为纵坐标，根据“图表向导”绘制折线图，结果如图5—8～图5—10所示。
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图5—8　标准正态分布概率密度函数的数据清单

[image: ]

图5—9　标准正态分布概率密度函数曲线图的数据来源
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图5—10　标准正态分布概率密度函数曲线

【例5.21】　设X～N（0，1），求以下概率：

（1）P（X＜1.5）。

（2）P（X＞2）。

（3）P（－1＜X≤3）。

（4）P（|X|≤2）。
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一般设X～N（0，1），则有
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【例5.22】　设X～N（5，32），求下列概率：

（1）P（X≤10）。

（2）P（2＜X＜10）。

解：根据式（5.40），由X～N（5，32），即知：
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一般设X～N（μ，σ2），则有
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用Excel计算正态分布概率值的操作步骤（以例5.22（1）为例）

第1步：进入Excel界面，鼠标点击某一空白单元格。

第2步：选择【插入】→【函数】选项，出现对话框时：
从【选择类别】窗口中选择“统计”。
从【选择函数】窗口中选择“NORMDIST”，单击【确定】，出现如图5—11所示的界面。
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图5—11　函数参数

填入适当的参数，得出计算结果为0.9522。

或者直接在单元格中输入【＝NORMDIST（10，5，3，TRUE）】，也能得到相同结果。

例5.22中的第（2）题在单元格中只需输入【＝NORMDIST（10，5，3，TRUE）—NORMDIST（2，5，3，TRUE）】即可。

【例5.23】　某种零件的长度服从正态分布，平均长度为10mm，标准差为0.2mm。试问：

（1）从该批零件中随机抽取一件，其长度不到9.4mm的概率。

（2）为了保证产品质量，要求以95％的概率保证该零件的长度在9.5mm～10.5mm之间，这一要求能否实现？

解：已知X～N（10，0.22），则
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即可以用98.76％的概率保证该批零件的长度在9.5mm～10.5mm之间，也就是说，该批零件的质量要求可以实现。

4．3σ准则

3σ准则在产品质量控制中有着重要的应用。由标准正态分布表可求得：当X～N（0，1）时，有
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这说明，X的取值几乎全部集中在［—3，3］区间内，超出这个范围的可能性不到0.3％。

将这些结论推广到一般正态分布，即X～N（μ，σ2）时，有
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显然|X—μ|＞3σ的概率是很小的，因此可以认为X的值几乎一定落在区间（μ—3σ，μ＋3σ）内。这在全面质量管理中称做“3σ准则”。下面用一个例子说明它的应用。已知测量值X～N（0.2，0.052），由3σ准则可知，测量值应在0.05～0.35之间。今发现10次测量中有一个数据是0.367，问是否认为异常而予以剔除？由于0.367＞0.35，故应剔除这个数据。

5．二项分布的正态近似

由德莫佛—拉普拉斯（Demoivre-Laplace）定理可知二项分布近似服从正态分布。关于这个定理我们只给出它的描述。

设随机变量X～B（n，p），则对任意x，有
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定理表明，当n很大，而0＜p＜1是一个定值时，[image: ]近似服从标准正态分布N（0，1）；或者说，二项随机变量X近似服从正态分布N（np，np（1—p））。

利用定理，可进一步得到：
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式中，[image: ]。

上述正态近似很重要，它提供了计算二项概率的和的一种实用且简便的近似方法。

【例5.24】　100台车床彼此独立地工作着，每台车床的实际工作时间占全部工作时间的80％，试求：

（1）任一时刻有70～86台车床在工作的概率。

（2）任一时刻有80台以上车床在工作的概率。

解：将在任一时刻观察每台车床是否工作看成是一次试验，依题意本例可看做100重贝努里概型，每次试验成功（车床工作）的概率为：
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设X表示100台车床中工作着的车床台数，可见X～B（100，0.8），现利用正态分布近似计算，这里np＝80，[image: ]，于是
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用Excel绘制正态概率图进行数据正态性的评估

【例5.25】某商家的销售数据如表5—12所示。

表5—12
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在进行方差分析之前，必须检验数据的正态性。选取销售额这一列数据进行正态性评估。

第1步：对销售额按照升序排列，记为X（j）。

第2步：计算（j—0.5）/24。

第3步：根据公式（j—0.5）/24＝P（Z），求出正态分位数。
单击D2单元格，选择【插入】→【函数】选项，出现对话框时：
从【选择类别】窗口中选择“统计”。
从【选择函数】窗口中选择“NORMSINV”，单击【确定】，界面如图5—12所示。
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图5—12　函数参数

再单击D2单元格，鼠标指向单元格右下角填充控点，按住鼠标左键往下拖至D25单元格，这样计算出C2:C24区域中概率值对应的标准正态分位数，如表5—13所示。

表5—13
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第4步：选择【工具】→【数据分析】，在【分析工具】中选择“回归”，单击【确定】。以Zi为纵轴，X（j）为横轴，绘制标准正态概率图。其界面如图5—13所示。

[image: ]

图5—13　回归

单击【确定】，得到标准正态概率图，如图5—14所示。
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图5—14　标准正态概率图

其中，X（j）转化为其对应的百分比排位。从图5—14可看出，由（X（j），Zi）形成的点基本上围绕在一条直线周围，可以说该组数据基本上服从正态分布。


思考与练习

一、思考题

5.1　频率与概率有什么关系？

5.2　独立性与互斥性有什么关系？

5.3　根据自己的经验体会举几个服从泊松分布的随机变量的实例。

5.4　根据自己的经验体会举几个服从正态分布的随机变量的实例。



二、练习题

5.1　写出下列随机试验的样本空间：

（1）记录某班一次统计学测验的平均分数。

（2）某人骑自行车在公路上行驶，观察该骑车人在遇到第一个红灯停下来以前遇到的绿灯次数。

（3）生产产品，直到有10件正品为止，记录生产产品的总件数。

5.2　某市有50％的住户订日报，有65％的住户订晚报，有85％的住户至少订两种报纸中的一种，求同时订这两种报纸的住户的百分比。

5.3　设A与B是两个随机事件，已知A与B至少有一个发生的概率是1/3，A发生且B不发生的概率是1/9，求B发生的概率。

5.4　设A与B是两个随机事件，已知P（A）＝P（B）＝1/3，P（A|B）＝1/6，求[image: ]。

5.5　有甲、乙两批种子，发芽率分别是0.8和0.7。在两批种子中各随机取一粒，求：

（1）两粒都发芽的概率。

（2）至少有一粒发芽的概率。

（3）恰有一粒发芽的概率。

5.6　某厂产品的合格率为96％，合格品中一级品率为75％，从产品中任取一件为一级品的概率是多少？

5.7　某种品牌的电视机用到5000小时未坏的概率为3/4，用到10000小时未坏的概率为1/2。现在有一台这种品牌的电视已经用了5000小时未坏，问它能用到10000小时的概率是多少？

5.8　某厂职工中，小学文化程度的有10％，初中文化程度的有50％，高中及高中以上文化程度的有40％。25岁以下青年在小学、初中、高中及高中以上文化程度各组中的比例分别为20％，50％，70％。从该厂随机抽取一名职工，发现其年龄不到25岁，问他具有小学、初中、高中及高中以上文化程度的概率各为多少？

5.9　某厂有A，B，C，D四个车间生产同种产品，日产量分别占全厂产量的30％，27％，25％，18％。已知这四个车间产品的次品率分别为0.10，0.05，0.20和0.15，问从该厂任意抽取一件产品，发现为次品，这件产品是由A，B车间生产的概率各为多少？

5.10　考虑掷两枚硬币的试验。令X表示观察到正面的个数，试求X的概率分布。

5.11　某人花2元钱买彩票，他抽中100元奖的概率是0.1％，抽中10元奖的概率是1％，抽中1元奖的概率是20％，假设各种奖不能同时抽中，试求：

（1）此人收益的概率分布。

（2）此人收益的期望值。

5.12　设随机变量X的概率密度为：

[image: ]

（1）已知[image: ]，求θ的值。

（2）求X的期望值与方差。

5.13　一张考卷上有5道题目，同时每道题列出4个备选答案，其中有一个答案是正确的。某学生凭猜测能答对至少4道题的概率是多少？

5.14　设随机变量X服从参数为λ的泊松分布，且已知P{X＝1}＝P{X＝2}，求P{X＝4}。

5.15　设随机变量X服从参数为λ的泊松分布：

[image: ]

问k取何值时P｛X＝k｝最大（λ为整数时）？

5.16　设X～N（3，4），试求：

（1）P{|X|＞2}。

（2）P{X＞3}。

5.17　一工厂生产的电子管寿命X（以小时计算）服从期望值μ＝160的正态分布，若要求P{120＜X＜200}＞0.08，允许标准差σ最大为多少？

5.18　一本书排版后一校时出现错误处数X服从正态分布N（200，400），求：

（1）出现错误处数不超过230的概率。

（2）出现错误处数在190～210之间的概率。



第6章　统计量及其抽样分布

统计应用

城市居民收入如何估计？

借助统计学方法研究任何实际问题，首先要做的工作就是收集数据，收集数据是一项很重要的基础工作。收集数据的一般方法是查阅各种统计年鉴和报表，再就是运用某种调查方法获取欲研究问题的有关数据。抽样调查获取数据的方式在我国方兴未艾，抽样调查的方法很多，专业性很强，现在已有不少抽样技术的专著。在一个统计方法研究的问题中，通常把所要调查研究的事物或现象的全体称为总体，而把组成总体的每个元素（成员）称为个体，一个总体中所含个体的数量称为总体的容量。例如，要研究某城市居民的家庭收入状况，那么这个城市所有家庭的收入状况就是我们研究的总体，而每个家庭的收入状况就是个体。

为了推断总体的某些特征，需要从总体中按一定的抽样技术抽取若干个体，将这一抽取过程称为抽样。所抽取的部分个体称为样本，样本中所含个体的数量称为样本容量。例如，在研究某城市居民家庭收入时，随机抽取1000户进行调查，这1000户就是一个样本，样本容量就是1000。以1000户居民家庭收入的信息作为这个城市居民家庭收入估计的依据，这样的估计可靠性如何？依据的基本统计理论是什么？这正是本章要解决的问题。

通过抽样或查年鉴得到的原始数据，一般是杂乱无章的，很难从中直接看出有价值的东西。因此，对获取的原始数据一般需要加以整理，以便把我们感兴趣的信息提取出来，并用简明醒目的方式加以表述。画原始数据的散点图、饼图、直方图等方法是直观表达数据的常见方式。统计学中最主要的提取信息方式就是对原始数据进行一定的运算，以算出某些代表性的数字，足以反映出数据某些方面的特征，这种数字被称为统计量。用统计学语言表述就是：统计量是样本的函数，它不依赖于任何未知参数。推断统计学的重要作用就是，通过从总体中抽取样本构造适当的统计量，由样本性质去推断关于总体的性质。本章将较系统地介绍统计量的概念，以正态分布为基础导出常用的几个重要分布，并给出一些常用样本统计量的抽样分布。


6.1　统计量

6.1.1　统计量的概念

在实际应用中，当我们从某总体中抽取一个样本（X1，X2，…，Xn）后，并不能直接应用它去对总体的有关性质和特征进行推断，这是因为样本虽然是从总体中获取的代表，含有总体性质的信息，但仍较分散。为了使统计推断成为可能，首先必须把分散在样本中我们关心的信息集中起来，针对不同的研究目的，构造不同的样本函数，这种函数在统计学中称为统计量。

定义6.1　设X1，X2，…，Xn是从总体X中抽取的容量为n的一个样本，如果由此样本构造一个函数T（X1，X2，…，Xn），不依赖于任何未知参数，则称函数T（X1，X2，…，Xn）是一个统计量。

通常，又称T（X1，X2，…，Xn）为样本统计量。当获得样本的一组具体观测值x1，x2，…，xn时，代入T，计算出T（x1，x2，…，xn）的数值，就获得一个具体的统计量值。

【例6.1】　设X1，X2，…，Xn是从某总体X中抽取的一个样本，则

[image: ]

都是统计量，而[image: ]都不是统计量。这是因为其中的E（X）和D（X）都是依赖于总体分布的未知参数。

统计量是样本的一个函数。由样本构造具体的统计量，实际上是对样本所含的总体信息按某种要求进行加工处理，把分散在样本中的信息集中到统计量的取值上，不同的统计推断问题要求构造不同的统计量。统计量在统计学中具有极其重要的地位，它是统计推断的基础。统计量在统计学中的地位相当于随机变量在概率论中的地位。

6.1.2　常用统计量

在一般的概率论教材中，把数学期望及方差等概念用所谓“矩”的概念来描述。当n充分大时，有定理可以保证经验分布函数Fn（x）很靠近总体分布函数F（X）。因此，经验分布函数Fn（x）的各阶矩就反映了总体各阶矩的信息。通常把经验分布函数的各阶矩称为样本各阶矩。常用的样本各阶矩及其函数都是实际应用中的具体统计量。

（1）[image: ]是样本的值，它反映出总体X数学期望的信息。样本均值是最常用的统计量。

（2）[image: ]是样本方差，它反映的是总体X方差的信息。样本方差S2及样本标准差S也是最常用的统计量。

（3）[image: ]是样本变异系数，它反映出总体变异系数C的信息。其中变异系数定义为[image: ]，它反映出随机变量在以它的均值为单位时取值的离散程度。此统计量消除了均值不同对不同总体的离散程度的影响，常用来刻画均值不同时不同总体的离散程度。在投资项目的风险分析中、不同群体或行业的收入差距描述中有着广泛的应用。

（4）[image: ]，称mk为样本k阶矩。它反映出总体k阶矩的信息。显然，[image: ]就是样本均值。

（5）[image: ]，称为样本k阶中心矩。它反映出总体k阶中心矩的信息。显然，υ2就是样本方差。

（6）[image: ]，称α3为样本偏度。它反映出总体偏度的信息。偏度反映了随机变量密度函数曲线在众数（密度函数在这一点达到最大值）两边的对称偏斜性。如果X～N（μ，σ2），则偏度α3＝0。

（7）[image: ]，称α4为样本峰度。它反映出总体峰度的信息。峰度反映密度函数曲线在众数附近的“峰”的尖峭程度。正态随机变量X～N（μ，σ2）的峰度α4＝0。

偏度和峰度的概念在质量控制和可靠性研究中有着极其广泛的应用。

6.1.3　次序统计量

随着统计学的发展，次序统计量成为参数估计和假设检验的一类重要的统计量。

定义6.2　设X1，X2，…，Xn是从总体X中抽取的一个样本，X（i）称为第i个次序统计量，它是样本（X1，X2，…，Xn）满足如下条件的函数：每当样本得到一组观测值x1，x2，…，xn时，其由小到大的排序x（1）≤x（2）≤…≤x（i）≤…≤x（n）中，第i个值x（i）就作为次序统计量X（i）的观测值，而X（1），X（2），…，X（n）称为次序统计量。其中，X（1）和X（n）分别为最小和最大次序统计量。

R（n）＝X（n）—X（1）称为样本极差。极差反映出样本中最大值与最小值的差距，但损失了样本的中间信息，所以当样本容量n增加时，R（n）变得不甚可靠。R（n）的作用与样本方差一样，是反映样本观测值离散程度的量。尽管用R（n）反映观测值离散程度较粗，但计算简单，所以在企业质量管理的现场中应用较多。

在第4章曾提到的中位数、分位数、四分位数等都是次序统计量。就次序统计量当然可进一步讨论它的有关分布，但限于篇幅及大纲要求此处从略。

6.1.4　充分统计量

在前边我们曾由样本（X1，X2，…，Xn）构造一个统计量T（X1，X2，…，Xn），可以看出，样本统计量T的构造过程就是对样本X1，X2，…，Xn根据要求进行加工处理的过程，这种加工处理就是把原来杂乱无章的样本观测值用少数几个经过加工后的统计量的值来代替。在实际统计推断中，是用统计量的值进行推断，而不是由样本观测值进行推断。这就意味着，经过加工后，有了统计量的值即可。既然统计量如此重要，我们就希望在构造统计量的过程中尽可能保留样本中有关总体的信息。在统计学中，假如一个统计量能把含在样本中有关总体的信息一点都不损失地提取出来，那对保证后边的统计推断质量具有重要意义。统计量加工过程中一点信息都不损失的统计量通常称为充分统计量。

【例6.2】　某电子元件厂欲了解其产品的不合格率p，质检员抽检了100个电子元件，检查结果是，除前3个是不合格品（记为X1＝1，X2＝1，X3＝1），其他都是合格品（记为Xi＝0，i＝4，5，…，100）。当企业领导问及抽检结果时，质检员给出如下两种回答：

（1）抽检的100个元件中有3个不合格（记为[image: ]）。

（2）抽检的100个元件中前3个不合格（X1＝1，X2＝1，X3＝1）。

这两种回答就反映了质检员对样本的两种不同处理思想。这两种回答所用的统计量分别为：

[image: ]

显然，统计量T2不包含样本中有关p的全部信息，因而是不能令人满意的。而统计量T1综合了样本中有关p的全部信息，使样本信息没有任何损失。

统计量的充分性是统计学中的基本概念之一。关于统计量T＝T（X1，X2，…，Xn）必须满足什么条件才能具有上述意义下的充分性的讨论已超出了本书的范围。这里要特别说明的是关于判别充分统计量的方法称为因子分解定理，这个定理是奈曼和哈尔姆斯在20世纪40年代提出并严格证明的。

在产品检验中，二项分布有着重要的应用，统计量[image: ]是不合格品率p的充分统计量。

当X＝（X1，X2，…，Xn）是来自正态分布N（μ，σ2）的一个样本时，若μ已知，则[image: ]是σ2的充分统计量；若σ2已知，则[image: ]是μ的充分统计量。


6.2　关于分布的几个概念

6.2.1　抽样分布

近代统计学的创始人之一，英国统计学家费希尔曾把抽样分布、参数估计和假设检验看做统计推断的三个中心内容。研究统计量的性质和评价一个统计推断的优良性，完全取决于其抽样分布的性质。所以，抽样分布的研究是统计学中的重要内容。

在总体X的分布类型已知时，若对任一自然数n，都能导出统计量T＝T（X1，X2，…，Xn）的分布的数学表达式，这种分布称为精确的抽样分布。它对样本容量n较小的统计推断问题非常有用。精确的抽样分布大多是在正态总体情况下得到的。在正态总体条件下，主要有X2分布、t分布、F分布，常称之为统计三大分布。在下一节我们将较为详细地介绍这些分布。

6.2.2　渐近分布

在统计学的抽样分布理论中，至今已求出的精确抽样分布并不多。通常，抽样分布是很难求得的，有时尽管求出了精确抽样分布，但也因为过于复杂而难以应用。所以统计学家们借助极限工具，寻求在样本量n无限增大时，统计量T（X1，X2，…，Xn）的极限分布。在实际应用中，当n较大时，就用这种极限分布作为抽样分布的一种近似，这种极限分布常称为渐近分布。现在有不少重要的统计方法就是基于渐近分布提出的。

【例6.3】　设X1，X2，…，Xn是抽自正态总体N（0，σ2）的一个样本。可以证明当n→∞时，[image: ]和S2→σ2，所以统计量[image: ]的渐近分布为N（0，1）。

后边将介绍的中心极限定理揭示的就是样本均值[image: ]的渐近分布。它在统计学中有着非常重要的地位和广泛应用。

6.2.3　随机模拟获得的近似分布

在实际应用中，有许多问题要寻求它的精确分布和渐近分布都是非常困难的，而在计算机飞速发展的今天，利用计算机进行随机模拟来获得某种统计量的近似分布已十分容易。因此，应用随机模拟方法寻求统计量的分布已被普遍使用。限于篇幅，下面只讲授这种方法的思想。

设有一个统计量T＝T（X1，X2，…，Xn），为了获得统计量T的分布函数F（n）（t），其中n为样本容量，我们可连续作一系列类似试验，每次试验都是从总体中随机抽取容量为n的样本，然后计算其统计量的值。当这种试验进行了N次时，就得到统计量T的N个观测值：T1，T2，…，TN。根据这N个观测值可做其经验分布函数[image: ]。可以证明，这种经验分布函数[image: ]是统计量T（在样本容量n固定的条件下）的分布F（n）（t）的一个很好的近似。这种寻求统计量的方法就是反复地从总体中抽样，这种抽样完全可由计算机来实现，由此得到的统计量的分布就是随机模拟法所获得的近似分布。有兴趣者可参见有关统计模拟计算的书籍。


6.3　由正态分布导出的几个重要分布

6.3.1　X2分布

X2分布是由海尔墨特（Hermert）和皮尔逊分别于1875年和1900年推导出来的。

定义6.3　设随机变量X1，X2，…，Xn相互独立，且Xi（i＝1，2，…，n）服从标准正态分布N（0，1），则它们的平方和[image: ]服从自由度为n的X2分布。

自由度是统计学中常用的一个概念，它可以解释为独立变量的个数，还可解释为二次型的秩。例如，Y＝X2是自由度为1的X2分布，rank（Y）＝1；Z＝[image: ]是自由度为n的X2分布，rank（Z）＝n。

关于X2分布的密度函数较为复杂，非统计专业只关心应用的读者不必了解，加之限于篇幅，所以本书将不介绍X2分布、t分布、F分布的密度函数。有兴趣的读者可参见数学形式比较严谨的有关数理统计书籍。

下面给出当n＝1，n＝4，n＝10，n＝20时，X2分布的概率密度函数曲线，如图6—1所示。

[image: ]

图6—1　X2分布的示意图

X2分布的数学期望为：

E（X2）＝n

X2分布的方差为：

D（X2）＝2n

X2分布还具有可加性，即若[image: ]，且独立，则

[image: ]

由图6—1还可看出，当自由度增加到足够大时，X2分布的概率密度曲线趋于对称。当n→＋∞时，X2分布的极限分布是正态分布。

X2（n）的p分位数[image: ]可从卡方分布表查得。当自由度n很大时，[image: ]近似服从[image: ]。实际上，当自由度n＞45时，有

[image: ]

式中，μp即Zp，为正态p分位数，可由正态分布表查得。

6.3.2　t分布

t分布也称为学生氏分布，是高塞特（W．S．Gosset）于1908年在一篇以“Student”（学生）为笔名的论文中首次提出的。

定义6.4　设随机变量X～N（0，1），Y～X2（n），且X与Y独立，则

[image: ]

其分布称为t分布，记为t（n），其中n为其自由度。

t分布的密度函数是一偶函数，其图形如图6—2所示。

[image: ]

图6—2　t分布的示意图

当n＞2时，t分布的数学期望E（t）＝0。

当n＞3时，t分布的方差[image: ]。

由图6—2可以看出，t分布的密度函数曲线与标准正态分布N（0，1）的密度函数曲线非常相似，都是单峰偶函数。t（n）的密度函数的两侧都按t—（n+1）的速度趋向于零，这比负指数函数趋向于零的速度要慢一些。因此，t（n）的密度函数在两侧的尾部都要比N（0，1）的两侧尾部粗一些。t（n）的方差比N（0，1）的方差大一些。

自由度为1的分布称为柯西分布，随着自由度n的增加，t分布的密度函数越来越接近标准正态分布的密度函数。实际应用中，一般当n＞30时，t分布与标准正态分布就非常接近。t分布的诞生对于统计学中小样本理论和应用有着重要的促进作用。特别是当高塞特最初提出t分布时并不被人重视和接受。后来费希尔在他的农业实验中也遇到小样本问题，这才发现t分布有实用价值。1923年，费希尔对t分布给出严格而简单的证明，1925年编制出t分布表之后，高塞特的小样本方法才被统计界广泛认可。

下面看一个与t分布有关的抽样分布：

设X1，X2，…，Xn是来自正态分布N（μ，σ2）的一个样本，[image: ][image: ]则

[image: ]

称为服从自由度为（n—1）的t分布。

设X和Y是两个相互独立的总体，X～N（μ1，σ2），Y～N（μ2，σ2），X1，…，Xn是来自X的一个样本，Y1，Y2，…，Ym是来自Y的一个样本，记

[image: ]

[image: ]

6.3.3　F分布

F分布是统计学家费希尔首先提出的。F分布有着广泛的应用，如在方差分析、回归方程的显著性检验中都有着重要的地位。

定义6.5　设随机变量Y与Z相互独立，且Y和Z分别服从自由度为m和n的X2分布，随机变量X有如下表达式：

[image: ]

则称X服从第一自由度为m，第二自由度为n的F分布，记为F（m，n），简记为X～F（m，n）。F分布的密度函数图如图6—3所示。

[image: ]

图6—3　F分布的示意图

设随机变量X服从F（m，n）分布，则数学期望和方差分别为：

[image: ]

[image: ]

F分布的p分位数Fp（v1，v2）可查F分布表获得。且

[image: ]

由此可知，在F分布中，两个自由度的位置是不可互换的。此外，这一性质在查F分布的分位数表时，将有重要应用。

F分布与t分布还存在如下关系：

如果随机变量X服从t（n）分布，则X2服从F（1，n）的F分布。这在回归分析的回归系数显著性检验中有用。


6.4　样本均值的分布与中心极限定理

设X1，X2，…，Xn为从某一总体中抽出的随机样本，则由以上讨论可知X1，X2，…，Xn为互相独立且与总体有相同分布的随机变量。要知道[image: ]的分布，必须知道总体的分布。由于正态分布是最常见的分布之一，所以我们主要介绍在总体分布为正态分布N（μ，σ2）时样本均值[image: ]的分布。

当总体分布为正态分布N（μ，σ2）时，可以得到下面的结果：

[image: ]的抽样分布（sampling distribution）仍为正态分布，[image: ]的数学期望为μ，方差为σ2/n，则

[image: ]

上面的结果表明，[image: ]的期望值与总体均值相同，而方差则缩小为总体方差的1/n。这说明当用样本均值[image: ]去估计总体均值μ时，平均来说没有偏差（这一点称为无偏性）；当n越来越大时，[image: ]的散布程度越来越小，即用[image: ]估计μ越来越准确。

然而在实际问题中，总体的分布并不总是正态分布或近似正态分布，此时[image: ]的分布也将取决于总体分布的情况。值得庆幸的是，当抽样个数n比较大时，人们证明了如下的中心极限定理。该定理告诉我们不管总体的分布是什么，此时样本均值[image: ]的分布总是近似正态分布，只要总体的方差σ2有限。因为无论对什么总体分布，设总体均值为μ，总体方差σ2，总有

[image: ]

[image: ]

所以当n比较大时，[image: ]近似服从N（μ，[image: ]），等价地有[image: ]。

中心极限定理（central limit theorem）：设从均值为μ、方差为σ2（有限）的任意一个总体中抽取样本量为n的样本，当n充分大时，样本均值[image: ]的抽样分布近似服从均值为μ、方差为σ2/n的正态分布。

图6—4描述的是[image: ]的抽样分布趋于正态分布的过程。

[image: ]

图6—4　[image: ]的抽样分布趋于正态分布的过程

中心极限定理要求n必须充分大，那么多大才叫充分大呢？这与总体的分布形状有关。总体偏离正态越远，则要求n越大。然而在实际应用中，总体的分布未知。此时，我们常要求n≥30。顺便指出，大样本、小样本之间并不是以样本容量大小来区分的。在样本容量固定的条件下所进行的统计推断、问题分析，不管样本容量有多大，都称为小样本问题；而在样本容量n→∞的条件下进行的统计推断、问题分析则称为大样本问题。一般统计学中的n≥30为大样本，n＜30为小样本只是一种经验说法。

在统计学中，由于正态分布有着十分重要的地位，因此常把证明其极限分布为正态分布的定理统称为中心极限定理。最早的中心极限定理是在18世纪初由德莫佛所证明的，即二项分布以正态分布为其极限分布的定理。现在叙述的中心极限定理是19世纪20年代林德伯格和勒维证明的在任意分布的总体中抽取样本，其样本均值极限分布为正态分布。

【例6.4】　设从一个均值μ＝10、标准差σ＝0.6的总体中随机选取容量为n＝36的样本。假定该总体不是很偏的，要求：

（1）计算样本均值[image: ]小于9.9的近似概率。

（2）计算样本均值[image: ]超过9.9的近似概率。

（3）计算样本均值[image: ]在总体均值μ＝10附近0.1范围内的近似概率。

解：根据中心极限定理，不论总体的分布是什么形状，在假定总体分布不是很偏的情形下，当从总体中随机选取n＝36的样本时，样本均值[image: ]的分布近似服从均值[image: ]、标准差[image: ]的正态分布，即

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

【例6.5】　某汽车电瓶商声称其生产的电瓶具有均值为60个月、标准差为6个月的寿命分布。现假设质检部门决定检验该厂的说法是否准确，为此随机抽取了50个该厂生产的电瓶进行寿命试验。

（1）假定厂商声称是正确的，试描述50个电瓶的平均寿命的抽样分布。

（2）假定厂商声称是正确的，则50个样品组成的样本的平均寿命不超过57个月的概率为多少？

解：（1）尽管我们对电瓶的寿命分布的形状不甚了解，但根据中心极限定理可以推出50个电瓶的平均寿命的分布近似服从正态分布，其均值[image: ]，方差[image: ]，即

[image: ]

（2）如果厂方声称是正确的，则观察到50个电池的平均寿命不超过57个月的概率为：

[image: ]

即如果厂方的说法正确，则50个电瓶的平均寿命不超过57个月的概率为0.0002。这是一个不可能事件。根据小概率事件原理，观察到50个电瓶的平均寿命小于或等于57个月的事件是不可能的；反之，如果真的观察到50个电瓶的平均寿命低于57个月，则有理由怀疑厂方说法的正确性，即可认为厂方的说法是不正确的。


6.5　样本比例的抽样分布

前面讨论的抽样分布问题，都是关于计量值的变量，然而在实际应用中还常会遇到一些计数变量的情形。例如，在消费调查及民意测验中常要对具有某一特征的产品或事物的喜好人数进行研究。那时我们常假定总体中对具有某一特征产品的喜好比例为π，在此条件下去研究当从总体中随机抽取n个个体进行调查时，喜好某一产品的人数X的概率。在实际应用中我们所关心的正是总体中对某一产品喜好的人数的比例π。如果在样本大小为n的样本中具有某一特征的个体数为X，则样本比例用[image: ]表示：

[image: ]

以后就用样本比例[image: ]来估计总体比例π。

由二项分布的原理和渐近分布的理论可知，当n充分大时，[image: ]的分布可用正态分布去逼近。此时，[image: ]服从均值为π、方差为[image: ]的正态分布，即

[image: ]

一般情况下，如果X是一随机变量，C为一常数，则CX与X有相同的分布形状。设E（X）＝μ，D（X）＝σ2，则E（CX）＝Cμ，D（CX）＝C2σ2。

【例6.6】　设X～N（9，22），试描述10X的抽样分布。

解：X～N（9，22），根据上述性质10X也服从正态分布，由于

E（10X）＝10E（X）＝90

D（10X）＝100D（X）＝100×22＝400

所以

10X～N（90，400）

【例6.7】　假定某统计人员在其填写的报表中有2％至少会有一处错误，如果我们检查了一个由600份报表组成的随机样本，其中至少有一处错误的报表所占的比例在0.025～0.070之间的概率有多大？

解：设600份报表中至少有一处错误的报表所占的比例为[image: ]，由题意可知：

[image: ]

因为

[image: ]

均在0～1之间，故根据中心极限定理，有

[image: ]

从而所求概率为：

[image: ]

即该统计人员所填写的报表中至少有一处错误的报表所占的比例在0.025～0.070之间的概率为19.02％。


6.6　两个样本平均值之差的分布

在实际问题中，我们常会遇到比较两个平均值或比例的问题。例如，要比较人们的购买行为中喜欢产品甲的比例与喜欢产品乙的比例；比较两种不同投资项目的预期回报；比较不同班组生产不合格品的比例等。以上问题都可概括为相对应的样本统计量的比较。

在比较两个总体均值之差的问题研究中，可以考虑比较从两个总体中选出的两个独立随机样本的平均值[image: ]与[image: ]之间的差。那么，[image: ]与μ1—μ2的接近程度如何呢？这就要研究[image: ]的抽样分布。

设[image: ]是独立地抽自总体X1～N（μ1，[image: ]）的一个容量为n1的样本的均值。[image: ]是独立地抽自总体X2～N（μ2，[image: ]）的一个容量为n2的样本的均值，则有

[image: ]

[image: ]

如果两个总体均为正态分布，则[image: ]也为正态分布，其均值和方差就分别是式（6.14）和式（6.15）。

当n1和n2比较大时，一般要求n1≥30，n2≥30，则[image: ]的抽样分布不管总体分布如何均可用正态分布来近似，其均值和方差就分别是式（6.14）和式（6.15）。

【例6.8】　设有甲、乙两所著名高校在某年录取新生时，甲校的平均分为655分，且服从正态分布，标准差为20分；乙校的平均分为625分，也是正态分布，标准差为25分。现从甲、乙两校各随机抽取8名新生计算其平均分数，出现甲校比乙校的平均分低的可能性有多大？

解：因为两个总体均为正态分布，所以8个新生的平均成绩[image: ]，[image: ]也分别为正态分布，[image: ]也为正态分布，且

[image: ]

甲校新生平均成绩低于乙校新生平均成绩，即[image: ]，故

[image: ]

由此可见，出现甲校新生平均成绩低于乙校新生成绩的可能性很小。

在此，顺便讨论一下两个样本比例之差的抽样分布。

设分别从具有参数为π1和参数为π2的二项总体中抽取包含n1个观测值和n2个观测值的独立样本，则两个样本比例差的抽样分布为：

[image: ]

具有下列性质：

[image: ]

（2）当n1和n2很大时，[image: ]的抽样分布近似为正态分布，其均值为式（6.16），方差为式（6.17）。

【例6.9】　一项抽样调查表明甲城市的消费者中有15％的人喝过商标为“圣洁”牌的矿泉水，而乙城市的消费者中只有8％的人喝过该种矿泉水。如果这些数据是真实的，那么当我们分别从甲城市抽取120人，乙城市抽取140人组成两个独立随机样本时，样本比例差[image: ]不低于0.08的概率有多大？

解：根据题意π1＝0.15，π2＝0.08，n1＝120，n2＝140，[image: ]的抽样分布可认为近似服从正态分布，即

[image: ]

从而所求概率为：

[image: ]


6.7　关于样本方差的分布

6.7.1　样本方差的分布

样本方差的分布比较复杂，它与总体的分布有关。这里只介绍当总体分布为正态分布时，样本方差的分布。

设X1，X2，…，Xn为来自正态分布的样本，则可以推导出如下结果：

设总体分布为N（μ，σ2）的正态分布，则样本方差S2的分布为：

[image: ]

其中，将X2（n—1）称为自由度为n—1的卡方分布。

6.7.2　两个样本方差比的分布

我们只介绍两个总体分布均为正态分布时，分别来自这两个总体的两个样本方差比的分布。

设X1，…，Xn1是来自正态总体N（μ1，[image: ]）的一个样本，Y1，…，Yn2是来自正态总体N（μ2，[image: ]）的一个样本，且Xi（i＝1，…，n1）与Yi（i＝1，…，n2）相互独立，则

[image: ]

[image: ]

F（n1—1，n2—1）是第一自由度（分子自由度）为n1—1，第二自由度（分母自由度）为n2—1的F分布。


思考与练习

一、思考题

6.1　什么是统计量？为什么要引进统计量？统计量中为什么不含任何未知参数？

6.2　判断下列样本函数中哪些是统计量？哪些不是统计量？

[image: ]

6.3　什么是次序统计量？

6.4　什么是充分统计量？

6.5　什么是自由度？

6.6　简述X2分布、t分布、F分布及正态分布之间的关系。

6.7　什么是抽样分布？

6.8　简述中心极限定理的意义。



二、练习题

6.1　调节一个装瓶机使其对每个瓶子的灌装量均值为μ盎司，通过观察这台装瓶机对每个瓶子的灌装量服从标准差σ＝1.0盎司的正态分布。随机抽取由这台机器灌装的9个瓶子形成一个样本，并测定每个瓶子的灌装量。试确定样本均值偏离总体均值不超过0.3盎司的概率。

6.2　在练习题6.1中，如果我们希望[image: ]与μ的偏差在0.3盎司之内的概率达到0.95，应当抽取多大的样本？

6.3　Z1，Z2，…，Z6表示从标准正态总体中随机抽取的容量n＝6的一个样本，试确定常数b，使得

[image: ]

6.4　在练习题6.1中，假定装瓶机对瓶子的灌装量服从方差σ2＝1的标准正态分布。假定我们计划随机抽取10个瓶子组成样本，观测每个瓶子的灌装量，得到10个观测值，用这10个观测值我们可以求出样本方差[image: ][image: ]，确定一个合适的范围使得有较大的概率保证S2落入其中是有用的，试求b1和b2，使得

P（b1≤S2≤b2）＝0.90



第7章　参数估计

统计应用

大学生平均每月的生活费支出有多少？

为了解大学生日常生活费支出及生活费来源状况，2002年4月，中国人民大学财政金融学院的6名学生对在校本科生的月生活费支出问题进行了抽样调查。本次问卷调查对在校男女本科生共发放问卷300份，回收问卷291份，其中有效问卷共265份。调查数据经整理后，得到全部265名学生和按性别划分的男女学生的生活费支出数据，如下表所示。
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根据抽样结果使用95％的置信水平得到的估计结论是：全校本科生的月生活费平均水平在520.79元～554.31元之间；男生的月生活费平均水平在505.39元～552.19元之间；女生的月生活费平均水平在522.04元～570.44元之间。

调查还对生活费支出结构和生活费来源进行了分析。结果表明，生活费的主要来源都集中在父母供给，其他来源依次是勤工俭学、助学贷款及其他。生活费的主要支出集中在伙食费上，其他支出依次是衣着、娱乐休闲、学习用品、日化用品。

参数估计是推断统计的重要内容之一。它是在抽样及抽样分布的基础上，根据样本统计量来推断所关心的总体参数。本章将介绍参数估计的基本方法，内容包括一个总体参数的估计和两个总体参数的估计，最后介绍参数估计中样本量的确定问题。


7.1　参数估计的基本原理

7.1.1　估计量与估计值

如果能够掌握总体的全部数据，那么只需要作一些简单的统计描述，就可以得到所关心的总体特征，比如，总体均值、方差、比例等。但现实情况比较复杂，有些现象的范围比较广，不可能对总体中的每个单位都进行测定。或者有些总体的个体数很多，不可能也没有必要进行一一测定。这就需要从总体中抽取一部分个体进行调查，进而利用样本提供的信息来推断总体的特征。

参数估计（parameter estimation）就是用样本统计量去估计总体的参数。比如，用样本均值[image: ]估计总体均值μ，用样本比例p估计总体比例π，用样本方差s2估计总体方差σ2，等等。如果将总体参数笼统地用一个符号θ来表示，而用于估计总体参数的统计量用[image: ]表示，参数估计也就是如何用[image: ]来估计θ。

在参数估计中，用来估计总体参数的统计量的名称称为估计量（estimator），用符号[image: ]表示。样本均值、样本比例、样本方差等都可以是一个估计量。而根据一个具体的样本计算出来的估计量的数值称为估计值（estimated value）。比如，要估计一个班学生考试的平均分数，从中抽取一个随机样本，全班的平均分数是不知道的，称为参数，用θ表示，根据样本计算的平均分数[image: ]就是一个估计量，用[image: ]表示，假定计算出来的样本平均分数为80分，这个80分就是估计量的具体数值，称为估计值。

7.1.2　点估计与区间估计

参数估计的方法有点估计和区间估计两种。

1．点估计

点估计（point estimate）就是用样本统计量[image: ]的某个取值直接作为总体参数θ的估计值。比如，用样本均值[image: ]直接作为总体均值μ的估计值，用样本比例p直接作为总体比例π的估计值，用样本方差s2直接作为总体方差σ2的估计值，等等。假定要估计一个班学生考试成绩的平均分数，根据抽出的一个随机样本计算的平均分数为80分，用80分作为全班平均考试分数的一个估计值，这就是点估计。再比如，若要估计一批产品的合格率，根据抽样结果合格率为96％，将96％直接作为这批产品合格率的估计值，这也是一个点估计。

虽然在重复抽样条件下，点估计的均值可望等于总体真值（比如，[image: ]＝μ），但由于样本是随机的，抽出一个具体的样本得到的估计值很可能不同于总体真值。在用点估计值代表总体参数值的同时，还必须给出点估计值的可靠性，也就是说，必须能说出点估计值与总体参数的真实值接近的程度。但一个点估计值的可靠性是由它的抽样标准误差来衡量的，这表明一个具体的点估计值无法给出估计的可靠性的度量，因此就不能完全依赖于一个点估计值，而是围绕点估计值构造总体参数的一个区间，这就是区间估计。

2．区间估计

假定参数是射击靶上10环的位置，作一次射击，打在靶心10环的位置上的可能性很小，但打在靶子上的可能性就很大，用打在靶上的这个点画出一个区间，这个区间包含靶心的可能性就很大，这就是区间估计的基本思想。

区间估计（interval estimate）是在点估计的基础上，给出总体参数估计的一个区间范围，该区间通常由样本统计量加减估计误差得到。与点估计不同，进行区间估计时，根据样本统计量的抽样分布可以对样本统计量与总体参数的接近程度给出一个概率度量。下面将以总体均值的区间估计为例来说明区间估计的基本原理。

由样本均值的抽样分布可知，在重复抽样或无限总体抽样的情况下，样本均值的数学期望等于总体均值，即E[image: ]，样本均值的标准误差为[image: ]，由此可知样本均值[image: ]落在总体均值μ的两侧各为一个抽样标准差范围内的概率为0.6827；落在两个抽样标准差范围内的概率为0.9545；落在3个抽样标准差范围内的概率为0.9973，等等。

实际上，可以求出样本均值[image: ]落在总体均值μ的两侧任何一个抽样标准差范围内的概率。但实际估计时，情况恰好相反。[image: ]是已知的，而μ是未知的，也正是将要估计的。由于[image: ]与μ的距离是对称的，如果某个样本的平均值落在μ的两个标准差范围之内，反过来，μ也就被包括在以[image: ]为中心左右两个标准差的范围之内。因此约有95％的样本均值会落在μ的两个标准差的范围之内。也就是说，约有95％的样本均值所构造的两个标准差的区间会包括μ。通俗地说，如果抽取100个样本来估计总体的均值，由100个样本所构造的100个区间中，约有95个区间包含总体均值，而另外5个区间则不包含总体均值。图7—1给出了区间估计的示意图。
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图7—1　区间估计示意图

在区间估计中，由样本统计量所构造的总体参数的估计区间称为置信区间（confidence interval），其中区间的最小值称为置信下限，最大值称为置信上限。由于统计学家在某种程度上确信这个区间会包含真正的总体参数，所以给它取名为置信区间。原因是，如果抽取了许多不同的样本，比如说抽取100个样本，根据每一个样本构造一个置信区间，这样，由100个样本构造的总体参数的100个置信区间中，有95％的区间包含了总体参数的真值，而5％则没包含，则95％这个值被称为置信水平。一般地，如果将构造置信区间的步骤重复多次，置信区间中包含总体参数真值的次数所占的比例称为置信水平（confidence level），也称为置信度或置信系数（confidence coefficient）。

在构造置信区间时，可以用所希望的任意值作为置信水平。比较常用的置信水平及正态分布曲线下右侧面积为α/2时的z值（zα/2）如表7—1所示。

表7—1　常用置信水平的zα/2值
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有关置信区间的概念可用图7—2来表示。
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图7—2　置信区间示意图

从图7—1和图7—2不难看出，当样本量给定时，置信区间的宽度随着置信系数的增大而增大，从直觉上说，区间比较宽时，才会使这一区间有更大的可能性包含参数的真值；当置信水平固定时，置信区间的宽度随样本量的增大而减小，换言之，较大的样本所提供的有关总体的信息要比较小的样本多。

对置信区间的理解，有以下几点需要注意：

（1）如果用某种方法构造的所有区间中有95％的区间包含总体参数的真值，5％的区间不包含总体参数的真值，那么，用该方法构造的区间称为置信水平为95％的置信区间。同样，其他置信水平的区间也可以用类似的方式进行表述。

（2）总体参数的真值是固定的、未知的，而用样本构造的区间则是不固定的。若抽取不同的样本，用该方法可以得到不同的区间，从这个意义上说，置信区间是一个随机区间，它会因样本的不同而不同，而且不是所有的区间都包含总体参数的真值。一个置信区间就像是为捕获未知参数而撒出去的网，不是所有撒网的地点都能捕获到参数。

（3）在实际问题中，进行估计时往往只抽取一个样本，此时所构造的是与该样本相联系的一定置信水平（比如95％）下的置信区间。由于用该样本所构造的区间是一个特定的区间，而不再是随机区间，所以无法知道这个样本所产生的区间是否包含总体参数的真值。我们只能希望这个区间是大量包含总体参数真值的区间中的一个，但它也可能是少数几个不包含参数真值的区间中的一个。比如，从一个总体中抽取20个随机样本，得到总体均值μ的20个估计区间，如图7—3所示。图中每个区间中间的点表示μ的点估计，即样本均值[image: ]。可以看出20个区间中只有第8个区间没有包含总体均值μ。如果这是95％的置信区间，最后只有5％的区间没有包含μ。
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图7—3　重复构造出的μ的20个置信区间

比如，用95％的置信水平得到某班学生考试成绩的置信区间为60～80，我们不能说60～80这个区间以95％的概率包含全班学生平均考试成绩的真值，或者表述为全班学生的平均考试成绩以95％的概率落在60～80分之间，这类表述是错误的，因为总体均值μ是一个常数，而不是一个随机变量。μ要么落在这个范围内，要么不在这个范围内，这里并不涉及概率。我们只是知道在多次抽样中有95％的样本得到的区间包含全班学生平均考试成绩的真值。它的真正意义是如果做了100次抽样，大概有95次找到的区间包含真值，有5次找到的区间不包含真值。假定全班考试成绩平均数的真值为70，60～80这个区间一定包含真值，如果全班考试成绩平均数的真值为50，那么区间60～80就绝对不包含真值，无论作多少次试验。因此，这个概率不是用来描述某个特定的区间包含总体参数真值的可能性，而是针对随机区间而言的。一个特定的区间“总是包含”或“绝对不包含”参数的真值，不存在“以多大的概率包含总体参数”的问题。但是，用概率可以知道在多次抽样得到的区间中大概有多少个区间包含了参数的真值。

7.1.3　评价估计量的标准

参数估计是用样本估计量[image: ]作为总体参数θ的估计。实际上，用于估计θ的估计量有很多，比如，可以用样本均值作为总体均值的估计量，也可以用样本中位数作为总体均值的估计量，等等。那么，究竟用样本的哪种估计量作为总体参数的估计呢？自然要用估计效果最好的那种估计量。什么样的估计量才算是一个好的估计量呢？这就需要有一定的评价标准。统计学家给出了评价估计量的一些标准，主要有以下几个。

1．无偏性

无偏性（unbiasedness）是指估计量抽样分布的数学期望等于被估计的总体参数。设总体参数为θ，所选择的估计量为[image: ]，如果[image: ]，则称[image: ]为θ的无偏估计量。

图7—4　给出了点估计量无偏和有偏的情形。
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图7—4　无偏和有偏点估计量的例子

根据样本均值的抽样分布可知，[image: ]，同样可以证明，E（s2）＝σ2，因此[image: ]，p，s2分别是总体均值μ，总体比例π，总体方差σ2的无偏估计量。

2．有效性

一个无偏的估计量并不意味着它就非常接近被估计的参数，它还必须与总体参数的离散程度比较小。有效性（efficiency）是指对同一总体参数的两个无偏估计量，有更小标准差的估计量更有效。假定有两个用于估计总体参数的无偏估计量，分别用[image: ]和[image: ]表示，它们的抽样分布的方差分别用[image: ]和[image: ]表示，如果[image: ]的方差小于[image: ]的方差，即[image: ]，就称[image: ]是比[image: ]更有效的一个估计量。在无偏估计的条件下，估计量的方差越小，估计也就越有效。

图7—5说明了两个无偏估计量[image: ]和[image: ]的抽样分布。可以看到，[image: ]的方差比[image: ]的方差小，因此[image: ]的值比[image: ]的值更接近总体的参数。即[image: ]比[image: ]更有效，是一个更好的估计量。
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图7—5　两个无偏估计量的抽样分布

3．一致性

一致性（consistency）是指随着样本量的增大，点估计量的值越来越接近被估总体的参数。换言之，一个大样本给出的估计量要比一个小样本给出的估计量更接近总体的参数。根据样本均值的抽样分布可知，样本均值抽样分布的标准差为[image: ]，由于[image: ]与样本量大小有关，样本量越大，[image: ]的值就越小。因此可以说，大样本量给出的估计量更接近于总体均值μ。从这个意义上说，样本均值是总体均值的一个一致估计量。对于一致性，也可以用图7—6直观地说明它的意义。
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图7—6　两个不同样本量的样本统计量的抽样分布


7.2　一个总体参数的区间估计

研究一个总体时，所关心的参数主要有总体均值μ、总体比例π和总体方差σ2等。本节将介绍如何用样本统计量来构造一个总体参数的置信区间。

7.2.1　总体均值的区间估计

在对总体均值进行区间估计时，需要考虑总体是否为正态分布，总体方差是否已知，用于构造估计量的样本是大样本（n≥30）还是小样本（n＜30）等几种情况。

1．正态总体、方差已知，或非正态总体、大样本

当总体服从正态分布且σ2已知时，或者总体不是正态分布但为大样本时，样本均值[image: ]的抽样分布均为正态分布，其数学期望为总体均值μ，方差为σ2/n。而样本均值经过标准化以后的随机变量则服从标准正态分布，即
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根据式（7.1）和正态分布的性质可以得出总体均值μ在1—α置信水平下的置信区间为：
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式中，[image: ]称为置信下限，[image: ]称为置信上限；α是事先所确定的一个概率值，也被称为风险值，它是总体均值不包括在置信区间的概率；1—α称为置信水平；zα/2是标准正态分布上侧面积为α/2时的z值；[image: ]是估计总体均值时的估计误差（estimate error）。这就是说，总体均值的置信区间由两部分组成：点估计值和描述估计量精度的±值，这个±值称为估计误差。

如果总体服从正态分布但σ2未知，或总体并不服从正态分布，只要是在大样本条件下，式（7.1）中的总体方差σ2就可以用样本方差s2代替，这时总体均值μ在1—α置信水平下的置信区间可以写为：
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【例7.1】　一家食品生产企业以生产袋装食品为主，每天的产量大约为8000袋左右。按规定每袋的重量应为100g。为对产量质量进行监测，企业质检部门经常要进行抽检，以分析每袋重量是否符合要求。现从某天生产的一批食品中随机抽取25袋，测得每袋重量如表7—2所示。

表7—2　25袋食品的重量
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已知产品重量的分布服从正态分布，且总体标准差为10g。试估计该天产品平均重量的置信区间，置信水平为95％。

解：已知σ＝10，n＝25，置信水平1—α＝95％，查标准正态分布表，得zα/2＝1.96。

根据样本数据计算的样本均值为：
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根据式（7.2）得
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即105.36±3.92＝（101.44，109.28），该批食品平均重量95％的置信区间为101.44g～109.28g。（该天生产的食品的平均重量是否在101.44g～109.28g之间？请读者自己思考。）

【例7.2】　一家保险公司收集到由36位投保人组成的随机样本，得到每位投保人的年龄数据如表7—3所示。

表7—3　36个投保人年龄的数据
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试建立投保人年龄90％的置信区间。

解：已知n＝36，1—α＝90％，zα/2＝1.645。由于总体方差未知，但为大样本，可用样本方差来代替总体方差。

根据样本数据计算的样本均值和标准差如下：
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根据式（7.3）得
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即39.5±2.13＝（37.4，41.6），投保人平均年龄90％的置信区间为37.4岁～41.6岁。

2．正态总体、方差未知、小样本

如果总体服从正态分布，则无论样本量如何，样本均值[image: ]的抽样分布都服从正态分布。这时，只要总体方差σ2已知，即使是在小样本的情况下，也可以按式（7.1）建立总体均值的置信区间。但是，如果总体方差σ2未知，而且是在小样本情况下，则需要用样本方差s2代替σ2，这时，样本均值经过标准化以后的随机变量则服从自由度为（n—1）的t分布，即
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因此，需要采用t分布来建立总体均值μ的置信区间。

t分布是类似正态分布的一种对称分布，它通常要比正态分布平坦和分散。一个特定的t分布依赖于称之为自由度的参数。随着自由度的增大，t分布也逐渐趋于正态分布，如图7—7所示。

[image: ]

图7—7　不同自由度的t分布与标准正态分布的比较

根据t分布建立的总体均值μ在1—α置信水平下的置信区间为：
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式中，tα/2是自由度为n—1时，t分布中右侧面积为α/2时的t值，该值可通过书后所附的t分布表查得，也可利用Excel提供的TINV统计函数计算t分布的临界值，其语法为TINV（α，df），其中α为对应于双尾t分布的概率，即如果要求tα/2＝t0.05/2＝t0.025的临界值，应输入的α值为0.05。例如，函数“＝TINV（0.05，20）”的结果为2.085963。

【例7.3】　已知某种灯泡的寿命服从正态分布，现从一批灯泡中随机抽取16个，测得其使用寿命（单位：h）如下：

1510　1450　1480　1460　1520　1480　1490　1460

1480　1510　1530　1470　1500　1520　1510　1470

试建立该批灯泡平均使用寿命95％的置信区间。

解：根据抽样结果计算得

[image: ]

根据α＝0.05查t分布表得tα/2（n—1）＝t0.025（15）＝2.131，由式（7.5）得平均使用寿命的置信区间为：

[image: ]

即1490±13.2＝（1476.8，1503.2），该种灯泡平均使用寿命95％的置信区间为1476.8h～1503.2h。

下面对总体均值的区间估计作一个总结，如表7—4所示。

表7—4　不同情况下总体均值的区间估计

[image: ]

7.2.2　总体比例的区间估计

这里只讨论大样本情况下总体比例的估计问题。(1)由样本比例p的抽样分布可知，当样本量足够大时，比例p的抽样分布可用正态分布近似。p的数学期望为E（p）＝π；p的方差为[image: ]。而样本比例经标准化后的随机变量则服从标准正态分布，即
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与总体均值的区间估计类似，在样本比例p的基础上加减估计误差zα/2σp，即得总体比例π在1—α置信水平下的置信区间为：
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用式（7.7）计算总体比例π的置信区间时，π值应该是已知的。但实际情况不然，π值恰好是所要估计的，所以，需要用样本比例p来代替π。这时，总体比例的置信区间可表示为：

[image: ]

式中，1—α称为置信水平；zα/2是标准正态分布上侧面积为α/2时的z值；[image: ]是估计总体比例时的估计误差。这就是说，总体比例的置信区间由两部分组成：点估计值和描述估计量精度的±值，这个±值称为估计误差。

【例7.4】　某城市想要估计下岗职工中女性所占的比例，随机抽取了100个下岗职工，其中65人为女性职工。试以95％的置信水平估计该城市下岗职工中女性比例的置信区间。

解：已知n＝100，zα/2＝1.96。根据抽样结果计算的样本比例为：
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根据式（7.8）得
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即65％±9.35％＝（55.65％，74.35％），该城市下岗职工中女性比例的95％的置信区间为55.65％～74.35％。

7.2.3　总体方差的区间估计

这里只讨论正态总体方差的估计问题。根据样本方差的抽样分布可知，样本方差服从自由度为n—1的X2分布。因此，用X2体方差的置信区间。

若给定一个显著性水平α，用X2分布构造的总体方差σ2的置信区间可用图7—8表示。
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图7—8　自由度为n—1的X2分布

由图7—8可以看出，建立总体方差σ2的置信区间，也就是要找到一个X2值，使其满足
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由于[image: ]，可用它来代替X2，于是有

[image: ]

根据式（7.10）可推导出总体方差σ2在1—α置信水平下的置信区间为：
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【例7.5】　仍利用例7.1的数据，以95％的置信水平建立该种食品重量方差的置信区间。

解：根据样本数据计算的样本方差为：
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根据显著性水平α＝0.05和自由度n—1＝25—1＝24，查X2分布表得

[image: ]

所以，总体方差σ2的置信区间为：

[image: ]

即56.83≤σ2≤180.39。相应地，总体标准差的置信区间则为7.54≤σ≤13.43。该企业生产的食品总体重量标准差的95％的置信区间为7.54g～13.43g。

图7—9　总结了一个总体参数估计的不同情形及所使用的分布。

[image: ]

图7—9　一个总体参数的估计及所使用的分布


7.3　两个总体参数的区间估计

对于两个总体，所关心的参数主要有两个总体的均值之差μ1—μ2、两个总体的比例之差π1—π2、两个总体的方差比[image: ]等。

7.3.1　两个总体均值之差的区间估计

设两个总体的均值分别为μ1和μ2，从两个总体中分别抽取样本量为n1和n2的两个随机样本，其样本均值分别为[image: ]和[image: ]。两个总体均值之差μ1—μ2的估计量显然是两个样本的均值之差[image: ]。

1．两个总体均值之差的估计：独立样本

（1）大样本的估计。

如果两个样本是从两个总体中独立抽取的，即一个样本中的元素与另一个样本中的元素相互独立，则称为独立样本（independent sample）。如果两个总体都为正态分布，或两个总体不服从正态分布但两个样本都为大样本（n1≥30和n2≥30），根据抽样分布的知识可知，两个样本均值之差[image: ]的抽样分布服从期望值为（μ1—μ2）、方差为[image: ]的正态分布，而两个样本均值之差经标准化后则服从标准正态分布，即

[image: ]

当两个总体的方差[image: ]和[image: ]都已知时，两个总体均值之差（μ1—μ2）在（1—α）置信水平下的置信区间为：

[image: ]

当两个总体的方差[image: ]和[image: ]未知时，可用两个样本方差[image: ]和[image: ]来代替，这时，两个总体均值之差（μ1—μ2）在（1—α）置信水平下的置信区间为：

[image: ]

【例7.6】　某地区教育管理部门想估计两所中学的学生高考时的英语平均分数之差，为此在两所中学独立抽取两个随机样本，有关数据如表7—5所示。

表7—5　两个样本的有关数据

[image: ]

试建立两所中学高考英语平均分数之差95％的置信区间。

解：根据式（7.14）得
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即8±2.97＝（5.03，10.97），两所中学高考英语平均分数之差95％的置信区间为5.03分～10.97分。

（2）小样本的估计。

在两个样本都为小样本的情况下，为估计两个总体的均值之差，需要作出以下假定：

1）两个总体都服从正态分布。

2）两个随机样本独立地分别抽自两个总体。

在上述假定下，无论样本量的大小，两个样本均值之差都服从正态分布。当两个总体方差[image: ]和[image: ]已知时，可用式（7.13）建立两个总体均值之差的置信区间。当[image: ]和[image: ]未知时，有以下几种情况。

1）当两个总体的方差[image: ]和[image: ]未知但相等时，即[image: ]，需要用两个样本的方差[image: ]和[image: ]来估计，这时，需要将两个样本的数据组合在一起，以给出总体方差的合并估计量[image: ]，计算公式为：
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这时，两个样本均值之差经标准化后服从自由度为（n1＋n2—2）的t分布，即
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因此，两个总体均值之差μ1—μ2在1—α置信水平下的置信区间为：

[image: ]

【例7.7】　为估计两种方法组装产品所需时间的差异，分别对两种不同的组装方法各随机安排12个工人，每个工人组装一件产品所需的时间如表7—6所示。

表7—6　两种方法组装产品所需的时间（一）

[image: ]

假定两种方法组装产品的时间服从正态分布，且方差相等，试以95％的置信水平建立两种方法组装产品所需平均时间差值的置信区间。

解：根据样本数据计算得到
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总体方差的合并估计量为：

[image: ]

根据α＝0.05，自由度（12＋12—2）＝22查t分布表得t0.05/2（22）＝2.0739。两个总体均值之差μ1—μ2在95％置信水平下的置信区间为：
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即（0.14，7.26），两种方法组装产品所需平均时间之差的95％的置信区间为0.14分钟～7.26分钟。

2）当两个总体的方差[image: ]和[image: ]未知且不相等时，即[image: ]，两个样本均值之差经标准化后近似服从自由度为v的t分布，自由度v的计算公式为：
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两个总体均值之差在1—α置信水平下的置信区间为：

[image: ]

【例7.8】　仍然沿用例7.7的数据。假定第一种方法随机安排12个工人，第二种方法随机安排8个工人，即n1＝12，n2＝8，所得的有关数据如表7—7所示。

表7—7　两种方法组装产品所需的时间（二）

[image: ]

同时假定两个总体的方差不相等，试以95％的置信水平建立两种方法组装产品所需平均时间差值的置信区间。

解：根据表7—7的数据计算得到

[image: ]

计算的自由度为：

[image: ]

根据自由度13查t分布表得t0.05/2（13）＝2.1604。两个总体均值之差μ1—μ2在1—α置信水平下的置信区间为：

[image: ]

即（0.192，9.058），两种方法组装产品所需平均时间之差的95％的置信区间为0.192分钟～9.058分钟。

2．两个总体均值之差的估计：匹配样本

在例7.7中使用的是两个独立的样本，但使用独立样本来估计两个总体均值之差存在着潜在的弊端。比如，在对每种方法随机指派12个工人时，偶尔可能会使技术比较差的12个工人指定给方法1，而技术较好的12个工人指定给方法2，这种不公平的指派可能会掩盖两种方法组装产品所需时间的真正差异。

为解决这一问题，可以使用匹配样本（matched sample），即一个样本中的数据与另一个样本中的数据相对应。比如，先指定12个工人用第一种方法组装产品，然后再让这12个工人用第二种方法组装产品，这样得到的两种方法组装产品的数据就是匹配数据。匹配样本可以消除由于样本指定的不公平造成的两种方法组装时间上的差异。

使用匹配样本进行估计时，在大样本条件下，两个总体均值之差μd＝μ1—μ2在1—α置信水平下的置信区间为：

[image: ]

式中，d表示两个匹配样本对应数据的差值；[image: ]表示各差值的均值；σd表示各差值的标准差。当总体的σd未知时，可用样本差值的标准差sd来代替。

在小样本情况下，假定两个总体各观察值的配对差服从正态分布。两个总体均值之差μd＝μ1—μ2在1—α置信水平下的置信区间为：

[image: ]

【例7.9】　由10名学生组成一个随机样本，让他们分别采用A和B两套试卷进行测试，结果如表7—8所示。

表7—8　10名学生两套试卷的得分

[image: ]

假定两套试卷分数之差服从正态分布，试建立两套试卷平均分数之差μd＝μ1—μ2的95％的置信区间。

解：根据上表数据计算得
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根据自由度（10—1）＝9查t分布表得t0.05/2（9）＝2.2622。根据式（7.21）得两套试卷平均分数之差μd＝μ1—μ2的95％的置信区间为：

[image: ]

即（6.3，15.7），两套试卷所产生的分数之差的95％的置信区间为6.3分～15.7分。

7.3.2　两个总体比例之差的区间估计

由样本比例的抽样分布可知，从两个二项总体中抽出两个独立的样本，则两个样本比例之差的抽样分布服从正态分布。同样，两个样本的比例之差经标准化后则服从标准正态分布，即

[image: ]

当两个总体比例π1和π2未知时，可用样本比例p1和p2来代替，因此，根据正态分布建立的两个总体比例之差π1—π2在1—α置信水平下的置信区间为：

[image: ]

【例7.10】　在某个电视节目的收视率调查中，从农村随机调查了400人，有32％的人收看了该节目；从城市随机调查了500人，有45％的人收看了该节目。试以95％的置信水平估计城市与农村收视率差别的置信区间。

解：设城市收视率p1＝45％，农村收视率p2＝32％。当α＝0.05时，zα/2＝1.96。因此，置信区间为：
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即（6.68％，19.32％），城市与农村收视率差值的95％的置信区间为6.68％～19.32％。

7.3.3　两个总体方差比的区间估计

在实际问题中，经常会遇到比较两个总体的方差问题。比如，希望比较用两种不同方法生产的产品性能的稳定性，比较不同测量工具的精度，等等。

由于两个样本方差比的抽样分布服从F（n1—1，n2—2）分布，因此可用F分布来构造两个总体方差比[image: ]的置信区间。用F分布构造的两个总体方差比的置信区间可用图7—10来表示。
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图7—10　方差比置信区间示意图

建立两个总体方差比的置信区间，也就是要找到一个F值，使其满足

[image: ]

由于[image: ]，故可用它来代替F，于是有

[image: ]

根据式（7.25），可以推导出两个总体方差比[image: ]在1—α置信水平下的置信区间为：
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式中，Fα/2和F1—α/2是分子自由度为（n1—1）和分母自由度为（n2—1）的F分布的上侧面积为α/2和1—α/2的分位数。由于F分布表中只给出面积较小的右分位数，此时可利用下面的关系求得F1—α/2的分位数值：

[image: ]

式中，n1表示分子自由度；n2表示分母自由度。

【例7.11】　为研究男女学生在生活费支出（单位：元）上的差异，在某大学各随机抽取25名男学生和25名女学生，得到下面的结果：

[image: ]

试以90％的置信水平估计男女学生生活费支出方差比的置信区间。

解：根据自由度n1＝25—1＝24和n2＝25—1＝24查F分布表，得
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根据式（7.27）得
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根据式（7.26）得

[image: ]

即[image: ]，男女学生生活费支出方差比的90％的置信区间为0.47～1.84。

下面将前两节介绍的参数估计方法小结一下，如表7—9（a）和表7—9（b）所示。

图7—11总结了两个总体参数估计的不同情形及所使用的分布。

[image: ]

图7—11　两个总体参数的估计及所使用的分布


7.4　样本量的确定

在进行参数估计之前，首先应该确定一个适当的样本量，也就是应该抽取一个多大的样本来估计总体参数。在进行估计时，总是希望提高估计的可靠程度。但在一定的样本量下，要提高估计的可靠程度（置信水平），就应扩大置信区间，而过宽的置信区间在实际估计中往往是没有意义的。比如，我们说出某一天会下雨，置信区间并不宽，但可靠性相对较低，如果说第三季度会下一场雨，尽管很可靠，但准确性又太差，也就是置信区间太宽了，这样的估计是没有意义的。如果想要缩小置信区间，又不降低置信程度，就需要增加样本量。但样本量的增加也会受到许多限制，比如会增加调查的费用和工作量。通常，样本量的确定与可以容忍的置信区间的宽度以及对此区间设置的置信水平有一定关系。因此，如何确定一个适当的样本量，也是抽样估计中需要考虑的问题。

表7—9（a）　一个总体参数的区间估计

[image: ]

表7—9（b）　两个总体参数的区间估计

[image: ]

7.4.1　估计总体均值时样本量的确定

上面已经讲到，总体均值的置信区间是由样本均值[image: ]和估计误差两部分组成的。在重复抽样或无限总体抽样条件下，估计误差为[image: ]。zα/2的值和样本量n共同确定了估计误差的大小。一旦确定了置信水平1—α，zα/2的值就确定了。对于给定的zα/2的值和总体标准差σ，就可以确定任一希望的估计误差所需要的样本量。令E代表所希望达到的估计误差，即
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由此可以推导出确定样本量的公式如下：

[image: ]

式中的E值是使用者在给定的置信水平下可以接受的估计误差，zα/2的值可直接由区间估计中所用到的置信水平确定。如果能求出σ的具体值，就可以用上面的公式计算所需的样本量。在实际应用中，如果σ的值不知道，可以用以前相同或类似的样本的标准差来代替；也可以用试验调查的办法，选择一个初始样本，以该样本的样本标准差作为σ的估计值。

从式（7.29）可以看出，样本量与置信水平成正比，在其他条件不变的情况下，置信水平越大，所需的样本量也就越大；样本量与总体方差成正比，总体的差异越大，所要求的样本量也越大；样本量与估计误差的平方成反比，即可以接受的估计误差的平方越大，所需的样本量就越小。

需要说明的是：根据式（7.29）计算出的样本量不一定是整数，通常是将样本量取成较大的整数，也就是将小数点后面的数值一律进位成整数，如24.68取25，24.32也取25等。这就是样本量的圆整法则。

【例7.12】　拥有工商管理学士学位的大学毕业生年薪的标准差大约为2000元，假定想要估计年薪95％的置信区间，希望估计误差为400元，应抽取多大的样本量？

解：已知σ＝2000，E＝400，zα/2＝1.96。

根据式（7.29）得

[image: ]

即应抽取97人作为样本。

7.4.2　估计总体比例时样本量的确定

与估计总体均值时样本量的确定方法类似，在重复抽样或无限总体抽样条件下，估计总体比例置信区间的估计误差为[image: ]，zα/2的值、总体比例π和样本量n共同确定了估计误差的大小。一旦确定了置信水平1—α，zα/2的值就确定了。由于总体比例的值是固定的，所以估计误差由样本量来确定，样本量越大，估计误差就越小，估计的精度就越好。因此，对于给定的zα/2的值，就可以确定任一希望的估计误差所需要的样本量。令E代表所希望达到的估计误差，即

[image: ]

由此可以推导出重复抽样或无限总体抽样条件下确定样本量的公式如下：

[image: ]

式中的估计误差E必须是使用者事先确定的，大多数情况下，一般取E的值小于0.10。zα/2的值可直接由区间估计中所用到的置信水平确定。如果能够求出π的具体值，就可以用上面的公式计算所需的样本量。在实际应用中，如果π的值不知道，可以用类似的样本比例来代替；也可以用试验调查的办法，选择一个初始样本，以该样本的比例作为π的估计值。当π的值无法知道时，通常取使π（1—π）最大时的0.5。

【例7.13】　根据以往的生产统计，某种产品的合格率约为90％，现要求估计误差为5％，在求95％的置信区间时，应抽取多少个产品作为样本？

解：已知π＝90％，E＝5％，zα/2＝1.96。

根据式（7.31）得

[image: ]

即应抽取139个产品作为样本。


思考与练习

一、思考题

7.1　解释估计量和估计值。

7.2　简述评价估计量好坏的标准。

7.3　怎样理解置信区间？

7.4　解释95％的置信区间。

7.5　[image: ]的含义是什么？

7.6　解释独立样本和匹配样本的含义。

7.7　在对两个总体均值之差的小样本估计中，对两个总体和样本都有哪些假定？

7.8　简述样本量与置信水平、总体方差、估计误差的关系。



二、练习题

7.1　从一个标准差为5的总体中采用重复抽样方法抽出一个样本量为40的样本，样本均值为25。

（1）样本均值的抽样标准差[image: ]等于多少？

（2）在95％的置信水平下，估计误差是多少？

7.2　某快餐店想要估计每位顾客午餐的平均花费金额，在为期3周的时间里选取49名顾客组成了一个简单随机样本。

（1）假定总体标准差为15元，求样本均值的抽样标准误差。

（2）在95％的置信水平下，求估计误差。

（3）如果样本均值为120元，求总体均值μ的95％的置信区间。

7.3　从一个总体中随机抽取n＝100的随机样本，得到[image: ]，假定总体标准差σ＝85414，试构建总体均值μ的95％的置信区间。

7.4　从总体中抽取一个n＝100的简单随机样本，得到[image: ]，s＝12。要求：

（1）构建μ的90％的置信区间。

（2）构建μ的95％的置信区间。

（3）构建μ的99％的置信区间。

7.5　利用下面的信息，构建总体均值的置信区间。

（1）[image: ]，σ＝3.5，n＝60，置信水平为95％。

（2）[image: ]，s＝23.89，n＝75，置信水平为98％。

（3）[image: ]，s＝0.974，n＝32，置信水平为90％。

7.6　利用下面的信息，构建总体均值μ的置信区间。

（1）总体服从正态分布，且已知σ＝500，n＝15，[image: ]＝8900，置信水平为95％。

（2）总体不服从正态分布，且已知σ＝500，n＝35，[image: ]＝8900，置信水平为95％。

（3）总体不服从正态分布，σ未知，n＝35，[image: ]＝8900，s＝500，置信水平为90％。

（4）总体不服从正态分布，σ未知，n＝35，[image: ]＝8900，s＝500，置信水平为99％。

7.7　某大学为了解学生每天上网的时间，在全校7500名学生中采取重复抽样方法随机抽取36人，调查他们每天上网的时间，得到下面的数据（单位：小时）：
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求该校大学生平均上网时间的置信区间，置信水平分别为90％，95％和99％。

7.8　从一个正态总体中随机抽取样本量为8的样本，各样本值分别为：10，8，12，15，6，13，5，11。求总体均值μ的95％的置信区间。

7.9　某居民小区为研究职工上班从家里到单位的距离，抽取了由16个人组成的一个随机样本，他们到单位的距离（单位：km）分别是：

10　3　14　8　6　9　12　11　7　5　10　15　9　16　13　2

假定总体服从正态分布，求职工上班从家里到单位平均距离的95％的置信区间。

7.10　从一批零件中随机抽取36个，测得其平均长度为149.5cm，标准差为1.93cm。

（1）试确定该种零件平均长度的95％的置信区间。

（2）在上面的估计中，你使用了统计中的哪一个重要定理？请简要解释这一定理。

7.11　某企业生产的袋装食品采用自动打包机包装，每袋标准重量为100g。现从某天生产的一批产品中按重复抽样随机抽取50包进行检查，测得每包重量如下：
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已知食品包重服从正态分布，要求：

（1）确定该种食品平均重量的95％的置信区间。

（2）如果规定食品重量低于100g属于不合格，确定该批食品合格率的95％的置信区间。

7.12　假设总体服从正态分布，利用下面的数据构建总体均值μ的99％的置信区间。

[image: ]

7.13　一家研究机构想估计在网络公司工作的员工每周加班的平均时间，为此随机抽取了18个员工，得到他们每周加班的时间数据如下（单位：小时）：
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假定员工每周加班的时间服从正态分布，估计网络公司员工平均每周加班时间的90％的置信区间。

7.14　利用下面的样本数据构建总体比例π的置信区间。

（1）n＝44，p＝0.51，置信水平为99％。

（2）n＝300，p＝0.82，置信水平为95％。

（3）n＝1150，p＝0.48，置信水平为90％。

7.15　在一项家电市场调查中，随机抽取了200个居民户，调查他们是否拥有某一品牌的电视机，其中拥有该品牌电视机的家庭占23％。求总体比例的置信区间，置信水平分别为90％和95％。

7.16　一位银行的管理人员想估计每位顾客在该银行的月平均存款额。他假设所有顾客月存款额的标准差为1000元，要求的估计误差在200元以内，置信水平为99％。应选取多大的样本？

7.17　要估计总体比例π，计算下列条件下所需的样本量。

（1）E＝0.02，π＝0.40，置信水平为96％。

（2）E＝0.04，π未知，置信水平为95％。

（3）E＝0.05，π＝0.55，置信水平为90％。

7.18　某居民小区共有居民500户，小区管理者准备采用一项新的供水设施，想了解居民是否赞成。采取重复抽样方法随机抽取了50户，其中有32户赞成，18户反对。

（1）求总体中赞成该项改革的户数比例的置信区间（α＝0.05）。

（2）如果小区管理者预计赞成的比例能达到80％，估计误差不超过10％，应抽取多少户进行调查（α＝0.05）？

7.19　根据下面的样本结果，计算总体标准差σ的90％的置信区间。

[image: ]

7.20　顾客到银行办理业务时往往需要等待一段时间，而等待时间的长短与许多因素有关，比如，银行业务员办理业务的速度，顾客等待排队的方式等。为此，某银行准备采取两种排队方式进行试验，第一种排队方式是：所有顾客都进入一个等待队列；第二种排队方式是：顾客在三个业务窗口处列队三排等待。为比较哪种排队方式使顾客等待的时间更短，银行各随机抽取10名顾客，他们在办理业务时所等待的时间（单位：分钟）如下：

[image: ]

要求：

（1）构建第一种排队方式等待时间标准差的95％的置信区间。

（2）构建第二种排队方式等待时间标准差的95％的置信区间。

（3）根据（1）和（2）的结果，你认为哪种排队方式更好？

7.21　已知两个正态总体的方差[image: ]和[image: ]未知但相等，即[image: ]。从两个总体中分别抽取两个独立的随机样本，它们的均值和标准差如下表所示：

[image: ]

要求：

（1）求μ1—μ2的90％的置信区间。

（2）求μ1—μ2的95％的置信区间。

（3）求μ1—μ2的99％的置信区间。

7.22　从两个正态总体中分别抽取两个独立的随机样本，它们的均值和标准差如下表所示：

[image: ]

（1）设n1＝n2＝100，求μ1—μ2的95％的置信区间。

（2）设n1＝n2＝10，[image: ]，求μ1—μ2的95％的置信区间。

（3）设n1＝n2＝10，[image: ]，求μ1—μ2的95％的置信区间。

（4）设n1＝10，n2＝20，[image: ]，求μ1—μ2的95％的置信区间。

（5）设n1＝10，n2＝20，[image: ]，求μ1—μ2的95％的置信区间。

7.23　下表是由4对观察值组成的随机样本。

[image: ]

（1）计算A与B各对观察值之差，再利用得出的差值计算[image: ]和sd。

（2）设μ1和μ2分别为总体A和总体B的均值，构造μd＝μ1—μ2的95％的置信区间。

7.24　一家人才测评机构对随机抽取的10名小企业的经理人用两种方法进行自信心测试，得到的自信心测试分数如下：
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要求：构建两种方法平均自信心得分之差μd＝μ1—μ2的95％的置信区间。

7.25　从两个总体中各抽取一个n1＝n2＝250的独立随机样本，来自总体1的样本比例为p1＝40％，来自总体2的样本比例为p2＝30％。

要求：

（1）构造π1—π2的90％的置信区间。

（2）构造π1—π2的95％的置信区间。

7.26　生产工序的方差是工序质量的一个重要度量。当方差较大时，需要对工序进行改进以减小方差。下面是两部机器生产的袋茶重量（单位：g）的数据：
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要求：构造两个总体方差比[image: ]的95％的置信区间。

7.27　根据以往的生产数据，某种产品的废品率为2％。如果要求95％的置信区间，估计误差不超过4％，应抽取多大的样本？

7.28　某超市想要估计每个顾客平均每次购物花费的金额。根据过去的经验，标准差大约为120元，现要求以95％的置信水平估计每个顾客平均购物金额的置信区间，并要求估计误差不超过20元，应抽取多少个顾客作为样本？



————————————————————

(1) 对于总体比例的估计，确定样本量是否足够大的一般经验规则是：区间[image: ]中不包含0或1，或者要求np≥5和n（1—p）≥5。



第8章　假设检验

统计应用

传统观念被颠覆了吗？(1)

雪儿·海蒂（Shere Hite）在1987年出版的《女性与爱情：前进中的文化之旅》一书中，给出了大量数据：

●84％的女性“在情感上对两性关系不满意”（804页）。

●70％的女性“在结婚五年或者更久后发生了婚外性关系”（856页）。

●95％的女性“在恋爱时会因男友而出现情感及心理上的烦恼”（810页）。

●84％的女性“在与男友的恋爱中有屈尊感”（809页）。

这本书遭到全美报刊及杂志文章的广泛批评。例如，《时代周刊》（1987年10月12日）的封面故事“后退，巴迪”里认为海蒂的研究结论是“模糊的”、“价值有限的”。但也有人说，海蒂提供的数据说明了现代女性的价值观念，颠覆了人们传统观念中的女性。

海蒂的数据真的颠覆了人们传统的观念吗？回答这个问题我们需要进行假设检验。

参数估计（parameter estimation）和假设检验（hypothesis testing）是统计推断的两个组成部分，它们都是利用样本对总体进行某种推断，然而推断的角度不同。参数估计讨论的是用样本统计量估计总体参数的方法，总体参数μ在估计前是未知的。而在假设检验中，则是先对μ的值提出一个假设，然后利用样本信息去检验这个假设是否成立。因此也可以说，本章讨论的内容是如何利用样本信息，对假设成立与否做出判断的一套程序。


8.1　假设检验的基本问题

8.1.1　假设问题的提出

假设检验是推论统计中的一项重要内容，现实生活中有大量的事例可以归结为假设检验的问题。本章的内容不妨从下面的例子谈起。

【例8.1】　由统计资料得知，1989年某地新生儿的平均体重为3190克，现从1990年的新生儿中随机抽取100个，测得其平均体重为3210克，问1990年的新生儿与1989年相比，体重有无显著差异？

解：从调查结果看，1990年新生儿的平均体重3210克，比1989年新生儿的平均体重3190克增加了20克，但这20克的差异可能产生于不同的情况。一种情况是，1990年新生儿的体重与1989年相比没有什么差别，20克的差异是由于抽样的随机性造成的；另一种情况是，抽样的随机性不可能造成20克这样大的差异，1990年新生儿的体重与1989年新生儿的体重相比确实有增加。

上述问题的关键点是，20克的差异说明了什么？这个差异能不能用抽样的随机性来解释？为了回答这个问题，我们可以采取假设的方法。假设1989年和1990年新生儿的体重没有显著差异，如果用μ0表示1989年新生儿的体重，μ表示1990年新生儿平均体重，我们的假设可以表示为μ＝μ0或μ—μ0＝0，现要利用1990年新生儿体重的样本信息检验上述假设是否成立。如果成立，说明这两年新生儿的体重没有显著差异；如果不成立，说明1990年新生儿的体重有了明显增加。在这里，问题是以假设的形式提出的，问题的解决方案是检验提出的假设是否成立。所以假设检验的实质是检验我们关心的参数——1990年的新生儿总体平均体重是否等于某个我们感兴趣的数值。

8.1.2　假设的表达式

统计的语言是用一个等式或不等式表示问题的原假设。在新生儿体重这个例子中，原假设采用等式的方式，即
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这里H0表示原假设（null hypothesis）。由于原假设（H）的下标用0表示，所以有些文献上将此称为“零假设”。μ是我们要检验的参数，即1990年新生儿总体体重的均值。该表达式提出的命题是，1990年的新生儿与1989年的新生儿在体重上没有什么差异。显然，3190克是1989年新生儿总体的均值，是我们感兴趣的数值。如果用μ0表示感兴趣的数值，原假设更一般的表达式为：

[image: ]

尽管原假设陈述的是两个总体的均值相等，却并不表示它是既定的事实，仅是假设而已。如果原假设不成立，就要拒绝原假设，而需要在另一个假设中做出选择，这个假设称为备择假设（alternative hypothesis）。在我们的例子中，备择假设的表达式为：

[image: ]

H1表示备择假设，它意味着1990年的新生儿与1989年的新生儿在体重上有明显差异。备择假设更一般的表达式为：

[image: ]

原假设与备择假设互斥，肯定原假设，意味着放弃备择假设；否定原假设，意味着接受备择假设。由于假设检验是围绕着对原假设是否成立而展开的，所以有些文献上也把备择假设称为替换假设，表明当原假设不成立时的替换。

8.1.3　两类错误

对于原假设提出的命题，我们需要做出判断，这种判断可以用“原假设正确”或“原假设错误”来表述。当然，这是依据样本提供的信息进行判断的，也就是由部分来推断总体。因而判断有可能正确，也有可能不正确，也就是说，我们面临着犯错误的可能。所犯的错误有两种类型，一类错误是原假设H0为真却被我们拒绝了，犯这种错误的概率用α表示，所以也称α错误（α error）或弃真错误；另一类错误是原假设为伪我们却没有拒绝，犯这种错误的概率用β表示，所以也称β错误（β error）或取伪错误。在前面的例子中，α错误和β错误分别意味着什么呢？

α错误：原假设H0:μ＝3190（克）是正确的，但我们做出了错误的判断，认为H0:μ≠3190（克），即在假设检验中拒绝了本来是正确的原假设，这时犯了弃真错误。

β错误：原假设H0:μ＝3190（克）是错误的，但我们却认为原假设H0:μ＝3190（克）是成立的，即在假设检验中没有拒绝本来是错误的原假设，这时犯了取伪错误。

由此看出，当原假设H0为真，我们却将其拒绝，犯这种错误的概率用α表示，那么，当H0为真，我们没有拒绝H0，则表明做出了正确的决策，其概率自然为1—α；当原假设H0为伪，我们却没有拒绝H0，犯这种错误的概率用β表示，那么，当H0为伪，我们拒绝H0，这也是正确的决策，其概率为1—β，正确决策和犯错误的概率可以归纳为表8—1。

表8—1　假设检验中各种可能结果的概率
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自然，人们希望犯这两类错误的概率越小越好。但对于一定的样本量n，不能同时做到犯这两类错误的概率都很小。如果减小α错误，就会增大犯β错误的机会；若减小β错误，也会增大犯α错误的机会。这就像在区间估计中，你要想增大估计的可靠性，就会使区间变宽而降低精度；你要想提高精度，就要求估计区间变得很窄，而这样，估计的可靠性就会大打折扣。当然，使α和β同时变小的办法也有，这就是增大样本量。但样本量不可能没有限制，否则就会使抽样调查失去意义。因此，在假设检验中，就有一个对两类错误进行控制的问题。

一般来说，哪一类错误所带来的后果越严重，危害越大，在假设检验中就应当把哪一类错误作为首要的控制目标。但在假设检验中，大家都在执行这样一个原则，即首先控制犯α错误原则。这样做的原因主要有两点，一个是大家都遵循一个统一的原则，讨论问题就比较方便。但这还不是最主要的，最主要的原因在于，从实用的观点看，原假设是什么常常是明确的，而备择假设是什么则常常是模糊的。在前面所举的新生儿体重的例子中，原假设H0:μ＝3190克的数量标准十分清楚，而备择假设H1:μ≠3190克的数量标准则比较模糊。我们不知道是μ＞3190克，还是μ＜3190克，而且究竟大多少，大的程度也不清楚。显然，对于一个含义清楚的假设和一个含义模糊的假设，我们更愿意接受前者。正是在这个背景下，我们就更为关心如果H0为真，而我们却把它拒绝了，犯这种错误的可能性有多大。而这正是α错误所表现的内容。假设检验中犯两类错误的情况如图8—1所示。

图8—1中（a）显示，如果原假设H0:μ＝μ0为真，样本的观察结果应当在μ0附近，落入阴影中的概率为α，我们是根据样本的观察结果做出判断决策，如果观察结果落入（a）中的阴影部分，我们便拒绝原假设，这时便犯了α错误，尽管犯这个错误的概率比较小，但这种错误是不可避免的。图（b）显示，如果原假设为伪，被检验的参数μ＞μ0，那么当样本观察结果落入阴影β中时，我们还是把μ看成μ0而没有拒绝，这时便犯了取伪错误，其概率为β。由图8—1还可以看出，如果临界点沿水平方向右移，α将变小而β将变大；如果向左移，α将变大而β将变小。这也说明了在假设检验中α和β此消彼长的关系。
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图8—1　假设检验中犯两类错误的图示

8.1.4　假设检验的流程

假设检验的一般流程如下：

首先提出原假设和备择假设。在前面新生儿体重这个例子中，原假设和备择假设分别为：
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接下来，需要确定适当的检验统计量，并计算其数值。在参数的假设检验中，如同在参数估计中一样，要借助样本统计量进行统计推断，这个统计量被称为检验统计量。选择哪个统计量作为检验统计量需要考虑一些因素，例如，进行检验的样本是大样本还是小样本，总体标准差σ已知还是未知，等等。这些因素与参数估计中确定统计量的标准相同。

计算统计量类似于分数转化过程，如同把一般得分转化为标准得分，在上例中，假定总体σ已知，且是大样本，所以采用z统计量，计算公式为：
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由此，可以将上例中的相应数据转化，如图8—2所示。
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图8—2　将抽样分布转化为z分布的对应关系

在图上方，3190.00是1989年新生儿体重的平均值，假如根据有关资料知道新生儿体重的标准差为80克，即σ＝80，由例8.1可知样本量n＝100，根据抽样分布原理，当μ＝3190，σ＝80，n＝100，α＝0.05时得到的置信区间，3174.32为置信区间的下限，3205.68为置信区间的上限。如果原假设成立，那么95％的样本均值应当落在这个范围。

在图下方，两个临界点3174.32克和3205.68克分别转化为z值，即zα/2＝±1.96，而与总体均值3190克对应的z值恰好为零。z统计量服从标准正态分布，如图8—3所示。
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图8—3　双侧检验示意图图

8—3可以直观地帮助我们理解假设检验。进行假设检验利用的是小概率原理，小概率原理是指发生概率很小的随机事件在一次试验中是几乎不可能发生的。根据这一原理可以作出是否拒绝原假设的决定。但什么样的概率才算小呢？著名的英国统计学家费希尔把小概率的标准定为0.05，虽然费希尔并没有对为什么选择0.05给出充分的解释，但人们还是沿用了这个标准，把0.05或比0.05更小的概率看成小概率。

如果原假设成立，那么在一次试验中z统计量落入图8—3两侧拒绝域的概率只有0.05，这个概率是很小的。如果这个情况真的出现，我们有理由认为总体的真值不是3190克，也即拒绝原假设，接受备择假设。

样本均值[image: ]克，由μ0＝3190克，σ＝80，n＝100，代入式（8.1），算得
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最后可以进行统计决策。由图8—3看出，计算出的z值2.5落入拒绝域，所以拒绝原假设，认为与1989年相比，1990年新生儿的体重有显著差异。

由图8—3还可以看出，如果根据样本数据计算出的z值小于—1.96，同样落入拒绝域，也要拒绝原假设，将左右两边的情况结合起来，我们得到采用这种方法进行假设检验的决策准则：
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8.1.5　利用P值进行决策

前面进行检验的程序是根据检验统计量落入的区域作出是否拒绝原假设的决策。在确定α以后，拒绝域的位置也就相应确定了，其好处是进行决策的界限清晰，但弱点是进行决策面临的风险是笼统的。在上面的例子中，计算的z＝2.5，落入拒绝域，我们拒绝原假设，并知道犯弃真错误的概率（面临的风险）为0.05，如果计算的z＝2.0，同样落入拒绝域，我们拒绝原假设面临的风险也是0.05。0.05是一个通用的风险概率，这是用域表示的弱点，但根据不同的样本结果进行决策，面临的风险事实上是有差别的，为了精确地反映决策的风险度，可以利用P值进行决策。

为了解什么是P值，让我们回到前面的例子。在例8.1中，根据随机抽样测得1990年的样本均值[image: ]克，与1989年的总体均值3190克相差20克，20克的差异究竟是大还是小？换句话说，如果原假设成立，即1990年新生儿体重的总体均值与1989年新生儿体重的总体均值相同，那么随机抽取出n＝100的样本，其均值大于3210克的概率有多大呢？我们把这个概率称为P值，所以P值就是当原假设为真时所得到的样本观察结果或更极端结果出现的概率。如果P值很小，说明这种情况发生的概率很小，而如果出现了，根据小概率原理，我们就有理由拒绝原假设，P值越小，我们拒绝原假设的理由就越充分。

P值是通过计算得到的，P值的大小取决于三个因素，一个是样本数据与原假设之间的差异，在新生儿体重的例子里这个差异是20克；另一个是样本量，这里n＝100；再一个是被假设参数的总体分布。在这个例子中计算出的P＝0.01242，这就是说，如果原假设成立，样本均值等于和大于3210克的概率只有0.01242，这是很小的，由此我们可以拒绝原假设，得到与前面z值检验相同的结论，如图8—4所示。
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图8—4　新生儿体重的抽样分布

手工计算P值比较复杂，但使用计算机计算P值就很方便。如何使用计算机计算后面有专门介绍。

P值的长处是它反映了观察到的实际数据与原假设之间不一致的概率值，与传统的拒绝域范围相比，P是一个具体的值，这样就提供了更多的信息。如果事先确定了显著性水平，如α＝0.05，则在双侧检验中，P＞0.025（α/2＝0.025）不能拒绝原假设；反之，P＜0.025则拒绝原假设。在单侧检验中，P＞0.05不能拒绝原假设，P＜0.05则拒绝原假设。当然，也可以直接使用P值进行决策，这时P值本身就代表了显著性水平。我们也可以使用P值，按照我们所需要的显著性水平进行判断和决策，具体做法就是用P值和需要的显著性水平进行比较。

8.1.6　单侧检验

图8—3是双侧检验的示意图，它有两个拒绝域、两个临界值，每个拒绝域的面积为α/2，如果原假设的命题为μ＝μ0的形式，都属于双侧检验的情况，如在例8.1中，有
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就属于这种情况。在双侧检验中，只要μ＞μ0或μ＜μ0二者之中有一个成立，就可以拒绝原假设。

在另外一些情况下，我们关心的假设问题带有方向性。有两种情况：一种是我们所考察的数值越大越好，如灯泡的使用寿命、轮胎行驶的里程数，等等；另一种是数值越小越好，如废品率、生产成本等。根据人们的关注点不同，单侧检验中可以有不同的方向。

1．左单侧检验

【例8.2】　某批发商欲从厂家购进一批灯泡，根据合同规定灯泡的使用寿命平均不能低于1000小时。已知灯泡燃烧寿命服从正态分布，标准差为200小时。在总体中随机抽取了100个灯泡，得知样本均值为960小时，批发商是否应该购买这批灯泡？

解：这是一个单侧检验问题。显然，如果灯泡的燃烧寿命超过了1000小时，批发商是欢迎的，因为他用已定的价格（灯泡寿命为1000小时的价格）购进了更高质量的产品。因此，如果样本均值超过1000小时，他会购进这批灯泡。问题在于样本均值为960小时他是否应当购进。因为即便总体均值为1000小时，由于抽样的随机性，样本均值略小于1000小时的情况也是会经常出现的。在这种场合下，批发商更为关注可以容忍的下限，即当灯泡寿命低于什么水平时拒绝。于是检验的形式为：
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左单侧检验如图8—5所示（α＝0.05）。也可以把左单侧检验称为下限检验。
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图8—5　左单侧检验示意图

2．右单侧检验

与左单侧检验的问题相反，有时我们希望所考察的数值越小越好。请看下面的例题。

【例8.3】　某种大量生产的袋装食品，按规定重量不得少于250克。今从一批该种食品中随机抽取50袋，发现有6袋重量低于250克，若规定不符合标准的比例达到5％，食品就不得出厂，问该批食品能否出厂？

解：显然，不符合标准的比例越小越好。在这个产品质量检验的问题中，我们比较关心次品率的上限，即不合标准的比例达到多少我们就要拒绝。由于采用的是产品质量抽查，即使总体不合标准的比例没有超过5％，属于合格范围，但由于抽样的随机性，样本中不合标准的比例略大于5％的情况也是会经常发生的。如果采用右单侧检验，确定拒绝的上限临界点，检验的形式则可以写为：
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右单侧检验如图8—6所示（α＝0.05）。也可以把右单侧检验称为上限检验。
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图8—6　右单侧检验示意图


8.2　一个总体参数的检验

8.2.1　检验统计量的确定

根据假设检验的不同内容和进行检验的不同条件，需要采用不同的检验统计量，在一个总体参数的检验中，用到的检验统计量主要有三个：z统计量，t统计量，X2统计量。z统计量和t统计量常常用于均值和比例的检验，X2统计量则用于方差的检验。选择什么统计量进行检验需要考虑一些因素，这些因素主要有样本量n的大小，总体的标准差σ是否已知。

1．样本量

样本量大小是选择检验统计量的一个要素。由抽样分布理论可知，在大样本条件下，如果总体为正态分布，样本统计量服从正态分布；如果总体为非正态分布，样本统计量渐近服从正态分布。所以在大样本情况下，我们都可以把样本统计量视为正态分布，这时可以使用z统计量（z分布）。z统计量的计算公式如式（8.1），即在总体标准差σ已知时，
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实践中当总体标准差σ未知时，可以用样本标准差s代替，上式可以写为：
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样本量较小时，情况有些复杂。在假设总体为正态分布的前提下，要看我们是否掌握总体标准差σ的信息。

2．总体标准差σ是否已知

在小样本情况下，如果总体标准差已知，样本统计量将服从正态分布，这时可以采用z统计量。如果总体标准差未知，进行检验所依赖的信息有所减少，这时只能使用样本标准差，样本统计量服从t分布，应该采用t统计量。与正态分布相比，t分布更为扁平，在相同概率条件下，t分布的临界点向两边更为扩展，临界点与中心距离更远，这意味着推断的精度下降，这是总体信息σ未知所需要付出的代价。

t统计量的计算公式为：
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t统计量的自由度为n—1。

由上述讨论看出，样本量大小是选择检验统计量一个很重要的因素，在大样本情况下一般可以使用z统计量。但样本量n为多大才算大样本，不同的人可能给出不同的回答，同时也与被检验的对象有关。仅就分布本身而言，当n较小时，t分布与z分布的差异是明显的，随着n的扩大，t分布向z分布逼近，它们之间的差异在逐渐缩小，t分布以z分布为极限。当样本量n>30时，t分布与z分布已经非常接近了，具备了用z分布取代t分布的理由。所以可以说，当n＜30时，如果σ未知，必须使用t统计量；在n＞30的条件下，选择t分布还是z分布可以根据使用者的偏爱。

一个总体均值和比例检验统计量的确定标准可以归结为图8—7。
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图8—7　检验统计量的确定

8.2.2　总体均值的检验

1．大样本

【例8.4】　某机床厂加工一种零件，根据经验知道，该厂加工零件的椭圆度渐近服从正态分布，其总体均值为0.081mm，今另换一种新机床进行加工，取200个零件进行检验，得到椭圆度均值为0.076mm，样本标准差为0.025mm，问新机床加工零件的椭圆度总体均值与以前有无明显差别。

解：在这个例题中，我们所关心的是新机床加工零件的椭圆度总体均值与老机床加工零件的椭圆度均值0.081mm是否有所不同，于是可以假设：
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这是一个双侧检验问题，所以只要μ＞μ0或μ＜μ0二者之中有一个成立，就可以拒绝原假设。

由题意可知，μ0＝0.081mm，s＝0.025mm，[image: ]。因为是大样本，故选用z统计量。
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通常把α称为显著性水平（significant level）。显著性水平是一个统计专有名词，在假设检验中，它的含义是当原假设正确时却被拒绝的概率或风险，其实这就是前面所说假设检验中犯弃真错误的概率，它是由人们根据检验的要求确定的，通常取α＝0.05或α＝0.01，这表明，当做出接受原假设的决定时，其正确的概率为95％或99％，此时不妨取α＝0.05，查表可以得出临界值：
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z的下标α/2表示双侧检验。

因为[image: ]，根据决策准则，拒绝H0，可以认为新老机床加工零件椭圆度的均值有显著差异。

此题中的P值可以利用Excel中的统计函数功能计算，操作步骤如下：

第1步：进入Excel表格界面，选择【插入】下拉菜单。

第2步：选择【函数】。

第3步：在函数分类中点击“统计”，随后，在函数名的菜单下选择字符“NORMSDIST”，然后确定。

第4步：输入z的绝对值（本例为2.83），得到的函数值为0.997672537，这意味着在标准正态分布条件下，z值2.83左边的面积为0.997672537，如图8—8所示。
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图8—8　标准正态分布z值示意图

z＝2.83右边和z＝—2.83左边的面积是一样的。在我们的例子中是双侧检验，故最后的P值为：

P＝2×（1—0.997672537）＝0.004655

P值远远小于α，故拒绝H0，得到与前面相同的结论。

【例8.5】　我们再对例8.2中的假设进行检验。

解：根据前面的分析，采用左单侧检验。

在该例中已知μ0＝1000，[image: ]，σ＝200，n＝100，并假定显著性水平α＝0.05。由图8—5可知拒绝域在左侧，所以临界值为负，即zα＝—1.645。z的下标α表示单侧检验。

进行检验的过程为：
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由于｜z｜＞｜zα｜，即z的值位于拒绝域，所以拒绝H0，即这批灯泡的使用寿命低于1000小时，批发商不应购买这批灯泡。

如果使用P值检测，按照前述方法，找到NORMSDIST，在z值框内录入样本统计量z的绝对值2，与之相对的函数值为0.97725，由于这是单侧检验，故P值为：

P＝1—0.97725＝0.02275

在单侧检验中，用P值直接与α比较，由于P（0.02275）＜α（0.05），故拒绝H0。

但如果在此例的假设检验中，取显著性水平α＝0.02，则有P＞α，这时就不能拒绝H0。

这进一步说明，检验的结论是建立在概率的基础上的。不能拒绝H0并不一定保证H0为真，只是在规定的显著性水平上不能拒绝原假设。上面的例子说明能在0.95的置信水平上拒绝原假设，却不能在0.98的置信水平上拒绝原假设。

2．小样本，σ已知

【例8.6】　某电子元件批量生产的质量标准为平均使用寿命1200小时，标准差为150小时。某厂宣称它采用一种新工艺生产的元件质量大大超过规定标准。为了进行验证，随机抽取了20件作为样本，测得平均使用寿命1245小时。能否说该厂的元件质量显著地高于规定标准？

解：首先需要规定检验的方向。在本例中某厂称其产品质量大大超过规定标准1200小时，要检验这个宣称是否可信，因而是单侧检验。从逻辑上看，如果样本均值低于1200小时，元件厂的宣称是会被拒绝的，如果略高于1200小时，我们也会拒绝。只有当样本均值超过1200小时许多，以至于用抽样的随机性也难以解释时我们才能认可该厂商品质量确实超过1200小时。所以这时用右单侧检验更为适宜。

由题意可知，μ0＝1200，[image: ]，σ＝150，n＝20，并规定α＝0.05。这是小样本，但由于σ已知，可以使用z统计量。进行检验的过程为：

[image: ]

因为这是右单侧检验，由图8—6可知拒绝域在右侧，查表得知临界值zα＝1.645。

由于z＝1.34在非拒绝域，所以不能拒绝H0，即还不能说该厂产品质量显著地高于规定标准。

若用P值检测，方法与前相同，在z值框内输入1.34，得到函数值为0.9099，由于是单侧检验，故P值为：

P＝1—0.9099＝0.0901

由于P＞α，故不能拒绝H0，新产品与老产品质量尚未表现出显著性差别。

3．小样本，σ未知

【例8.7】　某机器制造出的肥皂厚度为5cm，今欲了解机器性能是否良好，随机抽取10块肥皂为样本，测得平均厚度为5.3cm，标准差为0.3cm，试以0.05的显著性水平检验机器性能良好的假设。

解：如果机器性能良好，生产出的肥皂厚度将在5cm上下波动，过薄或过厚都不符合产品质量标准，所以，根据题意，这是双侧检验问题。

由于总体σ未知，且样本量n较小，所以应采用t统计量。

已知条件为：μ0＝5，[image: ]，s＝0.3，n＝10，α＝0.05。

[image: ]

当α＝0.05，自由度n—1＝9时，查表得tα/2（9）＝2.2622。因为t＞tα/2，样本统计量落入拒绝域，故拒绝H0，接受H1，说明该机器的性能不好。

t统计量检验的P值同样可以利用Excel计算，操作步骤如下：

第1步：进入Excel表格界面，选择【插入】下拉菜单。

第2步：选择【函数】。

第3步：在函数分类中点击“统计”，至此为止，与z统计量检验中的P值计算步骤完全相同。随后，在函数名的菜单中选择字符“TDIST”，然后确定。

第4步：在弹出的X栏中输入计算出的t值（本例为3.16）。
在自由度（Deg_freedom）栏中，输入本例中的自由度9。
在Tails栏中，输入2，表明是双侧检验，如果是单测检验则在该栏内输入1。

Excel计算的P值的结果为0.01155。

8.2.3　总体比例的检验

比例值总是介于0～1或0～100％之间，在实际问题中，常常需要检验总体比例是否为某个假设值π0，例如，全部产品中合格品的比例，一批种子的发芽率，对某项改革措施赞同者的比例，等等。民意调查中常常遇到大量的比例检验问题，因为调查的内容总是与比例有关，例如，希望了解总体中有多少人支持这种或那种观点，多少人知道这件事或那件事。对于一个政治候选人来说，在两人竞选时，50％是一个相当重要的标志，得票率超过50％将在选举中获胜，所以选举前的民意测验可以给候选人如何与对手竞争一个重要的概念。如果某候选人在一次民意调查中的支持率为48％，他最终是否能如愿当选？48％与50％有差异，这个差异是由于抽样的随机性带来的，还是由于该候选人的支持率确实低于竞争对手？候选人竞选班子中的统计专家们一定会精心设计假设检验，通过不断的民意调查所提供的信息，分析竞选的走势。

如果一个事件只可能有两种结果，我们将其称为二项分布，可以证明，在大样本情况下，若np＞5，nq＞5，则可以把二项分布问题变换为正态分布问题近似地去求解。

这就是说，在总体比例的检验中，通常采用z统计量。一般而言，在有关比例的问题的调查中往往使用大样本，而小样本的结果是极不稳定的。例如，随机抽取10个人，如果支持者有4人，支持率为40％；如果支持者有5人，支持率则为50％，样本中一个人的态度差异导致调查结果相差10个百分点，这种不稳定性是我们不愿意看到的。

在比例问题的检验中，统计量z的计算公式为：

[image: ]

式中，p为样本比例；π0为总体比例π的假设值。

【例8.8】　一项统计结果声称，某市老年人口（年龄在65岁以上）所占的比例为14.7％，该市老年人口研究会为了检验该项统计是否可靠，随机抽选了400名居民，发现其中有57人年龄在65岁以上。调查结果是否支持该市老年人口比例为14.7％的看法（α＝0.05）？

[image: ]

这是一个双侧检验，当α＝0.05时，有

zα/2＝±1.96

由于｜z｜＜｜zα/2｜，不能拒绝H0，可以认为调查结果支持了该市老年人口所占比例为14.7％的看法。

8.2.4　总体方差的检验

在假设检验中，有时不仅需要检验正态总体的均值、比例，而且需要检验正态总体的方差。例如，在产品质量检验中，质量标准是通过不同类型的指标反映的，有些属于均值类型，如尺寸、重量、抗拉强度等；有些属于比例类型，如产品合格率、废品率等；有些属于方差类型，如尺寸的方差、重量的方差、抗拉强度的方差等。在这里，方差反映着产品的稳定性。方差大，说明产品的性能不稳定，波动大。凡与均值有关的指标，通常也与方差有关，方差从另一个方面说明研究现象的状况。在经济生活方面，对方差关注的例子比比皆是。例如，居民的平均收入说明了收入达到的一般水平，是衡量经济发展阶段的一个重要指标，而收入的方差则反映了收入分配的情况，可以用于评价收入的合理性。在投资方面，收益率的方差更是评价投资风险的重要依据。

对方差进行检验的程序，与均值检验、比例检验是一样的，它们之间的主要区别是所使用的检验统计量不同。方差检验所使用的是X2统计量。对一个方差为σ2的正态总体反复抽样，计算每一个样本方差s2，则s2的分布大体如图8—9所示。

[image: ]

图8—9　s2分布的直方图

[image: ]

可以证明，[image: ]除以总体方差σ2将服从X2分布，即

[image: ]

在第6章“抽样分布”中，已经对X2分布做过专门讨论，这里不再赘述。假设检验中，X2与z统计量、t统计量一样，在确定的α水平下，也有其固定的拒绝域。

若进行双侧检验，拒绝域分布在X2统计量分布曲线的两边，若是单侧检验，拒绝域分布在X2统计量分布曲线的一边。具体是在左边还是右边，需要根据原假设和备择假设的情况而定。

【例8.9】　某厂商生产出一种新型的饮料装瓶机器，按设计要求，该机器装一瓶1000ml的饮料误差上下不超过1ml。如果达到设计要求，表明机器的稳定性非常好。现从该机器装完的产品中随机抽取25瓶，分别进行测定（用样本观测值分别减1000ml），得到如表8—2所示的结果。

表8—2　25瓶饮料容量测试结果

[image: ]

试以α＝0.05的显著性水平检验该机器的性能是否达到设计要求。

解：这里采用双侧检验，如果样本统计量[image: ]或[image: ][image: ]，则拒绝原假设；若[image: ]，则不能拒绝原假设H0。

[image: ]

由样本数据可以计算出s2＝0.866，故

[image: ]

由X2分布表查知，两个临界点分别为：[image: ][image: ]，故不能拒绝原假设H0，可以认为该机器的性能达到设计要求，如图8—10所示。

[image: ]

图8—10　X2检验示意图


8.3　两个总体参数的检验

在许多情况下，人们需要比较两个总体的参数，看它们是否有显著的区别。例如，在相同年龄组中，高学历和低学历的职工收入是否有明显的差异；同一种教学方法，在不同的年级或不同内容的课程中是否会有不同的效果，等等。对此，可以利用两个总体参数的检验寻找答案。

8.3.1　检验统计量的确定

两个总体参数检验的主要内容有：两个总体均值之差的检验，两个总体比例之差的检验，两个总体方差比的检验。与一个总体参数的检验讨论的问题类似，两个总体参数的检验也将涉及检验统计量的选择问题。选择什么检验统计量取决于被检验参数的抽样分布，而抽样分布与样本量大小，与总体方差σ2是否已知都有关系。

两个总体均值之差的检验中，可能出现的情况有：

（1）总体方差[image: ]，[image: ]已知或未知。

在[image: ]，[image: ]已知的条件下，由抽样分布理论可知，样本统计量服从z分布；而在[image: ]，[image: ]未知的条件下，样本统计量服从t分布。故当[image: ]，[image: ]已知时，可以使用z检验；当[image: ]，[image: ]未知时，可以使用t检验。

（2）n（n1，n2）较大或n较小。

当样本量n1，n2都较大时，如果总体方差σ1和σ2未知，可以用样本方差[image: ]，[image: ]替代，这时，样本统计量近似服从z分布，采用z作为检验统计量也是可行的。但是，当n1或n2不大时，如果[image: ]，[image: ]未知，就应该采用t作为检验统计量。

两个总体比例之差的检验中，一般采用z统计量，其理由与前一节一个正态总体比例的检验中采用z统计量的理由相同。

两个总体方差比的检验中，正如第6章“抽样分布”中所讨论的，此时样本统计量服从自由度为n1—1和n2—1的F分布，故在这种情况下使用F作为检验统计量。

上述讨论可以归纳为图8—11。
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图8—11　检验统计量的确定

8.3.2　两个总体均值之差的检验

1．[image: ]，[image: ]已知

当两个总体均服从正态分布或虽然两个总体的分布形式未知，但抽自两个总体的样本量均较大，且两个总体的方差[image: ]，[image: ]已知时，可以证明，由两个独立样本算出的[image: ]的抽样分布服从正态分布，标准差为：

[image: ]

此时，作为检验统计量z的计算公式为：

[image: ]

式中，μ1为总体1的均值；μ2为总体2的均值。

【例8.10】　有两种方法可用于制造某种以抗拉强度为重要特征的产品。根据以往的资料得知，第一种方法生产出产品抗拉强度的标准差为8千克，第二种方法的标准差为10千克。从两种方法生产的产品中各抽一个随机样本，样本量分别为n1＝32，n2＝40，测得[image: ]千克，[image: ]千克。问这两种方法生产出来的产品平均抗拉强度是否有显著差别（α＝0.05）？

解：由于检验两种方法生产出的产品在抗拉强度上是否存在显著差别，并未涉及方向，所以是双侧检验。建立假设并进行检验：

[image: ]

本题中[image: ]，[image: ]已知。应选用z作为检验统计量，即采用式（8.5），有

[image: ]

已知[image: ]，故

[image: ]

α＝0.05时，zα/2＝1.96。

因为z＞zα/2，所以拒绝H0，即两种方法生产出来的产品其抗拉强度有显著差别。

如果计算P值，方法与一个正态总体均值检验中计算P值的方法相同。经计算，此题中的P值为0.004654。在双侧检验中，由于P＜α/2，故拒绝H0，得到与前面相同的结论。

2．[image: ]，[image: ]未知，且n较小

在[image: ]，[image: ]未知且n较小的情况下，进行两个总体均值之差的检验需要使用t统计量，这里又有两种情况：一种是虽然两个总体方差未知，但知道有[image: ]。这个条件的成立，往往是从已有的大量经验中得到的，或者事先进行了关于两个方差相等的检验，并得到肯定的结论。这时，σx1—x2的估计为：
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式中，

[image: ]

于是，检验统计量的计算公式为：

[image: ]

t的自由度为n1＋n2—2。

另一种情况是[image: ]未知，且没有理由判定[image: ]与[image: ]相等，故认为[image: ]。当[image: ]未知时，自然是用样本方差[image: ]分别估计[image: ]的估计为：

[image: ]

但此时抽样分布已不服从自由度为（n1＋n2—2）的t分布，而是近似服从自由度为f的t分布，f的计算公式为：

[image: ]

这时，检验统计量t的计算公式为：

[image: ]

t的自由度为f。

【例8.11】　尽管存在争议，但大多数科学家认为，食用含有高纤维的谷类食物有助于降低癌症发生的可能性。然而一个科学家提出，如果人们在早餐中食用高纤维的谷类食物，那么平均而言，与早餐没有食用谷物的人群相比，食用谷物者在午餐中摄取的热量（大卡）将会减少（Toronto Star，1991）。如果这个观点成立，谷物食品的生产商又将获得一个很好的机会，他们会宣传说：“多吃谷物吧，早上也吃，这样将有助于减肥。”为了验证这个假设，随机抽取了35人，询问他们早餐和午餐的通常食谱，根据他们的食谱，将其分为两类，一类为经常谷类食用者（总体1），一类为非经常谷类食用者（总体2）。然后测度每人午餐的大卡摄取量。经过一段时间的实验，得到的结果如表8—3所示。

表8—3　35人大卡摄取量

[image: ]

试以α＝0.05的显著性水平检验。

解：本例中要检验的命题是：早餐食用较多的谷类食物有助于减少午餐中热量的摄取。总体1和总体2的热量摄取均值分别用μ1，μ2表示。由于此命题是一个尚未被证实的命题，在单侧检验中，原假设对此类命题应持否定态度，故建立的假设为：

[image: ]

由于n1，n2均较小，且[image: ]未知，也无法断定[image: ]是否成立，故属于n较小，[image: ]未知，且[image: ]的情况。据此，采用t分布，其自由度为f。

经过计算，得到[image: ]，f＝32.34，若取f＝32，由t分布表可查知t0.05（32）＝1.694。由式（8.11），样本统计量t值为：

[image: ]

由于｜t｜＞｜tα｜，故拒绝H0。

本题中，计算的P值为P＝0.009，由于P＜α，所以得到拒绝H0的相同结论。

两个总体均值之差的检验同样可以通过Excel实现，现以本题说明。

将表8—3中总体1的15个数据输入到工作表中的A1:A15，总体2中的20个数据输入到工作表中的B1:B20。然后按如下步骤操作：

第1步：选择【工具】下拉菜单。

第2步：选择【数据分析】选项。

第3步：在分析工具中选择【t检验，双样本异方差假设】（注：对于其他条件的假设，操作步骤类似）。

第4步：当出现对话框时：
在【变量1的区域】方框内输入数据区域A1:A15。
在【变量2的区域】方框内输入数据区域B1:B20。
在【假设平均差】的方框内输入0。本例中，建立的原假设为：H0:μ1—μ2≥0，故输入0。如果我们欲检验两个总体均值之差是否等于某个具体数值，如H0:μ1—μ2＝4，则在该框内输入4。
在【α】框内输入0.05。
在【输出选项】中选择输出区域（本例中选“新工作表”）。
选择【确定】。

输出结果如表8—4所示。

表8—4　双样本异方差假设检验输出表

[image: ]

在有原始数据的条件下，使用Excel进行运算是十分方便的。

8.3.3　两个总体比例之差的检验

设两个总体服从二项分布，这两个总体中具有某种特征单位数的比例分别为π1和π2，但π1和π2未知，可以用样本比例p1和p2代替。有两种情况：

1．检验两个总体比例相等的假设

该假设的表达式为：
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在原假设成立的条件下，最佳的方差是p（1—p），其中p是将两个样本合并后得到的比例估计量，即

[image: ]

式中，x1表示样本n1中具有某种特征的单位数；x2表示样本n2中具有某种特征的单位数。

在大样本条件下，统计量z的表达式为：

[image: ]

【例8.12】　人们普遍认为麦当劳的主要消费群体是青少年，但对市场的进一步细分却看法不同。一种观点认为小学生更喜欢麦当劳，另一种观点认为中学生对麦当劳的喜爱程度不亚于小学生。某市场调查咨询公司对此在某地区进行了一项调查，随机抽取了100名小学生和100名中学生，调查的问题是如果有麦当劳和其他中式快餐（如兰州拉面），你会首选哪种作为经常性午餐。调查结果如下：

小学生（样本1）100人中有76人把麦当劳作为首选的经常性午餐，中学生（样本2）100人中有69人作出同样的选择，调查结果支持哪种观点？

解：作为第三方的调查公司，其角色是中立的，所以建立的假设为：

[image: ]

由式（8.12）可得

[image: ]

由式（8.13）可得

[image: ]

由决策准则可知，z＝1.11落入接受域，故调查结果支持原假设，说明在该地区小学生和中学生对麦当劳的偏爱程度没有显著性差异。

2．检验两个总体比例之差不为零的假设

即检验π1—π2＝d0（d0≠0），在这种情况下，两个样本比例之差p1—p2近似服从以π1—π2为数学期望，[image: ]为方差的正态分布，因而可以选择z作为检验统计量：

[image: ]

【例8.13】　有一项研究报告说青少年经常上网聊天，男生的比例至少超过女生10个百分点，即π1—π2≥10％（π1为男生比例，π2为女生比例）。现对150个男生和150个女生进行上网聊天的频度调查，其中经常聊天的男生有68人，经常聊天的女生有54人，问调查结果是否支持研究报告的结论（α＝0.05）？

[image: ]

由题意可知，[image: ]。

由式（8.14）可得

[image: ]

这是一个左单侧检验，zα＝—1.645，由决策准则可知，z＝—0.177，落入非拒绝域，故无法推翻原假设，调查结果支持研究报告的结论。

8.3.4　两个总体方差比的检验

如果要检验两个总体方差是否相等，可以通过两个方差之比是否等于1来进行。实际中会遇到关注两个总体方差是否相等的问题，如比较两个生产过程的稳定性，比较两种投资方案的风险等。前面讨论两个总体均值之差的检验时，假定两个总体方差相等或不相等。事实上，在许多情况下总体方差是否相等事先往往并不知道，因此在进行两个总体均值之差的检验之前，也可以先进行两个总体方差是否相等的检验，由此获得所需要的信息。

为了比较两个未知的总体方差[image: ]和[image: ]，我们用两个样本方差的比来判断，如果[image: ]接近于1，说明两个总体方差[image: ]和[image: ]很接近，如果比值结果远离1，说明[image: ]与[image: ]之间有较大差异。由第6章“抽样分布”的内容可知，在两个正态总体条件下，两个方差之比服从F分布，即

[image: ]

在原假设[image: ]下，检验统计量F为：[image: ]，此时F统计量的两个自由度分别为：分子自由度n1—1，分母自由度n2—1。

在单侧检验中，一般把较大的s2放在分子[image: ]的位置，此时F＞1，拒绝域在F分布右侧，原假设和备择假设分别为：

[image: ]

临界点为Fα（n1—1，n2—1）。这样处理含义明确，易于理解，而且查表方便。在双侧检验中，拒绝域在F分布的两侧，两个临界点的位置分别为：

[image: ]

如图8—12所示。

[image: ]

图8—12　F分布双侧检验示意图

通常，F分布表仅绘出Fα/2的位置，可以用它来推算F1—α/2的位置，推算公式为：

[image: ]

注意在式（8.16）中，等号右边分母Fα/2的自由度要调换一下。

【例8.14】　在例8.11中，得到两个样本的方差分别为[image: ][image: ]（见表8—4），现以α＝0.05的显著性水平检验两个总体的方差是否相等。

解：由于是检验[image: ]和[image: ]是否相等，故采用双侧检验：

[image: ]

对于Fα/2（n1—1，n2—1），查表得

F0.025（14，19）＝2.62

（注：由于自由度n1—1＝14数值表中没有，故取15。）

F0.025（19，14）＝2.84

（同样的原因用20代替19。）

由式（8.16），有

[image: ]

本例中，两个临界点分别为F1—α/2＝0.352，Fα/2＝2.62，样本统计量F值为0.662，故不能拒绝H0，可以认为这两个总体的方差没有显著差异。

8.3.5　检验中的匹配样本

在前面对两个总体参数进行显著性检验的讨论中，我们都假定样本是独立的。然而在可能情况下采用存在相依关系的匹配样本分析，可以进一步提高效率。对此用下例说明。

【例8.15】　一个以减肥为主要目标的健美俱乐部声称，参加它们的训练班至少可以使肥胖者平均体重减轻8.5千克以上。为了验证该声称是否可信，调查人员随机抽取了10名参加者，得到他们的体重记录如表8—5所示。

表8—5　训练前后的体重记录

[image: ]

在α＝0.05的显著性水平下，调查结果是否支持该俱乐部的声称？

[image: ]

此时，与训练前后的体重相比，调查人员更关心它们之间的差值。根据上述资料，可以构造出一个差值（减重）样本，如表8—6所示。

表8—6　差值样本构造表

[image: ]

[image: ]

差值样本的均值和标准差分别为：

[image: ]

由此得到抽样分布的标准差的估计值为：

[image: ]

因为是小样本，所以采用t分布，其自由度为n—1＝10—1＝9，由前可知，这是右单侧检验，当α＝0.05时，tα（9）＝1.833。

若把减重（差值）视为一总体，调查人员关心其均值是否大于8.5千克。根据上述资料，可以计算出拒绝原假设的临界点，该临界点为：
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进行决策的示意图如图8—13所示。

[image: ]

图8—13　右单侧检验示意图

若样本均值[image: ]，接受原假设H0:μ1—μ2≤8.5；若[image: ]，接受备择假设H1:μ1—μ2＞8.5。在此，[image: ]，故拒绝原假设，可以认为该俱乐部的声称是可信的。

作为对比，考察相同背景下的两个独立样本。若调查人员随机抽取10名参加者训练前的体重记录，又随机抽取另10名参加者训练后的体重记录，同样得到表8—5中的数据。计算结果如表8—7所示。

表8—7　根据表8—5计算的结果
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由式（8.7），有

[image: ]

此时t分布的自由度为n1＋n2—2＝10＋10—2＝18，α＝0.05，故

[image: ]

可以计算出拒绝域的临界点为：
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因为[image: ]，所以不能拒绝H0，调查结果否认该俱乐部的声称。上述决策如图8—14所示。

[image: ]

图8—14　右单侧检验示意图

为什么由表8—5中相同的数据会得出不同的结论呢？通过对比可以看出，在匹配样本的检验中，抽样分布的标准差[image: ]，而在独立样本的检验中，抽样分布的标准差[image: ]。与较小的标准差相比，9.85显著大于8.5；而与较大的标准差相比，9.85大于8.5的程度则不显著。由于匹配样本实质上起到了控制观测变量影响因素的作用，因而可以得到更为精确的推断结果。

需要注意的是，在什么情况下可以把两个样本看成是匹配样本？可以考虑下面两个例子。一个例子是研究人员检验新稻种和旧稻种是否有显著差异。如果从一个地区抽取新稻种的样本，从另一个地区抽取旧稻种的样本，则两个样本是独立的；但如果将一块地一分为二，一边用新稻种，一边用旧稻种，这时稻种生长所依赖的土壤、水分、气候等自然条件均相同，这样的样本就是匹配样本。另一个例子是欲检验打字员在使用两种不同型号的打字机时打字速度是否有显著差异。假设让一批打字员使用某种型号的打字机，让另一批打字员使用另一种型号的打字机，这时的样本是独立的；但如果让同一批打字员分别使用不同型号的打字机，这时的样本就是匹配样本。在两个总体参数的检验问题中，根据可能的情况采用匹配样本的设计，可以有效地提高检验的效率。


8.4　检验问题的进一步说明

8.4.1　关于检验结果的解释

在前面各种类型的检验中，我们采用是否拒绝原假设H0的方式达到检验目的。事实上，原假设是关于总体分布的某个未知特征的一种猜测，我们并不知道这个猜测是否正确。但是在选择α作为显著性的标准时，却是在H0为真的前提下进行的，意思是，正常情况下事件结果应该与原假设H0相差不远，如果发生了与H0不一致的、概率小于显著性水平α的事件，则拒绝H0，否则，不拒绝H0。这种反证法的特点，保证了犯第Ⅰ类错误的概率不超过α，即错误地拒绝H0的概率不超过α，但无法提供有关犯第Ⅱ类错误的信息，即不知道错误地接受H0的概率。因此，对于显著性水平α的检验准则而言，如果出现拒绝H0的结果，我们可以说“结论H1为真出错的概率不超过α”。

从假设检验的原理看，不拒绝原假设意味着我们所构造的与原假设相矛盾的小概率事件没有发生，但可能还有许多其他的与原假设矛盾的小概率事件，我们没有也无法证实所有的这些小概率事件不会发生，因此，我们把假设检验中出现接受H0的结果解释为“没有发现充足的证据反对H0”，或更严格地解释为“在显著性水平α下没有发现充足的证据反对H0”，而不用“接受原假设H0”，因为我们无法证明原假设是真的。

8.4.2　单侧检验中假设的建立

在单侧检验的问题中，如何建立假设是一个需要考虑的问题。如果是左侧检验，即
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当[image: ]时，不拒绝H0。如果是右侧检验，即

[image: ]

当[image: ]时，不拒绝H0。这样，同一个数据却得出相反的结论。这种情况可以从下面的例子得到说明。

【例8.16】　某种灯泡的质量标准是平均燃烧寿命不得低于1000小时。已知灯泡批量产品的燃烧寿命服从正态分布，且标准差为100小时。商店欲从工厂进货，随机抽取81个灯泡检查，测得[image: ]小时，问商店是否决定购进这批灯泡（α＝0.05）？

这里可以有两种假设。

第一种，认为该厂生产的灯泡不会低于规定的质量标准，故检验μ≥1000小时是否成立。

[image: ]

这是左侧检验，检验统计量z为：

[image: ]

而zα＝—1.645，由于｜z｜＜｜zα｜，所以不能拒绝H0，即可以认为该厂生产的灯泡达到了规定的质量标准。

第二种，认为该厂生产的灯泡很可能低于规定的质量标准，故检验μ≤1000小时是否成立。

[image: ]

这是右侧检验，临界值zα＝1.645在分布曲线的右侧，检验统计量z＝—0.9，故同样不能拒绝H0，即认为灯泡的质量没有达到规定标准。

于是出现了一个两种情况下的推断似乎矛盾的现象。其实，这也反映了统计推断的一种特点，它不是简单地按那种“非此即彼”的逻辑。为了便于说明，可以认为检验是在两种不同的背景下进行的。第一种假设的背景是，从过去的历史记录看，该灯泡厂有良好的声誉，商店相信该厂的质量一贯是不错的，于是选择μ≥μ0作为原假设。这样做对灯泡厂是有利的，因为这使得达到质量标准的产品只以很低的概率α被拒收。虽然这会使商店面临接受不合格产品的风险，但厂家良好的历史记录显示了这种情况的可能性是很小的。商店也由此增大货源而获利。

第二种假设的背景是，以往的记录表明，厂家的产品质量并不很好，这时，商店就可以坚持以μ≤μ0为原假设。这样做，表明商店要求有较强的证据才能相信这批产品质量达到了标准。这就类似于说一个人一向表现不好，则必须有显著的好的表现，才能相信他确有进步。这样做，就达到了至少把100（1—α）％的不合格产品拒之门外的目的。

由此可见，同一个问题，由于对背景的了解不同而采取了不同的态度，具体是通过选择假设的方向来体现的。这样也就不难理解前面所出现的表面矛盾。当产品质量一贯很好时，我们认为稍差的样本并不成为整批产品非优的有力证据；当产品质量一贯不好时，我们认为测试合格的样本也不成为整批产品为优的有力证据。出发点不同，并无矛盾可言。

当然，在实际问题的检验中，我们不可能对问题的背景都有所了解，如何提出假设，特别是单侧假设的方向，便成为一个问题。但遗憾的是，如何确定假设并没有固定的统一标准，假设的确定通常与所要检验的问题的性质，检验者所要达到的目的有一定关系，也与检验员的经验和知识水平有关。不过，在假设检验中一般是把希望证明的命题放在备择假设上，而把原有的、传统的观点或结论放在原假设上，这样可以更好地体现假设检验的价值。设想一下，如果我们完全认可原有的东西，就没有必要去进行检验了，正是我们对原有的东西产生怀疑，才去进行调查，希望能够用事实推翻原有的观念，带来新的结论。由于推翻原假设需要检验统计量落入拒绝域，所以在一次试验中原假设是具有优势的，由小概率原理，备择假设在一次试验中不容易发生，但一旦发生，我们就有充足的理由推翻原假设，这意味着一个新结论的诞生。但是没有拒绝原假设，并不意味着备择假设就是错的，只是说还没有足够的证据表明原假设不成立。这与法庭上对被告定罪类似，这时总是先假定被告无罪（原假设），然后看这些证据是否能判定被告有罪（备择假设）。如果证据不充分，我们不能说被告一定清白，只是说目前的证据还无法认定被告有罪。而如果证据充分，我们则可以得到被告有罪的定论。因而在假设检验中对统计结论的正确理解是很重要的。接受备择假设一定意味着原假设错误；没有拒绝原假设并不能表明备择假设一定是错的。

所谓“原有的、传统的”是指原有的理论、原有的看法、原有的状况，或者说是那些历史的、经验的、在此之前被大多数人所认可和接受的东西，在没有充分证据证明其错误时，总是被假定是正确的，处于原假设被保护的位置。而那些新的、可能的、猜测的则处于备择假设的位置。人们感兴趣的是那些新的、可能的、猜测的东西，希望用事实推翻原假设，实现吐故纳新。可以分析下面几个例子：

●采用新技术后，将会使产品的使用寿命延长到5000小时以上。

分析：产品的使用寿命没有超过5000小时是原来的情况，在没有充分事实证明前是不应轻易否定的，故

[image: ]

●改进生产工艺后，会使产品的废品率降到1％以下。

分析：以前的产品废品率在1％以上，改进生产工艺可以使产品废品率下降正是需要验证的命题，故

[image: ]

●一项研究说，与不吸烟相比，吸烟容易导致肺癌。

分析：若令π1为吸烟人群的肺癌发病率，π2为不吸烟人群的肺癌发病率，则该命题的表述为π1≥π2。也许有人对此有不同看法，但要推翻上述命题，验证“吸烟与肺癌无关”的新命题，则需要证据。因此
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单侧检验中假设的建立，本质上取决于检验人员对检验问题的价值判断，因此，对同一个问题提出不同方向假设这种情况也是有的。我们不能武断地说哪种价值观对，哪种价值观错，只能在价值判断共同标准的前提下，讨论在具体的条件下哪种假设更为合理。


思考与练习

一、思考题

8.1　假设检验和参数估计有什么相同点和不同点？

8.2　什么是假设检验中的显著性水平？统计显著是什么意思？

8.3　什么是假设检验中的两类错误？

8.4　两类错误之间存在什么样的数量关系？

8.5　解释假设检验中的P值。

8.6　显著性水平与P值有何区别？

8.7　假设检验依据的基本原理是什么？

8.8你认为在单侧检验中原假设和备择假设的方向应该如何确定？



二、练习题

8.1　已知某炼铁厂的含碳量服从正态分布N（4.55，0.1082），现在测定了9炉铁水，其平均含碳量为4.484。如果估计方差没有变化，可否认为现在生产的铁水平均含碳量为4.55（α＝0.05）？

8.2　一种元件，要求其使用寿命不得低于700小时。现从一批这种元件中随机抽取36件，测得其平均寿命为680小时。已知该元件寿命服从正态分布，σ＝60小时，试在显著性水平0.05下确定这批元件是否合格。

8.3　某地区小麦的一般生产水平为亩产250公斤，其标准差为30公斤。现用一种化肥进行试验，从25个小区抽样，平均产量为270公斤。这种化肥是否使小麦明显增产（α＝0.05）？

8.4　糖厂用自动打包机打包，每包标准重量是100千克。每天开工后需要检验一次打包机工作是否正常。某日开工后测得9包重量（单位：千克）如下：

99.3　98.7　100.5　101.2　98.3　99.7　99.5　102.1　100.5

已知包重服从正态分布，试检验该日打包机工作是否正常（α＝0.05）。

8.5　某种大量生产的袋装食品，按规定不得少于250克。今从一批该食品中任意抽取50袋，发现有6袋低于250克。若规定不符合标准的比例超过5％就不得出厂，问该批食品能否出厂（α＝0.05）？

8.6　某厂家在广告中声称，该厂生产的汽车轮胎在正常行驶条件下超过目前的平均水平25000公里。对一个由15个轮胎组成的随机样本做了试验，得到样本均值和标准差分别为27000公里和5000公里。假定轮胎寿命服从正态分布，问该厂家的广告是否真实（α＝0.05）？

8.7　某种电子元件的寿命x（单位：小时）服从正态分布。现测得16只元件的寿命如下：

159　280　101　212　224　379　179　264

222　362　168　250　149　260　485　170

问是否有理由认为元件的平均寿命显著地大于225小时（α＝0.05）？

8.8　随机抽取9个单位，测得结果分别为：

85　59　66　81　35　57　55　63　66

以α＝0.05的显著性水平对下述假设进行检验：H0:σ2≤100，H1:σ2＞100。

8.9　A，B两厂生产同样材料。已知其抗压强度服从正态分布，且[image: ][image: ]。从A厂生产的材料中随机抽取81个样品，测得[image: ]；从B厂生产的材料中随机抽取64个样品，测得[image: ]。根据以上调查结果，能否认为A，B两厂生产的材料平均抗压强度相同（α＝0.05）？

8.10　装配一个部件时可以采用不同的方法，所关心的问题是哪一个方法的效率更高。劳动效率可以用平均装配时间来反映。现从不同的装配方法中各抽取12件产品，记录各自的装配时间（单位：分钟）如下：

甲方法：31　34　29　32　35　38　34　30　29　32　31　26

乙方法：26　24　28　29　30　29　32　26　31　29　32　28

两总体为正态总体，且方差相同。问两种方法的装配时间有无显著不同（α＝0.05）？

8.11　调查了339名50岁以上的人，其中205名吸烟者中有43个患慢性气管炎，在134名不吸烟者中有13人患慢性气管炎。调查数据能否支持“吸烟者容易患慢性气管炎”这种观点（α＝0.05）？

8.12　为了控制贷款规模，某商业银行有个内部要求，平均每项贷款数额不能超过60万元。随着经济的发展，贷款规模有增大的趋势。银行经理想了解在同样项目条件下，贷款的平均规模是否明显地超过60万元，故一个n＝144的随机样本被抽出，测得[image: ]万元，s＝45。用α＝0.01的显著性水平，采用P值进行检验。

8.13　有一种理论认为服用阿司匹林有助于减少心脏病的发生，为了进行验证，研究人员把自愿参与实验的22000人随机平均分成两组，一组人员每星期服用三次阿司匹林（样本1），另一组人员在相同的时间服用安慰剂（样本2）。持续3年之后进行检测，样本1中有104人患心脏病，样本2中有189人患心脏病。以α＝0.05的显著性水平检验服用阿司匹林是否可以降低心脏病发生率。

8.14　某工厂制造螺栓，规定螺栓口径为7.0cm，方差为0.03cm。今从一批螺栓中抽取80个测量其口径，得平均值为6.97cm，方差为0.0375cm。假定螺栓口径为正态分布，问这批螺栓是否达到规定的要求（α＝0.05）？

8.15　有人说在大学中男生的学习成绩比女生的学习成绩好。现从一个学校中随机抽取了25名男生和16名女生，对他们进行了同样题目的测试。测试结果表明，男生的平均成绩为82分，方差为56分，女生的平均成绩为78分，方差为49分。假设显著性水平α＝0.02，从上述数据中能得到什么结论？



————————————————————

(1) Sharon L. Lohr，Sampling：Design and Analysis，北京，中国统计出版社，2002。



第9章　列联分析

统计应用

泰坦尼克号的死亡记录告诉了我们什么？

1912年4月15日，豪华巨轮泰坦尼克号与冰山相撞而沉没。1985年，泰坦尼克号的沉船遗骸被发现。美国探险家洛维特在船舱里看见了一幅画，102岁高龄的罗丝声称她就是画中的少女。罗丝开始叙述她当年的故事：1912年4月10日，被称为“世界工业史上的奇迹”的泰坦尼克号从英国的南安普顿出发驶往美国纽约。富家少女罗丝与母亲及未婚夫卡尔一道上船，另一边，不羁的少年画家杰克靠在码头上的一场赌博赢到了船票。罗丝不愿嫁给卡尔，打算投海自尽，被杰克抱住。很快，美丽活泼的罗丝与英俊开朗的杰克相爱了。悲剧发生了，泰坦尼克号与冰山相撞。杰克把生存的机会让给了爱人罗丝，自己则在冰海中被冻死。老态龙钟的罗丝讲完这段爱情后，把那串价值连城的珠宝沉入海底，让它陪着杰克和这段爱情长眠海底。我们在后来看到的电影《泰坦尼克号》就是根据罗丝的回忆拍摄的。

据记载，当时船上有1316名乘客和892名船员共2208人，事故发生后幸存718人，约2/3的人在海难中丧生。2208人中，按性别划分，男性1738人，女性470人；按年龄划分，成年人2099人，儿童109人；按所在舱位划分，一等舱325人，二等舱285人，三等舱706人，船员舱892人。在幸存的718人中，按性别划分，男性374人，女性344人；按年龄划分，成年人661人，儿童57人；按所在舱位划分，一等舱203人，二等舱118人，三等舱178人，船员舱219人。

以上都是分类数据。数据是枯燥的，但讲述的问题却是鲜活的。死亡与性别是否有关？与年龄是否有关？与所在舱位是否有关？如何解释这些关系？与当时人们的价值观念和对待死亡的态度有什么联系？通过本章的学习，可以掌握对定类数据进行分析的方法。

这一章讨论的统计方法主要用于分类数据的分析。此外，在前一章中介绍了两个总体比例之差的检验，如果对更多的总体比例进行比较，也可以采用本章介绍的方法。对这类数据进行描述和分析，通常需要采用列联的方式进行，故一般称之为列联分析或列联表分析。


9.1　分类数据与列联表

9.1.1　分类数据

在第1章中曾提出统计数据的类型有分类数据、顺序数据和数值型数据。分类数据和顺序数据都属于分类数据，其共同特征是，调查结果虽然是用数值表现的，但不同数值描述了调查对象的不同特征。例如，研究青少年家庭状况与行为之间的关系，青少年家庭状况是一个分类数据，可以分为“完整家庭”和“离异家庭”，如果调查结果为“1”，表示被调查者来自完整家庭，调查结果为“2”表示被调查者来自离异家庭。青少年行为也可以分为两类，“犯罪”和“未犯罪”，分别用“1”和“2”表示。对这类问题进行分析，是在对数据进行汇总的基础上进行的，例如，样本中有多少来自完整家庭和离异家庭，有多少属于犯罪和未犯罪。再例如，我们关心原料的质量与原料的产地是否存在相依关系，原料的质量是顺序数据，可以分为“一级品”、“二级品”、“三级品”等，原料的产地是分类数据，可以分为“甲地区”、“乙地区”等。在对这些数据进行统计分析时，也要按上述方法先对原始数据进行处理，表现处理结果的表格通常采用列联的方式，故把这种表格称为列联表。

由第1章的讨论我们还知道，数值型数据是可以转化为分类数据的。例如，“收入”是一个数值型数据，但可以按照一定的标准把不同收入的被调查者分为不同的类型，如“高收入群”、“较高收入群”、“中等收入群”等。研究文化程度与收入之间的关系，也可以采用列联分析的方式。

9.1.2　列联表的构造

列联表（contingency table）是由两个以上的变量进行交叉分类的频数分布表。例如，一个集团公司在四个不同的区域设有分公司，现该集团公司欲进行一项改革，此项改革可能涉及各分公司的利益，故采用抽样调查方法，从四个分公司共抽取420个样本单位，了解职工对此项改革的看法，调查结果如表9—1所示。

表9—1　关于改革方案的调查结果

[image: ]

表中的行（row）是态度变量，这里划分为两类：赞成改革方案或反对改革方案；表中的列（column）是单位变量，这里划分为四类，即四个分公司。因此，表9—1是一个2×4列联表。表中的每个数据，都反映着来自态度和单位两个方面的信息。由于列联表中的每个变量都可以有两个或两个以上的类别，因此列联表会有多种形式。不妨将横向变量（行）的划分类别视为R，纵向变量（列）的划分类别视为C，则可以把每一个具体的列联表称为R×C列联表，如我们把表9—1称为2×4列联表。

9.1.3　列联表的分布

列联表的分布可以从两个方面来看：一个是观察值的分布；一个是期望值的分布。

先看观察值的分布。事实上，表9—1就是一个最简单的观察值的分布。表中的最右边显示了态度变量的总数，如赞成改革方案的共有279人，反对改革方案的共有141人，对此称为行边缘频数；表中的最下边显示了单位变量的总数，如四个分公司接受调查的人数分别为100人，120人，90人，110人，对此称为列边缘频数。这样，列联表所表现的就是在变量X条件下变量Y的分布，或是在变量Y条件下变量X的分布，因此又把列联表中的观察值分布称为条件分布，每个具体的观察值就是条件频数。例如，一分公司赞成改革方案的职工有68人就是一个条件频数。条件频数反映了数据的分布，但是不适合进行对比。例如，四分公司赞成该方案的有79人，三分公司有57人，但是，仅据此还不能说四分公司比三分公司更赞成该方案，因为四分公司接受调查的人数比三分公司接受调查的人数多，它们对比的基数不同。为了能在相同的基数上比较，使列联表中的数据提供更多的信息，可以计算相应的百分比。表9—2就是一个包含百分比的列联表。

表9—2　包含百分比的2×4列联表

[image: ]

表中主栏的每个单元中有四个数据，各数据的含义分别为：条件频数，行百分数，列百分数，总百分数。如第一个单元（即一分公司赞成改革方案）中，第一个数字68为观察值频数；第二个数字24.4为行百分数，即68/279＝24.4％；第三个数字68.0为列百分数，即68/100＝68％；第四个数字为总百分数，即68/420＝16.2％。在最右边和最下边的合计栏中各有两行数据，第一行是边缘频数，第二行是边缘频数的百分数。如最右边的66.4％＝279/420，及最下边的23.8％＝100/420。包含百分数的列联表可以使我们对变量的联合分布的关系看得更清楚一些。

但是，仅仅依赖这样的表，还难以展开深入的分析，为此需要引入期望值的分布的概念。

什么是期望值的分布呢？以前例为例。我们已经知道，在全部420个样本中，赞成改革方案的有279人，占总数的66.4％，即从总体上看，有2/3的调查对象对改革方案表示赞同。但我们希望进一步了解各分公司对这项改革方案的看法是否存在差异。从逻辑上讲，如果各分公司对这项改革方案的看法相同，那么对一分公司来说，赞成该方案的人数应当为：0.664×100＝66人，二分公司赞成的人数应当为：0.664×120＝80人，这66人和80人就是本例中的期望值。由此可以计算出期望值的分布，如表9—3所示。

表9—3　期望值分布表

[image: ]

将表9—1和表9—3结合起来，便可以得到观察值和期望值频数对比分布表，如表9—4所示。

表9—4　观察值和期望值频数对比分布表

[image: ]

如果各个分公司对改革方案的看法相同，即各分公司赞成改革方案的比例相同，就应有π1＝π2＝π3＝π4＝0.664（πi为第i个分公司赞成改革方案的百分比），那么在表9—4中，观察值和期望值就应当非常接近。对于π1＝π2＝π3＝π4＝0.664的假设，可以采用X2分布进行检验。本章主要讨论用X2进行统计检验问题。由于检验的具体内容不同，计算期望值的方法会有所不同，但表9—4中关于观察值和期望值的内容，展示了进行X2检验的一般构造。


9.2　X2检验

在第6章中对X2分布已经有所介绍，这里从应用的角度讨论X2的检验。作为一种统计方法，X2主要用于对两个定类变量之间关系的分析。对定类变量进行分析，一般是把检验问题进行转化，通过考察观察频数与其期望频数之间的吻合程度，达到检验目的。在实际应用中，由于问题背景的不同，得到期望频数的方法不同，于是也有人把X2检验细化为拟合优度检验和独立性检验。不论拟合优度检验或独立性检验，其原理和方法都是一样的，所以这里不再做严格区分，在后面结合运用的具体问题中附必要的说明。

若用fo表示观察值频数，用fe表示期望值频数，X2统计量可以写为：
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由式（9.1）可以看出计算X2统计量的步骤：

步骤一：用观察值fo减去期望值fe；

步骤二：将（fo—fe）之差平方；

步骤三：将（fo—fe）2的结果除以fe；

步骤四：将步骤三的结果加总。

现在回到前面所举的某集团公司下属四个分公司对改革态度的例子。如果四个分公司对改革方案的态度一样，那么四个分公司赞成改革方案的比例应当是一致的，都等于66.4％；反之，如果这些比例不一致，表明不同的分公司对改革的态度存在显著的差异。我们把这个例子作为一个假设问题提出。

【例9.1】　某集团公司欲进行一项改革，从所属的四个分公司中共随机抽取了420名职工，了解他们对改革方案的态度（见表9—1），以α＝0.1的显著性水平检验四个分公司对改革方案的看法是否存在差异。

解：如果不存在差异，四个分公司赞成改革方案的比例应该是一致的。于是原假设和备择假设分别为：
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由表9—5，依式（9.1），可以得到X2统计量为3.0319。

表9—5　X2计算表

[image: ]
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若用R表示列联表的行，C表示列联表的列，则X2分布自由度的计算公式为：
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在本例中，
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α＝0.1，由附录表查得：

[image: ]

于是便得到如图9—1的结果。
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图9—1　X2假设检验示意图

由于[image: ]，故不能拒绝原假设，即认为四个分公司对改革方案的赞成比例是一致的，调查数据中的差异是由于抽样的随机性造成的。

用Excel计算P值的操作步骤

第1步：将观察值输入一列，将期望值输入一列。

第2步：选择【插入】下拉菜单。

第3步：选择【函数】选项（更简便的方法是，由第2步从界面直接选“fx”）。

第4步：在函数分类中选“统计”，在函数名称中选“CHITEST”，点击【确定】。

第5步：在对话框【Actual_range】中输入观察数据。
在对话框【Expected_range】中输入期望数据。

得到P值为0.7973。由于P＞α，所以不能拒绝原假设。

在上面这个例子中，是要检验总体是否服从某个理论分布（如均匀分布或二项分布），期望值的产生过程是，在原假设中，假定各类别总体比例等于某个期望概率，这里是66.4％，然后用观察频数乘以期望概率，得到期望频数。许多教科书中把这种方法称为拟合优度检验。

下面看另一个例子。

【例9.2】　一种原料来自三个不同的地区，原料质量被分成三个不同等级。从这批原料中随机抽取500件进行检验，结果如表9—6所示。

表9—6　原料抽样的结果
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要求检验各个地区和原料质量之间是否存在依赖关系？

解：H0：地区和原料等级之间是独立的（不存在依赖关系）

H1：地区和原料等级之间不独立（存在依赖关系）

这里关键的问题是计算期望值。

在第一行，甲地区的合计为140，用140/500作为甲地区原料比例的估计值。在第一列，一级原料的合计为162，用162/500作为一级原料比例的估计值。如果地区和原料等级之间是独立的，我们可以用下面的公式估计第一个单元（甲地区，一级）中的期望比例。

令：A＝样本单位来自甲地区的事件

B＝样本单位属于一级原料的事件

根据独立性的概率乘法公式，有
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0.09072是第一个单元中的期望比例，其相应的频数的期望值为：

0.09072×500＝45.36

一般地，可以采用下式计算任何一个单元中频数的期望值：
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式中，fe为给定单元中的频数期望值；RT为给定单元所在行的合计；CT为给定单元所在列的合计；n为观察值的总个数，即样本容量。

由表9—6和式（9.4），将计算过程列表9—7。

表9—7　3×3列联表期望值的计算过程
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X2的自由度为（R—1）（C—1）＝4

取α＝0.05，查表知：[image: ]

[image: ]，故拒绝H0，接受H1，即地区和原料等级之间存在依赖关系，原料的质量受地区的影响。

在上例中，是要检验两组资料是否存在相互关系，原假设是假设两个变量之间相互独立，因而两个水平的联合概率是两个单独概率的乘积，期望频数按式（9.4）的方法计算。许多教科书中把这种方法称为独立性检验。

最后剖析一下X2检验中自由度计算的原理。如前所述，自由度是可以自由取值的数据的个数，采用自由度＝（行数—1）（列数—1）＝（R—1）（C—1）公式计算。这样做的原因可以通过一个例子说明。

假如现在我们有一个3×4的列联表，如表9—8所示。

表9—8　自由度计算说明表
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注：√表示可以自由取值的数据。

*和O表示不能自由取值的数据。

由表9—8中知，RT1，RT2和RT3分别表示行的合计，CT1，CT2，CT3和CT4分别表示列的合计。

首先考察列联表中的第一行，在行合计RT1已经确定的情况下，这一行可以自由取值的数据只有3个（这里假定取前3个），用√表示，最后一个无法自由取值，用*表示；类似地，在第二行中，在行合计RT2已经确定的情况下，这一行可以自由取值的数据也只有3个，因此第4个不能自由取值的数据也用*表示。在第三行中，第一个数据（R3，C1）不能自由取值，因为在列合计CT1已经确定的情况下，第一列的前两个数据已经自由取值了，同理，第三行中的第二和第三个数据也不能自由取值，因此这一行的前三个数据均用*表示。第三行的第四个数据也是不能自由取值的，用O表示，因为不论从行或列来看，它前面的数据均是无法自由取值的*（意味该值已经确定），在行、列合计确定的情况下，这个值也就无法自由选取。

表9—8是一个3×4列联表，自由度的个数为6，即

自由度＝（R—1）（C—1）＝（3—1）×（4—1）＝6


9.3　列联表中的相关测量

前面讨论了利用X2分布对两个分类变量之间的相关性进行统计检验。如果变量相互独立，说明它们之间没有联系；反之，则认为它们之间存在联系。接下来的问题是，如果变量之间存在联系，它们之间的相关程度有多大？这一节主要讨论这个问题。

对两个变量之间相关程度的测定，主要用相关系数表示。正如前面所言，列联表中的变量通常是类别变量，它们所表现的是研究对象的不同品质类别。所以，可以把这种分类数据之间的相关称为品质相关。经常用到的品质相关系数有以下几种。

9.3.1　φ相关系数

φ相关系数（φ correlation coefficient）是描述2×2列联表数据相关程度最常用的一种相关系数。它的计算公式为：
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式中，X2是按式（9.1）计算出的X2值；n为列联表中的总频数，也即样本量。说φ系数适合2×2列联表，是因为对于2×2列联表中的数据，计算出的φ系数可以控制在0～1这个范围。表9—9是一个简化的2×2列联表。

表9—9　2×2列联表
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表9—9中，a，b，c，d均为条件频数。由上节分析可知，当变量X，Y相互独立，不存在相关关系时，频数间应有下面的关系：
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化简后有

ad＝bc

因此，差值ad—bc的大小可以反映变量之间相关程度的高低。差值越大，说明两个变量的相关程度越高。φ系数就是以ad—bc的差值为基础，实现对两个变量相关程度的测定。

由式（9.4）知，在2×2列联表中，每个单元中频数的期望值为：
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由式（9.1），有
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将此结果代入式（9.5），得到
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当ad＝bc时，表明变量X，Y之间相互独立，这时φ＝0。若b＝0，c＝0，由式（9.6）计算的φ＝1，这是X与Y完全相关的一种情况。同样，若a＝0，d＝0，由式（9.6）计算的φ＝—1，这也是X与Y完全相关的一种情况。由于在列联表中，变量的位置可以任意变换，因此φ的符号在这里没有什么实际意义，其绝对值｜φ｜＝1只是表明X与Y完全相关。由表9—9可知，当｜φ｜＝1时，必有某个方向对角线上的值全为零，如表9—10、表9—11所示。

表9—10　完全相关时的2×2列联表
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表9—11　完全相关时的另一种2×2列联表
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表中所表示的含义也是清楚的。例如，一个变量表示性别（男，女），另一个变量表示态度（赞成，反对）。｜φ｜＝1说明，或者男性全部赞成，女性全部反对；或者男性全部反对，女性全部赞成。现实中这种情况是罕见的，因此，实际上φ系数的取值范围是在0～1之间，且φ的绝对值越大，说明变量X与Y的相关程度越高。

但是，当列联表R×C中的行数R或列数C大于2时，φ系数将随着R或C的变大而增大，且φ值没有上限。这时用φ系数测定两个变量的相关程度就不够清晰，可以采用列联相关系数。

9.3.2　列联相关系数

列联相关系数又称列联系数（coefficient of contingency），简称c系数，主要用于大于2×2列联表的情况。c系数的计算公式为：
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当列联表中的两个变量相互独立时，系数c＝0，但它不可能大于1，这一点从式（9.7）中也可以反映出来。c系数的特点是，其可能的最大值依赖于列联表的行数和列数，且随着R和C的增大而增大。例如，当两个变量完全相关时，对于2×2表，c＝0.7071；对于3×3表，c＝0.8165；而对于4×4表，c＝0.87。因此，根据不同的行和列计算的列联系数不便于比较，除非两个列联表中行数和列数一致。这是列联系数的局限性。但由于其计算简便，且对总体的分布没有任何要求，所以列联系数仍不失为一种适应性较广的测度值。

9.3.3　V相关系数

鉴于φ系数无上限，c系数小于1的情况，克莱默（Gramer）提出了V相关系数。V系数的计算公式为：
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它的计算也是以X2值为基础。式中的min［（R—1），（C—1）］表示取（R—1），（C—1）中较小的一个。当两个变量相互独立时，V＝0；当两个变量完全相关时，V＝1。所以V的取值在0～1之间。如果列联表中有一维为2，即min［（R—1），（C—1）］＝1，则V值就等于φ值。

9.3.4　数值分析

以前面例9.2的数据，分别计算φ系数、c系数和V系数。

在例9.2中，我们对原料的等级和地区之间的关系进行了独立性检验，结果表明，原料的等级和地区之间存在相关关系。我们提出的下一个问题是，这种相关程度有多高，能否对此给出数量化描述？

由前已知，计算出X2＝19.82，列联表的总频数n＝500。这是3×3列联表，min［（R—1），（C—1）］＝3—1＝2。于是
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对于φ而言，当R＞2，C＞2时，φ值有可能突破1，相比之下，φ＝0.199不能认为很大。

对于c而言，其结果必然低于φ值，因为c值总是小于1。本例中是3×3列联表，c的最大可能值是0.8165。相比0.8165而言，本例中的c＝0.195并不大。

对于V而言，V＝0.141则更小。综合起来可以认为，虽然检验表明原料的等级和地区存在一定关系，但这种关系的密切程度却不太高。这意味着，除了地区之外，还有其他因素对原料的质量起着更重要的影响。

上面的例子还说明，对于同一个数据，系数φ，c，V的结果不同。同样，对于不同的列联表，行数和列数的差异也会影响系数值。因此，在对不同列联表变量之间的相关程度进行比较时，不同列联表中行与行、列与列的个数要相同，并且采用同一种系数，这样的系数值才具有可比性。


9.4　列联分析中应注意的问题

9.4.1　条件百分表的方向

一般来说，在列联表中变量的位置是任意的。也就是说，既可以把变量X放在列的位置，也可以放在行的位置。如果变量X与Y存在因果关系，令X为自变量（原因），Y为因变量（结果），那么一般的做法是把自变量X放在列的位置，条件百分表也多按自变量的方向计算，因为这样便于更好地表现原因对结果的影响。表9—12就是一个2×2列联表。

表9—12　职业与价值取向
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表中数据显示，总共调查了225人，其中制造业145人，服务业80人。在制造业被调查者中，以物质报酬为价值取向的有105人，占该群体的72％；以人情关系为价值取向的有40人，占该群体的28％。而服务业被调查者中，以物质报酬为价值取向的有45人，占该群体的56％；以人情关系为价值取向的有35人，占该群体的44％。数据表明，与制造业相比，服务业就业人员更注重人情关系。人们的职业背景不同，工作的价值观有可能不同。

但是，有时情况也有例外。如果因变量在样本内的分布不能代表其在总体内的分布，例如，为了满足分析的需要，抽样时扩大了因变量某项内容的样本量，这时仍以自变量的方向计算百分表就会歪曲实际情况。例如，社会学家欲研究家庭状况（自变量）对青少年犯罪（因变量）的影响。该地区有未犯罪记录的青少年10000名，犯罪记录的青少年150名。如果从未犯罪青少年中抽取1％，即100名进行研究，则用相同比例从犯罪青少年中抽取的样本量仅为1.5人。显然，这样少的数量无法满足对比研究的需要。因此，对犯罪青少年的抽样比要扩大，譬如扩大到1/2，即抽取75人。假定从两个样本调查所获得的数据如表9—13所示。

表9—13　家庭状况与青少年犯罪
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表9—13是调查结果的条件分布。由表9—13可以计算其条件百分表，如表9—14所示。

表9—14　家庭状况与青少年犯罪百分表（一）
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由表9—14得到的结果是，在完整家庭接受调查的130人中，犯罪青少年所占的比例是29％，这个比例高达近1/3，这是令人吃惊的。其实，这个比例是歪曲的，这是由于抽样时扩大了对犯罪青少年抽取的数量。如果把计算百分表的方向变换一下，改为按因变量方向计算，则得到表9—15。

表9—15　家庭状况与青少年犯罪百分表（二）
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从表9—15看出，在完整家庭中，未犯罪青少年的比例占92％，而在离异家庭中，这个比例仅为8％。完整家庭的青少年未犯罪率远远高于离异家庭的这个比例。家庭状况对青少年行为的影响得到了比较真实的反映。

9.4.2　X2分布的期望值准则

前面谈到的用X2分布进行独立性检验，要求样本量必须足够大，特别是每个单元中的期望频数（理论频数）不能过小，否则应用X2检验可能会得出错误结论。关于小单元次数通常有两项准则：一项准则是，如果只有两个单元，每个单元的期望频数必须是5或5以上，如表9—16所示的数据。

表9—16　说明表（一）
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此时有两个单元，或分为两个类别：患过肝炎和未患过肝炎。样本量足够大，每个单元的期望频数fe＞5，因此可以使用X2检验。

另一项准则是，倘若有两个以上的单元，如果20％的单元期望频数fe小于5，则不能应用X2检验。根据这个准则，表9—17中的数据可以计算X2，因为6个单元中只有1个单元的期望频数小于5。而表9—18中的数据不能应用X2统计量，因为7个单元中有3个单元的期望频数小于5。

表9—17　说明表（二）
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表9—18　说明表（三）
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可以用表9—18中的例子来说明第二项准则。仔细观察会发现，表9—18中的fo与fe非常接近，最大的差别只是3，应当说期望值与观察值拟合得很好，它们之间并无显著区别。然而用α＝0.05的X2进行检验，则会得到
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因为[image: ]，所以拒绝原假设H0，结论是期望值与观察值之间存在显著差异。看来这个结论并不符合逻辑。如果将这个例子中的某些类别合并，使得fe≥5，麻烦就会解除。例如，将表9—18中的类别E，F，G合并，合并后的fo＝5＋5＋4＝14，fe＝2＋4＋1＝7，此时虽然fo与fe之间的差别扩大到7，但通过计算会发现，合并以后有
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因为[image: ]，所以不能拒绝H0，期望值与观察值之间不存在显著差异。自然，这是一个更合乎逻辑的结论。

由此可知，如果期望频数fe过小，（fo—fe）2/fe将会不适当地增大，造成对X2的高估，从而导致不适当地拒绝H0的结论。处理的方法是将较小的fe合并，这样便可得到合理的结论。


思考与练习

一、思考题

9.1　简述列联表的构造与列联表的分布。

9.2　用一张报纸、一份杂志或你周围的例子构造一个列联表，说明这个调查中两个分类变量的关系，并提出进行检验的问题。

9.3　说明计算X2统计量的步骤。

9.4　简述φ系数、c系数、V系数的各自特点。

9.5　构造下列维数的列联表，并给出X2检验的自由度。

a．2行5列

b．4行6列

c．3行4列



二、练习题

9.1　欲研究不同收入群体对某种特定商品是否有相同的购买习惯，市场研究人员调查了四个不同收入组的消费者共527人，购买习惯分为：经常购买，不购买，有时购买。调查结果如下表所示。
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要求：

（1）提出假设。

（2）计算X2值。

（3）以α＝0.1的显著性水平进行检验。

9.2　从总体中随机抽取了n＝200的样本，调查后按不同属性归类，得到如下结果：

n1＝28，n2＝56，n3＝48，n4＝36，n5＝32

依据经验数据，各类别在总体中的比例分别为：

π1＝0.1，π2＝0.2，π3＝0.3，π4＝0.2，π5＝0.2

以α＝0.1的显著性水平进行检验，说明现在的情况与经验数据相比是否发生了变化（用P值）。

9.3　某报社关心其读者的阅读习惯是否与其文化程度有关，随机调查了254位读者，得到如下数据：
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以0.05的显著性水平检验读者的阅读习惯是否与文化程度有关。

9.4　教学改革后学生有了更多的选课自由，但学院领导在安排课程上也面临新的问题。例如，MBA研究生班的学生选课学年之间的变化常常很大，去年的学生很多人选会计课，而今年的学生很多人选市场营销课。由于事先无法确定究竟有多少学生选各门课程，所以无法有效地进行教学资源的准备。有人提出学生所选课程与其本科所学专业有关。为此，学院领导对学生本科所学专业和MBA三门课程的选修课程情况做了统计，得到如下结果：
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要求：

（1）以0.05的显著性水平检验学生本科所学专业是否影响其读MBA期间所选课程。

（2）计算P值。

9.5　计算练习题9.1中的φ系数、c系数和V系数。



第10章　方差分析

统计应用

新药的临床试验

新药在广泛用于临床之前，需要先在动物身上进行试验，证明它安全有效，然后在健康的志愿者中进行一个剂量或一个疗程的耐受试验，证明人体能够耐受并给出临床上将来能够使用的安全剂量，最后在患者身上进行临床试验。

我国的《新药审批办法》规定，新药的临床试验分为Ⅰ，Ⅱ，Ⅲ，Ⅳ期。Ⅰ期临床试验：初步的临床药理学及人体安全性评价试验。观察人体对于新药的耐受程度和药物代谢，为制定给药方案提供依据。Ⅱ期临床试验：随机盲法对照临床试验。对新药有效性及安全性作出初步评价，推荐临床给药剂量。Ⅲ期临床试验：扩大的多中心临床试验。应遵循随机对照原则，进一步评价药物的有效性、安全性。Ⅳ期临床试验：新药上市后监测，在广泛使用条件下考察药物的疗效和不良反应（注意罕见不良反应）。

试验设计是取得数据的有效方法，而试验设计数据的分析方法则主要是本章将要介绍的方差分析。

方差分析是在20世纪20年代发展起来的一种统计方法，它是由英国统计学家费希尔在进行试验设计时为解释试验数据而首先引入的。目前。方差分析方法广泛应用于分析心理学、生物学、工程和医药的试验数据。从形式上看，方差分析是比较多个总体的均值是否相等，但本质上它所研究的是变量之间的关系，这与第11章和第12章中将要介绍的回归分析方法有许多相同之处，但又有本质区别。在研究一个（或多个）分类型自变量与一个数值型因变量之间的关系时，方差分析就是其中的主要方法之一。本章将要介绍的内容包括单因素方差分析、双因素方差分析以及试验设计的基本知识。


10.1　方差分析引论

与第8章介绍的假设检验方法相比，方差分析不仅可以提高检验的效率，同时由于它是将所有的样本信息结合在一起，也增加了分析的可靠性。例如，设4个总体的均值分别为μ1，μ2，μ3，μ4，如果用一般假设检验方法，如t检验，一次只能研究两个样本，要检验4个总体的均值是否相等，需要作6次检验：检验1：H0：μ1＝μ2；检验2：H0：μ1＝μ3；检验3：H0：μ1＝μ4；检验4：H0：μ2＝μ3；检验5：H0：μ2＝μ4；检验6：H0：μ3＝μ4。

很显然，作这样的两两比较十分烦琐，而且，每次检验两个的做法共需进行6次。如果α＝0.05，每次检验犯第Ⅰ类错误的概率都是0.05，作多次检验会使犯第Ⅰ类错误的概率相应增加，检验完成时，犯第Ⅰ类错误的概率会大于0.05，即连续作6次检验犯第Ⅰ类错误的概率为1—（1—α）6＝0.265，而置信水平则会降低到0.735（即0.956）。

一般来说，随着增加个体显著性检验的次数，偶然因素导致差别的可能性也会增加（并非均值真的存在差别）。而方差分析方法则是同时考虑所有的样本，因此排除了错误累积的概率，从而避免拒绝一个真实的原假设。

10.1.1　方差分析及其有关术语

表面上看，方差分析是检验多个总体均值是否相等的统计方法，但本质上它所研究的是分类型自变量对数值型因变量的影响，例如，变量之间有没有关系，关系的强度如何等。方差分析（analysis of variance，ANOVA）就是通过检验各总体的均值是否相等来判断分类型自变量对数值型因变量是否有显著影响。

为更好地理解方差分析的含义，先通过一个例子来说明方差分析的有关概念以及方差分析所要解决的问题。

【例10.1】　消费者与产品生产者、销售者或服务的提供者之间经常发生纠纷。当发生纠纷后，消费者常常会向消费者协会投诉。为了对几个行业的服务质量进行评价，消费者协会在零售业、旅游业、航空公司、家电制造业分别抽取了不同的企业作为样本。其中零售业抽取7家，旅游业抽取6家，航空公司抽取5家，家电制造业抽取5家。每个行业中所抽取的这些企业，假定它们在服务对象、服务内容、企业规模等方面基本上是相同的。然后统计出最近一年中消费者对总共23家企业投诉的次数，结果如表10—1所示。

表10—1　消费者对四个行业的投诉次数
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一般而言，受到投诉的次数越多，说明服务的质量也就越差。消费者协会想知道这几个行业之间的服务质量是否有显著差异。

要分析四个行业之间的服务质量是否有显著差异，实际上也就是要判断“行业”对“投诉次数”是否有显著影响，作出这种判断最终被归结为检验这四个行业被投诉次数的均值是否相等。如果它们的均值相等，就意味着行业对投诉次数是没有影响的，也就是它们之间的服务质量没有显著差异；如果均值不全相等，则意味着行业对投诉次数是有影响的，它们之间的服务质量应该有显著差异。

在方差分析中，所要检验的对象称为因素或因子（factor）。因素的不同表现称为水平或处理（treatment）。每个因子水平下得到的样本数据称为观测值。例如，在例10.1中，要分析行业对投诉次数是否有显著影响。这里的行业是要检验的对象，它被称为因素或因子；零售业、旅游业、航空公司、家电制造业是行业这一因素的具体表现，称之为水平或处理；在每个行业下得到的样本数据（被投诉次数）称为观测值。由于这里只涉及行业一个因素，因此称为单因素4水平的试验。因素的每一个水平可以看做一个总体，如零售业、旅游业、航空公司、家电制造业可以看做4个总体，上面的数据可以看做从这4个总体中抽取的样本数据。再例如，要在不同的温度下进行一项试验，温度就是一个因素，在20℃，25℃，30℃，35℃4个温度值下做试验，每个温度值就是一个水平，共有4个水平，在每个温度下试验得到的数据就是观测值。

在只有一个因素的方差分析（称为单因素方差分析）中，涉及两个变量：一个是分类型自变量，一个是数值型因变量。例如，在上面的例子中，要研究行业对投诉次数是否有影响，这里的行业就是自变量，它是一个分类型变量，零售业、旅游业、航空公司、家电制造业就是行业这个自变量的具体取值，称为行业这个因素的水平或处理。投诉次数是因变量，它是一个数值型变量，不同的投诉次数就是因变量的取值。方差分析要研究的就是行业对投诉次数是否有显著影响。

10.1.2　方差分析的基本思想和原理

为了分析分类型自变量对数值型因变量的影响，需要从数据误差来源的分析入手。

1．图形描述

怎样判断行业对投诉次数是否有显著影响呢？或者说，行业与投诉次数之间是否有显著的关系呢？我们画出它们的散点图，例如，图10—1是4个行业被投诉次数的散点图，图中的那条折线是由被投诉次数的均值连接而成的。
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图10—1　不同行业被投诉次数的散点图

从散点图可以看出，不同行业被投诉的次数是有明显差异的，而且，即使是在同一个行业，不同企业被投诉的次数也明显不同。从图中可以看出，家电制造业被投诉的次数较高，而航空公司被投诉的次数较低。这表明行业与被投诉次数之间有一定的关系。如果行业与被投诉次数之间没有关系，那么它们被投诉次数的均值应该差不多相同，在散点图上所呈现的模式也就应该很接近。

2．误差分解

仅仅从散点图上观察还不能提供充分的证据证明不同行业被投诉次数之间有显著差异，也许这种差异是由抽样的随机性造成的。因此，需要有更准确的方法来检验这种差异是否显著，也就是进行方差分析。之所以叫方差分析，是因为虽然感兴趣的是均值，但在判断均值之间是否有差异时需要借助于方差。这个名字也表示：它是通过对数据误差来源的分析来判断不同总体的均值是否相等，进而分析自变量对因变量是否有显著影响。因此，进行方差分析时，需要考察数据误差的来源。下面结合表10—1中的数据说明数据之间的误差来源及其分解过程。

首先，注意到在同一行业（同一个总体）下，样本的各观测值是不同的。例如，在零售业中，所抽取的7家企业之间被投诉的次数是不同的。由于企业是随机抽取的，因此它们之间的差异可以看成是随机因素的影响造成的，或者说是由抽样的随机性所造成的随机误差。这种来自水平内部的数据误差也称为组内误差。例如，零售业中所抽取的7家企业被投诉次数之间的误差就是组内误差，它反映了一个样本内部数据的离散程度。显然，组内误差只含有随机误差。

其次，不同行业（不同总体）之间的观测值也是不同的。来自不同水平之间的数据误差称为组间误差。这种差异可能是由抽样本身形成的随机误差，也可能是由行业本身的系统性因素造成的系统误差。因此，组间误差是随机误差和系统误差的总和。例如，四个行业被投诉次数之间的误差就是组间误差，它反映了不同样本之间数据的离散程度。

在方差分析中，数据的误差是用平方和来表示的。

反映全部数据误差大小的平方和称为总平方和，记为SST。例如，所抽取的全部23家企业被投诉次数之间的误差平方和就是总平方和，它反映了全部观测值的离散状况。

反映组内误差大小的平方和称为组内平方和，也称为误差平方和或残差平方和，记为SSE。例如，每个样本内部的数据平方和加在一起就是组内平方和，它反映了每个样本内各观测值的总离散状况。

反映组间误差大小的平方和称为组间平方和，也称为因素平方和，记为SSA。例如，四个行业被投诉次数之间的误差平方和就是组间平方和，它反映了样本均值之间的差异程度。

图10—2给出了数据误差的分解过程。有关各误差的计算方法将在10.2节介绍。
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图10—2　误差分解图

3．误差分析

如果不同行业对投诉次数没有影响，那么在组间误差中只包含随机误差，而没有系统误差。这时，组间误差与组内误差经过平均后的数值（称为均方或方差）就应该很接近，它们的比值就会接近1；反之，如果不同行业对投诉次数有影响，在组间误差中除了包含随机误差，还会包含系统误差，这时组间误差平均后的数值就会大于组内误差平均后的数值，它们之间的比值就会大于1。当这个比值大到某种程度时，就认为因素的不同水平之间存在着显著差异，也就是自变量对因变量有显著影响。因此，判断行业对投诉次数是否有显著影响这一问题，实际上也就是检验被投诉次数的差异主要是由什么原因所引起的。如果这种差异主要是系统误差，就认为不同行业对投诉次数有显著影响。在方差分析的假定前提下（见下面的介绍），要检验行业（分类型自变量）对投诉次数（数值型因变量）是否有显著影响，在形式上也就转化为检验四个行业被投诉次数的均值是否相等的问题。

10.1.3　方差分析中的基本假定

方差分析中有三个基本假定：

（1）每个总体都应服从正态分布。也就是说，对于因素的每一个水平，其观测值是来自正态分布总体的简单随机样本。例如，在例10.1中，要求每个行业被投诉的次数必须服从正态分布。

（2）各个总体的方差σ2必须相同。也就是说，对于各组观察数据，是从具有相同方差的正态总体中抽取的。例如，在例10.1中，要求每个行业被投诉次数的方差都相同。

（3）观测值是独立的。例如，在例10.1中，要求每个被抽中的企业被投诉的次数都与其他企业被投诉的次数独立。

在上述假定成立的前提下，要分析自变量对因变量是否有影响，形式上也就转化为检验自变量的各个水平（总体）的均值是否相等。例如，判断行业对投诉次数是否有显著影响，实际上也就是检验具有相同方差的4个正态总体的均值（被投诉次数的均值）是否相等。

尽管不知道4个总体的均值，但可以用样本数据来检验它们是否相等。如果4个总体的均值相等，可以期望4个样本的均值也会很接近。事实上，4个样本的均值越接近，推断4个总体均值相等的证据也就越充分；反之，样本均值越不同，推断总体均值不同的证据就越充分。换句话说，样本均值变动越小，越支持H0；样本均值变动越大，越支持H1。如果原假设H0：μ1＝μ2＝μ3＝μ4（4个行业被投诉次数的均值相同）为真，则意味着每个样本都来自均值为μ、方差为σ2的同一个正态总体。由样本均值的抽样分布可知，来自正态总体的一个简单随机样本的样本均值x服从均值为μ、方差为σ2/n的正态分布，如图10—3所示。
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图10—3　H0为真时x的抽样分布

如果μ1，μ2，μ3，μ4完全不同，则意味着4个样本分别来自均值不同的4个正态总体，因此有4个不同的抽样分布，如图10—4所示。在这种情况下，各样本均值也不像H0为真时那样接近了。
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图10—4　4个行业被投诉次数的均值全不相同时x的抽样分布

10.1.4　问题的一般提法

设因素有k个水平，每个水平的均值分别用μ1，μ2，…，μk表示，要检验k个水平（总体）的均值是否相等，需要提出如下假设：
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例如，在例10.1中，设零售业被投诉次数的均值为μ1，旅游业被投诉次数的均值为μ2，航空公司被投诉次数的均值为μ3，家电制造业被投诉次数的均值为μ4。为检验行业对投诉次数是否有影响，需要提出如下假设：
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10.2　单因素方差分析

根据所分析的分类型自变量的多少，方差分析可分为单因素方差分析和双因素方差分析。当方差分析中只涉及一个分类型自变量时称为单因素方差分析（one-way analysis of variance）。

单因素方差分析研究的是一个分类型自变量对一个数值型因变量的影响。例如，要检验不同行业被投诉次数的均值是否相等，这里只涉及行业一个因素，因而属于单因素方差分析。

10.2.1　数据结构

进行单因素方差分析时，需要得到下面的数据结构，如表10—2所示。

表10—2　单因素方差分析的数据结构
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为叙述方便，在单因素方差分析中，用A表示因素，因素的k个水平（总体）分别用A1，A2，…，Ak表示，每个观测值用xij（i＝1，2，…，k；j＝1，2，…，n）表示，即xij表示第i个水平（总体）的第j个观测值。例如，x21表示第二个水平的第一个观测值。其中，从不同水平中所抽取的样本量可以相等，也可以不相等。

10.2.2　分析步骤

为检验自变量对因变量是否有显著影响，首先需要提出“两个变量在总体中没有关系”的原假设，然后构造一个用于检验的统计量来检验这一假设是否成立。具体来说，方差分析包括提出假设、构造检验的统计量、统计决策等步骤。

1．提出假设

在方差分析中，原假设所描述的是在按照自变量的取值分成的类中，因变量的均值相等。因此，检验因素的k个水平（总体）的均值是否相等，需要提出如下形式的假设：
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式中，μi为第i个总体的均值。

如果拒绝原假设H0，则意味着自变量对因变量有显著影响，也就是自变量与因变量之间有显著关系(1)；如果不拒绝原假设H0，则没有证据表明自变量对因变量有显著影响，也就是说，不能认为自变量与因变量之间有显著关系。

2．构造检验的统计量

为检验H0是否成立，需要确定检验的统计量。如何构造这一统计量呢？在此结合表10—2的数据结构说明其计算过程。

（1）计算各样本的均值。

假定从第i个总体中抽取一个容量为ni的简单随机样本，令xi为第i个总体的样本均值，则有
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式中，ni为第i个总体的样本量；xij为第i个总体的第j个观测值。例如，根据表10—1中的数据，计算零售业的样本均值为：
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同样可以得到旅游业、航空公司、家电制造业的均值。结果见表10—3。

表10—3　消费者对四个行业的投诉次数及其均值
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（2）计算全部观测值的总均值。

它是全部观测值的总和除以观测值的总个数，令总均值为[image: ]，则有
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式中，n＝n1＋n2＋…＋nk。根据表10—1的数据，计算的总均值见表10—3。

（3）计算各误差平方和。

为构造检验的统计量，在方差分析中，需要计算三个误差平方和，它们是总平方和、组间平方和（因素平方和）、组内平方和（误差平方和或残差平方和）。

1）总平方和（sum of squares for total），记为SST。它是全部观测值xij与总均值[image: ]的误差平方和，其计算公式为：
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例如，在表10—3中已经计算出[image: ]。计算出的总平方和为：
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它反映了全部23个观测值与这23个观测值平均数之间的差异。

2）组间平方和（sum of squares for factor A），记为SSA，它是各组均值[image: ][image: ]与总均值[image: ]的误差平方和，反映各样本均值之间的差异程度，因此又称为因素平方和。其计算公式为：
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例如，根据表10—3的有关结果，计算组间平方和为：
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3）组内平方和（sum of squares for error），记为SSE。它是每个水平或组的各样本数据与其组均值的误差平方和，反映了每个样本各观测值的离散状况，因此称为组内平方和。该平方和反映了随机误差的大小，其计算公式为：
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在例10.1中，先求出每个行业被投诉的次数与其均值的误差平方和，然后将四个行业的误差平方和加总，即为SSE。例如，根据表10—3的有关结果，计算误差平方和分别为：

零售业：
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旅游业：
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航空公司：
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家电制造业：
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然后将其加总可以得到：

SSE＝700＋924＋434＋650＝2708

上述三个平方和之间的关系为：
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即

总平方和（SST）＝组间平方和（SSA）＋组内平方和（SSE）

从上面的计算结果也可以验证这一点：

4164.608696＝1456.608696＋2708

从上述三个误差平方和可以看出，SSA是对随机误差和系统误差大小的度量，它反映了自变量（行业）对因变量（投诉次数）的影响，也称为自变量效应或因子效应；SSE是对随机误差大小的度量，它反映了除自变量对因变量的影响之外，其他因素对因变量的总影响，因此SSE也被称为残差变量，它所引起的误差也称为残差效应；SST是对全部数据总误差程度的度量，它反映了自变量和残差变量的共同影响，因此它等于自变量效应加残差效应。

（4）计算统计量。

由于各误差平方和的大小与观测值的多少有关，为了消除观测值多少对误差平方和大小的影响，需要将其平均，也就是用各平方和除以它们所对应的自由度，这一结果称为均方（mean square），也称为方差。三个平方和所对应的自由度分别为：

SST的自由度为n—1，其中n为全部观测值的个数。

SSA的自由度为k—1，其中k为因素水平（总体）的个数。

SSE的自由度为n—k。

由于要比较的是组间均方和组内均方之间的差异，所以通常只计算SSA的均方和SSE的均方。SSA的均方也称为组间均方或组间方差，记为MSA，其计算公式为：

[image: ]

例如，根据例10.1计算的MSA为：
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SSE的均方也称为组内均方或组内方差，记为MSE，其计算公式为：
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例如，根据例10.1计算的MSE为：
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将上述MSA和MSE进行对比，即得到所需要的检验统计量F。当H0为真时，二者的比值服从分子自由度为k—1、分母自由度为n—k的F分布，即
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例如，根据例10.1计算，得
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3．统计决策

如果原假设H0：μ1＝μ2＝…＝μi＝…＝μk成立，则表明没有系统误差，组间方差MSA与组内方差MSE的比值差异就不会太大；如果组间方差显著大于组内方差，说明各水平（总体）之间的差异显然不仅仅有随机误差，还有系统误差。用例10.1来说，如果行业对投诉次数没有影响，那么四个行业被投诉次数的均值之间的差异与每个行业被投诉次数的内部差异相比，二者就不会相差很大；反之，则意味着行业对投诉次数有影响。可见，判断因素的水平是否对其观测值有显著影响，实际上也就是比较组间方差与组内方差之间差异的大小。那么，它们之间的差异大到何种程度，才表明有系统误差存在呢？这就需要用检验的统计量进行判断。将统计量的值F与给定的显著性水平α的临界值Fα。进行比较，从而作出对原假设H0的决策。

根据给定的显著性水平α，在F分布表中查找与分子自由度df1＝k—1、分母自由度df2＝n—k相应的临界值Fα（k—1，n—k）。

若F＞Fα，则拒绝原假设H0：μ1＝μ2＝…＝μk，表明μi（i＝1，2，…，k）之间的差异是显著的；也就是说，所检验的因素（行业）对观测值（投诉次数）有显著影响。

若F＜Fα，则不拒绝原假设H0，没有证据表明μi（i＝1，2，…，k）之间有显著差异；也就是说，这时还不能认为所检验的因素（行业）对观测值（投诉次数）有显著影响。(2)

例如，根据上面的计算结果，计算出的F＝3.406643。若取显著性水平α＝0.05，根据分子自由度df1＝k—1＝4—1＝3和分母自由度df2＝n—k＝23—4＝19，查F分布表得到临界值F0.05（3，19）＝3.13。由于F＞Fα，拒绝原假设H0：μ1＝μ2＝μ3＝μ4，表明μ1，μ2，μ3，μ4之间有显著的差异，即行业对投诉次数有显著影响。

4．方差分析表

上面详细介绍了方差分析的计算步骤和过程。为使计算过程更加清晰，通常将上述过程的内容列在一张表内，这就是方差分析表（analysis of variance table）。其一般形式如表10—4所示。

表10—4　方差分析表的一般形式
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将例10.1的计算结果列成方差分析表，如表10—5所示。

表10—5　四个行业被投诉次数的方差分析表
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5．用Excel进行方差分析

从上面介绍的分析过程可以看到，进行方差分析需要大量的计算工作，用手工计算是十分烦琐的。幸运的是这些计算工作可以由计算机来完成，目前的统计软件中都有现成的方差分析程序。只要理解了方差分析的基本原理，就可以对计算机输出的结果进行合理的解释和分析。在这里，利用熟悉的Excel软件，结合表10—1的数据，给出用Excel进行方差分析的步骤和结果。

用Excel进行方差分析的操作步骤

第1步：选择【工具】下拉菜单，并选择【数据分析】选项。

第2步：在分析工具中选择【单因素方差分析】，然后单击【确定】。

第3步：当对话框出现时：
在【输入区域】方框内输入数据单元格区域A3:D9。
在【α】方框内输入0.05（可根据需要确定）。
在【输出选项】中选择输出区域（这里选新工作表组）。

结果如图10—5所示。单击【确定】后，得到的输出结果如表10—6所示。
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图10—5　用Excel进行方差分析的步骤

表10—6　Excel输出的方差分析结果
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表中的“SUMMARY”部分是有关各样本的一些描述统计量，它可以作为方差分析的参考信息。“方差分析”部分即为方差分析表，其中，SS表示平方和；df为自由度；MS表示均方；F为检验的统计量；P-value为用于检验的P值；F crit为给定的α水平下的临界值。

从方差分析表可以看到，由于F＝3.406643＞F0.05（3，19）＝3.127354，所以拒绝原假设H0，表明μ1，μ2，μ3，μ4之间的差异是显著的，即行业对投诉次数的影响是显著的。

在进行决策时，可以直接利用方差分析表中的P值与显著性水平α的值进行比较。若P＜α，则拒绝H0；若P＞α，则不拒绝H0。在本例中，P＝0.038765＜α＝0.05，所以拒绝H0。

10.2.3　关系强度的测量

例10.1的方差分析结果显示，不同行业被投诉次数的均值之间有显著差异，这意味着行业（自变量）与投诉次数（因变量）之间的关系是显著的。从图10—1的散点图中也可以看出，不同行业的投诉次数之间是有明显差异的。

表10—6中给出了组间平方和（组间SS），它度量了自变量（行业）对因变量（投诉次数）的影响效应。实际上，只要组间平方和（组间SS）不等于零，就表明两个变量之间有关系（只是是否显著的问题）。当组间平方和比组内平方和（组内SS）大，而且大到一定程度时，就意味着两个变量之间的关系显著，大得越多，表明它们之间的关系就越强；反之，当组间平方和比组内平方和小时，就意味着两个变量之间的关系不显著，小得越多，表明它们之间的关系就越弱。

那么，怎样度量它们之间的关系强度呢？可以用组间平方和（SSA）占总平方和（SST）的比例大小来反映，这一比例记为R2，即
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其平方根R就可以用来测量两个变量之间的关系强度。(3)

例如，根据表10—6中的结果计算得
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这表明，行业（自变量）对投诉次数（因变量）的影响效应占总效应的34.9759％，而残差效应则占65.0241％。也就是说，行业对投诉次数差异解释的比例达到近35％，而其他因素（残差变量）所解释的比例为65％以上。尽管R2并不高，但行业对投诉次数的影响已经达到了统计上显著的程度。

R2的平方根（类似于第11章中介绍的相关系数r）可以用来测量自变量与因变量之间的关系强度。例如，根据上面的结果可以计算出R＝0.591404，这表明行业与投诉次数之间有中等以上的关系。

10.2.4　方差分析中的多重比较

通过对例10.1的分析得出的结论是：不同行业被投诉次数的均值不完全相同。但究竟哪些均值之间不相等呢？这种差异到底出现在哪些行业之间呢？也就是说，μ1与μ2、μ1与μ3、μ1与μ4、μ2与μ3、μ2与μ4、μ3与μ4之间究竟是哪两个均值不同呢？这就需要做进一步的分析，所使用的方法就是多重比较方法（multiple comparison procedures），它是通过对总体均值之间的配对比较来进一步检验到底哪些均值之间存在差异。

多重比较方法有许多种，这里介绍由费希尔提出的最小显著差异方法（least significant difference），缩写为LSD。使用该方法进行检验的具体步骤为：

第1步：提出假设：H0：μi＝μj，H1：μi≠μj。

第2步：计算检验统计量：[image: ]。

第3步：计算LSD，其公式为：
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式中，tα/2为t分布的临界值，通过查t分布表得到，其自由度为（n—k），这里的k是因素中水平的个数；MSE为组内方差；ni和nj分别是第i个样本和第j个样本的样本量。

第4步：根据显著性水平α作出决策。如果[image: ]，则拒绝H0；如果[image: ]，则不拒绝H0。

【例10.2】　根据表10—6中的输出结果，对四个行业的均值做多重比较（α＝0.05）。

解：第1步：提出如下假设。

检验1：H0：μ1＝μ2，H1：μ1≠μ2。

检验2：H0：μ1＝μ3，H1：μ1≠μ3。

检验3：H0：μ1＝μ4，H1：μ1≠μ4。

检验4：H0：μ2＝μ3，H1：μ2≠μ3。

检验5：H0：μ2＝μ4，H1：μ2≠μ4。

检验6：H0：μ3＝μ4，H1：μ3≠μ4。

第2步：计算检验统计量。

[image: ]

第3步：计算LSD。根据表10—6的结果，MSE＝142.526316。由于四个行业的样本量不同，需要分别计算LSD。根据自由度＝n—k＝23—4＝19，查t分布表得tα/2＝t0.025＝2.093。各检验的LSD如下：
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第4步：作出决策。

[image: ]，不拒绝H0，不能认为零售业与旅游业的投诉次数之间有显著差异；

[image: ]，不拒绝H0，不能认为零售业与航空公司的投诉次数之间有显著差异；

[image: ]，不拒绝H0，不能认为零售业与家电制造业的投诉次数之间有显著差异；

[image: ]，不拒绝H0，不能认为旅游业与航空公司的投诉次数之间有显著差异；

[image: ]，不拒绝H0，不能认为旅游业与家电制造业的投诉次数之间有显著差异；

[image: ]，拒绝H0，航空公司与家电制造业的投诉次数之间有显著差异。


10.3　双因素方差分析

10.3.1　双因素方差分析及其类型

单因素方差分析只是考虑一个分类型自变量对数值型因变量的影响。在对实际问题的研究中，有时需要考虑几个因素对试验结果的影响。例如，分析影响彩电销售量的因素时，需要考虑品牌、销售地区、价格、质量等多个因素的影响。当方差分析中涉及两个分类型自变量时，称为双因素方差分析（two-way analysis of variance）。先看下面的例子。

【例10.3】　有4个品牌的彩电在5个地区销售，为分析彩电的品牌（“品牌”因素）和销售地区（“地区”因素）对销售量的影响，对每个品牌在各地区的销售量取得以下数据（单位：台），如表10—7所示。试分析品牌和地区对彩电的销售量是否有显著影响？（α＝0.05）

表10—7　4个品牌的彩电在5个地区的销售量数据
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在上面的例子中，品牌和地区是两个分类型自变量，销售量是一个数值型因变量。同时分析品牌和地区对销售量的影响，分析究竟是一个因素在起作用，还是两个因素都起作用，还是两个因素都不起作用，这就是一个双因素方差分析问题。

在双因素方差分析中，由于有两个影响因素，例如，彩电的品牌因素和地区因素，如果品牌和地区对销售量的影响是相互独立的，分别判断品牌和地区对销售量的影响，这时的双因素方差分析称为无交互作用（interaction）的双因素方差分析，或称为无重复双因素（two-factor without replication）分析；如果除了品牌和地区对销售量的单独影响，两个因素的搭配还会对销售量产生一种新的影响效应，例如，某个地区对某种品牌的彩电有特殊偏好，这就是两个因素结合后产生的新效应，这时的双因素方差分析称为有交互作用的双因素方差分析，或称为可重复双因素（two-factor with replication）分析。

10.3.2　无交互作用的双因素方差分析

1．数据结构

在无交互作用的双因素方差分析中，由于有两个因素，在获取数据时，需要将一个因素安排在“行”（row）的位置，称为行因素；另一个因素安排在“列”（column）的位置，称为列因素。设行因素有k个水平：行1，行2，…，行k；列因素有r个水平：列1，列2，…，列r。行因素和列因素的每一个水平都可以搭配成一组，观察它们对试验数据的影响，共抽取kr个观察数据，其数据结构如表10—8所示。

表10—8　双因素方差分析的数据结构
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表10—8中，行因素共有k个水平，列因素共有r个水平。每一个观察值xij（i＝1，2，…，k；j＝1，2，…，r）看做由行因素的k个水平和列因素的r个水平所组合成的k×r个总体中抽取的样本量为1的独立随机样本。这k×r个总体中的每一个总体都服从正态分布，且有相同的方差。

表10—8中，[image: ]是行因素的第i个水平下各观察值的平均值，其计算公式为：
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[image: ]是列因素的第j个水平下各观察值的平均值，其计算公式为：
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[image: ]是全部kr个样本数据的总平均值，其计算公式为：
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2．分析步骤

与单因素方差分析类似，双因素方差分析也包括提出假设、构造检验的统计量、统计决策等步骤。

（1）提出假设。

为了检验两个因素的影响，需要对两个因素分别提出如下假设。

对行因素提出的假设为：
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式中，μi为行因素的第i个水平的均值。

对列因素提出的假设为：
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式中，μj为列因素的第j个水平的均值。

（2）构造检验的统计量。

为检验H0是否成立，需要分别确定检验行因素和列因素的统计量。与单因素方差分析构造统计量的方法一样，也需要从总平方和的分解入手。总平方和是全部样本观察值xij（i＝1，2，…，k；j＝1，2，…，r）与总的样本平均值[image: ]的误差平方和，记为SST，即
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其中，分解后的等式右边的第一项是行因素所产生的误差平方和，记为SSR，即
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第二项是列因素所产生的误差平方和，记为SSC，即
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第三项是除行因素和列因素之外的剩余因素影响产生的误差平方和，称为随机误差平方和，记为SSE，即
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上述各平方和的关系为：
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在上述误差平方和的基础上，计算均方，也就是将各平方和除以相应的自由度，即为均方。与各误差平方和相对应的自由度分别是：

总平方和SST的自由度为kr—1；

行因素的误差平方和SSR的自由度为k—1；

列因素的误差平方和SSC的自由度为r—1；

随机误差平方和SSE的自由度为（k—1）（r—1）。

为构造检验统计量，需要计算下列各均方：

行因素的均方，记为MSR，即
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列因素的均方，记为MSC，即
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随机误差项的均方，记为MSE，即
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为检验行因素对因变量的影响是否显著，采用下面的统计量：
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为检验列因素的影响是否显著，采用下面的统计量：
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（3）统计决策。

计算出检验统计量后，根据给定的显著性水平α和两个自由度，查F分布表得到相应的临界值Fα，然后将FR和FC与Fα进行比较。

若FR＞Fα，则拒绝原假设H0：μ1＝μ2＝…＝μi＝…＝μk，表明μi（i＝1，2，…，k）之间的差异是显著的；也就是说，所检验的行因素对观测值有显著影响。

若FC＞Fα，则拒绝原假设H0：μ1＝μ2＝…＝μj＝…＝μr，表明μj（j＝1，2，…，r）之间的差异是显著的；也就是说，所检验的列因素对观测值有显著影响。

为使计算过程更加清晰，通常将上述过程的内容列成方差分析表，其一般形式如表10—9所示。

表10—9　双因素方差分析表
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【例10.4】　根据例10.3中的数据，分析品牌和地区对销售量是否有显著影响（α＝0.05）。

解：首先对两个因素分别提出如下假设。

行因素（品牌）：

[image: ]

列因素（地区）：

[image: ]

由于双因素方差分析的计算复杂，可直接利用Excel给出其计算结果，步骤与上面介绍的类似，只需要将第2步中的【单因素方差分析】改为【无重复双因素分析】即可。表10—10就是Excel输出的分析结果。

表10—10　Excel输出的方差分析结果
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表10—10中的“行”指行因素，即品牌因素；“列”指列因素，即地区因素。根据方差分析表的计算结果得出以下结论：

由于FR＝18.107773＞Fα＝3.4903，所以拒绝原假设H0，表明μ1，μ2，μ3，μ4之间的差异是显著的，这说明品牌对销售量有显著影响。

由于FC＝2.100846＜Fα＝3.2592，所以不拒绝原假设H0，表明μ1，μ2，μ3，μ4，μ5之间的差异不显著，不能认为地区对销售量有显著影响。

直接用P-value进行分析，结论也是一样。用于检验行因素的P-value＝9.45615E-05＜α＝0.05，所以拒绝原假设H0；用于检验列因素的P-value＝0.143665＞α＝0.05，所以不拒绝原假设H0。

3．关系强度的测量

例10.4的方差分析结果显示，不同品牌的销售量均值之间有显著差异，这意味着品牌（行自变量）与销售量（因变量）之间的关系是显著的。而不同地区的销售量的均值之间没有显著差异，表明地区（列自变量）与销售量（因变量）之间的关系是不显著的。那么，两个变量合起来与销售量之间的关系强度究竟如何呢？

表10—10中给出了行自变量（品牌）的平方和（行SS）、列自变量（地区）的平方和（列SS）、误差平方和（误差SS）。其中，行平方和度量了品牌这个自变量对因变量（销售量）的影响效应；列平方和度量了地区这个自变量对因变量（销售量）的影响效应。这两个平方和加在一起则度量了两个自变量对因变量的联合效应，联合效应与总平方和的比值定义为R2，其平方根R则反映了这两个自变量合起来与因变量之间的关系强度。(4)即
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例如，根据表10—10的输出结果计算，得
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这表明，品牌因素和地区因素合起来总共解释了销售量差异的83.94％，其他因素（残差变量）只解释了销售量差异的16.06％。而R＝0.9162，表明品牌和地区两个因素合起来与销售量之间有较强的关系。

当然，也可以分别考察品牌和地区与销售量之间的关系，这就需要分别作每个自变量与销售量的单因素方差分析，并分别计算每个R2进行分析。下面分别给出品牌和地区因素与销售量的单因素方差分析结果，见表10—11和表10—12，请读者自己进行分析。

表10—11　品牌与销售量的单因素方差分析结果
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表10—12　地区与销售量的单因素方差分析结果
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通过表10—11和表10—12可以发现，与双因素方差分析所得出的结论一致。但双因素方差分析中的误差平方和等于2872.7，比分别进行单因素方差分析时的任何一个平方和（4884.4和15877.25）都小，而且P值也变得更小了。这是因为在双因素方差分析中，误差平方和不包括两个自变量中的任何一个，因而减少了残差效应。而在分别作单因素方差分析时，将行因素（品牌）作自变量时，列因素（地区）被包括在残差中，同样，将列因素作自变量时，行因素被包括在残差中。因此，对于两个自变量而言，进行双因素方差分析要优于分别对两个因素进行单因素方差分析。(5)

10.3.3　有交互作用的双因素方差分析

在上面的分析中，假定两个因素对因变量的影响是独立的，但如果两个因素搭配在一起会对因变量产生一种新的效应，就需要考虑交互作用对因变量的影响，这就是有交互作用的双因素方差分析。

【例10.5】　城市道路交通管理部门为研究不同的路段和不同的时间段对行车时间的影响，让一名交通警察分别在两个路段的高峰期与非高峰期亲自驾车进行试验，通过试验共获得20个行车时间（单位：分钟）的数据，如表10—13所示。试分析路段、时段以及路段和时段的交互作用对行车时间的影响（α＝0.05）。

表10—13　不同时段和不同路段的行车时间
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设行变量有k个水平，例如，表10—13中的行变量（时段）有2个水平，即高峰期和非高峰期；列变量有r个水平，例如，表10—13中的列变量（路段）有2个水平，即路段1和路段2；行变量中每一个水平的行数（Excel中称为每一个样本的行数）为m，例如，表10—13中的行变量的每一个水平（即每一个样本）的行数各有5行；观察数据的总数为n，例如，表10—13中共有n＝20个数据。

与无交互作用的方差分析方法类似，有交互作用的双因素方差分析也需要提出假设、构造检验的统计量、统计决策等步骤。提出假设时，需要对行变量、列变量和交互作用变量分别提出假设，方法与上述类似，这里不再赘述。有交互作用的双因素方差分析表的数据结构与表10—13类似，其方差分析表的一般形式如表10—14所示。

表10—14　有交互作用的双因素方差分析表的结构
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设：xijl为对应于行因素的第i个水平和列因素的第j个水平的第l行的观察值；

[image: ]为行因素的第i个水平的样本均值；

[image: ]为列因素的第j个水平的样本均值；

[image: ]为对应于行因素的第i个水平和列因素的第j个水平组合的样本均值；

[image: ]为全部n个观察值的总均值。

各平方和的计算公式如下：

总平方和（SST）：
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行变量平方和（SSR）：
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列变量平方和（SSC）：
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交互作用平方和（SSRC）：
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误差平方和（SSE）：
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下面对例10.5中提出的问题，说明用Excel进行有交互作用的双因素方差分析的步骤，并对结果进行分析。首先，将数据按图10—6的形式输入到Excel工作表中，然后按下列步骤操作。

用Excel进行有交互作用的双因素方差分析的操作步骤

第1步：选择【工具】下拉菜单，并选择【数据分析】选项。

第2步：在分析工具中选择【方差分析：可重复双因素分析】，然后单击【确定】。

第3步：当对话框出现时：
在【输入区域】方框内输入A1:C11。
在【α】方框内输入0.05（可根据需要确定）。
在【每一样本的行数】方框内输入5。
在【输出选项】中选择输出区域（这里选新工作表组）。

结果如图10—6所示。
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图10—6　用Excel进行方差分析的步骤

单击【确定】后得到下面的输出结果，如表10—15所示。

表10—15　Excel输出的有交互作用的双因素方差分析结果
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由表10—15输出的结果可知，用于检验“时段”（行因素，输出表中为“样本”）的P-value＝0.0000＜α＝0.05，拒绝原假设，表明不同时段的行车时间之间有显著差异，即时段对行车时间有显著影响；用于检验“路段”（列因素）的P-value＝0.0002＜α＝0.05，同样拒绝原假设，表明不同路段的行车时间之间有显著差异，即路段对行车时间也有显著影响；交互作用反映的是时段因素和路段因素联合产生的对行车时间的附加效应，用于检验的P-value＝0.9118＞α＝0.05，因此不拒绝原假设，没有证据表明时段和路段的交互作用对行车时间有显著影响。


思考与练习

一、思考题

10.1　什么是方差分析？它研究的是什么？

10.2　要检验多个总体均值是否相等时，为什么不作两两比较，而用方差分析方法？

10.3　方差分析包括哪些类型？它们有何区别？

10.4　方差分析中有哪些基本假定？

10.5　简述方差分析的基本思想。

10.6　解释因子和处理的含义。

10.7　解释组内误差和组间误差的含义。

10.8　解释组内方差和组间方差的含义。

10.9　简述方差分析的基本步骤。

10.10　方差分析中多重比较的作用是什么？

10.11　什么是交互作用？

10.12　解释无交互作用和有交互作用的双因素方差分析。

10.13　解释R2的含义和作用。



二、练习题

10.1　从3个总体中各抽取容量不同的样本数据，结果如下。检验3个总体的均值之间是否有显著差异（α＝0.01）。
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10.2　下面是来自5个总体的样本数据。
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取显著性水平α＝0.01，检验5个总体的均值是否相等。

10.3　一家牛奶公司有4台机器装填牛奶，每桶的容量为4L。下面是从4台机器中抽取的样本数据：
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取显著性水平α＝0.01，检验4台机器的装填量是否相同。

10.4　一家管理咨询公司为不同的客户举办人力资源管理讲座。每次讲座的内容基本上是一样的，但讲座的听课者有时是高级管理者，有时是中级管理者，有时是低级管理者。该咨询公司认为，不同层次的管理者对讲座的满意度是不同的。对听完讲座后随机抽取的不同层次管理者的满意度评分如下（评分标准从1～10，10代表非常满意）：
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取显著性水平α＝0.05，检验管理者的水平不同是否会导致评分的显著性差异。

10.5　某家电制造公司准备购进一批5#电池，现有A，B，C三个电池生产企业愿意供货，为比较它们生产的电池质量，从每个企业各随机抽取5只电池，经试验得其寿命（单位：h）数据如下：
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试分析3个企业生产的电池的平均寿命之间有无显著差异（α＝0.05）。如果有差异，用LSD方法检验哪些企业之间有差异。

10.6　一家产品制造公司管理者想比较A，B，C三种不同的培训方式对产品组装时间的多少是否有显著影响，将20名新员工随机分配给每种培训方式。在培训结束后，参加培训的员工组装一件产品所花的时间如下（单位：min）：
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取显著性水平α＝0.05，确定不同培训方式对产品组装的时间是否有显著影响。

10.7　某企业准备用三种方法组装一种新的产品，为确定哪种方法每小时生产的产品数量最多，随机抽取了30名工人，并指定每个人使用其中的一种方法。通过对每个工人生产的产品数进行方差分析得到下面的结果：

方差分析表
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要求：

（1）完成上面的方差分析表。

（2）若显著性水平α＝0.05，检验三种方法组装的产品数量之间是否有显著差异。

10.8　一家汽车制造商准备购进一批轮胎。考虑的因素主要有供应商和磨损程度。为了对磨损程度进行测试，分别在低速（40km/h）、中速（80km/h）、高速（120km/h）下进行测试。下面是从5家供应商抽取的轮胎随机样本在行驶1000km后的磨损程度。
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取显著性水平α＝0.01，检验：

（1）不同车速对磨损程度是否有显著影响。

（2）不同供应商生产的轮胎的磨损程度是否有显著差异。

10.9　有5种不同品种的种子和4种不同的施肥方案，在20块同样面积的土地上，分别采用5种种子和4种施肥方案搭配进行试验，取得的收获量数据如下表：
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检验种子的不同品种对收获量的影响是否显著，不同的施肥方案对收获量的影响是否显著（α＝0.05）。

10.10　为研究食品的包装方法和销售地区对其销售量是否有影响，在某周的三个不同地区中用三种不同包装方法进行销售，获得的销售量数据如下：
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检验不同的地区和不同的包装方法对该食品的销售量是否有显著影响（α＝0.05）。

10.11　一家超市连锁店进行一项研究，确定超市所在的位置和竞争者的数量对销售额是否有显著影响。下面是获得的月销售额数据（单位：万元）。
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取显著性水平α＝0.01，检验：

（1）竞争者的数量对销售额是否有显著影响。

（2）超市的位置对销售额是否有显著影响。

（3）竞争者的数量和超市的位置对销售额是否有交互影响。

10.12　为检验广告媒体和广告方案对产品销售量的影响，一家营销公司做了一项试验，考察三种广告方案和两种广告媒体，获得的销售量数据如下：
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检验广告方案、广告媒体或其交互作用对销售量的影响是否显著（α＝0.05）。



————————————————————

(1) 需要注意的是，拒绝H0时，只是表明至少有两个总体的均值不相等，并不意味着所有的均值都不相等。

(2) 当检验的因素只有两个水平时，单因素方差分析与两个独立样本均值之差的t检验的结果完全相同，因为当因素的水平k＝2时，检验的t统计量与F统计量的关系为：F＝t2。

(3) 参见第11章，在那里，将R2定义为判定系数，其平方根定义为相关系数。

(4) R2称为多重判定系数，R称为多重相关系数，见第12章多元线性回归。

(5) 类似于用两个自变量的多元回归代替分别作两个一元回归，见第12章多元线性回归。



第11章　一元线性回归

统计应用

父代与子代的关系

高尔顿（Galton）被誉为现代回归和相关技术的创始人。1875年，高尔顿利用豌豆实验来确定尺寸的遗传规律。他挑选了7组不同尺寸的豌豆，并说服他在英国不同地区的朋友每一组种植10粒种子，最后把原始的豌豆种子（父代）与新长的豌豆种子（子代）进行尺寸比较。

当结果被绘制出来之后，他发现并非每一个子代都与父代一样，不同的是，尺寸小的豌豆会得到更大的子代，而尺寸大的豌豆却得到较小的子代。高尔顿把这一现象叫做“返祖”（趋向于祖先的某种平均类型），后来又称之为“向平均回归”。一个总体中在某一时期具有某一极端特征（低于或高于总体均值）的个体在未来的某一时期将减弱它的极端性（或者是单个个体或者是整个子代），这一趋势现在被称做“回归效应”。人们发现它的应用很广，而不仅限于从一代到下一代豌豆大小问题。

正如高尔顿进一步发现的那样，平均来说，非常矮小的父辈倾向于有偏高的子代；而非常高大的父辈则倾向于有偏矮的子代。在第一次考试中成绩最差的那些学生在第二次考试中倾向于有更好的成绩（比较接近所有学生的平均成绩），而第一次考试中成绩最好的那些学生在第二次考试中则倾向于有较差的成绩（比较接近所有学生的平均成绩）。同样，平均来说，第一年利润最低的公司第二年不会最差，而第一年利润最高的公司第二年则不会是最好的。

在方差分析一章中，介绍了分类型自变量与数值型因变量之间关系的分析方法。而本章则主要介绍数值型自变量和数值型因变量之间关系的分析方法，这就是相关与回归分析。相关与回归是处理变量之间关系的一种统计方法。从所处理的变量多少来看，如果研究的是两个变量之间的关系，称为简单相关与简单回归分析；如果研究的是两个以上变量之间的关系，称为多元相关与多元回归分析。从变量之间的关系形态上看，有线性相关与线性回归分析及非线性相关与非线性回归分析。本章主要讨论简单线性相关和简单线性回归的基本原理与方法。


11.1　变量间关系的度量

11.1.1　变量间的关系

在生产和经营活动中，经常要对变量之间的关系进行分析。例如，在企业生产中，要对影响生产成本的各种因素进行分析，以达到控制成本的目的；在农业生产中，需要研究农作物产量与施肥量之间的关系，以便分析施肥量对产量的影响，进而确定合理的施肥量；在商业活动中，需要分析广告费支出与销售量之间的关系，进而通过广告费支出来预测销售量，等等。统计分析的目的在于如何根据统计数据确定变量之间的关系形态及其关联的程度，并探索出其内在的数量规律性。人们在实践中发现，变量之间的关系可分为两种类型，即函数关系和相关关系。

函数关系是人们比较熟悉的。设有两个变量x和y，变量y随变量x一起变化，并完全依赖于x，当变量x取某个数值时，y依确定的关系取相应的值，则称y是x的函数，记为y＝f（x），其中x称为自变量，y称为因变量。下面给出几个函数关系的例子。

【例11.1】　某种产品的销售额与销售量之间的关系。设销售额为y，销售量为x，销售价格为p，则x与y之间的关系可表示为y＝px。这就是说，在销售价格不变的情况下，对于该商品的某一销售量，总有一个销售额与之对应，即销售额完全由销售量所确定，二者之间为线性函数关系。

【例11.2】　企业的原材料消耗额（y）与产量（x1）、单位产品消耗（x2）、原材料价格（x3）之间的关系可表示为y＝x1x2x3。这里的y与x1，x2，x3之间是一种确定的函数关系，但它们不是线性函数关系。

函数关系是一一对应的确定关系。但在实际问题中，变量之间的关系往往不那么简单。例如，考察居民储蓄与居民家庭收入这两个变量，它们之间就不存在完全确定的关系。也就是说，收入水平相同的家庭，他们的储蓄额往往不同；反之，储蓄额相同的家庭，他们的收入水平也可能不同。可见家庭储蓄并不完全由家庭收入所确定，因为家庭收入尽管与家庭储蓄有密切的关系，但它并不是影响储蓄的唯一因素，还有银行利率、消费水平等其他因素的影响。正是由于影响一个变量的因素非常多，才造成了变量之间关系的不确定性。变量之间存在的不确定的数量关系，称为相关关系（correlation）。

下面是相关关系的几个例子。

【例11.3】　从遗传学角度看，子女的身高（y）与其父母身高（x）有很大关系。一般来说，父母身高较高时，其子女的身高通常也比较高，父母身高较低时，其子女的身高通常也较低。但是实际情况并不完全是这样，因为它们之间并不是完全确定的关系。显然，子女的身高并不是完全由父母身高一个因素所决定的，还有其他许多因素的影响，因此二者之间属于相关关系。

【例11.4】　考察一个人的收入（y）水平和其受教育程度（x）两个变量，它们之间就不存在确定的函数关系。也就是说，受教育程度相同的人，他们的收入水平往往不同，同样，收入水平相同的人，他们受教育程度也可能不同。因为受教育程度尽管与一个人的收入多少有关系，但它并不是影响收入的唯一因素，还有其他因素（如职业、工作年限等）的影响。因此，收入水平与受教育程度之间是一种相关关系。

【例11.5】　农作物的单位面积产量（y）与施肥量（x）有密切的关系。在一定条件下，施肥量越多，单位面积产量就越高。但产量并不是由施肥量一个因素决定的，还有其他许多因素的影响，如降雨量、温度、管理水平等。因此，农作物的单位面积产量与施肥量之间并不是函数关系，而是一种相关关系。

从上面的几个例子，可看出相关关系的特点：一个变量的取值不能由另一个变量唯一确定，当变量x取某个值时，变量y的取值可能有几个。对这种关系不确定的变量显然不能用函数关系进行描述，但也不是无任何规律可循。通过对大量数据的观察与研究，就会发现许多变量之间确实存在着一定的客观规律。例如，平均来说，父亲身高较高时，其子女的身高一般也较高；收入水平高的家庭，其家庭储蓄一般也较多。相关与回归分析正是描述与探索这类变量之间关系及其规律的统计方法。

11.1.2　相关关系的描述与测度

相关分析就是对两个变量之间线性关系的描述与度量，它要解决的问题包括：

（1）变量之间是否存在关系？

（2）如果存在关系，它们之间是什么样的关系？

（3）变量之间的关系强度如何？

（4）样本所反映的变量之间的关系能否代表总体变量之间的关系？

为解决这些问题，在进行相关分析时，对总体主要有以下两个假定：

（1）两个变量之间是线性关系。

（2）两个变量都是随机变量。

在进行相关分析时，首先需要绘制散点图来判断变量之间的关系形态，如果是线性关系，则可以利用相关系数来测度两个变量之间的关系强度，然后对相关系数进行显著性检验，以判断样本所反映的关系能否用来代表两个变量总体上的关系。

1．散点图

对于两个变量x和y，通过观察或试验可以得到若干组数据，记为（xi，yi）（i＝1，2，…，n）。用坐标的水平轴代表变量x，纵轴代表因变量y，每组数据（xi，yi）在坐标系中用一个点表示，n组数据在坐标系中形成的n个点称为散点，由坐标及其散点形成的二维数据图称为散点图（scatter diagram）。

散点图是描述变量之间关系的一种直观方法，从中可以大体上看出变量之间的关系形态及关系强度。图11—1就是不同形态的散点图。
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图11—1　不同形态的散点图

从下面的散点图可以看出，相关关系的表现形态大体上可分为线性相关、非线性相关、完全相关和不相关等几种。就两个变量而言，如果变量之间的关系近似地表现为一条直线，则称为线性相关，如图11—1（a）和图11—1（b）所示；如果变量之间的关系近似地表现为一条曲线，则称为非线性相关或曲线相关；如图11—1（e）所示；如果一个变量的取值完全依赖于另一个变量，各观测点落在一条直线上，称为完全相关，如图11—1（c）和图11—1（d）所示，这实际上就是函数关系；如果两个变量的观测点很分散，无任何规律，则表示变量之间没有相关关系，如图11—1（f）所示。

在线性相关中，若两个变量的变动方向相同，一个变量的数值增加，另一个变量的数值也随之增加，或一个变量的数值减少，另一个变量的数值也随之减少，则称为正相关，如图11—1（a）所示；若两个变量的变动方向相反，一个变量的数值增加，另一个变量的数值随之减少，或一个变量的数值减少，另一个变量的数值随之增加，则称为负相关，如图11—1（b）所示。

【例11.6】　一家大型商业银行在多个地区设有分行，其业务主要是进行基础设施建设、国家重点项目建设、固定资产投资等项目的贷款。近年来，该银行的贷款额平稳增长，但不良贷款额也有较大比例的提高，这给银行业务的发展带来较大压力。为弄清楚不良贷款形成的原因，管理者希望利用银行业务的有关数据做些定量分析，以便找出控制不良贷款的办法。表11—1就是该银行所属的25家分行2002年的有关业务数据。

表11—1　某商业银行2002年的主要业务数据
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管理者想知道，不良贷款是否与贷款余额、累计应收贷款、贷款项目的多少、固定资产投资额等因素有关？如果有关系，它们之间是一种什么样的关系？关系强度如何？试绘制散点图，并分析不良贷款与贷款余额、累计应收贷款、贷款项目个数、固定资产投资额之间的关系。

解：用Excel绘制的散点图如图11—2～图11—5所示。
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图11—2　不良贷款与贷款余额的散点图
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图11—3　不良贷款与累计应收贷款的散点图
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图11—4　不良贷款与贷款项目个数的散点图
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图11—5　不良贷款与固定资产投资额的散点图

从各散点图可以看出，不良贷款与贷款余额、累计应收贷款、贷款项目个数、固定资产投资额之间都具有一定的线性关系。但从各散点的分布情况看，不良贷款与贷款余额的线性关系比较密切，而与固定资产投资额之间的关系最不密切。

2．相关系数

通过散点图可以判断两个变量之间有无相关关系，并对变量间的关系形态作出大致的描述，但散点图不能准确反映变量之间的关系强度。因此，为准确度量两个变量之间的关系强度，需要计算相关系数。

相关系数（correlation coefficient）是根据样本数据计算的度量两个变量之间线性关系强度的统计量。若相关系数是根据总体全部数据计算的，称为总体相关系数，记为ρ；若是根据样本数据计算的，则称为样本相关系数，记为r。样本相关系数的计算公式为：
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Excel中的统计函数

使用Excel中的CORREL或PEARSON函数都可以计算两组数据的相关系数。其语法为CORREL（Array1，Array2）。Array 1和Array 2是两个变量的数据区域。



按上述计算公式计算的相关系数也称为线性相关系数（linear correlation coefficient），或称为Pearson相关系数（Pearson's correlation coefficient）。

【例11.7】　根据表11—1中的数据，计算不良贷款、贷款余额、累计应收贷款、贷款项目个数、固定资产投资额之间的相关系数。

解：用Excel【数据分析】中的【相关系数】工具计算的相关矩阵如表11—2所示。

表11—2　不良贷款、贷款余额、累计应收贷款、贷款项目个数、固定资产投资额之间的相关矩阵
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从相关矩阵可以看出，在不良贷款与其他几个变量的关系中，与贷款余额的相关系数最大，而与固定资产投资额的相关系数最小。

为解释相关系数各数值的含义，首先需要对相关系数的性质有所了解。相关系数的性质可总结如下。

（1）r的取值范围在-1～+1之间，即-1≤r≤1。若0＜r≤1，表明x与y之间存在正线性相关关系；若-1≤r＜0，表明x与y之间存在负线性相关关系；若r＝+1，表明x与y之间为完全正线性相关关系；若r＝-1，表明x与y之间为完全负线性相关关系。可见当｜r｜＝1时，y的取值完全依赖于x，二者之间即为函数关系；当r＝0时，说明y的取值与x无关，即二者之间不存在线性相关关系。

（2）r具有对称性。x与y之间的相关系数rxy和y与x之间的相关系数ryx相等，即rxy＝ryx。

（3）r数值大小与x和y的原点及尺度无关。改变x和y的数据原点及计量尺度，并不改变r数值大小。

（4）r仅仅是x与y之间线性关系的一个度量，它不能用于描述非线性关系。这意味着，r＝0只表示两个变量之间不存在线性相关关系，并不说明变量之间没有任何关系，它们之间可能存在非线性相关关系。变量之间的非线性相关程度较大时，就可能会导致r＝0。因此，当r＝0或很小时，不能轻易得出两个变量之间不存在相关关系的结论，而应结合散点图作出合理的解释。

（5）r虽然是两个变量之间线性关系的一个度量，却不一定意味着x与y一定有因果关系。

了解相关系数的性质有助于对其实际意义的解释。但根据实际数据计算出的r，其取值一般在-1＜r＜1之间，｜r｜→1说明两个变量之间的线性关系越强；｜r｜→0说明两个变量之间的线性关系越弱。对于一个具体的r取值，根据经验可将相关程度分为以下几种情况：当｜r｜≥0.8时，可视为高度相关；0.5≤｜r｜＜0.8时，可视为中度相关；0.3≤｜r｜＜0.5时，视为低度相关；当｜r｜＜0.3时，说明两个变量之间的相关程度极弱，可视为不相关。但这种解释必须建立在对相关系数的显著性进行检验的基础之上。

11.1.3　相关关系的显著性检验

一般情况下，总体相关系数ρ是未知的，通常是根据样本相关系数r作为ρ的近似估计值。但由于r是根据样本数据计算出来的，它受到抽样波动的影响。由于抽取的样本不同，r的取值也就不同，因此r是一个随机变量。能否根据样本相关系数说明总体的相关程度呢？这就需要考察样本相关系数的可靠性，也就是进行显著性检验。

1．r的抽样分布

为了对样本相关系数r的显著性进行检验，需要考察r的抽样分布。r的抽样分布随总体相关系数ρ和样本量n的大小而变化。当样本数据来自正态总体时，随着n的增大，r的抽样分布趋于正态分布，尤其是在总体相关系数ρ很小或接近0时，趋于正态分布的趋势非常明显。而当ρ远离0时，除非n非常大，否则r的抽样分布呈现一定的偏态。因为r是在ρ的周围分布的，当ρ的数值接近+1或-1时，比如ρ＝0.96，r的值可能以0.96为中心向两个方向变化，又由于r的取值范围在-1～+1之间，所以一方的变化以+1为限，全距是0.04，而向另一方的变化以-1为限，全距是1.96，两个方向变化的全距不等，因此r的抽样分布也不可能对称。但当ρ＝0或接近于0时，两个方向的变化的全距接近相等，所以r的抽样分布也就接近对称了。

总之，当ρ为较大的正值时，r呈现左偏分布；当ρ为较大的负值时，r呈现右偏分布。只有当ρ接近于0，而样本量n很大时，才能认为r是接近于正态分布的随机变量。然而，以样本r来估计总体ρ时，总是假设r为正态分布，但这一假设常常会带来一些严重后果。

2．r的显著性检验

如果对r服从正态分布的假设成立，可以应用正态分布来检验。但从上面对r抽样分布的讨论可知，对r的正态性假设具有很大的风险，因此通常情况下不采用正态检验，而采用费希尔提出的t分布检验，该检验可以用于小样本，也可以用于大样本。检验的具体步骤如下。

第1步：提出假设。
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第2步：计算检验的统计量。
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第3步：进行决策。根据给定的显著性水平α和自由度df＝n-2查t分布表，得出tα/2（n-2）的临界值。若｜t｜＞tα/2，则拒绝原假设H0，表明总体的两个变量之间存在显著的线性关系。(1)

【例11.8】　根据表11—2计算的相关系数，检验不良贷款与贷款余额之间的相关系数是否显著（α＝0.05）。

解：第1步：提出假设。
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第2步：计算检验的统计量。
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第3步：进行决策。根据显著性水平α＝0.05和自由度n-2＝25-2＝23查t分布表得：tα/2（n-2）＝2.0687。由于t＝7.5344＞tα/2＝2.0687，所以拒绝原假设H0，说明不良贷款与贷款余额之间存在着显著的正线性相关关系。

为了对其他相关系数进行检验，表11—3给出了各相关系数检验的统计量，请读者自行检验并进行分析。

表11—3　各相关系数检验的统计量
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注：本表统计量直接利用Excel计算得出，没有计算误差。


11.2　一元线性回归

相关分析的目的在于测度变量之间的关系强度，它所使用的测度工具就是相关系数。而回归分析则侧重于考察变量之间的数量伴随关系，并通过一定的数学表达式将这种关系描述出来，进而确定一个或几个变量（自变量）的变化对另一个特定变量（因变量）的影响程度。具体来说，回归分析主要解决以下几个方面的问题：

（1）从一组样本数据出发，确定变量之间的数学关系式。

（2）对这些关系式的可信程度进行各种统计检验，并从影响某一特定变量的诸多变量中找出哪些变量的影响是显著的，哪些是不显著的。

（3）利用所求的关系式，根据一个或几个变量的取值来估计或预测另一个特定变量的取值，并给出这种估计或预测的可靠程度。

11.2.1　一元线性回归模型

1．回归模型

进行回归分析时，首先需要确定哪个变量是因变量，哪个变量是自变量。在回归分析中，被预测或被解释的变量称为因变量（dependent variable），用y表示。用来预测或用来解释因变量的一个或多个变量称为自变量（independent variable），用x表示。例如，在分析贷款余额对不良贷款的影响时，目的是要预测一定的贷款余额条件下的不良贷款是多少。因此，不良贷款是被预测的变量，称为因变量，而用来预测不良贷款的贷款余额就是自变量。

当回归中只涉及一个自变量时称为一元回归，若因变量y与自变量x之间为线性关系时称为一元线性回归。在回归分析中，假定自变量x是可控制的，而因变量y是随机的，但很多情况下并非如此。本章所讨论的回归方法对于自变量是预先固定的和自变量是随机的情况都适用，但固定自变量的情况比较容易描述，因此下面主要讲述固定自变量的回归问题。

对于具有线性关系的两个变量，可以用一个线性方程来表示它们之间的关系。描述因变量y如何依赖于自变量x和误差项ε的方程称为回归模型（regression model）。只涉及一个自变量的一元线性回归模型可表示为：
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在一元线性回归模型中，y是x的线性函数（β0+β1x部分）加上误差项ε。β0+β1x反映了由于x的变化而引起的y的线性变化；ε是被称为误差项的随机变量，反映了除x和y之间的线性关系之外的随机因素对y的影响，是不能由x和y之间的线性关系所解释的变异性。式中的β0和β1称为模型的参数。

式（11.3）被称为理论回归模型，对这一模型，有以下几个主要假定。

（1）因变量y与自变量x之间具有线性关系。

（2）在重复抽样中，自变量x的取值是固定的，即假定x是非随机的。

在上述两个假定下，对于任何一个给定的x值，y的取值都对应着一个分布，因此，E（y）＝β0+β1x代表一条直线。但由于单个的数据点是从y的分布中抽出来的，可能不在这条直线上，因此，必须包含一个误差项ε来描述模型的数据点。

（3）误差项ε是一个期望值为0的随机变量，即E（ε）＝0。这意味着在式（11.3）中，由于β0和β1都是常数，所以有E（β0）＝β0，E（β1）＝β1。因此对于一个给定的x值，y的期望值为E（y）＝β0+β1x。这实际上等于假定模型的形式为一条直线。

（4）对于所有的x值，ε的方差σ2都相同。这意味着对于一个特定的x值，y的方差也都等于σ2。

（5）误差项ε是一个服从正态分布的随机变量，且独立，即ε～N（0，σ2）。独立性意味着对于一个特定的x值，它所对应的ε与其他x值所对应的ε不相关。因此，对于一个特定的x值，它所对应的y值与其他x所对应的y值也不相关。这表明，在x取某个确定值的情况下，y的变化由误差项ε的方差σ2来决定。当σ2较小时，y的观察值非常靠近直线；当σ2较大时，y的观察值将偏离直线。由于σ2是常数，所以y的取值不受x取值的影响。由于自变量x在数据收集前假设是固定的，因此，对于任何一个给定的x值，y都服从期望值为β0+β1x、方差为σ2的正态分布，且对于不同的x都具有相同方差。关于回归模型的假定，如图11—6所示。
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图11—6　对应不同x的y和ε的分布

从图11—6可以看出，E（y）的值随着x的不同而变化，但无论x怎样变化，ε和y的概率分布都是正态分布，并且具有相同的方差。

2．回归方程

根据回归模型中的假定，ε的期望值等于0，因此y的期望值E（y）＝β0+β1x，也就是说，y的期望值是x的线性函数。描述因变量y的期望值如何依赖于自变量x的方程称为回归方程（regression equation）。一元线性回归方程的形式为：
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一元线性回归方程的图示是一条直线，因此也称为直线回归方程。其中β0是回归直线在y轴上的截距，是当x＝0时y的期望值；β1是直线的斜率，它表示当x每变动一个单位时，y的平均变动值。

3．估计的回归方程

如果回归方程中的参数β0和01已知，对于一个给定的x的值，利用式（11.4）就能计算出y的期望值。但总体回归参数β0和β1是未知的，必须利用样本数据去估计它们。用样本统计量[image: ]和[image: ]代替回归方程中的未知参数β0和β1，这时就得到了估计的回归方程（estimated regression equation）。它是根据样本数据求出的回归方程的估计。

对于一元线性回归，估计的回归方程形式为：

[image: ]

式中，[image: ]是估计的回归直线在y轴上的截距；[image: ]是直线的斜率，表示x每变动一个单位时，y的平均变动值。

11.2.2　参数的最小二乘估计

对于第i个x值，估计的回归方程可表示为：

[image: ]

对于x和y的n对观察值，用于描述其关系的直线有多条，究竟用哪条直线来代表两个变量之间的关系，需要有一个明确的原则。我们自然会想到距离各观测点最近的一条直线，用它来代表x与y之间的关系与实际数据的误差比其他任何直线都小。德国科学家卡尔·高斯（Karl Gauss，1777—1855年）提出用最小化图（见图11—7）中垂直方向的离差平方和来估计参数β0和β1，根据这一方法确定模型参数β0和β1的方法称为最小二乘法，也称为最小平方法（method of least squares），它是通过使因变量的观察值yi与估计值[image: ]之间的离差平方和达到最小来估计β0和β1的方法。

最小二乘法的思想可用图11—7表示。
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图11—7　最小二乘法示意图

用最小二乘法拟合的直线具有一些优良的性质。首先，根据最小二乘法得到的回归直线能使离差平方和达到最小，虽然这并不能保证它就是拟合数据的最佳直线(2)，但这毕竟是一条与数据拟合良好的直线应有的性质。其次，由最小二乘法求得的回归直线可知β0和β1的估计量的抽样分布。最后，在某些条件下，β0和β1的最小二乘估计量同其他估计量相比，其抽样分布具有较小的标准差。正是基于上述性质，最小二乘法被广泛用于回归模型参数的估计。

根据最小二乘法使
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最小。令[image: ]，在给定了样本数据后，Q是[image: ]和[image: ]的函数，且最小值总是存在。根据微积分的极值定理，对Q求相应于[image: ]和[image: ]的偏导数，并令其等于0，便可求出[image: ]和[image: ]，即

[image: ]

解上述方程组得
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由式（11.9）可知，当[image: ]时，[image: ]，即回归直线[image: ]通过点（[image: ]），这是回归直线的重要特征之一。

【例11.9】　根据例11.6的数据，求不良贷款对贷款余额的估计方程。

解：根据式（11.9）得

[image: ]

即不良贷款对贷款余额的估计方程为[image: ]。回归系数[image: ]表示贷款余额每增加1亿元，不良贷款平均增加0.037895亿元。在回归分析中，对截距[image: ]常常不能赋予任何真实意义，例如，在不良贷款与贷款余额的回归中，[image: ]，如果要解释，它是指当贷款余额为0时，不良贷款的平均值为-0.8295亿元。但是，当贷款余额为0（没有贷款）时，自然也就不会有不良贷款，而在这里，它的值为一个负数，这就很难解释得通。因此，在回归分析中，对截距[image: ]通常不作实际意义上的解释。

将xi的各个取值代入上述估计方程，可以得到不良贷款的各个估计值[image: ]。由图11—8可以看出散点图与回归直线的关系。

[image: ]

图11—8　不良贷款对贷款余额的回归直线

回归分析中的计算量较大，特别是多元回归，用手工计算几乎是不可能的。因此，在实际分析中，回归的计算完全依赖于计算机。除专门的统计软件外，为大多数人所熟悉的Excel也有回归分析功能。下面将结合例11.9，说明用Excel进行回归的具体步骤。

首先，将不良贷款与贷款余额的数据输入到Excel工作表中的A2:B26单元格。然后按下列步骤进行操作。

用Excel进行回归分析的操作步骤

第1步：选择【工具】下拉菜单，并选择【数据分析】选项。

第2步：在分析工具中选择【回归】，然后单击【确定】。

第3步：当对话框出现时：
在【Y值输入区域】方框内输入数据区域A2:A26。
在【X值输入区域】方框内输入数据区域B2:B26。
在【置信度】选项中给出所需的数值（这里我们使用隐含值95％）。
在【输出选项】中选择输出区域（这里我们选新工作表组）。
在【残差】分析选项中选择所需的选项（这里我们暂时未选）。

结果如图11—9所示。
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图11—9　用Excel进行回归的步骤

单击【确定】后得到下面的结果，如表11—4所示。

表11—4　Excel输出的回归分析结果
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Excel输出的回归结果包括以下几个部分：

第一部分是“回归统计”，这部分给出了回归分析中的一些常用统计量，包括相关系数（Multiple R）、判定系数（R Square）、调整的判定系数（Adjusted R Square）、标准误差、观测值的个数等。

第二部分是“方差分析”，这部分给出的是回归分析的方差分析表，包括自由度（df），回归平方和、残差平方和、总平方和（SS）、回归和残差的均方（MS）、检验统计量（F）、F检验的显著性水平（Significance F）。“方差分析”部分的主要作用是对回归方程的线性关系进行显著性检验。下面将作详细介绍。

第三部分是回归参数估计的有关内容。包括回归方程的截距（Intercept）、斜率（X Variable 1）、截距和斜率的标准误差、用于检验回归系数的t统计量（t Stat）和P值（P-value），以及截距和斜率的置信区间（Lower 95％和Upper 95％）等。

此外，还有“残差分析”部分，这里暂时未给出其输出结果。对于本章内容所涉及的一些结果，将在后面陆续介绍。

11.2.3　回归直线的拟合优度

回归直线[image: ]在一定程度上描述了变量x与y之间的数量关系，根据这一方程，可依据自变量x的取值来估计或预测因变量y的取值。但估计或预测的精度如何将取决于回归直线对观测数据的拟合程度。可以想象，如果各观测数据的散点都落在这一直线上，那么这条直线就是对数据的完全拟合，直线充分代表了各个点，此时用x来估计y是没有误差的。各观察点越是紧密围绕直线，说明直线对观测数据的拟合程度越好，反之则越差。回归直线与各观测点的接近程度称为回归直线对数据的拟合优度（goodness of fit）。为说明直线的拟合优度，需要计算判定系数。

1．判定系数

判定系数是对估计的回归方程拟合优度的度量。为说明它的含义，需要对因变量y取值的变差进行研究。

因变量y的取值是不同的，y取值的这种波动称为变差。变差的产生来自两个方面：一是由自变量x的取值不同造成的；二是除x以外的其他因素（如x对y的非线性影响、测量误差等）的影响。对一个具体的观测值来说，变差的大小可以用实际观测值y与其均值[image: ]之差（[image: ]）来表示。而n次观察值的总变差可由这些离差的平方和来表示，称为总平方和，记为SST，即
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从图11—10可以看出，每个观测点的离差都可以分解为：

[image: ]
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图11—10　变差分解图

将式（11.11）两边平方，并对所有n个点求和有：
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可以证明，[image: ]，因此
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式（11.13）的左边称为总平方和SST，它可分解为两部分：其中[image: ]是回归值[image: ]与均值[image: ]的离差平方和，根据估计的回归方程，估计值[image: ]，因此可以把[image: ]看做由于自变量x的变化引起的y的变化，而其平方和[image: ]则反映了y的总变差中由于x与y之间的线性关系引起的y的变化部分，它是可以由回归直线来解释的yi变差部分，称为回归平方和，记为SSR。另一部分[image: ]是各实际观测点与回归值的残差[image: ]平方和，它是除了x对y的线性影响之外的其他因素对y变差的作用，是不能由回归直线来解释的yi变差部分，称为残差平方和或误差平方和，记为SSE。三个平方和的关系为：
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从图11—10可以直观地看出，回归直线拟合的好坏取决于SSR及SSE的大小，或者说取决于回归平方和SSR占总平方和SST的比例（SSR/SST）的大小。各观测点越是靠近直线，SSR/SST则越大，直线拟合得越好。回归平方和占总平方和的比例称为判定系数（coefficient of determination），记为R2，其计算公式为：
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判定系数R2测度了回归直线对观测数据的拟合程度。若所有观测点都落在直线上，残差平方和SSE＝0，R2＝1，拟合是完全的；如果y的变化与x无关，x完全无助于解释y的变差，此时[image: ]，则R2＝0。可见R2的取值范围是［0，1］。R2越接近于1，表明回归平方和占总平方和的比例越大，回归直线与各观测点越接近，用x的变化来解释y值变差的部分就越多，回归直线的拟合程度就越好；反之，R2越接近于0，回归直线的拟合程度就越差。

在一元线性回归中，相关系数r实际上是判定系数的平方根。通过这一结论，不仅可以由相关系数直接计算判定系数R2，也可以进一步理解相关系数的意义。相关系数r与回归系数[image: ]的正负号是相同的，实际上，相关系数r也从另一个角度说明了回归直线的拟合优度。｜r｜越接近1，表明回归直线对观测数据的拟合程度就越高。但用r说明回归直线的拟合优度要慎重，因为r的值总是大于R2的值（除非r＝0或｜r｜＝1）。比如，当r＝0.5时，表面上看相关程度似乎接近一半，但R2＝0.25，实际上这只能解释总变差的25％。r＝0.7才能解释近一半的变差，r＜0.3意味着只有很少一部分变差可由回归直线来解释。

【例11.10】　根据例11.6的数据，计算不良贷款对贷款余额回归的判定系数，并解释其意义。

解：利用表11—4 Excel输出的回归分析结果可知，总平方和SST＝312.6504；回归平方和SSR＝222.4860；残差平方和SSE＝90.1644。根据式（11.15）得
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实际上，表11—4中直接给出了判定系数（R Square）＝0.711613。

判定系数的实际意义是：在不良贷款取值的变差中，有71.16％可以由不良贷款与贷款余额之间的线性关系来解释，或者说，在不良贷款取值的变动中，有71.16％是由贷款余额所决定的。不良贷款取值的差异有2/3以上是由贷款余额决定的，可见二者之间有较强的线性关系。

2．估计标准误差

判定系数可用于度量回归直线的拟合程度，相关系数也可以起到类似的作用。而残差平方和则可以说明实际观测值yi与回归估计值[image: ]之间的差异程度。估计标准误差（standard error of estimate）就是度量各实际观测点在直线周围的散布状况的一个统计量，它是均方残差（MSE）的平方根，用se来表示，其计算公式为：
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估计标准误差是对误差项ε的标准差σ的估计，它可以看做在排除了x对y的线性影响后，y随机波动大小的一个估计量。从估计标准误差的实际意义看，它反映了用估计的回归方程预测因变量y时预测误差的大小。若各观测点越靠近直线，se越小，回归直线对各观测点的代表性就越好，根据估计的回归方程进行预测也就越准确；若各观测点全部落在直线上，则se＝0。此时用自变量来预测因变量时是没有误差的。可见se也从另一个角度说明了回归直线的拟合优度。

从式（11.16）容易看出，回归直线是对n个观测点拟合的所有直线中，估计标准误差最小的一条直线，因为回归直线是使[image: ]为最小时确定的。

【例11.11】　根据例11.9的有关结果，计算不良贷款对贷款余额回归的估计标准误差，并解释其意义。

解：利用表11—4 Excel输出的回归分析结果可知，SSE＝90.1644。根据式（11.16）得
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实际上，表11—4中直接给出了该值，即标准误差＝1.979948。这就是说，根据贷款余额来估计不良贷款时，平均的估计误差为1.9799亿元。

11.2.4　显著性检验

回归分析的主要目的是根据所建立的估计方程用自变量x来估计或预测因变量y的取值。当建立了估计方程后，还不能马上进行估计或预测，因为该估计方程是根据样本数据得出的，它是否真实地反映了变量x和y之间的关系，则需要通过检验后才能证实。

根据样本数据拟合回归方程时，实际上已经假定变量x与y之间存在着线性关系，即y＝β0+β1x+ε，并假定误差项ε是一个服从正态分布的随机变量，且对不同的x具有相同的方差。但这些假设是否成立，需要通过检验后才能证实。

回归分析中的显著性检验主要包括两个方面内容：一是线性关系检验；二是回归系数检验。

1．线性关系的检验

线性关系检验是检验自变量x和因变量y之间的线性关系是否显著，或者说，它们之间能否用一个线性模型y＝β0+β1x+ε来表示。为检验两个变量之间的线性关系是否显著，需要构造用于检验的统计量。该统计量的构造是以回归平方和（SSR）和残差平方和（SSE）为基础的。将SSR除以其相应的自由度（SSR的自由度是自变量的个数k，一元线性回归中自由度为1）后的结果称为均方回归，记为MSR；将SSE除以其相应的自由度（SSE的自由度为n-k-1，一元线性回归中自由度为n-2）后的结果称为均方残差，记为MSE。如果原假设成立（H0：β1＝0，两个变量之间的线性关系不显著），则比值MSR/MSE的抽样分布服从分子自由度为1、分母自由度为n-2的F分布，即
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所以当原假设H0：β1＝0成立时，MSR/MSE的值应接近1，但如果原假设H0：β1＝0不成立，MSR/MSE的值将变得无穷大。因此，较大的MSR/MSE值将导致拒绝原假设H0，此时就可以断定变量x与y之间存在着显著的线性关系。线性关系检验的具体步骤如下。

第1步：提出假设。

[image: ]

第2步：计算检验统计量F。
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第3步：作出决策。确定显著性水平α，并根据分子自由度df1＝1和分母自由度df2＝n-2查F分布表，找到相应的临界值Fα。若F＞Fα，拒绝H0，表明两个变量之间的线性关系是显著的；若F＜Fα，不拒绝H0，没有证据表明两个变量之间的线性关系显著。

【例11.12】　根据例11.9的有关结果，检验不良贷款与贷款余额之间线性关系的显著性（α＝0.05）。

解：第1步：提出假设。
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第2步：计算检验统计量F。
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第3步：作出决策。根据显著性水平α＝0.05，分子自由度df1＝1和分母自由度df2＝25-2＝23查F分布表，找到相应的临界值Fα＝4.28。由于F＞Fα，拒绝H0，表明不良贷款与贷款余额之间的线性关系是显著的。

实际上，在Excel输出的回归结果中，方差分析表部分给出了线性关系显著性检验的全部结果（见表11—4中的方差分析部分）。方差分析表部分除给出了检验统计的F值外，还给出了用于检验的显著性F，即Significance F，它就是用于检验的P值。将“Significance F”的值与给定的显著性水平α的值进行比较，如果Significance F＜α，则拒绝原假设H0，表明因变量y与自变量x之间有显著的线性关系；如果Significance F＞α，不拒绝原假设H0，没有证据表明因变量y与自变量x之间有显著的线性关系。在表11—4的输出结果中，Significance F＝1.18349E-07＜α＝0.05，这说明不良贷款与贷款余额之间存在显著的线性关系。所得结论与统计量检验相同。

2．回归系数的检验

回归系数的显著性检验是要检验自变量对因变量的影响是否显著。在一元线性回归模型y＝β0+01x+ε中，如果回归系数β1＝0，回归线是一条水平线，表明因变量y的取值不依赖于自变量x，即两个变量之间没有线性关系。如果回归系数β1≠0，也不能得出两个变量之间存在线性关系的结论，这要看这种关系是否具有统计意义上的显著性。回归系数的显著性检验就是检验回归系数β1是否等于0。为检验原假设H0：β1＝0是否成立，需要构造用于检验的统计量。为此，需要研究回归系数β1的抽样分布。

估计的回归方程[image: ]是根据样本数据计算的。当抽取不同的样本时，就会得出不同的估计方程。实际上，[image: ]和[image: ]是根据最小二乘法得到的用于估计参数β0和β1的统计量，它们都是随机变量，也都有自己的分布。根据检验的需要，这里只讨论[image: ]的分布。统计证明，[image: ]服从正态分布，其数学期望为[image: ]，标准差为：
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式中，σ是误差项ε的标准差。

由于σ未知，用σ的估计量se代入式（11.18），得到[image: ]的估计量，即[image: ]的估计的标准差为：
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这样，就可以构造出用于检验回归系数β1的统计量t为：
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该统计量服从自由度为n-2的t分布。如果原假设成立，则β1＝0，检验的统计量为：
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回归系数显著性检验的具体步骤如下：

第1步：提出检验。
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第2步：计算检验的统计量t。
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第3步：作出决策。确定显著性水平α，并根据自由度df＝n-2查t分布表，找到相应的临界值tα/2。若｜t｜＞tα/2，拒绝H0，回归系数等于0的可能性小于α，表明自变量x对因变量y的影响是显著的，换言之，两个变量之间存在着显著的线性关系；若｜t｜＜tα/2，则不拒绝H0，没有证据表明x对y的影响显著，或者说，二者之间尚不存在显著的线性关系。

【例11.13】　根据例11.9的有关结果，检验回归系数的显著性（α＝0.05）。

第1步：提出假设。
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第2步：计算检验的统计量t。

[image: ]

第3步：作出决策。根据给定显著性水平α＝0.05，自由度＝n-2＝25-2＝23查t分布表，得tα/2＝t0.025＝2.0687。由于t＝7.533797＞t0.025＝2.0687，拒绝原假设H0。这意味着贷款余额是影响不良贷款的一个显著性因素。

在实际应用中，可以直接利用Excel输出的参数估计表部分进行检验。表中除了给出检验的统计量，还给出了用于检验的P值（P-value）。检验时可直接将P-value与给定的显著性水平α进行比较。若P-value＜α，则拒绝假设H0；若P-value＞α，则不拒绝假设H0。在本例中，P-value＝0.000000＜α＝0.05，所以拒绝H0。

在一元线性回归中，自变量只有一个，上面介绍的F检验和t检验是等价的；也就是说，如果H0：β1＝0被t检验拒绝，它也将被F检验拒绝。但在多元回归分析中，这两种检验的意义是不同的。F检验只是用来检验总体回归关系的显著性，而t检验则是检验各个回归系数的显著性。

表11—4中给出的Excel输出的回归分析结果，有些已在上述内容中做了介绍，而有些则没有。为使读者能够完全明了Excel输出的结果，这里给出上面未涉及的一些结果的计算公式（见表11—5）。对这些内容的解释可进一步参考有关的书籍。

表11—5　Excel输出的部分结果的计算公式
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11.2.5　回归分析结果的评价

前面讨论了建立一元线性回归模型的方法。现在的问题是：已经建立的模型是否合适？或者说，这个拟合的模型有多好？要回答这些问题，可从以下几个方面入手。

（1）所估计的回归系数[image: ]的符号是否与理论或事先预期相一致。例如，在不良贷款与贷款余额的回归中，贷款余额越多，不良贷款也可能越多；也就是说，回归系数[image: ]的值应该是正的，在上面建立的回归方程中，得到的回归系数[image: ]，为正值。

（2）如果理论上认为y与x之间的关系不仅是正的，而且是统计上显著的，那么所建立的回归方程也应该如此。例如，在不良贷款与贷款余额的回归中，二者之间为正的线性关系，而且对回归系数[image: ]的t检验结果表明，二者之间的线性关系是统计上显著的。

（3）回归模型在多大程度上解释了因变量y取值的差异？可以用判定系数R2来回答这一问题。例如，在不良贷款与贷款余额的回归中，得到的R2＝71.16％，解释了不良贷款变差的2/3以上，说明拟合的效果还算不错。

（4）考察关于误差项ε的正态性假定是否成立。因为在对线性关系进行F检验和对回归系数进行t检验时，都要求误差项ε服从正态分布，否则，所用的检验程序将是无效的。检验ε正态性的简单方法是画出残差的直方图或正态概率图。


11.3　利用回归方程进行预测

回归模型经过各种检验并表明符合预定的要求后，就可以利用它来预测因变量了。所谓预测（predict）是指通过自变量x的取值来预测因变量y的取值，例如，根据前面建立的不良贷款与贷款余额的估计方程，给出一个贷款余额的数值，就可以得到不良贷款的一个预测值。

11.3.1　点估计

利用估计的回归方程，对于x的一个特定值x0，求出y的一个估计值就是点估计。点估计可分为两种：一是平均值的点估计；二是个别值的点估计。(3)

平均值的点估计是利用估计的回归方程，对于x的一个特定值x0，求出y的平均值的一个估计值E（y0）。例如，在例11.6中，得到的估计的回归方程为[image: ]，如果要估计贷款余额为100亿元，所有分行不良贷款的平均值就是平均值的点估计。根据估计的回归方程，得
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个别值的点估计是利用估计的回归方程，对于x的一个特定值x0，求出y的一个个别值的估计值[image: ]。例如，如果只想知道贷款余额为72.8亿元的那个分行（这里是编号为10的那个分行）的不良贷款是多少，则属于个别值的点估计。根据估计的回归方程，得
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这就是说，贷款余额为72.8亿元的那个分行的不良贷款估计值为1.93亿元。

在点估计条件下，对于同一个x0，平均值的点估计和个别值的点估计的结果是一样的，但在区间估计中则有所不同。

11.3.2　区间估计

利用估计的回归方程，对于x的一个特定值x0，求出y的一个估计值的区间就是区间估计。区间估计也有两种类型：一是置信区间估计，它是对x的一个给定值x0，求出y的平均值的估计区间，这一区间称为置信区间（confidence interval）；二是预测区间估计，它是对x的一个给定值x0，求出y的一个个别值的估计区间，这一区间称为预测区间（prediction interval）。

1．y的平均值的置信区间估计

置信区间估计（confidence interval estimate）是对x的一个给定值x0，求出y的平均值的区间估计。

设x0为自变量x的一个特定值或给定值；E（y0）为给定x0时因变量y的平均值或期望值。当x＝x0时，[image: ]为E（y0）的估计值。

一般来说，不能期望估计值[image: ]精确地等于E（y0）。因此，要想用[image: ]推断E（y0），必须考虑根据估计的回归方程得到的[image: ]的方差。对于给定的x0，统计学家给出了估计[image: ]标准差的公式，用[image: ]表示[image: ]标准差的估计量，其计算公式为：

[image: ]

有了[image: ]的标准差之后，对于给定的x0，E（y0）在1—α置信水平下的置信区间可表示为：

[image: ]

【例11.14】　根据例11.9所求得的估计方程，取x0＝100，建立不良贷款的95％的置信区间。

解：根据前面的计算结果，已知n＝25，se＝1.9799，查表得tα/2（n—2）＝t0.025（25—2）＝2.0687。

当贷款余额为100亿元时，不良贷款的点估计值为：

[image: ]

根据式（11.23）得E（y0）的置信区间为：

[image: ]

即2.1141≤E（y0）≤3.8059。这就是说，当贷款余额为100亿元时，不良贷款的平均值在2.1141亿元～3.8059亿元之间。

当[image: ]时，[image: ]的标准差的估计量最小，此时有：[image: ]。这就是说，当[image: ]时，估计是最准确的。x0偏离[image: ]越远，y的平均值的置信区间就变得越宽，估计的效果就越不好。

2．y的个别值的预测区间估计

预测区间估计（prediction interval estimate）是对x的一个给定值x0，求出y的一个个别值的区间估计。

假如不是估计贷款余额为100亿元时所有分行的平均不良贷款，而只希望估计贷款余额为72.8亿元的那个分行的不良贷款的区间是多少，这个区间则称为预测区间。

为求出预测区间，首先必须知道用于估计的标准差。统计学家已给出了y的一个个别估计值y0的标准差的估计量，用sind表示，其计算公式为：
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因此，对于给定的x0，y的一个个别值y0在1—α置信水平下的预测区间可表示为：

[image: ]

与式（11.23）相比，式（11.25）的根号内多了一个1。因此，即使是对同一个x0，这两个区间的宽度也是不一样的，预测区间要比置信区间宽一些。

【例11.15】　根据例11.9所求得的估计方程，建立贷款余额为72.8亿元的那个分行不良贷款的95％的预测区间。

解：根据前面的计算结果，已知n＝25，se＝1.9799，查表得tα/2（n—2）＝t0.025（25—2）＝2.0687。

当贷款余额为72.8亿元时，不良贷款的点估计值为：
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不良贷款95％的预测区间为：

[image: ]

即[image: ]。这就是说，贷款余额为72.8亿元的那个分行，其不良贷款的预测区间在—2.2766亿元～6.1366亿元之间。

表11—6给出了25家分行不良贷款的置信区间和预测区间。

表11—6　25家分行不良贷款的置信区间和预测区间

[image: ]

从表11—6可以看出，两个区间的宽度不太一样，y的个别值的预测区间要宽一些。二者的差别表明，估计y的平均值比预测y的一个特定值或个别值更精确。（请读者想一想为什么？）同样，当[image: ]时，预测区间也是最精确的。图11—11给出了置信区间和预测区间的示意图。

[image: ]

图11—11　置信区间和预测区间示意图

最后需要注意的是：在利用回归方程进行估计或预测时，不要用样本数据之外的x值去预测相对应的y值。因为在一元线性回归分析中，总是假定因变量y与自变量x之间的关系用线性模型表达是正确的。但实际应用中，它们之间的关系可能是某种曲线。如果x的取值范围在xL～xU之间，那么，可以利用回归方程对处于xL～xU之间的x值来估计E（y）和预测y。但如果用xL～xU之外的x值得出的估计值和预测值就会很不理想。


11.4　残差分析

在回归模型y＝β0＋β1x＋ε中，假定ε是期望值为0、方差相等且服从正态分布的一个随机变量。但是，如果关于ε的假定不成立，那么，此时所做的检验以及估计和预测也许站不住脚。确定有关ε的假定是否成立的方法之一就是进行残差分析（residual analysis）。

11.4.1　残差与残差图

残差（residual）是因变量的观测值yi与根据估计的回归方程求出的预测值[image: ]之差，用e表示。它反映了用估计的回归方程去预测yi而引起的误差。第i个观察值的残差可以写为：

[image: ]

根据例11.9所求得的估计方程，由Excel输出的预测值及残差如表11—7所示。

表11—7　Excel输出的预测值、残差和标准化残差(4)

[image: ]

可以通过对残差图的分析来判断对误差项ε的假定是否成立。常用的残差图有关于x的残差图、关于[image: ]的残差图、标准化残差图等。关于x的残差图是用横轴表示自变量x的值，用纵轴表示对应的残差[image: ]，每个x的值与对应的残差用图上的一个点来表示。图11—12就是根据表11—7中的有关结果绘制的不良贷款与贷款余额回归的残差图。
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图11—12　不良贷款与贷款余额回归的残差图

为分析残差图，首先考察一下残差图的形态及其所反映的信息。图11—13给出了几种不同形态的残差图。

[image: ]

图11—13　不同形态的残差图

若对所有的x值，ε的方差都相同，而且假定描述变量x和y之间关系的回归模型是合理的，那么残差图中的所有点都应落在一条水平带中间，如图11—13（a）所示。但如果对所有的值，ε的方差是不同的，例如，对于较大的x值，相应的残差也较大，如图11—13（b）所示，这就意味着违背了ε方差相等的假设。如果残差图如图11—13（c）所示的那样，表明所选择的回归模型不合理，这时应考虑曲线回归或多元回归模型。

考察图11—12不良贷款与贷款余额回归的残差图，可以看出，各残差（有一个点除外）基本上位于一条水平带中间，这表明关于不良贷款与贷款余额回归的线性假定以及对误差项ε的假定是成立的。

11.4.2　标准化残差

对ε正态性假定的检验，也可以通过对标准化残差的分析来完成。标准化残差（standardized residual）是残差除以它的标准差后得到的数值，也称为Pearson残差或半学生化残差（semi-studentized residuals），用ze表示。第i个观察值的标准化残差可以表示为：

[image: ]

式中，se是残差的标准差的估计。

如果误差项ε服从正态分布这一假定成立，那么标准化残差的分布也应服从正态分布。因此，在标准化残差图中，大约有95％的标准化残差在—2～＋2之间。在表11—7中给出了根据式（11.27）计算的标准化残差。将其绘制成图形如图11—14所示。

[image: ]

图11—14　不良贷款与贷款余额回归的标准化残差图

从图11—14可以看出，除了用箭头所标识的那个点外，所有的标准化残差都在—2～＋2之间，这表明误差项ε服从正态分布的假定成立。


思考与练习

一、思考题

11.1　解释相关关系的含义，说明相关关系的特点。

11.2　相关分析主要解决哪些问题？

11.3　相关分析中有哪些基本假定？

11.4　简述相关系数的性质。

11.5　为什么要对相关系数进行显著性检验？

11.6　简述相关系数显著性检验的步骤。

11.7　解释回归模型、回归方程、估计的回归方程的含义。

11.8　一元线性回归模型中有哪些基本的假定？

11.9　简述参数最小二乘估计的基本原理。

11.10　解释总平方和、回归平方和、残差平方和的含义，并说明它们之间的关系。

11.11　简述判定系数的含义和作用。

11.12　在回归分析中，F检验和t检验各有什么作用？

11.13　简述线性关系检验和回归系数检验的具体步骤。

11.14　怎样评价回归分析的结果？

11.15　什么是置信区间估计和预测区间估计？二者有何区别？

11.16　简要说明残差分析在回归分析中的作用。



二、练习题

11.1　从某一行业中随机抽取12家企业，所得产量与生产费用的数据如下：

[image: ]

要求：

（1）绘制产量与生产费用的散点图，判断二者之间的关系形态。

（2）计算产量与生产费用之间的线性相关系数。

（3）对相关系数的显著性进行检验（α＝0.05），并说明二者之间的关系强度。

11.2　学生在期末考试之前用于复习的时间（单位：h）和考试分数（单位：分）之间是否有关系？为研究这一问题，一位研究者抽取了由8名学生构成的一个随机样本，得到的数据如下：

[image: ]

要求：（1）绘制复习时间和考试分数的散点图，判断二者之间的关系形态。

（2）计算相关系数，说明两个变量之间的关系强度。

11.3　根据一组数据建立的线性回归方程为[image: ]。

要求：

（1）解释截距[image: ]的意义。

（2）解释斜率[image: ]的意义。

（3）计算当x＝6时的E（y）。

11.4　设SSR＝36，SSE＝4，n＝18。

要求：

（1）计算判定系数R2并解释其意义。

（2）计算估计标准误差se并解释其意义。

11.5　一家物流公司的管理人员想研究货物的运送距离和运送时间的关系，为此，他抽出了公司最近10辆卡车运货记录的随机样本，得到运送距离（单位：km）和运送时间（单位：天）的数据如下：
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要求：（1）绘制运送距离和运送时间的散点图，判断二者之间的关系形态。

（2）计算线性相关系数，说明两个变量之间的关系强度。

（3）利用最小二乘法求出估计的回归方程，并解释回归系数的实际意义。

11.6　下面是7个地区2000年的人均国内生产总值（GDP）和人均消费水平的统计数据：
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要求：

（1）人均GDP作自变量，人均消费水平作因变量，绘制散点图，并说明二者之间的关系形态。

（2）计算两个变量之间的线性相关系数，说明两个变量之间的关系强度。

（3）利用最小二乘法求出估计的回归方程，并解释回归系数的实际意义。

（4）计算判定系数，并解释其意义。

（5）检验回归方程线性关系的显著性（α＝0.05）。

（6）如果某地区的人均GDP为5000元，预测其人均消费水平。

（7）求人均GDP为5000元时，人均消费水平95％的置信区间和预测区间。

11.7　随机抽取10家航空公司，对其最近一年的航班正点率和顾客投诉次数进行了调查，所得数据如下：
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要求：

（1）绘制散点图，说明二者之间的关系形态。

（2）用航班正点率作自变量，顾客投诉次数作因变量，求出估计的回归方程，并解释回归系数的意义。

（3）检验回归系数的显著性（α＝0.05）。

（4）如果航班正点率为80％，估计顾客投诉次数。

（5）求航班正点率为80％时，顾客投诉次数95％的置信区间和预测区间。

11.8　下面是20个城市写字楼出租率和每平方米月租金的数据。

[image: ]

设月租金为自变量，出租率为因变量，用Excel进行回归，并对结果进行解释和分析。

11.9　某汽车生产商欲了解广告费用（x）对销售量（y）的影响，收集了过去12年的有关数据。通过计算得到下面的有关结果：

方差分析表

[image: ]

参数估计表

[image: ]

要求：

（1）完成上面的方差分析表。

（2）汽车销售量的变差中有多少是由广告费用的变动引起的？

（3）销售量与广告费用之间的相关系数是多少？

（4）写出估计的回归方程并解释回归系数的实际意义。

（5）检验线性关系的显著性（α＝0.05）。

11.10　根据下面的数据建立回归方程，计算残差、判定系数R2，估计标准误差se，并分析回归方程的拟合程度。

[image: ]

11.11　从n＝20的样本中得到的有关回归结果是：SSR＝60，SSE＝40。要检验x与y之间的线性关系是否显著，即检验假设：H0：β1＝0。

（1）线性关系检验的统计量F值是多少？

（2）给定显著性水平α＝0.05，Fα是多少？

（3）是拒绝原假设还是不拒绝原假设？

（4）假定x与y之间是负相关，计算相关系数r。

（5）检验x与y之间的线性关系是否显著？

11.12　从n＝20的样本中得到的有关回归结果是：[image: ][image: ]。

要求：

（1）当x＝4时，构建y的平均值的95％的置信区间。

（2）当x＝4时，构建y的个别值的95％的预测区间。

11.13　一家公司拥有多家子公司，公司的管理者想通过广告支出来估计销售收入，为此抽取了8家子公司，得到广告支出和销售收入的数据如下（单位：万元）：

[image: ]

要求：建立线性回归模型，并求出当x＝40万元时，销售收入95％的置信区间。

11.14　从两个回归分析中得到的残差如下：

[image: ]

绘制残差图，你会得出什么结论？

11.15　随机抽取7家超市，得到其广告费支出和销售额数据如下：

[image: ]

要求：

（1）用广告费支出作自变量x，销售额作因变量y，求出估计的回归方程。

（2）检验广告费支出与销售额之间的线性关系是否显著（α＝0.05）。

（3）绘制关于x的残差图，你觉得关于误差项ε的假定被满足了吗？

（4）你是选用这个模型，还是另寻找一个更好的模型？



————————————————————

(1) 需要注意的是，即使统计检验表明相关系数在统计上是显著的，并不一定意味着两个变量之间就存在重要的相关性。因为在大样本情况下，几乎总是导致相关系数显著。比如，r＝0.1，在大样本情况下，也可能使得r通过检验，但实际上，一个变量取值的差异能由另一个变量的取值来解释的比例只有10％，这实际上很难说明两个变量之间就有实际意义上的显著关系。对这一问题的进一步理解，请参见本章11.2节中有关判定系数R2的讨论。

(2) 许多其他拟合直线也具有这种性质。

(3) 平均值的点估计实际上是对总体参数的估计，而个别值的点估计则是对因变量的某个具体取值的估计。

(4) 本表给出的标准化残差图是按式（11.27）计算的。而Excel给出的标准化残差的计算公式为：

[image: ]

这实际上是学生化删除残差（studentized deleted residuals）。对这一问题的进一步了解请参阅有关的统计书籍。



第12章
多元线性回归

统计应用

中国人帕金森患病率与国际无差异(1)

由北京协和医院流行病学教研室主任、神经内科张振馨教授等组成的研究小组，日前对沿用20多年的中国人帕金森患病率作出重大修正。新报告数据显示，65岁以上的中国人帕金森患病率男性为1.7％，女性为1.6％，以美国2000年人口标准换算进行国际比较，这一患病率达2.1％，新数据为既往数据的13倍。

该研究由张振馨教授牵头，北京、上海、西安三地神经内科专家参与，历时6年，对上述三大城市的137个城乡居民区经抽样获取的55岁以上29454人进行入户调查和定期随访，使用国际最新的分层多级别整群抽样误差的加权调整，最大限度地避免了抽样误差。

研究者分析了帕金森发病的危险因素，发现年龄因素首当其冲，此外，帕金森的发病与职业高度相关，丧偶、高文化程度、强脑力劳动等导致的精神、情绪紧张都会增加该病的发生，而饮绿茶和咖啡可预防帕金森。研究未发现其与基因、遗传有必然关系。专家同时指出，沿用20余年的中国人帕金森低患病率不是种族差异，而是由流行病学调查方法和统计学方法造成的。

本章将讨论涉及两个及两个以上自变量的回归问题，即多元回归，而且主要介绍多元线性回归。讨论的重点主要放在多元回归的计算机输出结果及其应用上。


12.1　多元线性回归模型

在许多实际问题中，影响因变量的因素往往有多个，这种一个因变量同多个自变量的回归问题就是多元回归，当因变量与各自变量之间为线性关系时，称为多元线性回归。多元线性回归分析的原理同一元线性回归基本相同，但计算上要复杂得多，因此需借助计算机来完成。

12.1.1　多元回归模型与回归方程

设因变量为y，k个自变量分别为x1，x2，…，xk，描述因变量y如何依赖于自变量x1，x2，…，xk和误差项ε的方程称为多元回归模型（multiple regression model）。其一般形式可表示为：

[image: ]

式中，β0，β1，β2，…，βk是模型的参数；ε为误差项。

式（12.1）表明：y是x1，x2，…，xk的线性函数（β0＋β1x1＋β2x2＋…＋βkxk部分）加上误差项ε。误差项反映了除x1，x2，…，xk与y的线性关系之外的随机因素对y的影响，是不能由x1，x2，…，xk与y之间的线性关系所解释的变异性。

与一元线性回归类似，在多元线性回归模型中，对误差项ε同样有三个基本的假定：

（1）误差项ε是一个期望值为0的随机变量，即E（ε）＝0。这意味着对于给定x1，x2，…，xk的值，y的期望值为E（y）＝β0＋β1x1＋β2x2＋…＋βkxk。

（2）对于自变量x1，x2，…，xk的所有值，ε的方差σ2都相同。

（3）误差项ε是一个服从正态分布的随机变量，且相互独立，即ε～N（0，σ2）。独立性意味着自变量x1，x2，…，xk的一组特定值所对应的ε与x1，x2，…，xk任意一组其他值所对应的ε不相关。正态性意味着对于给定的x1，x2，…，xk的值，因变量y也是一个服从正态分布的随机变量。

根据回归模型的假定有

[image: ]

式（12.2）称为多元回归方程（multiple regression equation），它描述了因变量y的期望值与自变量x1，x2，…，xk之间的关系。

一元回归在二维图像上是一条直线，可在直角坐标中将其画出来。但多元回归就很难做到这一点。为了对式（12.2）的回归方程有更全面的了解，可考虑含有两个自变量的多元回归方程，其形式为：

[image: ]

在三维空间中可以将这个方程的图像画出来，二元回归方程的图像是三维空间的一个平面，如图12—1所示。

[image: ]

图12—1　二元回归方程的图示

12.1.2　估计的多元回归方程

回归方程中的参数β0，β1，β2，…，βk是未知的，需要利用样本数据去估计它们。当用样本统计量[image: ]去估计回归方程中的未知参数β0，β1，β2，…，βk时，就得到了估计的多元回归方程（estimated multiple regression equation），其一般形式为：

[image: ]

式中，[image: ]是参数β0，β1，β2，…，βk的估计值；[image: ]是因变量y的估计值。其中的[image: ]称为偏回归系数。[image: ]表示当x2，x3，…，xk不变时，x1每变动一个单位因变量y的平均变动量；[image: ]表示当x1，x3，…，xk不变时，x2每变动一个单位因变量y的平均变动量，其余偏回归系数的含义类似。

12.1.3　参数的最小二乘估计

回归方程中的[image: ]仍然是根据最小二乘法求得，也就是使残差平方和

[image: ]

最小。由此可以得到求解[image: ]的标准方程组为：

[image: ]

求解上述方程组需要借助计算机，可直接由Excel给出回归结果。

【例12.1】　继续沿用第11章中例11.6。一家大型商业银行在多个地区设有分行，其业务主要是进行基础设施建设、国家重点项目建设、固定资产投资等项目的贷款。近年来，该银行的贷款额平稳增长，但不良贷款额也有较大比例的提高，这给银行业务的发展带来较大压力。为弄清楚不良贷款形成的原因，管理者希望利用银行业务的有关数据做些定量分析，以便找出控制不良贷款的办法。表12—1就是该银行所属的25家分行2002年的有关业务数据。

表12—1　某商业银行2002年的主要业务数据

[image: ]

试建立不良贷款（y）与贷款余额（x1）、累计应收贷款（x2）、贷款项目个数（x3）和固定资产投资额（x4）的线性回归方程，并解释各回归系数的含义。

解：由Excel输出的多元回归结果如表12—2所示。

表12—2　Excel输出的回归分析结果

[image: ]

根据表12—2的结果，得到不良贷款与贷款余额、累计应收贷款、贷款项目个数和固定资产投资额的多元线性回归方程为：

[image: ]

各回归系数的实际意义为：

[image: ]表示，在累计应收贷款、贷款项目个数和固定资产投资额不变的条件下，贷款余额每增加1亿元，不良贷款平均增加0.040039亿元。

[image: ]表示，在贷款余额、贷款项目个数和固定资产投资额不变的条件下，累计应收贷款每增加1亿元，不良贷款平均增加0.148034亿元。

[image: ]表示，在贷款余额、累计应收贷款和固定资产投资额不变的条件下，贷款项目个数每增加1个，不良贷款平均增加0.014529亿元。

[image: ]表示，在贷款余额、累计应收贷款和贷款项目个数不变的条件下，固定资产投资额每增加1亿元，不良贷款平均减少0.029193亿元。


12.2　回归方程的拟合优度

2.2.1　多重判定系数

与一元回归类似，对多元线性回归方程，需要用多重判定系数来评价其拟合程度。

在一元回归中，曾介绍因变量离差平方和的分解方法，对多元回归中因变量离差平方和的分解也一样，同样有

[image: ]

式中，[image: ]为总平方和；

[image: ]为回归平方和；

[image: ]为残差平方和。

由于这三个平方和的计算非常麻烦，所以可直接利用Excel的输出结果。由表12—2给出的方差分析表部分可知SST＝312.650400；SSR＝249.371206；SSE＝63.297194。

有了这些平方和，可以将多重判定系数定义如下：

[image: ]

多重判定系数（multiple coefficient of determination）是多元回归中的回归平方和占总平方和的比例，它是度量多元回归方程拟合程度的一个统计量，反映了在因变量y的变差中被估计的回归方程所解释的比例。

对于多重判定系数还有一点需要注意：自变量个数的增加将影响到因变量中被估计的回归方程所解释的变差数量。当增加自变量时，会使预测误差变得比较小，从而减少残差平方和SSE。由于回归平方和SSR＝SST—SSE，当SSE变小时，SSR就会变大，从而使R2变大。如果模型中增加一个自变量，即使这个自变量在统计上并不显著，R2也会变大。因此，为避免增加自变量而高估R2，统计学家提出用样本量n和自变量的个数k去调整R2，计算出调整的多重判定系数（adjusted multiple coefficient of determination，记为[image: ]），其计算公式为：

[image: ]

[image: ]的解释与R2类似，不同的是：[image: ]同时考虑了样本量（n）和模型中自变量的个数（k）的影响，这就使得[image: ]的值永远小于R2，而且[image: ]的值不会由于模型中自变量个数的增加而越来越接近1。因此，在多元回归分析中，通常用调整的多重判定系数。

R2的平方根称为多重相关系数，也称为复相关系数，它度量了因变量同k个自变量的相关程度。

根据表12—2的输出结果得知：多重判定系数（R Square）R2＝0.797604＝79.7604％。其实际意义是：在不良贷款取值的变差中，能被不良贷款与贷款余额、累计应收贷款、贷款项目个数和固定资产投资额的多元回归方程所解释的比例为79.7604％。

调整的多重判定系数（Adjusted R Square）[image: ]，其意义与R2类似。它表示：在用样本量和模型中自变量的个数进行调整后，在不良贷款取值的变差中，能被不良贷款与贷款余额、累计应收贷款、贷款项目个数和固定资产投资额的多元回归方程所解释的比例为75.7125％。

12.2.2　估计标准误差

同一元线性回归一样，多元回归中的估计标准误差也是对误差项ε的方差σ2的一个估计值，它在衡量多元回归方程的拟合优度方面也起着重要作用。计算公式为：

[image: ]

式中，k为自变量的个数。

多元回归中对se的解释与一元回归类似。由于se所估计的是预测误差的标准差，其含义是根据自变量x1，x2，…，xk来预测因变量y时的平均预测误差。

在Excel输出的回归结果中也直接给出了se的值。根据表12—2的输出结果，se＝1.778752（根据公式计算结果也是一样）。其含义是：根据所建立的多元回归方程，用贷款余额、累计应收贷款、贷款项目个数和固定资产投资额来预测不良贷款时，平均的预测误差为1.778752亿元。


12.3　显著性检验

在一元线性回归中，线性关系的检验（F检验）与回归系数的检验（t检验）是等价的，这一点很容易理解。比如，F检验表明不良贷款与贷款余额之间有显著的线性关系，必然也意味着回归系数不会等于0，因为只有一个自变量。但在多元回归中，这两种检验不再等价。线性关系检验主要是检验因变量同多个自变量的线性关系是否显著，在k个自变量中，只要有一个自变量与因变量的线性关系显著，F检验就能通过，但这不一定意味着每个自变量与因变量的关系都显著。回归系数检验则是对每个回归系数分别进行单独的检验，它主要用于检验每个自变量对因变量的影响是否都显著。如果某个自变量没有通过检验，就意味着这个自变量对因变量的影响不显著，也许就没有必要将这个自变量放进回归模型中了。

12.3.1　线性关系检验

线性关系检验是检验因变量y与k个自变量之间的关系是否显著，也称为总体显著性检验。检验的具体步骤如下。

第1步：提出假设。

[image: ]

第2步：计算检验的统计量F。

[image: ]

第3步：作出统计决策。给定显著性水平α，根据分子自由度＝k，分母自由度＝n—k—1查F分布表得Fα。若F＞Fα，则拒绝原假设；若F＜Fα，则不拒绝原假设。根据计算机输出的结果，可直接利用P值作出决策：若P＜α，拒绝原假设；若P＞α，则不拒绝原假设。

【例12.2】　根据例12.1建立的回归方程，对回归方程线性关系的显著性进行检验（α＝0.05）。

解：第1步：提出假设。

[image: ]

第2步：计算检验的统计量F（可直接用表12—2 Excel输出的方差分析表中的有关结果）。

[image: ]

第3步：作出统计决策。给定显著性水平α＝0.05，根据分子自由度＝4，分母自由度＝25—4—1＝20查F分布表得Fα＝0.05（4，20）＝2.87。由于F＝19.704044＞F0.05（4，20）＝2.87，拒绝原假设H0。这意味着不良贷款与贷款余额、累计应收贷款、贷款项目个数和固定资产投资额之间的线性关系是显著的。

也可直接将Excel输出的回归方差分析表中的Significance F值（即P值）与给定的显著性水平α＝0.05进行比较，由于Significance-F＝1.03539E-06＜α＝0.05，拒绝原假设H0。

F检验表明：不良贷款与贷款余额、累计应收贷款、贷款项目个数和固定资产投资额之间的线性关系显著，但这并不意味着不良贷款与每个变量之间的关系都显著，因为F检验说明的是总体的显著性。要判断每个自变量对不良贷款的影响是否显著，需要对各回归系数分别进行t检验。

12.3.2　回归系数检验和推断

在回归方程通过线性关系检验后，就可以对各个回归系数βi有选择地进行一次或多次检验。但究竟要对哪几个回归系数进行检验，通常需要在建立模型之前作出决定，此外，还应对回归系数检验的个数进行限制，以避免犯过多的第Ⅰ类错误。

回归系数检验的具体步骤如下：

第1步：提出假设。对于任意参数βi（i＝1，2，…，k），有
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第2步：计算检验的统计量t。

[image: ]

式中，[image: ]是回归系数[image: ]的抽样分布的标准差，即

[image: ]

第3步：作出统计决策。给定显著性水平α，根据自由度＝n—k—1查t分布表，得tα/2的值。若｜t｜＞tα/2，则拒绝原假设；若｜t｜＜tα/2，则不拒绝原假设。

【例12.3】　根据例12.1建立的回归方程，对回归方程中各回归系数的显著性进行检验（α＝0.05）。

解：第1步：提出假设。对于任意参数βi（i＝1，2，3，4），有
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第2步：计算检验的统计量t。
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根据表12—2的结果可知，t1＝3.837495，t2＝1.878738，t3＝0.174983，t4＝—1.936769。

第3步：作出统计决策。给定显著性水平α＝0.05，根据自由度＝n—k—1＝25—4—1＝20查t分布表，得tα/2＝t0.025＝2.0860。这里，只有β1通过了检验，其他3个自变量都没有通过检验。直接用P值进行比较也是一样：β1所对应的P值小于0.05，通过检验；其余3个系数所对应的P值均大于0.05，未通过检验。

这说明在影响不良贷款的4个自变量中，只有贷款余额的影响是显著的，而其他3个自变量均不显著。这意味着其他3个自变量对预测不良贷款的作用已经不大。假定只选一个自变量来预测不良贷款，就应该选贷款余额。

当然，得出上述分析结论还需要有其他证据，因为累计应收贷款、贷款项目个数和固定资产投资额这3个变量没有通过检验，也可能是由其他原因造成的。比如，当贷款余额、累计应收贷款、贷款项目个数和固定资产投资额这4个自变量之间存在高度相关时，就有可能造成某一个或几个回归系数无法通过检验，但这并不一定意味着没通过检验的那些自变量对因变量的影响就不显著。自变量之间的相关所造成的这种问题，在统计上称为多重共线性，有关这一问题将在12.4节中再作介绍。

除了对回归系数进行检验，还可以求出各回归系数的置信区间。回归系数βi在（1—α）％置信水平下的置信区间为：
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在Excel输出的回归结果中，给出了各回归系数的置信区间。比如，在表12—2中给出的β1的95％的置信区间为（0.018275，0.061804）。这一置信区间的含义是：在累计应收贷款x2、贷款项目个数x3和固定资产投资额x4不变的条件下，贷款余额每增加1亿元，不良贷款平均增加额在0.018275亿元～0.061804亿元之间。其他几个回归系数的置信区间的含义类似。


12.4　多重共线性

当回归模型中使用两个或两个以上的自变量时，这些自变量往往会提供多余的信息；也就是说，这些自变量之间彼此相关。比如，在例12.1所建立的回归方程中，使用了4个自变量，即贷款余额（x1）、累计应收贷款（x2）、贷款项目个数（x3）和固定资产投资额（x4）。虽然这4个自变量对于预测不良贷款都有作用，但由于这4个自变量之间本身存在相关关系，在预测中所用的信息就是重复的。从直观上看，贷款余额（x1）与累计应收贷款（x2）之间就有较高的相关关系，这两个变量所提供的预测信息就是重复的，或许只用其中的一个自变量就可以了。其他几个变量之间也有类似的相关情况。

12.4.1　多重共线性及其所产生的问题

当回归模型中两个或两个以上的自变量彼此相关时，则称回归模型中存在多重共线性（multicollinearity）。在实际问题中，所使用的自变量之间存在相关是一件很平常的事，但是在回归分析中存在多重共线性时将会产生某些问题。

首先，变量之间高度相关时，可能会使回归的结果造成混乱，甚至会把分析引入歧途。

比如，在例12.1的回归中，根据表12—2输出的结果可知，Significance F＝1.03539E-06＜α＝0.05，这表明不良贷款y与贷款余额（x1）、累计应收贷款（x2）、贷款项目个数（x3）和固定资产投资额（x4）之间的线性回归方程是显著的。但4个回归系数中，只有β1通过了检验（P-value＝0.001028＜α＝0.05），而其他3个回归系数均未通过检验（P-value分别为0.074935，0.862853，0.067030，均大于0.05）。

这种检验结果看起来矛盾，但实际上并不矛盾。因为线性关系检验（F检验）表明回归方程显著时，这只是说，因变量（不良贷款）至少同4个自变量中的一个自变量的线性关系是显著的，并非意味着同每个自变量之间的关系都显著。事实上，4个自变量在预测不良贷款时可能都有贡献（读者可就4个自变量分别进行一元回归加以验证），只不过是一些自变量的贡献与另一些自变量的贡献相互重叠了。

其次，多重共线性可能对参数估计值的正负号产生影响，特别是βi的正负号有可能同预期的正负号相反。比如，从表12—2的输出结果可以看出，在4个回归系数中，[image: ]，这意味着固定资产投资额增加时，不良贷款是减少的。但实际情况是否如此呢？不一定。如果仅就不良贷款与固定资产投资额作一元回归，得到的估计方程为：[image: ]，这表明固定资产投资额每增加1亿元，不良贷款平均增加0.046586亿元。这种情况就是由自变量之间的相关所造成的，因为4个自变量放在一起产生了多余的信息。因此，当存在多重共线性时，对回归系数的解释将是危险的。

12.4.2　多重共线性的判别

检测多重共线性的方法有多种，其中最简单的一种办法是计算模型中各对自变量之间的相关系数，并对各相关系数进行显著性检验。如果有一个或多个相关系数是显著的，就表示模型中所使用的自变量之间相关，因而存在着多重共线性问题。

具体来说，如果出现下列情况，暗示存在多重共线性：

（1）模型中各对自变量之间显著相关。

（2）当模型的线性关系检验（F检验）显著时，几乎所有回归系数βi的t检验却不显著。

（3）回归系数的正负号与预期的相反。

下面仍利用例12.1的数据说明上述判别方法的使用。

【例12.4】　利用例12.1的数据，按上述方法判别所建立的回归方程是否存在多重共线性。

解：首先，计算出4个自变量之间的相关系数矩阵，由Excel输出的结果如表12—3所示。

表12—3　贷款余额、累计应收贷款、贷款项目个数、固定资产投资额之间的相关矩阵
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将各相关系数检验的统计量列入，如表12—4所示。

表12—4　各相关系数检验的统计量
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查表得tα/2（25—2）＝2.0687，由于所有的统计量均大于tα/2（25—2）＝2.0687，所以均拒绝原假设H0，说明这4个自变量两两之间都有显著的相关关系，这意味着在回归模型中引入4个自变量存在多重共线性问题。

其次，由表12—2输出的结果可知，回归模型的线性关系是显著的（Significance F＝1.03539E-06＜α＝0.05），而回归系数检验时却有3个没有通过t检验，这也暗示了模型中存在多重共线性。

最后，固定资产投资额的回归系数为负号（—0.029193），这也与预期的不一致。从不良贷款与固定资产投资额的一元回归中得知，固定资产投资额的增加也会使不良贷款增加。

总之，上述三点都表明回归模型中存在多重共线性。

12.4.3　多重共线性问题的处理

一旦发现模型中存在多重共线性问题，就应采取某种解决措施。至于采取什么样的方法来解决，要看多重共线性的严重程度。下面给出多重共线性问题的一些解决办法。(2)

（1）将一个或多个相关的自变量从模型中剔除，使保留的自变量尽可能不相关。

（2）如果要在模型中保留所有的自变量，那就应该：

●避免根据t统计量对单个参数β进行检验。

●对因变量y值的推断（估计或预测）限定在自变量样本值的范围内。【例12.5】　利用例12.1所建立的回归方程，对多重共线性问题进行处理。

解：首先，考虑将一些相关的自变量从模型中剔除。从表12—3的相关矩阵可以看出，贷款余额与贷款项目个数的相关系数最高，而且从定性角度看，贷款余额与累计应收贷款之间也有很强的相关关系。因此将贷款项目个数和累计应收贷款这两个自变量剔除，建立不良贷款（y）与贷款余额（x1）和固定资产投资额（x2）的线性模型。由Excel输出的结果如表12—5所示。

表12—5　Excel输出的回归分析结果
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从表12—5的输出结果可以看出，线性关系和各回归系数在0.05的显著性水平下是显著的，多重共线性问题不存在了。

多重共线性问题带来的主要麻烦是对单个回归系数的解释和检验。在求因变量的置信区间和预测区间时一般不会受其影响，但必须保证用于估计或预测的自变量的值是在样本数据的范围之内。因此，如果仅仅是为了估计或预测，可以将所有自变量都保留在模型中。

最后需要提醒的是：在建立多元线性回归模型时，不要试图引入更多的自变量，除非确实有必要。特别是在社会科学的研究中，由于所使用的大多数数据都是非试验性质的，因此，在某些情况下，得到的结果往往并不令人满意，但这不一定是因为选择的模型不合适，而是数据的质量不好，或者是引入的自变量不合适。


12.5　利用回归方程进行预测

在一元线性回归中，曾介绍利用自变量来估计因变量的方法。对于多元线性回归，同样可以利用给定的k个自变量，求出因变量y的平均值的置信区间和个别值的预测区间。

由于置信区间和预测区间的计算公式复杂，超出了本书的范围，这里不再给出。但由于多元回归问题的求解完全依赖于计算机，已有的统计软件，如SAS，SPSS，MINITAB，STATISTICA等都有现成的回归分析程序，可以直接给出因变量的置信区间和预测区间。

【例12.6】　沿用例12.1的数据。根据贷款余额x1、累计应收贷款x2、贷款项目个数x3和固定资产投资额x4，建立不良贷款（y）的95％的置信区间和预测区间。

解：由SPSS软件建立不良贷款的置信区间和预测区间的具体步骤如下。

用SPSS进行回归分析的操作步骤

第1步：选择【Analyze】下拉菜单，并选择【Regression-linear】选项进入主对话框。

第2步：在主对话框中将因变量（本例为不良贷款）选入【Dependent】，将所有自变量（本例为贷款余额、累计应收贷款、贷款项目个数、固定资产投资额）选入【Independent（s）】，并在【Method】下选择【Enter】。

第3步：点击【Save】。
在【Predicted Values】下选择【Unstandardized】（输出点预测值）。
在【Prediction Interval】下选择【Mean】和【Individual】（输出置信区间和预测区间）。
在【Confidence Interval】中选择所要求的置信水平（隐含值为95％，一般不用改变）。
点击【Continue】。
点击【OK】。

输出结果如表12—6所示。

表12—6　不良贷款的置信区间和预测区间

[image: ]

表12—6中的PRE_1是点估计（预测）值，LMCI_1和UMCI_1是平均值的置信区间（SPSS称为均值的预测区间）的下限和上限，LICI_1和UICI_1是个别值的预测区间的下限和上限。


12.6　变量选择与逐步回归

根据多个自变量建立回归模型时，若试图将所有的自变量都引进回归模型，带来的问题往往是无所适从，或者是所建立的模型不能进行有效的解释。比如，在例12.6中，建立不良贷款与4个自变量的回归模型时，得到的结果就很难解释。如果在建立模型之前能对所收集到的自变量进行一定的筛选，去掉那些不必要的自变量，这样，不仅使建立模型变得容易，也使模型更具有可操作性，也更容易解释。

12.6.1　变量选择过程

在建立回归模型时，总希望尽可能用最少的变量来建立模型。但究竟哪些自变量应该引入模型？哪些自变量不应该引入模型？这就要对自变量进行一定的筛选。如果在进行回归时，每次只增加一个变量，并且将新变量与已经在模型中的变量进行比较，若新变量引入模型后以前的某个变量的t统计量不显著，这个变量就会被从模型中剔除，在这种情况下，回归分析就很难存在多重共线性的影响，这就是回归中的搜寻过程。逐步回归就是一种搜寻过程，也是避免多重共线性的方法之一。(3)

选择自变量的原则通常是对统计量进行显著性检验，检验的根据是：将一个或一个以上的自变量引入回归模型中时，是否使残差平方和（SSE）有显著减少。如果增加一个自变量使残差平方和（SSE）的减少是显著的，则说明有必要将这个自变量引入回归模型，否则，就没有必要将这个自变量引入回归模型。确定在模型中引入自变量xi是否使残差平方和（SSE）有显著减少的方法，就是使用F统计量的值作为一个标准，以此来确定是在模型中增加一个自变量，还是从模型中剔除一个自变量。

变量选择的方法主要有：向前选择（forward selection）、向后剔除（backward elimination）、逐步回归（stepwise regression）、最优子集（best subset）等。

12.6.2　向前选择

向前选择法是从模型中没有自变量开始，然后按下面的步骤选择自变量来拟合模型。

第1步：对k个自变量（x1，x2，…，xk）分别拟合对因变量y的一元线性回归模型，共有k个，然后找出F统计量的值最高的模型及其自变量xi，并将其首先引入模型。（如果所有模型均无统计上的显著性，则运算过程终止，没有模型被拟合。）

第2步：在已经引入模型的xi的基础上，再分别拟合引入模型外的k—1个自变量[image: ]的线性回归模型，即变量组合为[image: ][image: ]的k—1个线性回归模型。然后再分别考察这k—1个线性模型，挑选出F统计量的值最大的含有两个自变量的模型，并将F统计量的值最大的那个自变量xj引入模型。如果除xi之外的k—1个自变量中没有一个是统计上显著的，则运算过程终止。如此反复进行，直至模型外的自变量均无统计显著性为止。

向前选择变量的方法是不停地向模型中增加自变量，直至增加自变量不能导致SSE显著增加（这个过程通过F检验来完成）为止。由此可见，只要某个自变量增加到模型中，这个变量就一定会保留在模型中。

12.6.3　向后剔除

与向前选择法相反，其基本过程如下：

第1步：先对因变量拟合包括所有k个自变量的线性回归模型。然后考察p（p＜k）个去掉一个自变量的模型（这些模型中的每一个都有k—1个自变量），使模型的SSE值减小最少的自变量被挑选出来并从模型中剔除。

第2步：考察p—1个再去掉一个自变量的模型（这些模型中的每一个都有k—2个自变量），使模型的SSE值减小最少的自变量被挑选出来并从模型中剔除。如此反复进行，一直将自变量从模型中剔除，直至剔除一个自变量不会使SSE显著减小为止。这时，模型中所剩的自变量都是显著的。上述过程可以通过F检验的P值来判断。

12.6.4　逐步回归

逐步回归是将上述两种方法结合起来筛选自变量的方法。前两步与向前选择法相同。不过在增加了一个自变量后，它会对模型中所有的变量进行考察，看看有没有可能剔除某个自变量。如果在增加了一个自变量后，前面增加的某个自变量对模型的贡献变得不显著，这个变量就会被剔除。因此，逐步回归是向前选择和向后剔除的结合。逐步回归过程就是按此方法不停地增加变量并考虑剔除以前增加的变量的可能性，直至增加变量已经不能导致SSE显著减少，这个过程可通过F统计量来检验。逐步回归法在前面步骤中增加的自变量在后面的步骤中有可能被剔除，而在前面步骤中剔除的自变量在后面的步骤中也可能重新进入到模型中。

【例12.7】　根据例12.1不良贷款（y）与贷款余额（x1）、累计应收贷款（x2）、贷款项目个数（x3）和固定资产投资额（x4）的数据，采用逐步回归方法建立回归模型。

解：由于Excel没有此项功能，使用SPSS进行逐步回归的操作步骤如下：

用SPSS进行逐步回归的操作步骤

第1步：选择【Analyze】下拉菜单，并选择【Regression-linear】选项进入主对话框。

第2步：在主对话框中将因变量（本例为不良贷款）选入【Dependent】，将所有自变量（本例为贷款余额、累计应收贷款、贷款项目个数、固定资产投资额）选入【Independent（s）】，并在【Method】下选择【Stepwise】。

第3步：点击【Options】，并在【Stepping Method Criteria】下选择【Use Probability of F】，并在【Entry】框中输入增加变量所要求的显著性水平（隐含值为0.05，一般不用改变）；在【Removal】输入剔除变量所要求的显著性水平（隐含值为0.10，一般不用改变）。点击【Continue】回到主对话框。

第4步：（需要预测时）点击【Save】。

在【Predicted Values】下选择【Unstandardized】（输出点预测值）。

在【Prediction Interval】下选择【Mean】和【Individual】（输出置信区间和预测区间）。

在【Confidence Interval】中选择所要求的置信水平（隐含值为95％，一般不用改变）。

（需要残差分析时）在【Residuals】下选择所需的残差，点击【Continue】回到主对话框。

点击【OK】。

按上述步骤得到的部分输出结果如下。

表12—7最先引入的自变量是贷款余额（Model 1），其次是固定资产投资额（Model 2），而累计应收贷款和贷款项目个数这两个自变量均被模型剔除。

表12—7　Variable Entered/Removeda

[image: ]

a．Dependent variable：不良贷款y。

表12—8给出了两个回归模型的一些主要统计量，包括复相关系数R、判定系数R2、调整的判定系数[image: ]以及估计标准误差se等。

表12—8　Model Summary

[image: ]

a．Predictors:（Constant），各项贷款余额x1。

b．Predictors:（Constant），各项贷款余额x1，固定资产投资额x4。

表12—9给出了回归分析中的方差分析表。

表12—9　ANOVAc

[image: ]

a．Predictors:（Constant），各项贷款余额x1。

b．Predictors:（Constant），各项贷款余额x1，固定资产投资额x4。

c．Dependent variable：不良贷款y。

表12—10给出了参数的估计值和用于检验的t统计量及P值。

表12—10　Coefficientsa
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a．Dependent variable：不良贷款y。

由逐步回归的结果可知，最后得到的模型为：

[image: ]

读者可能注意到，采用逐步回归方法得到的表12—11中的结果与表12—5中的结果是一致的。


思考与练习

一、思考题

12.1　解释多元回归模型、多元回归方程、估计的多元回归方程的含义。

12.2　多元线性回归模型中有哪些基本的假定？

12.3　解释多重判定系数和调整的多重判定系数的含义和作用。

12.4　解释多重共线性的含义。

12.5　多重共线性对回归分析有哪些影响？

12.6　多重共线性的判别方法主要有哪些？

12.7　多重共线性的处理方法有哪些？

12.8　在多元线性回归中，选择自变量的方法有哪些？



二、练习题

12.1　根据下面的数据用Excel进行回归，并对回归结果进行讨论，计算x1＝200，x2＝7时y的预测值。
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12.2　根据下面Excel输出的回归结果，说明模型中涉及多少个自变量、多少个观察值？写出回归方程，并根据F，se，R2及调整的[image: ]的值对模型进行讨论。

SUMMARY OUTPUT

[image: ]

方差分析

[image: ]

12.3　根据两个自变量得到的多元回归方程为[image: ][image: ]，并且已知[image: ][image: ]。

要求：

（1）在α＝0.05的显著性水平下，x1，x2与y的线性关系是否显著？

（2）在α＝0.05的显著性水平下，β1是否显著？

（3）在α＝0.05的显著性水平下，β2是否显著？

12.4　一家电器销售公司的管理人员认为，月销售收入是广告费用的函数，并想通过广告费用对月销售收入作出估计。下面是近8个月的月销售收入与广告费用数据：
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要求：

（1）用电视广告费用作自变量，月销售收入作因变量，建立估计的回归方程。

（2）用电视广告费用和报纸广告费用作自变量，月销售收入作因变量，建立估计的回归方程。

（3）上述（1）和（2）所建立的估计的回归方程，电视广告费用的系数是否相同？对其回归系数分别进行解释。

（4）根据问题（2）所建立的估计的回归方程，在销售收入的总变差中，被估计的回归方程所解释的比例是多少？

（5）根据问题（2）所建立的估计的回归方程，检验回归系数是否显著（α＝0.05）。

12.5　某农场通过试验取得早稻收获量与春季降雨量和春季温度的数据如下：
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要求：

（1）试确定早稻收获量对春季降雨量和春季温度的二元线性回归方程。

（2）解释回归系数的实际意义。

（3）根据你的判断，模型中是否存在多重共线性？

12.6　一家房地产评估公司想对某城市的房地产销售价格（y）与地产估价（x1）、房产估价（x2）和使用面积（x3）建立一个模型，以便对销售价格作出合理预测。为此，收集了20栋住宅的房地产评估数据。
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用Excel进行回归，回答下面的问题：

（1）写出估计的多元回归方程。

（2）在销售价格的总变差中，被估计的回归方程所解释的比例是多少？

（3）检验回归方程的线性关系是否显著（α＝0.05）。

（4）检验各回归系数是否显著（α＝0.05）。

12.7　根据12.4题中的数据，回答下面的问题：

（1）α＝0.01的水平下，检验二元回归模型线性关系的显著性。

（2）在α＝0.05的水平下，检验回归系数β1的显著性，你认为x1应该从模型中剔除吗？

（3）在α＝0.05的水平下，检验回归系数β2的显著性，你认为x2应该从模型中剔除吗？

12.8　根据下面的数据回答下面的问题：
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（1）计算y与x1之间的相关系数，有无证据表明二者之间存在线性关系（α＝0.05）？

（2）计算y与x2之间的相关系数，有无证据表明二者之间存在线性关系（α＝0.05）？

（3）根据上面的结论，你认为[image: ]对预测y是否有用？

（4）用Excel进行回归，并对模型进行检验，所得的结论与（3）是否相同（α＝0.05）？

（5）计算x1与x2之间的相关系数，所得结果意味着什么？

12.9　下面是随机抽取的15家大型商场销售的同类产品的有关数据（单位：元）。
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要求：

（1）计算y与x1、y与x2之间的相关系数，是否有证据表明销售价格与购进价格、销售价格与销售费用之间存在线性关系？

（2）根据上述结果，你认为用购进价格和销售费用来预测销售价格是否有用？

（3）用Excel进行回归，并检验模型的线性关系是否显著（α＝0.05）。

（4）解释判定系数R2，所得结论与问题（2）的答案是否一致？

（5）计算x1与x2之间的相关系数，所得结果意味着什么？

（6）模型中是否存在多重共线性？你对模型有何建议？



————————————————————

(1) 中华医学会网站，www.cma.org.cn。

(2) 处理多重共线性问题有更好的办法，感兴趣的读者可参考有关回归方面的书籍。

(3) 除了逐步回归外，岭回归（ridge regression）是一种专门用于多重共线性数据分析的回归方法。它实际上是一种改良的最小二乘法，通过放弃最小二乘法的无偏性，以损失部分信息、降低精度为代价来寻求效果稍差但回归系数更符合实际的回归方程。当然，由于多重共线性，有些重要的解释变量也可能无法进入到分析中。



第13章　时间序列分析和预测

统计应用

预测粮食产量

在生活和工作中经常需要作出预测。比如，预测一只股票价格的走势，预测下一年度的销售额，等等。研究时间序列的主要目的之一就是进行预测，这种预测主要是根据已有的时间序列数据预测未来的变化。时间序列预测的关键是确定出已有时间序列的变化模式，并假定这种模式会延续到未来。下面是我国1990—2004年的粮食产量数据（单位：万吨）及其变化趋势图。

根据粮食产量的走势预测以后年度的产量，有几种模型可供选择。比如可选择二阶曲线（抛物线）、三阶曲线（有两个拐点）、四阶曲线（有三个拐点）。用三阶曲线得到的预测方程为[image: ][image: ]，预测的标准误差为2220.6，2005年粮食产量的预测值为42118.6万吨。用四阶曲线得到的预测方程为[image: ][image: ]，预测的标准误差为1441.5，2005年粮食产量的预测值为50935.7万吨。选择哪种预测模型，关键是能较为准确地判断出时间序列变化的模式。就粮食产量的数据而言，选择四阶曲线的预测效果较好。

粮食产量数据

[image: ]

[image: ]

粮食产量变化趋势图

时间序列数据用于描述现象随时间发展变化的特征。时间序列分析就其发展的历史阶段和所使用的统计分析方法来看，有传统的时间序列分析和现代时间序列分析。本章主要介绍传统的时间序列分析方法，内容包括时间序列数据的统计描述和预测方法。


13.1　时间序列及其分解

时间序列（time series）是同一现象在不同时间上的相继观察值排列而成的序列。经济数据中大多数以时间序列的形式给出。根据观察时间的不同，时间序列中的时间可以是年份、季度、月份或其他任何时间形式。为便于表述，本书中用t表示所观察的时间，Y表示观察值，则Yi（i＝1，2，…，n）为时间ti上的观察值。

时间序列可以分为平稳序列和非平稳序列两大类。平稳序列（stationary series）是基本上不存在趋势的序列。这类序列中的各观察值基本上在某个固定的水平上波动，虽然在不同的时间段波动的程度不同，但并不存在某种规律，其波动可以看成是随机的，如图13—1所示。非平稳序列（non-stationary series）是包含趋势、季节性或周期性的序列，它可能只含有其中的一种成分，也可能是几种成分的组合。因此，非平稳序列又可以分为有趋势的序列、有趋势和季节性的序列、几种成分混合而成的复合型序列。

[image: ]

图13—1　平稳序列

趋势（trend）是时间序列在长时期内呈现出来的某种持续向上或持续下降的变动，也称长期趋势。时间序列中的趋势可以是线性的，也可以是非线性的。图13—2是一种线性趋势的时间序列。

[image: ]

图13—2　有趋势的序列

季节性（seasonality）也称季节变动（seasonal fluctuation），它是时间序列在一年内重复出现的周期性波动。比如，在商业活动中，常常听到“销售旺季”或“销售淡季”这类术语；在旅游业中，也常常使用“旅游旺季”或“旅游淡季”这类术语，等等。这些术语表明，这些活动因季节的不同而发生着变化。当然，季节性中的“季节”一词是广义的，它不仅仅是指一年中的四季，其实是指任何一种周期性的变化。在现实生活中，季节变动是一种极为普遍的现象，它是诸如气候条件、生产条件、节假日或人们的风俗习惯等各种因素作用的结果。例如，农业生产、交通运输、建筑业、旅游业、商品销售以及工业生产中都有明显的季节性。

含有季节成分的序列可能含有趋势，也可能不含有趋势。图13—3是一种只含季节成分的时间序列。图13—4是一种既含有季节成分也含有趋势的时间序列。
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图13—3　含有季节成分的序列
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图13—4　含有季节成分和趋势的序列

周期性（cyclicity）也称循环波动（cyclical fluctuation），它是时间序列中呈现出来的围绕长期趋势的一种波浪形或振荡式变动。周期性通常是由商业和经济活动引起的，它不同于趋势变动，不是朝着单一方向的持续运动，而是涨落相间的交替波动；它也不同于季节变动，季节变动有比较固定的规律，且变动周期大多为一年，而循环波动则无固定规律，变动周期多在一年以上，且周期长短不一。周期性通常是由经济环境的变化引起的。

除此以外，还有些偶然性因素对时间序列产生影响，致使时间序列呈现出某种随机波动。时间序列中除去趋势、周期性和季节性之后的偶然性波动，称为随机性（random），也称不规则波动（irregular variations）。图13—1和图13—2中都含有明显的随机波动。

这样，时间序列的成分可以分为4种，即趋势（T）、季节性或季节变动（S）、周期性或循环波动（C）、随机性或不规则波动（I）。传统时间序列分析的一项主要内容就是把这些成分从时间序列中分离出来，并将它们之间的关系用一定的数学关系式予以表达，而后分别进行分析。按4种成分对时间序列的影响方式不同，时间序列可分解为多种模型，如加法模型（additive model）、乘法模型（multiplicative model）等。其中较常用的是乘法模型，其表现形式为：
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本章所介绍的时间序列分解方法都是以乘法模型为基础的。


13.2　时间序列的描述性分析

13.2.1　图形描述

在对时间序列进行分析时，最好是先作一个图形，然后通过图形观察数据随时间的变化模式及变化趋势。作图是观察时间序列形态的一种有效方法，它对于进一步分析和预测会有很大帮助。下面我们给出几个时间序列，并通过图形进行观察和分析。

【例13.1】　表13—1给出了我国人均GDP、轿车产量、金属切削机床产量和居民消费价格指数的时间序列。

表13—1　人均GDP等时间序列

[image: ]

注：人均GDP数据按当年价格计算。

资料来源：国家统计局网站，www.stats.gov.cn。

为判断这几个序列的变化形态以及随时间的变化趋势，下面给出了4个序列的图形（见图13—5）。
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图13—5　不同时间序列的图形

从图13—5可以看出，人均GDP序列呈现一定的线性趋势（图13—5（a））；轿车产量序列则呈现一定的指数变化趋势（图13—5（b））；金属切削机床产量序列则呈现一种三阶曲线形态（图13—5（c））；居民消费价格指数序列图则没有任何趋势，呈现出一定的随机波动（图13—5（d））。通过对图形的观察和分析有助于作进一步的描述，并为选择预测模型提供基本依据。

13.2.2　增长率分析

在一些经济报道中常使用增长率。增长率是对现象在不同时间的变化状况所做的描述。由于对比的基期不同，增长率有不同的计算方法。这里主要介绍增长率和平均增长率的计算方法。

1．增长率

增长率（growth rate）也称增长速度，它是时间序列中报告期观察值与基期观察值之比减1后的结果，用％表示。由于对比的基期不同，增长率可以分为环比增长率和定基增长率。环比增长率是报告期观察值与前一时期观察值之比减1，说明现象逐期增长变化的程度；定基增长率是报告期观察值与某一固定时期观察值之比减1，说明现象在整个观察期内总的增长变化程度。设增长率为G，则环比增长率和定基增长率可表示为：

[image: ]

式中，Y0表示用于对比的固定基期的观察值。

2．平均增长率

平均增长率（average rate of increase）也称平均增长速度，它是时间序列中逐期环比值（也称环比发展速度）的几何平均数减1后的结果，计算公式为：
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式中，[image: ]表示平均增长率；n为环比值的个数。

【例13.2】　根据表13—1中的人均GDP数据，计算1990—2004年的平均增长率，并根据平均增长率预测2005年和2006年的人均GDP。

解：根据式（13.4）得
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2005年和2006年的人均GDP预测值分别为：
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3．增长率分析中应注意的问题

对于大多数时间序列，特别是有关社会经济现象的时间序列，经常利用增长率来描述其增长状况。尽管增长的计算与分析都比较简单，但实际应用中，有时也会出现误用乃至滥用的情况。因此，在应用增长率分析实际问题时，应注意以下几点：

首先，当时间序列中的观察值出现0或负数时，不宜计算增长率。例如，假定某企业连续5年的利润额（单位：万元）分别为5，2，0，—3，2，对这一序列计算增长率，要么不符合数学公理，要么无法解释其实际意义。在这种情况下，适宜直接用绝对数进行分析。

其次，在有些情况下，不能单纯就增长率论增长率，要注意增长率与绝对水平的结合分析。先看一个例子。

【例13.3】　假定两个企业各年的利润额及增长率数据如表13—2所示。

表13—2　甲、乙两个企业的有关数据
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如果不看利润额的绝对值，仅就增长率对甲、乙两个企业进行分析评价，可以看出乙企业的利润增长率比甲企业高出一倍。如果就此得出乙企业的生产经营业绩比甲企业要好得多，这样的结论就是不切实际的。因为增长率是一个相对值，它与对比的基期值的大小有很大关系。大的增长率背后，其隐含的绝对值可能很小，小的增长率背后，其隐含的绝对值可能很大。这就是说，由于对比的基点不同，可能会造成增长率数值上的较大差异。上述例子表明，由于两个企业的生产起点不同，基期的利润额不同，造成了二者增长率的较大差异。从利润的绝对额来看，两个企业的增长率每增长一个百分点所增加的利润绝对额是不同的。在这种情况下，则需要将增长率与绝对水平结合起来进行分析，通常要计算增长1％的绝对值来克服增长率分析的局限性。

增长1％的绝对值表示增长率每增长一个百分点而增加的绝对数量，其计算公式为：
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根据表13—2的数据计算，甲企业利润增长一个百分点增加的利润额为5万元，而乙企业则为0.6万元，甲企业远高于乙企业。这说明甲企业的生产经营业绩并不比乙企业差，而是更好。


13.3　时间序列预测的程序

时间序列分析的一个主要目的就是根据已有的历史数据对未来进行预测。从13.1节可知，时间序列含有不同的成分，如趋势、季节性、周期性和随机性等。对于一个具体的时间序列，它可能只含有一种成分，也可能同时含有几种成分。含有不同成分的时间序列所用的预测方法是不同的。因此，在对时间序列进行预测时，通常包括以下几个步骤：

第1步：确定时间序列所包含的成分，也就是确定时间序列的类型。

第2步：找出适合此类时间序列的预测方法。

第3步：对可能的预测方法进行评估，以确定最佳预测方案。

第4步：利用最佳预测方案进行预测。

13.3.1　确定时间序列的成分

1．确定趋势成分

确定趋势成分是否存在，可以从绘制时间序列的线图入手。观察图13—5，就可以看出时间序列中是否存在趋势，以及所存在的趋势是线性的还是非线性的。

判断趋势成分是否存在的另一种方法是利用回归分析拟合一条趋势线，然后对回归系数进行显著性检验。如果回归系数显著，就可以得出线性趋势显著的结论。

【例13.4】　一只股票连续16周的收盘价如表13—3所示。试确定其趋势及其类型。

表13—3　某只股票连续16周的收盘价格

[image: ]

解：设自变量为时间t，因变量为股票收盘价格Y，根据表13—3中的数据，在α＝0.05的显著性水平下得到的回归方程为[image: ]，回归系数检验的P＝0.000179，判定系数R2＝0.6450，这表明线性关系显著。说明该股票的收盘价格存在线性趋势。该股票的收盘价格及其趋势如图13—6所示。
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图13—6　某只股票的收盘价格及其线性趋势

尽管回归结果表明该股票的收盘价格存在线性趋势，但从图13—6可以看出，时间序列两端有高于趋势线的数值，这表明可能存在非线性趋势。如果拟合二阶曲线[image: ]，得到的趋势方程为[image: ]，用于检验的P＝0.012556，结果仍然显著。但二阶曲线的R2＝0.7841大于直线的R2＝0.6450，这说明二阶曲线的拟合效果要比直线好。二阶曲线的拟合图形如图13—7所示。
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图13—7　某只股票的收盘价格及其二阶曲线趋势

2．确定季节成分

确定季节成分是否存在，至少需要两年的数据，而且数据需要按季度、月份、周或天等来记录。确定季节成分也可以从绘制时间序列的线图入手(1)，但这里需要一种特殊的时间序列图，即年度折叠时间序列图（folded annual time series plot）。绘制该图时，需要将每年的数据分开画在图上，也就是横轴只有一年的长度，每年的数据分别对应纵轴。如果时间序列只存在季节成分，年度折叠时间序列图中的折线将会有交叉；如果时间序列既含有季节成分又含有趋势，那么年度折叠时间序列图中的折线将不会有交叉，而且如果趋势是上升的，后面年度的折线将会高于前面年度的折线，如果趋势是下降的，后面年度的折线将低于前面年度的折线。

下面通过一个例子说明年度折叠时间序列图的绘制方法，以及如何根据这一图形来判断时间序列中是否存在季节性。

【例13.5】　表13—4是一家啤酒生产企业2000—2005年各季度的啤酒销售量数据。试绘制年度折叠时间序列图，并判断啤酒销售量是否存在季节性。

表13—4　某啤酒生产企业各季的销售量数据
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解：年度折叠时间序列图如图13—8所示。
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图13—8　啤酒销售量的年度折叠时间序列图

从图13—8可以看出，后面年度的折线高于前面年度的折线，而且交叉不明显，这说明啤酒销售量数据中既含有季节成分，也含有上升趋势。

13.3.2　选择预测方法

在确定了时间序列的类型后，预测程序的第2步就是选择适当的预测方法。利用时间序列数据进行预测时，通常假定过去的变化趋势会延续到未来，这样就可以根据过去已有的形态或模式进行预测。时间序列的预测方法既有传统方法，如简单平均法、移动平均法、指数平滑法等，也有较为精准的现代方法，如Box-Jenkins的自回归模型（ARMA）。

一般来说，任何时间序列中都会有不规则成分存在，而商务与管理数据中通常不考虑周期性，所以只剩下趋势成分和季节成分。本章所介绍的预测方法主要是针对平稳序列、含有趋势成分或季节成分的时间序列。图13—9给出了时间序列的类型和可供选择的预测方法。

[image: ]

图13—9　时间序列的类型和预测方法的选择

不含趋势和季节成分的时间序列，即平稳时间序列，由于这类数列只含随机成分，只要通过平滑就可以消除随机波动，因此，这类预测方法也称为平滑预测方法。这些方法将在13.4节中讨论。对于只含有趋势成分的时间序列，可以利用趋势预测方法，这些方法将在13.5节中讨论。对于既含有趋势又含有季节成分的时间序列，则采用季节性预测方法，这些方法对于既含有季节成分也含有随机成分的时间序列同样适用，这些方法将在13.6节中介绍。

13.3.3　预测方法的评估

在选择了某一种特定的方法进行预测时，需要评价该方法的预测效果或准确性。评价的方法就是找出预测值与实际值的差距，这个差值就是预测误差。最优的预测方法也就是预测误差达到最小的方法。预测误差的计算方法有几种，包括平均误差、平均绝对误差、均方误差、平均百分比误差和平均绝对百分比误差等。选择哪种方法取决于预测者的目标、对方法的熟悉程度等。

1．平均误差

设时间序列的第i个观测值为Yi，预测值为Fi，则所有预测误差（Yi—Fi）的平均数就是平均误差（mean error），用ME表示，其计算公式为：
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式中，n为预测值的个数。

由于预测误差的数值可能有正有负，求和的结果就会相互抵消，在这种情况下，平均误差可能会低估误差。

2．平均绝对误差

平均绝对误差（mean absolute deviation）是将预测误差取绝对值后计算的平均误差，用MAD表示，其计算公式为：
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平均绝对误差可以避免误差相互抵消的问题，因而可以准确反映实际预测误差的大小。

3．均方误差

均方误差（mean square error）是通过平方消去误差的正负号后计算的平均误差，用MSE表示，其计算公式为：
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4．平均百分比误差和平均绝对百分比误差

ME，MAD和MSE的大小受时间序列数据的水平和计量单位的影响，有时并不能真正反映预测模型的好坏，它们只有在比较不同模型对同一数据的预测时才有意义。而平均百分比误差（mean percentage error）和平均绝对百分比误差（mean absolute percentage error）则不同，它们消除了时间序列数据的水平和计量单位的影响，是反映误差大小的相对值。平均百分比误差用MPE表示，其计算公式为：
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平均绝对百分比误差用MAPE表示，其计算公式为：

[image: ]

上面介绍的预测误差的计算方法中哪种最优，还没有一致的看法。本章采用均方误差（MSE）来评价预测方法的优劣。


13.4　平稳序列的预测

平稳时间序列通常只含有随机成分，其预测方法主要有简单平均法、移动平均法和指数平滑法等，这些方法主要是通过对时间序列进行平滑以消除其随机波动，因而也称为平滑法。平滑法既可用于对平稳时间序列进行短期预测，也可以用于对时间序列进行平滑以描述序列的趋势（包括线性趋势和非线性趋势）。

13.4.1　简单平均法

简单平均法是根据过去已有的t期观察值通过简单平均来预测下一期的数值。设时间序列已有的t期观察值为Y1，Y2，…，Yt，则t＋1期的预测值Ft＋1为：
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当到了t＋1期后，有了t＋1期的实际值，便可计算出t＋1期的预测误差et＋1为：
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于是，tt＋2期的预测值为：
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依此类推。

【例13.6】　根据表13—1中的居民消费价格指数数据，预测2005年的居民消费价格指数。

解：根据式（13.11）得
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简单平均法适合对较为平稳的时间序列进行预测，即当时间序列没有趋势时，用该方法比较好。但如果时间序列有趋势或季节成分，该方法的预测则不够准确。此外，简单平均法将远期的数值和近期的数值看做对未来同等重要。但从预测角度看，近期的数值要比远期的数值对未来有更大的作用，因此简单平均法预测的结果不够准确。

13.4.2　移动平均法

移动平均法（moving average）是通过对时间序列逐期递移求得平均数作为预测值的一种预测方法，其方法有简单移动平均法（simple moving average）和加权移动平均法（weighted moving average）两种。这里主要介绍简单平均法。

简单移动平均是将最近的k期数据加以平均，作为下一期的预测值。设移动间隔为k（1＜k＜t），则t期的移动平均值为：
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式（13.14）是对时间序列的平滑结果，通过这些平滑值就可以描述出时间序列的变化形态或趋势。当然，也可以用它来进行预测。

t＋1期的简单移动平均预测值为：
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同样，t＋2期的预测值为：
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依此类推。

移动平均法只使用最近k期的数据，在每次计算移动平均值时，移动的间隔都为k。该方法也主要适合对较为平稳的时间序列进行预测。应用时，关键是确定合理的移动间隔长度k。对于同一个时间序列，采用不同的移动步长预测的准确性是不同的。确定移动步长时，可通过试验的办法，选择一个使均方误差达到最小的移动步长。

【例13.7】　根据表13—1中的居民消费价格指数数据，分别取移动间隔k＝3和k＝5，用Excel计算各期的居民消费价格指数的预测值，计算出预测误差，并将原序列和预测后的序列绘制成图形进行比较。

解：采用Excel进行移动平均时，在【数据分析】选项中选择【移动平均】，并在对话框中输入数据区域和移动间隔即可。输出的结果如表13—5所示。

表13—5　Excel输出的移动平均预测(2)

[image: ]

以3期移动平均为例，表13—5中的104.3就是1990年、1991年和1992年3年的平均值，用它作为1993年的预测值。同样，101.4就是2002年、2003年和2004年这3年的平均值，用它作为2005年的预测值。

各年消费价格指数的走势及其预测值如图13—10所示。
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图13—10　消费价格指数的移动平均预测

从预测结果看，3期移动平均的均方误差为66.99（即803.9÷12），而5期移动平均的均方误差为57.90（即579.0÷10）。因此，就本序列而言，采用3期移动平均和5期移动平均预测的效果相差不大。

13.4.3　指数平滑法

指数平滑法（exponential smoothing）是通过对过去的观察值加权平均进行预测的一种方法，该方法使t＋1期的预测值等于t期的实际观察值与t期的预测值的加权平均值。指数平滑法是加权平均的一种特殊形式，观察值时间越远，其权数也跟着呈现指数下降，因而称为指数平滑。指数平滑法有一次指数平滑、二次指数平滑、三次指数平滑等，本节主要介绍一次指数平滑法。

一次指数平滑法也称为单一指数平滑法（single exponential smoothing），它只有一个平滑系数，而且当观察值离预测时期越久远时，权数变得越小。一次指数平滑是以一段时期的预测值与观察值的线性组合作为t＋1期的预测值，其预测模型为：

[image: ]

式中，Yt为t期的实际观察值；Ft为t期的预测值；α为平滑系数（0＜α＜1）。

由式（13.17）可以看出，t＋1期的预测值是t期的实际观察值与t期的预测值的加权平均。由于在开始计算时，还没有1期的预测值F1，通常可以设F1等于1期的实际观察值，即F1＝Y1。因此2期的预测值为：
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3期的预测值为：
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4期的预测值为：
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依此类推。可见任何预测值Ft＋1都是以前所有的实际观察值的加权平均。尽管如此，并非所有的过去的观察值都需要保留，以用来计算下一时期的预测值。实际上，一旦选定平滑系数α，只需要两项信息就可以计算预测值。式（13.17）表明，只要知道t期的实际观察值Yt与t期的预测值Ft，就可以计算t＋1期的预测值。

对指数平滑法的预测精度，同样用均方误差来衡量。为此，将式（13.17）写成下面的形式：
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可见，Ft＋1是t期的预测值Ft加上用α调整的t期的预测误差（Yt—Ft）。

使用指数平滑法时，关键的问题是确定一个合适的平滑系数α。因为不同的α会对预测结果产生不同的影响。例如，当α＝0时，预测值仅仅是重复上一期的预测结果；当α＝1时，预测值就是上一期实际值。α越接近1，模型对时间序列变化的反应就越及时，因为它给当前的实际值赋予了比预测值更大的权数。同样，α越接近0，意味着给当前的预测值赋予更大的权数，因此模型对时间序列变化的反应就越慢。一般而言，当时间序列有较大的随机波动时，宜选较大的α，以便能很快跟上近期的变化；当时间序列比较平稳时，宜选较小的α。但实际应用时，还应考虑预测误差，这里仍用均方误差来衡量预测误差的大小，确定α时，可选择几个α进行预测，然后找出预测误差最小的作为最后的α值。

此外，与移动平均法一样，一次指数平滑法也可以用于对时间序列进行修匀，以消除随机波动，找出序列的变化趋势。

【例13.8】　根据表13—1中的居民消费价格指数数据，选择平滑系数α＝0.3和α＝0.5，采用Excel进行指数平滑预测，计算出预测误差，并将原序列和预测后的序列绘制成图形进行比较。

解：用Excel进行指数平滑预测的步骤如下。

用Excel进行指数平滑预测的操作步骤

第1步：选择【工具】下拉菜单。

第2步：选择【数据分析】选项，并选择【指数平滑】，然后确定。

第3步：当对话框出现时：
在【输入区域】中输入数据区域。
在【阻尼系数】中输入1—α的值（注：阻尼系数＝1—α）。
在【输出区域】中选择预测结果的输出位置（通常选择与第1期数值对应的单元格）。
单击【确定】。

表13—6是用α＝0.3，α＝0.5对各期消费价格指数进行预测的结果，并给出了预测误差和2005年的预测值。

表13—6　Excel输出的指数平滑预测
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比较各误差平方可知，α＝0.5时预测的效果较好。但用一次指数平滑进行预测时，一般α取值不大于0.5。若α大于0.5才能接近实际值，通常说明序列有某种趋势或波动过大，一般不适合用指数平滑法进行预测。不同α下的预测值和实际观察值的图形如图13—11所示。
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图13—11　消费价格指数的指数平滑预测


13.5　趋势型序列的预测

上面介绍的平滑法都可以用于描述时间序列的趋势，包括线性趋势和非线性趋势。当用这些方法进行预测时，要注意它们一般只适合平稳时间序列，当序列存在明显的趋势或季节成分时，这些方法就不再适用。本节将介绍含有趋势成分的时间序列的预测方法。

时间序列的趋势可以分为线性趋势和非线性趋势两大类，如果这种趋势能够延续到未来，就可以利用趋势进行外推预测。有趋势序列的预测方法主要有线性趋势预测、非线性趋势预测和自回归模型预测等。本节主要介绍线性趋势和非线性趋势的预测方法。

13.5.1　线性趋势预测

线性趋势（linear trend）是指现象随着时间的推移而呈现出稳定增长或下降的线性变化规律。例如，观察图13—5中的人均GDP序列图（图13—5（a）），就有明显的线性趋势。如果这种趋势能延续到未来，就可以利用这种趋势预测未来的人均GDP。

当现象的发展按线性趋势变化时，可以用下列线性趋势方程来描述：
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式中，[image: ]代表时间序列Yt的预测值；t代表时间标号；b0代表趋势线在Y轴上的截距，是当t＝0时[image: ]的数值；b1是趋势线的斜率，表示时间t变动一个单位，观察值的平均变动数量。

趋势方程中的两个待定系数b0和b1通常按回归中的最小二乘法求得（该方法已在第11章中做了介绍，这里不再赘述）。根据最小二乘法得到的求解b0和b1的公式如下：
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通过趋势方程可以计算出各期的预测值，并通过这些预测值来分析序列的变化趋势及其模式。此外，也可以利用趋势方程进行外推预测。趋势预测的误差可用线性回归中的估计标准误差来衡量，其计算公式为：
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式中，n为观测值的个数；m为趋势方程中待确定的未知数的个数。对于直线趋势方程，m＝2。

【例13.9】　根据表13—1中的人均GDP数据，根据最小二乘法确定直线趋势方程，计算出各期的预测值和预测误差，预测2005年的人均GDP，并将原序列和各期的预测值序列绘制成图形进行比较。

解：根据最小二乘法求得的线性趋势方程为：
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b1＝599.93，表示时间每增加1年，人均GDP平均增加599.93元。将t＝1，2，…，15代入趋势方程得到各期的预测值（见表13—7）。预测的估计标准误差为：
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表13—7　Excel输出的线性趋势预测结果
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将t＝16代入趋势方程即可得到2005年人均GDP的预测值，即
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将各年的预测值与原序列绘制成图13—12，可以看出人均GDP的变化趋势。
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图13—12　人均GDP的线性趋势预测

13.5.2　非线性趋势预测

序列中的趋势通常可以认为是由于某种固定的因素作用同一方向所形成的。若这些因素随着时间的推移按线性变化，可以对时间序列拟合趋势直线；若呈现出某种非线性趋势（non-linear trend），则需要拟合适当的趋势曲线。例如，观察图13—5（b）和图13—5（c），就有明显的非线性趋势。下面介绍几种常用的趋势曲线。

1．指数曲线

指数曲线（exponential curve）用于描述以几何级数递增或递减的现象，即时间序列的观察值Yt按指数规律变化，或者说时间序列的逐期观察值按一定的增长率增长或衰减。图13—5（b）中的轿车产量趋势就呈现出某种指数形态。一般的自然增长及大多数经济序列都有指数变化趋势。指数曲线的趋势方程为：

[image: ]

式中，b0，b1为待定系数。

若b1＞1，增长率随着时间t的增加而增加；若b1＜1，增长率随着时间t的增加而降低；若b0＞0，b1＜1，预测值[image: ]逐渐降低到以0为极限。

为确定指数曲线中的系数b0和b1，可采取线性化手段将其化为对数直线形式，即两端取对数得

[image: ]

然后根据最小二乘法原理，按直线形式的系数确定方法，得到求解lgb0和lgb1的标准方程如下：
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求出lgb0和lgb1后，再取其反对数，即得到b0和b1。

【例13.10】　根据表13—1中的轿车产量数据，确定指数曲线方程，计算出各期的预测值和预测误差，预测2005年的轿车产量，并将原序列和各期的预测值序列绘制成图形进行比较。

解：这里仍使用Excel进行求解，首先将指数曲线线性化，即可按线性趋势求得。求得的指数曲线方程为：
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将t＝1，2，…，15代入趋势方程得到各期的预测值，有关输出结果见表13—8。预测的估计标准误差为：
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表13—8　Excel输出的指数曲线趋势预测结果
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将t＝16代入趋势方程即可得到2005年轿车产量的预测值，即
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将各期预测值及原序列绘成图13—13，可以看出轿车产量的趋势形态。
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图13—13　轿车产量的指数曲线预测

指数曲线在描述序列的趋势形态时，比一般的趋势直线有着更广泛的应用。因为它可以反映出现象的相对发展变化程度，所以可以对不同序列的指数曲线进行比较，以分析各自的相对增长程度。在例13.10拟合的轿车产量指数曲线方程中，若将其改为[image: ]，可以清楚地看出，轿车产量的年平均增长率为27.286％。


Excel中的统计函数

利用Excel中的GROWTH函数可以进行指数趋势预测。其语法为GROWTH（known_y's，known_x's，new_x's，const）。known_y's是已知的y值，known_x's是已知的x值，new_x's是用于预测的新的x值，const是一个逻辑值，用于指定是否将常数b0强制设为1。如果const为TRUE或省略，b0将按正常计算，则返回预测值[image: ]；如果const为FALSE，b0将设为1，则返回预测值[image: ]。



2．修正指数曲线

在一般指数曲线的基础上增加一个常数K，即为修正指数曲线（modified exponential curve）。其趋势方程为：
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式中，K，b0，b1为待定系数。K＞0，b0≠0，0＜b1≠1。

修正指数曲线用于描述这样一类现象：初期增长迅速，随后增长率逐渐降低，最终以K为增长极限。即当K＞0，b0＜0，0＜b1＜1时，[image: ]。例如，某种刚刚问世的新产品，初期销售量增长可能很快，当社会拥有量接近饱和时，销售量逐渐趋于某一稳定的水平上。现实生活中有许多事物的发展过程符合修正指数曲线形式。

修正指数曲线中的未知数通常可采用三和法求得。三和法的基本思想是：将时间序列观察值等分为3个部分，每部分有m个时期，从而根据预测值[image: ]的3个局部总和分别等于原序列观察值（Yt）的3个局部总和来确定3个系数。

设观察值的三个局部总和分别为S1，S2，S3，即

[image: ]

根据三和法的要求，有
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由式（13.28）解得
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【例13.11】　我国1990—2004年城镇新建住宅面积数据如表13—9所示。试确定修正指数曲线方程，计算出各期的预测值和预测误差，预测2005年的城镇新建住宅面积，并将原序列与各期的预测值序列绘制成图形进行比较。

表13—9　1990—2004年我国城镇新建住宅面积

[image: ]

资料来源：国家统计局网站，www.stats.gov.cn。

解：有关的计算过程和结果列在表13—10中。

表13—10　修正指数曲线的计算过程和预测结果
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将表中的有关结果代入式（13.29），得
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城镇新建住宅面积的修正指数曲线方程为：
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将t＝1，2，…，15代入趋势方程得到各期的预测值，结果见表13—10。预测的估计标准误差为：

[image: ]

将t＝16代入趋势方程即可得到2005年城镇新建住宅面积的预测值，即
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将各期预测值及原序列绘成图13—14，可以看出新建住宅面积的趋势形态。从图中可以看出，我国城镇新建住宅面积还远未达到极限水平8.2344亿平方米。
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图13—14　城镇新建住宅面积的修正指数曲线预测

3．Gompertz曲线

Gompertz曲线是以英国统计学家和数学家B. Gompertz而命名的。其趋势方程为：
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式中，K，b0，b1为待定系数。K＞0，0＜b0≠1，0＜b1≠1。

Gompertz曲线所描述的现象的特点是：初期增长缓慢，以后逐渐加快，当达到一定程度后，增长率又逐渐下降，最后接近一条水平线。该曲线的两端都有渐近线，其上渐近线为Y＝K，下渐近线为Y＝0。Gompertz曲线通常用于描述事物的发展由萌芽、成长到饱和的周期过程。现实中有许多现象符合Gompertz曲线，如工业生产的增长、产品的寿命周期、一定时期内的人口增长等，因而该曲线被广泛应用于现象的趋势变动研究。

为确定曲线中的待定系数，可将其改为对数形式：
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然后仿照修正指数曲线的常数确定方法，求出lgb0，lgK，b1，取lgb0和lgK的反对数求得b0和K。令
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则有
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【例13.12】　根据表13—9中的城镇新建住宅面积数据，确定Gompertz曲线方程，计算出各期的预测值和预测误差，预测2005年的城镇新建住宅面积，并将原序列与各期的预测值序列绘制成图形进行比较。

解：有关的计算过程和结果列在表13—11中。

表13—11　Gompertz曲线的计算过程和预测结果
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将表13—11中的有关结果代入式（13.33），得
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解得b1＝0.852283，b0＝0.189703，K＝7.030578。

城镇新建住宅面积的Gompertz曲线方程为：
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将t＝1，2，…，15代入趋势方程得到各期的预测值，结果见表13—11。预测的估计标准误差为：
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将t＝16代入趋势方程即可得到2005年城镇新建住宅面积的预测值，即
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将各期预测值及原序列绘成图13—15，可以看出城镇新建住宅面积的趋势形态。
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图13—15　城镇新建住宅面积的Gompertz曲线预测

4．多阶曲线

有些现象的变化形态比较复杂，它们不是按照某种固定的形态变化，而是有升有降，在变化过程中可能有几个拐点。这时就需要拟合多项式函数。当只有一个拐点时，可以拟合二阶曲线，即抛物线；当有两个拐点时，需要拟合三阶曲线；当有k-1个拐点时，需要拟合k阶曲线。k阶曲线函数的一般形式为：
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曲线中的系数b0，b1，b2，…，bk仍然可以根据最小二乘法求得，只需要将式（13.34）线性化，即可按多元回归分析中的最小二乘法来求得。

【例13.13】　根据表13—12中的金属切削机床产量数据，拟合适当的趋势曲线，计算出各期的预测值和预测误差，预测2005年的金属切削机床产量，并将原序列与各期的预测值序列绘制成图形进行比较。

表13—12　三阶曲线趋势的预测结果
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解：从图13—5（c）可以看出，金属切削机床产量的变化有明显的两个拐点，因此可拟合三阶曲线函数，其形式为：
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将其线性化后可根据最小二乘法求得b0，b1，b2，b3，使用Excel进行求解得到的三阶曲线趋势方程为：
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将t＝1，2，…，15代入趋势方程得到各期的预测值，有关输出结果见表13—12。预测的估计标准误差为：
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将t＝16代入趋势方程即可得到2005年金属切削机床产量的预测值，即

[image: ]

将各期预测值及原序列绘成图13—16，可以看出金属切削机床产量的趋势形态。

[image: ]

图13—16　金属切削机床产量的三阶曲线预测


13.6　复合型序列的分解预测

复合型序列是指含有趋势、季节、周期和随机成分的序列。对这类序列的预测方法通常是将时间序列的各个因素依次分解出来，然后再进行预测。由于周期成分的分析需要有多年的数据，实际中很难得到多年的数据来发现周期成分，因此采用的分解模型为：Yt＝Tt×St×It。这一模型表示该时间序列中含有趋势成分、季节成分和随机成分。对这类序列的预测方法主要有季节性多元回归模型、季节自回归模型和时间序列分解法预测等。本节主要介绍时间序列分解法预测。分解法预测通常按下面的步骤进行。

第1步：确定并分离季节成分。计算季节指数，以确定时间序列中的季节成分。然后将季节成分从时间序列中分离出去，即用每一个时间序列观测值除以相应的季节指数，以消除季节性。

第2步：建立预测模型并进行预测。对消除了季节成分的时间序列建立适当的预测模型，并根据这一模型进行预测。

第3步：计算最后的预测值。用预测值乘以相应的季节指数，得到最终的预测值。

13.6.1　确定并分离季节成分

季节性因素分析是通过季节指数来表示各年的季节成分，以此来描述各年的季节变动模式。下面先通过一个例子来说明时间序列中所包含的成分。

【例13.14】　根据例13.5某啤酒生产企业2000—2005年各季度的销售量数据，绘制时间序列图观察啤酒销售量的构成要素。

解：啤酒销售量的时间序列图如图13—17所示。
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图13—17　啤酒销售量的时间序列图

从图13—17可以看出，啤酒销售量具有明显的季节成分，而且后面年份的销售量比前面的年份高，因此其中还含有趋势成分，但其周期性难以判断。可以认定啤酒销售量序列是一个含有季节成分和趋势成分的时间序列。

为预测啤酒销售量，首先确定季节成分，并从序列中将季节成分剔除，然后根据剔除季节成分的序列选择适当的预测模型并进行预测。

1．计算季节指数

季节指数（seasonal index）刻画了序列在一个年度内各月份或季度的典型季节特征。在乘法模型中，季节指数是以其平均数等于100％为条件而构成的，它反映了某一月份或季度的数值占全年平均数值的大小。如果现象的发展没有季节变动，则各期的季节指数应等于100％；如果某一月份或季度有明显的季节变化，则各期的季节指数应大于或小于100％。因此，季节变动的程度是根据各季节指数与其平均数（100％）的偏差程度来测定的。

季节指数的计算方法有多种，这里只介绍移动平均趋势剔除法。该方法的基本步骤是：

第1步：计算移动平均值（如果是季度数据采用4项移动平均，月份数据则采用12项移动平均），并将其结果进行中心化处理，也就是将移动平均的结果再进行一次2项移动平均，即得出中心化移动平均值（CMA）。

第2步：计算移动平均的比值，也称为季节比率，即将序列的各观察值除以相应的中心化移动平均值，然后再计算出各比值的季度（或月份）平均值。

第3步：季节指数调整。由于各季节指数的平均数应等于1或100％，若根据第2步计算的季节比率的平均值不等于1，则需要进行调整。具体方法是：将第2步计算的每个季节比率的平均值除以它们的总平均值。

下面通过实际例子说明季节指数的计算过程。

【例13.15】　根据例13.5某啤酒生产企业2000—2005年各季度的销售量数据，计算各季的季节指数。

解：有关计算过程见表13—13。

表13—13　啤酒销售量数据的中心化移动平均值及其比值
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为计算各比值的平均值和季节指数，需要将上表中的比值再按季度重新排列，结果如表13—14所示。

表13—14　各季节指数计算表
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为反映啤酒销售量的季节变动，可以将季节指数绘制成图形，如图13—18所示。
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图13—18　啤酒销售量的季节变动图

从图13—18中可以看出，啤酒销售量的旺季是3季度，淡季是1季度。

2．分离季节性成分

计算出季节指数后，就可将各实际观察值分别除以相应的季节指数，将季节性成分从时间序列中分离出去。用公式表示即为：
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结果即为季节成分分离后的序列，见表13—15中的E列，它反映了在没有季节因素影响的情况下时间序列的变化形态。原序列与季节成分分离后的图形如图13—19所示。
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图13—19　季节分离后的啤酒销售量及其趋势

13.6.2　建立预测模型并进行预测

从剔除季节成分后的啤酒销售量的时间序列图（见图13—19）可以看出，啤酒销售量具有明显的线性趋势。因此，用一元线性模型来预测各季度的啤酒销售量。

【例13.16】　根据例13.5啤酒生产企业2000—2005年各季度的销售量数据，预测2000—2005年各季度的啤酒销售量，并预测2006年各季度的啤酒销售量。

方法是根据式（13.19）求出线性趋势方程，计算出各期的预测值。根据分离季节性因素的序列确定的线性趋势方程为：
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根据上述趋势方程计算的各期预测值见表13—15中的F列。

13.6.3　计算最后的预测值

根据分离季节性因素的序列确定的线性趋势方程[image: ]，可以得到2000—2005年各季度的预测值（见表13—15）。将回归预测值乘以相应的季节指数，就得到最后的预测值。

表13—15　2000—2005年各季度啤酒销售量的预测值
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预测2006年第1季度的销售量，将t＝25代入趋势方程，得

[image: ]

这个预测值是不含季节性因素的；也就是说，如果没有季节因素的影响，啤酒销售量的预测值为44.59万吨。如果要求出含有季节性因素的销售量的最终预测值，则需要将上面的预测值乘以第1季度的季节指数，结果为35.32万吨（44.59×0.7922）。2006年各季度啤酒销售量的预测值如表13—16所示。

表13—16　2006年啤酒销售量的预测值
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图13—20给出了啤酒销售量的实际值和预测值，可以看出，预测效果非常好。

[image: ]

图13—20　啤酒销售量的预测


思考与练习

一、思考题

13.1　简述时间序列的构成要素。

13.2　利用增长率分析时间序列时应注意哪些问题？

13.3　简述平稳序列和非平稳序列的含义。

13.4　简述时间序列的预测程序。

13.5　简述指数平滑法的基本含义。

13.6　简述复合型时间序列的预测步骤。

13.7　简述季节指数的计算步骤。



二、练习题

13.1　下表是1981—1999年国家财政用于农业的支出额数据。
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要求：

（1）绘制时间序列图描述其形态。

（2）计算年平均增长率。

（3）根据年平均增长率预测2000年的支出额。

13.2　下表是1981—2000年我国油菜子单位面积产量数据（单位：kg/hm2）。

[image: ]

要求：

（1）绘制时间序列图描述其形态。

（2）用5期移动平均法预测2001年的单位面积产量。

（3）采用指数平滑法，分别用平滑系数α＝0.3和α＝0.5预测2001年的单位面积产量。

（4）分析预测误差，说明用哪一个平滑系数预测更合适。

13.3　下表是一家旅馆过去18个月的营业额数据。
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要求：

（1）用3期移动平均法预测第19个月的营业额。

（2）采用指数平滑法，分别用平滑系数α＝0.3，α＝0.4和α＝0.5预测各月的营业额，分析预测误差，说明用哪一个平滑系数预测更合适。

（3）建立一个趋势方程预测各月的营业额，计算出估计标准误差。

13.4　下表是1981—2000年我国财政用于文教、科技、卫生事业费用支出数据。
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要求：

（1）绘制时间序列图描述其趋势。

（2）选择一条适合的趋势线拟合数据，并根据趋势线预测2001年的支出额。

13.5　我国1964—1999年的纱产量数据如下（单位：万吨）：
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要求：

（1）绘制时间序列图描述其趋势。

（2）选择一条适合的趋势线拟合数据，并根据趋势线预测2000年的产量。

13.6　对下面的数据分别拟合线性趋势线[image: ]，二阶曲线[image: ][image: ]和三阶曲线[image: ]，并对结果进行比较。
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13.7　下表是1981—2000年我国的原煤产量数据。
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要求：

（1）绘制时间序列图描述其趋势。

（2）选择一条适合的趋势线拟合数据，并根据趋势线预测2001年的产量。

13.8　一家贸易公司主要经营产品的外销业务，为了合理地组织货源，需要了解外销订单的变化状况。下表是1997—2001年各月份的外销订单金额（单位：万元）。
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要求：

（1）根据各年的月份数据绘制趋势图，说明该时间序列的特点。

（2）要寻找各月份的预测值，你认为应该采取什么方法？

（3）选择你认为合适的方法预测2002年1月份的外销订单金额。

13.9　1993—2000年我国社会消费品零售总额数据如下（单位：亿元）：
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要求：

（1）绘制时间序列图，说明该序列的特点。

（2）利用分解预测法预测2001年各月份的社会消费品零售总额。

13.10　下表列出了一家大型百货公司最近几年各季度的销售额数据（单位：万元）。对这一时间序列的构成要素进行分解，计算季节指数，剔除季节变动，计算剔除季节变动后的趋势方程。
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13.11　下表列出了一家水产品加工公司最近几年的加工量数据（单位：吨）。对该序列进行分解，计算季节指数，剔除季节变动，计算剔除季节变动后的趋势方程。
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————————————————————

(1) 除利用图形判断时间序列中是否存在季节成分，还可利用自相关分析。自相关是指时间序列中一个时期的数值与其前一时期的数值存在相关。有关这一问题的进一步讨论，可参考有关的统计书籍。

(2) 使用Excel进行移动平均预测时，为了使预测值与相应的实际值相对应，在选择输出区域时，应将输出区域的第一个单元格设置在第一个数值的下一行。



第14章　指　数

统计应用

人类发展指数：社会综合发展的指示器

在联合国开发计划署（UNDP）于1990年首次发布的《人类发展报告（1990）》中，第一次使用了人类发展指数（Human Development Index，HDI），来综合测量世界各国的人文发展状况。该指数由三个类指数共5个指标复合组成，三个类指数分别是：平均寿命指数（也称健康指数）、教育水平指数（也称文化指数）和人均GDP指数（也称生活水平指数）。该指数采用标准化方法处理数据，指数取值在0和1之间，取值越高，表明人文发展水平越高。此后，联合国开发计划署每年发布一次全世界的《人类发展报告》，并将评估结果分为三级：HDI取值在0.800及以上的国家和地区属于人文发展高度水平，HDI取值在0.500～0.799之间的国家和地区属于人文发展中度水平，HDI取值在0.500及以下的国家和地区属于人文发展低度水平。目前，联合国开发计划署编制的人文发展指数及其每年发表的《人类发展报告》已经得到世界的普遍认可，成为评价世界各国人文发展综合水平的重要依据。

仅采用5个指标勾画社会发展也是无奈之举，联合国必须考虑数据的国际可比性和可获取性。人类发展指数低的大多数国家，往往缺乏精确的统计数据。因此在选用指标编制指数时，联合国的此项测评受到很多限制，只能选取大多数国家都可能有的统计数据，这使得在利用HDI指数综合测量社会经济发展水平时，存在着结构性缺失与测评上的缺陷。

为此，中国人民大学中国调查与数据中心在深入研究的基础上，根据中国国情，对联合国的人类发展指数进行了拓展，建立了中国人民大学中国发展指数（RCDI）。该指数包括四个类指数共15个指标，综合反映了全体国民的健康（健康指数）、受教育程度（教育指数）、经济发展和生活水平（生活水平指数）以及社会环境（社会环境指数）的变化情况，目前已经发布2006年、2007年、2008年三年的结果。该指数的建立在社会上引起很大反响，受到政府有关部门的高度重视，并得到中央领导人的批示。这是用指数方法反映社会综合发展的成功案例。

在日常工作生活中，我们经常遇到或者需要各种指数，例如，居民消费价格指数（CPI）、股票价格指数、房地产价格指数等，这些指数同我们的社会经济生活关系非常密切。了解指数是如何编制的，有助于我们更好地认识指数的功能与作用。


14.1　基本问题

14.1.1　指数概念

指数，或称统计指数，是分析社会经济现象数量变化的一种重要统计方法。它产生于18世纪后半叶，当时由于美洲新大陆开采的金银源源不断地流入欧洲，使欧洲物价骤然上涨，引起了社会的普遍关注。经济学家为了测定物价的变动，开始尝试编制物价指数。此后200多年，指数的理论和应用不断发展，并逐步扩展到工业生产、进出口贸易、铁路运输、工资、成本、生活费用、股票证券等各个方面。其中，有些指数，如零售商品物价指数、生活费用价格指数等，同人们的生活休戚相关；有些指数，如生产资料价格指数、股票价格指数等，则直接影响到人们的投资活动，成为社会经济的晴雨表。目前，指数已成为分析社会经济和预测景气度的重要工具。

指数是测定多项内容数量综合变动的相对数。这个概念中包含两个要点：第一个要点是指数的实质是测定多项内容，例如，零售价格指数反映的是零售市场几百万种商品价格变化的整体状况。单一商品价格指数也是有的，例如国家提高烟酒税后，茅台酒价格上升了20％。单一项目的指数计算简单，不是指数方法论中的核心内容，指数方法论研究如何将多项内容合在一起，从整体上进行反映。指数概念的第二个要点是其表现形式为动态相对数，既然是动态相对数，就涉及指标的基期对比，不同要素基期的选择就成为指数方法需要讨论的问题。编制指数的方法就是围绕上述两个问题展开的。

14.1.2　指数分类

从不同的角度出发，统计指数可以划分为以下几种主要类型。

1．按照考察对象的范围不同，可分为个体指数和总指数

个体指数是考察总体中个别现象或个别项目数量变动的相对数，如某种产品的产量指数、某种商品的价格指数等。个体指数是计算总指数的基础。

总指数是综合反映多种项目数量变动的相对数，如多种产品的产量指数、多种商品的价格指数等。由于多种事物的使用价值不同，其数量不具有可直接综合的性质，所以总指数的计算不能使用个体指数直接对比的方法，而需要使用专门的编制方法。总指数和个体指数的区别不仅在于考察范围不同，也在于计算方法不同。

2．按照所反映指标的性质不同，可分为数量指标指数和质量指标指数

数量指标指数是反映数量指标变动程度的相对数，如商品销售量指数、工业产品产量指数等，数量指标通常采用实物计量单位。质量指标指数是反映品质指标变动程度的相对数，如产品价格指数、产品单位成本指数等，质量指标通常采用货币计量单位。

世界上没有绝对的东西，数量指标和质量指标的划分也具有相对性。如单位产品原材料消耗量指标，相对于产品产量指标，它是质量指标；但相对于单位原材料价格指标，它又是数量指标。把指标区分为数量指标和质量指标，更多的是为了讨论问题的方便，而不是真正要把指标分成不同类型。

3．按计算形式不同，可分为简单指数和加权指数

简单指数把计入指数的各个项目的重要性视为相同；加权指数则对计入指数的各个项目依据重要程度赋予不同的权数，再计算。实际应用中，有时由于缺少必要的权数资料，或者由于指数的编制频率或时效性要求较高，也采用适当的简单指数。加权指数可分为两种，即综合形式和平均形式。由综合形式编制的加权指数可称为加权综合指数；由平均形式编制的加权指数可称为加权平均指数。

上述各种分类是从不同的角度对统计指数所作的一般分类，这些分类也可以交叉进行复合分类，如在个体指数和总指数中再区分数量指标指数和质量指标指数等。

14.1.3　指数编制中的问题

指数编制中，需要解决的问题包括选择项目、确定权数以及指数计算方法等。

1．选择项目

理论上讲，指数是反映总体数量变动的相对数，而实际中将总体全部项目都计算在内往往不可能，也不必要。例如，编制消费者价格指数是不可能将消费者所消费的所有商品和服务价格全部纳入价格指数，需要进行项目选择。在计算价格指数时，这些被选中的项目称为“代表规格品”，我们是用代表规格品的价格变化来反映所有商品价格的变化。代表规格品需要具有价格变动趋势良好的代表性，代表规格品的数量要有保证，不能品种过少，并注意不断更新。代表规格品的更新过程中，价格也在不断变化，这里面既有商品本身价格的变化，也包含商品质量变化引起的价格变化。如何进行质价分解，是当代指数理论不断研究的课题，国外学者尝试用不同模型分析，并取得一些突破性成果。

2．确定权数

指数是对代表项目进行加权得到的结果，如何确定权数是在编制指数时必须面对的问题。确定权数的途径大体有两种：一种是利用已有的信息构造权数。例如，计算零售价格指数，每个代表规格品的权数是用其代表那一类商品零售额在全部零售额中的比重做权数，是否具有构造权数的数据，以及这些数据的质量如何是关键问题。另一种是主观权数，常见于社会现象的指数编制，例如编制幸福感指数，是将反映幸福感不同侧面的类指数综合最后得到总指数，每个类指数的权重是多少，一般由指数编制人员主观决定（尽管可能经过多次研讨，广泛征求意见），因为没有公认的确定权数的数据。对于第一种确定权数的途径，指数理论要回答选择什么样的指标数据做权数，以及用什么时期的数据构造权数；对于后一种确定权数的途径，实际上是将指数方法拓展到多指标的综合评价，从而形成一系列的综合评价方法。

3．计算方法

总指数的计算方法可以有许多种，因为利用指数测定的研究对象不同，编制指数的数据来源不同，由此产生不同的计算方法，本章后面部分将介绍一些总指数的不同计算方法。每种方法都有自己的特点，适用于不同场合。一直以来，指数计算方法都是存在争议的，众多的经济学家和统计学家也一直试图从不同角度、用不同方式对这些指数进行改造和完善。学习指数，并不在于掌握某种指数的具体计算方法，更重要的是体会方法背后蕴藏的统计思想，以便针对具体的研究对象，依据编制指数的主要目的，选择甚至创造最恰当的计算指数的方法。


14.2　总指数编制方法

总指数是对个体指数的综合，如何将个体指数综合有两个途径：一个是对个体指数的简单汇总，不考虑权数，我们把这类指数称为简单指数；另一个是编制总指数时考虑权数的作用，我们把这类指数称为加权指数。在加权指数中，根据计算方式不同，又可以分为加权综合指数和加权平均指数。

14.2.1　简单指数

简单指数就是不加权的指数，主要有两种计算方法：简单综合指数和简单平均指数。

1．简单综合指数

这是将报告期的指标总和与基期的指标总和相对比的指数，该方法的特点是先综合，后对比，计算公式为：
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式中，p代表质量指标；q代表数量指标；Ip代表质量指标指数；Iq代表数量指标指数；下标1表示报告期；下标0表示基期。

【例14.1】　如图14—1所示，菜篮里有面包、牛奶等食品的报告期和基期价格数据，采用简单汇总的方法计算价格指数。
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图14—1　食品价格数据

解：
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计算结果表明，菜篮内商品报告期价格比基期价格上涨了25％。

简单综合指数的优点在于操作简单，对数据要求少。但它一个显著缺点是，以价格指数为例，在参与计算的商品价格水平有较大差异时，价格低的产品的价格波动会被价格高的商品掩盖而显示不出来。

【例14.2】　现有彩电和蔬菜两种商品，基期和报告期的价格如表14—1所示，用简单汇总的方法计算价格指数。

表14—1　彩电和蔬菜价格数据表

[image: ]

解：
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结果表示，报告期与基期相比，价格下降了50％。由于蔬菜与彩电价格相差太大，综合指数反映不出蔬菜价格的变动。

由此看出，简单综合指数只能用于指标值相差不大的商品，在商品价格差异大，且变动幅度差异大的情况下，这种方法不能反映实际变动水平。

2．简单平均指数

这是将个体指数进行简单平均得到的总指数。该方法的计算过程是先对比，后综合，计算公式为：
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【例14.3】　同样根据表14—1的数据，采用简单平均的方法计算价格指数。

解：
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计算结果表明，报告期价格比基期价格提高了25％。显然，这个计算结果比前面结果更合理。

在本例中，简单平均指数消除了不同商品价格水平的影响，可以反映各种商品的价格变动情况。但该指数也有欠缺，因为不同商品对市场价格总水平的影响是不同的，而简单平均指数法计算的指数对各种商品平等看待。

总的来说，简单综合指数和简单平均指数都存在方法上的缺陷，没有考虑到权数的影响，计算结果难以反映实际情况。另外，将使用价值不同的产品个体指数或价格（指标值）相加，既缺少实际意义，又缺少理论依据。编制指数需要考虑权数的作用。

14.2.2　加权指数

加权指数因所采用的权数不同分为加权综合指数和加权平均指数。编制加权指数首先要确定合理的权数，然后根据实际需要确定适当的计算公式。

1．加权综合指数

我们用一个例子说明加权综合指数的编制原理和方法。

【例14.4】　表14—2是某商场甲、乙、丙三种商品2007年和2008年的资料，其中，下标0表示2007年，下标1表示2008年，p表示价格，q表示销售量。

表14—2　某商场各种商品的销售量及销售价格资料
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要求计算三种商品的销售量总指数，以综合反映市场商品销售数量的变化。

在具体求解前需要做些分析。

若编制甲、乙、丙三种商品的销售量总指数，需要把各种商品报告期和基期的销售量分别加总，再将两个时期的销售量进行对比。然而，这三种商品的使用价值不同，计量单位也不一样，如果销售量直接加总，没有实际意义。同样，若编制这三种商品的价格总指数，把各商品的价格加总也是没有意义的。

该如何处理呢？这需要掌握两个要点：第一个要点，引进媒介因素。在本例中，不同商品的销售量和价格都不能直接加总，因为它们都是不同度量的因素。然而每种商品的销售量和价格的乘积即销售额，是可以加总的。而且从分析的角度看，销售额的变化又恰好反映了销售量增减和价格涨跌两因素的影响。因此在编制销售量总指数时，可以通过价格这个媒介因素，将销售量转化为可以加总的销售额；而在编制价格总指数时，则可以通过销售量这个媒介因素，将价格转化为可以加总的销售额。第二个要点，要将媒介因素固定起来，以单纯反映被研究指标的变动情况。

将上述两个要点结合，得到加权综合指数的基本公式：
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显然，在销售量指数中，价格p是权数；在价格指数中，销售量q是权数。由此我们得到第一个结论，在加权综合指数中，媒介因素（也称同度量因素）同时起着权数的作用。

接下来的问题是权数固定在什么时期，由此产生著名的拉氏指数和帕氏指数。

（1）拉氏指数。

拉氏指数是德国统计学家拉斯贝尔斯（Laspeyres）于1684年提出的一种指数计算方法，它在计算综合指数时将作为权数的同度量因素固定在基期。相应的计算公式为：
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式中，Iq表示数量指标指数；Ip表示质量指标指数；p0和p1分别表示基期和报告期的质量指标值；q0和q1分别表示基期和报告期的数量指标值。

（2）帕氏指数。

帕氏指数是由德国的另一位统计学家帕舍（H. Paasche）于1874年提出的一种指数计算方法。它在计算综合指数时将作为权数的同度量因素固定在报告期。相应的计算公式为：
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现回到前面的例14.4，若采用拉氏指数，得到如下计算结果：

由式（14.7），有
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由式（14.8），有
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若采用帕氏指数，计算结果为：

由式（14.9），有
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由式（14.10），有
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可以看出，权数确定在不同的时期，计算结果不同。由此提出权数应该定在什么时期这个问题，指数理论的许多研究围绕这个问题展开。

大多数的看法是，计算数量指数（如生产量指数）时，权数（价格）应该定在基期，这样才能剔除价格变动的影响，准确反映生产量的变化，按不变价计算的产量指数就是源于此因。计算质量指数（如价格指数），不同时期的权数含义不同：若权数定在基期，反映的是在基期商品（产品）结构下价格的整体变动，揭示价格变动的内容更纯粹；若权数定在报告期，反映的是在现实商品（产品）结构下价格的整体变动，商品（产品）结构变化的影响会融合到价格指数里面，但它更能揭示价格变动后的实际影响。编制指数的目的不同，权数的确定时期就可以不同。

由此我们得到第二个结论，权数时期的选择主要取决于编制指数的目的，取决于用指数要说明的问题。

2．加权平均指数

这是以个体指数为基础，通过对个体指数进行加权平均来编制的指数。具体为，先计算所研究现象各个项目的个体指数，然后根据所给的价值量指标（产值或销售额）作为权数对个体指数进行加权平均。公式为：
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一些教材将式（14.11）称为加权算术平均指数，将式（14.12）称为加权调和平均指数。式（14.11）和式（14.12）没有本质区别，在特定资料条件下从形式上可以互相转换。

式中的Ap，Aq，Hp，Hq也只是表示指数计算方法不同，以便区分。这里的核心是权数qp，由于权数可以取不同时期，可以用做权数的就有q0p0和q1p1。用基期权数q0p0类似于前面的拉氏指数，例如
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与式（14.7）相同。
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与式（14.8）相同。

用报告期权数q1p1类似于前面的帕氏指数，例如
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与式（14.9）相同。
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与式（14.10）相同。

需要指出，加权综合指数和加权平均指数上述的相同只是形式上的，本质上还是有区别，主要表现在是全面资料还是样本资料。如果是全面资料，可以采用加权综合指数，计算生产量指数一般属于这种情况，因为生产量指数要包含所有产品的生产情况；而计算价格指数时，是无法得到全面资料的，因为市场商品的项目成千上万，全面统计做不到，就只能采取选样方法，挑选代表规格品，在这种背景下，若采用加权综合指数，其结果就是仅仅计算了代表规格品的价格变化。价格指数要反映市场所有商品价格的变化，代表规格品是样本，其中的每一项都代表了一类商品，每一项代表规格品也就要有自己的权数。在加权平均指数中，权数的本质是：
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其实就是用代表规格品所代表的那一类商品的销售额在全部销售额中的比重作为权数。在这样的背景下计算指数，就只能采取加权平均指数方法。所以，加权平均指数方法主要用于价格指数的计算。

加权平均指数方法给我们进一步启示，如果权数[image: ]相对稳定，在计算指数时就不必去搜集[image: ]或[image: ]，而采用固定权数的方法。固定权数多采用比重方法，计算公式为：
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式中，i为个体指数或类指数；W为权数。

目前，消费价格指数和零售价格指数都是采用这种方法编制的。

【例14.5】　试计算该市居民消费价格总指数，计算结果见表14—3。

表14—3　某市某年居民消费价格统计资料
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居民消费价格总指数采用固定加权平均指数公式，即
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计算结果表明，该市居民消费价格总指数报告期比基期平均上涨了2.69％。


14.3　指数体系

前面我们介绍了加权指数编制的一般方法。在实际应用中，不仅可以利用指数反映社会经济现象数量的变动程度，而且还能借助由几个指数组成的指数体系，对社会经济现象之间的相互联系作更深入的分析。分析方法的基点是进行因素分解，因素分解的对象可以是总量指数，也可以是平均数指数。

14.3.1　总量指数体系分析

这里的指数体系是指，一个总量往往可以分解为若干个构成因素，其数量关系可以用指标体系的形式表现出来。例如：

销售额＝销售量×销售价格

总产值＝产量×产品价格

总成本＝产量×单位产品成本

销售利润＝销售量×销售价格×销售利润率

这种指标体系反映了总量指标与因素指标之间的相互关系。它们之间这种联系同样可以表现为各指标指数之间的联系，即

销售额指数＝销售量指数×销售价格指数

总产值指数＝产量指数×产品价格指数

总成本指数＝产量指数×单位产品成本指数

销售利润指数＝销售量指数×销售价格指数×销售利润率指数

我们把这种由总量指数及其若干个因素指数构成的数量关系式称为指数体系。上面列举了两因素指数和三因素指数的体系框架，当然还可以进一步分解更多的因素。这些指数体系是在一定的经济联系基础上所结成的较为严密的数量关系式，因而具有非常实际的经济意义。作为方法的说明，这里只介绍总量指标的两因素分析。

在加权综合指数体系中（加权平均指数相同），为使总量指数等于各因素指数的乘积，两个因素指数中通常一个为数量指数，另一个为质量指数，而且各因素指数中权数必须是不同时期的，比如数量指数用基期权数加权，质量指数则必须用报告期权数加权，反之亦然。

加权综合指数由于所用权数所属时期的不同，可以形成不同的指数体系。但实际分析中比较常用的是基期权数加权的数量指数（拉氏指数）和报告期权数加权的质量指数（帕氏指数）形成的指数体系。该指数体系可表示为：
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因素影响差额之间的关系为：
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式中，[image: ]为报告期总量指标；[image: ]为基期总量指标；q，p为因素指标，其中q为数量指标，p为质量指标。

【例14.6】　表14—2是某商场甲、乙、丙三种商品2007年和2008年的资料，采用指数体系对该数据进行因素分析。

解：三种商品销售额的变动：
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2008年与2007年相比，三种商品销售额增长了47.27％，增加的绝对值为：
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其中：

（1）销售量变动的影响：
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计算结果表明，2008年与2007年相比，该商场三种商品销售量平均增长了27.27％，销售量的上升使销售额增加的绝对值为：
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（2）销售价格变动的影响：
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计算结果表明，2008年与2007年相比，三种商品销售价格平均上升了15.71％，销售价格的上升使销售额增加的绝对值为：
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由此可见，销售额增长了47.27％，是销售量平均增长了27.27％和销售价格平均增长了15.71％共同影响的结果，即
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而销售额增加了2.6万元，是销售量增长使其增加1.5万元和销售价格上升使其增加1.1万元共同影响的结果，即
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14.3.2　平均数变动因素分解

因素分解的思想同样可以用到平均数变动分析中。

在分组数据情况下，加权算术平均数的计算公式为：
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由此看出，平均数的变动受两个因素的影响：一个是各组的变量水平（x）；另一个是各组的结构[image: ]。指数体系在这里仍然存在。

（1）总平均水平指数。
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（2）组水平变动指数。
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（3）结构变动指数。
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此时，指数体系的具体表现为：

总平均水平指数＝组水平变动指数×结构变动指数，即
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简写为：[image: ]

总平均水平变动额＝各组水平变动影响额＋结构变动影响额，即
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简写为：[image: ]

仿照加权综合指数体系中的解释，我们可以把总体平均数的变动分解为组水平的影响和结构变动的影响。进行分析时，将总体结构看成数量指标，将各组变量值看成质量指标。在研究结构的变动对平均数的影响时，将各组变量值固定在基期；在研究各组变量值的变动对平均数的影响时，将结构固定在报告期。

【例14.7】　某机械厂所属两个分厂的某机器产品成本资料如表14—4所示，试分析该厂某产品总平均单位成本的变动受各分厂成本水平变动以及全厂产量结构变动的影响情况。

表14—4　某机械厂某机器产品成本资料

[image: ]
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该机械厂平均单位成本变动分析：
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其中：

（1）各分厂单位成本变动对全厂平均单位成本变动的影响：
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各分厂单位成本变动使全厂单位成本变化额为：
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（2）各分厂产量结构变动对全厂平均单位成本变动的影响：
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各分厂产量结构变动使全厂单位成本变化额为：
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计算结果表明，全厂平均单位成本下降11.2％，各分厂单位成本下降使全厂单位成本下降5.4％，产量结构变动使全厂单位成本下降6.1％，两者共同影响的结果，即

88.8％＝94.6％×93.9％

从绝对数上看，全厂平均单位成本降低了128元，各分厂单位成本下降使全厂单位成本降低70元，产量结构变动使全厂单位成本降低58元，即

—128元／台＝—58元／台＋（—70）元／台


14.4　几种典型的指数

作为一种重要的测评和分析方法，指数在实践中获得了广泛的应用。指数最初是反映物价变化，随后应用的领域不断扩展，从经济领域拓展到社会领域，用指数描述社会发展状况，用指数测定人们的感受。这里选择几个典型领域的指数：物价指数领域（以居民消费价格指数为例），金融指数领域（以股票价格指数为例），社会心理领域（以消费者满意度指数为例），旨在说明指数的应用领域，介绍指数应用的不断发展。

14.4.1　居民消费价格指数

居民消费价格指数（consumer price index, CPI）是度量居民消费品和服务项目价格水平随时间变动的相对数，反映居民家庭购买的消费品和服务价格水平的变动情况。该指数是分析经济形势走势、检测物价水平、进行国民经济核算的重要指标，也常被用来测定通货膨胀，在国民经济生活中有着十分重要的作用。

我国居民消费价格指数的编制于1926年开始，当时在北京（北平）、上海、天津编制工人生活费用指数，编制者是南开大学社会经济研究委员会，指数的分类有食物、衣着、房租、燃料、杂项共5类，包括37种代表品，采用加权平均指数方法。这是我国物价指数编制的起源。

建国后，特别是改革开放后，我国居民消费价格指数的编制不断完善，表现在：分类更加细致，代表品的数量不断增加，权数确定更贴近实际。目前，居民消费价格指数按城乡分别编制，分为8大类别，每个大类中又分为中类和小类，指数中共有251个小类近千种代表品，权数的确定分别依据城市样本的约40000个家庭和农村样本的约60000个家庭的实际消费构成。指数编制的过程有以下步骤。

1．选择代表规格品

代表规格品的选择是在商品分类基础上进行的，选择的原则是：（1）销售数量（金额）大；（2）价格变动趋势和变动程度有代表性，即中选规格品的价格变动与未选中商品的价格变动存在高度相关；（3）所选的代表规格品之间性质相隔要远，价格变动特征的相关性低；（4）选中的工业消费品必须是合格品，有注册商标、产地、规格等级等标识。

代表规格品每年可适当更换，但更换数量的比例有限制，以保证代表规格品的稳定性。

2．选择调查市县和调查点

选择的方法是划类选点。地区的选择既要考虑其代表性，也要注意类型上的多样性以及地区分布上的合理性和稳定性。例如，1992年全国共选取146个市80个县作为取得数据的基层填报单位，在此基础上选定经营规模大、商品种类多的商场（包括集市）作为调查点。调查市县和调查点的抽取都是采用按有关标志排队，等距抽取的方法确定的。

3．价格的调查与计算

对代表规格品的采价原则是：（1）同一规格品的价格必须同质可比；（2）如挂牌价与成交价不同，按成交价计；（3）与居民生活密切相关，且价格变动频繁的商品，至少每5天调查一次，一般商品，每月调查2～3次。

代表规格品的平均价采用简单算术平均法计算。

4．权数的确定

居民消费价格指数的权数由全国样本的10万多个城乡居民家庭消费支出构成确定。其中省（自治区、直辖市）城市和农村权数分别根据全省（自治区、直辖市）城镇居民家庭生活消费支出和农村居民家庭生活消费支出现金支出资料整理计算。全国权数根据各省（自治区、直辖市）的权数按各地人均消费支出金额和人口数加权平均计算。大类、中类和小类的权数依次分层计算。

5．指数计算

总指数计算采用加权平均方法，计算公式为：

[image: ]

式中，i为代表规格品个体指数或各层的类指数；W为相对应的消费支出比重。

具体计算过程是，先分别计算出各代表规格品基期和报告期的全社会综合平均价，并计算出相应的价格指数，然后分层逐级计算小类、中类、大类和总指数。

【例14.8】　现以部分资料（见表14—5）说明消费品部分价格总指数的编制和计算过程。

表14—5　零售价格总指数计算表
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解：

（1）计算出各代表规格品的价格指数。如面粉价格指数为：

[image: ]

（2）根据各代表规格品的价格指数及给出的相应权数，加权算术平均计算小类指数。如细粮类价格指数为：
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（3）根据各小类指数及相应的的权数，加权算术平均计算中类指数。如粮食类价格指数为：
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（4）根据各中类指数及相应的权数，加权算术平均计算大类指数。如食品类价格指数为：
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（5）根据各大类指数及相应的权数，加权算术平均计算总指数。即
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居民消费价格指数除了能反映城乡居民所购买的生活消费品和服务项目价格的变动趋势和程度，还有以下几个方面的作用：

第一，反映通货膨胀状况。通货膨胀的严重程度是用通货膨胀率来反映的，它说明了一定时期内商品价格持续上升的幅度。通货膨胀率一般以居民消费价格指数来表示。计算公式为：
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第二，反映居民购买力水平。货币购买力是指单位货币购买到的消费品和服务的数量。居民消费价格指数上涨，货币购买力则下降，反之则上升，因此，居民消费价格指数的倒数就是货币购买力指数，计算公式为：
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第三，测定职工实际工资水平。消费价格指数的提高意味着实际工资的减少，消费价格指数下降则意味着实际工资的提高。因此，利用消费价格指数可以将名义工资转化为实际工资。计算公式为：
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14.4.2　股票价格指数

目前，金融指数产品创新层出不穷，指数期货、指数期权、指数存托凭证、指数债券、指数存款等，极大丰富了金融市场，指数化投资逐渐成为证券市场的重要投资方式。作为金融指数簇的代表，股价指数最为大众所熟悉和关注，国际上许多著名的股价指数都是由专业指数公司编制和发布的。虽然股价指数编制原理相同，但在具体问题上不同指数有各自的处理方法，这里仅以我国的上证指数为例，简要介绍股价指数的编制。

上证股价指数是由上海证券交易所编制并发布的指数系列，包括上证综合指数、上证180指数、A股指数、B股指数等。其中编制最早也最具典型意义的是上证综合指数。该指数自1991年7月15日起正式发布，以1990年12月19日为基日，基日为100点，以现有所有上市股票（包括A股和B股）为样本，以报告期股票发行量为权数进行编制，计算公式为：
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市价总值为收盘价乘以发行股数，遇发行股票新增或扩股时，需要进行修正。

上证综合指数在编制上有几个特点：

（1）该指数包括挂牌上市的所有股票，其优点是，能全面、准确地反映某个时点股票价格的全面变动情况，能广泛考虑到行业分布和不同公司的规模，具有广泛的代表性。但同时也具有一些缺陷：一是敏感性差，不能及时反映主要上市公司股票价格对市场大势的影响；二是只要有新股上市就要计入指数中，使得指数内部结构变动频繁，影响了结构的稳定性和指数前后的可比性。

（2）该指数以发行量为权数，这也是国际上通行的做法，好处是比较全面。但我国股票发行中的法人股占到相当比重，且不能上市流通，这样，指数所反映的只能是流通市场的潜在能量，而不是现实市场股价的综合变动。

这说明，任何指数都是有局限的，不可能依靠一个指数说明所有问题，需要其他一些数据补充说明。所以，我国的股票指数也是一个系列。在上证指数中，除上证综合指数，还有上证180指数、A股指数、B股指数等股票指数做补充。认识到这一点，有助于我们科学地看待目前社会上发布的各种指数。

14.4.3　消费者满意度指数

对消费者满意度的研究始于20世纪70年代，研究的背景是，一直以来，企业都以其收入（产值）、成本、利润等指标衡量经营业绩，各国的发展水平也是以人均GDP来表现的，但这些指标在为人们提供衡量经济发展数量的客观手段的同时，逐渐淡化了经济发展是使人类生活更加幸福的初衷。现代社会中一切发展都离不开人，企业要具有可持续的竞争力，不仅要重视产值、利润等指标，也要重视黄金顾客、最有价值顾客等以消费者为导向的指标，要逐渐认识到，人类幸福本身才是社会进步的驱动因素和终极目标。人们从对经济资源生产效率的关注，逐步转向对经济资源产出质量的关注。而消费者满意度正是从最终消费者的角度来衡量产出质量的指标，其理论和实践也是在适应经济发展和多方面需要的过程中产生和逐步成熟起来的。

世界上第一个满意度指数由瑞典于1989年建立，编制者运用瑞典统计局提供的数据，分别编制全国、各行业和各类公司满意度指数，目前已经成为最具有价值的国民经济指标之一。之后世界上的许多国家纷纷开始编制各自的满意度指数。我国由中国质量协会组织从2004年起开始编制一些如汽车、家电、房地产等行业的满意度指数，与发达国家相比，我国在编制消费者满意度指数方面还有很大的发展空间。

消费者满意度是一个经济心理学的概念，要衡量它就必须建立模型，将消费者满意度与一些相关变量（例如价值、质量、投诉行为、忠诚度等）联系起来。虽然各国满意度模型不尽相同，但有着共同的基本框架。模型的前导变量有两个：消费者对产品／服务的价值感知；消费者对产品／服务的期望。满意度的结果变量是消费者投诉和消费者忠诚度。忠诚度是模型中最终的因变量，因为它可以作为消费者保留和企业利润的指示器。模型的框架如图14—2所示。
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图14—2　满意度模型框架图

可以看出，这是一个结构方程模型，有多个因变量，构成一个原因和结果关系的网，通过模型参数估计，计算各要素的得分，然后计算指数。参数估计可以使用的估计方法有偏最小二乘方法和结构方程方法，这些是比较专门的统计方法。

各国编制全国消费者满意度指数的内容也略有区别，以美国消费者满意度指数为例，指数的编制有国家、经济领域、行业和公司四个层次。全国消费者满意度指数包括7个经济领域，34个行业，约200家公司。这7个领域都是向居民家庭提供产品或服务的重要领域，其产值占国民生产总值的75％。

经济领域确定之后，从中选择有代表性的行业，选择的标准是：行业集中度高，且该行业中大部分公司的财务数据公开。选定行业后，再从每个行业选出10～20家公司，对每个公司随机抽取大约250名消费者进行调查，用调查数据进行模型参数估计，计算出公司的消费者满意度指数。

在中选公司抽取住户时，不是根据公司提供的用户名单抽取，而是先按地区进行分层，在中选地区内采用计算机辅助电话调查，由计算机随机拨号产生样本，每月抽取6000个消费者样本实施调查，通过调查中得知的商品品牌将消费者与公司对应起来。

计算出各公司的消费者满意度指数后，需要确定上一层次（行业）指数计算的权重，进而计算经济领域指数和全国指数。在计算行业指数时，以各公司销售份额的比重作为权数；计算经济领域指数时，以各行业销售份额的比重作为权数；计算全国指数时，以各经济领域GDP的贡献百分比作为权数。

消费者满意度指数是社会学、心理学的研究成果在管理和营销领域应用的具体体现，用指数方式描述主观感受和心理活动是指数应用领域拓展的一个重要方向。指数理论和其他统计方法相结合，为指数的应用开拓了更大的空间。


14.5　综合评价指数

14.5.1　综合评价与综合评价指数

统计的综合评价是针对研究的对象，建立一个进行测评的指标体系，利用一定的方法或模型，对搜集的资料进行分析，对被评价的事物作出定量化的总体判断。

许多评判都是以综合评价的方式体现的，例如，跳水比赛中的评判，裁判员需要对双人跳水完成情况分别打分，评判的指标有技术完成情况和动作配合情况，根据裁判员打分情况，结合动作难度系数，运动员得到每一跳的得分，将每一跳得分加总，得到最终得分，根据最终得分排出名次。

应该说这还是比较简单的综合评价，如果对一个国家的科技竞争力进行评价，情况要复杂得多。首先要研究可以通过哪些指标反映科技竞争力，其次要把不同指标的内容融合在一起，而怎样融合，每项指标的权重有多大，就成为不太容易说清，也不太容易取得共识的技术性问题。在综合评价中，对于同样的数据，采用不同方法，可能有不同结论，评价结果并非是唯一的，这是综合评价的特点。例如，对世界著名大学进行排名，一些国际最有名的机构排名的结果都各不相同就是最好的例证。

综合评价指数是将评价结果数量化的一种技术处理，是将多指标进行综合，最后形成概括性的一个指数，通过指数比较，达到评价目的。所以说，综合评价指数是指数理论与方法在其他领域的进一步发展和应用。

综合评价指数的基础是单项指标，由于不同的单项指标通常不能直接进行加减乘除的运算，需要将数据处理技术与指数分析方法结合起来。构建综合评价指数的具体方法也有很多，不同构建方法会带来不同结果，但构造指数的原理是相通的。

构建综合评价指数一般需要如下步骤：

（1）建立综合评价指标体系。

所建立的指标体系是否科学与合理，直接关系到评价结果的科学性和准确性。首先应进行必要的定性研究，对所研究的问题进行深入的分析，尽量选择那些具有一定综合意义的代表性指标。也有一些研究结果论证，采用适当的统计方法，如运用多元统计的方法进行指标的筛选，可以提高指标的客观性。

（2）评价指标的无量纲化处理。

由于综合评价需要运用多个指标组成的指数体系，而这些指标的性质不同，计量单位不同，具有不同的量纲，因此需要对各指标的实际数据进行无量纲化处理，使之具有可比性，在此基础上才有可能进行综合。

（3）确定各项评价指标的权重。

这是一项重要而又容易引起争议的工作。对于不同的指标，不同的人从不同的角度审视，会有不同的看法和评价，所以在综合评价中如何确定各项指标的权重，一直是学术界讨论的问题。简单地说，确定评价指标的权重有两类方法：一类是主观确定权数，具体实现有多种方式，但共同特征是由有关专家通过研究讨论决定，特点是可以集中专家集体智慧，工作效率比较高，但很难找到客观的评价标准。另一类是客观确定权数，也有许多不同实现方法，其共同特征是权数由实际数据确定。例如，经济指标的权数可以是该指标反映的现象结果（如产值）在全部（总产值）中的比重，也有一些研究采用专门的统计方法，通过模型或其他计算方式产生权数。这类方法的特点是依据数据，客观性更强，但有时难以反映评价的导向性。因为综合评价是有目标性的，提倡什么、强调什么、鼓励什么、突出什么，这些都可以通过权数反映出来。

（4）计算综合评价指数。

有了各项指标的无量纲化处理结果，有了各项指标的权重，通过适当的方法，就可以得到综合评价指数。当然，综合评价指数的计算并不是最终目的，指数只是一个综合性的描述，重要的是要对产生这个结果背后的东西进行深入分析，综合评价才有意义，这就是进一步的统计分析问题了。

14.5.2　综合评价指数的构建方法

在构建综合评价指数时，一个问题是指标的无量纲化处理，可以有不同处理方法。

1．统计标准化

这是一种通用的将具体数值转变为标准模式的做法，公式表示为：
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式中，zi为第i个指标的标准化值；[image: ]为xi的均值；s为标准差。

由第4章内容可知，一个变量的分布，核心指标是均值和标准差。式（14.26）将该指标变量的均值和标准差结合在一起考虑，消除了变量分布不同的影响，最具有统计意义。

2．相对标准化

这种方法是先对一个评价指标确定一个标准值，然后用实际值和标准值进行比较，得到指标的相对化处理，公式表示为：
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式中，xs为进行标准化确定的对比标准，通常可以选择最优值或平均值作为对比标准。定的标准不同，标准化值的含义也就不同。这种方法可以体现评价者进行评价的目标性。例如，是以最优水平还是以平均水平进行评价比较。

3．功效系数法

功效系数法是对多目标规划原理中的功效系数加以改进，从而把确定要评价的指标转化为可以度量的评判分数，公式表示为：
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式中，max（xi）和min（xi）分别为指标xi的最大值和最小值。按该方法计算，zi的取值在0～1之间。本章开头的统计应用专栏中，中国人民大学中国发展指数就是按功效系数法对各指标值进行标准化处理的。

将功效系数法进行一些拓展，产生出改进的功效系数法，公式表示为：
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这样得到的标准化分数在60～100之间。这种处理的效果在于，可以减小极端数值对计算结果的视觉影响，接近人们意识中对分数的一般看法。

有了各指标的无量纲标准化处理，再结合各指标的权重，就可以得到综合评价指数。通常采用加权平均数的方式进行处理，公式表示为：
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式中，[image: ]

综合评价指数方法将指数传统意义上的动态对比延伸到不同现象横截面的比较，再次表明，指数的应用领域是十分广阔的。


思考与练习

一、思考题

14.1　什么是指数？它有哪些性质？

14.2　什么是同度量因素？同度量因素在编制加权综合指数中有什么作用？

14.3　拉氏指数与帕氏指数各有什么特点？

14.4　加权平均指数与加权综合指数有何区别与联系？

14.5　什么是指数体系？它有什么作用？

14.6　试述平均数指数体系。

14.7　构建综合评价指数时需要考虑哪些方面的问题？



二、练习题

14.1　某企业生产甲、乙两种产品，资料如下：
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要求：

（1）计算产量与单位成本个体指数。

（2）计算两种产品产量总指数以及由于产量增加而增加的生产费用。

（3）计算两种产品单位成本总指数以及由于成本降低而节约的生产费用。

14.2　某商场销售的三种商品的资料如下：
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要求：

（1）计算三种商品的销售额总指数。

（2）分析销售量和价格变动对销售额影响的绝对值和相对值。

14.3　试根据下列资料分别用拉氏指数和帕氏指数计算销售量指数及价格指数。
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14.4　某公司三种产品的有关资料如下表，试问三种产品产量平均增长了多少？产量增长对产值有什么影响？
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14.5　三种商品销售的资料下表，通过计算说明其价格总的变动情况。
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14.6　某商场上期销售收入为525万元，本期要求达到556.5万元。在规定销售价格下调2.6％的条件下，该商店商品销售量要增加多少，才能使本期销售达到原定的目标？

14.7　某地区2003年平均职工人数为229.5万人，比2002年增加2％；2003年工资总额为167076万元，比2002年多支出9576万元。试推算2002年职工的平均工资。

14.8　某电子生产企业2003年和2002年三种主要产品的单位成本和产量资料如下表所示。
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要求：

（1）计算三种产品的产值总指数及产值增减总额。

（2）以2003年产量为权数计算三种产品的加权单位产品成本综合指数，以及因产量变动的产值增减额。

（3）以2002年的单位产品成本为权数计算三种产品的加权产量综合指数，以及因单位产品成本变动的产值增减额。

（4）分析产量和单位产品成本变动对销售额影响的相对值和增减额。

14.9　某工厂有三个生产车间，基期和报告期各车间的职工人数和劳动生产率资料如下表。试分析该企业劳动生产率的变动及其原因。
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14.10　下表是某地2005年粮食零售价格指数计算简表，请以表中资料，说明编制商品零售价格指数的一般步骤，并计算出2005年粮食类零售价格指数。
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附录一　术语表(1)

B

备择假设（alternative hypothesis）　与原假设逻辑相反的假设。

比例（proportion）　一个样本（或总体）中各个部分的数据占全部数据之比。

比率（ratio）　样本（或总体）中各不同类别数值之间的比值。

必然事件（certain event）　在同一组条件下，每次试验一定出现的事件。

变量（variable）　说明现象某种特征的概念。

标准差（standard deviation）　方差的平方根。

标准分数（standard score）　也称标准化值或分数，它是变量值与其平均数的离差除以标准差后的值。

标准化残差（standardized residual）　残差除以它的标准差后得到的数值。

不规则波动（irregular variation）　称为随机波动，指序列中的偶然性波动。

不可能事件（impossible event）　在同一组条件下，每次试验一定不出现的事件。

C

参数（parameter）　用来描述总体特征的概括性数字度量，是研究者想要了解的总体的某种特征值。

残差（residual）　因变量的观测值yi与根据估计的回归方程求出的预测值[image: ]之差，用e表示。对于第i个观测值，残差为[image: ]。

充分统计量（ample statistic）　在样本加工统计量的过程中不损失任何信息的统计量。

抽样分布（sampling distribution）　样本统计量的分布。

抽样框（sampling frame）　用于抽选样本的总体单位信息，是概率抽样中所不可缺少的。

抽样误差（sampling error）　由抽样的随机性引起的样本结果与总体真值之间的差异。

处理（treatment）　不同的因子水平。

次序统计量（order statistic）　设有样本（X1，X2，…，Xn），若有满足如下条件的函数：每当样本得到一组观测值x1，x2，…，xn时，其由小到大的排序x（1）≤x（2）≤…≤x（i）≤…≤x（n）中，第i个值x（i）就作为统计量X（i）的观测值，而X（1），X（2），…，X（n）称为次序统计量。

β错误（βerror）　原假设为伪却在检验中未拒绝原假设，又称取伪错误或第Ⅱ类错误（type Ⅱ error），用β表示其概率。

α错误（α error）　原假设为真却在检验中将原假设放弃，又称弃真错误或第Ⅰ类错误（type Ⅰ error），用α表示其概率。

D

单因素方差分析（one-way analysis of variance）　研究一个分类型自变量同数值型因变量之间关系的一种统计方法。

点估计（point estimate）　用样本估计量[image: ]的取值直接作为总体参数θ的估计值。

独立性（independence）　两个事件中不论哪一个事件发生与否并不影响另一个事件发生的概率，则称这两个事件具有相互独立性。

独立性检验（test of independence）　对两个分类型变量是否存在相依关系的检验。如果存在相依关系，有必要对这种相关性进行进一步测定。

独立样本（independent sample）　一个样本中的元素与另一个样本中的元素相互独立。

对照组（control group）　随机抽选的实验对象的子集。在这个子集中，每个单位不接受实验组成员所接受的某种特别的处理。

多元回归方程（multiple regression equation）　描述因变量y的期望值与自变量x1，x2，…，xk之间关系的方程。一般形式为：[image: ][image: ]。

多元回归模型（multiple regression model）　描述因变量y如何依赖于自变量x1，x2，…，xk和误差项ε的过程。一般形式为：[image: ][image: ]。

多重比较方法（multiple comparison procedures）　通过对总体均值之间的配对比较来检验哪些均值之间存在差异的方法。

多重共线性（multicollinearity）　回归模型中两个或两个以上的自变量彼此相关。

多重判定系数（multiple coefficient of determination）　回归平方和占总平方和的比例，反映因变量y取值的变差中，能被估计的多元回归方程所解释的比例。

F

F分布（F distribution）　设随机变量Y与Z相互独立，且Y和Z分别服从自由度为m和n的X2分布，则[image: ]，称它服从第一自由度为m、第二自由度为n的F分布。

方差（variance）　各变量值与其平均数离差平方的平均数。

方差分析（analysis of variance）　缩写为ANOVA，通过检验多个总体均值是否相等来研究分类型自变量对数值型因变量影响的统计方法。

方差分析表（analysis of variance table）　用来汇总方差分析计算和结果的表。

非抽样误差（non-sampling error）　抽样误差以外的，由其他各种原因引起的样本结果与总体真值之间的差异。

非概率抽样（non-probability sampling）　根据方便原则或依主观判断选择样本单位。

非平稳序列（non-stationary series）　包含趋势性、季节性或周期性的序列，它可能只含有其中的一种成分，也可能是几种成分的组合。

X2分布（Chi-square distribution）　设随机变量X1，X2，…，Xn相互独立，且Xi（i＝1～n）服从标准正态分布N（0，1），则它们的平方和[image: ]服从自由度为n的X2分布。

分类变量（categorical variable）　说明事物类别的一个名称，其取值是分类数据。

分类数据（categorical data）　只能归于某一类别的非数字型数据，它是对事物进行分类的结果，数据则表现为类别，是用文字来表述的。

峰态（kurtosis）　对数据分布平峰或尖峰程度的测度。

G

概率（probability）　随机事件出现可能性大小的数值。

概率抽样（probability sampling）　遵循随机原则进行的抽样，总体中每个单位都有一定的机会被选入样本。

估计标准误差（standard error of estimate）　度量各实际观测点在直线周围的散布状况的一个统计量，是均方残差（MSE）的平方根，用se表示。

估计的多元回归方程（estimated multiple regression equation）　利用最小二乘法，根据样本数据求出的多元回归方程的估计。其一般形式为：[image: ][image: ]。

估计的回归方程（estimated regression equation）　根据样本数据求出的回归方程的估计。对于一元线性回归，估计的回归方程形式为[image: ]。

估计量（estimator）　用来估计总体参数的统计量的名称，用[image: ]表示，比如样本均值、样本比例、样本方差等都可以是一个估计量。

估计值（estimated value）　根据一个具体的样本计算出来的估计量的数值。

股票价格指数（stock price index）　反映某一股票市场上多种股票价格变动趋势的一种相对数，简称股价指数，其单位一般用“点”（point）表示。

观测数据（observational data）　通过调查或观测收集到的数据，这类数据是在没有对事物人为控制的条件下得到的。

H

回归方程（regression equation）　描述因变量y的期望值如何依赖于自变量x的方程。一元线性回归方程的形式为[image: ]。

回归模型（regression model）　描述因变量y如何依赖于自变量x和误差项的方程。对于只涉及一个自变量的一元线性回归模型可表示为[image: ]。

J

基本事件（elementary event）　如果一个事件不能分解成两个或更多个事件，则这个事件称为基本事件。

极差（range）　也称全距，是一组数据的最大值与最小值之差。

几何平均数（geometric mean）n个变量值乘积的n次方根。

季节变动（seasonal fluctuation）　也称季节性，指时间序列在一年内重复出现的周期性波动。

假设检验（hypothesis testing）　利用样本信息，对提出的命题进行检验的一套程序和方法。

渐近分布（asymptotic distribution）　当样本量n→∞时，统计量T（X1，X2，…，Xn）的极限分布。

交互作用（interaction）　一个因素和另一个因素联合产生的对因变量的附加效应。

截面数据（cross-sectional data）　在相同或近似相同的时间点上收集的数据，它所描述的是现象在某一时刻的变化情况。

均方（mean square）　平方和除以相应的自由度后的值。

均值（mean）　也称为平均数，它是全部数据的算术平均。

L

拉氏指数（Laspeyres index）　1864年德国学者拉斯贝尔斯提出的一种指数计算方法，它是在计算一组商品的价格指数时，把作为权数的销售量固定在基期计算的指数。

累积频数（cumulative frequencies）　将各有序类别或组的频数逐级累加起来得到的频数。

离散系数（coefficient of variation）　也称变异系数，一组数据的标准差与其相应的平均数之比，是测度数据离散程度的相对值。

离散型随机变量（discrete random variable）　如果随机变量X的所有取值都可以逐个列举出来，则称X为离散型随机变量。

连续型随机变量（continuous random variable）　如果随机变量X的所有取值不可以逐个列举出来，则称X为连续型随机变量。

列联表（contingency table）　由两个以上的变量进行交叉分类的频数分布表。

列联系数（coefficient of contingency）　简称c系数，是描述列联表数据相关程度的系数，通常用于列联表大于2×2的情况。

临界值（critical value）　假设检验中非拒绝域和拒绝域的分界点。

零售价格指数（retail price index）　反映城乡商品零售价格变动趋势的一种经济指数。

N

拟合优度检验（goodness of fit test）　对多个总体比例是否等于其期望概率的检验。当期望概率相同时，表现为对多个总体比例是否相等的检验。

P

P值（P-value）　当原假设为真时，得到的样本数据或更极端数据的概率。

帕氏指数（Paasche index）　1874年德国学者帕舍所提出的一种指数计算方法，它是在计算一组商品的价格指数时，把作为权数的销售量固定在报告期计算的指数。

判定系数（coefficient of determination）　回归平方和占总平方和的比例，用R2表示，它是对估计的回归方程拟合优度的度量。

匹配样本（matched sample）　一个样本中的数据与另一个样本中的数据相对应。

偏态（skewness）　对数据分布对称性的测度。

频数（frequency）　落在某一特定类别或组中的数据个数。

频数分布（frequency distribution）　各个类别及其相应的频数形成的分布。

平均差（mean deviation）　也称平均绝对离差，它是各变量值与其平均数离差绝对值的平均数。

平均增长率（average rate of increase）　时间序列中各逐期环比值（也称环比发展速度）的几何平均减1后的结果，用于描述现象在整个观察期内平均增长变化的程度。

平稳序列（stationary series）　基本上不存在趋势的序列，该序列中的各观察值基本上在某个固定的水平上波动。

Q

期望值（expected value）　随机变量X的平均取值。

区间估计（interval estimate）　在点估计的基础上，给出总体参数估计的一个区间范围，该区间通常由样本统计量加减抽样误差得到。

趋势（trend）　时间序列在长期内呈现出某种持续向上或持续下降的变动，趋势可以是线性的，也可以是非线性的。

S

时间序列（time series）　同一现象在不同时间上的相继观察值排列而成的序列。

时间序列数据（time series data）　在不同时间上收集到的数据，它所描述的是现象随时间而变化的情况。

实验数据（experimental data）　在实验中控制实验对象而搜集到的变量的数据。

实验组（experimental group）　随机抽选的实验对象的子集。在这个子集中，每个单位接受某种特别的处理。

数值型变量（metric variable）　说明事物数字特征的一个名称，其取值是数值型数据。

数值型数据（metric data）　按数字尺度测量的观察值。

双因素方差分析（two-way analysis of variance）　研究两个分类型自变量同数值型因变量之间关系的一种统计方法。

顺序变量（rank variable）　说明事物有序类别的一个名称，其取值是顺序数据。

顺序数据（rank data）　只能归于某一有序类别的非数字型数据。

四分位差（quartile deviation）　也称为内距或四分间距，它是上四分位数与下四分位数之差。

四分位数（quartile）　也称四分位点，它是一组数据排序后处于25％和75％位置上的值。

随机化区组设计（randomized block design）　先按一定规则将试验单元划分为若干同质组，称为“区组”（block），然后再将各种处理随机地指派给各个区组的一种设计。

随机事件（random event）　在同一组条件下，每项试验可能出现也可能不出现的事件。

T

t分布（t distribution）　设X～N（0，1），Y～X2（n），且X与Y独立，则称[image: ]服从自由度为n的t分布，记为t～t（n）。

条件概率（conditional probability）　当某一事件B已经发生时，求事件A发生的概率，称这种概率为事件B发生条件下事件A发生的条件概率，记为P（A｜B）。

统计量（statistic）　描述样本特征的概括性数字度量。

统计学（statistics）　收集、处理、分析、解释数据并从数据中得出结论的科学。

调整的多重判定系数（adjusted multiple coefficient of determination）　用样本量n和自变量的个数k进行调整的多重判定系数，记为[image: ]。

V

V相关系数（V correlation coefficient）　另一种描述列联表数据相关程度的系数，可用于多种情况的列联表。在2×2列联表情况下，V相关系数与φ相关系数结果相同。

W

无偏性（unbiasedness）　估计量抽样分布的数学期望等于被估计的总体参数。

X

显著性水平（significance level）　在原假设正确的情况下，错误地拒绝原假设的概率。显著性水平用α表示。

相关关系（correlation）　变量之间存在的一种不确定的数量关系，一个变量的取值不能由另一个变量唯一确定。

相关系数（correlation coefficient）　根据样本数据计算的度量两个变量之间线性关系强度的统计量，记为r。

φ相关系数（φ correlation coefficient）　描述2×2列联表数据相关程度的系数，数值在0～1之间。

消费价格指数（consumer price index）　反映一定时期内消费者所购买的生活消费品价格和服务项目价格的变动趋势和程度的一种相对数。我国称之为居民消费价格指数。

循环波动（cyclical fluctuation）　也称周期性，指序列近乎规律性地从低至高再从高至低的周而复始的变动。

Y

样本（sample）　从总体中抽取的一部分元素的集合，构成样本的元素的数目称为样本量。

一致性（consistency）　随着样本量的增大，估计量的值越来越接近被估总体的参数。

移动平均法（moving average）　对时间序列逐期递移求得一系列平均数作为趋势值或预测值的一种方法。

异众比率（variation ratio）　非众数组的频数占总频数的比例。

因变量（dependent variable）　被预测或被解释的变量，用y表示。

因子（factor）　检验的对象，所研究的分类型变量的另一个名称。

因子设计（factorial design）　两个因素（可推广到多个因素）搭配的试验设计，该设计主要用于分析两个因素及其交互作用对试验结果的影响。

有效性（efficiency）　对同一总体参数的两个无偏估计量，有更小标准差的估计量更有效。

预测区间估计（prediction interval estimate）　对于一个给定的自变量x值，因变量y的一个个别值的区间估计。

原假设（null hypothesis）　提出一个（或两个）参数是否等于（或大于、小于）某个特殊值的命题。

Z

增长率（growth rate）　也称增长速度，是报告期观察值与基期观察值之比减1，用％表示。有环比增长率和定基增长率之分。

指数（index number）　广义地讲，任何两个数值对比形成的相对数都可以称为指数；狭义地讲，指数是用于测定多个项目在不同场合下综合变动的一种相对数。

指数平滑法（exponential smoothing）　对过去的观察值加权平均进行预测的一种方法。

置信区间（confidence interval）　由样本统计量所构造的总体参数的估计区间。

置信区间估计（confidence interval estimate）　对于一个给定的自变量x值，因变量y的平均值的区间估计。

置信水平（confidence level）　也称为置信度或置信系数（confidence coefficient），它是将构造置信区间的步骤重复多次，置信区间中包含总体参数真值的次数所占的比例。

中位数（median）　一组数据排序后处于中间位置上的变量值，用Me表示。

中心极限定理（central limit theorem）　设从均值为μ、方差为σ2（有限）的任意一个总体中抽取样本量为n的样本，当n充分大时，样本均值[image: ]的抽样分布近似服从均值为μ、方差为σ2／n的正态分布。

众数（mode）　一组数据中出现次数最多的变量值，用Mo表示。

自变量（independent variable）　用来预测因变量的一个或多个变量，用x表示。

自由度（degree of freedom）　自由度可解释为独立变量的个数，还可用二次型的秩来解释。

总平方和（sum of squares for total）　简记为SST，全部观测值xij与总平均值[image: ]的误差平方和，反映全部观测值的离散状况。

总体（population）　包含所研究的全部个体（元素）的集合。

组间平方和（sum of squares for factor A）　简记为SSA，各组均值[image: ]与总均值[image: ]的误差平方和，反映各总体的样本均值之间的差异程度，又称因素平方和。

组距（class width）　一个组的上限与下限之差。

组内平方和（sum of squares for error）　简记为SSE，每个水平或组的各样本数据与其组均值的误差平方和，反映每个样本各观测值的离散状况，又称为误差平方和或残差平方和。

组中值（class midpoint）　每一组中下限值与上限值中间的值，即组中值＝（下限值＋上限值）/2。

最小二乘法（method of least squares）　使因变量的观察值yi与估计值[image: ]之间的离差平均和达到最小来估计β0和β1的方法，也称最小平方法。



————————————————————

(1) 按术语的汉语拼音字母排序。



附录二　用Excel生成概率分布表

附表1　标准正态分布表

[image: ]

利用Excel提供的统计函数“NORMSDIST”，可以生成标准正态分布累积概率分布表，即P（Z≤x）。生成标准正态分布累积概率分布表的具体操作步骤如下。



第1步：将x的值（可根据需要确定）输入到工作表的A列，将x取值的尾数输入到第1行，形成标准正态分布表的表头，如下表所示。

[image: ]

第2步：在B2单元格输入公式“＝NORMSDIST（$A2＋B$1）”，然后将其向下、向右复制即可得到标准正态分布概率表，部分结果如下表所示（读者可根据需要生成不同x的标准正态分布概率表）。
 
[image: ]


附表2　标准正态分布分位数表

利用Excel提供的统计函数“NORMSINV”，可以生成标准正态分布分位数表，标准正态分布的分位数是根据标准正态分布随机变量分布的累积概率的值计算相应的临界值。如果有P（Z≤x）＝p，则对于任意给定的p（0≤p≤1），可以求出相应的x。用Excel生成标准正态分布分位数表的具体操作步骤如下。



第1步：将标准正态变量累积概率的值输入到工作表的A列，其尾数输入到第1行，形成标准正态分布分位数表的表头，如下表所示。

[image: ]

第2步：在B2单元格输入公式“＝NORMSINV（$A2＋B$1）”，然后将其向下、向右复制即可得到标准正态分布分位数表，部分结果如下表所示（读者可根据需要生成不同p值的标准正态分布分位数表）。

[image: ]


附表3　t分布临界值表

[image: ]

利用Excel提供的统计函数“TINV”，可以构建t分布临界值表，该表是根据t分布的右尾概率α计算的相应的临界值。如果P（t≥x）＝α，则对于任意给定的概率p（0≤α≤1），可以求出相应的x。生成t分布临界值表的具体操作步骤如下。



第1步：将t分布自由度df的值输入到工作表的A列，将右尾概率α的取值输入到第1行，形成t分布临界值表的表头，如下表所示。

[image: ]

第2步：在B2单元格输入公式“＝TINV（B$1*$A2）”，然后将其向下、向右复制即可得到t分布临界值表，部分结果如下表所示（读者可根据需要生成不同α和不同自由度的t分布临界值表）。

[image: ]


附表4　X2分布临界值表

[image: ]

利用Excel提供的统计函数“CHIINV”，可以构建X2分布临界值表，该表是根据X2分布的右尾概率α计算的相应的临界值，即如果P（X2≥x）＝α，则对于任意给定的概率p（0≤α≤1），可以求出相应的x。生成X2分布临界值表的具体操作步骤如下。



第1步：将X2分布自由度df的值输入到工作表的A列，将右尾概率α的取值输入到第1行，形成X2分布临界值表的表头，如下表所示。

[image: ]

第2步：在B2单元格输入公式“＝CHIINV（B$1，$A2）”，然后将其向下、向右复制即可得到X2分布临界值表，部分结果如下表所示（读者可根据需要生成不同α和不同自由度的X2分布临界值表）。
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附表5　F分布临界值表
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利用Excel提供的统计函数“FINV”，可以构建F分布临界值表，该表是根据F分布的右尾概率α计算的相应的临界值，即如果P（F≥x）＝α，则对于任意给定的概率p（0≤α≤1），可以求出相应的x。生成F分布临界值表的具体操作步骤如下。



第1步：在B1单元格输入F分布右尾概率α的取值（如α＝0.05），在第2行输入分子自由度df1的值，在第1列输入分母自由度df2的值，如下表所示。

[image: ]

第2步：在B3单元格输入公式“＝FINV（$B$1，B$2，$A3）”，然后将其向下、向右复制即可得到F分布临界值表，α＝0.05时F分布临界值表的部分结果如下表所示（读者可根据需要生成不同α和不同自由度的F分布临界值表）。
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附表6　随机数字表

利用Excel提供的统计函数“RAND”，可以生成位于0～1之间的均匀分布随机数。利用“RANDBETWEEN”函数则可以生成位于任意两个指定数之间的一个随机数。比如，要生成1～100之间的一个随机数，可按下列步骤操作：



第1步：在Excel表格界面中，直接点击【fx】命令。

第2步：在复选框“函数分类”中点击【全部】选项，并在“函数名”中点击【RANDBETWEEN】选项，然后【确定】。

第3步：在【Bottom】输入要返回的最小整数（本例为1），在【Top】输入要返回的最大整数（本例为100）。单击【确定】即可得到一个随机数（要得到多个随机数向下复制即可）。

下表是由该函数得到的多个随机数。
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