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第2版序言
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第1版前言



“实变函数”的核心内容是测度和积分的理论，它是近代分析数学领域的基础知识，现已成为各大专院校数学系高年级学生的必修或选修课程．

“数学分析”主要的考查对象是定义在区间（或区域）上的连续函数，“复变函数”是探讨定义在区域上解析函数的性质，而“实变函数”则把研究对象扩大到定义在可测集上的可测函数，并运用集合论的观点对函数及其定义域作更加细致的剖析．这就使得实分析处理问题的思想方法更加活跃，可使微积分在较宽松的环境中加以运用，其结果也就更加深入和具有多样性．

本书以n维欧氏空间为基地，重点介绍Lebesgue（勒贝格）测度和积分，并在论述中力图使其与抽象理论磨合．

实变函数课程一直是学生学习难度较大的课程之一．为使教与学的过程能较顺利些，作者在本书中加强了导引性论述，使读者了解所研究课题的概貌，更加明确目的性，甚至插入了若干段数学史评注和数学家传记，以提高学习兴趣．书中列入的丰富例题，可当做理论应用的某种示范并开阔思路；为了协助读者养成“会学”的习惯，书中点缀了若干由正文直接派生的思考题．在每章末尾所写的注记，目的是对正文所阐述的理论有一个进一步的交待或更实质性的议论，可为有兴趣的读者参考以开启创新之门．书中还编入了相当数量的练习，并力图与正文紧密配合．当然，在使用本书时，应根据实际情况作取舍或补充．（书中标有“*”号的内容可以先不读，众多练习也不必全都做）

本书前身《实变函数》第一次出版是在1985年，后经补改在1995年出修订版，1997年在同行们的鼓励下，又开始修订．现在，在北京大学出版社的大力支持下，又有了这个版本．虽经多次修订，体系仍无大变动，欢迎广大读者指教．最后，赠诗一首与读者共勉：



道虽远，不行不至；






事虽难，不为不成．
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积分论评述





（一）谈谈Riemann积分及其进展



实变函数的中心内容是H. L. Lebesgue（1875—1941）测度与积分理论，它是经典的B. Riemann（1826—1866）积分的一次深刻变革与发展，创立于20世纪初期，为近代分析数学奠定了基础．因而，在这里对Riemann积分理论作一简单回顾，将会有助于我们今后的学习．

在数学史上，第一个提出用分割区间、作和式的极限来明确地定义积分的要推A. Cauchy（1789—1857）．他考查的积分对象是在［a，b］上的连续函数，并用连续函数的中值性质来推导积分的存在性．Cauchy还提出用极限来定义函数在无界区域上的积分以及函数具有瑕点的积分．

然而Cauchy所做的积分存在性的证明只适用于函数至多有有限个不连续点的情形，于是对具有无穷多个不连续点的函数的积分存在性问题引起了许多学者的兴趣．

在对积分学发展起过推动作用的早期的工作中，应该提到J.Fourier（1768—1830）关于三角级数的工作．在1807年他指出，任一定义在［-π，π］上的函数f（x）可表示为三角级数：




虽然这一陈述缺乏严格的论证．但由于这一结果在物理学中的成功应用引起了数学界的极大重视．例如P. Dirichlet（1805—1859）对此给出过一些充分条件，其中特别提到了函数的可积性问题．

Riemann在研究三角级数时，注意到上述工作，并特别讨论了函数的可积性问题．他不先假定函数是连续的，而去探求一个函数可积与否是什么性态？从这样一个角度出发，他在1854年的论文“关于一个函数展开成三角级数的可能性”中，给出了积分的定义以及函数可积的充要条件．这一条件，后来由Darboux（1842—1917）以更加明确的形式给出．

设f（x）是定义在［a，b］上的有界函数．作分划

∆：a＝x

0


 ＜x

1


 ＜…＜x

n


 ＝b，

且令




我们考虑Darboux上积分与下积分：




如果这两个值相等，则称f（x）在［a，b］上是Riemann可积的（简记为f∈R（［a，b］）），记其公共值为




且称它为f（x）在［a，b］上的Riemann积分．

若令｜∆｜＝max｛x

i


 －x

i－1


 ：i＝1，2，…，n｝，则f（x）在［a，b］上是Riemann可积的充分且必要条件是：




Riemann积分的重要性是不言而喻的，它对于处理诸如逐段连续的函数以及一致收敛的级数来说是足够的，并至今仍然是微积分课程的主要内容之一．然而，随着点集理论工作的深入，人们越来越多地接触到具有各种“奇特”现象的函数．对此，不仅在研究函数的可积性，而且在积分理论的处理上还发生了许多困难．下面就Riemann积分理论中的几个主要方面来作一些简要分析．


（1）可积函数的连续性


上面提到，函数的可积性是与（1）式等价的，由于（1）式涉及两个因素：分割子区间的长度（x

i


 －x

i－1


 ）以及函数在其上的振幅（M

i


 －m

i


 ），故为使（1）成立，粗略说来，就是在｜∆｜→0的过程中，其振幅（M

i


 －m

i


 ）不能缩小的那些相应项的子区间的长度的总和可以很小（Riemann注意到，定义在［a，b］上的单调函数只能存在有限个点使函数在其上的振幅超过预先给定的值，从而是可积的）．我们知道，函数振幅的大小与该函数的连续性有关，于是，条件（1）迫使函数的不连续点可用长度总和为任意小的区间所包围．这就是说，可积函数必须是“差不多连续”的．Riemann积分的理论是以“基本上”连续的函数为研究对象的．


（2）极限与积分次序交换问题


在数学分析中，经常遇到的一个重要运算是交换两种极限过程的次序，尤其是积分与函数列的极限的交换．

我们知道，在一般微积分教科书中，都是用函数列一致收敛的条件来保证极限运算与积分运算的次序可以交换，不过，这一要求是过分强了．

例1　设f

n


 （x）＝x

n


 （0≤x≤1）．它是点收敛而不是一致收敛于




的，但仍有




在Riemann积分意义下，存在下述有界收敛定理（一个初等证明可参阅Amer. Math. Monthly，78，1986）．


定理（有界收敛定理）　设


（i）f

n


 （x）（n＝1，2，…）是定义在［a，b］上的可积函数；

（ii）｜f

n


 （x）｜≤M（n＝1，2，…，x∈［a，b］）；

（iii）f（x）是定义在［a，b］上的可积函数，且有




则




这里，不仅受到条件（ii）的限制，而且还必须假定极限函数f（x）的可积性．下例表明，即使函数列是渐升的也不能保证其极限函数的可积性．

例2　设｛r

n


 ｝是［0，1］中全体有理数列，作函数列




显然有f

1


 （x）≤f

2


 （x）≤…≤f

n


 （x）≤f

n＋1


 （x）≤…≤1，且有




这里，每个f

n


 （x）皆是［0，1］上的Riemann可积函数且积分值为零，故有




但极限函数f（x）不是Riemann可积的，这是因为




从而也就谈不上积分号下取极限的问题．

有界收敛定理看起来也有点使人惊异，因为我们不难证明，若有定义在［a，b］上的可积函数列｛f

n


 （x）｝，｛g

n


 （x）｝，而且满足｜f

n


 （x）｜≤M，｜g

n


 （x）｜≤M（n＝1，2，…），x∈［a，b］，以及




但f（x）之积分仍然可以不存在．然而，上述积分之极限值并不依赖于｛f

n


 （x）｝本身，而依赖于f（x）．既然如此，就不妨定义其积分为




这说明Riemann积分的定义太窄了．


（3）关于微积分基本定理


我们知道，积分和微分之间的联系乃是微积分学的中枢：设f（x）在［a，b］上是可微函数且f′（x）在［a，b］上是可积的，则有




这就是说，从f′（x）通过积分又获得了f（x）．显然，为使这一微积分基本定理成立，f′（x）必须是可积的．然而早在1881年，V. Volterra（1860—1940）就做出了一个可微函数，其导函数还是有界的，但导函数不是Riemann可积的．这就大大限制了微积分基本定理的应用范围．实际上，不难证明f′∈R（［a，b］）的充分必要条件是，存在g∈R（［a，b］），使得





（4）可积函数空间的完备性


Riemann积分的另一局限性还表现在可积函数空间的不完备性上．在积分理论中，可积函数类用距离




等）作成距离空间是完备的这一事实具有重要意义．近代泛函分析中的许多基本技巧往往最终要用到空间的完备性．

记R（［0，1］）为［0，1］上Riemann可积函数的全体．引进距离




（其中认定当d（f，g）＝0时，f与g是同一元）我们说R（［0，1］）不是完备的意思，是指当f

n


 ∈R（［0，1］）（n＝1，2，…）且满足




时，并不一定存在f∈R（［0，1］），使得




现在，令｛r

n


 ｝是（0，1）中有理数的全体，设I

n


 是［0，1］中的开区间，r

n


 ∈I

n


 ，｜I

n


 ｜＜1／2

n


 （n＝1，2，…），并作函数




易知f（x）在
 内的点上是不连续的，它不是Riemann可积的，且不存在Riemann可积函数g（x），使得d（f，g）＝0．但若作函数列




则f

n


 ∈R（［0，1］）（n＝1，2，…），且有




以及f

n


 （x）→f（x）（n→∞），故R（［0，1］）按上述距离d是不完备的．

随着人们对微积分各种课题的深入探讨，积分理论的研究工作也进一步展开，并认识到积分问题与函数的下方图形——点集的面积如何界定和度量有关．在19世纪80年代，G. Peano就提出点集内外容度（长度、面积概念的推广）的观念，紧接着C. Jordan在1892年扩展了G. Peano的工作，建立起所谓Jordan可测集的理论（其测度也称容度），且模拟Riemann积分的做法，给出了新的积分思路．（作为积分的对象的函数不再限于在［a，b］上定义，而可以在有界Jordan可测集上定义，从而对［a，b］的子区间分划也就换成了可测子集的分划．）然而，Jordan的测度论存在着严重的缺陷，如存在不可测的开集，有理数集也不可测等．为了克服这一点，E. Borel在1898年的著作中引进了现称之为Borel集的概念．他从开集出发构造了一个σ-代数，从而使他的测度理论具有可数可加的性质．（在Jordan测度论中，即使每一个E

n


 都是可测的，但
 不一定是Jordan可测的，且他本人并未注意到这一点．）但是，Borel并没有把他的测度论与积分理论联系起来．

现代在应用上最广泛的测度与积分系统是法国数学家H. L. Lebesgue（1875—1941）完成的．1902年，他在“积分、长度与面积”的博士论文中所阐述的思想成为古典分析过渡到近代分析的转折点．他证明了有界Lebesgue可测集类构成一个σ-环；Lebesgue测度是可数可加且是平移不变的；也确实存在着非Jordan可测和非Borel可测的Lebesgue可测集，并建立了Lebesgue可测集与Borel可测集的关系．他还断定：有非Lebesgue可测集存在，虽然没有做出来．（1905年Vitali给出一例）Lebesgue积分理论不仅蕴涵了Riemann积分所达到的成果，而且还在较大程度上克服了它的局限性．

测度论思想升华的重要一步是匈牙利数学家F. Riesz在1914年迈出的，他放弃了在σ-环上建立测度的思想，而直接从积分出发来导出整个理论，且将其定义在环上．同一年，C. Carathéodory进一步发展了外测度理论，导致所谓测度的完备化，特别是做出了从环到σ-环的扩张．

对积分论做出重要贡献的，还有Stieltjes、Radon等数学家．使积分理论跳出欧氏空间背景并将其建立在（X，
 ，μ）上的首要工作是属于Fréchet（1915年）的，而用更加一般的观点来考查积分的应归功于Daniell局部紧空间上的积分论．

当然，今天我们来学习Lebesgue测度与积分的理论时，不一定拘泥于原有的体系．



（二）Lebesgue积分思想简介



对于定义在［a，b］上的有界正值函数，为使f（x）在［a，b］上可积，按照Riemann的积分思想，必须使得在划分［a，b］后，f（x）在多数小区间∆x

i


 上的振幅能足够小，这迫使具有较多激烈振荡的函数被排除在可积函数类外．对此，Lebesgue提出，不从分割区间入手，而是从分割函数值域着手，即任给δ＞0，作

m＝y

0


 ＜y

1


 ＜…＜y

i－1


 ＜y

i


 ＜…＜y

n


 ＝M，

其中，y

i


 －y

i－1


 ＜δ，m，M是f（x）在［a，b］上的下界与上界，并作点集

E

i


 ＝｛x：y

i－1


 ≤f（x）＜y

i


 ｝，　i＝1，2，…，n．

这样，在E

i


 上，f（x）的振幅就不会大于δ．再计算

｜I

i


 ｜＝“矩形面积”＝（高）y

i－1


 ×“底边长度”｜E

i


 ｜，

并作和




它是f（x）在［a，b］上积分（面积）的近似值．然后，让δ→0，且定义




（如果此极限存在）也就是说，采取在y轴上的分划来限制函数值变动的振幅，即按函数值的大小先加以归类．Lebesgue对这一设计作了生动的譬喻，大意如下：假定我欠人家许多钱，现在要归还．此时，应先按照钞票的票面值的大小分类，再计算每一类的面额总值，然后相加，这就是我的积分思想；如果不管面值大小如何，而是按某种先后次序（如顺手递出）来计算总数，那就是Riemann积分的思想．

当然，按照Lebesgue的积分构思，会带来一系列的新问题．首先，分割函数值范围后，所得到的点集

E

i


 ＝｛x：y

i－1


 ≤f（x）＜y

i


 ｝，　i＝1，2，…，n

不一定是一个区间，［a，b］也不一定是互不相交的有限个区间的并，而可能是一个分散而杂乱无章的点集及其并集．因此，所谓“底边长度”｜E

i


 ｜的说法是不清楚的，即如何度量其“长度”以及是否存在“长度”均成问题．这促使Lebesgue去寻找一种测量一般点集“长度”的方案，并称点集E的“长度”为测度，记为m（E）．当然，这一方案必须满足一定的条件，才符合常理．如E＝［0，1］时，应有

m（［0，1］）＝1；

又如E

1


 ⊂E

2


 ，应满足

m（E

1


 ）≤m（E

2


 ）；

特别是对E

n


 （n＝1，2，…）且E

i


 ∩E

j


 ＝∅（i≠j）时，希望有




然而，这些限制使人们无法设计出一种测量方案，能使一切点集都有度量．因此，欲使Lebesgue积分思想得以实现，必须要求分割得出的点集E

i


 （i＝1，2，…，n）是可测量的——可测集．这一要求能否达到，与所给函数y＝f（x）的性质有关．从而规定：凡是对任意t∈R

1


 ，点集

E＝｛x：f（x）＞t｝

均为可测集时，称f（x）为可测函数．这就是说，积分的对象必须属于可测函数范围．

为了系统介绍Lebesgue积分理论，就形成了测度——可测函数——积分这样一个系统
 

〔1〕



 ，它构成了本书的第二、三、四章．当然，作为一门数学课程，我们还要先介绍点集论的有关知识，这对点集测度理论是必要的准备，它作为本书的第一章．

注　Lebesgue积分论仍有其不足之处，例如在公式（2）中仍需假设f′（x）在［a，b］上可积，致使换元公式




的证明复杂化．又如在Lebesgue积分的意义下，反常积分
 是不存在的等等．此外，1960年左右，R. Henstock等学者在相似于Riemann积分思想结构的基础上还开发出以他的名字命名的比Riemann积分更广的积分理论．







注　释






〔1〕

 　随着积分论的发展，还有其他建立积分论的体系．





第一章　集合与点集



集合论自19世纪80年代由G. Cantor
 

〔1〕



 创立以来，现已发展成为独立的数学分支，它的基本概念与方法已渗入到20世纪的各个数学领域，成为近代数学的一个特征．集合论是探讨集合的各种性质的，它的初期工作与数学分析的深入研究密切相关，并为发展实变函数理论奠定了基础．本章仅对一般集合与R

n


 中的点集知识作一必要的介绍．

在中学学习阶段，大家已接触到一些关于集合的初步知识，例如：自然数全体形成一个集合，常记为N；有理数全体形成一个集合，常记为Q；实数全体形成一个集合，常记为R

1


 等等．那么，集合究竟是什么？集合是数学中最原始的观念，一般是不能再加以精确定义的．遵循Cantor最初给出的说法（可以称为概括性），集合
 （set）是指把具有某种特征或满足一定性质的所有对象或事物视为一个整体时，这一整体就称为集合，而这些事物或对象就称为属于该集合的元素
 ．因此，所谓给定一个集合或说存在一个集合，是指已经确定了某种约束，由它可以判别任何事物或对象是否属于该集合．（也就是说，一个事物或对象与给定集合的关系，只有属于或不属于的关系，别无其他．）这种描述性的界定，就我们的实际应用范围来说是已足够的．（如果越出一定的范畴，就会在数学中出现许多悖论，见本章末附注．）

为什么要引入集合这样一种概念？一是为了考查某种事物的整体特征和结构，研究舍去事物个性后的抽象共性，划分势力范围，二是集合论的语言非常简明，且能更加细致地区分研究对象的各种内涵，考查它们各种组合的可能性时还有很强的概括性．这种观点和方法早在18世纪的数学工作中就已出现，例如研讨曲面上过一点的所有曲线，某力学系统中所有可能出现的运动等等．不过，真正促进对集合论作系统研究的动力，是来自分析的严密化所引发的对实数集合结构的探求．例如，Cantor就探讨过函数的不连续点的分类问题．




§1.1　集合与子集合



一般地说，集合的符号用大写字母A，B，C，…，X，Y，Z等来表示，集合的元素用小写字母a，b，c，…，x，y，z等来表示．设A是一个集合，若a是A的元素，则记为a∈A（称为a属于A）；
 （称为a不属于A）表示a不是A的元素．例如2/3∈Q，
 等等．

通常采用的集合表示法有两种：其一是列举，例如由数1，2，3，4，5构成的集合记为A时，就用符号

A＝｛1，2，3，4，5｝

来表示．也就是说，在花括号｛　｝内将其元素一一列举出来；其二是用元素所满足的一定条件来描述它，如上述之A也可写成

A＝｛x：x＜6，x∈N｝．

在这里，｛　｝号内分为两部分来写，且用符号“：”隔开，前一部分是集合中元素的代表符号，后一部分表示元素所满足的条件或属于自然数集合N的元素所特有的规定性质．有时也把集合A写成

｛x∈N：x＜6｝．

例1　集合｛x∈R

1


 ：0＜sinx≤1/2｝表示由满足0＜sinx≤1/2的实数x所构成．有时也简写成｛x：0＜sinx≤1/2｝．

例2　集合｛x∈R

1


 ：｜x－x

0


 ｜＜δ，x

0


 ∈R

1


 ｝就是数轴上的开区间（x

0


 －δ，x

0


 ＋δ）．

定义1.1　对于两个集合A与B，若x∈A必有x∈B，则称A是B的子集合，简称A是B的子集，记为

A⊂B　或　B⊃A．

A⊂B也称为A含于B或B包含A．显然，A⊂A．若A⊂B且存在B中元素不属于A，则称A是B的真子集．

例3　设A＝｛1，2，3，4，5｝，则集合｛1｝，｛1，3｝，｛1，3，5｝，｛1，2，3｝均是A的真子集，｛1，2，3，4，5｝不是A的真子集．

注意，上例中｛1｝表示由单个元素“1”所构成的集合，它是A的子集而不是A的元素．从而可知｛1，｛2，3｝｝不是A的子集．

为了论述与运算的方便，我们还指定一种所谓空集，它是不包含任何元素的集合，记为∅．空集∅是任一集合的子集．

定义1.2　设A，B是两个集合．若A⊂B且B⊂A，则称集合A与B相等或相同，记为A＝B．A与B相等就是A与B的元素完全相同，即A与B是同一个集合．

例4　｛x∈R

1


 ：x

2


 ＞1｝＝｛x∈R

1


 ：｜x｜＞1｝．

集合｛x：p（x）｝与集合｛x：q（x）｝是否相等，就是看条件p（x）与q（x）是否等价．

定义1.3　设I是给定的一个集合，对于每一个α∈I，我们指定一个集合A

α


 ．这样我们就得到许多集合，它们的总体称为集合族，记为｛A

α


 ：α∈I｝或｛A

α


 ｝

α∈I


 ．这里的I常称为指标集．当I＝N时，集合族也称为集合列，简记为｛A

i


 ｝或｛A

k


 ｝等等．

例5

*


 　设r，s，t是三个互不相同的数，且A＝｛r，s，t｝，B＝｛r

2


 ，s

2


 ，t

2


 ｝，C＝｛rs，st，rt｝．若A＝B＝C，则｛r，s，t｝＝｛1，w，w

2


 ｝，其中




证明　因为集合相等就是其元素相同，所以将每个集合中的全部元素作数值和，所得到的三个数应该相等，若令其和为K，则有

r＋s＋t＝r

2


 ＋s

2


 ＋t

2


 ＝rs＋st＋rt＝K．

从而得到

K

2


 ＝（r＋s＋t）

2


 ＝（r

2


 ＋s

2


 ＋t

2


 ）＋2（rs＋st＋rt）

　＝3K，

即K＝3或0．又从数值的乘积看，同理有

rst＝r

2


 s

2


 t

2


 ，

故知rst＝1．于是在K＝3时，可知r，s，t为方程

x

3


 －3x

2


 ＋3x－1＝0

的根，亦即（x－1）

3


 ＝0之根．但此时有r＝s＝t＝1，不合题意．这说明K＝0，此时r，s，t为方程

x

3


 －1＝0

的根，即x＝1以及





§1.2　集合的运算



集合的分解与合成是探讨各集合之间相互关系以及组成新集合的一种有效手段，从而使集合论方法在实变函数论中获得重要的应用．这种分解与合成可以通过各种集合间的运算来表达，现将其概念与主要性质作一简单介绍．






（一）并与交






定义1.4　设A，B是两个集合，称集合｛x：x∈A或x∈B｝为A与B的并集，记为A∪B，即由A与B的全部元素构成的集合．

为直观起见，现用图形来示意集合运算构成的新集合，称为Venn图．A∪B见图1.1．





图　1.1


定义1.5　设A，B是两个集合，称集合｛x：x∈A，x∈B｝为A与B的交集，记为A∩B，即由A与B的公共元素构成的集合（见图1.2）．若A∩B＝∅，则称A与B互不相交．





图　1.2


例1　若f（x）是R

1


 上的实值函数，则

｛x：ι≤f（x）≤k｝＝｛x：f（x）≥ι｝∩｛x：f（x）≤k｝．

关于作交与并及其联合运算，有下述重要规律．

定理1.1　设有集合A，B与C，我们有

（i）交换律：

A∪B＝B∪A，A∩B＝B∩A；　　　（1.1）

（ii）结合律：




（iii）分配律：




类似地，可以定义多个集合的并集与交集．设有集合族｛A

α


 ｝

α∈I


 ，我们定义其并集与交集如下：




此外，前述之交换律与结合律仍适用于任意多个集合的情形．这一事实说明，当一个集合族被分解（以任何方式）为许多子集合族时，那么先作子集合族中各集合的并集，然后再作各并集的并集，仍然得到原集合族的并，而且作并集时与原有的顺序无关．当然，对于交的运算也是如此．至于分配律，则可以写为：







例2　若f（x）是［a，b］上的实值函数，则可作点集分解如下：









（二）差与补






定义1.6　设A，B是两个集合，称
 为A与B的差集，记为A＼B（读做A减B），即由在A集合中而不在B集合中的一切元素构成的集合（见图1.3）．





图　1.3


在上述定义中，当B是A的子集时，称A＼B为集合B相对于A的补集或余集．通常，在我们讨论问题的范围内，所涉及的集合总是某个给定的“大”集合X的子集，我们称X为全集．此时，集合B相对于全集X的补集就简称为B的补集或余集，并记为B

c


 或
 即

B

c


 ＝X＼B．

今后，凡没有明显标出全集X时，都表示取补集运算的全集X预先已知，而所讨论的一切集合皆为其子集．于是B

c


 也简记为




显然，我们有下列简单事实：

（i）A∪A

c


 ＝X，A∩A

c


 ＝∅，（A

c


 ）

c


 ＝A，X

c


 ＝∅，∅

c


 ＝X；

（ii）A＼B＝A∩B

c


 ；

（iii）若A⊃B，则A

c


 ⊂B

c


 ；若A∩B＝∅，则A⊂B

c


 ．

特别地，我们有下述两个重要法则：


定理1.2（De. Morgan法则）








证明　以（i）为例．若
 ，则
 ，即对一切α∈I，有
 这就是说，对一切α∈I，有
 故得
 反之，若
 则对一切α∈I，有
 ，即对一切α∈I，有
 
 这就是说，




有了补集的概念，全集就一分为二，从而使A与A

c


 互相补充．我们常常可以通过A

c


 来研究A．此外，还可以利用补集运算的性质来简化集合关系的证明与表示．

定义1.7　设A，B为两个集合，称集合（A＼B）∪（B＼A）为A与B的对称差集，记为A∆B．这是由既属于A，B之一但又不同时属于两者的一切元素构成的集合（见图1.4）．





图　1.4


由定义立即可知A∪B＝（A∩B）∪（A∆B）．因此，对称差集是表示并集中除公共元素以外的部分．显然，我们有下列简单事实：

（i）A∆∅＝A，A∆A＝∅，A∆A

c


 ＝X，A∆X＝A

c


 ；

（ii）交换律：A∆B＝B∆A；

（iii）结合律：（A∆B）∆C＝A∆（B∆C）；

（iv）交与对称差满足分配律：

A∩（B∆C）＝（A∩B）∆（A∩C）；

（v）A

c


 ∆B

c


 ＝A∆B；A＝A∆B当且仅当B＝∅．

（vi）对任意的集合A与B，存在唯一的集合E，使得E∆A＝B，实际上E＝B∆A．

例3　设有A，B，C三个集合，则

（i）（A∩B）∪（B∩C）∪（C∩A）表示属于A，B与C中至少两个集合的元素全体形成的集合．

（ii）（A∪B∪C）＼（A∆B∆C）表示属于A，B与C中至少两个集合但不属于三个集合的元素全体形成的集合．

（iii）（A∆B∆C）＼（A∩B∩C）表示属于A，B与C中的一个集合但不属于另外两个集合的元素全体形成的集合．

例4　（i）设A，B是全集X中的两个子集．若对任意的E⊂X，均有E∩A＝E∪B，则A＝X，B＝∅．

（ii）设有集合A，B，则A＝B当且仅当存在集合C，使得A∩C＝B∩C，A∪C＝B∪C．

证明　（i）取E＝X，则由题设知A＝X；又取E＝A

c


 ，则由题设知∅＝A

c


 ∩A＝A

c


 ∪B＝∅∪B，即B＝∅．

（ii）必要性显然，现证充分性．由等式

A＝A∪（C∩C

c


 ）＝（A∩C）∪（A∩C

c


 ）

可知，A∪C＝（A∩C

c


 ）∪C．同理有B∪C＝（B∩C

c


 ）∪C．注意到C∩（A∩C

c


 ）＝∅＝C∩（B∩C

c


 ），又得A∩C

c


 ＝B∩C

c


 ．从而我们有

A＝（A∩C）∪（A∩C

c


 ）＝（B∩C）∪（B∩C

c


 ）＝B．

思考题　试证明下列命题：

1．设A，B，E是全集X中的子集，则

B＝（E∩A）

c


 ∩（E

c


 ∪A）当且仅当B

c


 ＝E．

2．设A

1


 ⊂A

2


 ⊂…⊂A

n


 ⊂…，B

1


 ⊂B

2


 ⊂…⊂B

n


 ⊂…，则




3．设A

1


 ⊃A

2


 ⊃…⊃A

n


 ⊃…，B

1


 ⊃B

2


 ⊃…⊃B

n


 ⊃…⊃…，则




4．设有集合A，B，E和F．

（i）若A∪B＝E∪F，A∩F＝∅以及B∩E＝∅，则

A＝E且B＝F；

（ii）若A∪B＝E∪F，令A

1


 ＝A∩E，A

2


 ＝A∩F，则

A

1


 ∪A

2


 ＝A．






（三）集合列的极限（集）






类似于数列的极限这一进行无限运算的工具，现在也把它移植于集合论中，我们将会看到这一运算在集合表示法中的重要作用．大家知道，单调数列的极限总是可以定义的，这就启发我们先来考虑单调集合列的无限运算．

定义1.8　设｛A

k


 ｝是一个集合列．若

A

1


 ⊃A

2


 ⊃…⊃A

k


 ⊃…，

则称此集合列为递减集合列．此时我们称其交集
 为集合列｛A

k


 ｝的极限集，记为
 ；若｛A

k


 ｝满足

A

1


 ⊂A

2


 ⊂…⊂A

k


 ⊂…，

则称｛A

k


 ｝为递增集合列，此时我们称其并集
 为｛A

k


 ｝的极限集，记为


例5　若A

n


 ＝［n，∞）（n＝1，2，…），


例6　设在R

1


 上有渐升的实值函数列：

f

1


 （x）≤f

2


 （x）≤…≤f

n


 （x）≤…，

且
 现在对于给定的实数t，作集合列

E

n


 ＝｛x：f

n


 （x）＞t｝，　（n＝1，2，…）．

显然有E

1


 ⊂E

2


 ⊂…⊂E

n


 ⊂…，而且得到




对于一般的集合列，也可类似于数列上、下极限的做法来给出上、下限集的概念．

定义1.9　设｛A

k


 ｝是一集合列，令




显然有B

j


 ⊃B

j＋1


 （j＝1，2，…），我们称




为集合列｛A

k


 ｝的上极限集，简称为上限集，记为




类似地，称集合
 为集合列｛A

k


 ｝的下极限集，记为




简称为下限集．若上、下限集相等，则说｛A

k


 ｝的极限集存在并等于上限集或下限集，记为


例7　设E，F是两个集合，作集合列




对于上、下限集的运算，易知下述事实成立：







定理1.3　若｛A

k


 ｝为一集合列，则







这就是说，｛A

k


 ｝的上限集是由属于｛A

k


 ｝中无穷多个集合的元素所形成的；｛A

k


 ｝的下限集是由只不属于｛A

k


 ｝中有限多个集合的元素所形成的．从而立即可知




证明　以（ii）为例，若
 则存在自然数j

0


 ，使得




从而当k≥j

0


 时，有x∈A

k


 ．反之，若存在自然数j

0


 ，当k≥j

0


 时，有x∈A

k


 ，则得到




由此可知


例8　设｛f

n


 （x）｝以及f（x）是定义在R

1


 上的实值函数，则使f

n


 （x）不收敛于f（x）的一切点x所形成的集合D可表示为




这个集合表示式初看起来有点“不知从何说起”，因而我们来谈谈它的构思，详细证明留给读者，大家知道，若f

n


 （x）在点x

0


 不收敛到f（x

0


 ），则存在ε

0


 ＞0，对任给自然数k，必有n≥k，使得

｜f

n


 （x

0


 ）－f（x

0


 ）｜≥ε

0


 ．

也就是说，若令

E

n


 （ε

0


 ）＝｛x：｜f

n


 （x）－f（x）｜≥ε

0


 ｝，

则点x

0


 是属于｛E

n


 （ε

0


 ）｝中之无穷多个集合的，即是x

0


 含于｛E

n


 （ε

0


 ）｝的上限集内．反之，对任意给定的ε＞0，｛E

n


 （ε）｝的上限集中的点都是不收敛点．总之，这些上限集在对ε求并集后可构成全体不收敛点．最后，上述之ε又可由一列｛ε

k


 ｝：ε

1


 ＞ε

2


 ＞…＞ε

k


 ＞…→0来代替．特别取ε

k


 ＝1／k时，就得到D的表示式．

思考题　试证明下列命题：







2．设｛f

n


 （x）｝以及f（x）都是定义在R

1


 上的实值函数，且有




则对t∈R

1


 ，有




3．设a

n


 →a（n→∞），则









（四）集合的直积






定义1.10　设X，Y是两个集合，称一切有序“元素对”（x，y）（其中x∈X，y∈Y）形成的集合为X与Y的直积集，记为X×Y，即

X×Y＝｛（x，y）：x∈X，y∈Y｝，

其中（x，y）＝（x′，y′）是指x＝x′，y＝y′，X×X也记为X

2


 ．

例9　A＝｛1，2，3｝，B＝｛4，5｝，则A与B之直积A×B中的全部元素为：

（1，4），（1，5），（2，4），（2，5），（3，4），（3，5）．

例10　［0，1］×［0，1］为平面上单位闭正方形．

例11　Q×Q＝Q

2


 是平面上的有理点集．




§1.3　映射与基数




（一）映射






在微积分中大家知道，定义在［a，b］上的一个实值函数就是从集合［a，b］到R

1


 中的一种对应关系．现在，我们要把这一概念推广到一般的集合上，建立不同集合之间的联系．

定义1.11　设X，Y为两个非空集合．若对每个x∈X，均存在唯一的y∈Y与之对应，则称这个对应为映射（变换或函数）．若用f表示这种对应，则记为

f：X→Y，

并称f是从X到Y的一个映射．此时，x∈X在Y中的对应元y称为x在映射f下的（映）像，x称为y的一个原像，我们记为y＝f（x）；若对每一个y∈Y，均有x∈X，使得y＝f（x），则称此f为从X到Y的满映射，或称f为从X到Y上的映射．

对于f：X→Y以及A⊂X，我们记

f（A）＝｛y∈Y：x∈A，y＝f（x）｝，

并称f（A）为集合A在映射f下的（映）像集（f（∅）＝∅）．显然，我们有下列简单事实：




对于f：X→Y以及B⊂Y，我们记

f

-1


 （B）＝｛x∈X：f（x）∈B｝，

并称f

-1


 （B）为B关于f的原像集．显然，我们有下列简单事实：

（i）若B

1


 ⊂B

2


 ，则f

-1


 （B

1


 ）⊂f

-1


 （B

2


 ）　（A⊂Y）；







（iv）f

-1


 （B

c


 ）＝（f

-1


 （B））

c


 　（B⊂Y）．

定义1.12　设f：X→Y．若当x

1


 ，x

2


 ∈X且x

1


 ≠x

2


 时，有

f（x

1


 ）≠f（x

2


 ），

即X中不同元有不同的像时，则称f是从X到Y的一个单射．若f既是单射又是满映射，则称f为X到Y上的一一映射．在f是X到Y上的一一映射的情况下，对Y中的每一个元y，就有X中的唯一元x，使得y＝f（x）．从而我们又可作Y到X上的映射

g：Y→X，　g（y）＝x，

其中x由关系y＝f（x）确定，并称g为f的逆映射，记为f

-1


 ．于是，当f为X到Y上的一一映射时，我们就说在X与Y之间存在一一对应．（若f：X→Y是单射，则f是X到f（X）的一一映射．）

定义1.13　设f：X→Y，g：Y→W，则由

h（x）＝g［f（x）］　（x∈X）

定义的h：X→W称为g与f的复合映射．

集合之间的映射不仅其本身具有实际的意义，而且是研究集合结构与性质的有效手段．当Y是R

1


 时，f：X→Y一般称为函数．特别，对于X中的子集A，我们作




且称χ

A


 ：X→R

1


 是定义在X上的A的特征函数．

由此可以看出，特征函数χ

A


 在一定意义上可作为A本身的代表．从而可以通过对它的研究来了解集合本身，例如A≠B就是χ

A


 ≠χ

B


 ，而A⊂B与χ

A


 （x）≤χ

B


 （x）是等价的等等．显然，我们有下列简单事实：

（i）χ

A∪B


 （x）＝χ

A


 （x）＋χ

B


 （x）－χ

A∩B


 （x）；

（ii）χ

A∩B


 （x）＝χ

A


 （x）·χ

B


 （x）；

（iii）χ

A＼B


 （x）＝χ

A


 （x）［1－χ

B


 （x）］；

（iv）χ

A∆B


 （x）＝｜χ

A


 （x）－χ

B


 （x）｜．

思考题　试证明下列命题：

1．设f：R

1


 →R

1


 ，记f

1


 （x）＝f（x），f

n


 （x）＝f［f

n－1


 （x）］（n＝2，3，…）．若存在n

0


 ，使得f

n

0





 （x）＝x，则f是R

1


 到f（R

1


 ）的一一映射．

2．不存在R

1


 上的连续函数f，它在无理数集R

1


 ＼Q上是一一映射，而在Q上则不是一一映射．

3．设E

k


 ⊂R

n


 （k＝1，2，…），则




4．f：X→Y是满映射当且仅当对任意的真子集B⊂Y，有

f［f

-1


 （B）］＝B．

5．设f：X→Y，则下述命题等价：

（i）f是X到f（X）的一一映射；

（ii）对任意的A，B⊂X，有f（A∩B）＝f（A）∩f（B）；

（iii）对满足A∩B＝∅的A，B⊂X，有f（A）∩f（B）＝∅．

定义1.14　设X是一个非空集合，由X的一切子集（包括∅，X自身）为元素形成的集合称为X的幂集，记为
 （X）．

例如，由n个元素形成的集合E之幂集
 （E）共有2

n


 个元素．

例1

*


 　（单调映射的不动点）　设X是一个非空集合，且有
 中满足A⊂B的任意A，B，必有f（A）⊂f（B），则存在
 使得f（T）＝T．




则有f（T）＝T．

事实上，因为由A∈S可知A⊂f（A）．从而由A⊂T可得f（A）⊂f（T）．根据A∈S推出A⊂f（T），这就导致




另一方面，又从T⊂f（T）可知f（T）⊂f［f（T）］，这说明f（T）∈S，我们又有f（T）⊂T．

思考题　试证明下列命题：

6．设E是10个两位数字的数形成的集合，则E中必有两个互不相交的子集，其元素的数值和相同．

7．设f：X→Y，g：Y→X．若对任意的x∈X，必有g［f（x）］＝x，则f是单射，g是满射．

8．设有集合X，Y，则









（二）基数






对于一个集合来说，集合中元素的多少是最基本的问题之一．如果有两个集合A与B，我们要问A的元素比B的元素多还是少？或者一样多？

对于有限集来说，情形比较简单，因为我们可用自然数数出它们的元素个数．然而当A与B都是无限集时，情况就不同了．从根本上来说，我们还并不清楚什么叫做“A的元素与B的元素一样多”．实际上这需要给出适当的定义．为此，让我们再来分析一下有限集的情形．例如说有5只羊，5棵树，这是什么意思呢？这是说我们用5这个数来表示上述两个不同集合所具有的共同的数量属性．这种属性表明此两集合的元素可以正好一个对一个地对应起来，不多也不少．现在我们把这个思路推广于无限集，以此来比较其元素的多少．

定义1.15　设有集合A与B．若存在一个从A到B上的一一映射，则称集合A与B对等（也就是说可以把A与B的全部元素通过映射一一对应起来），记为A～B．

例2　自然数集与正偶数集对等，即N～｛y：y＝2n，n∈N｝．

例3　N×N～N．例如存在一一映射f：

f（（i，j））＝2

i－1


 （2j－1），　（i，j）∈N×N．

这是因为任一自然数均可唯一地表为：

n＝2

p


 ·q　（p非负整数，q正奇数），

而对非负整数p，正奇数q，又有唯一的i，j∈N使得

p＝i－1，　q＝2j－1．

例4　（-1，1）～R

1


 ，因为存在一一映射：




显然，对等关系有如下的基本性质：

（i）A～A；

（ii）若A～B，则B～A；

（iii）若A～B，B～C，则A～C．

有了以上这些性质，为了获得两个集合之间的一一对应关系，我们就可以运用中间集合过渡的方法．此外，还可以采用分解，合并等方法．尤其是下述Cantor-Bernstein定理，更是我们证明集合对等的重要手段．

引理1.4（集合在映射下的分解）
 

〔2〕



 　若有f：X→Y，g：Y→X，则存在分解

X＝A∪A

～


 ，　Y＝B∪B

～


 ，

其中f（A）＝B，g（B

～


 ）＝A

～


 ，A∩A

～


 ＝∅以及B∩B

～


 ＝∅．

证明　对于X中的子集E（不妨假定Y＼f（E）≠∅），若满足

E∩g（Y＼f（E））＝∅，

则称E为X中的分离集．现将一切X中的分离集之全体记为Γ，且作其并集




我们有A∈Γ．事实上，对于任意的E∈Γ，由于A⊃E，故从

E∩g（Y＼f（E））＝∅

可知E∩g（Y＼f（A））＝∅．从而有A∩g（Y＼f（A））＝∅．这说明A是X中的分离集且是Γ中最大元
 

〔3〕



 ．

现在令f（A）＝B，Y＼B＝B

～


 以及g（B

～


 ）＝A

～


 ．首先知道

Y＝B∪B

～


 ．

其次由于A∩A

～


 ＝∅，故又易得A∪A

～


 ＝X．事实上，若不然，那么存在x

0


 ∈X，使得
 ，现在作A

0


 ＝A∪｛x

0


 ｝，由于

B＝f（A）⊂f（A

0


 ），故知B

～


 ⊃Y＼f（A

0


 ）．

从而有A

～


 ⊃g（Y＼f（A

0


 ））．这就是说，A与g（Y＼f（A

0


 ））不相交．由此可得

A

0


 ∩g（Y＼f（A

0


 ））＝∅，

这与A是Γ的最大元相矛盾．

定理1.5（Cantor-Bernstein定理）
 

〔4〕



 　若集合X与Y的某个真子集对等，Y与X的某个真子集对等，则X～Y．

证明　由题设知存在单射f：X→Y与单射g：Y→X，根据映射分解定理知

X＝A∪A

～


 ，Y＝B∪B

～


 ，f（A）＝B，g（B

～


 ）＝A

～


 ．

注意到这里的f：A→B以及g

-1


 ：A

～


 →B

～


 是一一映射，因而可作X到Y上的一一映射F如下：




这说明X～Y．

定理的特例：设集合A，B，C满足下述关系：

C⊂A⊂B，

若B～C，则B～A．

例5　［-1，1］～R

1


 ．这是因为已知（-1，1）～R

1


 ，且有

（-1，1）⊂［-1，1］⊂R

1


 ．

如果我们要直接建立［-1，1］与R

1


 之间的一一对应关系，就会比较烦琐些．至少用一个连续函数来表达是不可能的，因为闭区间上的连续函数之值域仍为一个闭区间．

现在让我们来描述集合的基数（或势）的概念．设A，B是两个集合，如果A～B，那么我们就说A与B的基数（Cardinal number）或势是相同的，记为
 从而可见，凡是互相对等的一切集合均具有相同的基数，如果用α表示这一相同的基数，那么
 就表示A属于这一对等集合族．对于两个集合A与B，记
 若A与B的一个子集对等，则称α不大于β，记为

α≤β．

若α≤β且α≠β，则称α小于β（或β大于α），记为

α＜β　（或β＞α）
 

〔5〕



 ．

显然，若α≤β且β≤α，则由Cantor-Bernstein定理可知α＝β．

由此可见，基数概念是有限集个数概念的一个推广，它反映出一切对等集所仅有的共性（数量属性）．

思考题　解答下列命题：

1．设A

1


 ⊂A

2


 ，B

1


 ⊂B

2


 ．若A

1


 ～B

1


 ，A

2


 ～B

2


 ，试问是否有（A

2


 ＼A

1


 ）～（B

2


 ＼B

1


 ）？

2．若（A＼B）～（B＼A），则A～B，对吗？

3．若A⊂B，且A～（A∪C），试证明B～（B∪C）．

4

*


 ．试用单调映射
 具有不动点的结论证明：若A⊂B⊂C，


现在我们可以把有限集说得更清楚些，设A是一个集合，如果存在自然数n，使得A～｛1，2，…，n｝，则称A为有限集，且用同一符号n记A的基数．由此可见，对于有限集来说，其基数可以看做是集合中元素的数目．若一个集合不是有限集，则称为无限集．下面我们着重介绍无限集中若干重要且常见的基数．


（Ⅰ）自然数集N的基数·可列集


记自然数集N的基数为
 （读作阿列夫（Aleph，希伯莱文）零）．若集合A的基数为
 ，则A叫做可列集，这是由于N＝｛1，2，…，n，…｝，而A～N，故可将A中元素按一一对应关系以自然数次序排列起来，附以下标，就有

A＝｛a

1


 ，a

2


 ，a

3


 ，…，a

n


 ，…｝．

定理1.6　任一无限集E必包含一个可列子集．

证明　任取E中一元，记为x

1


 ；再从E＼｛x

1


 ｝中取一元，记为x

2


 ，…．设已选出a

1


 ，a

2


 ，…，a

n


 ，因为E是无限集，所以

E＼｛a

1


 ，a

2


 ，…，a

n


 ｝≠∅，

于是又从E＼｛a

1


 ，a

2


 ，…，a

n


 ｝中可再选一元，记为a

n＋1


 ．这样，我们就得到一个集合：

｛a

1


 ，a

2


 ，…，a

n


 ，a

n＋1


 ，…｝．

这是一个可列集且是E的子集．

这个定理说明，在众多的无限集中，最小的基数是


例6　设A是有限集，B是可列集，则A∪B是可列集．

不妨设A＝｛a

1


 ，a

2


 ，…，a

n


 ｝，B＝｛b

1


 ，b

2


 ，…｝．若A∩B＝∅，则由

A∪B＝｛a

1


 ，a

2


 ，…，a

n


 ，b

1


 ，b

2


 ，…｝

可知A∪B是可列集；若A∩B≠∅，则由于

A∪B＝（A＼B）∪B，

易知A∪B仍为可列集．

定理1.7　若A

n


 （n＝1，2，…）为可列集，则并集




也是可列集．

证明　只需讨论A

i


 ∩A

j


 ＝∅（i≠j）的情形，设

A

1


 ＝｛a

11


 ，a

12


 ，…，a

1j


 ，…｝，

A

2


 ＝｛a

21


 ，a

22


 ，…，a

2j


 ，…｝，

……………………………………

A

i


 ＝｛a

i1


 ，a

i2


 ，…，a

ij


 ，…｝，

……………………………………

则A中的元素可排列如下：

｛a

11


 ，a

21


 ，a

12


 ，a

31


 ，a

22


 ，a

13


 ，…，a

ij


 ，…｝．

其规则是a

11


 排第一，当i＋j＞2时，a

ij


 排在第n位：




例7　有理数集Q是可列集．只需指出正有理数集Q

＋


 ＝｛p／q｝为可列集即可，其中p，q都为正整数．而将后者Q

＋


 中的元素看成序对（p，q）就可应用上述定理．

注意，说Q是一个可列集，是指全体有理数可以按某种方式排列起来，因此，常记Q＝｛r

n


 ｝．但这并不是说，有理数可以按照我们随意的要求把它排列起来．例如Q∩［0，1］就不能按其数值的大小次序进行排列．下例倒也不失为一种排法：

例8

*


 　试做出R

1


 中全体正有理数的一个排列｛r

n


 ｝，使得




解　作排列｛r

n


 ｝如下：







（其中只保留可约化的最简式），其方法如左图所示．易知第m行的每个数都不大于m，第m列的每个数都不小于1／m．

若r

n


 位于图中的第i行第j列，自然有

j≤n，　i≤n．

从而可知




这就导致




即得所证．

我们知道，在任何两个实数之间都存在着有理数，即有理数在实数轴上是稠密的．现在又知道有理数集是可列集，这使得有理数集Q在许多命题的证明中扮演了重要角色．

例9　设E

k


 （k＝1，2，…，n）是可列集，则E

1


 ×E

2


 ×…×E

n


 是可列集，
 是可列集．

证明　不妨视E

k


 ＝N（k＝1，2，…，n），则E

1


 ×E

2


 ×…×E

n


 ＝N

n


 ．取不同的素数p

1


 ，p

2


 ，…，p

n


 ．对于N

n


 中的元（m

1


 ，m

2


 ，…，m

n


 ），用自然数
 与它对应，即可得证．

注意，我们把有限集与可列集统称为可数集或至多可列集，因此可列集也可称为可数无限集．

例10　R

1


 中互不相交的开区间族是可数集．

例11　R

1


 上单调函数的不连续点为可数集．以单调上升函数f（x）为例：若x

0


 为f（x）的不连续点，则有




因此，x

0


 就对应着一个开区间（f（x

0


 －0），f（x

0


 ＋0））．显然，对于两个不同的不连续点x

1


 及x

2


 ，区间（f（x

1


 －0），f（x

1


 ＋0））与（f（x

2


 －0），f（x

2


 ＋0））是互不相交的，故只需看实轴上互不相交的开区间族，后者是可数集．

例12　（i）设f（x）是定义在R

1


 上的实值函数，则点集E＝｛x∈R

1


 ：
 是可数集．

（ii）设f（x）是定义在R

1


 上的实值函数，则点集

｛x∈R

1


 ：f（x）在点x处不连续，但右极限f（x＋0）存在｝是可数集．

证明　（i）令g（x）＝arctanf（x）（x∈R

1


 ），且作点集




从而易知E是可数集．

（ii）令S＝｛x∈R

1


 ：f（x＋0）存在｝，对每个自然数n，作

E

n


 ＝｛x∈R

1


 ：存在δ＞0，当x′，x″∈（x－δ，x＋δ）时，

有｜f（x′）－f（x″）｜＜1／n｝．

显然，
 是f（x）的连续点集，从而只需指出S＼E

n


 （n＝1，2，…）是可数集即可．

取定任意一个n，并设x∈S＼E

n


 ，则存在δ＞0，使得




从而当x′，x″∈（x，x＋δ）时，就有｜f（x′）－f（x″）｜＜1／n．

这说明（x，x＋δ）⊂E

n


 ．也就是说S＼E

n


 中每一个点x是某个开区间I

x


 ＝（x，x＋δ）的左端点，且I

x


 与S＼E

n


 不相交．因此当x

1


 ，x

2


 ∈S＼E

n


 且x

1


 ≠x

2


 时，我们得到I

x

1





 ∩I

x

2





 ＝∅．于是区间族｛I

x


 ：x∈S＼E

n


 ｝是可数的，即S＼E

n


 是可数集．

上述这些例子表明，通过集合的基数概念可使我们把握研究对象的某种数量属性．

例13　设E⊂R

1


 是可列集，则存在x

0


 ∈R

1


 ，使得

E∩（E＋｛x

0


 ｝）＝∅．

证明　让我们看一下，当集合E与E＋｛x

0


 ｝的交集不是空集时是一种什么样的情景？此时，必有x′，x″∈E，使得x′与x″＋x

0


 是同一个点：

x′＝x″＋x

0


 ，　或　x′－x″＝x

0


 ．

难道R

1


 中的任一点都是E中某两个点的差，这是不可能的．

实际上，令E＝｛r

n


 ｝，并作点集A：

A＝｛r

n


 －r

m


 ：n≠m｝．

因为A是可列集，所以存在R

1


 中点x

0


 ，满足

x

0


 ≠r

n


 －r

m


 　（n≠m；n，m＝1，2，…）．

即r

n


 ≠r

m


 ＋x

0


 ，即得所证．

例14

*


 　（在无理点上连续，在有理点上间断的递增函数）　记（a，b）中有理数全体为｛r

n


 ｝，并作




现在定义（a，b）上的函数




易知f（x）递增，且有

f（r

n


 ＋）－f（r

n


 －）＝C

n


 　（n＝1，2，…）．

定理1.8　设A是无限集且其基数为α．若B是至多可列集，则A∪B的基数仍为α．

证明　不妨设B＝｛b

1


 ，b

2


 ，…｝，A∩B＝∅且

A＝A

1


 ∪A

2


 ，　A

1


 ＝｛a

1


 ，a

2


 ，…｝．

我们作映射f如下：

f（a

i


 ）＝a

2i


 ，　a

i


 ∈A

1


 ；　f（b

i


 ）＝a

2i－1


 ，　b

i


 ∈B；

f（x）＝x，　x∈A

2


 ．

显然，f是A∪B到A上的一一映射．

定理1.9　集合A为无限集的充分且必要条件是：A与某真子集对等．

证明　因为有限集是不与其真子集对等的，所以充分性是成立的．现在取A中一个非空有限子集B，则由上一定理立即可知A～（A＼B）．

例15

*


 　设f（x）为（a，b）上的实值函数，则集合

｛x∈（a，b）：右导数
 以及左导数
 存在而不相等｝为可数集．

证明　令




只需证明A，B为可数集即可．以A为例．对任意的x∈A，选有理数r

x


 ，使得
 再选有理数s

x


 及t

x


 ：




其中y≠x且s

x


 ＜y＜t

x


 ．因此，对应规则x→（r

x


 ，s

x


 ，t

x


 ）是从A到Q

3


 的一个映射，而且是一个单射．这是因为若有x

1


 ，x

2


 ∈A，使




则
 且均含x

1


 及x

2


 ，于是同时有：




而
 故得矛盾．这说明A与Q

3


 之一子集对等，而Q

3


 的基数是
 即知A为可数集．

例16

*


 　定义在（a，b）上的（下）凸函数在至多除一可列集外的点上都是可微的．

证明　所谓（a，b）上的（下）凸函数f（x），是指对（a，b）中任意两点x

1


 ，x

2


 ，x

1


 ＜x

2


 ，均有




类似地可知左导数
 存在，且有

-∞＜f′

_


 （x）≤f′

+


 （x）＜∞．

从而可得结论：（a，b）上的（下）凸函数在至多除一可数点集外都是可微的．

思考题　解答下列问题：

5．设A是R

1


 中的非空集，试证明点集

B＝｛x∈A：存在δ

x


 ＞0，使得（x，x＋δ

x


 ）∩A＝∅｝

是可数集．

6．对于平面上的直线3y－2x＝5来说，它具有下述性质：若x∈Q，则y∈Q．试问具有这种性质的直线在平面上有多少？

7．试问由自然数组成且公差亦为自然数的等差数列之全体形成之集的基数是什么？

8．设f（x）在（a，b）上可微，且除可数集外，有f′（x）＝0，试证明f（x）＝c（常数）．

9．试问是否存在满足




的函数f∈C（R

1


 ）？

10．设E⊂（0，1）是无限集．若从E中任意选取不同的数所组成的无穷正项级数总是收敛的，试证明E是可数集．

（Ⅱ）R

1


 的基数·不可数集

我们知道，通过一一映射f（x）＝（x＋1）／2可知，［-1，1］与［0，1］对等．因此，要研究实数集R

1


 的基数，就只需要讨论［0，1］的基数即可．

定理1.10　［0，1］＝｛x：0≤x≤1｝不是可数集．

证明　只需讨论（0，1］．为此，采用二进位制小数表示法：




其中a

n


 等于0或1，并在表示式中有无穷多个a

n


 等于1．显然，（0，1］与全体二进位制小数一一对应．

若在上述表示式中，把a

n


 ＝0的项舍去，则得到
 ，这里的｛n

i


 ｝是严格上升的自然数数列．再令

k

1


 ＝n

1


 ，　k

i


 ＝n

i


 －n

i－1


 ，　i＝2，3，…，

则｛k

i


 ｝是自然数子列．把由自然数构成的数列的全体记为
 ，则（0，1］与
 一一对应．

现在假定（0，1］是可数的，则
 是可数的，不妨将其全体排列如下：




但这是不可能的，因为




属于
 ，而它并没有被排列出来．这说明
 是不可数的，也就是说（0，1］是不可数集．

我们称（0，1］的基数为连续基数，记为c（或
 ）．易知


定理1.11　设有集合列｛A

k


 ｝．若每个A

k


 的基数都是连续基数，则其并集
 的基数是连续基数．

证明　不妨假定A

i


 ∩A

j


 ＝∅（i＝j）且A

k


 ～［k，k＋1），我们有




例17　设有
 ，则集合

E＝｛x＝（x

1


 ，x

2


 ，…，x

n


 ，…）：x

n


 ∈E

n


 （n＝1，2，…）｝

的基数也是c．

证明　不妨假定每个E

n


 都是由自然数组成的数列为元素的全体所形成的集合，即当x

n


 ∈E

n


 时，有




其中
 是自然数．这样，对于x∈E，就对应着一个无穷矩阵：




记如此之矩阵的全体形成之集为A，则易知E～A．现在，视A中元素为自然数列




则又有
 （实际上A～E

n


 ）．

注意，由上例可知，我们有R

n


 ～R

1


 ．

例18

*


 　区间［a，b］上的连续函数全体C（［a，b］）的基数是c．

证明　首先，因为［a，b］上的常数函数都是［a，b］上的连续函数，所以R

1


 与C（［a，b］）中的一个子集对等，即C（［a，b］）的基数大于或等于c．其次，对每个φ∈C（［a，b］），我们取一个平面有理点集Q×Q＝Q

2


 中的一个子集与它对应，即作映射f如下：

f（φ）＝｛（s，t）∈Q×Q：s∈［a，b］，t≤φ（s）｝．

易知f是从C（［a，b］）到
 中子集的一个单射，由于
 
 ，故知
 （Q

2


 ）的基数是c．从而可知C（［a，b］）的基数小于或等于c．这说明C（［a，b］）的基数是c．

例19

*


 　


证明　不妨认定E为R

2


 中单位正方形：

E＝｛（x，y）：0＜x＜1，0＜y＜1｝

（已知
 ），若存在x

0


 ：0＜x

0


 ＜1，使得

A⊃E

0


 ＝｛（x

0


 ，y）：0＜y＜1｝，

则
 否则，对任意的x，0＜x＜1，有

B∩｛（x，y）：0＜y＜1｝≠∅，

则


例20

*


 　记定义在［a，b］上的一切实值函数之全体形成的集合为


证明　首先，由上例知


其次，假定
 设
 此时不妨令f

t


 （x）＝F（t，x）（x∈［0，1］）与［0，1］中的t作对应．显然，g（x）＝F（x，x）＋1是
 中的元，从而存在α：0≤α≤1，使得g（x）＝f

α


 （x）．由此得

F（x，x）＋1＝F（α，x），　x∈［0，1］．

但这显然是不能成立的，只要取x＝α即知．这说明


现在提出两个问题：其一，在
 与连续基数c之间是否还有其它基数？答案见本章附注；其二，是否存在一个具有最大基数的集合A？下一定理给予否定的回答，这是集合论中最重要的结果之一．

定理1.12（无最大基数定理）　若A是非空集合，则A与其幂集
 （由A的一切子集所构成的集合族）不对等．

证明　假定A与其幂集
 对等，即存在一一映射
 
 我们作集合




于是有y∈A，使
 现在分析一下y与B的关系：

（i）若y∈B，则由B之定义可知


（ii）若y
 B，则由B之定义可知


这些矛盾说明A与
 之间并不存在一一映射，即A与
 并不是对等的．

易知集合A的基数小于其幂集
 的基数．

思考题　解答下列问题：

11．记在正方形｛（x，y）：0≤x≤1，0≤y≤1｝上定义的一切二元连续函数f（x，y）之全体为X，试证明


12．试问直线上所有开区间的全体形成的集合的基数是什么？（设法与平面点集对应）

13．设E⊂R

2


 是不可数集，试证明存在x

0


 ∈E，使得对于任一内含x

0


 的圆邻域B（x

0


 ），点集E∩B（x

0


 ）为不可数集．

14．设E⊂R

1


 且
 ，试证明存在实数a，使得
 


15．试作由0，1两个数组成的数列之全体E与
 的一一映射．（作映射
 ，其中当n∈A时，
 ）

16．试问是否存在集合E，使得
 是可列集？

17．试将自然数集N分成c个子集，使得任意两个子集均有严格的包含关系．（视n为有理数的下标）

18．试证明全体超越数（即不是整系数方程a

n


 x

n


 ＋a

n－1


 x

n－1


 ＋…＋a

1


 x＋a

0


 ＝0的根）的基数是c．（你知道的超越数是什么？）




§1.4　R


n



 中点与点之间的距离·点集的极限点



本书主要以R

n


 上的实值函数为研究对象，为此，还需进一步引入R

n


 中点集的运算及其性质．

记一切有序数组x＝（ξ

1


 ，ξ

2


 ，…，ξ

n


 ）之全体为R

n


 ，其中ξ

i


 ∈R

1


 （i＝1，2，…，n）是实数，称ξ

i


 为x的第i个坐标，并定义运算如下：

（i）加法．对于x＝（ξ

1


 ，…，ξ

n


 ）以及y＝（η

1


 ，…，η

n


 ），令

x＋y＝（ξ

1


 ＋η

1


 …，ξ

n


 ＋η

n


 ）；

（ii）数乘．对于λ∈R

1


 ，令λx＝（λξ

1


 ，…，λξ

n


 ）∈R

n


 ．

在上述两种运算下构成一个向量空间，对于1≤i≤n，记

e

i


 ＝（0，…，0，1，0，…，0），

其中除第i个坐标为1外其余皆为零．e

1


 ，e

2


 ，…，e

i


 ，…，e

n


 组成R

n


 的基底，从而R

n


 是实数域上的n维向量空间，并称x＝（ξ

1


 ，…，ξ

n


 ）为R

n


 中的向量或点．当每个ξ

i


 均为有理数时，x＝（ξ

1


 ，…，ξ

n


 ）称为有理点．

定义1.16　设x＝（ξ

1


 ，…，ξ

n


 ）∈R

n


 ，令




称｜x｜为向量x的模或长度．

关于向量的模我们有下列性质：

（i）｜x｜≥0；｜x｜＝0当且仅当x＝（0，0，…，0）；

（ii）a∈R

1


 ，｜ax｜＝｜a｜｜x｜；

（iii）｜x＋y｜≤｜x｜＋｜y｜；

（i），（ii）的结论是明显的；（iii）是下述（iv）的推论．

（iv）设x＝（ξ

1


 ，ξ

2


 ，…，ξ

n


 ），y＝（η

1


 ，η

2


 ，…，η

n


 ），则有




证明　只需注意到函数

f（λ）＝（ξ

1


 ＋λη

1


 ）

2


 ＋…＋（ξ

n


 ＋λη

n


 ）

2




是非负的（对一切λ），由λ的二次方程f（λ）的判别式小于或等于零即得．（iv）是著名的Cauchy-Schwarz不等式．

一般地说，设X是一个集合．若对X中任意两个元素x与y，有一个确定的实数与之对应，记为d（x，y），它满足下述三条性质：

（i）d（x，y）≥0；d（x，y）＝0当且仅当x＝y；

（ii）d（x，y）＝d（y，x）；

（iii）d（x，y）≤d（x，z）＋d（z，y），

则认为在X中定义了距离d，并称（X，d）为距离空间．因而（R

n


 ，d）是一个距离空间，其中d（x，y）＝｜x－y｜．

我们称R

n


 为n维欧氏空间．






（一）点集的直径、点的（球）邻域、矩体






定义1.17　设E是R

n


 中一些点形成的集合，令

diam（E）＝sup｛｜x－y｜：x，y∈E｝，

称为点集E的直径．若diam（E）＜∞，则称E为有界集．

显然，E是有界集的充分且必要条件是存在M＞0，使得一切x∈E都满足｜x｜≤M．

定义1.18　设x

0


 ∈R

n


 ，δ＞0，我们称点集

｛x∈R

n


 ：｜x－x

0


 ｜＜δ｝

为R

n


 中以x

0


 为中心，以δ为半径的开球，也称为x

0


 的（球）邻域，记为B（x

0


 ，δ），从而称

｛x∈R

n


 ：｜x－x

0


 ｜≤δ｝

为闭球，记为C（x

0


 ，δ）．R

n


 中以x

0


 为中心，以δ为半径的球面是

｛x∈R

n


 ：｜x－x

0


 ｜＝δ｝．

定义1.19　设a

i


 ，b

i


 （i＝1，2，…，n）皆为实数且a

i


 ＜b

i


 （i＝1，2，…，n），我们称点集

｛x＝（ξ

1


 ，ξ

2


 ，…，ξ

n


 ）：a

i


 ＜ξ

i


 ＜b

i


 （i＝1，2，…，n）｝

为R

n


 中的开矩体（n＝2时为矩形，n＝1时为区间），即直积集

（a

1


 ，b

1


 ）×…×（a

n


 ，b

n


 ）．

类似地，R

n


 中的闭矩体以及半开闭矩体就是直积集

［a

1


 ，b

1


 ］×…×［a

n


 ，b

n


 ］，（a

1


 ，b

1


 ］×…×（a

n


 ，b

n


 ］，

称b

i


 －a

i


 （i＝1，2，…，n）为矩体的边长．若各边长都相等，则称矩体为方体．

矩体也常用符号I，J等表示．其体积用｜I｜，｜J｜等表示．

若I＝（a

1


 ，b

1


 ）×…×（a

n


 ，b

n


 ），则




定义1.20　设x

k


 ∈R

n


 （k＝1，2，…）．若存在x∈R

n


 ，使得




则称x

k


 （k＝1，2，…）为R

n


 中收敛（于x的）点列，称x为它的极限，并简记为





 ，则由于不等式




对一切k与i都成立，故可知x

k


 （k＝1，2，…）收敛于x的充分且必要的条件是：对每个i，实数列
 都收敛于ξ

i


 ．由此以及根据实数列收敛的Cauchy原理可知，x

k


 （k＝1，2，…）是收敛列的充分且必要条件是









（二）点集的极限点






定义1.21　设E⊂R

n


 ，x∈R

n


 ．若存在E中的互异点列｛x

k


 ｝，使得




则称x为E的极限点（或聚点）；E的极限点全体记为E′，称为E的导集，显然，有限集是不存在极限点的．

定理1.13　若E⊂R

n


 ，则x∈E′，当且仅当对任意的δ＞0，有

（B（x，δ）＼｛x｝）∩E≠∅．

证明　若x∈E′，则存在E中的互异点列｛x

k


 ｝，使得

｜x

k


 －x｜→0　（k→∞）．

从而可知对于任意的δ＞0，存在k

0


 ，当k≥k

0


 时，有｜x

k


 －x｜＜δ，即

x

k


 ∈B（x，δ）　（k≥k

0


 ）．

反之，若对任意的δ＞0，有（B（x，δ）＼｛x｝）∩E≠∅，则令δ

1


 ＝1，可取x

1


 ∈E，x

1


 ≠x且｜x－x

1


 ｜＜1．令




可取x

2


 ∈E，x

2


 ≠x且｜x－x

2


 ｜＜δ

2


 ，继续这一过程，就可得到E中互异点列｛x

k


 ｝，使得｜x－x

k


 ｜＜δ

k


 ，即




这说明x∈E′．

定义1.22　设E⊂R

n


 ．若E中的点x不是E的极限点，即存在δ＞0，使得

（B（x，δ）＼｛x｝）∩E＝∅，

则称x为E的孤立点，即x∈E＼E′．

例1　若E＝｛1，1/2，…，1/k，…｝，则E′＝｛0｝，且一切1/k（k＝1，2，…）均为E的孤立点．

例2

*


 　设
 ，则E′＝R

1


 ．

事实上，对于任意的x∈R

1


 ，令




（［y］表示不大于y的整数部分），则有
 因而可得




定理1.14　设E

1


 ，E

2


 ⊂R

n


 ，


证明　因为E

1


 ⊂E

1


 ∪E

2


 ，E

2


 ⊂E

1


 ∪E

2


 ，所以




从而有
 ．反之，若x∈（E

1


 ∪E

2


 ）′，则存在E

1


 ∪E

2


 中的互异点列｛x

k


 ｝，使得




显然，在｛x

k


 ｝中必有互异点列
 属于E

1


 或属于E

2


 ，而且




在
 时，有
 ，否则
 这说明




定理1.15（Bolzano-Weierstrass）　R

n


 中任一有界无限点集E至少有一个极限点．

证明　首先从E中取出互异点列｛x

k


 ｝．显然，｛x

k


 ｝仍是有界的，而且｛x

k


 ｝的第i（i＝1，2，…，n）个坐标所形成的实数列
 是有界数列．其次根据R

1


 的Bolzano-Weierstrass定理可知，从｛x

k


 ｝中可选出子列
 ，使得
 的第一个坐标形成的数列是收敛列；再考查
 的第二个坐标形成的数列，同理可从中选出
 ，使其第二个坐标形成的数列成为收敛列，此时其第一坐标数列仍为收敛列（注意，收敛数列的任一子列必收敛于同一极限），……．至第n步，可得到｛x

k


 ｝的子列
 ，其一切坐标数列皆收敛，从而知
 是收敛点列，设其极限为x．由于
 是互异点列，故x为E的极限点．

思考题　试证明下列命题：

1．设E⊂R

1


 是不可数集，则E′≠∅．

2．设E⊂R

n


 ．若E′是可数集，则E是可数集．

3．若E⊂（0，∞）中的点不能以数值大小加以排列，则E′≠∅．

4．设｛a

n


 ｝是R

1


 中的有界点列，且有

｜a

n


 －a

n＋1


 ｜≥1　（n＝1，2，…），

则｛a

n


 ｝也可能有无穷多个极限点（1／n＋1／m与1／n＋1／m＋4）．

5．若E⊂R

2


 中任意两点间的距离均大于1，则E是可数集．

6．设
 是定义在［a，b］上的实值函数族，E⊂［a，b］是可数集，则存在
 ，使得｛f

n


 （x）｝在E上收敛．




§1.5　R


n



 中的基本点集：闭集·开集·Borel集·Cantor集




（一）闭集






定义1.23　设E⊂R

n


 ．若E⊃E′（即E包含E的一切极限点），则称E为闭集（这里规定空集为闭集）．记
 ，并称
 为E的闭包（E为闭集就是
 ）．

例1　R

n


 中的闭矩体是闭集．R

n


 本身是闭集．有理数集Q的闭包是R

1


 ．

例2　设f（x）定义在R

n


 上，则f∈C（R

n


 ）的充分必要条件是：对任意的t∈R

1


 ，点集

E

1


 ＝｛x∈R

n


 ：f（x）≥t｝，　E

2


 ＝｛x∈R

n


 ：f（x）≤t｝

都是闭集．

证明　必要性　以E

1


 为例，若有｛x

k


 ｝⊂E

1


 且x

k


 →x

0


 （k→∞），则由f（x

k


 ）≥t以及f（x）的连续性，可知




即x

0


 ∈E

1


 ．

充分性　采用反证法，假定存在x

0


 ∈R

n


 不是f（x）的连续点，则有ε

0


 ＞0以及点列｛x

k


 ｝：x

k


 →x

0


 （k→∞），使得对每一个k，有

f（x

k


 ）≤f（x

0


 ）－ε

0


 　或　f（x

k


 ）≥f（x

0


 ）＋ε

0


 ．

不妨认定对一切x

k


 ，有f（x

k


 ）≤f（x

0


 ）－ε

0


 ，那么取t＝f（x

0


 ）－ε

0


 ，可知x

k


 ∈E

2


 ，但
 ，这与E

2


 是闭集矛盾．

例3　R

n


 中开球B（x

0


 ，r）的闭包是闭球C（x

0


 ，r）：




证明　记F＝｛x∈R

n


 ：｜x－x

0


 ｜≤r｝，易知F是闭集，因此
 反之，若x∈F，则令x

k


 ＝x

0


 ／k＋（1－1／k）x，且有

｜x

0


 －x

k


 ｜＝（1－1／k）｜x

0


 －x｜≤（1－1／k）r＜r，

｜x－x

k


 ｜＝｜x

0


 －x｜／k≤r／k．

这说明｛x

k


 ｝⊂B（x

0


 ，r），且有x

k


 →x．从而可知
 ，即
 


注　若A⊂B且
 ，则称A在B中稠密，或称A是B的稠密子集．

例4　设
 E

α


 ＝｛p＋αq：p，q∈Z｝，则有


证明　对任意的x∈R

1


 ，δ＞0，取正整数m：10

-m


 ＜δ，从而在点集｛nα：n＝1，2，…｝中必有n

1


 α与n

2


 α，它们的前m个小数相同．令k是数n

1


 α－n

2


 α的整数部分，则

｜n

1


 α－n

2


 α－k｜＜10

-m


 ＜δ．

记｜（n

1


 －n

2


 ）α－k｜为ι

1


 α＋ι

2


 （ι

1


 ，ι

2


 ∈Z），则0＜ι

2


 ＋ι

1


 α＜δ．因此，存在z∈Z，使得

x－δ＜z（ι

2


 ＋ι

1


 α）＜x＋δ．

现在，令p＝ι

2


 z，q＝ι

1


 z，可知p＋qα∈（x－δ，x＋δ）．证毕．

例5　设E＝｛cosn｝，则
 ＝［-1，1］．

证明　令A＝｛n＋2mπ：n，m∈Z｝，易知对任给t∈R

1


 以及δ＞0，存在a∈A，使得｜t－a｜＜δ．从而知
 ．现在设x∈［-1，1］，以及ε＞0，则存在t∈R

1


 ，使得cost＝x，且存在n，m∈Z，使得t＜n＋2mπ＜t＋ε．由此得

｜x－cosn｜＝｜cost－cos（n＋2mπ）｜≤n＋2mπ－t＜ε．

注　R

2


 中存在稠密集E，使得所有平行于坐标轴的直线均只交E于一点．

定理1.16（闭集的运算性质）　（i）若F

1


 ，F

2


 是R

n


 中的闭集，则其并集F

1


 ∪F

2


 也是闭集，从而有限多个闭集的并集是闭集；

（ii）若｛F

α


 ：α∈I｝是R

n


 中的一个闭集族，则其交集




是闭集．

证明　（i）从等式




可知，当F

1


 ，F

2


 为闭集时，有
 这说明F

1


 ∪F

2


 是闭集．

（ii）因为对一切α∈I有F⊂F

α


 ，所以对一切α∈I有




但
 ，故
 这说明F是闭集．

注意，无穷多个闭集的并集不一定是闭集，例如，令




但我们有下列简单事实：设E

α


 ⊂R

n


 （α∈I），则




下述定理推广了R

1


 中的闭区间套定理．

定理1.17（Cantor闭集套）　若｛F

k


 ｝是R

n


 中的非空有界闭集列，且满足F

1


 ⊃F

2


 ⊃…⊃F

k


 ⊃…，则




证明　若在｛F

k


 ｝中有无穷多个相同的集合，则存在自然数k

0


 ，当k≥k

0


 时，有
 此时，




现在不妨假定对一切k，F

k＋1


 是F

k


 的真子集，即

F

k


 ＼F

k＋1


 ≠∅　（一切k），

我们选取

x

k


 ∈F

k


 ＼F

k＋1


 　（k＝1，2，…），

则｛x

k


 ｝是R

n


 中的有界互异点列．根据Bolzano-Weierstrass定理可知，存在｛x

k

i





 ｝以及x∈R

n


 ，使得




由于每个F

k


 都是闭集，故知x∈F

k


 （k＝1，2，…），即




思考题　解答下列问题：

1．设E⊂R

1


 是非空点集．若E中任一子集皆为闭集，试问E是有限集吗？

2．设A，B是R

1


 中点集，试问等式
 一定成立吗？

3．设E

k


 ⊂R

n


 （k＝1，2，…），令
 若有x

0


 ∈E′，试问是否一定存在E

k

0





 ，使得


4．设E⊂R

n


 ，试证明
 是包含E的一切闭集F之交：




5．设F⊂R

1


 是有界闭集，f（x）是定义在F上的（实值）函数．若对任意的x

0


 ∈F′，均有f（x）→+∞（x∈F且x→x

0


 ），试证明F是可数集．


6．设f∈C（R

1


 ），试证明F＝｛（x，y）：f（x）≥y｝是R

2


 中的闭集．

7．试在R

1


 中做出可列个互不相交的稠密可列集．






（二）开集






定义1.24　设G⊂R

n


 ．若G

c


 ＝R

n


 ＼G是闭集，则称G为开集．

由此定义立即可知，R

n


 本身与空集∅是开集；R

n


 中开矩体是开集；闭集的补集是开集．

例6　设f（x）定义在R

n


 上，则f∈C（R

n


 ）的充分必要条件是：对任意的t∈R

1


 ，点集

E

1


 ＝｛x∈R

n


 ：f（x）＞t｝，　E

2


 ＝｛x∈R

n


 ：f（x）＜t｝

都是开集．

定理1.18（开集的运算性质）　（i）若｛G

α


 ：α∈I｝是R

n


 中的一个开集族，则其并集




是开集；

（ii）若G

k


 （k＝1，2，…，m）是R

n


 中的开集，则其交集




是开集（有限个开集的交集是开集）；

（iii）若G是R

n


 中的非空点集，则G是开集的充分且必要的条件是：对于G中任一点x，存在δ＞0，使得B（x，δ）⊂G．

证明　（i）由定义知
 （α∈I）是闭集，且有




根据闭集的性质可知G

c


 是闭集，即G是开集．

（ii）由定义知
 （k＝1，2，…，m）是闭集，且有




根据闭集的性质可知G

c


 是闭集，即G是开集．

（iii）若G是开集且x∈G，则由于G

c


 是闭集以及
 可知存在δ＞0，使得

B（x，δ）⊂G．

反之，若对G中任一点x，存在δ＞0，使得

B（x，δ）⊂G，

即　　　　　　　　　　B（x，δ）∩G

c


 ＝∅．

从而x不是G

c


 的极限点，即G

c


 的极限点含于G

c


 ．这说明G

c


 是闭集，即G是开集．

定义1.25　设E⊂R

n


 ，对x∈E，若存在δ＞0，使得B（x，δ）⊂E，则称x为E的内点，E的内点全体记为
 称为E的内核．又，若
 
 但
 ，则称x为E的边界点，边界点全体记为∂E．

显然，内核定为开集．上述性质（iii）说明开集就是集合中每个点都是内点的集合．

例7　设函数f（x）在B（x

0


 ，δ

0


 ）上有定义．令




我们称ω

f


 （x

0


 ）为f在x

0


 处的振幅．若G是R

n


 中的开集且f（x）定义在G上，则对任意的t∈R

1


 ，点集

H＝｛x∈G：ω

f


 （x）＜t｝

是开集．

证明　不妨设H≠∅．对于H中的任一点x

0


 ，因为ω

f


 （x

0


 ）＜t，所以存在δ

0


 ＞0，使得B（x

0


 ，δ

0


 ）⊂G，且有

sup｛｜f（x′）－f（x″）｜：x′，x″∈B（x

0


 ，δ

0


 ）｝＜t．

现在对于x∈B（x

0


 ，δ

0


 ），可以选取δ

1


 ＞0，使得

B（x，δ

1


 ）⊂B（x

0


 ，δ

0


 ）．

显然有

sup｛｜f（x′）－f（x″）｜：x′，x″∈B（x，δ

1


 ）｝＜t．

从而可知ω（x）＜t，即

B（x

0


 ，δ

0


 ）⊂H．

这说明H中的点都是内点，H是开集．

下面的重要定理揭示出开集的构造，使我们对开集有了进一步的感性认识．

定理1.19　（i）R

1


 中的非空开集是可数个互不相交的开区间（这里也包括（-∞，a），（b，∞）以及（-∞，∞））的并集；

（ii）R

n


 中的非空开集G是可列个互不相交的半开闭方体的并集．

证明　（i）设G是R

1


 中的开集．对于G中任一点a，由于a是G的内点，故存在δ＞0，使得（a－δ，a＋δ）⊂G．现在令

a′＝inf｛x：（x，a）⊂G｝，　a″＝sup｛x：（a，x）⊂G｝，

（这里a′可以是-∞，a″可以是+∞）显然，a′＜a＜a″且（a′，a″）⊂G．这是因为对区间（a′，a″）中任一点z，不妨设a′＜z≤a，必存在x，a′＜x＜z且有（x，a）⊂G，即z∈G．我们称这样的开区间（a′，a″）为G（关于点a）的构成区间I

α


 ．

如果I

α


 ＝（a′，a″），I

b


 ＝（b′，b″）是G的构成区间，那么可以证明它们或是重合的或是互不相交的．为此，不妨设a＜b．若

I

a


 ∩I

b


 ≠∅，

则有b′＜a″，于是令

min｛a′，b′｝＝c，　max｛a″，b″｝＝d，

则有（c，d）＝（a′，a″）∪（b′，b″）．取x∈I

a


 ∩I

b


 ，则I

x


 ＝（c，d）是构成区间且

（c，d）＝（a′，a″）＝（b′，b″）．

最后，我们知道R

1


 中互不相交的区间族是可数的．

（ii）首先将R

n


 用格点（坐标皆为整数）分为可列个边长为1的半开闭方体，其全体记为Γ

0


 ．再将Γ

0


 中每个方体的每一边二等分，则每个方体就可分为2

n


 个边长为1/2的半开闭方体，记Γ

0


 中如此作成的子方体的全体为Γ

1


 ，继续按此方法二分下去，可得其所含方体越来越小的方体族组成的序列｛Γ

k


 ｝，这里Γ

k


 中每个方体的边长是2

-k


 ，且此方体是Γ

k＋1


 中相应的2

n


 个互不相交的方体的并集．我们称如此分成的方体为二进方体．

现在把Γ

0


 中凡含于G内的方体取出来，记其全体为H

0


 ．再把Γ

1


 中含于




（J表示半开闭二进方体）内的方体取出来，记其全体为H

1


 ．依此类推，H

k


 为Γ

k


 中含于




内的方体的全体．显然，一切由H

k


 （k＝0，1，2，…）中的方体构成之集为可列的．因为G是开集，所以对任意的x∈G，存在δ＞0，使得

B（x，δ）⊂G．

而Γ

k


 中的方体之直径当k→∞时是趋于零的，从而可知x最终必落入某个Γ

k


 中的方体．这说明




R

n


 中的开集还有一个重要事实，即R

n


 中存在由可列个开集构成的开集族Γ，使得R

n


 中任一开集均是Γ中某些开集的并集．事实上，Γ可取为




首先，Γ是可列集．其次，对于R

n


 中开集G中的任一点x，必存在δ＞0，使得

B（x，δ）⊂G．

现在取有理点x′，使得d（x，x′）＜1／k，其中k＞2／δ，从而有




显然，一切如此做成的B（x′，1／k）的并集就是G．

思考题　解答下列问题：

1．设n≥2，F⊂R

n


 （F≠R

n


 ）是闭集，则∂F是无穷集．

2．设E⊂R

n


 ，试证明


3．试证明函数
 的不连续点集不是闭集．

4．试证明G⊂R

n


 是开集当且仅当G∩∂G＝∅；F⊂R

n


 是闭集当且仅当∂F⊂F．

5．设G⊂R

n


 是非空开集，r

0


 ＞0．若对任意的x∈G，作闭球
 试证明
 是开集．

6．设F⊂R

1


 是闭集，试证明存在F中可数子集E，使得


7．设E⊂R

n


 中每点都是E的孤立点，试证明E是某开集和闭集的交集．

8．设f∈C（［a，b］），且除｛x

n


 ｝⊂［a，b］外，有f′（x）＞0，试证明f（x）是严格递增的．

定义1.26　设E⊂R

n


 ，Γ是R

n


 中的一个开集族．若对任意的x∈E，存在G∈Γ，使得x∈G，则称Γ为E的一个开覆盖．设Γ是E的一个开覆盖，若Γ′⊂Γ仍是E的一个开覆盖，则称Γ′为Γ（关于E）的一个子覆盖．

引理1.20　R

n


 中点集E的任一开覆盖Γ都含有一个可数子覆盖．

证明从略．

定理1.21（Heine-Borel有限子覆盖定理）　R

n


 中有界闭集的任一开覆盖均含有一个有限子覆盖．

证明　设F是R

n


 中的有界闭集，Γ是F的一个开覆盖．由上述引理，可以假定Γ由可列个开集组成：

Γ＝｛G

1


 ，G

2


 ，…，G

i


 ，…｝．

令　　　


显然，H

k


 是开集，L

k


 是闭集且有L

k


 ⊃L

k＋1


 （k＝1，2，…）．分两种情况：（i）存在k

0


 ，使得
 是空集，即
 中不含F的点，从而知
 
 定理得证；（ii）一切L

k


 皆非空集，则由Cantor闭集套定理可知，存在点x

0


 ∈L

k


 （k＝1，2，…），即x

0


 ∈F且
 这就是说F中存在点x

0


 不属于一切H

k


 ，与原设矛盾，故第（ii）种情况不存在．

注意，在上述定理中，有界的条件是不能缺的，例如，在R

1


 中对自然数集作开覆盖｛（n－（1/2），n＋（1/2））｝就不存在有限子覆盖．同样，闭集的条件也是不能缺的，例如，在R

1


 中对点集｛1，1/2，…，1/n，…｝作开覆盖




就不存在有限子覆盖．

例8　设F是R

n


 中有界闭集，G是R

n


 中开集且F⊂G，则存在δ＞0，使得当｜x｜＜δ时，有




证明　对于任意的y∈F，由于y∈G，故知存在δ

y


 ＞0，使得B（y，δ

y


 ）⊂G．因为｛B（y，δ

y


 ／2）：y∈F）｝组成F的一个开覆盖，所以根据有限子覆盖定理，存在y

1


 ，y

2


 ，…，y

m


 ∈F，使得




于是，每一个y∈F至少属于某个B（y

k


 ，δ

y

k





 ／2），且y与G

c


 中的任一点z之间的距离为




现在取




则当｜x｜＜δ时有y＋x∈G，即F＋｛x｝⊂G．

定理1.22　设E⊂R

n


 ．若E的任一开覆盖都包含有限子覆盖，则E是有界闭集．

证明　设y∈E

c


 ，则对于每一个x∈E，存在δ

x


 ＞0，使得

B（x，δ

x


 ）∩B（y，δ

x


 ）＝∅．

显然，｛B（x，δ

x


 ）：x∈E｝是E的一个开覆盖，由题设知存在有限子覆盖，设为




由此立即可知E是有界集．现在再令




则B（y，δ

0


 ）∩E＝∅，即
 这说明E′⊂E．E是闭集．有界性显然．

注意，如果E的任一开覆盖均包含有限子覆盖，我们就称E为紧集．上述两个定理表明，R

n


 中的紧集就是有界闭集．

思考题　解答下列问题：

9．设在R

n


 中｛G

α


 ｝是E的一个开覆盖，试问
 能覆盖
 吗？

10．设Γ＝｛［a

α


 ，b

α


 ］：α∈［0，1］｝，且Γ中任意两个闭区间必相交，试证明




11．设F⊂R

1


 是非空可数闭集，试证明F必含有孤立点．

12．设｛f

n


 （x）｝是R

1


 上非负渐降连续函数列．若在有界闭集F上f

n


 （x）→0（n→∞），试证明f

n


 （x）在F上一致收敛于零．

在闭集、开集的性质和有关定理的基础上，我们就可以把数学分析课程中关于连续性概念以及定义在闭区间上的连续函数的若干基本事实作如下推广：

定义1.27　设f（x）是定义在E⊂R

n


 上的实值函数，x

0


 ∈E．如果对任意的ε＞0，存在δ＞0，使得当x∈E∩B（x

0


 ，δ）时，有

｜f（x）－f（x

0


 ）｜＜ε，

则称f（x）在x＝x

0


 处连续，称x

0


 为f的一个连续点（在
 的情形，即x

0


 是E的孤立点时，f（x）自然在x＝x

0


 处连续）．若E中任一点皆为f的连续点，则称f（x）在E上连续．我们记E上的连续函数之全体为C（E）．

显然，关于C（E）中的函数，同样也有类似四则运算的性质，也不难证明下述事实（证明从略）：

设F是R

n


 中的有界闭集，f∈C（F），则

（i）f（x）是F上的有界函数，即f（F）是R

1


 中的有界集；

（ii）存在x

0


 ∈F，y

0


 ∈F，使得

f（x

0


 ）＝sup｛f（x）：x∈F｝，　f（y

0


 ）＝inf｛f（x）：x∈F｝；

（iii）f（x）在F上是一致连续的，即对任给的ε＞0，存在δ＞0，当x′，x″∈F且｜x′－x″｜＜δ时，有

｜f（x′）－f（x″）｜＜ε．

此外，若E⊂R

n


 上的连续函数列｛f

k


 （x）｝一致收敛于f（x），则f（x）是E上的连续函数．

例9　设f（x）是定义在E⊂R

n


 上的连续函数，对任意的t∈R

1


 ，令

E

t


 ＝｛x∈E：f（x）＞t｝，

则存在R

n


 中包含E

t


 的开集G

t


 ，使得

E

t


 ＝E∩G

t


 ．

证明　对任意的x∈E

t


 ，即f（x）＞t，根据f的连续性，可知存在δ

x


 ＞0，使得当y∈E∩B（x，δ

x


 ）时，有f（y）＞t．现在作开集




因为G

t


 ⊃E

t


 ，所以E∩G

t


 ⊃E

t


 ．显然，对上述每个B（x，δ

x


 来说，有

E∩B（x，δ

x


 ）⊂E

t


 ，

从而可知E∩G

t


 ⊂E

t


 ．这就是说，E

t


 ＝E∩G

t


 ．

例10

*


 　设F⊂R

1


 是有界闭集，f：F→F．若有

｜f（x）－f（y）｜＜｜x－y｜，　x，y∈F，

则存在x

0


 ∈F，使得f（x

0


 ）＝x

0


 ．（不动点）

证明　作函数g（x）＝｜x－f（x），易知g∈C（F），从而问题归结为阐明存在x

0


 ∈F，使得g（x

0


 ）＝0．

采用反证法，假定g（x）＞0（x∈F），则存在ξ∈F，使得




但我们有

g（f（ξ））＝｜f（ξ）－f（f（ξ））｜＜｜ξ－f（ξ）｜＝ι，

其中f（ξ）∈F．这一矛盾说明f（x）在F中存在不动点．

例11

*


 　设｛f

n


 （x）｝是定义在闭集F⊂R

1


 上的实值函数列．若每个f

n


 （x）的连续点集在F中稠密，则存在x

0


 ∈F，使得每个f

n


 （x）都在x＝x

0


 处连续．

证明　（i）若x

0


 是F的孤立点，则结论自然成立．

（ii）设F无孤立点，且令ε

1


 ＞ε

2


 ＞…＞ε

n


 ＞…→0（n→∞）．首先，取a

1


 ∈F是f

1


 （x）的连续点，则存在δ

1


 ＞0，使得f

1


 （x）在A

1


 ＝［a

1


 －δ

1


 ，a

1


 ＋δ

1


 ］∩F上的振幅
 注意到A

1


 中存在f

1


 （x）的连续点b，故有η＞0，使得f

1


 （x）在B＝［b－η，b＋η］∩F⊂A

1


 上的振幅小于ε

2


 ．其次，在B中取f

2


 （x）的连续点a

2


 ，则存在δ

2


 ＞0，使得f

2


 （x）在A

2


 ＝［a

2


 －δ

2


 ，a

2


 ＋δ

2


 ］∩F⊂B⊂A

1


 上的振幅
 自然也有
 依次又有a

3


 及δ

3


 ，使f

3


 （x）在A

3


 ＝［a

3


 －δ

3


 ，a

3


 ＋δ

3


 ］∩F⊂A

2


 上的振幅
 同时又有


继续这一过程，可得一列有界闭集｛A

n


 ｝，在A

n


 上有




注意到
 非空，易知每个f

n


 （x）在
 处连续．

思考题　试证明下列命题：

13．设F⊂R

1


 是闭集，且f∈C（F），则点集｛x∈F：f（x）＝0｝是闭集．

14．设f：R

1


 →R

1


 ，E

1


 ，E

2


 ⊂R

1


 ，且f∈C（E

1


 ），f∈C（E

2


 ）．

（i）若E

1


 ，E

2


 皆开集，则f∈C（E

1


 ∪E

2


 ）；

（ii）若E

1


 ，E

2


 皆闭集，则f∈C（E

1


 ∩E

2


 ）．

15．设E⊂R

1


 ．若每个f∈C（E）都是有界函数，则E是有界闭集；若每个f∈C（E）都在E上达到最大值，则E是有界闭集．

16．设定义在E⊂R

n


 上的函数f（x）满足：对E中任一有界闭集K，均有f∈C（K），则f∈C（E）．（若x

n


 →x

0


 （n→∞），则点集｛x

0


 ，x

1


 ，x

2


 ，…｝是有界闭集）

17．设f∈C（R

1


 ），且当G⊂R

1


 是开集时，f（G）必是开集，则f（x）是严格单调函数．（f（（a，b））是开集，f（x）在［a，b］上的最大、最小值必在端点上取到．从而若f（a）＜f（b），则对a＜x＜b，必有

f（a）＜f（x）＜f（b））．






（三）Borel集






开集与闭集是R

n


 中最基本的集合类型．当然，在R

n


 中还有更多的点集并不是闭集或开集．经过前面的介绍大家比较熟悉了开集与闭集，从而自然地想到用这种基本点集的运算试着构造或表示其他的点集，这就是我们在这里要介绍的所谓Borel集合．

定义1.28（F

σ


 ，G

δ


 集）　若E⊂R

n


 是可数个闭集的并集，则称E为F

σ


 （型）集；若E⊂R

n


 是可数个开集的交集，则称E为G

δ


 （型）集．

由定义可直接推知，F

σ


 集的补集是G

δ


 集；G

δ


 集的补集是F

σ


 集．

例12　记R

n


 中全体有理点为｛r

k


 ｝，则有理点集




为F

σ


 集．

例13（函数连续点的结构）　若f（x）是定义在开集G⊂R

n


 上的实值函数，则f的连续点集是G

δ


 集．

证明　令ω

f


 （x）为f在x点的振幅，易知f（x）在x＝x

0


 处连续的充分且必要条件是ω

f


 （x

0


 ）＝0，由此可知f（x）的连续点集可表为




因为｛x∈G：ω

f


 （x）＜1／k｝是开集，所以f（x）的连续点集是G

δ


 集．

定义1.29　设Γ是由集合X中一些子集所构成的集合族且满足下述条件：

（i）∅∈Γ；

（ii）若A∈Γ，则A

c


 ∈Γ；

（iii）若A

n


 ∈Γ（n＝1，2，…），


这时我们称Γ是一个σ-代数．

由定义立即可知下述事实：

（i）若A

n


 ∈Γ（n＝1，2，…，m），则


（ii）若A

n


 ∈Γ（n＝1，2，…），则




（iii）若A，B∈Γ，则A＼B∈Γ；

（iv）X∈Γ．

定义1.30（生成σ-代数）　设∑是集合X中一些子集所构成的集合族，考虑包含∑的σ-代数Γ（即若A∈∑，必有A∈Γ，这样的Γ是存在的，如
 记包含∑的最小σ-代数为Γ（∑）．也就是说，对任一包含∑的σ-代数Γ′，若A∈Γ（∑），则A∈Γ′，我们称Γ（∑）为由∑生成的σ-代数．

定义1.31　由R

n


 中一切开集构成的开集族所生成的σ-代数称为Borelσ-代数，记为
 中的元称为Borel集．

显然，R

n


 中的闭集、开集、F

σ


 集与G

δ


 集皆为Borel集；任一Borel集的补集是Bore1集；Borel集合列的并、交、上（下）限集皆为Borel集．例如F

σδ


 集（可数个F

σ


 集的交集）是Borel集．

例14

*


 （连续函数可微点集的结构）　若f（x）是R

1


 上的连续函数，则f的可微点集是F

σδ


 集．

证明　我们只需证明f的不可微点集是可列个G

δ


 集的并集．引用上、下导数的概念，则其不可微点集就是下述三个集合的并集：







现在令Q是R

1


 中有理数集，则上述集合又可表为




从而我们只需证明对任意的t∈R

1


 ，点集




是G

δ


 集即可；同理可证点集




亦是G

δ


 集．

对于每个自然数n与k，作集合




使得


则由f的连续性可知，G

n，k


 是开集．易知




例15

*


 　设f

k


 ∈C（R

n


 ）（k＝1，2，…），且有




则f（x）的连续点集：


 其中E

k


 （ε）＝｛x∈R

n


 ：｜f

k


 （x）－f（x）｜≤ε｝．

是G

δ


 型集．

证明　（i）设x

0


 ∈R

n


 是f（x）的连续点．由题设知，对ε＞0，存在k

0


 ，使得｜f

k

0





 （x

0


 ）－f（x

0


 ）｜＜ε／3，且存在δ＞0，使得

｜f（x）－f（x

0


 ）｜＜ε／3，　｜f

k

0





 （x）－f

k

0





 （x

0


 ）｜＜ε／3，　x∈U（x

0


 ，δ）．

从而可知，对x∈U（x

0


 ，δ），有




这说明
 又由ε的任意性，可推知




（ii）设
 则对ε＞0，取m＞3／ε．由于
 
 ，故存在k

0


 ，使得
 从而可得
 
 即
 x∈U（x

0


 ，δ

0


 ）．

注意到f

k

0





 （x）在x＝x

0


 处连续，又有δ

1


 ＞0，使得




记δ＝min｛δ

0


 ，δ

1


 ｝，则当x∈U（x

0


 ，δ）时有

｜f（x）－f（x

0


 ）｜＜ε，

这说明f（x）在x＝x

0


 处连续．

例16

*


 　设A

i


 （i＝1，2，…，k）是R

1


 中的F

σ


 集，且有
 则存在互不相交的F

σ


 集B

i


 ：B

i


 ⊂A

i


 （i＝1，2，…，k），使得


证明　依题设知X可改写为

X＝F

1


 ∪F

2


 ∪…∪F

i


 ∪…，

其中每个F

i


 均为闭集，且含于某个A

j


 （j＝1，2，…，k）中．现在令




易知每个E

i


 均为F

σ


 集且互不相交．我们对j：1≤j≤k，定义B

j


 如下：




显然｛B

1


 ，B

2


 ，…，B

k


 ｝互相不交，且均为F

σ


 集，且有




例17

*


 　设f（x）定义在R

1


 上，则下列三条等价：

（i）f（x）是连续函数列的极限；

（ii）对任意的t∈R

1


 ，点集

｛x∈R

1


 ：f（x）＞t｝，　｛x∈R

1


 ：f（x）＜t｝

是F

σ


 集．

（iii）对任意的开集G，f

-1


 （G）是F

σ


 集．

证明　（i）⇒（iii）　注意到G可表为
 故不妨认定G＝（a，b）．依题设存在f

n


 ∈C（R

1


 ）（n∈N），使得
 
 因此我们有




由此知｛x∈R

1


 ：f（x）＞t｝是F

σ


 集．类似地，可以证明｛x∈R

1


 ：f（x）＜b｝是F

σ


 集．从而可得交集f

-1


 （（a，b））是F

σ


 集．

（ii）⇒（i）　首先假定0＜f（x）＜1（x∈R

1


 ）．对n≥1，考查｛t

0


 ，t

1


 ，…，t

n


 ｝⊂R

1


 ，其中

t

0


 ＝0，　t

j＋1


 －t

j


 ＝1／n（j＝0，1，2，…，n－1）；　t

n


 ＝1．

作点集A

0


 ＝｛x∈R

1


 ：f（x）＜t

1


 ｝，A

n


 ＝｛x∈R

1


 ：f（x）＞t

n－1


 ｝，以及

A

j


 ＝｛x∈R

1


 ：t

j－1


 ＜f（x）＜t

j＋1


 ｝　（j＝1，2，…，n－1），

易知R

1


 ＝A

0


 ∪A

1


 ∪…∪A

n


 ，且A

j


 （j＝0，1，…，n）均为F

σ


 集．由上例16

*


 知可得另一表示式
 其中｛B

j


 ｝均是F

σ


 集，且互不相交，B

j


 ⊂A

j


 （j＝0，1，…，n）．作函数

f

n


 （x）＝t

j


 　（x∈B

j


 ）　（j＝0，1，…，n－1），

易知每个f

n


 （x）都是连续函数列的极限．

对任意的x∈R

1


 ，存在j，使得x∈B

j


 （j＝0，1，…，n）．

若j＝0，则t

0


 ＜f（x）＜t

1


 ，f

n


 （x）＝t

0


 ，｜f（x）－f

n


 （x）｜＜1／n；

若j＝n，则t

n－1


 ＜f（x）＜t

n


 ，f

n


 （x）＝t

n


 ，｜f（x）－f

n


 （x）｜＜1／n；

若1≤j≤n－1，则t

j－1


 ＜f（x）＜t

j＋1


 ，f

n


 （x）＝t

j


 ，

｜f（x）－f

n


 （x）｜＜2／n．

这说明f

n


 （x）在R

1


 上一致收敛于f（x）．从而可知（见下面的注）f（x）是连续函数列的极限．

其次，设f（x）是（ii）中任一函数，则作一递增且同胚的φ：R

1


 
 （0，1），易知φ［f（x）］满足（ii）中条件，且其值域R（
 ）⊂（0，1）．从而根据前面的推论，可知φ［f（x）］是连续函数列的极限，f（x）＝φ

-1


 ［φ（x）］也是连续函数列的极限．

注　1．称区间I上连续函数列的极限函数f（x）全体为Baire第一函数类，记为f∈B

1


 （I）．我们有结论：若f

n


 ∈B

1


 （R

1


 ），且f

n


 （x）在R

1


 上一致收敛于f（x），则f∈B

1


 （R

1


 ）．

事实上，由题设知，对任意k∈N，存在n

k


 ∈N，使得




这里不妨认定n

1


 ＜n

2


 ＜…＜n

k


 ＜…．考查
 因为我们有




所以
 显然有g（x）＝f（x）－f

n

1





 （x），


2．R

1


 中存在非F

σδ


 集，非F

σδσ


 集等等．

思考题　试证明下列命题：

1．设f

m


 ∈C（R

n


 ）（m＝1，2，…），则点集




是G

δ


 集．

2．设f

n


 ∈C（［a，b］）（n＝1，2，…），且存在极限
 
 则对任意的t∈R

1


 ，点集

｛x∈［a，b］：f（x）＜t｝

是F

σ


 集．

3．设｛f

n


 （x）｝是闭集F⊂R

1


 上的连续函数列，则f

n


 （x）在F上的收敛点集是F

σδ


 型集．

4．设f：R

1


 →R

1


 ，则点集




是G

δ


 集．

定理1.23（Baire）

*


 　设E⊂R

n


 是F

σ


 集，即




F

k


 （k＝1，2，…）是闭集．若每个F

k


 皆无内点，则E也无内点．

证明　若E有内点，设为x

0


 ，则存在δ

0


 ＞0，使
 因为F

1


 是无内点的，所以必存在x

1


 ∈B（x

0


 ，δ

0


 ）且有
 又因为F

1


 是闭集，所以可以取到δ

1


 （0＜δ

1


 ＜1），使得




同时有
 再从
 出发以类似的推理使用于F

2


 ，则可得
 同时有




这里可以要求0＜δ

2


 ＜1/2．继续这一过程，可得点列｛x

k


 ｝与正数列｛δ

k


 ｝，使得对每个自然数k，有




其中0＜δ

k


 ＜1／k．由于当ι＞k时有x

ι


 ∈B（x

k


 ，δ

k


 ），故




这说明｛x

k


 ｝是R

n


 中的基本列（Cauchy列），从而是收敛列，即存在x∈R

n


 ，使得




此外，从不等式

｜x－x

k


 ｜≤｜x－x

ι


 ｜＋｜x

ι


 －x

k


 ｜＜｜x－x

ι


 ｜＋δ

k


 ，ι＞k

立即可知（令ι→∞）｜x－x

k


 ｜≤δ

k


 ．这说明
 即对一切k，
 这与x∈E发生矛盾．

例18　有理数集Q不是G

δ


 集．

事实上，令Q＝｛r

k


 ：k＝1，2，…｝，假定




式中G

i


 （i＝1，2，…）是开集，则有表示式




这里的每个单点集｛r

k


 ｝与
 皆为闭集，而且从
 可知每个
 是无内点的．这说明R

1


 是可列个无内点之闭集的并集．从而由Baire定理可知R

1


 也无内点，这一矛盾说明Q不是G

δ


 集．

定义1.32　设E⊂R

n


 ．若
 则称E为R

n


 中的稠密集；若
 则称E为R

n


 中的无处稠密集；可数个无处稠密集的并集称为贫集或第一纲集．不是第一纲集称为第二纲集．

例19　设｛G

k


 ｝是R

n


 中的稠密开集列，则
 在R

n


 中稠密．

证明　只需指出对R

n


 中任一闭球
 均有
 
 即可．采用反证法：假定存在闭球
 使得
 
 则易知




注意到
 是无内点的闭集，故由Baire定理可知，
 也无内点，矛盾．

例20

*


 　设f

k


 ∈C（R

n


 ）（k＝1，2，…）．若
 
 则f（x）的不连续点集为第一纲集．

证明　注意到f（x）的连续点集的表示，只需指出（例15

*


 ）




是第一纲集．对ε＞0，令




易知
 从而有




由此知




因为F

k


 （ε）是闭集，所以∂F

k


 （ε）是无处稠密集，这说明［G（ε）］

c


 是第一纲集．

注　记f（x）的连续点集为cont（f），我们有

（i）不存在定义在R

1


 上的函数f（x），使得




（ii）存在R

1


 上的f（x），使得R

1


 \cont（f）＝D．

证明　（i）注意到D是可列的稠密F

σ


 集，且是第一纲集，而cont（f）是G

δ


 集．因此，若D＝cont（f），则D就是稠密G

δ


 集，是第二纲集．这导致矛盾．

例21

*


 　设f∈C（［0，1］），且令




若对每一个x∈［0，1］，都存在自然数k，使得f

k


 （x）＝0，则f（x）≡0．

证明　只需指出f（x）在［0，1］中的一个稠密集上为0即可．对此，我们在［0，1］中任取一个闭子区间I，并记

F

k


 ＝｛x∈I：f

k


 （x）＝0｝　（k＝1，2，…）．

显然，每个F

k


 都是闭集，且
 根据Baire定理可知，存在F

k

0





 ，它包含一个区间（α，β）．因为在（α，β）上f

k

0





 （x）＝0，所以f（x）＝0，x∈（α，β）．注意到（α，β）⊂I，即得所证．

思考题　试证明下列命题：

5．定义在（0，1）上的函数
 （x）不是连续函数列的极限；［a，b］上的导函数f′（x）的连续点在［a，b］中稠密．

6．设有R

1


 中的闭集F，以及开集列｛G

k


 ｝．若对每一个k，
 
 则




7．设｛F

k


 ｝⊂R

n


 是闭集列，且
 在R

n


 中稠密．






（四）Cantor（三分）集






这里我们来介绍一个构思巧妙的特殊点集——Cantor集．此集合是Cantor在解三角级数问题时做出来的，它具有若干重要特征，常是我们构造重要特例的基础．

设［0，1］⊂R

1


 ，将［0，1］三等分，并移去中央三分开区间




记其留存部分为F

1


 ，即




再将F

1


 中的区间［0，1/3］以及［2/3，1］各三等分，并移去中央三分开区间




再记F

1


 中留存的部分为F

2


 （见图1.5），即








图　1.5


一般地说，设所得剩余部分为F

n


 ，则将F

n


 中每个（互不相交）区间三等分，并移去中央三分开区间，再记其留存部分为F

n＋1


 ，如此等等．从而我们得到集合列｛F

n


 ｝，其中

F

n


 ＝F

n，1


 ∪F

n，2


 ∪…∪F

n，2

n





 　（n＝1，2，…）．

作点集




我们称C为Cantor（三分）集．

Cantor集C有下述基本性质：

（i）C是非空有界闭集．

因为每个F

n


 都是非空有界闭集，而且F

n


 ⊃F

n＋1


 ，所以根据闭集套定理，可知C不是空集（实际上，F

n


 （n＝1，2，…）中每个闭区间的端点都是没有被移去的，即都是C中的点）．显然，C是闭集．

（ii）C＝C′（E＝E′称为完全集）．

设x∈C，则x∈F

n


 （n＝1，2，…），即对每个n，x属于长度为1／3

n


 的2

n


 个闭区间中的一个．于是对任一δ＞0，存在n，满足1／3

n


 ＜δ，使得F

n


 中包含x的闭区间含于（x－δ，x＋δ）．此闭区间有两个端点，它们是C的点且总有一个不是x，这就说明x是C的极限点，故得C′⊃C．由（i）知C＝C′．

（iii）C无内点．

设x∈C，给定任一区间（x－δ，x＋δ），取2／3

n


 ＜δ，因为x∈F

n


 ，所以F

n


 中必有某个长度为1／3

n


 的闭区间F

n，k


 含于（x－δ，x＋δ）．然而在构造C集的第n＋1步时，将移去F

n，k


 的中央三分开区间．这说明（x－δ，x＋δ）不含于C．

（iv）Cantor集的基数是c．

事实上，将［0，1］中的实数按三进位小数展开，则Cantor集中点x与下述三进位小数集的元




一一对应．从而知C为连续基数集．（与（0，1］的二进位小数比较）

注　在下一章中我们将指出，可数个互不相交区间的长度的总和等于每个区间长度的和．于是［0，1］＼C的长度的总和为




我们还可以在［0，1］中做出总长度为δ（0＜δ＜1是任意给定的数）的稠密开集．为此，取p＝（1＋2δ）／δ，并采用类似于Cantor集的构造过程：第一步，我们移去长度为1／p的同心开区间；第二步，在留存的两个闭区间的每一个中，又移去长度为1／p

2


 的同心开区间；第三步，在留存的四个闭区间中再移去长度为1／p

3


 的同心区间；…．继续此过程，可得一列移去的开区间，记其并集为G（开集），则G的总长度为




我们称C

p


 ＝［0，1］＼G为类Cantor集（当p＝3时，C

p


 就是Cantor（三分）集）．C

p


 也是非空完全集，且没有内点．由此还易知：若要在R

n


 的单位方体［0，1］×［0，1］×…×［0，1］中构造具有类似性质的集合，则只需取C×C×…×C（C是［0，1］中的类Cantor集）即可．（类Cantor集也称Harnack集）

现在用Cantor集来构造一个函数——Cantor函数，在后文中我们将看到它的特异性质的一些应用．

例22　Cantor函数．

设C是［0，1］中的Cantor集，其中的点我们用三进位小数




来表示．

（i）作定义在C上的函数φ（x）．

对于x∈C，定义




因为［0，1］中点可用二进位小数表示，所以有φ（C）＝［0，1］．

下面证明φ（x）是C上的单调上升函数．设α

1


 ，α

2


 ，…，β

1


 ，β

2


 ，…是取0或1的数，而且它们所表示的C中的数有下述关系：




若记k＝min｛i：α

i


 ≠β

i


 ｝，则我们有




由此可知（α

k


 ＜β

k


 ）α

k


 ＝0，β

k


 ＝1，从而得到




（ii）作定义在［0，1］上的Φ（x）．

对于x∈［0，1］，定义

Φ（x）＝sup｛φ（y）：y∈C，y≤x｝．

显然，Φ（x）是［0，1］上的单调上升函数，因为Φ（［0，1］）＝［0，1］，所以Φ（x）是［0，1］上的连续函数．此外，在构造Cantor集的过程中所移去的每个中央三分开区间I

n，k


 上，Φ（x）都是常数．我们称Φ（x）为Cantor函数．

例23

*


 　E⊂R

1


 是完全集，当且仅当
 其中（a

i


 ，b

i


 ）与（a

j


 ，b

j


 ）（i≠j）无公共端点．

证明　必要性　若E是完全集，则E是闭集．从而E

c


 是开集，它是E

c


 内构成区间的并集．这些构成区间相互之间是没有公共端点的，因为否则E中就会有孤立点了，这是不可能的．

充分性　首先，由题设知E是闭集．其次，对任意的x∈E，如果
 那么存在δ＞0，使得（x－δ，x＋δ）∩E＝｛x｝．这说明x是某两个开区间的端点，与假设矛盾．

例24　设E⊂R

2


 中完全集，则E是不可数集．

证明　反证法．假定E＝｛x

n


 ∈R

2


 ：n＝1，2，…｝．

（i）选取y

1


 ∈E＼｛x

1


 ｝，则点x

1


 到y

1


 的距离大于0．存在以y

1


 为中心的闭正方形Q

1


 ，Q

1


 ∩E是紧集．

（ii）再看E\｛x

2


 ｝．因为y

1


 是E\｛x

2


 ｝的极限点，所以
 ｛x

2


 ｝）＝∅．又取
 并作以y

2


 为中心的闭正方形Q

2


 ：Q

2


 ⊂Q

1


 ，
 可知（Q

1


 ∩E）⊃（Q

2


 ∩E）是紧集．如此继续作下去，…，可得有界闭集套列｛Q

n


 ∩E｝：（Q

n－1


 ∩E）⊃（Q

n


 ∩E）（n∈N），而且x

1


 ，x

2


 ，…，x

n


 不在其内，我们有




导致矛盾．

注　1．任一非空完全集的基数均为c．（证明见Натансон（纳汤松）著《Теорня Φyнкций Вещественной Переменной》（实变函数论）上册，有高等教育出版社出版的中译本，1955年．）

2．设
 我们有

（i）E是闭集；　　　（ii）
 　　　（iii）E在［0，1］中不稠密．

证明　（i）若有｛x

m


 ｝⊂E：x

m


 →x（m→∞），则




如果｜x

m


 －x｜＜10

-p


 ，那么在x∈E时b

n


 ＝2或7（n＝1，2，…，p－1）．这说明E是闭集．

（ii）如同0和1组成的数列类似，


（iii）注意到E∩（0.28，0.7）＝∅，故E不是稠密集．

3．从构造Cantor集的过程中，大家可以看到，每一步都是在一个闭区间中舍去三分中央开区间．因此，若略去长度不计，则不论是在此过程中的哪一步，其子区间的三分过程完全相似．也可以说，其组成部分以某种方式与整体相似，我们称这样的形体结构为“分形”，Cantor集合是人们最了解的典型几何分形，它具有基本分形特征，还可用一个迭代过程来描述，迭代次数越高，越接近Cantor集．

分形理论（Fractal Theory）自20世纪70年代提出以后，现已成为一门新的重要学科，且被广泛应用到自然科学和社会科学的各个领域．它是研究无序的，不稳定的，非平衡状态中非线性过程（如湍流）的重要手段，1993年还开始出版“分形”杂志．分形理论中的一个极重要的数学概念就是所谓分形维数．Cantor集的相似维数为log2／log3＝0.6309．

思考题　解答下列问题：

1．设E⊂R

1


 是非空完全集，试证明对任意的x∈E，存在y∈E，使得x－y为无理数．

2．试证明
 属于Cantor集．

3．试作一个由无理数构成的完全集．（
 中的有理数全体为｛r

n


 ｝，类似于Cantor集的做法：第一步舍去含有r

1


 的端点为无理数的中央开区间，第二步再在余下的闭区间里以同样的步骤操作，并依次将｛r

n


 ｝挖去，…．
 即是．）

4．设E⊂R

n


 ，易知E′是闭集．设x∈R

n


 ，若对任意的δ＞0，E∩B（x，δ）是不可数集，则称x为E的凝聚点，E的全体凝聚点记为K（E），称为E的凝集．试证明K（E）是完全集．

5．试作一孤立点集E，使得E′是完全集（Cantor集的补集的全部构成区间的中点）．

6．试证明R

n


 中的不可数集必包含凝聚点．又，若E⊂R

n


 是不可数闭集，则可作分解：E＝E

1


 ∪E

2


 ：E

1


 是完全集，E

2


 是可数集．

7．试作定义在［0，1］上的函数f（x），使得f（x）的连续点集与不连续点集都是不可数集．




§1.6　点集间的距离



定义1.33　设x∈R

n


 ，E是R

n


 中的非空点集，称

d（x，E）＝inf｛｜x－y｜：y∈E｝

为点x到E的距离；若E

1


 ，E

2


 是R

n


 中的非空点集，称

d（E

1


 ，E

2


 ）＝inf｛｜x－y｜：x∈E

1


 ，y∈E

2


 ｝

为E

1


 与E

2


 之间的距离．也可等价地定义为

inf｛d（x，E

2


 ）：x∈E

1


 ｝　或　inf｛d（E

1


 ，y）：y∈E

2


 ｝．

例1　在R

2


 中作点集

E

1


 ＝｛x＝（ξ，η）：-∞＜ξ＜∞，η＝0｝

与　　　　　　　E

2


 ＝｛y＝（ξ，η）：ξ·η＝1｝，

则d（E

1


 ，E

2


 ）＝0．

事实上，当我们取X＝（ξ，0）∈E

1


 且y＝（ξ，η）∈E

2


 时，由




可知，对任给ε＞0，只需｜ξ｜充分大，就有d（E

1


 ，E

2


 ）＜ε．由此得

d（E

1


 ，E

2


 ）＝0．

显然，若x∈E，则d（x，E）＝0．但反之，若d（x，E）＝0，则x不一定属于E．不过在
 时，必有x∈E′．

定理1.24　若F⊂R

n


 是非空闭集且x

0


 ∈R

n


 ，则存在y

0


 ∈F，使得

｜x

0


 －y

0


 ｜＝d（x

0


 ，F）．

证明　作闭球
 使得
 不是空集．显然





 是有界闭集，而｜x

0


 －y｜看做定义在
 上的y的函数是连续的，故它在
 上达到最小值，即存在
 使得




从而有｜x

0


 －y

0


 ｜＝d（x

0


 ，F）．

定理1.25　若E是R

n


 中非空点集，则d（x，E）作为x的函数在R

n


 上是一致连续的．

证明　考虑R

n


 中两点x，y．根据d（y，E）的定义，对任给ε＞0，必存在z∈E，使得｜y－z｜＜d（y，E）＋ε，从而有

d（x，E）≤｜x－z｜≤｜x－y｜＋｜y－z｜

＜｜x－y｜＋d（y，E）＋ε．

由ε的任意性，可知

d（x，E）－d（y，E）≤｜x－y｜．

同理可证d（y，E）－d（x，E）≤｜x－y｜．这说明

｜d（x，E）－d（y，E）｜≤｜x－y｜．

推论1.26　若F

1


 ，F

2


 是R

n


 中的两个非空闭集且其中至少有一个是有界的，则存在x

1


 ∈F

1


 ，x

2


 ∈F

2


 ，使得

｜x

1


 －x

2


 ｜＝d（F

1


 ，F

2


 ）．

例2　若F

1


 ，F

2


 是R

n


 中两个互不相交的非空闭集，则存在R

n


 上的连续函数f（x），使得

（i）0≤f（x）≤1（x∈R

n


 ）；

（ii）F

1


 ＝｛x：f（x）＝1｝，F

2


 ＝｛x：f（x）＝0｝．

证明　构造函数f（x）：




就是所求的函数．

定理1.27（连续延拓）　若F是R

n


 中的闭集，f（x）是定义在F上的连续函数且｜f（x）｜≤M（x∈F），则存在R

n


 上的连续函数g（x）满足

｜g（x）｜≤M，　g（x）＝f（x），　x∈F．

证明　把F分成三个点集：




并作函数




因为A与B是互不相交的闭集，所以g

1


 （x）处处有定义且在R

n


 上处处连续．此外还有




再在F上来考查f（x）－g

1


 （x）（相当于上述之f（x）），并用类似的方法作R

n


 上的连续函数g

2


 （x），此时由于f（x）－g

1


 （x）的界是2M/3，故g

2


 （x）应满足







继续这一过程，可得在R

n


 上的连续函数列｛g

k


 （x）｝，使得




上面的第一式表明




是一致收敛的，若记其和函数为g（x），则g（x）是R

n


 上的连续函数；上面的第二式表明




最后，对于任意的x∈R

n


 ，得到




注　1．上述定理在f（x）无界时也成立（研究arctanf（x））．

2．R

2


 中存在由某些有理点构成的稠密集，其中任意两点的距离为无理数．

思考题　解答下列问题：

1．设E⊂R

n


 是一个非空点集．若对任意的
 存在y∈E，使得d（x，y）＝d（x，E），试证明E是闭集．

2．设F⊂R

n


 是闭集，试作f∈C（R

n


 ），使得

F＝｛x：f（x）＝0｝．

3．试在R

1


 与R

2


 中各作闭集F

1


 与F

2


 ，使得

d（F

1


 ，F

2


 ）＝a＞0，

但对任意的P

1


 ∈F

1


 ，P

2


 ∈F

2


 ，有d（P

1


 ，P

2


 ）＞a．

4．设G⊂R

n


 是开集，F是G内的闭集，试证明存在r＞0，使得

｛x：d（x，F）≤r｝⊂G．

5．试问平面中的圆盘｛（x，y）：x

2


 ＋y

2


 ≤1｝能表示为两个不同的非空闭集之并吗？

6．试证明定义在（0，1］上的函数
 不能延拓为（-∞，∞）上的连续函数．

7．设F⊂R

2


 是有界闭集，P

0


 ∈F

c


 ，试问是否存在F中两个不同点：P′，P″，使得

d（P

0


 ，F）＝d（P

0


 ，P′）＝d（P

0


 ，P″）？

又问，对于任意的P∈F

c


 ，都有上述结论吗？




习　题　1





第　一　组



1．设｛f

j


 （x）｝是定义在R

n


 上的函数列，试用点集

｛x：f

j


 （x）≥1／k｝　（j，k＝1，2，…）

表示点集


2．设｛f

n


 （x）｝是定义在［a，b］上的函数列，E⊂［a，b］且有




若令
 试求集合


3．设有集合列｛A

n


 ｝，｛B

n


 ｝，试证明




4．设f：X→Y，A⊂X，B⊂Y，试问下列等式成立吗？

（i）f

-1


 （Y＼B）＝f

-1


 （Y）＼f

-1


 （B）；

（ii）f（X＼A）＝f（X）＼f（A）．

5．试作开圆｛（x，y）：x

2


 ＋y

2


 ＜1｝与闭圆盘｛（x，y）：x

2


 ＋y

2


 ≤1｝之间的一一对应．

6．设f（x）在（a，b）上有界．若f（x）是保号的（即当f（x

0


 ）
 0时，必有δ

0


 ＞0，使得f（x）
 0（x

0


 －δ＜x＜x

0


 ＋δ），试证明f（x）的不连续点集是可数的．

7．设f（x）是定义在［0，1］上的实值函数，且存在常数M，使得对于［0，1］中任意有限个数：x

1


 ，x

2


 ，…，x

n


 ，均有

｜f（x

1


 ）＋f（x

2


 ）＋…＋f（x

n


 ）｜≤M，

试证明下述集合是可数集：E＝｛x∈［0，1］：f（x）≠0｝．

8．设f（x）是定义在R

1


 上的实值函数．如果对于任意的x

0


 ∈R

1


 ，必存在δ＞0，当｜x－x

0


 ｜＜δ时，有f（x）≥f（x

0


 ），试证明集合E＝｛y：y＝f（x）｝是可数集．

9．设E是三维欧氏空间R

3


 中的点集，且E中任意两点的距离都是有理数，试证明E是可数集．

10．设E是平面R

2


 中的可数集，试证明存在互不相交的集合A与B，使得E＝A∪B，且任一平行于x轴的直线交A至多是有限个点，任一平行于y轴的直线交B至多是有限个点．

11．设｛f

α


 （x）｝

α∈I


 是定义在［a，b］上的实值函数族．若存在M＞0，使得

｜f

α


 （x）｜≤M，　x∈［a，b］，α∈I，

试证明对［a，b］中任一可数集E，总有函数列
 存在极限




12．设
 若
 试证明存在n

0


 ，使得


13．设f（x）是定义在R

1


 上的单调上升函数，试证明点集

E＝｛x：对于任意的ε＞0，有f（x＋ε）－f（x－ε）＞0｝

是R

1


 中的闭集．

14．设F⊂R

n


 是有界闭集，E是F中一个无限子集，试证明：E′∩F≠∅．反之，若F⊂R

n


 且对于F中任一无限子集E，有E′∩F≠∅，试证明F是有界闭集．

15．设F⊂R

n


 是闭集，r＞0，试证明点集

E＝｛t∈R

n


 ：存在x∈F，｜t－x｜＝r｝

是闭集．

16．设A，B是R

1


 中的点集，试证明




17．设E⊂R

2


 ，称E

y


 ＝｛x∈R

1


 ：（x，y）∈E｝为E在R

1


 上的投影（集）．若E⊂R

2


 是闭集，试证明E

y


 也是闭集．

18．设f∈C（R

1


 ），｛F

k


 ｝是R

1


 中的递减紧集列，试证明




19．设f（x）在R

1


 上具有介值性．若对任意的r∈Q，点集｛x∈R

1


 ：f（x）＝r｝必为闭集，试证明f∈C（R

1


 ）．

20．设E

1


 ，E

2


 是R

1


 中的非空集，且
 ≠∅，试证明




21．设E⊂R

n


 ．若E≠∅，且E≠R

n


 ，试证明E之边界点集非空（即∂E≠∅）．

22．设G

1


 ，G

2


 是R

n


 中的互不相交的开集，试证明：




23．设G⊂R

n


 ．若对任意的E⊂R

n


 ，有
 试证明G是开集．

24．设a，b，c，d是实数，且

P（x，y）＝ax

2


 y

2


 ＋bxy

2


 ＋cxy＋dy．

试问点集｛（x，y）：P（x，y）＝0｝有内点吗？

25．设f：R

1


 →R

1


 ，令

G

1


 ＝｛（x，y）：y＜f（x）｝，　G

2


 ＝｛（x，y）：y＞f（x）｝．

试证明f∈C（R

1


 ）当且仅当G

1


 与G

2


 是开集．

26．试问由R

1


 中的一切开集构成的集族的基数是什么？

27．设｛F

α


 ｝是R

n


 中的一族有界闭集，若任取其中有限个：
 
 都有




试证明：


28．设｛F

α


 ｝是R

n


 中的有界闭集族，G是开集且有




试证明｛F

α


 ｝中存在有限个：
 使得




29．设K⊂R

n


 是有界闭集，｛B

k


 ｝是K的开球覆盖，试证明存在ε＞0，使K中任一点为中心，ε为半径的球必含于｛B

k


 ｝中的一个．

30．设f（x）是定义在R

1


 上的可微函数，且对任意的t∈R

1


 ，点集｛x∈R

1


 ：f′（x）＝t｝是闭集，试证明f′（x）是R

1


 上的连续函数．

31．设f∈C（R

1


 ）．若存在a＞0，使得

｜f（x）－f（y）｜≥a｜x－y｜　（x，y∈R

1


 ），

试证明R（f）＝R

1


 ．

32．试证明R

1


 中可数稠密集不是G

δ


 集．

33．设f∈C（［a，b］），且在［a，b］内的任一子区间上皆非常数．若f（x）的极值点在［a，b］中稠密，试证明点集

｛x∈［a，b］：f′（x）不存在或f′（x）在x处不连续｝

在［a，b］上稠密．

34．试证明在［0，1］上不能定义如下之函数f（x）：在有理数上连续，在无理数上不连续．

35．试证明不存在满足下列条件的函数f（x，y）：

（i）f（x，y）是R

2


 上的连续函数；




（iii）f（x，y）在R

2


 的任一点上都不可微．

36．设E⊂R

1


 是非空可数集．若E无孤立点，试证明
 在
 中稠密．

37．试证明R

n


 中任一闭集皆为G

δ


 集，任一开集皆为F

σ


 集．

38．设f：［0，1］
 ［0，1］．若点集

G

f


 ＝｛（x，f（x））：x∈［0，1］｝

是［0，1］×［0，1］中闭集，试证明f∈C（［0，1］）．

39．设F⊂R

1


 ．若对任意的f∈C（F），必有在R

1


 上的连续延拓，试证明F是闭集．

40．设A，B⊂R

n


 ，且
 试证明存在开集G

A


 ，G

B


 ：G

A


 ∩G

B


 ＝∅，G

A


 ⊃A，G

B


 ⊃B．

41．设F

1


 ，F

2


 ，F

3


 是R

n


 中三个互不相交的闭集，试作f∈C（R

n


 ），使得

（i）0≤f（x）≤1；

（ii）f（x）＝0（x∈F

1


 ）；f（x）＝1／2（x∈F

2


 ）；f（x）＝1（x∈F

3


 ）．



第　二　组



1．设E⊂R

1


 是可数集，试证明对任意的d＞0，存在x

0


 ∈R

1


 ，使得

｛x＝x

0


 ＋nd：n＝1，2，…｝∩E＝∅．

2．设｛J

α


 ｝

α∈I


 是R

1


 中的闭区间族，试证明点集
 
 是可数集．

3．设f（x）定义在R

1


 上，记D

ι


 （f）（D

r


 （f））为不是f（x）的左（右）连续点的全体．若D

r


 （f）是可数集，试证明D

ι


 （f）也是可数集．

4．试证明定义在［a，b］上的单调函数全体形成的集合的基数是c．

5．试给出（0，1］×（0，1］与（0，1］之间的直接一一映射．

6．设


7．设E⊂R

1


 且E的基数小于或等于c，试证明集合

｛x＝（x

1


 ，x

2


 ，…）：x

i


 ∈E（i＝1，2，…）｝＝A

的基数小于或等于c．

8．设
 是定义在［a，b］上的递增函数族，且存在M＞0，使得
 试证明存在
 以及递增函数g（x），使得




9．试证明R

2


 中的闭单位圆盘不能分成两个不相交的全等子集．

10．设｛G

k


 ｝是R

n


 中G

δ


 型的点集列，E是任一点集，满足

G

k


 ∩E≠∅　（k＝1，2，…）．

若有
 试证明E是G

δ


 集．

11．试证明
 在R

1


 中稠密．

12．试证明：E⊂R

1


 是可数个无处稠密集｛E

k


 ｝的并集当且仅当E

c


 包含一个在R

1


 稠密的G

δ


 集．

13．试证明不存在如下之集合族Γ：对任一集合E，有Γ中的元A，使得A～E．

14．设A⊂R

1


 是一族半开闭区间的并集：




试证明A是｛（a

α


 ，b

α


 ］：α∈I｝中可数多个的并集．

15．设f：R

n


 
 R

n


 ，且满足

（i）若K⊂R

n


 是紧集，则f（K）是紧集；

（ii）若｛K

i


 ｝是R

n


 中递减紧集列，则




试证明f∈C（R

n


 ）．

16．设G是［0，∞）中的无界开集，令

D＝｛x∈（0，∞）：存在无穷多个自然数n，nx∈G｝．

试证明D在［0，∞）中稠密．

17．设f∈C（（0，∞）），0＜a＜b＜∞．若对任意的h∈（a，b），有
 试证明


18．设f

n


 ∈C（［0，1］）（n＝1，2，…），且有

f

1


 （x）≥f

2


 （x）≥…≥f

n


 （x）≥…≥0　（0≤x≤1）．

若记




试证明存在x

0


 ∈［0，1］，使得f（x

0


 ）＝M．

19．设G

0


 是R

1


 中的G

δ


 型集，试作R

1


 上的函数，它的连续点集就是G

0


 ．

20．试问R

1


 可表为可数个互不相交的有界闭区间的并集吗？

21．设
 是R

1


 上一切连续函数之全体．若对任意的x∈R

1


 ，必有正数M

x


 ，使得




试证明存在R

1


 中开区间I以及M＞0，使得




22．设F⊂R

1


 是闭集，试作R

1


 上的连续可微的递增函数，使得F＝｛x∈R

1


 ：f′（x）＝0｝．

23．设｛F

k


 ｝是R

n


 中的非空闭集列，x

0


 ∈R

n


 ．若




试证明
 是闭集．

24．设F是R

n


 中的闭集，试作R

n


 上的连续函数序列｛g

k


 （x）｝，使得
 x∈R

n


 ．

25．设F⊂R

n


 是有界闭集，G

i


 （i＝1，2，…，k）是R

n


 中的开集且有




试作闭集F

i


 （i＝1，2，…，k），使得




26．设E⊂R

1


 ，试证明χ

E


 （x）是连续函数列的极限当且仅当E同时是F

σ


 与G

δ


 集．

27．设｛f

n


 （x）｝是R

1


 上的一列单调（递增或递减）函数，若存在R

1


 中稠密集E，使得对每个x∈E，存在极限
 试证明在R

1


 上除一可数集外，都存在极限


28．设f（x，y）在R

2


 上定义，且对x∈R

1


 （y∈R

1


 ）是y（x）的连续函数，E⊂R

2


 且
 ＝R

2


 ．若f（x，y）＝0（（x，y）∈E），试证明f（x，y）≡0．

29．设F⊂R

2


 是非空真闭子集．若∂F不含完全子集，试证明F是可数集．

30．设E⊂R

n


 ，f（x）在E上一致连续，试证明f（x）可连续地延拓到
 上．（对x∈E′，有x

n


 →x（n→∞），｛f（x

n


 ）｝是Cauchy列．从而作函数f

*


 （x）＝x（x∈E＼E′）；


31．设E⊂R

n


 ．若任意的f∈C（E）都是E上的一致连续函数，试证明E是紧集．




注　　记



（一）无穷集合中的悖论

Cantor在其集合理论的操作中所运用的原则大致可归结为以下三条：

1．概括性：集合是由适合某种条件（规定性）的“元素”形成的．

2．外延性：两个集合相同就是它们的元素相同．

3．选择性：承认选择公理为真．

集合论问世不久，除了上述第二条外，其他原则都引起了各种问题，且遭到了不同的责难，也震撼了数学界．下面对概括性原则的情况作简要的评述，关于选择公理的问题放到第二章后再介绍．

集合论的中心难题是“无穷集合”这个概念本身．早在古希腊时代，“无穷”就引起了数学家和哲学家们的困惑和注意，其典型范例就是Zeno的悖论．又如，有人注意到一个圆有无穷多条直径，而每条直径可以分圆为两个半圆．因此，无穷多个半圆是无穷多条直径的两倍，无穷还有多少之分吗？物理学巨人伽利略（Galileo）也曾发现正整数的全体可以与它们的平方数全体一对一地对应起来．但前者包含后者，从而破坏了整体大于局部的观念，与人们从有限集里所获得的认识相矛盾．这就导致下述观点，所谓全体整数有无穷多个，是指可以把它们一个接着一个不断地写出来（写不完），但不承认全体整数作为一个固定实体而存在．也就是说，承认“潜无穷”，否认“实无穷”．大数学家Gauss以及Cauchy也都不承认无穷集合的存在．

然而，随着19世纪关于数学分析严密化工作的深入，无穷集合的许多问题再也无法躲避了．首当其冲的是，如何理解关于实数（无穷）集的结构？正是因为Cauchy不明白实数集的结构，致使他本人不能证明由他自己创立的“数列收敛准则”的充分性；又如在Bolzano关于连续函数零点的证明中，搞错的一个关键之处，也是由于不了解实数集的结构之故．从而在Weierstrass的促进下，终于由Cantor、Dedekind等数学家完成了实数连续统的创建工作，且使Cantor本人成为集合论的鼻祖．

在Cantor的数学实践中，拒绝了不允许有实无穷集存在的传统观念，并且建立起一系列的基本理论．但是，就在这最原始的起点——实无穷上，简单地拒绝传统观念立即引起许多问题，导致悖论的产生．

所谓悖论，是指这样一个命题p，由p出发，可以导出一个语句q．然后，如果假定q真，那么就可推出q不真；如果假定q不真，那么就可以推出q真．1902年，英国大数理逻辑学家罗素（Russell）就提出了下述著名的悖论：作集合（用现在的符号）

E＝｛A：A⋶A｝．

也就是说，E是由这样的元素A形成的，把A看成一个集合时，A自身不是A的元素．对此，可具体地举例解释如下：实际上，在客观世界中，有的集合包含有三个元素或更多，现在如果把所有各种各样的上述集合当做元素再形成一个大集合，显然这个大集合是含有三个元素以上的，因此它是其自身的元素．当然，有的集合并非是其自身的元素．总而言之，客观世界的所有集合都分属两类：A∈A，A⋶A．按照Cantor关于集合概念的概括性界定，E应被认为是一个给定的集合，从而就提出了这样的命题：E属于哪一类？即E∈E还是E⋶E？不难阐明（推理可参阅关于无最大基数定理的证明），若E∈E，则可推出E⋶E；若E⋶E，则可推出E∈E，这是一个悖论．（还可举出其他的悖论）．

悖论的出现，在数学史中曾被称为数学中的第三次“危机”（我们认为这种称谓不妥），有些数学家由此而认为数学的基础发生了动摇（这种认识也不当）．实际上，这一悖论的出现，只是说明不能用概括性来定义集合概念，是人们在一定历史阶段的认识局限性所致，需要在新的背景下重新改造，在数学发展的过程中逐步完善．这种情形在数学史中并不鲜见．

产生集合论中的悖论的根本原因，在于如何正确认识无穷以及在数学中如何恰当地运用无穷．人的认识是有限的，同时又可无限推进的．但是，任凭人们自由地，无限制地把尚未完全把握住的、无限开放的所有对象随意地圈定为一个完整的存在实体，这种做法是科学的吗？在数学中是被允许的吗？

集合论中出现的悖论具有积极的意义，它促使数学家们努力去解决这类问题，并产生许多改进方案，那就是把集合论公理化，其中最著名的是Zemelo-Frankl（策梅洛-弗兰克尔）公理集合论体系（简称Z. F. S.）．为了消除Russell悖论，必须把集合概念加以限制，不允许任何对象都可形成集合．在无法用其他简单的定义来代替Cantor对集合概念的朴素界定时，只能用一些公理来约定集合的性质，而集合本身不加定义．除Z. F. S外，还有Russell-Whitehead的型理论等，使集合论的内容更加丰富．这正是数学内在矛盾推动数学前进的又一范例．

本书所讨论的集合均非随意指定，一般都是指某个具体的全集（如R

n


 ）中的子集．这样，情况就比较简单．

（二）连续统假设

关于无限集的基数，从我们在正文中所举的例子来看，不是
 就是c，那么在
 与c之间是否还有别的基数？这一问题曾耗费了Cantor本人不少的精力，但并没有得出任何结论．所谓连续统假设就是下述著名猜测：
 与c之间不存在别的基数．虽经后继者的许多努力，也提出了若干等价的原则，但我们还没有一个绝对的观念来说这一猜测的真假．不过在现今的Z-F集合论公理系统里，Godel在1940年发表的文章中指出了连续统假设的相容性（即不能证明连续统假设的不真），而在1963年Cohen又证明了它的独立性（即不能用其他公理给予证明）．因此，在目前最广泛采用的集合论公理系统中，这一问题就算有了一个解答．当然，有的数学家认为：应当有一个确定的集合的数学实现，使其中连续统假设是真或是假．1900年在巴黎举行的世界数学家代表大会上，连续统假设曾被德国著名数学家Hilbert列入为23个的数学问题之一．

有兴趣的读者可参阅：R. M. Smullyan and M. Fitting, Set Theory and the Continuum Problem, Oxford University Press, Oxford, U. K. (1996).

（三）一个覆盖例题

下例具体说明，用总长为1的可列个区间覆盖住Q∩［0，1］，但不能把［0，1］中的无理点全部盖住．

例　将［0，1］中全部有理数排列起来：r＝m／n排列在第k＝m＋n（n＋1）／2项，并用长为1／2

k


 的区间覆盖住第k项有理数．下面证明
 不属于任一覆盖区间．采用反证法，假定存在m，n（n≥m≥0，n≥1），使得




注意到
 是无理数，故对任意的m，n（n≥1）有｜2m

2


 －n

2


 ｜≥1．从而得




（四）基数运算简介

现在我们来粗略地谈谈基数的一般运算规律，它可使我们对许多集合的基数的判定更加迅速，其大小的比较更加清晰．

定义　（i）设有基数α

1


 与α

2


 ，我们取集合A

1


 与A

2


 ，使得A

1


 ∩A

2


 ＝∅，
 
 

〔6〕



 称集合A

1


 ∪A

2


 的基数是α

1


 与α

2


 的和α

1


 ＋α

2


 ．

（ii）设有基数α

1


 与α

2


 ，我们取集合A

1


 与A

2


 ，使得




称直积集A

1


 ×A

2


 的基数为α

1


 与α

2


 的乘积，记为α

1


 ·α

2


 ．又记n个相同的基数α的乘积为α·α·…·α＝α

n


 ．

（iii）设有集合A与B，记从B到A的一切映射所构成的集合为A

B


 ．若
 则称A

B


 的基数为α的β次幂α

β


 
 

〔7〕



 ．

这些基数运算的规定都是有限集个数运算的推广，不过我们从前面的具体例子看到，无限集基数运算的结果与有限集个数运算的结果有很大不同．例如




例　设
 则




事实上，2

α


 是集合｛0，1｝

A


 的基数，而｛0，1｝

A


 就是定义在A上的A中子集的特征函数全体形成的集合．而相应于A中每个子集E，均唯一地对应一个特征函数χ

E


 ：




反之亦然，这说明
 与｛0，1｝

A


 是对等的．

命题　


我们只需比较｛0，1｝

N


 与（0，1］的基数．对于任意的φ∈｛0，1｝

N


 ，作映射




易知f是从｛0，1｝

N


 到（0，1］的一个单射，故得
 另一方面，对每一个x∈（0，1］，用二进位制小数（必须出现无穷多个数码1）表示为




现在定义映射g如下：

g：x→φ∈｛0，1｝

N


 ，　φ（n）＝a

n


 　（n＝1，2，…）．

易知g是从（0，1］到｛0，1｝

N


 的一个单射，故又得


根据Cantor-Bernstein定理，


注　


2．不可数个互不相同的集合之并集可以是可数集．

3．令S＝｛f：f（x）定义在［a，b］上，且只有一个间断点｝，则


（五）关于距离d（x，y）

命题　若映射T：R

2


 
 R

2


 保持点之间为有理数距离时不变，则可保持点之间一切距离不变．但这一结论对R

1


 不真．

注　不可能定义可微的距离函数．

（六）关于开集

命题　设α≠0，β≠0，A⊂R

n


 是开集，B⊂R

n


 ，则αA＋βB是开集．

证明　令f（x）＝α·x，f

-1


 （x）＝x／α，则f和f

-1


 是R

n


 到R

n


 上的一一满映射，且知f（A）＝αA，f

-1


 （αA）＝A．因为f

-1


 在R

n


 中的开集上连续，而A在f

-1


 的值域中是开集，所以A的原像是开集，即αA是开集．

设y∈B，考查g（x）＝x＋βy（x∈A），g

-1


 （x）＝x－βy，它们都是一一的连续映射．由αA＋βy＝g（αA）可知，αA＝g

-1


 （αA＋βy）．类似地，注意到g

-1


 的连续性以及αA是开集，故其原像αA＋βy是开集．又注意到




即可得证．

（七）关于连续延拓

（1）设E⊂R

1


 ，f∈C（E），则存在G

δ


 集H：H⊃E，以及f

*


 ∈C（H），使得

f

*


 （x）＝f（x）　（x∈E）．

证明　令
 则ω

f


 （x）＝0（x∈E），从而可知E⊂H．若x∈H，则存在｛x

n


 ｝⊂E，使得
 注意到ω

f


 （x）＝0，｛f（x

n


 ）｝是Cauchy列，故存在y∈R

1


 ：
 易知y与｛x

n


 ｝的选取无关，因此可令f

*


 （x）＝y．根据定义ω

f

*





 （x）＝0（x∈H），从而f

*


 ∈C（H）．

此外，因为我们有




G

n


 ＝｛x∈E：ω

f


 （x）＜1/（n＋1）｝　（n∈N），

所以H是G

δ


 集．

注　存在R

1


 上的实值函数，使得对任一满足
 的点集E⊂R

1


 ，
 均非连续函数．

（2）设E⊂R

1


 ，f（x）定义在E上．若存在M＞0，使得｜f（x）－f（y）｜≤M｜x－y｜（x，y∈E），则存在R

1


 上的函数f

*


 （x），使得

｜f

*


 （x）－f

*


 （y）｜≤M｜x－y｜　（x，y∈R

1


 ）．

证明　对任意的x∈R

1


 ，作函数

f

*


 （x）＝inf｛f（y）＋M｜x－y｜：y∈E｝．

对取定的x∈E，对任意的y∈E，我们有

f

*


 （x）≤f（y）＋M｜x－y｜，

特别取y＝x，则得f

*


 （x）≤f（x）（x∈E）．

另一方面，由｜f（x）－f（y）｜≤M｜x－y｜（y∈E）可知，

f（x）≤f（y）＋M｜x－y｜　（y∈E）．

从而得f（x）≤f

*


 （x），这说明f

*


 （x）＝f（x）（x∈E）．

现在，对x

1


 ，x

2


 ∈R

1


 以及ε＞0，存在y

1


 ，y

2


 ∈E，使得

f（y

1


 ）＋M｜x

1


 －y

1


 ｜－ε≤f

*


 （x

1


 ）≤f（y

2


 ）＋M｜x

1


 －y

2


 ｜；

f（y

2


 ）＋M｜x

2


 －y

2


 ｜－ε≤f

*


 （x

2


 ）≤f（y

1


 ）＋M｜x

2


 －y

1


 ｜．

因此我们有

f

*


 （x

2


 ）－f

*


 （x

1


 ）≤M（｜x

2


 －y

1


 ｜－｜x

1


 －y

1


 ｜）＋ε

≤M｜x

1


 －x

2


 ｜＋ε；

f

*


 （x

1


 ）－f

*


 （x

2


 ）≤M（｜x

1


 －y

2


 ｜－｜x

2


 －y

2


 ｜）＋ε

≤M｜x

1


 －x

2


 ｜＋ε．

这说明｜f

*


 （x

1


 ）－f

*


 （x

2


 ）｜≤M｜x

1


 －x

2


 ｜＋ε，证毕．







注　释






〔1〕

 　康托尔（1845—1918），德国数学家．





〔2〕

 　本引理是Banach建立的．





〔3〕

 　指包含关系．





〔4〕

 　本定理是Cantor提出的，而首先给予正确证明的是Bernstein．这里的证明方法属于Banach．





〔5〕

 　对于任意给定的两个集合A与B，是否会发生下述情形：A与B的任一子集不对等，B与A的任一子集不对等．在应用集合论中的“选择公理”的基础上，可以证明这一情形是不会发生的．选择公理见第二章末尾的附注（一）．在关于集合的某些命题的证明中，我们事实上必须用到选择公理．





〔6〕

 　这样的取法是可行的，事实上，若
 
 则再作


A

1


 ＝｛a

1


 ｝×B

1


 ，　A

2


 ＝｛a

2


 ｝×B

2


 ，


其中a

1


 ＝∅，a

2


 ＝｛∅｝，则A

1


 ∩A

2


 ＝∅．





〔7〕

 　例如B＝｛1，2，…，n｝，A＝｛0，1｝，则B到A的映射总数正好是2

n


 ．





第二章　Lebesgue测度



从本章开始，我们将逐步介绍实变函数理论的核心内容——Lebesgue测度与积分．

19世纪的数学家们已经认识到，仅有连续函数与积分的古典理论已经不足以解决数学分析中的许多问题．为了克服古典的Riemann积分在理论上的局限性（见引言），必须改造原有的积分定义．大家知道，对于［a，b］上的正值连续函数f（x），其积分的几何意义是平面曲边梯形（下方图形）




的面积．因此，积分的定义以及一个函数的可积性，是与相应的下方图形面积如何确定以及面积是否存在密切相关．从这一个角度看问题，过去我们所说的不可积函数f，就反映在平面点集
 的“面积”不存在的问题上．于是，如果我们想要建立能够应用于更大函数类的新的积分理论，自然希望把原有的面积概念加以推广，以使得更多的点集能具有类似于面积性质的新的度量．

总之，我们希望对一般R

n


 中的点集E给予一种度量，它是长度、面积以及体积的概念的推广．如果记点集E的这种度量为m（E），那么自然应要求它具有某些常见的性质或满足一定的条件．此时，称m（E）为E的测度，以R

1


 为例，我们提出：

（i）m（E）≥0；

（ii）可合同的点集具有相同的测度；

（iii）令I＝（a，b），则m（I）＝b－a；

（iv）若E

1


 ，E

2


 ，…，E

k


 ，…是互不相交的点集，则




条件（i）～（iii）是容易理解的，条件（iv）称为可数可加（σ-可加）性，（历史上还创立过其他种类的测度，例如所谓Jordan测度，但它只具备有限可加性．）正是这种可数可加性使建立在测度论基础上的积分有了新的功能．

1898年，Borel建立了R

1


 中点集（现在称为Borel集）的测度理论．不久，Lebesgue在1902年提出了直至目前仍广泛应用的“Lebesgue测度”理论．后来，Carathéodory在1918年左右深入地研究了外测度的性质，从此，测度理论有了迅速的发展．

不同的积分概念是基于或紧密地联系于不同的测度概念的．测度理论及其方法在近代分析、概率论以及其他一些学科领域中已成为必不可少的工具．在后续的各章中我们将看到，Lebesgue测度理论还为实变函数的许多其他课题（例如单调函数的不可微点，Riemann可积函数的特征等等）的研究提供了适当的框架与基石．本章的目的就是介绍R

n


 中点集的Lebesgue测度理论．




§2.1　点集的Lebesgue外测度



大家知道，平面中一个矩形的面积等于长乘宽．也就是说，先取定一个标准单位——单位正方形，然后来计算该矩形包含有多少个正方形．还有，多边形面积往往是用内部所含的三角形面积来度量．用古典积分计算下方图形
 的面积，也基本上是从其内部小矩形的面积出发来逐步进行计算的．显然，这种计算方法只是对具有内点的点集有效．

为了对一般点集也能度量出某种“面积”来，我们放弃从点集内部扩张的做法，而从其外部挤压的方针，即用矩形（或正方形）去覆盖点集，然后来计算这些矩形的面积总和（类似于古典积分论中的Darboux上和）．当然，这样的覆盖方式有多种多样．一般说来，这样的覆盖所盖住的点集要比原点集的“面积”大．因此在这里，取一切这种覆盖所求出矩形面积总和的下确界来代表它的某种度量是很正常的．另外还有一个问题：每次覆盖所用的矩形是多少个？若只允许有限个，则由此所建立的度量就是所谓Jordan容度．这种度量在数学史上占有一定地位，但因有严重缺陷（见引言）而被改造．也就是说，现在采用的覆盖，允许有可数个矩形参加．这一革命性举措正是Lebesgue所创，使得由此所建立的点集的度量理论呈现崭新的面貌，也使Lebesgue积分论成为进入现代分析的大门．

定义2.1　设E⊂R

n


 ．若｛I

k


 ｝是R

n


 中的可数个开矩体，且有




则称｛I

k


 ｝为E的一个L-覆盖（显然这样的覆盖有很多，且每一个L-覆盖｛I

k


 ｝确定一个非负广义实值
 （可以是+∞，｜I

k


 ｜表示I

k


 的体积），我们称




为点集E的Lebesgue外测度
 

〔1〕



 ．

显然，若E的任意的L-盖｛I

k


 ｝均有




则m

*


 （E）＝∞，否则m

*


 （E）＜∞．

例1　R

n


 中的单点集的外测度为零．即x

0


 ∈R

n


 ，m

*


 （｛x

0


 ｝）＝0．这是因为可作一开矩体I，使得x

0


 ∈I且｜I｜可任意地小．同理，R

n


 中的点集

｛x＝（ξ

1


 ，ξ

2


 ，…，ξ

i－1


 ，t

0


 ，ξ

i


 ，…，ξ

n


 ）：a

j


 ≤ξ

j


 ≤b

j


 ，j≠i｝

（n－1维超平面块）的外测度也为零．

例2　设I是R

n


 中的开矩体，
 是闭矩体，则


事实上，对任给的ε＞0，作一开矩体J，使得
 
 从而有




由ε的任意性可知
 现在设｛I

k


 ｝是
 的任意的L-覆盖，则因
 是有界闭集，所以存在｛I

k


 ｝的有限子覆盖




易知




由此又得
 从而我们有



定理2.1（R


n



 中点集的外测度性质）


（i）非负性：m

*


 （E）≥0，m

*


 （∅）＝0；

（ii）单调性：若E

1


 ⊂E

2


 ，则m

*


 （E

1


 ）≤m

*


 （E

2


 ）；

（iii）次可加性：


证明　（i）这可从定义直接得出．

（ii）这是因为E

2


 的任一个L-覆盖都是E

1


 的L-覆盖．

（iii）不妨设
 对任意的ε＞0以及每个自然数k，存在E

k


 的L-覆盖｛I

k，ι


 ｝，使得




由此可知




显然，
 的L-覆盖，从而有




由ε的任意性可知结论成立．

例3　若I是R

n


 中的开矩体，则




推论2.2　若E⊂R

n


 为可数点集，则m

*


 （E）＝0．

由此可知有理点集的外测度m

*


 （Q

n


 ）＝0．这里我们看到了一个虽然处处稠密但外测度为零的可列点集．但下述例4说明外测度为零的点集不一定是可列集．

例4　［0，1］中的Cantor集C的外测度是零．

事实上，因为




其中的F

n


 （在构造C的过程中第n步所留存下来的）是2

n


 个长度为3

-n


 的闭区间之并集，所以我们有

m

*


 （C）≤m

*


 （F

n


 ）≤2

n


 ·3

-n


 ，

从而得知m

*


 （C）＝0．

注意，对于R

n


 中的任意两个点集E

1


 与E

2


 ，根据外测度的次可加性，可以得出

m

*


 （E

1


 ∪E

2


 ）≤m

*


 （E

1


 ）＋m

*


 （E

2


 ）．

不过上式中的等号不一定成立，即使E

1


 ∩E

2


 ＝∅也是如此（这一点在下一节还要再谈及）．但若d（E

1


 ，E

2


 ）＞0，则上式中等号就成立了．这称为距离外测度性质．为证此，先介绍一个引理．

引理2.3　设E⊂R

n


 以及δ＞0．令




则


证明　显然有
 为证明其反向不等式也成立，不妨设m

*


 （E）＜∞．由外测度的定义可知，对于任给的ε＞0，存在E的L-覆盖｛I

k


 ｝，使得




对于每个k，我们把I

k


 分割成ι（k）个开矩体：

I

k，1


 ，I

k，2


 ，…，I

k，ι（k）


 ，

它们互不相交且每个开矩体的边长都小于δ／2．现在保持每个I

k，i


 的中心不动，边长扩大λ（1＜λ＜2）倍做出开矩体，并记为λI

k，i


 ，显然对每个k有




易知｛λI

k，i


 ：i＝1，2，…，ι（k）；k＝1，2，…｝是E的边长小于δ的L-覆盖，且有




从而可知
 令λ→1并注意到ε的任意性，我们得到
 这说明


定理2.4　设E

1


 ，E

2


 是R

n


 中两个点集．若d（E

1


 ，E

2


 ）＞0，则

m

*


 （E

1


 ∪E

2


 ）＝m

*


 （E

1


 ）＋m

*


 （E

2


 ）．

证明　只需证明m

*


 （E

1


 ∪E

2


 ）≥m

*


 （E

1


 ）＋m

*


 （E

2


 ）即可．为此，不妨设m

*


 （E

1


 ∪E

2


 ）＜∞．对任给的ε＞0，作E

1


 ∪E

2


 的L-覆盖｛I

k


 ｝，使得




其中I

k


 的边长都小于
 现在将｛I

k


 ｝分为如下两组：




且其中任一矩体皆不能同时含有E

1


 与E

2


 中之点，从而得




再由ε之任意性可知m

*


 （E

1


 ∪E

2


 ）≥m

*


 （E

1


 ）＋m

*


 （E

2


 ）．

例5　设E⊂［a，b］，m

*


 （E）＞0，0＜c＜m

*


 （E），则存在E的子集A，使得m

*


 （A）＝c．

证明　记f（x）＝m

*


 （［a，x）∩E），a≤x≤b，则f（a）＝0，f（b）＝m

*


 （E）．考查x与x＋∆x，不妨设a≤x＜x＋∆x≤b，则由

［a，x＋∆x）∩E＝（［a，x）∩E）∪（［x，x＋∆x）∩E）

可知，f（x＋∆x）≤f（x）＋∆x，即

f（x＋∆x）－f（x）≤∆x．

对∆x＜0也可证得类似不等式．总之，我们有

｜f（x＋∆x）－f（x）｜≤｜∆x｜，　a≤x≤b．

这说明f∈C（［a，b］），根据连续函数中值定理，对于f（a）＜c＜f（b），必存在ξ∈（a，b），使得f（ξ）＝c．从而取A＝［a，ξ）∩E，即得所证．

定理2.5（平移不变性）　设E⊂R

n


 ，x

0


 ∈R

n


 ．记
 
 则




证明　首先，对于R

n


 中的开矩体I，易知I＋｛x

0


 ｝仍是一个开矩体且其相应边长均相等，｜I｜＝｜I＋｛x

0


 ｝｜．其次，对E的任意的L-覆盖｛I

k


 ｝，｛I

k


 ＋｛x

0


 ｝｝仍是E＋｛x

0


 ｝的L-覆盖．从而由




可知（对一切L-覆盖取下确界），

m

*


 （E＋｛x

0


 ｝）≤m

*


 （E）．

反之，考虑对E＋x

0


 作向量－x

0


 的平移，可得原点集E．同理又有

m

*


 （E）≤m

*


 （E＋｛x

0


 ｝）．

例6（数乘的情形）　设E⊂R

1


 ，对λ∈R

1


 ，记λE＝｛λx：x∈E｝，则

m

*


 （λE）＝｜λ｜m

*


 （E）．

证明　因为
 等价于
 m

*


 （［a

n


 ，b

n


 ］）＝m

*


 （（a

n


 ，b

n


 ）），且对任一区间（α，β），有

m

*


 （λ（α，β））＝｜λ｜m

*


 （（α，β））＝｜λ｜（β－α），

所以按外测度定义可得m

*


 （λE）＝｜λ｜m

*


 （E）．

注　上面介绍的R

n


 中点集的外测度m

*


 是一种定义在
 上的集合函数（取广义实值），即对每一个E⊂R

n


 ，对应于一个广义实值m

*


 （E）．当然，它还具有一些性质．一般地说，设X是一个非空集合，μ

*


 是定义在幂集
 上的一个取广义实值的集合函数，且满足

（i）μ

*


 （∅）＝0；μ

*


 （E）≥0　（E⊂X）；

（ii）若E

1


 ，E

2


 ⊂X，E

1


 ⊂E

2


 ，则μ

*


 （E

1


 ）≤μ

*


 （E

2


 ）；

（iii）若｛E

n


 ｝是X的子集列，则有




那么我们就称μ

*


 是X上的一个外测度．

若（X，d）是一个距离空间，且其上外测度μ

*


 还满足：当d（E

1


 ，E

2


 ）＞0时，有

μ

*


 （E

1


 ∪E

2


 ）＝μ

*


 （E

1


 ）＋μ

*


 （E

2


 ），

那么称μ

*


 是X上的一个距离外测度（利用距离外测度性质可以证明开集的可测性）．

思考题　解答下列问题：

1．设A⊂R

n


 且m

*


 （A）＝0，试证明对任意的B⊂R

n


 ，有

m

*


 （A∪B）＝m

*


 （B）＝m

*


 （B＼A）．

2．（i）设A，B⊂R

n


 ，且m

*


 （A），m

*


 （B）＜∞，试证明

｜m

*


 （A）－m

*


 （B）｜≤m

*


 （A∆B）；

（ii）设A，B与C是R

n


 中的点集，且有

m

*


 （A∆B）＝0，　m

*


 （B∆C）＝0，

试证明m

*


 （A∆C）＝0．

3．设E⊂R

n


 ．若对任意的x∈E，存在开球B（x，δ

x


 ），使得m

*


 （E∩B（x，δ

x


 ））＝0，试证明m

*


 （E）＝0．




§2.2　可测集与测度



上一节指出，R

n


 中点集的Lebesgue外测度具有次可加性．事实上，可以举例说明R

n


 中存在互不相交的集合列E

1


 ，E

2


 ，…，E

k


 ，…，使得




（例如用后文中的不可测集来构造）即不满足可数可加性．这样，集合函数m

*


 还不是我们所希望的R

n


 上点集的测度．那么，是否存在其他集合函数可以满足要求呢？（注意，这里仍需满足本章前言中所叙述的那些条件）结论是否定的．这就是说，在我们所指的意义下，实际上不可能给出一种在R

n


 的一切子集上都有定义的测度．也就是说，某些点集不存在测度或说是不可测的．于是，我们的任务就是要在Lebesgue外测度的基础上，在R

n


 中诱导出一个可测集合类，在其上m

*


 是一种所期望的测度．（实践证明，这对多数的应用课题来说已是足够的了）因此，直接引用可加性条件来诱导可测集是不难理解的了．

首先，我们认为R

n


 中的任一矩体I应当属于这一可测集合类．因此，若点集E⊂R

n


 也属于可测集合类，则根据可加性应有（见图2.1）

m

*


 （I）＝m

*


 （I∩E）＋m

*


 （I∩E

c


 ）．





图　2.1


这一等式本可作为E是可测集的定义．不过，由于我们实际上还可由此证明：对R

n


 中的任一点集T，有

m

*


 （T）＝m

*


 （T∩E）＋m

*


 （T∩E

c


 ）
 

〔2〕



 ．

从而下面当定义E为可测集时，将不采用矩体（这是R

n


 中特有的点集）作“试验集”，而代之以一般点集．这样做可使我们的定义推广于抽象测度．

定义2.2　设E⊂R

n


 ．若对任意的点集T⊂R

n


 ，有

m

*


 （T）＝m

*


 （T∩E）＋m

*


 （T∩E

c


 ）
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 ，　　　　（2.2）

则称E为Lebesgue可测集（或m

*


 -可测集），简称为可测集
 

〔4〕



 ，其中T称为试验集（这一定义可测集的等式也称为Carathéodory条件）；可测集的全体称为可测集类，简记为


有了可测集的定义，我们下面就要来探讨可测集的性质与结构．在这之前，注意到下述简单事实是方便的：即对于R

n


 中任一点集E，为了证明它是一个可测集，我们只需对任一点集T⊂R

n


 ，证明

m

*


 （T）≥m

*


 （T∩E）＋m

*


 （T∩E

c


 ）　　　（2.3）

即可．这是因为m

*


 （T）≤m

*


 （T∩E）＋m

*


 （T∩E

c


 ）总是成立的．由此又可知，只需对m

*


 （T）＜∞的T来论证（2.3）式即可，因为在m

*


 （T）＝∞时（2.3）式总成立．

例1　若m

*


 （E）＝0，则
 事实上，此时我们有

m

*


 （T∩E）＋m

*


 （T∩E

c


 ）≤m

*


 （E）＋m

*


 （T）＝m

*


 （T）．

外测度为零的点集称为零测集．显然，R

n


 中由单个点组成的点集是零测集．从而根据外测度的次可加性知道R

n


 中的有理点集Q

n


 是零测集．零测集中的任一子集是零测集．由此再注意到Cantor集是零测集这一事实，不难推断
 的基数大于或等于2

c


 ，但
 的基数又不会超过2

c


 ，于是
 的基数实际上是2

c


 ．

上一节曾经提到两个集合即使不相交，其外测度也不一定是可加的．但可测集的定义暗示我们，当两个集合由一个可测集分离开时，其外测度就有可加性：若E

1


 ⊂S，E

2


 ⊂S

c


 ，
 则有

m

*


 （E

1


 ∪E

2


 ）＝m

*


 （E

1


 ）＋m

*


 （E

2


 ）．

事实上，此时取试验集T＝E

1


 ∪E

2


 ，从S是可测集的定义得

m

*


 （E

1


 ∪E

2


 ）＝m

*


 （（E

1


 ∪E

2


 ）∩S）

＋m

*


 （（E

1


 ∪E

2


 ）∩S

c


 ）

＝m

*


 （E

1


 ）＋m

*


 （E

2


 ）．

由此还可知，当E

1


 与E

2


 是互不相交的可测集时，对任一集合T有

m

*


 （T∩（E

1


 ∪E

2


 ））＝m

*


 （T∩E

1


 ）＋m

*


 （T∩E

2


 ）．


定理2.6（可测集的性质）






 则E

1


 ∪E

2


 ，E

1


 ∩E

2


 以及E

1


 ＼E

2


 皆属于
 ；（由此知，可测集任何有限次取交、并运算后所得的集皆为可测集．）

（iv）若
 则其并集也属于
 若进一步有E

i


 ∩E

j


 ＝∅（i≠j），则




即m

*


 在
 上满足可数可加性（或称为σ-可加性）．

证明　（i）显然成立．

（ii）注意到（E

c


 ）

c


 ＝E，从定义可立即得出结论．

（iii）对于任一集T⊂R

n


 ，根据集合分解（参阅图2.2）与外测度的次可加性，我们有








图　2.2





又由E

1


 ，E

2


 的可测性知，上式右端就是




这说明




也就是说E

1


 ∪E

2


 是可测集．

为证E

1


 ∩E

2


 是可测集，只需注意
 即可．

又由




可知，E

1


 ＼E

2


 是可测集．

（iv）首先，设E

1


 ，E

2


 ，…，E

i


 ，…皆互不相交，并令




由（iii）知每个S

k


 都是可测集．从而对任一集T我们有




由于
 可知，




令k→∞，就有




由此可得

m

*


 （T）≥m

*


 （T∩S）＋m

*


 （T∩S

c


 ）．

这说明


此外，在公式




中以T∩S替换T，则又可得




但反向不等式总是成立的．因而实际上有




在这里再取T为全空间R

n


 ，就可证明可数可加性质：




其次，对于一般的可测集列｛E

i


 ｝，我们令




则｛S

k


 ｝是互不相交的可测集列．而由




可知，
 是可测集．

从定理的结论（i），（ii）以及（iv）可知，R

n


 中可测集类构成一个σ-代数．对于可测集E，其外测度称为测度，记为m（E），这就是通常所说的R

n


 上的Lebesgue测度．

注　一般说来，设X是非空集合，
 是X中的一些子集构成的σ-代数．若μ是定义在
 上的一个集合函数，且满足




（ii）μ（∅）＝0；

（iii）μ在
 上是可数可加的，则称μ是
 上的（非负）测度．
 中的元素称为（μ）可测集，序组
 称为测度空间．本节所建立的就是


定理2.7（递增可测集列的测度运算）　若有递增可测集合列E

1


 ⊂E

2


 ⊂…⊂E

k


 ，则




证明　若存在k

0


 ，使m（E

k

0





 ）＝+∞，则定理自然成立．现在假定对一切k，有m（E

k


 ）＜∞．由假设
 故E

k－1


 与E

k


 ＼E

k－1


 是互不相交的可测集．由测度的可加性知

m（E

k－1


 ）＋m（E

k


 ＼E

k－1


 ）＝m（E

k


 ）．

因为m（E

k－1


 ）是有限的，所以移项得

m（E

k


 ＼E

k－1


 ）＝m（E

k


 ）－m（E

k－1


 ）．

令E

0


 ＝∅，可得




再应用测度的可数可加性，我们有




推论2.8（递减可测集列的测度运算）　若有递减可测集合列E

1


 ⊃E

2


 ⊃…⊃E

k


 ⊃…且m（E

1


 ）＜∞，则




证明　显然，
 是可测集且
 是有定义的．因为

E

1


 ＼E

k


 ⊂E

1


 ＼E

k＋1


 ，　k＝2，3，…，

所以｛E

1


 ＼E

k


 ｝是递增集合列．于是由上述定理可知




由于m（E

1


 ）＜∞，故上式可写为




消去m（E

1


 ），我们有




例2　若有可测集列｛E

k


 ｝，且有




则



证明





推论2.9　设｛E

k


 ｝是可测集列，则




证明　因为
 （k＝1，2，…），所以有




令k→∞，则得（
 随k增大而递增）




注　也称结论




为测度论中的Fatou引理（见第四章）．

例3

*


 　在［0，1］中作点集

E＝｛x∈［0，1］：在十进位小数表示式

　　x＝0．a

1


 a

2


 …中的所有a

i




都不出现10个数字中的某一个｝，

则E是不可数集，且m（E）＝0．

证明　作点集（记k＝0，1，2，…，9）

E

k


 ＝｛x∈［0，1］：在十进位小数表示式

x＝0．a

1


 a

2


 …中的所有a

i


 都不出现数字k｝，

易知，


现在，首先把［0，1］作10等分，并舍去其中的
 
 即舍去第k＋1个子区间，则在剩余区间中的点其十进位小数式中第一位小数就不会出现k了．其次，把剩余的9个子区间中的每一个再作10等分，并再舍去第k＋1个，…如此进行下去，就得出E

k


 ．易知，舍去的子区间之总长度为




由此可得m（E

k


 ）＝0．

思考题　解答下列问题：

1．设E⊂［0，1］．若m（E）＝1，试证明
 若m（E）＝0，试证明


2．设｛A

n


 ｝是互不相交的可测集列，B

n


 ⊂A

n


 （n＝1，2，…），试证明




3．设有点集E

1


 ，E

2


 ，且E

1


 是可测集．若m（E

1


 △E

2


 ）＝0，试证明E

2


 是可测集，且

m（E

2


 ）＝m（E

1


 ）．

4．设点集B满足：对于任给ε＞0，都存在可测集A，使得m

*


 （A△B）＜ε，试证明B是可测集．

5．设E⊂R

1


 ，且0＜α＜m（E），试证明存在E中有界闭集F，使得m（F）＝α．

6．设｛E

k


 ｝是R

n


 中可测集列，且
 试证明R

n


 中几乎所有点至多能属于｛E

k


 ｝中的有限个．

7．设X是由R

1


 中某些互不相交的正测集形成的集族，试证明X是可数的．

8．设有R

1


 中可测集列｛E

k


 ｝，且当k≥k

0


 时，E

k


 ⊂［a，b］．若存在
 试证明




9．设｛E

k


 ｝⊂R

n


 ，
 若
 试证明


10．设0＜ε

n


 ＜1（n＝1，2，…），试证明ε

n


 →0（n→∞）的充分必要条件是：存在E

n


 ⊂［0，1］，m（E

n


 ）＝ε

n


 （n＝1，2，…），使得







§2.3　可测集与Borel集的关系



在上一节的前言中，曾经提到R

n


 中的矩体（或开集）应为可测集．本节将应用距离外测度性质证明这一点．从而立即可知凡Borel集都是可测集．本节还将讨论一般可测集与Borel集的关系．这一关系揭示出可测集的某种结构，有助于进一步了解可测集的性质．

引理2.10（Carathéodory）　设G≠R

n


 是开集，E⊂G，令

E

k


 ＝｛x∈E：d（x，G

c


 ）≥1／k｝　（k＝1，2，…），

则　　　　


证明　（i）易知｛E

k


 ｝是递增列，且
 又对x∈E，由于x是G的内点，故当k充分大时，必有x∈E

k


 ，这说明
 从而可知




（ii）显然有
 为证反向不等式，不妨假定
 令

A

k


 ＝E

k＋1


 ＼E

k


 　（k＝1，2，…），

易知d（A

2j


 ，A

2j＋2


 ）＞0（j＝1，2，…）．再注意到
 可得




这说明（令k→∞）




因为对任意的k，我们有




所以对任意的k，就有




现在，令k→∞，并注意上式右端后两项趋于零，因此又知




即得所证．

定理2.11　非空闭集F是可测集．

证明　对任一试验集T，由于T＼F⊂F

c


 ＝G是开集，故由上述引理知，存在T＼F中集列｛F

k


 ｝：

d（F

k


 ，F）≥1／k（k＝1，2，…）；　


从而我们有（对任一试验集T）

m

*


 （T）≥m

*


 ［（T∩F）∪F

k


 ］＝m

*


 （T∩F）＋m

*


 （F

k


 ）．

再令k→∞，可得

m

*


 （T）≥m

*


 （T∩F）＋m

*


 （T∩F

c


 ）．

这说明F是可测集．

推论2.12　Borel集是可测集．

证明　由闭集的可测性可知开集是可测集．又因为可测集合类是一个σ-代数，所以任一Borel集皆可测．

定理2.13　若
 则对任给的ε＞0，我们有

（i）存在包含E的开集G，使得m（G＼E）＜ε；

（ii）存在含于E的闭集F，使得m（E＼F）＜ε．

证明（i）首先考虑m（E）＜∞的情形．由定义知，存在E的L-覆盖｛I

k


 ｝，使得
 令




则G是包含E的开集且m（G）＜m（E）＋ε．因为m（E）＜∞，所以移项后再合并得m（G＼E）＜ε．

其次讨论m（E）是+∞的情形．令




因为m（E

k


 ）＜∞（k＝1，2，…），所以对任给的ε＞0，存在包含E

k


 的开集G

k


 ，使得m（G

k


 ＼E

k


 ）＜ε／2

k


 ．现在作点集




则G⊃E且为开集．我们有




从而得　　


（ii）考虑E

c


 ．由（i）可知，对任给ε＞0，存在包含E

c


 的开集G，使得m（G＼E

c


 ）＜ε．现在令F＝G

c


 ，显然F是闭集且F⊂E，因为E＼F＝G＼E

c


 ，所以得

m（E＼F）＜ε．

定理2.14　若
 则

（i）E＝H＼Z

1


 ，H是G

δ


 集，m（Z

1


 ）＝0；

（ii）E＝K∪Z

2


 ，K是F

σ


 集，m（Z

2


 ）＝0．

证明　（i）对于每个自然数k，由上述定理之（i）可知，存在包含E的开集G

k


 ，使得m（G

k


 ＼E）＜1／k．现在作点集




则H为G

δ


 集且E⊂H．因为对一切k，都有




所以m（H＼E）＝0．若令H＼E＝Z

1


 ，则得E＝H＼Z

1


 ．

（ii）对于每个自然数k，由上述定理之（ii）可知，存在含于E的闭集F

k


 ，使得m（E＼F

k


 ）＜1／k．现在作点集




则K是F

σ


 集且K⊂E．因为对一切k，都有




所以m（E＼K）＝0，若令E＼K＝Z

2


 ，则得E＝K∪Z

2


 ．

G

δ


 集，F

σ


 集皆为Borel集，从而上述定理说明了Lebesgue可测集与Borel集的简明关系．此处如果仅从测度的角度来看，那么上述定理指出：存在包含E的集H，m（H）＝m（E）；存在含于E的集K，m（K）＝m（E）．我们称如此的H与K为E的等测包与等测核．等测包对于一般点集E的外测度也是成立的．这从上述定理的证明中已经暗示出来了．

定理2.15（外测度的正则性）　若E⊂R

n


 ，则存在包含E的G

δ


 集H，使得m（H）＝m

*


 （E）．（此时我们也称H为E的等测包．）

证明　对于每个自然数k，存在包含E的开集G

k


 ，使得




现在作点集　　　


则H是G

δ


 集且H⊃E．因为




所以m（H）＝m

*


 （E）．

注意，若H是E的等测包且m

*


 （E）＜∞，则有

m（H）－m

*


 （E）＝0，

但m

*


 （H＼E）不一定等于零．不过可以证明H＼E中的任一可测子集皆为零测集．

推论2.16　设E

k


 ⊂R

n


 （k＝1，2，…），则




证明　对每个E

k


 均作等测包H

k


 ：

H

k


 ⊃E

k


 ，　m（H

k


 ）＝m

*


 （E

k


 ）　（k＝1，2，…），

则可得




推论2.17　若｛E

k


 ｝是递增集合列，则




定理2.18　若
 x

0


 ∈R

n


 ，则
 且

m（E＋｛x

0


 ｝）＝m（E）．

证明　由定理2.14可知

E＝H＼Z，

其中
 每个G

k


 都是开集，m（Z）＝0．因为G

k


 ＋｛x

0


 ｝是开集，所以




是可测集，根据外测度的平移不变性，可知点集Z＋｛x

0


 ｝是零测集，于是从等式




立即可知
 再用外测度的平移不变性得到

m（E＋｛x

0


 ｝）＝m（E）．

注　一般地说，若在Borel σ-代数上定义了测度μ，且对紧集K有μ（K）＜∞，则称μ为Borel测度（显然，R

n


 上的Lebesgue测度是一种Borel测度）．

可以证明（见注记）：若μ是R

n


 上的平移不变的Borel测度，则存在常数λ，使得对R

n


 中每一个Borel集合B，均有

μ（B）＝λm（B），

这就是说，除了一个常数倍因子外，Lebesgue测度是R

n


 上平移不变的唯一的Borel测度．

例1　作［0，1］中的第二纲零测集E．

解　令｛r

n


 ｝＝［0，1］∩Q，I

n，k


 ＝（r

n


 －2

-n－k


 ，r

n


 ＋2

-n－k


 ）（n，k∈N），易知
 由于每个
 均是无处稠密集，故可知
 是第二纲集．

例2　设A⊂R

1


 ，且对x∈A，存在无穷多个数组：（p，q）（p，q∈Z，q≥1），使得｜x－p／q｜≤1／q

3


 ，则m（A）＝0．

证明　（i）令B＝［0，1］∩A，注意到x＋n－（p＋nq）／q＝x－p／q，故
 
 从而只需指出m（B）＝0．




易知对q≥2或q＝1，在长度为2／q

2


 的区间中至多有一个或三个整数，故x∈B当且仅当x属于无穷多个B

q


 ：




从而又只需指出


由式（*）知，对整数q，使I

p，q


 ∩［0，1］≠∅就是




在q≥2时，这相当于0≤p≤q．因此，我们有

m（B

q


 ）≤2（q＋1）／q

3


 ．

即得所证．

思考题　解答下列问题：

1．设E⊂R

n


 且m

*


 （E）＜+∞，若有

m

*


 （E）＝sup｛m（F）：F⊂E是有界闭集｝，

试证明E是可测集．

2．设G是R

1


 中的开集，试问下列公式成立吗？m（∂G）＝0，
 m（∂G）＜m（G）．

3．设A⊂R

2


 ，B⊂R

2


 ，试证明

m

*


 （A∪B）＋m

*


 （A∩B）≤m

*


 （A）＋m

*


 （B）．

4．设f（x），g（x）是［a，b］上严格递减的连续函数，且对任意的t∈R

1


 ，有

m（｛x∈［a，b］：f（x）＞t｝）＝m（｛x∈［a，b］：g（x）＞t｝），

试证明f（x）＝g（x），x∈（a，b）．

5．设μ

*


 是定义在R

n


 上的一种外测度．若任一Borel集都是μ可测集，试证明μ

*


 是距离外测度（对d（E

1


 ，E

2


 ）＞0，用开集G⊃E

1


 ，G∩E

2


 ＝∅）．




§2.4　正测度集与矩体的关系



我们知道，R

n


 中集合的测度是用可数覆盖的矩体体积来度量的，因此对于一个具有正测度的点集（不妨认为是有界的）而言，可以想象它的一大堆点一定是“挤”在某一个范围内，而占据着某个覆盖矩体的大部分地区，即该点集的这部分的测度与此矩体的体积差不多．

定理2.19　设E是R

n


 中的可测集且m（E）＞0，0＜λ＜1，则存在矩体I，使得

λ｜I｜＜m（I∩E）．　　　　（2.7）

证明　不妨设m（E）＜∞．对于0＜ε＜（λ

-1


 －1）m（E），作E的L-盖｛I

k


 ｝，使得




从而存在k

0


 ，使得
 事实上，若对一切k，有

λ｜I

k


 ｜≥m（I

k


 ∩E），

则可得　　　


这就导致m（E）＜m（E），产生矛盾．

上述定理告诉我们，任何一个正测集，其中总有一部分被一个矩体套住，使两者的测度差小于预先给定的正数ε．当然，这一测度差不一定能等于零．

例1　［0，1］中存在正测集E，使得对于［0，1］中任一开区间I，有

0＜m（E∩I）＜m（I）．

解　首先在［0，1］中作类Cantor集H

1


 ：m（H

1


 ）＝1／2．其次在［0，1］中H

1


 的邻接区间｛I

1j


 ｝的每个I

1j


 内再作类Cantor集H

1j


 ：m（H

1j


 ）＝｜I

1j


 ｜／2

2


 ，并记
 然后，对H

1


 ∪H

2


 的邻接区间｛I

2j


 ｝的每个I

2j


 ，又作类Cantor集H

2j


 ：m（H

2j


 ）＝｜I

2j


 ｜／2

3


 ．再记
 依次继续进行，则可得｛H

m


 ｝．令
 即可得证．

定理2.20（Steinhaus，1920年）　设E是R

n


 中的可测集且m（E）＞0．作（向量差）点集




则存在δ

0


 ＞0，使得E－E⊃B（0，δ

0


 ）．

证明　取λ满足1－2

-（n＋1）


 ＜λ＜1，由定理2.15可知，存在矩体I，使得

λ｜I｜＜m（I∩E）．

现在记I的最短边长为δ，并作开矩体




从而只需证明J⊂E－E即可，也就是只要证明对每个x

0


 ∈J，点集E∩I必与点集（E∩I）＋｛x

0


 ｝相交（此时有y，z∈E∩I使得y－z＝x

0


 ）．因为J是以原点为中心、边长为δ的开矩体，所以I的平移矩体I＋｛x

0


 ｝仍含有I的中心．从而知

m（I∩（I＋｛x

0


 ｝））＞2

-n


 ｜I｜．

由此可得

m（I∪（I＋｛x

0


 ｝））

＝｜I｜＋m（I＋｛x

0


 ｝）－m（I∩（I＋｛x

0


 ｝））

＜2｜I｜－2

-n


 ｜I｜，

即　　　　m（I∪（I＋｛x

0


 ｝））＜2λ｜I｜．

但由于E∩I与（E∩I）＋｛x

0


 ｝有着相同的测度并且都大于λ｜I｜，同时又都含于I∪（I＋｛x

0


 ｝）之中，故它们必定相交，否则其并集测度要大于2λ｜I｜，从而引起矛盾．

例2　设有定义在R

1


 上的函数f（x），满足

f（x＋y）＝f（x）＋f（y），　x，y∈R

1


 ，

且在E⊂R

1


 （m（E）＞0）上有界，则f（x）＝cx（x∈R

1


 ），其中c＝f（1）．

证明　（i）首先，由题设知，对r∈Q，必有f（r）＝rf（1）．

（ii）其次，由m（E）＞0可知，存在区间I：I⊂E－E．不妨设｜f（x）｜≤M（x∈E），又对任意的x∈I，有x′，x″∈E，使得x＝x′－x″，则

｜f（x）｜＝｜f（x′）－f（x″）｜≤｜f（x′）｜＋｜f（x″）｜≤2M．

记I＝［a，b］，并考查［0，b－a］．若x∈［0，b－a］，则x＋a∈［a，b］．从而由f（x）＝f（x＋a）－f（a）可知，｜f（x）｜≤4M，x∈［0，b－a］．记b－a＝c，这说明

｜f（x）｜≤4M，　x∈［0，c］．

易知　｜f（x）｜≤4M，　x∈［-c，c］．

已知对任意的x∈R

1


 以及自然数n，均存在有理数r，使得｜x－r｜＜c／n．因此我们得到




根据n的任意性（r的任意性），即得f（x）＝xf（1）．

例3　令
 则

（i）m（A）＝0；

（ii）存在点集A

1


 ，A

2


 ：m（A

1


 ）＝m（A

2


 ）＝0，使得R

1


 ＝A

1


 ＋A

2


 ．

证明　（i）令B＝A∩［0，1］，则
 因此，只需指出m（B）＝0．为此，作以1为周期的函数f（x）：




对p≥1，易知a

p


 （x）＝f（2

p－1


 x）是［0，1）中数x的二进位小数展式中之第p项．不论ε

1


 ，ε

2


 ，…，ε

p


 （ε

i


 ＝0或1）如何取值法，［0，1）中满足

a

1


 （x）＝ε

1


 ，a

2


 （x）＝ε

2


 ，…，a

p


 （x）＝ε

p




之数集的测度为2

-p


 ．由此可知，［0，1）中满足

a

1


 （x）＝0，a

3


 （x）＝0，…，a

2p－1


 （x）＝0

的x构成之集B

p


 满足m（B

p


 ）＝2

-2p＋1


 ·2

p－1


 ＝2

-p


 ，而B是B

p


 的交集，故m（B）＝0．

（ii）令A

2


 ＝2B，则m（A

2


 ）＝0．易知A

2


 是形如
 的数的集合．注意到任一实数均可写为




因此我们有A

1


 ＋A

2


 ＝R

1


 （取A

1


 ＝A）．

思考题　解答下列问题：

1．试问是否在［0，1］中存在可测集E，使得对每个区间（a，b）⊂［0，1］，均有

m（E∩（a，b））＝（b－a）／2？

2．设E⊂R

1


 且m（E）＞0，试证明存在a＞0，使得

（E＋｛x｝）∩E≠∅　（｜x｜＜a）．

3．设E⊂R

1


 是可测集，a∈R

1


 ，δ＞0，若对满足｜x｜＜δ的一切x，均有a＋x∈E或a－x∈E，试证明m（E）＞δ．




§2.5　不可测集



R

n


 中的点集并非都是可测集，这一点Lebesgue本人早就预见到了，只不过第一个不可测集的例子是由意大利数学家Voltera做出的，其中要用到选择公理．当然，在一般的数学实践中，遇到不可测集的机会是极少的，它通常只是被用来构成各种特例，以廓清某些课题的适应范围，而使我们对这种测度理论的认识更加深刻．下述不可测集的例子属于Sierpinski．

例（不可测集）　设Q

n


 为R

n


 中有理点集．对于R

n


 中的点x与y，若x－y∈Q

n


 ，则记为x～y．根据这一等价关系“～”，将R

n


 中一切点分类，凡有等价关系者均属一类（例如Q

n


 本身即为其中一类）．现在根据选择公理
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 ，在每一类中取出一点且只取一点形成点集，并记为W，则W为不可测集．

事实上，若W为可测集，则第一种情形是m（W）＞0．从而根据§2.4中定理2.19和定理2.20，可知点集W－W含有一球B（0，δ），因此存在

x∈（W－W）∩Q

n


 ，　x≠0．

这就是说存在W中点y与z，x＝y－z，y≠z．这与集W的构成矛盾．于是只有第二种情形发生：m（W）＝0．但此时若作可列个平移集

W＋｛r

（k）


 ｝，　｛r

（1）


 ，r

（2）


 ，…，r

（k）


 ，…｝＝Q

n


 ，

显然有　　　


由于m（W）＝0，可知m（W＋｛r

（k）


 ｝）＝0，随之得出R

n


 是零测集．这一矛盾说明第二种情形也不能发生．于是W不是Lebesgue可测集．

注意，实际上任一个m

*


 （E）＞0的点集E中均含有不可测集．

注　1．上述不可测集W是从R

n


 中的一切等价类中选出来形成的，但实际上并未明确界定如何从每类中选出一个元素，也就是说选择的方法多得很，因此W就可以有无穷多种．若把任一种选择法而形成的W称为选成集，并记一切选成集全体为S，则对一切α＞0，均存在W∈S，使得m

*


 （W）＝α．（证明要用良序，超限归纳法等概念，见Monthly，1979，Aug.-Sept. No. 7）

2．比较两个点集的内含大或多，还是小或少，其度量方法有多种：用基数是一种，用测度也是一种，还有一种观点是用所谓“第一纲集”和“第二纲集”，若用后者来看可测集，则“大多数”具有正外测度的点集都是不可测的．（见Int. J. Math. Educ. Sci. technol., 1988, Vol. 19, No. 2, 315～318）

3．若W是不可测集，则其不良性质可从下述命题获悉：

“存在ε

0


 ＞0，使得对满足

A⊃W，　B⊃W

c




的任意两个可测集A与B，均有




这说明W与W

c


 中的点相互无休止的缠绕在一起，无法厘清．从另一角度看，若记B

c


 ＝C，则C⊂W．上述结论说明，不可测集是无法用可测集从外包和内挤两侧来逼近的．

4．R

n


 中存在零测集E，使E＋E是不可测集（见课外选题第四章）．

5．［0，1］中存在不可数集E，使得E－E无内点．

6．（0，1］中存在互不相交的不可测集列｛W

n


 ｝，使得


7．设（0，∞）＝E

1


 ∪E

2


 ，E

1


 ∩E

2


 ＝∅．若每个E

i


 （i＝1，2）（其元素）对加法运算是封闭的，则E

1


 ，E

2


 均为不可测集．

思考题　解答下列问题：

1．试问是否存在可测集E⊂［0，1］，使得对于任意的x∈R

1


 ，存在y∈E，有x－y∈Q？

2．试做出互不相交的点集列｛E

k


 ｝，使得




3．试在［0，1］中做一不可数集W，使得W－W无内点．

4．设W是不可测集，E是可测集．试证明E△W是不可测集．

5．设有点集E．若对任意的满足

F⊂E⊂G

的闭集F和开集G，有




试证明E不可测．

6．试问一族可测集的交集必是可测集吗？



 

*



 
§2.6　连续变换与可测集



当我们在可测集类上建立起积分理论时，自然需要引进变量替换这一重要运算手段．为此，必须考查可测集在运动中，或说在经过某种映射或变换下变成一个新点集时，是否仍为可测集？测度有什么变化？对于平移变换，前文已有了结论，而一般地研究这一课题已超出本书范围．在这里主要对连续映射，特别是对非奇异线性变换的情形作一介绍，在教学实践中，本节内容是否要详细讲解，应根据具体情况而定．

定义2.3　设有变换T：R

n


 →R

n


 ．若对任一开集G⊂R

n


 ，逆像集

T

-1


 （G）　即　｛x∈R

n


 ：T（x）∈G｝

是一个开集，则称T是从R

n


 到R

n


 的连续变换．

定理2.21　变换T：R

n


 →R

n


 是连续变换的充分且必要条件是：对任一点x∈R

n


 以及ε＞0，存在δ＞0，使得当｜y－x｜＜δ时，有

｜T（y）－T（x）｜＜ε．

证明　必要性　对任一点x∈R

n


 以及ε＞0，则x属于开集

T

-1


 （B（T（x），ε））．

从而存在δ＞0，使得

B（x，δ）⊂T

-1


 （B（T（x），ε））．

这说明当｜y－x＜δ时，有y∈T

-1


 （B（T（x），ε）），即

｜T（y）－T（x）｜＜ε．

充分性　设G是R

n


 中任一开集且T

-1


 （G）不是空集，则对任一点x∈T

-1


 （G），有T（x）∈G，因此存在ε＞0，使得B（T（x），ε）⊂G．根据充分性的假定，对此ε＞0，存在δ＞0，使得当｜y－x｜＜δ时，有

｜T（y）－T（x）｜＜ε　即　T（y）∈B（T（x），ε）．

这就是说B（x，δ）⊂T

-1


 （G），即T

-1


 （G）是开集．

例1　若T：R

n


 →R

n


 是线性变换，则T是连续变换．

事实上，令e

i


 （i＝1，2，…，n）是R

n


 中的一组基，则对R

n


 中任意的x＝（ξ

1


 ，ξ

2


 ，…，ξ

n


 ），有

x＝ξ

1


 e

1


 ＋…＋ξ

n


 e

n


 ．

再令T（e

i


 ）＝x

i


 （i＝1，2，…，n），又有

T（x）＝ξ

1


 x

1


 ＋…＋ξ

n


 x

n


 ．

记
 可得

｜T（x）｜≤｜ξ

1


 ｜｜x

1


 ｜＋…＋｜ξ

n


 ｜｜x

n


 ｜




由此可知

｜T（y）－T（x）｜＝｜T（y－x）｜≤M｜y－x｜．

这说明T是连续变换．

定理2.22　设T：R

n


 →R

n


 是连续变换．若K是R

n


 中的紧集，则T（K）是R

n


 中的紧集．

证明　对于T（K）的任一开覆盖族｛H

i


 ｝，令G

i


 ＝T

-1


 （H

i


 ），则｛G

i


 ｝是K的开覆盖族．根据有限子覆盖定理可知，在｛G

i


 ｝中存在
 
 使得




从而得　　　　


这说明T（K）是R

n


 中的紧集．

推论2.23　设T：R

n


 →R

n


 是连续变换．若E是F

σ


 集，则T（E）是F

σ


 集．

推论2.24　设T：R

n


 →R

n


 是连续变换．若对R

n


 中的任一零测集Z，T（Z）必为零测集，则对R

n


 中的任一可测集E，T（E）必为可测集．

事实上，根据定理2.11，有E＝K∪Z，其中K是F

σ


 集，Z是零测集，因为

T（E）＝T（K）∪T（Z），

而T（K）是F

σ


 集，T（Z）为零测集，所以T（E）是可测集．

上面着重讨论了保持点集可测性的变换，对于线性变换我们还有下述结论．

定理2.25　若T：R

n


 →R

n


 是非奇异线性变换，E⊂R

n


 ，则

m

*


 （T（E））＝｜detT｜
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 ·m

*


 （E）．　　　（2.8）

证明

*


 　记

I

0


 ＝｛x＝（ξ

1


 ，…，ξ

n


 ）：　0≤ξ

i


 ＜1，1≤i≤n｝，

I＝｛x＝（ξ

1


 ，…，ξ

n


 ）：0≤ξ

i


 ＜2

-k


 ，1≤i≤n｝．

显然，I

0


 是2

nk


 个I的平移集I＋｛x

j


 ｝（j＝1，…，2

nk


 ）的并集，T（I

0


 ）是2

nk


 个

T（I＋｛x

j


 ｝），　j＝1，…，2

nk




的并集，而且有（注意T

-1


 是连续变换）

m（T（I＋｛x

j


 ｝））＝m（T（I）），　j＝1，…，2

nk


 ．

现在假定（2.8）式对于I

0


 成立：

m（T（I

0


 ））＝｜detT｜，　　　　（2.9）

则　　　　　｜detT｜＝2

nk


 ·m（T（I））．

因为m（I）＝2

-nk


 ，所以得到

m（T（I））＝2

-nk


 ·｜detT｜＝｜detT｜·m（I）．

这说明（2.8）式对每个I以及I的平移集都成立，从而可知（2.8）式对可数个互不相交的任意二进方体的并集是成立的，也就说明对任一开集G⊂R

n


 （2.8）式均成立．于是应用等测包的推理方法立即可知，对一般点集（2.8）式成立．

下面证明（2.9）式成立．大家知道T至多可以表为如下几个初等变换的乘积：

（i）坐标ξ

1


 ，ξ

2


 ，…，ξ

n


 之间的交换；

（ii）ξ

1


 →βξ

1


 ，ξ

i


 →ξ

i


 （i＝2，…，n）；

（iii）ξ

1


 →ξ

1


 ＋ξ

2


 ，ξ

i


 →ξ

i


 （i＝2，…，n）．

在（i）的情形，显然有｜detT｜＝1，T（I

0


 ）＝I

0


 ．从而可知（2.9）式成立．

在（ii）的情形．T矩阵可由恒等矩阵在第一行乘β而得到，此时有

T（I

0


 ）＝｛x＝（ξ

1


 ，…，ξ

n


 ）：0≤ξ

i


 ＜1（i＝2，3，…，n），

0≤ξ

1


 ＜β（β＞0），β＜ξ

1


 ≤0（β＜0）｝．

从而可知m（T（I

0


 ））＝｜β｜，（2.9）式成立．

在（iii）的情形，此时detT＝1，而且有

T（I

0


 ）＝｛x＝（ξ

1


 ，…，ξ

n


 ）：0≤ξ

i


 ＜1（i≠1），

0≤ξ

1


 －ξ

2


 ＜1｝．

记

A＝｛x＝（ξ

1


 ，…，ξ

n


 ）∈T（I

0


 ）：ξ

1


 ＜1｝，e

1


 ＝（1，0，…，0），

B＝T（I

0


 ）＼A．

我们有

A＝｛x＝（ξ

1


 ，…，ξ

n


 ）∈I

0


 ：ξ

2


 ＜ξ

1


 ｝，

B－e

1


 ＝｛x＝（ξ

1


 ，…，ξ

n


 ）∈I

0


 ：ξ

1


 ＜ξ

2


 ｝．

因此得到

m（T（I

0


 ））＝m（A）＋m（B）＝m（A）＋m（B－e

1


 ）

＝m（I

0


 ）＝1＝detT．

这说明（2.9）式对I

0


 成立．

最后不妨设T＝T

1


 ·T

2


 ·…·T

j


 ，这里的每个T

j


 均是（i）（iii）情形之一，从而由归纳法可知

m

*


 （T（E））＝m（T

1


 （T

2


 （…（T

j


 （E））…）））

　　　　　　＝｜detT

1


 ｜｜detT

2


 ｜…｜detT

j


 ｜m

*


 （E）

　　　　　　＝｜detT｜m

*


 （E）．

注　在｜detT｜＝0时，T将R

n


 变为一个低维线性子空间，显然其映像集是零测集，我们有

m（T（E））＝｜detT｜·m（E）＝0，　E⊂R

n


 ．

推论2.26　设T：R

n


 →R

n


 是非奇异线性变换．若
 则
 且有

m（T（E））＝｜detT｜·m（E）．

例2　若E⊂R

2


 是可测集，则将E作旋转变换后所成集为可测集，且测度不变．

例3　R

2


 中三角形的测度等于它的面积．

证明　显然，R

2


 中任一三角形都是可测集．由于测度的平移不变性，故不妨假定三角形的一个顶点在原点．记三角形为T，其面积记为｜T｜．因为m（T）＝m（-T），所以经平移后可得2m（T）＝m（T）＋m（-T）＝m（P），其中P是平行四边形．再将P中的子三角形作旋转或平移，可使P转换为矩形Q，且有m（P）＝m（Q）＝｜P｜＝2｜T｜．从而得m（T）＝｜T｜．

例4　圆盘D＝｛（x，y）：x

2


 ＋y

2


 ≤r

2


 ｝是R

2


 中可测集，且m（D）＝πr

2


 ．

证明　记P

n


 与Q

n


 为D的内接与外切n边正多边形，由P

n


 与Q

n


 的可测性易知D是可测集，注意到P

n


 ⊂D⊂Q

n


 ，以及




可知m（D）＝πr

2


 ．

作为本节的结束，再举一个求平面扇形测度的例子：

例5　设E⊂（-π，π］，0≤a＜b≤+∞，令

S

E


 ＝S

E


 （a，b）＝｛（rcosθ，rsinθ）：a＜r＜b，θ∈E｝．

大家知道，若E＝（α，β），则S

E


 就是通常所说的扇形，其面积为

（b

2


 －a

2


 ）（β－α）／2．

（1）对于一般点集E，我们有

m

*


 （S）≤（b

2


 －a

2


 ）m

*


 （E）／2．

（注意，这里m

*


 （S）是二维外测度，m

*


 （E）是一维外测度．）

证明　（i）设b＜+∞，此时，对任给ε＞0，存在开区间列｛I

n


 ｝：
 显然，
 从而有




由ε的任意性即得所证．

（ii）设b＝+∞，m

*


 （E）＝0．此时，对n≥1，由（i）知

m

*


 （S

E


 （a，n））≤（n

2


 －a

2


 ）m

*


 （E）／2＝0．

从而得到




（iii）设b＝+∞，m

*


 （E）＞0．结论显然．

（2）若E⊂（-π，π］是可测集，则S是可测集．

证明　由于S

E


 （a，b）＝S

E


 （0，∞）∩S

（-π，π］


 （a，b），故只需指出S

E


 （0，∞）可测即可．

设I⊂（-π，π］是开区间，记T＝S

I


 （a，b）（开环扇形），E

c


 ＝（-π，π］＼E以及S

E


 ＝S

E


 （0，+∞），我们有




设R是一个开矩形，易知它可由互不相重的可列个开环扇形T

n


 组成，至多差一零测集（边界）．因此（注意，开环扇形可测）得到




这说明，对任一矩形R，有

m（R）＝m

*


 （R∩S

E


 ）＋m

*


 （R∩S

Ｅ

c





 ）．

而S

Ｅ

c





 就是S

E


 的补集（除原点外），也就是说S

E


 是可测集．




习　题　2





第　一　组



1．设E⊂R

1


 ，且存在q：0＜q＜1，使得对任一区间（a，b），都有开区间列｛I

n


 ｝：




试证明　m（E）＝0．

2．设A

1


 ，A

2


 ⊂R

n


 ，A

1


 ⊂A

2


 ，A

1


 是可测集且有m（A

1


 ）＝m

*


 （A

2


 ）＜∞，试证明A

2


 是可测集．

3．设A，B⊂R

n


 都是可测集，试证明

m

*


 （A∪B）＋m

*


 （A∩B）＝m

*


 （A）＋m

*


 （B）

（用A，A∪B做试验集）．

4．试问是否存在闭集F，F⊂［a，b］且F≠［a，b］，而

m（F）＝b－a？

5．试在R

1


 中作一个由某些无理数构成的闭集F，使得m（F）＞0．

6．设I＝［0，1］×［0，1］，令




试求m（E）．（答：π／6）

7．设｛E

k


 ｝是R

n


 中的可测集列，若
 试证明




8．设｛E

k


 ｝是［0，1］中的可测集列，m（E

k


 ）＝1（k＝1，2，…），试证明




9．设E

1


 ，E

2


 ，…，E

k


 是［0，1］中的可测集，且有




试证明：


10．设A，B，C是R

n


 中的可测集．若有

m（A△B）＝0，　m（B△C）＝0，

试证明m（A△C）＝0．（A＼C＝A∩C

c


 ∩（B∪B

c


 ）＝［A∩（B＼C）］∪［C

c


 ∩（A＼B）］）

11．设｛B

α


 ｝

α∈I


 是R

n


 中一族开球，记
 若有0＜λ＜m（G），试证明存在有限个互不相交的开球
 ，使得




（作K⊂G紧集：m（K）＞λ，再在
 中取直径最大者，后继者应与前者不相交．最后直径放大三倍．）

12．设｛B

k


 ｝是R

n


 中递减可测集列，m

*


 （A）＜∞．令E

k


 ＝A∩B

k


 （k＝1，2，…），
 试证明




13．设E⊂R

n


 ，H⊃E且H是可测集．若H＼E中任一可测子集皆为零测集，试问H是E的等测包吗？

14．试证明点集E可测的充分必要条件是：对任给ε＞0，存在开集G

1


 ，G

2


 ：

G

1


 ⊃E，　G

2


 ⊃E

c


 ，

使得　m（G

1


 ∩G

2


 ）＜ε．

15．设E⊂［0，1］是可测集且有

m（E）≥ε＞0，　x

i


 ∈［0，1］，i＝1，2，…，n，

其中
 试证明E中存在两个点其距离等于｛x

1


 ，x

2


 ，…，x

n


 ｝中某两个点之间的距离．

16．设W是［0，1］中的不可测集，试证明存在ε：0＜ε＜1，使得对于［0，1］中的任一满足m（E）≥ε的可测集E，W∩E是不可测集．



第　二　组



1．设｛r

n


 ｝是R

1


 中的全体有理数，令




试证明对R

1


 中任一闭集F，有m（G△F）＞0．

2．设E⊂［a，b］是可测集，I

k


 ⊂［a，b］（k＝1，2，…）是开区间列，满足




试证明　　　


3．设｛E

n


 ｝是［0，1］中互不相同的可测集合列，且存在ε＞0，m（E

n


 ）≥ε（n＝1，2，…）．试问是否存在子列｛E

n

i





 ｝，使得




4．设｛E

n


 ｝是［0，1］中的可测集列，且满足




试证明对0＜a＜1，必存在｛E

n

k





 ｝，使得




5．设m

*


 （E）＜∞，试证明存在G

δ


 型集H：H⊃E，使得对于任一可测集A，都有

m

*


 （E∩A）＝m（H∩A）．

6．设A，B⊂R

n


 ，A∪B是可测集，且m（A∪B）＜∞．若

m（A∪B）＝m

*


 （A）＋m

*


 （B），

试证明A，B皆为可测集．

7．设有f：［a，b］→R

1


 ，若对于［a，b］中任一可测集E，f（E）必为R

1


 中的可测集，试证明：对于［a，b］中任一零测集Z，必有m（f（Z））＝0．

8．设T：R

n


 →R

n


 是一一映射，且保持点集的外测度不变，试证明对于可测集E，T（E）必是可测集．

9．设α＞2，作R

1


 中点集：

E＝｛x：存在无限个分数p／q，p与q是互素的自然数，

使得｜x－p／q｜＜1／q

α


 ｝，

试证明　m（E）＝0．

10．设E⊂R

1


 且m（E）＞0，试证明点集




必包含一个区间．

11．设E⊂R

1


 且m（E）＞0，试证明存在E中不可测集W．

12．设T：R

n


 →R

n


 ，试证明T是连续的当且仅当对E⊂R

n


 ，必有


13．试证明R

2


 上的Lebesgue测度是旋转不变的．




注　记



（一）Lebesgue当年的测度理论是用内、外测度的观点建立起来的

设E⊂［a，b］，外测度m

*


 （E）的定义与本章所用定义相同（矩体换为区间），而内测度定义为

m

*


 （E）＝（b－a）－m

*


 （［a，b］＼E）．

若m

*


 （E）＝m

*


 （E），则称E为可测集，且定义其测度为m（E）＝m

*


 （E）（＝m

*


 （E））．

易知，这一界定方式是针对有界点集而发的；且无法推广到一般的抽象背景上去．此外，虽然内测度在直觉上接受性较强，但从可加性角度看问题，又有重大缺陷．可以证明，当外测度具有可加性时，内测度也具有可加性，但反之不然．

（二）在§2.3中，我们指出R

n


 中的Borel集是可测的，且任一可测集是一个Borel集与一个零测集的并集．那么，是否确有不是Borel集的可测集呢？回答是肯定的，现在我们以R

1


 为例来说明不是Borel集的零测集是存在的．为此，先介绍一个一般的引理．

引理　设f（x）是定义在E⊂R

n


 上的实值函数，Г是R

n


 中一些子集构成的σ-代数且E∈Г．若令




则
 是σ-代数．

证明　（i）因为f

-1


 （R

1


 ）＝E∈Г，所以


（ii）若
 则由f

-1


 （A

c


 ）＝E＼f

-1


 （A），可知f

-1


 （A

c


 ）∈Г，从而得


（iii）若｛A

k


 ｝是
 中一集合列（即f

-1


 （A

k


 ）∈Г），则由




可知
 从而得


上述三条性质说明
 是一个σ-代数．

推论　设f（x）是R

1


 上的连续函数．若A⊂R

1


 是Borel集，则f

-1


 （A）也是Borel集．

证明　令Г是R

1


 中的Borel σ-代数，G是R

1


 中的开集．根据f的连续性，f

-1


 （G）也是开集．因此若令




则f

-1


 （G）∈Г，从而
 上述引理指出
 是一个σ-代数，由此知一切Borel集皆属于
 这说明若A是Borel集，则f

-1


 （A）∈Г，即f

-1


 （A）是Borel集．

例（非Borel集的可测集）　考虑R

1


 中的［0，1］区间，Φ（x）是［0，1］上的Cantor函数．作函数




显然，
 是［0，1］上的严格上升的连续函数，且
 记其反函数为
 它是连续（且一一对应）的函数．

现在取［0，1］中的Cantor集C，并令在构造过程中每步移去的中央三分开区间为I

n，k


 （n＝1，2，…；k＝1，2，…，2

n－1


 ），其长度为｜I

n，k


 ｜，则
 是长度为｜I

n，k


 ｜／2的开区间．（注意Φ（x）在I

n，k


 上是常数）从而点集




的测度为1／2．若令
 可知m（H）＝1／2．

令W是H中的不可测集，并记
 则因S⊂C，所以S是可测集，但S不是Borel集，否则根据上述推论，W也是Borel集，从而为可测集了．

此外，关于Borel测度与Lebesgue测度，我们有下述结论：设μ是R

1


 上的Borel测度，且μ（［0，1］）＜∞．若对任意的区间［a，b），以及R

1


 中稠密集D中任一点x

0


 ，均有

μ（［a，b）＋｛x

0


 ｝）＝μ（［a，b）），

则μ（E）＝λm（E）（E是Borel可测集）．

事实上，（i）对任意的点c∈R

1


 ，作D中递增列｛d

k


 ｝：d

k


 →c（k→∞），可知




从而当k→∞时，有

μ（［a，b））＝μ（［a＋d

k


 ，b＋d

k


 ））

　　　　　　　＝μ（［a＋d

k


 ，b＋c））－μ（［b＋d

k


 ，b＋c））

　　　　　　　→μ（［a＋c，b＋c）），

即μ（［a，b））＝μ（［a，b）＋｛c｝）．

（ii）对任意的自然数m，n，注意到




可得




从而对r′，r″∈Q，就有

μ（［r′，r″））＝μ（｛r′｝＋［0，r″－r′））

　　　　　　　　　＝（r″－r′）μ（［0，1））＝λm（［r′，r″）），

其中λ＝μ（［0，1））．由此易知对a，b∈R

1


 ，也有μ（［a，b））＝λ·m（［a，b）），因此，对于开集G，就有μ（G）＝λ·m（G）．而对一般Borel集B，可用包含B的递减开集列过渡，即得所证．

最后指出：（i）对于Borel集B

1


 ，B

2


 ，其差集B

1


 －B

2


 不一定仍是Borel集．

（ii）由于存在非Borel集的Lebesgue可测集E，又有Borel集H：H⊃E，m（H）＝0，故由全体Borel集
 以及其上之Borel测度μ构成的测度空间
 是不完全的．

（iii）存在测度空间
 使得其中的可测集E不能表为




（iv）R

2


 中的凸集不一定是Borel集．

（v）R

1


 中的Borel集全体的基数是c．

（三）设E⊂R

1


 是可测集．若对任意的x

0


 ∈R

1


 ，有

m（E△（E＋｛x

0


 ｝））＝0，

则　　　　　m（E

c


 △（E

c


 ＋｛x

0


 ｝））＝0，　m（E）·m（E

c


 ）＝0．

（四）设E⊂R

1


 ．若存在δ＞0，使对任意的区间I⊂R

1


 ，均有m

*


 （E∩I）≥δ·m（I），则当E为可测集时，有m（R

1


 ＼E）＝0．

（五）选择公理、不可测集

在集合论的某些命题的证明中，我们经常需要在一些集合中选取元素，且还要再形成新的集合实体．那么这种做法是否科学呢？这需要一种约定，即所谓选择公理，在这里给予简单诠释．选择公理说：“若Γ是由互不相交的一些非空集合所形成的集合族，则存在集合X，它由该族的每一个集合中恰取一个元素而形成的”．在这里，由于没有明确指定选取集合中哪一个元素，致使人们对集合X的存在性发生动摇．举例来说，如果有许多双鞋，从每双鞋中选出右脚穿的鞋形成一个集合，那么这还好说，但如果从中任取一只鞋来形成一个集合，那么要承认这个集合是明确地给定的，就必须是人为的约定，即承认选择公理为真．从而，围绕这一公理开展出许多数学工作．

首先，承认选择公理为真是否会推出矛盾，有人证明在著名的Z. F. 公理集合论系统中，选择公理是相容的．其次，它是否可由其他公理导出？不然，有人证明选择公理与Z. F. 系统的其他公理是互相独立的．

在这些研究工作展开的同时，人们还获得许多与选择公理等价的各种形式的命题，并在许多数学分支中均有着多样的应用．除了前述正文中所提到的不可测集的存在外，又例如建立实数系的Hamel基，泛函分析中的Hahn-Banach扩张定理，拓扑学中乘积拓扑空间紧性的Тихонов定理等等．

然而，毕竟在选择公理的陈述中暗含着某种不确定的因素，致使人们做出了一些古怪的思维产物．例如在1924年，Banach和Tarski指出，应用选择公理，可将一个球体分解为有限个部分，经重新组合后成为两个与原球体同样大小的球体．这一结论与人们的直观完全相反，不过也没有引发逻辑上的矛盾．（当然，这有限个组成部分都是不可测集．）

关于不可测集，在前述正文中构造它时，我们用到了选择公理．如果不用这一公理，例如在Z. F. 集合论系统（不包含选择公理）中，1964年Solovy做出了一个集合论模型，其中每个点集都是Lebesgue可测的（Ann. of Math., 92（1970））．注意，这一结论不是说，如果选择公理不对，那么每个点集都可测了，而是说，为了获得不可测集，选择公理是必要的．实际上，由Cohen所做的模型指出，选择公理不真而又有不可测集存在．为了从不可测集的存在来推出选择公理，必须指出在每个模型中，其中选择公理是错的，而每个集合皆可测．

如果我们从另一角度看问题，即承认选择公理而又要避免出现不可测集，那么只好放弃测度的可数可加这一性质（因为m（［0，1］

n


 ）＝1以及平移不变性都是符合常规的）．一种办法是改成次可加性，例如外测度．但这使得结果无多大用处；其二是改为有限可加性，20世纪20年代Banach用泛函延拓定理论述了R

1


 的情形，但这使得在其上所建立的积分不再具有著名的关于积分与极限交换次序的若干良好结果了．

关于不可测集与基数的问题．R. Solovay曾指出，如果我们允许基数小于c的不可数集存在，那么用选择公理是不能证明或驳斥这种不可测集的存在性．然而，如果基数小于c的不可数可测集存在，那么它必是零测集（如设为有界闭集F，且m（F）＞0，则可作闭区间J

0


 ，J

1


 ：J

0


 ∩J

1


 ＝∅，使

m（F∩J

0


 ）＞0，　m（F∩J

1


 ）＞0．

继续对F∩J

0


 与F∩J

1


 进行上述操作，并一直下去，可得下图：




这相当于由0，1两个数字作成数列之全体，它的基数是c．这一矛盾说明m（F）＝0．）

注　下列两个命题等价：

（i）选择公理成立．

（ii）对任一无穷集合X，均存在一一映射T：X→X×X．

（六）如果对于R

2


 中的正测集E，存在R

1


 中的正测集A与B，使得

m（E）＝m（A×B），

则称E为正测矩形．下例指出，R

2


 中不是每个正测集都包含有正测矩形：

例　记［0，1］中类Cantor集C

*


 ：m（C

*


 ）＞0，并作平面点集：

E＝｛（x，y）：x－y∈C

*


 ｝⊂［0，1］×［0，1］，

m（E）＞0．

现在假定存在［0，1］中正测点集A与B，使得A×B⊂E，则差集A－B⊂C

*


 ．因为m（A）＞0，m（B）＞0，所以A－B有非空内点，矛盾．

（七）（非Jordan可测集）记［0，1］∩Q＝｛r

n


 ｝，0＜ε＜1．对n∈N，作开区间I

n


 ：I

n


 ⊂［0，1］，r

n


 ∈I

n


 ，m（I

n


 ）＝ε／2

n


 ．又作
 K＝［0，1］＼G，则

（i）G的内测度小于ε；

（ii）G的外测度＝1，
 ＝［0，1］；

（iii）G是开集，且非Jordan可测集．K是紧集，且是非Jordan可测集．

（八）全密点

定义　设E⊂R

1


 ．对x∈E，若有




则称点x为点集E的外全密点．（若E是可测集，则称为全密点．）

命题　设E⊂R

1


 ，则E中几乎处处的点都是外全密点．

证明　不妨假定E是有界集，并设t：0＜t＜1，则只需指出点集




是零测集即可．从而又只需指出：对任给的ε＞0，必有m

*


 （A）＜ε（1＋3t

-1


 ）即可．

（i）作开集G：G⊃A，m（G）＜m

*


 （A）＋ε．易知对G内任一可测子集B，均有

m

*


 （A）≤m

*


 （A∩B）＋m

*


 （G＼B）

≤m

*


 （A∩B）＋m（G）－m（B）．

故可得m

*


 （A∩B）≥m（B）－ε．

（ii）对任意的x∈A，选以有理数为端点的开区间I：x∈I⊂G，且m

*


 （E∩I）＜（1－t）m（I）．如此做法，可得开区间列｛I

n


 ｝：使得
 且有

m

*


 （E∩I

n


 ）＜（1－t）m（I

n


 ）　（n＝1，2，…）．







注　释






〔1〕

 　在本定义中，对E所作的覆盖｛I

k


 ｝不仅限于有限个而且可以是可列个．为了说明这一区别，我们来分析一下有理数集Q的情形．



设Q＝｛r

n


 ｝是［0，1］中的有理数集，任给ε＞0，作区间






显然，这些区间的全体覆盖了Q，而这些区间长度的总和是ε．由于ε＞0是任意给定的，当然就认为有理点集Q的测度是零．但若只允许我们用有限个区间去覆盖，则根据Q在［0，1］中的稠密性，这些区间必须覆盖除有限个点外整个区间［0，1］．也就是说这些区间长度的总和起码是1，对于［0，1］中的无理点集也可得出相同的结论，从而只能说有理点集Q是不可度量的了．





〔2〕

 　事实上，对任给的ε＞0，存在T的L-覆盖｛I

k


 ｝，使得






从而有






令ε→0，即得m

*


 （T）＝m

*


 （T∩E）＋m

*


 （T∩E

c


 ）．





〔3〕

 　当年，Lebesgue对E⊂［a，b］引进了内测度的概念：m

*


 （E）＝（b－a）－m

*


 （［a，b］＼E），并以条件m

*


 （E）＝m

*


 （E）来定义可测集．这相当于（2.2）式中取T＝［a，b］．





〔4〕

 　一般而言，一个集合E的可测性不是E自身所固有的，而是依赖于外测度的定义的．事实上，我们可以给E两种外测度的界定，使E在其中一种意义下是可测的，在另一种意义下是不可测的．





〔5〕

 　见本章末尾注记．





〔6〕

 　｜detT｜表示矩阵T的行列式的绝对值．





第三章　可测函数



Riemann积分的定义，粗略地说，是对“差不多”连续的函数而作的（确切地说，一个定义在［a，b］上的有界函数是Riemann可积的充分且必要的条件是其不连续点集的Lebesgue测度为零，见下章）．实变函数中所要建立的Lebesgue积分论，是要把积分对象扩充到更大的一类函数——可测函数类上去．

与连续函数不同，可测函数在极限运算下是封闭的，这就使所建立的积分在理论上使用起来更加便利．在本章中我们还可看到可测函数与连续函数，可测函数列的点态收敛与一致收敛有着密切的联系，这些有关可测函数结构和运算的内容将在积分理论中发挥重要作用．




§3.1　可测函数的定义及其性质



为了论述的简便和统一，今后我们在谈到可测函数时允许函数取“值”±∞．（称R

1


 ∪｛+∞｝∪｛-∞｝为广义实数集）现在先将有关±∞的运算规则约定如下：（注意，这里的±∞不是指无穷大变量．）

（i）-∞＜+∞；若x∈R

1


 ，则-∞＜x＜+∞；

（ii）若x∈R

1


 ，则

x＋（±∞）＝（±∞）＋x＝（±∞）＋（±∞）＝±∞，

x－（∓∞）＝（±∞）－（∓∞）＝±∞，

±（±∞）＝+∞，　±（∓∞）＝-∞，

｜±∞｜＝+∞；

（iii）x∈R

1


 且x≠0的符号函数为




x·（±∞）＝±（signx）∞，

（±∞）（±∞）＝+∞，　（±∞）（∓∞）＝-∞，

但是（±∞）－（±∞），（±∞）＋（∓∞）等是无意义的；

（iv）特别约定0·（±∞）＝0．

注意，+∞经常简记为∞．

定义3.1　设f（x）是定义在可测集E⊂R

n


 上的广义实值函数．若对于任意的实数t，点集

｛x∈E：f（x）＞t｝（或简写为｛x：f（x）＞t｝）

是可测集，则称f（x）是E上的可测函数，或称f（x）在E上可测．

这一定义中虽然指的是对任意t∈R

1


 ，但下一定理说明，我们只需对R

1


 中的一个稠密集中的元r，指出集合｛x：f（x）＞r｝是可测集就可以了．

定理3.1　设f（x）是可测集E上的函数，D是R

1


 中的一个稠密集．若对任意的r∈D，点集｛x：f（x）＞r｝都是可测集，则对任意的t∈R

1


 ，点集｛x：f（x）＞t｝也是可测集．

证明　对任一实数t，选取D中的点列｛r

k


 ｝，使得




我们有




因为每个点集｛x：f（x）＞r

k


 ｝都是可测集，所以｛x：f（x）＞t｝是可测集．

例1　设f（x）是定义在区间［a，b］上的单调函数，则f（x）是［a，b］上的可测函数．

事实上，对于任意的t∈R

1


 ，点集｛x∈［a，b］：f（x）＞t｝定属于下述三种情况之一：区间，单点集或空集．从而可知

｛x∈［a，b］：f（x）＞t｝

是可测集．这说明f（x）是［a，b］上的可测函数．

定理3.2　若f（x）是E上可测函数，则下列等式中左端的点集皆可测：

（i）｛x：f（x）≤t｝＝E＼｛x：f（x）＞t｝（t∈R

1


 ）；




（iii）｛x：f（x）＜t｝＝E＼｛x：f（x）≥t｝（t∈R

1


 ）；

（iv）｛x：f（x）＝t｝＝｛x：f（x）≥t｝∩｛x：f（x）≤t｝（t∈R

1


 ）；




（vi）｛x：f（x）＝+∞｝＝E＼｛x：f（x）＜+∞｝；




（viii）｛x：f（x）＝-∞｝＝E＼｛x：f（x）＞-∞｝．

证明　上述等式的成立是明显的．至于左端点集的可测性可阐明如下：

从可测性定义易推（i），（ii）与（vii）．从（ii）可推（iii）．从（i）与（ii）可推（iv）．从（iii）可推（v）．从（v）可推（vi）．从（vii）可推（viii）．

注　由于对任意的t∈R

1


 ，有




故用定理中（i），（ii）与（iii）的左端点集的可测性均可当做f（x）可测性的定义．

定理3.3　（i）设f（x）是定义在E

1


 ∪E

2


 ⊂R

n


 上的广义实值函数，若f（x）在E

1


 上可测，在E

2


 上也可测，则f（x）在E

1


 ∪E

2


 上可测．

（ii）若f（x）在E上可测，A是E中可测集，则f（x）看做是定义在A上的函数在A上也是可测的．

证明　（i）只需注意等式

｛x∈E

1


 ∪E

2


 ：f（x）＞t｝

＝｛x∈E

1


 ：f（x）＞t｝∪｛x∈E

2


 ：f（x）＞t｝，　t∈R

1


 ．

（ii）只需注意等式

｛x∈A：f（x）＞t｝＝A∩｛x∈E：f（x）＞t｝，　t∈R

1


 ．

例2　若
 则χ

E


 （x）是R

n


 上的可测函数．

定理3.4（可测函数的运算性质（1））　若f（x），g（x）是E上的实值可测函数，则下列函数

（i）cf（x）（c∈R

1


 ）；　（ii）f（x）＋g（x）；　（iii）f（x）·g（x）都是E上的可测函数．

证明　（i）对于t∈R

1


 ，若c＞0，则由

｛x：cf（x）＞t｝＝｛x：f（x）＞c

-1


 t｝

可知，cf（x）在E上可测；若c＜0，则由

｛x：cf（x）＞t｝＝｛x：f（x）＜c

-1


 t｝

可知，cf（x）在E上可测；若c＝0，则cf（x）＝0的可测性是明显的．

（ii）对于t∈R

1


 ，因为f（x）＋g（x）＞t就是f（x）＞t－g（x）．从而有




其中｛r

i


 ｝是全体有理数．从而知f（x）＋g（x）是E上的可测函数．

（iii）首先，f

2


 （x）在E上可测．这是因为对于t∈R

1


 ，我们有




又在f（x）g（x）＝｛［f（x）＋g（x）］

2


 －［f（x）－g（x）］

2


 ｝／4中，f（x）＋g（x）以及f（x）＋（-g（x））都是E上可测函数，所以f（x）·g（x）在E上可测．

推论3.5　上述定理所说的运算性质对于取广义实值的可测函数也是成立的．

事实上，只需注意下列点集

｛x：f（x）＝+∞｝，　｛x：f（x）＝-∞｝，

｛x：g（x）＝+∞｝，　｛x：g（x）＝-∞｝

都是可测集即可．

定理3.6（可测函数的运算性质（2））　若｛f

k


 （x）｝是E上的可测函数列，则下列函数


 　　





都是E上的可测函数．

证明　（i）因为我们有




所以
 是E上的可测函数．

（ii）由于




故可知
 在E上可测．

（iii）只需注意到




即可．

（iv）根据等式




可知，
 是E上的可测函数．

推论3.7　若｛f

k


 （x）｝是E上的可测函数列，且有




则f（x）是E上的可测函数．

例3　设f（x）是定义在E上的广义实值函数，令

f

+


 （x）＝max｛f（x），0｝，

f

-


 （x）＝max｛-f（x），0｝，

并分别称它们为f（x）的正部与负部．显然我们有

f（x）＝f

+


 （x）－f

-


 （x）．　　　　（3.2）

若f（x）在E上是可测的，则f

+


 （x），f

-


 （x）都是E上的可测函数．反之亦然．此外，因为我们有

｜f（x）｜＝f

+


 （x）＋f

-


 （x），　　　　（3.3）

所以当f（x）在E上可测时，｜f（x）｜也在E上可测．但反之不然．

关于可测函数的复合运算性质将在§3.3之（二）中讨论．

例4　若f（x，y）是定义在R

2


 上的实值函数，且对固定的x∈R

1


 ，f（x，y）是y∈R

1


 上的连续函数；对固定的y∈R

1


 ，f（x，y）是x∈R

1


 上的可测函数，则f（x，y）是R

2


 上的可测函数．

证明　对每个n＝1，2，…，作函数




因为对任意的t∈R

1


 ，有




所以f

n


 （x，y）是R

2


 上的可测函数．而由题设易知




即得所证．

注　存在二元函数f（x，y），它关于单变量x和y都是下半连续函数，但f（x，y）不是（二元）可测函数．

例5　设E⊂R

n


 是可测集．若f∈C（E），则f（x）是E上的可测函数．

证明　参阅第一章§1.5例9．

例6

*


 　设f（x）是（a，b）上的实值函数，则




是（a，b）上的可测函数．

证明　以
 为例，考查点集（假设非空）




设对m，n，作区间［x

1


 ，x

2


 ］⊂（a，b），使得




且记一切如此的区间的并集为E

m，n


 ．下面指出




（i）若x∈D，则存在n

0


 ，
 从而对每个m，有y∈（a，b），使得




这说明x∈E

m，n

0





 （一切m），即x∈E．

（ii）若x∈E，则存在n

0


 ，
 即对每个m，存在［x

1


 ，x

2


 ］，x

1


 ≤x≤x

2


 ，使得




这说明我们有




或说存在y∈（a，b），使得




即
 f（x）＞t，x∈D．

思考题　试证明下列命题：

1．设f（x）定义在可测集E⊂R

n


 上．若f

2


 （x）在E上可测，且｛x∈E：f（x）＞0｝是可测集，则f（x）在E上可测．

2．记
 为（0，1）上的一个连续函数族，则函数




是（0，1）上的可测函数．

3．设f（x）是（a，b）上的实值函数，D⊂（a，b）是f（x）的可微点集，试问f（x）在D上可测吗？

4．若｛f

k


 （x）｝是E⊂R

n


 上的可测函数列，则f

k


 （x）在E上收敛的点集是可测集．

5．设f（x）在E⊂R

1


 上可测，作函数

φ（t）＝m（｛x∈E：f（x）＜t｝），

ψ（t）＝m（｛x∈E：f（x）＞t｝），

则φ（t）是R

1


 上递增左连续函数，ψ（t）是R

1


 上递减右连续函数．

6．设f（x）在E⊂R

1


 上可测，G和F各为R

1


 中的开集和闭集，则点集

E

1


 ＝｛x∈E：f（x）∈G｝，　E

2


 ＝｛x∈E：f（x）∈F｝

是可测集．

7．设｛E

k


 ｝⊂R

n


 是互不相交的可测集列．若f（x）在E

k


 （k＝1，2，…）上是可测的，则f（x）在
 上也是可测的．

定义3.2　设有一个与集合E⊂R

n


 中的点x有关的命题P（x）．若除了E中的一个零测集以外，P（x）皆为真，则称P（x）在E上几乎处处是真的，并简记为P（x），a. e.
 

〔1〕



 x∈E．

例7　设f（x），g（x）是定义在E⊂R

n


 上的可测函数．若有

m（｛x∈E：f（x）≠g（x）｝）＝0，

则称f（x）与g（x）在E上几乎处处相等，也称为f（x）与g（x）是对等的，记为f（x）＝g（x），a. e. x∈E．

例8　设f（x）是定义在E⊂R

n


 上的可测函数，若有

m（｛x∈E：｜f（x）｜＝+∞｝）＝0，

则称f（x）在E上是几乎处处有限的，并记为

｜f（x）｜＜∞，　a. e. x∈E．

注意，｜f（x）｜＜∞，a. e. x∈E．与｜f（x）｜＜M，a. e. x∈E是不同的．后者蕴含前者，但反之不然．

定理3.8　设f（x），g（x）是定义在E⊂R

n


 上的广义实值函数，f（x）是E上可测函数．若f（x）＝g（x），a. e. x∈E，则g（x）在E上可测．

证明　令A＝｛x：f（x）≠g（x）｝，则m（A）＝0且E＼A是可测集．对于t∈R

1


 ，我们有

｛x∈E：g（x）＞t｝

　　＝｛x∈E＼A：g（x）＞t｝∪｛x∈A：g（x）＞t｝

　　＝｛x∈E＼A：f（x）＞t｝∪｛x∈A：g（x）＞t｝．

根据f（x）在E上的可测性可知，上式右端第一个点集是可测的，而第二个点集是零测集．从而可知左端点集是可测的．

由此可知，对一个可测函数来说，当改变它在零测集上的值时不会改变函数的可测性．

例9（局部有界化）　设0＜m（A）＜+∞，f（x）是A⊂R

n


 上的可测函数，且有0＜f（x）＜+∞，a. e. x∈A，则对任给的δ：0＜δ＜m（A），存在B⊂A以及自然数k

0


 ，使得




证明　记A

k


 ＝｛x∈A：1／k≤f（x）≤k｝（k＝1，2，…），Z

1


 ＝｛x∈A：f（x）＝0｝，Z

2


 ＝｛x∈A：f（x）＝+∞｝，易知m（Z

1


 ）＝m（Z

2


 ）＝0，且有




由此可知m（A

k


 ）→m（A）（k→∞）．从而存在k

0


 ，使m（A＼A

k

0





 ）＜δ．取B＝A

k

0





 ，即得所证．

思考题　解答下列问题：

8．设f∈C（［a，b］）．若有定义在［a，b］上的函数g（x）：g（x）＝f（x），a. e. x∈［a，b］，试问g（x）在［a，b］上必是几乎处处连续的吗？

9．设f（x）是R

1


 上几乎处处连续的函数，试问是否存在g∈C（R

1


 ），使得

g（x）＝f（x），　a. e. x∈R

1


 ．

研究一个课题，从最简单的、理想的情形入手，或先考查最典型、初等的情况开始，再从简到繁是一种常规手段．对于可测函数来说，其最简者莫过于可测集E上的特征函数：χ

E


 （x），因为它只取两个值．从而可以认为，约称只取有限个值的函数为简单函数，自然是合乎情理的．

定义3.3（简单函数）　设f（x）是定义在E⊂R

n


 上的实值函数．若

｛y：y＝f（x），x∈E｝

是有限集，则称f（x）为E上的简单函数．

设f（x）是E上的简单函数，且有




此时可将f记为





①　这里的f（x）也可看成是R

n


 上的函数
 
 在E上的限定．






从而简单函数是有限个特征函数的线性组合．特别地，当每个E

i


 是矩体（这里允许取无限大的矩体）时，称f（x）是阶梯函数．

显然，若f（x），g（x）是E上的简单函数，则f（x）±g（x），f（x）·g（x）也是E上的简单函数．

若f（x）是E上的简单函数，且（3.4）式中的每个E

i


 都是可测集，则称f（x）是E上的可测简单函数．由此可见，可测简单函数是可测函数类中结构较简明的一种函数，如果我们能够揭示出它与一般可测函数之间的某种联系，那将是极为有益的．事实上，下述逼近定理正是我们今后要得到的许多重要结果的基础．

定理3.9（简单函数逼近）　（i）若f（x）是E上的非负可测函数，则存在非负可测的简单函数渐升列：

φ

k


 （x）≤φ

k＋1


 （x），　k＝1，2，…，

使得





②　这就是说存在非负实数列｛c

k


 ｝以及可测集列｛A

k


 ｝，使得f（x）有表达式






这只需令φ

0


 （x）＝0，并将






表为二重级数即可．






（ii）若f（x）是E上的可测函数，则存在可测简单函数列｛φ

k


 （x）｝，使得｜φ

k


 （x）｜≤｜f（x）｜，且有




若f（x）还是有界的，则上述收敛是一致的．

证明　（i）对任意的自然数k，我们将［0，k］划分为k·2

k


 等分，并记




作函数列




并记




显然，每个φ

k


 （x）都是非负可测简单函数，且有

φ

k


 （x）≤φ

k＋1


 （x）≤f（x），　φ

k


 （x）≤k，

x∈E，　k＝1，2，…．

现在，对任意的x∈E，若f（x）≤M，则当k＞M时有

0≤f（x）－φ

k


 （x）≤2

-k


 ，x∈E．

若f（x）＝+∞，则φ

k


 （x）＝k（k＝1，2，…）．从而得




（ii）记f（x）＝f

+


 （x）－f

-


 （x）．由（i）知存在可测简单函数列
 及
 ，满足




显然，
 是可测简单函数，且有




x∈E．

若在E上有｜f（x）｜≤M，则当k＞M时，有




从而知
 是一致收敛于f（x）的．

定义3.4　对于定义在E⊂R

n


 上的函数f（x），我们称点集

｛x：f（x）≠0｝

的闭包为f（x）的支集，记为supp（f）．若f（x）的支集是有界（即支集是紧集）的，则称f（x）是具有紧支集的函数．

推论3.10　定理3.9中所说的可测简单函数列中的每一个均可取成具有紧支集的函数．

证明　对每个k，令

g

k


 （x）＝φ

k


 （x）χ

B（0，k）


 （x），　x∈E，

则g

k


 （x）仍是可测简单函数且具有紧支集．

现在，若x∈E，则存在k

0


 ，使得当k≥k

0


 时有x∈B（0，k）．此时可得




注　设f（x）是R

1


 上实值可测函数，则存在函数值都是有理数的函数列｛f

n


 （x）｝，使得f

n


 （x）在R

1


 上一致收敛且递增于f（x）．

证明　作E

k，n


 ＝｛x∈R

1


 ：f（x）∈［k2

-n


 ，（k＋1）2

-n


 ），k∈Z，n∈N｝，且令




则由0≤f（x）－f

n


 （x）≤2

-n


 以及f

n


 （x）↗f（x）（n→∞），即得所证．




§3.2　可测函数列的收敛



给定一个函数列，在考虑它的收敛问题时，我们关心两点：一、是在什么意义下收敛？二、各种收敛之间有什么关系？对于可测函数列来说，本节所介绍的Егоров定理指出了几乎处处收敛与一致收敛的某种关系．由于函数列一致收敛性的重要意义，可以预料这一定理将有着广泛的应用．此外，下文将要引进的依测度收敛的概念是可测函数列最典型的一种收敛，它在概率论中有着具体的含义．






（一）几乎处处收敛与一致收敛






定义3.5　设f（x），f

1


 （x），f

2


 （x），…，f

k


 （x），…是定义在点集E⊂R

n


 上的广义实值函数．若存在E中的点集Z，有m（Z）＝0及




则称｛f

k


 （x）｝在E上几乎处处收敛于f（x），并简记为

f

k


 （x）→f（x），　a. e. x∈E．

显然，若｛f

k


 （x）｝是E上的可测函数列，则f（x）也是E上的可测函数．

引理3.11　设f（x），f

1


 （x），f

2


 （x），…，f

k


 （x），…是E上几乎处处有限的可测函数且m（E）＜∞．若f

k


 （x）→f（x），a. e. x∈E，则对任给ε＞0，令

E

k


 （ε）＝｛x∈E：｜f

k


 （x）－f（x）｜≥ε｝，

我们有




证明　显然，上限集
 中的点一定不是收敛点，从而依题设可知




根据递减集合列测度定理，可知（3.6）成立．

定理3.12（Егоров
 

〔2〕



 ，1911年）　设f（x），f

1


 （x），f

2


 （x），…，f

k


 （x），…是E上几乎处处有限的可测函数，且m（E）＜∞．若f

k


 （x）→f（x），a. e. x∈E，则对任给的δ＞0，存在E中可测子集E

δ


 ，m（E

δ


 ）≤δ，使得｛f

k


 （x）｝在E＼E

δ


 上一致收敛于f（x）．

证明　由上述引理3.11可知，对任给的ε＞0，有




现在取正数列1／i（i＝1，2，…），则对任给的δ＞0以及每一个i，存在j

i


 ，使得




令




我们有




现在，我们来证明在点集




上，｛f

k


 （x）｝是一致收敛于f（x）的．

事实上，对于任给ε＞0，存在i，使得1／i＜ε．从而对一切x∈E＼E

δ


 ，当k≥j

i


 时，有




这说明f

k


 （x）在E＼E

δ


 上一致收敛于f（x）．

注　1．Егоров定理中的条件m（E）＜∞不能去掉．例如考虑可测函数列

f

n


 （x）＝χ

（0，n）


 （x），　n＝1，2，…，　x∈（0，∞）．

它在（0，∞）上处处收敛于f（x）≡1，但在（0，∞）中的任一个有限测度集外均不一致收敛于f（x）≡1．

但对m（E）＝+∞的情形，结论可陈述如下：对任给M＞0，存在E

M


 ：E

M


 ⊂E，m（E

M


 ）＞M，使得f

n


 （x）在E

M


 上一致收敛于f（x）．

2．设｛f

n


 （x）｝以及f（x）均是E上几乎处处有限的可测函数，且有
 a. e. x∈E，则存在可测集列｛E

i


 ｝：E

i


 ⊂E（i∈N），
 使得f

n


 （x）在每个E

i


 上均一致收敛于f（x）．

3．存在R

1


 上可测函数列｛f

n


 （x）｝，满足




但不存在无界子集E，使得f（x）在E上一致收敛于f（x）．

例1　考查f

n


 （x）＝x

n


 （0≤x≤1），f（x）＝0（0≤x＜1）以及f（1）＝1，则在［0，1］上f

n


 （x）点收敛于f（x）而非一致收敛于f（x）．但在舍去一个测度可任意小的正测集（如（1－δ，1］）后，f

n


 （x）在余下点集上一致收敛于f（x）．

注　粗略地说，Егоров定理把可测函数列收敛的非一致性大部一致化，有的书上称此定理的结论为“近一致收敛”．






（二）几乎处处收敛与依测度收敛






对于可测函数列来说，仅用处处收敛或几乎处处收敛的概念来描述它是不充分且不典型的．为此，先看一例．

例2　对给定的自然数n，我们总可找到唯一的自然数k与i，使得

n＝2

k


 ＋i，　0≤i＜2

k


 ，　k＝1，2，…．

现在在［0，1］上作函数列：




对于这一函数列来说，它在［0，1］中的任一点上都是不收敛的．事实上，若x

0


 ∈［0，1］，则必存在k

0


 与i

0


 ，使得




这说明在f

1


 （x

0


 ），f

2


 （x

0


 ），…，f

n


 （x

0


 ），…中有无穷多项为1和0，即它是不收敛的．因此，仅考虑点收敛，将得不到任何信息．

然而，由于每个f

n


 （x）都是可测函数，故我们可提出下述思想：虽然对每个x∈［0，1］，｛f

k


 （x）｝中有无穷多个1出现，但是在所谓“频率”的意义下，0却大量地出现．换句话说，如果我们取0＜ε≤1，那么点集

｛x∈［0，1］：｜f

n


 （x）－0｜≥ε｝

的测度随n增大会非常小的．实际上，我们有（注意n＝2

k


 ＋i）




这样，对于任给ε＞0，δ＞0，可取到n

0


 ，也就是取到k

0


 ，使得当k≥k

0


 时，有

m（｛x∈［0，1］：｜f

n


 （x）｜＜ε｝）＞1－δ，

其中2

-k


 ＜δ．这个不等式反映出这样的事实：对充分大的n，出现0的“频率”接近1，我们称此为｛f

n


 （x）｝依测度收敛于零．

定义3.6　设f（x），f

1


 （x），f

2


 （x），…，f

k


 （x），…是E上几乎处处有限的可测函数，若对任给的ε＞0，有




则称｛f

k


 （x）｝在E上依测度收敛于f（x）．

注意，m（｛x∈E：｜f

k


 （x）｜＝+∞｝）＝0　（k＝1，2，…）．

下述定理指出，在函数对等的意义下，依测度收敛的极限函数是唯一的．

定理3.13　若｛f

k


 （x）｝在E上同时依测度收敛于f（x）与g（x），则f（x）与g（x）是对等的．

证明　因为对a. e. x∈E有

｜f（x）－g（x）｜≤｜f（x）－f

k


 （x）｜＋｜g（x）－f

k


 （x）｜，

所以对任给ε＞0，有（除零测集外）




但当k→∞时，上式右端点集的测度趋于零，从而得

m（｛x∈E：｜f（x）－g（x）｜＞ε｝）＝0．

由ε的任意性，可知f（x）＝g（x），a. e. x∈E．

从几乎处处收敛与依测度收敛的定义中可以看出，前者强调的是在点上函数值的收敛（尽管除一个零测集外），后者并非指在那个点上的收敛，其要点在于点集

（｛x∈E：｜f

k


 （x）－f（x）｜≥ε｝

的测度应随k趋于无穷而趋于零，而不论此点集的位置状态如何．这是两者的区别．下面我们着重要谈到的是它们之间的联系．

定理3.14　设｛f

k


 （x）｝是E上几乎处处有限的可测函数列且m（E）＜∞．若｛f

k


 （x）｝几乎处处收敛于几乎处处有限的函数f（x），则f

k


 （x）在E上依测度收敛于f（x）．

证明　因为题设满足引理3.11的条件，所以对任给的ε＞0，可知




由此立即可得




这说明f

k


 （x）在E上依测度收敛于f（x）．

定理3.15　设f（x），f

1


 （x），f

2


 （x），…，f

k


 （x）…是E上几乎处处有限的可测函数．若对任给的δ＞0，存在E

δ


 ⊂E且m（E

δ


 ）＜δ，使得｛f

k


 （x）｝在E＼E

δ


 上一致收敛于f（x），则｛f

k


 （x）｝在E上依测度收敛于f（x）．

证明　对任给的ε，δ＞0，依假设存在E

δ


 ⊂E且m（E

δ


 ）＜δ，及自然数k

0


 ，使得当k≥k

0


 时，有

｜f

k


 （x）－f（x）｜＜ε，　x∈E＼E

δ


 ．

由此可知

｛x∈E：｜f

k


 （x）－f（x）｜≥ε｝⊂E

δ


 ．

这说明当k≥k

0


 时，有

m（｛x∈E：｜f

k


 （x）－f（x）｜≥ε｝）＜δ．

类似于（点）收敛列与基本（或Cauchy）列的关系，对于依测度收敛列我们也有同样的概念与结论．

定义3.7　设｛f

k


 （x）｝是E上几乎处处有限的可测函数列．若对任给的ε＞0，有




则称｛f

k


 （x）｝为E上的依测度Cauchy（基本）列．

定理3.16　若｛f

k


 （x）｝是E上的依测度Cauchy列，则在E上存在几乎处处有限的可测函数f（x），使得｛f

k


 （x）｝在E上依测度收敛于f（x）．

证明　对每个自然数i，可取k

i


 ，使得当ι，j≥k

i


 时，有




从而我们可以假定k

i


 ＜k

i＋1


 （i＝1，2，…），令




则m（E

i


 ）＜2

-i


 ．现在研究｛E

i


 ｝的上限集




易知m（S）＝0．若
 则存在j，使得




从而当i≥j时，有
 由此可知当ι≥j时，有




这说明级数




在E＼S上是绝对收敛的，因此
 在E上是几乎处处收敛的，设其极限函数为f（x），f（x）是E上几乎处处有限的可测函数．

此外，易知
 在
 上是一致收敛于f（x）的．由于




故f（x）及
 在E上满足定理3.15的条件，于是
 在E上依测度收敛于f（x）．

最后，由不等式




可得　　　


注意，若｛f

k


 （x）｝在E上依测度收敛于f（x），则｛f

k


 （x）｝定是E上依测度Cauchy列．此外，从上一定理的证明中已经可以看到，在依测度Cauchy列中一定可抽出一个子列是几乎处处收敛的．从而我们有下述结果：

定理3.17（Riesz）　若｛f

k


 （x）｝在E上依测度收敛于f（x），则存在子列
 使得




证明　因为｛f

k


 （x）｝依测度收敛于f（x），所以｛f

k


 （x）｝是依测度Cauchy列．从而由上述定理的证明中可知，存在子列
 以及可测函数g（x），使得




而且｛f

k

i





 （x）｝也是依测度收敛于g（x）的．但按假设，
 应依测度收敛于f（x）．从而知f（x）与g（x）对等．

例3　设（x），f

k


 （x）（k∈N）是E⊂R

1


 上的实值可测函数，m（E）＜+∞．

（i）若在任一子列
 中均有子列
 在E上收敛于f（x），则f

k


 （x）在E上依测度收敛于f（x）．

（ii）若f

k


 （x）＞0（k∈N），且f

k


 （x）在E上依测度收敛于f（x），则对p＞0，
 在E上依测度收敛于f（x）．

证明　（i）反证法．假定结论不真，则存在ε

0


 ＞0，σ

0


 ＞0以及｛k

i


 ｝，使得




但依题设知，存在
 使得
 由此又知
 在E上依测度收敛于f（x），这与式（*）矛盾．

（ii）由题设知，任何子列
 中必有子列
 在E上收敛于f（x）．即
 必有子列
 在E上收敛于f

p


 （x）．因此，根据（i）即得所证．

注　设f（x），｛f

n


 （x）｝是R

1


 上的可测函数列．

（i）若f

n


 （x）在［a，b］上近一致收敛于f（x），φ∈C（R

1


 ），则φ［f

n


 （x）］在［a，b］上近一致收敛于φ［f（x）］；若f

n


 （x）在［a，b］上依测度收敛于f（x），φ∈C（R

1


 ），则φ［f

n


 （x）］在［a，b］上依测度收敛于f（x）．

（ii）若f

n


 （x）在R

1


 上一致收敛于f（x）（近一致或依测度收敛于f（x）），φ（x）在R

1


 上一致连续，则φ［f

n


 （x）］在R

1


 上一致收敛（近一致收敛或依测度收敛）于f（x）．

思考题　解答下列问题：

1．设在可测集E⊂R

1


 上，f

n


 （x）（n＝1，2，…）几乎处处收敛于f（x），且依测度收敛于g（x），试问是否有关系式

g（x）＝f（x），　a. e. x∈E？

2．设f（x），f

k


 （x）（k＝1，2，…）是E上实值可测函数．若对任给ε＞0，以及δ＞0，存在E中可测子集e以及K，使得m（E＼e）＜δ，且有

｜f

k


 （x）－f（x）｜＜ε　（k＞K，x∈e）．

试问这是哪种意义下的收敛？

3．设｛f

k


 （x）｝在E上依测度收敛于零，g（x）是E上实值可测函数．若m（E）＝+∞，试说明｛g（x）f

k


 （x）｝在E上不一定依测度收敛于零．（g（x）＝x，f

k


 （x）＝1／k）

4．试问f

n


 （x）＝（cosx）

n


 （n＝1，2，…）是［0，π］上依测度收敛列吗？

5．若f

n


 （x）（n＝1，2，…）在E⊂R

1


 上依测度收敛于f（x）≡0，试问是否有




6．设E⊂R

1


 上可测函数列｛f

k


 （x）｝满足

f

k


 （x）≥f

k＋1


 （x）　（k＝1，2，…）．

若f

k


 （x）在E上依测度收敛到0，试问f

k


 （x）在E上是否几乎处处收敛到0？




§3.3　可测函数与连续函数的关系




（一）Лузин定理






可测函数与连续函数有着密切的关系，这种关系使我们对可测函数的了解更加深入，也是研究可测函数的有效手段．

定理3.18（Лузин
 

〔3〕



 ，1912年）　若f（x）是E⊂R

n


 上的几乎处处有限的可测函数，则对任给的δ＞0，存在E中的闭集F，m（E＼F）＜δ，使得f（x）是F上的连续函数．

证明　不妨假定f（x）是实值函数，这是因为

m（｛x∈E：｜f（x）｜＝+∞｝）＝0．

首先考虑f（x）是可测简单函数的情形：




此时，对任给的δ＞0以及每个E

i


 ，可作E

i


 中的闭集F

i


 ，使得




因为当x∈F

i


 时，f（x）＝c

i


 ，所以f（x）在F

i


 上连续．而F

1


 ，F

2


 ，…，F

p


 是互不相交的，可知f（x）在




上连续，显然，F是闭集，且有




其次考虑f（x）是一般可测函数的情形，由于可作变换




故不妨假定f（x）是有界函数．根据定理3.9可知，存在可测简单函数列｛φ

k


 （x）｝在E上一致收敛于f（x）．现在对任给的δ＞0以及每个φ

k


 （x），均作E中的闭集F

k


 ，




使得φ

k


 （x）在F

k


 上连续．令




则F⊂E，且有




因为每个φ

k


 （x）在F上都是连续的，所以根据一致收敛性，易知f（x）在F上连续．

注意，上述Лузин定理的结论不能改为：f（x）是E＼Z上的连续函数，其中m（Z）＝0（见本章末尾的注记）．（Лузин定理也可不用Егоров定理来证明，见美国数学月刊（1988）．）粗略地讲，Лузин定理把可测函数的不连续性局部连续化了．

推论3.19　若f（x）是E⊂R

n


 上几乎处处有限的可测函数，则对任给的δ＞0，存在R

n


 上的一个连续函数g（x），使得

m（｛x∈E：f（x）≠g（x）｝）＜δ；　　　　（3.8）

若E还是有界集，则可使上述g（x）具有紧支集．

证明　由Лузин定理可知，对任给的δ＞0，存在E中的闭集F，m（E＼F）＜δ且f（x）是F上的连续函数，从而根据连续函数的延拓定理1.27，存在R

n


 上的连续函数g（x），使得

f（x）＝g（x），　x∈F．

因为｛x∈E：f（x）≠g（x）｝⊂E＼F，所以得

m（｛x∈E：f（x）≠g（x）｝）≤m（E＼F）＜δ．

若E是有界集，不妨设E⊂B（0，k），则作R

n


 上的连续函数φ（x），0≤φ（x）≤1，且满足




从而将上述之g（x）换成g（x）φ（x）即得所求．

注　1．设f（x）是R

1


 上几乎处处有限的可测函数，则存在互不相交的闭集列
 使得f（x）限定在F

n


 上是连续函数（若Z＝∅，则f∈B

1


 （R

1


 ））（Baire第一函数类）．

2．设f（x）是R

1


 上实值可测函数，则存在R

1


 中稠密集D，使得f（x）限定在D上是连续的，即f｜

D


 连续．

3.（Tolstov，1949）存在R

2


 上的二元函数f（x，y）满足：

（i）f（x，y）是单元连续函数；

（ii）f（x，y）在R

2


 中的不连续点集是正测集．

推论3.20　若f（x）是E⊂R

n


 上几乎处处有限的可测函数，则存在R

n


 上的连续函数列｛g

k


 （x）｝，使得




证明　由推论3.19可知，对于任意的趋于零的正数列｛ε

k


 ｝与｛δ

k


 ｝，存在R

n


 上的连续函数列｛g

k


 （x）｝，使得

m（｛x∈E：｜f（x）－g

k


 （x）｜≥ε

k


 ｝）＜δ

k


 ，　k＝1，2，…．

这说明｛g

k


 （x）｝在E上依测度收敛于f（x）．从而根据Riesz定理3.17，可选子列
 使得




注　我们知道，R

1


 上的函数




可以表为（双重指标）连续函数列的累次极限：




然而并不存在R

1


 上的连续函数列｛g

k


 （x）｝，使得




例1

*


 　若f（x）是R

1


 上的实值可测函数，且对任意的x，y∈R

1


 ，有

f（x＋y）＝f（x）＋f（y），

则f（x）是连续函数．

证明　因为f（x＋h）－f（x）＝f（h）以及f（0）＝0，所以只需证明f（x）在x＝0处连续即可．根据Лузин定理，可作有界闭集F：m（F）＞0，使f（x）在F上（一致）连续，即对任意的ε＞0，存在δ

1


 ＞0，有

｜f（x）－f（y）｜＜ε，　｜x－y｜＜δ

1


 ，　x，y∈F．

现在研究F－F，由第二章定理2.16知道，存在δ

2


 ＞0，使得

F－F⊃［-δ

2


 ，δ

2


 ］．

取δ＝min｛δ

1


 ，δ

2


 ｝，则当z∈［-δ，δ］时，由于存在x，y∈F，使得z＝x－y，故可得

｜f（z）｜＝｜f（x－y）｜＝｜f（x）－f（y）｜＜ε．

这说明f（x）在x＝0处是连续的．

例2

*


 　设f（x）是I＝（a，b）上的实值可测函数．若f（x）具有中值（下）凸性质：




则f∈C（I）．

证明　根据数学分析的理论易知，若f（x）是I上的有界函数，则f∈C（I）．

对此，假定f（x）在x＝x

0


 ∈I处不连续，且考查区间［x

0


 －2δ，x

0


 ＋2δ］⊂I，其中存在｛ξ

k


 ｝：

ξ

k


 ∈（x

0


 －δ，x

0


 ＋δ），　f（ξ

k


 ）≥k　（k＝1，2，…）．

对于任意的x∈（ξ

k


 －δ，ξ

k


 ＋δ），显然有




由2ξ

k


 ＝x′＋x，可知2f（ξ

k


 ）≤f（x）＋f（x′）．从而必有f（x）≥k或者f（x′）≥k．这说明

m（｛x∈（ξ

k


 －δ，ξ

k


 ＋δ）：f（x）≥k｝）≥δ．

也就是说，对于任意大的自然数k，均有

m（｛x

0


 －2δ≤x≤x

0


 ＋2δ：f（x）≥k｝）≥δ．

从而导致f（x

0


 ）＝+∞，矛盾．即得所证．

思考题　解答下列问题：

1．设f（x）是R

1


 上的实值可测函数，试问是否存在g∈C（R

1


 ），使得

m（｛x∈R

1


 ：｜f（x）－g（x）｜＞0｝）＝0？

2．设f（x）在［a，b］上可测，试证明存在多项式列｛P

n


 （x）｝，使得












*



 （二）复合函数的可测性






为了讨论可测函数复合运算的可测性问题，让我们首先用点集映射的观点把函数可测性的定义改述一下．大家知道，对于实值函数f（x）来说，点集

｛x：f（x）＞t｝　与　f

-1


 （（t，∞））

是一致的，我们有下述结论：

引理3.21　若f（x）是定义在R

n


 上的实值函数，则f（x）在R

n


 上可测的充分且必要条件是：对于R

1


 中的任一开集G，f

-1


 （G）是可测集．

证明　充分性显然，下面证明必要性．由假设知f

-1


 （（t，∞））是可测集，故知对任意的区间（a，b）⊂R

1


 ，点集

f

-1


 （（a，b））＝f

-1


 （（a，∞））＼f

-1


 （［b，∞））

是可测的．若G⊂R

1


 是开集，则




从而根据




可知f

-1


 （G）是可测集．

定理3.22　设f（x）是R

1


 上的连续函数，g（x）是R

1


 上的实值可测函数，则复合函数

h（x）＝f（g（x））

是R

1


 上的可测函数．

证明　对任一开集G⊂R

1


 ，因为f

-1


 （G）是开集，所以根据g的可测性知道g

-1


 （f

-1


 （G））是可测集．这说明h（x）＝f（g（x））是R

1


 上的可测函数．

注意，当f（x）是可测函数而g（x）是连续函数时，f［g（x）］就不一定是可测函数（见下例）．

例3

*


 　设
 是［0，1］上的Cantor函数，令




则
 是［0，1］上的严格单调上升的连续函数．记C是［0，1］中的Cantor集，W是
 中的不可测子集．

现在令f（x）是点集
 上的特征函数，作




显然，f（x）＝0，a．e．x∈［0，1］，g（x）是［0，1］上的严格单调上升的连续函数．易知f［g（x）］在［0，1］上不是可测函数．

定理3.23　设T：R

n


 →R

n


 是连续变换，当Z⊂R

n


 且m（Z）＝0时，T

-1


 （Z）是零测集．若f（x）是R

n


 上的实值可测函数，则f（T（x））是R

n


 上的可测函数．

证明　设G是R

1


 中的任一开集，由假设知道f

-1


 （G）是可测集．不妨设

f

-1


 （G）＝H＼Z，

其中m（Z）＝0且H是G

δ


 型集，由假设可知T

-1


 （Z）是零测集以及T

-1


 （H）是G

δ


 型集，故从等式

T

-1


 （f

-1


 （G））＝T

-1


 （H）＼T

-1


 （Z）

立即得出T

-1


 （f

-1


 （G））是可测集．这说明f（T（x））是R

n


 上的可测函数．

推论3.24　设f（x）是R

n


 的实值可测函数，T：R

n


 →R

n


 是非奇异线性变换，则f（T（x））是R

n


 上的可测函数．

例4　若f（x）是R

n


 上的可测函数，则f（x－y）是R

n


 ×R

n


 上的可测函数．

证明　（i）记F（x，y）＝f（x），（x，y）∈R

n


 ×R

n


 ，则因对t∈R

1


 ，有

｛（x，y）：F（x，y）＞t｝＝｛（x，y）：f（x）＞t，y∈R

n


 ｝，

所以F（x，y）是R

n


 ×R

n


 上的可测函数．

（ii）作R

n


 ×R

n


 到R

n


 ×R

n


 的非奇异线性变换T：




易知在变换T下，F（x，y）变为F（ξ－η，ξ＋η）＝f（ξ－η），从而f（ξ－η）是R

n


 ×R

n


 上的可测函数．

例5

*


 　设f（x）是（0，∞）上的实值可测函数，令F（x，y）＝f（y／x）（0＜x，y＜∞），则F（x，y）是（0，∞）×（0，∞）上的二元可测函数．

证明　令g（θ）＝f（tanθ），0＜θ＜π／2．因为y＝tanx的反函数是绝对连续的，它把零测集变为零测集（见第五章），所以g（θ）在（0，π／2）上可测．从而对t∈R

1


 ，点集

E＝｛θ：0＜θ＜π／2，g（θ）＞t｝

是可测集．又由于我们有

｛（x，y）：0＜x＜∞，0＜y＜∞，F（x，y）＞t｝

＝｛（rcosθ，rsinθ）：0＜r＜∞，θ∈E｝＝S

E


 （0，∞），

故根据第二章§2.6的例5所述，即得所证．

注　1．设定义在R

2


 上的函数f（x，y）满足：

（i）f（x，y）是单变量y∈R

1


 的可测函数；

（ii）f（x，y）是单变量x∈R

1


 的连续函数，

则对定义在R

1


 上任一实值可测函数g（y），f［g（y），y］是R

1


 上的可测函数．

证明　对R

1


 作如下的区间分割：
 并对（x，y）∈［（m－1）／n，m／n］×R

1


 ，作函数列（凸线性组合）




易知f

n


 （x，y）位于f（（m－1）／n，y）与f（m／n，y）之间．

因为对每点（x，y），均存在区间列




由（ii）可知
 从而我们有




即可得证．

2．设Φ（x，y）定义在R

2


 上．若对任意的f∈C（R

1


 ），g∈C（R

1


 ），Φ［f（x），g（x）］是R

1


 上的可测函数，则Φ（x，y）在R

2


 上可测．

思考题　试证明下述命题：

1．设f（x），g（x）是R

1


 上的可测函数，且f（x）＞0（x∈R

1


 ），则f（x）

g（x）


 是R

1


 上的可测函数．

2．设f（x）在［a，b］上可测，且m≤f（x）≤M，g（x）在［m，M］上单调，则g［f（x）］在［a，b］上可测．




习　题　3





第　一　组



1．设有指标集I，｛f

α


 （x）：α∈I｝是R

n


 上可测函数族，试问函数S（x）＝sup｛f

α


 （x）：α∈I｝在R

n


 上是可测的吗？

2．设z＝f（x，y）是R

2


 上的连续函数，g

1


 （x），g

2


 （x）是［a，b］⊂R

1


 上的实值可测函数，试证明F（x）＝f（g

1


 （x），g

2


 （x））是［a，b］上的可测函数．

3．设f（x）在［a，b）上存在右导数，试证明右导函数
 是［a，b）上的可测函数．

4．设f（x）是E⊂R

n


 上几乎处处有限的可测函数，m（E）＜∞，试证明对任意的ε＞0，存在E上的有界可测函数g（x），使得

m（｛x∈E：｜f（x）－g（x）｜＞0｝）＜ε．

5．设f（x）以及f

n


 （x）（n＝1，2，…）都是A⊂R

1


 上几乎处处有限的可测函数．若对任给的ε＞0，存在A的可测子集B：m（A＼B）＜ε，使得f

n


 （x）在B上一致收敛于f（x），试证明f

n


 （x）在A上几乎处处收敛于f（x）．

6．设｛f

k


 （x）｝是E⊂R

n


 上的实值可测函数列，m（E）＜∞，试证明




的充分且必要条件是：对任意的ε＞0有




7．设f（x），f

1


 （x），…，f

k


 （x），…是［a，b］上几乎处处有限的可测函数，且有




试证明存在E

n


 ⊂［a，b］（n＝1，2，…），使得




而｛f

k


 （x）｝在每个E

n


 上一致收敛于f（x）．

8．设｛f

k


 （x）｝在E上依测度收敛于f（x），｛g

k


 （x）｝在E上依测度收敛于g（x）．试证明｛f

k


 （x）＋g

k


 （x）｝在E上依测度收敛于

f（x）＋g（x）．

9．设m（E）＜∞，f（x），f

1


 （x），f

2


 （x），…，f

k


 （x），…是E上几乎处处有限的可测函数，试证明｛f

k


 （x）｝在E上依测度收敛于f（x）的充分且必要条件是：




10．设f

n


 （x）是［0，1］上的递增函数（n＝1，2，…），且f

n


 （x）在［0，1］上依测度收敛于f（x），试证明在f（x）的连续点x

0


 上，

f

n


 （x

0


 ）→f（x

0


 ）　（n→∞）．

11．设f：R

n


 ↦R

1


 ，且对任意的ε＞0，存在开集G⊂R

n


 ，m（G）＜ε，使得f∈C（R

n


 ＼G），试证明f（x）是R

n


 上的可测函数．

12．设｛f

k


 （x）｝与｛g

k


 （x）｝在E上都依测度收敛于零，试证明｛f

k


 （x）·g

k


 （x）｝在E上依测度收敛于零．

13．设｛f

k


 （x）｝在［a，b］上依测度收敛于f（x），g（x）是R

1


 上的连续函数，试证明｛g［f

k


 （x）］｝在［a，b］上依测度收敛于g［f（x）］．若将［a，b］改为［0，∞），结论还成立吗？

14．设有定义在可测集E⊂R

n


 上的函数f（x），且对任给的δ＞0，存在E中的闭集F，m（E＼F）＜δ，使得f（x）在F上连续，试证明f（x）是E上的可测函数．

15．设｛f

n


 （x）｝是［a，b］上的可测函数列，f（x）是［a，b］上的实值函数．若对任给的ε＞0，都有




试问f（x）是［a，b］上的可测函数吗？

16．设f（x），f

k


 （x）（k＝1，2，…）是E⊂R

1


 上实值可测函数．若对任给ε＞0，必有




试证明对任给δ＞0，存在e⊂E且m（e）＜δ，使得f

k


 （x）在E＼e上一致收敛于f（x）．



第　二　组



1．设f（x，y）在（0，1］×（0，1］上定义，且当固定y时，它是x的可测函数；当x固定时，它是y的递增函数．试证明f（x，y）是（0，1］×（0，1］上的二元可测函数．

2．设f（x，y）定义在E×（0，1］上，且当y固定时，它是x（∈E）的可测函数；当x∈E固定时，它是y（∈（0，1］）的连续函数．作




试证明F（x），H（x）在E上可测．

3．设f（x）是R

1


 上的可测函数，且有

f（x＋1）＝f（x），　a. e. x∈R

1


 ．

试作函数g（x），使得

g（x）＝f（x），　a. e. x∈R

1


 ，

g（x＋1）＝g（x），　x∈R

1


 ．

4．设｛f

k


 （x）｝是［a，b］上的实值可测函数列，试证明存在正数列｛a

k


 ｝，使得




5．设｛E

k


 ｝是R

n


 中可测集合列．试证明
 是依测度Cauchy列，当且仅当




6．设E

k


 （k＝1，2，…）是R

n


 中的可测集．试证明

（i）
 在R

n


 上依测度收敛到0当且仅当m（E

k


 ）→0（k→∞）；

（ii）
 在R

n


 上几乎处处收敛到0当且仅当


7．设｛f

n


 （x）｝是［a，b］上的可测函数列，f（x）是［a，b］上的实值函数，且有

（i）｜f

n


 （x）｜≤M

n


 　（n＝1，2，…），x∈［a，b］；




试证明对任给的δ＞0，存在满足m（E）＜δ的［a，b］中可测子集E以及常数M，使得

｜f（x）｜≤M，｜f

n


 （x）｜≤M（n＝1，2，…），x∈［a，b］＼E．

8．设｛f

n


 （x）｝是［0，1］上的实值可测函数列．若对任给ε＞0，存在N，使得

m（｛x∈［0，1］：｜f

n


 （x）｜＜ε，n＞N｝）＝1．

试证明存在E⊂［0，1］且m（E）＝1，使得｛f

n


 （x）｝在E上一致收敛于零．

9．设m（E）＜∞，｛f

k


 （x）｝在E上依测度收敛于f（x），｛g

k


 （x）｝在E上依测度收敛于g（x），试证明｛f

k


 （x）g

k


 （x）｝在E上依测度收敛于f（x）g（x）．

10．设f（x），f

k


 （x）（k＝1，2，…）是E⊂R

1


 （m（E）＜∞）上正实值可测函数，且有




试证明对任给δ＞0，存在A⊂E以及k

0


 ，m（A）＜δ，使得当k＞k

0


 时，

f

k


 （x）≤f（x）＋δ，　x∈E＼A．




注　记



（一）Егоров定理对于连续指标函数族一般是不成立的

例　设W⊂［0，1/2］是不可测集，令

J＝［0，1］×［2，∞），

D

n


 ＝｛（x，n＋x）：0≤x≤1｝，（n＝1，2，…），

并作函数f：J→｛0，1｝：




则有
 而Егоров定理的结论不成立．

但有下述结果：设f（x）与f

t


 （x）（t∈（0，∞））是E上的实值可测函数，m（E）＜∞．若




（ii）对每个n，
 在E上可测，则对任给的ε＞0，存在E

δ


 ⊂E且m（E

δ


 ）＜δ，使得当t→∞时，f

t


 （x）在E＼E

δ


 上一致收敛于f（x）．

此外，可以做出［0，1］上收敛于零的连续函数列，但在任一子区间上均不一致收敛．试比较Егоров定理的结论．

（二）Лузин定理的结论不能改为：m（E＼F）＝0而f（x）在F上连续

举例如下：

例　在［0，1］中作类Cantor集C：m（C）＝1／2，且令




则对［0，1］中任一零测集Z，总有

（［0，1］＼Z）∩C≠∅．

从而对x∈（［0，1］＼Z）∩C，必存在δ＞0，使得

（x－δ，x＋δ）∩（［0，1］＼（Z∪C））≠∅．

（三）可测函数的复合表示

设f（x）是定义在（0，1］上的实值函数，则必存在L-可测函数g（x）与h（x），使得

f（x）＝g［h（x）］，　x∈（0，1］．

解　把（0，1］中的点作二进位无尽小数表示：x∈（0，1］，




并定义




则h（x）在（0，1］上严格递增．易知h（（0，1］）是Cantor集的子集，m（h（（0，1］））＝0．

现在，再定义函数




则f（x）＝g（h（x）），其中g（x），h（x）是（0，1］上的L-可测函数．

（四）等可测函数

考查定义在区间I上的两个可测函数f（x）和g（x），若对任意的t∈R

1


 ，有

m（｛x∈I：f（x）≥t｝）＝m（｛x∈I：g（x）≥t｝），

则称f（x）与g（x）为等可测函数．当然，两个等可测函数不一定是同一个函数．

命题　设f（x），g（x）在I＝（0，1）上等测．若f（x），g（x）是递减左连续函数，则f（x）＝g（x），x∈I＝（0，1）．

证明　假定存在c：0＜c＜1，f（c）≠g（c），不妨设为f（c）＞g（c），则令t＝f（c），有c∈｛x∈I：f（x）≥t｝．注意到f（x）是递减的，可得

m（｛x∈I：f（x）≥t｝）≥c＞0．

对于｛x∈I：g（x）≥t｝，由于g（c）＜t，故
 又由于g（x）的左连续性和递减性可知，存在（0，c）中使g（x）≥t的最大值的点c

1


 ：g（c

1


 ）≥t＞g（c）．因此有

m（｛x∈I：g（x）≥t｝）＝c

1


 ＜c＝m（｛x∈I：f（x）≥t｝），

这一矛盾说明命题成立．

（五）几乎处处连续函数的一种描述

设G是R

n


 中的点集，若G中几乎处处的点均为内点，则称G为近乎开集．

命题　设f（x）定义在开集G⊂R

n


 上，则下述两个条件等价：

（i）f（x）在G上几乎处处连续；

（ii）对一切t∈R

1


 ，点集

｛x∈G：f（x）＞t｝，　｛x∈G：f（x）＜t｝

是近乎开集．

证明　（i）⇒（ii）．设m（Z）＝0，G＼Z中的点都是f（x）的连续点．若x

0


 ∈G＼Z且f（x

0


 ）＞t，则存在邻域U（x

0


 ），使得

f（x）＞t，　x∈U（x

0


 ），

即x

0


 是｛x∈G：f（x）＞t｝的内点．对｛x∈G：f（x）＜t｝也可类推．

（ii）⇒（i）．对r∈Q，记A

r


 为｛x∈G：f（x）＞r｝中非内点之全体，则m（A

r


 ）＝0．从而有




类似地，对B

r


 ＝｛x∈G：f（x）＜r｝，也有




易知，x∈A∪B是f（x）的不连续点集．

（六）设在R

1


 上定义的函数f（x）满足

f（x＋y）＝f（x）＋f（y），　x，y∈R

1


 ，

若f（x）至少有一个不连续点，则点集｛（x，f（x））：x∈R

1


 ｝在R

2


 中稠密．

（七）1．设｛f

n


 （x）｝是［0，1］上的非负连续函数列．若有

f

1


 （x）≥f

2


 （x）≥…≥f

n


 （x）≥…　（x∈［0，1］），

以及f

n


 （x）→f（x）（n→∞，x∈［0，1］），则存在x

0


 ∈［0，1］，使得




2．设f

n


 ∈C（R

1


 ），且
 则下述两个结论等价：

（i）f∈C（R

1


 ）；

（ii）对任给ε＞0以及任一自然数m，存在n

0


 ：n

0


 ＞m，使得点集｛x∈R

1


 ：
 是开集．

证明　（i）⇒（ii）．由题设知，对任给ε＞0，点集

｛x∈R

1


 ：｜f

m


 （x）－f（x）｜＜ε｝　（m＝1，2，…）

是开集，故得证．

（ii）⇒（i）．任取x

0


 ∈R

1


 ，往证f（x）在x＝x

0


 处连续：对任给ε＞0，由（ii）知存在｛n

k


 ｝：n

1


 ＜n

2


 ＜…＜n

k


 ＜…，使得点集




均为开集，且易知
 由此知存在


注意到
 是开集，因此对任意的
 均有




根据
 的连续性，又知存在邻域U（x

0


 ），使得




从而得到｜f（x）－f（x

0


 ）｜＜ε（x∈U（x

0


 ）），即f（x）在x＝x

0


 处连续．

推论（Dini）　设f

n


 ∈C（R

1


 ）（n∈N），且有

f

1


 （x）≤f

2


 （x）≤…≤f

n


 （x）≤…，


则下列两个结论等价：

（i）f∈C（R

1


 ）；

（ii）f

n


 （x）在R

1


 上一致收敛于f（x）．

（八）R

1


 上的可测函数全体形成之集的基数是2

c


 ．







注　释






〔1〕

 　a. e. 是英文almost everywhere的缩写．早期的书上写成p. p. （法文presque partout的缩写），因为“几乎处处”一词首先由法国学者提出．





〔2〕

 　叶戈罗夫（1869—1931），俄国数学家．





〔3〕

 　卢津（1883—1950），俄国数学家．





第四章　Lebesgue积分



Lebesgue积分是在Lebesgue测度理论的基础上建立起来的．这一理论可以统一处理函数有界与无界的情形，而且函数也可以定义在更一般的点集（不一定是闭区间［a，b］）上，特别是，它提供了比Riemann积分更加广泛而有效的收敛定理．例如

命题　设f

n


 ∈R（［a，b］）（n＝1，2，…），且有0≤f

n


 （x）≤1（n＝1，2，…，x∈［a，b］），以及




则　　　


这一初等命题用Riemann积分理论给予证明就比较复杂，而在Lebesgue积分的论述中则要容易得多．

定义Lebesgue积分有着各种不同的等价方法，我们在这里所采用的是，首先定义非负可测简单函数的积分，再注意到可测简单函数与非负可测函数的关系，就可以给出后者的积分定义．最后通过表示式f（x）＝f

+


 （x）－f

-


 （x），也就有了一般可测函数的积分定义，这种建立积分的途径也适用于一般测度空间上的积分．




§4.1　非负可测函数的积分




（一）非负可测简单函数的积分






定义4.1　设f（x）是R

n


 上的非负可测简单函数，它在点集A

i


 （i＝1，2，…，p）上取值c

i


 ：




若
 则定义f（x）在E上的积分为




这里积分符号下的dx是R

n


 上Lebesgue测度的标志．（注意，我们曾约定0·∞＝0．）

此外，由定义立即得知，
 只与f（x）在E上的值有关．

例1　设在R

1


 上定义函数




我们有　　　


定理4.1（积分的线性性质）　设f（x），g（x）是R

n


 上的非负可测简单函数，f（x）在点集A

i


 （i＝1，2，…，p）上取值a

i


 （i＝1，2，…，p），g（x）在点集B

j


 （j＝1，2，…，q）上取值b

j


 （j＝1，2，…，q），
 我们有

（i）若C是非负常数，则




证明　（i）可从定义直接得出．

（ii）因为f（x）＋g（x）在A

i


 ∩B

j


 （假定非空）上取值a

i


 ＋b

j


 ，所以有




定理4.2　若｛E

k


 ｝是R

n


 中的递增可测集合列，f（x）是R

n


 上的非负可测简单函数，则




证明　设f（x）在A

i


 （i＝1，2，…，p）上取值为c

i


 （i＝1，2，…，p），则









（二）非负可测函数的积分






定义4.2　设f（x）是E⊂R

n


 上的非负可测函数．我们定义f（x）在E上的积分为




这里的积分可以是+∞；若




则称f（x）在E上是可积的，或称f（x）是E上的可积函数．

由定义立即可知下列简单事实：

（i）设f（x），g（x）是E上的非负可测函数．若f（x）≤g（x）（x∈E），则




事实上，若用h（x）表示非负可测简单函数（在R

n


 上），且

h（x）≤f（x）　（x∈E），

则h（x）≤g（x）（x∈E）．从而由定义可知




由此即得




这一事实指出：设f（x）在E上非负可测，我们有

（A）若存在E上非负可积函数F（x），使得

f（x）≤F（x），　x∈E，

则f（x）在E上可积．

（B）若f（x）在E上有界，且m（E）＜∞，则f（x）在E上可积．

（ii）若f（x）是E上的非负可测函数，A是E中可测子集，则




事实上，我们有




（iii）设f（x）是E上非负可测函数．若f（x）在E上几乎处处等于零，则




（从而易知，若m（E）＝0，则
 ）

若有




则f（x）在E上几乎处处等于零．

证明　前一结论显然成立；对于后者，记

E

k


 ＝｛x∈E：f（x）＞1／k｝，

由于




故知m（E

k


 ）＝0（k＝1，2，…）．注意到




立即得出m（｛x∈E：f（x）＞0｝）＝0．

定理4.3　若f（x）是E上的非负可积函数，则f（x）在E上是几乎处处有限的．

证明　令E

k


 ＝｛x∈E：f（x）＞k｝，则有




对于每个k，可得




从而知道
 这就是说

m（｛x∈E：f（x）＝+∞｝）＝0．

定理4.4（Beppo Levi非负渐升列的积分）　设有定义在E上渐升的非负可测函数列：

f

1


 （x）≤f

2


 （x）≤…≤f

k


 （x）≤…，

且有　　


则




证明　易知f（x）是E上的非负可测函数，积分
 有定义．因为




所以
 有定义，而且从函数列的渐升性可知




现在令c满足0＜c＜1，h（x）是R

n


 上的任一非负可测简单函数，且

h（x）≤f（x），　x∈E．

记

E

k


 ＝｛x∈E：f

k


 （x）≥ch（x）｝　（k＝1，2，…），

则｛E

k


 ｝是递增可测集合列且
 根据定理4.2可知




于是从不等式




得到　　　


在上式中令c→1，有




依f（x）的积分定义即知




上一定理表明，对于非负渐升可测函数列来说，极限与积分的次序可以交换．此外，由于非负可测函数是渐升的非负可测简单函数列的极限，因而使得积分理论中的许多结果可直接从可测简单函数的积分性质得到．

定理4.5（积分的线性性质）　设f（x），g（x）是E上的非负可测函数，α，β是非负常数，则




证明　由定理4.1可知，只需证明α＝β＝1的情形．现在设｛φ

k


 （x）｝，｛ψ

k


 （x）｝是非负可测简单函数渐升列，且有




则｛φ

k


 （x）＋ψ

k


 （x）｝仍为非负可测简单函数渐升列，且有




从而由简单函数积分的线性性质和定理4.1可知，




例2　设｛f

k


 （x）｝是E上非负可积函数渐降列，且有




则　　　


证明　由0≤f（x）≤f

1


 （x）可知，f（x）在E上可积．记

g

k


 （x）＝f

1


 （x）－f

k


 （x）　（k＝1，2，…），

则｛g

k


 （x）｝是非负渐升列．从而有




注意到f

1


 （x）＝［f

1


 （x）－f

k


 （x）］＋f

k


 （x），我们有




由此可得




因为可积函数的积分值是有限的，所以从两端消去同值项，即得所证．

例3　设f（x），g（x）是E上的非负可测函数．若f（x）＝g（x）a. e. x∈E，则




证明　令E

1


 ＝｛x∈E：f（x）≠g（x）｝，E

2


 ＝E＼E

1


 ，m（E

1


 ）＝0．我们有




思考题　试证明下列命题：

1．设f

1


 （x），…，f

m


 （x）是E上非负可积函数，则


 在E上可积；


 在E上可积．

2．设｛E

k


 ｝是R

n


 中递增可测集列，且E

k


 →E（k→∞）．若f（x）是E上非负可测函数，则




3．设｛f

k


 （x）｝是E上非负可积函数列．若




则　　　


（1－e

-t


 ≤t，0≤t＜∞．）

4．设f（x）是E上非负可积函数，则对任给ε＞0，存在N＞0，使得







7．设｛f

k


 （x）｝是E上可测函数列，且




若有E上非负可积函数g（x），使｜f

k


 （x）｜≤g（x）（k＝1，2，…），试证明：对任给ε＞0，有




定理4.6（逐项积分）　若｛f

k


 （x）｝是E上的非负可测函数列，则有




证明　令
 则｛S

m


 （x）｝是E上的非负可测函数的渐升列，且




从而根据渐升列积分定理以及积分的线性性质，可知




推论4.7　设
 E

i


 ∩E

j


 ＝∅（i≠j）．若f（x）是
 上的非负可测函数，则




证明　由逐项积分定理可得




特别地，当f（x）≡1时，上式就是测度的可数可加性，从这里还可看到，通过点集的特征函数，积分与测度问题是可以互相转化的．

例4　若E

1


 ，E

2


 ，…，E

n


 是［0，1］中的可测集，［0，1］中每一点至少属于上述集合中的k个（k≤n），则在E

1


 ，E

2


 ，…，E

n


 中必有一个点集的测度大于或等于k／n．

证明　因为当x∈［0，1］时，有




所以




若每一个m（E

i


 ）皆小于k／n，则




这与前式矛盾，故存在i

0


 ，使得


定理4.6指出，只要每一函数项皆非负可测，函数项级数就可进行逐项积分，这为估算积分提供了极大的便利．

例5　设C⊂［0，1］是Cantor集，作函数




则


证明　记a

i


 ＝0或2，I

n


 ＝（0．a

1


 …a

n－1


 1，0．a

1


 …a

n－1


 2）（n∈N），则




从而可得




定理4.8（Fatou引理）　若｛f

k


 （x）｝是E上的非负可测函数列，则




证明　令g

k


 （x）＝inf｛f

j


 （x）：j≥k｝，我们有

g

k


 （x）≤g

k＋1


 （x）　（k＝1，2，…），

而且得到




从而根据渐升列积分定理可知，




Fatou引理常可用于判断极限函数的可积性，例如当E上的非负可测函数列｛f

k


 （x）｝满足




时，我们就得到




下面的例子说明Fatou引理中的不等号是可能成立的．

例6　在［0，1］上作非负可测函数列：




显然，
 因此我们有




作为本节的结束，我们给出一个非负可测函数可积的另一等价条件．

定理4.9　设f（x）是E上的几乎处处有限的非负可测函数，m（E）＜∞．在［0，∞）上作如下划分

0＝y

0


 ＜y

1


 ＜…＜y

k


 ＜y

k＋1


 ＜…→∞，

其中y

k＋1


 －y

k


 ＜δ（k＝0，1，…）．若令

E

k


 ＝｛x∈E：y

k


 ≤f（x）＜y

k＋1


 ｝　（k＝0，1，…），

则f（x）在E上是可积的当且仅当级数




此时有




证明　因为




所以我们有




由此立即可知结论成立．

由上述定理可知，对m（E）＜∞以及E上非负实值可测函数来说，它的可积性等价于




其中E

k


 ＝｛x∈E：k≤f（x）＜k＋1｝（k＝1，2，…）．但若把E

k


 换成｛x∈E：f（x）≥k｝，则还有下述结论：

例7

*


 　设E⊂R

1


 ：m（E）＜∞，f（x）是E上非负实值可测函数，则f（x）在［0，∞）上可积的充分必要条件是




证明　必要性　只需注意




充分性　只需注意




例8

*


 　设f（x）是［a，b］上非负实值可测函数，则f

2


 （x）在［a，b］上可积当且仅当




证明　（i）首先，若f

2


 （x）在［a，b］上可积，则易知f（x）在［a，b］上可积．若令

E

n


 ＝｛x∈［a，b］：n≤f（x）＜n＋1｝，　n∈N，

则
 且有




这就是说，f

2


 （x）在［a，b］上可积当且仅当




（ii）注意到等式




即得所证．

注　1．设f（x）是E上非负实值可测函数．若对任意的正整数n，均有m（｛x∈E：f（x）＞n｝）＞0，则存在g∈L（E），使得


证明　令E

n


 ＝｛x∈E：n≤f（x）＜n＋1｝，由
 可知，存在
 
 作函数




易知g∈L（E），且有




2．设f（x）是R

1


 上正值可积函数，则存在可测集列：E

n


 ⊂R

1


 ，m（E

n


 ）＜∞（n∈Z），使得




证明　作函数a

n


 （t）＝χ

［1/2，1）


 （2

-（n＋1）


 t－［2

-（n＋1）


 t］）（t＞0，n∈Z）（其中［x］表示x的整数部分），我们有
 （注意，a

n


 （t）＝0（2

n


 ＞t），又a

n


 （t）是t的二进制展式）．特别地，可得
 令

E

n


 ＝｛x∈R

1


 ：a

n


 ［f（x）］＝1｝，

则E

n


 可测，且知


此外，由于
 故又知m（E

n


 ）＜+∞．

思考题　试证明下列命题：

8．设f（x）是［0，1］上的正值可测函数，｛E

n


 ｝⊂［0，1］是可测点集列．若有




则


9．设f

3


 （x）是E（m（E）＜∞）上非负可积函数，则f

2


 （x）在E上可积．

10．设f（x）在［a，b］上非负可测，则f

3


 （x）在［a，b］上可积当且仅当




11．设｛r

k


 ｝＝［0，1］∩Q，且作函数




则f（x）＜∞，a. e. x∈［0，1］．

12．设｛f

k


 （x）｝是E上非负可测函数列．若有




则对E中任一可测子集e，有




13．设｛E

n


 ｝⊂［0，1］是可测集列．若
 则对任给的ε＞0，存在［0，1］中可测子集A，使得m（［0，1］＼A）＜ε，且有




（注意，
 ）




§4.2　一般可测函数的积分




（一）积分的定义与初等性质






定义4.3　设f（x）是E⊂R

n


 上的可测函数．若积分




中至少有一个是有限值，则称




为f（x）在E上的积分；当上式右端两个积分值皆为有限时，则称f（x）在E上是可积的，或称f（x）是E上的可积函数．在E上可积的函数的全体记为L（E）．

由于等式




成立，故知在f（x）可测的条件下，f（x）的可积性与｜f（x）｜的可积性是等价的，且有




例1　若f（x）是E上的有界可测函数，且m（E）＜∞，则

f∈L（E）．

事实上，不妨设｜f（x）｜≤M（x∈E），由于f（x）是E上的非负可测函数，故有




由定义立即可知下述简单事实：

（i）若f∈L（E），则f（x）在E上是几乎处处有限的．

（ii）若
 且f（x）＝0，a. e. x∈E，则




事实上，因为｜f（x）｜＝0，a. e.，所以




（iii）若f（x）是E上的可测函数，g∈L（E）且｜f（x）｜≤g（x），x∈E（g（x）称为f（x）的控制函数），则f∈L（E）．

事实上，由非负可测函数的积分性质可知，




由此可知，若f∈L（E），e⊂E是可测集，则f∈L（e）．

（iv）设f∈L（R

n


 ），则




或说对任给ε＞0，存在N，使得




证明　记E

N


 ＝｛x∈R

n


 ：｜x｜≥N｝，则
 是非负可积渐降列，且有




由此可知




注　若f∈L（E），且有E

N


 ＝｛x∈E：｜x｜≥N｝，则




这是因为f·χ

E


 ∈L（R

n


 ）．

定理4.10（积分的线性性质）　若f，g∈L（E），C∈R

1


 ，则




证明　不妨假定f（x）与g（x）是实值函数．

（i）由

f

+


 （x）＝（｜f（x）｜＋f（x））／2，f

-


 （x）＝（｜f（x）｜－f（x））／2

立即可知：当C≥0时，

（Cf）

+


 ＝Cf

+


 ，　（Cf）

-


 ＝Cf

-


 ．

根据积分定义以及非负可测函数积分的线性性质，可得




当C＝-1时，（-f）

+


 ＝f

-


 ，（-f）

-


 ＝f

+


 ．同理可得




当C＜0时，Cf（x）＝-｜C｜f（x）．由上述结论可得




Cf（x）的可积性是明显的．

（ii）首先由于有｜f（x）＋g（x）｜≤｜f（x）｜＋｜g（x）｜，故可知f＋g∈L（E）．其次注意到

（f＋g）

+


 －（f＋g）

-


 ＝f＋g＝f

+


 －f

-


 ＋g

+


 －g

-


 ，

（f＋g）

+


 ＋f

-


 ＋g

-


 ＝（f＋g）

-


 ＋f

+


 ＋g

+


 ，

从而由非负可测函数积分的线性性质得







因为式中每项积分值都是有限的，所以可移项且得到




关于函数的乘积我们有：若f∈L（E），g（x）是E上的有界可测函数，则f·g∈L（E）．这是因为我们有




从上述性质可知，若f∈L（E），且f（x）＝g（x），a. e. x∈E，则




因此，改变一个函数在零测集上的值，不会影响该函数的可积性与积分值．

例2　设f（x）是［0，1］上的可测函数，且有




则f∈L（［0，1］）．

证明　为了阐明f∈L（［0，1］），自然想到去寻求可积的控制函数．题设告诉我们｜f（x）｜ln（1＋｜f（x）｜）是［0，1］上的可积函数，难道它能控制｜f（x）｜吗？显然，这只是在ln（1＋｜f（x）｜）≥1或｜f（x）｜≥e－1时才行．但注意到｜f（x）｜＜e－1时，由于区间［0，1］的测度是有限的，故常数e－1本身就是控制函数．也就是说，可在不同的定义区域寻求不同的控制函数．

为此，作点集

E

1


 ＝｛x∈［0，1］：｜f（x）｜≤e｝，　E

2


 ＝［0，1］＼E，

则我们有

｜f（x）｜≤e，　x∈E

1


 ；

｜f（x）｜≤｜f（x）｜ln（1＋｜f（x）｜），　x∈E

2


 ．

这就是说f∈L（E

1


 ）且f∈L（E

2


 ），从而

f∈L（E

1


 ∪E

2


 ）＝L（［0，1］）．

例3　设f∈L（E），f

n


 ∈L（E）（n∈N）．若有




则　　　


证明　令F

n


 （x）＝f（x）－f

n


 （x）（n∈N，x∈E），则｛F

n


 （x）｝是E上非负渐降收敛于0的可积函数列．从而由§4.1例2可知，




即得所证．

例4　设g∈L（E），f

n


 ∈L（E）（n∈N）．若f

n


 （x）≥g（x），a. e. x∈E，则




证明　根据Fatou引理，我们有




这说明
 证毕．

例5（Jensen不等式）　设w（x）是E⊂R

1


 上正值可测函数，且
 φ（x）是区间I＝［a，b］上的（下）凸函数；f（x）在E上可测，且值域R（f）⊂I，若fw∈L（E），则




证明　注意到a≤f（x）≤b，我们有




（i）设y

0


 ∈（a，b），由φ（x）之（下）凸性可知有

φ（y）≥φ（y

0


 ）＋k（y－y

0


 ），　y∈［a，b］．

以f（x）代y得

φ［f（x）］≥φ（y

0


 ）＋k［f（x）－y

0


 ］，a. e. x∈E．

在上式两端乘以w（x），并在E上作积分，则







（ii）y

0


 ＝b（或a），易知此时有




由此可得f（x）＝b，a. e. x∈E．从而




证毕．

注　Jensen公式在R

n


 上也成立，只需区间I以凸集代替．下面是一个特例：

设E⊂R

1


 且m（E）＝1，f（x）在E上正值可积，且记
 则




实际上，考查φ（x）＝（1＋x

2


 ）

1/2


 ，易知φ（x）是（下）凸函数．根据Jensen不等式（w（x）≡1），有





思考题　试证明下列命题：

1．若f∈L（R

n


 ），g∈L（R

n


 ），则函数




在R

n


 上可积．

2．设有定义在［0，1］×［0，1］的二元函数：




则


3．若f∈L（E），则




4．设f∈L（（0，∞）），令f

n


 （x）＝f（x）χ

（0，n）


 （x）（n＝1，2，…），则f

n


 （x）在（0，∞）上依测度收敛于f（x）．

5．设f∈L（［0，1］）．若
 则f（x）＝C（常数），a. e. x∈［0，1］．（e

x


 （x－a）＋e

a


 ＝e

x


 当且仅当x＝a）

6．设f∈L（R

1


 ），且对任意的区间I，记




则　　　


定理4.11（积分对定义域的可数可加性）　设
 
 E

i


 ∩E

j


 ＝∅（i≠j）．若f（x）在
 上可积，则




证明　根据f∈L（E）以及非负可测函数积分的可数可加性（推论4.7），我们有




从而可知




例6

*


 （可积函数几乎处处为零的一种判别法）　设函数f（x）∈L（［a，b］）．若对任意的c∈［a，b］有




则f（x）＝0，a. e. x∈［a，b］．

证明　若结论不成立，则存在E⊂［a，b］，m（E）＞0且f（x）在E上的值不等于零．不妨假定在E上f（x）＞0．作闭集F，F⊂E且m（F）＞0，并令G＝（a，b）＼F，我们有




因为





其中｛（a

n


 ，b

n


 ）｝为开集G的构成区间，从而存在n

0


 ，使得




由此可知




这与假设矛盾．

例7

*


 　设g（x）是E上的可测函数，若对任意的f∈L（E），都有f·g∈L（E），则除一个零测集Z外，g（x）是E＼Z上的有界函数．

事实上，如果结论不成立，那么一定存在自然数子列｛k

i


 ｝，使得m（｛x∈E：k

i


 ≤｜g（x）｜＜k

i＋1


 ｝）＝m（E

i


 ）＞0（i＝1，2，…）．

现在作函数




因为




所以f∈L

1


 （E），但我们有




这说明
 矛盾．（比较§4.1例8后的注1）

定理4.12（积分的绝对连续性）　若f∈L（E），则对任给的ε＞0，存在δ＞0，使得当E中子集e的测度m（e）＜δ时，有




证明　不妨假定f（x）≥0．根据定理3.9以及渐升列的积分定理4.4可知，对于任给的ε＞0，存在可测简单函数φ（x），0≤φ（x）≤f（x）（x∈E），使得




现在假设φ（x）≤M，我们取δ＝ε／（2M），则当e⊂E且m（e）＜δ时，就有




例8　设f∈L（E）（E⊂R

1


 ），且




则存在E中可测子集e，使得




证明　设E

t


 ＝E∩（-∞，t），t∈R

1


 ，并记




则由积分绝对连续性可知，对任给的ε＞0，存在δ＞0，只要｜∆t｜＜δ，就有







这说明g∈C（R

1


 ）．因为g（x）是递增函数，且有




而0＜A／3＜A，所以根据连续函数介值定理可知，存在t

0


 ：-∞＜t

0


 ＜+∞，使得g（t

0


 ）＝A／3：




令e＝E∩（-∞，t

0


 ），即得所证．

定理4.13（积分变量的平移变换）　若f∈L（R

n


 ），则对任意的y

0


 ∈R

n


 ，f（x＋y

0


 ）∈L（R

n


 ），且有




证明　只需考虑f（x）≥0的情形．首先看f（x）是非负可测简单函数：




显然有　　　


它仍是非负可测简单函数，从而知




其次考虑一般非负可测函数f（x）．此时存在非负可测简单函数渐升列｛φ

k


 （x）｝，使得




显然，｛φ

k


 （x＋y

0


 ）｝仍为渐升列，且有




从而可知







例9　设f∈L（［0，∞）），则




证明　因为f（x＋n）＝f（x＋1＋（n－1）），所以只需考查［0，1］

中的点即可．为证此，又只需指出级数
 在［0，1］几乎处处收敛即可．应用积分的手段，由于




可知
 作为x的函数是在［0，1］上可积的，因而是几乎处处有限的，即级数是几乎处处收敛的．

积分的一般变量替换公式是一个较复杂的课题，我们将在附录中作介绍．在这里只指出另一种特殊情形．

例10　　设I⊂R

1


 是区间，f∈L（I），a≠0，记J＝｛x／a：x∈I｝，g（x）＝f（ax）（x∈J），则g∈L（J），且有




证明　（i）若f（x）＝χ

E


 （x），E是I中的可测集，则a

-1


 E⊂J．由于χ

E


 （ax）＝
 （x），故有




由此可知当f（x）是简单可测函数时，结论也真．

（ii）对f∈L（I），设简单可测函数列｛φ

n


 （x）｝，使得φ

n


 （x）→f（x）（n→∞，x∈I），且｜φ

n


 （x）｜≤｜f（x）｜（n＝1，2，…，x∈I），则令ψ

n


 （x）＝φ

n


 （ax）（x∈J，n＝1，2，…），ψ

n


 （x）→g（x）（n→∞，x∈J），我们有




注　对f∈L（R

n


 ），a∈R

1


 －｛0｝，则




思考题　试证明下列命题：

7．设f∈L（R

1


 ），g∈L（R

1


 ），且有




则f（x）＝g（x），a. e. x∈R

1


 ．

8．设f（x），g（x）是［a，b］上的实值可积函数．若有




则或有　　　　　　f（x）＝g（x），　a. e. x∈［a，b］，

或存在E⊂［a，b］，使得




9．设f∈L（R

1


 ）．若对R

1


 上任意的有界可测函数φ（x），都有




则f（x）＝0，a. e. x∈R

1


 ．






（二）控制收敛定理






Lebesgue控制收敛定理为积分与极限次序的交换所提供的充分条件有着广泛的应用．它是Lebesgue积分理论中最重要的结果之一．

定理4.14（控制收敛）　设f

k


 ∈L（E）（k＝1，2，…），且有




若存在E上的可积函数F（x），使得

｜f

k


 （x）｜≤F（x），　a. e. x∈E（k＝1，2，…），

则




（通常称F（x）为函数列｛f

k


 （x）｝的控制函数）

证明　显然，f（x）是E上的可测函数，且由｜f

k


 （x）｜≤F（x）（a. e. x∈E）可知，｜f（x）｜≤F（x），a. e. x∈E．因此，f（x）也是E上的可积函数．作函数列

g

k


 （x）＝｜f

k


 （x）－f（x）｜　（k＝1，2，…），

则g

k


 ∈L（E）且0≤g

k


 （x）≤2F（x），a. e. x∈E（k＝1，2，…）．

根据Fatou引理，我们有




因为F（x）以及每个g

k


 （x）都是可积的，所以得到




消去
 并注意到
 可得




最后，从不等式（k＝1，2，…）




立即可知，定理的结论成立．

注意　（i）在上述定理的推演中，实际上证明了更强的结论：




今后，我们将称式（*）为f

k


 （x）在E上依L

1


 的意义收敛于f（x）．一般来说，式（4.10）不能推出（*）成立（在非负情形有例外）．

此外，当式（*）成立时，也不一定有




不过可以得出f

k


 （x）在E上依测度收敛于f（x）的结论．实际上，因为对任意的σ＞0，记

E

k


 （σ）＝｛x∈E：｜f

k


 （x）－f（x）｜＞σ｝，

就有







所以m（E

k


 （σ））→0（k→∞）．

由此，进一步又可知，存在子列
 使得




（ii）上述控制收敛定理的一个特例是有界收敛定理：

“设｛f

k


 （x）｝是E上的可测函数列，m（E）＜∞，且对x∈E有




则f∈L（E）且




为阐明这一点，只需注意常数函数M就是E上的控制函数．

例11

*


 　设f

n


 ∈C

（1）


 （（a，b））（n＝1，2，…），且有




若f′（x），F（x）在（a，b）上连续，则f′（x）＝F（x），x∈（a，b）．

证明　只需指出在（a，b）的一个稠密子集上有f′（x）＝F（x）即可．为此，任取（a，b）中的子区间［c，d］，且记




易知每个E

n


 皆闭集，且
 从而根据Baire定理（定理1.23）可知，存在n

0


 以及区间［c′，d′］，使得
 由于

｜
 （x）－F（x）｜≤1　（k≥n

0


 ），x∈［c′，d′］，

故知k≥n

0


 时，
 在［c′，d′］上一致有界．这样，由等式




可知（有界收敛定理）




在等式两端对x求导可得

F（x）＝f′（x），　c′＜x＜d′．

即得所证．

定理4.15

*


 （依测度收敛型控制收敛）　设f

k


 ∈L（R

n


 ）（k＝1，2，…），且f

k


 （x）在R

n


 上依测度收敛于f（x）．若存在F∈L（R

n


 ），使得

｜f

k


 （x）｜≤F（x）　（k＝1，2，…；a. e. x∈R

n


 ），

则f∈L（R

n


 ），且有




证明　（下述证法虽繁，但习之也不无益处．）设ε是任意给定的正数，则只需指出存在K，使得k＞K时，有




首先，由题设知，存在
 使得




从而在
 中令i→∞，即知f∈L（R

n


 ）且｜f（x）｜≤F（x），a. e. x∈R

n


 ．

其次，把R

n


 分解如下：

（i）由F∈L（R

n


 ）可知，存在N，使得




自然同时对一切k＝1，2，…，也有




（ii）由F（x）的积分绝对连续性可知，存在δ＞0，当m（e）＜δ时，有




自然，同时对一切k＝1，2，…，也有




（iii）再看B＝B（0，N），记m（B）＝ι．由f

k


 （x）依测度收敛于f（x）可知，对ε／（3ι）以及δ，（记E

k


 ＝｛x∈B：｜f

k


 （x）－f（x）｜＞ε／（3ι）｝）必存在K，当k≥K时有m（E

k


 ）＜δ．

（iv）现在对k≥K作分解




注　对于E上依测度收敛于f∈L（E）的非负可积函数列｛f

k


 （x）｝而言，若有




则必有　　


记
 则对σ＞0，由于｛x∈E：f（x）－m

k


 （x）＞σ｝⊂｛x∈E：｜f

k


 （x）－f（x）｜＞σ｝，故知m

k


 （x）在E上依测度收敛于f（x）．再注意到0≤m

k


 （x）≤f（x）（x∈E），可得




又因为M

k


 （x）＝f（x）＋f

k


 （x）－m

k


 （x）（x∈E），所以有




最后，根据｜f

k


 （x）－f（x）｜＝M

k


 （x）－m

k


 （x），我们有




例12

*


 　设f∈C（［0，∞）），且f（x）→ι（x→+∞），则对任意的A＞0，有




证明　易知存在X＞0，使得｜f（x）｜＜ι＋1（x≥X）．注意到f（x）在［0，X］上有界，故存在M＞0，使得｜f（x）｜≤M（0≤x＜∞）．根据有界收敛定理，可知




例13　


证明　往证
 令

g（x）＝1＋（nx）

α


 －nx

3/2


 　（h（0）＝1，h（1）＝1＋n

α


 －n），

易知，在1＜α≤3/2且n充分大时，g（x）在［0，1］中有极值点．从而在n充分大时，不难得出




根据控制收敛定理即得所证．

例14　


证明　只需指出
 令u＝nx，则




注意到




以及
 在［0，∞）上可积，故根据控制收敛定理即得所证．

思考题　解答下列问题：

1．试作［0，1］上可积函数列｛f

n


 （x）｝以及f∈L（［0，1］），使得




但f

n


 （x）在［0，1］的每一点上均不收敛于f（x）．

2．设f∈C（［a，b］），φ∈C（［a，b］），F∈L（［a，b］），且对x∈［a，b］，







试证明　　　φ′（x）＝f（x）φ（x），　x∈［a，b］．

3．试证明函数列｛cosnx｝在［-π，π）不是依测度收敛到0的．

4．设f∈L（（0，∞）），试证明函数




在（0，∞）上连续．

5．设f∈L（E），记E

k


 ＝｛x∈E：｜f（x）｜＜1／k｝，试证明




6．设f∈L（［0，1］），E＝｛x∈［0，1］：f（x）＝0，±1，±2，…｝，试证明　　


7．设f，g∈L（E）．f

k


 ，g

k


 ∈L（E），｜f

k


 （x）｜≤M（k＝1，2，…），




试证明




8．设f

k


 ∈L（E）（k＝1，2，…），且f

k


 （x）在E上一致收敛于f（x）．若m（E）＜∞，试证明




推论4.16（逐项积分）　设f

k


 ∈L（E）（k＝1，2，…）．若有




则
 在E上几乎处处收敛；若记其和函数为f（x），则f∈L（E）且有




证明　作函数




由非负可测函数的逐项积分定理可知




即F∈L（E）．从而F（x）在E上是几乎处处有限的．这说明级数




在E上几乎处处收敛，记其和函数为f（x）．由于




故f∈L（E）．

现在令
 则




于是由控制收敛定理可得




定理4.17（积分号下求导）　设f（x，y）是定义在E×（a，b）上的函数，它作为x的函数在E上是可积的，作为y的函数在（a，b）上是可微的，若存在F∈L（E），使得




则　　　


证明　任意取定y∈（a，b）以及h

k


 →0（k→∞），我们有




而且当k充分大时下式成立（可从微分中值定理考查）：




从而由控制收敛定理可得




例15

*


 　设f∈L（R

1


 ），且级数




则　　


证明　首先，我们把问题转型，也就是说把f（a

n


 x）看成是级数
 的通项（这里，为使级数有意义，故取绝对值）．从而只需指出




（此时，通项在n→∞时必几乎处处趋于0）．

其次，应用积分理论，只需证明F（x）在R

1


 上可积．因为




所以F∈L（R

1


 ），证毕．

例16　设f（x），f

n


 （x）（n∈N）在R

1


 上实值可积．若对R

1


 中任一可测集E，有




则
 （由此可知，若存在子列
 
 则f（x）＝g（x），a. e. x∈R

1


 ．）

证明　作
 且令




则只需指出在E（m（E）＜+∞）上，有f（x）≤p（x），a. e. x∈E．

（i）作点集P＝｛x∈E：p（x）＝-∞｝，P

n


 ＝｛x∈E：g

n


 （x）＜0｝（n∈N），由g

n


 （x）递减收敛于p（x），故
 又对任意的闭集F⊂P

n


 ，均有




从而可知f（x）≤p（x），a. e. x∈P

n


 ，自然有f（x）≤p（x），a. e. x∈P．注意到p（x）＝-∞（x∈P），故m（P）＝0．

（ii）若p（x）＝+∞，则易知f（x）≤p（x）．

（iii）若-∞＜p（x）＜+∞，则令Q

m


 ＝｛x∈R

1


 ：-m≤p（x）≤m｝，我们有
 ，易知只需考查Q

m


 上f（x）与p（x）的大小．

作点集S

n


 ＝｛Q

m


 ：g

n


 （x）－p（x）＜1｝，则
 由此又只需指出f（x）≤p（x）（x∈S

n


 ）．因为所有函数p（x），g

n


 （x），g

n＋1


 （x），…均一致有界，所以得到




注意到




故得f（x）≤p（x），a. e. x∈S

n


 ，当然此结论在R

1


 上也真．

（iv）对于前一不等式，只需注意




例17　设f∈L

1


 （［0，1］）且
 则存在可测函数g（x），使得




证明　由题设可知，在［0，1］内可作互不相重闭区间列｛J

n


 ｝，使得
 在这里，不妨认定
 （否则选子列）．

现在令
 则




注　设f

n


 （x）＝e

-nx


 －2e

-2nx


 （n∈N），则f

n


 ∈L（［0，∞））（n∈N），但逐项积分等式不真：




例18　设f∈L（E），f

n


 ∈L（E）（n∈N）．若有
 a. e. x∈E，则




证明　注意到对-∞＜s，t＜∞，有不等式

｜｜s－t｜－｜s｜＋｜t｜｜≤｜｜s－t｜－｜s｜｜＋｜t｜

≤｜（s－t）－s｜＋｜t｜＝2｜t｜，

故可得｜｜f

n


 （x）－f（x）｜－｜f

n


 （x）｜＋｜f（x）｜｜≤2｜f（x）｜．从而根据控制收敛定理以及题设，我们有




注　设f

k


 ∈L（E）（k＝1，2，…，n）．若有




则对任意的λ：0＜λ＜1，存在e⊂E：m（e）＝λm（E），使得




思考题　试证明下列命题：

9．设f∈L（（0，∞）），且正数列｛a

n


 ｝中不会有多于5个数落入长度为1的区间中，则




10．设f（x）在［0，∞）上非负可积，且有E⊂（0，∞），




则　　


11．设f∈L（R

1


 ），f

n


 ∈L（R

1


 ）（n＝1，2，…），且有




则　　　　　　　　　　f

n


 （x）→f（x），a. e. x∈R

1


 ．

12．设数列｛a

n


 ｝满足｜a

n


 ｜＜lnn（n＝2，3，…），则




13．设定义在E×R

n


 的函数f（x，y）满足：

（i）对每一个y∈R

n


 ，f（x，y）是E上的可测函数．

（ii）对每一个x∈E，f（x，y）是R

n


 上的连续函数．

若存在g∈L（E），使得｜f（x，y）｜≤g（x），a. e. x∈E，则函数




是R

n


 上的连续函数．




§4.3　可积函数与连续函数的关系



从可测函数与连续函数的密切联系中，可以导出可积函数与连续函数的一定关系，它将有助于进一步研究可积函数的性质．

定理4.18　若f∈L（E），则对任给ε＞0，存在R

n


 上具有紧支集的连续函数g（x），使得




证明　由于f∈L（E），故对任给的ε＞0，易知存在R

n


 上具有紧支集的可测简单函数φ（x），使得




不妨设｜φ（x）｜≤M，根据Луэин定理的推论，存在R

n


 上具有紧支集的连续函数g（x），使得｜g（x）｜≤M（x∈R

n


 ）且有




从而可得




最后，我们有




上述事实表明，若f∈L（E），则对任给的ε＞0，存在f的分解：

f（x）＝g（x）＋［f（x）－g（x）］＝f

1


 （x）＋f

2


 （x），x∈E，

其中f

1


 （x）是R

n


 上具有紧支集的连续函数，｜f

2


 （x）｜在E上的积分小于ε．

推论4.19　设f∈L（E），则存在R

n


 上具有紧支集的连续函数列｛g

k


 （x）｝，使得




推论4.20　设f∈L（［a，b］），则存在其支集在（a，b）内的连续函数列｛g

k


 （x）｝，使得




例1　设f∈L（R

n


 ）．若对一切R

n


 上具有紧支集的连续函数φ（x）有




则f（x）＝0，a. e. x∈R

n


 ．

证明　采用反证法．不妨假设f（x）在有界正测集E上有0＜f（x），则可作具有紧支集连续函数列｛φ

k


 （x）｝，使得




由于｜f（x）φ

k


 （x）｜≤｜f（x）｜，x∈E，故知




例2　设f∈L（［a，b］）．若对其支集在（a，b）内且可微的任一函数φ（x），都有




则f（x）＝c（常数），a. e. x∈［a，b］．

证明　对任意的支集在（a，b）内的连续函数g（x），作h（x）：支集在（a，b）内的连续函数，且满足
 则令




易知φ（x）的支集在（a，b）内，且有




从而由题设可得




因此我们有




即得所证．

定理4.21（平均连续性）　若f∈L（R

n


 ），则有




证明　任给ε＞0，作分解f（x）＝f

1


 （x）＋f

2


 （x），其中f

1


 （x）是R

n


 上具有紧支集的连续函数，f

2


 （x）满足




由于f

1


 （x）具有紧支集且是一致连续函数，易知存在δ＞0，使得当｜h｜＜δ时，有




从而我们有




例3

*


 　若E⊂R

n


 是有界可测集，则




证明　考查特征函数χ

E


 （x），对于h∈R

n


 ，我们有

χ

E＋｛h｝


 （x）＝χ

E


 （x－h），　χ

E∩（E＋｛h｝）


 （x）＝χ

E


 （x－h）·χ

E


 （x）．

从而可得




因为




所以

｜m（E∩（E＋｛h｝））－m（E）｜




根据可积函数的平均连续性可知，上式右端当｜h｜→0时趋于零．即得所证．

推论4.22　若f∈L（E），则存在具有紧支集的阶梯函数列｛φ

k


 （x）｝，使得




证明　根据定理4.18，可知对任给的ε＞0，存在R

n


 上具有紧支集的连续函数g（x），使得




不妨设g（x）的支集含于某个闭方体

I＝｛x＝（ζ

1


 ，…，ζ

n


 ）：-k

0


 ≤ζ

i


 ≤k

0


 （i＝1，…，n），k

0


 是自然数｝

内，由g（x）的一致连续性不难证明，存在支集含于I内的阶梯函数φ（x），使得




其中每个I

i


 可以是含于I内的二进方体．从而我们有




于是对ε

k


 ＝1／k（k＝1，2，…），就可取到具有紧支集的阶梯函数列｛φ

k


 （x）｝，使得




对任给σ＞0，令

E

k


 （σ）＝｛x∈E：｜f（x）－φ

k


 （x）｜≥σ｝，

则由于　　　


可知m（E

k


 （σ））→0（k→∞），即｛φ

k


 （x）｝在E上依测度收敛于f（x）．根据Riesz定理3.17，存在｛φ

k


 （x）｝中的子列几乎处处收敛于f（x），此子列满足（i）与（ii）．

例4（Riemann-Lebesgue引理的推广）　若｛g

n


 （x）｝是［a，b］上的可测函数列且满足

（i）｜g

n


 （x）｜≤M（x∈［a，b］）（n＝1，2，…）；

（ii）对任意的c∈［a，b］有




则对任意的f∈L（［a，b］）有




证明　对于任给的ε＞0，可作阶梯函数φ（x），使得




不妨设φ（x）在［a，b）上有表示式




其中a＝x

0


 ＜x

1


 ＜…＜x

p


 ＝b．因为




且从假设可知存在n

0


 ，当n≥n

0


 时，上式右端小于ε／2，所以




最后，当n≥n

0


 时，得到




例5

*


 　设｛λ

n


 ｝是实数列，且λ

n


 →+∞（n→∞），则点集




是零测集，

证明　令
 x∈R

1


 ，则由上例可知，对任意的m（B）＜+∞的可测集B，有（有界收敛定理）




这说明f（x）＝0，a. e. x∈R

1


 ．

另一方面，我们有




由此可知m（B∩A）＝0，注意到B的任意性，必有m（A）＝0．

注　上例说明，存在集合E上一致有界可积函数列｛f

n


 （x）｝，虽然有
 但其任一子列
 均不满足




例6

*


 　设f（x）是［0，1］上有界可测函数．若有




则f（x）＝0，a. e. x∈［0，1］．

证明　令F（x）＝xf（x）（x∈［0，1］），则得




由此知，对任一多项式P（x），也有




现在，对任意的g∈C（［0，1］）以及ε＞0，可作多项式P（x），使得｜g（x）－P（x）｜＜ε（x∈［0，1］）．因此，我们有




根据ε的任意性，可得
 又根据g（x）的任意性，我们有

F（x）＝0，a. e. x∈［0，1］，　f（x）＝0，a. e. x∈［0，1］．

例7

*


 　设f（x）是R

1


 上非负可积函数，则

（i）存在递增闭集列
 使得f∈C（F

n


 ）（n∈N）；

（ii）存在定义在R

1


 上的上半连续函数列｛f

n


 （x）｝：

0≤f

1


 （x）≤f

2


 （x）≤…≤f（x）　（x∈R

1


 ），

使得
 a. e. x∈R

1


 ．

证明　（i）作φ

n


 ∈C（R

1


 ）（n∈N），使得




即存在Z⊂R

1


 ：m（Z）＝0，


取开集列｛G

n


 ｝：G

n


 ⊃G

n＋1


 ，G

n


 ⊃Z（n∈N），m（G

n


 ）＜2

-n


 ，以及作闭集列：




显然有F

n


 ⊂F

n＋1


 （n∈N），且φ

k


 （x）在F

n


 上一致收敛到f（x）．因此f∈C（F

n


 ）．下面指出


实际上，对k∈N，记W

k


 ＝｛x∈R

1


 ：｜φ

k＋1


 （x）－φ

k


 （x）｜＞2

-k


 ｝，则W

k


 是开集，且
 以及




因为
 所以




（ii）令F

n


 同（i），





§4.4　Lebesgue积分与Riemann积分的关系



至此，我们已经基本上建立了Lebesgue的积分理论，在进一步介绍这一理论的其他内容以前，我们先来揭示它与Riemann积分的关系，这一关系可以用一个公式来表达，它不仅说明Lebesgue积分是Riemann积分的一种推广，而且为一般有界函数的Riemann可积性提供了一个简明的判别准则．本节仅讨论一维的情形．在这里要用到Riemann积分理论的下述事实：

设f（x）是定义在I＝［a，b］上的有界函数．｛∆

（n）


 ｝是对［a，b］所做的分划序列：




若令（对每个i以及n）




则关于f（x）的Darboux上、下积分下述等式成立：




引理4.23　设f（x）是定义在I＝［a，b］上的有界函数，记ω（x）是f（x）在［a，b］上的振幅（函数），我们有




左端是ω（x）在I上的Lebesgue积分．

证明　因为f（x）在［a，b］上是有界的，所以ω（x）是［a，b］上的有界函数．由§1.5之（二）中的例7可知，ω（x）是［a，b］上的可测函数，因此ω∈L（［a，b］）．

对于前面所说的分划序列｛∆

（n）


 ｝，作函数列




（i＝1，2，…，k

n


 ，n＝1，2，…）．

E＝｛x∈［a，b］：x是∆

（n）


 （n＝1，2，…）的分点｝．

显然m（E）＝0且有




现在记A，B各为f（x）在［a，b］上的上、下确界，由于对一切n有


故根据控制收敛定理（控制函数是常数函数）可知，




另一方面，因为




所以得到




定理4.24　若f（x）是定义在［a，b］上的有界函数，则f（x）在［a，b］上是Riemann可积的充分且必要条件是：f（x）在［a，b］上的不连续点集是零测集．

证明　必要性　若f（x）在［a，b］上是Riemann可积的，则f（x）的Darboux上、下积分相等．从而由（4.15）可知




因为ω（x）≥0，所以ω（x）＝0，a．e．x∈［a，b］．这说明f（x）在［a，b］上是几乎处处连续的．

充分性　若f（x）在［a，b］上的不连续点集是零测集，则f（x）的振幅函数ω（x）几乎处处等于零．从而由（4.15）可知




即f（x）的Darboux上、下积分相等，f（x）在［a，b］上是Riemann可积的．

注　上述定理指出，对于［a，b］上的有界函数而言，其Riemann可积性并非由该函数在不连续点处的性态所致，而是取决于它的不连续点集的测度．

定理4.25　若f（x）在I＝［a，b］上是Riemann可积的，则f（x）在［a，b］上是Lebesgue可积的，其积分值相同．

证明　首先，根据题设以及上述定理，f（x）在［a，b］上是几乎处处连续的．因此f（x）是［a，b］上的有界可测函数，f∈L（I）．

其次，对［a，b］的任一分划

∆：a＝x

0


 ＜x

1


 ＜…＜x

n


 ＝b，

根据Lebesgue积分对积分区域的可加性质，我们有




记M

i


 ，m

i


 分别为f（x）在［x

i－1


 ，x

i


 ］上的上、下确界，则得




（i＝1，2，…，n）．从而可知




于是在上式左、右端对一切分划∆各取上、下确界，立即得到




这说明f（x）在［a，b］上的Lebesgue积分与Riemann积分是相等的．


注意　今后，为整合起见，对f（x）在［a，b］上的Lebesgue积分，也记为





注　我们可从积分论的角度解答下述命题：

“设f（x）是R

1


 上有界可测函数，且不恒为零．若有

f（x＋y）＝f（x）·f（y）　（x，y∈R

1


 ），

则f（x）＝e

ax


 （x∈R

1


 ）”．

证明　由题设知f（x）＝f（x）f（0），故f（0）＝1．注意到f（x）≠0（x∈R

1


 ），令
 且选a∈R

1


 ，使得F（a）≠0，我们有




这说明f（x）是连续函数，因此F∈C

（1）


 （R

1


 ），从而可得f′（x＋y）＝f（x）f′（y）．取y＝0，即得f′（x）＝f（x）f′（0）．记α＝f′（0），可知［f（x）e

-αx


 ］′≡0，而f（0）＝1，故又有f（x）· e

-ax


 ≡1，即得所证．

思考题　试证明下列命题：

1．设F⊂［0，1］是闭集，且m（F）＝0，则χ

F


 ∈R（［0，1］）．

2．设f：［0，1］→［a，b］是Riemann可积函数，g∈C（［a，b］），则g［f（x）］在［0，1］上Riemann可积．

3．设f（x），g（x）都是［a，b］上的Riemann可积函数，E⊂［a，b］且
 若有

f（x）＝g（x），　x∈E，

则　　　　


4．设f（x）在R

1


 上可导．若f′（x）在［a，b］上有界，则f′∈L（［a，b］），且有




以上说的是［a，b］上有界函数的Riemann积分，对于无界函数的瑕积分以及无穷区间上的反常积分，情况就不同了，它原本是一种在Cauchy极限意义下的积分思想：




而下述命题表明，此时Lebesgue积分指的是绝对收敛的积分．

定理4.26

*


 　设｛E

k


 ｝是递增可测集合列，其并集是E，

f∈L（E

k


 ）　（k＝1，2，…）．

若极限　　　


存在，则f∈L（E）且有




证明　因为｛｜f（x）｜χ

E

k





 （x）｝是非负渐升列，且有




所以由渐升列积分定理可知




即f∈L（E）．又由于在E上，有




故根据控制收敛定理可得




在上述定理中，特别当E

k


 是矩体I

k


 （例如R

1


 中E

k


 ＝［0，k］（k＝1，2，…），E＝［0，∞））且f（x）在每个I

k


 上都是Riemann可积函数，以及条件




成立时，我们就可以通过计算Riemann积分
 而得到Lebesgue积分




的值．

还应指出的是，上述计算方法与｛I

k


 ｝的选择无关，只要保证它递增到并集E．

下面两个例子指出R

1


 上的反常（即Cauchy意义下的）积分与Lebesgue积分无直接的蕴涵关系．

例1　设f（x）＝sinx／x，则它在［0，∞）上的反常积分为




但我们有　　　


这说明f⋶L（［0，∞））．

例2　设f（x）＝x

α


 sin（1／x）（x∈［0，1］），

（i）若α≥0，则f∈R（［0，1］）；

（ii）若α≥-2，则f（x）在［0，1］上的反常积分存在；

（iii）若α＞-1，则f∈L（［0，1］）．

例3　求


解　由于当0＜x＜1时有
 且




故得




由此可知I＝-π

2


 ／6．

注　1．设f∈L（E），且
 则其中每个E

n


 均为可测集，则




但此结论对反常积分不一定真．例如对收敛级数
 （非绝对收敛）以及α≠-ln2，将
 的项作重新排列使新级数收敛到α，并令




我们有




这说明在一种积分理论中，如果反常积分存在的函数总是可积的，那么此种积分理论就不具备对区域的可数可加性．因此，我们不能期望有这样一种积分理论，它同时是反常积分和Lebesgue积分的推广．如果放弃对积分区域可数可加性的要求，那么这种积分理论是存在的．

2．对于定义在［a，b］上的函数f（x），g（x），令
 若f，g∈L（［a，b］），则F∈L（［a，b］）；若f，g∈R（［a，b］），则F∈R（［a，b］）．但若f（x），g（x）在［a，b］上反常可积，则F（x）在［a，b］上不一定反常可积．

3．设f∈R（［a，b］），g（x）在［a，b］上有界，且有

m（｛x∈［a，b］：f（x）≠g（x）｝）＝0，

但g（x）在［a，b］上不一定Riemann可积．例如




4．设f∈L（［0，1］）且有界，不一定存在g∈R（［0，1］），使得g（x）＝f（x），a．e．x∈［0，1］．例如取［0，1］中一个无处稠密的正测集E，且令f（x）＝χ

E


 （x）（0≤x≤1），则




此时，如果存在g∈R（［0，1］）且有g（x）＝f（x），a．e．x∈［0，1］，则点集｛x∈［0，1］：g（x）＝0｝在［0，1］中稠密，而使




5．［a，b］中存在零测集E，对于任意的f∈R（［a，b］），E中必有f（x）的连续点．

证明　记［a，b］∩Q＝｛r

n


 ｝，且作点集




则m（E

m


 ）≤2

-（n＋1）


 且m（E）＝0．注意到f（x）的连续点集cont（f）是稠密G

δ


 集，且m（［a，b］＼cont（f））＝0．根据Bire纲定理，可知cont（f）是第二纲集．［a，b］＼E

m


 （m∈N）是无处稠密集，E是G

δ


 集，
 是第一纲集．从而得到cont（f）⊄I＼E，即cont（f）⋂E≠∅．

思考题　试证明下列命题：

5．函数f（x）＝sin（x

2


 ）在［0，∞）上不可积．提示：注意




6．函数
 在x＝0处的Taylor级数在［0，1）上以L

1


 的意义收敛．

7．设f∈L（［0，n］）（n＝1，2，…），且存在极限




试问是否f∈L（［0，∞））？




§4.5　重积分与累次积分的关系



研究重积分与累次积分的关系是数学分析中最重要的课题之一．在Riemann积分的理论中，如果f（x，y）在I＝［a，b］×［c，d］上连续，那么下述等式




成立．本节的目的是要在Lebesgue积分理论中建立类似的定理——Fubini定理．虽然它的证明要繁难一些，但由于在应用上的简便性，这一努力是有价值的．






（一）Fubini定理






不失一般性，我们令n＝p＋q，其中p，q是正整数，

R

p


 ，　x＝（ξ

1


 ，ξ

2


 ，…，ξ

p


 ）；

R

q


 ，y＝（ξ

p＋1


 ，ξ

p＋2


 ，…，ξ

n


 ）；

R

n


 ＝R

p


 ×R

q


 ，（x，y）＝（ξ

1


 ，…，ξ

p


 ，ξ

p＋1


 ，…，ξ

n


 ）．

并记定义在R

n


 上的函数f的积分为




我们要解决的问题是等式




何时成立？

为此，让我们分析一下上述等式的意义．左端是f在R

n


 上的积分，当然必须要求f（x，y）在R

n


 上是可测的；右端称为累次积分，即f（x，y）先对y在R

q


 上积分，然后




再对x在R

p


 上进行积分．这就要保证f（x，y）作为y的函数在R

q


 上是可测的，还须使




作为x的函数在R

p


 上是可测的，在此基础上才能谈到它的积分及其相等的问题．与往常使用的方法一样，首先讨论函数是非负的情形．我们提出下述形式的定理．

定理4.27（Tonelli，非负可测函数的情形）　设f（x，y）是R

n


 ＝R

p


 ×R

q


 上的非负可测函数，我们有

（A）对于几乎处处的x∈R

p


 ，f（x，y）作为y的函数是R

q


 上的非负可测函数；

（B）记




则F

f


 （x）是R

p


 上的非负可测函数；




因为非负可测函数是非负可测简单函数渐升列的极限，所以我们自然想到采用从简单函数类出发，再扩大到非负可测函数类的证明方法．下面导入的引理可以使定理的证明叙述得简明一些．我们记满足条件（A），（B）及（C）的非负可测函数的全体为
 （显然非空）．

引理4.28　（i）若
 且a≥0，则


（ii）若f

1


 ，
 则f

1


 ＋


（iii）若f，
 f（x，y）－g（x，y）≥0且g∈L（R

n


 ），则




（iv）若
 f

k


 （x，y）≤f

k＋1


 （x，y）（k＝1，2，…），且有




则


证明　根据积分的线性性质，（i）与（ii）是显然成立的．

（iii）因为
 且可积，所以由（C）可知F

g


 （x）是几乎处处有限的．由此再根据（B）可知，对几乎处处的x，g（x，y）看成y的函数在R

q


 上是几乎处处有限的．于是从等式

（f（x，y）－g（x，y））＋g（x，y）＝f（x，y），　a．e．（x，y）∈R

n




立即推得f－g是满足条件（A），（B）与（C）的．

（iv）（A）显然．







定理4.27的证明　首先，定理4.27的结论现在可改述为：凡非负可测函数皆属于
 其次，根据上述引理之（iv），我们只需指出非负可测简单函数属于
 即可．又由于上述引理之（ii），实际上只需证明任一可测集E上的特征函数χ

E


 （x，y）皆属于


（1）E＝I

1


 ×I

2


 ，其中I

1


 与I

2


 各为R

p


 与R

q


 中的矩体．显然，我们有




另一方面，对每个x∈R

p


 ，χ

E


 （x，y）显然是R

q


 上的非负可测函数，且有




从而可知F

χ


 （x）是R

p


 上的非负可测函数，以及




这说明


（2）若E是R

n


 中的开集，即




其中I

k


 是互不相交的半开闭矩体，则


事实上，令




由（1）以及上述引理之（ii）可知
 又根据上述引理之（iv）可知


（3）若E是有界闭集，则E可表示为两个有界开集（G

1


 ⊃G

2


 ）的差集，从而由（2）以及上述引理之（iii）可知


（4）设｛E

k


 ｝是递减可测集合列，且m（E

1


 ）＜∞，记




若
 则


事实上，把χ

E

k





 看成f

k


 ，χ

E


 看成f，那么类似于上述引理之（iv）的证明方法，用控制收敛定理即可得证．

（5）若E是零测集，则


事实上，此时存在递减开集合列｛G

k


 ｝，G

k


 ⊃E（k＝1，2，…），使得




令
 则由（2）以及（4）可知
 又E⊂H，并注意到m（H）＝0，我们有




以及




即χ

E


 满足条件（C）．实际上，上述等式还指出，对几乎处处的x∈R

p


 ，有


从而立即推出，对几乎处处的x∈R

p


 ，有χ

E


 （x，y）＝0，a．e．（于R

q


 ）．这说明χ

E


 满足条件（A）与（B），


（6）若
 则


事实上，因为E可以表示为两个互不相交的集合的并：




其中每个F

k


 都是有界闭集，m（Z）＝0．令




由（3）以及用类似于（2）中的方法不难证明
 最后根据等式

χ

E


 （x，y）＝χ

K


 （x，y）＋χ

Z


 （x，y）

立即得到


注意　（i）在定理4.27的证明中，改变x∈R

p


 与y∈R

q


 的次序结论同样成立．因此，实际上我们可得




（ii）若f（x，y）是E上的非负可测函数，则可用f（x，y）χ

E


 （x，y）代替定理4.27中的f（x，y），我们有




定理4.29（Fubini，可积函数的情形）　若f∈L（R

n


 ），（x，y）∈R

n


 ＝R

p


 ×R

q


 ，则

（A）对于几乎处处的x∈R

p


 ，f（x，y）是R

q


 上的可积函数．

（B）积分




是R

p


 上的可积函数．

（C）我们有




证明　令f（x，y）＝f

+


 （x，y）－f

-


 （x，y），则根据非负可测函数的Tonelli定理可知，f

+


 （x，y）与f

-


 （x，y）满足上述条件（A），（B）与（C）．注意到所有的积分值都是有限的，从而可以作减法运算，并立即得出定理的结论．

注　1．在被积函数变号且不知其是否可积时，不妨先取绝对值再进行讨论．

2．即使f（x，y）的两个累次积分存在且相等，f（x，y）在R

n


 上也可能是不可积的．

3．Tonelli定理对Riemann积分不真．例如，设E是［0，1］×［0，1］中的稠密集，且任一平行于坐标轴的直线至多交E于一个点，又作函数




易知
 但我们有（Riemann积分）




4．设．f（x）＝f（ξ

1


 ，ξ

2


 ，…，ξ

n


 ）在开球B（0，r）⊂R

n


 上有表达式




则或有f（x）＝0（x∈B（0，r）），或是m（f

-1


 （0）∩B（0，r））＝0．

证明　（i）若n＝1，则可视f（x）为在复平面中｛z：｜z｜＜r｝上的解析函数F（z）在（-r，r）上的限定．此时如果f≠0，那么F

-1


 （0）是一个至多可列集．证毕．

（ii）对一般的n，采用归纳法．即假定n＝1，2，…，N－1时结论为真，且记E＝f

-1


 （0）∩B（0，r）以及

E

N


 ＝｛（ξ

1


 ，ξ

2


 ，…，ξ

N－1


 ）：（ξ

1


 ，ξ

2


 ，…，ξ

N－1


 ，ξ

N


 ）∈E｝，

则根据Fubini定理可知




其中m

k


 （A）表示R

k


 中点集A的Lebesgue测度．

现在，对ξ

N


 ∈（-r，r），视f（ξ

1


 ，ξ

2


 ，…，ξ

N－1


 ，ξ

N


 ）为变量ξ

1


 ，ξ

2


 ，…，ξ

N－1


 的函数在R

N－1


 中点集E

N


 上为0，则m

n－1


 （E

N


 ）＝0．根据归纳法，即得所证．

解意：该结论表明，几乎所有的n×n阶矩阵均有n个不同的特征值．这里“几乎所有”是指：
 中所有n×n阶矩阵形成之集的
 之测度．

例1　设f∈L（［0，∞）），a＞0，则有


证明　（i）因为




所以只需阐明积分可交换次序．

（ii）考查二元可测函数sinax·f（y）e

-xy


 ，它不是非负的，从而要研究它的可积性．为此，取其绝对值并将对x的积分范围限于［δ，X］：0＜δ＜X＜+∞．此时有




这说明sinax·f（y）e

-xy


 在［δ，X］×［0，+∞）上可积．于是我们有




（iii）注意到（根据积分第二中值定理）




由控制收敛定理即得




例2　


证明　因为
 在［0，∞）×［0，∞）上非负可测，所以根据Tonelli定理可知




易知上式左端为π／4，而右端为




例3

*


 　对x∈R

n－1


 （n＞1），t∈R

1


 ，记（x，t）为

（x，t）＝（x

1


 ，x

2


 ，…，x

n－1


 ，t）∈R

n


 .

设E是R

n－1


 中可测集，h＞0，点集

A＝｛（αz，αh）：z∈E，0 ≤α≤1｝

是以E为底、高为h且顶点为0的锥，则




证明　当（x，t）∈A时，即x＝αz，t＝αh，也就是α＝t／h，αz＝tz／h．从而当0≤t≤h时，有




易知m（A

t


 ）＝（t／h）

n－1


 m（E），由此可得




思考题　解答下列命题：

1．设f（x，y）在［0，1］×［0，1］上可积，试证明




2．设A，B是R

n


 中可测集，试证明




3．试证明函数f（x，y）＝xy／（x

2


 ＋y

2


 ）在［0，1］×［0，1］上是可积的．

4．试证明




5．设
 f（0，0）＝0，试证明









（二）积分的几何意义






大家知道，积分与测度是相通的，下面我们将通过（一）中的定理来讨论低维欧氏空间中点集与高维欧氏空间中点集之间的测度关系，并给出积分的几何意义．

定理4.30　设E是R

n


 ＝R

p


 ×R

q


 中的点集，对任意的x∈R

p


 ，令

E（x）＝｛y∈R

q


 ：（x，y）∈E｝，

称它为点集E在x处的截段集．若E是可测集，则对几乎处处的x，E（x）是R

q


 中的可测集，m（E（x））是R

p


 上（几乎处处有定义的）的可测函数且有




证明　只需在Tonelli定理中令f＝χ

E


 便可得证．

定理4.31　若E

1


 与E

2


 是R

p


 与R

q


 中的可测集，则E

1


 ×E

2


 是R

p


 ×R

q


 中的可测集，且有

m（E

1


 ×E

2


 ）＝m（E

1


 ）·m（E

2


 ）．

证明　因为




所以若能证明E

1


 ×E

2


 是R

p


 ×R

q


 中的可测集，则由Tonelli定理立即推知




现在来证明E

1


 ×E

2


 是R

p


 ×R

q


 中的可测集．由于E

1


 ×E

2


 可以表成可数个点集A×B的并集，其中A，B是有界闭集或零测集．故只需讨论两种情形：

（i）A是零测集．此时，对于任给的ε＞0，可作R

p


 中的开矩体列｛I

k


 ｝以及R

q


 中开矩体列｛J

i


 ｝，使得




显然，A×B被R

p


 ×R

q


 中的开矩体列｛I

k


 ×J

i


 ｝所覆盖．因此我们有




这说明A×B是R

p


 ×R

q


 中的零测集．

（ii）A与B都是有界闭集．易知A×B是R

p


 ×R

q


 中的闭集，是可测集．

推论4.32

*


 （可测函数图形的测度）　设f（x）是E上的非负实值可测函数，作点集

G

E


 （f）＝｛（x，y）∈R

n＋1


 ：x∈E，y＝f（x）｝，

称它为y＝f（x）在E上的图形．（注意，E是R

n


 中的点集，G

E


 （f）是R

n＋1


 中的点集．）我们有

m（G

E


 （f））＝0．

证明　不妨设m（E）＜∞．对任给δ＞0，作分点：

0，δ，2δ，…，kδ，（k＋1）δ，…，

令E

k


 ＝｛x：kδ≤f（x）＜（k＋1）δ｝（k＝0，1，…）．显然有




从而得




由δ的任意性可知

m（G

E


 （f））＝0．

定理4.33

*


 （积分的几何意义）　设f（x）是E上的非负实值函数，记




称它为y＝f（x）在E上的下方图形．我们有下述结论：

（i）若f（x）是可测函数，则G（f）是R

n＋1


 中的可测集，且有




（ii）若E是可测集，
 是R

n＋1


 中的可测集，则f（x）是可测函数，且有




这正是Riemann积分中曲边梯形面积意义的推广．

证明　（i）若f（x）是一个可测集上的特征函数，结论显然成立．从而对于非负可测简单函数结论也真（注意，在互不相交子集的并集上的下方图形等于在每个子集上的下方图形的并）．于是，我们作非负可测简单函数的渐升列｛φ

k


 （x）｝收敛于f（x），易证




因为f的图形集G

E


 （f）是R

n＋1


 中的零测集，所以
 不仅是R

n＋1


 中的可测集而且还有




（ii）设
 是R

n＋1


 中的可测集，由定理4.27可知，对几乎处处的y∈R

1


 ，截段集H（y）是R

n


 中的可测集，但我们有

H（y）＝｛x：f（x）≥y｝，

因此除一零测集中的y值以外，｛x：f（x）≥y｝是可测集．这说明f（x）是E⊂R

n


 上的可测函数．根据（i）即得









（三）卷积函数、分布函数






设f（x）和g（x）是R

n


 上的可测函数，若积分




存在，则称此积分为f与g的卷积，记为（f*g）（x）．

注意，这里的f（x－y）是（x，y）∈R

n


 ×R

n


 上的可测函数．

定理4.34　若f，g∈L（R

n


 ），则（f*g）（x）对几乎处处的x∈R

n


 存在，（f*g）（x）是R

n


 上的可积函数且有




证明　首先设f（x）≥0，g（x）≥0，因为f（x－t）g（t）是R

n


 ×R

n


 上的可测函数，所以根据非负可测函数的Tonelli定理可得




这说明（f*g）（x）几乎处处存在（有限），且有




其次，对于一般情形，只需注意

｜（f*g）（x）｜≤（｜f｜*｜g｜（x），

从而有




例4（卷积是连续函数）　设f∈L（R

n


 ），g（x）在R

n


 上有界可测，则F（x）＝（f*g）（x）是R

1


 上的一致连续函数．

证明　不妨设｜g（x）｜≤M，x∈R

n


 ．我们有




即得所证．

例5

*


 （L中无卷积单位）　L（R

1


 ）中不存在函数u（x），使得对一切f∈L（R

1


 ），有

（u*f）（x）＝f（x），a．e．x∈R

1


 ．

证明　应用反证法，假设存在u∈L（R

1


 ）使上式成立．首先可取δ＞0，使得




其次对L（R

1


 ）中函数f（x）＝χ

［-δ，δ］


 （x），易知




因此，必有x

0


 ∈［-δ，δ］，使得




然而，另一方面，我们又有




这一矛盾说明，不存在u∈L（R

1


 ），使得对一切f∈L（R

1


 ），有

（u*f）（x）＝f（x），　a．e．x∈R

1


 ．

例6　设f（x）在R

1


 上可测，E⊂R

1


 且
 若对任意a∈E，有f（x＋a）＝f（x），a．e．x∈R

1


 ，则存在常数C，使得f（x）＝C，a．e．x∈R

1


 ．

证明　首先假定f（x）有界，且设
 是L

1


 （R

1


 ）中的展缩函数列（参见第六章§6.5定义6.10），则知
 在R

1


 上连续，且有

f

n


 （x＋a）＝f

n


 （x）　（n∈N）．

从而由E的稠密性，可得f

n


 （x）＝C

n


 （x∈R

1


 ）．不妨认定（否则用子列，注意f∈L

1


 ）




因此我们有C

n


 →C（n→∞），即f（x）＝C，a．e．x∈R

1


 ．

其次，对一般可测函数f（x），作函数列




易知每个f

n


 （x）均满足题设，故存在C

n


 ，使得

f

n


 （x）＝ C

n


 ，　a．e．x∈R

1


 ．

若存在n

0


 ，使得
 则
 a．e．x∈R

1


 ；

若对一切n∈N，C

n


 ＝0，即f

n


 （x）＝0，a．e．x∈R

1


 ，则f（x）＝0，a．e．x∈R

1


 ．

例7

*


 　设f（x），g（x）是R

1


 上以2π为周期的可测函数．若e

｜g（x）｜／λ


 ∈L

1


 （［0，2π］）（λ＞1），则




证明　由Young不等式ab≤aln（1＋a）＋e

b


 －1（a，b≥0）可知，对λ＞1，我们有




注意到ln（1＋λ｜f（x）｜）≤lnλ＋ln（1＋｜f（x）｜），即得所证．

例8

*


 　设f（x），g（x）在（0，∞）上有界可测．若




则


证明　由题设知




并令x＝e

t


 ，y＝e

u


 ，f（e

t


 ）＝F（t），g（e

u


 ）＝G（u），则




同理可知｜G｜ ∈L（R

1


 ）．从而我们有




在关于非负可测函数f（x）的积分中（§4.1），曾介绍其可积性与可测集｛x∈E：f（x）＞t｝的可求和关系．在这里，我们将更加深入地论述这一联系，它为估算积分提供了更多的方便．

定义4.4　设f（x）在E上可测，则称

f

*


 （λ）＝m（｛x∈E：｜f（x）｜＞λ｝），λ＞0

为f（x）在E上的分布函数．显然，f

*


 （λ）是（0，∞）上的递减函数．

定理4.35

*


 　设f（x）在E上可测，则对1≤p＜∞，有




证明　作函数




易知F（λ，x）作为x的函数是｛x∈E：｜f（x）｜＞λ｝上的特征函数．从而由Tonelli定理可得







习　题　4





第　一　组



1．设f（x）是E⊂R

n


 上几乎处处大于零的可测函数，且满足
 试证明m（E）＝0．

2．设f（x）在［0，∞）上非负可积，f（0）＝0且f′（0）存在，试证明积分




存在．

3．设f（x）是E⊂R

n


 上非负可测函数．若存在E

k


 ⊂E，m（E＼E

k


 ）＜1／k（k＝1，2，…），使得极限




存在，试证明f（x）在E上可积．

4．设f（x）是R

1


 上非负可积函数，令




若F∈L（R

1


 ），试证明




5．设f

k


 （x）（k＝1，2，…）是R

n


 上非负可积函数列，若对任一可测集E⊂R

n


 ，都有




试证明




6．设f（x）与g（x）是E⊂R

1


 上非负可测函数，且m（E）＝1．若有f（x）g（x）≥1，x∈E，试证明







7．假设有定义在R

n


 上的函数f（x），如果对于任意的ε＞0，存在g，h∈L（R

n


 ），满足g（x）≤f（x）≤h（x）（x∈R

n


 ），并且使得
 试证明f∈L（R

n


 ）．

8．设｛E

k


 ｝是R

n


 中测度有限的可测集列，且有




试证明存在可测集E，使得f（x）＝χ

E


 （x），a．e．x∈R

n


 ．

9．设f（x）是［0，1］上的递增函数，试证明对E⊂［0，1］，m（E）＝t，有


10．设f∈L（R

n


 ），E⊂R

n


 是紧集，试证明




11．证明下列等式：







12．设f∈L（R

1


 ），a＞0，试证明级数




在R

1


 几乎处处绝对收敛，且其和函数S（x）以a为周期，且S∈L（［0，a］）．

13．设f∈L（R

1


 ），p＞0，试证明




14．设x

s


 f（x），x

t


 f（x）在（0，∞）上可积，其中s＜t，试证明积分




存在且是u∈（s，t）的连续函数．

15．设f（x）是（0，1）上的正值可测函数，若存在常数c使得




试证明存在可测集E⊂（0，1），使得f（x）几乎处处等于χ

E


 （x）．再问若f（x）不是非负的又如何？

16．设f∈L（［0，1］），试证明




（ln（1＋x

2


 ）≤x，x≥0．）

17．设E

1


 ⊃E

2


 ⊃…⊃E

k


 ⊃…，
 f∈L（E

k


 ）（k＝1，2，…），试证明




18．设f∈L（E）且f（x）＞0（x∈E），试证明




19．设｛f

n


 （x）｝是［0，1］上的非负可积函数列，且f

n


 （x）在［0，1］上依测度收敛于f（x）．若有




试证明对［0，1］中任一可测子集E，有




20．设｛f

k


 （x）｝是E上非负可积函数列，且f

k


 （x）在E上几乎处处收敛于f（x）≡0．若有




试证明




21．（依测度收敛型的Fatou引理）设｛f

k


 （x）｝是E上依测度收敛于f（x）的非负可测函数列，试证明




22．试证明：


23．设f∈L（R

n


 ），f

k


 ∈L（R

n


 ）（k＝1，2，…），且对于任一可测集E⊂R

n


 ，有




试证明　　　


24．设｛f

k


 （x）｝，｛g

k


 （x）｝是E⊂R

n


 上的两个可测函数列，且有｜f

k


 （x）｜≤g

k


 （x），x∈E．若







试证明　　　


25．设f（x）是［a，b］上的有界函数，其不连续点集记为D．若D只有可列个极限点，试证明f（x）是［a，b］上的Riemann可积函数．

26．设f（x）是R

1


 上的有界函数，若对于每一点x∈R

1


 ，存在极限




试证明f（x）在任一区间［a，b］上是Riemann可积的．

27．设E⊂［0，1］，试证明χ

E


 （x）在［0，1］上Riemann可积的充分必要条件是


28．设f∈R（［0，1］），试证明f（x

2


 ）∈R（［0，1］）．

29．假设f（x），g（x）是E⊂R

1


 上的可测函数并且m（E）＜∞，若f（x）＋g（y）在E×E上可积，试证明f（x），g（x）都是E上的可积函数

30．计算下列积分：







31．设E⊂R

1


 且m（E）＞0，f（x）是R

1


 上的非负可测函数．若函数




在R

1


 上可积，试证明f∈L（R

1


 ）．

32．设f∈L（R

1


 ），且xf（x）在R

1


 上可积，令




若有
 试证明F∈L（R

1


 ）．

33．求
 之值．

34．设f∈L（（0，a）），
 试证明g∈L（（0，a）），且有






第　二　组



1．设f（x）是［a，b］上的正值可积函数，令0＜q≤b－a，记Г＝｛E⊂［a，b］：m（E）≥q｝，试证明




2．设f（x）是［a，b］上的正值可积函数，｛E

n


 ｝是［a，b］中的可测子集列．若有




试证明m（E

n


 ）→0（n→∞）．

3．设f：［0，1］↦［1，∞）是可测函数，试证明




4．设f

n


 ∈L（［0，1］）（n＝1，2，…），F∈L（［0，1］）．若有

（i）｜f

n


 （x）｜≤F（x）（n＝1，2，…，x∈［0，1］）；

（ii）对任意的g∈C（［0，1］），
 试证明对任意的可测集E⊂［0，1］，有




5．设｛f

k


 （x）｝是E⊂R

n


 上的非负可测函数列，且m（E）＜∞，试证明｛f

k


 （x）｝依测度收敛于零（函数）的充分必要条件是：




6．设f（x），f

1


 （x），f

2


 （x）…，f

k


 （x），…是E⊂R

n


 上的非负可积函数，且有




试证明对于E中任一可测子集e，有




7．设f（x）是E⊂R

1


 上的正值可测函数，a＞1，试证明a

f（x）


 在E上可积当且仅当




8．设｛f

n


 （x）｝是［0，1］上的非负可积函数列，且有




试证明对a．e．x∈［0，1］，存在N，使得




9．设f

n


 ∈L（R

1


 ）（n＝1，2，…），f∈L（R

1


 ），且有




又有E⊂R

1


 ，E

n


 ⊂R

1


 （n＝1，2，…），且有m（E

n


 △E）→0（n→∞），试证明




10．设f∈L（［a，b］），｛I

k


 ｝是［a，b］内的开区间列，λ＞0，若有




记
 试证明


11．设f∈L（R

1


 ），且记
 x∈R

1


 ．若F（x）是R

1


 上的递增函数，试证明f（x）≥0，a．e．x∈R

1


 ．

12．设f∈L（（0，∞）），g（x）在（0，∞）上可测．若存在M＞0，对一切x∈（0，∞），均有｜g（x）／x｜≤M，试证明




13．设f（x）是R

1


 上以T＞0为周期的可测函数，并且
 试证明




14．试证明




15．设E

k


 ⊂［a，b］且m（E

k


 ）≥δ＞0（k＝1，2，…），｛a

k


 ｝是一实数列且满足




试证明




16．设f（x）与g（x）是［0，∞）上的非负递增函数，φ（x）与ψ（x）是［a，b］上的非负可测函数，试证明




17．设E⊂（0，2π）是可测集，｛ξ

n


 ｝是任一实数列，试证明




18．设E⊂［0，1］×［0，1］是可测集，记

E

x


 ＝｛y∈［0，1］：（x，y）∈［0，1］

2


 ｝，

E

y


 ＝｛x∈［0，1］：（x，y）∈［0，1］

2


 ｝．

若有m（E

x


 ）＝0，a．e．x∈［0，1］，试证明




19．设




试证明




20．记数列｛t

n


 ｝使极限
 存在的x∈R

1


 之全体为E，且m（E）＞0，试证明｛t

n


 ｝是收敛列．

21．设f（x），g（x）是E上的非负可测函数，且有f·g∈L（E），令E

y


 ＝｛x∈E：g（x）≥y｝，试证明




对一切y＞0均存在，且有




22．设f∈L（E），f

k


 ∈L（E）（k＝1，2，…），且有
 


x∈E，以及
 试证明




23．设f（x）是R

1


 上实值可测函数．若对x∈（-1，1），e

tx


 f（t）在（-1，1）上可积，试证明对x∈（-1，1），te

tx


 f（t）在（-1，1）上可积．




注　　记



（一）Lebesgue积分是一种绝对可积的积分理论，由此自然想到另外建立一种积分理论，其中没有绝对可积性．然而，在这一方面的任何企图将会排除积分对可测集的可数可加性．

（二）简单介绍关于复值函数的积分

首先给出定义：

定义　若φ（x），ψ（x）是E上的实值可测函数，则称f（x）＝φ（x）＋iψ（x）为E上的复值可测函数．若




则称f（x）是E上复值可积函数，且定义其积分值为




显然，对于E上的两个复值可积函数f（x）与g（x），必有




其中α与β是复数．对于复值可积函数，仍有下述性质：

定理　若f（x）是E上的复值可积函数，则




证明　记
 则存在复数α：｜α｜＝1，且αz＝｜z｜．显然有

Re［αf（x）］≤｜αf（x）｜＝｜f（x）｜，

从而得




（三）积分号下取极限的充分必要条件

在Lebesgue控制收敛定理中，函数列有控制函数存在是积分号下取极限的充分条件．在这里，简单介绍一种充分必要条件．

首先我们看到，若f∈L（E），则对任意的ε＞0，存在非负函数g∈L（E），使得




（只需令g（x）＝2｜f（x）｜．）反之亦然．

定义　设f

k


 ∈L（E）（k＝1，2，…）．若对任意的ε＞0，存在非负函数g∈L（E），使得




则称｛f

k


 ｝是E上的一致（或等度）可积函数列．

显然，若｜f

k


 （x）｜≤F（x）且F∈L（E），则｛f

k


 ｝是E上的一致可积函数列．易证｛f

k


 ｝是E上的一致可积函数列的充要条件是：




（ii）对任意的ε＞0，存在非负函数h∈L

1


 （E）以及δ＞0，使得对于满足




的可测集e，必有




定理　设｛f

k


 （x）｝是E上的可测函数列，且几乎处处收敛于实值函数f（x），则




的充分必要条件是：｛f

k


 （x）｝是E上的一致可积函数列．

（四）比Riemann-Lebesgue引理有更广内涵的结果

定理（Fejér公式）　设g（x）是R

1


 上的以T为周期的有界可测函数，｛λ

n


 ｝是实数列，则对f∈L（R

1


 ），有




证明　（i）首先看阶梯函数的情况．若f（x）＝χ［α，β］（x），则




其中




由此可知




从而对f（x）是阶梯函数时，结论也真．

（ii）其次，设f∈L（R

1


 ），此时对任给的ε＞0，可作阶梯函数h（x），使得




现在记
 则由







可得　　


例　设｛r

n


 ｝，｛λ

n


 ｝是实数列，使得点集




为正测集，则


证明　（i）对自然数N，作点集




显然E

N


 ⊂E

N＋1


 （N＝1，2，…），
 且m（E

N


 ）→m（E）（N→∞），故知存在N

0


 ，使得
 且可作
 中子集F：0＜m（F）＜∞．从而有




（ii）因为g（x）＝｜cosx｜有周期π，且




所以在Fejér公式中，取f（x）＝χ

F


 （x），我们有




这导致


（五）有助于我们澄清关于函数可积性的某些错觉的典型例子

例　记Q＝｛r

n


 ｝，在R

1


 上作函数







则f∈L（R

1


 ）且


（i）对t∈R

1


 以及区间（a，b），则存在
 以及c∈R

1


 ：
 
 
 使得




这说明对一个可积函数f（x），仍可能有（t∈R

1


 ，（a，b）任意）

m（（a，b）∩｛x：x∈R

1


 ，f（x）＞t｝）＞0．

（ii）函数




在R

1


 中任一区间上均不可积．

（六）关于重积分与累次积分

在经典的积分理论中，对于反常多重积分，如二重积分，假定f（x，y）≥0，且重积分




存在．若更有累次积分




存在或等于+∞，则




但有例说明，其累次积分可以不存在且也不等于+∞．Lebesgue积分在此又一次显示出它的优越性．

例（向径函数的积分）　设f（x）是［0，∞）上的正值可测函数，则（｜X｜＝（x

2


 ＋y

2


 ）

1／2


 ）




证明　（i）设f（x）＝χ

（a．a）


 （x）（0≤a＜b＜∞），则







（ii）设｛E

n


 ｝是［0，∞）中互不相交或递增的可测点集列，
 若式（*）对
 成立，则式（*）对f（x）＝χ

E


 （x）也成立．为此，令
 
 则｛φ

n


 （x）｝是非负可测函数渐升列．因此，我们有




当｛E

n


 ｝是互不相交集列时，式（**）之右端为




从而得到


当｛E

n


 ｝是递增集合列时，则S

n


 ＝E

n


 （n∈N）．类似地，式（**）之右端为




这说明式（*）对f（x）＝χ

E


 （x）成立．

（iii）设G⊂［0，∞）是开集，则G可写为互不相交的构成区间之并，故式（*）对f（x）＝χ

G


 （x）成立．

（iv）设Z⊂［0，∞）：m（Z）＝0，且令Z

n


 ＝Z∩［0，n），则
 因此，只需指出式（*）对
 成立即可．为此，对m（Z

n


 ）＝0，取递减开集列｛G

k


 ｝：




不妨认定G

k


 ⊂（0，n）（k∈N），我们有




令k→∞，则得




（v）设E⊂［0，∞）是可测集，令E

n


 ＝E∩（0，n）（n∈N），并取开集列G

k


 ⊂（0，∞）（k∈N）：G

k


 ⊃E

k


 ，m（G

k


 ）＜+∞，且m（G

k


 ）→m（E）（k→∞）；又记
 
 则m（Z

n


 ）＝0，且G＝E

n


 ∪Z

n


 ．根据控制收敛定理，可知




注意到E

n


 ∩Z

n


 ＝∅，故式（*）对
 成立．这说明式（*）对
 成立，对χ

E


 （x）也成立．

（vi）现设f（x）是非负可测函数．易知当式（*）对f

1


 （x），f

2


 （x）均成立时，则对αf

1


 （x）＋βf

2


 （x）也成立．从而式（*）对可测简单函数成立．因此，我们作可测简单函数列
 立即得知式（*）对f（x）成立．

注　1．设f（x）在［0，∞）上非负可测，0≤a＜b≤+∞，则对X∈R

n


 ，
 
 我们有




其中B（0，1）是R

n


 中的单位球．

2．设E⊂（0，∞）是可测集，令A

E


 ＝｛X∈R

n


 ：｜X｜∈E｝，则




3．记［0，1］

n


 为R

n


 的单位正方体，我们有




4．设f（x）≥0（x∈R

1


 ），
 则




（七）Radon-Nikodym定理简介

在正文中，我们曾看到测度与积分统一性的应用．例如，E⊂R

1


 是可测集，则




这是同一测度空间的情形．

如果从另一角度考查一下：对给定的非负可积函数而言，它在E上的积分由E唯一确定，若记




则定义在Lebesgue可测集的σ-代数上的集合函数μ具有以下性质：

（i）μ（E）≥0，且当E＝∅时μ（E）＝0；

（ii）若E

1


 ⊂E

2


 ，则μ（E

1


 ）≤μ（E

2


 ）；

（iii）若｛E

k


 ｝是互不相交可测集时，有




这就是说（见第二章§2.2定理2.6后的注），（R

1


 ，m，μ）构成一个测度空间，只是其中测度μ的值与Lebesgue测度不同罢了．

现在提出一个问题：如果在Lebesgue可测集的σ-代数上定义有一种非负测度μ，那么是否存在一个非负Lebesgue可测函数使对任一可测集E，有




对此，我们首先注意到，当上述等式成立时，若m（E）＝0，则μ（E）＝0．这一事实称为测度μ关于Lebesgue测度的绝对连续性．当然，一般的测度μ不一定具备这一性质．因此，要使上式成立必须使μ是（关于Lebesgue测度）绝对连续的．下面所介绍的著名结果是经典测度论的最高成就．（一个特殊情形）

命题（Radon-Nikodym）　若μ是关于Lebesgue测度的绝对连续测度，则存在非负可测函数f（x），使得




（定理的一般形式是对带符号测度给出的）




第五章　微分与不定积分



在数学分析课程的学习中，我们知道积分与微分运算的互逆关系乃是微积分学的中枢，它们主要表现于下述微积分基本定理之中：

（Ⅰ）若f（x）是定义在［a，b］上的Riemann可积函数，且在x＝x

0


 处连续，则函数




在x＝x

0


 处是可微的，且有F′（x

0


 ） ＝f（x

0


 ）．

（Ⅱ）若f（x）是定义在［a，b］上的可微函数，f′（x）在［a，b］上是Riemann可积函数，则f（x）是其导函数的不定积分：





注　在（Ⅱ）中我们注意到，欲使Newton-Leibniz公式成立，必须要求f′∈R（［a，b］）．在本章末尾的注记中指出，即使f′（x）有界，也可以不是Riemann可积的．


本章的目的是要在Lebesgue积分理论中推广微积分基本定理，并给出Newton-Leibniz公式成立的充分必要条件．为简单起见，我们着重介绍R

1


 的情形（R

n


 的情形见附录）．

在这里我们首先遇到的是函数的可微性问题．由于可积函数f（x）的不定积分可以写成以下的形式：




即F（x）实际上是两个单调上升函数的差，从而讨论单调函数的可微性问题可以作为（Ⅰ）的先导．其次我们引进“有界变差函数”的概念，它实际上就是两个单调上升函数的差，从而可知不定积分的全体是有界变差函数类中的一个子类，而且它是一个真子类，这就是在§5.4中引入的绝对连续函数类，从而导出（Ⅱ）型基本定理．




§ 5.1　单调函数的可微性



在点集测度理论的基础上，我们可以建立各种形式的集合覆盖定理，它们为深入研究函数的可微性提供了恰当的方法．本节将介绍在Vitali意义下的覆盖定理，并由此证明Lebesgue的著名结论：单调函数是几乎处处可微的．






（一）Vitali覆盖定理






定义5.1　设E⊂R

1


 ，Г＝｛I

α


 ｝是一个区间族．若对任意的x∈E以及ε＞0，存在I

α


 ∈Г，使得x∈I

α


 ，｜I

α


 ｜＜ε，则称Г是E在Vitali意义下的一个覆盖，简称为E的Vitali覆盖．

例1　设E＝［a，b］，令｛r

n


 ｝为［a，b］中的全体有理数，




则区间族Г＝｛I

n，m


 ：n，m＝1，2，…｝是E的Vitali覆盖．

定理5.1（Vitali覆盖）　设E⊂R

1


 且m

*


 （E）＜∞，若Г是E的Vitali覆盖，则对于任意的ε＞0，存在有限个互不相交的I

j


 ∈Г（j＝1，2，…，n），使得




证明　不失一般性，只需讨论Г是闭区间族的情形．作开集G，使得G⊃E且m（G）＜∞．因为Г是E的Vitali覆盖，所以不妨假定Г中的每个I均含于G．

首先从Г中任选一区间记做I

1


 ，然后再用数学归纳法逐步挑选后继区间：设已选出互不相交的区间I

1


 ，I

2


 ，…，I

k


 ，若




则定理无需再证．否则令

δ

k


 ＝sup｛｜I｜：I∈Г，I∩I

j


 ＝∅（j＝1，2，…，k）｝，

显然，δ

k


 ≤m（G）＜∞．此时，我们一定可以从Г中选出一个区间记为I

k＋1


 ，满足




继续这一过程，可得互不相交的闭区间列｛I

j


 ｝，且满足




由此可知，对于任意的ε＞0，存在n，使得




令　　　


现在来证明m

*


 （S）＜ε．设x∈S，因为
 是闭集，而且还有
 所以存在I∈Г，使得

x∈I，I∩I

j


 ＝∅　（j＝1，2，…，n）．

显然，｜I｜≤δ

n


 ＜2｜I

n＋1


 ｜．由于当j→∞时，有｜I

j


 ｜→0，故知I必与｛I

j


 ｝中某一区间相交（否则因区间I的长度是确定的而与选取过程发生矛盾）．记n

0


 是｛I

j


 ｝中与I相交之区间的最小下标，则n

0


 ＞n，且有

｜I｜≤δ

n

0


 －1


 ＜2｜I

n

0





 ｜．

从而我们作区间
 它与
 同心且长度为
 的5倍，就可使
 包含x．如果对一切j＞n的I

j


 都作相应的
 那么得到




由此知




注　设E⊂R

n


 ，
 是R

n


 中一族闭方体．若对任意的x∈E以及ε＞0，存在
 使得x∈Q且有diamQ＜ε，则称
 是E的一个Vitali覆盖．我们有以下结论：

命题（Vitali）　设E⊂R

n


 是有界可测集，
 是E的一个Vitali覆盖，则存在互不相重（内部互不相交）的可数列｛Q

k


 ｝，使得







（二）单调函数的可微性






大家知道，如果一个定义在R

1


 上的函数在某一点是可微的，那么它在该点一定是连续的，但反之不然．不仅如此，我们还不难构造一个函数，它在（a，b）上处处连续，但在（a，b）中的一个可列集上不存在导数．19世纪初期，许多数学家都以为连续函数在其定义域中的“广大”部分点集上导数存在，并且还有人试图严格地去证明这一点，但是没有成功．一个震惊数学界的反例是德国数学家Weierstrass（1815—1897）于1872年给出的（首次发表于1875年）．这个例子指出，处处连续的函数可以处处不可微．
 

〔1〕





然而，单调函数的情况就不同．虽然我们无法对定义在［a，b］上的一般单调函数断定在哪些点上是可微的，但对可微性的整体描述，我们有著名的Lebesgue定理：单调函数是几乎处处可微的．

为此，我们先要把导数的概念适当地加以推广，以便于统一处理导数可能不存在的情形．

定义5.2　设f（x）是定义在R

1


 中点x

0


 的一个邻域上的实值函数，令







分别称它们为f（x）在x

0


 点的右上导数，右下导数，左上导数，左下导数．总称为Dini
 

〔2〕



 （导）数．

显然，D

+


 f（x

0


 ）≥D

+


 f（x

0


 ），　D

-


 f（x

0


 ）≥D

-


 f（x

0


 ），

　　　D

+


 （-f）＝-D

+


 （f），　 D

-


 （-f）＝-D

-


 （f）．

此外，若此四个Dini数皆等于同一个有限值，则f（x）在x

0


 点是可微的；若D

+


 f（x

0


 ）＝D

+


 f（x

0


 ）为有限值，则f（x）在x

0


 点的右导数存在；若D

-


 f（x

0


 ）＝D

-


 f（x

0


 ）为有限值，则f（x）在x

0


 点的左导数存在．

例2　设a＜b，a′＜b′，作函数：




由于在区间　　　


中，cos（1／x）及sin（1／x）可取到-1到+1之间的一切值，故




类似地，有D

+


 f（0）＝a，D

-


 f（0）＝a′，D

-


 f（0）＝b′．

例3

*


 　设f∈C（［a，b］），则存在x

0


 ∈（a，b）以及常数k，使得

D

-


 f（x

0


 ）≥k≥D

+


 f（x

0


 ）　或　D

-


 f（x

0


 ）≤k≤D

+


 f（x

0


 ）

证明　记k＝［f（b）－f（a）］／（b－a），并考查F（x）＝f（x）－kx．易知F∈C（［a，b］），且有







由此知存在x

0


 ∈（a，b），使F（x

0


 ）是［a，b］上F（x）的最大值或最小值．从而得到

D

-


 F（x

0


 ）≥0，　D

+


 F（x

0


 ）≤0（x

0


 为最大值点），

D

+


 f（x

0


 ）≥0，　D

-


 f（x

0


 ）≤0（x

0


 为最小值点）．

（注意，若
 存在，且g（x）＝φ（x）＋ψ（x），则
 
 即

D

-


 f（x

0


 ）≥ k≥ D

+


 f（x

0


 ）　（x

0


 为最大值点）；

D

+


 f（x

0


 ）≥k≥D

-


 f（x

0


 ）　（x

0


 为最小值点）．

注　1．存在f∈C（［0，1］），使得

｜D

±


 （x）｜＝｜D

±


 （x）｜＝+∞　（0≤x≤1）．

2．若f（x）是［a，b］上的递增函数，则其Dini导（函）数可测

3．设
 D

+


 g（0）＝1，D

+


 （f＋g）（0）＝0．从而可知

D

+


 （f＋g）（0）≠ D

+


 f（0）＋ D

+


 g（0）．

定理5.2（Lebesgue）　若f（x）是定义在［a，b］上的单调上升（实值）函数，则f（x）的不可微点集为零测集，且有




证明　我们首先证明，对于（a，b）中几乎处处的x有

D

-


 f（x）＝ D

-


 f（x）＝D

+


 f（x）＝D

+


 f（x）．

为此，只需证明下述两个点集

E

1


 ＝｛x∈［a，b］：D

+


 f（x）＞D

-


 f（x）｝，

E

2


 ＝｛x ∈［a，b］：D

-


 f（x）＞D

+


 f（x）｝

为零测集即可．对于E

1


 与E

2


 ，只需证明m（E

1


 ）＝0，因为通过变换-f并注意到D

+


 （-f）＝-D

+


 （f）和D

-


 （-f）＝-D

-


 （f），m（E

2


 ）＝0就可直接由前者推出．记Q

+


 为正有理数集，并对E

1


 作分解如下：




若记A＝A

r，s


 ＝｛x∈［a，b］：D

+


 f（x）＞r＞s＞D

-


 f（x）｝，则m（E

1


 ）＝0的证明归结为证明m（A）＝0．

作开集G⊃A，使得m（G）＜（1＋ε）m

*


 （A）．对于任一点x∈A，由于D

-


 f（x）＜s，故存在h＞0，使得




其中的h可以取得充分小，并不妨假定［x－h，x］⊂G，显然如此之区间［x－h，x］的全体就构成一个A的Vitali覆盖．根据Vitali定理可知，对任给的ε＞0，存在互不相交的区间组

［x

1


 －h

1


 ，x

1


 ］，［x

2


 －h

2


 ，x

2


 ］，…，［x

p


 －h

p


 ，x

p


 ］，

使得




因为每个｛x

j


 －h

j


 ，x

j


 ｝均满足（5.3），所以我们有

f（x

j


 ）－f（x

j


 －h

j


 ）＜sh

j


 ，　j＝1，2，…，p．

再考虑到（5.5）式即得




又记　　　


因为对任意的y∈B，D

+


 f（y）＞r，所以存在k＞0，使得［y，y＋k］含于某个（x

j


 －h

j


 ，x

j


 ）内，且有




其中k可以取得充分小．从而如此之区间［y，y＋k］的全体就构成B的Vitali覆盖．再应用Vitali定理的结论，可知存在互不相交区间组

［y

1


 ，y

1


 ＋k

1


 ］，［y

2


 ，y

2


 ＋k

2


 ］，…，［y

q


 ，y

q


 ＋k

q


 ］，

使得　　　


由于每个｛y

i


 ，y

i


 ＋k

i


 ｝均满足（5.7）式，故知

f（y

i


 ＋k

i


 ）－f（y

i


 ）＞rk

i


 ．

从而根据（5.4）式可得




注意到f（x）是单调上升函数以及［y

i


 ，y

i


 ＋k

i


 ］含于某个（x

j


 －h

j


 ，x

j


 ）内，可知




于是引用（5.8）与（5.6）式，我们得到

r（m

*


 （A）－2ε）＜s（1＋ε）m

*


 （A）．

由ε的任意性上式变为rm

*


 （A）≤sm

*


 （A）．这说明m

*


 （A）＝0，否则与r＞s矛盾．

其次，我们来证明（5.2）式．由上所述，f′（x）在［a，b］上是几乎处处有定义的．根据f（x）的单调上升性质，可知f′（x）≥0，a．e．x∈［a，b］．现在令




其中认定当x＞b时，有f（x）＝f（b）．易知




于是由Fatou引理可得




从而（5.2）式成立．由此立即可知f′（x）是几乎处处有限的，即f（x）是几乎处处可微的．

下例表明，单调函数是几乎处处可微的这一结论，一般说来是不能改进的．

例4

*


 　设E⊂（a，b）且m（E）＝0，我们可以作一个在［a，b］上是连续且单调上升的函数f（x），使得f′（x）＝∞，x∈E．

事实上，对每一个自然数n，我们可以取一个包含E的有界开集G

n


 ，使得m（G

n


 ）＜1／2

n


 ，并作函数列

f

n


 （x）＝m（［a，x］∩G

n


 ），　x∈［a，b］　（n＝1，2，…）．

显然，每个f

n


 （x）都是非负的单调上升函数且f

n


 （x）＜1／2

n


 ．由于

f

n


 （x＋h）－f

n


 （x）≤｜h｜　（｜h｜充分小），

故知f

n


 （x）是连续函数．现在再作函数




它是非负连续且单调上升的函数．若x∈E，则对于任意指定的自然数k，可取｜h｜充分小，使得

［x，x＋h］⊂G

n


 ，　n＝1，2，…，k，

并保证［x，x＋h］⊂（a，b）．此时有




从而得




这说明当x∈E时，f′（x）＝∞．

定理5.3（Fubini，逐项微分）　设｛f

n


 （x）｝是［a，b］上的递增函数列，且
 在［a，b］上收敛，则


 a．e．x∈［a，b］．

证明　首先，
 是［a，b］上的递增函数，故它是几乎处处可微的．其次写出




（R

N


 （x）也是几乎处处可微的）我们有




从而只需指出




注意到
 故有




这说明存在




根据公式（5.2）可知




由此即得




注　联系到微积分中所学的逐项微分定理，上例部分地反映Lebesgue积分理论的优越性，只不过这里只有几乎处处成立的结论．这一点是无法克服的，即使每个f

n


 （x）都是可微的递增函数，其和函数也可微，也不能保证对一切x，有




例5　存在［0，1］上的严格递增函数f（x），但f′（x）＝0，a．e．x∈［0，1］．

解　记（0，1）∩Q＝｛r

n


 ｝，并作函数列




易知f

n


 （x）在［0，1］上递增，且
 a．e．x∈［0，1］．再作函数




显然，f（x）在［0，1］上严格递增，且0≤f（x）≤1．从而根据Fubini逐项微分定理可知




例6

*


 　设f∈C（（-∞，∞）），且令

f

t


 （x）＝f（x＋t）－f（x），　-∞＜x，t＜∞．

若对任意的t∈（-∞，∞），f

t


 （x）对x∈（-∞，∞）可微，则f（x）在（-∞，∞）上可微．

证明　（i）首先对任意的两点x′和x″＝x′＋t（-∞＜t＜∞），我们有等式




由此和题设可知




且只要f（x）在一点可微，就可知f（x）处处可微了．

（ii）根据例3，可知存在k以及x

1


 ，使得（不妨假定）

D

-


 f（x

1


 ）≥k≥D

+


 f（x

1


 ）．

从而对任意的x＝x

1


 ＋t（-∞＜t＜∞），有

D

-


 f（x）＝f′

t


 （x

1


 ）＋D

-


 f（x

1


 ）

　　　　≥f′

t


 （x

1


 ）＋D

+


 f（x

1


 ）＝D

+


 f（x）．

（iii）不妨假定f（x）不是上凸函数，（否则就有可微点了）则存在区间［a，b］，使得在［a，b］上f（x）位于点（a，f（a））与点（b，f（b））联结线的下方．现在记




则易知存在x

2


 ∈（a，b），使得F（x）在x＝x

2


 处取得最小值．由此得

D

-


 F（x

2


 ）≤0，　即　D

-


 f（x

2


 ）≤ι；

D

+


 F（x

2


 ）≥0，　即　D

+


 f（x

2


 ）≥ι．

从而对任意的x∈（-∞，∞），又有

D

-


 f（x）≤D

+


 f（x）．

（iv）综合上述结论，我们有

D

-


 f（x）＝D

-


 f（x）＝D

+


 f（x）＝D

+


 f（x），　-∞＜x＜∞．

这说明f′（x）有意义，从而f（x）就有可微点了．

注　1．设f（x）是E⊂R

1


 上有界的递增函数，则f（x）可延拓成R

1


 上的递增函数F（x）．例如令




2．设f∈C（R

1


 ）．若有




则f（x）在R

1


 上递增．

思考题　解答下列问题：

1．设f（x）是定义在［a，b］上的非负函数．若
 试问f（x）在［a，b］上有原函数吗？

2．设f

n


 （x）（n＝1，2，…）是［0，1］上的递增函数，且有




试证明




3．设g（x）在［a，b］上有原函数G（x），F（x）在［a，b］上可微，且F′（x）≥0（a≤x≤b），试证明h（x）＝F（x）g（x）在［a，b］上有原函数．




4．Vitali覆盖定理的结论可改为：存在可数个｛I

j


 ｝，使得




5．记Q＝｛r

n


 ｝，
 试求f′（x）的表达式．




§5.2　有界变差函数



定义5.3　设f（x）是定义在［a，b］上的实值函数，作分划∆：a＝x

0


 ＜x

1


 ＜…＜x

n


 ＝b以及相应的和




称为f（x）在［a，b］上的变差，作




并称它为f在［a，b］上的全变差．若




则称f（x）是［a，b］上的有界变差函数（即全体变差形成有界数集），其全体记为BV（［a，b］）．

例1　若f（x）是［a，b］上的单调函数，则对任一分划∆，都有v∆＝｜f（b）－f（a）｜，从而可知




即f∈BV（［a，b］）．

例2　若f（x）是定义在［a，b］上的可微函数且｜f′（x）｜≤M（a≤x≤b），则f（x）是［a，b］上的有界变差函数．

证明　对于任一分划∆：a＝x

0


 ＜x

1


 ＜…＜x

n


 ＝b，由微分中值定理可知




从而得到




例3　若在［0，1］上定义函数




则f（x）不是有界变差函数．事实上，作分划




则




从而可知当n→∞时，v∆→∞，即


由定义我们立即可得下述简单事实：

（i）设f∈BV（［a，b］），则f（x）在［a，b］上是有界函数．

（ii）BV（［a，b］）构成一个线性空间．

注　有界变差函数与曲线的可求长．

设f（x）是定义在［a，b］上的函数，对［a，b］作分划

∆：a＝x

0


 ＜x

1


 ＜…＜x

n


 ＝b，

若把依次联结点组｛（x

i


 ，f（x

i


 ））｝（i＝0，1，2，…，n）的折线长记为




则定义曲线段即点集｛（x，y）：a≤x≤b，y＝f（x）｝的长度为


 （对一切分划取上确界）．

若ι

f


 ＜+∞，则称f（x）在［a，b］上的曲线弧段是可求长的．

现在从有界变差的角度来看，因为对［a，b］的任一分划∆：a＝x

0


 ＜x

1


 ＜…＜x

n


 ＝b，我们有




对i＝1，2，…，n求和，可得




所以［a，b］上f（x）之弧段的可求长与f（x）在［a，b］上有界变差是等价的，这可以说是有界变差函数的几何意义．

定理5.4　若f（x）是［a，b］上的实值函数，a＜c＜b，则




证明　不妨设
 与
 都是有限的．考虑［a，b］的一个分划∆，若c是分点：a＝x

0


 ＜x

1


 ＜…＜x

r


 ＝c＜…＜x

n


 ＝b，则




若c不是分划∆的分点，将c当作分点插入分划∆，并记新分划为∆′，显然有v∆≤v∆′．由此可知




另一方面，对于任意的ε＞0，必存在［a，c］的分划
 
 使得




同样，也存在［c，b］的分划
 使得




现在记∆′∪∆″为∆′与∆″中分点合并而成的［a，b］的分划，且合并后的分点用｛x

k


 ｝记之，我们有




由ε的任意性可知




这就证明了（5.9）式．

定理5.5（Jordan分解定理）　f∈BV（［a，b］）当且仅当f（x）＝g（x）－h（x），其中g（x）与h（x）是［a，b］上的单调上升（实值）函数．

证明　（i）设f∈BV（［a，b］）．令




则f（x）＝g（x）－h（x）．又当a≤x≤y≤b时，有




这说明h（x）是［a，b］上的单调上升函数，易知g（x）也是［a，b］上的单调上升函数．

（ii）设f（x）＝g（x）－h（x），其中g（x），h（x）是［a，b］上的单调上升实值函数．易知g，h∈BV（［a，b］），从而f∈BV（［a，b］）．

以上的论述导入了一个新的数量：
 当f取定时，它随［a，b］而变动．因此，当f∈BV（［a，b］）时，我们获得了一个新型函数




易知它是［a，b］上的递增函数，且当f（x）连续时它也连续．

例4

*


 　若f∈BV（［a，b］），则f（x）几乎处处可微，且




证明　（i）根据全变差的定义可知，对任给ε＞0，存在分划

∆：a＝x

0


 ＜x

1


 ＜…＜x

k


 ＝b，

使得




我们可以做出［a，b］上的函数g（x），使得




其中c

i


 ，
 是常数．

实际上，首先，对x∈［a，x

1


 ］，令




其次，用归纳法，若在［a，x

i


 ］（i＜k）上已定义了g（x），则对x∈（x

i


 ，x

i＋1


 ］，定义




对如此作成的g（x），易知对每个［x

i－1


 ，x

i


 ］，或g（x）－f（x）或g（x）＋f（x）是常数，且｜g′（x）｜＝｜f′（x）｜，a．e．x∈［a，b］．又由式（5.10）可得




以及
 是［a，b］上的递增函数．

（ii）由（i）知，对ε＝1／2

n


 ，存在［a，b］上的函数列｛g

n


 （x）｝，使得




这说明




引用Fubini逐项微分定理，可知




由于
 a．e．x∈［a，b］，且
 a．e．x∈［a，b］，故我们有




例5

*


 　若f∈BV（［a，b］），则




实际上，记ι

f


 （x）是在［a，x］上曲线y＝f（x）的弧长（a≤x≤b），易知对a≤x＜y≤b，有




即ι

f


 （x）在［a，b］上递增．由于




故得　　　


从而我们有




例6

*


 　（Poisson公式）　设f∈C（R

1


 ）∩L（R

1


 ）．若f∈BV（R

1


 ），则




其中
 表示Fourier系数．

证明　作函数
 以及
 易知f

*


 （x）在R

1


 上几乎处处有定义且可积，又存在极限V（x）→V（x→+∞），我们有




取x

0


 ∈R

1


 使f

*


 （x

0


 ）有定义，则对x

0


 ≤x≤x

0


 ＋2π，可知




由此得f

*


 ∈C（［x

0


 ，x

0


 ＋2π］），从而有f

*


 ∈C（R

1


 ）．

对于0＝x

0


 ＜x

1


 ＜…＜x

k


 ＝2π，有




应用公式（*）于e

-inx


 f（x），则得




最后（根据Jordan-Dirichlet定理），我们有




思考题　解答下列问题：

1．计算


2．试证明
 当且仅当f（x）＝C（常数）．

3．设f∈BV（［a，b］），g∈BV（［a，b］）．试证明

M（x）＝max｛f（x），g（x）｝

是［a，b］上的有界变差函数．

4．设f∈BV（［a，b］），试证明｜f｜∈BV（［a，b］），但反之不然．

5．设f，g∈BV（［a，b］），试证明




6．设f∈BV（［a，b］），φ（x）在（-∞，∞）上属于Lip1，试证明φ［f］∈BV（［a，b］）．

7．设f∈Lip1（［a，b］），试证明
 也是．

8．试证明f∈BV（［a，b］）当且仅当存在［a，b］上递增函数F（x），使得

｜f（x′）－f（x″）｜≤F（x″）－F（x′）　（a≤x′＜x″≤b）．

9．设f∈BV（［a，b］）．若f（x）在［a，b］上有原函数，试问f（x）是［a，b］上的连续函数吗？

10

*


 ．设f∈BV（［a，b］），试证明


11．设f∈BV（［a，b］）．若有
 试证明f（x）在［a，b］上递增．

12．设f（x）在［a，b］上可微，且（a，b）内f′（x）＝0的点可排列为a＜x

1


 ＜x

2


 ＜…＜x

n


 ＜b，试计算


13．设f

n


 ∈BV（［a，b］）（n∈N）．若级数
 均在［a，b］上收敛，则
 在［a，b］上是有界变差．

14．设｛f

n


 （x）｝是［a，b］上的实值函数列．若有
 （x∈［a，b］），试证明




15．设f

n


 ∈BV（［a，b］）（n∈N），且有




则





§5.3　不定积分的微分



问题　设f∈L（［a，b］），令




等式F′（x）＝f（x）成立吗？由于可积函数在一个零测集上修改其值并不影响它的积分值，故知一般的结论也只能期望

F′（x）＝f（x），　a．e．x∈［a，b］．

下面证明这一结论是正确的．

如果令　　　


那么我们的问题就归结为证明




考虑到F

h


 （x）可以看做函数f在［x，x＋h］上的（连续）平均，从而易证F

h


 （x）是平均收敛于f（x）的（h→0），即有

引理5.6　设f∈L（［a，b］），令




（当
 时，令f（x）＝0），我们有




证明　不妨设h＞0，由于




故知




因为f∈L（-∞，∞），由定理4.21知，对任给ε＞0，存在δ＞0，使得当｜t｜＜δ时有




所以当h＜δ时有




这说明对任给的ε＞0，当｜h｜＜δ时，我们得到




定理5.7　设f∈L（［a，b］），令




则F′（x）＝f（x），a．e．x∈［a，b］．

证明　令




（当
 时，令f（x）＝0）．因为F（x）是几乎处处可微的（为什么？），所以不妨假定




g（x）是［a，b］上的可测函数．上述引理指出，F

h


 （x）是平均收敛于f（x）的（h→0），从而我们有




这说明g（x）＝f（x）a．e．．

这样，我们就回答了在本节开始时所提出的问题，即对于f∈L（［a，b］），有




推论5.8　若f∈L（［a，b］），则对［a，b］中几乎处处的点x，都有




（我们称满足上式的点x为f（x）的Lebesgue点）．

证明　（i）对于任意取定的r∈Q∩［a，b］，易知有




且记［a，b］中不满足上式的x之全体为Z

r


 ，则有m（Z

r


 ）＝0．又令




易知m（Z）＝0．

（ii）现在设x为［a，b］中不属于Z的任一点，则对任给ε＞0，必有r∈Q∩［a，b］，使得｜f（x

0


 ）－r｜＜ε／3，从而有

｜｜f（t）－r｜－｜f（t）－f（x

0


 ）｜｜＜ε／3．

由此知




因为
 所以存在δ＞0，当0＜｜h｜＜δ时有




综上所述，我们有（当0＜｜h｜＜δ时）




即得所证．

例1　设f∈L（R

1


 ）．若对区间［a，b］有




则f（x）＝C（常数），a．e．x∈［a，b］．

证明　设x

1


 ，x

2


 （x

1


 ＜x

2


 ）是f（x）在（a，b）中的Lebesgue点，则




因为




所以f（x

1


 ）＝f（x

2


 ）．由于［a，b］中的点几乎处处都是f（x）的Lebesgue点，故f（x）在［a，b］上几乎处处等于一个常数．

例2　设f∈L（［a，b］），且令
 则F∈BV（［a，b］），且


证明　对分划∆：a＝x

0


 ＜x

1


 ＜…＜x

n


 ＝b，易知




由此即得


思考题　解答下列问题：

1．设E⊂［0，1］，若存在ι：0＜ι＜1，使得对［0，1］中任意的子区间［a，b］，均有m（E∩［a，b］）≥ι（b－a），试证明m（E）＝1．

2．对于［0，1］上的Dirichlet函数χ

Q


 （x），试问［0，1］中的Lebesgue点是什么？




§5.4　绝对连续函数与微积分基本定理



问题　设f（x）是定义在［a，b］上的实值函数，问等式




是否成立或在什么条件下成立？

首先我们看到，如果等式成立，那么f（x）一定是有界变差的连续函数，其次若f（x）是［a，b］上的有界变差的连续函数，此时f′∈L（［a，b］），并令




则h′（x）＝0 a．e．且h（a）＝f（a）．注意到前式成立的意思就是h（x）应该恒等于一个常数．这就使我们回忆起Cantor函数Φ（x）（见§1.5），它是［0，1］上单调上升的连续函数，Φ′（x）＝0，a．e．x∈［0，1］，但Φ（x）并不是常数，因为Φ（0）＝0，Φ（1）＝1．由此可知，为使等式成立，我们还需要给f（x）再加上一定的条件．

从上面的议论中我们已经看到，一个几乎处处可微且导数为零的函数并不一定等于一个常数．为了排除这种“奇异”情况，让我们进一步分析这类函数的特征．

引理5.9　设f（x）在［a，b］上几乎处处可微且f′（x）＝0，a．e．x∈［a，b］．若f（x）在［a，b］上不是常数函数，则必存在ε＞0，使得对任意的δ＞0，［a，b］内存在有限个互不相交的区间：

（x

1


 ，y

1


 ），（x

2


 ，y

2


 ），…，（x

n


 ，y

n


 ），

其长度的总和小于δ，使得




证明　因为f（x）不是常数，所以不妨设存在c∈（a，b）使得f（a）≠f（c）．作点集

E

c


 ＝｛x∈（a，c）：f′（x）＝0｝．

对于任意的x∈E

c


 ，由于f′（x）＝0，故知对任意的r＞0，只要h充分小且［x，x＋h］⊂（a，c），就有

｜f（x＋h）－f（x）｜＜rh．

于是（r固定）如此之区间［x，x＋h］的全体就构成E

c


 的一个Vitali覆盖．根据Vatali定理，可知对任意的δ＞0，存在互不相交的区间组：




不妨设这些区间的端点可排列为

a＝x

0


 ＜x

1


 ＜x

1


 ＋h

1


 ＜x

2


 ＜x

2


 ＋h

2


 ＜…＜x

n


 ＋h

n


 ＜x

n＋1


 ＝c．

令h

0


 ＝0，并选ε＞0满足2ε＜｜f（c）－f（a）｜，我们有




因为r是任意的，可先使得r（b－a）＜ε，所以得到




而且




现在针对引理中所描述的奇异特征，我们来引进下述绝对连续函数的概念．

定义5.4　设f（x）是［a，b］上的实值函数．若对任给ε＞0，存在δ＞0，使得当［a，b］中任意有限个互不相交的开区间（x

i


 ，y

i


 ）（i＝1，2，…，n）满足




时，有　　　


则称f（x）是［a，b］上的绝对连续函数，其全体记为AC（［a，b］）．

显然，我们有下述简单事实：

（i）绝对连续函数一定是连续函数；

（ii）在［a，b］上绝对连续函数的全体构成一个线性空间．

例1　若函数f（x）在［a，b］上满足Lipschitz条件：

｜f（x）－f（y）｜≤M｜x－y｜，　x，y∈［a，b］，

则f（x）是［a，b］上的绝对连续函数．这是因为




所以对于任意的ε＞0，只需取δ＜ε／M立即可知结论成立．

定理5.10　若f∈L（［a，b］），则其不定积分




是［a，b］上的绝对连续函数．

证明　对于任意的ε＞0，因为f∈L（［a，b］），所以存在δ＞0，当e⊂［a，b］且m（e）＜δ时，有




现在对于［a，b］中任意有限个互不相交的区间：

（x

1


 ，y

1


 ），（x

2


 ，y

2


 ），…，（x

n


 ，y

n


 ），

当其长度总和小于δ时，我们有




定理5.11　若f（x）是［a，b］上的绝对连续函数，则f（x）是［a，b］上的有界变差函数．

证明　在函数是绝对连续的定义中，取ε＝1，可知存在δ＞0，当［a，b］中任意有限个互不相交开区间（x

i


 ，y

i


 ）（i＝1，2，…，n）满足




时，必有




作分划∆：a＝c

0


 ＜c

1


 ＜…＜c

n


 ＝b，使得

C

k＋1


 －C

k


 ＜δ，　k＝0，1，…，n－1．

从而有　　　　　


故得　　　　　　　　　　　


推论5.12　若f（x）是［a，b］上的绝对连续函数，则f（x）在［a，b］上是几乎处处可微的，且f′（x）是［a，b］上的可积函数．

定理5.13　若f（x）是［a，b］上的绝对连续函数，且f′（x）＝0，a．e．x∈［a，b］，则f（x）在［a，b］上等于一个常数．

证明可由引理5.9以及定义5.4直接推得．

有了以上关于绝对连续函数的概念及其性质的知识，我们就可以回答本节开始时所提出的问题了．

定理5.14（微积分基本定理）　若f（x）是［a，b］上的绝对连续函数，则




证明　令




则g（x）是［a，b］上的绝对连续函数，且有

g′（x）＝f′（x）　a．e．x∈［a，b］，　g（a）＝0．

再令h（x）＝f（x）－g（x），则h（x）也是绝对连续的，且有

h′（x）＝f′（x）－g′（x）＝0，　a．e．x∈［a，b］．

从而可知h（x）在［a，b］上是一个常数，而h（a）＝f（a），于是得




综合上述，可小结如下：“一个定义在［a，b］上的函数f（x）具有形式




的充分且必要条件为：f（x）是［a，b］上的绝对连续函数．此时我们有g（x）＝f′（x），a．e．x∈［a，b］．”

例2　设g

k


 （x）（k＝1，2，…）是［a，b］上的绝对连续函数．若

（i）存在c，a≤c≤b，使得级数
 收敛；




则级数
 在［a，b］上是收敛的，设其极限函数为g（x），g（x）是［a，b］上的绝对连续函数，且有




证明　由条件（ii）可知（见推论4.16）函数




是［a，b］上的可积函数且有




因为每个g

k


 （x）都是绝对连续函数，所以有




从而可知




现在令n→∞，即得




若令上式左端为g（x），则有




由此可知g（x）是［a，b］上的绝对连续函数，且有




例3

*


 （无处单调的绝对连续函数）　在［0，1］中作点集E，使得［0，1］中任一区间I都有（见§2.4例1）

m（I∩E）＞0，　m（I∩E

c


 ）＞0，

并作［0，1］上的绝对连续函数




因此，对［0，1］中任一区间I，存在x

1


 ∈I∩E，x

2


 ∈I∩E

c


 ，使得




这说明f（x）在区间I上不是单调函数，即得所证．

例4

*


 　若f（x）在［a，b］上绝对连续，则




实际上，由§5.2例5可知，只需指出




为此，对任给ε＞0，作［a，b］的分划∆，使得ι

∆


 （f）≥ι（f）－ε，又作g∈C（［a，b］），使得




现在令
 易知｜ι

∆


 （f）－ι

∆


 （G）｜＜ε．注意到




由此可知




注意到ι

∆


 （f）＞ι（f）－ε，最后导出




由此即得所证．

例5

*


 　设f∈L（［c，d］），c＜a＜b＜d．若有




则f（x）＝g（x），a．e．x∈［a，b］，其中g∈BV（［a，b］）．

证明　作［a，b］上的函数列




我们有







由于
 而且存在M＞0，使得




故对［a，b］的任一分割

∆：a＝x

0


 ＜x

1


 ＜…＜x

m


 ＝b，

以及一切n，可得




由此可知，




注意到存在子列，不妨仍记为｛f

n


 （x）｝，它在［a，b］＼Z（m（Z）＝0）上点收敛于f（x），因此对分点不属于Z的［a，b］分割，由




可得（令n→∞）




由此即得所证．

注1　两个绝对连续函数的复合函数不一定是绝对连续的：

例6　设有函数f（y）＝y

1/3


 ，y∈［-1，1］，以及




易知f（y）是［-1，1］上的绝对连续函数，g（x）是［0，1］的绝对连续函数．然而，我们有







注2　绝对连续函数列在一致收敛运算下不封闭：

例7　在［0，1］上作绝对连续函数列




易知f

n


 （x）在［0，1］上一致收敛于f（x）：




而f（x）在［0，1］上不是有界变差的．

注3　设f（x）在［0，1］上是绝对连续函数，但｜f（x）｜

p


 （0＜p＜1）在［0，1］上可以不是绝对连续函数，例如




例8　设f（x）在R

1


 上可微，且有｜f′（x）｜≤M（x∈R

1


 ）．若点集｛x∈R

1


 ：f′（x）＞0｝，｛x∈R

1


 ：f′（x）＜0｝在R

1


 中稠密，则对任意的［a，b］⊂R

1


 ，
 


证明　反证法．假定f′∈R（［a，b］），则f′（x）在［a，b］上几乎处处连续，且f∈AC（［a，b］）．现在设x＝x

0


 是f′（x）的连续点，则f′（x

0


 ）＝0．这是因为如果f′（x

0


 ）＞0，那么由题设知存在｛x

n


 ｝：x

n


 →x

0


 （n→x

0


 ），f′（x

n


 ）＜0，且有
 
 导致矛盾．从而可得f′（x）＝0，a．e．x∈［a，b］，这又导致f（x）＝常数（x∈［a，b］），矛盾．证毕．

例9　设f∈AC（［a，b］），则对［a，b］中的零测集Z，必有m（f（Z））＝0．

证明　由绝对连续函数的定义不难进一步推知，对任给ε＞0，存在δ＞0，以及满足
 的互不相交的开区间列（x

i


 ，y

i


 ）（i∈N），使得




显然，对每个［x

i


 ，y

i


 ］，均可选取其中两点：c

i


 ，d

i


 ，使得f（［x

i


 ，y

i


 ］）＝f（c

i


 ），f（d

i


 ）］．从而得到

m（f（Z））＝m（f（Z＼｛a，b｝））




例10　设f∈C（［a，b］）∩BV（［a，b］）．若对［a，b］中任一零测集Z，必有m（f（Z））＝0，则f∈AC（［a，b］）．

证明　反证法．假定f⋶AC（［a，b］），则存在ε

0


 ＞0，使得对每个n∈N，都有［a，b］的子区间组




作点集
 我们有




由此可知m（E

i


 ）→0（i→+∞）．因为f∈C（［a，b］），所以f（E

i


 ）是紧区间的并集．又由［a，b］⊃E

i


 ⊃E

i＋1


 ⊃…可得




从而根据f（［a，b］）⊃f（E

i


 ）⊃f（E

i＋1


 ）⊃…，又有




另一方面，若f（x）在［a，b］上递增，易知




这与式（5.12）矛盾．证毕．

思考题　试证明下列命题：

1．若f（x）在［a，b］上绝对连续，且有

｜f′（x）｜≤M，　a．e．x∈［a，b］，

则｜f（y）－f（x）｜≤M｜x－y｜，x，y∈［a，b］．

2．设f（x）定义在［a，b］上．若有

｜f（y）－f（x）｜≤M｜y－x｜，x，y∈［a，b］，

则｜f′（x）｜≤M，a．e．x∈［a，b］．

3．设f

n


 （x）（n＝1，2，…）是［a，b］上递增的绝对连续函数列．若
 （x）在［a，b］上收敛，则其和函数在［a，b］上绝对连续．

4．设f∈BV（［0，1］）．若对任给ε＞0，f（x）在［ε，1］上绝对连续，且f（x）在x＝0处连续，则f（x）在［0，1］上绝对连续．

5．设f∈AC（［0，1］），则存在f

i


 ∈AC（［0，1］）（i＝1，2）且递增，使得f（x）＝f

1


 （x）－f

2


 （x）．

6．设α＞1，f（x）＝x

α


 ·sin（1／x）（x≠0），f（0）＝0，则f（x）是［0，1］上的绝对连续函数．（表成不定积分）

7．存在［0，1］上严格递增的绝对连续函数f（x）以及［0，1］中正测集E，使得f′（x）＝0（x∈E）．（作类Cantor集C

α


 ：m（C

α


 ）＝1－α＞0，且令




 

*



 
§5.5　分部积分公式与积分中值公式



定理5.15（分部积分公式）　设f（x），g（x）皆为［a，b］上的可积函数，α，β∈R

1


 ，令




则




证明　设A，B各为｜F（x）｜，｜G（x）｜在［a，b］上的最大值，由｜F（y）G（y）－F（x）G（x）｜≤A｜G（y）－G（x）｜＋B｜F（y）－F（x）｜，故知F（x）G（x）是［a，b］上的绝对连续函数．从而F（x）G（x）在［a，b］上几乎处处可微，且有

（F（x）G（x））′＝F（x）G′（x）＋F′（x）G（x），　a．e．x∈［a，b］．

因为对几乎处处的x∈［a，b］，有G′（x）＝g（x）与F′（x）＝f（x），所以







注意到绝对连续函数与不定积分的关系，上述定理可改述如下：

设f（x），g（x）是［a，b］上的绝对连续函数，则




例　设f∈L（［a，b］）且有




则f（x）＝0，a．e．x∈［a，b］．

证明　令
 因为F（b）＝0且有




所以我们得到




现在，根据多项式一致逼近连续函数的定理，可知对任意的ε＞0，存在多项式P（x），使得｜F（x）－P（x）｜＜ε（x∈［a，b］）．注意到




我们有




从而可知




由ε之任意性可得F（x）≡0，随之又得f（x）＝0，a．e．x∈［a，b］．

定理5.16（积分第一中值公式）　若f（x）是［a，b］上的连续函数，g（x）是［a，b］上非负可积函数，则存在ξ∈［a，b］，使得




证明　记f（［a，b］）＝［c，d］，则有

cg（x）≤f（x）g（x）≤dg（x），　a．e．x∈［a，b］．

将上式积分，我们有




若
 则用它来除上式两端可得




由f的连续性可知，存在ξ∈［a，b］，使得




此即（5.14）式．

若I＝0，则g（x）＝0，a．e．x∈［a，b］．从而（5.14）式两端皆为零，此时ξ可任意地选取．

定理5.17（积分第二中值公式）　若f∈L（［a，b］），g（x）是［a，b］上的单调函数，则存在ξ∈［a，b］，使得




证明　不妨设g（x）是单调上升函数（否则考查-g（x））．证明分两步进行：

（i）假定g（x）是［a，b］上单调上升的绝对连续函数，且令




由分部积分公式可知




因为F（x）是连续函数且g′（x）≥0，a．e．x∈［a，b］，所以由（5.14）式可知，存在ξ∈［a，b］，使得




将上式代入前一式得到




（ii）对于g（x）是单调上升的情形，我们可以作一列单调上升且绝对连续的函数｛g

n


 （x）｝，使得g

n


 （a）＝g（a），g

n


 （b）＝g（b）（n＝1，2，…），且有





①　把［a，b］n等分，令h

n


 ＝（b－a）／n以及x

n，k


 ＝a＋kh

n


 ，0≤k≤n，作函数列：






当x是g的连续点时有



｜g（x）－g

n


 （x）｜≤｜g（x

n


 ，k－1）－g（x

n


 ，k）｜，　x

n


 ，k－1≤x≤x

n


 ，k．






对于g

n


 （x），由（i）的结论，则存在ξ

n


 ∈［a，b］，使得




这里不妨假定数列｛ξ

n


 ｝以ξ∈［a，b］为极限（否则可取子列）．于是令n→∞，上式转化为（5.15）式．

思考题　试证明下列命题：

1．设f∈L（［a，b］），令
 则




2．设f（x），g（x）是［0，∞）上的可测函数，且有

｜f（x）｜≤M，　｜xg（x）｜≤M，　1≤x＜∞，

则　　　


3．设g∈L

1


 （R

1


 ），则存在C，使得对C

（2）


 （R

1


 ）中满足
 
 的任意f（x），均有




4．设f∈L（［a，b］），
 则F（x）n次可导，且有

F

（n）


 ∈AC（［a，b］），　F

（n＋1）


 （x）＝n！f（x），　a．e．x∈［a，b］．

（用归纳法，分部积分公式）



 

*



 
§5.6　R


1



 上的积分换元公式



问题　设g：［a，b］→［c，d］是几乎处处可微的函数，公式




是否成立？

我们注意到，当f（x）≡1时，公式化为




由此可见，要使公式成立，还需添加其他的条件．从Riemann积分的换元公式的学习中，我们知道这类问题与复合函数的微分有关．在这里，情况也类似，只是更复杂一些．

定理5.18　若f（x）是［a，b］上的绝对连续函数，E是［a，b］中的可测集，则f（E）是可测集．（见§5.4例9）

引理5.19　设f（x）是［a，b］上的实值函数，E⊂［a，b］．如果f′（x）在E上存在且｜f′（x）｜≤M，则

m

*


 （f（E））≤M·m

*


 （E）．　　　　　（5.16）

证明　将点集E作如下分解：对任给ε＞0，作




显然有E

n


 ⊂E

n＋1


 ，f（E

n


 ）⊂f（E

n＋1


 ）以及




从而根据ε的任意性，我们只需证明对每个n有

m

*


 （f（E

n


 ））＜（M＋ε）（m

*


 （E

n


 ）＋ε）．

为此，在（a，b）中取覆盖E

n


 的开区间列｛I

n，k


 ｝，使得




显然，若s，t∈E

n


 ∩I

n，k


 ，则有

｜f（s）－f（t）｜＜（M＋ε）｜I

n，k


 ｜．

于是得到




（这里diam（A）表示点集A的直径，见定义1.17．）

推论5.20　若f（x）是［a，b］上的可测函数，E⊂［a，b］是可测集且f（x）在E上可微，则




证明　易知f′（x）是E上的可测函数．对于任给的ε＞0，作集合列

E

n


 ＝｛x∈E：（n－1）ε≤｜f′（x）｜＜nε｝，　n＝1，2，…，

由引理5.19，我们有




由此可知







由ε的任意性，即得




例1　设f（x）在［a，b］上是处处可微的，且f′（x）是［a，b］上的可积函数，则




证明　因为f′∈L（［a，b］），所以对于任意的ε＞0，存在δ＞0，当e⊂［a，b］且m（e）＜δ时，有




从而对于其长度总和小于δ的任意的互不相交区间组（x

1


 ，y

1


 ），（x

2


 ，y

2


 ），…，（x

n


 ，y

n


 ），可知




这说明f（x）是［a，b］上的绝对连续函数，故结论成立．

定理5.21　设f（x）是［a，b］上的实值函数，在［a，b］的子集E上是可微的．我们有

（i）若f′（x）＝0，a．e．x∈E，则m（f（E））＝0；

（ii）若m（f（E））＝0，则f′（x）＝0，a．e．x∈E．

证明　（i）令E

n


 ＝｛x∈E：n－1≤｜f′（x）｜＜n｝（n＝1，2，…），则




所以由m

*


 （E

n


 ）＝0可知，m（f（E））＝0．

（ii）作点集




显然有




从而只需证明m（B

n


 ）＝0（一切n）即可．为此，又只需指出对于任一个长度小于1／n的区间I，有m（I∩B

n


 ）＝0．

记A＝I∩B

n


 ，因为由假设知m（f（A））＝0，所以对任意的ε＞0，存在区间列｛I

k


 ｝，使得




现在令A

k


 ＝A∩f

-1


 （I

k


 ），因为




又注意到f（A

k


 ）⊂I

k


 ，所以我们有




由ε之任意性知m（A）＝0．

定理5.22（复合函数的微分）　设g：［a，b］→［c，d］是几乎处处可微的函数，F（x）是［c，d］上的几乎处处可微的函数且F′（x）＝f（x）a．e．，F（g（t））在［a，b］上是几乎处处可微的．若对于［c，d］中的任一零测集Z，总有m（F（Z））＝0，则

［F（g（t））］′＝f［g（t）］g′（t），　a．e．x∈［a，b］．　（5.18）

证明　令Z＝｛x∈［c，d］：F在x处不可微｝，A＝g

-1


 （Z）且B＝［a，b］＼A．对于B中使g是可微的点t，根据g在t处的连续性以及F′［g（t）］＝f（g（t）），我们有

F（g（t＋h））－F（g（t））＝［f（g（t））＋δ（h）］·［g（t＋h）－g（t）］，

其中当h→0时δ（h）→0（若g（t＋h）＝g（t），令δ（h）＝0）．用h除上式两端并令h→0．可知（5.18）式在B上几乎处处成立．

因为m（g（A））≤m（Z）＝0，所以由假定得m（F（g（A）））＝0．从而根据定理5.21，可知

g′（t）＝0＝［F（g（t））］′，a．e．t∈A．

综合上述结果得到

［F（g（t））］′＝f［g（t）］g′（t），　a．e．t∈［a，b］．

注意，在上述定理中，F将零测集映为零测集这一条件是重要的．事实上，设g是［0，1］上的严格单调上升的连续函数且g′（t）＝0a．e．，而令F＝g

-1


 ，易知F（x）是单调且几乎处处可微的函数，［F（g（t））］′＝1（t∈［a，b］），但是（5.18）式不成立．

推论5.23　设g（t）以及f（g（t））在［a，b］上几乎处处可微，其中f（x）在［c，d］上绝对连续，g（［a，b］）⊂［c，d］，则

［f（g（t））］′＝f′（g（t））g′（t），　a．e．t∈［a，b］．

定理5.24（换元积分法）　假设g（x）在［a，b］上是几乎处处可微的，f（x）是［c，d］上的可积函数，且g（［a，b］）⊂［c，d］．记




则下述两个命题是等价的：

（i）F（g（t））是［a，b］上的绝对连续函数；

（ii）f（g（t））g′（t）是［a，b］上的可积函数且有




其中α，β∈［a，b］．

证明　假定（ii）成立，则由（5.19）式知，对一切α，β∈［a，b］有




这说明F（g（t））是［a，b］上的绝对连续函数．

反之，假定（i）成立，则定理5.22的条件满足．因为［F（g（t））］′是［a，b］上的可积函数，所以f（g（t））g′（t）也是［a，b］上的可积函数．从而得到




在上面的定理中，并没有要求g（t）是绝对连续函数，实际上这也是不必要的．例如令




则g（t）除t＝0外皆可微，而且不是［0，1］上的绝对连续函数．然而F（x）与F（g（t））都在［0，1］上绝对连续（导数有界）．不过我们有下述推论：

推论5.25　设g：［a，b］→［c，d］是绝对连续函数，f∈L［c，d］，则下述条件之一都是（5.19）式成立的充分条件：

（i）g（t）在［a，b］上是单调函数；

（ii）f（x）在［c，d］上是有界函数；

（iii）f（g（t））g′（t）在［a，b］上是可积函数．

证明　（详细证明从略）令




则问题归结为证明F（g（t））在［a，b］上绝对连续．对于（iii），利用（ii）以及控制收敛定理即可．

例2　设f（x）是［0，∞）上的非负递减函数，且对任意的A＞0，f（x）在［0，A］上绝对连续，则对p≥1，有




证明　若
 则上式显然成立．若f∈L（［0，∞）），注意到f（x）是递减的，则f（x）→0（x→+∞）．从而可得







习　题　5





第　一　组



1．设E是R

1


 中一族（开、闭与半开闭）区间的并集，试证明E是可测集．

2．设｛x

n


 ｝⊂［a，b］，试作［a，b］上递增函数，其不连续点恰为｛x

n


 ｝．

3．设f（x）是（a，b）上的递增函数，E⊂（a，b）．若对任给ε＞0，存在（a

i


 ，b

i


 ）⊂（a，b）（i＝1，2，…），使得




试证明f′（x）＝0，a．e．x∈E．

4．设f（x）在［0，a］上是有界变差函数，试证明函数




是［0，a］上的有界变差函数．

5．设｛f

k


 （x）｝是［a，b］上的有界变差函数列，且有







试证明f∈BV（［a，b］）且满足


6．设f∈BV（［a，b］），且点x

0


 ∈［a，b］是f（x）的连续点，试证明
 在点x

0


 处连续．

7．设函数f：［a，b］→［c，d］是连续函数，且对任意的y∈［c，d］，点集f

-1


 （｛y｝）至多有10个点，试证明




8．设f∈L（［0，1］），g（x）是定义在［0，1］上的单调上升函数，若对任意的［a，b］⊂［0，1］，有




试证明f

2


 （x）是［0，1］上的可积函数．

9．设f（x）是［a，b］上的非负绝对连续函数，试证明f

p


 （x）（p＞1）是［a，b］上的绝对连续函数．

10．设f（x）在［a，b］上递增，且有




试证明f（x）在［a，b］上绝对连续．

11．设f∈BV（［a，b］）．若有




试证明f（x）在［a，b］上绝对连续．

12．设f（x）是R

1


 上有界的递增函数，且f（x）在R

1


 上可微，记




试证明




13．设f（x）是定义在R

1


 上的可微函数，且f（x）与f′（x）都是R

1


 上的可积函数．试证明




14．假设f（x，y）是定义在［a，b］×［c，d］上的二元函数，且存在y

0


 ∈（c，d），使得f（x，y

0


 ）在［a，b］上是可积的；又对于每一个x∈［a，b］，f（x，y）是对y在［c，d］上的绝对连续函数，
 在［a，b］×［c，d］上是可积的，试证明函数




是定义在［c，d］上的绝对连续函数，且对几乎处处的y∈［c，d］有




15.设f（x）在任一区间［a，b］⊂R

1


 上都绝对连续，试证明对每个y∈R

1


 ，有




16．试举例说明绝对连续函数是几乎处处可微的这个结论一般是不能改进的．

17．设｛g

k


 （x）｝是在［a，b］上的绝对连续函数列，又有
 
 且F∈L（［a，b］）．若
 
 试证明

g′（x）＝f（x），　a．e．x∈［a，b］．

18．设f（x）是［a，b］上的绝对连续严格递增函数，g（y）在［f（a），f（b）］上绝对连续，试证明g［f（x）］在［a，b］上绝对连续．

19．设g（x）是［a，b］上的绝对连续函数，f（x）在R

1


 上满足Lipschitz条件．试证明f［g（x）］是［a，b］上的绝对连续函数．

20．设f（x）在［a，b］上可微．若f′（x）＝0，a．e．x∈［a，b］，试证明f（x）在［a，b］上是一个常数（函数）．



第　二　组



1．设f∈BV（［a，b］），f

n


 ∈BV（［a，b］）（n＝1，2，…），且有




试证明存在
 使得




2．设g

n


 ∈BV（［a，b］）（n＝1，2，…），｛g

n


 （a）｝是Cauchy列，且有




试证明存在g∈BV（［a，b］），使得


3．设
 试证明函数
 在［-1，1］上是有界变差函数．

4．若f（x）是［0，1］上的递增函数，g（x）∈BV（［0，1］），且R（g）⊂［0，1］，试问f［g（x）］在［0，1］必是有界变差函数吗？

5．设｜f｜∈BV（［a，b］）．若f∈C（［a，b］），试证明f∈BV（［a，b］），且有


6．设f（x）是R

1


 上的有界可测函数，0＜λ＜1．若对任意的区间［a，b］，有




试证明f（x）＝0，a．e．x∈R

1


 ．

7．设f∈BV（［a，b］），试证明f（x）在［a，b］上绝对连续当且仅当函数
 在［a，b］上绝对连续．

8．设f∈L（［a，b］），令
 试证明




9．设f（x）在［a，b］上定义，若对任给ε＞0，存在δ＞0，当［a，b］中有限个互不相交的区间［x

i


 ，y

i


 ］（i＝1，2，…，n）满足
 
 时，有




试证明f（x）在［a，b］上绝对连续．

10．设f（x）是R

1


 上的有界可测函数，且对于每一个t∈R

1


 有f（x）＝f（x－t），a．e．x∈R

1


 ，试证明存在常数C，使得

f（x）＝C，　a．e．∈R

1


 ．

11．假设f（x）是定义在［a，b］上的单调上升函数，试证明f可分解为：f（x）＝g（x）＋h（x）（x∈［a，b］），其中，g（x）是单调上升的并且绝对连续的函数，h（x）是单调上升函数而且

h′（x）＝0，　a．e．x∈［a，b］．

12．设｛f

n


 （x）｝是支集含于（a，b）的连续可微函数列，且满足




试证明：F（x）＝f′（x），a．e．x∈［a，b］，其中f，F∈L（［a，b］）．

13．设定义在［a，b］上的实值函数f（x）且有零测性，试问f

2


 （x）也具有零测性吗？又若f：［a，b］→［0，∞）具有零测性，试问
 也具有零测性吗？

14．设f∈AC［c，d］，g∈AC（［a，b］），g（［a，b］）＝［c，d］．若f（g）∈BV（［a，b］），试证明f（g）∈AC（［a，b］）．

15．设f（x）是定义在［a，b］上的单调上升函数，令E＝｛x∈［a，b］：f′（x）存在｝，试证明




16．设f（x）在［0，1］上绝对连续，f（0）＝0，试证明




17．设f（x）是R

1


 上非负实值可测函数，φ（x）在［0，∞）上递增，且在任一区间［0，a］（a＞0）上绝对连续，又φ（0）＝0，令G

t


 ＝｛x∈R

1


 ：f（x）＞t｝，t＞0．试证明对R

1


 中任一可测集E，有




18．设f∈L

1


 （［0，1］），且有




试证明f（x）＝x，a．e．x∈［0，1］．

19．设f（x）在［0，1］上有原函数，g（x）是［0，1］上的绝对连续函数，试证明f（x）·g（x）在［0，1］上有原函数．

20．设f（x）是［a，b］上的连续的下凸函数，试证明f（x）在［a，b］上绝对连续．

21．设f∈Lip1（R

1


 ）（f∈Lips（I）是指

｜f（x）－f（y）｜≤M｜x－y｜，　x，y∈I），

试证明存在M＞0，对任意的可测集E⊂R

1


 ，均有

m（f（E））≤M·m（E）．

22．设f（x）在［a，b］上可微，且f′（x）＞0，试证明f

-1


 （x）在［f（a），f（b）］上绝对连续．

23．设f∈L（R

1


 ）．若对任一满足m（G）＝1的开集，总有
 试证明f（x）＝0，a．e．x∈R

1


 ．

24．设f∈R（［c，d］），g（x）在［a，b］上可微，且有g（［a，b］）⊂［c，d］以及g′（x）＞0（x∈［a，b］），试证明f（g）∈R（［a，b］）．

25．设f∈R（［0，1］），g（x）＝x

2


 ，试证明f（g）∈R（［0，1］）．

26．设E⊂R

1


 且
 f∈L（R

1


 ）且满足

f（x＋t）＝f（x），　t∈E，　x∈R

1


 ，

试证明f（x）＝C（常数），a．e．x∈R

1


 ．

27．试证明f∈Lip1（［0，1］）当且仅当存在f

n


 ∈C

（1）


 （［0，1］）（n＝1，2，…），使得

（i）


（ii）


28．设f∈L（［0，1］），且有
 试证明







注　记



（一）关于Dini导数

命题　设f∈C（［a，b］），x

0


 ∈［a，b］．

（i）若D

+


 f（x）在x

0


 处连续，则其他的Dini导数也是，且存在f′（x

0


 ）．

（ii）若
 则D

+


 f（x

0


 ）＝ι．

（iii）若每个Dini导数均几乎处处有限，则f（x）几乎处处可微．

（二）导函数有界但不是Riemann可积的函数

例　在［0，1］中作Harnack（类Cantor）集C：




又作闭区间J

n


 （n＝1，2…），它与I

n


 同中心，而长度为｜I

n


 ｜

2


 ，而定义［0，1］上f（x）如下：0≤f（x）≤1，




易知
 且有F′（x）＝f（x），其中




（三）关于函数




我们有

（i）f∈BV（［0，1］）当且仅当α＞β；

（ii）f∈Lip1（［0，1］）当且仅当α≥β＋1；

（iii）若α＜β＋1，则f∈Lipδ（［0，1］），δ＝α／（β＋1）．

（四）关于绝对连续函数

（i）设f（x）＝（x－1）sin（1／（x－1）），（0≤x＜1）；f（1）＝0，则对任意的δ：0＜δ＜1，有f∈AC［0，δ］），且f∈C（［0，1］），但
 


（ii）设0＜α＜1，C

α


 ⊂［0，1］是类Cantor集，m（C

α


 ）＝α．令




则f∈AC（［0，1］）且严格递增，又有

m（｛x∈［0，1］：f′（x）＝0｝）＞ 0．

（五）强可导与绝对连续

设函数f（x）定义在（a，b）上，x

0


 ∈（a，b），若存在极限




则称f（x）在x＝x

0


 处强可导，f′（x

0


 ）称为f（x）在x＝x

0


 点处的强导数．我们有结论：

“若f（x）在（c，d）上强可导，则f（x）在［a，b］、［a，b］⊂（c，d）上绝对连续．”

证明　（i）对任意的x∈［a，b］，存在δ

x


 ＞0，当x′，x″∈（x－δ

x


 ，x＋δ

x


 ），有




根据有限覆盖定理可知，存在开区间组

（x

1


 －δ

1


 ，x

1


 ＋δ

1


 ），（x

2


 －δ

2


 ，x

2


 ＋δ

2


 ），…，（x

n


 －δ

n


 ，x

n


 ＋δ

n


 ）．

使得


（ii）记


现在，对任给ε＞0，取δ＝min｛ε／2M，δ

0


 ｝＞0，则对［a，b］中互不相交的区间组




我们有




即得所证．

（六）绝对连续函数与Lipschitz条件的同型描述

（i）设f（x）定义在［a，b］上，则f（x）在［a，b］上是绝对连续的充分必要条件是：对任给的ε＞0，存在M＞0，使得对［a，b］中任意有限个互不相交的区间［c

i


 ，d

i


 ］（i＝1，2，…，n），有




证明　必要性　根据绝对连续函数的定义可知，对任给的ε＞0，存在δ＞0，当互不相交的区间组［x

i


 ，y

i


 ］（i＝1，2，…，p）满足
 时，有




现在，对互不相交区间组［c

i


 ，d

i


 ］（i＝1，2，…，n）来说，必存在自然数N，使得




再把每个［c

i


 ，d

i


 ］作N等分：




易知
 且得




因此，我们有




从而取M＝ε／δ，即得所证．

充分性　显然．

（ii）设f（x）定义在［a，b］上，则f∈Lip1（［a，b］）的充分必要条件是：对任给的ε＞0，存在M＞0，使得对［a，b］中任意有限个区间组：

［c

1


 ，d

1


 ］，［c

2


 ，d

2


 ］，…，［c

n


 ，d

n


 ］，

都有


证明　充分性　依题设知，对ε＝1／2，存在M′＞0，使得［a，b］中任意区间组［c

i


 ，d

i


 ］（i＝1，2，…，n），有




由此可知，只要
 就有




现在对x，y∈［a，b］（x＜y），若y－x≥1／（2M′），则存在自然数N，使得

N／（4M′）≤y－x＜N／（2M′），

且对［x，y］作N等分：

x＝α

0


 ＜α

1


 ＜…＜α

N


 ＝y；

α

i


 －α

i－1


 ＝（y－x）／N　（i＝1，2，…，N）．

我们有（1／（4M′）≤（y－x）／N＜1／（2M′））

｜f（α

i


 ）－f（α

i－1


 ）｜＜1　（i＝1，2…，N）；




因此可得




若｜y－x｜＜1／2M′，则存在自然数N，使得




从而有N｜f（y）－f（x）｜≤1，且得

｜f（y）－f（x）｜≤1／N≤4M′｜y－x｜．

即得所证．

必要性　简单，证略．

注　f∈Lip1（［a，b］）也称为f（x）在［a，b］上强绝对连续．

（七）关于性质：“若m（E）＝0，则m（f（E））＝0”

例1　易知f（x）＝χ

｛1／2｝


 （x）是不连续的有界变差函数，但若m（E）＝0，则m（f（E））＝0．

例2　设f（x）＝x·sin（1／x）（x≠0），f（0）＝0，则f∈C（［0，1］），且对任意的δ：0＜δ＜1，必有f∈AC（［δ，1］）．从而若E⊂［0，1］且m（E）＝0，则m（f（E））＝0．但f⋶BV（［0，1］）．







注　释






〔1〕

 　Weierstrass作函数如下：






其中a是奇数，0＜b＜1．他指出：W（x）在R

1


 上处处连续，且在ab＞1＋3／2时，W（x）在R

1


 上处处不可微．



在现代，可以利用下述关于三角级数的一个结论来构造连续不可微函数的例子．



“设r

k


 ≥0（k＝1，2，…），
 
 令






其中｛n

k


 ｝满足inf｛n

k＋1


 ／n

k


 ：k≥1｝＞1（即Hadamard数列），若f（x）在某一点可微．则n

k


 r

k


 →0（k→∞）．”





〔2〕

 　迪尼（意大利数学家，1845—1918）．





第六章　L

p


 　空　间



通过前面各章的学习我们知道：连续（或几乎处处连续）函数及其相应的Riemann积分理论的地位和作用，在一定意义上已被可测函数及其Lebesgue积分理论所代替．新的积分理论不仅扩大了积分的对象，而且新的可积函数类的全体还呈现出与欧氏空间有极其类似的结构与性质，从而为我们在其上建立分析学奠定了基础．它的应用涉及微分方程、积分方程、Fourier分析等许多领域．

下面所介绍的L

p


 空间理论就是研究各种可积函数类的整体结构及其相互关系的．L

p


 （1≤p＜∞）空间是F. Riesz于1910年导入的，他所使用的主要工具是§6.1中所述的Hölder不等式以及Minkowski不等式（这些不等式最初是用离散形式给出的，由F. Riesz把它们推广到积分形式）．在Lebesgue积分理论创立后，L

2


 空间的重要性立即被人们所认识，这是因为它紧密地联系着Fourier级数及其他展开式．L

2


 空间的完备性以及它与ι

2


 空间的同构是这一理论早期成功的典范．

本章所论述的内容既可以看成是Lebesgue积分理论的应用，也为学习后继课程泛函分析的知识提供了方便和模型．




§6.1　L


p



 空间的定义与不等式



定义6.1　（i）设f（x）是E⊂R

n


 上的可测函数，记




我们用L

p


 （E）表示使‖f‖

p


 ＜∞的f的全体，称其为L

p


 空间．（L

1


 （E）就是第四章所说的L（E）．）

（ii）设f（x）是E⊂R

n


 上的可测函数，m（E）＞0．若存在M，使得｜f（x）｜≤M，a．e，x∈E，则称f（x）在E上本性有界，M称为f（x）的本性上界．再对一切本性上界取下确界，记为‖f‖

∞


 ，称它为f（x）在E上的本性上确界．此时用L

∞


 （E）表示在E上本性有界的函数之全体．

当0＜m（E）＜∞时，可以证明




事实上，不妨记M＝‖f‖

∞


 ，则对任一满足M′＜M的M′，点集

A＝｛x∈E：｜f（x）｜＞M′｝

有正测度．由不等式




可知　　　　　　　　


令M′→M，得




另一方面，我们总有




从而又得　　　


下述定理说明L

p


 （E）构成一个线性空间．

定理6.1　若f，g∈L

p


 （E），0＜p≤∞，α，β是实数，则

αf＋βg∈L

p


 （E）．

证明　（i）当0＜p＜∞时，我们有

｜αf（x）＋βg（x）｜

p


 ≤2

p


 （｜α｜

p


 ｜f（x）｜

p


 ＋｜β｜

p


 ｜g（x）｜

p


 ）．

（ii）当p＝∞时，我们有

｜αf（x）＋βg（x）｜≤｜α｜‖f‖

∞


 ＋｜β｜‖g‖

∞


 ，　a．e．x∈E，

从而可知　　　‖αf＋βg‖

∞


 ≤｜α｜‖f‖

∞


 ＋｜β｜‖g‖

∞


 ．

注意，对L

p


 （E），我们主要的兴趣在p≥1的情形，下文中若未指明p＞0，则一律认为是p≥1．

例1　设E＝（0，1），则




x

-1／p


 ∈L

p－α


 （E）　（0＜α＜p），　x

-1／p


 ⋶L

p


 （E）；




思考题　试证明下列命题：

1．设0＜m（E）＜∞，且有数列｛p

k


 ｝：

1＜p

1


 ＜p

2


 ＜…＜p

k


 ＜…→∞　（k→∞）．

若
 且
 则f∈L

∞


 （E）．

2．设0＜p＜q．若f∈L

∞


 （E）∩L

p


 （E），则f∈L

q


 （E）．

3．设m（E）＜+∞，f（x）是E上可测函数，0＜p

0


 ＜+∞，则




4．设f∈L

1


 （E）∩L

2


 （E），则




现在我们来介绍两个常用的著名不等式．

定义6.2（共轭指标）　若p，p′＞1，且
 则称p与p′为共轭指标（数）．注意到
 可知p＝2时p′＝2．若p＝1，则规定共轭指标p′＝∞；若p＝∞，则规定共轭指标p′＝1．

定理6.2（Hölder不等式）　设p与p′为共轭指标，若f∈L

p


 （E），g∈L

p′


 （E），则有




即




以及（p＝∞即p′＝1时类似）




证明　当p或p′之一为∞时，（6.1）式显然成立．

当‖f‖

p


 ＝0或‖g‖

p′


 ＝0时，此时我们有f（x）g（x）＝0，a．e．x∈E，（6.1）式也显然成立．

当‖f‖

p


 ＞0，‖g‖

p′


 ＞0，且p，p′＜∞时，则在公式


 
 

〔1〕





中，令




可知，




将上式作积分，即得‖fg‖

1


 ≤‖f‖

p


 ‖g‖

p′


 ．

Hölder不等式的一个重要特例就是Schwarz
 

〔2〕



 不等式，即p＝p′＝2的情形：




注　Hölder不等式对‖f‖

p


 或‖g‖

p′


 ＝∞时自然成立．

例2　若m（E）＜∞且0＜p

1


 ＜p

2


 ≤∞，则
 且有




证明　不妨设p

2


 ＜∞．令r＝p

2


 ／p

1


 ，则r＞1．记r′为r的共轭指标，则对f∈
 （E），由（6.1）式可得




从而可知




这就是（6.2）式，

例3　若f∈L

r


 （E）∩L

s


 （E），且令0＜r＜p＜s≤∞，




则　　　


事实上，当r＜s＜∞时，我们有




当r＜s＝∞时，因为p＝r／λ，所以有




上述事实还说明，当r＜p＜s≤∞时，有

‖f‖

p


 ≤max｛‖f‖

r


 ，‖f‖

s


 ｝．

例4　设0＜r＜p＜s＜+∞，f∈L

p


 （E），则对任意的t＞0，存在分解f（x）＝g（x）＋h（x），使得




证明　对t＞0，作函数




我们有（注意r－p＜0）




即得所证．

类似地可证第二个不等式．

例5（反Hölder不等式）　设0＜p＜1，q＜0，
 则对f∈L

p


 （E），g∈L

q


 （E），有




证明　不妨假定fg∈L（E），且令
 ＝1／p＞1，
 ＝1／（1－p）＞1，则1／
 ＋1／
 ＝1，且有




由此即得所证．

思考题　求解下列命题：

5．设f（x），g（x）是E上可测函数，且有




试证明‖fg‖

r


 ≤‖f‖

p


 ‖g‖

q


 ．

6．设f∈L

2


 （（0，∞））且f（x）≥0（x∈（0，∞））．令
 
 试证明




7．设f（x）是E上正值可测函数，且m（E）＜+∞．试求f（x）使乘积




达到最小值．

8．试证明对x∈R

1


 有

4sin

2


 x－xsin2x≤2x

2


 ．

9．设f∈L

2


 （［0，1］），试证明存在［0，1］上的递增函数g（x），使得对于任意的［a，b］⊂［0，1］，有




10．设f∈L

2


 （［0，1］），且‖f‖

2


 ≠0，令




试证明‖F‖

2


 ＜‖f‖

2




11．设｛f

n


 ｝⊂L

2


 （［0，1］），且f

n


 （x）在［0，1］上依测度收敛于0．若有‖f

n


 ‖

2


 ≤1（n＝1，2…），试证明




定理6.3（Minkowski不等式）　若f，g∈L

p


 （E）（1≤p≤∞），则




证明　当p＝1时，（6.3）式显然成立；当p＝∞时，因为

｜f（x）｜≤‖f‖

∞


 ，a．e．x∈E，　｜g（x）｜≤‖g‖

∞


 ，a．e．x∈E，

所以有

｜f（x）＋g（x）｜≤‖f‖

∞


 ＋‖g‖

∞


 ，　a．e．x∈E．

从而可知‖f＋g‖

∞


 ≤‖f‖

∞


 ＋‖g‖

∞


 ，（6.3）式成立．

当1＜p＜∞时，我们有




用Hölder不等式于上式右端第一个积分，对｜f（x）＋g（x）｜

p－1


 与｜f（x）｜分别配指标p′＝p／（p－1）与p，可得




同理，对于前式右端第二个积分也可得




将上面两式代入前式，即有




不妨设‖f＋g‖

p


 ≠0，于是在上式两端用
 除之，得




若‖f＋g‖

p


 ＝0原式无所可证．

例6（反Minkowski不等式）　设0＜p＜1，则对f，g∈L

p


 （E），有




证明　不妨假定‖｜f｜＋｜g｜‖

p


 ＞0，则由反Hölder不等式可得




注　1．设
 则

fg∈L

p


 （E）　（p＝p

1


 p

2


 ／（p

1


 ＋p

2


 ））．

证明　令λ＝1／p

1


 ＋1／p

2


 ，p＝λp

1


 ，q＝λp

2


 ，则

0＜p，q＜+∞，　1／p＋1／q＝1．

由题设知｜f｜

1／λ


 ∈L

p


 （E），｜g｜

1／λ


 ∈L

q


 （E）．从而｜fg｜

1／λ


 ∈L

1


 （E）．




2．设f（x）是R

1


 上的可微函数，而且f′∈L

p


 （R

1


 ）（p＞1）．若f∈L（R

1


 ），则




证明　注意到
 可知




这说明f（x）在R

1


 上一致连续．由于f∈L（R

1


 ），故知结论成立．

3．（Hanner不等式）设f，g∈L

p


 （E）（1≤p＜+∞），则

（i）


（ii）


（iii）


（iv）


4．（Clarkson不等式）设1＜p，q＜∞，
 f，g∈ L

p


 （E），则

（i）




（ii）


（iii）


（iv）


（见Art．Mat．，3（1956）；Trans．Amer．Math．Soc．，40（1936））

5．设f∈L

p


 （［0，1］）（p＞0），则




证明　根据Jensen不等式（§4.2例5），可知




另一方面，因为lnx≤x－1（x＞0），所以有




令E＝｛x∈［0，1］：｜f（x）｜≥1｝，我们有：A

p


 （x）＝［｜f（x）

p


 －1］／p作为p的函数，在E上随p↘0递减趋于ln｜f（x）｜；在［0，1］＼E上随p↘0递增趋于ln｜f（x）｜．由此可得




综合上述结果，即得所证．

思考题　试证明下列命题：

12．设2≤p＜∞，f

i


 ∈L

p


 （E）（i＝1，2，…，k），则




13．设1≤p≤∞，若f

k


 ∈L

p


 （E）（k＝1，2，…），且级数




在E上几乎处处收敛，则




14．设f∈L

p


 （E）（p≥1），e⊂E是可测子集，则







§6.2　L


p



 空间的结构




（一）L


p



 （E）是完备的距离空间






为了便于在L

p


 （E）中引进距离，我们对L

p


 （E）空间的概念稍作一些改变，即认定当f，g∈L

p


 （E），且f（x）＝g（x），a．e．x∈E时，f与g是L

p


 （E）中的同一个元，或说用几乎处处相等作为等价关系把L

p


 （E）中的元分成等价类．例如在E上几乎处处等于零的函数全体是L

p


 （E）中的零元，于是我们有下述定理：

定理6.4　对于f，g∈L

p


 （E），定义

d（f，g）＝‖f－g‖

p


 ，1≤p≤∞，

则（L

p


 （E），d）是一个距离空间（定义见§1.4）．仍记为L

p


 （E）．

证明　（i）显然有d（f，g）≥0．因为‖f－g‖

p


 ＝0，当且仅当f（x）＝g（x）a．e．，所以d（f，g）＝0，当且仅当f＝g，即f与g是L

p


 （E）中的同一个元．

（ii）显然有d（f，g）＝d（g，f）．

（iii）根据Minkowski不等式，我们有

　　　　‖f－g‖

p


 ＝‖f－h＋h－g‖

p




　　　　　　　　　≤‖f－h‖

p


 ＋‖g－h‖

p


 ，

此即不等式d（f，g）≤d（f，h）＋d（h，g）．

有了距离，随之就可以定义极限的概念．

定义6.3　设f

k


 ∈L

p


 （E）（k＝1，2，…）．若存在f∈L

p


 （E），使得




则称｛f

k


 ｝依L

p


 （E）的意义收敛于f，｛f

k


 ｝为L

p


 （E）中的收敛列，f为｛f

k


 ｝在L

p


 （E）中的极限．

我们有下列简单事实：

（i）唯一性．若




则f＝g（f（x）＝g（x）a．e．）；

（ii）若
 则




这是因为我们有




定义6.4　设｛f

k


 ｝⊂L

p


 （E）．若




则称｛f

k


 ｝是L

p


 （E）中的基本（或Cauchy）列．

显然，由于




故知收敛列定为Cauchy列．下述定理表明L

p


 （E）中的Cauchy列定为收敛列，这一事实称为空间L

p


 （E）的完备性．

定理6.5　L

p


 （E）是完备的距离空间．

证明　1≤p＜∞．若｛f

k


 ｝⊂L

p


 （E）满足




则对任给的σ＞0，令E

j，k


 （σ）＝｛x∈E：｜f

j


 （x）－f

k


 （x）｜≥σ｝时，就有




这说明　　　　　


即｛f

k


 （x）｝在E上是依测度Cauchy列．根据定理3.16，存在E上几乎处处有限的可测函数f（x），使得｛f

k


 （x）｝在E上依测度收敛于f（x）．由此又可选出（定理3.17）｛f

k


 （x）｝的子列
 使得




因为




所以　　　


这说明　　　　　　


最后，由‖f‖

p


 ≤‖f－f

k


 ‖

p


 ＋‖f

k


 ‖

p


 ，可知f∈L

p


 （E）．

p＝∞．设｛f

k


 ｝⊂L

∞


 （E）满足




因为对于任一对自然数k与j有

｜f

k


 （x）－f

j


 （x）｜≤‖f

k


 －f

j


 ‖

∞


 ，　a．e．x∈E．

所以存在零测集Z，使得对于一切自然数k与j有




从而存在f（x），使得




现在对任给ε＞0，取自然数N，使得

‖f

k


 －f

j


 ‖

∞


 ＜ε，　j，k＞N．

由于当k＞N且x∈E＼Z时有




故当k＞N时有‖f

k


 －f‖

∞


 ≤ε，易知f∈L

∞


 （E）．这说明

‖f

k


 －f‖

∞


 →0（k→∞）．

例1　设f（x）是R

1


 上非负递增函数，｛g

n


 （x）｝是R

1


 上的实值可测函数列，且有
 以及


则　　　　


证明　令
 易知（记I＝［0，1］）




从而g

n


 ∈L

1


 （I）（n∈N）．

若ε＞0，则存在k，使得F（k）＜ε／8（M＋1）．故可得




因为
 所以我们有




又由｜g

n


 （x）－g

m


 （x）｜／2≤｜g

n


 （x）｜∨｜g

m


 （x）｜以及f（x）的递增性，可得




从而对一切n，m，式（6.4）中第二个积分J

2


 之被积函数小于等于

F（k）f［｜g

n


 （x）-gm（x）｜／2］，

又得J

2


 ≤2．2MF（k）＜ε／2．而由有界收敛定理还可得知J

1


 →0（n，m→∞）．这说明存在N，当n，m＞N时有‖g

n


 －g

m


 ‖

1


 ＜ε．即存在h∈L（I），使得‖g

n


 －h‖

1


 →0（n→∞），显然h（x）＝g（x），a．e．x∈I．证毕．

思考题　试解答下列命题：

1．若f

k


 ∈L

p


 （E）（k＝1，2…），p≥1且满足

‖f

k＋1


 －f

k


 ‖

p


 ≤1／2

k


 　（k＝1，2…），

试证明存在f∈L

p


 （E），且有




2．设｛f

k


 （x）｝是E上可测函数列，F∈L

p


 （E）（p≥1）．若有

｜f

k


 （x）｜≤F（x）　（k＝1，2，…），




试证明‖f

k


 －f‖

p


 →0　（k→∞）．

3．设1≤p≤∞，1／p＋1／p′＝1，f∈L

p


 （R

n


 ），g∈L

p′


 （R

n


 ），且令




试证明F∈C（R

n


 ）．

4．设f

n


 ∈L

2


 （E）（n＝1，2，…），且有‖f

n


 ‖

2


 ≤M（n＝1，2，…），若f

n


 （x）在E上几乎处处收敛到f（x），试问有‖f

n


 －f‖

2


 →0（n→∞）吗？

5．试证明在L

p


 （［0，1］）的各等价类中，

（i）每个类中至多含有一个连续函数；

（ii）存在不含有连续函数的类．

6．设1≤q＜p＜∞，m（E）＜∞．若有




试证明　　　


7．设f∈L

p


 （［a，b］），f

k


 ∈L

p


 （［a，b］）（k∈N，p≥1）．若有




试证明




8．设f∈L

p


 （E），f

k


 ∈L

p


 （E）（k＝1，2，…）；g∈L

q


 （E），g

k


 ∈L

q


 （E）（k＝1，2，…），且有p＞1，1／p＋1／q＝1．若有

‖f

k


 －f‖

p


 →0，　‖g

k


 －g‖

q


 →0　（k→∞），

试证明









（二）L


p



 （E）（1≤p＜∞）是可分空间






定义6.5　设Г是L

p


 （E）中的子集，若对任意的f∈L

p


 （E）以及ε＞0，存在g∈Г，使得

‖f－g‖

p


 ＜ε，

则称Г在L

p


 （E）中稠密；若L

p


 （E）中存在稠密且其元素是可数的子集，则称L

p


 （E）是可分的．

引理6.6　设f∈L

p


 （E）（1≤p＜∞），则对任意的ε＞0，我们有

（i）存在R

n


 上具有紧支集的连续函数g（x），使得




（ii）存在R

n


 上具有紧支集的阶梯函数φ：




其中每个I

i


 都是二进方体，使得




（证明参考第四章定理4.18，推论4.22）．

定理6.7　L

p


 （E）（1≤p＜∞）是可分空间．

证明　首先设E＝R

n


 ，f∈L

p


 （R

n


 ），对任意的ε＞0，由引理6.6可知，存在R

n


 上的阶梯函数φ（x），使得‖f－φ‖

p


 ＜ε／2，其中φ（x）如上引理所述：




不妨设｜c

i


 ｜＜M，m（I

i


 ）≤M

p


 （i＝1，2，…，k），现在对每一个i，选取有理数r

i


 ，使得｜r

i


 ｜＜M且有




并令　　　　


我们有







从而可得




因为形如
 之阶梯函数全体Г是可数集，所以Г是L

p


 （R

n


 ）中的可数稠密集．

其次考虑一般可测集E．设f∈L

p


 （E），作函数f

1


 （x）＝f（x）（x∈E），
 显然有f

1


 ∈L

p


 （R

n


 ）．从而对任给的ε＞0，存在g∈Г，使得




由此立即可得




现在若将Г中的每一个函数的定义域限制在E上，并记其全体为Г′，则Г′是L

p


 （E）中的可数稠密集．

推论6.8　若1≤p＜∞，1≤r≤∞，则L

p


 （E）∩L

r


 （E）在L

p


 （E）中稠密．

根据上面结果，我们可以立即推得下述类似于L

1


 （R

n


 ）的（见第四章）结论，证明从略．

定理6.9

*


 　若f∈L

p


 （R

n


 ）（1≤p＜∞），则有




例2　若f∈L

p


 （R

n


 ）（1≤p＜∞），则




证明　对任给的ε＞0，作分解：

f（x）＝g（x）＋h（x），

其中g（x）是R

n


 上具有紧支集的连续函数，而‖h‖

p


 ＜ε／4．显然，存在M＞0，当｜t｜≥M时，g（x）与g（x－t）的支集不相交．从而有







由分解式可知｜‖f‖

p


 －‖g‖

p


 ｜≤‖h‖

p


 ＜ε／4．又由

　　　f（x）＋f（x－t）＝［g（x）＋g（x－t）］

　　　　　　　　　　　　＋［h（x）＋h（x－t）］，

以及令f

t


 （x）＝f（x－t），可得




从而当｜t｜≥M时有




最后我们得到




例3

*


 　f（x）在R

n


 中任一测度有限的可测集上均可积的充分必要条件是：存在f

1


 ∈L

1


 （R

n


 ），f

2


 ∈L

∞


 （R

n


 ），使得

f（x）＝f

1


 （x）＋f

2


 （x），　x∈R

n


 ．

证明　必要性　令

A

n


 ＝｛x∈R

n


 ：n

2


 ＜｜f（x）｜≤（n＋1）

2


 ｝　（n＝1，2，…），

则存在n

0


 ，使得
 这是因为：若不然，则对任意k，有




此时，可能有两种情形发生：

（i）存在｛n

j


 ｝，使
 则有
 使得
 
 从而得
 依题设｜f（x）｜在
 上可积，导出矛盾．

（ii）存在N，当n≥N时有n

2


 ·m（A

n


 ）＜1，则
 但｜f（x）｜在
 上的积分为∞，也产生矛盾．

现在既然有了
 就可令
 并记

f

1


 （x）＝f（x）·χ

A


 （x），




则f（x）＝f

1


 （x）＋f

2


 （x），其中f

1


 ∈L

1


 （R

n


 ），f

2


 ∈L

∞


 （R

n


 ）．

充分性　在f（x）＝f

1


 （x）＋f

2


 （x）时，f（x）当然是可测函数，且对任一个m（E）＜+∞的E，有




思考题　试证明下列命题：

1．设1＜p＜∞，f

n


 ∈L

p


 （R

1


 ），‖f

n


 ‖

p


 ≤M（n＝1，2，…），f∈L

p


 （R

1


 ），且有




则对任意的g∈L

q


 （R

1


 ），1／p＋1／q＝1，有




2．L

∞


 （（0，1））是不可分的．（考查函数族f

t


 （x）＝χ

（0，t）


 （x），0＜t＜1）




§6.3　L


2



 内积空间



在L

2


 空间中，由p＝2得其共轭指标p′＝2．从而可知当f，g∈L

2


 时，有fg∈L

1


 ．这一简单事实使L

2


 空间增添了新的重要结构，从而显示出它在L

p


 空间中的特定地位．L

2


 空间在Fourier分析、特征展开，数学物理的许多课题中都有重要的应用．






（一）内积，正交系






我们知道，在平面上两个向量A，B的夹角θ与它们的内积有如下关系：




其中〈A，B〉是A与B的内积，‖A‖表示向量A的长度．当〈A，B〉＝0时，A与B就垂直．由此可以建立直角坐标系（基底），我们的目的是想在L

2


 中建立类似的结构．注意到

〈A，A〉＝‖A‖

2


 ，

于是对于f，g∈L

2


 （E），我们记




由此，Schwartz不等式可写为

｜〈f，g〉｜≤‖f‖

2


 ·‖g‖

2


 ．

显然，〈f，g〉满足下列内积所要求的性质：

（i）〈f，g〉＝〈g，f〉；

（ii）〈f

1


 ＋f

2


 ，g〉＝〈f

1


 ，g〉＋〈f

2


 ，g〉；

（iii）〈af，g〉＝a〈f，g〉＝〈f，ag〉（a是实数）．

我们称〈f，g〉为f与g的（实）内积，L

2


 （E）为（完备的）（实）内积空间．

例1　设f，g∈L

2


 （E），则


证明　设a，b≥0，我们有




由此可知2｜f（x）g（x）｜≤t｜f（x）｜

2


 ＋｜g（x）｜

2


 ／t，而作积分则得




即
 证毕．

例2　设f（x）是［0，∞）上非负可测函数，则




证明　不妨设




则令α＞0，β＞0，我们有




现在取值α＝v，β＝u，则上式右端为
 证毕．

例3　设f（x，y）在
 上非负可测，则




证明　令λ＞0，作g（x，y）＝（x

2


 ＋y

2


 ）

2


 ／［λ＋（x

2


 ＋y

2


 ）

2


 ］，则




从而若取




则经计算可得




因此，对C＝π

4


 ／16式（*）成立．

例4　设f∈L

2


 （［0，1］）．若有




则f（x）＝x，a．e．x∈［0，1］．

证明　注意到
 故知




令F（x）＝xf（x）－x

2


 （x∈［0，1］），易知对任一多项式P（x），有




因为已知对任意的g∈C（［0，1］）以及ε＞0，均存在多项式Q（x），使得｜g（x）－Q（x）｜＜ε（x∈［0，1］）．从而可知




由ε的任意性，又得
 这说明

F（x）＝0，a．e．x∈［0，1］，　f（x）＝x，a．e．x∈［0，1］．

定理6.10（内积的连续性）　若在L

2


 （E）中有




则对任意的g∈L

2


 （E）有




证明　由不等式

｜〈f

k


 ，g〉－〈f，g〉｜＝｜〈f

k


 －f，g〉｜≤‖f

k


 －f‖

2


 ·‖g‖

2




立即可知（6.6）式成立．

定义6.6　若f，g∈L

2


 （E）且〈f，g〉＝0，则称f与g正交；若｛φ

α


 ｝⊂L

2


 （E）中任意的两个元都正交，则称｛φ

α


 ｝是正交系；若还有‖φ

α


 ‖

2


 ＝1（一切α），则称｛φ

α


 ｝为L

2


 （E）中的标准正交系．

若在正交系｛φ

α


 ｝⊂L

2


 （E）中，对一切α都有‖φ

α


 ‖≠0，则
 就是标准正交系．以下我们总假定对一切α，‖φ

α


 ‖

2


 ≠0．

例5　L

2


 ［-π，π］中的三角函数列：




是标准正交系．

定理6.11　L

2


 （E）中任一标准正交系都是可数的．

证明　设｛φ

α


 ｝是L

2


 （E）中的标准正交系，则对于α≠β有




从而可知
 因为L

2


 （E）是可分空间，所以存在可数稠密集，又每个‖φ

α


 ‖≠0，因而｛φ

α


 ｝实际上是可数的．

思考题　试证明下列命题：

1．设f，g∈L

2


 （E），则有（平行四边形公式）




2．设‖f

n


 －f‖

2


 →0，‖g

n


 －g‖

2


 →0（n→∞），则

｜〈f

n


 ，g

n


 〉－〈f，g〉｜→0（n→∞）．

3．设‖f‖

2


 ＝‖g‖

2


 ，则〈f＋g，f－g〉＝0．

4．设‖f

n


 ‖

2


 →‖f‖

2


 ，
 则

‖f

n


 －f‖

2


 →0（n→∞）．






（二）广义Fourier级数






我们知道，在R

n


 中，当e

1


 ，e

2


 ，…，e

n


 是一组单位正交向量时，则R

n


 中任一向量A可唯一地表示为

A＝c

1


 e

1


 ＋c

2


 e

2


 ＋…＋c

n


 e

n


 ，

其中C

k


 ＝〈A，e

k


 〉（k＝1，2，…，n）．下面我们把这一事实推广于L

2


 空间．

设｛φ

i


 ｝是L

2


 （E）中的一个标准正交系，如果以级数形式




来表示L

2


 （E）中的某个元f时，那么必须讨论上述级数是否收敛的问题．这里指的是在L

2


 （E）中的收敛．

现在令




若当k→∞时有‖s

k


 －f‖

2


 →0，则




这一分析导出下述定义：

定义6.7　设｛φ

k


 ｝是L

2


 （E）中的标准正交系，f∈L

2


 （E），我们称




为f（关于｛φ

k


 ｝）的广义Fourier系数，称




为f的（关于｛φ

k


 ｝的）广义Fourier级数，简记为




在研究此级数是否收敛于f（x）之前，我们先来介绍关于广义Fourier级数的几个重要事实．

定理6.12　设｛φ

i


 ｝是L

2


 （E）中的标准正交系，f∈L

2


 （E），取定k，作




其中a

i


 （i＝1，2，…，k）是实数，则当a

i


 ＝c

i


 ＝〈f，φ

i


 〉（i＝1，2，…，k）时，使得‖f－f

k


 ‖

2


 达到最小值．

证明　由｛φ

i


 ｝的标准正交性可知




从而得




由此可见，当a

i


 ＝c

i


 （i＝1，2，…，k）时，
 达到最小值，且最小值为




此外，若令　　　　


则有　　　


定理6.13（Bessel不等式）　设｛φ

k


 ｝是L

2


 （E）中的标准正交系，且f∈L

2


 （E），则f（x）的广义Fourier系数｛c

k


 ｝满足




证明　从上述定理可知，对任意的k有（S

k


 同前）




从而有　　　　　　　　


令k→∞，即得　　　　　


定理6.14（Riesz-Fischer定理）　设｛φ

k


 ｝是L

2


 （E）中的标准正交系，若｛c

k


 ｝是满足




的任一实数列，则存在g∈L

2


 （E），使得

〈g，φ

k


 〉＝C

k


 ，　k＝1，2，…．

证明　作函数




显然有




由此可知｛S

k


 ｝是L

2


 （E）中的基本列．根据L

2


 （E）的完备性，存在g∈L

2


 （E），使得




由此又知〈g，φ

k


 〉＝c

k


 （k＝1，2，…）．

注意，由上述两定理可知，L

2


 （E）中的元f的广义Fourier级数总是在L

2


 中收敛于某个g∈L

2


 ，但是g不一定是f，例如




是L

2


 （-π，π）中的规一化正交系，但对于f（x）＝cosx，我们有c

k


 ＝〈f，φ

k


 〉＝0（k＝1，2，…），因此得




这一情形类似于三维欧氏空间中只取两个正交向量组成正交系但不组成正交基一样，使得不同的向量可能具有相同的坐标．为排除这一情形，我们引入下述完全系的概念．

定义6.8　设｛φ

k


 ｝是L

2


 （E）中的正交系，若L

2


 （E）中不再存在非零元能与一切φ

k


 正交，则称此｛φ

k


 ｝是L

2


 中的完全正交系．换句话说，若f∈L

2


 （E）且〈f，φ

k


 〉＝0（k＝1，2，…），则必有f（x）＝0，a．e．x∈E．

定理6.15　设｛φ

k


 ｝是L

2


 （E）中的标准完全正交系，f∈L

2


 （E），令c

k


 ＝〈f，φ

k


 〉（k＝1，2，…），则




证明　假定




则〈g，φ

i


 〉＝c

i


 （i＝1，2，…），从而可知

〈f－g，φ

i


 〉＝〈f，φ

i


 〉－〈g，φ

i


 〉＝0，　i＝1，2，…．

因为｛φ

i


 ｝是完全正交系，所以由定义知

f（x）－g（x）＝0，　a．e．x∈E，

这说明（6.8）式成立．

例6（三角函数系是完全正交系）　设E＝［-π，π］，则三角函数系

1，cosx，sinx，…，coskx，sinkx，…

是L

2


 （E）中的完全正交系．

证明　（i）设f（x）是［-π，π］上的连续函数．若其一切Fourier系数都是零，则f（x）＝0．

事实上，如果f（x）≠0，那么存在x

0


 ∈［-π，π］，使得｜f（x

0


 ）｜为最大值．不妨设f（x

0


 ）＝M＞0，从而我们可取到充分小的区间I＝（x

0


 －δ，x

0


 ＋δ），使得




现在，研究三角多项式：

t（x）＝1＋cos（x－x

0


 ）－cosδ．

因为t

n


 （x）仍是一个三角多项式，所以根据假定我们有




但这是不可能的．一方面，因为当x∈［-π，π］＼I时有｜t

n


 （x）｜≤1，所以




另一方面，因为令J＝（x

0


 －δ／2，x

0


 ＋δ／2）时，存在r＞1，使得

t（x）≥r，　x∈J∩［-π，π］，

所以




合并上述两个积分不等式，得到




上述矛盾说明必须f（x）≡0．

（ii）设f∈L

2


 （E）．我们作函数




因为g（x）是［-π，π］上的绝对连续函数且g（-π）＝g（π）＝0，所以通过分部积分公式可得




现在令




我们有




即G（x）的一切Fourier系数都是零．由（i）知G（x）≡0，即g（x）≡B．从而可知

f（x）＝g′（x）＝0，　a．e．x∈E．

我们知道，在欧氏空间中有线性无关向量组的概念，并可由它们导出正交向量组，而极大线性无关向量组构成空间的基底，其个数就是空间的维数．从这一角度出发，我们引入下述定义．

定义6.9　设ψ

1


 （x），ψ

2


 （x），…，ψ

k


 （x）是定义在E上的函数．如果从

a

1


 ψ

1


 （x）＋a

2


 ψ

2


 （x）＋…＋a

k


 ψ

k


 （x）＝0，　a．e．x∈E

可推出a

i


 ＝0（i＝1，2，…，k），那么称函数ψ

i


 （i＝1，2，…，k）（在E上）是线性无关的；对于由无穷多个函数组成的函数系，如果其中任意有限个函数都是线性无关的，那么称此函数系是线性无关的．（显然，线性无关函数系中不存在几乎处处等于零的函数）

例7　L

2


 （E）中的正交系｛φ

k


 ｝一定是线性无关的．

事实上，若在｛φ

k


 ｝中任取有限个并假定

a

1


 φ

k

1





 （x）＋a

2


 φ

k

2





 （x）＋…＋a

i


 φ

k

i





 （x）＝0，　a．e．x∈E，

则在上式两端各乘以φ

k

1





 （x），且在E上对x进行积分，由｛φ

k


 ｝的正交性可知a

1


 ＝0，同理可证a

2


 ＝a

3


 ＝…＝a

i


 ＝0．

当然，一个线性无关的函数系不一定是正交系．不过，我们可以在此函数系的基础上建立起正交系来，这就是下面所讲的Gram-Schmidt正交化方法：

设｛ψ

k


 ｝是L

2


 （E）中的线性无关系，令




一般来说，在取定φ

1


 ，φ

2


 ，…，φ

k－1


 时，令

φ

k


 （x）＝a

k，1


 φ

1


 （x）＋a

k，2


 φ

2


 （x）＋…＋a

k，k－1


 φ

k－1


 （x）＋ψ

k


 （x），

其中




易知这样所得的｛φ

k


 ｝（k＝1，2，…）是正交的．

由于L

2


 （E）中存在可数稠密集Γ，若将Γ中线性无关的向量选出来，再进行上述正交化过程，就可得到一个正交系．

定理6.16　设｛φ

i


 ｝是L

2


 （E）中的标准正交系，若对任意的f∈L

2


 （E）以及ε＞0，存在｛φ

i


 ｝中的线性组合




使得‖f－g‖

2


 ＜ε（此时，也称｛φ

i


 ｝为封闭系），则｛φ

i


 ｝是完全正交系．

证明　假定｛φ

i


 ｝不是完全正交系，则存在非零元f∈L

2


 （E），使得〈f，φ

i


 〉＝0（i＝1，2，…）．因为‖f‖

2


 ＞0，所以根据假定，存在数组a

1


 ，a

2


 ，…，a

k


 ，使得




从而得




另一方面，由于〈f，φ

i


 〉＝0（i＝1，2，…），故




这一矛盾说明｛φ

i


 ｝是完全正交系．

例8

*


 　设E⊂R

1


 且m（E）＜＋∞，φ

n


 ∈L

2


 （E）（n∈N）满足




则存在数列｛b

n


 ｝，以及e⊂E，m（e）＞0，使得




证明　作｛b

n


 ｝：b

n


 →0（n→∞），


现在假定
 则可选n

0


 以及δ＞0：1－M

2


 δ＞0，且存在A⊂E：m（E＼A）＜δ，使得（Егоров定理）




从而对每个n，我们有




这导致矛盾．

例9

*


 （L

2


 中的完全系｛x

n


 φ（x）｝）

设-∞＜a＜b＜∞，φ（x）是［a，b］（或（-∞，∞））上几乎处处不为0的可测函数．若存在δ＞0，使得

｜φ（x）｜≤ce

－δ｜x｜


 ，

则｛x

n


 φ（x）｝是L

2


 （（a，b））中的完全系．

证明　（i）不妨就讨论L

2


 （（-∞，∞））（否则只需用φ（x）·χ

［a，b］


 （x）代φ（x））．

现在，设有f∈L

2


 （（-∞，∞）），使得




因为
 属于L

1


 （（-∞，∞）），所以可作Fourier变换




并将F（λ）解析延拓至带域｜Imy｜＜δ处．（见（ii））

另一方面，由式（6.9）可知，F（λ）在λ＝0处的任意阶导数全为0，从而F（λ）≡0．根据Fourier变换的唯一性定理，我们有

φ（x）f（x）＝0，　a．e．x∈（-∞，∞）．

由此可知f（x）＝0，a．e．x∈（-∞，∞）．

（ii）（解析延拓的证明）　若有δ＞0，
 属于L

1


 （（-∞，∞）），则其Fourier变换
 （f）（λ）可解析延拓到带域

｛z＝x＋iy：｜y｜＜δ｝

上．

实际上，由于积分




在｜y｜＜δ上收敛且是连续函数，而在x轴上就等于
 且t″f（t）属于L

1


 （-∞，∞），故在带域｜Imz｜＜δ上任意次可微．

思考题　试证明下列命题：

1．｛sinnx｝是L

2


 （［0，π］）中的完全正交系．

2．设f∈L

1


 （［-π，π］），｛φ

n


 （x）｝是（-π，π］上的三角函数系．若有




则f（x）＝0，a．e．x∈［-π，π］．

3．设｛φ

i


 （x）｝是L

2


 （A）上完全标准正交系，｛ψ

k


 （x）｝是L

2


 （B）中完全标准正交系，则

｛f

i，k


 （x，y）｝＝｛φ

i


 （x）·ψ

k


 （y）｝

是L

2


 （A×B）上的完全系．

4．设｛φ

k


 （x）｝是L

2


 （E）中标准正交系．若f∈L

2


 （E），则




5．设｛φ

k


 ｝⊂L

2


 （［a，b］）是完全标准正交系，f∈L

2


 （［a，b］），
 
 其中C

k


 ＝〈f，φ

k


 〉，则对［a，b］中的可测集E，有






 

*



 
§6.4　L


p



 空间的范数公式



如果在Hölder不等式




中，取‖g‖

p′


 ＝1，则有




那么是否存在g∈L

p′


 （E）且‖g‖

p′


 ＝1，使得上式等号成立呢？我们有下述结论：

定理6.17　若f∈L

p


 （E）（1≤p＜∞），则存在g∈L

p′


 （E）且‖g‖

p′


 ＝1，使得




证明　不妨设‖f‖

p


 ≠0．

（i）p＝1．此时令g（x）＝signf（x），则‖g‖∞＝1，且有




（ii）1＜p＜∞．令




则有




而且




对于p＝∞，我们有下述定理．

定理6.18　若f∈L

∞


 （E），则有




证明　令‖f‖

∞


 ＝M＞0．从而只需证明对充分小的ε＞0，存在g∈L

1


 （E）且‖g‖

1


 ＝1，使得




即可．因为‖f‖

∞


 ＝M，所以对M－ε，存在E中的子集A，并且m（A）＝a＞0，使得

｜f（x）｜＞M－ε，　x∈A．

现在令　　　


可知　　　


且有　　　


注意，若令E＝［0，1］，f（x）＝x，则‖f‖

∞


 ＝1，此时，对于任意的g∈L

1


 （E）且‖g‖

1


 ＝1，有




这说明对于p＝∞，f∈L

p


 （E），不一定存在g∈L

1


 （E）且‖g‖

1


 ＝1，使得




下述定理在一定意义上是Hölder不等式的逆命题．

定理6.19　设g（x）是E⊂R

n


 上的可测函数，若存在M＞0，使得对一切在E上可积的简单函数φ（x），都有




则
 且‖g‖

p′


 ≤M．

证明　（i）p＞1．对于
 作具有紧支集的非负可测简单函数渐升列｛φ

k


 （x）｝，使得




现在令　　


则得　　　　


注意到




从而根据假设可得




由此可知




令k→∞，我们有




（ii）p＝1．不妨设g（x）≥0．采用反证法．若
 则存在E中的可测集列｛A

k


 ｝，∞＞m（A

k


 ）＞0（k＝1，2，…），使得

g（x）≥k，　x∈A

k


 ，　k＝1，2，…．

令　　　　φ

k


 （x）＝χ

A

k





 （x），　k＝1，2，…，

则有　　


这与定理的假设矛盾，即得所证．（参阅§4.2（一）中的例7）

定理6.20（广义Minkowski不等式）　设f（x，y）是R

n


 ×R

n


 上的可测函数，若对几乎处处的y∈R

n


 ，f（x，y）属于L

p


 （R

n


 ）（1≤p＜∞），且有




则




证明　不妨设p＞1，p′是p的共轭指标，并令




现在，对于任意的可积简单函数φ（x），我们有







根据定理6.19可知‖F‖

p


 ≤M，从而又有




注1　在R

1


 ×［0，2］上作二元函数：




其中f∈L

p


 （R

1


 ），g∈L

p


 （R

1


 ），则对f（x，y）的广义Minkowski不等式化为通常的Minkowski不等式：

‖f＋g‖

p


 ≤‖f‖

p


 ＋‖g‖

p


 .

注2　在（0，∞）×［1，2］上定义二元函数为




则广义Minkowski不等式化为




例（Hardy不等式）　设1＜p＜∞，f∈L

p


 （（0，∞））．若记




则F∈L

p


 （（0，∞）），且




证明　因为我们有




所以根据广义Minkowski不等式，可得




（注意，当p＝1时，
 ）



 

*



 
§6.5　卷　　积



在第四章中我们指出，若f，g∈L

1


 （R

n


 ），则卷积

f*g∈L

1


 （R

n


 ）

且有

‖（f*g）‖

1


 ≤‖f‖

1


 ‖g‖

1


 ．

现在考虑在L

p


 （R

n


 ）中的情形．

定理6.21（Young不等式）　设f∈L

1


 （R

n


 ），g∈L

p


 （R

n


 ）（1＜p＜∞），则

‖f*g‖

p


 ≤‖f‖

1


 ‖g‖

p


 ．　　　　（6.12）

证明　令p′为p的共轭指标，在不等式




的右端用Hölder不等式，可得




对上式两端p乘方后再对x作积分，可知




从而（6.12）式成立．

上述定理6.21表明，当f∈L

1


 （R

n


 ），g∈L

p


 （R

n


 ）时卷积（函数）（f*g）（x）是属于L

p


 （R

n


 ）的．下面我们来考虑用卷积函数形式给出L

p


 （R

n


 ）中的稠密集．由于卷积本身的构成明显地含有g，可以预料它在应用上有某种优越性．

定义6.10　设K（x）是定义在R

n


 上的函数，ε＞0，令




我们称K

ε


 （x）为K（x）的展缩函数．

例1　设K（x）＝χ

B（0，1）


 （x），则有




我们有下列简单事实：设K∈L

1


 （R

n


 ），则

（i）


（ii）对于固定的δ＞0，有




定理6.22　设K∈L

1


 （R

n


 ）且‖K‖

1


 ＝1，若f∈L

p


 （R

n


 ）（1≤p＜∞），则有




证明　由于




故根据广义Minkowski不等式可得




令




显然，0≤F

ε


 （y）｜K（y）｜≤2‖f‖

p


 ｜K（y）｜，且当ε→0时有F

ε


 （y）→0．从而根据Lebesgue控制收敛定理，我们有




（也称这样的展缩族｛K

ε


 ｝为逼近恒等族．）

现在，我们特别令K（x）＝ρ（x）：




其中c是使‖ρ‖

1


 ＝1之常数．易证当函数f（x）是具有紧支集F且属于L

p


 （R

n


 ）的函数时，（ρ

ε


 *f）（x）也具有紧支集．这是因为在等式




之中，当f（x）的紧支集F与闭球B（x；ε）不相交时，则由于｜t｜＜1，故f（x－εt）ρ（t）＝0，即（ρ

ε


 *f）（x）＝0，所以，（ρ

ε


 *f）（x）的支集是F的ε-邻域（指｛x：d（x，F）＜ε｝）．这就是说它具有紧支集．

定理6.23　具有紧支集且无限次可微的函数类
 在L

p


 （R

n


 ）中稠密．

证明　设f（x）∈L

p


 （R

n


 ），令




显然，对于任意的η＞0，必存在N，使得‖f－f

N


 ‖p＜η．由于f

N


 （x）具有紧支集，故
 从而根据上述定理，存在ε＞0，使得

‖ρ

ε


 *f

N


 －f

N


 ‖

p


 ＜η．

最后由不等式

‖ρ

ε


 *f

N


 －f‖

p


 ≤‖ρ

ε


 *f

N


 －f

N


 ‖

p


 ＋‖f

N


 －f‖

p


 ＜2η

可知结论是成立的．

定理6.24（Urysohn）　设F⊂R

n


 是紧集，G是开集包含F，则存在
 满足

f（x）＝1，x∈F；　supp（f）⊂G；　0≤f（x）≤1，x∈R

n




证明　令δ＝d（F，G

c


 ），U＝｛x：d（x，F）＜δ／3｝．选非负函数


现在，作函数

f（x）＝（χ

U


 *φ）（x），　x∈R

n


 ，

易知


推论6.25

*


 　设p＞1，ε＞0，M＞0，k

0


 ∈N，则存在函数
 
 suppφ⊂R

n


 ＼B（0，k

0


 ），且有




证明　以n＝1为例．由上定理可知，存在f∈C

（∞）


 （R

1


 ），suppf⊂［k

0


 ，k

0


 ＋k＋2］（k＞0），且有

0≤f（x）≤1（x∈R

1


 ），f（x）＝1（x∈［k

0


 ＋1，k

0


 ＋k＋1］）．

现在假定





由此知0≤φ（x）≤1／k．我们有




从而只需取k充分大，可使‖φ‖

p


 ＜ε．

例2

*


 　设1＜P＜∞，则




在L

p


 （R

n


 ）中稠密．

证明　以n＝1为例．对任给ε＞0，已知存在
 使得‖f－g‖

p


 ＜ε／2．

若
 则结论成立；

若
 则取k

0


 ，使得

suppg∩［k

0


 ，∞）＝φ．

从而取
 满足suppφ⊂［k

0


 ，∞），φ（x）≥0（x∈R

1


 ），且有




现在考查ψ（x）＝g（x）－Aφ（x），易知ψ∈L

p


 （R

n


 ），且有

　　　　　‖f－ψ‖

p


 ＝‖f－g＋Aφ‖

p




　　　　　　　　　　≤‖f－g‖

p


 ＋｜A｜‖φ‖

p


 ＜ε．

即得所证．

例3

*


 　设f∈L

∞


 （R

1


 ），记f

t


 （x）＝f（x－t）．若




则存在R

1


 上一致连续函数g（x），使得

f（x）＝g（x），　a．e．x∈R

1


 ．

证明　取
 为非负逼近恒等族．

（i）


实际上，对‖ψ‖

1


 ＝1，我们有




（ii）由（i）以及题设可知




注意到φ

n


 *f（x）是R

1


 上一致连续函数，以及｛（φ

n


 *f）（x）｝是（对x一致）Cauchy列，因此存在一致连续函数g（x），使得




由此即得f（x）＝g（x），a．e．x∈R

1


 ．

例4

*


 　设E⊂R

1


 是正测集，则存在δ＞0，使得向量差集E－E⊃（-δ，δ）．

证明　这一命题已在第二章阐明了的，不过用卷积的手段来证明时陈述更为简明．首先，不妨假定E是有界的，令g（x）＝χ

E


 （x），g∈L

1


 ∩L

∞


 （E）．

其次，作g（x）与g（-x）的卷积：




则f（x）是R

1


 上的连续函数，且




从而存在δ＞0，在（-δ，δ）上f（x）＞0．

又因我们有




所以存在t∈E，s∈E，t－s＝x∈（-δ，δ）．

例5　设｛φ

i


 ｝是L

2


 （T）中完全正交系，则




证明　（i）若f∈L

2


 （T），则
 特别对于
 有




现在，对满足
 的正数列｛c

n


 ｝，作g∈L

2


 （T），使得


（ii）反证法．假定式（6.14）不真，我们有




思考题　试证明下列命题：

1．设E⊂R

1


 且m（E）＞0．若有

（x＋y）／2∈E　（x，y∈E），

则E含有一非空开集．

2．设f∈L

p


 （（0，∞）），p＞1，且f（x）在（0，∞）上非负递减，则f

ε


 （x）＝ε

-1


 f（x／ε）（ε＞0）有






 

*



 
§6.6　弱　收　敛



定义6.11　设1≤p，q≤＋∞，1／p＋1／q＝1，f∈L

p


 （E），f

n


 ∈L

p


 （E）（n∈N）．若有




则称｛f

n


 ｝在L

p


 （E）中弱收敛于f．

例1　｛cosnx｝在L

2


 （［0，2π］）中弱收敛于0．

证明　对g（x）＝χ

［α，β］


 （x）（［α，β］⊂［0，2π］），易知




对
 其中
 是［0，2π］中互不相交子区间组，则




对g∈L

2


 （［0，2π］），注意到简单函数族在L

2


 （［0，2π］）中稠密，立即可得
 证毕．

注　1．因为m（｛x∈［0，2π］：｜cosnx｜≥1／2｝）＝4π／3，所以cosnx｝不是依测度收敛于0．又，函数列




在［0，1］上依测度收敛于0，但不在L

p


 （［0，1］）中弱收敛．函数列




在［0，1］上几乎处处收敛于0，且在L

2


 （［0，1］）中弱收敛于0，但不是L

2


 （［0，1］）意义下收敛．

2．若‖f

n


 －f‖

p


 →0（n→∞），则｛f

n


 ｝在L

p


 中弱收敛于f．

定理6.26　设E⊂R

N


 ：m（E）＜+∞，若有

（i）｛f

n


 ｝在L

p


 （E）中弱收敛于f；

（ii）


则f（x）＝g（x），a．e．x∈E．

证明　根据Егоров定理可知，对任给ε＞0，存在闭集F⊂E：m（E＼F）＜ε，使得f

n


 （x）在F上一致收敛于g（x）．又由Лузин定理可知，当ε＞0充分小时，可使f（x）在闭集F上有界．从而得




另一方面，由（i）可知




因此我们有
 再由ε的任意性，易知结论成立．

定理6.27　设1≤p＜∞，f

n


 在L

p


 （E）中弱收敛于f，则




证明　令g（x）＝（f（x））

p／q


 ·signf（x），1／p＋1／q＝1，则g∈L

q


 （E）．我们有




另一方面，我们又有




从而可得
 由此有


注　在p＝+∞的情形，假定m（E）＜+∞，则对任给ε＞0，作E

ε


 ＝｛x∈E：｜f（x）｜≥‖f‖

∞


 －ε｝，
 我们有




注意到m（E

ε


 ）＞0，因此得到


定理6.28　设1＜p≤∞，f

n


 ∈L

p


 （E）（n∈N）．若存在M＞0，使得‖f

n


 ‖

p


 ≤M（n∈N），则存在子列
 在L

p


 （E）中弱收敛．

证明　设1≤q＜∞：1／p＋1／q＝1，并记
 根据L

q


 （E）的可分性，知存在简单函数列｛g

i


 （x）｝在L

q


 （E）中稠密．由Hölder不等式可得
 故
 是有界列，从而有收敛子列
 同理，在
 中有收敛子列
 继续这样做，可得
 存在
 用对角线法再取子列，并记
 则存在
 （任意g

i


 ）．任意取定g∈L

q


 （E），对任给ε＞0，存在g

j


 ∈｛g

i


 ｝，使得‖g

j


 －g‖

q


 ＜ε．因为
 是Cauchy列，所以存在n

ε


 ，使得




由此知




这说明对任意的g∈L

q


 （E），
 是Cauchy列，故是收敛列．现在令
 
 则
 是L

q


 （E）上的有界线性泛函．注意到1≤q＜∞，由Riesz表示定理（参阅泛函分析内容），可知存在f∈L

p


 （E），使得
 
 即




定理6.29（Radon）　设1＜p＜∞，｛f

n


 （x）｝在L

p


 （E）中弱收敛于f（x）．若
 则‖f

n


 －f‖

p


 →0（n→∞）．

证明　（i）p≥2的情形．令t＝［f

n


 （x）－f（x）］／f（x）（f（x）≠0），用不等式




再乘以｜f（x）｜

p


 ，可得




（此不等式对f（x）＝0亦真）对上式作E上积分并取极限可知




（ii）1＜p＜2的情形．作点集列

E

n


 ＝｛x∈E：｜f

n


 （x）－f（x）｜≥｜f（x）｜｝　（n∈N），

并采用不等式（1＜p＜2）




取t＝［f

n


 （x）－｜f（x）｜］／f（x）（f（x）≠0），再乘以｜f（x）｜

p


 ，可得

（A）


（B）


对式（A）作E上积分，对式（B）作E＼E

n


 上积分，再令n→∞，我们有




根据E

n


 的定义以及Hölder不等式，可知




注　1．定理6.29的结论对p＝+∞，1不真；

（i）
 则｛f

n


 ｝在L

∞


 （［0，1］）上弱收敛于f＝1，且‖f

n


 ‖

∞


 →1（n→∞），但‖f

n


 －f‖

∞


 ＝1（n∈N）．

（ii）f

n


 （x）＝4＋sinx（n∈N，0＜x＜2π），则｛f

n


 ｝在L

1


 （（0，2π））中弱收敛于f＝4，且‖f

n


 ‖

1


 →‖f‖

1


 （n→∞），但‖f

n


 －f‖

1


 ＝4（n∈N）．

2．不等式（6.15），（6.16）的证明：

对t≠0，x＝1／t，作函数




我们只需指出φ（x）≥C＞0（x∈R

1


 ）．

若-1≤x＜0，直接估计得

φ（x）≥（1－｜x｜）

p


 ＋（p－1）｜x｜

p－1


 ≥min｛1，p－1｝／2

p


 ．

若0＜x≤1，我们有




从而对｜x｜≤1，可得φ（x）≥C

p


 （p－1）（某个C

p


 ＞0）．

在p≥2且｜x｜≥1时，可直接得出




对此，在x≥1，p≥2时，有（（x＋y）

p


 ≥x

p


 ＋y

p


 ，x，y＞0）




在x≤-1，p≥2时，有







在｜x｜＞1，1＜p＜2时，对t∈（0，1），我们有（用分部积分）




从而可得




对t∈（-1，0）有类似结论，且下界相同．

3．｛f

n


 （x）｝在L

2


 （［a，b］）中弱收敛于f（x）当且仅当

‖f

n


 ‖

2


 ＜+∞（n∈N），





习　题　6





第　一　组



1．设f∈L

∞


 （E），w（x）＞0且
 试证明




2．设g（x）是E⊂R

n


 上的可测函数，若对任意的f∈L

2


 （E），有‖g·f‖

2


 ≤M‖f‖

2


 ，试证明｜g（x）｜≤M，a．e．x∈E．

3．设f（x）在（0，∞）上正值可积，1＜r＜∞，E⊂（0，∞）且m（E）＞0，试证明




4．设f∈L

2


 （［0，1］）．令




试证明


5．试证明下列两个不等式是不能同时成立的：

（i）


（ii）


6．设f∈L

p


 （R

1


 ）（p＞1），1／p＋1／p′＝1，令




试证明　　｜F（x＋h）－F（x）｜＝o（｜h｜

1／p′


 ），　h→0．

7．设m（E

k


 ）＞0（k＝1，2，…），且m（E

k


 ）→0（k→∞），




试证明对f∈L

p


 （R

n


 ），有




8．设f，g∈L

3


 （E），且有




试证明g（x）＝｜f（x）｜，a．e．x∈E．

9．设f

1


 （y，z），f

2


 （x，z），f

3


 （x，y）是R

2


 上非负可测函数，且记




令F（x，y，z）＝f

1


 （y，z）f

2


 （x，z）f

3


 （x，y），试证明




10．设f∈L

p


 （R

1


 ）（1≤p＜∞），令f

h


 （x）＝f（x＋h）．若r＞0，s＞0且r＋s＝p，试证明




11．设f

n


 ∈AC（［0，1］），且f

n


 （0）＝0（n＝1，2，…）．若
 是L

1


 （［0，1］）中Cauchy列，试证明存在f∈AC（［0，1］），使得f

n


 （x）在［0，1］上一致收敛于f（x）．

12．设在E⊂R

n


 上有‖f

k


 －f‖

1


 →0，‖g

k


 －g‖

1


 →0（k→∞）．若f

k


 ∈L

∞


 （E），‖f

k


 ‖

∞


 ≤M（k＝1，2，…），试证明

‖f

k


 g

k


 －fg‖

1


 →0　（k→∞）．

13．设f

k


 ∈L

p


 （［a，b］）（1≤p≤∞），且
 试证明存在f∈L

p


 （［a，b］），使得

（i）


（ii）
 依L

p


 （［a，b］）意义收敛于f（x）．

14．设f∈L

p


 （E），f

k


 ∈L

p


 （E）（k＝1，2，…）．若‖f

k


 －f‖

p


 ＜4

-k／p


 （k＝1，2，…），试证明对任给δ＞0，存在E

δ


 ⊂E，m（E

δ


 ）＜δ，使得f

k


 （x）在E＼E

δ


 上一致收敛于f（x）．

15．设｛φ

k


 ）⊂L

2


 （E）是完全标准正交系，试证明对f，g∈L

2


 （E）有




16．设｛φ

n


 ｝是L

2


 （［a，b］）中的完全标准正交系．若｛ψ

n


 ｝是L

2


 （［a，b］）中满足
 的正交系，试证明｛ψ

n


 ｝是L

2


 （［a，b］）中的完全正交系．

17．设｛φ

k


 ｝⊂L

2


 （E）是标准正交系，且有Φ∈L

2


 （E），使得｜φ

k


 （x）｜≤｜Φ（x）｜，a．e．x∈E．若
 是几乎处处收敛的，试证明a

k


 →0（k→∞）．



第　二　组



1．设1＜p＜∞，令




试证明对0＜ε＜1，存在δ＞0，使得




2．设p，q，r是正数，且0＜t＜1／（p＋q＋r）．试证明




3．设f∈L

∞


 （E），m（E）＜∞，且‖f‖

∞


 ＞0，试证明




4．设f（x）定义在（-∞，∞）上，且在任意的［-A，A］（A＞0）上绝对连续．若下列积分均存在，试证明




5．设f

n


 ∈L

p


 （R

1


 ）（1＜p＜∞）且f

n


 （x）≥0（n＝1，2，…），则

‖f

n


 －f‖

p


 →0　（n→∞）

当且仅当




6．设对任意的ε＞0，f（x）在［ε，1］上绝对连续，且有




试证明存在极限


7．设0＜p，q＜∞，试证明L

P


 （E）·L

q


 （E）＝L

pq／（p＋q）


 （E），其中

L

P


 （E）·L

q


 （E）＝｛f·g: f∈L

P


 （E），g∈L

q


 （E）｝．

8．设f（x），g（x）是E上非负可测函数，1≤p＜∞，1≤q＜∞，1≤r≤∞，
 试证明




9．设f∈L

P


 （R

n


 ），g∈L

q


 （R

n


 ），1≤p，q＜∞，1／p＋1／q－1＞0．令
 试证明




10．设E＝｛（x，y）: 0≤｜x｜≤y≤1｝．若f∈L

2


 （E），试证明




11．设0＜p

0


 ＜q

0


 ＜∞，若L

p

0





 （E）⊂L

q

0





 （E），试证明对0＜p＜q，有L

P


 （E）⊂L

q


 （E）．

12．设f∈L

2


 （R

1


 ），g∈L

2


 （R

1


 ），令

f

h


 （x）＝［f（x＋h）－f（x）］／h　（h≠0）．

若有




试证明存在常数c，使得




13．设f

k


 ∈L

1


 （E）∩L

∞


 （E）（k＝1，2，…），f∈L

1


 （E）．若
 且‖f

k


 －f‖

1


 →0（k→∞），试证明

‖f

k


 －f‖

p


 →0　（k→∞，p＞1）．

14．设‖f

k


 ‖

3


 ≤M（k＝1，2，…），2＜3＜∞．若有




试证明　　　　　　


15．设f

k


 （x）→f（x）（k→∞，x∈E），m（E）＜∞且有




试证明对p：0＜p＜r，有




（注意，对m（E）＝∞或p＝r皆不真）

16．设1≤p＜∞，f∈L

p


 （E），f

k


 ∈L

p


 （E）（k＝1，2，…），且有
 a．e．x∈E，
 试证明




17．设1＜p＜∞，f

k


 ∈L

p


 （E）（k＝1，2，…），且有




试证明对任意的g∈L

p′


 （E）（p′是p的共轭指标），有（弱收敛）




18．设0＜r≤∞，｛f

k


 （x）｝在E上几乎处处收敛于f（x），且‖f

k


 ‖

r


 ≤M（k＝1，2，…），试证明对0＜p＜r，1／q＋p／r＝1，g∈L

q


 （E），有




19．设1≤p＜∞，‖f

k


 －f‖

p


 →0（k→∞），｛g

k


 （x）｝是E上一致有界的可测函数列，且g

k


 （x）→g（x）（x∈E，k→∞），试证明




20．试说明在Riemann积分意义下平方可积的函数类不是完备空间（其中距离为d（f，g）＝‖f－g‖

2


 ）．

21．设｛f

n


 （x）｝是L

2


 （［0，1］）中的绝对连续函数列，且
 
 又存在f，g∈L

2


 （［0，1］），满足




试证明f（x）是［0，1］上的绝对连续函数，且有

f′（x）＝g（x），　a．e．x∈［0，1］．

22．设1≤p≤∞，f∈L

p


 （R

1


 ），记f

h


 ＝f（x－h），试证明




23．设f∈L

1


 （［0，2π］）．若其Fourier级数在正测集E⊂［0，2π）上（点）收敛，试证明其Fourier系数必收敛于零．

24．设｛φ

k


 ｝⊂L

2


 （［a，b］）是标准正交系，若存在极限




试证明φ（x）＝0，a．e．x∈［a，b］．

25．试证明φ

n


 （x）＝sinλ

n


 x（n＝1，2，…）是L

2


 （［0，1］）中的正交系，其中λ

n


 （n＝1，2，…）是方程tanx＝x的正根．

26．设｛f

n


 ｝∈L

2


 （［0，1］）是标准正交系，试证明




27．设g（x）是［a，b］上非负实值可测函数，令

Φ＝｛φ: g·φ∈L

1


 （［a，b］）｝．

试证明Φ在L

2


 （［a，b］）中稠密．

28．设f∈L

2


 （R

1


 ），f

n


 ∈L

2


 （R

1


 ）（n＝1，2，…），且有‖f

n


 －f‖

2


 →0（n→∞）．若g∈L

1


 （R

1


 ），试证明


29．设在L

2


 （E）中有f

k


 弱收敛于f，试证明

‖f

k


 ‖

2


 ≤M　（k＝1，2，…）．

30．设f∈L

p


 （R

1


 ）（1≤p＜∞），试证明存在数列｛h

n


 ｝：h

n


 →0（n→∞），使得







注　记



（一）我们研究L

p


 （E）的主要兴趣在p≥1的情形，其原因之一是因为p＜1时三角不等式不再成立．例如p＝1／2，对函数

f（x）＝4·χ

［0，1／2］


 （x），　g（x）＝4·χ

［1／2，1］


 （x），

我们有‖f＋g‖

1／2


 ＝4，‖f‖

1／2


 ＋‖g‖

1／2


 ＝2．

（二）设1≤p＜∞，则存在f

k


 ∈L

p


 （E），满足




但是不存在等式




例　f

k


 （x）＝kχ

［0，1／k］


 （x）（x∈［0，1］，k＝1，2，…）．

（三）设w（x）是R

n


 上的非负可积函数．若




则对1≤p＜q，有




证明　由不等式




注意到在第四章中曾经提到由积分导出的测度，那么对上述w（x），集合函数




就是定义在
 上的测度．记dμ＝w（x）dx，则上述结论是指在测度空间
 上有

L

q


 （R

n


 ，μ）⊂L

p


 （R

n


 ，μ），　1≤p＜q．

注意到μ（R

n


 ）＜∞，并联系到在m（E）＜∞时，必有L

q


 （E）⊂L

p


 （E），那么上述结论就只是在另一背景下的重述而已．

此外，若w（x）是R

n


 上非负可测函数，且对1≤p

0


 ＜q

0


 ＜∞，有




则必有w∈L

1


 （R

n


 ）．

阐明这一结论的关键在于，此时存在c＞0，使得




（四）可作L

2


 （［-π，π］）中函数列｛φ

n


 （x）｝，使得对任意的ε＞0以及f∈L

2


 （［-π，π］），存在｛φ

n


 （x）｝中的线性组合g（x），有

‖f－g‖

2


 ＜ε．

但不存在复数列｛λ

n


 ｝，使得




（五）设｛φ

n


 ｝⊂L

2


 （［a，b］）是标准正交系．若函数列




在［a，b］上一致有界且几乎处处收敛，则｛φ

n


 （x）｝是完全标准正交系的充分必要条件是：


 （见课外题）

（六）（L

2


 中的完全系）　自1900年始，从物理学课题中引发了对三角函数系、Bessel函数系研究的兴趣，并于1920年后更趋于活跃．特别是泛函分析分支领域的日新月异，使正交函数系这一课题的探讨在更抽象（函数空间）的背景下发展起来，其中完全性是最重要的两个问题之一．（另一个是正交级数重排）

定义　设Φ＝｛φ

n


 ｝⊂L

2


 （［a，b］）（或L

2


 （R

1


 ））．若Φ中元素的线性组合在L

2


 （［a，b］）中稠密，则称Φ是封闭系．

当Φ是正交系时，这一定义等价于：若〈f，φ

n


 〉＝0（n＝1，2，…），则f是零元．

对于完全正交系Φ来说，若舍去其中一元，则Φ可能不再是完全系．然而对非正交系Φ，情况就有所不同，例如：在L

2


 （［0，1］）中，考查函数系：

Φ＝｛1，x，x

2


 ，…｝，

根据Weierstrass逼近定理，易知Φ的线性组合在L

2


 （［0，1］）中稠密．现在考查函数系：

Φ＝｛1，x

2


 ，x

4


 ，…｝，

它仍是L

2


 （［0，1］）中的封闭系，这可从向量x

2n


 与x

2n＋1


 之间夹角余弦随n→∞而趋于1来解释．更惊人的结论是Müntz给出的：若
 则函数系




在L

2


 （［0，1］）中是封闭的．

（七）关于排序问题，简介某些结果如下：

定义　对于L

2


 中的正交系Φ＝｛φ

n


 （x）｝，如果
 收敛，那么




几乎处处收敛，则称｛φ

n


 （x）｝为收敛系．

1966年，Carleson证明，对于f∈L

2


 （［-π，π］），其Fourier三角级数是几乎处处收敛的．（实际上f∈L

p


 （p＞1）也真）

1960年，Zahorski指出，存在f∈L

2


 （［-π，π］），其Fourier三角级数经重排后可几乎处处发散．（1961年，又有人指出，对任一标准正交完全系也做得到）

（八）应用卷积函数的方法可以证明：

若f（x）在F⊂R

n


 闭集上连续，则对任给的ε＞0，存在g∈C

（∞）


 （R

n


 ），使得

｜f（x）－g（x）｜＜ε，　x∈F．

（九）设｛P

n


 （x）｝是一个多项式列，其最高次数都不超过m（正整数）．若P

n


 （x）在［0，1］上一致收敛于函数f（x），则f（x）必是多项式（将幂函数系正交化）．







注　释






〔1〕

 　取f（x）＝e

x


 ，由f″（x）＞0可知f（x）是R

1


 上的凸函数，从而对a，b＞0；p，p′＞1有






而上式左端为a

1／p


 b

1／p′


 ．





〔2〕

 　1859年俄国数学家σуняковский发现了这一不等式，但流传不广，后Schwarz于1884年又独立地建立了这一不等式．





附录






（Ⅰ）R


n



 上不定积分的微分定理与积分换元公式




（一）不定积分的微分定理


我们首先必须有R

n


 上函数的不定积分的适当定义．自然，平行于R

1


 的情形，例如在R

2


 上函数f的不定积分应为




这就是说定义不定积分为点函数．然而，我们将会看到采用集合函数的观点来定义不定积分将会更顺当些．

一般说来，设f∈L（A），我们称




为f的不定积分，其中E是A中的任一可测集．

要把一维情形的公式




推广到多维，情况比较复杂，我们在这里不再详尽讨论，而只研究




或　　　


是否成立的问题，其中｜E｜表示点集E的测度（I

x


 （r）表示以x为中心且边长为r的方体）．

下面我们以E＝B（x，r）为例来给出不定积分的微分定理．（E＝I

x


 （r）的情形类似）为此先介绍相应的覆盖定理．

定理1（可数覆盖）　设E⊂R

n


 ，Γ是一个覆盖E的球族｛B

α


 ｝，即对每个x∈E，存在Γ中的球B（x，r（x））．记r（B）为球B（x，r（x））的半径．若

sup｛r（B）：B∈Γ｝＜∞，

则Γ中存在互不相交的球B

1


 ，B

2


 ，…，使得




证明　首先在Γ中取球B

1


 ＝B（x

1


 ，r（x

1


 ）），满足




其次假定已经取定B

1


 ，B

2


 ，…，B

k


 ，若Γ中已不存在与此k个球不相交的球，则选取过程终止；否则再在Γ中取出与B

1


 ，B

2


 ，…，B

k


 不相交的球B

k＋1


 ，它满足




并重复上述过程．对每个B

k


 作球
 它与B

k


 同心且




（易知
 ）由此可知，Γ中凡与B

k


 相交且与B

j


 （1≤j＜k－1）不交的球必含于


现在，我们来证明




若选取过程到有限步终止，则上式显然成立．

若选取过程不能在有限步终止，则得球列｛B

k


 ｝与
 在




的情形下，引理结论不证自明．从而不妨假定




此时，因为｜B

k


 ｜→0（k→∞），所以对于任意的B∈Γ，存在k，使r（B

k＋1


 ）＜r（B）／2．这就是说B必须与B

1


 ，B

2


 ，…，B

k


 中的某些相交，不妨令B与
 相交（最小下标）．由此知


以上的讨论说明不论发生哪种情形，都有
 由此立即推得（2）式成立：




为了证明（1）式成立，我们令




类似于R

1


 中的情形，可以证明当r→0时，L

r


 f（x）也是平均收敛于f（x）的，即

引理2　若f∈L（R

n


 ），则




证明　我们有




由f的平均连续性可知，当r充分小时上式积分可任意地小，即得所证．

由此引理立即可知，存在子列｛r

k


 ｝，r

k


 →0（k→∞），使得




这样，为证L

r


 f（x）→f（x）（r→0），a．e．x∈R

n


 ，只需指出当r→0时，L

r


 f（x）的极限几乎处处存在即可．

若令　　　


则又只需证明（Ωf）（x）＝0，a．e．x∈R

n


 ．也就是要证明，对任意的λ＞0有

m（｛x：（Ωf）（x）＞λ｝）＝0，

或说　　　　　　　　　　m（｛x：（Ωf）（x）＞λ｝）＜ε，

其中ε可任意地小．大家知道，对于任给的ε＞0，我们可以把f分解为f（x）＝g（x）＋h（x），其中g（x）是具有紧支集的连续函数，h（x）满足




对于g（x）来说，易知




即（Ωg）（x）＝0．从而可得

（Ωf）（x）≤（Ωg）（x）＋（Ωh）（x）＝（Ωh）（x）．

于是全部问题转化为证明

m（｛x：（Ωh）（x）＞λ｝）＜ε．

为此，下面来引进极大函数的概念．

定义1　设f（x）是R

n


 上的可测函数，令




称它为f的Hardy-Littlewood（球）极大函数，简称为H-L极大函数．显然有




此外，若f（x）是R

n


 上局部可积的函数（即在任一有界可测集上均可积），则（Mf）（x）是下半连续函数，当然也是可测函数．极大函数在实变函数论以及在调和分析理论中扮演着重要的角色．对于L

1


 中的函数f，我们有下述所谓极大函数的弱（1，1）型事实，由此立即可得不定积分的微分定理．

引理3（极大函数的分布函数的估计）　若f∈L（R

n


 ），则对任意的λ＞0有




其中常数A只与R

n


 的维数n有关，而与f无关．

证明　令E

λ


 ＝｛x：（Mf）（x）＞λ｝．对E

λ


 中任意的点x，因为（Mf）（x）＞λ，所以存在球B

x


 ＝B（x，r），使得




即有　　　


这就是说｛B

x


 ｝是E

λ


 的覆盖族，且满足定理1的条件，从而存在可数个互不相交的球｛B

k


 ｝，使得




由此可知




定理4（R

n


 上不定积分的微分）　若f∈L（R

n


 ），则




证明　根据前面的分析，我们只需证明，对任意的λ＞0，有

m（｛x：（Ωh）（x）＞λ｝）＜ε，

其中
 因为




所以结合上述引理，可知




注　上述定理的结论也可写成




此外，由于微分只涉及局部性质，故上述定理对局部可积函数也是成立的．实际上，我们还可得到更强的结论：若f（x）是R

n


 上的局部可积函数，则





（二）积分换元公式简介


关于多维欧氏空间上的积分换元公式，我们仅介绍一种特定情形，即变换是所谓微分同胚的情形．

设U是R

n


 中的开集，φ：U→R

n


 ，t

0


 ∈U，若存在线性变换T：R

n


 →R

n


 以及δ＞0，使得当t∈U∩B（t

0


 ，δ）时有

φ（t）＝φ（t

0


 ）＋T（t－t

0


 ）＋o（t－t

0


 ），

其中o（t－t

0


 ）是一个从U到R

n


 的函数且有




则称φ在t

0


 点是可微的．此时，线性变换T常用φ′（t

0


 ）表示，称为φ在t

0


 点的微商（变换）．若φ在U内每一点上均可微，则称φ在U上可微．

当有表示式φ（t）＝（φ

1


 （t），φ

2


 （t），…，φ

n


 （t））时，φ可微就推出每一个偏导数




存在，其中e

i


 （i＝1，2，…，n）是R

n


 中的标准基．

我们称




为φ的Jacobi矩阵，其行列式称为Jacobi行列式，记为J

φ


 （t）．

设φ：U→R

n


 ．若φ在U上可微而且它的一切偏导数都是连续的，则称φ是C

（1）


 变换．显然，若φ是C

（1）


 变换，则其Jacobi行列式是U上的连续函数．

从第二章的讨论可知，φ是否把零测集变为零测集是一个十分重要的问题．

引理5　设φ：U→R

n


 是C

（1）


 变换．若Z是U中的零测集，则m（φ（Z））＝0．

证明　（i）假定存在M＞0，使得对一切t∈U有




并记L＝nM＋1．若t

0


 ∈U，则由φ的可微性，存在B（t

0


 ，δ

0


 ）⊂U，使得当t∈B（t

0


 ，δ

0


 ）时有

｜T（t）－T（t

0


 ）｜＜nM｜t－t

0


 ｜＋｜t－t

0


 ｜＝L｜t－t

0


 ｜．

令ε＞0，取开集G，Z⊂G⊂U且m（G）＜ε，并把G表为




每个K

j


 都是紧集．因为φ是连续的，所以每个φ（K

j


 ）都是紧集，从而可知φ（G）是Borel集．

现在设H是φ（G）中的任一紧集，对每个x∈H，取s∈G使得x＝φ（s）．因而又存在B

s


 ＝B（s，δ

s


 ）⊂G，使得

｜T（t）－x｜＜L｜t－s｜，　t∈B

s


 ．

显然，
 由于H是紧集，故存在s

1


 ，…，s

p


 ∈H，使得




不难证明，存在绝对常数L

1


 ；在
 中存在
 且它们互不相交，使得




注意到相应的B

1


 ，…，B

q


 也是互不相交的，因而可得（再记c＝LL

1


 ）




因为H是φ（G）中的任一紧集，所以有m（φ（G））≤c

n


 ε，从而可知

m（φ（Z））≤m（φ（G））≤c

n


 ε．

由ε的任意性得m（φ（Z））＝0．

（ii）对于一般情形，作开球B

k


 ，
 使得




其中每个B

k


 均以有理点为球心，正有理数为半径．因为
 是紧集以及φ是C

（1）


 变换，而φ：B

k


 →R

n


 是满足条件（i）的，所以有

m（φ（Z∩B

k


 ））＝0，　k＝1，2，…．

从而可知　　　　


推论6　设φ：U→V是C

（1）


 变换，U，V是R

n


 中的开集，若
 则
 


下面，我们总是假定φ：U→V，U，V是R

n


 中的开集，且满足下述条件：

（i）φ是一一变换；

（ii）φ是C

（1）


 变换；

（iii）J

φ


 （t）≠0（t∈U）．

此时，逆映射ψ＝φ

-1


 同样满足（i）～（iii）（见Hoffman K., Analysis in Euclidean Space, Prentice-Hall, INC., 1975.），且有

J

φ


 （ψ（x））J

φ


 （x）＝1，　x∈V．

现在我们在变换φ下叙述积分换元公式，证略．

定理7（积分换元公式）　设f（x）是V上的可测函数，我们有

（i）f［φ（t）］是U上的可测函数；

（ii）f∈L（V），当且仅当f（φ（t））｜J

φ


 （t）｜是U上的可积函数；

（iii）若f∈L（V）或f（x）≥0，则




例1（球极坐标变量替换公式）　设变换φ：R

n


 →R

n


 表示如下：

　　　x

1


 ＝rcosθ

1


 ，

　　　x

2


 ＝rsinθ

1


 cosθ

2


 ，

　　　……………………………

　　　x

j


 ＝rsinθ

1


 sinθ

2


 …sinθ

j－1


 cosθ

j


 ，2≤j≤n－1，

　　　……………………………

　　　x

n


 ＝rsinθ

1


 sinθ

2


 …sinθ

n-2


 sinθ

n-1


 ，

其中0≤θ

j


 ＜π（j＝1，2，…，n－2），0≤θn－1≤2π，r＝｜x｜是向量x的长度．记R

n


 中单位球面的向量为

ω＝（cosθ

1


 ，sinθ

1


 cosθ

2


 ，…，sinθ

1


 …sinθ

n-2


 cosθ

n－1


 ，sinθ

1


 …sinθ

n－1


 ），

知｜ω｜＝1．对应上述变换的行列式为
 因此，若f∈L（R

n


 ），我们有变量替换公式：




我们记R

n


 中的单位球面为

Σ

n


 ＝｛ω：0≤θ

j


 ＜π，0≤θ

n－1


 ≤2π（j＝1，2，…，n－2）｝，

而且　　　


现在考虑包含Σ

n


 中的开集的最小σ-代数，当A是其中一元，即Borel集时，




以及　　　


就可被定义为在Σ

n


 上的Borel集的测度．我们称ω

n


 为Σ

n


 的面测度．从而在一般情形下，就有




例2　


证明　作函数




则




另一方面，又有




由此推知







（Ⅱ）Riemann-Stieltjes积分简介



我们知道，连续函数g（x）的积分




可以看成是g（x）在［0，1］上的平均值，而在某些情形下，考虑g的不同的平均也是重要的，它反映出g在［0，1］内各个地方的不同作用与影响．例如考虑




这也是g的一种平均，但此时在［0，1］中接近于1的点与接近于0的点上，对g求平均时的分量是不同的（这里的因子3是正规化常数）．这种“偏重”的平均一般用一个“权”函数

w：［0，1］→［0，∞］

来描述，即g在［0，1］上的加权w平均为




有时我们还要考虑在平均时其权仅集中在某些点上，如g（1／4）／2＋g（3／4）／2．这种情况相当于区间［0，1／4），（1／4，3／4）以及（3／4，1）对积分没有贡献，也可以说类似于某种零测集．一般，这一问题可表述为




其中p

n


 ≥0（n＝1，2，…）且




下面，我们来建立一种叫做Stieltjes积分的理论，在这一理论中，上述种种命题将是这一理论的特殊情形．

定义1　设g（x），f（x）是定义在［a，b］上的实值函数，对于分划∆：a＝x

0


 ＜x

1


 ＜…＜x

n


 ＝b，任意选取ξ

i


 ，x

i－1


 ≤ξ

i


 ≤x

i


 （i＝1，2，…，n），并作Riemann-Stieltjes和式：




若极限




存在，即对任给的ε＞0，存在δ＞0．使得当｜∆｜＜δ时有




则称I是g关于f在［a，b］上的Riemann-Stieltjes积分，简称为R-S积分，并记为




特例，若f（x）＝x，则
 正是Riemann积分




进一步，若f（x）是绝对连续的单调上升函数，则有




上式右端的积分是Lebesgue积分．

R-S积分有下述简单性质：

（i）若
 存在，c是常数，则有下面的积分存在：




且有




（ii）若




存在，则存在




且有




（iii）若




存在，则存在




且有




定理1　积分
 存在的必要且充分的条件是：对任给的ε＞0，存在δ＞0，使得当任意两个分划∆′与∆″满足｜∆′｜＜δ与｜∆″｜＜δ时有

｜S

∆′


 －S

∆n″


 ｜＜ε．

定理2　设
 存在，a＜c＜b，则积分




存在，且有




定理3　设
 存在，则
 也存在，且有




证明　对于分划∆：a＝x

0


 ＜x

1


 ＜…＜x

n


 ＝b以及x

i－1


 ≤ξ

i


 ≤x

i


 　（i＝1，2，…，n），我们有




其中




它是f（x）关于g（x）在［a，b］上的Riemann-Stieltjes和式．从而当｜∆｜→0时，可知
 存在，且（1）式成立．

注意，当积分




存在时，f与g在［a，b］上不能有公共不连续点．为了证明这一点，不妨假设t

0


 ∈（a，b）是f与g的公共不连续点，则存在η＞0，使得对任给的ε＞0总有点t

1


 与t

2


 满足




作分划




选取ξ

i


 ∈［x

i－1


 ，x

i


 ］（1≠i

0


 ）；
 且
 并令




显然，我们有




由于g在x＝t

0


 处不连续，总可选取上述的
 使得




（某个与ε无关的正数）从而上述不等式与
 存在相矛盾．

R-S积分
 的一个最重要的特例是f（x）为单调或有界变差的情形．

引理4　设g（x）是［a，b］上的有界函数，f（x）是［a，b］上的单调上升函数，令




显然有L

∆


 ≤S

∆


 ≤U

∆


 ，并不难证明：

（i）若∆′是∆的加细分划，则




（ii）若∆′与∆″是任意两个分划，则




定理5　设g（x）是［a，b］上的连续函数，f（x）是［a，b］上的有界变差函数，则
 存在，且有




证明　为了证明积分的存在性，不妨假定f（x）是单调上升函数，而且只需指出极限




存在且相等即可．若f（x）是一个常数函数，则结论是显然的．否则由于g（x）的连续性可知，对任给的ε＞0，存在δ＞0，只要分划∆的‖∆‖＜δ，就有




因此，当｜∆｜＜δ时得到




这说明




现在证明极限




存在．若不然，就存在ε＞0以及分划序列
 （k→∞），使得




从而根据（5）式可知，当k充分大时有
 这与（3）式矛盾．

最后，不等式（4）可直接从R-S和式S

∆


 的估计并取极限而得到．

注　设g（x），f（x）是定义在［a，b］上的实值函数，如果对于a＜c＜b，我们只知道积分




存在，并不能推出




的存在性．例如令g（x）＝χ

［0，1］


 （x），f（x）＝χ

［0，1］


 （x），易知




但积分
 并不存在．不过，下述命题是成立的：

若f（x）是［a，b］上的有界函数，g（x）在x＝c处连续（a＜c＜b），则当积分




存在时，积分
 存在，且有




例　设f（x）在R

n


 的一个球层a≤｜x｜≤b上是可积的．g（｜x｜）＝g（r）是a≤r≤b上的连续函数，其中0≤a＜b＜∞，若令




则有公式




上式的右端积分是存在的．不妨设f（x）≥0，并记上式左端为I．作区间［a，b］的分划∆：a＝r

0


 ＜r

1


 ＜…＜r

k


 ＝b，我们有




若令　m

i


 ＝inf｛g（r）：r

i－1


 ≤r≤r

i


 ｝，　M

i


 ＝sup｛g（r）：r

i－1


 ≤r≤r

i


 ｝，其中i＝1，2，…，k，则由于f≥0，可知




从而得到




根据Riemann-Stieltjes积分定义，当分划的小区间长度的最大者趋于零时，上式两端都趋于







（Ⅲ）课外选题





第　一　章



1．设X是无限集，f：X→X，试证明存在X中的非空真子集E，使得f（E）⊂E．

2．设｛E

n


 ｝是递增集合列，
 且对A中任一无穷子集B，均存在E

n


 ，使得交集B∩E

n


 为无穷集，试证明存在n

0


 ，使


3．设｛F

α


 ：α∈I｝是R

1


 中的一个闭集族，且对任意的α，β∈I，有

F

α


 ⊂F

β


 　或　F

β


 ⊂F

α


 ．

试证明
 是F

σ


 型集或是闭集．

4．设f∈C（［a，b］），D是［a，b］中的可数子集．若对任意的x∈［a，b）＼D，都存在δ＞0，使得

f（y）＞f（x），　y∈（x，x＋δ），

试证明f（x）在［a，b］上递增．

5．点集E＝｛（x，y）∈R

2


 ：x

2


 ＋y

2


 ＜1｝是平面上的开圆，试问E可以表成可列个互不相交的闭圆的并集吗？

6．设E⊂［0，1］，且f∈C（E）．试作［0，1］上的函数g（x），E中点为其连续点，使得

g（x）｜

x∈E


 ＝f（x）．

7．设A＝｛a

1


 ，a

2


 ，…｝，B＝｛b

1


 ，b

2


 ，…｝是两个自然数子列，若有




则称B是比A增长更快的数列．

现在，设S是由某些自然数子列构成的数列族，且对于任一自然数子列A，均有B∈S，使得B比A增长更快．试证明S是不可数集．

8．设f（x）在［0，1］上无穷次可微，若对每个x∈［0，1］，存在自然数n＝n

x


 ，使得f

（n）


 （x）＝0，试证明f（x）是一个多项式．

9．设f（x）在（a，b）上无穷次可微，且其Taylor级数在每个x∈（a，b）上有一个正收敛半径，试证明f（x）在某个子区间上是解析的（f（x）在点x

0


 处解析，是指其Taylor级数在某个x

0


 的邻域中收敛到f（x））．

10．设
 在I＝（-r，r），r＞0上收敛，令




若E′∩I≠∅，试证明a

n


 ＝b

n


 （n＝0，1，2，…）．

11．设
 试证明




12．设f∈C（R

1


 ），令




若

｜∆｜

n


 （x）｜≤M　（x∈R，n∈N），

且

∆

n


 （x）→0　（n→∞），

试证明f（x）是一个常数．

13．设E⊂R

1


 是F

σ


 集，试作函数f（x）使E为其不连续点集．

14．设f：R

n


 →R

1


 满足：对任意的非空子集A与B，d（A，B）＝0可推d（f（A），f（B））＝0，试证明f（x）是一致连续的．

15．设A＝｛x

n


 ｝，B＝｛y

n


 ｝是B（0，1）中两个点列，若A′＝B′，试证明存在自然数子列｛k

n


 ｝，使得




16．试作定义在（0，1）上的函数f（x），使对任意的（α，β）⊂（0，1），f（x）在其中的不连续和连续点皆不可数．

17．设定义在R

2


 上的函数f（x，y）是单元连续的．若对任一紧集K⊂R

2


 ，f（K）必为紧集，试证明f（x，y）是二元连续的．



第　二　章



1．设（0，∞）＝E

1


 ∪E

2


 ，E

1


 ∩E

2


 ＝∅，若每个E

i


 （i＝1，2）对加法封闭（即由x′，x″∈E

i


 必有x′＋x″∈E

i


 ），试证明E

1


 ，E

2


 皆不可测．

2．设E⊂R

1


 是有界集，试证明E是可测集当且仅当对任给ε＞0，存在有限个互不相交的区间I

1


 ，I

2


 ，…，I

m


 之并集
 使得

m

*


 （E∆J）＜ε．

3．设A，B是R

1


 中的点集，因m（A）＞0，m（B）＞0，若点集D是R

1


 中稠密集，试证明存在a∈A，b∈B，使得b－a∈D．

4．设A，B是R

1


 中的正测集，令

E＝｛｜b－a｜：a∈A，b∈B｝，

则E包含一个区间．

5．设E⊂［0，1］，且
 试证明存在E

0


 ⊂E：m（E

0


 ）＞0，且E

0


 是关于
 的对称点集．

6．试作［0，1］上无处连续的函数，使得不论如何改变某零测集上的函数值，仍是无处连续的函数．

7．设E⊂R

n


 ．若对任意的ε＞0，存在点集B

ε


 ，C

ε


 ，以及可测集A

ε


 ，使得




试证明E是可测集．



第　三　章



1．设f（x）是R

1


 上的有界函数．试证明f（x）在R

1


 上几乎处处等于一个几乎处处连续的函数，当且仅当存在Z⊂R

1


 ；m（Z）＝0，f（x）在R

1


 ＼Z上连续．

2．若｛f

n


 （x）｝是E⊂R

1


 上依测度收敛列，且有




试证明｛f

n


 （x）｝是E上几乎处处收敛列．

3．设｛f

n


 （x）｝是［0，1］上几乎处处收敛于零的可测函数列，试证明存在t

n


 ∈R

1


 （n＝1，2，…），使得




4．设f（x）是E⊂R

n


 上的可测函数，试证明对R

1


 中任一Borel可测集B，f

-1


 （B）是可测集．

5．设f（x）是R

1


 上的实值可测函数，F（x，y）是R

2


 上的连续函数．若有

｜f（x＋y）｜≤F（f（x），f（y）），　x，y∈R

1


 ，

试证明f（x）在有界集上是有界函数．

6．设f（x）是E⊂R

1


 上的实值函数，试证明对任意的ε＞0，存在R

1


 上可测函数g（x）和点集H：H⊂E，使得

m

*


 （E）＝m

*


 （H），　｜f（x）－g（x）｜＜ε，　x∈H．

7．设f（x）是（a，b）上的实值可测函数，试证明存在数列｛h

n


 ｝：h

n


 →0（n→∞），使得




8．设｛f

n


 （x）｝是R

1


 上的可测函数列，若有




试证明


9．设｛f

m，n


 （x）｝是［0，1］上的可测函数列，且有

（i）


（ii）


试证明存在子列
 使得




10．设E⊂R

1


 是可测集，f：E→R

1


 ．若存在M＞0，使得对任意的x∈E，都有δ＞0，以及

｜f（y）－f（x）｜＜M（y－x），　y∈E∩（x，x＋δ），

试证明m

*


 （f（E））≤M·m（E）．



第　四　章



1．求f∈L（［0，1］），它满足条件：对于［0，1］中任一满足m（E）＝1／2的可测集E，都有




2．设f∈L（R

1


 ），Φ（x）满足

Φ（0）＝0，　｜Φ（x）－Φ（y）｜≤｜x－y｜，　x，y∈R

1


 ，

试证明Φ［f（x）］在R

1


 上可积．

3．设｛f

n


 （x）｝是［0，1］上的可测函数列，试证明下列（i）与（ii）等价：

（i）存在［0，1］上几乎处处收敛于0的子列
 ；

（ii）存在数列
 使得
 在［0，1］上几乎处处收敛．

4．设f

k


 ∈L（E）（k＝1，2，…），m（E）＜∞，且存在E上几乎处处有限的函数f（x），使得




若对任给的ε＞0，存在δ＞0，当e⊂E且m（e）＜δ时必有




（称为｛f

k


 （x）｝的积分具有一致的绝对连续性），试证明f∈L（E），且有




5．设f∈L（E），f

k


 ∈L（E）（k＝1，2，…），m（E）＜∞，且f

k


 （x）在E上几乎处处收敛于f（x）．若对E中任一可测集e，均有




试证明｛f

k


 （x）｝的积分具有一致绝对连续性．

6．设f（x，y）是R

1


 ×R

1


 上分别是一元连续函数，试证明存在f

n


 ∈C（R

2


 ）（n＝1，2，…），使得




7．设f（x），g（x）是［0，∞）上正值可测函数，且对任意的a＞0，f∈L（［0，a］），g∈L（［0，a］）．若有




试证明存在充分大的值r，使得对满足0≤s≤r的s，均有




8．设f∈L（R

1


 ），g∈L（R

1


 ），且有




试证明对任意的r∈（0，1），存在R

1


 中可测集E，使得




9．设f∈C（［0，∞））∩L（［0，∞）），且是正值递减函数，试证明




当且仅当对t＞0有f（x＋t）／f（x）→0（x→+∞）．

10．记E⊂R

n


 上一切正值可积函数全体为H，试证明下列（i）与（ii）等价：

（i）


（ii）


11．设
 是递减趋于0的正数列，若有




令　　　　


试证明f∈L（［0，π］）．

12．（Riemann-Lebesgue引理又一推广）设f∈L（（0，∞）），［a

λ


 ，b

λ


 ］⊂（0，∞）是与正数λ有关的区间，试证明




13．设｛D

n


 ｝是含于平面上单位圆盘（闭）D内的互不相交半径为｛r

n


 ｝的（闭）圆盘列，若有
 试证明




14．设f

n


 ∈L

1


 （R

1


 ）（n＝1，2，…），且在R

1


 上f

n


 （x）几乎处处收敛于f（x）．试证明：f∈L

1


 （R

1


 ）以及
 当且仅当对任给ε＞0，存在m（E）＜+∞，以及g（x）≥0，g∈L

1


 （R

1


 ），自然数n

0


 ，使得




15．设E＝R

2


 ＼｛（x，y）∈R

2


 ：x－y∈Q，x，y∈R

1


 ｝，试证明E中没有正测度的可测矩形．

16．试作R

2


 中可测集E，使E＋E不可测．

17．设0＜ε

n


 ＜1（n＝1，2，…），试证明级数
 收敛的充分必要条件是：对任意的E

n


 ⊂［0，1］，m（E

n


 ）＝ε

n


 （n＝1，2，…），必有






第　五　章



1．设f∈BV（［a，b］），E＝｛x

n


 ｝⊂［a，b］，
 试证明f′（x）＝0，a．e．x∈［a，b］．

2．设f（x）是定义在［a，b］上的连续函数，除一可数集外，f′（x）存在，且f′（x）是［a，b］上的可积函数，试证明




3．设f（x）是［a，b］上严格递增的连续函数，E＝｛x∈［a，b］，f′（x）＝∞｝，试证明f（x）在［a，b］上绝对连续的充分必要条件是：m（f（E））＝0．

4．设f∈C（R

1


 ），令




若存在M＞0，使得‖∆

n


 ‖

∞


 ≤M（n＝1，2，…），且∆

n


 （x）→0（n→∞，x∈R

1


 ），试证明f（x）＝C，x∈R

1


 ．

5．设f∈C（［a，b］）．若｜f（x）｜在［a，b］上绝对连续，试证明f（x）在［a，b］上也绝对连续．

6．设f，g∈C

（1）


 （［0，1］），g（x）≥0，记F（x）＝｜f（x）｜．若m（f

-1


 （0））＝0，试证明




7．设f（x）在［0，1］上属于Lip1，试证明存在g∈L

∞


 （［0，1］）（定义见第六章），使得




8．设f（x）是R

1


 上具有正周期T的可测函数，且
 试证明




9．设f（x）在R

1


 上实值可测，若f（x）的周期（数）集合在R

1


 中稠密，试证明f（x）在R

1


 上几乎处处等于一个常数．

10．设f（x）定义在［a，b］上，若存在常数M，使对［a，b］的任一分划




有　　　


则称f∈A

p


 （［a，b］）．若f∈A

p


 （［a，b］），试证明f（x）在［a，b］上绝对连续．



第　六　章



1．设m（E）＜∞，且f（x），F（x）都是E上非负可测函数．对t＞0，若有




试证明　　　


2．设f（x），g（x）是（0，∞）上非负可测函数，且记




若有　　　


试证明f·g∈L

2


 （（0，∞））．

3．设G是R

3


 中的闭区域，S

1


 、S

2


 以及S

3


 是它在各坐标平面上的投影面积，试证明




4．设0＜α＜1，φ（x）是E上正值可测函数，试证明




5．设f（x）是（-∞，∞）上的可测函数，而且（f*f）（x）几乎处处有定义，记




则称
 为f（x）的n次迭次卷积．

若f∈L

p


 （R

1


 ），1≤p＜∞，并令




试证明


6．设f∈L

1


 （［0，1］），且f（x）＞0（x∈［0，1］），试证明




7．设m（E）＞0，f（x）是E上非负可测函数，且有




若对δ＞0，记E

δ


 ＝｛x∈E：f（x）＞δA｝，试证明

m（E

δ


 ）≥m（E）（1－δ）

2


 A

2


 ／B．

8．设f

n


 （x）（n＝1，2，…）是［0，A］（任意的A＞0）上的绝对连续函数．若有




试证明存在一致收敛子列


9．设1＜p≤r≤q＜∞，f∈L

q


 （E）．若




试证明‖f‖

r


 ≤ε‖f‖

q


 ＋ε

-λ


 ‖f‖

p


 ，其中




10．设f（x）是（0，1］上的非负可测函数，且对任意的δ＞0，f∈L

1


 （（δ，1］）．若x

p－1


 f

p


 （x）（p＞1）属于L

1


 （（0，1］），试证明




11．设p

i


 ＞1（i＝1，2，…，k），且
 若f

i


 ∈L

p

i





 （E）（i＝1，2，…，k），试证明




12．设f∈L

2


 （［0，1］），g∈L

2


 （［0，1］）．若





13．设f∈L

p


 （R

1


 ），p＝（n＋1）／n，试证明




14．设｛φ

n


 ｝是L

2


 （［a，b］）中的完全标准正交系．试证明对于［a，b］中任一正测度子集E，均有




15．令




试证明X在L

2


 （［0，1］）中稠密．

16．设f∈L

p


 （R

n


 ）（1≤p＜∞）．令

f

*


 （λ）＝m（｛x：｜f（x）｜＞λ｝），　λ＞0，

试证明




17．设K（x，y）是R

n


 ×R

n


 上的可测函数，且存在M，使得




f∈L

p


 （R

n


 ）（1≤p≤∞）．令
 试证明

‖Tf‖

p


 ≤A‖f‖

p


 ．

18．设f（x）在R

n


 上是局部可积的，1＜p＜∞，试证明下列条件是等价的：

（i）f∈L

p


 （R

n


 ）；

（ii）存在M＞0，对于R

n


 中任意有限个互不相交的正测集E

1


 ，E

2


 ，…，E

k


 ，有




19．设α＞0，β＞0，αβ＜1．若f∈L

1＋α


 （E），g∈L

1＋β


 （E），且f

1＋α


 g

1＋β


 ∈L

1


 （E），试证明




20．设｛φ

n


 ｝⊂L

2


 （［a，b］）是标准正交系，试证明｛φ

n


 ｝是完全系当且仅当




21．设｛φ

n


 ｝⊂L

2


 （［a，b］）是标准正交系，令




若｛f

n


 （x）｝在［a，b］上一致有界，且几乎处处收敛，试证明｛φ

n


 （x）｝是完全系当且仅当




22．设｛φ

n


 ｝⊂L

2


 （［a，b］）是标准正交系，且有

｜φ

n


 （x）｜≤M，　（x∈［a，b］，n＝1，2，…），

试证明
 在［a，b］上几乎处处收敛．

23．设｛φ

n


 ｝⊂L

2


 （［a，b］）是完全标准正交系，试证明




24．设g（x）是［0，1］上连续可微的递增函数，g（0）＝0，g（1）＝1，且有




试证明　　　





（Ⅳ）Lebesgue传



勒贝格，H. L. （Henri Léon Lebesgue）1875年6月28日生于法国的博韦，1941年7月26日卒于巴黎．

勒贝格的父亲是一名印刷厂职工，酷爱读书，颇有教养．在父亲的影响下，勒贝格从小勤奋好学，成绩优秀，特别善长计算．不幸，父亲去世过早，家境衰落．在学校老师的帮助下进入中学，后又转学巴黎．1894年考入高等师范学校．

1897年大学毕业后，勒贝格在该校图书馆工作了两年．在这期间，出版了E. 波莱尔关于点集测度的新方法的《函数论讲义》，特别是研究生R. 贝尔发表了关于不连续实变函数理论的第一篇论文．这些成功的研究工作说明在上述崭新的领域中进行开拓将会获得何等重要的成就，因而激发了勒贝格的热情．从1899年到1902年勒贝格在南锡的一所中学任教，虽工作繁忙，但仍孜孜不倦地研究实变函数理论，并于1902年发表了博士论文“积分、长度与面积”．在这篇文章中，勒贝格创立了后来以他的名字命名的积分理论．此后，他开始在大学任教（1902—1906在雷恩；1906—1910在普瓦蒂埃），并出版了一些重要著作：《积分法和原函数分析讲义》（1904）；《三角级数讲义》（1906）．接着，勒贝格又于1910—1919年在巴黎（韶
 ）大学担任讲师，1920年转聘为教授，这时他又陆续发表了许多关于函数的微分、积分理论的研究成果．勒贝格于1921年获得法兰西学院教授称号，翌年作为C. 若尔当的后继人被选为巴黎科学院院士．

勒贝格对数学的主要贡献属于积分论领域，这是实变函数理论的中心课题．19世纪以来，微积分开始进入严密化的阶段．1854年B. 黎曼引入了以他的名字命名的积分，这一理论的应用范围主要是连续函数．随着K. 外尔斯特拉斯和G. 康托尔工作的问世，在数学中出现了许多“奇怪”的函数与现象，致使黎曼积分理论暴露出较大的局限性．几乎与这一理论发展的同时（1870—1880年），人们就已广泛地开展了对积分理论的改造工作．当时，关于积分论的工作主要集中于无穷集合的性质的探讨，而无处稠密的集合具有正的外“容度”性质的发现，使集合的测度概念在积分论的研究中占有重要地位．积分的几何意义是曲线围成的面积，黎曼积分的定义是建立在对区间长度的分割的基础上的．因此，人们自然会考虑到如何把长度、面积等概念扩充到更广泛的点集类上，从而把积分概念置于集合测度理论的框架之中．这一思想的重要性在于使人们认识到：集合的测度与可测性的推广将意味着函数的积分与可积性的推广．勒贝格积分正是建立在勒贝格测度理论的基础上的，它是黎曼积分的扩充．

为勒贝格积分理论的创立做出重要贡献的首先应推若尔当，他在《分析教程》一书中阐述了后人称谓的若尔当测度论，并讨论了定义在有界若尔当可测集上的函数，采用把区域分割为有限个若尔当可测集的办法来定义积分．虽然若尔当的测度论存在着严重的缺陷（例如存在着不可测的开集，有理数集不可测等），而且积分理论也并没有做出实质性的推广，但这一工作极大地影响着勒贝格研究的视野．在这一方向上迈出第二步的杰出人物是波莱尔，1898年在他的《函数论讲义》中向人们展示了“波莱尔集”的理论．他从R

1


 中开集的测度是构成区间的长度总和出发，允许对可列个开集作并与补的运算，构成了所谓以波莱尔可测集为元素的σ代数类，并在其上定义了测度．这一成果的要点是使测度具备完全可加性（若尔当测度只具备有限可加性），即对一列互不相交的波莱尔集｛E

n


 ｝，若其并集是有界的，则其并集的测度等于每个E

n


 的测度的和．此外，他还指出，集合的测度和可测性是两个不同的概念．但在波莱尔的测度思想中，却存在着不是波莱尔集的若尔当可测集（这一点很可能是使他没有进一步开创积分理论的原因之一）．特别是其中存在着零测度的稠密集，引起了一些数学家的反感．然而勒贝格却洞察了这一思想的深刻意义并接受了它．他突破了若尔当对集合测度的定义中所做的有限覆盖的限制，以更加一般的形式发展和完善了波莱尔的测度观念，给予了集合测度的分析定义：设E⊂［a，b］，考虑可数多个区间｛I

i


 ｝对E作覆盖．定义数值
 为勒贝格外测度，且若

m

*


 （E）＋m

*


 （［a，b］＼E）＝b－a，

则称E为可测集（即E是勒贝格可测的）．在此基础上，勒贝格引入了新的积分定义：对于一个定义在［a，b］上的有界实值函数f（x）（M

1


 ≤f（x）≤M

2


 ），作［M

1


 ，M

2


 ］的分划∆：

M

1


 ＝y

0


 ＜y

1


 ＜…＜y

n－1


 ＜y

n


 ＝M

2


 ．

令

E

i


 ＝｛x∈［a，b］：y

i－1


 ≤f（x）≤y

i


 ｝　（i＝1，2，…，n），

并假定这些集合是可测的（即f（x）是勒贝格可测函数），并用m（E

i


 ）表示E

i


 的Lebesgue测度．考虑和式




如果当max｛y

i


 －y

i


 －1｝→0时，s

∆


 与S

∆


 趋于同一极限值，则称此值为f（x）在［a，b］上的积分．勒贝格曾对他的这一积分思想作过一个生动有趣的描述：“我必须偿还一笔钱．如果我从口袋中随意地摸出来各种不同面值的钞票，逐一地还给债主直到全部还清，这就是黎曼积分法；不过，我还有另外一种做法，就是把钱全部拿出来并把相同面值的钞票放在一起，然后再付给应还的数目，这就是我的积分法”．在他的这一新思想中，凡若尔当可测集，波莱尔可测集都是勒贝格可测集．勒贝格积分的范围包括了由贝尔引入的一切不连续函数．

从数学发展的历史角度看，新的积分理论的建立是水到渠成的事情．但是可贵的是，与同时代的一些数学家不同，在勒贝格看来，积分定义的推广只是他对积分理论研究的出发点，他深刻地认识到，在这一理论中蕴含着一种新的分析工具，使人们能在相当大范围内克服黎曼积分中产生的许多理论困难．而正是这些困难所引起的问题是促使勒贝格获得这一巨大成就的动力．

这方面的第一个问题是早在19世纪初期由J. 傅里叶在关于三角级数的工作中不自觉地引发的：当一个有界函数可以表示为一个三角级数时，该级数是它的傅里叶级数吗？这一问题与一个无穷级数是否可以逐项积分有着密切的关系．傅里叶当时曾认为在其和为有界函数时这一运算是正确的，从而给上述问题以肯定的回答．然而到了19世纪末期，人们认识到逐项积分并不总是可行的，甚至对于黎曼可积函数的一致有界的级数也是这样，因为由该级数所表示的函数不一定是黎曼可积的．这个问题的讨论促使勒贝格在新的积分理论中获得了一个十分重要的结果：控制收敛定理．作为一个特殊情形他指出，勒贝格可积的一致有界级数都可以逐项进行积分，从而支持了傅里叶的结论．逐项积分在本质上就是积分号下取极限的问题，它是积分论中经常遇到的最重要的运算之一．从而这一定理的创立显示出勒贝格积分理论的极大优越性．

微积分基本定理




是微积分学的核心．然而这一公式的运用在黎曼积分意义下却有较大的局限性．在1878—1881年间，U. 迪尼和V. 沃尔泰拉曾构造了这样的函数，它们具有有界的导函数，但是导函数不是黎曼可积的，从而基本定理对此是不适用的．此后，联系到黎曼积分对无界函数的处理也发现了类似的困难．然而，在新的积分理论中，勒贝格指出，在f′（x）有界时，这一困难是不存在的．在f′（x）是有限值但无界的情形，只要f′（x）是可积的，基本定理仍是成立的，且此时f本身是个有界变差函数．此外，逆向问题也被人们提出来了：何时一个连续函数是某个函数的积分？为此，A. 哈纳克曾导入了后来叫做绝对连续的函数．约在1890年期间，绝对连续函数就被当做绝对收敛的积分的特征性质来研究，虽然还没有人能真正证明任何绝对连续函数都是一个积分．然而，勒贝格通过对于导数几乎处处为零但函数本身并非常数的函数的考查，认识到在他的积分意义下，上述结论是正确的．从而得出了积分与原函数之间的一个完整结果：上述公式成立的充分且必要条件是，f（x）是［a，b］上的绝对连续函数．

另一个与积分论有关的问题是曲线的长度问题．19世纪前期，很少有人注意到一条曲线长度的定义和可求长问题．一般都认为以y＝f（x）（a≤x≤b）所描述的曲线段总是有长度的，且长度可用




表示．杜·布瓦-雷蒙在研究关于两点间长度最短的曲线的变分问题时，从P. G. L. 狄利克雷关于函数的一般观点出发探讨了曲线长度的概念．由于用到了极限过程这一分析手段，他认为（1879）积分理论对曲线长度的概念和可求长性质的陈述是必不可少的．而到了19世纪末期，这一见解由于L. 舍费尔举出了反例而更为尖锐，这一反例致使定积分
 在黎曼积分的定义下没有意义．勒贝格对这一问题很感兴趣，并应用他的积分论中的方法和结果，证明了曲线长度与积分概念是密切相关的，从而恢复了杜·布瓦-雷蒙断言的可信性．

勒贝格关于微积分基本定理和曲线可求长理论的研究，促使他发现有界变差函数是几乎处处可微的这一事实（注：若尔当曾指出不定积分是有界变差函数）．这一定理的重要性在于：人们对于连续函数的可微性已经讨论了一个多世纪，在19世纪的几乎前半个世纪，人们还一直认为连续函数在其定义区域中的绝大多数点上都是可微的．虽然连续函数总被误认为是逐段单调的，但这使单调性与可微性联系起来了，尽管是脆弱的．到19世纪末期，这一看法逐渐被人怀疑，甚至有些其地位不低于外尔斯特拉斯的数学家都觉得存在着无处可微的连续的单调函数．于是，在这一意义下，勒贝格的定理支持了老一代数学家的直觉印象．

在传统的关于二重积分与累次积分的恒等性定理上，黎曼积分也反映出它的不足之处，人们发现了使该定理不成立的例子．从而作为一个结论，这一定理的传统说法必须修改，然而在把积分推广于无界函数的情形时，这一修改变得更加严峻．对此，勒贝格的重积分理论，使得用累次积分来计算二重积分的函数范围扩大了．他在1902年给出的一个结果奠定了1907年G. 富比尼创立的著名定理的基础．

勒贝格积分理论作为分析学中的一个有效工具的出现，尤其是他在三角级数中应用的高度成功，吸引了许多数学家的兴趣．例如P. 法图，F. 里斯和E. 菲舍尔等都来探讨有关的问题，使这一领域开始迅速发展，其中特别是里斯关于L

p


 空间的工作（注：勒贝格可积的函数全体构成的距离空间是完备的），使得勒贝格积分在积分方程和函数空间的理论中持久地占有重要的位置．

虽然勒贝格在最初阶段专注于他自己的积分理论，然而在激励抽象测度和积分论研究的开展上，他的工作仍是先导性的．1910年，勒贝格发表题为“关于不连续函数的积分”的重要专题报告．在这里他不仅把积分、微分理论推广于n维空间，而且引入了可数可加集合函数的概念（定义于勒贝格可测集类上），指出这些函数是定义在集合类上的有界变差函数．正是因为对于有界变差与可加性概念之间联系的考查，使得J. 拉东做出了更广的积分定义，其中把T. -J. 斯蒂尔杰斯积分和勒贝格积分作为它的特殊情形．他还在1913年的文章中指出，勒贝格的思想在更一般的背景上也是有效的．

勒贝格的一生都献给了数学事业．在1922年被推举为院士时，他的著作和论文已达90种之多，内容除积分理论外，还涉及集合与函数的构成（后来由俄国的数学家H. 鲁津及其他学者进一步做出发展）、变分学、曲面面积以及维数理论等重要课题，在勒贝格生前最后20年中，研究工作仍然十分活跃并反映出广泛的兴趣，不过作品内容大都涉及教育、历史及初等几何．

勒贝格的工作是对20世纪科学领域的一个重大贡献，但和科学史上每种新思想的出现一样，并不是没有遇到阻力的．原因就是在勒贝格的研究中扮演了重要角色的那些不连续函数和不可微函数被认为是违反了所谓的完美性法则，是数学中的“变态和不健康”部分．因此，他的工作受到了某些数学家的冷淡，甚至有人曾企图阻止他关于一篇讨论不可微曲面的论文的发表．勒贝格曾感叹地说：“我被称为是一个没有导数的函数的那种人了．”然而，不论人们的主观愿望如何，这些具有种种奇异性质的对象都自动地进入了研究者曾企图避开它们的问题之中．勒贝格充满信心地指出：“使得自己在这种研究中变得迟钝了的那些人，是在浪费他们的时间，而不是在从事有用的工作．”

由于在实变函数理论方面做出了杰出成就，勒贝格相继获得胡勒维格奖（1912年）；彭赛列奖（1914年）和赛恩吐奖（1917年），许多国家和地区（如伦敦、罗马、丹麦、比利时、罗马尼亚和波兰）的科学院都聘他为院士，许多大学授予他名誉学位，以表彰他的贡献．




（Ⅴ）部分思考题、习题、课外题的参考解答或提示





（一）思　考　题




§1.2之（二）


4．由A∪B＝E∪F以及A∩F＝∅可知A⊂E；又由（A∪B）∩E＝（E∪F）∩E以及B∩E＝∅可知A∩E＝E，从而又有E⊂A，这说明A＝E．类似地可证B＝F．


§1.3之（一）


2．反证法．假定存在这样的f，则取a，b∈Q，f（a）＝f（b）＝ι．作E＝｛x∈［a，b］：f（x）＝ι｝．易知存在（c，d）⊂［a，b］，f（c）＝f（d）＝ι且（c，d）∩E＝∅．这导致

f（x）＞ι或f（x）＜ι，　c＜x＜d．

再注意f（［c，d］）是一个闭区间．


§1.3之（二）


4

*


 ．令f：A↔C，F（E）＝（C＼B）∪f（E），
 则F是单调的．记P为F之不动点，则令





§1.5之（二）


7．


10．易知Γ中一切闭区间的左端点全体形成之集为有上界集，记

M＝sup｛a

α


 ：［a

α


 ，b

α


 ］，α∈［0，1］｝，

则


11．反证法．假定F无孤立点，则对x

n


 ∈F，（R

1


 ＼｛x

n


 ｝）∩F在F中稠密．由此推出
 在F中稠密，矛盾．

12．对任给ε＞0以及x∈F，存在N，使得

f

n


 （x）＜ε，　n≥N．

由f的连续性可知，存在B（x，δ

x


 ），使得

f

n


 （y）＜ε，　y∈B（x，δ

x


 ），　n≥N．

再用有限覆盖．


§1.5之（三）


1．


3．令
 则收敛点集为




4．令
 则





§2.3


4．若有x

0


 ∈（a，b），使得f（x

0


 ）＞g（x

0


 ），则存在δ＞0，使得f（x）＞g（x

0


 ）（x

0


 ≤x＜x

0


 ＋δ）．从而有

m（｛x：f（x）＞g（x

0


 ）｝）≥x

0


 ＋δ－a＞m（｛x：g（x）＞g（x

0


 ）｝）．


§4.1之（二）


9．注意，在A＝｛x∈E：f（x）≤1｝上f

2


 （x）可积，在E＼A上有f

2


 （x）≤f

3


 （x）．

10．令E

n


 ＝｛x∈［a，b］：n≤f（x）＜n＋1｝（n＝0，1，2，…），则




注意



§4.2之（二）


10．令E

n


 ＝｛x∈E：cosx＜1－1／n｝（n＝1，2，…），易知





§4.5


2．注意，



§6.1


8．注意


（二）习　题


习　题　1



第一组


10．若E是第一象限中的格点全体，则可用对角线分成A，B两点集．

13．对R

1


 ＼E＝｛x∈R

1


 ：存在ε＞0，f（x＋ε）－f（x－ε）＝0｝中的点x

0


 ，存在ε

0


 ＞0，使得

f（x

0


 ＋ε

0


 ）＝f（x

0


 －ε

0


 ）≤f（y）≤f（x

0


 ＋ε

0


 ），　｜y－x

0


 ｜≤ε

0




由此知R

1


 ＼E是开集．

27．反证法．假定
 则




取定
 则
 是
 的开覆盖．

30．令E

1


 ＝｛x∈R

1


 ：f′（x）＞t｝，E

2


 ＝｛x∈R

1


 ：f′（x）＜t｝，则E

1


 ∪E

2


 是开集．由导函数的介值性易知E

1


 和E

2


 都是开集．


第二组


4．注意，间断点｛x

n


 ｝上的函数值为｛f（x

n


 ）｝，连续点上的值取决于｛f（r

n


 ）｝，r

n


 ∈Q．

5．用表示法：z∈（0，1］：




使
 对应于（n

1


 ，n

2


 －n

1


 ，…），再设法对应于（x，y）．

7．作映射




f（x

1


 ，x

2


 ，…，x

n


 ，…）＝｛（n，q）∈N×Q：q＜x

n


 ｝，

则　　　


8．记［a，b］中有理点全体以及a，b为E＝｛r

k


 ｝，易知
 中存在｛f

n


 （x）｝，使得




拓广g在［a，b］上定义，可令

g（x）＝sup｛g（r

k


 ）：r

k


 ＜x｝，　x∈［a，b］．

从而g（x）在［a，b］上递增．当x

0


 ∈［a，b］是g（x）的连续点时，对任给ε＞0，存在x

k


 ，x

j


 ∈E：

g（x

j


 ）－g（x

k


 ）＜ε／2，　x

k


 ＜x

0


 ＜x

j


 ．

又存在N，当n≥N时有

｜f

n


 （r

k


 ）－g（r

k


 ）｜＜ε／2；　｜f

n


 （r

j


 ）－g（r

j


 ）｜＜ε／2，

g（x

0


 ）－ε＜f

n


 （r

k


 ）≤f

n


 （r

j


 ）＜g（x

0


 ）＋ε．

由f

n


 （r

k


 ）≤f

n


 （x

0


 ）≤f

n


 （r

j


 ）可知

g（x

0


 ）－ε＜f

n


 （x

0


 ）＜g（x

0


 ）＋ε　（n≥N）．

这说明f

n


 （x

0


 ）→g（x

0


 ）（n→∞）．

对于g（x）的间断点，因为其全体可数，所以再抽子列即可．

9．考查原点O的对应点O

*


 ，以及连结OO

*


 的直径的两端点，注意合同全等集中点保距．

10．由题设知，不妨假定

G

k


 ∩E≠∅，　G

k


 ⊃G

k＋1


 　（k＝1，2，…）．

令
 易知H

m


 ∆E＝∅．

12．必要性．
 而每个
 是稠密开集．充分性．由
 
 （每个G

k


 是稠密开集）可知，


16．令G

n


 ＝｛x∈［0，∞）：nx∈G｝（n＝1，2，…），则
 且G

n


 是开集．可证对任意的m，
 在［0，∞）中稠密．（否则，存在m

0


 以及0＜x

0


 ＜∞，（x

0


 －h，x

0


 ＋h）⊂（0，∞），使得
 取n

0


 ，使得1／n

0


 ＜h，若n

1


 ＞｛n

0


 ，m

0


 ，（x－h）／2h｝，则




由G的无界性，可知存在n

2


 ：n

2


 ＞n

1


 ，以及y∈（x

0


 －h，x

0


 ＋h），使得n

2


 y∈G，从而
 矛盾．

17．反证法．假定存在ε

0


 ＞0，以及｛x

n


 ｝：x

n


 →+∞（n→∞），使得｜f（x

n


 ）｜≥ε

0


 （n＝1，2，…）．由f（x）的连续性，可知存在U（x

n


 ，δ

n


 ），使得

｜f（x）｜＞ε

0


 ／2，　x∈U（x

n


 ，δ

n


 ）　（n＝1，2，…）．

令
 G是无界开集，又记

D＝｛x∈（0，∞）：存在无穷多n，nx∈G｝，

则D∩（a，b）≠∅．对x∈D∩（a，b），存在｛m

k


 ｝，｛n

k


 ｝，使得




矛盾．

19．不妨令
 考查




21．令E

m


 （f）＝｛x∈R

1


 ：｜f（x）｜≤m｝，
 易知E

m


 （f）是闭集，
 应用Baire定理．

22．令g（x）＝d（x，F），并考查




26．充分性．不妨设


F

n


 ⊂F

n＋1


 ，　G

n


 ⊃G

n＋1


 　（n＝1，2，…）．

考查g

n


 ∈C（R

1


 ），其中





习　题　2



第一组


12．由题设知







13．作E的等测包G，则m（H＼G）＝0．由此易知m

*


 （E）＝m（H）．

16．反证法．假定对ε

n


 ∈（0，1）且ε

n


 →1（n→∞），均存在可测集E

n


 使得W∩E

n


 皆可测，则
 可测，且有m（E）＝1，易知W∩E

c


 是零测集，这将导致W为可测集．


第二组


2．可选I

1


 ，I

2


 ，…，I

n


 ，使
 且［a，b］没有同时属于其中三个区间的点．

3．否！取整数b：b＞（1－ε）

-1


 ，并作

E

n


 ＝｛x∈［0，1］：x以b为基展开小数时，其第n位数字≠0｝．

5．取E的G

δ


 型的等测包H，易知含于（H∩A）＼（E∩A）中任一可测集为零测集．

6．作A、B的等测包各为G、H（不妨假定都在A∪B内），易知m（G∩H）＝0，从而m（G＼A）＝0．

8．记T的逆映射为T

-1


 ，易知对任一集A⊂R

n


 ，有

m

*


 （T

-1


 （A））＝m

*


 （T

-1


 （A）∩E）＋m

*


 （T

-1


 （A）∩E

c


 ）．

由题设又得

m

*


 （A）＝m

*


 （A∩T（E））＋m

*


 （A∩［T（E）］

c


 ）．

9．记E

1


 ＝E∩（0，1］，只需指出m（E

1


 ）＝0．又当p，q取定时，记E中x的全体为E

p，q


 ，且记
 则因
 所以
 此外，m（E

p，q


 ）＝2／q

α


 ，从而m（E

q


 ）≤2／q

α－1


 ．


10．令A＝E∩（a，b）且m（A）＞3（b－a）／4．（用反证法）取
 使得a＋b＜x

0


 ＜a＋b＋d（d＝（b－a）／2）．考查B＝｛x

0


 ｝－A，B⊂（a，b＋d），且B∩A＝∅．而m（A∪B）＞3d．矛盾．


习　题　3



第一组


6．令






第二组


2．令f

n


 （x）＝sup｛f（x，y）：0＜y＜1／n｝，易知


又记｛r

k


 ｝为（0，1／n）中的有理数全体，则




3．令A＝｛x∈R

1


 ：f（x）≠f（x＋1）｝，以及





4．取正数列｛b

n


 ｝，使得




从而选a

n


 ＝1／nb

n


 （n＝1，2，…），且易知


8．取ε

k


 ＝1／k（k＝1，2，…），存在递增自然数子列｛n

k


 ｝，使




作




则m（E

c


 ）＝0，且｛f

n


 （x）｝在E上一致收敛于零．


习　题　4



第一组


11．（i）注意


（ii）注意
 以及


12．考查在［0，a］上的积分．

15．易知m（｛x∈（0，1）：f（x）＞1｝＝0．

27．


30．（ii）分解（i）中被积函数．

31．注意等式





第二组


8．令
 以及




则　　　


易知
 从而有


10．对任给ε＞0，取δ＞0，使得




易取I

1


 ，I

2


 ，…，I

n


 ，满足m
 且得




11．易知对R

1


 中的开集G，有
 从而对G

δ


 型H就有
 再转向一般可测集E．

14．利用13题（取对数）．

15．令
 A

m


 ＝｛x∈［a，b］：f（x）＞m｝，且选m

0


 ，使得
 或
 从而当
 时，有
 因此有




16．注意到f（x）可用阶梯函数逼近，只需讨论下述特定情形：




令A＝｛t：φ（t）≤φ

1


 ，a≤t≤b｝，B＝｛t：φ（t）≥φ

1


 ，a≤t≤b｝，且视dµ（t）＝ψ（t）dt，则题式化为




对此，再考查g（x）：




令C＝｛t；φ（t）≤φ

2


 ，a≤t≤b｝，D＝｛t：φ（t）＞φ

2


 ，a≤t≤b｝，则当φ

2


 ≤φ

1


 时，上式又变为明显不等式：




在φ

2


 ≥φ

1


 时，只需换f为g．

19．只需指出积分可交换次序．注意





习　题　5



第一组


1．不妨设E⊂［-A，A］，并作E的Vitali覆盖如下：对x∈E，取长度趋于0的系列闭区间｛J

n


 ｝：x∈J

n


 ⊂E（n＝1，2，…）．

6．以
 处左连续为例，对任给ε＞0，存在δ＞0，当
 时，有
 作
 的分划
 ‖∆‖＜δ，使得




从而有　　　


由此可推
 再注意单调性．

7．对［a，b］的任一分划∆：a＝x

0


 ＜x

1


 ＜…＜x

n


 ＝b，且记I

i


 ＝［x

i－1


 ，x

i


 ］（i＝1，2，…，n），注意到f（I

i


 ）是一个区间，我们有




8．记任意的［a，b］为［x，x＋∆x］，则有




10．考查


11．考查
 易知F（x）递减，且只需指出
 绝对连续即可．

12．易知f′（x）是可积的．

14．由题设知（y∈［c，d］）




故有（对x在［a，b］上积分）




15．



第二组


1．易知存在
 使得
 由此知级数




几乎处处收敛．

2．易知对ε＞0，存在n

0


 ，使得




令
 则对［a，b］的分划∆，当n≥n

0


 时有




因此有




记




则




从而有
 以及g∈BV（［a，b］），使得




又，对［a，b］的分划∆，在不等式




中令k→∞，可得




5．对［a，b］的分划∆，总有v

∆


 （｜f｜）≤v

∆


 （f），故
 另一方面，对




若f（x

i


 ）与f（x

i－1


 ）同号，则

｜｜f（x

i


 ）｜－｜f（x

i－1


 ）｜｜＝｜f（x

i


 ）－f（x

i－1


 ）｜；

若f（x

i


 ）与f（x

i－1


 ）异号，则取ξ

i


 ∈（x

i－1


 ，x

i


 ），使得f（ξ

i


 ）＝0，此时有

｜f（x

i


 ）－f（x

i－1


 ）｜＝｜｜f（x

i


 ）｜－｜f（ξ

i


 ）｜｜

＋｜｜f（x

i－1


 ）｜－｜f（ξ

i


 ）｜｜．

再令∆′：a＝x

0


 ＜x

1


 ＜…＜ξ

i


 ＜…＜x

n


 ＝b，可得




10．令


F（b）－F（a）＝F（b＋S）－F（a＋S）．

由此知F（x＋y）＝F（x）＋F（y）．

15．只需指出
 对覆盖f（E）的区间I

n


 （n≥1），则E被区间J

n


 ＝f

-1


 （I

n


 ）（n≥1）覆盖．在每个J

n


 中取递减数列
 递增数列
 使得




则　　　　


从而可得




16．因为
 所以




17．由φ的绝对连续性，可知





习　题　6



第一组


2．取f（x）＝χ

A


 （x），A＝｛x∈E：｜g（x）｜＞M｝．

8．令p＝3／2，p′＝3，则




从而　　　


从而存在C＞0，使得


 　或　C｜f（x）｜

3


 ＝｜g（x）｜

3


 ．

故C＝1．由此又知

｜f（x）｜

3


 ＝｜g（x）｜

3


 ，　｜f（x）｜＝｜g（x）｜　a．e．x∈E，




14．令
 则m（E

k


 ）≤1／2

k


 （k＝1，2，…）．再考查f

k


 （x）在
 上的收敛性．

16．设f∈L

2


 （［a，b］），且〈f，φ

n


 〉＝0（n＝1，2，…），因为〈f，φ

n


 〉＝〈f，φ

n


 －ψ

n


 〉（n＝1，2，…），所以
 再求和即可得证．


第二组


2．记δ＝pt＋qt＋rt，注意




3．令


a

n


 ≤‖f‖

∞


 b

n


 ，


此外，又有




4．由




可知　　　


5．必要性　记
 则由
 以及
 可知




从而得


充分性　首先，依题设知f

n


 （x）在R

1


 上依测度收敛于f（x）．其次，由




可知，对任给ε＞0，存在δ＞0，当m（e）＜δ，n＞N

1


 时，




此外，还存在E⊂R

1


 ，m（E）＜+∞，使得




现在取σ＝ε／m（E）

1／p


 ，以及N＞N

1


 ，使得n＞N时

m（｛x∈R

1


 ：｜f

n


 （x）－f（x）｜≥σ｝）＜δ．

考查




再用Minkowski不等式．

6．用Cauchy列的方法．注意




7．设h∈L

pq／（p＋q）


 （E），则令f（x）＝［h（x）］

q／（p＋q）


 ，g（x）＝［h（x）］

p／（p＋q）


 ，则f∈L

p


 （E），g∈L

q


 （E）．这说明L

pq／（p＋q）


 （E）⊂L

p


 （E）·L

q


 （E）．

8．r＝∞时即Hölder不等式．若r＜∞，p＞1，q＞1，则注意




若p＝q＝1，则r＝1．若p＞1，q＝1，则r＝p．

11．实际上，由L

p

0





 （E）⊂L

q

0





 （E）可以推出其中的函数在E上是有界的．反证法．设
 且记E

n


 ＝｛x∈E：｜f（x）｜＞n｝，则m（E

n


 ）→0（n→∞）．易知存在｛n

k


 ｝，｛m

k


 ｝，使得




现在作




我们有




这说明g∈L

p

0





 （E），但由于




使得
 矛盾．

12．由题设易知




15．易知f∈L

p


 （E）．注意r／p＞1（可用Егоров定理），p＝r时，可考查


16．建议用不等式（a＋b）

p


 ≤2

p－1


 （a

p


 ＋b

p


 ），a≥0，b≥0．

20．设（a，b）中有理数全体为｛r

n


 ｝，作区间I

n


 ：r

n


 ∈I

n


 ，m（I

n


 ）＜（b－a）／2

n


 ，且记
 则




注意m（E）＜b－a，［a，b］＼E是χ

E


 （x）的不连续点集．

21．注意，
 取收敛点x

0


 ，易知（必要时抽子列）存在A，使得




注意稠密性．

24．易知φ∈L

2


 （［a，b］．用Егоров定理可知，φ

k


 （x）可在E⊂［a，b］上一致收敛，其中（［a，b］＼E）≪1．由此又可导致




即φ（x）＝0，　a．e．x∈E．

27．反证法．若结论不真，则存在f≠0，使得




令E

n


 ＝｛x∈［a，b］：f（x）≤n｝（n＝1，2，…），则对E

n


 中任一可测子集e

n


 有φ（x）
 这导致




由此进一步可推得f

+


 （x），f

-


 （x）在［a，b］上几乎处处等于0．



（三）课外选题




第　一　章


1．设a∈X，由f（a）∈X可知，f［f（a）］＝f

2


 （a）∈X，考查

a，f（a），f

2


 （a），…，f

n


 （a），…．

2．反证法．假定任意的E

n


 均不含A，则有a

n


 ∈A＼E

n


 （n＝1，2，…）．考查｛a

n


 ｝．

3．反证法．假定F

0


 不是｛F

α


 ｝中可数个子集族的并集，且F

0


 不是闭集，则可取




并作
 对每个n，选
 使得




因为
 所以存在β，使得F

β


 不含于
 内．故由题设知

F

β


 ⊃F

n


 　（n＝1，2，…），

即
 导致矛盾．

4．假定存在c，d：a≤c＜d≤b，使得f（c）＞f（d），则对任意的y：f（c）≥y＞f（d），在［c，d）中有一最大点x

y


 ，使得f（x

y


 ）＝y，且

f（x′）＜f（x

y


 ），　x′∈（x

y


 ，d）．

这是不可能的，故f（x）递增．

现在，取t∈［c，d）＼D，依题设存在δ

t


 ＞0，使得当x∈（t，t＋δ

t


 ）∩（t，d）时，有

f（c）≤f（t）＜f（x）≤f（d）．

这说明f（x）严格递增．

5．采用反证法．假定
 ｛F

n


 ｝是互不相交的闭圆，显然，圆周上必有点A，B，使问题归结为阐明：开区间（A，B）不能表为可数个互不相交的闭集的并集．

6．对
 记




定义f（x

0


 ）为［B，A］中任一值．

对
 则存在
 使得

｜x－x

0


 ｜＝d（x

0


 ，E），

定义f（x

0


 ）＝f（x）．

8．令E

n


 ＝｛x∈［0，1］：f

（n）


 （x）＝0｝（n＝1，2，…），则
 由Baire定理可知，
 （开区间）．从而f（x）在I上是一个多项式．再对［0，1］＼I（若非空）同样操作，…，可得｛I

n


 ｝．记
 F是完全集，易知f（x）在
 上是同一多项式．

9．记f（x）在x处的Taylor级数之收敛半径为R

x


 ：




对［α，β］⊂（a，b），对k＝1，2，…，令




则
 由f

（n）


 （x）的连续性可知




10．令c

n


 ＝a

n


 －b

n


 （n＝1，2，…），且记




B是开集，只需指出A是开集：（此时B＝∅，而f（x）＝0（x∈I），即c

n


 ＝0）．对x

0


 ∈A，




若存在最小指标k，使d

k


 ≠0，则




因为
 在x

0


 处≠0，故在0＜｜x－x

0


 ｜＜δ上也不为零，所以f（x）也不为零．矛盾．

11．反证法，假定
 则




易知
 无内点，这与Baire定理矛盾．

13．令
 若E＝R

1


 ，则f（x）＝χ

Q


 （x）；若E≠R

1


 ，则作




并令f（x）＝g（x）［χ

Q


 （x）－1／2］．

15．记C＝A′＝B′，ε

n


 ＝1／n＋d（x

n


 ，C），则B（x

n


 ，ε

n


 ）包含无穷多个y

m


 ．记m

1


 为满足
 的最小自然数，用归纳法可知，
 



第　二　章


1．反证法．不妨设m（E

1


 ）＞0，则E

1


 ＋E

2


 ⊃I（区间），且E

1


 ＋E

1


 ⊂E

1


 ．对b∈E

2


 ，存在自然数m，n使（mb／n）＝x∈I，从而mb＝nx．这导致矛盾．

3．作区间I：m（I∩A）⊃3｜I｜／4，以及区间J：｜J｜＞｜I｜／2，m（J∩B）＞3｜J｜／4．取k：k≥2，使｜I｜／（k＋1）≤｜J｜＜｜I｜／k．又有I中区间I

0


 ：m（I

0


 ∩A）＞3｜J｜／4．因为D是稠密集，可取w∈D，使（J∩B）＋｛w｝⊂I

0


 ．我们有m（I

0


 ∩A）＞3k｜J｜／4（k＋1），以及m（（J∩B）＋｛w｝）＝m（J∩B）＞3k｜J｜／4（k＋1）．因此m（I

0


 ∩（（A∩B）＋｛w｝））＞0，即存在a∈A，b∈B，b－a＝w．

5．作-E＝｛-x：x∈E｝，则m（-E）＝m（E）．又令-E＋｛1｝＝A，则m（A）＝m（E），A⊂［0，1］．记B＝E∩A，则m（B）＞0．若x∈B∩［0，1／2］，则-x∈［-1／2，0］．由此知-x＋1∈［1／2，1］．又x∈A，x＝-y＋1（y∈E），-x＋y＝y∈［1／2，1］，x＋y＝1．

7．不妨假定C

ε


 ⊂A

ε


 ∪B

ε


 ，易知E∪C

ε


 ＝A

ε


 ∪B

ε


 ．作B

ε


 的等测包H

ε


 ，则

E∪C

ε


 ∪（H

ε


 ＼B

ε


 ）＝A

ε


 ∪B

ε


 ∪（H

ε


 ＼B

ε


 ）＝A

ε


 ∪B

ε


 ．

由于m

*


 （C

ε


 ∪（H

ε


 ＼B

ε


 ））＜2ε，故说明存在可测集F

ε


 ，以及G

ε


 ，使得




取
 以及G

n


 ，m

*


 （G

n


 ）＜1／n，使得E∪G

n


 ＝F

n


 （n＝1，2，…）．令
 
 则m（G）＝0．因为




E＝（E∪G）＼（G＼E）＝F＼（G＼E），

所以



第　三　章


1．必要性显然．为证充分性，作函数




显然f（x）＝g（x），x∈R

1


 ＼Z．

对x∈R

1


 ＼Z，任给ε＞0，存在δ＞0，使得

f（x）－ε≤f（y）≤f（x）＋ε，　y∈R

1


 ＼Z且｜y－x｜＜δ．

而对x′：｜x－x′｜＜δ，有y∈R

1


 ＼Z且｜y－x｜＜δ，使得

｜y－x′｜＜δ′＝δ－｜x－x′｜．

由此知　　　　g（x）－ε≤g（x′）≤g（x）＋ε．

2．考虑E中点x

0


 ，使对任给ε＞0，有

m（E∩B（x

0


 ，ε／3M））＝2δ＞0．

又由题设知，存在N，使得当m，n≥N时有

m（｛x∈E：｜f

n


 （x）－f

m


 （x）｜≥ε／3｝）＜δ．

这就是说，E∩B（x

0


 ，ε／3M）中必有点x

n，m


 （n，m≥N）使得




从而，当n，m≥N时可得




即f

n


 （x）在x＝x

0


 处收敛．

3．作［0，1］中可测集列：




使得f

n


 （x）在E

k


 上一致收敛于0．从而又有n

1


 ＜n

2


 ＜…＜n

k


 ＜…，使得




令
 则m（［0，1］＼E）＝0，且作t

n


 ＝0（n≠n

k


 ），t

n


 ＝1（n＝n

k


 ），我们有




5．令g（x）＝｜f（x）｜＋｜f（-x）｜并作E⊂R

1


 ，m（E）＞0，使g（x）在E上有界，从而当x，y∈E时，f（x－y）是有界的．因为E－E⊃B（0，δ），所以f（x）在B（0，δ）上有界．故对z∈B（0，δ），f（nz）有界．

6．（i）对f（E）是可数集的情形，即f（E）＝｛y

1


 ，y

2


 ，…｝时，令E

n


 ＝｛x∈E：f（x）＝y

n


 ｝，则
 此时作A

1


 ⊃E

1


 ：m（A

1


 ）＝m

*


 （E

1


 ），又作A

2


 ⊃E

2


 ＼A

1


 ，m（A

2


 ）＝m

*


 （E

2


 ＼A

1


 ），且有m（A

1


 ∩A

2


 ）＝0，…，我们有｛A

n


 ｝：




现在记
 则H⊂E，且m

*


 （E）＝m

*


 （H）．令g（x）＝a

n


 （x∈A

n


 ），


（ii）对一般情形的f（x），对任意的ε＞0，作g（x）＝ε［f（x）／ε］（x∈E），易知

0≤f（x）－g（x）≤ε，

且g（E）可数．再用（i）．

7．根据Лузин定理，可作闭集F

n


 ⊂（0，1）：m（F

n


 ）＞1－1／n

2


 ，f（x）在F

n


 上连续，从而有η

n


 →0（n→∞），使得

｜f（x＋h）－f（x）｜＜1／n，　x，x＋h∈F

n


 ，　｜h｜＜η

n


 ．

取h

n


 ：｜h

n


 ｜＜η

n


 ．易知m（｛x∈F

n


 ：x＋h⋶F

n


 ｝）＜1／n

2


 ．由此知存在E

n


 ⊂F

n


 ，m（E

n


 ）＞1－2／n

2


 ，使得

｜f（x＋h

n


 ）－f（x）｜＜1／n，　x∈E

n


 ．

再考查｛E

n


 ｝的下限集．

9．如果题中的收敛是在E⊂［0，1］上一致收敛，则存在｛m

k


 ｝，｛n

k


 ｝．使得




从而有
 x∈E．对于非一致收敛情形．考虑用Егоров定理，并采用对角线法．

10．命题中的条件可转化为

｜f（y）－f（x）｜≤M（y－x），　y∈E∩（x，x＋1／n），

再用分解法．不妨假定E的直径小于1／n，从而题设化为

｜f（x）－f（y）｜≤M｜y－x｜，　x，y∈E．

对ε＞0，作开集G⊃E：m（G）≤m（E）＋ε．记｛I

n


 ｝是G的构成区间，则

｜f（y）－f（x）｜≤M｜I

n


 ｜，　x，y∈I

n


 ．

因此，f（E∩I

n


 ）包含于其长度至多为M·｜I

n


 ｜的区间．从而

m

*


 （f（E∩I

n


 ））≤M｜I

n


 ｜，

m

*


 （f（E））≤M·m（G）≤Mm（E）＋Mε．


第　四　章


1．由题设易知，对［0，1］中满足m（E

1


 ）＝m（E

2


 ）≤1／2的任意点集E

1


 ，E

2


 ，也有




从而可知




令
 由此可得F（x）＝x（0≤x≤1）．

2．作f

n


 ∈C

c


 （R

1


 ）（n＝1，2，…），使得




从而有




注意，｜Φ［f

n＋1


 （x）］－Φ［f

n


 （x）］｜≤｜f

n＋1


 （x）－f

n


 （x）｜．

3．（i）⇒（ii）．见第三章课外题3．下证（ii）⇒（i）．令
 以及

E

k


 ＝｛x∈［0，1］：g（x）≤k｝（k＝1，2，…），


则m（［0，1］＼E）＝0，且有




从而知
 选｛n

k


 ｝，使得




这说明在
 上
 由此即可得证．

6．不妨假定｜f（x，y）｜≤M，（否则取反正切）作




则在｜x｜＋｜y｜≤R时，有




由此知g∈C（R

2


 ）．再注意




7．反证法．假定存在M＞0，使得对r≥M，存在S

r


 ：0≤S

r


 ≤r，有




但由题设知，存在N：N＞M，使得




易知｛（r－S

r


 ，r＋S

r


 ）｝是［M，N］的一个覆盖，故存在有限覆盖：
 
 令
 （使J中点至多属于I

k


 中的两个），因此，




矛盾．

8．令A＝｛x∈R

1


 ：f（x）＞g（x）｝，B＝R

1


 ＼A．A

t


 ＝（-∞，t）∩A，B

t


 ＝（-∞，t）∩B，以及




则φ（-∞）＝ψ（-∞），φ（+∞）＝ψ（+∞）．对t∈R

1


 ，存在λ＝λ（t），使得φ（t）＝ψ（λ）．记

C

t


 ＝A

t


 ∪B

t


 ，　C

t


 ⊂C

s


 ，　t≤s．

则m（C

s


 ）→m（C

t


 ）（s→t

+


 ）．因此，积分




是t的连续函数．

9．必要性．对x≤s＜x＋t，有




充分性．对ε＞0，取0＜δ＜1，δ／（1－δ）＜ε，存在M＞0，使得f（x＋δ）≤δf（x）（x＞M）．由于对x＞M，




故　　　


10．记E

t


 ＝｛x∈E：f（x）＞t｝．

（i）⇒（ii）我们有




对任给ε＞0，取t

0


 使
 从而知当m（E）＜（ε／2）t

0


 时，有




（ii）⇒（i）　易知m（E

t


 ）→0（t→+∞）（对f∈H是一致的）．又对任给ε＞0，存在δ＞0，当m（e）＜δ时，有
 从而存在t

0


 ，当t≥t

0


 时，m（E

t


 ）＜δ，有


11．注意到｜f（x）｜≤t

0


 ／2＋t

1


 ＋…＋t

n


 ＋t

n


 ／sin（x／2）≤t

0


 ／2＋t

1


 ＋…＋t

n


 ＋t

n


 π／x，我们有




12．因为我们有




所以




13．记D

n


 在x轴上的投影为I

n


 ，则
 若
 则几乎所有的x仅属于有限个I

n


 （即截口I

x


 仅与有限个D

n


 相交，不妨记为
 
 易知




记
 则对a．e．｜x｜≤1，有




14．必要性　易知存在A：m（A）＜∞，使得｜f（x）｜在A上有界（设为）M，且有




又有E⊂A：m（A＼E）＜ε／M，f

n


 （x）在E上一致收敛于f（x）．故存在n

0


 ，当n≥n

0


 时，有｜f

n


 （x）－f（x）｜＜ε／m（E）．再由




可知




从而令

g（x）＝｜f（x）｜＋ε／m（E）（x∈E），　g（x）＝0（x∈R

1


 ＼E）

即可．

充分性　易知




作　　　


易得　　　


15．注意到（x，y）∈E当且仅当
 我们有A

1


 ×A

2


 ⊂E当且仅当（A

1


 －A

2


 ）∩Q＝∅．若有m（A

1


 ×A

2


 ）＞0（不妨假定m（A

1


 ）＋m（A

2


 ）＜+∞），考查连续函数




我们有　　　　


由此知f（x）在A

1


 －A

2


 的子集上不为零，矛盾．

16．记R

1


 中一个不可测集为W，并作R

2


 中点集

E＝｛W×｛0｝｝∪｛｛0｝×W｝，　m（E）＝0．

易知E＋E＝A

1


 ∪A

2


 ∪A

3


 ，其中

A

1


 ＝｛｛W＋W｝×｛0｝｝，　A

2


 ＝｛｛0｝×｛W＋W｝｝，　A

3


 ＝｛W×W｝，

且m（A

1


 ）＝m（A

2


 ）＝0，而A

3


 为不可测集（否则其几乎处处的截口皆为R

1


 中可测集）．

17．必要性　只需注意公式




充分性　反证法．假定
 则存在｛n

k


 ｝，使得




在［0，1］中作子区间：对k＝1，2，…，




因此，
 矛盾．


第　五　章


1．记y

n


 ＝f（x

n


 ），易知
 作

A

k


 ＝｛x∈［a，b］：
 且存在无穷多y，使得
 ｝，

令　　　


且　　　　　


因此，　　　　


这说明不能有无限多个x

n


 含于A

k


 ，m（A

k


 ）＝0．由此知




4．对任意的（a，b），作互不相交的二进子区间分解：





若记a

*


 ＝inf｛a

n


 ：n≤n

0


 ｝，b

*


 ＝sup｛b

n


 ：n≤n

0


 ｝，则有




即f∈Lip1．从而可得




由此知f′（x）＝0，a．e．x∈R

1


 ．

5．（i）若m（E）＝0，则m（｜f｜（E））＝0．从而易知m（f（E））＝0．

（ii）由｜f（x）｜几乎处处可微可知，当f（x

0


 ）＞0或f（x

0


 ）＜0时，有f′（x

0


 ）存在．而对f（x

0


 ）＝0时，若｜f（x

0


 ）｜′存在，则f′（x

0


 ）＝0．

（iii）我们有




由此即得所证．

7．不妨设
 若
 则存在E

n


 ⊂［0，1］，m（E

n


 ）＞0（n＝1，2，…），使得




对ε＞0，作
 m（G

n


 ）＜m（E

n


 ）（1＋ε），则




由题设可知


 M是Lip常数．

从而可得

n·m（E

n


 ）（1－ε）≤M·m（G

n


 ）≤M·m（E

n


 ）（1＋ε）．

这导致n≤M，矛盾．

8．对ε＞0，取n

0


 ，使得
 其中
 则当n

0


 T＜x≤（n

0


 ＋1）T时，有




9．不妨设f（x）有界（否则考查g（x）＝f（x）／（1＋｜f（x）｜）．假定｛T

n


 ｝是f（x）的周期数列，且T

n


 →0（n→∞），则




此外，由上题知


10．注意





第　六　章


1．不妨设f∈L

p


 （E），F

n


 （x）＝min｛F（x），n｝，则




由此知　　　


再令n→∞即可．

2．注意

xy≤2x

2


 φ（x）＋y

2


 ／φ（y）　（x≥0，y≥0）．

若x≤y／φ（y），则xy≤y

2


 ／φ（y）．若y≤xφ（y），则当y≤e时，有y≤x，xy≤x

2


 φ（x）；当y≥e时，lnφ≤φ／e，




故lny＜2lnx．因此xy≤x

2


 lny≤2x

2


 lnx≤2x

2


 φ（x）．

4．易知




故“≤”成立．反之，记


5．对Young不等式用归纳法．

6．由Jensen不等式易知
 另一方面，根据lnt≤t－1，可知




注意，我们有




7．注意，




8．由
 可知｜f

n


 （x）｜＜M＋1（0＜x＜∞，n＝1，2，…）．这说明｛f

n


 （x）｝是一致有界且等度连续的．从而易知存在一致收敛列


9．在ab≤a

p


 ／p＋b

r


 ／r（1／p＋1／r＝1）中，以
 代a，
 代b，可知




对p≤r≤q，1／r＝t／p＋（1－t）／q，我们有




从而即得所证．

10．存在定义于［0，1］上的φ（x）：φ（x）≥1，φ（0

+


 ）＝∞，且φ（t）t

p－1


 f

p


 （t）是可积的．从而有（q＝p／（p－1））




由此知
 对任给ε＞0，存在x

0


 ：0＜x

0


 ＜1，使得φ

-q／p


 （x）＜ε（0＜x＜x

0


 ）．因此




11．k＝2，即Hölder不等式．现设k＝m－1（m＞2）公式成立，令α＝（1－1／p

m


 ）

-1


 ，则
 从而可知




再用Hölder不等式，使归纳法成立．

12．记
 则




13．因为





所以我们有（dx＝dx

1


 dx

2


 …dx

n


 ）







14．考查f（x）＝χ

E


 （x），由｛φ

n


 （x）｝的完全性可知




15．易知｛xcos（2nπx）｝⊂X，｛xsin（2nπx）｝⊂X．现在设g∈L

2


 （［0，1］）且与X中一切元正交，则我们有




从而可知xg（x）＝C（常数），x∈［0，1］．因此，g（x）＝0，a．e．x∈［0，1］．

17．对p＜+∞，我们有




从而易知




由此即可得证．

18．（i）⇒（ii）　注意




（ii）⇒（i）　作
 则




19．注意




并分解




20．易知对a≤x＜y≤b，有




再从阶梯函数过渡到f∈L

2


 （［a，b］），不难证明




21．令　　　


则　　　　


又记f

n


 （x）→f（x）（n→∞），则由题设知




若f（x）＝1／2，a．e．x∈［a，b］，则由上题知｛φ

n


 （x）｝是完全系．

若｛φ

n


 （x）｝是完全系，则由上题知




从而即得所证．

22．易知存在f∈L

2


 （［a，b］），使〈f，φ

n


 〉＝1／n（n＝1，2，…）．现在令
 
 则




这说明
 从而可得




其中　　　
 


由此即可得证．

23．反证法．若存在E⊂［a，b］：m（E）＞0，使得




则存在A⊂E：m（A）＞0，使得




但另一方面，对［a，b］中任一正测集B，均有




这是矛盾的．

24．对正值f∈L

p


 （（0，∞）），令
 则由




可知　　　


再注意　　　　
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