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preface　总序

回顾新中国成立以来我国统计学科的发展道路，可以说是充满着曲折，也充满着希望。20世纪50年代照搬苏联模式，政府统计实务代替了统计学，否定了统计学作为一门方法论科学的存在。统计学的科学性和普遍应用性被曲解。这种情况直到1978年科学的春天来了之后才有了根本的改变。党的改革开放政策使得统计学在中国得到了迅猛的发展。20世纪末教育部新颁的大学本科专业目录中，统计学被确立为一级学科。这就要求我们做好统计学专业课程建设的工作。为此上海财经大学统计学系与复旦大学出版社携手，会同国内相关院校及港台相关名校专家，策划出版一套主要针对统计学专业本科生使用的、适应新时期需要的系列教材——博学·21世纪高校统计学专业教材系列。

本教材系列力求体现以下特点：

第一，教材主要考虑面向财经类统计学专业，同时也要考虑“大统计学”专业的需求，力求选材做到“精”和“新”。

第二，内容选择将广泛吸收国内外优秀教材的成果，在系统介绍基本理论和基本方法的同时，注意介绍新的、成熟的内容，以及统计学在实际问题中的应用。

第三，教材编写注重计算机的应用，根据教材的具体内容选讲相应的统计软件，提高学生熟练运用统计方法和计算机技术解决实际问题的能力。

“博学·21世纪高校统计学专业教材系列”的前期规划教材包括《统计学》、《数理统计学》、《应用回归分析》、《国民经济核算原理》、《应用时间序列分析》、《统计计算》、《SAS数据分析系统教程》、《非参数统计学》、《变点统计分析及其应用》、《多元统计分析》、《金融计量统计学》；后期还将与境内外知名高校专家合作，陆续出版《抽样调查技术》、《贝叶斯统计学》、《实验设计与质量控制》、《统计预测与决策》、《高等数理统计学》和《金融时间序列分析》等。本教材系列的编写大纲和书稿经过教材编写委员会的多次反复论证、认真讨论。感谢参与论证和编写的各位同行，希望他们的辛勤的劳动成果能够得到统计学界同行们的认可，获得同学的欢迎。这套系列教材的不当之处，恳请读者批评指正。为完善财经类统计学专业的教材建设，我们大家一起努力。





王静龙

2008年5月

于华东师范大学


foreword　前言

我第一次给MBA学员上课是20世纪90年代中期，在华东师范大学企业与经济发展研究所举办的MBA项目讲授商务与经济统计。自此之后，我陆续在各类MBA项目中，例如在华东师范大学商学院与荷兰马斯特里赫特管理学院合作举办的MBA项目中讲授商务与经济统计。21世纪初起直到2010年我把在MBA教学过程中陆续编写的讲义整理修改，并参照全国工商管理硕士教育指导委员会审定的课程教学大纲，编写了“数据、模型与决策”这门MBA核心课程的讲义。2010年下半年起我在我们学校的MBA项目使用这本讲义上课。在教学过程中充分听取学员的意见，对讲义进行了修改补充。本书就是在修改多次的讲义的基础上整理加工而成的。

学习“数据、模型与决策”这门课，每个MBA学员的基础不尽相同，差异之大出乎我的意料。学员中有的学理工，有的学文史，还有相当多的是学外语的，甚至有学艺术与体育的。不少学员没有学过高等数学。“数据、模型与决策”包括有统计、规划求解与决策分析3个模块。华东师范大学MBA核心课程的教学一共只有10次课（其中1次考试），每次3小时（包括休息）。课时数不多，学员基础差异不小，是这门课的一大困难。在我看来，完成这3个模块的教学，对我来说的确是个挑战，同时也给我带来乐趣。

一说学习“数据、模型与决策”这门课，学员们马上就想到数字、公式与计算。他们的反应就是，这门课肯定枯燥难学。有个学员说，我就是为了避开学习数学而选读外语专业的，想不到现在又要学数学。当然，MBA学员学习这门课也有不少有利条件。虽然他们基础差异不小，但他们有管理的实践工作经验，知道量化分析在管理工作中的重要作用。学习这门课，在方法与公式的记忆能力方面他们不如在读大学生，但他们的理解能力不会比大学生差。

我在这门课的教学过程中，力求激发学员学习的兴趣，鼓起他们学习的信心，深刻认识这门课在管理工作中的广泛且重要的作用，体会量化分析的乐趣。授课时注重讲清道理，不讲究证明推导，讲究的是理论方法公式隐含着的思想。学员学习注重应用，将案例分析、计算机数据实验与课堂内外的交流讨论结合在一起。计算机数据实验注重介绍学员熟悉的Excel，学会操作它的制表、画图、函数、数据分析与规划求解等功能。前面的几次课难免需要讲述比较多的概念、术语与公式，因而学员说，听课开始犹如爬山，有点累。后面的课学员自己动手做的计算机数据实验越来越多，学员说我们在下山，轻松了。课程结束时不少学员说，体会到这门课的味道了，意犹未尽想再多学一些。

考虑到学员的可持续学习以及广大管理工作者的需要，本书的编写力求适合自学。为此尽量采用课堂讲授的语言与方式，叙述简要明确，重点突出。书中有很多例子。这些例子的解题思路尽量做到步骤清晰，便于读者领会模仿及开阔思路。除了第一章，每一章最后都有内容提要，点明本章学习内容与计算机数据实验的要求。每章配有与本章所学知识点有关的习题。本书的某一些章节标有星号“*”。如果教学时间紧可以跳过去，这并不影响全书的连贯。

本书第一与第二章由梁小筠教授执笔编写，第十章由王黎明教授执笔编写，其余各章由我编写。限于我们学识水平与MBA教学经验的不足，书中定有很多不足与不成熟的地方，恳请诸位同仁与MBA学员提出批评意见，以求不断改进。

感谢华东师范大学MBA中心的学员。如果没有这些学员的参与，本书难以成稿。感谢华东师范大学MBA中心的领导与老师的大力支持。最后，要感谢复旦大学出版社，没有他们的支持和高效率的工作，本书不可能很快出版。





王静龙

2012年1月13日


第一章　引言

各行各业的管理人员经常需要在不确定的情况下做出决策。不确定性情况又称不确定性现象，就是不是只有一个结果的现象。例如，某公司正在考虑要不要开发一个新产品。倘若决定开发新产品，则工厂需要扩建。扩建工厂有两种选择：中型扩建与大型扩建。开发还是不开发新产品？中型扩建还是大型扩建为好？公司管理人员难以作决策的一个很重要的原因是，市场对该新产品需求量究竟如何？市场对该新产品的需求往往是不确定的，例如有高、中与低3种状态。由此可见，市场需求是不确定性现象，它有3个不同的状态：高、中与低。

[image: alt]


不确定性现象，又称随机现象
 。随机现象也有规律性，例如根据我们的观察，随机现象的这一个结果与另一个结果发生的可能性是一样大，也可能有大小之别。不确定性现象某个结果发生的可能性的大小可以用一个数来度量。我们以人们熟知的骰子（见右图）为例，说明随机现象的数量规律性。抛掷一颗骰子，观察骰子落地时正面出现的点数。通常称这样的试验为随机试验
 。这个随机试验有6个可能出现的结果：出现1点、2点、3点、4点、5点和6点。众所周知，对于一颗均匀的骰子来说，出现这6种情况的可能性是一样大的，都等于1／6。当然，在实际管理业务工作中，如骰子那样，很容易判断出可能性的情况是很稀罕的。例如，市场需求高、中和低的可能性的推测与判断，众人的看法不尽相同。即使两人都主管销售，但由于他们有各自的经验，看法也可能有差别。倘若对市场需求的可能性的推测与判断经过讨论取得了一致的意见，那么该如何决策？要不要开发新产品？是中型扩建还是大型扩建？显然，管理决策问题的妥善解决，需要各种类型的定性分析与定量分析方法的交织应用。本课程研究定量分析，研究不确定性现象的数量规律性。


从数据出发，建立适当的模型，对所考虑的问题作出推断，为管理者的决策提供依据和建议。


本课程将讲解统计学、规划论与决策论的基本理论和方法，以及它们是如何用于定量分析的。本课程的讲解尤以统计学的基本理论和方法为主。早期，统计主要是为统治国家服务的。英文statistics（统计）是由拉丁文status（状态、国家）和statista（政治家）演化而来。近代随着现代化大生产的发展，统计应用的范围越来越广，扩展到各行各业。在我国，尤其是改革开放以来，统计活动空前活跃，统计的重要性越来越被大家重视。这正如我国著名学者马寅初先生（1882-1982）所说的：


学者不能离开统计而研究，



政治家不能离开统计而施政，



企业家不能离开统计而执业。


§1.1　数据

英国的《不列颠百科全书》对统计给出了一个简单明了且形象生动的定义：


统计是收集和分析数据的科学与艺术。


这句话告诉我们统计学的研究对象是数据。统计能做两件事：一是收集数据，二是分析数据。俗话说，巧媳妇难做无米之炊。那么，对统计来说


数据！数据！数据！我们不能做无米之炊。


必须注意的是，巧媳妇可以等丈夫买来米之后下锅，我们却不能等米下锅，不能说数据有没有不是我们统计的事，因而认为所谓统计工作就是有了数据之后用数学方法去分析数据，这样一种认识是误解了统计。分析数据仅仅是统计的一项工作。统计还有另一项工作，那就是收集数据。而且收集数据所花的时间、财力与精力不比分析数据少，甚至更多。下面这样的一种说法并不过分，收集到质量高（能说明问题）的数据比分析数据更为重要。为什么这样说，那是因为数据是决策的一个非常重要的依据
 。下面的两个例子说明数据的重要性。


商场选址


上海克莉丝汀食品店选址，与地图方位相比，他们更看中新店铺实际可吸纳的客流量，有专人用计表器测算可能的客源，达到一定的数量后公司网点开发部才会提交报告。这是他们网点选址前要做的必要的定量分析。除计表器测客流量外，克莉丝汀有一整套的扩张全攻略。他们做网点规划，首先根据该城市居民人均可支配收入考虑网点数；根据公司的定位，网点在客流量最集聚的地方，例如南京路、淮海路和豫园商场并不多见，网点主要是跟着社区走，沿着地铁走，而且很多店铺都选在十字路口拐角处，四面都可以看到克莉丝汀的招牌。

肯德基在开一家新店前会进行如下的商圈研究：

●　周边情况：周边商厦、饮食店、学校、娱乐场所、公交站点的数量和分布等；

●　半径范围：从拟建的餐厅出发，朝不同方向步行半分钟、1分钟、1分半钟乃至5分钟路程内到达上述这些设施的准确位置；

●　人流量测试：在拟建的餐厅处，周一至周日，每天按不同时段严格统计人流量。


产品的认知度与购买意愿


康泰克“早一粒，晚一粒”的广告用语曾经家喻户晓。但自2000年11月15日起，由于含有PPA（苯丙醇胺）经媒体曝光，占国内感冒市场六成的康泰克突然退出。这给天津中美史克制药有限公司带来了巨大的损失。但仅事隔9个月，2001年8月，不含PPA，代之以PSE（盐酸伪麻黄钙），同时保留扑尔敏成分的新康泰克上市。中美史克敢于耗资1.45亿元上马新康泰克，欲重登国内感冒药市场冠军宝座，这和它们前期所做的市场调查有关。北京美兰德信息公司对北京、上海等20座城市的感冒药市场调查表明，康泰克在全国享有89.6％的认知度，90％的被调查者表示“会接受”或“可以接受”康泰克重回市场。正因为确信90％的人知道康泰克，确信90％的人愿意在不含PPA之后继续使用康泰克，所以中美史克确信康泰克可以复活。

企业在开发新产品前都要进行市场调查，了解顾客对品牌的认知度与购买意愿等问题。所谓品牌的认知度就是对品牌内涵及价值的认识与理解程度。市场调查与研究的内容非常丰富，例如，调查什么问题，向谁调查，调查多少人，如何保证调查质量，以及调查数据的处理分析等，这些都要用到统计的理论和方法。

我们这里所说的数据并不仅仅是数值的意思。数据的英文名是data，它是拉丁文datum的复数形式，其含义简单地说是“事实资料”。本课程所说的


数据既包括数值型资料，也有文字型资料。


前面我们说，英国的《不列颠百科全书》给出了统计一个简单明了且形象生动的定义：统计是收集和分析数据的科学与艺术。下面简要介绍收集数据的调查、观察和试验这3个方法，以及在收集数据时应该注意的一些问题。

§1.1.1　调查数据

调查有两种类型：普查（又称全面调查）与抽样调查。一般来说，普查是为某个特定目的专门组织的某个地区、甚至全国的一次全面调查。
 我国在1953年组织了第一次全国人口普查，接着于1964年与1982年分别组织了第二与第三次全国人口普查。在第三次全国人口普查之后我国按世界各国的惯例，逢“0”年进行人口普查。1990年、2000年与2010年分别组织了第四、第五与第六次全国人口普查。人口调查英文census来源于拉丁文censere，意指收税。普查涉及每一个个体，调查工作量大，所需要的人力、物力、财力和时间都非常多，因而只能间隔一段比较长的时间再进行一次。两次普查之间，可使用抽样调查获取数据。例如，我国今后每隔10年，逢“0”年将进行人口普查。而在两次人口普查之间，逢“5”年将进行人口抽样调查。

前面所说的“商场选址”、“康泰克要不要复活”等问题的数据都是抽样调查的数据。所谓抽样调查就是仅调查一部分个体。人们习惯称这一部分被调查的个体为样本
 ，样本的大小称为样本容量
 ，而将所研究的个体的全体称为总体
 。从总体抽取样本的过程称为抽样
 。抽样调查就是由部分样本数据推断整个总体的数量规律性，或简单地说，



抽样调查由样本推断总体。


例如，所谓的民意调查简单地说，就是就某一问题对一部分人进行提问，然后将他们的回答汇总在一起，推测整个社会对这个问题的看法。

抽样调查可以用图1.1来加以说明。
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图1.1　抽样调查

我国从20世纪80年代起就在每两次人口普查的中间进行一次全国1％人口抽样调查。所谓1％人口抽样调查，就是抽取全国总人口的1％进行调查，然后由这1％人口的数据推断我国总人口的数量规律性。1987年、1995年与2005年分别组织了第一、第二与第三次全国1％人口抽样调查。此外，1987年与2006年分别组织了第一与第二次全国残疾人抽样调查。

由于仅调查一部分个体，所以根据抽样调查的部分数据推断整个总体的数量规律性难免有误差。然而其推断有统计的理论和方法作为依据，因此


抽样调查可以控制误差。


例如对于民意调查来说，所谓控制误差，通常就是考虑这样的一个问题：究竟向多少人提问，才能使汇总得到的结论和整个社会的实际情况很接近？如何控制误差的问题，也就是说样本容量多大为好，抽怎样的一组样本来进行调查，如何抽取样本，如何调查，以及如何由样本来推断总体等，都要用到很多的统计理论和方法。本书第四章将简要讨论抽样调查控制误差的问题。

和普查相比，抽样调查不失为一个既能节省人力、财力、物力和时间，又可靠的调查方法。普查拖的时间长，花的精力多，难怪有人说普查打的是疲劳战，而抽样调查花的时间和精力比普查少多了，速战速决。普查调查每一个个体，这样得出的结论理应是最精确的。但疲劳战的普查，长时间的工作使得人的精神不容易集中，调查登记数据很有可能会出错。因而普查后，通常还得使用抽样调查的方法来评价普查数据的登记质量。而速战速决的抽样调查，工作时间不长，人的精神集中，不难将数据质量控制好，调查登记数据反而不大会出错。

§1.1.2　观察数据

下面是观察数据的两个事例，它们都很有趣，发人深省。


事例一，尿布与啤酒


超市，尤其是小型超市和日夜店，常将婴幼儿的尿布与啤酒放在一起出售，这是因为店主在观察营业数据时发现，这一天尿布卖得多啤酒往往也卖得多，而且尿布与啤酒通常是同一个人买的。进一步观察发现，既买尿布又买啤酒的人往往是男的。家里没有尿布了，孩子的妈在照顾孩子，孩子的爸去买尿布。孩子的爸买尿布时顺便拿了啤酒。这个例子说明超市每天都有很多“海量般”的营业数据。这些观察数据的统计分析将告诉我们许多对经营超市有用的信息，例如哪一些货物畅销，哪一些货物滞销，哪些类别的货物应该放在一起，哪些类别的货物应该放在让人容易拿到的地方等。


事例二，格朗特对“死亡公报”中数据的观察分析


1604年起英国伦敦教会每周发行一本“死亡公报”。公报记录了一周内死亡和出生者的名单。死者按81种死因（内含63种病因）分类。公报中男、女和不同地区分开统计。每期公报中的数据很多，英国人格朗特对从1604年的第一期至1662年的约3000多期公报中的数据首次进行观察整理分析。在当时没有电脑的情况下，格朗特整理这批数据的工作量可想而知有多大。1662年他的著作——《关于死亡表的自然观察与政治观察》（简称《观察》）出版。该书出版之后评价很高，服装店主格朗特立即被当年刚成立的英国皇家学会吸收为会员。有关格朗特的《观察》的详细介绍请参阅参考书目［1］
 的第六章。

格朗特的《观察》被认为是近代统计学发展的起点。《观察》有8章。书中有很多的表，这些表对海量般的数据进行了整理，给出了一系列的结论。下面列举一些他给出的当时的人们并不知道，至今仍十分有用的结论。

格朗特在《观察》中说：

●　新生儿的男女性别比为14／13；


●　在各年龄组男性死亡率皆高于女性；


●　新生儿的死亡率较高；


●　大城市的死亡率较高；


●　一般疾病和事故的死亡率较稳定；


●　传染病的死亡率波动较大，传染病流行时的死亡率比不流行时的高得多。


格朗特之前的人们一直认为，生男生女机会均等。格朗特根据3000多期“死亡公报”中的新生儿的数据，得出新生儿的男女性别比为14／13。这也就是我们通常所说的，出生100个女孩，平均来说出生107到108个男孩。人口统计中女性100人时的男性平均人数称为性别比。因而新生儿的性别比为107到108。如果只经过为数不多的观察，我们是得不出“新生儿的男女性别比为14／13”这个规律的。


只有经过很多次的观察，才能看到这样的一个规律。这就是统计学的“大数法则”。


观察、整理和分析海量般的数据，根据“大数法则”，可以发现自然与社会现象的客观规律。

大自然安排得非常巧妙，在各年龄组男性死亡率皆高于女性。因而尽管出生的新生儿中女的少男的多，但随着年龄的增加，女性人数减少得慢，而男性人数减少得快，性别比越来越小。例如，上海市60岁及以上老年人口性别比为86.2；65岁及以上老年人口性别比为81.3，80岁及以上高龄老人性别比为62.6，100岁及以上老年人口性别比为25.9。高龄的婆婆不少而高龄的公公难得一见。

在数据尤其是在“海量般”的数据中寻找信息的工作，通常将它比喻为采掘矿藏。原始数据是杂乱无章的。本书介绍的分析数据的方法和理论，将有助于我们从杂乱无章的数据中提炼出有用的信息。矿石里含有很多的杂质，剔除了杂质才能把矿提炼出来。与此相类似地，杂乱无章的原始数据中既包含着有用的信息，也包含着无用甚至误导我们的信息。识别并剔除或校正这些无用的甚至误导我们的信息的工作至关重要。这个工作也需要使用统计的理论和方法。必须指出的是，识别并剔除或校正异常值的工作依赖于人们对统计数据敏锐的观察力，以及我们对问题的实际背景的理解。下面让我们看看格朗特在《观察》中是如何做的。

格朗特在《观察》中提出了数据是否可信的问题。倘若有人篡改数据（数据有水分），或书写有误、度量仪器失灵等，这样得到的观察数据称为是异常值。显然，这样产生的异常值不可信。格朗特在《观察》中就发现了这样一个异常情况。它与黑死病（The black death，鼠疫）有关。1347—1352年，黑死病在欧洲凶猛爆发，导致2500多万人丧生。在随后的300多年间，黑死病仍然周期性地爆发。黑死病是传染病，其死亡率波动较大。在黑死病流行时死亡率高，在它不流行时死亡率低。1603年4—12月和1625年4—12月都是黑死病流行的日子。格朗特发现这两个时间段的死亡情况（见下面的表1.1）有很大的不同，1625年黑死病死亡人数的比例68.4％比1603年的83.0％降低了很多。是真的降低了，还是数据有异常？

表1.1　黑死病死亡情况的比较
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由表1.1知：

1603年4－12月，非黑死病死亡人数为37294－30561＝6733（人）；

1625年4—12月，非黑死病死亡人数为51758－35417＝16341（人）。

考虑到一般疾病的死亡率比较稳定，因而格朗特认为1625年4—12月非黑死病死亡人数没有16341人这么多。进一步的调查发现，不少死者家属行贿，把本该登记为因黑死病死亡的人改为其他原因死亡。这也就是说，伦敦教会“死亡公报”记载的1625年4—12月死于黑死病的35417人被识别为异常值，死于黑死病的真实人数比35417人多。这个异常值产生的原因就是由于有人故意篡改数据，把患黑死病死亡的人故意登记为其他原因死亡。这也就是通常所说的数据有水分。

发现了有水分的异常值之后，接下来的问题就是如何对它进行校正。格朗特如何校正的问题本书从略，有兴趣的读者请参阅参考书目［1］
 的第六章。下面给出一个简单的校正方法，它和格朗特的校正结果相差不大。

正如格朗特所说的，1625年前后在黑死病没有流行的时候，非黑死病年死亡人数基本上稳定在7000与8000人之间。故平均而言，在4—12月这9个月里，非黑死病年死亡人数在5250与6000人之间。在黑死病流行的1603年4—12月，非黑死病死亡人数为6733人。将这几个方面的情况综合在一起，我们将1625年4—12月非黑死病死亡人数估计为6500人。从而将1625年4—12月黑死病死亡人数估计为51758－6500＝45258人。这也就是说，将原先观察到的黑死病死亡人数，即那个异常值35417人校正为45258人。所以1625年4—12月黑死病死亡人数的比例就等于45258／51758＝87.4％。这就仅比计算得到的1603年4—12月黑死病死亡人数的比例83.0％稍大一些。看来，将1625年4—12月黑死病死亡人数，即有水分的异常值35417人校正为45258人是比较合理的。当然，这仅仅是个“个案”，所采用的方法并不能照搬过来解决其他的有水分的异常值的识别与校正问题。此类问题的解决往往需要具体问题具体分析，依赖于我们对所研究的问题的实际背景的理解。

异常值产生的原因除了篡改数据、数据有水分之外，还可能是由于书写记录有误，度量仪器失灵等。下面介绍的“莱茵河多长”就是后一个原因产生异常值的一个例子。

莱茵河是世界上最繁忙的水道之一，它的长度在欧洲排名第四，仅次于伏尔加河、多瑙河和第聂伯河。莱茵河源头在瑞士格劳宾登州阿尔卑斯山区。它流经列支敦士登、奥地利、德国和法国，直到荷兰湾的出海口。在各大百科全书、官方文件到学校教科书，都说莱茵河总长1320千米。最近德国科隆大学的生物学家布鲁诺·克雷默在查阅资料时无意中发现莱茵河的长度并非一贯认为的1320千米，而是大约1230千米。克雷默说，20世纪初期许多文献都说，莱茵河总长约1230千米。首次错误出现在1932年的克瑙尔氏百科全书中。很可能当初有人粗心地把十位和百位上的数字弄颠倒，将莱茵河的长度误写为1320千米。随后人们就互相引用这一错误的数字沿袭至今。而某些专业书籍中记载的正确数字，莱茵河总长约1230千米，此前却没有引起人们的重视。据克雷默测算，莱茵河总长应该为1233千米左右。

判断两个量有没有关系，有什么样的关系是数据分析的一个目的。例如，格朗特通过数据分析发现死亡率与性别、年龄、居住地以及疾病类型等都有关系：男性与女性相比，各个年龄组内男性死亡率皆高于女性；新生儿与成年人相比，新生儿的死亡率较高；大城市与乡村相比，大城市的死亡率较高；一般疾病与传染病相比，一般疾病的死亡率较稳定而传染病的死亡率波动较大；导致意外死亡的原因可能是传染病，也可能是（意外伤亡）事故，两者相比传染病的死亡率波动较大而事故的死亡率较稳定。需要指出的是，


在分析观察数据时找到的两个量之间的关系有可能是“假”的，也就是说所观察到的仅仅是表面现象，它们其实是没有这样关系的。


表1.2是1976—1977年美国佛罗里达州29个地区凶杀案件中凶手的肤色与是否被判死刑的326个犯人的情况。

表1.2　凶手的肤色和是否被判死刑的情况汇总
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由表1.2可以看到，白人凶手被判死刑的比例0.119还比黑人凶手被判死刑的比例0.102高。难道说在法官判刑时没有种族歧视？为什么观察结果与1976年、1977年美国的实际情况不符，其原因在哪里？难怪有人说统计可能撒谎，可用来骗人。利用统计骗人达到自己不可告人的目的，这样的人是有的，但毕竟是极少数。不乏有些人误用了统计，或滥用了统计从而给出了错误的信息。正确地使用统计的理论和方法去分析数据，获取真实的信息，为决策提供可靠的依据至关重要。
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在凶手死刑判决的问题上，经过进一步的观察分析，发现还有一个很重要的因子，那就是被害人的肤色。根据被害人的肤色将表1.2分解，得表1.3。

表1.3　被害人肤色，凶手肤色和是否被判死刑的情况汇总
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由表1.3可以看到，当被害人是白人时，白人凶手被判死刑的比例0.126比黑人凶手被判死刑的比例0.175低；当被害人是黑人时，没有白人凶手被判死刑，而黑人凶手被判死刑的比例为0.058。因而不论被害人是白人还是黑人，白人凶手被判死刑的比例都比黑人凶手被判死刑的比例低。由此看来，法官判刑时有种族歧视。种族歧视主要表现在，法官在看究竟是白人遇害还是黑人遇害。倘若白人遇害，凶手判得比较重；而若黑人遇害，凶手就判得比较轻。表1.3根据被害人的肤色分开来观察，观察结果与1976年、1977年美国的实际情况相符，我们获取到了真实的信息。

这个问题里面有所谓的辛普森悖论：

●　起初是合起来看，没有考虑被害人的肤色，得到的结论是：白人凶手被判死刑的比例比黑人凶手被判死刑的比例高（见表1.2）；

●　如果根据被害人的肤色分开来看，无论被害人是白人还是黑人，都是白人凶手被判死刑的比例比黑人凶手被判死刑的比例低（见表1.3）。

辛普森（E.H.Simpson）是英国统计学家，他于1951年提出了一个悖论：


两组数据，分开讨论得到某种性质，可合并考虑却导致不一样的结论。


为纪念辛普森，将他提出的这种类型的悖论称为是辛普森悖论。分析数据，尤其是分析观察数据时，必须注意分开来看与合起来看会不会发生矛盾，辛普森悖论有没有发生。怎样分开来看至关重要。这就需要我们在分析两个量，例如在分析“凶手肤色”与“有没有判死刑”关系的时候，寻找到第三个量“被害人肤色”。显然，如何寻找第三个量的问题非常关键，解决这个问题需要具体问题具体分析。


*
 §1.1.3　试验数据

除了观察和调查，数据还可以通过试验（又称实验）得到。最为简单的试验方法就是模拟。本书第三章§3.1.2小节将简要介绍模拟。


随机化对照比较双盲实验


脊髓灰质炎俗称小儿麻痹症。20世纪60年代前，脊髓灰质炎是令人惧怕的疾病之一，严重危害着人类，尤其是儿童的健康。美国总统富兰克林·D·罗斯福年轻时就不幸染上脊髓灰质炎。在他任职期间美国开展了规模空前的根治脊髓灰质炎的研究。研究的一项重要工作就是寻找脊髓灰质炎的病因。经研究发现，它是由一种病毒引起的。研究的另一项重要工作就是脊髓灰质炎的预防措施。我们知道天花也是由病毒引起的，当然，引起天花与引起脊髓灰质炎的是两种不同的病毒。既然天花可由疫苗、种牛痘来预防，因而人们很自然地想到，研制疫苗是预防脊髓灰质炎的主要工作。

20世纪50年代初，美国国家小儿麻痹症防治基金会（NFIP）召开的顾问委员会会议认为，由匹茨堡大学乔纳斯·索尔克（Jonas Salk）研制的疫苗有抗体，在实验室试验中被证实不仅安全可靠，而且能在人体中产生大量抗体。但疫苗能否推广使用，还需要进行一次大规模的现场试验。1954年美国公共卫生总署决定组织脊髓灰质炎疫苗实验。实验对象是那些最容易感染小儿麻痹症的人群，小学一、二、三年级的学生。这是一个对照比较的试验，比较接种疫苗与没有接种疫苗的儿童有没有差别，看看疫苗究竟有没有作用。脊髓灰质炎疫苗实验的详细介绍请见参考书目［2］
 的第一部分的第一节的第一篇文章，以及参考书目［3］
 的第一章。

关于脊髓灰质炎的现场试验，很容易想到的一个实验方案是：与过去比。1954年给大量儿童接种疫苗。考虑到1953年儿童并没有接种疫苗，因而若1954年脊髓灰质炎发病率比1953年明显下降，就说明疫苗有效。这个实验方案经过论证，被认为是不可行的。其原因就在于脊髓灰质炎是一种流行病。流行病在每年的发病率变化很大。1930—1953年美国脊髓灰质炎发病记录见图1.2。
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图1.2　1930—1953年美国脊髓灰质炎发病记录

从图1.2可以看到，1952年有近60000个病例，而1953年只有不到40000个病例。1952和1953年儿童都没有接种疫苗，但是它们的病例数相差很大。由此看来，接种疫苗后1954年的低发病率可能由于疫苗有效，也可能因为当年没有流行此病。


人们习惯与过去比。例如，在判断一种新药（或一种新的治疗方案）有没有价值的时候，人们常会在一组病人身上做试验，并将他们与过去使用原有的药（或老的治疗方案）的病人的情况相比较。对于这种类型的对照比较务必小心，因为除了服的药（或采用的治疗方案）不同之外，过去与现在很可能还有一些不同，而这些不同有可能影响到疗效。


由于疫苗尚处于实验阶段，它仅在实验室试验中被证实安全可靠且能产生大量抗体。大规模的现场试验的目的就是为了知道疫苗推广使用后是否仍然是安全可靠且能产生大量抗体。由此看来，接种疫苗是有风险的。一旦疫苗有问题那就要危害儿童的身心健康。因而儿童接种疫苗，必须取得他父母的同意。
 由此提出了一个实验方案：取得父母同意的儿童接种疫苗，父母不同意的儿童不接种疫苗，将这两组儿童进行比较。通常将接种疫苗的这一组儿童称为是处理组
 ；而将没有接种疫苗的这一组儿童称为是对照组
 。经过论证，这个实验方案仍然被认为不可行。

引起脊髓灰质炎的病毒十分普遍，大多数成年人在一生的某个时期可能都曾感染过脊髓灰质炎病毒，有的发病，有的没有发病。没有发病的成年人很可能本人从来没有意识到自己感染过脊髓灰质炎病毒。感染了脊髓灰质炎病毒，不论有没有发病，自身对病毒产生了抗体，终身免疫。这就可用来解释一个奇怪的现象，脊髓灰质炎似乎“偏爱”那些卫生保健条件较好的人。人们发现居住条件较好的地段得脊髓灰质炎的人多
 。那些卫生条件很差的地区，婴儿刚诞生很可能就已经接触到脊髓灰质炎病毒，但从母亲遗传的免疫力在保护他，使得他产生了自身的免疫力。因而居住条件差的地段得脊髓灰质炎的人比较少
 。一般来说，父母同意儿童接种疫苗的家庭接受教育的程度往往比较高，家境比较富裕，住在居住条件比较好的地段。而父母不同意儿童接种疫苗的家庭接受教育的程度往往比较低，家境比较贫穷，住在居住条件比较差的地段。人们发现愿意参加试验的儿童逃学次数明显低于其他儿童。由此可见，处理组儿童的家庭与对照组儿童的家庭有显著的差异。在疫苗有效的时候，这样的差异很可能使得接种疫苗的处理组儿童脊髓灰质炎的发病情况并没有明显地比没有接种疫苗的对照组儿童的发病情况好。这也就是说：


这个实验方案让取得父母同意的儿童接种疫苗，作为处理组，而父母不同意的儿童不接种疫苗，作为对照组，则在疫苗有效的时候这个实验方案不利于人们认为疫苗有效。


事实上，儿童不接种疫苗也必须取得他父母的同意，这是因为不接种疫苗也有风险。一旦疫苗有效，则没有接种疫苗的儿童若感染了脊髓灰质炎，同样对儿童的身心健康产生危害。
 因而不仅儿童接种疫苗，就是儿童不接种疫苗，都必须取得他父母的同意。这也就是说，处理组和对照组的儿童都应来自父母同意参与实验的家庭。下面的问题是如何将这些父母同意参与实验的儿童分配到处理组或对照组。根据人的判断将这些儿童划分为两组的方法实施起来不仅不容易，而且很有可能分得不均匀。所谓“均匀”，意思是说处理组与对照组的儿童各个方面的情况都差不多。倘若一组男的多另一组女的多，或一组健康的学生多另一组健康的学生少，一组学习成绩好的多另一组学习成绩差的多，一组家庭收入高的多另一组家庭收入低的多，一组性格开朗活跃的多另一组性格开朗活跃的少，那么这样的两组显然就不是均匀分组。由此看来，人的判断均匀分组费人力、财力、物力和时间，而且不可靠，难以分得均匀。最简单、最恰当的分组方法就是随机分配。例如，扔一枚均匀的硬币，以50％对50％的机会将儿童分配到处理组或对照组。根据概率统计的理论可以知道，随机分配得到的处理组与对照组的各个方面的情况都差不多完全一致。这些父母同意参与实验的儿童越多，分成的两组就会越均匀。

整个实验期间都需要医生来给处理组（接种疫苗）和对照组（没有接种疫苗）的儿童进行诊断，检查参加试验的儿童是否感染了脊髓灰质炎。因为难以诊断某个人是否有脊髓灰质炎的症状，所以在诊断的过程中有不少的疑难病例。一般来说，人们倾向于希望疫苗成功。由此看来，倘若医生知道哪些接种了疫苗，哪些没有接种疫苗，则他很有可能有这样一种意向，在诊断接种疫苗的学生时将一些疑难病例轻率地诊断为非脊髓灰质炎，而不加以深入的检查；在诊断没有接种疫苗的学生时将一些疑难病例轻率地诊断为脊髓灰质炎，同样不加以深入的检查。医生必须做到“盲”，他不知道参加试验的儿童谁在处理组（接种疫苗），谁在对照组（没有接种疫苗）。同样的道理，参加试验的儿童也必须做到“盲”，他不知道自己，以及别人是在处理组还是在对照组。做到这样两个“盲”的实验称为是双盲实验
 。双盲实验给处理组的儿童接种疫苗，给对照组的儿童接种安慰剂。安慰剂看上去和疫苗一模一样，但它没有抗体。1954年的脊髓灰质炎的现场实验大规模实施的是


随机化对照比较双盲实验：处理组和对照组都来自父母同意参与实验的儿童。用随机分配例如抽签的方法将父母同意参与实验的儿童分配到处理组或对照组。整个实验在双盲的情况下进行，这也就是说：不管是儿童还是医生，都不知道谁在处理组谁在对照组。


脊髓灰质炎疫苗的随机化对照比较双盲实验，通过医生诊断就可了解疫苗的疗效和人的健康状况，因而大规模的现场试验是可行的。但对很多试验设计问题来说，难以做到大规模的现场试验。例如，某化工厂经研究分析发现某种产品的产量与化学反应的温度、时间和催化剂的用量这3个因子有关。为寻求最佳生产工艺随机选择化学反应的温度、时间和催化剂的用量进行大规模的现场试验显然是不可取的。这是因为化工生产试验的时间长，成本非常高，而且掌控现场试验的难度很大，所以试验次数不宜过多。做尽可能少的试验，获取尽可能多的信息，寻找最佳生产工艺，这需要精心设计试验。

为减少试验次数，精心设计试验的第一步工作是，仔细分析寻找因子的代表性数值。例如，经过分析，化学反应温度、时间和催化剂用量这3个因子都可考虑取3个水平（代表性的数值）：

化学反应的温度的3个水平为60℃、70℃和80℃；

化学反应的时间的3个水平为1小时、1.5小时和2小时；

催化剂的用量的3个水平为2千克、2.5千克和3千克。

将各个因子的各个水平组合在一起，每次只作一次试验，共需做3×3×3次＝27次试验。

接着仔细考虑，能否只对不同水平的某些组合上做一次试验，但又能对每一个因子的各个水平的重要性进行比较，从而找到诸因子的最优水平组合。上述这个3个因子中每个因子都取3个水平的试验设计问题，我们可以考虑采用3×3拉丁方设计方案。


*
 拉丁方设计


这个化工产品产量的3个因子，每个因子都取3个水平的拉丁方试验设计方案见表1.4，其中的A、B和C分别表示催化剂的用量的3个水平：2千克、2.5千克和3千克。

表1.4　3×3拉丁方设计方案
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表1.4的3×3拉丁方设计方案需要做9次试验：

（60℃，1小时，A），（70℃，1小时，B），（80℃，1小时，C）；

（60℃，1.5小时，B），（70℃，1.5小时，C），（80℃，1.5小时，A）；

（60℃，2小时，C），（70℃，2小时，A），（80℃，2小时，B）。

它比各个因子的各个水平完全组合在一起的27次试验少做了18次试验，省去了很多的试验时间与精力，节约了大量的资金。

图1.3是3个因子，每个因子都取3个水平的试验设计方案的图表示，其中x轴、y轴和z轴分别表示第一个因子（化学反应温度）、第二个因子（化学反应时间）和第三个因子（催化剂用量），各个因子的3个水平皆分别依次记为1、2和3。图1.3中大的●的9个点代表不完全的3×3拉丁方设计方案所做的9次试验。大的●的点与小的[image: alt]
 的点合在一起共有27个点，代表各个因子的各个水平完全组合在一起的27次试验。
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图1.3　3个因子每个因子都取3个水平的试验设计方案的图示

图1.3的前后、上下和左右各有3个面，每个面上都有6条边。观察发现，每个面上都有3×3拉丁方设计的3个试验点●，且每条边上都有且仅有1个试验点●。总之，这9个试验点●在空间均衡地分布着。这样均衡安排的试验有一个非常好的性质：


每一个因子的每一个水平都参与了3次试验，并且它和其他任意一个因子的任意一个水平都有且仅有一次组合。


为方便计算，通常将拉丁方设计试验的观察值记录在拉丁方设计中，例如，将这个化工产品的拉丁方设计的9组试验的观察值记录在表1.4的3×3拉丁方设计方案中，见表1.5。左上角方格中A＝24的意思是在（60℃，1小时，A）的试验方案下得到的观察值——化工产品的产量为24。其余的依此类推。最下面一行上的74、58和85分别是每一列的3个观察值的和，而最右边一列上的63、83和71分别是每一行的3个观察值的和。下面采用直观分析的方法，寻找拉丁方设计的因子的最优水平。

表1.5　3×3拉丁方设计方案与试验观察值
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首先对化学反应温度的3个水平：60℃、70℃和80℃进行比较，看其中哪一个最优。

●　第一个水平60℃与表1.5第一列的3组试验有关：

（60℃，1小时，A），（60℃，1.5小时，B），（60℃，2小时，C）。

这3个试验的观察值分别是24、28与22。它们的和74（见表1.5最下面一行的第一个数）可直观地看成与

（60℃，1小时，A）＋（60℃，1.5小时，B）＋（60℃，2小时，C）

有关，也就是与3个60℃，化学反应时间的3个水平，以及催化剂用量的3个水平各1个有关；

●　同样的道理，表1.5最下面一行的第二个数58可直观地看成与

（70℃，1小时，B）＋（70℃，1.5小时，C）＋（70℃，2小时，A）

有关，也就是与3个70℃，化学反应时间的3个水平，以及催化剂用量的3个水平各1个有关；

●　同样的道理，表1.5最下面一行的第三个数85可直观地看成与

（80℃，1小时，C）＋（80℃，1.5小时，A）＋（80℃，2小时，B）

有关，也就是与3个80℃，化学反应时间的3个水平，以及催化剂用量的3个水平各1个有关。

由此可见，表1.5最下面一行上的3个数：74、58和85的最大值85所对应的80℃就是最佳化学反应温度。

类似地，表1.5最右边一列上的63、83和71的最大值83所对应的1.5小时就是最佳化学反应时间。

寻找最佳催化剂用量的过程也很简单，只需将拉丁方设计方案表1.5中的3个A、3个B和3个C的观察值分别相加，就能寻找到最佳催化剂用量：

3个A的观察值相加：24＋34＋17＝75；

3个B的观察值相加：20＋28＋32＝80；

3个C的观察值相加：19＋21＋22＝62。

最大值80所对应的B（2.5千克）就是最佳催化剂用量。至此，我们所找到的最优水平组合为（80℃，1.5小时，2.5千克）。这个最优水平组合并不包括在3×3拉丁方设计方案（见表1.4）的9个试验方案之中，它还没有做过试验。

上述寻找因子最优水平组合的方法直观简单。但必须指出的是，由这个粗浅的直观方法找到的因子的最优水平组合是否的确是最优的，还有不少问题有待深入讨论。解决拉丁方试验设计的检验问题需要用到比较多的统计理论和方法，本书从略。

所找到的因子最优水平组合是不是最优的，更重要的是需要继续做试验或实践验证。例如这个化工产品的拉丁方设计，我们找到的最优水平组合既然还没有做过试验，那就更需要采用这个试验方案做实验，通过实践验证它究竟是不是最佳的。
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必须指出的是，拉丁方设计方案要求因子之间互不关联，即没有交互作用
 。交互作用不难理解。例如有两种药物A和B。药物A单独服用与药物A和B一起服用，药物A对疾病的治疗效果是不是一样的？又如药物B可以小剂量服用，也可以大剂量服用。那么药物A和小剂量B一起服用与A和大剂量B一起服用，药物A对疾病的治疗效果是不是一样的？倘若不一样，则说药物A和B有交互作用。可想而知，药物之间有没有交互作用的研究非常重要。因子之间有交互作用时的试验设计问题比较复杂，本书从略。

拉丁方设计方案公平均衡地对待每一个因子的每一个水平，它使得每一个因子的每一个水平参与同样次数的试验，并且它和其他任意一个因子的任意一个水平有且仅有一次组合。表1.6是2×2、3×3和4×4几个拉丁方的例子。

表1.6　拉丁方
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拉丁方的试验方案都是正方形排列的，试验方案用拉丁字母A、B、C和D等表示。正因为如此，人们就称这样的设计为拉丁方设计。拉丁方设计的内容非常丰富。除拉丁方设计外，试验设计的内容还包括正交设计、参数设计、不完全区组设计、回归设计和均匀设计等。

§1.2　模型

本课程所说的模型并不仅仅是数学模型。对于数学模型，人们往往感到它抽象复杂。事实上，模型其实是对客观现象的具体描述。地图、玩具、工程设计图纸、城市公共交通路线图，以及变量之间的函数曲线关系等都可看成是模型。


本课程讲述的模型指的是，用图表、文字、数字、符号，以及数学表达式等对客观现象的描述；淡化甚至忽略了客观现象的次要因素，是对它的本质核心部分的描述。


本章开头讨论的开发还是不开发新产品，中型扩建还是大型扩建为好的决策问题，我们可以建立一个决策树模型（见图1.4）来描述它。决策树模型系统直观地描述了决策的先后顺序。决策树由结点和树杈组成。如何寻求这个决策树模型的最优策略，本书第三章将从期望收益与风险的角度进行讨论。

[image: alt]


图1.4　决策树模型


质量控制与管理


早期人们将质量定义为符合工艺规格。一旦产品经检验合格出厂，则质量控制过程结束。后来随着市场竞争日益激烈，人们将质量定义为符合顾客要求。所以产品出厂并不意味着质量控制过程结束。除了厂内生产受控之外，还要进行市场调查。深入了解顾客购买与使用的反馈意见，也是质量控制的一个重要内容。市场经济日益发展导致社会需求结构和人们消费观念的巨大变化，从实现顾客满意到顾客惊喜，是质量管理工作的新趋势。

随着社会进步经济发展，人们对质量控制与管理的认识就更加深刻，质量控制与管理的内涵更加丰富。下面是人们对质量控制与管理内涵的变化情况的生动描述。原先提出的是全面质量控制（TQC：Total Quality Control），后来是全面质量管理（TQM：Total Quality Management）。再后来是全面质量的4个方面，即TQ4个M（TQM4
 ）。这“4个M”就是Management（管理）、Measure（测量）、Marketing（市场）、Money（成本）。无论哪一个M都需要用到统计的理论与方法。

1998年3月10日《解放日报》的“管理新知”栏目中有一篇文章，其标题为：“六个西格玛理论：杜绝误差”。在此标题之前该文有一段话：“全球著名的美国通用电气公司（General Electric Company，简称GE）上上下下掀起了一股学习管理理论的热潮，这一切皆因董事长杰克·韦尔奇（Jack Welch，1935-　）而起。”1995年60岁的老人韦尔奇把实施六个西格玛理论作为其GE生涯中辉煌的结局。GE把“六个西格玛”应用于公司所经营的一切活动，借此活动公司基本上消灭了每天在全球生产的每一件产品、每一道工序和每一笔交易的缺陷和不足。GE的每一种新产品和新服务项目都是按“六个西格玛”标准设计的。所谓西格玛（sigma）就是希腊文σ的读音。而杜绝误差，实际上就是使得每百万次操作中至多只有3.4次
 失误。用“六个西格玛理论”在减少操作失误上狠下工夫。在这众多的工夫中用了很多的统计分析工具。

顾名思义，顾客满意率就是在所有的顾客中满意的顾客所占的比例。调查n个顾客，若满意的顾客有r个，则顾客满意率就等于r/n。顾客满意率的计算很简单。满意的顾客所占的比例固然重要，但若能了解顾客满意的程度，那就更好了。注意力从满意率发展到满意度，不仅是产品质量管理工作，而且是各行各业的管理工作的新趋势。所谓满意度，是指顾客事后感知的结果与事前的期望之间作比较后的一种差异函数。通常人们用下面的模型（见图1.5）描述顾客满意度。这个模型中有5个元素：顾客购买前对产品的期望、购买后的感受、顾客满意度、顾客忠诚和顾客抱怨。顾客满意度模型直观形象地描述了这5个元素之间的关系：顾客期望和顾客感受是产生顾客满意度的两个前提，顾客满意程度的高低会导致顾客忠诚和顾客抱怨两种结果。顾客忠诚度是企业追求的目标，将抱怨顾客转变为忠诚顾客是企业的一项重要工作。计算顾客满意程度需用到这5个元素之间的计量经济学模型。这个问题比较复杂，本课程恕不讨论。有兴趣的读者可参阅参考书目［4］
 。
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图1.5　顾客满意度模型


推测与预报



由脚印长度推测身高
 　一般来说，成年人长得高，其脚印长度往往也比较长。这也就是所谓的身高与脚印长度正相关。公安部门在案发现场往往能看到案犯留下的脚印，为便于破案，可根据案犯的脚印长度推测其身高。通过研究发现成年人的身高与脚印长度有这样的关系：


人的身高＝6.876×脚印长度±误差。


这就是人们通常所说的用以描述我国成年人身高与脚印长度之间相关关系的回归模型
 。

公安部门利用这个模型就可以根据案犯的脚印长度推测其身高。例如案犯留下的脚印长度为25厘米，根据这个数学模型推测此案犯的身高约为6.876×25厘米＝171.9厘米。这说明脚印长度相同例如都是25厘米的人，有的长得高，有的长得矮，其平均身高为171.9厘米，或者说脚印长度相同都是25厘米的人中，有一半的人的身高超过171.9厘米，有一半的人的身高低于171.9厘米。这也就是说，脚印长度是25厘米的人，其身高在171.9厘米的上下波动。


美国黄石国家公园间歇喷泉下一次喷发发生时间的预报
 　美国黄石国家公园位于美国西部北落基山和中落基山之间的熔岩高原上，公园的绝大部分在怀俄明州西北部，小部分在蒙大拿州南部和爱达荷州东部。公园面积达8956平方千米。园内的森林占全园总面积的90％左右，水面占10％左右。园内自然景观丰富多样，有峡谷、瀑布、湖泊、间歇泉和温泉，还有丰富的野生动物，如灰熊、狼、麋鹿和野牛等，是著名的游览胜地。黄石公园建于1872年，是美国的第一个国家公园，也是世界上第一个国家公园。黄石公园的间歇喷泉很著名。所谓间歇喷泉，是指大量的地下热水过一段时间就会向天空喷射一次，形成不同形状的热水柱。最具代表性的间歇喷泉是老忠实间歇喷泉（Old Faithful Geyser）。该泉名副其实，每天总是非常忠实地喷发21次或22次，每次可喷发2-5分钟，喷发高度可达40米到60米。它把45000升的滚热泉水抛向高空。它是间歇喷泉，两次相邻喷发间隔的时间是不等的，短的间隔只有40分钟左右，而长的间隔达到100分钟左右。这就提出了一个问题，如何向游客预报下一次喷发发生的时间？为此首先寻找与喷发间隔时间有关系的变量。经过研究发现，这一次喷发持续时间与到下一次喷发间隔时间正相关。这一次喷发结束时，其喷发持续的时间是可观察的，而到下一次喷发间隔的时间是未知的，需要预报。在美国黄石国家公园这个利用相关关系作预报的问题中，可观察的喷发持续时间是自变量，待预报的到下一次喷发间隔时间是因变量。根据观察数据得到的预报计算公式（单位：分钟）为：


到下一次喷发的间隔时间＝10.74097×这一次喷发持续时间＋33.82821±13.09792分钟


这就是描述“这一次喷发持续时间”与“到下一次喷发的间隔时间”之间相关关系的回归模型
 。假设这一次喷发持续时间是3分钟，由于

10.74097×3＋33.82821＝66.05112，

故预报下一次喷发大概在66.05112分钟后发生，误差为13.09792分钟。这也就是说，下一次喷发大概在

52.95320（＝66.05112－13.09792）分钟与79.14904（＝66.05112＋13.09792）分钟

之间发生。事实上，这里有个概率问题。误差为13.09769分钟就是根据概率是95％通过计算而得到的。因而严格地说，在这一次喷发持续时间是3分钟时，应这样地预报：下一次喷发大概在66.05112分钟后发生，误差为13.09769分钟，概率为95％。这也就是说，我们有95％的把握说，下一次喷发大概在52.95320分钟与79.14904分钟之间发生。为什么能作这样的预报？这个问题留待本书第七章进行讨论。

人们通常用图1.6表示数据、模型与决策之间的关系。数据如同原料，被输入到模型，经过分析处理，输出的是决策。当然这样的输入输出过程往往会有反复，例如经过分析处理，发现原有的数据不够充足，需要有更多或其他类型的数据。这说明不仅仅只有将数据输入到模型的过程，还有从模型到数据的反馈。同样的道理，从决策到模型，甚至从决策到数据都可能有反馈。

[image: alt]


图1.6　数据、模型与决策之间的关系

本课程使用Excel的统计软件的数据分析与规划求解功能，Excel“工具（Tools）”菜单上有“数据分析（Data Analysis）”与“规划求解（Solver Parameters）”命令。倘若没有，那就需要启动“工具”菜单上的“加载宏（Add－Ins）”命令，加载“分析工具库（Analysis ToolPak）”与“规划求解（Solver Add－in）”。

习题一

1．1912年美国因车祸死亡的人数为3100人，1997年因车祸死亡的人数为4.3万人。根据这些数据能不能说，1997年美国的交通安全情况比1912年差？为什么？

2．电视上播放了推销某种产品的广告。为了解这个广告的效果，在商店里对购买该产品的顾客作调查。

①　倘若由市场调查发现，在200个购买该产品的顾客中有170人看过广告。由此知，在购买该产品的顾客中看过广告的比例高达85％。根据这些数据能不能立即就说，广告很有效？为什么？

②　倘若由市场调查发现，在200个看过广告的人中有170个人购买了该产品。在看过广告的人中购买的比例高达85％。根据这些数据能不能说，广告很有效？为什么？

3．为了解学生晚上看电视到几点钟，只在参加早锻炼的学生中作调查，这样行吗？

4．《商业报》把调查表分发给某地区的1200家大公司（摘自参考书目［5］
 的10.1）。有168家公司回答了问题。在这168家公司中只有56家公司说他们的产品涨价了。产品涨价的公司所占的比例为1／3（＝56／168）。据此《商业报》说，该地区有2／3的公司的产品没有涨价。这个统计数字可靠吗？为什么？

5．某校设有心理咨询中心。常有校内学生去中心要求心理咨询。20％的来咨询的学生说他们很压抑，甚至想自杀。心理咨询中心的老师据此推测，我们学校中20％的学生有自杀的倾向。这样的推测可信吗？为什么？

6．曾有人观察发现城市郊区环境清洁安静的地方患肺结核的病人比较多，而在其他地方患肺结核的病人却比较少。难道生活在环境清洁安静的地方容易得肺结核。如何解释这个现象？

7．某工厂有3个车间（改编自参考书目［6］
 第六章的案例）。车间主任分别为王、张和李。过去的一年里，这3个车间的合格产品数与不合格产品数见表1.7。

表1.7　3个车间的合格产品数与不合格产品数
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①　根据表1.7，你认为哪个车间主任最好？哪个车间主任最差？

厂长考虑到各个车间生产的产品中，既有内销产品，也有外销产品，而内销和外销产品的质量规格的要求是不同的。为此他要求将各个车间的产品按内销和外销产品分开来统计。统计结果见表1.8。

表1.8　内销和外销产品的合格产品数与不合格产品数
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②　根据表1.8，你认为哪个车间主任最好？哪个车间主任最差？

③　表1.7将内销和外销的产品合在一起，而表1.8将内销和外销的产品分开来统计。在这个问题中合起来看与分开来看得到的结论是否一致？如果它们的结论不一样，你认为哪一个结论较为正确？

④　试分析它们的结论不一样的原因。

⑤　在实际工作和生活中有没有与这个问题相类似的情况？请举些实例。

6．为了解不同年龄的人对某项措施的看法有没有差别，分别调查了2000个年龄小于40岁和年龄在40至59岁之间的人。调查数据如表1.9所示。

表1.9　不同年龄的人对某项措施的看法
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①　根据表1.9，你认为年龄越大，越倾向于同意，还是越倾向于不同意？

②　有人建议最好再进一步了解，男性不同年龄的人对某项措施的看法有没有差别，以及女性不同年龄的人对某项措施的看法有没有差别。这也就是说，调查数据首先按性别划分，然后按年龄大小划分。这就有了表1.10。根据表1.10，你认为对男性来说，年龄越大，越倾向于同意，还是越倾向于不同意？对女性来说，年龄越大，越倾向于同意，还是越倾向于不同意？

表1.10　不同性别、不同年龄的人对某项措施的看法
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③　表1.9是不看性别，将男女合在一起得到的结果，表1.10是将男女分开来看得到的结果。在这个问题中合起来看与分开来看得到的结论是否一致？如果它们的结论不一样，你认为合起来看（表1.9）得到的结论正确，还是分开来看（表1.10）得到的结论正确，还是无论哪一个结论都难说是正确的？

④　看表1.9，调查了2000个年龄小于40岁的人，和2000个年龄在40至59岁之间的人。年龄小的与年龄大的调查的人数相等，都是2000人。看表1.10，男性被调查了200个年龄小于40岁的人，和1800个年龄在40至59岁之间的人。男性年龄小的被调查人数比年龄大的被调查的人数少得多。再看表1.10，女性被调查了1800个年龄小于40岁的人，和200个年龄在40至59岁之间的人。女性年龄小的被调查人数比年龄大的被调查的人数多得多。你认为这样的调查方法是否恰当？如果不恰当，应如何改进，才能做到公平合理？

7．1990年第四次人口普查把婚姻状况分为4种类型：未婚、有配偶、丧偶和离婚。在过去的一年里上海市25岁及以上的人中，各类婚姻状况的居民和死亡人数见表1.11，其中居民人数是1990年7月1日的居民人数；死亡人数是1989年1月1日到1990年6月30日的死亡人数的2／3。

表1.11　各类婚姻状况的居民人数和死亡人数
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①　根据表1.11的数据比较各类婚姻状况的死亡率。

接下来考察死亡率与年龄的关系。将25岁及以上的人一分为三：青年（25—34岁）、中年（35—59岁）与老年（60岁及以上）。青年、中年与老年人中各类婚姻状况的居民和死亡人数分别见表1.12。

表1.12　青年、中年与老年人中各类婚姻状况的居民人数和死亡人数
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②　分别比较青年、中年与老年人中各类婚姻状况的死亡率。

③　将青年、中年和老年人合在一起的各类婚姻状况死亡率的比较结果，与把青年、中年与老年人分开来之后的各类婚姻状况死亡率的比较结果有没有不同之处？如果不同，你认为哪一个方法的结论较为正确？

8．某新药疗效的实验对象有2000人。假设他们被随机地分成大小相等的两组。服用新药的人中有人没有坚持服药。类似地，服用安慰剂的人中也有人没有坚持服安慰剂。这项实验的参加人数，与跟踪期间（例如5年）的死亡人数和死亡率的数据见表1.13。

表1.13　新药疗效实验
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①　有人说，在服用新药的人中坚持服药的死亡率只有不坚持服药的一半，这说明新药的疗效是显著的。你同意他的说法吗？

②　根据表1.13请说明，新药究竟有没有疗效？如果你认为新药没有疗效，那什么才是对健康真正有效的？

9．假设某个大型产品有4个组装方法：A、B、C和D。可采用拉丁方设计比较这4个组装方法的组装时间。显然，组装一个大型产品花的时间长，因而组装次数不能多。此外，组装一个大型产品会使操作员工产生疲劳，最后一次组装所花的时间很有可能超过前面例如第一次组装所花的时间，组装时间与组装次序有关。采用拉丁方设计可以做到，组装次数不多，且每一个组装方法都前后搭配，从而消除组装时间与组装次序之间的相关性。拉丁方设计选4位操作员工组装大型产品，比较4个组装方法：A、B、C和D。4×4拉丁方设计及组装所花时间（单位：小时）的观察值见表1.14（数据摘自参考书目［7］
 第4章思考题4.19题）。表的第一行告诉我们，第1次组装时操作员工1用组装方法C、操作员工2用组装方法D、操作员工3用组装方法A、操作员工4用组装方法B，他们组装所花的时间分别为10、14、7与8小时。其余各行以此类推。

表1.14　组装方法、操作员工和组装次序的4×4拉丁方设计
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①　请采用直观分析的方法分析这4个组装方法哪一个比较好。

②　对这4位员工的操作技能和经验的差异进行直观分析。

③　对组装时间与组装次序的相关性进行直观分析。

10．小张明年夏天毕业（摘自参考书目［8］
 第二章§2.1的例）。今年夏天他在公司A打工。由于工作出色，公司A欢迎他明年毕业后来工作，年薪6万元，但要求他今年年底前签约。不久小张收到了他过去曾打工过的B公司的来电，告诉他明年3月B公司有招聘会，欢迎他来应聘。若录用，年薪8万元。除了这两个机会之外，小张还可以在学校明年4、5月间的招聘活动中找到工作。运气好可以找到年薪10万元的工作，运气不好只能找到年薪5万元的工作，甚至找不到工作。看来小张为找工作需要作好多次决策。首先他要决策，是否与公司A签约。若不签约，他就需决策要不要去公司B招聘。如果公司B录用他，他要不要与公司B签约，还有他明年在学校组织的招聘活动中寻找工作的问题。试建立一个决策树模型，按时间的先后次序描述小张找工作的决策过程。

11．王平花40万元钱买了一所房子。一年后又卖掉了。他卖房子时有25％的贬值率，这也就是说商品和服务价格平均降低25％。王平卖了30.8万元。李林也花40万元钱买了房子并于一年后卖掉。他卖房子时物价上涨25％。李林卖了49.2万元。张华也花40万元钱买了房子并于一年后卖掉。他卖房子时物价没有变化。他卖了32万元。请问：李林卖房子得到的钱最多，这是否意味着他做得最好？如果不是他做得最好，那是谁做得最好？


第二章　描述性统计分析

得到了一批数据之后，要进行整理，从中提取有用的信息。这个过程通常称为描述性统计
 。常用的描述性统计方法有表格法、图示法和数值法。

§2.1　数据类别

在第一章我们说，数据的含义简单地说是“事实资料”，既包括数值型资料，也包括文字型资料。数值型资料按其取值来分通常有以下两种类型：

（1）计量数据
 　如人的身高、体重、……，产品的长度、直径、重量、……，股票的价格、市盈率、……它们的取值可以是某个区间内的任意一个实数。

（2）计数数据
 　如企业职工人数、成交股票股数、单位时间内通过某交叉路口的汽车数等。它们在整数范围内取值，大部分还仅在非负整数范围内取值。

本课程讨论的文字型资料通常有以下两种类型：

（1）观察值不是数，而是事物的属性，如人的性别（男、女），婚姻状况（未婚、有配偶、丧偶、离婚等），物体的颜色、形状。这一类资料称为名义定性资料，简称名义资料
 。我们常用数来表示属性的分类，例如用数“1”和“2”分别表示男和女。这些数只是一个代码，没有大小关系，也不能进行运算。在这里，“1”与“2”不能比较大小，“1＋2”也没有意义。表示名义定性资料的这一类数据称为名义定性数据，简称名义数据
 。

（2）有些事物的属性有一个顺序关系，如人的文化程度由低到高可分为“文盲”，“小学”，“初中”，“高中、中专”和“大专、大学”等5类。又如顾客对某商场营业员服务态度的评价分为“满意”、“一般”、“不满意”3类。这一类数据称为有序定性资料，简称有序资料
 。我们常用数来表示属性的分类与顺序。例如，分别用数0，1，2，3和4表示“文盲”，“小学”，“初中”，“高中、中专”和“大专、大学”；分别用3、2和1表示顾客对服务的评价“满意”、“一般”和“不满意”。这些数只起一个顺序作用，类与类之间的差别是不能运算的。例如，“满意”比“一般”好，但“好多少”是不能计算的，这里的“3－2”是没有意义的。这一类数据称为有序定性数据，简称有序数据
 。事实上，名义资料和有序资料通常也就称为是名义数据和有序数据。这也就是说，本课程所说的数据有资料的含义。

计量数据和计数数据称为定量数据
 。名义数据和有序数据称为定性数据
 。
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此外，数据还可以按其收集到的时间分为横断面数据和时间序列数据两种类型。在同一时间点上收集到的数据称为横断面数据
 。例如，2010年12月24日（周五）在上海证券交易所上市的A股股票中挑选25个股票，它们的股票名称、股票类别、上周收盘、本周收盘、本周成交股数和市盈率等的数据就是横断面数据。这批数据的统计分析是为了对不同的股票在这一天的表现进行比较。

在不同的几个时间点上收集到的数据称为时间序列数据
 。例如，为分析上证指数在过去6个月的走势，我们收集了过去6个月每个交易日的上证指数的数值。这样收集得到的数据就是时间序列数据。又如1979—2010年上海市各年度保险费收入、赔款和给付以及赔付率的数据也是时间序列数据，见表2.1。

表2.1　上海市年度保险费收入以及赔款和给付
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表2.1中有3个时间序列数据：从中可以看到上海市年度保险费收入、赔款和给付与赔付率的变化趋势。表2.1中每一年的年度保险费收入、赔款和给付与赔付率，这3个量是一个个的横断面数据。由此看来，表2.1的数据是时间序列－横断面数据。通常称这样的数据为面板数据
 。从表2.1中不仅可以看到各个变量的变化趋势，而且可以对变量进行比较，分析变量之间有什么样的关系，以及这种关系的变化趋势。
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注：
 事实上，上海市年度保险费收入、赔款和给付与赔付率这3个量还可以细分，例如，年度保险费收入可细分为年度产险和寿险的收入，或细分为年度中资和外资保险公司的收入，由年度保险费收入还可以计算保险深度（保费收入占GDP的比例）和保险密度（人均保费收入）。这样一来，每一年的横断面数据包含着很多个变量。由此可见，对这个面板数据的研究分析是非常有意义的。

§2.2　定性数据的描述性统计分析

§2.2.1　定性数据的列表描述


例2.1
 　为了解人们对饮料的偏爱，向50个被访者调查“在下列5种饮料中，您最喜欢喝的是哪一种饮料？”

可口可乐、苹果汁、橘子汁、百事可乐、杏仁露。

调查得到的结果见表2.2。

表2.2　被访者最喜欢的饮料
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表2.2记录的50个被访者最喜欢喝的饮料名称就是数据。具体地说它是名义定性资料。这些资料让人看了眼花缭乱，不得要领。如果统计一下每一种饮料出现的次数（频数），可以看到“可口可乐”出现了17次，“苹果汁”出现了8次，“橘子汁”出现了7次，“百事可乐”出现了7次，“杏仁露”出现了11次。这些结果汇总在下面的频数频率分布表2.3中。从表2.3中可以看出：喜欢“可口可乐”的频数最高，“杏仁露”其次，接下来的“苹果汁”，“橘子汁”和“百事可乐”受欢迎的程度差不多。这样的信息单凭观察表2.2的原始数据是不容易得出的。

表2.3　最喜欢的饮料的频数频率分布表
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启动Excel中文版“数据”菜单上的“数据透视表和数据透视图（P）”命令就可以制作频数频率分布表2.3，其步骤如下：

1）建立数据文件，例如，将原始数据表2.2放在A列的第2至第51个单元格，且在A列的第1个单元格上输入项目名称“饮料”；

2）选择“数据”下拉菜单；

3）选择“数据透视表和数据透视图（P）”选项；

4）选择“Microsoft Office Excel数据列表或数据库（M）”，选择“数据透视表（T）”，选择“下一步”；

5）在选定区域栏中键入“a1：a51”，选择“下一步”；

6）选择“现有工作表”，键入“d1”，选择“完成”；

7）首先将项目“饮料”拖入行字段，然后将“饮料”拖入中间部分。


注：
 ①　在A列的第1个单元格上必须输入项目名称“饮料”。②　在步骤5）键入“d1”的意思是说，让输出的频数分布表的左上角在D列的第1个单元格。

为输入方便，可以用例如1、2、3、4和5分别作为可口可乐、苹果汁、橘子汁、百事可乐和杏仁露的代码。则表2.2记录的50个被访者最喜欢喝的饮料名称就转化为50个数。这就是名义定性数据。有了名义定性数据，启动Excel制作频数频率分布表2.3有下面两种方法。


方法一
 　在将表2.2记录的50个被访者最喜欢喝的饮料名称转化为名义定性数据之后，仍可使用“数据”菜单上的“数据透视表和数据透视图（P）”命令制作频数频率分布表2.3，步骤1到7与前面所述的完全相同，只是多了一个步骤：

步骤8）在输出的交叉分组列表的左上角上右击鼠标，选择（Field Settings）字段设置（N），然后在数据透视表字段的对话框的汇总方式（S）的菜单中选择计数。


方法二
 　启动Excel中文版“工具”菜单上的“数据分析”命令也可以制作频数频率分布表2.3，其步骤如下：

（1）建立数据文件。用1、2、3、4和5分别作为可口可乐、苹果汁、橘子汁、百事可乐和杏仁露的代码。将原始数据例如放在A列的第1至第50个单元格。

（2）Excel要求输入数据分组的情况。因而在例如B列的第1至第5个单元格上依次输入饮料的代码：1、2、3、4和5。

（3）按下面的顺序制作频数分布表：

1）选择工具下拉菜单；

2）选择数据分析选项；

3）在分析工具框中选择直方图；

4）在直方图对话框中：

①　在输入区域栏中键入a1:a50；

②　在接收区域栏中键入b1:b5；

③　选择输出区域，并在输出区域栏中键入d1；

④　单击确定。

表2.3按饮料名称分组，如果我们还想考察这些饮料受欢迎的程度与性别是否有关，那就需要在调查的时候记录被调查者的性别。调查得到结果见表2.4，它是表2.2的拓展。

表2.4　被访者的性别与最喜欢的饮料
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根据表2.4可制作饮料名称和性别的交叉分组列表，见表2.5。表2.5告诉我们，在50个被访者中男性和女性各有25人。这些饮料受欢迎的程度与性别是有关系的。男性被访者最喜欢可口可乐，其次是百事可乐，而女性最喜欢杏仁露，其次是苹果汁。表2.5就是所谓的两种方式分组的交叉表，类似地有3种或更多种方式分组的交叉表。

表2.5　饮料名称和性别的交叉分组列表
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启动Excel中文版“数据”菜单上的“数据透视表和数据透视图（P）”命令，除了可以制作频数频率分布表（见表2.3），还可以制作两种方式分组的交叉表2.5。制作交叉表的步骤与频数频率分布表基本相同，只是有下面一些不同：

①　步骤1）建立数据文件时，除了在A列的第1个单元格上输入项目名称“饮料”，并且将饮料名称放在A列的第2至第51个单元格之外，还需在B列的第1个单元格上输入另一个项目名称“性别”，并且将性别男或女放在B列的第2至第51个单元格；

②　步骤5）在选定区域栏中键入“a1:b51”；

③　步骤7）除了首先将项目“饮料”拖入行字段，还需将项目“性别”拖入列字段，最后将“饮料”或“性别”拖入中间部分。

④　建立数据文件时，如果输入的是代码：1、2、3、4和5分别作为可口可乐、苹果汁、橘子汁、百事可乐和杏仁露的代码；0和1分别作为男性和女性的代码，则多了一个步骤：在输出的交叉分组列表的左上角上右击鼠标，选择字段设置（N），然后在数据透视表字段的对话框的汇总方式（S）的菜单中选择计数。

§2.2.2　定性数据的图示描述


条形图（又称柱形图，直方图）
 是用宽度相同的长方形的高低或长短来表示数据变动特征的图形。条形图中长方形可以竖放也可以横放。竖放时，常在横轴上标记定性数据的每一类别，在纵轴上表示频数或频率。每一类都对应一个长方形，这个长方形的高度表示这一类的频数或频率。图2.1是“最喜欢的饮料”的条形图。
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图2.1　“最喜欢的饮料”的条形图

启动Excel中文版“插入”菜单上的“图表（H）”命令，就可制作“最喜欢的饮料”的条形图2.1。利用Excel软件的这个图表功能画条形图的方法从略。此外，在启动Excel中文版“工具”菜单上的“数据分析”命令制作频数分布表的步骤的最后，只需要在直方图对话框中除了选择输出区域外，再选择图表输出，则Excel就不仅给出频数分布表，还给出条形图。


圆形图（又称饼图）
 用一个圆及圆内几个扇形的面积来表示数据的频数（频率）分布。定性数据的每一类对应一个扇形，它的中心角等于360°乘以该类出现的频率。图2.2是“最喜欢的饮料”的圆形图，它也是启动Excel中文版“插入”菜单上的“图表（H）”命令，利用Excel软件的图表功能画出来的。
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图2.2　“最喜欢的饮料”的圆形图

§2.2.3　定性数据的数值描述


定性数据的平均大小（集中趋势、中心位置）常用众数（mode）来度量


所谓众数，就是出现频率最大的那个数。在“最喜欢喝哪一种饮料”的例子中，众数提供了被调查者偏好的信息。

●　由表2.3知，“可口可乐”是众数，喜欢喝可口可乐的人最多。

●　由表2.5知，

☆　男性：“可口可乐”是众数。在男性中喝可口可乐的最多；

☆　女性：“杏仁露”是众数。在女性中喝杏仁露的最多。

众数的意义不难理解，应用也很广泛。例如农贸市场卖蔬菜的小贩，一天下来他最关心的是今天的青菜、鸡毛菜、白菜、菠菜……哪一个蔬菜卖得最多。农贸市场上某类商品的价格常以众数值为代表。有时，频数最高的数可能不止一个，这时，就存在不止一个众数。如果在数据中有两个众数，则称此数据为双众数的。如果有3个或3个以上的众数，则称数据为多众数的。在多众数的情况下，众数对于描述定性数据的平均大小已经没有多大意义了。

2007年公安部对我国13亿多户籍人口的一项统计分析显示，“王”姓是第一大姓，有9288.1万人，“李”姓其次，有9207.4万人，第三是“张”姓，有8750.2万人。他们分别占全国人口总数的7.25％、7.19％和6.83％。然而2006年初，国家自然科学基金委、中国科学院遗传与发育生物学研究所历时两年的百家姓统计研究的结果是李、王、张分列前3位。看来2007年的版本与2006年的版本在谁是中国第一大姓的问题上有差别。差别的原因很可能在于，2006年版的是抽样调查，调查的范围还包括港、澳、台地区，共调查得到了3亿人口的数据。2007年版是公安部将全部户籍人口的姓排序生成的，但港、澳、台地区没有纳入公安部的户籍登记。2006年版的数据表明，王姓的分布北多南少，港、澳、台都是李姓多而王姓少，台湾地区李姓超过王姓几十万人。看来，包括港、澳、台地区，在全世界的范围内，“李”姓就成了第一大姓。

对驾驶员肇事的内在因素进行分析，观察值取4个值：“察觉得晚”、“判断失误”、“驾驶错误”和“其他”。这是名义定性数据。对2000例交通事故分析结果如表2.6所示。在2000次观察中，“察觉得晚”出现了1191次，其频率59.6％最大。因而众数是“察觉得晚”。它是交通事故最主要的内在因素。

表2.6　交通事故驾驶员的内在因素
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至于“察觉得晚”为什么最重要，以及驾驶员为什么会察觉得晚，这些问题的原因分析就不属于统计分析的范畴。统计分析揭示的是统计规律。至于统计规律的解释需要用到其他领域的知识。学科结合交叉就能产生巨大的力量。驾驶员为什么会察觉得晚的分析结果如下。

根据人体生理学，人眼看到的信息传递给大脑，大脑再向肢体传递命令需1.5秒。时速100千米的汽车从看到险情到用脚踩刹车时，车已经开出40米。况且刹车后车子停下来还需滑行更长的距离。这就是高速公路上一辆汽车好多辆汽车连环相撞的原因。由此不难理解“察觉得晚”为什么最重要。为避免察觉得晚肇事，交通管理部门在交通事故容易发生的地段设置醒目标志，要求驾驶员保持足够的车距，不要疲劳驾车，严禁酒后驾车等。


主次因素排列分析法


表2.6告诉我们交通肇事中驾驶员“察觉得晚”的因素出现的频率最大。但它只有59.6％，尚没有达到人们通常所期望的80％。欲想达到80％，可应用主次因素排列分析法，其步骤如下。

1）将交通事故驾驶员肇事的内在因素按频数从大到小排列。

2）计算频率和累积频率，由表2.6得表2.7。

表2.7　交通事故驾驶员的内在因素的主次因素排列分析
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3）顾名思义，所谓累积频率，就是前面几个频率的累积和。例如，第二个累积频率为94.4％，它等于前两个频率59.6％与34.8％的和。其意思是说94.4％的交通事故是由这两个原因引起的。根据累积频率在80％或以上的因素为主要因素的原则，驾驶员肇事主要的内在因素就是察觉得晚与判断失误，要减少交通事故，应首先从这两方面着手。

主次因素排列分析法在质量管理中很有用。本书第一章曾讲到质量控制与管理中的“六个西格玛理论”，用“六个西格玛理论”在减少操作失误上狠下工夫。在这众多的工夫中用了很多的统计理论与方法。主次因素排列分析法就是其中的一个统计方法。

人们通过生产实践发现，大部分的质量问题往往只由少数几个原因引起，找出这几个原因，是解决质量问题的关键。排列图可以在影响产品质量的众多因素中寻找主要因素，以明确改进质量的方向。


例2.2
 　一批产品中有976个不合格品，按不合格品产生的原因分类，得表2.8。

表2.8　不合格品原因频数分布表
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对表2.8的数据进行主次因素排列分析，得表2.9。根据累积频率在80％或以上的因素为主要因素的原则，表2.9告诉我们造成不合格品的主要原因是设备与工具，要减少不合格品应首先从这两方面着手。

表2.9　不合格品原因的主次因素排列分析
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道路交通事故时有发生，工厂生产过程中难免会有不合格品。这些资料中含有很多对于我们的管理工作有用的信息。倘若见怪不怪，不充分挖掘开发这些资料中所包含的对我们有用的信息，那是极大的浪费。采用主次因素排列分析法进行分析，就能找到交通事故驾驶员肇事的主要内在因素，以及造成不合格品的主要原因。

主次因素排列分析法是意大利经济学家帕累托发现的帕累托原则在质量管理工程方面的应用。帕累托（Vilfredo Pareto，1848－1923），意大利经济学家。他发现意大利的社会财富的分配很不平均。在1906年他提出了一个非常著名的规律：社会80％的财富掌握在20％的人手里。帕累托的发现被朱兰（Joseph M. Juran）和其他人所推广，其中以朱兰的推广最为重要。1941年朱兰将帕累托在经济学领域的发现推广到质量问题，80％的问题由20％的原因引起。朱兰把它叫做“少数几个主要的和多个微不足道的”。最后由帕累托在经济领域的发现得到了一条各个领域通用的原则。这条原则指出，20％的事情常常对80％的结果负责。这条原则就是所谓的帕累托原则或“80－20原则”。以下是帕累托（80－20）原则的示例：
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帕累托（80－20）原则

●　一个图书馆有20％的书本的借出次数，是占整个图书馆借出馆藏次数的80％。

●　一个部门有几个雇员经常缺席，他们负缺席问题的大部分责任。

●　10％的客户的订货占我们营业额的75％。

●　保险公司有40件赔款损失，其中6件的损失占总损失的80％。

●　车间里有15部机器，65％的停机事故由其中的3部引起。

●　大部分的质量问题往往只由少数几个原因引起。

商界把帕累托的80－20原则简说为“八二法则”，即80％的销售额是由20％的所谓“VIP”客户贡献的。商界往往对其余的、居于大多数的80％的普通客户不大关心。有时这80％的客户甚至成了无人问津的“沉默的长尾”。商界之所以这样，是出于成本和效率的原因。他们只能集中精力关注重要的人或重要的事，也就是“头部”，而不得不将处于“尾部”、需要更多的精力和成本才能关注到的大多数人或事忽略。但是在网络时代，人们有可能以很低的成本且很高的效率去关注“尾部”。事实上，“尾部”产生的总体效益甚至会超过“头部”，沉默的长尾隐藏着巨大的商机。近来有一本书《长尾理论》（The long tail）很是畅销。该书引用不少的案例，说明了长尾的威力：亚马逊书店有超过一半的销售量来自于在它排行榜上位于13万名之外的图书；美国最大的在线DVD影碟租赁商Netflix公司有1／5的出租量来自于其排行榜3000名以外的影碟题材；而在线音乐零售商Rhapsody排行榜1万名以外的曲目下载数量甚至超过了在排行榜前1万名的曲目。最为典型的案例是Google。占据了Google半壁江山的AdSense，它面向的客户是数以百万计的中小型网站和个人。Google将这些数量众多的群体汇集在一起，形成了非常可观的经济利润。

[image: alt]


长尾理论

要真正获得沉默的长尾隐藏着的巨大的商机并非易事，关键是需要对长尾重新组合，将分散的、弱小的、独立的和细微的个体组成的这样一条长长的尾巴聚集在一起是需要技术和手段的。显然，“八二法则”和“长尾理论”相随相伴，并不冲突。它们很可能适用于不同的领域。

定性数据有两类：名义数据和有序数据。它们的平均大小（集中趋势、中心位置）都可以用众数来度量。此外，有序数据的平均大小还可以用中位数来度量，看例2.3。


中位数可用来度量有序数据的平均大小（集中趋势、中心位置）



例2.3
 　某儿童活动中心对游客进行问卷调查，其中的两个问题为：

（1）您对活动设施有什么样的评价？

（2）您对工作人员的服务态度有什么样的评价？

调查结果如表2.10所示。

表2.10　游客对活动设施及服务态度的评价（％）

[image: alt]


表2.10的观察值取5个值：很不满意、不满意、一般、满意、很满意。这是有序名义数据，其序代码例如可分别取为1、2、3、4和5（见表2.10的第1列）。这些数只起一个顺序作用，类与类之间的差别是不能运算的。

由表2.10中的百分比可以看到，游客对“活动设施”的评价，众数是“满意”；对“服务态度”的评价，众数是“一般”。这告诉我们对“活动设施”感觉“满意”的游客最多，而对“服务态度”感觉“一般”的游客最多。

所谓中位数（median）是将数据按由小到大递增的顺序排列后位于中间的数值。由此可见，中位数具有这样的性质：

●　在中位数左边有一半的数；

●　在中位数右边有一半的数。

对于例2.3而言，欲计算中位数，首先得将感觉很不满意的游客排在最前面，接下来依次是感觉“不满意”、“一般”、“满意”的游客，将感觉“很满意”的游客排在最后面。然后寻找排在中间位置的那个游客，看他是什么样的感觉。他的感觉就是中位数。由表2.10中的累积百分比可以看到，游客对“活动设施”的评价，中位数是“一般”；对“服务态度”的评价，中位数也是“一般”。这告诉我们对“活动设施”和“服务态度”感觉“很不满意”、“不满意”和“一般”的游客分别各有一半；对“活动设施”和“服务态度”感觉“一般”、“满意”和“很满意”的游客分别也各有一半。

综上所述可知

●　对“活动设施”的评价，众数是“满意”，中位数是“一般”；

●　对“服务态度”的评价，众数是“一般”，中位数也是“一般”。

既看众数，又看中位数，才能更好地了解数据的全貌。

有的时候，例如人口统计中的年龄，通常计算其中位数。表2.11是历次人口普查的上海市常住人口的年龄中位数。

表2.11　上海居民的年龄中位数
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1964年第二次人口普查时上海常住人口的年龄中位数为19.4岁。它的意思是说，1964年在上海市，有一半常住人口的年龄不到19.4岁，有一半常住人口的年龄超过19.4岁。表2.11告诉我们，上海常住人口的年龄中位数有逐步提高的趋势。这说明上海一点点地在步入老龄化。相对于2000年第五次人口普查，2010年第六次人口普查的年龄中位数略有下降，这与上海市常住人口中有越来越多的外来人口不无关系。根据2010年第六次人口普查资料，上海市外来人口的年龄中位数是29岁。相对于常住人口，外来人口年轻得多。大量外来青年人的来沪，增强了上海人口的活力，在一定程度上延缓了上海人口老龄化进程。

§2.3　定量数据的描述性统计分析

§2.3.1　定量数据的列表与图示描述


例2.4
 　内径是某合金钢圆筒的一个重要的质量指标。即使是同一批量生产的圆筒，其内径也不全相等，所以圆筒的内径是个变量。既然是变量，人们自然会关心它的分布情况。我们以人的身高为例，说明分布这个词的含义。所谓分布
 ，直观地说就是各种身高的人各有多大的比例，例如身高不到170厘米，身高在170厘米与175厘米之间的人，或身高超过175厘米的人在整个人群中的比例。由此可见，各种内径的圆筒分别有多大的比例，哪一类内径的圆筒最多，哪一类内径的圆筒其次的多，哪一类内径的圆筒最少，显然是人们很关心的问题。

要回答这个问题，首先得有数据。数据就来自于圆筒内径的测量。测量200个圆筒的内径，所得数据见表2.12。

表2.12　圆筒的内径

（单位：毫米）
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这200个数是计量定量数据。它们杂乱无章，不经过整理难以发现其内在的规律。首先构造它的频数分布表和频率分布表，步骤如下：

1）启动Excel中文版“数据”菜单上的“排序（S）”命令将200个圆筒的内径数据由小到大排列，找出最小值31.1和最大值59.1。

2）将数据分组。一般取组数：5～20，组距≈（最大值－最小值）／组数。200个圆筒的内径数据分为15组，组距为2，第一组30─32，第二组32─34，直到第十五组58─60。为了从直方图找到原始数据隐含着的信息，必须选取适当的组数和组距。组分得太多或太少都难以发现规律。

3）列出200个圆筒的内径数据的频数分布表和频率分布表（见表2.13）。必须注意的是，组的上限在组内。例如第二组32─34，则比32大、比34小的数，以及等于上限34的数都在这一组内，下限32不在这一组，而在前面的第一组内。

表2.13　圆筒内径数据的频数和频率分布表
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由分布表可以看到，内径很大和很小的都是少数，多数是中间状态，从中间往两头看，内径大和内径小的比例基本相等。这种趋势在直方图中更明显地显示出来。200个圆筒的内径数据的直方图如图2.3。

[image: alt]


图2.3　圆筒内径数据的直方图

表2.13的圆筒内径数据的频数和频率分布表和图2.3的圆筒内径数据的直方图都是利用Excel软件画出来的。其方法与用Excel制作定性数据的频数分布表和直方图的步骤相类似，只有一处稍有不同。


Excel要求输入数据分组的情况。对定性数据来说，输入的是代码。对定量数据来说，输入的是每一组的上限。因而在B列的第1至第15个单元格上依次输入每一组的上限：32、34、…、58和60。Excel默认每一组的下限是前面那个组的上限。上限在这一组内，下限不在这一组，而在前一组。



钟形对称直方图


图2.3的直方图钟形近似对称，简称钟形对称。所谓钟形对称，就是直方图“中间高，两边逐渐低下去，左右近似对称”。犹如例2.4，各类产品的质量指标例如长度、重量、外径、抗拉强度与延伸率等的直方图都是钟形对称的。除产品的质量指标之外，人的生理特征例如身长、体重、脉搏等等也都有钟形对称的直方图。就身高而言，大家都有这样的体会：无论是女的，还是男的，人的身高的分布都有这样的趋势，长得很高和很矮的都是少数，多数是中间状态，从中间往两头看，长得高和长得矮的比例基本相等，且两头的比例越来越小。下面是一个高三年级男学生身高的例子。


例2.5
 　某中学高三年级120个男学生的身高实际测得的数据（单位：厘米）见表2.14。测得的120个数据，按不同高度加以分组。频数和频率如表2.15所示，直方图钟形对称如图2.4所示。

表2.14　中学高三年级120个男学生的身高数据

（单位：厘米）
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表2.15　身高频率分布表
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图2.4　身高直方图

除了产品的质量指标与人的生理特征，在自然界中很多类型的数据例如测量误差、炮弹弹落点的纵向和横向偏差、农作物的产量、某地区的年降雨量等都有钟形对称的直方图。在众多的直方图中钟形对称的直方图占据非常重要的地位。


正态曲线


我们测量200个圆筒的内径，是为了了解企业生产的圆筒的内径的质量情况。企业生产的圆筒很多，由于人力、财力与时间的关系，我们难以测量所有的圆筒。况且圆筒很有可能是流水线生产的，要想测量所有生产的圆筒那是不可能做到的。我们只能根据少量的例如200个圆筒内径的直方图，去推测企业生产的圆筒的内径有怎样的直方图。200个圆筒的内径数据有钟形对称直方图（见图2.3）。当然，这是钟形近似对称的。倘若对企业生产的圆筒都一一测量它的内径，设想一下，这很多很多乃至无穷多个内径数据的直方图会怎么样。可想而知，它是钟形完全对称的。这也就是说，圆筒内径的分布是钟形完全对称的。又如120个高三年级男学生身高数据的直方图2.4是钟形近似对称的。倘若我们有上海市所有中学高三年级男学生的身高数据，它的直方图一定也是钟形完全对称。打个比方，假设上海市有10万个中学高三年级男学生，现要求他们都到大操场集中，自左至右按身高由低到高地排列，同样身高的男学生排成一直列。不难想象，排列好之后的直方图，也就是轮廓线（见图2.5）呈钟形完全对称，它有个最高的点，这也就是说中间平均状态例如身高为170厘米的人最多。比中间平均状态高的人中越是长得高的人越少，而比中间平均状态矮的人中越是长得矮的人也越少，因而轮廓线从中间平均状态开始向左和向右都逐渐下降。轮廓线关于中间平均状态左右两边对称，例如比中间平均状态170厘米高6厘米（身高176厘米）的人和矮6厘米（身高164厘米）的人一样多。上海市中学高三年级男学生身高的分布呈钟形完全对称。
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图2.5　自左至右按身高由低到高排列，同样身高的排成一直列

钟形完全对称也简称为钟形对称。总的来说，例如，企业生产的所有圆筒内径的分布呈钟形对称，所有高三年级男学生身高的分布呈钟形对称，这指的是钟形完全对称。而对于抽样得到的部分，例如200个圆筒内径的直方图呈钟形对称，120个高三年级男学生身高的直方图呈钟形对称，这指的是钟形近似对称。我们不难画出很多条钟形（完全）对称的曲线，那么究竟什么样的钟形对称曲线才可以用来描述产品的质量指标（例如圆筒的内径）和人的生理特征（例如身高）的分布？经过很多人不断的尝试摸索，直到德国科学家高斯（Gauss，1777－1855）于1809年在研究测量误差分布时，根据测量误差的钟形对称直方图，给出了一条钟形对称的正态曲线（见图2.6，高斯头像的左边），并基于正态曲线提出了正态分布。无论是200年来的理论研究还是实践应用，都充分说明了高斯的这项工作对人类文明的影响非常大。正因为正态分布的地位如此的重要，德国10马克的纸币（见图2.6）除印有高斯的头像外，还在头像的左边印有正态曲线。至于高斯给出的钟形完全对称的正态曲线是怎样画的，它有怎样的曲线方程，这个问题留待第三章进行讨论。

[image: alt]


图2.6　德国10马克的纸币

高斯这样的思考推理方法，就是由部分推断整体，将实验观察上升至理论。当然，提出的理论是否正确可用，尚需之后的理论研究与实践应用来加以验证。图2.7描述了正态分布是怎样引入，被大家接受的。而这正说明了，数据分析可以看作一门实验科学。
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图2.7　正态分布的引入


直方图偏斜


定量数据的直方图除了钟形对称的之外，还有一类数据，尤其是来自于经济方面的数据，其直方图呈正偏斜，右边有一条又长又重的尾巴。看下面的例子。


例2.6
 　某保险公司150起事故的理赔款额的情况如表2.16所示。

表2.16　保险赔款额记录

（单位：元）
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其频数与频率分布表见表2.17。

表2.17　保险赔款额频数与频率分布表
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它的直方图呈正偏斜，右边有一条又长又重的尾巴，如图2.8所示。图2.8明显地告诉我们，赔款额直方图右边的尾巴很长，不是钟形对称。之所以称它为尾巴，就因为它越来越薄。说赔款额直方图右边的尾巴重是相对于例如钟形对称的直方图而言的。意思是说它的尾巴虽然薄，但由于它很长，所以当钟形对称直方图的尾巴衰减到几乎没有的时候，赔款额直方图右边的尾巴还在，它显然比钟形对称直方图的尾巴要厚一些。
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图2.8　赔款额的直方图

尾部表示发生特大赔款的概率。特大赔款会不会发生，这是保险公司最担心的风险之一。尽管尾部概率不大，也就是说发生特大赔款是个小概率事件，但很显然，保险公司绝不能低估尾部的概率。正因为保险公司理赔款额的直方图呈正偏斜，右边有一条又长又重的尾巴，所以保险公司发生特大赔款的概率不是一个很小的数。也正因为保险公司理赔款额的直方图呈正偏斜，不是钟形对称，所以保险公司理赔款额的分布不能认为是正态分布。倘若误认为它是正态分布，误认为它尾巴不长，造成的后果之一就是错误地低估尾部（发生特大赔款）的概率，给公司的经营带来风险。

表2.16告诉我们，150起事故中最大赔款额是4526元。这是不是说赔款额超过4600元的事故是不可能发生的？倘若这样认为，那这家保险公司就冒风险了。我们应该观察更多的事故，看看有没有赔款额超过4600元的。假如这家保险公司年限不长，或公司往年的理赔资料不全，则可借鉴其他保险公司的理赔资料。还可通过专家讨论，根据人们的经验推测赔款额超过4600元的概率。此外我们可以应用概率统计的理论和方法，基于现有的表2.16所示的保险赔款额记录，估计这个概率。这种类型的估计问题很有实际应用价值。例如，水文地理建造大坝时经常会遇到的一个问题：欲在某地建一座洪水百年一遇的大坝，但我们只有该地区50年的水文资料，例如该地区50年期间每年的最高水位。大坝需要预防的是最高的洪水。而百年一遇的大坝简单的理解就是其坝的高度比100年的最高水位还要高。知道了该地区50年期间每年的最高水位这50个数之后，我们就有办法建造50年一遇的大坝，例如让该大坝的高度达到这50个数的最大值的高度。而欲建造100年一遇的大坝就需要应用统计中的极值理论和方法，基于该地区50年期间每年的最高水位这50个数，估计出100年的最高水位，也就是欲建的这座洪水百年一遇的大坝应该多高。当然，与这个高度相对应的还有个置信水平（概率），例如95％。因而完整地应该这样说，


100年中任何一年的洪水都不会超过这个高度，其置信水平为95％。


或等价地说，


洪水超过这个高度的可能性不足一百分之一，其置信水平为95％。


对保险公司，还有银行等而言，他们所关心的是风险值（Value at Risk，简称Var）。


所谓某公司的风险值Var指的是该公司可能蒙受的损失没有超过风险值Var的置信水平（概率）为β。


在实际应用中，置信水平β的选取要根据不同的需要来确定。1966年的巴塞尔（Basel，瑞士西北部一城市）委员会的银行资本充足率条款中要求β＝99％。1996年摩根（J.P.Morgen）大通银行选择的β＝95％。因而我们说，银行若准备有Var这么多的资本，那么他不能应付损失导致破产的可能性只有1－β这么大。按巴塞尔委员会的标准，破产的可能性为1％。而按摩根大通银行的标准，破产的可能性为5％。总之，风险值要求我们关注并计算“大损失的小概率”。

在数据有正偏斜右边有一条又长又重尾巴的直方图时，处理这类数据有很多方法，其中一个较为简单、常用的方法是作对数变换。取了对数之后所得到的数据有可能有钟形对称的直方图。我们以表2.16所示的某保险公司150起事故的理赔款额数据为例说明这个对数变换方法。赔款额以及赔款额的对数见表2.18。

表2.18　赔款额以及赔款额的对数
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启动Excel中文版“插入”菜单上的“函数（F）”命令就能计算赔款额的对数。事实上，在单元格上输入对数函数名，就能直接计算这150个赔款额的对数，而且速度非常快。直接计算的步骤如下：

1）建立数据文件，例如将原始数据表2.16放在A列的第2至第151个单元格，且在A列的第1个单元格上输入项目名称“赔款额”。

2）在B列的第1个单元格上输入项目名称“赔款额的对数”，且在B列的第2个单元格上输入对数函数名“＝ln（a2）”，然后确定，则B列的第2个单元格上显示的数就是A列的第2个单元格上赔款额的对数。这里的“ln”是自然对数的意思，它以e＝2.7182818…为对数的底。

3）鼠标沿着B列的第2个单元格往下拉，直到B列的第151个单元格，则B列的第2、第3直到第151个单元格上显示的数分别就是A列的第2、第3直到第151个单元格上赔款额的对数。

这150个赔款额对数的频数与频率分布见表2.19。它的直方图见图2.9－2。

表2.19　保险赔款额对数的频数频率分布表
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图2.9－1
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图2.9－2

赔款额和赔款额对数的直方图分别见图2.9－1和图2.9－2。图2.9－1其实就是图2.8。赔款额的直方图正偏斜右边有一条又长又重的尾巴。图2.9－2告诉我们，赔款额取了对数之后右边那条又长又重的尾巴缩进去了，其直方图呈钟形对称。

下面说明为什么取了对数之后，图2.9－1右边那条又长又重的尾巴会缩进去。表2.17各个分组区间的上限x＝400，800，…，4400，4800，这些数越来越大，相邻两个数的间隔都是400。而取了对数之后，

ln x＝5.991，6.685，7.090，7.378，7.601，7.783，7.937，8.071，8.189，8.294，8.389，8.476

这些数也越来越大，但其相邻两个数的间隔都不相等，逐渐减小。它们的间隔依次为

6.685－5.991＝0.694，7.090－6.685＝0.405，7.378－7.090＝0.288，

7.601－7.378＝0.223，7.783－7.601＝0.182，7.937－7.783＝0.154，

8.071－7.937＝0.134，8.189－8.071＝0.118，8.294－8.189＝0.105，

8.389－8.294＝0.095，8.476－8.389＝0.087。

由于间隔越来越小，因此取了对数之后好像把右边大的数拉到左边去了，越是大的数拉过去越多，这就是取了对数之后图2.9－1右边那条又长又重的尾巴会缩进去的原因。

正因为赔款额取了对数之后的直方图呈钟形对称，故通常认为“赔款额的对数”的分布是正态分布。当某个量（事物）取了对数之后的分布是正态分布，则称这个量为对数正态分布。因而赔款额的分布就是对数正态分布。对数正态分布常用于描述经济方面数据的分布。


上海市人口年龄的分布情况


除了钟形对称，以及正偏斜右边有一条又长又重尾巴的这两种常见类型的直方图外，在实际情况中还有一些直方图是负偏斜左边有一条又长又重的尾巴。甚至有的直方图看上去毫无规律可言。要看出这些直方图隐含着的信息，必须具体问题具体分析。

根据2010年上海市第六次人口普查资料，上海市常住人口年龄的分布情况与其直方图分别如表2.20与图2.10所示。

表2.20　上海市常住人口的年龄分布
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图2.10　上海市常住人口的年龄分布的直方图

由图2.10可以看到，2010年时上海市人口的年龄分布出现峰谷交替的现象。这与上海几十年来社会经济的变化情况有关。从65到79岁有3组数据，它们形成了直方图的一个谷，谷底在70到74岁组。这个谷形成的原因和三组数据的这些人出生在1931—1945年之间有关。这期间有八年对日抗战，所以70到74岁组的人口不仅比65到69岁组少，而且比75到79岁组也要少。从45到59岁，这3组数据形成了直方图的一个峰，峰顶在50到54岁组。这个峰形成的原因与两组数据的这些人出生在1951—1965年之间有关。1951—1960年没有实行计划生育政策，之后开始实行计划生育政策，所以45到49岁组比起峰顶50到54岁组低了一些。“文化大革命”期间又没有很好地实行计划生育政策，所以从35到44岁直方图又上升了。可能大家会说，“文化大革命”结束之后，计划生育政策得到了严格的执行，那为什么20到34岁又是直方图的峰？其原因就在于45到59岁这3组形成了峰，人口多，他们的子女也多。这些子女基本上是20到34岁。类似地，0到14岁这3组数据的变化趋势与25到39岁这3组数据的变化趋势有关系。可以想象，2010年20到24岁的人成家之后，他们的子女也会比较多的。倘若根据2020年第六次人口普查的资料画上海市人口的年龄分布的直方图，我们就很有可能发现，2020年时0到14岁是直方图的一个峰，峰顶大致在5到9岁。人口问题的研究比较复杂，这个问题事关国计民生，太重要了。人口统计是统计研究领域的一个非常活跃的分支。

§2.3.2　定量数据的平均大小（集中趋势、中心位置）的数值描述

关于合金钢圆筒的内径，人们除了关心圆筒内径是如何分布的，还关心圆筒内径的平均大小为多少。


定量数据的平均大小（集中趋势、中心位置）常用平均数来度量


假设一批数据共有n个数，它们分别记为x1
 ，x2
 ，…，xn
 。xi
 的下标“i”通常没有什么意义，仅仅是个代码。但在有的时候它表示xi
 是依时间先后次序得到的时间序列的第i个数。这n个数的平均大小很自然地可以用其平均数（average, mean，简称平均，或均值）[image: alt]
 来表示，其中
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 上面的一根横线读为“bar”，这是通用的标记。以后例如看到[image: alt]
 你就应该想它是数据例如y1
 ，y2
 ，…，ym
 的平均。

通常将x1
 ＋x2
 ＋…＋xn
 的和简记为[image: alt]
 ，它表示从下标i＝1到n关于xi
 求和。有时更将x1
 ＋x2
 ＋…＋xn
 的和简记为[image: alt]
 ，甚至有时将这个和更简单地记为[image: alt]
 。由此看来，平均数[image: alt]
 的计算公式可简写为
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利用Excel函数命令就能直接计算平均数。计算表2.12所列的200个圆筒的内径数据的平均数的步骤如下：


建立数据文件，例如将表2.12的原始数据放在A列的第1至第200个单元格上，接着在任意一个单元格例如在B列的第1个单元格上输入平均数函数名“＝average（a1:a200）”，然后确定，则B列的第1个单元格上显示的数45.2915，就是所求的200个圆筒的内径数据的平均数[image: alt]
 ＝45.2915。


下面的一些例子说明平均数应用的广泛性。

●　推销员每获得一份订单平均需向顾客提出4.6次成交要求。推销员需要有不怕挫折、不怕失败的心理素质。

●　日本一家调查公司对百货零售企业的跟踪调查结果显示：

1）一位不满意的顾客平均会向9个人抱怨；

2）在停止购货的顾客中，有平均14％的顾客是因为对产品不满意；

3）有平均80％的销售额来自老顾客，60％的新顾客来自老顾客的热情推荐。

4）在每一位投诉顾客的背后，平均有26位同样不满但却保持沉默的顾客，其中6位的不满程度是比较强烈的。

●　美国TRAP调查公司的调查结果显示：

1）对5美元以下的小额商品不满意的顾客中，平均有96％未提出抱怨，其中不再去重复购买的顾客平均要占63％；

2）对100元以上的大额商品，若感受不满意则提出抱怨的顾客平均约占73％；

3）如果可以补救并且处理得当，平均来说有70％的不满意顾客在转向满意之后仍然可能继续购买该企业的产品或服务。从顾客抱怨转变为顾客忠诚是可能的。

●　在对美国纽约州的一所医院全年289411份处方详细审查后，发现905份处方有错误。平均每天发生2.5份错误处方。医生的工作年限和经验与处方的错误率有极为密切的关系。第一年工作的医生平均错误率为0.425％，第二年工作的平均为0.234％，第三年工作的平均为0.198％，第四年工作的平均为0.081％。

●　上海市平均每个家庭户有多少人？
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●　某路口早高峰时，一个绿灯2分10秒平均通过250辆车，若有人闯红灯最多通行120辆。闯红灯者贪图个人方便，但影响大家。

平均数大家最熟悉，应用非常广泛。但是平均数作为数据的中心位置的代表有时有不足之处。看下面的两篇报道。

●　2001年3月5日《经济参考报》有一篇文章的标题是“平均数代表不了大多数”。文章说，时任江苏省委书记的回良玉近日对记者实话实说农民收入。他说：“2000年江苏省农民人均年纯收入增长了2.9％。但这个增长是由并不占多数的农民的收入的增长拉动的。”回良玉说，去年江苏农民减收户达60％，平收、增收的农户只占1／3强。“对此我们必须有清醒的认识。平均数代表不了大多数。”

●　2001年4月30日《学习时报》有一篇文章，它的标题是“农业部长实说‘三个掩盖’，部分富裕户增收掩盖了普通农民减收”。文章说，时任农业部常务副部长万宝瑞实话实说地谈到当前出现的“三个掩盖”：部分富裕户增收掩盖了普通农民减收；非农兼业户增收掩盖了纯农户减收；东部农民增收掩盖了中西部农民减收。

由这两篇报道可以看到，平均数有增长，但人们感受不到。其原因就在于光看平均数是看不到数据位置的全貌的。尤其在数据比较特别，例如其直方图不是钟形对称，有一些数异常大或异常小的时候，用平均数作为数据的中心位置的代表，它有明显的不足之处。下面的例2.7生动地说明了平均数的缺陷。


例2.7
 　某企业有雇主雇员共101人。他们的工资情况见表2.21。

表2.21　某企业雇主雇员的工资情况
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企业雇主说我们企业的工资不低。他认为，只要算一算我们企业的平均工资，你就会发现我说得不错。

经计算，该小型企业的平均工资为10000元：
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看来平均工资还是比较高的。事实上，我们可以看到在全部101个雇主雇员中，只有14个人的工资超过平均工资，但却有86个人的工资不到平均工资，更有40个人的工资是平均工资的1／5。工资最低的40个人在想，为什么平均工资有1万元这么高？

平均工资比较高的原因就在于雇主的工资（20万元）非常高，是最低工资（2000元）的100倍。正因为雇主的工资如此的高，就把平均数拉上去了，从而掩盖了有几乎40％人的工资低到只有雇主工资的1／100。由此看来，有必要除了计算平均数之外，还应该计算一些数，全面客观公正地反映数据的平均大小。作为平均数的补充，可以计算切尾平均数。

所谓切尾平均数
 （trimmed mean，简称切尾平均，或切尾均值），最简单的就是去掉一个最大值和去掉一个最小值后计算平均数，或者在数据很多的时候计算α％例如5％切尾平均数等。所谓5％切尾平均，就是把数据由小到大排列后，把排在前面小的一头的5％个数，以及排在后面大的一头的5％个数都去掉，然后把剩下来的中间90％的数取平均。

由于例2.7的某企业雇主雇员共101人，因此工资的5％切尾平均数就是去掉最高工资的5个人与最低工资的5个人，然后计算剩下的91人的平均工资。从而得到5％切尾平均工资为6263.74元。这比起所有雇主雇员共101人的平均工资10000元要合理多了。当然，切尾平均工资还不是十分合理。这是因为他与平均工资10000元相类似，在全部101个雇主雇员中只有15个人的工资超过切尾平均工资，却有86个人的工资不到切尾平均工资，更有40个人的工资不到切尾平均工资的1／3。

利用Excel函数命令就能直接计算切尾平均数。其计算步骤类似于用Excel函数命令计算平均数。若计算表2.12所列200个圆筒的内径数据的5％切尾平均数，仅需在任意一个单元格上输入切尾平均数函数名“＝trimmean（a1:a200，0.05）”
 ，则得200个圆筒的内径数据的5％切尾平均数45.3258。它与内径的平均数[image: alt]
 ＝45.2915相差无几。当一批数据有钟形对称的直方图时，其平均数与切尾平均数是差不多一样大的。

注：trimmean是trimmed mean（切尾平均数）的缩写。


中位数（median）可用来度量定量数据的平均大小（集中趋势、中心位置）


本章§2.2节我们说定性有序数据的平均大小还可以用中位数来度量。不仅如此，中位数还可用来度量定量数据的平均大小（集中趋势、中心位置）。顾名思义，数据的中位数是这样的一个数，在它的左边和右边有一样多的数。由此得中位数的计算方法：


假设这组数据有n个数：x1
 ，x2
 ，…，xn
 。首先将这些数按由小到大的次序排列。


●　在n为偶数时，中间两个数的平均值为中位数；

●　在n为奇数时，中间那个数为中位数。

例2.7中有101个数。由小到大排列后，第51个位置上的数（3000）排在中间，由于这家企业101位雇主雇员中各有50个人的工资不到和超过中位数3000元。看来很多人都会同意，接受用中位数3000元作为这家企业雇主雇员工资的平均大小的度量，认为它比较合理。

倘若例2.7企业雇主的工资从20万元增加到例如30.1万元，则平均数就从原来的1万元增加到1.1万元，增加了十分之一，但中位数却保持不变，仍然等于3000元。正因为有这样一个情况，

●　当特别大的数变得更大时，平均数敏感，会随之变大，而中位数稳健，保持不变；

●　当特别小的数变得更小时，平均数敏感，会随之变小，而中位数稳健，保持不变。

根据上面的分析，对例2.7来说，用稳健的中位数来表示这些数据的平均大小比较恰当。

利用Excel函数命令就能直接计算中位数。其计算步骤类似于用Excel函数命令计算平均数。若计算表2.12所列200个圆筒的内径数据的中位数，仅需在任意一个单元格上输入中位数函数名“＝median（a1:a200）”
 ，则得200个圆筒的内径数据的中位数45.4。它与内径的平均数[image: alt]
 ＝45.2915，以及5％切尾平均数45.3258，都相差无几。当一批数据有钟形对称的直方图时，其平均数（包括切尾平均数）与中位数是差不多大的。

用平均数表示数据的平均大小很容易接受，而对于用中位数表示数据的平均大小总有些难以接受。事实上仔细想想，用中位数，也就是用中间位置上的数表示数据的平均大小又有什么不可以的呢？平均数和中位数相辅相成，各有其特性和优缺点，相互补充。在人口统计中，平均数和中位数各有它们的用处。本章§2.2节在说定性有序数据的平均大小可以用中位数来度量时，讲到人口统计中通常计算年龄的中位数（见表2.11）。表2.20和图2.10告诉我们，人口年龄分布峰谷交替，与社会经济的变化情况密切相关，由此看来用平均数表示年龄的平均大小不如用中位数。在人口统计中年龄用中位数，但寿命用平均数。用平均数表示寿命的平均大小，其含义显然比用中位数清楚，容易被人理解。上海市人口年龄中位数和期望（平均）寿命见表2.22。上海人的年龄中位数在变大，上海人的期望寿命也在增加。这都说明上海越来越步入老年社会。

表2.22　上海市人口年龄中位数和期望寿命

[image: alt]


期望寿命的计算比年龄中位数的计算要复杂得多。这是因为计算期望寿命必须知道何时死亡。例如有10个人，为了计算这10个人的平均寿命，那我们必须耐心地作长时期的观察，看看他们哪一年死亡以及死亡时的年龄，即他们的寿命有多大。将他们的寿命加在一起，然后除以10，这样得到的平均数才是这10个人的平均寿命。用这样的方法计算1990年上海人的期望寿命那不知要到哪年哪月才能完成。计算期望寿命通常使用的方法是利用调查资料。例如人口普查除了调查生存情况，还调查死亡情况。根据人口普查中的生存和死亡的数据，利用统计的理论和方法，首先计算各个不同年龄的人，即0、1、2……岁人的死亡概率，然后计算期望寿命。表2.22的期望寿命意思是说，例如1990年在上海出生的婴儿，有的寿命长，有的寿命短，平均寿命为75.4岁。事实上，我们还能计算出各个年龄，例如50岁的上海居民平均来说，还能活多少年（50岁的期望寿命）。期望寿命的计算过程较为复杂，本课程从略。

提请大家注意的是，今后如果你听说平均收入、平均工资、平均分数，或平均高度是多少，你必须问问清楚，这个平均究竟是平均数，还是中位数。如果说是平均数，你最好就问中位数是多少；如果说是中位数，你就问平均数是多少。另外需要提请大家注意的是，平均数的敏感性有时候是好事。事实上，稳健的中位数与敏感的平均数各有其用处。例如：

●　在平均数比中位数大很多的时候，数据中有可能有特别大的数，这个特别大的数是不是异常值？倘若是异常值，想办法对它进行校正；倘若它不是异常值，它为什么这么大？它隐含着什么样的信息？

●　在平均数比中位数小很多的时候，数据中可能有特别小的数，这个特别小的数是不是异常值？倘若是异常值，想办法对它进行校正；倘若它不是异常值，它为什么这么小？它隐含着什么样的信息？

如果数据呈钟形对称，即有中间高、两边逐渐低下去、左右近似对称的直方图，则平均数和中位数相差不大。而如果数据的直方图正偏斜，右边有一条又长又重的尾巴，则平均数和中位数有比较大的差别，平均数往往比中位数大。例2.4中的200个圆筒内径数据有钟形对称的直方图，其平均数和中位数分别为45.2915和45.4，它们相差不大。例2.7中的企业101位雇主雇员工资显然有正偏斜的直方图，其右边有一条又长又重的尾巴，其平均数和中位数分别为10000和3000，平均数就比中位数大得多，它们相差很大。


众数（mode）可用来度量定量数据的平均大小（集中趋势、中心位置）


本章§2.2节中我们说众数就是出现的频率最大的那个数，常用来度量定性数据的平均大小。此外，定量数据的平均大小也可以用众数来度量。数据的平均大小可以用平均数、中位数和众数来度量。需注意的是，当数据个数不多的时候计算众数的意义不大，这是因为数据太少了，以至于找不到众数。

平均数从数的大小，中位数从数的顺序，众数从数出现的频率，它们从不同的角度描述了数据的平均大小。单用一个数是不容易了解数据在平均大小，或集中趋势和中心位置上的全貌。最好平均数、中位数和众数这3个数都用。例如某家电维修店根据维修记录发现，家电维修时间的平均天数为8天，中位数是4天，众数是1天。由此3个数就可大致了解家电维修时间的分布情况，维修时间是1天的家电最多，维修时间比4天少以及比4天多的家电一样多，有一些家电的维修时间很长以至于平均维修时间有8天。对于这些维修时间特别长的家电需仔细观察分析，从中很可能发现有用的信息。再看例2.7。这个企业101个雇主雇员工资的众数是2000元。我们将平均数、中位数和众数补充到表2.21中去，得到了表2.23。

设想一下，倘若表2.23的第1和第2列上的数据都没有，我们不知道该小型企业每位雇主雇员的工资是多少，我们仅知道他们工资的平均数是1万元、中位数是3000元和众数是2000元，那我们根据这3个数就可以想象出，这个小型企业雇主、雇员工资分布的大致情况：工资为2000元的人最多，工资比3000元高和低的人一样多，由于平均数1万元比中位数大得多，因而有的人的工资特别高。

表2.23　某企业雇主雇员的工资及其平均数、中位数和众数
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尽管中位数和众数，包括切尾平均数都有不少的优点，但一般来说度量数据的平均大小（或集中趋势和中心位置）用得比较多的还是平均数[image: alt]
 。

利用Excel函数命令就能直接计算众数。其计算步骤类似于用Excel函数命令计算平均数与中位数。若计算表2.12所列200个圆筒的内径数据的中位数，仅需在任意一个单元格上输入众数函数名“＝mode（a1:a200）”
 ，就可以得到200个圆筒的内径数据的众数41.7。它与内径的平均数[image: alt]
 ＝45.2915，以及中位数45.4，都相差不大。

●　当一批数据有钟形对称的直方图时，其平均数、中位数与众数差不多大；

●　当一批数据有偏斜的直方图时，平均数、中位数和众数相差比较大；

●　特别当一批数据有正斜的直方图（右边有一条长尾巴）时，往往有这样的情况：平均数>中位数>众数。


*
 百分位数


为了更好地看到数据分布的全貌，我们还可以计算百分位数（Percentile）。所谓p百分位数，简单地说就是数据中比p百分位数小的数有总数的100p％个，而比它大的有100（1－p）％个。由此看来，中位数就是0.5百分位数。除中位数（0.5百分位数）外，用得比较多的还有0.25百分位数和0.75百分位数。0.25百分位数又称为下四分位数。比0.25百分位数小的数占全部数据的1／4，比它大的数占3／4。0.75百分位数正好反过来，比0.75百分位数大的数占全部数据的1／4，比它小的占3／4。0.75百分位数又称为上四分位数。一般来说，有上p百分位数，数据中比上p百分位数大的数占全部数据的100p％个，而比它小的占100（1－p）％。

有了中位数，再有一些百分位数就更能看清楚数据的全貌了。第五章我们说人的生理特征，例如身长、体重、脉搏等的数据在正常的状态下，都有“中间高，两边逐渐低下去，左右近似对称”的钟形对称的直方图。但婴幼儿的生理特征比较特殊，而且这些特征特别受人关注，必须仔细分析，因而婴幼儿的生理特征的分布往往用百分位数表示。1995年上海市公布了市区0—6岁男童和女童体格发育五项指标（体重、身高、头围、胸围和坐高）评价参考值。这些参考值都是用百分位数描述的。表2.24仅列举初生婴儿的体重和身高的评价参考值。

表2.24　上海市市区初生婴儿体重（千克）和身高（厘米）评价参考值
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注：表中的P3也就是0.03百分位数。其余的类同。

我们以初生男童的体重为例说明婴儿评价参考值的含义。P3＝2.58千克，意思是说上海市市区初生男童体重不到2.58千克的只有3％。由于P10＝2.81，所以初生男童体重在2.58与2.81千克之间的有7％（＝10％－3％）。与此相类似地，初生男童体重在2.81与3.00，3.00与3.24，3.24与3.59，3.59与4.00千克之间以及超过4.00千克之间的分别有10％，30％，30％，17％以及3％。据此有上海市市区初生男童体重的直方图，见图2.11。严格地说，本章前面的图2.4、图2.8和图2.9的这些定量数据的直方图应称为条形图，或柱形图。上海市市区初生男童体重的直方图2.11才是（真正意义的）直方图。下面叙述图2.11是怎样画的。

[image: alt]


图2.11　上海市市区初生男童体重的直方图

图2.11的横坐标是体重，那纵坐标是什么？是不是比例（频率）？例如P20与P50之间，也就是3.00与3.24千克之间有30％的初生男童，那么以（P20，P50）为底边的长方形的高，也就是其纵坐标是不是30％（即0.3）？由图2.11可以看到，其纵坐标并不是0.3。事实上这个长方形的面积才是0.3（30％）。这好比有30％的初生男童挤在P20与P50之间，一排排地排上去。由此可见，长方形的面积是0.3，而长方形的高等于1.25：

1.25＝[image: alt]
 ，其中0.24＝P50－P20＝3.24－3.00

类似地，可以求得其他各个长方形的高，从而画出上海市市区初生男童体重的直方图2.11。虽然以（P20，P50）为底边的长方形和以（P50，P80）为底边的长方形面积相等，都等于0.3，但由于前一个长方形的底边的长度为0.24，后一个长方形的底边的长度为0.35（3.59－3.24），前一个底边短后一个底边长，因而由图2.11可以看到，前面一个长方形高后面一个长方形低。这两个长方形的面积都等于0.3，相当于它们都挤着30％的初生男童。因为前一个底边短后一个底边长，所以前一个高而后一个低。因而很自然地认为前一个密度大后一个密度小。通常人们说高的长方形的密度大，而低的长方形的密度小。

总之，定量数据直方图中长方形的面积是比例（频率），而长方形的高是比例（频率）除以长方形底边的长度：


长方形的面积是比例（频率），长方形的高＝[image: alt]



与上海市市区初生男童体重的直方图2.11不同的是，前面的图2.4、图2.8和图2.9这些定量数据的直方图都是用频数，或用频率作为长方形的高。因而严格地说，它们不应称为直方图，而应称为条形图，或柱形图。由于这些（非严格意义的）直方图中长方形底边都一样长，长方形的高（密度）的大小就仅与比例（频率）有关，用频数或频率作为长方形的高也是可以的。对于大多数的实际问题而言，长方形的底边往往都取一样长，人们还是喜欢用频数或频率作为长方形的高，这样做容易被大家理解，而且简单。

显然，在（严格意义的）直方图中


长方形的面积是比例（频率）的直方图，各个长方形的面积之和等于1，即100％。


这好比说，所有上海市的初生男童都挤在图2.11这些长方形里面。

由图2.11可以看到，倘若一个初生男童体重不到P3＝2.58千克，他应被看成是很瘦弱的。一般来说，初生男童体重在P50与P80，即3.24与3.59千克之间是比较恰当的，而体重超过4.00千克的初生男童被认为是很胖的。

前面我们说在人口统计中年龄用中位数，寿命用平均数。年龄除了用中位数，还可以用百分位数，尤其是在讨论老年人口问题时，百分位数，特别是上百分位数用得很多。国际公认，如果一个国家或地区，65岁及以上的老年人口占总人口的比重达到7％，则标志该地区进入老龄化；而如果超过14％，则意味着高度老龄化。65岁及以上的老年人口占总人口的比重超过7％相当于说，65岁是总人口的上p分位点，其中的p≥7％。表2.25给出了上海人口中65岁及以上的老年人口占总人口比重的变化情况。由此可见，上海市人口老龄化趋势非常明显。

表2.25　65岁及以上的老年人口占总人口的比重
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不仅上海就是整个中国人口老龄化趋势也是非常明显的。2005年，根据国家统计局公布的数据，全国65岁以上的老年人首次突破了1亿人口大关，在总人口中所占比重达到了7.6％。而在1982年，老年人口所占比重还不到5％。

利用Excel函数命令就能直接计算百分位数。其计算步骤类似于用Excel函数命令计算平均数、中位数与众数。若计算表2.12所列200个圆筒内径数据的百分位数，仅需在任意一个单元格上输入百分位数函数名“＝percentile（a1:a200，0.05）”
 ，就可以得到200个圆筒内径数据的5％百分位数36.49。若计算上5％百分位数，则输入“＝percentile（a1:a200，0.95）”
 ，则得200个圆筒的内径数据的上5％（即95％）百分位数53.63。上下百分位数分别是53.63和36.49，其中点为45.06。它与内径的平均数[image: alt]
 ＝45.2915相差不大。当一批数据有钟形对称的直方图，则上下p百分位数基本上关于平均数相互对称。


*
 五数概括和箱线图


用图形表示数据的分布非常直观。表示数据分布的图形除了直方图还有箱线图。画箱线图必须知道数据的5个数：最小值、下四分位数、中位数、上四分位数和最大值。这5个数概括了数据的分布情况，故称为五数概括。

利用Excel函数命令就能直接计算这5个数。其计算步骤类似于用Excel函数命令计算平均数、中位数、众数与百分位数。若计算表2.12所列200个圆筒内径数据的这5个数，仅需依次输入

“＝quartile（a1:a200，0）”，然后确定，则得到最小值31.1；

“＝quartile（a1:a200，1）”，然后确定，则得到下四分位数41.9；

“＝quartile（a1:a200，2）”，然后确定，则得到中位数45.4；

“＝quartile（a1:a200，3）”，然后确定，则得到上四分位数48.825；

“＝quartile（a1:a200，4）”，然后确定，则得到最大值59.1。

制作箱线图需使用其他统计软件例如Minitab。使用Minitab制作箱线图（box plot）的步骤：输入Data→Stat→EDA→boxplot。具体过程从略。

根据表2.12的200个圆筒内径数据算得的五数概括：31.1、41.9、45.45、48.9和59.1，画出的箱线图见图2.12。图2.12中间的长方形含有50％的数据。长方形中间的那条线是中位数。中位数将长方形分隔成两部分，每一部分都各含有25％的数据，且长方形左面那一条线上以及长方形右面那一条线上也都各含有25％的数据。图2.12显示，圆筒内径数据呈对称分布。图中的点“*”表示最小值31.1太小了，它是个异常值。至于它为什么是异常值，稍后将给予说明。
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图2.12　圆筒内径数据的箱线图

例2.6中某保险公司150起事故的理赔款额的五数概括为：302、800、1127.5、1634.25和4526，画出的箱线图见图2.13。显然，其分布不对称，上（右）边的尾巴比较长而且重。图中的点“*”表示最大的4个赔款额，3285、3596、3603和4526都是异常值。
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图2.13　保险理赔款额的箱线图

例2.7中某企业雇主雇员工资的五数概括为：2000、2000、3000、5000和200000，画出的箱线图见图2.14。显然，其分布非常不对称，下（左）边看来没有尾巴，上（右）边的尾巴很长而且重。由于有些人有同样高的工资，因此图中的6个“*”点，并不表示只有6个人的工资异常高，很可能还有人工资异常高。
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图2.14　企业101位雇主雇员工资的箱线图

五数概括与箱线图可用来判断比较大或比较小的一个数是不是异常值。这个判断方法直观简单，其步骤如下。

1）计算四分位数间距（IQR）是这个判断方法的关键：

IQR＝上四分位数－下四分位数

2）内篱笆：

下四分位数－1.5×四分位数间距；

上四分位数＋1.5×四分位数间距。

3）外篱笆：

下四分位数－3×四分位数间距；

上四分位数＋3×四分位数间距。

4）判断方法：

●　位于内外篱笆之间的数怀疑其为异常值；

●　在外篱笆外面的数怀疑其为极端异常值。


注：
 能否判断其为异常值或极端异常值尚需具体问题具体分析，很大程度上依赖于我们对所研究的问题的实际背景的理解。

●　表2.12中的200个圆筒内径数据的上下四分位数分别为48.825与41.9，判断最小值31.1是否是异常值的步骤如下：

1）四分位数间距IQR＝48.825－41.9＝6.925；

2）下端内篱笆＝41.9－1.5×6.925＝31.5125；

3）下端外篱笆＝41.9－3×6.925＝21.125；

4）31.1介于下端内外篱笆之间，是异常值。

●　例2.6中某保险公司150起事故的理赔款额的上下四分位数分别为1634.25和800。判断最大的4个赔款额，3285、3596、3603和4526是否都是异常值的步骤如下：

1）四分位数间距IQR＝1634.25－800＝834.25；

2）上端内篱笆＝1634.25＋1.5×834.25＝2885.625；

3）上端外篱笆＝1634.25＋3×834.25＝4137；

4）最大的4个赔款额中，3285、3596与3603介于上端内外篱笆之间，是异常值；最大的4526在上端外篱笆之外，是极端异常值。

●　例2.7中某企业雇主雇员工资的上下四分位数分别为5000和2000。高的工资是否为异常值的判断步骤如下：

1）四分位数间距IQR＝5000－2000＝3000；

2）上端内篱笆＝5000＋1.5×3000＝9500；

3）上端外篱笆＝5000＋3×3000＝14000；

4）由表2.21知，工资10000是异常值；工资20000以及超过20000的14个人的工资是极端异常值。

图2.15是某学校某年级语文、数学和外文3门课程学生成绩的箱线图。比较这3个箱线图，我们发现语文成绩分数最高，外文最低。此外，语文成绩高的与低的差别不大，而数学和外文成绩高的与低的差别就比较大。由此例可以看到，如果有两批或更多批的数据，画每一批数据的箱线图，通过观察分析这些箱线图的相似和差异，可以对不同批的数据进行比较。箱线图的批比较有很多应用，例如用在证券市场对不同股票的表现进行比较，或对同一个股票在不同交易日的表现进行比较。
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图2.15　语文、数学和外文3门课程成绩的箱线图

倘若该学校该年级有个学生这3门课程的成绩都是75分，你能说他的这3门课程的成绩一样好吗？看图2.15，语文成绩的下四分位数和中位数分别是73.5和80分，由此看来，这个学生的语文成绩属中下水平。外文成绩的中位数和上四分位数和分别是71和79分，这说明该学生的外文成绩属中上水平。数学成绩的中位数是75分，正好和该学生的数学成绩持平，他的数学成绩为平均中等水平。由此可见，看成绩的高低，不仅要看绝对分数，更要看相对分数，看他的等次。有人建议应该显示成绩箱线图给学生看，并告诉他你的成绩所处的位置。又如该学校该年级另一个学生的语文和数学成绩都是70分，外文成绩是84分。该学生这3门功课的成绩在箱线图中用“■”表示（见图2.16）。由“■”所处的位置可以了解到，这个学生的外文成绩很好，语文成绩比较差，而数学成绩属中下水平。
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图2.16　语文、数学和外文3门课程成绩箱线图上的某学生的成绩

§2.3.3　定量数据的离散程度的数值描述

人们除了关心圆筒内径的分布情况以及其平均大小外，还关心下面这个问题：圆筒的内径有的大，有的小，参差不等，圆筒的内径的大大小小变化的离散程度如何？圆筒内径的离散程度越小，我们就说圆筒的生产过程越是稳定。

为什么知道了数据的平均大小之后还需要知道数据的离散程度，这可以用下面的简单例子加以说明。上海市普陀区华东师范大学附近原来有一大片平坦的农田。1958年在这一片农田上挖了一个湖，并把挖出的土堆积成了一座山，建造了一个公园。在平坦的农田上挖了一个湖堆积成了一座山，变化很大。但就平均高度来说，它们没有变化。有了湖和山之后计算平均高度相当于把山削平，其土填满了湖。因而平坦农田的平均高度与有了湖和山之后的平均高度相等。但这两者的离散程度是不一样的，平坦农田上不同地点的高度没有什么差别，但有了湖和山之后，有的地方高出地平面，而有的地方低于地平面，不同地点上的高度有很大的差别。难怪有人说，尽管瑞士有山（例如阿尔卑斯山）有湖（例如日内瓦湖），但瑞士的平均高度和平坦的英格兰平原是一样的。

下面的一些方面的问题说明了离散程度的重要性。


数据能不能很好地用平均数来代表与数据的离散程度有关


欲比较不同班级的学习成绩，仅需比较他们的平均分。这也就是说，可以用平均分代表一个班级的成绩。如果这个班级同学的成绩都和平均分差不多，也就是在班级同学成绩的离散程度很小的时候，用平均分代表班级的成绩，其代表性好。而如果这个班级有些同学的成绩比平均分高得多，有些比平均分低得多，也就是在班级同学成绩的离散程度大的时候，用平均分代表班级的成绩，其代表性就比较差。数据能不能很好地用平均数来代表与数据的离散程度有关。


股票价格的离散程度反映了投资的风险


投资者当然关心股票的价格，但他更关心的是一段时间内价格的涨涨跌跌变化的情况，也就是股票价格的离散程度。

有的股票涨跌的幅度很大，这种股票的风险就大。离散程度反映了股票价格的不确定性，反映了投资者的风险。


资产组合


离散程度反映了不确定性，所以一项投资或一个资产组合的离散程度越大就说明该项投资的风险越大。投资者当然希望既要挣得多并且又要风险小，但鱼与熊掌不可兼得，我们难以做到既挣得最多而风险又最小，只能构造一个资产组合，例如购买多少股票，以及购买哪一些股票，使得这些股票的平均收益在不低于某个确定水平的前提下有最小的风险，即有最小的离散程度，或者对事先确定的风险，即离散程度，有最大的平均收益。这就是美国著名经济学家、金融学家，1990年诺贝尔经济学奖获得者哈里·马可维茨（Markowitz, Harry）在《资产组合选择》一文中提出的思想。


离散程度反映了生产的稳定性


机器灌装额定标准为每袋净重0.5千克的袋装葡萄糖，由于有温度、气压，操作工人的健康状况和心理状态，机器掌控程度等各个随机因素的影响，袋装葡萄糖的重量不可能完全相等。显然，平均重量是否有0.5千克是企业极为关心的一个质量指标。此外，企业还关心生产的稳定性，即离散程度如何。倘若平均重量有0.5千克，但有的袋装葡萄糖重量超过了0.5千克很多，而有的比0.5千克少了很多，也就是说机器灌装的袋装葡萄糖糖重的离散程度很大，这也是不行的。因而平均大小和离散程度都是企业所应该关心的。


离散程度的大和小反映了机器精度的低和高


灌装袋装葡萄糖的机器，每袋净重多少是可以调节的。机器的优良性的一个很重要的指标就是精度，精度高的机器灌装的袋装葡萄糖差不多一样重，其离散程度小；精度低的机器灌装的袋装葡萄糖的重量参差不齐，其差别即离散程度非常的大。离散程度的大和小反映了机器精度的低和高。


试卷区分度的高低与考试成绩的离散程度大小有关


上面这些方面的问题似乎都是说离散程度大了不好，离散程度大了，平均数的代表性就差，股票价格就有很多的不确定性，资产组合的风险就大；生产的稳定性就差，机器的精度就低。但是有不少情形下人们不希望其离散程度太小。例如考试是选拔人才的一项方法。倘若这些应聘者的考试成绩相差不大，其离散程度很小，就难以通过考试把应聘者区分开来，以便决定哪些人可考虑录用，哪些人不宜录用。因而考试成绩的离散程度是大一些的好。一份好的试卷区分度要高，区分度的高低就与考试成绩的离散程度大小有关。试卷的区分度问题是教育统计中的一个问题。


挑选基本的人体部位制定服装号型


服装牵涉人体有关部位的尺寸，例如，与成年男子上衣有关的尺寸有8个：身高、颈椎点高、腰围高、坐姿颈椎点高、颈围、胸围、后肩横弧和臂全长。如果销售上衣时这8个部位的尺寸都要，这太烦琐，也是行不通的。为此人们从这8个尺寸中挑选少数几个基本尺寸，然后由基本尺寸确定上衣的号型。第一挑选出来的是身高，第二挑选出来的是胸围。根据这两个基本尺寸制订了成年男子上衣的号型。服装厂根据号型生产上衣，人们根据自己的身高和胸围购买上衣。为什么首先挑选出来的基本尺寸是身高，这是因为成年男子有的长得高，有的长得矮，相对于其余7个尺寸，身高的离散程度最大，所以根据身高容易将成年男子区分开来。考虑到身高表示人的高矮，所以选取了身高之后，在表示人的胖瘦的颈围和胸围这两个尺寸中挑选一个。由于胸围的离散程度比较大，所以它就成了第二挑选出来的基本尺寸。服装号型的制订是服装生产的一个重要问题。为制订服装号型一般需挑选出两个基本尺寸，它们是离散程度比较大的两个尺寸。

假设一组数据共有n个数，它们分别记为x1
 ，x2
 ，…，xn
 。由数据的直方图、箱线图和各个百分位数的值可看到数据的离散程度。除此之外，还可以用下面一些数值度量数据的离散程度。



*
 极差


极差R＝最大值－最小值



*
 四分位数间距


四分位数间距IQR＝上四分位数－下四分位数

倘若最大值（或最小值）是异常值，它对极差有很大的影响，但对四分位数间距没有什么影响。四分位数间距是箱线图中间那个长方形的长度，它是数据中间部位50％个数中的最大值与最小值的差。一般来说，数据中间部位的数含有数据比较多的信息。因而人们认为四分位数间距比极差包含更多的数据离散程度的信息。正如前面所说的，四分位数间距可用来检测某一个数是否是异常值。



*
 平均绝对偏差


假设有n个数x1
 ，x2
 ，…，xn
 ，其平均数为[image: alt]
 。显然，倘若每一个xi
 都与平均[image: alt]
 数很接近，也就是差xi
 －[image: alt]
 都很小的话，这n个数x1
 ，x2
 ，…，xn
 的离散程度就小。由此看来，这些差xi
 －[image: alt]
 的大小都反映了数据的离散程度。通常称xi
 －[image: alt]
 为xi
 的离差。它描述了xi
 离开平均数[image: alt]
 的程度。离差xi
 －[image: alt]
 的值有正有负，如果将它们全都加在一起，则正负相互抵消，其和恰等于0：

（x1
 －[image: alt]
 ）＋（x2
 －[image: alt]
 ）＋…＋（xn
 －[image: alt]
 ）＝（x1
 ＋x2
 ＋…＋xn
 ）－n[image: alt]


＝（x1
 ＋x2
 ＋…＋xn
 ）－（x1
 ＋x2
 ＋…＋xn
 ）＝0

显然，离差xi
 －[image: alt]
 的符号（究竟是正还是负）是与数据的离散程度没有关系的。真正有关系的是离差的绝对值。因而为了用这些离差xi
 －[image: alt]
 度量离散程度，我们首先将这些离差分别取绝对值，然后再把这些绝对值加在一起：

|x1
 －[image: alt]
 |＋|x2
 －[image: alt]
 |＋…＋|xn
 －[image: alt]
 |＝[image: alt]
 |xi
 －[image: alt]
 |

如果这个和仍等于0，这就意味着每一个xi
 都等于平均数[image: alt]
 ：

x1
 ＝x2
 ＝…＝xn
 ＝[image: alt]


这说明这n个数x1
 ，x2
 ，…，xn
 的离散程度小到等于0。一般来说，这个和等于0的情况很少见。在和不等于0时，这些xi
 并不全都相等，它们的离散程度并没有小到等于0。但我们可以看到如果和比较小，则这些xi
 的离散程度也比较小。考虑到这个和与数据的个数n有关，一般来说，个数n越多，这个和就越大。为消除个数n的影响，我们把这个和除以n。也就是取平均，并把这个平均数称为平均绝对偏差，简称平均偏差（Average Deviation，简记为AD）。
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数据的平均偏差AD越小，则数据的离散程度就越小。考虑到平均数是数据的平均大小，集中趋势或中心位置，因而可以将数据的离散程度理解为数据关于平均数的离散程度。

只需要启动Excel，输入某个函数的名称及其计算要求就可直接计算平均偏差。直接计算的第一步是建立数据文件，例如，将表2.12的200个圆筒内径数据放在A列的第1至第200个单元格。接着在其任意一个单元格上按下述的方式输入：“＝avedev（a1:a200）”，然后确定，则得到数据的平均偏差AD为4.1307。注：avedev是average deviation（平均偏差）的缩写。


方差和标准差


计算平均偏差，离差xi
 －[image: alt]
 取绝对值，使得负的变成正的。当然，为使得负的变成正的，离差xi
 －[image: alt]
 也可以取平方。这样一来就得到了度量数据离散程度的另一个统计量：
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s2
 称为方差（Variance）。通常称

[image: alt]
 （xi
 －[image: alt]
 ）2
 ＝（x1
 －[image: alt]
 ）2
 ＋（x2
 －[image: alt]
 ）2
 ＋…＋（xn
 －[image: alt]
 ）2


为数据x1
 ，x2
 ，…，xn
 的离差平方和。而方差s2
 可以看成是离差平方和[image: alt]
 （xi
 －[image: alt]
 ）2
 的平均。提请大家注意：计算离差平方和[image: alt]
 （xi
 －[image: alt]
 ）2
 的平均时，其分母是n－1，而不是n。为什么除以n－1，而不是除以n。这个问题比较复杂，不是一句两句话就能回答得非常清楚完全的，本课程仅作一个直观的解释。


离差平方和[image: alt]
 （xi
 －[image: alt]
 ）2
 ，看似n项的平方和，实际上是n－1项的平方和。


下面仅就n＝2，3的情况，验证这句话。

1）n＝2时，[image: alt]
 （xi
 －[image: alt]
 ）2
 ＝（xi
 －[image: alt]
 ）2
 ＋（x2
 －[image: alt]
 ）2
 ，看似2项平方和，由于在n＝2时，[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，所以（x1
 －[image: alt]
 ）2
 ＋（x2
 －[image: alt]
 ）2
 ＝[image: alt]
 ，它其实只有1项；

2）n＝3时，[image: alt]
 （xi
 －[image: alt]
 ）2
 ＝（x1
 －[image: alt]
 ）2
 ＋（x2
 －[image: alt]
 ）2
 ＋（x3
 －[image: alt]
 ）2
 ，看似3项平方和，由于在n＝3时，[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，所以

（x1
 －[image: alt]
 ）2
 ＋（x2
 －[image: alt]
 ）2
 ＋（x3
 －[image: alt]
 ）2
 ＝[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ，它其实是2项。

一般来说，数据x1
 ，x2
 ，…，xn
 的离差平方和[image: alt]
 （xi
 －[image: alt]
 ）2
 ，看似n项平方和，它其实是n－1项平方和。正因为如此，所以计算离差平方和[image: alt]
 （xi
 －[image: alt]
 ）2
 的平均，不是除以n，而是除以n－1。所以方差就定义为
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s2
 的平方根s称为标准差（Standard Deviation，简称SD）：

[image: alt]


方差s2
 的单位是量纲的平方，例如测量长度得到的一批数据，倘若它的单位是米（m），那么方差s2
 的单位就是米的平方（m2
 ）。而标准差s的单位又变为原来的量纲：米。由此可见，标准差s和平均偏差AD有相同的量纲。

只需要启动Excel，输入某个函数的名称及其计算要求就可直接计算方差与标准差。直接计算的第一步是建立数据文件，例如，将表2.12的200个圆筒内径数据放在A列的第1至第200个单元格。接着在其任意一个单元格上按下述的方式输入：“＝var（a1:a200）”，然后确定，则得到数据的方差s2
 为26.7955；输入“＝stdev（a1:a200）”则得到数据的标准差s为5.1764。注：var和stdev分别是variance（方差）和standard deviation（标准差）的缩写。

平均偏差AD、方差s2
 和标准差s都是用来度量数据的离散程度，也就是数据关于平均数的离散程度。平均偏差AD牵涉到绝对值运算，而方差s2
 和标准差s牵涉到平方运算。相对于绝对值，平方运算有很多的优良性，所以度量离散程度用得比较多的是方差s2
 和标准差s。下一小节§2.3.4将介绍方差s2
 和标准差s的一个很有用的性质，也就是所谓的经验法则。

事实上，我们还可以利用工具菜单的数据分析功能计算一系列数值，其中有平均数、中位数、方差与标准差。其步骤如下：

1）建立数据文件，例如将表2.12的合金钢圆筒内径的观察数据放在A列的第1至第200个单元格上；

2）选择Tools（工具）下拉菜单；

3）选择Data Analysis（数据分析）选项；

4）从Analysis Tools（分析工具）框中选择Descriptive Statistics（描述统计）；

5）在Descriptive Statistics对话框中：

在Input Range（输入区域）栏中键入A1:A200，

选择Output Range（输出区域），

在Output Range栏中键入C1（让输出的频数分布表的左上角在C1单元格），

选择Summary Statistics（汇总统计），

单击OK。

在屏幕上（见图2.17）将出现一个以C1单元格为左上角的一列数值。其中的Mean、Median、Mode、Standard Deviation与Sample Variance分别是200根合金钢圆筒内径的观察数据的平均数、中位数、众数、标准差与方差。Count是数据个数n＝200，Sum是200个观察数据的总和9058.3，Minimum是最小值31.1，Maximum是最大值59.1，Range是极差R＝最大值－最小值＝28。除了这些大家已了解的数之外，还有下面3个数。
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图2.17　工具菜单的数据分析功能的描述统计选项输出的计算结果


Standard Error称为标准误，简记为SE。
 严格地说，我们这里计算的是均值的标准误。均值标准误用于均值的估计，见第四章§4.2节。它的计算公式为
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*
 Skewness称为偏度。
 偏度越是接近于0，直方图就越是对称。200根合金钢圆筒内径的观察数据的偏度＝-0.131191139，与0相当接近。因而即使没有画这200个观察数据的直方图2.3，我们也能想象这200个观察数据的直方图呈钟形对称。又如例2.6中某保险公司150起事故的理赔款额的数据（见表2.16），它的直方图（见图2.8）正偏斜，右边有一条又长又重的尾巴。经计算，这150个理赔款额数据的偏度就比较大，等于1.48248853。一般来说，
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1）若偏度是正的，我们倾向于认为直方图呈正偏斜（见上左图），右边有一条又长又重的尾巴，均值往往在中位数的右边，取均值右边值的可能性小于取均值左边值的可能性。

2）若偏度是负的，我们倾向于认为直方图呈负偏斜（见上右图），左边有一条又长又重的尾巴，均值往往在中位数的左边，取均值右边值的可能性大于取均值左边值的可能性。

3）若偏度近似等于0，我们倾向于认为直方图呈钟形对称，均值和中位数差不多大。

在数据个数n比较大的时候，判断偏度是否接近0的一个简单方法是

若[image: alt]
 ≥2，则认为偏度不接近0。反之，则认为偏度接近0。

正态分布是由钟形对称的直方图导出的。由此可见，若偏度不接近于0，则认为正态分布不成立。例如，150个理赔款额数据的偏度就比较大，等于1.48248853，由此判断理赔款额的分布不是正态分布。当然，若偏度接近0，这不足以认为正态分布成立，只能说它是对称分布。在偏度接近0的时候，接下来人们通常看峰度是多少。


　*
 Kurtosis称为是峰度。
 顾名思义，它反映直方图的峰的尖峭程度。200根合金钢圆筒内径的观察数据的峰度＝-0.116454914，与0相当接近。因而这200个观察数据的钟形对称直方图的峰的尖峭程度与正态分布差不多一样。一般来说，
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1）若峰度是负的，倾向于认为直方图的峰较正态分布平坦（见左图），总体具有不足的峰度。

2）若峰度是正的，倾向于认为直方图的峰较正态分布尖峭（见右图），总体具有过度的峰度。

3）若峰度近似等于0，我们倾向于认为直方图的峰的尖峭程度与正态分布差不多一样。

在数据个数n比较大的时候，判断峰度是否接近0的一个简单方法是

若[image: alt]
 ≥2，则认为峰度不接近0。反之，则认为峰度接近0。

一般来说，考察一批数据的直方图是否呈钟形对称（正态分布），首先看偏度是否近似地等于0。若偏度不接近于0，则认为正态分布不成立。在偏度近似地等于0之后，再考察峰度是否等于0。若峰度不接近于0，则认为正态分布不成立。

§2.3.4　经验法则

人们通过观察发现，对于直方图呈钟形对称的数据来说，数据几乎都在离平均数[image: alt]
 的3个标准差s的范围内。这就是所谓的3σ（σ为希腊语，读为“西格玛”）
 原则。下面我们利用有钟形对称直方图的表2.12的200个圆筒的内径数据与表2.14的150个高中三年级男学生的身高数据验证3σ原则，这也就是验证：

[image: alt]
 ±3s几乎包含所有的数据x1
 ，x2
 ，…，xn
 ；

或者说，

“[image: alt]
 －3x≤x1
 ，x2
 ，…，xn
 ≤[image: alt]
 ＋3s”几乎为真。

●　表2.12中的200个圆筒内径数据的平均数[image: alt]
 ＝45.2915，标准差s＝5.1764，[image: alt]
 －3s＝29.7623，[image: alt]
 ＋3s＝60.8207。由于200个圆筒内径数据的最小值为31.1>29.7623，最大值为59.1<60.8297，因而这200个圆筒内径都在离平均数[image: alt]
 的3个标准差s的范围内。

●　表2.14中的150个高中三年级男学生身高数据的平均数[image: alt]
 ＝169.8917，标准差s＝5.8335，[image: alt]
 －3s＝152.3912，[image: alt]
 ＋3s＝187.3922。由于150个高中三年级男学生身高数据的最小值为153>152.3912，最大值为186<187.3922，因而这150个高中三年级男学生身高都在离平均数[image: alt]
 的3个标准差s的范围内。

这两个实例都说明，[image: alt]
 ±3s包含所有的数据。人们发现有一些呈钟形对称的直方图，[image: alt]
 ±3s并不包含所有的数据。根据高斯提出的正态分布的理论，3σ原则应精确地表述为


3σ原则：对于直方图钟形对称的数据来说，约有99.73％的数在离平均数[image: alt]
 的3个标准差s的范围内。


我们之所以测量200个圆筒的内径，以及测量150个高中三年级男学生的身高，其目的是为了了解企业生产的圆筒的内径的分布情况，以及全市高中三年级男学生身高的分布情况。根据3σ原则我们就可以作这样的推断：

●　企业生产的约99.73％的圆筒的内径在29.7623与60.8207（毫米）之间；

●　全市约99.73％的高中三年级男学生身高在152.3912与187.3922（厘米）之间。

在统计中，将企业生产的圆筒的内径，全市高中三年级男学生的身高称为总体，并且把200个圆筒的内径测量数据（见表2.12），以及测量150个高中三年级男学生的身高得到的数据（见表2.14）称为是样本数据，简称样本。从而把根据样本数据算得的平均数、方差等称为是样本平均数（或样本均值）、样本方差等。由此看来，3σ原则应更精确地表述为


3σ原则：对于直方图呈钟形对称的样本数据来说，总体中约有99.73％的数在离平均数[image: alt]
 的3个标准差s的范围内。


这个推理方法与图2.7描述的引入正态分布的推理方法是一致的，都是由部分推断整体，
 也就是由样本推断总体。


在统计中，将基于某一组数据根据某个公式计算出来的数例如平均数、方差称为样本平均数（或样本均值）、样本方差。它们都称为统计量。本章用数值方法整理分析数据其实就是构造各种不同的统计量，从不同的侧面去刻画数据。

人们通过进一步的观察，根据正态分布的理论，将3σ原则推广到下面所述的经验法则。


经验法则：对于直方图钟形对称的数据来说（见图2.18），
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图2.18　钟形对称直方图的经验原则


●　约有68.27％的数离平均数[image: alt]
 在1个标准差s的范围内（在[image: alt]
 －s和[image: alt]
 ＋s之间）；



●　约有95.45％的数离平均数[image: alt]
 在2个标准差s的范围内（在[image: alt]
 －2s和[image: alt]
 ＋2s之间）；



●　约有99.73％的数离平均数[image: alt]
 在3个标准差s的范围内（在[image: alt]
 －3s和[image: alt]
 ＋3s之间）。


必须注意的是，经验法则是对呈钟形对称直方图的数据而言的。因而在考虑使用经验法则的时候，首先画数据的直方图，看看它的直方图是否呈钟形对称。如果数据的直方图不呈钟形对称，经验法则就不适用。

表2.12中的200个圆筒内径数据有呈钟形对称的直方图（见图2.3）。我们已经算得它的平均数[image: alt]
 ＝45.2915，标准差s＝5.1764。前面已用这批数据验证了3σ原则，也就是验证了3个标准差时的经验法则。下面验证1个与2个标准差时的经验法则。

1）200个圆筒内径数据在

[image: alt]
 －s＝45.2915－5.1764＝40.1151和[image: alt]
 ＋s＝45.2915＋5.1764＝50.4679之间有136个数，比例为136／200＝68％。这个比例和经验法则告诉我们的68.27％相差不大。

2）200个圆筒内径数据在

[image: alt]


之间有191个数，比例为191／200＝95.5％。这个比例和经验法则告诉我们的95.45％相差更小。

用表2.12的200个圆筒内径数据验证经验法则的结果见表2.26。

表2.26　用200个圆筒内径数据验证经验法则
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同3σ原则，经验法则也应推广到总体，它应更精确地表述为


经验法则：对于直方图钟形对称的样本数据来说，



●　总体中约有68.27％的数离平均数[image: alt]
 在1个标准差s的范围内（在[image: alt]
 －s和[image: alt]
 ＋s之间）；



●　总体中约有95.45％的数离平均数[image: alt]
 在2个标准差s的范围内（在[image: alt]
 －2s和[image: alt]
 ＋2s之间）；



●　总体中约有99.73％的数离平均数[image: alt]
 在3个标准差s的范围内（在[image: alt]
 －3s和[image: alt]
 ＋3s之间）。


图2.19形象地说明了这样一个由样本（部分）推断总体（整体）的过程。
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图2.19　由样本（部分）推断总体（整体）的过程

为研究中国人的体型分类与国家标准《服装号型》的制订问题，自1986—1990年，历时5年，在我国不同地区共测量了5115个成年男子和5507个成年女子的身高。经计算，其平均数和标准差的值为：

成年男子的身高：平均数167.48厘米，标准差6.09厘米。

成年女子的身高：平均数156.58厘米，标准差5.47厘米。

根据经验法则，可以说，在我国

●　约有68.27％的成年男子身高在167.48±6.09，即在161.39和173.57厘米之间；

●　约有95.45％的成年男子身高在167.48±2×6.09，即在155.30和179.66厘米之间；

●　约有99.73％的成年男子身高在167.48±3×6.09，即在149.21和185.75厘米之间。

此外，关于成年女子身高，同样可以说

●　约有68.27％的成年女子身高在156.58±5.47，即在151.11和162.05厘米之间；

●　约有95.45％的成年女子身高在156.58±2×5.47，即在145.64和167.52厘米之间；

●　约有99.73％的成年女子身高在156.58±3×5.47，即在140.17和172.99厘米之间。

由于分别测量了5000多个成年男子和成年女子的身高，数据个数很多，因此根据经验法则得到的上述结论的精度是很高的。

经验法则（或3σ原则）还可用来检测数据中有没有异常值。一般来说，比[image: alt]
 －3s还要小的数，以及比[image: alt]
 ＋3s还要大的数，可以怀疑其为异常值。看看有没有粗心以至于测量或记录错了。倘若它的确是异常值，那对它的特别之处的仔细分析很可能给予我们很多的启示。

有的时候，人们把比[image: alt]
 －2s还要小的数，以及比[image: alt]
 ＋2s还要大的数怀疑为异常值。如何判定孩子矮小或生长缓慢的问题是父母亲非常关心的一个问题，如果身高低于同年龄同性别正常儿童平均身高的两个标准差以下，就可怀疑其生长矮小。同样道理，身高高于同年龄同性别正常儿童平均身高的两个标准差以上，就可说其长得高。根据1995年上海市公布的市区0-6岁男童和女童体格发育的5项指标（体重、身高、头围、胸围和坐高）的评价参考值，市区儿童的平均身高[image: alt]
 与标准差s见表2.27。

表2.27　市区0—6岁儿童的平均身高[image: alt]
 与标准差s

[image: alt]


关于异常值的检测方法本章共介绍了两个方法：一是利用四分位数间距，二是利用经验法则。对于一个实际问题，我们建议这两个方法不妨都用一下，并将它们的判断结果综合起来考虑。正如前面我们在介绍四分位数间距法时所说的，能否判断某一个数是异常值往往需要具体问题具体分析，很大程度上依赖于我们对所研究的问题的实际背景的理解。


*
 §2.3.5　数据变换

本章§2.3.1小节，在讲解定量数据的列表与图示描述方法时说，在数据例如经济数据有正偏斜右边有一条又长又重尾巴的直方图时，处理这一类所谓“有问题”数据的一个较为简单、常用的方法是作对数变换。取了对数之后的数据右边那条又长又重尾巴的缩进去了，其直方图往往呈钟形对称。

所谓对数变换，就是将原有的数据x1
 ，x2
 ，…，xn
 取对数，变换为新的数据y1
 ，y2
 ，…，yn
 ，其中yi
 ＝ln（xi
 ），i＝1，2，…，n。原有数据x1
 ，x2
 ，…，xn
 的直方图不是钟形对称，而是正偏斜右边有一条又长又重的尾巴。取了对数之后得到的新数据y1
 ，y2
 ，…，yn
 ，其直方图却有可能呈钟形对称。由此可见，数据变换是处理“有问题”数据的一个重要方法。

数据除了对数变换，简单常用的还有线性变换。所谓线性变换，就是将原有数据x1
 ，x2
 ，…，xn
 变换为新的数据y1
 ，y2
 ，…，yn
 ，其中yi
 ＝axi
 ＋b，i＝1，2，…，n，其中a和b是给定的两个常数。

研究管理能力考试（GMAT，全称Graduate Management Admission Test）是商学院的研究生入学标准之一。考生的GMAT考试成绩的计算有以下两个步骤：

1）首先计算基本分。基本分等于对的题数减去错的题数的1／4。例如，某考生GMAT考试答对130题，答错24题，空着6题没做，则其基本分为

基本分＝对的题数－错的题数×1／4＝130－[image: alt]
 ＝124；


注：
 基本分等于做对的题数减去做错的题数的1／4，这相当于做对1题得1分，做错1题扣0.25分，空着不做的题不得分也不扣分。为什么这样评分？请大家思考。

2）考生的GMAT分数是将基本分按下面的线性变换的公式转换而来的：

GMAT＝3.75×基本分＋210＝3.75×124＋210＝675。

大学平均学分（GPA，全称Grade Point Average）是大学研究生的一个入学标准。GPA的计算一般是将每门课程的等级点数分乘以学分，加起来以后除以总的学分后得到的平均分。由此可见，GPA是各个学科的等级点数分的加权平均。GPA用4个等级点数分制计算。一般来说，百分制、五分制和GPA的换算方法如下：百分制的90-100分，以及五分制的5分换为4点；80-89分，以及4分换为3点；70-79分，以及3分换为2点；60-69分，以及2分换为1点；60分以下，以及1分换为0点。例如，某学生这个学期选了4门课，学分和成绩为：英文2学分，成绩85，3点；微积分4学分，成绩92，4点；统计学3学分，成绩98，4点；运筹学3学分，成绩73，2点。以上4门课的GPA为

[image: alt]


某商学院近期有50人申请报考研究生。他们的GPA与GMAT的成绩见表2.28。众所周知，通常是按总分的高低决定是否录取。倘若直接将每一位申请者的GPA与GMAT的成绩相加，并按总分排序，从而决定是否录取。这样的录取方法是否恰当？有什么缺陷？

表2.28　申请报考研究生50人的GPA与GMAT的成绩
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由于GMAT分数远大于GPA分数，它们不在同一个档次，因此直接计算总分，并按总分高低决定是否录取，这样的录取方法基本上取决于GMAT分数的高低，而GPA分数的作用微乎其微。看来，计算总分之前应先把GMAT分数与GPA分数进行变换，使得它们处于同等的水平。

使得多组数据处于同等水平的变换，有标准化变换；与标准化变换有关的，有中心化变换。

●　中心化变换。首先计算原有数据x1
 ，x2
 ，…，xn
 的平均数[image: alt]
 。然后将原有数据的每一个数都减去[image: alt]
 ，得到新的数据y1
 ，y2
 ，…，yn
 ，其中yi
 ＝xi
 －[image: alt]
 ，i＝1，2，…，n。对新的数据y1
 ，y2
 ，…，yn
 而言，其平均数[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝0。原有数据x1
 ，x2
 ，…，xn
 的中心位置在其平均数[image: alt]
 ，经过中心化变换后的数据，y1
 ，y2
 ，…，yn
 的中心位置在原点0。这就是称这样的变换为中心化变换的缘故。

●　标准化变换。首先计算原有数据x1
 ，x2
 ，…，xn
 的平均数[image: alt]
 与标准差s。然后将原有数据的每一个数在减去[image: alt]
 之后再除以s，得到新的数据y1
 ，y2
 ，…，yn
 ，其中yi
 ＝[image: alt]
 ，i＝1，2，…，n。这样得到的新的数据y1
 ，y2
 ，…，yn
 ，不仅其平均数[image: alt]
 ＝0，而且其标准差等于1：
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下面以人的身高为例解释标准化变换的作用。前面给出了我国成年男子和成年女子身高的平均数与标准差：

成年男子的身高：平均数167.48厘米，标准差6.09厘米；

成年女子的身高：平均数156.58厘米，标准差5.47厘米。

倘若某成年男子和某成年女子的身高都是175厘米。虽然他们的绝对身高相等，但在人们的心目中，那个身高175厘米的成年女子长得很高，而那个身高175厘米的成年男子长得不很高。事实上，当你这样认为的时候，你无形中在使用标准化变换。

●　成年女子身高175厘米的标准化变换：[image: alt]
 ＝3.37，这说明身高175厘米的成年女子超过平均身高156.58厘米有3个多标准差。根据经验法则，她很高。

●　成年男子身高175厘米的标准化变换：[image: alt]
 ＝1.23，这说明身高175厘米的成年男子超过平均身高167.48厘米仅1个多标准差。根据经验法则，他不很高。

从人的身高这个例子可以看到，标准差相当于度量长度的一把尺。由此可见，标准化变换后得到的数据不仅其中心位置在原点0，而且其尺度（标准差）等于1。这就是称这样的变换为标准化变换的缘故。

在教育统计中，某学科的得分经过标准化变换之后的分数称为是标准分。要计算表2.28申请报考研究生的50人的GPA与GMAT的成绩的标准分，首先需描述性统计分析，计算平均分与标准差，见表2.29。

表2.29　GPA与GMAT成绩的平均分和标准差
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从而有GPA与GMAT成绩标准分的转换公式：

GPA标准分＝[image: alt]
 ，GMAT标准分＝[image: alt]
 。

在表2.28中，申请报考研究生的50人的GPA与GMAT成绩的标准分见表2.30。

表2.30　申请报考研究生50人的GPA与GMAT成绩的标准分

[image: alt]


表2.30中GPA与GMAT的标准分处于同等的水平。计算这两项成绩的标准分的和，并将总分排序，然后根据预定的招生规模，例如有下面的录取方法。它将申请报考研究生的50人划分为3类：录取16人，不录取28人，未定6人。分类情况见图2.20。
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图2.20　申请报考研究生50人的分类情况

●　录取，若GPA标准分＋GMAT标准分>0.66；

●　不录取，若GPA标准分＋GMAT标准分<0.02；

●　未定，若GPA标准分＋GMAT标准分在0.02与0.66之间。

内容提要

●　数据可分为定量数据和定性数据两种类型。计量数据和计数数据称为定量数据。名义（定性）数据和有序（定性）数据称为定性数据。数据还可以分为横断面数据、时间序列数据和面板数据（时间序列－横断面）3种类型。

●　定性数据的列表描述方法：频数频率分布表；交叉分组列表。使用Excel制作频数频率分布表与交叉分组列表的步骤：首先输入数据，然后选择“数据”→“数据透视表和数据透视图（P）”。

●　定性数据的列表描述方法：条形图（又称柱形图，直方图）；圆形图（又称饼图）。使用Excel制作条形图与频数频率分布表的步骤：首先输入数据与接收区域，然后选择“工具”→“数据分析”→“直方图”。

●　定性数据的平均大小（集中趋势、中心位置）常用众数（mode）来度量。所谓众数就是出现的频率最大的那个数。

●　有序定性数据的平均大小（集中趋势、中心位置）还可用中位数（median）来度量。所谓中位数是将数据按由小到大递增的顺序排列后位于中间的数值。

●　定量数据的列表与图示描述方法：频数频率分布表；直方图。

●　钟形对称直方图最为常见。它中间高，两边逐渐低下去，左右近似对称。产品的质量指标、人的生理特征、测量误差、炮弹弹落点的纵向和横向偏差、农作物的收获量、某地区的年降雨量等往往都有呈钟形对称的直方图。在众多的直方图中钟形对称的直方图占据非常重要的地位。

●　正态分布的引入：“测量误差等许多实际问题的观察数据的直方图钟形（近似）对称。”→“测量误差等许多实际问题的分布钟形对称。”→“1809年高斯给出钟形对称的正态曲线，认为测量误差等许多实际问题的分布是正态分布。”→“理论研究实践应用都充分说明，引入正态分布完全必要意义重大。”

●　除了钟形对称直方图，还有一类数据，尤其是来自于经济方面的数据，其直方图呈正偏斜，右边有一条又长又重的尾巴。处理这类数据的通常方法是作对数变换。取了对数之后的数据很可能有呈钟形对称的直方图。

●　定量数据的平均大小（集中趋势、中心位置）的数值描述方法：平均数、切尾平均数、中位数与众数。

●　百分位数和上百分位数，五数概括和箱线图。

●　定量数据的离散程度的数值描述方法：极差、四分位数间距、平均（绝对）偏差、方差与标准差。

●　总体，样本，统计量。

●　3σ原则：对于直方图钟形对称的样本数据来说，总体中约有99.73％的数在离平均数[image: alt]
 3个标准差s的范围内。

●　经验法则：对于直方图钟形对称的样本数据来说，

☆　总体中约有68.27％的数离平均数[image: alt]
 在1个标准差s的范围内；

☆　总体中约有95.45％的数离平均数[image: alt]
 在2个标准差s的范围内；

☆　总体中约有99.73％的数离平均数[image: alt]
 在3个标准差s的范围内。

●　检测异常值的两个方法：利用四分位数间距；利用经验法则（或3σ原则）。

●　数据变换：中心化变换与标准化变换。

附2.1　选择Excel的“数据”下拉菜单制表

1）建立数据文件，例如将原始数据表2.4的饮料名称与性别分别放在A列与B列的第2至第51个单元格，且分别在A列与B列的第1个单元格上输入项目名称“饮料”与“性别”；

2）选择“数据”下拉菜单；

3）选择“数据透视表和数据透视图（P）”选项；

4）选择：“Microsoft Office Excel数据列表或数据库（M）”，选择“数据透视表（T）”，选择“下一步”；

5）在选定区域栏中键入“a1:b51”，选择“下一步”；

6）选择“现有工作表”，键入“d1”，选择“完成”；

7）若将项目“饮料”拖入行字段，然后将“饮料”拖入中间部分。则得饮料的频数频率分布表。

8）若将项目“饮料”拖入行字段，“性别”拖入列字段，然后将“饮料”或“性别”拖入中间部分。则得饮料与性别交叉分组列表。

9）在输出的交叉分组列表的左上角上右击鼠标，选择（Field Settings）字段设置（N），然后在数据透视表字段的对话框的汇总方式（S）的菜单中选择计数。

附2.2　选择Excel的工具下拉菜单，使用数据分析功能制表和画图

1）建立数据文件。例如用1、2、3、4和5分别作为可口可乐、苹果汁、橘子汁、百事可乐和杏仁露的代码，将表2.2的原始数据放在A列的第1至第50个单元格。又如将表2.12的200个圆筒内径数据放在A列的第1至第200个单元格。

2）对定性数据来说将代码：1、2、3、4和5放在B列的第1至第5个单元格；对定量数据来说，将每一组的上限：32、34、…、58和60放在B列的第1至第15个单元格。

3）选择工具下拉菜单。

4）选择数据分析选项。

5）在分析工具框中选择直方图。

6）在直方图对话框中：

（1）在输入区域栏中键入A1:A50，或A1:A200；

（2）在接收区域栏中，键入B1:B5，或B1:B15；

（3）选择输出区域，并在输出区域栏中键入C1，则给出频数分布表，输出的频数分布表的左上角在C1单元格；

（4）选择图表输出，则给出直方图；

7）单击确定。

附2.3　统计量与Excel函数
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附2.4　选择Excel的工具下拉菜单，使用数据分析功能计算描述统计量

1）建立数据文件，例如将表2.12的合金钢圆筒内径的观察数据放在A列的第1至第200个单元格上。

2）选择Tools（工具）下拉菜单。

3）选择Data Analysis（数据分析）选项。

4）从Analysis Tools（分析工具）框中选择Descriptive Statistics（描述统计）。

5）在Descriptive Statistics对话框中：

在Input Range（输入区域）栏中键入A1:A200；

选择Output Range（输出区域）；

在Output Range栏中键入C1（让输出的频数分布表的左上角在C1单元格），选择Summary Statistics（汇总统计）。

6）单击确定。

输出的数据描述性统计量有：平均数、标准误、中位数、众数、标准差、方差、峰度、偏度、极差、最小值、最大值、和、数据个数。

习题二

1．人们发现在26个英文字母中，有些字母在文章中比较多见，而有些较为少见。有人对很多的英文文章，通过观察计数得到各个字母的使用频率，见表2.31。

表2.31　字母频率（数据来自参考书目［9］
 的第79页，Letter Frequencies）
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①　为什么说只要对很多的英文文章进行统计，所得到的各个字母的使用频率都是相当稳定的？

②　请根据使用频率由高到低的次序排列字母。

③　哪一个字母用得最多？哪一个字母用得最少？

④　哪一些字母用得比较多？哪一些字母用得比较少？哪一些字母处于中间位置？

注：英文字母使用频率的研究很有意义，例如，打字机和计算机键盘中的某个字母的键排在哪一个位置就与该字母的使用频率的高低有关。使用频率高的排在使用方便的地方。

2．某商店在一周内随机地挑选了95个顾客，其中45位顾客用现金支付，50位顾客用信用卡支付。他们支付的金额见表2.32。为比较现金支付金额与信用卡支付金额有什么差别，请分别给出这两种支付方式的频数分布表和频率分布表，并分别画出它们的直方图。通过比较频数分布表和频率分布表，以及它们的直方图，你对现金支付与信用卡支付这两种支付方式有了哪些初步的了解？

表2.32　现金或信用卡支付金额
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3．某航空公司为了解旅客对公司服务态度的满意程度，对50名旅客作调查。要求他们写出对乘机服务、机上服务和到达机场服务的满意程度。满意程度的评分从0到100。分数越大，满意程度越高。表2.33是收集到的数据。

表2.33　旅客（50名）对乘机服务、机上服务和到达机场服务的满意程度的评分
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①　对50名旅客关于乘机服务的满意程度数据作描述性统计分析。

②　对50名旅客关于机上服务的满意程度数据作描述性统计分析。

③　对50名旅客关于到达机场服务的满意程度数据作描述性统计分析。

④　对50名旅客关于这3个方面服务的满意程度数据作一个综合比较的描述性统计分析。

⑤　画散点图，分析这3个方面服务的满意程度，两两之间有什么样的关系。

4．异常值的发现与剔除的一个经典例子是，勒维烈（Leverrier，1811－1877，法国天文学家，发现海王星）于1863年处理的关于金星垂直半径的15个残差观察数据：-1.40，-0.44，-0.30，-0.24，-0.22，-0.13，-0.05，0.06，0.10，0.18，0.20，0.39，0.48，0.63，1.01。检测这15个观察数据有没有异常值。

5．1979年我国国家体委、教育部门和卫生部对全国16个省、市183414个城乡青少年身体形态（身高、体重、坐高、胸围、脉搏、收缩压、舒张压和肺活量）进行了测试。下面摘录那次测试有关18岁城市男女青年身高的测试结果（男性测试了2529人，女性测试了2518人）：

18岁城市男青年身高：平均数[image: alt]
 ＝169.3厘米，标准差s1
 ＝5.60厘米；

18岁城市女青年身高：平均数[image: alt]
 ＝158.2厘米，标准差s2
 ＝5.08厘米。

它们的标准差相差不大，这说明我国18岁城市男、女青年身高有差不多大的离散程度。但是身高平均数的差异比较大，女性比男性平均矮11厘米多。

①　根据摘录的那次测试有关18岁城市男女青年身高的测试结果和经验法则，描述18岁城市男女青年身高的分布情况。

②　有个18岁城市女青年身高174厘米，她长得高不高？而一个身高174厘米的18岁城市男青年，他长得高不高？为什么？

注：1979年我国国家体委、教育部门和卫生部进行的全国16个省、市183414个城乡青少年身体形态的测试，有关我国城市不同年龄的男、女青年的身高的测试结果见表2.34。

表2.34　我国城市不同年龄的男、女青年的身高
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表2.34告诉我们不同年龄的男、女青年身高差异的变化情况。女孩子11～12岁步入青春发育期，此时女孩子的平均身高比男孩子高。男孩子14～15岁步入青春发育期，此时女孩子身高增长缓慢，男孩子身高突增，男孩子身高超过女孩子，差距越来越大。青春发育期及其前后的孩子有的长高了，其中部分的还长高了很多，而有的还没有长高，身高参差不齐。表2.34告诉我们11～12岁女孩子身高的标准差比较大，13～15岁男孩子身高的标准差也比较大。

6．某工厂的两个车间在近一个月内消耗的材料见表2.35。表2.35和下面的表2.36的数据都摘自参考书目［6］
 的63页上的表。

表2.35　消耗的材料
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表2.36　材料与产量
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①　第二车间说，第一车间消耗的材料比我们多，他们浪费。根据表2.35你能不能说第一车间比第二车间浪费？

表2.36既按日给出了这两个车间消耗的材料，还给出了它们的产量。

②　根据表2.36回答上面的问题，第一车间是否比第二车间浪费？

③　在比较两个车间谁消耗材料多的时候，你认为应该比较消耗材料的绝对量，还是应该比较单位产量所消耗材料的相对量？


第三章　概率、随机变量及其分布

在第一章中我们看到，各行各业的管理人员需在不确定的情况下做出决策。本章将简要描述不确定性，讲解概率、随机变量及其分布、期望与方差等概念与它们的计算，讲解二项分布、泊松分布与正态分布等3个常用分布。

§3.1　概率

不确定性现象又称随机现象，或随机试验。所谓不确定性现象就是，不是只有一个结果的现象。不确定性现象的某个结果称为随机事件
 。下面是不确定性现象和随机事件的一些例子。

●　“明天天气如何”是不确定性现象，而“明天天晴”是随机事件。类似地，“明天下雨”也是随机事件。

●　“下周股价的走势如何”是不确定性现象，而“股价上涨”和“股价下跌”等都是随机事件。

●　工厂质量检验员随机抽取当日的10件产品进行检验，“10件产品中有多少件不合格品”是不确定性现象，而“没有不合格品”和“恰有1件不合格品”等都是随机事件。

●　“提高产品价格，销售量会有什么样的变化”是不确定性现象，而“销售量下降”和“销售量上升”等就是随机事件。

●　“某十字路口早晨8点到9点通过的汽车有多少辆”是不确定性现象，而没有汽车通过，以及有1辆、2辆、3辆汽车通过，至少有50辆汽车通过，至多有100辆汽车通过等都是随机事件。

与不确定性现象相对应的是确定性现象。例如，“重物离开手之后必然掉落到地面”，以及“水加热至100℃就会沸腾”等都是确定性现象。但必须指出的是，无论是确定性现象，还是不确定性现象，都是相对于某个条件而言的。例如，只有在重力作用的条件下重物离开手之后才会掉落至地面。倘若没有重力作用或重力作用非常微小，例如在宇宙轨道运行的卫星内，重物离开宇航员的手之后就不掉落而漂浮在半空中。又如只有在一个标准的大气压力的条件下水加热至100℃才会沸腾。倘若没有一个标准的大气压力，例如在高山上由于空气稀薄气压低，水加热不到100℃就会沸腾，其沸点低于100℃，山越高沸点就越低。事实上，即使在地平面考虑到风力、湿度等因素的影响，其大气压力不大可能正好为一个标准的大气压力，有误差存在，因而在地平面水并不一定要加热至100℃才沸腾，可能不到100℃水就沸腾，也有可能过了100℃才沸腾。由此看来，“在一个标准的大气压力的条件下水的沸点是100℃”是确定性现象，而“在地平面上水的沸点是多少”是不确定性现象。

与随机事件相对应的有必然事件和不可能事件：

在一定的条件下，必然发生的事件叫做必然事件。

在一定的条件下，必然不发生的事件叫做不可能事件。

例如，“在一个标准的大气压力的条件下水加热至100℃就会沸腾”是一个必然事件，而“在一个标准的大气压力的条件下水加热至100℃不会沸腾”是一个不可能事件。显然，必然事件和不可能事件互为逆事件，必然事件和不可能事件都与确定性现象有关。


随机事件、必然事件和不可能事件统称为随机事件，简称事件。


不确定性现象也有规律性，其中最常见的一个规律性就是随机事件发生的可能性的大小可以用一个数来度量，这个数称为随机事件发生的概率，简称随机事件的概率。


表示随机事件发生的可能性大小的这个数，叫做该随机事件的概率。


由于必然事件必然发生，所以必然事件的概率为1。同样地，由于不可能事件必然不发生，所以不可能事件的概率为0。随机事件的概率一定在0与1之间。通常用大写的英文字母例如A、B、C等表示事件。事件A的概率（Probability）记为P（A）：


P（A）——随机事件A发生的概率，简称A的概率。


计算或估计概率的方法主要有以下一些：


1）古典概率：利用对称性；



2）频率方法；



3）主观推测。


§3.1.1　古典概率：利用对称性计算概率

利用对称性计算概率的一个典型例子，就是抛掷一枚均匀硬币的随机试验。由于均匀硬币的正面和反面相互对称，因此对这个随机试验而言，随机事件“正面朝上”和“反面朝上”的概率相等，都等于0.5。

利用对称性计算概率的另一个典型例子就是第一章开头所说的，抛掷一颗均匀骰子的随机试验。由于均匀骰子的6个面相互对称，因此出现1点、2点、3点、4点、5点、6点的概率是相等的，都等于1／6。

由这两个例子大家可能有这样的感觉，利用对称性计算概率不难。事实上并非如此。


利用对称性计算概率难就难在如何正确判断对称性。


下面分析抛掷两枚均匀硬币的例子，看我们应如何判断对称性与计算概率。


抛掷两枚均匀硬币


对于抛掷两枚均匀硬币的随机试验而言，很容易想到出现的有3个结果，它们分别为“两个正面”、“两个反面”和“一个正面另一个反面”，简称为：“两正”、“两反”和“一正一反”。这3个结果有没有对称性？能不能说这3个结果出现的概率是相等的，都等于1／3？17世纪概率论发展的初期，有不少人就是这样认为的，认为这3个结果是等可能出现的。概率论发展初期的好多概率问题都来自于赌博活动。看下面的抛掷两枚均匀硬币的一项赌博：
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赌场中赌博的双方是庄家和赌徒。所谓“打1赔2”意思是说，倘若赌徒投注1元钱于例如“两正”，则在抛掷两枚均匀硬币之后如果出现“两正”庄家就赔赌徒2元钱，否则庄家就把赌徒的1元钱吃掉。看来吃1元钱赔2元钱，庄家吃亏了。事实上，庄家是否真正吃亏还要看他赔2元钱的机会（概率），以及他吃1元钱的机会（概率）有多大。倘若抛掷两枚均匀的硬币出现“两正”、“两反”和“一正一反”这3个结果的概率是相等的，都等于1／3，那么“打1赔2”，庄家没有吃亏，赌徒也没有吃亏。换句话说，这项赌博是公平的。看下面的表3.1。

表3.1　投注1元钱于“两正”打1赔2的赌博
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由表3.1可知，若投注1元钱于“两正”打1赔2，则庄家有2／3（＝1／3＋1／3）个机会吃1元钱，有1／3个机会赔2元钱。这意味着如果庄家和赌徒赌3次，那么平均来说，庄家赢2次，共吃掉2元钱，并输1次，赔2元钱。尽管赌徒有可能换了一批又一批，但赌场中的赌博连续不停地在进行着，因而总的来说，庄家吃的钱与赔的钱是一样多的。因而总的来说，赌徒赢的钱与输的钱也一样多。正因为如此，17世纪概率论发展的初期，好多人认为这项赌博是公平的。事实上，这项赌博是不公平的。正如第四章中所说的，赌博可看成一个随机试验。连续不停地赌好比在做随机模拟。参与这项赌博的赌徒发现，在“两正”或在“两负”投注的赌徒输的多，而在“一正一负”投注的赌徒赢的多。出现这样一个情况之后赌徒们纷纷责怪概率论不行。事实上，这个赌博方法的不公平性，其真正的原因在于“两正”、“两反”和“一正一反”这3个结果是不对称的，它们出现的概率并不都等于1／3。而这恰恰说明概率论是行的。

倘若分别将这两枚硬币记为硬币A和B。显然，下面的4个结果才是对称的：

“硬币A正面、硬币B正面”、“硬币A正面、硬币B反面”、

“硬币A反面、硬币B正面”、“硬币A反面、硬币B反面”。

它们出现的概率都等于1／4。“硬币A正面、硬币B正面”意味着“两正”；同样地，“硬币A反面、硬币B反面”意味着“两反”，所以“两正”与“两反”出现的概率是相等的，都等于1／4。“两正”与“两反”互相对称，它们出现的概率相等在意料之中。由于“一正一反”可能是“硬币A正面、硬币B反面”，也可能是“硬币A反面、硬币B反面”，所以“一正一反”出现的概率等于1／2（＝1／4＋1／4），是“两正”，或“两反”出现的概率的2倍。我们可以用模拟的方法验证上述推断。重复地、相互独立地将两枚均匀的硬币抛掷n次。若以n两正
 、n两反
 和n一正一反
 分别表示n次抛掷中“两正”、“两反”和“一正一反”出现的次数，则有n两正
 ≈n两反
 ，n一正一反
 ≈2n两正
 ，n一正一反
 ≈2n两反
 。抛掷的次数n越多，这些近似相等的式子越接近相等。建议读者自己动手做这一个模拟。

既然“两正”和“两反”出现概率皆等于1／4，“一正一反”出现概率等于1／2，因而表3.1的第2行上的概率需要作修改，从而有表3.2。

表3.2　投注1元钱于“两正”打1赔2的赌博是不公平的
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表3.2告诉我们，投注1元钱于“两正”“打1赔2”，这使得庄家有3／4（＝1／4＋1／2）个机会吃1元钱，有1／4个机会赔2元钱。这意味着如果庄家和赌徒赌4次，那么平均来说，庄家赢3次，共吃掉3元钱，并输1次，赔2元钱。因而长时间地赌下去，总的来说庄家吃的钱多而赔的钱少，故庄家赢得多。这也就是说，投注1元钱于“两正”的人输的多。这样的赌博显然是不公平的。既然庄家赔钱的机会是1／4，吃钱的机会是3／4，所以赔2元钱太少了，赔3元钱的赌博才是公平的。投注1元钱于“两正”的“打1赔3”的赌博才是公平的。

请读者考虑，下面的抛掷两枚均匀硬币的一项赌博为什么是公平的：
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利用对称性计算概率的方法早在17世纪概率论发展的初期研究赌博活动中的概率问题时就提出来了，所以人们通常称这个方法为计算概率的古典方法。

§3.1.2　频率方法：估算概率

使用频率方法估计概率有两个途径：一是利用模拟，二是利用观察数据。


模拟



所谓模拟简单地说就是将某个试验重复地、相互独立地实现很多次。
 由对称性可知，抛掷一枚均匀的硬币，出现正面和反面的可能性一样大，都等于0.5。我们也可以用模拟的方法对此进行验证。


抛掷硬币
 　重复地、相互独立地将一枚均匀的硬币抛掷n次，观察正面出现了多少次。若以n正
 表示n次抛掷中正面出现的次数，则称
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为这n次抛掷中正面出现的频率。可想而知，只要抛掷的次数n足够大，正面出现的频率f正
 应该与0.5很接近。反过来说，倘若正面出现的频率f正
 与0.5相差甚远，则我们应怀疑硬币是否均匀。这项模拟德莫根（De Morgan）、蒲丰（Buffon）、费勒（Feller）和皮尔逊（Pearson）等科学家都做过，他们模拟的数据见表3.3。表的最后一列告诉我们，随着抛掷次数n越来越多，正面出现频率f正
 与0.5的绝对偏差越来越小，最小的只有两千分之一。

表3.3　抛掷均匀硬币
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表3.3的抛掷均匀硬币的试验，其实是为了论证“抛掷均匀硬币出现正面和反面的可能性是否一样大，都等于0.5”而做的模拟。表3.3的这5次的模拟中正面出现的次数n正
 和反面出现的次数n反
 都不一样大。看来验证的结论似乎推翻了我们大家的共识，均匀的硬币出现正面和反面的可能性并不相等。在正面出现的频率大于（或小于）0.5的时候，难道我们就能够说，均匀的硬币出现正面和反面的可能性并不都等于0.5吗？下面以德莫根的模拟为例仔细分析这个问题。德莫根共抛掷了n＝2048次，正面出现的次数n正
 ＝1061。虽然正面出现的频率f正
 ＝0.5181，比0.5大，但这并不意味着正面比反面出现的可能性大。这好比某型号大瓶咖啡的标签上标明其容量为1000克，假定你所购买的这瓶咖啡重986克，那么你能否据此就去投诉，说该大瓶咖啡的重量不足？就这样去投诉，证据显然尚不够充分。诸如此类的这种类型的问题统称为检验问题。检验问题留待第五章进行讨论。


抛掷图钉
 　参考书目［10］
 的第2节“Experimenting with Chance”给出了一个实验：抛掷图钉。本书下面将对这个问题进行详细的讨论。与抛掷一枚均匀的硬币相类似地，抛掷一枚图钉也有两种可能：钉尖朝下和钉尖朝上，分别见图3.1和3.2。当然抛掷一枚图钉还有可能出现另两种可能，分别见图3.3和图3.4。
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图3.1　钉尖朝下
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图3.2　钉尖朝上
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图3.3　竖立
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图3.4　钉住

事实上，图钉竖立是一种不稳定状态，只要台面不粗糙，竖立的状态是不可能发生的。同样地，只要台面稍硬一些，钉住的状态也是不可能发生的。一般认为抛掷一枚图钉出现的可能只有钉尖朝下和钉尖朝上这两种情况。抛掷图钉出现这两种情况的可能性是否一样大，都等于0.5？若不一样大，那么各有多大？

硬币是均匀的，正面和反面相互对称，正面朝上和反面朝上的可能性一样大。而图钉是不均匀的，帽子和钉尖是不对称的，所以钉尖朝下和帽子朝下（即钉尖朝上）的可能性是不一样大的。考虑到图钉的帽子重，因而很自然地猜测帽子朝下出现的可能性大。这个可能性的大小与制作图钉的材料、图钉帽子的尺寸和厚薄、钉尖的长短和粗细等很多因素有关。因而要精确地计算钉尖朝上（或朝下）的可能性不是一件容易的事。模拟是解决这个问题的最为简单的办法。将一把图钉抛掷很多次，计算钉尖朝上出现的频率，从而得到钉尖朝上的可能性。根据第二章§2.2节所说的统计学的“大数法则”，经过很多次的试验观察，我们就能看到规律。通过多次模拟人们发现，钉尖朝上出现的频率大致为0.65，钉尖朝下出现的频率大致为0.35。从而人们说抛掷一枚图钉，钉尖朝上出现的可能性为0.65，钉尖朝下出现的可能性为0.35。严格地说，0.65和0.35只能说它们分别是钉尖朝上和钉尖朝下出现的可能性的估计值。这个估计值与真值是有误差的。误差越小，估计值的精度越高。精度与抛掷图钉的个数和次数都有关系。这些问题的讨论需要用到统计的理论和方法。

如今用得比较多的图钉如图3.5所示。抛掷这样的图钉出现的情况有几种？每一种的可能性多大？这个问题留待读者考虑。
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图3.5　图钉


蒙特卡罗随机模拟（仿真）
 　抛掷图钉（或硬币）可能钉尖朝下，也可能钉尖朝上。在抛掷之前不知道会出现什么样的结果。人们通常将抛掷图钉这样一种试验结果不确定的试验特称为随机试验
 ，简称为试验。与此类似，人们将图钉重复且独立地抛掷多次的模拟特称为随机模拟
 ，简称为模拟。模拟又称为蒙特卡罗（Monte Carlo）。蒙特卡罗是欧洲摩纳哥（Monaco）国的一个城市。它是世界闻名的赌城。赌博有输有赢，输多少赢多少事先都是不知道的。从这个意义上来讲，赌博可看成一个随机试验。赌城里的赌博有很多种类型，这么多个随机试验日夜连续地进行着。因而我们说赌城连续不断地在做很多不同类型的随机模拟。由此看来，用蒙特卡罗这个赌城的名字作为随机模拟的别称非常贴切。时至今日，人们似乎只记住蒙特卡罗是随机模拟的别称，忘了它是赌城。至此，大家可能有这样的问题，赌博既然可看成随机试验，那它看来是公平的游戏了。是游戏就有游戏规则：什么情况下庄家赢，赢多少，什么情况下庄家输，输多少。赌场中赌博游戏规则的设计都是有利于庄家的。因而人们说，赌场的庄家一本万利，他总是赢的。大家还是远离赌博为好。

前面我们说所谓模拟，就是将某个试验重复且独立地实现很多次。有的时候，很可能试验不易直接实现。此时我们可以用另一个和它等价并且容易实现的试验来代替它。因而完整地说，所谓模拟就是将某个试验，或（和）它等价的某个试验重复且独立地实现很多次，故模拟又称为仿真。
 第二次世界大战期间为制造原子弹需要研究裂变物质的中子连锁反应。著名科学家Metropolis、Ulam和Von Neumann等人并不对中子行为进行直接模拟，而是采用仿真技术，利用抽样技术、俄罗斯轮盘赌（Russian Roulette）和分裂方法模仿中子行为进行模拟。此时已发明制造出了电子计算机。他们就在计算机上进行仿真。计算机仿真既快又精确。随着计算机技术的发展，计算机仿真技术在很多方面都有着广泛的应用。参考书目［8］
 第八章上的案例——上海地铁车站的客流模拟，是为验证车站站厅的设计是否适合乘客流动的计算机仿真。计算机仿真技术在管理决策问题上有广泛的应用。


利用观察数据


下面是利用观察数据用频率估算概率的一个典型例子。通常认为足球比赛中被判罚点球好比是判了“死刑”，点球似乎没有踢不进去的。点球命中的概率（简称命中率）究竟是多少？是不是接近100％？这是令人感兴趣的一个问题。

1990年7月17日《报刊文摘》的一篇报道说，美国麻省理工学院电脑专家埃克森·卡文对1930—1988年世界各地53274场重大足球比赛中罚点球的情况作了统计。由观察数据发现，在判罚的15382个点球中，有11172个被罚中，命中率为11172／15382＝72.6％。看来点球的命中率并不是如人们想象的那样接近100％。仔细想想，这也不出乎意料。罚点球时大家都很紧张。当然最紧张的是罚点球的运动员和守门员。由于点球被认为理所当然是应该踢进去的，因此相比之下罚点球的运动员比守门员更紧张。球队早就有罚点球的人选，他们肯定平时练罚点球练了很多次，练得非常熟练。罚点球的运动员肯定非常想踢进去。准备得如此的充分，但某些运动员就是因为一个极小的疏忽，功亏一篑，没有踢进去。这正如俗话所说的，越怕出错越会出错，“掉链子”只因“太想做好”。这类现象在心理学中称为是“瓦伦达效应”。

瓦伦达是美国著名高空走钢索的表演者。他在20世纪50年代进行的一次有电视转播的重大演出中，不幸失足高空坠落身亡。事后记者采访他太太，试图找出失事的原因。瓦伦达太太说，我知道这一次他要出事了，因为他上场前不断地说“这次太重要了，不能失败，决不能失败”。而结果却真的失败了。而之前每次成功的表演，她先生走钢索的时候都只专注于脚下，从来不想其他，不去管这件事可能带来的一切。后来，人们就把专注于事情本身、不患得患失的心态，叫做“瓦伦达心态”，又称“瓦伦达效应”。心理学的研究发现，惧怕失败太渴望成功在人的大脑中产生的意象往往会成为事情的结果，从而产生反效应。一个足球运动员在罚点球时反复告诫自己，以至于脑子中一直在想不能打偏了，不能让守门员扑出去，这往往却导致没有罚中。因而当面临生活中重要的时刻，我们要学习平常心，不要给自己太大的压力，以免临场发挥失常。

显然，在球赛最后由点球决胜负时，罚点球的运动员更加紧张，命中率更低。埃克森·卡文经统计发现，在由点球决胜负时，点球的命中率只有65.9％。严格地说，72.6％和65.9％只能说它们分别是点球命中率和由点球决胜负时点球命中率的估计值。这个估计值与真值是有误差的。这个误差的大小与观察值的个数有关。

用模拟的方法也能得到罚点球命中率的估计，但有欠缺。例如，要一个运动员和一个守门员参加模拟，重复罚点球多次，看罚中的频率有多大。这样模拟的最大欠缺就在于并没有真正足球比赛罚点球的紧张气氛，它不可能完全仿真。正因为如此，不难想象模拟得到的点球命中率的估计很可能比使用观察数据得到的点球命中率的估计大。

可能大家要问，倘若没有观察数据，如何估计罚点球的命中率？这时我们就可以征求足球运动员、教练和体育运动专家的意见，并结合我们的经验对罚点球的命中率进行合理的推测和判断。这个估算概率的又一个方法通常称为主观推测方法。

§3.1.3　主观推测：估算概率

下面是一些用主观推测方法估算概率的例子，从中可以看到，这个方法的应用范围很广。

●　企业开发了一个新产品。企业销售经理认为该新产品在市场畅销的可能性为80％。但某地区的销售主管却认为该新产品在他主管地区畅销的可能性为50％。他们都是根据自己的经验作出的推测。企业销售经理看市场的整体，而某地区销售主管看他主管地区的市场，推测的新产品畅销的可能性当然会有所不同。

●　明天甲、乙两队有一场足球比赛，甲队获胜的概率当然可以根据这两队以往交锋的胜负比来估计。倘若他们从没有交锋过，这个胜负比的方法当然就不可行了。假如他们虽交锋过但交锋次数不多，虽然这个胜负比的方法可行，但准确性不会很好。在他们从没有交锋过，或虽交锋过但交锋次数不多的时候，人们主要结合这两队近来的表现，并根据专家对这两队的评论，以及自己的经验作出推测，将甲队获胜的概率估计为例如75％。事实上，即使这两队以往交锋过很多次，我们也不能光凭交锋记录，而应将交锋记录与这两队的近来表现、专家评论，以及自己的经验结合在一起给出甲队获胜概率的估计。这种主、客观结合在一起估计概率的方法比较好。

●　气象专家根据最近的气象情况、专业知识以及自己的经验说，明天下雨的概率有90％。

●　预测下周股市上涨的可能性为15％，这实际上是人们根据经济形势，以及自己的经验所作的推测。

从上面这些例子可以看到，主观推测方法求得的概率依据的是人们的经验，以及专家的意见。它事实上并不是主观想象编造出来的。通常将主观推测方法求得的概率称为主观概率。

接下来我们讨论一个例子，如何使用主观概率方法推测市场的需求。关于市场需求的调查，其中的一个基本问题是，“你购买某个产品的可能性有多大”。这里面往往有两种情况，一是这个产品是现有产品，二是这个产品是将要开发的新产品。被调查者对这两种产品往往有下面三种回答：一是已经购买了现有的产品，或是明确说想买新产品；二是打算购买现有产品或新产品；三是不会购买。对第一和第三种回答容易处理，他们购买的可能性可以分别认为是100％和0。而对于第二种回答不容易处理。大量事例表明：购买意图与实际购买行为之间存在着比较大的差异。2008年9月11日《解放日报》的经济新闻栏目（第9版）有一篇报道说，日前全球领先的媒介和资讯集团尼尔森公司对上海、北京和广州等中国主要城市的消费者进行消费倾向调查。在接受调查的消费者中，有七成尚没有买车，而这其中有三分之一有购车意向和计划。这也就是说，接受调查的100位消费者中平均有70位没有买车，这70位中的三分之一，即21位有购买意图。他们有购买意图，但是否到时候真正买车就不一定了。有购买意图的人到时候真正买车的可能性有多大，这是企业很感兴趣的一个问题。这个问题和很多的因素有关，必须具体情况具体分析。尼尔森公司的这项调查的目的就是想了解高油价是否改变了中国人的购车计划。调查显示，鉴于油价上涨，消费者开始重新考虑购车事宜。22％的人打消了购车念头，另有25％的人推迟购车计划。在那些仍然计划购车的消费者中，高油价使得18％的人将目标瞄准节油环保车型。高油价使得原先计划购车的一部分人不买车，一部分人推迟买车，一部分人改变了购车的车型。由此看来，有购车计划的人到时候会有各种各样的变化。我们这里仅讨论有购买意图的人到时候是否打消了购买念头的问题。这个问题比较简单，但它有一般性。不论是购买汽车还是购买其他什么样的产品，是现有产品还是新产品，都会碰到这个问题。

回答是否会购买的问题，人们的回答有可能言过其实。特别是问是否会购买新产品的问题，人们的回答更有可能言过其实。有一个事例，估计人们对一种还没有研制出的新产品的兴趣。在该新产品上市时，说过要购买的人中只有10％的人确实购买了。为什么被调查者的回答言过其实？一般来说，言过其实并不是有意弄虚作假，而是由于没有认真地想到在实际购买时需要考虑的很多的因素。当没有这样的认真思考时，“我想买”就极容易脱口而出。脱口而出的原因之一是，回答说“我想买”是为了让大家高兴。这样说并不花费人们一分一厘钱；原因之二是，如果说我要买一辆汽车，这可促使自己增强购车的紧迫感。在大多数被调查者对购买的可能性的提问不能认真思考时，如何根据调查结果对市场进行分析，这是很有实际意义的一个问题。我们这里主要考虑有购买意图的人到时候打消了购买念头的可能性有多大，或等价地，到时候真正购买的可能性有多大的问题。主观概率方法是解决这个问题的一个重要的方法。


例3.1
 　估计消费者对某个新产品的需求。一般来说，某项新产品往往是针对某一类人的需要而设计的。为此首先从这一类人中选取样本。例如样本共200人。对样本进行个别采访，让他们看该新产品的图片和书面说明，要求他们回答有没有可能性购买这种产品。调查结果见表3.4。

表3.4　某新产品市场需求的调查
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有55％的被调查者对购买该新产品有兴趣。显然，55％的人有兴趣并不意味着到时候真正买的人达到55％，其原因就在于有兴趣并不表示到时候一定会真正买。需要对他们的实际购买概率进行估计。一般来说，这类问题的讨论需要具体问题具体分析。下面仅仅是一个假设性的讨论。

例如，首先认为那些“明确想买”的人到时候一定会真正买，“有可能买”的人到时候有的会真正买而有的则不买。因而认为前者到时候真正买的可能性为1，后者到时候真正买的可能性在0和1之间。人们习惯将“到时候真正买的可能性”称为是“权数”。也就是说前者，即那些“明确想买”的人有“权数”1；后者即那些“有可能买”的人有“权数”在0和1之间。确定后者权数的方法有以下3个：

（1）根据经验认为，打算在3个月内买的人比在3到6个月之间买的人，购买的欲望更强烈，实际购买的可能性更大。类似地，打算在3到6个月之间买的人比在6到12个月之间买的人实际购买的可能性更大。

（2）征求专家意见。

（3）使用在其他场合收集到的相仿产品的数据。例如有一项关于购买与这个新产品相仿的另一产品的调查，共有80个人说他们打算在之后的6个月内购买产品。当6个月后再问他们时，其中仅有36个人（占45％）确实已经购买。

综合上面这3个方法讨论的结果，最终例如取的权数如表3.5权数这一列所示。表3.5给出了该新产品市场需求的计算过程。

表3.5　某新产品市场需求的计算
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由表3.5知，根据我们的分析，20个说打算在3个月内买的被调查者中估计有16人到时候会真正买，30个说打算在3到6个月之间买的被调查者中估计有15人到时候会真正买，50个说打算在6到12个月之间买的被调查者中估计有15人到时候会真正买，虽然有兴趣的人有55％，但其实际购买的概率的估算只有28％。

有关使用主观概率方法推测市场需求的详细讨论请见参考书目［2］
 的第三部分的第三节（在工作的人们）的第二篇文章。而上述的例3.1是将那篇文章中的一个例子改编而成的。

§3.2　随机变量及其分布

第二章§2.3节例2.4中所说的“圆筒的内径”是个变量，这是因为不同的圆筒，其内径很有可能是不一样的。事实上，“变量”这个词早在中学数学，甚至小学数学就出现过。必须指出的是，我们这里所说的变量并不只是说它可以取哪些不同的数值，还包含它取这些不同数值的可能性很有可能是不相同的，取某些值的可能性比较大，而取某些值的可能性比较小。也就是说，它有某种统计分布的规律性。在第二章§2.3节例2.4中我们由200个圆筒样本的内径数据（见表2.12），编制了它的频数分布表和频率分布表（见表2.13），并画了它的直方图（见图2.3），然后根据分布表与直方图大致了解到它的统计分布的规律性：内径很大和很小的可能性都比较小，中间状态的可能性比较大；从中间往两头看，可能性有逐渐减小的趋势，内径大和内径小的可能性基本相等。当然，人们最感兴趣的是，最好能知道这些可能性（概率）究竟有多大，也就是希望知道“圆筒的内径”这个变量究竟是如何分布的。第二章的§2.3.4小节在讲经验法则时对它的统计分布的规律性给出了初步的描述（见表2.25）。这个问题我们将在本章稍后进行深入的讨论。“圆筒的内径”等这一类具有某种统计分布规律性的变量特称为随机变量。


随机变量——具有某种统计分布规律性的变量。


常用的随机变量有两种类型：离散型随机变量与连续型随机变量。

§3.2.1　离散型随机变量

下面由某一项赌博活动引入离散型随机变量，讨论它的统计分布规律性。由该项赌博活动的讨论可以看到赌场中的赌博都是有利于庄家的。


例3.2
 　赌场一般设有轮盘赌。轮盘赌有一个转盘，转盘上有38个球洞。这些球洞上分别标着0、00、1、2、……、36等这些数字。数字0和00涂绿色，1、2、……、36中有18个数例如图3.6中第1列的数字1、2、3，第3列的数字7、8、9，……，第11列的数字31、32、33涂红色，剩余的18个涂黑色。将球放入转盘里，然后将转盘旋转，球等可能地滚落入38个球洞中的任意一个。由此可见，球滚落入每一个球洞的概率都等于1／38；球滚落入两个指定球洞的概率等于2／38；以此类推。轮盘赌有多种赌博方法（见图3.6）。
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图3.6　轮盘赌的赌博规则

下面简要解释图3.6中轮盘赌的赌博方法。


1）单拼打1赔35


图3.6上某个赌徒将例如1元钱押在6点打1赔35，意思是说如果转盘上的球正好滚落入标着数字6的这一个球洞，那赌徒就赢庄家35元钱；而如果球滚落入其他37个的任意一个球洞，则庄家就“吃掉”赌徒押在6点上的1元钱。参与赌博的人，很可能赌了一次、两次或有限多次就不赌了。但是庄家一直在赌。为此，人们通常以庄家的输赢来分析赌博。对于“打1赔35”这个赌博而言，庄家可能输35元（赢-35元），也可能赢1元。所以庄家究竟赢多少是个变量。记庄家赢的钱为x，x可能等于-35，也可能等于1。与一般变量不同的是，x等于-35的可能性和x等于1的可能性是不一样大的。

●　由于在球正好滚落入标着数字6的这一个球洞时，赌徒才赢庄家35元钱，因此庄家赢的钱x等于-35的概率很小，仅为1／38这么大。

●　而在球滚落入其他的37个球洞时，庄家就赢赌徒1元钱，所以庄家赢的钱x等于1的概率有37／38这么大。

由此看来，庄家赢的钱x是个随机变量。这个随机变量仅取两个不同的数值：-35与1。像这种仅取有限个不同的数值的随机变量称为离数型随机变量。此外，有的离数型随机变量还可能取无穷多个数值。例如，某十字路口早晨8—9点通过的汽车数显然是个随机变量，可能没有（有0辆）汽车通过，以及有1辆、2辆、3辆甚至很多很多辆汽车通过。为简单起见，通常假设通过的汽车数可能有无穷多辆。


离数型随机变量——取有限个数值或取可以列举的无穷多个数值的随机变量。


离数型随机变量的统计分布规律性通常用分布列的形式来表示。表3.6就是单拼打1赔35庄家赢的钱x的分布列。表3.6的第1行列出了随机变量x所取的那些值，第2行相应地列出了随机变量x取这些值的概率。

表3.6　单拼打1赔35庄家赢的钱x的分布列
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为简单起见，有时将这个分布列简写为
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2）双拼打1赔17


图3.6上某个赌徒将1元钱押在11和12这两点打1赔17，意思是说，如果转盘上的球正好滚落入标着数字11或12的球洞，那赌徒就赢庄家17元钱；如果球滚落入其他的36个球洞，则庄家就“吃掉”赌徒押的1元钱。记双拼打1赔17庄家赢的钱为x，x可能等于-17，也可能等于1。由于球滚落入每一个球洞的概率都等于1／38，因此双拼打1赔17庄家赢的钱x等于-17的概率等于2／38；庄家赢的钱x等于1的概率等于36／38。表3.7是双拼打1赔17这个离散型随机变量x的分布列。

表3.7　双拼打1赔17庄家赢的钱x的分布列
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3）图3.6上还有下面一些赌博方法。请读者思考，如何得到这些赌博方法庄家赢的钱的分布列。

●　赌徒将1元钱押在16、17和18这三点（三拼）打1赔11；

●　赌徒将1元钱押在23、24、26和27这四点（四拼）打1赔8；

●　赌徒将1元钱押在31、32、33、34、35和36这六点（六拼）打1赔5；

●　赌徒将1元钱押在第1（或2、3）行最后一列的空格上，也就是将1元钱押在第1（或2、3）行上的12个数字上打1赔2；

●　赌徒将1元钱押在最后一行的6个标着“1～18”、“偶数”、“红色”、“黑色”、“奇数”和“19～36”上，也就是将1元钱押在18个数字上打1赔1。

表3.8给出了轮盘赌的各种类型赌博方法的庄家赢的钱的分布列。由表3.8知，从输赢多少钱来看，由于庄家赢的钱不比赌徒赢的多，看来这样的赌博方法似乎对赌徒有利；但从输赢概率的大小来看，由于庄家赢的概率比赌徒赢的概率大，看来这样的赌博方法对庄家有利。究竟是对赌徒有利，还是对庄家有利，这就需要总的来看。所谓总的来看，直观地说就是长时期观察赌博，例如对某种类型的赌博重复观察很多很多次，记录下每次庄家（或赌徒）输赢的钱，取其平均，然后根据平均数的正负判断该种类型的赌博对谁有利。显然，长时期观察比较麻烦。事实上长时期观察相当于计算随机变量的平均数。

表3.8　轮盘赌各种类型赌博方法庄家赢的钱的分布列
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§3.2.2　离散型随机变量的平均数（均值、期望）

概率除了直观理解为可能性之外，还可直观理解为机会。由表3.6知，单拼打1赔35庄家输给赌徒35元的机会是1／38；庄家赢赌徒1元的机会是37／38。这也就是说，长时期地赌下去，平均来说庄家输给赌徒35元的次数大约是总的赌博次数的1／38，庄家赢赌徒1元的次数大约是总的赌博次数的37／38。可想而知，长时期观察赌博，庄家平均赢的钱为
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既然庄家平均赢的钱是正的，所以单拼打1赔35有利于庄家。随机变量的平均数又称随机变量的数学期望，简称期望（Expected Value）。
 单拼打1赔35庄家的期望等于2／38。庄家期望每一次赌博都赢，那是不现实的。如果平均赢的钱是正的，那就达到庄家的期望了。不仅赌博如此，很多情况都是这样的，例如，商店期望每天都赚很多钱是不现实的，期望总的来说，也就是平均来说赚很多钱就行了；投资者期望投资的每一个股票天天都涨那是不大可能的，期望总的来说，也就是一段时间例如一年下来这几个股票平均来说赚了，且达到自己预期的目标例如回报（增益）有20％就行了。由此看来，随机变量的平均数又称为随机变量期望是合乎情理的。

●　设离散型随机变量x取有限例如m个数值，其分布列如表3.9所示。

表3.9　取有限例如m个数值的离散型随机变量x的分布列
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表的第1行列出了随机变量x所取的m个数值a1
 、a2
 、…、am
 ，第2行相应地列出了随机变量x取这m个值的概率p1
 、p2
 、…、pm
 。显然，p1
 ＋p2
 ＋…＋pm
 ＝1。通常将x的平均数（期望）记为E（x），有时记为μ＝E（x），则它的计算公式为

μ＝E（x）＝a1
 ·p1
 ＋a2
 ·p2
 ＋…＋am
 ·pm
 ＝[image: alt]
 ai
 pi
 。

●　设离散型随机变量x取可以列举的无穷多个数值，其分布列如表3.10所示。

表3.10　取可以列举的无穷多个数值的离散型随机变量x的分布列
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表的第1行列举了随机变量x所取的无穷多个数值a1
 、a2
 、a3
 、…、第2行相应地列举了随机变量x取这些值的概率p1
 、p2
 、p3
 、…。显然，p1
 ＋p2
 ＋p3
 ＋…＝1。x的平均数（期望）μ＝E（x）的计算公式为

μ＝E（x）＝a1
 ·p1
 ＋a2
 ·p2
 ＋a3
 ·p3
 ＋…＝[image: alt]
 ai
 pi
 ，

其中求和符号∑的上标“∞”表示无穷大。

根据期望的计算公式，不难得到轮盘赌庄家赢的钱的期望，见表3.11。轮盘赌各种类型赌博方法庄家赢的钱的期望都等于2／38。庄家赢的钱的期望通常称为是庄家（或赌场）优势。由表3.11知，不论投注那一个数，平均来说庄家总是赢钱的，赌场优势总是正的。从这个意义上讲，轮盘赌是不公平的。庄家说，为什么期望都是正的，那是因为经营赌场需要钱，而且我们还对来赌场的人提供了一些免费服务，这也需要钱。庄家还说，我们赢钱的期望不大，仅为2／38＝0.053元。请大家不要小看5分3厘，这只是一个赌徒押1元钱庄家赢的钱的期望。事实上赌场里有很多个赌徒，他们押的往往远不止1元钱。可想而知，很多个赌徒，每个赌徒都押不少的钱，一次又一次地、长时期地赌，庄家赢的钱的期望那是非常可观的。此外，除了轮盘赌，赌场里还有骰子、扑克、麻将、牌九等赌博活动。其中很多赌博活动的公平程度远比轮盘赌差。这正如俗话所说的，十赌九诈。赌徒永远不会是赢家。庄家一本万利，他总是赢的。人们绝不能沉迷赌博，还是远离赌博为好。

表3.11　轮盘赌各种类型赌博方法庄家赢的钱的分布列与期望
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*
 随机变量的平均数（均值、期望）的性质


为什么赌徒押得多，庄家就赢得多，这实际上就是期望的一个很重要的公式：


E（c·x）＝c·E（x），其中c是一个数。


例如，其中的x可视为在赌徒押1元钱时庄家赢的钱，其期望E（x）＝2／38。那么c＝100，100·x就是赌徒押100元钱时庄家赢的钱，显然有

E（100·x）＝100·E（x）＝100×2／38＝200／38＝5.26（元）。

为什么赌徒越多，庄家就赢得越多？又为什么一次又一次地、长时期地赌下去，庄家就赢得很多很多。这实际上就是期望的一个很重要的公式：和的期望等于期望的和：

E（x1
 ＋x2
 ＋…＋xn
 ）＝E（x1
 ）＋E（x2
 ）＋…＋E（xn
 ）。

例如，有n＝2个赌徒，一个将100元赌单拼打1赔35，另一个将200元赌四拼打1赔8。下面计算两个赌徒同时参赌庄家赢的钱x的期望。

在一个赌徒将100元赌单拼打1赔35时，记庄家赢的钱为x1
 ，则

E（x1
 ）＝100×2／38＝200／38＝5.26（元）。

在一个赌徒将200元赌四拼打1赔8时，记庄家赢的钱为x2
 ，则

E（x2
 ）＝200×2／38＝400／38＝10.53（元）。

显然，这两个赌徒同时参赌，庄家赢的钱x＝x1
 ＋x2
 ，并且

E（x）＝E（x1
 ）＋E（x2
 ）＝5.26＋10.53＝15.79（元）。

关于期望，不难看到它还有另一个很重要的公式：

E（x＋c）＝E（x）＋c，其中c是一个数。


§3.2.3　离散型随机变量的方差与标准差

既然均值是随机变量所取值的平均大小，可想而知，随机变量有的值比均值大，而有的值比均值小，随机变量在均值上下波动。通常将关于均值的波动程度说成是随机变量所取值的离散程度。除了关心取值的平均大小，我们还应该关心取值的离散程度。这好比庄家除了关心平均来说能赢多少钱，他还关心他赢的钱在均值上下波动的程度。波动太大了，意味着庄家有的时候可以赢很多钱，这自然是非常高兴的事，但有的时候也可能赢的钱很少甚至输钱，而这是庄家不愿意看到的。随机变量的离散程度可以用它的方差或标准差来度量。


随机变量的方差
 　随机变量x的方差（Variance），记为Var（x），通常简单地用σ2
 表示方差，其中σ是希腊小写字母。如果离数型随机变量x的分布列如表3.9、3.10所示，则x的方差σ2
 的计算公式为

●　离散型随机变量x取有限个数值时，据表3.9，有
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其中μ＝E（x）＝[image: alt]
 ai
 pi
 是x的均值。

●　离散型随机变量x取可以列举的无穷多个数值时，据表3.10，有
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其中μ＝E（x）＝[image: alt]
 ai
 pi
 是x的均值。

x的方差σ2
 比较小，说明x在其均值μ上下波动的程度，也就是离散程度比较小，这表明x所取的值比较集聚在均值μ的附近；而Var（x）比较大就意味着x在其均值μ上下波动的程度，也就是离散程度比较大，这表明x所取的值并没有很好地集聚在均值μ的附近，上下比较分散。


随机变量的标准差
 　用方差可很好地度量随机变量的离散程度，不足之处就在于它与随机变量没有相同的单位，它的单位是随机变量的单位的平方。为此取方差的平方根：σ＝[image: alt]
 ，并称σ为随机变量x的标准差（Standard Deviation）。标准差与随机变量有相同的单位，所以对实际问题而言，通常用标准差来度量随机变量的离散程度。

由表3.11知，单拼打1赔35庄家赢的钱的分布列与期望分别为
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 与μ＝[image: alt]
 ＝0.053（元）

因而它的方差与标准差分别为
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轮盘赌各种类型赌博方法下庄家赢的钱的期望与标准差见表3.12。由于不论轮盘赌哪一种赌博，平均下来庄家总是赢钱的，其均值μ＝0.053（元）都是正的，因此标准差小就意味着庄家输赢的波动小，它们集聚在正的均值μ＝0.053的附近。由此看来，庄家希望赌徒投注标准差比较小的赌博，因为他可以比较快地赢钱。庄家不希望赌徒投注标准差大的赌博，因为他将慢慢地赢钱。由表3.12知，庄家不大希望有人单拼打1赔35，因为它的标准差最大；而希望打1赔1，因为标准差最小。

表3.12　庄家赢的钱的期望与标准差
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*
 随机变量的方差、标准差的性质


在前面讲随机变量期望的时候，我们说它有3个非常重要的计算公式，

1）E（c·x）＝c·E（x），其中c是一个数；


2）E（x＋c）＝E（x）＋c，其中c是一个数；


3）和的期望等于期望的和：



E（x1
 ＋x2
 ＋…＋xn
 ）＝E（x1
 ）＋E（x2
 ）＋…＋E（xn
 ）。


期望的第一个计算公式很容易推广到方差。可想而知，对方差而言


Var（c·x）＝c2
 ·Var（x），其中c是一个数。


由此可知，对标准差而言


（c·x）的标准差＝c·（x的标准差），其中c是一个数。


期望的第二个计算公式也很容易推广到方差，但有较大的不同。


Var（x＋c）＝Var（x），其中c是一个数。


“x＋c”是说将变量x的每一个数值都平行移动c个单位，所以由x到x＋c，只是期望增加了c，E（x＋c）＝E（x）＋c；而离散程度（方差）是不变的，Var（x＋c）＝Var（x）。由此知，标准差也是不变的。


（x＋c）的标准差＝x的标准差，其中c是一个数。


期望的第三个计算公式：“和的期望等于期望的和”，通常仅将它推广到方差。倘若把它推广到标准差，情况相当复杂。即使推广到方差，情况也比较复杂，它有下列3种可能性：

（1）如期望那样，两个随机变量和的方差等于方差的和，即

Var（x1
 ＋x2
 ）＝Var（x1
 ）＋Var（x2
 ）；

（2）两个随机变量和的方差大于方差的和，即

Var（x1
 ＋x2
 ）>Var（x1
 ）＋Var（x2
 ）；

（3）两个随机变量和的方差小于方差的和，即

Var（x1
 ＋x2
 ）<Var（x1
 ）＋Var（x2
 ）。

第二章§2.3.3小节在讲离散程度的重要性时提到，构造一个资产组合既要考虑平均收益，也要考虑离散程度，离散程度反映了投资的风险。这也就是说，我们既要计算收益的期望，还要计算收益的方差（或标准差）。下面以投资组合为例说明，两个随机变量和的方差大于、小于方差的和，这两种情况是怎样发生的。

假设这个投资组合只有两个股票。由“和的期望等于期望的和”可以知道，

投资组合（只有两个股票）收益的期望＝“第一个股票收益的期望”＋“第二个股票收益的期望”。

而投资组合方差的问题就比较复杂。考虑这个问题离不开探讨这两个股票之间有什么样的相关关系。

假设投资组合的两个股票的连续10个交易日的收益如表3.13－1所示。首先分别对每一个股票进行分析。它们收益的期望（均值）、方差与标准差见表3.13－1的最后3行。接下来探讨这两个股票之间有什么样的关系。股票的连续10个交易日的收益数据是时间序列数据，图3.7－1是这两个股票的趋势图。从中可以看出：当一个股票上涨（或下跌）时，另一个股票基本上也处于上涨（或下跌）的趋势。基本上同时上升和同时下跌的关系通常称为是正相关关系。
 又假设投资组合的两个股票的连续10个交易日的收益如表3.13－2所示。每一个股票收益的期望（均值）、方差与标准差见表3.13－2的最后3行。图3.7－2是这两个股票的趋势图。从中可以看出：当一个股票上涨（或下跌）时，另一个股票基本上处于下跌（或上涨）的趋势。基本上一个上升而另一个下跌，一个下跌而另一个上升的关系通常称为是负相关关系。
 相关关系的详细介绍见本书第七章。

表3.13－1　有正相关关系的两个股票
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表3.13－2　有负相关关系的两个股票
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图3.7－1　有正相关关系的两个股票
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图3.7－2　有负相关关系的两个股票

显然，同时购买有正相关关系（简称正相关）的两个股票有可能有很高的收益，也有可能收益很低甚至亏得很多。它们的风险叠加在一起，风险比较大。相反地，同时购买有负相关关系（简称负相关）的两个股票，收益不会大起大落，它们的风险相互抵消，风险比较小。

图3.8－1是正相关的两个股票（见图3.8－1下面两条折线）组合在一起，其投资组合（见图3.8－1上面这一条折线）的起伏就比较大。由此看来，正相关的两个股票的投资组合的方差增大。正相关的两个股票的投资组合各个交易日的收益，以及它收益的期望（均值）、方差与标准差见表3.14－1。由表3.14－1可以看到，而且可以严格证明：
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图3.8－1　正相关两股票的投资组合
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图3.8－2　负相关两股票的投资组合

正相关两个股票的投资组合收益的期望＝“第一个股票收益的期望”＋“第二个股票收益的期望”；

正相关两个股票的投资组合收益的方差>“第一个股票收益的方差”＋“第二个股票收益的方差”。

图3.8－2是负相关的两个股票（见图3.8－2下面两条折线）组合在一起，其投资组合（见图3.8－2上面这一条折线）起伏就比较小。这也就是说负相关的两个股票的投资组合的方差减小。负相关的两个股票的投资组合各个交易日的收益，以及它收益的期望（均值）、方差与标准差见表3.14－2。由表3.14－2可以看到，而且可以严格证明：

表3.14－1　正相关两股票的投资组合
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表3.14－2　负相关两股票的投资组合
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负相关两个股票的投资组合收益的期望＝“第一个股票收益的期望”＋“第二个股票收益的期望”；

负相关两个股票的投资组合收益的方差<“第一个股票收益的方差”＋“第二个股票收益的方差”。

由此看来，对两个随机变量和的方差而言

●　在这两个随机变量正相关时，两个随机变量和的方差大于方差的和：

Var（x1
 ＋x2
 ）>Var（x1
 ）＋Var（x2
 ）；

●　在这两个随机变量负相关时，两个随机变量和的方差小于方差的和：

Var（x1
 ＋x2
 ）<Var（x1
 ）＋Var（x2
 ）

这两个不等式的证明从略，其进一步的讨论见本书第八章§8.2.2。

既然正相关时和的方差大于方差的和，负相关时和的方差小于方差的和，人们很自然地想到，不相关（既不正相关也不负相关）时，和的方差等于方差的和。通常看到的“不相关”，往往是“相互独立”。

§3.2.4　独立性

两个变量相互独立可直观地理解为，一个变量的取值对另一个变量的取值没有任何关系，这时我们就说它们相互独立。


●　两个赌徒在同一轮盘赌上，一个押6点，打1赔35；另一个押5、6、8和9点，打1赔8。他们的输赢显然不相互独立。

●　两个赌徒分别在两个轮盘赌上，一个押6点，打1赔35；另一个押5、6、8和9点，打1赔8。他们的输赢显然相互独立。

两个股票相互独立意思是说，其中一个股票的涨涨跌跌与另外一个股票的涨涨跌跌没有任何关系。看来要找到两个相互独立的股票是比较困难的。倘若这两个股票相互独立，那么

资产组合（只有两个相互独立的股票）收益的方差＝“第一个股票收益的方差”＋“第二个股票收益的方差”

这也就是说，相互独立的两个，甚至三个或更多个随机变量，其和的方差等于方差的和。

●　相互独立随机变量和的方差等于方差的和：

Var（x1
 ＋x2
 ＋…＋xm
 ）＝Var（x1
 ）＋Var（x2
 ）＋…＋Var（xm
 ）

第二章§2.3.3小节在讲离散程度的重要性时提到，构造一个资产组合就是购买一些股票、债券、期货、黄金和基金等各种不同的投资方式。这些投资方式有的正相关，有的负相关，有的相关性强，有的相关性弱，有的甚至于弱到几乎可认为它们相互独立。正相关的组合在一起是为了增加收益，负相关的组合在一起是为了减少风险。仔细研究投资方式之间的正负相关性，然后从众多的投资方式中挑选出一个资产组合。我们的目标是，这个资产组合的平均回报在不低于某个确定水平的前提下有最小的风险（离散程度），或者对事先确定的风险有最大的平均回报。从不同种类，数量很多的股票、债券和基金等投资方式中挑选出资产组合，它显然需要应用比较复杂的统计分析。这个问题的进一步讨论见第八章。

§3.3　期望－方差的决策分析

大到宏观经济，小到商品经销，甚至个人日常生活都会碰到决策问题。对于各式各样的决策问题，人们通常认为一个好的决策应做到期望收益大而承担的风险小。我们知道，风险与收益的不确定性有密切的关系，而收益的不确定性可以用它的离散程度来度量。由此看来，在分析决策问题时，我们既要考虑期望收益，也要考虑收益的方差。这就是所谓的期望－方差的决策分析。上面所讲的构造一个资产组合既要考虑平均回报，也要考虑离散程度，就是这个意思。

下面从期望－方差决策分析的角度，讨论本书第一章开头所讲解的开发还是不开发新产品，中型扩建还是大型扩建为好的决策问题。我们已为它建立了一个决策树模型
 ，见第一章的图1.1。

解决这个决策问题的不确定因素是市场需求量究竟是高、中，还是低。首先根据经验，推测市场需求量高、中和低的概率。若经过讨论认为市场需求量高、中和低的概率分别是0.3、0.5和0.2，接下来根据经验，预测市场需求量高、中和低时，大型工厂和中型工厂的利润。预测结果见表3.15。

表3.15　利润的预测
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在第一章图1.1决策树模型的末端写上市场需求量高、中和低的概率以及利润，从而有图3.9。倘若不开发新产品，那就没有增加利润，即利润为0。这是必然事件，其概率等于1。
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图3.9　决策树模型

对于这个要不要开发新产品，中型扩建还是大型扩建为好的决策问题，所谓期望－方差决策分析就是问：

●　要不要开发新产品，以及建哪一种类型的工厂对实现期望利润最大化的目标最优？

●　要不要开发新产品，以及建哪一种类型的工厂对实现风险最小化的目标最优？

对于这个要不要开发新产品的问题，如果决策不开发新产品，情况就比较简单。由于它是一个必然事件，不仅期望收益等于0，方差（标准差）也等于0。下面着重讨论决策开发新产品，中型扩建还是大型扩建为好的问题。

令x和y分别表示建大型工厂和中型工厂的利润。由图3.9不难得到x和y的分布列，分别见表3.16和表3.17。

表3.16　大型工厂利润的分布
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表3.17　中型工厂利润的分布
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1）比较期望利润

由表3.16知，建大型工厂利润x的期望

E（x）＝400×0.3＋100×0.5＋（-50）×0.2＝160

由表3.17知，建中型工厂利润y的期望

E（y）＝300×0.3＋200×0.5＋50×0.2＝200

将大型工厂E（x）＝160，中型工厂E（y）＝200与不开发新产品的期望利润0进行比较。由此知，建中型工厂对实现期望利润最大化的目标最优。

2）比较利润的方差，或者标准差

由表3.16知，建大型工厂利润x的方差
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其标准差σ为167.0329

由表3.17知，建中型工厂利润y的方差
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其标准差σ为86.6025

将大型工厂标准差167.0329，中型工厂标准差86.6025与不开发新产品的标准差0进行比较。由此知，不开发新产品对实现风险最小化的目标最优。

考虑期望收益计算结果是建中型工厂，考虑收益的方差计算结果是不开发新产品。碰到两者不一致的情况，不足为怪。根据统计的理论与方法对所考虑的问题作出的统计推断，仅仅是为管理者采取何种决策提供依据和建议，究竟采取哪一个决策，那就要考虑各方面因素。但就这个问题而言，我们认为开发新产品建中型工厂的决策比不开发新产品的决策好。这是因为由表3.17可以看到，建中型工厂，不论市场需求量高、中还是低，其利润总是正的，利润最少的也有50。看来建中型工厂我们至少能增加利润50。而若不开发新产品我们没有增加利润。由此可见，开发新产品建中型工厂是非常稳妥的决策。关于稳妥决策与决策问题进一步的讨论请见本书第九章。

§3.4　常用的离散型随机变量的分布

下面讲解两个常用的离数型随机变量分布：二项分布与泊松分布，它们都来自于实际问题。

§3.4.1　二项分布

看下面一些实际问题，它们有哪些类似的地方。

●　销售经理与客户洽谈，客户有可能下定单购买你推销的产品，也有可能不下定单。根据经验，某企业销售经理认为洽谈成功的概率p＝15％。这个销售经理打算今天与5个客户洽谈，他当然非常关心今天究竟能有多少个客户下定单。以x表示下定单的客户数。x显然是个离散型随机变量，其取值范围为0、1、2、3、4和5。x取这些数值的可能性显然是不一样大的。由于洽谈成功的概率p＝15％不大，所以洽谈的5个客户都下定单的可能性比较小。又由于洽谈成功的概率p＝15％，所以洽谈的5个客户中，平均有5×15％＝0.75个客户洽谈成功。因而猜想仅有1个客户下定单的可能性比较大。这些可能性究竟有多大？如何计算？这显然是人们很感兴趣的问题。

●　某工厂的某个产品的质量标准是，不合格品的比例不超过1％。检验100件产品，质量检验员就得考虑这样的一个问题，倘若产品合格，其不合格率p达到上限（最“坏”的情况）为1％，这检验的100件产品中我们会发现多少件不合格品？至多发现1件不合格品的概率有多大？如何计算？

●　某服装店经理根据经验认为，光顾商场的顾客购买商品的概率为20％，现在有8个顾客来到商店，购买商品的顾客数究竟是多少？没有顾客购买商品的概率多大？8个顾客都购买商品的概率有多大？

●　有的广告含有音乐，有的广告没有音乐。根据经验估计广告包含音乐的概率为四分之三。考察12则广告，内有多少个广告包含音乐？它们的概率各等于多少？

●　有的诉讼判决会上诉，有的诉讼判决不上诉。根据经验估计上诉的概率为50％。某法庭某天审理了20起案件，其中有多少个案件会上诉？其概率各等于多少？

●　有的足球比赛要加时，有的不需要加时。根据统计资料估计，需要加时的概率为30％。某赛季有100场比赛，其中有多少场比赛需加时？其概率各等于多少？

●　根据统计资料，60％的飞机乘客要求提供米饭。一个航班300位乘客，负责客机食品的经理必须考虑，一个航班应准备多少份米饭？倘若按平均数，一个航班准备180（＝300×60％）份米饭，则很有可能有些喜欢吃米饭的乘客得不到满足。那么，准备180份米饭，有乘客得不到满足的可能性有多大？也就是说，300位乘客中喜欢吃米饭的乘客数超过180的概率有多大？如何计算？（本例选自《统计教育》2001年第1期）

我们还可以举出很多类似的问题。这些问题有下面一些共同之处。

●　若把与客户洽谈，检验产品，顾客是否购买商品，广告是否含有音乐，诉讼判决会不会上诉，比赛要不要加时，乘客是否要求提供米饭，都看成试验，这类试验的共同点就是，每次试验只有两个结果：洽谈成功或不成功，产品合格或不合格，顾客购买商品或没有购买商品，广告含有音乐或没有音乐，诉讼判决会上诉或不会上诉，比赛要加时或不要加时，乘客要求提供米饭或不要求提供米饭（例如，要求提供面食）。

●　通常人们将试验的两个结果分别记为：成功与失败，并且记成功的概率为p，则失败的概率就等于1－p。

●　只有两个结果的试验重复地做了多次，例如，洽谈5个客户就是做了n＝5次试验，检验100件产品就是做了n＝100次试验，有8个顾客来到商店相当于有n＝8次观察（试验），考察12则广告相当于有n＝12次观察（试验），法庭当天审理了20起案件相当于有n＝20次观察（试验），某赛季有100场比赛相当于有n＝100次观察（试验），一个航班300位乘客相当于有n＝300次观察（试验）。

●　人们感兴趣的是，这n次重复做的试验中，“成功”发生了几次？通常假设这n次试验相互独立。例如，在销售经理与客户洽谈的问题中，假设销售经理与这5个客户是相互独立地洽谈的。做这样的假设一方面是为了简化问题便于计算，另一方面也是由于客户通常都是相互独立地与销售经理洽谈的。


二项分布模型


根据这些共同之处，人们提出了下面的二项分布（Binomial Distribution）模型，概括了上述这一类问题。

1）每一次试验只有两个结果：成功与失败，成功的概率为p，失败的概率为1－p；

2）这样的试验独立重复地做了n次；

3）n次试验中“成功”发生的次数记为x。则x是个离散型随机变量：

x＝0，1，…，或n；

4）基于1）和2），可以证明，n次试验中“成功”发生的次数x＝k的概率为
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在销售经理与客户洽谈的问题中，n＝5，洽谈成功的概率p＝15％。则根据上述计算概率的公式，下定单的客户数x的分布列，见表3.18。前面我们猜想，因为洽谈成功的概率p＝15％不大，所以洽谈的5个客户都下定单的可能性比较小。由表3.18知这个猜想成立，下定单的客户数x＝5的概率几乎为0。我们还猜想，因为洽谈成功的概率p＝15％，所以洽谈的5个客户中，平均有5×15％＝0.75个客户洽谈成功，因而仅有1个客户下定单的可能性比较大。表3.18告诉我们，下定单的客户数x＝1的概率0.3915是比较大，但并不是最大。没有客户下定单（x＝0）的概率0.4437最大。看来，想一想，不如算一算。x＝0的概率与x＝1的概率，这两项之和等于0.8352。由此知，有2个以及2个以上客户下定单的可能性仅等于16.48％（＝1－0.8352）。看来，洽谈5个客户，对于有2个和更多个客户下定单不要抱太大的希望。

表3.18　概率值
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可以验证，表3.18第二列上各个概率之和恰等于1。事实上，这就是大家所熟悉的牛顿二项式定理：

[image: alt]


正因为这样，人们通常称表3.18那种类型的分布为二项分布，记为b（5，p）。一般来说，有二项分布b（n，p），它表示独立重复地做了n次试验，每次试验只有两个结果：成功或失败，p是成功的概率。x表示n次试验中成功的次数，则x服从二项分布b（n，p），简记为x～b（n，p）。


二项分布Excel函数名


只要启动Excel中文版“插入”菜单上的“函数”命令就可以在x～b（n，p）时计算x＝k的概率P（x＝k），或x从0到k的累积概率P（x≤k）＝[image: alt]
 P（x＝i）的数值，具体过程从略。我们也可以输入某个函数的名称及计算要求直接进行计算。直接计算的方法就是在任意一个单元格上输入Excel的二项分布函数名。

1）输入“＝binomdist（k，n，p，0）”，然后确定，则得到概率P（x＝k）的数值。有时为简单直观起见，将概率P（x＝k）就写成P（b（n，p）＝k）。表3.18中的二项分布b（5，p）的各个概率值的Excel函数命令见表3.19的第3列。

表3.19　二项b（5，p）分布的概率值及Excel函数命令

[image: alt]


2）输入“＝binomdist（k，n，p，1）”，然后确定，则得到累积概率P（x≤k）＝[image: alt]
 P（x＝i）的数值。这个累积概率简单地写为P（b（n，p）≤k）＝[image: alt]
 P（b（n，p）＝i）。若欲计算累积概率P（b（n，p）≥k），则仅须输入“＝1－binomdist（k－1，n，p，1）”。注意，计算累积概率P（b（n，p）≥k）时，上述这个Excel函数中的次数是k－1，而不是k。

下面回过头来分析航空客机配餐的问题。

●　航空客机配餐

航空客机通常有300位乘客。中餐和晚餐的主食有米饭（例如咖喱鸡饭）与面条（例如牛肉面条）。某航空公司由调查研究和历史记录知，约60％的乘客喜欢米饭，40％的喜欢面条。显然，主管客机食品的经理必须考虑下面的问题，一个航班应准备多少份米饭和多少份面条？准备得太少，很可能有乘客吃不到自己喜欢的主食。准备得太多，例如两种食品都准备300份，这样一来每位乘客都吃到了自己喜欢的主食，但肯定多余了300份主食。按规定，多余下来的主食不能改配给下一班机使用，那就是很大的浪费。既要让乘客吃到自己喜欢的主食，又要降低成本，一个航班准备多少份米饭和多少份面条为佳，这是放在客机食品经理面前的一个两难问题。为简化讨论，假定乘客中没有素食主义，以及吃无糖食品的糖尿病患者。


问题1：倘若按平均数，一个航班准备180（＝300×60％）份米饭和120（＝300×40％）份面条，行吗？


“行”还是“不行”就是问，一个航班准备180份米饭和120份面条，有乘客得不到满足的可能性究竟有多大？我们仅计算有乘客要求提供米饭，但得不到满足的可能性。这也就是说，300位乘客中喜欢吃米饭的乘客超过180人的概率究竟有多大？有关面条的计算显然与此类似，从略。

利用Excel，若输入二项分布函数名“＝1－binomdist（180，300，0.6，1）”，则得累积概率P（b（300，0.6）≥181）＝47.81％，这就是300位乘客中要求提供米饭的乘客人数大于180人的概率。因而，倘若按平均数一个航班准备180份米饭，有乘客要求提供米饭但得不到满足的可能性达到47.81％。或者说我们只有52.19％的把握保证，要求吃米饭的乘客都能吃到自己喜欢的米饭。看来按平均数准备180份米饭不足取。


问题2：准备300份米饭可好？


倘若准备300份米饭，则就有100％的把握保证，要求吃米饭的乘客都能吃到自己喜欢的米饭，但几乎肯定会有比较多的米饭多余，就造成很大的浪费。由此看来，准备300份米饭的成本太高，也是不足取的。


问题3：准备多少份米饭比较好？


为解决这个问题，客机食品经理全面考察要求提供米饭的乘客的人数x的分布情况。根据统计资料，飞机乘客要求提供米饭的可能性为p＝60％。一个航班300位乘客中要求提供米饭的乘客人数x服从二项分布b（300，0.6）。启动Excel就可很快看到要求提供米饭的乘客的人数x的分布情况：

1）在A列的第1和至第301个单元格依次分别输入0，1，…，300等数。请读者思考，如何依次输入0，1，…，300等数，既快又准确无误？

2）在B列的第1个单元格上输入二项分布函数名“＝binomdist（a1，300，0.6，0）”，然后确定，则B列的第1个单元格上显示的数就是x＝0，也就是没有乘客要求提供米饭的概率。

3）鼠标沿着B列的第1个单元格往下拉，直到B列的第301个单元格，则B列的第2、第3直到第301个单元格上显示的数分别就是x＝1，2，…，300等的概率。由B列上的数值可以看到，要求提供米饭的乘客人数少于150人，或多于210人虽有可能发生，但可能性极小。根据A、B两列所画的散点图见图3.10，这就是要求提供米饭的乘客人数b（300，0.6）的概率图。由图3.10知，要求提供米饭的乘客人数几乎在150与210，也就是180±30之间，其中180（＝300×60％）是要求提供米饭的乘客的平均人数。图3.11是要求提供米饭的乘客人数从150人到210人的概率图。图3.10与图3.11看上去非常像本书第二章§2.3.1小节着重讲解的呈钟形完全对称的直方图。这表明，二项分布b（300，0.6）可看作为正态分布。由图3.10知，准备210份米饭，这样一来几乎就有100％的把握保证要求吃米饭的乘客都能吃到自己喜欢的米饭。若要知道准备210份米饭究竟有多大的把握保证供应米饭，仅需输入“＝binomdist（210，300，0.6，1）”，则得累积概率P（b（300，0.6）≤210）＝0.99987。这就是300位乘客中要求提供米饭的乘客人数小于等于210人的概率。因而，倘若一个航班准备210份米饭，就有99.987％的把握保证，要求吃米饭的乘客都能吃到自己喜欢的米饭。准备210份饭基本上就有100％的把握保证供应，这比准备300份米饭的成本要节约多了。
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图3.10　要求米饭的乘客人数的概率图

[image: alt]


图3.11　要求米饭的从150人到210人的概率图


问题4：能否尽可能地少准备一些米饭，多降低些成本？


准备210份米饭，就有99.987％的把握保证供应。少准备一些米饭，把握程度肯定没有99.987％那么大，但假如有例如99％或95％的把握保证供应那也何尝不可。这样一来成本岂不是降下来了。客机食品经理接下来需要解决的问题是，准备多少份米饭，我们就有很大例如99％或95％的把握保证，要求吃米饭的乘客都能吃到自己喜欢的米饭。这个问题使用Excel就可很快解决：

1）因为按平均数准备180份米饭是不行的，所以我们从181起开始搜索。从A列的第1个单元格起分别依次输入181，182，……。

2）在B列的第1个单元格上输入二项分布函数名“＝binomdist（a1，300，0.6，1）”，然后确定，则B列的第1个单元格上显示的数就是要求提供米饭的乘客人数小于等于181人的概率。

3）鼠标沿着B列的第1个单元格往下拉，则B列的第2、第3个等单元格上显示的数分别就是要求提供米饭的乘客人数小于等于182，183人等的概率。

4）B列上的数值越来越大，当它增大刚超过95％的时候，B列上的数是0.957067，其对应A列上的数是194。这说明，提供米饭的乘客人数小于等于194人的概率刚过95％，达到95.7067％。由此可见，一个航班准备194份米饭，我们就有95％的把握保证，要求吃米饭的乘客都能吃到米饭。同样地可以看到，B列上的数刚过99％，达到99.2635％，对应A列上的数是200。所以一个航班准备200份米饭，我们就有99％的把握保证，要求吃米饭的乘客都能吃到米饭。

至此，客机食品经理得到了下面3个米饭的配餐方案，供考虑采用：

方案一，准备210份米饭，有99.987％的把握保证供应；

方案二，准备200份米饭，有99％的把握保证供应；

方案三，准备194份米饭，有95％的把握保证供应。

方案是否可行？需要实践检验。此外，还可使用计算机模拟的方法，检验方案是否可行。


问题5：计算机如何模拟？


计算机模拟需要产生随机数。使用Excel产生随机数的步骤：

1）工具（Tools）→数据分析（Data Analysis）

→随机数发生器（Random Number Generation）。

2）在随机数发生器的对话框中：

（1）由于我们仅有一个变量，一个航班300位乘客中要求提供米饭的乘客人数x需要模拟，因而在变量个数（V）栏中键入1；

（2）在随机数个数（B）栏中键入例如1000，则模拟1000次。这相当于我们观察了1000个航班，得到了要求提供米饭的乘客人数的1000个观察值；

（3）选择“分布（D）”下拉菜单。由于一个航班300位乘客中要求提供米饭的乘客人数x服从二项分布b（300，0.6），所以选择“二项式”选项。

（4）在参数的对话框中：

在“P（A）＝”栏中键入0.6，在试验个数（N）栏中键入300；

（5）在输出区域栏中键入例如a1；

（6）单击确定。则A列上有二项分布b（300，0.6）的1000次模拟的随机数。

运用Excel，不难将这1000个随机数由大到小地排列。从而知道，这1000次模拟中分别有多少次超过了210，200与194。这意味着，要求吃米饭的乘客没有吃到米饭的情况发生了多少次。


问题6：倘若喜欢米饭的旅客的比例偏离了原先认为的60％，大了一点或小了一点，配餐方案是否仍然可用？这类问题通常称为是敏感（或稳健）性分析。


我们在一个航班300位乘客中要求提供米饭的乘客人数x服从二项分布b（300，0.6）的条件下制定了配餐方案。倘若情况有变，喜欢米饭乘客的比例偏离了原先设定的60％，配餐方案是否仍然可行，这是客机食品经理非常关心的一个问题。低于60％，方案自然更能保证供应米饭。为此我们仅讨论超过60％的敏感性分析。所谓敏感性分析，就是在喜欢米饭乘客的比例60％向上有一个不超过例如3％的微小波动的时候，计算米饭的这3个配餐方案各有多大的把握保证供应米饭。敏感性分析报告见表3.20。表3.20中的把握程度的计算使用了Excel。我们还可用计算机模拟的方法进行敏感性分析。表3.20告诉我们，准备210份米饭的方案最不敏感，抗干扰的能力最强，最为稳健；准备200份米饭的方案其次；准备194份米饭的方案最差。当喜欢米饭乘客的比例向上微小波动1％、2％与3％，它保证供应米饭的把握程度就从95.706％分别降低至91.393％、84.404％与74.365％。为保证供应，看来准备194份米饭的方案不可取。

表3.20　喜欢米饭乘客的不同比例下各个方案保证供应米饭的把握程度
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*
 二项分布的正态近似


前面我们在图3.10与图3.11中看到，二项分布b（300，0.6）可看作正态分布。一般来说，


当n比较大的时候，二项分布b（n，p）可看作正态分布。


读者很可能会问，n多大才算比较大？人们通常认为n≥30就认为比较大了。当然，n越大，二项分布b（n，p）越可视为正态分布。必须指出的是，p越接近0.5，二项分布b（n，p）越可以看作正态分布。图3.12、图3.13、图3.14与图3.15分别是二项分布b（50，0.1）、b（50，0.3）、b（50，0.5）与b（50，0.8）的概率图。图3.14的二项分布b（50，0.5）最接近正态分布。图3.13的二项分布b（50，0.3）与图3.15的二项分布b（50，0.8）其次，图3.12的二项分布b（50，0.1）最差。这也就是说


p越接近0.5，二项分布b（n，p）越可以看作正态分布。
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图3.12　b（50，0.1）
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图3.13　b（50，0.3）
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图3.14　b（50，0.5）
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图3.15　b（50，0.8）


二项分布的均值（期望）、方差与标准差


若随机变量x服从二项分布b（n，p），则

x的均值（期望）E（x）＝np；

x的方差Var（x）＝np（1－p）；

x的标准差σ＝[image: alt]


前面所讨论的航空客机配餐的问题，根据统计资料，有p＝60％的飞机乘客要求提供米饭。一个航班300位乘客中要求提供米饭的乘客的人数x服从二项分布b（300，0.6）。这个二项分布的均值为300×0.6＝180，标准差σ为[image: alt]
 ＝8.485。由图3.10与图3.11知，这个二项分布的分布图呈钟形完全对称，它可以看作正态分布。根据第二章§2.3.4小节的经验法则，

●　300位乘客中要求提供米饭的乘客的人数x在离平均数的1个标准差的范围内的概率68.27％，这也就是说，要求提供米饭的乘客的人数在180±8.485，即从171.515到188.485范围内的概率为68.27％。

●　300位乘客中要求提供米饭的乘客的人数x在离平均数的2个标准差的范围内的概率95.45％，这也就是说，要求提供米饭的乘客的人数在180±2×8.485，即180±16.97，从163.03到196.97范围内的概率为95.45％。

●　300位乘客中要求提供米饭的乘客的人数x几乎（概率99.73％）都在离平均数的3个标准差的范围内，这也就是说，要求提供米饭的乘客的人数几乎（概率99.73％）都在180±3×8.485，即180±25.455，从154.545到205.455范围内。


概率p的估计


如何得到概率p的数值是解决这一类实际问题的关键。人们往往根据经验，以及统计资料推测p的值。具体地说，做或回忆做过的n次试验，记录成功的次数，频率f＝m/n就是比例p的最常用的估计，其中m是成功的次数。我们这里所说的试验的含义非常广泛，它还包括例如检验产品，调查、观察等。例如向客机乘客作调查，问是否喜欢米饭，然后根据调查资料汇总，发现有比例60％的飞机乘客要求提供米饭。又如第一章§1.1.2小节所讲的，格朗特根据对“死亡公报”的观察，发现新生儿的男女性别比为14／13，由此知

新生男婴的比例＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝0.5185

新生女婴的比例＝1－0.5185＝0.4815

这也就是说，正常情况新生男婴的比例为0.5185，女婴的比例为0.4815。当然，因男尊女卑而导致的人为因素的干涉将使得男女性别比失调。常见的失调是新生男婴超乎寻常的多，其比例超过了正常情况的0.5185。看下面的例子。

某城市当年新生婴儿有10万人，其中女婴4.75万，比例为0.475，低于正常比例0.4815。很可能有人会说，新生女婴的比例仅较正常比例小了0.0065，看来这是偶然偏低，不足为怪，当年生男生女并没有受到人为因素的干涉。当年新生女婴的出生比例究竟是正常，还是超乎寻常的低？这一类问题就是所谓的统计检验问题。解这个检验问题需要运用Excel函数命令计算二项分布的概率，这留待本书第五章系统简要地讲解检验问题时进行详细讨论。


*
 §3.4.2　泊松分布

作为商店经理需要考虑这样的问题，商店里应配置多少个营业员比较恰当。营业员太少了，有时顾客要买商品无营业员接待。而营业员太多了，虽然顾客来了不会被冷落，但经常有营业员闲着不合算。解决这个问题的一个关键是需要知道通常有多少个顾客会光顾商店。令x表示一天里光顾商店的顾客数。显然，x是离散型随机变量。这一天有可能没有顾客光顾商店，则x等于0；也有可能这一天只有一个顾客光顾商店，则x等于1；依此类推，x可能等于2、3，等等。因而通常认为x可以从0、1、2开始一直取下去，直到无穷大，也就是说x＝0，1，2，…。可能大家会说怎么可能会无穷大，不要说全世界、整个国家，就是整个城市所有的人都来光顾这个商店也不大可能。x应该从0、1、2开始一直取下去，取到某一个数为止。倘若这样，不同的地方，不同的商店，x的最大值就不一样大了。不一样的最大值给这类问题的处理带来很大的不便。一旦认为最大值可以无限大则问题的数学处理要简单得多。我们说x可以一直取下去，要多大就多大，一直到无穷大，这一方面是为了处理这类问题的方便简单，另一方面也正是考虑到所有的人都来光顾这个商店的可能性也非常之小，因而认为x可以一直取下去也无关紧要。

通常将“一天里有多少个顾客光顾商店”的问题称为“顾客流”问题。在实践中与“顾客流”问题相类似的“某某流”问题有很多，下面是这类“流”问题的一些例子。

●　第一章在讨论商场选址问题时，曾讲到在拟建的商店处，周一至周日每天按不同时段严格统计人流量的“人流”问题；

●　某航空公司的订票处每一小时内有多少次电话的“电话流”问题；

●　某自动生产流水线每天发生多少次故障的“故障流”问题；

●　某路口早高峰时，一个绿灯2分10秒内有多少车通过的“车流”问题；

●　某保险公司某种型号投保车辆在一年内的索赔次数的“索赔流”问题。


泊松分布模型


在这类“某某流”的问题中，通常有下列两个假设。第一个假设是，在两个时间长度相等的时间段内，来到的“流”有相同的分布；第二个假设是，两个互不交叉的时间段内，来到的“流”互相独立。显然，我们所关心的是“某某流”中一段时间内出现了多少个“某某”。令x表示一段时间内“某某”的个数。则x往往服从泊松分布。泊松分布是法国数学家泊松（Simeon－Denis Poisson，1781－1840）于1837年提出的。所谓泊松分布，就是说有这样的一个离散型随机变量x，它的取值范围为x＝0，1，2，…，并且它的分布列为

P（x＝k）＝[image: alt]
 e－λ
 ，k＝0，1，2，…

其中λ>0是某个正的常数。这样的分布称之为泊松分布（Poisson Distribution）。x服从泊松分布记为x～P（λ）。不同的λ>0有不同的泊松分布。


泊松分布的期望与方差


根据泊松分布P（λ）的分布列，可以算得它的期望与方差（计算过程从略）。泊松分布P（λ）的期望与方差是相等的，都等于λ：

μ＝σ2
 ＝λ

λ称为泊松分布P（λ）的参数。正因为λ是泊松分布P（λ）的期望（均值），所以用样本均值来估计λ。估计λ的操作过程用下面的例子加以说明。在路口观察一个绿灯2分10秒内究竟有多少辆车通过。在不同的日子观察记录一个个绿灯。假设观察记录了n个绿灯，并设第i个绿灯内有xi
 辆车通过该路口，i＝1，2，…，n。则称x1
 ，x2
 ，…，xn
 是该泊松分布P（λ）的样本，并将x1
 ，x2
 ，…，xn
 的平均数[image: alt]
 称为是样本均值，

[image: alt]
 ＝[image: alt]


λ就用这个样本均值[image: alt]
 来估计。第二章我们在讲平均数应用的广泛性时举了这样的例子。某交警根据经验说，某路口早高峰时，一个绿灯2分10秒通过250辆车。这个250辆车实际上就是该交警多次观察后的样本均值。它就是泊松分布P（λ）中的λ的估计。由此看来，根据这个交警的经验，某路口早高峰时一个绿灯2分10秒内有x辆车通过，x～P（250）。

一个绿灯2分10秒内通过的车辆数x服从泊松分布P（250），那么1分钟内通过的车辆数服从什么样的泊松分布？根据交警的经验，某路口早高峰时一个绿灯2分10秒平均通过250辆车，那么1分钟内平均能通过车辆就有

[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝115（辆）

所以某路口早高峰时1分钟内通过的车辆数服从泊松分布P（115）。一般来说，泊松分布有这样一个非常有用的性质：


若单位时间（时间长度等于1）内“某某流”出现的次数服从泊松分布P（λ），



则时间t（时间长度等于t）内“某某流”出现的次数服从泊松分布P（λt）。



泊松分布Excel函数名


只需要启动Excel中文版“插入”菜单上的“函数”命令就可以在x～P（λ）时计算x＝k的概率P（x＝k），与x从0到k的累积概率[image: alt]
 P（x＝i）的数值，具体过程从略。我们也可以输入某个函数的名称及其计算要求直接进行计算。直接计算的方法就是在任意一个单元格上输入Excel的泊松分布函数名。

1）输入“＝poisson（k，λ，0）”，然后确定，则得到概率P（x＝k）的数值。有时为简单直观起见，将概率P（x＝k）就写成P（P（λ）＝k）。

2）输入“＝poisson（k，λ，1）”，然后确定，则得到累积概率P（x≤k）＝[image: alt]
 P（x＝i）的数值。这个累积概率可简单直观地写为P（P（λ）≤k）＝[image: alt]
 P（x＝i）。如果要计算累积概率P（P（λ）≥k），则仅须输入“＝1－poisson（k－1，λ，1）”。注意，计算累积概率P（P（λ）≥k）时，这个Excel函数中的次数是k－1，而不是k。

前面我们说，某路口早高峰时1分钟内通过的车辆数服从泊松分布P（115）。下面利用Excel研究泊松分布P（115）的分布情况。步骤如下：

1）从A列的第1个单元格起，依次输入0，1，2，……；

2）在B列的第1个单元格上输入泊松分布函数名“＝poissondist（a1，115，0）”，然后确定，则B列的第1个单元格上显示的数就是x＝0，也就是通过的车辆数等于0（没有汽车通过）的概率。

3）鼠标沿着B列的第1个单元格往下拉，则B列的第2、第3个等单元格上显示的数分别就是通过的车辆数等于1、2、…的概率。由B列上的数值可以看到，通过的车辆数几乎都在80与150之间。

图3.16就是根据A、B两列所画的散点图，也就是1分钟内通过的车辆数P（115）的分布图。而图3.17是1分钟内通过的车辆数从80到150的分布图。图3.16，尤其图3.17看上去非常像本书第二章§2.3.1小节着重讲解的呈钟形完全对称的直方图。这表明，与二项分布相类似地，泊松分布P（115）也可以看作正态分布。一般来说，当泊松分布的均值λ比较大的时候，泊松分布P（λ）可看作正态分布。
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图3.16　通过车辆数的分布图
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图3.17　通过车辆数的从80到150的分布

§3.5　正态分布

第二章§2.3节在讲呈钟形对称的直方图时曾提到，正态分布是18世纪初由德国伟大的科学家高斯在研究测量误差分布时导出的。可能大家会说，测量怎么会有误差，有误差就说明工作不够认真仔细，没有做到一丝不苟。历史上曾有过这样的事，1796年英国天文学家马斯凯林（Nevil Maskelyne，1732－1811）因助手几天来的测量结果不一样而认为他工作粗心把他解雇。测量，即使非常精细的测量也会有误差。事实上越是精细的测量越有可能看到误差。例如，有一个1寸（市制，折合米制：1寸等于10／3＝3.3333厘米）厚的桌面，若要求好几个人使用读数到1毫米（十分之一厘米）的标尺去度量它的厚度，那大家的读数可能一样大，都是3.3厘米。倘若使用读数到百分之一厘米的游标卡尺去度量它的厚度，那大家的读数就可能不一样大，有的可能是3.34厘米，有的可能是3.33厘米。即使同一个人先后测量两次，第一次的读数与第二次的读数也很有可能不一样大。美国国家标准局有一个10克的标准砝码。从1940年起大约每个星期都要对它称重测量一次。参考书目［3］
 第6章表1中列举了1962和1963这两年的100次的标准砝码10克的称重记录。这些测量是在同一个房间用相同的设备进行的。每次的测量程序都是相同的，影响测量结果的因素例如温度、气压等也尽可能地保持不变。即便如此，这100次测量值有的大有的小，有的差别还比较大。下面列举的是其前8次的测量值：

9.999591，9.999600，9.999594，9.999601，

9.999598，9.999594，9.999599，9.999597。

前面4个数字都是9.999。这也就是说，如果称重仅精确到个位，或精确到小数点后面1、2或3位，也就是没有精确到万分之一克，那么这些测量值都是相同的，都是10克。它们没有测量误差。美国国家标准局的测量精确到小数点后面6位，也就是1微克（1微克是1克的百万分之一），那这些测量值就有差别了。通过这样精细的测量我们发现，这个10克的标准砝码其实大概只有9.9996克，比10克少了0.0004克。也就是400微克，400微克大约是一或二粒（精加工）细盐的重量。

大地测量，例如测量赤道长度，天文测量例如测量金星的垂直半径等的测量有误差是常有的事。天文测量通常以光年为距离单位，1光年相当于30万千米。倘若某天文测量所谓精确到1光年的小数点后面2位，忽略小数点后面第三位上的数，这实际上是忽略300千米，这相当于说上海到南京的距离可忽略不计。由此可见，长距离的天文测量和大地测量通常都有误差。10克的标准砝码的称重、赤道长度和金星垂直半径的测量等都是对同一个对象进行测量，测量值很可能不等于测量对象的真正的值，它们之间有误差，误差有正有负、有大有小，如图3.18所示。
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图3.18　测量对象的真正的值与测量值

人们通过画实际问题数据的直方图发现：

●　对同一个研究对象进行重复测量，重复测量值的直方图往往呈钟形对称。例如，美国国家标准局的10克标准砝码的称重测量，大地测量例如测量赤道长度，以及天文测量例如测量金星的垂直半径等的测量。

●　此外，人们还发现对一群同类的研究对象逐个进行测量，测量每一个对象的某个数量指标值。这些数量指标值的直方图也很可能是钟形对称。例如，作为研究对象的一群人，它们的某些生理指标例如人的身高、体重与脉搏等的测量；作为研究对象的一批产品，其某些质量指标例如产品的重量、长度、宽度、高度以及内径和外径等的测量；自然现象，例如某地区的年降雨量等的测量。

由于直方图是一个个长方形，其轮廓线就是一条折线，很不光滑。很自然地，人们希望能用一条光滑的曲线来拟合不光滑的直方图的轮廓线。这好比假想测量了很多很多次，有了非常多的测量值，画出来的直方图中的长方形一个个都非常的狭窄，而直方图的轮廓线，这一条折线的每一段的长度越来越短。随着测量值越来越多直至无穷多，直方图的轮廓线就会变得越来越光滑，最终成了一条光滑的曲线。现在的问题是，要从钟形对称的直方图如何把这条光滑的曲线想象出来。1809年，德国科学家高斯给出了一条正态曲线，用来拟合钟形对称的直方图，并基于正态曲线提出了正态分布（Normal Distribution）。

§3.5.1　正态曲线

高斯给出的正态曲线的形状见图3.19，其函数方程为
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其中μ是实数，σ是大于0的正实数。图3.19的正态曲线的μ＝1。正态曲线中间高，两头低，左右对称。正态曲线高的地方概率大，低的地方概率小。为此通常称正态曲线为正态分布的密度函数。
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图3.19　正态曲线

下面分析正态曲线的性质。


面积与概率


正态曲线在x轴的上方，它与x轴之间的面积正好等于1。意思是说，所有的测量值都在正态曲线与x轴之间。正因为正态曲线有这样的性质，所以高斯给出的正态曲线的函数方程为p（x）＝[image: alt]
 。所谓测量值（随机变量）x服从正态分布，意思是说，


正态分布模型：
 x小于等于数a的概率：P（x≤a）正好等于正态曲线与x轴之间从-∞（负无穷大）到点a的面积（见图3.20），则称随机变量x服从正态分布，记为x～N（μ，σ2
 ）。
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图3.20　正态分布

由此可知，x在数a与b之间的概率：P（a<x≤b）等于正态曲线与x轴之间从点a到点b的面积；x大于数b的概率：P（x>b）等于正态曲线与x轴之间从点b到∞的面积（见图3.20）。

正因为将概率看成面积，因而对正态分布N（μ，σ2
 ）来说，“≤”与“<”，“≥”与“>”的概率是一样大的：

P（N（μ，σ2
 ）≤a）＝P（N（μ，σ2
 ）<a），P（N（μ，σ2
 ）≥a）＝P（N（μ，σ2
 ）>a）

这也就是说，正态分布等于某个数的概率等于0：P（N（μ，σ2
 ）＝a）＝0。前面所介绍的离散型随机变量的二项分布，以及泊松分布就不是这样的。例如，对二项分布b（n，p）来说，累积概率P（b（n，p）≤k）与P（b（n，p）<k）并不相等，它们的Excel函数命令分别为

“＝binomdist（k，n，p，1）”与“＝binomdist（k－1，n，p，1）”

而对于正态分布N（μ，σ2
 ）来说，P（N（μ，σ2
 ）≤a）与P（N（μ，σ2
 ）<a）是相等的，它们的Excel函数命令都是

“＝normdist（a，μ，σ，1）”

正因为正态分布与离散型随机变量的二项分布，以及泊松分布有这样的区别，人们称正态分布的随机变量为连续型随机变量。连续型随机变量有多种类型的分布，正态分布是其中最重要的一个分布。

计算图3.20的下左单尾概率、上右单尾概率与中间部分概率的3个Excel函数命令如下：

1）输入“＝normdist（a，μ，σ，1）”，则得正态分布N（μ，σ2
 ）小于a的下左单尾概率；

2）输入“＝1－normdist（b，μ，σ，1）”，则得正态分布N（μ，σ2
 ）大于b的上右单尾概率；

3）输入“＝normdist（b，μ，σ，1）－normdist（a，μ，σ，1）”，则得正态分布N（μ，σ2
 ）在a与b之间的中间部分的概率。


μ的意义


正态曲线中间高，在点μ处它有最大值，μ是众数。
 正态曲线左右两边逐渐低下去且相互对称，μ是对称中心。由此知，μ是均值、中位数。


x～N（μ，σ2
 ），则x的均值E（x）＝μ。


当x向左越来越趋向-∞（负无穷大）、向右越来越趋向∞（无穷大，即正无穷大）时，正态曲线越来越接近x轴，而趋向于0。正态曲线关于直线x＝μ，或简称关于点μ对称。图3.21给出了σ值相同、μ值不同时，正态曲线的图象。由图3.21可以看到，μ值的不同仅影响曲线的位置，大的μ值的曲线在右边，小的μ值的曲线在左边。因而称μ是正态分布N（μ，σ2
 ）的位置参数，由它的大小可以知道正态分布的位置所在。
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图3.21　σ值相同μ值不同时的正态曲线


σ的意义


图3.22给出了μ值相同、σ值不同时，正态曲线的图象。由图3.22可以看到，这些正态曲线虽然都是钟形对称形状相同，但对于比较小的σ值正态曲线就比较尖峭，“高而瘦”；而对于比较大的σ值正态曲线就比较平坦，“矮而胖”。由此可见，σ值比较小则服从正态分布的随机变量所取的值靠近均值μ的比较多，这意味着离散程度比较小。而σ值比较大则服从正态分布的随机变量所取的值离开均值μ比较远的比较多，这意味着离散程度比较大。为此人们称σ是正态分布N（μ，σ2
 ）的尺度参数，
 由它的大小可以知道服从正态分布的随机变量的离散程度的大小。可以证明：σ2
 是正态分布N（μ，σ2
 ）的方差，而σ是标准差。
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图3.22　μ值相同σ值不同时的正态曲线


若x～N（μ，σ2
 ），则x的方差Var（x）＝σ2
 ，x的标准差＝σ。


§3.5.2　正态分布均值、方差与标准差的估计

由于μ是正态分布N（μ，σ2
 ）的期望（均值），因此，通常用样本均值[image: alt]
 来估计μ。第二章例2.4中圆筒的内径x服从正态分布N（μ，σ2
 ）。为估计均值μ，首先随机抽取200个圆筒，测量各个圆筒的内径，然后计算这200个测量值（见表2.12）的样本均值[image: alt]
 ＝45.2915，从而我们将均值μ估计为45.2915，圆筒内径x～N（45.2915，σ2
 ）。

由于σ2
 和σ分别是正态分布N（μ，σ2
 ）的方差和标准差，通常用样本方差s2
 来估计σ2
 ，样本标准差s来估计σ。根据200个圆筒内径的测量记录（见表2.12），计算得到这200个测量值的样本方差s2
 ＝26.7955，样本标准差s＝5.1764，因而我们将方差σ2
 估计为26.7955，标准差σ估计为5.1764，圆筒内径x～N（45.2915，5.17642
 ）。它的正态曲线方程为
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这条正态曲线见图3.23上那条光滑的曲线。
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图3.23　圆筒内径200个测量值的直方图与内径正态曲线图

第二章图2.3是200个圆筒内径数据的直方图。它的纵坐标是频数，因而严格地说，它不应称为是直方图，而应称为是条形图，或柱形图。第二章图2.11上海市市区初生男童体重的那种类型的直方图才是真正意义的直方图。直方图应该是
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正因为如此，我们说高的长方形其密度大，而低的长方形其密度小。图3.23是200个圆筒内径数据的（真正意义）直方图。由于每个长方形底边长为2，所以长方形的高等于频率除以2。长方形的面积是频率。图3.23告诉我们，200个圆筒内径数据的直方图与正态分布N（45.2915，5.17642
 ）的正态曲线拟合得非常好。长方形高，正态曲线高，其密度大；长方形矮，正态曲线低，其密度小。由此看来，人们称正态曲线方程为正态分布的密度函数是非常合理的。圆筒内径的正态曲线方程
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又称为正态分布N（45.2915，5.17642
 ）的密度函数。

计算正态分布N（μ，σ2
 ）的密度函数在a处的函数值p（a）＝[image: alt]
 的Excel函数命令是

“＝normdist（a，μ，σ，0）”

注意：若输入函数命令“＝normdist（a，μ，σ，1）”，则计算的是正态分布N（μ，σ2
 ）小于a，或者小于等于a的概率：P（N（μ，σ2
 ）<a）＝P（N（μ，σ2
 ）≤a）。为此将“＝normdist（a，μ，σ，1）”称为正态分布概率函数命令，而将“＝normdist（a，μ，σ，0）”称为正态分布密度函数命令。

图3.23上那条正态曲线就是利用Excel的正态分布密度函数命令“＝normdist（a，μ，σ，0）”画出来的。其步骤如下：

1）从A列的第1个单元格起，依次输入30，30.1，30.2，…，59.9，60等数；

2）在B列的第1个单元格输入正态分布密度函数名“＝normdist（a1，45.2915，5.1764，0）”，然后确定；

3）鼠标沿着B列的第1个单元格往下拉；

4）A列与B列的散点图就是圆筒内径所服从的正态分布N（45.2915，5.17642
 ）的正态曲线。


*
 正态分布与六西格玛质量管理


下面结合这个圆筒内径实例，讲解正态分布在六西格玛质量管理（见本书的第一章）的一个应用。假设圆筒内径，这个质量指标的规格要求为

45±10（千克／平方毫米）。

这也就是说，如果圆筒的内径在45－10＝35与45＋10＝55（千克／平方毫米）之间，则说该圆筒的内径的这个质量指标是合格的，否则就说它不合格。依据圆筒内径服从正态分布N（45.2915，5.17642
 ），我们就可计算出内径合格的可能性。

显然，圆筒的内径有的大，有的小，是一个随机变量。所谓内径合格的可能性，就是内径在35与55之间的概率。由于内径服从正态分布N（45.2915，5.17642
 ），所以内径合格的可能性为
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使用Excel，输入正态分布概率函数命令

“＝normdist（55，45.2915，5.1764，1）－normdist（35，45.2915，5.1764，1）”

即得所求的合格的可能性为94.62％。虽然合格的可能性几乎等于95％，但尚不能令人满意。平均来说，100个圆筒有5个的内径不符合质量规格要求。想办法尽可能地提高合格的可能性是质量管理工作经常考虑的一个问题。

内径的质量规格要求为45±10（千克／平方毫米），其中45称是质量规格中心。内径服从正态分布N（45.2915，5.17642
 ），其中心为45.2915。质量规格中心与正态分布中心没有重合在一起，相差0.2915。倘若改进生产过程，以至于差异消除，正态分布中心移到45，与质量规格中心相重合，则理所当然合格的可能性会提高。下面计算生产过程经过这样改进之后合格的可能性。

生产过程改进后，内径服从的正态分布为N（45，5.17642
 ）。为此输入正态分布概率函数命令“＝normdist（55，45，5.1764，1）－normdist（35，45，5.1764，1）”。即得生产过程改进后的合格的可能性为94.66％，比原来的94.62％提高了0.04％。提高不多，这是由于原先质量规格中心与正态分布中心相差很小，仅为0.2915的缘故。可想而知，如果原先相差比较大，则改进之后合格的可能性会有比较大的提高。


提高合格可能性的一个方法：改进生产过程，使得产品质量指标的正态分布的中心尽可能地与质量规格中心相重合。


内径的质量规格要求为45±10（千克／平方毫米），其中10称为是质量公差。内径服从正态分布N（45.2915，5.17642
 ），其标准差为5.1764，比公差10的一半稍大一点。可想而知，倘若改进生产过程，以至于生产越来越稳定，标准差越来越小，是公差的三分之一、四分之一、……，则理所当然合格的可能性会提高不少。若按第一章在讲解质量控制与管理时所介绍的6σ（西格玛）的要求，那就应不断改进生产过程，以至于标准差是公差10的六分之一。下面计算当标准差为1.6667、等于公差10的六分之一时合格的可能性。这时内径服从的正态分布为N（45.2915，1.66672
 ）。为此输入正态分布概率函数命令

“＝normdist（55，45.2915，1.6667，1）－normdist（35，45.2915，1.6667，1）”，

即得生产过程改进后的合格的可能性为99.9999997％。这也就是说，不合格的可能性为仅为0.000000003，即十亿分之三。第一章在讲6σ时说，所谓6σ杜绝误差，就是使得每百万次操作中至多只有3.4次失误，即6σ要求不合格的可能性为0.0000034，即一百万分之三点四。看来，使得标准差是公差10的六分之一，这太过分了。事实上，改进生产过程是一项很艰巨的工作。可想而知，标准差从公差的三分之一改进到公差的四分之一所花的财力与精力，比标准差从公差的二分之一改进到公差的三分之一所花的财力与精力要多得多。越是后面的改进越要花更多的财力与精力。当标准差等于公差10的二分之一、三分之一、……、五分之一时不合格的可能性见表3.21。改进生产过程，使得究竟标准差等于公差10的几分之一为好，这要具体问题具体分析。

表3.21　当标准差越来越小时不合格的可能性
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提高合格可能性的另一个方法：改进生产过程，使得产品质量指标的正态分布的标准差越来越小，小到公差的二分之一、三分之一、……


§3.5.3　正态分布的Excel函数命令

关于正态分布N（μ，σ2
 ）我们已介绍了两个Excel函数命令。

第一个是Excel正态分布密度函数命令“＝normdist（a，μ，σ，0）”，它给出的是正态分布N（μ，σ2
 ）的密度函数（正态曲线）在a处的函数值（正态曲线的高度）p（a）＝[image: alt]
 的数值，见图3.24的右边。

[image: alt]


图3.24　正态分布的Excel函数命令

第二个是Excel正态分布概率函数命令“＝normdist（a，μ，σ，1）”，它给出的是正态分布N（μ，σ2
 ）小于a的左单尾概率γ＝P（N（μ，σ2
 ）<a）的数值，见图3.24的左边。由此可见，第二个函数命令是知道了a计算左单尾概率γ的数值。倒过来，知道了左单尾概率γ计算a的数值就是下面所说的第三个函数命令。因而，第三个函数命令是第二个函数命令的反函数（Inverse Function）。

第三个Excel正态分布的反函数命令是“＝norminv（γ，μ，σ）”，它给出的a满足条件（见图3.24的下面）：

P（N（μ，σ2
 ）<a）＝γ


例3.3
 　（改编自参考书目［8］
 第五章习题第3题）。邮局工作人员在服务时，有时候会因工作人员之间相互闲聊而放慢了服务的速度，引起顾客的不满。邮局管理人员为改变这种状况打算规定一个时间，要求工作人员在规定的时间内处理完一项业务。现在的问题是，这个时间限制为多少比较恰当？为此在某一天进行随机调查，调查工作人员处理一项业务所花费的时间。调查所得的35个处理该项业务所需要的时间（单位为秒）数据如下：

105　95　82　78　105　120　115　108　102　98　110　98　103

100　102　85　101　118　125　93　111　92　101　107　136　94

99　88　110　75　117　104　101　97　100

经计算

样本均值[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝102.143

样本标准差s＝[image: alt]
 ＝12.733

假设工作人员处理一项业务所花费的时间x服从正态分布N（μ，σ2
 ）。根据调查所得到的数据，我们将参数μ和σ分别估计为102.143和12.733，也就是认为该正态分布为N（102.143，12.7332
 ）。

显然，所谓正常服务就是处理一项业务的时间不能过长。比如邮局管理人员规定了一个时间a（秒），要求正常服务，也就是要求处理一项业务的时间没有超过a（秒）的可能性为90％。下面讨论如何规定时间a（秒）。

工作人员处理一项业务所花费的时间x～N（102.143，12.7332
 ）。x没有超过a（秒）的概率P（x≤a）＝90％。输入正态分布的反函数命令“＝norminv（0.9，102.143，12.733）”，即得a＝118.46。规定时间a＝118.46秒，那么处理一项业务的时间没有超过a＝118.46（秒）的正常服务的工作人员有90％。

在调查所得的35个处理该项业务所需要的时间数据中，仅有3项业务处理所花的时间超过118.46秒。看来这个规定时间是符合90％的要求的。

倘若有位顾客来到邮局要求处理一项业务，工作人员考虑到这35个处理一项业务所需要的时间数据中最长的为136（秒），所以告诉他该项业务处理完毕的时间不会超过2分16秒。输入“＝norminv（136，102.143，12.733，1）”，即得P（x≤136）＝99.61％。所以工作人员说，该项业务处理完毕的时间不会超过2分16秒，这句话非常可信，其可信程度达到了99.61％。

§3.5.4　标准正态分布

均值μ＝0，标准差σ＝1的正态分布N（0，1）称为是标准正态分布。标准正态分布N（0，1）的密度函数，及其正态曲线见图3.25。标准正态分布N（0，1）的正态曲线关于原点对称。

[image: alt]


图3.25　标准正态分布N（0，1）的正态曲线

正因为标准正态分布N（0，1）的正态曲线关于原点对称，所以如图3.26所示，上下（或左右）两个尾巴的概率相等：

P（N（0，1）≤-a）＝P（N（0，1）≥a）

[image: alt]


图3.26　标准正态分布N（0，1）的对称性

标准正态分布之所以在正态分布中扮演了一个非常重要的角色，其原因和正态分布下面的性质有关。

（1）我们知道，若E（x）＝μ，则E（x＋c）＝μ＋c，（x＋c）的标准差＝x的标准差＝σ。而对于正态分布来说，还进一步有


若x～N（μ，σ2
 ），则x＋c～N（μ＋c，σ2
 ）；


（2）我们知道，若E（x）＝μ，则E（cx）＝cμ，（cx）的标准差＝c·x的标准差＝cσ。而对于正态分布来说，还进一步有


若x～N（μ，σ2
 ），则cx～N（cμ，（cσ）2
 ）。


根据正态分布的这两个性质，不难证明：

●　在E（x）＝μ时，称x－μ为x的中心化变换。若x～N（μ，σ2
 ），则其中心化变换x－μ～N（0，σ2
 ）。


●　在E（x）＝μ，Var（x）＝σ2
 时，通常称[image: alt]
 为x的标准化变换。若x～N（μ，σ2
 ），则其标准化变换[image: alt]
 ～N（0，1）。


为方便记忆，这两个性质可简单地表示为


N（μ，σ2
 ）－μ＝N（0，σ2
 ），[image: alt]
 ＝N（0，1）


后一个性质告诉我们，标准正态分布N（0，1）与一般正态分布N（μ，σ2
 ）之间有着这样的变换关系：


[image: alt]
 ＝N（0，1），μ＋σ·N（0，1）＝N（μ，σ2
 ）


表3.22是标准正态分布N（0，1）的双尾概率值表。双尾概率（左右两个尾巴概率之和）α取常用的几个数值：α＝0.20，0.10，0.05，0.01，中间部分的概率等于1－α，即分别为80％，90％，95％，99％。δ的含义见图3.27，它满足条件：P（-δ<N（0，1）<δ）＝1－α。请读者熟记表3.22。

[image: alt]


图3.27　α与δ的值

表3.22　标准正态分布的双尾概率值表

[image: alt]


图3.27告诉我们，根据双尾概率为α，或根据中间部分的概率为1－α，可以算出标准正态分布N（0，1）小于δ的左单尾概率为1－[image: alt]
 。因而输入Excel正态分布的反函数命令“＝norminv（1－[image: alt]
 ，0，1）”，就可以在已知双尾概率为α时，或者在已知中间部分的概率为1－α时计算出δ的数值。

第二章末了，我们曾用下面的例子说明经验法则的应用。自1986至1990年历时5年，在我国不同地区共测量了5115个成年男子和5507个成年女子的身高。经计算，其中成年男子的身高平均数为167.48厘米，标准差为6.09厘米。据此认为

我国成年男子身高x～N（167.48，6.092
 ）。

根据经验法则，我们说在我国有68.27％的成年男子身高在167.48±6.09，即161.39和173.57厘米之间；有95.45％的成年男子身高在167.48±2×6.09，即155.30和179.66厘米之间；有99.73％的成年男子身高在167.48±3×6.09，即149.21和185.75厘米之间。中间部分的概率分别为68.27％、95.45％和99.73％，带有小数点，总让人感到不满意。按下面的步骤，就可做到例如中间部分的概率为80％：

1）首先根据记忆或查表3.22，对于标准正态分布N（0，1）而言，-1.2816与1.2816之间的概率为80％；

2）利用前面所说的，标准正态分布N（0，1）与一般正态分布N（μ，σ2
 ）之间的变换关系：μ＋σ·N（0，1）＝N（μ，σ2
 ），则对于我国成年男子身高x～N（167.48，6.092
 ）而言，167.48－1.2816×6.09与167.48＋1.2816×6.09之间的概率为80％。经计算

167.48－1.2816×6.09＝159.68，167.48＋1.2816×6.09＝175.28。

所以有80％的成年男子身高在159.67和176.28（厘米）之间。

既然中间部分的概率等于80％，则下端和上端各有10％的概率。如果希望如图3.28所示，在下端和上端分别找一个点δ1
 和δ2
 ，使得下端和上端的概率进一步减少到1％，这样一来由于中间部分的概率为98％（＝1减去双尾概率2％），我们就不可能通过查表3.22找到δ1
 和δ2
 。Excel正态分布的反函数命令可用来解决这个问题。

[image: alt]


图3.28　我国成年男子身高的分布

由图3.28知，正态分布N（167.48，6.092
 ）小于δ1
 的左单尾概率以及大于δ2
 的右单尾概率都等于1％。这也就是说，正态分布N（167.48，6.092
 ）小于δ1
 和小于δ2
 的左单尾概率分别等于1％和99％。

输入Excel正态分布的反函数命令“＝norminv（0.01，167.48，6.09）”，得δ1
 ＝153.31；

输入Excel正态分布的反函数命令“＝norminv（0.99，167.48，6.09）”，得δ＝181.65。

结合图3.28，我们可以形象地描述我国成年男子身高的分布情况：


80％的成年男子身高在159.68到175.28厘米之间，各有9％的男子身高在153.31到159.68厘米之间和175.28到181.65厘米之间，还各有1％的男子的身高不到153.31厘米和超过181.65厘米。



*
 §3.5.5　正态分布很重要

正态分布之所以在统计学中有很重要的地位，这与它有许多良好的性质有关。将前面所说的正态分布的性质归纳复述如下：


●　若x～N（μ，σ2
 ），则x＋c～N（μ＋c，σ2
 ）；



●　若x～N（μ，σ2
 ），则cx～N（cμ，（cσ）2
 ）；



●　[image: alt]
 ＝N（0，1），μ＋σ·N（0，1）＝N（μ，σ2
 ）。


此外，前面讲到离散型随机变量时提到，和的期望等于期望的和，相互独立随机变量和的方差等于方差的和。而对于正态分布来说，进一步地，还有下面这样一个良好的性质：

●　若x1
 ，…，xk
 相互独立，x1
 ～N（μ1
 ，[image: alt]
 ），…，xk
 ～N（μk
 ，[image: alt]
 ）则x1
 ＋…＋xk
 ～N（μ1
 ＋…＋μk
 ，[image: alt]
 ＋…＋[image: alt]
 ）。


此外，正态分布还有其他一些良好的性质，例如著名的中心极限定理。正因为正态分布有许多良好的性质，因而容易对它进行数学运算与变换。在数学上是否容易处理的事非常重要，它关系到一个方法能否推广应用、能否被人接受。正如通常人们所说的，越是简单的越好。所谓简单，很大程度上就是看用起来是否方便。

在高斯提出用正态分布拟合测量值之前，法国数学家拉普拉斯提出用密度函数为

[image: alt]


的分布拟合测量值。μ＝0，σ＝1的图象见图3.29。它和正态曲线相似之处，也是中间高，两边逐渐低下去，左右对称。它与正态曲线最大的区别就在于它的指数的幂中的x－μ是取绝对值：|x－μ|，而正态曲线是取平方：（x－μ）2
 。平方运算较绝对值运算简单，且能够获得很好的结果。拉普拉斯对他提出的这个分布进行了深入的研究，有很多的结果。这些结果往往都比较复杂，难以演算。包括拉普拉斯本人，大家都感到所得的结果用起来不方便，不能令人满意。除了拉普拉斯提出的这个密度函数外，我们还能在如今的统计书上看到，他的关于这个分布的其他很多的结果在如今的统计书上往往就不再提及了。拉普拉斯提出的这个密度函数的分布在如今的统计书上通常称为拉普拉斯分布。

[image: alt]


图3.29　拉普拉斯分布

高斯提出的正态分布，由于其演算简单很快就被人们接受。拉普拉斯得知高斯发现正态分布之后感到很高兴，舍弃了自己提出的用拉普拉斯分布拟合测量值的想法，并且用自己发现的中心极限定理为高斯提出的正态分布给出了一个合理、令人信服的解释。由此可见，拉普拉斯对于确立正态分布在统计中的重要地位功不可没。

测量误差与很多因素有关。这些因素例如有测量时的温度、气压，测量程序的掌控程度，测量者的健康、心理状况，测量仪器的状态等。每一个因素都会引起误差，我们看到的误差其实是许多因素所引起的误差的叠加（总和）。倘若这些因素所引起的误差中没有一个误差在误差叠加中所起的作用特别大，而这正如拉普拉斯所指出的，根据中心极限定理我们所看到的误差，也就是这些因素所引起的许多误差的叠加服从正态分布。当然，假如这些因素所引起的误差中存在这样的误差，它在误差叠加中所起的作用特别大，那么我们所看到的误差就不服从正态分布，而服从另外的分布。

必须注意的是，正态分布地位虽然重要，但它并不能包揽一切，并不是所有的来自于实际问题的数据都可以用正态分布很好地解释的。由于篇幅时间限制，本课程不讲解非正态分布。

内容提要

●　P（A）——事件A发生的概率，简称A的概率。

●　计算或估计概率的方法主要有：

1）古典概率：利用对称性；

2）频率方法：估算概率；

3）主观推测：估算概率。

●　随机变量——具有某种统计分布规律性的变量。

●　离数型随机变量——取有限个数值或取可以列举的无穷多个数值的随机变量。

●　离数型分布：[image: alt]


●　期望μ＝E（x）＝a1
 p1
 ＋a2
 p2
 ＋…＝[image: alt]
 ai
 pi


●　方差σ2
 ＝Var（x）＝（a1
 －μ）2
 p1
 ＋（a2
 －μ）2
 p2
 ＋…＝[image: alt]
 （ai
 －μ）2
 pi


●　关于期望和方差的计算，请注意它们相同与不同之处：

1）和的期望总等于期望的和，而和的方差并不一定等于方差的和，只有在相互独立时和的方差才等于方差的和：

E（x1
 ＋…＋xk
 ）＝E（x1
 ）＋…＋E（xk
 ），

若x1
 ，…，xk
 相互独立，则Var（x1
 ＋…＋xk
 ）＝Var（x1
 ）＋…＋Var（xk
 ）。

2）E（x＋c）＝E（x）＋c，但Var（x＋c）＝Var（x）。

3）E（cx）＝cE（x），但Var（cx）＝c2
 Var（x）。

●　二项分布b（n，p）模型。

1）每一次试验只有两个结果：成功与失败，成功的概率为p，失败的概率为1－p；

2）这样的试验独立重复地做了n次；

3）令x表示n次试验中“成功”发生的次数。x是个离散型随机变量：x＝0，1，…，n。x服从二项分布b（n，p）。

●　二项分布b（n，p）的Excel函数命令：

1）输入“＝binomdist（k，n，p，0）”，则得概率P（b（n，p）＝k）；

2）输入“＝binomdist（k，n，p，1）”，则得累积概率

P（b（n，p）≤k）＝P（b（n，p）＝0）＋P（b（n，p）＝1）＋…＋P（b（n，p）＝k）。

●　二项分布b（n，p）的期望与方差：μ＝np，σ2
 ＝np（1－p）。

●　泊松分布P（λ）模型：

关于“某某流”的问题，假设1），两个时间长度相等的时间段内，来到的流有相同的分布；假设2），两个互不交叉的时间段内，来到的流互相独立。令x表示一段时间内“某某”的个数。x是个离散型随机变量：x＝0，1，…。x服从泊松分布P（λ）。

●　泊松分布P（λ）的Excel函数命令：

1）输入“＝poisson（k，λ，0）”，则得概率P（P（λ）＝k）；

2）输入“＝poisson（k，λ，0）”，则得累积概率

P（P（λ）≤k）＝P（P（λ）＝0）＋P（P（λ）＝1）＋…＋P（P（λ）＝k）。

●　泊松分布P（λ）的期望与方差都等于λ：μ＝σ2
 ＝λ。

●　正态分布的引入：

1）对同一个研究对象进行重复测量，重复测量值的直方图往往呈钟形对称。例如，美国国家标准局的10克标准砝码的称重测量，大地测量例如测量赤道长度，以及天文测量例如测量金星的垂直半径等。

2）对一群同类的研究对象逐个进行测量，测量每一个对象的某个数量指标值。这些数量指标值的直方图也很可能钟形对称。例如作为研究对象的一群人，它们的某些生理指标例如人的身高、体重与脉搏等的测量；作为研究对象的一批产品，其某些质量指标例如产品的重量、长度、宽度、高度以及内径和外径等的测量；又如自然现象例如某地区的年降雨量等的测量。

●　正态分布N（μ，σ2
 ）的正态曲线（密度函数）。

●　正态分布模型：随机变量x小于等于a的概率：P（x≤a）正好等于正态曲线与x轴之间从-∞到点a的面积，则称x服从正态分布，记为x～N（μ，σ2
 ）。

●　μ是正态分布N（μ，σ2
 ）的位置参数、对称中心、均值、中位数与众数。

●　σ是正态分布N（μ，σ2
 ）的尺度参数，N（μ，σ2
 ）的方差与标准差分别为σ2
 与σ。

●　正态分布N（μ，σ2
 ）的Excel函数命令：

1）输入“＝normdist（a，μ，σ，0）”，则得正态分布N（μ，σ2
 ）的密度函数在a处的函数值，正态曲线在a处的高度；

2）已知点a，输入“＝normdist（a，μ，σ，1）”，则得正态分布N（μ，σ2
 ）小于a的概率；

3）已知概率γ，输入“＝norminv（γ，μ，σ）”，则得a，使得正态分布N（μ，σ2
 ）小于a的概率恰等于γ。

●　标准正态分布N（0，1）的对称性：P（N（0，1）≤-a）＝P（N（0，1）≥a）。

●　标准正态分布N（0，1），它与一般正态分布N（μ，σ2
 ）之间的变换关系：

[image: alt]
 ＝N（0，1），μ＋σ·N（0，1）＝N（μ，σ2
 ）。

●　正态分布的性质：

1）若x～N（μ，σ2
 ），则x＋c～N（μ＋c，σ2
 ）；

2）若x～N（μ，σ2
 ），则cx～N（cμ，（cσ）2
 ）；

3）若x1
 ，…，xk
 相互独立，x1
 ～N（μ1
 ，[image: alt]
 ），…，xk
 ～N（μk
 ，[image: alt]
 ），则x1
 ＋…＋xk
 ～N（μ1
 ＋…＋μk
 ，[image: alt]
 ＋…＋[image: alt]
 ）。

附3.1　二项分布、泊松分布与正态分布的Excel函数命令

●　二项分布的Excel函数命令：

1）输入“＝binomdist（k，n，p，0）”，则得二项分布的概率P（b（n，p）＝k）；

2）输入“＝binomdist（k，n，p，1）”，则得二项分布的累积概率P（b（n，p）≤k）；

3）输入“＝1－binomdist（k－1，n，p，1）”，则得二项分布的累积概率P（b（n，p）≥k）。

●　泊松分布的Excel函数命令：

1）输入“＝poisson（k，λ，0）”，则得泊松分布的概率P（P（λ）＝k）；

2）输入“＝poisson（k，λ，1）”，则得泊松分布的累积概率P（P（λ）≤k）；

3）输入“＝1－poisson（k－1，λ，1）”，则得泊松分布的累积概率P（P（λ）≥k）。

●　正态分布的Excel函数命令：

1）输入“＝normdist（a，μ，σ，1）”，则得正态分布N（μ，σ2
 ）小于a的概率；

2）输入“＝1－normdist（a，μ，σ，1）”，则得正态分布N（μ，σ2
 ）大于a的概率；

3）输入“＝normdist（b，μ，σ，1）－normdist（a，μ，σ，1）”，则得正态分布N（μ，σ2
 ）在a与b之间的概率；

4）输入“＝norminv（γ，μ，σ）”，则得a，使得正态分布N（μ，σ2
 ）小于a的概率恰等于γ。

习题三

1．①　从一副扑克牌（52张）中随机抽出一张，求“抽到A”的概率。若一副扑克牌54张，则从中随机随机抽出一张，“抽到A”的概率多大？

②　一副扑克牌52张，从中随机抽出一张，求“抽到黑桃”的概率。又一副扑克牌54张，从中随机抽出一张，那么“抽到黑桃”的概率多大？

2．安乐死在美国俄勒冈州是合法的，但并没有被广泛采用。当死亡真的来临时，研究显示安乐死申请者多半会改变初衷。调查显示，要求医生协助实施安乐死的患者约占总数的1％，其中只有1／10接受并执行了这种致命的处方。研究人员说，大多数要求医生协助安乐死的重病患者事实上是出于对病痛或其他问题的恐惧，他们需要得到的是宽慰。请问，有多少患者最终会在医生的协助下执行了这种致命的处方？

3．据世界卫生组织一项对14个国家25916人的调查，有36％的女性存在着失眠问题，有18％的男性存在着失眠问题。女性出现的失眠机会常高于男性两倍左右。请问，如果把男性与女性合在一起，有多大比例的人存在着失眠问题？

4．即将到来的一年是一个好年头的概率为0.70。如果这是一个好年头，那么分红的概率为0.90。但如果它不是一个好年头，那么分红的概率为0.20。试求来年分红的概率。

5．有一项实验，研究选择越多是否越好。实验结果如下：

●　有24种口味的摊位吸引的顾客多，有60％的顾客会停下来试吃。但试吃者中只有3％的人购买。

●　有6种口味的摊位吸引的顾客少，只有40％的顾客会停下来试吃。试吃者中有30％的人购买。

根据这项实验，你认为选择是否越多越好？

6．某医生诊断一个病人所患的病情很严重。医生对病人说，患这种疾病的人90％是治不好的。医生接下来又安慰他说，你不用着急，前面有9个与你患同样疾病的人已先后去世了。因而你完全有希望治愈。你说，医生的讲法有问题吗？应如何理解“90％是治不好的”这一句话？这也就是说，“治愈率是10％”是否意味着，10个人中必有1人能治愈？

7．二项选择题有两个选择，其中的一个选择是对的，而另一个选择是错的。它要求考生在两个选择中挑选一个。假设某次考试共有7道二项选择题。倘若某人完成这7道二项选择题都是猜答案。请计算他猜对4道或更多道题的可能性。模拟是计算这个可能性的一个方法。其中的一个模拟，确切地说仿真的方法如下所述：

●　第1步：对二项选择题而言，猜对猜错的可能性都等于0.5。因而我们可以用抛掷一枚均匀的硬币来模拟他做题目。规定硬币出现正面相当于猜对，硬币出现反面相当于猜错。

●　第2步：假设他相互独立地完成7道二项选择题。因而我们可以用抛掷7枚均匀的硬币来模拟他做这张试卷。看7枚硬币中有几个正面。正面的次数就表示他猜对了几道题。

●　第3步：重复地、相互独立地进行n次随机试验，每次试验都是抛掷7枚均匀的硬币。观察在n次随机试验中正面的次数为0、1、…、6和7的试验分别有几次。

●　第4步：假设在这n次随机试验中正面的次数为i的随机试验有ni
 次，i＝0，1，…，6，7。那么他猜对i道题的可能性的模拟值为
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 ，i＝0，1，…，6，7。

●　第5步：要计算的他猜对4道或更多道题的可能性的模拟值为

[image: alt]
 。

现模拟了n＝100次。各次模拟结果见表3.23（摘自参考书目［11］
 第6页的表1）。试根据表3.23计算他猜对4道或更多道题的可能性的模拟值。

表3.23　抛掷7枚硬币的100次的模拟结果
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注：H（Head）表示正面，T（Tail）表示反面。





8．抛掷两颗均匀的骰子。这两颗骰子的点数之和可能为2，3，…，11和12等。和数共有11种情况，其中有6个偶数：2，4，6，8，10，12；5个奇数：3，5，7，9，11。由此人们猜想，抛掷两颗均匀的骰子，这两颗骰子的点数之和为偶数的可能性比较大，和为奇数的可能性比较小。这个猜想是否正确？如果不正确，那么点数之和为偶数的可能性，以及和为奇数的可能性应分别等于多少？

9．掷3颗骰子的赌博有很多方式，最简单的当然是“打1赔1的猜大或猜小”。若赌徒将例如1元钱押在“猜大”，意思是说只要3颗骰子的点数加起来和为11，12，…，17，赌徒就赢庄家1元钱。否则庄家就“吃掉”赌徒押的1元钱。而赌徒将例如1元钱押在“猜小”，意思是说，只要3颗骰子的点数加起来和为4，5，…，10，赌徒就赢庄家1元钱。否则庄家就“吃掉”赌徒押的1元钱。由此可见，倘若三颗骰子的点数加起来和为3与18，不论猜大还是猜小，庄家都可吃掉赌徒押的钱。庄家说，为什么加起来和为3与18总是我赢，那是因为经营赌场提供服务的需要。庄家还说，加起来和为3与18的可能性不大。

①　请问，掷3颗骰子，点数加起来和为3的可能性有多大？点数加起来和为18的可能性有多大？

显然，“猜大”与“猜小”这两项赌博相互对称。下面仅分析“猜大”。“猜小”和它完全类似。在“打1赔1猜大”的赌博，记庄家赢的钱为x。

②　请写出随机变量x的分布列。

③　请计算随机变量x的数学期望。

④　请计算随机变量x的方差与标准差。

10．假设你准备开发自己拥有的一块土地。经市场调研分析，确定了下面4个投资方案。首先，你可以选择出售这片土地，从而获得确定的1200万元。其次，你可以建造独户别墅，但会面临市场的不确定性，市场对这栋别墅的需要可能低也可能高，需求高的概率是0.60，需求低的概率是0.40。第三，你可以建造公寓，但也会面临市场的不确定性，市场对这栋公寓需求高的概率是0.70，需求低的概率是0.30。如果你建造独户别墅，市场需求高时获得3000万元，否则获得1000万美元。如果你建立公寓，市场需求高时获2500万元，市场需求低时获得1400万元。最后，您可以选择建立一个赌场，赌场获得政府许可的可能性为0.10，如果政府许可则获得10000万元的收益，否则将失去一切。

①　计算这4种投资的期望收益，并根据期望收益，将这4种投资从好到坏排序。

②　计算这4种投资的标准差，并根据风险大小，将这4种投资从好到坏排序。

③　同时考虑期望收益和投资风险，是否有投资方案可以不予考虑的？

④　有没有一个投资方案完全优于其他方案的？

⑤　你认为采用哪一个投资方案比较好？

⑥　如果你考虑将这块土地分成两个小区，分别使用不同的投资方案进行开发，为了帮助你决策分析，还需要了解什么样的信息？

11．有下面两个决策问题：

①　首先给你30元钱，然后问你要不要抛掷一枚均匀的硬币。如果你决定掷硬币，则在硬币正面朝上时你赢9元；反面朝上时你输9元。画这个决策问题的决策树。

②　问你是得到30元钱还是抛掷一枚均匀的硬币。如果你选择抛掷硬币，则硬币正面朝上时你得39元；反面朝上时你得21元。画这个决策问题的决策树。

③　对于有多大的机会得到多少钱的问题来说，这两个决策问题有没有区别？

④　有人做过调查研究，发现对于第一个决策问题有70％的人愿意赌一赌，选择掷硬币。而对于第二个决策问题只有43％的人愿意赌一赌，选择掷硬币。设想一下，为什么第一个决策问题赌一赌的人比第二个决策问题的人明显的多？

12．克里斯廷·琼斯是英国埃克斯茅斯市贝赛特农场学校的校长，2008年1月学校新生开学报到的第一天，这位当了16年的校长惊呆了，来的20个学生中竟然没有一个是女学生，全部是“清一色”的男生。琼斯表示，这种可能性大约只有百万分之一，就像中彩票大奖一样稀罕。
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请问，来的20个学生中全部是“清一色”的男生，这种可能性为什么说大约只有百万分之一？

13．8个顾客独立地进入一家百货商店。根据过去的经验，百货经理估计任意一位顾客购买商品的概率为0.20。

①　既然顾客购买商品的概率为0.20，则8个顾客中平均来说有8×0.20＝1.6位顾客购买商品，因而经理认为有2个顾客购买商品的可能性最大。经理的想法对吗？

②　经理盼望8个顾客中有4个及4个以上顾客购买商品。经理这个希望实现的可能性有多大？

③　求没有顾客购买商品的概率。

14．所谓多项例如5项选择题就是，一个问题有5个供选择的答案，其中只有一个答案是正确的，做题的人只能选择一个答案。如果评分标准规定：做对得1分，做错或不做没有分。令x为一个不知道如何解题仅随机地猜一个答案的人的得分。

①　试计算猜题得分x的分布列，以及它的期望、方差和标准差。

②　倘若你不知道如何解题，“不做”与“随机选择一个答案”，你认为哪一个对你较为有利？

③　修改评分标准：做对仍得1分，做错要倒扣a分，试求a的值，以使得猜题目的人的平均得分为0分。

15．某家商店的经理对一个星期内售出的商品数量很感兴趣。根据他的经验，在一个星期内平均出售2件商品，假设在一周售出商品的数量服从泊松分布。

①　一周中一件商品都没有售出的概率是多少？

②　一周中至少售出6件商品的概率是多少？

③　一周中最多售出4件商品的概率是多少？

16．1966年世界杯足球赛，共进行了32场比赛，有64个每场进球得分的记录，见表3.24。

表3.24　1966年世界杯进球得分
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①　令x表示每场比赛双方的各自进球得分。你认为假设x服从什么样的分布比较恰当？

②　若假设x服从泊松分布P（λ），试估计λ的值，x的期望、方差和标准差，以及进球得6分的概率。

③　试估计进球得k分的概率，以及在32场比赛64个进球得分的记录中得k分的有几次，即拟合值。在表3.25的空格中填上拟合值，分析拟合情况。

表3.25　1966年世界杯进球得分的观察值与拟合值
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17．1979年我国国家体委、教育部门和卫生部对全国16个省、市183414个城乡青少年身体形态进行了测试。第六章习题六第4题利用经验法则描述了18岁城市男女青年身高的分布情况。下面摘录那次测试有关18岁城市男女青年体重的测试情况（男的测试了2529人，女的测试了2518人）：

18岁城市男青年体重：平均数[image: alt]
 ＝56.5千克，标准差s1
 ＝5.49千克；

18岁城市女青年体重：平均数[image: alt]
 ＝50.7千克，标准差s2
 ＝5.50千克。

请利用正态分布回答下列问题：

①　18岁城市男青年的体重超过60千克的概率是多少？

②　18岁城市男青年的体重不足50千克的概率是多少？

③　18岁城市男青年的体重在53千克与58千克之间的概率是多少？

④　某个18岁城市女青年的体重为62千克，试问这个女青年是否超重了？倘若某个18岁城市男青年的体重也为62千克，试问这个男青年有没有超重？

18．某出租汽车公司随机调查的n＝40名驾驶员在某一天的营业收入（单位：元）数据如下：

468　553　601　464　547　292　621　514　545　730

592　650　576　406　467　548　523　486　379　435

531　626　429　580　442　464　393　519　429　447

433　519　351　501　609　432　499　457　590　480

①　请计算这随机调查的n＝40名驾驶员的营业收入的样本均值、中位数、方差与标准差。

②　请将这随机调查的n＝40名驾驶员的营业收入的数据分成10组，你打算如何分组？请将各组的频数和频率（百分比）分别填写在下表的空格中。
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③　假设一天的营业收入x服从正态分布N（μ，σ2
 ），试估计参数：均值μ和标准差σ。

④　这40名驾驶员在这一天的营业收入中收入最多的是730元，收入最少的是292元。

a）有人说，驾驶员一天的营业收入几乎肯定不会超过730元。你如何评价这句话？

b）有人说，驾驶员一天的营业收入几乎肯定不会少于292元。你如何评价这句话？

c）有人说，驾驶员一天的营业收入几乎肯定在292元和730元之间。你如何评价这句话？

⑤　公司需要确定一个承包额，使得85％的驾驶员在完成这个承包额后，每天获利不少于80元。这个承包额（按天算）至多是多少？

19．上海中心气象台测定的上海市125年（1884—2008年）的年降雨量的数据（单位：毫米）见表3.26。

表3.26　上海市125年（1884—2008年）的年降雨量

（单位：毫米）

[image: alt]


①　根据这125年的数据计算平均数、中位数、方差与标准差。

②　列出上海125年（1884—2008年）的年降雨量数据（单位：毫米）的频数分布表和频率分布表，画直方图。

③　直方图是否钟形对称？上海的年降雨量服从什么样的正态分布？倘若你认为它是正态分布，请估计这个正态分布的均值与标准差。

④　哪些年份的降雨量可认为异常小或异常大？


第四章　估计问题

人们经常需要在不确定的情况下做出决策。结果的不确定性，使得决策有风险。统计对所考虑的问题作出的统计推断，将对采取何种决策提供依据和建议。虽然统计推断不可能完全避免风险，但它可以控制风险。本章将介绍统计推断的含义，简要介绍统计推断中的估计问题，看看在估计问题中我们是如何控制风险的。

§4.1　比例的估计

考察研究对象是否具有某种特性（例如，产品是否合格，学生考试是否作弊……）时，具有这种特性的个体在总体中的比例（proportion）p究竟多大，常是人们非常关心的问题。通常使用下面的方法去估计比例p：调查n个个体，看其中有多少个个体具有这种特性。假设被调查的n个个体中有m个个体具有这种特性。频率（frequency）f＝m/n就是比例p的最常用的估计。

通常称具有某种特性的个体在总体中的比例p为总体比例。与此相对应地，称频率f＝m/n为样本比例。由此可见，


样本比例f是总体比例p的最常用的估计。


频率f作为比例p的估计，不可能没有误差。误差在什么样的范围之内显然是人们非常关心的问题。看下面的例子。


例4.1
 　（摘自1994年4月28日新民晚报）《今日美国报》和美国有线电视新闻网（CNN）27日公布一项民意测验调查结果：克林顿政府外交政策支持率为39％，经济政策支持率为42％。民意调查于4月22日至24日在1015人中进行，其误差在3％之内。

图4.1可用来解释例4.1。图中的总体是全部美国2.5亿成年人。人们要了解总体中克林顿政府外交政策和经济政策支持率各是多少，为此从总体抽取样本，样本有1015人。经统计，在样本1015人中有（频率）39％的（396）人支持克林顿政府的外交政策，有（频率）42％的（426）人支持克林顿政府的经济政策。然后利用统计的理论与方法回过头来推断总体：在全部美国2.5亿人中克林顿政府外交政策支持率为39％，经济政策支持率为42％，误差在3％之内。这告诉我们，调查1015人，频率作为比例的估计，其误差为±3％。
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图4.1　克林顿政府外交政策和经济政策支持率有多大

调查的1015人是从全部美国2.5亿成年人中随机抽取的。正因为是随机抽取的，所以被调查的1015个人是不确定的。因而根据抽取到的1015人计算得到的克林顿政府外交政策支持率和经济政策支持率也有不确定性。根据这一次抽取到的1015人计算得到的克林顿政府外交政策支持率为39％和经济政策支持率为42％仅是一个观察结果。由于我们是根据统计的理论和方法，抽取了足够多的1015人的样本，并且样本是随机抽取的，计算正确，推断有依据，因而作为一个观察结果，39％与42％的可信程度却是不低的。下面对这个观察结果的可信程度一步步地进行详细的讨论。

想知道美国民众对克林顿政府外交和经济政策的支持率各是多少，如果对每一个美国人都作调查，将要耗费大量的时间、人力和物力。现从全体美国人中抽取1015人进行调查，看看这1015人中分别有多少人支持克林顿政府的外交和经济政策。由于只抽样调查1015人，仅用2到3天时间就调查完毕。调查结果：这1015人中支持克林顿政府外交和经济政策的人所占的比例分别为39％和45％。基于统计的理论和方法，我们作出的统计推断，正如1994年4月28日《新民晚报》说的，就是下面的3句话：全体美国人中

克林顿政府外交政策的支持率为39％；

克林顿政府经济政策的支持率为42％；

它们的误差在3％之内。

考虑到报纸是给大众看的，《新民晚报》上所说的统计推断的这3句话大家都能看得懂。虽然它不太符合统计术语的规范，但情有可原。按统计的术语，下面将这3句话做一些适当的修改。

第一和第二句话应分别修改为

克林顿政府外交政策的支持率的估计为39％；

克林顿政府经济政策的支持率的估计为42％。

要知道1994年美国有2.5亿人口，仅根据1015人的调查结果就说全体美国人中外交和经济政策的精确的支持率为多少，这是不可能的。我们只能说，我们估计它大概是多少。也正因为如此，这种类型的统计推断问题就称为是估计问题。正因为是估计，难免有误差。误差越大，这个估计的风险就越大。我们不可能得到风险消失没有误差的估计，我们仅仅能做的就是控制误差。观察结果的可信性体现在将误差控制在3％之内。

§4.1.1　抽样调查的可信性

可能大家会说，估计问题看来不难。的确前两句话人人都会说，难的是第三句话。第三句话说抽样误差在3％之内。我们以外交政策的支持率为例解释第三句话的含义。第三句话说的是外交政策支持率的估计为39％±3％。这也就是说，我们把克林顿政府外交政策的支持率估计在36％和42％之间。通常称39％±3％，即（36％，42％）为区间估计。这个区间估计的长度为6％，是误差的两倍。

至此，可能大家会提出这样的问题，全体美国人中外交政策的支持率是否一定在36％和42％之间。事实上，我们不能说一定在36％和42％之间，而只能说在36％和42％之间的概率（可能性）很大。对本例来说，由于调查的人数为1015人，并且这1015人是按照科学的方法，例如，是用随机抽样的方法（抽签）随机地抽取得到的，则基于统计的理论和方法，经计算这个概率的值为95％。天气预报说，今天是雨天，概率为80％。它的意思是说，今天可能是雨天，也可能不是雨天，是雨天的可能性（把握）比较大，达到80％。我们说，外交政策支持率的概率为95％的区间估计为（36％，42％），意思是说，外交政策支持率可能在36％和42％之间，也可能不在它们之间，在它们之间的可能性比较大，达到95％。按统计的术语，这个概率称为置信水平，有时简称为水平。置信水平可简单地理解为可信（把握）程度。

至此，我们将新民晚报上所说的这3句话修改成下面的3句话：全体美国人中

克林顿政府外交政策支持率的估计为39％；

克林顿政府经济政策支持率的估计为42％；

他们的抽样误差在3％之内的置信水平（概率）是95％。

第三句话也可等价地说

克林顿政府外交政策支持率的置信水平为95％的区间估计为

39％±3％，即（36％，42％）；

克林顿政府经济政策支持率的置信水平为95％的区间估计为

42％±3％，即（39％，45％）。

[image: alt]


由此可见，估计问题最关键的就是第三句话，也就是误差和它的置信水平，或者说是区间估计和它的置信水平。这是因为第三句话牵涉到估计的精度。显然，误差越小，置信水平越大，区间估计的长度越短，估计的精度就越高。可能有人会说，能不能给出一个误差，或等价地给出一个区间估计，使得它的置信水平为100％？要达到这个要求并不难，例如，你说支持率的区间估计为（0，100％）。显然，这个区间估计的置信水平为100％，但它没有什么意义。一个好的区间估计，不仅置信水平要大，而且区间的长度要短，或等价地说估计的误差要小。但这两个要求相互制约着。区间短了，置信水平会减少。反之，用加大区间长度的方法使得置信水平变大的方法也不可取。唯一能使得这两个要求都得到满足的方法是增加样本容量，多调查一些人。当然，为了节省人力、财力和物力，特别是为了及时地发布新闻，调查的人也不宜太多。作为一项支持率的民意调查，能做到仅调查1015人，置信水平就能达到95％，且误差为3％，或等价地说区间估计的长度为6％，公认这是可以的了。总之，在统计估计问题中非常重要的误差控制问题就是下面这两句话：

1）误差在什么范围之内的可信（把握）程度有多大；

2）有多大可信（把握）程度的什么样的区间估计。

显然，这两句话是互相等价的。对于例4.1中克林顿政府外交政策支持率的问题而言，我们说它的估计为39％。而关于这个估计，其误差的控制就是下面互相等价的这两句话：误差在3％之内的可信（把握）程度为95％；95％的可信（把握）程度的区间估计为39％±3％，即（36％，42％）。为了使误差能如此控制，我们随机调查1015人就可以了。

前面我们用图4.1解释例4.1。看来，图4.1的“推断总体”这一部分的内容应补充误差控制的结果，见图4.2。
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图4.2　克林顿政府外交政策和经济政策支持率及其误差和置信水平

§4.1.2　估计比例

常见的有两类估计问题。一类是比例的估计，例如支持率的估计，第一章所说的康泰克要不要复活的问题所涉及的，康泰克在全国享有多大比例的认知度，以及有多大比例的顾客“会接受”或“可以接受”康泰克重回市场的这两个比例的估计。另一类是平均数的估计，例如居民的平均收入或支出的估计问题。此外还有其他类型的估计问题，但最为常用的是比例与平均数这两类估计问题。相对于平均数估计问题，关于比例估计问题的讨论稍许简单一些。如例4.1所示，在实际操作调查比例的时候，一般调查1000人左右，基本上就可以说误差在3％之内，置信水平有95％。下面还有一些调查人数在1000人左右的社会调查的例子。

●　2月14日是西方的情人节。英国有关机构在法国、德国和英国询问了1000人，发现九分之一的人收到的贺卡并非来自情人，而是来自他们自己或亲人，原因是他们不想在情人节丢脸。

●　2002年马年春节，台湾地区调查800人。73％的人说春节回家过年与父母团聚。

●　新片《哈利·波特与点金石》在欧美各国公映后，一家著名的市场调研团体向1000位调查者发出问卷，问：你的脑海中首先浮现出来的英文小说中的虚拟主人公是谁？22％的被调查者的答案是哈利·波特。哈利·波特已击败了福尔摩斯、詹姆斯·邦德和奥立弗等文学名著中的主人公，成为在公众中知名度最高的英文小说人物。

●　中秋节调查1847人，有1024人回答说：不喜欢吃月饼。但有55％的人说，我会买月饼。

提请大家注意的是，尽管美国、中国台湾地区、欧美各国和上海市的人口，以及法国、德国和英国的人口是不一样多的，有的相差很大，例如美国有2.5亿多人口，而上海（户籍）只有1500万左右的人口，但基于统计的理论和方法，有关这些比例的调查都只需要调查1000左右的人，就能基本上使得误差在3％之内的置信水平为95％。

另外要提请大家注意的是，抽样方法要得当，这是因为抽样调查是由部分样本数据推断整个总体，因而数据的可信性就体现在部分样本数据是不是总体的一个缩影，或简单地说，


样本能不能代表总体。


抽样方法不适当，样本就不能代表总体，“以偏概全”就有可能犯错误甚至犯很严重的错误。看下面的一个经典的例子。

1936年民主党人罗斯福任美国总统第一任满，共和党人兰登与他竞选总统。《文学摘要》杂志根据有约240万人参加的民意测验，预测兰登会以57％对43％的优势获胜。自1916年以来的5届总统选举中，《文学摘要》杂志都正确地预测出获胜的一方，其影响力很大。那时盖洛普刚刚设立起他的调查机构，他根据一个约5万人的样本，预测罗斯福会以56％对44％的优势获胜。实际结果是，罗斯福以62％对38％的优势胜出。当时有人说，这次选举的最大赢家不是罗斯福，而是盖洛普。自这之后，盖洛普的调查机构得到迅速的发展，国内外闻名，而《文学摘要》杂志不久就停刊了。有关美国总统选举的民意调查的详细介绍请参阅参考书目［2］
 的第二部分，以及参考书目［3］
 的第六部分，1936年美国总统选举的内容来自这两个参考书目。

1936年美国总统选举罗斯福的实际得票率，《文学摘要》杂志与盖洛普的预测以及它们的误差见表4.1。

表4.1　1936年美国总统选举结果
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罗斯福的实际得票率为62％，《文学摘要》杂志依据约240万人的样本所作出的预测居然有两位数的误差，达到19％。误差之大令人惊异。这样大的误差是怎么得来的呢？经过研究发现，原因在于《文学摘要》杂志的抽样方法很不适当，选取的样本不能代表总体（美国选民）。杂志是根据电话簿和汽车俱乐部会员的名册，以及杂志订户名册，将问卷邮寄给1000万人，其中约有240万人回答了问卷。大家知道，自1929年起美国进入了长达10年的经济大萧条时期。可想而知，1936年收入在一般水平之上的人才有余钱订阅杂志。根据统计资料，1936年的美国4个家庭中平均仅有一家装电话。总之，在1936年有余钱订阅杂志、有能力装置电话、购买汽车的人，是一个特殊的群体，是经济比较富裕、收入在一般水平之上的人员。由此看来，《文学摘要》杂志选取的样本有排斥经济拮据人员的倾向，这个样本并不能代表所有的选民。1936年美国，民主党人罗斯福作为现任总统，他为扭转美国经济大萧条实行新政，受到大众的欢迎。当时的美国选民分裂为两个不同的层次，许多收入在一般水平之下的人员倾向民主党，许多高于一般水平收入的人员倾向共和党。由于《文学摘要》杂志调查的对象基本上都是收入在一般水平之上的人员，所以他就过高地预测了共和党的总统候选人的选票。低于一般水平收入的人员虽然没有余钱订阅杂志，用不上电话，没有汽车，但他们也有选举总统的权利，而且这些人比收入在一般水平之上的人员多得多。因而


《文学摘要》杂志选取调查对象的方法有误。尽管他的调查数据非常多，但有偏差。他选取的样本不能代表总体，“以偏概全”作出错误的预测在所难免。


有人用一句话概括了《文学摘要》杂志预测出错的原因，这是因为其调查对象选择了共和党人兰登，而全体选民却选择了民主党人罗斯福。

盖洛普的预测误差6％为什么比《文学摘要》杂志的预测误差19％小得多？其原因就在于尽管他的样本只有5万人，但相对于《文学摘要》杂志而言，盖洛普选取的样本能比较好地代表总体。这与他的选取调查对象的方法有关。这种抽样方法就是盖洛普在从事新闻工作中逐步发展起来的所谓“定额抽样法”。事实上，1936年盖洛普使用的定额抽样法并没有用随机抽样的方法去选取样本。也正因为如此，他作出的预测误差6％也比较大。但由于他正确地预测罗斯福当选总统，这掩盖了他有比较大的6％的抽样误差的问题。后来由1940年、1944年与1948年这3次美国总统选举民意调查的实践，特别是1948年美国总统选举因预测错误，盖洛普的民意调查蒙受耻辱之后，人们越来越清楚地看到了定额抽样调查的缺陷。1952年及之后的美国总统选举，盖洛普就放弃定额抽样调查，改用随机抽样方法去选取样本，调查人数远远小于50000人，见表4.2第二列。随机抽样方法的误差更小，精度提高了很多，见表4.2最后一列。

表4.2　1952年及之后美国总统选举盖洛普民意测验的预测情况
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随着电话普及，现在的民意调查通常采用从电话号码中随机取号，然后通过电话访谈调查。随着社会越来越重视保护个人隐私，越来越讲信用，电话访谈拒绝回答的人越来越少，乐意表达自己意愿的人越来越多。电话访谈的民意调查迅速且有效。近来，民意调查机构也注意到，传统的电话访谈调查在当今社会有它的欠缺之处。这是因为如今有不少家庭放弃固定线路电话，仅使用手机。如果民意调查机构仍然从固定线路电话中挑选调查对象，那就要与只使用手机的选民失之交臂。由此可见，民意调查机构需要不断地仔细分析有什么新情况，小心翼翼地挑选能真正代表广大选民的调查样本。

例4.1中调查了1015人，倘若调查2000人或1000人又如何？又大家可能会问，克林顿政府外交与经济政策支持率的估计分别为39％与42％，既然两者的估计不一样大，为什么说它们的置信水平（概率）为95％抽样误差都在3％之内的。要想回答这些问题，请看关于比例调查的一般性结论的5句话。

1）目的：调查总体中具有某种特性的个体所占的比例p。

2）样本容量：n个个体。样本中有m个个体具有这种特性，样本比例（频率）f＝[image: alt]
 。

3）抽样方法：随机抽样。

4）样本比例f是总体比例p的估计。

5）如果总体有N个个体，N比较大；样本容量n比较大，且N－n也比较大，则样本比例f作为比例p的估计，其置信水平为1－α的抽样误差为[image: alt]
 ·δ，其中α与δ的含义见第三章§3.5.4小节讲解标准正态分布时的图3.27或见本章图4.3。它们满足条件：


P（-δ<N（0，1）<δ）＝1－α。
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图4.3　α与δ的含义

常用的α的几个数值：α＝0.20，0.10，0.05，0.01，中间部分的概率1－α与δ值见第三章§3.5.4小节的表3.22或见本章表4.3。

表4.3　常用的α、1－α与δ值表

[image: alt]


关于比例调查的一般性结论的第五句话告诉我们，在总体中个体个数N比较大，样本容量n比较大，且N－n也比较大的时候，我们是根据正态分布的中心极限定理，按正态分布计算估计的抽样误差的。严格地说，这里的置信水平与抽样误差都有近似的意思。根据统计的理论可以知道，它们近似的精确程度是很高的。

由第五句话可以看到，不同的α，其抽样误差就是把[image: alt]
 分别乘以不同的δ。看来[image: alt]
 起着“标准”的作用。为此通常称


[image: alt]
 为比例的样本标准误（standard error，简记为se）


例4.1中调查n＝1015个人，克林顿政府外交政策支持率的估计为f＝39％，取α＝0.05，则δ＝1.9600，它的置信水平为1－α＝95％的抽样误差为

[image: alt]
 ×1.9600＝3.0006841％

它与3％相差不大。又克林顿政府经济政策支持率的估计为f＝42％，则它的置信水平为1－α＝95％的抽样误差为

[image: alt]
 ×1.9600＝3.0364189％

它与3％也相差不大。但倘若支持率的估计很低为f＝10％，则它的置信水平为1－α＝95％的抽样误差为

[image: alt]
 ×1.9600＝1.8456286％

它比3％小了很多。又倘若支持率的估计很高为f＝95％，则它的置信水平为1－α＝95％的抽样误差为

[image: alt]
 ×1.9600＝1.3408181％

它比3％小得更多。看来，抽样误差与频率f有关，f比较小或比较大时抽样误差都比较小。

频率f在0与1之间。当f由0增加到1时，二次抛物线函数f（1－f）＝f－f2
 由0开始上升增加到1／4，然后下降减少到0，且在f＝1／2上有最大值1／4。这也就是说

当0≤f≤1时，f（1－f）＝f－f2
 ≤1／4；

在f＝1／2时，f（1－f）有最大值1／4。

由此可见，不论频率f取什么样的值，置信水平为1－α＝95％的最大抽样误差为

[image: alt]
 ×1.9600≤[image: alt]
 ×1.9600＝3.0760476％

看来，调查1015人，置信水平为1－α＝95％的最大抽样误差比例4.1所说的3％稍大一些。

前面我们说了关于比例调查的一般性结论的5句话，现在还可以再加上第六句话：

6）置信水平为1－α的最大抽样误差为

[image: alt]


这第六句话可用于给定了样本容量n之后计算最大抽样误差，还可用于给定了抽样误差例如3％之后计算样本容量n。既然调查1015人置信水平为1－α＝95％的最大抽样误差3.0760476％比3％稍大一些，那么调查多少人就可以达到3％？我们知道，置信水平为1－α＝95％的δ＝1.9600，则由关于比例调查的一般性结论的第六句话知，仅需解下面的不等式

[image: alt]
 ≤3％，得n≥[image: alt]
 ＝1067.11（人）

因而就能严格地说，调查1068人就保证能够做到，置信水平为95％的抽样误差在3％之内。

比例调查问题数据分析的4个步骤如下：

1）根据调查目的给出精度要求，要求置信水平为1－α的抽样误差不大于d；

2）计算样本容量n；

3）计算样本比例f，从而得到总体比例p的估计；

4）计算置信水平为1－α的抽样误差，看它究竟有多大。


例4.2
 　某市欲了解生活不能自理的老人在老人中的比例。计划在老人中作抽样调查。

①　调查精度设定为，置信水平为95％的抽样误差不大于5％。问需要调查多少个老人？查表4.3，根据置信水平95％得δ＝1.9600。也可以输入函数“＝norminv（0.975，0，1）”得到δ＝1.9600。然后根据关于比例调查的一般性结论的第六句话，解不等式

[image: alt]
 ≤5％，得n≥[image: alt]
 ＝384.16

凑个整数调查400个老人，就保证能够做到，置信水平为95％的抽样误差在5％之内。

②　若调查的400位老人中有40位老人生活不能自理，则在调查的400人中，生活不能自理的老人所占的比例（频率）f＝10％，因而该市生活不能自理的老人在老人中的比例p的估计为10％。

③　这个估计的置信水平为95％的抽样误差为

[image: alt]
 ×1.9600＝2.9％

§4.1.3　支持度估计大的候选人是否支持度也大


例4.3
 　2008年6月11日中新网的一则新闻的标题是“美大选：奥巴马民意支持率稳定领先麦凯恩”。新闻说，盖洛普民意测验中心10日公布的最新民调显示，目前奥巴马的全国支持度为48％，麦凯恩为41％。这是盖洛普自3月中开始进行这项民意调查以来，奥巴马领先麦凯恩的最大差距。这项民调是于6月7日至9日在全国抽样访问2633位登记选民，抽样误差正负2个百分点。这则新闻报道严格地说不太“规范”，应该说置信水平95％的抽样误差正负2个百分点。调查2633人的这个置信水平95％的抽样误差正负2个百分点是如何计算的留作读者思考。

奥巴马的支持度为48％，麦凯恩为41％。这两个数是根据2633位登记选民的样本计算出来的。因而严格地说，这两个数是他们两人在全部登记选民中的支持度的估计。
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根据2633位登记选民的样本计算得到的奥巴马支持度的估计48％，大于麦凯恩支持度的估计41％，能否就此说在全部美国登记选民中奥巴马的支持度大于麦凯恩的支持度？由于估计有误差，因而支持度估计大的候选人其支持度不一定也大。回答这个问题的一个较为简单的方法是，同时构造奥巴马支持度与麦凯恩支持度的置信水平，例如为95％的区间估计，然后看这两个区间有没有重叠的部分。倘若没有重叠的部分则认为他们的支持度有差别；反之则认为他们有相同的支持度。由2％的抽样误差算得：有（46％，50％）的人支持奥巴马，有（39％，43％）的人支持麦凯恩。这两个区间没有重叠的部分，所以中新网的这则新闻说“奥巴马以超出抽样误差范围领先麦凯恩”。所谓“超出抽样误差范围”，指的是两位候选人的支持度估计的差7％（＝48％－41％）超过了抽样误差正负两个百分点的两倍（4％）。同时构造两个候选人的区间估计，看这两个区间有没有重叠的部分，这相当于说，

●　对同一次民意调查而言，只要支持度估计的差比两倍的抽样误差大，我们就说他们的支持度有差别，其中一人的支持度比另一人大。

同时构造两个候选人的区间估计，用来解决支持度的估计大的候选人是否支持度也大的问题，这是区间估计的一个应用。严格地说，这个方法有一个问题值得商榷探讨。奥巴马支持度的置信水平95％的区间估计为（46％，50％），意思是说奥巴马支持度在46％与50％之间的可信程度为95％，麦凯恩支持度的置信水平95％的区间估计为（39％，43％），意思是说麦凯恩支持度在39％与43％之间的可信程度为95％。同时构造奥巴马支持度与麦凯恩支持度的区间估计，意味着奥巴马支持度在46％与50％之间，并且麦凯恩支持度在39％与43％之间，那么合在一起的可信程度难道仍然为95％？事实上，合在一起之后的可信程度究竟是多少的问题很难说。俗话说，三个臭皮匠顶一个诸葛亮，合在一起解决问题的可能性比一个人解决问题的可能性增大了很多。倘若这三个臭皮匠闹内讧互相拆台，则合在一起解决问题的可能性就比一个人解决问题的可能性减小了很多。合在一起究竟是变大，变小，还是保持不变的问题比较复杂。幸运的是，对于我们所讨论的同一次民意调查支持度的估计大的候选人是否支持度也大的问题，只要支持度估计的差比两倍的抽样误差大，就认为他们的支持度有上有下：


对同一次民意调查的两位候选人的支持度进行比较的时候，如果他们支持度估计的差超过了概率例如为95％的抽样误差的两倍，则我们就说支持度估计大的那个候选人的支持度也大。这句话出错的概率为5％。


提请大家注意的是，我们这里所讨论的问题是对同一次民意调查两个候选人的支持度进行比较。倘若是对不同的两次民意调查中（同一个或不同的两个）候选人的支持度进行比较，那就不能轻易地说只要支持度估计的差比两倍的抽样误差大，就认为支持度有上有下，应具体问题具体分析。不同的两次调查，这个问题留待下一小节§4.1.4简要讨论。


例4.4
 　民意测验说他赢得了电视辩论是否能说他赢了。下面的两篇报道讲的都是2000年美国大选，共和党总统候选人小布什与民主党总统候选人戈尔的电视辩论后的民意调查。

●　报道1（摘自2000年10月13《文汇报》）：美国总统选举前10月11日晚举行的第二场电视辩论后，CNN迅速进行了民意测验，当晚就发布消息，称小布什赢得了本场辩论，小布什赢得49％，戈尔赢得36％。

●　报道2（摘自2000年10月19日《文汇报》）：美国总统选举前10月18日举行的第三场电视辩论后，CNN称戈尔稍占上风。46％的人认为戈尔赢得了这一场辩论，44％的人认为小布什赢得了辩论。

这两篇报道都没有说调查了多少人。但一般来讲都是1000人左右，抽样误差在3％之内的置信水平为95％。这两场电视辩论的用词有所不同。第二场民意测验的报道说小布什赢得了本场辩论，而第三场的民意测验虽然是戈尔赢，但报道并没有说他赢得了本场辩论，仅说他稍占上风。它们的用词为什么不同？第二场电视辩论为什么说，小布什赢得了本场辩论？第三场电视辩论为什么仅仅说，戈尔稍占上风？稍占上风实际上是说，他们两个候选人基本上不分上下。“民意测验说他赢得了电视辩论是否能说他赢了”的这两个问题的求解留作读者思考。
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本章讨论的估计问题是统计推断中的一个重要问题。例4.3与例4.4讨论的事实上是检验问题，它是统计推断中的另一个重要问题。下一章我们将系统讨论检验问题。

2000年CNN迅速进行了民意测验，当晚就发布消息。但在例4.1中，1994年同样是调查1000多人，却花了2到3天时间。可见，民意调查事业发展之迅速。

如今，不仅民意调查，还有商业调查、住户调查、物价调查和收视率调查等在广大民众中的信誉都是很高的。当然，任何成功都不可能一蹴而就。例如，盖洛普民意调查就曾因1948年美国总统选举预测错误而蒙受耻辱。收集社会经济信息的这些抽样调查就是在经历一次次失败的过程中取得成功的。不仅如此，成功的背后也曾遭受过质疑，甚至打击，看下面的故事。在一次聚会上，一位女性问盖洛普：“我为什么没有被调查过？”盖洛普解释道：“你被调查的可能性就像人被雷击的可能性一样大。”那位女士说：“但是我确实曾经被雷击过呀。”这个故事充分说明了早期公众对民意调查的不信任和质疑。当然，盖洛普并没有因人们的质疑、怀疑或放弃自己对民意调查的执著与研究。公众为什么会不信任和质疑民意调查，这与统计思维方法还没有广泛普及有一定的关系。
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必须指出的是，上述结论是对比例的调查而言的。不能用于非比例，例如居民平均收入或支出的调查问题。这些问题的抽样误差，以及置信水平与区间估计的计算稍许复杂一些，本章下一节§4.2将对此进行讨论。


*
 §4.1.4　比例之差的区间估计

设有两个总体，第一个总体具有某种特性的个体所占的比例为p1
 ，第二个总体具有相同（或不相同）特性的个体所占的比例为p2
 。人们往往对p1
 与p2
 谁大谁小的问题感兴趣。例如，地区税务所核准的纳税申报单有可能出错。出错比例越小，税务所的工作质量越高。上级税收机构为比较下属两个地区税务所的工作质量，在每个地区税务所上报的纳税申报单中都抽查2000份。

●　第一地区税务所抽查的n1
 ＝2000份中m1
 ＝200份有错。样本出错频率（比例）

f1
 ＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝10％

因而第一个地区税务所总体出错比例p1
 的估计为10％。其置信水平95％的抽样误差为

1.96×[image: alt]
 ＝1.96×[image: alt]
 ＝1.31％

p1
 的置信水平95％的区间估计为10％±1.31％，即（8.69％，11.31％）。

●　第二地区税务所抽查的n2
 ＝2000份中m2
 ＝160份有错。样本出错频率（比例）

[image: alt]


因而第二个地区税务所总体出错比例p2
 的估计为8％。其置信水平95％的抽样误差为

[image: alt]


p2
 的置信水平95％的区间估计为8％±1.19％，即（6.81％，9.19％）

虽然p1
 的估计10％比p2
 的估计8％来得大，但我们还不能马上就说第一个地区税务所工作质量差，它的总体出错比例p1
 比第二个地区税务所大。此外，由于分别在第一与第二个地区税务所进行了调查，所以这是两个不同的调查，因而不能使用同时构造这两个比例p1
 与p2
 的区间估计的方法来比较p1
 与p2
 的大小。这也就是说，下面的做法是错的。

错误的做法：p1
 的置信水平95％的区间估计为（8.69％，11.31％），p2
 的置信水平95％的区间估计为（6.81％，9.19％）。由于p1
 的区间估计的下限8.69％比p2
 的区间估计的上限9.19％来得小，所以这两个区间估计有重叠的部分，因而不能认为p1
 比p2
 大。

正确的做法是，构造比例之差p1
 －p2
 的区间估计，看0有没有在这个区间估计里。如果0不在里面，我们就说这两个比例p1
 与p2
 不一样大。两个不同的调查，比例之差p1
 －p2
 的区间估计的构造方法如下：

1）总体比例之差p1
 －p2
 的估计为样本频率之差f1
 －f2
 。

2）p1
 －p2
 的置信水平为1－α的估计误差为δ·[image: alt]
 ，其中α与δ的含义见第三章§3.5.4小节讲解标准正态分布时的图3.27或见本章图4.3。在α＝0.05，也就是置信水平为95％时，δ＝1.9600。

3）p1
 －p2
 的置信水平为1－α的区间估计为

f1
 －f2
 ±δ·[image: alt]


注意，同一次调查的比例之差p1
 －p2
 的区间估计的构造方法与此不同。其构造方法本书从略。

将比例之差的区间估计的构造方法与前§4.1.2小节所给出的比例的区间估计的构造方法相比较，就会发现它们非常类似。在构造比例的区间估计时，[image: alt]
 是样本比例f的标准误，而在构造比例之差的区间估计时，[image: alt]
 可视为样本比例之差f1
 －f2
 的标准误。

构造这两个地区税务所出错比例p1
 与p2
 之差的区间估计的步骤如下：

1）计算样本频率（比例）之差f1
 －f2
 ＝10％－8％＝2％，从而得总体比例之差p1
 －p2
 的估计为2％。

2）计算样本比例之差的标准误

[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝0.904％

3）p1
 －p2
 的置信水平为95％的区间估计为2％±1.96×0.904％＝2％±1.77％，即（0.23％，3.77％）。

因为0不在区间估计的里面，所以认为这两个比例p1
 与p2
 不一样大。又由于整个区间估计都在0的右边，所以认为p1
 －p2
 >0，第一个地区税务所的工作质量比第二个地区税务所的差。

§4.2　均值的估计

总体中个体的某个数量指标的平均大小μ究竟多大，例如，成年男性的平均身高、合金钢圆筒内径的平均大小、家计调查中的居民食品消费的平均支出等究竟多大常是人们非常关心的问题。通常使用下面的方法去估计均值μ：调查n个个体，测量每一个个体的数量指标值。假设这n个测量值为x1
 ，x2
 ，…，xn
 。计算这n个测量值的平均数[image: alt]
 ＝[image: alt]
 。然后用[image: alt]
 去估计μ。

通常称x1
 ，x2
 ，…，xn
 为样本，[image: alt]
 为样本均值，μ为总体均值。由此可见


样本均值[image: alt]
 是总体均值μ的最常用的估计。


[image: alt]
 作为μ的估计，不可能没有误差。误差在什么样的范围之内显然是人们关心的问题。下面分两种情况讨论这个问题。

§4.2.1　大样本情况

所谓大样本，是指样本容量n比较大。对于大多数统计问题而言，在n≥30时，可认为是大样本。大样本时，我们可以根据正态分布的中心极限定理，按正态分布来进行计算。因而严格地说，这里得到的置信水平与估计误差都有近似的意思。根据统计的理论可以知道，它们近似的精确程度是很高的。看下面的例子。

某地区随机抽取了n＝400户，调查每一户一个月的食品消费支出（单位：元）。从而得到样本数据x1
 、x2
 、……、x400
 ，其中xi
 表示第i个被调查家庭一个月的食品消费支出（单位：元）。经计算样本均值

[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝814.28（元）

从而我们将该地区每户每月的平均食品消费支出μ估计为814.28（元）。样本容量n＝400比较大，其处理的方法就与估计比例时的情况相类似，我们也是按正态分布来进行计算。

估计比例时我们说，频率f作为比例p的估计，其置信水平为1－α的抽样误差为[image: alt]
 ·δ，其中[image: alt]
 称为比例的样本标准误，α与δ的含义见图4.3，例如，若取α＝0.05，则δ＝1.9600等。均值估计的情况与比例基本相同。

●　在样本容量n比较大的时候，样本均值[image: alt]
 作为总体均值μ的估计，置信水平为1－α的估计误差为[image: alt]
 ·δ，其中s为样本标准差，[image: alt]
 就是第二章§2.3.3节所说的均值的样本标准误（standard error，简记为se）。

经计算，食品消费支出调查的样本数据x1
 、x2
 、……、x400
 的样本标准差

[image: alt]


由此得，[image: alt]
 ＝814.28（元）作为该地区每户每月的平均食品消费支出μ的估计，其置信水平为95％的估计误差为

[image: alt]


该地区每户每月的平均食品消费支出μ的区间估计为814.28±34.85（元），即

（814.28－34.85，814.28＋34.85）＝（779.43，849.13）

食品消费平均支出的估计关于814.28元有概率95％上下34.85元的波动，应该说是可以接受的。

需特别指出的是，各个家庭的食品消费支出各不相同，所以它是个随机变量。食品消费支出的分布称为总体分布。这个总体的分布可能是正态分布，也可能不是正态分布。不论是否是正态分布，由于样本容量n比较大，我们就都可以按正态分布来计算估计误差与置信水平。当然，这样得到的估计误差与置信水平并不是精确的，而是近似的。

§4.2.2　小样本情况

前面讨论的调查比例与调查均值的问题，样本容量都比较大，可以按正态分布计算误差与置信水平。但对有些统计问题而言，由于种种原因，例如希望试验成本低一些，或希望试验时间短一些，或只作了少数几次观察，以至于样本容量n比较小。在样本容量比较小时的统计推断问题称为是小样本问题。对于大多数统计问题而言，在n<30时，可认为是小样本。本小节讨论小样本问题。

强度是圆钢的一个重要的质量指标。即使是同一批量生产的圆钢，其强度也不全相等，所以圆钢强度是个随机变量。人们非常关心强度的平均大小μ究竟有多大。圆钢强度的测量是一个破坏性试验，其样本容量不会很大。现测得n＝7根圆钢的强度数据：

22.86　23.27　23.88　31.72　31.58　27.51　22.22

经计算

样本均值[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝26.1486

样本方差s2
 ＝[image: alt]
 ＝17.0126

样本标准差s＝[image: alt]
 ＝4.1246

强度的平均大小μ的估计为样本均值[image: alt]
 ＝26.1486。下面分析样本均值[image: alt]
 作为总体期望μ的估计其精度如何，给出估计的误差和置信水平，并给出区间估计。

19世纪时的统计学往往处理社会统计（尤其是人口统计）与生物统计问题，这些问题通常有很多的数据，因而当时的统计界认为统计就是研究大量数据的统计推断，不重视小样本问题。那时人们普遍认为不论样本的大小，都可以按正态分布来进行计算。依据这样的想法，由测得的n＝7根圆钢的强度数据算得其置信水平95％的估计误差为

[image: alt]


大样本时样本容量n比较大，根据正态分布的中心极限定理，[image: alt]
 近似服从标准正态分布N（0，1），n越大，[image: alt]
 就越接近N（0，1）。因而在大样本的时候，可以按正态分布进行计算，得到的误差和置信水平虽然是近似的，但近似的精确程度是比较高的，且样本容量越大，近似的精确程度就越高。如果在小样本时不去探讨近似的精确程度究竟有多大那就有失偏颇了。著名英国统计学家哥色特（W.S.Gosset，1876－1937）在啤酒厂工作，工作中需要处理啤酒酿造过程中得到的数据。因为是人为试验，所以数据量不多。哥色特发现在少量数据的时候，即使例如圆钢强度，这个总体的分布是正态分布，倘若按正态分布来计算估计误差与置信水平，其近似的精确程度不高，且样本容量越小，近似的精确程度就越低。经过研究，他的关于小样本问题的论文于1908年发表。论文发表时他用了笔名：Student，很谦虚地以学生的名义向大家请教。学生的这一篇论文却在统计的历史上起着里程碑的作用。自这之后，统计学上了一个新的台阶，小样本问题受到了极大的关注。


t分布


哥色特在1908年的论文中引出了一个新的分布，人们为了表彰他对统计小样本研究的贡献，将他给出的这个分布命名为学生氏（Student）分布，简称t分布。t分布记为t（m），其中m是t分布的一个参数。m通常取自然数，称为是t（m）分布的自由度。t（m）读作“自由度为m的t分布”。哥塞特在1908年的论文中证明了：当总体的分布为正态分布N（μ，σ2
 ）的时候，[image: alt]
 的（精确）分布是自由度为n－1的t（n－1）分布。

图4.4是自由度m＝6的t（6）分布和标准正态分布N（0，1）的密度函数的图象。

[image: alt]


图4.4　t（6）分布和N（0，1）分布的密度函数的图象

由图4.4可以看到，t分布的密度函数的图象和标准正态分布N（0，1）的正态曲线都关于原点对称，中间高，左右两边逐渐低下去。当x向左越来越趋向负无穷大、向右越来越趋向正无穷大时，它们都越来越接近x轴而趋向于0。正因为t分布的密度函数的图象关于原点对称，所以与标准正态分布N（0，1）相类似，t分布的上下（或左右）两个尾巴的概率相等，见图4.5：

P（t（m）≤-a）＝P（t（m）≥a）

[image: alt]


图4.5　t分布的对称性

t分布与标准正态分布的差别就在于（见图4.4），在原点处t分布的密度函数低于标准正态分布N（0，1）的正态曲线，而左右两边的尾巴处，t分布的密度函数在标准正态分布N（0，1）的正态曲线的上面。正因为在尾巴处它们的形态有这样的区别，因而人们说相对于正态分布而言，t分布有重尾。所谓重尾，意思是说t分布的尾部概率比标准正态分布N（0，1）大：

P（t（m）≥a）>P（N（0，1）≥a），其中a>0

例如取a＝1，2，3，t分布的自由度m＝6，则有

P（t（6）≥1）＝0.1780，P（N（0，1）≥1）＝0.1587

P（t（6）≥2）＝0.0462，P（N（0，1）≥2）＝0.0228

P（t（6）≥3）＝0.0120，P（N（0，1）≥3）＝0.0014

由此看来，a越大，越往后的尾部概率P（t（m）≥a）与P（N（0，1）≥a）的差异就越大：

[image: alt]


假设某项决策的损失是不确定的。令随机变量x表示该项决策的损失。倘若损失x的真实分布是t分布，而我们却误认为它是标准正态分布。为衡量决策的优劣，人们通常需要知道该决策有很大损失的可能性是多少。倘若根据误认为的标准正态分布去计算，则算出来的大损失的可能性比根据真实的t分布计算的要小。也就是说，倘若人们误认为它是标准正态分布，那就会低估发生大损失的可能性，从而承受大的风险。

启动Excel在任意两个单元格上分别按下面的方式输入可分别得到自由度为m的t分布的单尾和双尾概率。

●　输入“＝tdist（a，m，1）”，得单尾（上）概率P（t（m）≥a）的值。

●　输入“＝tdist（a，m，2）”，得双尾概率P（t（m）≥a）＋P（t（m）≤-a）＝2P（t（m）≥a）的值。

提请注意的是，t分布的单尾和双尾概率的Excel函数命令中的a必须是正数。为对照比较，下面回忆上一章§3.5节所说的标准正态分布N（0，1）的尾部概率的计算。

●　输入“＝normdist（a，0，1，1）”，则得单尾（下）概率P（N（0，1）≤a）的值，为得到单尾（上）概率P（N（0，1）≥a）的值，需输入“＝1－normdist（a，0，1，1）”。

t分布与标准正态分布的尾部概率的计算的又一个不同之处是，t分布函数命令中的a必须是正数，而标准正态分布函数命令中的a可正可负。因而在a是负数例如a＝-1时为计算t分布单尾（下）概率P（t（m）≤-1）的值，首先根据t分布的对称性

P（t（m）≤-1）＝P（t（m）≥1），

对于不同的自由度m以及a＝1，2，3时，尾部概率P（t（m）≥a）的值见表4.4。由表4.4可以看到，随着自由度m的值越来越大，t（m）分布的尾部概率P（t（m）≥a）的值越来越小，逐渐趋向于标准正态分布N（0，1）的尾部概率P（N（0，1）≥a）的值。在自由度m比较小的时候，t分布与标准正态分布的差异是比较大的。

表4.4　尾部概率P（t（m）≥a）和P（N（0，1）≥a）的值

[image: alt]



小样本情况的估计误差与置信水平的计算


在总体分布是正态分布N（μ，σ2
 ）的时候，样本均值[image: alt]
 作为总体均值μ的估计，其置信水平为1－α的估计误差为

[image: alt]
 ·δ

大样本时估计误差的计算公式与小样本时的计算公式看上去完全相同，但它们有着实质的区别。大样本时α与δ的含义见标准正态分布的图4.3，小样本时α与δ的含义见t分布的图4.6。

[image: alt]


图4.6　小样本时α与δ的含义

图4.4中t分布的自由度m等于样本容量n减去1，m＝n－1。例如有n＝7根圆钢的强度数据，则计算估计误差时的t分布的自由度m＝6。由图4.4知，中间部分的概率为

P（-δ<t（n－1）<δ）＝1－α

这也就是说，双尾概率为α。启动Excel可在知道了双尾概率α之后，计算δ的数值。前面我们已经知道了δ之后计算t分布的单尾和双尾概率的函数公式：

计算单尾概率P（t（m）≥δ），输入“＝tdist（δ，m，1）”；

计算双尾概率P（t（m）≥δ）＋P（t（m）≤-δ）＝2P（t（m）≥δ），输入“＝tdist（δ，m，2）”。后一个计算双尾概率的函数公式的反函数就可用来在知道了双尾概率α之后，计算δ的数值。知道了双尾概率α之后，计算δ的数值的Excel函数计算命令为

“＝tinv（α，m）”

假设圆钢强度的分布服从正态分布N（μ，σ2
 ）。因为有n＝7根圆钢的强度数据，则t分布的自由度m＝6。若要求估计误差的置信水平为95％，也就是说要求中间部分的概率为95％，双尾概率为5％，则输入“＝tinv（0.05，6）”，得δ＝2.4469。

[image: alt]
 ·2.4469＝[image: alt]
 ×2.4469＝3.8146

由此可知，样本均值[image: alt]
 ＝26.1486作为圆钢平均强度μ的估计，其置信水平为95％的估计误差为3.8146，从而得圆钢平均强度μ的区间估计：26.1486±3.8146，即为

（26.1486－3.8146，26.1486＋3.8146）＝（22.3340，29.9632）

前面我们依据正态分布算得，样本均值[image: alt]
 ＝26.1486作为圆钢平均强度μ的估计，其置信水平为95％的估计误差为3.0555，比用t分布算得的3.8146小。这说明，倘若我们误用正态分布来计算，所得到的估计误差3.0555的置信水平并没有达到95％。经计算，它的置信水平只有90.23％。由此可见，将置信水平只有90.23％的估计误差3.0555误认为是95％，那是有风险的。


方差与标准差的估计


人们除了关心总体中个体的某个数量指标的平均大小μ究竟多大，还关心该数量指标的离散程度，即方差σ2
 （或标准差σ）究竟有多大。


样本方差s2
 是总体方差σ2
 的最常用的估计。



样本标准差s是总体标准差σ的最常用的估计。


由测得的n＝7根圆钢的强度数据算得其样本方差与样本标准差分布是17.0126与4.1246。从而将圆钢强度的方差σ2
 与标准差σ分别估计为17.0126与4.1246。方差σ2
 与标准差σ的估计误差问题较为复杂，本课程将不讨论这个问题。这里仅说明，均值μ的区间估计形如“[image: alt]
 ±”，而方差σ2
 的区间估计却不是这种加减的形式。它形如“（δ1
 ·s2
 ，δ2
 ·s2
 ）”。显然，若σ2
 的区间估计为（δ1
 ·s2
 ，δ2
 ·s2
 ），则标准差σ的区间估计必为（[image: alt]
 ·s，[image: alt]
 ·s）。

内容提要

●　常见的两类估计问题：比例的估计与平均数的估计。

●　在统计估计问题中所谓误差的控制问题就是下面相互等价的两句话：

1）误差在什么范围之内的可信（把握）程度有多大；

2）有多大可信（把握）程度的什么样的区间估计。

●　关于比例的调查，记住下面的6句话：

1）目的：调查总体中具有某种特性的个体所占的比例p（总体比例）。

2）样本容量：n个个体。样本中有k个个体具有这种特性，频率（样本比例）f＝[image: alt]
 。

3）抽样方法：随机抽样。

4）样本比例f是总体比例p的估计。

5）如果总体有N个个体，N比较大；样本容量n比较大，且N－n也比较大，则样本比例f作为总体比例p的估计，其置信水平为1－α的抽样误差为[image: alt]
 ·δ，其中α与δ的含义见下面的标准正态分布图，它们满足条件：P（-δ<N（0，1）<δ）＝1－α。

[image: alt]


6）置信水平为1－α的最大抽样误差为[image: alt]
 。

●　比例调查问题数据分析的4个步骤：

1）根据调查目的给出比例调查的精度：要求置信水平为1－α的抽样误差不大于d；

2）计算样本容量n；

3）计算样本比例f，从而得到总体比例p的估计；

4）计算置信水平为1－α的抽样误差，看它有没有达到要求，是否小于等于d。

●　比例之差p1
 －p2
 的置信水平例如为95％的区间估计

f1
 －f2
 ±1.96·[image: alt]


●　t分布：

1）自由度为m的t（m）分布；t分布的图像。

2）t分布的对称性：P（t（m）≤-a）＝P（t（m）≥a）。

3）t（m）分布的单尾和双尾概率的Excel计算命令（其中a是正数）：

输入“＝tdist（a，m，1）”，得单尾概率P（t（m）≥a）；

输入“＝tdist（a，m，2）”，得双尾概率P（t（m）≥a）＋P（t（m）≤-a）＝2P（t（m）≥a）。

4）知道了双尾概率α之后计算δ的数值的Excel函数计算命令为“＝tinv（α，m）”。

●　样本均值[image: alt]
 、样本方差s2
 与样本标准差s分别是总体均值μ、总体方差σ2
 与总体标准差σ的最常用的估计。

●　在样本容量n比较大（n≥30）的时候，样本均值[image: alt]
 作为总体均值μ的估计，置信水平为1－α的估计误差为[image: alt]
 ·δ，其中s为样本标准差，[image: alt]
 称为是均值的样本标准误，α与δ满足条件：P（-δ<N（0，1）<δ）＝1－α，其含义与估计比例时的α与δ完全相同。

●　在样本容量n比较小（n<30）的时候，假定总体分布是正态分布N（μ，σ2
 ），样本均值[image: alt]
 作为总体均值μ的估计，其置信水平为1－α的估计误差为[image: alt]
 ·δ，α与δ的含义见下面的t分布图，它们满足条件：P（-δ<t（n－1）<δ）＝1－α。

[image: alt]


图4.7　小样本时α与δ的含义

习题四

1．某市为了解年龄从23岁到27岁的在职年轻人中月收入低于2000元的人所占的比例，计划在这群年轻人中随机抽取400人。若调查的400人中有50人的月收入低于2000元，回答下列问题：

①　该市年龄从23岁到27岁的在职年轻人中月收入低于2000元的人所占比例的估计是多少？

②　它的置信水平为95％的抽样误差是多少？

③　当置信水平从95％增加到99％，抽样误差如何变化？

④　当置信水平从95％减少到90％，抽样误差如何变化？

2．某市为了解生活不能自理的老人在老人中的比例，计划在老人中随机抽取500人。

①　如果将500人中生活不能自理的老人所占的比例作为该市生活不能自理的老人在老人中所占比例的估计，则它的置信水平为95％的抽样误差至多为多少？

②　若调查的500人中有40位老人生活不能自理。

●　该市生活不能自理的老人在老人中所占比例的估计为多少？

●　它的置信水平为95％的抽样误差为多少？

3．2008年6月11日中新网的一则新闻的标题是“美大选：奥巴马民意支持率稳定领先麦凯恩”。新闻说盖洛普民意测验中心10日公布的最新民调显示，目前奥巴马的全国支持度为48％，麦凯恩为41％。这是盖洛普自3月中开始进行这项民意调查以来，奥巴马领先麦凯恩的最大差距。这项民调是于6月7日至9日在全国抽样访问2633位登记选民，抽样误差正负两个百分点。这个抽样误差正负两个百分点是如何计算的？

4．2000年美国大选，共和党总统候选人小布什与民主党总统候选人戈尔的两次电视辩论后的民意调查的结果见下面的两个报道：

●　报道1（摘自2000年10月13《文汇报》）：选举前10月11日晚举行的第二场电视辩论后CNN迅速进行了民意测验，当晚就发布消息称小布什赢得了本场辩论，小布什赢得49％，戈尔赢得36％。

●　报道2（摘自2000年10月19日《文汇报》）：选举前10月18日举行的第三场电视辩论后CNN称戈尔稍占上风。46％的人认为戈尔赢得了这一场辩论，44％的人认为小布什赢得了辩论。

这两篇报道的用词有什么不同？试分析其原因。

注：报道虽然都没有说调查了多少人，但一般来讲都是1000人左右。因而抽样误差在3％之内，置信水平有95％。

5．调查某城市写字楼里上班的年轻族。其中有五分之一的人说，今后三五年内准备购车。据此推断说，该城市在未来的三五年内有五分之一，近20万年轻人准备购车。这个推断可信吗？

6．（摘自参考书目［3］
 ，第19章第386页习题A的第11题）1988年9月11日，美国The San Francisco Examiner报刊登了一则消息，标题是：10名生物教师中有3人支持《圣经》的创世说。该报说Arlington Texas大学的两位社会学家Dana Dunn和Raymond Eve从全国教师协会提供的名单中随机抽取20000名高中生物教师，然后将问卷寄给他们。他们共收到200份答卷，其中30％的生物教师相信《圣经》的创世说，又有19％的生物教师错误地认为人类与恐龙曾生活在同一年代。根据调查结果，这两位社会学家说，10名生物教师中有3人支持《圣经》的创世说，100名生物教师中有19人认为人类与恐龙曾生活在同一年代。看来这两人做了某些非常错误的事。那是些什么事？请说说他们做错事的原因。

7．随机抽取100人进行调查，调查他们有没有逃过税。直接询问很可能没有人举手说自己逃过税。为使调查顺利进行，给每个人一个均匀的硬币并让他们抛掷。当然调查者不知道每人抛掷的结果，被调查者只能看自己的抛掷结果，看不到其他人的抛掷结果。要求下面两种情况的人举手：抛掷硬币正面的人举手是第一种情况；抛掷硬币反面的人倘若逃过税的也举手是第二种情况。这两种情况的人举手相当于说抛掷硬币反面且没有逃过税的人才不必举手。假设100人中有58个人举手，42个人没有举手。

①　首先将被调查的100人分成两类：“抛掷硬币正面的人”与“抛掷硬币反面的人”。请估计这两类的人数。

②　按要求，抛掷硬币正面的人都举手了，抛掷硬币反面的人有的举手，有的没有举手。请估计：在抛掷硬币反面的人中举手的人数有多少？

③　按要求，抛掷硬币反面的人倘若逃过税的才举手。请根据第①题得到的抛掷硬币反面的人数的估计，与第②题得到的在抛掷硬币反面的人中举手的人数的估计，估计逃税的比例。

④　在这样调查的过程中，我们能不能知道这100人中究竟哪些人逃过税？能不能知道58个举过手的人中究竟哪些人逃过税？当问卷中有涉及个人隐私或政治态度，如有没有逃过税、作弊、赌博或吸毒，甚至收入等敏感性问题时，倘若采用传统的直接询问的方法，即使访问员作出种种说明和保证，例如不记名、不留笔迹也无济于事，被调查者很可能出于顾虑而不愿如实回答甚至拒绝回答问题，使调查结果失去真实性。为此，沃纳（Warner）于1965年提出用随机回答的方法，消除被调查者的顾虑。由本题可了解到随机化回答的基本思想。

8．某家餐馆的包间需要预定。每天常有预定者违约不来就餐。下面是n＝60天的预定者违约的个数。

4　4　0　5　7　7　5　5　4　5　5　5　8　8　4　3　7　1　6　2

3　5　7　9　3　5　2　6　5　7　5　5　7　7　8　4　6　8　5　4

6　10　5　6　2　5　4　8　6　6　3　2　10　6　6　6　9　3　4　7

①　请估计平均违约个数，以及违约个数的标准差；

②　请计算平均违约个数的置信水平为95％的估计误差；

③　当置信水平从95％增加到99％，估计误差如何变化？

④　当置信水平从95％减少到90％，估计误差如何变化？

9．1986至1990年历时5年，在我国不同地区共测量了15200左右个人的人体尺寸数据。关于成年男子和成年女子身高的测量结果如下：

成年男子：样本量5115，均值167.48厘米，标准差6.09厘米；

成年女子：样本量5507，均值156.58厘米，标准差5.47厘米。

假设成年男子身高的分布是正态分布N（μ，σ2
 ）。

①　请估计成年男子平均身高μ，以及身高标准差σ；

②　请计算成年男子平均身高μ的95％的估计误差；

③　请给出成年男子平均身高μ的95％的区间估计。

④　人们为什么常说由于样本量很大，故不妨认为成年男子的平均身高均值μ已知，等于样本均值167.48厘米？

⑤　由于样本量很大，不妨认为成年男子与成年女子身高的分布是什么样的正态分布？

10．现引进一新工序。按这一新工序装配产品，调查所花的时间。得到的样本数据为100、105、98、107、102、100（分钟）。假设装配产品所需时间有正态分布N（μ，σ2
 ）。

①　求装配产品的平均时间μ与标准差σ的估计；

②　求装配产品的平均时间μ的概率95％的区间估计；

③　这一新工序的说明书说，装配产品所需的平均时间为100分钟。倘若①的装配产品的平均时间μ的估计不是100，我们能否就此判断说，新工序说明书说的，“装配产品的平均时间为100分钟”是不正确的？如果不能根据①的装配产品的平均时间μ的估计下结论，那能否根据②的装配产品的平均时间μ的区间估计下结论？说明书说的，“装配产品的平均时间为100分钟”是否正确？

11．某市由15名居民组成的样本中，他们每天小汽车的行驶里程数据如下（单位：千米）：

25　20　26　33　20　37　30　14　26　28　32　28　31　27　26　27

假设居民每天小汽车的行驶里程数服从正态分布N（μ，σ2
 ）。

①　求该市居民每天小汽车的行驶里程的平均数μ与标准差σ的估计；

②　求该市居民每天小汽车的行驶里程的平均数μ的概率95％的区间估计；

③　倘若希望概率95％的估计误差不超过2（千米），试问这批数据有没有达到这一精度要求？如果没有达到，那该怎么办？

12．对年轻职工作调查，其中的一个问题是“您认为在未来的12个月内，您的收入会增加吗？”400个年轻职工中有220人回答“是”。一年之前同样的一项调查，400个年轻职工中有192人回答“是”。令p1
 与p2
 分别表示两个不同的时间点上认为未来的12个月内收入会增加的年轻职工在年轻职工中所占的比例。计算比例之差p1
 －p2
 的置信水平为95％的区间估计。对于这个区间估计你作何解释？


第五章　检验

除了估计，检验问题是统计推断的另一重要问题。上一章在讲比例估计时，§4.1.3小节的“支持度的估计大的候选人是否支持度也大”，与“民意测验说他赢得了电视辩论是否能说他赢了”的这两个问题，以及§4.1.4小节的地区税务所核准的纳税申报单出错比例的比较问题其实就是检验问题。上一章我们用构造区间估计的方法解决了这3个检验问题。但对大多数检验问题来说，难以使用构造区间估计的方法去解决它。本章首先讨论统计检验问题的一般性的推断思考过程，然后讲解有关比例与均值，以及方差与属性数据等的检验问题。

§5.1　统计检验问题的推断思考过程

第三章§3.4.1小节在讲二项分布时，提出了一个检验问题。正常情况下新生男婴的比例0.5185，女婴的比例0.4815。某城市当年新生婴儿有10万人，其中女婴4.75万，比例为0.475，较正常比例0.4815小了0.0065。当年新生女婴的比例究竟是正常，还是超乎寻常的低？这一类问题就是所谓的统计检验问题。检验问题的解决方法有点类似于“反证法”。反证法假设，倘若当年新生女婴的出生比例正常，等于公认的0.4815。统计检验问题使用的反证法与大家熟悉的数学问题的反证法有所不同。


●　数学问题的反证法是在反证法的假设条件下寻找矛盾（不可能发生的事情），反过来说明这个假设不会成立。



●　我们这里使用的统计检验问题的反证法是在这个假设条件下寻找几乎矛盾（几乎不大可能发生的事情）。


统计检验问题的这个“反证法”的思考过程可由下面这个感人的例子加以说明。


手足口病
 　2008年3月28日下午5时，阜阳市人民医院儿科主任医师刘晓琳像往常一样走进病房值夜班。这时，重症监护室里已同时住了两个小孩，病情一模一样，都是呼吸困难、吐粉红色痰，有肺炎症状，也表现出急性肺水肿症状，但是在另外一些症状上，却又与肺炎相矛盾。当晚，这两个小孩的病情突然恶化，抢救无效因肺出血而死亡。这时护士过来，告诉她3月27日也有一名相同症状的孩子死亡。刘医生立即将这3个病例资料调到一起，发现患儿都是死于肺炎。常规的肺炎，大多是左心衰竭导致死亡。而这3个孩子都是右心衰竭导致死亡。这很不正常。职业的敏感和强烈的责任心，让刘晓琳医生警觉起来。3月29日零点多，在好不容易劝走了这两个死亡的患儿的情绪激动的家长后，她连夜用电话把情况向领导进行了汇报。刘晓琳的预警起到了作用。4月23日，经卫生部、省、市专家诊断，确定该病为手足口病（EV71病毒感染）。人们都说，没有她的敏感和汇报，病毒还不知道要害死多少儿童。不仅手足口病，就是4年之前，2004年上半年引起社会公众高度关注的阜阳“大头娃娃”事件也是刘晓琳医生最早揭示的，是她首先想到“大头娃娃”吃的奶粉出了问题。由此揭开了国内劣质奶粉的生产和销售的罪恶，挽救了无数婴儿的生命。4月26日，卫生部部长陈竺对刘晓琳的行动也给予了高度赞扬：“一个好的临床医生，面对的应该不仅仅是个体病人的症状，还要想到症状后面的病因，要对临床情况的特殊性产生警觉，意识到其中的不同寻常之处，并且有报告意识。刘主任对这次疫情的控制是有贡献的。”

3月29日零点多刘晓琳医生深夜上报病例，就是因为3例肺炎异常死亡病例引起她的警觉。常规的肺炎，大多是左心衰竭导致死亡。这也就是说肺炎因右心衰竭而死是有可能的，只不过这个概率不大，连续3位患儿都因右心衰竭而死这个概率就更小了。由此她就怀疑这些患儿得的不是肺炎。由此看来，这像是反证法。大家熟悉的反证法是寻找矛盾（不可能发生的事情），而我们这里的反证法是寻找几乎矛盾（几乎不大可能发生的事情）。我们用图5.1说明刘医生的推断过程，这样的推断方法对于我们发现问题是非常有帮助的。事实上，很多人在实践中都有这样的“反证法”的推断过程，只不过没有自觉地意识到。
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图5.1　刘医生的推断过程

图5.1的推断过程自然有理。但在解统计检验问题时需要对图5.1的推断方法作些改进。它的第二个方框里的话说的其实是：“经估算：倘若是常规的肺炎，连续3位患儿都因右心衰竭而死的概率非常小”。现将这句话修改为：“经估算：倘若是常规的肺炎，连续3位、4位和更多位患儿都因右心衰竭而死的概率非常小”。为什么作这样的修改，将计算的概率由“连续3位患儿都因右心衰竭而死的概率”修改为“连续3位、4位和更多位患儿都因右心衰竭而死的概率”，我们有以下两个方面的考虑：

1）既然刘医生在连续3位患儿都因右心衰竭而死时怀疑他们患的不是常规的肺炎，那么如果连续有4、5或更多位患儿都因右心衰竭而死时刘医生更应怀疑他们患的不是常规的肺炎。因而计算的应该是更大一些的概率，也就是倘若是常规的肺炎，连续3位、4位和更多位患儿都因右心衰竭而死的概率。

2）我们什么时候怀疑他们患的不是常规的肺炎？很自然地，大家会说，我们是在连续有比较多的患儿都因右心衰竭而死时，才说他们患的不是常规的肺炎。现在刘医生看到有连续3位患儿都因右心衰竭而死时，则根据这个推断原则，需要回答一个问题，连续3位患儿是否能认为是连续比较多的患儿了？这个问题犹如看某人长得高不高，就是看周围比他高的人多不多，也就是看比他高的人的比例有多大。


如果周围有比较大的比例的人比他高，那自然不能认为他长得偏高。只有当比他高的人的比例比较小的时候我们才认为他长得偏高。


同样道理，看某人长得矮不矮，就是看周围比他矮的人多不多，也就是看比他矮的人的比例有多大。


如果周围有比较大的比例的人比他矮，那自然不能认为他长得偏矮。只有当比他矮的人的比例比较小的时候我们才认为他长得偏矮。


由此可见，连续3位患儿能否算是连续比较多的患儿了，关键就在于等于大于3位患儿，也就是连续3位、4位和更多位患儿都因右心衰竭而死的概率有多大。由于这个概率很小，因而我们认为连续3位患儿就能算是连续比较多的患儿了，并据此怀疑他们患的不是常规的肺炎。

正因为包括上面两个的多个方面的考虑，我们对图5.1的推断方法进行改进，改进后的推断过程见图5.2。
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图5.2　改进后的推断过程


新生女婴的比例究竟是正常，还是超乎寻常的低？
 本节一开头所说的当年新生女婴的比例究竟是正常，还是超乎寻常的低，这一个检验问题的论证过程与图5.2的推断过程相类似。

显然，我们是在新生的10万婴儿中女婴很少的时候才认为新生女婴的比例超乎寻常的低。按图5.2的推断过程，现在的关键就在于，当这一年女婴出生的比例正常，等于公认的0.4815时，计算该城市这一年10万新生婴儿中女婴儿的人数等于小于4.75万的概率。仅当这个概率比较小的时候，我们才能认为4.75万个女婴是比较少的。这个概率可以用二项分布来计算。

倘若这一年女婴出生的比例等于0.4815，那么该城市这一年新生女婴的人数应该是二项分布b（10万，0.4815）。从而使用Excel，输入“＝binomdist（47500，100000，0.4815，1）”就可算得，倘若这一年女婴出生的比例正常，10万个新生婴儿中有4.75万或更少个女婴的可能性仅等于0.0000197。这个可能性如此之小，说明4.75万个女婴是很少的。有这么少的女婴出生在女婴出生比例正常时是几乎不大可能发生的事。这使得我们不得不说，这一年女婴出生的比例超乎寻常的低。这个“反证法”的推断过程可用图5.3来加以说明。
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图5.3　检验女婴出生比例是否超乎寻常低的推断过程

§5.2　统计检验问题的求解

§5.2.1　原假设与备择假设

我们以图5.1、图5.2与图5.3为例详细介绍统计检验问题的理论与处理方法。图5.1和图5.2是为了检验患儿患的是不是常规的肺炎，图5.3是为了检验女婴出生比例是否超乎寻常的低。诸如此类的问题很多，例如，检验额定标准为每袋净重0.5千克的袋装葡萄糖的平均糖重是否有0.5千克，检验治疗心血管病的药是否损伤肾功能，检验吸烟是否危害人体健康，等等。这类问题都有两个假设等待检验，例如图5.1和图5.2的检验问题中这两个假设分别为“患儿患的是常规的肺炎”和“患儿患的不是常规的肺炎”；在图5.3的检验问题中，这两个假设分别为“女婴出生比例正常”和“女婴出生比例超乎寻常的低”。检验这两个假设时，对它们的态度应有所不同。这与法院审讯犯罪嫌疑人时究竟是“有罪推定”，还是“无罪推定”的原则相类似。法院审讯时有两个假设等待检验：“嫌疑人有罪”和“嫌疑人无罪”。如果是有罪推定，则首先认为该嫌疑人有罪，然后寻找证据证明他无罪。倘若有充分、确凿、有效的证据证明嫌疑人无罪，则认为他无罪。反之，倘若没有充分、确凿、有效的证据证明嫌疑人无罪，则认为他有罪。由此可见，


“有罪推定论”保护（也就是不轻易否定）“嫌疑人有罪”的假设。这意味着“有罪推定论”不轻易说（肯定）嫌疑人无罪。


然而“无罪推定论”与之相反，它首先认为该嫌疑人无罪，然后寻找证据证明他有罪。倘若有充分、确凿、有效的证据证明嫌疑人有罪，则认为他有罪。反之，倘若没有充分、确凿、有效的证据证明嫌疑人有罪，则认为他无罪。由此可见，


“无罪推定论”保护（也就是不轻易否定）“嫌疑人无罪”的假设。这意味着“无罪推定论”不轻易说（肯定）嫌疑人有罪。


看来，审讯嫌疑人时，采用“有罪推定论”与采用“无罪推定论”有可能得到不同的审讯结论。

与法院审讯犯罪嫌疑人相类似，统计检验问题对待所给出的两个假设也是有所区别的，其中那个被保护不轻易否定的假设称为原假设，而把另一个不轻易肯定的假设称为备择假设。不少统计检验问题往往采用“无罪推定论”，例如在图5.3的女婴出生比例是否超乎寻常低的检验问题中，把“女婴出生比例正常”视为原假设，“女婴出生比例超乎寻常的低”视为备择假设；在额定标准为每袋净重0.5千克的袋装葡萄糖的平均糖重是否有0.5千克的检验问题中，把“平均糖重0.5千克”视为原假设，“平均糖重不是0.5千克”视为备择假设。有些统计检验问题，可能采用“有罪推定论”，例如，检验治疗心血管病的药是否损伤肾功能。这个检验问题关系到药是否伤害人体健康，我们绝不能轻易地说药不损伤肾功能，因而把“药损伤肾功能”视为原假设，“药没有损伤肾功能”视为备择假设。究竟是采用无罪推定，还是采用有罪推定，需具体问题具体分析。例如，对于吸烟是否危害人体健康的检验问题，与药是否损伤肾功能的检验问题不同的是，人们却把“吸烟无害”视为原假设，“吸烟有害”视为备择假设。这倒不是不关心人体健康，而是考虑到吸烟有长久的历史，已是很多人生活的一个重要内容，此外还考虑到香烟的生产关系到农民耕作、工人就业、国家税收等国计民生大事，所以我们绝不能轻易地说吸烟有害。综上所述，不论是无罪推定，还是有罪推定，其实我们都是按下面的原则，在实际检验问题中设定原假设与备择假设的：


●　原假设：不轻易否定的假设，也就是说有了充分、确凿、有效的证据后才拒绝的假设；



●　备择假设：不轻易肯定的假设，也就是说有了充分、确凿、有效的证据后才接受的假设。


由此可见，统计检验不轻易地否定原假设。这也就是说，仅当我们有了充分、确凿、有效的证据证明原假设不成立，才拒绝原假设，认为备择假设成立。由此看来，在统计检验问题中一旦原假设被拒绝，则就意味着有比较充分、确凿、有效的证据认为备择假设为真。

通常将原假设（null hypothesis）记为H0
 ，故原假设也可称为零假设。将备择假设（alternative hypothesis）记为H1
 ，有时也记为Ha
 。将检验问题例如女婴出生比例是否超乎寻常低的检验问题记为

H0
 ∶女婴出生比例正常[image: alt]
 H1
 ∶女婴出生比例超乎寻常的低。

这个假设检验问题有时也记为

H0
 ∶女婴出生比例正常vs．H1
 ∶女婴出生比例超乎寻常的低。

“vs．”是versus的简写，是“对”的意思。当然，检验问题也可简记为

H0
 ∶女婴出生比例正常；H1
 ∶女婴出生比例超乎寻常的低。

有的时候将检验问题简写为原假设“H0
 ∶女婴出生比例正常”。而将备择假设默认为“H1
 ∶女婴出生比例超乎寻常的低”。


什么是原假设是解统计检验问题的第一个关键。


§5.2.2　检验法则与p值

轻易不否定的假设，也就是说有了充分、确凿、有效的证据后才能拒绝的假设称为是原假设。那么究竟什么样的证据才能认为是充分、确凿、有效，或简单地说，什么时候拒绝原假设，是解统计检验问题必须首先要考虑的问题。


“什么时候拒绝原假设”称为检验法则。


对女婴出生比例是否超乎寻常低的检验问题来说，其原假设为女婴出生比例正常。备择假设为女婴出生比例超乎寻常的低，因而它的检验法则就是图5.3第一个方框里的推断原则，也就是在新生女婴很少的时候才拒绝原假设，认为新生女婴的比例超乎寻常的低。


确定检验法则是解统计检验问题的第二个关键。


确定了检验法则之后，接下来的重要工作就是使用反证法，在原假设成立的假设条件下计算概率。计算什么样的概率，这个与原假设、检验法则，以及观察到的数据有关。对女婴出生比例是否超乎寻常低的检验问题而言，由于我们的检验法则是，在新生女婴很少的时候才拒绝原假设，又由于当年10万个新生婴儿中有4.75万个女婴，因此我们在原假设成立，也就是在女婴出生比例正常，等于公认的0.4815的条件下计算，10万个新生婴儿中有4.75万和更少个女婴的概率。这个思考过程见图5.4。
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图5.4　计算什么样的概率？

女婴出生比例是否超乎寻常低的检验问题告诉我们，在原假设成立时计算概率，这是使用反证法解统计检验问题的关键。按统计的术语，这个概率称为是检验的p值
 ，简称p值
 ，p就是英文probability（概率）的第一个字母。


计算p值是解统计检验问题的第三个关键。


一般来说，计算p值遵循下面的原则：


看一个数是不是比较小，就看等于和小于它的概率大不大。如果这个概率比较小，则我们认为这一个数比较小。反之，如果这个概率比较大，我们当然不能认为这一个数比较小。


同样的道理，


看一个数是不是比较大，就看等于和大于它的概率大不大。如果这个概率比较小，则我们认为这一个数比较大。反之，如果这个概率比较大，我们当然不能认为这一个数比较大。


在女婴出生比例是否超乎寻常低的检验问题中，我们在女婴出生比例正常，等于公认的0.4815的假设条件下，计算得到“10万个新生婴儿中有4.75万或更少个女婴”的概率为0.0000197，这也就是说检验的p值为0.0000197。p值如此之小，使得我们不得不认为在女婴出生比例正常时10万个新生婴儿中有4.75万个女婴是很少的。这几乎是不大可能发生的事，从而确信女婴出生比例超乎寻常的低。解统计检验问题时，p值起着极其重要的作用。


●　若p值比较小，这意味着在原假设成立时观察到的这件事基本上是不大可能发生的，则就有了充分、确凿、有效的证据拒绝原假设，从而认为备择假设是正确的。

●　若p值不小，则意味着还没有找到充分、确凿、有效的证据，因而不能拒绝原假设，只得认为原假设是正确的。

§5.2.3　检验的水平

女婴出生比例是否超乎寻常低的检验问题告诉我们，p值的计算的确是解统计检验问题的关键。可能大家会问，p值的大小有没有界限？通常人们取0.05为p值的界。当p值不比0.05大的时候，就说p值比较小；否则说p值不小。0.05称为检验的水平
 ，记为水平α＝0.05。我们在讲估计的误差与区间估计问题时说，置信水平达到95％，公认这是可以的了。与此相对应，对检验问题来说，检验的水平不超过0.05，就公认这是可以的了。有的时候我们希望拒绝原假设的证据非常充分、确凿、有效，还取水平α＝0.01为界。

●　若p值不比0.01大，则说p值很小，这说明有非常充分、确凿、有效的证据认为备择假设是正确的，我们在水平α＝0.01下（高度显著地）拒绝原假设；

●　若p值比0.01大，但不比0.05大，则说p值比较小，这说明有充分、确凿、有效的证据认为备择假设是正确的，我们在水平α＝0.05下（显著地）拒绝原假设，但在水平α＝0.01下不能（高度显著地）拒绝原假设。

●　若p值比0.05大，则说p值不小，这说明没有充分、确凿、有效的证据认为备择假设是正确的，我们在水平α＝0.05下不能拒绝原假设，只得认为原假设是正确的。

下面我们用人长得高不高、矮不矮的例子，说明“水平”的含义。

●　看某人长得高不高，就是看比他高的人的比例有多大。取水平α＝0.05意思是说，判定一个人长得高不高的标准是：如果在20个人中平均至多只有一个人比他高，我们就认为他长得显著的高。取水平α＝0.01意思是说，判定一个人长得高不高的标准是：如果在100个人中平均来说至多只有一个人比他高，我们就认为他长得高度显著的高。

●　看某人长得矮不矮，就是看比他矮的人的比例有多大。取水平α＝0.05意思是说，判定一个人长得矮不矮的标准是：如果在20个人中平均来说至多只有一个人比他矮，我们就认为他长得显著的矮。取水平α＝0.01意思是说，判定一个人长得矮不矮的标准是：如果在100个人中平均来说至多只有一个人比他矮，我们就认为他长得高度显著的矮。

前面在讲统计估计问题时，我们说不可能有风险消失了的没有误差的估计，我们能做的就是控制误差，也就是给出误差在什么范围之内有多大的可信（把握）程度，或给出有多大可信（把握）程度的什么样的区间估计。统计检验问题也有风险，它的风险表现在它可能出错。可能大家会说，既然我们是有了充分、确凿、有效的证据后才认为备择假设是正确的，怎么会出错？

在前面讨论的女婴出生比例是否超乎寻常低的检验问题中，p值0.0000197非常的小，这说明在女婴出生比例正常的时候10万个新生婴儿中有4.75万个女婴几乎是大不可能发生的，所以我们认为女婴出生比例超乎寻常的低。显然，几乎不大可能发生并不是说不会发生。既然p值0.0000197是原假设成立，即女婴出生比例正常的时候，10万个新生婴儿中有4.75万或更少个女婴的概率，那么我们认为女婴出生比例超乎寻常的低，这样一个判断出错的可能性仅为0.0000197。


由此看来，p值有下面一个重要的含义：


p值告诉我们，倘若根据现有的样本观察值拒绝原假设，则在原假设成立时我们承受的风险，犯错误的概率就如p值那么大。


正因为p值有这样的含义，所以对一个检验问题来说，


●　p值比较小的时候我们为什么拒绝原假设，那是由于犯错误的概率不大的缘故；



●　p值比较大的时候我们为什么不拒绝原假设，那是由于倘若拒绝原假设，则犯错误的概率比较大的缘故。


水平α有与p值相类似的含义。回过头来再来看女婴出生比例是否超乎寻常低的检验问题。p值0.0000197小于0.01，因而在水平α＝0.01下拒绝原假设，也就是在女婴出生比例正常时认为女婴出生比例超乎寻常的低，犯这样一个错误的概率就比水平α＝0.01小。由此看来，水平α有与p值相类似的重要含义：


水平α意味着在原假设成立时我们若拒绝原假设，则承受的风险，犯错误的概率不会比α大。



*
 §5.2.4　两类错误

原假设成立时我们若拒绝原假设，则将承受犯错误的风险。在原假设不成立时我们若接受原假设，也要承受犯错误的风险。显然，这是两种不同类型的错误。

原假设成立时拒绝原假设所犯的错误称为第一类错误；

原假设不成立，即备择假设成立时不拒绝原假设所犯的错误称为第二类错误。

在产品质量检验工作中广泛使用抽样检验（简称抽检）。一般来说，抽检问题的原假设和备择假设分别为

H0
 ∶产品合格[image: alt]
 H1
 ∶产品不合格。

抽检问题，例如从一批产品中随机抽取一定数量的产品，看里面有多少个不合格品。如果抽检到的不合格品比较多，则拒绝原假设，认为整批产品不合格；否则不拒绝原假设，认为整批产品合格。在抽检问题中有必要对两类错误给于同等的关注。犯第一类错误就是在产品合格的时候却判断它为不合格产品，错误地不让合格产品进入市场。所以控制犯第一类错误的概率，使得它不大于事先给定的水平例如α＝0.05，这是在保护生产方厂家的利益，让合格产品尽可能地进入市场。而犯第二类错误就是在产品不合格的时候却判断它为合格产品，错误地让不合格产品进入市场。所以控制犯第二类错误的概率，这是在保护使用方的利益，让不合格产品尽可能地不进入市场。显然，在抽检问题中犯这两类错误的概率都需要受到控制。同时控制犯这两类错误概率的问题，一个很大的困难就是，犯这两类错误的概率相互制约，例如减少犯第一类错误的概率，让合格产品尽可能地进入市场，则势必使得不合格产品容易进入市场，从而增加犯第二类错误的概率。反之，减少犯第二类错误的概率，让不合格产品尽可能地不进入市场，则势必使得合格产品不容易进入市场，从而增加犯第一类错误的概率。为什么人们通常在p值不比0.05（或0.01）大的时候，就说p值比较小，仅仅控制犯第一类错误的概率不大于水平α＝0.05（或0.01），这是因为倘若犯第一类错误的概率控制在一个非常低的水平，例如α＝0.0001，则势必提高犯第二类错误的概率，甚至很可能提得过分的高。正因为兼顾到犯第二类错误的概率，人们通常才仅控制犯第一类错误的概率不大于水平α＝0.05（或0.01）。

究竟取多大的水平，有的时候需视问题的实际意义，具体问题具体分析。例如，治疗心血管病的药是否损伤肾功能的检验问题，原假设是“药损伤肾功能”，备择假设是“药没有损伤肾功能”。由于原假设绝不能轻易地被拒绝，因此水平就通常不取为α＝0.05，而将犯第一类错误的概率控制在低水平，例如取α＝0.01甚至更低α＝0.001等。又如产品质量的抽检问题，原假设是“产品合格”，备择假设是“产品不合格”。如果根据经验这个企业的全面质量管理工作做得很好，产品的合格率一直非常高，则很自然地将犯第一类错误的概率控制在低水平，也就是说，直到发现了过多的不合格品才判待检的这批产品不合格。而如果根据经验这个企业的全面质量管理工作做得不太好，产品的合格率一直不太高，则很自然地不将犯第一类错误的概率控制在低水平，也就是说，发现了不太多个的不合格品就可判待检的这批产品不合格。

§5.2.5　假设检验问题的求解步骤

综上所述，我们结合女婴出生比例是否超乎寻常低的检验问题，讲解求解假设检验问题的4个步骤：

1）建立原假设H0
 和备择假设H1
 。

例如，H0
 ∶女婴出生比例正常，H1
 ∶女婴出生比例超乎寻常的低。

2）确定检验法则。

在新生女婴很少的时候拒绝原假设，认为女婴出生比例超乎寻常的低。

3）计算p值。

若观察到的情况是10万个新生婴儿中有4.75万个女婴，则检验的p值就是，在女婴出生比例正常，等于0.4815的时候，10万个新生婴儿中有4.75万或更少个女婴的概率。

4）若p值比较小，例如p值不比0.01大，则在水平α＝0.01下高度显著地拒绝原假设；又若p值比0.01大，但不比0.05大，则在水平α＝0.05下显著地拒绝原假设；反之则不拒绝原假设。


墨菲定律
 　几乎不大可能发生的事并不是不可能发生，只是发生的可能性比较小，例如小于0.05。我们之所以在“发生的可能性例如小于0.05的事”发生的时候拒绝原假设，是因为我们知道，我们这样做犯错误的可能性不超过0.05，这样大的风险我们能够承受。必须指出的是，有的时候有些场合，我们应认为几乎不大可能发生的事是有可能发生的，而且它一定会发生。这就是所谓的墨菲定律。

工程师墨菲曾参加美国空军1949年的一项实验，需要将16个火箭加速度计悬空装在受试者的上方。支架上固定火箭加速度计的有两个位置。按实验要求，其中的一个位置是正确的，而另一个是错误的。不可思议的是，竟然有人有条不紊地将16个火箭加速度计全部安装在错误的位置。于是墨菲说，如果有两种选择，其中的一种将导致灾难，则必定有人会选择它。后来墨菲的这一句话演变为人们熟知的这样一句话：“会出错的，终将会出错（If anything can go wrong，it will）”。其实，这一句话，不同的人，不同的场合，有不同的含义。对于使用电脑的人来说，重要的资料应做好备份。这是因为再好的电脑也有可能出问题。人，尤其是老年人要把重要的事情用笔记下来。记性再好的人也可能会忘事。

§5.3　比例的检验

上一章讲了总体中具有某种特性的个体所占比例p的估计问题。本节讲解关于比例p的检验问题。女婴出生比例是否超乎寻常的低，就是比例的检验问题。它的一般形式为

H0
 ∶总体中具有某种特性的个体所占比例p＝p0
 ；H1
 ∶p<p0


其中p0
 已知，例如在女婴出生比例是否超乎寻常低的检验问题中，p0
 ＝0.4815。通常使用下面的方法去检验比例p：观察n个个体，看其中有多少个个体具有这种特性。假设被观察的n个个体中具有这种特性的个体有m个，则检验问题“H0
 ∶p＝p0
 ；H1
 ∶p<p0
 ”的检验法则是，在m比较小的时候，拒绝原假设，认为p<p0
 。接下来用反证法，在原假设为真时计算n个个体中至多有m个（m或更少个）这种特性个体的概率，也就是检验的p值。

必须注意的是，比例的检验问题有两个p。它们有不同的含义。一个是待检验的比例p，它是proportion（比例）的简写。另一个是检验的p值，它是probability（概率）的简写。

由于原假设“H0
 ∶p＝p0
 ”成立时，n个个体中具有这种特性个体的个数服从二项分布b（n，p0
 ），因而p值等于P（b（n，p0
 ）≤m）。输入Excel函数命令“＝binomdist（m，n，p0
 ，1）”，即得检验的p值。根据p值的大小作出拒绝或不拒绝原假设的判断。

除了上述这种形式的检验比例的问题之外。还有一类检验比例的问题，它的一般形式为

H0
 ∶总体中具有某种特性的个体所占比例p＝p0
 ；H1
 ∶p>p0


例如，某工厂的某个产品的质量标准是，不合格品的比例不超过1％。随机检验100个产品，倘若其中没有发现不合格品，或仅发现1个不合格品，可想而知质量检验员肯定认为产品合格，而倘若发现2个不合格品那应如何判断？依据比例估计的方法，不合格率p的估计为频率（样本比例）2％，超过了所允许的不合格率的上限1％。我们能否就此说产品不合格？考虑到估计有误差，因而绝不能这样轻易下结论。产品很可能是合格的，仅仅是由于随机因素的影响，样本比例偶然偏高了。在随机检验的100个产品中倘若发现了2个不合格品那究竟该如何判断？这显然是下面这样一个统计检验问题：

H0
 ∶产品不合格率p≤0.01；H1
 ∶p>0.01

对于原假设为H0
 ∶p≤0.01的检验问题，我们一般就仅考虑不合格品的比例达到了上限（最“坏”的情况）1％。这也就是说下面这两个检验问题的处理方法完全相同：

（1）H0
 ∶p＝p0
 ；H1
 ∶p>p0
 ；（2）H0
 ∶p≤p0
 ；H1
 ∶p>p0
 。

同样的道理，下面这两个检验问题的处理方法也是完全相同的：

（1）H0
 ∶p＝p0
 ；H1
 ∶p<p0
 ；（2）H0
 ∶p≥p0
 ；H1
 ∶p<p0
 。

显然，在检验100个产品中如果发现了比较多的不合格品则拒绝原假设，认为产品不合格，不合格率p>0.01。根据这个检验法则，以及在检验100个产品中观察到有2个不合格品，所以检验的p值等于：倘若产品合格，不合格率p＝0.01，在检验100个产品中至少有2个（2个或更多个）不合格品的概率。不合格率p＝0.01时，100个产品中不合格品的个数的分布是二项分布b（100，0.01）。由此可见，检验的p值等于P（b（100，0.01）≥2）。输入Excel函数命令“＝1－binomdist（1，100，0.01，1）”，即得p值等于0.2642，大于水平0.05。因而我们不能拒绝原假设。这说明在检验的100个产品中如果发现了2个不合格品，则必须认为产品合格。倘若认为产品不合格，则我们就有26.42％的可能性犯错误。人们是不愿意冒这么大的风险作出“产品不合格”的判断。
 这个产品合格与否的检验问题的检验过程见图5.5。
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图5.5　产品合格与否的检验问题的检验过程

女婴出生比例是否超乎寻常低的检验问题，我们是在新生女婴比较少的时候拒绝原假设，而不合格产品的比例是否超过额定标准1％的检验问题，我们是在不合格产品比较多的时候拒绝原假设。这两种类型的检验问题通常称为是单边拒绝的假设检验问题，其解概述如下。

●　目的：对总体中具有某种特性的个体所占比例p进行检验；

●　观察到的数据：从总体中随机抽取n个个体，其中有m个个体具有这种特性；

●　这两种类型的单边拒绝的比例检验问题的解见表5.1。

表5.1　单边拒绝的比例检验问题
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关于比例的检验问题除了这两种类型的单边拒绝的检验类型，还有双边拒绝的一种类型。看下面的例子。

第三章§3.1.2小节在讲用频率方法估算概率时，举了抛掷图钉的例子。这个例子来自于参考书目［10］
 的第二节“Experimenting with Chance”。抛掷一枚图钉，钉尖朝上出现的概率为0.65，钉尖朝下出现的概率为0.35，这种讲法就出自于那本参考书。为验证这个说法，作者实地做“抛掷图钉”的实验。实验观察结果是，抛掷103颗图钉，钉尖朝下40颗、钉尖朝上63颗。由此算得，钉尖朝下出现的频率为0.388，钉尖朝上的频率为0.612。考虑到偶然因素，我们显然不能就此说钉尖朝上与朝下出现的概率不是0.65与0.35。这是一个统计检验问题。由于钉尖朝上与朝下出现概率的和等于1，因而仅需检验钉尖朝上出现的概率是否等于0.65。其原假设与备择假设分别为

H0
 ∶钉尖朝上出现的概率p＝0.65；H1
 ∶p≠0.65。

这种类型检验问题的一般形式为

H0
 ∶总体中具有某种特性的个体所占比例p＝p0
 ；H1
 ∶p≠p0
 。

显然，在抛掷103颗图钉中，如果钉尖朝上的图钉比较多或比较少，则拒绝原假设，认为钉尖朝上出现的概率p≠0.65。这是双边拒绝的检验问题。与单边拒绝检验问题不同的是，双边拒绝检验问题的p值需要乘以2。抛掷103颗图钉，倘若原假设成立，钉尖朝上出现的概率p＝0.65，因而平均来说钉尖朝上应该有67（＝103×0.65）颗。在抛掷的103颗图钉中观察到钉尖朝上有63颗。看来63颗这个观察值应理解为比较小的。如果是单边拒绝，检验的p值等于，倘若钉尖朝上出现的概率p＝0.65，则在抛掷的103颗图钉中钉尖朝上至多有63颗的概率。把这个概率乘以2就是双边拒绝检验的p值。

输入“＝binomdist（63，103，0.65，1）”，得单边拒绝检验的p值＝0.2365，从而得双边拒绝检验的p值＝0.4730。p值比较大，这说明在钉尖朝上出现的概率p＝0.65时，抛掷103颗图钉有63颗钉尖朝上这样一种情况是有可能发生的，因而不能认为钉尖朝上出现的概率p≠0.65。判断：那本参考书的讲法是正确的，钉尖朝上与朝下出现的概率分别是0.65与0.35。倘若认为参考书的讲法不正确，则我们我们就有47.3％的可能性犯错误。人们显然不愿意犯这么大的错误。


关于双边拒绝的比例假设检验问题，其解概述如下。

●　目的：检验总体中具有某种特性的个体所占比例p是否等于已知的p0
 ；

●　观察到的数据：从总体中随机抽取n个个体，其中有m个个体具有这种特性；

●　双边拒绝的比例假设检验问题的解见表5.2。

表5.2　双边拒绝的比例检验问题
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§5.4　正态分布均值的t检验

除了对总体中具有某种特性的个体在总体中的比例p进行检验之外，常见的还有对总体中个体的某个数量指标的平均大小μ进行检验。本节着重考虑总体是正态分布N（μ，σ2
 ）时，均值μ的检验问题。看下面的例子。

质检部门定期对企业产品例如某型号大瓶咖啡的容量进行检验，检验它的容量是否低于其标签上标明的容量1000克。倘若比1000克低，就以因重量不足进行投诉。设大瓶咖啡重量的分布是正态分布N（μ，σ2
 ）。能不能投诉的检验问题的原假设与备择假设分别是

原假设H0
 ∶μ＝1000，不能以重量不足进行投诉；

备择假设H1
 ∶μ<1000，能以重量不足进行投诉。

假定由n＝36瓶咖啡组成一个随机样本的样本观察数值为

964　1006　987　989　983　1011　1013　1018　988

977　1015　1011　1021　991　1011　1001　984　1021

1035　981　1009　940　1016　1027　992　1002　1011

994　992　1018　1043　1018　979　1019　992　995

经计算

样本均值[image: alt]
 ＝1001.5（克）

样本方差s2
 ＝420.94（平方克）

样本标准差s＝20.52（克）

既然样本均值[image: alt]
 大于1000克，看来我们不可能寻找到充分、确凿、有效的证据，以证明该大瓶咖啡的重量不足。在样本均值[image: alt]
 大于1000克时，应立即作出不投诉的判断。

又假定由n＝36瓶咖啡组成另一个随机样本的样本观察数值为

995　1023　984　989　997　1006　1048　994　979

989　1026　1032　989　985　1002　993　1007　1021

960　983　988　969　1007　974　984　983　1044

991　985　1013　1008　993　952　1012　992　998

经计算

样本均值[image: alt]
 ＝997.08（克）

样本方差s2
 ＝441.85（平方克）

样本标准差s＝21.02（克）

虽然样本均值[image: alt]
 小于标重1000克，但我们不能立即以该大瓶咖啡的重量不足进行投诉。能不能投诉需要统计检验。这个检验问题的检验法则显然是：在样本均值[image: alt]
 比较小的时候，拒绝原假设，认为可因重量不足进行投诉。根据n＝36瓶咖啡样本算得的样本均值[image: alt]
 ＝994.08是不是比较小？这就需要根据反证法，在原假设成立，均值μ＝1000时计算[image: alt]
 小于等于994.08的概率，也就是检验的p值。人们发现，样本均值[image: alt]
 的大小与量纲（单位）有关系，并且计算这个检验法则的p值相当复杂困难。退而求其次，我们首先计算样本t值：

[image: alt]


然后由检验法则，在样本t值是一个比较小的负数时候，拒绝原假设，认为可因重量不足进行投诉。这个检验法则的一个优点是，样本t值的大小与量纲（单位）没有关系。

根据n＝36瓶咖啡样本算得的样本t＝－0.8335是不是一个比较小的负数？这就需要根据反证法，在原假设成立，均值μ＝1000时计算样本t值小于等于－0.8335的概率，也就是检验的p值。


看一个数是不是比较小，就看比它小的概率大不大。如果比它小的概率比较小，则认为这个数比较小；反之，如果比它小的概率比较大，则认为这个数比较大。


这个检验p值的计算需要使用上一章§4.2.2小节引入t分布。在原假设成立，均值μ＝1000时样本t值小于等于－0.8335的概率，正好等于自由度为样本容量n－1＝35的t分布小于等于－0.8335的概率，检验的p值等于P（t（35）≤－0.8335）。由上一章§4.2.2小节可以知道，输入t分布的单尾概率的Excel函数命令：“＝tdist（a，m，1）”，即得自由度为m的t分布单尾（右上）概率P（t（m）≥a）的值，其中的a是正数。为得到自由度为35的t分布单尾（左下）概率P（t（35）≤－0.8335）的值，首先利用t分布的对称性，将（左下）单尾概率P（t（35）≤－0.8335）改写成（右上）单尾概率P（t（35）≥0.8335）：

P（t（35）≤－0.8335）＝P（t（35）≥0.8335）

然后输入“＝tdist（0.8335，35，1）”，从而得检验的p值

p＝P（t（35）≤－0.8335）＝P（t（35）≥0.8335）＝0.2051>0.05

由于p值不小，所以在平均重量μ＝1000克时，n＝36瓶咖啡的样本均值[image: alt]
 ＝997.08克是有可能的，因而不能拒绝原假设。这也就是说，倘若拒绝原假设，认为可以投诉，则我们就有20.51％的可能性犯错误。人们不愿意犯错误的可能性如此的大，因而决定不投诉。正因为这个检验方法运用了t分布，故通常称它为t检验
 。

上述能不能投诉的检验问题还可以写成下面的形式：

原假设H0
 ∶μ≥1000，不能因重量不足进行投诉；备择假设H1
 ∶μ<1000。

在原假设为H0
 ∶μ≥1000时，一般就仅考虑重量达到了下限（最“坏”的情况）1000（克）。也就是说，下面这两个检验问题的处理方法是完全相同的：

（1）H0
 ∶μ＝μ0
 ；H1
 ∶μ>μ0
 ；（2）H0
 ∶μ≥μ0
 ；H1
 ∶μ<μ0
 ，

其中μ0
 已知例如μ0
 ＝1000。同样道理，下面这两个检验问题的处理方法也是完全相同的：

（1）H0
 ∶μ＝μ0
 ；H1
 ∶μ>μ0
 ；（2）H0
 ∶μ≤μ0
 ；H1
 ∶μ>μ0
 。

与能不能投诉的检验问题不同的是，它们在样本t值是一个比较大的正数的时候拒绝原假设。对这两个检验问题而言，检验的p值就是在原假设成立，均值μ＝μ0
 时，大于等于这个样本t值的概率。它正好等于自由度为样本容量n－1的t分布大于等于这个样本t值的概率，检验的p值等于：p＝P（t（n－1）≥t）。

这些均值的检验问题都运用了t分布，且都是单边拒绝。通常称为单边拒绝的t检验，其解概述如下。

●　目的：设个体的某个数量指标值的分布是正态分布N（μ，σ2
 ），对总体正态分布的均值μ进行检验；

●　观察到的数据：从总体中随机抽取n个个体，其数量指标测量值为x1
 ，x2
 ，…，xn
 ，计算样本均值[image: alt]
 、样本方差s2
 与样本标准差s；

●　计算样本t值：t＝[image: alt]
 ；

●　这两种类型的单边拒绝的均值t检验问题的解见表5.3。

表5.3　检验均值的单边拒绝的t检验
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除了单边拒绝的t检验，还有双边拒绝的t检验。例如，某企业生产的袋装葡萄糖额定标准为每袋净重0.5千克。质量检验员定期随机抽查若干袋，例如n＝10袋的葡萄糖的糖重，然后据此作出判断，包装机工作是否正常。设袋装葡萄糖重量的分布是正态分布N（μ，σ2
 ）。这个企业生产是否正常的检验问题的原假设与备择假设显然分别是

原假设H0
 ∶μ＝0.5，包装机工作正常；

备择假设H1
 ∶μ≠0.5，包装机工作不正常。

抽查n＝10袋葡萄糖称重，计算样本均值[image: alt]
 ，样本方差s2
 与标准差s，然后计算样本t值

t＝[image: alt]
 ＝[image: alt]


显然，我们在t是一个比较小的负数或比较大的正数时拒绝原假设H0
 ，认为μ≠0.5，包装机工作不正常。这是双边拒绝的t检验，其p值是单边拒绝的p值的2倍。

设某次抽查n＝10袋葡萄糖的称重为

0.497　0.496　0.513　0.505　0.498　0.518　0.502　0.477　0.489　0.482

经计算：

样本均值[image: alt]
 ＝0.4977

样本方差s2
 ＝0.0001636

样本标准差s＝0.01279

样本t值：t＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝－0.5687

因为t＝-0.5687<0，所以检验的p值是自由度为样本容量n－1＝9的t分布小于等于-0.5687的单尾概率的2倍。输入“＝2*tdist（0.5687，9，1）”，或等价地输入计算双尾概率的命令“＝tdist（0.5687，9，2）”，则得双边拒绝检验的p值等于0.5835。因而在包装机工作正常、平均重量μ＝0.5千克的时候，n＝10袋葡萄糖的样本均值[image: alt]
 ＝0.498千克是有可能的，因而我们不拒绝原假设，不能认为包装机工作不正常。

关于双边拒绝的t检验，其解概述如下。

●　目的：设个体的某个数量指标值的分布是正态分布N（μ，σ2
 ），对总体的均值μ进行检验；

●　观察到的数据：从总体中随机抽取n个个体，其数量指标测量值为x1
 ，x2
 ，…，xn
 ，计算样本均值[image: alt]
 、样本方差s2
 与样本标准差s；

●　计算样本t值：t＝[image: alt]
 ；

●　双边拒绝的均值t检验问题的解见表5.4。

表5.4　检验均值的双边拒绝的t检验

[image: alt]


还可以使用Excel数据分析功能的“t检验：平均值的成对二样本分析”完成均值的t检验。大家可能会感到奇怪，关于单个正态分布N（μ，σ2
 ）均值μ的检验问题，我们只有一组样本例如n＝10袋葡萄糖的称重数据，难道可以用二样本分析？事实上，对于袋装葡萄糖的平均重量是否等于0.5（千克）的检验问题，可以看成比较下面两组成对数据的检验问题，一组数据是原先的“n＝10袋葡萄糖的称重数据”，另一组数据是假设的“n＝10袋葡萄糖称重皆为0.5（千克）的数据”。使用Excel数据分析功能比较这样两组数据的顺序如下：

（1）将数据例如n＝10袋葡萄糖的称重输入到例如A列的前10个单元格，在B列的前10个单元格上都输入0.5。事实上，在Excel很容易输入10个或更多个常数例如0.5。首先在B列第1个单元格上输入0.5，然后将鼠标从B列第1个单元格往下拉，直到第10个单元格止，则B列的前10个单元格上将都是0.5。

（2）选择工具下拉菜单。

（3）选择数据分析选项。

（4）在分析工具框中选择t检验：平均值的成对二样本分析。

（5）在t检验：平均值的成对二样本分析对话框中：

1）在变量1的区域①栏中键入a1∶a10。

2）在变量2的区域②栏中键入b1∶b10。

3）在假设平均差（E）栏目中键入“0”，意思是说比较这两组成对数据的大小。

4）在α（A）栏中键入水平。水平的默认值为0.05。本课程不讨论F检验的水平问题，建议跳过这一栏，也就是取默认值0.05。

5）选择输出区域，并在输出区域栏中键入例如D1（让输出的计算结果从D1单元格开始）。

（6）单击确定。

Excel输出的检验计算结果见表5.5。表的第7行的“df”是自由度（degree of freedom）的意思。事实上，仅需关心表的第8、第9与第11行。第8行给出的是样本t值，t＝-0.568696342；第9行给出的是单尾概率0.291736119。其标记“P（T<＝t）单尾”似乎是说这是左单尾概率。对于本题而言，由于样本t值是负的，这的确是左单尾概率。必须注意的是，倘若某个实际问题的样本t值是正的，则它应是右单尾概率，但它的标记仍然是“P（T<＝t）单尾”。判断究竟是左单尾概率，

表5.5　检验均值的t检验

t检验：成对二样本均值分析

[image: alt]


还是右单尾概率，关键看表的第8行的样本t值。若t小于0，则是左单尾概率；否则就是右单尾概率。这个单尾概率的两倍就是第11行上的双尾概率0.583472238。表的其余各行可忽略不看。“t检验：平均值的成对二样本分析”的详细介绍请见下一章。


*
 §5.5　正态分布方差的χ2
 检验

本节讨论总体是正态分布N（μ，σ2
 ）时，方差σ2
 （标准差σ）的检验问题。看下面的例子。

某城市公共汽车公司为树立可信赖形象，要求公共汽车到达各个汽车站的时间与应到达时间的差变化不大，规定其标准差小于或等于1分钟。在某个汽车站测量公共汽车到达时间与应到达时间的差。现有n＝10辆公共汽车的测量值（单位：分）：

1.8　-1.6　-1.2　-0.5　-0.3　-1　2.9　1.1　0　-1.1

经计算

样本均值[image: alt]
 ＝0.01

样本方差s2
 ＝2.1566

样本标准差s＝1.4685

假设到达时间与应到达时间的差有正态分布N（μ，σ2
 ）。公共汽车公司应首先检验均值μ是否等于0，也就是公共汽车是否准点到达。这个t检验的过程从略。然后检验标准差σ是否达到了公司的规定，小于或等于1分钟。这个检验问题的原假设与备择假设分别为H0
 ∶σ≤1，H1
 ∶σ>1。通常将关于标准差的检验问题改写成方差的形式：

H0
 ∶σ2
 ≤1，公共汽车到达时间的标准差达到公司的规定；

H1
 ∶σ2
 >1，公共汽车到达时间的标准差没有达到公司的规定。

与均值检验的处理方法完全相同，这个检验问题的原假设可简化为最“坏的情况：方差σ2
 ＝1”。这也就是说。下面两个检验问题的处理方法完全相同，其中[image: alt]
 已知，例如[image: alt]
 ＝1。

（1）H0
 ∶σ2
 ≤[image: alt]
 ；H1
 ∶σ2
 >[image: alt]
 ；（2）H0
 ∶σ2
 ＝[image: alt]
 ；H0
 ∶σ2
 >[image: alt]
 。

关于均值μ例如是否等于给定μ0
 的检验问题，人们需要计算样本t值。样本t值最关键的部分，也就是它的分子是样本均值[image: alt]
 与μ0
 的差：[image: alt]
 －μ0
 。与此相类似，关于方差σ2
 是否等于给定的[image: alt]
 的检验问题，应比较样本方差s2
 与[image: alt]
 。与检验均值不同的是，检验方差时不是计算样本方差s2
 与[image: alt]
 的差，而是计算它们的比值：s2
 ／[image: alt]
 。为方便计算检验的p值，检验方差时人们通常计算样本χ2
 （读为卡方）值：

[image: alt]


对上述公共汽车到达时间的标准差是否小于等于1的检验问题，人们计算的样本χ2
 值为

[image: alt]


显然，如果样本χ2
 ＝19.4094比较大，则我们拒绝原假设，认为公共汽车到达时间的标准差没有达到公司的规定。这就需要计算检验的p值，也就是在原假设成立，方差σ2
 ＝1时计算样本χ2
 值大于等于19.4094概率。这个检验p值的计算需要引入一个新的分布，那就是χ2
 分布。上一章§4.2.2小节引入的t分布与正态分布有关，此处引入的χ2
 分布是与正态分布有关的又一个分布。可以证明，这个检验的p值正好等于自由度为样本容量n－1＝9的χ2
 分布（记为χ2
 （9））大于等于19.4094的概率，这也就是说检验的p值等于

p＝P（χ2
 （9）≥19.4094）

它是χ2
 （9）分布的上尾概率。χ2
 （9）分布的图像以及χ2
 （9）分布大于等于19.4094的概率见图5.6。

[image: alt]


图5.6　χ2
 （9）分布的图像及大于等于19.4094的概率

输入Excel计算χ2
 （m）分布上尾概率的函数命令：“＝chidist（a，m）”，则得到自由度为m的χ2
 （m）分布单尾上概率P（χ2
 （m）≥a）的值。因而为得到自由度为9的χ2
 （9）分布单尾上概率P（χ2
 （9）≥19.4094）的值，仅需输入“＝chidist（19.4094，9）”，从而得χ2
 （9）分布大于等于19.4094的概率，也就是检验的p值等于

p＝P（χ2
 （9）≥19.4094）＝0.02193<0.05

因为p值比较小，所以χ2
 ＝19.4094是比较大的一个数。因而拒绝原假设，认为公共汽车到达时间的标准差没有达到公司的规定。当然我们这样说，是有可能犯错误的。不过犯错误的概率不大，仅等于2.193％。

正因上述这个检验方法运用了χ2
 分布，故通常称它为χ2
 检验
 。显然，与t检验相类似，χ2
 检验也有这样的优点，样本χ2
 值的大小与量纲（单位）没有关系。看来，一个好的检验方法，它的检验结果应与量纲（单位）没有关系。

至此讨论了正态分布N（μ，σ2
 ）的方差σ2
 的单边拒绝的这两种类型的χ2
 检验问题：

（1）H0
 ∶σ2
 ≤[image: alt]
 ；H1
 ∶σ2
 >[image: alt]
 ；（2）H0
 ∶σ2
 ＝[image: alt]
 ；H0
 ∶σ2
 >[image: alt]
 。

除此之外，单边拒绝的χ2
 检验还有下面两种类型：

（1）H0
 ∶σ2
 ≥[image: alt]
 ；H1
 ∶σ2
 <[image: alt]
 ；（2）H0
 ∶σ2
 ＝[image: alt]
 ；H1
 ∶σ2
 <[image: alt]
 。

显然，它们是在样本χ2
 值比较小的时候拒绝原假设。而对这两个检验问题而言，检验的p值就是在原假设成立，方差σ2
 ＝[image: alt]
 时，小于等于这个样本χ2
 值的概率。

正态分布N（μ，σ2
 ）的方差σ2
 的单边拒绝检验问题的解概述如下。

●　目的：设总体的分布是正态分布N（μ，σ2
 ），对方差σ2
 （或标准差σ）进行检验；

●　观察到的数据：从总体中随机抽取n个个体，其观察值为x1
 ，x2
 ，…，xn
 ，计算样本均值[image: alt]
 、样本方差s2
 与样本标准差s；

●　计算样本χ2
 值：[image: alt]


●　这两种类型的单边拒绝的方差χ2
 检验问题的解见表5.6。

表5.6　检验方差的单边拒绝的χ2
 检验

[image: alt]


除了单边拒绝的χ2
 检验，还有双边拒绝的χ2
 检验。双边拒绝的χ2
 检验，其p值是单边拒绝的p值的2倍。关于双边拒绝的χ2
 检验，其解概述如下。

●　目的：设总体的分布是正态分布N（μ，σ2
 ），对方差σ2
 （或标准差σ）进行检验；

●　观察到的数据：从总体中随机抽取n个个体，其观察值为x1
 ，x2
 ，…，xn
 ，计算样本均值[image: alt]
 、样本方差s2
 与样本标准差s；

●　计算样本χ2
 值：[image: alt]


●　双边拒绝的方差χ2
 检验问题的解见表5.7。

表5.7　检验方差的双边拒绝的χ2
 检验

[image: alt]



*
 §5.6　属性数据类别比例的χ2
 检验

某人经常购买彩票。一天他在某彩票投注站购买彩票时说，“1”和“4”这两个数字连续有好多天例如10天没有出现了，这次就买这两个数字。他认为在这两个数字连续10天没有出现之后，下一次出现这两个数字的可能性就变大了。有的旁观者认为他说的在理，跟着他买。而有的旁观者认为他说的没有道理，既然这两个数字连续10天没有出现，这说明它们出现的可能性不大，再买也不会中奖。现在的问题是，他们中间究竟谁的说法是正确的？谁的说法是错误的？

事实上，这两种说法都是错误的。对于公平的彩票而言，在“1”和“4”这两个数字连续10天没有出现之后，这两个数字下一次出现的可能性和前面任意一天例如第一天出现这两个数字的可能性一样大。不论前些时间某个数字有没有出现，出现了多少次，下一次这个数字出现的可能性都一样。前后两次出现还是不出现是相互独立的。倘若不相互独立，这项彩票就是不公平的，亟须改进。

公平彩票除了要求前后出现还是不出现，以及出现多少次相互独立，还要求每一个数字出现的可能性都是一样大的，也就是0，1，…，9这10个数字出现的可能性都等于十分之一。如果某个彩票的800个历史数据中，这10个数字出现的情况如表5.8所示，基于这些记录，能说这个彩票公平吗？

表5.8　彩票中0，1，…，9这10个数字出现的次数与频率

[image: alt]


这10个数字出现频率有的大，有的小，基本上都在10％上下波动，看来能说它们出现的可能性是一样大的。这事实上也是个统计检验问题。

0，1，…，9这10个数字表示有r＝10个类别，800个历史数据意味着有n＝800次观察。每一次观察得到的是这10个数字中的某一个数。与其说观察值是数，不如说观察值是类别。这犹如人的性别有男与女两个类别，婚姻状况有未婚、有配偶、丧偶与离婚等4个类别。观察一个人的性别，是男的还是女的，在男与女两个类别中识别该人属于哪一个类别。观察一个人的婚姻状况，在未婚、有配偶、丧偶与离婚这4个类别中识别该人属于哪一个类别。在检验彩票公正性的问题中，观察彩票得到的是0，1，…，9这10个数字中的某一个数，其实这些数只是一个类别的代码。既然是代码，因而它们没有大小关系，也不能进行运算。在这里，“0”与“1”表示两个不同的类别，没有大小关系，“0＋1”也没有意义。由此看来，不论是人的性别与婚姻状况的观察，还是彩票的观察，观察值不是数，而是事物的属性。本节讨论属性数据的统计分析问题。事实上，本章§5.3节比例的检验问题与上一章§4.1节比例的估计问题，就是两个类别的属性数据的统计分析问题。

§5.6.1　属性数据类别比例的检验问题

本小节首先讨论一组属性数据的类别比例的检验问题。在检验彩票公正性的问题中，有r＝10个类别。这个检验问题的原假设和备择假设分别为

原假设H0
 ∶这10个类别所占的比例，都等于十分之一；

备择假设H1
 ∶这10个类别所占的比例不全相等。

这个属性数据类别比例检验问题的解题过程见表5.9。

表5.9的第一列是类别的标识；第二列是800次观察中各个类别实际出现的次数；第三列是检验问题的反证法假设，倘若原假设为真，10个类别所占的比例都等于十分之一时，800次观察中各个类别出现的平均次数。显然，在第二列的一系列实际出现次数与第三列的一系列平均出现次数相差比较大的时候，拒绝原假设，认为这项彩票不公平，10个类别所占的比例不全相等。衡量偏差程度的常用方法是计算差的平方。各个类别的“差的平方”见表5.9的第四列；而第五列是各个类别的“差的平方的加权”。所谓加权，就是将“差的平方”除以该类别的平均出现次数：

表5.9　属性数据类别比例检验问题的解题过程

[image: alt]


[image: alt]


“差的平方的加权”的权等于[image: alt]
 。由此可见，平均出现次数越小，其权就越大。表5.9的各个类别的平均出现次数都等于80，因而各个类别的权是一样大的。

下面的例子告诉我们，计算差的平方的加权，这是非常合理的。上海到南京、到北京的距离分别是304千米与1463千米。倘若某人说，上海到南京与北京的距离分别近似为300千米与1470千米，试问哪个近似值的精确程度比较高？上海到南京的真正距离是304千米，说它近似为300千米，偏差－4千米，差的平方为16平方千米。上海到北京的真正距离是1463千米，说它近似为1470千米，偏差7千米，差的平方为49平方千米。难道就此能立即说，上海到北京的近似距离1470千米的精确度低，而上海到南京的近似距离300千米的精确度高？事实上，上海到南京近似距离的偏差平方16平方千米是相对于真正距离304千米而言的，而上海到北京近似距离偏差平方49平方千米是相对于真正距离1463千米而言。由此看来，近似距离精确程度的比较还需要考虑真正距离的长短，计算差的平方的加权：

上海到南京近似距离的偏差平方的加权：[image: alt]
 ；

上海到北京近似距离的偏差平方的加权：[image: alt]


看来，上海到北京的近似距离1470千米的精确度高，而上海到南京的近似距离300千米的精确度低。

表5.9第五列上各个类别的“差的平方的加权”不一样大，它们分别是一个个类别的实际出现次数与平均出现次数之间偏差程度的度量。显然，第五列最后一行显示的，“差的平方的加权和”就是衡量第二列的一系列实际出现次数与第三列的一系列平均出现次数偏差程度的综合指标：

[image: alt]


显然，若加权平方和χ2
 ＝5.125比较大，则拒绝原假设，认为这项彩票不公平，10个类别所占的比例不全相等。为此需要在原假设成立、10个类别所占的比例都等于十分之一时，计算加权平方和χ2
 值大于等于5.125的概率。可以证明，这个概率等于自由度为类别数r－1＝9的χ2
 （9）分布大于等于5.125的概率，也就是说检验的p值＝P（χ2
 （9）≥5.125）。而这就是将加权平方和记为χ2
 的原因，这也是为什么加权就是将“差的平方”除以该类别的平均出现次数，而不是例如除以平均出现次数的平方、平均出现次数的平方根，等等。

利用Excel，输入χ2
 分布函数命令“＝chidist（5.125，9）”，即得检验的p值等于P（χ2
 （9）≥5.125）＝0.8233。p值相当大，所以不拒绝原假设，不能怀疑这项彩票的公平性。

属性数据类别比例检验问题的一般形式如下：

●　有r个类别；

●　原假设H0
 ∶这r个类别所占的比例分别为已知的p1
 ，p2
 ，…，pr
 ，备择假设通常省略不写，将它理解为原假设H0
 的反面；

●　有n次观察，这r个类别实际出现的次数分别为n1
 ，n2
 ，…，nr
 ；

●　在原假设H0
 为真，这r个类别所占的比例分别为p1
 ，p2
 ，…，pr
 时，这r个类别平均出现的次数分别为np1
 ，np2
 ，…，npr
 ;

●　计算加权平方和χ2
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●　输入“＝chidist（χ2
 ，r－1）”，即得检验的p值＝P（χ2
 （r－1）≥χ2
 ）。

这样的检验方法最早是由著名英国统计学家卡尔·皮尔逊（Karl Pearson，1857－1936）提出的，故称为属性数据类别比例的皮尔逊χ2
 检验。利用Excel的函数命令“chitest”能很快地算得检验的p值。注意，test就是检验的意思。我们以检验彩票公正性的问题为例，讲解皮尔逊χ2
 检验的Excel的求解步骤。

1）将各个类别的实际出现次数依次输入到例如A列第1到第10个单元格。

2）将原假设的各个类别的比例输入到例如B列第1到第10个单元格。

3）在C列上计算各个类别的平均出现次数：首先在C列的第1个单元格输入“＝800*b1”，单击确定，则得第1个类别的平均出现次数；然后鼠标往下拉，直到C列的第10个单元格，则依次得到各个类别的平均出现次数。

4）在任意一个单元格例如D列的第1个单元格输入“＝chitest（a1∶a10，c1∶c10）”，单击确定，则得检验的p值为0.823278349。注意，chitest函数命令，必须首先输入的是实际出现次数“a1∶a10”，然后输入平均出现次数“c1∶c10”。输入次序不能颠倒。

§5.6.2　齐性检验

调查人们对某项措施的满意程度，可以问他：“你对这项措施满意吗？”也可以问他：“你对这项措施不满意吗？”为了解这两种提问方式对被调查者回答问题有没有影响，向243人问“你满意吗？”另外向240人问“你不满意吗？”调查结果见表5.10。请问：这两种提问方式对被调查者回答问题有没有影响？

表5.10　两种提问方式对被调查者回答问题有没有影响的调查结果
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这个问题有两组属性数据。它们是分别问“你对这项措施满意吗？”与“你对这项措施不满意吗？”得到的。每组属性数据都有4个类别：“回答非常满意”、“回答比较满意”、“回答比较不满意”与“回答不满意”。人们感兴趣的是，问“你满意吗？”这4个类别的比例与问“你不满意吗？”这4个类别的比例是否分别相等？这类检验问题通常称为齐性检验。

两组属性数据的齐性检验问题的原假设和备择假设分别为

原假设H0
 ∶齐性，即第一组属性数据的这r＝4个类别的比例，与第二组属性数据的这r＝4个类别的比例分别相等；

备择假设H1
 ∶非齐性，即第一组属性数据的这r＝4个类别的比例，与第二组属性数据的这r＝4个类别的比例至少有一个不相等。

属性数据齐性检验问题的求解步骤如下：


齐性检验的第一步
 　在原假设H0
 为真，即齐性假设成立时，估计各个类别的比例。估计过程见表5.11。既然齐性假设成立，这两组属性数据各个类别的比例分别都相等，我们就可以将这两组属性数据合在一起。它们的和见表5.11倒数第2行。也正因为齐性假设成立，我们可根据表5.11倒数第2行上，合在一起的和估计出各个类别的比例。各个比例的估计（见表5.11倒数第1行）分别为[image: alt]
 、[image: alt]
 、[image: alt]
 与[image: alt]
 。接下来的做法就与属性数据类别比例检验问题的做法相类似。

表5.11　齐性假设成立时各个类别的比例
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齐性检验的第二步
 　在原假设H0
 为真，即齐性假设成立时，估计这两个属性数据r个类别平均出现的次数。由于向243人问“你满意吗？”所以“回答非常满意”、“回答比较满意”、“回答比较不满意”与“回答不满意”的人数的估计（见表5.12－2的倒数第3行）分别为

243×[image: alt]
 ＝134.33，243×[image: alt]
 ＝75.97，243×[image: alt]
 ＝16.10，243×[image: alt]
 ＝16.60。

表5.12－1实际出现次数
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表5.12－2平均出现次数
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因为向240人问“你不满意吗？”所以“回答非常满意”、“回答比较满意”、“回答比较不满意”与“回答不满意”的人数的估计（见表5.12－2的倒数第2行）分别为

240×[image: alt]
 ＝132.67，240×[image: alt]
 ＝75.03，240×[image: alt]
 ＝15.90与240×[image: alt]
 ＝16.40。

表5.12－2上粗线围着部分的各个类别人数的估计通常称为是齐性假设成立时各个类别的平均出现次数。而将表5.10，也就是表5.12－1上粗线围着部分的各个类别的观察人数称为是实际出现次数。显然，在表5.12－1的一系列实际出现次数与表5.12－2的一系列平均出现次数相差比较大的时候，拒绝原假设，认为齐性假设不成立。

注：通常称表5.12－1与表5.12－2的那种形式的交叉分组列表为列联表（Contingency Table）。表的右边各行的和，以及下边各列的和称为列联表的边际和。属性数据的齐性检验通常称为是列联表的齐性检验。


齐性检验的第三步
 　与属性数据类别比例检验相类似，计算表5.12－1粗线围着的一系列实际出现次数与表5.12－2粗线围着的一系列相对应的平均出现次数的差的加权平方和：
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显然，若加权平方和χ2
 ＝8.675比较大，则拒绝原假设，认为齐性假设不成立。为此需要在齐性假设成立时，计算加权平方和χ2
 值大于等于8.675的概率。可以证明，对于两组属性数据的齐性检验问题，这个概率正好等于自由度为类别数r－1＝3的χ2
 （3）分布大于等于8.675的概率，也就是说，检验的p值P（χ2
 （3）≥8.675）。利用Excel，输入χ2
 分布函数命令“＝chidist（8.675，3）”，即得检验的p值等于P（χ2
 （3）≥8.675）＝0.034。p<0.05，所以拒绝原假设，认为齐性假设不成立。

齐性假设不成立，意味着不同的提问方式对被调查者回答问题有影响。表5.13告诉我们，问“你满意吗？”时，回答“非常满意”和“比较满意”的比例比较大；而问“你不满意吗？”时，则回答“比较不满意”和“不满意”的比例比较大。看来“你对这项措施满意吗？”的问题有引导人回答“满意”的倾向，而“你对这项措施不满意吗？”的问题有引导人回答“不满意”的倾向。为此人们建议可以这样“中性”地问：“你对这项措施的看法是：［1］满意，［2］比较满意，［3］比较不满意，［4］不满意。问卷设计是抽样调查的一项重要工作。调查问卷的主体是问题。问题的设计应避免引导性。

表5.13　两种提问方式的比较
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设计调查问卷时，“怎样提问”很重要。而在调查访问时，“谁去问”很重要。不同的访问员去访问同一个调查对象，有时候调查对象对不同的访问员有不同的回答。其原因就在于调查对象有可能迎合访问员，想给访问员一个满意的答复。调查对象所说的话不一定是他真实的想法。民意调查中所谓的“布拉德利”效应就是这个问题的一个典型例子。非洲裔美国人布拉德利曾任洛杉矶市长，他是1982年竞选加利福尼亚州州长的民主党黑人候选人。投票之前的民意调查他领先于其他的候选人，但投票结果他却落选了。他的共和党对手白人候选人最终赢得选举。其原因就是，在对黑人候选人进行民意调查时，被询问者尤其是白人往往不敢直接表明自己内心的想法，害怕招致种族歧视的谴责而没有说真话。他们或者说还没有决定支持谁当选，或者说他们支持黑人候选人。而在真正投票时他们则把票投给了白人候选人。民意调查中所谓的“布拉德利”效应指的是美国选民中的这样一种心态：一些选民可能不愿投票给非洲裔总统候选人，但他对民调机构说了谎。在抽样调查时对所谓的“布拉德利”效应绝不能掉以轻心，人们有的时候可能不说真话。例如，杂志读者阅读量的上门调查，调查结果汇总分析后发现：喜欢某个品位比较高的杂志的人相当多，而喜欢某个大众化杂志的人就不多了。但由出版商提供的数据却明显地显示出相反的结果：品位比较高的那份杂志的发行量只有几十万份，而大众化的那份杂志的发行量却有好几百万份。对这个矛盾不一致现象的一个合理的解释就是，许多被调查者没有说实话，明明爱看大众化杂志却说自己喜欢阅读品位高的杂志。

列联表例如表5.10（或表5.12）的齐性检验假设，实际上是说“不同的提问方式”与“被调查者如何回答问题”相互独立。因而列联表的齐性检验通常称为是列联表的独立性检验。事实上，列联表的独立性检验这一种说法，比齐性检验更为常见。看下面的一个例子。

500个精神病人按抑郁症和自杀意向的轻重程度的实际分类观察数据见表5.14。

表5.14　500个精神病人的（实际）分类数据
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人们感兴趣的问题是，精神病人的“抑郁症的轻重程度”与“自杀意向的轻重程度”是否相互独立？这个独立性检验问题可看成下面两个齐性检验问题。

第一个齐性检验问题，抑郁症的轻重程度是否影响自杀意向的轻重程度。这就是说，有3组属性数据。它们是分别是“无抑郁症的精神病人”、“中等抑郁症的精神病人”与“严重抑郁症的精神病人”。每组属性数据都有3个类别：“无自杀意向”、“想要自杀”与“曾自杀过”。人们希望知道，“无抑郁症的精神病人”这3个类别的比例，“中等抑郁症的精神病人”这3个类别的比例，与“严重抑郁症的精神病人”这3个类别的比例是否分别相等？

第二个齐性检验问题与第一个正好相反，问的问题是：自杀意向的轻重程度是否影响抑郁症的轻重程度？3组属性数据分别是“无自杀意向的精神病人”、“想要自杀的精神病人”与“曾自杀过的精神病人”，而“无抑郁”，“中等抑郁”与“严重抑郁”看成属性数据的3个类别。人们希望知道，“无自杀意向的精神病人”这3个类别的比例，“想要自杀的精神病人”这3个类别的比例，与“曾自杀过的精神病人”这3个类别的比例是否分别相等？

这两个齐性检验问题相互等价，也就是说如果对第一个齐性检验问题我们认为齐性成立，则第二个也认为齐性成立；如果对第一个齐性检验问题我们认为齐性不成立，则第二个也认为齐性不成立。由此可见，仅需要讨论其中任意一个齐性检验问题。

按前面所说的求解齐性检验问题的3个步骤，不难得到列联表独立性检验的解。提请大家注意的是，两组属性数据的齐性检验问题，计算p值的χ2
 分布的自由度等于类别数r－1。如果是3组属性数据的齐性检验问题，计算p值的χ2
 分布的自由度应等于2乘以类别数r－1，也就是2（r－1）。一般来说，c组属性数据的齐性检验问题，计算p值的χ2
 分布的自由度等于（c－1）（r－1）。这个检验方法称为是列联表独立性（齐性）的χ2
 检验。

利用Excel的函数命令“chitest”能很快地算得列联表独立性（齐性）χ2
 检验的p值。我们以表5.14的数据为例，讲解如何使用Excel计算功能求解列联表独立性（齐性）检验问题。

1）将表5.14粗线围着的各个类别的实际出现次数到A、B与C列第1到第3个单元格。

2）在D列第1个单元格输入“＝sum（a1∶c1）”，单击确定，则得第1行的和。然后鼠标往下拉，直到D列的第3个单元格，则得到列联表的行边际和。

3）在A列第4个单元格输入“＝sum（a1∶a3）”，单击确定，则得第1列的和。然后鼠标往右拉，直到D列的第4个单元格，则得到列联表的列边际和。

4）在例如G、H与I列第1个单元格上分别输入“＝$a$4*d1/$d$4”、“＝$b$4*d1/$d$4”与“＝c4*d1/$d$4”，单击确定。然后光标一起选中G、H与I列的第1个单元格，鼠标往下拉，直到I列的第3个单元格，则得到独立性（齐性）假设成立时列联表的平均出现次数，见表5.15。

表5.15　500个精神病人的（平均）分类数据
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5）在任意一个单元格例如A列的第7个单元格输入“＝chitest（a1∶c3，g1∶i3）”，单击确定，则得检验的p值为1.11×10－14
 。注意，chitest函数命令，必须首先输入的是实际出现次数“a1∶c3”，然后输入平均出现次数“g1∶i3”。输入次序不能颠倒。

p值如此的小，我们当然拒绝列联表的独立性（齐性）假设，认为“抑郁症的轻重程度”与“自杀意向的轻重程度”有关系。表5.14粗线围着的各个类别的实际出现次数从左到右、从上到下基本上是下降的趋势。这说明抑郁症轻的精神病人的自杀意向往往也比较轻，抑郁症重的精神病人的自杀意向往往也比较重。这就是列联表所谓正相合的意思。相合性检验问题的讨论本书从略。有兴趣的读者可参阅参考书目［12］
 。

内容提要

●　理解图5.1、图5.2、图5.3与图5.5所描述的统计检验问题的“反证”思考推断过程。

●　在假设检验问题中，通常按下面的原则设定原假设与备择假设：

1）原假设H0
 ：不轻易否定的假设，也就是说有了充分、确凿、有效的证据后才能拒绝的假设；

2）备择假设H1
 ：不轻易肯定的假设，也就是说有了充分、确凿、有效的证据后才能接受的假设。

●　在设定了原假设与备择假设之后，解统计检验问题的第一个关键就是确定检验法则，即什么时候拒绝原假设，认为备择假设是正确的。确定检验法则思考过程见图5.4。

●　确定了检验法则之后，解统计检验问题的第二个关键就是在原假设成立时计算检验的p值。

1）若p值不比0.01大，这意味着在原假设成立时观察到的这件事几乎是不大可能发生的，于是就有了非常充分、确凿、有效的证据高度显著地拒绝原假设。p值不比0.01大，这也意味着拒绝原假设出错的概率不比0.01大。

2）若p值比0.01大，但不比0.05大，这意味着在原假设成立时观察到的这件事基本上是不大可能发生的，于是就有了充分、确凿、有效的证据显著地拒绝原假设。p值比0.01大，但不比0.05大，这也意味着拒绝原假设出错的概率比0.01大，但不比0.05大。

3）若p值比0.05大，这意味着在原假设成立时观察到的这件事是有可能发生的，还没有找到充分、确凿、有效的证据拒绝原假设，从而认为原假设是正确的。p值比0.05大，这也意味着倘若拒绝原假设，则出错的概率比0.05大。

●　p值告诉我们倘若根据现有的样本观察值拒绝原假设，则在原假设成立时我们承受的风险，犯错误的概率就如p值那么大；水平α意味着在原假设成立时我们承受的风险，犯错误的概率不会比α大。

●　比例的检验，见表5.1（单边拒绝）与表5.2（双边拒绝）。

●　正态分布N（μ，σ2
 ）均值μ的t检验，见表5.3（单边拒绝）与表5.4（双边拒绝）。

●　掌握使用Excel数据分析功能的“t检验：平均值的成对二样本分析”，完成检验均值的t检验。

●　正态分布N（μ，σ2
 ）方差σ2
 的χ2
 检验，见表5.6（单边拒绝）与表5.7（双边拒绝）。

●　自由度为m的χ2
 （m）分布大于等于a的（上尾）概率的Excel函数命令：

“＝chidist（a，m）”。

●　属性数据类别比例，以及列联表独立性（齐性）的χ2
 检验，Excel函数命令：

“＝chitest（起始单元格：终止单元格，起始单元格：终止单元格）”。
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习题五

1．某省教育行政管理部门说，我们省中学生近视眼发生率为四分之三。该省所辖某市认为我们市中学生近视眼发生率低于四分之三。为此该市教育行政管理部门从中学生中随机抽取1000人。

①　若这1000人中近视眼发生率为三分之二，则能否据此推断该市中学生近视眼发生率低于四分之三？

②　若这1000人中近视眼发生率为73％，则能否据此推断该市中学生近视眼发生率低于四分之三？

2．某人投篮球10投8中。

①　这天他投5次篮5次都投中了，这能否说明他的命中率提高了？倘若他这天投10次篮10次都投中了，这能否说明他的命中率提高了？又倘若他这天投20次篮20次都投中了，这能否说明他的命中率提高了？

②　这天他投2次篮2次都没有投中，这说明他的命中率下降了，为什么？倘若他这天投3次篮3次都没有投中，当然也说明他的命中率下降了。看来，根据“3投3不中”与“2投2不中”所作出的判断相同，都认为他的命中率下降了。问：它们之间有什么差别没有？又倘若他这天仅投1次篮没有投中，这能否说明他的命中率降低了？

3．据以往的观察，来阿明健身俱乐部健身的人中妇女仅占15％。为吸引更多的妇女来健身，近来俱乐部采用了一个特殊的措施。一周之后，在随机抽取的300个来阿明俱乐部健身的人中妇女有60人。问：这个数据是否说明俱乐部采用的这个特殊的措施是有效的？请写出：

①　这两个检验问题的原假设和备择假设；

②　检验法则；

③　检验的p值是如何计算的？p值等于多少；

④　根据观察数据，如果你认为俱乐部采用的这个特殊的措施是有效的，那么你的判断出错的可能性有多大？

4．圆钢强度的测量是一个破坏性试验，其样本容量不会很大。现测得n＝7根圆钢的强度（千克／平方毫米）数据：22.86，23.27，23.88，31.72，31.58，27.51，22.22。设圆钢强度服从正态分布N（μ，σ2
 ）。强度是圆钢的一个重要的质量指标。它的质量规格要求圆钢的平均强度μ不得低于30（千克／平方毫米）。基于这批n＝7根圆钢的强度数据，试判断圆钢的强度是否合格。请写出：

①　这两个检验问题的原假设和备择假设；

②　检验法则；

③　检验的p值是如何计算的？p值等于多少；

④　根据试验数据，如果你认为圆钢的强度不合格，则你的判断出错的可能性有多大？

5．由历史数据知，某城市晚间长途电话的通话的平均时间为15.2分钟。现随机抽查了比较多例如50个长途电话的通话时间，经计算其样本均值为14.3分钟，样本标准差为8.5分钟。利用这个样本数据检验晚间长途电话占用的平均时间有没有发生变化？注：由历史数据知，晚间长途电话的通话时间的分布可以认为是正态分布。

6．瓶装汽水的一个质量指标是，汽水重的标准差需控制在0.01千克之内。现从当日生产的瓶装汽水中随机抽取28瓶。这些汽水重的样本标准差为0.015千克。设瓶装汽水重的分布是正态分布。试根据样本数据检验，当日生产的瓶装汽水重的标准差是否达到了质量要求？

7．坚果罐头的标签上说，内含50％的花生、25％胡桃、10％的杏仁、10％的榛果和5％的栗子。某日生产坚果罐头的食品厂随机抽取了几听罐头。将它们打开并将坚果随机地混合在一起。接着从中抓取一把坚果。发现其中有113粒花生、41粒胡桃、17粒杏仁、18粒榛果和10粒栗子。样本数据与标签上的说明是否相符？

8．向100个女性和100个男性作调查，了解他们关于给谁买节日礼物最难的看法。调查结果见表5.16（数据摘自参考书目［13］
 的334页第14题）。问：女性和男性关于给谁买节日礼物最难的看法上有没有差异？

表5.16　给谁买礼物最难的调查数据
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9．3家供应商提供的零件合格和不合格的情况见表5.17。检验供应商与零件质量的独立性。你的分析结果能告诉采购部门什么信息？

表5.17　零件合格和不合格的数据
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第六章　多组数据的比较分析

俗话说，有比较才能鉴别。
 仅说新药的疗效很好，例如治愈率达到80％是不够的，还需将它与原用药的治愈率进行比较，才能信服地说明新药的治愈率显著地提高了。治愈率这类比例的比较问题见第四章§4.1.4小节（比例之差的区间估计）。本节讨论两组和三组以上数据均值的比较，以及两组数据方差的比较问题。讨论时假设数据的分布是正态分布。

§6.1　两组数据的比较

假设有两个测量铁矿石含铁量的方法。为比较这两个方法有没有差异，分别用方法A和B测量了同种型号铁矿石的6个和5个样品，得到的两组数据如下（单位：％）：

方法A：29.98　30.04　30.02　30.03　29.97　30.03

方法B：30.02　29.94　29.97　29.98　29.95

经计算

方法A：样本均值[image: alt]
 ＝30.01167，样本方差[image: alt]
 ＝0.0008567，样本标准差s1
 ＝0.02927；

方法B：样本均值[image: alt]
 ＝29.972，样本方差[image: alt]
 ＝0.00097，样本标准差s2
 ＝0.03115。

假设用方法A和B测量铁矿石得到的含铁量分别是正态分布N（a，[image: alt]
 ）和N（b，[image: alt]
 ），那么这两个方法有没有差异的问题就是下面这两个问题：

问题①，方法A和B测得的含铁量的平均大小是否相等？这也就是说，如何基于容量n1
 ＝6和n2
 ＝5的这两组数据，检验均值a和b是否相等。在均值a和b不等时，通常称这两个测量铁矿石含铁量的方法有系统偏差。

问题②，方法A和B测得的含铁量的离散程度是否相等？这也就是说，如何基于容量n1
 ＝6和n2
 ＝5的这两组数据，检验标准差σ1
 和σ2
 ，或等价地，检验方差[image: alt]
 和[image: alt]
 是否相等？在方差[image: alt]
 和[image: alt]
 相等时，通常称这两个测量铁矿石含铁量的方法的精度没有差异。

首先讨论比较方差的问题②，然后讨论比较均值的问题①。

§6.1.1　比较正态分布方差的F检验

对于单个正态分布N（μ，σ2
 ），正如第五章§5.5节所说的，关于均值μ是否等于给定μ0
 的检验问题，人们计算样本t值，样本t值最关键的部分，也就是它的分子是样本均值[image: alt]
 与μ0
 的差：[image: alt]
 －μ0
 ；而关于方差σ2
 ，例如是否等于给定[image: alt]
 的检验问题，其关键是计算样本方差s2
 与[image: alt]
 的比值：s2
 ／[image: alt]
 。相类似地，对于两个正态分布N（a，[image: alt]
 ）和N（b，[image: alt]
 ）而言，

●　均值a和b之间的差异用它们的差δ＝a－b来度量。“a＝b”相当于“δ＝0”。因而检验两个正态分布的均值a和b是否相等，相当于检验均值之差δ是否等于0。一般来说，有均值之差δ是否等于某个常数的检验问题。这相当于，第一个正态分布的均值a是否等于第二个正态分布的均值b与这个常数的和。检验均值的这些问题留待下面的§6.1.2小节讨论。

●　方差[image: alt]
 和[image: alt]
 之间的差异用它们的比值ρ＝[image: alt]
 来度量。“[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ”相当于“ρ＝1”。因而检验两个正态分布的方差[image: alt]
 和[image: alt]
 是否相等，相当于检验方差之比ρ是否等于1。一般来说，有方差之比ρ是否等于某个常数的检验问题。这相当于，第一个正态分布的方差[image: alt]
 是否等于第二个正态分布的方差[image: alt]
 与这个常数的乘积。本小节讨论方差的检验问题。

方法A和B测得的含铁量的离散程度是否相等的检验问题，其原假设和备择假设分别是

H0
 ∶[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，正态分布N（a，[image: alt]
 ）和N（b，[image: alt]
 ）等方差；

H1
 ∶[image: alt]
 ≠[image: alt]
 ，正态分布N（a，[image: alt]
 ）和N（b，[image: alt]
 ）异方差。



方法A的n1
 ＝6个测量值的样本方差[image: alt]
 是[image: alt]
 的估计，方法B的n2
 ＝5个测量值的样本方差[image: alt]
 是[image: alt]
 的估计。既然[image: alt]
 和[image: alt]
 之间的差异用ρ＝[image: alt]
 ／[image: alt]
 度量，因而令F＝[image: alt]
 ／[image: alt]
 ，并且双边拒绝：在样本F值是一个比1小得多的正数，或是一个比1大得多的正数时，拒绝原假设H0
 ，认为[image: alt]
 ≠[image: alt]
 。与t检验和χ2
 检验一样，这个检验法则的优点是，样本F值的大小与量纲（单位）没有关系。

方法A的n1
 ＝6个样品数据的样本方差[image: alt]
 ＝0.000857，方法B的n1
 ＝5个样品数据的样本方差[image: alt]
 ＝0.00097，从而算得F＝[image: alt]
 ／[image: alt]
 ＝0.8832<1。

●　在样本F值小于1的时候，接下来判断，它比1小到什么样的程度，这就需要在原假设成立，[image: alt]
 ＝[image: alt]
 时，计算小于等于F＝0.8832的概率。倘若这个概率比较小，则意味着F＝0.8832是一个比1小得比较多的正数。

●　与此相类似，在算得的样本F值大于1的时候，这就需要在原假设成立，[image: alt]
 ＝[image: alt]
 时，计算大于等于这个F值的概率。倘若这个概率比较小，则意味着这个样本F值是一个比1大得比较多的正数。

这些概率的计算需要用到一个新的分布，这就是著名的英国统计学家费歇尔（Ronald Aylmer Fisher，1890—1962）首次提出的，以他的姓命名的F分布。前面两章引进的t分布和χ2
 分布，以及F分布并称为由正态分布诱导出的3个分布。

可以证明，在原假设成立，[image: alt]
 ＝[image: alt]
 时，样本F值小于等于F＝0.8832的概率正好等于分子自由度为第一组数据的个数n1
 －1＝5，分母自由度为第二组数据的个数n2
 －1＝4的F分布（记为F（5，4））小于等于0.8832的概率：P（F（5，4）≤0.8832）。这个概率是自由度为（5，4）的F（5，4）分布的下尾概率。F（5，4）分布的图像以及F（5，4）分布小于等于0.8832的概率见图6.1。注意，F＝[image: alt]
 ／[image: alt]
 ，其分子是第一组数据的样本方差[image: alt]
 ，分母是第二数据的样本方差[image: alt]
 。至此大家会明了，F分布的前一个自由度，第一组数据个数n1
 －1为什么称之为分子自由度，后一个自由度，第二组数据个数n2
 －1为什么称之为分母自由度。正因为这个检验方法的p值的计算与F分布有关，故人们通常称这样的检验为F检验。
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图6.1　F（5，4）分布的图像及小于等于0.8832的概率

输入Excel计算F（m1
 ，m2
 ）分布上尾概率的函数命令：“＝fdist（a，m1
 ，m2
 ）”，则得到自由度为（m1
 ，m2
 ）的F（m1
 ，m2
 ）分布单尾上概率P（F（m1
 ，m2
 ）≥a）的值。因而为得到单尾下概率P（F（m1
 ，m2
 ）≤a）的值，仅需输入“＝1－fdist（a，m1
 ，m2
 ）”。对于方法A和B测得的含铁量的离散程度是否相等的检验问题来说，输入“＝1－fdist（0.8832，5，4）”就得到自由度为（5，4）的F（5，4）小于等于0.8832的概率，P（F（5，4）≤0.8832）＝0.4364。

由于检验方法是双边拒绝，在样本F值是一个比1小得多的正数，或是一个比1大得多的正数时，拒绝原假设H0
 ，认为方法A和B测得的含铁量的离散程度不相等（[image: alt]
 ≠[image: alt]
 ），因而检验的p值是单边概率的2倍，

p＝2·P（F（5，4）≤0.8832）＝2×0.4364＝0.8728。

p值很大，显然不能拒绝原假设，认为方法A和B测得的含铁量等方差，这两个测量铁矿石含铁量的方法的精度没有差异。

与第五章的t检验（见表5.3和表5.4）与χ2
 检验（见表5.6和表5.7）相类似地，等方差的F检验的解概述如下。

●　目的：设有两个正态分布N（a，[image: alt]
 ）与N（b，[image: alt]
 ），比较方差[image: alt]
 与[image: alt]
 ；

●　观察到的数据：从正态分布N（a，[image: alt]
 ）与N（b，[image: alt]
 ）分别随机抽取n1
 与n2
 个个体，测量它们的数量指标值，经计算得

正态分布N（a，[image: alt]
 ）的样本容量n1
 ，样本均值[image: alt]
 ，样本方差[image: alt]
 ，样本标准差s1
 ，

正态分布N（b，[image: alt]
 ）的样本容量n2
 ，样本均值[image: alt]
 ，样本方差[image: alt]
 ，样本标准差s2
 ；

●　计算样本F值：F＝[image: alt]
 ；

●　等方差的单边拒绝和双边拒绝的F检验问题的解见表6.1。

表6.1　两个正态总体等方差的F检验
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可以使用Excel数据分析功能完成等方差F检验，其顺序如下：

（1）将数据例如方法A的n1
 ＝6个测量值和方法B的n2
 ＝5个测量值分别输入到例如A列的前6个单元格和B列的前5个单元格。

（2）选择工具下拉菜单。

（3）选择数据分析选项。

（4）在分析工具框中选择F检验，双样本方差；

（5）在F检验，双样本方差对话框中：

1）在变量1的区域①栏中键入a1∶a6；

2）在变量2的区域②栏中键入b1∶b5；

3）在α（A）栏中键入水平。水平的默认值为0.05。本课程不讨论F检验的水平问题，建议跳过这一栏，也就是取默认值0.05。

4）选择输出区域，并在输出区域栏中键入例如D1（让输出的计算结果从D1单元格开始）；

（6）单击确定。

Excel输出的检验计算结果见表6.2。表的第5行的“df”是自由度（degree of freedom）的意思。变量1这一列的“5”是分子自由度，而变量2这一列的“4”是分母自由度。倒数第2行给出的是单尾概率0.436396067。其标记“P（F<＝f）单尾”似乎是说这是左单尾概率。对于测量含铁量的两种方法A和B的检验问题而言，这的确是左单尾概率。必须注意的是，倘若某个实际问题是右单尾概率，但它的标记仍然是“P（F<＝f）单尾”。判断究竟是左单尾概率，还是右单尾概率，关键看表的第6行的F值。若F小于1，则是左单尾概率；否则就是右单尾概率。这个单尾概率的两倍就是双尾概率0.872792135。本课程不讨论F检验的水平问题，表的最后一行可忽略不看。

表6.2　F检验，双样本方差
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使用Excel数据分析功能完成等方差F检验，以及后面所讲解的各个检验是本课程教学的主要目的，其关键是看懂输出的检验计算结果例如表6.2，重点看表的第6与第7两行：


1）首先记住，“F检验，双样本方差”的原假设是“方差相等”。然后考虑本题究竟是双边拒绝，还是单边拒绝。



2）看表的第6行。



●　双边拒绝是在F比1小得多，或比1大得多时拒绝原假设，认为方差不等。



●　单边拒绝时考虑：是在F比1小得多时拒绝原假设，认为前一个总体方差小；还是在F比1大得多时拒绝原假设，认为前一个总体方差大。



3）看表的第7行。



●　双边拒绝的p值等于单尾概率的2倍。



●　单边拒绝，在F比1小时它是左单尾概率；在F比1大时它是右单尾概率。


§6.1.2　比较正态分布均值的t检验

F检验表明，测量铁矿石含铁量的两种方法A和B的测量值等方差，这也就是说，方法A的测量值是正态分布N（a，σ2
 ），方法B的测量值是正态分布N（b，σ2
 ），这两个正态分布等方差。本小节首先在等方差的情况讨论均值a与b是否相等的检验问题。


情况一：两个正态总体等方差


讨论这类检验问题之前首先要解决的一个问题是，这两个正态分布N（a，σ2
 ）与N（b，σ2
 ）的方差σ2
 该如何估计？

●　根据方法A的n1
 ＝6个测量值算得的样本方差[image: alt]
 ＝0.0008567。由此可得方法A测量值正态分布N（a，σ2
 ）的方差σ2
 的估计[image: alt]
 ＝0.0008567；

●　根据方法B的n2
 ＝5个测量值算得的样本方差[image: alt]
 ＝0.00097。由此也可得方法B测量值正态分布N（a，σ2
 ）的方差σ2
 的估计[image: alt]
 ＝0.00097。

也就是说，σ2
 既可以用方法A的n1
 ＝6个测量值的样本方差[image: alt]
 ＝0.0008567来估计，也可以用方法B的n2
 ＝5个测量值的样本方差[image: alt]
 ＝0.00097来估计，因而很自然地设想，应该将σ2
 的这两个估计，[image: alt]
 ＝0.0008567与[image: alt]
 ＝0.00097合并起来，得到一个新的σ2
 的估计。如何合并？[image: alt]
 ＝0.0008567是根据n1
 ＝6个测量值算得的，而[image: alt]
 ＝0.00097是根据n2
 ＝5个测量值算得的。由此可见，求平均，用[image: alt]
 作为σ2
 的估计是不妥的。可以证明，下面的加权和的合并方式是合理的：

[image: alt]


s2
 将[image: alt]
 与[image: alt]
 合并在一起。由于n1
 ＝6大，n2
 ＝5小，因为在合并的时候，[image: alt]
 的权为[image: alt]
 比较大，[image: alt]
 的权为[image: alt]
 比较小。s2
 称为等方差σ2
 的合并估计（Pooled Estimator）。由此得等标准差σ的估计为

[image: alt]


请大家回忆第二章§2.3.3小节所说的度量数据离散程度的方差的计算公式：

●　设方法A的测量值为x1
 ，x2
 ，…，xn1

 ，n1
 ＝6，则有

[image: alt]


因而

（n1
 －1）[image: alt]
 ＝[image: alt]
 （xi
 －[image: alt]
 ）2
 ，这就是方法A的测量值的离差平方和。

●　设方法B的测量值为y1
 ，y2
 ，…，yn2

 ，n2
 ＝5，则有

[image: alt]


因而

（n2
 －1）[image: alt]
 ＝[image: alt]
 （yi
 －[image: alt]
 ）2
 ，这就是方法B的测量值的离差平方和。

●　那么σ2
 的合并估计

[image: alt]


由此可见，σ2
 的合并估计s2
 与[image: alt]
 、[image: alt]
 有相同的形式。这也从一个侧面说明，用这样的方式将[image: alt]
 与[image: alt]
 加权合并成s2
 是合理的。

第二章§2.3.3小节我们还说，数据x1
 ，x2
 ，…，xn
 的离差平方和[image: alt]
 （xi
 －[image: alt]
 ）2
 ，看似n项平方和，它其实是n－1项。因而[image: alt]
 （xi
 －[image: alt]
 ）2
 其实是n1
 －1项，[image: alt]
 （yi
 －[image: alt]
 ）2
 其实是n2
 －1项，从而[image: alt]
 （xi
 －[image: alt]
 ）2
 ＋[image: alt]
 （yi
 －[image: alt]
 ）2
 其实是（n1
 －1）＋（n2
 －1）＝n1
 ＋n2
 －2项平方和。由此可见，σ2
 的合并估计s2
 ，实际上就是计算[image: alt]
 （xi
 －[image: alt]
 ）2
 ＋[image: alt]
 （yi
 －[image: alt]
 ）2
 的平均。

如何估计等方差σ2
 的问题解决之后，接下来讨论均值之差的检验问题。方法A和B测得的含铁量的平均大小是否相等的检验问题，其原假设和备择假设分别是

H0
 ∶a＝b，正态分布N（a，σ2
 ）和N（b，σ2
 ）的均值相等；

H1
 ∶a≠b，正态分布N（a，σ2
 ）和N（b，σ2
 ）的均值不相等。

方法A的n1
 ＝6个测量值的样本均值[image: alt]
 是a的估计，方法B的n2
 ＝5个测量值的样本均值[image: alt]
 是b的估计。既然a和b之间的差异用δ＝a－b度量，因而有双边拒绝：在[image: alt]
 －[image: alt]
 是一个比较小的负数，或是一个比较大的正数时，拒绝原假设H0
 ，认为a≠b。上一章§5.4节在讲解单个正态分布均值t检验时我们说，通常不是依据样本均值[image: alt]
 的大小检验均值，而是退而求其次，依据样本t值的大小检验均值。与此相类似地，在检验两个正态分布的均值是否相等时，通常也是依据两个正态分布的样本t值的大小进行检验。这个样本t值的形式与单个正态分布时的样本t值相类似：

单个正态分布时的样本t值，t＝[image: alt]


两个正态分布时的样本t值，t＝[image: alt]


单个正态分布样本t值中的s是样本标准差，它是正态分布N（μ，σ2
 ）的标准差σ的估计。两个正态分布样本t值中的s就是前面所说的等标准差σ的估计：

[image: alt]


在样本t值是一个比较小的负数，或是一个比较大的正数时，拒绝原假设H0
 ，认为a≠b。

方法A的n1
 ＝6个样品数据的样本均值[image: alt]
 ＝30.01167，方法B的n1
 ＝5个样品数据的样本均值[image: alt]
 ＝29.972，从而算得样本t值

[image: alt]


●　在样本t值是一个正数的时候，接下来判断，它大到什么样的程度，这就需要在原假设成立，a＝b时，计算大于等于t＝2.175的概率。倘若这个概率比较小，则意味着t＝2.175是一个比较大的正数。

●　与此相类似地，在算得的样本t值是一个负数的时候，需要在原假设成立，a＝b时，计算小于等于这个t值的概率。倘若这个概率比较小，则意味着这个样本t值是一个比较小的负数。

这些概率的计算都需要用到t分布。可以证明，在原假设成立，a＝b时，样本t值大于等于t＝2.175的概率正好等于自由度为这两组数据的个数之和n1
 ＋n2
 －2＝9的t（9）分布大于等于2.175的上尾概率：P（t（9）≥2.175）。由于检验方法是双边拒绝，在样本t值是一个比较小的负数，或是一个比较大的正数时，拒绝原假设H0
 ，认为方法A和B测得的含铁量的平均大小不相等（a≠b），因而检验的p值是单边概率的2倍（双尾概率），

p＝2·P（t（9）≥2.175）。

输入Excel计算t分布双尾概率的函数命令：“＝tdist（2.175，9，2）”，则得到自由度为9的t（9）分布双尾概率，即检验的p值等于0.0576。p值较0.05大，故不拒绝原假设，认为方法A和B测得的含铁量的平均大小一样。当然，这个p值比0.05大得不多，建议增加样品，用方法A和B再测量一些铁矿石的含铁量，然后再一次检验。

与上一章单个正态分布均值t检验的表5.3与表5.4相类似地，两个等方差的正态分布的均值是否相等的t检验的解概述如下。

●　目的：设有两个等方差的正态分布N（a，σ2
 ）与N（b，σ2
 ），比较均值a与b；

●　观察到的数据：从正态分布N（a，[image: alt]
 ）与N（b，[image: alt]
 ）分别随机抽取n1
 与n2
 个个体，测量它们的数量指标值，经计算，

正态分布N（a，[image: alt]
 ）的样本容量n1
 ，样本均值[image: alt]
 ，样本方差[image: alt]
 ，样本标准差s1
 ，

正态分布N（b，[image: alt]
 ）的样本容量n2
 ，样本均值[image: alt]
 ，样本方差[image: alt]
 ，样本标准差s2
 ；

●　计算σ2
 的合并估计s2
 ＝[image: alt]
 ；

●　计算样本t值，t＝[image: alt]
 ，s＝[image: alt]
 ；

●　等方差时检验均值的t检验的解见表6.3。

表6.3　等方差的两个正态分布均值的t检验

[image: alt]


可以使用Excel数据分析功能完成等方差两样本t检验，其顺序如下：

（1）将数据例如方法A的n1
 ＝6个测量值和方法B的n2
 ＝5个测量值分别输入到例如A列的前6个单元格和B列的前5个单元格；

（2）选择工具下拉菜单；

（3）选择数据分析选项；

（4）在分析工具框中选择t检验：双样本等方差假设；

（5）在t检验：双样本等方差假设对话框中：

1）在变量1的区域①栏中键入a1∶a6；

2）在变量2的区域②栏中键入b1∶b5；

3）在假设平均差（E）栏目中键入一个数，意思是检验变量1的均值减去变量2的均值，其差是否等于这个键入的数。若检验均值是否相等则键入“0”。

4）在α（A）栏中键入水平。水平的默认值为0.05。本课程不讨论t检验的水平问题，建议跳过这一栏，也就是取默认值0.05。

5）选择输出区域，并在输出区域栏中键入例如D1（让输出的计算结果从D1单元格开始）；

（6）单击确定。

Excel给出的计算结果见表6.4。第7行给出的是t分布的自由度：n1
 ＋n2
 －2＝9。第8行“t Stat.”给出的是样本t（统计量，Statistic）的值2.175091248。倒数第4行给出的是单尾概率0.028816778。其标记“P（T<＝t）单尾”似乎是说这是左单尾概率。对于测量含铁量的两种方法A和B的检验问题而言，由于表的第8行的t值是正数，因而它其实是右单尾概率。反之，倘若t是负数，则是左单尾概率。这个单尾概率的两倍就是倒数第2行给出的双尾概率0.057633557。本课程不讨论t检验的水平问题，表的最后第1、3行可忽略不看。

表6.4　t检验：双样本等方差假设

[image: alt]


同前面§6.1.1小节的等方差F检验，使用Excel数据分析功能完成等方差两样本t检验，其关键是看懂输出的检验计算结果例如表6.4，重点看表的第8、第9与第11这3行：


1）首先记住，“t检验：双样本等方差假设”的原假设是“均值相等”。然后考虑本题究竟是双边拒绝，还是单边拒绝。



2）看表的第8行，



●　双边拒绝是在t是比较小的负数，或是比较大的正数时，拒绝原假设，认为均值不等。



●　单边拒绝时考虑：是在t是比较小的负数时拒绝原假设，认为前一个总体均值小；还是在t是比较大的正数时拒绝原假设，认为前一个总体均值大。



3）看表的第9与第11行，



●　在表第8行的t是负数时表第9行的是左下单尾概率；在t是正数时表第9行的是右上单尾概率。



●　表第11行的双尾概率等于表第9行的单尾概率的2倍。



情况二：两个正态总体异方差


异方差的意思是，这两个正态分布分别是N（a，[image: alt]
 ）与N（b，[image: alt]
 ）。看下面的例子。

某宾馆要求客人对某项服务措施的满意程度评分。分数越高满意程度越高。宾馆收集了15个男宾客与20个女宾客的评分数据，见表6.5。根据以往经验，男宾客的评分比女宾客的评分高。问：这批数据是否与以往经验相符？假设评分是正态分布。

表6.5　宾客对某项服务措施的满意程度评分

[image: alt]


经计算

男宾客：人数n1
 ＝15，样本均值[image: alt]
 ＝189.2，样本方差[image: alt]
 ＝40.0286；

女宾客：人数n1
 ＝20，样本均值[image: alt]
 ＝176.2，样本方差[image: alt]
 ＝945.8526。

男宾客评分的样本方差[image: alt]
 比女宾客评分的样本方差[image: alt]
 小得多，看来相对于女宾客而言，男宾客的评分比较集中。当然，需使用F检验法，严格地说明他们的离散程度不一样大。F检验过程从略。

假设男宾客评分的正态分布是N（a，[image: alt]
 ），女宾客评分的正态分布是N（b，[image: alt]
 ）。男宾客评分的样本均值[image: alt]
 比女宾客评分的样本均值[image: alt]
 大，但这能否足以说明以往经验正确，男宾客的评分比女宾客的评分高，尚需严格检验。这个检验问题的原假设与备择假设分别是

原假设H0
 ∶a＝b，男女宾客评分的平均值相等；

备择假设H1
 ∶a>b，男宾客评分的平均值大，女宾客评分的平均值小。

方差不等时如何比较两个正态总体均值的问题，看似简单，其实很不容易求解。这个问题一经W.V.Behrens于1929年首次提出，人们普遍感到要理想地解决这个问题很困难。著名统计学家费歇尔于1935年提出了一个新型的解法。人们赞扬费歇尔的创新思想，但对他的解法颇有争议。正因为问题是Behrens提出的，是费歇尔给出了它的一个新型解法，因而这个问题通常称为是Behrens－Fisher问题。本课程讲解统计学家Welch于1938年提出的Behrens－Fisher问题的近似t检验方法。

可使用Excel数据分析功能完成异方差两样本（近似）t检验，其顺序与等方差二样本t检验的顺序完全相同，只是步骤4，在分析工具框中改为选择t检验：双样本异方差假设。Excel给出的计算结果见表6.6。表的最后第1、3行有关检验的水平，可忽略不看。

表6.6　t检验：双样本异方差假设

[image: alt]



与等方差两样本t检验相同，使用Excel数据分析功能完成异方差两样本t检验，其关键是看懂输出的检验计算结果例如表6.6，重点看表的第7、第8与第10这3行，如何看这3行，同等方差两样本t检验。


既然两个正态分布N（a，[image: alt]
 ）与N（b，[image: alt]
 ）的方差[image: alt]
 与[image: alt]
 不等，就不必像等方差那样去构造方差的合并估计。这是表6.4（t检验：双样本等方差假设）与表6.6（t检验：双样本异方差假设）的一个区别。

另一个区别是，异方差假设的t与等方差假设的t有不同的计算公式：

等方差假设，t＝[image: alt]
 ，其中s＝[image: alt]


异方差假设，t＝[image: alt]


因为男宾客的人数n1
 ＝15，样本均值[image: alt]
 ＝189.2，样本方差[image: alt]
 ＝40.0286；女宾客的人数n1
 ＝20，样本均值[image: alt]
 ＝176.2，样本方差[image: alt]
 ＝945.8526，所以表6.6第7行异方差假设时的t是这样计算的：

[image: alt]


由于所讨论的检验问题的原假设H0
 ∶a＝b，备择假设H1
 ∶a>b，因此单边拒绝，在t＝1.8392是一个比较大的正数的时候拒绝原假设，认为男宾客评分的平均值大，女宾客评分的平均值小。

异方差假设与等方差假设的第三个区别是，自由度（df）有不同的计算公式：

等方差假设，自由度m＝n1
 ＋n2
 －2，

异方差假设，自由度m＝[image: alt]
 。

表6.6第6行异方差假设时的自由度是这样计算的：

[image: alt]


由于是单边拒绝，在t＝1.8392是一个比较大的正数的时候拒绝原假设，因此表6.6第8行给出的是单尾概率，也就是检验的p值等于自由度为m＝21的t（21）分布大于等于1.8392的右单尾概率：

p＝P（t（21）≥1.8392）＝0.04<0.05

我们拒绝原假设，认为男宾客评分的平均值大，女宾客评分的平均值小。

宾客对某项服务措施的满意程度评分的统计分析的结果如下：

●　男宾客评分的平均值大，女宾客评分的平均值小；

●　男宾客评分比较集中，其离散程度小；女宾客评分比较分散，其离散程度大。

表6.3是等方差的两个正态分布均值t检验。与此相类似地，有异方差的两个正态分布均值t检验表，仅需将表6.3中等方差的样本t值和t分布的自由度分别换成异方差的样本t值和t分布的自由度。异方差的两个正态分布均值t检验表从略。

检验难免要用到计算公式，有的公式不容易记住。重要的不是公式的死记硬背，而是理解公式的含义。使用Excel数据分析功能完成t检验是本课程教学的主要目的，其关键是看懂输出的计算结果，见表6.4与表6.6。

最后提请注意的是，所谓“t检验：双样本异方差假设”，并不是说只有在两个正态分布方差不等时才可以用的检验方法。事实上，即使方差相等，“t检验：双样本异方差假设”也可以使用。

另请注意的是，在两个正态分布方差不等时，倘若使用“t检验：双样本等方差假设”，很可能会有错误的结论。倘若将异方差误认为等方差，使用“t检验：双样本等方差假设”解男宾客的评分是否比女宾客的评分高的检验问题，其Excel的数据分析功能的计算结果如表6.7所示。表6.7给出的单尾概率，也就是检验的p值，p＝0.059>0.05。我们不能拒绝原假设，认为男宾客评分的平均值与女宾客评分的平均值一样大。这个结论与前面使用“t检验：双样本异方差假设”得出的结论相反。看来，学了统计之后，倘若误用统计，比没有学过统计还要糟糕。这正如，办事不力非因无知，实因误知。在用统计方法解决实际问题时，须了解问题的实际背景，最好首先对数据进行描述性分析，列表、画图与计算特征量例如均值、方差和标准差等。然后在初步直观分析的基础上，深入分析数据。考虑使用何种统计分析方法时，须了解这种统计方法是否适用。如果有多种统计方法可用，最好每一种方法都使用。看看它们分析的结果有哪些差异与相同的地方。

表6.7　误用“t检验：双样本等方差假设”的计算结果

[image: alt]


§6.1.3　成对数据

下面讨论比较两组成对数据的检验问题。首先结合一个实际例子解释成对数据有些什么与众不同的特点，为什么不能将两样本的检验方法例如等方差（或异方差）的检验方法用于比较成对的两组数据的检验问题。

欲比较两种饲料A和B对猪催肥的增重效果，随便找两头猪，分别用饲料A和B对它们进行喂养，然后一段时间之后看它们的体重分别增加了多少。这样的比较显然会引起异议。大家可能会说，一段时间之后公猪和母猪的增重很可能会有所不同，所以随便找两头猪，将一头母猪与一头公猪进行比较就不妥当了。找两头性别相同例如两头母猪进行比较，是否就不会引起异议了？显然，年轻的母猪和年龄较大的母猪，瘦的母猪和肥的母猪的增重很可能都会有所不同。即使性别、猪龄和初始重量都相同的两头猪，如果它们圈养在条件不同的猪厩，那它们的增重也会有所不同。可想而知，要找到很多头猪，它们的性别、猪龄、初始重量和圈养的猪厩等等都一模一样，那不是一件容易的事。但不难找到两头猪，它们各方面的情况一模一样。由此可见，比较两种饲料A和B对猪的催肥效果的实验数据往往就是成对数据：
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第i对数例如第一对数x1
 和y1
 ，它们分别是两个情况一模一样的猪的增重，不同的仅仅是其中的x1
 是用饲料A喂养的猪的增重，而y1
 是用饲料B喂养的猪的增重。不同的两对猪例如第一对的两头猪和第二对的两头猪，它们的性别、猪龄、初始重量和猪圈等很可能有所不同。由此可见，不同的两对数例如第一对数x1
 和y1
 与第二对数x2
 和y2
 ，虽然x1
 和x2
 分别是两个都是用饲料A喂养的猪的增重，但这两头猪的情况可能有些不同。同样地，y1
 和y2
 分别是两个都是用饲料B喂养的猪的增重，但这两头猪的情况也可能有些不同。由此可见，x1
 ，x2
 ，…，xn
 都是用饲料A喂养的猪的增重，但这些猪的情况例如性别、猪龄、初始重量和猪圈等很可能有所不同；y1
 ，y2
 ，…，yn
 都是用饲料B喂养的猪的增重，但这些猪的情况例如性别、猪龄、初始重量和猪圈等也可能有所不同，因而我们不能将比较两个样本的检验方法例如前面所说的等方差（或异方差）的t检验方法用于两组成对数据的检验问题。倘若x1
 ，x2
 ，…，xn
 与y1
 ，y2
 ，…，yn
 不仅都是分别用饲料A与饲料B喂养的猪的增重，而且这些猪的情况例如性别、猪龄、初始重量和猪圈等完全相同，则这样的成对数据[image: alt]
 ，…，[image: alt]
 实际上就是两组数据x1
 ，…，xn
 与y1
 ，…，yn
 。它们的检验问题就可以使用前面所说的等方差（或异方差）的t检验方法了。

本章一开头我们说，有比较才能鉴别。
 看来还应该加上一句话，对等条件下的对照比较才有意义。


一般来说，效应（作用）有可加性。例如，猪的增重与饲料、性别、猪龄、初始重量和猪圈都有关系，所谓可加性，意思是说猪的增重是饲料、性别、猪龄、初始重量和猪圈等效应的叠加。根据可加性，计算每一对数据的差：zi
 ＝xi
 －yi
 ，i＝1，2，…，n。由于xi
 和yi
 都属于第i对，因而它们分别是两个情况一模一样的猪的增重，不同的仅仅是其中的xi
 是用饲料A喂养的猪的增重；而yi
 是用饲料B喂养的猪的增重。由此看来，xi
 减去yi
 ，把性别、猪龄、初始重量和猪圈等的效应都抵消掉了，剩下的仅仅是饲料A与饲料B的效应之差。正因为如此，我们假设差z1
 ，z2
 ，…，zn
 的分布是正态分布N（μ，σ2
 ），其中的均值μ理解为饲料A与饲料B的效应之差。那么

●　“μ＝0”意思是说，饲料A和B对猪有相等的催肥增重效果；

●　“μ>0”意思是说，饲料A对猪的催肥增重效果比饲料B好；

●　“μ<0”意思是说，饲料A对猪的催肥增重效果比饲料B差。

由此可见，比较饲料A和B对猪催肥增重效果的检验问题，可转换为单个正态分布均值μ的检验问题，而这就是上一章§5.4节的正态分布均值的t检验问题。

成对数据[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，…，[image: alt]
 统计分析的步骤如下：

1）计算差zi
 ＝xi
 －yi
 ，i＝1，2，…，n。

2）计算单个正态分布均值检验的样本t值：t＝[image: alt]
 ，[image: alt]
 和s分别是z1
 ，z2
 ，…，zn
 的样本均值和样本标准差；

3）按备择假设的3种不同的情况，计算检验的p值：

●　若备择假设为饲料A的催肥增重效果比饲料B好，则有单边拒绝检验的p值，p＝P（t（n－1）≥t）

●　若备择假设为饲料A的催肥增重效果比饲料B差，则有单边拒绝检验的p值，p＝P（t（n－1）≤t）

●　若备择假设为饲料A与饲料B的催肥增重效果不一样，则该双边拒绝检验的p值为
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可以使用Excel数据分析功能完成成对数据的检验。其顺序与前面所说的等方差和异方差的两样本t检验的顺序基本相同，只是步骤4，在分析工具框中选择“t检验：平均值的成对二样本分析”。假设有饲料A和B对猪增重n＝10对数据，见表6.8。Excel给出的这批成对数据的t检验：平均值的成对二样本分析的计算结果见表6.9。由表6.9第9与第11行显示的单尾与双尾概率可以看到，根据这批数据，倘若单边拒绝，我们应认为饲料A对猪的催肥增重效果比饲料B差；而倘若双边拒绝，我们应认为饲料A和B对猪有相等的催肥增重效果。建议增加样本，再找一些猪做试验为好。

表6.8　饲料A和B对猪的增重
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表6.9　t检验：平均值的成对二样本分析
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表6.9第5行的“泊松相关系数”，事实上是“皮尔逊相关系数（Pearson Correlation）”。相关系数的详细介绍请见下一章。此外，还需特别指出的是，成对数据的两组数据的个数是一样多的，应把成对的两个数分别输入到例如A列和B列同一行的两个单元格中去。


使用Excel数据分析功能完成“t检验：平均值的成对二样本分析”的关键是看懂输出的检验计算结果例如表6.9，重点看表的第8、第9与第11这三行，如何看这3行，同等或异方差两样本t检验。


§6.2　方差分析（ANOVA）

本节讨论比较3组或更多组数据的检验问题。看下面的从业人员工作压力感的调查。对房地产代理人、保险代理人、股票代理人和律师这4个近三十年来在中国异常活跃的职业的从业人员进行调查，调查用20个项目测量工作压力，每个项目从小到大有5个可选答案。较高的得分表示较高的工作压力。20个项目的得分总和在20与100分之间。调查结果如表6.10所示。调查的目的是想了解这四种职业从业人员的工作压力感有没有差异。

表6.10　4种职业从业人员的工作压力感的调查数据
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这个问题有k＝4组数据。本节讨论比较多组数据的检验问题时，假设每一组数据的分布都是正态分布，而且这些正态分布有相等的方差。在4种职业从业人员的工作压力感的比较分析问题中，假设

第一组房地产代理人工作压力感得分的分布是正态分布N（μ1
 ，σ2
 ）；

第二组保险代理人工作压力感得分的分布是正态分布N（μ2
 ，σ2
 ）；

第三组股票代理人工作压力感得分的分布是正态分布N（μ3
 ，σ2
 ）；

第四组律师工作压力感得分的分布是正态分布N（μ4
 ，σ2
 ）。

工作压力感比较分析问题，最主要的就是研究这k＝4个正态分布的均值μ1
 ，μ2
 ，μ3
 ，μ4
 是否都相等。这个假设检验问题的原假设是

H0
 ∶μ1
 ＝μ2
 ＝μ3
 ＝μ4
 ，这4种职业从业人员的工作压力感没有差异。

有的检验问题，可能不写备择假设。注意：如果某个检验问题只有原假设，我们就不言自明，认为备择假设是原假设的逆。例如，工作压力感比较分析问题的备择假设就是原假设H0
 的逆：H1
 ∶μ1
 ，μ2
 ，μ3
 ，μ4
 不全相等，这4种职业从业人员的工作压力感不完全相同。

可以用Excel数据分析功能进行多组数据的方差分析。首先将表6.10的4种职业从业人员的工作压力感的调查数据分别例如输入到A列的第1到第11、B列的第1到第11、C列的第1到第10和D列的第1到第10等单元格中去。接下来的顺序与前面所说的F与t检验的顺序基本相同，仅有两点需特别注意。第一，在分析工具框中选择“方差分析：单因素方差分析”；第二，在“方差分析：单因素方差分析”对话框的输入区域①栏中键入a1∶d11。所谓单因素方差分析，就是仅分析一个因素的不同水平之间有没有差异，例如表6.10仅有“职业”这一个因素，这个因素取4个水平：房地产代理人、保险代理人、股票代理人和律师。分析这4个近三十年来在中国异常活跃的职业的从业人员的工作压力感有没有不同。倘若还想了解男性和女性的工作压力感有没有不同，那就是双因素（职业与性别）的方差分析问题。如果在Excel的分析工具框中选择“方差分析：可重复双因素方差分析”，或选择“方差分析：无重复双因素方差分析”，就能进行双因素的方差分析。关于可重复双因素方差分析和无重复双因素方差分析的问题，本课程从略。Excel输出的多组数据的“方差分析：单因素方差分析”的计算结果有两张表，见表6.11与表6.12。

表6.11　描述统计
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表6.12　方差分析
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首先记住，“方差分析：单因素方差分析”的原假设是“这些总体的均值全都相等”，以及本题是单边拒绝。看懂方差分析表6.12是使用Excel数据分析功能完成“方差分析：单因素方差分析”的关键。重点看表的第5与第6两列。在第5列的F比较大的时候拒绝原假设，认为这些总体的均值不全相等。第6列的p值就是比第5列这个F值大的概率。第6列的p值比较小意味着第5列这个F值比较大。因而在第6列的p值比较小的时候拒绝原假设，认为这些总体的均值不全相等。其中的缘由请看下面的分析。



*
 §6.2.1　组间变差

表6.11是表6.10的4组数据的描述性统计分析。显然，哪一种职业的工作压力感比较大，不是看和（表6.11的第3列），因为和的大小与数据个数（第2列）有关，而是看平均（第4列）。由第4列知第一组房地产代理人的样本均值[image: alt]
 ＝68.6364最大，接下来依次是第三组股票代理人的样本均值[image: alt]
 ＝65.3，第四组律师的样本均值[image: alt]
 ＝63.2，第二组保险代理人的样本均值[image: alt]
 ＝63.0909最小。显然，我们不能就此马上就说，这4种职业从业人员的工作压力感不一样大。只有在这4组的样本均值[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 与[image: alt]
 之间的差异比较大的时候，才能这样认为。这4组样本均值的差异该如何度量？这也就是说，这4组之间的差异该如何度量？

首先根据表6.11的第2与第3列计算总的样本均值[image: alt]
 ：
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其中n＝n1
 ＋n2
 ＋n3
 ＋n4
 ＝11＋11＋10＋10＝42为总的数据个数。接下来以总的样本均值[image: alt]
 为中心，计算这4组的样本均值[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 与[image: alt]
 关于这个中心的差，以及差的平方。差的平方见表6.13的第4列。由于各组的观察个数不一样大，故以观察个数为权，计算差的平方的加权，见第5列。最后计算加权的和，见表6.13的最后一行。这个加权和的越大，说明组与组之间的差异越大。它称为是组间变差（Between Classes Variance，简记为B）
 。
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表6.13　组间变差B
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事实上，Excel输出的多组数据的“方差分析：单因素方差分析”的第二张表6.12（方差分析）第2行第2列上显示的平方和（Square Sum，简记为SS）就是组间变差B。用表6.13说明它的计算过程，其目的仅仅是为了让大家更好地了解组间变差B的含义，它是组与组之间差异的度量。

表6.12第3列上df（degree of freedom）是自由度的意思。自由度大家并不陌生，前面在讲解t、χ2
 与F分布时说这些分布都有自由度。我们以第二行的组间变差B的自由度为例讲解表6.12上自由度的含义。第二行的组间变差B＝∑ni
 （[image: alt]
 －[image: alt]
 ）2
 看似是k＝4项平方和，其实是k－1＝3项，因而
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见表6.12第二行第3列。

说某个平方和的自由度为m，意思是说这个平方和看上去的项数可能超过了m，事实上它只有m项。将这个平方和除以它的自由度m，称为平方和的均方（Mean of Square，简记为MS）。

前面所说的t、χ2
 与F分布的自由度实际上都是这个意思。详细情况不再赘述。

将组间变差B除以它的自由度k－1＝3，就得到组间变差B的均方：
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见表6.12第二行第4列。

显然，在组间变差B的MS＝72.8215比较大的时候，拒绝原假设，认为这4种职业从业人员的工作压力感不一样大。但是，组间变差B的MS＝72.8215是不是比较大难以判断，其中的一个原因就是因为它的大小与量纲有关。


*
 §6.2.2　组内变差与全变差

本小节首先讲解表6.12第三行的组内变差W的含义，并计算它的MS。表6.11的第5列是各组的样本方差，第一组房地产代理人的样本方差[image: alt]
 ＝176.0545；第二组保险代理人的样本方差[image: alt]
 ＝182.0909；第三组股票代理人的样本方差[image: alt]
 ＝118.4556；第四组律师的样本方差[image: alt]
 ＝160.4。看来，这些样本方差相差不大。由此可见，假设这4种职业工作压力感得分正态分布有相等的方差是可行的。回忆第二章§2.3.3小节所说的度量数据离散程度的方差的计算公式：

●　设第一组房地产代理人的测量值为x11
 ，x12
 ，…，x1n1
 ，n1
 ＝11，则有
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因而第一组内n1
 ＝11个测量值的离差平方和为
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它看似n1
 ＝11项平方和，其实是n1
 －1＝10项，因而它的自由度是10。

●　设第二组保险代理人的测量值为x21
 ，x22
 ，…，x2n2

 ，n2
 ＝11，则有
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因而第二组内n2
 ＝11个测量值的离差平方和为
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同第一组的离差平方和，它的自由度为n2
 －1＝10。

●　设第三组股票代理人的测量值为x31
 ，x32
 ，…，x3n3

 ，n3
 ＝10，则有
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因而第三组内n3
 ＝10个测量值的离差平方和为
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同前，它的自由度为n3
 －1＝9。

●　设第四组律师的测量值为x41
 ，x42
 ，…，x4n4

 ，n4
 ＝10，则有
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因而第四组内n3
 ＝10个测量值的离差平方和为
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同前，它的自由度为n4
 －1＝9。

各个组内测量值的离差平方和及其自由度见表6.14的第4及第5列。

表6.14　组内变差W
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表6.14的最后一行的倒数第二个数就是组内变差：
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由于是将各个组内测量值的离差平方和相加在一起得到了W，因而称W为组内变差。表6.14的最后一行最后一个数就是组内变差W的自由度，它的计算公式为
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组内变差W的自由度实际上就是将各个组内测量值的离差平方和的自由度加在一起。组内变差W除以它的自由度，即得组内变差W的MS（均方）：

[image: alt]


表6.12第三行第2、第3与第4个数分别是组内变差W、组内变差W的自由度与组内变差W的MS。

组间与组内变差最早是由著名统计学家费歇尔在1924年发表的一篇文章中提出来的。费歇尔1919年进入英国的罗瑟姆斯特（Rothamsted）农业试验站工作，直到1939年他去伦敦大学院（University College London）工作才离开试验站。费歇尔在试验站工作的20年时间里，对现代统计学的发展作出了巨大的贡献，其中的一项贡献就是根据农业试验的需要提出并发展了试验设计的理论与方法。同时他因分析试验设计数据的需要提出了方差分析的方法。组间与组内变差就是这个方法的两个重要概念。

方差分析法除了计算组间变差B与组内变差W，还需要计算全变差（Total Variance，简记为T）。全变差也是方差分析方法的一个重要概念。

全变差
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将全变差T与组内变差W进行比较，有
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不难理解为什么把T称为全变差T。

组间变差B、组内变差W与全变差T之间有下面的等式关系：
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由于这些变差都是平方和的形式，因而上述等式通常称为是平方和分解。此外，与平方和分解相对应地，它们的自由度之间有下面的等式关系：
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表6.12第四行第2与3个数分别是全变差T与全变差T的自由度。


*
 §6.2.3　变异分解

下面分析变异产生的原因。很自然地，试验结果的不确定性会产生变异。通常称这种类型的变异为随机误差
 。变异还可能与多个正态分布的均值是否都相等的检验问题的原假设是否成立有关。倘若原假设不成立，这些正态分布的均值不全相等，这也会产生变异。通常称这种类型的变异为系统误差
 。检验原假设是否成立，也就是检验是否存在系统误差。顾名思义，组内变差W反映的是组内的变异程度，它与系统误差没有关系。显然，只有组间变差B才有可能与系统误差有关。因而可以这样说，在原假设不成立时，组间变差B与系统误差有关，其值比较大；在原假设成立时，系统误差不存在，组间变差B的值比较小。由此可见，


平方和分解：全变差T＝组间变差B＋组内变差W，将全变差T中可能存在的系统误差都分解到组间变差B中去了，组内变差W中没有系统变差。这就是方差分析的统计含义。


由方差分析知，相对于组内变差W而言，如果组间变差B比较大则拒绝原假设，认为这些正态分布的均值不全相等。为此将组间变差B的MS（均方）除以组内变差W的MS（均方），其商记为F，以首先提出方差分析方法的英国著名统计学家费歇尔的姓命名。

[image: alt]


F值见方差分析表6.12的第5列。在F＝0.4543比较大的时候拒绝原假设，认为这k＝4个正态总体的均值μ1
 ，μ2
 ，μ3
 ，μ4
 不全相等，这4种职业从业人员的工作压力感不一样大。显然，F的大小与量纲（单位）没有关系。可以证明：在原假设成立，这4个正态总体的均值μ1
 ，μ2
 ，μ3
 ，μ4
 全都相等的时候，比F＝0.4543大的概率，也就是检验的p值为
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p值见方差分析表6.12的第6列。由于p值比较大，我们不能拒绝原假设，不能认为这4种职业从业人员的工作压力感有差异。

这个检验方法的关键是平方和分解，将全变差T分解为组间变差B与组内变差W之和。因而首次提出这个方法的费歇尔称这个方法为方差分析（Analysis of Variance，简记为ANOVA），并且把上面的计算过程用一张表，即所谓的方差分析表来表示。表6.12就是4种职业从业人员工作压力感比较问题的方差分析表。能看懂方差分析表是解决多组数据的检验问题的关键。看方差分析表时，一定要思考：解决什么问题？原假设是什么？p值有多大？本课程不讨论检验的水平问题，方差分析表6.12的第7列可忽略不看。


*
 §6.2.4　多重比较

使用方差分析（ANOVA）检验多个总体的均值是否相等的时候，如果拒绝原假设，则认为总体均值不全相等。此时，很可能大家会问，到底哪些均值之间有差异？这就需要两两配对比较。两两配对比较称为是多重比较（Multiple Comparison）。多重比较的方法有好几个。本书通过下面的例子仅介绍一个简单，且较为常用的方法，即邦弗伦尼（Bonferroni）修正。

比较3种型号汽车的耗油量。每种型号各选5辆汽车，每辆都进行800千米的行驶测试。由测试结果算得的每加仑汽油行驶的里程数见表6.15。

表6.15　汽车的耗油量测试
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利用Excel输出的多组数据的“方差分析：单因素方差分析”，分析表6.15数据的计算结果见表6.16。由表6.16的第6列倒数第4行知，方差分析的p值为0.000277。p值如此的小，我们拒绝原假设，认为这3种型号汽车的每加仑汽油行驶的平均里程数不全相等。表6.16的第4列第5、6与7行告诉我们，这3种型号汽车的每加仑汽油行驶的样本平均里程数为32、33.6与40千米。由此可见，型号3汽车的样本均值最大，型号2汽车其次，型号1汽车最小。究竟如何，需要进行多重的两两比较。

表6.16　“方差分析：单因素方差分析（Anova: Single Factor）”的计算结果
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多重比较的邦弗伦尼修正的意思是说，如果我们取水平α，则在多重比较共有c个两两比较的时候，应将水平修正为α/c。这3种型号汽车共需进行c＝3个两两比较：型号1汽车与型号2汽车的两两比较，型号1汽车与型号3汽车的两两比较，型号2汽车与型号3汽车的两两比较。因而如果取水平α＝0.05，则应将它修正为0.05／3＝0.0167。它的意思是说，当比较例如型号1汽车与型号2汽车的耗油量时，仅当p值小于0.0167时，才认为这两辆汽车的每加仑汽油行驶的平均里程数不相等。表6.17中的p值是利用Excel的“t检验：双样本等方差假设”的数据分析功能得到的。

表6.17　多重比较
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由表6.17知，型号1汽车与型号2汽车的每加仑汽油行驶的平均里程数没有差别，但它们都与型号3汽车的每加仑汽油行驶的平均里程数有差别。型号3汽车的每加仑汽油行驶的平均里程数最长，耗油量最省。

内容提要

●　由正态分布诱导出的分布

t分布、χ2
 分布和F分布。

●　Excel函数和t分布

输入“＝tdist（a，m，1）”，得右单尾概率P（t（m）≥a）。

输入“＝tdist（a，m，2）”，得双尾概率P（t（m）≥a）＋P（t（m）≤－a）＝2P（t（m）≥a）。

输入“＝tinv（α，m）”，得δ值，它使得双尾概率等于α：

P（|t（m）|>δ）＝P（t（m）>δ）＋P（t（m）<－δ）＝α。

●　Excel函数和χ2
 分布

输入“＝chidist（a，m）”，得右单尾概率P（χ2
 （m）≥a）。

输入“＝chiinv（α，m）”，得δ值，它使得右单尾概率等于α：

P（χ2
 （m）≥δ）＝α。

●　Excel函数和F分布

输入“＝fdist（a，m1
 ，m2
 ）”，即得右单尾概率p＝P（F（m1
 ，m2
 ）≥a）。

输入“＝finv（α，m1
 ，m2
 ）”，得δ值，它使得右单尾概率等于α：

p＝P（F（m1
 ，m2
 ）≥δ）＝α。

●　两组数据的比较

两个正态分布等方差的F检验，见表6.1与表6.2；

两个等方差正态分布均值是否相等的t检验，见表6.3与表6.4；

两个异方差正态分布均值是否相等（Behrens－Fisher问题）的t检验，见表6.6；

成对数据均值是否相等的t检验，见表6.9。

●　方差分析（ANOVA）

设有k≥3组数据，每一组数据的分布都是正态分布，这k个正态分布等方差。

1）原假设H0
 ∶k个正态分布的均值都相等；

备择假设H1
 ∶k个正态分布的均值不全相等。

2）计算各组数据个数、样本均值和样本方差：（n1
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ），…，（nk
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ）。计算总的样本容量n和总的样本均值[image: alt]
 。

3）计算组间变差B＝n1
 （[image: alt]
 －[image: alt]
 ）2
 ＋…＋nk
 （[image: alt]
 －[image: alt]
 ）2
 和组间变差B的均方B／（k－1）。

计算组内变差W＝[image: alt]
 和组内变差W的均方W/（n－k）。

计算全变差T＝[image: alt]
 。

4）平方和分解：全变差T＝组间变差B＋组内变差W，将全变差T中可能存在的组与组之间的差异都分解到组间变差B中去了，组内变差W中只有随机变差。

5）计算F＝[image: alt]
 ，以及检验的p值p＝P（F（k－1，n－k）≥F）。

6）方差分析（ANOVA）表。
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7）多重比较。

附6.1　用Excel的数据分析功能比较两组数据

1）将第一组数据和第二组数据分别输入例如到A列和B列；

2）选择工具下拉菜单；

3）选择数据分析选项；

4）在分析工具框中

●　若选择“F检验，双样本方差”
 则检验两个正态分布的方差是否相等。在F检验，双样本方差的对话框中：在变量1的区域①栏中键入第一组数据的区域；在变量2的区域②栏中键入第二组数据的区域；在α（A）栏中键入水平。水平的默认值为0.05。这里取默认值0.05。选择输出区域，并在输出区域栏中键入C1（让输出的检验计算从C1单元格开始）。然后单击确定。输出的计算结果见表6.2。

●　若选择“t检验，双样本等方差假设”
 ，则在两个正态分布等方差的条件下检验它们均值之差是否等于某个确定的值。运算顺序同“F检验，双样本方差”，只是其对话框增加了一个选择：“假设平均差（E）”栏目。意思是说检验它们均值之差是否等于键入的数。若键入“0”则检验均值是否相等。输出的计算结果见表6.4。

●　若选择“t检验，双样本异方差假设”
 ，则在两个正态分布异方差的条件下检验它们均值之差是否等于某个确定的值。运算顺序同“t检验，双样本等方差假设”。输出的计算结果见表6.6。

●　若选择“t检验，平均值的成对二样本分析”
 ，则检验成对数据的均值之差是否等于某个确定的值。运算顺序同“t检验，双样本等方差假设”。注意：成对数据的两组数据的个数是一样多的，应把成对的两个数分别输入到例如A列和B列同一行的两个单元格中去。输出的计算结果见表6.9。

附6.2　用Excel的数据分析功能进行方差分析（ANOVA）

首先将数据例如表6.10的4种职业从业人员的工作压力感的调查数据分别输入到A列的第1到第11、B列的第1到第11、C列的第1到第10和D列的第1到第10等单元格中去。接下来的顺序与“F检验，双样本方差”的基本相同，仅有两点不同。一是在分析工具框中选择“方差分析：单因素方差分析”；二是“在方差分析：单因素方差分析”对话框的输入区域①栏中键入a1∶d11。输出的计算结果见表6.11与表6.12。

习题六

1．众所周知，汽车的使用年限越长其平均每年的修理费用越大。与此相类似地，有不少人认为随着汽车使用年限的增长，年修理费的方差也在增大。为检验这个假设是否正确，随机调查了25辆已使用4年的汽车的年修理费用和20辆已使用2年的汽车的年修理费用，所得数据见表6.18（单位：元）。

表6.18　汽车的年修理费用
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①　假设汽车的年修理费用服从正态分布。用来论证随着汽车使用年限的增长年修理费的方差是否也增大的检验方法有哪一些？你使用的是什么样的检验方法？

②　你设定的原假设与备择假设各是什么？你的检验方法的p值等于多少？你的检验的结论是什么？

③　根据表6.18的数据，如果你认为随着汽车使用年限的增长年修理费的方差也增大，则你的判断出错的可能性有多大？

2．据说会计师的起始年薪比财务计划人员的起始年薪高。为检验这个说法是否正确，随机调查8个会计师和9个财务计划人员的起始年薪。样本数据（单位：千元）见表6.19。

表6.19　会计师与财务计划人员的起始年薪
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①　假设会计师和财务计划人员的起始年薪的分布都是正态分布，用来检验会计师的起始年薪的平均值是否比财务计划人员的起始年薪的平均值高的检验方法有哪一些？你打算使用什么样的检验方法？

②　请写出“会计师的起始年薪的平均值是否比财务计划人员的起始年薪的平均值高”的检验问题的原假设与备择假设，以及检验法则。

③　请使用Excel的数据分析功能计算检验的p值，p值等于多少。你的检验的结论是什么？

④　根据表6.19的数据，如果你认为会计师的起始年薪的平均值比财务计划人员的起始年薪的平均值高，则你的判断出错的可能性有多大？

3．据说方法A生产的药片厚，而方法B生产的药片薄。为检验这个说法是否正确，现从这两种方法生产出来的药片中随机抽取一部分，测得的厚度如表6.20所示。

表6.20　药片厚度
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①　假设这两种不同方法生产出来的药片厚度的分布都是正态分布，用来检验方法A生产的药片的平均厚度是否比方法B生产的药片的平均厚度大的检验方法有哪一些？你打算使用什么样的检验方法？

②　请写出“方法A生产的药片的平均厚度a是否比方法B生产的药片的平均厚度b大”的检验问题的原假设与备择假设，以及检验法则。

③　请使用Excel的数据分析功能计算检验的p值，p值等于多少。你的检验的结论是什么？

④　根据表6.20的数据，如果你认为方法A生产的药片的平均厚度a比方法B生产的药片的平均厚度b大，则你的判断出错的可能性有多大？

4．某俱乐部有一个妇女减肥的健美锻炼项目。有20个妇女参加了这个项目历时一个月的锻炼活动。之前与之后这20个妇女的体重（单位：千克）见表6.21。

表6.21　参加历时一个月的减肥健美活动之前与之后的体重
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①　妇女参加这个项目历时一个月的锻炼活动之后的平均体重是否比活动之前的平均体重轻？你使用的是什么样的检验方法？

②　俱乐部说，参加了这个项目历时一个月的锻炼活动之后的平均体重能减轻3千克。根据表6.21的数据，检验俱乐部的说法是否属实。

5．某公司的管理人员来自3所大学，其中n1
 ＝7名管理人员来自A大学，n2
 ＝6名来自B大学，n3
 ＝7名来自C大学。该公司的N＝n1
 ＋n2
 ＋n3
 ＝20名管理人员的年度表现评分的数据列于表6.22。年度表现评分从0到100，其中100是最高的。问：来自这3所大学的管理人员的表现有没有差异？

表6.22　某公司20个管理人员的年度表现评分
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6．表6.23的数据是游泳、打篮球和骑自行车等3种不同的运动在30分钟内消耗的热量（单位：卡路里）。这些数据是否说明这3种运动消耗的热量没有差异？

表6.23　3种不同的运动消耗的热量
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7．
 性别歧视？
 某企业有26个女职工和24个男职工。他们的工资收入数据见表6.24（单位：元）。表6.24和下面的表6.25、表6.26的数据分别摘自参考书目［6］
 的345页和491页上面的表。


表6.24　男女职工的工资收入
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表6.25　男女职工的工龄
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表6.26　男女职工的工资收入和工龄
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①　女职工抱怨，我们的工资比男职工低，企业歧视女性。她们的抱怨有没有道理？假设职工工资收入服从正态分布。

②　假如职工工资收入不服从正态分布，那该怎么办？你能否用表格、图画的形式形象地回答女职工抱怨有没有道理？

③　男职工说，企业没有歧视女性。我们的工资为什么比女职工高，这是因为我们的工龄（工作年限）比她们长。该企业男女职工工龄数据如下。男职工的反驳有没有道理？假设职工工龄服从正态分布。职工的工龄数据见表6.25（单位：年）。

又假如职工工龄不服从正态分布，你能否用表格、图画的形式形象地说明男职工的工龄比女职工的长？

④　该企业男女职工的工资收入和工龄的汇总数据见表6.26。请根据这批数据说明，女职工的抱怨有没有道理，企业有没有歧视女性。

提示：工资收入与工龄有关。因而男女职工工资收入的差异有工龄的影响。显然，如果比较同工龄（或工龄差不多）的男女职工的工资收入，那就没有（或基本没有）工龄的影响了。


第七章　相关与回归分析

第三章§3.2.3小节在以资产组合为例讨论两个随机变量和的方差时，结合图3.7－1与图3.7－2，我们说，基本上同时上升和同时下降的两个股票称它们有正相关关系，而基本上一个上升而另一个下降，一个下降而另一个上升的两个股票称它们有负相关关系。本章将详细讨论变量之间的相关分析，进而讨论回归分析。

§7.1　相关与回归

§7.1.1　正相关关系与正比例关系

必须注意正相关关系与正比例关系的区别。前者是对不确定性现象而言的，而后者是对确定性现象而言的。确定性现象的正比例关系是说，当其中的一个变量增加的时候，另一个变量肯定也增加。例如超市猪肉每500克12元，则顾客购买猪肉的支付总额与猪肉重量之间有正比例关系：

支付总额（元）＝12（元／500克）×重量（500克）

猪肉越重，支付总额肯定也越多，而且支付总额（元）一定等于单价12（元／500克）与猪肉重量（500克）的乘积。而不确定性现象的正相关关系是说，当其中的一个变量增大的时候，另一个变量有可能增大，也有可能减小，但总的来说增大的可能性大，减小的可能性小。或者说，当其中的一个变量增大的时候，另一个变量有增大的趋势。例如第一章提到的，“人的身高”与“脚印长度”有这样的正相关关系：

人的身高＝6.876×脚印长度±误差

脚印长度一样的人，他们长得并不一样高，这有多个方面的原因。他们来自不同的家庭，遗传基因不同、健康状况不同、饮食不同、运动习惯不同等都可能是造成脚印一样长但身高不一样的原因。每一个原因都可能产生误差，而正相关关系右边的误差是这一系列误差的总和。这个正相关关系告诉我们，如果某人的脚印长度比较长，则他身高总的趋势往往也比较高。其身高在“6.876×脚印长度”的上下波动。正因为有误差，所以有这样的情况：脚印长度长的人，其身高虽然往往比脚印长度短的人高，但也有可能比它矮，尽管这个可能性不大。

§7.1.2　负相关关系

除了正相关，成对的两个变量也可能负相关。所谓负相关关系，意思是说一个变量的值比较大的时候另一个变量的值却往往比较小。与之相应地，一个变量的值比较小的时候，另一个变量的值却往往比较大。对美国纽约州的一所医院全年289411份处方详细审查后，共发现了905份处方有错误。平均每天发生2.5份错误处方。显然，处方的错误率与医生的工作年限和经验有着极为密切的关系。第一年工作的医生平均错误率为0.425％，第二年工作的平均为0.234％，第三年工作的平均为0.198％，第四年工作的平均为0.081％。医生的工作年限与错误率有负相关关系。工作年限短的医生开错的处方并不一定比工作年限长的医生多。我们只能这样说，不论医生的工作年限是长还是短，都有可能开错处方，医生开错的处方有可能比较少甚至没有，也有可能比较多，甚至很多。但总的来说，工作年限短的医生开错处方的可能性比工作年限长的医生大。

汽油燃料的消费是大家普遍关心的一个问题。为了使得数据有可比性，用人均燃料消费量来衡量一个地区汽油燃料消费的程度，计算该地区有驾驶执照的人在地区总人口中所占的百分比。显然，人均燃料消费量与有驾驶执照的人占的百分比有正相关关系。此外人们还感兴趣的是，燃料消费与燃料税率之间有什么关系。显然，燃料消费与燃料税率之间有负相关关系。对某地区的有关数据的统计分析，得到的人均燃料消费量与有驾驶执照的人占的比例和税率之间有这样的关系：
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“有驾驶执照的人占的百分比”前面的系数47.35是正的，这说明人均燃料消费量与有驾驶执照的人占的百分比有正相关关系。“税率”前面的系数-32.08是负的，这说明人均燃料消费量与税率有负相关关系。由此看来，为控制汽油燃料消费量，可提高税率，也可限制驾驶执照的发行。这两项措施对于控制汽油燃料消费量有这样的作用：倘若不限制驾驶执照的发行，那么有驾驶执照的人每增加一个百分比，人均燃料消费量将约增加47.35升；倘若提升税率，则税率每升增加一分，人均燃料消费量将约减少32.08升。

§7.1.3　儿子身高的回归

英国著名生物和统计学家高尔顿（F.Gaiton，1822－1911）和他的学生，著名统计学家皮尔逊（K.Pearson，1856－1936）对测量得到的1078个父亲及其成年儿子身高的成对数据进行了研究。图7.1是1078对父亲及其成年儿子身高的散点图。
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图7.1　父亲及其成年儿子身高的1078对数据的散点图

由散点图可以看出，父亲及其成年儿子身高有正相关关系。这也就是说，父亲比较高则其成年儿子往往也比较高，而父亲比较矮则其成年儿子往往也比较矮。前一句话是说，若父亲比较高，其成年儿子有的高有的矮，但大多数比较高，或者说若父亲比较高则其成年儿子总的趋势也比较高。同样道理，比较矮的父亲其成年儿子总的趋势也比较矮。

说父亲比较高则其成年儿子往往也比较高，并不是说这些比较高的儿子长得都比父亲还要高，而是说他们比父亲比较矮的成年儿子总的来说要高一些。倘若父亲比较高则其成年儿子往往更高，而父亲比较矮则其成年儿子往往更矮，长此一代一代地传下去，那势必产生两拨人，一拨人越来越高，而另一拨人越来越矮，高矮非常明显。事实上，人类与生物学的其他种族都是稳定的，并没有发生这种两极分化的情况。人的身高为什么没有发生两极分化，其原因就在于：

●　父亲比较高则其成年儿子往往也比较高，并不是说这些比较高的儿子长得都比父亲还要高。事实上这些比较高的儿子中总的来说，没有父亲高的儿子多一些，比父亲还高的儿子少一些。父亲高，其儿子比他矮的可能性大。


●　父亲比较矮则其成年儿子往往也比较矮，并不是说这些比较矮的儿子长得都比父亲还要矮。事实上这些比较矮的儿子中总的来说，没有父亲矮的儿子多一些，比父亲还矮的儿子少一些。父亲矮，其儿子比他高的可能性大。


总之，儿子身高有着向种族平均身高回归的趋势（见图7.2）。正因为儿子的身高存在着关于父亲身高的回归，人的身高才没有两极分化，是稳定的。在统计学中，这一类现象的统计分析称为是回归分析，其中“回归”一词出于高尔顿和皮尔逊的父亲和儿子身高的遗传学的例子。必须注意的是，人的身高没有发生两极分化仅仅是“回归分析”的一个作用。如今的回归分析比起高尔顿和皮尔逊的儿子身高的回归有了非常大的实质性的发展，凡是根据一个或一组变量预测另一个或一组变量的问题，统称为回归分析。回归分析的内容非常丰富，应用范围很广，它在各个方面都有着巨大的作用。
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图7.2　儿子身高向着种族平均身高的回归现象

高尔顿和皮尔逊通过对父亲及其成年儿子身高的正相关关系的深入研究发现了这个回归现象。根据1078个父亲及其成年儿子的身高的测量值，进一步研究发现，父亲及其成年儿子身高之间的正相关关系可描述为

成年儿子的身高（厘米）＝85.67＋0.516×其父亲的身高（厘米）±误差

这个等式告诉我们成年儿子的身高在“85.67＋0.516×其父亲的身高”的上下波动。大家知道人的身高的分布是正态分布N（μ，σ2
 ）。因而这个正相关关系还可以描述为

成年儿子的身高（厘米）的分布是正态分布N（85.67＋0.516×父亲身高，σ2
 ）。

第三章§3.5节提到，正态分布N（μ，σ2
 ）均值μ有非常好的性质：μ既是均值、又是中位数和众数。由此可见

1）身高例如为x（厘米）的父亲很多，其成年儿子有的长得高，有的长得矮，成年儿子平均高度为85.67＋0.516×x；

2）身高例如为x（厘米）的父亲很多，身高超过“85.67＋0.516×其父亲的身高”的成年儿子有一半，身高比“85.67＋0.516×其父亲的身高”矮的成年儿子也有一半；

3）身高例如为x（厘米）的父亲很多，身高为“85.67＋0.516×其父亲的身高”的成年儿子最多。

下面根据第二句话给出图7.2的回归现象的一种解释。

●　倘若某父亲比较高，例如身高180厘米，那么他的成年儿子的身高超过85.67＋0.516×180＝178.55厘米的可能性正好等于0.5。由此可见，成年儿子的身高超过父亲身高180厘米的可能性不到0.5。因而成年儿子的身高没有超过父亲身高180厘米的可能性就比0.5大。这就印证了图7.2右边所显示的情况：长得比较高的父亲其成年儿子往往比较高，但是比父亲还高的儿子少一些，没有父亲高的儿子多一些。
 可以证明：只要父亲长得比177厘米高，就有图7.2右边所显示的情况。而且，父亲越高，没有父亲高的儿子越多。注意，177厘米是根据高尔顿和皮尔逊的1078对父亲及其成年儿子的身高数据得出来的，换一批数据，换一个国家或地区，得出的不一定是177厘米，但可以肯定的是，有这样的一个高度，父亲身高超过了这个高度，就有图7.2右边所显示的情况。此外，由于有1078对数据，数据量比较大，则还可以肯定的是，倘若高尔顿和皮尔逊另外再对比较多的家庭，测量父亲及其成年儿子的身高，由这一批数据得出的高度与177厘米相差不会太多。

●　类似地，倘若某父亲比较矮，例如身高为165厘米，那么他的成年儿子的身高超过85.67＋0.516×165＝171.81厘米的可能性正好等于0.5。由此可见，成年儿子的身高超过父亲身高165厘米的可能性比0.5大。因而成年儿子的身高没有超过父亲身高165厘米的可能性就比0.5小。这就印证了图7.2左边所显示的情况：长得比较矮的父亲其成年儿子往往比较矮，但是比父亲还矮的儿子少一些，没有父亲矮的儿子多一些。
 可以证明：只要父亲长得比177厘米矮，就有图7.2左边所显示的情况。而且，父亲越矮，没有父亲矮的儿子越多。

上面所述的就是图7.2显示的回归现象发生缘由的一个说明。而这也说明了为什么人们将下面这个等式称为是父亲身高与其成年儿子身高的回归模型：

儿子的身高（厘米）＝85.67＋0.516×父亲身高（厘米）±误差

§7.1.4　预测孩子成年后身高

高尔顿和皮尔逊所建立的父亲身高与其成年儿子身高的回归模型的进一步研究发现，概率95％的误差为9.51厘米：

成年儿子身高（厘米）＝85.67＋0.516×父亲身高（厘米）±9.51厘米，概率为95％

9.51厘米的误差不小。例如，某父亲身高170厘米，根据这个回归模型我们预测，其成年儿子的身高为85.67＋0.516×170＝173.39（厘米），上下误差不超过9.51厘米，概率为95％。这也就是说，身高179厘米的父亲，其成年儿子身高的置信水平（概率）为95％的预测区间为

173.39±9.51，即（173.39－9.51，173.39＋9.51）＝（163.88，182.9）

将身高170厘米的父亲的成年儿子身高估计在163.88厘米和182.9厘米之间，这个区间的长度达到19.02厘米，其范围太大了。看来为预测成年儿子的身高，仅知道其父亲的身高是不够的，可能还需要知道其他更多的信息，例如其母亲身高，或其祖父、祖母、外祖父、外祖母等人的身高等。显然，为预测成年儿子的身高，除了父亲的身高，母亲的身高是另一个重要的依据。我国湖北省体育科学研究所提出的根据父母亲身高计算其成年儿子和女儿身高的公式分别为

儿子身高＝56.699＋0.419×父亲身高（厘米）＋0.265×母亲身高（厘米）±3厘米

女儿身高＝40.089＋0.306×父亲身高（厘米）＋0.431×母亲身高（厘米）±3厘米

通常将3厘米理解为概率为95％的预测误差。根据父母亲身高预测成年孩子的身高，上下波动3厘米，预测区间的长度为6厘米，它的精度比仅根据父亲身高的预测提高了很多。

仅根据父亲的身高预测其成年儿子的身高的回归模型：

儿子的身高（厘米）＝85.67＋0.516×父亲身高（厘米）±误差

称为是一元回归模型，其中待预测的“儿子的身高”称为因变量，用于预测的“父亲身高”称为自变量。根据父亲与母亲身高预测其成年儿子的身高的回归模型：

儿子身高＝56.699＋0.419×父亲身高（厘米）＋0.265×母亲身高（厘米）±误差

称为二元回归模型，用于预测的自变量有两个，“父亲身高”与“母亲身高”。自变量越多，预测的误差越小。当然，自变量越多，模型就越复杂，往往难以抓住关键的自变量，且计算的工作量就越大，用起来也就越不方便。因而自变量并不是越多越好。总之，自变量多到预测的误差满足实际需要就可以了。显然，选用哪些自变量来进行预测最需慎重考虑。这在很大程度上依赖于我们对所研究的问题的实际背景的理解。解决此类问题要具体问题具体分析。在知道了父亲身高之后，为减少成年儿子身高的预测误差，为什么选用母亲身高，而不是选用祖父或祖母身高、外祖父或外祖母身高的问题，值得大家思考。

§7.1.5　回归模型

首先讨论只有一个自变量的一元回归模型（简称回归模型）。为简化起见，通常将自变量记为x，因变量记为y，并且将根据自变量x预测因变量y的回归模型记为

y＝ax＋b＋e

模型中的a和b分别称为斜率和截距，e表示误差（error）。e是个随机变量，通常假设e的分布是正态分布N（0，σ2
 ）。由此可见，因变量y的分布是正态分布N（ax＋b，σ2
 ）。方差σ2
 越小，回归模型y＝ax＋b＋e就越精确。

●　在斜率a大于0是正数的时候，自变量x和因变量y有正相关关系：自变量x比较大时因变量y往往也比较大；

●　在斜率a小于0是负数的时候，自变量x和因变量y有负相关关系：自变量x比较大时因变量y往往比较小。

总之，用回归模型“y＝ax＋b＋e”描述的相关关系，特称为直线相关关系。


前面说，人的身高与脚印长度之间的回归模型就可以写为y＝6.876x＋e，其中因变量y表示人的身高，自变量x表示脚印长度，斜率a＝6.876，截距b＝0。人的身高与脚印长度之间有直线正相关关系。前面说的“医生的工作年限”与“处方的错误率”之间有负相关关系，但难说它们之间是直线负相关关系。

根据父亲身高预测其成年儿子身高的回归模型就可以写为：y＝0.516x＋85.67＋e，其中因变量y表示儿子的身高，自变量x表示父亲身高，斜率a＝0.516，截距b＝85.67。父亲身高与其成年儿子身高有直线正相关关系。儿子身高关于父亲身高的回归模型的概率95％的误差为9.51厘米。大家很可能会问，这个回归模型是如何建立的？这些斜率和截距的数值，以及概率例如是95％的误差是如何计算的？本章下一节§7.2将以第一章的美国黄石国家公园间歇喷泉的例子，来阐述这些问题。

建立了回归模型，例如在美国黄石国家公园间歇喷泉的例子中，我们就可以根据这一次喷发的持续时间，预报“到下一次喷发的间隔时间”为

到下一次喷发的间隔时间（分）＝10.74097×这一次喷发持续时间（分）＋33.82821，并且概率95％的误差为13.09792分钟。由此可见，回归模型的应用非常广泛，预测（或称为预报）是它的一个非常重要的应用。

§7.2　建立回归模型

建立回归模型用于预测，一般来说有以下4个步骤：


1）收集数据；



2）判断变量之间有没有相关性；



3）计算回归直线；



4）给出预测误差和概率。


本节将结合美国黄石国家公园间歇喷泉的例子，介绍如何应用Excel软件估计斜率a和截距b，以及如何计算误差和置信水平（概率）。

§7.2.1　收集数据

数据不能太少。根据太少的数据发现的相关关系可能是不真实的，找到的回归模型不能用来预测。1978年8月1日至8月8日清晨8时至午夜老忠实间歇喷泉的喷发持续时间（分钟）和到下一次喷发的间隔时间（分钟）的107对数据见表7.1。数据摘自参考书目［14］
 第九章例9.1，其中x表示喷发持续时间，y表示到下一次喷发的间隔时间。107对数据（案例）应该说是比较多的。

表7.1　美国黄石国家公园老忠实间歇喷泉的107对数据
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§7.2.2　判断变量之间有没有相关性

预测问题的第二步工作是判断变量之间有没有相关性。我们这里是通过制作交叉分组列表和画散点图来判断相关性。这个方法比较直观，容易理解。此外还有定量的判断方法，留待本章下一节§7.3讲解。

交叉分组列表的制作步骤如下：

寻找最小值和最大值：喷发持续时间的最小值1.7、最大值4.9；到下一次喷发的间隔时间的最小值为42、最大值为95；

将数据分组：一般分5到20组。喷发持续时间分7组，组距为0.5；到下一次喷发的间隔时间分6组，组距为10；

计算频数：经观察计数，107对数据中喷发持续时间在1.6～2.0之间，到下一次喷发的间隔时间在41～50之间的有6对。其余的依此类推。

表7.2是根据表7.1的数据得到的交叉分组列表。

表7.2　交叉分组列表（喷发持续时间×到下一次喷发的间隔时间）
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运用Excel制作表7.1数据的交叉分组列表需使用IF函数。IF函数的功能：判断某个给定的条件是否成立，若判断成立，则返回一个特定的值，否则返回另一个特定的值。交叉分组列表制作的步骤如下：

1）建立数据文件，例如将表7.1的喷发持续时间（x）的数据放在A列的第2至第108个单元格，到下一次喷发的间隔时间（y）的数据放在B列的第2至第108个单元格，并在A列和B列的第1个单元格，以及C列和D列的第1个单元格分别输入“持续时间”和“间隔时间”。

2）在C列的第2个单元格输入：

＝IF（A1<＝2，"X1"，IF（A1<＝2.5，"X2"，IF（A1<＝3，"X3"，IF（A1<＝3.5，"X4"，IF（A1<＝4，"X5"，IF（A1<＝4.5，"X6"，IF（A1<＝5，"X7"）））））））；

然后确定，鼠标往下拉直到C列的第108个单元格，则A列的第2至第108个单元格上的数值（喷发持续时间）就分别依次转化为C列的第2至108个单元格上的属性（定性）数据。

3）在D列的第2个单元格输入：

＝IF（B1<＝50，"Y1"，IF（B1<＝60，"Y2"，IF（B1<＝70，"Y3"，IF（B1<＝80，"Y4"，IF（B1<＝90，"Y5"，IF（B1<＝100，"Y6"））））））；

然后确定，鼠标往下拉直到D列的第108个单元格，则B列的第2至第108个单元格上的数值（下一次喷发的间隔时间）就分别依次转化为D列的第2至108个单元格上的属性（定性）数据。

4）使用Excel“数据”菜单上的“数据透视表和数据透视图（P）”命令就可制作“喷发持续时间×到下一次喷发的间隔时间”的交叉分组列表7.2。其制作过程同第二章§2.2.1小节所述的定性数据的列表描述方法。

交叉分组列表7.2的左上角和右下角的方格中都是0。这说明喷发持续时间短但到下一次喷发的间隔时间长，以及喷发持续时间长但到下一次喷发的间隔时间短都不大可能发生。去掉这些0，中间用实线围着的灰色部分显然有向上的趋势。由交叉分组列表7.2可以看到，喷发持续时间与到下一次喷发的间隔时间有正相关关系，而且它们的关系基本上是直线关系。除了交叉分组列表，还可以在散点图上更加直观形象地看到它们之间的这样一种关系。

图7.3是根据表7.1的数据得到的散点图。考虑到制作交叉分组列表的工作比较复杂，因而预报问题的第二步工作通常仅画散点图。
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图7.3　喷发持续时间与到下一次喷发的间隔时间的散点图

只需要启动Excel中文版“插入”菜单上的“函数”命令就可以画散点图，其步骤如下：

1）建立数据文件，例如，将表7.1的喷发持续时间（x）的数据放在A列的第1至第107个单元格，到下一次喷发的间隔时间（y）的数据放在B列的第1至第107个单元格；

2）选中A、B两列；

3）选择函数下拉菜单，或点击Excel上方的常用工作栏的图表向导；

4）选择图表选项；

5）选择XY散点图，然后在对话框中选择完成。建议大家在对话框中选择下一步，看看接下来要做什么。

散点图7.3大致显示出，若喷发持续时间短，则到下一次喷发的间隔时间往往也比较短；而若喷发持续时间长，则到下一次喷发的间隔时间往往也比较长。它们之间有正相关关系。散点图7.3也显示出，数据点大致落在左下角和右上角的两个点簇中。这说明喷发持续时间或者比较短，或者比较长，中间的不多见。散点图7.3启示我们，画一条直线（见图7.4），使得这条直线在散点图上这些数据点的中间。

[image: alt]


图7.4　喷发持续时间与到下一次喷发的间隔时间的直线正相关关系

有了这条直线之后就可以根据这一次喷发的持续时间预报到下一次喷发的间隔时间。例如这一次喷发持续3分钟，则从图7.4横坐标上点3（喷发持续时间）出发往上画垂直线，一直画到与这一条直线相交为止。然后从交点出发往左画水平线，一直画到与纵坐标相交为止。交点的纵坐标值就是到下一次喷发的间隔时间的预报值。这个预报值大致为66分钟。这个预报的过程见图7.5。
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图7.5　到下一次喷发的间隔时间的预报

在散点图7.3上画直线依据的是人的主观判断。例如图7.4上的这条直线，可能有人认为不是很恰当，尤其对右上角的这个点簇来说它应该再往上撬一点。但倘若往上撬则对左下角的这个点簇来说就不恰当了。

我们知道y＝ax＋b是坐标平面上的直线方程，所以在散点图7.3上寻找一条直线，使得这条直线在散点图上这些数据点的中间，相当于寻找a和b，使得直线：

到下一次喷发的间隔时间＝a×喷发持续时间＋b

符合要求。这条直线方程称为直线回归方程，简称回归直线。


可以应用Excel软件估计a和b值。显然，这个定量方法是一种客观的判断方法。其推导过程需要应用统计分析的理论和方法，本书从略。

§7.2.3　计算回归直线

就我们所讨论的美国黄石国家公园间歇喷泉的例子而言，只要把斜率a和截距b估计出来，就得到了回归直线。启动Excel中文版“插入”菜单上的“函数”命令就可以计算斜率a和截距b。此外，我们也可以输入某个函数的名称及其计算要求直接进行计算。直接计算的步骤如下：

1）建立数据文件，例如，将表7.1的喷发持续时间（x）的数据放在A列的第1至第107个单元格，到下一次喷发的间隔时间（y）的数据放在B列的第1至第107个单元格。

2）在其他任意一个单元格上输入：


“＝slope（b1:b107，a1:a107）”，然后确定，则得斜率（Slope）a＝10.74097


3）在其他任意另一个单元格上输入：


“＝intercept（b1:b107，a1:a107）”，然后确定，则得截距（Intercept）b＝33.82821


必须注意的是，首先输入待预报的因变量：到下一次喷发的间隔时间（y）的数据b1∶b107，然后输入可观察的自变量：喷发持续时间（x）的数据a1∶a107。输入的次序不能颠倒。
 严格地说，斜率a＝10.74097和截距b＝33.82821是根据1978年8月1日至8月8日清晨8时至午夜的107对观察数据（见表6.1）计算得到的，它并不是斜率a和截距b的真正的值。倘若我们在另外的时间再进行观察，则由此计算得到的斜率a和截距b的值极有可能与a＝10.74097和b＝33.82821不一样。因而a＝10.74097和b＝33.82821应称作根据1978年8月1日至8月8日清晨8时至午夜的107对观察数据计算得到的斜率a和截距b的估计值，简称估计值，或估计。估计值与真正的值有偏差。估计的精度如何是一个令人感兴趣的问题。根据统计理论和方法计算得到的斜率a和截距b的估计值，其偏差是可以控制的，且随着我们观察次数越来越多，估计的精度将越来越高。

有了斜率a和截距b的估计，我们就有了回归直线：



到下一次喷发的间隔时间＝10.74097×喷发持续时间＋33.82821


图7.4上的这条线直就是根据这个回归直线画出来的。

有了回归直线，我们就能根据喷发持续时间的观察值预测到下一次喷发的间隔时间，其预报值就是

到下一次喷发的间隔时间的预报值＝10.74097×喷发持续时间＋33.82821。

倘若这一次喷发持续3分钟，将它代入回归直线，由于

10.74097×3＋33.82821＝66.05112，

故预报下一次喷发大概在66.05112分钟后发生。这说明喷发持续3分钟时，到下一次喷发的间隔时间可能超过66.05112分钟，有正误差；也可能不到66.05112分钟，有负误差；其平均为66.05112分钟。这也就是说，喷发持续3分钟时到下一次喷发的间隔时间在66.05112分钟的上下波动。由回归直线得到预报值之后，下一步的工作就是讨论波动的幅度，误差的范围有多大，也就是预报的精度有多大。

§7.2.4　给出预测误差和概率

这项工作关系到预测的可信程度，很重要。一般来说可以分成以下两个步骤来完成：


1）计算“y关于x的标准误”；



2）计算预测误差和概率。


在预报问题的第4步，我们假设变量的分布是正态分布，这也就是说，根据自变量x预测因变量y的回归模型y＝ax＋b＋e，还可以表述为，知道了自变量x之后，因变量y的分布是正态分布N（ax＋b，σ2
 ）。例如，对于我们所讨论的美国黄石国家公园间歇喷泉的例子，在得到了斜率a和截距b的估计后，我们就可以说

到下一次喷发的间隔时间y的分布是正态分布N（10.74097x＋33.82821，σ2
 ），

其中，x是喷发持续时间。显然，接下来的问题就是，方差σ2
 或标准差σ该如何估计？

启动Excel中文版“插入”菜单上的“函数”命令就可以得到标准差σ的估计。此外，我们也可以输入函数名直接进行计算。首先建立数据文件，例如将表7.1的喷发持续时间（x）的数据放在A列的第1至第107个单元格，到下一次喷发的间隔时间（y）的数据放在B列的第1至第107个单元格。然后在其他任意一个单元格上输入：


“＝steyx（b1:b107，a1:a107）”，然后确定，则得标准差σ的估计等于6.68261。



提醒大家注意的是，首先输入待预报的因变量的数据b1∶b107，然后输入可观察的自变量的数据a1∶a107。输入的次序不能颠倒。
 注意，这个Excel函数命令的前3个字母“ste”是standard error（标准误）的简写。这个函数命令“steyx”是“因变量y关于自变量x的回归标准误”
 的意思，简单地说，就是“y关于x的标准误”
 。有了标准差σ的估计6.68261之后，我们就可以说，在喷发持续时间已知等于x的时候，到下一次喷发的间隔时间y的分布是正态分布N（10.74097x＋33.82821，6.682612
 ）。由此可见，根据第二章§2.3.4小节的经验法则，我们就能说

●　倘若喷发持续时间为x（分钟），则到下一次喷发的间隔时间y（分钟）在（10.74097x＋33.82821）±6.68261之间的概率为68.27％。这也就是说，概率68.27％的误差为一个标准差6.68261。

●　倘若喷发持续时间为x（分钟），则到下一次喷发的间隔时间y（分钟）在（10.74097x＋33.82821）±2×6.68261之间的概率为95.45％。这也就是说，概率95.45％的误差为两个标准差2×6.68261＝13.36522。

●　倘若喷发持续时间为x（分钟），则到下一次喷发的间隔时间y（分钟）在（10.74097x＋33.82821）±3×6.68261之间的概率为99.73％。这也就是说，概率99.73％的误差为3个标准差3×6.68261＝20.04783。

概率95.45％、误差两个标准差2×6.68261＝13.36522（分钟）看来比较恰当，人们可以接受。当然，概率95.45％带有小数点，总让人感到不满意。如果希望概率改为整数95％，那就需要应用第三章的图3.27与表3.22，或者下面的表7.3与图7.6。表7.3给出了有关标准正态分布的几个数，而图7.6说明了它们的含义。记住这些数这对于在利用回归方程进行预报时计算误差与概率十分有用。

表7.3　标准正态分布N（0，1）中间部分的概率和系数
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图7.6　标准正态分布N（0，1）中间部分的概率和系数

表7.3与图7.6告诉我们，对于标准正态分布N（0，1）而言，

●　它在-1.2816与1.2816之间的概率（比例）为80％；

●　它在-1.6449与1.6449之间的概率（比例）为90％；

●　它在-1.9600与1.9600之间的概率（比例）为95％；

●　它在-2.5758与2.5758之间的概率（比例）为99％。

那么，对于一般的正态分布N（μ，σ2
 ）而言，

●　它在μ－1.2816σ与μ＋1.2816σ之间的概率（比例）为80％；

●　它在μ－1.6449σ与μ＋1.6449σ之间的概率（比例）为90％；

●　它在μ－1.9600σ与μ＋1.9600σ之间的概率（比例）为95％；

●　它在μ－2.5758σ与μ＋2.5758σ之间的概率（比例）为99％。

用得比较多的是概率（比例）为95％的情况。

到下一次喷发的间隔时间y的分布是正态分布N（10.74097x＋33.82821，6.682612
 ），其中标准差σ＝6.68261，1.9600×6.68261＝13.09792，所以到下一次喷发的间隔时间y在10.74097x＋33.82821－13.09792与10.74097x＋33.82821＋13.09792之间的概率为95％。这也就是说，

到下一次喷发的间隔时间y在10.74097x＋33.82821±13.09792之间的概率为95％。由此得到，美国黄石国家公园间歇喷泉的预报问题的解：


若喷发持续时间为x（分钟），则预报下一次喷发大概在10.74097x＋33.82821（分钟）后发生，其概率95％的预报误差为13.09792（分钟）。这也就是说，若喷发持续时间为x（分钟），则下一次喷发间隔时间的概率95％的预测区间为10.74097x＋33.82821±13.09792（分钟）。


图7.7的中间、上面与下面的3条直线分别为
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图7.7　预测值与预测区间

中间那条直线为下一次喷发间隔时间y的预测值：y＝10.74097x＋33.82821;

上面那条直线为概率95％的下一次喷发间隔时间y的预测区间的上限：

y＝10.74097x＋33.82821＋13.09792；

下面那条直线为概率95％的下一次喷发间隔时间y的预测区间的下限：

y＝10.74097x＋33.82821－13.09792。

在表7.1的107对观察值（案例）中，超过概率95％的预测区间上限的有3个点，低于概率95％的预测区间下限的有1个点，在概率95％的预测区间里面的有103个点。由此可见，这个预测区间的预测情况是较为满意的。

前面说了，使用回归模型进行预测，一般来说有4个步骤：

1）收集数据；

2）画散点图判断变量之间有没有相关性；

3）计算斜率和截距，得到回归直线，给出预测值；

4）计算回归标准误，给出预测误差和概率。

可能有人会说，画散点图判断变量之间有没有相关性这个步骤能否省略？有了数据马上直接计算斜率和截距，计算预报误差和概率，这样岂不很快就得到了预报的计算公式？这样的做法是有问题的。这样做，我们就可以在任意两个变量之间计算回归直线，根据一个变量的数值来预报另一个变量的数值。倘若这两个变量没有丝毫的相关性，这样建立的预报计算公式有什么意义？画散点图判断变量之间有没有相关性这个步骤不能省略。只有当变量之间有了相关性之后，预报才有意义。事实上，这项工作还需要加强，除了图示，还需计算相关系数，使用数值方法判断变量之间有没有相关性，见下一节。

画散点图除了判断相关性，还可以用来发现数据中有没有例如异常数据等。看散点图7.8－1你就会发现有一个异常的观察值。除诊断异常值之外，散点图还可用来诊断发现的异常值有没有很大的影响力。看散点图7.8－2你就会发现，右边这个异常观察值的影响力非常大。去掉这个观察值，根据剩下的观察值求得的回归直线方程的方向向上。倘若不去掉它，根据所有的观察值求得的回归直线方程的方向就向下了。这足以说明右边的这个观察值的影响力之大。这种类型的观察值称为是强影响力观察值，或高杠杆率观察值。强影响力观察值的自变量（或因变量）往往与众不同，比较大或比较小。因而人们通常怀疑变量取极端值的观察值可能是强影响力观察值。异常值与强影响力观察值不要轻易地删除它。它们很可能会给我们提供很多的信息。当然如图7.8－1和图7.8－2那样有着明显的异常值和强影响力观察值的图是不多见的。看散点图有没有这种类型的观察值，更多的是依靠人的经验、判断能力和对实际问题的背景的理解。判断有没有异常值，以及有没有强影响力观察值的这些工作就是所谓的回归诊断。回归诊断的内容非常实用，且很丰富。散点图等是简单、直观且有效的回归诊断方法。
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图7.8－1　有一个异常值的数据
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图7.8－2　有一个强影响力观察值的数据

§7.3　相关系数

设有两个变量x和y，例如，“喷发持续时间”和“到下一次喷发的间隔时间”。观察n＝107次喷发，测量每一次喷发的持续时间和到下一次喷发的间隔时间。从而有来自这两个变量的n＝107对的成对数据
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这两个变量x和y，“喷发持续时间”和“到下一次喷发的间隔时间”的线性相关的程度可用相关系数r来度量。

仅需启动Excel“插入”菜单上的“函数”命令就可以计算相关系数r的值。首先建立数据文件，例如将表7.1的喷发持续时间（x）的数据放在A列的第1至第107个单元格，到下一次喷发的间隔时间（y）的数据放在B列的第1至第107个单元格。接着在其他任意一个单元格上输入：


“＝correl（a1∶a107，b1:b107）”，然后确定，则得相关系数r＝0.858427。


这个相关系数值是正的，这说明喷发持续时间x与到下一次喷发的间隔时间y是正线性相关，简称正相关。相关系数的计算与数据输入的次序，自变量数据在先，还是因变量数据在先是没有关系的。
 若输入：“＝correl（b1∶b107，a1∶a107）”，仍然得相关系数r＝0.858427。

相关系数有下述两个非常好的性质：


性质一
 　相关系数r的值与数据的单位没有关系。如果将表7.1的喷发持续时间（或到下一次喷发的间隔时间）的数据单位由分改为例如秒，仍然得相关系数r＝0.858427。


性质二
 　相关系数r的值总是在－1和1之间：
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在r＝1时，变量x与y有确定的正的向上的直线关系（见图7.9－1）；r越接近1，变量x与y越有正的向上的直线关系，即越有正线性相关性（见图7.9－2）。在r＝-1时，变量x与y有确定的负的向下的直线关系（见图7.9－5）；r越接近-1，变量x与y越有负的向下的直线关系，即越有负线性相关性（见图7.9－4）。总之，在r2
 越大，越是认为线性相关。显然，在r＝0，或接近于0的时候，认为变量x与y没有线性相关性（见图7.9－3）。
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图7.9－1　r＝1
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图7.9－2　r＝0.8
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图7.9－3　r＝0
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图7.9－4　r＝-0.8
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图7.9－5　r＝-1

相关的概念最早是高尔顿提出的。相关系数的计算公式首先由埃其渥斯（Francis Ysidro Edgeworth，1845－1926）给出。埃其渥斯出生在爱尔兰，牛津大学毕业后一直在英国工作。由于皮尔逊将当时已有但表述含混不清的相关和回归的结果作了系统的综合整理，在理论和方法上都作了全新的处理与发展，因而这个相关系数通常称为皮尔逊相关系数。

在r＝0或接近于0时变量x与y的不线性相关性包括很多的情况。首先说不相关，然后说线性不相关的含义。

所谓不相关，意思是说一个变量的值比较大或比较小的时候，另一个变量的值可能比较大也可能比较小，没有什么增加或减少的趋势可言，如图7.9－3所示。必须注意的是，


在两个变量不相关时，并不是说它们之间一点关系都没有。


例如，某地逐月的气温（或降雨量），一个变量是时间（单位：月），一个变量是气温。一月接一月，一年接一年地过去，气温上升、下降、再上升、再下降，周而复始。气温有年周期性。由此可见，随着时间一年年地过去，气温这个变量显然没有单调上升或下降的趋势。时间与气温是不相关的，但是它们之间并不是一点关系都没有，它们有周期变化的趋势。

当然也可能有这样的情况，两个不相关的变量之间没有任何关系，也就是说它们有着第三章§3.2.4小节所介绍的变量独立
 的关系。变量独立时，一个变量取什么样大小的值对另一个变量的值没有任何影响。

必须注意的是，相关的两个变量可能不线性相关。例如，前面说的“医生的工作年限”与“处方的错误率”之间有负相关关系，但难说它们之间是直线负相关关系。这也就是说，难以找到根据自变量x（医生的工作年限）预测因变量y（处方的错误率）的（直线）回归模型“y＝ax＋b＋e”。当然也可能有这样的情况，用以预测的回归模型不是直线，而是二次、指数或对数的。又如行驶在高速公路上的汽车，紧急情况处理不当，发生了交通事故。交警往往根据刹车距离s推测他的车速v。显然，刹车距离s与车速v正相关。经过分析，用于预测的不是直线回归模型，而是刹车距离s是车速v的二次回归模型：s＝tv＋kv2
 ＋e，其中t为司机发现紧急情况到踩下刹车的反应时间，一次项tv可理解为这个过程汽车向前行驶的一段距离；k为制动系数，二次项kv2
 可理解为刹车后由于动能的作用，还要惯性地继续向前滑行的一段距离。不同状态的司机有不同的反应时间，例如饮酒司机的反应时间比未饮酒的司机长。不同型号的汽车和不同的路面状况有不同的制动系数，品质好的汽车的制动系数小一些，平整路面的制动系数大一些。由此看来，刹车距离s与车速v不是直线正相关。它们之间是二次的回归模型。二次、三次或更高次的回归模型统称为多项式回归模型。通常将多项式模型变换为有多个自变量的多元线性回归模型，然后利用线性回归模型的方法求解。这个问题留待下一节§7.4.4简要讨论。

§7.3.1　检验：是否线性相关

判断喷发持续时间x与到下一次喷发的间隔时间y的线性相关性实际上就是一个假设检验问题。“线性相关”的反面是“不线性相关”。不线性相关包括很多的情况，其中最为简单明了的情况是相互独立。是否相互独立是人们很为关心的一个问题。必须注意的是，


为简化是否线性相关的检验问题的讨论，人们通常将“独立”作为“线性相关”的反面，并且取原假设为独立，备择假设为线性相关。


将独立取为原假设，除了人们很关心的是否相互独立，也考虑到计算检验p值的需要。


是否线性相关的检验问题的原假设和备择假设分别为



H0
 ∶变量x和y相互独立，H1
 ∶变量x和y线性相关。


一般来说，人们是通过判断r的平方即r2
 是否太大了，来决定是否拒绝原假设。这也就是说r2
 可作为是否线性相关的检验问题的检验统计量，并且在r2
 比较大的时候拒绝原假设，认为变量x和y线性相关。令
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不难证明：若r2
 比较大，则F也比较大。反之亦真，若F比较大，则r2
 也比较大。因而F也可作为是否线性相关的检验问题的检验统计量，在F比较大的时候拒绝原假设，认为变量x和y线性相关。接下来的问题就是，如何判断F是否比较大？也就是如何计算检验的p值？F作为检验统计量的好处就在于，倘若原假设H0
 成立，变量x和y相互独立的时候，判断F是否比较大，仅需计算概率，也就是检验的p值

p＝P（F（1，n－2）≥F）

根据表7.1的n＝107对数据算得的喷发持续时间（x）与到下一次喷发的间隔时间（y）的相关系数r＝0.858427。由此得
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使用Excel，输入“＝fdist（294.083118，1，105）”，即得检验的p值

p＝P（F（1，105）≥294.0831188）＝3.24924·10－32


p值如此的小，使得我们毫无怀疑地拒绝原假设，认为喷发持续时间x与到下一次喷发的间隔时间y的线性相关性成立。这也就是说它们之间有直线回归模型：y＝ax＋b＋e。

根据皮尔逊的n＝1078个父亲及其成年儿子的身高的测量值，所得到的y（成年儿子的身高）与x（其父亲的身高）的相关系数r＝0.5。看来这个相关系数不很大。究竟大还是不大，这要看它的p值。由n＝1078和r＝0.5，算得F＝358.6667。y（成年儿子的身高）与x（其父亲的身高）是否线性相关的检验问题的p值为

p＝P（F（1，1076）≥358.6667）＝3.06793·10－69


p值如此的微小，这说明相关系数r＝0.5可以认为是很大的了。父亲及其成年儿子的身高线性相关性成立，它们之间有线性回归模型：y＝ax＋b＋e。社会统计（尤其是人口统计）的样本量往往成百上千比较大，因而0.3、0.4那样大小的相关系数也可看成是比较大的，由此就能说明所研究的两个量的线性相关性成立，它们之间有线性回归模型。当然这样得到的线性回归模型往往有改进的余地。

§7.3.2　测定系数


相关系数r的平方r2
 称为回归模型的测定系数（coefficient of determination）。


因变量y1
 ，y2
 ，…，yn
 的值为什么有的大有的小？因变量的这些变异的产生有多方面的原因，其中一个很重要的原因就是自变量的影响。在因变量的变异中，约有比例r2
 的原因可以用自变量的影响给予解释。换句话说，自变量可用来测定因变量的（比例）r2
 个变异。

根据表7.1的n＝107对数据算得的喷发持续时间（x）与到下一次喷发的间隔时间（y）的相关系数r＝0.858427，测定系数r2
 ＝0.736897。这说明，喷发间隔时间为什么有的长有的短，其73.7％的原因可以由上一次喷发持续时间有的长有的短来解释。为预测喷发间隔时间，上一次喷发持续时间约有四分之三的作用。人们曾尝试利用其他的信息，例如上次喷发间隔时间，以及再上一次喷发持续时间预测喷发持续时间。虽有改进，但不显著。考虑到由上一次喷发持续时间预测到下一次喷发间隔时间的概率95％的误差13.09792分钟可为人们接受，因而美国黄石国家公园是用上一次喷发持续时间这一个自变量来进行预测的。

根据皮尔逊的n＝1078个父亲及其成年儿子的身高的测量值，所得到的y（成年儿子的身高）与x（其父亲的身高）的相关系数r＝0.5，测定系数r2
 ＝0.25。这说明，成年儿子为什么有的高有的矮，其25％的原因可归结于其父亲的高矮。看来为预测成年儿子的身高，父亲的身高只有四分之一的作用，知道其他更多的信息例如母亲身高很有必要。

引入了相关系数与测定系数之后，前一节§7.2所说的回归模型预测的4个步骤可扩充到6个步骤：

1）收集数据；

2）画散点图，判断变量之间有没有相关性，有没有异常值和强影响力观察值；

3）计算相关系数；

4）计算斜率和截距，得到回归直线，给出预测值；

5）计算回归标准误、预测误差和概率，分析给出的预测误差和概率是否满足要求。

6）计算测定系数，分析得到回归直线有没有改进的余地。若需要改进，则根据问题的实际意义，寻找新的自变量。多元回归模型的求解见下一节。


*
 §7.3.3　相关系数的计算公式的由来

设有两个变量x和y，以及来自这两个变量的成对数据

[image: alt]
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 ，

首先分别计算x1
 ，x2
 ，…，xn
 和y1
 ，y2
 ，…，yn
 的平均数：
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所谓变量x和y正相关，就是xi
 的值比较大的时候yi
 的值往往也比较大，而xi
 的值比较小的时候yi
 的值往往也比较小。由此看来，在xi
 比它的平均数[image: alt]
 大的时候yi
 往往也比它的平均数[image: alt]
 大，而在xi
 比它的平均数[image: alt]
 小的时候yi
 往往也比它的平均数[image: alt]
 小。因而在变量x和y正相关的时候，离差xi
 －[image: alt]
 与yi
 －[image: alt]
 往往都是正的或都是负的，也就是说离差叉积（xi
 －[image: alt]
 ）（yi
 －[image: alt]
 ）往往为正。所谓往往为正，意思是说（x1
 －[image: alt]
 ）（y1
 －[image: alt]
 ），（x2
 －[image: alt]
 ）（y2
 －[image: alt]
 ），…，（xn
 －[image: alt]
 ）（yn
 －[image: alt]
 ）这n个离差叉积中取正值的多而取负值的少。由此看来，可以用这些离差叉积连加的和：
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来度量正相关。通常称Lx
 y为变量x和y的离差叉积和。在离差叉积和Lx
 y取正而且越来越大的时候，我们就认为这两个变量越是正相关。

离差叉积和Lx
 y不仅可以度量正相关，还可以度量负相关。负相关时，在xi
 比它的平均数[image: alt]
 大的时候yi
 却往往比它的平均数[image: alt]
 小，而在xi
 比它的平均数[image: alt]
 小的时候yi
 却往往比它的平均数[image: alt]
 大。因而在变量x和y负相关的时候，离差xi
 －[image: alt]
 与yi
 －[image: alt]
 往往一个是正的而另一个是负的，也就是说离差叉积（xi
 －[image: alt]
 ）（yi
 －[image: alt]
 ）往往为负。所谓往往为负，意思是说（x1
 －[image: alt]
 ）（y1
 －[image: alt]
 ），（x2
 －[image: alt]
 ）（y2
 －[image: alt]
 ），…，（xn
 －[image: alt]
 ）（yn
 －[image: alt]
 ）这n个离差叉积中取负值的多而取正值的少。因而在离差叉积和Lx
 y取负且越来越小的时候，我们就认为变量x和y越是负相关。

当然，倘若离差叉积和Lx
 y接近0，我们就认为变量x和y既不正相关也不负相关，即不相关。

用离差叉积和Lx
 y度量相关性最大的缺点在于它的值与数据的单位有关。例如在变量x和y都是长度的时候，单位取为厘米时的Lx
 y的值是单位取为米时的Lx
 y的值的100×100，即1万倍。为此将离差叉积和Lx
 y除以（[image: alt]
 ），从而得到
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其中

Lxx
 ＝[image: alt]
 （xi
 －[image: alt]
 ）2
 ＝（x1
 －[image: alt]
 ）2
 ＋（x2
 －[image: alt]
 ）2
 ＋…＋（xn
 －[image: alt]
 ）2


Lyy
 ＝[image: alt]
 （yi
 －[image: alt]
 ）2
 ＝（y1
 －[image: alt]
 ）2
 ＋（y2
 －[image: alt]
 ）2
 ＋…＋（yn
 －[image: alt]
 ）2


Lxx
 与Lyy
 其实就是我们在第二章§2.3.3节讲解方差与标准差时介绍过的离差平方和。Lxx
 与Lyy
 分别称为变量x与y的离差平方和。

显然，r的值与数据的单位没有关系。可以证明它的值总是在-1和1之间。

§7.4　多元线性模型

一般来说，学生购买书籍的支出这个因变量（y）与两个自变量有关：一是其家庭收入（x1
 ），二是他所在的年级（x2
 ）。家庭收入越高，年级越高，购买书籍等支出往往也越多。为探讨它们之间的关系，随机调查了18位学生，所得数据见表7.4（数据摘自参考书目［15］
 第三章习题三第7题）。

表7.4　学生购买书籍的支出，其家庭收入及所在的年级
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使用二元线性回归模型：“y＝a1
 x1
 ＋a2
 x2
 ＋b＋e”，描述学生购买书籍的支出（y）与其家庭收入（x1
 ）和他所在的年级（x2
 ）之间的关系，其中a1
 与a2
 分别称为自变量x1
 与x2
 的斜率，b称为截距。二元或更多元的线性回归模型可使用Excel数据分析功能完成它的一系列的计算。事实上，§7.2节讨论的一元线性回归模型（y＝ax＋b＋e）也可使用Excel数据分析功能完成求解。使用Excel数据分析功能解线性回归模型的计算程序如下：

（1）输入数据。提请注意的是，在解二元或更多元的线性回归模型时，自变量的数据必须输入在相邻的列。为此建议因变量的数据例如将表7.4的买书的支出（y）的数据输入在例如A列的第1至第18个单元格，两个自变量：x1
 和x2
 的数据从左至右分别输入在相邻的例如B列和C列。这也就是说，将第一个自变量x1
 ，即家庭收入的数据输入在B列的第1至第18个单元格；将第二个自变量x2
 ，即年级输入在C列的第1至第18个单元格；

（2）选择工具下拉菜单；

（3）选择数据分析选项；

（4）在分析工具框中选择回归；

（5）在回归对话框中：

1）在Y值输入区域（Y）栏中键入“a1∶a18”；

2）在X值输入区域（X）栏中键入“b1∶c18”；

3）在置信度（F）栏中键入置信水平。置信水平的默认值为0.95。回归分析不讨论置信水平问题，建议跳过这一栏，也就是取默认值0.95。

4）选择输出区域（o），并在输出区域栏中键入E1（让输出的检验结果从E1单元格开始）；

（6）单击确定。

“回归分析”的计算结果有3张表。本课程教学的主要目的，是让学生能看懂输出的计算结果。首先讲解“回归分析”计算结果的第一张表，见表7.5。

表7.5　回归统计

[image: alt]


§7.4.1　回归模型复相关系数、测定系数与回归标准误

对于一元线性回归模型而言，我们计算的相关系数是因变量y与自变量x之间的相关系数。而二元线性回归模型有一个因变量y，但是有两个自变量：x1
 和x2
 。一个变量与两个或更多个变量之间的相关系数称为是复相关系数，记为R。计算R的思路如下。首先将这两个自变量：x1
 和x2
 组合在一起，令z＝a1
 x1
 ＋a2
 x2
 ，其中a1
 和a2
 是任意给定的常数。然后计算变量y与z之间的相关系数。显然，这个相关系数与给定的常数a1
 和a2
 有关。最后讨论一个最大值问题，在a1
 和a2
 取什么值的时候，这个相关系数最大。这个最大的相关系数就称为是因变量y与2个自变量x1
 和x2
 之间的复相关系数：
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表7.5第1行的0.989811就是学生购买书籍的支出（y）与其家庭收入（x1
 ）和他所在的年级（x2
 ）之间的复相关系数。

必须注意的是，复相关系数一定是正的。在一元线性回归模型中，如果因变量y与自变量x负相关，则其相关系数是负的，但Excel回归分析输出的因变量y与自变量x的复相关系数却是正的。

同一元线性回归模型，表7.5第2行的（复相关系数的平方）R2
 称为测定系数。它表示因变量y为什么有的大有的小，约有比例R2
 的原因可以用自变量x1
 和x2
 的影响来解释（测定）。学生购买书籍的支出y与其家庭收入x1
 和他所在的年级x2
 的复相关系数R＝0.989811，测定系数R2
 ＝0.979727。这说明学生购买书籍的支出（y）这18个观察值为什么有的大有的小，约有98％是由学生家庭收入（x1
 ），以及他所在的年级（x2
 ）的不同而引起的。

在学生购买书籍的支出的例子中，如果只选用一个自变量（其家庭收入），则测定系数r2
 ＝0.621691。而如果选用两个自变量（其家庭收入和年级），则测定系数就增大为R2
 ＝0.9797。每增加一个自变量，测定系数就肯定增大。难道自变量越多越好？其实不然，自变量越多，问题越复杂，应用就越不方便。很自然地，人们就会考虑能否将测定系数R2
 稍加修正，使得它在自变量个数增加时增加得不多，且在自变量个数达到一定的程度的时候不再增加，反而减少。为此提出了校正的测定系数，通常把它记为[image: alt]
 ：
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 ＝1－[image: alt]
 （1－R2
 ）

其中p是自变量个数。在学生购买书籍的支出的例子中，有p＝2个自变量，n＝18个数据（案例），测定系数R2
 ＝0.979727，因而表7.5第3行显示的校正的测定系数

[image: alt]
 ＝1－[image: alt]
 ·（1－R2
 ）＝1－[image: alt]
 ×（1－0.979727）＝0.977023

每增加一个自变量，测定系数R2
 肯定增大，但校正的测定系数[image: alt]
 不一定增大。在增加了一个自变量之后，如果校正的测定系数[image: alt]
 没有增大，那我们就应该考虑，增加的这个自变量可能无助于因变量的预测。此时应考虑有下面两种可能性。有可能增加的这个自变量不说明问题，需要选用另外的自变量。也有可能不需要再增加自变量了。

表7.5第4行显示的标准误差39.21162（元／年），可理解为y关于x1
 和x2
 的回归标准误。在根据自变量x1
 和x2
 预测因变量y的时候，这个标准误差用来计算误差和概率。例如，概率95％的误差为1.9600·39.21162＝76.85（元／年）。

对表7.5，回归统计而言，最重要的是表的

●　第1行（复相关系数）；

●　第2行（测定系数）；

●　第4行（y关于x1
 和x2
 的回归标准误）。

§7.4.2　检验回归模型有没有意义

接下来讲解Excel“回归分析”计算结果的第二张表，见表7.6。

表7.6　方差分析
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表7.6用来检验回归模型有没有意义。对于一元回归模型“y＝ax＋b＋e”而言，斜率a＝0，意思是说，自变量x的取值与因变量y的取值没有关系，显然这个回归模型没有意义。类似地，对于二元回归模型“y＝a1
 x1
 ＋a2
 x2
 ＋b＋e”而言，在斜率a1
 与a2
 都等于0的时候，因变量y与自变量x1
 和x2
 都没有关系，回归模型也没有意义。在学生购买书籍的支出的这个二元回归模型的例子中，回归模型有没有意义的检验问题的原假设为

H0
 ∶a1
 ＝a2
 ＝0，回归模型没有意义；

其备择假设默认为H1
 ∶a1
 和a2
 不全都等于0，回归模型有意义。

对表7.6方差分析而言，最重要的是记住，此表用来解回归模型有没有意义的检验问题。这个检验问题的原假设为H0
 ∶回归模型没有意义。表7.6方差分析的第5与第6两列是解这个检验问题的关键。在第5列的F比较大的时候拒绝原假设，认为回归模型有意义。第6列是p值，它就是比第5列这个F值大的概率。第6列的p值比较小意味着第5列这个F值比较大。因而我们在第6列的p值比较小的时候认为回归模型有意义。

表7.6第5列的F＝362.4430307，第6列的p值为2.00423·10－13
 。p值如此之小，说明F值非常的大，因而我们拒绝原假设，认为a1
 与a2
 不全都等于0，描述学生购买书籍的支出（y）与其家庭收入（x1
 ）和他所在的年级（x2
 ）之间的回归模型“y＝a1
 x1
 ＋a2
 x2
 ＋b＋e”是有意义的。在回归模型有意义的时候，接下来的问题就需要估计斜率与截距，计算误差与概率。反之，倘若表7.6方差分析第6列的p值比较大，认为模型没有意义，那就没有必要去关心斜率与截距的估计值是多少，也没有必要计算误差与概率。需要关心的是，为预测因变量如何寻找新的自变量。

下面简要介绍表7.6方差分析的第5与第6列上的F值与p值的检验原理。与上一章的§6.2.3节完全相同，其原理就是变异分解
 。


*
 变异分解


学生购买书籍的支出这18个观察值为什么有的大有的小？试验结果的不确定性是一个原因，这就是随机误差。此外，倘若原假设不成立，回归模型有意义，学生有不同的家庭收入，以及在不同的年级，这也会使得学生购买书籍的支出不一样，这是系统误差。检验回归模型有没有意义，也就是检验是否存在系统误差。若存在系统误差，则回归模型有意义。

表7.6第3列SS（平方和）上的3个数分别是

●　回归（Regression）分析平方和：SSR＝1114549.378；

●　残差（误差，Error）平方和：SSE＝23063.267；

●　总计（ToTal）平方和：SST＝1137612.645。

我们着重讲解这3个平方和的含义，至于它们的计算公式从略。上一章§6.2.3节，比较多组数据的检验问题时有个平方和分解：全变差T＝组间变差B＋组内变差W。这个平方和分解将多组数据的全变差T中可能存在的系统误差都分解到组间变差B中去了，组内变差W中没有系统变差。由此我们令

F＝组间变差B的均方（MS）/组内变差W的均方（MS），

且在F比较大的时候认为有系统误差，组与组之间有差异。与此相类似地，回归分析也有平方和分解：

总计平方和SST＝回归分析平方和SSR＋残差平方和SSR。

它将总计平方和SST中可能存在的系统误差都分解到回归分析平方和SSR中去了，残差平方和SSE没有系统误差。据此令
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且在F比较大的时候认为有系统误差，回归模型有意义。

表7.6第2列df（自由度）上的3个数分别是

●　回归（Regression）分析平方和SSR的自由度等于自变量的个数p＝2；

●　残差平方和SSE的自由度等于数据组（案例）数n＝18，减去自变量的个数p＝2，再减去1，它等于n－p－1＝18－2－1＝15；

●　总计平方和SST的自由度等于数据（案例）数n＝18，减去1。它等于n－1＝18－1＝17。

与平方和分解公式相类似地，这3个自由度有下面的关系：

总计平方和SST的自由度＝回归分析平方和SSR的自由度＋残差平方和SSR的自由度。

表7.6第4列MS（均方）上的两个数分别是：

●　回归分析平方和SSR的均方（MS）
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●　残差分析平方和SSE的均方（MS）
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从而得表7.6第5列上的
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倘若F＝362.44是一个比较大的数，则拒绝原假设，认为回归模型有意义。表7.6第6列上的“Significance F”意思是，F＝362.44是不是显著地大（大到什么样的程度）。比F＝362.44大的概率，也就是检验的p值等于
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p值如此之小，这说明F＝362.44显著地大，我们拒绝原假设，认为a1
 与a2
 不全都等于0，描述学生购买书籍的支出（y）与其家庭收入（x1
 ）和他所在的年级（x2
 ）之间的回归模型“y＝a1
 x1
 ＋a2
 x2
 ＋b＋e”是有意义的。当拒绝原假设，认为斜率a1
 与a2
 不全都等于0后，随之而来的问题是，a1
 与a2
 是全都不等于0，还是其中有一个不等于0，另一个等于0？当然，截距b是否等于0也是人们关心的问题。这些检验问题以及斜率与截距的估计问题的求解留待下一小节讨论。

§7.4.3　截距与斜率是否等于0的检验以及它们的估计问题

Excel“回归分析”计算结果的第三张表用来讨论斜率与截距是否等于0的检验，以及它们的估计问题。前面我们说，回归分析不讨论置信水平问题，因而仅需看第三张表的前5列，见表7.7。

表7.7　检验截距与斜率是否等于0
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描述学生购买书籍的支出（y）与其家庭收入（x1
 ）和他所在的年级（x2
 ）之间的回归模型“y＝a1
 x1
 ＋a2
 x2
 ＋b＋e”有p＝2个自变量，故表7.7讨论p＋1＝3个检验问题。第2行讨论截距b是否等于0的检验问题，第3与第4行分别讨论自变量x1
 的斜率（系数）a1
 与自变量x2
 的斜率（系数）a2
 是否等于0的检验问题。注意，


这些检验问题的原假设是“截距（或斜率）等于0”，而且它们都是在t的绝对值|t|比较大的时候拒绝原假设，认为截距（或斜率）不等于0。


第2行讨论的截距b是否等于0的检验问题的原假设为H0
 ∶b＝0
 。备择假设默认为截距b不等于0。在表7.7第2行第4列的t的绝对值|t|比较大的时候拒绝原假设，认为截距b不等于0
 。最后一列上的0.97475812就是这个检验问题的p值。p值如此的大，第4列的t值的绝对值|t|＝0.032173当然不是一个比较大的数，因而我们不能拒绝原假设，认为截距b等于0。这也就是说，描述学生购买书籍等支出（y）与其家庭收入（x1
 ）和他所在的年级（x2
 ）之间的回归模型可简化为“y＝a1
 x1
 ＋a2
 x2
 ＋e”。

表7.7第3行讨论自变量x1
 的斜率（系数）a1
 是否等于0的检验问题。其原假设为H0
 ∶a1
 ＝0。
 在第4列的t的绝对值|t|比较大的时候拒绝原假设，认为斜率a1
 不等于0。
 最后一列上的0.00352252就是这个检验问题的p值。p值如此的小，第4列的t值的绝对值|t|＝3.4567758当然是一个比较大的数，因而我们拒绝原假设，认为自变量x1
 的斜率a1
 不等于0。第2列上的0.040219就是斜率a1
 的估计值。

同样的道理，表7.7第4行讨论自变量x2
 的斜率（系数）a2
 是否等于0的检验问题。其原假设为H0
 ∶a2
 ＝0。
 在第4列的t的绝对值|t|比较大的时候拒绝原假设，认为斜率a2
 不等于0。
 最后一列上的6.09934×10－11
 就是这个检验问题的p值。p值几乎等于0，第4列的t值的绝对值|t|＝16.275921当然是一个非常大的数，因而我们拒绝原假设，认为自变量x2
 的斜率a2
 不等于0。第2列上的104.31459就是斜率a2
 的估计值。

根据表7.6方差分析的检验，回归模型是有意义的。根据表7.7对截距和斜率的检验与估计，得到的回归模型是y＝0.04x1
 ＋104.31x2
 ＋e。这也就是说，

学生购买书籍的支出（元／年）＝0.04×其家庭收入（元／月）＋104.31×所在年级＋e。

根据表7.5，得到y关于x1
 和x2
 的回归标准误为39.21（元／年）。因而概率95％的误差为1.9600·39.21＝76.85（元／年）。学生一年购买书籍的支出上下波动76.85元，应该说是可以接受的。例如，有个9年级的学生，家庭月收入4800元，他一年购买书籍等支出的估计值为0.04×4800＋104.31×9＝1130.79（元），概率95％的误差为76.85元。这也就是说，他一年购买书籍支出的区间估计为1130.79±76.85（元）。

根据表7.5，得到测定系数0.979727，修正的测定系数0.977023。这都说明，学生购买书籍的支出有差异，约有98％是由学生家庭收入有差异，以及所在年级的不同而引起的。看来，为预测学生购买书籍等支出，根据学生家庭收入与年级这两个自变量已差不多足够了。


*
 §7.4.4　将非线性回归问题化为线性回归问题

下面通过3个例子，叙述如何将某些非线性回归问题化为线性回归问题，然后求解，并由此说明线性回归有着广泛的应用。


第一个例子：将非线性的指数曲线回归变换为线性回归


19世纪四五十年代，苏格兰物理学家James D.Forbes的理论认为水的沸点（F）与气压（Q）有这样的关系：

Forbes公式：Q＝αeβF
 ，其中参数α和β是两个正数。

这个公式告诉我们，气压Q越高沸点F也越高。众所周知，山上的气压比平地低，所以山上水的沸点比平地上水的沸点100℃低，山越高沸点就越低。显然，它们之间并不是直线关系，而是指数曲线关系。由于在19世纪四五十年代难以将精密的气压计运输上山，所以人们通过测量沸点，然后运用Forbes公式计算出气压，其最终目的是为了根据气压计算海拔高度。为运用Forbes公式首先得求解α和β这两个参数的值。按理说，为寻求两个未知数的数值，仅需在两个不同高度的地方测量沸点与气压，得到两个等式列出方程就可以了。但实际情况远没有这么简单。这是因为Forbes公式描述的是理想状态下沸点与气压的关系。而实际情况偏离了理想状态，实际观察数据是有误差的。为此Forbes在阿尔卑斯山及苏格兰等处测量了n＝17个地方的沸点与气压。表7.8列举了他的测量数据，沸点的单位是度（摄氏），气压的单位是毫米汞柱。

表7.8　沸点与气压
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第一和第二个观察值（案例）的气压都是528.066（毫米汞柱），但是第一个观察值（案例）的沸点是90.28（℃），而第二个却与之不同，沸点是90.17（℃）。不同的沸点有相同的的气压，这说明存在随机误差。误差与很多因素有关。它可能与空气的湿度、风力、烧水的器皿与人的掌控程度有差异等等有关。因而这是一个回归问题，需根据表7.8的数据估计Forbes公式中的参数α和β。显然，这是一个非线性的指数曲线回归。解决这个非线性回归问题的方法就是把它变换为线性回归问题。在Forbes公式的两边取对数，则有ln（Q）＝ln（α）＋βF。考虑到随机误差的影响，所以对表7.8这17个观察值（案例）来说，就是因变量为ln（Q）与自变量为F的一元线性回归：ln（Q）＝ln（α）＋βF＋e，其截距为ln（α），斜率为β。

从理论上讲水的沸点（F）与气压（Q）有Forbes公式：Q＝αeβF
 。这是指数曲线关系。但实际观察到的情况，水的沸点（F）与气压（Q）有非线性的指数曲线回归。而这个非线性的指数曲线回归可变换为水的沸点（F）与气压（Q）的对数（lnQ）之间的线性回归。为此将表7.8中气压（Q）的数据转换为对数（lnQ），得表7.9。

表7.9　沸点与气压的对数
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根据表7.9所列的水的沸点（F）与气压（Q）的对数（lnQ）的数据，使用Excel的数据分析功能，不难得到截距ln（α）的估计为2.9228，斜率β的估计为0.03713。从而得α的估计为e2.9228
 ＝18.5933。Forbes公式为Q＝18.5933·e0.03713F
 。


第二个例子：多项式回归


前面说行驶中的汽车，刹车距离s是车速v的二次回归模型：s＝tv＋kv2
 ＋e，为估计未饮酒司机驾驶某型号汽车的刹车距离s与车速v的关系式s＝tv＋kv2
 中的参数t和k，让志愿者在未饮酒的状态以各种不同车速v驾驶该型号汽车行驶在高速公路上，并随机设置紧急情况。表7.10是车速v（米／秒）和刹车距离s（米）的n＝21个观察值（案例）。

表7.10　刹车距离s（米）和车速v（米／秒）
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考虑到随机误差，对表7.10这21个观察值（案例）来说，有回归模型s＝tv＋kv2
 ＋e，其中刹车距离s是因变量，车速v是自变量，误差e～N（0，σ2
 ）。这个回归模型称为一个自变量的二次多项式回归模型，简称多项式回归模型。一个自变量的二次多项式回归模型的一般形式为

s＝b＋tv＋kv2
 ＋e

定义新的自变量，将多项式回归模型变换为多元线性回归模型，这是解多项式回归模型的常用方法，例如定义u＝v2
 ，则二次多项式模型“s＝b＋tv＋kv2
 ＋e”就变换为有两个自变量v和u的二元线性回归模型：

s＝b＋tv＋ku＋e

为此需将表7.10的数据拓展为表7.11。表7.11除了有刹车距离s和车速v的数据，还有车速平方u＝v2
 的数据。

表7.11　刹车距离s、车速v和车速平方u＝v2
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根据表7.11的数据使用Excel数据分析功能，经检验其截距b等于0，算得的回归方程为[image: alt]
 ＝0.54v＋0.10u。这也就是说，有回归多项式方程[image: alt]
 ＝0.54v＋0.10v2
 。前面我们将刹车距离s看成是因变量，车速v看成是自变量，似乎是由车速v预测刹车距离s。事实上，在车祸现场，通常是利用所得到的回归多项式方程[image: alt]
 ＝0.54v＋0.10v2
 ，由观察到的刹车距离s推测车速v。


第三个例子：含有定性数据的回归问题


欲比较两种饲料A和B对猪的催肥效果，除了用上一章§6.1.3节的成对数据的方法外，还可以用本章介绍的回归分析方法。成对数据的方法需要寻找一对对猪，每一对的两头猪的性别、猪龄、初始重量和圈养的猪厩等基本情况都是一模一样。而对于回归分析方法，这些要求可以部分满足，甚至可以都不满足。寻找一些猪例如24头猪，其初始重量可以不同，但其性别、猪龄和圈养的猪厩等情况差不多相同，而这是容易做到的。然后随机地把它们平均分为两组。饲料A和B各喂养其中的一组12头猪。这些猪的初始重量（公斤）和喂养一段时间后的增重（千克）见表7.12。

表7.12　猪的初始重量和喂养一段时间后的增重
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倘若不考虑初始重量，那就可以用上一章§6.1.2节的两个正态总体等方差或异方差的t检验方法比较饲料A和B。Excel数据分析功能检验的结果，饲料B的催肥效果好，用它喂养的猪的平均增重比用饲料A喂养的猪的平均增重大13.25（千克）。显然，猪的增重与其初始重量是有关系的。经计算喂养饲料A的12头猪的初始重量的平均值为17.25（千克），而喂养饲料B的12头猪的初始重量的平均值为21.25（千克）。饲料B的催肥效果好是否是因为它喂养的12头猪原来就比较重？或者说，饲料B的催肥效果的确好，但有没有好到用它喂养的猪的平均增重比用饲料A喂养的猪的平均增重大13.25（千克）？理想的处理途径应该是这样的，首先将初始重量对猪的增重的影响分解出来，然后再来比较饲料A和B对猪的催肥效果。用回归分析方法求解这个比较问题就是这样做的。

喂养饲料A还是喂养饲料B这是定性变量。这是一个分成两类的定性变量。通常假设只取0和1两个值的一个变量x1
 来代表二分类定性变量，令x1
 ＝0表示喂养饲料A，x1
 ＝1表示喂养饲料B。将定性变量数量化的这样的变量x1
 称为是虚拟变量（dummy variable）。令z和y分别表示猪的初始重量和其增重。这就有了自变量为x1
 和z、因变量为y的二元线性回归模型y＝a1
 x1
 ＋a2
 z＋b＋e，同时将表7.12的数据拓展成表7.13。

表7.13　饲料类别的虚拟变量x1
 、猪的初始重量z和增重y
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使用Excel数据分析功能，算得回归方程为[image: alt]
 ＝65.3451＋8.4798x1
 ＋1.1926z。猪的初始重量z前面的系数为1.1926，它表示初始重量每增加1（千克），则一段时间之后猪平均增重1.1926（千克）。系数1.1926表示初始重量对猪的增重的作用。由于我们假设x1
 ＝0表示喂养饲料A，x1
 ＝1表示喂养饲料B，所以将x1
 ＝0和x1
 ＝1分别代入所算得的回归方程[image: alt]
 ＝65.3451＋8.4798x1
 ＋1.1926z，分别得

喂养饲料A的回归方程[image: alt]
 ＝65.3451＋1.1926z

喂养饲料B的回归方程[image: alt]
 ＝73.8249＋1.1926z

其中73.8249＝65.3451＋8.4798。

由此可见，喂养饲料B的催肥效果好，喂养饲料B的猪的平均增重比喂养饲料A的猪的平均增重大了73.8249－65.3451＝8.4798（千克）。饲料类别虚拟变量x1
 前面的系数8.4798表示不同饲料对猪的催肥效果的差别。回归分析方法分解了初始重量与饲料类别对猪的增重的影响，猪的初始重量z前面的系数反映了初始重量对猪的增重的作用，而饲料类别虚拟变量x1
 前面的系数则反映了饲料类别对猪的催肥效果。由于系数8.4798是正的，因此喂养饲料B的催肥效果好。倘若这个系数是负的，则反过来说明喂养饲料B的催肥效果差。

前面我们不考虑初始重量，使用上一章§6.1.2节的两个正态总体等方差或异方差的t检验方法比较了饲料A和B，同样认为喂养饲料B的催肥效果好，但算得喂养饲料B的平均增重比喂养饲料A的平均增重大13.25（千克）。看来，这个差值中有初始重量的影响。将初始重量对猪的增重的影响分解出来之后，喂养饲料B的平均增重就比喂养饲料A的平均增重仅大8.4978（千克）。

如果有多于两种的很多种猪的饲料需要比较，应该如何定义虚拟变量？假如有三种猪的饲料A、B和C，则它就是一个分成三类的定性变量。我们能否用取0、1和2三个值的一个虚拟变量x1
 来代表这个三分类定性变量，令x1
 ＝0表示喂养饲料A，x1
 ＝1表示喂养饲料B，x1
 ＝2表示喂养饲料C？倘若这样做，就无形之中认为从饲料A到饲料B，再到饲料C，其催肥效果呈单调上升或单调下降的趋势，而且认为“喂养饲料A和饲料B的增重效果的差别”等于“喂养饲料B和饲料C的增重效果的差别”。由此看来，用取0、1和2三个值的一个虚拟变量x1
 来代表这个三分类定性变量是不恰当的。对于多分类例如三分类的定性变量，人们通常定义两个虚拟变量x1
 和x2
 ，并且规定例如

“x1
 ＝0，x2
 ＝0”表示第1个分类例如喂养饲料A；

“x1
 ＝1，x2
 ＝0”表示第2个分类例如喂养饲料B；

“x1
 ＝0，x2
 ＝1”表示第3个分类例如喂养饲料C。

类似地，对于k个分类的定性变量，人们就定义k－1个虚拟变量x1
 ，x2
 ，…，xk
 －1，并且

以“x1
 ＝0，x2
 ＝0，…，xk
 －1＝0”表示第1个分类；

以“x1
 ＝1，x2
 ＝0，…，xk
 －1＝0”表示第2个分类；

……

以“x1
 ＝0，…，xk
 －2＝0，xk
 －1＝1”表示第k个分类。


*
 §7.4.5　复共线性

为预测成年儿子的身高，仅知道其父亲的身高是不够的，可能还需要知道其他更多的信息，那么为什么人们选用父母亲身高预测成年儿子的身高，而不是选用父亲和祖父身高，其很重要的原因就是因为父亲和祖父身高的相关性比父母亲身高的相关性强得多。如果进一步，多元线性模型的某些自变量之间的相关性太强了，相关系数接近1（或－1），则称它有复共线性（Multi－Collinearity）。除了判断有没有异常值和强影响力观察值之外，判断有没有复共线性也是多元线性模型的一项重要工作。看下面的例子（摘自参考书目［6］
 ，第十二章，Case：Controlling Quality of Production）。

有这么多的产品需要修理，或作为废品被扔掉，大家感到很不安。有的工人说，恒温车间的温度控制得不够好，温度的波动程度太大了，影响了产品质量。温度波动越小，不合格率越低。有的人说，是材料问题。倘若我们使用密度比较大的材料，不合格率肯定能降下来。有的人说，产品流动的速度太快了，我们的操作跟不上。假如速度慢一点，不合格率就会降低。也有人说，晚班工人的生产经验不如早班工人，所以晚班产品的不合格率高于早班。为验证这些说法是否准确，工厂收集了30组数据，见表7.14。数据文件中5个变量的解释如下：

表7.14　产品不合格的相关性分析
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4个自变量：

W：每班工作4小时，变量W表示一个班4小时内温度波动的标准差；

D：材料密度；

R：产品流动的速率；

I：I（Indicator）是个示性变量，“I＝1”表示早班生产，“I＝0”表示晚班生产；

因变量N：变量N是1000件产品中的不合格产品的平均数。

建立四元回归模型：N＝a1
 W＋a2
 D＋a3
 R＋a4
 I＋b＋e。考虑复共线性需要计算这4个自变量的每两个之间的相关系数。当然，最好连带一起考察这4个自变量与因变量的相关性。使用Excel数据分析功能计算多个变量每两个之间的相关系数的程序如下：

1）输入数据，例如将表7.14的5个变量的数据依次输入到A到E列的第1至第30个单元格；

2）选择工具下拉菜单；

3）选择数据分析选项；

4）在分析工具框中选择相关系数；

5）在相关系数对话框中：

（1）在输入区域（I）栏中键入a1∶e30；

（2）选择输出区域（o），并在输出区域栏中键入G1（让输出的计算结果从G1单元格开始）；

6）单击确定。

“相关系数”的计算结果见表7.15。

表7.15　相关系数
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表7.15的对角线单元格上的数是一个变量与它自身的相关系数，它显然等于1。对角线下方单元格上的数是两个变量的相关系数。对角线上下方单元格上的数关于对角线对称，所以上方的数省略不写。

首先考察4个自变量W、D、R与I两两之间的相关性。由对角线下方前3行前3列单元格上的数可以看到，变量W、D和R两两的相关性都非常强，W和D强负相关，W和R强正相关，D和R强负相关。看来这个四元回归模型：“N＝a1
 W＋a2
 D＋a3
 R＋a4
 I＋b＋e”有复共线性。表7.15第4行上的数分别是自变量I与自变量W、D、R的相关系数，看来I与W、D、R分别都基本上相互独立。

接下来考察4个自变量W、D、R、I与因变量N之间的相关性。看表7.15的最后一行，前3列上的数分别是自变量W、D、R与因变量N的相关系数。这说明W、D、R与因变量N的关系都比较大。由此初步判断，根据自变量W、D和R可以很好地预测因变量N，此外由于W、D和R两两的相关性都非常强，因而根据自变量W、D和R预测因变量N，与根据一个自变量W（或D，或R）预测因变量N基本上差别不大。最后一行第4列的-0.07544是自变量I与因变量N的相关系数，自变量I与因变量N关系不大。看来有人说晚班产品的不合格率高于早班，这是错觉。

使用Excel根据表7.14的数据，计算回归模型：“N＝a1
 W＋a2
 D＋a3
 R＋a4
 I＋b＋e”。

●　经检验，这个回归模型是有意义的。

●　接下来检验斜率就发现问题了。不仅与因变量N关系不大的自变量I前面的斜率a4
 等于0，而且与因变量N关系都大的自变量W、D和R前面的斜率a1
 、a2
 和a3
 都等于0。既然回归模型：“N＝a1
 W＋a2
 D＋a3
 R＋a4
 I＋b＋e”中的斜率a1
 、a2
 、a3
 和a4
 都等于0，那么这个回归模型怎么可能是有意义的呢？

之所以前后矛盾，其原因就是因为有复共线性。下面作一个直观的解释。由于自变量W、D和R两两的相关性都非常强，所以在预测因变量N时，它们实际上是一个自变量。一个变量的重要性由3个变量来分摊，很有可能每一个变量都变得不重要了。

这个例子的复共线性问题的一个处理方法就是，安排新的试验，削弱复共线性。W和D的强负相关，意味着温度波动的标准差W比较大的时候，材料密度D往往却比较小；反之，温度波动的标准差W比较小的时候，材料密度D往往却比较大。既然如此，我们就在温度波动的标准差W与材料密度D都比较大的时候，以及在温度波动的标准差W与材料密度D都比较小的时候安排试验，记录不合格产品数。增加了这类新数据（案例）后，就可减弱W和D之间强负相关性。

发现复共线性之后，人们很可能这样想，既然在预测因变量N时自变量W、D和R实际上是一个自变量，我们就建立因变量N关于一个自变量例如W的回归模型。温度波动的标准差W与不合格产品数N的相关系数达到0.929073，它们有很强的正相关性，所建立的N关于W的回归模型是有意义的。既然回归模型有意义，这是否可以说明温度波动标准差太大是这么多的产品需要修理或作为废品被扔掉的原因？这是否可以说降低温度波动的标准差就能减少不合格产品数？事实上，这不一定对。有可能存在这样的情况，虽然温度波动的标准差W与不合格产品数N有很强的正相关性，但温度波动标准差太大并不是这么多的产品需要修理或作为废品被扔掉的原因。这是因为这么多的产品需要修理或作为废品被扔掉可能另有一个原因，例如材料密度D太小了。由于W和D的强负相关，所以在材料密度D比较小的时候，温度波动的标准差W往往比较大。正因为如此，才让我们看到“温度波动标准差比较大时有比较多的产品需要修理或作为废品被扔掉”这样的现象。而这就让我们产生一个错觉，认为温度波动标准差太大是这么多的产品需要修理或作为废品被扔掉的原因。这个错觉产生的过程见图7.10。倘若根据这个错觉，一味地降低温度波动的标准差，而不加大材料密度，那不合格产品数是不可能减少的。
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图7.10　相关关系与因果关系

必须注意的是，统计数据分析得到的是相关关系，而


相关关系并不一定是因果关系。


将相关关系进一步辨识为因果关系是很有意义的一件事。2008年诺贝尔医学奖授予德国科学家哈拉尔德·楚尔·豪森及两名法国科学家弗朗索瓦丝·巴尔－西诺西和吕克·蒙塔尼。豪森的获奖成就是发现了人乳头状瘤病毒（HPV），并且他利用分子生物学方法证明了该病毒的致癌机理，它是导致女性第二常见癌症——宫颈癌的罪魁祸首。正因为豪森开创性的工作，发现了人乳头状瘤病毒（HPV），并证明了它与宫颈癌有因果关系，所以目前已开发出预防宫颈癌的HPV疫苗，造福人类。要证明某种病毒与癌症之间的直接因果关系是相当困难的。例如，现在只能说乙肝病毒与肝癌高度相关，还没有证明两者之间有必然的因果关系。否则人类就可以开发出预防肝癌的疫苗了。

在第一章§1.1.2小节曾说，在分析观察数据时找到的两个量之间的关系有可能是“假”的，也就是说所观察到的仅仅是表面现象，它们其实是没有这样关系的。与此相类似地，关于相关性必须注意的是：


当两个变量相关的时候，必须注意分析它们的相关性有没有受到第三个变量的影响。


例如，对在校的所有的低年级和高年级的儿童，都记录下他所穿的鞋的尺寸以及他语文阅读能力的成绩，你会发现鞋的大小与语文阅读能力强烈地正相关。难道学会的新词越多，他的脚就变得越大？或者说，有一个办法使得儿童学会更多的新词，那就是想办法使得他的脚变大？事实上这个问题涉及第三个变量，那就是年龄。年龄大了，阅读得更好而且由于长大而穿不下原来的鞋。这3个变量的关系如图7.11所示。
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图7.11　年龄与语文阅读能力，以及鞋的大小的关系

为什么说图7.11描述的这3个变量的关系是正确的，这仅需要看相同年龄的儿童，或者说看同一年级的儿童，看他们鞋的大小与语文阅读能力有没有正相关的关系。我们就会发现对同一年级儿童来说，鞋的大小与语文阅读能力就没有什么关系了。

内容提要

●　相关关系

1）正相关：当一个变量增加（或减少）的时候，另一个变量同步有增加（或减少）的趋势；

2）负相关：当一个变量增加（或减少）的时候，另一个变量反之有减少（或增加）的趋势。

●　线性回归模型，简称回归模型

因变量y＝a×自变量x＋b＋e，a是斜率，b是截距，e是误差。

1）在斜率a>0时，因变量y与自变量x线性正相关；

2）在斜率a<0时，因变量y与自变量x线性负相关。

通常假设误差e的分布是N（0，σ2
 ），则因变量y的分布是N（ax＋b，σ2
 ）。

●　使用回归模型“因变量y＝a×自变量x＋b＋e”进行预测的6个步骤：

1）收集数据；

2）画散点图，判断变量之间有没有相关性，有没有异常值和强影响力观察值；

3）计算相关系数。输入“＝correl（起始单元格：终止单元格，起始单元格：终止单元格）”；
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4）计算斜率和截距，得到回归直线，给出预测值。

斜率a：输入“＝slope（起始单元格：终止单元格，起始单元格：终止单元格）”；
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截距b：输入“＝intercept（起始单元格：终止单元格，起始单元格：终止单元格）”；
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回归直线：因变量y＝a×自变量x＋b。在自变量为x时因变量y的预测值为ax＋b。

5）计算回归标准误，预测误差和概率，预测区间。

回归标准误：输入“＝steyx（起始单元格：终止单元格，起始单元格：终止单元格）”，
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概率例如95％的误差为1.9600×回归标准误；

自变量为x时因变量y的概率例如95％的预测区间为ax＋b±1.96×回归标准误，或者说，概率例如95％的预测区间为

（ax＋b－1.96×回归标准误，ax＋b＋1.96×回归标准误）；

分析给出的预测误差、预测区间和概率是否满足要求。

6）计算测定系数（相关系数的平方），分析得到回归直线有没有改进的余地。若需要改进，则根据问题的实际意义，寻找新的自变量。

●　多元例如二元线性回归模型：“y＝a1
 x1
 ＋a2
 x2
 ＋b＋e”

使用Excel数据分析功能，回归分析的程序如下：

1）建立数据文件，例如将表7.4的因变量买书的支出（y）的数据输入在例如A列的第1至第18个单元格，两个自变量：家庭收入x1
 和所在年级x2
 的数据从左至右分别输入在相邻的例如B列和C列的第1至第18个单元格；

2）选择工具下拉菜单；

3）选择数据分析选项；

4）在分析工具框中选择回归；

5）在回归对话框中：

a）在Y值输入区域（Y）栏中键入“a1∶a18”；

b）在X值输入区域（X）栏中键入“b1∶c18”；

c）在置信度（F）栏中键入置信水平。置信水平的默认值为0.95。回归分析不讨论置信水平问题，建议跳过这一栏，也就是取默认值0.95。

d）选择输出区域（o），并在输出区域栏中键入E1（让输出的检验结果从E1单元格开始）；

6）单击确定。

“回归分析”的计算结果有三张表：表7.5，表7.6和表7.7。看懂输出的计算结果是关键。

a）表7.5，回归统计给出了复相关系数，测定系数与y关于x1
 和x2
 的回归标准误；

b）表7.6，方差分析用来解回归模型有没有意义的检验问题，这个检验问题的原假设是回归模型没有意义；

c）表7.7讨论截距与斜率是否等于0的检验与它们的估计问题，这些检验问题的原假设是“截距（或斜率）等于0”。

●　多元线性回归模型的共线性

使用Excel数据分析功能计算多个变量每两个之间的相关系数的程序如下：

1）输入数据，例如将表7.14的5个变量的数据依次输入到A到E列的第1至第30个单元格；

2）选择工具下拉菜单；

3）选择数据分析选项；

4）在分析工具框中选择相关系数；

5）在相关系数对话框中：

a）在输入区域（I）栏中键入“a1∶e30”；

b）选择输出区域（o），并在输出区域栏中键入G1（让输出的计算结果从G1单元格开始）；

6）单击确定。

“相关系数”的计算结果见表7.15。

●　相关关系并不意味着因果关系

习题七

1．高尔顿和皮尔逊根据1078个父亲及其成年儿子的身高的测量值，建立了回归模型：

成年儿子的身高（厘米）＝85.67＋0.516×其父亲的身高（厘米）±误差。

根据这个回归模型，为什么说只要父亲长得比177厘米高，就有图7.2右边所显示的情况：长得比较高的父亲其成年儿子虽然往往比较高，但是比父亲还高的儿子少一些，没有父亲高的儿子多一些。类似地，只要父亲长得比177厘米矮，就有图7.2左边所显示的情况：长得比较矮的父亲其成年儿子虽然往往比较矮，但是比父亲还矮的儿子少一些，没有父亲矮的儿子多一些。

2．凯恩斯消费函数的简单形式为消费的预测值＝a×收入＋b。表7.16是美国1960—1986年的人均可支配收入和个人消费支出（按1982年美元计）的数据（数据摘自参考书目［3］
 第238—239页上的表）。

表7.16　美国1960—1986年人均可支配收入和个人消费支出

[image: alt]


①　试计算凯恩斯消费函数的简单形式中的斜率a和截距b的值。

②　根据凯恩斯消费函数的简单形式可以由收入预测消费，试计算预测误差和概率。

3．用调羹舀取黄豆。有一种说法，有的人总是舀得比较多，而有的人总是舀得比较少。为检验这种说法是否正确，要求20个同学用调羹舀取黄豆，表7.17是他们第1次和第2次舀取的黄豆的粒数。试画这批数据的散点图，并计算它们的相关系数，看看这种说法是否正确。

表7.17　用调羹舀取黄豆
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4．成年男子的身高与体重正相关，因而体重较重的趋向于身高较高。这是不是意味着，要想长得高那就多吃一点？

5．“口红经济”说的是，统计数据显示随着经济一点点恶化，市场口红销售将节节上升。例如，2001年12月14日《今日信息报》登载的一篇文章说，根据市场调查，美国8月到10月大卖场的口红销售比上年同期上升11％。但是，化妆品公司主要收入来源的高价化妆品、保养品等销售却未见上扬。

①　请尝试分析“口红经济”现象，为什么在口红销售高升的背后，隐藏的是经济下滑的警讯。

②　“口红经济”现象是否意味着，大家少买甚至不买口红，经济就会上去了？

6．某学校老师发现，学生看电视的小时数与他阅读测验得分有负相关关系。

①　这是不是说，只要少看电视就可提高学习成绩？

②　下面的4句话是不是都对？那些话有可能比较符合实际情况？

●　看电视多的学生中阅读测验得分不高的学生多。

●　阅读测验得分不高的学生中看电视多的学生多。

●　看电视少的学生中阅读测验得分高的学生多。

●　阅读测验得分高的学生中看电视少的学生多。

7．想知道能不能用空气温度推测海水温度，收集了某沿海地区的空气和海水温度的统计数据，见表7.18。

表7.18　空气温度和海水温度

（单位：摄氏温度）
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①　能不能用空气温度推测海水温度？

②　如果能用空气温度推测海水温度，请给出推测计算公式。

③　在空气温度是21℃时，推测海水温度，以及它的概率95％的误差。

8．据说职工迟到与他居住地离上班地点的远近有关。为验证这个说法，一位社会学家作了调查，调查数据见表7.19。

表7.19　职工年迟到次数与住地远近
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①　画年迟到次数与住地远近（千米）的散点图。

②　计算年迟到次数与住地远近（千米）的相关系数。

③　将年迟到次数作为因变量，住地远近（千米）作为自变量，对这两个变量进行回归分析。

④　你认为这批数据有没有验证了这样的说法：职工迟到与他居住地离上班地点的远近有关。如果这个说法得到了验证，试建立年迟到次数y关于住地远近x的回归直线方程，并对他们之间的关系进行描述。

⑤　倘若某位职工的住地离上班地点5（千米），请预测他的年迟到次数，以及他的95％的预测误差。

9．为了解大学校园附近的餐馆的月营业收入（千元）和学生人数（千人）的关系，n＝10个大学的记录数据见表7.20。

表7.20　学生人数与月营业收入

[image: alt]


①　月营业收入和学生人数之间的相关系数为多少？

②　将学生人数视为自变量x，月营业收入视为因变量y。设月营业收入y关于学生人数x的回归模型为y＝ax＋b＋e。回答下列问题：月营业收入y关于学生人数x的回归模型中的斜率a的估计为多少？截距b的估计为多少？月营业收入y关于学生人数x的回归标准误为多少？

③　倘若某大学有15（千人）个学生，那么该大学校园附近餐馆的月营业收入的预测值为多少？95％的预测误差为多少？请写出它的95％的预测区间。

④　月营业收入y关于学生人数x的回归模型的测定系数为多少？请解释这个测定系数有什么样的含义？

10．小孩的体积不容易测量，而称其重量不难。显然，体积与重量正相关。越重的小孩其体积往往越大。为了由小孩的重量推测他的体积，测量了n＝18个小孩的重量x（千克）和体积y（立方分米），实测数据见表7.21。

表7.21　小孩的重量与体积
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①　画体积与重量之间的散点图，并计算其相关系数。

②　将重量作为自变量x，体积作为因变量y，计算体积y关于重量x的回归直线方程。

③　倘若某小孩重14千克，请预测该小孩的体积，以及它的95％的预测区间。

④　体积y关于重量x的回归模型的测定系数为多少？请解释这个测定系数有什么样的含义？

11．商品在某地区的销售额（单位：万元）与该地区的居民人数（单位：万）和平均每个家庭的总收入（单位：万元）都有关系。16个地区的统计数据见表7.22。

表7.22　商品销售额、地区居民人数和平均每个家庭的总收入
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①　计算商品销售额、地区居民人数和平均每个家庭的总收入这3个指标两两之间的相关系数。

②　计算“商品销售额”与“地区居民人数、平均每个家庭的总收入”的复相关系数。

③　将地区居民人数和平均每个家庭的总收入分别作为自变量x1
 和x2
 ，商品销售额作为因变量y，计算商品销售额y关于居民人数x1
 和家庭总收入的平均x2
 的回归直线方程。

④　倘若某地区居民人数25.0万，家庭总收入的平均8.1万元，请预测该地区这个商品的销售额，以及它的95％的预测区间。

⑤　这个回归模型的测定系数为多少？请解释这个测定系数的含义。

12．使用回归分析的方法解第六章习题六的第7题，企业究竟有没有歧视女性。

提示：工资收入与工龄有关。因而要回答女职工的抱怨有没有道理，企业有没有歧视女性的问题，可首先扣除工龄对职工的工资收入的影响，然后比较扣除工龄影响的男女职工的工资收入。参阅本章§7.4.4第三个例子的解。


第八章　规划求解

本章所讲解的规划求解的内容是运筹学在管理决策中的应用。顾名思义，运筹学就是“运作”和“筹划”的意思。运作筹划、效益优化的思想古代就有，例如众所周知的“田忌赛马”、“丁谓挖沟”与“沈括运粮”等。但作为一门新兴学科，运筹学（Operational Research）最早于1938年由英国波德塞（Bawdesy）运作研究（Operational Research）小组负责人罗韦（A.P.Rowe）提出。该研究小组与皇家空军合作进行防空预警演习中的战术研究工作。因而罗韦被认为是OR（Operational Research，运筹学）一词的创始人，而英国的波德塞则是运筹学这一学科的发源地。第二次世界大战期间运筹学发展迅速，成效卓著。当时英美等国都成立了运作研究小组，运用运筹学的方法成功地解决了许多复杂的战略和战术问题，例如商船队如何编队护航，以使得在德国潜艇攻击时船队的损失最小；在各种情况下如何调整反潜深水炸弹的爆炸深度，最大限度地增加对德国潜艇的杀伤力等。但迫于战时的特殊环境，运筹学的研究仅集中于军事应用，其系统理论研究十分薄弱。二战后，运筹学的学科理论系统化、应用实践广泛化，以及教育与普及工作等，都得到了非常大的发展，迅速成长为一门具有许多分支和复杂体系的新兴基础科学和应用科学。

运筹学模型往往需要进行十分繁琐的数值计算，即便那些不很复杂的模型也大多如此，手工计算往往根本无法胜任。计算机技术的迅猛发展，促进了运筹学的蓬勃发展，使得运筹学得以成功及时地解决经济与技术管理中复杂的决策问题。

本章通过实例讲解运筹学的两个模型：线性规划和非线性规划，讲解如何运用Excel的“规划求解（Solver Parameters）”功能解线性规划和非线性规划问题。

§8.1　线性规划

经济系统的运行过程往往可归结为投入产出的过程，也就是投入资源（人力、物力、财力、时间等）、产出效益（实物和劳务的数量、质量、价值、效率等）的过程。很自然地人们希望投入少而产出多。对于这样一个经济系统如何运营的问题，运筹学往往从以下两个方面着手进行研究：

1）投入给定，如何实现最大产出？

2）产出给定，如何实现最小投入？

这就是运筹学在经济管理中研究的所谓经济系统最优化问题。看下面的例子。

§8.1.1　最大利润规划问题


例8.1
 　某企业生产两种桶装涂料：涂料A与B。一桶涂料A与B在第一车间的加工时间分别是15与10工时，在第二车间的加工时间分别是15与30工时。第一与第二车间每天都最多加工2400工时。涂料A与B需要用两种原料：原料1与2。一桶涂料A与B分别使用15和5千克原料1，以及10和5千克原料2。由于原料供应限制，企业每天最多使用的原料1与2都是2400千克。由于市场需求限制，涂料A与B一天分别最多生产100和50桶。涂料A与B每一桶的利润分别为450和600元。企业生产管理人员面临一个规划问题：每种涂料每天各生产多少桶，就能使得企业的利润最大，最大的利润是多少？这个最大利润规划问题的有关信息见表8.1。

表8.1　最大利润规划问题
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为建立一个模型解决这个规划问题，首先引入记号：

x1
 ：涂料A一天的产量，以桶为单位；

x2
 ：涂料B一天的产量，以桶为单位。

则企业一天的利润z为

z＝450x1
 ＋600x2


这个最大利润规划问题提出的任务是，如何安排涂料A与B一天的产量x1
 与x2
 ，使得利润z＝450x1
 ＋600x2
 最大：[image: alt]
 ，其中maximun，简写为max，是“最大化”的意思；而minimun，简写为min，是“最小化”的意思。在规划问题中，通常称

涂料的产量x1
 与x2
 为决策变量；

利润z＝450x1
 ＋600x2
 为规划问题的目标函数。

目标函数最大化：[image: alt]
 是这个规划问题的最终要求。为简单明了起见，有时就称

[image: alt]
 为规划问题的目标函数。

通常将[image: alt]
 简写为max{450x1
 ＋600x2
 }。

由于一桶涂料B的利润600元比一桶涂料A的利润450元大，看来不难解决这个规划问题。为增加利润，我们令x1
 ＝0，不生产涂料A，仅生产涂料B就行了。事实上，规划问题的求解没有这么容易，难就难在它必须满足一些约束限制条件。对这个最大利润规划问题而言，它有以下3个方面的约束：

1）工时约束：

第1车间的工时约束，15x1
 ＋10x2
 ≤2400；

第2车间的工时约束，15x1
 ＋30x2
 ≤2400。

2）原料约束：

原料1的约束，15x1
 ＋5x2
 ≤2400；

原料2的约束，10x1
 ＋5x2
 ≤2400。

3）市场需求约束：

x1
 ≤100，x2
 ≤50。

上述这3个方面的约束都是不等式约束。有些规划问题还可能有等式约束。除了这3个方面约束，显然还有下面两个约束：

4）非负约束：x1
 ≥0，x2
 ≥0。

5）整数约束：由于涂料一天的产量以桶为单位，所以x1
 与x2
 必须是整数。

所谓的规划求解，就是在众多的约束条件下，确定决策变量的数值，使得目标函数最优（最大化或最小化）。

由于目标函数与所有的约束条件都是决策变量x1
 与x2
 的线性函数，因而称这个最大利润规划问题为线性规划问题。

§8.1.2　线性规划问题的解

上述这个最大利润规划问题有两个决策变量，因而能用图解的方法求出最优解。图解法本课程从略。两个决策变量之所以能用图解法，就是因为画的是平面图形。倘若规划问题有3个决策变量x1
 、x2
 与x3
 ，如果用图解法，那就得画立体图形。立体图形不容易画，且不容易辨识。因而难以用图解法求解有3个决策变量的规划问题。倘若有4个或更多个决策变量，图解法就显得无能为力了。1947年美国数学家丹捷格（George Dantgig）提出了单纯形法，线性规划问题的这一个代数解法是运筹学发展史上最重大的进展之一。单纯形法的基本思路就是“迭代”。首先找个初始解，如果初始解不是最优解，那就寻找一个比它更优的解，并把找到的那个解迭代作为第二步的初始解。如果第二步的初始解还不是最优解，那就再寻找一个比它更优的解，并把找到的那个解迭代作为第三步的初始解。迭代过程依此类推，直到找到最优解为止。这个迭代过程犹如爬山，从某一处例如山脚（初始解）开始，一步步地往上爬，直到到达山顶为止。对爬山而言，从哪里开始爬很重要。山往往不止有一个峰。我们要爬的是最高的山顶。可想而知，很有可能从山脚往上爬，我们并没有爬到最高的山顶，而是爬到次高或更低的山顶。其原因就在于我们从不是最高山峰的山脚往上爬。此外，山脚有好多处，所以从最高山峰的这一个山脚往上爬可能很快就能爬到山顶，而从另一山脚爬到山顶很慢。由此可见，选择合适的山脚往上爬关系到我们爬到的山顶是否是最高的山顶，以及我们能否很快爬到最高的山顶。与此相类似地，选取合适的初始解对于单纯形法能否很快的求得最优解至关重要。单纯形法求解线性规划问题，需要做大量繁琐的计算。单纯形法本课程从略。

本课程讲解线性规划问题的计算机求解方法。下面结合上述最大利润的规划问题，介绍如何使用Excel的“规划求解（Solver Parameters）”功能解线性规划问题。使用计算机求解规划问题的过程，犹如单纯形法的“迭代”过程，而计算机软件将帮助我们免除迭代过程中的大量繁琐的计算，很快就能找到最优解。

建立Excel工作表格是Excel规划求解功能解线性规划问题的第一步工作。为做好这项工作，建议将决策变量、目标函数与任务约束都放在一起，把规划问题表述成下面的形式：

决策变量：x1
 ，x2
 。

目标函数：max{450x1
 ＋600x2
 }。

任务约束：

第一车间的工时约束，15x1
 ＋10x2
 ≤2400；

第二车间的工时约束，15x1
 ＋30x2
 ≤2400；

原料1的约束，15x1
 ＋5x2
 ≤2400；

原料2的约束：10x1
 ＋5x2
 ≤2400；

市场需求约束：x1
 ≤100，x2
 ≤50；

非负约束：x1
 ≥0，x2
 ≥0；

整数约束：x1
 与x2
 是整数。

决策变量、目标函数与任务约束统称为规划问题三要素。

这个最大利润规划问题的Excel工作表格如表8.2所示。下面说明其中的数字是如何输入的。

表8.2　最大利润规划问题的Excel工作表格
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●　B2与B3单元格输入的分别是决策变量涂料A与B的产量x1
 与x2
 的初始值，例如1与1。一般可根据所讨论的规划问题选择合适的数作为初始值。为什么说选择合适的数作为初始值很重要，这有以下两个方面的原因：

①　犹如山往往不止有一个峰，规划问题也可能有多个最优解。我们欲寻求的是全局最优解，而不是局部最优解。初始值选择不当，有可能得到的最优解是局部最优。可根据问题的实际意义以及人们的经验选择合适的初始值。此外，找到的最优解究竟是局部最优还是全局最优，也可根据问题的实际意义以及我们的经验来进行判断。从不同的角度出发多选择几个初始值，比较找到的最优解，不失是一个寻找全局最优解的好办法。注意，全局最优解通常就简称为最优解。

②　一般来说，规划问题的计算机求解很快就能实现。但经济与技术管理中的决策问题有的极其复杂，其计算机求解过程的速度比较慢，甚至慢到令人无法接受。选择合适的初始值对于这类复杂的规划问题能否很快地求得最优解非常重要。

●　B6单元格输入“＝450*b2＋600*b3”，这其实是输入目标函数“450x1
 ＋600x2
 ”。

●　B9与B10单元格分别输入“＝15*b2＋10*b3”与“＝15*b2＋30*b3”，这其实是分别输入第一与第二车间的工时约束“15x1
 ＋10x2
 ”与“15x2
 ＋30x3
 ”。依此类推，B13与B14单元格分别输入“＝15*b2＋5*b3”与“＝10*b2＋5*b3”，其实是分别输入原料1与原料2的约束“15x1
 ＋5x2
 ”与“10x1
 ＋5x2
 ”。最后在B17与B18单元格分别输入“＝b2”与“＝b3”，其实是分别输入市场需求对涂料A与B的产量x1
 与x2
 的约束。

建立Excel工作表格之后，操作Excel求解规划问题的步骤如下：

（1）选择工具下拉菜单；

（2）选择规划求解选项。

（3）在“规划求解（参数）”的对话框中：

1）在设置目标单元格（E）中键入b6；

2）由于所解的是最大利润规划问题，因而在等于栏中选择最大值（M）；

3）在可变单元格（B）栏中键入两个决策变量b2，b3。倘若有3个或更多个决策变量，可按“初始单元格：终止单元格”的形式输入；

4）选择选项（O），进入“规划求解选项”对话框。在“规划求解选项”对话框选择采用线性模型（M）和假定非负（G），然后选择确定，回到“规划求解（参数）”对话框。

5）在约束（U）栏中选择添加，进入添加约束对话框。

①　添加第一车间工时约束。在添加约束对话框的单元格引用位置栏中键入b9，在<＝下拉菜单，选择<＝，在约束（C）栏中键入2400，然后再一次选择添加。

②　添加第二车间工时约束。在添加约束对话框的单元格引用位置栏中键入b10，在<＝下拉菜单，选择<＝，在约束（C）栏中键入2400，然后再一次选择添加。

③　添加原料1约束。在添加约束对话框的单元格引用位置栏中键入b13，在<＝下拉菜单，选择<＝，在约束（C）栏中键入2400，然后再一次选择添加。

④　添加原料2约束。在添加约束对话框的单元格引用位置栏中键入b14，在<＝下拉菜单，选择<＝，在约束（C）栏中键入2400，然后再一次选择添加。

⑤　添加市场需求对于涂料A的约束。在添加约束对话框的单元格引用位置栏中键入b17，在<＝下拉菜单，选择<＝，在约束（C）栏中键入100，然后再一次选择添加。

⑥　添加市场需求对于涂料B的约束。在添加约束对话框的单元格引用位置栏中键入b18，在<＝下拉菜单，选择<＝，在约束（C）栏中键入50，然后再一次选择添加。

⑦　添加涂料A与B产量x1
 与x2
 （桶）的整数（integer）约束。在添加约束对话框的单元格引用位置栏中键入b2∶b3，在<＝下拉菜单，选择int，然后选择确定，回到“规划求解（参数）”对话框。



*
 必须注意的是，添加整数约束时在添加约束对话框的单元格引用位置栏中键入的是决策变量的单元格b2∶b3。


6）选择求解。则b2和b3单元格分别显示出最优解：在涂料A与B的产量分别是100与30桶的时候，利润达到最大，最大利润为63000元（见b6单元格）。除此之外，还提供“规划求解结果对话框”，供选择。

①　在规划求解结果对话框中若选择保存规划求解结果（k），则最后输出的是最优解，而若选择恢复为原值（o），则最后输出的是原先设定的初始值。本例选择保存规划求解结果（k）。

②　在规划求解结果对话框的报告（R）栏中有3项选择：运算结果报告，敏感性报告与极限值报告。可以不选，或选择其中的几项，或全选。这几个报告的简要介绍见后面。

③　选择确定。

最大利润规划问题的Excel最后输出的计算结果见表8.3。

表8.3　最大利润规划问题的Excel计算结果
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这个最大利润规划问题的运算结果报告见表8.4。运算结果报告分3张表。第一张表关于目标函数。它告诉我们规划的目标是最大化，利润的初始值是1050元，最终优化的结果是63000元。

表8.4　最大利润规划问题的运算结果报告
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运算结果报告表8.4的第二张表关于决策变量。我们有两个决策变量：涂料A与B。它们产量的初始值都是1，最终优化计算结果分别是100与30桶。这也就是说，每天生产100桶涂料A与30桶涂料B，就能使利润最大。

运算结果报告表8.4的第三张表关于约束。前两行分别是第一与第二车间工时约束。最终计算结果它们的工时分别为1800与2400，其上限都是2400。因而第一车间未到上限、第二车间到达限制值，差分别是600与0。最后一列的标识“型数值”翻译自“Slack”。看来把它翻译成“松弛”比较恰当。它表示到达限制值还有多少剩余。第三张表的第3与4行分别是原料1与2的约束。最终计算结果原料1与原料2分别使用1650与1150千克，其上限都是2400千克，都未到限制值，分别剩余750与1250千克。第5与第6行分别是市场需求对涂料A与B产量的约束。前者到达限制值，差是0；后者未到限制值，差是20。


“到达限制值”可理解为把水灌到瓶里，水到了瓶颈。这说明若把瓶颈提高，还可能把水灌到瓶里。
 由此可见，若要增加利润，那就应该首先考虑到达限制值的第二车间工时约束与市场需求对涂料A产量的约束。应该挖掘潜力增加第二车间工时，使得它的上限超过原先设定的2400。还要挖掘市场对涂料A的需求，使得其产量的上限超过原先设定的100桶。我们当然也要研究，在情况有变即第二车间工时的上限降低了，或者市场对涂料A的需求减少了的时候，它们对利润的影响。增加（或减少）第二车间工时，以及提高（或降低）市场对涂料A的需求，究竟对增加（或减少）利润能起多大的作用，这需要看敏感性报告。


“未到限制值”可理解为把水灌到瓶里，未到瓶颈水就灌完了。这种情况，即使把瓶颈提高也无济于事，已没有水灌到瓶里去了。
 由此可见，增加原料1与原料2的供应，挖掘潜力增加第一车间的工时，以及挖掘市场对涂料B的需求，对增加利润没有什么帮助，应放在次要的位置考虑。当然，减少原料1与原料2的供应，减少第二车间的工时，以及降低市场对涂料B的需求，对利润也没有什么影响。

§8.1.3　敏感性分析

这个最大利润规划问题，求得的最优解是，涂料A产量100桶，涂料B产量30桶，目标函数利润的最大值63000元。所谓敏感性分析，就是研究目标函数中的系数，以及任务约束中的系数与限制发生一些变化后，对最优解有没有影响。最大利润规划问题的敏感性报告（见表8.5）讨论下面两个敏感性问题：

表8.5　最大利润规划问题的敏感性报告
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敏感性问题1
 　目标函数利润z＝450x1
 ＋600x2
 ，其系数450与600元分别是一桶涂料A与B的利润。众所周知，商品的利润有不确定性，往往会随着市场的变化而上涨或下降。规划问题关于不确定性的研究有两种方法。第一种方法如本书前几章所述，假设不确定的利润是个随机变量，它有个概率分布，然后研究目标函数最大利润有什么样的不确定性。这类研究就是所谓的随机规划。随机规划是运筹学的重要分支之一。本书不讨论随机规划问题。通常用来处理利润不确定性的是第二种方法：研究当一桶涂料A与B的利润发生变化后，规划问题的最优解仍然是涂料A产量100桶与涂料B产量30桶，还是有所变化？这就是所谓的敏感性问题。为简单起见，通常限于讨论，仅一个发生变化而其他所有的都不变化时的敏感性问题。例如在涂料A的利润发生变化，而涂料B的利润，以及其他所有任务约束中的系数与限制都没有发生变化的时候，研究涂料A利润的变化对最优解有什么影响。


敏感性问题2
 　我们以最大利润规划问题的第一车间工时约束为例讲解问题2。第一车间工时约束为15x1
 ＋10x2
 ≤2400，其上限为2400工时。倘若挖掘潜力提高上限超过了2400，或因情况变化上限下降低于2400，目标函数利润的最大值仍然稳定在63000元，还是有所增加或有所减少？增加（或减少）多少？这就是敏感性问题2所研究的问题。至于这个任务约束“15x1
 ＋10x2
 ≤2400”中的系数15与10发生变化时，它对最优解有什么影响，本课程不讨论。同敏感性问题1，敏感性问题2也仅限于讨论，仅一个变而其他所有的都不变时对最优解的影响。


●　敏感性问题1研究，倘若目标函数的某一系数发生变化而其他所有的都不变时，它对最优解有什么影响。



●　敏感性问题2研究，倘若某一任务约束的限制发生变化而其他所有的都不变时，它对目标函数最优值有什么影响。


这个最大利润规划问题的敏感性报告表8.5有两张表。第一张表研究敏感性问题1：在目标函数的系数，也就是涂料A或B的利润发生变化而其他所有的都不变时，它对最优解有什么影响。先看涂料B这一行。其最后3列告诉我们，涂料B原先利润600元1桶，允许增加与减少的量分别是300元与600元。由于

涂料B原先利润600元－允许减少的量600元＝0元，

涂料B原先利润600元＋允许增加的量300元＝900元，

因此当涂料B的利润在0与900元之间变化，而其他所有皆不变时，最优解：“涂料A产量100桶，涂料B产量30桶”保持不变。
 注意，涂料B的利润在0元与900元之间变化，它不包括0元与900元。

接下来看涂料A这一行。其中允许增加1E＋30，意思是允许增加1030
 。这个数非常大，它其实是无穷大。涂料A这一行的最后3列说，它的利润450元允许增加无穷大，允许减少150元。因而在涂料A的利润超过300（＝450－150）元时，无论它多大，只要其他所有的皆不变化，则最优解保持不变。
 第4列的标识“递减成本”翻译自“Reduced Cost”，其含义本书不讨论。对运筹学有兴趣的读者可参阅参考书目［8］
 与［16］
 。

敏感性报告表8.5的第二张表研究敏感性问题2：在某一任务约束的限制发生变化而其他所有的都不变化时，它对最优解有什么影响？首先看第4列“阴影价格（Shadow Price）”。阴影价格等于0的是未到限制值的4个约束：第一车间工时约束，原料1与原料2的约束，以及涂料B产量的市场需求约束等。这些约束的上限如果在允许的范围内发生变化，它对目标函数最优值没有影响。最后3列将告诉我们允许的范围是如何计算的。例如第一车间工时约束，这一行的最后3列说，这个约束的上限2400，允许增加与减少的量分别是1E＋30（无穷大）与600。其允许的范围为1800（＝2400－600）到无穷大。因而在其他所有的都不变，仅第一车间工时约束的上限在1800与无穷大之间变化时，目标函数最优值始终稳定在63000元。这说明挖掘第一车间的潜力，即使将它的工时约束上限从原先的2400工时起提得非常高，对增加利润没有丝毫帮助。同样地，若因情况变化其上限下降低于原先的2400工时，只要下降幅度不超过600工时，最优利润63000元仍保持稳定。原料1与2的约束，以及涂料B产量的市场需求约束的讨论与此相类似，请读者讨论。


阴影价格等于0的约束，其限制在允许的范围内发生的变化，对目标函数最优值没有影响。


阴影价格不等于0的是到达限制值的两个约束：第二车间工时约束与涂料A产量的市场需求约束。第二车间工时约束的阴影价格为20，其上限2400，允许增加与减少的量分别是600与900，故其允许范围为1500（＝2400－900）到3000（＝2400＋600）。这说明如果第二车间工时约束的上限从原先的2400提高到3000，则目标函数最优值利润就会比63000元大。阴影价格20还表示，上限每提高1，最优利润就会增加20元。反之，如果第二车间工时约束的上限从原先的2400下降到1500，则目标函数最优值利润就会比63000元小。阴影价格20意思是说，上限每下降1，最优利润就会减少20元。涂料A产量市场需求约束的阴影价格150的含义，请读者讨论。


阴影价格等于a≠0的约束，其限制在允许的范围内发生的变化，对目标函数最优值有影响。限制每增加1，目标函数最优值就增加a。反之，限制每减少1，目标函数最优值就减少a。


这个最大利润规划问题的极限值报告见表8.6。表的上一部分，目标函数利润的优化值是63000元。表的下一部分关于两个决策变量：涂料A与B。它们的产量最终优化计算结果分别是100桶与30桶。接下来极限值报告就计算，当一个决策变量取下极限值0与取上极限值（最终优化计算结果）时的目标函数利润是多少。下面这两项计算留给读者考虑（每桶涂料A与B的利润分别为450与600元）。

表8.6　最大利润规划问题的极限值报告
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1）在涂料B产量保持不变，为最终优化计算结果30桶，涂料A产量取下极限值0与取上极限值（最终优化计算结果）100桶时，总的目标函数利润的计算；

2）在涂料A产量保持不变为最终优化计算结果100桶，涂料B产量取下极限值0与取上极限值（最终优化计算结果）30桶时，总的目标函数利润的计算。

§8.1.4　最小运输成本规划问题

经济系统最优化问题，除了例8.1的求解利润最大的规划问题，还有下面的求解运输成本最小的规划问题。


例8.2
 　某企业在3个城市1、2与3都设有工厂。这3个产地生产的产品有4个销地：城市Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ与Ⅳ。每个产地的产量与每个销地的需求量见表8.7。

表8.7　产地的产量与销地的需求量
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3个产地的总产量大于4个销地的总需求。这是一个产销不平衡的运输问题。每个产地的单箱产量运往每个销地的运输成本见表8.8。企业生产管理人员面临一个规划问题：应如何调运，使得总的运输成本最小？最小的运输成本是多少？

表8.8　产地的单箱产量运往销地的运输成本
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通常将安排的调运计划排列成一个交叉表，如表8.9所示。其中的运输量例如x11
 表示从产地城市1到销地城市Ⅰ的运输量，x21
 表示从产地城市2到销地城市Ⅰ的运输量，依此类推。这也就是说，xij
 的下标{ij}有两个数，前一个数i表示产地城市，后一个数j表示销地城市。表8.9中这12个变量x11
 ，x12
 ，…就是这个规划问题的决策变量。

表8.9　从每一个产地到每一个销地的运输量
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这个调运计划的总的运输成本z为

z＝460x11
 ＋510x12
 ＋650x13
 ＋860x14
 ＋350x21
 ＋410x22
 ＋690x23
 ＋790x24
 ＋990x31
 ＋680x32
 ＋380x33
 ＋680x34


最小运输成本规划问题提出的任务是，如何调运，也就是如何确定表8.9中的运输量，使得总的运输成本z最小：min{z}＝min{460x11
 ＋…＋680x34
 }。min{460x11
 ＋…＋680x34
 }就是这个规划问题的目标函数。

这个最小运输成本规划问题有以下3个方面的约束：

1）产地产量约束：

产地城市1，x11
 ＋x12
 ＋x13
 ＋x14
 ≤80；

产地城市2，x21
 ＋x22
 ＋x23
 ＋x24
 ≤140；

产地城市1，x31
 ＋x32
 ＋x33
 ＋x34
 ≤110。

2）销地需求量约束：

销地城市Ⅰ，x11
 ＋x21
 ＋x31
 ＝80；

销地城市Ⅱ，x12
 ＋x22
 ＋x32
 ＝65；

销地城市Ⅲ，x13
 ＋x23
 ＋x33
 ＝70；

销地城市Ⅳ，x14
 ＋x24
 ＋x34
 ＝85。

3）显然，还有非负约束：表8.9中这12个变量x11
 ，x12
 ，…皆大于等于0。

由Excel计算机求解这个最小运输成本线性规划问题的第一步工作，是建立Excel工作表格，见表8.10。下面说明表8.10中的数字是如何输入的。

表8.10　最小运输成本规划问题的Excel工作表格
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续表
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●　前4行输入的是表8.8产地的单箱产量运往销地的运输成本。接下来输入的是表8.7产地的产量与销地的需求量。

●　从B13单元格到E15单元格输入的是决策变量，也就是从产地到销地的运输量x11
 ，…，x34
 的初始值。我们这里取初始值都是1。

●　B18单元格输入的是目标函数460x11
 ＋…＋680x34
 ，也就是B2到E4单元格的运费与B13到E15单元格的运输量的两两乘积的和。直接按公式460x11
 ＋…＋680x34
 一步步输入，相当繁琐。若用计算乘积和的Excel函数命令，则仅需在B18单元格输入“＝sumproduct（b2:e4，b13:e15）”，那就简便得多。

●　用计算和的Excel函数命令，在B21、B22与B23单元格分别输入产地产量约束“＝sum（b13:e13）”、“＝sum（b14:e14）”与“＝sum（b15:e15）”。在B26、B27、B28与B29单元格分别输入销地需求量约束“＝sum（b13:b15）”、“＝sum（c13:c15）”、＝sum（d13:d15）与＝“sum（e13:e15）”。

建立Excel工作表格之后，操作Excel求解最小运输成本规划问题的步骤与例8.1的最大利润规划问题完全相同，仅下面几处稍有不同。

1）在“规划求解（参数）”的对话框中，由于所解的是最小运输成本规划问题，因而在等于栏中选择最小值（N）；

2）在可变单元格（B）栏中键入“b13:e15”；

3）在添加约束对话框中，由于销地需求量是等号“＝”约束，因而在<＝下拉菜单，选择“＝”。

计算机求解最小运输成本规划问题，所得到的最优调运方案见表8.11，这个调运方案的运输成本154900元达到最小。

表8.11　从每一个产地到每一个销地的运输量
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这个最小运输成本规划问题的运算结果报告、敏感性报告与极限值报告请读者自行阅读解释。事实上，在这3个报告之中，敏感性报告的分析最为重要，其余两个报告可省略不看。

§8.2　非线性规划

在目标函数与所有的约束条件都是决策变量的线性函数时，称这个规划问题为线性规划问题。反之，在目标函数与所有的约束条件中，只要有一个不是决策变量的线性函数，则称这个规划问题为非线性规划问题。看下面的例子。

产地城市A在由西向东的河边。若取河为X轴，产地城市A为原点，则销地城市B的坐标为（80，60），单位千米。从产地城市A运送一箱货物去销地城市B，1千米公路的运费为10元。考虑到1千米水路的运费仅为2元，比公路运费低得多，故计划在河的C处建一码头，先将货物从产地城市A由水路运到码头C，然后再由公路将货物从码头C运往销地城市B。企业生产管理人员面临一个规划问题：码头C应建在何处，才能使得总的运输成本最小？最小的运输成本是多少？这个问题就是所谓的选址问题，见图8.1。
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图8.1　最小运输成本规划问题

这个选址规划问题可表述成下面的形式：

●　决策变量：从产地城市A到码头C的距离x；

●　目标函数：min{2x＋10[image: alt]
 }；

●　约束：0≤x≤80。

由于目标函数不是决策变量x的线性函数，因此这是非线性规划问题。它的Excel求解同线性规划，只是目标函数的输入形式为“＝2*b2＋10*sqrt（（80－b2）x2＋3600）”，其中b2单元格是决策变量x。在x＝67.75，也就是码头C建在离产地城市A的67.75千米的河边，运输成本最小，为747.88元。非线性规划问题的运算结果、敏感性与极限值报告比较复杂，其讲解从略。

经济系统最优化问题，除了生产调度的如例8.1求解利润最大的规划问题，如例8.2求解运输成本最小的规划问题，以及上述的选址规划问题之外，还有投资领域的例如投资组合收益与风险的规划问题。要讨论这个问题，首先得解决投资组合的收益如何度量的问题。

§8.2.1　投资组合的回报

某个股票昨天的收盘价是50元，今天的收盘价是60元，很自然地认为若投资这个股票，则收益为10元。假如另有一个股票，它昨天的收盘价5元，今天的收盘价15元，你能认为这两个股票的收益相同，都是10元吗？买前一个股票，投入50元赚10元；而买后一个股票，投入5元赚10元。它们显然是不同的，后一个股票的收益远比前一个股票大。人们除了关心股价的上涨与下降，其实更应关心它的回报。所谓回报，就是投入例如1元钱，赚或亏了多少。“回报”相当于“增长率”。它与“增加量”是两个不同的概念。将第t个交易日与前一个，也就是第t－1个交易日进行比较。Δt
 ＝st
 －st－1
 是增加量，其中st
 和st－1
 分别是第t和第t－1个交易日某股票的股价。前面所讨论的这两个股票的增加量一样大，都是10元。第t个交易日相对于第t－1个交易日的回报（增长率）是增加的相对量：
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这两个股票的回报不一样大，它们的回报分别等于
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后一个股票的回报远比前一个股票的大。

显然，如果回报r是正的则表示赚了，r越大则赚得越多；如果r是负的则表示亏了，r越小则亏得越多。通常用回报来度量收益，有时就将回报（return）称为收益。不难理解回报r的下述含义：既然在第t－1个交易日投入1元钱购买这个股票，则在第t个交易日就能回报r，那么倘若你投入a元钱，则就能回报ar元钱。

市场上有股票、债券、基金、黄金与白银等投资项目，为简单起见，不失一般性，我们仅讨论股票，且仅将资金限于投资3个股票：股票1，2与3。假设这3个股票的回报分别为r1
 ，r2
 与r3
 。所谓投资组合，可简单地理解为，将投资资本分别按一定的比例α1
 ，α2
 与α3
 购买这3个股票。显然，α1
 ＋α2
 ＋α3
 ＝1。而投资组合的回报就是，倘若投资资本为1元钱，则赚或亏了多少。若总的投资资本是1元钱，则这项投资组合意思是说，分别用α1
 ，α2
 与α3
 元的钱购买股票1，2与3。由于这3个股票的回报分别为r1
 ，r2
 与r3
 ，因而投资组合的（总的）回报就等于a1
 r1
 ＋a2
 r2
 ＋a3
 r3
 。同样道理，若有m个投资项目，其回报分别为r1
 ，r2
 ，…，rm
 。将投资资本按比例α1
 ，α2
 ，…，αm
 投资于这m个投资项目，则这项投资组合回报等于α1
 r1
 ＋α2
 r2
 ＋…＋αm
 rm
 。

●　投资组合：

a——投资A公司股票的比例

b——投资B公司股票的比例

c——投资C公司股票的比例

●　约束条件：a、b与c非负，a＋b＋c＝1。

●　这个投资组合的期望回报：

a·（公司A的期望回报）＋b·（公司B的期望回报）＋c·（公司C的期望回报）

§8.2.2　优化投资组合


投资组合未来回报的预测


回报有不确定性，是个随机变量。根据历史数据，可以看到股票以往涨涨跌跌的情况，算得每一个股票的一系列的回报值。投资组合的一个重要问题是，如何根据历史数据预测其未来的回报？通常用投资组合的期望（平均）回报μ作为其未来回报的预测值，其中

μ＝E（α1
 r1
 ＋α2
 r2
 ＋α3
 r3
 ）

由于投资比例α1
 ，α2
 与α3
 是待定的常数，根据第二章§3.2.3小节所说的：“和的期望等于期望的和”，若记股票1，2与3的回报r1
 ，r2
 与r3
 的期望（平均）分别为

E（r1
 ）＝μ1
 ，E（r2
 ）＝μ2
 与E（r3
 ）＝μ3


则投资组合的期望（平均）回报
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其中股票1，2与3的期望回报μ1
 ，μ2
 与μ3
 是可以根据股票的历史数据把它们估计出来的。

下面简述估计的过程。

根据某股票很多个交易日的记录，经计算得到它的n个回报值。画直方图，列频数频率分布表，数值描述（计算均值、方差与标准差等）可用来了解该股票收益统计分布的规律性。根据本书第二章§2.3.2与§2.3.3小节的计算公式，可分别算得回报的平均数、方差与标准差。将根据股票1，2与3的历史数据算得的平均数分别记为[image: alt]
 ，[image: alt]
 与[image: alt]
 ，方差（标准差）分别记为[image: alt]
 （s1
 ），[image: alt]
 （s2
 ）与[image: alt]
 （s3
 ），则由平均数[image: alt]
 ，[image: alt]
 与[image: alt]
 ，得到投资组合的未来回报α1
 r1
 ＋α2
 r2
 ＋α3
 r3
 的预测值为α1
 [image: alt]
 ＋α2
 [image: alt]
 ＋α3
 [image: alt]
 。投资组合优化的一个重要问题是：

●　投资组合：

α1
 为投资股票1的比例；

α2
 为投资股票2的比例；

α3
 为投资股票3的比例。

●　约束条件：α1
 、α2
 与α3
 非负，α1
 ＋α2
 ＋α3
 ＝1。

●　基于以往股票的历史数据，算得股票1，2与3的平均回报分别为[image: alt]
 ，[image: alt]
 与[image: alt]
 。

●　基于以往股票的历史数据，如何适当地选取投资比例α1
 ，α2
 与α3
 ，使得投资组合的未来回报的预测值α1
 [image: alt]
 ＋α2
 [image: alt]
 ＋α3
 [image: alt]
 越大越好。

假设根据股票1，2与3的历史数据算得的平均数（单位：％）分别为[image: alt]
 ＝12.5，[image: alt]
 ＝9.1与[image: alt]
 ＝13.4，则投资组合优化的目标函数为12.5α1
 ＋9.1α2
 ＋13.4α3
 。既然股票3的回报13.4％为最大，为使得目标函数12.5α1
 ＋9.1α2
 ＋13.4α3
 最大，我们就令α1
 ＝α2
 ＝0，不买股票1与2，将全部资本都投入股票3，令α3
 ＝1。事实上，没有这么容易，难就难在我们还得考虑投资组合的风险。一般来说，回报高的股票往往风险比较大。为了减少投资组合的风险，回报高与回报低的股票都要购买。投资组合优化的另一个重要问题就是，购买哪几个股票，按什么样的比例去购买，以使得投资组合的风险越小越好？要讨论这个问题，首先得解决投资组合的风险如何度量的问题。

风险可理解为不确定性。度量风险有好几种方法。投资组合的风险，也就是投资组合回报α1
 r1
 ＋α2
 r2
 ＋α3
 r3
 的风险可用它的方差（标准差）来度量：

方差σ2
 ＝Var（α1
 r1
 ＋α2
 r2
 ＋α3
 r3
 ），标准差σ＝[image: alt]


第三章§3.2.3小节说：“和的方差并不一定等于方差的和”。因而投资组合回报的方差σ2
 ＝Var（α1
 r1
 ＋α2
 r2
 ＋α3
 r3
 ）的计算公式比较复杂，如下所述。

●　投资组合：

α1
 为投资股票1的比例；

α2
 为投资股票2的比例；

α3
 为投资股票3的比例。

●　约束条件：α1
 、α2
 与α3
 非负，α1
 ＋α2
 ＋α3
 ＝1。

●　这个投资组合的期望回报：

α1
 ·（股票1的期望回报）＋α2
 ·（股票2的期望回报）＋α3
 ·（股票3的期望回报）。

●　这个投资组合回报的方差：
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下面对这个投资组合回报方差的计算公式作一个简要的说明。首先将第三章§3.2.3小节所说的有关内容作一个简要的回顾。

先考虑最简单的情况：只有两个股票：股票1与股票2，其回报分别是r1
 与r2
 ，投资资本为2元钱，各用1元钱购买这两个股票。则这个投资组合的回报等于γ1
 ＋γ2
 。根据第三章§3.2.3小节所说的，则有

●　在股票1与2正相关（基本上同时上升和同时下跌）时，

Var（r1
 ＋r2
 ）>Var（r1
 ）＋Var（r2
 ）

●　在股票1与2负相关（基本上一个上升而另一个下跌，一个下跌而另一个上升）时

Var（r1
 ＋r2
 ）<Var（r1
 ）＋Var（r2
 ）

究竟正相关两个股票的投资组合回报的方差大了多少，负相关两个股票的投资组合回报的方差小了多少，这需要用到本书第七章所讲解的相关系数。
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令股票1回报的方差[image: alt]
 ＝Var（r1
 ），股票2回报的方差[image: alt]
 ＝Var（r2
 ），ρ12
 是股票1与2回报的相关系数，则有

Var（r1
 ＋r2
 ）＝[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ＋2ρ12
 σ1
 σ2


其中σ1
 ＝[image: alt]
 与σ2
 ＝[image: alt]
 分别是股票1与2回报的标准差。由此看来，相比于[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ，股票1与股票2的这个投资组合回报的方差Var（r1
 ＋r2
 ）仅多了2ρ12
 σ1
 σ2
 。因而，

●　在股票1与股票2正相关，ρ12
 >0时，投资组合回报的方差Var（r1
 ＋r2
 ）比[image: alt]
 ＋[image: alt]
 大，大了2ρ12
 σ1
 σ2
 ；

●　在股票1与股票2负相关，ρ12
 <0时，投资组合回报的方差Var（r1
 ＋r2
 ）比[image: alt]
 ＋[image: alt]
 小，小了2|ρ12
 |σ1
 σ2
 。

下面考虑稍许复杂一些的情况：仍然只有两个股票：股票1与股票2，其回报分别是r1
 与r2
 ，但投资资本为1元钱，将它按一定的比例α1
 与α2
 分别购买这两个股票，则这个投资组合的回报等于α1
 r1
 ＋α2
 r2
 。与Var（r1
 ＋r2
 ）的计算公式相类似地，方差Var（α1
 r1
 ＋α2
 r2
 ）的计算公式为

Var（α1
 r1
 ＋α2
 r2
 ）＝[image: alt]
 [image: alt]
 ＋[image: alt]
 [image: alt]
 ＋2ρ12
 α1
 α2
 σ1
 σ2
 。

依此类推，多于两个股票例如3个股票：股票1、2与3的投资组合回报α1
 r1
 ＋α2
 r2
 ＋α3
 r3
 的方差

Var（α1
 r1
 ＋α2
 r2
 ＋α3
 r3
 ）＝[image: alt]
 [image: alt]
 ＋[image: alt]
 [image: alt]
 ＋[image: alt]
 ＋2ρ12
 σ1
 σ2
 ＋2ρ13
 σ1
 σ3
 ＋2ρ24
 σ2
 σ3
 ，

其中α1
 ，α2
 与α3
 是投资比例，[image: alt]
 ＝Var（r1
 ）、[image: alt]
 ＝Var（r2
 ）与[image: alt]
 ＝Var（r3
 ）分别是股票1、股票2与股票3的回报的方差，从而知σ1
 、σ2
 与σ3
 分别是股票1、股票2与股票3的回报的标准差，ρ12
 ，ρ13
 ，ρ23
 分别是股票1与2、股票1与3、股票2与3回报的相关系数。这个公式就是上面所述的投资组合回报方差的计算公式。


基于以往股票的历史数据投资组合回报方差的估算


在投资组合回报方差的计算公式中α1
 ，α2
 与α3
 待定，而股票1，2与3回报的方差[image: alt]
 （标准差σ1
 ），方差[image: alt]
 （标准差σ2
 ）与方差[image: alt]
 （标准差σ3
 ），以及两两之间的相关系数ρ12
 ，ρ13
 与ρ23
 可分别用前面算得的历史数据来估计。估计的方法如下。

在同一个交易日记录某两个股票的回报，得到一对数据（案例）。假设有n对案例：

[image: alt]


其中rij
 的下标{ij}，前一个数i＝1，2分别表示是第一、第二个股票的回报，后一个数j＝1，2，…，n表示是第j＝1，2，…，n个交易日的回报。首先对每一个股票进行数值描述，得到每一个股票回报的平均数、方差与标准差：

第一个股票回报的平均数[image: alt]
 、方差[image: alt]
 与标准差s1
 ；

第二个股票回报的平均数[image: alt]
 、方差[image: alt]
 与标准差s2
 。

接下来计算，这两个股票回报的相关系数。

股票1与股票2回报的相关系数：ρ12
 ＝[image: alt]
 ，

其中，

股票1回报的离差平方和：L11
 ＝（r11
 －[image: alt]
 ）2
 ＋（r12
 －[image: alt]
 ）2
 ＋…＋（r1n
 －[image: alt]
 ）2
 ；

股票2回报的离差平方和：L22
 ＝（r21
 －[image: alt]
 ）2
 ＋（r22
 －[image: alt]
 ）2
 ＋…＋（r2n
 －[image: alt]
 ）2
 ；

股票1与股票2回报的离差叉积和：

L12
 ＝（r11
 －[image: alt]
 ）（r21
 －[image: alt]
 ）＋（r12
 －[image: alt]
 ）（r22
 －[image: alt]
 ）＋…＋（r1n
 －[image: alt]
 ）（r2n
 －[image: alt]
 ）。

在ρ12
 >0时，股票1与股票2的回报正相关，ρ12
 越接近1，它们越是正相关；在ρ12
 <0时，股票1与股票的回报2负相关，ρ12
 越接近－1，它们越是负相关。

假如某项投资组合有3个股票，那就需要计算每一个股票回报的均值（期望）、方差与标准差，以及每两个股票回报之间的相关系数。通常将这些计算结果排列成表8.12。

表8.12　3个股票数值描述的汇总

[image: alt]


有了表8.12，则这项投资组合的未来回报α1
 r1
 ＋α2
 r2
 ＋α3
 r3
 的方差估算为

[image: alt]
 [image: alt]
 ＋[image: alt]
 [image: alt]
 ＋[image: alt]
 [image: alt]
 ＋2ρ12
 α1
 α2
 s1
 s2
 ＋2ρ13
 α1
 α3
 s1
 s3
 ＋2ρ23
 α2
 α3
 s2
 s3
 。

投资组合优化的另一个重要问题是


基于以往股票的历史数据，如何适当地选取投资比例α1
 ，α2
 与α3
 ，使得投资组合的未来回报的方差



[image: alt]
 [image: alt]
 ＋[image: alt]
 [image: alt]
 ＋[image: alt]
 [image: alt]
 ＋2ρ12
 α1
 α2
 s1
 s2
 ＋2ρ13
 α1
 α3
 s1
 s3
 ＋2ρ23
 α2
 α3
 s2
 s3
 越小越好。


例如，表8.13是根据股票1，2与3的历史数据算得的。由此表可以看到股票1与2，股票1与3，股票2与3回报的相关系数分别为-0.401，0.323，0.260。股票1与2的回报负相关，其余的正相关。

表8.13　3个股票回报的期望、标准差、方差与相关系数

[image: alt]


如果分别用α1
 ，α2
 与α3
 元的钱购买股票1，2与3，则这项投资组合的期望回报、回报的方差与标准差分别为

●　期望回报：12.5α1
 ＋9.1α2
 ＋13.4α3


●　回报方差：14.44[image: alt]
 ＋10.24[image: alt]
 ＋16.81[image: alt]
 －2×0.401×3.8×3.2α1
 α2
 ＋2×0.323×3.8×4.1α1
 α3
 ＋2×0.260×3.2×4.1α2
 α3
 ＝14.44[image: alt]
 ＋10.24[image: alt]
 ＋16.81[image: alt]
 －9.75α1
 α2
 ＋10.06α1
 α3
 ＋6.82α2
 α3


●　回报标准差：[image: alt]


前面所说的投资组合优化的两个重要问题是：

1）如何适当地选取投资比例α1
 ，α2
 与α3
 ，使得期望回报（投资组合未来回报的预测值）越大越好？

2）如何适当地选取投资比例α1
 ，α2
 与α3
 ，使得回报标准差（投资组合未来回报的风险）越小越好？

俗话说，鱼和熊掌不能兼得。既要期望回报最大，又要回报标准差最小，那基本上是不可能的事。退而求其次，通常人们从下面两个角度考虑投资组合的优化问题。


优化问题1
 　对于期望回报我们有一个最低要求，例如不低于12.5％，然后建立一个风险最小化模型：

决策变量：投资比例α1
 ，α2
 与α3
 。

目标函数：

min{[image: alt]
 }。

约束条件：

期望回报12.5α1
 ＋9.1α2
 ＋13.4α3
 ≥12.5；

投资比例α1
 ＋α2
 ＋α3
 ＝1，α1
 ≥0，α2
 ≥0，α3
 ≥0。


优化问题2
 　对于回报风险我们有一个最低要求，例如回报标准差不大于3％，然后建立一个期望回报最大化模型：

决策变量：投资比例α1
 ，α2
 与α3
 。

目标函数：max{12.5α1
 ＋9.1α2
 ＋13.4α3
 }。

约束条件：

回报标准差

[image: alt]
 ≤3；

投资比例α1
 ＋α2
 ＋α3
 ＝1，α1
 ≥0，α2
 ≥0，α3
 ≥0。

这两个优化规划问题的Excel求解步骤同线性规划。对于期望回报不低于12.5％的回报标准差最小的优化问题1，目标函数输入的是“＝sqrt（14.44*b2^2＋10.24*b3^2＋16.81*b4^2－9.75*b2*b3＋10.06*b2*b4＋6.82*b3*b4）”，

其中b2，b3与b4单元格是决策变量（投资比例）α1
 ，α2
 与α3
 。对回报标准差不大于3％的期望回报最大的优化问题2，回报标准差约束条件输入的是

“＝sqrt（14.44*b2^2＋10.24*b3^2＋16.81*b4^2－9.75*b2*b3＋10.06*b2*b4＋6.82*b3*b4）”。

这两个优化规划问题的解见表8.14。

表8.14　投资组合优化问题的解

[image: alt]


投资组合的这两个优化问题的敏感性报告的分析从略。事实上，除了看敏感性报告，建议读者对于例如期望回报不低于12.5％的回报标准差最小的优化问题，还可以将最低的期望回报增加到例如13％、13.5％等，或减少到例如12％、11.5％等，计算投资比例与最小的回报标准差，观察它们是怎样变化的。

§8.3　整数规划

本章最大利润规划问题的例8.1，其决策变量为涂料A与B每天各生产多少桶。由于涂料一天的产量以桶为单位，这两个决策变量必须是整数。若一个规划问题，其某些决策变量必须是整数，则称它为整数规划
 。整数规划问题的某些决策变量如果仅限于取0和1这两个值，则称这类整数规划为0－1规划
 。看下面的指派问题。


指派问题
 　有几项不同的生产任务，若干个人都可承担这些任务。由于各人的特长不尽相同，因而完成各项任务的效率例如消耗的时间也不同。企业生产管理人员面临一个规划问题：如何指派这些任务给这些人，使得总的效率最高，也就是总的消耗时间最少？

设有4项生产任务与4个工人。每人完成各项任务所消耗的时间见表8.15。问如何指派，才能使总的消耗时间最少？本章研究的指派问题是，指每个工人只能干一项工作，且每项工作只能一个工人干。

表8.15　每个工人完成各项任务所消耗的时间

[image: alt]


●　这个指派规划问题的决策变量是0－1变量xij
 （i＝1，2，3，4，j＝1，2，3，4）：

[image: alt]


●　其目标函数是总消耗时间

z＝19x11
 ＋18x12
 ＋23x13
 ＋22x14
 ＋15x21
 ＋24x22
 ＋18x23
 ＋21x24
 ＋26x31
 ＋19x32
 ＋17x33
 ＋16x34
 ＋19x41
 ＋17x42
 ＋21x43
 ＋23x44


目标函数最小化：min{z}是这个指派规划问题的最终要求。

●　除了决策变量xij
 是0－1变量这个约束之外，它还有以下两个方面的约束：

1）每个工人只能干一项工作：

工人1只能干一项工作，x11
 ＋x12
 ＋x13
 ＋x14
 ＝1；

工人2只能干一项工作，x21
 ＋x22
 ＋x23
 ＋x24
 ＝1；

工人3只能干一项工作，x31
 ＋x32
 ＋x33
 ＋x34
 ＝1；

工人4只能干一项工作，x41
 ＋x42
 ＋x43
 ＋x44
 ＝1。

2）每项工作只能一个工人干：

生产任务1只能一个工人干，x11
 ＋x21
 ＋x31
 ＋x41
 ＝1；

生产任务2只能一个工人干，x12
 ＋x22
 ＋x32
 ＋x42
 ＝1；

生产任务3只能一个工人干，x13
 ＋x23
 ＋x33
 ＋x43
 ＝1；

生产任务4只能一个工人干，x14
 ＋x24
 ＋x34
 ＋x44
 ＝1。

这个指派问题其实是0－1整数的线性规划，其Excel求解同线性规划问题例8.1与例8.2。它的Excel工作表格类似于表8.10，例8.2最小运输成本规划问题的Excel工作表格。同例8.1最大利润规划问题的整数约束，添加决策变量xij
 的0－1约束时，在添加约束对话框的单元格引用位置栏中键入决策变量的单元格
 例如b2:e5。由于是0－1约束，故在<＝下拉菜单，选择bin。bin是binary的缩写。

这个指派问题的最优解是x12
 ＝x21
 ＝x34
 ＝x43
 ＝1，也就是指派工人1去完成生产任务2、工人2去完成生产任务1、工人3去完成生产任务4、工人4去完成生产任务3。其最小目标函数值，即总的消耗时间的最小值为70。

内容提要

●　规划问题三要素：决策变量、目标函数与任务约束。

●　使用Excel规划求解功能，解规划问题的程序：

1）建立Excel工作表格，例如表8.2，表8.10等。

2）操作Excel规划求解功能：建立Excel工作表格→工具→规划求解。

3）规划求解对话框：设置目标单元格（E）中键入…；在等于栏中选择…；在可变单元格（B）栏中键入…；选择选项（O）；在约束（U）栏中选择添加，进入添加约束对话框。

●　敏感性报告分析。

●　线性规划：目标函数与所有的约束条件等都是决策变量的线性函数。

●　非线性规划：目标函数与所有的约束条件中，只要有一个不是决策变量的线性函数。

●　整数规划：某些决策变量必须是整数。

●　0－1规划：某些决策变量仅限于取0和1这两个值。

习题八

1．某企业需生产500克瓶装涂料。涂料由A、B两种原料混合而成。工艺要求规定，A种原料最多不能超过350克，B种原料不能少于200克。A种原料的购进价格为4克／元，B种原料7克／元。两种原料的市场供应没有限制。问：每瓶涂料中两种原料各使用多少，才能使加工成本最小？

2．某企业生产两种型号的产品：产品A与B。一件产品A与B在第一车间的加工时间分别是20与10工时，在第二车间的加工时间分别是20与30工时。第一与第二车间每周最多加工的工时分别是5000与8000工时。一件产品A与B的成本分别是150元与100元。众所周知，产品的产量与市场需求，以及产品的价格有关。根据经验，产品A的周产量的上限是4900－P；产品B的周产量的上限是6400－2Q，其中P与Q分别是产品A与B的价格。企业生产管理人员面临一个规划问题：如何适当地确定每一种产品的价格，适当地确定每一种产品的周产量，以使得企业的利润最大？最大的利润是多少？

3．某公司有20个技术人员，分散在A、B和C3处。每处各有7、4和9个技术人员。有E、F、G和H4个顾客各需要技术人员3、6、5和6个。技术人员从A、B和C到E、F、G和H的路费（服务成本）见表8.16。应如何派遣技术人员，在满足各个顾客的需要的前提下使得服务成本最省？

表8.16　从A、B和C到E、F、G和H的服务成本

[image: alt]


4．设有A、B、C和D4座煤矿，每月各生产煤80、60、30和50万吨。这4座煤矿所在地的坐标分别为A（7，3）、B（3，10）、C（8，14）和D（12，12），见图8.2。要将这4座煤矿生产的煤集中在一处，然后再往外运。

[image: alt]


图8.2　A、B、C和D4座煤矿的坐标

①　为使得煤的运输成本最省，它们应集中在何处？

②　假设横坐标x轴是一条河。欲在河边建一码头，然后将这4座煤矿生产的煤集中在码头，再经水路往外运。为使得煤的运输成本最省，码头应建在河的哪一处？

③　假设仅横坐标3到5的x轴适合建码头，则码头应建在何处？

④　除了横坐标3到5的x轴，假设横坐标8到11的x轴也适合建码头，则码头应建在何处？

5．表8.17是根据股票1，2，3与4的历史数据算得的。

表8.17　4个股票回报的期望、标准差、方差与相关系数
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①　投资这4个股票，期望回报不低于20％。请根据这个要求，建立风险（回报标准差）最小化模型，并计算这4个股票的最优投资比例。

②　投资这4个股票，回报标准差不高于13％。请根据这个要求，建立期望回报最大化模型，并计算这4个股票的最优投资比例。

③　参照（1）的计算，填写表8.18。当然，参照（2）的计算，也可填写与表8.18相类似的表。

表8.18　期望回报与回报标准差

[image: alt]


④　根据表8.18的第1与第2列的数据，画期望回报与回报标准差的散点图。此图通常称为是股票1、2、3与4的有效边界（efficient frontier）。请思考，为什么称它为边界？

6．某市欲设立若干个超市。经研究讨论，有10个位置可供选择。这些超市的投资额与月利润（单位：万元）的预测值见表8.19。

表8.19　超市的投资额与年利润的预测值

[image: alt]


由于各个地区的居民密集程度与消费水平有差异，因而建立的超市需满足下面的条件：

●　在市东区的两个位置至少选一个建立超市；

●　在市西区的4个位置至多选两个建立超市；

●　在市南区的两个位置至少选一个建立超市；

●　在市北区的3个位置至少选两个建立超市；

在投资总额不超过800万元的前提下，应在何处设立超市，可使月利润达到最大？


第九章　决策分析

顾名思义，所谓决策分析，就是各行各业的管理人员为解决当前发生的问题或未来可能发生的问题，决定应对之策的过程。一般来说，决策问题有下面4个要素：

1）决策者：例如管理人员。

2）行动方案：供决策者选择采用的各个应对策略。

3）环境状态：决策问题很可能处于不尽相同的环境状态，例如市场的需求不同，可能使产品热销，也可能一般，甚至滞销。显然，各行动方案在不同的环境状态下可能有不同的结果，例如收益，或损失等。

4）各个行动方案不同环境状态下的收益（或损失）。

在决策时，倘若环境状态完全确定，例如第八章所讨论的线性规划与非线性规划求解问题就称为确定型决策问题。否则，就是不确定型决策问题。

对于确定型决策问题，由于决策的环境状态完全确定，一旦选定行动方案，所产生的结果例如利润或成本就可准确预料，因而人们往往能求得例如最大利润或最小成本的最佳方案。而不确定型决策问题，由于有不同的环境状态，以至于一个行动方案在不同的环境状态下很可能会产生不同的结果。因而往往难以求得方方面面令大家都满意的行动方案。最佳方案的选择与决策者的价值观、偏好等有关。保守稳妥的管理者倾向于选择风险比较小的行动方案，而冒险进取的管理者爱好选择利润比较大的行动方案。这也就是说，他们有不同的决策准则。

不确定型决策问题有两种类型：

1）各个环境状态发生的概率例如市场需求热销、一般与滞销发生的可能性，决策者事先未知，难以预料。

2）如果各个环境状态发生的概率都已知，此时通常特称这个不确定型决策问题为风险型决策问题。例如本书第三章§3.3节“期望－方差的决策分析”中所讨论的开发还是不开发新产品，中型扩建还是大型扩建为好的决策问题就是风险型决策问题。

本章将介绍不确定情况下的决策分析常用的几个准则，以及贝叶斯（Bayes）决策分析与效用（Utility）函数理论，最后简要介绍博弈论。

必须指出的是，尽管确定型决策问题的决策环境状态完全确定，人们能选择到最佳方案，但通常仍需讨论，当决策环境状态有所变化时最佳方案能否保持稳定？倘若不能保持稳定时，它是如何变化的？这就是确定型决策问题例如第八章讨论的规划求解问题的敏感性分析。事实上，不确定型以及风险型决策问题也有敏感性分析。例如上面提到的开发还是不开发新产品，中型扩建还是大型扩建为好的风险型决策问题，第三章§3.3节依据期望－方差的决策准则，认为开发新产品建中型工厂的决策比较好。那么接下来就应该考虑敏感性分析。显然，市场对新产品的需求量高、中和低的概率究竟有多大，是这个决策问题的一个关键性数据，它们的变化，甚至一些不大的变化也会敏感地影响到决策问题的求解。开发新产品、建中型工厂的决策比较好，是在市场需求量高、中和低的概率分别是0.3、0.5和0.2的条件下求得的，倘若这些概率偏离原先设定的值，例如分别更改为0.4、0.4和0.2，或者0.5、0.3和0.2之后，开发新产品、建中型工厂的决策是否稳健（robust）？是否仍然是一个比较好的决策方案？由此看来，有的人把敏感性分析（sensitivity analysis）称作稳健性分析（robustness analysis）不无道理。

§9.1　不确定型决策问题常用的决策准则

对于不确定型决策问题，不同价值观、偏好的决策人，可能采用不同的决策准则。例如，

●　冒险进取的管理者爱好选择利润比较大的行动方案。他们根据最大收益最大化准则选取行动方案。最大收益最大化准则简称为极大极大准则（Maximax）。

●　保守稳妥的管理者倾向于选择风险比较小的行动方案。他们根据最小收益最大化准则选取行动方案。最小收益最大化准则简称为极大极小准则（Maximin）。


例9.1
 　某企业开发生产一个新产品。这个新产品有3个投资策略：引进国际上先进的生产线；将企业原有的生产线加以改进；部分生产线国际上引进，部分是原有生产线的改进。这项决策问题的不确定性因素是市场情况多变，新产品有可能畅销，也有可能良好、较差，甚至滞销。经研究分析，不同策略不同市场情况新产品的销售收益见表9.1（单位：百万元）。

表9.1　新产品的投资策略、市场情况与收益

[image: alt]


冒险富有进取性的管理者采用的极大极大准则，其实就是比较各个策略的最大收益。引进生产线、部分引进部分改进与改进原生产线，这3个策略的最大收益分别是80，55与31（见表9.2最右边一列）。极大极大准则比较各个策略的最大收益，将最大收益最大化。由于引进生产线的最大收益80比另外两个策略的最大收益都来得大，因而冒险进取的管理者的极大极大准则倾向于采用引进生产线的投资策略。采用这个投资策略是为了获得最大收益80（百万元）。

表9.2　最大收益最大化准则（极大极大准则）
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保守稳妥的管理者采用的极大极小准则，其实就是比较各个策略的最小收益。引进生产线、部分引进部分改进与改进原生产线，这3个策略的最小收益分别是-70、-40与-1（见表9.3最右边一列）。极大极小准则比较各个策略的最小收益，将最小收益最大化。由于改进原生产线的最小收益-1比另外两个策略的最小收益都来得大，因而保守稳妥的管理者的极大极小准则倾向于采用改进原生产线的投资策略。采用这个投资策略确保收益至少有-1（至多亏损1）百万元。

表9.3　最小收益最大化准则（极大极小准则）

[image: alt]


除了冒险进取的极大极大准则与保守稳妥的极大极小准则之外，比较著名的还有极小极大准则（Minimax）。所谓极小极大，就是最大后悔（机会损失）最小化的意思。

采用了某个决策之后决策人有可能感到满意，也有可能感到失望、后悔。例如某人在寻找工作。他去公司A应聘，公司A决定录用他并要求与他签约，此时他面临一个选择，是否与公司A签约。假设他认为过些日子还不断地有更好公司的应聘机会而拒绝与公司A签约。倘若他后面找到的公司B比公司A差，那他就会后悔。假设他最关心的是薪水。倘若公司A给出的月薪是7500元，公司B给的月薪是5000元，两者相抵消，他的后悔的大小就可度量为2500元。2500元称为后悔，或机会损失（Opportunity Loss）值。当然还有这样的可能性，一段时间之后，公司A因财务危机倒闭了，则他显然不会后悔反而感到庆幸。由此看来，会不会后悔，有多大的后悔，这与市场情况（环境状态）有关。不同的环境状态，后悔值是不一样大的。因而我们是在环境状态给定之后计算后悔值的。其计算公式为

某个环境状态的某个策略的后悔值

＝这个环境状态的最优策略的收益－这个环境状态的这个策略的收益

根据表9.1的新产品的投资策略与收益数据算得的各个市场情况各个投资策略的后悔值见表9.4。例如在市场情况畅销时，引进生产线是最优投资策略，其收益80最大。由此可见，在市场情况畅销时若采用引进生产线的投资策略那是不会后悔的，其后悔值等于0。而若采用部分引进、部分改进，或改进原生产线的投资策略就会后悔，它们的后悔值分别为

市场情况畅销时部分引进、部分改进投资策略的后悔值等于80－55＝25；

市场情况畅销时改进原生产线的投资策略的后悔值等于80－31＝49。

表9.4　各个市场情况各个投资策略的后悔值
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极小极大准则，其实就是比较各个策略的最大后悔值。引进生产线、部分引进部分改进与改进原生产线，这3个策略的最大后悔分别是69、39与49（见表9.4最右边一列）。极小极大准则比较各个策略的最大后悔，将最大后悔最小化。由于部分引进、部分改进的最大后悔39比另外两个策略的最大后悔都来得小，因而根据极小极大准则，倾向于采用部分引进、部分改进的投资策略。

极小极大准则，又称为最大后悔最小化准则，或最大机会损失最小化准则。这个准则是美国著名经济统计学家Savage提出的，故又称Savage准则。

§9.2　风险型决策问题常用的决策准则

风险型决策问题，各个环境状态发生的概率都已知，例如例9.1的新产品投资策略问题，经讨论分析新产品销售情况畅销、良好、较差与滞销的概率分别等于0.2，0.4，0.3与0.1，见表9.5。

表9.5　风险型决策问题
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§9.2.1　期望收益决策准则

所谓期望收益准则，其实就是比较各个策略的期望收益。第三章§3.3节期望收益准则就已被用来解决开发还是不开发新产品，中型扩建还是大型扩建为好的决策问题。

由表9.5知，

●　引进生产线这个策略收益的分布列：
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●　“引进生产线”的期望收益＝80×0.2＋40×0.4＋（-30）×0.3＋（-70）×0.1＝16。

类似地，由表9.5算得“部分引进、部分改进”与“改进原生产线”，这两个策略的期望收益分别是17.3与21.2。这3个策略的期望收益见表9.6最右边一列。期望收益准则比较各个策略的期望收益，将期望收益最大化。由于改进原生产线的期望收益21.2比引进生产线与部分引进、部分改进的期望收益都来得大，因而根据期望收益准则，倾向于采用改进原生产线的投资策略。

表9.6　期望收益准则
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正如第三章§3.3节讨论开发还是不开发新产品，中型扩建还是大型扩建为好的决策问题时所说的，除了比较各个策略的期望收益，还需比较它们的风险，也就是比较各个策略收益的标准差。尽可能选取标准差比较小的行动方案。

“引进生产线”收益的标准差
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类似地，算得“部分引进、部分改进”与“改进原生产线”，这两个策略收益的标准差分别是32.88与12.31。这3个策略的期望收益与收益的标准差见表9.7最右边两列。根据期望收益准则我们采用的改进原生产线的投资策略，其收益的标准差比另外两个策略收益的标准差都来得小。由此看来，采用改进原生产线的投资策略比较恰当，它不仅期望收益比较大，而且收益的标准差也比较小。

表9.7　各个投资策略期望收益与收益的标准差
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很可能会发生这样的情况，这个行动方案的期望收益最大，但收益的标准差却是另一个行动方案最小。碰到两者不一致的情况我们可以按第八章§8.2.1节讨论投资组合收益时所说的，退而求其次。考虑下面两类决策问题：

1）在期望收益达到一定要求（至少多大）的条件下，寻找一个决策，其风险（方差，或标准差）最小。

2）在风险（方差，或标准差）达到一定要求（至多多大）的条件下，寻找一个决策，其期望收益最大。

§9.2.2　期望后悔（机会损失）决策准则

所谓期望后悔（机会损失）准则，其实就是比较各个策略的期望后悔（机会损失）值。由表9.4可得各个市场情况下各个投资策略的后悔（机会损失）值，由表9.5可知各个市场情况发生的概率。然后由此算得各个投资策略的期望后悔（机会损失）值，见表9.8最右边一列。期望后悔（机会损失）准则比较各个策略的期望后悔（机会损失），将期望后悔（机会损失）最小化。由于改进原生产线的期望后悔（机会损失）13.4比另外两个策略的期望后悔（机会损失）都来得小，因而根据期望后悔（机会损失）准则，倾向于采用改进原生产线的投资策略。

表9.8　期望后悔（机会损失）决策准则
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§9.2.3　最大可能决策准则

人们往往需要猜测某一事件究竟有没有可能发生。通常用来解这个决策问题的一个简单方法是，估算这个事件发生的概率。如果事件发生的概率比较大，我们就猜测它会发生。事件发生的概率越大，猜测它发生的可信（把握）程度就越大。看下面的例子。

某人通过手机短消息告诉别人，他的email地址是wangj1970@hotmail.com，收到短消息后，别人给他发邮件。在写邮址时写好wangj之后就停住了，别人不知后面那个究竟是数字“1”，还是英文字母“l”。假如知道他的姓名，或者知道他是1970年出生的，那是很容易猜测的。倘若什么都不知道，我想大家都会这样认为，数字“1”的可能性比英文字母“l”的可能性大一些，因而猜测这是数字“1”。

根据最大可能准则猜测某件事会不会发生，这个想法非常自然朴素。人们多半对此习以为常，而不去进一步思考。英国统计学家费歇尔经过深入研究，由这样一个再平常简单不过的事提出了最大似然法。这是统计学中理论意义非常重要、应用极其广泛的一个方法。这个方法可用于本书前面所讨论的估计与检验问题。最大似然法从略。

§9.3　贝叶斯决策

贝叶斯决策其实是处理风险型决策问题的一个方法。与最大可能决策准则相似，它也是通过估算事件发生的概率预测事件是否发生。倘若事件发生的概率超过0.5不多，我们显然没有多大的把握猜测它会发生。贝叶斯决策告诉我们，这时可通过例如观察、调查或试验等方法收集数据，然后在上一次估算的基础上，根据样本数据再次估算事件发生的概率。这就是贝叶斯决策的过人之处。


贝叶斯决策的特点：在上一次估算的基础上，根据样本数据再次估算事件发生的概率。


贝叶斯决策以英国人贝叶斯（Thomas Bayes，1701－1761）的姓名命名。贝叶斯在他逝世前的4个月写了遗书。在遗书中他将一篇文章托付给他的朋友，而他当时并不知他的朋友在何处。所幸的是，他的朋友在贝叶斯死后整理他的文件时发现了这篇文章。贝叶斯的这篇遗作由他的朋友于1763年12月23日在英国皇家学会宣读，并于次年（1764）年发表。对于贝叶斯在遗作中提出的思想，世人一直争论不断。200多年以来接受贝叶斯思想的人越来越多，最终形成了统计界的新的贝叶斯学派。贝叶斯的遗作是这个学派的奠基石。1958年《Biometrika》（生物计量，国际权威统计杂志）全文重新刊载了贝叶斯的遗作。贝叶斯统计是各行各业进行科学研究的重要工具。贝叶斯决策仅是贝叶斯统计的一个方面的内容，它的应用非常广泛。下面看一个医生诊断疾病的例子。

医生初步诊断（先验信息），某病人有60％的可能性（先验概率）患某种疾病。为确诊他究竟有没有患该种疾病，医生要病人做某项检查。根据文献记载与经验，若病人患该种疾病，则检查结果呈阳性的可能性为90％；若病人未患该种疾病，则检查结果呈阳性的可能性为5％。如果病人的检查结果是阳性（观察结果），他患该种疾病的可能性显然比原先的估计60％来得大，那么它究竟等于多少？他患该种疾病的可能性是否很大，以至于医生基本上能确诊他患了该种疾病？这个问题的贝叶斯决策的计算过程如图9.1所示。
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图9.1　贝叶斯决策

首先画一个边长为1的单位正方形，它表示整个的情况。然后将单位正方形分为两个长方形。上与下的两个长方形的面积分别等于60％与40％。上面的长方形表示“病人患某种疾病”，面积60％是它的先验概率；下面的长方形表示“病人未患某种疾病”，面积40％是它的先验概率。

●　对于患该种疾病的病人而言，检查结果阳性的可能性为90％。为此将上面那个面积为60％的长方形分为两个长方形，左面那个粗线围着的长方形表示检查结果呈阳性，其面积是60％的90％，等于54％；右面那个小的长方形表示检查结果呈阴性，其面积是60％的10％，等于6％。

●　对于未患该种疾病的病人而言，检查结果呈阳性的可能性为5％。为此将下面那个面积为40％的长方形分为两个长方形，左面那个粗线围着的长方形表示检查结果呈阳性，其面积是40％的5％，等于2％；右面那个大的长方形表示检查结果呈阴性，其面积是40％的95％，等于38％。

已知病人的检查结果是阳性，这说明病人在粗线围着的图形之中。如果在上面那个粗线围着的面积等于54％的长方形，这说明他患该种疾病；而如果在下面那个粗线围着的面积等于2％的长方形，这说明他未患该种疾病。由此可见，如果病人的检查结果是阳性，则他患该种疾病的可能性（后验概率）为

如果病人的检查结果是阳性，则他患该种疾病的后验概率＝[image: alt]
 ＝96.4％

由此看来，如果病人的检查结果是阳性（观察结果），他患该种疾病的后验概率比先验概率60％大得多，超过了95％，医生基本上能确诊他患了该种疾病。

医生诊断疾病的这个贝叶斯决策的过程如图9.2所示。
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图9.2　医生诊断疾病的贝叶斯决策过程

倘若病人的检查结果是阴性，这说明病人不在图9.1粗线围着的图形之中，而在其右边。右边也有两个长方形，上面那个面积6％小的长方形表示他患该种疾病，下面那个面积38％大的长方形表示他未患该种疾病。因而

如果病人的检查结果是阴性，则他患该种疾病的后验概率＝[image: alt]
 ＝13.6％

这说明如果病人的检查结果是阴性（观察结果），他患该种疾病的后验概率比先验概率60％小得多。但13.6％还没有小到医生基本上能确诊他未患该种疾病的程度。为避免误诊，医生很可能要病人再作一项检查。此时，医生将上一次算得的后验概率，病人有13.6％的可能性患该种疾病作为这一次的先验概率，然后根据第二项检查的结果，再一次计算后验概率。

伊索寓言“狼来了”的故事家喻户晓。孩子第一次喊狼来了，村民们为什么立即上山打狼，是因为他们相信孩子说的是实话。村民们没有看到狼，却看到孩子在笑，他们生气地想这个孩子会说谎，说的话不太可信。村民们的这样一个心理活动其实就是一个贝叶斯决策推断过程。孩子第二次又喊狼来了，村民们还是相信他的话上山打狼。想不到又上当了，大家气坏了。孩子又一次说谎，使得村民们认为这个孩子一点不可信。这又是一个贝叶斯决策推断过程。第三次，狼真的来了，无论孩子怎样大声地哭着喊叫，就没有一个村民去帮助他了。看来做事说话讲究信用非常重要。

某项产品是针对大学生的需要而设计的。关于它在大学生中的认知度，管理部门经过研究分析，认为产品在大学生中的认知度不外乎下面这3种情况：

情况1：产品在大学生中有90％的认知度，比较高；

情况2：产品在大学生中有70％的认知度，中等；

情况3：产品在大学生中有40％的认知度，比较差。

根据过去的经验，大家认为有先验概率：

情况1“新产品在大学生中有90％的认知度”的可信程度（先验概率）为50％；

情况2“新产品在大学生中有70％的认知度”的可信程度（先验概率）为30％；

情况3“新产品在大学生中有40％的认知度”的可信程度（先验概率）为20％。

由于最大的可信程度也只有50％，因而难以决策，究竟哪一个情况可信。为此决定在大学生中作一个小规模的调查。首先随机选取若干个高校。然后在选中的高校中随机调查一些大学生。为简单起见，我们假设仅调查1个大学生，调查结果是他对该产品有认知度。倘若仅根据这个调查结果，就断定情况1可信，大家肯定认为这样说不够稳妥。显然，将先前研究分析的结果与这一次调查结果，综合在一起考虑比较恰当。综合在一起考虑的贝叶斯决策的计算过程如图9.3所示。
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图9.3　综合在一起考虑的贝叶斯决策过程

已知随机调查的这1个大学生对产品有认知度，这说明那个大学生在粗线围着的图形之中。粗线围着的图形由3个长方形组成，上、中、下这3个长方形的面积分别等于45％、21％与8％。因而

●　如果随机调查的这1个大学生对产品有认知度，则情况1“产品在大学生中有90％的认知度”的可信程度（后验概率）＝[image: alt]
 ＝60.8％；

●　如果随机调查的这1个大学生对产品有认知度，则情况2“产品在大学生中有70％的认知度”的可信程度（后验概率）＝[image: alt]
 ＝28.4％；

●　如果随机调查的这1个大学生对产品有认知度，则情况3“产品在大学生中有40％的认知度”的可信程度（后验概率）＝[image: alt]
 ＝10.8％。

看来至此还不能确定哪一种情况是可信的。我们还需要再随机调查一些大学生，了解他们对产品有没有认知度，然后再进行贝叶斯推断决策。此时应将先验概率，情况1、2与3的可信程度由50％、30％与20％调整为贝叶斯决策推断得到的后验概率60.8％、28.4％与10.8％。

§9.4　效用函数

彩票早就问世。现代彩票业也有100多年的历史了。彩票业要做到公平，不是一件容易的事，需要对它进行深入的研究。公平的彩票是不可能预测的，能预测的彩票是不公平的。只有公平的彩票，才能使人们抱着热心公益的健康心态去购买彩票，把它视为休闲娱乐的一种方式。

彩票中奖很难。以在美国影响最大的劲球奖为例，一位彩票管理局的执行主席曾经打过这样的比方：把一个杯子放在街心，登上纽约市102层的帝国大厦顶层，将一枚硬币抛下去，劲球奖中奖的概率比硬币正好抛中杯子的概率还要小。既然彩票中奖的概率非常小，为什么总有许多人去买彩票？这正如前面所说的，人们热心公益，把买彩票视为休闲娱乐活动。此外，去买彩票的原因还与钱的效用有关。

假设某项彩票金额1元钱，若中奖可得10万元。假设中奖概率为二十万分之一。买还是不买这项彩票的决策树模型如图9.4所示。
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图9.4　买彩票的决策树模型

使用期望收益决策准则分析要不要买彩票的决策问题。

●　事件B表示买彩票，它的期望收益与收益标准差分别为
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●　事件C表示不买彩票，它的期望收益与收益标准差皆为0元。

既然购买彩票的期望收益是-0.5元，平均而言购买彩票总是亏的，而卖彩票的总是赚的，但为什么总有许多人去买彩票？这是因为人们感到：


“损失1元钱无所谓，得到10万元钱令人无比惊喜。”


这也就是说，在买彩票的时候1元钱的效用（Utility）比1元钱小得多。它可能好比1角，甚至1分钱。而彩票中奖所得的99999元钱的效用比99999元钱多得多。它可能好比100万元钱甚至更多的钱。总之，钱X（金额）的效用U（X）不一定等于X，见图9.5。

[image: alt]


图9.5　钱X和它的效用U（X）

引入效用函数之后，期望收益决策准则可修改为期望效用收益决策准则。由于1元钱与99999元钱的效用分别为U（I）＝0.01元，U（99999）＝100万元，所以买彩票效用收益的分布列为
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效用收益的期望等于

1000000×0.000005＋（-0.01）×0.999995≈5（元）

因而，在买彩票的人看来，平均而言购买彩票不亏，是赚的。

正因为买彩票时的效用函数如图9.5所示，少的钱的效用没有钱那么多，而多的钱的效用比钱多，越是多的钱它的效用就比钱越是多得多。这说明人在买彩票时可理解为，他是抱着冒险进取的心态，追求高收益。


冒险进取心态的决策者有图9.5那样的效用函数；



保守稳妥心态的决策者有图9.6那样的效用函数。
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图9.6　保守稳妥型决策者的效用函数

与图9.5冒险进取心态决策者的效用函数不同的是，对图9.6的效用函数来说，少的钱的效用比钱多，而多的钱的效用没有钱那么多，越是多的钱它的效用就比钱越是少得多。这说明有这类效用函数的人在决策时抱着保守稳妥的心态。追求的不是高收益。

钱的效用的概念应用很广，例如人们常说商品定价须考虑顾客的承受能力，而这在某种程度上顾客的承受能力与钱的效用有关。2011年4月13日解放日报《经济观察》栏目有一篇讨论物价的署名为“葱油饼与干脆面，选哪个？”的文章说：

“某小学附近点心铺的葱油饼1元一个很受欢迎，每天放学来买的小朋友总是排成长队。学校旁边有家卖零食和杂货的小店，它的干脆面0.6元一包，但生意一直不太好。这是因为小学生认为干脆面不如葱油饼好吃。近来葱油饼由原来的1元一个涨到1.5元一个。买葱油饼的队伍明显短了。虽然干脆面也涨了，由原来的0.6元一包涨到1元一包，但买干脆面的小学生多了。葱油饼与干脆面的遭遇，为什么前后不一样？

在葱油饼1元一个，干脆面0.6元一包的时候，由于1元钱在小学生眼里是可以接受的价位，且葱油饼比干脆面香，所以尽管葱油饼贵，但它受小学生欢迎。而当两者都涨价之后，原来葱油饼比干脆面贵0.4元，而现在葱油饼比干脆面贵0.5元，因而除了在小学生眼里涨价之后葱油饼比干脆面相对更贵，买葱油饼不合算之外，买干脆面的小学生多的另一个原因是，小学生们感到它涨到1元一包还是可以接受的，但葱油饼1.5元一个太贵了。由于葱油饼与干脆面可互相替代，葱油饼贵了，小学生就买干脆面来替代它。由葱油饼与干脆面，这两个可互相替代、非生活必需商品的问题，联想到某些不具有可替代性的生活必需品如粮、油、肉、蛋等的价格的上涨，必须考虑居民心目中钱的效用，否则将实实在在影响百姓生活。”

§9.5　德尔菲法与层次分析法

§9.5.1　德尔菲法

德尔菲法（Delphi Method）是20世纪40年代由赫尔默（Helmer）和戈登（Gordon）首创的。1946年，美国兰德公司首次采用这个方法进行决策分析。德尔菲这一名称起源于古希腊太阳神阿波罗的神话。传说中阿波罗神能预见未来。在德尔菲有座阿波罗神殿，据说这是一个预卜未来的神谕之地，于是人们就借用此地名，作为这个方法的名字。德尔菲法也称专家调查法，是一种采用通讯方式将所需解决的决策问题分别发送到各个专家手中，征询意见。然后汇总全部专家的意见，整理出综合意见。随后将综合意见再反馈给各个专家，再次征询意见。各专家依据综合意见修改自己原有的意见。然后再汇总，再反馈。多次反复，逐步取得较为一致的预测结果。

与常见的专家会议法相同，德尔菲法能充分发挥各位专家的作用，集思广益。同时，德尔菲法又能避免专家会议法存在的权威人士的意见影响他人意见的缺陷；碍于情面，不愿意发表与其他人不同的意见，盲目服从多数的缺陷；以及出于自尊心，不愿意修改自己原来不全面的意见的缺陷。显然，过程较为复杂、费时较长是德尔菲法的一个缺点。

表9.9是德尔菲法的一个案例。某公司开发了一个新产品。为确定它的产量，需对它的销售量进行预测。于是该公司成立了由业务经理、市场专家和销售人员等8位专家组成的专家小组。8位专家对新产品全年可能的销售量提出个人判断，3次反馈得到的结果见表9.9。由此表可以看到，第三次判断时这8位专家意见逐渐趋同。

表9.9　新产品销售量的德尔菲法预测
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§9.5.2　层次分析法

层次分析（Analytic Hierarchy Process，简称AHP）法是20世纪70年代中期由美国运筹学家托马斯·塞蒂（T.L.Saaty）首创的。这是一种系统、层次化的分析方法，常用来处理复杂的决策问题。

层次分析法一般有以下5个步骤。


步骤一：建立层次结构模型


中国民航协会用户工作委员会设置的旅客评价意见卡（见表9.10）其实就是一个层次结构模型。层次分析法设置的第一层为目标层，只有1个指标：“旅客评价”。然后将这个指标分解，设置第二层。第二层从属于第一层。它的意思是说，旅客将从航空售票服务、机场候机服务、办理登机手续服务、机上服务与到达机场服务等5个方面给出评价。第三层从属于第二层。它的意思是说，旅客将从售票服务等3个方面对航空售票服务给出评价；将从引导标志等9个方面对机场候机服务给出评价；将从服务意识等4个方面对办理登机手续服务给出评价；将从航班正点情况等10个方面对机上服务给出评价；将从提取行李速度等3个方面对到达机场服务给出评价。旅客评价意见卡共有3层。更复杂的决策问题可能有4层或更多的层。总之，同一层的指标从属于上一层的指标，也就是对上层指标有影响，同时又支配下一层的指标，也就是受到下层指标的作用。

表9.10　旅客评价意见卡
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步骤二：两两成对比较


假设第1个指标的作用为1，然后比较它与第2、3、4与第5个指标对“旅客评价”的作用大小有什么不同。用1—9的比较尺度度量其他各个指标的作用的大小。第1个指标与各个指标比较的结果见表9.11的“航空售票服务”行。表的“机场候机服务”、“办理乘机手续服务”、“机上服务”与“到达机场服务”行，分别是第2、3、4与第5个指标与自身，以及后面各个指标比较的结果。请注意：表9.11是作者的比较结果，可视为虚构的，无指导意义。

表9.11　第二层5个指标与自身，以及后面各个指标的成对比较

[image: alt]


下面叙述表9.11中各个数字的意义如下：

●　数字1表示前后两个指标对上一层指标的重要性相同；

●　数字3表示前一个指标比后一个略重要；

●　数字5表示前一个指标比后一个重要；

●　数字7表示前一个指标比后一个重要得多；

●　数字9表示前一个指标比后一个极其重要；

●　数字2、4、6和8分别表示前一个指标比后一个的重要性之间介于1与3、3与5、5与7和7与9之间；

●　前一个指标比后一个的重要性为1/n，n＝1，2，…，9，这相当于后一个指标比前一个的重要性为n。据此，我们就能在表9.11的下三角部分的各个空格内填上数字，从而有表9.12。

表9.12　第二层5个指标的两两成对比较

[image: alt]



步骤三：检查一致性


检查：在表9.12中有没有两个指标，它们重要性的成对比较不一致，是否有的时候大有的时候小。需特别指出的是，1—9的比较尺度是倍数关系。这也就是说，数字3应理解为前一个指标的重要性是后一个的3倍；数字3与5并不是说两个指标的重要性相差2，而是说它们的重要性有3∶5的关系。如果有两个指标，它们的重要性有的时候看成2与4，有的时候看成3与5。尽管它们的差都等于2，但由于前者的比为2∶4，后者的比为3∶5，这两个指标的成对比较不一致。

两两成对比较的表9.12，有一个非常好的性质：

●　一行一行看。“航空售票服务”行的5个数字是在航空售票服务的重要性取为1时，这5个指标重要性之比；“机场候机服务”行的5个数字是在机场候机服务的重要性取为1时，这5个指标重要性之比；依此类推。一行一行看的时候，数字越大，指标的重要性越低；数字越小，指标的重要性越高。检查两两成对比较的一致性就是看，各行的5个数字的比值是否相等。

●　一列一列看。“航空售票服务”列的5个数字是在航空售票服务的重要性取为1时，这5个指标重要性之比；“机场候机服务”列的5个数字是在机场候机服务的重要性取为1时，这5个指标重要性之比；依此类推。与一行一行看不同的是，一列一列看的时候，数字越大，指标的重要性越高；数字越小，指标的重要性越低。与一行一行看相同的是，检查两两成对比较的一致性也就是看，各列的5个数字的比值是否相等。显然，“看：各列的5个数字的比值是否相等”，等价于“看：各行的5个数字的比值是否相等”。

下面用检查各行的5个数字的比值是否相等的方法，检查两两成对比较的一致性。

1）由“航空售票服务”这一行知，与航空售票服务的重要性相比较，这5个指标重要性之比为1∶1／2∶1／2∶1／5∶1／2；

2）由“机场候机服务”这一行知，与机场候机服务的重要性相比较，这5个指标重要性之比为2∶1∶1∶1／3∶1＝1∶1／2∶1／2∶1／6∶1／2；

3）由“办理乘机手续服务”这一行知，与办理乘机手续服务的重要性相比较，这5个指标重要性之比为2∶1∶1∶1／3∶1＝1∶1／2∶1／2∶1／6∶1／2；

4）由“机上服务”这一行知，与机上服务的重要性相比较，这5个指标重要性之比为5∶3∶3∶1∶3＝1∶3／5∶3／5∶1／5∶3／5；

5）由“到达机场服务”这一行知，与到达机场服务的重要性相比较，这5个指标重要性之比为2∶1∶1∶1／3∶1＝1∶1／2∶1／2∶1／6∶1／2。

将这些比值排列在一起，得表9.13。由此可见，这5个指标的两两成对比较并不完全一致。不一致的原因在于机上服务与其他指标的重要性的比值并不完全相等。

表9.13　5个指标重要性之比
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发现了不一致的两两比较，可考虑予以校正，以达到一致。倘若意见不统一，无法校正，那也无妨。只要两两比较基本一致，也就是两两比较大多数一致，且不一致的相差不大就可以了。（随机）基本一致的定量检验方法从略。不难由表9.13知，表9.12的两两比较基本一致。


步骤四：计算权重


第二层的5个指标对第一层的指标：“旅客评价”的作用是不一样大的，也就是说它们有不等的权重。前面我们说，每一列的5个数字是这5个指标重要性之比，且数字越大，指标的重要性越高；数字越小，指标的重要性越低。由此可见，表9.12每一列的5个数字都可看成这5个指标重要性之比。为此将它们综合在一起。由于各列依次是在航空售票服务、机场候机服务、办理乘机手续服务、机上服务与到达机场服务的重要性为1时第二层这5个指标重要性之比，因而用相加的方法把各列综合在一起。计算第二层这5个指标权重的方法如表9.14所示。

表9.14　权重的计算
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●　计算表9.12各行，也就是表9.14粗线围着部分各行的和，以及这些和的总和，见表9.14的倒数第2列。

●　将各行的和分别除以总和，从而得各个指标的权重，见表9.14的最后一列。“航空售票服务”、“机场候机服务”、“办理乘机手续服务”、“机上服务”与“到达机场服务”的权重分别为0.08012、0.15826、0.15826、0.44510与0.15826。

我们这里所说的权重的计算方法比较简单。精确的计算方法需要应用矩阵、矩阵的特征根和特征向量等知识，本书从略。事实上，在两两比较完全一致的时候，简单方法与精确方法得到的权重是完全相等的。在两两比较不完全一致的时候，一致的情况越多，简单方法与精确方法得到的权重就越相差不大。

有了第二层的5个指标对第一层的指标的权重之后，接下来计算第三层的指标对它从属的第二层某个指标的权重。例如，计算从属于第二层的“航空售票服务”这个指标的，第三层的售票服务、机票价格与航班时刻这3个指标的权重。计算方法同第二层各个指标权重的计算。

有了权重之后，层次分析法的最后一个步骤就是如何测算最后一层各项指标的数值。


步骤五：指标测算


表9.10的旅客评价意见卡第三层各项指标都是采用下面的测算方法：
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这种统一的等级评分方法的一大优点就是，各个指标数值是用同样的方法度量的，可直接用来对照比较。如果度量方法不同，则必须对各个指标的数值分别进行标准化处理。常用的数据标准化，有第二章§2.3.5数据变换小节所介绍的数据标准化变换：

xi
 →yi
 ＝[image: alt]
 ，其中[image: alt]
 与s分别是原有数据x1
 ，x2
 ，…，xn
 的平均数与标准差。

除标准化变换，还有其他的数据标准化方法。经济合作与发展组织（Organization of Economic Cooperation and Development，简称OECD）发布的幸福指数（Your Better Life Index）的指标体系的层次结构见表9.15。其中有的是正向指标（指标值越大越幸福），例如，第一个指标“人均住房间数”等；有的是逆向指标（指标值越小越幸福），例如，第二个指标“住所没有卫生设施的人口比例”等。

表9.15　OECD幸福指数指标体系的层次结构
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在有了参与排名的所有国家的数据之后，为了计算综合指数，OECD对不同指标的数据进行的标准化处理如下所述。

●　正向指标数据的标准化处理：参与排名的所有国家中，指标值最大的得10分，最小的得0分，指标得分的计算公式为
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●　逆向指标数据的标准化处理：参与排名的所有国家中，指标值最小的得10分，最大的得0分，指标得分的计算公式为

[image: alt]


§9.6　博弈论

竞争是人类生活的常见现象，如游戏、打牌、下棋、体育比赛、军事对抗、谈判与企业间的市场竞争等。竞争时各方为了维护自己的利益，不仅研究有哪些行动方案（策略）可供自己考虑采取，还要研究对手可能采用的行动方案。博弈论（The Game Theory）有时也称为对策论，它研究竞争过程中对策的理论与方法。本书仅考虑两个决策者的竞争问题。事实上，本章前面各节所讨论的决策问题都可看成人与自然的竞争，而各个环境状态就是自然选择采用的应对之策。由此看来，本章一开始所说的决策问题的4个要素，这里就演变为博弈论的3个要素：

1）局中人。参与竞争的各方，本章仅假设有两个局中人：A与B。

2）策略集。每个局中人都有可供自己选择的策略集。设局中人A可采用m个策略：a1
 ，…，am
 ，局中人B可采用n个策略：b1
 ，…，bn
 。当然，局中人的策略集也可能包含无限多个策略。

3）收益矩阵。收益（sij
 ，tij
 ）的意思是说，当（行）局中人A采用策略ai
 ，（列）局中人B采用策略bj
 时，局中人A与B的收益分别为sij
 与tij
 。
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“石头剪子布”是我们大家从孩提时起就喜欢玩的猜拳游戏。它起源于中国，后来传到日本、朝鲜等地，之后传到了欧洲，到了近现代逐渐风靡世界。这个儿童喜欢玩的猜拳游戏有两个局中人：儿童A与B，每一个儿童都有3个可供选择的策略：石头、剪子与布。假设游戏是1分输赢。那么这个猜拳游戏的收益函数可排列成矩阵的形式，见表9.16。由收益矩阵知，若儿童A选择石头，儿童B选择剪子，则收益为（1，-1）。前一个数1表示儿童A（行局中人）赢1分，后一个数－1表示儿童B（列局中人）输1分。

表9.16　猜拳游戏“石头剪子布”的收益矩阵
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不难发现，表9.16的收益矩阵有这样的性质，儿童A与B的收益之和恰都等于0。

具有这一特性的博弈称为是零和博弈。零和博弈的两个局中人，若一方赢了则另一方就输，而且输赢的量相等。除了游戏，在社会政治经济活动中也可能出现零和博弈的情况。此外，出现比较多的是非零和博弈。显然，人们对非零和博弈如何达到互惠互利，这种双赢的结局很感兴趣。

博弈论的理论与方法非常丰富，若想深入了解博弈论，读者可参阅参考书目［7］
 。

§9.6.1　纳什（Nash）均衡

1994年诺贝尔经济学奖授予3位数理经济学家，美国伯克利加利福尼亚大学的约翰·豪尔绍尼（J.Harsanyi）、普林斯顿大学约翰·纳什（J.Nash）和德国波恩大学的赖因哈德·泽尔滕（Reinhard Selten），以表彰他们把博弈论运用于经济分析所取得的卓越成就。约翰·纳什1948年进入普林斯顿大学读数学博士。1950年他的博士论文《非合作博弈》为博弈论成为一门成熟的学科作出了创始性的贡献。泽尔滕和豪尔绍尼对纳什的非合作博弈的思想进行了精心的研究，无论是博弈论的理论发展还是其在社会政治经济活动中的实际应用，他们都作出了开创性的贡献。本小节简要介绍纳什提出的非合作博弈的均衡理论。

可能大家看过电影《美丽心灵》（A Beautiful Mind）。电影描写纳什1958年从事业的顶峰滑向了精神失常的低谷之后，他的妻子、朋友和同事们没有抛弃他，而是不遗余力地帮助他，挽救他。妻子和朋友的关爱终于得到了回报。80年代末起纳什神奇般地逐渐恢复了健康。清醒过来之后，纳什迎来了他生命中的一件大事：荣获诺贝尔经济学奖。纳什处于梦境一般的精神状态长达25年。其间他的名字开始出现在70年代和80年代的经济学课本、进化生物学论文、政治学专著和数学期刊的各领域中。他的名字已经成为经济学或数学的一个名词，如“纳什均衡”、“纳什谈判解”、“纳什程序”、“德乔治－纳什结果”、“纳什嵌入”和“纳什破裂”等。我们仅介绍纳什均衡。纳什在1950年的博士论文中提出的纳什均衡的概念在非合作博弈理论中起着核心的作用。后续的研究基本上都是建立在这一概念之上的。纳什均衡的提出和不断完善为博弈论广泛应用于经济学、管理学、社会学、政治学、军事科学等领域奠定了坚实的理论基础。

讲解“纳什均衡”，最著名的案例就是“囚徒的困境”。1950年，斯坦福大学客座教授、数学家塔克在给心理学家作讲演时，讲了两个囚犯的故事。假设A和B两人私入民宅被警察抓住。警方将这两人分别置于不同的两个房间内进行审讯，对每一个犯罪嫌疑人，警方给出的政策都是：如果你们两个犯罪嫌疑人都坦白了罪行，交出了赃物，则两人以偷窃罪各被判刑8年；如果一个坦白另一个抵赖，则坦白者减刑8年，立即释放，而没有坦白的加刑2年，共判刑10年；如果两人都抵赖，则警方以私入民宅罪将两人各判入狱1年。这两个囚犯陷入了困境，面临着两难的选择：坦白还是抵赖。表9.17给出了这个“囚徒困境”博弈的收益矩阵。显然，囚徒困境是非零和博弈。

表9.17　囚徒的困境
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倘若这个囚徒困境是合作博弈，也就是说他们两人关在一起，可互相串供，则他们一定达成协议选择最好的策略，双方都抵赖，每人都只判1年。注意，合作博弈达成的协议是有约束力的，双方都要求对方不能违反它。一旦有一方违反协议，坦白了罪行，则另一方就要加重判刑10年。既然警方将这两人隔离在不同的两个房间，所以他们无法串供，这是非合作博弈。讨论非合作博弈问题的一个基本出发点，就是假设每个局中人都是“理性的经济人”，都是从利己的目的出发选择策略。这也就是说，每个局中人在选择策略的时候，不顾及它是否损害了对方的利益，而且认为对方也是这样的，为求自保甚至可出卖别人的利益。

首先分析犯罪嫌疑人A从利己的目的出发，面对着“坦白或抵赖”这个两难的选择，他是怎样盘算对策的。

●　犯罪嫌疑人A想，如果犯罪嫌疑人B选择坦白，则若我也坦白将坐8年监狱，而若抵赖将坐10年监狱，看来坦白比抵赖划算。所以在犯罪嫌疑人B选择坦白时，犯罪嫌疑人A也选择坦白。

●　犯罪嫌疑人A又想，如果犯罪嫌疑人B选择抵赖，则若我坦白就可立即释放，而若抵赖将坐1年监狱，看来坦白仍然比抵赖划算。所以在犯罪嫌疑人B选择抵赖时，犯罪嫌疑人A仍选择坦白。

综上所述，对犯罪嫌疑人A而言，不论犯罪嫌疑人B坦白与否，我都是坦白划算。同样道理，犯罪嫌疑人B也是这样想的，选择坦白。最终，他们两人都选择坦白，都被判8年刑期。由此看来，对犯罪嫌疑人A与B都有利的策略（双方都抵赖）和结局（都被判1年刑期），在非合作博弈的时候是不会出现的。

在囚徒困境的例子中，最终得到了一个并非最优的结果，就是两人都选择坦白因此都被判8年。这个结果被称为非合作博弈的“纳什均衡”（Nash equilibrium）。这是博奕论中最基本的一个概念，是人们提到博弈论时说得最多的一个词语。下面解释纳什均衡的含义。

假设有两个局中人：A与B。每个局中人都有有限个可供自己选择的策略，局中人A可采用m个策略：a1
 ，…，am
 ，局中人B可采用n个策略：b1
 ，…，bn
 。策略组合（ai
 ，bj
 ）意思是说，（行）局中人A采用策略ai
 ，（列）局中人B采用策略bj
 。称策略组合（ai
 ，bj
 ）是纳什均衡，意思是说，

●　在局中人B采用策略bj
 时，ai
 是局中人A的最好对策。也就是说，倘若局中人A改变策略，他的收益不可能提高，只会降低。

●　在局中人A采用策略ai
 时，bj
 是局中人B的最好对策。也就是说，倘若局中人B改变策略，他的收益不可能提高，只会降低。

由此可见，纳什均衡指的是这样一种策略组合，这种策略组合由所有局中人的最优策略组成。它的意思是说，每个局中人都确信，在其他局中人的策略给定不变的情况下，他选择了最优策略以回应对手的策略。看来，这样一个策略组合均衡了各个局中人的利益，以至于没有局中人有积极性选择其他策略。显然，“纳什均衡”是由单个局中人的最优策略组成，它并不意味着是总体最优的结果。“纳什均衡”描述的就是一种非合作博弈均衡。经济、社会、政治、国防、管理和日常生活中的博弈现象，非合作的情况普遍存在。“纳什均衡”应用广泛，意义深远。

法国经济学家古诺（Cournot）于1838年提出的古诺模型被认为是纳什均衡应用的最早版本。古诺模型只有两家厂商，它们在进行价格博弈。这两家厂商陷入困境，面临着两难的选择：高价还是低价。表9.18给出了古诺模型的利润矩阵。

表9.18　古诺模型
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倘若这两家厂商相互勾结，都取高价，他们的利润最多。也就是说，若形成垄断，则博弈双方通常会抬高价格。为保护消费者的利益，不允许垄断经营，这两家厂商相互博弈的结果是，都取低价，达到纳什均衡。完全竞争、非合作的行为导致了社会所期望的经济效率状态。倘若厂商采取合作行动垄断价格，那么社会的经济效率就会遭到破坏。

企业面临着两难的选择：要不要治理污染。倘若其他企业不考虑环境污染，仅有一个企业从利他的目的出发，投资治理污染，那么这家企业的生产成本就会增加，价格就要提高，它的产品就没有竞争力，甚至企业还要破产。非合作的行为导致的“纳什均衡”状态就是，所有企业都会从利己的目的出发，采取不治理环境污染的策略。因而政府必须加强环境污染管理，以使得企业相互合作，都来治理环境污染，并采取低污染的生产方式。这样一来，企业不仅获得高利润，而且环境将更好。

任何一个国家在国际贸易中都面临着保持贸易自由与实行贸易保护主义的两难选择。如果贸易双方的博弈是不合作博弈，则其“纳什均衡”状态就是，每一个国家都对其他国家实施贸易限制例如提高关税，结果谁也没有捞到好处。反之，如大家能达成协议，互相合作，从互惠互利的原则出发，减少关税。最终结果大家都从贸易自由中获得了最大利益，而且全球贸易的总收益也增加了。

§9.6.2　混合策略

非合作博弈不一定有纳什均衡。例如，猜拳游戏“石头剪子布”就没有纳什均衡。由表9.16的猜拳游戏“石头剪子布”的收益矩阵可以看到，在儿童B采用“石头”策略时，儿童A的最佳对策是“布”。为此，在它的收益（1，－1）的1下面画一条线，见表9.19的第三行第一列。同样道理，在第一行第二列的收益（1，－1）的1下面画一条线，用以表示儿童B采用“剪子”策略时，儿童A的最佳对策是“石头”；第二行第三列的收益（1，－1）的1下面画一条线，用以表示儿童B采用“布”策略时，儿童A的最佳对策是“剪子”。注意，儿童A的最佳对策的线画在左边。而表示儿童B的最佳对策的线画在右边。由表9.19可以看到，左边画的线（儿童A的最佳对策）与右边画的线（儿童B的最佳对策）不在同一个地方，这说明儿童A的最佳对策与儿童B的最佳对策不可能组合在一起。因而任意一个策略组合，不可能既是儿童A的最佳对策，又是儿童B的最佳对策。猜拳游戏“石头剪子布”没有纳什均衡。

表9.19　寻找猜拳游戏“石头剪子布”的纳什均衡
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通常称这个寻找非合作博弈纳什均衡的方法为画线法。将这个方法用于囚徒困境，则有表9.20。由表9.20可以看到，左边画的线（犯罪嫌疑人A的最佳对策）与右边画的线（犯罪嫌疑人B的最佳对策）相会在策略组合（坦白，坦白）。犯罪嫌疑人A与B都坦白是非合作博弈囚徒困境的纳什均衡。

表9.20　囚徒困境的纳什均衡
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如果某个非合作博弈没有纳什均衡，可拓广策略集到混合策略。对猜拳游戏“石头剪子布”而言，儿童A的混合策略就是按给定的概率分布，随机地从“石头”、“剪子”与“布”这3个策略中挑选1个。例如取等可能的概率分布，这也就是说，“石头”、“剪子”与“布”被儿童A选中的可能性各等于1／3。引入了混合策略之后，儿童A的策略集就有无限多个策略。只要p1
 与p2
 满足条件：0≤p1
 ，p2
 ，p1
 ＋p2
 ≤1，它就对应儿童A的一个混合策略：“石头”、“剪子”与“布”被儿童A选中的可能性分别等于p1
 、p2
 与1－p1
 －p2
 。同样地，只要q1
 与q2
 满足条件：0≤q1
 ，q2
 ，q1
 ＋q2
 ≤1，它就对应儿童B的一个混合策略：“石头”、“剪子”与“布”被儿童B选中的可能性分别等于q1
 、q2
 与1－q1
 －q2
 。可以证明，推广到混合策略之后，猜拳游戏“石头剪子布”就有纳什均衡：儿童A与B都是等可能地挑选“石头”、“剪子”与“布”。

非合作博弈可能有多个纳什均衡。看下面的情侣博弈。一对情侣在争论，究竟是看足球，还是看芭蕾。这个博弈的收益矩阵见表9.21。

表9.21　情侣博弈
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由画线法（见表9.21）可以看到，如果这两个情侣都不愿意合作，那么这个博弈有两个纳什均衡：（足球，足球）与（芭蕾，芭蕾）。若引入混合策略，则还有一个纳什均衡：男方以（3／4，1／4），女方以（1／4，3／4）的概率选择（足球，芭蕾）。在情侣争论的时候，建议双方合作，合作博弈寻找到的解对双方更有利。在情侣合作时，以这样的方式解决争论比较好，博弈的最优解是以（1／2，1／2）的概率，一起去看足球，或一起去看芭蕾。

内容提要

●　不确定型决策问题常用的几个决策准则：

1）最大收益最大化准则，简称极大极大准则；

2）最小收益最大化准则，简称极大极小准则；

3）最大后悔（机会损失）最小化准则，简称极小极大准则。

●　风险型决策问题常用的几个决策准则：

1）期望收益决策准则；

2）期望后悔（机会损失）决策准则；

3）最大可能决策准则。

●　贝叶斯决策：在上一次估算的基础上，根据样本数据再次估算事件发生的概率。

●　效用函数

冒险进取心态的决策者有图9.5那样的效用函数；

保守稳妥心态的决策者有图9.6那样的效用函数。

●　德尔菲法

●　层次分析（AHP）法

●　博弈论

1）博弈论的3个要素：局中人、策略集、收益矩阵。

2）非合作博弈的纳什均衡；混合策略。

习题九

1．安装机器并进行调试。根据以往经验：“调试成功”的概率有85％。因为这个85％的成功率并不令人满意，所以在机器运行之后随机选取它的一个产品进行检验。假如根据以往经验：机器调试成功后有2％的不合格品率，而在机器调试不成功时有80％的不合格品率。

①　假设在机器运行之后检验的一个产品是合格品，问在这种情况下“调试成功”的概率应从85％调整为多少？管理部门认为，只要“调试成功”的概率没有超过99％，就需要继续随机选取它的一个产品进行检验。问：检验出一个合格品后“调试成功”的概率有没有超过99％？倘若没有超过，那就需要继续随机选取它的一个产品进行检验。

②　假设在检验出一个合格品后又继续检验出一个合格品，问：“调试成功”的概率应继续调整为多少？这个概率有没有超过99％？倘若没有超过，那就需要再一次继续随机选取它的一个产品进行检验。

2．某制造厂从两个不同的供应商购买零件。该工厂有60％的零件来自供应商I，其余40％的零件来自供应商Ⅱ。根据历次供应的情况发现，供应商I供应的零件合格的可能性有95％，而供应商Ⅱ供应的零件合格的可能性只有90％。

①　试将零件来自哪一个供应商作为第一步骤，而将零件是否合格作为第二步骤，画两步骤概率树。

②　该制造厂购买的零件是合格品的可能性有多大？

③　该制造厂将购买的零件用于制造机器。在对计划出厂的机器进行检验时，有一台机器因安装了不合格的零件而突然不运转。这个不合格的零件究竟是哪个供应商供应的？考虑到供应商I供应的零件比供应商Ⅱ多，有人认为这个不合格的零件应来自供应商I。另有人对他的看法表示异议。说供应商I虽然供应的零件多，但它供应的零件是不合格的可能性比供应商Ⅱ低。请问，这个不合格的零件来自供应商I和供应商Ⅱ的可能性各是多少？

3．有一家糕饼店的新鲜蛋糕的日需求量可能为100、150、200、250与300中的某一个。糕饼店经理面临的一个决策问题：每天进多少货？蛋糕的售价是15元一个，每个蛋糕进货的成本为7元。如果有蛋糕当天没有销售掉，则晚上歇业后以1元一个处理给某饲养场。

①　分别用极大极大准则、极大极小准则与极小极大准则讨论糕饼店经理面临的这个决策问题。

②　如果新鲜蛋糕的日需求量的概率分布已知，如表9.22所示。请讨论糕饼店经理面临的这个决策问题。

表9.22　新鲜蛋糕的日需求量的概率分布
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第十章　时间序列分析

第二章在介绍数据分类时，按其收集到的时间可以分为横断面数据和时间序列数据两种类型，本章将就时间序列数据的一般处理方法进行介绍。首先，我们对时间序列加以简单的叙述，时间序列是变量按时间间隔的顺序而形成的随机变量序列。我们依时间发展的先后顺序进行观测，这些观测到的数据有着比较独特的性质，即将来的数据通常以某种随机的方式依赖于当前得到的观测数据，而这种相依性使得利用过去预测未来成为可能。因此，时间序列是某一统计指标长期变动的数量表现，时间序列分析就是估算和研究某一时间序列在长期变动过程中所存在的统计规律性。在这里我们将就简单时间序列分析和平稳时间序列分析分别进行讨论。

§10.1　简单时间序列分析

§10.1.1　时间序列趋势外推法

在一个时间序列中，某些社会、经济系统中的渐进发展过程，往往存在某种长期趋势。像有些趋势几乎是呈水平方向的，例如，在2005年7月21日前，即汇改前的人民币兑美元的汇率变化；而有些趋势呈现某些特定的形态，如指数状态，实际问题中如我国1978-2011年GDP年度数据，有些趋势还可能呈诸如线性的、对数形式的等等。因此，用适当的方法测定这个趋势，给它选择一个合适的趋势曲线方程，以作为外推预测的依据，是统计预测的基本方法之一。

趋势曲线外推预测一般来说要满足如下两个假设：

●　影响预测对象过去发展因素在很大程度上也将决定未来的发展；

●　预测对象的发展过程没有发生突变，而是一个渐变过程。

利用趋势外推法，主要解决两个问题：一是找到合适的趋势拟合曲线方程，二是如何确定趋势曲线方程中的参数。下面简单介绍几种常见的趋势曲线方程。

在实际应用中，最常用的是一些比较简单的函数形式，如多项式函数、指数函数、逻辑斯蒂曲线等，下面介绍几种主要形式。


多项式函数


多项式模型的一般形式为
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其中yt
 为t时刻的序列的数据；t为时间变量；a0
 ，a1
 ，…，ak
 为多项式系数。当k＝1时，是线性模型；当k＝2时，为二次抛物线模型；当k＝3时，为三次抛物线模型。在实际使用中，三次以上的多项式模型很少应用。


指数函数


一般形式为
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该函数曲线适用于变化率和变化量本身y成比例的对象，如人口或生物种群繁殖生长、研究质变前的发展速度、新产品在成长期的销售量，等等。


逻辑斯蒂曲线


该曲线由德国数学家、生物学家维赫斯特（P．F．Verhust）于1837年首先提出，之后美国生物学家、人口统计学家珀尔（Pearl）用它对生物繁殖和生长过程进行了大量研究，故又称珀尔曲线。其公式为
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由式（10.3）可见，当t→＋∞时，yt
 →K是达到饱和状态的极限值，而且求得yt
 对t的拐点，即增长速度的转折点为t＝[image: alt]
 ，yt
 ＝[image: alt]
 。

因此，如何根据实际中预测对象的规律来选择合适的曲线，就成为趋势外推法应用的一个重要问题。

§10.1.2　趋势预测模型的确定

由于预测曲线具有多样性，因此能否正确地选择趋势模型，对预测任务的成败至关重要。为了获得与预测对象发展趋势一致的趋势模型，不仅要分析预测对象历史演变的特点即测试历史数据的特点，而且更重要的是要分析其未来发展趋势。由此看来，选择趋势预测模型时，一方面要从客观上分析其过去序列的特点，另一方面又要从主观上判断其未来趋势。前者主要可由已有的样本数据分析得到，而后者却要依据预测人员的经验和判断，体现了预测的科学性和艺术性的统一。利用趋势外推法从事实际预测时，一般可以建立几种不同的趋势模型，然后逐个进行分析比较，包括进行残差平方和检验等，最终选择一个比较好的预测模型。

上述过程用比较具体化形式可以表示为，在得到n个历史数据y1
 ，y2
 ，…，yn
 后，简单的如yt
 是一元状况的，则可以将数据描绘在一个yt
 －t坐标系上，其中横轴表示时间t，纵轴表示yt
 。这时通常把坐标系中各个点用折线连起来，由此可以比较容易的看出时间序列的可能的趋势，其关系可以写为

yt
 ＝f（t）

如果我们通过一些方法获得了f（t）的具体形式，不难外推t＝n＋1时yn
 ＋1的预测值。在这里，对于f（t）的确定是通过历史数据y1
 ，y2
 ，…，yn
 进行拟合得到的。f（t）的形式可能是各种各样的，一般可以是上述介绍的几种函数曲线形式，当趋势模型选定后，首要的工作就是要确定模型中的参数。不同的趋势模型可能会有不同的参数估计方法，最小二乘法是广泛使用的一种曲线拟合方法。其优点是运算简单，对模型中的参数得到无偏估计。在实际运用中，有两种情况：一种情况是可以直接按最小二乘法，只要作简单的变量替换就可以进行，如多项式函数；另一种情况是方程式需要作适当的变换，以转换成第一种情形，再作处理。

下面以多项式函数为例给出其最小二乘方法的计算过程。设时间序列样本数据为（t1
 ，y1
 ），（t2
 ，y2
 ），…，（tn
 ，yn
 ），选取的趋势曲线为t的k次多项式为（10.1）式，运用最小二乘法给出参数a0
 ，a1
 ，…，ak
 的估计值。即曲线拟合目标是使误差的平方和
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达到最小。根据数学计算，需要关于参数a0
 ，a1
 ，…，ak
 对Q求偏导，再令其为零，得到方程
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其解即为所求。对于k次多项式，我们分别给出k＝1，2的最小二乘估计[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，…，[image: alt]
 。

当k＝1时，易得a0
 ，a1
 的最小二乘估计满足下列方程组
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解之得
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其中[image: alt]
 ＝[image: alt]
 是平均数，[image: alt]
 ＝[image: alt]
 。

当k＝2时，a0
 ，a1
 ，a2
 的最小二乘估计满足下列方程组
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类似地，其他几种形式的函数也可以通过函数变换线性化后再计算。上述过程可以运用Excel来实现，我们通过客运量的例子进行说明。


例10.1
 　表10.1是1990—2010年铁路、公路、水运和民航等各种交通工具的客运量，我们将运用各种方法分析各种交通工具的客运量走势。

表10.1　1990—2010年各种交通工具客运量

（单位：万人）
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注：数据来自于《2011中国统计年鉴》。

各种交通工具客运量的走势图见图10.1—图10.4。
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图10.1　1990—2010年铁路客运量
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图10.2　1990—2010年公路客运量
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图10.3　1990—2010年水运客运量
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图10.4　1990—2010年民航客运量

根据第七章以及图10.2的走势图，我们选择1990—2007年建立关于t的线性趋势模型，启动Excel中文版“插入”菜单上的“函数”命令就可以计算斜率a1
 和截距a0
 。此外，我们也可以输入某个函数的名称及其计算要求直接进行计算。直接计算的步骤如下：

1）建立数据文件，年度时间（t）的数据放在A列的第1至第18个单元格，将表10.1的公路客运量（y）的数据放在B列的第1至第18个单元格。

2）在其他任意一个单元格上输入：

“＝slope（b1:b18，a1:a18）”，然后确定，则得斜率（Slope）[image: alt]
 ＝74245.816；

3）在其他任意另一个单元格上输入：

“＝intercept（b1:b18，a1:a18）”，然后确定，则得截距（Intercept）[image: alt]
 ＝555436.63。

4）在其他任意另一个单元格上输入：

“＝correl（a1:a18，b1:b18）^2”，然后确定，则得R2
 ＝0.9761179。

由此我们得到线性趋势模型为

yt
 ＝555436.63＋74245.816t，

图10.5为其拟合图。
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图10.5　1990—2007年公路客运量及其线性拟合值

对于1990—2010年公路客运量数据，我们可以尝试用t的三次多项式模型拟合，需考虑表10.2的数据。

表10.2　公路客运量y及t，t2
 ，t3
 的数据

（单位：万人）
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根据表10.2的数据使用Excel数据分析功能，具体步骤如下：

1）选择“工具”菜单中的“数据分析”命令。

2）在分析工具列表框中选择“回归”项，单击“确定”。

3）在“回归”对话框中，y输入区域为“a1∶a21”；x区域为“b1∶d21”。

4）“输出选项”选择“新工作组表”。

单击“确定”后，在新工作表内输出最小二乘回归趋势模型的报告，见图10.6。
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图10.6　最小二乘回归趋势模型的输出表

由此，可以得到回归方程为
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 ＝351363.54＋208018.7·t－19349.73·t2
 ＋746.69·t3


其拟合情况见图10.7。

[image: alt]


图10.7　1990-2010年公路客运量及其三次多项式模型拟合情况

对于1990—2010年民航客运量数据，我们可以尝试用t的指数函数yt
 ＝A·eα·t
 模型拟合。首先关于上述指数函数两边同去对数，得logyt
 ＝logA＋αt，因此，需考虑表10.3的数据。

表10.3　民航客运量y，lny及t的数据

单位：万人
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根据表10.3的数据使用Excel数据分析功能，建立lny与t的线性趋势模型，重复上述计算步骤，在新工作表内输出最小二乘回归趋势模型的报告，见图10.8。
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图10.8　最小二乘线性趋势模型的输出表

由此得到指数趋势模型为yt
 ＝1909.8974·e0.1231·t
 ，其拟合情况见图10.9。
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图10.9　1990—2010年民航客运量指数模型拟合情况

利用上述模型，我们可以给出预测值，如取t＝22，y22
 ＝28715.86。即2011年的民航客运量的预测值为28715.86万人。

§10.1.3　移动平均

移动平均（Moving Averages）是一种简单平滑预测技术，它的基本思想是：根据时间序列资料、逐项推移，依次计算包含一定项数的序列平均值，以反映长期趋势的方法。因此，当时间序列的数值由于受周期变动和随机波动的影响，起伏较大，不易显示出事件的发展趋势时，使用移动平均法可以消除这些因素的影响，显示出事件的发展方向与趋势（即趋势线），然后依趋势线分析预测序列的长期趋势。移动平均法有两个显著的特点：第一，对于较长观察期内，时间序列的观察值变动方向和程度不尽一致，呈现出波动状态；或受随机因素影响比较明显时，移动平均法能够在消除不规则变动的同时，又对其波动有所反映，即移动平均法在反映现象变动方面是比较敏感的。第二，移动平均法所需储存的观察值比较少，因为随着移动，远期的观察值对预测期数值的确定就不必要了，这一点使得移动平均法可长期用于同一问题的连续研究，而不论延续多长时间，所保留的观察值是不必增加的，只需保留跨越期这个观察值就可以了。从具体方法上来说，移动平均法有一次移动平均法、二次移动平均法、加权移动平均法等，本章主要介绍一次移动平均法和二次移动平均法。

设{yt
 ;t＝1，2，3，…，n}是一个时间序列，所谓一次移动平均法，是时间序列按一定跨越期L，移动计算观察值的算术平均数，其平均数随着观察值的移动而向后移动。计算公式为
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其中[image: alt]
 （L）为第t期的一次移动平均值，可以作为yt
 第t＋1期的预测值，即[image: alt]
 （L）＝[image: alt]
 ＋1，L（1≤L≤n）为跨越期数。

例如，我们取L＝5，从t＝5开始，计算
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这样我们得到了一个新的时间序列{[image: alt]
 （5）；t＝5，7，…，n}。所以，{yt
 }经过这样平均化处理后得到的新的时间序列{[image: alt]
 （5）}比起原序列{yt
 }更具“无趋势”或者“呈水平趋势”。根据公式（10.4），平滑过程{[image: alt]
 （5）}是从第5个数据开始，向前逐步采用每5个数据进行一次平均，由此成为“移动平均”。

在实际计算中，如果在计算移动平均值时跨越期L取得比较大，还可以对上式再简化。

因为第t期的一次移动平均值为[image: alt]
 ，所以第t＋1期的移动平均值可以简化为
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由（10.5）式可看出，每个新的移动平均值是对前一个移动平均值的调整，且当L越增大时，移动平均值序列表现得越平滑，只在每个移动平均值之间作了很小的调整。用简化公式计算，只要在前期移动平均值上加一个调整值[image: alt]
 即可。

例如，运用一次移动平均法拟合1990—2010年水运客运量，根据表10.1中水运客运量的数据使用Excel数据分析功能，具体步骤如下：

1）选择“工具”菜单中的“数据分析”命令。

2）在分析工具列表框中选择“移动平均”项，单击“确定”。

3）在“数据源区域”框中，输入一行或一列数据。本例输入a1∶a21。

4）在“间隔”框中，输入要在移动平均中包括的值的数目。本例输入2。

5）在“输出区域”框中，输入希望结果开始的单元格地址。

6）选择“图表输出”复选框以查看用于比较实际客运量与预测客运量的一个图表。

单击“确定”后，得到分析结果，具体见图10.10。
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图10.10　1990—2010年水运客运量的移动平均预测情况

一次移动平均法有较大的局限性。一方面，这种方法只能向未来预测一期；另一方面，对于有明显趋势变动的市场现象时间序列，一次移动平均法是不适合的，它只适用于基本呈水平型变动，又有些波动的时间序列，可以消除不规则变动的影响。

二次移动平均预测法是对一次移动平均值再进行第二次移动平均，并在此基础上.建立预测模型，求出预测值的预测方法。由于二次移动平均预测法是在一次移动平均的基础上建立起来的，它解决了一次移动平均法中预测值滞后于实际观察值的矛盾，因此，它适合于有明显趋势变动的市场现象时间序列进行预测，同时保留了一次移动平均法的优点。二次移动平均法的具体计算公式为
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其中[image: alt]
 （L）为第t期的一次移动平均值，[image: alt]
 （L）为第t期的二次移动平均值，L为计算移动平均值的跨越期。则二次移动平均预测法的预测模型为
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其中T表示第t期向前预测的期数，at
 第t期趋势直线的截距，bt
 第t期趋势直线的斜率。并且

[image: alt]


所以，我们可以看到其截距和斜率的确定是以一次和二次移动平均值为依据的，且各期的截距、斜率是变化的。

§10.1.4　指数平滑

指数平滑法实际上是一种特殊的加权移动平均法。它的特点有以下几点：首先，对离预测期近的观察值，给予较大的权数，对离预测期渐远的观察值给予递减的权数。第二，对于同一市场现象连续计算其指数平滑值，由近及远按等比级数减小。第三，指数平滑法中的α值（0≤α≤1），是一个可调节的权数值。指数平滑法按市场现象观察值被平滑的次数不同，可分为单重指数平滑法和多重指数平滑法。

设{yt
 ;t＝1，2，3，…，n}是一个时间序列，所谓单重指数平滑法（也称一次指数平滑法）为满足下列计算公式
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其中α（0≤α≤1）为平滑常数，[image: alt]
 为第t期的一次指数平滑值。

在实际应用中，为了简化计算过程，常常将一次指数平滑值计算公式变形为一次指数平滑的预测模型，其公式为
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上述公式的实际意义是，[image: alt]
 是yt
 和[image: alt]
 的加权算术平均数，随着α取值的大小变化，决定yt
 和[image: alt]
 对[image: alt]
 的影响程度，当α取1时，[image: alt]
 ＝yt
 ；当α取0时，[image: alt]
 ＝[image: alt]
 。另外，[image: alt]
 具有逐期追溯性质，可探源至[image: alt]
 为止，包括全部数据。这是因为
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即平滑常数以指数形式递减，故称之为指数平滑法。指数平滑常数取值至关重要。平滑常数决定了平滑水平以及对预测值与实际结果之间差异的响应速度。平滑常数α越接近于1，远期实际值对本期平滑值的下降越迅速；平滑常数α越接近于0，远期实际值对本期平滑值影响程度的下降越缓慢。由此，当时间数列相对平稳时，可取较大的α；当时间数列波动较大时，应取较小的α，以不忽略远期实际值的影响。尽管[image: alt]
 包含有全期数据的影响，但实际计算时，仅需要两个数值，即yt
 和[image: alt]
 ，再加上一个常数α，这就使指数滑动平均具递推性质，从而给预测带来了极大的方便。根据公式（10.10），有
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但是，一般的不存在y0
 ，这样也无从产生[image: alt]
 ，自然也就无法据上述公式计算[image: alt]
 。通常指数平滑法定义[image: alt]
 为初始值。初始值的确定也是指数平滑过程的一个重要条件。在这里，如果能够找到y1
 以前的历史资料，那么，初始值[image: alt]
 的确定是可以做到的。一般地，数据较少时可用全期平均、移动平均法，数据较多时，可用最小二乘法。

多重指数平滑法，是对市场现象的实际观察值，计算二次或二次以上的指数平滑值，再以指数平滑值为基础来建立预测模型，对市场现象进行预测的方法。二次指数平滑法指对市场现象实际观察值测算两次平滑值，并在此基础上建立预测模型，对市场现象进行预测的方法。二次指数平滑值必须在一次平滑值的基础上计算，二次指数平滑法解决了一次指数平滑法不能解决的问题，一是解决了一次指数平滑不能用于有明显趋势变动的市场现象的预测，二是解决了一次指数平滑只能向未来预测一期的不足。

二次指数平滑法在应用中，首先是计算出市场现象时间序列的一次、二次指数平滑值，然后在此基础上建立二次指数平滑预测模型，最后利用预测模型进行预测，并进行误差测算。

二次指数平滑法的一次、二次指数平滑值的计算公式为
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其中[image: alt]
 第t期的一次指数平滑值，[image: alt]
 第t期的二次指数平滑值，α为平滑系数。

从上式可看出，二次指数平滑值是在一次指数平滑值基础上测算的。二次指数平滑法的预测模型为
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其中T表示第t期向前预测的期数，Ft＋T
 为第t＋T期预测值，at
 第t期趋势直线的截距，bt
 第t期趋势直线的斜率。是根据一次、二次指数平滑值确定的，具体为
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我们仍以表10.1的数据加以说明，考虑1990—2010年铁路客运量数据，运用一次指数平滑法对其进行预测。使用Excel数据分析功能，如果我们不指定初始平滑值，则可以直接利用命令菜单进行计算，具体如下：

1）选择“工具”菜单中的“数据分析”命令。

2）在分析工具列表框中选择“指数平滑”项，单击“确定”。

3）在“数据源区域”框中，输入一行或一列数据。本例输入“b2∶b22”。

4）在“阻尼系数”框中，选1－α＝0.18。

5）在“输出区域”框中，输入希望结果开始的单元格地址。

6）选择“图表输出”复选框以查看用于比较实际客运量与预测客运量的一个图表。

单击“确定”后，得到分析结果，具体见图10.11。
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图10.11　1990—2010年铁路客运量的指数平滑预测情况


*
 §10.2　平稳时间序列模型

上一节我们讨论了时间序列分析中一些最简单的情况。但是，在实际问题中我们接触到的大量时间序列都很复杂，常常无法使用这些简单的方法加以处理。通常地，由于经济系统惯性的作用，经济时间序列往往存在着前后依存关系。变量当前的取值主要与其前几时期的取值状况有关，用数学模型来描述这种关系就是下面介绍的自回归模型
 （Autoregressive Model）。有些情况下，序列{yt
 }的记忆是关于过去外部干扰的记忆。在这种情况下，{yt
 }可以表示成过去干扰值和现在干扰值的线性组合，此类模型常称为序列{yt
 }的移动平均模型
 （Moving Average Model）。如果序列{yt
 }的当前值不仅与自身的过去值有关，而且还与其以前进入系统的外部干扰存在一定依存关系，则在用模型刻画这种动态特征时，模型中既包括自身的滞后项，也包括过去的外部干扰，这种模型叫做自回归移动平均模型
 （Autoregressive－Moving Average Model）。上述3类模型统称为平稳时间序列模型
 。

为此，需要先从时间序列平稳性入手，所谓平稳性（stationary），简单地说，就是系统达到统计平衡状态，其统计特征不随时间推移而变化。假如该时间序列的随机特征随时间变化，则称过程是非平稳的。在这里，我们引入宽平稳（wide－sense stationary）或协方差平稳（covariance stationary）序列的定义。


定义10.1
 　设{yt
 }是一个时间序列，若{yt
 }的所有二阶矩都存在，并且

（1）对任意t，E（yt
 ）＝μ为常数；

（2）对任意t，Var（yt
 ）＝σ2
 为常数；

（3）对任意t和任意的k，cov（yt
 ，yt－k
 ）＝γk
 只与k有关，

则称{yt
 }为宽平稳序列
 或协方差平稳序列。


对于平稳序列，最简单的是白噪声序列，具体定义如下。


定义10.2
 　设{εt
 }是一个时间序列，如果对于任意的s，t，有
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则称{εt
 }是一个白噪声序列（White noise）
 ，记为εt
 ～WN（μ，σ2
 ）。

当{εt
 }独立时，称{εt
 }是一个独立的白噪声序列。


白噪声序列是特殊的平稳的时间序列，因其均值为零，方差不变，随机变量之间非相关。显然上述白噪声序列是宽平稳时间序列。

白噪声源于物理学与电学，原指音频和电信号在一定频带中的一种强度不变的干扰声。
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图10.12　由白噪声过程产生的时间序列

§10.2.1　自相关函数（AFC）和偏自相关函数（PAFC）

对于平稳时间序列，时间序列数据最重要的特征就是相依性，自相关分析法是进行时间序列分析的有效方法，它简单易行，较为直观，根据绘制的自相关分析图和偏自相关分析图，我们可以初步地识别平稳序列的模型类型和模型阶数。利用自相关分析法可以测定时间序列的随机性和平稳性，以及时间序列的季节性。


自相关函数（AFC）


对于平稳时间序列{yt
 }，关于自相关函数（AFC），需要从两个方面进行讨论，一是理论自相关函数（AFC），根据平稳时间序列定义，对任意t和任意的k，

γk
 ＝cov（yt
 ，yt－k
 ），k＝0，1，2，…

为理论自协方差函数，又因为Var（yt
 ）＝cov（yt
 ，yt
 ）＝γ0
 ，则
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称为时间序列{yt
 }的理论自相关函数（AFC）。

另一方面，根据理论自相关函数，可以定义样本的自相关函数。对于给定的时间序列观测值y1
 ，y2
 ，…，yT
 ，根据数理统计知识，样本自协方差函数义为
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其中[image: alt]
 ＝[image: alt]
 为样本均值，则样本自协方差函数{[image: alt]
 }是{yt
 }的自协方差函数{γk
 }的估计。样本自相关函数定义为
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是{yt
 }的理论自相关函数{ρk
 }的估计。样本自相关函数{[image: alt]
 }满足如下大样本性质，即对于样本的自相关系数{[image: alt]
 }，q>0，{[image: alt]
 }满足
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进一步地，当样本容量T充分大时，{[image: alt]
 }也满足

[image: alt]
 ～N（0，1/T）

利用这一性质，可以构造（k，[image: alt]
 ）样本自相关函数图（AFC），AFC可以提供理论自相关函数ρk
 是否为零的直观感觉。因为，在实际问题中，我们不可能获得理论自相关函数ρk
 ，当使用样本自相关函数[image: alt]
 估计理论自相关函数ρk
 时，即使理论自相关函数ρk
 为零，样本自相关函数[image: alt]
 也不可能恰好为零。这时需要建立一种方法，给出|[image: alt]
 |在什么范围内可以视作对应的理论自相关函数ρk
 为零。利用上述结论，可以建立当|[image: alt]
 |>[image: alt]
 ，则拒绝原假设H0
 ∶ρk
 ＝0。因此，当T比较大时，可以在AFC图上画出两条界线，这样可以很清楚地看出哪些样本自相关函数[image: alt]
 超越了界线，由此得到了所谓的自相关函数图。利用自相关函数图可以大致判断时间序列的平稳性、简单的模型识别，等等。而利用自相关函数图判断时间序列的平稳性主要利用平稳时间序列的自相关函数ρk
 随着k的增加会迅速向零靠拢，但是，非平稳时间序列不具有这样的特性，我们通过下列例子加以说明。


例10.2
 　表10.4为上证综合指数2003年1月14日—3月21日之间的有关数据（数据已被取整），运用样本自相关函数图进行分析。

表10.4　上证综合指数2003年1月14日—3月21日之间的收盘指数

[image: alt]


按照样本自相关函数计算的原理，启动Excel，运用函数公式进行计算，然后再绘制自相关函数图。具体步骤如下：

1）输入数据到a1:c40，在e1，g1，h1，i1分别输入Z，Lag，ACF，界值。在g2:g13内输入滞后的序号1，2，…，12。

2）画上证综合指数折线图，选择c1:c40，点击“图表向导”，绘制折线图。

3）为了将原始数据标准化，在e2输入公式：

“＝（C2－AVERAGE（$C$2:$C$40））/STDEV（$C$2:$C$40）”

然后再通过拖曳鼠标可以计算其他值。

4）计算ACF值，在h2输入公式：

“＝SUMPRODCT（OFFSET（$E$2:$E$40，G2，0，39－G2），

OFFSET（$E$2:$E$40，0，0，39－G2））/38”

然后再通过拖曳鼠标可以计算滞后1到12的ACF值。

5）在单元格i2中输入公式：“＝2/SQRT（39）”，然后再通过拖曳鼠标到i13。

6）绘制ACF图：选中h1∶h13，点击“图表向导”，按照导向绘制柱形图。
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图10.13　上证指数的自相关函数图

图10.13中ACF图可以看出样本自相关函数[image: alt]
 在趋于0，但是可以看出[image: alt]
 呈有规律的下降，所以序列可能不平稳。进一步地，我们还可以利用其他分析工具再进行检验。其实，从图10.13中的上证综合指数折线图可以看出，序列呈现出不平稳的态势。

差分是将序列平稳化处理的常用方法，即Δyt
 ＝yt
 －yt－1
 ，如果差分序列仍然不平稳，还可以再做二阶差分Δ2
 yt
 ＝Δyt
 －Δyt－1
 ＝yt－2
 yt－1
 ＋yt－2
 ，三阶差分，等等。

对例10.2的数据进行一阶差分，然后计算差分序列滞后1到12的自相关函数及相应的ACF，如图10.14。
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图10.14

这时界值为[image: alt]
 ＝0.32444，可以看出样本自相关函数[image: alt]
 均位于0点附近，因此，可以初步判定在这段时间内上证综合指数的差分序列是平稳的。


偏自相关函数（PAFC）


对于零均值平稳序列{yt
 }，考虑用yt－k
 ，yt－k＋1
 ，…，yt－1
 对yt
 的回归关系，即

yt
 ＝φk1
 yt－1
 ＋φk2
 yt－2
 ＋…＋φkk
 yt－k
 ＋εt


φkj
 （j＝1，2，…，k）为k阶自回归模型的系数。若把φkk
 看做滞后期k的函数，当k变动时所得的函数{φkk
 }称为{yt
 }的偏自相关函数（PAFC）
 。它是由下列公式中下标相同的自回归系数φ11
 ，φ22
 ，…φkk
 组成
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因为偏自相关函数中每一个自回归系数φkk
 恰好表示yt
 与yt－k
 在排除了其中变量yt－1
 ，yt－2
 ，…，yt－k＋1
 影响后的自相关系数，即

yt
 －φk1
 yt－1
 －φk2
 yt－2
 －…－φkk－1
 yt－k＋1
 ＝φkk
 yt－k
 ＋εt


偏自相关函数{φkk
 }是使在模型中已经包含了滞后期较短的滞后值yt－1
 ，yt－2
 ，…，yt－k＋1
 之后，再增加一期滞后yt－k
 所增加的模型的解释能力，它是一种条件相关，是对yt
 与yt－k
 之间未被yt－1
 ，yt－2
 ，…，yt－k＋1
 所解释的相关的度量。

偏自相关函数φkk
 的计算为
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其中D＝[image: alt]
 ，Dk
 是将D最后一列换为[image: alt]
 后的行列式。

当理论自相关函数{ρk
 }由样本自相关函数{[image: alt]
 }代替后，将其代入（10.14）式，我们得到样本的偏自相关函数{[image: alt]
 }，有关其大样本性质，可以得到与{[image: alt]
 }类似的结论。即当样本容量T充分大时，有
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利用这一性质，同样可以构造（k，[image: alt]
 ）样本偏自相关函数图（PAFC），这在模型识别等有关问题上起到很重要的作用。

§10.2.2　自回归模型（Autoregressive Model）

如果yt
 与过去时期直到t－p期的自身取值相关，则需要使用包含yt－1
 ，…，yt－p
 在内的p阶自回归模型，其一般形式为

[image: alt]


其中φ1
 ，…，φp
 为自回归系数，这里∀s<t，E（ys
 ·εt
 ）＝0说明当前期的随机干扰εt
 与过去的序列值ys
 无关，上述模型记为AR（p）。

当c＝0时，自回归模型称为中心化的AR（p）模型。

对于AR（1）模型，其均值为

[image: alt]


方差为

[image: alt]


自协方差函数满足

γk
 ＝φk
 γ0
 ，k＝0，1，2，…，

自相关系数（AFC）满足

ρk
 ＝φk
 ，k＝0，1，2，…。

对于k>1，偏自相关函数φkk
 ＝0，故对于AR（1）模型，偏自相关函数是一步截尾的。

对于AR（p）模型，其均值为

[image: alt]


由此，一般的AR（p）模型也可以通过下述的变换转化为中心化的AR（p）模型

yt
 －μ＝φ1
 （yt－1
 －μ）＋…＋φp
 （yt－p
 －μ）＋εt


因此，以后没有特别声明，都考虑中心化的AR（p）模型。

AR（p）模型的自相关函数（AFC）满足

ρk
 －φ1
 ρk－1
 －…－φp
 ρk－p
 ＝0，k≥1，…

[image: alt]


关于（10.16），取k＝1，2，…，p，则有

[image: alt]


称为Yule－Walker方程。利用此方程可以解出φ1
 ，φ2
 ，…，φp
 ，得

[image: alt]


在实际问题中，ρ1
 ，ρ2
 ，…，ρp
 将以样本自相关函数[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，…，[image: alt]
 代替，由此可以得到参数估计[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，…，[image: alt]
 。所以，Yule－Walker方程在时间序列分析中有着十分重要的作用。

关于偏自相关函数{φkk
 }（PAFC），对于AR（1）模型：yt
 ＝φ1
 yt－1
 ＋εt
 ，则

[image: alt]


因此有

[image: alt]


即对于k>1，φkk
 ＝0，故对于AR（1）序列，偏自相关函数是一步截尾的。

对于AR（2）模型：yt
 ＝φ1
 yt－1
 ＋φ2
 yt－2
 ＋εt
 ，有

[image: alt]


[image: alt]


因此有

[image: alt]


所以当k>2时，φkk
 ＝0，故对于AR（2）模型而言，偏自相关函数是两步截尾的。

由此可以推测偏自相关系数对于AR（p）是否具有p步截尾。可以证明：偏自相关系数{φkk
 }对于AR（p）具有p步截尾。这是自回归模型AR（p）最具特点的一个统计性质，对于模型识别有着很重要的意义。

§10.2.3　移动平均模型（Moving Average Model）

如果时间序列{yt
 }的当前值与其以前进入系统的外部干扰存在一定依存关系，则可用下列表达式

[image: alt]


其中θ1
 ，θ2
 ，…，θq
 是移动平均系数，{εt
 }是白噪声序列，满足Eεt
 ＝0，Var（εt
 ）＝σ2
 ，则（10.18）式称为q阶移动平均模型，记为MA（q）。

MA（q）模型的自协方差函数满足

[image: alt]


则MA（q）模型的自相关函数（ACF）为

[image: alt]


即自相关函数{ρk
 }对于MA（q）具有q步截尾。与偏自相关函数对于AR（p）模型p步截尾的性质类似，这是移动平均模型MA（q）最具特点的一个统计性质，对于模型识别有着很重要的意义。

§10.2.4　自回归移动平均模型（Autoregressive-Moving Average Model）

如果时间序列{yt
 }的当前值不仅与自身的过去值有关，而且还与其以前进入系统的外部干扰存在一定依存关系，则在用模型刻画这种动态特征时，模型中既包括自身的滞后项，也包括过去的外部干扰。其一般表达式为

[image: alt]


其中φ1
 ，…，φp
 为自回归系数，θ1
 ，…，θq
 为移动平均系数，记为ARMA（p，q）模型。

对于ARMA（p，q）模型，其均值为

[image: alt]


与AR（p）同样，一般的ARMA（p，q）模型也可以通过下述的变换转化为中心化的ARMA（p，q）模型

yt
 －μ＝φ1
 （yt－1
 －μ）＋…＋φp
 （yt－p
 －μ）＋εt
 －θ1
 εt－1
 －…－θq
 εt－q
 。

因此，下面讨论的都是中心化的模型，关于ARMA（p，q）序列的自相关函数（ACF）的计算，须分3个步骤来讨论：

1）第一阶段

[image: alt]


在（10.23）的第一个方程中，取k＝q＋1，q＋2，…，q＋p，得到如下Yule－Walker方程：

[image: alt]


当（10.24）的系数矩阵可逆，且当自协方差函数已知时，可解线性方程组（10.24）求出自回归系数φ1
 ，φ2
 ，…，φp
 。

2）第二阶段，令

[image: alt]


其中，φ0
 ＝－1。由于{yt
 }为ARMA（p，q）模型，因此{[image: alt]
 }为MA（q）模型。其自协方差函数为

[image: alt]


通过φ1
 ，…，φp
 和{γk
 }可计算出{[image: alt]
 }。

3）第三阶段，由于{[image: alt]
 }为MA（q）序列，

[image: alt]
 ＝εt
 －θ1
 εt－1
 －…－θq
 εt－q


有

[image: alt]


由第二步计算出{[image: alt]
 }，再解非线性方程组（10.26），可求得移动平均系数θ1
 ，…，θq
 和σ2
 。上述计算过程对于ARMA（p，q）模型的参数估计具有非常重要的意义。

§10.2.5　平稳时间序列建模

设y1
 ，y2
 ，…，yT
 为来自于时间序列{yt
 }的一个样本观测值，我们将考虑从观测数据出发进行建模。一般地，平稳时间序列建模一般分为3个步骤：

1）模型识别，即通过自相关图、偏自相关图、假设检验和信息准则等方法确定ARMA（p，q）的阶数p，q。

2）模型参数估计，即给出回归参数φ1
 ，φ2
 ，…，φp
 和移动平均参数θ1
 ，…，θq
 ，以及白噪声方差σ2
 的估计值。对所选择的不同的阶数p和q的值，重复进行上述的估计步骤，直至选择出来最合适模型为止，最后是应用信息准则法进行模型优化选择。

3）模型的诊断与检验，即以样本为基础检验所拟合的模型，以求发现所建模型某些不足。

在ARMA（p，q）的建模过程中，对于阶数（p，q）的确定，是建模中比较重要的步骤，也是比较困难的。需要说明的是，模型的识别和估计过程必然会交叉，所以，我们可以先估计一个比我们希望找到的阶数更高的模型，然后决定哪些方面可能被简化。

关于模型识别，理论上说，平稳AR、MA和ARMA模型的ACF和PACF有如下特性，见表10.5。

表10.5　平稳AR、MA和ARMA模型的ACF、PACF特性

[image: alt]


但是，在实际问题中，我们以样本自相关函数{[image: alt]
 }代替上述的理论自相关系数（ACF）{ρk
 }，同样，以样本偏自相关函数{[image: alt]
 }代替上述的理论偏自相关系数（PACF）{φkk
 }。这样，直接使用样本自相关函数{[image: alt]
 }和样本偏自相关函数{[image: alt]
 }来判断表10.5中ACF和PACF的截尾性是不现实的。

根据{[image: alt]
 }和{[image: alt]
 }的大样本性，可以绘制自相关函数图（k，[image: alt]
 ）和偏自相关函数图（k，[image: alt]
 ）给出模型的初步识别。具体方法如下：

1）对于自相关函数图（k，[image: alt]
 ），如果样本自相关函数{[image: alt]
 }在最初的q阶明显的大于2倍标准差范围，即2（1/[image: alt]
 ），而后几乎95％的样本自相关函数[image: alt]
 都落在2倍标准差范围之内，并且由非零样本自相关系数衰减为在零附近小值波动的过程非常突然，这时通常视为自相关函数{ρk
 }截尾，即可以初步判定相应的时间序列为MA（q）模型。

2）同样，样本偏自相关函数{[image: alt]
 }如果满足上述性质，则可以初步判定相应的时间序列为AR（p）模型。

3）对于样本自相关函数{[image: alt]
 }和样本偏自相关函数{[image: alt]
 }，如果均有超过5％的值落入2倍标准差范围之外，或者由非零样本自相关函数和样本偏自相关函数衰减为在零附近小值波动的过程非常缓慢，这时都视为不截尾的，我们将初步判定时间序列为ARMA模型，那么这样的判断往往会失效，因为这时ARMA（p，q）模型的阶数p和q很难确定。

关于ARMA模型的参数估计问题，一般地分为两步进行，首先运用（10.23）、（10.24）和（10.26）式给出参数的矩估计。第二步讨论ARMA模型参数的极大似然估计，由于所得到的似然方程没有显示解，需要通过数值计算求解。此时，我们把前面得到的矩估计作为初值进行计算。

下面，我们给出几个模型识别的例子，关于ARMA模型的参数估计的例子，因为在Excel中不能完成，在这里略去。


例10.3
 　表10.6给出某30个数据样本的偏自相关函数，试讨论初步的模型识别。

表10.6　某30个数据样本的偏自相关函数

[image: alt]


具体步骤如下：

1）绘制偏自相关函数图，见图10.15。

[image: alt]


图10.15　例10.3的偏自相关函数图

2）除[image: alt]
 显著地异于零之外，其余14个中绝对值不大于[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝0.365148，故该时间序列可以初步判定为AR（1）或AR（2）模型。


例10.4
 　某时间序列数据（T＝273）的样本自相关函数和偏自相关函数计算数据如表10.7所示。

表10.7　某时间序列数据的样本自／偏自相关函数

[image: alt]


根据表10.7：

1）绘制自相关函数和偏自相关函数图，见图10.16、图10.17。

[image: alt]


图10.16　例10.4的自相关函数图

[image: alt]


图10.17　例10.4的偏自相关函数图

2）根据图10.16，显然，样本自相关函数{[image: alt]
 }呈拖尾状。由图10.17，观察15个偏自相关函数的绝对值，除[image: alt]
 ，[image: alt]
 显著地异于零之外，其余13个中绝对值不大于[image: alt]
 ＝0.0605的有9个，[image: alt]
 ＝0.692≈68.3％，故该时间序列初步判定为AR（2）模型。


例10.5
 　某车站1993—1997年各个月的列车运行数量数据共60个，见表10.8，试对该序列给出初步的模型识别。

表10.8　某车站1993—1997年各个月的列车运行数量数据

（单位：千列·千米）

[image: alt]


图10.18、图10.19分别为原始数据和一阶差分以后数据的散点图。

[image: alt]


图10.18　列车运行数量数据

[image: alt]


图10.19　平稳化列车运行数量数据

经过计算，一阶差分后的前20个样本自相关系数和偏自相关系数如下，见表10.9。

表10.9　列车运行数量数据样本自／偏自相关系数（差分后）

[image: alt]


1）根据表10.9，绘制自相关函数和偏自相关函数图，见图10.20、图10.21。

[image: alt]


图10.20　例10.5的自相关函数图

[image: alt]


图10.21　例10.5的偏自相关函数图

2）由图10.21，样本偏自相关函数{[image: alt]
 }呈有规律的拖尾状，而从20个自相关函数的绝对值来看，样本自相关函数{[image: alt]
 }在最初的2阶明显的大于2倍标准差范围，即（-0.26，0.26），而后95％以上的样本自相关函数[image: alt]
 都落在（-0.26，0.26）内，并且由非零样本自相关函数衰减为在零附近小值波动的过程非常突然，这时通常视为自相关函数{ρk
 }截尾，故该时间序列初步判定为MA（2）或MA（3）模型。

§10.2.6　平稳时间序列预测

根据时间序列过去时刻的观测值，预测此序列在未来某个时刻的取值，称为时间序列的预测。时间序列的预测方法有着广泛的应用背景，在解决经济发展、金融市场动态、气象预报和水文预报等许多领域的预测问题时，都可以利用时间序列预测方法。

考虑预测问题首先要确定衡量预测效果的标准，一个很自然的思想就是预测值[image: alt]
 （l）与真值yt＋l
 的均方误差达到最小，即设

[image: alt]


预测值[image: alt]
 （l）与真值yt＋l
 的均方误差

[image: alt]


我们的工作就是寻找[image: alt]
 （l），使（10.28）式达到最小。

对于ARMA模型，下列等式成立：

[image: alt]


在Yt
 ，Yt－1
 ，…已知条件下，求[image: alt]
 （l）＝E（Yt＋l
 |Yt
 ，Yt－1
 ，…），等价于在εt
 ，εt－1
 ，…已知条件下，求[image: alt]
 （l），则

[image: alt]


[image: alt]


其中[image: alt]
 （k）＝[image: alt]


内容提要

●　时间序列趋势外推法及常用趋势曲线：

1）多项式函数；

2）指数函数；

3）逻辑斯蒂曲线。

●　趋势预测模型的确定，最小二乘法：

●　移动平均法的特点：

1）移动平均法在反映现象变动方面是比较敏感的；

2）移动平均法所需储存的观察值比较少。

●　指数平滑法的特点：

1）指数平滑对离预测期近的观察值给予较大的权数，对离预测期渐远的观察值给予递减的权数；

2）指数平滑对于同一市场现象连续计算其指数平滑值，由近及远按等比级数减小；

3）指数平滑法中的α值（0≤α≤1）是一个可调节的权数值。

●　宽平稳序列

1）对任意t，E（yt
 ）＝μ为常数；

2）对任意t，Var（yt
 ）＝σ2
 为常数；

3）对任意t和任意的k，cov（yt
 ，yt－k
 ）＝γk
 只与k有关。

●　自相关函数（AFC）和偏自相关函数（PAFC）

●　自回归模型

●　移动平均模型

●　自回归移动平均模型

●　平稳时间序列建模

1）模型识别；

2）模型参数估计；

3）模型的诊断与检验。

●　平稳时间序列预测

习题十

1．表10.10是我国1952—1983年社会商品零售总额（按当年价格计算，单位略），分析预测我国社会商品零售总额。

表10.10　我国1952—1983年社会商品零售总额

[image: alt]


①　对数据画折线图分析，以社会商品零售总额为y轴，年份为x轴。

②　从图形中可以看出大致的曲线增长模式，较符合的模型有二次曲线和指数曲线模型。但无法确定哪一个模型能更好地拟合该曲线，试给出相应的分析。

③　指出拟合效果较好些的模型。

2．某贸易公司1975—2000年的年销售量额数据如表10.11所示。（单位略，对数据已做了可比性处理。）

表10.11　某贸易公司1975—2000年的年销金额

[image: alt]


①　绘制上述数据的折线图。

②　试用5年移动平均对这些数据进行平滑化，并画出相应的折线图。

③　试求2001年的5年移动平均预测销售额。

④　试对时间序列进行w＝0.25的指数平滑拟合，并画出相应的拟合折线，求此时有关2001年销售额预测。

⑤　试对时间序列进行w＝0.70的指数平滑拟合，并画出相应的拟合折线，求此时有关2001年销售额预测。

⑥　有否可能求出指数平滑的最佳权重。

3．已知某序列{yt
 }（T＝96）的样本自相关系数和偏自相关系数如表10.12所示。

表10.12　某序列样本的自相关系数和偏自相关系数

[image: alt]


①　试绘制其自相关函数和偏自相关函数图。

②　对序列{yt
 }给出初步的模型识别。
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