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前　　言

物理学是自然科学的基础，是探讨物质结构和运动基本规律的前沿学科。几十年来，在生产技术发展的要求和推动下，人们对物理现象和物理学规律的探索研究不断取得新的突破。物理学的各分支学科有着突飞猛进的发展，丰富了人们对物质世界物理运动基本规律的认识和掌握，促进了许多和物理学紧密相关的交叉学科和技术学科的进步。物理学的发展是许多新兴学科、交叉学科和新技术学科产生、成长和发展的基础和前导。

为适应现代化建设的需要，为推动国内物理学的研究、提高物理教学水平，我们决定推出《北京大学物理学丛书》，请在物理学前沿进行科学研究和教学工作的著名物理学家和教授对现代物理学各分支领域的前沿发展做系统、全面的介绍，为广大物理学工作者和物理系的学生进一步开展物理学各分支领域的探索研究和学习，开展与物理学紧密相关的交叉学科和技术学科的研究和学习提供研究参考书、教学参考书和教材。

本丛书分两个层次。第一个层次是物理系本科生的基础课教材，这一教材系列，将几十年来几代教师，特别是在北京大学教师的教学实践和教学经验积累的基础上，力求深入浅出、删繁就简，以适于全国大多数院校的物理系使用。它既吸收以往经典的物理教材的精华，尽可能系统地、完整地、准确地讲解有关的物理学基本知识、基本概念、基本规律、基本方法；同时又注入科技发展的新观点和方法，介绍物理学的现代发展，使学生不仅能掌握物理学的基础知识，还能了解本学科的前沿课题和研究动向，提高学生的科学素质。第二个层次是研究生教材、研究生教学参考书和专题学术著作。这一系列将集中于一些发展迅速、已有开拓性进展、国际上活跃的学科方向和专题，介绍该学科方向的基本内容，力求充分反映该学科方向国内外前沿最新进展和研究成果。学术专著首先着眼于物理学的各分支学科，然后再扩展到与物理学紧密相关的交叉学科。

愿这套丛书的出版既能使国内著名物理学家和教授有机会将他们的累累硕果奉献给广大读者，又能对物理的教学和科学研究起到促进和推动作用。





《北京大学物理学丛书》编辑委员会

1997年3月


理论物理专辑前言

彭桓武先生在他的专著《理论物理基础》（彭桓武、徐锡申著，北京大学出版社，1998年）序中对理论物理作了精辟的阐述：

随着人们通过多次观察和实验等科学实践，对物质世界中在一定条件下一定现象之出现，获得大量可靠的感性认识，得到数据和经验规律。然后经过反复综合整理改造，形成概念，并用判断和推理的方法给以合乎逻辑的描述或解释，这样达到某种理性认识。如能以此为据对新现象有所预见且为而后的科学实验所证实，则表明这理性认识正确可靠。对越来越多方面的物质现象得到的越来越普遍的正确可靠的理性认识，便构成发展着的理论物理。

理论物理的发源可以从伽利略和牛顿对地面上物体坠落和天空中行星绕日等现象的统一解释算起。这奠定了牛顿力学，并从此动力学观点流行。这种观点和方法，结合对气体的物理实验和化学实验的多个经验规律，产生并逐渐澄清原子和分子的概念，阐明了热的分子运动本质，又结合电磁现象的观察和大量实验所总结的一系列经验规律，特别是法拉第的有关磁力线和电力线的形象思维，帮助麦克斯韦形成电磁场的概念和其动力学理论。不仅利用运动把电现象与磁现象联结起来，并且从理论上预见到电磁波动现象，光的现象即归结为电磁波动的现象。这预见为而后的实验证实，并为无线电通讯奠定基础。法拉第电解定律表明分子原子内部有带有一定的基本电荷的电子。有鉴于此，洛伦兹对物质中的电磁现象，提出电子论，引入带有电子运动的分子和微观电磁场的概念，后者的局部的多分子的统计平均即是麦克斯韦的宏观电磁场，这样解释了物质对光的折射率随光波长的变化的色散现象。但对电子和其运动规律的较清楚的认识，则尚待从更多的近代物理实验和其伴随的20世纪才发现的相对论和量子论。在这两个理论中，对时间和空间，粒子和波，概念上比以前有所深入，有些人称之为革命，实际上不过是，随着认识到更深一层次，原来认为割裂的或对立的却是统一的或同一的，而回过头来看，原来的认识，在一定范围内仍是对的或可靠的到一定的近似程度而已。

理论物理是有用的。作为工程设计原理的早已成熟的那部分理论物理更不必谈。在开展理论、实验与工程技术相结合的工作时，理论工作先行一步常可以减少实验和工程的工作量。

为了促进我国的理论物理研究，国家自然科学基金委员会“理论物理专款”学术领导小组决定资助出版这套《北京大学物理学丛书·理论物理专辑》。希望从事理论物理研究的科学工作者介绍国际理论物理前沿和自己的研究工作，吸引更多的年轻人投入并献身于理论物理学的研究，为营造重视基础研究、安心基础研究的大环境，为发展我国理论物理学的研究及其在国际上占有一席之地作出贡献。有关申请出版资助的情况，请参阅国家自然科学基金委员会网站中有关“理论物理专款”的通告。本专辑的出版得到了北京大学出版社的大力支持，特此感谢。





国家自然科学基金委员会

“理论物理专款”学术领导小组

2005年10月20日


重版前言

今年正逢黄昆先生九十诞辰，黄昆先生的学术和教学思想永远牢记在我们心中，指导着我们几代人的研究。

黄昆先生对我影响最大的是他教的“固体物理”课，他的课决定了我一生的事业。1962年我面临大学毕业，当时在理论物理班，理论物理专业有许多名师，如王竹溪、胡宁、杨立铭等，但是我还是想考黄昆先生（他当时在半导体教研室）的研究生，因为三年前（1959年）的“固体物理”课给我的印象太深刻了。从1960年困难时期开始，学校不搞政治运动了，开始由教授上课。我们理论班听了褚圣麟先生的“原子物理”，孙洪洲先生的“量子力学”，郭敦仁先生的“复变函数”，王竹溪、吴杭生先生的“统计物理”，吴杭生先生的“固体理论”、“超导理论”，杨立铭先生的“原子核理论”、“群论”，胡宁先生的“量子场论”、“泛函分析”等。每位名师讲课都有特点，最后这三年的上课虽然饿着肚子（老师也是饿着肚子讲课），但给了我终身的教益。

最后我还是决定报考黄昆先生的研究生。正像厦门大学陈金富教授在《名师风范》一书中提到的，黄昆教授在教学上体现了下列独特风格：（1）严谨、清晰地阐述物理概念和物理模型。（2）教学过程中，培养学生提炼科学模型的思维能力。（3）臻于至善的教学效果。他说道：“当年听黄昆教授讲授‘半导体物理’和‘固体物理’在全国是首次，听课的师生中除‘五校联合半导体专门化’的师生外，还有清华大学进修生，更有乘早班火车从天津赶往北大听课的南开大学部分师生，可谓盛况空前，无与伦比。”“听课师生课堂上基本理解，记住教学内容，是黄昆教授教学效果的另一例证。当时在没有任何现成教材可供预习、参考的‘空白’背景下，仅依靠听课和笔记就能记住、理解授课内容，特别是领悟其教学风格，足以显示黄昆教授卓越的教学效果。”
【1】



我本人对黄昆先生的“固体物理”课也记忆犹新。我在《自主创新之路》一书中回忆道：1959年科研“大跃进”，每天晚上开夜车。“就在这种情况下，下午安排了‘固体物理’课。吃完午饭走进教室，大家都昏昏欲睡。”“即使在当时那种头脑发昏的情况下，黄昆先生的课还是深深地吸引了我。我变得特别有精神，专心听课，认真作笔记，给我留下了深刻的，也是一辈子的印象。”“1962年我大学毕业后，正好遇上可以考研究生的机会，我就想考黄昆先生的研究生。我记得就考一门‘固体物理’。‘固体物理’是在1959年学的，已经过了3年。我赶紧把以前的讲义和笔记找出来，复习了一星期，结果考得还挺好，据说得了100分。黄昆先生到最近还记得这件事。”
【2】

 可以为我作证的是我当年听“固体物理”作的笔记本。中间经过了“文化大革命”，下鲤鱼洲，调到四川乐山585所，又回到北京中科院半导体所，搬了十次以上的家，其它东西有的都丢了，惟独这本笔记本和北大其他教授讲课的笔记本还保存完好。我当时几乎每一句话、每一个公式和每一张图都老老实实地记下来。看到这些词句，就好像昨天黄昆先生还在和我们上课一样，感到分外亲切。

黄昆先生的“固体物理”讲课手稿，在“文化大革命”以前1966年就整理好了，准备由人民教育出版社排版出版，但由于“文化大革命”开始而未付印。“文化大革命”以后，1979年为了适应读者需要，按原版印刷了85000册
【3】

 ，受到广大读者的欢迎，很快就销售一空，后来也没有再印。这次为了纪念黄昆先生的九十寿辰，我们决定重版此书，除了纪念意义以外，更是为了满足广大年青学者的需要。这本书虽然写于50年前，但固体物理的一些基本概念还没有变，还是黄昆先生讲得最透彻、最深刻。所以它的出版是有现实意义的。

比较一下我的“固体物理”笔记和《固体物理学》一书，大部分内容是相同的，但是也有一些差别。因为在讲课时，黄昆先生和广大学生面对面，有一个互动过程。他要想法把课讲得生动、吸引人，听众当堂就能理解，因此有些问题讲得深入一些，有的就省略了。此次再版，我把上课讲的比较重要的东西，而书中又没有的补充了进去，希望大家在看这本书的时候，就像听他本人讲课一样，学到更多的东西。为了不至于与原来书的内容混淆，新添加的内容用仿宋体字印刷，公式用（Q1）、（Q2）等表示，图用图F1、图F2等表示，以示区别。

添加的内容主要分三类：

1．介绍性的。

如这本书没有引言，一上来就开门见山第一章。而黄昆先生在讲第一堂课时，讲了一段固体物理发展概况，我把它作为本书引言加了进去。这段话不长，只有276个字，但是简单扼要地说明了上两个世纪固体物理的发展概况。

2．加深概念理解的。

在讲第五章“晶格振动和晶体热学性质”时，为了加深对“格波”概念的理解，在讲完一维晶格振动、三维晶格振动和非线性振动后，又回过来，专门补充讲了“格波”（我笔记上记的是“补充材料”），深入介绍了格波描述和位移描述的关系。

第七章“金属电子论”，在7-3节讲“分布函数和玻尔兹曼方程”以后，又以几个实例：电流的磁效应（霍尔效应）、温差电效应、电子热传导效应等说明玻尔兹曼方程的实际应用。

在讲第八章“半导体电子论”时，先介绍了如何由吸收光谱了解半导体的能带结构，引入直接带隙和间接带隙半导体的概念，接着介绍了“空穴”概念是如何得到的，以及各向异性有效质量、态密度等。

3．和实验、应用的结合。

第一章“晶体的几何”，在介绍了原胞、原胞基矢、倒格矢等概念以后，讲了X射线衍射法、劳厄法、如何利用倒格矢求衍射方向等，使学生既加深了对基矢、倒格矢的理解，又学到了用X射线衍射方法测量晶体结构。

在讲第八章“半导体电子论”时，最后还讲到了半导体的应用。虽然已经过了50年，但这些应用在当前能源危机下又都成了热门，如光伏、温差电、探测器等，其基本原理是不变的。而黄昆先生却用很简短的语言、形象的图以及基本的公式讲解得非常清楚。

原书中有些表述和现在的书有些差别，需要指出以引起读者注意。书中普朗克常数有时用的是h，而不是现在通用的[image: alt]
 ，两者相差2π，因此书中的波矢k也和现在的波矢相差2π。“满带”就是“价带”，“光敏电阻”就是“探测器”。有些实验事实已经过时，但决不影响阅读本书。书中有三章是原来课上没有讲的，它们是：第三章“相图”、第十章“固体的介电性”和第十一章“超导电的基本现象和基本规律”，大概是由于时间关系来不及讲了。

关于听课笔记，现在看50年前记的笔记，我都奇怪，怎么字体这么端正，图这么标准，数学公式这么精确。想起当年黄昆先生以及他们那一代教授讲课的情形，讲课的一个主要方式是板书。老师非常认真地板书，写完这一黑板，推上去，再接着写另一块黑板，边写边讲。学生们则边听边记边想。这样一堂课下来，真正做到了像陈金富教授所说的那样：“听课师生课堂上基本理解，记住教学内容。”板书占掉了上课的一些时间，但是值得的，收到了很好的效果。正因为如此，老师在课堂上不能什么都讲，只能挑最本质、最精髓的讲，这正是黄昆先生这本《固体物理学》的特点。尽管50年来固体物理学有了飞速的发展，新的分支学科层出不穷，但固体物理学的基础是基本不变的，都包含在这本书中。

最近杨振宁先生在接受《知识通讯评论》采访时说：“如果我们谈到理论物理学家的风格，可以把当时最要做数学的，最不要做数学的，和后来的规范场论，说成三个方向，一个在右，一个在左，一个在中间。我一直认为在中间的较容易成功。”
【4】

 黄昆先生和杨振宁先生是属于同一种风格的，他们既有很深的物理基础，又有十分高超的数学技巧，所以他们是成功的。学习这本《固体物理学》可以加深我们的物理基础；还要学习的是黄昆先生的学术论文——《黄昆文集》
【5】

 ，以提高我们用数学解决物理问题的能力。让我们永远学习黄昆先生，继承他的优秀传统，为发展我国的科学事业做出更大的贡献。

重版前，我和编辑顾卫宇同志又重新校对了一遍，改正了原书中的一些印刷错误，同时将外国科学家的中文译名改成《物理学名词》
【6】

 推荐的译名，一些物理单位尽量改成法定的单位。本书的重版得到国家自然科学基金委数理学部理论物理专款项目的资助，中国科学院半导体所超晶格国家重点实验室的支持，特此致谢。





夏建白

2009年6月12日

注　释


【1】
 　陈辰嘉、虞丽生主编，《名师风范》，北京大学出版社，2008年，第40页。


【2】
 　夏建白、陈辰嘉、何春藩主编，《自主创新之路》，科学出版社，2006年，第280页。


【3】
 　黄昆编著，《固体物理学》，人民教育出版社，1979年。


【4】
 　科学新闻，2009年第10期，第56页。


【5】
 　秦国刚、甘子钊、夏建白、朱邦芬、李树深编，《黄昆文集》，北京大学出版社，2004年。


【6】
 　物理学名词审定委员会审定，《物理学名词》，科学出版社，1997年。


黄昆论学习
【1】



我在北京上的是燕京大学，它是由美国基督教会办的。那时这所大学的课程门类较少，课程内容也较浅，从学基础知识讲，是比较局限的。不过却有利于我打另外一个基础，即培育了我对科学事业的追求，这可以说是基础的基础。

我上一二年级时，讲微积分课的老师是位从剑桥大学毕业不久的英国教员，他不仅讲课非常出色，课外对学生也十分关心。出于启发学生对发展科学的追求的目的，他出面组织了一个课外研究小组，在课余和他本人一起学一些科学发展的新知识。这个“尖子班”试图学习“相对论”，学习新兴的“量子力学”及其所带动的一些新的数学方法，主要是矩阵代数。这一活动进行了一年，结果包括这位教员本人在内，对相对论谁也没学懂。不过在这一过程中，通过学习新知识，探讨科学的最新发展，对教育我对科学的爱好与追求却很有影响。

另一方面，因大学课程不重，我从事课外阅读的机会较多。当时我读过的两本书给我的影响最深，书名至今都还记得。一本叫Men of Mathematics（《数学家》），讲的是从牛顿以来的数百年间最伟大的物理学家们的生平和贡献；另一本叫Microbe Hunters（《探索微生物的人们》），主要讲从发现细菌以后的一二百年中，科学家们一个接一个地找到了引发一系列重大病症的细菌和防治方法。该书对医学方面的大科学家们的研究工作过程，描写得非常生动感人。读了这两本书，觉得这些科学家们的事业，是再辉煌不过的了，比什么都振奋人心。这些科学家们对科学事业的追求和献身精神，对我震撼很大，影响着我的人生，使我对科学事业产生了兴趣和爱好。

再有一个例子，就是学习量子力学的问题。我们那个研究组，想要学的是包含量子力学的数学。在当时情况下，量子力学在国内还是一门非常新颖和神秘的学问，它代表了当时物理学发展的顶峰，所以我对它非常景仰。因此我在大学三四年级时，通过对图书馆里仅有的几本介绍量子力学书的自学，初步打下了量子力学的基础，并在此基础上完成了大学毕业论文《海森伯和薛定谔量子力学基础的等价性》。因为在那时，量子力学的发展，先是海森伯提出了一个量子力学的理论，其数学形式是用矩阵来表示的；一年以后，薛定谔也发表了他提出的量子力学理论，是以波动方程形式表达的。我的论文就是论述这两种理论为何是等价的。将两者沟通后，就变成了一门具有普遍性的量子力学理论。这一工作的本身，并没有自己的创见，不过通过这一实践，增强了我对这一理论的发展过程的参与感，自己觉得也进入了这一科学新领域。

我在1941年大学毕业后，去了西南联大，先是当助教，后来当研究生，一直到1945年出国留学。在这期间，对我最有影响的事，是认识了杨振宁和张守廉。他们两位都是天赋极高、聪明过人的人。课堂上我认为是非常艰深的理论，他俩很快就能轻松地掌握。所以在日常交谈中，这些知识成了我们随时讨论的课题。对科学的追求，在他俩身上随时随地都有体现。因与他俩交往甚密，我也受到了感染。

总之，从上大学到当研究生，通过课外小组的活动、自学和同学间的交往，培育了我对科学的爱好向往和追求，这对有志于科学研究的人来讲，是非常重要的。国家近年来的政策，在基础研究方面，强调要提高质量，要在国际上占有一席之地。要做到这一点，对从事这方面工作的人，首先需要有对科学不懈追求的精神。这种追求，不是口头上而是要渗透到自己的思想中去，甚至于渗透到每天的生活中去。做基础研究的人，如果没有这样一种思想境界，在某种意义上讲，可以说是不大像一个做基础研究的人。

1945年我考取了去英国公费留学。有这种机会的好处是，你可以自主地填报志愿。我在西南联大时，有一位英国教授给联大捐赠了一大批在英国出版的科学书籍。我对这批书很感兴趣，大都翻阅了一下。引起我注意的是一位叫莫特的英国科学家，他写了三本书：《原子的碰撞理论》、《金属与合金的电子理论》、《离子晶体中的电子过程》。这使我感到这位科学家的学识非常渊博。另外在这三本书中，后两本讲的是固体物理的问题，虽然在当时并没什么“固体物理”一说，读了之后，感到内容新颖、奇特，很有意思，他所研究的领域是非常丰富多彩的。基于这两方面原因，我就到布列斯托大学做了莫特的研究生。

现在想来，我在科学研究的方向选择上是非常幸运的。首要一点，选择莫特做导师，也就选择了将固体物理做为自己的研究方向。而固体物理作为一门学科来讲，在40年代刚刚形成，以后有了很大发展，称得上是物理学在20世纪里最重大的一个新的学科的发展。我在那个时期进入这一大有作为的科学领域是很幸运的。其次就是导师莫特的治学风格，对我产生了很大的影响。跟他认识和接触以后，使我进一步认识到，从对科学的追求到真正进入科学领域，是通过对一个又一个具体的科学问题的解决逐步发展的。原认为他很博学，跟他接触后发现，他只关心他当时所研究的具体的问题。其它的问题，你跟他讨论，他几句话就把你打发开，或用打岔的办法马上给敷衍过去了。我觉得这一习惯对我影响很深，其好处是需要你集中全部精力来解决你所面临的问题。当然也有坏的作用，时间一长，知识面就较窄。集中精力与否，是你能否做好研究工作的关键。

注　释


【1】
 　本篇为黄昆先生在20世纪90年代为中国科学院半导体研究所研究生做“治学为人”专题报告的部分内容，由何春藩根据录音整理，转载自《黄昆集——祝贺黄昆先生八十华诞》，夏建白、何春藩编，内部发行，1999年。收录于此，以供读者参摹．


引言　固体物理学发展概况

最早发展的是矿石学，为了鉴别矿石，产生了晶体学，在19世纪发展到相当完善的地步．此外，由于冶金的发展，产生了金属学，对固体的电学、磁学、光学的性质也进行了细致的研究．不仅如此，对晶体的微观结构也有研究，如将晶体外形的规则性与内部原子的规则排列联系起来．

20世纪开始，电子论有很大的发展，对固体的电学、磁性、光学性质发展了理论，然而是较简单的．由于X射线的发现，对原子结构有了很好的了解，并且用X射线研究了原子排列，使得对原子如何结合成为晶体的认识大大地深入一步．量子力学提高了经典的电子论，使得能更深刻地理解固体的电学、磁学、光学性质．此外，技术的发展大大利用了固体的性质．


第一章　晶体的几何

固体有晶体、非晶体，本课主要讨论晶体，非晶体不是不重要，而是太复杂．

晶体分为单晶体、多晶体．

多晶体是由很多晶粒组成的，表面看来是无规则的．多晶体的形成是由于同时由许多晶核开始生长起来，例如金属．所以多晶体的特点是由生长条件——冷却条件、杂质、获得方式、加工处理等所决定．

单晶体是整个的一块晶体，例如天然矿石．单晶体在技术上的应用越来越广泛，如：半导体、铁氧体等．

一些天然矿物晶体，如岩盐、石英等，具有规则的几何外形，这是一般熟知的．利用这个特点来鉴别矿物资源，已发展成为重要的方法．正是由于这个缘故，在18、19世纪之中，晶体的几何规则性的研究有很大的发展．当时，已经从理论上推断，晶体的这种宏观的规则性，是晶体中原子、分子规则排列的结果．在20世纪，X射线衍射方法的发展，直接验证了这一结论．通过几十年的工作，已经测定了大量晶体原子排列的具体形式．

原子的规则排列以及由此产生的几何规则性，是晶体物质共同的也是最基本的特点，是研究晶体的宏观性质和各种微观过程的重要基础．本章将简要地阐明晶体中原子规则排列的一些基本规律和基本概念．

1-1　晶格及其周期性

（1）一些晶格的实例

晶体中原子的规则排列一般称为晶体格子，或简称为晶格．这一节先介绍几个最常遇到和比较基本的实例．

把晶格设想成为原子球的规则堆积，有助于我们比较直观地理解晶格的组成．

图1-1（a）表示，在一个平面内，规则排列原子球的一个最简单的形式．如果把这样的原子层叠起来，各层的球完全对应，就形成所谓简单立方晶格．没有实际的晶体采取简单立方晶格，但是一些更复杂的晶格可以在简单立方晶格基础上加以分析．简单立方晶格的原子球心显然形成一个三维的立方格子的结构，往往用图1-1（b）的形式表示这种晶格结构，它表示出这个格子的一个典型单元，整个格子可以看做这样一个单元沿着三个方向的重复排列．按照同样的理解，图1-1（c）表示所谓体心立方晶格，有相当多的金属，如Li，Na，K，Rb，Cs，Fe等元素，具有体心立方晶格．

[image: alt]


图1-1

图1-2表示原子球在一个平面内最紧密排列的方式，常称为密排面．把密排面叠起来可以形成原子球最紧密堆积的晶格．为了堆积最紧密，在堆积时应当把一层的球心对准另一层的球隙．仔细分析就会发现，这样实际上可以形成两种不同的最紧密的晶格排列．首先我们注意到，密排原子层的间隙可以分成两套，图1-2把它们分别涂黑和留为空白．如称原来的密排层为A，另一密排层可以对准其中任一套间隙，我们分别称为B和C．两种密排的晶格可以表示为

ABABAB…　　　　　（六角密排），

ABCABCABC…　　　（立方密排，或面心立方）．

[image: alt]


图1-2

前一种晶格称为六角密排晶格，常常用图1-3的六角单元表示这种结构；后一种称为立方密排，或面心立方晶格．图1-4（a）表示这种晶格的典型单元，它和简单立方相似，但在每个立方面中心有一个原子，图1-4（b）表示面心立方晶格的原子密排面．很多金属元素具有两种密排结构之一，例如Cu，Ag，Au，Al具有面心立方结构，Be，Mg，Zn，Cd则具有六角密排的结构．

[image: alt]


图1-3　六角密排

[image: alt]


图1-4　立方密排

由碳原子形成的金刚石晶格是另一个重要的基本晶格结构．它的典型单元往往用图1-5表示．由面心立方的单元的中心到顶角引8条对角线，在其中4条的中点上各加一原子就得到金刚石的结构．这个结构的一个重要特点是：每个原子有4个最近邻，它们正好在一个正四面体的顶角位置，如图1-5所示．除金刚石外，重要的半导体硅和锗也具有这种晶格结构．

[image: alt]


图1-5　金刚石晶格

以上所介绍的都是同一种原子组成的元素晶体．下面介绍几种化合物晶体的结构．

最熟知的是岩盐NaCl结构，它好像是一个简单立方晶格，但每一行上相间地排列着正的和负的离子Na+
 和Cl-
 ，如图1-6所示．碱金属Li，Na，K，Rb和卤族元素F，Cl，Br，I的化合物都具有NaCl结构．

[image: alt]


图1-6　NaCl的晶体结构

[image: alt]


图1-7　CsCl晶格

另一基本的化合物晶体结构是CsCl晶格，如图1-7所示，它和体心立方相仿，只是体心位置为一种离子，顶角为另一种离子．如果把整个晶格画出来，体心的位置和顶角位置实际上完全等效，各占一半，正好容纳数目相等的正负离子．

闪锌矿ZnS的晶格是另一种常见的化合物晶体结构．只要在图1-5的金刚石立方单元的对角线位置上放一种原子，在面心立方位置上放另一种原子，就得到闪锌矿结构．

以上都是一些常见的典型晶格结构．熟悉这些结构不仅有助于了解下面的讨论，而且，在实际中也是很有用的．

（2）原胞、基矢量、布拉维格子

所有晶格的共同特点是具有周期性，它们都可以看做是由一个平行六面体的单元沿三个边的方向重复排列而成．以上各图用一个典型单元来表示各种结构便体现了晶格这一基本特点．

一个晶格最小的周期单元称为晶格的原胞，它的三个棱可选为描述晶格的基本矢量，用a1
 ，a2
 ，a3
 表示．图1-8用实线表示出简单立方、体心立方、面心立方、六角密排晶格的原胞和基矢量．简单立方晶格的立方单元也就是最小的周期单元——原胞，它的基矢沿三个立方边，长短相等．体心立方和面心立方的立方单元都不是最小的周期单元．在体心立方晶格中，可以由一个立方顶点到最近的三个体心得到基矢a1
 ，a2
 ，a3
 ，以它们为棱形成的平行六面体构成原胞．可以验证：如果立方体边长为a，则原胞体积是[image: alt]
 只有立方单元体积的一半．在面心立方晶格中，可以由一个立方体顶点到三个近邻的面心引基矢a1
 ，a2
 ，a3
 ，并导出相应的原胞如图1-8所示，可以验证原胞的体积为[image: alt]
 只有立方单元体积的[image: alt]
 六角密排晶格的原胞可以选取为图1-8所示的菱形柱体，基矢a1
 ，a2
 在密排面内，互成120°角，a3
 沿垂直方向．CsCl晶格的原胞就可以取为图1-7中的立方体．NaCl晶格的原胞在图1-6中由虚线描出，形状和面心立方的原胞相似．
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图1-8　原胞

原胞和基矢具体概括了一个晶格结构的周期性．显然，如果把整个晶格都划分为原胞，那么，不同原胞中的情况将是完全相似的．任意两个原胞位置的差别，用基矢表示将具有下列形式：
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l1
 ，l2
 ，l3
 为整数．晶格中x点和x＋l1
 a1
 ＋l2
 a2
 ＋l3
 a3
 点的情况将完全相同，因为它们表示两个原胞中相对应的点（见图1-9的二维示意图）．如V（x）表示x点某一物理量（例如静电势能、电子云密度等），则有
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（1-1）式表示V（x）是以a1
 ，a2
 ，a3
 为周期的三维周期函数．
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图1-9　晶格的周期性

还可用另外一个形式来概括晶格的周期性：把一个晶格平移
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结果将与原来晶格完全重合，而没有任何改变．显然，这种描述和（1-1）式所描述的是完全一致的．从这种观点出发，晶格的这个基本特点被称为晶格的平移对称性．l1
 a1
 ＋l2
 a2
 ＋l3
 a3
 常称为晶体的布拉维格子．在下面我们进一步讨论晶格的宏观对称时，就会看到，为什么要采用这种形式来概括晶格的基本特点．

按照以上所讲，布拉维格子表征了一个晶格的周期性，或者说，它的平移对称性．根据前面对原胞的描述，CsCl晶格和简单立方晶格具有相同的原胞、基矢和布拉维格子，所以从周期性来讲，CsCl晶格和简单立方晶格是完全相似的．NaCl晶格则和面心立方晶格具有相同的布拉维格子，也就是说它们具有完全相似的周期性．

实际晶体的晶格又可以区分为简单晶格和复式晶格．在简单晶格中，每一个原胞有一个原子；在复式晶格中，每一个原胞包含两个或更多的原子．具有体心立方结构的碱金属和具有面心立方结构的金、银、铜晶体都是简单晶格．虽然从图上看每个原胞在八个顶角都有原子，但是每个原子为八个原胞共有，所以每个原胞平均只有一个原子．CsCl和NaCl结构则是复式晶格：CsCl晶格可以看做是在Cl-
 离子的简单立方原胞中心加一个Cs+
 离子，所以，一个原胞包含一个Cs+
 离子和一个Cl-
 离子；NaCl晶格可以看做是在Na+
 离子的面心立方原胞中心加一个Cl-
 离子，所以，一个原胞包含一个Na+
 离子和一个Cl-
 离子．

简单晶格中所有原子是完全“等价”的，也就是说，它们的性质相同并在晶格中处于完全相似的地位．用比较生动的比喻来说，如果我们占在一个原子上或另一个原子上将察觉不出任何差别．复式晶格实际上表示晶格包含两种或更多种等价的原子（离子）．NaCl晶格包含Na+
 和Cl-
 两种等价离子，不同Na+
 离子之间是完全等价的，不同Cl-
 离子之间也是完全等价的．原胞内有几个原子，就表明晶格由几种等价原子构成．复式晶格的结构也可以这样看：每一种等价原子形成一个按该晶格的布拉维格子排列的简单晶格，复式晶格就是由各等价原子的晶格相互穿套而成．例如，CsCl的布拉维格子是简单立方，它可以看成是由一个Cs+
 的简单立方格子和一个Cl-
 的简单立方格子穿套成的；NaCl的布拉维格子是面心立方，它可以看成是由一个Na+
 的面心立方格子和一个Cl-
 的面心立方格子穿套而成的．

应当知道，即使是元素晶格，所有原子都是一样的，也可以是复式晶格，这是因为原子虽然相同，它们占据的格点在几何上可以是不等价的．例如，具有六角密排结构的Be，Mg，Zn或具有金刚石结构的C，Si，Ge都是这种情形．六角密排的原胞中，一个格点处在上述的A层中，另一个格点处在B层中，A原子和B原子的几何处境是不相同的，例如，从一个A原子来看，上下两层的原子三角形是朝一个方位，但从一个B原子来看，上下两层的原子三角形则是朝着另一个方位．金刚石结构中同样可以区分为A和B两类几何上不等价的格点，把图1-5中立方内的格子点和处在立方面上的格点分别称为A和B，则可以看出A格点的近邻四面体和B格点的近邻四面体在空间具有不同的方位．仔细考查一下，还可以看出，金刚石结构中A格点和B格点各形成一个面心立方晶格．这表明金刚石结构具有面心立方的布拉维格子，原胞中包含两个格点，一个A格点和一个B格点．

（3）倒格矢

根据基矢a1
 ，a2
 ，a3
 可以引入三个新的矢量
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称为倒格矢（我们注意各分母是相同的，其绝对值等于原胞的体积）．以后将看到，引入倒格矢使我们能够更加简化地从理论上分析许多晶格的问题，这主要是由于它们具有下列基本性质：
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［由倒格矢的定义（1-2）式可以很简单地验证上述关系式．］

现在举例说明倒格矢的简单应用．

在晶格问题中，往往需要把矢量x按基矢来表示，即写成
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有关的分量ξ1
 ，ξ2
 ，ξ3
 就可以根据（1-3），简便地用倒格矢写出：
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一个具有晶格周期性的函数
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可以用倒格矢方便地写成傅里叶级数．设想把x按分量ξ1
 ，ξ2
 ，ξ3
 表示，则V作为ξ1
 ，ξ2
 ，ξ3
 的函数将是周期为1的周期函数，因此可以写成傅里叶级数：
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其中系数：
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根据（1-5），傅里叶级数可以直接用矢量x表示出来：
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系数也可以相应地写成
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积分表示在一个原胞内的体积分．

傅里叶级数中指数上的各矢量
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构成一个以b1
 ，b2
 ，b3
 为基矢的格子，往往称为原来晶格的倒格子．在以后的讨论中，我们还要用到这个概念．

（4）晶体学的单胞和单胞的基矢量

图1-10的平面示意图中，阴影的面积表示两个形状不同的原胞，它们都是格子的最小周期单元．显然，可以有无穷多方式选取原胞，它们都同样可以概括格子的周期结构．在一般的理论分析中，往往并不需要具体确定如何选取原胞．但是，在具体研究某一种晶体时，就需要把原胞和基矢规定下来．原胞选取得适当，就可以便利问题的分析，而特别重要的是，要能反映出整个格子的对称性．例如，图1-10中方形的原胞就能反映出格子的方形对称特点，而歪斜的原胞则不能．为了这种目的，在晶体学中，已对各种类型的布拉维格子如何选取周期单元做了统一的规定．
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图1-10　原胞的选取

有的格子，无论怎样选取原胞，都不能直接反映出整个格子的对称性．体心和面心立方格子就是这种情形，在图1-6中，画出的原胞已经选得尽可能对称，但并不反映整个格子的立方对称性．在这种情况下，晶体学选取的单元便是图1-7中的立方，也就是说，为了反映格子的对称性，选取了较大的周期单元．我们将称晶体学中选取的单元为单胞．所以单胞在有些情况下是原胞，在另一些情况下则不是原胞．沿单胞的三个棱所作的三个矢量通常称为单胞的基矢．

1-2　晶向、晶面和它们的标志

布拉维格子的格点可以看成分列在一系列相互平行的直线系上，这些直线系称为晶列．图1-11用实线和虚线表示出两个不同的晶列，由此可见，同一个格子可以形成方向不同的晶列．每一个晶列定义了一个方向，称为晶向．如果从一个原子沿晶向到最近的原子的位移矢量为
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则晶向就用l1
 ，l2
 ，l3
 来标志，写成［l1
 l2
 l3
 ］．
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图1-11

布拉维格子的格点还可以看成分列在平行等距的平面系上．这样的平面称为晶面．和晶列的情况相似，同一个格子可以有无穷多方向不同的晶面系，图1-12以简单立方为例画出了三个方向不同的晶面．
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图1-12　晶面

具体讨论晶体问题时，常常要谈到某些具体晶面，因此，需要有一定的办法标志不同的晶面．常用的是所谓米勒指数．米勒指数可以这样来确定：设想选一格点为原点并作出沿a1
 ，a2
 ，a3
 的轴线．我们注意，所有格点都在晶面系上，所以必然有一晶面通过原点，其它晶面既然相互等距，将均匀切割各轴．如果，我们从原点顺序地考查一个个面切割第一轴的情况，显然必将遇到一个面切割在+a1
 或-a1
 ，因为在±a1
 存在着格点．假使，这是从原点算起的第h1
 个面，那么晶面系的第一个面的截距必然是±a1
 的分数，可以写成
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h1
 为正或负的整数．同样可以论证第一个面在其它两个轴上的截距将为
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平常就是用（h1
 ，h2
 ，h3
 ）来标记这个晶面系，称为米勒指数．[image: alt]
 实际表明等距的晶面分别把基矢a1
 （或-a1
 ），a2
 （或-a2
 ），a3
 （或-a3
 ）分割成多少个等份．它们也是以｜a1
 ｜，｜a2
 ｜，｜a3
 ｜为各轴的长度单位所求得的晶面截距的倒数值．如果晶面系和某一个轴平行，截距将为∞，所以相应的指数将为0．在图1-12中给出了立方晶体的几个晶面的米勒指数．

应用倒格矢可以简练地写出晶面系的方程式．下面我们验证晶面系（h1
 ，h2
 ，h3
 ）中各晶面的方程可以写成
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方程的几何解释表明
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是各面的共同法线方向，而且各面与原点的垂直距离为
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从而知道，∣n∣＝1，2，3，…顺序地表示，从通过原点的面算起的第一，第二，第三，……晶面．由（1-12）得到晶面之间的间距是
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在（1-11）中，代入
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就导出从原点画出的矢量a1
 端点处在
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的面上．这说明，第h1
 个面通过a1
 的端点，同样论证可用于另外两轴，可以证明，a2
 ，a3
 将为（1-11）中各面勒为h2
 ，h3
 段，从而验证了（1-11）所描述的正是米勒指数为（h1
 ，h2
 ，h3
 ）的晶面系．

（1-13）表明，指数小的晶面系，晶面有较大的间距．这样的晶面也是原子比较密集的晶面（因单位体积中原子数目是一定的，晶面愈稀疏，每个晶面上原子必定更多．常见的晶面正是这样的晶面）．

我们知道，米勒指数原来是从米勒研究宏观晶体的表面的规律性中发展出来的．宏观晶体外形的规则性是由于，一种晶体的外表面总是由某些具有特定方位的平面形成的．米勒发现，如果选三个面的交线为轴，并用另一个面在它们上面的截距a，b，c作为沿各轴的长度单位，则任意其它的面在轴上的截距的倒数成简单整数比例，称为有理指数定律．从以上的讨论看出，他的这个发现反映了晶体原子排列的周期性（布拉维格子），同时也表明重要的实际表面主要是由原子密集、间距大的晶面所构成的．

对六方晶体，往往采用单胞的基矢——轴矢量来标志晶向和晶面．除了垂直于六方面的一根轴矢量c外，在六方面内，取三根互成120°的矢量a1
 ，a2
 ，a3
 作为轴矢量．晶面标志则如图F1所示．
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图F1　六方晶体的晶面标志

晶向的确定．由于平面上有3个向量，所以l1
 ，l2
 ，l3
 不确定．现加一限制条件：l1
 ＋l2
 ＋l3
 ＝0，如图F2上两条虚线的晶向标志．
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图F2　六方晶体的晶向标志

相似面．在立方晶体中，（1，0，0）、（0，1，0）、（0，0，1）、[image: alt]
 [image: alt]
 晶面在晶体中是完全等价的，用｛1，0，0｝表示．对等价的晶向，用〈1，0，0〉表示．

1-3　晶体的宏观对称和点群

一些晶体在几何外形上表现出明显的对称，如立方、六角等对称．这种对称性不仅表现在几何外形上，而且反映在晶体的宏观物理性质中，对于研究晶体的性质有极重要的意义．

以介电常数为例，它一般地应表示为一个二阶张量εαβ
 （α，β＝x，y，z）．
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D，E分别为电位移矢量和电场强度．后面将要证明，在具有立方对称的晶体中，它必然是一个对角张量
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因而
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也就是说，介电常数可以看成一个简单的标量．在具有六角对称的晶体中，如果坐标轴选取在六角轴的方向和与它垂直的平面内，εαβ
 以矩阵形式写出，将有下列形式：

[image: alt]


表明对于平行轴的分量E∥
 ：
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对垂直于轴的分量：
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我们知道，正是由于介电性在平行和垂直六角轴方向的差别，六角对称的晶体有双折射现象，而立方晶体，从光学性质来讲，是各向同性的．

从第一节列举的晶格可以看到，晶体具有各种宏观对称性，原因就在于原子的规则排列．例如，在一个平面内密排的原子球自然地形成一个具有明显六角对称的晶格．如把密排层堆积成三维密排结构则可以形成两种不同的对称：立方对称（面心立方晶格）和六角对称（六角密排晶格）．

周期排列（布拉维格子）是所有晶体的共同性质，而正是在原子周期排列的基础之上产生了不同晶体所特有的各式各样的宏观对称性．

（1）对称操作

对称性，特别是几何形状的对称性，是很直观的性质．例如，图1-13中的（a）圆形、（b）正方形、（c）等腰梯形和（d）不规则四边形，就有明显的不同程度的对称．但是怎样用一种系统的方法才能科学地、具体地来概括和区别所有这些不同情况的对称性呢？我们可以结合图1-13的具体例子来答复这个问题．
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图1-13

首先，它们不同程度的对称性可以从图形的旋转中来分析．显然，圆形对任何绕中心的旋转都是不变的，正方形则只有在旋转[image: alt]
 的情况下才会与自身重合，结果没有改变，而等腰梯形和不规则的四边形则在任何旋转下都不能保持不变．

上面的分析表明，考查图形在旋转中的变化可以具体地显示出（a）、（b）、（c）之间不同程度的对称，但是，还不足以区别（c）和（d）之间的差别．为了进一步能显示出这样的区别，可以考查图形按一条直线作左右反射后发生怎样的变化．显然，圆形对任意的直径作反射都不改变，正方形则只有对于对边中心的连线以及对角线作反射才保持不变，等腰梯形只有对两底中心连线反射不变，不规则四边形则不存在任何左右对称的线．

以上分析所用的方法，概括起来说，就是考查在一定几何变换之下物体的不变性．我们注意上面所考虑的几何变换（旋转和反射）都是正交变换（保持两点距离不变的变换）．概括宏观对称性的系统方法正是考查物体在正交变换下的不变性．在三维情况，正交变换可以写成

[image: alt]


其中矩阵[image: alt]
 是正交矩阵（i，j＝1，2，3），它的行列式等于+1时，代表一个空间转动；等于-1时，代表一个空间转动加上通过原点的反演（即由x→-x）．如果，一个物体在某一正交变换下不变，我们就称这个变换为物体的一个对称操作．为了说明一个物体的对称性就归结为列举它的全部对称操作．显然，一个物体的对称操作愈多，就表明它的对称性愈高．上面对图1-13所做的分析，实际上就是指出了各图形所具有的对称操作．下面考查几个三维的实例：

（i）球体（或者说球形对称）．显然，对称操作包括了全部正交变换．

（ii）立方体（或者说立方对称）．很容易验证，存在下列对称操作：

绕图1-14（a）所示立方轴转动π/2，π，3π/2三个立方轴，共9个对称操作；
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图1-14　对称轴

绕图1-14（b）所示面对角线转动π：6个不同的面对角线共6个对称操作；

绕图1-14（c）所示立方对角线转2π/3，4π/3：绕4个不同的立方对角线，共为8个对称操作．

以后将说明，正交变换
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即不动，也算一个对称操作．这样加起来，一共是24个对称操作．

显然，中心反演立方体保持不变，因此，以上每一个转动加一中心反演都仍是对称操作．

以上便是立方体所具有的全部对称操作，总共为48个．

（iii）正六角柱．它所具有的对称操作：

绕中心轴线转π/3，2π/3，π，4π/3，5π/3．共5个对称操作．

绕对棱中点连线转π．如图1-15所示共有3个这样的连线（实线），共3个对称操作．
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图1-15

绕图示相对的面中心的连线（虚线）转π．这样的连线共有3条，共3个对称操作．

加上不动，共有12个对称操作．

以上每一对称操作加上中心反演仍为对称操作．这样得到全部24个对称操作．

在具体概括一个物体的对称性时，为了简便，有时不去一一列举所有对称操作，而是描述它所具有的所谓“对称元素”．如果一个物体绕某一个轴转2π/n以及它的倍数不变时，这个轴便称为物体的n重旋转轴．如果不是简单转动，而是附加反演，就称为旋转—反演轴．一个物体的旋转轴或旋转—反演轴统称为物体的“对称素”．显然，列举出一个物体的对称元素和列举对称操作一样，只有更为简便．n重旋转轴和n重旋转反演轴有时简单用n和[image: alt]
 标记．

最后，我们粗浅地说明一下对称操作群的概念．

首先我们注意两个操作A和B，它们先后连续进行，效果将相当于另一个操作C．例如，参见图1-16的立方，考虑先后绕OA和OC旋转π/2，很容易验证，顶角S将回到原处，而顶角T将转到T′处．整个变化可以看作一个转动，S和O未动，表明它们是在一个旋转轴上，绕这个轴转动2π/3使T转到T′．如果以矩阵表示，代表A，B两个操作连续进行的操作C，它的矩阵就等于B和A的矩阵的乘积，
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显然如果A和B是一个物体的对称操作，物体先后经历A和B是不改变的．这表明两个对称操作A和B的“乘积”C也是物体的一个对称操作．这样，一个物体的全部对称操作将构成一个闭合的体系，其中任意两个“元”相乘，结果仍包含在这个体系之中．前面指出，我们把“不动”也列为物体的对称操作之一，很容易看到，只有这样，才能保证对称操作的上述闭合性．
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图1-16

实际上，一个物体的对称操作构成数学上的“群”，上面说明的闭合性正是群的最基本的性质，对称性的系统理论就是建立在群的数学理论基础之上的．

（2）立方对称晶体的介电常数——对称性和宏观物理性质的特例

作为一个例子，我们应用对称操作的概念，证明具有立方对称的晶体的介电性可以归结为一个标量介电常数．

按照一般的表示：
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其中α，β表示沿x，y，z轴的分量，我们选取x，y，z沿立方晶体的三个立方轴的方向．

显然，一般地讲，如果把电场E和晶体同时转动，D也将作相同转动，我们将以D′表示转动后的矢量．

设E沿y轴，这时（1-21）将归结为
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现在考虑把晶体和电场同时绕y轴转动π/2，使z轴转到x轴，x轴转到-z轴；D将作相同转动，因此
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但是，转动是以E方向为轴的，所以，实际上电场并未改变，同时，上述转动是立方晶体的一个对称操作，所以转动前后晶体应没有任何差别．所以电位移矢量实际上应当不变：

[image: alt]


代入（1-22）和（1-23）就得到
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表明
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如果取E沿z方向并绕z轴转π/2，显然将可以按相同的办法证明：
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这样，我们就证明了，εαβ
 的非对角元都等于0，（1-21）式将化为
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再取电场沿［111］方向，则
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绕［111］转动2π/3，使z轴转到原x轴，x轴转到原y轴，y轴转到原z轴；电位移矢量转动后应写成
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和前面论证一样，电场实际未变，晶体所经历的是一个对称操作，晶体也完全不变，所以，D′应和D相同，从而，由（1-28）和（1-29）得到
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这样，我们就证明了，在具有立方对称的晶体中，
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以上对于介电常数的论证和结论显然适用于一切具有对称二阶张量形式的宏观性质（如电导率、热导率等）．另外，还值得注意，以上的论证，并未引用立方对称的全部对称操作，一个正四面体也具有以上用到的对称操作，因此，对于只具有四面体对称的晶体，以上的结论也是成立的．

（3）点群

已经指出，晶体的宏观对称是在晶体原子的周期排列基础之上产生的．一个重要的后果是宏观对称所可能有的对称操作是受到严格限制的．

前面已经看到晶体的周期性是用一定的布拉维格子
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来表征的．晶体本身既然经历对称操作后不变，那么，表征它的周期性的布拉维格子显然经过对称操作也必须和原来的重合．设想有任意对称操作，转角为θ．我们画出布拉维格子中垂直转轴的晶面，在这个晶面内可以选取基矢a1
 ，a2
 ，面上所有布拉维格点均可表示为
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图1-17

称位于原点的格点为A，由它画出a1
 达到的格点为B，如图1-17．如绕A转θ，则将使B格点转到B′的位置，由于转动不改变格子，在B′处必定原来就有一格点．因为B和A完全等价，所以转动也同样可以绕B进行，设想，绕B作-θ转动，这将使A格点转至图中A′位置，说明A′处原来也必有一格点．[image: alt]
 应可以按（1-32）表示，但是由图可见，它与a1
 平行，所以只能是a1
 的整数倍：
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其中n为整数．根据图形的几何关系得
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或
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因为cosθ必须在1到-1之间，n只能有-1，0，1，2，3五个值，相应地
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由于以上论证只假设了布拉维格子的存在，这就表明，不论任何晶体，它的宏观对称只可能有下列10种对称元素：
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值得指出，对称元素[image: alt]
 代表先转动π再对原点作中心反演，如图1-18所示．参见图中所示A点经转动到A′，再经反演到A″，很容易看出，A″正好是A点在通过原点垂直转轴的平面M的镜像．因此，[image: alt]
 实际表明在一个平面内作镜反射，因此，这个对称元素一般称为镜面，并另引入符号m表示．
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图1-18
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图1-19

在以上10种对称元素的基础上组成的对称操作群，一般称为点群．由对称元素组合成群受到很严格的限制．可以用一个很简单的例子来说明：设想一个群包含两个二重轴2和2′，如图1-19，它们的夹角用θ表示．考虑先后绕2和2′转动π，称它们为A和B，显然，与它们垂直的轴上的任意点N先转到N′，最后又转回到原来位置N，这表明B，A相乘得到的对称操作
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不改变这个轴，因此只能是一个绕垂直2和2′的轴的转动．C的转角可以这样求出：2轴在操作A中显然未动，经过操作B将转到图中虚线所示2″的位置，2和2″的夹角是2θ，表明C的转角是2θ．因为C也必须是点群操作之一，2θ只能等于60°，90°，120°或180°．从而我们得到结论，任何点群中两个二重轴之间的夹角只能是30°，45°，60°，90°．以上的论证显然同样适用于4重轴和4重旋转—反演轴，也就是说一个点群所包含的对称素2，4或4相互夹角都必须符合上列要求．

具体的分析证明，由于对称元素组合时受到的严格限制，由10种对称元素只能组成32个不相同的点群．这就是说，晶体的宏观对称只有32个不同类型，分别由32个点群来概括．

现在介绍一些常见的点群．

最简单的点群只含一个元1，有时用C1
 标记．它表征没有任何对称的晶体．

只包含一个转轴的点群称为回转群，标记为C2
 ，C3
 ，C4
 ，C6
 ．Cn
 表示有一个n重旋转轴．

包含一个n重旋转轴和n个垂直的二重轴的点群称为双面群，标记为Dn
 ．这样的点群有D2
 ，D3
 ，D4
 ，D6
 ．

还有许多点群是由上述点群增加反演中心或一些镜面而成，用以上的点群标记增加一定的角码来表示，如Cnh
 ，Cnv
 ，Dnh
 等．

正四面体有24个对称操作，它们构成所谓正四面体群，标记为Td
 ．

在正四面体群的24个对称操作中有12个是纯转动（正交矩阵行列式＝1），构成T群．

正立方体的48个对称操作构成立方点群Oh
 ．

立方点群的48个操作中有一半是纯转动，构成O群．

1-4　晶格的对称性

上节着重讨论晶体的宏观对称性，它是由原子构成的晶格的对称性的宏观表现，所以只是部分地反映了晶格结构本身的对称性．这一节着重讨论晶格的对称性，扼要介绍一些有关的概念和基本知识．

（1）14种布拉维格子和7个晶系

前面一节指出，由于任何晶格都具有由一定布拉维格子所表征的基本周期性，从而可以导出宏观对称所可能具有的类型——32个点群．

现在我们反过来提出问题：晶体如果具有一定的宏观对称，它必须具有怎样的布拉维格子？也就是说，一个布拉维格子
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如果要具有一定的点群对称，a1
 ，a2
 ，a3
 必须满足怎样的要求？具体分析证明，根据32个点群对布拉维格子的要求，布拉维格子总共可以分为7类，称为7个晶系．例如，C1
 ，Ci
 对a1
 ，a2
 ，a3
 完全没有任何要求；这种a1
 ，a2
 ，a3
 的长度和方向完全没有规则的布拉维格子自成一个晶系，称为三斜晶系，这个晶系具有C1
 ，Ci
 对称．另外一个极端是对称性最高的几个点群：T，Td
 ，Th
 ，O和Oh
 ，它们对布拉维格子的要求是相同的，能满足这样要求的布拉维格子有简单立方、体心立方和面心立方三种，称为立方晶系．我们在表1-1具体列出属于各晶系的各种布拉维格子，以及它们所满足的点群对称．

前面曾经一般地指出，晶体学中根据对称性对各种布拉维格子都确定了标准的单胞和基矢．我们看到，布拉维格子按宏观对称分属于7个晶系，因此，晶体学单胞也是按晶系确定的，它们已具体表示在表1-1和图1-20中．单斜、正交、四方、立方晶系都由于可以在单胞中增加体心、面心或底心格点，包含着不止一种布拉维格子，使7个晶系共有14种布拉维格子．显然，凡有体心、面心或底心的情形，单胞与原胞是不同的．

表　1-1
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表面看起来，似乎还可以靠增加体心、面心、底心得到一些新的格子．实际上，仔细考查一下，就会发现，这样做的结果或者仍属于14种格子之一，或者得到的并不是一个布拉维格子（也就是不能用l1
 a1
 ＋l2
 a2
 ＋l3
 a3
 表征）．

（2）空间群

由于晶体的宏观性质只依赖于方向，与绝对位置无关，因此，分析宏观对称性只需要考虑转动（或转动＋反演），不需要特别考虑平移．而全面分析晶格结构的对称性必须考虑平移，所以用来概括晶格全部对称的是（转动＋平移）对称操作所构成的所谓“空间群”．下面只做很简单的介绍．
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图1-20　14种布拉维格子

在简单格子的情况，它的对称性基本上就归结为，由平移对称操作（布拉维格子）
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所表征的平移周期性，以及所属晶系的转动对称性．如果，R表示该晶系的点群对称操作，则它的一般对称操作可以写成：
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表示环绕格点进行R，然后平移[image: alt]
 ，这样由点群对称操作和平移对称操作组合成的群称为点空间群．

有些复式晶格的对称性也可以由点空间群概括．以ZnS晶格为例，它的布拉维格子是面心立方，属于立方晶系，所容许最高的点群对称是Oh
 ．但是，具体考查环绕一个格点的转动，例如，环绕Zn转动，固然对所有Oh
 操作，Zn格子都将复原，但在四面体顶点的S只有在Td
 点群操作下才保持不变．因此，它的点群对称是Td
 ．晶格的对称操作可以写成
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其中R为环绕格点的Td
 群操作，[image: alt]
 表示面心立方的平移对称操作．

实际上所有原胞中各原子性质互不相同的复式晶格，都和ZnS晶格相似，可以由点群对称和布拉维格子表征的平移对称组合成的点空间群表征．和简单晶格的差别在于，复式晶格的点群对称，并不完全由晶系决定，属于相同晶系的复式晶格可以有不同的点群对称．例如，NaCl和ZnS都具有面心立方的布拉维格子，同属立方晶系，但前者属立方点群，后者属于四面体群，因此，在有些宏观性质上，有根本的差别．

具体的分析表明，共有73种不同的点空间群．

复式晶格原胞中如有性质相同的原子，它的对称操作可以具有更一般的形式：
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其中R仍旧表示绕一个格点的点群操作，但t不一定是一个平移对称操作．

对比ZnS和金刚石就可以了解为何有上述区别．它们都可以看成由A和B两个面心立方格子相互穿套组成．在ZnS的情况，A格子上为Zn，B格子上为S，但在金刚石的情况，A，B格子上都是碳原子．因此对于ZnS晶格，对称操作必须使A格子与B格子各自保持不变，而对于金刚石结构，除此以外还存在有使A格子与B格子互换的对称操作．具体分析证明，对于ZnS晶格，R只限于四面体点群操作，绕A格点操作后，A，B格子各自保持不变，平移t必须是一个布拉维格子的位移[image: alt]
 ．对于金刚石结构，当R是立方点群中不属于四面体点群的操作时，绕A格点操作后，A格子保持不变，B格子并不能复原，但只要把整个晶格平移立方对角线的1/4，就能使A格子移入原来B格子的位置，同时，使B格子移入A格子的位置，由于两格子上都是同一种原子，这也相应于一个对称操作．这时的平移t并不是平移对称操作．因此，从宏观对称来看，金刚石具有立方点群Oh
 对称，和ZnS的四面体点群Td
 对称不同．金刚石的对称操作可以写成
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其中R为立方点群操作，[image: alt]
 为面心立方格子的平移，对属于四面体点群的各操作R，τR
 为0，对其余的R为沿对角线平移1/4．

金刚石和NaCl对比，它们的宏观对称性是相同的（Oh
 点群），而且，都具有面心立方的布拉维格子．尽管如此，它们的晶格的对称性是不同的，NaCl的对称操作中对所有R，τR
 皆为0．

不同的空间群共230个（其中73个是点空间群），也就是说，所有的晶格结构，就它的对称性而言，共有230个类型，每一类由一个空间群描述．

1-5　X射线衍射方法

20世纪初，对X射线本性不了解．1912年劳厄提出假设：晶体是由原子规则排列组成，可以当作光栅，来检验X射线．

（1）乌尔夫—布拉格公式

原子排列组成晶面，它可引起X射线的镜面反射．一系列晶面所反射的光由于存在光程差，产生干涉现象．当每两束光的光程差等于波长的整数倍时，则干涉加强．由图F3可见，
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当θ或λ适当时，就能产生加强干涉．
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图F3　X射线衍射的光程差

（2）晶面间距离和倒格矢

有平面Ax＋By＋Cz＝1，则原点至平面的垂直距离为[image: alt]
 对于（h1
 ，h2
 ，h3
 ）晶面，若轴矢量为a1
 ，a2
 ，a3
 ，则倒格矢b1
 ，b2
 ，b3
 为（1-2）式，它们的特性为（1-3）式．可以证明平面方程为
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其中χ是坐标原点至晶面的任意矢量．

证明：令晶面在a1
 轴上的一点为χ＝ξa1
 ，代入方程（Q2），利用特性（1-3）式，得到h1
 ξ＝1，ξ＝1/h1
 ．因此χ＝（1/h1
 ）a1
 ．同理，晶面与a2
 轴交点为（1/h2
 ）a2
 ，与a3
 轴交点为（1/h3
 ）a3
 ．

所以方程（Q2）决定的平面是最靠近原点的平面．原点到此平面的距离即晶面间距，
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如果h1
 ，h2
 ，h3
 很大，d就很小．

要发生衍射，必须满足2dcosθ＝nλ．当d＜λ/2时，永远不能衍射．所以衍射实际上只是晶体少数小指数晶面引起的，其它大指数晶面将不起作用．小指数面是原子排列很密的面，也是实际上最重要的面．

（3）几种常用的晶体衍射方法

转动晶体法　见图F4．
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图F4　转动晶体法

粉末法　装置与转动晶体法类似，惟样品是粉末．粉末表示所有不同方向的晶体，每个晶面都引起相应的反射．

劳厄法　装置与前相同，用的是单晶体，X射线是连续谱．各个晶面总能找到适当的波长反射，得到照相如图F5．这方法用来检查晶体对称性．
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图F5　晶体的劳厄相
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图F6　原子次级辐射的干涉

（4）劳厄方程

当X射线射到原子上，原子中电子振荡，发出次级辐射，各方向强度是不同的．劳厄方程解决原子次级辐射的干涉问题．

先看两个原子A，B（见图F6）．A，B辐射光程差等于
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各原子辐射为加强干涉的条件为
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其中m为整数．而[image: alt]
 （对于所有的整数l1
 ，l2
 ，l3
 ），条件（Q4）又可写为
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这就是劳厄方程．

（5）劳厄方程求解法

设（n－n′）/λ＝S1
 b1
 ＋S2
 b2
 ＋S3
 b3
 ，其中b1
 ，b2
 ，b3
 是倒格矢．代入劳厄方程（Q5），利用倒格矢的特性（1-3）式，得到S1
 ，S2
 ，S3
 是整数．

将b1
 ，b2
 ，b3
 作为元矢量，画一个晶格，称为倒格子，如图F7所示．由原点作矢量n/λ．在矢量的端点以1/λ为半径作球，如果球面通过一个倒格点，代表劳厄方程有一个解．

如果是单色波，一般不容易发生反射干涉．如果是连续谱，波长由λ1
 →λ2
 ，则可以以1/λ1
 和1/λ2
 为半径分别作两个球（见图F7），在球面中间所包含的各格点都分别代表一个可能的反射干涉．
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图F7　劳厄方程求解法

（6）劳厄方程和乌尔夫—布拉格公式的关系

由图F7可见，[image: alt]
 即h1
 b1
 ＋h2
 b2
 ＋h3
 b3
 ，它是晶面（h1
 ，h2
 ，h3
 ）的法线．n和[image: alt]
 以及n′和[image: alt]
 成相同角，且三矢量在同一平面．所以n和n′分别代表在（h1
 ，h2
 ，h3
 ）晶面上的入射方向和反射方向，
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因此得2dcosθ＝nλ，即乌尔夫—布拉格公式．

1-6　中子衍射和电子衍射

中子衍射的中子能量必须为0.1eV，随着原子能技术的发展能够得到．与X射线衍射方法相比它有下列优点：

1．X射线衍射对重、轻原子衍射强度相差很大，重原子强，轻原子弱．而中子被轻、重原子核散射强度相差不大．

2．X射线不能区分原子量接近的原子，而中子对相邻核的散射并不相同．

3．中子被原子磁矩散射，所以中子被用来研究原子磁性的微观结构．

电子衍射有下列特点：由于电子受到原子的散射很强，所以电子束只能深入晶体几至几十层原子，这种方法适用于研究晶体表面内各层原子的结构．


第二章　晶体的结合

本章将阐明，原子依靠怎样的相互作用结合成为晶体．我们将看到，原子结合为晶体有几种不同的基本形式．晶体结合的基本形式与晶体的几何结构和物理、化学性质都有密切的联系，因此是研究晶体的重要基础．下面将首先介绍晶体的基本结合形式，然后，根据原子的结构，讨论元素晶体和简单化合物晶体结合的基本特征．最后将简单介绍晶体的结合能和弹性的关系．

2-1　晶体的基本结合形式

一般晶体的结合，可以概括为离子性结合、共价结合、金属性结合和范德瓦耳斯结合四种不同的基本形式．我们进一步讨论元素和化合物晶体的结合时，将看到，实际晶体的结合是以这四种基本结合形式为基础的，但是，可以具有复杂的性质．不仅一个晶体可以兼有几种结合形式，而且，由于不同结合形式之间存在着一定的联系，实际晶体的结合可以具有两种结合之间的过渡性质．

（1）离子性结合

靠这种形式结合的晶体称为离子晶体或极性晶体．最典型的离子晶体就是周期表中ⅠA族的碱金属元素Li，Na，K，Rb，Cs和ⅦB族的卤族元素F，Cl，Br，I之间形成的化合物．

这种结合的基本特点是以离子而不是以原子为结合的单元，例如，NaCl晶体是以Na+
 和Cl-
 为单元结合成的晶体．它们的结合就是靠了离子之间的库仑吸引作用．虽然，同电性的离子之间存在着排斥作用，但由于在离子晶体的典型晶格（如NaCl晶格，CsCl晶格）中，正负离子相间排列，使每一种离子以异号的离子为近邻，因此，库仑作用总的效果是吸引的．

典型的离子晶体如NaCl，正负离子的电子都具有满壳层的结构．库仑作用使离子聚合起来，但当两个满壳层的离子相互接近到它们的电子云发生显著重叠时，就会产生强烈的排斥作用．这种排斥力的产生可以追溯到泡利原理．例如，我们知道，根据托马斯—费米统计方法，电子云的动能正比于（电子云密度）2/3
 ，相邻离子接近时发生电子云重叠使电子云密度增加，从而使动能增加，表现为强烈的排斥作用．实际的离子晶体便是在邻近离子间的排斥作用增强到和库仑吸引作用相抵而达到平衡．

离子性结合要求正负离子相间排列，因此，在晶格结构上有明显的反映．NaCl和CsCl结构便是两种最简单和常见的离子晶体结构．

（2）共价结合

以共价结合的晶体称为共价晶体或同极晶体．

共价结合是靠两个原子各贡献一个电子，形成所谓共价键．氢分子是靠共价键结合的典型例子．实际上，共价键的现代理论正是由氢分子的量子理论开始的．我们知道，根据量子理论，两个氢原子各有一个电子在1s轨道上，可以取正或反自旋，两个原子合在一起时，可以形成两个电子自旋取向相反的单重态，或自旋取向相同的三重态，如图2-1表示单重态和三重态的电子云分布（图示为等电子云密度线）．单重态中，自旋相反的电子在两个核之间的区域有较大的密度，在这里它们同时和两个核有较强的吸引作用，从而把两个原子结合起来．这样一对为两个原子所共有的自旋相反配对的电子结构称为共价键．

共价结合有两个基本特征：“饱和性”和“方向性”．
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图2-1　H2
 分子中电子云的等密度线图

“饱和性”是指一个原子只能形成一定数目的共价键，因此，依靠共价键只能和一定数目的其它原子相结合．共价键只能由所谓未配对的电子形成，可以用氢原子和氦原子的对比来说明，氢原子在1s轨道上只有一个电子，自旋可以取任意方向，这样的电子称为未配对的电子，而在氦原子中，1s轨道上有两个电子，根据泡利原理，它们必须具有相反的自旋，这样自旋已经“配对”的电子便不能形成共价键．根据这个原则，价电子壳层如果不到半满，所有价电子都可以是不配对的，因此，能形成共价键的数目与价电子数目相等；当价电子壳层超过半满时，由于泡利原理，部分电子必须自旋相反配对，所以能形成的共价键数目少于价电子的数目．下面我们将看到，ⅣB-Ⅷ族的元素依靠共价键结合，共价键的数目符合所谓8－N定则，N指价电子数目．这是由于，它们的价电子壳层是由一个ns轨道，和3个np轨道组成，考虑到二种自旋，共包含8个量子态，价电子壳层为半满或超过半满时，未配对的电子数实际上决定于未填充的量子态，因此等于8－N．

“方向性”指原子只在特定的方向上形成共价键．根据共价键的量子理论，共价键的强弱决定于形成共价键的两个电子轨道相互交叠的程度，因此，一个原子是在价电子波函数最大的方向上形成共价键．例如，在p态的价电子云具有哑铃的形状，因此，便是在对称轴的方向上形成共价键．

由于共价键的方向性，原子在形成共价键时，可以发生所谓“轨道杂化”．下面用一个重要的特例来说明“轨道杂化”的涵义．

碳原子有6个电子，在基态4个电子填充了1s和2s轨道（每个轨道有正反自旋的一对电子），剩下两个电子在2p壳层．在这种情况下只有两个2p电子是未配对的，但是在金刚石中，每个碳原子与4个近邻原子以共价键结合．这种情况实际表明，金刚石中的共价键不是以上述碳原子的基态为基础的，而是由下列2s和2p波函数组成的新的电子状态组成的：
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如图2-2所示，这些所谓“杂化轨道”的特点是它们的电子云分别集中在四面体的4个顶角方向．原来在2s和2p轨道上的4个电子，分别放在φ1
 ，φ2
 ，φ3
 ，φ4
 杂化轨道上，都成为未配对电子，可以在四面体顶角方向形成4个共价键，这正是金刚石中碳原子共价结合的情形．当然，电子放在（2-1）式所示的杂化轨道上，能量比碳原子基态提高了，换一句话说轨道杂化需要一定的能量．但是，形成共价键时能量的下降足以补偿轨道杂化的能量．
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图2-2　碳原子的杂化轨道

共价键的饱和性和方向性对共价晶体的结构有严格的要求．例如，金刚石、Si，Ge等ⅣB族元素都是共价晶体，它们都采取金刚石晶格结构．金刚石结构的基本特点就在于每个原子有4个近邻，它们处在四面体顶角方向，直接反映了共价键的要求．随着半导体材料的发展，发现最好的半导体往往主要是以共价键为基础的，从而推进了对共价结合的了解．

（3）金属性结合

金属性结合的基本特点是电子的“共有化”，也就是说，在结合成晶体时，原来属于各原子的价电子不再束缚在原子上，而转变为在整个晶体内运动，它们的波函数遍及于整个晶体．这样，在晶体内部，一方面是由共有化电子形成的负电子云，另一方面是，浸在这个负电子云中的带正电的各原子实．这种情况，我们示意表示在图2-3中．晶体的结合主要是靠了负电子云和正离子实之间的库仑相互作用．显然体积愈小负电子云愈密集，库仑相互作用的库仑能愈低，表明了把原子聚合起来的作用．
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图2-3

晶体的平衡是依靠一定的排斥作用与以上库仑吸引作用相抵．排斥作用有两个来源：当体积缩小，共有化电子密度增加的同时，它们的动能将增加．就如前面已经指出，根据托马斯—费米统计方法，动能正比于（电子云密度）2/3
 ．另外，当原子实相互接近到它们的电子云发生显著重叠时，也将和在离子晶体中一样，产生强烈的排斥作用．

我们所熟悉的金属的特性，如导电性、导热性、金属光泽，都是和共有化电子可以在整个晶体内自由运动相联系的．

金属性结合和前两种结合对比，还有一个重要的特点，就是对晶格中原子排列的具体形式没有特殊的要求．金属结合可以说首先是一种体积的效应，原子愈紧凑，库仑能就愈低．由于以上的原因，很多的金属元素采取面心立方或六角密排结构，它们都是排列最密集的晶体结构，配位数（近邻的数目）都是12．体心立方也是一种比较普通的金属结构，也有较高的配位数8．

金属的一个很重要的特点是一般都具有很大的范性，可以经受相当大的范性形变，这是金属广泛用为机械材料的一个重要原因．以后，我们将看到范性是和在晶体内部形成原子排列上的不规则性相联系的．正是由于金属结合对原子排列没有特殊的要求，所以便比较容易造成排列的不规则性．

（4）范德瓦耳斯结合

在上述几种结合中，原子的价电子的状态在结合成晶体时，都发生了根本性的变化：在离子晶体中，由原子首先转变为正负离子；在共价晶体中，价电子形成共价键的结构；在金属中，价电子转变为共有化电子．范德瓦耳斯结合则往往产生于原来具有稳固的电子结构的原子或分子之间，如具有满壳层结构的惰性气体元素，或价电子已用于形成共价键的饱和分子．它们结合为晶体时基本上保持着原来的电子结构．

[image: alt]


图2-4　分子晶体中瞬间电偶极矩的产生示意图

简单讲，范德瓦耳斯结合是一种瞬时的电偶极矩的感应作用．可以结合图2-4两个原子的示意图定性说明产生这种作用的原因．（a）和（b）图分别表示电子运动中两个典型的瞬时状况．很容易看到，（a）的库仑作用能为负，（b）的库仑能为正，根据量子力学的变分原理，在它们的量子运动中，统计地讲，（a）的情况出现的概率将略大于（b），因此统计平均吸引作用将占优势．由于这个缘故，尽管两个原子都是中性的，但是将产生一定平均吸引作用，这就是所谓范德瓦耳斯吸引作用．具体分析证明，范德瓦耳斯作用可以归结为一个与距离6次方成反比的势能：
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2-2　原子的负电性

除了外界条件如温度和压力可以有一定的影响外，晶体结合的性质决定于组成晶体的原子结构．在下节中，我们将看到，晶体究竟采取哪一种基本结合形式，又主要决定于原子束缚电子的能力的强弱．在具有Z个价电子的原子中，一个价电子受到带正电的原子实的库仑吸引作用，其它（Z－1）个价电子对它的平均作用，可以看作是分布在原子实周围的负电子云起着屏蔽原子实的作用．假使屏蔽作用是完全的，价电子将只受到+e电荷的吸引力，但实际上，由于许多价电子属于同一壳层，它们的相互屏蔽只是部分的，因此，作用在价电子上的有效电荷，在+e和+Ze之间，随Z增大而加强．根据这个简单的分析，可以料想，价电子被束缚的强弱与原子在周期表中的位置有密切的联系．在同一个周期里原子束缚电子的能力从左到右应该不断增强．

原子的电离能是使原子失去一个电子所必需的能量，因此可以用来表征原子对价电子束缚的强弱．表2-1给出周期表中两个周期中电离能的实验数值．可以看到，从左到右，电离能不断增大的基本趋势十分显著（我们只给出ⅠA族、ⅡA族和ⅢB至Ⅷ族的，因为其它族的元素，更内一层的电子对价电子的束缚有较复杂的影响）．

表2-1　电离能（eV）
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另一个可以用来度量原子束缚电子能力的量是所谓亲和能，即一个中性原子获得一个电子成为负离子所放出的能量．亲和能和电离能的差别只在于，亲和能联系着

中性原子＋（-e）→负离子，

而电离能则联系着

正离子＋（-e）→中性原子．

为了比较不同原子束缚电子的能力，或者说得失电子的难易程度，常常用所谓原子的负电性，负电性综合了电离能和亲和能而定义为：

负电性＝0.18（电离能＋亲和能）（单位：eV）．

（系数0.18的选择只是为了使Li的负电性为1，并没有原则上的意义．）表2-2给出3个周期中的负电性的数据．可以看到负电性也在一个周期内同样表现出由左到右不断增强的趋势．

表2-2　负电性（eV）
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对比表中的各个周期，还可以看到以下两个趋势：

（i）周期表由上到下，负电性逐渐减弱；

（ii）周期表愈下面，一个周期内负电性的差别也愈小．

在下节中将看到，由轻元素到重元素的这种变化趋势，在实际晶体的结合中也有明显的反映．

2-3　元素和化合物晶体结合的规律性

周期表左端ⅠA族的元素Li，Na，K，Rb，Cs具有最低的负电性，它们的晶体是最典型的金属．由于金属性结合是靠了价电子摆脱原子的束缚成为共有化电子，负电性较低的元素对电子束缚较弱，容易失去电子，因此在形成晶体时便采取金属性结合．ⅠA，ⅡA，ⅠB，ⅡB，ⅢB族的元素都属于这种情况．

ⅣB—ⅦB族元素具有较强的负电性，它们束缚电子比较牢固，获取电子的能力较强．这种情况适于形成共价结合，因为形成共价键的原子并没有失去电子，成键的电子为两个原子所共有．这些负电性元素的共价结合体现了前面所讲的8－N定则，并且在它们的晶格结构上有明显的反映．下面分别讨论这几族元素结合的情况．

ⅣB族元素最典型的结构是金刚石结构．除了由碳形成的金刚石，锗、硅晶体也具有金刚石结构，在锗下面的锡在13℃以下稳定的相也具有金刚石结构，称为灰锡．前面已经着重说明，金刚石结构直接反映了共价结合的特点．

按8－N定则，ⅤB族元素的原子只能形成三个共价键．由于完全依靠每一个原子和三个近邻相结合不可能形成一个三维晶格结构，ⅤB族的结合具有复杂的性质．ⅤB族一个最典型的结构是砷、锑、铋所形成的层状晶体：晶体中的原子首先通过共价键结合成为如图2-5所示的层状结构，它实际包含上下两层，每层的原子通过共价键与另一层中三个原子结合，这种层状结构再叠起来通过微弱的范德瓦耳斯作用结合成三维的晶体．磷和氮则首先形成共价结合的分子，再由范德瓦耳斯作用结合为晶体．
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图2-5　ⅤB族元素As，Sb等的结构

根据8－N定则，ⅥB族原子只能形成两个共价键．因此依靠共价键只能把原子联结成为一个链结构．硫和硒都可以形成环状的分子，图2-6所示为S8
 ，Se8
 环状结构，它们再靠范德瓦耳斯作用结合为晶体．图2-7则表示出硒和碲的以长链结构为基础的晶格，原子依靠共价键形成螺旋状的长链，长链平行排列靠范德瓦耳斯作用组成为三维晶体．
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图2-6

[image: alt]


图2-7　硒、碲结构图

ⅦB族原子只能形成一个共价键，因此，它们靠共价键只能形成双原子分子，然后通过范德瓦耳斯作用结合为晶体．

Ⅷ族的惰性气体原子在低温下可以凝成晶体．由于它们具有稳固的满壳层结构，所以完全依靠微弱的范德瓦耳斯作用把原子结合起来，形成典型的范德瓦耳斯晶体．

前面已经指出，晶体的结合与晶体的导电类型有密切的联系，许多良好的半导体都是以共价结合为基础的，在元素晶体中，硅、锗、硒、碲都是重要的半导体材料．

ⅣB族的元素形成最典型的共价晶体，它们按C，Si，Ge，Sn，Pb的顺序，负电性不断减弱．负电性最强的金刚石具有最强的共价键，它是典型的绝缘体．负电性最弱的铅是金属．在中间的共价晶体硅和锗则是典型的半导体．锡则在边缘上，13℃以下的灰锡具有金刚石结构，是半导体，在13℃以上为金属性的白锡．这些元素晶体表明，从强的负电性到弱的负电性，结合由强的共价结合逐渐减弱，以至于转变为金属性结合，在电学性质上则表现为由绝缘体经过半导体过渡到金属导体．

不同元素的组合形成合金或化合物晶体．

不同的金属元素之间依靠金属性结合形成合金固溶体．由于金属性结合的特点，它们和一般化合物不同，所包含不同元素的比例不是严格限定的，而可以有一定的变化范围，甚至可以按任意比例形成合金，这个特点对于合金在技术上的广泛利用具有重要的意义．

周期表左端和右端的元素负电性有显著差别，左端的金属元素容易失去电子，右端的负电性元素有较强的获得电子的能力，因此它们形成离子晶体．ⅠA族的碱金属和ⅦB族的卤族元素负电性差别最大，它们之间形成最典型的离子晶体．ⅠA，ⅡA，ⅠB，ⅡB族元素和ⅦB族元素以及负电性较强的ⅥB族元素如氧、硫之间也形成离子晶体．

随着元素之间负电性差别的减小，离子性的结合逐渐过渡为共价结合．从ⅠA-ⅦB的碱金属卤化物到ⅢB-ⅤB之间形成的所谓Ⅲ-Ⅴ族化合物，这种变化十分明显．从晶格结构看，碱金属卤化物具有NaCl或CsCl的典型离子晶格结构，而Ⅲ-Ⅴ族化合物具有类似于金刚石结构的ZnS结构．碱金属卤化物是典型的离子晶体，一般为绝缘体，Ⅲ-Ⅴ族化合物则是良好的半导体材料．

周期表从上到下，负电性减弱以及同一周期内负电性差别减小的趋势也在化合物中有明显的反映．ⅡB和ⅥB族间的化合物，ZnS是绝缘体，CdSe是半导体，HgTe是导电较强的半导体．Ⅲ-Ⅴ族化合物，从AlP到InSb半导体导电性加强以致性质比较接近金属．

合金分替代式和间隙式，替代式是不同原子都在格点上，间隙式是另一种原子挤在原来原子的间隙中．间隙式是很少的，因为间隙很小，只有轻的原子（N，C，H）能挤进去．

二元合金是单相或复相的，随着两种原子比例不同而不同．在某种比例下是单相的，在其它范围是复相的，如图F8所示．单相状态称为固溶体，是金属结合，具有金属性质——导电、导热、范性等．但与纯金属不同，有特殊规律：如果两种原子半径相差大于15％，则溶解度很小，即α相的宽度很小．如果正负电性相差不太大，则容易形成合金．合金的状态由电子数目决定．如果电子数／原子数＝3/2，则形成相似的相——体心结构，称为β相，如：CuZn，AgMg，Cu3
 Al，Cu5
 Sn，…．电子数／原子数＝21/13，称为γ相．电子数／原子数＝7/4，也有相同的结构，称为ε相，如：CuZn3
 ，Cu3
 Sn，AgZn3
 ，…．这些用能带论能解释，如果电子填充到态密度的最大处，则能量最低，形成固溶体．
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图F8　合金的单相和复相由其组分A，B的比例而决定

有序化　当A，B成简单比例时，两种原子有规律排列，如CuZn，组成像ZnS的结构．提高温度，又能使之混乱．

正负电性相差很大时，相范围很窄．这些与其称为合金，还不如看作金属间化合物．它们是共价键结合，金属性质很少，如：Mg2
 Si，MgGe2
 ，是半导体．

2-4　结　合　能

上面对于结合类型的一般讨论，给我们提供了了解固体性质的一般基础．现在我们介绍有关固体结合的一个更为具体的问题——结合能问题．

（1）内能函数与结合能

原子能够结合为晶体的根本原因，在于原子结合起来后整个系统具有更低的能量．设想把分散的原子（离子或分子）结合成为晶体，在这个过程中，将有一定的能量W释放出来，称为结合能．如果以分散的原子作为计量内能的标准，则-W就是结合成晶体后系统的内能，显然，内能与晶体的体积有关．譬如，我们设想把原子按一定的晶格结构排列起来，开始原子相距很远，然后，逐渐缩短距离，亦即逐渐减小体积，系统的内能逐渐下降，体积紧缩到一定程度后，排斥的作用转变为主要的，这时内能将转为上升．所以一般晶体内能作为体积的函数应具有图2-8的形式．
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图2-8　内能函数

实际来实现这种体积变化当然要依靠外施的压力（或张力）p．根据功能原理（我们不考虑热学的效应，严格讲，相当于0K的情形），外界作功p（-dV）等于内能的增加dU．则
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在一般情况下，晶体受到的仅是大气压力p0
 ，由上述关系有：
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这个关系确定了平衡晶体的体积．由于数量级为大气压的压力对一般固体体积的影响很小，因此，p0
 可以近似看作0．这种平衡晶格的情况，显然对应于图2-8的A点，亦即系统内能的极小．因此，如果已知内能函数U（V）就可以通过极值的条件确定平衡晶体的体积或晶格常数．

由结合能的定义及图2-8容易看出结合能W＝-U（V0
 ）．

弹性模量也完全由内能函数所决定．体变模量显然可以一般地写为

[image: alt]


其中dp为应力，-dV/V为相对体变．代入（2-3），对于平衡晶体，就得到：
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从理论上分析平衡晶格常数以及晶格的弹性往往都是通过对于内能函数的研究来进行的．在固体理论发展的过程中，在计算各类固体的结合能方面曾进行了许多研究．离子晶体结合的性质比较简单，在近代微观理论发展初期，计算离子晶体的结合能获得很好的结果，对于验证理论起了重要的作用，所用的方法和概念，在处理许多问题中还常遇到．下面作一些简单介绍．

（2）离子晶体的库仑能和马德隆常数

为了具体起见，我们以NaCl晶体为例．由于Na+
 ，Cl-
 都是满壳层的结构，具有球对称，考虑库仑作用时，可以看作点电荷．先考虑一个正离子的平均库仑能．如果令r表示相邻离子的距离，这个能量可以表示为
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因为，如果以所考虑的正离子为原点，（[image: alt]
 可以表示其它各离子所占格点的距离．同时，很容易验证，凡负离子格点：

[image: alt]


正离子格点：
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这样，式（2-7）中[image: alt]
 正好照顾到正负离子电荷的差别．由于离子间的库仑作用为两个离子所共有，因此式子前面有因子1/2．负离子库仑能方法是完全相似的，只需要把正离子的结果（2-7）式中的电荷e改变符号就可以得到．由于改变e的符号不影响上式，得到一对离子的能量，或一个原胞的能量恰为上述的2倍：
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我们注意，其中加式为一无量纲的纯数值，完全决定于晶格结构；它是一个负值，因此写为-α，α称为马德隆常数．如果，我们具体把加式写出来，就会发现，它既有正项，又有负项，如果逐项相加，并不能得到收敛的结果．为此，马德隆特别发展了有效的数学方法来计算α的值．下面给出几种常见的离子晶格的马德隆常数：
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（3）重叠排斥能

如前面所讲，当邻近离子的电子云有显著重叠时，就出现陡峻上升的排斥作用．这种重叠排斥作用，往往唯象地用下列形式的势能函数来概括：
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上面两种形式都是实际中常采用的．一般认为前一形式能更为精确地描述排斥力随r减小而陡峻上升的特点，但后一形式在较粗略的分析中，有更为简单的优点．在下面，我们将采用后一种形式．

在NaCl晶格中，可以近似地只考虑近邻间的排斥作用．由于正负离子情况完全相似，每离子有6个相距r的近邻离子，所以每原胞（即每对离子）的平均排斥能为
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（4）离子晶体的结合能和体变模量

设晶体包含N个原胞，则系统的内能可以写成
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其中为简便起见，引入了
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此外，由于NaCl每个原胞体积为2r3
 ，则
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由平衡条件（2-4）立刻得到：
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其中r0
 表示平衡时的近邻距离．

根据平衡条件可以对体变模量进行化简如下．首先将（2-11）和（2-13）式代入（2-6）式，得
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前一项由于平衡条件（2-14）而等于0，后一项求微商后利用平衡条件化简，得

[image: alt]


根据实验测定了晶格常数和体变模量，就可以由上式确定排斥力中的参数n．另外，利用平衡条件（2-14），由（2-11）可以把结合能写成：
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因此，根据已确定的n可以计算结合能．表2-3给出几种典型的NaCl型晶体的体变模量和r0
 的实验值（外插到静止平衡的晶格），以及按上述方法计算所得的n和结合能的数值．

以上所决定的n的数值很大（和1比），表明排斥力随距离变化很陡峻的特点．从k的公式可以看到体变模量中，主要贡献来自排斥力，而且n愈大则k愈大．换句话说，弹性的强弱主要决定于排斥力变化的陡峻程度．从结合能的公式可以看到，这里主要贡献来自库仑能，排斥能只占库仑能的1/n．因此，表2-3给出的结合能的理论值与实验值相符很好，说明了把离子晶体看成由正负离子为单元、主要靠它们间的库仑作用而结合的概念是切合实际的．

表　2-3
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第三章　相　　图

实际利用的固体材料许多都不是单一的化学组分（元素或者按严格配比的化合物）．如我们所熟知的，实际应用的金属材料绝大部分是包含着两种或更多的元素的合金，它们的成分比例是可以变化的．对于这样的固体材料，成分的不同可以对性质有深刻的影响．特别重要的是，成分决定着材料的所谓相结构．以铜、锌组成的所谓黄铜合金为例，含Zn原子百分比低于38％时，它具有面心立方晶格（α相），含Zn原子在50％左右时则形成体心立方的晶格（β相），如果成分在以上两者之间，则不能形成单一的晶体，而成为α相晶体和β相晶体的机械混合．也就是说，固体的成分可以决定它取这一相，或那一相，或不同相的晶体的混合．

相图具体概括了一种材料在各种成分下的平衡相结构．由于在一般压力下，液、固态受压力的影响很小，所以，除去本身的成分以外，状态主要只受温度的影响．图3-1到图3-6是一些典型的相图，其中横轴和纵轴分别标明成分和温度．每一图都划分成若干区域，每一区域代表一定的相结构，或者为单相（如图中注明为液相，Ⅰ，Ⅱ，α，β…的各区），或者为两相的混合（如图中Ⅰ＋Ⅱ，α＋β，液＋α…）．

相图同时也概括了在成分和温度变化的条件下所发生的相变过程（准静态相变）．在相图上，由一个相区过渡到另一个相区表示相结构的变化，也就是发生着不同相之间的转变．相图在这方面的涵义在实际中有重要的作用．实际固体材料的获得往往都是通过一定的相变过程．例如，很多材料都是从高温熔融状态凝固而得到，经过了一个由液态到固态的相变过程，而且，在许多情况下，还在较低温度下，发生固相间的转变．这些相变对最后得到的材料可以有重要的影响．有意识地利用和控制这些相变是材料技术的一个基本环节（如金属的热处理等）．相图是进行这方面工作不可缺少的基础．

下面，我们首先阐明相图的涵义；然后，再根据统计热力学的原理说明相图的理论基础．

3-1　固　体　相

由图3-1到图3-6可以看到，不同材料的相图的具体形式可以有很大的差别，有的很简单，有的则比较复杂．这主要决定于系统所能形成的固相的情况．所以首先对于固体相做一些介绍．

（1）固溶体

相图3-1说明Ag-Au可以按各种比例结合成单一的固相．类比于溶液，这种情况称为连续固溶体，两种元素可以无限地相互溶解，随成分的改变，可以由一种纯元素连续地过渡到另一种纯元素．
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图3-1　Ag-Au相图

图3-2和图3-3中，固相Ⅰ和Ⅱ分别表示在元素A的晶体中可以含有一定量的B，和在元素B的晶体中可以含一定量的A，它们也称为固溶体．但是，Ⅰ，Ⅱ都有一定的界限，表明A和B的相互溶解都有一定溶解度，这种情况称为有限的固溶体．
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图3-2　Ag-Cu相图
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图3-3　Pt-Ag相图
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图3-4　Sb-In相图

固溶体一般是保持原来的晶体结构，溶入的原子可以取图3-7和图3-8两种位置．图3-7表示溶入的原子（阴黑的）和溶质的原子同列在同一晶格的格点上，一般它们在格点上的分布基本上是无规的，这种形式称为代位式固溶体．一般的固溶体多半是这种形式．图3-8表示溶入的原子（黑色）填入原来晶格的空隙，这种形式称为间隙式固溶体．只有溶入原子较小时才可能形成间隙式固溶体，例如H，B，C，N等轻原子都能进入间隙而形成间隙式固溶体．铁碳相图中，α和γ相，便是Fe原子的体心和面心立方晶体，其中含有少量C原子在间隙中．
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图3-5　Cu-Zn相图
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图3-6　铁碳相图
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图3-7
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图3-8

固溶体基本上为金属性结合，正是由于金属结合的特点，所以固溶体才不是限于某一固定化学成分，而可以有一定的成分范围．

对形成固溶体最有影响的两个因素是：原子大小的差别和正负电性的差别．

代位式的固溶体要求两种原子的半径大小比较接近．原子大小的不同将引起溶入原子附近的原子排列发生畸变，使得能量加高，不利于固溶体的形成．从大量实际的固溶体的实验数据得出一条经验规律：如原子半径相差＜15％，有可能形成溶解度较大的固溶体，相反，如半径差＞15％，则溶解度很低，表3-1分析了二价元素Be，Zn，Cd，Hg在Cu和Ag中溶解度和原子半径差的关系．在表中给出各原子的半径，并标明按上述规律能较多溶入Cu和Ag的元素，并给出实际的溶解度．

表3-1　原子半径和溶解度
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固溶体也要求两种元素正负电性比较接近．如果正负电性相差较大，它们便倾向于以共价键、离子键结合，而不利于形成固溶体．例如，ⅥB族元素在金属中溶解度往往十分低．ⅤB，ⅣB族元素在正电性不很强的金属如Cu，Ag中在较高的温度尚有一定的溶解度，但在正电性更强的金属如Li，Na，Mg中溶解度则极低，具体数据可见表3-2．

表3-2　正负电性和溶解度
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（2）中间相

如果A，B两种原子只有有限的相互溶解度，在有些情况下，它们可能在一定的中间比例形成新的固体相，称为中间相．例如Cu-Zn相图中的β相，γ相，ε相；Fe-C相图中的Fe3
 C（即图3-6中的渗碳体）；Mg-Si相图中的Mg2
 Si．中间相包含的内容十分广泛，这里只简单介绍一些典型的中间相．

当A，B两种原子的正负电性差别较大时，在确定的成分（成分由化学价规律决定）形成化合物．它们以共价键或离子键结合在一起，呈现出明显的非金属性质．例如Mg2
 Si，Mg2
 Ge，Ⅲ-Ⅴ族化合物都是以共价结合为主，它们是重要的半导体材料．化合物的晶格排列是完全规则的，像Mg2
 Si具有CaF2
 结构，Ⅲ-Ⅴ族化合物具有闪锌矿结构．

金属性结合的中间相成分可以有一定的变化范围，而且两种原子在格点上的排列是无规则的．Cu-Zn系统中的β相、γ相、ε相是一类重要的典型，又称为电子化合物．休谟—饶塞里对比许多合金系统发现，当每个原子的平均价电子数达一定值时，均出现类似的相，如下所示：

[image: alt]


以Cu-Zn系统为例，Cu原子有一个价电子，Zn原子有两个价电子，容易看出β相、γ相、ε相出现的成分是符合上述规律的．用Ⅱ，Ⅲ，ⅣB族元素与Cu，Ag，Au组成合金时，都出现β相、γ相、ε相，具有上述的平均价电子数和晶体结构．

非金属B，C，N，H可以和一些金属形成间隙化合物，它们具有很高的熔点，是重要的高温材料．

3-2　两相平衡并存的准静态相变

前面已经指出相图分为单相和两相区．相图的单相区直接给出各种可能存在的相，以及它们存在的限界，在这些限界之内，成分和温度的变化只引起性质的逐渐变化，但一旦跨过它的限界，就将发生向另一相的转变．下面我们将说明，相图如何概括了这种相转变的过程，通过这个讨论也将明确两相区的涵义．

我们将以液态的凝固为例来说明相图如何概括相变过程．各相图的上方都是高温熔融的液态，这个区域的下界称为液相线．设想从某一个成分出发，不断降低温度，在相图上它的代表点即沿一竖直线下降，达到与液相线的交点时，就将开始凝固出固相．除去图3-1连续固溶体的相图，其它相图的液相线都包含了两个以至更多的折线段，实际上，不同的线段只不过表示凝固出的固相不同．为了讨论凝固过程，可以用最简单的图3-1形式的相图为例．为讨论的方便，我们在图3-9中重新画出这一类型的相图．x表示所讨论的样品的成分，m表示开始时的状态，代表点沿通过m的竖直线下降表示降温的过程，当它与液相线相交（交点为l0
 ）表示凝固的开始，这时温度为Tl
 ．

值得注意，非单一组分系统凝固的两个特点：

甲　凝固温度与成分有关．这一点明显地表现在液相线上．假使凝固点与成分无关，液相线则应是一条水平的等温线．

乙　凝出的固相一般具有与液相不同的成分．图3-9中通过l0
 的水平等温线与固相边界线（称为固相线）的交点s0
 表示凝固出的固相，它显然具有与l0
 不同的成分．
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图3-9

正是由于上述特点，凝固的过程是一个成分不断变化，凝固温度不断下降的过程．由于固相s0
 含B较多，固相s0
 的凝出使液相中含B减少，使液相的代表点向左移．在这种情况下为了继续凝固，显然温度必须下降，使液相的代表点仍保持在液相线上．换一句话说，随凝固的继续，液相的代表点应沿液相线逐渐下移．图中l1
 表示已有一部分凝固后，液相的状态，这时凝固出的固相由同一温度固相线上s1
 点表示．

应当知道，以上所讲相图所描述的相变实际上是指理想的准静态过程，这样的过程每一点都对应于平衡态，液固两相处于相互平衡．这种情况完全类似于蒸汽在准静态凝结过程中始终保持液体的饱和蒸汽压．由此可见，图中同一等温线与液相和固相线的交点，如l0
 和s0
 ，l1
 和s1
 都表示相互平衡的液相和固相．特别值得注意，由于准静态过程的涵义，s1
 不仅表示在T1
 温度由液相l1
 所凝固出的固体，而且，整个已凝固出的固体都必须处于s1
 状态．换一句话说，这里准静态过程意味着已凝固的固体的成分并不是不变的，而是依靠原子在固体中的扩散而不断调整以保持整个固相均匀．例如，在Tl
 温度凝固出的固体成分为s0
 ，但当温度下降到T1
 时，其成分必须改变到s1
 （当然这种理想的准静态过程在最好情况下也只能近似地实现，实际情况往往可以离此很远）．

准静态相变的讨论实际上同时也就说明了，相图中，两相平衡并存区域的涵义．例如，当温度降至图中T1
 时，相图中我们所讨论的成分为x的样品的代表点为n，按上节，这时系统实际上包含液、固两相，它们的状态就由通过n的等温线与液相和固相线的交点l1
 和s1
 决定．液相和固相的数量也可以很直接地由代表点n的位置得到：设令Ml1

 和Ms1

 表示液相和固相的数量．由于，l1
 和s1
 的成分显然可以写成（x－nl1
 ）和（x＋ns1
 ），因此，
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上式的右方表示凝固前液相含B成分为x，总数量为Ml1

 ＋Ms1

 ．上式化简的结果可以写成
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这个结果说明，可从ns1
 和nl1
 两个线段之比直接得到液相和固相的数量比例．这个简单而重要的结果往往形象地称为杠杆定则，因为如图3-9所示，把l1
 s1
 看作一杠杆，支点在n，则液相数量Ml1

 和固相数量Ms1

 ，看作在杠杆两端的负荷，恰好保持杠杆平衡．

根据杠杆定则，从图上很明显地看到，随温度的不断下降，即代表点沿竖直线下降，固相所占比例不断增加，液相所占比例不断减少，直到与固相线的交点sf
 处，全部成为固体，状态由sf
 表示，温度为Ts
 ．

我们注意，和单纯物质的凝固不同，这里没有一个单一的凝固温度，整个凝固过程是在Tl
 到Ts
 一段温度之中完成的．图3-10示意地表示出，单一物质和一个两元系统在冷却凝固过程中温度随时间变化的不同特点．在单纯物质的冷却曲线上有一段恒温的时间，表示在确定凝固温度下，凝固散放潜热的过程，在两元系统中，这个散放潜热的凝固过程是在一段温度区间Tl
 —Ts
 之间进行的（Ts
 点在实际中往往很不明显）．
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图3-10　冷却曲线的对比

由于以上讨论的凝固过程是一个可逆的准静态变化过程，因此，固态的熔融过程也就是上述过程简单地沿相反方向进行，于是就不必另加讨论．

以上的讨论也完全适用于固相之间的转变，以及，两固相平衡并存的区域．在图3-2和图3-3中，我们画出开始为液态的m点不断降温过程的竖直线．与固相线的交点s表示完全凝为固相．当再下降至表示固溶体溶解度的边界线的交点s′时，开始进入Ⅰ＋Ⅱ两个固相平衡并存的区域，这时就将开始由固溶体Ⅰ中分解出固溶体Ⅱ．随着温度下降，固溶体Ⅱ将逐渐增加，Ⅰ和Ⅱ的比例由杠杆定则决定．例如，当温度降低到图中n点时，实际系统包含sⅠ
 和sⅡ
 两点所表示的固溶体Ⅰ和Ⅱ，它们的比例由nsⅡ
 和nsⅠ
 两线段之比所决定．

3-3　三相平衡并存与共晶和包晶转变

以上的分析虽然是结合连续固溶体的相图进行的，但实际上也适用于一般的情况．我们注意在有几个固相的系统中，液相线分成几个折线段，每段都有相应的固相线，如图3-2液相线TA
 E对应的固相线为TA
 D，表示凝出的是固溶体Ⅰ，与液相线ETB
 对应的固相线为TB
 F，表示凝出的是固溶体Ⅱ，在液相线和固相线之间的区域仍表示液固两相并存区．可以完全按照以上的讨论，根据在两相区内的代表点，分析凝固或熔融过程．但是，在冷却到两相区的最终点时，可以产生一种新的情况．我们注意，在多固相的系统中，液固两相区的下界包含一段水平等温线（如图3-2和图3-3中的DE线）．如果像图3-2和图3-3中的开始状态为m的过程，通过液固两相区最后达到固相线上s点，则情况完全和前节一样．但是如果像两图中所标出的开始状态为m′的情形，最后不是达到固相线而是落在下图的水平线上，那么，就将出现一种前节所未包括的情况．在这种情况下，虽然已经通过液固两相区，但是由杠杆定则可以看到，液相和固相仍然都还存在．另外，还可以看到，这种水平底线的特点是它的上下都是两相区，两个两相区有一个相是共同的．设想水平线上面的两相区是（甲＋乙），水平线下面的两相区是（甲＋丙），那么在水平线上必须发生

（甲＋乙）→（甲＋丙）

的变化．但是在准静态变化中，乙不能突然消失，或丙不能突然出现，因此，在水平线上，显然将出现甲、乙、丙三相平衡并存的情况，通过相对数量的变化，乙逐渐减少，丙逐渐增加，最后只剩下（甲＋丙）．

这种变化过程分为两种具有不同特点的类型．我们注意，到达水平底线时的液相是两个液相线的交点，如图3-2和图3-3中E点．我们可以把液相线各段分为随x增加而下降或上升两种情况，如果，相交的液相线属于相反的情形，产生所谓共晶型转变；如果，相交的液相线属相同的情形则产生所谓包晶型的转变．图3-2表示共晶型的典型相图，图3-3表示包晶型的典型相图．
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图3-11　共晶转变
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图3-12　包晶转变

先讨论共晶转变．为便利起见，我们把图3-2重新画在图3-11中．当凝固进行到图示水平底线上n点时，系统分为液相E和固相D，它们的比例由线段[image: alt]
 与[image: alt]
 之比决定．这时，设想如再凝固出固相D，结果将使液相移向右，因而将会凝出新的固相F．在准静态的变化过程中，实际上，显然液相将保持在E点，同时凝固出D和F两固相．既然液相成分保持在E，按照杠杆定则，固相D和F必须按固定的比例[image: alt]
 从液相凝固出来．这个过程将一直继续到，液相全部都分解为固相D和F，这时系统就开始进入水平底线以下两固相平衡共存的区域（Ⅰ＋Ⅱ）．E的成分称为共晶成分．显然，如果原来的溶液就是共晶成分的，那么，全部凝固过程都将在E点发生，凝固在一个确定温度下完成（共晶温度），而且这个凝固温度和其它成分的凝固比较，是一个相对极小点．共晶凝固的上述特点，以及由于共晶转变形成特别细密的晶粒组织，使它在技术上有特殊重要意义．

现在再结合图3-12的Pt-Ag相图讨论包晶转变．在包晶转变开始时，系统包含固相D和液相E．首先我们注意到，由于两固相D和F都在液相E的一边，无论单独凝固出D或F，或同时凝出D和F，都不能保持液相在液相线上E点，所以保持D，E，F三相平衡的准静态凝固过程必须是液相E和固相D按固定比例（杠杆定则）[image: alt]
 减少而形成新出现的固相F．这个过程不断进行到液相E或者固相D全部消失，究竟是哪一种情形，决定于原来样品的成分．如果像图中开始状态为m的情形，它的成分在F点左边，与水平底线相交在DF段上的n点，包晶转变的结果是D和F两固相，比例为[image: alt]
 如果，是开始状态为m′的情形，成分在F的右方，与水平底线交在FE段上的n′点，包晶转变的结果剩下液相E和固相F，比例为[image: alt]
 F点的成分称为包晶成分，具有这种成分的材料经过包晶转变以后，得到的是单一的固相F．在这种转变的过程中，原来已形成的晶体D，它外层将首先与液相反应，形成新相F，包在原来晶体上面，因而称包晶转变．

上述这种通过三相共存的恒温凝固过程，也可在冷却曲线中很明显地显示出来．图3-13表示包含共晶转变的冷却曲线：图中（a），（b）两图分别代表两种不同的成分，（a）图的成分更接近共晶成分；水平部分表示在恒温下进行的共晶转变．
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图3-13　包含共晶转变的冷却曲线

固相之间也可以发生完全类似于共晶转变和包晶转变的相变，称为共析转变和包析（peritectoid）转变．在铁碳相图（图3-6）上，我们看到S点的情况完全类似于以上讨论的共晶点，在这一点，γ铁（称奥氏体）同时分解为体心立方结构的α铁以及化合物Fe3
 C．这是实际中共析转变最重要的例子，对于钢材的热处理有极重要的意义．

3-4　相转变过程的实例

为了具体了解上两节讨论的内容，我们以铁碳相图3-6为例，扼要说明，从高温熔融态凝固冷却所发生的典型的相转变过程．这里我们限于缓慢冷却，接近准静态的过程．

由前两节讨论可知，如果含碳成分低于图中E点（碳＜1.7％），则从液态的凝固中首先将得到γ相（奥氏体）晶体，由于结晶总是环绕许多不同核心进行，实际得到的将是许多γ相晶粒组成的多晶．如果含碳超过E点成分，而低于C点成分时，则在达到共晶温度1130℃时，一部分已凝固为γ相的晶粒，剩余仍有C点所代表的共晶成分液体．这时将发生共晶转变，同时凝固出化合物Fe3
 C和γ铁，它们形成细密交织的典型共晶组织．如果成分接近E，则大部分为γ晶粒，共晶组织出现在它们边界上；如果成分接近C，则主要是共晶组织，其中分布着一些γ铁晶体．有时把E点成分作为分界线，把含碳更多的称为铸铁，因为最后包含一段共晶转变，适于铸造；含碳比E低的则称为钢，其中不包含Fe3
 C和铁的共晶组织（由于含较多的化合物Fe3
 C时缺乏韧性）．

低于E成分的钢又按其含碳成分比共析点S低或高分别称为亚共析和过共析钢．从相图中看到，亚共析钢由γ相降温，最后将到达到GS线．这时将开始生成含碳很少的α相晶体，使γ相中含碳增加，最后达到共析点S．在S点，γ相发生共析转变，每一个γ晶粒都转变为由片状的Fe3
 C和α-Fe细密交织的共析组织，称为珠光体．过共析钢，由γ相降温将达到SE线，开始在边界生成Fe3
 C晶体，使γ相中碳减少，最后也是达到共析点，发生共析转变，成为珠光体．

3-5　固溶体的混合熵和自由能

为什么一种材料在某些条件下为单相，在另一些条件下分解为两相的混合，为什么不同的材料具有各种不同的相图，是什么内在的原因促使相变发生，我们在以下几节中将根据统计物理学的原理，进一步讨论相图的理论基础，就可以答复这些问题．这一节首先着重讨论固溶体的自由能．

（1）能量函数的两种情况

设想由A，B形成各种成分的固溶体[image: alt]
 ，c表示B原子所占的分数．我们考虑克原子自由能
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能量函数U直接反映了两种原子相互结合的作用，定量地来确定U作为成分的函数是一个十分复杂的问题．但是，对我们的一般讨论来讲，最主要的是区分两种情况：

甲　A和B两种原子有相互结合的倾向．也就是说，A和B形成固溶体，比分别为纯A和纯B能量更低．

乙　两种原子不倾向于结合．纯A和纯B晶体比形成固溶体能量更低．
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图3-14

甲、乙两种情况的能量函数U可以示意地分别用图3-14中的曲线甲和乙表示，图中UA
 和UB
 分别表示纯A和纯B的摩尔能量．对于成分c的固溶体，如果完全分解为纯A和纯B晶体，那么能量显然就等于
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也就是图中以虚线画出的联结UA
 和UB
 的直线．甲、乙两曲线分别在虚线的下面和上面，正是表现了两种原子倾向于结合和不结合的情况．

当然，图中甲、乙两曲线的具体形状只是一般地表示，甲、乙两曲线凸凹程度愈显著，离虚线愈远，结合或者反结合的倾向愈强．为了更为具体起见，也往往采取一个简单模型讨论这种结合作用．其中假设，原子间的结合作用主要来自近邻之间的相互作用．如令[image: alt]
 分别表示相邻的A—A，B—B，A—B原子的相互作用能，并假设为简单格子，配位数为z，则在1mol的[image: alt]
 中有N（1－c）个A原子，它的近邻平均有z（1－c）为A原子，zc为B原子，故A原子与近邻的相互作用能为
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同样，可写出Nc个B原子与近邻的相互作用能
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两式相加可以写成

[image: alt]


前两项表示分解成为纯A和纯B的能量，所以，倾向于结合或不结合决定于最后一项为正值或负值：
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用这个模型得到的能量函数，是c的二项式，图线为一抛物线，因此将具有大体如图3-14中所示的形状．

（2）混合熵

我们知道，熵可以一般地表示为
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W代表宏观态中包含微观状态的总数．一般固体的熵来自晶格振动所引起的各种量子态．但是在固溶体中，还另外由于两种原子在格点上的无规分布引起一定的附加熵，称为混合熵．Nc个B原子和N（1－c）个A原子无规排列在N个格点上共包含了
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种不同的排列方式．如果，近似认为晶格振动的情况不变，那么，对于以上每一种排列方式，系统都具有和纯物质相同的振动的微观态数目，用W热
 表示，这样，由于无规排列，
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从而使熵成为
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后一项即由于无规排列引起附加的混合熵．可以用斯特林公式，把混合熵化简如下：
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我们注意，由于c和（1－c）小于1，因此，上式实际上为正值．

（3）自由能

综合以上则自由能可以写成：
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其中括号内第一项作为c的函数将基本上具有以上所讨论能量函数的形状．我们在图3-15中，分别针对甲、乙两种情况，示意地画出[image: alt]
 的形状，以及把它们相加所得F的图线．
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图3-15

我们注意，甲和乙的自由能图线具有很不同的形状．在甲的情形，[image: alt]
 和U相仿为一向下凸的曲线，[image: alt]
 同样为一向下凸出的曲线，因此，最后F曲线仍为一向下凸的曲线．乙的图线具有复杂的形状，在两边具有两个极小值，中部则向上凸出形成驼峰．这种特点的出现是由于
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在两端c＝1和c＝0处，上式的绝对值趋于无穷，这样虽然[image: alt]
 曲线是向上凸的，F的曲线在两端却是向下弯的，中央才是向上凸的，从而产生了两边的两个极小值．

3-6　有限和连续固溶体

上节所得到的两种不同类型的自由能图线可以说明，为什么会有连续固溶体和有限固溶体的区分，以及为什么在一定条件下，二元系将分解为两相的混合物．

有限固溶体和连续固溶体的区别就在于前者在某些成分下分解为两相的混合物．根据热力学的原理，这表示两相并存的状态比之单相固溶体自由能更低．因此，我们首先分析一下，两相并存状态的自由能．
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图3-16

根据自由能图线，用图解的方式可以很容易找出成分c的样品分解成为任意两相P和Q时的自由能．我们把上节甲、乙二种情况的自由能图线重新画在图3-16中，在自由能曲线上标出了任意成分的两相P和Q．下面我们证明，PQ连线在成分c处（即图中M点）的纵坐标就是成分为c的样品分解为P，Q两相时的自由能．根据杠杆定则，P相和Q相的数量之比由（cQ
 －c）∶（c－cP
 ）决定，由于总量为1mol，所以，两相的摩尔数为
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因此，成分c的样品分解为P，Q两相时，自由能可以一般地写成
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可以看出函数F（c）为一直线方程，而且，在c＝cQ
 时，F＝FQ
 ，c＝cP
 时，F＝FP
 ．表明F（c）就是通过P，Q两点的连线的方程，所以从图上可以直接由M点的纵坐标读出成分为c的样品分解成P，Q时的自由能．
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图3-17

很显然，如果曲线如甲，是全部下凸的，任意P，Q两点的连线都高于曲线，换一句话说，由曲线所代表的单相固溶体永远比分解为两相自由能更低．在这种情况下，任何成分都将取单相固溶体形式，这当然便是连续固溶体的情形．但是在曲线乙的情况下，部分是上凸的，则适当的两点P，Q的连线可以部分或全部在曲线之下，在这种情况下，就会发生分解为两相的情形．低于曲线的连线可以是多种多样的，但是很明显，最低的连线将是曲线两个下凸部分之间的公切线，如图3-17所示．在乙的情况，对于两公切点P和Q之间的成分，自由能最低的状态是P和Q所代表的两相的混合物．正如前面讲解相图时指出，在两相区，固体将分解为相互平衡的两相，即这里的P和Q．在P之左和Q之右的成分则为单相的固溶体．这种情况，显然完全对应于有限固溶体的情况，自由能图线的公切线的切点，给出了A和B固溶体的溶解度．我们注意公切线的条件要求
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这个式子表明了相变平衡的条件——二相化学势相等．

以上的讨论实际上假设在A和B之间可以形成成分连续变化的固溶体，这种设想只有当A和B具有相似的晶格结构才可能．假使A和B结构不同，必须同时考虑按照这两种结构所形成的各种成分的固溶体，这样将得到如图3-18所示的两条自由能曲线．在这种情况下，无论自由能曲线具有怎样的形状，都将存在一定的公切线．所以，A，B两种晶体如果结构不同，必然将形成有限固溶体．
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图3-18

3-7　高温熔化和共晶相图

在足够高的温度，一般都会发生固态到液态的相变，这表明，在较低的温度，液态自由能高于固态，而在高温度，液态自由能将降到固态以下．这个事实可以这样解释：固态原子保持规则的晶格排列，使原子之间的结合最紧密有效，因此，内能U比液态为低，另一方面，液态原子的无规性使液态具有更高的熵．自由能函数
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在低温度趋于U，所以在较低的温度，固态的自由能比液态低．随着T增加，TS项愈来愈重要，由于液态的S更大，所以在足够高的温度，液态的自由能将反而比固态为低．

根据液态自由能随温度的提高，相对于固态的自由能将不断下降的事实，可以说明相图中固→液相变的基本特点．我们将以Ag-Cu系统的简单有限固溶体的共晶相图为例．在图3-19中，示意地表示出液态自由能随温度的提高相对于固态自由能不断下降（T1
 ，T2
 ，T3
 ，…表示由低到高几个不同温度的液态自由能曲线）．我们看到在低温度T1
 ，液态自由能全部在固态之上，所以，各种成分均为固态，相当于图3-20中相对应的相图在共晶温度以下的情形．在T2
 温度，液态自由能曲线正好下降到与固态自由能的公切线PQ相切，这时液相E和固相P，Q处在同一公切线上，化学势相等，表示它们为三个平衡共存的相．所以T2
 正是相图中的共晶温度．在更高一些的温度T3
 ，可以在固态自由能曲线和液态自由能曲线间作两条公切线ST和UV，如图3-19所示．这表明在T到U的成分，将以单独的液相存在，而在ST和UV两段成分内，都将是液相和一个固相并存的情形．这种情况正好和图3-20相图中共晶温度以上的情况相对应，相互的对应关系，已用相同的字母具体标在相图上．在更高的温度T4
 ，液态自由能曲线已下降到全部在固态自由能曲线之下，对应于相图上方各成分都是熔融状态的高温部分．
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图3-19
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图3-20


第四章　晶体中的缺陷和扩散

在晶格几何一章中，已介绍了所谓理想晶体的结构，其中全部原于都设想是严格地处在规则的格点上．实际的晶体中总是存在着各种各样的缺陷，偏离了理想晶格的情况．最明显的是多晶的固体材料，它是由许多方位以至性质不同的小晶粒组合而成．最近几十年来，固体科学技术的发展，逐步地、愈来愈深入地揭示出，在一个晶体内部存在着各种各样的缺陷，它们对于晶体的各种性质产生十分重要的作用．特别是，一般晶体中都存在着微观的缺陷，它们可以决定性地影响晶体的基本性质．这一章将扼要地介绍位错、空位、间隙原子等几种最基本的微观缺陷．对多晶体只做一些很简略的说明．

在液态中，原子或分子可以比较自由地移动．在晶体中，原子虽然相对地比较稳定，基本上固定于各格点附近，但是，特别在较高的温度，它们也可以通过所谓“扩散”的方式在晶体中移动．在固态中，成分或结构的物理和化学变化往往都是通过扩散进行的，因此扩散现象有很重要的实际意义．下面将看到，扩散的过程与晶体的微观缺陷有十分密切的联系．在这一章内，我们也将讲述扩散的宏观规律及其微观的机理．

4-1　多晶体和晶粒间界

实际用的固体材料，绝大部分是多晶体，而不是按单一的晶格排列的单晶体．这是由于在一般制备材料的过程中（例如，在由高温熔融状态凝固以获得金属的过程中），晶体是环绕着许许多多不同的核心生成，很自然地形成由许多晶粒组成的多晶体．晶粒的大小，可以小到微米以下的尺度，也可以大到眼睛能够清晰看到的程度．晶粒的粗细、形状、方位的分布都可以对多晶的性质有重要的影响．单晶体是各向异性的，但是由于晶粒有各种取向，故多晶体的宏观性质往往表现为各向同性的．

晶粒之间的交界处称为晶粒间界．晶粒间界可以看作是一种晶体缺陷．过去有相当长一段时期把晶粒间界想象成为具有相当厚度的无定形层．但是现在知道，一般的晶粒间界只有极少几层原子排列是比较错乱的，它的两旁还有若干层原子是按照晶格排列的，只不过是有较大的畸变而已．

晶粒间界和一般物体的界面一样具有一定的自由能，一般的多晶体，在较高的温度，晶粒大小都会发生变化，大的晶粒逐步侵蚀小的晶粒，具体表现为间界的运动．在这个过程之中，由于间界有自由能，间界就像平常的液面一样存在一定的张力作用．在固态的相变过程中，间界也往往起重要的作用，新产生的固相，在许多情况下是在晶粒间界处形成晶核而开始生长的．

原子可以比较容易地沿着晶粒间界扩散．所以外界的原子可以渗入并分布在晶粒间界处．内部的杂质原子或夹杂物也往往容易集中在晶粒间界处．这些都可以使晶粒间界具有复杂的性质，并产生各种影响．

4-2　位　　错

晶粒间界是空间的一些界面，所以是一种二维的缺陷，位错则是晶体内部的一种一维的缺陷．我们知道，早已发展了金相显微观察的方法可以观察晶粒间界：只要把金属表面适当抛光，并经过一定的化学腐蚀液的腐蚀后，就可以在金相显微镜下看到如图4-1（a）的晶粒组织的示意图形，被腐蚀成沟的间界清楚地显示出来．位错的观察比较困难，但是发现在有些情况下，也可以用类似的金相显微观察看到位错，如图4-1（b）所示．所看到的是具有一定形状的小腐蚀坑，它们代表了位错线在表面的露头处；通过逐次地磨去一层，重复进行观察，可以追踪这种位错坑的延续，从而能表明所显示的是一种线性的缺陷．
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图4-1

位错原来是在试图说明金属的范性形变中作为理论假说在20世纪30年代提出来的，1950年以后，被实验所证实，并证明它是决定金属力学性质的一个基本环节．同时也愈来愈多地发现，位错对固体中许多其它方面的问题都起着十分重要的作用．到现在，位错的研究已涉及十分广泛的领域．这里只对位错作一些初步介绍．

（1）刃位错

刃位错是最简单的一种基本类型的位错，也是在研究金属的范性中最早提出来的一种位错．

我们知道，金属受到的应力超过弹性限度时就会发生范性形变．金属可以经受很大的范性形变，以及范性形变可以使金属强化等特点，是金属作为结构、机械材料而在技术上被广泛应用的重要根据．但是在近代晶体的原子理论发展以后，开始时不仅没有对发生范性的机构提出说明，反而发现了理论上的严重矛盾．其后正是在解决这个矛盾中产生了关于位错的假说．下面简要地说明，这个矛盾和它的解决有助于了解位错的结构以及它和范性的联系．

一般当应力超过弹性限度而使金属发生范性形变时，可以在表面上观察到所谓滑移带的条纹，如图4-2的多晶金相图（a）和一个单晶样品的示意图（b）．从单晶的情况，容易看到，滑移带的出现实际上反映了沿着一定的晶面两边的晶体发生了相对“滑移”．实际上发现，一般纯净的晶体，当滑移面上的切应力达到约1—100N/cm2
 时，就可以发生滑移．
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图4-2　滑移带
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图4-3　理想晶体滑移

当时为从理论上说明滑移，遇到了下述的严重困难．图4-3表示两层相对滑移的原子，x和d分别表示相对移动的距离和两层原子的间距．从理论上可以粗略估计，只有当x达到与原子间距可以比拟或为原子间距的一定的分数时，才会发生不稳定的情况，致使两层原子发生滑移，也就是说要发生滑移
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η为一分数．如果很粗略地仍旧用胡克定律估计所必需的切应力，则有
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其中G为切变模量，对一般金属，G的数量级是10GN/m2
 ．粗略地估计，η的数量级为1，这样从理论上估计的切应力就比实际发生滑移的切应力大了4—5个数量级．更精细的理论计算表明，η应当是几十分之一，但ηG和实际的应力值仍相差3—4个数量级．
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图4-4　局部的滑移

为了解决这个严重矛盾，有人提出了对于滑移机构的一个新的假说，最主要的思想是认为滑移不是在整个晶面上同时发生的，而是先在局部区域发生，然后滑移区域不断扩大以至遍及整个晶面．图4-4示意地表示出晶面上局部发生了滑移的情况，其中A′B′EF表示已发生了滑移的区域．图4-5的三个图分别示意地表示：（a）未滑移前；（b）局部滑移（如图4-4）；（c）滑移已扩展到整个晶面的原子排列情况．我们注意，图4-4中滑移面的上部、EFGH面左边的部分已滑移了一步，而它的右方尚没有动，所以在EFGH处多挤进了一层原子．在图4-5（b）的原子平面图上，这一点可以看得很清楚，在HE处多出一行原子．尽管如此，我们看到，四周的原子基本上仍保持了晶格排列，只有在E处［图4-5（b）画有符号⊥处］的附近，由于上下两层原子数不同，局部地完全丧失了晶格排列，从三维的图4-4看，这种局部的晶格缺陷集中在滑移区的边界线FE附近，这个线状的缺陷就是刃位错．从晶格排列情况看，就如在滑移面上部插进了一片原子（图4-4中EFGH面），位错的位置正好在插入的一片原子的刃上．这里有时容易产生疑问，既然在FEGH面上多了一层原子，是否应当把这个面看成缺陷呢？但是观察一下图4-5（b），就可以看到，尽管多了一片原子，但除刃位错附近，原子仍保持了晶格的排列，只不过有一定弹性畸变——在刃位错之上晶格受到压缩，在它之下晶格是伸张的．这种情况表明，一个位错除去沿位错线原子排列的“错乱”以外，还在四周存在一定的弹性应力场．
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图4-5　滑移过程图

按照上述对滑移的看法，滑移的过程是滑移区域不断扩展的过程．而位错正是滑移区的边界，所以，滑移的过程也就表现为位错在滑移面上的运动，一个刃位错从滑移面的一边运动到另一边就完成了如图4-5所示的滑移过程．图4-6表示位错运动一步时实际原子运动的情况．可以看到，位错移动一步，只有位错附近的原子做了比较微小的移动，而且，这里的原子和正常格点上的不一样，处在相对很不稳定的状况，所以在很小的切应力下就可以使位错移动．具体的理论计算表明，所需要的切应力大小和实际产生滑移的切应力是一致的，这样就解决了前面所讲的严重矛盾．
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图4-6　位错运动

总括上述，刃位错是在滑移面上局部滑移区的边界，而且值得注意的是，位错的方向与滑移方向垂直．从原子排列的状况来看，就如同垂直于滑移面插进了一层原子，刃位错就在插进的一层原子的刃上．

（2）螺位错

螺位错是另一基本类型的位错．它也可以看成是局部滑移区的边界，其特点是位错和滑移的方向是相互平行的．

图4-7示意地表明螺位错和滑移的关系．如果设想把晶体沿一个铅垂晶面ABCD切开，并使两边的晶体上下相对滑移一个原子间距，然后粘合起来就得到如图4-7所示的情况．这里滑移区的边界BC显然是和滑移方向平行的，除去BC线附近的原子以外，其它依然保持了晶格的排列，只有在BC线附近的局部区域内原子丧失了晶格排列，构成所谓螺位错的缺陷．图4-8表示通过螺位错的铅垂面两边的两层原子（分别用圆圈和黑点表示）的排列情况，右边ABCD面上两层原子之间发生了上下的滑移，BC左边没有滑移．可以看到，在BC附近有一个狭窄的过渡区域，其中两层原子是没有对准的，相互脱节的，在这里原子丧失了晶格的排列．

参考图4-7，很容易看到，如果在原子平面上环绕螺位错走一周，就会从一个晶面转到下一个晶面（或上一个晶面）上去．也就是说，在这种情况下，原子已不再构成一些平行的原子平面，而形成了以螺位错为轴的螺旋面，螺位错的名称正是从这个特点而来的．
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图4-7　螺位错和滑移
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图4-8　螺位错原子排列图

从图4-7可以看到，螺位错的运动同样可以使滑移区扩展．不过，图4-7容易使人造成印象，似乎螺位错只能在一个固定的面ABCD内运动．但是，从上面的讨论看到，原子构成了环绕着螺位错的螺旋面，所以，从原子排列看并不存在什么特殊的滑移面，实际上螺位错可以在任意的通过它的面内移动．

螺位错线以外四周的原子虽然基本上保持着晶格排列，但是从原来的平行晶面变为螺旋面显然是受到一定扭曲的，所以，环绕位错也存在着一定的弹性应力场．

（3）有关位错的一些重要现象

下面将扼要地介绍一些有关位错的重要现象，以利于对位错得到一些更具体的认识．

（i）螺位错和晶体生长

如图4-7所示，螺位错在晶体表面的露头处形成一个台阶．这样一个台阶对于晶体生长可以起重要的作用，新凝结的原子最容易沿台阶集结，因为它们不仅受到下边原子的吸引还受到旁边台阶原子的吸引．晶体生长理论表明，为了要在完整晶面上凝结新的一层，关键在于首先要能靠着涨落现象在晶面上形成一个小核心，然后原子才能沿它的边缘继续集结生长．而螺位错则在晶体表面提供了一个天然的生长台阶，而且随着原子沿台阶的集合生长，并不会消灭台阶而只是使台阶向前移动．图4-9表明随着原子沿台阶生长台阶移动变化的情况，其中（a），（b），（c），（d）表示时间先后顺序，台阶移动的角速度愈靠近中心愈大，因此，逐渐形成螺旋形的台阶．在1950年第一次用特殊的光学显微技术实际观察到了这种生长螺旋，从而为位错假说提供了有力的证据．现在用电子显微镜技术，以及特殊的光学显微技术，已经在很多种晶体上面观察到了这种生长螺旋，并且测定了台阶的高度．
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图4-9　生长台阶的发展

（ii）位错和小角晶界

即使在同一晶体内部也常常发现存在不同区域，它们的晶格之间有小的角度差别．早已有人从理论上提出，相互有小角度倾斜的两部分晶体之间的“小角晶界”可以看成是由一系列刃位错排列而成．图4-10表示了这样一个小角晶界的情况．它的结构可以这样理解：图4-11表示两个有小角倾斜的部分，为了使它们之间的原子尽可能完整地按晶格排列弥合在一起，就是每过几行插入一片原子，从而就形成了图4-10的情况．这样，小角晶界就成为一系列平行排列的刃位错．从图4-10可以看到，如果两部分倾角为θ，原子间距为b，则每隔D＝b/θ，就可以在两部分间再插入一片原子．也就是说，小角晶界上位错相隔的距离应当是D＝b/θ，如图4-10上已注明．由位错的排列构成小角晶界的看法，在1953年首先在锗晶体上得到实验证实．在垂直小角晶界的晶体表面上用腐蚀办法观察到了晶界露头处的一行位错坑，并测量了它们的间距D．同时，用X射线方法，测定了晶体内的倾斜角θ．用锗晶体的晶格常数和观测的θ计算出b/θ，发现和测量所得的D接近一致．
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图4-10　小角晶界

[image: alt]


图4-11　倾斜晶体

金属经过冷加工，晶格产生范性形变和弹性畸变后，再在较高温度下退火，就可以形成小角晶界．在这个过程中，通过弹性应力场的相互作用而驱使位错运动并排列起来，其结果，可以使晶格内的弹性畸变降低．图4-12示意地表示出一个弯曲晶体（a）中的位错依次地经历如（b），（c）的排列过程．

（iii）位错和空位

在一般晶体中，并不是所有原子都在格点上，实际上总有一些格点缺少了原子，称为空位，也会有少数一些间隙中有原子，称为间隙原子．它们是在实际晶体中有极重要作用的一类缺陷，这在下几节还要进一步讨论．这里我们以空位为例，说明它们与位错的运动和变化可以有密切的联系．
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图4-12　弯曲晶体力位错的排列

如下节将要说明的，晶格在高温下有较多的空位，当温度降低时，它们就可能发生凝聚的现象，在晶格中形成空隙，例如，它们在一个晶面凝聚，就形成一个微观的片状空隙，如图4-13（a）所示．图4-13（b）表示一个竖直切面的原子排列图．当这样一个空隙塌陷时，原子排列将取图4-13（c）的形式，从这个图可以看到，结果在空隙的边缘形成刃位错．从图（c）整个塌陷的空隙来看，这时就形成了一个沿着空隙边缘的位错环，我们在图（a）中用刃位错的符号表明这种情况．现在一般认为，在从高温熔融状态凝固的材料中的位错正是起源于空位凝结过程．
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图4-13　空位凝结和位错环

另外一类重要的现象是，位错在运动过程中可以产生或消灭空位．前面讲到，刃位错可以在滑移面内运动，但是实际上刃位错也可以发生垂直于滑移面的运动．图4-12所示位错的排列过程中，显然就曾发生了刃位错垂直滑移面的运动，这种运动常称为“攀移”．攀移总是伴随着空位（或间隙原子）的产生或消灭．图4-14（a）表示一个刃位错在垂直滑移面下移一步的同时产生一个空位的情形．从刃位错相当于在完整晶体上面多插入了一片原子的观点来看，刃位错下降，实际上便是在这一片原子的下沿（也就是刃位错所在处）增加了一列原子．图4-14（b）表示增加的原子来自附近的格点，从而也就在格点上产生了空位．相反地，如果位错是向上攀移，相当于在位错处减少一列原子，那么，在攀移时就会把多余的原子释放出来，它们可以填充原来的空位，换一句话说，这样的攀移将伴随着空位的消灭．

[image: alt]


图4-14　攀移

4-3　空位、间隙原子的运动和统计平衡

空位和间隙原子最早是在研究离子晶体的电解导电性中提出来的．电解导电表明电流是由晶格中的离子运动构成的，称离子性导电．假使离子晶体的所有离子都处在格点上，就不可能理解离子怎样能通过晶格而运动．图4-15示意地表示晶格中的空位和间隙原子．图中的箭头表示它们可以从一个晶格位置跳到另一个晶格位置，当然空位的跳跃实际上是指邻近的原子可以跳进空位从而使空位由一个格点转移到邻近的格点．离子晶体的导电和更为广阔的固体中的各种扩散现象正是通过空位和间隙原子的运动来实现的．这些重要的现象在后面还要作具体讨论．
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图4-15

空位和间隙原子的跳跃是依靠热涨落，因此和温度有密切的关系．我们具体地以间隙原子来说明这个问题．间隙原子在间隙位置上是处在一个相对的势能极小值，如图4-16所示，其中O表示间隙原子所处的位置，A，B是两个与O相邻的间隙．两个间隙之间存在势能的极大，常称为势垒，高度在图中用ε表示．平常间隙原子就在势能极小值附近作热振动，振动的频率[image: alt]
 平均振动能量≈kT．间隙原子要跳跃到邻近的间隙，必须要能越过势垒ε．但是，像以后将要讨论的，从实验可以推断，ε一般是几个电子伏的数量级，然而即使在1000℃的高温，原子振动能量kT也只有约十分之一电子伏．所以，间隙原子的跳跃必须靠着偶然性的统计涨落而获得大于ε的能量时才能实现．
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图4-16　间隙原子的势垒

一般的分析表明，获得大于ε的能量的涨落概率可以写成
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间隙原子每来往振动一次，都可以看作是越过势垒的一次尝试，但是，只有当它恰好由于涨落具有大于ε的能量时，才能成功地跳进邻近间隙．由于振动频率为ν0
 ，考虑统计涨落概率（4-1），得到每秒钟的跳跃次数——跳跃率
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这个结果具体表达了间隙原子运动对温度的密切依赖关系，而指数形式表明运动将随温度升高迅速加剧．

按照相似的分析，对空位的跳跃率也将得到完全类似的结果，其中势垒高度以及振动频率都是指邻近格点上的原子向空位跳跃而言的．

晶格中的空位和间隙原子可以通过不同的具体方式产生．晶体表面的原子可以由于热涨落转入间隙，然后，通过在间隙间的跳跃进入晶体内部；同样，邻近表面的原子也可以由于热涨落跳到表面，从而产生一个空位，空位又可逐步跳跃到内部．在晶格内部的原子也可以由于热涨落由格点跳进间隙位置，从而产生一个空位和一个间隙原子．由这种方式产生空位和间隙原子，最早是弗伦克尔提出的，因此有时称这样一对缺陷为弗伦克尔缺陷，肖特基首先指出可以单独形成空位，因此这种空位有时也称为肖特基缺陷．显然，以上的过程都可以反过来进行，使晶格中的空位和间隙原子消失．前节曾特别指出，位错的形成和运动可以导致空位和间隙原子的产生或消失，一般认为，在实际晶体中，这是产生与消灭空位和间隙原子的一种极重要的机构．

尽管产生空位和间隙原子的具体方式可以是多种多样的，但在一定的宏观条件下，达到统计平衡时，它们的数目是一定的．现在我们考虑由一种原子组成的晶体，并具体分析空位的统计平衡问题．设晶体包含N个原子．我们将写出晶格中存在n个空位时的自由能函数
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然后，根据F取极小值的平衡条件
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来确定统计平衡时的空位数n．

令ω表示形成一个空位的能量，则晶体中含n个空位时，内能将增加
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晶格中有n个空位时，整个晶体将包含N＋n个格点．N个相同的原子将可以有
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种不同的方式排列在格点上．和前章讨论合金混合熵的情况完全相似，这将使熵增加，
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综合（4-5）和（4-6）得到，存在n个空位时，自由能函数将改变：
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应用平衡条件（4-4），并考虑到只有∆F与n有关，得到
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其中我们应用了关于阶乘的斯特林公式．由于实际上一般只有少数格点为空位，n≪N，所以由（4-8）可得平衡时空位的数目：
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对于平衡时间隙原子的数目，也可以得到完全相似的理论公式，其中ω将表示形成一个间隙原子的能量，N将为晶格中间隙的数目．

对ω的含义，容易产生误解，认为它代表把一个在格点上的原子从晶体中拿走所需要的能量．实际上，根据上面的讨论，n改变时原子数目N并没有变，也就是说，并没有把原子拿出晶体以外，所以应当把ω理解为，将晶格内部一个格点上的原子放到晶体表面上去所需要的能量，如图4-17所示．
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图4-17　形成空位的示意图

上面导出的是达到统计平衡时的空位和间隙原子数目．根据目前积累的大量有关空位和间隙原子的实验资料来看，在较高的温度时，它们实际的数目是和统计平衡值一致的，这表明它们在高温时已相当迅速地达到平衡．上节所介绍的在固体降温过程中，可以发生空位凝结为位错环的现象，便是一个调节保持空位平衡的过程．根据（4-9），在高温时有较多的空位，随着温度的降低，统计平衡要求空位数目迅速减少，大量的多出的空位就可以通过形成位错环而消失．另一方面，实验上也发现，从高温迅速冷却到室温，可以使高温时存在于晶格中的空位“冻结”下来，使材料中空位数目远大于室温的平衡值．根据（4-2）的结果，空位的跳跃率随温度下降很快地降低，以致在较低温度时，空位几乎不能移动．正是由于这个缘故，如果温度下降很快，就有可能使空位冻结，不能移动与消失．

4-4　扩散和原子布朗运动

扩散现象对于固体在生产技术中的应用有很广泛的影响．金属材料制造工艺中许多问题都与扩散有关．近年来，扩散被发展成为制造半导体器件的一种重要技术．扩散现象的研究也增进了对固体的原子结构和固体中原子的微观运动的深入了解．我们在此将限于讨论由于密度不均匀所产生的扩散现象，先介绍宏观规律，然后进一步讨论微观理论．

在扩散物质浓度不大的情况下，在单位时间内，通过单位面积的扩散物的量（简称扩散流），决定于浓度n的梯度：
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D为一常数系数，称为扩散系数，浓度n可以表示单位体积内扩散原子的数目，也可以是摩尔数或任何其它标志物质数量的单位（扩散流也取相应的单位）．（4-10）常称为菲克第一定律．

实际上在分析问题时，往往取（4-10）的散度并与连续性方程结合起来，得到
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以这一形式表述的扩散规律又称为菲克第二定律．

（4-11）的一个常常用到的解是
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这个解可以直接代入（4-11）加以验证．

我们注意，
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表明，在一个单位截面的沿x方向的无穷长柱体内，扩散物数量为一常数N．另外，在t→0时，解（4-12）中n（x，t）除去x＝0处外都等于0．这说明，解（4-12）表示在t＝0时，扩散物完全集中在x＝0的面上，单位面积上的数量为N．而n（x，t）则表示经过t时间后扩散物的分布．图4-18表示先后几个不同时间扩散分布的情况．
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图4-18　扩散分布

研究扩散最基本的实验方法是利用放射性示踪原子．把含有示踪原子的扩散物涂抹或沉积在经过磨光的固体表面上，然后在高炉中进行扩散．扩散分布可以通过逐次去层测量放射强度来加以确定．将实验测定的扩散分布和理论公式（4-12）对比，就可以确定扩散系数D．

扩散现象密切依赖于温度，一般只有在摄氏几百度的高温时才有显著的扩散，温度愈高，扩散愈强．大量的关于扩散系数的实验测量证明，至少在不太宽的温度范围中，扩散系数与温度间存在下列规律：
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其中R为气体常数（量纲为［能量］／［温度］［物质的量］），因此，常数Q具有［能量］／［物质的量］的量纲，称为扩散的激活能．

从各种材料大量测量的结果还可以得出以下一些定性的结论：

间隙式的原子一般具有较高的扩散系数（例如碳原子在钢铁中的扩散）．

溶解度愈低的代位式原子，扩散系数愈大．

依靠示踪原子方法还可以测量晶格本身的原子的扩散（如放射性Fe原子在Fe晶体中的扩散），这种扩散称为自扩散．自扩散系数往往低于外加元素的扩散系数．

表4-1中列举了一些典型的实验数据．值得特别注意，如上所讲，扩散系数D的相对大小差别主要由激活能Q的大小决定，Q愈低，扩散系数愈大．

表4-1
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按（4-14），如果作lnD和1/T的图线应得到一直线，从它的斜率-Q/R可以得到激活能Q．但是，当测量温度范围较宽，包括了较低一些的温度时，有时发现lnD和1/T具有图4-19所示的折线的形式．折线表明，在高温和较低温度时的扩散有性质上的差别．在较低温度时的扩散，图线斜率的绝对值较小，表示激活能Q较低，这种情况说明，在较低温度范围，扩散往往主要是沿着晶粒间界进行的．
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图4-19

扩散现象，从微观来看，实际上便是原子的布朗运动．所以（4-12）式的扩散分布n（x，t）实际上描述着从x＝0平面出发的原子作布朗运动，经过t时间以后，沿x方向的统计分布情况．由n（x，t）可以直接求出布朗运动的平均平方位移：
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这个结果表明，扩散系数D直接反映了原子布朗运动的强弱．

下面我们讨论扩散现象的微观理论．

间隙式原子的扩散是最简单的．在前节已经说明，原子可以依靠热涨落在间隙之间跳跃，并且得到跳跃率为
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显然，这种跳跃是完全无规的．以这种跳跃为基础的布朗运动就构成了扩散现象．具体分析这种布朗运动可以导出扩散系数．

我们可以按下列方式分析在t时间内沿x方向的布朗运动分布．由于一个原子可以向左边或右边的间隙跳跃，所以在t时间中总的跳跃次数应当是
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由于每一次跳跃都可以有向左或向右的两种可能，N次连续跳跃共有
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种不同的进行方式．在这中间，m次向右、N－m次向左的情况共为（即从N次中选择m次为向右的各种不同选法）
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凡属于这种情况，沿x方向移动的距离都是
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d表示相邻间隙的距离．（4-18）和（4-19）实际上概括了布朗运动的统计分布．到达距离（4-19）的统计概率直接由（4-18）给出．

我们将根据（4-19）和（4-18）计算平均平方距离：
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各个连加式的值可以由恒等式
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以及由它导出的恒等式：
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计算出来．我们只需要把左边的微商计算出来，然后再令y＝1，就得到
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代入（4-20）式就求出
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根据（4-17）和（4-16）把N具体写出来就得到
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以这个微观理论的结果和由扩散规律导出的值（4-15）比较就得到如下的扩散系数公式
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这个结果从理论上说明了扩散系数和温度的关系．比较（4-26）和（4-14）就看到Q＝（阿伏伽德罗数）×ε，这表明扩散激活能直接表示了原子跳跃的势垒高度．因为Q＝96kJ/mol，相当于ε＝1eV，从表4-1所列的典型数据可以看到，一般势垒高度为1eV的数量级．

代位式原子的扩散（自扩散，代位式固溶体中溶入原子的扩散）是一个更为复杂的问题．对于这种扩散究竟是怎样进行的，曾提出过许多可能的方式，例如，通过相邻原子对调；扩散原子离开格点进入间隙，通过若干间隙跳跃到另一个空位；几个原子的同时跳跃等．这些方式我们以箭头表示在图4-20中．不同情况下，扩散主要采取哪一种方式，是可以不同的．一般认为，最常见的是所谓空位式的扩散．按照这种形式运动，在格点上的扩散原子虽然不断向四邻冲击，但只有当一个空位出现在它四周的时候，它才实际有可能跳跃进这个空位从而移动一步，这种情况下的跳跃率可以写成
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这个公式的形式和前面间隙原子跳跃率相似，只是增加了一个因子P，表示邻近格点为空位的概率．
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图4-20　空位式扩散

前节已经导出，在一定温度下，平衡空位的数目
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对于晶格中一般格点来讲，被空位平均占据的概率显然就等于
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在自扩散中，扩散的原子和晶格中一般原子并无区别，因此，它的邻近格点为空位的概率可以直接引用上式．这样，跳跃率（4-27）可以写成
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根据这个跳跃率导出的扩散系数
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中

[image: alt]


N0
 为阿伏伽德罗数．和间隙原子扩散系数的主要差别在于，激活能除去原子跳跃势垒外还包括了形成空位的能量ω，因此，Q应当具有更高的数值．这一点在表4-1所列γ铁的自扩散和间隙原子扩散的激活能数据中很明显地表现出来．

对于外来的代位式原子，它的邻近格点将受到它的影响，不能简单写出被空位占据的概率．但是，一般认为，外来原子，特别是难溶的原子附近，空位将以较大的概率出现．所以，外来的代位原子的扩散系数，特别是溶解度低的情况，比自扩散系数为高．

4-5　离子晶体中的点缺陷和离子性导电

离子晶体中的点缺陷（空位和间隙离子）的特点是带有一定的电荷．图4-21表示一个离子晶体A+
 B-
 中4种可能的缺陷：
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图4-21　离子晶体中的缺陷
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后面注明的是它们所带的电荷．应当注意，由于原来晶体是电中性的，格点失去一个离子而形成空位，结果是使该处多了一个相反的电荷．

在没有外电场时，这些缺陷作无规则的布朗运动，不产生宏观的电流，但是，当有外电场存在时，外电场对它们所带电荷的作用，使布朗运动产生一定的“偏向”，从而引起宏观电流．我们具体考虑一个正的间隙离子在外电场作用下的运动．沿x方向的外电场E的作用可以用势能

-Eex

来描述，它叠加到原来离子势能上使间隙离子的势能成为图4-22的形式．从图4-22（b）看出，势垒的高度发生了变化，左右两边势垒的高度分别变为ε＋（Eed/2）和ε－（Eed/2），使向右和向左的跳跃率有不同的值：

[image: alt]


这样就使原来无规的跳跃发生了沿电场方向的偏向．把（4-30）中两式相减后乘上每步跳动的距离d，就得到每秒钟平均沿电场移动的距离：
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我们常常称这种由于外场影响，在原来无规运动之上所引起的平均运动为“漂移”，（4-31）便是这种漂移运动的速度．
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图4-22　离子势能

对于一般的电场强度，Eed≪kT，所以（4-31）式可以简化为
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其中常数系数
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称为离子的迁移率．我们注意，将（4-33）和相应的间隙原子（离子）的扩散系数（4-26）比较表明，迁移率和扩散系数间存在下列简单关系：
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它实际上是一个普通的关系式，不仅限于离子晶体的导电性，这个关系常称为爱因斯坦关系．

如果令n0
 表示单位体积内间隙离子的数目，由漂移速度可以直接得到电流密度：
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其中
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（4-35）表示了离子导电的欧姆定律．我们看到，电导率σ密切依赖于温度，除去（4-36）中明显表示的指数因子以外，还应当注意间隙离子数n0
 也随温度有类似的指数变化关系．


第五章　晶格振动和晶体热学性质

晶体中的格点表示原子的平衡位置，晶格振动便是指原子在格点附近的振动．晶格振动的研究，最早是从晶体热学性质开始的．热运动在宏观性质上最直接的表现就是热容量．上一世纪根据经典统计规律对杜隆—珀蒂经验规律的说明（每摩尔固体有3N振动自由度，按能量均分定律，每个自由度平均热能为kT，得摩尔热容量3Nk＝3R），是把热容量和原子振动具体联系起来的一个重要成就．但是，19世纪大量的实验研究已经表明，杜隆—珀蒂定律虽然在室温和更高的温度对广泛的固体基本上是适用的，然而，在较低的温度，固体的热容量开始随温度降低而不断下降．为了解决这一矛盾，爱因斯坦发展了普朗克的量子假说，第一次提出了量子的热容量理论，得出热容量在低温范围下降，并在T→0K时趋于0的结论，这项在量子理论发展中占有重要地位的成就，对于原子振动的研究也有重要的影响．量子理论的热容量值和经典理论不同，它与原子振动的具体频率有关，从而推动了对晶体原子振动进行具体的研究．

以后的研究确立了晶格振动采取所谓“格波”的形式．这一章的主要内容，是介绍格波的概念，并在晶格振动理论的基础上扼要讲述晶体的宏观热学性质．

晶格振动的意义远不限于热学性质．晶格振动是研究固体宏观性质和微观过程的重要基础．在以后各章将看到，电子以及光子和晶体的相互作用等微观过程都涉及晶格振动．

5-1　简正振动和量子热容量理论

从经典力学看，晶格振动是一个典型的小振动理论问题．如果晶体包含N个原子，mi
 和ui
 （ui
 ，vi
 ，wi
 ）分别表示它们的质量和偏离格点的位移矢量，我们对3N个变量：
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通过一定的正交变换，可以引入所谓简正坐标
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用这种坐标表示，可使动能和势能分别化为一些平方项之和：
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势能的系数为正值，这里写成[image: alt]
 表明原来原子在格点上是一稳定平衡的状态．由动能和势能公式，可以直接写出哈密顿量
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其中[image: alt]
 应用正则方程得到

[image: alt]


表明各简正坐标描述独立的简谐振动，ωj
 是振动的圆频率，ωj
 ＝2πνj
 ．

根据经典力学写出的哈密顿量（5-5）式，可以直接用来作为量子力学分析的出发点，只需要把pi
 和qi
 看作量子力学中的正则共轭算符．按照一般的方法，把pi
 写成[image: alt]
 就得到波动方程：
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显然方程（5-7）表示一系列相互独立的简谐振子，各振子的能级具有量子力学中熟知的值
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把晶体看成一个热力学系统，各简正坐标qj
 （j＝1，2，…，3N）所代表的振子构成近独立的子系，可以直接写出它们的统计平均能量

[image: alt]


令[image: alt]
 上式可以写成
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对数中的连加式是一个几何级数，可以简单求和：
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代入（5-10）得
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式中前一项为常数，一般称为零点能，后一项代表平均热能．

（5-11）对T求微商得到对热容量的贡献：
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和经典理论值k比较，首先的区别在于量子理论值与振动频率有关．对于kT≫[image: alt]
 即[image: alt]
 /kT≪1，把（5-12）中指数按[image: alt]
 /kT的级数展开，就得到
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和经典值一致．这个结果在量子理论基础上说明了在较高温度时杜隆—珀蒂定律成立的原因．这一结论是容易想到的，因为当振子的能量远远大于能量的量子[image: alt]
 时，量子化的效应就可以近似忽略．在kT≪[image: alt]
 的极端情形可以忽略（5-12）式分母中的1，得到
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这时由于指数因子的（-[image: alt]
 /kT）为很大的负值，振子对热容量的贡献将十分小．从这里可以看到，根据量子理论，当T→0K时，晶体的热容量将趋于0．

5-2　爱因斯坦和德拜理论

上节的一般结果表明，在小振动的近似范围内，只要知道晶格的各简正振动频率，就可以直接写出晶格的热容量．爱因斯坦在他后来的工作中，对晶格振动采用了很简单的假设，他假设晶格中各原子的振动可以看作相互独立的，所有原子都具有同一频率ω0
 ．这样，考虑到每个原子可以沿三个方向振动，共有3N个频率为ω0
 的振动，由（5-12）直接得到
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我们用（5-15）和一个晶体的热容量实验值比较时，可以适当选定ω0
 使理论值与实验值尽可能符合．图5-1表示理论和实验值的比较．和经典理论比较，爱因斯坦理论的改进是十分显著的，理论能够反映出CV
 在低温时下降的基本趋势．但是在低温范围，爱因斯坦理论值下降很陡，与实验不相符．
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图5-1　爱因斯坦理论和实验比较

（圆点为金刚石实验值，温度取ω0
 /[image: alt]
 ＝1320K为单位）





在热容量理论的进一步发展中，德拜提出的理论获得了很大的成功．爱因斯坦把固体中各原子的振动看作相互独立显然是一个过于简单的假设．固体中原子之间存在着很强的相互作用，一个原子不可能孤立地振动而不带动邻近原子．认真地考虑晶格的振动必须从整个晶体作为一个紧密相关的整体出发．实际上，根据经典的小振动理论，在原来原子坐标和简正坐标间存在着正交变换关系：
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当只有某一个qj
 在振动时，
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（5-16）化为
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这表明，一般讲，一个简正振动并不是表示某一个原子的振动，而是表示整个晶体所有的原子（i＝1，…，N）都参与的振动，而且它们的振动频率相同．由简正坐标所代表的、体系中所有原子一起参与的共同振动，常常称为一个振动模．

德拜正是通过分析晶格的振动模来计算热容量的，但是，他对晶格采取了一个很简单的近似模型．如果不从原子理论而是从宏观力学的角度来看，晶体就是一个弹性介质，德拜也就是把晶格当作一个弹性介质来处理的．我们将看到德拜的模型既有它的合理的部分也有它的局限性．

弹性介质的振动模就是弹性力学中熟知的弹性波．德拜具体分析的是各向同性的弹性介质．在这种情况下，对一定的波数矢量k（矢量的大小k代表波数，矢量的方向表示波的传播方向），有一个纵波
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和两个独立的横波
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（5-18）和（5-19）表明，纵波和横波具有不同的波速c∥
 和c⊥
 ．在德拜模型中，各种不同波矢k的纵波和横波，构成了晶格的全部振动模．

由于边界条件，波矢k并不是任意的．从一维的例子最容易了解这一点：一根弹性弦，设想两端是固定的情况，满足边界条件的解便是节点在两端的驻波，我们知道，弦长L必须是半波长λ/2的整倍数

[image: alt]


换一句话说，[image: alt]
 只能取[image: alt]
 的倍数．

在三维情形k同样受到边界条件的限制，只能取某些值而不是任意的．我们常引入所谓“k空间”来表示边界条件所允许的k值，这就是说，我们把k看作空间的矢量，而边界条件允许的k值将表示为这个空间中的点子，如平面示意图5-2．具体的分析证明见下章，允许的k值在k空间形成均匀分布的点，在一个体元dk＝dkx
 dky
 dkz
 中数目为
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V表示所考虑的晶体的体积．（5-20）实际上表明，V是均匀分布的k值的“密度”（由于k的量纲是长度的倒数，因此，k空间中的“密度”具有体积的量纲）．
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图5-2　振动模在k空间的分布

k虽然不能取任意值，但由于V是一个宏观的体积，允许的k值在k空间是十分密集的，可以看作是准连续的，根据（5-18）、（5-19），纵波、横波频率的取值也同样将是准连续的．对于这样准连续分布的振动，我们可以一般地把包含在ω到ω＋dω内的振动模的数目写成
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f（ω）往往称为振动的频谱．它具体概括了一个晶体中振动模频率的分布状况，由于振动模的热容量只决定于它的频率：
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根据频谱可以直接写出晶体的热容量
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根据（5-18）、（5-19）、（5-20）很容易求出德拜模型的频谱．先考虑纵波．在ω到ω＋dω内的纵波，波数为
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在k空间中占据着半径为k，厚度为dk的球壳（见平面示意图5-2）．从球壳体积4πk2
 dk，和k的分布密度V，得到纵波的数目为
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类似地可写出横波的数目为
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其中考虑了同一个k有两个独立的横波．加起来就得到总的频谱分布：
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其中
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根据以上的频谱计算热容量，还有一个重要的问题必须解决．根据弹性理论，ω可以取从0到∞的任意值，它们对应于从无限长的波到任意短的波（k＝0→∞，或λ＝∞→0），对（5-24）积分，
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显然将发散，换一句话说，振动模的数目是无限的．从抽象的连续介质模型看，得到这样的结果是理所当然的，因为理想的连续介质包含无限的自由度．然而，实际晶体是由原子组成的，如果晶体包含N个原子，自由度只有3N个．这个矛盾集中地表现出德拜模型的局限性．容易想到，对于波长远远大于微观尺度（如原子间距，原子相互作用的力程）时，德拜的宏观处理方法应当是适用的，然而，当波长已短到和微观尺度可比，以至更短时，宏观模型必然会导致很大的偏差以致完全错误．德拜采用一个很简单的办法来解决以上的矛盾：他假设ω大于某一ωm
 的短波实际上是不存在的，而对ωm
 以下的振动都可以应用弹性波的近似，ωm
 则根据自由度确定如下
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或
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这样把德拜频谱（5-24）代入热容量公式（5-22）得到
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应用（5-27）还可以把系数用ωm
 表示，则
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上式已假设为1mol，R＝Nk是气体常数．式中[image: alt]


我们注意，德拜热容量函数中只包含一个参数ωm
 ，而且，如果我们以
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作为单位来计量温度，德拜热容量就为一个普适的函数，
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ΘD
 称为德拜温度．所以按照德拜理论，一种晶体，它的热容量特征完全由它的德拜温度确定．ΘD
 可以根据实验的热容量值来确定使理论的CV
 和实验值尽可能符合得好．图5-3表示出CV
 （T/ΘD
 ）的图线形状以及与某些晶体实验热容量值（适当选取ΘD
 ）的比较．
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图5-3　德拜理论和实验比较

德拜理论提出后相当长一个时期中曾认为与实验相当精确地符合，但是，随着更低温度下测量的发展，愈来愈暴露出德拜理论与实际间仍存在显著的偏离．一个常用的比较理论和实验的办法是，在各个不同温度令理论函数CV
 （T/ΘD
 ）与实验值相等
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而定出ΘD
 ．假设德拜理论精确地成立，各温度下订出的ΘD
 都应当是同一个值，但实际证明不同温度下得到的ΘD
 是不同的．这种情况可以表示为一个ΘD
 （T）函数，它偏离恒定值的情况具体表现出德拜理论的局限性．图5-4给出一些金属的ΘD
 （T）的变化情况．
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图5-4　实验的ΘD
 （T）曲线（Θ0
 为ΘD
 在0K的值）

德拜热容量的低温极限是特别有意义的．根据前节，在一定的温度T，[image: alt]
 ≫kT的振动模对热容量几乎没有贡献，热容量主要来自

[image: alt]


的振动模．所以在低温极限，热容量决定于最低频率的振动，这些正是波长最长的弹性波．前面已经指出，当波长远远大于微观尺度时，德拜的宏观近似是成立的．因此，德拜理论在低温的极限是严格正确的．在低温极限，德拜热容量公式可写成：
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表明CV
 与T3
 成比例，常称为德拜T3
 定律．但是实际上T3
 定律一般只适用于大约[image: alt]
 的范围，也就是绝对温度几度以下的极低温范围，相当于图5-4中ΘD
 （T）图线接近纵轴的水平切线．

德拜温度ΘD
 可以粗略地指示出晶格振动频率的数量级．参见表5-1，我们看到一般ΘD
 都是几百开，较多的晶体的ΘD
 在200—400K，相当于[image: alt]
 但是一些弹性模量大、密度低的晶体，如金刚石、Be，B，ΘD
 高达1000K以上，这一点是容易理解的，因为这种情况下，弹性波速很大，因此根据（5-27），将有高的振动频率和德拜温度．这样的固体在一般温度，热容量远低于经典值．

表5-1　固体元素的德拜温度
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5-3　双原子链的振动

在德拜的特殊模型中，振动模具有波的形式，实际上，振动模具有波的形式是晶格振动的普遍性质，因此晶格的振动模称为格波．格波和一般连续介质波有共同的波的特征，但也有它不同的特点．下面讨论的双原子链，是学习格波的一个经典例子，它的振动既简单可解，又能较全面地表现格波的基本特点．

（1）双原子链和运动方程

图5-5所示的双原子链可以看作是一个最简单的复式晶格：每个原胞含2个不同的原子P和Q．

[image: alt]


图5-5　双原子链模型

在平衡时相邻原子距离用a表示，P，Q的质量分别用m和M表示．原子限制在沿链的方向运动，偏离格点的位移用[image: alt]
 表示，如图中所标明．另外还假设，只有相邻原子间存在相互作用，相互作用能可以一般地写成

[image: alt]


其中δ表示对平衡距离a的偏离．按一般小振动近似相互作用能只保留到δ2
 项，在这个近似下，相邻原子间的作用力（张力）为
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表明存在于相邻原子间的是正比于相对位移δ的弹性恢复力．

我们将用直接解运动方程的方法，来求链的振动模（这和通过引入简正坐标是等效的，因为每个简正坐标的振动也就是代表一个独立运动的解）．考虑图中标为2n的P原子的运动方程．它受到左右两个Q原子对它的作用力如下：
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两个张力对它的作用方向相反，相减得到
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用完全类似的办法得到标为2n＋1的Q原子的运动方程
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n可以取所有整数值．所以（5-34）、（5-35）实际上代表着无穷多个联立的线性齐次方程．

（2）格波解

下面将验证方程具有下列所谓“格波”形式的解：
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其中ω，A，B为常数（由于方程是线性齐次的，可以用复数形式的解，其实部或虚部都代表方程的实解）．

我们看到，[image: alt]
 中的指数函数实际上具有一般行波的形式：
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其中x＝2na或（2n＋1）a为原子的位置坐标，ω是波的圆频率，q是波数，
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因此，（5-36）的第一式代表P原子按波的形式振动，同样第二式代表Q原子按波的形式振动，两个波具有相同的圆频率ω＝2πν和波数q＝1/λ，但是它们可以具有不同的振幅和一定的相位差别（A，B一般可以为复数，因此不仅表示振幅可以不同，而且也可以表示一定的相位差）．除去两种原子可以各有自己的振幅和相位外，“格波”和连续介质波还有一个重要的区别在于波数q的涵义．我们注意，如果在（5-36）中我们把2aq改变一个整数值，所有原子的振动实际上完全没有任何不同．这表明，2aq可以限制在下列范围内：
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或
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这个范围以外的q值，并不能再提供其它不同的波．从波长来看，（5-36）表示只需要考虑
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的波．这个结论和德拜理论认为不存在短波的假设是一致的．为什么格波有这样的特点，从P原子振动的示意图5-6就很容易了解．为了便于图示，我们把每个原子的位移画在垂直链的方向．实线表示把原子振动看成[image: alt]
 的波，虚线表示完全相同的原子振动，同样可以当作是一个[image: alt]
 的波（二者2aq相差1）．按前一种方式，我们认为两相邻同种原子振动相位差[image: alt]
 后一方式相当于认为它们的相位差为[image: alt]
 效果当然是完全一样的．
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图5-6　格波q的不唯一性的图示

（3）声学波和光学波

上面我们仅仅是指出运动方程的解的一般形式．现在我们把（5-36）看作试用解，代入运动方程加以验证并作进一步的分析．将（5-36）代入（5-34）和（5-35），除去共同的指数因子后，得到

[image: alt]


方程与n无关，表明所有联立方程对于格波形式的解（5-36）都归结为同一对方程．（5-38）可以看作是以A，B为未知数的线性齐次方程：
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它的有解条件

[image: alt]


则可以看作是决定ω2
 的方程，从而得到两个ω2
 值：

[image: alt]


把[image: alt]
 和[image: alt]
 代回（5-39），可以求出相应的A和B的解：
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这样我们就得到，在
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范围内任意的波数q，有两个格波解，它们的频率为（5-40）所给出的ω+
 和ω-
 ．和一般波的解一样，格波解可以有任意的振幅和相位，但是两种原子振动的振幅比和相位差是确定的，并由（5-41）决定．
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图5-7　光学波和声学波

图5-7是根据（5-40）画出的各不同q的格波频率ω+
 和ω-
 ．属于ω+
 的格波称为光学波，属于ω-
 的格波称为声学波．

q≈0的长波在许多实际问题中具有特别重要的作用，光学波和声学波的命名也主要是由于它们在长波极限的性质．下面我们着重讨论一下长波极限的问题．

先讨论声学波ω-
 在长波极限的情形．从（5-40）很明显，如果q→0，ω-
 →0，正如图5-7所示．当q很小时，
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可以把（5-40）式中根式对q2
 展开得到
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或
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（5-42）表明，对于长声学波频率正比于波数，这和我们熟悉的弹性波情况
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是相似的．对比（5-42）和（5-43），得到长声学波的波速为
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也可以写成

[image: alt]


因为，相邻原子相对位移δ时，相对伸长为δ/a，而张力为
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这表明βa为链的伸长模量，另外，m＋M和2a分别为一个原胞的质量和长度，所以（m＋M）/2a正是一维情况下的密度．（5-44）的形式实际上表示长声学波的速度正等于我们把链看成一个弹性线所应得到的弹性波的速度．这当然不是偶然的巧合，就如前面已经指出，当波长很大时，可以把晶格当作弹性介质，所以这里得到的长声学波也正是链的弹性波，平常我们把声学波和弹性波联系起来，所以ω-
 的格波被称为声学波．

对于长声学波，当q→0时ω-
 →0，因此
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表明在长声学波中，原胞中两种原子的运动是完全一致的，振幅和相位都没有差别．

长光学波当q→0时，频率趋于下列有限值：
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代入（5-41），并令cos（2πaq）→1，得到
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当q→0时，由（5-46）知，同一种原子具有相同的相位，所以每一种原子形成的布拉维格子像一个刚体一样整体地振动，（5-46）表明，在q→0时，两种原子振动有完全相反的相位，长光学波的极限实际上是P和Q两个格子的相对振动，振动中保持它们的质心不动，如图5-8所示．
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图5-8　光学波的长波极限

离子晶体中的长光学波有特别重要的作用，因为不同离子间的相对振动产生一定的电偶极矩从而可以和电磁波相互作用．具体分析证明电磁波只和波数相同的格波相互作用，如果它们具有相同的频率就可以发生共振，在图5-9中，我们把光波的ω～q关系
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和格波画在同一图中，代表光波的直线与光学波的图线的交点对应于它们共振的情况．代表长声学波的直线的斜率2πc（c＝弹性波速度），仅仅是光波直线的斜率2πc0
 的约1/105
 ，所以，在图中，光波直线应当十分陡峻，在图上难以和纵轴区分，示意图中把它画得较倾斜是为了便于辨认．这种情况表明，与光波共振的将是q≈0的长光学波．实际晶体的长光学波的ω+
 （0）在[image: alt]
 的范围，对应于远红外的光波．离子晶体中光学波的共振能够引起对远红外光在ω≈ω+
 附近的强烈吸收，这是红外光谱学中一个重要的效应．正是因为长光学波的这种特点，ω+
 的格波称为光学波．
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图5-9　电磁波和光学波的共振

（4）玻恩—卡门条件
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图5-10　玻恩—卡门模型

前面所考虑的运动方程只适用于无穷长的链，因为，所有原胞都假设有相同的运动方程（5-34）和（5-35），而一个有限的链两端的原子显然应和内部的原子有所不同．例如，在只有近邻作用时，最两端的两个原子只受到一个近邻的作用，因此，它们将有与其它原子形式不同的运动方程．虽然仅少数原子运动方程不同，但由于所有原子的方程都是联立的，具体解方程就复杂得多．为了避免这种情况，玻恩、卡门提出如图5-10所示包含N个原胞的环状链作为一个有限链的模型，它包含有限数目的原子，然而保持所有原胞完全等价．以前的运动方程仍旧适用（如果N很大使环半径很大，沿环的运动仍旧可以看作是直线）．和以前的区别只在于必须考虑到，链的循环性，也就是说，原胞的标数n增加N，振动情况必须复原．参看格波解（5-36）的形式可以知道，这等于要求
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或
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前面指出，q的取值是由[image: alt]
 到[image: alt]
 所以（5-47）中n只能取由-N/2—N/2，一共有N个不同的数值．

所以，由N个原胞组成的链，q可以取N个不同的值，每个q有一个声学波、一个光学波，总加起来，共有2N个不同的格波，数目正好等于链的自由度（2N个原子，每个原子沿链运动只有一个自由度）．这表明，我们已得到链的全部振动模．

玻恩—卡门的模型相当于要求一个有限链头尾相衔接，起着一个边界条件的作用，实际上，我们也看到，用这个模型并未改变运动方程的解，而只是对解提出一定条件（5-47）．我们称它为玻恩—卡门条件，或循环性边界条件．

晶格原子作热运动（即热振动）可以用波（即光学波和声学波）描述，称为格波．它与弹性波，或连续介质内的波有区别．

弹性介质的波由下式描述，
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其中x可以取任意值．如果取x固定，则这点作简谐振动；如果取t固定，则各格点分布在正弦曲线上．

格波由下式描述，
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其中a是晶格常数，un
 ，vn
 只在格点上取值．同类相邻原子相位差aq，不像连续介质相位差可以任意小，q有一定限制，当它小于某一值时，就无意义了．

对于一个具体的晶体，表面原子和里面原子是不同的，作用力情况不同．实际上表面原子占比例是小的，所以处理问题时，就可引入边界条件：假定外面添加无穷个原子，“表面”不存在．这假设在只考虑体积效应时是允许的．由玻恩—卡门条件[image: alt]
 ，得到q是不连续的，等于（5-48）式．它只能取N个有限值，并且是等间隔的．在三维的情况下，q也应是均匀分布的，如图F9所示．在厚度为dq的球层内，q的个数∝q2
 dq．对声学波，ω∝q，因此q的个数∝ω2
 dω．
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图F9　三维q空间中q的分布和球层中的个数

格波描述和位移描述之间的关系．当运动不太激烈时，只考虑势能展开式中的二次项，用格波描述是方便的．下面是两种描述的比较：
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其中u1
 （1，1）表示第1个原胞内第1类原子的位移x分量，Q（q，1）表示波矢为q1
 的第1支格波分量，l表示晶格振动的支，n是一个原胞内的原子数，所以共有3n支．前3支是声学支，其它都是光学支．两种描述是等价的，共有3nN个变量．它们可通过线性变换（幺正变换）联系起来，
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上式表示，某一原子在某一时刻的位移等于所有本征振动的线性叠加．如果只考虑展开的二次项，如果有某一格波被激发，它将永远振动下去，能量传不出去．如果有高次项，能量将传出去，服从动量、能量守恒定律．所以可以将格波看作声子，其动量、能量分别为[image: alt]
 q，[image: alt]
 ω，格波间相互作用是声子间的碰撞．

5-4　三维晶格的振动

双原子链的模型已较全面地表现了晶格振动的基本特征，这一节我们简单地以对比双原子链的方法来说明三维晶格的振动．

考虑原胞含有n个原子的复式晶格，n个原子的质量为m1
 ，m2
 ，…，mn
 ．原胞以l（l1
 ，l2
 ，l3
 ）标志，表明它位于格点
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原胞中各原子的位置用
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表示，偏离格点的位移则写成
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和双原子链的情形一样，可以写出一个典型原胞中的运动方程：
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其中k标明原胞中的各原子，取值1，2，…，n．α代表原子的三个位移分量，方程右端是原子位移的线性齐次函数．方程解的形式和一维完全相似，可以写成
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指数函数表示各种原子的振动都具有共同的平面波的形式：
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其中q是平面波的波数矢量（｜q｜为波数，q的方向指波传播方向），[image: alt]
 可以是复数，表示各原子的位移分量的振幅和相位可以有区别．（5-53）实际上表示了三维晶格格波的一般形式．

同样可以证明，（5-53）代入（5-52）以后，得到以[image: alt]
 为未知数的3n个线性齐次联立方程：
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它的有解条件是ω2
 的一个3n次方程式，从而给出了3n个解ωj
 （j＝1，2，…，3n）．具体分析证明，当q→0时，有三个解ωj
 ∝q，而且对这三个解A1
 ，A2
 ，…，An
 趋于相同，也就是说在长波极限整个原胞一齐移动．这三个解实际上与弹性波相合．另外（3n－3）个解的长波极限描述n个格子之间的相对振动，并具有有限的振动频率．所以在三维晶格中，对一定的波矢q，有3个声学波，（3n－3）个光学波．

我们注意到，从原子振动考查，q的作用只在于确定不同原胞之间振动相位的联系，具体表现在（5-53）中的相位因子：
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如果q改变一个倒格子矢量Kn
 ＝n1
 b1
 ＋n2
 b2
 ＋n3
 b3
 ，则
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由于R（l）·Kn
 ＝l1
 n1
 ＋l2
 n2
 ＋l3
 n3
 是个整数，并不影响上述相位因子．这表示，为了得到所有不同的格波，也只需要考虑一定范围内的q值．例如，可以只考虑一个倒格子原胞中的q值．图5-11是一个倒格子的二维示意图，角上的原胞可以选为q的范围，对其它的q值在指定原胞内，总存在一个对应的q，它们之间只相差一个kn
 ，因而对格波的描述没有任何区别．另一方面，在讨论德拜理论时已指出，边界条件所允许的q当作空间矢量表示出来，将如图5-11所示，形成均匀分布的点子，密度为V．因此不同q的总数应当是

（倒格子原胞体积）×V．
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图5-11　q的范围

但是，倒格子原胞的体积是晶体原胞体积v0
 的倒数，所以不同的q的总数为
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和晶体中包含的原胞数目相同．对于每个q有3个声学波，（3n－3）个光学波，所以不同格波的总数是
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正好等于晶体Nn个原子的自由度．这表明，上述的格波已概括了晶体的全部振动模．

热中子非弹性散射的方法，可以相当细致地确定晶体中的格波．格波振动可以引起对中子的非弹性散射，波数矢量为q、频率为ω的格波散射中子时，引起中子动量改变
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（Kn
 ＝n1
 b1
 ＋n2
 b2
 ＋n3
 b3
 为一倒格子矢量），能量改变

[image: alt]


非弹性散射可以看做是对“声子”的吸收或发射过程，声子指格波的量子，它的能量就等于[image: alt]
 ω，上式中+或-号分别表示声子的吸收和发射．按照德布罗意关系，hq可以看作是与格波相联的动量，常称为声子的“准动量”．我们看到，在中子吸收和发射声子的过程中，存在着类似于动量守恒的关系，但是，多出hKn
 一项（由q改变Kn
 不影响对格波的描述的事实可以看到，这种准动量守恒的形式是和格波是非连续介质波密切相联系的）．

由散射中子的方向和速度，就可以根据能量和准动量守恒的关系确定出格波的波矢q以及能量[image: alt]
 ω．热中子的德布罗意波长正好是晶格常数的数量级，同时它的能量也和一般声子能量[image: alt]
 ω基本上是同数量级，因此，提供了确定格波q，ω的最有利条件．已经对相当多的晶体进行了热中子非弹性散射的研究．图5-12和图5-13为Pb和KBr两种晶体由中子非弹性散射实验所得到的典型结果．图中给出沿几个主要晶向的ω～q关系，其中L表示纵波，T表示横波，O表示光学波，A表示声学波，横波的图线实际上表示两支独立的横波，频率相同，在图上重叠在一起．
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图5-12　Pb的格波
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图5-13　KBr的格波

用直接的实验方法测定格波的研究大大推进了从理论上来计算格波的工作．根据实验结果的分析，对于原子间相互作用获得了更为深入的了解，目前已对几种晶体进行了相当仔细的理论计算，结果和实验符合较好．图5-14是根据在k空间选择若干均匀分布的波矢从理论上计算KBr晶体格波频率所得到的频谱分布情况，在图中也用虚线表示出德拜的抛物线式频谱．图5-15是从理论频谱计算的ΘD
 （T）图线和实验值的比较．
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图5-14　KBr的理论频谱（图中ν＝ω/2π）
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图5-15　KBr的理论和实验ΘD
 （T）

5-5　晶格的状态方程和热膨胀

（1）自由能和格林艾森方程

如果已知晶体的自由能函数F（T，V），V为晶格体积，就可以根据

[image: alt]


写出晶格的状态方程．自由能函数可以一般地写成
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Z为配分函数：
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连加式是对所有晶格的能级Ei
 相加．

能级Ei
 除包括原子处于格点时的平衡晶格的能量U（V）外，还有各格波的振动能：
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j标志各不同格波，nj
 为相应的量子数．配分函数Z包括系统的所有量子态，因此应分别对每个nj
 ＝0，1，2，…相加，从而得到
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代入自由能公式（5-56）得到
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当晶格体积改变时，格波频率也将改变，所以上式除U以外，各频率ωj
 也是宏观参量V的函数．根据（5-55）对V求微商，得到
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上式包含了各振动频率对V的依赖关系，因此具有很复杂的性质．格林艾森针对这种情形，提出一个有用的近似．如把上式写成
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则括号内是平均振动能．（5-60）式中表征频率随体积变化的
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是一个无量纲的量，格林艾森假设它近似对所有振动相同，这样（5-60）就简化为下列格林艾森的近似状态方程：
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其中[image: alt]
 表示晶格的平均振动能，
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γ称为格林艾森常数．由于一般ω随V增加而减小（见后面），γ具有正的数值．

（2）热膨胀的格林艾森关系

格林艾森状态方程可以直接用来讨论晶体的热膨胀．热膨胀是在不施加压力情况下，体积随温度的变化，所以在（5-61）中令p＝0，则
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图5-16中示意地画出U（V）函数，原子不振动时的平衡晶格体积为V0
 ，
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相当于U（V）图线的极小值．根据（5-63）当原子平均振动能E随温度增加时，则[image: alt]
 必须取正值，从图中可见，这表示体积必须发生一定的膨胀∆V使图线达到一定的正的斜率．
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图5-16

由于一般热膨胀∆V/V0
 比较小，可以把（5-63）左方的dU/dV在V0
 附近展开，只保留到∆V的一级项：
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或

[image: alt]


我们注意上式中
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正好是静止晶格的体变模量k0
 ，当温度改变时（5-64）右方主要是振动能的变化．（5-64）对温度微商得到体积热胀系数：
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（5-65）常称为格林艾森关系式，它表示当温度变化时，热膨胀系数近似和热容量成比例，对很多固体的测量证实了格林艾森关系．根据实验确定的γ值一般在1—2之间．

（3）热膨胀和非简谐作用

从上面对状态方程的讨论，还不容易了解产生热膨胀的具体原因．以下将结合双原子链的特例来进一步说明这个问题．上面的讨论表明，决定一个物体热膨胀的是它的格林艾森常数
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双原子链的振动频率
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其中只有前面的β依赖于链的长度2Na（链的长度相当于三维晶格的体积V），所以，上式两边求对数，并对ln（2Na）求微商，很容易得到
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从原来原子相互作用势能的展开式（5-32），可以看到，β实际是相邻原子势能的二次微商系数
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代入（5-66）得到
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其中[image: alt]
 分别表示二次和三次微商．

在讨论晶格振动时，我们近似只考虑势能展开式
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到平方项，称为简谐近似，高次项常称为非简谐作用．假使非简谐作用不存在，那么，V（a）＝0，按（5-68）γ＝0，将不会发生热膨胀．也就是说，假使振动是严格简谐的，就没有热膨胀，实际的热膨胀是原子之间非简谐作用所引起的．
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图5-17　非简谐作用

考查在振动中原子之间的作用力，可以更具体地看到这一点．图5-17是势能曲线图．虚线表明简谐近似，它对r＝a是左右完全对称的抛物线，对于+δ和-δ，斜率则正好相反．然而，斜率直接反映了原子之间的相互作用力，
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所以，在完全简谐振动中，原子间平均的作用力正好抵消．非简谐作用部分使势能对r＝a并不完全对称，在δ＜0处，比简谐近似更陡斜，表示作用力变强了；在δ＞0处，比简谐近似更平缓，表示吸力减弱了．因此，非简谐作用，使得原子在振动时引起一定的相互斥力，从而引起热膨胀现象．

求平均位移量，
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其中
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由（Q9）式得到
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线胀系数

[image: alt]


是常数．g越大，线膨胀越大．

5-6　晶格的热传导

固体可以通过格波的传播而导热，称为晶格热导．绝缘体和一般半导体的热传导便主要是靠了晶格的热导（在金属中，通过电子运动导热则是主要的）．

晶格的热导并不简单是格波的自由传播．实际上，晶格热导和气体的热传导有很相似之处．格波荷带着晶格的热能，以一定的波速传播，就如同气体分子荷带着热运动能量并通过热运动传播热能．我们知道，分子间的碰撞对气体导热有决定作用，粗略地讲，气体的导热可以看作是在一个自由程λ之内，冷热分子相互交换位置的结果，如图5-18（a）．根据这样简单的理论可以得到热导率
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CV
 为单位体积热容量，λ为自由程，[image: alt]
 为热运动的平均速度．图5-18（b）以形象的方式表明，晶格导热也可以作相同的分析，并且同样可以用（5-69）的热导率的近似公式，只是这时[image: alt]
 和λ分别表示格波的波速和自由程．
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图5-18　热导微观过程的示意图

在前面的讨论中，我们用小振动理论（简谐近似）得到的不同格波间是完全独立的，它们可以无限传播，在这种情况下，就不存在自由程．这种情况相当于完全忽略气体分子之间的相互作用．如果真是这样的情况，格波也根本不可能达到统计平衡．实际上，非简谐作用使不同的格波之间存在一定耦合．这一点是很明显的，前面我们看到引入简正坐标后，直到势能的二次项，不同的简正坐标没有交叉项，因而得到相互独立的运动方程，但是，如果写出势能的高次项（非简谐作用），显然一般它们将包含不同简正坐标的交叉项，表明它们在运动过程中彼此相互影响．正是这种非简谐作用保证不同格波间可以交换能量，达到统计平衡，在如热导这样的输运过程中，则起着限制格波自由程的作用．

从理论上分析格波导热的自由程是一个很复杂的问题，这里主要只简单介绍一些主要的结果．具体分析表明，在较高的温度（和德拜温度相比较），
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随温度增加自由程下降的原因是容易了解的，因为自由程的限制来自格波之间的互作用，格波振动随T增强，相互作用亦加强，从而使自由程减小．而在较低的温度范围，则得到
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α为一个小数字．这表明当温度下降时，自由程将很迅速地增长．这样的温度依赖关系是由于在低温下，能够影响导热的格波相互作用必须有短波参与即高能量的格波（波数可以和倒格子原胞的尺度相比）参与，就如在爱因斯坦理论看到的那样，这样的格波振动随温度下降而十分陡峻地下降．

除去格波相互作用以外，在实际固体中还存在其它各种可以限制自由程的原因，如晶体的不均匀性，多晶体晶界，晶体表面，内部的杂质和缺陷都可以散射格波．特别是在低温下，格波相互作用的影响迅速减弱，自由程将由其它散射所决定．

图5-19—图5-21是一些典型的晶格热导的实验结果．图5-19是在两个直径分别为1.5mm和3.0mm完整纯净的红宝石样品上测量的结果．在峰值右边，热导率随T下降而陡峻上升，在这个范围自由程主要由格波相互作用决定，基本符合上面所引证的[image: alt]
 关系．在峰值和它左边更低温度的范围，样品表面的散射已成为主要限制自由程的因素，因此，直径小的样品自由程较短，热导更低．在这种情况下，热导随温度的变化主要决定于热容量CV
 ，因此看到随温度下降趋近T3
 的关系．
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图5-19　样品尺寸和热导

1—直径3mm；2—直径1.5mm

图5-20是掺了不同数量杂质原子后晶体的热导率，各曲线上标明每cm3
 中杂质原子的数量．图线的解释和前面是类似的，只是这里在低温的一端杂质散射成为限制自由程的主要机构．杂质愈多的样品，自由程转为由杂质散射所决定的温度也愈高，而且相应地热导率愈低．

图5-21是无定形的石英玻璃和石英晶体的热导率的对比．我们看到无定形样品和晶体不同，热导率一直是随温度下降的．无定形样品由于原子排列本身的不规则性使有效自由程十分短，因此热导率比晶体低几个数量级．如果λ是一个常数值，热导率随温度下降应和热容量一样，但是图5-21表明在最低温度范围，下降比热容量缓慢．这种情况有一个很自然的解释：温度愈低，导热的格波愈集中于长的声学波，而无定形样品的结构从宏观来看是基本上均匀的，因此对于具有宏观性质的长波散射是比较弱的．在这种情况下，随着荷带热能的格波向长波集中，有效的自由程将相对增长．
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图5-20　杂质和热导

由能流密度公式，
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其中k是热导率．如果只考虑势能展开的二次项，各振动独立，声子之间没有碰撞，这样能量交流只与两处的温度有关，与距离无关（与黑体辐射情况类似）．因而热传导是由晶体内存在非线性振动引起的．热导率包括晶体和电子贡献两部分，下面考虑晶体贡献部分k1
 ．
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上曲线——晶体　下曲线——无定形样品

图5-21　晶体和非晶体的热导

利用分子运动论计算晶体的热导率．设N为声子密度，则有N/6声子通过单位面积．假定相邻两个面的坐标分别为z0
 －l和z0
 ，其中l为声子平均自由程，则通过两个面的能流密度差，
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其中u是声子速度．因此
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与（5-69）式相差一个常数因子．


第六章　能带论

19世纪宏观电现象已经研究得很透彻，当时提出了经典电子理论，其中包括金属自由电子理论，还有磁学、介电性质等有价值的东西．自由电子理论将电子看作气体，有动能（3/2）kT，以及与原子碰撞的自由程等．由此推导出欧姆定律、维德曼—弗兰兹定律：σ/kT＝常数，热电子发射正比于[image: alt]
 等．同时这理论也碰到许多困难，有些是具体数字，与实验不符．但其根本的困难是“比热”问题——电子对比热的贡献为零．还有电导率随温度下降而升高，要求电子自由程变长．而按照经典理论，自由程不随温度而改变，因此不能解释．并且这理论只具有形式的性质，它对于各种金属的特点不予考虑．电子理论只有在量子力学出现后才发展．根据量子统计，电子服从费米统计，电子比热问题得到解决．电子波动性解决了自由程问题，电子在晶格中以波的形式运动，一般不受散射，自由程很大．但由于原子的振动，不是规则排列，自由程减小，电导率减小．温度下降，振动减弱，自由程加长，电导率升高．

能带论是目前研究固体中电子运动的一个主要理论基础．它是在量子力学运动规律确立以后，用量子力学研究金属的电导理论的过程中，开始发展起来的．在这个理论的基础上，第一次说明了固体为什么有导体和非导体的区别．以后，结合各方面的问题，进行了大量的研究．特别是正在这个时候，半导体开始在技术上应用，能带论正好提供了分析半导体问题的理论基础，同时又使能带论得到更进一步的发展．

能带论的出发点是，固体中的电子不再束缚于个别的原子，而是在整个固体内运动．它是一个所谓“单电子理论”，也就是说，各电子的运动基本上看做是相互独立的，每个电子是在一个具有晶格周期性的势场中运动．能带论虽然是一个近似的理论，但实际的发展证明，它在某些重要的领域中（如某些最重要的半导体）是比较好的近似，可以作为精确概括电子运动规律的基础．在另外很广泛的一些领域中（如许多金属），它可以作为半定量的系统理论而起重要作用．

本章将主要通过一些近似的理论分析和典型模型的讨论，来阐明能带论的一些最基本的成果．

6-1　一维周期场中电子运动的近似分析

通过最简单的一维模型的讨论，可以使我们了解，在周期场中运动的电子的波函数以及能级分布的一些最基本的特点．

（1）模型和零级近似

图6-1上部表示一个孤立原子的势场，下部表示原子等距排列成为一维晶格后各原子势场（虚线）叠加形成的势场（实线）．晶格势场的特点是它的周期性：

[image: alt]


E0
 表示在孤立原子中的束缚能级，图中示意地表示，根据量子力学隧道效应，形成晶格后，电子将能穿透到其它原子而不再束缚于一个原子．能带论的出发点是直接考查电子在整个周期场中运动的本征态．下面我们将考虑如图中能量为E的情况，即能量E超过势垒，因此，电子可以相当自由地在整个固体内运动．在这种情形，作为零级近似，可以用场的平均值[image: alt]
 代替[image: alt]
 代表场在平均场上的周期起伏，可以作为微扰来处理．

[image: alt]


图6-1　一维周期场

零级近似的波动方程为：
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它的解是熟知的，便是恒定场[image: alt]
 中自由粒子的解：

[image: alt]


它表示波数为k的德布罗意波，hk为相应的电子动量．

上式在归一化因子中引入晶格长度：

[image: alt]


N为原胞的数目，a是晶格常数（原子间距）．如果是无穷晶格，任何波数都是可以的．但是，对于有限长度的晶格，必须考虑边界条件．可以和讨论晶格振动时一样，引入玻恩—卡门条件得到

kNa＝l（l为整数）．

即k只能取下列值：

[image: alt]


很容易验证，波函数满足正交归一化条件：

[image: alt]


（2）微扰计算

按照一般微扰理论的结果，本征值的一级和二级修正为

[image: alt]


波函数的一级修正为

[image: alt]


其中微扰项

[image: alt]


具体写出[image: alt]
 为

[image: alt]


其中前一项，按定义就等于平均势场[image: alt]
 因此能量的一级修正为0．

[image: alt]
 和[image: alt]
 都需要计算矩阵元[image: alt]
 由于k′和k两态的正交关系：

[image: alt]


现在我们证明，由于V（x）的周期性，上述矩阵元服从严格的选择定则．将

[image: alt]


按原胞划分写成

[image: alt]


对不同的原胞n，引入积分变数ξ，

[image: alt]


并考虑到V（x）的周期性：

[image: alt]


就可以把前式写成

[image: alt]


现在区分两种情况：

（i）[image: alt]
 即k′和k相差[image: alt]
 的整倍数．在这种情况下，显然，（6-10）加式中各项均为1，因此

[image: alt]


（ii）[image: alt]
 在这种情况，（6-10）中加式可用几何级数的结果，写成

[image: alt]


k和k′又可写成（见（6-4）式）
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因此，上式中的分子

[image: alt]


同时，分母由于[image: alt]
 所以不为0．在这种情况，矩阵元（6-10）恒为0．

综合以上，我们得到，如果[image: alt]
 则

[image: alt]


否则，

[image: alt]


很容易看到，上式中以Vn
 表示的积分实际上正是周期场V（x）的第n个傅里叶系数．

根据这个结果，波函数考虑了一级修正（6-8）式后可以写成：
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我们注意，连加式内的指数函数，在x改变a的整数倍时，是不变的．这说明括号内为一周期函数．这实际上是周期场中运动的电子波函数的基本特征：它一般可以写成一个自由粒子波函数乘上具有晶格周期性的函数．

根据（6-12），二级微扰能量可以写成

[image: alt]


值得特别注意的是，当

[image: alt]


也就是

[image: alt]


时，[image: alt]
 趋于±∞．因为n表示任意一个整数，也就是说，当k为1/2a的整数倍时，[image: alt]
 很显然，该结果是没有意义的．它只说明，以上的微扰论方法，对于在（6-16）式附近的k是发散的，因此是不适用的．但是进一步分析发散产生的原因，可以指出如何正确处理问题的线索．

（6-8）表明，根据微扰理论，在原来零级波函数[image: alt]
 中，将掺入与它有微扰矩阵元的其它零级波函数[image: alt]
 而且，它们的能量差愈小，掺入的部分就愈大．在这个问题中，与k态有矩阵元的只是[image: alt]
 各态．上述发散的结果实际反映，当k为[image: alt]
 时，则有另外一个状态

[image: alt]


它们相差[image: alt]
 因此有矩阵元，而且，能量差为0，从而导致了发散的结果．

根据上述，对于接近[image: alt]
 的k状态，例如

[image: alt]


在周期场的微扰作用下，最主要的影响将是掺入了和它能量接近的状态，见图6-2，
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针对这种情况，适当的近似处理方法是，忽略所有其它掺入的状态，把波函数写成

[image: alt]


其中k和k′如（6-17）和（6-18）所给出．然后，直接根据波动方程去确定a，b以及本征值．也就是说，这里比上面用的微扰方法更精确地考虑了影响最大的态（6-18）（不再把它看做“微扰项”），而忽略其它态的次要影响．
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图6-2　互相影响的状态

（3）简并微扰计算

上面提出的处理接近[image: alt]
 状态的方法，实际上就是一般简并微扰的方法．在简并微扰的问题中，原来有若干状态能量相同，在零级微扰计算中，正是根据波动方程求得这些简并态之间的适当线性组合，其它能量不同状态的影响，只在进一步近似中才考虑．与此相似，在（6-19）中我们取了（6-17）和（6-18）两态的线性组合．虽然它们能量只是接近，而不是完全相同．但是，这样做的精神是和简并微扰方法完全相似的．

把（6-19）代入波动方程
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并考虑到
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得

[image: alt]


上式分别乘以[image: alt]
 和[image: alt]
 并积分，得到下列a，b必须满足的关系式
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其中用到[image: alt]
 以及

[image: alt]


［见（6-11），（6-18），（6-12）式］．（6-20）作为a和b的代数方程，有解条件为
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即
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它的解给出本征值

[image: alt]


现在分别讨论两种情况：
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这显然表示k离[image: alt]
 较远，所以和k′态能量还有较大的差别．对于这种情形，若把（6-22）按[image: alt]
 展开，取到一级近似即得
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这里假设了k和k′对应于（6-17）和（6-18）式∆＞0（即[image: alt]
 ）的情形．我们注意（6-23）实际上和前节对k与k′的一般微扰计算结果相似，只不过在k的情形只保留了k′项的影响，在k′的情形只保留了k项的影响．换句话说，只考虑了k，k′在微扰中的相互影响．这使原来能量较高的k′态提高，原来能量较低的k态下压．
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这表示，k很接近[image: alt]
 的情形．对[image: alt]
 展开到一级得到

[image: alt]


根据（6-17），（6-18）具体写出[image: alt]
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其中Tn
 表示在k为[image: alt]
 情形的动能，

[image: alt]


把（6-25）代入（6-24）得到

[image: alt]


这个结果可以用图线的方式与零级能量加以比较，如图6-3所示．两个相互影响的状态[image: alt]
 与[image: alt]
 微扰后能量为E-
 和[image: alt]
 原来能量[image: alt]
 较低，微扰使它下降；[image: alt]
 原来能量[image: alt]
 较高，微扰使它上升．（6-27）表示当∆→0时，E±
 分别以抛物线方式趋于[image: alt]
 在图6-4中，还画上了∆＜0情形，得到完全对称的Ek
 图线．值得注意，A和C（以及B和D）实际代表同一状态，因为它们是从∆＞0和∆＜0两方当∆→0的共同极限．
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图6-3　能量的微扰
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图6-4　在[image: alt]
 处的微扰

（4）能带和禁带

在零级近似中，本征值[image: alt]
 作为k的函数，具有抛物线的形式．上面的分析说明，由于周期势场的微扰，E（k）图线将在k为[image: alt]
 处断开，能量的突变为[image: alt]
 如图6-5所示．

[image: alt]


图6-5　E（k）图和能带

根据

[image: alt]


对应每一整数l有一个量子态，它的能量可以由E（k）图上找出．这样把所有量子态的能级都画出来，显然将得到如图6-5右方所示情形．当N很大时，k的取值是十分密集的，相应的能级也同样十分密集，因此有时称为准连续的．这里最重要的特点是准连续能级分裂为一系列的带1，2，3，…，它们分别对应于

[image: alt]


各带间的间隔直接对应于E（k）图线在[image: alt]
 处的间断值[image: alt]
 …．周期场的变化愈剧烈，各傅里叶系数也愈大，能带间隔也将更宽．周期场中运动的电子的能级形成能带是能带论最基本的结果之一．我们将看到，正是这个结论，提供了导体和非导体的理论说明．各能带之间的间隔称为“禁带”．应当注意，禁带并不对应什么能级，而是标志这样一些能量间隔，其中不存在能级．

和在晶格振动问题中一样，在k－k＋∆k之间量子态的数目为：
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我们注意，各个能带所对应k的取值范围都正好是[image: alt]
 因此，各带所包含量子态的数目都是

[image: alt]


也就是说，每个能带内量子态的数目等于原来晶格中原胞的数目．

6-2　三维周期场中的电子运动

可以用和前节完全相似的方法讨论三维的情况．波动方程可以写成
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其中V（x）是具有晶格周期性的势场，

[image: alt]


式中Rm
 表示布拉维格子的格矢量，

[image: alt]


作为零级近似，用平均场[image: alt]
 代替V（x），则波函数可以取为波矢为k的德布罗意波

[image: alt]


相应的本征值为

[image: alt]


写出（6-30）中的归一化因子已假设晶体具有体积V．

（1）边界条件和k的取值

我们将设想，晶体是规则的平行六面体，它的棱沿着a1
 ，a2
 ，a3
 三个基矢方向，边长分别为N1
 a1
 ，N2
 a2
 ，N3
 a3
 ．显然，晶体共含N＝N1
 N2
 N3
 个原胞，其体积为

[image: alt]


v0
 表示原胞体积．

一般采用的边界条件，便是一维玻恩—卡门条件的推广：
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也就是说，波函数在相对的两个边界面相对应点上相等．

边界条件（6-33）用于波函数（6-30）要求

[image: alt]


因为k和a1
 ，a2
 ，a3
 的标量积，就是把k按倒矢量b1
 ，b2
 ，b3
 分解的分量，所以上述条件可以方便地用倒矢量表示为

[image: alt]






[image: alt]


图6-6　倒格子原胞中k的取值

以上k的取值如以几何的方式在k空间表示，就是以b1
 /N1
 ，b2
 /N2
 ，b3
 /N3
 为基矢的格点．当N1
 ，N2
 ，N3
 很大时，它们显然十分密集，而且在b1
 ，b2
 ，b3
 形成的原胞中（倒格子原胞），正好有N1
 N2
 N3
 ＝N个取值，如图6-6所示．N被倒格子原胞体积[image: alt]
 去除得到边界条件允许的k在k空间均匀分布的“密度”，

[image: alt]


（注意，k空间“体积”的量纲实际上是体积量纲的倒数，因此“密度”具有体积的量纲！）．

不难证明，满足k取值条件（6-34）的波函数[image: alt]
 满足正交归一化条件，

[image: alt]


（2）微扰计算

很容易看到，和一维晶格情况相似，微扰对本征值的一级修正〈k｜∆V｜k〉为0．波函数的一级修正
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和本征值的二级修正

[image: alt]


（由于k′，k两态的正交性，微扰[image: alt]
 ，可以用V（x）代替）都要求计算矩阵元
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在上式中，完全和一维情况相似，我们已把积分划分为不同原胞m内积分，然后引入相应积分变数x＝Rm
 ＋ξ，并应用V（x）的周期性特点（6-29）．根据k的取值条件，把k和k′表示为

[image: alt]


并考虑到Rm
 ＝m1
 a1
 ＋m2
 a2
 ＋m3
 a3
 ，（6-39）中的加式就成为

[image: alt]


当

[image: alt]


显然各加式中每项均为1，结果得N1
 N2
 N3
 ＝N．假使（6-42）中有任何一式未满足，则和一维情况相似，几何级数之和为0．（6-42）的条件用k和k′表示就成为
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换一句话说，只有当k′和k相差为一倒格子矢量Kn
 时，它们之间矩阵元才不为0，在这种情况下，根据（6-39），矩阵元可以写成

[image: alt]


实际上，以上用Vn
 （n表示n1
 ，n2
 ，n3
 三个整数）表示的积分正是V（x）展开为傅里叶级数的系数，

[image: alt]


把上述结果用于（6-37），由于k′只限于k＋Kn
 各值，因此

[image: alt]


我们注意，如果把指数函数中x改变一个格矢量Rm
 ，由于

[image: alt]


是整数，（6-46）括号内的函数值不变．这说明，波函数可以写成自由粒子波函数，乘上具有晶格周期性的函数．

在一维情形，我们曾看到，对于某些k值，一般微扰计算导致发散的结果．它实际反映，本征值在这些k值应发生突变．三维情况是完全类似的，当两个相互有矩阵元的状态k和k′＝k＋Kn
 的零级能量相等时，[image: alt]
 和[image: alt]
 趋于∞．导致发散的条件可以具体写为

[image: alt]


或

[image: alt]






[image: alt]


图6-7　发散条件

（6-48）可以看做是在k空间中，从原点所作的倒格子矢量-Kn
 的垂直平分面的方程，如图6-7所示．也就是说，在这样面上的k值，前述非简并微扰结果是发散的．产生上述发散的原因在于，对上述k值存在

[image: alt]


它们零级能量相同，而且它们之间有不为0的矩阵元．在这种情况可以用简并微扰方法，取

[image: alt]


代入波动方程，通过与前节完全相似的推导得到

[image: alt]


我们注意，这里只限于讨论k′和k具有相同能量的情形（相当于前节中∆＝0情形）．因此，出现在（6-51）中的零级本征值[image: alt]
 从（6-51）的有解条件立即得到

[image: alt]


（6-52）表明在k处，本征值突变2｜Vn
 ｜，和一维情形完全相似．图6-8在k空间表示出这样一对k和k′，它们分别位于连接原点与倒格点-Kn
 和Kn
 的垂直平分面上，图的下部仿照一维结果示意地画出在连接k点和k′点的线上各点的能量，显出（6-52）所给出的能量突变．
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图6-8　E（k）的断开

（3）布里渊区和能带

了解三维情况的能带需要借助于布里渊区的概念．如果在k空间中把原点和所有倒格子的格点Kn
 之间的连线的垂直平分面都画出来，k空间被分割成许多区域，在每个区域内E对k是准连续变化的，这些区域常称为布里渊区．图6-9是表征简单立方格子的k空间的二维示意图．图中心的布里渊区称为第一布里渊区；再外面4个都标为2的区域合起来构成第二区；……．第二，三区在图中看来各分割为不相连的若干小区，但是实际上能量是连续的．属于一个布里渊区的能级构成一个准连续的“能带”．在图6-9中很容易看到，每一布里渊区的体积为1/a3
 （a为晶格常数），乘上k点的分布密度V，得到所包含的量子态数目：

[image: alt]


正好等于晶体原胞的数目．

[image: alt]


图6-9

三维和一维情况有一个重要的区别，不同能带在能量上不一定分隔开，而可以发生能带之间的交叠．在图6-10（a）中，B表示第二区能量最低的点，A是与B相邻而在第一区的点，它的能量和B点是断开的．图6-10（b）表示从O到A，B连线上各点的能量，在A，B间是断开的．C点表示第一区能量最高的点，图6-10（c）表示沿OC各点的能量，如果，像图示的情形，C点能量高于B点，则显然两个带在能量上将发生交叠，如图6-10（d）所示．
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图6-10　能带间的交叠

6-3　布洛赫函数和简约波矢

前面两节根据微扰论的近似分析表明，在周期场中运动的电子本征态的波函数一般可以写成自由粒子波函数乘上一个周期函数．这种形式的波函数常称为布洛赫函数．这一节将做一些进一步的论证，以便确切了解这一结果，并阐明标志周期场中电子本征态的一般方法．

（1）平移对称性

势场的周期性反映了晶格的平移对称性，即晶格做平移a1
 ，a2
 或a3
 时是不变的．可以引入描述这些平移对称操作的算符T1
 ，T2
 ，T3
 ，它们的定义是，对于任意波函数
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很显然，它们是相互对易的
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或
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单电子运动的哈密顿量为：

[image: alt]


则有
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（其中[image: alt]
 只表示相应的∂/∂x，∂/∂y，∂/∂z中变数x，y，z改变一常数值，这显然并不影响微商算符．）由于φ为任意的，上式表明Tα
 和H是对易的，
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（6-56）式以算符形式表达了晶格中单电子运动的平移对称性．

由于存在对易关系（6-55），（6-56），根据量子力学中熟知的定理，可以选择H的本征态，使它同时为各平移算符的本征态：
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按照量子力学一般的方法，可以用λ1
 ，λ2
 ，λ3
 来标志量子态，或者引入一些相对应的量子数（例如，在球对称场中，可选本征态为[image: alt]
 的本征态，相应本征值为m[image: alt]
 ，m即用作为量子数）．

符合玻恩—卡门条件的量子态

[image: alt]


λ1
 ，λ2
 ，λ3
 受到严格限制，例如
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必须等于φ（x），因此，λ1
 必须为下列形式
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l1
 为整数．同样

[image: alt]


（2）布洛赫函数和简约波矢

对于具有平移本征值λ1
 ，λ2
 ，λ3
 的量子态φ（x），如果引入矢量
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则很容易证明
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必然为周期函数．因为，做平移
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以后，
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括号内因子恰好为1，说明
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以上的证明实际上表示波函数φ（x）可以写成所谓布洛赫函数的形式：
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u（x）代表一个周期函数．

从以上分析可见，波矢[image: alt]
 可看做是对应于平移操作本征值的一种量子数．但是需要注意，如果[image: alt]
 改变一个倒格子矢量
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效果相当于（6-59）和（6-60）中l1
 ，l2
 ，l3
 分别增加了N1
 ，N2
 ，N3
 的整数倍；这完全不影响本征值λ1
 ，λ2
 ，λ3
 ．因此，为了[image: alt]
 能一一对应地表示本征值λ1
 ，λ2
 ，λ3
 ，必须把[image: alt]
 限在一定范围内，使它能概括所有不同的λ1
 ，λ2
 ，λ3
 取值，同时又没有两个[image: alt]
 相差一个倒格子矢量kn
 ．最明显的办法是把[image: alt]
 限制在k空间b1
 ，b2
 ，b3
 形成的倒格子原胞中，相当于在（6-59），（6-60）中限制
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如图6-11立方格子k空间示意图的虚线所示．但实际上，这往往不是最方便的．图中实线所表示的体积，同样可以作为定义[image: alt]
 的范围，它具有环绕原点更为对称的优点．

[image: alt]


图6-11　k取值范围

（3）简约波矢[image: alt]
 和微扰近似中的波矢k

前两节以自由粒子为零级近似的微扰理论中，我们以零级近似中的波数k来标志量子态，而且证明波函数具有类似于（6-62）的形式．
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应当注意的是，只有在可以以自由粒子为零级近似的情况下，才有可能这样引入k来描写状态．k和作为一般量子数的[image: alt]
 之间既有联系又有区别．k遍及k空间各处，然而[image: alt]
 必须在某一指定范围（例如，倒格子原胞）内，我们可以把k分解如下：
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这样，（6-63）就成为：
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由于[image: alt]
 是一个周期函数，所以括号内的函数正好相当于一般布洛赫函数（6-62）中的周期函数因子u（x）．

我们结合一维能量图，更具体地说明k′和[image: alt]
 的相互联系．简约波矢[image: alt]
 的范围可以取
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在这个范围以外的状态k，如图6-12中a点，如果用[image: alt]
 来标志，应当通过把k改变1/a的倍数，使它落于[image: alt]
 的范围，如图所示，a通过移[image: alt]
 到a′点．按照这种方式，原来用k标志的a，b，c，d…各段，如果用[image: alt]
 标志，则应成为图中a′，b′，c′，d′…．
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图6-12　k和简约波矢k的关系

从上面的例子，特别明显看到，每一个能带中各状态对应于在[image: alt]
 间不同的简约波矢[image: alt]
 对于同一个[image: alt]
 有能量高低不同的一系列状态，分属于能带1，2，…．所以一般地标志一个状态需要表明：

（i）它属于哪一个带．

（ii）它的简约波矢[image: alt]
 等于什么．

（4）典型的简约布里渊区

对于一些简单布拉维格子往往可以取前节所讲的第一布里渊区作为简约波矢[image: alt]
 的范围，称为简约布里渊区．下面列举几个最常遇到的格子的简约布里渊区．

（i）简单立方格子

b1
 ，b2
 ，b3
 是相互垂直，长度为1/a（a为晶格常数）的矢量，形成的倒格子仍是简单立方．第一布里渊区就是原点和六个近邻格点的连线的垂直平分面围成的立方体．

（ii）体心立方格子

其倒格子为面心立方．如体心立方的晶格常数为a，则倒格子的晶格常数为2/a．它的第一布里渊区是原点和几个近邻格点的连线的垂直平分面围成的正十二面体（如图6-13所示）．

（iii）面心立方格子

其倒格子为体心立方，如原来格子晶格常数为a，倒格子晶格常数为2/a．原点和8个近邻格点的连线的垂直平分面形成正八面体．和沿立方轴的6个次近邻的垂直平分面割去八面体的六个顶角，形成如图6-14所示的十四面体——有时称为截角八面体．

[image: alt]


图6-13　体心立方晶格的布里渊区
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图6-14　面心立方晶格的布里渊区

6-4　能态密度和X射线谱

（1）能态密度函数

在原子中电子的本征态形成一系列分立的能级，可以具体标明各能级的能量，说明它们的分布情况．然而，在固体中，电子能级是异常密集的，形成准连续分布，去标明其中每个能级是没有意义的．为了概括这种情况下能级的状况，引入了所谓“能态密度”的概念．考虑能量在
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间的能态数目，若∆Z表示能态数目，能态密度函数便定义为
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如果在k空间中，根据

[image: alt]
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图6-15　能态密度计算

作出等能面，那么在等能面E和E＋∆E之间的状态的数目就是∆Z．由于状态在k空间分布是均匀的，密度为V，因此，∆Z＝V×（能量为E和E＋∆E的等能面间的体积），如图6-15所示，等能面间体积可表示成对体积元dSdk在面上的积分
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其中dk表示两等能面间的垂直距离，dS为面积元．显然，
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因为[image: alt]
 表示沿法线方向能量的改变率．因此
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从而得到能态密度的一般表达式
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若一固体的E（k）已知，就可以根据上式求出它的能态密度函数．

如果考虑到电子可以取正、负两种自旋状态，则能态密度加倍：

[image: alt]


（2）自由电子和近自由电子的能态密度

若电子可以看成是完全自由的，则
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它只与k的绝对值k有关，因此，在k空间等能面为球面，半径为

[image: alt]


在球面上
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是一个常数，因此
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如果以E为纵坐标，N（E）为横坐标，就得到如图6-16所示的抛物线．

进一步考虑以上几节所讨论的“近自由电子”情形．周期场的影响主要表现在布里渊区边界附近，在其它地方只对自由电子的情形有较小的修正．因此，当我们考虑第一布里渊区的等能面的情况时，可以认为，从原点向外，等能面应基本上保持为球面，在接近布里渊区边界时，等能面将向边界凸出，如图6-17上部所示．［周期场的微扰使能量显著下降，如图6-17下部所表示的情形．而等能面凸出也正意味着，达到同样的E，需要更大的k，也就是说对同样的k，E（k）减小了．］当E超过在边界上A点的能量EA
 ，一直到E接近于在顶角C点的能量EC
 （即第一能带顶）时，等能面将不再是完整的闭合面，而成为分割在各个顶角附近的曲面．根据上述分析，对能态密度N（E），可以做如下的估计．
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图6-16　自由电子和近自由电子能态密度

在能量还没有接近EA
 时，N（E）和自由电子的结果相差不多，在E接近EA
 时，随E增加，等能面一个比一个更加强烈地向外凸出，因而使它们之间的体积有愈来愈大的增长．相应地，能态密度在按近EA
 时，应比自由电子显著增大．

当E超过EA
 时，由于等能面开始残破，面积不断下降，到达EC
 时，等能面将缩成几个顶角点．因此由EA
 到EC
 ，N（E）将不断下降直到零．

从而，对近自由电子，我们将得到如图6-16所示的N（E）曲线．

以上只考虑了第一布里渊区的状态．显然，当E超过第二布里渊区的最低能量EB
 时，能态密度将从EB
 开始，由0迅速增大．因此，总的能态密度，对于能带重叠（EC
 ＞EB
 ）和能带不重叠（EC
 ＜EB
 ）的两种情况，应具有图6-18（a）和（b）所示的两种很不同的状况．
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图6-17　近自由电子等能面

因为第一布里渊区正好可容纳2N个电子，假使有2N个电子，在图6-18（b）的情况正好填满第一带，第二带是空的，但在图6-18（a）的情形将填到如图中所示E0
 的水平．以后将看到，前一情况对应于非导体，后一情况对应于金属．下一小节X射线谱的实验直接表现出它们填充能级的这种区别．
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图6-18　重叠和不重叠能带的能态密度

（3）X射线谱

我们知道，阴极射线的打击可以使原子内层电子被激发，从而产生内层空能级，外层电子填充这些空能级时，发射出X射线的光子．图6-19示意地画出钠的X射线光子发射的能级图．按习用的标志，用K表示由于落入空的1s态而发射的X射线，用LⅠ
 ，LⅡ
 ，LⅢ
 分别表示落入2s和2p态发射的X射线．图中最上面是钠的价电子形成的能带，带底的电子和具有最高能量E0
 的电子，发射的X射线光量子能量显然不同（如图上所示）．这就是说，价电子的能带在X射线发射中将表现为X射线的连续谱．
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图6-19　X射线发射的能级图

当然，X射线量子能量愈小，愈有利于详细地显示由价电子能带所产生的连续谱．因此，轻元素中的软X射线（100[image: alt]
 左右）发射谱提供了最有利于显示价电子能带的例子．目前对于几乎所有较轻元素，以及许多合金和化合物，都已进行过软X射线发射谱的研究，图6-20给出一些典型结果，并粗略估计了连续谱的能量范围．
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图6-20　典型X射线发射谱

发射谱强度决定于：

（能态密度）×（发射概率），

因此，发射谱比较直接地反映了价电子能带的能态密度状况．金属Na，Mg，Al和非金属金刚石以及Si的谱，在低能量方面，都是逐渐上升的，反映了从带底随电子能量增加，能态密度逐渐增大；但是在高能量一端，金属的谱是陡然下降的，非金属的谱则是逐渐下降的．参考前节所指出的金属和非金属电子填充能级的区别，就可以看到，非金属的谱的逐渐下降正是反映了电子填充到能带顶部，能态密度逐渐下降为0；而金属谱的陡然下降表明电子并不是正好填满一个能带，所以，对于最高能量的电子能态密度并不为0．

Mg和Al的X射线发射谱最引人注意的是在高能量一端出现很明显的峰．和图6-18的能态密度对比就会看到，它们和能带重叠情况下的能态密度很相似，说明这两种情况能带是重叠的，它们的价电子部分地填充到第二个能带．这正是理论上所应设想到的，因为Mg和Al分别是二价和三价元素，N个原子有2N和3N个价电子，在能带发生重叠时，势必发生部分电子填入第二个带的情况．Na为一价元素，价电子只填到第一个带的一半，它的谱在高能量一端上翘，表示带中能量最高的电子已接近布里渊区边界，能态密度已显示出上一小节所指出的增大趋势．

内层电子吸收X射线的光子可以激发到价电子以上的空能带中．因此，X射线的吸收谱可以用来研究未被电子填充的空能带．

6-5　原子能级和能带间的联系——紧束缚近似

当原子结合为晶体时，电子状态发生了根本性的变化．然而，在原子的束缚态和电子在晶体中的共有化态间存在着一定的联系．特别是当晶体中原子间距离较大时，电子在一个原子附近，将主要受到该原子场的作用，其它原子场只有次要的影响，在这种情况下，原子态和共有化运动状态之间有着很直接的联系．所谓“紧束缚近似”便是适于概括这种情况的近似方法．

如果完全不考虑原子之间的相互影响，那么，在某格点

[image: alt]


附近的电子将以原子束缚态φi
 （x－Rm
 ）的形式环绕Rm
 点运动，φi
 表示孤立原子的波动方程的一个本征态
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V（r－Rm
 ）为Rm
 格点的原子场，Ei
 为某原子能级．环绕不同的格点，将有N个这样类似的波函数，它们具有相同的能量Ei
 ，紧束缚近似的出发点，便是取这样N个简并态的线性相合
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来近似描述电子在晶体场中的共有化运动．这实际上相当于把原子间的相互影响看作“微扰”的简并微扰方法．

把（6-70）代入晶体电子运动方程
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［U（x）为周期势场］，并应用（6-69）得到
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当原子间距比之原子轨道（φi
 态的半径）大时，不同格点的φi
 重叠很小，我们将近似认为
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我们以[image: alt]
 乘（6-72）并积分就得到
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先考虑（6-74）中的积分，如改换变数：
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并考虑到U（x）为周期函数，（6-74）式中的积分可表示为
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（6-75）表明积分只决定于相对位置Rn
 －Rm
 ，因此引入符号J（Rn
 －Rm
 ）．式中引入负号的原因是，U（ξ）－V（ξ）就是周期场减掉在原点的原子场（如图6-21所示），这个场仍为负值．
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图6-21　U（ξ）－V（ξ）的示意图（实线）

将（6-75）式代入（6-74）式则得到
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（6-76）表示a系数的联立方程组，由于系数只由（Rm
 －Rn
 ）决定，方程有下列简单形式的解：
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代入（6-76）可以得到
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其中Rs
 ＝Rn
 －Rm
 ．我们注意式子的右方不依赖于m或n．这说明对于（6-77）形式的解，所有联立方程（即不同n）都化为同一条件（6-78），它实际上确定了上述解对应的本征值E．

总结以上，对一个确定的k值，由（6-77），（6-70），（6-78）我们得到周期场中运动的一个解：
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本征值为：
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在（6-79）中我们选定了归一化因子
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N表示原胞总数［应用（6-73）可以简单验证（6-79）满足归一化条件］．显然，如果k增加倒格子矢量，完全不影响（6-79）、（6-80），因此，和讨论简约波矢时一样，可以把k限于简约布里渊区．

很容易验证，（6-79）实际上为一布洛赫函数，因为（6-79）可以改写成
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括号内如x增加格矢量Rn
 ＝n1
 a1
 ＋n2
 a2
 ＋n3
 a3
 ，它可以直接并入Rm
 ，结果并不改变连加式的值，表明括号内是一周期性函数．

考虑到周期性边界条件
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以及k的范围，我们立刻看到，共得N个如（6-79）形式的解，正如一般简并微扰计算的结果一样，它们和N个原子波函数φi
 （x－Rm
 ）间存在幺正变换的关系．对应于准连续的k值（6-82），E（k）将形成一准连续的能带．因此以上的分析说明，形成固体时，原子态将形成一相应的能带，其布洛赫波函数是各格点上的原子波函数φi
 （x－Rm
 ）的线性组合．

作为一个简单的例子，我们具体讨论简单立方晶体中，由原子s态φs
 （x）形成的能带．

先考查能量公式（6-80）中的
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 和φs
 （ξ）表示相距为Rs
 的两格点上的波函数，显然积分只有当它们有一定相互重叠时，才不为0．重叠最完全的是Rs
 ＝0，我们将用J0
 表示，
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其次是Rs
 为六个近邻格点：
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对于球对称的s态波函数，J（Rs
 ）只决定于格点间的距离｜Rs
 ｜，因此，对（6-84）所列的各近邻，J（Rs
 ）是有相同的值，简单表示为
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如忽略近邻以外的J（Rs
 ），能量函数（6-80）可以写成
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代入（6-84）的各近邻的Rs
 ，就得到
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立方晶格的布里渊区是如图6-22所示的立方．由（6-86）得到在O，A，C点的能量为：
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图6-22　立方晶格的布里渊区

[image: alt]


很明显，O，C分别对应带底和带顶．能带和原子能级的关系如示意图6-23所示．特别值得注意，带宽决定于J1
 ，而J1
 的大小又主要决定于近邻原子波函数之间的相互重叠，它们重叠愈多，形成的能带也就愈宽．

图6-24表示，对应原子的各不同量子态i，在固体中将产生一系列相应的能带．图中特别表示出，愈低的能带愈窄，愈高的能带愈宽．这是由于，能量最低的带对应于最内层的电子，它们的电子轨道很小，在不同原子间很少相互重叠，因此，能带将较窄．能量较高的外层电子轨道，在不同原子间将有较多的重叠，从而形成较宽的带．
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图6-23　原子能级和能带
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图6-24　原子能级和能带

6-6　准经典运动

前面各节主要讨论了电子在晶体周期场中运动的本征态和本征值．对本征态和本征值的了解是研究各种有关电子运动问题的基础．例如，只要知道了电子在固体中的能级（本征值），就可以根据统计物理的一般原理，具体讨论有关电子统计的各种问题，下面两章中金属电子的热容量和半导体电子的热激发的讨论就是这方面的重要实例．又如，分析各种各样涉及电子的量子跃迁的问题都需要首先了解电子的本征值和本征态．光吸收问题和电子散射问题都是这方面的重要实例．

还有一类重要的问题，特点是电子运动可以近似当作经典粒子处理．一般的输运过程问题，如电、磁场中各种电导效应都属于这一类型．这一节将着重在前几节的基础上介绍这种准经典运动的一些基本概念和规律．

（1）波包和电子速度

在讨论量子力学和经典力学的联系时，我们都知道，可以把德布罗意波组成波包，波包的运动表示在一定限度内运动具有粒子的特点．

在晶体内，可以用布洛赫波代替德布罗意波组成波包．由于波包包含能量不同的本征态，必须考虑到时间因子，把布洛赫波写成
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其中uk
 （x）为周期函数．把与k0
 相邻近的各k′状态叠加起来就可以组成与量子态k0
 相对应的波包．为了得到较稳定的波包，k′必须很接近于k0
 ，如果把k′写成
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则k必须很小．（6-88）中的E（k′）按k展开可以只保留到线性项，
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组成波包时k将限在下列范围内
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这样，根据（6-88），（6-89），可以写出下列波包函数：

[image: alt]
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在上式中忽略了uk
 （x）随k的变化，把它写成uk0

 （x）提到积分之外．［当然也可以把uk
 （x）按k展开，但波包的主要贡献来自首项uk0

 （x）．］

为了分析波包运动只需要分析[image: alt]
 完成（6-92）中的积分得到
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其中
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 等具有如图6-25所示形式，说明波函数主要集中在线度为[image: alt]
 的范围内，中心在u＝v＝w＝0，即
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上式表明若把波包看做一个准粒子，则速度
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图6-25　波包

我们记得∆必须很小，由于一个布里渊区的线度为1/a（a≈原胞的线度），参考E（k）在布里渊区中的变化，可以看到，一般必须要求
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这表明[image: alt]
 即波包必须远大于原胞．因此，在实际问题中，只能在这个限度内把电子看做准经典粒子（例如在输运过程中，只有当自由程远远大于原胞的情况下，才可以把电子看做一个准经典粒子）．

我们注意到（6-93）波包函数中还有一个因子[image: alt]
 它是以原胞为周期的函数，所以它的影响如图6-25虚线所示，只是给波包附加一定的细致结构而并不影响整个波包的基本形状．

我们将认为（6-96）式表示把处在k0
 状态的电子看做准经典粒子时的速度．实际上，可以证明（6-96）严格等于电子速度在k0
 态的平均值．

作为一个简单例子，考查一下一维能带的E（k）图（图6-4），在能带顶和能带底，E（k）为极值，斜率dE/dk为0，所以在带底和带顶电子速度为0，在能带中d2
 E/dk2
 ＝0处，速度的数值最大．这种情况和自由粒子速度总是随能量增加而单调增加是显然不同的．

（2）在外力作用下状态的变化和准动量

如果有外力F作用在电子上，显然在dt时间内，外力对电子将作功，其值为
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电子的能量也必有相应的变化．由于电子能量E（k）决定于状态k，这说明在外力的作用下，状态k必须有相应的变化dk，并且根据功能原理得
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由（6-96）∇k
 E＝hvk
 ，代入上式得
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从而得出结论，[image: alt]
 和F的平行于vk
 的分量是相等的，当外力F与速度垂直时，显然不能再用功能原理来讨论电子状态的变化．但是实际上可以证明，在垂直速度的方向，[image: alt]
 和F的分量也相等，因而有如下等式
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（6-99）是有外力作用时运动状态变化的基本公式．它和牛顿定律具有相似的形式，其中hk取代了经典力学中的动量．由于准经典运动中，以及在一些其它方面，hk具有类似于动量的性质，因此常称为准动量．但是应当注意，布洛赫波并不对应于确定的动量（即不是动量的本征态），而且k也不等于动量算符的平均值．

（3）加速度和有效质量

速度
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是k的函数，既然上节得到了k在有外力作用时的变化，就可以直接写出在外力下加速度的公式

[image: alt]


若用分量表示，则
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（6-101）具有类似于牛顿定律
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的形式，只是如今一个张量代替了[image: alt]
 如选坐标轴沿张量的主轴方向，则只有α＝β的分量不为0，这时加速度公式（6-101）可以写成：
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其中
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（6-102）更明显地表示出和牛顿定律的相似性．（6-103）在主轴坐标系中定义了所谓有效质量张量：
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由于有效质量是一个张量，一般说来，加速度和外力的方向是不同的．

还应当注意，有效质量并不是一个常数，而是k的函数．有效质量不仅可以取正值还可以取负值．有很重要意义的是：在一个能带底附近，有效质量总是正的；而在一个能带顶附近，有效质量总是负的．能带底和能带顶分别代表E（k）函数的极小和极大，因此分别具有正值的和负值的二级微商．

用前节简单立方晶体的能带
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为例，显然，在任何点，有效质量的主轴都是沿x，y，z轴，
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我们看到，它们和积分J1
 成反比，因此，原子相距愈远，J1
 愈小，有效质量也就愈大．

能带底位于k＝0，在（6-105）中令k＝0，得有效质量
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能带顶在布里渊区的下列八个点：
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代入（6-105）得
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在这个例子中，能带底和能带顶的有效质量都是各向同性的，可以归结为一个单一的有效质量，而与方向无关，这是立方对称晶体中x，y，z轴完全等价的结果．

6-7　导体、绝缘体和半导体的能带论

虽然所有固体都包含大量的电子，但有的具有很好的电子导电的性能，有的则基本上观察不到任何电子导电性．这一基本事实曾长期得不到解释．在能带理论的基础上，首次对为什么有导体、绝缘体和半导体的区分提出了一个理论上的说明，这是能带论发展初期的一个重大成就．也正是以此为起点，逐步发展了有关导体、绝缘体和半导体的现代理论．

（1）满带电子不导电

如果取布洛赫函数
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所满足的波动方程
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的复共轭，就得到具有相同本征值的[image: alt]
 而
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它正是-k态的布洛赫函数．因此，k和-k态具有相同的能量
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从而得到，k和-k态具有相反的速度
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这是因为根据（6-106），在k和-k处E（k）函数具有相等但相反的斜率．

在一个完全为电子充满的能带中，尽管就每一个电子来讲都荷带一定的电流-ev，但是k和-k状态的电子电流-ev（k）和-ev（-k）正好相抵消，所以总的电流等于0．
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图6-26　充满的能带中的电子运动

即使有外电场或外磁场，也不改变这种情况．以一维能带为例，如图6-26，看一下有外电场的情形．横轴上的点子表示均匀分布在k轴上的各量子态为电子所充满．在电场E作用下，电子受到作用力
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所有电子所处的状态都按
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变化，换句话说，k轴上各点均以完全相同的速度移动，因此并不改变均匀填充各k态的情况．在布里渊区边界A和A′处，由于A′和A实际代表同一状态，所以从A点移动出去的电子实际上同时就从A′移进来，保持整个能带处于均匀填满的状况，并不产生电流．

（2）导体和非导体的模型

部分填充的能带和满带不同，在外电场作用下，可以产生电流．图6-27表示一个部分填充的能带和相应的E（k）图，电子将填充最低的各能级到图示的（横）虚线，由E（k）图中虚线以下部分看出，由于k和-k对称地被电子填充，总电流抵消．但在外场所施力F作用下，整个电子分布将向一方移动，破坏了原来的对称分布，电子电流将只是部分抵消，因而将产生一定电流，如图6-28所示．
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图6-27　部分填充的能带
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图6-28　外场改变对称分布

在上述考虑的基础上，对导体和非导体提出了如图6-29所示的基本模型：在非导体中，电子恰好填满最低的一系列能带，再高的各带全部都是空的，由于满带不产生电流，所以尽管存在很多电子，并不导电；在导体中，则除去完全充满的一系列能带外，还有只是部分地被电子填充的能带，后者可以起导电作用，常称为导带．
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图6-29　导体和非导体的能带模型

我们知道除去良好的金属导体以外，还有具有一定导电能力的半导体．根据能带理论，半导体和绝缘体都属于上述非导体的类型．就如在第八章中还将仔细讨论到的，半导体的导电性往往是由于存在一定的杂质，对于能带填充情况有所改变，使导带中有少数电子，或满带缺了少数电子，从而导致一定的导电性．即使半导体中不存在任何杂质，也会由于热激发使少数电子由满带热激发到导带底产生所谓本征导电．激发电子的多少与图所示的禁带宽度密切有关．半导体和绝缘体的差别就在于半导体有较窄的禁带，因此具有不同程度的本征导电性，绝缘体则具有较宽的禁带，激发电子数目极少，以至没有可察觉的导电性．

（3）几个实例

首先举碱金属为例，碱金属具有体心立方晶格，每个原胞有一个原子．设想晶体由N个原子组成．碱金属元素的原子，除去内部的各满壳层，最外面的ns态有一个价电子．根据紧束缚近似与各满壳层的原子态对应有相应的能带，而且每个能带能容纳正、反自旋的电子2N个，这样原来填充原子满壳层的电子正好充满相应的能带，与外面ns态对应的能带也同样可以容纳2N个电子．然而，N个原子的N个价电子只能填充能带的一半．因此，在这种情况下，应形成导体，起导电作用的只是最外面的价电子．实际上，我们知道碱金属正是最典型的金属导体．

其次再考虑二价的碱土金属，它们和碱金属相似，只是最外面有两个在s态的价电子．按照上面关于碱金属的讨论，似乎N个原子的2N个价电子应正好填满相应的能带，形成非导体．实际上它们是金属导体．这是由于，在这些晶体中，与s态对应的能带和上面的能带发生重叠，2N个电子尚未充满相应能带，就已开始填入更高的能带，结果成为导体．在讨论X射线发射谱时就已经看到，X射线谱分布明显地表明在这种情况下确实发生了能带间的重叠．

最后讨论一下金刚石、硅、锗等ⅣB元素所形成的金刚石结构晶体的能带情况．我们将较粗略地从紧束缚近似出发说明它们的能带的基本状况．ⅣB元素最外面是一个s态和三个p态组成的壳层，在这个可以容纳8个正、反自旋电子的壳层中有4个价电子．在金刚石结构中，每个原胞包含2个原子，由它们各自的一个s态和三个p态合起来共可以组成2×4＝8个能带，在N个原胞的晶体中每个能带可以容纳2N个正、反自旋电子．具体的分析证明，这8个能带可以划分为上下两组各包含4个能带，它们之间隔着有一定宽度的禁带．晶体中共有8N个价电子，正好填满下面4个能带，上面4个能带是完全空的，在空带和满带之间隔有禁带，因此形成典型的非导体．实际上，我们知道，金刚石是典型绝缘体，硅和锗是典型的半导体．

由以上可见，由于实际上往往发生能带重叠，而且，原子能级和能带之间常常不是简单的一一对应，只有对实际能带结构有了仔细具体的了解，才能认真分析电子填充能带的情况，不可能仅仅按一般原理作出关于一个固体是导体或非导体的结论．

（4）近满带和空穴

满带一旦缺了少数电子就会产生一定导电性．这种“近满带”的情形在半导体问题中有着特殊的重要性．本节着重介绍“空穴”的概念，这个概念的引入大大便利了处理有关“近满带”的问题．

为了说明空穴的概念，假设满带上只有在一个状态k没有电子．设I（k）表示在这种情况下整个近满带的总电流．我们假想在空的k态中放入一个电子，这个电子所荷电流应当是
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但是，放入这个电子后，能带被完全充满，因此，总的电流应为0，从而得到
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或
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（6-109）表明，近满带的总电流就如同是一个带正电荷e的粒子，它的速度为空状态k的电子速度v（k）所引起．

我们再进一步考查电磁场的作用．仍旧设想在k状态放入一个电子形成满带．由于有电磁场存在时，满带电流仍保持为0，（6-108）和（6-109）在任何时刻t均保持成立，因此，可以对t求微商，得
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作用在k状态电子的外力为
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因此，引入有效质量就可以把（6-110）式中加速度直接以外力表示出来：
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实际上遇到的空状态k往往是在满带顶附近的，有效质量m*
 为负值，所以上式又可写成
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我们注意大括号内恰好是一个正电荷e在电磁场中受的力．所以在有外电磁场时，近满带的电流的变化，就如同一个带正电荷e和具有正质量｜m*
 ｜的粒子．

因此，我们得到结论：当满带顶附近有空状态k时，整个能带中的电流，以及电流在外电磁场作用下的变化，完全如同存在一个带正电荷e和具有正质量｜m*
 ｜、速度v（k）的粒子的情况一样．这样一个假想的粒子称为空穴．空穴概念的引入使得满带顶附近缺少一些电子的问题和导带底有少数电子的问题十分相似．这两种情况下产生的导电性分别称为空穴导电性和电子导电性．前面所讲，由于少数电子由满带激发到导带所产生的本征导电便是由相同数目的电子和空穴所构成的混合导电性．


第七章　金属电子论

20世纪初，在经典理论基础上，对金属的导电、导热等基本现象提出了系统的微观理论（特鲁德—洛伦兹理论），成功地说明了欧姆定律、热导和电导间的联系（维德曼—弗兰兹定律）和其它现象，但同时也遇到一些根本性的矛盾，经典电子论假设金属中存在着自由电子，它们和理想气体分子一样，服从经典的玻尔兹曼统计，因此，金属中的自由电子对热容量有贡献，并且大小应和晶格振动热容量可以相比拟．但是实验上并不能查觉金属有这样一部分额外的热容量．从经典理论看，这种情况只能表明电子并没有热运动，从而直接动摇了经典电子论的基础．这个矛盾直到量子力学和费米统计规律确立以后才得到解决，以后在费米统计基础上重新建立起现代的金属电子理论．这一章将首先介绍金属中电子的费米统计规律性，并具体分析电子热容量问题．

电导、热导、温差电、电流磁效应等输运过程，是最明显表现金属特征的一个基本方面，同时，也是金属电子论发展最系统的领域．经典电子论在这方面曾有很大的成就，但是长期不能解释电子具有很长的“自由程”的事实（按经典理论分析，电子自由程近似等于几百个原子间距）．正是为了解决这个矛盾，结合量子力学的发展，开始系统研究电子在晶体周期场中的运动，从而逐步产生了能带论．按照能带论，在严格周期性势场中，电子可以保持在一个本征态中，具有一定的平均速度，并不随时间改变，这相当于无限的自由程．实际自由程之所以是有限的，则是由于原子振动或其它原因致使晶体势场偏离周期场的结果．能带论不仅这样解决了经典理论的矛盾，并且为处理电子运动以及电子自由程问题提供了新的基础．在费米统计和能带论的基础之上，逐步发展了关于输运过程的现代理论．本章将主要通过讨论电导的问题来介绍关于输运过程的一些基本概念和理论方法．

7-1　费米统计和电子热容量

一般的金属问题往往主要只涉及导带中的电子，因此，下面的讨论只考虑导带中的电子．

（1）0K的极限

先讨论最简单的极限情况T→0K．

[image: alt]


图7-1　电子填充k空间

按经典理论，在这个极端，如果没有外界影响，所有电子速度等于0．而在量子理论中，根据泡利原理，电子将依次从导带底向上填充各量子态．根据能带论，电子运动状态由k标志，电子填充各量子态的情况可以在k空间表示如图7-1．图7-1中斜线部分表示被电子填充的状态．从导带底（k＝0）算起，电子能量最高达E0
 ，E＝E0
 表示这样一个等能面，其中包括的量子态正好等于电子总数．在实际金属中E0
 一般是几个电子伏．例如，对于“近自由电子”
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等能面为球面，如图7-2：
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图7-2　“近自由电子”
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E0
 面所包围的体积为
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包含状态数为
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上式又可以写成
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代入[image: alt]
 就得到
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这种情况和经典理论的设想有很大的区别．经典理论以电子具有动能≈kT的热运动为基础，而在量子理论中，即使在T→0K极限，电子也有远远更为强烈的运动，速度v≈108
 cm/s．

随着T自0K上升，电子将受到“热激发”，由于E0
 等能面以内状态已填满，电子的“热激发”只能是从E0
 等能面以内的状态转移到E0
 等能面以外的状态．“热激发”的具体状况正是下面所要讨论的费米分布函数的内容．

（2）费米分布函数

前面已经指出，能带理论是一种单电子的近似，每一个电子的运动被近似看作是独立的，具有一系列确定的本征态，由不同的波数k标志（如果不是限于导带，则必须由一个能带标号i和波数k来标志）．这样一个单电子近似描述的系统的宏观态就可以由电子在这些本征态间的统计分布来描述．对于系统的平衡态，费米统计的基本原理归结为一个完全确定的所谓费米统计分布函数
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它直接给出能量为E的本征态被一个电子占据的概率．费米函数只包含一个参数EF
 ，EF
 由系统的具体情况决定，具体讲，EF
 可以由系统中电子总数N决定如下：
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连加式表示对系统所有的本征态相加．EF
 具有能量的量纲，常常称为费米能级（它并不代表一个电子本征态的能值），它实际上等于这个系统中电子的化学势．

费米分布函数f（E）具有图7-3所示的形式．我们注意，当E＝EF
 时，f（E）＝1/2．
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图7-3　费米分布函数

当E比EF
 高几个kT以上时，
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表明这样的本征态基本上是空的；而当E比EF
 低几个kT时，
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如图所示，f（E）在EF
 上下几个kT的范围内由1降为接近于0．在T→0K的极限，这个转变的区域将无限地变窄；所有E＜EF
 的本征态将完全填满，所有更高的状态都是空的．和前节对比表明，在0K极限
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也就是说，在0K的极限EF
 就是电子填充的最高能级．
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图7-4　费米面和热激发

k空间中费米分布的情况可以示意地表示如图7-4：左边为0K的情形；右边为温度提高到有限温度T的情况，虚线间的区域表示部分为电子填充的状态，这个区域应包括等能面E＝EF
 上下几个kT的能量范围．更确切地表达，体积dk内包括
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个量子态，因此，统计平均的电子数应等于
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所以，2Vf（E（k））给出电子在k空间的统计分布密度．在E（k）＝EF
 的等能面附近几个kT的范围内，分布密度由完全填充的最高密度2V降为接近于0．在k空间，E＝EF
 等能面常称费米面．在自由电子近似中费米面是球面，而实际金属的费米面形状往往与球面有比较大的差别，而金属的很多性质直接与费米面的形状有关．

费米分布具体给出了电子“热激发”的情况．图7-4从0K→T费米分布的变化表明，部分能量低于E0
 的电子得到了数量级为kT的热激发能而转移到E0
 以外的能量更高的状态．
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图7-5　能态密度和电子按能量分布

在平衡状态的统计问题中，往往只需要知道电子的能量分布状况．对于这样的问题，可以不必考虑k空间中的统计分布，而更简便地应用能态密度函数N（E）的概念：在E－E＋dE内的量子态数目为N（E）dE，根据费米分布函数可以直接写出统计平均电子数为
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所以f（E）N（E）具体概括了系统中电子按能量的统计分布，它一方面决定于体现费米统计分布的f（E），另一方面决定于晶体本身的能态密度函数N（E），如图7-5所示．

（3）EF
 的确定

已经看到在0K的极限，
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一般来说，E0
 应由下列关系式决定：
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对于有限的温度，EF
 必须根据（7-5）的条件确定．应用能态密度函数，可以把（7-5）写成
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现在引入一个函数
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Q（E）表示E以下量子态的总数．对（7-12）的右方进行分部积分，并引用Q（E）得到
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前一项显然等于0，因为当E→0，Q（E）为0；当E→∞，f（E）按[image: alt]
 趋于0．因此
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写成这个形式是为了利用[image: alt]
 函数的特点来进行近似的积分．由（7-4）得到
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这个函数的特点是它的值集中于EF
 附近kT的范围内，并且是E－EF
 的偶函数，如图7-6所示．同一图上也表示出f（E）函数，f（E）的变化主要集中在EF
 附近的区域，因此[image: alt]
 只有在这个区域内才有显著的值．所以[image: alt]
 具有类似于δ函数的特征，这表明（7-14）的积分贡献主要来自E≈EF
 附近．因此，我们一方面可以把下限写成-∞而不影响积分值，
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图7-6　[image: alt]
 的特点

另一方面把Q（E）在EF
 附近展开为级数
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下面将看到，实际只需要考虑到二次项即可，把（7-17）代入（7-16）得到
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上式第一项积分显然为［f（-∞）－f（∞）］＝1，第二项由于[image: alt]
 为（E－EF
 ）的偶函数而等于0，根据（7-15），并引入积分变数

[image: alt]


结果得到
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其中定积分
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因此
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令T→0K得到
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根据（7-11）、（7-13），
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对比以上二式，再一次看到T→0K时EF
 ＝E0
 ．

对于一般温度，可以把（7-19）右方第一项在E0
 附近作为（EF
 －E0
 ）的级数展开．下面将看到，EF
 －E0
 为T2
 项，因此如果只考虑到T2
 项，
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其中，按同样近似我们还把（7-19）中T2
 项的Q″（EF
 ）中的EF
 代以E0
 （这样做只影响T4
 项！）．应用（7-20），可以把（7-21）写成
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根据Q（E）的定义，Q′（E）实际上就是能态密度N（E），所以上式又可以写成：
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对于近自由电子的情况，[image: alt]
 所以
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实际上，上面近似计算积分的方法相当于按（kT/E0
 ）2
 展开为级数，并保留到（kT/E0
 ）2
 项，所忽略的是（kT/E0
 ）4
 以上的高次项．前面指出，一般E0
 为几个电子伏，在室温（kT/E0
 ）仅仅是1％的数量级，所以二次项已经十分微小，EF
 和E0
 十分接近．尽管如此，EF
 随温度的微小变化往往可以有重要的影响．下面可以看到，电子热容量的计算就必须考虑EF
 随温度的变化．

不难定性地了解为什么EF
 随温度变化．先设想EF
 不随温度变化，保持等于E0
 ．有限温度的f（E）表示在E0
 以下的概率将减少，E0
 以上的概率将增加，而且，E0
 上下的增加和减少对E0
 是对称的，如图7-7中两个相似的斜线面积所表示．在这种情况下，例如对于近自由电子的情形，N（E）随E增加，在E0
 以上的N（E）比E0
 以下稍大，这就意味着电子总数将有所增加．所以实际上EF
 略为降低以补偿上述效果，而保持电子总数N不变．
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图　7-7

（4）电子热容量

根据电子的能量分布可以直接写出电子的总能量U：
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我们可以利用和（3）中完全相似的方法近似计算积分．为此，引入
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这个函数表示E以下量子态为电子填满时的总能量．对（7-25）分部积分，得到
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（7-27）的积分形式上和（7-14）完全相似，只是R（E）取代了Q（E），因此可以直接引用（7-21）的结果，把（7-27）写成（7-21）的形式，
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（近似程度也和（7-21）相同，即展开到T2
 项）．

把表示EF
 随温度变化的（7-23）代入（7-28），就得到
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根据R（E）的定义（7-26），
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代入（7-29），（7-29）可以简化为
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根据R（E）的定义，R（E0
 ）等于0K时电子的总能量，则（7-31）的第二项
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表示热激发能．从物理实质来看，这个结果表明在温度T，只有E0
 附近大致为kT的能量范围内的电子受到热激发，激发能≈kT．这是容易理解的，因为热激发电子的数目可以写成N（E0
 ）kT，每个电子获得能量kT，总的激发能应基本上为N（E0
 ）（kT）2
 ，这正是（7-32）的结果．

（7-32）对T求微商就得到电子热容量
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这个量子统计的结果和经典值3k/2相比是十分微小的．为了具体起见，以近自由电子为例，由第六章的能态密度函数公式
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和E0
 的公式（7-3），很容易得到
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则
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它和经典理论值的比值大致为（kT）/E0
 ．可见，对一般温度讲，量子理论值比经典值小得多．这样，电子热容量的矛盾就得到了解决．在量子理论中，电子热容量很小的事实有很简单的解释．大多数电子的能量原来远低于E0
 ，由于受泡利原理的限制基本上不能参与热激发，仅有在E0
 附近kT范围内的电子对热容量才有贡献，而这一部分电子大体上占全部电子的kT/E0
 ．
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图7-8　Fe金属低温热容量

在一般温度下，晶格热容量比电子热容量大得多．但是在低温范围，晶格热容量迅速下降，在低温的极限按T3
 趋于0，电子热容量和T成正比，随温度下降比较缓慢，在液氦温度范围，两者的大小变成可以相比．图7-8表示一个典型的金属低温热容量的实验结果．图中虚线表明实验的热容量可以分解为

和　　　　[image: alt]


两项之和．通过这样的实验，可以具体测定电子热容量γT．

表7-1中给出一些典型的电子热容量的实验测定值．表中所列是对于克分子物质热容量中线性项γT的系数γ．

表　7-1
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很多金属的基本性质主要取决于能量在EF
 附近的电子，从k空间看，也就是在费米等能面E＝EF
 附近的电子，由于这个缘故，研究费米面附近状况有重要的意义．根据以上的分析，电子的热容量正比于N（E0
 ），因此电子的热容量可以直接提供对费米面附近的能态密度的了解．从这个角度看，上表中几个过渡元素α-Mn，α-Fe，Co，Ni具有特别高的电子热容量，反映它们具有特别大的能态密度．这实际上是过渡元素金属的一个基本特点．过渡元素原子的特征是d壳层是不满的，从能带论看，在金属状态，将有未填满的d能带，由于原子的d态本来是比较靠内的轨道，形成晶体时相互重叠应较少，产生较窄的能带，再加上d轨道有5个，形成重叠在一起的能带，这就使得d能带有特别大的能态密度．图7-9是一个过渡元素的能带示意图，我们看到s能带和d能带很大程度上是重叠的，d能带具有大得多的能态密度，过渡金属电子只部分填满d能带，费米能级位于d能带中．

[image: alt]


图7-9　过渡金属能带

7-2　功函数和接触电势

功函数和接触电势是两个很熟悉的基本概念．这一节我们在费米统计的基础上进一步说明在电子论中这两个概念的含义．

（1）热电子发射和功函数

我们知道，热电子发射现象的一个基本规律是发射电流随温度基本上按下列指数规律变化：
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W称为功函数．
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图7-10　金属电子势阱

先回顾一下经典电子论对这个现象的解释．如图7-10所示，经典电子论假设金属中的自由电子可以看作是处在一个恒定的势阱中的自由质点，势阱深度χ表示电子摆脱金属束缚必须作的功．势阱中的电子服从经典统计，速度的统计分布为
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dn是速度在dv＝dvx
 dvy
 dvz
 内的电子密度，n0
 为单位体积电子数．热发射电流可以根据（7-38）按一般分子运动论方法计算．如选x坐标沿垂直发射面的方向，则发射电流可以写成
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对vx
 积分限于沿x方向的动能＞χ的电子，因为只有这样的电子才能最后摆脱金属的束缚发射到体外．完成（7-39）的积分得到
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从经典电子论导出的结果（7-40）成功地说明了发射电流随温度变化的指数规律，并且给予功函数W以明确的解释：
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也就是说，热电子发射的功函数直接给出势阱的深度χ．

量子理论提供的基本图象与经典理论是相似的．经典电子论中的电子相当于导带中的电子，图7-11表示导带中电子的情况，和经典图象对比，导带底与势阱相对应，χ表示导带底的一个电子离开金属必须作的功．
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图7-11　导带电子能量图

同样可以按经典理论的办法，根据电子的速度分布计算热发射电流．为了便于直接对比，我们考虑最简单的情形
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对于这种情形，
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如果考虑单位体积，则在dk＝dkx
 dky
 dkz
 内量子态数目为2dk，根据（7-43），把k转换成变量v就得到在dv内量子态的数目为
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再乘以费米分布函数f（E）得到dv内统计平均电子数
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（7-45）是和经典的麦克斯韦分布相对应的量子统计的速度分布公式．

由于热发射电子的能量[image: alt]
 必须高于χ，[image: alt]
 实际上将远远大于kT，（7-45）中可以略去分母中的1，写成：
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根据（7-46）计算发射电流和经典理论的计算完全相似．实际上，由于（7-46）和（7-38）的差别只在于前面因子的代换
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由（7-47）可以从经典的结果（7-40）直接写出量子理论的结果：
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量子统计的结果（7-48）同样给出发射电流指数式的温度依赖关系，但是，对功函数给出了不同于经典理论的解释：

[image: alt]


（2）不同金属中电子的平衡和接触电势
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图7-12　接触电势

任意两个不同的导体A和B相接触，或以导线相联结时，就会带电并产生不同的电势VA
 和VB
 ，称为接触电势．图7-12示意地表示出这种情况．在图7-13中画出A，B两金属的能量图，其中特别表示出它们的功函数WA
 和WB
 以及相应的费米能级．功函数WA
 和WB
 不同直接反映了两金属的费米能级的高低不同．由于费米能级代表着电子的化学势，当A，B通过直接接触或通过导线可以交换电子时，就会发生从化学势高到化学势低的电子流动．按图7-13的情形，电子将由A流到B，使A表面带正电，B表面带负电，从而使它们产生静电势
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图7-13　金属的能级图和功函数

在这种情况下，金属A和B中的电子将分别产生附加的静电势能：
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从能级图看，这表现为A的整个能级图下降-eVA
 ，B的能级图向上升-eVB
 ，结果使A和B的费米能级相接近以致拉平，如图7-14所示．一旦达到图7-14的情况，两边的电子化学势变为相等，电子将不再流动，换一句话说两个系统达到平衡．这种平衡情况的电势差VA－VB就是A，B的接触电势差．由图7-14直接得到接触电势差和功函数间的关系：
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图7-14　接触电势差和功函数

或

[image: alt]


（7-52）这个基本关系式很直接地表现出接触电势差产生的机构，两个导体依靠产生接触电势差补偿原来它们之间费米能级的差别，从而使电子达到统计平衡．

7-3　分布函数和玻尔兹曼方程

我们首先讲解，用分布函数解决输运过程问题的一般方法，然后进一步具体讨论关于电子散射的微观理论．

以前讨论的费米分布函数是讲统计平衡状态，相当于经典统计中的麦氏分布．例如，麦氏分布告诉我们在dv内的粒子数：
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其中，fM
 为麦氏速度分布函数．这里，结合能带情况，我们以k标志运动状态，在dk内状态数目为2Vdk，用f0
 （E，T）表示费米函数，那么在dk内电子数就等于

[image: alt]


如果我们考虑单位体积内的电子数，则可以令V＝1，
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这种分布可以形象地表示为在k空间的密度分布，如图7-15，平衡分布时的电流，显然等于0．具体讲由于E（k）＝E（-k），分布密度2f0
 （E（k），T）对于k，-k是对称的，而它们的电流-ev（k），-ev（-k）相反，因此恰好抵消．
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图7-15　电子在k空间的分布

在加上一个恒定外场E时，实际上，很快会形成一稳定电流密度j，服从欧姆定律：
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这稳定电流实际上反映，在恒定外场作用下，电子达到一个新的定态统计分布．这种定态分布也可以用一个与平衡时相似的分布函数f（k）来描述：按一般分子运动论方法，把单位体积内电子按运动分类，在dk内的电子数为
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它们的速度可写成v（k），因此，它们对电流密度贡献为

[image: alt]


积分可得到总的电流密度
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因此，一旦确定了分布函数f（k），就可以直接计算电流密度．

通过这种非平衡情况下的分布函数来研究输运过程的方法，就是所谓分布函数的方法．

为了对于确定非平衡分布函数的主要因素有一个初步的了解，我们粗略地分析一下，在存在电场时如何形成非平衡的分布．我们知道，在简单的电子理论中，解释欧姆定律的主要物理基础是：

（i）电子在电场E作用下加速；

（ii）电子由于碰撞失去定向运动．

用分布函数的方法分析问题，所依赖的物理基础也是一样的．如能带论中所证明，在E作用下，所有电子的状态变化如下：
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这说明，在电场作用下，整个分布将在k空间以上述速度移动，这样原来对称的分布就将偏向一边，从而形成电流．另一方面，电子碰撞的效果是使分布恢复平衡（在没有外场时，正是靠了碰撞，使系统保持平衡分布，就如同气体分子保持麦氏分布是碰撞的结果一样）．在最简单的欧姆定律理论中，我们假定，电子有一定的碰撞自由时间τ，而且，一旦遭受碰撞就完全丧失在电场中所获得的定向运动．在考虑k空间分布时，也可以仿照这种粗略考虑，先人为地设想，所有电子都在τ时间一齐遭受碰撞，结果使分布回到平衡状态．按这样的假想，分布就将如图7-16所示，由1移至2，经碰撞又跳回1，这样周而复始．2偏离的距离就是τ时间内，分布所移动的距离[image: alt]
 当然，这样并没有形成稳定的分布．实际上，电子的碰撞是在不同时刻不断发生的，就会达到稳定的分布．但是，根据上述的设想，仍旧可以对定态分布偏离平衡的大致情况，甚至偏离的程度[image: alt]
 得到一个初步的概念．
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图　7-16

通过分布函数来研究输运过程，可以一般地概括成为一个关于分布函数的微分方程——玻尔兹曼方程．

玻尔兹曼方程是从考查分布函数如何随时间变化而确立的．分布函数的变化有两个来源：

（1）由外界条件所引起的统计分布在k空间的“漂移”

例如，在存在恒定电场E，磁场H时，电子的状态，将按下列规律变化：
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分布函数相应的变化，最方便是通过几何的方式来分析，把2f（k，t）看成是k空间中流体的密度，dk/dt便是流体各点的流速．根据流体力学的连续性原理，就可以写出：
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代入dk/dt的具体表达式（7.57），就看到第二项为0，即
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因此，由电磁场引起的变化为：
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这一结果的涵义极简单，为了得到在k点f经过δt发生的变化，只需要注意，在（t＋δt）到达k的粒子，在t时刻尚在[image: alt]
 因此，可以由对比同一时刻t，在k和[image: alt]
 的f值得到δf：
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这个结果显然和（7-58）相同．由于f的变化完全是f由一点“漂移”到另一点的结果，因此，上述变化常称为漂移项．

在更为广泛的问题中，例如，在有温度梯度存在时，分布函数将与地点有关．因此分布函数应写为：
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问题仍旧可以用几何方法分析，但是必须采用由k和r组成的相空间，流速除去沿k坐标的dk/dt的分量以外，还有沿r坐标的dr/dt＝v（k）分量．这样可以得到形式上和上述类似的漂移项：
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（2）碰撞项

由于晶格原子的振动，或者是杂质的存在等具体原因，电子不断地发生从一个状态k到另一个状态k′的跃迁．这种运动状态的突变和分子运动论中一个分子遭受碰撞由速度v变为另一速度v′的情况完全相似．电子态的这种变化常称为散射．一般我们可以用一个跃迁概率函数
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来描述单位时间由状态k→k′的概率．需要指出，我们将只考虑自旋不变的跃迁，因此Θ（k，k′）表示由一个状态，跃入另一个和它自旋相同的态的概率．这种频繁的跃迁显然将引起分布函数的改变．具体考虑在dk内的粒子数为
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一方面这些粒子将由于向所有其它状态k′跃迁而减少，在δt时间内跃迁到dk′所包含的状态中的数目为
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其中dk′表示在dk′内具有一定自旋的状态数目（注意V＝1，而且自旋只能是一种，或正，或反，因此，2Vdk′现在写成dk′）；（1－f（k′，t））表示k′状态未被占据的概率，显然只有这些状态是空的时候，才能容许dk内的粒子跃迁进来．把上式对所有状态k′积分，就得到由于跃迁而失去粒子的总数为
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另一方面，还由于从所有其它状态跃迁到dk中来的粒子，使dk内粒子数增加．这一部分的表达式显然可以通过把前式中积分内函数的k和k′对调直接写出来：
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以上两项之差就是在δt时间内，dk内粒子数2f（k，t）dk的变化，因此得到

[image: alt]


其中，δf为由于散射引起f的变化，另外引入：
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写成由碰撞引起f的变化率，则有
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把漂移项和碰撞项都考虑在内，就得到玻尔兹曼方程的一般表达式：
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对于定态问题，例如，恒定的电磁场或温度梯度下的输运过程，f（k，r，t）不依赖于时间t，由[image: alt]
 就得到定态的玻尔兹曼方程：
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下面我们将具体讨论定态的导电问题（例如，我们具体考虑一根均匀导线内的情形）．f将与位置r无关，同时
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这样，玻尔兹曼方程简化为：
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7-4　弛豫时间近似和电导率的公式

碰撞项（b－a）的积分内包含着未知的分布函数，因此，玻尔兹曼方程是一个积分—微分方程式，在一般情况下，不能得到简单的解析形式的解．在实际中，一般都采用近似方法．一个广泛引用的近似方法便是假定碰撞项可以写成下列形式：
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其中f0
 指平衡时的费米函数，τ是引入的一个参量，称为弛豫时间，为k的函数．这个假定的一般根据是考虑到碰撞促使系统趋向平衡态这一基本特点．如果，状态原来是不平衡的，
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（∆f）0
 表示对平衡的偏离，当只有碰撞作用的时候，（∆f）0
 应很快地消失．上面关于碰撞项的假定实际上便是说，碰撞促使对平衡的偏离指数地消失，因为只有碰撞作用时，
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对t积分得到［注意t＝0时，∆f＝f－f0
 ＝（∆f）0
 ］的解是：
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我们看到，弛豫时间τ大致量度了恢复平衡所用的时间．

引入弛豫时间来描述碰撞项后，玻尔兹曼方程变为：
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这个方程的解，即为电场E存在时定态的分布函数f，显然将是E（Ex
 ，Ey
 ，Ez
 ）的函数，我们可以把f按E的幂级数展开：
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f1
 ，f2
 ，…分别代表包含E的一次幂、二次幂、……项．我们注意0级项，实际上表示E＝0时f的值，因此就等于平衡情况下的费米分布函数f0
 ．把（7-67）代入（7-66）得到
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考虑到等式两边E的同次幂的项应该相等，就得到下列决定f1
 ，f2
 ，…的方程：
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从E的一次幂方程得
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由于f0
 只是E（k）的函数，上式又可以写成
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其中我们引用了能带论中基本关系式[image: alt]


我们知道，在一般电导问题中，电流与电场成正比，服从欧姆定律．从一般理论的观点，这相当于弱场的情况，此时分布函数也只需要考虑到E的一次幂，即
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如前面指出，电流密度可以直接由分布函数得到：
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第一项相当于平衡分布的电流，因此等于0，将（7-70）所求得的f1
 代入上式得
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这样，我们就得到了欧姆定律的一般公式．把上式用分量表示，则
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其中
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是电导率二阶张量的分量．

值得指出，根据前面对费米函数的讨论，上式中出现的∂f0
 /∂E表明，积分的贡献主要来自E＝EF
 附近．换句话说，电导率主要决定于费米面E＝EF
 附近的情况．

现在特别讨论一下各向同性的情形，并且假设导带电子基本上可以用单一有效质量m*
 描述，
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由（7-74）得到
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同时，各向同性的情况意味着，τ（k）与k的方向无关，因此在
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的积分中，除去kα
 ，kβ
 以外，其余的因子都是球对称的，只要α≠β积分内函数是奇函数，所以积分后

[image: alt]


同样，由于对称，[image: alt]
 ，因此张量相当于一个标量σ0
 ：
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由于被积函数与k方向无关，采用极坐标对θ，φ积分，则得
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其中积分变量根据（7-74）改用能量E．以前关于包含-∂f0
 /∂E的积分的讨论，如果忽略（[image: alt]
 以及高次项，积分的结果就等于取积分内方括号中函数在[image: alt]
 处的值，
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其中k0
 表示[image: alt]
 时的k值：
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图　7-17

k0
 当然也就是在k空间球形等能面[image: alt]
 的半径，见图7-17．由于等能面内包含状态数为
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应等于电子数N，因此得
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等于金属中的电子密度n，因此，（7-75）可以最后写成
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这个结果和最简单的经典电子论的结果相似，其中弛豫时间代替了经典电子论中的自由碰撞时间，有效质量代替了电子质量m．

7-5　各向同性弹性散射和弛豫时间

上节引入的弛豫时间τ（k）具有复杂的性质，弛豫时间方法的根据如何以及τ本身的大小由什么决定，都很不明显．在这种情况下，考虑一个可以具体导出弛豫时间的特例是很有意义的．晶格完全各向同性而且电子散射（碰撞跃迁）是弹性的情况，正是这样一个特例．

首先，它的能带情况是各向同性的，这就是说，E（k）与k的方向无关，只是k的函数，k空间的等能面是一些围绕原点的同心球面．

其次，散射是弹性的，k只跃迁到相同能量的k′状态，可以表示为：
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另外，由于散射是由晶体引起的，各向同性的要求还意味着，Θ（k，k′）不应依赖于k和k′各自在晶体中的方向，最多只能依赖于它们之间的夹角．

概括地说，跃迁只能发生在同一球形等能面上两点k，k′之间，而且概率的大小只与两个矢径的夹角有关．从这里也可以看出
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（实际上这个关系对一切弹性散射的跃迁都成立，与各向同性没有直接关系，从量子力学看，这是由于两个态间的跃迁矩阵元的平方值是对称的，另一方面它体现了统计物理中的细致平衡原理．）

现在具体考虑玻尔兹曼方程：
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其中，碰撞项具体写出来为
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由于Θ的对称性，积分中f的相乘项互相消掉．仍旧采取按E展开的方法，令
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f0
 代入（7-79）右方碰撞项显然为0，而f0
 代入左方，f1
 代入右方得到一级方程：
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由于f0
 只是E（k）的函数，左端可以写成：
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其中我们考虑了E（k）只是k的函数．选x坐标沿E的方向，方程可以写成
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我们注意左端的形式说明，碰撞项积分出来，必须具有kx
 乘上一个只依赖于k的函数的特殊形式．我们将直接验证，如果f1
 取这样形式的试用解
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其中φ为E的函数，就恰好能满足这一要求［E是k的函数，因此，φ（E）实际是一个k的函数］．

把试用解（7-82）代入碰撞项得到：
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［此处E′表示E（k′）］，如果E′≠E，Θ（k，k′）＝0，因此可以在积分中，以φ（E）代替φ（E′）而不影响结果．又由于φ（E）与k′无关可以提到积分之外，这样就得到
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在这式子里我们首先考虑矢量的积分，然后取它的x分量，这显然不会影响结果．由于k′≠k时，Θ（k，k′）将为0，上面对k′的积分有贡献的实际上完全来自与k同一等能球面上的各点．假若我们采用以k为极轴的极坐标，令η表示夹角，如图7-18，并且把（k′－k）分解为垂直和平行k的分量
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图　7-18

如果环绕极轴积分，由于Θ（k，k′）不变，因它只依赖于η，垂直分量显然将抵消．这就说明，积分中的（k′－k）可以只保留平行分量．而从图中看出，平行分量数值为（k－kcosη），方向与k相反，因此可以写成
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积分中的（k′－k）用这个平行分量代替，碰撞项可以最后写成
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首先，这个结果说明所选试用解
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满足了前面所指出的要求．因为（7-83）中的积分形式上虽是k的函数，但是，由于Θ（k，k′）实际上只依赖于k，k′的夹角η，与它们各自的方向无关，因此，在对k′各方向积分以后，就不再依赖于k的方向，而只是k的函数．这样整个碰撞项便成为kx
 乘上一个k的函数．

另一方面，（7-83）中实际上已直接给出了弛豫时间．我们注意，由于积分前的函数
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所以，上述结果表明碰撞项可以写成
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其中
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这样不仅论证了弛豫时间方法的基本假定，而且具体得到了τ（k）的表达式（7-85）．而引入弛豫时间（7-85）后，一级方程（7-81）成为
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得到
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这个解显然和上节所讨论的一般情况相一致，因此没有必要再进一步讨论．

对τ（k）的表达式再作一点补充说明．我们注意，如果在
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中忽略掉（1－cosη）因子，积分将表示在k状态的电子被散射的总的概率，因而上式表示弛豫时间就是电子的自由碰撞时间．（1－cosη）因子的作用可以这样分析：如果散射是小角度的，即k′和k很接近，η很小，（1－cosη）很小，因此在积分中贡献也就很小；相反地，如果散射角很大，例如η≈π，即k在散射中几乎反向，这时（1－cosη）值最大，因此，这样的散射在积分中贡献也最大．（1－cosη）因子，实际上反映了：各种不同的散射对电阻的贡献不同，小角度散射影响小，大角度散射影响大．这一点，从最简单的电子论也是可以理解的，例如：电子遭受碰撞后，如果运动方向只有很小的改变，那么，它的定向运动可以说在碰撞中并未完全失掉，而是在很大程度上被保留了，这样的碰撞显然对电阻的影响应该是很小的．

7-6　晶格散射和电导

前面指出，电子的碰撞（或散射）是一切输运过程的一个根本的环节．在弛豫时间的方法中，以弛豫时间τ概括了电子碰撞对统计分布的影响．在前节的重要特例中，又导出了弛豫时间和散射概率之间的具体关系式，如果我们能够了解散射的机构并计算出散射的概率，就可以计算τ和电导率．

前面也指出，电子散射机构是在经典理论中未能解决的问题，能带论提供了解决这个问题的前提．在理想的完全规则排列的原子的周期场中，电子将处于确定的k状态，不会发生跃迁，因此，也就没有电阻可言．但是实际上原子并不静止地停留在格点上，由于不断的热振动，原子经常偏离格点，原子偏离格点的影响，可以看作是对周期场的微扰，从而引起电子的跃迁，这种散射机构常称为晶格散射．

首先具体考查在Rn
 格点上的原子，位移为μn
 时将引起怎样的微扰．令V（r）表示一个原子的势场，那么处于格点Rn
 上的原子的场为
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当它位移为μn
 时，我们将假设势场本身并未改变，只是随原子位移了μn
 ，那么势场应写为
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两者相减得到原子位移所引起的势场变化
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其中，我们把V在（r－Rn
 ）点附近按μn
 作级数展开，并保留到一级项．

在晶格振动一章中指出，原子的热振动采取格波的形式．我们将具体考虑简单格子的情况，这种情况下只有声学波．并以弹性波近似代替声学波．原子的位移μn
 用如下形式表示，
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式中e是表示振动方向上的单位矢量，A为振幅．在各向同性的介质中，波或为横波或为纵波，即
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或
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另外，弹性波具有恒定的速度：
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c是常数，对横波和纵波波速各有不同的值：
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根据（7-86）和（7-87）立刻可以写出由一个格波而引起的整个晶格中的势场变化
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∆H可以看作是一个微扰．根据量子力学微扰理论的结果，这样一个随时间变化的微扰，将引起本征态之间的跃迁．根据（7-88），从k到k′的跃迁概率可写成：

[image: alt]


我们注意，式中δ函数说明，电子能量在跃迁中是不守恒的（或者说，电子被格波的散射不是完全弹性的）：

或　　　　[image: alt]


电子能量的增减显然来自晶格振动，而hν正是格波振动能量的量子（声子）．因此，我们说，晶格的散射总是伴随声子的吸收或发射．

但是，应当指出，声子的能量是极小的，例如，按德拜理论最高声子能量就等于kΘD
 ，对于德拜温度ΘD
 ＝200K，只有1/100eV的数量级，仅仅是费米面上电子能量的千分之几，因此散射接近完全弹性．

现在我们具体考虑决定吸收和发射概率的矩阵元：
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其中，我们把归一化的函数写成

[image: alt]


N为我们所考虑的有限晶格的原胞数，这样归一化使[image: alt]
 平均值为1/v0
 ，v0
 为原胞体积．我们在各积分中，引入新积分变量
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我们注意，在积分中，周期性函数中的r可以直接为ζ代替，只有指数函数增加一个常数因子[image: alt]
 ．这样矩阵元就可以写成
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其中[image: alt]
 表示原来加式中各项共同的积分，
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可以这样大致估计[image: alt]
 的数值大小：V（ζ）（即原子场）基本上限制在一个原胞大小范围内，因此，以上体积分[image: alt]
 原胞体积V0
 ，而[image: alt]
 平均讲（按所用的归一化）≈[image: alt]
 指数函数≈1，所以积分[image: alt]
 一般地代表了∇V的数量大小．

特别重要的是矩阵元中的连加式
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这个连加式和前章讨论微扰矩阵元时遇到的连加式完全相似．同样的分析证明：如果
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则有
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其他情况，连加式＝0．

上述结果给出跃迁概率不等于零的条件．首先，只考虑Kn
 ＝0的情形，即
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的情形．我们记得，±符号分别对应于吸收和发射声子的跃迁．（7-94）乘上普朗克常数，得到
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它表示了跃迁过程中准动量守恒关系：在吸收声子的过程中，电子的准动量由hk变为hk′，正好增加一个声子的准动量hq；在发射声子的过程中，电子的准动量则是减少一个声子的准动量hq．

应当注意，只要存在q能满足（7-94），Kn
 ≠0的条件是无需考虑的．因为把（7-94）改写成
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只要（k′－k）是一个在布里渊区内的矢量，满足上式的q是存在的．在这种情况下，（k′－k）再加上一个倒格矢-Kn
 ，必然在布里渊区之外，所以，
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的条件是无从满足的．

只有当k′，k的数值相当大，而且散射角（即k′，k′夹角）也相当大，以致（k′－k）已经落在布里渊区之外，如图7-19所示，这时（7-94）已无从满足．在这种情况下，总可以找到一定的Kn
 （而且是唯一的），使k′－k－Kn
 回到布里渊区之内（见图7-19），从而确定满足（7-93）的q值．
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图7-19　电子准动量的改变和声子准动量

[image: alt]


图7-20　声子的吸收和发射

现在我们总结一下以上关于跃迁概率的结果，并进一步讨论弛豫时间和电导率．为了明确起见，我们考虑各向同性的情况，并且，把散射近似看做是弹性的．这样，k状态的电子只能跃迁到同一等能面上的各状态k′，如图7-20所示．每一个这样的跃迁k→k′，可以通过吸收也可以通过发射声子实现，声子的q见图［这里假设（k′－k）在布里渊区内，所以q由（7-94）决定］．由于对应于每一个q实际上存在一个纵波，两个横波，因此，对于一定的跃迁k→k′，无论吸收或发射声子都可以由这三个独立振动引起．如果以Aj
 和ej
 （j＝1，2，3）分别标志它们的振幅和振动方向，归纳（7-89）、（7-91）、（7-93），相应的跃迁概率可以写为
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其中±表示吸收和发射的情况，由于忽略了声子的能量，所以概率的表达式对吸收和发射形式上相同，只是有关格波的q是相反的［q＝±（k′－k）］．

振幅的平方平均值可以由平均热振动能写出．振动位移
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对时间求微商，可以直接写出原子的动能
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M为原子质量．对时间求平均，正弦项等于1/2，考虑到所有N个原子得到振动动能等于
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在足够高的温度下（＞德拜温度ΘD
 ），应用经典的能量均分定律上式应等于[image: alt]


（k为玻尔兹曼常数），从而得到
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其中，我们把振动频率ν以弹性波速表示
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把振幅表达式（7-97）代入概率公式（7-96），并且将吸收和发射三种振动声子的概率都加在一起，得到由k→k′的总跃迁概率
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其中为了下面数值估计的方便，我们引入了一个平均的弹性波速[image: alt]
 上式中的加式我们用J2
 表示，
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如前节的一般讨论所指出，对于各向同性的晶体模型，J表示在E等能面上的散射，它只决定于散射角η．对它的数值也可以作粗略的估计：已经指出[image: alt]
 一般反映原子场V的梯度的大小，而[image: alt]
 对于费米面上的电子，数量级≈1/a（a为原胞的线度），所以
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反映原子场在整个原胞内变化的幅度，因此粗略估计，J应当是几个电子伏的数量级．

把概率的表达式（7-99）、（7-100）代入上节弛豫时间的公式（7-85），得到
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（应当注意，前节一贯地考虑V＝1，因此，在本节结果用于上节的公式时，也应取V＝1，这就是说，公式中的N应表示单位体积内所包含的原胞数）．在积分中，我们改换以能量E′代替k′为积分变数得

[image: alt]


这个弛豫时间的公式包含了两个重要结论：

（i）上式说明1/τ和绝对温度成正比，这就解决了在经典理论中长期得不到解释的，金属电阻与温度成正比的事实．从前面的推导可以看到，一般金属的电阻是由于原子的热振动对电子的散射引起的，散射概率与原子位移的平方成正比，而后者在足够高的温度与T成正比．

（ii）其次，我们注意，在我们所讨论的各向同性情形中，能态密度可以写为：
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从[image: alt]
 的公式看到，它和能态密度成正比．前面曾经指出，根据能带理论，过渡金属的一个重要特征在于d能带有很高的能态密度，上述的结论一般地说明了过渡金属具有高电阻率的事实．

根据J应当是几个电子伏的数量级，不难验证由（7-101）估计的τ值在室温约为[image: alt]
 与从实际金属电阻率估计的值是一致的．

7-7　金属的输运性质

（1）电流的磁效应

考虑在磁场下的电流．由定态玻尔兹曼方程（7-63）和（7-65）式，以及（7-57）式得到
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其中第二项
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物理意义是在零级近似下，磁场使得电子在等能面上运动，不能引起f0
 的变化．将分布函数展开，
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则方程（Q15）可分解为
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在各向同性问题中的应用：霍尔效应．作自由电子近似，
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可得到
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电流密度
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一般情况下上式右端第二项的系数为一张量，令为[image: alt]
 ．在各向同性的情况下，[image: alt]
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其中k0
 ，τ0
 等表示在费米面上的值．电流密度
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假定磁场H沿z方向，电流j沿x方向，则由（Q22）式，
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定义霍尔系数R，Ey
 ＝RHz
 jx
 ，则由（Q23）式得到
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与实验相比，对简单金属相符．对很多二价金属不符，甚至得出正的值．原因是二价金属费米面重叠，面积分为正．

（2）温差电效应

因为是非平衡态，玻尔兹曼分布与地点x有关．定态下玻尔兹曼方程为
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假设是各向同性的，电场和温度梯度都沿x方向，则
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电子的平衡分布是费米分布
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令η＝（E－EF
 ）/kT，则
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令
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则
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Kn
 的计算可以将被积函数在费米能级附近展开求得（参见第7-1节，（3）EF
 的确定）．

温差电效应包括两部分：接触电势差和导体内部产生的电势差．温差电效应的回路通常由两类金属组成，见图F10．在导体内部，jx
 ＝0，由（Q29）式，
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图F10　温差电动势的产生

接触电势差是指没有温差时两种不同金属的费米能级差引起的电势差，因此
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温差电动势
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再利用（Q31）式，得到
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通常引入温差电动势．当T1
 －T2
 很小时，Ξ＝α∆T，
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它称为某一金属的温差电动势．回路的温差电动势Ξ＝αA
 －αB
 ．

可以证明，
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对近自由电子，E（k）＝h2
 k2
 /2m*
 ，v＝hk/m*
 ，
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（为免于混淆，改用kB
 表示玻尔兹曼常数）．室温下，估计α约几个微伏／开．实际上有的金属α高达几十个微伏／开，并且是正的．这是由费米面与布里渊区边界重叠的结果．

（3）电子热传导

比较电流和能流的公式
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可见，只需将电流的表达式中去掉（-e），并将K0
 换成K1
 ，K1
 换成K2
 ，就得到能流公式．由（Q29）式，
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我们考虑的是h与dT/dx的关系，所以将j·（K1
 /eK0
 ）［（Q29）式，取j＝0］与上式相加，得到
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其中κ是电子热传导系数．经过计算，得到电子热传导系数和电导率关系的维德曼—弗兰兹定律，

[image: alt]



第八章　半导体电子论

半导体科学技术是当前重要的尖端部门之一．用半导体制成的各种器件有极为广泛的用途．特别是具有各种功能的晶体管、集成电路和大规模集成电路，对于发展超小型、超高频无线电设备、高速电子计算机等具有重大的意义．另外用半导体材料可以制成探测几微米至几十微米红外线的灵敏元件，对于发展红外线科学技术，特别是红外探测技术也具有很重要的作用．

半导体科学技术是综合性的科学技术，但是，物理学的研究提供了重要的基础．在上世纪就发现了一些半导体的特殊效应，由于近几十年来科学技术发展的需要，这些半导体效应开始被用来制成各种具有特殊性能的器件，从而推动了对半导体进行系统的物理研究．半导体有极广泛的用途，简单地说是由于在半导体内部电子可以做多样化的运动．半导体物理的研究不断揭示出各种形式的电子运动，并逐步阐明了它们的规律性．现在已经在相当的范围内，特别是在半导体科学技术较为成熟的领域，建立了以能带论为基础的系统的电子理论．

本章将限于讲述半导体电子论中一些具有普遍意义的基础内容，对于半导体科学技术中的一些其它问题，只附带作些简略介绍．

8-1　概　述

（1）能带和杂质能级

已经在前面讲过半导体的基本能带情况：有着基本填满的满带（有时称为价带）和基本上空的导带，在两者中间有禁带．半导体的导电则是依靠导带底的少量电子或者满带顶的少量空穴．

实际半导体中除去与能带相对应的共有化状态以外，还存在一定数目的束缚状态．它们是由杂质或缺陷（空位、间隙原子、位错）引起的，也就是说电子可以为适当的杂质或缺陷所束缚，正如一般电子为原子所束缚的情况一样，束缚电子也具有确定的能级．这种杂质能级处在禁带中间（能量处在能带中的电子态，不需要能量就可以转入共有化状态，因此，不可能是稳定的），对于实际半导体的性质起着决定性的作用．

根据对导电性的影响，杂质态又可以区分为两种类型：

施主：指杂质提供带有电子的能级，如图8-1中（a）的情况．电子由施主能级激发到导带远比由满带激发容易（特别是当能级离导带底很近的情形），因此主要含施主杂质的半导体，导电往往几乎完全是依靠由施主热激发到导带的电子．这种主要依靠电子导电的半导体，称为n型半导体．
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图8-1　施主和受主

受主：指杂质提供禁带中空的能级，如图8-1中（b）的情形．电子由满带激发到受主能级比激发到导带容易得多，因此主要含受主杂质的半导体，由于满带中有些电子激发到受主能级而产生许多空穴，则半导体的导电性主要依靠它们．这种主要依靠空穴导电的半导体称为p型半导体．

杂质或缺陷为什么能够形成施主或受主能级，以及它们如何束缚电子，其情况是很复杂的．不同材料、不同杂质，产生束缚态的具体原因可以很不相同．这里介绍一种最简单的也是实际上最重要的一类杂质能级．在锗、硅、Ⅲ-Ⅴ族化合物等最重要的晶体管材料中发现，加入多一个价电子的元素（如在锗、硅中加入的磷、砷、锑，在Ⅲ-Ⅴ族化合物中加入Ⅵ族原子代替原来的Ⅴ族原子）它们成为施主；加入少一个价电子的元素（如在锗和硅中加入的铝、镓、铟，在Ⅲ-Ⅴ族化合物中加入Ⅱ族元素代替Ⅲ族元素），它们成为受主．它们构成施主和受主能级的原理可以这样了解．加入多一个价电子的原子，在填满满带之外尚多余一个电子，同时比原来原子也多一正电荷．多余正电荷正好能束缚多余的电子就如同氢原子一样．和氢原子的最主要差别在于这些半导体都有很高的介电常数ε，数值在10—20之间，因此大大减弱了正负电荷的库仑引力．氢原子的哈密顿量中库仑能
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在这里将被
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所代替，或者说，常数e2
 为e2
 /ε所代替．氢原子的束缚能（即电离能）为
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它与e4
 成正比，因此上述施主态的束缚能应只有氢原子电离能的1/ε2
 ．实际上确实证明这些施主能级的束缚能一般都是百分之几电子伏的数量级（除去ε的影响，电子作轨道运动的有效质量也和自由电子有很大的不同，在以上材料中，m*
 一般比自由电子的质量小很多，因此束缚能并不简单地就等于氢原子电离能的1/ε2
 ，而是更低）．我们注意，在这里电子电离意味着电子摆脱施主束缚而在导带中自由运动，因此施主能级应在导带底（以下用E_表示）之下，能量差就是以上所讨论的束缚能Ei
 ，这样给予施主电子以Ei
 大小的能量就可以使它激发到导带，如图8-2（a）所示．
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图8-2　施主和受主电离能

加入少一个价电子的原子而构成受主的原因是相似的．由于要填满原来的电子结构（如Ⅲ族元素在锗中要与四个近邻原子组成四个共价键），必须加入一个电子，这样就使得杂质处多了一个负电荷，同时满带中取去了一个电子，亦即多了一个空穴．这个空穴可以为杂质的负电荷所束缚，亦正如同氢原子的情形，只是正负电荷对调了．这样一个束缚的空穴相当于图8-2（b）所示的受主能级（位于满带顶E+
 以上Ei
 处），这是因为，空穴电离意味着产生一个在满带中自由运动的空穴，在能带中这相当于需用能量Ei
 才能使满带顶一个电子激发到受主能级而在满带顶E+
 留下一个自由空穴．

按以上方式所形成的施主和受主，称为类氢能级．它们的束缚能很小，因此对于产生电子和空穴特别有效，它们往往是在这些材料中决定导电性的主要杂质．

（2）一些基本性质和它们的利用

在半导体物理学发展过程中，一些基本现象的探索往往与它们的实际应用密切相连．

很早就发现，一般半导体材料的电导率随温度升高很迅速地增大，而且，在相当宽的温度范围内，
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电导随温度上升而增大，反映了半导体中导电是靠着电子（或空穴）由施主（或受主）热激发到导带（或满带），或者是靠着电子由满带热激发到导带．后者往往称为本征激发（“本征”是指它决定于半导体材料本身固有的性质）．一般在较低温度杂质激发是主要的，而在较高的温度，本征激发是主要的，在不同温度范围，σ（电导率）和T的具体变化关系也不同．后面我们还将具体讨论热激发的理论．分析σ和其它电学性质随温度的变化关系，已经成为研究半导体基本性质的一项最基本的方法．

利用半导体电导率随温度迅速变化的特点，发展了具有广泛用途的各种热敏电阻．它们作为测温计具有灵敏度高、体积小、反应快、可以远距离测量等特殊的优点．目前热敏电阻是采用铜、锰和各种过渡金属的氧化物材料的混合物作为原料，通过粉末烧结而制成的．这类材料的电导机构和温度的作用和我们所讨论的一般情况不相同，目前虽然已有一定的理论研究，但是还没有形成系统和成熟的理论．

光照可以引起半导体电学性质的变化是半导体最早被发现的特性．其中最简单、最普遍的是光电导现象，即光照能使半导体的电导明显地增加．图8-3是表示光电导和照射波长关系（光电导光谱特性）的典型图线，纵轴是光照之下电导（电阻倒数）的变化与原来电导之比．对不同材料、不同样品所得到的具体图线形状可以有很大差别．但是共同的特点是存在一定的长波限λ0
 ，超过λ0
 光电导很快下降．hν0
 ＝hc/λ0
 相当于禁带宽度．从图8-3的能带图可见，只有能量大于hν0
 的光子才能激发满带电子到导带，产生一对电子和空穴，引起光电导的现象．光电导光谱特性的测量已经成为确定半导体禁带宽度的有效方法．

利用光电导现象，发展了各种类型的光敏电阻．灵敏度高的光敏电阻可以用来作为光电自动控制元件，CdS光敏电阻是目前灵敏度最高的元件．用各种不同材料可以制成用于从γ射线直到远红外光的探测器和测量元件，光电导的光谱特性是选择材料的重要依据．红外光敏电阻要求材料禁带很窄，常用的PbS红外光敏电阻可以探测到约3μm的红外光，使用禁带很窄的材料如InSb，可以探测到6—7μm的红外线．
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图8-3　光电导和长波限

一般光敏电阻所利用的光电导现象是比较复杂的．许多光敏电阻是用各种方法制成的多晶薄膜，它的电阻值主要是由晶粒的交界决定，而光电导现象就不能一般地用载流子数目增加来解释，这类比较复杂的光电导现象的机构，目前还是理论探索的课题．

以上介绍的由满带激发电子到导带所引起的光电导称为本征光电导，最近几年已开始利用激发杂质上的电子（或空穴）所引起的光电导现象（杂质光电导）．杂质光电导可以用于探测十几以至几十微米的红外光，因此它具有特殊的实际意义．

半导体具有比金属强得多的温差电效应，一般金属的温差电动势率只有几个微伏／开，特殊的温差电材料也只有几十微伏／开，但是半导体材料的温差电动势率一般为几百微伏／开．本来温差电偶就是一个天然的发电机，它由热端得到热能，直接产生电能，但是由于金属材料温差电效应不够强，能量转换效率不高，只有在有了半导体材料的发展，利用温差电效应产生电能才成为现实．用外电源产生与温差电动势相反的电压，可以使温差电偶作“逆循环”，由冷端不断吸热，利用这个致冷效应，已发展了各种半导体的冰箱和致冷的仪器．由于温差电效应的利用，推动了一系列半导体材料的发展（如Sb，Bi和Se，Te之间的二元合金、三元合金）和温差电、热传导等有关的理论研究．

和金属对比，半导体具有很高的温差电动势，原因在于金属的电子数目很多，处于高度简并的状况，如在前面讨论金属的费米统计和热容量理论时已经说明的．温度差别对于电子状况的影响很小，下面具体讨论半导体电子的统计理论时将要说明半导体中电子和空穴的热运动很接近经典统计．在这一点上，半导体和金属的情况是根本不同的．

由于杂质对半导体性质有着决定性的作用，因此可以在很大范围内改变半导体材料的性质，使半导体现象特别多样化．半导体材料既能依靠空穴导电又能依靠电子导电的特点，更导致了许多特有的性质和效应．最重要的是，在同一半导体样品中可以部分区域是n型，部分是p型，它们之间的交界区域，常称为p-n结．典型的通过p-n结的电流和电压的关系如图8-4所示，当电压是使带正电的空穴由p区至n区、带负电的电子由n区到p区时，电流随电压增长很快；而电压方向相反时则电流很小．利用这种现象发展了效率很高的半导体整流器．在p-n结的基础上发展了整个晶体管技术．p-n结处存在一个很窄的强电场区域，由于强电场区域的存在，可以产生许多特有的现象．一个重要的现象是所谓光生伏特效应，即当光照时可以在n区、p区之间产生电势差．利用这个效应发展了半导体光电池，效率可以达到14％，提供了一条把光能直接转变为电能的有效途径．
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图8-4　p-n结

（3）非平衡载流子

半导体中很多重要现象和所谓非平衡载流子有关，光电导现象是一个最明显的例子．在没有光照的情形下，热平衡时单位体积有一定数目的电子n0
 和一定数目的空穴p0
 ，它们由热平衡所决定．在光照下由满带激发电子至导带而产生电子空穴对，使电子和空穴密度增加∆n和∆p，如图8-5中所示．多余的载流子称为非平衡载流子．所以光电导就是由于非平衡载流子所引起．
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图8-5　非平衡载流子

非平衡载流子会自发地发生所谓复合，导带电子落回满带，使一对电子和空穴消失，这是一个由非平衡恢复到平衡的自发过程．在最简单的情形，复合以一个固定的概率发生，单位时间、单位体积复合的数目可以写成
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如果在恒定光照下保持一定的非平衡载流子∆n0
 ＝∆p0
 ，在光照撤去后，它们将按下列方程逐渐消失：
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它的解是：
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可见在光照撤去后，非平衡载流子是随时间指数地衰减．

我们注意，τ描述了非平衡载流子平均存在的时间，常称为非平衡载流子的寿命．对于光电导现象，τ的重要性是明显的，它决定着在变化光强下，光电导反应的快慢．如果两个光讯号之间的间隔时间小于τ，那么，第一个信号的效果还未消除时就来了第二个信号，使得它们不能分开．另外，τ越大，光电导的效应显然将愈强，因为产生一个非平衡载流子只在τ时间内起增加电导的作用．τ愈大，每产生一个非平衡载流子，对增加电导的效果愈大．

实际证明，τ的大小与材料所含的杂质有关，所以同一种材料，如制法不同，τ可以有很大差别．实验和理论分析证明，这是由于电子由导带落回满带往往主要是通过杂质能级，电子先落入一个空杂质能级，然后再由杂质能级落入满带中的空穴．有些杂质在促进复合作用上特别有效，成为主要决定寿命的杂质，被称为复合中心．

我们在以下将看到，非平衡载流子在有关p-n结的各项效应中都有重要的作用．

8-2　半导体能谱和载流子

（1）吸收光谱和能带结构

研究半导体的光电性质都引导到吸收光谱的研究．实验发现，对某一种半导体，只有当光子的能量hν大于一临界值hν0
 时，才有明显的吸收．吸收光谱如图F11（a）所示，由hν0
 值可得到半导体的禁带宽度．
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图F11　直接带隙（a）与间接带隙（b）半导体的吸收光谱

过去长时间认为半导体的能带如图F12（a）所示，在k＝0处，导带能量最低，满带能量最高．光吸收过程将电子从满带激发到导带，跃迁过程满足动量守恒，h（k－k′）＝光子动量≈0，其中k和k′分别是跃迁前后电子的动量．因此跃迁过程中电子动量基本不变，是竖直跃迁．
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图F12　直接带隙（a）与间接带隙（b）半导体的能带

现在研究发现，能带结构可以是相当复杂的．这种结构从能级上看不出来，而主要是由吸收光谱得来的．一些半导体的能带结构如图F12（b）所示，B相当于由满带顶竖直的跃迁，而A是由满带顶至导带底的跃迁，能量比跃迁B低，但不是竖直的．这是二级吸收过程，一方面吸收光子，同时吸收或发射一个声子，即与晶格振动交换能量．过程满足动量守恒，h（k－k′）＝光子动量±声子动量，因为声子动量较大，所以k≠k′，不是竖直跃迁．A和B跃迁产生的吸收光谱如图F11（b）所示，A段的跃迁能量较低，由于是二级过程，吸收系数较小．B段的跃迁能量较高，是竖直跃迁（一级过程），吸收系数较大．

由半导体的吸收光谱可以推断出半导体的能带结构．图F11（a）和（b）的吸收谱分别对应于图F12（a）和（b）的能带结构，前者称为直接带隙半导体，后者称为间接带隙半导体．

（2）载流子

（i）满带顶电子负有效质量

满带顶附近电子的能量
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电子的有效质量
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（ii）空穴

如果满带中只有k态是空的，满带电流I（k）≠0．设想在k态上补入一个电子，它产生电流-ev（k），总电流是填满带电流，
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所以如果k能级是空的，满带电流好像是带+e的粒子，以v（k）运动．k的变化按照电子运动变化规律，
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电子的加速度等于[image: alt]
 （k）．因为质量是负的，所以好像是正电粒子在电场中的加速．满带中存在空的k状态，在电场下产生电流，相当于+e，+m*
 的粒子在电场下的运动，称为空穴．

（iii）导带底电子的各向异性

有些半导体的导带底不在k＝0处，而在ki
 （i＝1，2，…）处，如图F13所示．在ki
 附近电子能量
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其中的展开系数不相等，所以等能面不是球形．有效质量
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在一般情形，各向异性表现不出来，因为6个导带极小一齐起作用．
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图F13　导带底的位置和等能面

（iv）态密度

求能量E以下的态总数．令S（E）＝所有k态所占的体积，可以证明态密度

[image: alt]


如果有N个导带底，则要乘以N．对满带，可以求得
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其中[image: alt]
 和[image: alt]
 分别为重、轻空穴的有效质量．

8-3　半导体电子的费米统计分布

已经多次提到，由杂质或满带激发电子，而使导带产生电子或使满带产生空穴，这些电子和空穴致使半导体导电，常统称为载流子．根据费米统计的一般理论，成功地阐明了载流子激发的定量规律．

（1）半导体载流子的近似玻尔兹曼统计

半导体中的电子和金属中的一样，遵从费米分布的一般规律，然而具体情况有很大不同．在金属中，电子处于简并化的状态，费米能级EF
 在导带中间，在EF
 以下的能级几乎完全为电子填满，而在一般半导体杂质不是太多的情况，EF
 位于禁带内（EF
 位置具体怎样确定，见后面的讨论），而且距离导带底E_，或满带顶E+
 的距离往往比kT大很多：

[image: alt]


导带电子在导带各能级的分布概率：
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由于
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则分母中指数项远大于1，因此近似地有
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这表明导带中电子很接近经典的玻尔兹曼分布．f（E）≪1说明，和金属的简并化情况很不相同，在导带中的能级，平均讲是很空的．

满带中空穴的情况也很类似．满带能级为空穴占据的概率，也就是不为电子所占据的概率，可以写成：
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所以
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因为空穴所占状态的E愈低，表示能量愈高，所以上式正说明空穴概率随能量增加按玻尔兹曼统计的指数规律减少．

图8-6的分布函数图线和能带的位置对比，说明了半导体中电子和空穴基本上按玻尔兹曼统计分布，和金属简并化情况完全不同．导带能级和满带能级都远远离开EF
 ，所以导带接近于空的，满带接近充满（空穴很少）．
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图8-6　费米分布函数

（2）EF
 和载流子密度

导带底附近的电子和满带顶的空穴如果可以用简单的有效质量[image: alt]
 和[image: alt]
 描述，则可以直接引用自由电子的能态密度公式（第六章（6-68）式）写出导带底和满带顶附近的能态密度如下：
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由于电子和空穴的概率随着能量E－E_和E+
 －E按玻尔兹曼规律迅速减少，它们主要集中在导带底和满带顶附近kT范围之内．因此可以用上面的能态密度直接计算电子和空穴密度：
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得

[image: alt]


常引入所谓有效能级密度
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把n写为
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这个式子说明导带电子数就如同在导带底E-
 处的N-
 个能级所应含有的电子数．同样我们可以由
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得
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其中
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（8-11）和（8-12）两个式子把费米能级的位置和载流子密度很简单地联系了起来，对讨论半导体问题是很重要的．

把（8-11）、（8-12）两式相乘消去EF
 得到：
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这个式子告诉我们，一个半导体中导带电子愈多，空穴就必然愈少；或者，空穴愈多，则电子就愈少．例如一个n型半导体，施主愈多，电子愈多，那么空穴就愈少．

（3）杂质激发

设想n型半导体主要含一种施主，能级位置为ED
 ，施主密度为ND
 ．在足够低的温度下，载流子将主要是由施主激发到导带的电子．在这种情况下，导带中电子数目显然和空的施主能级数目相等．因此，
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应用（8-11）式消去EF
 ，
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其中（E-
 －ED
 ）代表导带底和施主能级的能量差，显然它就是施主的电离能
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代入到上式，把分母乘到左边即得到n的二次方程：
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其解为
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由于n必须是正数，两个根中应取加号的那个根．上式完全确定了导带电子如何随温度变化．在T很低，kT比Ei
 小很多时，括号内指数项远大于1，则
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这个极限相当于只有很少部分施主电离的情形．因为在室温，kT＝0.026eV，在许多电离能在0.01eV以上的材料中，即使是在室温甚至更高的温度，热激发到导带的电子数基本符合上式，即主要按指数关系随温度升高（注意，N-
 与[image: alt]
 成正比，并不是常数）．下节将看到，霍尔效应的测量可以直接确定载流子密度，分析它和温度的变化是实验上确定Ei
 的一种基本方法．

由于N-
 和[image: alt]
 成正比，温度足够高时，
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将n的表达式中平方根展开为级数得
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说明在这种情况下，导带电子数将接近于施主数，即施主几乎完全电离．

在受主密度为NA
 和p型半导体中，根据完全相似的分析可以得到与上类似的结果：

[image: alt]


Ei
 表示受主的电离能．在足够低的温度，
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（4）本征激发

在足够高的温度，由满带到导带的电子激发（称为本征激发）将成为主要的．本征激发的特点是在每产生一个电子的同时将产生一个空穴．因此，在本征激发为主的情况下，
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代入前面得到的一般关系式（8-14），得到
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其中
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表示禁带的宽度．由于EG
 比以前讨论的杂质电离能Ei
 往往大很多，因此本征激发随温度上升更为陡峻．在这个范围内，测量和分析载流子随温度的变化，可以确定禁带宽度．

8-4　电导和霍尔效应

在一般电场情况下，半导体导电也服从欧姆定律，电流密度与电场成正比：
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由于半导体中可以同时有电子和空穴，而且它们的密度随样品不同和温度的变化，可以有很大的变化．因此，分析半导体往往把电导率与电子和空穴数目的关系写出来：

[image: alt]


其中μ-
 和μ+
 分别称为电子和空穴的迁移率．代入（8-23）得
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由此可以看到，μE表示在电场作用下载流子（电子和空穴）沿电场方向漂移的平均速度，迁移率表示单位电场下载流子的平均漂移速度．在杂质激发的范围，主要是一种载流子导电，则
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由于载流子漂移运动是电场加速和不断碰撞（散射）的结果，迁移率一方面决定于有效质量（加速作用），另一方面决定于散射概率．迁移率的大小在实际问题中是很重要的．一些离子晶体的μ只有几个最多几十个cm2
 /（V·s），锗和硅的μ一般为1000cm2
 /（V·s）的数量级．有效质量决定于能带结构，有些金属间化合物（如InSb，GaAs）的电子有效质量只有电子质量的1/100左右，迁移率可达到几十万cm2
 /（V·s）．散射可以是由于晶格振动，也可以是由于杂质．在较高的温度晶格散射是主要的，它随温度增加而增加，杂质散射在较低温度下可以成为主要的．图8-7是测量不同锗样品电导率随温度变化的结果．我们看到不同的样品在较低温度方面σ是不同的．这是由于在杂质激发的范围，载流子数目随所含杂质情况不同而不同．在高温度各样品的σ趋于一致，表明本征激发已成为主要的，载流子只决定于材料能带情况，与杂质无关．值得注意的是在中间的温度，当温度升高时σ反而下降．这是由于在这一范围，杂质已基本上全部电离，因此载流子数目已不大增加，而晶格散射随温度加强，使得迁移率下降．
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图8-7　锗的电导率和温度的关系

虽然电导率的实验测量已经成为测定半导体材料规格（例如，由电导率的大小估计施主或受主的数目）和研究半导体的基本方法，但由于σ中包含了各种因素，仅仅依靠电导的测量作深入的分析就受到很大限制．霍尔效应原来是在金属中发现的，但是在半导体中这个效应远远更为显著，而且对于半导体的分析能提供特别重要的依据．因此结合半导体的研究，霍尔效应的研究有了很大的发展．可以粗浅地说明霍尔效应如下：半导体片放置在xy平面内，电流沿x方向，磁场垂直于片而沿z方向．如果是空穴导电，它们沿电流方向运动，受到磁场的洛伦兹偏转力
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图8-8　霍尔效应

方向是沿-y的方向，使空穴除x方向运动还产生向-y的运动．这种横向运动将造成片两边电荷积累如图8-8，从而产生一个沿y方向的电场Ey
 ．在实际测量的稳定情况中，Ey
 的横向力恰足以抵消磁场的偏转力：
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因为电流密度为
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所以，
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系数1/pec称为霍尔系数．如果是n型导电，情况是类似的，只是电场沿-y方向．
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因此霍尔系数是负值．
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图8-9　电子数与温度

由于霍尔系数与载流子数目成反比，因此半导体的霍尔效应比金属强得多．由霍尔系数的测定可以直接得到载流子的密度，而且，从它的符号可以确定是空穴导电还是电子导电．图8-9是根据电导和霍尔效应测量所得到几个不同n型锗样品中电子数与温度的关系图线．在较低温度，各样品的图线不同，相当于杂质激发的范围．在中间有一段曲线基本上是平的，相当于温度已足以使施主基本上全部电离，高温的那一段则相当于本征激发．从图线和统计理论的结果做仔细的比较可以得到关于禁带宽度、杂质电离能、杂质浓度等基本数据．

8-5　p-n结

（1）费米能级和p-n结势垒

由前面的结果
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我们看到，电子和空穴的数目分别决定于费米能级与导带底和与满带顶的距离．对n型半导体，在杂质激发的范围，电子的数目远多于空穴，因此EF
 应在禁带的上半部，接近导带；而在p型半导体，空穴数目远多于电子，EF
 将在禁带下部，接近于满带．

在讨论金属的接触电势差时，我们已经看到，接触电势差产生的原因是在于不同金属费米能级高低的不同，因而引起电子的流动，在接触面两方形成正负电荷积累．这个偶极层形成的电势差（接触电势差）使电子在两方的静电势能差别正好抵消原来费米能级的差别．在半导体内，如果一部分为n型，另一部分为p型，由于n型和p型费米能级高低不同，与金属接触的情况相似，在交界的p-n结处引起电荷积累，形成一定的接触电势差，这种情况在能带图中的反映如图8-10所示．接触电势差使p型相对于n型带负的电势-VD
 ．在p区电子静电势能提高eVD
 ，表现在p区整个电子能级向上移动eVD
 ，恰好补偿EF
 原来的差别，即
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使两边EF
 拉平．
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图8-10　p-n结势垒

能带弯曲处相当于p-n结的空间电荷区，其中存在强的电场，对n区电子或p区空穴来说都是一个“势垒”，高度为eVD
 ．

以上是就一般统计平衡规律所得到的结论．如果从具体载流子的平衡看，势垒电场恰好能阻止密度大的n区电子向p区扩散；对于空穴来讲，由于电荷符号和电子相反，p-n结的势垒也正好阻止空穴由密度高的p区向密度低的n区扩散．

我们注意，以上的平衡关系表现在p区和n区电子的密度[image: alt]
 正好符合玻尔兹曼关于粒子在势能场中密度分布的规律．因为
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从图8-10的能带图中可以看出，在n区和p区，导带底和EF
 的距离正好相差eVD
 ，因此根据上式有：

[image: alt]


其中eVD
 正好是电子在两处势能的差别．同样由EF
 和满带顶的距离可以看到，在n区空穴的密度[image: alt]
 和p区空穴密度[image: alt]
 之比也符合玻尔兹曼的关系：
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（2）外加电压和整流作用

原来p区相对于n区的电势为-VD
 ，如果加电压V于p区，则p区相对于n区的电势将改为-（VD
 －V），这时势垒高度为e（VD
 －V）．如果V为正电压，
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图8-11　p-n结中的电子和空穴流

则能带图中势垒将降低．这种有外加电压的情况如图8-11所示．在这种情况下，势垒就不再能完全抵消电子和空穴的扩散作用，结果电子向p区扩散，使p区边界上电子密度提高到一个新的数值，我们用np
 表示．np
 可以近似地用玻尔兹曼规律由[image: alt]
 计算如下

[image: alt]


和原来平衡时的密度（8-29）比较，得到
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即由于外加电压使边界处电子积累，密度提高了[image: alt]
 倍．这种多余的电子将向p区内部不断扩散，并且由于它们是非平衡载流子，它们一方面扩散一方面不断复合而消失．扩散流可以写成
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其中D-
 为电子的扩散系数．根据连续性方程，在稳定情况下，由于扩散流不均匀而造成的积累率与非平衡载流子的复合率相等，可以用下式概括：
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其中τ-
 为电子在p区的寿命．由于平衡载流子密度[image: alt]
 是一个与x无关的数值，左方显然也可以用（n－[image: alt]
 ）代替：
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方程的一般解为：
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考虑到x增加时非平衡载流子将由于复合不断减少，因此上式中应取B＝0．另外，根据以上所得到的在边界处（即x＝0处）电子的密度为[image: alt]
 ，则得
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所以

[image: alt]


其中
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描述电子在复合以前平均扩散的距离，称为扩散长度，它实际上就是电子在τ时间内布朗运动的均方根距离．

由以上的结果，根据（8-32）可以算出进入p区的扩散电子电流
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以类似的方法分析在n区边界空穴的积累和向n区内部扩散和复合，可以得到进入n区的空穴电流
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D+
 和L+
 分别为空穴的扩散系数和扩散长度．因此通过单位面积p-n结界面的总电流可以由（8-37）、（8-38）相加得到：
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其中
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（8-39）式的电流和电压的关系如图8-4（b）所示．在一个方向电流随V基本上按[image: alt]
 指数地增长，在相反方向，电流密度很快地达到饱和值j0
 ．前面已经提到，利用这种p-n结的整流效应，发展了高效率的新型整流器．

（3）光生伏特效应

如果在p型半导体表面，用例如气态扩散的方法引进n型杂质，在半导体表面将形成一薄的n型层，在光照下可以在p-n结附近产生大量的电子和空穴，它们如果在p-n结一个扩散长度之内，就有可能在复合前通过无规则的布朗运动到达p-n结的强电场区域．强电场将使电子扫到n区，空穴扫到p区，使n区带负电，p区带正电，如同一化学电池，见图8-12，这种现象称为光生伏特效应．硅光电池所利用的正是这种效应．
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图8-12　p-n结光生伏特效应

8-6　半导体的应用

（1）电导率和霍尔系数

在第七章金属电子论中得到金属的电导率（7-76）式，
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和霍尔系数（7-7节，（Q24）式）
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其中都用到弛豫时间τ（k）在k空间的平均．金属中电子服从费米分布，见（7-4）式．在对k空间积分式中都包含有∂f0
 /∂E，而（-∂f0
 /∂E）具有类似δ函数的特点，见图7-6．因此弛豫时间等物理量由它们在费米能级上的值决定．对于晶格散射，得到1/τ为（7-101）式，它与温度T和费米能级附近的态密度成正比．

对于半导体，以n型半导体为例，导带底能量与费米能级之差远大于kT，
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因此（-∂f0
 /∂E）不具有δ函数的特点，分布函数类似玻尔兹曼分布，

[image: alt]


半导体的电导率和霍尔系数
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其中[image: alt]
 是平均弛豫时间，
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ρ（E）是态密度．对声学波散射，[image: alt]
 ，求得[image: alt]
 因此金属电导率与[image: alt]
 成正比，而半导体电导率与[image: alt]
 成正比．

对声学波散射，可求得
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令σ＝neμ，μ是迁移率，则
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霍尔效应早在金属中被发现，但很小．在半导体中，由于载流子浓度比金属中的小几个量级，所以很明显，被利用来测量半导体中的载流子浓度．由霍尔系数的符号还能确定载流子的类型是电子或空穴．

（2）温差电效应

利用温差电效应的回路如图F14所示．T1
 ＞T0
 ，在产生作功的同时，在T1
 处吸帕尔贴热П（T1
 ）I，在T0
 处放热．相当于热机，效率低于理想热机效率．有热传导T1
 →T2
 ，且有内阻，消耗了一部分功率R2
 I．因此我们希望R小，α（温差电势系数，见7-7节（2），（Q34）式）大．
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图F14　温差电效应的回路

半导体温差发电主要是由于α大，特别是当n，p串联时．由（Q34）式，

[image: alt]


半导体中电子（空穴）服从玻尔兹曼分布，所以可以直接求得．如果各向同性，则
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求得
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对于声学波散射，[image: alt]
 ．令ξ＝（E－E-
 ）/kT，则
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（k/e）～几百微伏／开．与金属的α相比（见（Q36）式），金属的α多了一个因子kT/EF
 ～1/100．因此半导体的温差电效应要比金属大百倍．

半导体致冷　在图F14中将电阻换成电池，通电以后就可以在T1
 端放热，在T0
 端吸热．原理与温差电效应相反，电流也是反方向的．

（3）光电效应和光敏电阻

光敏电阻用于红外探测．不同的半导体光敏电阻对不同波长的光灵敏，如：PbS 3～4μm，InSb 7μm．光敏电阻的性能包括：（i）灵敏度，即反应的强弱．对一定的光照，引起的电阻率变化．目前CdS最大．（ii）反应速度．PbS反应快，它与灵敏度是互相矛盾的．（iii）噪音．红外探测，信号很弱．如果噪音大，就湮没了信号．

激发和复合　当光子能量hν＞EG
 ，光子就可以将电子由满带激发到导带，产生电子—空穴对．令IK为单位面积单位时间吸收的光子数，I是光强，K是光吸收系数．但不一定每一个光子都用来激发，所以电子—空穴产生率＝IKβ．β称为量子产额．实验上发现，β≈1．光强在半导体中的衰减情况：
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光能穿透1/K的距离，K＝104
 ～105
 /cm．

复合过程　原来半导体中就有少数的电子或空穴，光照以后又多出一部分，这部分是不平衡载流子．这些电子或空穴是要复合的，复合过程也就是恢复平衡的过程．复合率＝∆n/τ．τ称为寿命．实验发现，寿命与材料中杂质有关．因为电子掉到满带有两种可能，一是直接，二是先掉到杂质态，再掉到满带．而后者发生概率反而大．不是所有杂质都有这种性质，具有这种性质的杂质称为复合中心，如镍、铜在锗中．

定态和弛豫　在光照下，半导体中的非平衡电子数随时间的变化
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令f＝∆n－IKβτ，则
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当t＝0，光照开始，∆n＝0．定出C＝-IKβτ，
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基本上，经过τ时间，才建立起光电导．τ又称为弛豫时间．定态光电导＝IKβτ，所以越灵敏，反应速度就越慢（τ大）．

实际情况往往复杂得多：（i）光电导不和I成正比，而是∝In
 ．（ii）决定光电导的主要是一种载流子，电子或空穴，其原因就是陷阱．光生空穴被一些杂质能级（陷阱）所俘获，经过一段时间又被激发，结果使空穴在电导中不起作用，加长了τ（例如CdS）．所以陷阱可以被用来改变光导电性．
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图F15　三极管的结构与原理

（4）三极管

三极管的结构与原理如图F15所示，中间是n型半导体，由导线引出．两面由In组成电极和p区，晶体管是pnp型的．左边电极是发射极，它和n区形成的回路是低阻．右边电极是收集极，它和n区形成的回路是高阻．n区电极是基极．空穴由发射极进入基极，通过扩散直接进入收集极，只要输入回路电阻小于输出电路电阻，就起着信号放大作用．通常要求基极层很薄，保证进入基极的空穴大多数不复合．


第九章　固体的磁性

关于固体磁性的一些重要的基本概念和规律，早在19世纪电磁学的发展中就开始建立．安培的分子电流学说是熟知的．在19世纪中期，已经以分子电流的概念为基础，提出了最初的关于磁性介质的理论．19世纪后半期，电磁材料开始在电工中利用，就在这个时期，发展了研究铁磁磁化现象的实验方法，并确立了关于铁磁磁化规律的一些基本要素．关于导致铁磁性的内部相互作用（分子场）的初步假说和顺磁磁化的著名居里定律也已经提出来．20世纪最初十年之中，对于顺磁性（朗之万理论）和铁磁性（外斯理论）都发展了系统的理论，其中一些基本概念和方法在很大程度上仍旧保留在现代理论之中．

关于磁性的认识直接涉及物质结构的基本研究．在原子物理学和量子理论的发展过程中，“分子电流”得到深刻的发展，成为系统的原子理论的组成部分，同时，确立了原子的自旋磁矩．这就为固体磁性的理论提供了新的基础．

从那个时候开始，固体磁性的研究无论在广度或深度上，都是前所无可比拟的．最近时期的重大发展是和现代技术高速发展的需要，新的物理实验技术所提供的条件，以及整个固体物理学的进展分不开的．电子顺磁共振、核磁共振的发展，不仅推进了磁性的研究，而且在广泛领域中对物质微观结构的研究产生了重要的作用．在无线电电子学技术发展的推动下，产生了铁氧体的科学技术领域，并从而推动了铁磁共振、亚铁磁性、反铁磁性、铁磁的量子理论等基本理论研究．这些理论研究直接为建立和发展如微波铁氧体器件、量子无线电等尖端部门提供了基础．

固体磁学涉及十分广泛的领域，本章着重讲述一些有关的基础知识．

9-1　原子磁性

本节将扼要地总结在原子物理和量子力学中关于原子磁性的一些基本结果．

（1）轨道磁矩、自旋磁矩

先扼要概括一下关于原子磁矩的一些基础知识．

束缚电子的轨道运动产生一定的磁矩．它和轨道运动的角动量之间存在着简单的联系．由图9-1可见，在dt时间内矢径r扫过的三角形面积dA，

[image: alt]
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图9-1　轨道运动的面速度

其中
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表示轨道角动量．由于l为一恒量，因此，“面速度”dA/dt是一恒量，可以写成（A/T），T表示轨道运动周期，A表示轨道所围的面积，引入矢量
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垂直于轨道平面，其方向根据轨道运动按右手螺旋规定．另一方面，-e的轨道运动相当于一个闭合电流
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其中负号反映电流方向与轨道运动相反．闭合电流所产生的磁矩
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磁矩和角动量之比值
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为一普适常数，称为电子轨道运动的旋磁比．

电子的自旋运动也同样联系一定的磁矩，但旋磁比与轨道运动不同：
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在实际的原子中，由于电子之间库仑作用和自旋—轨道耦合作用，只有所有电子的总角动量
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守恒．在这种既有自旋又有轨道运动的情况下，仍存在磁矩和角动量间的比例关系：
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gJ
 称为原子的回旋磁化率，或称g因子．

由于角动量具有量子化的数值
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乘上旋磁比[image: alt]
 得到

[image: alt]


式中
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称为玻尔磁子．玻尔磁子正好是轨道角动量为一个量子单位[image: alt]
 时的磁矩，是原子磁矩的天然单位．

在一般原子中内部的满壳层角动量和磁矩都等于0．磁矩决定于比较靠外的不满壳层，它们一般遵循L-S耦合的方式，在这种情况下，由量子力学理论导出
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对于自旋量子数为0的情形：
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磁矩完全由于轨道运动；相反，对于轨道量子数为0的情形：
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磁矩完全由于自旋运动．

按照由洪德根据光谱实验所提出的规律，L-S耦合的原子的基态是S最高各态中L最高的态，并且如果壳层不到半满，则[image: alt]
 如果超过半满，则J＝∣J＋S∣，根据洪德规律，可以直接计算出原子基态的磁矩．

以[image: alt]
 为例，3d壳层中只有三个电子，不到半满，因此，自旋都可以取相同的方向．这样在z方向（量子化方向）的自旋分量，最大可以取
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这就说明，最大的S显然为3/2（总自旋为S的态，z方向最大分量为S[image: alt]
 ）．d壳层轨道角动量分量的量子数（磁量子数）可取下列值：
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由于泡利原理，使三个自旋相同的电子总的轨道角动量分量最大的可能值是填充ml
 ＝2，1，0三个态，即总轨道角动量分量最大值为
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这说明，最大L为3（轨道量子数为L的态，z方向分量最大值为L[image: alt]
 ）．对于未半满的壳层
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因此，[image: alt]
 基态应为[image: alt]
 （按光谱学的习惯，这里的大写字母表示轨道量子数，对于L＝0，1，2，3，…，写为S，P，D，F，…，右下角为量子数J，左上角表示由自旋引起的多重态数：2S＋1）．这时
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表9-1和9-2列出磁性研究中最常遇到的稀土和铁族离子的电子壳层组态．以及据洪德规律计算的[image: alt]
 （即以[image: alt]
 为单位的磁矩值）．

表9-1　三价稀土离子的有效玻尔磁子数
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表9-2　铁族离子的有效玻尔磁子数
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（2）磁场和原子的相互作用

首先考虑没有自旋的情况．在磁场中，哈密顿量可以一般写成
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其中，V表示原子内部的势能函数，A为磁场的矢量势．设恒定磁场H沿z方向，则A可以写成
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代入上式得到：
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我们注意，Hz
 的线性项中方括号内是轨道角动量的z分量，乘上（-e/2mc）便是轨道磁矩的z分量[image: alt]
 ．所以，线性项可以写成
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它的形式完全类似于经典的磁偶极子在磁场中的取向能．

把含Hz
 的各项看做微扰，角动量量子数为L，ML
 的基态的一级微扰能量
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（9-14）的线性项可以具体写出如下：
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我们知道，不同的ML
 表示角动量（或磁矩）空间量子化的不同取向．没有磁场时，基态对ML
 是简并的，表明磁矩取向是“自由的”，即不同取向不影响能量．（9-15）给出了有磁场时简并态的分裂（塞曼分裂），它表明，在磁场中，磁矩空间量子化方向不同，与磁场的相互作用能也不同，磁矩取向愈接近H，能量愈低．在后面的讨论中将看到，正是由于磁矩在磁场中的取向作用，产生了顺磁性现象．

当原子磁矩为μ时，设想磁场改变δH，可以证明原子电流反抗感应电动势作功为

[image: alt]


它应等于原子能量的降低，因此，原子的磁矩可以由能量本征值E对磁场的分量的微商求得：
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根据这个公式，把（9-14）对Hz
 求微商可以看到，由Hz
 线性项正好得到前面所讨论的原子磁矩[image: alt]
 从[image: alt]
 项则得
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（9-17）与Hz
 成比例，因此表示一定的感生磁矩．式中的负号表明感生的磁矩与磁场的方向相反．逆磁性的现象正是由于这样的感生磁矩所引起的．
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图9-2　拉莫尔旋进

原子固有磁矩在磁场中的取向能（Hz
 线性项）和感生磁矩[image: alt]
 都是和所谓拉莫尔旋进相联系的．根据经典力学，一个在轨道上作旋转运动的电子放在磁场中，将像一个在重力场中的旋转陀螺一样，产生旋进的运动，称为拉莫尔旋进．图9-2表示一个在磁场H中的轨道电子．磁场对磁矩产生力矩：
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它引起角动量的变化
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乘以旋磁比[image: alt]
 就可以把左端的角动量l也用磁矩表示，得到
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这个方程式表明磁矩以固定的角速度旋转．因为如果令ω表示角速度矢量，按运动学：

[image: alt]


和上式对比，得到

[image: alt]


这就是电子轨道运动在磁场中的拉莫尔旋进角速度．

拉莫尔旋进的运动加在原来轨道运动之上，使轨道运动的动能发生了一定的改变．上述的取向能正是表示了这一能量变化．我们注意，当轨道磁矩方向接近H时（如图9-2的情形），旋进和轨道运动的方向是相反的，使动能降低，所以，取向能是负的；相反，如果磁矩取相反的方向，旋进和轨道运动的方向是一致的，使轨道动能增加，所以相应的取向能为正值．

拉莫尔旋进是在原来轨道运动之上的附加运动，因此，引起一附加的电流，并产生相应的磁矩．上述的感生磁矩正是表达了拉莫尔旋进所产生的附加磁矩．我们注意，（9-19）的旋进是按右手螺旋环绕H进行的，而电子具有负的电荷，所以，产生的磁矩方向正好是和磁场方向相反的．

如果考虑自旋磁矩和外场的相互作用，只在哈密顿量中增加了一项：
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把它和轨道运动的线性相互作用项合在一起，可以写为
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其中
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正好表示总磁矩（包括轨道和自旋）算符．在L-S耦合情况，本征态由LSJMJ
 量子数确定，和以前一样，对本征值作一级微扰计算结果为
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表现了固有磁矩在磁场中的取向能．如果具体计算出上述矩阵元的值，其结果为
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gJ
 即为前面已经给出的回旋磁比率，-MJ
 gJ
 μB
 正是“固有磁矩”[image: alt]
 沿z方向的分量．

9-2　一般固体磁性概述

（1）饱和电子结构的逆磁性

只有当固体内包含具有固有磁矩的电子结构时才会引起顺磁磁化（磁矩的择优取向），但是感生的逆磁性则是普遍的．在自由状态的原子很多都具有一定磁矩，但当它们结合成分子和固体时，往往失去磁矩．具有惰性气体结构的离子晶体以及靠电子配对耦合而成的共价键晶体，都形成饱和的电子结构，没有固有磁矩，因此是逆磁性的．

离子晶体以及它们的溶液的磁性的实验测定说明，每种离子具有基本上确定的磁化率．晶体的磁化率χ可以写成各种离子磁化率χi
 （i是标志各种不同离子）之和：
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ni
 表示单位体积中i离子的数目．为了对磁化率的数量级作一估计，可以利用（9-17），经简单推导（对球对称的满壳层结构，[image: alt]
 得
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取[image: alt]
 原子中电子数的数量级为10，得
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实际上常用摩尔磁化率：
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上式中的N是阿伏伽德罗数．表9-3列出一些简单离子的典型实验数据，以及近似量子力学理论计算结果．它们和上述估计符合，很清楚看到χ随原子序数的增加而增大．

表9-3　摩尔磁化率[image: alt]
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表9-3中另外还给出由大量有机化合物的磁化率的实验结果分析比较所得到的一些关于共价键的磁化率，由于键中只含两个电子，因此，相应的磁化率比一般原子的磁化率约低一个数量级．

（2）载流子的磁性

金属的内层电子，和半导体的基本电子结构（只有满带和空带，没有载流子和杂质缺陷）一般，也是饱和的电子结构，因此是逆磁性的．但是另外还必须考虑载流子对磁化率的贡献．

经典的例子是金、银、铜，表9-4比较了它们的离子和金属元素的摩尔磁化率．

表9-4　摩尔磁化率[image: alt]
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根据以上比较，多尔夫曼首先提出导电电子显然具有顺磁性，它们部分地抵消了内层离子的逆磁性，从而使金属的逆磁性比离子的逆磁性低．

载流子的顺磁性是由电子的自旋磁矩在磁场中的取向所引起的．
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图9-3　电子自旋顺磁性的分析

在金属的情形，电子是高度简并的，可以考虑T→0K的极端情况．图9-3（a）分别给出，没有磁场时两种自旋的电子的能量分布，其中横坐标为[image: alt]
 因为能态密度N（E）原来就同时计入了两种自旋．阴影部分表示EF
 以下完全被电子填充，阴影部分的面积正好代表电子的数目．没有磁场时，自旋相反的两种电子数目相等，总磁矩为0．存在外加磁场H时，平行和反平行的自旋磁矩在磁场中的取向能分别等于-μB
 H和+μB
 H，所以，两种自旋的电子的能量图将移动，如图9-3（b）所示，相应的费米能级相差2μB
 H．显然，电子填充情况将调整，如图中箭头所表示，使两边费米能级最后相等，达到图中虚线的位置．这就是说，原来在虚线以上的电子的磁矩将反转方向，由反平行转为平行于磁场．这部分电子的数目可以由在图中所占面积计算得
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（虚线近似在原来两个EF
 的中间），而每个电子沿磁场方向的磁矩由-μB
 变为+μB
 ，改变了2μB
 ，所以产生的总磁矩为
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磁矩的方向与外加磁场是一致的，因此，是顺磁性，磁化率为

[image: alt]


对于具有恒定有效质量m*
 的近自由电子的情况，很容易验证
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N为电子总数．代入（9-23），得到
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可以证明，在有限温度时，上述结果仍然近似成立，修正项仅仅是（kT/EF
 ）2
 的数量级．因此，一般金属的自旋顺磁性基本上与温度无关．

一般非简并半导体中的载流子在磁场中的自旋取向基本上不受泡利原理的限制，平行和反平行于磁场H的相对概率分别为[image: alt]
 ．所以，N个电子沿磁场方向的平均磁矩为
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在上式中，考虑到由于在一般的温度和磁场下μB
 H≪kT，所以[image: alt]
 可以近似用（μB
 H/kT）代替．由（9-25）得到顺磁磁化率

[image: alt]


我们注意，在这种情况下，磁化率遵循与T成反比的居里定律（见下节）．对比（9-24）和（9-26）我们还看到，由于泡利原理的限制，就每一个电子的贡献来讲，金属电子的顺磁性远远小于非简并的情况．

磁场对于载流子运动的影响还产生一定的逆磁性．所以，载流子同时兼具顺磁性和逆磁性，实际观察到的是两者综合的效果．

（3）包含磁性原子和离子的固体

前面曾经指出，一般具有磁矩的原子结合成固体时，往往失去了原有的磁矩．但是，内部d壳层不满的过渡族元素和f壳层不满的稀土元素结合成固体时，它们的原子（或离子）一般仍保持这种未饱和的壳层和相应的磁矩．包含这种磁性原子（或离子）的固体构成了主要的磁性材料，并成为磁学深入研究的对象．

磁性原子（或离子）之间可以产生很强的相互作用，使它们的磁矩不借助于外加磁场而自发地排列起来，导致了重要的铁磁性、亚铁磁性和反铁磁性现象．在这种情况下，只有在足够高的温度，热运动破坏了磁矩之间的自发排列时，才显示出磁矩在外场中取向所产生的顺磁性．

包含少量磁性离子的所谓顺磁盐构成了另外一个重要的领域．它的特点是，磁性离子处于较稀释的状态，相互作用很弱．原来由于它们的情况比较单纯，为基础研究提供了特别有利的条件，因而受到重视．后来，在低温技术发展中，发现了以它们为基础的绝热退磁获得极低温度的方法．顺磁共振和微波量子放大器的发展又使这一领域有了新的重要性．

本章下面几节将主要介绍这些重要领域的基础知识．

（4）杂质和缺陷的顺磁性

晶体中的杂质和缺陷往往具有未配对的电子，它们的自旋贡献一定的顺磁性．研究它们的顺磁性对了解杂质和缺陷的电子结构可以提供重要的依据．

9-3　顺磁性的统计理论和顺磁性盐

大量的气体、液体和固体的顺磁性，近似地服从首先由居里提出的磁化率与温度成反比的经验定律：
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不符合居里定律的情形，往往可以在相当宽的温度范围内，较好地由所谓居里—外斯定律概括：
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其中∆为一常数．

（1）自由磁矩取向的统计理论

朗之万首先（1905年）根据磁矩在磁场中的取向作用，对于顺磁性进行了系统的理论分析，说明了居里定律，成为顺磁理论的重要基础．

在经典理论中，磁矩μ0
 在磁场中可以取任意方向，如果磁矩与磁场间夹角为θ，则取向能为
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根据玻尔兹曼统计，沿磁场H方向的平均磁矩
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令
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则
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其中
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常被称为朗之万函数，图9-4示出L（x）的图线．
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图9-4　朗之万函数

当[image: alt]
 时，L（x）→1，[image: alt]
 这时磁矩完全沿磁场方向，达到所谓顺磁饱和．即使对于10000 Gs
【1】

 的强磁场，μH只有约[image: alt]
 ，所以在一般情况下，[image: alt]
 对于这种情况L（x）的展开式
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可以只保留最低次项，则
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相应的摩尔磁化率为：
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这个结果不仅说明了居里定律的温度关系，而且指出，由居里定律的常数C可以直接给出元磁矩μ0
 ．正是在这个基础上，发展了通过磁化率的测量来确定原子磁矩的重要实验方法．

量子力学的分析和经典理论的主要区别在于磁矩取向是量子化的．与朗之万理论的元磁矩相对应的是具有确定角动量、量子数为J的原子，磁矩的数值
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在外磁场中，磁矩取向的量子化表现在，角动量分量（J）z
 只可以取MJ
 h＝-Jh，…，Jh等（2J＋1）个不同值，相应的沿磁场的磁矩分量为（-MJ
 gJ
 μB
 ）．磁场中磁矩的取向能表现为原来简并的（2J＋1）个量子态在磁场中的分裂（塞曼分裂），MJ
 态的分裂能级为（见（9-21））
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所以，不同磁矩取向的统计平均就归结为对（2J＋1）个分裂能级求统计平均：
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引入
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（9-37）可以表示成
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对数中的几何级数可以求和如下：

[image: alt]


代入前式，很容易求得
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其中，
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BJ
 （x）常称为布里渊函数．

对于
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可以把BJ
 （x）对x展开为幂级数，并只保留最低项（见（9-32）），
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代进x的值，并应用（9-35），可以把上式写成
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因此，对于μB
 H≪kT的一般情况，量子理论得到和经典理论完全相似的结果．

只有对于强磁场，x≫1的情况，量子和经典结果的区别才显示出来．图9-5中为了对比不同的J，把[image: alt]
 作为（μJ
 H/kT）的函数表示出来，当J→∞时，量子理论与经典理论趋于完全一致（图中虚线）．

为了能验证量子力学结果，必须达到接近饱和区域，这只能在极低温度下才能实现．
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图　9-5

（2）有关顺磁盐的一些实验结果

前节已经指出，顺磁盐的研究在顺磁性的研究中占有特别重要的地位．顺磁盐中离子处于较稀释的状态，相互作用较弱，应比较接近上述理论所讨论的自由磁矩的情况．实际确实证明，稀土族离子磁化率的实验结果在大多数情况下与上述的理论相符合．根据实验磁化率所推出的磁矩μJ
 （以μB
 为单位）和根据洪德规律所推出的[image: alt]
 都已列在表9-1中．只有Sm，Eu离子的结果和理论不相符．

表9-2中还列出了由铁族离子磁化率的实验结果所确定的μJ
 ，在大多数情况下，它们和洪德规律所计算的[image: alt]
 没有任何明显的联系．在发现这种矛盾以后，就有不同科学家都发现，如果只计入自旋所产生的磁矩，则大多数情况，与实验导出的μJ
 相符（比较表中所列[image: alt]
 的值与实验值）．换一句话说，在铁族盐中原子似乎失去了全部的轨道磁矩．这种现象称为“轨道淬灭”．

顺磁盐的磁化率和温度的变化关系，一般直到某一定的低温，都可以表为：
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∆愈小愈接近于居里定律．表9-5给出了一些稀土和铁族盐的实验结果．图9-6给出一些低温顺磁饱和实验的结果，[image: alt]
 的结果与量子理论符合很好．

表　9-5
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前面的统计理论把磁性原子（或离子）看成是自由的，除去外加磁场以外，不受其它的影响．实际上，在顺磁盐中，磁性离子处在晶格的其它离子所产生的势场（常称为晶体场）之中．这种晶体场对于磁性离子的状态可以有重要的影响．特别是铁族的离子，它的磁性来自未满的3d壳层，而3d壳层是比较靠外的，受到晶体场的影响较大．正是由于晶体场的作用破坏了原来的自旋轨道耦合，导致了上述的轨道淬灭现象．稀土族的离子的未满的4f壳层则较深地隐在离子内部，而且具有更强的自旋轨道耦合作用，晶体场的作用不足以破坏自旋轨道耦合，所以离子得以保持它的磁矩μJ
 ．由于顺磁共振技术的发展，对于晶体场中磁性离子状态的研究有了很深入的发展，并且，在这个基础上产生了利用顺磁晶体的噪声极低的微波量子放大器．
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图　9-6

9-4　铁　磁　性

工业技术上广泛应用的磁性材料主要是铁磁性的材料．实际上最主要的铁磁性的物质是铁、钴、镍等几种元素和以它们为基础的许多合金．另外，还发现有少数其它的元素，以及一些非铁磁性元素的合金和化合物也具有铁磁性．

铁磁性和顺磁性、逆磁性比较起来是一种很强的磁性．以硅钢软磁材料为例，在[image: alt]
 Gs的磁场下它就可以达到接近饱和的磁化强度，在同样的磁场下顺磁磁化强度[image: alt]
 则大约只有饱和强度NμJ
 的[image: alt]
 （在室温下[image: alt]
 ）．

铁磁材料只有在所谓铁磁居里温度以下才具有铁磁性．在居里温度以上，铁磁材料转变为顺磁性的．表9-6列出几种铁磁性元素的铁磁居里温度θf
 ．由于θf
 可以是很低的温度，严格讲，一般对铁磁物质的划分只有相对的意义．随着低温测量技术的发展才发现一些稀土元素在低温度转变为铁磁性．

表　9-6
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铁磁性的另一个基本特点是在外磁场中的磁化过程的不可逆性，称为磁滞现象．图9-7是一个典型的磁化曲线，表示磁化过程中磁化强度和磁场的变化关系．OA表示对于未磁化的样品施加磁场H，随H增加磁化强度不断增加，当H增加到Hs
 时磁化强度达到饱和强度Ms
 ．达到饱和以后，再减小磁场，磁化强度并不是可逆地沿原始的磁化曲线下降，而是沿着图中AB变化．在B点磁场已减为0，但磁化强度并没有消失．只有当磁场沿相反方向增加到-Hc
 时，磁化才变为0，Hc
 称为矫顽力．继续增加反向磁场到-Hs
 可以使磁化强度达到反向的饱和．这时如果把磁场再由-Hs
 增加到Hs
 ，磁化强度将完成如图示的回线，称为磁滞回线．不同的铁磁材料的磁化曲线可以有很大的差别．例如，许多软磁材料的矫顽力Hc
 只有百分之几高斯，而一般硬磁材料的矫顽力则在几百高斯以上．在技术应用上，正是利用了具有各种磁化性能的材料来满足各种不同的需要．
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图9-7　磁化曲线

早在20世纪初，由外斯提出的理论提供了对铁磁性现象的基本了解．外斯理论的基本点可以这样说明：

（i）顺磁性是靠外加磁场的作用，使顺磁体内的元磁矩平行于外场排列，从而产生磁化．而外斯假设，铁磁体的强磁性首先是由于铁磁体内部存在一定的相互作用，使元磁矩“自发地”平行排列起来，形成所谓“自发磁化”．

（ii）实际宏观的铁磁体内，包含许多自发磁化的区域，它们的磁化方向不同，因此，总的磁化强度为0．这种自发磁化的区域被称为“磁畴”．外加磁场的作用仅仅是促使不同磁畴的磁化取得一致的方向，从而使铁磁体表现出宏观的磁化强度．

以后的发展证实了外斯所提出的理论假说．产生自发磁化的相互作用，在量子力学发展的基础上得到了适当的说明．磁畴的存在，以及外磁场下磁畴的变化都已通过直接的实验观察得到证实．

（1）自发磁化

外斯假设，在铁磁体内的元磁矩除去受外加磁场H的作用外，还受到一个内部的“分子场”γM的作用，M表示铁磁体的磁化强度，γ是一个常数．分子场以唯象的形式概括了驱使不同元磁矩平行排列的内部相互作用．按照外斯的假设，作用在铁磁体内的元磁矩的有效场为
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设铁磁体内单位体积有N个原子，原子角动量的量子数为J．在有效场的作用下，磁化强度可以直接引用前面关于顺磁磁化理论的结果（9-38）写出来：
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其中
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（9-42）和（9-43）之间消去x以后就可以得到任意外磁场H作用下所产生的磁场强度．现在是要讨论不借助于外磁场的自发磁化，所以我们令H＝0，并把（9-42）和（9-43）写成下列以x为参数的方程：
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图9-8以图线的形式表示出以上两个方程，由两个图线的交点可以直接求得磁化强度M．我们注意，（9-45）是一条直线，斜率为
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正比于温度T．在图中画出了高低不同的三个温度：T3
 ＞T2
 ＞T1
 ．很容易看到，当T→0K，交点的x将→∞，所得到的磁化强度将为NJgJ
 μB
 ，即所有磁矩完全平行排列．随着T升高，交点的x将不断减小，相应的磁化强度将随着BJ
 （x）曲线下降．当温度升至图中T2
 的情形，x和M都趋于原点，两图线在原点相切；自发磁化M在这时正好降为0．对于更高的温度如图中T3
 ，两图线只有在原点的交点，所以，不再存在自发磁化．
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图9-8　自发磁化图解

以上的分析表明，外斯的分子场理论很自然地说明了自发磁化的现象，温度T2
 对应于铁磁居里温度θf
 ．根据两图线在原点相切的条件可以具体导出θf
 如下：在原点附近，x≪1，布里渊函数
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（9-44）成为
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在T＝θf
 时，要求（9-45）与（9-44）在原点相切，归结为它们的斜率相同，即
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或
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其中[image: alt]
 为原子磁矩值．

（9-49）表明居里温度与分子场常数γ成正比．从数量级来讲，（9-49）左方表示相当于居里温度的热运动能量，（9-49）的右方表示在分子场中的取向能．所以，上述结果表明，当温度升到居里温度时，热运动已经达到可以和分子场作用相比拟，从而破坏了铁磁性．

外斯理论还具体给出了在居里温度以下自发磁化强度与温度的关系．如果我们以
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为表示M的单位，以居里温度θf
 为表示温度的单位，自发磁化强度和温度的关系将具有普适的形式，因为引用（9-49）和（9-50）可以把决定M的两个方程（9-44）和（9-45）改写成
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消去x以后，显然将得到（M/M0
 ）作为（T/θf
 ）的函数．图9-9给出几个不同J值的（M/M0
 ）～（T/θf
 ）的函数．在同一图上还给出铁、钴、镍的实验值．我们看到，实验值较好地与[image: alt]
 的理论曲线符合．自发磁化的实验值是由如图9-7的磁化曲线的饱和磁化强度Ms
 确定的，因为这种情况表示所有磁畴的磁化趋于一致，宏观的磁化直接表现了磁畴的磁化强度．当然，这时候还有外加磁场的作用，但它远远低于分子场的作用，基本上不影响自发磁化的强度．例如以γNμJ
 估计分子场的数量级，应用（9-49），根据一般的θf
 值计算，将得到分子场≈107
 Gs，远远大于外加的饱和磁场值Hs
 ．
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图9-9　自发磁化和温度
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图9-10　高温顺磁性

（2）高温顺磁性

实验表明，在居里温度以上，铁磁体失去了铁磁性而转变为顺磁性．图9-10示意地表示出，实际铁磁体在铁磁居里温度以上顺磁磁化率χ和温度的关系．

在高温方面，1/χ和T近似为直线关系，表明χ遵循居里—外斯定律：
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式中θp
 是图9-10中高温直线部分外插到横轴上的截距，通常称为顺磁居里温度．我们看到由于在θf
 附近图线的上凹形式，θp
 略高于θf
 ，在表9-6中已经列出几种元素的θp
 值．

外斯理论对于铁磁体的高温顺磁性也给予了适当的说明．

前面看到，在θf
 以上，不再存在自发磁化．这时必须有外加磁场才能产生磁化．为了讨论外磁场引起的顺磁磁化现象，可以和在讨论一般顺磁性时的情形一样，对（9-42）中的布里渊函数采用x≪1的近似形式：
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代入（9-43）得
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（9-54）实际上就是一般的顺磁居里定律，但是，外磁场H被有效场H＋γM所代替．（9-54）右端的第二项可以根据（9-49）用θf
 表示，得到
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从而求出磁化率
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这样，外斯的分子场理论也说明了高温顺磁性服从居里—外斯定律这一事实．按照这个理论，居里—外斯定律将一直适用到铁磁居里温度θf
 ，因此，θp
 和θf
 是相同的；这是和实际情况不完全相符的．

（3）交换能

外斯分子场的假设虽然成功地说明了自发磁化，但是，在量子力学发展以前，磁矩之间怎样会产生这样强的相互作用（≈107
 Gs!）是难以理解的．氢分子的量子力学理论提供了解决这个问题的线索．
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图9-11　氢分子

先扼要说明一下氢分子的理论．图9-11表示两个氢原子a和b．虚线示意地表示它们的1s轨道，我们分别以波函数φa
 和φb
 表示．先不考虑自旋，设两个电子1和2分别各处于一个轨道上，当考虑了两个原子之间的相互作用时，可以得到以下两个能量不同的状态：
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K表示两个原子之间的库仑相互作用能，而
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其中[image: alt]
 为两原子之间的相互作用函数，
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各r表示核a，核b，电子1，电子2之间的距离．Je
 常称为交换能．

ΦS
 和ΦA
 对两个电子的空间坐标分别是对称和反对称的．考虑到自旋以后，由于泡利原理，ΦS
 只能和反对称的自旋函数
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相乘以得到反对称化的波函数（s+
 ，s-
 表示正反自旋函数）；ΦA
 则只能和对称的自旋函数
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相乘以得到反对称化的波函数．正如（9-59）和（9-60）中所标明，它们分别代表两个电子自旋相反和相互平行的状态，前者为单态（自旋量子数s＝0），后者为三重态（自旋量子数s＝1，Ms
 ＝1，0，-1）．

上面扼要引述的氢分子理论的结论表明，两个氢原子合在一起时，能量依赖于两个电子的自旋取向：自旋相反时，能量为K＋Je
 ；自旋平行时，能量为K－Je
 ；它们的差别决定于交换能Je
 ．我们知道，氢分子中Je
 ＜0，自旋相反的状态能量更低，所以氢分子的基态正是采取这个状态．如果设想交换能具有正值Je
 ＞0，那么自旋平行时能量将更低．也就是说，在这样的条件下，原子之间的相互作用将促使它们的自旋相互平行．因此原子之间正的交换能正好提供了一种如外斯所设想的使磁矩平行排列的相互作用．

一般情况下的交换能和氢分子是相似的．如两个原子i和j的自旋角动量用Si
 [image: alt]
 和Sj
 [image: alt]
 表示，它们之间的交换能一般地可以写成
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Je
 为相应的交换积分．因为Je
 决定于两个原子轨道之间的重叠，所以在晶体中可以只考虑近邻之间的交换能．一个原子在它z个近邻中的交换能可以写成
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S0
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 是所考虑的原子的自旋，Sj
 [image: alt]
 （j＝1，2，…，z）表示近邻原子的自旋．S0
 ，Sj
 乘上gS
 μB
 就成为它们的磁矩μ0
 ，μj
 ，所以上式也可以用原子磁矩表示为
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我们注意，（9-63）具有μ0
 在一个外场中的取向能的形式；也就是说，对于μ0
 讲，交换能的作用相当于一个有效场：
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它决定于各近邻的磁矩μj
 （j＝1，2，…，z）．

磁化强度为M时，铁磁体内各原子磁矩可以取各种不同的值，但是，它们的统计平均值显然是
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N为单位体积内的原子数目．如果我们把（9-64）中各μj
 都简单地用统计平均值代替，结果就得到外斯分子场的形式：

[image: alt]


其中分子场常数
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这样，就为外斯的唯象理论提供了一定的说明，并且给出了对分子场常数的估计．

将（9-66）代入（9-49）得到（这里假设只有自旋有贡献，（9-49）中J＝S）
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（9-67）表明kθf
 应具有交换能Je
 的数量级．对于θf
 ≈1000K，kθf
 ≈0.1eV，这和交换积分的一般数量级是一致的．

值得注意，虽然交换能导致了磁矩之间的相互作用，但是从氢分子的例子可以看到，它起源于原子之间的库仑相互作用Vab
 ．交换能与磁矩之间的联系完全是泡利原理的结果．由于泡利原理自旋取向的不同决定了电子空间分布的不同（对称或反对称），从而影响了库仑相互作用．分子场当作一个磁场作用来看具有难以理解的巨大强度（107
 Gs），但在这样一个量子力学效应中得到了很自然的解释．

（4）磁畴和技术磁化

在经过仔细抛光的铁磁体表面上，滴上含有细铁磁粉末的胶体液后，由于磁化方向不同的磁畴界面处，存在强的局部磁场，吸引磁粉集中到畴界附近，因此，在显微镜下面可以直接观察到由磁粉勾画出的磁畴图形．图9-12是一个多晶硅钢样品的粉末图形．粉末图形方法的发展不仅以直接的实验证实了磁畴的存在，并且对磁畴的深入研究起了十分重要的作用．
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图9-12　多晶硅钢的粉末图

促使铁磁体的自发磁化分割成为磁畴的根本原因是自发磁化所产生的静磁能：
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图9-13（a）示意地表示整个铁磁体均匀磁化而不分磁畴的情形．在这种情况下，正负磁荷分别集中在两端，所产生的磁场分布在整个铁磁体附近的空间内，因而有较高的静磁能．图9-13（b）表示分割成为两个磁化相反的磁畴以后的情况，这时磁场主要局限在铁磁体两端附近．图9-13（c）表示磁场的范围随着磁畴的再分割而不断缩小，从而使静磁能不断降低．所以从静磁能来看，自发磁化将趋向于分割成为磁化方向不同的磁畴，以降低静磁能，而且分割愈细，静磁能愈低．
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图9-13　磁畴的分割和静磁能

但是，同时应当看到，由于磁畴之间的界壁（畴壁）破坏了两边磁矩的平行排列，使交换能增加，所以畴壁本身具有一定的能量．磁畴的分割意味着在铁磁体中引入更多的畴壁，使畴壁能增加．由于这个缘故，磁畴的分割并不会无限地进行下去，而是进行到再分割所增加的畴壁能将超过静磁能的减少．

一个磁畴本身的自发磁化方向与晶体的方向密切有关．每一种晶体都有它的“易磁化方向”，沿易磁化方向自发磁化的能量最低，所以一般磁畴的自发磁化倾向于沿着晶体的易磁化方向．铁和镍都是立方对称晶体，铁的易磁化方向是沿立方轴的方向，而镍的易磁化方向，则是沿立方对角线．钴是六角对称的晶体，它的易磁化方向就是六角对称轴．如对单晶的铁磁体，沿着它的难磁化方向施加外磁场而达到饱和，就意味着自发磁化最后都转到难磁化的方向上来，因此需要相当大的磁场．图9-14对比了实验所测得的铁、镍、钴沿难磁化和易磁化方向的磁化曲线．从图上很清楚地看到，沿难磁化方向达到饱和需要较强的外磁场．
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图9-14　磁化的各向异性

宏观的铁磁体在外磁场下的磁化，常称为技术磁化，以区别于自发磁化．前面已经指出，技术磁化是以磁畴的自发磁化为基础的．概括地讲，技术磁化的过程便是靠了外磁场的作用，使愈来愈多的自发磁化取得外场的方向，表现为宏观磁化强度随着外磁场增强而增长．现在知道，这个过程是通过所谓畴壁移动和畴磁化的转动两种不同机构来实现的．图9-15示意地表示出这两种机构．图9-15（a）表示，未加外磁场时，四个磁化方向不同的畴，总的磁矩为0．图9-15（b）表示畴壁移动的机构，我们看到，畴壁的移动使磁化方向与外场一致的畴扩大，磁化方向相反的畴缩小，从而产生了沿外磁场的总磁矩．图9-15（c）表示畴磁化转动的机构，畴磁化在外磁场的作用下偏离原来的易磁化方向转向外磁场的方向，从而产生沿外场的磁化．

[image: alt]


图9-15　技术磁化机构

仔细的研究表明，如图9-16所示的整个磁化过程可以基本上划分为三个特点不同的阶段．在弱场的范围，磁化过程基本上是可逆的，在这个范围内，磁化往往主要是依靠畴壁的移动．在更强的磁场中，我们看到，磁化曲线陡峻地上升，这一部分，磁化基本上是不可逆的，而且仔细的实验证明，磁化的增长并不是平滑的，而是由微小的跃变组成的．这个范围内的磁化主要仍旧是靠畴壁移动，但是畴壁显然采取了大幅度突然移动的方式，移动具有不可逆的性质．再继续提高磁场，磁化曲线变为比较缓慢地上升直到饱和．这一部分磁化主要是靠了畴磁化的转动．
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图9-16　磁化过程的分析

技术磁化的特征灵敏地依赖于实际晶体的状态．晶体的内应力、杂质、合金中的沉淀相等都可以对技术磁化的特征有决定性的影响．这是由于晶体中的不均匀性可以直接影响着畴壁移动的机构．我们可以用图9-17对这个问题作粗浅的说明．图中示意地表示，由于晶体内存在不均匀性，畴壁处在不同位置时，它的能量起伏不一．平常畴壁将处在某一相对能量极小点，如图中A点．当施加外磁场时，畴壁将发生移动，使方向与外磁场方向一致（或接近）的畴扩大以降低自发磁化和外场的相互作用．在弱场的范围，畴壁移动比较小，畴壁仍旧在极小值A点附近，当撤去外场时，畴壁将回到A点，因此畴壁的移动是可逆的．一旦磁场加大到使畴壁可以超越如图示的峰点C或B时，畴壁将作大幅度的移动，这种移动显然是不可逆的．根据这样的了解，就不难看到晶体状态和技术磁化特征之间的联系．例如，能使畴壁超越能量峰值而作大幅度不可逆移动的磁场强度密切地联系着材料的矫顽力，因为矫顽力可以看作是能够致使一半体积的磁畴反向的磁场强度．所以晶体中不均匀性愈强烈，矫顽力就愈高．实际制造高矫顽力的硬磁材料的工艺，常常是靠了引入能抑制畴壁运动的不均匀性，如利用杂质和适当的制造工艺产生强烈的晶格畴变，利用合金中沉淀第二相等．相反，如果材料中抑制畴壁移动的不均匀性比较弱，图9-17中能量图线起伏不很显著，则在外磁场作用下畴壁将作较大的可逆移动，在这种情况下，将得到较高的磁导率和较低的矫顽力．例如，铁作为软磁材料，经过高度的纯化和高温退火消除内应力，可以达到很高的磁导率和很低的矫顽力．
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图9-17　晶体的不均匀性和畴壁能的示意图

9-5　反铁磁性和亚铁磁性

根据磁矩相互作用的交换能理论，当交换能是负值时，磁矩将倾向于采取反平行的排列．在铁磁性的交换能理论提出以后，有人就从理论上探讨了这种可能性．后来发现的反铁磁性和亚铁磁性正是以这种磁矩反平行的排列为基础的．图9-18（a）和（b）示意地表示反铁磁性和亚铁磁性磁矩反平行排列的特点．图9-18表示，相邻近的磁矩反平行的排列和铁磁自发磁化相似，可以导致整个晶体中磁矩的自发的有规则的排列．但在反铁磁性的情形，两种相反的磁矩正好抵消，总的磁矩为0；而在亚铁磁性的情形，两种磁矩大小不同，反平行排列导致了一定的自发磁化．所以亚铁磁性和铁磁性相似，同样具有以自发磁化为基础的强磁性和磁滞等类似的技术磁化特征．

由于反铁磁体的磁矩排列并不产生自发磁化，所以表现为顺磁性．反铁磁体的磁化率随温度变化具有图9-19所示的共同特点，磁化率具有一个尖锐的峰值．在峰值的低温一方，其磁矩基本上保持着上述的反平行排列，类似于铁磁体居里温度以下的平行排列．在这个范围内，磁化率是随温度而增加的，这是由于磁矩的反平行排列作用起着抵制磁化的作用，随着温度提高，反平行排列的作用逐步减弱，因而磁化率不断增加．峰值反映了自发的反平行排列消失的温度，常称为奈尔温度．在奈尔温度以上，顺磁磁化的机构和前面讨论的一般顺磁性相似，因此磁化率随温度升高而下降，磁化率在高温遵循居里—外斯定律
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值得注意，分母中常数θ＞0，符号和铁磁体高温顺磁性正好相反，显然它反映了反平行排列作用的影响．
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图9-18　反铁磁性和亚铁磁性的磁矩排列
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图9-19　反铁磁体MnO的磁化率和温度

中子进入晶体除去受原子核的散射作用外，还受到原子磁矩的作用．利用这个事实，反铁磁体中磁矩的规则排列通过中子衍射得到了直接的证实．图9-20是反铁磁的MnO晶体中Mn离子磁矩反平行排列的情形．MnO具有NaCl结构，Mn离子可以看成由（111）密排面叠成的面心立方结构，我们看到，同一（111）面上，磁矩相互平行，相邻面的磁矩是反平行的．
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图9-20　MnO晶体反铁磁排列

从一般磁性来讲，铁氧体大体类似于金属铁磁材料，但是具有高电阻率的特点．铁氧体的发展提供了在高频率应用的磁性材料，并且为微波和电子计算机技术提供了一系列有重要作用的新元件．下面对铁氧体的亚铁磁性作一些扼要的说明．

磁铁矿Fe3
 O4
 实际上是一种典型的铁氧体．过去把它当作铁磁物质，它的饱和磁矩值曾经是一个很难解释的疑问．Fe3
 O4
 是一种离子晶体，可以写成（[image: alt]
 ），即每个分子中有一个二价Fe离子，两个三价Fe离子．[image: alt]
 和[image: alt]
 分别有4个和5个未配对的3d电子．只考虑自旋磁矩，则[image: alt]
 应当是4μB
 ，每个[image: alt]
 应当是5个μB
 ，所以，作为铁磁体看，每个分子对饱和磁矩应贡献
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但实际实验测量值是4.08μB
 ．

奈尔根据反平行排列的作用解决了这个疑难．

Fe3
 O4
 具有所谓反尖晶石结构．尖晶石的化学式是
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晶体原胞如图9-21所示．图中大的立方是晶体原胞，如图所示，原胞可划分为8个小的立方，小立方中离子排列有图示的两种形式．图中大的圆圈表示氧的位置，金属离子的位置区分为A，B两种，分别用空白和阴黑的小圆表示．在原胞中共有32个氧，8个A位，16个B位．在尖晶石中，二价离子[image: alt]
 占A位，三价离子[image: alt]
 占B位，所以每个原胞正好容纳8个MgAl2
 O4
 分子．晶体学的研究表明，Fe3
 O4
 具有类似尖晶石的结构，但二价的[image: alt]
 占据B位，三价离子[image: alt]
 一半占A位，一半占B位，这种把尖晶石结构中二价和三价离子调换的结构称为反尖晶石结构．奈尔假设在A位和B位之间存在最强的反平行排列作用，从而使A位上的磁矩和B位上的磁矩取反平行的排列．既然[image: alt]
 离子一半在A位，一半在B位，它们的磁矩正好抵消，所剩下的只是[image: alt]
 的磁矩，这样正好得到每个Fe3
 O4
 分子贡献4μB
 ，与实验基本上一致．
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图9-21　尖晶石结构

若Fe3
 O4
 中两价铁离子用其它两价金属离子代替，可以得到各种所谓尖晶石型的铁氧体，如MnFe2
 O4
 ，CoFe2
 O4
 ，CuFe2
 O4
 ，NiFe2
 O4
 ，MgFe2
 O4
 ，ZnFe2
 O4
 等以及它们之间的固溶体如[image: alt]
 等．它们都是以反平行排列为基础的亚铁磁物质．它们的饱和磁矩值直接反映了它们的亚铁磁性．MnFe2
 O4
 ，CoFe2
 O4
 ，NiFe2
 O4
 ，CuFe2
 O4
 都是反尖晶石结构，因此，和Fe3
 O4
 相似，饱和磁矩应由两价离子决定．[image: alt]
 分别有5，7，8，9个3d电子，相应地，未配对电子数为5，3，2，1，所以，自旋磁矩应当是5μB
 ，3μB
 ，2μB
 ，1μB
 ．与实验测定的值：

[image: alt]


基本上一致．

除去A位和B位之间存在反平行排列的作用，A和A，B和B之间也存在着反平行排列的作用，但是由于A和B间的反平行排列的互作用最强，所以迫使A和B位上的离子磁矩各自平行排列．ZnFe2
 O4
 具有正尖晶石结构，[image: alt]
 的磁矩正好为0，所以实际只有完全在B位上的[image: alt]
 离子起作用，实验证明，它是反铁磁性的，表明了处于B位的铁离子间也是存在反平行排列作用的．

注　释


【1】
 1 Gs（高斯）＝10-4
 T（特斯拉）．


第十章　固体的介电性

10-1　弹性偶极子的强迫振动

固体的介电极化的两个最基本的类型是所谓电子极化和离子极化，这两种极化的性质都具有一个弹性束缚电荷在强迫振动中所表现的基本特征．设想一个质量为m，带电为-e的粒子，为一带正电+e的中心所束缚，弹性恢复力为-kx，这里k是恢复系数，x表示粒子的位移，如图10-1所示．
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图10-1　弹性偶极子

我们考虑它在交变电场作用下的运动．电场用复数表示
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电荷的运动方程为：
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这种振动的解显然是：
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由此得到电场感生的电偶极矩
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由于以上弹性偶极子的固有振动频率
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因此，电偶极矩可以写成
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其中α称为极化率，
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令ω→0，得到在静电场中的静态极化率
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它表明极化与束缚强弱成反比关系．

（10-7）中α与ω的关系反映了极化的惯性．我们注意，只要ω≪ω0
 ，则α基本上为一常数，等于α0
 ．在这个范围内，极化完全可以跟上电场的变化，惯性没有显著的影响．相反地，当ω≫ω0
 时，α的绝对值很快地减小，这时由于惯性，极化已完全跟不上迅速变化的电场，因此极化效果很微弱．以后我们将看到，电子极化和离子极化都有相应的固有振动频率．一般讲电子极化的频率主要在紫外光的范围，而离子极化的频率一般在长红外波段（10μm以上）．因此在一般电磁学范围（包括微波），这两种极化都几乎是无惯性的．然而在可见光频率的范围，离子极化已经由于惯性太大，基本上已经不能产生极化效果．

电场对偶极子作功的功率为
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而以上讨论的极化p和电场完全同相位，E和[image: alt]
 相位差为π/2，因此在一个周期中，电场对偶极子平均作功为0．但是实际的极化总是或多或少和一定的能量消耗相联系的．因此可以简单地在上述模型中加一个阻尼力-mγ[image: alt]
 （γ是常数，它的量纲与频率相同，引用γ便于反映阻尼力影响的大小）来概括极化消耗能量的一般特点，存在阻尼力时的运动方程是：
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其解为
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如果仍用复数表示
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α为一复数，
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其中
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α″表示与E相位差π/2的极化，这一部分导致能量的消耗．为了具体计算功率，取复数（10-1）及（10-12）的实部表示实际的电场和极化，
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从而得到在一个周期中电场作功功率的平均值
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称为介电吸收．由于实际中γ≪ω0
 ，因此α″在ω≈ω0
 附近有一突出的峰值，表明能量消耗主要集中在ω≈ω0
 的附近，称为共振吸收．图10-2表示α′，α″与ω的变化关系．

电子极化和离子极化也都具有上述的特点，在它们的极化现象和集中在固有频率附近的共振吸收之间也存在完全相似的内在联系．
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图10-2　弹性偶极子的复数极化率

10-2　电子极化

（1）原子的极化率

电子极化是固体中普遍的极化现象．电子极化是由于电场影响电子的轨道运动，使电子的平均电荷分布（电子云）发生畸变所引起的．分析固体的电子极化往往以分析原子的极化为基础．

考虑原子中一个电子在沿x方向的静电场作用下的变化．由电场所引起附加的势能
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可以看做一个微扰项．令φ1
 ，φ2
 ，…表示电子的本征态波函数，并设电子原来处于i状态．根据微扰论的一般结果，电子的波函数将改变为
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计算平均偶极矩至E的线性项得
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其中第二项表示在电场中的感生电偶极矩，由此得到静态极化率
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在一般情况下，原子中的电子处于最低的状态i，而j表示未占据的激发态．在原子光谱的理论中，我们知道，对于每一个〈j|x|i〉不为零的激发态j，可以由i态吸收光子跃迁到j态，这对应于一吸收谱线，频率[image: alt]
 由下式决定：

[image: alt]


而且吸收的强度就相当于
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个频率为[image: alt]
 的简谐振子，[image: alt]
 称为振子强度（[image: alt]
 ＜1，为一分数）．（10-19）用振子强度表示，可以写成：
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我们看到，其中每一项的形式和上节的弹性偶极子的静态极化率完全相同．前面指出，极化和一定的能量共振吸收相联系．这里我们看到与原子中电子极化相联系的共振吸收[image: alt]
 就是我们熟悉的原子吸收光谱线，对应于各激发态j，电子的共振吸收和极化都有如[image: alt]
 等效的简谐振子．在上式中[image: alt]
 相当于恢复系数k，它描述弹性束缚的强弱．一般原子中，处在外层的价电子束缚最弱，跃迁到激发态需要的能量最少，[image: alt]
 最低．因此一般原子的极化主要来自价电子．

由上述极化和吸收谱线的内在联系，很自然地会推想出，反映电子极化惯性的频率就是原子的吸收频率[image: alt]
 ，价电子的[image: alt]
 一般主要在紫外光的范围，因此如前面已经指出，一直到红外光的频率，电子极化都可以看作是无惯性的，极化率基本上就等于以上所导出的静态极化率（（10-22）式）．

用微扰论方法计算在交变场微扰下随时间变化的波函数及平均偶极矩，将得到同在交变场下弹性偶极子完全相似的在交变场下的极化率公式：
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（2）极化的有效场问题

在一些较为简单的情况下，往往认为，固体的电子极化基本上可以归结为组成固体的各原子或离子的极化，同时还必须考虑它们极化之间的相互影响（事实上经过比较系统的分析，表明主要限于它们之间的静电库仑作用）．具体讲，就是在分析固体中的一个原子（或离子）极化时，不仅需要考虑外界所产生的电场，而且，还必须考虑到，固体中其它原子极化所产生的电场．为了具体起见，我们结合平行板电容器中电介质的极化来说明这一问题及解决问题的方法．我们把所研究的原子A的周围以半径为R的球形内部的原子与其它原子区分开，如图10-3所示，R远大于原子间距，这样计算在A点所产生的场时，可以不考虑R以外的原子极化的微观细节，R以外的原子极化的影响可以当作连续的极化介质，用宏观的方法来处理．我们知道，均匀极化介质的作用相当于分布于表面的束缚面电荷Pn
 dS（Pn
 表示极化强度垂直表面向外的分量，dS表示面积元），因此，R以外介质的作用就相当于介质两个平行外表面的束缚电荷以及在半径为R的球形内表面的束缚面电荷所产生的，在图10-3中θ方向的面电荷密度为-Pcosθ．我们以E1
 ，E2
 分别表示这两部分在A产生的电场．另以E0
 表示由电容器板上电荷所产生的外电场，E3
 表示R球以内各原子偶极矩在A所产生的电场．这样，实际作用于A的“有效电场”Ee
 可以写成
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图10-3　有效场的分析

但是我们知道一般所谓的宏观电场就等于把介质看作宏观连续极化介质所产生的连续电荷分布以及外电荷二者所产生的库仑电场，在我们讨论的具体情况中，介质极化是均匀的，因此介质极化的效果相当于外表面的束缚电荷，由此可见，
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球内原子极化所产生的场E3
 与原子的分布情况有关，一般必须结合具体情况进行计算．但是在E3
 原子分布具有立方对称的条件下，可以证明，极化原子看成处于立方分布的格点上的点偶极子，它们在A的电场恰好抵消，即E3
 ＝0．如果只考虑这种最简单的情况，有效场
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其中E2
 是上述由球面R的表面电荷-PcosθdS所产生的场E2
 ．由对称性，很明显E2
 沿x方向，计算表面电荷在A产生电场沿x的分量得到：
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因此，有效场
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以上讨论平行板电容器只是为了具体起见，然而这样分析问题的方法和结论对于一般情况也同样适用．

（3）固体的介电常数

用有效场适当概括了原子极化之间的库仑作用后，便可以很直接地在原子极化的基础上分析固体的电子极化．如果固体包含几种不同的原子，令ni
 表示单位体积中各种原子的数目，αi
 表示它们的极化率，则
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或写成
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（10-29）给出宏观极化与原子极化率的具体关系．

由于
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代入（10-29），得到介电常数
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由于在固体中原子极化的相互影响，它们的效果并不是简单相加的，因此，ε具有以上比较复杂的形式．

系统验证以上结果的研究工作还不是很广泛．有些人对碱金属的卤化物作了比较仔细的分析，发现只有适当选择各种离子的极化率，按照上式确实可以得到与各种化合物的介电常数相符的结果．表10-1和表10-2给出了他们的结果．

表10-1　离子极化率[image: alt]
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表10-1所列各种离子的极化率的数值很明显地说明，负离子的极化率比正离子大，重的离子极化率比轻的离子极化率大．

表10-2　介电常数（电子极化）的计算值和实验值的比较

（横线下为实验值）
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10-3　离子极化

很多非导体都是离子晶体．离子晶体在电场作用下，正负离子将发生位移，产生相应的偶极矩，称为离子极化．

为具体起见，我们考虑A+
 B-
 型离子晶体．我们将直接考虑交变电场作用下极化的一般情况．在均匀电场下，显然所有的正离子和所有负离子的运动是一致的．令μ+
 ，μ-
 表示正负离子的位移．它们受到的弹性恢复力显然只决定于它们的相对位移，一个正离子所受的恢复力可以一般写成
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由于正负离子处在完全相似的情况，负离子受力可以写成
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（我们注意，这里的恢复力一方面包括离子间的重叠排斥力，另一方面还包括库仑作用．对于一种离子讲，另一种离子位移所产生的库仑作用，正如一个偶极矩．它们的影响正如同前节考虑的有效场[image: alt]
 ．也就是说，在这里我们把离子位移所引起的有效场的作用，包括在恢复力之内，不需要另外再做考虑．）运动方程用复数形式可以写成：
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其中M+
 ，M-
 为正、负离子的质量．两式分别除以M+
 ，M-
 ，相减以后引入形容相对运动惯性的约化质量
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得到
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如果去掉电场项，方程化为简谐振动的运动方程，描述两种离子所构成的晶格之间的固有相对振动，其频率
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在交变场下强迫振动解为
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如果单位体积包含N0
 对正负离子，极化强度可以写成
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它具有和弹性偶极子极化完全相似的形式．

我们注意，这里考虑的两种离子的相对运动，正是以前讨论过的晶格振动光学模，由于这里考虑的是均匀电场，所有正离子或负离子都以同相位振动，因此，所对应的是光学波的长波极限．如果像在弹性偶极子的情形一样，引入一个简单的阻尼项，就会得到在ω0
 附近的能量吸收．这种离子振动所引起的共振吸收，早已在实验中发现，频率一般是在较长的红外波段．图10-4表示与这种共振吸收相联系的选择性反射的实验结果与适当选择阻尼系数γ的理论计算结果的比较．
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图10-4　红外选择反射

这种选择性反射的现象被用于产生单色的长红外线．离子晶体的红外吸收是关于离子晶体的重要基本现象，目前正在得到日益广泛的研究．在表10-3中列出了一系列离子晶体的ω0
 值和相应的波长λ0
 ．

表　10-3
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由于离子极化的振动频率在红外波段，对于电磁学范围的频率，这种极化几乎是没有惯性的，基本上可以看作是静态极化．

离子晶体除去以上所讲的离子极化以外还存在电子极化．因此，如令α+
 ，α-
 表示两种离子的电子极化率，根据上节的结果，可以把介电常数写成：
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由可见光范围所测得的折射率所导出的介电常数常用ε∞
 表示（∞表示频率极高），它和静态介电常数ε0
 都在表10-3中列出．我们注意ε0
 和ε∞
 有显著的差别，这是由于在可见光的频率，离子极化由于它的惯性已基本上没有贡献，极化几乎全部是由于电子极化．ε0
 比ε∞
 的多余部分（ε0
 －ε∞
 ）就表示离子极化对于静态介电常数的贡献：
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应当指出，我们以上只考虑了由于外电场直接引起的电子极化，实际上，离子极化本身也将引起一定的电子极化．前面已提到，离子位移将产生一定的有效场，它对离子极化的影响已包含在恢复力k（μ+
 －μ-
 ）之中，然而它使每个离子的电子产生的极化则未予考虑．如果把这个效果考虑在内，离子极化的贡献将由（10-41）式改变为
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10-4　介电弛豫

在一般电磁学的频率范围，电子极化和离子极化惯性都很小，介电常数基本上和频率无关，能量损耗也很小．固体中还可以存在一种与上述极化性质完全不同的极化，在电磁学频率范围内，可以显著地依赖于频率，并产生介电损耗．电子极化和离子极化本质上是一种机械运动现象，涉及如弹性位移、机械惯性、共振等典型的力学概念．而这里所讲的极化则是统计性质的现象．

属于这一类型最重要的极化机构，是具有固有偶极矩的极性分子在电场中的取向作用，这种极化机构和顺磁体的磁化是相似的．例如，在一些最简单的情况，偶极分子相互作用比较弱，则偶极矩为μ的分子的极化率为
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和顺磁磁化率的公式相似．这种极化表现出很明显的弛豫现象，成为决定它的频率特性和介电损耗的基本特点．

这里弛豫的涵义，和平常一样，指达到统计平衡状态需要一定的时间．如果用∆P表示由于这种机构所产生的极化强度，则在一些较简单的情况下，极化的弛豫规律可以具体用下列方程概括：
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（∆P）0
 表示在该瞬间的电场下，极化假想已达到统计平衡所应具有的数值．τ为具体概括弛豫过程快慢的参数，称为介电的弛豫时间．由以前讨论类似的弛豫问题可知，上述规律表示，在加一恒定电场后，极化将指数地按
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接近最后的稳定值（∆P）0
 ；而在撤去电场后，极化将按
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指数地消灭．

在交变电场的情形，（∆P）0
 本身是随时间变化的．（∆P）0
 与时间变化的具体关系应写为：

[image: alt]


（∆ε）0
 表示在恒定电场下，这种极化对介电常数的贡献，代入（10-44）得
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随交变场变化的解为
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从而得到在这一频率下，对介电常数的贡献，
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或写为
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其中实部
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虚部
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所以，当电场的周期远小于τ时，即ωτ≫1时，这种极化便基本上不再发生作用．另外，特别值得注意的是，决定损耗的∆ε″，在高频低频都趋于零，在ωτ＝1具有峰值．因此τ的大小决定着极化和损耗的频率特性．τ的数值大小，决定于弛豫的具体微观机构，在不同的材料、不同的温度，可以有很大的差别．在各种不同情况，实际测定的特征频率[image: alt]
 遍及整个电磁学的范围．

在固体里面一般的极性分子不能够自由转动，只有在熔化时，极性分子取向的极化才能发生作用，使介电常数有陡然的增长．但是在有些情况下（决定于分子形状的对称程度和晶体结构），极性分子可以较自由地改变方向．现在已经在许多含极性分子的固体中，发现并系统地研究了由于极性分子取向所产生的介电性，其中很多是较复杂的有机化合物，化合物中包含较大的极性的基．图10-5所示是低温下HCl晶体的低频介电常数随温度的变化．晶体在98.7K由正交晶系转变为立方晶系，这时介电常数发生如图示的陡然增长．从这个温度直到熔点，介电常数基本上按1/T的线性函数逐渐下降．在这个例子中由于晶体结构改变使HCl分子可以在晶体中比较自由地取不同方位，而成为介电极化的主要机构．
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图10-5　HCl低频介电常数

如果我们设想，分子在晶体中可以取某几个能量最低的方位，在它们之间分子靠热涨落不时发生跃迁，那么弛豫时间基本上就是这种热跃迁概率的倒数．这个问题和扩散原子在不同格点间跃迁十分相似．这种情况下弛豫时间和温度有密切的关系，随着温度提高，τ将会很快地下降，实验完全证实了这一点．

极性分子的取向，并不是这一类极化的唯一机构．晶体中的缺陷也可以引起这种类型的极化．例如，A+
 B-
 型离子晶体中如果加入两价的正离子（如NaCl中加入Cd，Mn），在两价离子附近将产生A+
 的缺位，以保持电性中和．杂质离子代表一个多余正电荷，而A+
 缺位代表一个负电荷，因此从电性上看，它们相当于一个偶极子．缺位环绕杂质跳跃就相当于偶极子的转动．这种由于杂质引起的极化现象，已经在加入杂质的晶体中被实验所证实．

这一类型极化的研究，不仅对于了解介电性，而且在揭示分子结构（如偶极矩，分子形状）、分子的运动、晶体的微观结构等方面也都有重要的作用．

在本章的最后，用示意图10-6形象地概括了上述几种极化的频率特性和它们在不同频率范围内对介电极化（实部）的贡献．
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图10-6　不同极化机构对介电常数的贡献


第十一章　超导电的基本现象和基本规律

超导电是在低温下具有相当广泛性的现象，现在已经知道，有二十多种元素，大量的化合物和合金，都在一定的临界温度以下，转入所谓超导电状态，表现出特有的超导电性．表11-1列出已经发现超导电现象的元素在周期表中的分布和它们的临界温度．超导电现象自1911年初次发现以后，由于它的一系列异于寻常的性质，而成为长期以来物理学中基本理论研究课题之一，在推动低温物理学的发展中起了重要的作用．经过大量的实验和理论研究，在愈来愈多的物质中发现了超导现象，总结了关于超导电的基本现象和规律．微观理论有了重大进展，找到了产生超导电现象的主要原因，并且建立了初步的系统理论．另一方面，已经开始发展在技术上的利用，如超导强磁场、超导电子学元件、红外探测元件等．

本章将主要讲述超导电的基本现象和规律．

11-1　超导体的基本电磁学性质

（1）零电阻

1911年翁纳氏研究在极低温下各种金属电阻变化时，首先在Hg中初次发现了超导电现象．电阻是按平常的方法以灵敏电位计测量通过一定电流的样品上的电压降，样品本身则是浸在液态氦中．当时发现Hg的电阻在4.2K左右陡然下降．图11-1是当时一个样品的实验结果．实验证明，测量电流愈小，电阻变化愈尖锐，用足够小的测量电流，能使电阻的下降集中发生在0.01K的窄小范围内．在这个转变温度以下，电阻完全消失．
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图11-1　Hg的电阻

另外一类检验发生转变后的电阻的实验，是利用环状的样品，在垂直于环平面的磁场中，降低温度，使样品发生上述转变，然后撤去磁场，这时在环内产生感生电流．如果样品仍存在电阻，感生电流当然将会不断衰减，用这种方法可以十分精确地检验电阻．例如翁纳氏最初以铅做实验，用磁针在低温容器之外检验感生电流，结果在几小时之内，完全不能发现任何变化．温度提高到转变温度以上，电流立即消失．

表11-1　超导元素的临界温度Tc
 /K
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总结大量的实验，可以认为已经完全确立，许多物质在一定的转变温度（见表11-1）下，电阻完全消失，物质转变到所谓超导状态．

（2）迈斯纳效应

由于超导态的零电阻，在超导态的物体内部不可能存在电场，因此根据电磁感应定律，磁通量不可能改变．施加外磁场时，磁通量将不能进入超导体内，这类特殊的磁性是零电阻的结果．1933年迈斯纳等为了判断超导态的磁性是否完全由零电阻所决定，进行了一项实验，实验的结果揭示了超导态的另一项最基本的特征．实验是把一个圆柱形样品在垂直轴的磁场中冷却到超导态，并以小的检验线圈检查样品四周的磁场分布．结果证明，经过转变，磁场分布发生改变，磁通量完全被排斥于圆柱体之外，并且在撤去外磁场后，磁场完全消失．在以后几年中，不同的人以柱形以及球形样品作了更精确的实验和分析，完全肯定了在磁场中发生超导转变时，磁通量完全被排斥于体外的结果．这个重要的效应说明，超导态具有特有的磁性，并不能简单由零电阻导出．如果超导态仅仅意味着零电阻，只要求体内的磁通量不变，那么在上述实验中，转变温度以上原来存在于体内的磁通量将仍然存在于体内不会被排出，当撤去外磁场后，则为了保持体内通量将会引起永久感生电流，在体外产生相应的磁场．图11-2对比了这种单纯由零电阻所导出的结论和超导转变的实际情况．
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图11-2　迈斯纳效应

以上实验所确定的所谓迈斯纳效应，往往采取以下的方式概括：超导体具有“完全的逆磁性”．即在超导体内保持
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应当知道，完全逆磁体不是说磁化强度M和磁场H等于0，而仅仅表示[image: alt]
 除去一些特殊情况，例如样品为圆柱体，而外磁场H0
 平行于轴线；或样品为无限大平面，H0
 平行于表面，外磁场H0
 ＝H，其他形状的样品都因有退磁场的作用而使H≠H0
 ．我们以球形样品为例来分析．球形样品在均匀的外磁场中将沿磁场方向均匀极化（根据电磁学，均匀的椭球形样品在沿一个主轴方向的磁场中，磁化将是均匀的并沿磁场方向）．如果磁化强度为M，则各处磁场强度可以根据M所引起的表面“磁荷”分布计算，这样磁荷应在球内产生均匀磁场（所谓退磁场）
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加上外磁场，得到球内磁场
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根据完全逆磁性
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由此得到与外场成比例的磁化强度
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同时，体内的场强为
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球外的磁场就等于外磁场再加上等于整个球体的磁矩的磁偶极子的磁场．很多精确的检验迈斯纳效应的实验是靠直接测量物体的磁矩．

11-2　伦敦的电磁学方程

按照一般磁化的概念，磁化是由微观的分子电流所构成，如以上述均匀磁化的球体为例，宏观场则应归之于在球面未补偿的分子电流．但是在超导体的情况，既然可以保持永久的宏观传导电流，因此可以设想，迈斯纳效应实质上是由于在表面形成适当的永久电流分布，而不是由于微观分子电流．按照这一看法，在磁场中的超导体只是在表面上发生永久电流以保持内部
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从唯象的意义上讲，这种看法是和完全逆磁体的看法一致的，差别在于对磁效应的根源解释不同．

如果按这样理解，迈斯纳效应虽然是独立于零电阻的基本特征，然而又和零电阻的特征存在着不可分割的内在联系．根据这个精神，伦敦提出了一个唯象理论，从统一的观点概括了零电阻和迈斯纳效应，并且相当成功地预言了有关超导体电磁学性质的一些进一步的规律性．

（1）伦敦方程

就如同在一般导体的问题中一样，除了麦克斯韦方程外，还需要方程
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来概括导体本身的特殊规律，伦敦也提出一定的方程来概括超导态的基本电磁学性质．我们用js
 表示超导电流密度．由于没有电阻效应，电场和电流的关系将和欧姆定律完全不同，在一定电场下并不会形成稳定的电流，相反，电场对电荷的作用力将使电流的变化正比于电场，即
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Λ为一常数．如果设想超导电流是由于单位体积有ns
 个完全不受阻力的电子所引起的，则
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所以
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在麦克斯韦方程（由于在这个理论中超导体基本上没有磁化，B＝H）

[image: alt]


左方代入（11-7）得到
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也可以写成
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我们注意，这个式子主要是考虑了零电阻的效应．上式说明如果
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在任何时刻成立，则将永远保持成立．我们将看到，这个条件和其它麦克斯韦方程一起将使H（＝B！）在超导体内由于受到超导电流的屏蔽而迅速降为0．伦敦便假设超导态永远符合上式，并且以上式和
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一起，概括零电阻和迈斯纳效应，作为决定超导态电磁性质的基本方程．

我们注意，在伦敦理论中，迈斯纳效应是靠了超导电流的屏蔽作用，因此是以零电阻为条件的．然而已经指出，零电阻本身不能产生迈斯纳效应．伦敦方程实际上是在所有零电阻所容许的解中，又选择了符合额外条件（11-10）的解来概括超导态．

（2）迈斯纳效应和穿透深度

考虑恒定场的情况．在这种情况下，显然在超导体内，E＝0（否则根据伦敦方程js
 将无限制地增长）．取麦克斯韦方程
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的旋量，并用伦敦方程消去js
 ，得到
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由于
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而∇·H＝0，因此上式归结为
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可以普遍地证明上述方程要求在超导体内部H从表面很快地下降．在这里，作为一个特例，我们注意上述方程的一维解是指数函数[image: alt]
 表明向超导体内部衰减按指数规律，即按

[image: alt]


衰减．

如果取ns
 等于一般导体中导电电子密度的数量级，即[image: alt]
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因此伦敦理论不仅说明了迈斯纳效应，并预言磁场的屏蔽需要一个有限的厚度，磁场穿透的深度应为[image: alt]
 的数量级．

由于磁场穿透效应，超导体中超导的区域应比样品体积小．因此可以测量细小样品在超导态的磁矩来验证这个理论．实验结果证实了这种效应的存在，对穿透深度一般得到与上述估计相一致的数量级．另外，在不同温度下测量的结果，还说明穿透深度随温度下降而不断减小，图11-3表示由胶体状态的汞的磁化测量，所得到穿透深度倒数的平方（和ns
 成比例）对温度的变化关系．穿透深度的变化实际上说明超导电流的电子数ns
 并不是固定的，ns
 在接近0K时最大，随温度增加而减小，到转变温度时ns
 减到0．
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图11-3　穿透深度和温度

（3）正常电流和高频的电阻效应

在伦敦理论中还假设超导体中除去超导电流还可以存在正常电流，服从欧姆定律，
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在上节考虑的定态情况下，E＝0，所以正常电流不存在．然而在交变场的情况下，正常电流可以起重要的作用．根据伦敦方程，并且在麦克斯韦方程
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中，把j写成js
 ＋jn
 可以系统地分析在交变场中的问题．这里不再进行系统分析．但是可以粗略说明正常电流在高频问题中的作用．由于磁场穿入超导体表面以内（穿透深度），在交变情况下，将感生相应的电场，从而引起正常电流和相应的电阻能耗．在低频情况下，由于穿透深度极小，这个电阻效应和正常导体比较将是微乎其微的．但是在高频时，正常导体由于趋肤效应，电流和电阻实际也将集中于表面层，则情况就不同了．当趋肤效应的深度缩短到比磁场穿透深度还小时，超导态和正常态的差别就将逐渐消失．超导体将开始表现出显著的电阻．根据穿透深度的数量级和导体在超导的极低温范围的一般电阻值，上述转变的频率应在超高频的范围．图11-4表示在不同频率和温度下，测得的锡在超导态的表面电阻和正常态之值的比．
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图11-4　超导态表面电阻和正常态电阻比值

11-3　超导转变和热力学

（1）磁场中的相转变

研究在磁场中的超导转变，对于了解超导态起了很重要的作用．在发现了超导现象以后几年就发现了强的磁场可以破坏超导状态，使物体恢复正常状态．对于一般形状的物体，由于物体本身的磁矩，各处磁场并不简单地等于外加磁场H0
 ，即使在均匀的外加磁场中，实际的磁场也是不均匀的．在这种情况下，磁场破坏超导态的过程具有复杂的性质．但是，如果用很长的圆柱体，沿柱长方向施加外磁场H0
 平行轴线，则各处的磁场基本上都等于H0
 ．实验证明，在这种情况下，原来处在超导态的物体，当H0
 增加到一定的临界值Hc
 时，就突然转入正常态；降低磁场，当H0
 降到Hc
 时，物体又恢复到超导态．图11-5是实验所测定的一个汞柱在3.1K的磁化曲线，斜线表示超导态的磁矩与外场的比例关系，在H0
 ＞Hc
 磁矩突然减为0，表示物体已转入正常态．图11-5还反映了转变的可逆性．
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图11-5　磁场中的超导转变

临界场Hc
 是温度的函数．图11-6给出实验所测的一些元素的Hc
 （T）函数，发现Hc
 （T）曲线一般可以近似地表示为抛物线，即
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图11-7是这个函数的图线．Tc
 是没有外磁场时的转变温度．在Tc
 以下，随温度下降Hc
 不断增加，在接近0K时，Hc
 接近最大值Ha
 ．实际上，Hc
 （T）把H-T图划分为超导态和正常态两个区域，如图11-7所示，在Hc
 （T）线上发生超导态和正常态间的可逆相变．
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图11-6　临界场和温度（Oe为高斯制中磁场强度的单位，[image: alt]
 ）

绝大多数元素超导材料的磁化曲线如图11-5所示，称为第一类超导体．而有另外一类超导材料，包括一些合金和少数过渡金属，它们的磁化曲线与图11-5不同，而表现出如图11-8的形式．在磁化曲线上存在有两个临界磁场：下临界磁场[image: alt]
 和上临界磁场[image: alt]
 ．当外磁场H0
 ＜[image: alt]
 时，样品处于超导态；当外磁场H0
 ＞[image: alt]
 时，样品处于正常态；而当[image: alt]
 ＜H0
 ＜[image: alt]
 时，样品处于混合态，这时磁通量并不是全部被排出体外，而是有部分磁通穿过，这一类超导材料称为第二类超导体．理想的第二类超导体的磁化过程也是可逆的．与第一类超导体相似，上、下临界磁场的温度曲线一般也近似有
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的形式．图11-9是它们的函数图线．两条曲线把H-T平面分成三个区域，[image: alt]
 （T）以下的区域为超导态，[image: alt]
 （T）以上的区域为正常态；[image: alt]
 （T）与[image: alt]
 （T）之间的区域为混合态．
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图11-7　在磁场中的超导态和正常态
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图　11-8
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图　11-9

（2）熵和比热

磁场中超导转变的研究有助于分析超导态的热力学性质．根据完全逆磁性，可以简单地导出在磁场中超导态的吉布斯函数．平常我们熟悉的吉布斯函数
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的微分关系
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是根据体积变化dV时压力对系统作功
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导出的．现在我们不是考虑在压力作用下体积的变化，而是考虑在磁场中的磁化，与（11-18）相对应的是磁化作功
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因此可以直接对照（11-16）和（11-17）的形式，引入在磁场中的吉布斯函数
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相应的微分关系为
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令Gn
 （T）表示温度T时正常态的吉布斯函数；正常态的磁化可以忽略，因此正常态的吉布斯函数可以认为与磁场无关．我们令Gs
 （T）表示没有外磁场时超导态的吉布斯函数．存在磁场时的吉布斯函数可以根据
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一般地写成
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引用超导态的完全逆磁性：
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由（11-22）得到
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我们看到超导态的吉布斯函数是随磁场而增加的．在磁场中超导转变的解释是明显的：在T＜Tc
 时，超导态的吉布斯函数Gs
 （T）比正常态的Gn
 （T）低，因此超导态是稳定的．但是存在磁场时，随着磁场的加强，超导态的吉布斯函数不断增大，在磁场达到一定临界场Hc
 时，超导态的吉布斯函数将与正常态的吉布斯函数相等：
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磁场再加强，超导态的吉布斯函数将超过正常态，所以在临界场下，将发生由超导态到正常态的相变．

我们看到，相变的条件（11-24）表明临界场Hc
 直接联系着超导态和正常态的吉布斯函数之差：
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根据微分关系（11-21），熵S＝-（∂G/∂T）H
 ，所以超导态和正常态的熵可以用Gn
 （T）和Gs
 （T）表示如下：
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因此，对（11-25）求对温度的微商，得到
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从（11-27）可以直接得到超导转变的潜热．不存在磁场时的相变发生在超导转变温度Tc
 ，这时Hc
 为0（见图11-7），所以根据（11-27），潜热T（Sn
 －Ss
 ）＝0．参见图11-7，存在磁场时的相变发生在T＜Tc
 ，由（11-27）及Hc
 （T）的图线得到正值的潜热．因此存在磁场时的转变是一级相变．

对（11-27）求对温度的微商，可以得到比热之差
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对于没有磁场的转变，T＝Tc
 ，Hc
 ＝0，
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由于在T＝Tc
 时，dHc
 /dT不为0．这个转变中，比热有一个突变，说明没有磁场下的转变是一个二级相变．图11-10是实验测得的锡在超导态和正常态的比热（在Tc
 以下正常态的比热是在高于Hc
 的磁场中测定的）．

熵和比热对于了解超导态的本质提供了一定的线索．在Tc
 以下，超导态的熵更低，表明超导态的电子处于一种更有秩序的状态．这一点和超导态的电学性质结合起来，使人相信，超导态是由于电子以某种方式组织和结合起来，使它们可以不受散射．超导态具有比正常态更高的比热（熵随温度的增加更快些），说明这种超导电子的有组织状态随温度增加，是在不断瓦解着．而这点和前节所引述的超导电子数n随温度上升不断下降的结果显然一致．
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图11-10　锡的比热曲线
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