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内容简介

本书共分六个部分，十四个章节，是论述代数基本定理以及证明“π与e是超越数”的一本入门读物，也是一次经典数学的奇幻之旅.

在第一部分中，我们从多项式方程的解和数系的扩张讲起，详述了有理数与循环小数，讨论了在黄金分割与黄金三角形，以及斐波那契数列中出现的无理数，由二元数的观点引入复数，最后阐明了代数基本定理的内容. 在第二部分中，我们用三种不同的方法说明或证明了代数基本定理，这就表明了复数域是代数闭域. 在第三部分中，我们从定义圆周率π以及自然对数的底e开始，最后严格地证明了它们是无理数. 在第四部分中，我们阐明了关于多项式的一些概念和理论，其中有贝祖等式、高斯引理、艾森斯坦不可约判据，以及对称多项式基本定理等，也详述了有关扩域的一些理论，包括代数元、代数元域，以及单代数扩域等. 在第五部分中，我们主要研究了代数扩域与有限扩域，并应用这些理论讨论了三大古典几何作图问题. 在第六部分中，我们讲解了康托尔的对角线法，并依此证明了超越数的存在，简洁地证明了刘维尔定理以及刘维尔数是超越数，进而严格地证明了e是超越数的埃尔米特定理，以及π是超越数的林德曼定理.

本书还有两个附录，其中附录1导出了斐波那契数列的通项公式——比奈公式，而附录2则对正文中要用到的线性方程组的求解作了简要的说明.

本书起点较低，叙述详尽，论证严格，举例丰富，前后呼应，数学内容自成体系，是一本深入浅出，既可供数学爱好者系统地学习和掌握新知识和方法，扩展视野，又能使他们欣赏到数学之美的可读性较强的读物.



前言


学非探其花，要自拨其根.



——〔唐〕杜牧《留诲曹师等诗》


简略地说，本书讨论了“代数基本定理”、“圆周率π既是无理数又是超越数”，以及“自然对数的底e既是无理数又是超越数”这三大数学课题. 为此我们讨论了数系的扩张、复数的应用、解析函数的积分、多项式理论、扩域理论、代数数论，以及康托尔的对角线方法等. 当然，随之就有不少的“副产品”，如：对称多项式基本定理、代数元域、尺规作图，以及三大古典几何难题等.

代数基本定理——n（>0）次复系数多项式方程有n个复数根，是1799年高斯在他的博士论文中首次较严格地证明的. 高斯以后的数学家们用了一百多种不同的方法证明了该定理，这足以说明该定理在代数学上的重要性. 在本书中，我们用三种不同的方法或阐明或证明了这一定理.

关于圆周率π，我们应用了我国魏晋时数学家刘徽的光辉的割圆术思想证明了它是一个与圆半径无关的常数，然后先证明它是一个无理数，并最终证明了埃尔米特定理：π是一个超越数.

对于自然对数的底e，我们先从它的极限定义出发得出了有关它的一些重要公式及应用，接着再证明它是一个无理数，并最终证明了林德曼定理：e是一个超越数.

为了能与广大数学爱好者一起学习这些重大定理，以及为了证明它们所必须研读的经典数学中的一些精彩内容，并与大家一起分享其中的数学之美，笔者撰写的这本书起点较低，从数系的扩张和运算讲起；把有关的多项式理论与域的理论尽量讲得详尽且深入浅出；书中包括许多实例和应用，可供读者消化、推敲和练习，而且尽力做到前呼后应. 为了克服论述这些专题的各种文献中的种种晦涩难懂、叙述过简与不清，我们用一种“详述”的方式，同时也尽量使本书在数学内容上自成体系.

不过，笔者还是在书后的参考文献中列出了笔者在研读这些专题和撰写本书时读过的部分好书与文献，希望对那些想继续深入研究的读者有所帮助.

一系列的数学实践使笔者深信，一位有高中数学基础且掌握微积分初步概念的读者，只要勤于思考，一定能理解书中的这些在其他数学分支中也极有用的基础数学知识和定理，从而提高自己的数学修养；只要乐于思考，也就一定能掌握本书中所使用的数学方法，同时给自己带来数学之美的享受.

最后，感谢首都师范大学栾德怀教授的长期关心、教导和鞭策. 感谢上海师范大学数学系陈跃副教授，他推荐了许多参考资料，仔细审读了手稿，并提出了许多宝贵的意见和建议. 感谢华东师范大学出版社的王焰社长及各位编辑，他们为本书的出版给予极大的支持与帮助.

希望本书能成为广大数学爱好者学习和掌握上述课题的可读性较强的读物，也极希望得到大家的批评与指正.

2016年8月于上海师范大学



第一部分　从求解多项式方程到代数基本定理

在这一部分中，我们从自然数系与一元一次方程的求解讲起，讨论了数系的扩张：从自然数、整数、有理数、实数，一直到复数，而且讲述了代数基本定理，即复数系是代数封闭的.

对于有理数，我们详细地讨论了有理数与循环小数的关系，以及它与可公度线段概念的联系. 从黄金分割、黄金三角形、黄金矩形，以及斐波那契数列等方面，阐明了引进无理数的必要性. 我们从二元数的概念引入复数，这样就能使原来在实数系中无解的多项式方程有解了.

最后，我们在复数系的基础上引入了近代数学中有重要意义的域的概念.


第一章　从自然数系到有理数系

§1.1　自然数系与一元一次方程的求解

人类从计数物件之需得出了正整数系
 N
 *
 ={1，2，3，…}. 数字0由玛雅人在公元一世纪首先引入，而在500年以后古印度人使用了零. 这样，人们就有了自然数系
 N
 ={0，1，2，…}.在N
 中我们有加法（+）运算，这指的是任意两个自然数的和，仍然是一个自然数，即对任意n1
 ，n2
 ∈N
 ，有n1
 +n2
 ∈N
 . 我们把这一事实简称为N
 对加法运算是封闭的
 . 同样，在N
 中我们还有乘法（×）运算. N
 对乘法运算也是封闭的. 不过N
 对四则运算（+，-，×，÷）中的减法（-）运算和除法（÷）运算而言，它就不再封闭了. 例如对3，5∈N
 ，就有3-5∉N
 ，3÷5∉N
 . 所以为了使减法运算和除法运算也能封闭地进行，我们就必须扩充N
 ，即把新的数添加
 到N
 中去，以形成更大的数系.

从解方程的角度来看，对于N
 *
 上的一元一次方程

x+n=0，n∈N
 *


（1.1）

而言，它的解（-n）就是一个负数. 所以为了使（1.1）的解仍封闭在所讨论的数系之中，我们就有必要把自然数系N
 扩张到整数系
 Z
 ={0，±1，±2，…}.

接下来要考虑的是Z
 上的一元一次方程

px+q=0，p，q∈Z
 ，p≠0

（1.2）

对于Z
 中的元p，q，会产生下列两种情况：（i）p能整除q，记作p|q，此时q/p∈Z
 ；（ii）p不能整除q，记作p[image: 0017]
 q，此时q/p∉Z
 . 因此（1.2）的解x=-q/p就不一定是Z
 中的元了. 所以，为了使-q/p（q，p∈Z
 ，p≠0）也在所考虑的数系之中，我们就得进一步把整数系Z
 扩张为有理数系
 [image: 01702]
 ，p∈Z
 ，p≠0}.这样一来，Q
 上的任意一元一次方程都可以解了.

§1.2　有理数与循环小数

设a∈Q
 ，则[image: 01801]
 . 考虑p[image: 0017]
 q这一情况，此时用p去除q，则会产生两种情况：（i）若长除法至某一步时得出了为零的余数，则q/p是一个有限小数
 ；（ii）若长除法能无限地进行下去，此时因为每次得出的余数都小于p，而p是一个有限数，因此余数必会循环地出现. 所以此时q/p应是一个无限循环小数
 .


例1.2.1
 　循环小数[image: 01802]
 的分数形式.

设x=[image: 01802]
 =0.373737…，则100x=37.3737…=37+x. 于是有99x=37，即[image: 01803]
 .


例1.2.2
 　[image: 01804]
 的分数形式.

[image: 01805]


由上述两例可知，对于任意循环小数，我们都可将其表达为q/p的形式，其中q，p∈Z
 ，p≠0. 因此，我们可以说：有理数或是整数，或是有限小数，或是无限循环小数.


例1.2.3
 　1/109是一个有理数. 它有一个长达108个数字构成的循环节（参见[18]§1.22）.


例1.2.4
 　构造数[image: 01806]
 这是一个无限不循环小数，因此ξ∉Q
 . ξ称为刘维尔数，
 我们将证明它是一个超越数
 （参见§13.10）.

§1.3　可公度线段

对于古希腊人来说，他们认为几何是整个数学，而毕达哥拉斯学派的信徒们一直就认为只有整数以及它们的比值才能描述任何的几何对象. 这也就是说，他们认为的数就只是有理数，而这一点又与下面的可公度这一概念密切相关.


定义1.3.1
 　对于线段a，b，若存在线段d，使得a=qd，b=pd，其中q，p∈N
 *
 ，则称线段a和b是可公度
 的. d称为它们的一个公度
 .

也就是说此时存在线段d，使得a是d的整数q倍，以及b是d的整数p倍. 于是此时线段a的长度与线段b的长度之比就是有理数q/p.

那么有没有不可公度的线段呢？还有，例1.2.4中的刘维尔数不是有理数，那它又是什么数呢？

第二章　无理数与实数系

§2.1　无理数和不可公度线段

引入了有理数系后，Q
 上的一元一次方程在Q
 中都可解了. 不过，对于Q
 上的一元二次方程是不是也是这样呢？

事实上，我们知道x2
 -2=0这一方程的根是[image: 02001]
 ，而它们就不是有理数了，即我们不能把[image: 02002]
 表示为q/p，q，p∈Z
 ，p≠0的形式.


解
 　x2
 -2=0，在几何上相当于用勾股定理去求单位边长的正方形的对角线之长（图2.1.1）.下面我们用反证法证明线段AB与线段AC是不可公度的.

[image: 02003]
图2.1.1



假设AB=[image: 02002]
 与AC=1是可公度的，于是存在公度d，以及q，p∈Z
 ，使得[image: 02002]
 =qd，1=pd. 因此[image: 02004]
 q/p，这样2=q/p就是有理数了.

不过，我们知道，若[image: 02002]
 =q/p，其中不失一般性可假定q与p是互素的，则有q2
 =2p2
 . 从而q是偶数，即有q=2k，k∈N
 *
 . 代入上式即有4k2
 =2p2
 ，或2k2
 =p2
 ，因此p也是偶数. 这就与“q与p是互素”矛盾. 所以，我们得出[image: 02002]
 不能表示为q/p，其中q，p∈N
 *
 .

由此毕达哥拉斯学派坚持认为[image: 02002]
 不是数——[image: 02002]
 不存在. 然而，它确实表示了单位边长的正方形的对角线之长这一客观存在. 这就产生了数学史上的第一次数学危机. 众所周知，随着人们引入并认识了无理数
 以及实数系R
 以后，一切都迎刃而解了.


例2.1.1
 　数1，4，9，16，…称为（完全）平方数，数2，3，5，7，…称为非（完全）平方数. 类似于使用证明[image: 02002]
 是无理数的方法，我们同样可以证明：当[image: 02101]
 是非（完全）平方数时，m是无理数（参见[16]§13.1）.


例2.1.2
 　证明log10
 2是无理数.

设[image: 02102]
 ，q，p∈N
 *
 ，则有10q/p
 =2，因此10q
 =2p
 .

于是2q
 ·5q
 =2p
 ，由此可得q=0，p=0，矛盾了.


例2.1.3
 　证明下述定理：存在两个无理数a，b，使得ab
 ∈Q
 .

取[image: 02103]
 ，而考虑[image: 02104]
 .此时c∈Q
 ，或c∉Q
 . 若c∈Q
 ，定理得证；若c∉Q
 ，即c是无理数，那么从[image: 02105]
 ，定理也得证. 事实上[image: 02106]
 是无理数，且是超越数（参见例14.8.1）.

据说毕达哥拉斯学派是由[image: 02107]
 ，而不是[image: 02002]
 ，发现无理数的，因为[image: 02107]
 出现在黄金分割以及黄金三角形等中.

§2.2　黄金分割与黄金三角形

黄金分割指的是将一单位长度1分为两部分，而使其中较大部分与1的比值等于较小部分与较大部分的比值.

由图2.2.1可知，此时由x：1=（1-x）：x，即有

x2
 +x-1=0

（2.1）

它的两个根为

[image: 02109]


我们把其中的[image: 02110]
 称为黄金分割比
 ，其中有无理数[image: 02107]
 . 利用根和系数的关系，容易得到

φ+λ=-1

φ·λ=-1

（2.3）

[image: 02108]
图2.2.1




黄金三角形
 指的是图2.2.2所示的底角为72°的等腰三角形ABC. 由△ABC≌△BCD，有x：1=（1-x）：x，此即（2.1）. 所以[image: 02201]
 .

[image: 02206]
图2.2.2



换一种方法，我们从Rt△ABD中，可得出[image: 02202]
 ，为了计算sin18°，我们从cos54°=sin36°，利用二倍角与三倍角公式（参见例8.2.3）不难推得[image: 02203]
 . 因此，同样有[image: 02204]
 ，其中也出现了[image: 02205]
 .

[image: 02207]
图2.2.3




例2.2.1
 　正五边形的作图.

在单位圆中要作出内接正五边形，就要作出该图上的五个均匀分布的点，也即图2.2.3中的θ角. [image: 02208]
 是可尺规作图的（参见§12.7）. 因此正五边形或正五角星可尺规作出.

§2.3　黄金矩形

我们把§2.2中描述的黄金分割稍微改变一下：按图2.3.1把线段长度取为τ，而按黄金分割作出的τ的较长部分取定为单位长1. 我们按1：τ=（τ-1）：1来求τ. 先从这一比例式，有

τ2
 -τ-1=0

（2.4）

[image: 02209]
图2.3.1



因此

[image: 02301]


是方程x2
 -x-1=0的根. 这一方程的另一根记为σ，有

[image: 02302]


利用根和系数的关系，可得

τ+σ=1

τ·σ=-1

（2.7）

τ，σ与§2.2中的φ和λ的关系如下：

τ=-λ，τ=φ+1

（2.8）

因此τ=φ+1≈0.618+1=1.618，称为黄金分割数
 . 在公元前438年竣工的古希腊帕台农神庙，其正面外观的高与宽的比就是采用了1：τ——一个黄金矩形
 . 这样看上去就是最为优美的.

利用这个黄金矩形，我们再从几何上来说明1与τ是无公度的.

按图2.3.2，求τ与1的公度归结为求1与τ-1的公度. 但从[image: 02303]
 ，因此矩形ABCD与矩形CDEF相似. 所以矩形CDEF也是一个黄金矩形.

[image: 02304]
图2.3.2



在矩形CDEF中求1与τ-1的公度，又归结为在黄金矩形HGED中求τ-1与HD的公度，……这个过程一直得进行下去，永无止境. 因此，τ与1是无公度的.

§2.4　兔子繁殖与黄金分割

1202年，意大利数学家斐波那契（Leonardo Fibonacci，约1175—约1250）完成了他的名著《算盘书》，其中最有名的问题是：开始时只有一对兔子，而每对兔子每个月都生育一对新兔子. 不过每对新兔子要从第二个月才开始有生育能力，那么一年后会生育出多少对兔子？

读者不难排出每个月的成年兔子对数（参见[18]§1.18）：1，1，2，3，5，8，13，…，即有名的斐波那契数列
 .

利用上一节引入的黄金分割数τ，以及由（2.4）给出的τ2
 =τ+1，我们不难得出

τ=τ

τ2
 =τ+1

τ3
 =2τ+1

τ4
 =3τ+2

τ5
 =5τ+3

τ6
 =8τ+5

τ7
 =13τ+8

…

（2.9）

例如，其中的τ5
 =τ4
 ·τ=（3τ+2）τ=3τ2
 +2τ=3（τ+1）+2τ=5τ+3.

在（2.9）中，我们看到有两个斐波那契数列出现了，兔子的繁殖问题竟然与黄金分割数τ有关连，从而又与无理数[image: 024-i]
 相联系！

§2.5　斐波那契数列的通项公式——比奈公式

设斐波那契数列的n项为Fn
 ，则有

F1
 =F2
 =1

（2.10）

再者，考虑到第n个月初，在兔房中的兔子可分为两类：一类是第n-1个月初已在兔房中的兔子，共有Fn-1
 对；另一类是第n-1个月初新出生的小兔子，它们由Fn-2
 对老兔子所生，因此有

Fn
 =Fn-1
 +Fn-2
 ，n≥3

（2.11）

（2.10）和（2.11）构成了斐波那契数列的递推关系. 由此可以推出下列定理（参见附录1）：

定理2.5.1（比奈公式）斐波那契数列的通项是

[image: 02501]


作为一个练习，我们来验证一下：

[image: 02502]


其中我们用到了τ2
 =τ+1，以及σ2
 =σ+1.

对于Fn-1
 +Fn-2
 ，可计算如下

[image: 02503]


Fn
 称为斐波那契数
 ，在其中出现了无理数，还有就是对所有的n=1，2，…，[image: 02504]
 都给出了正整数值的斐波那契数.

法国数学家比奈（Jacques Philippe Marie Binet，1786—1856）在1843年导出了比奈公式. 实际上，法国-英国数学家棣莫弗（Abraham de Moivre，1667—1754）在1718年就知道这一公式了. 此外瑞士数学家尼古拉·贝努利（Nicolaus I Bernoulli，1687—1759）在1728年，以及瑞士数学家欧拉（Leonhard Euler，1707—1783）在1765年，都已经知道这一公式了.

说也奇怪，讨论兔子繁殖的斐波那契数列在几何学、数论、概率论、代数学、物理学、计算机学科等领域都有应用，以致美国数学学会从1963年开始每三个月出版一本名为《斐波那契数列季刊》的杂志，刊登有关的成果. 有兴趣的读者能在本书末所附的参考文献[24]中找到更多有趣的结果.

于是我们看到人们为了解决种种实际问题而引入了无理数. 有理数与无理数总称为实数
 ，而且用R来表示实数系
 . 实数之所以称为“实”是因为后来根据需要还必须再引入新的数——“虚数”，这是我们下一章要讨论的内容之一.

第三章　复数系与代数基本定理

§3.1　二元数与复数系

对于实数系R
 上的方程x2
 +1=0，在R
 上显然是无解的，这是因为任意实数的平方总是大于或等于零. 于是为了使这个方程有解，我们又得继续扩张R
 了.

注意到R
 与实数轴之间的一一对应关系，我们就想到要用平面上的全部点来表示新的数系. 为此，我们在R
 的基础上构造二元数
 集合


C
 ={α=（a，b）|a，b∈R
 }

（3.1）

在C
 中我们如下地定义（a，b），（c，d）之间的运算：

（i）加法（a，b）+（c，d）=（a+c，b+d）

（ii）减法（a，b）-（c，d）=（a，b）+（-c，-d）=（a-c，b-d）

（iii）乘法（a，b）·（c，d）=（ac-bd，bc+ad）

[image: 02701]


由此可见C
 在上述“+”，“-”，“×”，“÷”运算下呈封闭的. 我们把C
 称为复数系
 .


C
 中存在一些特殊的元：

（i）元（0，0），它对任意（a，b）∈C
 ，有（a+b）+（0，0）=（a，b）. 为此我们把（0，0）称为C
 的加法零元
 .

（ii）元（1，0）∈C
 ，它对任意（a，b）∈C
 ，有（a，b）·（1，0）=（a，b），为此我们把（1，0）称为C
 的乘法单位元
 .

（iii）对任意（a，b）∈C
 ，（a，b）≠（0，0），则存在[image: 02702]
 ，使得[image: 02801]
 ，为此我们把[image: 02802]
 称为（a，b）的逆元.


利用二元数这一概念，方程x2
 +1=0，应改写成

（x1
 ，x2
 ）2
 +（1，0）=（0，0）

（3.2）

不难验证（x1
 ，x2
 ）=（0，1）是这一方程的解.

此外，引入符号i，使得

（a，b）=a+bi

（3.3）

且

（a，0）=a+0i=a∈R


（0，b）=0+bi=bi∈iR


（3.4）

这样就有

（0，1）=i，i2
 =（0，1）·（0，1）=（-1，0）=-1

（3.5）

可见i=（0，1）就是通常的虚数单位，而α=（a，b）=a+bi就是复数的通常表示.

§3.2　数域的概念

至此，我们已由自然数系N
 ，经由整数系Z
 ，有理数系Q
 ，以及实数系R
 扩张到了复数系C
 . 它们除了是数集，还有四则运算，其中的Q，R，C还构成一种特别的代数系——数域
 .


定义3.2.1
 　数系F称为是一个（数）域，如果F至少有两个元素，且满足

1. 有“+”法运算，对此下列运算性质成立：

（i）对任意a，b∈F，有a+b∈F；（“+”法运算的封闭性
 ）

（ii）对任意a，b，c∈F，有（a+b）+c=a+（b+c）；（“+”法运算的结合律
 ）

（iii）对任意a，b∈F，有a+b=b+a；（“+”法运算的交换律
 ）

（iv）存在数字0，它对任意a∈F，有a+0=0+a=a；（“+”法运算有零元
 ）

（v）对任意a∈F，存在-a∈F，有a+（-a）=（-a）+a=0；（任意数对于“+”法运算有负元
 ）

2. 有“×”法运算，对此下列运算性质成立：

（i）对任意a，b∈F，有a·b∈F；（“×”法运算的封闭性
 ）

（ii）对任意a，b，c∈F，有（a·b）·c=a·（b·c）；（“×”法运算的结合律
 ）

（iii）对任意a，b∈F，有a·b=b·a；（“×”法运算的交换律
 ）

（iv）存在数字1，它对任意a∈F，有1·a=a·1=a；（“×”法运算有单位元
 ）

（v）对任意a∈F，a≠0，存在a-1
 ∈F，有a·a-1
 =a-1
 ·a=1；（任意不为0的数，对于“×”法运算有逆元
 ）

3. 对“+”法与“×”法运算有下列分配律：

即对任意a，b，c∈F，有

（i）（a+b）·c=a·c+b·c；（“+”法和“×”法运算的右分配律
 ）

（ii）c·（a+b）=c·a+c·b；（“+”法和“×”法运算的左分配律
 ）

利用F中数b，有负元-b∈F，我们在F中引入减法运算
 ：“-”：对任意a，b∈F，定义：a-b=a+（-b）.

利用F中数b（≠0），有逆元b-1
 ∈F，我们在F中引入除法运算
 “÷”：对任意元a，b∈F，b≠0，定义：a/b=a·b-1
 .

综上所述，我们可以把F中的这些运算及其运算法则简单地称为：在域F中，“+”，“-”，“×”，“÷”，这四则运算
 可以如常地进行.



例3.2.1
 　N
 不是域，例如2的负元-2∉N
 .Z
 也不是域，例如2的逆元1/2∉Z



例3.2.2
 　容易得出Q，R，C都是域，我们分别把它们称为有理数域，实数域
 ，以及复数域
 .


例3.2.3
 　证明[image: 02901]
 是域.

[image: 02906]


今后我们把整数系Z
 ，以及任意（数）域统称为数系
 ，用记号S表示.

§3.3　代数基本定理

有了复数域C
 ，我们就来考虑C
 上的一元多项式

f（x）=an
 xn
 +an-1
 xn-1
 +…+a1
 x+a0
 ，a0
 ，a1
 ，…，an
 ∈C


（3.6）

今后我们就用符号S[x]表示S上的一元多项式全体. 因此，上述f（x）∈C
 [x].一般地，对于f（x）∈S[x]，

f（x）=an
 xn
 +an-1
 xn
 +…a1
 x+a0
 ，a0
 ，a1
 ，…，an
 ∈S

（3.7）

我们引入下述术语：当an
 ≠0，n>0；a0
 ≠0，n=0时，称f（x）是n次
 的（参见§9.1），记为degf（x）=n；an
 为f（x）的首项系数
 ，若an
 =1，则称f（x）是首1
 的；若数α∈C
 满足f（α）=0，则称α是多项式f（x）（或多项式方程f（x）=0）的一个根
 .

我们下面就来讨论f（x）∈C
 [x]. 为了表示f（x）的根可以是任意复数，我们将其变量改为z，即讨论

f（z）=an
 zn
 +an-1
 zn-1
 +…+a1
 z+a0
 =0

（3.8）

其中a0
 ，a1
 ，…an
 ∈C
 . 我们除了假定首项系数an
 ≠0外，还假定a0
 ≠0，因为若a0
 =0，则z=0显然是f（z）的一个根，而f（z）有零根，这是一个浅显的情况. 再者，因为an
 ≠0，则[image: 03002]
 是一个首1的多项式，且f（z）与g（z）同解. 所以，就求根而言，不失一般性，我们可以考虑首1的多项式. 于是，我们就有这样的问题：对于C
 上的上述一般的n次首1的多项式f（z），f（z）是否有复数根？是否要再将复数域C
 扩张才能保证f（z）有根?还有，这个n次方程一共有多少个根？

对此，我们有


定理3.3.1　（代数基本定理）
 n（n>0）次一元多项式方程

zn
 +an-1
 zn-1
 +…+a1
 z+a0
 =0，ai
 ∈C
 ，i=0，1，…，n-1

（3.9）

至少有一个复根.

早在1629年，法国-荷兰数学家吉拉德（Albert Girard，1595—1632）就推测n次复系数多项式方程有n个复数根. 1746年，法国数学家达朗贝尔（Jean Le Rond d'Alembert，1717—1783）首先提出了代数基本定理，他给出了一个不完整的证明. 随后在1799年，德国数学家高斯（Johann Carl Friedrich Gauss，1777—1855）在他的博士论文《任意单变量的整有理代数函数都可分解为一次或二次实因式的一个新证明》中就实系数的多项式首次较严格地证明了这一定理. 虽从近代眼光来看，他当时的证明还有缺陷，不过就其性质而言，这仅是拓扑上的一些缺陷，而在高斯的那个时代，这并不算什么问题. 后来高斯又给出了三个不同的证明. 其中最后一个证明是在1849年给出的. 这一证明发表在他最后的一篇论文中，离他撰写博士论文时已整整过去五十年了. 高斯之后，数学家们用了一百多种不同的方法证明了该定理. 这一方面说明了这一定理的重要性，而另一方面也极其突出地表明了数学内在的基本统一性. 为了使读者能欣赏到这一重要定理的丰富内涵，我们将在本书的第二部分中，从三个角度去阐明和证明这一定理.


例3.3.1
 　证明实系数多项式的复根是成对出现的.

[image: 03101]


§3.4　复数域是代数闭域

由上述的代数基本定理，可知

p（z）=zn
 +cn-1
 zn-1
 +…+c1
 z+c0
 ，c0
 ，c1
 ，…，cn-1
 ∈C
 ，c0
 ≠0

（3.10）

至少有一个根α1
 ∈C
 . 我们由此计算p（z）/（z-α1
 ），那么我们就能得出一个n-1次的商式
 q（z）∈C
 [x]，以及一个余数
 r，满足

p（z）=q（z）（z-α1
 ）+r

（3.11）

这是变量z的一个恒等式. 在（3.11）中令z=α1
 ，则从p（α1
 ）=0，得出r=0. 因此，有

p（z）=q（z）（z-α1
 ）

（3.12）

对于n-1次的q（z）我们继续用代数基本定理，并重复上述推理，则可得出

q（z）=s（z）（z-α2
 ）

（3.13）

这里α2
 是q（z）的一个根，由（3.12）它也是p（z）的一个根，以此类推，我们就可以把代数基本定理进一步表述为：


定理3.4.1　（代数基本定理）
 每一个n次复系数多项式p（z）∈C
 [x]在C
 中有n个根α1
 ，α2
 ，…，αn
 ，且

p（z）=（z-α1
 ）（z-α2
 ）…（z-αn
 ）.

（3.14）

（3.14）告诉我们任意复系数多项式p（z）在C
 上都能分解为一次因式的乘积.

另外，复系数多项式的根仍是复数，所以如果我们在复数域的框架中来求解多项式方程，那么我们就不必再对复数域C
 扩张了. 为此我们把复数域称为代数闭域
 .


例3.4.1
 　求解x5
 -1=0.

deg（x5
 -1）=5，因此有5个根，x=1是一个根. 因此x5
 -1=（x-1）g（x）.不难得出g（x）=x4
 +x3
 +x2
 +x+1. 令t=x+x-1
 ，则t2
 =x2
 +x-2
 +2. 由g（x）的0次项为1，所以x=0不是g（x）的根. 由g（x）=x2
 （x2
 +x+1+x-1
 +x-2
 ）=x2
 （t2
 +t-1），解t2
 +t-1=0（参见（2.1）），得[image: 03201]
 ，则由t1，2
 =x+x-1
 ，可得原方程的4个根：


[image: 03202]





第二部分　代数基本定理的证明

在这一部分的第四章中，我们用定性的方法去阐明代数基本定理. 这种处理方法具有明显的拓扑学特性. 在第五章中，我们采用了改进后的瑞士数学家阿尔岗的方法，其中用到了复数的运算以及不等式的一些性质. 因为复变量多项式是解析函数，所以从复变函数理论去研究这一课题也应该是十分恰当的. 因而我们在第六章中就采用了美国数学家安凯奈的方法，其中所需的复函数积分理论和柯西定理等在正文中有相应的阐述.


第四章　代数基本定理的定性说明

§4.1　复平面中的一些圆周曲线

对于p（z）=z=r（cosθ+isinθ）=z（r，θ），如果我们固定r，r≠0，而令0≤θ≤2π，那么这些z的全体在复平面上画出环绕原点O，半径为r的一个圆周.

对于p（z）=z2
 =r2
 （cosθ+isinθ）2
 =r2
 （cos2θ+isin2θ），如果我们同样固定r，r≠0，而令0≤θ≤2π，则因为此时z2
 的周期为π，所以这些z2
 的全体则在复平面上画出环绕原点O，半径为r2
 的两圈圆周.

类似地，对于p（z）=zn
 =rn
 （cosnθ+isinnθ），同样在固定r，r≠0，且在0≤θ≤2π的条件下，这些zn
 的全体则在复平面上画出环绕原点O，半径为rn
 的n圈圆周.

有了这一些准备后，我们转而讨论更一般的多项式函数.

§4.2　多项式函数及其缠绕数

我们讨论

p（z）=zn
 +cn-1
 zn-1
 +…+c1
 z+c0
 ，ci
 ∈C
 ，i=0，1，…，n-1，c0
 ≠0

（4.1）

对其变量z=r（cosθ+isinθ），在r固定，0≤θ≤2π下，在复平面上画出的轨迹.

（i）首先，变量z=r（cosθ+isinθ）对固定的r，0≤θ≤2π是一个圆周，因而此时z=z（r，θ）就是一条闭曲线.

（ii）由于p（z）是z的连续函数，故p（z）=p（z（r，θ））在r固定下，随θ从0增至2π，则也在复平面上画出一条闭曲线（图4.2.1）

（iii）下面我们将用反证法的思路来定性地说明代数学基本定理，因此假定p（z）在复平面上没有根，也即不存在复数z，使得p（z）=0. 于是p（z）的上述闭曲线不经过原点O，而绕原点多圈. 设为m圈，则m∈N
 *
 ，我们把m称为该曲线的缠绕数
 .

（iv）在p（z）给定时，即c0
 ，c1
 ，…，cn-1
 ∈C
 给定时，上述闭曲线p（z（r，θ））应由r确定，因此缠绕数m应是r的函数，即m=m（r）.

[image: 03601]


图4.2.1　左图z=r（cosθ+isinθ），0≤θ≤2π，在r大
 、r中
 、r小
 的三种情况下给出的三个圆　右图p（z）=zn
 +cn-1
 zn-1
 +…+c1
 z+c0
 ∈C
 [z]，c0
 ≠0给出的相应的三根闭曲线，如果它们都不经过原点，那么就应有m（r大
 ）=m（r中
 ）=m（r小
 ）≠0，但m（r小
 ）=0. 这一矛盾说明，其中至少总有一根闭曲线必定会经过原点

§4.3　缠绕数的一个重要性质

考虑r有一个微小的变化，即r变为r+Δr，其中Δr是一个微小的量. 由于z=r（cosθ+isinθ），以及p（z）=p（z（r，θ）），所以p（z）应是r的一个连续函数. 于是r的微小变化，只能引起上述闭曲线的微小变化.

对于只能取自然数值的m（r），如果它会变化的话，就只能作出整数值的改变，而不能作出微小的改变，因此它只能保持不变，即有m（r）=m（r+Δr）

对于r的大改变，则可以通过一系列微小的改变而实现，所以对于p（z）给出的上述曲线而言，以及对于任意r∈R
 ，缠绕数m（r）都应是一个常数.

§4.4　r极大与极小时的两个极端情况

当r很大时，此时zn
 一项在p（z）中占主导地位. 因为复数是没有大小之分的，所以r很大则意味着zn
 的模很大，或zn
 离原点O很远. 此时有|p（z）|≈|zn
 |. 忆及我们在§4.1中的分析，可知此时p（z）应是一条远离原点，绕原点O画出n圈，且每一圈都近似为一圆周的闭曲线.

当r很小时，此时|p（z）|≈｜p（0）｜=|c0
 |，因此有一条靠近c0
 的闭曲线. 又因为c0
 ≠0，即c0
 偏离原点O，故该闭曲线上的各点也偏离原点. 由此可知：此时的这一条闭曲线就根本不会是一条绕原点O的闭曲线.

对比上述两个极端情况，我们得出了：在我们的假设下，m（r）就不是一个常数的结论. 这就与§4.3的分析有矛盾了. 产生这一矛盾的根源显然是在于我们假定了p（z）在复平面上没有根. 这样，我们就由反证法的思想说明了代数基本定理.

形象地说，当r从大变小时表示变量z=r（cosθ+isinθ）的大圆周会逐渐变为小圆周，而此时给出的函数p（z）所表示的各条闭曲线中总有一条会经过原点O. 这样，就有了复数α，使得p（α）=0，即α∈C
 是p（z）的一个根.

1814年，瑞士业余数学家阿尔岗（Jean-Robert Argand，1768—1822）首次严格地对复系数多项式证明了代数基本定理. 这一证明后经法国数学家柯西（Augustin-Louis Cauchy，1789—1857）简化，这就是我们下一章要讨论的内容.

第五章　业余数学家阿尔岗的证明

§5.1　考虑|p（z）|的最小值

对于

p（z）=zn
 +cn-1
 zn-1
 +…+c1
 z+c0
 ，c0
 ，…，cn-1
 ∈C
 ，c0
 ≠0

（5.1）

考虑它在整个复平面上的模|p（z）|. 设|p（z）|能取得的最小值为μ，且不妨说在z0
 处取得，则有

｜p（z0
 ）｜=μ

（5.2）

对于μ有下列两种可能性：

（i）μ>0，这表明p（z）无复根.

（ii）μ=0，这表明p（z）有复根z0
 ，此即代数学基本定理.

我们用反证法来证明代数基本定理，也即假定情况（i）成立，从而推出一个矛盾来.

为此，我们接下来在z0
 为圆心，半径为r的一个小圆盘K内考虑|p（z）|. 根据μ为最小值的假设，设z∈K，则|p（z）|在K内大于等于μ. 设ρ=|z-z0
 |，引入ζ=ρ（cosθ+isinθ），则利用复数的加法，有z=z0
 +ζ. 由此，我们先有|p（z）|=|p（z0
 +ζ）|≥μ.

[image: 03801]
图5.1.1



§5.2　计算|p（z0
 +ζ）|等

对（5.1）中的z取为z0
 +ζ，则有

p（z0
 +ζ）=（z0
 +ζ）n
 +cn-1
 （z0
 +ζ）n-1
 +…+c0


（5.3）

再对式中的每一个幂，用牛顿二项式公式去括号且按ζ的升幂排列则有

[image: 03901]


因为d1
 ，d2
 ，…，dn
 中有一些可能为零，所以如果我们把其中第一个不为零的记为c，第二个不为零的记为c′，…，这样就有

p（z）=p（z0
 +ζ）=p（z0
 ）+cζν
 +c′ζν
 ′+c″ζν
 ″+…

（5.5）

而按照我们升幂排列的规定应有ν<ν′<ν″<….

按我们p（z0
 ）≠0的假定，p（z）/p（z0
 ）有意义，而有

[image: 03902]


其中q=c/p（z0
 ），而ξ表示ζ的一些不同的正数幂且带有已知系数的一个和式.

§5.3　对qζν
 （1+ζξ）的讨论

我们先讨论qζν
 这一项. 从ζ=ρ（cosθ+isinθ），且设q=c/p（z0
 ）=h（cosλ+isinλ），有qζν
 =hρν
 [cos（λ+νθ）+isin（λ+νθ）].

为了完成反证法的证明，我们只要能找出破绽来就行，为此我们在下面只考虑图5.1.1所示的K圆中的那些满足λ+νθ=π的点. 容易看出这些是位于与实轴夹角为θ=（π-λ）/ν的半径z0
 H上的各点. 对于这些特殊的点，由于cosπ+isinπ=-1，则有qζν
 =-hρν
 .

其次，我们讨论（1+ζξ）这一项. 从ζ=ρ（cosθ+isinθ），ζ∈K，可知ρ=|ζ|<r. 于是只要我们选取足够小的圆盘K，即让其半径足够小，那么（1+ζξ）就可以按我们所需的那样尽可能地接近1.

§5.4　反证法：证明了代数基本定理

综合上面的讨论，分数

p（z）/p（z0
 ）=1-hρν
 （1+ζξ）

（5.7）

对于我们上面所选的那些点而言，可尽量地接近1-hρν
 . 然而h>0，ρ>0，因而hρν
 >0，所以就有

|p（z）|/|p（z0
 ）|<1

（5.8）

或者

｜p（z）｜<|p（z0
 ）|=μ

（5.9）

这就与|p（z0
 ）|=μ是最小值矛盾了：代数基本定理得证.

在下一章中，我们将阐明美国数学家安凯奈（Nesmith Cornett Ankeny，1927—1993）的方法. 他用到了复变函数理论中的柯西定理.


第六章　美国数学家安凯奈的证明

§6.1　复变函数论中的解析函数

设f（z）是区域D内的一个单值函数，而用

[image: 04101]


来定义f（z）在z0
 点的导数
 . 这一定义与微积分学中所论述的实函数的导数的定义在形式上是相同的，只不过这里的z要以任意方式趋近于z0



定义6.1.1
 　如果f′（z）在z0
 点存在并等于复数α，则称f（z）在z0
 点是可导的，
 且记f′（z0
 ）=α.如果f（z）在区域D内每一点都可导，那么称f（z）在区域
 D内解析.
 如果f（z）在z0
 的一个邻域内解析，则称f（z）在z0
 点解析.


[image: 04102]


§6.2　柯西-黎曼定理

设f（z）在z点是解析的. 我们先来研究此时f（z）应满足的必要条件. 为此，我们把f（z）分成实部
 和虚部
 ，即f（z）=f（x+iy）=u（x，y）+iv（x，y），并按Δz=Δx→0，以及Δz=iΔy→0的两个方向分别来计算f（z）在z点的导数.

对于Δx→0，从z+Δx=x+iy+Δx=x+Δx+iy，有

[image: 04103]


因此有

[image: 04202]


比较（6.3）与（6.5），考虑到[image: 04203]
 都是实值函数，这就有f（z）在点z=x+iy可导时，u（x，y）及v（x，y）应满足的柯西-黎曼条件
 ：

[image: 04204]


这是f（z）是解析的必要条件. 下面我们证明这一条件也是充分的.

设∂u/∂x=a，而∂u/∂y=-b，因此由柯西-黎曼条件有∂v/∂x=b，∂v/∂y=a. 于是正像f（x+Δx）-f（x）=f′（x）Δx，由u（x，y）及v（x，y）在点z=x+iy可导就给出（参见[20]§4.3.4）

[image: 04205]


最终就有

[image: 04301]


即f（z）在点z=x+iy有导数a+bi，这样我们就得出了


定理6.2.1　（柯西-黎曼定理）
 复变函数f（z）=u（x，y）+iv（x，y）在区域D内确定，则f（z）在区域D内解析的充要条件是：u（x，y）及v（x，y）在D内可微，且在D内柯西-黎曼条件成立.

[image: 04302]


黎曼（Georg Friedrich Bernhard Riemann，1826—1866）是德国数学家. 1857年，他的演讲“论作为几何基础的假设”开创了黎曼几何. 这为爱因斯坦的广义相对论奠定了数学基础.


例6.2.2
 　设[image: 04303]
 是解析的，则利用u，v；[image: 04304]
 ，[image: 04305]
 分别满足柯西-黎曼条件，不难证明cf（z），c∈C
 ，f（z）+g（z），以及f（z）·g（z）都是解析的，且复变函数有与实变函数同样的求导法则.

例6.2.3　由例6.2.2可知多项式函数f（z）=cn
 zn
 +cn-1
 zn-1
 +…c0
 ，c0
 ，c1
 ，…，cn
 ∈C
 ，是解析函数.

[image: 04306]


这表明在f（z）≠0的各点，1/f（z）是解析的.

§6.3　连续复函数的线积分

类似于微积分学中连续函数的线积分，我们只要用复数代替实数，就能相应地定义连续复函数的线积分：

[image: 044-i]
图6.3.1



设σ为复平面中的一条简单曲线（参见[6]）起于点z0
 ，而终止于点z，以及f（z）是定义在包含σ的一个区域D中的一个连续函数. 用点z0
 ，z1
 ，…，zn-1
 ，zn
 =z，把σ分成n段，而考虑下列求和

[image: 044-2-i]


如果f（z）是连续的，且σ有有限长度，则可以证明：当n→∞，且相邻点之间的长度趋于零时，上述和有一个完全确定的极限. 这一极限称为f（z）沿曲线σ的线积分
 ，记为[image: 044-3-i]
 .

在上述定义中，我们指定了曲线σ的起点z0
 以及终点zn
 ，也即规定了该曲线的定向
 ，对于同一条曲线图形，如果以zn
 为起点，而z0
 为终点，我们则得到一条有相反定向的曲线，记为[image: 044-7-i]
 .

不难证明（参见[6]），f（z）的线积分有下列性质：

（i）若曲线σ由曲线σ1
 及σ2
 构成，则

[image: 044-4-i]


（ii）在对[image: 044-7-i]
 积分时，由于（6.11）中的zk
 -zk-1
 变为zk-1
 -zk
 ，因此有

[image: 044-5-i]



例6.3.1
 　令f（z）=u（x，y）+iv（x，y）及dz=dx+idy，则有

[image: 044-6-i]


在最后一个表达式中，我们把复函数的积分归结为两个实函数的积分.


例6.3.2
 　若f（z）=z，而σ是一个反时针的单位圆，则从σ：x+iy=cos2πt+isin2πt，0≤t≤1，有

[image: 04501]


此系§6.5中柯西定理的一个特例.

§6.4　微积分学中的格林定理的回顾

考虑图6.4.1中的平面区域D及其边界σ，以及定义在其上的两个实值可微函数P（x，y）及Q（x，y）.如果以逆时针方向为σ的定向，则有下列经典的格林公式
 （参见[14]§10.8）

[image: 04502]
图6.4.1




定理6.4.1　（格林公式）


[image: 04503]


格林（George Green，1793—1841）是英国数学家，他的这一定理把（6.15）左边的一个绕σ的线积分与（6.15）右边的在区域D上的面积分联系了起来.

§6.5　柯西积分定理

设σ是复平面中一个单连通区域D中的一条以反时针定向的闭曲线，而f（z）在D中解析. 我们现在来计算[image: 04504]
 .

先从例6.3.1有

[image: 04601]


然后，针对（6.16）中的两个积分分别应用§6.4中的格林公式，以及f（z）=u（x，y）+iv（x，y）中的实函数u（x，y）及v（x，y）满足的柯西-黎曼条件，就有

[image: 04602]


于是，我们证得了


定理6.5.1　（柯西积分定理）
 设σ是区域D中的一条反时针定向的简单闭曲线，而f（z）是D中的一个解析函数，则有

[image: 04603]



例6.5.1
 　由例6.2.1可知f（z）=z是解析函数，因此[image: 04604]
 ，这里σ是复平面上的任意简单曲线. 例6.3.2是此例的一个特殊情况.

如果把曲线σ如图6.5.1所示的那样分成σ1
 和σ2
 ，则由（6.12）可得

[image: 04606]


[image: 04605]
图6.5.1



这里用到了（6.13），而[image: 04607]
 与σ1
 是D中连续z0
 与z的，两条有相同起点z0
 与相同终点z的曲线. 由于曲线σ是任意的，这就有


推论6.5.2
 　若f（z）在一个（单连通的）区域D中解析，那末对连结D中任意两点z0
 和z的曲线σ1
 、σ2
 而言，f（z）沿σ1
 与σ2
 的线积分有相同的值.

§6.6　安凯奈的思路

我们下面就用复变函数论来证明代数基本定理. 对于

f（z）=an
 zn
 +an-1
 zn-1
 +…+a1
 z+a0
 ∈C
 [x]

（6.21）

degf（z）=n≥1，以及a0
 ≠0，定义

[image: 04701]


也即[image: 04702]
 是由把f（x）中的各项系数取其共轭复数而构成的. 接下来，我们构造

[image: 04703]


[image: 04704]


如果能证明ø（z）必有一根α，即[image: 04705]
 ，那么或者f（α）=0，即f（z）有根α；或者[image: 04706]
 . 对于后一种情况，由（6.22）可知，此时有[image: 04707]
 =0，即f（z）有根[image: 04708]
 （参见例3.3.1）所以不管是哪一种情况，只要能证明ø（z）总有一根，那么代数基本定理就证明了. 这正是安凯奈方法的切入点.

接下去安凯奈就用反证法了：假设ø（z）没有根，由此推出矛盾来.

§6.7　ø（z）的两个特殊线积分

我们假定ø（z）没有复根，也即ø（z）在整个复平面上不为零. 由此1/ø（z）在整个复平面上有定义，且由例6.2.3和例6.2.4可知1/ø（z）是解析函数. 于是我们对1/ø（z）应用推论6.5.2：1/ø（z）对复平面中沿任意两条有相同起点和终点的曲线积分，应给出相同的积分值.

[image: 04709]
图6.7.1



这样，我们就取图6.7.1中的两条特殊曲线来探究一下：其中一条是沿着实轴从-r到r的直线段，另一条是半径为r的顺时针的半圆σ.于是此时应有

[image: 04801]


如果此时能证明，此式左边的积分不等于右边的积分，那么我们就有一个不可调和的矛盾了. 这种“两个本应相等的积分，但由于我们的假设而导致不相等”的反证方法在下面的一些讨论中会多次用到.

§6.8　两个不相等的积分

我们在r增大的情况下，计算这两个积分. 先讨论（6.24）右边的积分. 从degø（z）=2n，设ø（z）的首项为az2n
 ，而定义

ψ（z）=az2n
 -ø（z）

（6.25）

则有degψ（z）<2n，因此ψ（z）=am
 zm
 +…+a1
 z+a0
 ，m<2n. 于是有

[image: 04802]


这个不等式的右边仅是|z|的一个函数，且反比于|z|2n-m
 . 于是只要适当地选取|z|就可以使它任意地小. 精确地说，对任意ε∈（0，1），此时存在依赖于ε的rε
 >1，使得|z|≥rε
 时，有

[image: 04901]


于是从（6.27），当|z|=r≥rε
 时便有

|ø（z）|≥|az2n
 |·（1-ε）=|a|r2n
 （1-ε）

（6.32）

最后在r≥rε
 的情况下，计算（6.24）右边的积分. 考虑到dz沿半圆σ的积分是半径为r的圆的周长的一半，即

[image: 04902]


如果我们直接用积分不等式[image: 04903]
 ，其中｜f（z）｜≤M，L是σ的长，则（6.34）就很容易从（6.32）和（6.33）得出了.

根据这一不等式，可知随着r变大，[image: 04904]
 逐渐变小.

下面我们再来考虑（6.24）的左边. 首先，ø（z）是实系数多项式，所以沿着实轴取z值时，ø（z）就仅取实数值. 因此，这一积分已是实变函数中的黎曼积分，即

[image: 04905]


其次，ø（x）在整个实轴上不会改变符号. 否则的话，[image: 04906]
 就有根了. 这与我们最初的假设矛盾.

因此，（6.35）的绝对值会随r变大而逐渐变大. 于是，原来应该相等的两个积分，由于我们假设ø（z）没有根，就有两个完全不同的表现，这样就矛盾了. 代数基本定理证毕.



第三部分　圆周率π和自然对数底e，及其无理性

在这一部分中，我们证明了圆周率π以及自然对数的底e都是无理数.

对于圆周率，我们从刘徽割圆的光辉思想讲起，然后利用π的级数展开，用微积分作为工具证明了它是一个无理数.

对于自然对数的底e，我们从它的极限定义出发，导出了一系列有重要应用的公式，如欧拉公式，棣莫弗公式，欧拉魔幻等式、三角学中的多倍角公式等. 我们最后从e的级数展开证明了e是一个无理数.


第七章　圆周率π及其无理性

§7.1　刘徽割圆与圆周率π

图7.1.1是一个半径为r的圆O. 为了求出其周长c，作为第一步我们用此圆的内接正三角形ABC的三边长之和AB+BC+CA来近似地表示c. 由于[image: 05301]
 ，我们作为第二步就取[image: 05302]
 的中点D等，而用圆O的内接正六边形的周长来更精确地表示圆周长c. 这是因为我们有

[image: 05304]


所以

正三角形的周长<正六边形的周长<c

（7.2）

[image: 05303]
图7.1.1



类似地，我们可以作出圆O的内接正十二边形，正二十四边形，…. 用这种方法去逼近圆O的周长C是三世纪中期我国魏晋时代的数学家刘徽（约225—295）的光辉思想，称为刘徽割圆术
 .

一般地，我们讨论圆O的正n边形，n=3，4，5，…. 按图7.1.2，有θ=360°/n. 因而x=[image: 05305]
 . 于是

[image: 05306]


[image: 05307]
图7.1.2



所以

[image: 05401]


由此给出的、与圆的半径r无关的常数π称为圆周率
 .


例7.1.1
 　对于（7.5）中的[image: 05402]
 ，在n=6时，它等于3；n=12时，它等于3.10…；n=24时，它等于3.13…；n=48时，它等于3.139….

希腊数学家阿基米德（Archimedes of Syracuse，公元前287—公元前212）给出的π值是223/71=3.1408…到22/7=3.1428…之间. 威尔士数学家琼斯（William Jones，1675—1749）最早引入希腊字母π来表示圆周率，很可能是因为希腊语中圆周一词的首字母是π.

π的近似值是3.141592654….它是一个无限不循环小数，即一个无理数. 这一点直到1761年才由瑞士博学者朗伯（Johann Heinrich Lambert，1728—1777）加以证明.

§7.2　π是一个无理数

[image: 05403]


这一级数由苏格兰数学家格雷戈里（James Gregory，1638—1675）在1671年得到，以及德国数学家莱布尼茨（Gottfried Wilhelm Leibniz，1646—1716）在1673年得到. 事实上，早在14世纪和15世纪一些印度数学家也已经发现这一公式了（参见[20]§2.6.1.1）

在这一公式中，令x=1，我们就得出了π的级数表示

[image: 05404]


不过光凭这一点，并不能说明π是一个无理数.

下面我们用反证法来证明π是无理数. 为此，假设[image: 05501]
 . 由这两个正整数q、p，以及待定的正整数n，定义

[image: 05502]


首先degf（x）=2n，其次从q=πp，所以如果x∈[0，π]，则f（x）≥0. 然后，我们求出f（x）对x的2阶，4阶，…，2n阶导数：f（2）
 （x），f（4）
 （x），…，f（2n）
 （x），并定义

F（x）=f（x）-f（2）
 （x）+f（4）
 （x）-…+（-1）n
 f（2n）
 （x）

（7.10）

利用函数积的求导法则，我们不难得出f（x），f（2）
 （x），…，f（2n）
 （x）分别在x=0与x=π时都取整数值的结论. 由此得出F（0）及F（π）也取整数值的结论.

由（7.10），我们再对F（x）对x求2阶导数，有

F″（x）=f（2）
 （x）-f（4）
 （x）+f（6）
 （x）-…+（-1）n-1
 f2n
 （x）

（7.11）

于是由（7.10）及（7.11）可得

F″（x）+F（x）=f（x）

（7.12）

因此

[image: 05503]


下面我们就来考虑（7.14）左边和右边的两个积分. 对于左边的积分显然有

[image: 05504]


由于F（π），F（0）∈Z
 ，因此（7.14）左边的积分给出一个整数值. 接下来我们来分析（7.14）右边的积分.

先从当0<x<π，以及n充分大时，有

[image: 05601]


这说明（7.14）右边的积分[image: 05602]
 ，这就与（7.14）左边的积分取正整数值矛盾了. 因此，我们的结论是：π是一个无理数. 在§14.5中我们还将证明π是一个超越数.

第八章　自然对数的底e及其无理性

§8.1　自然对数的底e与一些重要的公式

数e在初等数学中是随同对数的概念引入的，称为自然对数的底
 . e=2.71828….在高等数学中e的定义是

[image: 05701]


虽然数学家雅各布·贝努利（Jacob Bernoulli，1654—1705），以及德国数学家莱布尼茨都知道这一常数，不过瑞士数学家欧拉是最早广泛研究它的，并在1727年用e来表示这个数，所以这个数也称为欧拉数
 .

对于复变量z，我们定义

[image: 05702]


这两个公式称为欧拉公式
 ，另外还有

[image: 05801]


其中用到了牛顿二项式，从而对[image: 05802]
 的级数表示中的一般项得出了

[image: 05803]


如果令z=x+iy，则由（8.6）可得

ez
 =ex
 +iy=ex
 ·ei
 y=ex
 （cosy+isiny）

（8.8）

以及

eiθ
 =cosθ+isinθ，θ∈R


（8.9）

这里的最后一个公式称为棣莫弗公式
 ，这里的θ是用弧度制表示的.

§8.2　一些重要的应用


例8.2.1
 　在（8.9）中置θ=π，则有ei
 π=cosπ+isinπ=-1，也即ei
 π+1=0. 这个等式称为欧拉魔幻等式
 ，它把数学中重要的五个符号：1，0，π，e，i联系在一起了.

例8.2.2　从[image: 05804]
 ，有（cosθ1
 +isinθ1
 ）（cosθ2
 +isinθ2
 ）=cos（θ1
 +θ2
 ）+isin（θ1
 +θ2
 ）.由该等式两边的实部相等以及虚部相等，我们分别可以得出三角学中的和差角公式
 ：sin（θ1
 +θ2
 ）=sinθ1
 cosθ2
 +cosθ1
 sinθ2
 ，以及cos（θ1
 +θ2
 ）=cosθ1
 cosθ2
 -sinθ1
 sinθ2
 . 如果θ1
 =θ2
 ，则有二倍角公式：
 sin2θ=2sinθcosθ及cos2θ=cos2
 θ-sin2
 θ.


例8.2.3
 　导出多倍角公式.

由einθ
 =（cosθ+isinθ）n
 =（cosnθ+isinnθ），对等式左边用牛顿二项式公式展开，再令它的实部等于cosnθ，它的虚部等于sinnθ，我们就能推导出正弦和余弦的多倍角公式
 ：

[image: 05901]



例8.2.4
 　由eiθ
 ·e-iθ
 =1，即e-iθ
 =1/eiθ
 ，可得cos（-θ）+isin（-θ）=1/（cosθ+isinθ）=cosθ-isinθ.因此，cos（-θ）=cosθ，sin（-θ）=-sinθ.


例8.2.5
 　解xn
 -1=0.

令x=r·eiθ
 为方程的根，则从xn
 =（reiθ
 ）n
 =1，有rn
 =1，einθ
 =1. 因此，r=1，θ=2kπ/n，k=0，1，2，…，n-1.

所以xn
 -1=0的根为x=ei2kπ/n
 ，k=0，1，2，…，n-1.

当n=2时，x2
 -1=0的根就是x=eikπ
 =coskπ+isinkπ，k=0，1. 于是[image: 05902]
 . 通常我们用[image: 05903]
 表示1的平方正根，即[image: 05904]
 时，x3
 -1=0的根就是x=ei2kπ/3
 ，当k=0，1，2时有x1
 =1，x2
 =ω，x3
 =ω2
 ，其中[image: 05905]
 .


例8.2.6
 　计算ii
 .

由eiπ/2
 =i，因而ii
 =e-π/2
 =0.2078….如果取-270°=-3π/2为i的幅角，那么就有ii
 =（e-3πi/2
 ）i
 =e3π/2
 =111.317…由此可见ii
 也是多值的. 同理，取i的幅角为π/2-2kπ，k∈Z
 ，则可一般地计算出[image: 05908]
 .


例8.2.7
 　若x∈R
 ，则从微积分学可知（ex
 ）′=ex
 ，以及[image: 05909]
 . 若z=x+iy，而ez
 =ex
 （cosy+isiny）=u（x，y）+iv（x，y），有u=ex
 cosy，及v=ex
 siny. 容易证明u，v满足柯西-黎曼条件. 因此ez
 是解析函数. 于是，从x方向去求导数就有[image: 05910]
 . 这与实函数ex
 的求导公式一致.

§8.3　欧拉数e是一个无理数

欧拉在1737年证明了e是一个无理数，其后又有许多数学家给出了不同的证明. 下面我们采用e的级数展开式来证明这一点. 为此，我们在（8.2）中令z=1，就有

[image: 06001]



例8.3.1
 　从e的定义（8.1）得出e的级数展开式（8.10）.

对于（8.1）中的[image: 06002]
 用牛顿二项式展开就有

[image: 06003]


下面我们用反证法证明e是一个无理数. 为此假设e=q/p，q，p∈N
 *
 . 因此，对于任意n∈N
 *
 ，有

n！ep=n！q

（8.13）

这里引入n！显然是针对e的级数展开（8.10）中有[image: 06004]
 这些项的，我们现在来分析（8.13）的左右两边.

（i）（8.13）的右边n！q显然是一个正整数.

（ii）对（8.13）的左边中的e，用（8.10）代入，并按照上面引入的n，把e的级数分成主项Mn
 与余项Rn
 两部分，即

[image: 06101]


（iii）由于n！Mn
 是一个正整数，所以pn！Mn
 是一个正整数. 于是如果n！pe是一个正整数的话，那么pn！Rn
 应是一个正整数. 我们来研究是不是这样.

（iv）由于

[image: 06102]


这是一个无穷级数. 不过，考虑到n是一个正整数，所以对它的第二项开始的各项有

[image: 06103]


此式的右边是我们熟知的，首项为1/n+1，公比为1/n+1<1的无穷递缩等比级数，其和为

[image: 06104]


于是我们有

[image: 06201]


（v）取n>p，则由上式可得

0<pn！Rn
 <1

（8.23）

因此pn！Rn
 不是一个正整数，而从（8.14）可知：（8.13）的左边n！ep不是一个正整数，这就与（i）相矛盾了. e的无理性证毕.

在证明了π及e的无理性后，人们进而想研究它们是否是有理数域Q
 上的多项式的根. 复数α∈C
 ，如果是一个有理系数的多项式的根，则称它是一个代数数
 ；否则它则是一个超越数
 .


例8.3.2
 　[image: 06202]
 是x2
 -2∈Q
 [x]的一个根，因此[image: 06202]
 是代数数.


例8.3.3
 　i是x2
 +1∈Q
 [x]的一个根，因此i是代数数.


例8.3.4
 　设α∈Q
 ，则α是x-α∈Q
 [x]的根，所以任意有理数都是代数数.


例8.3.5
 　设α∈R
 ，且α是超越数，那么由例8.3.4可知α∉Q
 ，所以α必定是无理数.

为了讨论π及e是代数数，还是超越数，我们在下一部分中对多项式以及扩域作一些研究. 这些理论在数学的其他领域中也有重要的应用.



第四部分　有关多项式与扩域的一些理论

在这一部分的第九章中，我们详细地讨论了多项式理论，其中包括多项式的可除性质、多项式可约性的概念、贝祖等式、高斯引理，以及艾森斯坦不可约判据等. 我们还讨论了同样有重要应用的对称多项式基本定理及其推论等.

在这一部分的第十章中，我们详细地讨论了有关代数扩域的一些理论，其中包括代数元、代数元的最小多项域、代数元域，以及重要的单代数扩域.

这一部分引入的概念，证明的各定理以及证明所采用的思想和方法，除了在本书后面有应用之外，在数学的其他领域也有重要应用.


第九章　有关多项式的一些理论

§9.1　数系S上的多项式的次数与根

数系S上的一个多项式，指的是

p（x）=an
 xn
 +an-1
 xn-1
 +…+a1
 x+a0
 ，ai
 ∈S，i=0，1，…，n

（9.1）

若用符号S[x]表示S上的多项式的全体，我们可将（9.1）表示为p（x）∈S[x].若n>0，且首项系数an
 ≠0，则称p（x）是n次的；若n=0，即p（x）=a0
 ，此时有下列两种情况：（i）a0
 ≠0，即p（x）是一个非零常数，此时称p（x）=a0
 是0次的
 ；（ii）a0
 =0，即p（x）≡0是一个0多项式
 ，此时我们不定义它的次数. 当p（x）次数有定义时，我们以符号degp（x）来表示它的次数
 .

若an
 =1，我们则称p（x）是首1的
 . 若存在复数α∈C
 ，使得p（α）=0，则称α是方程p（x）=0的一个根
 ，也称α是多项式p（x）的一个根. 一般来说，p（x）∈S[x]的根α并不一定属于S.


例9.1.1
 　p（x）=x2
 -2∈Q
 [x]，是2次的，它的根[image: 06501]
 .

§9.2　数系S上的可约多项式与不可约多项式

设p（x）∈S[x]，且degp（x）=n≥1，那么从代数基本定理3.4.1，在复数域上有

p（x）=an
 （x-α1
 ）（x-α2
 ）…（x-αn
 ）

（9.2）

其中α1
 ，α2
 ，…，αn
 是p（x）的n个根. 一般而言，αi
 不一定属于S，i=1，2，…，n.


例9.2.1
 　x2
 +2x+3∈Q
 [x]，它有根[image: 06601]
 ，因此

[image: 06602]



定义9.2.1
 　数系S上的一个多项式p（x）称为在S上是不可约的，
 如果它不能因式分解为2个或2个以上的多项式，其中每一个因式都是S上的一个非零次多项式，且其次数小于degp（x）；否则p（x）在S上是可约的
 .


例9.2.2
 　S上的1次多项式在S上显然是不可约的.


例9.2.3
 　例9.2.1中的多项式x2
 +2x+3在Z
 上是不可约的，在Q
 上是不可约的（参见定理9.6.3），在R
 上也是不可约的，但在C
 上是可约的.

§9.3　多项式的可除性质

设F是一个域，f（x）=an
 xn
 +an-1
 xn-1
 +…+a0
 ，g（x）=bm
 xm
 +bm-1
 xm-1
 +…+b0
 ∈F[x]，且an
 与bm
 ≠0，n≥m. 若取c=an
 /bm
 ∈F，则因为f（x）-cxn-m
 g（x）中的首项的系数为零，所以或者deg（f（x）-cxn-m
 g（x））＜n，或者f（x）-cxn-m
 g（x）是一个0多项式. 于是有


引理9.3.1
 　设f（x），g（x）∈F[x]，且degf（x）=n≥degg（x）=m，则存在c∈F，使得

f（x）-cxn-m
 g（x）

（9.3）

或是一个0多项式，或是一个次数小于n的多项式.


定理9.3.2
 　（多项式的可除定理）设f（x），[image: 06701]
 是F上的两个多项式，则存在q（x），r（x）∈F[x]，使得

f（x）=q（x）g（x）+r（x）

（9.4）

其中或者r（x）≡0，或者degr（x）<degg（x）.

在（9.4）中，我们把q（x）称为商式
 ，而r（x）称为余式
 .

下面我们按f（x）的每一种情况来证明这一定理.

（i）f（x）≡0，或者degf（x）<degg（x）.此时取q（x）≡0，r（x）=f（x），定理成立.

（ii）f（x）的其他情况，即degf（x）≥0，以及degf（x）=n≥deg g（x）=m. 此时我们固定g（x），对所有f（x），degf（x）=n≥m用归纳法证明定理.

（iii）若degf（x）=0，那么由[image: 06701]
 ，以及degf（x）=0≥degg（x）=m，则有m=0. 因此f（x）=a0
 ，g（x）=b0
 ，a0
 ≠0，b0
 =0，于是取g（x）=[image: 06702]
 ，r（x）=0，定理成立.

（iv）假定定理对所有的f（x），degf（x）=1，2，…，n-1成立. 现设degf（x）=n，则由引理9.3.1可知存在c∈F，使得

f1
 （x）=f（x）-cxn-m
 g（x）

（9.5）

其中或有f1
 （x）≡0，或有degf1
 （x）≤n-1. 若有第一种情况，则由（i）已证明的，以及若有第二种情况，则按归纳法所假定的，我们都能得出存在q1
 （x）与r（x）满足

f1
 （x）=q1
 （x）g（x）+r（x）

（9.6）

这里r（x）≡0，或degr（x）<degg（x）.于是综合（9.5），（9.6）. 最后有

[image: 06703]


于是取q（x）=cxn-m
 +q1
 （x），归纳法证明就完成了.


例9.3.1
 　设f（x）=2x3
 +x2
 -x+1，g（x）=2x-1∈Q
 [x]，则有q（x）=x2
 +x，r（x）=1，满足2x3
 +x2
 -x+1=（x2
 +x）（2x-1）+1.

§9.4　多项式的因式、公因式与最大公因式


定义9.4.1
 　对于f（x），g（x）∈S[x]，若存在h（x）∈S[x]，使得f（x）=g（x）h（x），则称g（x）整除f（x），或f（x）被g（x）整除. 此时g（x）是f（x）的一个因式
 ，记作g（x）|f（x）.如果g（x）不是f（x）的一个因式，即不存在h（x）∈S[x]，使得f（x）=g（x）h（x），则记作g（x）[image: 0017]
 f（x）.


例9.4.1
 　任何多项式都能被任意0次多项式（参见§9.1）整除，即能被数系S中不为零的数整除.


例9.4.2
 　对任意c∈S，c≠0，由f（x）=c-1
 ·[cf（x）]，有cf（x）|f（x）.


例9.4.3
 　若f（x）|g（x），且g（x）｜f（x），则f（x）=cg（x），c∈S，c≠0.


定义9.4.2
 　设F是域，且f（x），g（x）∈F[x]，若存在h（x）∈F[x]，它既是f（x）的一个因式，又是g（x）的一个因式，则称h（x）是f（x），g（x）的一个公因式
 ；若f（x），g（x）的公因式d（x），对f（x），g（x）的任意公因式c（x）都有c（x）|d（x），则称d（x）是f（x），g（x）的一个最大公因式
 .


例9.4.4
 　对于任意a（x），b（x）∈F[x]，总有0次多项式为其公因式. 再者，若c（x）是它们的一个公因式，则k·c（x），k∈F，k≠0，也是它们的一个公因式.


例9.4.5
 　设d（x），d1
 （x）是a（x），b（x）的两个最大公因式，则d1
 （x）|d（x），d（x）|d1
 （x）.于是由例9.4.3可得d1
 （x）=cd（x），c∈F，c≠0. 因此，如果要求最大公因式的首项系数为1，那么它就是唯一确定的.

§9.5　多项式的互素与贝祖等式


定义9.5.1
 　设f（x），g（x）∈F[x]，若f（x），g（x）除0次多项式以外，不再有其他公因式，则称它们在F上是互素的
 .

换句话说，设d（x）是f（x），g（x）的最大公因式，则当且仅当degd（x）=0时，f（x），g（x）是互素的. 下面我们证明关于两个互素的多项式的贝祖等式
 .


定理9.5.1
 　（贝祖等式）设f（x），g（x）∈F[x]，都不是0多项式，且它们在F上互素，那么存在s0
 （x），t0
 （x）∈F[x]，使得

1=s0
 （x）f（x）+t0
 （x）g（x）

（9.8）

为了证明这一定理，定义T={s（x）f（x）+t（x）g（x）[image: 06801]
 0|s（x），t（x）∈F[x]}. 因为f（x），g（x）∈T. 所以T不是空集. 我们在T中选取一个次数最低的多项式，记为d（x）=s1
 （x）f（x）+t1
 （x）g（x）. 可能会有degd（x）=0这一情况，即这一个次数最低的多项式是一个不等于零的常数. 下面我们证明：在定理的条件下，确实是这一情况.

（i）对于f（x）以及这一个d（x），由多项式的可除定理9.3.2，可知存在q（x），r（x）∈F[x]，使得

f（x）=q（x）d（x）+r（x）

（9.9）

这里degr（x）<degd（x），或者r（x）≡0.

（ii）如果有degr（x）<degd（x）这一情况，则从

[image: 06901]


可知r（x）∈T. 这就与d（x）是T中次数最低的多项式这一点矛盾了.

（iii）因此只能有r（x）≡0这一情况. 于是由（9.9）即有f（x）=q（x）d（x）.类似地，我们也能得出：存在p（x）∈F（x），使得g（x）=p（x）d（x）. 这样一来，d（x）就是互素的f（x）与g（x）的公因式. 因此，d（x）必定是一个不为零的常数d.

（iv）从d=s1
 （x）f（x）+t1
 （x）g（x），有

[image: 06902]


其中s0
 （x）=s1
 （x）/d，t0
 （x）=t1
 （x）/d. 定理得证.


例9.5.1
 　x+1∈Q
 [x]的根x=-1不是x3
 -2∈Q
 [x]的根，因此它们互素（参见（3.14））.此时不难得出[image: 06903]
 . （参见[16]§9.4）

贝祖（Étienne Bézout，1730—1783）是法国数学家. 定理9.5.1除了称为贝祖（恒）等式外，也称为贝祖引理，最初是对整数而言的：

设a、b是两个非零整数，且d是它们的最大公因数，则存在整数x和y，使得ax+by=d.（参见[16]§4.3）

§9.6　贝祖等式的一些应用以及多项式因式分解定理


定理9.6.1
 　设F是一个域，而f（x），g（x），h（x）∈F[x]，如果f（x）在F上不可约，且f（x）|g（x）h（x），那么f（x）|g（x），或f（x）|h（x）.

这是因为若f（x）[image: 0017]
 g（x），那么因为f（x）是不可约的，所以f（x）和g（x）就互素了. 于是按贝祖等式，就存在u（x），v（x）∈F[x]，使得1=u（x）f（x）+v（x）g（x）.据此有h（x）=u（x）f（x）h（x）+v（x）g（x）h（x）. 因此，f（x）|h（x）. 定理得证

更一般地有：


推论9.6.2
 　设p（x），q1
 （x），…，qn
 （x）∈F[x]，且p（x）在F上不可约，那么从p（x）|q1
 （x）q2
 （x）…qn
 （x）能得出对某一个i，1≤i≤n，有p（x）|qi
 （x）.


定理9.6.3　（因式分解定理）
 . 设p（x）=an
 xn
 +…+a0
 ∈F[x]，且degp（x）≥1，则有

p（x）=an
 p1
 （x）…pr
 （x）

（9.12）

其中pi
 （x），i=1，2，…，r是F上的首1的不可约多项式. 这种因式分解除各因式的次序外是唯一确定的.

我们先用数学归纳法证明因式分解的存在性. 首先，一次多项式不可约. 假定结论对次数小于n的多项式成立，那么对次数等于n的多项式p（x）来说，如果p（x）是不可约的，那么结论已经成立. 如果p（x）可约，那么有次数都小于n的多项式p1
 （x）和p2
 （x），使得

p（x）=p1
 （x）p2
 （x）

由归纳假设，p1
 （x）和p2
 （x）都可以分解成不可约多项式的乘积，从而就使p（x）分解成了一些不可约多项式的乘积. 这样，结论就对任意次数的多项式成立，即所有多项式都可以分解或不可约多项式的乘积.

下面证明（9.12）因式分解的唯一性. 假定p（x）有两种上述的因式分解方式，即

[image: 07001]


这里pi
 （x），qj
 （x），i=1，2，…，s，j=1，2，…，t是不可约的. 因为p1
 （x）|p1
 （x）p2
 （x）…ps
 （x），所以有p1
 （x）|q1
 （x）q2
 （x）…qt
 （x）. 这样，根据推论9.6.2可知有qk
 （x），满足p1
 （x）|qk
 （x）. 考虑到p1
 （x）与qk
 （x）都是不可约的，且都是首1的，就有p1
 （x）=qk
 （x）. 然后，我们在（9.13）的右边上式中消去p1
 （x），右边下式中消去qk
 （x），就得出

p2
 （x）p3
 （x）…ps
 （x）=q1
 （x）q2
 （x）…qk-1
 （x）qk+1
 （x）…qt
 （x）

（9.14）

于是同样在上式的两边可消去p2
 （x），….由此得出s=t，且p1
 （x），…，ps
 （x）与q1
 （x），…，qs
 （t）必定是相同的，两者的差别仅可能在次序上. 定理的唯一性得证.

今后，当我们对多项式在域F上进行因式分解时，如果其中的每一个因式都是F上不可约的，我们就用到了这个定理所表明的存在性与唯一性.


例9.6.1
 　3x4
 -3x2
 -6在Q
 上分解为3（x2
 -2）（x2
 +1）；在R
 上分解为[image: 07101]
 ；在C
 上分解为[image: 07102]
 .

§9.7　高斯引理


定义9.7.1
 　f（x）∈Z
 [x]称为本原多项式，
 如果其全体系数除了±1之外，没有任何其他公因数.


例9.7.1
 　x3
 +5，3x2
 +7x-13∈Z
 [x]都是本原多项式.


例9.7.2
 　两个本原多项式x3
 +5与3x2
 +7x-13的乘积（x3
 +5）·（3x2
 +7x-13）=3x5
 +7x4
 -13x3
 +15x2
 +35x-65是一个本原多项式.

例9.7.2是下列引理的一个特例.


引理9.7.1　（高斯）
 本原多项式的乘积也是一个本原多项式.

为了证明这一引理，我们设f（x）=an
 xn
 +…+a0
 ，以及g（x）=bm
 xm
 +…+b0
 是两个本原多项式，而h（x）=f（x）g（h）=ck
 xk
 +…+c0
 . 下面我们用反证法来证明h（x）也是本原多项式.

假定h（x）不是本原的，因此c0
 ，c1
 ，… ck
 都可被某一素数p整除. 不过，f（x）与g（x）都是本原的，故它们的系数a0
 ，a1
 ，…，an
 ；b0
 ，b1
 ，…，bm
 不能都被p整除. 设ai
 是a0
 ，a1
 ，…，an
 中第一个不能被p整除的系数，而bj
 是b0
 ，b1
 ，…，bm
 中第一个不能被p整除的系数. 我们考虑h（x）中xi+j
 的系数ci+j
 （参见例6.6.2）

ci+j
 =（a0
 bi+j
 +…+ai-1
 bj+1
 ）+ai
 bj
 +[ai+1
 bj-1
 +…+ai+j
 b0
 ]

（9.15）

由于p能整除a0
 ，a1
 ，…，ai-1
 ；b0
 ，b1
 ，…，bj-1
 ，所以p能整除（9.15）中圆括号里的各项，并且能整除（9.15）中方括号里的各项. 再从p|ci+j
 ，这样由（9.15）就推出p|ai
 bj
 . 忆及p是素数，这就有p|ai
 ，或p|bj
 （参见[16]§3.3）. 于是这就产生了与我们选取的ai
 ，bj
 的矛盾. 高斯引理证毕.

§9.8　整系数多项式的可约性性质

对于任意f（x）∈Q
 [x]，我们都能把它与一个本原多项式[image: 07103]
 关联起来：


定理9.8.1
 　任意f（x）∈Q
 [x]，f（x）[image: 06801]
 0，都可唯一地表示为f（x）=[image: 07201]
 ，其中c∈Q
 ，c>0，且[image: 07202]
 是一个本原多项式.

下面我们针对f（x）=an
 xn
 +…+a0
 ∈Q
 [x]，ai
 ∈Q
 ，i=0，1，…，n，构造[image: 07202]
 ：令c是所有分数ai
 的最大公分母，而有[image: 07203]
 ，bi
 ∈Z
 ，i=0，1，…，n. 于是有

[image: 07204]


接下来设d是b0
 ，b1
 ，…，bn
 的正值最大公因数，而令

[image: 07205]


其中[image: 07206]
 ，而[image: 07207]
 则是一个本原多项式. 关于（9.17）表示法的唯一性，则可如下证明：设

[image: 07208]


其中q，p，s，t∈N
 *
 ，而f1
 （x）与f2
 （x）都是本原多项式. 于是有

sqf1
 （x）=ptf2
 （x）

（9.19）

这个等式的两边都是整系数多项式，然而左边的各系数有最大公因数sq，而右边的各系数有最大公因数pt. 因此sq=pt，以及随之有f1
 （x）=f2
 （x）.


例9.8.1
 　2x2
 +19x+35可以看成是Z
 [x]上的多项式，也可以看成是Q
 [x]上的多项式. [image: 07209]
 的根为-7与-5/2. 因此有[image: 07210]
 . 这也说是2x2
 +19x+35在Z
 上也是可约的.

利用定理9.8.1，我们能证明下列一般的定理：


定理9.8.2　（高斯）
 设f（x）∈Z
 [x]，degf（x）>1，f（x）在Q
 上是可约的，当且仅当它能分解为两个整系数多项式的乘积.

事实上，如果f（x）在Z
 上能分解成两个整系数多项式的乘积，那么由于Z⊂Q
 ，f（x）在Q
 上当然也是可约的. 反过来，假定f（x）在Q
 上是可约的，我们来证明它在Z
 上也是可约的.

[image: 07301]



例9.8.2
 　[image: 07302]
 ，在Q
 上是可约的，因为有f（x）=[image: 07303]
 . 但f（x）在Z
 上不可约. 这是因为f（x）不是整系数多项式，即f（x）∉Z
 [x]. 但对g（x）=2f（x）=2x2
 -3x+1就有g（x）=（x-1）·（2x-1）.

定理9.8.2首先由高斯在1801年得出，这是他名著《算术研究》中的第42款，也有人把这一定理称为高斯引理的. 在下一节中我们将研究高斯的学生——德国数学家艾森斯坦（Ferdinard Gotthold Max Eisenstein，1823—1852）的一项重要工作.

§9.9　艾森斯坦不可约判据


定理9.9.1　（艾森斯坦不可约判据）
 设p是一个素数，f（x）=an
 xn
 +…+a0
 ∈Z
 [x]，且p|ai
 ，i=0，1，2，…，n-1，而p[image: 0017]
 an
 ，p2
 [image: 0017]
 a0
 ，那么f（x）在Q
 上是不可约的.

我们用反证法，即假定f（x）在Q
 上是可约的. 于是根据定理9.8.2，f（x）在Z
 上就可约了. 因此有

f（x）=（bm
 xm
 +…+b0
 ）（ck
 xk
 +…+c0
 ）

（9.20）

其中bi
 ，cj
 ∈Z
 ，i=0，1，…，m；j=0，1，…，k.

（i）先有m+k=n，因此m，k0
 =b0
 c0
 ，以及p2
 [image: 0017]
 a0
 ，所以p|b0
 及p|c0
 不能同时成立. 但是按假设p|a0
 ，所以p|b0
 ，p|c0
 只能有一个成立. 不失一般性，我们假定p[image: 0017]
 b0
 ，而p|c0
 .

（ii）由an
 =bm
 ck
 ，以及p[image: 0017]
 an
 ，可知p[image: 0017]
 ck
 . 考虑c0
 ，c1
 ，…，ck
 这一序列. 因为p[image: 0017]
 ck
 ，因此必定存在一个最小值r，r≤k，使得p|ci
 ，i=0，1，…，r-1，而p[image: 0017]
 cr
 .

（iii）对于这个r. 由多项式的乘法可知，f（x）中xr
 的系数

ar
 =b0
 cr
 +b1
 cr-1
 +…+br
 c0


（9.21）

其中的b0
 cr
 ，由于p[image: 0017]
 b0
 ，p[image: 0017]
 cr
 ，所以p[image: 0017]
 b0
 cr
 （参见[16]§3.3）

但其中的b1
 cr-1
 ，…，br
 c0
 由（ii）可知都可以被p整除. 由此推出p[image: 0017]
 ar
 .

（iv）由r≤k，且k<n，那么p[image: 0017]
 ar
 ，就与定理的条件p|ai
 ，i=0，1，2，…，n-1矛盾了. 定理证毕.

当然，根据我们的证明，这是判定Z
 上多项式不可约性的一个充分条件. 不过，它有一些重要的应用，下面我们举例来说明


例9.9.1
 　f（x）=2x5
 +15x4
 +9x3
 +3在Q
 上是不可约的，这是因为存在p=3，能满足判据定理的要求.


例9.9.2
 　设p是任意素数，则f（x）=x5
 -p2
 x+p在Q
 上是不可约的，这是因为p本身就能满足判据定理的要求.

有时并不能直接应用艾森斯坦判据来判定f（x）∈Z
 [x]在Q
 上不可约. 我们转而考虑多项式f（x+1）. 能这样做的原因是：f（x+1）=g（x）h（x），当且仅当[image: 07401]
 ，[image: 07402]
 .

这也是说，f（x+1）在Q
 上是可约的，其充要条件是f（x）在Q
 上是可约的. 因此，f（x）在Q
 上是不可约的，当且仅当f（x+1）在Q
 上也是不可约的.


例9.9.3
 　设p是一个素数，则第p个分圆多项式
 是Φp
 （x）=xp-1
 +xp-2
 +…+1（参见[9]§4.6）. 证明Φp
 （x）在Q
 上是不可约的.

[image: 07403]


此时素数p本身就能满足不可约判据的要求. 因此f（x+1）在Q
 上不可约，从而f（x）在Q
 上也不可约.


例9.9.4
 　设p是一个素数，[image: 07404]
 +1. 此时f（x+1）=xp（p-1）
 +pq（x），其中q（x）∈Z
 [x]，且它的常数项为1.

采用素数p本身，而对f（x+1）应用艾森斯坦判据，不难得出f（x+1）在Q
 上不可约. 因此f（x）在Q
 上也不可约.


例9.9.5
 　证明多项式f（x）=8x3
 -6x-1在Q
 上是不可约的.

考虑[image: 07501]
 . 于是不难看出，当p=3，[image: 07502]
 满足不可约判据. 从而f（x）在Q
 上是不可约的.

§9.10　多元多项式与对称多项式

前面讨论的f（x）∈F[x]是域F上的一个一元多项式，因为此时只有一个变元x. 下面我们要讨论n个独立变元x1
 ，x2
 ，…，xn
 在F上的n元多项式
 . 这指的是具有下列形式的一个多项式

[image: 07503]


其中所有的ai1

 ，i2
 ，…，in
 ∈F，而所有的指数i1
 ，i2
 ，…，in
 ∈N
 .

式中i1
 +i2
 +…+in
 的最大值称为g（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）的次数
 ，记作degg（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）


例9.10.1
 　[image: 07504]
 ，是Q
 上的一个3元3次多项式.

我们说3元3次多项式[image: 07505]
 [image: 07506]
 是对称的，这是指x1
 ，x2
 ，x3
 在其中的“地位”是一样的. 更精确地，有


定义9.10.1
 　如果域F上的一个n元多项式f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）在x1
 ，x2
 ，…，xn
 的任一置换下都不变，即

f（xi1

 ，xi2

 ，…，xin

 ）=f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）

（9.23）

其中xi1

 ，xi2

 ，…，xin

 是x1
 ，x2
 ，…，xn
 的任意一个排列，那么称f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）是关于变元x1
 ，x2
 ，…，xn
 的一个对称多项式.



例9.10.2
 　[image: 07507]
 ，以及f（x1
 ，x2
 ，x3
 ）=x1
 +x2
 +x3
 +x1
 x2
 x3
 +4都是对称多项式. 而例9.10.1中的多项式不是对称多项式.

§9.11　初等对称多项式

设X是除x1
 ，x2
 ，…，xn
 外的另一个变元，我们通过下列首1多项式来定义σ1
 ，σ2
 ，…，σn
 .

f（X）=（X-x1
 ）（X-x2
 ）…（X-xn
 ）=Xn
 -σ1
 Xn-1
 +σ2
 Xn-2
 -…+（-1）n
 σn


（9.24）

不难得出

[image: 07601]



例9.11.1
 　当n=2，从f（X）=（X-x1
 ）（X-x2
 ）=X2
 -（x1
 +x2
 ）X+x1
 x2
 有σ1
 =x1
 +x2
 ，σ2
 =x1
 x2
 ，当n=3，从f（X）=（X-x1
 ）（X-x2
 ）（X-x3
 ）=X3
 -（x1
 +x2
 +x3
 ）X2
 +（x1
 x2
 +x1
 x3
 +x2
 x3
 ）X-x1
 x2
 x3
 有σ1
 =x1
 +x2
 +x3
 ，σ2
 =x1
 x2
 +x1
 x3
 +x2
 x3
 ，σ3
 =x1
 x2
 x3
 .


例9.11.2
 　在n=3时的σ1
 ，σ2
 ，σ3
 中令x3
 =0，则可得出n=2时的σ1
 及σ2
 .

很明显，（9.25）中的σ1
 ，σ2
 ，…，σn
 都是x1
 ，x2
 ，…，xn
 的对称多项式. 我们把它们称为x1
 ，x2
 ，…，xn
 的初等对称多项式
 .

如果把x1
 ，x2
 ，…，xn
 看成是首1多项式f（X）=（X-x1
 ）…（X-xn
 ）的根，那么（9.24）与（9.25）就把初等对称多项式与根和系数的关系联系起来了.

§9.12　对称多项式的基本定理

例9.12.1　对[image: 07602]
 ，有f（x1
 ，x2
 ）=（x1
 +x2
 ）2
 -2x1
 x2
 =[image: 07701]
 ，使得f（x1
 ，x2
 ）=g（σ1
 ，σ2
 ）

[image: 07702]


一般地，我们有


定理9.12.1　（对称多项式基本定理）
 设f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）是关于n个元x1
 ，x2
 ，…，xn
 的一个对称多项式，那么存在F上的多项式g（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）使得

f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）=g（σ1
 ，σ2
 ，…，σn
 ）

（9.26）

其中σ1
 ，σ2
 ，…，σn
 是x1
 ，x2
 ，…，xn-1
 的初等对称多项式.

定理9.12.1的另一种表述就是：任意一个关于变元x1
 ，x2
 ，…，xn
 的对称多项式都可以表示为初等对称式σ1
 ，σ2
 ，…，σn
 的一个多项式.

这个定理可以用“构造”方法来证明，即具体地把g（x1
 ，…，xn
 ）构造出来（参见[16]§12.3）.下面我们采用数学归纳法来证明，这种方法比较简洁一些，当然也得“花些力气”.

（i）我们先对变元的个数用归纳法. 当n=1，定理是浅显的. 于是假定定理对于少于以及等于n-1个变元的对称多项式成立. 在从n-1到n的归纳步骤中，将再用对多项式的次数进行归纳来完成.

（ii）对次数为零的多项式，这一情况是浅显的. 假定定理在n个变元，次数小于m的多项式情况下成立. 设f是n个变元的，次数为m的一个对称多项式. 由此定义下列n-1个变元的多项式[image: 07703]
 ：

[image: 07705]


其中[image: 07706]
 是n-1个元x1
 ，x2
 ，…，xn-1
 的初等对称多项式.

（iii）注意到（参见例9.11.2）

[image: 07707]


再定义下列n个元的多项式h（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）

h（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）=f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）-g（σ1
 ，σ2
 ，…，σn-1
 ）

（9.30）

那么h（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）明显是对称的，而且

[image: 07801]


其中用到了（9.27）以及（9.28）. （9.31）说明：把x1
 ，x2
 ，…，xn-1
 看成常数，h（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）便是xn
 的一个一元多项式，而xn
 =0就是h（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）的一个根. 因此就有xn
 |h（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）.

（iv）由h（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）是对称的，因此xi
 |h（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ），i=1，2，…，n. 所以h（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）有因式x1
 x2
 …xn
 =σn
 ，即

[image: 07802]


这里引入的[image: 07803]
 显然是对称的，且[image: 07804]
 . 于是由（ii）中的归纳法的假定有

[image: 07805]


（v）最后由（9.30），（9.32）以及（9.33）有

[image: 07806]


定理证毕.

此外，（9.26）是一个恒等式，因此有degf（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）≥degg（σ1
 ，σ2
 ，…，σn
 ）.


例9.12.3
 　设x1
 ，x2
 是多项式f（x）=2x2
 -7x+7∈Q
 [x]的两个根. 试在不解方程的前题下求[image: 07807]
 的值.

由例9.12.1可知[image: 07808]
 ，而由根和系数的关系可得[image: 07809]
 ，[image: 07901]
 .

§9.13　由对称多项式基本定理得出的一个有重要应用的定理

[image: 07902]


上例是下列定理的一个特例.


定理9.13.1
 　设F为一个域，f（x）=an
 xn
 +…+a0
 ∈F[x]，degf（x）=n，而其根为α1
 ，α2
 ，…，αn
 . 另外，p（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）是F上的一个对称多项式，那么p（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ）∈F.

（i）首先由定理9.12.1可知p（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）是F上σ1
 ，σ2
 ，…，σn
 的一个多项式，而当x1
 =α1
 ，x2
 =α2
 ，…，xn
 =αn
 时，由（9.25）有σ1
 =α1
 +α2
 +…+αn
 ，…，σn
 =α1
 α2
 …αn
 .

（ii）由f（x）=an
 （xn
 -bn-1
 xn-1
 +…±b0
 ）=an
 （x-α1
 ）（x-α2
 ）…（x-αn
 ），有bn-1
 =σ1
 ，bn-2
 =σ2
 ，…，b0
 =σn
 . 考虑到所有bi
 ∈F，i=0，1，…，n-1，就得出σi
 ∈F，i=1，2，…，n.

（iii）由于p（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）是F上σ1
 ，σ2
 ，…，σn
 的一个多项式，而所有的σi
 ∈F，i=1，2，…，n，所以最后就有p（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ）∈F.

利用这一定理，在下一节中我们将证明两个重要的推论.

§9.14　关于多项式根的两个重要的推论

设F是一个域，而f（x），g（x）∈F[x].再设f（x）的根为α1
 ，α2
 ，…，αn
 ，g（x）的根为β1
 ，β2
 ，…，βk
 ，则有

f（x）=an
 （x-α1
 ）（x-α2
 ）…（x-αn
 ）

（9.35）

其中an
 是f（x）的首项系数. 由（9.35），定义

[image: 08001]


其中用了连乘符号∏. 由此，我们再把f（x-β1
 ），f（x-β2
 ），…，f（x-βk
 ）这k个多项式连乘，就有

[image: 08002]


显然h1
 （x）是x的一个多项式，且它的各项系数都是β1
 ，β2
 ，…，βk
 的对称多项式. 因此，由定理9.13.1可知，这些系数都是F中的元，这样就证得了：


推论9.14.1
 　设α1
 ，α2
 ，…，αn
 ；β1
 ，β2
 ，…，βk
 分别是f（x），g（x）的根，那么[image: 08003]
 .

[image: 08004]


再者，假定β1
 ，β2
 ，…，βk
 都不为零，也即g（x）无零根. 那么从（9.35）有

[image: 08005]


[image: 08101]


由此可知h2
 （x）是x的一个多项式. 尽管在[image: 08102]
 中βj
 出现在分母中，但由于[image: 08103]
 就有了（9.40）的形式. 于是，从（9.40）可知，h2
 （x）的各项系数都是β1
 ，β2
 ，…，βk
 的对称多项式. 因此，由定理9.13.1可知这些系数都是F中的元，这样又证得了：


推论9.14.2
 　设f（x），g（x）∈F[x]，而α1
 ，α2
 ，…，αn
 ；β1
 ，β2
 ，…，βk
 分别是它们的根，且β1
 ，β2
 ，…，βk
 都不为零，那么[image: 08104]
 ∈F[x].


例9.14.2
 　设f（x）=x2
 -x-1，g（x）=x2
 +1∈Q
 [x]，从f（x）的根为[image: 08105]
 （参见§2.3）；g（x）的根为β1
 =i，β2
 =-i，则有[image: 08106]
 =（x-τi）（x+τi）（x-σi）（x+σi）=x4
 +3x2
 +1∈Q
 [x]. 顺便提一下，h2
 （x）的4个根为τi，-τi，σi，-σi.

我们将在§10.8中应用这两个推论.


第十章　有关扩域的一些理论

§10.1　数域的另一个例子

在§3.2中，我们给出了数域的定义，并且指出了我们有有理数域Q
 ，实数域R
 ，以及复数域C
 . 例3.2.3还讨论了[image: 08201]
 这一域. 为了下面的陈述作些准备，我们在这一节中再给出一个例子.

[image: 08202]
 是无理数，因此[image: 08203]
 . 我们设法把它添加
 到Q
 中去以构成一个包含Q
 及[image: 08202]
 的更大的域F——包含F以及2的最小域. 因此，我们的“材料”就是Q
 与[image: 08202]
 . 考虑到F中的元应该在“+”，“-”，“×”，“÷”这四则运算下封闭，所以F应包含所有下列形式的元：

[image: 08204]


[image: 08206]


类似于例3.2.3的讨论，我们容易证明F是域. 再者，由于[image: 08301]
 是f（x）=x2
 -2的一个根，即[image: 08301]
 是代数数（参见§8.3），所以我们把F称为Q
 添加了[image: 08301]
 而构成的单代数扩域
 ，而引入F=Q
 （[image: 08301]
 ）这一符号.


例10.1.1
 　设F是一个域，求证0，1∈F.

因为域F至少有2个元，因此设a∈F，a≠0，于是由-a，a-1
 ∈F，所以从a+（-a）=0，且a·a-1
 =1，可知0，1∈F.

§10.2　扩域的概念


定义10.2.1
 　如果域F中的任意元都是域E中的一个元，则称域F为域E的一个子域
 ，而域E为域F的一个扩域
 ，记为E/F. 若F≠E，则称F为E的一个真子域，
 而E是F的一个真扩域
 ，此时除了E/F外，还应有E⊃F.


例10.2.1
 　显然有[image: 083-i]
 .

对于任意数域F，由例10.1.1可知1∈F. 因此，1+1=2∈F，1+2=3∈F，…. 由此也有1/2，1/3，2/3，…∈F. 另外，从-1∈F，有-2，-3，…∈F，-1/2，-1/3，-2/3，…∈F. 因此F[image: 093-i]
 Q
 所以Q
 是任意数域F的子域，也即Q
 是最小的数域
 ，而C
 就是最大的数域.


为了证明域k的子集F是子域，只需验证

（i）若a，b∈F，则a+b及ab∈F

（ii）若a∈F，则-a∈F

（iii）若a∈F，a≠0，则a-1
 ∈F.

因为由（i）和（ii），可推出a+（-a）=0∈F；由（i）和（iii），可推出aa-1
 =1∈F. 此外，关于“+”法的结合律与交换律，关于“×”法的结合律与交换律，以及关于“+”法与“×”法的分配律都不必验证. 这是因为F⊂C
 ，而C
 是域所以其中的元都符合这些运算法则，于是F的元也就自动满足这些法则了.


例10.2.2
 　若F1
 ，F2
 是域，证明F1
 ∩F2
 是域.

（i）若a，b∈F1
 ∩F2
 ，则a，b∈F1
 及a，b∈F2
 . 于是a+b∈F1
 ，a+b∈F2
 ；ab∈F1
 ，ab∈F2
 . 因此a+b∈F1
 ∩F2
 ，ab∈F1
 ∩F2


（ii）若a∈F1
 ∩F2
 ，则a∈F1
 ，a∈F2
 . 于是-a∈F1
 ，-a∈F2
 . 因此-a∈F1
 ∩F2
 .

（iii）若a∈F1
 ∩F2
 ，a≠0，则a∈F1
 ，a∈F2
 . 于是a-1
 ∈F1
 ，a-1
 ∈F2
 . 因此a-1
 ∈F1
 ∩F2
 . 故F1
 ∩F2
 是域，且是F1
 的子域，也是F2
 的子域.

§10.3　要深入研究的一些课题

我们再来简要地讨论一下，对Q
 添加黄金分割数τ，以构成Q
 （τ）.其中的一般元具有

[image: 08401]


的形式（参见（10.1））.因为τ满足方程x2
 -x-1=0，因此有τ2
 =τ+1. 此外，由（2.9）可知，τi
 及τj
 可表示为n1
 τ+n2
 ，n1
 ，n2
 ∈N
 *
 . 因此（10.4）可简化为

（a1
 +a2
 τ）/（b1
 +b2
 τ），a1
 ，a2
 ，b1
 ，b2
 ∈Q


（10.5）

再利用分母有理化，可将1/（b1
 +b2
 τ）变为“整式”，从而（10.5）可进一步简化为

a+bτ，a，b∈Q


（10.6）

[image: 084-i]


对于Q
 添加θ∉Q
 ，我们同样有类似于（10.4）的形式. 如果θ是Q
 上的多项式的根，我们就能从（10.4）的形式简化为类似（10.5）的形式. 如果θ不是Q
 上任意多项式的根，那么我们只能停留在（10.4）的形式上. 举例来说，如果考虑Q
 （π），那么就产生了π是否是代数数的问题. 其次，从（10.5）到（10.6），我们用的是分母有理化的方法. 但是，对一般的θ∉Q
 ，就不能这样进行了，还得另辟蹊径. 最后，我们还要对一般的域F添加θ∉F，以构成F（θ）. 例如在尺规作图中，我们从Q
 出发，每次作出一个新的不在原来域中的数，我们就实现了一次扩域. 这样就需要不断地扩域.

这些问题是我们要继续深入研究的一些课题.

§10.4　域上的代数元以及代数数


定义10.4.1
 　设F是一数域，数θ∈C
 称为F上的一个代数元
 ，如果存在F上的多项式f（x）=an
 xn
 +…+a0
 ，使得f（θ）=0. 否则则称θ是F上的一个超越元
 . 如果F=Q
 ，我们则把Q
 上的代数元称为代数数，
 把Q
 上的超越元称为超越数.


[image: 08501]



例10.4.2
 　数a+bi∈C
 ，a，b∈R
 ，是R
 上多项式f（x）=（x-a-bi）·（x-a+bi）=x2
 -2ax+a2
 +b2
 的根. 因此，数a+bi是R
 上的一个代数元.

[image: 08502]



例10.4.4
 　圆周率π，自然对数的底数e分别满足R
 上的多项式f（x）=x-π，以及g（x）=x-e. 因此，它们都是R
 上的代数元. 然而，它们不满足Q
 上的任意多项式，因此它们是超越数（参见§14.4，§14.5）.

§10.5　代数元的最小多项式

设θ是域F上的一个代数元，因此存在f（x）∈F[x]，使得f（θ）=0. 在F[x]中一定存在无限多个以θ为根的多项式. 例如对于g（x）f（x），其中g（x）是F[x]中的任意多项式，都有g（θ）f（θ）=0. 所以我们就在F上，以θ为根的所有多项式中，选出其中次数最低的一个，记为p（x）. 如果p（x）的首项系数a≠1，那么[image: 08601]
 则是首项系数为1的，且[image: 08602]
 称为θ在F上的一个最小多项式
 .


例10.5.1
 　例8.3.2告诉我们[image: 08603]
 是代数数，因为它是x2
 -2∈Q
 [x]的一个根. [image: 08603]
 当然也是g（x）（x2
 -2）的一个根，其中g（x）∈Q
 [x]. 然而，x2
 -2=[image: 08604]
 在Q
 上的最小多项式. 另外，根据艾森斯坦判据x2
 -2在Q
 上是不可约的.

一般地，设p（x）是θ在域F上的一个最小多项式，p（x）在F上当然是不可约的. 否则，由定理9.6.3可知. 此时存在次数比degp（x）更小的pi
 （x）∈F[x]，满足pi
 （θ）=0. 这与p（x）是θ在域F上的一个最小多项式矛盾了. 因此，当θ≠0时，最小多项式是不会有零根的（参见§3.3）


例10.5.2
 　例8.3.3告诉我们i是代数数，因为它是x2
 +1∈Q
 [x]的一个根. 由于R
 ⊃Q
 ，所以i是R
 上的一个代数元. 从x2
 +1=（x-i）（x+i），所以x2
 +1在R
 上，因而在Q
 上都不可约，所以i在Q
 上，以及在R
 上的最小多项式都是x2
 +1. 不过由于C
 ⊃R
 ，所以i也是C
 上的代数元，而此时x-i是它在C
 上的最小多项式.

下面我们假定p（x）∈F[x]是θ在F上的一个最小多项式，且q（x）∈F[x]，也以θ为根，即q（θ）=0. 我们来研究p（x）与q（x）之间的关系.

针对p（x）与q（x），由多项式的可除定理9.3.2，有

q（x）=g（x）p（x）+h（x）

（10.8）

其中h（x）≡0，或degh（x）<degp（x）.在（10.8）中令x=θ，则从p（θ）=q（θ）=0，得出h（θ）=0. 由此可知h（x）≡0，否则的话p（x）就不是θ的最小多项式了. 这样就有p（x）|q（x），即


定理10.5.1
 　若θ是F上的一个代数元，它的一个最小多项式为p（x），且对q（x）∈F[x]，有q（θ）=0，则p（x）是q（x）的一个因式.

这一定理明示了“最小多项式”中“最小”这一词的含义. 另外，若q（x）是θ在F上的另一个最小多项式，则除了p（x）|q（x），也有q（x）|p（x）.于是由例9.4.3可知，q（x）=cp（x），c∈F. 考虑到p（x），q（x）都是首1的，我们就有p（x）=q（x）.这就证明了


定理10.5.2
 　若θ是域F上的一个代数元，那么它在F上的最小多项式是唯一的.

§10.6　互素的多项式与根

设f（x），g（x）∈F[x]在F上是互素的，且假定θ是它们的一个公共根，即f（θ）=g（θ）=0. 于是θ是F上的一个代数元. 令θ在F上的最小多项式为p（x）.因此由定理10.5.1可知p（x）|f（x），p（x）|g（x）. 这说明p（x）∈F[x]是f（x），g（x）的公因式. 这与f（x），g（x）互素矛盾. 因此有


定理10.6.1
 　若f（x），g（x）∈F[x]在F上是互素的，那么它们无公共根.

这一定理有以下推论：


推论10.6.2
 　设f（x）∈F[x]在F上是不可约的，且degf（x）=n，那么f（x）有n个不同的根.

我们用反证法来证明这一推论. 设α是f（x）的一个重根，考虑到α至少是二重根，则有

f（x）=an
 （x-α）2
 g（x）

（10.9）

利用函数积的求导法则，计算f（x）的导数f′（x），有

f′（x）=an
 （x-α）2
 g′（x）+2an
 （x-α）g（x）

（10.10）

于是f′（α）=0，即α也是f′（x）的一个根. 由α是f（x）∈F[x]的一个根，所以α是F上的一个代数元. 因而存在α在F上的最小多项式p（x），而由定理10.5.1有p（x）|f（x），以及p（x）|f′（x）. 不过，f（x）在F上是不可约的，因此由p（x）|f（x）可知p（x）=cf（x）.由此，p（x）|f′（x）就意味着cf（x）|f′（x）.不过，因为degf′（x）=degf（x）-1，这就矛盾了. 推论证毕.


例10.6.1
 　因为θ在域F上的最小多项式p（x）在F上是不可约的，所以若degp（x）=n，则p（x）有n个不同的根.

§10.7　代数元的次数以及代数元的共轭元


定义10.7.1
 　设θ是F上的一个代数元，而p（x）是它的最小多项式，且degp（x）=n，那么我们就称θ在F上是n次的
 .


例10.7.1
 　对任意θ∈F，由于θ是f（x）=x-θ∈F[x]的根. 故任意θ∈F在F上是1次的代数元.


例10.7.2
 　由例10.5.1可知[image: 08801]
 在Q
 上是2次的. [image: 08802]
 在Q
 上也是2次的.

设θ是F上的代数元，而p（x）是θ在域F上的最小多项式，且degp（x）=n，那么由例10.6.1可知p（x）有n个不同的根θ1
 =θ，θ2
 ，…，θn
 ，我们把它们称为在F上是互为共轭
 的元.


例10.7.3
 　由例10.5.1可知[image: 08801]
 ，[image: 08802]
 在Q
 上是互为共轭的.


例10.7.4
 　由例10.4.2可知，a±bi，a，b∈R
 ，是f（x）=x2
 -2ax+a2
 +b2
 ∈R
 [x]的两个根. a+bi与a-bi在R
 上是互为共轭的元. 由此可见F上共轭元的概念是复共轭元概念的推广.


例10.7.5
 　由例10.7.1可知任意θ∈F，在F上都是1次的，因此是自共轭
 的. 特别有，0是自共轭的. 如果F=C
 ，则一切数都是自共轭的.

例10.7.6　由例[image: 08803]
 Q
 [x]因此，[image: 08804]
 都是3次代数数，它们在Q
 上互为共轭元. 然而，f（x）=x3
 -1∈Q
 [x]的3个根1，ω，ω2
 （参见例8.2.5）在Q
 上却不是共轭元，因为x3
 -1=（x-1）（x2
 +x+1），所以x3
 -1不是1，ω，ω2
 的最小多项式. 1作为x-1的根，它是自共轭的，而ω，ω2
 是x2
 +x+1∈Q
 [x]的根. 按例9.9.3，x2
 +x+1是第3个割圆多项式，它在Q
 上是不可约的. 因此，ω，ω2
 在Q
 上互为共轭.

§10.8　代数元域

设F为域，我们将证明F上的所有代数元构成的集合[image: 08805]
 是一个数域，称为代数元域
 .

为了证明[image: 08805]
 构成一个域，我们按§10.2所述. 要证明：

[image: 08806]


为此设f（x），g（x）分别是α和β≠0在F上的最小多项式，且degf（x）=n，以及degg（x）=k而α1
 =α，α2
 ，…，αn
 和β1
 =β，β2
 ，…，βk
 分别是与α和β互为共轭的根. 可假定β≠0，否则（i）是浅显的. 由β≠0，则β2
 ，…，βk
 全不为零（参见§10.5）.

应用推论9.14.1，对于h1
 （x）∈F[x]，有h1
 （α+β）=0，因此α+β是F上的代数元，即[image: 08901]
 .

应用推论9.14.2，对于h2
 （x）∈F[x]，有h2
 （αβ）=0，因此αβ是F上的代数元，即[image: 08902]
 .

由f（α）=0，有f（-（-α））=0. 因此，-α是f（-x）的一个根. 另一方面，从f（x）∈F[x]，有f（-x）∈F[x]. 因此-α是F上的一个代数元，即[image: 08903]
 .

[image: 08904]



定理10.8.1
 　F上的所有代数元构成一个域[image: 08905]
 ，称为代数元域.


若F=Q
 ，则有


推论10.8.2
 　所有的代数数构成代数数域
 .

我们把代数数域记为A.


例10.8.1
 　由例8.3.2有[image: 08906]
 . 事实上，例9.14.1已给出[image: 08907]
 的一个根.


例10.8.2
 　由（2.4）可知[image: 08908]
 ，由例8.3.3有i∈A，所以τi∈A. 事实上，例9.14.2已给出τi是x4
 +3x2
 +1∈Q
 [x]的一个根.

§10.9　单代数扩域


定义10.9.1
 　设F为域，θ≠F，而θ是F上的一个代数元. 包含F与θ的最小域K，称为F添加了θ而构成的单代数扩域
 ，记作K=F（θ）.

根据§10.1的叙述，我们显然有

[image: 09001]


对应于（10.2）与（10.3），我们现在可以证明有


定理10.9.1
 　（单代数扩域的结构定理）. 设F为域，θ∉F，若θ在F上是n次的，则F（θ）中的每一个元α，都可唯一地表示为

α=a0
 +a1
 θ+…+an-1
 θn-1
 ，ai
 ∈F，i=0，1，…，n-1

（10.12）

我们按以下各步来证明这一定理.

（i）因为α∈F（θ），设[image: 09002]
 ，其中g（θ）≠0.

（ii）设p（x）是θ在F上的最小多项式，那么首先p（x）在F上是不可约的（参见§10.5），其次p（x）[image: 0017]
 g（x）. 否则的话，若p（x）|g（x），则g（x）=u（x）p（x），而有g（θ）=u（θ）p（θ）=0. 但g（θ）≠0. 于是p（x）与g（x）互素.

（iii）根据贝祖等式9.5.1可知存在s（x），t（x），有1=s（x）p（x）+t（x）g（x）. 在其中令x=θ，有[image: 09003]
 . 因此有

[image: 09004]


这样α就由“分式”的表达变成了“整式”的表达.α已是θ的一个多项式，记为α=f（θ）t（θ）=h（θ）

（iv）将h（θ）的变元θ改为x就有了h（x）∈F[x]. 对h（x）与p（x）应用多项式的可除定理9.3.2，有

h（x）=q（x）p（x）+r（x）

（10.14）

其中r（x）≡0，或degr（x）<degp（x）=n. 在（10.14）中令x=θ，就有

h（θ）=r（θ）

于是最终有

α=h（θ），且degh（θ）≤n-1

这说明α是θ的一个多项式，其次数最多为n-1. 这与（10.12）一致. 下面证（10.12）表示的唯一性.

设α可表为

α=a0
 +a1
 θ+…+an-1
 θn-1


（10.15）

又可表为

[image: 09101]


那么由这两式相减便给出

[image: 09102]


则从p1
 （x）∈F[x]，p1
 （θ）=0，以及degp1
 （x）=n-1，可知若p1
 （x）[image: 06801]
 0，那么p（x）就不是θ在F上的最小多项式了，于是有p1
 （x）≡0，即ai
 =a′i
 ，i=0，1，…，n-1. 所以（10.15）与（10.16）应是一致的. 唯一性证毕.

我们也可以把定理10.9.1表达为

F（θ）={a0
 +a1
 θ+a2
 θ2
 +…+an-1
 θn
 -1|ai
 ∈F，i=0，1，…，n-1}

（10.19）

形象地说，F（θ）的“建筑砖瓦”是1，θ，θ2
 ，…，θn-1
 . 然后用F中的元作系数组成线性组合来构建F（θ）中的每一个元. 简单地说，F（θ）是由1，θ，θ2
 ，…，θn-1
 在F上张成的
 ，记作F（θ）=（（1，θ，θ2
 ，…，θn-1
 ））.


例10.9.1
 　例10.4.3给出的[image: 09103]
 是f（x）=x3
 -1∈Q
 [x]的一个根. 因此ω是代数数，且由例10.7.6可知ω在Q
 上的最小多项式是p（x）=x2
 +x+1. 因此w在Q
 上是2次的. 于是有Q
 （ω）=（（1，ω））.

[image: 091-i]



例10.9.3
 　C
 ={a+bi|a，b∈R
 }（参见（3.1））.因此C
 =R
 （i）=（（1，i））.

§10.10　添加有限多个代数元

设α1
 ，α2
 ，…，αn
 是F上的代数元. 于是对F的任意扩域E，因为E[x]⊃F[x]，所以α1
 ，α2
 ，…，αn
 是E上的代数元（参见§11.6）. 由F开始，我们先构成F（α1
 ）. 在F（α1
 ）上再添加α2
 ，而构成F（α1
 ）（α2
 ）. 以此类推，我们就可以得出

K≡F（α1
 ）（α2
 ）…（αn
 ）≡F（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ）

（10.20）

我们把K称为在F上添加了α1
 ，α2
 ，…，αn
 而构成的一个n次代数扩域
 .

[image: 09201]


这就是说[image: 09301]
 的“建筑材料”可以用[image: 09301]
 的“建筑材料”，“线性地”通过Q
 中元作系数来构造，反之亦然. 所以[image: 09302]
 [image: 09303]
 .

例10.10.3是下一节要证明的定理10.11.1的一个实例.

§10.11　多次代数扩域可以用单代数扩域来实现

在这一节中我们要证明


定理10.11.1
 　域F的一个多次代数扩域是域F上的一个单代数扩域，即对n次代数扩域F（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ），存在F上的代数元θ，使得F（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ）=F（θ）.

我们先证明定理在n=2时是成立的，也即对F上的任意代数元α，β，我们有F上的代数元θ，使得F（α，β）=F（θ）.那么对于F（α，β，γ）我们2次应用这一结果，即F（α，β，γ）=F（α，β）（γ）=F（θ1
 ）（γ）=F（θ1
 ，γ）=F（θ）就证得了n=3这一情况. 类似地，对于F（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ）我们n-1次应用这一结果就能证明定理了.

下面我们就来讨论F（α，β），其中α，β在F上的最小多项式分别为f（x）和g（x），而degf（x）=n，degg（x）=m，设α1
 =α，α2
 ，…，αn
 是α在F上共轭的元，由推论10.6.2可知，它们是不同的. 类似地，对β也有在F上不同的共轭元β1
 =β，β2
 ，…，βm
 . 考虑形式为

[image: 09304]


的元，其中i=2，3，…，n；j=2，3，…，m. 因此它们一共有（n-1）（m-1）个. 这是一个有限数，而F中的元数个数是无限的. 因此总能找到d∈F，满足

[image: 09305]


用这个数d，构造

θ=α+dβ

（10.23）

（i）由d∈F，以及θ=α+dβ，可知F（α，β）[image: 093-i]
 F（θ）.下面我们来证明F（θ）[image: 093-i]
 F（α，β）.

（ii）由θ=α+dβ，可得出θ≠αi
 +dβj
 ，i=2，…，n；j=2，…，m. 这是因为否则的话，即若对于某一个i与某一个j有α+dβ=αi
 +dβj
 的话，则d=[image: 09401]
 了. 于是可得出

θ-dβj
 ≠αi
 ，i=2，…，n；j=2，…，m

（10.24）

（iii）α，β是F上的代数元，而d∈F，所以d也是F上的代数元（参见例10.7.1）.因此，θ=α+dβ是F上的代数元（参见定理10.8.1）.

（iv）利用α在F上的最小多项式f（x）∈F[x]，定义h（x）=f（θ-dx），则h（x）∈F（θ）[x].

另外，h（β）=f（θ-dβ）=f（α）=0，再由g（x）是β在F上的最小多项式，都有g（β）=0. 因此，β是h（x）与g（x）的一个公共根.

（v）然而，β2
 ，β3
 ，…，βm
 不是h（x）的根. 这是因为h（βj
 ）=f（θ-dβj
 ），而α=α1
 =θ-dβ1
 ≠θ-dβj
 ，以及αi
 ≠θ-dβj
 ，i=2，…，n，j=2，…，m，所以h（βj
 ）≠0，j=2，…，m. 这样，β就是g（x）与h（x）的唯一公共根.

（vi）β是F上的代数元，因此β一定是F（θ）上的代数元. 不过，β在F上的最小多项式g（x）在F（θ）可能不再是不可约的了. 设β在F（θ）上的最小多项式为[image: 09402]
 . 于是β是h（x）∈F（θ）[x]，g（x）∈F[x]⊂F（θ）[x]，以及[image: 09403]
 的公共根. 忆及[image: 09403]
 是最小的. 所以在F（θ）上有[image: 09405]
 （参见定理10.5.1）.

（vii）因此[image: 09404]
 的每一个根都是h（x）与g（x）的根. 然而，g（x）与h（x）只有一个公共根β，因此[image: 09404]
 =x-β. 再从[image: 09404]
 ∈F（θ）[x]，那就有β∈F（θ）.

（viii）忆及α=θ-dβ，其中d∈F，β∈F（θ），因此α∈F（θ）. 于是从β∈F（θ）以及α∈F（θ），就有F（θ）[image: 093-i]
 F（α，β）

（ix）由（i）的结论：F（α，β）[image: 093-i]
 F（θ），以及（viii）的结论：F（θ）[image: 093-i]
 F（α，β），最终就有F（α，β）=F（θ）. 定理证毕.

[image: 09406]




第五部分　代数扩域、有限扩域以及尺规作图

这一部分共分两章. 在第十一章中，我们详细地讨论了代数扩域，有限扩域以及代数元域，其中结合了扩域的概念阐述了线性代数中有关线性相关，基以及维数等概念和理论，并利用了这些方法证明了维数公式，讨论了有限扩域的性质，以及最后得出代数元域是代数闭域这一结论.

作为扩域理论的一个应用，我们在第十二章中详细地讨论了尺规作图问题，并在最后彻底解决了三大古典几何难题：三等分任意角，倍立方以及化圆为方.


第十一章　代数扩域、有限扩域与代数元域

§11.1　代数扩域


定义11.1.1
 　设域E是域F的一个扩域，即E/F，此时若E中的每一元都是F上的代数元，则称域E是域F的一个代数扩域
 .

[image: 09701]



例11.1.2
 　C
 =R
 （i），即C
 中每一元都具有a+bi的形式，其中a，b∈R
 （参见例10.9.3）.因为（x-a-bi）（x-a+bi）=x2
 -2ax+a2
 +b2
 ∈Q
 [x].所以每一个复数a+bi都是R
 上的代数元，即C
 是R
 的一个代数扩域.

更一般地有


定理11.1.1
 　设θ是域F上的一个代数元，则单代数扩域F（θ）是F的一个代数扩域.

为了证明这一定理，我们已知的条件之一是：F是域，θ是F上的一个代数元，因此假定θ在F上是n次的，那么它有互为共轭的元θ1
 =θ，θ2
 ，…，θn
 . 已知条件之二是：F（θ）是F的一个单代数扩域.

从单代数扩域的结构定理10.9.1可知任意α∈F（θ）都可表为

α=a0
 +a1
 θ+…+an-1
 θn-1


（11.1）

其中ai
 ∈F，i=0，1，…，n-1. 为了证明α是F上的一个代数元，这就必须找到一个f（x）∈F[x]，使得f（α）=0. 为此

（i）我们把（11.1）记为r（θ），即

α=α0
 +α1
 θ+…+an-1
 θn-1
 =r（θ）

（11.2）

再把其中的θ看成变元，而引入

r（θ1
 ）=r（θ），r（θ2
 ），…，r（θn
 ）

（11.3）

例如其中的[image: 09801]
 ，等等.

（ii）由（11.3）中的r（θi
 ），i=1，2，…，n，定义

[image: 09802]


f（x）是一个首1的n次多项式，在其中θ1
 ，θ2
 ，…，θn
 是对称的，且以多项式的形式出现，因此f（x）中的各系数也就是它们的对称多项式. 因此，由定理9.13.1可知，这些系数都是F中的元. 所以，f（x）∈F[x].

[image: 09803]


这样定理11.1.1就证明了. 再者，由定理10.11.1，我们还有


推论11.1.2
 　若α1
 ，α2
 ，…，αn
 是域F上的代数元，则n次代数扩域F（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ）是F的一个代数扩域.

§11.2　代数元集合Ā成域的域论证明

在10.8中，我们证明过域F上的所有代数元集合Ā是一个数域——代数元域. 当时我们采用的方法是针对F上的两个代数元α，β，去具体构造F上分别以α+β，αβ，-α，α-1
 （α≠0）为根的多项式. 在这一节中，我们将用定理11.1.1，即单代数扩域是代数扩域这一定理来证明，这样既能应用一下这一定理，又能让我们体验一下数学的内在统一性和优美性.

设[image: 09806]
 ，构造F（α，β）.由推论11.1.2可知α+β，α-β，αβ，且[image: 09807]
 ，β≠0，这4个元都属于F（α，β），且是F上的代数元，所以α+β，α-β，αβ，且[image: 09808]
 .

[image: 09809]


§11.3　扩域可能有的基

熟悉线性代数的读者能够看出本节中引入的一些概念、引理和定理是有一定的线性代数背景的. 我们的阐述，既能使读者掌握和应用线性代数中的一些基础知识，又能深入到有关代数扩域、有限扩域，以及代数元域的一些更深入的课题中去.


定义11.3.1
 　设K/F，即域K是域F的一个扩域，则元α1
 ，α2
 ，…，αr
 ∈K称为在F上是线性相关的
 ，如果存在不全为零的数c1
 ，c2
 ，…，cr
 ∈F，使得

c1
 α1
 +c2
 α2
 +…+cr
 αr
 =0

（11.5）

否则数α1
 ，α2
 ，…，αr
 在F上则是线性无关的
 .


例11.3.1
 　设K=C
 ，F=R
 ，则x3
 -1的3个根1，ω，ω2
 （参见例8.2.5），满足1+ω+ω2
 =0，所以它们在R
 上是线性相关的.


例11.3.2
 　设K=R
 ，F=Q
 ，则1，[image: 09901]
 在Q
 上是线性无关的. 这是因为若存在q，p∈Q
 ，能使得[image: 09902]
 ，则有下列两种情况：（i）q=0，则必有p=0；（ii）q≠0，则必有p≠0，此时[image: 09903]
 . 所以只有（i）成立.


例11.3.3
 　设K=C
 ，F=R
 ，则1，i∈C
 在R
 上是线性无关的. 这是因为类似于上例，由c1
 ·1+c2
 i=0，c1
 ，c2
 ∈R
 ，能推出c1
 =c2
 =0.

由例11.1.2，从C
 =R
 （i），有C
 =（（1，i）），即C
 是由1，i在R
 上张成的. 现在例11.3.3又告诉我们，1，i在R
 是线性无关的. 现在我们就把这两点结合起来，展开下面的讨论.


定义11.3.2
 　设K/F，K中存在的一组元β1
 ，β2
 ，…，βs
 称为构成K在F上的一个基
 ，如果对K中的任意元β，在F中都存在唯一的一组数d1
 ，d2
 ，…，ds
 ，使得

β=d1
 β1
 +d2
 β2
 +…+ds
 βs


（11.6）

根据这一定义，我们首先可以得出基中的这s个元是线性无关的. 这是因为如果β1
 ，β2
 ，…，βs
 是线性相关的，则有不全为零的e1
 ，e2
 ，…，es
 使得

e1
 β1
 +e2
 β2
 +…+es
 βs
 =0

（11.7）

而

0β1
 +0β2
 +…+0βs
 =0

（11.8）

这样0∈K就有两种不同的表示形式了. 这与定义11.3.2中的唯一性矛盾了.


例11.3.4
 　由C
 ={a+bi｜a，b∈R
 }，不难得出1，i是C
 在R
 上的一个基. 然而，对于R
 /Q
 ，我们却找不到R
 在Q
 上的一个基. 这表明R/Q
 不同于C/R
 （参见§14.7）

设θ在F上是n次的，则由单代数扩域的结构定理10.9.1可知，任意α∈F（θ）都可唯一地表示为

α=a0
 +a1
 θ+…+an-1
 θn-1


（11.9）

其中ai
 ∈F，i=0，1，…，n-1. 所以我们可以说1，θ，…，θn-1
 构成了F（θ）在F上的一个基. 而且符号F（θ）=（（1，θ，θ2
 ，…，θn-1
 ））更可精确地说成：F（θ）是由基1，θ，…，θn-1
 在F上（线性）张成的
 .


例11.3.5
 　例10.10.2给出[image: 10001]
 . 这表明1，[image: 10002]
 在Q
 上的一个基. 例10.10.3给出了1，[image: 10003]
 ，[image: 10004]
 在Q
 上的一个基（参见例10.11.1）.这说明K/F，且当K在F上如果有基的话，就可以有不同的基. 那么不同基中元的个数是否是一样的？不同基又是如何联系在一起的？这正是我们在下一节中要加以讨论的.

§11.4　有限扩域


引理11.4.1
 　若K在F上有一个由s个元构成的基，那么K中任意t个元，在t>s时，在F上总是线性相关的.

事实上，设β1
 ，β2
 ，…，βs
 是K在F上的一个基，而α1
 ，α2
 ，…，αt
 是任意t个元，且t>s. 我们用β1
 ，β2
 ，…，βs
 将α1
 ，…，αt
 表示为

[image: 10005]


其中aij
 ∈F，i=1，2，…，t；j=1，2，…，s. 用这ts个数aij
 ∈F，构成下列线性方程组

[image: 10101]


这是t个未知元xi
 ，i=1，2，…，t，s个方程构成的一个齐次方程组，且t>s（未知元个数大于约束方程），所以它有一个不全为零的解c1
 ，c2
 ，…，ct
 ∈F（参见附录2），即

[image: 10102]


由此得出下列算式

[image: 10103]


这表明α1
 ，α2
 ，…，αt
 在F上是线性相关的.

如果α1
 ，α2
 ，…，αt
 ；β1
 ，β2
 ，…，βs
 是K在F上的两个基，若s≠t，不失一般性可假定t>s. 于是由引理11.4.1可推得α1
 ，α2
 ，…，αt
 是线性相关的. 然而，这就与α1
 ，α2
 ，…，αt
 是一个基矛盾了. 这样，我们就证得了


定理11.4.2
 　如果α1
 ，α2
 ，…，αt
 ；β1
 ，β2
 ，…，βs
 是K在F上的两个基，则t=s.

这一个t称为K在F上的维数
 ，记为[K：F]. 于是t=[K：F].


例11.4.1
 　设θ是F上的一个n次代数元，则由§10.7，以及§11.3可知n=（θ在F上最小多项式的次数）=[F（θ）：F].


定义11.4.1
 　若K/F，且[K：F]=n∈N
 *
 ，则称K为F上的一个n维有限扩域
 . 否则则称K为F的一个无限扩域
 .

[image: 10104]



定理11.4.3
 　设K是F上的一个n维扩域，那么K中任意n个在F上线性无关的元都构成K在F上的一个基.

设α1
 ，α2
 ，…，αn
 是K的n个在F上线性无关的元. 为了证明α1
 ，α2
 ，…，αn
 是K在F上的一个基，我们要证明：对任意α∈K有

α=d1
 α1
 +d2
 α2
 +…+dn
 αn


（11.14）

其中di
 ∈F，i=1，2，…，n，而且（11.14）的表示是唯一的. 为此

（i）利用[K：F]=n，而设β1
 ，β2
 ，…，βn
 是K在F上的一个基. 于是K=（（β1
 ，β2
 ，…，βn
 ）），而有

[image: 10201]


（ii）由（11.15）及（11.16）构造n+1个未知元x0
 ，x1
 ，…，xn
 的由下列n个方程构成的一个线性方程组

[image: 10202]


这是一个由n+1个未知元，n个方程构成的齐次方程组. 因此，有不全为零的ci
 ∈F，i=0，1，2，…，n满足（参见附录2）

[image: 10203]


（iii）用这样得出的c0
 ，c1
 ，…，cn
 构成[image: 10204]
 ，并利用（11.15），（11.16）及（11.18）作下列计算：

[image: 10205]


（11.19）左边的c0
 ≠0. 否则若c0
 =0，则c1
 ，c2
 ，…，cn
 不全为零，那么（11.19）表明α1
 ，α2
 ，…，αn
 在F上线性相关了.

[image: 10206]


（v）如果α另有表示

[image: 10301]


再由α1
 ，α2
 ，…，αn
 在F上是线性无关的，就有di
 =ei
 ，i=1，2，…，n.（11.14）的唯一性得证.

下面的定理给出基α1
 ，α2
 ，…，αn
 与基β1
 ，β2
 ，…，βn
 之间的关系.


定理11.4.4
 　假定α1
 ，α2
 ，…，αn
 是K在F上的一个基，而β1
 ，…，βn
 可表示为

[image: 10302]


那么β1
 ，β2
 ，…，βn
 也是K在F上的一个基的充要条件是行列式|aij
 |≠0.

（i）设｜aij
 ｜≠0. 此时按定理11.4.3只要证明β1
 ，β2
 ，…，βn
 在F上是线性无关的就能说明β1
 ，…，βn
 是一个基了.

（ii）假定有[image: 10303]
 . 于是由（11.23）得到

[image: 10304]


因为α1
 ，α2
 ，…，αn
 是线性无关的，这就有

[image: 10305]


（iii）由（11.25）构造n个变元x1
 ，x2
 ，…，xn
 给出的下列n个方程构成的齐次方程组

[image: 10306]


由（11.25）可知，c1
 ，c2
 ，…，cn
 是（11.26）的解. 但由解线性方程组的克莱姆法则（参见附录2），可知在|aij
 |≠0时，（11.26）只有唯一的解c1
 =c2
 =…=cn
 =0. 于是我们证得了：|aij
 |≠0是β1
 ，β2
 ，…，βn
 构成一个基的充分条件.

（iv）现在来证|aij
 |≠0是必要条件：即若|aij
 |=0，则β1
 ，β2
 ，…，βn
 线性相关，因此它们不构成一个基.

由|aij
 |=0，则（11.26）就有不全为零的解（参见附录2）cj
 ∈F，j=1，2，…，n，即

[image: 10401]


这样就得出β1
 ，β2
 ，…，βn
 线性相关了，必要条件证毕.

[image: 10402]


克莱姆法则中的克莱姆指的是瑞士数学家Gabriel Cramer（1704—1752）. 他在1750年出版的《线性代数分析导论》一书中发表了他的这一成果.


例11.4.4
 　设θ是F上的一个n次代数元，则由例11.4.1可知F的单代数扩域F（θ）满足[F（θ）：F]=n. 因此F（θ）是F的有限扩域.

单代数扩域一定是有限扩域，那么有限扩域是否一定是单代数扩域呢？我们在§11.6中讨论这个问题.

§11.5　维数公式

[image: 10501]


一般地，我们有


定理11.5.1　（维数公式）
 对于扩域链E⊃K⊃F，若K是F的有限扩域，以及E是K的有限扩域，那么E是F的有限扩域，且

[E：F]=[E：K]·[K：F]

（11.29）

事实上，若K=（（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ）），即α1
 ，α2
 ，…，αn
 是K在F上的一个基，以及E=（（β1
 ，β2
 ，…，βm
 ）），即β1
 ，β2
 ，…，βm
 是E在K上的一个基，则mn个积αi
 βj
 ，i=1，2，…，n；j=1，2，…，m构成了E在F上的一个基：

（i）mn个积αi
 βj
 ，在F上是线性无关的.

若存在cij
 ∈F，i=1，2，…，n；j=1，2，…，m，使得

[image: 10502]


其中因为各ci
 j∈F，αi
 ∈K，所以[image: 10503]
 . 但由于β1
 ，β2
 ，…，βm
 ∈E，它们在K上是线性无关的，这样就有

[image: 10504]


因为α1
 ，α2
 ，…，αn
 在F上是线性无关的，故由此式得出cij
 =0，i=1，2，…，n；j=1，2，…，m. 所以mn个积αi
 βj
 ，i=1，2，…，n；j=1，2，…，m在F上线性无关.

（ii）证明αi
 βj
 ，i=1，2，…，n；j=1，2，…，m构成了E在F上的一个基. 这也就是要证明对任意α∈E，存在ci
 j∈F，i=1，2，…，n；j=1，2，…，m使得[image: 10601]
 . 为此先按α∈E=（（β1
 ，β2
 ，…，βm
 ））写出α=[image: 10602]
 ，其中γj
 ∈K，j=1，2，…，m. 再利用K=（（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ）），将γj
 表成[image: 10603]
 ，其中i=1，2，…，n；j=1，2，…，m. 于是把上述综合起来就有

[image: 10604]


因此αi
 βj
 构成了E在F上的一个基.

（iii）由[K：F]=n，[E：K]=m，以及[E：F]=mn，这就有（11.29），定理证毕.

§11.6　有限扩域的性质

我们先来建立有限扩域与代数扩域之间的联系.

设K是F的一个有限扩域，且[K：F]=n，于是根据引理11.4.1. 对于K中任意元α可知：1，α，α2
 ，…，αn
 这n+1个元一定是线性相关的. 因此存在不全为零的c0
 ，c1
 ，…，cn
 ∈F，使得

c0
 +c1
 α+c2
 α2
 +…+cn
 αn
 =0

（11.33）

于是就存在f（x）=c0
 +c1
 x+c2
 x2
 +…+cn
 xn
 ∈F[x]，有F（α）=0这说明α是F上的一个代数元，而K就是F的一个代数扩域. 这就是


定理11.6.1
 　若K是F的一个有限扩域，那么K是F的一个代数扩域.


例11.6.1
 　对于F=Q
 ，[image: 10605]
 ，从[K：Q
 ]=2，可知[image: 10605]
 是Q
 的一个代数扩域. 事实上K中任意元[image: 10606]
 ，在Q
 上有最小多项式x2
 -2ax+a2
 -3b2
 ，因而[image: 10607]
 是Q
 上的代数数.

不过，若K是F的一个代数扩域，那么K是否是F的有限扩域呢？这个问题，我们将在§14.7中说明.

其次，我们讨论有限扩域与单代数扩域之间的关系.

例11.4.4告诉我们：F的单代数扩域K一定是F的有限扩域. 于是由定理10.11.1可知：若K是F的一个多次代数扩域，则K是F的一个有限扩域.

现设E是F的一个有限扩域，且[E：F]=n. 我们来证明此时E是F的一个单代数扩域.

（i）由[E：F]=n，任取E在F上的一个基α1
 ，α2
 ，…，αn
 . 由定理11.6.1可知α1
 ，α2
 ，…，αn
 都是F上的代数元. 构造G=F（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ）

（ii）因为α1
 ，α2
 ，…，αn
 ∈E，所以E[image: 093-i]
 G. 因为α1
 ，α2
 ，…，αn
 是E在F上的一个基，所以对任意α∈E，有α=a1
 α1
 +…+an
 αn
 ，ai
 ∈F，i=1，2，…，n. 因此α∈G. 也即G[image: 093-i]
 E. 于是最后有E=F（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ）=F（θ），即E是F的一个单代数扩域. 这样我们就证得了


定理11.6.2
 　K是F的有限扩域，当且仅当K是F的一个单代数扩域.

这也是说，多次添加代数元而构成的扩域与有限扩域是等同的.

我们还能把定理11.6.1更精细化地表述. 为此，设E/F，且[E：F]=n. 对E中任意元α，由定理11.6.1，可知它是F上的代数元. 因此有F（α），且[F（α）：F]=m∈N
 *
 . 利用域链E⊃F（α）⊃F，而[E：F]=[E：F（α）]·[F（α）：F]，就有m|n，其中m就是α在F上的次数. 这就有


推论11.6.3
 　若E/F，且[E：F]=n，那么E中任意元α都是F上的代数元，且α在F上的次数是n的一个因数.


例11.6.2
 　设[image: 10701]
 及F=Q
 ，对[image: 10702]
 ∈E，它在Q
 上的不可约多项式为x2
 -6，因此[image: 10702]
 是Q
 上的一个2次代数元. 这与由Q
 [[image: 10702]
 ]=（（1，[image: 10702]
 ））给出的[Q
 （[image: 10702]
 ）：Q
 ]=2一致. 此时2|4也印证了推论11.6.3.

还有一点要说明一下. 在§10.10中定义多次代数扩域时，我们把扩域F（α，β）中的α，β都指定为F上的代数元. 如果现在α仍是F上的代数元，而β是F（α）上的代数元的话，情况会不会有所不同？

为了解答这个问题，我们构造

E=F（α，β）⊃K=F（α）⊃F

（11.34）

根据前述K是F的一个有限扩域，E是K的一个有限扩域，而E就是F的一个有限扩域. 所以E中的每一个元，包括β，都是F上的代数元. 最初假定β是F（α）上的代数元，它原来也是F上的代数元.

§11.7　代数元域是代数闭域

在§3.4中，我们说过复数域是代数闭域. 这指的是代数基本定理的结论：任意复系数多项式的根仍是复数. 下面我们要证明：以域F的代数元为系数的多项式，它的根仍然是F上的代数元，以结束本章的讨论.

设α是多项式

f（x）=αn
 xn
 +αn-1
 xn-1
 +…+α0


（11.35）

的根，其中αi
 ，i=0，1，2，…，n，是F上的代数元.

（i）由αi
 ，i=0，1，…，n是F上的代数元. 先构造n+1次代数扩域

K=F（α0
 ，α1
 ，…，αn
 ）

（11.36）

K是F的一个有限扩域，且αi
 ∈K. 于是（11.35）中的f（x）∈K[x]

（ii）由f（α）=0，可知α是K上的一个代数元，从而可构成E=K（α）. 这样，就有域链

E=K（α）⊃K=F（α0
 ，α1
 ，…，αn
 ）⊃F

（11.37）

（iii）由定理11.5.1可知E=K（α）是F的一个有限扩域，进而由定理11.6.1可知E=K（α）是F的一个代数扩域. 所以，E中的元，包括α，都是F上的代数元.

这样，我们就证得了


定理11.7.1
 　域F上的代数元域是代数闭域.


第十二章　扩域理论的一个应用——尺规作图问题

§12.1　尺规作图的公理与可作点

尺规作图指的是用无刻度的尺与圆规，在有限步骤内在平面上作出图形. 为此，我们将平面上的坐标点（a，b）与复数a+bi视为同一. 这里的尺规可作法，由下列可作公理
 给出：

（i）平面中可选任意两点，一点作为原点（0，0），一点选作（1，0）.这两点作为基本可作点
 ，而它们之间的距离取为单位长度
 1.

（ii）由两个可作点，用尺可作出一可作直线
 ，或可作线段
 .

（iii）两个可作点之间的距离称为可作长度
 . 以可作点为圆心，可作长度为半径，用圆规可作出一个可作圆
 .

（iv）两条可作直线的交点
 是一个可作点.

（v）一条可作直线与一个可作圆的交点是一个可作点.

（vi）两个可作圆的交点是一个可作点.


例12.1.1
 　给定可作直线l，以及l外的一个可作点A（图12.1.1），则过A点，且平行l的直线k可作.

[image: 10901]
图12.1.1



设B、C是确定l的两个可作点. 于是以A为圆心，AC为半径的圆可作. 再以C为圆心，AC为半径作第二个圆，它与l有两个交点，取其中的一点为D. 然后，以D为圆心，CD=AC为半径作第三个圆，它与第一个圆的交点为C、E. 于是E是可作的. 最后用尺连结A、E. 直线AE符合要求.


例12.1.2
 　给定一条由可作点A、B确定的可作线段（图12.1.2），它的垂直平分线是可作直线.

[image: 10902]
图12.1.2



分别以A、B为圆心，半径为AB作两个圆，那么它们的交点C和D是可作点. 于是由C、D确定的直线可作，它就是AB的垂直平分线.


例12.1.3
 　不在一直线上的3个可作点可确定一个可作圆.

由图12.1.3中给出的可作点A、B、C，按例12.1.2分别作出AB与BC的垂直平分线k与l. 以它们的交点O为圆心，AO=BO=CO为半径的可作圆符合要求.

[image: 11001]
图12.1.3



§12.2　可作公理的推论

公理（i）假设了我们有可作点O，它的坐标为（0，0），以及还有可作点A，它的坐标为（1，0）. 由公理（iii）可知（0，0）与（0，0）之间的距离0，以及（0，0）与（1，0）之间的距离1都是可作长度. 公理（ii）和（iii）分别规定了尺与规的功能. 公理（iv），（v）和（vi）表示了新可作点可以通过下列方式产生：作两条可作直线的交点；作一条可作直线与一个可作圆的交点；以及作两个可作圆的交点.

按图12.2.1，连接O与A两点，这就作出了实数轴. 由此，以O为圆心，OA为半径可作一个圆O. 设该圆与实轴的另一个交点为B. 按例12.1.2作AB的垂直平分线，这样就作出了虚数轴——坐标系确立了. 我们以前认定O点的坐标为（0，0），且A点的坐标为（1，0），它们的意义就清楚了. 显然，在图12.2.1中B：（-1，0）=-1，C：（0，1）=i，以及D：（0，-1）=-i.（参见§3.1）

[image: 11002]
图12.2.1



我们还能作出OA的中点E：[image: 11101]
 ，OC的中点[image: 11102]
 [image: 11103]


还有AC的长度[image: 111-i]
 就是一个可作长度，……我们可以一直这样作下去. 不过如果做一个系统的研究，那就能将所有的可作图形“一网打尽”了.

§12.3　可作数与实可作数域

上面定义了可作点，可作直线，可作长度，可作圆这些概念. 现在来定义可作数：


定义12.3.1
 　复数a+bi∈C
 ，a，b∈R
 ，是一个可作数
 ，当且仅当与它对应的坐标点（a，b）是可作的.


例12.3.1
 　由图12.2.1可知：从（0，0）及（1，0）可作，所以数0，1可作；从（-1，0），（0，1），（0，-1），[image: 11104]
 可作分别可得出：-1，i，-i，[image: 11105]
 都可作.

由定义12.3.1可知a∈R
 是可作的，当且仅当（a，0）是可作的. 另外，§12.1定义的可作长度是可作数. 下面我们先来证明


定理12.3.1
 　所有实可作数构成一个域，记为[image: 11106]
 .

设所有实可作数构成集合[image: 11106]
 .则0，1，-1，[image: 11105]
 ∈[image: 11106]
 . 为了证明[image: 11106]
 构成域，按§10.2我们如下进行

（i）设a，b∈[image: 11106]
 ，即（a，0）及（b，0）是可作点，那么（a+b，0）显然可作. 于是a+b∈[image: 11106]
 .

（ii）设a∈[image: 11106]
 ，即（a，0）可作，那么（-a，0）可作，于是-a∈[image: 11106]
 .

（iii）设a，b∈[image: 11106]
 ，且a，b>0，（a，0）与（b，0）可作，那么（0，a）=ai，（0，-b）=-bi分别可作. 于是由例12.1.3可知过（-1，0），（0，a），及（0，-b）的圆可作（图12.3.1）. 由该圆与实数轴的交点得出可作点D. 由几何可知D：（ab，0）. 这样ab∈[image: 11106]
 . 对于a，b取其他符号的情况，同样可以得出这一结论.

[image: 11201]
图12.3.1



（iv）最后设a∈[image: 11106]
 ，a≠0. 此时由图12.3.2可知（1/a，0）可作. 因此，1/a∈[image: 11106]
 . 定理证毕.

[image: 11202]
图12.3.2




例12.3.2
 　由[image: 11203]
 ，则有[image: 11106]
 ⊃Q
 （参见§10.2）. 因此，任意有理数都是可作数.

§12.4　所有的可作数构成域

把所有的可作数构成的集合记为[image: 11204]
 . 我们要证明[image: 11204]
 是一个域. 当然对于[image: 11204]
 与[image: 11106]
 ，从i∈[image: 11204]
 ，i∉[image: 11106]
 ，有[image: 11204]
 ⊃[image: 11106]


首先，我们证明a+bi∈[image: 11204]
 ，当且仅当a，b∈[image: 11106]
 ，其中a，b∈R
 .

a+bi∈[image: 11204]
 是指点（a，b）可作，于是由例12.1.1及图12.4.1可知实数a，b∈[image: 11106]
 .反过来，若a，b∈[image: 11106]
 ，则点（a，0），（b，0）可作，因此点（0，b）可作. 因此，由图12.4.1可知点（a，b）可作，即a+bi∈[image: 11204]
 .

[image: 11205]
图12.4.1



根据这一点，我们就有

（i）若a+bi，c+di∈[image: 11204]
 ，则a，b，c，d∈[image: 11106]
 . [image: 11106]
 是域，因此a+b，c+d∈[image: 11106]
 . 于是（a+b）+（c+d）i∈[image: 11204]
 .

（ii）对于上述a+bi，c+di，有ac-bd，ad+bc∈[image: 11106]
 ，因此，（ac-bd）+（ad+bc）i∈[image: 11204]
 . 不过，（a+bi）·（c+di）=（ac-bd）+（ad+bc）i. 因此，（a+bi）+（c+di）∈[image: 11204]
 .

（iii）由a，b∈[image: 11106]
 ，可知-a，-b∈[image: 11106]
 . 由此，从（a+bi）∈[image: 11204]
 ，就有-（a+bi）∈[image: 11204]
 .

（iv）对于a+bi∈[image: 11204]
 ，a+bi≠0，由a/（a2
 +b2
 ），b/（a2
 +b2
 ）∈[image: 11106]
 ，可知1/（a+bi）=a/（a2
 +b2
 ）-bi/（a2
 +b2
 ）可作. 于是有


定理12.4.1
 　所有可作数构成的集合[image: 11204]
 是域.


定义12.4.1
 　数域F，如果其中的每一个元都是可作数，则称它为一个可作数域
 .


例12.4.1
 　上述[image: 11204]
 ，[image: 11106]
 ，以及Q
 都是可作数域，且有[image: 11204]
 ⊃[image: 11106]
 ⊃Q
 .

[image: 11204]
 显然是最大的可作数域，
 而Q
 是最小的可作数域
 . 如果C
 =[image: 11204]
 ，那么任意复数C都是可作数；如果C
 ≠[image: 11204]
 ，那么存在复数a+bi∉[image: 11204]
 ，因此点（a，b）不可用尺规作出. 换言之，a与b之中至少有一个不属于[image: 11106]
 ，它就不可用尺规作出. 我们下面再深入讨论这一问题.

§12.5　可作数扩域

鉴于[image: 11204]
 是最大的可作数域，以及一个可作复数a+bi又等价于两个可作实数a，b给出的对（a，b），所以[image: 11204]
 =[image: 11106]
 ×[image: 11106]
 .于是研究[image: 11204]
 就归结为研究由实数构成的[image: 11106]
 . 事实上，由尺规作图的公理（iv），（v），及（vi）可知，能作出的新可作数点——各类交点都由实数对（a，b）给出.

如果F是一个可作实数域，即F⊂[image: 11106]
 ，于是以F出发而用尺规作图给出的新点（a，b）中，如果有a∈F，b∈F，那么我们就没有得出任意新的可作数；如果a，b中至少有一个，例如说a，满足a∉F. 那么我们就有了一个新可作数. 从数学的角度上看，我们就从域F进入了扩域F（a）——称为F的一个可作数扩域
 .

a是可作数，所以a∈[image: 11106]
 . 又F⊂[image: 11106]
 ，所以F（a）⊂[image: 11106]
 ，即可作数扩域是可作数域. 然后，我们再从F（a）出发构成新的可作数扩域F（a，b），…，以此类推. 取F=Q
 ，我们就能得出Q
 （α1
 ），Q
 （α1
 ，α2
 ），…，以及


Q
 （α1
 ，α2
 ，…，αn
 ）

（12.1）

而有　Q⊂Q（α1
 ）⊂Q
 （α1
 ，α2
 ）⊂…⊂Q
 （α1
 ，α2
 ，…，αn
 ）

（12.2）

其中Q
 （α1
 ）是Q
 的一个可作数扩域，Q
 （α1
 ，α2
 ）是Q
 （α1
 ）的一个可作数扩域，……. 而且（12.1）中的n∈N
 *
 ，这对应于尺规作图应在有限步骤中完成这一事实.

在下面几节，我们将研究Q
 （α1
 ），Q
 （α1
 ，α2
 ），…的具体形式.

§12.6　可作实数域中的直线与圆的方程

设F是一个可作实数域，而xi
 ，yi
 ∈F，i=1，2，那么当x1
 ≠x2
 时，过（x1
 ，y1
 ）与（x2
 ，y2
 ）两点的直线的方程
 为

[image: 11401]


这一方程可化为

ax+by+c=0，a，b，c∈F

（12.4）

的形式.

当x1
 =x2
 时，过（x1
 ，y1
 ）与（x2
 ，y2
 ）两点的直线方程为x-x1
 =0. 此方程已具有（12.4）的形式.

设x1
 ，y1
 ∈F，以及r∈F，则以（x1
 ，y1
 ）为圆心，r为半径的圆的方程
 为

（x-x1
 ）2
 +（y-y1
 ）2
 =r2


（12.5）

此方程可化为

x2
 +y2
 +dx+ey+f=0，d，e，f∈F

（12.6）

的形式.

（12.4）为可作直线的方程
 ，而（12.6）为可作圆的方程
 .

§12.7　尺规作图给出的新可作点

如果ai
 x+bi
 y+ci
 =0，i=1，2是可作实数域F中的两条可作直线，其中ai
 ，bi
 ，ci
 ∈F，i=1，2，且它们有交点（x0
 ，y0
 ），即这两个方程有解，那么从线性方程组的行列式解法——克莱姆法则（参见附录2）可知x0
 ，y0
 ∈F，因为其中只用到“+”，“-”，“×”，“÷”运算. 所以由F中任意两条可作直线的交点，并不能得出任何新的可作数.

如果F中的可作直线ax+by+c=0，与可作圆x2
 +y2
 +dx+ey+f=0，有交点（x0
 ，y0
 ），即此两个方程有解（x0
 ，y0
 ），x0
 ，y0
 ∈R
 . 我们来看看这个解. 从这两个方程消去y可得出一个形式为Ax2
 +Bx+C=0的二次方程，其中A，B，C∈F. 这个方程的解为[image: 11501]
 . 我们假定有交点，即x0
 ∈R
 . 因此此时判别式D=B2
 -4AC≥0. 这就有下列两种情况：（i）当[image: 11502]
 ，那么x0
 ∈F. 对此时的y0
 同样也能得出y0
 ∈F. 所以在这一情况下，我们并不能得出新的可作数；当[image: 11503]
 ，此时x0
 ，y0
 ∈[image: 11504]
 . 这是一种重要的情况：由可作实数域F，我们得到了可作数扩域F（D）. 这是因为D=B2
 -4AC，而A，B，C∈F，所以[image: 11505]
 是可作的（参见定义12.4.1），所以D也是可作的.（参见图12.7.1）

[image: 11506]
图12.7.1



最后讨论两个可作圆x2
 +y2
 +di
 x+ei
 y+fi
 =0，i=1，2，相交的情况. 此时我们如下解这个二元二次方程组：先把它们减一下，而有（d1
 -d2
 ）x+（e1
 -e2
 ）y+（f1
 -f2
 ）=0. 由d1
 -d2
 ，e1
 -e2
 ，f1
 -f2
 ∈F，此方程所表示的直线是一条可作直线. 于是它与上述的一个可作圆的方程联立，也就归结为前面讨论过的可作直线与可作圆相交的情况，而不会有任何新的情况.

综上所述，由Q
 出发利用尺规作图，我们有下列可作实数域链

[image: 11507]


§12.8　尺规可作数的域论表示

设k是尺规可作的实数，那么就得存在n∈N
 *
 ，使得

[image: 11601]


这样，我们就证得了


定理12.8.1
 　设k∈[image: 11106]
 ，即k是尺规可作的，当且仅当存在下列有限个可作实数域链

Q0
 =Q
 ⊂Q1
 ⊂Q2
 ⊂Q3
 ⊂…Qn
 ⊂[image: 11106]


使得k∈Qn
 ，其中[image: 11602]
 =1，2，…，n.

注意到[image: 11603]
 是Qi-1
 上的2次代数元. 于是[Qi
 ：Qi-1
 ]=2. 所以Qn
 是Q
 的一个代数扩域，且[Qn
 ：Q
 ]=[Qn
 ：Qn-1
 ]·[Qn-1
 ：Qn-2
 ]·…·[Q1
 ：Q
 ]=2n
 .

另外从k∈Qn
 ，可知k是Q
 上的一个代数元. 于是由推论11.6.3得出：k在Q
 上的次数应是2n
 的一个因数.


推论12.8.2
 　若η∈R
 ，且η在Q
 上的次数d，如果d不具有2n
 （n∈N
 *
 ）的形式，则η是一个不可作数.

当然，这是一个必要条件.

§12.9　三大古典几何问题的解决

数千年来，人们一直试图用尺规作图去解决下列三大古典几何问题，但一直没有获得成功. 这表明一定存在不可作数. 从定理12.8.1可知，可作数一定是Q
 上的一个代数元——代数数. 于是超越数一定是不可作的，而推论12.8.2对可作的代数数，也给出了一个必要条件. 1837年，法国数学家旺策尔（Pierrela Urene Wantzel，1814—1848）正是用了域论解决了这三大古典几何问题中的两题. 我们分别叙述如下：

（一）三等分任一角

下面我们证明三等分60°不能用尺规作出. 为此只要证明cos20°是不可作的.（参见图12.9.1）

[image: 11604]
图12.9.1



设x=cos20°，利用例8.2.3中的三倍角公式，有

[image: 11701]


于是需要求f（x）=8x3
 -6x-1的根. f（x）∈Z
 [x]，而由例9.9.5可知f（x）在Q
 上是不可约的，因此[image: 11702]
 是cos20°在Q
 上的最小多项式. 从而cos20°在Q
 上的次数为3. 由3[image: 0017]
 2n
 ，n∈N
 *
 ，因此就得出了cos20°是不可尺规作图的. 所以三等分任意角不可作. cos20°不是可作数等价于20°不能尺规作出. 这就表明40°不可作. 否则的话，如果40°可作则用尺规作出角平分线的方法，就能作出20°. 由40°不可作，立即就得出正九边形不可作.

（二）倍立方

这是要作出一个立方体，使它的体积是原有的立方体体积的两倍. 设原立方体的边长为1，而要求作出的立方体的边长为x，则有

x3
 =2

（12.10）

于是需要求多项式f（x）=x3
 -2的根，f（x）∈Z
 [x]，而由艾森斯坦不可约判据容易得出f（x）在Q
 上是不可约的，因此它是其根[image: 11703]
 在Q
 上的最小多项式. 这样[image: 11704]
 在Q
 上是3次的. 于是由3[image: 0017]
 2n
 ，n∈N
 *
 . 所以倍立方问题是不能用尺规作图去作出的.

（三）化圆为方

这是要用尺规作出一个正方形使它的面积等于给定的一个圆的面积. 设给定圆的半径为1，而要求作出的正方形的边长为x，则有

x2
 =π

（12.11）

于是要用尺规作出数[image: 11705]
 . 这个问题一直到1882年，由德国数学家林德曼证明了π是超越数后才得以解决（参见§14.5）.

如果π是一个超越数，那么[image: 11706]
 也一定是一个超越数. 这是因为假若[image: 11706]
 是一个代数数的话，由于所有的代数数构成代数数域（参见推论10.8.2），那么[image: 11801]
 就是一个代数数了.

这样，林德曼也证明了[image: 11802]
 是一个超越数，因此它是不能用尺规作出的. 所以化圆为方问题也不能由尺规作图实现.

在下面的这一部分，我们将讨论超越数，并最终证明π以及e是超越数.



第六部分　π以及e是超越数

在这最后一部分中，我们讨论超越数.

在第十三章中，我们从康托尔的对角线方法讲起，证明了超越数不仅是存在的，而且比代数数“多得多”. 接下来我们明晰地证明刘维尔定理，并依此证明了刘维尔数是超越数.

在第十四章中，我们从一次代数数的一般形式谈起，证明了e不是二次实代数数，并且详细又严格地证明了埃尔米特定理：e是超越数，以及林德曼定理：π是超越数.

最后我们还给出了有关超越数的一些基本定理，讨论了超越扩张等，并且介绍了希尔伯特第七问题以及盖尔方德-施奈德定理.


第十三章　超越数的存在与刘维尔数

§13.1　再谈代数元与超越元

我们在§10.4中定义了域F上的代数元与超越元. 如果F=Q
 ，则相应地称为代数数与超越数. 这里的定义是与具体域F有关的，如果域K是域F的一个扩域，那么因为K[x]⊃F[x]，则F上的代数元θ就一定是K上的代数元，而K上的代数元就不一定是F上的代数元. 反过来，K上的超越元就一定是F上的超越元，而F上的超越元就不一定是K上的超越元了.

其次，F中的每一元θ都是F上的代数元，这是因为θ是x-θ∈F[x]的根. 因此任意有理数都是代数数，而任意实数都是R
 上的代数元，以及任意复数都是C
 上的代数元.


例13.1.1
 　我们将证明e，π是超越数，但是e，π∈R
 ，所以它们都是R
 上的代数元.

在§10.8中，我们还证明了域F上的所有代数元构成域，记为Ā. 当F=Q
 时，这表明域Q
 上的所有代数元——代数数，也构成一个域，记为A. 当然A中是有无理数，以及复数的，例如[image: 12102]
 以及i∈A，这是因为多项式x2
 -2及x2
 +1∈Q
 [x]，且分别以它们为根.

定义集合AR
 =A∩R
 ，这是一个由所有实代数数构成的集合，由例10.2.2可知，AR
 是域，称为实代数数域
 . 再由A⊃Q
 ，有AR
 =A∩R
 ⊃Q
 ，即有理数域是实代数数域AR
 的子域. 所以可以说，代数数推广了有理数. R
 是由有理数以及无理数构成的，现在也可以说R
 是由实代数数以及实超越数构成的.


例13.1.2
 　证明[image: 12103]
 是一个代数数.

[image: 12201]


§13.2　两个有趣的例子


例13.2.1
 　证明sin1°是代数数.

首先研究sin2
 60°.一方面sin2
 60°=3/4. 另一方面，由例8.2.3给出的多倍角公式，有sin2
 60°=（2sin30°cos30°）2
 =4sin2
 30°（1-sin2
 30°），而其中的sin2
 30°=sin2
 （3×10°）=（3sin10°-4sin3
 10°）2
 ，进而其中的sin2
 10°=（2sin5°cos5°）2
 . 最后sin5°=16sin5
 1°-20sin3
 1°+5sin1°.

[image: 12202]


由例13.1.2可知[image: 12203]
 是代数数. 同理可证[image: 12204]
 是代数数. 此外，1/2，[image: 12205]
 ，以及1/4都是代数数.

于是由定理11.7.1，f（x）的根是代数数.

从这些例来看代数数是遍在的，那么超越数在哪里呢？

由§13.1叙述可知：

[image: 12206]


所以实超越数必定是一个无理数：一个无限不循环小数. 到此为止，我们只有下列三个候选者：圆周率π，自然对数的底e，以及刘维尔数ξ（参见例1.2.4）

如果我们能证明实代数数并没有占满整个实数轴，那么这就表示存在超越数了. 这是德国数学家康托尔（Georg Cantor，1845—1918）所采用的方法.

我们也可以构造一个数，如刘维尔数ξ，然后再证明它不具有代数数所必须满足的性质，那么这个数就是超越数了. 这是法国数学家刘维尔（Joseph Liouville，1809—1882）所采用的方法.

对于π及e我们还得分别具体地去证明它们是超越数. 这是我们下面各章节的主要内容.

§13.3　无穷可数集合

为了比较集合中元素的多少，我们先注意到集合按照其元素的个数是有限的还是无限的，可分为有穷集
 和无穷集
 . 有n个元的有穷集. 当然可以把它的元素列为{a1
 ，a2
 ，…，an
 }.因此，它的每一个元素都可以逐一地被数到，我们就称有穷集为（有穷）可数集
 . 在无穷集中也有些集合，其中的每一个元素都能被逐一地数到的，例如正整数系N
 *
 ={1，2，3，…}.这种集合称为（无穷）可数集
 .

那么，整数系Z
 ={0，±1，±2，…}是否也是（无穷）可数集呢？或者更精确地说，能不能对Z
 中的元用1，2，3，…来标号排列呢？


Z
 的上述列举表示就表明Z
 是可数的，也即Z
 中的元可以如下地“数”：0，+1，-1，+2，-2，…如果我们把Z表成Z={0}∪{1，2，3…}∪{-1，-2，-3，…}，则上述数数法表明，若S=A∪B∪C，且A，B及C都是可数的，则S也是可数的.

接下来我们要研究有理数域Q
 是否也是可数的.

§13.4　有理数域Q
 是可数的

考虑正有理数系[image: 12301]
 . 图13.4.1给出了所有的正有理数，而其中的箭头方向给出了一种数数方案. 当然遇到以前已出现的数字时，要跳过去. 这样，每一个正有理数都会被数到，且仅数到一次. 于是Q
 +
 是可数的. 同样，所有的负有理数系[image: 12302]
 也是可数的.

最后从Q
 ={0}∪Q
 +
 ∪Q
 -
 可知：有理数域Q
 是可数的. 那么，实数域R
 是否仍是可数的？

[image: 12401]
图13.4.1



§13.5　康托尔的对角线法：实数域R是不可数的

康托尔用对角线法证明了集合[0，1]中的所有数是不可数的. 因为[0，1]⊂R
 ，这也就说明了实数域R
 是不可数的.

康托尔假定[0，1]是可数的，因而[0，1]中的数可排列为

x1
 =0. a11
 ，a12
 ，a13
 …

x2
 =0. a21
 ，a22
 ，a23
 …

x3
 =0. a31
 ，a32
 ，a33
 …

…

（13.2）

其中aij
 表示xi
 中在小数点后的第j个数，在（13.2）中，数a11
 ，a22
 ，…位于对角线的位置上，针对这些对角线上的数a11
 ，a22
 ，…，构造数


[image: 12402]



对这样的一个b，有b∈[0，1].其次，因为b1
 ≠a11
 ，b2
 ≠a22
 ，…所以b不会出现在（13.2）之中. 这就与[0，1]是可数的假定矛盾了. 因此，我们证明了：实数域R
 是不可数的. 接下来我们要问：实代数数域AR
 是可数的，还是不可数的？

§13.6　代数数的整数多项式定义及相应的最低次数的本原多项式　　

我们对代数数的最初定义就是定义10.4.1：θ是代数数指θ∈C
 ，且是f（x）∈Q
 [x]的一个根，其中

f（x）=an
 xn
 +an-1
 xn-1
 +…+a0
 ，ai
 ∈Q
 .

（13.5）

如果a0
 ，a1
 ，…，an
 ∈Q
 的各系数的分母的最小公倍数是c，则c∈N
 *
 ，且cf（x）是整系数多项式，即

[image: 12501]


且cf（θ）=0. 由此，我们可以把代数数θ，等价地定义为θ∈C
 ，且θ是一个整系数多项式的根. 我们在证明代数数域是可数时，将用到这一点.

此外，若g（x）=bn
 xn
 +bn-1
 xn-1
 +…+b0
 ∈Z
 [x]，且d是bn
 ，bn-1
 ，…，b0
 的最大公因数，那么，[image: 12502]
 便是一个本原多项式（参见定义9.7.1）.

在用有理系数多项式的根来定义代数数θ时，我们曾在Q
 上的，以θ为根的众多最低次多项式之中，选取首项系数为1的那个唯一的多项式f（x）为θ在Q
 上的最小多项式
 ；现在若采用整数多项式的根来定义代数数θ，我们则在Z
 上的，以θ为根的众多最低次多项式之中，选取本原多项式h（x）来确保唯一性，称h（x）为θ在Z
 上的最低次数的本原多项式
 . 对于同一个θ而言，其最小多项式f（x）与其最低次数的本原多项式h（x）两者仅相差一个相乘因数，因此degf（x）=degh（x）.

[image: 12503]


§13.7　代数数域是可数的

我们要把所有的代数数逐一地排列起来：先把所有的整系数多项式逐一地排列出来，轮到一个多项式就列出其中有限个根，再依次列出下一个多项式的根. 以此类推，代数数就可数了.

多项式的次数1，2，3，…这是可数的. 不过，还要考虑到在一个n次多项式中还有a0
 ，a1
 ，…，an
 这n+1个系数能在整数范围内取值. 这使我们想起了前面讲解过的Z
 的数数方法.

为此，我们引入符号（m，a），用它表示次数为m，各系数ai
 的绝对值|ai
 |≤a这一类多项式全体的集合. 例如（1，1）={a1
 x+a0
 ||ai
 |≤1，i=0，1}. 其中当a1
 =0时，由于|a0
 |≤1，有多项式，0，±1；当a1
 =1时，由于|a0
 |≤1，有多项式x，x±1；当a1
 =-1时，由于|a0
 |≤1，有多项式-x，-x±1. 由这些多项式给出了代数数-1，0，1. 对于（1，2）这一类多项式，我们不难得出：除了以前得到过的多项式外，此时值得考虑的新的多项式为：x+2，2x+1，2x-1，以及x-2. 这就给出了-2，-1/2，1/2，与2这4个代数数. 以此类推.

说明了（m，a）这一符号后，我们列出图13.7.1所示的方案：先考虑类（1，1），给出其中有限多个多项式，以及列出它们所有的有限个根；然后按箭头所示方向考虑类（1，2），列出由此给出的新的代数数，…，以此类推. 因为每一个整系数多项式必属于某一类（m，a），于是Z
 （x）中的元是可数的，从而它们根的全体，即代数数域A也是可数的. 顺便说一下图13.7.1与图13.4.1是一致的.

所以这里的方法也是传承了康托尔的对角线法.

[image: 12601]
图13.7.1　整系数多项式类（m，a）




例13.7.1
 　15x16
 -28x12
 +7x+19∈Z
 [x]，属于类（16，28）.

§13.8　存在超越数

至此，我们有了两个重要结论：实数域R
 是不可数的，以及代数数域A是可数的. 然而我们还不能把它们直接加以比较，因为A中有复数，例如i∈A.

在§13.1中，我们给出了实代数数域AR
 =A∩R
 . 对于AR
 ，有

AR
 ⊃Q


（13.7）

这可从Q
 中元是实代数元得出，也可以从Q
 是任意数域的子域推得. 另外从AR
 =A∩R
 ，显然有

A⊃AR


（13.8）

于是从（13.7）与（13.8）有

A⊃AR
 ⊃Q


（13.9）

在域链（13.9）中已证明A是可数的，以及Q
 是可数的. 由此可知实代数数域AR
 是可数的.

最后，从（13.1），有

全体实超越数构成的集合=R
 -AR


（13.10）

因此从R
 是不可数的，而AR
 是可数的，可知全体实超越数构成的集合非但不是空集，而且是不可数的. 这就说明非但超越数是存在的，而且实超越数要比实代数数“多得多”.

这一证明是康托尔在1874年给出的. 当时的数学界对此充满着怀疑. 现在看来，这不是很顺理成章么？在下面三节中，我们讨论刘维尔方法和刘维尔常数.

§13.9　刘维尔定理


定理13.9.1　（刘维尔）
 设θ是一个n（>1）次的实代数数，那么存在一个由θ确定的常数M>0，使得对所有有理数[image: 12701]
 ，q，p∈Z
 ，p>0，有

[image: 12801]


我们按下列步骤证明这一定理：

（i）设f（x）是θ的最低次数的本原多项式，那么degf（x）=n（参见§13.6）. 在区间[θ-1，θ+1]中，设|f′（x）|的最大值为M′=M′（θ），其中f′（x）是f（x）的导数. 再设1和1/M′（θ）之中较小的一个为M=M（θ）. 显然M>0. 下证这样选出的M，能使不等式（13.11）成立.

（ii）讨论[image: 12802]
 时的情况

此时对正整数n>1，p∈N
 *
 . 有

[image: 12803]


定理得证.

（iii）讨论[image: 12804]
 时的情况

此时利用微积分中的中值定理，有

[image: 12805]


其中δ位于θ与q/p之间. 由[image: 12806]
 ，即θ与q/p之间的距离小于1，且δ位于θ与q/p之间，可推出δ∈（θ-1，θ+1）.

由f（θ）=0，从（13.13）有

[image: 12807]


其中[image: 12808]
 ，否则的话q/p∈Q
 是f（x）的一个根，则f（x）在Q
 上可约. 于是由高斯定理9.8.2，就得出f（x）在Z
 上可约了. 这与f（x）是θ的最低次的本原多项式矛盾. 又因为f（x）∈Z
 [x]，且degf（x）=n，所以有

[image: 12809]


其中m∈N
 *
 . 于是从（13.15）与（13.14）有

[image: 12901]


定理也得证.

（iv）综合（ii）与（iii）的结果，定理证毕.

定理中的条件n>1，表示了θ不是1次代数数，即θ不是任何有理数，而是无理代数数. 对于这类数定理表明，它与任意有理数q/p之差的绝对值总大于M/pn
 ，即该数不能用有理数“很好地”逼近.


例13.9.1
 　设η是一个实超越数，试证η+ηi也是一个超越数. 反证法：若η+ηi是一个代数数. 因此有f（x）∈Z
 [x]，使得f（η+ηi）=0. 因为Z
 [x]⊂R
 [x]，故由例3.3.1可知：与η+ηi复共轭的η-ηi也满足f（η-ηi）=0，即η-ηi也是代数数. 由此得出（η+ηi）+（η-ηi）=2η是代数数. 这就矛盾了.


例13.9.2
 　[image: 12902]
 用q/p的近似.

[image: 12903]



表13.9.1　[image: 12902]
 用q/p的近似

[image: 12904]


[image: 13002]


§13.10　刘维尔数ξ是超越数

我们在例1.2.4中引入了刘维尔数[image: 13003]
 . 它的小数点后，第1！（=1）位数为1，第2！（=2）位数为1，第3！（=6）位数为1，…，其余为零. 因此它是一个无限不循环小数——一个无理数. 刘维尔在1844年证明了ξ不满足刘维尔定理13.9.1，因此它是一个超越数——历史上第一个被证明是超越数的数.

为了证明这一点，对任意m∈N
 *
 定义

[image: 13004]


显然pm
 与qm
 都是正整数，且pm
 ≥10. 于是有

[image: 13005]


因此，qm
 /pm
 就是ξ中最初m项之和，这是一个有理数. 下面我们计算|ξ-qm
 /pm
 |：

[image: 13006]


其中我们用到了[image: 13101]
 ，以及（m+1）!=（m+1）m！=m·m！+m！.

下面我们就利用对任何m≥1都成立的（13.20）证明ξ是超越数. 我们用反证法. 设ξ是一个代数数，因为ξ∉Q
 ，所以它的次数n>1. 于是由刘维尔定理13.9.1可知此时存在常数M，使得它对所有有理数q/p，q，p∈Z
 ，p>0，都有

[image: 13102]


另一方面，由常数M（>0），选取一个正整数r，使得1/（2r
 ）<M. 再由这个r与ξ的次数n选定数m=r+n，并据此由（13.18）构成pm
 ，与qm
 ，于是（13.20）给出

[image: 13103]


这样，我们就找到q=qm
 ，p=pm
 ，使得

[image: 13104]


这与（13.21）矛盾. 于是这就证明了刘维尔数ξ是一个超越数.

§13.11　超越数的另一例

设[image: 13105]
 ，这也是一个超越数. 我们用§13.10中证明ξ是超越数的方法去证明θ是超越数. 不过，在ξ的情况中，我们知道ξ是一个无限不循环小数，所以它不会是有理数. 因此，在反证法中，假定ξ是一个代数数的话，它在Q
 上的次数n必定大于1. 这一点在应用刘维尔定理13.9.1时是一个必需条件. 所以对现在的θ，我们先得补上一步：先证明θ是无理数.

（i）用反证法：设[image: 13106]
 ，p，q∈Z
 ，p>0. 针对这个p，选取一个奇数k，使得2k·k
 !>p. 用p以及k定义

[image: 13201]


（ii）对于（13.24）中第一个等式右边的第一项，有

2k！
 pθ=2k！
 q∈Z
 ，

以及右边的第二项，有

[image: 13202]


其中用到了k是奇数，因此有η∈Z
 .

（iii）对于（13.24）中第二个等式右边中的

[image: 13203]


综合（ii）与（iii），得出η是一个正整数.

（iv）具体计算（13.24）右边的第二个等式

[image: 13204]


其中用到了（k+1）！=k·k！+k！，以及2kk！
 >p. 因此，η<1.

（v）于是我们得到了η<1与η是正整数两个矛盾的结果. 结论是：θ是无理数.

下面证明θ是超越数的过程几乎是与§13.10所叙述的过程一致的. 我们简略地叙述一下：

（i）对θ中最初k个项定义

[image: 13205]


这是一个有理数. 令pk
 =2k！
 ，且qk
 =θk
 ·pk
 ，则qk
 ∈N
 *
 .

（ii）计算

[image: 13301]


（iii）如果θ是一个n（>1）次的代数数，则从刘维尔定理13.9.1可知：此时存在数M>0，而对任意qk
 /pk
 ∈Q
 ，pk
 >0，有

[image: 13302]


（iv）于是从（13.26）与（13.28）的矛盾，证明了θ是一个超越数.

事实上，证明ξ与θ是超越数的方法，可以用来一般地证明下列的数

[image: 13303]


是超越数，其中b是任意≥2的整数，且上述任意整数序列（a1
 ，a2
 ，…）中的ak
 ∈{0，1，2，…，b-1}，k=1，2，….

前面的ξ是b=10，a1
 =a2
 =…=1给出的一个特殊情况，因此我们把由（13.29）定义的数统称为刘维尔数
 .

从上面的讨论可以看出刘维尔定理13.9.1是为刘维尔数“量身定制”的. 对于证明π以及e——这两个具体的数是超越数还得另外“对症下药”了.


第十四章　π以及e是超越数

§14.1　一次代数数的一般形式

设α是一个1次代数数，因此它是某一个具有下列形式的多项式

px-q，p，q∈Q
 ，p≠0

（14.1）

的根. 于是有[image: 13401]
 . 反过来，对于任意q/p∈Q
 ，其中q，p∈Z
 ，p≠0，它就是（14.1）的根. 所以，我们得出1次代数数是有理数，而有理数也都是1次代数数.

§14.2　二次实代数数的一般形式

设α是一个2次实代数数，则它应为

a2
 x2
 +a1
 x+a0
 ∈Z
 [x]，a2
 ≠0

（14.2）

的一个实根. 由

[image: 13402]


其中判别[image: 134-i]
 是一个≥0的整数.

若m是一个完全平方数，则α∈Q
 . 因此由上节可知，此时α是一个1次代数数. 由于我们假定了α是一个2次实代数数，所以m就不应是一个完全平方数，而[image: 13403]
 是一个无理数. 因此α也是一个无理数. 若令r=-a1
 /2a2
 ，以及s=±1/2a2
 ，则可将α表示为

[image: 13404]


反过来，对任意具有（14.4）形式的数α，设r和s的公分母为p，则有

[image: 13501]


的根. 因此α是2次代数数. 这同时也说明[image: 13502]
 在Q
 上互为共轭（参见§10.7）.

综上所述，我们得出2次实代数数的一般形式为[image: 13503]
 ，其中r，s∈Q
 ，s≠0，且m是一个非完全平方数.

§14.3　e不是二次实代数数

在§8.3中，我们已证明了e是无理数，所以它不是1次代数数. 现在来证明它也不是一个2次实代数数.

（i）我们应用（8.2）中ez
 的表达式，在其中分别令z=1，以及z=-1，有

[image: 13504]


（ii）假设e是一个2次实代数数，即e是a2
 x2
 +a1
 x+a0
 的一个根，其中a0
 ，a1
 ，a2
 ∈Z
 ，a2
 ≠0. 因此有

a2
 e2
 +a1
 e+a0
 =0

（14.8）

以及由此得到的

a2
 e+a0
 e-1
 +a1
 =0

（14.9）

将e和e-1
 的级数表达式（14.7）代入（14.9）中，有

[image: 13601]


（iii）引入下列记号：Sn
 表示（14.10）中的前n项之和，Rn
 表示（14.10）中其余项之和，有

[image: 13602]


其中n可取1，2，3….下面我们将按所需情况来确定n.

（iv）从（14.11）有

（n-1）！Sn
 +（n-1）！Rn
 =0

（14.14）

再从Sn
 的表达式（14.12），有（n-1）！Sn
 ∈Z
 . 因此，由（14.14）可知（n-1）！Rn
 ∈Z
 .

（v）计算（n-1）！Rn
 ：

从（14.13）有

[image: 13603]


对此，利用不等式的性质有

[image: 13701]


由于n≥1，所以对于（14.16）里中括号内的各项有

[image: 13702]


其中用到了e≈2.7183. 有了这一不等式，我们先取n>3（|a0
 |+|a2
 |）>0的正整数. 于是有|（n-1）！Rn
 |<1. 忆及（n-1）！Rn
 ∈Z
 ，所以有

Rn
 =0

（14.19）

（vi）从（14.15）得出的Rn
 的表达式，考虑到Rn
 =0，就有

[image: 13703]


有了这个不等式，我们就着眼于不等式左边的那一项|a2
 +（-1）n
 a0
 |. 以前已取n>3（|a0
 |+|a2
 |），这还留下许多选择空间. 现在再针对a2
 与（-1）n
 a0
 ，进而要求取n使得a2
 与（-1）n
 a0
 同符号. 于是（14.21）的左边为

|a2
 +（-1）n
 a0
 |=|a2
 |+|a0
 |>0

（14.22）

其中用到了a2
 ≠0. 这样，（14.21）就成为

[image: 13801]


这就与（14.24）矛盾. 因而e不是一个2次实代数数.

1873年法国数学家埃尔米特（Charles Hermite，1822—1901）证明了自然对数的底e是超越数. 其证明后经德国数学家魏尔斯特拉斯（Karl Weierstrass，1815—1897），以及希尔伯特（David Hilbert，1862—1943）等人作出了简化. 我们在下一节中将按照英国数学家斯图尔特（Ian Stewart，1945—）的阐述给出详尽的证明.

§14.4　e是超越数


定理14.4.1　（埃尔米特）
 自然对数的底e是一个超越数.

下面用反证法一步步地证明这一定理：

（i）假设e是一个实代数数，且它的最低m次本原多项式为

am
 xm
 +…+a1
 x+a0
 ∈Z
 [x]

（14.26）

其中am
 ≠0，且a0
 ≠0. 因为若a0
 为零，则am
 em
 +…+a1
 e=e（am
 em-1
 +…+a1
 ）=0，那么（14.26）就不是最低次的了. 于是有

[image: 13901]


（ii）对于m以及任意素数p定义

[image: 13902]


则有degf（x）=p-1+mp. 于是f（x）的mp+p阶导数f（mp+p）
 （x）=0. 对f（x）=f（0）
 （x）求出1阶，2阶，…，mp+p-1阶导数f′（x），f（2）
 （x），…，f（mp+p-1）
 （x），再定义

[image: 13903]


（iii）利用ex
 的求导性质（参见例8.2.7），容易得出下列算式

[image: 13904]


将此式两边乘以aj
 ej
 ，并对j=0，1，…，m求和，有

[image: 14001]


其中用到了（14.27）以及（14.29）. 像往常一样，我们来分析（14.35）的左右两边，并同时选定适当的p.

（iv）对于（14.35）右边的f（i）
 （j）各项，首先由f（x）的定义，以及求导法则可知，它们都是一个整数，因此（14.35）的右边也就是一个整数. 其次，各f（i）
 （j）中除了由j=0，i=p-1给出的f（p-1）
 （0）之外，它们都能被p整除，这是因为j≠0时，由乘积的求导法则可知，f（i）
 （j）中的非零项仅由因式（x-p）p
 经p次求导后给出，又因为p！/（p-1）！=p，所以所有的这些项都给出可被p整除的整数. 在j=0时，f（i）
 （0），i=0，1，…，mp+p-1之中第一个非零项在i=p-1时出现，且此时有

f（p-1）
 （0）=（-1）p
 ·…·（-m）p


（14.36）

而且其后的各f（j）
 （0），j>p-1，如果是非零的话，则都是p的倍数.

综上所述，（14.35）的右边可表为

kp+a0
 （-1）p
 …（-m）p
 ，k∈Z


（14.37）

（v）现在选取素数p，满足p大于m与|a0
 |中的较大值. 于是p[image: 0017]
 m，以及p[image: 0017]
 |a0
 |，且有p[image: 0017]
 a0
 （-1）p
 …（-m）p
 .（参见[16]§3.3）. 因为素数有无限个（参见[16]§3.2），所以我们总能取到足够大的素数p，使得（14.35）的右边是一个不能被p整除的整数. 所以它必不为零.

（vi）我们来对（14.35）左边的积分估值.

积分的下限是0，上限是j，而j=1，2，…，m，所以0≤x≤m. 对于在这一范围中取值的x，有

|f（x）|≤mmp+p-1
 /（p-1）！

（14.38）

以及

e-x
 ≤1

（14.39）

从而（14.35）的左边有

[image: 14101]


当p→∞时，此不等式的右边→0. 这就与（14.35）的左边必不为零矛盾了. 这样，我们就证得了：e是一个超越数.

1882年德国数学家林德曼（Carl Louis Ferdinand von Lindemann，1852—1939）运用了埃尔米特的思想方法证明了圆周率π是一个超越数，于是化圆为方问题就尘埃落定了.

§14.5　π是超越数

法国数学家勒让德（Adrien-Marie Legendre，1752—1833）曾猜测π可能不是整系数多项式的根. 事实上，我们有：


定理14.5.1（林德曼）
 　圆周率π是一个超越数.

在下面的证明中我们要用到对称多项式基本定理9.12.1，为此先举下例作些准备.

[image: 14102]


下面我们利用欧拉魔幻等式（参见例8.2.1）

eiπ
 +1=0

（14.41）

用反证法证明林德曼定理：

（i）假定π是一个代数数. 因为i是代数数，所以iπ是代数数（推论10.8.2）. 设θ1
 （x）∈Q
 [x]是iπ在Q
 上的最小多项式，degθ1
 （x）=n，且与iπ互为共轭的根为α1
 =iπ，α2
 ，…，αn
 ，因此有

θ1
 （x）=（x-α1
 ）（x-α2
 ）…（x-αn
 ）

（14.42）

再由α1
 ，α2
 ，…，αn
 构造（eα1

 +1）（eα2

 +1）…（eαn

 +1），则由（14.41），有

（eα1

 +1）（eα2

 +1）…（eαn

 +1）=0

（14.43）

（ii）展开（14.43）：由eα1

 ×1×…×1=eα1

 ，…，eαn

 ×1×…×1=eαn

 ，就有eα1

 ，eα2

 ，…，eαn

 ；由eα1

 ×eα2

 ×1×…×1=eα1
 +α2

 ，…，就有eα1
 +α2

 ，eα1
 +α3

 ，…，eαn-1
 +αn

 ；…当然，还有1×1×…×1=1n
 =1这一项. 所以（14.43）的展开式是由e的有下列指数的各项与1的一个和式.

[image: 142-i]


（iii）利用（14.44）第i行中的各个元，构造θi
 （x），i=1，2，…，n，即

[image: 142-2-i]


显然，θi
 （x）是以（14.44）中第i行的各数为根的，且θ1
 （x）即是（14.42）.另外，在θi
 （x）中，它的各系数是α1
 ，α2
 ，…，αn
 的对称多项式，而α1
 ，α2
 ，…，αn
 又是θ1
 （x）∈Q
 [x]的根，所以由定理9.13.1，这是系数都是有理数. 因此，θi
 （x）∈Q
 [x]，i=1，2，…，n.

（iv）由θ1
 （x），θ2
 （x），…，θn
 （x）构造

[image: 14201]
 =θ1
 （x）θ2
 （x）…θn
 （x）∈Q
 [z]

（14.46）

由于（14.44）中有些和可能为零，这就使[image: 14201]
 有零根. 于是我们就给[image: 14201]
 除以x的一个适当的幂，以消除[image: 14201]
 的各零根. 再对这样得出的多项式乘以适当的整数c，以得出一个整系数多项式θ（x）

θ（x）=c（x-β1
 ）（x-β2
 ）…（x-βr
 ）∈Z
 [x]

（14.47）

其中β1
 ，β2
 ，…，βr
 是（14.44）中不为零的元. 于是（14.43）具有下列形式

eβ1

 +eβ2

 +…+eβr

 +e0
 +e0
 +…+e0
 =0

（14.48）

或者

eβ1

 +eβ2

 +…+eβr

 +k=0

（14.49）

其中k∈N
 . 由于（14.43）的展开式中有1×1×…×1=1n
 这一项，所以k>0，即k∈N
 *
 .

另外，从（14.47）有

θ（x）=cxr
 +c1
 xr-1
 +…+c0
 ∈Z
 [x]

（14.50）

其中除c≠0以外，c0
 ≠0，因为否则的话θ（x）就有零根了.

（v）设p是任意一个素数，定义s=rp-1，且用s，p，c，以及θ（x）定义

[image: 14301]


注意到degf（x）=p-1+pdegθ（x）=p-1+rp=s+p，则有f（p+s+1）
 （x）=0，依此定义（参见（14.29））：

[image: 14302]


其中f（0）
 （x）=f（t）.类似于（14.30）—（14.32），这里也有

[image: 14303]


把变量x更换为y，则有

[image: 14304]


对此两边积分可得

[image: 14305]


于是

[image: 14401]


在此式的左端将积分变量y更换为λ，而置y=λx，则dy=xdλ，且从y=0，y=x，分别有λ=0，λ=1. 于是从

[image: 14402]


在此式中令x取遍β1
 ，β2
 ，…，βr
 并对两边求和，注意到（14.49）就最后有

[image: 14403]


接下来就来分析此式的左右两边.

[image: 14404]


对其求导是对乘积函数的求导，又由于θ（βj
 ）=0，j=1，2，…，r，所以对[θ（x）]p
 至少要求导p次后，在βj
 ，j=1，2，…，r取值时才会给出一个不为零的项，也即有

[image: 14405]


[image: 14501]


综合（14.62）及（14.63），由（14.60）给出的（14.59）右边的

[image: 14502]


（vii）计算（14.59）右边的F（0）.先由（14.52）可得

[image: 14503]


此时x=0不是θ（x）=cxr
 +c1
 xr-1
 +…+c0
 的根，但是x=0是f（x）中因式xp-1
 的根. 经计算分析后得出（参见例14.5.2）

[image: 14504]


其中lt
 ∈Z
 . 于是综合上面关于[image: 14601]
 以及F（0）的讨论结果，得出（14.59）的右方为

[image: 14602]


其中K∈Z
 ，而k∈N
 *
 ，由（14.49）给出.

（viii）注意到k>1，c≠0，c0
 ≠0，我们对待定的素数p，选取

p>k，|c|，|c0
 |中的最大值

（14.68）

因而有p[image: 0017]
 k，p[image: 0017]
 |c|，p[image: 0017]
 |c0
 |. 因此[image: 14603]
 .

这就是说，（14.59）的右边是一个不能被素数p整除的整数. 因此，它必不为零.

（ix）对（14.59）左边的积分估值. 注意到λ∈[0，1]，定义

m（j）=|θ（λβj
 ）|在区间[0，1]中的上确界

（14.69）

那么就能得出

[image: 14604]


中最大值的绝对值，则对（14.59）的左方有

[image: 14605]


当p→∞，这一不等式的右边→0，因此（14.59）的左边也→0. 这就与（14.59）的右边必不为零矛盾了. 于是π是一个超越数得证.


例14.5.2
 　设p=2，θ（x）=cx+c0
 ，c0
 ≠0，因此r=1，s=rp-1=1，则

[image: 14606]


所以有

[image: 14701]


§14.6　超越数的一些基本定理

瑞士数学家欧拉早在1744年就认识到代数数与超越数的区别，他说超越数“超越了代数方法的能力.”事实上，我们有


定理14.6.1
 　设α是代数数，且τ是超越数，则α+τ是超越数.

反证法. 设β=α+τ是代数数，则从α，β∈A，有τ=β-α∈A（参见推论10.8.2）


定理14.6.2
 　设α是代数数，α≠0且τ是超越数，则ατ超越数.

可以用类似定理14.6.1的证明方法证明. 也可以如下证明：设ατ，α≠0是代数数. 因此有f（x）∈Q
 [x]，使得f（ατ）=0. 记f（αx）=g（x），则g（x）∈A[x]且g（τ）=0. 于是从定理11.7.1有τ∈A，这就得出了矛盾.


定理14.6.3
 　设τ是超越数，则[image: 14702]
 是超越数.

反证法：设[image: 14703]
 是代数数，则ατ=1∈A，但从定理14.6.2却有ατ=1是超越数，这就得出了矛盾.


例14.6.1
 　证明[image: 14704]
 是超越数.

若[image: 14705]
 是代数数，则τ·τ·τ=π是代数数.


例14.6.2
 　证明[image: 14706]
 是超越数.

设[image: 14707]
 ，则可导出π2
 -（2τ+4）π+（τ2
 -4τ+4）=0. 如果τ是代数数，则从x2
 -（2τ+4）x+（τ2
 -4τ+4）∈A[x]，可得出π是代数数.


例14.6.3
 　证明π3
 是超越数.

设π3
 =τ. 如果τ是代数数，则x3
 -τ∈A[x]. 于是该多项式的根x=π，就是代数数了.

§14.7　超越扩域、代数扩域，以及有限扩域

知道了π，e等是超越数以后，我们就可以构造Q
 （π），Q
 （e）等. 或者更一般地，如果τ是域F上的一个超越元，则可构成域F（τ）——包含F以及τ的最小域（参见§10.1及§10.9）

K是F的一个代数扩域指的是K中的每一个元都是F上的代数元（参见§11.1）.现在F（τ）/F，而τ却不是F上的代数元. 所以F（τ）不是F的一个代数扩域，而是F的一个单超越扩域
 .

此时对单代数扩域成立的结构定理10.9.1就不再成立了. 而且我们知道有限扩域一定是代数扩域（参见定理11.6.1），所以F（τ）就不是一个有限扩域，而是一个无限扩域
 . 例如，Q
 （π）就是Q
 的一个无限扩域.

另外，从R
 ⊃Q
 ，且π∈R
 ，有R
 ⊃Q
 （π）⊃Q
 ，可知R
 也一定不是Q
 的一个有限扩域，R
 除了包含刘维尔数ξ，π，e等这一些超越元外，还包含可数个[image: 14801]
 ，m=1，2，…，n=1，2，3，…（参见图13.4.1），当然还有[image: 14802]
 等等.

最后我们来回答“代数扩域是否一定是有限扩域”这一问题.

首先单代数扩域一定是有限扩域（参见例11.4.4），那么一般的代数扩域呢？我们举一个例来说明.


Q
 上的所有代数数构成代数数域A（参见推论10.8.2）. A当然是Q
 的一个代数扩域. 不过，[image: 14803]
 ，而且因为2不是（完全）平方数，立方数，……，所以[image: 14804]
 等等. 由此构造[image: 14805]
 ，而有[image: 14806]
 ，n=2，3，…，可知A在Q
 上不是有限维的. 所以一般来说，代数扩域不一定是有限扩域.

§14.8　尾声——希尔伯特第七问题以及盖尔方德-施奈德定理　　

在世纪之交的1900年，德国数学家希尔伯特在巴黎召开的第二届国际数学家代表大会上提出了23个重要的数学问题，以供数学家们在新的世纪中研究，其中的第七问题中的后半部分是关于某些数的超越性的：

若α是一个≠0和1的代数数，而β是一个非有理的代数数，问αβ
 是否是超越数. 他举了两个例：[image: 14901]
 以及eπ
 .

1934年，苏联数学家盖尔方德（Alexander Osipovich Gelfond，1906—1968），以及德国数学家施奈德（Theodor Schneider，1911—1988）分别独立地证明了


定理14.8.1　（盖尔方德-施奈德）
 如果α是≠0和1的代数数，而β是一个非有理代数数，则αβ
 =eβlogα
 是超越数.

当然，这里的log是以e为底的.


例14.8.1
 　[image: 14902]
 是超越数.


例14.8.2
 　由eiπ/2
 =i，有eπ
 =i-2i
 . 故取α=i，β=-2i，可知αβ
 =eπ
 是超越数.


例14.8.3
 　[image: 14904]
 ，这与定理14.8.1不矛盾，因为[image: 14905]
 是超越数.

关于定理14.8.1的证明可参见[13].该定理在不同文献中会有不同的陈述，下面我们给出并证明它的一些等价表述. 这又能使我们有机会去思考、练习以及应用有关的一些概念、定理以及数学推理.

（i）若l，β是复数，且l≠0及β∉Q
 ，那么el
 ，β，及eβl
 之中至少有一个是超越数.

（ii）若α，β是代数数，且logα与logβ在Q
 上线性无关，那么logα，logβ在代数数域上线性无关.

（iii）若α，β是非零代数数，β≠1，且logα/logβ∉Q
 ，那么logα/logβ是超越数.

这里的log都是指自然对数，即以e为底的对数.

先证明：由定理14.8.1可推出（i）：

按（i）的条件：若l，β是复数，l≠0，且β∉Q
 ，定义α=el
 ，则α≠0或1. 按α，β有下列4种情况分别讨论如下：

（1）α是代数数，β是代数数. 此时定理14.8.1给出αβ
 =eβl
 是超越数.（i）成立.

（2）α是代数数，β是超越数.（i）成立.

（3）α是超越数，β是代数数. 此时由α=el
 ，（i）成立.

（4）α是超越数，β是超越数. 此时由α=el
 ，（i）成立.

由（i）可推出（ii）：

按（ii）的条件：α与β是代数数，且logα与logβ在Q
 上线性无关. 若α=1，则存在p∈Q
 ，p≠0，使得plogα+0·logβ=0，即logα与logβ在Q
 上相关了. 同理，若β=1，logα与logβ在Q
 上相关. 所以从logα与logβ在Q
 上线性无关可推出α与β都不能等于1. 于是logα与logβ都≠0，而且logα/logβ∉Q
 . 此时令l=logβ≠0，且β′=logα/logβ∉Q
 . 由此，有el
 =el
 ogβ=β，按假设它是代数数；另外lβ′=logα，所以elβ′
 =elogα
 =α，按假设它也是代数数. 我们针对l及β′应用（i）：el
 =β，β′=logα/logβ，elβ′
 =α之中至少有一个超越数. 那么β′=logα/logβ就是超越数了. 然而，这又等价于logα与logβ在代数数域上线性无关（参见定义11.3.1）. 这是因为若logα与logβ在代数数域上线性相关，则存在不全为零的l，m∈A，使得llogα+mlogβ=0. 若l≠0，则logα/logβ=-m/l∈A，即logα/logβ∈A，这就矛盾了；若m≠0，同理可推出logβ/logα=-l/m∈A. 这也表明logα/logβ∈A，也矛盾了. 因此（ii）得证.

由（ii）推出定理14.8.1：

按定理14.8.1的条件：若α是≠0和1的代数数，而β是一个非有理代数数，即β∉Q
 . 令β′=eβlogα
 ，有logβ′=βlogα，以及β′=αβ
 . 若αβ
 是超越数，此时有定理14.8.1；若β′=αβ
 不是超越数，即是代数数，在下列两种情况下都会有矛盾：

（1）如果logα与logβ′=βlogα在Q
 上线性相关，则存在不全为零的l，m∈Q
 ，使得llogα+mlogβ′=0，即（l+mβ）logα=0，此时有l+mβ=0，当m=0，能推出l=0，即l=m=0，所以l，m不全为零就保证一定有m≠0，而此时[image: 15001]
 . 这就与β∉Q
 这一假设矛盾了.

（2）如果logα与logβ′=βlogα在Q
 上线性无关，则由（ii）推得logα与logβ′在代数数域上无关. 然而，logβ′=βlogα，β∈A，β∉Q
 ，于是有-β∈A，β≠0，以及（-β）logα+βlogα=（-β）logα+logβ′=0，即logα与logβ′在代数域上是相关的.

综上所言，αβ
 是超越数. 定理14.8.1得证.

最后证明（ii）推出（iii），以及（iii）推出（ii）.

由（ii）推出（iii）：

按（iii）的条件：α，β是非零代数数，β≠1，且logα/logβ∉Q
 ，于是可知logα与logβ在Q
 上线性无关. 因此由（ii）就推出logα与logβ在代数数域上无关. 这一点等价于logα/logβ是超越数.（iii）得证.

由（iii）推出（ii）：

按（ii）的条件：α，β是代数数，且logα与logβ在Q
 上线性无关. 由此可知β≠1，且logα/logβ∉Q
 . 于是由（iii）就得出logα/logβ是超越数. 这也就是说logα与logβ在代数域上线性无关.（ii）得证.

综上所言，定理14.8.1除了本身外，还有等价的表述（i），（ii）和（iii）.在[13]中采用了（ii）的表述.

如果我们把（i）称为三指数定理的话，现代超越数理论中还有下列这个漂亮的结果——六指数定理
 ：

如果x1
 ，x2
 是在Q
 上两个线性无关的复数，而y1
 ，y2
 ，y3
 是在Q
 上三个线性无关的复数，则

[image: 15101]


之中，至少有一个是超越数. 还有下列四指数猜想
 ：如果x1
 ，x2
 ；以及y1
 ，y2
 是两对复数，而其中每一对在Q
 上都线性无关，那么

[image: 15102]


之中至少有一个是超越数. 这个猜想至今尚未破解. 再者，π+e，πe
 是不是无理数也尚未确定.

此外，人们也尚不知道欧拉常数


[image: 15103]


是不是无理数. 诸如这些有趣的课题还有待数学家们不断地深入探索和研究.

我们就此打住了. Finis coronat opus——功德圆满.



附录

在附录1中，我们详细地推导了斐波那契数列的通项公式——比奈公式. 同时也简要地说明了求二阶常系数线性递推数列通项公式的一般方法. 在附录2中，我们就正文中要用到的一些线性方程组的求解理论作了简要的说明和论述.


附录1　比奈公式以及常系数线性递推数列

对斐波那契数列有F1
 =F2
 =1，Fn+2
 =Fn+1
 +Fn
 ，n≥1. 为使符号简单，令Fn
 =xn
 ，则

x1
 =x2
 =1

（1）

xn+2
 =xn+1
 +xn
 ，n≥1

（2）

在（2）的两边加上-yxn
 +1，其中y待定，就有

[image: 15401]


令

Xn+1
 =xn+2
 -yxn+1
 ，n≥0，

（4）

有

X1
 =x2
 -yx1


（5）

若选择y满足

1/（y-1）=y

（6）

或

y2
 -y-1=0

（7）

则可将（3）表达为

Xn+1
 =（1-y）Xn


（8）

于是数列X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ，…，是我们熟悉的等比数列，其公比为q=1-y，即

Xn
 =X1
 qn-1
 =（x2
 -yx1
 ）qn-1


（9）

（7）的根

[image: 15501]


因此，[image: 15502]
 . 将q1
 =1-y1
 =1-τ给出的数列X1
 ，X2
 ，…记为Yn
 ；q2
 =1-y2
 =1-σ给出的数列X1
 ，X2
 ，…记为Zn
 ，则由（4），（5），（9）有

Yn
 =xn+1
 -τxn
 =（x2
 -τx1
 ）（1-τ）n-1
 =（1-τ）n


（11）

Zn
 =xn+1
 -σxn
 =（x2
 -σx1
 ）（1-σ）n-1
 =（1-σ）n


（12）

于是

Yn
 -Zn
 =（σ-τ）xn
 =σn
 -τn


（13）

其中用到了x1
 =x2
 =1，以及τ+σ=1. 所以最后有

[image: 15503]


此即斐波那契数列通项的比奈公式
 .

给定x1
 ，x2
 ，而xn+2
 =axn+1
 +bxn
 ，n≥1的数列称为二阶常系数线性递推数列
 . 显然，当a=b=1给出的特例即是斐波那契数列. 与前述一样讨论，类似于（6），现在引入

b/（y-a）=y

（15）

即

y2
 -ay-b=0

（16）

这一方程称为该线性递推数列的特征方程
 .

若（15）有两个不相等的实根r，s，则类似于（11）与（12），有

Yn
 =xn+1
 -rxn
 =（x2
 -rx1
 ）（a-r）n-1


（17）

Zn
 =xn+1
 -sxn
 =（x2
 -sx1
 ）（a-s）n-1


（18）

而类似于（13），有

Yn
 -Zn
 =（s-r）xn


（19）

由此于是可得

[image: 15601]


在推导中，我们用到了（16）的根r，s与它的系数-a，-b的关系：r+s=a，rs=-b.

（20）称为二阶常系数线性递推数列的通项公式
 ，其中[image: 15602]
 ，c2
 =[image: 15603]
 . 于是只要给定了x1
 ，x2
 ；a，b，以及由解此时的特征方程（16）而得出的根r，s便能得出通项公式（20）.常系数线性递推数列的各种变形也是奥数的学习内容（参见[4]）.


附录2　线性方程组求解简述

先从二元一次方程组

a1
 x+b1
 y=c1


a2
 x+b2
 y=c2


ai
 ，bi
 ，ci
 ∈F，i=1，2，

（1）

谈起. 此时我们会遇到下列三种情况：

（i）c1
 =c2
 =0. 我们称（1）为齐次的
 . 此时（1）至少有x=0，y=0这一个解，称为零解
 .

从几何来看，此时（1）表示了两条都经过原点（0，0）的直线. 如果此时还有

[image: 15701]


那末此时这两条线就重合了，就是一条线. 一个方程而有两个未知元这就有无限多个解.

（ii）若（1）的系数行列式[image: 15702]
 ，也即a1
 b2
 ≠a2
 b1
 时，利用高斯消去法
 ，我们能得到（1）的下列唯一解


[image: 15703]


（iii）若行列式[image: 15704]
 ，此时令a1
 =da2
 ，则有b1
 =db2
 . 此时如果c1
 =dc2
 ，（1）中两个方程即是一个方程. 如上述，此时（1）有无限多个解；如果c1
 ≠dc2
 ，（1）中的两个方程矛盾，因此无解. 在几何上，这表示（1）中的两条直线平行，它们无交点.

一般地，n个未知元m个方程的线性方程组
 为

[image: 15801]


类似地，有下列情况：

（i）b1
 =b2
 =…=bm
 =0，即（4）为齐次线性方程组
 ，它至少有x1
 =x2
 =…=xn
 =0这一零解
 .

（ii）b1
 ，b2
 ，…，bm
 不全为零时，（4）为非齐次线性方程组
 . 类似于二元一次方程组（1），此时也会有无解，唯一解，以及无限多个解的三种情况.（参见[7]，[8]）. 下面就正文中遇到的两种情况讨论如下.

情况一.

m=n，且线性方程组（4）的系数行列式|aij
 |≠0，这时有一般的克莱姆法则，即

[image: 15802]


作为一个特殊情况，若此时b1
 =b2
 =…=bn
 =0，则线性方程组（4）有唯一零解：x1
 =x2
 =…=xn
 =0.

情况二. 线性方程组（4）是齐次线性方程，即b1
 =b2
 =…=bm
 =0.

此时x1
 =x2
 =…=xn
 =0是线性方程组（4）的零解. 下面说明线性方程组（4）有非零解的情形.

首先，若把线性方程组（4）在b1
 =b2
 =…=bm
 =0时的两个解

[image: 15901]


接下来，我们假设m=n，且|aij
 |=0. 如果在线性方程组（4）的系数行列式中能找到的最大不为零的子行列式为r×r的行列式（r一定小于n），那么只要适当地改变方程的次序，以及未知元的编号，并且去除多余的方程，总可以把原方程组改变为下列同解的方程组

[image: 15902]


由此，我们让（6）右边的n-r个未知量xr+1
 ，xr+2
 ，…，xn
 分别取定

[image: 15903]


再应用克莱姆法则，就可得出x1
 ，x2
 ，…，xr
 的解：

[image: 16001]


因此原线性方程组有以下“特解
 ”：

[image: 16002]


而原线性方程组的“通解
 ”就是

k1
 η1
 +k2
 η2
 +…+kn-r
 ηn-r


（11）

其中ki
 ∈F，i=1，2，…，n-r.
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