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序言



光让事情留在记忆里总不行啊，



需要回忆出来大家共享的。



—— 小林秀雄


我忘不了。

我怎么也忘不了高中时期因数学而结缘的她们。

她们是用一流的解法打动我的才女——米尔嘉，认真向我发问的活力少女——泰朵拉。

回想起那时的岁月，我脑海中顿时浮现出一个个计算公式、一个个新鲜的想法。这些数学公式不会随着时间的推移而显得落伍或陈旧，而是向我展现了欧几里得、高斯、欧拉等数学家们熠熠生辉的才思。

——数学穿越时空。

我一边想着那些计算公式，一边体会着古时候数学家们体验到的那份感动。即便是几百年前就已经被证明的也没关系，现在我一边追溯理论一边埋头苦思的东西一定是自己的东西。

——通过数学穿越时空。

拨开层层密林，找出宝藏，数学就是这样一种令人兴奋的寻宝游戏。比拼智力，寻找最牛的解法，数学就是这样一场激烈的战斗。

那时，我开始使用名叫数学的武器。但是，那种武器往往过于巨大，很多时候不能灵活操控。这种感觉正如我很难操控自己年轻时的青涩，很难控制对她们的思念一样。

光让事情留在记忆里总不行啊，需要回忆出来大家共享的。

　

那我就从高一的春天开始讲起吧。
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第 1 章　数列和数学模型



1，2，3。3 是 1。



1，2，3。3 是 2。



——大岛弓子，《棉之国星》



1.1　樱花树下


那是高一的春天。

开学典礼那天，春光明媚。

“美丽的樱花开了……大家在新学期新起点之际……在这有着悠久历史的校舍里……努力学习、努力锻炼……少年易老学难成……”

校长那冗长的致辞简直引人入睡，我借着扶正眼镜的机会强忍住了呵欠。

开学典礼结束后，我在回教室的途中悄悄地溜了出来，独自一人漫步在校内的樱花树林间。周围连个人影都没有。

我现在 15 岁。15 岁、16 岁、17 岁……毕业的时候我将 18 岁了。有一个 4 次方的数字和一个质数。

[image: ]


现在教室里同学们一定正进行着自我介绍。我不擅长自我介绍，究竟该说说自己的什么呢？ 　 “我喜欢数学，兴趣是讨论计算公式。请多多关照。”

我想象了下又停住了。

算了，管他呢。静静地上课，在谁都不会去的图书室学数学，就这样像初中时一样度过高中三年的时光吧。

映入眼帘的是一棵硕大的樱花树。

　

树下站着一个少女，她正抬头仰望着那棵樱花树。

　

我想：她是位新生吧，大概和我一样也是溜出来的。

我也抬头望了望那棵樱花树。模模糊糊的花色遮住了天空。

刮起一阵风，飘舞着的樱花花瓣将少女裹住。

少女也看到了我。

她身材高挑，长发乌黑亮丽，嘴巴紧闭着，一副认真的表情。脸上架着副金丝眼镜。

她清楚地念着：“1, 1, 2, 3。”


1　1　2　3



念完这 4 个数字之后，少女便不出声了，用手指着我，好像在说：“喂！你，请回答接下来的数字。”

我指着自己：“要我回答？”

她没有说话，而是点了点头。食指仍然指向我。

到底是什么呢？在樱花树丛中好好地散着步，为什么非要做什么猜数字的游戏呢？对了，刚才她说的是什么呢？

我回想她刚才的题目：“1, 1, 2, 3。”

啊，原来如此。我知道了。

“1, 1, 2, 3 的后面接着的数字是 5，接下来是 8，再接下来是 13，然后是 21，然后再是……”我开始滔滔不绝地回答。

她向我伸出手掌，示意我不要说了。

　

接着，她给我出了另外一道题，又是 4 个数字。


1　4　27　256



她又指向我。

这是在考我吗？

“1, 4, 27, 256。”

我突然一下子找到了规律。

我回答说：“1, 4, 27, 256，接下来是 3125 吧，再接下来是……心算是不行了。”

她听到我说“心算是不行了”之后神色显得有些不满，摇了摇头，便告诉了我答案。

“1, 4, 27, 256, 3125, 46656, ... ”她的声音很响亮。

接着，她闭上眼，头微微朝上抬起，好似正在仰望樱花树。食指朝着天空飞快地写着些什么。

唯一从这个女孩口中说出的只是些数字，她漫不经心地将那些数字排列起来，略做些手势。但是我的目光却一直盯着这个与众不同的女孩。她到底想干什么？

　

她朝我这里看了看。


6　15　35　77



　

又是 4 个数字。

“6, 15, 35, 77。”

我心想，这题好难啊。我开动脑筋拼命思考，6 和 15 是 3 的倍数，但是 35 却不同了，35 和 77 是 7 的倍数。如果可以在纸上写写的话应该马上能解出来。

我瞟了她一眼，樱花树下的女孩还笔挺地站在那里，很认真地看着我，甚至都不掸一下飘落到头发上的樱花花瓣。那副认真的模样仿佛是在考试一样。

“啊，我知道了。”

我刚一说，她顿时变得神采奕奕，微微一笑。我第一次看到她笑，便情不自禁地大声回答：

“6, 15, 35, 77 的后面是 133。”

她摇了摇头，长发飘动，花瓣也随之飘落。她的表情仿佛在说：“哎呀呀，真可惜。”

“计算错误！”她的手指碰了下眼镜。

　

计算错误？啊，真的算错了。11 乘以 13 应该是 143，而不是 133。

　

她又继续出了下一题。


6　2　8　2　10　18



这次是 6 个数字。我考虑了一下，最后一个 18 最令人头疼，如果是 2 就好了，现在的数字看上去乱七八糟，没有规则。啊，不对，这些都是偶数。——我知道了！

“接下来是 4, 12, 10, 6, ... ，这道题真伤脑子。”我说道。

“是吗？但你不是解出来了嘛。”

她装模作样地说着，走向我伸出手。她的手指又细又长。

我心想：难道她要和我握手吗？

于是，我莫名其妙地握住了她的手。她的手又柔软又温暖。

“我叫米尔嘉，请多多关照。”

这就是我和米尔嘉的邂逅。


1.2　自己家


夜晚。

我喜欢夜晚。家人入睡后，我就可以有大量自由的时间，拥有一个没人打扰的世界。我喜欢自己一个人度过那段时间，打开书，探索世界。我思考数学问题，闯入那深邃的密密层林。在那里，我发现了珍稀动物、清澈得令人吃惊的湖，还有需要抬头仰望的大树。令我意想不到的是，还遇到了美丽的花朵。

她就是米尔嘉小姐。

第一次见面就和我进行那样的对话，她真是个奇怪的女孩。她一定非常喜欢数学吧。她连开场白都没说，就直接给我出数列的脑筋急转弯题，简直像考试一样。我是不是合格了呢？我握了她的手，那柔软的手，飘着淡淡的清香，真的是很淡的清香——女孩独特的香味。

　

女孩啊。

　

我摘下眼镜，把它搁到书桌上，闭上眼睛，开始回想我和米尔嘉之间的对话。

一开始的题目“1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ... ”是斐波那契数列
 。1, 1 后面的数字是将前两个数字相加，所得的和成为接下来的数字。

1, 1, 1+1=2, 1+2=3, 2+3=5, 3+5=8, 5+8=13, ...

第二道题“1, 4, 27, 256, 3125, 46656, ... ”则是下面这种数列。

[image: 1^1,2^2,3^3,4^4,5^5,6^6,\cdots]


也就是说，这个数列中的各项是 n
 的 n
 次方，4 的 4 次方、5 的 5 次方之前心算还没问题，6 的 6 次方的话，心算就不太可能了。

第三道题“6, 15, 35, 77, 143, ... ”的数列如下。

2 × 3, 3 × 5, 5 × 7, 7 × 11, 11 × 13, ...

也就 是“质数 × 后一个质数”的形式。可是我把 11 × 13 算错了，真是丢脸啊。米尔嘉一针见血地指出了我的“计算错误”。

最后一道题是“6, 2, 8, 2, 10, 18, 4, 12, 10, 6, ... ”。这道题很难。因为这个数列其实是由圆周率 π
 中的每位数字乘以 2 而得到的。

[image: ]


解这道题必须要背出圆周率 π 的各位数字。如果脑海里没有这样一个数列模式，就无法解出这道题。

记忆啊。

我喜欢数学。比起记忆背诵，我更喜欢思考。追溯过去不是数学，发掘新东西才是数学。如果是要背诵的话，只要靠脑子死记硬背就可以了。记人名、记地名、背单词、背元素符号等，这些都无法进行推理计算。但是，数学却不同。一旦告诉我题目后，我就会把材料和道具（笔和纸等）都排列到桌上。我一直认为数学不是靠记忆，而是靠思考。

但是，我又突然觉察到数学也许不是那么简单的东西。

米尔嘉在出“6, 2, 8, 2”这道题时，为什么不单单说“6, 2, 8, 2”，还一直说到“6, 2, 8, 2, 10, 18”呢？那是因为如果她只说“6, 2, 8, 2”的话，我们无法发现其中的规律其实是圆周率 π 的各位数字的 2 倍。我们还可能得出其他简单的答案。假设题目只是“6, 2, 8, 2, 10, ... ”的话，我们还可能联想到以下数列。

[image: 6,\underline{2},8,\underline{2},10,\underline{2},12,\underline{2},\cdots]


有这样的联想也是非常自然的吧。也就是说，在连续的偶数之间放入一个 2 作为间隔。

原来米尔嘉在出这道题时想得如此周密啊。

“但你不是解出来了嘛。”

她似乎预料到我能够解出这道题。我突然想到她那装模作样的表情。

米尔嘉啊。

在这样一个春色满园，樱花飘落的地方，她显得有些格格不入。她有着一头乌黑亮丽的秀发，宛若指挥家般修长的手指，温暖的小手，淡淡的清香。

不知怎么的，我一直想着米尔嘉的事情。


1.3　数列智力题没有正确答案


“喂，米尔嘉，那时为什么考我数列智力题呀？”我问米尔嘉。

“什么那时呀？”米尔嘉抬起头，停止了计算。

这里是图书室。惬意的春风透过打开的窗子徐徐吹来，已经可以依稀看到法国梧桐冒出一片片嫩叶。远处的操场上还隐约传来棒球队的练习声。

已经五月了。

新学校，新教室，新同学，随着时间的流逝，新鲜感也在逐渐减少，我开始过起普普通通的每一天。

我没有参加任何课外社团，也就是说我参加了“回家族社团”。虽说如此，但我也不是放学后就立即回家。参加完师生座谈会后，我一般都去图书室，因为那里便于我推导数学公式。

我初中时也是这样，不参加社团活动，放学后去图书室。我经常在那里读读书，看看窗外的绿色，复习预习上课的内容。

我最喜欢的就是展开数学公式。我经常将课堂上学过的公式写在笔记本上，然后自己再进行公式变形，以学到的定义为基础进行公式推导。根据定义进行变形，思考是否能举出具体例子，思考如何证明。在这一过程中我感到很快乐。我喜欢把这些过程都写在笔记本上。

我不喜欢运动，也没有什么朋友和我一起玩，唯一的乐趣就是一个人面朝笔记本写写算算。虽然是自己写这些数学公式，但并不是说一定能按照自己所想的那样把公式写出来。因为公式是有规律的，而有规律的地方就存在着游戏。这是最最严密、最最自由的一种游戏。历史上的数学家们也都是挑战着这种游戏过来的。这个游戏只需要使用铅笔、笔记本和自己的脑子就行了。我对数学的迷恋简直达到了狂热的程度。

所以，成为一名高中生后，我打算继续享受我一个人往返于图书室的日子。

但是这个计划却落空了。

这是因为来图书室的不止我一个人。

另一个人就是米尔嘉。

她和我是同班同学。她每三天来一次图书室。

当我正在计算的时候，手中的铅笔突然被她拿起，接着她就旁若无人地在笔记本上写了起来。喂，这可是我的笔记本啊。

但是，我并不讨厌她那样。她所说的数学题虽然比较难，但是也很有趣，非常刺激。

米尔嘉拿着我的铅笔轻轻地敲了敲我的太阳穴，问我：“那时是指什么时候的事情呀？”

“就是我们初次见面的时候，在樱花树下。”我回答道。

“啊，是吗？我没有理由出数学题考你呀。我只是临时想到而已。为什么突然又提起这件事情呢？”她问。

“我也正好是突然想到。”我说。

她又问我：“你喜欢那种智力题吗？”

“一般吧，我并不讨厌。”我答道。

“这样啊。‘数列智力题没有正确答案’这个说法你知道吗？”她问我。

“什么意思呀？”我被弄得丈二和尚摸不着头。

米尔嘉举了个例子问我：“比如说，你认为 1, 2, 3, 4 接下来的数字是什么？”

我不假思索地说：“那自然是 5 喽。1, 2, 3, 4, 5, ... 这样一直继续下去喽。”

“那可不一定哦。比如 1, 2, 3, 4 后面突然变成 10, 20, 30, 40，然后突然又增加到 100, 200, 300, 400, ... 这样的数列也是有可能的。”她举出反例。

我说：“这样的题目太狡猾了。一开始只告诉我 4 个数字，后面的数字却突然增大，这太过分了。1, 2, 3, 4 的后面突然接个 10，这种情况不可能想到啊！”

“是吗？如果照你这么说的话，那要看到第几个数字才算数呢？数列是无限
 延续的，到底要看到第几个数字才能知道剩下的数字是什么呢？”她反问道。

我恍然大悟：“原来你所说的‘数列智力题没有正确答案’就是这个意思啊。题目中提供的数字，其后面的变化可能很大，但是，1, 2, 3, 4 后面如果接一个数字 10 的话，作为题目而言太无聊了。”

“可是世上的事情不就是那样吗？谁都不知道接下来会发生什么。事情往往会偏离自己所预想的。对了，你知道这个数列的通项吗？”米尔嘉说着，在笔记本上写下了以下数列。


1, 2, 3, 4, 6, 9, 8, 12, 18, 27, ...



“嗯，我也吃不准，似懂非懂的感觉。”我说。

米尔嘉说：“看到 1, 2, 3, 4 这样的排列的话，一般会认为接下来的数字是 5，对吧？但是不对，不是 5 而是 6。这说明，如果只告诉我们一点点条件的话，我们无法发现数列的规律，真正的数列模型是一眼看不出来的。”

我“嗯”了一声表示赞同。

她又接着说：“如果看到 1, 2, 3, 4, 6, 9，你一定会认为接下来的数字会变大，对吧？但是不对，9 后面的数字却变小了，是 8。我们原本认为接下来的数字是逐渐变大的，但突然又峰回路转变小了。你能看出这个数列模型的规律吗？”

“嗯，让我想想。如果去掉第一个数字 1 的话，接下来的数字都是 2 和 3 的倍数。可接下来的数字变小我却想不通了。”我说。

“比如说，答案可能是这样的。

[image: 2^03^0,2^13^0,2^03^1,2^23^0,2^13^1,2^03^2,2^33^0,2^23^1,2^23^2,2^03^3,\cdots]


如果考虑 2 和 3 的指数的话，这个数列模型就逐渐浮出水面了。”她说。

“嗯？是吗？我不太明白呢。某数的 0 次方就是 1。但仔细一看，

[image: 2^03^0=1,2^13^0=2,2^03^1=3,\cdots]


题目中的数列确实也是这样的。”我百思不得其解。

“嗯，把这些指数写下来你也不理解吗？那么，我们这样来总结一下。”

[image: {%}]


“原来如此。”我豁然开朗。

“但是说起 2 和 3 的倍数呢……”米尔嘉刚开口，图书室的入口处便传来了大吵大嚷的声音，“练琴的时间快到了，你怎么还不出去放松一下呀？”

“啊，我想起来了，今天是训练的日子。”米尔嘉说着把铅笔还给我，朝站在入口处的女孩子走去。

米尔嘉刚要迈出图书室时，又回过头来对我说：“什么时候有空的话，我跟你说关于‘世界上只有两个质数’的话题。”

　

说完她就离开了。图书室里只剩下我一个人。

为什么世界上只有两个质数呢？

这到底是怎么回事？






第 2 章　一封名叫数学公式的情书



我的心里全是你。



—— 萩尾望部，《半神》



2.1　在校门口


我已经读高二了，但对我来说唯一变化的就是身上别着的年级牌子。和昨天一样的生活今天仍然在继续，直到今天早晨我还这么认为。

　

“这…… 这个，请您读读看！”

　

四月底的一个多云的早晨，我在校门口被一个女孩叫住了。

她两手捧着个白色的信封，将它送到我面前。就这样，我莫名其妙地收下了这封信。那个女孩子向我行了个礼，就飞奔着进了校园。

她比我矮很多。我从来都没有见过这个女孩子，我想她可能是前阵子刚入学的新生吧。我迅速将信塞入衣服口袋，便朝教室走去。

上次收到信还是在上小学的时候。那次是因为我感冒休假，一个女班干部将作业题和一封信一起交给了我。信上写着：“大家都等着你哦。愿你身体快点好起来，快点回到学校来噢。”与其说是信，更像是一张简单的便条。

正如过去米尔嘉对我所说的：“谁都不知道接下来会发生什么。”和昨天一样的生活今天不一定会继续。

上课时，衣服口袋里的那个信封一直挠得我心里发痒。


2.2　心算智力题


“给你做个心算小测验。1024 的约数有几个呀？”

　

午休的时候，我正准备拿出那个女孩的信，米尔嘉一边啃着奇巧威化巧克力，一边到我的座位边向我提问。因为中途不能换班级，所以到了高二，我和米尔嘉仍旧是同班同学。

“心算吗？”我边问边把信重新放回衣服口袋。

“在我数到 10 之前回答我。0, 1, 2, 3, ... ”

等等。1024 的约数……1024 是能被除尽的数吗？可以被 1 除吧，被 2 除也可以，但不能被 3 除。1024 不能被 3 除尽，但是可以被 4 除尽。啊，对了，1024 是 2 的 10 次方……我开始进行紧张的计算。

“... , 9, 10。时间到了，算好了吗？几个呀？”米尔嘉问。

“11 个。1024 的约数有 11 个。”我赶忙答道。

“完全正确。你是怎么计算的？”米尔嘉伸出舌头舔舔沾有巧克力的手指，等着我回答。

“将 1024 进行因数分解得到的是 2 的 10 次方。也就是说，将 1024 变成 10 个 2 相乘的形式。”我回答道。

[image: {%}]


我接着说：“1024 的约数能够被 1024 整除。也就是说，所有的约数必定是 2 的 n
 次方。n
 在 0 到 10 之间取值。所以，1024 的约数就是以下这 11 个。”

[image: 2^0,2^1,2^2,2^3,2^4,2^5,2^6,2^7,2^8,2^9,2^{10} ]


听了我的回答后，米尔嘉频频点头表示赞同：“对啊。那我就接着出下一题喽。把 1024 的所有约数相加，最后所得的和为多少呀？”

“米尔嘉，不好意思，我中午还有其他事情，我过会儿再回答你……”我边说边站起身。

米尔嘉突然被我打断问话，顿时露出了不高兴的神色。我也顾不上这些，匆匆离开了教室。

可是，打断别人问话很没礼貌吧。米尔嘉问我什么来着？求 1024 的所有约数之和是吧？我一边想着一边朝楼上爬。


2.3　信


虽说是午休时间，但外面的人还是很少。我猜想大概是因为天气不好的关系吧。

在信封里有一张白色的信纸，信是用钢笔写的，字迹清秀。


我是今年春天刚入学的泰朵拉。我和学长您是同一所初中毕业的，比您小一届。我想和学长探讨关于如何才能学好数学的问题，所以写了这封信。

虽然我对数学十分感兴趣，但是从初中开始我的数学成绩就不好。进入高中后，我听说高中数学是非常难学的，所以想向学长讨教一下该怎么克服这个薄弱科目。

在百忙之中打扰您，真是不好意思，不知道您是否愿意与我探讨一下这个问题呢？如果可以的话，今天放学后，我在阶梯教室等您。

泰朵拉



我将这封信读了 4 遍。

原来是这样，这个女孩子名叫泰朵拉呀。她和我在同一个初中，而且是比我小一届的学妹，我真的一点都不记得了。但是数学不好的同学确实很多，更不用说是刚入校的新生了。

暂且不说这些，这封信和小学时的那张便条也差不了多少。我完全会错意了。唉！算了，就这样吧。

放学后，只好去阶梯教室喽。


2.4　放学后


　

“1024 的所有约数之和算出来没有啊？”

　

一天的课程结束后，我正准备去阶梯教室，米尔嘉突然又开始对我发问了。

“是 2047。”我立刻回答。1024 的所有约数之和是 2047。

“对是对了，但那是因为你考虑的时间非常充分吧。”米尔嘉说。

“算是吧……再见。”我向她道别。

“你是去图书室吗？”顿时，她的眼神中掠过一丝光芒。

“不是，今天可能不去图书室了，有点急事。”我说。

“嗯，这样啊，那我给你布置家庭作业。”她说。



米尔嘉给我布置的家庭作业


有一个正整数 n
 ，如何求出 n
 的所有约数之和？请写出解题方法。



我听后问道：“这道题的意思是不是要用 n
 来表示其所有约数之和？”

“不是，你只要告诉我求解的步骤就可以了。”她说。


2.5　阶梯教室


“啊，真对……对不起。特地叫您来一次……”

　

我一踏入阶梯教室，就看见一个紧张地等待着我出现的女孩子。她就是泰朵拉，怀里抱着笔记本和铅笔盒。

“学……学长，我非常想和您交流，可是我却不知道该怎么跟您说。听朋友说，在阶梯教室说话会比较方便，所以就……”

从主教学楼穿过中心花园，就是阶梯教室，物理课和化学课一般都在阶梯教室进行。教室内每排椅子的摆放呈阶梯状，最低处是讲台。这样做是为了让教室里坐着的所有学生都能看清讲台上老师所做的实验。

我和泰朵拉坐在教室最后一排的长椅上。我从衣服口袋里掏出今天早晨收到的信。

“我读了信哦。但不好意思的是，我不太记得你了。”我说。

她拼命地摆摆右手说：“那当然，我也认为您不会记得我。”

我接着问道：“对了，你是怎么知道我的呀？我想我中学时应该没那么受人瞩目吧。”我是一个不参加任何课外活动的男孩子，一放学就往图书室跑，不会引起别人注意吧。

“嗯，这是因为……不是啦，学长可是很有名的哦。我……我……”她一个劲地解释。

“算了，没关系。对了，你不是因为自己数学不好，想要和我讨论讨论吗？我可以问问你的详细情况吗？”我言归正传。

“好的。谢谢您。我上小学时，觉得数学问题啦计算啦都非常有意思，可是进了初中以后，无论是听老师讲课还是自己看书，都觉得自己越来越不能理解了。到了高中，老师说数学很重要，叮嘱我们一定要认真学习。我也很努力地在学，但是总不能完全理解，不知道学长是不是有办法帮帮我？”她说明了自己的学习情况。

“原来如此。”我又问，“顺便问一下，你有没有因为你所说的‘不能完全理解’而导致考试成绩不太好呢？”

“这个倒还不至于。”她答道。

泰朵拉用大拇指按着嘴唇，思考着。她留着一头短发，一双机灵的大眼睛，眼珠滴溜溜地转动着。这让我感觉她很像有活力的小动物，比如说小松鼠，或者小猫咪，她给我的感觉大概就是这样。

“像单元测验之类的考试，如果事先告诉我们考试范围的话，我还能凑合着考考，但像水平测验之类的不知道考试范围的考试，我曾得过很惨的分数。成绩的落差非常大。”她补充道。

我接着问：“那上课怎么样呢？都听得懂吗？”

她说：“说到上课嘛，我很想能够全部理解……”

“但感到听不懂，对吗？”我问。

“是啊。我觉得不是很懂。我能解题，但也只能解个大概。我上课能听懂，但也只是懂个大概。但是，事实上是没有真懂。”她说。


2.5.1　质数的定义


“我可以再问得具体点吗？你知道质数
 吗？”我问泰朵拉。

“嗯…… 我想我知道吧。”她说。

“你想你知道？那我问问你，你能说说质数的定义吗？请你回答‘质数是什么
 ’这个问题。不要用计算公式来表示，用语言表达就可以了。”我紧追不放。

“问我质数是什么啊。嗯，就是类似 5 啦 7 啦之类的数字吧。”她回答道。

“嗯，5 和 7 都是质数。这是对的，但是 5 和 7 只能说是可以被称为质数的两个例子。‘举例说明’和‘下定义’是不同的。”我纠正了她的说法，之后再一次问道，“质数是什么呢？”

泰朵拉点点头说：“好吧。质数是……‘只能被 1 和其本身整除的数字’吧？数学老师说过必须要背出质数的定义，所以我还记得。”

我接着她的话说：“如果是这样的话，你一定也认为下面我说的这个定义是正确的吧。”

　


“正整数 p
 只能被 1 和 p
 整除时，我们把 p
 叫作质数。”（？）


　

“是啊，我认为是对的。”她说。

“不对，这个定义是错误的。”我说道。

“啊？但是比如说 5 是质数，它不就只能被 1 和 5 整除嘛。”她不明白。

我解释道：“嗯，5 确实是质数。但是如果照这个定义来说的话，1 也变成质数了。为什么这么说呢，因为如果 p
 是 1 的话，p
 也只能被 1 和 p
 整除啊。但是，1 不算在质数里。最小的质数应该是 2。把质数以从小到大的顺序排列的话，是从 2 开始的。”

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, ...

我继续说道：“所以上面我说的定义是不对的。关于质数，正确的定义应该是下面这样，要排除个别情况。”

　


“正整数 p
 只能被 1 和 p
 整除时，我们把 p
 叫作质数。但是质数不包括 1
 。”


　

“或者在句首加上条件进行定义。”我补充道。

　


“比 1 大的整数 p

 只能被 1 和 p
 整除时，我们把 p
 叫作质数。”


　

“或者将这个加上的条件写成算式也可以。”我又补充说。

　


“当整数 
p
 > 1
 ，并且只能被 1 和 p
 整除时，我们把 p
 叫作质数。”


　

“哦，对哦，1 不是质数……我想起来了，我确实学过。学长所说的定义我也完全理解了。但是……”这时，泰朵拉猛地抬起头说，“质数不包括 1 这一点我是明白了。但是，还是不能完全接受。为什么质数不包括 1 呢？为什么包括了 1 就不对了呢？我不是很明白质数不包含 1 的 rationale。”

“rationale 是什么意思啊？”我不解。

“rationale 就是正当的理由，可以用原理来说明的理论根据。”她答道。

啊，这孩子，这个女孩原来知道彻彻底底理解的重要性啊。

“学长？”她好像看出我走神了。

“啊，对不起，你问我质数为什么不能包含 1 对吧？很简单哦。那是因为质因数分解有唯一分解定理
 。”我回过神来。

“质因数分解的唯一分解定理是什么呀？”她问道。

“质因数分解的唯一分解定理就是说，将某个正整数 n
 分解质因数时，其形式是唯一的。比如，将 24 进行质因数分解，其唯一形式是 2 × 2 × 2 × 3。不过，不用考虑这些质因数的顺序，不论是 2 × 2 × 3 × 2 还是 3 × 2 × 2 × 2，这些形式只是质因数的顺序不同而已，我们仍把它们看作是同一种质因数分解的形式。质因数分解的唯一分解定理对于数学而言是非常重要的，为了遵循这个定理，规定 1 不包含在质数范围内。”我向她解释。

“仅仅为了遵循质因数分解的唯一分解定理，就随随便便地这么规定吗？”她不能理解。

“是啊。不过你说随随便便规定有点言过其实了。数学家们是为了建立一个数学的世界而规定一些有用的数学概念，然后再给这些概念取名，也就是对其进行定义。如果能清晰地给这些概念做出规定的话，至少作为定义是合格的。所以，正如你所说的，质数包含 1 的定义也是有可能的。但是，定义是否可能与这个定义是否有用是有区别的。如果照你所说的，将 1 放到质数里，这样就不能运用质因数分解的唯一分解定理了。顺便问一下，你现在理解质因数分解的唯一分解定理了吗？”我说。

“嗯，我觉得我是理解了。”她回答。

“嗯，为什么你只是觉得自己理解了呢？自己是否已经真正理解必须靠自己来确定。”我特别强调了“自己”两个字。

“是否真正理解要靠自己来确定，此话怎讲？”她问道。

“比如说，可以举个恰当的例子来考查自己是不是真正理解了。‘举例是理解的试金石。’虽然举例并不是定义，但是举一个确切的例子是很好的练习。”我答道。

　


“如果 1 包含在质数里的话，质因数分解的唯一分解定理就不成立了。请举例说明。”


　

“这样啊。如果 1 包含在质数里的话，24 的分解质因数就变为这样了，会出现很多种形式……”她说。

[image: \begin{aligned}2\times2\times2\times3&\\2\times2\times2\times2\times3&\\1\times1\times2\times2\times2\times3&\\\vdots&\end{aligned}]


“嗯，是啊。这就是质因数分解的唯一分解定理不成立的例子。”

泰朵拉听了我的话后顿时放心了。

“只是，比起‘会出现很多种形式’这样的说法，‘会出现几种’或者‘会出现两种以上’的说法更好些。为什么这么说呢，那是因为……”我的话还没说完，就听泰朵拉紧跟着说：“那是因为后者表达更严谨吧？”

“正是如此。‘很多’这个表达方式不够严谨。到底大于几个才算是‘很多’呢？这种表达有歧义。”我说。

　

泰朵拉说：“学长，不知怎么的，我感觉我的脑子像被彻底打扫了一遍，重新装进了定义、举例、质数、分解质因数、唯一分解定理，等等。另外，还要注意语言表达的严谨性。对数学而言，如何应用语言来表达是非常重要的吧？”

“对，你真聪明。在对数学概念的表达上可要谨慎地使用语言。为了尽量不让人产生误解，就要使用严密的语言。对数学表达而言，最最严密的语言就是数学公式了。”我说。

“数学公式……”她不明白。

“说到数学语言，就不得不说数学公式。我想使用黑板，我们往下走走去讲台那里吧。”于是，我就顺着楼梯往下走，泰朵拉跟在我后面。才走了两三步，只听“咔”的一声，我顿时感到背部一阵剧烈疼痛。

“啊！”我不禁大叫。

“不，不好意思！”泰朵拉连忙道歉。

她不小心在阶梯处绊了一跤，正好撞在我身上。我们两个人差点一起滚下去，幸好我拼命地站稳了脚。真是太危险了！


2.5.2　绝对值的定义


“那么你知道绝对值
 吗？”我问。我们面朝着黑板，在讲台上并排站着。

“嗯，我想我知道吧。5 的绝对值就是 5，-5 的绝对值也是 5，就是只要把负数的负号去掉就可以了吧？”泰朵拉回答道。

“嗯……那么，用数学式子来表示 x
 的绝对值的定义的话，这样写你是不是能接受呢？”我在黑板上写下数学式子。




x
 的绝对值 |x
 | 的定义


[image: ]




“啊，这样说来，我对此还真有点疑问呢。x
 的绝对值不是去掉负号就可以了吗？为什么会出现 -x
 的情况呢？”她疑惑不解。

“‘去掉负号’这一说法就数学语言而言是比较暧昧不清的。虽然这种说法能够让人理解其意思，能够大致明白说的是什么。”我说。

“那么，把这个说法改成‘把负号变成正号’呢？”她紧追不舍。

“这样说也很暧昧不清啊。比如，-x
 的绝对值是什么？”我在黑板上写道。

|-x
 |

“去掉负号，答案是 x
 吧，也就是说，|-x
 | 等于 x
 。”她答道。

“错了。那如果 x
 等于 -3，答案将如何呢？”我举出反例。

“啊？ x
 如果是 -3 的话……”泰朵拉也在黑板上写了起来。

[image: ]


“如果照你所说的 |-x
 | 就是 x
 的话，x
 是 -3 的时候，|-x
 | 必须是 -3 了。但是事实上，|-x
 | 却是 3。也就是说，|-x
 | 应该等于 -x
 。”听了我的解释，泰朵拉又看了看式子，开始陷入沉思。

“啊，我知道了。是啊，x
 原本就是负数的时候，如果不再加上一个负号的话，这个数字就变不了正数。不知怎么的，我无意识中就把 x
 当作是 3 啦、5 啦之类的正数了。”她恍然大悟。

“对啊，x
 这个字母前面没有加什么符号，所以一般人们都不会想到 x
 还可能是 -3 这样的情况，但这恰恰又是很重要的。用 x
 来表示就是因为不用举出具体数字，就能定义 x
 的绝对值。如果只是说‘去掉负号就是绝对值’，那就过于片面了。另外，我们还必须要注意不能忘了加上条件。说得难听点，就是要让人觉得是在故意刁难他们，必须进行严密的思考。当你逐渐习惯了严密的思考时，你就会觉得自己也习惯数学公式和数学了。”

我正说着，泰朵拉一屁股坐在最前排的一把椅子上，她默不作声地用手指不停地玩弄着笔记本的页角，像是在思考着什么。

于是，我就在一旁等她开口说话。

“我……我是不是浪费了初中的大好时光呀？”她终于开口了。

“此话怎讲？”我问。

“我也算是读上来了，但是，我却从没有仔细地看过教科书中出现的定义和数学公式——我一直就没有认真对待。”她长叹一口气，显出非常失望的样子。

“喂！”我有话要说。

“嗯，怎么了？”泰朵拉看看我。

“如果你这么想的话，从现在开始学会严密思考也不晚啊。过去的事就让它过去吧。你要面对现在，对于现在认识到的事情，只要在今后好好注意就可以了。”我说。

泰朵拉像是舒了口气，睁大眼睛，立刻站起身来，“是……是啊。已经过去了的事情再怎么后悔也没有用了，要在今后好好注意。对，确实是这样，学长。”

“嗯…… 对了，今天就大致说到这里吧。天也快黑了，以后再继续聊吧。”我说。

“继续聊？”她问。

“嗯，我放学后一般都在图书室，泰朵拉，如果你还有什么要问我的话，再叫我好了。”我答道。

她听后顿时两眼放光，很开心地笑了笑，说：“好，一定！”


2.6　回家路上


走到教室门口时，泰朵拉抬头看看天空，叫道：“啊呀呀……下雨了！”天空乌云密布，飘起了蒙蒙细雨。

“你没带伞吗？”我问。

“早上赶着出门，忘记带了。真是白看天气预报了！——但没关系。反正是小雨，我快跑就行了。”她说。

“但跑到地铁站还是会被淋湿哦，反正我们是一个方向，一起走吧。我的伞也比较大。”我邀请道。

“那不好意思喽。谢谢您。”她同意了。

和女孩子同撑一把伞还是我有生以来第一次。春雨细细的，柔柔的，我们慢慢走着。刚开始时我还有点儿不自在，连走路都显得笨拙了，但随着我渐渐地跟上她的步伐，心情也平静了下来。这条路很安静。道路原本的嘈杂声可能都被雨水吸收了。

今天能和泰朵拉进行那么长时间的对话，我真的很高兴。像她这样的学妹真是可爱啊，心中有什么想法都表露在脸上，让人一看就知道她是不是真懂。

“学长，您为什么能立刻知道呢？”泰朵拉突然问我。

我回过神来：“知道什么呀？”

“没有，嗯……今天您和我说话时，为什么我不知道的地方立刻就被学长您发现了呢？我想不太明白。”她说。

啊，吓了我一跳。我还当她有心灵感应，知道我在想什么呢。

我定了定神：“今天所说的质数、绝对值的问题其实也是我以前所疑惑的。学习数学时，一有不懂的地方就很烦恼，会连续思考几天，看书，有时会突然间恍然大悟，‘啊，原来是这么回事啊。’那时就会特别开心。随着这种开心的体验越来越多，我就渐渐喜欢上了数学，数学也就越来越好了。——啊，这里要拐弯了。”

“拐角就是‘The Bend in the Road’吧？从这里走也能到车站吗？”她问。

“是啊，在这里拐弯，一直穿过住宅区到车站的话，要比别的路线快得多呢。”我说。

“会很快到车站吗？”她又问。

“是啊。早上走这条路线的话，也比较快哦。”我说。

哎呀，泰朵拉一下子放慢了脚步。是不是我走得太快了呢？要和上她的脚步还真难。

到车站了。

“那就这样了，我还要顺便去一下书店，再见。对了，我把伞借给你吧。”我说。

“啊，在这里就告别吗？嗯……那个……”她支支吾吾。

“嗯？怎么了？”我说。

“没……没什么。把伞借给我吧，我明天还您。今天真是谢谢您了。”泰朵拉把双手摆在腿前，深深地朝我鞠了一躬。


2.7　自己家


夜晚。

我一个人在房间里回想着今天和泰朵拉之间的对话。她是那么地坦率，而且求知欲强，今后一定会有发展空间的。我想如果她也能渐渐体会到数学的乐趣就好了。

和泰朵拉说话的时候，我有种教她学习数学的感觉。这种感觉与我和米尔嘉说话时的感觉完全不同。米尔嘉始终在牵着我的鼻子走。确切地说是她在教我。

想到米尔嘉，我突然想起了她给我留的“家庭作业”。竟然有同班同学给我布置家庭作业的。



米尔嘉给我布置的家庭作业


有一个正整数 n
 ，如何求出 n
 的所有约数之和？请写出解题方法



这个问题只要求出 n
 的所有约数就能得出答案了。先求出 n
 的所有约数，然后把它们相加求出“约数之和”。但是，这种求解方式也太复杂了吧，我再想想还有没有其他什么简便的方法。嗯，试试把整数 n
 进行质因数分解。

我想到了午休时的题目：1024 是 2 的 10 次方。如果把此题用字母来表示的话，比如说将 n
 变成质数的乘方
 形式，如下所示。


n
 = pm

 　p
 为质数，m
 为正整数


n
 = 1024 时，上式就变为 p
 = 2，m
 = 10 的特殊形式。如果像列举 1024 的约数那样考虑的话，n
 的约数就如下所示。

[image: 1,p,p^2,p^3,\cdots,p^m]


所以当 n
 = pm

 时，n
 的所有约数之和应该按以下方法求解。


n
 的所有约数和 [image: 1+p+p^2+p^3+\cdots+p^m]


综上所述，当 n
 为 pm

 这一形式时，我们能够求出关于整数 n
 的所有约数之和。

　

我们还可以将正整数 n
 进行质因数分解。假设 p
 , q
 , r
 , ... 为质数，a
 , b
 , c, ... 为正整数。

[image: n=p^a\times q^b\times r^c\times\cdots\times]


啊，等一下。如果用字母的话，则不能表示其一般形式。如果在指数的地方有 a
 , b
 , c
 , ... ，再加上 p
 , q
 , r
 , ... 之类的字母，数学公式就变得混乱不堪。

如果能写成 [image: 2^3\times3^1\times7^4\times\cdots\times13^3]
 这样的形式就好了，也就是质数正整数
 的积的形式。

好，就这样写。用 [image: p_0,p_1,p_2,\cdots,p_m]
 来表示质数，然后用 [image: a_0,a_1,a_2,\cdots,a_m]
 来表示指数，在字母右下角标上下标
 0, 1, 2, ... , m
 ，虽然该公式有点杂乱，但这是一般形式。这里 m
 + 1 表示“将 n
 分解质因数后质因数的个数”。我们再重新算一遍。

　

将正整数 n
 进行质因数分解，一般都可以写成以下形式。假设 [image: p_0,p_1,p_2,\cdots,p_m]
 为质数，[image: a_0,a_1,a_2,\cdots,a_m]
 为正整数，则有

[image: n=p^{a_0}_0\times p^{a_1}_1\times p^{a_2}_2\times\cdots\times p^{a_m}_m]



n
 的结构如果是这样的话，那么 n
 的约数就可以表现为以下形式。

[image: p^{b_0}_0\times p^{b_1}_1\times p^{b_2}_2\times\cdots\times p^{b_m}_m]


此时，[image: b_0,b_1,b_2,\cdots,b_m]
 就是以下整数。

[image: ]


嗯，如果仔细写出来的话，看起来真复杂啊。也就是说，如果质因数不变，指数从 0, 1, 2, ... 开始变化，就能形成不同的约数。说起来是很简单，但是变形成一般形式后，式子就比较多了。这种情况很常见。

不过变形后就很简单了。要求约数的和，只要把所有约数都加起来就可以了。

[image: {%}]


啊……不对不对，如果这样的话就不是“所有约数之和”了。这只是在约数中，以质因数的乘方形式组成的约数的和。事实上，约数的形式应该是下面这样。

[image: p^{b_0}_0\times p^{b_1}_1\times p^{b_2}_2\times\cdots\times p^{b_m}_m]


是否有必要将所有质因数乘方形式的所有组合都挑选出来，相乘后解得约数之和呢？用语言来描述反而复杂，还是用式子来表示吧。

[image: ]




我就米尔嘉布置的作业所做的解答


将正整数 n
 进行质因数分解，如下所示。

[image: n=p^{a_0}_0\times p^{a_1}_1\times p^{a_2}_2\times\cdots\times p^{a_m}_m]


这里假设 [image: p_0,p_1,p_2,\cdots,p_m]
 为质数，[image: a_0,a_1,a_2,\cdots,a_m]
 为正整数，这时，n
 的“所有约数之和”可以用以下式子来表示。

[image: ]




式子不能写得比这个更简洁了。——嗯，这样大概就对了。


2.8　米尔嘉的解答


“你回答得对！虽然式子写得比较杂乱。”第二天，米尔嘉碰见我时很坦率地告诉我。

“还有没有更简便的形式呀？”我问道。

“有啊。”米尔嘉不假思索地答道，“首先，相加的部分可以写成以下形式，只是要加上 1 - x
 不等于 0 这个条件……”米尔嘉边说边在我的笔记本上写了起来。

[image: 1+x+x^2+x^3+\cdots+x^n=\frac{1-x^{n+1}}{1-x}]


“啊，这样啊。”我说。这不就是等比数列的求和公式
 吗？

[image: {%}]


“用了这个公式的话，你写的乘方和就全变成了分数形式。接下来，乘积的部分就用 [image: \prod]
 来表示。”米尔嘉说。

“[image: \prod]
 这个字母就是 π 的大写字母啊！”我说道。

“嗯，是啊。但是这个和圆周率一点关系都没有。[image: \prod^{\text{Product}}]
 就是 [image: \sum^{\text{Sum}}]
 的乘法运算。乘积（Product）的英语首字母 P 在希腊语中就是用 [image: \prod]
 来表示的，正如 [image: \sum]
 那样，也是用希腊语 [image: \sum]
 来表示和（Sum）的英语首字母 S。[image: \prod]
 的定义式是这样的。”米尔嘉说。

[image: \prod^m_{k=0}f(k)=f(0)\times f(1)\times f(2)\times f(3)\times\cdots\times f(m)]
 　　定义式

“如果使用 [image: \prod]
 的话，那么乘积部分就能用简单的方式表达出来。”她说。



米尔嘉的解答


将比 1 大的整数 n
 进行以下形式的质因数分解。

[image: n=\prod^m_{k=0}p^{a_k}_k]


假设 pk

 为互不相同的质数，ak

 为正整数。

那么，此时 n
 的“所有约数之和”就可以用以下公式来求解。

[image: ]




“原来如此。虽然式子变短了，但是文字却增多了。对了，米尔嘉，今天你去图书室吗？”我问。

“不去。今天我要去盈盈那里练琴，听说她创作了新曲子。”她说。


2.9　图书室


“学长，你看，我把初中数学书中所有的定义都整理出来了，然后根据定义举了些具体例子。”我正在图书室里做数学计算题，泰朵拉说着朝我走来，笑嘻嘻地打开练习本给我看。

“哇……太厉害了！”我感叹道，更何况她是一夜之间完成的。

“我比较喜欢做这种事情，就像做词汇手册一样。虽然我想过要重读一遍数学课本，但是算术和数学有很大的区别，可能是式子中有文字和没文字之间的差别吧，学长。”泰朵拉说。


2.9.1　方程式和恒等式


“那么，就刚才说到的文字和数学公式的话题，我们来谈谈方程式和恒等式吧。泰朵拉，你解过这样的方程式吗？”我问。


x
 - 1 = 0

“嗯，是的。x
 是 1 吧。”泰朵拉答道。

“嗯，x
 - 1 = 0 这个方程就这样解出来了。那么，这个式子呢？”我又问。

2(x
 - 1) = 2x
 - 2

“好，我将这个方程式重新整理一下，解解看。”泰朵拉说。

[image: ]


“咦？怎么变成 0 等于 0 了？”她很惊讶。

“其实 2(x
 - 1) = 2x
 - 2 不是方程式，而是恒等式。将左边 2（x
 - 1） 展开后，就和右边 2x
 - 2 相等。也就是说，无论 x
 取何值，这个方程式都能成立，因为这是左右永远都相等的式子，所以我们把此类式子叫作恒等式
 。严格地说，这是关于 x
 的恒等式。”我说。

“方程式和恒等式不同吗？”她问道。

“不同哦。方程式侧重于‘当 x
 取某特定值
 时，这个式子成立’；而恒等式则侧重于‘x
 取任意值
 都能使这个式子成立’。这两个概念可是有很大的区别的。说到方程式，则自然而然地会有让你求‘使这个式子成立的特定值’之类的问题。这也就是方程式求解的问题。而说到恒等式，则自然而然地会出现‘这个式子用任意数字代入都能成立吗’之类的问题。这也就是恒等式的证明题。”我说。

“啊，原来如此……。它们差别这么大啊。我还从没意识到呢。”泰朵拉说。

“嗯，一般人不会注意，但还是留意下比较好。从公式演变来的等式，一般都是恒等式。”我说。

“如果光看式子能马上就看出是方程式还是恒等式吗？”她问道。

“有时候一眼就能看出，有时候却不行。有时还必须根据上下文来判断。也就是说，我们必须要领会写这个等式的人到底是想将式子写成方程式还是恒等式。”我答道。

“写式子的人……”她若有所思。

“将式子变形时，就是恒等式。看看下面的式子吧。”

[image: \begin{aligned}(x+1)(x-1)&=(x+1)\cdot x-(x+1)\cdot1\\&=x\cdot x+1\cdot x-(x+1)\cdot1\\&=x\cdot x+1\cdot x-x\cdot1-1\cdot1\\&=x^2+x-x-1\\&=x^2-1\end{aligned}]


“恒等式就这样可以一直写下去，无论 x
 取何值，等式都能成立。也就是说，恒等式是一系列的连续等式，一步步往下推导，最终所得的等式就是恒等式。”

[image: (x+1)(x-1)=x^2-1]


“嗯，对。”

我说：“恒等式的连续推导就是为了显示公式变形过程中的‘慢镜头’。所以‘啊，式子好多好复杂啊’这种消极的想法是不可取的。一步步看下去就可以了。与恒等式相对，你看看下面这个式子如何？”

[image: \begin{aligned}x^2-5x+6&=(x-2)(x-3)\\&=0\end{aligned}]


“两个式子中，第一个式子是一个恒等式。也就是说，它侧重于说明‘无论 x
 取何值，[image: x^2-5x+6=(x-2)(x-3)]
 这个式子都能成立’。第二个等号是用来建立方程式的。所以，从上述式子整体来看，这题主要侧重于‘要解 [image: x^2-5x+6=0]
 这个方程式的话，先将其恒等变形，然后求方程式 (x
 - 2)(x
 - 3) = 0 的解即可’。”我说。

“哇，原来是这样理解的啊。”她说。

“除了方程式和恒等式，还有定义式。当有复杂的式子出现时，给这个式子取个特定的名称，就可以将整个式子简化。取特定名称时要使用等号。定义式不像方程式那样需要求解，也不像恒等式那样需要证明，而是自己觉得怎样方便就怎样定义。”我接着说道。

“能给我举个例子来说说定义式究竟是什么吗？”她显得有些不太明白。“比如说，将比较复杂的 α
 + β
 取名为字母 s
 。这种取名方式，也就是定义，可以表示成以下形式。”我说道。


s
 = α
 + β
 　　定义式的例子

“好，那我要提个问题。”泰朵拉饶有兴趣地举着手问我。她明明已经在我面前了，没必要特地举手发言吧。真是个可爱的孩子。

“学长，到这里我已经不懂了，为什么要取名为 s
 呢？”她问我。

“随便取什么名都可以啊。因为只是使用这个名字代替原来的式子，所以无论是 s
 还是 t
 都可以。一旦定义 α
 + β
 为 s
 后，就说明以后碰见 α
 + β
 ，我们就可以用 s
 来代替。如果自己定义得恰当，列出的式子就很容易被看懂和理解。”我答道。

“哦，明白了。那 α
 和 β
 又是什么呢？”她接着问。

“嗯，我们假设这些是在其他地方定义的文字。如果要写定义式 s
 = α
 + β
 ，一般左边写的是字母，右边写的是需要被取名的式子。这里是将在其他地方定义好的 α
 和 β
 组成的式子取名为 s
 ，就是这样。”

“定义式取什么名都可以吗？”她问道。

“嗯，一般取什么名字都可以。虽说如此，但是不能再使用已经定义过的其他式子的名字。比如说，已经将 α
 + β
 定义为 s
 了，而后又将 αβ
 定义为 s
 ，就会产生歧义。”我补充说。

“是啊，这样的话，取名也就没有意义了。”她赞同我的说法。

“还有，我们一般都把圆周率写成 π，把虚数单位写成 i，如果我们再把这些常用字母换成别的字母，就会让人觉得非常别扭。当你看到数学公式中出现新的字母时，不要惊慌，想到‘啊，这可能是定义式吧’就可以了。在解说部分中如果写着‘将 s
 定义为以下式子’‘将 α
 + β
 定义为 s
 ’等内容，那一定就是定义式了。”我说。

“啊，是这样啊。”她说。

“哦，对了，泰朵拉，下次你查一下数学书中出现的含有字母的等式吧，如方程式、恒等式、定义式等，可能还会有些别的式子……”我说。

她答应道：“好的，我试着找找。”

“数学书中会出现很多公式。那些数学公式全都是写公式的人为了向别人表达自己的想法而写的式子。”我说。


2.9.2　积的形式与和的形式


“对了，在看数学公式的时候，关注式子的整体形式是很重要的。”我说。

“整体形式是什么意思？”泰朵拉问道。

“比如说下面这个式子，把它当作方程式来看。”

[image: (x-\alpha)(x-\beta)=0]


这个式子的左边是乘积的形式，也就是积的形式
 。一般我们将组成乘积形成的一个个式子称为因式
 ，或者因子
 。

[image: ]


“把一个个式子称为因式或因子是不是和因式分解有关系呢？”她问道。

“嗯，有关系啊。因式分解就是把式子分解为乘积的形式。质因数分解就是把正整数分解为质数的乘积形式。省略乘法符号 × 的表现形式是很常见的。以下三个式子所表示的意思相同。”我说。

[image: ]


“我懂了。”

我说：“另外，对于 [image: (x-\alpha)(x-\beta)=0]
 的情况，两个因式中至少有一个应该是 0。为什么这样说呢？是因为这个式子是积的形式。”

“我明白了。两个因式相乘，结果为 0 时，这两个因式中应该有一个为 0。”

“如果要用语言来表达的话，比起‘两个因式中应该有一个为 0’这一说法，‘两个因式中至少有一个为 0’的说法更为严密。因为也可能出现两个因式同时都为 0 的情况。”我说。

“啊，对哦。加上‘至少’这个词后更为严密。”

我说：“嗯。至少有一个因式为 0 就意味着 x
 - α
 = 0 或 x
 - β
 = 0 成立。换句话说，x
 为 α
 或 β
 ，就是这个方程式的解。”

“嗯。”

“接下来，我们把 (x
 - α
 )(x
 - β
 ) 这个式子展开看看。下面这个式子是不是方程式呢？”我问道。

[image: (x-\alpha)(x-\beta)=x^2-\alpha x-\beta x+\alpha\beta]


“不是，这个是恒等式。”她答道。

“嗯。这个展开式就是将积的形式转化为和的形式。左边积的形式中有两个因式，右边和的形式中有 4 个项。”

“项？项是什么？”她不明白。

“我们将构成和的形式的一个个式子叫作项
 。这里我们给它加上括号，会比较容易理解。请看下面的式子。”

[image: ]


“对了，这个式子还没有整理呢，让人觉得不舒服。怎么整理好呢？”我提醒她。

[image: x^2-\alpha x-\beta x+\alpha\beta]


“嗯，将像 -αx
 和 -βx
 之类的带有 x
 的东西……”她的话还没说完，就被我打断了，“不是‘东西’，是‘项’。另外，像 -αx
 和 -βx
 之类的只含有一个 x
 的项叫作‘关于 x
 的一次项’，或者就叫作‘一次项’。”我说。

“哦。将‘关于 x
 的一次项’整理后得到的式子是这样的吧。”

[image: ]


“正是如此。作为项的说明这是正确的。但是一般还要再变下形，将负号提出来。”

[image: x^2-(\alpha+\beta)x+\alpha\beta]


“泰朵拉，上面这种式子的变形称为‘合并同类项’，你知道吧？”我问。

“嗯，我知道有‘合并同类项’这个说法。但我从没有像今天这样理解得这么透彻。”泰朵拉说。

“那我考你一下。下面这个式子是恒等式呢还是方程式？”我给她出题了。

[image: (x-\alpha)(x-\beta)=x^2-(\alpha+\beta)x+\alpha\beta]


“这个式子是展开后合并同类项吧。无论 x
 取何值都成立的式子是……恒等式。”她答道。

我说：“嗯，答对了！我们继续讨论。先考虑下面这个方程式。这个式子是积的形式。”

[image: (x-\alpha)(x-\beta)=0]
 　　积的形式的方程式

“运用刚才的恒等式，这个方程式就可以变形成以下形式，也就是所谓的和的形式的方程式。”我又说道。

[image: x^2-(\alpha+\beta)x+\alpha\beta=0]
 　　和的形式的方程式

“这两个方程式虽然表现形式不同，但却是同一个方程式。只是运用恒等式将式子左边进行了公式变形罢了。”

“嗯，明白了。”

“我们看到方程式为积的形式时，这个方程式的解为 α
 或 β
 ，那也就是说，和的形式的方程式的解也应该是 α
 或 β
 。因为这是同一个方程式。”

[image: {%}]


“这种形式简单的二次方程，一看就能求出解。比如说，我们比较一下下列两个方程式。这两个方程式在形式上非常相似。”

[image: ]


“确实是很像。 α
 + β
 和 5 类似，αβ
 和 6 相似。”泰朵拉说。

“是啊。也就是说，要解 [image: x^2-5x+6=0]
 这个方程，只要找出相加得 5、相乘得 6 的两个数就可以了，即 x
 = 2 或者 3。”

“确实是这样啊。”她说。

“积的形式、和的形式其实都只是数学公式的众多形式中的一种。当方程呈和的形式
 时，我们很难求得解。但如果方程呈积的形式
 的话，答案就一目了然。”我说。

“啊，我好像有种‘明白了的感觉’。‘解方程’和‘建立积的形式’之间有很密切的关系。”泰朵拉豁然开朗。


2.10　在数学公式另一头的人到底是谁


“学校的老师为什么不能像学长您这样耐心地教我呢……”泰朵拉问。

“你和我现在是在进行谈话。你一有疑问就问我，然后我就回答，所以你觉得数学非常浅显易懂。当一步一步推导后，你就一定会有循序渐进、层层深入的感觉了吧。不要光听老师讲课，有不懂的地方问问老师也不错啊。当然，也要看老师的水平。”我说。

泰朵拉很认真地听着，她突然想到了什么，说：“学长，你在看书时碰到不懂的地方是怎么解决的呀？”

“嗯……如果我反复看都不明白的话，就在不懂的地方先做上记号，然后继续往下看，全看完后再重新回到不懂的地方看一遍。如果还是不懂的话，就看看其他书，然后再反复去琢磨不懂的地方。有一次，我曾对一个怎么都弄不明白的数学公式进行展开，连续考虑了 4 天后，我肯定那公式绝对是错误的，就去问出版社了，结果真的是排版排错了。”我说。

“哇，太厉害了！但像您这样反复思考，不是很费时间吗？”她问道。

“嗯，确实费时间，而且很费时间，但那是很正常的啊。你想想看，数学公式的背后都有悠久的历史。研究数学公式，就是在挑战之前无数数学家所做的工作。为了理解这些成果，花时间是自然的。在展开一个数学公式的时候，我们跨越了几百年的时间。在验证这些数学公式时，我们每个人都是‘小数学家’。”我说。

“小数学家？”她问。

“是啊。要想做数学家的话，就要仔细看数学公式。不只是看公式，还要自己动手写。我一直担心自己是不是真正理解，所以就写下来确认一下自己是否真懂。”我说。

泰朵拉微微点了点头，有点兴奋地对我说：“学长您所说的‘数学公式是语言’，这对于我来说就是新发现。数学公式的另一头必定有一个想向我传达信息的人。那个写公式的人可能是学校的老师，也可能是编写教科书的人，或者也可能是几百年前的数学家……不知怎么的，我觉得自己越来越想学习数学了。”

泰朵拉像在做梦似地说了上面那段话。

这么说来，泰朵拉也是为了对我表达“想和您谈话”这句话而在校门口把我拦下的吧。

她一边 说“嗯”，一边伸了个懒腰。然后，她好像在自言自语：“啊，我的心里所想的真的是学长所说的……”

“我所说的？”我感到疑惑。

“啊，没有，没什么。”泰朵拉的脸顿时涨得通红，把头低了下去。






第 3 章　ω
 的华尔兹



数学的本质在于它的自由。



—— 康托尔



3.1　图书室


夏天到了。

期末考试结束那天，在空落落的图书室里，我正琢磨着数学公式，这时米尔嘉走了进来。她径直走到了我身边。

“在做关于向量的题？”她站在那里看了看我的练习本说。

“嗯。”我回答道。

米尔嘉的眼镜是镶了金边的，镜片泛着淡淡的蓝光。我透过镜片看到了她那双藏在镜片后的眼睛。

“只要考虑坐标轴上的单位矢量转向哪里，就能立刻得解。没必要去刻意记住什么吧。”米尔嘉看着我说。米尔嘉说话方式很直白，有点奇怪。

“没关系。因为我只是在练习。”

“你如果喜欢琢磨数学公式的话，将角 θ
 转动两次试试看，很有意思哦。”米尔嘉坐到我旁边的位子上，嘴凑到我耳边，轻声说道。她说字母 θ
 时，读的是英语 theta。她在发 th 这个音时，舌头夹在牙齿缝之间发出的摩擦音弄得我耳朵痒痒的。

“将角 θ
 转两次，然后再展开式子。而转两次 θ
 角，就相当于转了 2θ
 角。这样就有了两个等式，关于 θ
 的恒等式。”我说。

米尔嘉拿过我手中的铅笔，在练习本的右端写了两个式子。米尔嘉的手碰到了我的手。

[image: \begin{aligned}\cos2\theta&=\cos^2\theta-\sin^2\theta\\\sin2\theta&=2\sin\theta\cos\theta\end{aligned}]


“看，这是什么？”她问道。

我边看练习本上的式子，边在心中回答，“这是倍角公式”。但是，我没出声。

“你不知道吗？这是倍角公式啊。”她说。

米尔嘉微微起了起身，从她身上传来一股淡淡的柑橘香。她不等我回答就以一种授课的语气继续说了下去。算了，这种事也是见怪不怪了。

“角 θ
 的旋转可以用下面这个矩阵来表示。”米尔嘉说。

　

◎　　◎　　◎

　

角 θ
 的旋转可以用下面这个矩阵来表示。

[image: \begin{pmatrix}\cos\theta&-\sin\theta\\\sin\theta&\cos\theta\end{pmatrix}]


“角 θ
 连续转两次”就相当于将这个矩阵平方。

[image: \begin{pmatrix}\cos\theta&-\sin\theta\\\sin\theta&\cos\theta\end{pmatrix}^2=\begin{pmatrix}\cos^2\theta-\sin^2\theta&-2\sin\theta\cos\theta\\2\sin\theta\cos\theta&\cos^2\theta-\sin^2\theta\end{pmatrix}]


对了，“角 θ
 连续转两次”也可以看作是“旋转 2θ
 角”。所以上述矩阵和以下矩阵是相等的。

[image: \begin{pmatrix}\cos2\theta&-\sin2\theta\\\sin2\theta&\cos2\theta\end{pmatrix}]


这里我们来比较一下这个矩阵中的同类项，可以推导出以下两个等式。

[image: \begin{aligned}\cos2\theta&=\cos^2\theta-\sin^2\theta\\\sin2\theta&=2\sin\theta\cos\theta\end{aligned}]


也就是说，将 cos 2θ
 和 sin 2θ
 用 cosθ
 和 sinθ
 来表示。用含 θ
 的式子来代替含 2θ
 的式子就是倍角公式
 。用矩阵来表示旋转，将其意思重新解释，就能推导出倍角公式。

“旋转 2θ
 角”和“角 θ
 连续转两次”两者之间可以画等号。我发现其实这两者表示同一个意思，于是，接下来的解答是如此美好。

　

◎　　◎　　◎

　

我一边听着米尔嘉说，一边在想着其他的事情。一个是聪明的女孩，一个是可爱的女孩。如果这两个女孩是同一个人的话，接下来的事情将是多么美好啊。

但是，我什么都没说，只是默默地听着米尔嘉的话。


3.2　振动和旋转


虽说先暂且不谈矩阵，但是米尔嘉还是在我的练习本上写下了这样一道题。



问题 3-1


将以下数列的通项 an

 用 n
 来表示。



	
n

	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	...



	
an


	1
	0
	-1
	0
	1
	0
	-1
	0
	...






“能解出来吗？”米尔嘉问我。

“很简单啊。这是以 1, 0, -1 0 的顺序循环的数列啊，也可以说这个数列像是在振动。”我说。

“是吗？你是这么来看这个数列的呀？”她好像很吃惊。

“不对吗？”我问。

“没有没有，你这种思路没错。那么……我想让你用通项来表示你所说的‘振动’。”她说。

“通项……也就是说用 n
 来表示通项 an

 就可以了。嗯，如果分情况讨论的话就可以立刻得出结论。”

[image: a_n=\left{\begin{aligned}1\qquad&(n=0,4,8,\cdots,4k,\cdots)\\0\qquad&(n=1,3,5,7,\cdots,2k+1,\cdots)\\-1\quad&(n=2,6,10,\cdots,4k+2,\cdots)\end{aligned}]


“嗯，的确不能算你错。但是从形式上来看，看不出数列的振动。”这时，米尔嘉闭上眼睛，食指正不停地比划着什么。

“那这次你再看看这道题。这道题的通项又是什么呢？”她睁开眼问我。



问题 3-2


将以下数列的通项 bn

 用 n
 来表示。



	
n

	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	...



	
bn


	1
	i
	-1
	-i
	1
	i
	-1
	-i
	...






“i 是 [image: \sqrt{-1}]
 ？”我问。

“除了表示虚数单位以外，还会有什么呢？”她说。

“没有了吧。——先暂且不谈这些。这个数列 bn

 中，如果 n
 为偶数，则 bn

 为 +1 或者 -1；如果 n
 为奇数，则 bn

 为 +i 或者 -i。这个数列也像是在振动吧？”我说。

“这也没有错。你把这个数列也看成振动数列了吧？”她说。

“你是说除了这种解法还有其他方法吗？”我问道。

米尔嘉眨了眨眼后回答我：“考虑下复数平面
 吧。所谓复数平面，也就是以 x
 轴为实数轴，y
 轴为虚数轴而组成的坐标平面。这样做的话，所有的复数就都可以表示为平面上的一个点了。”

[image: ]


如果将问题 3-2 的数列 bn

 想象成复数的数列，那么 1 就是 1 + 0i, i 就是 0 + 1i ……

1 + 0i, 0 + 1i, -1 + 0i, 0 - 1i, 1 + 0i, 0 + 1i, -1 + 0i, 0 - 1i, ...

我们将数列 bn

 中的数字看作复数平面上的各点，然后再将其画在坐标轴上。

(1, 0), (0, 1), (-1, 0), (0, -1), (1, 0), (0, 1), (-1, 0), (0, -1), ...

[image: ]


“哈哈，原来如此。是菱形，或者说正方形的顶点吧。”我一边说一边在图上画辅助线。

[image: ]


“嗯，你将这个数列理解成这样的图形了呀。确实也没有错。”

“除了正方形之外还可能有别的什么图形啊？”我问道。

“想不到你还真是个死脑筋啊。如果这样画会怎么样呢？”米尔嘉问道。

[image: ]


“还可能是圆啊 !”我惊叹道。

“是啊，还可能是圆。一个半径为 1 的圆，也就是单位圆
 。复数平面上，以原点为中心的单位圆。复数的数列可以看作是单位圆上点的集合。”她说。

“是单位圆……”我重复着。

“一般来说，单位圆上的点都可以用以下式子表示出来。”

[image: \cos\theta+\text{i}\sin\theta]


“嗯？ θ
 是什么？——啊，我知道了，θ
 是单位矢量（1, 0）所转的角度啊。”我恍然大悟。

[image: ]


“嗯，对，我们把 θ
 称为偏角
 。复数和点的对应关系是这样的。”米尔嘉说。

[image: ]


“问题 3-2 的数列 bn

 可以看作是将正方形，哦，不对，是圆周 4 等分的等分点。这 4 个等分点该用怎样的复数来表示呢？”米尔嘉看着我问道。

“将 θ
 增加 90 度……也就是说将 θ
 逐步增加 [image: \frac{\pi}{2} ]
 个弧度就可以了，那么偏角 θ
 就是 [image: 0,\frac{\pi}{2},\pi,\frac{3\pi}{2},\cdots]
 。以下 4 个复数就是圆周的 4 等分点。”我回答道。

[image: \begin{aligned}&\cos0\cdot\frac{\pi}{2}+\text{i}\sin0\cdot\frac{\pi}{2}\\&\cos1\cdot\frac{\pi}{2}+\text{i}\sin1\cdot\frac{\pi}{2}\\&\cos2\cdot\frac{\pi}{2}+\text{i}\sin2\cdot\frac{\pi}{2}\\&\cos3\cdot\frac{\pi}{2}+\text{i}\sin3\cdot\frac{\pi}{2}\end{aligned}]


“嗯，这样的话，数列的通项 bn

 就可以表示为以下形式。”米尔嘉说。



解答 3-2


[image: b_n=\cos n\cdot\frac{\pi}{2}+\text{i}\sin n\cdot\frac{\pi}{2}\qquad(n=0,1,2,3,\cdots)]




“我们再回到问题 3-1。”米尔嘉说。

[image: \langle a_n\rangle=\langle1,0,-1,0,1,0,-1,0,\cdots\rangle]


“你刚才把 an

 中的 1, 0, -1 说成是‘振动’了吧。那道题其实也可以像问题 3-2 这样来考虑。”



解答 3-1


[image: a_n=\cos n\cdot\frac{\pi}{2}\qquad(n=0,1,2,3,\cdots)]




“为什么呀？”我问道。

“我们把它放到图形上考虑。我们将刚才所说的 4 等分点 bn

 投射到 x
 轴上考虑。这样就产生了振动现象。也就是说，‘振动是旋转的射影’。”她说。

[image: ]


“我们可以从多个角度来看数列 an

 ，既可以将它看作‘单纯的整数排列’，也可以将它看作‘实数数轴上点的来回振动’，甚至还可以将它看作‘在复数平面上点的旋转’。如果你发现自己所看到的数字只是一元一次的点的射影，那么就应该再想到还可能有一元二次的圆的结构。但是一般来说，能看透藏在射影背后的图形结构还是很难的。”她说。

我无语。

“从整数联想到实数数轴，再从实数数轴联想到复数平面，然后再联想到高次方的世界。最后，表达式就变得简单了。表达式变简单了，就说明做题人有了更为透彻的‘领悟’。告诉你数列中的一部分数字，然后让你思考接下去的数字是什么，这种题只能算是智力小测验。而通过探寻通项才能看透藏在背后的结构。”她补充道。

我哑口无言。

“所以‘眼睛’是必不可少的。但我可不是指脸上的器官哦。”米尔嘉说着，指了指自己的眼球，“我指的是能够看透结构的眼力，这是很重要的”。


3.3　ω



“接下来，再给你出道题。”米尔嘉说。



问题 3-3


将以下数列的通项 cn

 用 n
 来表示。



	
n

	0
	1
	2
	3
	4
	5
	...



	
cn


	1
	

	

	1
	

	

	...






“这个数列是什么？”我问道。

“嗯？你还不知道啊？”在说这话时，她带着一种轻视嘲讽的语气。她直白地表露出，她实在是太吃惊了。她那种口气就仿佛在说：“你连自己的右手上有 5 个手指头都不知道吗？”

看到她这么吃惊，我感到很丢脸，但我也顾不上这些了，忍着将话题重新拉回到数学上。

“1, [image: \frac{-1+\sqrt{3}\text{i}}{2} ]
 , [image: \frac{-1-\sqrt{3}\text{i}}{2} ]
 这 3 项循环出现——这样回答是不是很没意思啊？”我注视着米尔嘉的面部表情。

“确实是没有意思。你没能解开谜底，没看透其背后的结构，根本就没有抓住问题的本质。”她泼了我一盆冷水。

“那么，这个数列的本质到底是什么呀？”我问道。

“本质当然就是看 1, [image: \frac{-1+\sqrt{3}\text{i}}{2} ]
 , [image: \frac{-1-\sqrt{3}\text{i}}{2} ]
 这 3 项到底有什么规律喽。但你并没有发现。这样，我们用观察数列的常用方法来做做看。”米尔嘉说。

“观察数列的常用方法……先来看看阶差数列吧。”我在练习本上算起来。

对于数列 [image: \langle c_n\rangle]
 ，我们可以考虑以下数列 [image: \langle d_n\rangle]
 。

[image: ]


按照 [image: c_1-c_0,c_2-c_1,c_3-c_2,\cdots]
 的顺序依次计算，求出 [image: \langle d_n\rangle]
 。



	
n

	0
	1
	2
	3
	4
	5
	...



	
dn


	

	

	

	

	

	

	...




嗯，我现在一点都不知道呢。

“怎么样？”米尔嘉穷追不舍。如果马上就能求出解，胜利的曙光就在眼前的话，我会急于往下算。但我现在还正值摸索阶段，不能着急不能慌张。

“我还是不明白。”我老老实实地回答。

“那是因为你观察数列时只会运用阶差数列这个常用方法吧。”她笑着对我说。

“要是不求两项的差，剩下的只有求两项的比这个方法了吧？”我问。

“那你快做啊。”

好吧好吧……对于 [image: e_n=\frac{c_n+1}{c_n}]
 这个数列，因为 cn

 不可能为 0，所以不用担心分母为 0 时分式无意义的情况。计算后得……



	
n

	0
	1
	2
	3
	4
	5
	...



	
en


	

	

	

	

	

	

	...




“啊 !”整个 [image: \langle e_n\rangle]
 数列全都是 [image: \frac{-1+\sqrt{3}\text{i}}{2} ]
 这一项，我不禁大吃一惊。

“有什么好吃惊的？”她问。

“你看，取了前后两个数的比后得到的商是相同的。”

“这倒是。数列 [image: \langle c_n\rangle]
 是首项 c
 0
 为 1、公比为 [image: \frac{-1+\sqrt{3}\text{i}}{2} ]
 的等比数列。其实就是 [image: 1,\frac{-1+\sqrt{3}\text{i}}{2},\frac{-1-\sqrt{3}\text{i}}{2} ]
 这 3 项中任意一项的 3 次方都是 1。也就是说，这 3 项都满足一元三次方程式 x
 3
 = 1。”

“满足方程 x
 3
 = 1 啊？”

“是啊。x
 3
 = 1 是个一元三次方程，满足此方程的复数有 3 个。你知道怎么解这个方程吗？”米尔嘉问我。

“嗯，我想我应该会。因为我知道 x
 = 1 是这个方程的一个解，然后提取（x
 - 1）这个公因式就可以了。”

[image: {%}]


“接着呢？”米尔嘉问。

“接下来要解 x
 2
 + x
 +1 = 0 这个方程式。一元二次方程 ax
 2
 + bx
 + c
 = 0 的求解公式为 [image: x=\frac{-b\pm\sqrt{b^2-4ac}}{2a}]
 ，使用这个求解公式就可以了。”我边说边计算着。

[image: x=1,\frac{-1+\sqrt{3}\text{i}}{2},\frac{-1-\sqrt{3}\text{i}}{2} ]


听了我的解释，米尔嘉点了点头。

“是啊。那现在先将 [image: \frac{-1+\sqrt{3}\text{i}}{2} ]
 定义为 ω
 。”

[image: \omega=\frac{-1+\sqrt{3}\text{i}}{2} ]


“ ω
 2
 和 [image: \frac{-1-\sqrt{3}\text{i}}{2} ]
 相等。”

[image: \begin{aligned}\omega^2&=\biggl(\frac{-1+\sqrt{3}\text{i}}{2}\biggr)^2\\&=\frac{-1+\sqrt{3}\text{i}^2}{2^2}\\&=\frac{(-1)^2-2\sqrt{3}\text{i}+(\sqrt{3}\text{i})^2}{4}\\&=\frac{1-2\sqrt{3}\text{i}-3}{4}\\&=\frac{-2-2\sqrt{3}\text{i}}{4}\\&=\frac{-1-\sqrt{3}\text{i}}{2}\end{aligned}]


“1 连续和几个 ω
 相乘后，就形成以下数列。”

[image: 1,\omega,\omega^2,\omega^3,\omega^4,\omega^5,\cdots]


“因为 ω
 3
 = 1，所以这个数列又可以写成以下形式。”

[image: 1,\omega,\omega^2,1,\omega,\omega^2,\cdots]


“也就是说，[image: 1,\omega,\omega^2,1,\omega,\omega^2,\cdots]
 这个数列就恰巧是数列 [image: \langle c_n\rangle]
 ，那么将 [image: (1,\omega,\omega^2)]
 这 3 个数在复数平面上表示看看。快快快 !”米尔嘉好像很兴奋。

[image: ]


“哇 ! 这图是不是正三角形啊？”我问。

“从数列的周期性联想到圆是很自然的，根据循环重复的道理求出图形是圆也是很自然的。那些把这组数列看成是实数轴上的数字的人会认为这些数字只是在‘振动’，但如果能把这组数列看成是复数平面上的点的话，就会发现这些数字是在‘旋转’，进而能够发现这个图形的结构。对吧？”她问。



解答 3-3


[image: c_n=\omega^n\qquad(n=0,1,2,3,\cdots)]


这里令 [image: \omega=\frac{-1+\sqrt{3}\text{i}}{2} ]




米尔嘉的脸颊有点微微泛红，舌头也开始打结：“到现在为止，我们讨论了 4 等分点和正方形、3 等分点和正三角形。如果将其一般化，也就是关于 n
 等分点和正 n
 边形的问题。这就和棣莫弗定理
 息息相关了。”



棣莫弗定理


[image: (\cos\theta+\text{i}\sin\theta)^n=\cos n\theta+\text{i}\sin n\theta]




“棣莫弗定理的主要内容就是‘复数 cosθ
 + i sinθ
 的 n
 次方是 cos θ
 + i sin nθ
 ’。从图形的角度来说，棣莫弗定理主要说的就是‘单位圆上的角 θ
 反复旋转 n
 次后其实就是转了 nθ
 ’。透过数学公式，我们应该能够看到单位圆上点的旋转。”米尔嘉看着我，用手指画了个圆。

“在棣莫弗定理中，如果 n
 = 2，立刻就能推导出倍角公式。”

[image: {%}]


“接下来只需将两边的实部和虚部分别画上等号即可。”米尔嘉继续说。

[image: ]


“好了，这就是倍角公式了。”米尔嘉说。

[image: ]


“你不是玩过 θ
 在矩阵中的旋转变化吗？反正是玩，不如将旋转的点画成图形，当作三角函数看，或者再到复数数列里变化看看，这样更好玩吧 !”她说。

我完全败在了米尔嘉的手下，什么话都说不出来。

“你从 ω
 3
 = 1 这一点就能看出这是单位圆的三等分点了吧；你也能看出 [image: \frac{2\pi}{3} ]
 这个偏角、复数平面上的正三角形，以及由 ω
 产生的三拍转一圈的旋转了吧；你还能看到 1, ω
 , ω
 2
 这三个小人在复数平面中舞蹈了吧。”米尔嘉一口气说完。

　

“你看到 ω
 跳的华尔兹了吗？”她嫣然一笑。

　

[image: {%}]







第 4 章　斐波那契数列和生成函数



在我们所知道的范围内，解数列题最有效的方法是



先从可能产生所求数列的无穷级数开刀。


——葛立恒，高德纳，帕塔许尼克，《具体数学：计算机科学基础》
 [21]



4.1　图书室


高二那年秋天，某天放学后，我在图书室教泰朵拉数学，是很简单的公式展开。

[image: \begin{aligned}(a+b)(a-b)&=(a+b)a-(a+b)b\\&=aa+ba-ab-bb\\&=a^2-b^2\end{aligned}]


我将 [image: (a+b)(a-b)]
 展开成 [image: a^2-b^2]
 给她看后，跟她说只要记住“两数之和与两数之差的积是这两个数平方的差”即可。她说：“我明白了。听了学长所说的，我觉得自己将以前支离破碎的知识点归纳到了一起。”

这时米尔嘉来了。她径直走向我们，猛地朝泰朵拉的椅子踢了一脚。“哐”的一声响得可怕，图书室里的学生都不约而同地看向我们这里。泰朵拉吓得从位子上跳了起来，狠狠地瞪了米尔嘉一眼便走出了图书室。我杵在那里，什么话也说不出来，只能目送着泰朵拉离开。

米尔嘉像什么事情都没有发生过似的把椅子摆好，然后若无其事地坐下看我的练习本，再后来便是气呼呼地拉我的袖子。她等我坐下后问：“这是公式的展开？”

我回答说，因为学妹问我题目所以刚才教了她。

“这样啊。”米尔嘉说着，拿过我手中的自动铅笔，开始转起笔来。随后她说，“喂，我们一起来找规律吧。”


4.1.1　找规律


喂，我们一起来找规律吧。从 [image: (1+x)(1-x)]
 的展开式出发，这正好是 [image: (a+b)(a-b)]
 的特殊情况。

[image: ]


接着，我们用 [image: (1+x+x^2)]
 代替式子 [image: (1+x)(1-x)]
 中的 (1 + x
 )。

[image: ]


规律很明显吧。式子只剩最左端和最右端的部分，推导过程中正负项相互 抵消。如果用竖式计算，规律更是显而易见。比如说将 [image: (1+x+x^2+x^3)(1-x)]
 写成以下形式。你很快就能发现最后只剩下两端的项。

[image: ]


令 n
 是 0 以上的整数，我们来写出一般形式。

[image: \begin{aligned}(1)(1-x)&=1-x^1\\(1+x)(1-x)&=1-x^2\\(1+x+x^2)(1-x)&=1-x^3\\(1+x+x^2+x^3)(1-x)&=1-x^4\\(1+x+x^2+x^3+x^4)(1-x)&=1-x^5\\&\vdots\\(1+x+x^2+x^3+x^4+\cdots+x^n)(1-x)&=1-x^{n+1}\end{aligned}]


◎　　◎　　◎

……原来如此，我想，但是这也没什么特别好玩的。这是常见的展开式的一般化。先暂且不想这些，不知道刚才被米尔嘉踢飞椅子的泰朵拉现在怎样了。

“到此为止都是很常见的式子吧。”米尔嘉又开始往下说。


4.1.2　等比数列的和


到此为止都是很常见的式子吧。接下去说什么好呢？——再写一下刚才的式子吧。

[image: (1+x+x^2+x^3+x^4+\cdots+x^n)(1-x)=1-x^{n+1}]


这里如果两边同时除以 1 - x
 ，为了不使分母为 0，我们假设 1 - x
 不等于 0。

[image: 1+x+x^2+x^3+x^4+\cdots+x^n=\frac{1-x^{n+1}}{1-x}]


到现在为止算的都是类似“求积公式”的式子，现在这个式子看上去像“求和公式”。其实，这个是等比数列的求和公式。确切地说，这是首项为 1、公比为 x
 的等比数列。也就是说，求 [image: \langle1,x,x^2,x^3,\cdots,x^n,\cdots\rangle]
 这个数列从首项第 0 项到第 n
 项的和。

那么，接下来要说什么呢？

◎　　◎　　◎

我对米尔嘉说：“接下来说说等比数列的无穷级数是很自然的吧。”我们不该在计算到第 n
 项的有限和时就停下，而是应该求无限和。

米尔嘉微笑着回答说：“是啊。”


4.1.3　向无穷级数进军


对，我们该考虑无穷级数。

我们先将无穷级数定义为 [image: 1+x+x^2+x^3+\cdots]
 ，是等比数列的部分和的极限。

[image: 1+x+x^2+x^3+\cdots+x^n=\frac{1-x^{n+1}}{1-x}]



x
 的绝对值比 1 小时，也就是说 |x
 | < 1 时，如果 n
 趋向于无穷大的话，那么 [image: x^{n+1}]
 趋向于 0，以下式子也就成立了。

[image: 1+x+x^2+x^3+\cdots=\frac{1}{1-x}]


这样就能求出无穷级数了。|x
 | < 1 这个条件是 n
 趋向于无穷大时，[image: x^{n+1}]
 趋向于 0 的必要条件。



等比数列的无穷级数（等比级数公式）


[image: 1+x+x^2+x^3+\cdots=\frac{1}{1-x}]


假设首项第 0 项为 1，公比为 x
 ，|x
 | < 1。



喂，你不觉得很有趣吗？左边是无限延续的数列的和，有无限个项，不可能把每一项都明确地写出来；而右边则只有一个分数。只用一个分数来表示无限个项的和，这种浓缩的表达方式真好。

◎　　◎　　◎

窗外，天已经黑了。图书室里也只剩下我和米尔嘉了。米尔嘉似乎精神特别好，还没等我回应就直接说：“我们再接着讨论一下生成函数。”


4.1.4　向生成函数进军


我们再接着讨论一下生成函数。

从这里开始我们不讨论无限接近于某个数值的情况。首先，让我们把刚才讨论的等比数列的无穷级数想象成关于 x
 的函数。

[image: 1+x+x^2+x^3+\cdots]


现在，为了让大家能够好好观察这个函数中 x
 的 n
 次方前面的系数，我们将这些系数明确地写出来。

[image: \underline{1}x^0+\underline{1}x^1+\underline{1}x^2+\underline{1}x^3+\cdots]


就像这样，各系数形成了 [image: \langle1,1,1,1\cdots\rangle]
 的无穷数列。于是，我们可以想到以下的对应情况。

[image: ]


也就是说，可将 [image: \langle1,1,1,1\cdots\rangle]
 这一数列和函数 [image: 1+x+x^2+x^3+\cdots]
 一视同仁。因为 [image: 1+x+x^2+x^3+\cdots=\frac{1}{1-x}]
 ，所以也可以改写成以下形式。

[image: ]


这样的数列和函数的对应关系可以变形为以下这种一般形式。

[image: ]


像这样与数列相对应的函数叫作生成函数
 。这是将原先七零八落的无数个项用一个函数归纳出来的式子。我们将生成函数定义为 x
 的幂的无限和，也就是幂级数。

◎　　◎　　◎

突然米尔嘉停下不说话了。她沉默着，闭上眼，眉毛紧锁，慢慢地吸气呼气，好像在深思着什么。

我怕打扰米尔嘉，在一旁静静地看着她，她那漂亮的唇形，和数列相对应的函数，金边眼镜，等比数列的无穷级数……还有生成函数。

正看着，米尔嘉睁开了眼睛。

“刚才我们考虑了与数列相对应的生成函数对吧？”米尔嘉温柔地问，“如果要求生成函数的有限项代数式的话，那么这个有限项代数式也和数列一一对应。”

“然后，我简单想了下……”米尔嘉说着声音便渐渐小了下来。她好像不想让别人听见似的，把头凑过来，就好像要告诉我一个宝藏所藏的地方那样神秘。我又闻到那股淡淡的橘子香。

“接下来，我们就在这两个王国里漫步吧。”米尔嘉小声嘀咕着。

我竖起耳朵仔细倾听那秘密的话语，生怕自己漏听一句。两个王国？

“我想彻底掌握数列。但是直接抓住其要害实在太难了。这时，应该先暂且从‘数列王国’过渡到‘生成函数王国’。然后再穿过‘生成函数王国’回到‘数列王国’。这样的话，就能抓住解数列题的关键了吧。”她说。

　

“放学时间到了！”

　

米尔嘉正说着，突然一个人大声说道，把我们都吓了一跳。正沉浸在讨论中的我们一点都没有察觉到图书管理员就站在我们身后。



数列和生成函数的对应


[image: ]





4.2　抓住斐波那契数列的要害


我们转移到附近的咖啡店，草草点完单后又继续开始刚才的数列的话题。抓住数列的要害究竟是怎么回事呢？两个王国又到底是什么呢？听了我的问题，米尔嘉推了推眼镜说：“嗯，是啊。”


4.2.1　斐波那契数列


是啊。这个比喻可能不太符合逻辑，太夸张了。“在两个王国里穿梭漫步，抓住数列的要害”其实就是“运用生成函数来求数列的通项”呀。

现在给你看看“旅行地图”吧。首先，求得与数列相对应的生成函数。其次，将生成函数变形，求出生成函数的有限项代数式。然后再将有限项式根据幂级数展开，最终求得数列的通项。也就是说，通过生成函数来找出数列的通项
 。



“运用生成函数来求数列的通项”的“旅行地图”


[image: ]




例如，以数列中的斐波那契数列
 为例。你知道斐波那契数列吧？

[image: \langle0,1,1,2,3,5,8,\cdots\rangle]


这个数列从第三项开始，每一项都等于前两项之和。

[image: 0,1,0+1=1,1+1=2,1+2=3,2+3=5,3+5=8,\cdots]


这个数列也有从 1 开始的情况，但是这里我们从 0 开始。

我们假设 Fn

 为斐波那契数列的通项。F
 0
 和 0 相等，F
 1
 和 1 相等，当 n
 ≥ 2 时，则 [image: F_n=F_{n-2}+F_{n-1}]
 ，所以 Fn

 就被定义为表示各项间关系的推导公式。



斐波那契数列的定义（推导公式）


[image: F_n=\left{\begin{aligned}0\qquad\qquad\qquad&(n=0)\\1\qquad\qquad\qquad&(n=1)\\F_{n-2}+F_{n-1}\quad&(n\geq2)\end{aligned}]




“从第三项开始，每一项都等于前两项之和”——斐波那契数列的这个性质在这个定义中得到了充分的体现。另外，还可以像 F
 0
 , F
 1
 , F
 2
 , ... 这样计算出斐波那契数列。但是，Fn

 没有表现为“关于 n
 的有限项代数式
 ”。也就是说，通项公式 Fn

 中并未使用 n
 ，不是关于 n
 的直接代数式。这也就是我所说的“没有抓住数列的要害”状态。

现在我们假设要求斐波那契数列的第 1000 项是多少。一般情况下，我们就用 F
 0
 + F
 1
 来求 F
 2
 ，用 F
 1
 + F
 2
 来求 F
 3
 ，…… 如此重复计算后，最后通过求 F
 998
 + F
 999
 的和才能算出 F
 1000
 的值。如果靠推导公式来计算 Fn

 的话，那么要进行 n
 - 1 次加法计算。这实在太无聊了。我想将 Fn

 表示成“关于 n
 的有限项代数式”。“关于 n
 的有限项代数式”究竟是什么意思呢？粗略地说，它就是“将大家都知道的运算方法在有限的次数内进行组合后得到的代数式”。

我很想将 Fn

 表示成“关于 n
 的有限项代数式”，抓住斐波那契数列的要害。



问题 4-1


将斐波那契数列的通项 Fn
 表示成“关于 n
 的有限项代数式”。




4.2.2　斐波那契数列的生成函数


那么，接下来我们就将与斐波那契数列相对应的生成函数称为 F
 (x
 )。也就是说，我们将其对应关系表现为以下形式。

[image: ]


在函数 F
 (x
 ) 中，如果将 xn

 这一项的系数用 Fn

 来表示，那么整个函数就可以用以下式子表示出来。这样，我们就可以向生成函数的王国过渡了。

[image: \begin{aligned}F(x)&=F_0x^0+F_1x^1+F_2x^2+F_3x^3+F_4x^4+\cdots\\&=\enskip0x^0+\enskip1x^1+~~1x^2+\enskip2x^3+\enskip3x^4+\cdots\\&=\qquad\qquad~ x~+\enskip~~ x^2+\enskip2x^3+\enskip3x^4+\cdots\end{aligned}]


接下来，我想调查一下函数 F
 (x
 ) 的性质。函数 F
 (x
 ) 的系数 Fn

 是斐波那契数列的通项，如果好好利用这点的话，我们很快就能找到关于函数 F
 (x
 ) 的有趣性质。

斐波那契数列的性质究竟是什么呢？当然我们刚才已经求得推导公式 [image: F_n=F_{n-2}+F_{n-1}]
 ，如果我们好好利用这个表示各项间关系的推导公式的话，[image: F_{n-2},F_{n-1},F_n]
 这样的系数就可以在 F
 (x
 ) 的计算过程中出现。如下所示。

[image: F(x)=\cdots+\underline{F_{n-2}x^{n-2}}+\underline{F_{n-1}x^{n-1}}+\underline{F_nx^n}+\cdots]


我想把系数 [image: F_{n-2}]
 和 [image: F_{n-1}]
 相加试试看，但是 x
 的幂次方互不相同，所以不能合并同类项。那该怎么办呢？

◎　　◎　　◎

米尔嘉看看我。嗯。x
 的幂次方确实不同，不能将它们的系数直接相加。因为它们不是同类项，所以不能合并。将数列和生成函数相互对应，真的会发生有趣的现象吗？——终于，从米尔嘉嘴里吐出了一句：“很简单哦。”


4.2.3　封闭表达式


很简单哦。


x
 的幂次方如果互不相同的话，将不同的部分乘上 x
 就好了。同底数幂相乘，底数不变指数相加，也就是所谓的指数运算法则。

[image: x^{n-2}\cdot x^2=x^{n-2+2}=x^n]


例如，[image: F_{n-2}x^{n-2}]
 乘以 x
 2
 的话得 [image: F_{n-2}x^n]
 。如下所示，如果巧妙地进行乘法运算的话，就可以统一为 xn

 的形式。为了使形式统一，我们将 1 写作 x
 0
 。

[image: \left{\begin{aligned}F_{n-2}x^{n-2}\cdot x^2\quad&=\quad F_{n-2}x^n\\F_{n-1}x^{n-1}\cdot x^1\quad&=\quad F_{n-1}x^n\\F_{n-0}x^{n-0}\cdot x^0\quad&=\quad F_{n-0}x^n\end{aligned}]


这样一来，我们就可以运用与函数 F
 (x
 ) 相对应的斐波那契数列的推导公式了。好，我们将 F
 (x
 ) 分别和 x
 2
 , x
 1
 , x
 0
 相乘后的式子写下来看看。

[image: {%}]


这样就统一了幂次项。利用式子 A、式子 B、式子 C，我们接着进行计算。这样一来，我们就可以运用同类项系数 Fn

 的推导公式。

式子A +式子B -式子C

在进行计算的时候，式子左边就变成了以下形式。

[image: ]


然后，式子右边变为以下形式。

[image: ]


式子右边经计算就只剩下起始部分 [image: F_0x^1-F_0x^0-F_1x^1]
 ，其他部分全都抵消了。为什么这么说呢？这是因为根据斐波那契数列的推导公式，[image: F_{n-2}+F_{n-1}-F_n]
 这部分等于 0，任何数乘以 0 都会马上消失。

我们已经没什么必要写成 x
 0
 和 x
 1
 的形式了，直接写 1 和 x
 就可以了。那么，F
 0
 就可以写成 0，F
 1
 就可以写成 1。于是，我们得到了以下式子。

[image: F(x)\cdot(x^2+x-1)=-x]


两边同时除以 [image: x^2+x-1]
 ，整理后就能求得 F
 (x
 ) 的有限项代数式。这就是 F
 (x
 ) 的庐山真面目哦。

[image: F(x)=\frac{x}{1-x-x^2}]


我看到斐波那契数列的生成函数变形成了这样一个简单的有限项代数式，心中雀跃无比。因为这个代数式包括了无限延续下去的斐波那契数列的全部内容，是一个高度浓缩的式子。

[image: \langle0,1,1,2,3,5,8\rangle\quad\longleftrightarrow\quad\frac{x}{1-x-x^2}]




斐波那契数列的生成函数 F
 (x
 ) 的封闭表达式


[image: F(x)=\frac{x}{1-x-x^2}]





4.2.4　用无穷级数来表示


我们思考讨论了斐波那契数列的生成函数 F
 (x
 )。如果用 x
 来表示 F
 (x
 ) 的有限项代数式，x
 的 n
 次方前的系数应该是 F
 n
 。

所以，接下来我们的目标是想办法将 [image: \frac{x}{1-x-x^2}]
 用 x
 的无穷级数来表示。

我们曾经用下面的分式形式来表现过关于 x
 的无穷级数。

[image: \frac{1}{1-x}=1+x+x^2+x^3+\cdots]


比如说，我们能否想办法将 [image: \frac{x}{1-x-x^2}]
 变成与 [image: \frac{1}{1-x}]
 类似的形式呢？如果可能的话，我们就能从生成函数的王国回到数列的王国了。回去的时候当然不能空手，请带一件生成函数王国的“土特产”噢。那就是斐波那契数列的通项公式。你觉得如何？

◎　　◎　　◎

米尔嘉盯着我的眼睛。啊，对了，接下来只要把生成函数 F
 (x
 ) 写成无穷级数的形式，就可以求得斐波那契数列的通项公式了吧。我一直盯着生成函数的形式看，彻底弄清了其结构。

[image: F(x)=\frac{x}{1-x-x^2}]


分母 [image: 1-x-x^2]
 是个二次代数式。首先，先试试将 [image: 1-x-x^2]
 因式分解。我在练习本上又开始计算起来。米尔嘉一直在旁边盯着看。

假设有未知常数 r
 和 s
 ，式子 [image: 1-x-x^2]
 便可分解成以下形式。

[image: 1-x-x^2=(1-rx)(1-sx)]


如果照上述式子那样分解的话，通过像下面这样求分式的和，在通分的时候分母就正好可以变形成 [image: 1-x-x^2]
 的形式了。

[image: ]


计算这个式子，当它变形成 [image: \frac{x}{1-x-x^2}]
 的形式后，再求出 r
 和 s
 就可以了。

[image: \begin{aligned}\frac{1}{1-rx}+\frac{1}{1-sx}&=\frac{1-sx}{(1-rx)(1-sx)}+\frac{1-rx}{(1-rx)(1-sx)}\\&=\frac{2-(r+s)x}{1-(r+s)x+rsx^2}\\&=\cdots\end{aligned}]


嗯，只要我们顺利计算出 r
 和 s
 的值，分母 [image: 1-(r+s)x+rsx^2]
 就有可能变成 [image: 1-x-x^2]
 的形式。但是，分子 [image: 2-(r+s)x]
 却很难变形为 x
 的形式，因为常数 2 无法被抵消。

当我在嘀咕时，米尔嘉在一旁提示说：“如果用这种方法，就能顺利进行下去哦。”


4.2.5　解决


如果用这种方法，就能顺利进行下去哦。

我们在分子里放入参数。也就是说，假设有 4 个未知常数 R
 ，S
 ，r
 ，s
 ，接着思考以下式子就好了。

[image: \frac{R}{1-rx}+\frac{S}{1-sx}]


计算此式。

[image: \begin{aligned}\frac{R}{1-rx}+\frac{S}{1-sx}&=\frac{R(1-sx)}{(1-rx)(1-sx)}+\frac{S(1-rx)}{(1-rx)(1-sx)}\\&=\frac{(R+S)-(rS+sR)x}{1-(r+s)x+rsx^2}\end{aligned}]


如果要使以下式子成立，只要确定常数 R
 ，S
 ，r
 ，s
 分别为多少就可以了。

[image: \frac{(R+S)-(rS+sR)x}{1-(r+s)x+rsx^2}=\frac{x}{1-x-x^2}]


比较等式左右两边后，只要解出以下联立方程组就可以了。

[image: \left{\begin{aligned}R+S\enskip&=\enskip~0\\rS+sR&=-1\\r+s\enskip&=\enskip~1\\rs\enskip\enskip&=-1\end{aligned}]


4 个未知数配有 4 个独立的等式。我们试着解一下这个联立方程组。

首先，将 R
 和 S
 分别转化成只含有 r
 和 s
 的关系式。

[image: R=\frac{1}{r-s},\qquad S=\frac{-1}{r-s}]


这样一来，就找到了用无穷级数来表示 F
 (x
 ) 的头绪。我们先暂且不求出 r
 和 s
 具体为多少，继续推导下去。

[image: \begin{aligned}F(x)&=\frac{x}{1-x-x^2}\\&=\frac{x}{(1-rx)(1-sx)}\\&=\frac{R}{1-rx}+\frac{S}{1-sx}\end{aligned}]


这里将 [image: R=\frac{1}{r-s}]
 ，[image: S=\frac{-1}{r-s}]
 代入。

[image: \begin{aligned}&=\frac{1}{r-s}\cdot\frac{1}{1-rx}-\frac{1}{r-s}\cdot\frac{1}{1-sx}\\&=\frac{1}{r-s}\biggl(\frac{1}{1-rx}-\frac{1}{1-sx}\biggr)\end{aligned}]


再将 [image: \frac{1}{1-rx}]
 用 [image: 1+rx+r^2x^2+r^3x^3+\cdots]
 代入，将 [image: \frac{1}{1-sx}]
 用 [image: 1+sx+s^2x^2+s^3x^3+\cdots]
 代入。

[image: \begin{aligned}&=\frac{1}{r-s}\Bigl(\Bigl(1+rx+r^2x^2+r^3x^3+\cdots\Bigr)-\Bigl(1+sx+s^2x^2+s^3x^3+\cdots\Bigr)\Bigr)\\&=\frac{1}{r-s}\Bigl((r-s)x+(r^2-s^2)x^2+(r^3-s^3)x^3+\cdots\Bigr)\\&=\frac{r-s}{r-s}x+\frac{r^2-s^2}{r-s}x^2+\frac{r^3-s^3}{r-s}x^3+\cdots\end{aligned}]


然后整理一下。

[image: ]


于是，我们就求得了用 r
 和 s
 所表示的斐波那契数列的通项公式。

[image: F_n=\frac{r^n-s^n}{r-s}]


接下来只剩计算 r
 和 s
 的值这一步了。关于 r
 和 s
 的联立方程组为

[image: \left{\begin{aligned}&r+s=1\\&rs=-1\end{aligned}]


用通常解联立方程组的方法当然也可以，不过既然 r
 、s
 的和为 1，积为 -1，那么就可以说它们是方程 [image: x^2-(r+s)x+rs=0]
 的解。也就是说，解这道题的关键就是要知道“一元二次方程的解与系数的关系”。为什么这么说呢？因为我们可以将这个一元二次方程分解为以下形式。

[image: x^2-(r+s)x+rs=(x-r)(x-s)]


换句话说，根据 r
 + s
 = 1，rs
 = -1 这个条件，我们可以得出二次方程的解就是 r
 和 s
 。

[image: \begin{aligned}x^2-(r+s)x+rs&=x^2-x-1\\&=0\end{aligned}]


运用一元二次方程的求根公式可以得到 x
 的值。

[image: x=\frac{1\pm\sqrt{5}}{2} ]


假设 r
 大于 s
 ，可得

[image: {%}]


因为 [image: r-s=\sqrt{5} ]
 ，所以

[image: \frac{r^n-s^n}{r-s}=\frac{1}{\sqrt{5}}\biggl(\biggl(\frac{1+\sqrt{5}}{2}\biggr)^n-\biggl(\frac{1-\sqrt{5}}{2}\biggr)^n\biggr)]


因此，我们就能求出斐波那契数列的通项公式了，如下所示。

[image: F_n=\frac{1}{\sqrt{5}}\biggl(\biggl(\frac{1+\sqrt{5}}{2}\biggr)^n-\biggl(\frac{1-\sqrt{5}}{2}\biggr)^n\biggr)]


好了，这样问题就告一段落了。



解答 4-1　（斐波那契数列的通项公式）


[image: F_n=\frac{1}{\sqrt{5}}\biggl(\biggl(\frac{1+\sqrt{5}}{2}\biggr)^n-\biggl(\frac{1-\sqrt{5}}{2}\biggr)^n\biggr)]





4.3　回顾


我不能接受。这个式子到底对不对呢？因为斐波那契数列可全都是整数哦，而通项公式里出现的 [image: \sqrt{5} ]
 真是令人匪夷所思。

米尔嘉却是一副很满足的样子，她喝着已经变冷的咖啡，听到我的疑问后说：“那你试着算算看喽？”

那么我就假设 n
 = 0, 1, 2, 3, 4，并分别将它们代入通项公式。

[image: \begin{aligned}&F_0=\frac{1}{\sqrt{5}}\Biggl(\biggl(\frac{1+\sqrt{5}}{2}\biggr)^0-\biggl(\frac{1-\sqrt{5}}{2}\biggr)^0\Biggr)=\frac{0}{\sqrt{5}}=0\\&F_1=\frac{1}{\sqrt{5}}\Biggl(\biggl(\frac{1+\sqrt{5}}{2}\biggr)^1-\biggl(\frac{1-\sqrt{5}}{2}\biggr)^1\Biggr)=\frac{\sqrt{5}}{\sqrt{5}}=1\\&F_2=\frac{1}{\sqrt{5}}\Biggl(\biggl(\frac{1+\sqrt{5}}{2}\biggr)^2-\biggl(\frac{1-\sqrt{5}}{2}\biggr)^2\Biggr)=\frac{4\sqrt{5}}{4\sqrt{5}}=1\\&F_3=\frac{1}{\sqrt{5}}\Biggl(\biggl(\frac{1+\sqrt{5}}{2}\biggr)^3-\biggl(\frac{1-\sqrt{5}}{2}\biggr)^3\Biggr)=\frac{16\sqrt{5}}{8\sqrt{5}}=2\\&F_4=\frac{1}{\sqrt{5}}\Biggl(\biggl(\frac{1+\sqrt{5}}{2}\biggr)^4-\biggl(\frac{1-\sqrt{5}}{2}\biggr)^4\Biggr)=\frac{48\sqrt{5}}{16\sqrt{5}}=3\\\end{aligned}]


最后得出的答案是 0, 1, 1, 2, 3，确实都是斐波那契数列中的数字。啊，原来如此，当代入具体数字时，分子分母都有 [image: \sqrt{5} ]
 ，所以可以互相抵消。

哇，实在是太厉害了！我也喝起了咖啡，一边喝一边开始回想今天所做的事情：我们一开始的目标是要求斐波那契数列的通项公式。为此，我进行了以下三步。

　

（1）思考将 xn

 的项的系数用斐波那契数列的通项 Fn

 来表示的生成函数 F
 (x
 )。

（2）求生成函数 F
 (x
 ) 的有限项代数式（这里是关于 x
 的有限项代数式）。这时，可以运用斐波那契数列的推导公式来求解。

（3）用无穷级数的形式来表达函数 F
 (x
 ) 的有限项代数式。这时 xn

 项 的系数就是斐波那契数列的通项公式。

　

综上所述，从将函数的系数用通项 Fn

 来表示，到求出生成函数，这就是“抓住了求解数列的关键”。原来如此……但是，真是“路漫漫其修远兮”啊……



“求斐波那契数列的通项公式”的“旅行地图”


[image: ]




米尔嘉又说：“生成函数是求解数列最有效的方法。为什么这么说呢？因为当我们在生成函数王国漫步的时候，我们所知道的关于函数的解析技巧对求解很有帮助。做函数题时总结出来的方法在数列问题上也有了用武之地。”

我听了米尔嘉的话后又开始担心起别的事情。在计算无穷级数的时候，我们改变了求和的顺序，应该没什么问题吧？到底会不会有关系呢？

“如果在条件里不说清楚的话就不行，但这次没关系。先不告诉别人我们是用生成函数的方法求得通项公式的，然后我们用数学归纳法来证明一下所得到的通项公式就可以了。”米尔嘉像完成件大事一样，轻松地说。


……一直以来我都在做公式的展开，



这是为了运用生成函数这一重要的解题方法



来展现发现等式关系的方法。



——高德纳，《计算机程序设计艺术》
 [22]







第 5 章　基本不等式



任何有创意的喜悦，



都会在自己所做事情的边界线上释放出来。



—— 侯世达，Metamagical Themas

 [5]



5.1　在“神乐”


这是第二天的事情了。

放学后，我匆匆走在校园内的林荫道上。我一边快步走着，一边从衣服口袋里掏出便条纸，又读了一遍。便条纸上只写着一行字。

　


今天放学后，我在“神乐”等您。

泰朵拉



　

我穿过林荫道，来到了教学辅楼的休息室——“神乐”。这时，泰朵拉已经等在门口了。

泰朵拉一看到我，就马上低下了头。

“昨天真是太不好意思了。那个……”她低头道歉。

我连忙说：“哪里哪里，应该是我向你道歉。我们进去再说吧，这里太冷了。”

“神乐”真是个舒适的地方。这里有小卖部，到处都有椅子和桌子，可以随意闲谈。那天人比较少。楼上是文艺爱好者的聚会室，可以听到有人在练习吹长笛。

我在自动售货机那里买了杯咖啡，随便挑了个座位坐下，泰朵拉随之坐到了我对面。

泰朵拉是高中一年级的学生，和我是同一所初中毕业的，是我的学妹。虽说如此，我在初中的时候并不认识她。

“我……昨天实在是太吃惊了，当时什么话都说不出来，只能就那样一声不吭地回去了。真是不好意思啊。”泰朵拉深深地低头向我致歉。

“哪里哪里，我才不好意思呢。嗯……真是太对不起了。”我说。

泰朵拉紧张地看着我。她有着圆圆的大眼睛，身材娇小，像一只啃核桃的小松鼠，再配上条毛茸茸的大尾巴就更像了。我不禁微笑起来。

“请问……学长，学……学长和那位女孩在谈……谈恋……恋爱吗？”她结结巴巴地说。

“谈……谈恋爱？”我疑惑不解。

“不是。请问学长和那位女孩……在谈恋爱吗？”她又问了遍。

“啊……米尔嘉是吗？没有啊，我没有和她谈恋爱，不是那种男女朋友关系。”我说。

　

米尔嘉。

　

我脑海中顿时浮现出米尔嘉的身影，心中想确认些什么。嗯，我和米尔嘉确实没在交往。

“但是，我却脸皮很厚地坐在学长的旁边，真是……真是没想到……”泰朵拉一边看我的脸色一边小心翼翼地说，“所以，那个……如果这件事不会给您造成麻烦的话……以后我还想麻烦您教我数学，不知道可不可以……”

“嗯，没问题啊。如果你有什么想问的问题，随时欢迎你哦，就和现在一样。哦，对了，你找我就是为了这事啊？”我问。

我将纸条拿给她看，她点了点头。

“让您特地跑出来一趟，真是不好意思。如果去图书室的话就好了，但我怕再发生和昨天类似的事情……”她说。

如果像昨天那样，她再被米尔嘉踢一脚的话，事情确实要变得不堪设想了。

“但是，那个……如果我再让学长您教我的话，那个女孩会不会再来踢我的椅子呀？”她问我。

我对泰朵拉那太过尊敬的语气只能苦笑。

“米尔嘉呢，到底会怎么做呢……嗯，可能真的会再来踢一脚哦，不知道该说她什么好。——嗯，这样吧，由我来跟米尔嘉好好说说。”泰朵拉听了我的话，终于又绽开了笑容。


5.2　满是疑问


“以前我就有疑问，但是一直都没有机会问别人……昨天，学长给我讲解了 [image: (a+b)(a-b)=a^2-b^2]
 这个公式。但我看了下参考书，也有书上写的是 [image: (x+y)(x-y)=x^2-y^2]
 这个公式。”泰朵拉说。

“嗯，是啊。这两个公式其实是相同的，你有疑问吗？”我问道。

她说：“是啊。不过到底是用 a
 和 b
 好呢，还是用 x
 和 y
 好呢？”

“原来如此。”我说。

“但是，每当看到数学中的公式时，我都会想‘为什么公式会这样写呢？’然后就无法深入下去了。我想向老师讨教，但又不知道该从何问起……于是，我便渐渐开始厌恶数学。”她说道。

“渐渐开始厌恶？”我问。

“我做什么事情都要比别人多花一倍的时间，因此，就会有接连不断的问题出现。我又难于开口问别人，于是便感到厌烦。”她解释道。

“原来如此。”我说。

“我想，像我这样的人不适合学数学吧。即便是问了班里数学很好的同学，他们也不能理解我到底不懂在哪里，他们总是对我说‘这种问题不用这么钻牛角尖吧’。这时我会想‘原来这样啊，在这种问题上太钻牛角尖是不对的啊’。但是在其他时候又会被别人说‘在这种问题上就是要钻牛角尖的’之类的话。到底什么情况下要钻牛角尖呢？对于这点，我一直不太明白。”她说。

“我倒不这么想。经常有各种疑问，这不正是适合学习数学的一种表现吗？”我说。

泰朵拉继续说道：“但如果是英语的话，有不懂的单词只要查查字典就可以了；不容易理解的惯用语只要背下来就可以了；语法虽然有点复杂，但也只要结合例句记住就可以了。随着学习的深入，肯定会一点一点理解的。”

我想说“你这么想是不是太单纯了呢”，但我还是忍住没有说，微微点了点头表示赞同她的看法。

“但是，数学就不同了。碰到自己懂的地方，就觉得自己理解得很彻底。但是一碰到自己不懂的地方，就一点儿都不明白。也就是说，要么非常明白要么一点也不明白，只有这两个极端，而没有模棱两可的时候。”她又说。

“嗯，算是这样吧。但有时也会发生中间过程正确，而最后计算错误的时候。”我说。

“学长，我想说的和你说的有点不同吧。——啊，对不起，到现在为止我一直在跟学长您抱怨。不是抱怨，不是抱怨，我不是想来这里抱怨的……我想说的是，我现在是想多学点知识！我想认认真真学习！”泰朵拉一边说着一边攥紧了拳头。

“我……我能进入这所高中真是非常高兴。如果可能的话，我将来想从事与计算机有关的工作。但是，我想无论是朝哪个方向发展，数学都是必不可少的。所以，我想努力学习。”泰朵拉说着用力地点了点头。

“学长，我想问问平时您是怎么学习的呀？”她问。

“我有时做题，但有时候也会不知不觉地搞一些公式变形。比如说……啊，对了。今天我们一起来做做看吧。”我提议。

“好，好啊！”她说。


5.3　不等式


泰朵拉一边说着“不好意思”，一边将椅子移到我身边，看我在练习本上写东西。这时，我闻到一股甜甜的香味。这是和米尔嘉不同的香味。——这不是理所当然的吗？我心想。

“那现在就开始喽。对了，我们先假设 r
 为实数。这时，我们将 r
 平方后得到 r
 2
 。你能说出关于 r
 2
 的一些特征吗？你想想看。”我说。

听了我的问话后，泰朵拉想了几秒钟说：“r
 2
 是 r
 平方后所得的，肯定比 0 大吧？——是这样吧？”

“嗯，是这样。但是，不应该说‘r
 2
 大于 0’，而应该说‘r
 2
 大于等于 0’。‘大于 0’或‘比 0 大’这种说法不包括 0。”

“哦，对哦。如果 r
 为 0 的话，r
 2
 也变成 0 了。对，应该说‘大于等于 0’。”泰朵拉赞同地点了点头。

“也就是说，无论 r
 为何值，以下不等式都能成立。是这样吧？”她问我。

[image: r^2\geq0]


“嗯？哦，是啊。如果 r
 是实数的话，那么 r
 2
 大于等于 0。实数 r
 有三种情况：正数、零、负数。无论 r
 是其中哪一种，将 r
 平方后，所得的数字都大于等于 0。所以 r
 2
 ≥ 0 这个不等式成立。这是当我们被告知‘r
 为实数’这一条件时所应该注意的一个重要性质。当不等式中取等号时，r
 为 0。”

“嗯……可这看起来是理所当然的呀。”她说。

“对，这是理所当然的哦。”

“啊，好的。”她说。

“实数 r
 无论取何值，不等式 r
 2
 ≥ 0 都成立。在一个不等式中，如果不论用任何实数代入该不等式，它都是成立的，那么这样的不等式叫作绝对不等式
 。”我说。

“绝对不等式……”她重复着我的话。

“从‘无论代入哪个数字都成立’这点来看，绝对不等式和恒等式非常相似。唯一的区别就是绝对不等式是不等式，而恒等式是等式。”

“原来如此。”她说。

“那么，我们再由此继续深入下去。假设 a
 和 b
 为实数，这时 [image: (a-b)^2\geq0]
 也成立。能懂吗？”我问。

“让我想想……噢，对。a
 - b
 是实数，因为它是实数，所以平方后的数大于等于 0。——啊，您能等一下吗？刚才写不等式 r
 2
 ≥ 0 时用了字母 r
 吧。为什么这道题中用字母 a
 和 b
 呢？我总会在这种问题上陷入冥思苦想。每当这时，老师就往下讲了。”她说。

“嗯，好啊。刚才我写的 r
 是实数 real number 的首字母。但无所谓，用 x
 也可以，用 w
 也可以。一般常数多会用字母 a
 ，b
 ，c
 表示，参数多用字母 x
 ，y
 ，z
 表示。总之用什么字母都可以。虽说如此，如果把 n
 设为实数的话，还是很令人吃惊的。因为 n
 一般都用来表示整数和自然数。——嗯，这样解释能理解吗？”我问。

“嗯，能。不好意思，我再插一句，我一直对字母的使用一知半解……但是，对于 [image: (a-b)^2\geq0]
 这个不等式我是理解了。”

泰朵拉微微一笑，目光闪烁，仿佛在期盼着我继续讲下去。她真是个表情丰富的女孩。哦，她还是个喜欢打破砂锅问到底的女孩。

“那么接下来再说哪方面的内容呢？”我试探着问她，泰朵拉的眼球滴溜溜地转着。

“您说的哪方面是指什么方面呢？”她问。

“什么方面都可以啊。既然已经搞懂了 [image: (a-b)^2\geq0]
 这个不等式，那接下来应该考虑数学公式。关于数学公式，你先说说看，什么都可以。或者你自己写下来？”我说着，把自动铅笔递给她。

“好。那么，我先将它展开看看。”她说。

[image: \begin{aligned}(a-b)^2&=(a-b)(a-b)\\&=(a-b)a-(a-b)b\\&=aa-ba--ab+bb\\&=a^2-2ab+b^2\end{aligned}]


“这样可以了吗？”她问道。

“嗯，不错。那么你想想看，通过这两个式子你能发现什么？”我问。

[image: (a-b)^2\geq0,\qquad(a-b)^2=a^2-2ab+b^2]


“嗯……”她回答不出。

“不是什么特别重大的发现也可以啊。比如说，关于实数 a
 和 b
 ，我们可以这么说。

[image: a^2-2ab+b^2\geq0]


因为 [image: (a-b)^2]
 大于等于 0，所以展开后也应该大于等于 0，对吧，泰朵拉。”

泰朵拉本来在看公式，听了我的话她突然抬起头，眨了眨眼，笑了，一副很开心的样子。

“嗯，是啊。但是，接下来该怎么办呢？”她问。

“嗯，接下来就要试着进行公式变形了。比如说，将 -2ab
 这项移项到右边看看。移项后 -2ab
 的符号改变，变成 2ab
 。”我说。

[image: a^2+b^2\geq2ab]


“嗯，我明白了。”她说。

“然后再两边同时除以 2，就变成这样的形式。”

[image: \frac{a^2+b^2}{2}\geq ab]


“嗯。”她表示理解。

“那从这个式子中又能看出什么呢？”我问。

“能看出什么呀？”她不太明白。

“你仔细看左边，[image: \frac{a^2+b^2}{2} ]
 可以看作是 a
 2
 与 b
 2
 的平均值，对吧？”

“啊！原来如此。因为这是 a
 2
 和 b
 2
 相加后除以 2 所得的数。”她恍然大悟。

“嗯，这个式子的左边含有 a
 2
 和 b
 2
 ，于是我想试着将右边也写成含有 a
 2
 和 b
 2
 的形式看看。”我说。

“啊？为什么这样啊？”她感到不可思议。

“没有，不是说这种情况下就应该这么做，我只是碰巧想到而已。”我说。

“原来这样啊。”她说。

“接下来的一步可能会有一点跳跃，你可得仔细看喽。为了将右边的 ab
 也变成含有 a
 2
 和 b
 2
 的形式，我们进行如下变形。你看下面这个等式能够恒成立吗？”我问道。

[image: ab=\sqrt{a^2b^2}\qquad(?)]


“让我想想。先将 ab
 平方后再开方对吧。先平方后开方……又变回原来的数字了。嗯，我想这个式子是恒成立的吧。”她回答说。

“不对哦。先平方再开方，能够变回原来的数字的只有大于等于 0 的数字。ab
 也有可能是负数，如果不加上一个条件，以上式子就不成立了。”我说。

“啊，我中计了。还要加上个条件呀。”她叫道。

“是啊，比如说，假设 a
 = 2，b
 = -2，你一想就会明白。左边 ab
 = 2·(-2) = -4，而右边[image: \sqrt{a^2b^2}=\sqrt{2^2\cdot(-2)^2}=\sqrt{16}=4]
 ，左右不相等，对吧？”

“哦，确实是这样……”泰朵拉一行一行地确认了我写的算式后，点了点头。

“那么，接下来我们加上一个条件吧，假设 ab
 大于等于 0。”我说。

[image: ab=\sqrt{a^2b^2}]
 　　当 ab
 ≥ 0 时

“然后，我们刚才所说的不等式 [image: \frac{a^2+b^2}{2}\geq ab]
 可以改写成这样的形式。”

[image: \frac{a^2+b^2}{2}\geq\sqrt{a^2b^2}]
 　　当 ab
 ≥ 0 时

“嗯。”泰朵拉虽然应了声，但是她表情严肃，陷入了沉思。

“不，学长，我总觉得有点奇怪。这个 ab
 ≥ 0 的条件为什么是必不可少的呢？我不能接受。ab
 < 0 的时候，难道不等式就不成立了吗？那好，我现在就来举例证明。如果 a
 为 2，b
 为 -2 的话，左边和右边分别变成以下形式。”

[image: ]


“所以左边 ≥ 右边这个不等式可是成立的哦，学长。”泰朵拉得意地说。

“泰朵拉，你观察得很仔细啊。确实，即使不加 ab
 ≥ 0 这个条件也可以。那该怎么办呢？”我问。

泰朵拉又想了想，最终还是摇摇头说：“我也不知道。”

“如果不想加上 ab
 ≥ 0 这个条件的话，只要证明在 ab
 < 0 时不等式也能成立就可以了。”

“当 ab
 < 0 时，a
 和 b
 两个数中必定一个为正，一个为负。假设 a
 > 0，b
 < 0，c
 是 b
 的相反数，c
 = -b
 。因为 b
 小于 0，所以 c
 大于 0。因为无论实数取何值，不等式 [image: \frac{a^2+b^2}{2}\geq ab]
 都成立。所以，以下式子也就成立。”

[image: \frac{a^2+b^2}{2}\geq ac]


“我们来分别讨论一下这个式子的左边和右边。”

[image: ]


“因此，以下不等式成立。”

[image: \frac{a^2+b^2}{2}\geq\sqrt{a^2b^2}]
 　　当 a
 > 0 且 b
 < 0 时

“到此为止，我们讨论的是‘a
 为正数，b
 为负数’的情况，同样地，‘a
 为负数，b
 为正数’的情况也能用此方法推导。所以，对于任意实数 a
 和 b
 ，以下不等式成立。”

[image: \frac{a^2+b^2}{2}\geq\sqrt{a^2b^2}]
 　　当 a
 和 b
 为任意实数时

泰朵拉一直盯着写在练习本上的数学公式，思考了许久后，终于抬起头说：“嗯，我懂了，能够接受这个答案了。——啊，对了，我还要问一个问题，‘任意’到底是什么意思呀？”

“‘任意
 ’一词是指‘不管怎样的’‘无论……都……’的意思。它在英语中就和 any 这个词的意思一样。有时候也会用‘就所有的……而言”这一说法，在英语中称为‘for all…’。”我答道。

“啊，我明白了。‘任意实数’的意思就是‘无论是什么实数都……’吧？”她问。

我又继续说：“好了，这下我们就可以将不等式左右两边用 a
 2
 和 b
 2
 来 表示了。我们把 a
 2
 称为 x
 ，把 b
 2
 称为 y
 。”

[image: x=a^2,\quad y=b^2]


“x
 和 y
 这两个数是平方后所得的数，所以它们都一定大于等于 0。也就是说 x
 ≥ 0，y
 ≥ 0。如此一来，刚才的不等式就可以这样表示，简单了很多。你觉不觉得这个式子有点眼熟呢？”我问。

[image: \frac{x+y}{2}\geq\sqrt{xy}]
 　　当 x
 ≥ 0 且 y
 ≥ 0 时

“这个我知道，叫什么基本不等式
 吧。”她说。

“嗯，没错。不等式的左边是‘两个数相加后再除以 2’，也就叫作算术平均数。不等式的右边是‘两个数相乘后再开平方’，也就叫作几何平均数。基本不等式就是指算术平均数不小于几何平均数这样一种关系。”

“嗯，这是从 r
 2
 ≥ 0 这个条件推导出的公式吧。”泰朵拉感慨万千地说。

“如果你把它称为‘公式’，就很容易认为只要将它死记硬背就可以了，你还会认为自己不能对其进行变形。但是，如果经常进行一些公式变形的练习的话，你对于数学公式那种崇拜瞻仰之情就会逐渐减淡，就会觉得这玩意儿简直是小菜一碟。

“啊，原来这样啊……数学公式是可以自己创造的呀。”她说。

“与其说是自己创造的，倒不如说是自己将公式推导出来的。今后你注意观察一下，公式推导可以以例题形式出现，也可以以练习题的形式出现。”我说。

“这样啊……今后我一定注意观察。我每次见到数学公式，就总想着必须尽快把它背下来。”

“如果一开始就想把数学公式按照死记硬背的方式记的话，反而无法真正掌握。最关键的是在自己动手推导的基础上加以理解。在还没有理解的情况下就要背下来，一般不太可能。”我说。

“这样啊……”她将信将疑。

“对了，顺便问问你，基本不等式中，不等式在什么情况下取等号你知道吗？也就是说，要使

[image: \frac{x+y}{2}=\sqrt{xy}]


这个等式成立，x
 和 y
 的关系是什么呢？”我问道。

“啊…… 是不是‘x
 和 y
 同时为 0’啊？”她答道。

“不对。——也不是说你完全不对，是没有答全。”我说。

“啊？难道不对吗？ x
 和 y
 同时为 0 的时候，左右两边都为 0，等式成立的呀。”她辩解道。

“你的说法是没有错。但是你说 x
 和 y
 一定要同时为 0，我看没这个必要吧。x
 = y
 就可以了啊。”

“嗯？这样啊？如果我把 x
 = 3 且 y
 = 3 代入，左边 [image: \frac{x+y}{2}=\frac{3+3}{2}=3]
 ，右边 [image: \sqrt{xy}=\sqrt{3\times3}=3]
 。啊！还真是左右相等啊。”

“嗯，像这样代入具体数值进行验证的方法是非常重要的。举例是理解的试金石。”我夸她道。

“那好，我再用其他数字代入验证一下。当 x
 = -2 且 y
 = -2 的时候会如何呢？左边 [image: \frac{x+y}{2}=\frac{(-2)+(-2)}{2}=-2]
 ，右边 [image: \sqrt{xy}=\sqrt{(-2)\times(-2)}=2]
 。咦，怎么左右两边不相同？”

“喂，泰朵拉，你忘记 x
 ≥ 0 且 y
 ≥ 0 这个条件啦。”

“啊呀！对哦对哦，我真是稀里糊涂，把这个条件给忘了。我东想西想，最后却把条件忘记了。”泰朵拉挠着头，吐了吐舌头。

“泰朵拉，这次公式的变形是从

[image: (a-b)^2\geq0]


这个不等式开始的，我们回想一下就会发现，这个不等式取等号时，就是 a
 = b
 的时候（也就是 x
 = y
 的时候），这样一来你就会觉得很好理解。”



基本不等式


[image: \frac{x+y}{2}=\sqrt{xy}]



x
 ≥ 0 且 y
 ≥ 0。当 x
 = y
 时取等号。




5.4　再进一步看看


“刚才我们一直在玩一些公式变形的游戏，所以有些啰里啰嗦。如果我们只是要证明基本不等式，其实只要把 [image: (\sqrt{x}-\sqrt{y})^2\geq0]
 这个不等式的左边部分进行展开就可以了，假设 x
 ≥ 0 且 y
 ≥ 0。”

[image: ]


“也就是说，式子变形为下面这样。”

[image: x-2\sqrt{xy}+y\geq0]


“然后只要把 [image: 2\sqrt{xy}]
 移项，再两边同时除以 2，就可以得到以下式子。”

[image: \frac{x+y}{2}\geq\sqrt{xy}]
 　　当 x
 ≥ 0 且 y
 ≥ 0 时

“咦？这次 x
 ≥ 0 且 y
 ≥ 0 这个条件是从哪里推导出来的呢？”她问道。

我答道：“我们现在考虑的是实数范围。根号里的数字 x
 和 y
 都必须大于等于 0。”

“那如果根号中的数字小于 0 会怎么样呢？”她问。

“如果根号中的数字小于 0 的话，答案就变成虚数了。”我答道。

“原来如此……”她明白了。

“好了，我们再把基本不等式进行一下变形看看如何。和就用 x
 + y
 来表示，乘积形式不省略乘号，就用 x
 × y
 来表示。除以 2 就用分数形式 [image: \frac{1}{2} ]
 来表示，平方根用 [image: \frac{1}{2} ]
 次方来表示。这样一来，刚才的公式就变形为以下的式子。这也能表示基本不等式。用这种方法可以明显地表示出左右两边的相似性，让人一目了然。”我说。

[image: (x+y)\cdot\frac{1}{2}\geq(x\times y)^{\frac{1}{2}}\qquad(x\geq0,y\geq0)]


泰朵拉突然举起手，说：“学长，我又有一个问题。平方根
 就是根号的意思吧，那么 [image: \frac{1}{2} ]
 次方又是什么呢？”

我答道：“求一个数的平方根就是求这个数的 [image: \frac{1}{2} ]
 次方。也许你对 次方 [image: \frac{1}{2} ]
 这种说法感到非常吃惊，但定义就是这么规定的。不过如果你能从指数的角度来考虑的话，就很容易理解了。”

“[image: \frac{1}{2} ]
 次方是很标准的说法吗？”她吃惊不已。

“我来解释一下 x
 的平方根就是 x
 的 [image: \frac{1}{2} ]
 次方吧。比如说，假设 x
 ≥ 0， 首先你想想看 (x
 3
 )2
 是多少？”我问道。

“(x
 3
 )2
 吗？也就是 (x
 ·x
 ·x
 )2
 ，从整体来看就是 x
 的 6 次方吧，所以我认为 (x
 3
 )2
 = x
 6
 。”她答道。

“对啊。所以下面这个一般式就能成立。求一个数的幂次方的幂次方就是将其指数相乘。”我说。

[image: (x^a)^b=x^{ab}]


“嗯，我明白了。”她说。

“那么根据上述理论，你再来看看下面这个式子。这里的 a
 应该为多少呢？”

[image: (x^a)^2=x^1]


“幂次方的幂次方就是指数相乘，所以 a
 的 2 倍就是 1 吧，那么 a
 就是 [image: \frac{1}{2} ]
 。”她答道。

“嗯，这是很自然的想法。那么，你再仔细看看 (xa

 )2
 = x
 1
 这个式子。 x
 1
 就是 x
 ，这整个式子就被描述为‘xa

 的平方是 x
 ’。那么 xa

 又表示什么呢？”

“xa

 平方后变成了 x
 ，是大于等于 0 的数吧。啊！这不就是 [image: \sqrt{x}]
 嘛！ 哇——实在是太厉害了！”她惊叫道。

“嗯，很厉害吧。你这下能理解 [image: \frac{1}{2} ]
 次方就是平方根这种说法了吧？”



平方根就是 [image: \frac{1}{2} ]
 次方


[image: x^{\frac{1}{2}}=\sqrt{x}\qquad(x\geq0)]




“我现在确实觉得这个说法很自然了。”她说。

“啊，对了，基本不等式是不是还可以写成一般化的形式呢？如果试着证明这个一般形式可能会很有趣哦。”我说。

[image: (x_1+x_2+\cdots+x_n)\cdot\frac{1}{n}\geq(x_1\times x_2\times\cdots\times x_n)^{\frac{1}{n}}\qquad(x_k\geq0)]


“将这个式子用 [image: \sum]
 和 [image: \prod]
 来表示的话，就可以将不等式左边改写为和的形式，将右边改写为积的形式。基本不等式就是和与积之间的关系。”我说。

[image: \Biggl(\sum^n_{k=1}x_k\Biggr)\cdot\frac{1}{n}\geq\Biggl(\prod^n_{k=1}x_k\Biggr)^{\frac{1}{n}}\qquad(x_k\geq0)]


“学长，学 ——长 ——。”泰朵拉叫我，“这个问题很有意思，但是，再这样坐下去，我人都快变成雕像了，我可以休息会儿吗？”


5.5　关于学习


休息片刻后，泰朵拉回到我对面的座位上，开始问我关于学习目的的问题：“学习数学时，让我感到厌烦的是不知道学数学的目的是什么。即使题目做出来了，也总觉得有点无聊。即使在家自学也觉得没有意思。因为我不知道我为什么要做数学题。现在做的公式变形和昨天学习的内容，还有明天要学的内容之间有什么关系呢？我只是想知道这个。我想了解整体的知识结构，但是老师却没有明确告诉我这些。”

我无语。

她又继续说：“我总觉得自己像在一个黑得伸手不见五指的地方，然后别人只给了我一个小小的手电筒。只要用手电筒照明，就能向前行进。但是，毕竟手电筒能照亮的范围很小，自己到底走在哪里，一点都不知道。往后看看是一片漆黑，朝前看看也是一片漆黑。唯一明亮的地方只是现在手电筒照亮的一小圈。如果真的很难，那也就没办法了，可就公式变形本身而言并不是很难。所以，我总是不明白数学到底是简单还是难。看单个问题觉得简单，可是从整体来看又觉得自己没掌握。”

“原来如此。”我能够理解泰朵拉的不安。原来她不知道“接下来会发生什么”。

“学长会很耐心地听我说，但我的同班同学却不会。虽然我也有擅长数学的朋友，但在那些朋友面前我却无法坦然地表达自己的想法，因为我说到一半时一定会被朋友嘲笑的。当朋友对我说‘你别说了，这个嘛，把它背下来’的时候，我真不想再和他们说话了。”她说。

我被泰朵拉的话深深地吸引了，便说：“我呢，是喜欢数学。我经常在图书室里盯着数学公式看。然后自己把数学课上出现的公式进行再创造。在自己能够信服的基础上一步一步地深入下去，确认一下自己是否能够将所学的知识完全用自己的话重新表示出来。”

泰朵拉静静地听着我所说的话。

“学校只给我们提供学习的素材，老师满脑子都是应试的事情。这些都没关系，但我一直希望能思考自己喜欢的东西，并不是我父母逼我将公式进行变形，我在进行那种公式变形时，我父母并没有兴趣。他们看到的只是我趴在桌子上学习的一个表象。所以，我是凭自己的兴趣在做题，父母从来不督促我的。”我说。

“那一定是因为学长您成绩优秀。我就不行了，我就一直被父母叮嘱要‘好好读书’。”

“我经常在图书室思考问题。打开笔记本，想出一些公式，思考为什么非这样定义不可，探索如果将定义改写后会发生什么。关键的地方一定要自己思考，说老师不好，说朋友不好是没有用的。泰朵拉，你刚才也说了吧，每次有公式出现，你都会想‘为什么式子是这样写的’。这并不是坏事。也许思考会花费不少时间，但是对自己的疑问不要轻易放弃或妥协，一直到最后完全弄明白才是学习的关键。我认为这才叫学习。不管是父母还是朋友，甚至是老师都无法回答你所提的问题，至少无法回答出全部问题，他们说不定还会发火生气。因为人就是这样，当他们被问到自己回答不出的问题时，就会发火生气，讨厌或嘲笑那个提出问题的人。”

“学长您真是厉害啊……昨天您在图书室教我的内容就很有意思，虽然只是简单的公式变形，但不知为什么让我兴奋不已。今天您所说的也非常值得我参考。嗯……那个……这种话题您和那个人也说吗？”她问道。

“那个人？”我不知道那个人指谁。

“——就是米尔嘉呀。”她说。

“啊，是她啊。嗯，我和她一般讲些什么呢？我和她讨论一些更具体的问题吧。我在图书室计算题目的时候，有时候米尔嘉会过来跟我说话。话题就是我当时在做的题目，但大部分时间都是米尔嘉在说。她是一个很聪明的女孩子，我比不上她。米尔嘉考虑问题的范围比我更广，很有深度，她知道很多东西。”我说。

“我还以为学长和那个人在那个……在谈恋爱呢。一直看到你们在一起。”泰朵拉说。

“那是因为我和她是同班同学的关系。”我说。

“可你们在图书室也一直……”泰朵拉把“在一起”三个字吞了下去。

“……”我无言以对。

“嗯……学长您在你们年级是第一吧？”泰朵拉问。

“不，我不是第一。数学上米尔嘉是第一，第二是都宫。就所有科目的总成绩来说，都宫是第一。”我说。

“为什么别人什么科目都好呢？”她问。

“别人都只是在做自己喜欢的事情呀。都宫体育也很好，这是特例，我和米尔嘉都不擅长运动。暂且不说米尔嘉，就拿我来说吧，我不擅长在大庭广众面前说话，但是，我喜欢数学。因为喜欢，所以一直做题，就是这么回事。泰朵拉，你也有自己喜欢做的事情吧？”我问。

“我喜欢……英语，很喜欢很喜欢。”她说。

“现在你的包里一定有英语书吧。而且，如果你去书店的话，一定会先到英语书架那吧。是这样吗？”我问道。

“嗯，是的，正如学长所言。——您真了解啊。”她说。

“因为我就是这样的，无论去哪家书店都这样。经常去的书店，我都记得那里什么地方放着数学书。我只要一看书架就知道哪些是新出版的图书。就这么回事，我也只是做着自己喜欢做的事情。在自己喜欢做的事情上花时间，花精力，谁都是这样的。想了解得更深，想一直思考下去，喜欢就是这种感觉吧。”我说。

就像内心的某个开关被触动了似的，我将自己所想的一股脑儿地说了出来。

“学校是个狭小的世界，有很多面向孩子的冒牌货。当然，出了学校也有很多冒牌货，但也有很多正牌货。”我说。

“那在学校里就没有正牌货了吗？”泰朵拉问。

“不是，我并不是这个意思。就拿老师来说吧，你知道村木老师吧。虽然别人叫他怪人，但他知识很渊博。我和都宫，可能还有米尔嘉，都这么认为。我们有时候会请村木老师给我们出些题，介绍些有趣的书。”

泰朵拉正歪着头思考着什么，我没去管她，继续讲了下去，被打开的话匣子怎么也关不上了。

“如果一直坚持追求自己所喜欢的东西，就会有辨别真伪的能力。有的同学喜欢大声回答问题，也有的同学喜欢装作很聪明的样子。这些同学一定很喜欢坚持自己的主张，他们认为尊严或者说面子是很重要的。但是，如果一个人有自己动脑思考的习惯，知道什么是真谛的话，就没必要这样子坚持自己的主张。即使是大声回答也不会解出通项公式，即使是装作很聪明的样子也不会解出方程式。不管别人怎么认为，不管别人怎么说，自己明白是怎么回事就可以了。追求自己所喜欢的东西，追求真理，我认为这两点非常重要。”说到这儿，我闭了口。因为我一边说即使坚持自己的主张也无济于事，一边却又大声地发表着自己的主张。这样的我真是个蠢蛋。好了，关上话匣子吧。

泰朵拉慢慢地点点头，好像在考虑着什么。不知不觉中长笛的声音停止了，开始变成颤音。更多的人来到了“神乐”，这里也渐渐热闹起来。

“学长，像您所说的那样，在学习自己喜欢的科目时，如果有个傻傻的学妹在旁边……请问，是不是打扰您了呀？”泰朵拉有气无力地说。

“啊？”我不明白。

“有个傻傻的学妹在你身旁无所事事，对于您而言是不是觉得很麻烦？”她又问了一遍。

“没有，我不觉得你在打扰我或是在麻烦我什么啊。我也只是把自己所想的说出来，然后让你听听而已。如果对手很强的话，这样的对话会很有意思。当然我也不是假装自己很孤独的样子。”我说。

“不知为什么，我很羡慕您。虽然我也想努力学习数学，但是和学长您完全不在一个档次上……”泰朵拉轻轻地咬着自己大拇指的指甲。

一阵沉默之后，泰朵拉突然抬起头。

“嗯，不是！不是这样的。别人怎么样我不管，我只要追求对于我而言真正的东西。学长，不知怎么的，我觉得自己来劲了。对了，我还想拜托您一件事。今后也……今后偶尔就可以了，偶尔再和我交流交流吧。拜托您了。”泰朵拉认真地说。

“嗯，没问题。”我说。

我应该不会有什么大问题。但不知怎么的，我总觉得今天泰朵拉说了好几次“拜托了”，我自己也说了好几次“没问题，可以啊”。我一定没什么问题，肯定。我看了看休息室的时钟。

“学长，您一会儿还去图书室吗？”她问道。

“嗯，是啊。”我说。

“那我也去图书室！嗯……还是算了吧。我今天还是回家吧。如果今后还有什么问题的话，我还能问您吗？在图书室或者是教室可以吗？”她问。

“嗯，当然可以。”我说。

你看，我又多说了一个“可以”。

这时，有三个女孩边说着“哟，是泰朵拉呀”，边从泰朵拉的身后走过去。

泰朵拉朝着她们的方向看了看，很大声地回了一句：“哦，原来是你们啊。”

之后，泰朵拉马上双手捂住嘴，像发生了什么糟糕的事情似的，脸红到耳根。她好像因为在我面前露出了自己平时说话的腔调而感到害羞。

　

我觉得这样的泰朵拉真可爱。这是高二秋天的事。






第 6 章　在米尔嘉旁边



解析是研究连续函数的。



数论是研究离散函数的。



欧拉把这两者结合了起来。



—— 威廉·邓纳姆，Euler
 : The Master of Us All

 [14]



6.1　微分


我像往常一样在空无一人的图书室里玩弄着数学公式的变形。

这时，米尔嘉进来了，毫不犹豫地坐在了我身边，我又闻到她身上一股淡淡的橘子香。她看看我的笔记本问：“你在做微分？”

“嗯，算是吧。”我答道。

米尔嘉托着腮帮子，什么话都不说，就一直盯着我看。我反而被盯得不好意思，紧张得觉得题目都变难了。

“怎么了？”米尔嘉问我。

我说：“没什么……只是在想你在看什么呢？”

她回答说：“我在看你计算啊。”

看归看，可我觉得不太自在……

米尔嘉肯定不是光看看就善罢甘休的。她和其他人不同。如果你写的式子被手遮住的话，她会突然把脸凑近你，看你笔记本上到底写了什么。

啊，对了。我想起了和泰朵拉的约定——“我会自己跟米尔嘉解释清楚的”。

“对了，米尔嘉，我想跟你说件事……”我开始说话。

“你等一下。”米尔嘉把我的话打断了。她抬起头闭上眼，嘴里嘀咕着什么，两片漂亮的嘴唇不停地上下动着。她好像开始思考一些有趣的事情。我不能打断她。

几秒钟后，她睁开眼睛，说“所谓微分也就是变化量吧”。她边说边在我笔记本上写了起来。

◎　　◎　　◎

所谓微分也就是变化量吧。

比如说，在直线上用 x
 来表示现在的位置。然后在离开 x
 一点距离的位置标上 x
 + h
 。h
 不是很大，也就是说“就在旁边”。

[image: {%}]


接下来，我们来考虑一下关于 f
 的函数。与 x
 相对应的函数 f
 的值为 f
 (x
 )。然后，与 x
 + h
 相对应的函数 f
 的值为 f
 (x
 + h
 )。下面我们来关注一下函数 f
 的变化。

为了让对比明显，我们把 0 这个原本不必写出来的数字也明确地表示出来吧。现在的位置就是 x
 +0，那么 f
 的值就是 f
 (x
 + 0)。当变成 x
 + h
 时，f
 的值就变成了 f
 (x
 + h
 )。

从 x
 + 0 移动到 x
 + h
 时，我们可以像下面这样求得 x
 的变化量。

“变化后的位置”-“变化前的位置”

也就是 (x
 + h
 ) - (x
 + 0)，得出答案为 h
 。用同样的方法，从 x
 + 0 移动到 x
 + h
 时我们也可以求得 f
 的变化量。通过 f
 (x
 + h
 ) - f
 (x
 + 0) 就可算出答案。

[image: ]



x
 的变化量 (x
 + h
 ) - (x
 + 0) 越大，f
 的变化量可能也越大，所以我们来求一下两者之比看看。求得的比也就相当于上图中斜虚线的斜率。

[image: ]


因为我想知道关于位置 x
 的变化量，所以我会尽量缩小 h
 。将 h
 缩小再缩小，可以考虑 h
 趋向于 0 的极限
 。

[image: \lim_{h\to0}\frac{f(x+h)-f(x+0)}{(x+h)-(x+0)}]


也就是说，这是关于函数 f
 的微分
 。从图上来看，这个微分就相当于下图中过点 (x
 , f
 (x
 )) 的切线
 的斜率。切线的斜率如果急速增大的话，f
 (x
 ) 的值也就急速增加。也就是说，那个点上的变化量很大。

[image: ]


我们用 df
 来表示与函数 f
 相对应的“微分”。也就是说，我们将微分运算符号 d
 定义为以下形式。



微分运算符号 d 的定义


[image: {\rm d}f(x)=\lim_{h\to0}\frac{f(x+h)-f(x+0)}{(x+h)-(x+0)}]




定义成以下这个形式也可以。因为这两个式子是一样的。无论怎么样，微分的运算符号 d 都会变为由函数产生的，用来构成函数的高阶函数。

[image: {\rm d}f(x)=\lim_{h\to0}\frac{f(x+h)-f(x)}{h}]


对了，到此为止我所说的都是关于连续
 函数的问题。x
 可以进行连续不断的变化。接下来，我要将话题转移到离散
 函数的世界。在离散函数的世界，我们只能取到像整数那样的一些分散的数值。在连续函数的世界里，x
 只变化了 h
 这一距离，也就是移到“很近很近的地方”，我们思考了这时 f
 的变化量。然后，我们思考了 h
 趋向于 0 时 f
 (x
 ) 的极限情况，定义了微分。那么你认为将微分带到离散函数的世界会发生什么呢？



问题 6-1


将与连续函数世界中的微分符号 d 相对应的运算定义为离散函数世界中的符号。




6.2　差分


我思考着米尔嘉提出的问题。如果能从离散函数的角度来寻找与连续函数世界中“很近很近的地方”相对应的概念，无疑能帮助我们更好地理解这一点。我环视了一下图书室，然后将目光停留在坐在我旁边的米尔嘉的脸上。

“就在‘很近很近的地方’还可以考虑成就在‘旁边’吧？”我说。

她边说“正是如此”边竖起食指。

◎　　◎　　◎

从离散函数的角度来考虑，与 x
 + 0“很近很近的地方”就是 x
 + 1，也就是它的“旁边”。我们可以认为 h
 不是趋向于 0，而是 h
 = 1。“旁边”的存在就是离散函数世界的本质。如果你能注意到这点，那么接下来的讨 论就能顺利进行下去了。


连续函数世界中的“很近很近的地方”


[image: {%}]



离散函数世界中的“旁边”


[image: {%}]


当 x
 + 0 变化成 x
 + 1 的时候，x
 的变化量为 (x
 + 1) - (x
 + 0)。这时，函数 f
 的变化量就理所当然地变为 f
 (x
 + 1) - f
 (x
 + 0)。我们还像刚才那样求一下两者之比——虽然这个分母恒等于 1。

[image: \frac{f(x+1)-f(x+0)}{(x+1)-(x+0)}]


在离散函数的世界里，没有必要求极限。这个式子本身就是“离散函数世界中的微分”，也就是差分
 。差分运算符号 △
 可定义为以下形式。



解答 6-1　（差分运算符号 △ 的定义）


[image: \Delta f(x)=\frac{f(x+1)-f{x+0}}{(x+1)-(x+0)}]




写成如下这个形式也可以。

[image: \Delta f(x)=f(x+1)-f(x)]


[image: ]


我们将连续函数世界中的微分和离散函数世界中的差分比较下来看看。为了能清楚地将两者一一对应的关系表现出来，我可能写得比较冗长。

[image: ]



6.3　微分和差分


米尔嘉看上去很开心。我不知不觉地被她的话所吸引，被她带到了另一个世界。

啊，对了，我还是得事先说明一下泰朵拉的那件事情。

“米尔嘉，那个，上次坐在我旁边的那个女生……”我说。

米尔嘉抬起头，朝我看看。她的脸上闪过一丝惊诧的表情，又立刻将视线转移到了数学公式上。

“那个女孩是我初中时的学妹。所以……”我解释道。

“我知道。”她说。

“啊？你知道？”这下轮到我吃惊了。

“你上次说过。”她的头抬都没抬。

“所以我有时教她数学。”我继续说。

“这我也知道。”她说。

我无语。

“不具体说明的话，就不能把自己想表达的意思传达给别人。”她边说边转了转自动铅笔。

◎　　◎　　◎


6.3.1　一次函数 f
 (x
 ) = x



不具体说明的话，就不能把自己想表达的意思传达给别人。我们不考虑抽象的 f
 (x
 )，先考虑具体的函数。

比如说，我们来比较一下一次函数 f
 (x
 ) = x
 的微分与差分的区别。

我们先来看微分。

[image: ]


然后我们再来看差分。

[image: ]


微分和差分的答案都为 1，由此可以得出结论：函数 f
 (x
 ) = x
 的微分和差分是相同的。


6.3.2　二次函数 f
 (x
 ) = x
 2



接下来我们讨论二次函数 f
 (x
 ) = x
 2
 ，看看它的微分和差分是否相同。

首先我们先来看一下微分。

[image: ]


然后我们再来看差分。

[image: ]



x
 2
 的微分是 2x
 ，而差分却是 2x
 + 1。这样一来，微分和差分就和刚才的情况不同，它们的结果不同。真是无聊啊，我们还得再想其他更好的办法。怎么做呢？



问题 6-2


定义与连续函数 f
 (x
 ) = x
 2
 相对应的离散函数世界中的函数。



“怎么做呢？”米尔嘉问我。我思考着将微分与差分对应起来的方法，但是，脑海中还是空白一片。当米尔嘉确定从我这里得不到任何答案时，她自己开始说解答方法。她的声音听上去很温柔。

◎　　◎　　◎

其实呢，原本离散函数世界中几乎就没有与连续函数 x
 2
 相对应的函数，所以我们不考虑 x
 2
 ，来考虑一下离散函数世界中的其他函数。

[image: f(x)=(x-0)(x-1)]


我们来计算一下 f
 (x
 ) = (x
 - 0)(x
 - 1) 的差分。

[image: \begin{aligned}\Delta f(x)&=\Delta(x-0)(x-1)\\&=((x+1)=0)((x+1)-1)-((x+0)-)((x+0)-1)\\&=(x+1)\cdot x-x\cdot(x-1)\\&=2x\end{aligned}]


你看，这下差分和微分的结果是相同的了。

也就是说，连续函数 x
 2
 和离散函数世界中的 (x
 - 0)(x
 - 1) 可以互相对应。

我们将 xn

 重新考虑成下降阶乘幂
 的形式。可以得到这样一个对应关系。

[image: ]


如果写成以下这种比较冗长的形式，它们之间的对应关系就更显而易见了。

[image: x^2=\lim_{h\to0}(x-0)(x-h)\quad\longleftrightarrow\quad x^{\underline{2}}=(x-0)(x-1)]




解答 6-2　（离散函数世界中的 x
 2
 ）


[image: x^{\underline{2}}=(x-0)(x-1)]




这里所用的下降阶乘幂 [image: x^{\underline{n}}]
 可以定义为以下形式。



下降阶乘幂的定义（n
 为正整数）


[image: ]




我给你举例看看。

[image: \begin{aligned}x^{\underline{1}}&=(x-0)\\x^{\underline{2}}&=(x-0)(x-1)\\x^{\underline{3}}&=(x-0)(x-1)(x-2)\\x^{\underline{4}}&=(x-0)(x-1)(x-2)(x-3)\end{aligned}]



6.3.3　三次函数 f
 (x
 ) = x
 3



那么，接下来我们来思考一下三次函数 f
 (x
 ) = x
 3
 。

首先我们先来看微分。

[image: 图像说明文字]


在离散函数世界里，与 x
 3
 相对应的下降阶乘幂为 [image: x^{\underline{3}}=(x-0)(x-1)(x-2)]
 。下面我们来算算 [image: x^{\underline{3}}]
 的差分。

[image: ]


如果使用下降阶乘幂 [image: x^{\underline{n}}]
 来表示的话，我们就能让微分和差分一一对应了。

[image: \begin{aligned}x^3\quad&\longleftrightarrow\quad x^{\underline{3}}=(x-0)(x-1)(x-2)\{\rm d}x^3=3x^2\quad&\longleftrightarrow\quad\Delta x^{\underline{3}}=3x^{\underline{2}}\end{aligned}]


写成一般形式是这样的。

[image: ]



6.3.4　指数函数 f
 (x
 ) = e
x




刚才我们就与微分运算符号 d 相对应的差分运算符号 △ 进行了定义。接着，我们又充分利用微分和差分之间的对应关系，定义了与幂 xn

 相对应的下降阶乘幂 [image: x^{\underline{n}}]
 。

现在，我们再来讨论一下关于指数函数 f
 (x
 ) = e
x

 的问题，也就是讨论一下离散函数世界中的指数函数。



问题 6-3


定义与连续函数中指数函数 f
 (x
 ) = e
x

 相对应的离散函数世界中的函数。



正如其表达式所显示的那样，指数函数 f
 (x
 ) = e
x

 是一个底数为常数 e，指数为 x
 的函数。常数 e 就是自然对数的底数，是一个无理数，它的值为 2.718281828 ... ，这是一个非常重要的知识点。现在我们从另一个视角来观察这个指数函数。

指数函数 f
 (x
 ) = e
x

 在连续函数的世界中有怎么样的性质呢？

指数函数 f
 (x
 ) = e
x

 最重要的一条性质是“进行微分运算后所得的式子仍然不变”。也就是说，将 e
x

 进行微分运算，所求得的结果就是 e
x

 本身。也对，e 这个常数就是这样定义的，所以对 e
x

 进行微分运算，所求得的结果仍旧是 e
x

 本身，得到这样的答案也是理所当然的。

“对 e
x

 进行微分运算，所求得的结果仍旧是 e
x

 本身”这个性质如果用微分运算符号 d 来表示的话，就可以表示成以下的微分方程式。

[image: {\rm de}^x={\rm e}^x]


到此为止，我们讨论的是连续函数世界中有关指数函数的问题。

接下来，我们要讨论离散函数世界中的问题。我们把接下来要求的离散函数世界中的指数函数称为 E
 (x
 )。这样 E
 (x
 ) 也有“即使将它进行差分运算，所得的结果仍旧是它本身”这样一个性质。这个性质如果用差分的运算符号 △ 来表示的话，就可以表示成以下形式，即差分方程。

[image: \Delta E(x)=E(x)]


根据差分运算符号 △ 的定义，我们可以将公式左边展开。

[image: E(x+1)-E(x)=E(x)]


将这个式子整理后可求得以下推导公式。

[image: E(x+1)=2\cdot E(x)]


当 x
 为大于等于 0 的整数时，这个推导公式成立，这就是函数 E
 (x
 ) 的性质。当等式右侧括号内每次递减 1 时，将右侧的式子每步都乘以 2，可以使原式不变。这样一来我们就很容易求得推导公式的答案了。

[image: ]


也就是说，我们得到了下面的公式。

[image: E(x+1)=2^{x+1}\cdot E(0)]


如何来定义 E
 (0) 的值呢？因为 e0
 = 1，与其相对应的 E
 (0) 也应该为 1。综上所述，指数函数 f
 (x
 ) = e
x

 所对应的函数 E
 (x
 ) 就可以被定义为以下形式。

[image: E(x)=2^x]


由此，我们就能得出以下对应关系。



解答 6-3　（指数函数）


[image: ]




因此，离散函数世界中的指数函数就是 2 的幂次方。


6.4　在两个世界中往返的旅行


“我们思考了‘微分　差分’的对应关系之后，接下来该考虑‘积分 [image: \leftrightarrow]
 和分’的对应关系了。这里我们就直接写结论吧。”

[image: \begin{aligned}\int 1=x\quad&\longleftrightarrow\quad\sum 1=x\\\int t=\frac{x^2}{2}\quad&\longleftrightarrow\quad \sum t=\frac{x^{\underline{2}}}{2}\\\int t^2=\frac{x^3}{3}\quad&\longleftrightarrow\quad\sum t^{\underline{2}}=\frac{x^{\underline{3}}}{3}\\\int t^{n-1}=\frac{x^n}{n}\quad&\longleftrightarrow\quad\sum t^{\underline{n-1}}=\frac{x^{\underline{n}}}{n}\\\int t^n=\frac{x^{n+1}}{n+1}\quad&\longleftrightarrow\quad\sum t^{\underline{n}}=\frac{x^{\underline{n+1}}}{n+1}\end{aligned}]


这里，如果假设所有的 [image: \int]
 都是 [image: \int^x_0]
 ，所有的 [image: \sum]
 都是 ，那么还可以 [image: \sum^{x-1}_{t=0}]
 进行以下对比。

[image: \begin{aligned}{\rm d}\quad&\longleftrightarrow\quad\Delta\\\int\quad&\longleftrightarrow\quad\sum\end{aligned}]


如果将 [image: \int]
 想象成罗马字 S，将 [image: \sum]
 想象成希腊字母 S 的话，就更有意思了。那就是连续函数的世界在罗马，离散函数的世界在希腊，是不是啊？

◎　　◎　　◎

我回想着米尔嘉的话。以连续函数的知识为基础，我们在离散函数的世界中摸索了一遍。与其说这是个求证严密定义的过程，倒不如说这是个求证确切定义的过程。我们先思考了与微分相对应的差分，然后又在此基础上思考了与 xn

 相对应的下降阶乘幂 [image: x^{\underline{n}}]
 。接着，我们没有运用微分方程式，而是运用差分方程式求出了与 e
x

 相对应的 2
x

 。

这是一次在两个世界中的来回旅行。真说不出这是一种什么样的感觉。

我边听着米尔嘉的话边想：我即使不能在离她“很近很近的地方”，至少也希望能够一直在她旁边。

◎　　◎　　◎

先暂且不说这些……

“米尔嘉，刚才我说的那个女孩，她今后还会来问我问题。”

“哪个女孩？”米尔嘉似乎不记得那个女孩是谁。

“就是我的学妹。”我说。

“她叫什么呀？”她问道。

“叫泰朵拉。她可能以后还会来问我问题。”

“所以你想说‘你以后不要坐在我旁边了’，对吗？”米尔嘉一边说一边在笔记本上写着什么，没有看我。

“啊？不是不是，我不是这个意思。米尔嘉，你可以随时坐我身边，无论做什么都可以。我想说的是，只是请你以后不要再把椅子踢飞了。”

“我知道了。”米尔嘉抬起头，打断了我的话。不知道为什么，她笑了笑，说，“在图书室问数学题，你的学妹，名字叫泰朵拉，好，我已经记住了，你放心吧。”

嗯，到底让我放心什么呀？

“我们还回到刚才的话题吧。对了，你接下来准备思考什么问题？”米尔嘉问道。

　

[image: {%}]







第 7 章　卷积



这个方法虽然看上去很完美，没有任何瑕疵，



但究竟是怎么想出这个方法的呢？



这个实验虽然看上去很科学，并能反映出事实，



但究竟是怎么发现这个实验的呢？



我究竟该怎么做才能想出或发现方法呢？



—— 波利亚，《怎样解题》
 [1]



7.1　图书室



7.1.1　米尔嘉


那是高中二年级时的冬天。

放学后，我在图书室自己最喜欢的座位上坐着，正准备做计算题。这时，米尔嘉走过来问我：“这个问题你看过了吗？”她把一张纸放在我面前，两手撑着桌子站在那里。

“什么题呀？”我问。

“村木老师布置的题。”她答道。



问题 7-1


0 + 1 = (0 + 1)

如果有 1 个加号的话，只有 1 种加法组合(C
 1
 = 1)。

[image: \begin{aligned}0+1+2&=(0+(1+2))\\&=((0+1)+2)\end{aligned}]


如果有 2 个加号的话，有 2 种加法组合(C
 2
 = 2)。

[image: \begin{aligned}0+1+2+3&=(0+(1+(2+3)))\\&=(0+((1+2)+3))\\&=((0+1)+(2+3))\\&=((0+(1+2))+3)\\&=(((0+1)+2)+3)\end{aligned}]


如果有 3 个加号的话，有 5 种加法组合(C
 5
 = 5)。

那么 0 + 1 + 2 + 3 + ... + n
 = ?

也就是说，如果有 n
 个加号的话，有几种加法组合呢(Cn

 = ?)呢?



“不知怎么的，我总觉得这个式子太长了，如果能直接点就好了。”我抬起头说。

“嗯……你是说内容要直接，式子要按照一定的格式来写，专业术语要先给出定义，用词不能模棱两可，要严肃，要……对吧？”

“嗯，正是如此。”我说。

“算了，先这样吧。刚才我已经算出推导公式了。”

“等下，米尔嘉，你是什么时候拿到这道题的啊？”我问道。

“是中午我去老师办公室的时候。你现在就在这里从零开始思考吧，我到那边去想，再见。”米尔嘉朝我挥挥手，优雅地移到窗边的座位上。我的目光紧紧地追随着米尔嘉。透过窗户，可以看到凋零的梧桐树，梧桐树的上面是广阔的冬季的蓝天。虽然是个晴天，但是外面看上去还是很冷。

我是高中二年级的学生，米尔嘉和我同一个年级。我们有时会让数学老师村木给我们出题。村木老师很奇怪，但他却很喜欢我们。

米尔嘉擅长数学，我的数学虽然不算差，但是比不上米尔嘉。当我在图书室里沉浸在数学公式的展开时，米尔嘉有时候也会来，拿起自动铅笔，自说自话地在我的笔记本上边写边开始给我讲课。虽然听她讲课的时间也不是不快乐……

我喜欢听米尔嘉热情地说话，也喜欢远远地观望米尔嘉闭着眼睛思考的样子，她那金边眼镜和她很相配，脸的轮廓线条很清晰……

不，与其想这些还不如先做题。她已经在我对面开始思考了，她刚才说已经算到推导公式了是吗？我都不记得了。米尔嘉一定很快就能算出来吧。

我来整理一下要解的题目吧。

有 0 + 1, 0 + 1 + 2, 0 + 1 + 2 + 3, ... 这样的式子，给它们加上括号进行加法组合计算。题目上写着：如果有 1 个加号的话，只有 1 种加法组合；如果有 2 个加号的话，有 2 种加法组合；如果有 3 个加号的话，就有 5 种加法组合。这是在计算有几种加括号的方法
 的问题。我们要求的是 0 + 1 + 2 + 3 + ... + n
 这个式子有几种添加括号的方法。


n
 表示什么呢？ 0 + 1 + 2 + 3 + ... + n
 这个式子是从 0 开始计算的，所有加数的个数为 n
 + 1。我们可以把 n
 考虑成 0 + 1 + 2 + 3 + ... + n
 这个式子中“加号的个数”。

添加加号时有什么规律可循吗？加号两边的式子称为项，两边各有一项。也就是说，诸如 (0 + 1) 或者 (0 + (1 + 2)) 这样的两项之和的结构（以及其加法组合）是可以的，但是诸如 (0 + 1 + 2) 这样的三项之和的结构则不在考虑范围内。

我们先来看具体例子
 。题目中给了 n
 为 1，2，3 时的结果，那我们来看一下 n
 为 4 时的情况。让我想想……哇，想不到组合还真多啊。

[image: \begin{aligned}0+1+2+3+4&=(0+(1+(2+(3+4))))\\&=(0+(1+((2+3)+4)))\\&=(0+((1+2)+(3+4)))\\&=(0+((1+(2+3))+4))\\&=(0+(((1+2)+3)+4))\\&=((0+1)+(2+(3+4)))\\&=((0+1)+((2+3)+4))\\&=((0+(1+2))+(3+4))\\&=(((0+1)+2)+(3+4))\\&=((0+(1+(2+3)))+4)\\&=((0+((1+2)+3))+4)\\&=(((0+1)+(2+3))+4)\\&=(((0+(1+2))+3)+4)\\&=((((0+1)+2)+3)+4)\end{aligned}]


竟然一共有 14 种组合啊！也就是说“如果题中有 4 个加号的话，共有 14 种加法组合”。

在写这些式子的过程中，我也逐渐找到了规律。能找出规律就意味着离求出推导公式不远了。

接下来，我们将具体的例子进行一般化
 演变。在刚才的题目中，有 n
 个加号时，有 Cn

 种添加括号的方式。刚才计算的是加号有 4 个的情况，也就是说 C
 4
 = 14。到现在为止，我们知道 C
 1
 = 1, C
 2
 = 2, C
 3
 = 5, C
 4
 = 14。啊，对了，我们还可以算上加号为 0 个时的情况，即 C
 0
 = 1。 我们可以用表格表示。



	
n

	0
	1
	2
	3
	4
	...



	
Cn


	1
	1
	2
	5
	14
	...





C
 5
 一定会变得还要大吧。那么接下来一步就是“求出关于 Cn

 的推导公式”，这才是真正要思考的问题。最终目标为“将 Cn

 用含有 n
 的有限项代数式来表示”。

那么，这就来求推导公式吧。我正准备计算时，有一个女孩从图书室门口快步走了进来。

是泰朵拉。


7.1.2　泰朵拉


“啊！学长您在啊。”泰朵拉走到了我的身边，很紧张地问我，“学长您已经开始学习了吗？我是不是来晚了？”

泰朵拉是高中一年级的学生，是我的学妹。她像小松鼠小狗小猫那样跟我很亲近，有时候会来问我数学题。她问的不只是她不明白的数学题，有时候还会向我倾诉一些她内心的烦恼。

“嗯，你急吗？”我问。

“不急不急，没关系，您忙您忙。我问题很少。”泰朵拉边朝我摆手边往后退了几步说，“打扰您了真不好意思，那我还是等您回去的时候再问您吧……今天放学之前您都在图书室吧？”

“是啊。我想我会计算到管理员催我回家。一起回家吗？”我问。

我朝窗边瞄了一眼，米尔嘉端坐在桌边，好像一直在盯着纸看。因为她背对着我，我看不到她的表情如何。她一动不动地坐着。

“好的，一定一定。那么我先走了。”泰朵拉脚跟靠拢，朝我小心翼翼地敬了个礼，然后向右转，她的动作很夸张，就这样径直走出了图书室，她在走出图书室的那一刻朝米尔嘉的方向瞟了一眼。


7.1.3　推导公式


好了，还是回到计算有几种添加括号的方式的推导公式上来吧。

从 0 加到 4，一共有 5 个数字。在这 5 个数字之间共有 4 个加号。仔细一想，因为现在要求的是有几种添加括号的方式，所以实际上是哪几个数字相加与题目没什么关系。

也就是说，我们将 ((0 + 1) + (2 + (3 + 4))) 这个式子用 ((A + A) + (A + (A + A))) 来代替也可以。

要求出表示各项间关系的推导公式，我们有必要清楚“添加括号”背后的结构，并找出其背后结构的规律性。这个式子有 4 个加号，我们把它整理成加号为 3 个以下时的情况看看。

[image: ]


我们用下面这种方法来理解。

[image: ]


嗯，好像能看出些什么了。我们来关注最后一个加号，这里所说的“最后一个加号”不是位置上最靠后的加号，而是最后一次进行加法运算的加号。以上式为例，左数第二个加号就是最后一个加号，将这个加号的位置按照从左到右的顺序挪动的话，就形成了排他性的网状分类。也就是说可以进行分类
 。当加号有 4 个时，可以归类为 4 种形式。我们把最后一个加号都用圆圈标记出来，如下所示。

[image: \begin{aligned}&(({\rm A})\oplus({\rm A}+{\rm A}+{\rm A}+{\rm A}))\\&(({\rm A}+{\rm A})\oplus({\rm A}+{\rm A}+{\rm A}))\\&(({\rm A}+{\rm A}+{\rm A})\oplus({\rm A}+{\rm A}))\\&(({\rm A}+{\rm A}+{\rm A}+{\rm A})\oplus({\rm A}))\end{aligned}]


（A+A+A+A）这个式子的括号还没有添加完，因为它包含了 3 项以上的和。但是，这样的式子还可以整理成加号个数更少的情况。嗯，这样一来就能求出推导公式了。

有 4 个加号时，也就是说 (A + A + A + A + A) 这个形式，可以进行以下分类。

　

分别与（A 模式）相对的（A + A + A + A 模式）

分别与（A + A 模式）相对的（A + A + A 模式）

分别与（A + A + A 模式）相对的（A + A 模式）

分别与（A + A + A + A 模式）相对的（A 模式）

　

如果假设有 n
 个加号时，有 Cn

 种添加括号的方式的话，这里我们应该能求出关于 Cn

 的推导公式。

“分别与……相对的”这个说法相当于“各种情况的乘积”。比如 n
 为 4 的时候，我们用式子来表示 C
 4
 。C
 4
 是以下 4 项的和。

[image: C_0\times C_3,C_1\times C_2,C_2\times C_1,C_3\times C_0]


总而言之，C
 4
 可以写成以下形式。

[image: C_4=C_0C_3+C_1C_2+C_2C_1+C_3C_0]


据此可以写出一般形式。

[image: C_{n+1}=C_0C_{n-0}+C_1C_{n-1}+\cdots+C_kC_{n-k}+\cdots+C_{n-0}C_0]


这真是个漂亮的式子啊！然后再用 [image: \sum]
 来表示，就更容易看清这个式子的结构了。

[image: \begin{aligned}C_0&=1\\C_{n+1}&=\sum^n_{k=0}C_kC_{n-k}\quad(n\geq0)\end{aligned}]


由此我们便可得出表示各项间关系的推导公式。

趁热打铁，这就来代入验算一下。

[image: \begin{aligned}C_0&=1\\C_1&=\sum^0_{k=0}C_kC_{0-k}=C_0C_0=1\\C_2&=\sum^1_{k=0}C_kC_{1-k}=C_0C_1+C_1C_0=1+1=2\\C_3&=\sum^2_{k=0}C_kC_{2-k}=C_0C_2+C_1C_1+C_2C_0=2+1+2=5\\C_4&=\sum^3_{k=0}C_kC_{3-k}=C_0C_3+C_1C_2+C_2C_1+C_3C_0=5+2+2+5=14\end{aligned}]


1, 1, 2, 5, 14，这几个数字都和例题中计算的个数吻合。

米尔嘉还说推导公式很快就能做出来呢！做到这步真是花了我不少时间。

“放学时间到了。”图书管理员瑞谷老师来催我了。瑞谷老师一直穿着紧身裙，戴着一副看上去像太阳镜那样的深色镜片的眼镜。平时她待在图书室里屋的管理员办公室，一到放学时间，她就会悄然无声地走到图书室中央，然后催大家回家。瑞谷老师就像个准时的闹钟。

啊。这么说来，米尔嘉去哪里了？

我环视了一周，米尔嘉已经不在图书室了。




Cn

 的推导公式


[image: \left{\begin{aligned}\begin{aligned}C_0&=1\\C_{n+1}&=\sum^n_{k=0}C_kC_{n-k}\quad(n\geq0)\end{aligned}\end{aligned}]





7.2　在回家路上谈一般化


“对了，学长，‘一般化’是指什么啊？”泰朵拉声音响亮地问我。她的那双大眼睛同往常一样炯炯有神。

我和泰朵拉并排着一起走向电车车站。放学后我虽然找过米尔嘉，但没能找到她，她的包也不在图书室了，估计她先回家了吧。我总有种很奇怪的感觉，她是不是已经解出村木老师出的题目了呢。如果她要回去的话也可以跟我打声招呼的嘛。

天色渐渐昏暗下来，街上的路灯还没有亮。我们穿过居民区那条复杂的小路，这是从学校到电车车站最近的一条路。泰朵拉平时走路行色匆匆，可唯独在回家的路上她走路的速度不可思议的慢。我只能和着她的脚步走。

“我来举个例子吧。就拿数学公式来说，假如数学公式中包含 2、3 等具体的数字，那么将这个式子变成关于任意整数 n
 都成立的数学公式就是很典型的‘一般化’。”我说。

“关于任意整数 n
 都成立的数学公式……是这样吗？”她问。

我说：“是的，是这样。关于 2 啊 3 啊之类的具体数字的式子不叫公式。因为整数是无限多的，不可能将关于 2, 3, 4, ... 的公式一一举出。啊，不对，如果要举几个例子是没有问题的，但是要把所有的例子都一一举出就不可能了。因此，我们要构造含有变量 n
 的公式来代替一一举例。而且要保证无论将什么整数代入变量 n
 ，这个公式都成立。这就是‘关于任意整数都成立的数学公式’，也可以说是‘关于所有整数都成立的公式’。”

“变量 n
 ……”她若有所思。

“进行一般化时，会经常出现新的变量。”我说。

　

这时，泰朵拉打了个很大的喷嚏。

“你冷吗？原来你没戴围巾啊！”我问。

“嗯。因为今天早上出门时太匆忙了……”她擤了擤鼻涕。

“那么，我把我的围巾借给你吧。如果你不介意，请戴我的吧。”我把自己的围巾递给她。

“啊，太感谢你了。——哇，好暖和啊！——但是这样一来，学长您就冷了。”

“我没关系，没关系。”

“不好意思。可惜我不能把围巾分两半给您。”

“……你的想法真是大胆啊。”

“啊？哎呀，不是的，不是的，我不是这个意思。”她紧张地上下摆动着手。我窃笑。

“哦，对了，刚才说到‘关于任意整数都成立的数学公式’，您再详细说说吧……”泰朵拉又回到了原来的话题。

“好吧好吧。不能边走边写，所以解释起来比较困难。如果你有时间的话，我们到名叫‘豆子’的咖啡店去说吧。”我邀请她道。

“我有时间，我有时间的。”泰朵拉突然加快了脚步，开始跟上我的步伐。脖子上围着一层一层围巾的泰朵拉真是可爱啊。

“学长，快走啊——”泰朵拉转过头催我，她说话时呵出的都是白气，天真冷啊。


7.3　在咖啡店谈二项式定理


在电车车站前那家店名叫“豆子”的咖啡店，我们边喝咖啡，边把数学公式展开。

比如说，有一个这样的公式。

[image: (x+y)^2=x^2+2xy+y^2]


“是的。嗯……这是关于 x
 和 y
 的恒等式。”

嗯，这个式子表示将 x
 + y
 平方后所变成的形式。以下为 x
 + y
 的三次方的形式。

[image: (x+y)^3=x^3+3x^2y+3xy^2+y^3]


虽然算到这里就可以了，但我们还是试着将这个指数进行一般化看看。也就是说，不是光算平方、三次方之类的数学公式，而是计算“n
 次方的数学公式”，也就是求 (x
 + y
 )
n

 的展开式。



问题 7-2


设 n
 为正整数，将以下式子展开。

[image: (x+y)^n]




首先，在进行一般化之前，先整理一下自己所掌握的具体知识吧。我们先列出一些具体例子
 ，观察一下其结果。这么做还可以确认自己是否真正理解了题目的意思。“举例是理解的试金石”嘛。将 n
 为 1, 2, 3, 4 的情 况分别代入 (x
 + y
 )
n

 进行计算，得到下面的式子。

[image: \begin{aligned}(x+y)^1&=x+y\\(x+y)^2&=x^2+2xy+y^2\\(x+y)^3&=x^3+3x^2y+3xy^2+y^3\\(x+y)^4&=x^4+4x^3y+6xx^2y^2+4xy^3+y^4\\\end{aligned}]


然后，进入到一般化
 的步骤。现在我们要求的是以下式子。

[image: (x+y)^n=x^n+\cdots+y^n]


我们知道 xn

 和 yn

 这两项一定会出现。接着只要在 xn

 与 yn

 之间省略号的地方填上恰当的项就可以了。

“我背不出来，不好意思啊。”泰朵拉说。

啊？不是，不是靠背的哦。不是让你回想背过的公式，而是让你思考。思考怎么推导出公式。

我们来这样思考。

[image: ]


“这个我可以理解。(x
 + y
 )
n

 就是将 n
 个 (x
 + y
 ) 相乘后所得的式子。”泰朵拉说。

是的。另外顺便说一句，将 n
 个 (x
 + y
 ) 相乘的时候，因为是一个个 (x
 + y
 ) 的式子，问题也就变为选择 x
 或 y
 中的某一个分别进行乘法计算了。比如说，运算三次方的时候，分别从三个并排的 (x
 + y
 ) 之中选择 x
 或 y
 中的某一个进行乘法计算。为了考虑到所有可能的选择方式，我们将选中的 x
 和 y
 用圆圈圈出来。

[image: \begin{aligned}(\textcircled{\emph{x}}+y)(\textcircled{\emph{x}}+y)(\textcircled{\emph{x}}+y)\quad&\to\quad xxx=x^3\\(\textcircled{\emph{x}}+y)(\textcircled{\emph{x}}+y)(x+\textcircled{\emph{y}})\quad&\to\quad xxy=x^2y\\(\textcircled{\emph{x}}+y)(x+\textcircled{\emph{y}})(\textcircled{\emph{x}}+y)\quad&\to\quad xyx=x^2y\\(\textcircled{\emph{x}}+y)(x+\textcircled{\emph{y}})(x+\textcircled{\emph{y}})\quad&\to\quad xyy=xy^2\\(x+\textcircled{\emph{y}})(\textcircled{\emph{x}}+y)(\textcircled{\emph{x}}+y)\quad&\to\quad yxx=x^2y\\(x+\textcircled{\emph{y}})(\textcircled{\emph{x}}+y)(x+\textcircled{\emph{y}})\quad&\to\quad yxy=xy^2\\(x+\textcircled{\emph{y}})(x+\textcircled{\emph{y}})(\textcircled{\emph{x}}+y)\quad&\to\quad yyx=xy^2\\(x+\textcircled{\emph{y}})(x+\textcircled{\emph{y}})(x+\textcircled{\emph{y}})\quad&\to\quad yyx=y^3\end{aligned}]


这样就罗列出了所有乘法组合的可能性。把这些项都加起来。

[image: \begin{aligned}&xxx+xxy+xyx+xyy+yxx+yxy+yyx+yyy\\=&x^3+x^2y+x^2y+xy^2+x^2y+xy^2+xy^2+y^3\end{aligned}]


即

[image: x^3+3x^2y+3xy^2+y^3]


这就是所要求的式子。(x
 + y
 )(x
 + y
 )(x
 + y
 ) 这个“先相加再相乘”的式子变成了 [image: x^3+3x^2y+3xy^2+y^3]
 这个“先相乘再相加”的式子。这就是公式的展开。反过来将“先相乘再相加”的式子变成“先相加再相乘”的式子就是因式分解了。

“嗯，我明白了。xxx
 , xxy
 , xyx
 , ... , yyy
 这几项在排列上好像也有一定的规律啊。”她说。

嗯，确实是，泰朵拉真是一针见血啊。

她害羞地嘿嘿笑着，吐了吐舌头。

那么，我们再往下计算吧。从 n
 个 (x
 + y
 ) 中选择 x
 或者 y
 中的一个。如果“全都选择 x
 进行相乘”的话，有几种组合的可能性呢？

“嗯，因为全都选择 x
 ，所以只有一种组合的可能性吧。”她答道。

是啊。如果“选 择 n
 - 1 个 x
 ，一个 y
 进行相乘”的话，会有几种组合的可能性呢？

“嗯，我们可以从最右边的一个式子中选择 y
 ，剩下的其他式子都选择 x
 ；我们也可以从右数第二个式子中选择 y
 ，剩下的其他式子都选择 x
 ……以此类推都可以，一共有 n
 种组合的可能性。”她说。

对的，完全正确！接着，我们进行一般化。如果“选择 n
 - k
 个 x
 ，k
 个 y
 进行相乘”的话，会有几种组合的可能性呢？

“让我想想哦。嗯，n
 是指 n
 个 (x
 + y
 ) 相乘吧，k
 是指什么呢？”她问道。

问得好！ k
 是为了进行一般化计算而引入的变量，表示选择的 y
 的个数。k
 是整数，满足 0 ≤ k
 ≤ n
 这个条件。刚才我就问了当 k
 = 0（全部选择 x
 进行相乘）时的情况和 k
 = 1（选择 n
 - 1 个 x
 ，一个 y
 进行相乘）时的情况。

“哈哈。那么这就是从 n
 个东西中选择 k
 个时所有情况的个数吧。因为选择的顺序是已经规定好的，所以就要进行组合，是这样吧？”她说。

嗯，是的，就是组合。选择 k
 个 y
 ，n
 - k
 个 x
 时，可以用以下式子来表示这个组合。

[image: \begin{pmatrix}n\\k\end{pmatrix}=\frac{(n-0)(n-1)\cdots(n-(k-1))}{(k-0)(k-1)\cdots(k-(k-1))}]


这个数字就是 [image: x^{n-k}y^k]
 的系数。

“学长，我有问题。”泰朵拉把右手举得高高的，“[image: \binom{n}{k}]
 是什么呀？组合是指 
n
 Ck

 吧。如果是这样的话，我是明白的。”

啊，[image: \binom{n}{k}]
 和 
n
 Ck

 完全一样。我经常看到数学书中把组合写成 [image: \binom{n}{k}]
 的形式。对了，矩阵和矢量也用和 [image: \binom{n}{k}]
 相似的形式来表示，虽然它们和组合毫无关系。

“嗯，我明白了。我还有一个问题，我记得组合的公式是

[image: C_n^k=\frac{n!}{k!(n-k)!}]


这个式子和学长所写的式子有所出入啊。”

没有，将 (n
 - k
 )! 的部分进行约分后你就会发现，其实这两个式子是一样的。比如你考虑一下从５个东西中选出３个时的组合情况……

[image: ]


你看，是一样的吧。

在表示组合时使用下降阶乘幂
 的话，式子会变得更简单。下降阶乘幂是指将含有 [image: x^{\underline{n}}]
 的式子改写成沿着 n
 阶阶梯逐步下降的乘积形式，也就是可以变成这样的形式。

[image: ]


可以将普通的阶乘 n
 ! 写成下面这样的下降阶乘幂形式。

[image: n!=n^{\underline{n}}]


运用了下降阶乘幂后，[image: \binom{n}{k}]
 就可以写得更漂亮些了。

[image: \binom{n}{k}=\frac{n^{\underline{k}}}{k^{\underline{k}}}]




从 n
 个东西中选出 k
 个时组合的个数


[image: \begin{aligned}C_n^k&=\binom{n}{k}\\&=\frac{n!}{k!(n-k)!}\\&=\frac{(n-0)(n-1)\cdots(n-(k-1))}{(k-0)(k-1)\cdots(k-(k-1))}\\&=\frac{n^{\underline{k}}}{k^{\underline{k}}}\end{aligned}]




“嗯……”泰朵拉好像不太明白。

啊，对不起。我岔开话题了，言归正传。我们刚才快求到 (x
 + y
 )
n

 的展开式了吧。为了更容易看出其中的规律，我们将式子写得具体一些，可能会有点冗长。

[image: ]


我们关注一下各项中变形的部分，如果用 [image: \sum]
 来表示，就可以得到以下式子，这个式子称为二项式定理
 。



解答 7-2　(x
 + y
 )
n

 的展开式（二项式定理）


[image: (x+y)^n=\sum^n_{k=0}\binom{n}{k}x^{n-k}y^k]




最初我看到这个展开式，怎么都背不下来。但是，当我亲手把这个公式推导出来后，我发现要背出这个公式也并不困难。如果平时练习自己推导公式的话，在不知不觉中就会记住这些公式，一旦有紧急情况，就没有推导的必要，可以直接写出公式了。我觉得这种说法虽然是一种反论，但还是非常有意思的。

“学长……有 [image: \sum]
 这个符号后，我突然觉得变难了。”

如果你觉得这么写让你感到不安，可以将用 [image: \sum]
 来表示的项一一列举出来。这个方法很重要，一直写到自己习惯为止。

“嗯，话虽如此，‘组合’竟然是在这种情况下出现的啊。在学习概率的时候，选择白球和红球的组合问题，我记得我算了很多乘法运算呢，好像是进行了约分的练习。但是，像这样进行公式展开，然后算出组合数的方法我还从不知道。”泰朵拉说。

好了，接下来就是验算了。我们先思考具体例子，然后进行了一般化计算。一般化后一定需要验算。如果不验算的话不可以哦。这里我们就用 n
 = 1, 2, 3, 4 代入验算吧。

[image: \begin{aligned}(x+y)^1&=\sum^1_{k=0}\binom{1}{k}x^{1-k}y^k\\&=\binom{1}{0}x^1y^0+\binom{1}{1}x^0y^1\\&=x+y\\\quad\\(x+y)^2&=\sum^2_{k=0}\binom{2}{k}x^{2-k}y^k\\&=\binom{2}{0}x^2y^0+\binom{2}{1}x^1y^1+\binom{2}{2}x^0y^2\\&=x^2+2xy+y^2\\\quad\\(x+y)^3&=\sum^3_{k=0}\binom{3}{k}x^{3-k}y^k\\&=\binom{3}{0}x^3y^0+\binom{3}{1}x^2y^1+\binom{3}{2}x^1y^2+\binom{3}{3}x^0y^3\\&=x^3+3x^2y+3xy^2+y^3\\\quad\\(x+y)^4&=\sum^4_{k=0}\binom{4}{k}x^{4-k}y^k\\&=\binom{4}{0}x^4y^0+\binom{4}{1}x^3y^1+\binom{4}{2}x^2y^2+\binom{4}{3}x^1y^3+\binom{4}{4}x^0y^4\\&=x^4+4x^3y+6x^2y^2+4xy^3+y^4\end{aligned}]


泰朵拉把数字代入式子一一确认后频频点头，说：“我看到公式中出现了那么多字母，一开始想‘哇，这么麻烦啊’，但一想到这就是一般化后的结果，不知道怎么的就觉得还能接受。增加那么多字母也是没有办法的。”

嗯，比起准备无数个具体的公式，我们只要准备一个引入 n
 这个变量的公式就好了。这就是一般化的公式。各项也引入了 k
 这个变量来表示一般化的公式。

“是啊，但是……n
 - k
 啦 k
 啦这样的变量乱七八糟的，背起来好像很困难。”她说。

不要把 n
 - k
 和 k
 分开来考虑，而是要把它们想成是“它们的和为 n
 ”。然后，这个和的平衡点由 0 到 n
 进行变化。开始的时候 x
 的指数为 n
 ，指数最大，这时 y
 的指数为 0，指数最小。x
 的指数每次减少 1，y
 的指数就每次增加 1。到最后，x
 的指数变为了 0，指数最小，y
 的指数变为了 n
 ，指数最大。我是这样考虑的。k
 就是现在平衡点的位置。

[image: \begin{aligned}k=0\qquad\quad~~ &x~~x~~x~~x~~x~~x~|\\k=1\qquad\quad~~ &x~~x~~x~~x~~x~|~y\\k=2\qquad\quad~~ &x~~x~~x~~x~|~y~~y\\k=3\qquad\quad~~ &x~~x~~x~|~y~~y~~y\\k=4\qquad\quad~~ &x~~x~|~y~~y~~y~~y\\k=5\qquad\quad~~ &x~|~y~~y~~y~~y~~y\\k=6\qquad\quad |~&y~~~y~~y~~y~~y~~y\end{aligned}]


“哈哈，这个平衡点就这样从 x
 开始一点一点地朝 y
 的方向移动吧？”她问。

正是如此。指数全部加起来为 n
 次方，然后分别分摊到 x
 和 y
 的指数上，就像把围巾分成两半。

“学……学长！我们回到原来的话题吧。”泰朵拉提醒道。


7.4　在自己家里解生成函数


深夜。家人都已经入睡，家中很安静。我一个人在自己房间里，毫无顾忌地思考问题。


Cn

 的推导公式已经求出，如下所示。

[image: \begin{aligned}C_0&=1\\C_{n+1}&=\sum^n_{k=0}C_kC_{n-k}\quad(n\geq0)\end{aligned}]


我准备接着思考另一个问题，关于如何解生成函数的问题。

米尔嘉曾经和我一起求过斐波那契数列。那时，米尔嘉把数列和生成函数对应起来进行了计算。我们在两个王国——“数列的王国”和“生成函数的王国”漫步穿梭。

我打开笔记本，一边回忆一边开始写。

当我们得到数列 [image: \langle a_0,a_1,a_2,\cdots,a_n,\cdots\rangle]
 这个条件时，我们将数列的各项变为函数的系数，得到了 [image: a_0+a_1x+a_2x^2+\cdots+a_nx^n+\cdots]
 这个形式，我们考虑的就是这种形式的幂级数。这就叫作生成函数。然后，我们考虑了以下的对应关系。

[image: ]


如果这样考虑对应关系的话，就可以只用一个生成函数来表示无限持续下去的数列。接着，如果将生成函数表示为有限项的式子，就可以得到数列的通项有限项公式。

米尔嘉和我运用生成函数求得了斐波那契数列的通项公式。我们亲手将支离破碎的数列用生成函数这条线串了起来。

我现在想用上次的解法来试着解这道题。



求 Cn

 的有限项代数式的“旅行地图”


[image: ]




对于有 n
 个加号的式子，假设为其添加括号的方式有 Cn

 种，下面我们来考虑数列 [image: \langle C_0,C_1,C_2,\cdots,C_n,\cdots\rangle]
 。

然后，将这个数列的生成函数用 C
 (x
 ) 来表示。为了不让数列变得混乱，我们引入 x
 这个变量，xn

 的指数 n
 与 Cn

 的下标 n
 相对应，这样 C
 (x
 ) 就可以用以下形式来表示。

[image: C(x)=C_0+C_1x+C_2x^2+\cdots+C_nx^n+\cdots]


以上就是生成函数的定义。到此为止，我自己还没有动过脑子。是啊，在生成函数的王国徘徊还是比较简单的。

真正要动脑子的是接下来的部分。

现在我手中的武器就只有 Cn

 的推导公式。下一步就是运用推导公式求出 C
 (x
 ) 的有限项代数式
 。那么，我来求一下 C
 (x
 ) 的“关于 x
 的有限项代数式”吧。这个式子中应该不会出现 n
 。

但是这次的推导公式并不像斐波那契数列的推导公式那样简单。在求斐波那契数列的推导公式时，我们把生成函数乘以 x
 后，为了使上下式子 x
 的次数对齐，将各项系数都向左或向右挪一格，然后只要进行加减运算，就能把 n
 抵消。

但是，这次的推导公式 [image: C_{n+1}=\sum^n_{k=0}C_kC_{n-k}]
 真是不好对付。[image: C_kC_{n-k}]
 这个乘积形式前再加上 [image: \sum]
 ，就是复杂的“先相乘后相加”的形式了。

　

嗯？

先相乘后相加…… 是这样说的吗？

还是说 Ck

 和 [image: C_{n-k}]
 的“下标和为 n
 ”呢？

呵呵，我想起了自己对泰朵拉说的台词。


“不要把 n
 - k
 和 k
 分开来考虑，而是要把它们想成是‘它们的和为 n
 ’。然后，这个和的平衡点由 0 到 n
 进行变化。”



在这次的推导公式中出现的 [image: \sum^n_{k=0}C_kC_{n-k}]
 和上次我对泰朵拉所说的情况很相似。Ck

 和 [image: C_{n-k}]
 的下标和为 n
 ，然后 k
 从 0 开始变化到 n
 ，使这个和的平衡点发生变化。

我想起现在手上的推导公式 [image: C_{n+1}=\sum^n_{k=0}C_kC_{n-k}]
 主要表示这样的意思：如果能够形成 [image: \sum^n_{k=0}C_kC_{n-k}]
 这样的“先相乘后相加”的形式，那么这个式子就可以被 [image: C_{n+1}]
 这个简单形式的项所代替。

什么情况下才能够形成“先相乘后相加”这个形式呢？


……(x
 + y
 )(x
 + y
 )(x
 + y
 ) 这个“先相加再相乘”的形式可以变成 x
 3
 + 3x
 2
 y
 + 3xy
 2
 + y
 3
 这个“先相乘后相加”的形式，也就是公式的展开……



也就是说，“先相加后相乘”的形式展开后可以变成“先相乘后相加”的形式。

好，题目的关键就是要形成乘积的形式。我来试着推导一下生成函数的乘积形式
 吧。自己亲自动手计算，一定能够发现什么。

因为生成函数只是 C
 (x
 )，所以将它平方后，可能会出现什么吧。生成函数是这样的。

[image: C(x)=C_0+C_1x+C_2x^2+\cdots+C_nx^n+\cdots]


将生成函数平方后得到这样的形式。

[image: C(x)^2=(C_0C_0)+(C_0C_1+C_1C_0)x+(C_0C_2+C_1C_1+C_2C_0)x^2+\cdots]


常数项为 C
 0
 C
 0
 ，x
 的系数为 C
 0
 C
 1
 + C
 1
 C
 0
 ，x
 2
 的系数为 C
 0
 C
 2
 + C
 1
 C
 1
 + C
 2
 C
 0
 。

那么，进行一般化的话——我脑海中浮现出了泰朵拉那双大眼睛——先把 C
 (x
 )2
 中 xn

 的系数写出来吧。

写啊，写啊，写啊，只听得到自动铅笔在纸上的刷刷声。

啊，做出来了！这就是 xn

 的系数。

[image: C_0C_n+C_1C_{n-1}+\cdots+C_kC_{n-k}+\cdots+C_{n-1}C_1+C_nC_0]


我们来关注一下下标。随着 [image: C_kC_{n-k}]
 这个数字中左侧的下标 k
 逐渐变大，右侧的下标 n
 - k
 就逐渐变小。k
 在 0 到 n
 的范围内变化。

如果再逐项写出来的话，反而让人觉得难以理解。我们就用 [image: \sum]
 来表示。写成一般化的式子的话，xn

 的系数为

[image: \sum^n_{k=0}C_kC_{n-k}]


因为这是式子 C
 (x
 )2
 中“xn

 的系数”，所以式子 C
 (x
 )2
 本身就变成了二重和的形式，是这么写的。

[image: ]


做出来了！

做出来了！

我终于做出了 [image: \sum^n_{k=0}=C_kC_{n-k}]
 这个“先相乘后相加”的形式。因为我求得了“先相乘后相加”的形式，余下部分如果利用推导公式，就应该能把公式变简单。推导公式为

[image: \sum^n_{k=0}=C_kC_{n-k}]


这个推导公式能够被 [image: C_{n+1}]
 这个简单的项所替换。

也就是说，将生成函数 C
 （x
 ）平方后，式子能够变得非常简单。下面就将 [image: \sum^n_{k=0}=C_kC_{n-k}]
 用 [image: C_{n+1}]
 来替换。

[image: \begin{aligned}C(x)^2&=\sum^\infty_{n=0}\underline{\Biggl(\sum^n_{k=0}C_kC_{n-k}\Biggr)}x^n\\&=\sum^\infty_{n=0}\underline{C_{n+1}}x^n\end{aligned}]


噢，二重和变成了一重和的形式了！

等一下，[image: C_{n+1}]
 的下标和 xn

 的指数正好相差 1。

噢，对了，要去除这个偏差，我可以利用解斐波那契数列时的方法来解决，只要将相差 1 的部分乘以 x
 就可以了。两边同时乘以 x
 。

[image: x\cdot C(x)^2=x\cdot\sum^\infty_{n=0}C_{n+1}x^n]


将等式右边的 x
 放入 [image: \sum]
 的式子中。

[image: x\cdot C(x)^2=\sum^\infty_{n=0}C_{n+1}x^{n+1}]


为了让下标变成与指数相同的形式，将 n
 = 0 的部分看作 n
 + 1 = 1。

[image: x\cdot C(x)^2=\sum^\infty_{n+1=1}C_{n+1}x^{n+1}]


然后将所有 n
 + 1 的式子用 n
 来替换。

[image: x\cdot C(x)^2=\sum^\infty_{n=1}C_nx^n]


好了，这下等式右边的 [image: \sum^\infty_{n=1}C_nx^n]
 几乎和生成函数 C
 (x
 ) 相等了，只剩下把 C
 0
 这部分减去就好了。

[image: x\cdot C(x)^2=\sum^\infty_{n=0}C_nx^n-C_0]


这样一来，n
 就消除了。

[image: x\cdot C(x)^2=C(x)-C_0]


把 C
 0
 = 1 代入上式并整理。

[image: x\cdot C(x)^2-C(x)+1=0]


因此，我们得到了关于 C
 (x
 ) 的二次方程式
 。假设 x
 不等于 0，我们就可以求得方程的解。

[image: C(x)=\frac{1\pm\sqrt{1-4x}}{2x}]


嗯，完成得很顺利。

根据生成函数的“先相乘后相加”这个特点，我们推导出了有限项代数式。真没想到生成函数的乘积有这么大的作用啊！

我并不知道为什么生成函数 C
 (x
 ) 会有带正负号的两个解，原本 [image: \sqrt{1-4x}]
 的部分该如何我也不知道，我觉得这个题真是越来越深奥了。

不管怎么样，n
 被抵消掉了。


我终于求出了生成函数 C
 (x
 ) 的有限项代数式。


剩下只需把有限项代数式的幂级数展开就可以了。


7.5　图书室



7.5.1　米尔嘉的解


第二天放学后，在图书室，我旁边坐着米尔嘉。

“虽然我一开始建立了推导公式，”米尔嘉快言快语地说起来，“可算到一半时我改变了方法。”

“啊？你是说你没有解推导公式吗？”我问道。

“嗯，我不解推导公式。因为我找到了很微妙的对应关系。”她答道。

我一打开笔记本，米尔嘉就立刻开始写起来。

“比如说，当 n
 为 4 的时候，我们可以以这个式子为例来考虑。

( ( 0 + 1 ) + ( 2 + ( 3 + 4 ) ) )

仔细看这个式子，即使像下面这样去掉后半个括号，也能恢复原貌。

( ( 0 + 1 + ( 2 + ( 3 + 4

能使后半个括号复原完全是因为‘加号连接着前后两项’这一限定条件。”她说。

“原来如此。在第二项出来的地方插入后半个括号就可以了吧。”我考虑片刻后回答道。我算到 ((A + A) + (A + (A + A))) 这步就放弃了，原来还可以变得更简便。

米尔嘉微微咧开嘴笑了笑。

“再进一步，其实连写数字的必要都没有，写成这样就可以了。

( ( + + ( + ( +

这样也可以恢复原貌。在加号的左侧添上数字就可以了，只是最后的 4 会添加在加号的右侧。”

“原来如此。”

“也就是说，要求有几种添加括号的方式，只要求出‘前半个括号’和‘加号’有几种排列组合的可能就好了。就拿 n
 为 4 的情况来说吧，问题就变成了求 4 个前半个括号和 4 个加号的排列组合的个数。比如说，用 * 来表 示这 8 个符号。

* * * * * * * *

然后，考虑将其中的哪 4 个 * 变成前半个括号。

( ( * * ( * ( *

接着，再将剩下的符号自动转换成加号。

( ( + + ( + ( +

从这 8 个符号（分别有 4 个括号和加号）中选择 4 个符号变成前半个括号，可以形成 [image: \binom{8}{4} ]
 这样的组合情况。当然这是在 n
 为 4 的前提下所得出的结论。以一般化的形式说来，从 2n
 个符号（分别有 n
 个括号和加号）中选择 n
 个符号变成前半个括号，可以形成 [image: \binom{2n}{n}]
 这样的组合。这样的组合可以用下图来表示，这条弯曲的路线的最短路径的数值和组合的个数是等价的。路线从左下角的 S
 开始，一直到达 G
 这个终点。用箭头来表示路线的走向，也就是 ( ( + + ( + ( + 这个符号的排列。”米尔嘉说。

[image: {%}]


“所以呢，接下来是……”她接着说。

“等一下”，我打断了还要继续往下说的米尔嘉。

“米尔嘉，这样解实在太奇怪了。因为这不是从 8 个符号中任意选择 4 个。比如说，无论 4 个括号和加号如何排列，下面这种排列方式都是不可以的，不是吗？

( ( + + + + ( (

画出 ( ( + + + + ( ( 这样的路径一看你就明白了。在这个图中，凡是经过 [image: \bigcirc]
 的路径都不可以计算在内。”

[image: {%}]


“你还没说完吗？”被我中途打断的米尔嘉气鼓鼓地说。

◎　　◎　　◎

我确实是还没说完。在排列括号和加号的过程中，有这样一个限制条件：加号的个数绝对不可能超过括号的个数。

什么时候会出现加号的个数超过括号的个数的情况呢？正如你所说的，是通过上图中的圆圈 [image: \bigcirc]
 的时候。如果不通过圆圈 [image: \bigcirc]
 ，从 S
 到 G
 的路线数 量和 Cn

 是相等的。

如果不考虑这个限制条件，从 S
 到 G
 的路线的个数就是 [image: \binom{2n}{n}]
 。

那么，如果在从 S
 到 G
 的过程中穿过一次圆圈 [image: \bigcirc]
 的话，情况会变成什么样呢？

假设第一个穿过的圆圈 [image: \bigcirc]
 的地方为 P
 ，从 P
 开始前进的方向都将发生反转。将这几个圆圈 [image: \bigcirc]
 用虚线连接后，你会发现它们形成一条斜线，可以将这条斜线考虑成一面镜子。从 P
 到 G
 的过程中，原本向右水平移动的话就转变为向上移动，原本向上移动的话就变为向右水平移动。于是，我们得到了点 G'
 ，而不是点 G
 。

点 G'
 也就是 G
 通过镜子的反射得到的点。也就是说，( ( + + + + ( ( 这个组合形式就变成了 ( ( + + + ( + + 的形式。

这么一想，通过圆圈 [image: \bigcirc]
 的所有情况的个数和从 S
 到 G'
 的线路的个数一一对应。从纵横共有 2n
 根短线中选择 n
 + 1 根横线路径，进行路线组合，也就是 [image: \binom{2n}{n+1}]
 。

[image: {%}]


这么说来，以下式子就成立了。


Cn

 =（从 S
 到 G
 的路径数）-（从 S
 到 G'
 的路径数）

接下来就是计算了。快算快算，将下降阶乘幂快速运转起来吧。

[image: ]


通分后第二项有点难以理解呢。但思考一下下降阶乘幂的意义就会自然明白，在这里我来做一下补充说明。

分子是这样变形的。将 (n
 ) 这个“小尾巴”提取出来并展开。

[image: \begin{aligned}(2n)^{\underline{n+1}}&=(2n)\cdot(2n-1)\cdot(2n-2)\cdots(n+1)\cdot(n)\\&=(2n)^{\underline{n}}\cdot(n)\end{aligned}]


接着，分母可以这样变形。这次将 (n
 + 1) 这个“头部”提取出来并展开。

[image: \begin{aligned}(n+1)^{\underline{n+1}}&=(n+1)\cdot(n)\cdot(n-1)\cdots2\cdot1\\&=(n+1)\cdot(n)^{\underline{n}}\end{aligned}]


所以，我们再来计算一下 Cn

 的数值，从通分之后的步骤开始。

[image: {%}]


因此，给有 n
 个加号的式子添加括号的方式的个数就是这样的。

[image: C_n=\frac{1}{n+1}\binom{2n}{n}]


好了，这下就完成了一部分工作。那么，我来验算看看。

◎　　◎　　◎

看到米尔嘉如此简便的解法，我一边暗自佩服一边开始计算。

[image: \begin{aligned}&C_1=\frac{1}{1+1}\binom{2}{1}=\frac{1}{2}\cdot\frac{2}{1}&=1\\&C_2=\frac{1}{2+1}\binom{4}{2}=\frac{1}{3}\cdot\frac{4\cdot3}{2\cdot1}&=2\\&C_3=\frac{1}{3+1}\binom{6}{3}=\frac{1}{4}\cdot\frac{6\cdot5\cdot4}{3\cdot2\cdot1}&=5\\&C_4=\frac{1}{4+1}\binom{8}{4}=\frac{1}{5}\cdot\frac{8\cdot7\cdot6\cdot5}{4\cdot3\cdot2\cdot1}&=14\\\end{aligned}]


“哇，太厉害了！确实答案是 1, 2, 5, 14 啊！”我惊叹道。

米尔嘉听了我的话，满脸笑容。



解答 7-1


[image: C_n=\frac{1}{n+1}\binom{2n}{n}]




“那我下次听你说！”我说。


7.5.2　研究生成函数


虽然我掉入了米尔嘉的圈套，但她那完美的解答真是令我非常吃惊。我考虑通过生成函数来解题固然没有错，但我只是算到很复杂的有限项代数式那步，好像就无法再往下计算了。我甚至怀疑自己是不是挑战了与自己实力不相符的题目。我求出生成函数那一刻的喜悦顿时被吹得烟消云散了。

真是遗憾啊！我心中有点不服气。

米尔嘉的脸上却露出为难的表情。“哎呀，算了，先说说看吧。算出了推导公式后，接下来该怎么做呢？”她催问我。

我将自己想试着运用生成函数的解法，建立生成函数的乘积关系，然后算出“先相乘后相加”这个形式，最后努力建立一元二次方程式，并终于计算出了生成函数的有限项代数式……一股脑儿地告诉了米尔嘉。能够到生成函数的王国漫步固然很好，但是我却不能再从生成函数的王国返回到数列的王国了。

我真的非常遗憾，感到很不服气。

“喂，你算出的到底是什么式子啊？”米尔嘉问我。

我沉默了。

“嗯？到底是什么式子呀？”她打量着我的脸。

没办法，我只能在笔记本上写出式子。

[image: C(x)=\frac{1\pm\sqrt{1-4x}}{2x}]


“嗯，难点好像有两个吧。一个是正负号的部分，另一个是 [image: \sqrt{1-4x}]
 的部分。”她说。

“这些我当然知道啦。我就是被这两点卡住，算不下去了。”我着急地说。

对于我发急的声音米尔嘉并不理会，很平静地接着说：“首先，我们从正负号开始思考。”

米尔嘉看了一会儿数学公式，闭上眼，低下头。然后，她举起右手食指，朝着天空比划着圈圈。她划着 0，划着 0，划着无穷大，突然她睁开了眼睛，说：“我们回到定义看看吧。生成函数 C
 (x
 ) 的定义是这样的吧。”

[image: C(x)=C_0+C_1x+C_2x^2+\cdots+C_nx^n+\cdots]


“这么说来，当 x
 为 0 的时候，包含 x
 的项都被抵消了，所以生成函数就变成了 C
 (0) = C
 0
 ，于是，我们再回到你计算出的有限项代数式。”

[image: C(x)=\frac{1\pm\sqrt{1-4x}}{2x}]


“这时的 C
 (0) 会变成怎样呢？”她问道。

“不可以哦。如果分母为 0 的话，除以 0 后，C
 (0) 就变成无穷大了。”我答道。我已经渐渐平静下来了。我对米尔嘉发急有什么用呢，听她的话又有什么用呢。

“没有，可不是这样的。”米尔嘉缓缓地摇摇头，“一个数是变成了无穷大，而另一个数则不是。C
 (x
 ) 的两个带有正负号的数字中，我们把那个带正号的数字称为 C
 +
 (x
 )，把那个带负号的数字称为 C
 -
 (x
 )，这样就可以变形为以下形式。”

[image: \begin{aligned}C_+(x)&=\frac{1+\sqrt{1-4x}}{2x}\\C_-(x)&=\frac{1-\sqrt{1-4x}}{2x}\end{aligned}]


“为了不使它们除以 0，我们将分母移项后去掉看看。”

[image: \begin{aligned}2x\cdot C_+(x)&=1+\sqrt{1-4x}\\2x\cdot C_-(x)&=1-\sqrt{1-4x}}\end{aligned}]


“当 x
 为 0 时，上面两个式子的左边都为 0，但一个式子的右边 [image: 1+\sqrt{1-4x}]
 为 2，而另一个式子的右边 [image: 1-\sqrt{1-4x}]
 是 0。这说明了什么

呢？”她问道。

“至少说明 C
 +
 (x
 ) 不正确吧。”

“嗯。虽然不能说不用再深入对生成函数进行研究了，但至少可以说我们没必要再对 C
 +
 (x
 ) 刨根问底了。为了求得最后的公式，我们把目标锁定在生成函数 C
 -
 (x
 ) 上。接下来的目标，你认为是什么呢？”她问道。

“对 [image: \sqrt{1-4x}]
 该怎么处理呢？”我问道。

看着我重新调整了心态，米尔嘉嫣然一笑。



生成函数 C
 (x
 ) 的有限项代数式


[image: C(x)=\frac{1-\sqrt{1-4x}}{2x}]





7.5.3　围巾


这时，我突然发现泰朵拉站在图书室门口，正望着我和米尔嘉。她两手拎着一只小纸袋，一动不动地站在那里。她是什么时候站在那里的呀？

我朝泰朵拉轻轻地举了下手，示意我看到她了。她却和往常不同，缓缓地走向我们，一点都没有加快脚步，一脸严肃的样子。

“学长，昨天真是谢谢您了。”泰朵拉轻轻向我道谢，低下头，手指向那个纸袋子。里面整整齐齐地叠放着昨天我借给她的那条围巾。

“啊，没关系，不用客气。你没感冒吧？”我问道。

“嗯，我没关系。多亏您昨天借给我围巾，又和我一起喝了热饮。”泰朵拉边说边朝米尔嘉瞟了瞟。我也随着泰朵拉的目光朝米尔嘉看了看。米尔嘉握着自动铅笔的手停了下来，随后她抬起头，朝小纸袋瞥了一眼，之后便把目光停留在泰朵拉身上。两个女孩就这样沉默着，互相对视着。

谁都不说话。

就这样沉默了几秒钟。

泰朵拉“呼”地吐了口气，又重新将目光转向我，说：“今天真是打扰了。你以后可要再教我数学哦。”泰朵拉朝我点了下头，然后就走开了，当她走到图书室门口时又回头朝我微微致意。

这时，米尔嘉已经把头转向了草稿纸，开始写起了数学公式。

“你想到什么了吗？”我问她。当然，是关于 [image: \sqrt{1-4x}]
 的。

米尔嘉头也没抬，边写算式边回答我。

“信。”她说。

“什么？”我不明白。

米尔嘉没有停笔，回答我说：“里面有封信。”

我打开包看了看，把手伸进去摸索，围巾下似乎藏着什么。拿出来一看，是张很高级的白色贺卡。为什么米尔嘉会注意到里面有张贺卡呢？贺卡上写着短短的一行字，是泰朵拉的字迹。


谢谢您借给我围巾。围巾很温暖。

泰朵拉

PS：下次我们还去那家叫“豆子”的咖啡店吧。




7.5.4　最后的要塞


我们又回到了原来的问题。

我们已经求得了如下生成函数 C
 (x
 ) 的有限项代数式。



生成函数 C
 (x
 ) 的有限项代数式


[image: C(x)=\frac{1-\sqrt{1-4x}}{2x}]




接下来的问题就是 [image: \sqrt{1-4x}]
 会变成什么形式。

“我跟不上你解题的速度，米尔嘉。求得了 C
 (x
 ) 的有限项代数式后，接下来该怎么办呢？在求斐波那契数列的通项公式时，我们是怎么做的？”我问道。

“可以利用 C
 (x
 ) 的有限项代数式来计算出 xn

 的系数。也就是说，需要展开幂级数。”米尔嘉说。

“但是 [image: \sqrt{1-4x}]
 真是麻烦啊。该怎么处理它呢？”我低声嘀咕着。

“所以只能将幂级数展开了吧。比如说，将系数的数列称为 >[image: C(x)=\frac{1-\sqrt{1-4x}}{2x}]
 [image: \langle K_n\rangle]
 ，可以进行这样的展开。”米尔嘉边说边写出式子。

[image: \begin{aligned}\sqrt{1-4x}&=K_0+K_1x+K_2x^2+\cdots+K_nx^n+\cdots\\&=\sum^\infty_{k=0}K_kx^k\end{aligned}]


“生成函数 C
 (x
 ) 是这样的。

[image: C(x)=\frac{1-\sqrt{1-4x}}{2x}]


所以，为了去除分母，我们将分母移项。

[image: 2x\cdot C(x)=1-\sqrt{1-4x}]


因为 [image: C(x)=\sum^\infty_{k=0}C_kx^k]
 ,[image: \sqrt{1-4x}=\sum^\infty_{k=0}K_kx^k]
 ，替换后可得到下式。

[image: 2x\sum^\infty_{k=0}C_kx^k=1-\sum^\infty_{k=0}K_kx^k]


将等式左边的 2x
 放入 [image: \sum]
 这个符号里，右边将 k
 = 0 这一项写出来。

[image: \sum^\infty_{k=0}2C_kx^{k+1}=1-K_0-\sum^\infty_{k=1}K_kx^k]


将等式左边调整为从 k
 = 1 开始。

[image: \sum^\infty_{k=1}2C_{k-1}x^k=1-K_0-\sum^\infty_{k=1}K_kx^k]


把带有 [image: \sum]
 符号的项都归纳到左边。

[image: \sum^\infty_{k=1}2C_{k-1}x^k+\sum^\infty_{k=1}K_kx^k=1-K_0]


因为这个等式是无穷级数，所以为了改变和的先后次序，必须把条件说明清楚。但现在利用这个等式只是为了有所发现，所以我们就直接往下算吧。

[image: \sum^\infty_{k=1}(2C_{k-1}+K_k)x^k=1-K_0]


以上等式是关于 x
 的恒等式，比较两边的系数，可以得到 Kn

 和 Cn

 的关系式。

[image: ]


整理这些式子后可以得到下式。

[image: ]


也就是说，如果求出了 Kn

 的话，我们也就自然而然地求得了 Cn

 。最后的要塞就是 [image: \sqrt{1-4x}]
 的展开了。”


7.5.5　攻陷


米尔嘉迫不及待地说：“那么，我就来攻陷最后的要塞吧。现在，假设 [image: K(x)=\sqrt{1-4x}]
 ，可得

[image: K(x)=\sum^\infty_{k=0}K_kx^k]


这时 [image: \langle K_0,K_1,\cdots,K_n,\cdots\rangle]
 成了所求的目标。从哪里开始下手为好呢？”

“从一看就能明白的地方下手吧。”我说。

“嗯，那 K
 0
 该怎么处理才能让人一看就懂呢？”米尔嘉问。

“那就试试 x
 = 0 喽。”我立刻回答道，“如果这样的话，[image: \sum^\infty_{k=0}K_kx^k]
 中常数项之外的项就都被抵消了”。也就是说，K
 (0) = K
 0
 。”

“是啊，那接着该怎么办呢？”米尔嘉问我。

“你是问该拿 x
 怎么办吗？”我反问道。

“不是。我们得快点使用函数解析的基本方法哦。”米尔嘉似乎有些急不可待。

“那是什么？”我问。

“是微分啊。用 x
 求导 K
 (x
 )，然后数列转换，就能求出常数项 K
 1
 。

[image: {%}]


所以可得

[image: k'(0)=1k_1]


你知道为什么这个 1 要这么明确地写出来吧？这是为了抓住求导后指数下降这个模式。走到这一步接下来可就轻松了。再接着求导 K'
 (x
 )。

[image: K''(x)=2\cdot1K_2+3\cdot2K_3x^1\cdots+n\cdot(n-1)K_nx^{n-2}+\cdots]


所以，当 x
 为 0 时，可求得下式。

[image: K''(0)=2\cdot1K_2]


接下来，反复重复此操作，进行 n
 次 K
 (x
 ) 的求导运算。假设 K
 (x
 ) 经过 n
 次求导运算后用 K
 (n
 )
 (x
 ) 来表示。

[image: ]


再写下去就太冗长了，我们就用下降阶乘幂来表示吧。

[image: \begin{aligned}K^{(n)}(x)=n&^{\underline{n}}K_n\\&+(n+1)^{\underline{n}}K_{n+1}x^1\\&\quad~+\cdots\\&\quad\quad~+(n+k)^{\underline{n}}K_{n+k}x^k\\&\quad\quad\quad~~+\cdots\\\end{aligned}]


所以当 x
 为 0 时，就变成如下形式。

[image: K^{(n)}(0)=n^{\underline{n}}K_n]


也就是说，可以用 K
 (n
 )
 (0) 的形式来表示 Kn

 ，也就是泰勒展开式。

[image: K_n=\frac{K^{(n)}(0)}{n^{\underline{n}}}]


到这里我们的工作就告一段落了。”

米尔嘉歇了口气。

我说：“嗯，但是接下来好像就无法进展了，感觉像走到死胡同里来了。”

“为什么这么说呢？现在我们用幂级数的形式求得了 K
 (x
 )。接下来我们用普通的函数形式来表示 K
 (x
 ) 看看吧。”米尔嘉说。

“用普通的函数形式来求？”我疑惑不解。

“就是用求函数解析式的基本方法来做，又要用到微分哦。”米尔嘉边说边朝我眨了下眼睛。这可能是她第一次这么调皮地朝我眨眼睛吧。

“回想一下 K
 (x
 ) 的定义……

[image: K(x)=\sqrt{1-4x}]


平方根也就是 [image: \frac{1}{2} ]
 次方，所以可以变形为这样。

[image: K(x)=(1-4x)^{\frac{1}{2}}]


我们应该边注意观察出现的式子类型，边反复进行微分运算。

[image: \begin{aligned}K(x)&=(1-4x)^{\frac{1}{2}}\\K'(x)&=-2\cdot(1-4x)^{-\frac{1}{2}}\\K''(x)&=-2\cdot2\cdot(1-4x)^{-\frac{3}{2}}\\K'''(x)&=-2\cdot4\cdot3\cdot(1-4x)^{-\frac{5}{2}}\\K''''(x)&=-2\cdot6\cdot5\cdot4\cdot(1-4x)^{-\frac{7}{2}}\\&\enskip\vdots\\K^{(n)}(x)&=-2\cdot(2n-2)^{\underline{n-1}}\cdot(1-4x)^{-\frac{2n-1}{2}}\\K^{(n+1)}(x)&=-2\cdot(2n)^{\underline{n}}(1-4x)^{-\frac{2n+1}{2}}\end{aligned}]


将 x
 = 0 代入后，我们可以求得最后的式子是这样的。

[image: K^{(n+1)}(0)=-2\cdot(2n)^{\underline{n}}]


我们再回头看刚才我们用幂级数求得的式子，也就是你说算到那步走到死胡同里的式子，我们把其中的 n
 用 n
 + 1 来替换。

[image: K_{(n+1)}=\frac{K^{(n+1)}(0)}{(n+1)^{\underline{n+1}}}]


通过这两个式子可得到下式。

[image: K_{(n+1)}=\frac{-2\cdot(2n)^{\underline{n}}}{(n+1)^{\underline{n+1}}}]


这样，我们可以求得 [image: K_{n+1}]
 ，并不是走到死胡同里了哦。你还记得 Kn

 和 Cn

 的关系吗？

[image: C_n=-\frac{K_{n+1}}{2} ]


接下来就是用手运算的体力劳动了。

[image: \begin{aligned}C_n&=-\frac{K_{n+1}}{2}\\&=\frac{(2n)^{\underline{n}}}{(n+1)^{\underline{n+1}}}\end{aligned}]


这个式子的分母 [image: (n+1)^{\underline{n+1}}]
 可以变形为 [image: (n+1)\cdot n\cdot(n-1)\cdots=(n+1)\cdot n^{\underline{n}}]
 的形式。

[image: \begin{aligned}&=\frac{(2n)^{\underline{n}}}{(n+1)^{\underline{n+1}}}\\&=\frac{1}{n+1}\cdot\frac{(2n)^{\underline{n}}}{(n)^{\underline{n}}}\\&=\frac{1}{n+1}\cdot\binom{2n}{n}\end{aligned}]


因此，我们可以求得 Cn

 。

[image: C_n=\frac{1}{n+1}\cdot\binom{2n}{n}]


好了，这下我们算是完成了一部分运算，求得了同一个公式。我们终于从生成函数的王国回到数列的王国啦。”

于是，米尔嘉露出了笑容，说：“欢迎你回来。”


7.5.6　半径是 0 的圆


“我回来了！——噢，与其说这个倒不如说一声谢谢。”我说。

“真是非常有意思哦，是次快乐的旅行吧。”她立刻竖起食指。

　

我看着米尔嘉，想着她这个人真是……虽然有些粗鲁，但人还是很温柔的，外表看上去很沉着冷静，内心其实很火热。我对米尔嘉其实还是……

　

米尔嘉眯了下眼睛，站起身来，说：“为表纪念，我好想跳舞哦。”

　

我也站起身。

　

（这到底是怎么回事？）

　

米尔嘉突然朝我伸出左手，我伸出右手，小心翼翼地牵起米尔嘉雪白的手指，就像是害怕惊动小鸟一样。

　

（真暖和。）

　

我们的手就这样牵着，缓步移向书架前的宽阔场地。

米尔嘉绕着我划圈，慢慢地移动着舞步。

一步。

又一步。

放学后的图书室。除了我们之外没有其他人。

图书室里只听得到她那轻轻的脚步声。

“米尔嘉，你和我一直保持着相同的距离，就是在圆周上吧，算是单位圆吧。”我说。

真是的，我到底在说些什么呀。

米尔嘉“嗯”了一声，停下舞步，答道：“单位圆的前提可是我们的手臂长之和为 1 哦。”说着，她闭上了眼睛。

我突然想起来了。


……即使不能在米尔嘉身边“很近很近的地方”，但至少要在她“旁边”吧……



我正想着这些话的时候，米尔嘉睁开了眼睛。

“半径如果为零的话也……”她边说边用力拉我到身边，她力气大得让我吃惊。

“如果半径为零的话也要保持一定距离吗？”说着，米尔嘉把脸斜靠近我，我们俩的眼镜就要碰到了。

我什么话都说不出，米尔嘉也是，什么都没有说。

半径即使为零，圆仍旧是圆。但这是一个特殊的圆点。

然后我就……我们就……就这样沉默着，渐渐地靠近脸……

　

“放学时间到了。”图书室传来了瑞谷老师的声音。

　

我们俩的距离一下子又从零拉开了，一直拉到两人手臂长之和为止。


我的笔记


我和米尔嘉推导出通项公式的数列 [image: \langle C_n\rangle]
 为 [image: \langle1,1,2,5,14,\cdots\rangle]
 ，这个数列被称为卡塔兰数列。另外，我考虑的“先相乘后相加的形式”被称为卷积。

将数列和生成函数相对应后，就可以将“卷积后的数列”与“和原生成函数相乘后得到的函数”一一对应起来。也就是说，数列 [image: \langle a_n\rangle]
 和 [image: \langle b_n\rangle]
 的卷积形式可以表示为 [image: \langle a_n\rangle*\langle b_n\rangle]
 ，也就形成了以下的对应关系。

[image: {%}]


半夜，我独自在自己的房中兴奋地思考着这些对应关系。“数列王国”中的“卷积”就是“生成函数王国”中的“乘积”。

这真是美妙的对应啊！






第 8 章　调和数



巴赫把音乐的各个声部想象成一起聊天的好朋友。



比如有三个声部，它们会偶尔沉默，



去倾听旁人的话语，



同时也会去表达自己想说的话。



—— Forkel，《巴赫传》



8.1　寻宝



8.1.1　泰朵拉


“学——长——”

放学后，我正在校门口站着，泰朵拉走了过来。

“原来您在这里呀。刚才我去图书室找您，没找到，还在想怎么了呢。我准备回家了，一起走吗？咦？那是什么呀？”泰朵拉问道。

我把手中的卡片递给她，她接过卡片，目不转睛地看着。



我的卡片


[image: H_\infty=\sum^\infty_{k=1}\frac{1}{k}]




泰朵拉是高中一年级的学生，是比我小一届的学妹。不知道为什么，她总是像小狗一样跟随在我身边。有时候她和我一起在图书室自习，成为了我的好朋友。她话很多，给人不够沉稳的感觉，但是她有时候也会很严肃认真，甚至认真得让我透不过气来。她留着一头短发，有一双炯炯有神的大眼睛，很是可爱。

“这是什么呀？”泰朵拉抬起头问我。

“嗯，是研究课题。这个课题是以这个式子为起点，看你能否发现一些‘有趣的东西’。”我说。

“嗯？”她好像不太明白的样子。

“这个式子就好比藏着宝藏的森林一样，就看你是否能从中挖掘出宝藏。这张卡片是村木老师给我的。”我说。

“挖掘出宝藏……”泰朵拉又看了一遍我给她的卡片。

“嗯，也就是说以这张卡片为出发点，自己提出问题，自己解答。”我说。

“原来如此。学长，那么这么说来你已经从这个数学公式里发掘到宝藏了吗？”泰朵拉问道。

“没有，还没呢。但是，一看到这张卡片，就明白了一些东西。这个公式是 [image: H_\infty]
 的定义式，右边的 [image: \sum^\infty_{k=1}\frac{1}{k}]
 是……”

“啊——”我还没说完，只听泰朵拉大叫起来，她的尖叫声吓了我一跳。她双手捂住嘴巴，脸涨得通红。

“对……对不起啊。学长，请您什么都不要说哦。我也许能挖掘出‘宝藏’噢。”她说。

“怎么一回事呀？”我问道。

“关于这个研究课题，我说不定也能发现些什么呢。因为关于这样的研究我还从来没有做过，所以想尝试做做看。我会努力争取把‘宝藏’挖掘出来的。”她边说边做出用铁铲挖洞穴的样子。

“好啊，当然可以。如果发现什么有趣的东西的话，写成小论文拿去给村木老师看就好了。”

“啊，这样真是太恐怖了。”她一个劲地摇头表示自己不行。她还是那样一如既往，活力十足。

“那么这张卡片就给你了哦。明天到图书室里再听你说。你先自己考虑看看。”

“好！我会努力的！”泰朵拉那双大眼睛放着光，双手紧紧握在一起。

“学长……学长是我的……”

泰朵拉看了看我身后，突然停下不说了，然后又小声说了声“啊呀”。

我回头一看，发现米尔嘉就站在我身后。


8.1.2　米尔嘉


“让你久等了。”米尔嘉冲我微微一笑。

就这样，我在校门口被两个女孩夹攻了。

米尔嘉是高中二年级的学生，也是我的同班同学。她是一个美女，有着一头飘逸的长发和一副合适的眼镜。她的数学很好，经常不征得我同意就随意在我的笔记本上计算，或者突然开始给我讲课，完全不顾别人是不是有空……

泰朵拉突然变得慌张起来，说：“原来您和她是约在这里见面呀。我打扰您了吧。啊呀，真不好意思，我走了。”她低下头，后退了半步。

“呃……”

米尔嘉慢慢地看了看泰朵拉，又看了看我，然后又看了看泰朵拉。她眯起眼睛，微笑着柔声说道：“没关系，泰朵拉。我一个人回去好了。”

米尔嘉伸出右手，轻轻拍了拍泰朵拉的脑袋，挤到了我和泰朵拉之间。

泰朵拉因为突然被拍了拍头，不由得缩了缩脖子，眨了眨大眼睛。接着，她的目光就一直追随着米尔嘉那凛然的背影而去了。

渐渐离去的米尔嘉没有再回头朝我这里看，只是轻轻地挥了挥右手，就好像在跟目送着她的泰朵拉打招呼致意一般。她转了个弯，便看不到她了。

刚才，我一直忍着没有叫出声来，因为米尔嘉踩了下我的脚趾，而且，很用力。

——真的很痛。


8.2　图书室里的对话


第二天放学后，图书室里人很少。

“怎么样？”我问道。

泰朵拉一脸哭相，摊开了笔记本。笔记本上只写着一行数学公式。

[image: \sum^\infty_{k=1}\frac{1}{k}=\frac{1}{1}+\frac{1}{2}+\frac{1}{3}+\cdots]


“学长……看来我数学确实很烂。”她说。

“没有没有，你抓住了原式所要表达的意思啊。这个式子并没有错哦。”我鼓励她。

“可是学长，我完全不知道该从何开始做起，虽然我想从中发现一些有趣的东西……”她泄气地说。

“这种无限持续下去的式子总让人有种已经掌握了的感觉，但真要认真分析时，又觉得非常困难。泰朵拉，你的挑战精神真的很令人佩服哦。接下来的步骤我们一起来完成吧。”

“啊，不好意思哦，又要浪费您宝贵的时间了。”她充满歉意地说。

“没有，没关系的。我们一点点做吧。”


8.2.1　部分和与无穷级数


“我们先来看看题目中的式子 [image: \sum^\infty_{k=1}\frac{1}{k}]
 ，这个式子中难以理解的是 ∞ 这部分吧。”我说。

“嗯，无穷大的数字是……”泰朵拉说。

“∞ 不是‘数字’，至少一般它不作为数字来用。比如，实数中就不包括 ∞。”我说。

“啊，是吗？”她不敢相信。

“是啊。一看到 [image: \sum^\infty_{k=1}\frac{1}{k}]
 这个式子，人们就会觉得这个是‘k
 由 1 变化 到无穷大，然后将这些 [image: \frac{1}{k}]
 相加起来的和’。但是，寻找无穷大的数到底在哪里，然后把 k
 给算出来的方法是不正确的。无穷级数 [image: \sum^\infty_{k=1}\frac{1}{k}]
 是 [image: \sum^n_{k=1}\frac{1}{k}]
 部分和的极限，可以定义为以下的式子。”

[image: \sum^\infty_{k=1}\frac{1}{k}=\lim_{n\to\infty}\sum^n_{k=1}\frac{1}{k}]


“不好意思，lim 是什么呢？”她问。

“是 limit，也就是指极限
 。如果用数学上的定义来解释的话，可能一时半会儿解释不完，那现在我就简单说说。假设有数列 [image: a_0,a_1,a_2,\cdots,\lim_{n\to\infty}a_n]
 这个式子就表示当 n
 非常大的时候 an

 的值到底是什么。将 n
 增大的时候，an

 可能会变得越来越大，也可能会一会儿变大一会儿变小，还可能会变得趋向于某一个定值。而 [image: \lim_{n\to\infty}a_n]
 这个式子就可以定义成 an

 趋向的那个定值。也就是说，[image: \lim_{n\to\infty}a_n]
 这个数学式表示了 an

 所到达的‘最终目的地’。确定到达的最终目的地称为收敛
 。”我答道。

“嗯……真是好难啊。但是关于 n
 变得很大很大的时候 an

 到底会怎样，这一点我倒是听懂了……”她说。

“嗯，是挺难的。也难怪，用日常生活中的语言来表示确实很难，我们还是用数学公式来表示吧。首先，我们先将‘最终目的地是被定义出来的东西’这一点牢记在心。虽说是被定义出来的东西，但也并不一定是靠直觉就能理解的。我们不应该直接求无穷级数的数字，而应该考虑部分和之后再思考从 n
 变到无穷大的极限，这才是正确的方法。”

“对……对不起。我不太明白无穷级数和部分和的区别……”她打断我的话问道。

“这就是无穷级数，也可以称为级数。”

[image: \sum^\infty_{k=1}]
 （使用了 k
 的式子）

“而这个就是部分和。”

[image: \sum^n_{k=1}]
 （使用了 k
 的式子）

“你能发现它们的区别吗？”我问她。

“嗯，一个是 ∞，一个是 n
 。但是，因为 n
 是个变量，而 ∞ 也是吧，这样一来不就是相同了吗？”她疑惑不解。

“不是啊，这可有很大的不同。的确，n
 虽然是个变量，但它表示有限大的数字。而 ∞ 不是数字，不能代入 n
 。将 n
 理解为是有限大的数字，就意味着 [image: \sum^n]
 中有有限个项。也就是说，计算结果肯定是能够求得的。但是，像 [image: \sum^\infty]
 这样有无限个项相加的式子的话，就不一定能求得计算结果了。刚才我稍稍提到过‘变得越来越大’和‘一会儿变大一会儿变小’等状况，那种情况下要到达的最终目的地是无法确定的吧。不确定的数值是不能被当作数字来处理的。不能确定要到达的最终目的地称为发散
 。所以在处理无限个项的时候，会碰到这种比较危险的状况。”

“是的……我知道了，我们在处理无限时要格外小心。是叫发散吧，一旦和无限有牵连，即使写出了数学公式也可能无法确定具体数值吧。”泰朵拉说。

“接下来是写法上需要注意的地方。下面两个式子中出现了省略号（...），表示无限的 ... 是式（1）和式（2）中的哪个呢？”我问道。

[image: \begin{aligned}&\frac{1}{1}+\frac{1}{2}+\frac{1}{3}+\cdots+\frac{1}{n}\qquad\qquad\qquad\qquad(1)\\&\frac{1}{1}+\frac{1}{2}+\frac{1}{3}+\cdots\qquad\qquad\qquad\qquad\qquad(2)\end{aligned}]


“表示无限的 ... 是不是第（2）个式子呢？”泰朵拉不确定地问。

“正 是。式（1）[image: \frac{1}{1}+\frac{1}{2}+\frac{1}{3}+\cdots+\frac{1}{n}]
 中出现的 ... 并不是表示无限的 ...。这里只是因为地方不够写不下了，才用 ... 来表示的。这个式子只表示有限个项，必定有一个确定的数值，这并不可怕。但是 式（2）[image: \frac{1}{1}+\frac{1}{2}+\frac{1}{3}+\cdots]
 中出现的 ... 表示无限。这个式子中隐藏着 lim，也就暗示着‘有可能会有不确定的数值’。有限项的 ... 和无限项的 ... 意思完全不相同，可要注意了哦。”我提醒道。

“原来即使看上去相同的 ... 意思也不同啊！”泰朵拉感叹道。


8.2.2　从理所当然的地方开始


“啊呀，我们又陷入无限这个话题了。在求无穷级数之前，首先必须习惯计算有限项的和。为了习惯 [image: \sum]
 ，我们把 n
 为 1, 2, 3, 4, 5 的情况分别代入式子计算一下看看。”我说。

[image: \begin{aligned}\sum^1_{k=1}\frac{1}{k}&=\frac{1}{1}\\\sum^2_{k=1}\frac{1}{k}&=\frac{1}{1}+\frac{1}{2}\\\sum^3_{k=1}\frac{1}{k}&=\frac{1}{1}+\frac{1}{2}+\frac{1}{3}\\\sum^4_{k=1}\frac{1}{k}&=\frac{1}{1}+\frac{1}{2}+\frac{1}{3}+\frac{1}{4}\\\sum^5_{k=1}\frac{1}{k}&=\frac{1}{1}+\frac{1}{2}+\frac{1}{3}+\frac{1}{4}+\frac{1}{5}\end{aligned}]


我又说道：“那么接下来我们研究一下部分和吧。首先，要求 [image: \sum^n_{k=1}\frac{1}{k}]
 的值，n
 的值是关键，所以就要先关注 n
 为何值。比如用 Hn

 来表示也可以，这就是 Hn

 的定义式了。”

[image: H_n=\sum^n_{k=1}\frac{1}{k}]
 　　（Hn

 的定义式）

“啊，等……等一下。我不太明 白‘n
 的值是关键’这一点。”泰朵拉打断我说。

“嗯，像你这样有不懂的地方就问出来是很好的习惯噢。‘n
 的值是关键’就是说，只要确定了 n
 的具体数值，比如 5 或 1000，那么 [image: \sum^n_{k=1}\frac{1}{k}]
 这个式子的数值也就能确定了。所以，以 n
 为下标，可以写出 Hn

 这个式子。这样一来，我们就可以将式子写成 H
 5
 或者 H
 1000
 了，也就等于给它们命了名字。”

“那为什么要以 H
 来命名呢？”她不解。

“因为卡片上写着 [image: H_{\infty}]
 ，所以我将其部分和写成了 Hn

 。”我解释道。

“啊，原来是这样。对了，写成 Hn

 的话，虽然剩下了 n
 ，但是 k
 为什么消失了呢？”她问道。

“[image: \sum^n_{k=1}\frac{1}{k}]
 中的 k
 只是在 Σ 的过程中起作用的变量，这从外边是看不出来的。像 k
 这样的变量称为约束变量
 ，也就是被约束在 Σ 的过程中的意思。其实也未必需要将这个变量取名为 k
 ，随便取个自己喜欢的字母就可以了。i
 , j
 , k
 , l
 , m
 , n
 等也是经常被使用的。但是 i 也用来表示虚数 [image: \sqrt{-1}]
 ，所以为了不使人混淆，还是避免取名为 i
 。另外，本来将约束变量取名为 n
 也是可以的，但是在这里不可以，因为 n
 在这里代表别的意思。如果将 [image: \sum^n_{k=1}\frac{1}{k}]
 写成 [image: \sum^n_{n=1}\frac{1}{n}]
 的话，式子的意思就变得很奇怪了。”

“嗯，我明白了。不好意思，我刚才打断了您的话。”她表示歉意。

“没关系的。有什么不懂的地方就问，那很好啊。”说着，我们俩都笑了。


8.2.3　命题


“那么，我们来列举一下根据 [image: H_n=\sum^n_{k=1}\frac{1}{k}]
 所能得到的信息。正所谓‘举例是理解的试金石’嘛！下面的这种说法是正确的吗？”我问道。


如果 n
 = 1，则 Hn

 = 1。


“嗯，正确啊。因为 H
 1
 等于 1，但是这不是理所当然的吗？——噢，我知道了，‘我们要从理所当然的地方开始思考问题’。”泰朵拉说。

“对啊对啊，你记得很牢嘛。那么，下面的这种说法是否成立呢？”我又问。


对于所有的正整数 n
 ，Hn

 都大于 0。


“嗯，成立啊。”她答道。

“像这样可以判断是否成立的数学论题就称为命题
 。命题可以用文字表述，也可以用数学公式来表示。那么，下面这个命题是否成立呢？”我问。


对于所有的正整数 n
 ，当 n
 增大时，Hn

 也随之增大。


“嗯……是成立的吧。n
 逐渐增大就意味着加上去的数字越来越多吧。”她答道。

“对对对，如果正数相加的话就会变大吧。‘当 n
 增大时，Hn

 也随之增大’这个命题用数学公式来表示的话也是可以的。用数学式子表示会显得更严密。”我说。


对于所有的正整数 n
 ，Hn

 n
 + 1。


“的确，这个命题是成立的。但是，比起‘当 n
 增大时，Hn

 也随之增大’，‘[image: H_n%3cH_{n+1}]
 ’这种说法更加严密。严密……嗯。”泰朵拉陷入了沉思。

在泰朵拉思考的时候，我一直默默地等着。

“啊，我明白了。这就是‘增大’这个动作性的表现方式与使用不等号来表示‘大’这个叙述性的表现方式的差别吧。就好比英语中一般动词和 be 动词的差别。”她说道。

“啊？”听了泰朵拉的话，我有点吃惊。“增大”和“大”的区别？“一般动词”和“be 动词”的区别？——啊，原来如此，可能确实是这样。曾几何时，村木老师也说过这样的话。就像观察数列的变化情况和通过关系式把握数列的各项间的关系……

“学长，您怎么了？”泰朵拉问。

“没什么，听你这么一说，我刚才在想，原来还有你这样的想法啊。其实我只是想说‘比起日常生活中的语言，用数学式子来表示显得更严密’罢了。话虽如此，泰朵拉你究竟是什么人呀？”我说道。

“啊？什么意思？”泰朵拉突然睁大眼睛，歪了歪脑袋。

“没什么。我们继续往下看。下面这个命题是否成立呢？”我问。


对于所有的正整数 n
 ，[image: H_{n+1}-H_n=\frac{1}{n}]
 成立。（？）


“嗯，成立。因为我们将 Hn

 定义为分数的和，所以前后两个数字相减结果得到分数也是理所当然的。”

“很可惜，这次错了。[image: H_{n+1}-H_n=\frac{1}{n}]
 这个式子不成立。右边的分母不正确。分母不该是 n
 ，如果是 n
 + 1 的话就成立了。”


对于所有的正整数 n
 ，[image: H_{n+1}-H_n=\frac{1}{n+1}]
 成立。


“咦？奇怪了。啊，这样啊。学长，您给我陷阱让我跳，真过分啊。”泰朵拉嘀嘀咕咕地抱怨。

“对不起对不起。但是，你不仔细确认就下结论，这样可不行哦。”我说道。

“虽说如此……”她不满地撅起了小嘴。

“对了，[image: H_{n+1}-H_n]
 应该是什么，这个从 Hn

 的定义式中就能求出来了。你做做看。”我说。

“好的，嗯……”泰朵拉开始算起来。

[image: H_{n+1}-H_n=\sum^{n+1}_{k=1}\frac{1}{k}-\sum^n_{k=1}\frac{1}{k}]


这就是 Hn

 的定义式。接下来将 [image: \sum]
 具体展开。

[image: =\biggl(\frac{1}{1}+\frac{1}{2}+\cdots+\frac{1}{n}+\frac{1}{n+1}\biggr)-\biggl(\frac{1}{1}+\frac{1}{2}+\cdots+\frac{1}{n}\biggr)]


好了，完成了。接下来再将各项的顺序调整一下。

[image: =\biggl(\frac{1}{1}-\frac{1}{1}\biggr)+\biggl(\frac{1}{2}-\frac{1}{2}\biggr)+\cdots+\biggl(\frac{1}{n}-\frac{1}{n}\biggr)+\frac{1}{n+1}]


这下好了吧，学长。

[image: =\frac{1}{n+1}]


“嗯，做得不错。泰朵拉你从中发现了什么命题吗？”我问道。

“嗯……因为出现了 [image: H_{n+1}-H_n]
 ，那么这个命题怎么样呢？”她边思考边写下。


对于所有的正整数 n
 ，当 n
 增大时，[image: H_{n+1}-H_n]
 的值变小。


“厉害厉害。不错，如果用数学式子来表示的话是什么样呢？”我问道。

“是这样吧。”她说。


对于所有的正整数 n
 ，[image: H_{n+1}-H_n%3eH_{n+2}-H_{n+1}]
 成立。


“正是如此。非常好。”我赞许道。

“[image: \frac{1}{2},\frac{1}{3},\frac{1}{4},\cdots]
 ，相加下去的数字在逐渐‘变小’，这里就是用‘小’这个数学公式来表现这种‘变小’的情况的吧。”她补充道。


8.2.4　对于所有的……


“泰朵拉，像这样把数学公式写出来可是很重要的哦。即使是理所当然的内容也没关系，先把它们都写下来看看。这就是练习使用数学公式来表达的好方法噢。”我说。

“嗯。我想起来了，学长以前也说过‘要把数学公式像揉捏黏土一样玩弄’。”泰朵拉一边说着“玩弄”，一边用手摆弄起揉捏黏土的动作，“啊……但是‘对于所有正整数 n
 ’这部分不是数学公式吧？”她又问道。

“嗯，不是。但是如果将正整数的集合用 [image: \mathbb{N}]
 来表示的话，就可以用这样的数学公式来表达。”

[image: \forall n\in\mathbb{N}\quad H_{n+1}-H_n%3eH_{n+2}-H_{n+1}]


“这个数学公式怎么读啊？”她问。

“‘[image: \forall n\in\mathbb{N}\cdots]
 ’可以读作‘For all n in [image: \mathbb{N}]
 ... ’，翻译过来就是‘对于 所有的正整数 n
 都……’或者‘对于任意正整数 n
 都……’吧。[image: \forall]
 就是将 All 这个单词中的 A 倒过来写。”我答道。

“[image: \mathbb{N}]
 和普通的 N
 有所不同吧。”她说。

“确实不一样。如果写成 N
 的话，给人的感觉像是普通的数字。而写成 [image: \mathbb{N}]
 就是为了表示‘这不是数字，而是集合’。”我说。

“∈ 这个符号又表示什么呢？”泰朵拉问。

“∈ 这个符号其实是利用了元素 ∈ 集合
 这个形式，表示‘这是集合中的元素’。写成 [image: \forall n\in\mathbb{N}\cdots]
 这个形式的话，就表示‘无论从集合 [image: \mathbb{N}]
 中选择哪个元素 n
 都……’的意思。”我回答。

“就是说无论选择哪个数字都可以吧！学长，不知道为什么，我觉得这像是在用数学语言写作文似的。这不叫英语作文，叫数学作文吧？”泰朵拉笑着说。

“数学作文……确实，数学也有这一方面的功能吧。用数学公式来表示的话，经常能大大精简语言。所以，在解读写有数学公式的地方时，我们还是慢慢地来比较好。”我说。

“数学公式就像浓缩果汁一样吧。一口气喝下不妥吧？”她问。

“好了，我们把数学式子 Hn

 一个一个地写出来看看。”

[image: \begin{aligned}H_1&=\frac{1}{1}\\H_2&=\frac{1}{1}+\frac{1}{2}\\H_3&=\frac{1}{1}+\frac{1}{2}+\frac{1}{3}\\H_4&=\frac{1}{1}+\frac{1}{2}+\frac{1}{3}+\frac{1}{4}\\H_5&=\frac{1}{1}+\frac{1}{2}+\frac{1}{3}+\frac{1}{4}+\frac{1}{5}\end{aligned}]


“按顺序观察这些式子，我们来关注一下变量，也就是 [image: H_{n+1}-H_n]
 这部分。”我说。

[image: \begin{aligned}H_2-H_1&=\frac{1}{2}\\H_3-H_2&=\frac{1}{3}\\H_4-H_3&=\frac{1}{4}\\H_5-H_4&=\frac{1}{5}\\H_6-H_5&=\frac{1}{6}\end{aligned}]


“就像这样，[image: H_{n+1}-H_n]
 的数值在逐渐变小。正如泰朵拉你刚才所说的那样。”我说。

“嗯。”泰朵拉应声道。

“虽然 H
 1
 , H
 2
 , H
 3
 , H
 4
 , H
 5
 , ... 这些数本身是逐渐增大的，但是它们‘增大的部分’，也就是‘增加的数量’是逐渐变小的。渐渐地，这些数字就只是增大一点点，于是……”

我还没说完，泰朵拉就抢着说道：“啊，请等一下。那个‘增加的数量逐渐变小’这个说法就可以用我刚才所写的数学公式来表示吧。嗯……就是这个。”


对于所有的正整数 n
 ，[image: H_{n+1}-H_n%3eH_{n+2}-H_{n+1}]
 成立。


“对对，正是如此。增加的数量逐渐变小这一说法有点模棱两可，如果像这样用数学公式来表达的话，意思就清晰明朗了。也就是说，让人更容易理解了。也有人可能会认为数学公式很复杂，让人难以理解，但是如果不用数学公式来表达，反而变得让人更加难以理解。数学公式就是语言。如果能够很好地利用的话，不仅能帮助自己理解，还能帮助自己把自己想说的话表达出来。”我说。

“嗯。那么，我们将现在的命题用数学公式来写写看……这样可以吗？”她问道。

[image: \forall n\in\mathbb{N}\quad H_{n+1}-H_n%3eH_{n+2}-H_{n+1}]


“嗯，很不错哦。正是如此。”我赞许她道。

听了我的赞美，泰朵拉看上去很高兴。


8.2.5　存在……


“好了，我们逐渐可以看出问题了。这是最初的宝藏。”我说。

“什么呢？”泰朵拉不解。

“到目前为止，我们把 Hn

 定义为 [image: \sum^n_{k=1}\frac{1}{k}]
 。如果 n
 逐渐变大的话，那么 Hn/sub>

 本身也逐渐增大。但是，Hn

 增加的数量却在逐渐变小。那么，只要 n
 不断增大的话，Hn

 就会一直增大下去吗？还是说，即使 n
 变得很大很大，Hn

 也不会比某一个特定数字大？”我提问道。

“这个问题也就是说，下面的式子是一直增大下去呢，还是大到一定程度就停止了呢。对吧？”泰朵拉用手撑着头，问道。

[image: \frac{1}{1}+\frac{1}{2}+\frac{1}{3}+\frac{1}{4}+\frac{1}{5}+\cdots]


“嗯，是的。从那张纸片中可以非常自然地想到这个问题。也就是说，我们要研究它是发散还是收敛。我们用数学公式来表达。”



问题 8-1


如果将实数的集合用 [image: \mathbb{R}]
 来表示，正整数的集合用 [image: \mathbb{N}]
 来表示，那么下面的式子是否成立呢？

[image: \forall M\in\mathbb{R}\quad\exists n\in\mathbb{N}\quad M%3c\sum^n_{k=1}\frac{1}{k}]




“这是日语片假名ヨ吗？”泰朵拉指着式子中的一个符号问。

“不是哦，∃ 是把 Exists 中的 E 倒过来写的符号。”我回答说。

“是表示‘存在’的意思吗？也就表示‘For all M
 in [image: \mathbb{R}]
 , n
 exists in [image: \mathbb{N}]
 ... ’的意思吧？”泰朵拉说道。

“泰朵拉你英语发音真标准啊。既可以说是‘n
 exists’，也可以说是‘there exists n
 ’。再补充上 such that 的话，更容易让人理解。”

For all M
 in [image: \mathbb{R}]
 , there exists n
 in [image: \mathbb{N}]
 such that　[image: M%3c\sum^n_{k=1}\frac{1}{k}]
 .

“学长，如果用语言来表达的话该怎么说呢？”泰朵拉问我。

“如果一定要用语言来表达的话，可以这样说。”我回答。

对于任意实数 M
 ，存在正整数 n
 使式子 [image: M%3c\sum^n_{k=1}\frac{1}{k}]
 成立。

“虽然很复杂……但不管怎么样，我还是明白了。”泰朵拉说。

“下面（a）和（b）两个数学公式表达的是两种完全不同的意思，你知道吗？”我在笔记本上写下两个数学公式。

[image: \begin{aligned}&\forall M\in\mathbb{R}\quad\exists n\in\mathbb{N}\quad M%3c\sum^n_{k=1}\frac{1}{k}\qquad(a)\\&\exists n\in\mathbb{N}\quad\forall M\in\mathbb{R}\quad M%3c\sum^n_{k=1}\frac{1}{k}\qquad(b)\end{aligned}]


“这两个式子有点长，为了让你更容易理解，我加上括号给你看看吧。”我边说边加上括号和解说。

[image: ]


“如果用英语来表示的话……”我又接着写道。

For all M
 in [image: \mathbb{R}]
 , there exists n
 in [image: \mathbb{N}]
 such that　[image: M%3c\sum^n_{k=1}\frac{1}{k}]
 .　(a)

There exists n
 in [image: \mathbb{N}]
 , such that for all M
 in [image: \mathbb{R}]
 　[image: M%3c\sum^n_{k=1}\frac{1}{k}]
 .　(b)

泰朵拉口中轻轻反复念着这段英语，考虑了片刻。

“我觉得自己应该是明白了。顺序很重要。式（a）是先决定 M
 ，然后再探寻 n
 。在探寻 n
 的时候，M
 是不变的。但是，式（b）是先决定 n
 ，然后再根据 n
 来探寻所有的 M
 吧？”泰朵拉说。

“嗯，对哦。式（a）是先选择 M
 然后再寻找 n
 ，主张对于所有的 M
 都能找到相对应的 n
 。每选一个 M
 ，n
 都可以有所改变。但是式（b）是首先寻找 n
 。这个 n
 究竟是一个什么样的数字呢？它是关于所有的实数 M
 都能使不等式成立的伟大的 n
 。在式（b）中，选择 M
 的时候 n
 不变。这次例题 8-1 的主张是式（a），能理解吗？”我说。

“嗯，勉强能懂。”泰朵拉说。

“式（a）和式（b）意思上的不同是很难用语言来表达的。但是，如果用数学公式来表达的话，却非常清楚明朗。——当然也要在你正确解读的基础上。”我说道。

“的确，如果用语言来描述它们的区别的话太难了。对了，这个不等式中出现的 M
 原本应该是什么呢？”泰朵拉问。

“泰朵拉，那你认为是什么呢？”我反问道。

“嗯……噢，这个数字是不是很大啊？”她问。

“嗯，是这种感觉吧。与其说是‘一直变大下去’，倒不如给任意实数取上 M
 这个名字，然后说‘比 M
 还要大’，这个表达方法也更清晰。如果不管 M
 取哪个数，都能找到像例题 8-1 中那样与 M
 对应的 n
 的话，就可以说 Hn

 一直变大下去。但是，如果对于某个数 M
 ，与之相对应的 n
 不存在的话，那么就不能说 Hn

 是一直变大下去的。”

“原来如此……虽然我们绕了个大圈子，但是意思总算是表达清楚了。”泰朵拉喘了口气。

“嗯，你累了吧？”我说道。

“没有没有。——有一点累吧。但是，多亏听了学长的讲解，不知怎么的，我觉得自己‘数学作文的词汇量’增大了呢。”

“你也很努力啊，泰朵拉。今天就说到这里吧。快到图书管理员瑞谷老师出现的时候了。明天放学后我们再一起打开百宝箱的盒子吧。”我提议道。

“好的！学长，我……我很开心！”泰朵拉说。

“嗯，是啊，数学是很有意思的哦。使用数学公式这个新型语言，可以让表达不再模棱两可，还可以整理思路。”

“嗯，特别是我和学长一起……嗯，是啊，是这样的。明天也请多多关照啰！”她说。


8.3　螺旋式楼梯的音乐教室


第二天午休时间，在音乐教室。

经过音乐教室的学生们都被里面传出的钢琴声所吸引，朝里张望。

有两个美女在三角钢琴旁四手连弹。

一个美女是才女米尔嘉，还有一个是喜欢琴键的美女盈盈，她是钢琴爱好者协会“最强音”的会长。她现在也是高中二年级，虽然和我是一个年级的，但是与我和米尔嘉不在一个班。

米尔嘉和盈盈一起弹奏着以上升音阶为基调的变奏曲。两个人的呼吸节奏协调，一同快速弹奏了好几遍相似的音乐段子，每重复一遍音阶就上升一次。咦？我觉得这样下去要超过钢琴的音域了……但那是不可能的吧。当我突然意识到这点的时候，不知不觉中音调已经开始下降了。但是，是什么时候开始下降的呢？不知道怎么的，我总有种特别不可思议的感觉——朝无限阶梯向上爬的感觉。如果有很大的翅膀，那么可以一下子飞得很高，但是现在只能螺旋式地一步一步往上攀登，真是令人急不可待啊！无限上升的无限音阶，永远都在变奏的音乐。她们能弹奏这样的钢琴曲真是令人吃惊啊！

从我站立的位置，能够清楚地看到米尔嘉那灵活修长的手指（那温暖的手指）。嗯，这么一看确实能发现手回到左边的低音部时需要一定的时间间隔。但是，我只听到音阶在逐步上升。

曲终，音乐声渐渐变弱，然后就消失了，大家发出了雷鸣般的掌声和欢呼。米尔嘉和盈盈站起身，向大家行礼致谢。

“有趣吗？”米尔嘉问我。

“真是不可思议啊！虽然钢琴的键盘是有限的，但是它弹奏出的曲子却给人无限上升的感觉。”

“这就好比朝着正的无穷大发散下去，很有趣。虽然有限和发散是矛盾的两个概念。”米尔嘉坏坏地笑了。

“你使用了差八度的音阶吧？”我问。

“嗯，是的。我将差八度的几个音平行提升，这样一来，音调是升高了，但是音量却变小了。当琴声在高音阶的地方消失时，我用很轻的音量弹奏起低音部分。中音的区域也就是音量最大的地方。这样一来，人的耳朵就会被琴声所欺骗了，认为那音调是在无限上升。一个人弹总会有极限，但我们是两个人在四手联弹。”米尔嘉说。

“把我们的老底都说出来那可不行啊。”盈盈走过来说，“我们作曲可是很难的。如果是单纯的音阶岂不是很无聊吗？我们增快弹奏的速度是为了不让听众觉得厌烦。虽说如此，不把曲子简化，就不能觉察到曲子的不可思议。真是难啊！真是多亏米尔嘉的手指灵活啊，真是帮了大忙了。”

“是啊。下次我们希望能够弹莫比乌斯带状的和声。”米尔嘉微笑着说。

“这是什么样的曲子啊！算了，我们以后再玩哦。”盈盈苦笑着，回到了自己的教室。

米尔嘉一边用食指划着圈，一边哼着小调，和我一起朝教室走，心情很好的样子。


8.4　令人扫兴的 ζ
 函数


午休过半，米尔嘉一边嚼着代替午饭的奇巧巧克力，一边坐到我前面的位子。

“村木老师的这个，你看到了吗？”米尔嘉边说边在我面前放了张卡片。



（米尔嘉的卡片）



ζ
 (1)



（咦？和我的不一样啊。）

米尔嘉还没等我回答就开始说起来。

“虽说是要研究 ζ
 (1)，但是 ζ
 (1) 本身就以向正的无穷大发散而有名，证明它也是很快就能完成的。我觉得倒不如研究其他节奏的式子，于是就想到了这些。首先……”

我听着米尔嘉那开机关枪式的快速解说，心想：原来是这样啊，老师这次给了米尔嘉一张和我不同的卡片啊。ζ
 函数我也听说过，它应该是与时代最前端的数学问题相联系的。原来如此，这才是与才女米尔嘉实力相符的难解的课题啊。

这么说来，泰朵拉已经解出昨天的问题了吧。泰朵拉，那个做事急吼吼的女孩到底是什么人呀？我认为她虽然并不是很擅长数学，但是她观察力敏锐。虽然连她自己本人都没发现这一点长处。

最初我在教泰朵拉数学的时候总是站在指导后辈的角度与她交谈。但是，最近的情况却有点不同了。在和她交谈的过程中，不知道为什么，我的思路也感觉像是被重新整理了一遍。一开始主要是我在说，泰朵拉在听，像这样来来回回几次，我觉得我们在一步一个台阶地向上攀登。现在是泰朵拉在说，我在听，哈哈，有点像推导公式的感觉呢。一点一点逐步变化下去，然后再一步一步验证。而且我还能看到泰朵拉睁着大眼睛认真的表情，真是……

“喂。”米尔嘉叫我。

米尔嘉面无表情地盯着我看。

完了，我刚才一直在开小差，没有听见她说什么……这下惨了。

这时，上课铃响了。

米尔嘉就这样一言不发地站起身，回到自己的座位上，再也没有朝我这里看。

真是令人扫兴啊。


8.5　对无穷大的过高评价


今天是图书室整理图书的日子，所以不能去图书室自修。于是，我和泰朵拉决定去教学辅楼的休息室“神乐”继续计算。我们占了角落里的位子。

“打扰了。”泰朵拉朝我恭敬地鞠了一躬，坐到了我身边。她来晚了一会儿，但身上的香味依旧。不知什么地方有人在练习着长笛的二重奏。

我沉默着开始写起了数学公式，是昨天问题的解答。



问题 8-1


如果将实数的集合用 [image: \mathbb{R}]
 来表示，正整数的集合用 [image: \mathbb{N}]
 来表示，那么下面的式子是否成立呢？

[image: \forall M\in\mathbb{R}\quad\exists n\in\mathbb{N}\quad M%3c\sum^n_{k=1}\frac{1}{k}]




泰朵拉在旁边看我写。

[image: ]


“好，先到这里，我们歇口气。算到中途要变形成不等式，这个你知道吧。为了方便一般化的变形，不用算到最后，算到 [image: 1+\frac{3}{2} ]
 即可。现在我们只是考虑了 H
 8
 的结果，如果计算 H
 1
 , H
 2
 , H
 4
 , H
 8
 , H
 16
 , ... ，就会是这样哦。”

[image: \begin{aligned}H_1&\geq1+\frac{0}{2}\\H_2&\geq1+\frac{1}{2}\\H_3&\geq1+\frac{2}{2}\\H_4&\geq1+\frac{3}{2}\\H_5&\geq1+\frac{4}{2}\\&\enskip\vdots\end{aligned}]


“将它们进行一般化变形并不难。假设 m
 是大于等于 0 的整数，以下式子成立。”

[image: H_{2^m}\geq1+\frac{m}{2} ]


“但是，这个是不等式吧。如果不是等式的话，就无法准确地求出 [image: H_{2^m}]
 的值吧。”泰朵拉问道。

“我们现在的目的不是准确求出 [image: H_{2^m}]
 的值，而是弄清 [image: H_{2^m}]
 究竟可以变 大到什么程度。上式中的 m
 如果很大的话，情况会变得如何呢？你想想看。”

突然，泰朵拉兴奋地说：“啊！我知道了，我知道了！会一直无限变大下去！如果 m
 变大的话，[image: 1+\frac{m}{2} ]
 会一直无限变大下去！所以，嗯，考虑到不等号的因素，如果 m
 无限变大的话，那么 [image: H_{2^m}]
 也会一直无限变大下去！”

“嗯，不要激动。我们从问题这里出发一步一步做做看。思考一下当我们得到 M
 的时候能够使 [image: M%3c\sum^n_{k=1}\frac{1}{k}]
 成立的 n
 是什么。”我说。

“嗯，我已经知道了。对于无论多大的数 M
 ，将 m
 扩大到很大的话，就能够找到使

[image: M%3c1+\frac{m}{2} ]


成立的 m
 。比如，只要取 m
 为大于等于 2M
 的整数就可以了。如果找到了 m
 的话，接下来就可以求 n
 = 2
m

 了。也就是说，利用 m
 来求 n
 ，这个 n
 也就是所要求的 n
 。”她说。

[image: M%3c1+\frac{m}{2}\leq H_{2^m}=H_n=\sum^n_{k=1}\frac{1}{k}]


“是啊，所以昨天问题 8-1 的解答是……”



解答 8-1


如果将实数的集合用 [image: \mathbb{R}]
 来表示，正整数的集合用 [image: \mathbb{N}]
 来表示，那么下面的式子成立。

[image: \forall M\in\mathbb{R}\quad\exists n\in\mathbb{N}\quad M%3c\sum^n_{k=1}\frac{1}{k}]




“这样啊，用不等式表示是可以的喽。即使不求出准确的数值，也可以从小的数值开始逼近准确值……”泰朵拉像在做排球的托球姿势那样举起双手说。

“嗯，这样我们就找到了一块宝物。[image: \sum^n_{k=1}\frac{1}{k}]
 可以无限变大下去。”我说。

“真是不可思议啊，学长。有了 [image: 1+\frac{m}{2} ]
 这个逐渐变大的数字，一下子就可以推出 [image: H_{2^m}]
 的数值。为了逼近准确的数值我们使用了不等式。虽然到此为止没有什么问题……可是这个式子加上的是逐渐变小的 [image: \frac{1}{k}]
 ，但是总和 [image: \sum^n_{k=1}\frac{1}{k}]
 却可以无限变大下去，真是不可思议啊。”泰朵拉不住地点头。

　

“嗯，我们将‘无限变大下去’这一说法用数学公式来表示看看。这里，为了简单起见，我们将所有项都设为是大于 0 的数列。”我边说边在笔记本上写了起来。

“所有项都是大于 0 的数列就可以表示成 ak

 > 0 (k
 = 1, 2, 3, ... )，对于部分和 [image: \sum^n_{k=1}a_k]
 ，如果

[image: \forall M\in\mathbb{R}\quad\exists n\in\mathbb{N}\quad M%3c\sum^n_{k=1}a_k]


成立的话，[image: \sum^n_{k=1}a_k]
 中的 n
 趋向于无穷大，[image: \sum^n_{k=1}a_k]
 称为向正的无穷大发散
 。这就是定义。然后将它表示为

[image: \sum^\infty_{k=1}a_k=\infty]


[image: a_k=\frac{1}{k}]
 的时候正好符合问题 8-1。现在如果定义‘向正的无穷大发散’这句话的话，可以表示为这样。”我说。

“无穷级数 [image: \sum^\infty_{k=1}\frac{1}{k}]
 向正的无穷大发散。”

泰朵拉一直盯着我的笔记本，认真地思考着，说：“无论是什么正数，只要无限往上加，总会变得很大很大吧，这应该就是所谓的无穷大吧？”

“嗯？刚才你说了很奇怪的理论哦。那么，接下来的题目怎么样呢？”我问。



问题 8-2


如果将实数的集合用 [image: \mathbb{R}]
 来表示，正整数的集合用 [image: \mathbb{N}]
 来表示，[image: \forall k\in\mathbb{N}\quad a_k%3e0]
 ，那么下面的式子成立吗？

[image: \forall M\in\mathbb{R}\quad\exists n\in\mathbb{N}\quad M%3c\sum^n_{k=1}a_k]




“嗯，我认为能够成立。但是……将很多个 ak

 这个正数相加的话，也就是说将 n
 扩大，那么和就会变大吧。然后，总有一天和 [image: \sum^n_{k=1}a_k]
 要比 M
 大。”泰朵拉答道。

“嗯，我理解你的心思，但你过分夸大了无穷大的作用。虽然我这种说法本身也很奇怪。”

“嗯？会有无论加上多少个正数都不会比 M
 大的情况吗？”泰朵拉问。

“当然啰。比如，数列 ak

 的通项公式为

[image: a_k=\frac{1}{2^k}]


的时候将会怎么样呢？”我提示道。

“嗯？”泰朵拉不太明白。

我解释道：“这种情况下，对于所有的正整数 k
 来说，ak

 ＞ 0 都成立。但是，[image: \sum^n_{k=1}a_k]
 并不能变得这么大，因为……”

[image: \sum^n_{k=1}a_k=\sum^n_{k=1}\frac{1}{2^k}]


这就是 ak

 的定义式。接下来，我们把 [image: \sum]
 具体展开。

[image: =\frac{1}{2^1}+\frac{1}{2^2}+\cdots+\frac{1}{2^n}]


接下来，为了运算方便，我们先加上一个 [image: \frac{1}{2^0}]
 ，然后再把它减去。

[image: =\biggl(\frac{1}{2^0}+\frac{1}{2^1}+\frac{1}{2^2}+\cdots+\frac{1}{2^n}\biggr)-\frac{1}{2^0}]


这样一来就可以利用等比数列的求和公式了。

[image: =\frac{1-\frac{1}{2^{n+1}}}{1-\frac{1}{2}}-1]


如果去除分子部分的 [image: -\frac{1}{2^{n+1}}]
 的话，我们可以得到以下不等式。

[image: %3c\frac{1}{1-\frac{1}{2}}-1]


接下来就只剩计算了。

[image: =2\qquad(?)]


“嗯，不好意思……最后的计算，[image: \frac{1}{1-\frac{1}{2}}-1]
 的计算结果不是 2 吧？”泰朵拉问。

“嗯？——啊，是真的呢，最后计算结果是 1。最终下面这个式子应该成立吧。”

[image: \sum^n_{k=1}\frac{1}{2^k}%3c1]


“也就是说式子 [image: \sum^n_{k=1}a_k=\sum^n_{k=1}\frac{1}{2^k}]
 中无论 n
 有多大，都不可能比 1 大。无论相加多少，由于 [image: \frac{1}{2^k}]
 迅速趋向于 0，所以总和都不会比 1 还要大。如果 M
 < 1 的话，n
 虽然是存在的，但是如果 M
 ≥ 1 的话，这样的 n
 就不存在了。所以把 [image: a_k=\frac{1}{2^k}]
 作为题目的反例
 ，问题 8-2 就迎刃而解了。”我说。



问题 8-2


如果将实数的集合用 [image: \mathbb{R}]
 来表示，正整数的集合用 [image: \mathbb{N}]
 来表示，[image: \forall k\in\mathbb{N}\quad a_k%3e0]
 ，那么下面的式子不一定成立。

[image: \forall M\in\mathbb{R}\quad\exists n\in\mathbb{N}\quad M%3c\sum^n_{k=1}a_k]




“原来如此。当 n
 变大的时候，有两种情况吧，一种是部分和也无限变大下去，另一种是部分和不无限变大下去。对了，学长也有计算失误的时候呀。”泰朵拉说。

“我当然也有错误的时候啊。不过，刚才的计算错误并不影响证明的过程。”我说。

泰朵拉不放过我刚才的错误，模仿着我的口气说：“但是，不仔细确认那可不行哦。您是这么说过的吧，学长。”

一瞬间，空气凝固了，我和她互相看了一眼，笑出声来。


8.6　在教室中研究调和函数


放学后的教室中，我向正沉默着准备回家的米尔嘉招呼了一声：“喂，米尔嘉，上一次，我因为自己在发呆，没有听清你说的话，嗯……真是对不起。关于昨天的 ζ
 (1) 的话题，我对于 ζ
 函数不是很了解，能不能给我说说关于 ζ
 (1) 朝着正的无穷大发散的问题？”

“嗯……”米尔嘉似乎觉得这个也太难于口头表达了。

于是，米尔嘉拿起一支粉笔，开始在黑板上写起来。

“这个是 
ζ
 函数
 ζ
 (s
 ) 的定义。是黎曼的 ζ
 函数
 。”

[image: \zeta(s)=\sum^\infty_{k=1}\frac{1}{k^s}]
 　　（ζ
 函数的定义式）

米尔嘉接着写数学公式。

“ζ
 (s
 ) 使用了无穷级数的形式来定义。这里，当 s
 = 1 的时候，就是调和级数
 了。也可以用 Harmonic Series 的首字母 H，写成 [image: H_\infty]
 的形式。”她说。

[image: H_\infty=\sum^\infty_{k=1}\frac{1}{k}]
 　　（调和级数的定义式）

“换句话说，ζ
 函数中 s
 = 1 时的式子和调和级数 [image: H_\infty]
 是等价的。”她说。

“噢，这样啊。那么，我和泰朵——我思考过的无穷级数 [image: \sum^\infty_{k=1}\frac{1}{k}]
 是和 ζ
 (1) 相同的吧。”我说。

村木老师给我和米尔嘉出的课题原来是相同的啊？ H 原来就是 Harmonic 的首字母啊？

米尔嘉没有理会我的话，继续往下说：“下面的部分和 Hn

 称为调和数
 。”

[image: H_n=\sum^\infty_{k=1}\frac{1}{k}]
 　　（调和数的定义式）

“也就是说，n
 趋向于无穷大的时候，调和数 Hn

 也就趋向于调和级数 [image: H_\infty]
 了。”米尔嘉说。

教室里回响着米尔嘉用粉笔写字的声音。

[image: H_\infty=\lim_{n\to\infty}H_n]
 　　（调和级数和调和数的关系）

“调和数 Hn

 在 n
 趋向于无穷大时，朝正的无穷大发散。”

[image: \lim_{n\to\infty}H_n=\infty]


“换句话说，调和级数朝正的无穷大发散。”

[image: H_\infty=\infty]


“也就是说，ζ
 (1) 朝正的无穷大发散。”

[image: \zeta(1)=\infty]


“为什么说调和级数朝着正的无穷大发散呢？是因为……”说到这里，米尔嘉才斜眼看了我一下，这是她今天第一次看我，然后就咧开嘴笑了，和以往的米尔嘉一样。

不知道为什么，我觉得松了口气，说起了向泰朵拉展示过的证明过程。就是利用“假设 m
 是大于等于 0 的正数，则 [image: H_{2^m}\geq1+\frac{m}{2} ]
 成立”这一点所做的证明。

“对对对。你所做的证明和 14 世纪奥里斯姆做证明时使用的方法相同哦。”米尔嘉说。




ζ
 函数、调和级数、调和数


[image: \zeta(s)=\sum^\infty_{k=1}\frac{1}{k^s}]
 　　（ζ
 函数的定义式）

[image: H_\infty=\sum^\infty_{k=1}\frac{1}{k}]
 　　（调和级数的定义式）

[image: H_n=\sum^n_{k=1}\frac{1}{k}]
 　　（调和数的定义式）



写到这里，米尔嘉闭上眼睛，手指划起了字母 L 状，像是在指挥一样，接着又睁开了眼睛。

“嗨，你还记得我们曾在离散函数的世界里寻找指数函数吗？”她说。

“嗯，我记得啊。”好像是建立了差分方程式，然后求得解的。

“那么，你看看这个问题该怎么做吧。在离散函数的世界里寻找‘指数函数的反函数’——也就是寻找对数函数。”她说。



问题 8-3


请定义与连续函数世界里的对数函数 [image: f(x)=\log_{\rm e}x]
 相对应的离散函数世界里的函数 L
 (x
 )。

[image: ]




“好了，那么我先回家了哦。你慢慢思考吧。”米尔嘉说。

米尔嘉擦了擦沾有粉笔灰的手指，就朝教室门口走去。走到门口又回头说：“我事先提醒你哦，你的弱点是不肯画图。仅仅反复玩弄公式并不是数学。”


8.7　两个世界、四种运算


晚上。

我在自己的房间打开笔记本，开始思考米尔嘉给我布置的问题。

问题是在离散函数的世界里寻找与对数函数 [image: f(x)=\log_{\rm e}x]
 相对应的函数。

以前，在寻找指数函数的时候，是利用 [image: {\rm de}^x={\rm e}^x]
 和 [image: \Delta E(x)=E(x)]
 相对应的关系把问题解决的。微分方程式和差分方程式是相对应的。

这次也从与对数函数 [image: f(x)=\log_{\rm e}x]
 相对应的微分方程式开始做起吧。

求对数函数 [image: f(x)=\log_{\rm e}x]
 的微分的方法我在书上看到过。

[image: ]


将“微分后得 [image: \frac{1}{x}]
 ”这一性质考虑成对数函数满足的微分方程式看看。因为 [image: \frac{1}{x}]
 还可以写成 [image: x^{-1}]
 的形式，所以我们也可以说“微分后得 [image: x^{-1}]
 ”。米尔嘉过去将微分的运算符号用 d 来表示，我现在也这么用，那么就可以得到以下式子。

[image: {\rm d}\log_{\rm e}x=x^{-1}]
 　　对数函数满足的微分方程式

从这里开始推，与 [image: \log_{\rm e}x]
 相对应的离散函数世界中的函数 L
 (x
 ) 就可以考虑成是满足如下差分方程式的式子。一般来说，可以使用下降阶乘幂 [image: \underline{-1}]
 次方来代替 -1 次方。

[image: \Delta L(x)=x^{\underline{-1}}]
 　　函数 L
 (x
 ) 满足的差分方程式

但是，过去和米尔嘉讨论的时候，我们只考虑了在 n
 大于 0 的范围内的下降阶乘幂 [image: x^{\underline{n}}]
 ，如下所示。



下降阶乘幂的定义（n
 为正整数）


[image: ]




也就是说，必须考虑当 n
 小于等于 0 的时候将 [image: x^{\underline{n}}]
 定义成什么比较妥当。

　

当 n
 = 4, 3, 2, 1 的时候，[image: x^{\underline{n}}]
 分别如下。

[image: \begin{aligned}x^{\underline{4}}&=(x-0)(x-1)(x-2)(x-3)\\x^{\underline{3}}&=(x-0)(x-1)(x-2)\\x^{\underline{2}}&=(x-0)(x-1)\\x^{\underline{1}}&=(x-0)\end{aligned}]


仔细观察以上式子，我们可以得到以下结论。


	
将 [image: x^{\underline{4}}]
 除以（x
 - 3）我们可以得到 [image: x^{\underline{3}}]
 。



	
将 [image: x^{\underline{3}}]
 除以（x
 - 2）我们可以得到 [image: x^{\underline{2}}]
 。



	
将 [image: x^{\underline{2}}]
 除以（x
 - 1）我们可以得到 [image: x^{\underline{1}}]
 。





如果继续延伸下去，我们还可以得到以下结论。


	
将 [image: x^{\underline{1}}]
 除以（x
 - 0）我们可以得到 [image: x^{\underline{0}}]
 。



	
将 [image: x^{\underline{0}}]
 除以（x
 + 1）我们可以得到 [image: x^{\underline{-1}}]
 。



	
将 [image: x^{\underline{-1}}]
 除以（x
 + 2）我们可以得到 [image: x^{\underline{-2}}]
 。



	
将 [image: x^{\underline{-2}}]
 除以（x
 + 3）我们可以得到 [image: x^{\underline{-3}}]
 。





换句话说，我们可以得到以下结论。

[image: \begin{aligned}x^{\underline{0}}&=1\\x^{\underline{-1}}&=\frac{1}{(x+1)}\\x^{\underline{-2}}&=\frac{1}{(x+1)(x+2)}\\x^{\underline{-3}}&=\frac{1}{(x+1)(x+2)(x+3)}\end{aligned}]




下降阶乘幂的定义（n
 为整数）


[image: ]




好了，我们再回到对数函数上，目标是解出以下这个差分方程式。

[image: \Delta L(x)=x^{\underline{-1}}]


首先来看左边，根据 △ 的定义，可以得到 [image: L(x+1)-L(x)]
 。

再来看右边，根据 [image: x^{\underline{-1}}]
 的定义，可以得到 [image: \frac{1}{x+1}]
 。所以差分方程式就可以变为以下形式。

[image: L(x+1)-L(x)=\frac{1}{x+1}]
 　　L
 (x
 ) 的差分方程式

接下来如果能求出 L
 (x
 ) 就好了。咦？怎么回事呀？

[image: L(x+1)-L(x)=\frac{1}{x+1}]
 和我之前和泰朵拉说过的式子不是正好一样吗？嗯，就是这个式子。

[image: H_{n+1}-H_n=\frac{1}{n+1}]
 　　调和数 Hn

 的推导公式


L
 (x
 ) 的差分方程式和调和数 Hn

 的推导公式相同！如果是这样的话，我们将 L
 (1) 定义为 1。这样一来，就可以得到以下非常简单的关系式了。

[image: L(x)=\sum^x_{k=1}\frac{1}{k}]


如果使用调和数 Hn

 这个表示方法的话，我们可以得到以下式子。

[image: L(x)=H_x]
 　　x
 为正整数

到此为止，我们可以解出问题 8-3 了。



解答 8-3


[image: ]




所以，我们可以得到以下对应关系。



对数函数和调和数的关系


[image: ]




但是，不知道怎么的一下子就是想出不来啊。对数函数原来和调和数是如此紧密地联系在一起的啊！

　

稍微等一下。在说“微分和差分”的时候，米尔嘉最后提到了“积分与和分”。“连续函数的世界”与“离散函数的世界”是两个世界。微分、差分、积分、和分是四种运算……好吧，我用图示来整理一下。



两个世界、四种运算


[image: ]




嗯，我归纳得很不错啊。在这个图中，我可以将“调和数”写在右下方的“和分 [image: \sum]
 ”的位置。也就是说，当它回到连续函数的世界中时……啊，对了！[image: \log_{\rm e}x]
 进行微分后可得 [image: \frac{1}{x}]
 的话，也就是说将 [image: \frac{1}{x}]
 积分后就可以得到 [image: \log_{\rm e}x]
 了。因为写成了 [image: \log_{\rm e}x]
 ，所以我一下子没想出来。如果写成 [image: \int^x_1\frac{1}{t}]
 的话就好了。



对数函数和调和数的关系


[image: ]




这样一来就可以接受了。

连续函数世界中的积分用 dt
 来表示是可以的吧。那么，离散函数世界中的积分就有必要表示成 δk
 吧。啊，假设 δk
 为 1 的话，就可以前后相呼应了。

[image: \int^x_1\frac{1}{t}{\rm d}t\qquad\longleftrightarrow\qquad\sum^n_{k=1}\frac{1}{k}\delta k]


嗯，很完美地总结了出来。数学公式真是让人神清气爽啊！

“你的弱点是不肯画图。”

呜呜，被米尔嘉这样直白地指出自己的弱点，真是难过啊！比被人踩了一脚还疼。

好吧，就照米尔嘉所说的，我来画图看看。我把表示积分与和分的面积的图都画出来就可以了吧。

[image: {%}]


啊，“连续函数的世界”与“离散函数的世界”之间的对应关系从图像上看果然是一目了然。真是让我大吃一惊啊！


8.8　已知的钥匙、未知的门


“所以，我了解了‘连续函数世界中的对数函数’与‘离散函数世界中的调和数’的对应关系。”

还是那条回家的路。我和泰朵拉并排走在前往地铁站的路上，一边走我一边告诉她米尔嘉给我布置的问题和我所得到的成果。

“这么一想，如果我们仔细讨论奥里斯姆的证明的话，当时应该就能发现的。你看，在证明 [image: \sum^\infty_{k=1}\frac{1}{k}]
 朝正的无穷大发散的时候，1 个，2 个，4 个， 8 个，……，我们将各项以 2
m

 个为一组进行了分组对吧！也就是说，集合起来的项的个数是呈指数函数形式增加的。那个时候我们如果能发现调和数与指数函数的反函数，也就是对数函数有相似的可能性就好了。”我说。如果那个时候就画个图的话，我就可能在米尔嘉出题之后立即回答出来了。一而再再而三的计算真是绕了个大圈子，米尔嘉说的真是一点没错。

泰朵拉听着我的话，虽是一副很有兴趣的样子，但是她突然站住了，脸上露出无精打采的神色。

“学长，虽然我曾经很得意地吹嘘自己‘也想研究一下课题’，但是最后的结果却是没能发现任何‘有意思的东西’，后来全都是学长教我的。我的数学果然是不行啊。”泰朵拉垂头丧气地说。

“泰朵拉，你自己也曾尽力思考过吧？这才是最最重要的。即使什么都没有发现也没有关系，只要自己认真思考过了，之后再听我讲解，就能够立马理解了。可不能忘记这一点哦。”我鼓励她。

泰朵拉一直听着我说话。

我又继续说道：“你总是试着在自己理解数学公式吧。光这一点就很了不起哦。很多人只要一看到数学公式思维就停止了。在思考数学公式之前，他们自己不首先进行独立思考。当然，数学公式太难了，不能理解的情况也很多。但是，即使不能全部理解，也应该认识到‘到这里为止我明白了，接下来我就不明白了’。如果你自己都认为自己‘不行’，那你就不会去尝试理解了，也就不会思考了。有人会嚷嚷着说学习数学真是一点好处都没有。但是，在你嚷嚷的时候，你的思想就会从‘因为学数学没好处，所以就不用理解了’变为‘即使学数学有好处我也不能理解’。将数学认为是酸葡萄那可不行哦。一直在挑战着的泰朵拉你可是很厉害的哦。”

“但是……我看学长您出题目，解题目，虽然能够理解，但是如果让我自己来做，我觉得自己肯定不行。我该怎么办才能自己解题呢？应该从哪个思路着手才好呢？我很困惑。”

“但是呢，我自己也不是根据题目意思就能立刻想到新颖的解题思路哦。在什么地方看到过的方法啦，过去解出来的结果等才是我解题的基础。上课时练习过的习题、自己思考过的课题、书本上有过的例题、和朋友们讨论过的解法等，都是我寻找宝物、挖掘宝藏的武器。”我说。

我开始走起来，泰朵拉也开始并排和我走起来。我又继续说道：“解出题目时那种心跳的感觉就和使用不等式判断数学式子大小的感觉相似。通过等式不一定能一下子求出答案，这时我们就可以考虑‘根据目前已经得到的结论来判断，答案应该比这个数字大，比那个数字小……’以自己手中掌握的结论为线索，一点一点朝正确答案逼近。如果不能一下子求出答案，就可以从已经知道的地方开始着手，插上楔子，然后再用千斤顶把岩石撬开。用已知的钥匙去开未知的门。”

听了这些话后，泰朵拉的双眼开始发亮。

“泰朵拉，你可以慢慢地去体验那种通过学习使自己恍然大悟的感觉。即使自己想不出来也没有关系，看了别人巧妙的证明后能够为之感动，这也是很重要的。”

“嗯嗯，我明白。在学习英语的时候，听到本地人那漂亮的发音，我也曾想过如果自己能有那么漂亮的发音就好了。不过，听了学长的话，我感到精神百倍。我……我……我真的……”泰朵拉边说边放慢了脚步。她一直是那么充满活力，可唯独在回家的路上走得很慢。

我们沉默着行走了片刻。

“啊，对了，这个周六，我们去看天象仪吧？”我提议道。

“嗯……和学长一起吗？去看天象仪？我？”泰朵拉用食指指着自己的鼻子问道。

“我从都宫那里拿到了免费入场券，发现还比较有观看价值。你不喜欢吗？”我问道。

“我很喜欢！我去！哇！我真是太开心了学长。——啊！不过，您不邀请‘那个人’没关系吗？那个……米尔嘉。”她说。

“啊，对哦。如果泰朵拉没时间去的话我就叫她。”我说。

泰朵拉连忙说：“没……没有！我有空的！我一定会去！”


8.9　如果世界上只有两个质数


如果世界上只有两个人的话，人类的烦恼一定会大大减少。正因为人口过多，人和人之间一比较就会情绪低落，就会互相争斗。比如说，如果像亚当和夏娃那样只有两个人的话，那么就不会产生什么争执。不，即使只有亚当和夏娃两人，不也产生了争执吗？但是当时还有蛇呢。如果真的只有那两个人的话，也许就不会产生问题了吧。不，还是有可能会产生问题的。而且，即使最初只有两个人，但这两个人迟早会生出孩子，人口会增加的。这样一来，也可能会产生烦恼。

米尔嘉问：“你在想什么呢？”

我回答道：“我在想如果世界上只有两个人的话会怎么样。”

“嗯，这样啊，你打开着笔记本在想这个？那么，我们来说说‘如果世界上只有两个质数’的话题吧。”米尔嘉像往常一样，拿过我的笔记本，写起了数学公式。


8.9.1　卷积


“我们按照顺序来说吧。首先，我们考虑一下下列积的形式。”米尔嘉说。我沉默着听她说。

[image: \Bigl(2^0+2^1+2^2+\cdots\Bigr)\cdot\Bigl(3^0+3^1+3^2+\cdots\Bigr)]


“这个乘积朝着正的无穷大发散，所以可以称为形式上的积。但是，我们把开头的几项展开看看。”

[image: 2^03^0+2^03^1+2^13^0+2^03^2+2^13^1+2^23^0+\cdots]


“根据指数的和进行分组后可以清楚地得到以下形式。”

[image: \Bigl(2^03^0\Bigr)+\Bigl(2^03^1+2^13^0\Bigr)+\Bigl(2^03^2+2^13^1+2^23^0\Bigr)+\cdots]


“也就是说，可以用以下二重和的形式来表示。”

[image: \sum^\infty_{n=0}\sum^n_{k=0}2^k3^{n-k}]


我看着式子的展开，点了点头说：“米尔嘉，这个是卷积吧。外侧的 [image: \sum^\infty_{n=0}]
 中 n
 由 0, 1, 2 开始一点点增加。然后，在内侧的 [image: \sum^n_{k=0}]
 中，列举出分别与这些数字相对应的 2 和 3 的指数和为 n
 的数字。也就是说，用 2 和 3 来划分指数。”

“用 2 和 3 来划分指数吗？——哦，确实可以这么说呢。那么，只含有质因数 2 或 3 的正整数一定会在这个和的形式的某个地方出现吧
 。为什么这么说呢？这是因为 2 和 3 的指数中，大于等于 0 的整数的任意组合一定会出现一次的。”米尔嘉说。

我回答说：“哦，原来如此，确实如此。”

“虽说是只含有质因数 2 或 3，但也包含 1 这个数哦。”她补充道。


8.9.2　收敛的等比数列


米尔嘉继续说道：“接下来，我们来考虑以下无穷级数的乘积。我们先把它取名为 Q
 2
 吧。”

[image: Q_2=\biggl(\frac{1}{2^0}+\frac{1}{2^1}+\frac{1}{2^2}+\cdots\biggr)\cdot\biggl(\frac{1}{3^0}+\frac{1}{3^1}+\frac{1}{3^2}+\cdots\biggr)]


“刚才是朝正的无穷大发散的数字的乘积，这次不同了。为什么这么说呢？这是因为 Q
 2
 的两个因式的无穷级数是收敛的等比数列。用等比数列的公式来计算两个因式，Q
 2
 就变成了‘积的形式’了。”米尔嘉说。

[image: ]


她又接着说：“接下来，我们将 Q
 2
 从头开始展开看看，这样就能将 Q
 2
 变化成‘和的形式’了，这样一来，分母中就出现了刚才的 [image: 2^k3^{n-k}]
 的形式。”

[image: ]


“好了，我们用两种方法求得了 Q
 2
 。所以，以下等式成立。”米尔嘉说。

[image: \Biggl(\frac{1}{1-\frac{1}{2}}\Biggr)\cdot\Biggl(\frac{1}{1-\frac{1}{3}}\Biggr)=\sum^\infty_{n=0}\sum^n_{k=0}\frac{1}{2^k3^{n-k}}]


我说：“左边是积，右边是和吧。”


8.9.3　质因数分解的唯一分解定理


“那么在此我们假设‘世界上只有 2 和 3 这两个质数’看看。这样一来，所有的正整数一定会在 [image: \sum^\infty_{n=0}\sum^n_{k=0}\frac{1}{2^k3^{n-k}}]
 的分母 [image: 2^k3^{n-k}]
 中出现一次。”米尔嘉说。

“嗯？米尔嘉，不是所有的整数都可以用 [image: 2^k3^{n-k}]
 的形式来表示的啊。加上 1 这个数字，只有含有 2 或者 3 这两个质因数的正整数吧。比如说 5、7、10 之类的数字就不能用此形式表示吧。”我反驳道。

“所以，我先假设了‘世界上只有 2 和 3 这两个质数’啊。如果世界上只有 2 和 3 这两个质数的话，就没有 5、7、10 之类的整数了。你还不明白我想说什么吗？”

“米尔嘉，你想说的是质因数分解的唯一分解定理
 吧。因为‘比 1 大的所有整数都可以用质数的乘积形式来表示’，所以你想说‘如果世界上只有 2 和 3 这两个质数的话，就没有 5 和 7 之类的整数吧’。不过，‘世界上只有两个质数’的话题就不要讨论了吧，事实上也不可能这样啊。”

“明白了。既然你这么说，那就不要讨论了。正因为只有两个质数，所以不可能。也对，因为只有两个质数这件事本身就不可能吧。那么，我们这样，假设世界上的质数只有 m
 个。”米尔嘉浅浅地笑着说。

“不行，我都说了不行了。无论是 2 个还是 m
 个，这不是一样的吗？如果做这样的假设的话，就把质数认定为有限个了啊。”真不知道米尔嘉到底在说什么。

“我就是假设‘质数有有限个’啊，你还没有发现吗？”米尔嘉说。

看着她的表情，我突然明白了。

“是反证法吧！”


8.9.4　质数无限性的证明


反证法是证明的基本方法。如果用一句话来概括反证法的话，就是‘先写出要证明的命题的否命题，然后找出矛盾’。但是，想写出自己要证明的命题的否命题真是一种比较难的方法，不擅长此方法的人很多。



反证法


[image: ]




“那么我们就用反证法来证明一下质数的个数有无限个
 这个命题。”米尔嘉就这样宣战了，她摊开双手，就好像是要开始做手术的外科医生一样。

“对了，米尔嘉，要证明质数的无限性是不是用欧几里得的证明方法呢？假设质数的个数为有限个，那么所有的质数相乘后加上 1 的数也应该为质数……”我还没说话，米尔嘉在我面前摆摆手，示意我停下。

“假设质数的个数为有限个。”米尔嘉斩钉截铁地继续说道，“假设质数的个数有 m
 个，这样一来，将所有的质数按照从小到大的顺序排列，表示成

[image: p_1,p_2,\cdots,p_k,\cdots,p_m]


最初的三个数为 p
 1
 =2, p
 2
 =3, p
 3
 =5。于是，我们可以思考一下无限和的有限积 Qm

 。”

[image: ]


“也就是说，我们将刚才 Q
 2
 中只有 2 个质数转变为了有 m
 个质数。因为 m
 是个有限数，所以 Qm

 也应该是个有限数。”米尔嘉补充道。

我边看着式子边思考。

“哈哈，原来如此。也是哦。因为质数 pk

 是大于等于 2 的数字，所以等比数列 [image: \frac{1}{p_{k^0}}+\frac{1}{p_{k^1}}+\frac{1}{p_{k^2}}+\cdots]
 收敛成 [image: \frac{1}{1-\frac{1}{p_k}}]
 。也就是说，是个有限的数值吧。”

“嗯，对，然后呢，从这里开始才比较有意思哦……”米尔嘉一边这么说着，一边吐出小舌头慢慢地舔了舔上嘴唇。

然后她继续说：“我们用刚才计算只有 2 和 3 两个质数时的方法来算有 m
 个质数的情况。也就是说，先在脑海中放入有限个这个概念，然后再具体展开。如果照你的话来说，这次就不是用两个数来‘划分’指数，而是用 m
 个数来‘划分’。”

[image: {%}]


米尔嘉说：“可以变成这样的形式。”

“嗯……最后这个式子的意思我不太明白。尤其是内侧的 [image: \sum]
 上什么都没有写。”我说。

“虽然那个 [image: \sum]
 上什么都没有写，但是只要满足 [image: r_1+r_2+\cdots+r_m=n]
 这个条件，取关于 [image: r_1,r_2,\cdots,r_m]
 的总和就可以了。”米尔嘉说。

“这就是你所说的‘指数和为 n
 的所有组合’吧，米尔嘉。”我说。

“嗯，对的。也就是说这个 Qm

 是 [image: {%}]
 这一形式的各项的总和哦。

质数 pk

 的指数用 rk

 来表示，指数和为 n
 的所有组合就是取 [image: {%}]
 的和。那么，我们来关注一下分母，也就是‘质数的乘积’部分。就是这样的吧。”她说。

[image: 2^{r_1}3^{r_2}5^{r_3}\cdots p^{r_m}_m]


“接下来，根据反证法的假设，我们可以知道世界上只有 m
 个质数。根据质因数分解的唯一分解定理，我们可以知道所有的正整数都可以质因数分解为 [image: p^{r_1}_1p^{r_2}_2p^{r_3}_3\cdots p^{r_m}_m]
 这种唯一的形式。也就是说，Qm

 展开后各项的 [image: {%}]
 的分母中，所有的正整数一定会出现一次。”米尔嘉说。

“嗯……这和刚才讨论的只有 2 和 3 两个质数时的情况是相同的。”我说。

“分母中‘所有的正整数一定会出现一次’的说法无非就是要说明以下式子成立的意思。”

[image: Q_m=\frac{1}{1}+\frac{1}{2}+\frac{1}{3}+\frac{1}{4}+\cdots]


“啊！”我突然发现是调和级数。

“你好像发现了吧。”米尔嘉说。

“Qm

 照理应该是有限个，但如果是这样的话它就会发散下去。”我说。

“正是如此。利用收敛的无限等比数列，我们已经证明 Qm

 为有限值了。”米尔嘉说个不停。

[image: Q_m=\prod^m_{k=1}\frac{1}{1-\frac{1}{p_k}}]
 　　（有限值）

“对了，接下来就把 Qm

 与调和级数 [image: \sum^\infty_{k=1}\frac{1}{k}]
 之间划上等号。”

[image: Q_m=\sum^\infty_{k=1}\frac{1}{k}]
 　　（调和级数）

“也就是说，可以写成以下这个等式关系。”

[image: \prod^m_{k=1}\frac{1}{1-\frac{1}{p_k}}=\sum^\infty_{k=1}\frac{1}{k}]


“从质数的个数是有限个这一假设可以得出等式左边是‘有限值’，而等式右边因为是调和级数，所以‘朝正的无穷大发散’。左右两边是互相矛盾的。”米尔嘉说。

我惊讶得说不出话来。

“这样我们就从‘质数的个数是有限个’这一假设上找出了矛盾，所以假设不成立，它的否命题，也就是‘质数的个数有无限个’是成立的。Quod Erat Demonstrandum，证明结束。”米尔嘉突然竖起手指宣布说，“好了，到这里我们的工作就告一段落了。”

将调和级数的发散性和质数的无限性联系起来，这种解法真是让我大吃一惊。这真是个宝贝啊！

“这是从我们的老师那里套用的证明方法哦。”她说。

“我们的老师？”我不解。

“是 18 世纪最伟大的数学家——欧拉啊。”她目不转睛地看着我答道。



调和级数和质数的无限性


[image: ]





8.10　天象仪


周六，去看天象仪的人很多，有情侣，也有三口之家。我和泰朵拉并排坐在位子上。在半球形屋顶的中央有很多奇形怪状的黑色投影仪。

“和学长一起来看天象仪，我有点紧张，今天早上很早就起床了。呵呵。”泰朵拉挠挠头说。

过了一会儿，灯灭了，呈现出一片片火烧云的风景。随着太阳渐渐落下，星星一颗一颗地出来了，不知不觉间夜空中布满了大小各异的光点。

“哇，真漂亮！”坐在我身旁的泰朵拉轻声感叹道。确实很漂亮。

　

——接下来，让我们飞往北极点吧——

　

解说员的话音刚落，整个天空晃动起来，所有的星星开始飘动。真的有飘浮在空中的感觉，我们情不自禁地开始转动身子，一转眼就到达了北极点。

“是极光！”不知道从哪里传来小孩子兴奋的叫声。

原本微弱的光亮逐渐给人厚实的感觉，形成窗帘的形状。色调连绵起伏，感觉重重叠叠，把我们包围了起来。观众席上一片寂静，大家都沉浸在光的和谐之中。

我和泰朵拉脱离了往常的世界，脱离了往常的时间，一起到达了北极点，来到这个远离世界，远离时间的地方。我们一起抬头仰望宇宙，看着那满天繁星。星星应该是有限个的，但实在太多了，数也数不清。

就在那时——

　

我突然吓了一跳，因为我的右手手腕感受到了泰朵拉的重量。

　

她突然抱起我的胳膊肘，身体靠近我，让我感到了她身体的重量。和往常一样的甘甜香气越来越浓。

泰朵拉……

从北极点那里能看到星座……地轴的倾斜度……极昼……耳边一直传来解说的声音，可是我的脑袋一片空白，什么都没留下。

空中浮现出星星，而我心中却浮现出泰朵拉的身影。一叫她名字就会神采奕奕的泰朵拉，急急忙忙行事匆匆的泰朵拉，有着认真表情的泰朵拉，一直到自己能接受为止仔细思考的泰朵拉，但有时候也会犯一些低级错误的泰朵拉，一直活力充沛的泰朵拉。

这样的泰朵拉是不是对我有意思？

我究竟在想些什么呀，我自己也不知道。

即使我们两人不可能趣味相投，但是至少也可以朝着这个方向努力，无限逼近吧。如果这要花很多时间，我们也要像做推导公式那样步步逼近。

我们共同拥有的是有限的现在。能看到的东西真的是只有一点点，知道的东西也真的是只有一点点。但是，把我们已经找到的东西当作线索，把我们已经知道的东西当作千斤顶，我们就能抓住无限。我们没有翅膀，但是我们有语言。

　

就这么不知过了多长时间，终于天空中的极光消失了，解说员那平静的声音又把我拉回了现实。

　

——好了，大家玩得开心吗——

　

场内亮起了灯光。星星被明亮的灯光给吞噬了。到刚才为止还充满星星的光滑的天空现在变成了类似于多面体的凹凸不平的屏幕。

从幻想中回归现实的观众们似乎还恋恋不舍，但也松了一口气。有人咳嗽，有人伸懒腰，也有人准备回去。大家都各自回到了各自的日常生活中。

但是。

但是，我还被泰朵拉紧紧拽着。我们俩还停留在北极点，在那遥远的世界，在极光下。

嗯，我该怎么开口说好呢？我慢慢地转向她。

　

“咦，这是怎么回事？”泰朵拉靠着我竟然睡着了，而且她睡得很香。


我的笔记


[image: 图像说明文字]
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为此增加了几章，



用于考察很多无穷级数的性质与和，



其中有些级数的和不用无穷分析是很难求出的。



——欧拉，《无穷引论分析》
 [25]



9.1　图书室



9.1.1　两张卡片


“学长，有信件！有信件！”

总是精力旺盛的泰朵拉跑过来，手里挥舞着卡片大声嚷道。她的音量也太……

“喂，泰朵拉，这里可是图书室！我们可是高中生！这里需要保持安静。能不能小点声呐！”

“噢，真是不好意思。”她对我点了一下头，然后不好意思地环视了一下四周。

还是和往常一样的图书室，还是和往常一样的放学后，还是和往常一样慌慌张张的小丫头，泰朵拉。

虽然图书室里只有我们几个人，但是太吵的话，惊动图书管理员瑞谷老师就不太好了。

“嗯，这张是学长的。”泰朵拉看了看手中的两张卡片，拿出一张递给我，“这张是我的。”说着，把另一张揣在胸前。

“木村老师的卡片，泰朵拉也拿到了吗？”

“哦，是的。我和木村老师说我正在让学长教我数学，然后老师就把卡片给了我，说一张是我的，另一张是给学长的。我，泰朵拉，今天就是邮递员啦。”

泰朵拉的脸上露出了无忧无虑的笑容。

我的卡片上面写着这样的式子。



我的卡片


[image: \sum^\infty_{k=1}\frac{1}{k^2}]




泰朵拉的卡片是这样子的。



（泰朵拉的卡片）


[image: \sin x=\sum^\infty_{k=0}a_kx^k]




“学长，我的卡片，就是研究课题吧？”又认真起来的泰朵拉坐在我的旁边说。

“是的，是研究课题。根据这张卡片自己想问题，自由地思考讨论。木村老师时常会给我们出这种问题……”

泰朵拉双手拿着自己的卡片，认真地看着，在思考式子表示何种意思。

“嗯，但是学长，像 [image: \sin x=\sum^\infty_{k=0}a_kx^k]
 这种方程式，我无论如何也解不出来。”

“泰朵拉，这不是求 x
 之类的问题。也就是说，这并不是方程式。”我一笑。

“这难道不是方程式？”

“是的。这不是方程式，而是恒等式。这卡片上的式子就像恒等式一样，即对于所有的 x
 都成立。我想这是一个求数列 a
 0
 , a
 1
 , a
 2
 , ... 的问题。”

“哦……学长，能不能提示一下我啊？后面的主干问题我自己来解决，就提示一下最开始的一点点线索好吗？”

泰朵拉的手伸到了看不见的梯子上，通过这梯子，她一定能升到空中去。

一直到达无限的彼岸。


9.1.2　无限次多项式


“那我们来这样设定问题吧。”我一边说，一边在泰朵拉的卡片上开始写。



问题 9-1


假设函数 sin x
 能展开成如下所示的幂级数。这时，求数列 [image: \langle a_k\rangle]
 的通项公式。

[image: \sin x=\sum^\infty_{k=0}a_kx^k]




“什么叫幂级数
 啊？”

“像这张卡片右边那样的无限次多项式就是幂级数。多项式——比如说，关于 x
 的 2 次多项式你总知道吧。”

“比如这个式子。”她把笔记本摊开。

[image: ax^2+bx+c]
 　　二次多项式（？）

“是的。但是严格来讲是错的。必须要添上 a
 ≠ 0。不然的话，比如 a = 0,b ≠ 0 时，就不是二次多项式了，就变成了一次多项式了。所以要把条件添上。”

“好。”

她马上回应，并记在了笔记本上。很乖。

[image: ax^2+bx+c]
 　　二次多项式 (a
 ≠ 0)

“学长，这样说的话，无限次多项式就应该这样写喽。但是，总觉得怪怪的。”

[image: ax^\infty+bx^{\infty-1}+cx^{\infty-2}+\cdots]
 　　无限次多项式（？）

哦，原来她是这样想的啊……

“不，那是乱来，泰朵拉。无限次多项式要从次数小的项开始写。无限次中的‘无限’可以用 ... 来表现。比较一下下面的式子就清楚了。”

[image: ]


“啊，原来如此呀。先写 x
 的指数小的那一项呀。不过想想也是应该这个样子的……但是为什么不用 a
 , b
 , c, ... 而是用 a
 0
 , a
 1
 , a
 2
 , ... 呢？”

“因为系数使用 a
 , b
 , c, ... , z
 的话，那后面的 x
 的次数就只能用从 0 到 25 这些数字了。字母只有 26 个呀。而且，要是变量使用 x
 的话，系数上就不能再使用 x
 了。另外，像 ak

 那样使用 k
 这个变量，也是出于比较容易写通项的缘故，也就是‘通过引入变量进行一般化’。那么在这里，我们不使用 [image: \sum]
 ，将问题 9-1 的式子改写试试看。”

[image: ]


“到这里就求出了数列 [image: \langle a_k\rangle]
 了。”

“不对不对，这还是刚刚的问题 9-1，只是将 [image: \sum]
 具体写出来了而已。以 sin x
 的变化为依据求数列 [image: \langle a_k\rangle]
 ，这才是问题所在。也就是要找出 a
 0
 , a
 1
 , a
 2
 , ... 的实际的值。”

“实际的值能明白吗？ a
 0
 , a
 1
 , a
 2
 , ... 全部？”

“嗯，全部。把三角函数 sin x
 画出来就是这样的曲线，即正弦波。看了图像，马上就能知道 a
 0
 的值了。”我一边绘图一边说道。

[image: {%}]


“上面图像中的 a
 0
 到底表示什么呢？能不能把 a
 0
 具体等于几说出来呢？”

“啊？我可能不知道哦。”

“你一定知道。你一定能思考出来。加油！再思考一下。”

泰朵拉认真地对比图像，开始探求 a
 0
 的值。

[image: \sin x=a_0+a_1x+a_2x^2+a_3x^3+\cdots]


她的表情非常丰富。开心之时，困惑之时，沉思之时，心情都直接反映在了脸上。光看着她这样，我的心情也都要随她一起波动起来。

嗯，大眼睛是她吸引人的地方。会动来动去的瞳孔、夸张的动作也让人感觉很不错。而且最重要的是她直来直去的性格……但是，解析那些东西很是无聊的啊。泰朵拉啊泰朵拉。

过了一会儿，她很高兴地抬起了头。

“学长。真简单，我弄出来了。答案是 0。a
 0
 应该等于 0，对吧？”

“嗯。正确。怎么得出来的呢？”

“因为通过图像可以知道，sin 0 的值等于 0。图像是经过 x
 = 0，y
 = 0 这个点的。也就是说，如果 x
 是 0 的话，按理来说式子 [image: a_0+a_1x+a_2x^2+\cdots]
 也应该等于 0，因为它是等于 sin 0 的。然后，如果把 x
 = 0 代入式子的话，剩下的就只有 a
 0
 ，因为 a
 0
 以外的各项都由于 x
 = 0 的关系消去了，所以只剩下 a
 0
 ，故 a
 0
 的值为 0 ！”

“确实如此，但是不准大声嚷嚷噢！”

“啊，不好意思。”

“那么往下一步进行吧。a
 0
 以外的值，你知道是多少吗？”

泰朵拉自从知道自己想出的 a
 0
 = 0 是正确答案之后，眼睛睁得更大了，全神贯注地看着式子，开始计算。

嗯。平时手忙脚乱的泰朵拉一到关键时候，那种集中注意力的能量还真是令人敬佩。这个也是她吸引人的地方。

泰朵拉开始投入到问题 9-1 的解决之中去了。

我也开始去解决自己卡片上的问题 [image: \sum^\infty_{k=1}\frac{1}{k^2}]
 。打开笔记本，手握自动铅笔。首先从抓住具体的状态开始。

　

这里是图书室。我们是高中生。在安静的环境中开始学习了。


9.2　自学


在回家的路上，我和泰朵拉绕着小区弯弯曲曲的小路，向车站走去。像往常一样，我跟着泰朵拉的步伐慢慢走。

“sin x
 的幂级数，你思考到哪里了？”

[image: \sin x=a_0+a_1x+a_2x^2+a_3x^3+\cdots]


“把 x
 = 0 代进去可以知道 a
 0
 = 0，所以我就想把 [image: x=\frac{\pi}{2} ]
 和 x
 = π 代进去算算看。因为就我对 sin 的了解，也仅仅局限于知道 [image: \sin\frac{\pi}{2}=1]
 ， sin π= 0 而已。”

她伸了伸食指，小声地说着“波浪波浪波浪”，在空中用手示意了一下正弦波。

“原来如此。”我抑制不住微笑。

“但是，即便知道 [image: \sin\frac{\pi}{2}=1]
 ，因为不知道关键的部分，也就是把 [image: x=\frac{\pi}{2} ]
 代入右边的幂级数后是什么样，所以还是卡住了……”

“要不要我提示你一下？”

“嗯，好。”

“泰朵拉，你知道研究函数最强有力的武器是什么吗？”

“武器吗？”泰朵拉闭上左眼模仿着用枪打我的样子。

“研究函数最强有力的武器之一是微分
 。”

“微分？这个我还没有学呢。听倒是听说过的，学习的兴趣倒是有的。”

“如果去图书室和书店，有很多很多书吧？从学习参考书到专门的书，任意挑选。在学校跟老师学习时，学习的动机很重要。但是如果只是张着嘴等着老师从 1 到 10 教的话就太被动了。倘若说有兴趣的话。”

她有点困惑。可能是我说得有点严重了。

“泰朵拉因为很喜欢英语，所以会阅读外文书吧？”

“是的。我经常读 paperback。”

“如果有不懂的单词，难道就等学校老师教吗？”

“不。我会自己查字典来解决，我从来不等到老师在课堂上教，因为我总是迫不及待地想知道后面的内容……啊，我明白了，学长想要告诉我的是那个道理啊。”
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“对。我们是因为喜欢才学习的。没有必要等老师，也没有必要等到上课，只要找一下书，问题就可以解决。只要去看一下书就行了。我们要广泛地、有深度地一直往下学习。”

“确实，读英语书的时候，我会不停地往下看下去，也总是期待着读下一本书。不是单单查查单词，而是用 thesaurus 来找 synonym。啊，原来如此啊，数学也应该像那样自己不断地学习下去对吧？想想这也是理所当然的事情……有时感到好像不可以自己随便先往下学习的样子，因为课堂上还没有教。”

“我们好像岔开话题了，刚才说到哪里了呢？”

“where were we ？”

“呃……”

“嗯，学长，我们还去那家叫‘豆子’的咖啡店好吗？”

我没有力量抵抗泰朵拉的建议。


9.3　在那家叫“豆子”的咖啡店



9.3.1　微分的规则


和泰朵拉一起来到车站前那家名叫“豆子”的咖啡店，我已经不知道这是第几次了。不知不觉中，我们养成了并排坐的习惯。因为面对面的话，式子比较难阅读。坐下来后，我们马上就摊开了笔记本。

“现在开始讨论的内容中，如果不懂三角函数的微分和多项式的微分的话，多少有些困难。难的地方我会只讲一些重点，你就认为那是‘微分的规则’就好了。”

“没关系。我会加油的。”泰朵拉紧紧地握着双手。

“假设 sin x
 用如下幂级数来表示。”

[image: \sin x=a_0+a_1x+a_2x^2+\cdots]


“sin x
 能这样表示并不是一目了然的。虽然必须要严格地证明一下，但是现在不想深入。我们的目标是弄清无穷数列 [image: \langle a_k\rangle=a_0,a_1,a_2,\cdots]
 是一个怎样的数列。也就是要把 sin x
 这个函数分解成 [image: \langle a_k\rangle]
 这个数列。这个就叫作函数的幂级数展开
 。到这里为止，你都听懂了吗？”

泰朵拉认认真真地点了点头。

“这当中，a
 0
 的值刚刚泰朵拉使用 x
 = 0 找了出来。因为 sin 0 = 0， 所以以下式子成立。”

[image: a_0=0]


看着泰朵拉微微地点了点头，于是我继续说了下去。

“你还不懂微分的知识，但是现在没有时间，所以我们暂时先不讲那些微分的定义。你可以先把微分想成是单单的计算法则，把微分看作是‘根据函数造出函数的一种计算’。反正不管看作什么都行。”

“根据函数造出函数的一种计算？”

“是的。把函数 f
 (x
 ) 微分掉，就能得到别的函数。我们把得到的函数叫作 f
 (x
 ) 的导函数
 。f
 (x
 ) 的导函数写成 f'
 (x
 )，当然也有别的写法，但是 f'
 (x
 ) 是最经常使用的。”

[image: ]


“这里我列举几个微分的规则。虽然这些规则根据微分的定义能够严格证明，但是我们在此先往下进行下去。”



微分的规则（1） ：常数的微分等于0。


[image: (a)'=0]




　



微分的规则（2）：xn

 的微分等于 [image: nx^{n-1}]
 。


[image: (x^n)'=nx^{n-1}]
 　　（指数下降）



　



微分的规则（3）：sin x
 的微分等于cos x
 。


[image: (\sin x)'=\cos x]




“这些微分的规则应该是从一开始就给定的吧？”泰朵拉问道。

“嗯，是这样的。那么，把这个式子的两边用 x
 微分一下吧。”我在笔记本上写下式子。

[image: \begin{aligned}\sin x&=a_0+a_1x+a_2x^2+a_3x^3+a_4x^4+\cdots\\&\downarrow\\(\sin x)'&=(a_0+a_1x+a_2x^2+a_3x^3+a_4x^4+\cdots)'\end{aligned}]


“微分的结果就是如下形式，这里你应该可以理解吧？泰朵拉！”

[image: \cos x=a_1+2a_2x+3a_3x^2+4a_4x^3+\cdots]


她反复地比较着微分的规则和上面的式子。

“嗯……左边是微分的规则（3）对吧？把 sin x
 微分掉就变成了 cos x
 ，右边各项使用了微分的规则（2）。”

“是的。其实本应该把微分运算符的线形性和对幂级数的适用性也证明一下的。”

“啊。但是 a
 0
 怎么不见了呢？”

“a
 0
 是和 x
 没有关系的常数，所以适用微分的规则（1）——常数的微分等于 0。”

“我明白了，学长。我终于理解根据微分的规则能够得到以下式子了。”

[image: \cos x=a_1+2a_2x+3a_3x^2+4a_4x^3+\cdots]



9.3.2　更进一步微分


“看一下下面这个式子，泰朵拉你知道 a
 1
 的值是多少吗？如果有 y
 = cos x
 的图像马上就能知道了。”

[image: \cos x=a_1+2a_2x+3a_3x^2+4a_4x^3+\cdots]


[image: {%}]


“嘿……和刚刚的问题是相同的道理吧？ cos x
 = ... 的式子中，用 x
 = 0 代入就行了对吧？嘿……就是这样子的。”

[image: \begin{aligned}\cos0&=a_1+2a_2\cdot0+3a_3\cdot0^2+4a_4\cdot0^3\cdots\\&=a_1\end{aligned}]


“根据图像可知 cos 0 = 1，所以就得到了这个。”

[image: a_1=1]


“是的。”我点了点头。

泰朵拉脸上露出了笑容。

“学长！我知道后面应该是什么样子的了。接下来把 cos x
 微分一下吧。”

“嗯。说得对！因此，如果有 (cosx
 )'
 的计算法则就好办了，也就是 cos x
 的‘微分的规则’。”



微分的规则（4）：cos x
 的微分等于 -sin x
 。


[image: (\cos x)'=-\sin x]




“也就是要把 cos x
 微分一下……”

[image: \begin{aligned}\cos x&=a_1+2a_2x+3a_3x^2+4a_4x^3+\cdots\\&\downarrow\\(\cos x)'&=(a_1+2a_2x+3a_3x^2+4a_4x^3+\cdots)'\end{aligned}]


“现在就变成这样了。”泰朵拉脸蛋红红地说道。

[image: -\sin x=2a_2+6a_3x+12a_4x^2+\cdots]


“嗯。对的。现在要求的系数是多少呢？”我问道。

“是 a
 2
 。和平常一样，把 x
 = 0 代进去。”泰朵拉急急忙忙地写在笔记本上。

[image: ]


“这样 a
 2
 = 0 就求出来了。好像在不断地用那个最强有力的武器啊。我好像找到感觉了。下一个‘微分的规则’是什么呢？”

“有没有都不要紧了。”

“可是这回不得不把 -sin x
 微分掉啊……啊，我知道了！这个根据 sin x
 的微分就可以知道了，对吧？”

“是的。剩下的就是反复重复。”

“反复重复？”

“把 sin x
 微分一下就变成 cos x
 ，把 cos x
 微分一下就变成了 -sin x
 …… 这样就形成了‘周期是 4 的反复’。这是三角函数的微分的特征。”



三角函数的微分


[image: ]




“我懂了。那么下面试着求 a
 3
 。”

[image: ]


“好，求出来了，[image: a_3=-\frac{1}{6} ]
 。接下来再求 a
 4
 ……”

“请稍等。这样一个一个地把系数求出来也是可以的，但是最好整体一起考虑。”

“嗯？——啊，我会了。”


9.3.3　sin x
 的泰勒展开


我们喝下已经完全冷掉的咖啡，打开笔记本新的一页。我口头提示她，泰朵拉自己把式子写在笔记本上。

“现在我们要把 sin x
 展开成幂级数。刚刚求出了 a
 0
 , a
 1
 , a
 2
 , a
 3
 这 4 个系数，接下来要把系数整体一起求出来。先把 sin x
 的幂级数展开式重新写一遍。”我说道。

“是，是这个对吧？”

[image: \sin x=a_0+a_1x+a_2x^2+a_3x^3+a_4x^4+a_5x^5+\cdots]


“嗯，是这样的。不过把 x
 写成 x
 1
 更好些。”

[image: \sin x=a_0+a_1x^1+a_2x^2+a_3x^3+a_4x^4+a_5x^5+\cdots]


“两边一直微分下去。注意微分的时候不要计算系数，留下积的形式。”

“嗯？学长……不用计算吗？”

“是。不计算。因为把积的形式保留下来容易发现‘规则性’。先试着做做看吧。特别是要注意常数项。”

“好。”

[image: ]


“学长！找到‘规则性’了。5·4·3·2·1 这种有规则的积显现出来了！——原来如此啊，这就是‘微分的规则（2）’中出现的‘指数下降’的意思吧。终于搞懂了乘数变化的规则性了。”

“对对。自己动手写一下式子，那种感觉就油然而生了。不是光用眼睛来看，用手亲笔写写看也是非常重要的。泰朵拉。”

“还真的是那样呢。”

“接下来，我们观察一下导函数中 x
 = 0 时情况会怎么样。”

“好。观察。就像小时候写牵牛花观察日记一样呢。嗯……因为 sin 0 = 0，cos 0 = 1，所以……”

[image: \begin{aligned}0&=a_0\\+1&=1\cdot a_1\\0&=2\cdot1\cdot a_2\\-1&=3\cdot2\cdot1\cdot a_3\\0&=4\cdot3\cdot2\cdot1\cdot a_4\\+1&=5\cdot4\cdot3\cdot2\cdot1\cdot a_5\\&~\vdots\end{aligned}]


“找到规则了。”

“嗯。左边的 1 写成 +1 是不是更好一点？因为我们要求的是数列 [image: \langle a_k\rangle]
 对吧？所以把上面的式子整理一下，使 ak

 都在左边，5·4·3·2·1 写作阶乘 5!，这样 sin x
 就能展开成幂级数了。先来具体地写一下下式的 ak

 吧。”

[image: \sin x=a_0+a_1x+a_2x^2+a_3x^3+\cdots]


“好，0 可以跳掉，a
 1
 , a
 3
 , a
 5
 , ... ，好，写完了。”

“嗯。泰朵拉写的幂级数展开，其实就叫作 sin x
 的泰勒展开
 。”



sin x
 的泰勒展开


[image: \sin x=+\frac{x^1}{1!}-\frac{x^3}{3!}+\frac{x^5}{5!}-\frac{x^7}{7!}+\cdots]




“我正要说这是泰勒展开呢。”

“……”

“……”

“……”

“但是这个要记住的话好像挺难的，因为很复杂。”

“确实很复杂，但是仔细观察一下，我们会发现这是理所当然的。比如，分母上的阶乘 1!、3!、5! 是通过多次微分导致指数下降得到的。+ 和 - 交互出现，以及没有 x
 的偶数次方，原因就在于 0, +1, 0, -1 的反复。自己动手导出来就不会忘掉了。”

“哈哈，原来如此。或许并不是那么难。”

“像这样故意不使用阶乘和幂次方重新写一遍，就会发现式子变得富有节奏了。”

[image: \sin x=+\frac{x}{1}-\frac{x\cdot x\cdot x}{1\cdot2\cdot3}+\frac{x\cdot x\cdot x\cdot x\cdot x}{1\cdot2\cdot3\cdot4\cdot5}-\frac{x\cdot x\cdot x\cdot x\cdot x\cdot x\cdot x}{1\cdot2\cdot3\cdot4\cdot5\cdot6\cdot7\cdot}+\cdots]


“感觉很整齐，这样写也可以吗？”

“当然可以啦。为了让自己更好地理解，为了发现乐趣，尝试各种写法都是可以的。好像欧拉在书中也把 x
 2
 写成过 xx
 ，但是在考试的时候写成 xx
 就不太好了。好了，这样我们就能得出问题 9-1 的答案了。”

“啊，那个卡片啊，我都忘记了！答案是这样的，对吧？”



问题 9-1


假设函数 sin x
 能展开成如下所示的幂级数。这时，求数列 [image: \langle a_k\rangle]
 的通项公式。

[image: \sin x=\sum^\infty_{k=0}a_kx^k]




“数列 [image: \langle a_k\rangle]
 可以根据 k
 除以 4 的余数分类。”我说。



解答 9-1


[image: ]





9.3.4　极限函数的图像


“话说回来，sin x
 的泰勒展开的含义，我们再更进一步思考一下。再把 sin x
 的泰勒展开写出来。”

“嗯……可以写那个整整齐齐的泰勒展开吗？总感觉想写一下。”

[image: \sin x=+\frac{x}{1}-\frac{x\cdot x\cdot x}{1\cdot2\cdot3}+\frac{x\cdot x\cdot x\cdot x\cdot x}{1\cdot2\cdot3\cdot4\cdot5}-\frac{x\cdot x\cdot x\cdot x\cdot x\cdot x\cdot x}{1\cdot2\cdot3\cdot4\cdot5\cdot6\cdot7}+\cdots]


“喂，泰朵拉。这个式子是由无穷级数，也就是无限个项的和组成的。现在考虑一下无穷级数中有限个项的部分和。就取到 xk

 项为止的有限个项的部分和吧，假设部分和的名字为 sk

 (x
 )。当然，sk

 (x
 ) 也是关于 x
 的函数。”

[image: \begin{aligned}S_1(x)&=+\frac{x}{1}\\S_2(x)&=+\frac{x}{1}-\frac{x\cdot x\cdot x}{1\cdot2\cdot3}\\S_3(x)&=+\frac{x}{1}-\frac{x\cdot x\cdot x}{1\cdot2\cdot3}+\frac{x\cdot x\cdot x\cdot x\cdot x}{1\cdot2\cdot3\cdot4\cdot5}\\S_4(x)&=+\frac{x}{1}-\frac{x\cdot x\cdot x}{1\cdot2\cdot3}+\frac{x\cdot x\cdot x\cdot x\cdot x}{1\cdot2\cdot3\cdot4\cdot5}-\frac{x\cdot x\cdot x\cdot x\cdot x\cdot x\cdot x}{1\cdot2\cdot3\cdot4\cdot5\cdot6\cdot7}\end{aligned}]


我从书包中把画图用的纸取出来。

“试着画出函数 s
 1
 (x
 ), s
 3
 (x
 ), s
 5
 (x
 ), s
 7
 (x
 ), ... 的图像，也就是 k
 = 1, 3, 5, 7, ... 时 y
 = sk

 (x
 ) 的图像。这样就会发现这个函数在渐渐地接近 sin x
 的样子。”

我边说边把图像画了出来。

[image: ]


“原来如此。学长，我当时没有理解把 sin x
 用幂级数来表示的含义。通过‘微分的规则’得出那些式子，这个我是理解的，不过当时我还纳闷‘得出这些式子又能怎么样呢’。但是，看了这个图像，我明白了，当 k
 变大时，sk

 (x
 ) 越来越接近 sin x
 。正弦波不断波出去的样子好可爱啊。”

“是的。”

“但是，学……学长。我讲得不是很好。就是说 sin x
 这个东西只不过是个名字对吧？也就是仅仅是把某个函数写成 sin x
 而已。泰勒展开也只是把那个相同的函数用幂级数的形式表示出来而已。sin x
 和幂级数的式子外观不一样，但是函数的性质是相同的。所以，变成幂级数的形式就显得非常方便。不好意思，我总是说不好。”

“不，不，泰朵拉，你很厉害。你把本质搞懂了。想要研究函数的时候，那个函数如果能进行泰勒展开的话，就能够在方便操作的多项式的延长线上进行研究。比如，像刚才的 sk

 (x
 ) 那样，在考虑近似的情况时就很有帮助。因为是无穷的，所以在处理的时候要多加注意。但是幂级数的形式是非常方便的。这么说来，在解斐波那契数列和卡塔兰数时使用的生成函数也是幂级数的形式。”

“我在学校听老师讲课的时候，尽是注意些细节的地方，结果主干的内容反而不懂了。为什么做，在做什么，我大脑全混乱了。但是，听学长的话时完全相反。细小的地方——日后自己也能搞懂的地方都能略过去，为了什么而干什么，思路都搞得清清楚楚的。”

“不，不是那样。泰朵拉的理解能力……”

“就是那样的！”

泰朵拉搪住了我的话。

“是那样的。学长。比如今天，我对于微分完全不懂，幂级数和泰勒展开这些词语，我也是有生以来第一次听说。但是，我搞懂了。如果使用泰勒展开的话，就能够像玩弄多项式一样研究函数。虽然让我自己一个人来做的话肯定是不行的，但是我现在知道要把复杂的函数问题转化为无限次多项式——幂级数——xk

 的无限和这样的方法了。”

泰朵拉把拳头在胸前握得紧紧的。

“我想，今天从学长这里学的泰勒展开我是不会忘记的。我抓住了一种思考问题的方法——当要研究函数时就要想到‘试一试泰勒展开如何’，这都多亏了学长您呐！”

她的视线突然从我的脸上转移开，落到了桌子上画着图像的那张纸上。不知道为什么她的脸颊变得红彤彤的。

“但是……但是……占用了学长您这么多宝贵的时间，真是对不起。我真的是非常爱听学长的话。学长，我……”

泰朵拉抬起头，一动不动地看着我说道。

“学长教我的泰勒展开，我一生都不会忘记。”


9.4　自己家


晚上。

我在自己的房间里看着村木老师给我的卡片。我设定的问题是这样子的。



问题 9-2


若下面的无穷级数收敛，求它的值。若不收敛，请证明。

[image: \sum^\infty_{k=1}\frac{1}{k^2}]




首先，把 [image: \sum]
 具体地写出来，捕捉式子的感觉。

[image: \sum^\infty_{k=1}\frac{1}{k^2}=\frac{1}{1^2}+\frac{1}{2^2}+\frac{1}{3^2}+\frac{1}{4^2}+\frac{1}{5^2}+\cdots]


逐项看了看，但是好像不是很简单就能抓住线索的。试试数值计算吧？也就是说，先不管 [image: \sum^\infty_{k=1}\frac{1}{k^2}]
 这个无穷级数，而是用具体的 n
 来计算 [image: \sum^n_{k=1}\frac{1}{k^2}]
 的部分和。白天只是一个劲地钻研泰朵拉的卡片了，数值计算也只进行了一点。

[image: \begin{aligned}\sum^1_{k=1}\frac{1}{k^2}=\frac{1}{1^2}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad~&=1\\\sum^2_{k=1}\frac{1}{k^2}=1+\frac{1}{2^2}\quad\quad\quad\quad\quad~~&=1.25\\\sum^3_{k=1}\frac{1}{k^2}=1.25+\frac{1}{3^2}\quad\quad\quad\quad~&=1.3611\cdots\\\sum^4_{k=1}\frac{1}{k^2}=1.3611\cdots+\frac{1}{4^2}\quad\quad&=1.423611\cdots\\\sum^5_{k=1}\frac{1}{k^2}=1.423611\cdots+\frac{1}{5^2}\quad&=1.463611\cdots\\\sum^6_{k=1}\frac{1}{k^2}=1.463611\cdots+\frac{1}{6^2}\quad&=1.491388\cdots\\\sum^7_{k=1}\frac{1}{k^2}=1.491388\cdots+\frac{1}{7^2}\quad&=1.511797\cdots\\\sum^8_{k=1}\frac{1}{k^2}=1.511797\cdots+\frac{1}{8^2}\quad&=1.527422\cdots\\\sum^9_{k=1}\frac{1}{k^2}=1.527422\cdots+\frac{1}{9^2}\quad&=1.539767\cdots\\\sum^{10}_{k=1}\frac{1}{k^2}=1.539767\cdots+\frac{1}{10^2}~&=1.549767\end{aligned}]


还不是很明白，画图像看看吧。

打开书包却没找到画图像用的纸。咦？难道忘在学校里了？

部分和好像不是急剧增加，但是也不能说是收敛的，就像前几天的那个调和级数那样缓缓地发散。

这么说来，这个式子与调和级数很相似。

[image: ]


不同的只有一点，k
 的指数。这次的问题 9-2，因为是求 [image: \frac{1}{k^2}]
 的和，所以 k
 的指数是 2。另一方面，调和级数因为是求 [image: \frac{1}{k^1}]
 的和，所以 k
 的指数是 1。

指数，指数。这么说起来，米尔嘉告诉过我什么是 ζ
 函数。我把 ζ
 函数的定义在笔记本上又写了下来。

[image: \zeta(s)=\sum^\infty_{k=1}\frac{1}{k^s}]
 　　（ζ
 函数的定义式）

使用这个定义，调和级数就可以表示成 ζ
 (1)。

[image: \zeta(1)=\sum^\infty_{k=1}\frac{1}{k^1}]
 　　（用 ζ
 函数来表示调和级数）

问题 9-2 也可以写成 ?
 函数的形式。因为指数是 2，所以就是 ζ
 (2)。

[image: \zeta(2)=\sum^\infty_{k=1}\frac{1}{k^2}]
 　　（用 ζ
 函数来表示问题 9-2）

名字，名字。但是，虽然这样命名了，可思路并没有打开啊。


9.5　代数学基本定理


“你知道代数学基本定理吗？”

早晨，刚进入教室，米尔嘉突然用手指着我问道。

米尔嘉是我的同班同学。她很擅长数学，她的水平已经完全超过了学校所教的水平，爱看自己喜欢的书，寻找问题，然后解决。我虽然也不是不擅长数学，但仍不是米尔嘉的对手，不过我也没有因此而感到自卑。只是，我也想看看她正在看的世界。

数学的美、伟大、深奥，我只是刚刚体会到了一点点而已。当我站在书店里数学类的书架前时，就会发现自己还有大半的书都不能理解。与此同时，我也会想到她。米尔嘉的知识究竟有多少呢？

于是，我开始迷失自我。正在思考数学？正在思考自我？正在思考她？……我为我自己的幼稚而烦恼。她干什么看上去都好像很潇洒的样子。与她相比，我每天只是在摆弄一些式子，感觉慢了好几百步的样子。

不，不，想这些东西也没有用，也像泰朵拉那样说声“加油”吧。

“米尔嘉，代数学基本定理？是不是就是 n
 次方程就有 n
 个解？”

“嗯，大致 OK。复系数的 n
 次方程就有 n
 个复数解，重根按重数计算。”

“好长啊。”

“高斯老师发现了它。令人惊奇的是，那个时候高斯老师才 22 岁，而且他是在学位论文中证明的。用学位论文来证明这个根本的定理真是了不起啊！”

米尔嘉好像已经开启了话唠模式。在我来之前，她好像正在对着都宫侃侃而谈。我一来，都宫就立刻回到自己的座位上了，好像在说：“还是你来听才女米尔嘉的讲话吧”。

米尔嘉把我拉到黑板前，开始“上课”。

“其实，真正的代数学基本定理就是‘任意复系数的 n
 次方程至少有 1 个解’。如果至少拥有 1 个解 α
 的话，用 x
 - α
 这个因式来除 n
 次多项式就行了。现在开始证明 n
 次方程 [image: a_nx^n+a_{n-1}x^{n-1}+\cdots+a_1x^1+a_0=0]
 至少有 1 个解。首先来考虑函数 [image: f(x)=a_nx^n+a_{n-1}x^{n-1}+\cdots+a_1x^1+a_0]
 ，然后算一下这个函数的绝对值 |f
 (x
 )| 能变成多小。因为要是最小值为 0 的话，它就拥有解。在这之前，先复习一下有关复数的知识吧。好吗？”

米尔嘉写板书的速度很快，她把高斯的证明写给我看。我一边听她“讲课”，一边感慨自己对复数的理解还不够。虽然听是大致听懂了，但是事后自己不展开做一遍还是会有想不通的地方。必须要自己证明一下，做到不看证明过程自己也能证出来。像米尔嘉那样能够当场讲给别人听，则是下一个阶段了。

我一边想着这些，一边看着米尔嘉写下来的式子。米尔嘉已经讲完了代数学基本定理和因式定理，开始进入使用解来进行 n
 次多项式的因式分解的内容了。

“具体地写一下。假设 n
 次方程 [image: a_nx^n+a_{n-1}x^{n-1}+\cdots+a_1x^1+a_0=0]
 有 n
 个解 α
 1
 , α
 2
 , ... , αn

 ，左边的 n
 次多项式可以这样因式分解。”米尔嘉一边这样说一边写在了黑板上。

[image: a_nx^n+a_{n-1}x^{n-1}+\cdots+a_1x^1+a_0=a_n(x-\alpha_1)(x-\alpha_2)\cdots(x-\alpha_n)]


“也就是说，求方程的解和因式分解是相关的。这个式子中，右边第一项有 an

 ，这个和最高次 xn

 的系数合起来考虑的话比较容易明白。如果从一开始就两边同时除以 an

 ，使 n
 次方的系数变成 1 就好了。因为是 n
 次多项式，所以 [image: a_n\neq0]
 ，用 an

 来除是没有问题的。”

就在那时，教室门口有人叫了我一声。

　

“喂，传说中的学妹来找！那个‘急吼吼小妹妹’！”

　

看到学妹来找我，我的同班同学都冲进教室里来看热闹，泰朵拉脸变得通红，拿出了我画图像用的纸。

“学长……真不好意思，打扰您了，我是来把这个还给您的。”

之后，她别别扭扭地说：“学长……我，我看起来真的那么急吼吼的吗？被他们这么说我真的是很吃惊啊！这是什么意思啊？下次我可要称呼您哥哥啦。”

“啊……不……”

“哥哥一定很高兴吧。”米尔嘉面朝黑板继续写着式子，朝这里看也不看地说。

不知不觉中，二个人步调一致起来了，真奇怪。

“哇……这块黑板写着满满的式子？是米尔嘉写的吗？”

“这样说来，泰朵拉是知道‘代数学基本定理’的吧？”

米尔嘉背对着泰朵拉，快速地写着代数学基本定理、因式定理，还有“n
 次方程式中解与系数的关系”。

“假设二次方程式 [image: ax^2+bx+c=0]
 的解是 α
 和 β
 ，[image: ax^2+bx+c=a(x-\alpha)(x-\beta)]
 就成立。求方程式的解和因式分解有关。解与系数的关系如下。”米尔嘉说道。

[image: \begin{aligned}&-\frac{b}{a}=\alpha+\beta\\&+\frac{c}{a}=\alpha\beta\end{aligned}]


“同理，三次方程式 [image: ax^3+bx^2+cx+d=0]
 的解如果是 α
 ，β
 ，γ
 的话……”

[image: \begin{aligned}&-\frac{b}{a}=\alpha+\beta+\gamma\\&+\frac{c}{a}=\alpha\beta+\beta\gamma+\gamma\alpha\\&-\frac{d}{a}=\alpha\beta\gamma\end{aligned}]


“一般地，n
 次方程 [image: a_nx^n+a_{n-1}x^{n-1}+\cdots+a_1x^1+a_0=0]
 的解如果是 α
 1
 , α
 2
 , ... , αn

 的话……”

[image: ]


“嗯，这个就是 n
 次方程的解与系数的关系。”

此时，预备铃响了。活力少女也疲倦地说“脑子好像被数学式子灌满了”，然后摇摇摆摆地回到了高一年级教室。

“真是个可爱的孩子呢，是吧，哥哥。”

米尔嘉这么说着，甩了甩刘海，中指摁了下眼镜。她用手指优雅地在空中描了下波浪线，我的眼睛便不由得追随着她的手指。

说到曲线，她脸颊的曲线我也很喜欢。还有那漂亮的嘴唇，以及从中发出来的美妙的声音，总是让我不由得想去倾听。如果比作乐器的话……

“是 ζ
 。”她说道。

“嗯？”

“上次村木老师的问题是 ζ
 吧？”米尔嘉向我出示了卡片。



（米尔嘉的卡片）


[image: \zeta(2)]




果然。

前些日子也是那样。求调和数的时候，因为米尔嘉手中的卡片是关于 ζ
 的，所以我想这次应该是 ζ
 (2)。原来村木老师在向我们展示一个问题的两种姿态啊。但是泰朵拉的卡片却不同。

“已经解决了吗？米尔嘉。”

“嗯……因为我记着巴塞尔问题的答案，所以当我拿到卡片的时候立即就做了出来。”

“巴塞尔问题？你记着它的答案？”

“嗯。巴塞尔问题
 。就是求 ζ
 (2) 的问题。我说了答案后，村木老师苦笑着说他并不是想要答案。如果已经知道答案的话，就要从这个式子中找出有趣的问题来。”米尔嘉耸耸肩。

“嗯……是如此有名的问题吗？”

“巴塞尔问题打倒了 18 世纪初的所有数学家，是当时的超级难题。在欧拉老师出现之前，没有一个人能做出正确答案。欧拉老师解决这个巴塞尔问题后，一举成名。”

“请稍等。如此难的问题，我们这些人怎么会有能力解决呢？”

“能解决。”

米尔嘉露出了一副认真的面孔。

“虽然这个问题在 18 世纪初很难，但现在我们的手中已经有很多武器啦。每天我们都在磨练自己的武器。”

“但是，米尔嘉记着那个答案不是吗？”

“那单单是靠记忆力而已。既然老师特意给了卡片，我想思考一下别的问题。把 x
 看作是 z
 ，将问题扩展到复数的范围。”

“嗯……但是，巴塞尔问题来着？这个 ζ
 (2) 是发散的吧？”

“你想知道吗？”米尔嘉吃惊地看着我。一瞬间，她的眼睛发光了。

“不，不，刚才失言了。我也还只是在思考中而已，希望你先不要说。”我急忙回答。

我在卡片的最后写下了“巴塞尔问题”。



问题 9-2


若下面的无穷级数收敛，求它的值。若不收敛，请证明。

[image: \sum^\infty_{k=1}\frac{1}{k^2}]


（巴塞尔问题）




9.6　图书室



9.6.1　泰朵拉的尝试


“学长，我有一个大发现，大发现！”泰朵拉兴奋地叫道。

还是在图书室，还是在放学后。在我正准备开始进行今天的计算的时候，活力少女泰朵拉匆匆忙忙地走了进来。

“什么呀？泰朵拉。”我问道。

最近连续几天都和泰朵拉在一起讨论，我渐渐没有了自己的计算时间。当然，我也不是不想这样。

“嗯，那个，昨天我们不是将 sin x
 进行了泰勒展开吗？我在自己思考的时候，突然发现了一点。随着 x
 的值的变化，sin x
 会好几次都变成 0 呢。比如说……”泰朵拉一边说一边拿出自己的笔记本，朝我摊开。

[image: \sin\pi=0,\sin2\pi=0,\sin3\pi=0,\cdots,\sin n\pi=0,\cdots]


像这样，当 n
 =1, 2, 3, ... 的时候，sin n
 π都会变为 0。”

“是啊。”虽然我这么回答，但是也有点焦急起来。这不是很理所当然的吗？而且……

“对了，泰朵拉，你可忘了 n
 小于 0 的情况哦。如果你想好好进行一般化的话，应该是这样的。”我说。

[image: \sin n\pi=0\quad n=0,\pm1,\pm2,\cdots]


“啊啦啦，是……是啊。确实还有负数的情况。”泰朵拉说。

“那接下来就把 0 的情况也考虑一下。其实把 sin x
 的图像画出来，然后考虑一下与 x
 轴的交点就一箭双雕了。”我说。

[image: {%}]


“不知道怎么的，我一个人有点操之过急了。不好意思哦，学长这么忙，还来打扰您……”

可能是我的语气有些严肃，泰朵拉的热情一落千丈。她这个人不光是在高兴的时候才表露出来，在自己意志消沉的时候也是如此。我有点不好意思，继续说道：“关于昨天我们所说的那个话题，你想到些什么了吗？”

“嗯，想到了一些，但是也不是什么重要的东西啦。”泰朵拉一边看着我的脸色一边小心翼翼地说。

于是——

我——

泰朵拉接下来说的一句话，真的令我大吃一惊。

　

“我试着将 sin x
 进行了因式分解。”

啊？

啊？

“你说将 sin x
 进行因式分解？这究竟是什么意思呀？”我问道。

“嗯，那个……那个……我找到了很多满足方程 sin x
 = 0 的 x
 。也就是说，这样的 x
 是

sin x
 = 0

这个方程式的解啊。”

泰朵拉不等我说话，又继续说道：“今天米尔嘉不是说了嘛 ——求方程式的解与因式分解有关。”

是归是，但是说到将 sin x
 进行“因式分解”，我还是不太理解泰朵拉的意思。

我默不作声，泰朵拉朝着我继续说道：“正如刚才学长所说的那样，如果解是 [image: x=0,\pm\pi,\pm2\pi,\pm3\pi,\cdots]
 的话，那么就可以进行这样的因式分解了。”

[image: \sin x=x(x+\pi)(x-\pi)(x+2\pi)(x-2\pi)(x+3\pi)(x-3\pi)\cdots\quad(?)]


我还是一下子没反应过来。嗯？这样就好了？——确实，把 x
 = n
 π 代入后式子变为了 0。

“不对，泰朵拉，这还是有点奇怪啊。而且，sin x
 有一个有名的极限公式。”我说。

[image: \lim_{x\to0}\frac{\sin x}{x}=1]


“也就是说，当 x
 趋向于 0 的时候，[image: \frac{\sin x}{x}]
 应该趋向于 1。当 x
 和 0 非常接近的时候，[image: \frac{\sin x}{x}]
 也和 1 非常接近。但是，泰朵拉你的式子中，如果假设 x
 不等于 0，那么两边同时除以 x
 后可以得到这样的式子。”

[image: \frac{\sin x}{x}=(x+\pi)(x-\pi)(x+2\pi)(x-2\pi)(x+3\pi)(x-3\pi)\cdots\quad(?)]


“当 x
 趋向于 0 的时候，虽然这个式子左边的极限值为 1，但是右边式子的极限值并不为 1。很明显，有点奇怪哦。”我说。


9.6.2　要到达哪里


“泰朵拉，你也在思考巴塞尔问题吗？”

“哇！”

“呀！”

从我们身后突然传来一个声音，把我们都吓了一跳。不知何时米尔嘉已经站到了我们身后，我居然一点都没有发现。

泰朵拉吓得把笔记本和铅笔盒都弄掉在了地上，自动铅笔、橡皮、尺子噼里啪啦地洒了一地。

“米尔嘉，不是不是，泰朵拉考虑的不是巴塞尔问题，她考虑的是将 sin x
 进行因式分解。”我说。

“学长，那个……巴塞尔问题是什么问题？”泰朵拉边捡自动铅笔边问我。

我给泰朵拉看了看卡片，向她解释什么是巴塞尔问题。这是求正整数的 2 次方的倒数之和的问题，就我的卡片来说就是求 [image: \sum^\infty_{k=1}\frac{1}{k^2}]
 的值，就米尔嘉的卡片来说就是求 ζ
 (2) 的值。当然，说到求值就是在“收敛”的前提下才能求的。

泰朵拉听了我的解释，露出很惊讶的表情。也确实是如此，听了一大堆自己没有考虑过的问题，不一头雾水才怪呢。

在我说的时候，米尔嘉把泰朵拉掉到桌子底下的笔记本捡了起来，一页页翻开看。

“嗯。”米尔嘉说。

“啊，这个……”泰朵拉想把笔记本拿回来，但是她看了看米尔嘉的眼神，又把手缩了回去。

“你……”米尔嘉对我说，她的目光没有离开笔记本，“你教过泰朵拉 sin x
 的泰勒展开吗？嗯，原来如此，这也是村木老师的行动计划啊！对了，这里为什么写着‘一生都不会忘记’呢？”

“不……不好意思！”泰朵拉突然抢回自己的笔记本。

“嗯。”米尔嘉突然闭上眼睛，像指挥家一样挥动起自己的手指。她做这个动作的时候，周围人都沉默不语。大家就这样默默地看着她。米尔嘉思考的样子有股吸引我们的力量。

米尔嘉睁开眼，说：“从 sin x
 的泰勒展开开始。”

她这么说着，拿过我手中的自动铅笔和笔记本，开始写起了数学公式。

[image: \sin x=+\frac{x}{1!}-\frac{x^3}{3!}+\frac{x^5}{5!}-\frac{x^7}{7!}+\cdots]
 　　sin x
 的泰勒展开

“在这里，假设 [image: x\neq0]
 ，两边同时除以 x
 ，得到下面的式子。先说明这是把 sin x
 用‘和’来表示。”

[image: \frac{\sin x}{x}=1-\frac{x^2}{3!}+\frac{x^4}{5!}-\frac{x^6}{7!}+\cdots]
 　　假设 [image: x\neq0]
 ，两边同时除以 x


“但是，泰朵拉想到了如下的方程式。”

sin x
 = 0

“我们把这个方程式的解表示成下面这样。”米尔嘉继续说道。

[image: x=n\pi\qquad(n=0,\pm1,\pm2,\pm3,\cdots)]


“使用这个解对 sin x
 进行‘因式分解’，泰朵拉是这样想的，对吧？”

米尔嘉突然用一种很独特的上扬语调问道，泰朵拉点了点头。她怀里还抱着刚才从米尔嘉那里抢来的笔记本。那本写有“一生都不会忘记”的笔记本。

“但是，我进展得不顺利。当 x
 趋向于 0 的时候，[image: \frac{\sin x}{x}]
 的极限应该趋向于 1，但是我所做的因式分解却变不成这个形式……”泰朵拉说道。

“如果是这样的话……”米尔嘉的脸上又浮现出一种调皮的样子。

她继续说：“如果是这样的话，将 sin x
 因式分解为这种形式怎么样呢？”

[image: \sin x=x\Bigl(1+\frac{x}{\pi}\Bigr)\Bigl(1-\frac{x}{\pi}\Bigr)\Bigl(1+\frac{x}{2\pi}\Bigr)\Bigl(1-\frac{x}{2\pi}\Bigr)\Bigl(1+\frac{x}{3\pi}\Bigr)\Bigl(1-\frac{x}{3\pi}\Bigr)\cdots]


我和泰朵拉面面相觑，思考起了米尔嘉所写的因式分解的式子。泰朵拉迅速打开怀里抱着的笔记本，开始计算。

“嗯……确实是成立的呢。当 x
 等于 0 的时候，全都变成了 0，x
 是 n
 π的时候也都变成了 0，这是因为在某个地方有 [image: (1-\frac{x}{n\pi})]
 这个因式。所以当 [image: x=0,\pm\pi,\pm2\pi,\cdots]
 的时候，sin x
 是等于 0 的。”泰朵拉说。

我听了她的话开口说道：“而且，如果像下面这样表示 [image: \frac{\sin x}{x}]
 的话，当 x
 趋向于 0 的时候，[image: \frac{\sin x}{x}]
 也应该是趋向于 1 的。”

我在泰朵拉的笔记本上这样写道。

[image: \frac{\sin x}{x}=\Bigl(1+\frac{x}{\pi}\Bigr)\Bigl(1-\frac{x}{\pi}\Bigr)\Bigl(1+\frac{x}{2\pi}\Bigr)\Bigl(1-\frac{x}{2\pi}\Bigr)\Bigl(1+\frac{x}{3\pi}\Bigr)\Bigl(1-\frac{x}{3\pi}\Bigr)\cdots]


“泰朵拉。”传来了米尔嘉温柔而又有力的声音。

“泰朵拉，现在把他写的式子的右侧变形得更简洁一点看看。”米尔嘉说。

“变得更简洁一点是吗？和与差的积是平方差吧。因为 [image: \bigl(1+\frac{x}{\pi}\bigr)\bigl(1-\frac{x}{\pi}\bigr)=1^2-\frac{x^2}{\pi^2}]
 ……”泰朵拉看了我一眼，这样写道。

[image: \frac{\sin x}{x}=\biggl(1-\frac{x^2}{\pi^2}\biggr)\biggl(1-\frac{x^2}{2^2\pi^2}\biggr)\biggl(1-\frac{x^2}{3^2\pi^2}\biggr)\cdots]


从这里开始该向哪里前进呢？面对好像已经看穿一切的米尔嘉，不知道怎么的，我变得焦躁不安起来。米尔嘉到底知道多少呢？为什么她提起了巴塞尔问题呢？村木老师的行动计划到底又是指什么呢？尽是些我不明白的事情。但是，有种预感告诉我，会蹦出一些很伟大的东西。

米尔嘉转过身对我说：“现在，泰朵拉用‘积的形式’表示了 [image: \frac{\sin x}{x}]
 ，这是因为因式分解是将式子用乘积的形式来表示。另外，你写的泰勒展开是把相同的 [image: \frac{\sin x}{x}]
 用和的形式来表示。那么……”

米尔嘉说到这里，停顿了一下，吸了一口气又继续说道：“这里，我们把泰朵拉写的‘积的形式’和你写的‘和的形式’画上等号看看。”

[image: {%}]


写到这里，米尔嘉突然把脸凑向正聚精会神地盯着式子看的泰朵拉，说：“你快发现了吧，泰朵拉。”

泰朵拉的脸“唰”的一下涨得通红，边退后边说：“什……什么？”

于是，米尔嘉在我们俩面前摊开双手，轻声说道：“比较 x
 2
 的系数。”

我看了看式子。

比较系数？

瞬间开始计算。

比较系数！

我屏住了呼吸。

不会吧。

太厉害了！这太厉害了。

我看向米尔嘉。

米尔嘉正看着泰朵拉。

“咦？这是怎么回事啊？咦？”

——她还愣在那里，还没有发现。

“左边的 x
 2
 的系数是什么呀？泰朵拉你明白了吗？”米尔嘉说。

“这个，这个是无限个的积吧。”泰朵拉说。

“那实际展开看看吧，泰朵拉。现在我们把下面的式子展开看看。”米尔嘉说。

[image: \biggl(1-\frac{x^2}{1^2\pi^2}\biggr)\biggl(1-\frac{x^2}{2^2\pi^2}\biggr)\biggl(1-\frac{x^2}{3^2\pi^2}\biggr)\biggl(1-\frac{x^2}{4^2\pi^2}\biggr)\cdots]


“但是，有 π 之类的数字在，乱七八糟的，所以先定义

[image: a=-\frac{1}{1^2\pi^2},~b=-\frac{1}{2^2\pi^2},~c=-\frac{1}{3^2\pi^2},~d=-\frac{1}{4^2\pi^2}\cdots]


这样的话，就可以形成以下无限项积的形式了。”米尔嘉说。

[image: (1+ax^2)(1+bx^2)(1+cx^2)(1+dx^2)\cdots]


“将这个式子按从左至右的顺序展开。”

[image: ]


“咦？怎么看上去有规律啊。”看着米尔嘉的展开，泰朵拉说。

“其实这就是早上我所说的解与系数之间的关系噢。x
 2
 的系数的规律性你明白了吧。”米尔嘉说。

从刚才开始，米尔嘉就只和泰朵拉说话。公式展开的速度也比往常要慢。她大概是为了让泰朵拉更容易理解吧。

“嗯，我明白了，x
 2
 的系数是 a
 + b
 + c
 + d
 + ... 吧。”泰朵拉说。

“是啊。这个无限项积的各因式里 x
 2
 的系数 (a
 , b
 , c
 , d
 , ... ) 的无限项和 (a
 + b
 + c
 + d
 + ... ) 就是展开后的 x
 2
 的系数。那么，我们再回到刚才‘因式分解’的式子。”米尔嘉说。

[image: {%}]


米尔嘉又平静地继续说道：“要求等式左边展开时‘x
 2
 的系数’的话，只要求出左边各因式的‘x
 2
 的系数和’就可以了。a
 + b
 + c
 + d
 + ... 也就是 [image: -\frac{1}{1^2\pi^2}-\frac{1}{2^2\pi^2}-\frac{1}{3^2\pi^2}-\frac{1}{4^2\pi^2}-\cdots]
 。另外，等式右边 的‘x
 2
 的系数’一下子就能得知。既然都已经考虑到这一步了，我们就来比较一下两边的 x
 2
 的系数。以下等式是成立的。”

[image: -\frac{1}{1^2\pi^2}-\frac{1}{2^2\pi^2}-\frac{1}{3^2\pi^2}-\frac{1}{4^2\pi^2}-\cdots=-\frac{1}{3!}]


泰朵拉确认了一遍米尔嘉所写的等式，说：“把 x
 2
 的系数提取出来……嗯，是这样的。”

“你还没有发现吗？泰朵拉。”米尔嘉说。

“什么，什么呀？”泰朵拉眨着大眼睛说。

米尔嘉笑了笑，露出一副“不用着急，没关系”的表情。

她对着笔记本，又继续向泰朵拉解释道：“整理式子后，可以得到这个。”

[image: \frac{1}{1^2\pi^2}+\frac{1}{2^2\pi^2}+\frac{1}{3^2\pi^2}+\frac{1}{4^2\pi^2}+\cdots=\frac{1}{6} ]


“等式两边同时乘以 π2
 ……”

[image: \frac{1}{1^2}+\frac{1}{2^2}+\frac{1}{3^2}+\frac{1}{4^2}+\cdots=\frac{\pi^2}{6} ]


“啊！啊！”

泰朵拉大声叫道。这可是图书室啊，但是我很理解她要叫起来的那种心情。

“解出来了，解出来了。巴塞尔问题解出来啦！”泰朵拉看了看米尔嘉，又看了看我，兴奋地说道。

米尔嘉点点头，像在吟诗一样说道：“解出来了，巴塞尔问题解出来了，令 18 世纪数学家们烦恼的难题——巴塞尔问题解出来了。真是令人愉悦啊！”

米尔嘉又把式子重新写了一遍。

[image: \sum^\infty_{k=1}\frac{1}{k^2}=\frac{\pi^2}{6} ]


“当然，这样写也可以。”她又加了一笔。

[image: \zeta(2)=\frac{\pi^2}{6} ]


“好了，这下我们的工作可以先告一段落了。”她竖起食指，歪了歪头，笑了起来。这真是最美好的笑容。

“真是……不知不觉中就……就解出来了！真神奇啊！”

泰朵拉的思绪还在混乱之中。



解答 9-2　（巴塞尔问题）


[image: \sum^\infty_{k=1}\frac{1}{k^2}=\frac{\pi^2}{6} ]





9.6.3　向无限挑战


“解出这个问题的人是莱昂哈德·欧拉，他是世界上第一个解出巴塞尔问题的人。那是在 1735 年，欧拉老师还只有 28 岁，在他结婚后的第二年……”米尔嘉说。

我们是跨越了两个半世纪以上的时光，来回味欧拉的解法啊。当时的欧拉和我们只相差十来岁……结婚后第二年？

“这下我们也能把这个问题解出来了吧？”泰朵拉问。

“是啊。欧拉老师对于巴塞尔问题的解法到现在还留有几种。这是其中的一种。我们把它作为一个谜来解答。”米尔嘉说。

“这个证明我证到一半的时候就不知道怎么办了，最后真是让我大吃一惊。”泰朵拉说，“不知不觉中巴塞尔问题就被解开了，我真的大吃一惊。因为 x
 = n
 π 是 sin x
 = 0 的解，所以我还以为可以把 sin x
 因式分解呢。当时还以为自己找到了什么伟大的发现呢。但是，我这种想法也就到那里为止了。米尔嘉给我看了其他因式分解的方式，在我捉摸不定的时候，通过比较 x
 2
 的系数就把巴塞尔问题解答出来了。真是太厉害了！”泰朵拉说。

“而且，还有一点，”泰朵拉又接着说道，“当 [image: \sum^\infty_{k=0}\frac{1}{k^2}]
 和变为 [image: \frac{\pi^2}{6} ]
 的时候， 我也吃了一惊。为什么整数的 2 次方的倒数之和中会出现 π 呢？”

　

我们沉默了片刻，大家都在思考为什么无理数的圆周率会突然出现，我们都觉得有点不可思议。

　

“还有，为什么泰朵拉说的因式分解不可取呢？”我问道，“[image: x=n\pi(n=\pm1,\pm2,\cdots)]
 不正是方程 [image: \frac{\sin x}{x}=0]
 的解吗？为什么不可以呢？”

[image: \frac{\sin x}{x}=(x+\pi)(x-\pi)(x+2\pi)(x-2\pi)(x+3\pi)(x-3\pi)\cdots\quad(?)]


米尔嘉回答了我的疑问，她说：“虽然 n
 π 是方程 [image: \frac{\sin x}{x}=0]
 的解，但是这个因式分解的式子过于冗长，还有一定的自由度。因为如果只有 x
 = n
 π s这个先决条件的话，像这样整体扩大 C
 倍都是可以的，所以没有遵循唯一分解定理。”

[image: \frac{\sin x}{x}=C\cdot(x+\pi)(x-\pi)(x+2\pi)(x-2\pi)(x+3\pi)(x-3\pi)\cdots\quad(?)]


“噢，原来如此啊，米尔嘉。[image: \lim_{x\to0}\frac{\sin x}{x}=1]
 这个先决条件不能光靠因式分解来表示啊。”我恍然大悟。

“是啊，如果是 n
 次多项式的话，结合 n
 次方的系数，可以调整常数倍的值。一般最高次的系数是确定的，然后就可以根据最高次的系数来调整这个式子的规模了。但是，如果是无限次多项式的话，就不能按照最高次的系数来量身定做了。因为我们不知道 [image: x^\infty]
 的系数究竟是多少。这样一来，建立起（x
 - n
 π）后就不再调整系数了，求出因式 [image: (1-\frac{x}{n\pi})]
 的乘积才是解决问题的关键。在开始进行无限项计算之前，我们先调整式子的规模，这种方法比较有效。”

米尔嘉用手指推了推眼镜继续说道：“但是，说起严密的理论，刚才的论述方式还不够严密。为什么这么说呢？因为在求 sin x
 = 0 这个方程式时，我们是根据图像与 x
 轴的交点得到方程的解为 x
 = n
 π，但是虚数解不会出现在与 x
 轴的交点上，所以我们还没有讨论虚数解的可能性。实际上，除此方法之外，欧拉老师还留下了几种证明方法。但是利用 sin x
 的幂级数展开来进行这个证明真是魅力无穷啊。正如与 x
 2
 的系数相对比可以求出 ζ
 (2) 一样，与 x
 正偶数
 的系数对比也能求出 ζ
 （正偶数）。”



巴塞尔问题的解法


[image: ]




“这次，虽然最后进行整理的人是我，但是我本身就是知道欧拉老师的解法的。”

米尔嘉边说边站起身。

“虽说没有很顺利地解出，但是泰朵拉能想到利用方程式的解对 sin x
 进行因式分解，这是非常了不起的。虽然还有不够严密的部分，但是在不够严密的地方也可以向无限发起挑战。”

说到这儿，米尔嘉把右手搭在坐在位子上的泰朵拉的头上。

她继续说：“在向我们的欧拉老师表示敬意的同时，也请为泰朵拉鼓掌。”米尔嘉率先拍起手来。我也站起身，拍起手来。

“米尔嘉……学长……这……这怎么可以。”泰朵拉用两手摸了摸涨得通红的脸蛋，眨巴着双眼。

这里是图书室。我们是高中生。这里要求保持安静。

但是，管它呢，介意什么呀！

我们向活力少女泰朵拉鼓掌！

　

[image: {%}]



可见，



当 n
 为偶数时，



状如 [image: 1+\frac{1}{2^n}+\frac{1}{3^n}+\frac{1}{4^n}+\cdots]
 的任何一个级数，



它的和都等于 π
n

 与一个有理数的积。



—— 欧拉
 [25]







第 10 章　分拆数



告白的答案在银河的尽头。



—— 小松美和
 [8]



10.1　图书室



10.1.1　分拆数


和往常一样，在放学后。

“我拿来了哦。”米尔嘉来到图书室，手里好像拿着村木老师出的题目。

她把卡片在桌子上摊开，我和泰朵拉好奇地凑过头去。



从村木老师那里拿到的卡片


假设有面值为 1 元、2 元、3 元、4 元……的硬币。为了支付 n
 元，请思考硬币的组合方式有几种。假设组合方式的个数为 Pn

 （各种支付方法称为 n
 的分拆方式，分拆方式的个数 Pn

 称为 n
 的分拆数
 ）。

比如，支付 3 元的方法有三种，一种是“1 枚 3 元硬币”，另一种是“1 枚 2 元硬币和 1 枚 1 元硬币”，还有一种是“3 枚 1 元硬币”。所以P
 3
 = 3。


问题 10-1



P
 9
 是多少？


问题 10-2



P
 15
 < 1000 是否成立？



“这只不过是计算支付方法而已，应该很简单啊。”高中一年级的学妹 泰朵拉高声说道。

“是吗？”我说。

“嗯？ P
 9
 不就是要求出总金额为 9 元的支付方法的个数吗？按照‘使用 1 元硬币的时候’‘使用 2 元硬币的时候’……这样的顺序来考虑不是很好吗？”泰朵拉说。

“没有这么简单哦，泰朵拉。相同面值的硬币可以重复使用，所以即使是使用 1 元的时候，也必须要考虑‘到底要用几枚’。”我说。

“学长……我不是那个经常忘记条件的泰朵拉了。关于硬币枚数的条件我知道啊。不过我觉得只要耐心数的话总能计算出来。”泰朵拉自信地说。

“是这样吗？即使一个一个地数也可能会出错哦，我想还是用一般的方法解比较安全吧。先不管问题 10-1 中的 P
 9
 ，问题 10-2 中的 P
 15
 应该会 是个‘了不得的数字’。”我说。

“会这样吗，学长？什么是‘了不得的数字’？只不过是 15 元的支付方法嘛。”泰朵拉说。

“泰朵拉，即使是 15 元，组合数也会大得惊人的。”我说。

　

“呯！”

　

一直沉默着没有开口说话的米尔嘉用手拍了下桌子。那声音响得让我们都怀疑是不是哪里爆炸了。

我们一下子停止了对话。

“泰朵拉，你到那边的角落里去。你坐到那里窗边的位子。我就坐在这里。大家闭上嘴，安静思考一下。”米尔嘉命令道。

听了她的命令，泰朵拉和我互相点点头，说：“知道了，我们马上搬。”

　

——放学后的图书室，我们都闭上嘴，开始学习。


10.1.2　举例


硬币的面额为正整数 (1, 2, 3, 4, ... )，有点与众不同。使用这种硬币支付 n
 元，求支付方法的个数——分拆数 Pn

 。

和往常一样，我从比较小的具体数字开始思考。通过具体例子来感受是非常重要的。

当 n
 为 0 的时候，也就是支付金额为 0 元的时候，方法只有一个，那就是“不付钱”。可以说 P
 0
 = 1。


P
 0
 = 1　　0 元的支付方法有 1 种

当 n
 为 1 的时候，也就是支付金额是 1 元的时候，只有“使用 1 元硬币”这一个方法。所以 P
 1
 = 1。


P
 1
 = 1　　1 元的支付方法有 1 种

当 n
 为 2 的时候，有 2 种支付硬币的方法，一种是“使用 1 枚 2 元硬币”，另一种是“使用 2 枚 1 元硬币”。所以 P
 2
 = 2。


P
 2
 = 2　　2 元的支付方法有 2 种

当 n
 为 3 的时候，有 3 种支付硬币的方法，一种是“使用 1 枚 3 元硬币”，另一种是“使用 1 枚 1 元硬币和 1 枚 2 元硬币”，还有一种是“使用 3 枚 1 元硬币”。

这样写成文字实在是太麻烦了，干脆就把“使用 1 枚 2 元硬币和 1 枚 1 元硬币”这种支付方法表示成 2 + 1 就好了。也就是说，可以像下面这样来考虑。

[image: ]


这样一来，当 n
 = 3 的时候，就可以表示成以下 3 种情况。

[image: \begin{aligned}3&=3\\&=2+1\\&=1+1+1\end{aligned}]


也就是说 P
 3
 = 3。


P
 3
 = 3　　3 元的支付方法有 3 种

嗯。P
 3
 可以叫作“支付 3 元的方法的个数”，也可以称为“将 3 分拆
 成几个正整数的方式的个数”。所以我们给 Pn

 这类数取名为分拆数。

如果 n
 为 4 的话，就可以分成以下 5 种情况。嗯，我有点发现其中的诀窍了。

[image: \begin{aligned}4&=4\\&=3+1\\&=2+2\\&=2+1+1\\&=1+1+1+1\end{aligned}]



P
 4
 = 5　　4 元的支付方法有 5 种

如果 n
 为 5 的话，就可以找到以下 7 种情况。

[image: \begin{aligned}5&=5\\&=4+1\\&=3+2\\&=3+1+1\\&=2+2+1\\&=2+1+1+1\\&=1+1+1+1+1\end{aligned}]



P
 5
 = 7　　5 元的支付方法有 7 种

如果像这样扩大 n
 的数值，就能够逐渐看出一些有规律的东西。如果数字不扩大的话，很难发现其规律性。以前，米尔嘉曾经说过“少数例子无法体现规律性”。但是如果数字很大的话，接下去举例就会逐渐变难。

好，暂且继续进行下去。假设 n
 为 6，那就可以展开成以下 11 种加法组合。

[image: \begin{aligned}6&=6\\&=5+1\\&=4+2\\&=4+1+1\\&=3+3\\&=3+2+1\\&=3+1+1+1\\&=2+2+2\\&=2+2+1+1\\&=2+1+1+1+1\\&=1+1+1+1+1+1\end{aligned}]



P
 6
 = 11　　6 元的支付方法共有 11 种

嗯，[image: \langle P_2,P_3,P_4,P_5,P_6\rangle=\langle2,3,5,7,11\rangle]
 ，是不是与质数有关呢。

那么 P
 7
 是不是 13 呢？

[image: \begin{aligned}7&=7\\&=6+1\\&=5+2\\&=5+1+1\\&=4+3\\&=4+2+1\\&=4+1+1+1\\&=3+3+1\\&=3+2+2\\&=3+2+1+1\\&=3+1+1+1+1\\&=2+2+2+1\\&=2+2+1+1+1\\&=2+1+1+1+1+1\\&=1+1+1+1+1+1+1\end{aligned}]



P
 7
 = 15　　7 元的支付方法有 15 种


P
 7
 是 15，真可惜，不是质数。

尽管如此，但它至少是在逐渐变大。这样下去的话，考虑 n
 = 8 和 n
 = 9 不会出什么问题吧？会不会数错呢？算了，与其有闲工夫在这里担心，还不如耐心地数数看。


n
 = 8 的时候。

[image: \begin{aligned}8&=8\\&=7+1\\&=6+2\\&=6+1+1\\&=5+3\\&=5+2+1\\&=5+1+1+1\\&=4+4\\&=4+3+1\\&=4+2+2\\&=4+2+1+1\\&=4+1+1+1+1\\&=3+3+2\\&=3+3+1+1\\&=3+2+2+1\\&=3+2+1+1+1\\&=3+1+1+1+1+1\\&=2+2+2+2\\&=2+2+2+1+1\\&=2+2+1+1+1+1\\&=2+1+1+1+1+1+1\\&=1+1+1+1+1+1+1+1\end{aligned}]



P
 8
 = 22　　8 元的支付方法有 22 种

终于到了计算 n
 = 9 的时候了。

[image: \begin{aligned}9&=9\\&=8+1\\&=7+2\\&=7+1+1\\&=6+3\\&=6+2+1\\&=6+1+1+1\\&=5+4\\&=5+3+1\\&=5+2+2\\&=5+2+1+1\\&=5+1+1+1+1\\&=4+4+1\\&=4+3+2\\&=4+3+1+1\\&=4+2+2+1\\&=4+2+1+1+1\\&=4+1+1+1+1+1\\&=3+3+3\\&=3+3+2+1\\&=3+3+1+1+1\\&=3+2+2+2\\&=3+2+2+1+1\\&=3+2+1+1+1+1\\&=3+1+1+1+1+1+1\\&=2+2+2+2+1=2+2+2+1+1+1\\&=2+2+1+1+1+1+1\\&=2+1+1+1+1+1+1+1\\&=1+1+1+1+1+1+1+1+1\end{aligned}]



P
 9
 = 30　　9 元的支付方法有 30 种

嗯，这下就解出了村木老师的问题 10-1。9 元的支付方法共有 30 种，9 有 30 种分拆法。

问题 10-2 该怎么做呢？要数出 P
 15
 是多少，那一定是个‘了不得的 数字’吧。我应该先求出 Pn

 的通项公式再求具体数值吧。

　

“放学时间到了。”

　

瑞谷老师登场了！啊，已经这么晚了啊。

瑞谷老师是到了一定时间就会出现的图书管理员。她带着一副颜色很深的眼镜，深到我们甚至看不清她的视线正看往哪里，她像个机器人那样精密地移动，一直走到图书室中央，在那里宣布“放学时间到了”。

那就先到此为止吧——问题 10-1 的答案是 P
 9
 = 30，而问题 10-2 的答案还不知道。



解答 10-1



P
 9
 = 30




10.2　回家路上



10.2.1　斐波那契手势


我们三个人走在去地铁站的路上。

泰朵拉不断摆弄着手指，就像在玩石头剪刀布的猜拳游戏那样。

“你在干什么呀？”我问她。

“我在做斐波那契手势。”她答道。

“那是什么呀？”我问。

“您没听说过也是理所当然的，因为那是我自己想出来的手势。”她答道。

“……”

“这个是表明‘我很喜欢数学’的信号噢，是数学爱好者之间的问候语。无论在碰面的时候，还是在告别的时候，都可以使用哦。因为这个是手势，所以即使语言不通，相隔很远，也可以把自己的意思传达给对方，呵呵。”她得意洋洋地说。

“我给你做做看哦。”

泰朵拉对着我伸出手指，在我鼻子前嗖嗖划了四圈。

“你懂了吗？”她问。

“啊？什么啊？”

“请你仔细看清我手指的个数噢。我的手指是以 1, 1, 2, 3 的顺序增加的。”

泰朵拉又比划了一遍。确实，她每划一圈，手指个数就以 1, 1, 2, 3 的顺序增加。那然后呢？

“然后呢，看到对方打出这个斐波那契手势后呢，就要做出石头剪刀布中布的手势来回应，这是因为 1, 1, 2, 3 后面接的是 5。手指的个数呈斐波那契数列，所以就叫作斐波那契手势。”泰朵拉说。

“啊，对了，米尔嘉，刚才 P
 9
 的问题……”我对米尔嘉说。

还没说完，就听泰朵拉叫道：“学——长——不要无视我呀。”

我朝米尔嘉看去，她也在那里嗖嗖地划圈。

“喂，米尔嘉，连你也在划，你们到底要做什么呀？”我吃惊地问。

“在比划斐波那契手势啊。对了，泰朵拉，5 接下来的数字该怎么办呢？用两个手来表示 3 + 5 = 8 吗？如果将这个斐波那契手势继续下去的话，很快就可以占用世界上所有人的双手了。”米尔嘉说。

“没有，就到 5 为止了。让我们一起来做做看吧。我出 1, 1, 2, 3 之后呢，你就用 5 来回答我噢。1——1——2——3——，好，你来。”泰朵拉说。

米尔嘉微笑着摊开手心。

……真是太丢脸了，我们又不是小学生。

但是，泰朵拉伸着三个手指，睁着大眼睛朝我看。我真是无法抵抗，只好摊开手以作回应。

“……5。”

“好，谢谢了。”

泰朵拉真是个活力十足的女孩，今天她的情绪也是一如既往地高涨。


10.2.2　分组


我们走到了大道上。路上有护栏，人行道变窄了。我们变成一列前进，泰朵拉在最前面，然后是我，米尔嘉走在最后。泰朵拉时不时地回头看，真是危险。我呢，被米尔嘉盯着后背，总觉得有点痒。

“问题 10-1 就是靠手的体力劳动，问题 10-2 却是靠脑子的脑力劳动。”米尔嘉说。

泰朵拉回过头对我说：“我已经把问题 10-1 做好了，现在问题 10-2 正算到一半，P
 15
 实际上也快算出来了。我终于明白为什么学长说那是‘了不得的数字’了，但是我觉得绝对不到 1000 吧。”

“泰朵拉，后面后面，后面有电线杆，小心。”我提醒道。

“学长，没关系的。对了，P
 9
 的话共有 29 种情况对吗？”泰朵拉打开她的笔记本给我看。

“嗯？是 29 种吗？不是 30 种吗？”我说。

[image: {%}]


“这个该怎么理解啊？”我问道。

“嗯？就像你所看到的那样啊。比如，[image: \textcircled{1}\times3]
 就是 1 元硬币有 3 个的意思。”她答道。

“啊，原来是这样。真是有好几种表达方式呢。”我感叹道。

“但是你缺少了 [image: \textcircled{2}+\textcircled{3}+\textcircled{4} ]
 这种情况。”背后的米尔嘉靠在我肩上看着她的笔记本说。我碰到了她那头长发，一阵清香味飘来。

“哎呀，我都验算了好几次呢。——啊，真疼。”泰朵拉的头撞到了广告牌上。我不是提醒过她嘛，唉，真是的。

　

我们到了地铁站。

“那么，就先到这里了。明天见。”米尔嘉拍了拍泰朵拉的头，就迅速离开了。她和我和泰朵拉回去的方向是相反的。

“啊，米尔嘉……我好不容易设计了斐波那契手势，就在我们告别的时候使用一下吧。”泰朵拉边说边嗖嗖地开始用手比划。

于是，米尔嘉举起右手，张开 5 个手指，但是脚下的步子一点没有放慢，也没有朝这里回头。


10.3　“豆子”咖啡店


泰朵拉建议去喝咖啡，于是我们去了地铁站前那家叫“豆子”的咖啡店。她今天坐在我对面的位子。

泰朵拉在咖啡里放入牛奶后，都忘了用勺子搅拌，就开始发呆了，感觉和平时的状态有点不同。终于，她开始自言自语地说起话来。

“我好希望自己的数学能变得更好啊。虽然不能漏掉条件这一点非常重要，但是如果只做到这一点那也不行，真是够呛啊。如果靠手来数 P
 15
 的话，真的是一项了不得的大工程呢。”

说着，她长长地叹了口气。

“在学长的心目中有没有我的位置呢……”

“啊？”我吃了一惊。

“嗯？”泰朵拉的脸变得通红，“我……我刚才说出口了？刚才说的你就当我没说过哦！啊，不对，不要当没说过！啊，真是的！”

她在我面前不停地摆动着双手。看上去不是斐波那契手势。

过了一会儿，泰朵拉低下头，开始慢慢地说：“学长初中三年级的时候，我是初中二年级。学长，你在校园文化节中发表了演讲吧。关于二进制的演讲。在演讲的最后，学长说过‘数学跨越时空’这样的话。历史上有很多数学家研究二进制，而且二进制在现代的计算机中仍然存在着。‘数学跨越时空
 ’，直到现在我依然记得学长的这句话。比如 17 世纪研究二进制的数学家莱布尼茨并不知道 21 世纪的计算机是什么样子。虽然莱布尼茨已经离开了这个世界，但是数学却穿越时空，被现代人所继承……通过学长的话，我懂得了这个道理。啊，真的是这样啊，我有时候确实想到过数学是跨越时空的。”

——这么说来，我确实做过这样的演讲呢。

“学长，那时候你放学后也经常在图书室里吧。在校园文化节结束后，我也开始经常去图书室里自习。不知道为什么，我总想靠近学长一点……我总在图书室的角落里看书，而学长一直在计算，一定没有注意到我吧。就这样，在那个冬天，我泰朵拉竟然成为了进入图书室最频繁的前 10 人之一。”她抬起头，羞涩地笑了。

——呀，我还真没注意到呢。我一直以为没人会来图书室，我一直是一个人在那里呢。

泰朵拉又继续说道：“我……当我能够进入学长所在的高中时，我真的很开心。能够给学长写信真是太好了。我也很喜欢听你叫我‘泰朵拉’。当你夸奖我说‘泰朵拉你好厉害哦’的时候，我真的觉得自己可以做很多事情。而且你还带我一起去看天象仪……和学长一起……还有和米尔嘉一起……讨论数学真的很开心。”

——对哦，我们一起去看了天象仪呢。

她又说：“但是……我有时候也会情绪低落。听了学长们之间的交谈，我觉得我自己一个人什么都不会。就像今天一样，出错的只有我一个人。”

——嗯，我能理解她的心情。当我看米尔嘉的时候，我也有过这样的心情。

“我的位置……在学长的心目中，有没有我的位置呢？对学长来说，我可能只是一个做事急急忙忙的学妹而已吧……但是，请学长在您心中给我留一点位置，哪怕仅仅是一个小角落也好，偶尔能够教我一点数学就好了。”她说。

——在我心中，确实有一处无法用眼睛看见的空间，那是为泰朵拉留着的……

我开口说：“嗯。直到现在，我都非常喜欢和泰朵拉交谈。我很欣赏你的率直和理解能力。以前我们在‘神乐’约定好了，我会教你数学，这个约定不会改变。——其实我自己也是一个人什么都做不了。初中在图书室里计算的时候我确实是十分享受。但是，我现在觉得更开心。因为有一个和我自由讨论数学的伙伴……在我的心目中，一直都有泰朵拉你的位置。对于我而言，你是名副其实的重要朋友噢。”

“停！”泰朵拉朝我摊开右手，伸出五根手指说，“谢……谢谢您。我真的很高兴。但是，再说下去我恐怕又会说不该说的话，所以停下吧，不要说了。”

小道蜿蜒曲折。

啊，我知道了——在回家路上，泰朵拉走路很慢的理由。

她是为了延长与我在一起的时间吧。

在高中生活那有限的时空里。


10.4　自己家


在自己家中。

电子钟显示时间为 23 点 59 分。23 和 59 都是质数啊。

家人都已经进入梦乡。我在自己的房间里做数学题，这是我最幸福的时光。

我的父母对于我挑战怎样的数学公式并没有什么兴趣。当我把数学公式变形成很有趣的形式时，我欣喜若狂地跟他们解释，他们也只是回应我一句“好厉害啊”。

朋友是很可贵的。米尔嘉和泰朵拉，我们互相出题，互相解题，互相探讨，用尽我们的所能挑战数学问题，共同分享切磋我们的解题方法。我们之间通过数学公式的语言进行交流。——我很享受这样的时光。初中时，我却一直是一个人计算。——啊，不对不对，那时，在那个地方，或许泰朵拉也在……

好了，要继续思考村木老师的问题了，就是那个关于分拆数 Pn

 的问题。 至于问题 10-2 中的 P
 15
 小于 1000 是否成立，我可以用生成函数
 的方法来解解看。

生成函数就是利用 x
 的幂次方，将数列的所有项都归纳到一个函数式里。到目前为止，我和米尔嘉利用生成函数求出了斐波那契数列和卡塔兰数。这次的 Pn

 是否也可以通过生成函数来求出通项公式呢。只要在通项公式 Pn

 中找到“关于 n
 的有限项代数式”，问题 10-2 就迎刃而解了。

先把到现在为止求出的分拆数 Pn

 总结一下。



	
n

	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	...



	
Pn


	1
	1
	2
	3
	5
	7
	11
	15
	22
	30
	...




假设该数列的生成函数为 P
 (x
 )，那么 P
 (x
 ) 就可以写成以下形式。这就是生成函数的定义式。

[image: P(x)=P_0x^0+P_1x^1+P_2x^2+P_3x^3+P_4x^4+P_5x^5+\cdots]


将 P
 0
 , P
 1
 , ... 的具体数值代入上式。因为 n
 次方的系数是 Pn

 ，所以上式就变形为以下形式。

[image: P(x)=1x^0+1x^1+2x^2+3x^3+5x^4+7x^5+\cdots]


形式上的变量 x
 是为了避免数列的各项出现混乱而存在的。将数列作为系数，生成它的就是生成函数。

接下来的步骤就是建立生成函数的“关于 x
 的有限项代数式”。

在求斐波那契数列的通项公式 Fn

 的时候，我们利用推导公式求出了有限项代数式。通过乘以 x
 使 F
 (x
 ) 的系数移位，真是怀念这种做法啊。

在求卡塔兰数 Cn

 的时候，我们利用生成函数的积来求有限项代数式。我享受到了“划分”的快乐。

分拆数 Pn

 怎么样啊？虽说是利用生成函数解题，但也不是像变魔术那样一瞬间就能把题目解出来的。关于这个数列，我们需要发现一些本质性的东西。

关于分拆数的生成函数，我还要做进一步研究。长夜漫漫。

　


为了选出来


我在房间里来回踱着步子思考着。动手算出具体数值是一种非常重要的解题思路，但是只用这种方法的话，最终会承受不起排列组合的大爆发。在出现那个“了不得的数字”之前，为了能解出最后答案，需要一个很大的飞跃，也就是米尔嘉所说的“脑力劳动”。再想想，再想想。

　

我打开窗子，呼吸了一下夜晚的新鲜空气，从远处传来狗叫声。——我为什么这么喜欢数学呢？数学到底是何物呢？米尔嘉曾经说过这样的话。


“康托尔曾经说过‘数学的本质在于它的自由’。欧拉老师是自由的，他将无穷大和无穷小的概念在自己的研究中运用得如鱼得水。圆周率 π 也好，虚数单位 i 也好，还有自然对数的底数 e 也好，都是欧拉老师最先开始使用的文字。欧拉老师为世人在原本无法跨越的河流上搭建了桥梁，就好比在柯尼斯堡上搭建了一座新桥。”



桥……我如果也能在未来的某个时候某个地方搭建一座新桥就好了。

我先来考虑一个有点脱离生成函数的话题。让我先想想我是不是解出过相同类型的题目。回想一下……

　

“……不记得了，不好意思。”

“……不是回想，是思考，是思考。”

这是我和泰朵拉之间有过的对话。“回想”起自己曾经说过“思考是很重要的”，我不禁笑了笑。思考是很重要的，回忆也很重要啊。

这是我和泰朵拉在讨论二项式定理时的对话。在计算 (x
 + y
 )
n

 的时候，出现了好几种组合方式，那时泰朵拉惊呆了，于是我告诉她 [image: \binom{n}{k}]
 和 
n
 Ck

 是 同一个意思。

求 (x
 + y
 ) 的 n
 次方时，分别从 n
 个因式 (x
 + y
 ) 中选择 x
 和 y
 ，选到的 x
 和 y
 的乘积就成了一项。在合并同类项后，这种选择的组合个数就在系数上体现出来了。

比如说，在展开 (x
 + y
 )3
 的时候，从 3 个因式中分别取 x
 和 y
 ，这样就可以产生下面的 8 项。

[image: \begin{aligned}(\textcircled{\emph{x}}+y)(\textcircled{\emph{x}}+y)(\textcircled{\emph{x}}+y)\quad\to\quad xxx=x^3y^0\\(\textcircled{\emph{x}}+y)(\textcircled{\emph{x}}+y)(x+\textcircled{\emph{y}})\quad\to\quad xxy=x^2y^1\\(\textcircled{\emph{x}}+y)(x+\textcircled{\emph{y}})(\textcircled{\emph{x}}+y)\quad\to\quad xyx=x^2y^1\\(\textcircled{\emph{x}}+y)(x+\textcircled{\emph{y}})(x+\textcircled{\emph{y}})\quad\to\quad xyy=x^1y^2\\(x+\textcircled{\emph{y}})(\textcircled{\emph{x}}+y)(\textcircled{\emph{x}}+y)\quad\to\quad yxx=x^2y^1\\(x+\textcircled{\emph{y}})(\textcircled{\emph{x}}+y)(x+\textcircled{\emph{y}})\quad\to\quad yxy=x^1y^2\\(x+\textcircled{\emph{y}})(x+\textcircled{\emph{y}})(\textcircled{\emph{x}}+y)\quad\to\quad yyx=x^1y^2\\(x+\textcircled{\emph{y}})(x+\textcircled{\emph{y}})(x+\textcircled{\emph{y}})\quad\to\quad yyy=x^0y^3\end{aligned}]


如果把它们全部相加，并“合并同类项”的话，就变成了乘积的展开。

[image: (x+y)(x+y)(x+y)=\underline{1}x^3y^0+\underline{3}x^2y^1+\underline{3}x^1y^2+\underline{1}x^0y^3]


系数中的 1, 3, 3, 1 分别和选择 3 个，2 个，1 个，0 个 x
 的情况一致。也就是说，如果系数用 [image: \binom{n}{k}]
 来表示，就形成了以下式子。

[image: (x+y)(x+y)(x+y)=\binom{3}{3}x^3+\binom{3}{2}x^2y+\binom{3}{1}xy^2+\binom{3}{0}y^3]


回想到这里，我的脑海中浮现出了泰朵拉那表示佩服的表情，就在这一霎那，原本在房间里来回踱步的我突然停住了脚步。

嗯？ 不知道怎么的，我感觉像是碰到了什么重要的点。

“泰朵拉那表示佩服的表情”——不对，再前面一点。

“不是回想，是思考”——不对，再往后一点。

“这种选择的组合个数就在系数上体现出来”——对，就是这个。

选择的组合个数就在系数上体现出来。

运用泰朵拉的分组的方法——从因式中进行选择——嗯，有希望联系起来，一定能和分拆数的生成函数联系起来。利用无限和的无限积这个方法就好了。我明白了。

“如果一旦明白什么，就立刻着手去做。”我的脑海中响起米尔嘉的声音。

我连忙开始计算。因为是无限积，所以不能找到“关于 x
 的有限项代数式”，但是我可以求出乘积形式的生成函数 P
 (x
 )。

　

——深夜，在自己家，我闭上嘴巴，开始学习。



问题 10-3　（我自己假设的问题）


假设分拆数的生成函数为 P
 (x
 )，求乘积形式的 P
 (x
 )。




10.5　音乐教室


第二天。

放学后，在音乐教室里，我、盈盈还有米尔嘉三人在一起说话。

你们去讨论你们的欧拉，我呢就来弹我的巴赫。

盈盈坐在钢琴旁边弹着变奏曲边说。她是高中二年级的学生，虽然是和我一个年级的，但是不与我和米尔嘉同班。她担任钢琴爱好者协会“最强音”的会长，是一个非常喜欢琴键的小女孩。

“嗯，巴赫很好啊。”米尔嘉边笑边把两手放在身后，合着钢琴的拍子，一步一步在音乐教室里来回走动，一副很陶醉的样子。她的心情很好。

“对了，泰朵拉今天会来吗？不是只要有你在的地方，不管在哪里她都会过来的吗？”盈盈一边继续弹奏一边朝我问道。

泰朵拉。

“那孩子并不是一直追随着我哦。”我说。

就在那时，泰朵拉怀里抱着笔记本走进了音乐教室。

“啊，原来您在这里啊。我看您不在图书室，还想您怎么了呢。”

“她还追得真紧啊。”盈盈小声嘀咕道。

“是不是给你们添麻烦了？”泰朵拉打量着我们。

“没关系，泰朵拉。我也没什么要紧的事情做。”我说。

“你听到我那令人感动的演奏了吗？”盈盈问。

“嗯嗯，我听了。——啊，对了。”我说，“泰朵拉来得正好，大家一起来讨论一下昨晚的成果吧。米尔嘉，我可以写写分拆数的式子吗？”

“你的意思是说你求了通项 Pn

 的有限项代数式吗？”米尔嘉顿时站起身，很严肃地问我。

“没有，不是，我并没有求出通项公式 Pn

 的有限项代数式，而是求得了生成函数 P
 (x
 ) 的无限积的形式。”我说。

“那就好。”米尔嘉的脸上又露出了笑容。

“那么就用前面的黑板吧。”我走到音乐教室前面，滑动了一下黑板，准备开始写字。米尔嘉和泰朵拉也凑了过来。

盈盈说：“啊呀，你们开始做数学了啊。”边说边停下了弹钢琴的手。


10.5.1　我的发言（分拆数的生成函数）


“为了解出问题 10-2，我想到了求分拆数 Pn

 的通项公式。为此首先要求生成函数 P
 (x
 )。生成函数 P
 (x
 ) 可以写成以下形式。”我说。

[image: P(x)=P_0x^0+P_1x^1+P_2x^2+P_3x^3+P_4x^4+P_5x^5+\cdots]


“我只是照定义式的样子写出了这个式子。我自己假设了问题 10-3‘寻找乘积形式的生成函数 P
 (x
 )’。但是在解问题 10-3 之前，为了便于说明，我们先来考虑一下接下来的问题 10-4，就是对硬币的枚数和种类加以限制的‘带有限制的分拆数’问题。”我说道。



问题 10-4　“ 带有限制的分拆数”


1 元硬币、2 元硬币和 3 元硬币各有 1 枚。支付 3 元的方法有几种？



“这个问题 10-4 并不难。因为限制了硬币的种类，只有 1、2、3 元，而且各种硬币都只有 1 枚，所以支付 3 元的方法只有两种：一种是使用 1 元和 2 元硬币，还有一种是使用 3 元硬币。这就是答案。”



解答 10-4


2 种。



“对了，利用问题 10-4，我们来说明一下生成函数。我来列举一下使用各种硬币能够支付的金额。”

使用 [image: \textcircled{1} ]
 可以支付的金额是 0 元或者是 1 元。

使用 [image: \textcircled{2} ]
 可以支付的金额是 0 元或者是 2 元。

使用 [image: \textcircled{3} ]
 可以支付的金额是 0 元或者是 3 元。

“在这里，我们考虑一下以下式子。它使用了形式上的变量 x
 ，指数部分表示‘可以支付的金额’。为了便于理解，1 可以写作 x
 0
 。”

[image: (x^0+x^1)(x^0+x^2)(x^0+x^3)]


“原来如此。真是有意思啊。”米尔嘉说。

“是啊。”我微笑着说。

“米尔嘉，你说什么‘原来如此’呢？学长，你说什么‘是啊’呢？我不明白。学姐，学长，拜托你们按照逻辑顺序把话说清楚好吗？”泰朵拉开始抱怨起来。这时，盈盈弹奏起滑稽的片段。

“你继续说说看。”米尔嘉说。

“泰朵拉，刚才的式子应该这样理解哦。”我说。

[image: ]


“展开后或许你就能理解了。各个硬币所能支付的金额变成了指数，而且可以支付的所有可能性都变成了项出现。”我又说。

[image: \begin{aligned}(x^0+x^1)(x^0+x^2)(x^0+x^3)=&\quad x^{0+0+0}\\&+x^{0+0+3}\\&+x^{0+2+0}\\&+x^{0+2+3}\\&+x^{1+0+0}\\&+x^{1+0+3}\\&+x^{1+2+0}\\&+x^{1+2+3}\end{aligned}]


“比如说，x
 1+2+0
 这一项的指数 1 + 2 + 0 可以这样理解。”

1　[image: \longrightarrow]
 　使用 [image: \textcircled{1} ]
 可以支付的金额 1 元

2　[image: \longrightarrow]
 　使用 [image: \textcircled{2} ]
 可以支付的金额 2 元

0　[image: \longrightarrow]
 　使用 [image: \textcircled{3} ]
 可以支付的金额 0 元

“学长，等一下。可我还是不太明白 x
 1+2+0
 的意 思。如果使用 1 枚 [image: \textcircled{1} ]
 、1 枚 [image: \textcircled{2} ]
 、0 枚 [image: \textcircled{3} ]
 ，那么指数就不应该是 1 + 2 + 0，而应该是 1 + 1 + 0，不是吗？”泰朵拉一副很认真的表情，不停地追问。

“啊，不对。这里考虑的不是‘k
 元硬币的枚数’，而是‘k
 元硬币可以支付的金额’。”我说。

“如果是我的话，我会把它称为‘k
 元硬币贡献的部分’。”米尔嘉说。

“学长，我有点明白了。确实，看了展开式后，从 x
 的指数能够看出使用 [image: \textcircled{1} ]
 、[image: \textcircled{2} ]
 、[image: \textcircled{3} ]
 进行支付的所有可能性，但是还是有些不可思议。为什么非得考虑 [image: (x^0+x^1)(x^0+x^2)(x^0+x^3)]
 不可呢？”泰朵拉问道。

“这个嘛，是因为‘公式的展开方法’和‘支付方式的所有可能性的获取方法’的原理是相同的。将 [image: (x^0+x^1)(x^0+x^2)(x^0+x^3)]
 展开时，各项是这样形成的。”我答道。


	
从 x
 0
 + x
 1
 中选择项，



	
从 x
 0
 + x
 2
 中选择项，



	
从 x
 0
 + x
 3
 中选择项，然后求积。





“这种选择方法和下面这种考虑支付方法时的做法一样。”


	
选择用 [image: \textcircled{1} ]
 来支付的金额，



	
选择用 [image: \textcircled{2} ]
 来支付的金额，



	
选择用 [image: \textcircled{2} ]
 来支付的金额，然后求和。





“哈哈，原来如此。我明白了。为了求出所有组合，所以就把式子展开了。……呵呵。”泰朵拉似乎可以接受我的说法。

于是我继续解释。

　

“整理展开后的式子，我们可以得到以下式子。合并含有 xk

 的项，也就是合并同类项，按照指数从小到大的顺序进行排列。”

[image: {%}]


“泰朵拉，x
 3
 前的系数变成了 2 吧。你认为这个意味着什么呢？”我问道。

“嗯，你是问为什么系数是 2 吗？——因为 x
 3
 的项只有两项啊。具体说来，就是 x
 0+0+3
 和 x
 1+2+0
 。——原来如此，我明白了。x
 3
 前的系数变成 2，就表示支付的金额是 3 元时支付方法有 2 种。”她说。

“正是如此。我们再来考虑一遍泰朵拉刚才说的话。在我们面前是使用了形式上的变量 x
 的幂的和。然后，xn

 的系数是‘支付金额是 n
 时支付方法的个数’。那么，‘支付金额是 n
 时支付方法的个数’究竟是什么呢？”我问道。

“‘支付金额是 n
 时支付方法的个数’是……啊，是分拆数！”泰朵拉恍然大悟。

“是啊。因为问题 10-4 中，硬币的枚数和种类都受到限制，所以和村木老师的问题 10-1 及问题 10-2 中所出现的分拆数不同。但是，情况也非常相似。存在使用了形式上的变量 x
 的幂的和，而它的系数又是‘支付金额是 n
 时支付方法的个数’，这种情况只可能是生成函数了。也就是说，[image: (x^0+x^1)(x^0+x^2)(x^0+x^3)]
 是‘带有限制的分拆数’的生成函数。”我说。



问题 10-4 的“带有限制的分拆数”的生成函数


[image: (x^0+x^1)(x^0+x^2)(x^0+x^3)]




“原来如此……说到生成函数，就要出现无穷级数，我还以为会很麻烦呢。原来像 [image: (x^0+x^1)(x^0+x^2)(x^0+x^3)]
 这类因式那么少的有限项积也会成为生成函数啊。迷你生成函数……”泰朵拉摆了一个捏饭团的手势。

“那么……”我继续说道。

◎　　◎　　◎

到此为止我们所说的是“带有限制的分拆数”。从这里开始，我们解除对硬币的枚数和种类的限制。但是，讨论的推进方法还是相同的。只不过这里不再是 [image: (x^0+x^1)(x^0+x^2)(x^0+x^3)]
 这种“有限项和的有限项积”，而是“无限项和的无限项积”，如下所示。

[image: ]


无限项和的出现与不限制硬币枚数这一条件相对应。

无限项积的出现与不限制硬币种类这一条件相对应。

展开这个无限项和的无限项积后，支付方法的所有可能性就可以一口气算出来。求出乘积，合并同类项之后，我们就可以开始观察 xn

 的项。这样一来，xn

 的系数就是 n
 的分拆数。为什么这么说呢？这是因为 xn

 的系数就和“n
 元的支付方法的个数”相同。

“系数是分拆数的形式上的幂级数”，也就是上面所写的无限项和的无限项积，就是“分拆数的生成函数”。这样一来，P
 (x
 ) 就可以写成以下形式。

[image: \begin{aligned}P(x)=&(x^0+x^1+x^2+x^3+\cdots)\\&\times(x^0+x^2+x^4+x^6+\cdots)\\&\times(x^0+x^3+x^6+x^9+\cdots)\\&\times(x^0+x^4+x^8+x^12+\cdots)\\&\times\cdots\\&\times(x^{0k}+x^{1k}+x^{2k}+x^{3k}+\cdots)\\&\times\cdots\end{aligned}]


好了，在这里我们转变一下视角。将形式上的变量 x
 想象成 0 ≤ x
 < 1 的实数，然后用等比数列的公式来计算。这样一来，k
 元硬币贡献的部分就可以表示成以下的分数形式。

[image: x^{0k}+x^{1k}+x^{2k}+x^{3k}+\cdots=\frac{1}{1-x^k}]



P
 (x
 ) 中的无限项和都可以用这个公式来表示成分数形式。

[image: \begin{aligned}P(x)=&\frac{1}{1[-x^1}\\&\times\frac{1}{1-x^2}\\&\times\frac{1}{1-x^3}\\&\times\frac{1}{1-x^4}\\&\times\cdots\\&\times\frac{1}{1-x^k}\\&\times\cdots\\\end{aligned}]


“无限项和的无限项积”变为了“分式的无限项积”。这就是变成了乘积形式的生成函数 P
 (x
 )。我们把 ×（乘号）统一写成 ·（点号）。



解答 10-3　（分拆数 Pn

 的生成函数 P
 (x
 )“积的形式”）


[image: P(x)=\frac{1}{1-x^1}\cdot\frac{1}{1-x^2}\cdot\frac{1}{1-x^3}\cdots\cdot]




我们来整理一下到此为止的内容吧。为了求出村木老师问题 10-2 中的 P
 15
 ，我想到要先求出通项公式 Pn

 。为此，我又想到了求 Pn

 的生成函数 P
 (x
 )，并自己假设了问题 10-3。最后，如上面的解答 10-3 所示，我求得了乘积形式的生成函数 P
 (x
 )。

接下来，我准备考虑下面的问题 X。



问题 X


将下面的函数 P
 (x
 ) 进行幂级数展开的时候，xn

 的系数为多少？

[image: P(x)=\frac{1}{1-x^1}\cdot\frac{1}{1-x^2}\cdot\frac{1}{1-x^3}\cdots\cdot]





xn

 的系数为 Pn

 。求出通项公式 Pn

 后，再来探讨一下问题 10-2 中的不等式 P
 15
 是否小于 1000。



“求分拆数的通项公式”的“旅行地图”


[image: ]




到这里我不再继续说了。

◎　　◎　　◎

“你是想正面求解吗？”米尔嘉立即开口问道。

“是的。”

“嗯。不过如果只是证明问题 10-2 的不等式的话，是没有必要非求出 Pn

 不可的，不是吗？”米尔嘉说。

“这个……道理上来讲是这样的。”我开始不安起来。

“不过我既没有求出通项 Pn

 ，也没有求出 P
 15
 ，就把问题 10-2 解答出来了。”米尔嘉说。

“啊？”


10.5.2　米尔嘉的发言（分拆数的上限）


“只要证明问题 10-2 的不等式 P
 15
 < 1000 的话，不一定非要求出 P
 15
 的值。”米尔嘉一边这样说，一边跟我调换了一下位置，站在了黑板前。

“分拆数 Pn

 会急剧增加，变成泰朵拉所说的‘了不得的数字’。所以在这里，我想先分析一下分拆数 Pn

 的上限
 在哪里。”

“上限指的是什么呢？”泰朵拉马上问道。

“上限指的是，对于任意大于等于 0 的整数 n
 ，满足 Pn

 ≤ M
 (n
 ) 的函数 M
 (n
 )。虽然 Pn

 会随着 n
 的变大而变大，但是不会大于 M
 (n
 )，这个 M
 (n
 ) 就是上限。另外，上限有无数个，而不是仅限于一个。”

“就是说上面有一个界限么？”泰朵拉把手放在头顶上说。

“对。上限这个词有时候表示常数，在这里却不是这样。M
 (n
 ) 说到底就是关于 n
 的函数。那么，观察 P
 0
 , P
 1
 , P
 2
 , P
 3
 , P
 4
 会发现，它们都与斐波那契数列 F
 1
 , F
 2
 , F
 3
 , F
 4
 , F
 5
 相等。”

[image: \begin{aligned}P_0=F_1=1\\P_1=F_2=1\\P_2=F_3=2\\P_3=F_4=3\\P_4=F_5=5\end{aligned}]


米尔嘉用手指点过 1, 2, 3, 4，在 5 那里停下了。

“遗憾的是 P
 5
 不等于 F
 6
 ，尽管这样，但因为我们知道 P
 5
 = 7，F
 6
 = 8，所以依然可以得到

[image: P_5%3cF_6]


于是我推测，虽然 Pn

 = F
 
n
 +1
 这个等式不成立，但

[image: P_n\leq F_{n+1}]


这个不等式也许是可以成立的。接下来，可以证明它确实是成立的。也就是说，这里使斐波那契数列 F
 
n
 +1
 作为 Pn

 的上限 M
 (n
 ) 了。证明的时候使用数学归纳法即可。”米尔嘉说。

◎　　◎　　◎



根据斐波那契数列求分拆数 Pn

 的上限


假设分拆数 [image: \langle P_n\rangle=\langle1,1,2,3,5,7,\cdots\rangle]
 ，斐波那契数列 [image: \langle F_n\rangle=\langle0,1,2,3,5,8,\cdots\rangle]
 。这时，对于所有 n
 ≥ 0 的整数，以下不等式成立。

[image: P_n\leq F_{n+1}]




下面用数学归纳法
 来证明。

首先，当 n
 为 0 和 1 时，Pn

 ≤ F
 
n
 +1
 成立。

然后，对于任意整数 k
 ≥ 0，只要证明

[image: ]


这个式子成立就可以了。


为什么这么说呢？这是因为如果这个式子成立的话，那么


	
由 P
 0
 ≤ F
 1
 和 P
 1
 ≤ F
 2
 可以得到 P
 2
 ≤ F
 3
 。



	
由 P
 1
 ≤ F
 2
 和 P
 2
 ≤ F
 3
 可以得到 P
 3
 ≤ F
 4
 。



	
由 P
 2
 ≤ F
 3
 和 P
 3
 ≤ F
 4
 可以得到 P
 4
 ≤ F
 5
 。



	
由 P
 3
 ≤ F
 4
 和 P
 4
 ≤ F
 5
 可以得到 P
 5
 ≤ F
 6
 ……





也就是说，对于任意整数 n
 ≥ 0，都有 Pn

 ≤ F
 
n
 +1
 成立。这是数学归纳法的解法。这些说明是特意为泰朵拉做的补充说明，因为我看到她现在头上有一个大大的问号。



现在，如果让我们来计算“k
 + 2 元的支付方法”的话，根据最小面值的硬币，我们可以把支付方法分为以下三种情况。

（1）最小面值的硬币为 [image: \textcircled{1} ]
 的时候

（2）最小面值的硬币为 [image: \textcircled{2} ]
 的时候

（3）最小面值的硬币大于等于 [image: \textcircled{3} ]
 的时候

接下来，进行如下操作，将“k
 + 2 元的支付方法”变更为“k
 + 1 元的支付方法”或者是“k
 元的支付方法”。


（1）最小面值的硬币为 [image: \textcircled{1} ]
 的时候
 ：去掉 1 枚 [image: \textcircled{1} ]
 ，这样剩下来的硬币就 是“k
 + 1 元的支付方法”了。


（2）最小面值的硬币为 [image: \textcircled{2} ]
 的时候
 ：去掉 1 枚 [image: \textcircled{2} ]
 ，这样剩下来的硬币就是“k
 元的支付方法”了。而且，这种支付方法中最小面值的硬币不是 [image: \textcircled{1} ]
 。


（3）最小面值的硬币大于等于 [image: \textcircled{3} ]
 的时候
 ：假设最小面值的硬币为 [image: \textcircled{\emph{m}}]
 ，取 1 枚 [image: \textcircled{\emph{m}}]
 ，将它进行以下替换。

[image: ]


替换之后，将 [image: \textcircled{2} ]
 去掉 1 枚，这样剩下的硬币就是“k
 元的支付方法”了。而且，这种支付方法中最小面值的硬币是 [image: \textcircled{1} ]
 。

也就是说，按照以上操作方法，我们可以将任意的“k
 + 2 元的支付方法”变更为“k
 + 1 元的支付方法”或者是“k
 元的支付方法”。这时，变更出来的支付方法都会不同。换句话说，变更出来的支付方法不会互相冲突。

　

可能理解上会比较困难吧，我们来具体地看一下 k
 + 2 = 9 的分拆，可以用下面的图表来说明。去掉的硬币用两条线划掉，替换的硬币用下划线表示。有很多 1 的地方就用 ... 代替了。

[image: {%}]


从这样的操作方法中我们可以看到，“k
 + 2 元的支付方法”的个数不可能超过“k
 + 1 元的支付方法”的个数与“k
 元的支付方法”的个数之和。

那么，从以上讨论可以看出，对于所有的整数 k
 ≥ 0，分拆数 P
 
k
 +2
 , P
 
k
 +1
 , Pk

 之间存在以下关系。

[image: P_{k+2}\leq P_{k+1}+P_k]


那么，假设

[image: ]


成立，结合上述结果，我们可以认为下述不等式是成立的。

[image: P_{k+2}\leq F_{k+2}+F_{k+1}]


根据斐波那契数列的定义，右边与 F
 
k
 +3
 相等。所以，以下不等式也成立。

[image: P_{k+2}\leq F_{k+3}]


综上，对于任意整数 k
 ≥ 0，下式是成立的。

[image: ]


通过数学归纳法的证明可知，对于任意整数 n
 ≥ 0，Pn

 ≤ F
 
n
 +1
 成立。

　

好了，到此为止我们的工作就结束了。看来分拆数 Pn

 要比斐波那契数列 F
 
n
 +1
 矮一头啊。——啊，我们的工作还没完，还没把问题 10-2 解决呢。根据 [image: F_{k+2}= F_{k+1}+F_k]
 ，我们可以制作出以下斐波那契数列的表格。



	
n

	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	...



	
Fn


	0
	1
	1
	2
	3
	5
	8
	13
	21
	34
	55
	89
	144
	233
	377
	610
	987
	...




从这个表中可以看出 F
 16
 = 987，所以以下不等式成立。

[image: P_{15}\leq F_{16}=987%3c1000]


这样答案就出来了。


P
 15
 < 1000

所以问题 10-2 的不等式是成立的。

好了，这下我们的工作才真正告一段落。

我们没有求出 Pn

 的通项公式，别说通项公式了，就连 P
 15
 为多少我们都没有求，就完成了证明。



解答 10-2



P
 15
 < 1000 成立。



米尔嘉很满足地关上了话匣子。


10.5.3　泰朵拉的发言


“嗯，那个……”泰朵拉举起手。

“嗯，泰朵拉，你有什么问题？”米尔嘉用手指了一下。

“没有，不是问问题……我也解出了问题 10-2，想做一下发言。”泰朵拉害羞地说。

“好的啊，那我和你交班。”米尔嘉边说边递出粉笔。

“没有，那个，我很快就会发言完的。15 元的支付方法我都罗列出来了。这么一数，得到 P
 15
 的值为 176，


P
 15
 = 176 < 1000

所以问题 10-2 的不等式成立。”

泰朵拉边说，边摊开她的笔记本给我们看。

[image: 图像说明文字]
 [image: 图像说明文字]
 [image: 图像说明文字]


米尔嘉迅速检查了一下泰朵拉列举的支付方法。

“嗯，确实是对的。这个……是泰朵拉艰苦奋战后的胜利成果。”米尔嘉苦笑着，摸了摸泰朵拉的头。

“呵呵，这次总算没有算错。”泰朵拉说。

我什么都说不出口。


10.6　教室


我回到教室去拿书包，突然觉得有点不舒服。

于是我坐到自己的位子上，趴在桌子上。

我一味地求通项公式 Pn

 真是失败透顶。问题不是特地写成了不等式吗？虽然我得意地解出了生成函数，可是这对问题的解决一点帮助都没有。

真是后悔啊！

拿到问题后，能看到目的地在很远的地方。为了解决这个问题，需要自己寻找一个个小问题，自己寻找通往目的地的路。但我却选错了路。我以为分拆数的通项公式是可以像寻找斐波那契数列或者卡塔兰数那样来求得的。

真是不甘心啊！

　

有人走进教室。听这脚步声像是米尔嘉的，脚步声越来越近。

只听到米尔嘉说：“你怎么了？”

我没有回答，也没有抬头。

“好像情绪有些低落啊。”米尔嘉说。

寂静的教室，米尔嘉也一动不动。

沉默。

我最终忍不住抬起头来。

和往常那一本正经的米尔嘉不同，现在她的表情有点困惑的样子。

终于，米尔嘉开始挥动手指。

1　1　2　3

是斐波那契手势。数学爱好者之间的问候语。但是我没有心情摊开手掌回应她。

米尔嘉把手放在身后，侧着脸说：“泰朵拉，很可爱吧。”

我还是没有回答。

“我怎么也不可能像她那么可爱吧……”她又说。

我……仍然没有回答。

　

教室里的广播开始播放德伏扎克的《家路》。

　

“我没有解答出来……因为我走错了路。”我说。

“嗯……”米尔嘉说，“在地球上的各个角落，在庞大的时空里，数学家们为了解决各种各样的问题一直在探索。最终什么都没有发现的人也很多。但是，你可以说他们所做的探索都是没有意义的吗？不是，如果不探索的话，能不能找到方法谁也无从得知。如果不试着找找看的话，能不能完成也无人知晓。……我们都是旅途中的旅行者。可能会有疲倦的时候，也可能会有搞错路的时候。但即便如此，我们还是得继续我们的旅程。”

“我……我以为自己很懂似的，得意洋洋地求出了生成函数。可是，这对解决这道题一点意义都没有。真像个傻瓜。”我说。

“如果是这样的话……”米尔嘉转过头看着我说，“如果是这样的话，那么我来找出需要使用你找到的生成函数 P
 (x
 ) 的问题吧。”她笑了笑，又一次挥动自己的手指。

还是斐波那契手势。

1　1　2　3 ...

接着，她又摊开自己的手掌，自己回应自己。

... 5

然后，她将自己摊开的手伸向坐在位子上的我。温暖的手指碰触在我的脸颊上。

“如果你累了的话，休息下就好了。如果你走错路的话，返回就好了。——因为这一切的一切都是我们的旅程。”

她这么说着，身子朝前倾，突然把脸凑近我。

我们俩的眼镜就要碰到一起了。

透过镜片，我可以看到她那深邃的眸子。

接着，她又稍稍侧了侧脸，慢慢地靠近我——

　

“如果这时瑞谷老师出现的话一定会吓一跳吧。”我不由自主地说。

“你闭嘴。”米尔嘉说。


10.7　寻找更好的上限之旅


过了几天。

放学后，米尔嘉突然叫住我。

她说：“我求出了比斐波那契数列更好的分拆数上限，希望你能来听听。哦，对了，再叫上泰朵拉。”


10.7.1　以生成函数为出发点


米尔嘉拿着粉笔站在讲台上。

我和泰朵拉在教室的最前排听她“讲课”。除了我们三人之外就没有其他人了。

“求分拆数 Pn

 的上限就是求满足 Pn

 ≤ M
 (n
 ) 的函数 M
 (n
 )。之前我们证明了斐波那契数列是分拆数的上限。接下来，我们要求一个更好的上限。”米尔嘉说。

“更好的上限是不是指比斐波那契数列更小的上限呢？”泰朵拉举起手提问道。

“正是。但这是当 n
 为很大的数值的时候哦。”米尔嘉简略地回答道。

“另外，我们的出发点就是生成函数。”米尔嘉眯起眼睛说。

◎　　◎　　◎

我们的出发点是生成函数。首先我们先考虑一下分拆数 Pn

 和生成函 数 P
 (x
 ) 的大小关系。如果考虑的范围是 0 < x
 < 1 的话，Pn

 乘以 xn

 的式子就应该比 P
 (x
 ) 小。

[image: P_nx^n%3cP(x)]


为什么这么说呢？是因为生成函数的定义里也包含有 Pn
 xn

 这一项。以下式子中，因为不等号右边的各项都是正数，所以不等号左边一定比右边小。

[image: \underline{P_nx^n}%3cP_0x^0+P_1x^1+\cdots+\underline{P_nx^n}+\cdots]


对了，我们还知道生成函数 P
 (x
 ) 的另一种形式。对，也就是乘积的形式（米尔嘉朝我这里瞟了一眼）。所以，不等号右边可以变形为以下形式。

[image: P_nx^n%3c\frac{1}{1-x^1}\cdot\frac{1}{1-x^2}\cdot\frac{1}{1-x^3}\cdots\cdot]


两边同时除以 xn

 。

[image: P_n%3c\frac{1}{x^n}\cdot\frac{1}{1-x^1}\cdot\frac{1}{1-x^2}\cdot\frac{1}{1-x^3}\cdots\cdot]


这时，不等号右边要大于 Pn

 ，也就是说可以成为上限的候选。但是，无限项积很难处理。所以，如果加上“最大为 n
 元硬币”这个限制条件，就可以用下面这个有限项积的式子。

[image: P_n\leq\frac{1}{x^n}\cdot\frac{1}{1-x^1}\cdot\frac{1}{1-x^2}\cdot\frac{1}{1-x^3}\cdots\cdot\cdot\frac{1}{1-x^n}]


到这个不等式为止，我们走的路还算顺畅。只是不等号右边的乘积形式有点难缠。这里就要动动脑子了。

我是这样想的。乘积形式比较复杂，不如把它转变成和的形式。把积变为和应该怎么做呢？


10.7.2 “第一个转角”积变为和


“取对数不就好了。取了对数，就能把乘积形式变为和的形式了。”我说。

“正是如此。”米尔嘉答道。

◎　　◎　　◎

正是如此。

[image: P_n\leq\frac{1}{x^n}\cdot\frac{1}{1-x^1}\cdot\frac{1}{1-x^2}\cdot\frac{1}{1-x^3}\cdots\cdot\cdot\frac{1}{1-x^n}]


两边同时取对数。这里就是“第一个转角”了。我们从家里出发，从“寻找 Pn

 的上限的道路”转向“寻找 [image: \log_{\rm e}P_n]
 的上限的道路”。泰朵拉，这些能够明白吧。细节讨论是很重要的，但是不要迷失了大方向。

[image: \log_{\rm e}(P_n)\leq\log{\rm e}\biggl(\frac{1}{x^n}\cdot\frac{1}{1-x^1}\cdot\frac{1}{1-x^2}\cdot\frac{1}{1-x^3}\cdots\cdot\cdot\frac{1}{1-x^n}\biggr)]


取了对数后就可以变成和的形式，所以就可以求得以下式子。

[image: \begin{aligned}\log_{\rm e}(P_n)\leq\log&_{\rm e}\frac{1}{x^n}\\&+\log_{\rm e}\frac{1}{1-x^1}+\log_{\rm e}\frac{1}{1-x^2}+\log_{\rm e}\frac{1}{1-x^3}+\cdots+\log_{\rm e}\frac{1}{1-x^n}\end{aligned}]


看了这么长的式子真是令人心烦。我们用 [image: \sum]
 来表示，这也是一样的。

[image: \log_{\rm e}P_n\leq\log_{\rm e}\frac{1}{x^n}+\sum^n_{k=1}\biggl(\log_{\rm e}\frac{1}{1-x^k}\biggr)]


好了，这么一来，问题就分为了东西两条路，也就是“分叉路”。但我们还会回到这里的，所以先要好好记住这个地方哦。

[image: ]


如果朝西前进的话，就会碰见“山丘”，如果朝东前进的话，就会碰见“森林”。


10.7.3　“东边的森林”泰勒展开


首先，我们来讨论一下“东边的森林”。

[image: ]


东边的森林由 n
 棵树组成。下面我们就来寻找组成“东边的森林”的“东边的树木”，也就是 [image: \log_{\rm e}\frac{1}{1-x^k}]
 的上限。

现在摆在我们眼前的问题是要讨论以下函数。

[image: ]


在考虑这个函数之前，我们先用换元法将 t
 = xk
 代入，考虑函数 f
 (t
 )。

[image: f(t)=\log_{\rm e}\frac{1}{1-t}]


我想先研究函数 f
 (t
 )。该怎么做才好呢？泰朵拉，你说说看该怎么做呢？

◎　　◎　　◎

“啊？我吗？我还不是很了解 log 是什么，不好意思啊。”泰朵拉说。

“你不了解的函数 f
 (t
 ) 在这里噢。泰朵拉，你看你看。你不是还写着‘一生都不会忘记’的吗？”米尔嘉说。

“啊！是泰勒展开！”泰朵拉大声叫道。

“嗯。”米尔嘉说，“利用泰勒展开把 f
 (t
 ) 改写成幂级数看看。”

◎　　◎　　◎

利用泰勒展开把 f
 (t
 ) 改写成幂级数看看。

对对数函数进行微分，就需要了解复合函数的微分，这里只写一下结果。

利用泰勒展开可以将函数 [image: f(t)=\log_{\rm e}\frac{1}{1-t}]
 展开为以下的幂级数形式。

[image: ]


如果我们再回到 t
 = xk

 的话，就可以得到“东边的树木”的幂级数展开。

[image: \log_{\rm e}\frac{1}{1-x^k}=\frac{x^{1k}}{1}+\frac{x^{2k}}{2}+\frac{x^{3k}}{3}+\cdots]
 　　这里 [image: 0%3cx^k%3c1]


根据这个式子，取关于 k
 = 1, 2, 3, ... , n
 的和，也就是靠“东边的树木”来创造“东边的森林”。

[image: ]


再进行泰勒展开。

[image: =\sum^n_{k=1}\biggl(\frac{x^{1k}}{1}+\frac{x^{2k}}{2}+\frac{x^{3k}}{3}+\cdots\biggr)]


内侧的和也用 [image: \sum]
 来表示。

[image: =\sum^n_{k=1}\Biggl(\sum^\infty_{m=1}\frac{x^{mk}}{m}\Biggr)]


然后调整求和的顺序。

[image: =\sum^\infty_{m=1}\Biggl(\sum^n_{k=1}\frac{x^{mk}}{m}\Biggr)]


由于 m
 不受内侧的 [image: \sum]
 约束，因此可以把 [image: \frac{1}{m}]
 提取出来。

[image: =\sum^\infty_{m=1}\Biggl(\frac{1}{m}\sum^n_{k=1}x^{mk}\Biggr)]


展开内侧的 [image: \sum]
 ，验证一下自己的想法。

[image: =\sum^\infty_{m=1}\frac{1}{m}\Bigl(x^{1m}+x^{2m}+x^{3m}+\cdots+x^{nm}\Bigr)]


我们在中途调整了求和的顺序。通过无穷级数来调整求和的顺序时，有几个需要注意的地方，但是在此我们就不深究了。

好了，我们在这里歇一歇吧。因为我们现在要求的是上限，所以我们要寻找比“东边的森林”更大的式子。于是，我们将有限项和变成无限项和，然后用不等号连接。变成无限项和是为了利用等比数列的求和公式。我们继续讨论。

[image: ]


将内侧的有限项和变成无限项和，用不等号连接。

[image: %3c\sum^\infty_{m=1}\frac{1}{m}\Bigl(x^{1m}+x^{2m}+x^{3m}+\cdots+x^{nm}+\cdots\Bigr)]


假设 0 < xm

 < 1，利用等比数列的求和公式可得到下式。

[image: =\sum^\infty_{m=1}\frac{1}{m}\cdot\frac{x^m}{1-x^m}]


到此为止我们停一下。这里同样不用求最后的公式。因为现在我们求的是上限，所以只要比这个式子大就可以了。我们来观察一下分数 [image: \frac{x^m}{1-x^m}]
 的分母 1 -xm

 。如果用比分母更小的式子来代替这个分母的话，又可以制造出一个不等式。

这样做好吗？我们现在所做的是“建立容易处理的式子”和“建立稍大一些的式子”的交换。这里我们没有“建立容易处理的式子”，而是做出妥协，使上限大了一些。每妥协一次，就会出现一个不等号。

那么，我们再接着讨论“东边的森林”。

[image: ]


然后将分母进行因式分解。

[image: ]


把分母中的 [image: 1+x+x^2+\cdots+x^{m-1}]
 变成最小项 [image: x^{m-1}]
 的和，这样就建立起不等式了。

[image: ]


因为有 m
 个 [image: x^{m-1}]
 ，所以可以表示成积的形式。

[image: =\sum^\infty_{m=1}\frac{1}{m}\cdot\frac{x^m}{(1-x)\cdot m\cdot x^{m-1}}]


◎　　◎　　◎

“整理好这些后，泰朵拉一定会大声叫起来。”米尔嘉朝泰朵拉调皮地一笑。

“嗯？米尔嘉，为什么说我一定会大声叫起来呢？”泰朵拉不明白。

“你要试试看吗？”米尔嘉说。

[image: ]


整理式子后可得

[image: =\sum^\infty_{m=1}\frac{1}{m^2}\cdot\frac{x}{1-x}]


把不受 [image: \sum]
 约束的因式提取出来……

[image: =\frac{x}{1-x}\cdot\sum^\infty_{m=1}\frac{1}{m^2}]


“啊！”泰朵拉惊叫起来。

“你看，我说吧。”米尔嘉说。

“这是巴塞尔问题！是 [image: \frac{\pi^2}{6} ]
 ，是这个！”泰朵拉叫道。

“正是如此。”米尔嘉竖起食指。

◎　　◎　　◎

正是如此。这里我们借用一下欧拉老师解出来的巴塞尔问题的结论。

[image: \sum^\infty_{m=1}\frac{1}{m^2}=\frac{\pi^2}{6} ]
 　　巴塞尔问题

利用这个结论，我们继续往下讨论。

[image: ]


关于“东边的森林”的讨论就到此为止了。

对了，考虑到后面的步骤，我们先暂时用换元法假设 [image: t=\frac{x}{1-x}]
 ，这样“东边的森林”就可以写成以下形式。



“东边的森林”的上限


[image: \sum^n_{k=1}\log_{\rm e}\frac{1}{1-x^k}%3c\frac{\pi^2}{6}t]
 　　这里 [image: t=\frac{x}{1-x}]





10.7.4 “西边的山丘”调和数


旅途已经走了一半了。现在我们回到那个“分叉路口”，这次我们往“西边的山丘”前进。

假设 0 < x
 < 1，然后讨论 [image: \log_{\rm e}\frac{1}{x^n}]
 。

和刚才一样，先用换元法假设 [image: t=\frac{x}{1-x}]
 。根据 0 < x
 < 1 这个条件可以求得 0 < t
 。另外，x
 可以变形为 [image: x=\frac{t}{1+t}]
 。

[image: ]


这里我们来关注一下 [image: \log_{\rm e}(1+\frac{1}{t})]
 。假设 [image: u=\frac{1}{t}]
 ，我们研究一下在 u
 大于 0 的时候 [image: \log_{\rm e}(1+u)]
 的情况。方法就和研究调和数的方法相似。我们画一下“西边的山丘”的平缓的图像吧。

[image: {%}]


对于 u
 > 0，因为长方形的面积大于阴影部分的面积，所以我们可以建立以下不等式。

[image: \log_{\rm e}(1+u)%3cu]


因为 [image: u=\frac{1}{t}]
 ，所以可得

[image: \log_{\rm e}\biggl(1+\frac{1}{t}\biggr)%3c\frac{1}{t}]


因此，我们能求得以下式子。

[image: \log_{\rm e}\frac{1}{x^n}=n\log_{\rm e}\biggl(1+\frac{1}{t}\biggr)%3c\frac{n}{t}]


好了，对于“西边的山丘”的讨论就到此为止。



“西边的山丘”的上限


[image: \log_{\rm e}\frac{1}{x^n}%3c\frac{n}{t}\qquad t%3e0]


这里假设 [image: t=\frac{x}{1-x}]





10.7.5　旅行结束


好了，让我们再一起回到“分叉路口”，快点快点。

利用“东边的森林”和“西边的山丘”对 [image: \log_{\rm e}P_n]
 进行讨论后，我们得到了以下不等式。

[image: \log_{\rm e}P_n%3c\frac{n}{t}+\frac{\pi^2}{6}t\qquad t%3e0]


还差一点点。下面我们给以上式子的右侧取名为 g
 (t
 )，然后来求当 t
 > 0 时函数 g
 (t
 ) 的最小值，因为使用这个最小值可以压制住 [image: \log_{\rm e}P_n]
 的值。

[image: ]


因为方程式 g'
 (t
 ) = 0 的解为 [image: t=\pm\frac{\sqrt{6n}}{\pi}]
 ，所以在 t
 > 0 的范围内考虑的话，可以得到以下增减表。

[image: {%}]


根据图表可知，最小值为以下形式。

[image: g\biggl(\frac{\sqrt{6n}}{\pi}\biggr)=\frac{\sqrt{6n}}{3}\cdot\sqrt{n}]


为了更方便理解，我们将图画成以下形式。求方程式 g'
 (t
 ) = 0 的解是为了寻找这个图中切线呈水平形状时的点。

[image: {%}]


因为现在我们关心的是 n
 ，所以我们先把那些复杂的常数归纳起来统称为 K
 。

[image: \log_{\rm e}P_n%3cK\cdot\sqrt{n}]
 　　这里 [image: K=\frac{\sqrt{6}\pi}{3} ]


一开始我们在“第一个转角”处取了对数，这次我们要取对数的相反形式。如果我们回到转角处，就可以看到家了。

[image: P_n%3c{\rm e}^{K\cdot\sqrt{n}}]
 　　这里 [image: K=\frac{\sqrt{6}\pi}{3} ]


好了，我们的工作可以暂时告一段落了。

虽然经历了长途跋涉，但是终于还是回到了家。——欢迎你回来。



分拆数 Pn

 的上限之一


[image: P_n%3c{\rm e}^{K\cdot\sqrt{n}}]
 　　这里 [image: K=\frac{\sqrt{6}\pi}{3} ]




　



求 [image: \log_{\rm e}P_n]
 的上限 [image: \frac{\sqrt{6}\pi}{3}\cdot\sqrt{n}]
 的“旅行地图”


[image: ]





10.7.6　泰朵拉的回顾


我和泰朵拉共同享受着米尔嘉的长途之旅。虽然有几处想确认一下，但不管怎样，长途之旅终于结束了……一直在追寻数学公式，现在终于可以喘口气了。

我看了看泰朵拉，她一副认真的表情，沉默着不说话。

“喂，泰朵拉，你该不会沮丧起来了吧？”我小声问她。

“没有，没什么，我一点都没有沮丧。”泰朵拉爽朗地笑了笑说，“在米尔嘉的推导过程中，我不明白的地方有很多。但是，我一点都不沮丧。因为我明白的地方也有不少。”

泰朵拉点了点头又继续说道：“不知道为什么，我觉得自己动足了脑筋，真是好漫长的旅行啊。虽然有很多地方还没有完全理解，但是大方向我算是把握住了。然后，看到有那么多武器出现真是有趣极了。手持武器进行对战的感觉简直太帅了。”


	
将有限项和变为无限项和后建立不等式



	
没有变形成简便形式，而是稍稍扩大上限的范围



	
取对数把积的形式变为和的形式



	
利用无穷级数的求和公式



	
碰到困难时利用泰勒展开



	
复杂的地方用换元法



	
欧拉老师的巴塞尔问题



	
为了求最小值进行微分并制作增减表……





“拿到了这些武器之后，自己去打磨，然后直面问题，我感受到了这种活力四射的行动。米尔嘉不光解答了已有的问题，还传达给我一种活灵活现的感觉……从‘转角处’到‘分叉路口’，然后再是‘东边的森林’和‘西边的山丘’……我也好想自己发现这些东西！我还想再多学一点！米尔嘉，谢谢你。虽然我还不能熟练地运用这一件件武器，虽然在使用这些武器之前我必须先学习如何得到这些武器，但是我会努力的！”泰朵拉握紧拳头说。


10.8　明天见


我们三个人在回家的路上还在继续讨论。泰朵拉兴高采烈地不停地问着问题，我一一作答，米尔嘉时不时地作些评论。我们的对话以这种方式进行着。

终于，我们穿过了平时一直走的那条小路，来到了和往常一样的地铁站。

如果是平时的话，米尔嘉会一个人匆匆回家，而今天泰朵拉却准备跟着她走。

“咦？泰朵拉，你今天为什么朝那里走啊？”我问。

“呵呵，我今天和米尔嘉一起去书店。”她答道。

啊，原来如此。她们俩现在关系还真好。

“那么，我们先走了。明天见。”米尔嘉说。

“学长！我们明天再一起做数学噢！”

泰朵拉大声说完，就和米尔嘉并排走了。

　

离开的两人。

被留下的我。

　

一路上说说笑笑，突然变成我一个人还真有点寂寞呢。

我们现在上同一个高中。可是，总有一天，我们会分开，分别走向自己未来的道路。不管我们现在共同拥有多少东西，我们共同拥有的时间和空间都是有限的。天下没有不散的筵席。我感到有点心痛。

对面，泰朵拉和米尔嘉在耳语着什么。最终，他们两人朝我这里回过头来。

　

怎么了？

　

泰朵拉高高地举起右手，拼命地朝我挥手。米尔嘉则安静地举起右手。突然，她们俩同时朝我挥动起手指。

泰朵拉嘴里说着：“1, 1, 2, 3。”

啊，是斐波那契手势，而且还是两个人一同给我做手势。

　

我苦笑了一下。

确实，时间和空间是有限的。确实，我们总会有分开的时候。但是正因为这样，我们才会努力学习，我们才会努力前进。我们的信仰是享受数学。

　

因为“数学穿越时空”。

　

我摊开双手高高举起，向两个数学女孩回应。

　

米尔嘉。

泰朵拉。

明天见，让我们一起学数学！

　


于是，我们的故事就这样结束了。



但是，我们能够发自内心地说



那些人永远幸福地生活下去了。



实际上，对那些人来说，真正的故事才刚刚开始。



无论是在这个世上度过的平淡一生，还是在纳尼亚王国经历的奇幻历险，



都只不过是书的封皮而已。



—— 克利夫·刘易斯，《最后一战》
 a






尾声


春天。

　

“老——师！”

　

一个女孩子突然闯进教师办公室。

“老师，你看你看，我们变二年级啦。”

“对哦，因为是新学期了啊。你的论文呢？”我说。

“嗯，我带来了哦。这次可是花了大力气哦。因为 P
 15
 等于 176，所以是小于 1000 的，这样就证明完毕了。老师，如何呀？”女孩把笔记本打开给我看。

“对的，完全正确。原来如此，你全都写在上面了呀。”

“当我不能心算时，就只能用笔算了。即便是这样，176 和 1000 也实在是相差太多了。对了，老师，有没有表示分拆数的通项公式 Pn

 呀？”她问道。

“嗯，应该算是有的。”我说。



解答 10-5　（分拆数的通项公式 Pn

 ）


[image: P_n=\frac{1}{\pi\sqrt{2}}\sum^\infty_{k=1}A_k(n)\sqrt{k}\frac{{\rm d}}{{\rm d}n}\Biggl(\frac{\sin h\frac{C\sqrt{n-\frac{1}{24}}}{k}}{\sqrt{n-\frac{1}{24}}}\Biggr)]


这里，[image: C=\pi\sqrt{\frac{2}{3}}]




“老师，这个看上去毫无逻辑的式子是什么呀？”她问道。

“是不是被吓一跳？这是 1937 年汉斯·拉德梅彻推导出的公式。”我说。

“这样啊……不对，等等哦。Ak

 (n
 ) 是什么呀？这可没有被定义哦。”她问道。

“噢，你注意到啦。你能提出这个问题，说明你认真看了这个数学公式。关于 Ak

 (n
 ) 是什么这个问题，老师我也不能一言说尽，但是将 1 开 24 次方根，最后总会形成一个有限和。详细解说可以看看论文挑战一下。”我说。

“哇，原来这样呀。”她说。

“总而言之，关于整数的分拆数这一问题，里面还隐藏着好多好多宝藏呢。”我说。

“老师，先不说数学问题，这张照片是老师的女朋友吗？嗯……这是在欧洲吧？”她突然问道。

“喂喂，不可以随便看别人的信哦。”我说道。

“咦，这封信也是其他女孩子写给你的？这张照片也是……不是在日本吧，到底是哪里呀？”她笑道。

“喂，别拿走啊。”我急了。

“老师，你很有人气嘛。”那女孩子咯咯咯地笑了。

“不是，其实不是你想的那样。这两个女孩子都是老师很重要的朋友。从高中开始，我们就一起探索数学世界。”我说。

“哇，是这样啊。老师也有自己的高中时代啊。”她说。

“当然了。好了，快回去吧！”

“等老师你给我布置了任务，我就回去。”

　

我把卡片递给她，女孩伸出双手恭敬地收下了。

“咦，老师，这次是两张吗？”她问道。

“对的，这张是给你的，另一张是给他的。”我说。

“啊，好的，知道了。打扰您了。”女孩子微微一笑，挥动了下手指。

我摊开手掌回应她，她满足地离开了教师办公室。

　

春天到了啊。

透过教师办公室的窗子，已经可以看到到处是盛开的樱花，我不由得想到了那时的故事。

　


摊开手掌，取得更丰硕的果实。



关于这个伟大的任务，



我想就需要读者们共同努力了。



我期待着。



—— 欧拉
 [25]


　

[image: ]







结语


我是结城浩。

我觉得对于数学的“热爱”与男孩子对女孩子的爱慕之情有些相似之处。

想方设法地去解数学难题，可是怎么也算不出答案，连一点线索都没有。但是，这个问题不知道为什么就是很有魅力，怎么也无法忘怀。这个问题背后一定隐藏着某些美好的东西。

我想知道那个女孩的想法，她是不是喜欢我呢？我不知道答案是什么，真是令人心急。那女孩的模样，一直浮现在我脑海中。

不知道这本书有没有把这种感情传达给你呢？

　

我是从 2002 年起开始创作这本书的，并把内容都公开在了网站上。看了我写的故事，很多读者非常热情地给我留言，鼓励我，支持我。如果没有那些鼓励，恐怕我也不会想到把这个故事写成书出版的。在此，我再次向他们表示衷心的感谢。谢谢大家！

本书 1
 使用了 [image: ]
 和 Euler 字体（AMS Euler）排版，Euler 字体以欧拉的名字命名，是一种用于数学公式的字体，看起来像是会书法的数学家手写的。


1
 这里是指日文原版书。—— 译者注

在排版时参考了奥村晴彦老师的《[image: ]
 精美文献制作入门》一书，非常感谢。

书中的插图使用了大熊一弘先生（tDB 先生）开发的 emath，在此一并发表感谢。

我还要对阅读了我的原稿并提出宝贵意见的以下各位表示衷心的感谢。


青木久雄、青木峰郎、上原隆平、植村光秀、金矢八十男（气体控制研究所）、川岛稔哉、田崎晴明、前原正英、三宅喜义、矢野勉、山口健史、吉田有子。



各位读者、经常访问我的网站的朋友们、一直为我祈福的基督教友们，在此向你们表示衷心的感谢。

另外，我还要感谢在本书的创作过程中一直积极地支持我的野泽喜美主编，以及在策划此书时给了我很大鼓励的中岛绫子老师。

谢谢我最亲爱的妻子和我的两个儿子，特别要感谢读了我的原稿给我提出意见的长子。

谨将此书献给我们的老师——欧拉老师。

最后，真的非常感谢你阅读我的书，将来，如果我们能在某个地方相见，那该是多么美妙的事情呀。
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　　　　“Read Euler, read Euler, he is our master in everything”(by Pierre Laplace)

[33] http://www.gakushuin.ac.jp/~881791/mathbook/
 ，田崎晴明，『数学：物理を学び楽しむために』

　　　　这是专为学物理的读者设计的数学教科书，以 PDF 的格式提供。《数学女孩》中关于收敛函数的话题就参考了此网页。

[34] http://mathworld.wolfram.com/CatalanNumber.html
 ，Eric W. Weisstein et al. ，“Catalan Number.”From MathWord—A Wolfram Web Resource

　　　　这里介绍了卡塔兰数，包括递推公式、与二项系数的关系，以及卡塔兰数的应用示例等。

[35] http://mathworld.wolfram.com/Convolution.html
 , Eric W. Weisstein et al. ，“Convolution.”From MathWord————A Wolfram Web Resource

　　　　这里介绍了卷积的相关内容。

[36] http://www.hyuki.com/girl/
 ，結城浩，『数学ガール』

　　　　汇集了诸多关于数学和女孩的读物。《数学女孩》的最新信息也在这里。

　


我们是因为喜欢才学习的。



没有必要等老师，也没必要等到上课，



只要找一下书，问题就可以解决。



只要看一下书就行了。



我们要广泛地有深度地一直往下学习。



——《数学女孩》
 [36]
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序言



神创造了整数，除此之外的数都是由人创造的。



—— 克罗内克


这是整数的世界。

我们数数。数鸽子，数星星，掰着指头数离放假还有多少天。小时候泡在热乎乎的澡池子里，被家长命令“好好地把肩膀都泡进去”，只好默默忍受着，然后数到十。

这是图形的世界。

我们画画。用圆规画圆，用三角尺画线，被不经意中画出的正六边形吓了一跳。拖着伞跑过操场，描绘出漫长的直线。回头是圆圆的夕阳。再见了三角形，明天见。

这是数学的世界。

整数是由神创造的，克罗内克如是说。毕达哥拉斯以及丢番图把整数和直角三角形连接在一起。费马则更加别出心裁，他的一句玩笑话困扰了数学家们三个多世纪。

史上最大的谜题谁都知道，但谁也解不开。为了解开它，必须运用所有的数学知识。这不是一道一般的谜题，不容小觑。

这是我们的世界。

我们走在寻访“真实的样子”的旅途上。失落之物重见天日，已逝之物重返世间。我们承载着生命和时间的重量，经历着如此的消逝和发现，死亡和重生。


思考成长的含义，追溯发现的意义。



询问孤独的含义，获悉言语的意义。


记忆中总有一条错综复杂的小路，朦朦胧胧。其中能清晰记起的，只有那闪烁的银河，温暖的手心，微颤的嗓音，以及栗色的发丝。所以，我决定从那里讲起。

从那个，周六的午后——

[image: ]





第 1 章　将无限宇宙尽收掌心



同学们，有人说它像一条大河，也有人说它像一片牛奶



流淌后留下的痕迹



—— 这白茫茫的一片究竟是什么东西，你们知道吗？



—— 宫泽贤治《银河铁道之夜》
 1



1
 《银河铁道之夜》，宫泽贤治（著），周龙梅（译），少年儿童出版社 2014 年 7 月出版。

　


1.1　银河


“哥哥，好漂亮啊。”尤里说。

“是啊。数不清有多少颗。”我回答。

　

尤里上初二，我上高二。

她管我叫“哥哥”，但我并不是她的亲哥哥。

我的妈妈和尤里的妈妈是姐妹俩。也就是说，我是他的表哥。

她住在我家附近，比我小三岁。从小时候起我们就经常在一起玩耍。尤里很仰慕我，可能是因为我跟她都是独生子女吧。

我房间里堆着好些书，她很喜欢那些书，休息日总是泡在我家里读书。

那天也是如此。我们一起看星星的图鉴，大本的图鉴上满是照片，织女星、牛郎星、天津四、南河三、天狼星、参宿四……星星的照片，说起来不过是发光点的集合，仿佛存在规律性，又好似没有。我们深深地沉浸在这份美丽之中。

“听说看夜空的人分成两种 ——‘数星星的人’和‘画星座的人’。哥哥你属于哪种？”

“我应该是数星星的那种吧。”


1.2　发现


“哥哥，高中学习难吗？”尤里一边问，一边摇晃着栗色的马尾辫，把书放回书架上。

“学习？没有那么难。”我擦着眼镜回答。

“但是，这里的书感觉都好难啊。”

“这些不是学校的课本，是我自己感兴趣才看的。”

“出于兴趣读的书反而更难，真怪。”

“因为自己喜欢的书都是拿来挑战自己理解极限的嘛。”

“一如既往，好多数学书啊……”尤里踮着脚，望着高大书架上的图书，努力想看清书脊。紧腿蓝色牛仔裤很配她那苗条的身材。

“尤里你讨厌数学吗？”

“数学？”尤里回过头，“嗯……说不上喜欢，也不讨厌。哥哥你应该是 —— 喜欢的吧？”

“嗯，我喜欢数学。学校放学后，我也会在图书室里研究数学。”

“诶？”

“图书室在学校尽头，冬暖夏凉。我超喜欢图书室，每次去那都要拿上喜欢的书，基本上都是数学书，还带着笔记本和自动铅笔，在那写数学公式，然后思考。”

“诶？写数学公式？而且不是作业？”

“嗯。作业我课间休息的时候就写完了，放学后就开始摆弄数学公式。”

“那样……开心吗？”

“有时候也会画图，偶尔会发现一些美丽的东西。”

“诶？自己写笔记还会发现美丽的东西？”

“嗯，对啊，我自己都想不到。”

“尤里也想让哥哥教给人家喵～”

我这表妹，撒娇的时候不知怎的会学猫说话。

“好啊，现在就来试试看吧。”


1.3　找不同


我把笔记本在桌子上摊开，冲尤里招手。她拖着椅子轻轻坐在我左边。瞬间飘来一股洗发水的香气。尤里从胸前口袋中取出一副树脂边框的眼镜戴上。

“咦？这是哥哥写的？”

尤里探着头，惊讶地看着笔记本。是米尔嘉的笔迹。

“呃，这是哥哥的朋友写的。”

“诶，字好漂亮，简直跟女生写的一样。”

本来就是女生写的嘛。我心想。



哪个数字不同于其他数字？




	101
	321
	681



	911
	450
	811






“哥哥，这是什么题？”

“这个题叫作找不同
 。这里有六个数对吧？ 101, 321, 681, 991, 450，还有 811。在这些数字中间，只有一个与别的数字‘不同’。我们就是要找出这个数。”

“很简单啊，450 对吧？”

“嗯，正确。不同的是 450。为什么呢？”

“只有 450 不是以数字 1 结尾，其他五个数字都是以 1 结尾的。”

“没错……那么，你能答对下一道题吗？这也是我朋友出的题。”



哪个数字不同于其他数字？




	11
	31
	41



	51
	61
	71






“诶？全部都以 1 结尾啊。”

“嗯，这一题跟上一题的规则不一样，每道题数字间的不同之处都是不一样的。”

“我不知道。哥哥你知道吗？”

“嗯，很明显啊，51 是不同的。”

“诶？为什么？”

“只有 51 不是质数
 。因为 51 = 3 × 17 可以分解质因数，所以 51 是合数，而其他都是质数。”

“这我怎么可能知道嘛！”

“那看看下道题如何？”



哪个数字不同于其他数字？




	100
	225
	121



	256
	288
	361






“嗯……哥哥，是 256 吧？其他数字中都有两个连续相同的数。100 的 00，225 的 22，288 的 88……对吧？”

“但是 121 不连续啊？”

“唔……有两个 1 相同，所以也算是啦。”

“那 361 又怎么算呢？”

“唔……”

“这道题里，不同的是 288。”

“为什么为什么？”

“只有 288 不是平方数
 。也就是说，只有 288 不能变成某个整数的平方的形式。”

[image: \begin{matrix}100=10^2&&225=15^2\quad~~&&121=11^2\\256=16^2&&288=17^2-1&&361=19^2\end{matrix}]


“我说哥哥，我能知道这个才怪呢。”

“那下面这道题如何？哥哥我可是花了一整天才解开这道题的。”



哪个数字不同于其他数字？




	239
	251
	257



	263
	271
	283






“你能想一整天？太吓人了。”尤里说。

这时，我妈拿来了可可。

“啊，不好意思，谢谢您。”

“脚不要紧吧？”我妈问尤里。

“嗯。”

“她脚怎么了？”我问道。

“脚跟附近偶尔会非常痛。”尤里说。

“是不是生长痛啊……”

“没关系，我下周去医院看看。”

“是吗？话说回来，这房里要是多放一些尤里喜欢看的书就好了。”

我妈看了一圈我的书架说道。

“没事，我喜欢哥哥的书架。啊，这可可超级好喝的！”

“喜欢就好，留下一起吃晚饭吧。”

“好！不好意思总麻烦您。”

“想吃什么？”我妈来回看着我俩。

“这个嘛，健康点的就好。”

“不过，要有活力的！”我说。

“不过，要洋气的！”尤里憋着笑。

“不过，要有日本情调的！”我也笑了。

“喂，孩子们……你们以为妈妈是神仙吗。好，那我就试试满足你们这超级具体又一如既往的愿望吧。”

我妈说着走出了房间，我们鼓掌目送她。


1.4　时钟巡回


“别猜谜题了啦，之前说的‘美丽的发现’是怎么回事啊？”

“那么我们就来谈谈时钟巡回
 吧。”

“嗯。”

“像这样，画个圆。—— 圆你知道吧。”

“当然！”

“画个圆，把它看成时钟。从 12 点的地方开始，每隔两个空连一条线。也就是先从 12 到 2 画一条线，然后再从 2 到 4 画一条线，接着从 4 到 6，从 6 到 8……明白吗？”

“当然明白。”

“一直画下去会怎么样？”

“会回到 12，形成一个六边形。”

“没错，会形成一个六边形。将 2, 4, 6, 8, 10, 12 连起来，跳过 1, 3, 5, 7, 9, 11。”

“嗯，我明白。把偶数连起来，跳过奇数对吧。”尤里连连点头。
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“对。啊，尤里，你还知道奇偶数啊！”

“喂，哥哥！你从刚才就……把我当笨蛋？”她生气地鼓起脸颊。

“没有没有，那我们再画一个时钟。刚才是每隔两个空连一条线，这次我们每隔 3 个空连一条线，就是 3, 6, 9，然后回到 12。”
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“哥哥，这次形成了菱形呢。”

“然后我们将级数
 设为 4。”

“级数？”

“把‘每隔 4 个空’称为‘级数为 4’。级数为 4 时，就连上了 4、8 以及 12。”
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“形成了三角形。”

“那么，再往下看。这次我们每隔 5 个空连一条线，也就是说——”

“也就是说，级数为 5 对吧。”

“对。这次就好玩了！ 5, 10, 3, 8, 1, 6, 11, 4, 9, 2, 7，然后回到 12。”
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“哇！好好玩，转得好漂亮啊！”

“是吧。尤里你刚刚说的‘转得好漂亮’，是说‘把所有数字都连上了’吧。”

“嗯，对。绕一周后没有刚好回到 12，而是错过去了。每绕一圈就继续向下错位，最后终于回到 12。结果线通过了所有的数字。”

“没错。我们把时钟表盘上所有的数都绕一遍的现象称为完全巡回
 。级数是 5 的话，就能完全巡回。”

“我明白了。”

“接下来级数是 6。”
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“级数为 6 就没意思了，只有 6 和 12 啊。”

“那这次换尤里画画看。哥哥看着你画。”

“嗯，知道了，我试试看。嗯……级数是 7 对吧。从 12 开始，沿顺时针方向，每隔 7 个空连线。首先是 7，然后是……2 吧。2 之后是 9…… 9, 4, 11, 6, 1, 8, 3, 10, 5, 12。啊，完美地绕遍了所有数字。完全巡回！”

[image: {%}]


“有没有发现什么？”

“发现什么？”

“随便什么都行。”

尤里看着图陷入了深思。

我从侧面看着她那认真的样子。栗色头发束在脑后，一脸专注的初二学生，眼镜与她的气质很是相称。

“嗯……不知道。”

“我们把刚刚级数 5 和级数 7 的图放在一起看看。”
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“嗯？啊，顺序相反！嗯……每隔 7 个空顺时针连线的效果，刚好跟每隔 5 个空逆时针连线的效果一样。”

“对。那这次我们把级数换成 8……”

“啊，不行不行，哥哥！不准你画！我来画！这次是跟级数 4 的效果一样！”
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“就是这样。”

“剩下的都交给我来画！”
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“好有意思啊。”

“把级数 1 和级数 11 也画出来啊，尤里。”

“啊，对……级数 1 的话不用空过去直接连就好了。—— 这也算完全巡回吗？”
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“级数为 6 时，说起来就是跟自己配成一对哦，尤里。”
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“全部都组成了一对呢。嗯……自己动手画居然能有新发现。”尤里说。

“倒不如说，只有自己动手画才能有新发现。”


1.5　完全巡回的条件


“哥哥平常就在图书室干这些事吗？”

“嗯。哥哥我呀，就喜欢这种游戏。玩时钟巡回大概是初中时候的事了。那时候我在笔记本上画了好多这样的图形。”

“我说哥哥，这图形有什么秘密吗？”

“貌似是有什么规律。”

“嗯！确实！”

“比如说，什么时候能实现‘完全巡回’呢？”

“嗯，级数是 1, 5, 7, 11 的时候？”

“是这样没错。嗯……先在这里总结一下吧。”



可实现完全巡回的级数总结


若级数为1, 5, 7, 11，可完全巡回。

若级数为2, 3, 4, 6, 8, 9, 10，无法完全巡回。



“这不是明摆着的事吗？”

“就算是明摆着的事，最好也要认真总结下来哦，尤里。总结出具体例子，看级数是哪些数时可以实现完全巡回，然后据此找出级数的规律。‘从具体例子中引出规律’称为归纳
 。为了进行归纳，要更认真地思考。你认为形成完全巡回的规律是什么？”



问题 1-1　（完全巡回的规律）


级数具备何种性质时，可实现完全巡回？



“我不太明白呢……话说回来，感觉就像人家在跟哥哥一起研究呢。”

“尤里，不是就像在一起研究，而是正在一起研究哦。虽然问题本身很不起眼。”


1.6　巡回哪里


“我们试着把能巡回的数字按级数归纳到表
 里，不分先后顺序。”
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“怎么看这张表呢？”

“最左侧那列，竖着排列的 1～11 是级数。然后将与级数对应的巡回的数字从小到大排列，就是右边横着排列的那些数字。打比方说，级数为 3 时，就能巡回 3, 6, 9, 12 这四个数字，就是刚才我们画图时用线连起来的数字。从这张表中你能看出些什么吗？”

“感觉像倍数？”

“什么意思？”

“呃……我说不好。”

“这可不行。得把想到的都好好表达清楚。”

“那个，我感觉巡回的数字就是‘巡回的数字中最小的那个数字’的倍数。”

“哦？比如说？”

“比如说，从上面数第二行，2, 4, 6, 8, 10, 12 全都是 2 的倍数。然后刚才哥哥你说的从上面数第三行的 3, 6, 9, 12 全都是 3 的倍数，对吧。所以右边最左端的数字是 1 的话，就可以转一周。就是完全巡回。举个例子，级数为 1, 5, 7, 11 时，对应那一行就把 1～12 所有数字都集齐了。因为每个自然数都是 1 的倍数！”

“原来如此！确实是这样。我们把 1, 5, 7, 11 这四行单独拿出来看看吧。”
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“对吧对吧？”

“没错。能实现完全巡回的级数那行肯定包含 1，而且不能实现完全巡回的级数那行是不包含 1 的……”

“嗯嗯。这样问题 1-1（完全巡回的规律）就有答案了呢。”

“不不，还没有。问题要求的是级数的性质，所以必须说出巡回的数字中包含 1 的都有哪些级数。”

“什么意思啊，哥哥？”

“我们把‘巡回的数字中最小的那个数字’称为最小巡回数
 。刚才你发现‘最小巡回数’等于 1 的话就可以实现完全巡回对吧。”

“是这样呢。”

“问题是可以从‘级数’计算‘最小巡回数’吗？我们试着总结之前研究的内容，把从‘级数’到‘最小巡回数’的对应关系写出来，看看能不能找出‘最小巡回数’的计算方法。”

　 　　 “级数”[image: \longrightarrow]
 “最小巡回数”
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“唔……人家看不出来。刚开始是 1, 2, 3, 4，怎么突然又回到 1 了呢。”

“那给你个提示。时钟的‘表盘数字的个数’一共有 12 个对吧。结合 12 这个数字想想看。”
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尤里拨弄着马尾辫，想了一阵。

“嗯……嗯……倍数？感觉左边的数字好像是右边的数字的倍数。”

“嗯？”

“比如从下往上数第四个，左边是 12 和 8，右边是 4 对吧。12 和 8 都是 4 的倍数！”

“原来如此，确实是这样……”

“啊，这个我在学校学过。这个叫公倍数，不不，搞反了，是公约数。右侧的‘最小巡回数’是左侧两个数字的约数……因为是两个数字的约数所以是公约数！ 12 和‘级数’—— 也就是‘表盘数字的个数’与‘级数’的公约数就是‘最小巡回数’！”

“真厉害！可惜有点遗憾，不只是公约数这么简单哦。”

“诶？啊，对了，是最大公约数
 ！”

“没错。那什么情况下能实现时钟的完全巡回呢？”

“最大公约数为 1 的时候。‘表盘数字的个数’与‘级数’的最大公约数为 1 的时候能实现完全巡回。”

“对，回答完全正确！”

“万岁！”



解答1-1　（完全巡回的规律）


“表盘数字的个数”与“级数”的最大公约数等于 1 时，可实现时钟的完全巡回。



“总之就是‘互质’时可以实现完全巡回。”

“互……质？什么意思？”

“就是‘最大公约数为 1’。”



互质


自然数 a
 和 b
 的最大公约数等于 1。

此时我们将 a
 与 b
 的关系称为互质
 。



“打个比方，12 和 7 的最大公约数等于 1，所以 12 和 7 是互质的。而 12 和 8 的最大公约数等于 4，所以 12 和 8 不互质。用互质可以这样描述完全巡回：只有‘表盘数字的个数’与‘级数’互质时，才能实现时钟的完全巡回。”



解答1-1a　（完全巡回的规律）


只有‘表盘数字的个数’与‘级数’互质时，才能实现时钟的完全巡回。



“嗯……互质啊。”

“尤里有一种打破砂锅问到底的精神，真了不起啊。刚才我列表的时候，你也问我该怎么去看来着。不太明白的时候就有必要打破砂锅问到底。尤里就是这种‘打破砂锅问到底的人’呢。”

“因为人家笨嘛，好多东西都不懂。”

“尤里才不笨呢，勇于承认‘不懂’是正确的，笨蛋是那些揣着不懂‘装懂’的人。”

“哈哈……只有哥哥你才会表扬我的‘不懂’。不过，能受到表娘好开心喵～”

“表娘？”

“不要在意细节！人家不好意思嘛，你就别吐槽了啦～”


1.7　超越人类的极限


“哥哥，这个时钟巡回也是数学吗？”

“是啊，我认为是标准的数学。”

“不过，怎么说呢……画个时钟，咕噜咕噜转，列个表……很有意思，不过还是更像玩游戏。这是数学吗？数学是什么？”

“数学是什么？—— 这一句话是说不清的。不过，调查数字的性质应该是数学重要的活动之一，归在数论
 这个领域。就像刚刚咱们两个那样，画画图，列列表，推测推测数字的性质，找出其中的规律。这确实很有游戏的味道，不过归根结底还是数学。一般规律不可能一眼就看出来，而是要通过分析具体的事例来导出，这个过程就是归纳。其口号就是从特殊到一般
 。”

“嗯……是这样吗？”

“这么说吧，表盘数字的个数一般有 12 个对吧。12 个数很少，用级数一个个去试，自己就能亲眼见证能不能实现完全巡回。但是要是有 100 个数字怎么办？虽然这时候已经算不上时钟了。要是有 1000 个，100 000 000 个数字呢？那时候，级数是多少才能实现完全巡回呢？”

“那么多想试都试不了。”

“对，我们没有办法实际去试。不过啊，就算不能靠画图实际确认，只要求出‘表盘数字的个数’和‘级数’的最大公约数，就知道能否转遍所有数字。即使自己不去尝试，世界上谁都不去实际尝试，我们也能知道答案。这就是数学的力量。”

“……”

“看穿问题中隐藏的规律，我们甚至能洞察自己无法到达的未来，以及世界的尽头。”

“看穿规律……”

“数学连无限
 都可以处理。既可以将无限时光折叠，放入信封，也可以将无限宇宙尽收掌心，令其高歌。这就是数学的乐趣所在。”

“喔……”

“数学很厉害的哦。”我说。

“数学是很厉害，但是哥哥你能这么热情地聊数学就更厉害了！比学校的老师还有热情！人家都吓了一跳喵……”尤里抿嘴笑着说，“哥哥你干脆将来当老师吧，你也很会教人。要是哥哥来当我的老师，人家成绩肯定会突飞猛进的。”

“但是等我当上老师的时候，尤里你都已经毕业了啊。”

“啊，对啊……”

　

尤里摘下眼镜，慢悠悠地放回胸前口袋，略带几分扭捏地摆弄着头发。不一会儿，她突然换了个话题。

“我说，‘哥哥’这个称呼，是不是太孩子气了呢。”

“没有啊，你喜欢怎么叫就怎么叫。”

“嗯，也对！我说……哥哥。”

“什么？”

“那个……”

“嗯。怎么了？”

“你知道人家现在在想什么吗？”

我看着尤里，尤里看着我。她把手背在脑后，捏着马尾辫，上下啪嗒啪嗒地摇着，好像小马的尾巴。虽然发色是栗色，但随着光影变幻时而会闪烁出金色的光芒。

“在想什么？”我问道。

“嗯……算了，不告诉你喵。”

尤里笑着冲我露出两颗小虎牙。


1.8　究竟是什么东西，你们知道吗


“对了，哥哥之前花了一天琢磨的那个找不同的谜题，你还没告诉我答案呢。”尤里说。



哪个数字不同于其他数字？




	239
	251
	257



	263
	271
	283






“弄明白了其实很简单的。239, 251, 257, 263, 271, 283 这六个数都是质数。质数中只有 2 是偶数，所以这六个数理所当然都是奇数。也就是说，将它们除以 2 都会余 1。”

“这个嘛，确实如此。”

“那么，不去 想‘除 以 2 的余数’，换个角度想想‘除以 4 的余数’。列成表就是下面这样。”
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“诶？有什么不一样的吗？”

“六个数中，只有 257 除以 4 余数为 1。剩下的五个数除以 4 余数都是 3。”

“啊……是这样没错。但是哥哥，这平常根本不会注意到啊。不觉得有些牵强吗？除以 4 有那么重要？”

“可是……听到自然数这个条件，就应该马上想到‘它是奇数还是偶数’。奇数和偶数用除以 2 的余数来区分。偶数余数为 0，奇数余数为 1。用除以 4 的余数分类这个方法也跟它很像。因为奇数除以 4 余数不是 1 就是 3。哥哥我花了一天才注意到‘用除以 4 的余数来分类’这件事。为这事儿我肠子都悔青了。”

“哥哥你真是喜欢数学啊！总觉得听哥哥讲话好有意思啊！人家想知道什么，哥哥就会马上告诉我。人家稍微提一句，哥哥就会告诉我像时钟巡回这么有意思的事，还会热情地跟我说关于数学的事……人家好想从哥哥那学更多东西啊……对了！不当学校老师也可以的，只要当人家的专属老师就好了！”

“请别人教是一方面，但是自己思考也很重要。即便是理所当然的事，也要想一想是不是果真如此，这种怀疑的态度是非常重要的。”

“简直就跟‘猫老师’一样呢。”

“猫老师？”

“爸爸那有部老动画，猫老师是那里面的角色。嗯……它是这么说的。”

　

同学们……

这白茫茫的一片究竟是什么东西，你们知道吗？

　

“白茫茫的一片？”我又问道。

“嗯。说的是银河。虽然人们叫它‘河’，但并不是一条河，它其实是由小星星汇聚而成的。猫老师其实是想让同学们去看它真实的样子。猫老师问焦班尼，焦班尼答不上来。可是啊，其实猫老师自己也不知道银河真正真实的样子。那之后，焦班尼坐着银河铁道列车体验了银河……”

“宫泽贤治的那部作品？”

“对对，就是那个。《银河铁道之夜》。”

“‘究竟是什么东西，你们知道吗’——这真是个好问题。这是在问‘真实的样子’啊……”

白茫茫一片的“真实的样子”。

数字本身“真实的样子”。

我们自身“真实的样子”。

……

　

这时，厨房传来了我妈的呼唤声。

“孩子们，开饭了！健康又有活力，洋气又有日本情调的 —— 超辣茄子咖喱饭！”

　


高斯走过的路即数学的前进之路。



这条路具有归纳性。



从特殊到一般！此乃标语。


—— 高木贞治
 [3]





第 2 章　勾股定理



这时，柯贝内拉拿出一张圆盘板一样的地图，不停地转动着查看。那上面真有一条铁路线沿着白蒙蒙的天河左岸，通向正南方。


——宫泽贤治《银河铁道之夜》


　


2.1　泰朵拉


“学长？”

“嗯？”

“啊……抱……抱歉吓着你了。”泰朵拉说。

现在是午休时间，我跟泰朵拉一起在高中的楼顶吃着午饭。风儿微凉，但并不影响明媚的阳光给我们带来的好心情。泰朵拉吃着盒饭，我啃着面包。

“没事，嗯……我在想家里亲戚的事。”

“这样啊。”

泰朵拉微微笑了一下，继续吃她的盒饭。

她上高一，是小我一年的学妹。短发，大眼睛，总是笑眯眯的，个子小小的，跟我关系很好，我们总在一起学数学。基本上都是我在教她，不过她经常也会提出一些充满亮点的主意让我吃惊。

“对了，村木老师的卡片呢？”

“哦哦，差点忘了。”

她拿出卡片，上面只写了一句话。



问题2-1


存在无数个基本勾股数吗？



“还是……那么简短。”

“素好短吶……”

泰朵拉大口嚼着煎蛋卷说。

“泰朵拉，你知道基本勾股数吗？”

“那当然，直角三角形斜边的平方等于剩余两边平方的和，对吧？斜边呢，就是跟直角相对的那条边！”

泰朵拉说着，用筷子在空中划出了一个大大的直角三角形。

“……”

“咦？不对吗？”

“你说的，是勾股定理……”



勾股定理


直角三角形斜边的平方等于两直角边的平方之和。

[image: {%}]


[image: a^2+b^2=c^2]




“勾股数和勾股定理有什么不一样吗？”

“这个嘛，有关系但是不一样。勾股数指的是可以构成直角三角形三边的一组自然数。”

我和她解释勾股数的定义。



勾股数


自然数 a
 、b
 、c
 满足以下关系式时，可将（a
 , b
 , c
 ）这一组的三个自然数称为勾股数。

[image: a^2+b^2=c^2]




“然后，基本勾股数的定义是这样的。”



基本勾股数


自然数 a
 、b
 、c
 满足以下关系式，且 a
 、b
 、c
 的最大公约数等于 1 时，将（a
 , b
 , c
 ）这一组数称为基本勾股数
 。

[image: a^2+b^2=c^2]




“也就是说，直角三角形三条边为自然数时，这三个数的组合就是勾股数。要是最大公约数还等于 1，那这三个数就是基本勾股数。村木老师的问题就是，是否有无数个这样的基本勾股数。”

“啊……等等，我还不太明白‘最大公约数为 1’的意思……”

“那我们来举个例子。打比方说，(a
 , b
 , c
 ) = (3, 4, 5) 是勾股数对吧？因为 32
 + 42
 = 52
 是成立的，计算一下就会知道 9 + 16 = 25。然而 (3, 4, 5) 既是勾股数，也是基本勾股数。3、4、5 的最大公约数 —— 也就是能整除这三个数的最大数为 1，对吧。”

“……学长，抱歉我的脑子有点跟不上。勾股数和基本勾股数的区别，我还是不太明白……”

“没事，不明白也没什么，再举几个例子。(3, 4, 5) 既是勾股数，也是基本勾股数。但是，将这三个数分别乘以 2 得到的 (6, 8, 10) 呢？它们虽然是勾股数，但不是基本勾股数。”

“嗯，62
 = 36, 82
 = 64, 102
 = 100，而 36 + 64 = 100……确实，62
 + 82
 = 102
 是成立的，所以可以说 (6, 8, 10) 是勾股数。嗯，到这里我理解了。又因为 6, 8, 10 的最大公约数是 2，所以 (6, 8, 10) 就不是基本勾股数……能整除三个数的数字只有 1，这样的才是基本勾股数，对吧？”

“对，村木老师的问题是，是不是存在无数个这样的基本勾股数。”

泰朵拉一脸认真，默默地思考着。不过因为嘴里咬着筷子，怎么也严肃不起来。不久，她很疑惑地问道：

“学长，很奇怪啊……对于直角三角形的三条边 a
 、b
 、c
 ，a
 2
 + b
 2
 = c
 2
 总是成立的对吧？然后各种改变边长，就可以造出无数个直角三角形，所以肯定有无数个基本勾股数不是吗？”

“静下心来，想想基本勾股数的条件。”

“咦？……啊，不对不对不对不对不对不对不对！”

泰朵拉呼呼地挥着手里的筷子。

“你一共说了 7 次‘不对’，是质数。”我说。她还是这么慌慌张张的，如果换成尤里，可能会更淡定一些。泰朵拉还是一如既往地容易忘记条件。

“我不小心把自然数这个条件忘了！三条边中两条可以自由选择，所以满足自然数的条件。但剩下的一边就不一定是自然数了……”

“没错。要处理这个问题，就多找几个 (3, 4, 5) 这样的基本勾股数的例子如何？”

“明白了，这就是学长你总挂在嘴边的那 句‘示例是理解的试金石’对吧？为了帮助自己理解，举出示例——”

泰朵拉真是又率直又有活力。不过……

“我说，你这也太危险了，别到处挥筷子行不行啊？”

“啊……对不起。”

泰朵拉赶紧放下手，满脸通红。


2.2　米尔嘉


“你去哪儿了？”

我刚回到教室，米尔嘉唰地一下就凑了过来。

米尔嘉上高二，跟我同班，是位才女。尤其数学出类拔萃。一头乌黑长发配上金属框眼镜，高挑挺拔，容姿端丽。只要她一靠近我身边，我就感觉周围的气氛瞬间严肃了。

“楼顶……”

“去楼顶吃午饭？”

她把脸凑近，紧盯着我的眼睛。柑橘系的香味由淡转浓，锐利的眼光笔直地刺向我的心里。不妙，她似乎心情不好。

“嗯……”

“嗯……背着我？”米尔嘉缓缓眯起了眼。

“这……这个……你……你看，午休的时候你不是不在教室嘛。所以我想你是不是去盈盈那了。”

我到底在找什么借口啊？可是不知怎的，我在她面前就是抬不起头来。

“我去老师办公室了。”她表情缓和了些，“我把之前的报告拿给村木老师看，还是老样子，他又给了我一张新的卡片，问题很奇妙。”

村木老师是我们的数学老师。人有点怪，不过很喜欢我们，经常会给我们出一些有趣的数学问题。虽然净是跟上课和考试完全无关的内容，但是最后反而使我们理解得更加清楚了。我、泰朵拉和米尔嘉都很享受和村木老师的这种交往方式。

米尔嘉把卡片递给我。



问题2-2


以原点为中心的单位圆上，存在无数个有理点吗？



“有理点
 是……x
 坐标和 y
 坐标都是有理数的点，对吧？”我说。有理数是 [image: \frac{1}{2} ]
 和 [image: -\frac{2}{5} ]
 这种可以用整数比表示的数字。以有理数为坐标的点就叫作有理点。

“对。”米尔嘉点点头说，“在以原点为中心的单位圆圆周上，存在 (1, 0), (0, 1), (-1, 0), (0, -1) 这四个不证自明的有理点。问题是，除了这四个点之外，是否还存在其他‘无数个’有理点。”

[image: {%}]


以原点为中心的单位圆
 ，其半径为 1，而 0, 1, -1 这些整数也属于有理数的一种，所以它与坐标轴相交的点的确为有理点。

“单位圆上好像是存在无数个有理点啊……”我带着半分自说自话的语气念叨。

“为什么？”米尔嘉的眼睛一亮。

“因为，没办法避开密不透风的有理点去画出一个圆不是吗？”我说。“那就不算数学了。”米尔嘉伸出食指，笔直地指着我。“别说我们的手了，就算是圆规，也画不出真正的圆。现实世界里，把圆画得再怎么正确，也不能知道它有没有通过有理点吧？”

“这个嘛，是这么回事。”我老实承认。圆的真实的样子……

“不过，在现实世界里，我们有胜过一切的道具 —— 数学。是不是？”

“我知道了，米尔嘉。是我随随便便就下结论了。总之，把 a
 , b
 , c
 , d
 设为整数，用 [image: (\frac{a}{b},\frac{c}{d})]
 来表示单位圆上点的坐标，专心致志地算，就能得出结果了吧。”

“唔……这主意是不错。”米尔嘉好似唱歌般地说道。

　

“整数的结构，是由质因数表示的。”

“有理数的结构，是由整数之比表示的。”

　

然后，她恶作剧般地扬起了嘴角。

“不过，我刚刚在想别的事。”

“什么事？”

“你午饭是一个人吃的呢，还是……”

“诶？”居然冷不丁给了我一句。

“或者，能不能把圆上的有理点和‘某个无数存在的东西’进行映射呢？”米尔嘉一下子把话题拉回了数学。

“我在楼顶和泰朵拉一起吃的午饭……”

“很诚实嘛。赐予尔骑士称号与宝剑。”

这么说着，米尔嘉往我眼前递了一条奇巧威化巧克力。

我郑重地接下了巧克力。

下午课的上课铃响了。

真是的，这都什么跟什么啊。


2.3　尤里


“啊，哥哥你来啦！人家好高兴喵！”尤里说。

“身体怎么样？”

放学后，我从学校坐公交去了中央医院。

看到我进入病房，尤里摘下树脂框眼镜，面带笑意，看上去很高兴。她似乎一直靠在床上读书，马尾辫上绑着黄色的缎带。

“总觉得有点糟糕。”尤里说。

几天前，也就是我们一起吃完茄子咖喱饭的第三天，尤里因为脚痛去了医院检查。没想到就这么住院了。具体不太清楚，说是发现骨头有些不对劲。

“你好，尤里，初次见面。”

泰朵拉从我背后探出脑袋。

“哥哥，这位是……？”

“我学妹泰朵拉。我们一起来探望你的。”

“这个送给你，尤里～”

泰朵拉把路上从花店买的一小捧花递给尤里。尤里沉默地接过花，点了点头回应。

“学长？她叫你哥哥？”泰朵拉问。

“尤里是我表妹，她从小就这么叫我。”

我在一边的金属折叠椅上坐下，泰朵拉也坐下，来回打量着病房。

“上次我们一起搞的时钟巡回，真是太有意思了！”尤里先一步说话，“‘表盘数字的个数’和‘级数’互质就能完全巡回对吧，人家最喜欢听哥哥讲数学了！谁让哥哥是人家的专属老师嘛！”

“学长确实很会教人呢，我也从学长那……”

“我说，哥哥！”尤里打断了泰朵拉的话，“那天晚上，我们一起吃的超辣咖喱饭，真是好辣哦！辣过头了，害得人家喝水都喝撑了。吃完饭后哥哥讲的费马大定理也好有意思啊……稍微变换一下勾股定理的方程式就没有自然数解了，还真是不可思议喵……”

尤里兴冲冲地说个不停，泰朵拉只好闭口不言。病房里的氛围开始有些不妙，这时尤里的妈妈进来了，我松了一口气。

“直接从学校过来的吗？制服挺漂亮的嘛！这位是……女朋友？哎呀呀，太客气了，其实呀……”

听完尤里妈妈的一通唠叨，我们赶紧走出了病房。

然而，尤里的妈妈追了上来。

“不好意思，尤里说有话想告诉你那位女朋友，能让她来一下吗？”

“诶？我吗？”

我在电梯前等了一分钟左右，泰朵拉就回来了。好像在深思着什么。


2.4　毕达哥拉·榨汁机


我们一起坐公交去车站，进了一家名叫“豆子”的咖啡店。

“她跟你说了什么？”我问。

“没……没什么。”泰朵拉含糊其辞，指着柜台里面说，“学长，你看！”

那里新添了一台榨汁机。机器上分布着螺旋形的钢丝轨道，橙子就从轨道的一端一个个滚入机器里。机器上面写着“毕达哥拉·榨汁机”。毕达哥拉？

“我要一杯橙汁！”

橙子咕噜咕噜地滚动着，落入机器的瞬间就被自动切碎了。直到橙子被绞出汁液为止，整个制作过程都是透明可见的。泰朵拉看着机器，我看着她。还真是个好奇心旺盛的女孩子啊。

“超级好喝的，学长！”泰朵拉喝着刚榨好的新鲜橙汁说，“话说回来，那之后我找了几个基本勾股数的例子。”

泰朵拉翻开笔记本。

[image: \begin{aligned}(3,\enskip4,\enskip5)\qquad&3^2+\enskip4^2=\enskip5^2\\(5,12,13)\qquad&5^2+12^2=13^2\\(7,24,25)\qquad&7^2+24^2=25^2\\(8,15,17)\qquad&8^2+15^2=17^2\\(9,40,41)\qquad&9^2+40^2=41^2\\\end{aligned}]


“你怎么找的？”

“根据 a
 2
 + b
 2
 = c
 2
 ，把其中的 a
 逐次增大，然后拿符合条件的自然 数代入 b
 和 c
 中。我发现 (a
 , b
 , c
 ) = (3, 4, 5) 的话，c
 - b
 = 5 - 4 = 1 成立。在我找到的这五组基本勾股数中，有四组都是 c
 - b
 = 1。这一定是个重 要的线索！”

“不过，这是因为你找的方法太极端了吧？将 a
 边边长设得很短，就会形成一个只有一边很短的直角三角形。比如说 (9, 40, 41) 就是个非常细长的直角三角形。因为形状细长，所以斜边和另一直角边长度相近，这是再正常不过的事了吧。”

“这样啊……”

过了一会，泰朵拉说道：“要是有个机器能像那个‘毕达哥拉·榨汁机’那样，从上面把橙子放进去，下面就会自动出来基本勾股数就好了。”

“不过，放进不同的橙子要出来不同的基本勾股数才行呢！—— 哎呀，我们在胡说些什么呢。”

我们笑了。


2.5　家中


夜晚。

家里人都已进入梦乡。我独自在书桌前思考数学。旁边空无一人，无人与我搭话。这是我一天中非常宝贵的时间。

听课是为了刺激自己学数学，读书也是为了研究数学。但是如果不留出时间充分开动脑筋，动手实践，听课和读书就完全没有意义了。

今天就沉下心来思考泰朵拉的问题吧。

“存在无数个基本勾股数吗？”

　

首先，试着列表总结一下基本勾股数，看看能不能发现什么。

[image: \begin{matrix}\begin{array}{ccc}a~ & b~ & c\\\hline\end{array}\\\begin{array}{rrr}3 & 4 & 5\\5 & 12 & 13\\7 & 24 & 25\\8 & 15 & 17\\ 9& 40 & 41\\\end{array}\\\end{matrix}]



2.5.1　调查奇偶性


我注意到 c
 肯定为奇数，于是就试着把表里所有的奇数都圈上了圆圈。

[image: \begin{matrix}\begin{array}{ccc}a~ & b~ & c\\\hline\end{array}\\\begin{array}{rrr}\textcircled{3} & 4 & \textcircled{5}\\\textcircled{5} & 12 & \textcircled{13}\\\textcircled{7} & 24 & \textcircled{25}\\8 & \textcircled{15} & \textcircled{17}\\\textcircled{9}& 40 & \textcircled{41}\\\end{array}\\\end{matrix}]



在奇数上圈上圆圈


咦？ a
 和 b
 之中似乎总有一个是奇数。不过这是偶然？还是一般现象？我把心中的疑问记了下来。



问题2-3


存在 a
 和 b
 皆为偶数的基本勾股数（a
 , b
 , c
 ）吗？



我认真地思考着。

嗯，这个问题不难。绝对不存在 a
 , b
 都是偶数的情况。因为如果假设 a
 , b
 都为偶数，这样由 a
 2
 + b
 2
 = c
 2
 这个关系式可知，c
 也会是偶数。因为 a
 , b
 都是偶数的话，a
 2
 和 b
 2
 都是偶数，两个偶数的和 a
 2
 + b
 2
 也是偶数。又因为 c
 2
 就等于 a
 2
 + b
 2
 ，所以 c
 2
 也是偶数。平方为偶数的数字只能是偶数，所以 c
 是偶数。

也就是说，a
 , b
 如果都是偶数，c
 自然而然就为偶数。然而这违背了基本勾股数的定义：a
 , b
 , c
 的最大公约数为 1。因为 a
 , b
 , c
 全是偶数的话，a
 , b
 , c
 的最大公约数就会大于等于 2。

由此可以说“a
 和 b
 不能皆为偶数”。虽然不知道这能否成为解开泰朵拉卡片上问题的重要线索，不过这的确是一个重要的事实。

我徘徊在数学公式的森林中，对于我而言，重要的事实犹如用来做标记的丝带。“a
 和 b
 不能皆为偶数”这个事实也是一条丝带。为了不时之需还是先绑在树枝上吧。说不定在探寻森林出口时就能派上用场。



解答2-3


不存在 a
 和 b
 皆为偶数的基本勾股数(a
 , b
 , c
 )。




2.5.2　使用数学公式


嗯……基本勾股数中，a
 , b
 不会皆为偶数，那么是否存在“皆为奇数”的情况呢？



问题2-4


存在 a
 和 b
 皆为奇数的基本勾股数(a
 , b
 , c
 ) 吗？



现在假定 a
 和 b
 都是奇数，然后跟刚才一样调查奇偶性。


a
 是奇数，则 a
 2
 也为奇数。b
 是奇数，则 b
 2
 也是奇数。a
 2
 + b
 2
 = 奇数 + 奇数 = 偶数。由 a
 2
 + b
 2
 = c
 2
 可知，c
 2
 为偶数。c
 2
 为偶数的话，c
 也是偶数。也就是说，c
 是 2 的倍数。2 的倍数的平方是 4 的倍数，因此可以得知 c
 2
 是 4 的倍数。嗯，这想法有戏。然后，然后……这之后能推断出什么呢？

好吧，用数学公式吧。


假定
 a
 , b
 皆为奇数，如下所示，分别用自然数 J
 , K
 来表示 a
 , b
 。

[image: \left{\begin{aligned}a&\quad=2J-1\\b&\quad=2K-1\end{aligned}]


将其代入勾股定理。

[image: {%}]


在这个式子左边的 4(J
 2
 - J
 + K
 2
 - K
 ) + 2 中，因为后面的 +2 是用 4 除不尽的，所以整个式子用 4 除不尽。

另一方面，右边的 c
 2
 是 4 的倍数，也就是说可以被 4 整除。

左边用 4 除不尽，右边可以被 4 整除。这就构成了矛盾
 。

根据反证法
 ，假定的“a
 , b
 皆为奇数”不成立，因此 a
 , b
 不能皆为奇数。



解答 2-4


不存在 a
 和 b
 皆为奇数的基本勾股数(a
 , b
 , c
 )。



结果表明，a
 和 b
 其中一方为奇数，另一方为偶数。换言之，a
 和 b
 的奇偶性不一致。也就是说，只能存在“a
 为奇数，b
 为偶数”或“a
 为偶数，b
 为奇数”的情况。在此假设“a
 为奇数，b
 为偶数”。因为 a
 和 b
 的奇偶性刚好相反，所以想求“a
 为偶数，a
 为奇数”的情况时，只需要交换 a
 和 b
 的位置即可。

好了，继续吧！—— 话说，肚子有点饿了呢。


2.5.3　向着乘积的形式进发


我走到厨房，拿了一块妈妈珍藏的 GODIVA 巧克力。

说起巧克力，之前还从米尔嘉那拿了一块奇巧威化巧克力。我想起了当时她说的话。

　

“整数的结构，是由质因数表示的。”

　

确实，分解质因数就能明白整数的结构。但是怎么把 a
 2
 + b
 2
 = c
 2
 分解质因数呢？嗯……不用质因数的乘积，只用“乘积的形式”表示行不行？

[image: {%}]


嗯。这下得到了 (c
 + a
 )(c
 - a
 ) 的“乘积的形式”。但是 c
 + a
 和 c
 - a
 都不一定是质数，所以这不能称为分解质因数。这条路走不通吗……

嗯……啊，我太傻了，又不是“总忘记条件的泰朵拉”，怎么把条件给丢了呢。计算前不是已经假定 a
 为奇数，b
 为偶数了吗。因为 a
 为奇数，b
 为偶数，所以 c
 就为奇数。这样 c
 和 a
 都是奇数，c
 + a
 就是偶数， c
 - a
 也是偶数。因为奇偶数之间普遍存在着以下关系。

奇数 + 奇数 = 偶数





奇数 - 奇数 = 偶数因为 c
 和 a
 都是奇数，所以下述式子成立。


c
 + a
 = 偶数





c
 - a
 = 偶数
c
 + a
 和 c
 - a
 皆为偶数，b
 也是偶数……。好，用数学公式把“偶数”表现出来看看。将 A
 , B
 , C
 设为自然数，可写成如下形式。

[image: \left{\begin{aligned}c-a~~&=2A\\b~~~~~~~&=2B\\c+a~~&=2C\end{aligned}]


等一下，这样 A
 会不会变成负数呢？不，不会的。因为 a
 , b
 , c
 是直角三角形的三条边，斜边 c
 肯定长于直角边 a
 ，也就是说 c
 > a
 。所 以 c
 - a
 > 0, 2A
 > 0。那么，来研究一下 A
 , B
 , C
 吧。

[image: {%}]


这下就把勾股定理中自然数 a
 , b
 , c
 的“和的形式”变换成了自然数 A
 , B
 , C
 的“乘积的形式”。只调查一下 a
 , b
 , c
 的奇偶性，就迈出了一大步。但是，还不知道这条路走得对不对。


B
 2
 = AC
 的左边是平方数，右边是乘积的形式。虽然化成了乘积的形式，不过下一步应该从哪边着手呢？


2.5.4　互质



B
 2
 = AC
 这个式子到底能说明什么呢？

我绕着房间来回转圈，冥思苦想，环视书架，突然脑中浮现出尤里踮着脚尖张望的背影。这时我耳边响起自己说过的那句话。

　

“就算是明摆着的事，最好也要认真总结下来哦。”

　

那么，总结一下明摆着的事吧。


	

c
 - a
 = 2A。



	

b
 = 2B
 。



	

c
 + a
 = 2C
 。



	

B
 2
 = AC
 。



	

a
 和 c
 是互质的……





等等，a
 和 c
 是互质的吗？根据基本勾股数的定义可知，a
 , b
 , c
 的最大公约数为 1。然而就算三个数的最大公约数为 1，其中两个数的最大公约数也不一定为 1。比方说 3, 6, 7 这三个数的最大公约数为 1，但是把 3 和 6 单拿出来，它们的最大公约数是 3……

不，不对。因为存在 a
 2
 + b
 2
 = c
 2
 这个关系式，所以在基本勾股数的情况下，可以说“a
 和 c
 的最大公约数是 1”。


现在假设 a
 和 c
 的最大公约数为 g
 ，且 g
 大于 1，那么存在自然数 J
 , K
 使得 a
 = gJ
 , c
 = gK
 。然后……

[image: \begin{aligned}a^2+b^2&=c^2\\b^2&=c^2-a^2\\b^2&=(gK)^2-(gJ)^2\\b^2&=g^2(K^2-J^2)\end{aligned}]


这样 b
 2
 就是 g
 2
 的倍数，所以 b
 是 g
 的倍数。也就是说，a
 , b
 , c
 这三个数都是 g
 的倍数。然而这不符合 a
 , b
 , c
 三个数互质这一条件， 所以 a
 和 c
 的最大公约数 g
 大于 1 这个假设不成立，所以 a
 和 c
 的最大公约数是 1，a
 和 c
 是互质的。

同理可证 a
 和 b
 ，b
 和 c
 之间也是互质的。



现在已知 a
 和 c
 互质。嗯……话说回来，此时 A
 和 C
 呢？ A
 和 C
 也是互质的吗？



问题2-5



a
 和 c
 互质，当 c
 - a
 = 2A
 ，c
 + a
 = 2C
 时，可以说 A
 与 C
 互质吗？



我认为可以说 A
 与 C
 互质。但是说“认为”太主观，必须证明才行。

这个命题，用反证法马上就能证明了啊。

反证法 —— 假定原命题不成立，从而推导出矛盾的方法。

要证明的命题是“A
 和 C
 互质”，所以反过来假设“A
 和 C
 不互质”。此时 A
 和 C
 的最大公约数不为 1，即大于等于 2。把 A
 和 C
 的最大公约数设为 d
 (d
 ≥ 2)。d
 是 A
 和 C
 的最大公约数，所以既是 A 的约数，也是 C
 的约数。反过来说，A
 和 C
 都是 d
 的倍数，因此存在满足以下关系式的自然数 A'
 , C'
 。

[image: \left{\begin{aligned}A&=dA'\\C&=dC'\end{aligned}]


另一方面，下式是成立的。

[image: \left{\begin{aligned}c-a&=aA\\c+a&=2C\end{aligned}]


那么就用 A'
 和 C'
 来表示 a
 和 c
 。

[image: {%}]


这次我来消去 c
 。

[image: {%}]


由 a
 = d
 (C'
 - A'
 ) 可知“a
 是 d
 的倍数”。

因为 a
 和 c
 都是 d
 的倍数，所以 d
 ≥ 2 是 a
 和 c
 的公约数。换言之，即“a
 与 c
 的最大公约数大于等于 2”。然而问题中给出的条件是 a
 与 c
 互质，所以“a
 与 c
 的最大公约数应该为 1”。好，这样就引出了矛盾
 。

出现矛盾，是因为最初假设了“A
 和 C
 不互质”。因此，“A
 和 C
 不互质”是不正确的，根据反证法可知“A
 和 C
 互质”。



解答2-5



a
 与 c
 互质，当 c
 - a
 = 2A
 ，c
 + a
 = 2C
 时，可以说 A
 与 C
 互质。



至此已经求得“A
 与 C
 互质”，这也是个重要的事实，是第二条标记用的丝带。

我将第二条丝带绑在树上，深呼吸。虽然有点累，不过还能在林中走一阵子。接下来，往哪儿走呢？

刚刚考虑的式子 B
 2
 = AC
 难不成相当于“平方数”等于“互质的两个整数的乘积”？这难道是路标吗？


2.5.5　分解质因数


现在舞台已经从 a
 , b
 , c
 转向了 A
 , B
 , C
 。



问题 2-6



	

A
 , B
 , C
 是自然数。



	

B
 2
 = AC
 是成立的。



	

A
 和 C
 互质。





此时，就没有什么有趣的东西吗。



“有趣的东西”是指什么啊，我忍不住吐槽自己。

好像我已经从原本的问题——“存在无数个基本勾股数吗”跑偏到外星球去了。

我又想起了米尔嘉的歌。

　

“整数的结构，是由质因数表示的。”

　

这样啊……将 A
 , B
 , C
 分解质因数，会变成什么形式呢？以下这种形式吗？

[image: {%}]


把以上式子代入关系式 B
 2
 = AC
 观察一下。

[image: {%}]


喔？将 B
 2
 分解质因数时，质因数 bk

 全变成了 [image: b^2_k]
 这种平方的形式。

原来是这样。将平方数分解质因数，就会发现里面包含偶数个质因数。


例如 182
 这个平方数，分解得 182
 = (2 × 3 × 3)2
 = 22
 × 34
 ，里面包含质因数 2 和 3，2 和 3 的个数都是偶数。想想就觉得理应如此。

根据质因数分解的唯一分解定理 —— 分解质因数的方法是唯一的 —— 可知，B
 2
 = AC
 的左边和右边，质因数列是完全一致的。左边出现的质因数应该也会在右边的某处出现。也就是说——

啊，我明白了！

在此，第二条丝带——“A
 与 C
 互质”这个条件有用了。A
 与 C
 互质，也就是说 A
 与 C
 的最大公约数为 1，换言之就是 A
 和 C
 没有共同的质因数。考虑 B
 的质因数 bk

 ，则任意一个质因数 bk

 不包含在 A
 中，就包含在 C
 中！

沿用刚才的例子 22
 × 34
 ，这个数可以表示为互质的两个自然数 A
 与 C
 的乘积。如果有 1 个质因数 2 包含在 A
 的质因数分解中，则所有的 22
 都应该包含在 A
 的质因数分解中。如果有 1 个质因数 3 包含在 A
 的质因数分解中，则所有的 34
 都应该包含在 A
 的质因数分解中。某个质因数不能同时放在 A
 和 C
 中。拿 22
 × 34
 来说，只能出现如下四种拆分方法。

[image: \begin{array}{ll}A&\quad C\\\hline1&\quad2^2\times3^4\\2^2&\quad3^4\\3^4&\quad2^2\\2^2\times3^4&\quad1\end{array}]



A
 和 C
 中不能出现相同的质因数。而且质因数的个数是偶数……这也就意味着，A
 和 C
 都是平方数。
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A
 , B
 , C
 是自然数。



	

B
 2
 = AC
 是成立的。



	

A
 和 C
 互质。





此时，A
 和 C
 是平方数



厉害厉害，因为 A
 和 C
 是平方数，所以可以用自然数 m
 , n
 来表示，如下所示。

[image: \left{\begin{aligned}C~&=m^2\\A~&=n^2\end{aligned}]


变量太多了很头痛，不过还可以前进。弄错了方向的话，再回头看看笔记就好。

因为 A
 和 C
 没有共同的质因数，所以毫无疑问，m
 和 n
 也是互质的。到头来 a
 , b
 , c
 都可以用互质的 m
 和 n
 来表示了！

首先，因为 a
 = C
 - A
 ，所以

[image: a=C-A=m^2-n^2]


因为 a
 > 0，所以 m
 > n
 。又因为 a
 是奇数，所以 m
 和 n
 的奇偶性应该是不一致的。

接下来，因为 c
 = C
 + A
 ，所以下式是成立的。

[image: a=C+A=m^2+n^2]


然后又因为 b
 = 2B
 ，所以……这里需要计算一下。

[image: {%}]


因此，可知下式是成立的。

[image: b=2B=2mn]


最后，a
 , b
 , c
 就可以用互质的 m
 和 n
 来表示。

[image: (a,b,c)=(m^2-n^2,2mn,m^2+n^2)]


反过来，像上面这样用 m
 和 n
 的形式表示的一组数 (a
 , b
 , c
 ) 肯定是基本勾股数。这个只要计算一下就能确定。

[image: {%}]



a
 , b
 , c
 的互质关系也可以通过简单的计算得到。

研究奇偶性，留意着互质这个条件分解质因数……我得到了基本勾股数的一般形式
 。



基本勾股数的一般形式


互质的一组自然数(a
 , b
 , c
 )，当满足关系式 [image: a^2+b^2=c^2]
 时，可全部用以下形式表示（可以交换 a
 , b
 的位置）。

[image: \left{\begin{aligned}a&=m^2-n^2\\b&=2mn\\c&=m^2+n^2\end{aligned}]



	

m
 和 n
 互质



	
满足条件 m
 > n




	

m
 , n
 有一个是偶数，另一个是奇数







这下，隐藏在基本勾股数中的结构就浮现出来了。只要明确到这一步，泰朵拉的问题自然也就迎刃而解了。

不同的质数之间是互质的，所以使用质数列，就应该可以创造出无数个基本勾股数。例如设 n
 = 2，m
 为大于等于 3 的质数。把 m
 依次定为 3, 5, 7, 11, 13 的话，从 m
 和 n
 的组合中可以创造出不同的 (a
 , b
 , c
 )。因为质数有无数个，所以可以创造出无数个基本勾股数。

路途很漫长，不过没有行差踏错。



解答2-1


存在无数个基本勾股数。




2.6　给泰朵拉讲解


“这样啊！如果是我的话，是绝对想不到的……”泰朵拉扬起双手说道。

“嘘——”

第二天放学后，我在图书室跟泰朵拉讲解昨晚的解法。没错，方法就是投入 m
 , n
 这两个水果，榨出基本勾股数这杯混合果汁。

“抱歉，学长。这个解法很厉害，但换成我的话是绝对想不到的。所以该怎么说呢……厉害是厉害，但是太厉害了，反而不好拿来参考了。这个解法唰地一下想不出来啊……”

“我也不是唰地一下就想到的。想问题就好比在森林里漫步。这样吧，这次我们一起来想想问题的本质。”

“好……”

“‘整数’这个条件是非常强力的。”我展开了话题。

◎　　◎　　◎

“整数”这个条件是非常强力的。

基本勾股数的一大特征，就是它的范围内不包含实数，只包含整数，严格说来只包括自然数。实数的话值具有连续性，是不间断的。而整数的值具有离散性，是互相孤立的。

在做有关整数的研究时，研究奇偶性
 这个方法很有效。所谓“研究奇偶性”，就是问问自己某个数是奇数还是偶数。实数没有奇偶性，只有整数才谈得上奇偶性。只要出现整数 = 整数这样的等式，两边的奇偶性就是一致的。然后，奇数 + 奇数 = 偶数，偶数 × 整数 = 偶数这些计算也起到了作用。

“整数的结构，是由质因数表示的
 ”这句话也很有用。将整数分解质因数，整数的结构就显而易见了。分解质因数的结果是唯一的，所以存在整数 = 整数这个等式时，左边式子分解质因数的结果与右边式子分解质因数的结果是完全一致的。我们就利用这个条件。

如何利用呢？

我们将其落实到乘积的形式
 。构成乘积的数字称为因数
 。例如刚刚有提到 AC
 这个乘积的形式。此时的 A
 和 C
 都是因数对吧。你应该知道，质数是不能再进行质因数分解的。如果是两个互质的因数的乘积，那么一个质因数是不能同时出现在这两个因数之中的。所以我采用了“两个数的平方差等于两数之和乘以两数之差”这个定理，将问题落实到两个整数的乘积上。

当然，实际研究问题时，用数学公式表达语言
 这门技术也是不可或缺的。例如，把“偶数”写作 2k
 ，把“奇数”写作 2k
 - 1 的形式，平方数的话就写成 k
 2
 。像这样，练习用数学公式将语言表达出来是很重要的。之前泰朵拉你也说过“这就像写数学作文”对吧。将“奇数”写作 2k
 - 1，应该就是数学作文的惯用句吧。


互质
 这一条件也很重要。两个数互质，也就是没有共同的质因数。根据这个条件才能获得“质因数不能分别包含于两个因数之中”这个决定性的要素。

就这样在一点点拓开道路，寻找标志性丝带的途中，就会逐渐找到森林的出口了。—— 嗯，或许会找到。

◎　　◎　　◎

“唉……”泰朵拉叹了口气。

“累了？”

“没……我没事。刚才讲的‘用数学公式表达语言’那一块儿，学长逐步导入了不少变量呢。用数学公式表达‘偶数’和‘平方数’的时候……我很不擅长这个啊，感觉一导入变量反而更难了。”

“原来如此。”

“出现整数的时候，办法是先研究奇偶性，再分解质因数，变化成乘积的形式，然后除以最大公约数构成‘互质’……”

“不过，这不适用于所有情况哦。”

“嗯嗯，这我知道，这只不过是想问题的思路。也就是说，有时候也会走错路对吧。”

“嗯……‘弄错了方向的话，往回走就好’。细细想来，透过村木老师出的这个问题，似乎可隐约看见‘整数真实的样子’。深究这个问题的话，是不是会逐步接近数字的本质呢……”


2.7　十分感谢


泰朵拉的声调突然沉了下来。

“学长，你知道……我……现在……在想什么吗？”

“诶？不知道。”

话说之前尤里也问了差不多的问题。

　

“知道我在想什么吗？”

　

“嗯……那个，搞得这么正式挺不好意思的……我想跟学长道谢。关于‘存在无数个基本勾股数吗’这个问题，我也认真地想了。我真的有认真想过哦。今天听了学长一席话，受益匪浅。我知道了解决‘整数’问题的独特方式—— 奇偶性、分解质因数、乘积的形式、平方数和互质。感觉整数发出了‘吱嘎吱嘎’的声音。我之前一直以为整数比二次方程式和微积分简单，但是我错了。整数虽然看似很简单，但不能小看它，我得端正对它的态度……这都多亏了学长不厌其烦地帮我讲解。从学长的话中，我总能学到学校和书本里学不到的东西
 ，一些总是令我恍然大悟的东西。”

泰朵拉说着，脸颊逐渐染上了红晕。

“很多事情，我之前都认为自己是‘懂’的。勾股定理，我懂！整数，我懂！但是，或许我只是‘自以为懂’……”

泰朵拉继续说着。

“现在我很明白自己不太懂整数。不过有学长在，我就会不屈不挠，勇往直前。现在我在森林中迷路了。不过，我感觉总有一天，我会从中脱身……我说的这些话，是关于数学，又不全是关于数学……”

泰朵拉双耳通红，深深地鞠了个躬。

“学长，谢谢你带给我这美好的旅途。”


2.8　单位圆上的有理点


第二天放学后，教室里只剩下我和米尔嘉。

“找到‘某个无数存在的东西’，就没这么难了。”米尔嘉站在黑板前，说是要用有趣的方法证明“单位圆上存在无数个有理点”。

米尔嘉捏着粉笔，在黑板上慢慢地画了一个大圆。我用眼睛追着那美丽的轨迹。

“首先再来确认一次问题。”米尔嘉说。

◎　　◎　　◎

首先再来确认一次问题。设（x
 , y
 ）为平面坐标上的一个点，则方程式 x
 2
 + y
 2
 = 1 表示以原点为中心，半径为 1 的圆。在这个圆上“存在无数个有理点”，就相当于方程式 x
 2
 + y
 2
 = 1“存在无数个有理数解”，这两个命题是等价的。

现在，通过圆上的点 P
 (-1, 0)，以 t
 为倾角画一条直线 [image: \ell]
 。

[image: {%}]


因为倾角为 t
 时直线通过点 T
 (0, t
 )，所以直线 [image: \ell]
 的方程式如下。

[image: y=tx+t]


排除直线 [image: \ell]
 与圆相切于点 P
 的情况，除点 P
 之外，直线 [image: \ell]
 一定还与圆上另一点相交。我们称这个交点为 Q
 。要用 t
 来表示点 Q
 的坐标，只要解开下面的联立方程式即可。因为联立方程式的解就等于方程式所表示的图形的交点。

[image: {%}]


解这个联立方程式。

[image: {%}]


因为 [image: t^2+1\neq0]
 ，于是这就变成了一个关于 x
 的二次方程式。虽然用二次方程式的公式来解也可以，不过由点 P
 (-1, 0) 的 x
 坐标可知， x
 = -1 是这个二次方程式的一个解。所以可以像下面这样，提出 x
 + 1 这个因式。

[image: (x+1)\cdot\Bigl((t^2+1)x+(t^2-1)\Bigr)=0]


该式与下式是等价的。


x
 + 1 = 0　或者　(t
 2
 + 1)x
 + (t
 2
 - 1) = 0

因此可以像下面这样，用 t
 表示 x
 。

[image: x=-1,\quad\frac{1-t^2}{1+t^2}]


如果使用直线方程式 y
 = tx
 + t
 ，也可用 t
 表示 y
 。因为 (x
 , y
 ) = (-1, 0) 不是点 Q
 ，所以我们只研究 [image: x=\frac{1-t^2}{1+t^2}]
 的情况。

[image: \begin{aligned}y&=tx+t\\&=t\biggl(\frac{1-t^2}{1+t^2}\biggr)+t\\&=\frac{t(1-t^2)}{1+t^2}+t\\&=\frac{t(1-t^2)}{1+t^2}+\frac{t(1+t^2)}{1+t^2}\\&=\frac{t(1-t^2)+t(1+t^2)}{1+t^2}\\&=\frac{2t}{1+t^2}\end{aligned}]


这样就得到 [image: x=\frac{1-t^2}{1+t^2},y=\frac{2t}{1+t^2}]
 。这就是点 Q
 的坐标，即

[image: \biggl(\frac{1-t^2}{1+t^2},\frac{2t}{1+t^2}\biggr)]


那么，我在想能不能把圆上的有理点和“某个无数存在的东西”一对一对应呢？现在我们关注 y
 轴上的点 T
 。使用点 T
 的 y
 坐标 (t
 )，通过加减乘除运算即可得到点 Q
 的坐标。也就是说 —— 如果点 T 是 y 轴上的有理点，那么点 Q 也是有理点
 。这是因为将有理数进行加减乘除运算得到的还是有理数。可以通过自由变换 y
 轴上的无数个有理点得到点 T
 ，点 T
 不同，交点 Q
 也不同。综上所述，这个单位圆的圆周上存在无数个有理点。

[image: {%}]




解答2-2


以原点为中心的单位圆上，存在无数个有理点。



◎　　◎　　◎

“原来如此……”我说。

“你还没发现吗 ？”米尔嘉说。

“什么？”

“今天你还真迟钝啊，我是说泰朵拉。”

“我没跟她一起吃午饭啊。”翻什么旧账啊？

“我不是问你那个，你没看见泰朵拉的卡片吗？将 a
 , b
 , c
 设为自然数，考虑勾股定理 a
 2
 + b
 2
 = c
 2
 ，两边同时除以 c
 2
 ，会出现什么？”

[image: \Bigl(\frac{a}{c}\Bigr)^2+\biggl(\frac{b}{c}\biggr)^2=1]


“啊！[image: (x,y)=(\frac{a}{c},\frac{b}{c})]
 是 x
 2
 + y
 2
 = 1 的解！从勾股定理可以引出单位圆！”

“你要是说‘出现了单位圆上的有理点’就好了。不同的基本勾股数，就对应不同的有理点 [image: (\frac{a}{c},\frac{b}{c})]
 。‘存在无数个基本勾股数’和‘单位圆上存在无数个有理点’是等价的。两张卡片本质上是一个问题。”

“什么？！”我惊呆了。

[image: {%}]


“没想到你会这么吃惊，你真的一直都没注意到吗？”米尔嘉说。

没注意到……

泰朵拉的卡片上写着整数的关系。

米尔嘉的卡片上写着有理数的关系。

看了两张卡片，却没注意到是同一个问题……

“真没面子。”我说。

“嗯。搞得你这么失落，我也挺发愁的。把卡片组合不是村木老师的惯用招数吗。老师用两张卡片暗示了谜题。‘调查方程式的解’是代数题，‘用图形来捕捉事物’则是几何题。代数与几何—— 村木老师想让我们看这两个世界。”

“两个世界……”我说。

　

“‘数星星的人’和‘画星座的人’。这两种人，哥哥你属于哪种？”

　


在此谷山 - 志村猜想登场。



空前绝后的推测，在毫无关系的两个世界间架起了桥梁。



没错，数学家这帮人，非常喜欢干架桥这种事儿。


——《费马大定理》
 [2]





第 3 章　互质



啊，为什么没有人跟随自己走向那遥远的地方？



—— 宫泽贤治《银河铁道之夜》


　


3.1　尤里


“嗨～”表妹尤里拄着拐杖进来了。

现在是周六早上十点多，明亮的日光从窗户洒入我的房间。

“脚，怎么样了？”我问。

“嗯，还凑合吧。手术时间不长，有麻醉也不疼。看了 X 光片，不算什么大手术，只是稍微削去一点脚跟的骨头。不过，削骨头那会儿的震动感还留在身体里边哒哒哒哒个不停呢……”

尤里支好拐杖，在椅子上坐了下来。

“你刚出院，应该在家里多休息。”

“哎呀，没事的。话说，我有件事想拜托哥哥……那个，教人家数学呗。”

“怎么突然说这个？”

“上次哥哥问我能够实现完全巡回的级数的性质是什么，那时候人家没能马上说出最大公约数对吧。我在学校学过最大公约数。人家虽然笨，可这点东西觉得自己还是懂的。但听着听着哥哥的话，才发觉自己其实是不懂的。”

“……”

“哥哥，人家想要加倍努力地学习。”

“诶？”

“有什么奇怪的吗？”

“不不，一点都不奇怪。尤里很了不起，自己能觉得自己‘不懂’。哥哥我惊讶的是泰朵拉……就是之前来探望你的我的那个学妹。她也说过跟你很像的话——‘感觉自己不懂’。”

“呃……”

“刚才你说的那些，我很明白。比如倍数。说起自然数中 2 的倍数，就是 2, 4, 6, 8, 10 等；问起 12 的约数，稍微想一下就能知道是 1, 2, 3, 4, 6, 12。这些例子确实简单，但实际很深奥哦。最好问一下自己 —— 真的懂倍数和约数的‘真实的样子’吗？”

“哦……”

“约数、倍数还有质数……它们的定义很简单，然而从它们衍生出的世界是奥妙丰富的。其实数论的最尖端，还在进行着关于‘质数’的研究。”

“嗯？质数这东西，不是早就弄明白了吗？数学家们居然还在研究？！”

“对。要不要先学学质数？沿着这条路往前走，远方甚至连着现代最尖端的数学哦。当然，通向它的路很长很长。”


3.2　分数


我打开笔记本，尤里一如既往地从口袋中取出眼镜戴上，凑到我身边。可能是因为阳光吧，一瞬间，她的马尾辫闪出了金色的光芒。

“尤里你擅长计算分数吗？”

“还行吧。”

“分数之间的加法是怎么计算的？比如说，这个。”

[image: \frac{1}{6}+\frac{1}{10} ]


“简单。化成同分母再相加就好了。嗯……用 6 乘以 5，用 10 乘以 3，让两个分母都变成 30，然后……”

[image: ]


“哥哥，这样就可以了吧。”

“是呢，通分
 然后再把分子相加，最后约分
 。”

“嗯。”

“你通分用的是最小公倍数，约分用的是最大公约数对吧。”

“诶？嗯……这么说的话，是这样啊。”

“把自然数中 6 的倍数和 10 的倍数排成一串，此时首次出现的相同数字就是 6 和 10 的最小公倍数
 ，也就是 30 对吧。”

[image: ]


“约分的时候，用分子 8 和分母 30 的最大公约数 2 除分子和分母。把 8 的约数和 30 的约数列出来，其中相同的数中最大的那个数就是最大公约数
 ，也就是 2。”

[image: {%}]


“那么来猜个谜，分数 [image: \frac{4}{15} ]
 中，分子 4 和分母 15 的关系是？”

“不知道。”

“回答得也太快了！这么容易就放弃了啊。”

“我又没学过 4 和 15 的关系。”

“不，尤里的专属老师应该讲过哦。”

“诶？就是说哥哥讲过？我学过吗？”

“答案是……互质。4 和 15 是互质的。刚才你用最大公约数 2 除了 8 和 30，出来的结果是 4 和 15。因为除完了最大公约数，所以 4 和 15 的最大公约数是 1。最大公约数是 1 的数字，它们之间的关系称为互质。我之前讲过吧。”

“那，约分就是让分子和分母互质吗？”

“对啊。分子和分母互质的分数，称为最简分数
 ，也叫既约分数
 ，也就是已经约分完的分数。用最大公约数除两个数，使它们互质的计算
 是基本知识。要好好留意哦。”

“遵 —— 命 ——”


3.3　最大公约数和最小公倍数


“我们来做一下最大公约数和最小公倍数的练习。”我写下了问题。



问题3-1


假设 M
 和 L
 分别表示自然数 a
 , b
 的最大公约数和最小公倍数。

那么，请用 M
 和 L
 表示 a
 × b
 。



“哥哥，人家不懂啊。”

“回答得太快了！都说过你太轻言放弃了！”

“人家没学过这个公式嘛！”尤里嘟起了嘴。

“就算没学过公式，也能想想吧。—— 好吧，那我们一起想。”

“嗯！”

“我们尽量把问题具体化。特别是像出现 a
 , b
 , M
 , L
 这样很多变量的情况下，代入具体数字思考是非常关键的 。”

“举出具体数字就行吗？那试试让 a
 = 1, b
 = 1 吧！ a
 × b
 = 1 × 1 = 1。a
 , b
 的最大公约数就是……嗯，是 1 对吧，也就是说 M
 = 1。然后最小公倍数……嗯，L
 = 1。

怎么出现这么多 1 啊，越来越糊涂了。”

“我说啊，尤里，全在脑子里想的话，就会乱成一锅粥的。好好用表格总结一下。”

[image: \begin{array}{ccc|cc}a&b&a\times b&M&L\\\hline1&1&1&1&1\end{array}]


“很麻烦嘛。”

“尤里，让 a
 = 1, b
 = 1 的话，它们就都是最小的自然数，而且相等。这是极为特殊的例子。所以试着想想 a
 ≠ b
 ，而且数字再大一点的例子。比如说，a
 = 18, b
 = 24 怎么样？”

“知道了，我试试看。a
 = 18, b
 = 24 的话……”

[image: \begin{aligned}&a=18=2\times3\times3\\&b=24=2\times2\times2\times3\end{aligned}]


“你分解了质因数啊。”我说。

“嗯……最大公约数是把两个数都包含的数字合在一起，它们都包含一个 2 和一个 3，所以最大公约数是 2 × 3 = 6。”

“没错。最大公约数 M
 = 6。那么，最小公倍数呢？”

“最小公倍数是把至少其中一方包含的数字合在一起，在这两个数中，有三个 2 和两个 3，所以最小公倍数是 2 × 2 × 2 × 3 × 3 = 72。”

“最小公倍数 L
 = 72。那么，在表格中再追加一行。”

[image: \begin{array}{ccc|cc}a&b&a\times b&M&L\\\hline1&1&1&1&1\\18&24&432&6&72\end{array}]


“怎么用 6 和 72 得到 432 ？”我说。

“不是做乘法吗？ a
 × b
 就等于 M
 × L
 吧？”

“你确认看看。”

[image: \begin{aligned}a&\times b~=18\times24=432\\M&\times L=\enskip6\times72=432\end{aligned}]


“你看吧！果然没错！它们都等于 432 ！”

“是呢。刚好 a
 × b
 = M
 × L
 。那么在这里，我来简明易懂地说明一下。”

“诶？”

“再写一次将 a
 = 18, b
 = 24 分解质因数的过程。这次我们试着把位置上下整合一下。”

[image: \begin{aligned}a~~&=~~~~~~~~~~~~~~~~~~~\enskip2~~\times~~3~~\times~~3\\b~~&=~~2~~\times~~2~~\times~~2~~\times~~3\end{aligned}]


“同样也把 M
 = 6, L
 = 72 写出来看看。”

[image: \begin{aligned}M~~&=~~~~~~~~~~~~~~~~~~~\enskip2~~\times~~3\\L~~&=~~2~~\times~~2~~\times~~2~~\times~~3~~\times~~3\end{aligned}]


“比对这两张表格，就能理解 a
 × b
 = M
 × L
 了吧。”

“一点儿都不知道！”

“是吗？尤里刚刚你说过的吧？”

　

“最大公约数是把两个数都包含的数字合在一起”。

“最小公倍数是把至少其中一方包含的数字合在一起”。

　

“哥哥听得好仔细啊。”

“尤里说的‘两个数都包含的数字’和‘其中一方包含的数字’里面的‘数字’指的是什么？”

“是 2 和 3 啊。”

“对啊。分解质因数时出现的一个一个的质数就叫作质因数
 。尤里，跟我说一次‘质因数’。”

“诶？‘质因数’……为什么要让我重复？”

“出现新词语的时候，自己反复念出来比较好哦。这样就会深深地刻在‘心的索引’里了。”

“诶？然后呢？”

“把位置整合以后写出来就会发现，a
 × b
 和 M
 × L
 的合成方法不同，但出来的质因数是相同的。”

[image: \begin{array}{ccccccccccc}a&=&\quad&\quad&\quad&\quad&2&\times&3&\times&3\\b&=&2&\times&2&\times&2&\times&3\\\hline{a\times b}&=&2&\times&2&\times&2^2&\times&3^2&\times&3\\\\M&=&\quad&\quad&\quad&\quad&2&\times&3\\L&=&2&\times&2&\times&2&\times&3&\times&3\\\hline{M\times L}&=&2&\times&2&\times&2^2&\times&3^2&\times&3\end{array}]


“确实，很明显 a
 × b
 = M
 × L
 ，它们分别乘起来的东西是一样的。”

“东西？”

“啊……乘起来的质因数是一样的。”

“嗯，分解质因数，就是把自然数分解成质因数的乘积。分解质因数非常重要，因为它能让我们看到自然数的结构。”

“分解质因数，有这么重要啊……”

“想到这里，我们就很清楚 a
 × b
 = M
 × L
 的关系了。a
 × b
 是‘a
 的所有质因数’和‘b
 的所有质因数’的乘积。而 M
 × L
 从结果上来说也是一样的。因为最大公约数 M
 是‘a
 和 b
 所有重复的质因数’的乘积，最小公倍数 L
 是‘除 a
 和 b
 重复的质因数之外的所有质因数’的乘积。”



解答3-1


假设 M
 和 L
 分别表示自然数 a
 , b
 的最大公约数和最小公倍数。

那么，

[image: a\times b=M\times L]


是成立的。



“请听题。把 a
 和 b
 分解质因数，变成以下这种形式。这时 a
 和 b
 是什么关系呢？”

[image: \begin{array}{ccccccccccc}a&=&2&\times&3^4&\quad&\quad&\quad&\quad&\times&11\\b&=&\quad&\quad&\quad&\quad&5^2&\times&7^2\end{array}]


“哈哈。没有共同的东西。”

“你说的共同的‘东西’是？”

“是质因数！ a
 和 b
 没有共同的质因数对吧。”

“这是有专门的词汇的啊……”

“知道了知道了知道了知道了知道了！”

“你说了五次‘知道了’。质数。”

“a
 和 b
 是‘互质’的关系！”

“对，完全正确。”

“哥哥！人家可能已经习惯说‘互质’了！”

“那就太好了。”


3.4　打破砂锅问到底的人


“用脑子用得肚子都饿了。我想吃那个！”

尤里指着一瓶糖果。

“我讨厌薄荷，要柠檬的……谢谢。之前哥哥说过人家是‘打破砂锅问到底的人’对吧。但是哥哥才是这种‘打破砂锅问到底的人’呢。学校的老师都不会去确认我们有没有理解。老师只是问一下‘大家都听懂了吧？’而已，然后就不管我们，想往下讲了。这时候怎么可能有人会站出来说‘老师我不懂’呢？教室都是一片寂静的，然后老师就往下讲了。为什么要那么着急往下讲啊！有时候认真思考过后，我也有想问的东西啊……”

“……”

“那个，我想向哥哥学习，因为我觉得跟哥哥说什么都没关系。即使我说‘不知道’，哥哥也不会对我发火。即使我说了‘我明白’以后再来句‘我果然还是不知道’，哥哥也不会冲我生气。不管我反复问多少次，哥哥都会陪着我直到我弄明白为止。这就是我为什么喜……嗯嗯。”

尤里抱着胳膊独自点头。

“……算了，总之人家想多学一些。”

“那么，我来出下一个问题吧？”

“不好意思，哥哥讲之前，我能去趟洗手间吗？”

“啊，去吧，不用客气，你去吧……”

“不是说这个啊，人家一只脚站着太费劲了。”

啊，对了，拐杖。我拉起尤里的手。

“谢谢哥哥。你真温柔。顺便借我一下肩膀。”

“咱俩有身高差，还真有点难度。—— 话说你居然这么沉！”

“真……真没礼貌！居然对一个弱女子这么讲话！”

我搀着名叫尤里的弱女子（自称），把她扶到了厕所。总感觉她身上有种‘暖暖的阳光的味道’。

　

就在那时，米尔嘉出现了。


3.5　米尔嘉


诶？为什么米尔嘉会出现在我家？

“二人三足？看起来挺开心嘛。”米尔嘉若无其事地说道。

“嗯，啊……诶？”我混乱了。

“哥哥，手，可以放开了。”尤里小声地说。

“啊……是啊。嗯。”

“正好，这是你哥哥的同班同学米尔嘉。”我妈突然出现说，“我去给你们拿点喝的。”

　

……米尔嘉在我房间。感觉真奇妙。

我妈拿来了茶和曲奇。

“慢慢聊哦。”

“好的。”米尔嘉优雅地点头回应。

“那个，什么事？”我问。

“你的志愿表，在我的书包里。”

“谢谢。”她专门坐电车来送给我的吗？

尤里从厕所回来，用胳膊肘戳戳我（哥哥，介绍一下）。

“这位是我表妹尤里，今年上初二。”

“我知道她。”米尔嘉说。

诶？她为什么知道？

“这位是我同班同学米尔嘉，跟我一个年级。”

“同班同学当然是一个年级的啦。”尤里说。

这个嘛，这么说也对。

米尔嘉凝视着尤里。尤里也看了一阵子米尔嘉，但很快就把头低下了。这场视线压力的较量，尤里看来是输了。

“你跟尤里长得很像。”米尔嘉说。

“是吗……刚刚我正好在教她数学。”

“哦？”米尔嘉说。

“刚刚教到‘假设 M
 和 L
 分别表示 a
 和 b
 的最大公约数和最小公倍数，那么请用 M
 和 L
 表示 a
 × b
 ’这个问题对吧。”尤里对我说。

“M
 × L
 。”米尔嘉立刻回答道。

沉默。

米尔嘉迅速闭上眼，手指转了一圈，睁开了眼。

“那，我来说说质数指数记数法吧。”


3.6　质数指数记数法



3.6.1　实例


我来说说质数指数记数法吧。

将自然数分解质因数，留意质因数的指数。比如说，将 n
 = 280 像下面这样分解质因数。

[image: ]


像 [image: \langle3,0,1,1,0,\cdots\rangle]
 这种表示方法，就称为质数指数记数法
 。此外，我们把其中的数字 3, 0, 1, 1, 0, ... 称为成分
 。成分列是无穷数列，但最后以 0 无限持续下去，所以实际上是有穷数列。

30
 指的是质因数中含有 0 个 3，也就是说不含有 3 这个数。因为 30
 等于 1，所以可以理解为乘以了一个 1。

一般情况下，自然数 n
 的质数指数记数法可以写成下面这种形式。

[image: \begin{aligned}n&=2^{n_2}\cdot3^{n_3}\cdot5^{n_5}\cdot7^{n_7}\cdot11^{n_{11}}\cdots\cdot\\&=\langle n_2,n_3,n_5,n_7,n_{11},\cdots\rangle\end{aligned}]


在这里 np

 表示将自然数 n
 分解质因数的时候，出现了多少个质数 p
 。例如，n
 = 280 时，n
 2
 = 3, n
 3
 = 0, n
 5
 = 1, n
 7
 = 1, n
 11
 = 0, ... 。

因为分解质因数有唯一性，所以这个质数指数记数法和自然数是 一一 对应的关系。也就是说，任何自然数都可以用质数指数记数法来表示。相反地，质数指数记数法中也存在着与其对应的自然数。

那么，我给尤里你出个题。

◎　　◎　　◎

“那么，我给尤里你出个题。下面的质数指数记数法表示的是什么自然数？”米尔嘉在笔记本上写下了如下数字。

[image: \langle1,0,0,0,0,\cdots\rangle]


“我认为是……2。”尤里说。

“对，等于 2。”米尔嘉说。

[image: \begin{aligned}\langle1,0,0,0,0,\cdots\rangle&=2^1\cdot3^0\cdot5^0\cdot7^0\cdot11^0\cdots\cdot\\&=2\end{aligned}]


尤里轻轻点了点头，感觉状态跟平常不太一样啊。

“那么，下一个问题。这个是？”米尔嘉说。

[image: \langle1,0,0,0,0,\cdots\rangle]


“3 吧。”尤里声音小到几乎听不见。

“没错。这就好。”米尔嘉说。

[image: \begin{aligned}\langle0,1,0,0,0,\cdots\rangle&=2^0\cdot3^1\cdot5^0\cdot7^0\cdot11^0\cdots\cdot\\&=3\end{aligned}]


“这你明白吗？”米尔嘉继续问道。

[image: \langle1,0,2,0,0,\cdots\rangle]


“不知道。”尤里马上回道。

“不行。”米尔嘉眼神一下子变凶了，“你这回答速度就证明了你根本没想。再有恒心一点，尤里。”

米尔嘉严厉的语气让尤里僵住了。

“可是，人家就是不知道嘛。”尤里含含糊糊地说。

“尤里能答出来，只是怕说错而已。”米尔嘉一下子把脸凑到尤里面前，“因为害怕，所以就想‘与其说错，不如干脆说不知道好了’，对吧？”

“……”尤里无言以对。

“胆小鬼。”

“是 27 ！”尤里半带哭腔地答道。

“错了。”米尔嘉立刻说道，“最后不是加法。”

“啊，对啊。是乘法。是 50。”尤里一脸平静，像没发生过任何事般答道。

“对。这样就对了。”

[image: \begin{aligned}\langle1,0,2,0,0,\cdots\rangle&=2^1\cdot3^0\cdot5^2\cdot7^0\cdot11^0\cdots\cdot\\&=2\cdot25\\&=50\end{aligned}]


“米尔嘉，人家明白了。质数指数记数法。”

“是吗？那么，这个呢？”米尔嘉又问道。

[image: \langle0,0,0,0,0,\cdots\rangle]


“不知道。”尤里说。

“尤里。”米尔嘉声音中带着几分威严。

“0 ？”尤里说。

“不对。你怎么算的？”

“因为全部都是 0，乘起来就是 0。”尤里说。

“你怎么算的？”米尔嘉又重复了一遍。

“都说了，全部……啊，这样啊。[image: 2^0\cdot3^0\cdot5^0\cdot7^0\cdot11^0\cdot\cdots]
 ，所以答案是 1。”

“好的。”

[image: \begin{aligned}\langle0,0,0,0,0,\cdots\rangle&=2^0\cdot3^0\cdot5^0\cdot7^0\cdot11^0\cdots\cdot\\&=1\cdot1\cdot1\cdot1\cdot1\cdot\cdots\\&=1\end{aligned}]


“尤里，答得不错哦。”

米尔嘉露出了笑容，那笑容温柔得仿佛能包容一切。


3.6.2　节奏加快


米尔嘉喝了一口茶之后，像节拍器打节奏一样挥动手指，非常有节

奏地问尤里：“质数指数记数法 [image: \langle n_2,n_3,n_5,n_7,n_{11},\cdots\rangle]
 中，其中一个成分为 1，剩下的成分都为 0 的数字 n
 ，我们管它叫什么好呢？”

“质数？”尤里回答。

“好。那么，所有成分都为偶数的数字，我们叫它什么？”

“我不知……等等，让我想想。”

尤里从米尔嘉手里接过了铅笔，在笔记本上写写画画，开始思考。

米尔嘉真是厉害啊……把尤里摸得很透。确实，尤里有时候会不假思索就回答“不知道”。

“我或许弄错了，难不成是……开平方后是自然数的数？”尤里说。

“打比方说，什么数呢？”米尔嘉说。

“4 啊，9 啊，16 啊……”

“好的。尤里你理解得很正确。你说的那个叫作平方数。”

“平方数。”尤里重复了一遍。

“顺便问一句，1 是平方数吧？”

“是。”

“即使用质数指数记数法表示 1，其所有的成分也是偶数？”

“因为 [image: 1=\langle0,0,0,0,0\cdots\rangle]
 ，所以……对，确实是偶数！”


3.6.3　乘法运算


米尔嘉继续流畅地讲着。

“那么，接下来我们试着用质数指数记数法做一下乘法。用质数指数记数法来表现两个自然数 a
 和 b
 ，结果如下。”

[image: \begin{aligned}a&=\langle a_2,a_3,a_5,a_7,\cdots\rangle\\b&=\langle b_2,b_3,b_5,b_7,\cdots\rangle\end{aligned}]


“此时，两个自然数 a
 和 b
 的乘法运算表示如下。”

[image: a\cdot b=\langle a_2+b_2,a_3+b_3,a_5+b_5,a_7+b_7,\cdots\rangle]


“这是指数幂运算法则中的一种。很有意思。乘法运算本应比加法运算更复杂，可在这里直接将成分相加就完事了。为什么呢？我们来列一下常用的位值制记数法。”

[image: ]


“能用简单的加法运算实现复杂的乘法运算，是因为质数指数记数法是在完成分解质因数这一麻烦的计算后进行的。质数指数记数法能明确数字的结构。”

米尔嘉看着尤里缠满绷带的脚说道。

“质数指数记数法，是能看到数字骨架结构的 X 光射线。”


3.6.4　最大公约数


“这次是最大公约数。”米尔嘉说，“用质数指数记数法可否表示两个自然数 a
 , b
 的最大公约数呢？尤里，你想想看。”

[image: \begin{aligned}a&=\langle a_2,a_3,a_5,a_7,\cdots\rangle\\b&=\langle b_2,b_3,b_5,b_7,\cdots\rangle\end{aligned}]


“好的，我想想。”尤里开始思考……然后，她突然抬起头说，“米尔嘉，不写数学公式可以吗？用人家知道的数学公式写不出来……”

“把你想表达的东西说出来看看。”

“我想写‘两个数字中较小的那个’……”

“较小的那个？是比另一个数字小还是小于等于另一个数字？”

“嗯……啊！小于等于另一个数字！”

“如果有想写的东西，新定义一个函数就好。比如说，定义一个函数 min(x
 , y
 )。”

min(x
 , y
 ) =（x
 和 y
 中小于等于另一个数字的数）

“定义？”

“就是确定必要的函数。”

“我自己也可以定义吗？”尤里问。

“当然。不定义就没法用了吧？”米尔嘉说，“这样定义也可以。”

[image: ]


“最大公约数已经可以用 min(x
 , y
 ) 表示了。”尤里说。

[image: ]


“这样就行了，尤里。”米尔嘉点头。

“是这样啊，自己定义就好了啊……”尤里说。

　

这时，米尔嘉忽然压低了嗓音。

“那么，跟矢量一起，向着无限维空间出发吧。”

米尔嘉总把向量叫作矢量。


3.6.5　向着无限维空间出发


向着无限维空间出发吧。

将质数指数记数法的 [image: \langle n_2,n_3,n_5,n_7,\cdots\rangle]
 看成无限维空间的矢量。因为是无限维空间，所以有无数个坐标轴。各坐标轴与质数对应，n
 2
 , n
 3
 , n
 5
 , n
 7
 , ... 为各个坐标的成分。

某个自然数对应此无限维空间里的一点。

把某个自然数分解质因数，就意味着找寻这个点在坐标轴上的投影。

那么，两个自然数“互质”，在几何上对应着什么呢？

如果两个数“互质”，那么它们的最大公约数等于 1。用质数指数记数法来表示 1 就是 [image: \langle0,0,0,0,\cdots\rangle]
 。求最大公约数，就是求质数指数记数法中每个成分各自的 min(ap

 , bp

 )。所以“a
 和 b
 互质”意味着“关于所有质数 p
 ，都存在 min(ap

 , bp

 ) = 0。”


a
 和 b
 “ 互质”　[image: \Longleftrightarrow]
 　关于所有质数 p
 ，都存在 min(ap

 , bp

 ) = 0

换句话说，就是关于所有质数 p
 ，ap

 或 bp

 中肯定有一方等于 0。这个也可以说成，两个矢量不会投影在同一坐标轴上。

　

总之，这就说明两个矢量“垂直”。基于这个结论，也有数学家把 a
 和 b
 “互质”直接写成 a
 ⊥ b
 。因为 ⊥ 形象地表示了垂直的情况。


a
 和 b
 “互质”　[image: \Longleftrightarrow]
 　a
 ⊥ b


“互质”是数论的表现形式，“垂直”则是几何的表现形式。

几何给了我们丰富多彩的表现形式。

◎　　◎　　◎

“几何给了我们丰富多彩的表现形式。”米尔嘉总结道。

尤里彻底心服口服，缄口不语。不，我也一样，已经不知道说什么好。


3.7　米尔嘉大人


我把米尔嘉送去车站，一回到家尤里就抓着我问：“哥哥……出‘找不同’题的，就是她吧？”

“嗯。你怎么知道的？”

“笔迹啊，笔迹！啊啊，头发能不能再长长点啊……但是人家是茶色头发，这就怎么也长不成乌黑美丽的长发了吧，米尔嘉大人真是了不起啊……”

米尔嘉大人？

“为什么能那么毅然决然地下定论啊。人家恐怕都要迷上她了……回去的时候她还提了一句泰朵拉，泰朵拉一定也是那么了不起的人吧……”

“说起泰朵拉……”我说，“你住院那会儿把她单独叫过去了吧？那时候，你们到底说了什么？”

　

尤里拨弄着头发，嘟囔了一句。

　

“我只是告诉她，表妹是四亲等旁系血亲，所以可以跟表哥结婚哦……”

　


全世界的数学家们啊，不要再等了。



只要导入新的符号，就可以更明确地写出大量的公式。




m
 和 n
 互质时，写作 m
 ⊥ n
 ，读作 m
 质于 n
 ，如何呢？



葛立恒，高德纳，帕塔许尼克，《具体数学：计算机科学基础》
 [20]



我的笔记


实际画出质数指数记数法的向量。但是因为画不出无限维空间，就用二维代替，即只有两个质数的世界。这个世界中的质数指数记数法，其成分为以下两个。

[image: \langle n_2,n_3\rangle=2^{n_2}\cdot3^{n_3}]



不垂直的例子（不互质的例子）


[image: \left{\begin{aligned}a~~&=\langle1,2\rangle=2^1\cdot3^2=18\\b~~&=\langle3,1\rangle=2^3\cdot3^1=24\end{aligned}]


　

[image: ]


　

[image: {%}]



垂直的例子（互质的例子）


[image: \left{\begin{aligned}a~~&=\langle0,2\rangle=2^0\cdot3^2=9\\b~~&=\langle3,0\rangle=2^3\cdot3^0=8\end{aligned}]


　

[image: ]


　

[image: {%}]


　

[image: ]





第 4 章　反证法



可是，无论他怎么看，



天空都不像白天老师说得那么空旷和毫无生气。



何止如此，



他甚至觉得，



越看天空越像一片小树林，



或是一片原野。


—— 宫泽贤治《银河铁道之夜》


　


4.1　家中



4.1.1　定义


“哥哥，哥哥，我说哥哥！”

今天是周六，尤里刚刚还在我房间里懒洋洋地看书，突然就蹬着腿叫了起来。尤里的脚看来已经痊愈了。

“啥事？你不是在看书吗？”

“太无聊啦 —— 出点什么题吧！”

“好好，那么我就出个著名的证明题。”



问题4-1


证明 [image: \sqrt{2} ]
 不是有理数。



“这个人家不会……等等，嗯，这道题我在学校做过！老师讲得很复杂，说什么假设 [image: \sqrt{2} ]
 是有理数，就可以说 [image: \sqrt{2} ]
 是有理数。如果可以说 [image: \sqrt{2} ]
 是有理数，因为 [image: \sqrt{2} ]
 是有理数……不好意思，我证明不了。”

“呃……算了，那我们来一起想吧。”

“嗯！一起想啊，真好！”

　

“解数学题的时候，关键在于读清楚问题。”

“这是必然的啊，不读怎么解啊。”

“可是，有很多人不读问题就开始解题了。”

“还有这种人？”

“嗯嗯……我说的有点过了，应该是有些人不理解问题的含义就开始解题。”

“问题的含义？读一下问题不就知道了？”

“读问题的‘深度’可是因人而异的。”

“这个嘛，说得容易……”

“读问题的时候，重点在于弄清楚定义
 。”

“定义又是什么来着？”

“我们就在弄清楚‘定义的定义’。”我微笑着说道，“定义是语句的严格含义。就‘证明 [image: \sqrt{2} ]
 不是有理数’这个问题来说，我们需要回答下面这两个问题。”


	
[image: \sqrt{2} ]
 是什么？



	
有理数是什么？





“好麻烦喵。必须一个个回答吗？”

尤里摇晃着头，马尾辫也跟着一摇一摆的。

　

“必须一个个回答。不理解定义就解不了题啊。”

“唔……好吧，[image: \sqrt{2} ]
 我还是懂的。”

“那你说说看吧，[image: \sqrt{2} ]
 是什么？”

“这个简单，平方等于 2 的数对吧？啊，对了，得是正数。负数情况下 [image: \sqrt{2} ]
 的平方也等于 2。”尤里大幅度地点着头，一副得意的样子。

“我就知道你肯定懂。不过这么答不好。比较一下下面这两种说法看看。”

　

× “平方等于 2 的数对吧？啊，对了，得是正数。”

○ “[image: \sqrt{2} ]
 指的是平方后等于 2 的正数。”

　

“老师，人家知道啦。‘[image: \sqrt{2} ]
 指的是平方后等于 2 的正数’，这样就行了吧。”

“嗯，很好。那接下来是有理数的定义。这个你懂吗？”

“嗯……‘有理数是能用分数表示的数’，这样吗？”

“可惜啊，答错了。”

“诶？！有理数不就是像 [image: \frac{1}{2} ]
 和 [image: -\frac{2}{3} ]
 这样的分数吗？！”

“按你这么说，[image: -\frac{\sqrt{2}}{3} ]
 也算是有理数喽？”我说。

“啊，这个不算。应该说是可以用 [image: {%}]
 的形式表示的数字！”

“大致说对了。但是分母不能为 0。所以应该说，有理数指的是能用 [image: {%}]
 的形式表示的数字。”

“整数指的是 ... , -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, ... 这样的数字吧？”

“对。整理一下就是下面这样。”

　


	
整数指的是 ... , -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, ... 这样的数字。



	
有理数指的是能用 [image: {%}]
 的形式表示的数字。





　

“唉，光读问题就很累了喵。”尤里说。

“习惯了就好啦。养成弄清定义的习惯，这点也是非常重要的哦。”

“问题不要爽快地一读而过，而是要粘着它去读。”

“粘着它？”

“就是静下心来仔细读啦！”

“这无所谓了……刚刚我写出了整数和有理数的定义。读数学书要带着问题去读，要一边问自己‘定义是什么’一边读。”

“要是有不懂的词语该怎么办？”

“看这本书的索引
 。”

“索引指的是书最前面的那个吗？”

“不不，书最前面的是目录
 。目录位于书籍开头，按照页数次序编排，记载着每章的章节标题。而索引位于书籍的最后，写着某个词语在书的哪一页。找词语解释的时候就要用到索引，教科书和参考书这种需要查词的书上肯定会有索引。”

“索引啊……话说哥哥老师，人家都累了，咱们根本都没在解题，干脆吃个点心吧！”

“孩子们！薄煎饼烤好了哦！”厨房传来我妈的喊声。

“太好啦！简直是心灵感应！”尤里说。

“是食欲的力量。”我说。


4.1.2　命题


餐桌上摆满了刚刚烤好的薄煎饼。

“来证明 [image: \sqrt{2} ]
 不是有理数吧。”我说。

“吃东西的时候不要讨论数学题。”我妈说。

“这是枫糖浆吗？”尤里望着糖浆瓶子。

“是啊，加拿大原产，100% 纯天然。”

“真好吃。”尤里咬了一口薄煎饼。

“尤里真是个好孩子。”我妈笑盈盈地开始洗平底锅，“红茶再过一会就好了。”

“接下来呢？”尤里对我说。

“试着说说接下来要证明的命题。”

“命题是什么？”

“对对，这种态度好，就是要抱有想弄清楚定义的这种态度。命题
 是可以判断真假的数学概念。打个比方，像‘不是有理数’‘存在无数个质数’这样的就是命题。再说得简单点，‘1 + 1 等于 2’这样的也是命题。”

“我懂了。命题对吧。—— 拿点黄油给我。”

“给。那来猜个谜，‘1 + 1 等于 3’是命题吗？”

“不是啊，因为 1 + 1 等于 2 嘛。”

“不不，‘1 + 1 等于 3’也是命题。这是假命题，也就是不正确的命题。因为命题是可以判断真假的数学概念，所以有真命题，也有假命题。”

“有没有无法确定是否正确的观点呢？”

“比如说‘枫糖浆很好吃’是尤里你的观点，可这个观点并不是命题。枫糖浆好不好吃因人而异，这不是能从数学上判断真假的东西。那么，我们接下来要证明的命题是什么来着？”

“接下来要证明的命题是……‘[image: \sqrt{2} ]
 不是有理数’，对吧？”

“嗯。没错。要解证明题的时候，应该彻底弄清楚接下来要证明的命题，不能贸然就往前冲。”

“知道了。”

“弄清楚之后，就用写数学公式的方法来讨论吧。”我把薄煎饼迅速塞进嘴里。

“真没规矩！得细嚼慢咽好好品尝啊！”我妈端着红茶走来，大声叫道。


4.1.3　数学公式


我跟尤里在餐桌上铺开纸，继续我们的话题。

“学会用数学公式
 进行表达很重要，这会将问题引入数学公式的世界。数学公式是数学家们给我们备好的方便工具，当然要拿来用。”

“怎么用数学公式写出‘[image: \sqrt{2} ]
 不是有理数’呢？人家完全不理解。”

“因为有理数指的是能用 [image: {%}]
 的形式表示的数字，所以有理数可以全写成‘a
 分之 b
 ’这样的分数形式。”

[image: \frac{b}{a}]


“懂了。”

“尤里，你这样可不行啊，得问一问 a
 , b
 指的是什么。只要出现字母就要马上弄清楚。在这里 a
 , b
 指的是整数，但是分母 a
 不为 0，所以‘[image: \sqrt{2} ]
 不是有理数’这个命题可以写成‘不存在整数 a
 , b
 使得 [image: \sqrt{2}=\frac{b}{a}]
 ’。这就是我们想要证明的命题。”

“唔，知道了啦。”

“那么在这里，我们假设‘存在整数 a
 , b
 使得 [image: \sqrt{2}=\frac{b}{a}]
 ’。”

“嗯？这不就跟我们想证明的相反了吗？”

“嗯。不 过‘相反’不是逻辑用语，在逻辑用语上我们称其为否定
 。现在我们假设了想去证明的命题的否定。”

“否定，是吧。”

“当然，因为像 [image: \frac{1}{2} ]
 、[image: \frac{2}{4} ]
 、[image: \frac{3}{6} ]
 以及 [image: \frac{100}{200} ]
 这样，分子分母同时乘以零以外的同一个数，得到的分数就全部相等，所以 a
 和 b
 的组合可能有无数种。在这里我们把分数 [image: \frac{b}{a}]
 约分完的分母叫作 a
 ，分子叫作 b
 。那么根据‘存在整数 a
 , b
 使得 [image: \sqrt{2}=\frac{b}{a}]
 ’这个假设，就有下面这个等式。”

[image: \sqrt{2}=\frac{b}{a}]


“话说，a
 和 b
 是整数吧？”

“对。而且分数 [image: \frac{b}{a}]
 是最简分数。此时 a
 和 b
 存在什么关系？”

“互质吧？”

“喔，答得好快啊。”

“因为人家是‘互质’的达人嘛！”

“那是啥……那么，我们把左边的 [image: \sqrt{2} ]
 平方，整理一下式子。”

[image: ]


“等等！为什么把两边同时平方啊？”

“请听题！”

“是！”

“[image: \sqrt{2} ]
 的定义是什么？”

“[image: \sqrt{2} ]
 指的是平方后等于 2 的正数。”

“没错。‘平方后等于 2’就是 [image: \sqrt{2} ]
 重要的性质，所以我试着把两边同时平方，然后得到 2a
 2
 = b
 2
 。a
 和 b
 是什么关系来着？”

“a
 和 b
 是互质的整数吧。”

“对。别忘了 a
 ≠ 0。—— 我们需要时刻确认变量表示什么，这点很重要。”

“唔，感觉数学是一门确认的学问啊。”

“因为我把焦点集中在整数上，所以试着‘调查奇偶性’。调查奇偶性，也就是研究是奇数还是偶数，这是一个方便的工具。左边的 2a
 2
 是奇数呢？还是偶数呢？”

“不知道……不，我知道，是偶数。”

“没错。2a
 2
 指的是 2 × a
 × a
 ，因为乘了 2，所以 2a
 2
 是偶数。然后又因为等式 2a
 2
 = b
 2
 的左边是偶数，所以右边也是偶数，也就是说 b
 2
 是偶数。什么数平方后得偶数呢？”

“偶数？”

“对。也可以确定 b
 是偶数。换言之，b
 可以写成下面这种形式。”


b
 = 2B


“确实……不对！这个 B
 是什么？”

“很好很好，你这一句问得好。B
 是整数。因为 b
 是偶数，所以存在满足 b
 = 2B
 的整数 B
 。”

“话说，为什么会出现 B
 这样的字母？比起‘存在整数 B
 使得 b
 = 2B
 ’来说，直接写成‘b
 是偶数’不是更简单吗？”

“因为我想用数学公式思考啊，所以用数学公式表达了偶数这个词。”

“哥哥你还真是喜欢数学公式啊。”

“没错。因为数学公式是一种便利的交通工具。想走得更远，就要尽量使用它，不能慌慌张张地就往前跑。那么，因为 b
 可以写成 b
 = 2B
 这种形式，所以 2a
 2
 = b
 2
 也就可以变形成下面这种形式。”

[image: ]


“然后可以得到 a
 2
 = 2B
 2
 。a
 和 B
 是什么来着？”

“是整数吧，你要确认多少次啊！”

“确认无数次。要自问自答到自己都觉得烦。顺便提一句，因为 a
 ≠ 0，所以上面的式子才成立。那么，把焦点集中在整数上的时候，我们试了什么方法？”

“什么呢……啊，奇数偶数？”

“对，是‘调 查奇偶性’。等 式 a
 2
 = 2B
 2
 的右边是偶数，就是说 2B
 2
 是偶数，因此我们知道了左边也是偶数，也就是说知道了 a
 2
 是偶数。平方后是偶数的整数……”

“所以都说了是偶数嘛！真是的……”

“嗯，因为 a
 2
 是偶数，所以 a
 也是偶数。换句话说，a
 可以写成下 面这样的形式。”


a
 = 2A


“A
 指的是某个整数。”我补充道。

“哥哥……我感觉跟刚才的过程好像啊。”

“对，很像。你有没有觉得不可思议？”

“什么？”尤里歪着头。

“将等式变形，就得到了关于 a
 和 b
 的信息。”

“有吗？啊，好比 a
 是偶数这样的？”

“没错。a
 和 b
 都是偶数。”

“所以呢？”

“a
 和 b
 都是偶数，也就是说它们都是 2 的倍数哦，尤里。”

“诶？ a
 和 b
 不是‘互质’的吗？”

“对对。”我露出了微笑。尤里对条件真是敏感啊。

“如果 a
 和 b
 互质，最大公约数应该是 1，那么 a
 和 b
 就不可能都是 2 的倍数了。”

“尤里，这是为什么呢？”

“因为如果它们都是 2 的倍数，那么 a
 和 b
 的最大公约数就大于等于 2 了。”

“没错。这就是重点。我们知道了下面两个命题都是成立的。”

“a
 和 b
 是互质的”← 假定条件





“a
 和 b
 是不互质的”← 将数学公式变形导出的结果“诶……”

“我们把这样‘P
 ’和‘非 P
 ’同时成立的情况称为矛盾
 。”

“矛盾是指乱七八糟吗？”

“不不，认真听我讲，别突然偏离数学思维的轨道。数学不可能坏掉也不可能乱七八糟。矛盾指的是，对于命题 P
 ，同时存在‘P
 ’和‘非 P
 ’。这就是矛盾的定义。”



矛盾的定义


将 P
 设为命题。

矛盾指的是，对于命题 P
 ，同时存在‘P
 ’和‘非 P
 ’。



“一开始我们做出了这样的假设：将 a
 , b
 设为互质的两个整数，则存在 [image: \sqrt{2}=\frac{b}{a}]
 。”

“嗯。没错没错。”

“我们并不知道这个假设是真是假，但肯定不是真就是假。然后我们从假设出发，进行了逻辑性推导，发现了矛盾。会出现矛盾是因为之前哪里搞错了吗？”

“嗯……我认为没有哪里搞错。”

“嗯。毫无疑问，我们的推导过程中每个步骤都是有理有据的。然而，只有一个命题，我擅自决定了它的真假。那就是‘存在整数 a
 , b
 使得 [image: \sqrt{2}=\frac{b}{a}]
 ’这个假设。会出现矛盾是因为我擅自决定了这个命题为真。所以‘存在整数 a
 , b
 使得 [image: \sqrt{2}=\frac{b}{a}]
 ’这个命题实际上是假的。”

“擅自决定‘这个是真的’，然后出现了矛盾就说‘抱歉抱歉，是假的’？”

“是呢。不过直到矛盾出现之前，我们的推导过程都不能出错呢。”

“那是自然。”

“那么，‘存在整数 a
 , b
 使得 [image: \sqrt{2}=\frac{b}{a}]
 ’这个假设是假的，换句话说就是‘不存在整数 a
 , b
 使得 [image: \sqrt{2}=\frac{b}{a}]
 ’。”

“光这样就证明了 [image: \sqrt{2} ]
 不是有理数了吗？”

“对。因为根据定义，能用 [image: {%}]
 的形式表现出来的就是有理数，不能用 [image: {%}]
 的形式表现出来的就不是有理数。这种以定义为基石来一步步证明的感觉，你能明白吗？”

“差不多吧。证明这东西好麻烦啊。”

“刚才我们使用的证明方法叫作反证法
 。”

“反证法？”

“反证法指的是‘假设要证明的命题不成立，从而推导出矛盾的方法’。这是极为常用的证明方法哦。”

“啊！这是反证法的定义对吧！”



反证法的定义


反证法指的是“假设要证明的命题不成立，从而推导出矛盾的证明方法”。



　



解答4-1　（[image: \sqrt{2} ]
 不是有理数）


使用反证法。

1. 假设 [image: \sqrt{2} ]
 是有理数。

2. 此时，存在整数 a
 , b
 满足以下条件（a
 ≠ 0）。


	

a
 和 b
 互质。



	
[image: \sqrt{2}=\frac{b}{a}]






3. 将两边同时平方，去分母得 2a
 2
 = b
 2
 。

4. 因为 2a
 2
 是偶数，所以 b
 2
 也是偶数。

5. 因为 b
 2
 是偶数，所以 b
 也是偶数。

6. 因此存在整数 B
 ，使得 b
 = 2B
 。

7. 把 b
 = 2B
 代入 2a
 2
 = b
 2
 ，得到 a
 2
 = 2B
 2
 。

8. 因为 2B
 2
 是偶数，所以 a
 2
 也是偶数。

9. 因为 a
 2
 是偶数，所以 a
 也是偶数。

10. 因为 a
 和 b
 都是偶数，所以 a
 和 b
 不互质。

11. 这跟“a
 和 b
 互质”相矛盾。

12. 因此，[image: \sqrt{2} ]
 不是有理数。



“那么，我们把今天讲过的内容整理一下。”

　


	
先读问题



	
反复确认定义



	
习惯“○○ 指的是 ○○”的说法



	
用数学公式表达



	
如果出现整数，则“调查奇偶性”



	
如果出现变量，则要问“这个变量是什么？”





　

“除了这些，我们还学了反证法。觉得怎么样？”

“好累啊。不过我明白‘证明的感觉’了，还有定义和数学公式的重要性……可是人家记不下这么长的证明过程喵……”

“这你就错了。把刚才的证明过程全背下来也没有意义。自己打开笔记本，拿起铅笔，再用自己的力量证明一次。”

“嗯……用自己的力量？”

“对。自己的力量。大多数情况下都不会特别顺利，可能会在某一步卡住，所以证明不出来也不要灰心丧气哦。自己感觉自己懂了，但怎么都证明不出来。遇到瓶颈的话就看看书，或者是读读自己以前写的笔记，不断重复练习，直到自己能独立完成整个证明过程为止。通过不断地重复，自己学习数学的能力也会增强。这跟把过程全背下来截然不同，这里养成的是对于数学性构造的理解能力和逻辑思维，以及熟练运用数字的性质来处理问题的能力。”

“遵命！热血教官！”


4.1.4　证明


我们回到了房间。

“哥哥，我拿点糖哦。”尤里从架子上取下了瓶子，“柠檬，柠檬……诶？柠檬的已经吃完了？！唉，那就拿哈密瓜的好了。哥哥，别吃人家的柠檬糖嘛。”

“那又不是你的糖……”

“我说哥哥，证明有这么重要吗？”尤里舔着哈密瓜糖问我。

“是啊。数学家们最重要的工作之一，就是把研究出来的结果以‘证明’的形式保留下来。历史上有无数的数学家做过无数的工作。现代的数学家们则通过‘证明’在历史上烙下自己的脚印。”

“这样啊。证明原来是数学家的工作啊……”

“对啊。数学家们一直在赌上性命去证明。”

“我在学校学过，但是没有像哥哥讲得这么深刻啊。我以前一直只认为证明题要比计算题麻烦得多。证明是这么重要啊，数学家们重要的工作……但是‘赌上性命去证明’，是不是有点太夸张了？”

“嗯，即使证明不出来也不会死，说‘赌上性命去证明’确实有点过头了。不过啊……在某件事上‘花费时间’，不就相当于‘赌上性命’吗？因为活着的时候能做的事情是有限的，在这个世界上能用的时间是有限的，数学家们把‘有限’生命中的一部分用在了证明上。”

“有限？”

“人类的生命是有限的，却能在数学中处理无限。这也是相当了不起的。能写出‘对于任意整数 n
 ……’这种表现也很不可思议。只是写了一个字母 n
 就能表示出无限的整数，用一个字母就能捕捉到无限。变量也是由从前的数学家们想出来的工具啊。”

“用一个字母就能捕捉到无限……啊，这就是‘将无限宇宙尽收掌心’的意思啊！数学家真是喜欢无限啊。”

“或许吧。话说，尤里你知道‘对于任意的 n
 ，都具有 ○○ 的性质’这个命题的否定是什么吗？”

“‘不具有 ○○ 的性质’吧？”

“‘对于任意的 n
 ，都不具有 ○○ 的性质’吗？”

“嗯。”

“不，不对哦。‘对于任意的 n
 ，都具有 ○○ 的性质’的否定是‘对于某个 n
 ，不具有 ○○ 的性质’或者是‘存在某个 n
 ，不具有 ○○ 的性质’。举个例子，就这个糖果瓶来说，

　　‘所有糖果都是柠檬味儿的’

这个命题的否定是

　　‘某个糖果不是柠檬味儿的’

或者

　　‘存在不是柠檬味儿的糖果’。

只需要存在一个不是柠檬味儿的糖果就可以否定所有了。比如说哈密瓜味儿的。”

“攻破一个就可以击破‘所有’吗？”

“就是这样。反证法从原命题的否定开始证明。如果想证明对于任意的糖果都存在某个性质，就要假设存在某个不符合这个性质的特殊糖果，从而推导出矛盾。这样的话，就能把精力集中在这个特殊糖果上深入思考。这就是人们经常运用反证法的原因之一。”

“原来如此。”

“命题的证明是永远存在的。永远指的是时间的无限性。已被证明过的命题，在证明它的数学家死后仍然是被证明过的。证明是严密的、不可推翻的。数学领域的证明是穿越时空的时间机器，是经过岁月的洗涤也不会腐朽的建筑物。证明为人类在有限的生命中去触碰永远提供了机缘。”

“哥哥，你真帅啊！”尤里带有几分嘲弄般地语气笑着说。

“只有你会说我帅……不过，受到表娘还是很高兴的喵。”我说。

“哥哥！别学人家说话嘛！”


4.2　高中



4.2.1　奇偶


“就这样，我给她讲了怎么证明 [image: \sqrt{2} ]
 不是有理数。”我说。

放学后，我们在音乐教室随便找了个座位闲聊。盈盈一心一意地弹着钢琴。刚才那首曲子是二声部创意曲。我把之前跟尤里讲的话告诉泰朵拉跟米尔嘉，不过米尔嘉一直面对着盈盈的方向。

盈盈这个女孩子今年上高二，跟我、米尔嘉同年级不同班，担任钢琴爱好者协会“最强音”的会长，除了上课，基本都坐在音乐教室的钢琴前面。

“学长真是会教人啊。”泰朵拉说，“‘互质’……用英语该怎么说呢？”

“我记得是 relatively prime。”我说。

“relatively prime，就是相对地质，对吧。”泰朵拉点点头说，“可能指的是两个数互相起到质数的作用吧。”泰朵拉英语很好，用英语理解似乎能理解得更透彻。

“你知道其他的证明方法吗？”一直看着盈盈的米尔嘉转过身来，冷不丁地问了一句。还以为她在专心听弹琴，没想到她一直在认真地听我们说话啊。

“其他的证明方法？”我很疑惑。

“用反证法。”米尔嘉说，“假设 [image: \sqrt{2} ]
 是有理数，则存在整数 a
 , b
 使得

[image: \sqrt{2}=\frac{b}{a}]


把两边同时平方，去分母得到

2a
 2
 = b
 2


到这一步，跟你的证明是相同的…… 在这里，我要问了 —— 如果将 2a
 2
 分解质因数，有几个质因数 2 ？”

“怎么能知道有几个 2 啊。”我说。

“确实，我们没法知道个数。但是，个数是，整数。”米尔嘉一字一顿，听得人心急。

“整数……哦。”

“说到整数就？”

“就要调查奇偶性……对吗？”

泰朵拉回答。

诶？

不研究 2a
 2
 的奇偶性，却去研究质因数 2 的个数的奇偶性？

“那么，就像泰朵拉说的，我们来研究一下奇偶性看看。”米尔嘉说，“2a
 2
 含有奇数个质因数 2 ？还是偶数个质因数 2 ？”

“啊！奇数个！”我提高了嗓门。

没错，我明白了！因为 a
 2
 是平方数，所以包含偶数个质因数。当然，也包含偶数个质因数 2。而 2a
 2
 是 a
 2
 再乘以一个 2，所以有奇数个质因 数 2……

“对。2a
 2
 = b
 2
 的左边有奇数个质因数 2，那么右边呢？”

“因为 b
 2
 是平方数，所以有偶数个质因数 2……”我说。

“所以呢？”米尔嘉丝毫不给我喘息的机会，追问道。

“两边质因数 2 的个数不一样。矛盾。”我说。

“存在奇数个质因数 2”← 从左边可知





“不存在奇数个质因数 2”← 从右边可知“推导出了矛盾。”米尔嘉说，“根据反证法，[image: \sqrt{2} ]
 不是有理数。Quod Erat Demonstrandum。证明完毕。”

米尔嘉竖起食指。

　

“好了，这样我们的工作就告一段落了。”

　

这样啊……着眼 于“质因数 2 的个数的奇偶性”，从而推导出矛盾，而且还省去了 a
 和 b
 互质这个前提。有意思。



解答4-1a　（[image: \sqrt{2} ]
 不是有理数的另一种证明方法）


使用反证法。

1. 假设 [image: \sqrt{2} ]
 是有理数。

2. 存在整数 a
 , b
 使得 [image: \sqrt{2}=\frac{b}{a}]
 (a
 ≠ 0)。

3. 将两边同时平方，去分母得到2a
 2
 = b
 2
 。

4. 左边含有奇数个质因数 2。

5. 右边含有偶数个质因数 2。

6. 这就推导出了矛盾。

7. 因此，[image: \sqrt{2} ]
 不是有理数。



泰朵拉一副不理解的模样。

“怎么了，泰朵拉？”米尔嘉问道。

“在刚才的证明过程中，出现了

2a
 2
 = b
 2


这个等式。”泰朵拉说，“米尔嘉你刚才的意思是这个等式左边和右边的值相等对吧，但是我感觉刚刚你用的不是‘值相等’这一点，所以我才会有些焦躁。”

“喔？泰朵拉指出来的这点很有趣嘛。你什么意见？”米尔嘉把话锋转向我。

“诶？比较两边质因数 2 的个数，确实不等于比较两边的值……吗？不过你的证明应该是对的，因为式子是个等式，所以只要判断左边和右边整数的结构相同就可以了。整数的结构是用质因数表示的，所以……”

米尔嘉把食指伸到我面前，晃了两三下。

“废话太多了。只要说‘根据质因数分解的唯一分解定理，等式两边每个质因数的个数都是一样的’就行了。”

“这样啊……”泰朵拉说，“还有质因数分解的唯一分解定理这回事啊……嗯，真后悔没一下子想到。我思维练习还不够啊。不过，尽管这样……”

“米尔嘉，你那个证明方法很有趣啊。”

“嗯……”

米尔嘉说着把脸别过去，突然站起来，开始跟还在不停地弹着钢琴的盈盈说起话来。

这么说来，米尔嘉在要跟我分个高下的时候绝对不会移开视线，但是有时候也会唰地看向别处，比如说被我表扬的时候……难不成米尔嘉是在害羞？


4.2.2　矛盾


米尔嘉和盈盈开始四手联弹。这应该也是巴赫的曲子吧。

“反证法还真是常用啊。”泰朵拉坐到我旁边，“我……对反证法很不拿手。虽然能假设原命题的否定，但是总记不住。因为心里总留意着这个命题是错的……”

“嗯，确实。反证法很不容易，因为要从错误的命题出发，进行正确的论证，再不断推导出错误的命题。不仅如此，最后想准确地推导出矛盾也是很难的。”

“没错！”泰朵拉用力点着头。从她身上飘来一阵甜甜的香气。

“就是这样，推导矛盾好难啊，总觉得‘推导矛盾’就好像在做错事一样。呜呜呜……”泰朵拉继续说道。

“推导矛盾指的是表明

‘P
 ’且‘非 P
 ’


P
 是什么样的命题都无所谓。用逻辑公式写下来就是这样。

[image: {%}]


对了，教科书中把 P
 的否定写作 [image: \overline P]
 ，而讲逻辑的书里则写作 [image: \neg P]
 （not P）。虽说要推导出矛盾，也不是非得在自己的证明过程中推导出 P
 和 [image: \neg P]
 两种结论。打个比方，P
 可以是证明完毕的命题，也就是定理。这时只要在自己的证明过程中推导出 [image: \neg P]
 ，然后说‘跟定理 P
 相矛盾’就可以了。”

泰朵拉双眼瞪得大大的，听得入神。

“刚才在米尔嘉的证明过程中，推导出了两个命题，即‘含有奇数个质因数 2’和‘不含有奇数个质因数 2’。这就是导出 P
 和 [image: \neg P]
 两种结论的例子。”


P
 　含有奇数个质因数 2





[image: \neg P]
 　不含有奇数个质因数 2“我好像被‘矛盾’这个词给搞昏头了。刚才学长很容易地就说出了‘推导出 P
 和 [image: \neg P]
 两种结论’，可是一提到矛盾，我感觉就要引发大混乱了。一定是成语故事里面那个矛盾给我的印象太深刻了。”泰朵拉摆出拿矛刺盾的样子。

“嗯，我明白。”

泰朵拉轻轻咬着指甲，沉默了一会儿。又开始慢悠悠地说道：“用反证法表明矛盾的时候用 [image: P\stackrel{\text{\tiny and}}{\wedge}\neg P]
 ，命题 P
 是什么都可以吗？就是说……用反证法证明数论的时候，也可以利用几何和解析定理推导出矛盾吧？”

“嗯，可以啊。跟数学领域什么的没有关系。”

“不管对于任何定理 P
 ，把 [image: \neg P]
 甩上去就可以……这样的话，重要的是知道定理是什么啊……”

“这么说确实如此。不过 P
 不一定是著名的定理，也可以是一个小的命题，只要被证明了就行。”

“好吧，那我以后推导矛盾的时候，尽量想着 [image: P\wedge\neg P]
 。啊，对了……学长？”泰朵拉声音一下子变小了。

“嗯？”

“那，那个……”

钢琴声停了。

泰朵拉小声说了句“完蛋”。

　

“纯真公主和青涩王子！回家喽！”盈盈说。

“大家快跟米尔嘉女王大人一起回家吧！”

　


在数学领域，除了证明定理 P
 以外，



其他更常用的方法是假设 P
 为 false，从而推导出矛盾



（即推导出 false 或相当于 false 的结论）。



常抄个近道：不直接表明 false，



而是去证明像 [image: Q\wedge\neg Q]
 这样明显相当于 false 的结论。


——David Griess,Fred B. Schneider, A Logical Approach to Discrete Math
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第 5 章　可以粉碎的质数



千万不可损伤那个隆起的地方



用铁锹铲，铁锹！



再离远些挖。



不行不行，不能乱来！


—— 宫泽贤治《银河铁道之夜》


　


5.1　教室



5.1.1　速度题


“我来了。”泰朵拉说。

午餐时间，我刚从小卖部买了面包回到教室。

“诶？”为什么泰朵拉会出现在高二年级的教室里？

“我借一下这张桌子。”

泰朵拉说着“向后 —— 转！”把空桌子刷地掉了个头，正好跟米尔嘉的桌子面对面。

“我叫她来的。”米尔嘉说。

两个女生在吃午饭，泰朵拉吃盒饭，米尔嘉还是万年不变地只吃巧克力。而我则啃着面包看着她们俩。虽然类型不同，但她们俩都是美女啊……泰朵拉坦率而富有活力，米尔嘉则精明干练。

“你午饭总是吃奇巧威化巧克力吗？”泰朵拉问。

“有时候也吃松露的。”米尔嘉答道。

“那个，我不是这个意思，我的意思是不吃点米饭或者面包什么的？”

“这个嘛，话说没有什么有意思的题吗？”

“有一道适合泰朵拉回答的速度问题。”我说。

“什么什么？什么问题？”泰朵拉张大了眼睛。

“平方等于 -1 的数字是什么呢？”



问题5-1


平方等于 -1 的数字是什么？



“平方等于 -1 的数字……有了有了，我知道了，是 [image: \sqrt{-1}]
 对吧！另外一种叫法是虚数单位 i ！”泰朵拉自信满满地断言道。

“嗯嗯，我就知道你会这么回答。”我说。

米尔嘉闭上眼睛缓缓摇了摇头。

“诶？不对……吗？”

“米尔嘉 —— ”我把问题扔给了米尔嘉。

“±i。”米尔嘉立即回答。

“正负 i……啊，对。平方得 -1 的不是只有 +i，-i 也是……”

[image: \left{\begin{aligned}(+i)^2\quad=-1\\(-1)^2\quad=-1\end{aligned}]




解答5-1


平方等于 -1 的数字是 ±i。



泰朵拉一脸不满。

“学长，我感觉你在故意耍我……”

“才没有，我问得很认真啊。”我反驳道。

“就是。”米尔嘉说，“平方等于 -1 的数，就是二次方程 x
 2
 = -1 的解。因为是二次方程，所以该考虑到有两个解。n
 次方程的解有 n
 个，这是代数学基本定理（但要注意重根）。这哪能说是耍你呢。”米尔嘉咬了一口巧克力。

“+i 和 -i 两个解……这样啊。”泰朵拉开始对她的汉堡肉饼下手。

我们沉默着吃了一会午饭。米尔嘉吃完巧克力，饶有兴趣地看着泰朵拉奇特的筷子盒。不久泰朵拉又开口了。

“i 真是不可思议。总感觉不能接受它的平方等于 -1，该说是有些别扭吗……”

“对你而言平方等于 -1 很别扭？”米尔嘉说。

“-1 吗？不，也不是别扭……”

“喔……那么我们来想想方程式和数字的关系。首先从 x
 + 1 = 0 开始。”米尔嘉向我伸出了手。

看来是下令让我把笔记本和自动铅笔交出来。


5.1.2　用一次方程定义数字


首先从 x
 + 1 = 0 开始。试试解这个简单的一次方程。

[image: {%}]


这下我们就知道了这个方程的解是 x
 = -1。很简单。

那么，我们在 x
 ≥ 0 的范围内考虑这个方程式看看。


x
 + 1 = 0　　令 x
 ≥ 0

现在，假设有个人只知道大于等于 0 的数，这个人觉得 x
 + 1 = 0 这个方程很别扭。他会想：“因为 0 是最小的数字，所以不可能有加上 1 得 0 的数字，这样的数字不存在。”兴许，他可能要感 慨“加上 1 得 0 的数字好神秘”。

哎呀，泰朵拉笑了。不过我没在开玩笑。大约从 18 世纪开始，人类才能自然地接受 -1 这样的负数。事实上，帕斯卡在 17 世纪还认为 0 减去 4 等于 0。以几千年的数学发展史来看，负数得到运用也是在不久之前的事。18 世纪最伟大的数学家，我们的老师莱昂哈德·欧拉，他第一次明确阐述了数轴向正和负两个方向延伸的概念。

言归正传，对这种只知道大于等于 0 的数字的人，我们试试这么说。

　

“定义一个数字 m
 ，使得 m
 满足方程 x
 + 1 = 0。”

　

这种人一定会说“才不存在 m
 这样的数字”吧，那我们就这么告诉他。

　

“m
 就是能将等式 m
 + 1 替换为 0 的一个形式上的数字。”

　

这个形式上的数字 m
 指的是……用普通的话说就是 -1。我们把 m
 这个数作为 x
 + 1 = 0 这个方程式的解“定义”了。也可以说，用方程式的形式表示了 m
 应该满足 的“公理”。当然，对我们来说这种做法确实比较繁琐。

到这里一次方程讲完了。

我们用一次方程的解定义了 m
 这个数（实际上 m
 就等于 -1）。

现在开始，我们要用二次方程了。

我们用二次方程的解定义 i 这个数字。


5.1.3　用二次方程定义数字


思考以下二次方程。


x
 2
 + 1 = 0

在实数范围内，没有能满足这个二次方程式的数。因为如果 x
 是实数，x
 2
 一定大于等于 0。在大于等于 0 的数字上加上 1，不可能再等于 0。所以“只知道实数的人”会觉得这个方程式别扭。

要感慨“平方后得 -1 的数字好神秘”吗？不不，我们还是来用方程 x
 2
 + 1 = 0 定义一个新的数字吧。

　

“定义一个数字 i，使得 i 满足方程 x
 2
 + 1 = 0。”

　

这和刚才的“定义一个数字 m
 ，使得 m
 满足 x
 + 1 = 0”很像。当然，满足方程 x
 2
 + 1 = 0 的数字有两个。准确地说，我们定义 i 为满足方程 x
 2
 + 1 = 0 的两个数字中的一个。

只知道实数的人肯定会说“才不存在 i 这样的数字”吧。然而，我们会这么回答他。

　

“i 就是能将 i2 + 1 替换为 0 的一个形式上的数字。”

　

跟刚才的 m
 是一样的。我们把 i 这个数作为 x
 2
 + 1 = 0 这个方程式的解“定义”了，即我们用方程式的形式表示了 i 应该满足的“公理”。

尽管如此，一般人是不会习惯用方程式的解来定义数字这种独特的想法的。因为没法实际用肉眼看到。人类要想把握数字概念，图形是非常重要的。在负数情况下，关键就是“将数轴向负的方向延伸”；而虚数情况下，关键就是“两条数轴”。

第一条是实数的数轴，也就是实轴
 。

[image: {%}]


第二条是虚数的数轴，也就是虚轴
 。

[image: {%}]


依据由实轴和虚轴这两条数轴形成的平面 —— 复平面
 ，我们就能理解复数
 了。

[image: {%}]


要普及复数，就必须从一维空间飞跃到二维空间了。

◎　　◎　　◎

眼看米尔嘉的解说告一段落了，泰朵拉举起了手，手上还拿着筷子……

“米尔嘉，我想问个问题……”

这时下午课的预备铃响了。

“诶？！”泰朵拉遗憾地收拾起盒饭，摆出了她惯用的 1, 1, 2, 3 —— 斐波那契手势就回自己的教室了，“剩下的放学后去图书室说哦！”


5.2　复数的和与积



5.2.1　复数的和


放学后，我急忙赶到图书室，米尔嘉和泰朵拉已经开始讨论了。

“复数是由平面上的点表示的 —— 这里我不太懂。不，我知道要让复数 3 + 2i 对应平面上的点 (3, 2)，但是我认为数字是数字，点是点，是两回事。‘数字’和‘点’是怎么建立关系的呢？”

“数字的本质在于计算。用点计算试试，想想复数的和与积。”米尔嘉说。

◎　　◎　　◎

想想复数的和与积。

两者都可以用复平面上的几何图形来表示。

我们用平行四边形的对角线来表示复数的和
 。因为复数的和就等于横坐标 x
 与纵坐标 y
 的和，也就是两个矢量的和，很简单。

“复数的和”　[image: \Longleftrightarrow]
 　“平行四边形的对角线”

在图上举例说明就形象了。两个复数 1 + 2i 和 3 + i 的和等于 4 + 3i。能看到平行四边形吧？

[image: {%}]



5.2.2　复数的积


这次是复数的积
 。

现在我们来求以下的复数 α
 和 β
 的积。

[image: \left{\begin{aligned}\alpha\quad&=2+2i\\\beta\quad&=1+3i\end{aligned}]


首先按一般思路算。

[image: {%}]


然后在复平面上将 α
 , β
 , αβ
 三个数字作为矢量画出来。

[image: {%}]


光看这张图是看不出三个数字的几何关系的。

然而我们加上点 (1, 0)，稍微引一条辅助线，两个相似的三角形
 就会如星座浮现在夜空般，呈现在眼前。以这张图来看，保持右下方的小三角形的比例不变，将其扩大并旋转，就能变成左方的大三角形。用计算坐标的方法就可以确认三边比例是否相等。

[image: {%}]


“复数的积”可以用“相似的三角形”来表示。但这又意味着什么呢？为了深入研究，我们用极坐标的形式
 来表示复数。不用 xy
 坐标来表示复数，而是用到原点的距离（绝对值）和与 x
 轴的角度（幅角）的组合来表示。

复数的绝对值
 指的就是到原点 O
 的距离。

复数的幅角
 指的就是和 x
 轴正半轴形成的夹角。

例如复数 2 + 2i，如下图所示。

[image: {%}]


由勾股定理可知，到原点 O
 的距离是 [image: 2\sqrt{2} ]
 。因为复数 2 + 2i 的绝对值是 [image: 2\sqrt{2} ]
 ，所以这下能明白幅角是 45° 吧？看见一个等腰直角三角形了吧？

2 + 2i 的绝对值写作 |2 + 2i|，2 + 2i 的幅角则写成 arg (2 + 2i)。

[image: {%}]


此时 αβ
 的绝对值怎样呢？

[image: {%}]


因为 △OPQ
 相似于 △OP'Q'
 ，所以这两个三角形的各边边长的比例相等。

[image: \frac{\overline{OQ'}}{\overline{OP'}}=\frac{\overline{OQ}}{\overline{OP}}]


去分母，得到

[image: \overline{OQ'}\times\overline{OP}=\overline{OQ}\times\overline{OP'}]


又因为在这里 Q'
 = αβ
 , P
 = 1, Q
 = α
 , P'
 = β
 ，所以可得 [image: \overline{OQ'}=|\alpha\beta|]
 ，[image: \overline{OP}=1]
 ，[image: \overline{OQ}=|\alpha|]
 ，[image: \overline{OP'}=|\beta|]
 ，即

|αβ
 |=|α
 |×|β
 |

也就是说，“复数的积”的绝对值就等于“复数的绝对值”的积。

接下来，我们来研究 αβ
 的幅角。

∠POQ'
 = ∠P'OQ'
 + ∠POP'


又因为 △OPQ
 相似于 △OP'Q'
 ，所以有

∠POQ
 = ∠P'OQ'


因此，我们可以得到下式。

[image: \begin{aligned}\angle POQ'&=\angle P'OQ'+\angle POP'\\&=\angle POQ'+\angle POP'\end{aligned}]


在此又因为 ∠POQ'
 = arg (αβ
 ), ∠POQ
 = arg (α
 ), ∠POP'
 = arg (β
 )，就可以得到结论。

arg (αβ
 ) = arg (α
 ) + arg (β
 )

归根结底，“复数的积”的幅角就等于“复数的幅角”的和。

综上所述，采用极坐标的形式就可以得到下面这种关系。

“复数的积”　[image: \Longleftrightarrow]
 　“绝对值的积”和“幅角的和”

[image: \left{\begin{aligned}|\alpha\beta|\qquad&=|\alpha|\times|\beta|\\\arg(\alpha\beta)\quad&=\arg(\alpha)+\arg(\beta)\end{aligned}]



αβ
 的绝对值等于 α
 的绝对值乘以 β
 的绝对值，这很正常。但是 αβ
 幅角居然等于 α
 幅角加 β
 幅角？这就很有意思了。可以说幅角具有指数运算的性质。

那么，能从几何层面理解复数的积，同理也能从几何层面理解复数平方后的式子。我们用复平面的知识，再研究一下午饭时那道速度题 —— “平方等于 -1 的数字”。


5.2.3　复平面上的 ±i


我们用复平面的知识，再研究一下“平方等于 -1 的数字”。如果用代数的眼光来看方程 x
 2
 = -1，问题就是

　

平方等于 -1 的数字是什么？

　

而如果用几何的眼光来看，问题就是

　

如何扩大及旋转才能令其变换两次后得 -1 ？

　

话说回来，-1 到底是什么呢？复平面上，-1 是“绝对值为 1，幅角为 180°”的一个点。因为可以靠“绝对值的积与幅角的和”来计算复数的积，所以平方后等于 -1 的复数 x
 的性质就是“绝对值平方后为 1，幅角扩大 2 倍为 180°”。

平方等于 1 的正数是 [image: \sqrt{1}=1]
 。扩大 2 倍为 180° 的幅角就是 90°。也就是说，绝对值为 1，幅角是 90° 的复数平方后为 -1。这确实与复数 i 一致。

[image: {%}]


然而，x
 2
 = -1 应该有 ±i 两个解。另一个解 x
 = -i 去哪儿了呢？实际上，扩大 2 倍为 180° 的幅角有两个，分别是 +90° 和 -90°。这两个角刚好与 +i 和 -i 对应。-90° 角扩大 2 倍是 -180°，但 180° 与 -180° 实际上是同一个角度。

[image: {%}]


像这样，如果可以把 ?i 看作是“绝对值为 1，幅角是 ±90° 的复数”，“±i 平方后等于 -1”的性质就没什么别扭的了。也就是说，“向右连续转两次”和“向左连续转两次”就等于“向后转”。

用几何方法更容易形象生动地体现数字的性质。将复数这个“数字”表现为复平面上的“点”，确实是个很棒的点子。

◎　　◎　　◎

“很棒的点子。”米尔嘉说。

米尔嘉流畅的解说令我和泰朵拉深深地折服了，一时间我们都沉默着不知道说什么。

　

“对了，米尔嘉。”我说，“因为复数包含实数，所以同一规律也适用于计算实数的积吧？”

米尔嘉沉默地点点头。我继续往下说。

“比如有这么一个问题 —— ‘负数乘以负数为什么得正数’。

负 × 负 = 正

这里会自然而然地想到复平面上的旋转。比如，我们来考虑下面这个式子。

v(-1) × (-1) = 1

乘两次 -1 也就相当于将 -1 的幅角 180° 扩大两倍，就变成了旋转 360°，等于根本没旋转。根本没旋转指的是幅角为 0°，对应 1 这个数字对吧。”

“泰朵拉，刚才他说的你明白吗？”米尔嘉问。

“啊，这个……我明白了。”泰朵拉回答。

“那就好，就像他说的那样，‘负负得正’是很自然的，要问有多自然，就像‘连续向后转两次就回到原来的朝向’一样自然。”

啊，之前从米尔嘉那听到“ω
 的华尔兹”的时候，差不多也是这个感觉。只看实数来说明负数的积，是无法直观地理解的。然而用复平面旋转来形象地说明，就不觉得负数的积别扭了。把较为宽广的复数世界描绘于心，也就能彻底理解深埋于其中的实数世界了。从高维空间往下看，找寻数字结构也就容易了许多……

　

泰朵拉突然开了口。

“米尔嘉……我感觉……有点明白了。用复平面来将数字和点对应。数字的计算对应点的移动。这样同时加深了对数字和点的理解……对吧？”

“说的没错，泰朵拉。将数字和点对应，代数和几何对应。”米尔嘉说。

[image: {%}]


“复平面是代数和几何邂逅的舞台。”

米尔嘉说着，将食指轻轻贴在自己的双唇上。

“在复平面这个舞台上，代数和几何接吻了。”

米尔嘉的一句话，惹得泰朵拉面红耳赤地低下了头。


5.3　五个格点



5.3.1　卡片


第二天放学后，我独自走出校门。

今天我一直在图书室算题。米尔嘉先回去了，泰朵拉却没有出现。自己虽然计算得很顺利，但总觉得有些无聊。

我顺着住宅区曲曲折折的小路前行，却被背后一声“学 —— 长 ——”叫住了。泰朵拉向我跑了过来。

“学长，哈啊，哈啊……追，追上你了。”

“我以为你已经回家了呢。”

“哈啊……我，我只是晚去了图书室，一，一会儿。”泰朵拉上气不接下气地说着，深深地吸了一口气，“那什么，今天早上我去老师办公室了哦。”

“嗯？”

“我跟村木老师聊了聊复平面，他就拿给了我新的问题。”

泰朵拉取出卡片。



问题5-2　（五个格点）


假设 a
 , b
 为整数，把在复平面上与复数 a
 + b
 i 对应的点称为格点
 。现在给出五个格点，这五个格点的位置是随意的，请证明我们可以从中选出某两个合适的点 P
 和 Q
 ，使得线段 PQ
 的中点 M
 也是格点。中点 M
 可与给出的五个格点位置不同。



“学长，这个你能解吗？”

这语调似乎有什么深意。

“嗯？只给出了‘格点’这一个条件，感觉有点难吧。”

我边走边看卡片，思考着。泰朵拉一边偷瞄着我的神情，一边在我身旁不停地打转。小动物泰朵拉。

线段 PQ
 的中点 M
 指的是将线段 PQ
 二等分的点。中点是图形……不，是几何表示。使用坐标思考的时候，就需要用数学公式体现中点这个具有几何性质的说法。把两点的坐标记作 (x
 , y
 ) 和 (x'
 , y'
 )，中点的坐标就可以写成

[image: \biggl(\frac{x+x'}{2},\frac{y+y'}{2}\biggr)]


嗯……

“嗯，花一天去想肯定能解开。不过要是用一整天都没解开，那么即使花上一星期肯定也解不开了。”我说。

“嘿嘿嘿……学长的意思是说，这题很难喽？”

“喂泰朵拉，你干吗一副深不可测的样子？”

“因为解开了！”

“解开什么？”

“这个问题啊！难道还有别的吗？”

“谁解开的？”

“就是本姑娘，泰朵拉！”泰朵拉举起右手示意。

“解开什么？”

“这个问题啊！——　学长，不要开玩笑嘛。我从村木老师那接到问题以后就一直在想。因为总感觉能解开，所以上课也在一直研究。”

“嗯嗯。”

“然后，我只花了几个小时就解开了！”

“上课时间……”

“学长，你想听不？想听吗？我的答案！”

泰朵拉把手交握在胸前，从下方望着我。

“好好，请讲。”既然她都使出了最终武器，我也就没办法了。

“那么，我们去‘豆子’吧！”


5.3.2　“豆子”咖啡店


我们走进了车站前那家名叫“豆子”的咖啡店，随便点了些东西之后，泰朵拉就翻开了笔记本。研究数学的时候我们总是并排坐，这样方便看笔记，而且……嗯，因为方便看笔记。

“首先，按照原理，用实际例子来验证自己的理解。因为‘示例是理解的试金石’嘛。我们就随便设五个格点吧。”


A
 (4, 1),　B
 (7, 3),　C
 (4, 6),　D
 (2, 5),　E
 (1, 2)

“我们一计算中点，就发现确实出现了格点。就这个例子来说，我们把点 A
 , D
 当成点 P
 , Q
 。这样线段 PQ
 的中点就是格点 M
 (3, 3)。”

[image: {%}]


线段 AB
 的中点 [image: =\biggl(\frac{4+7}{2},\frac{1+3}{2}\biggr)=(5.5,2)]


线段 AC
 的中点 [image: =\biggl(\frac{4+4}{2},\frac{1+6}{2}\biggr)=(4,3.5)]


线段 AD
 的中点 [image: =\biggl(\frac{4+2}{2},\frac{1+5}{2}\biggr)=(3,3)]
 　　　　　（格点）

线段 AE
 的中点 [image: =\biggl(\frac{4+1}{2},\frac{1+2}{2}\biggr)=(2.5,1.5)]


线段 BC
 的中点 [image: =\biggl(\frac{7+4}{2},\frac{3+6}{2}\biggr)=(5.5,4.5)]


线段 BD
 的中点 [image: =\biggl(\frac{7+2}{2},\frac{3+5}{2}\biggr)=(4.5,4)]


线段 BE
 的中点 [image: =\biggl(\frac{7+1}{2},\frac{3+2}{2}\biggr)=(4,2.5)]


线段 CD
 的中点 [image: =\biggl(\frac{4+2}{2},\frac{6+5}{2}\biggr)=(3,5.5)]


线段 CE
 的中点 [image: =\biggl(\frac{4+1}{2},\frac{6+2}{2}\biggr)=(2.5,4)]


线段 DE
 的中点 [image: =\biggl(\frac{2+1}{2},\frac{5+2}{2}\biggr)=(1.5,3.5)]


泰朵拉高高举起握紧的拳头扬言道：“那么，我要在此拿出‘秘密 具’了！”

“什么秘密工具啊，朵拉 A 梦？”

“是‘调查奇偶性’啦！”今天的泰朵拉，眼中闪着不一样的神采。

◎　　◎　　◎

是“调查奇偶性”啦！

设与格点对应的复数为 x
 + y
 i，调查 x
 , y
 的奇偶性，这样一来，就会变成下面四种情况中的一种。

[image: {%}]


给出了五个格点。

因为我们把五个格点分类成四种情况，所以至少有两个点与 x
 , y
 的奇偶性相同。

我们把这两个与 x
 , y
 奇偶性相同的点设为 P
 , Q
 。比如 P
 （偶数，奇数），Q
 （偶数，奇数）。因为 P
 , Q
 的坐标和 x
 , y
 横纵坐标的奇偶性是相同的，所以 P
 , Q
 的中点 M
 的横坐标 x
 和纵坐标 y
 就是下面这种形式。

[image: {%}]


偶数与偶数的和，奇数与奇数的和都是偶数。

[image: {%}]


所以 P
 , Q
 的中点 M
 的坐标是偶数除以 2，横坐标 x
 和纵坐标 y
 都是整数。这就说明，M
 是格点。

综上所述，可证得不管五个格点放在哪里，都可以选出两点，使这两点的中点为格点。

好了，这样我们的工作就告一段落了……嘿嘿。



解答5-2　（五个格点）


不管五个格点在哪里，都存在坐标奇偶性一致的两个点。可以将这两个点作为 P
 , Q
 。



◎　　◎　　◎

“嘿嘿。”泰朵拉似乎很高兴地说道。

居然用了米尔嘉的标志性台词。泰朵拉真有一套啊。

话说回来……

“这漂亮地运用了鸽笼原理
 呀。”

“鸽笼原理……那是什么？”泰朵拉笨拙地东张西望。——在学鸽子吗？

“鸽笼原理说的是，有 n
 + 1 只鸽子钻进 n
 个鸽笼，那么至少有一个鸽笼里关着两只或两只以上的鸽子。就是这么个原理。”

“嗯……这不是理所当然的吗？”

“是理所当然，不过也是个方便的原理。”

“这次的问题里有出现鸽笼吗？”

“‘奇偶的情况’就是鸽笼，格点就是鸽子。‘把五个格点分类成四种情况，至少有两个格点是同一情况’跟‘在四个鸽笼里放五只鸽子，至少有两只进了同一个鸽笼’是一回事吧。”

“学长……没错，没错，确实没错！”

“你说了三次‘没错’，质数。”

“鸽笼原理……真的用到了呢！”



鸽笼原理


有 n
 + 1 只鸽子钻进 n
 个鸽笼，那么至少有一个鸽笼里关着两只或两只以上的鸽子。在这里，n
 是自然数。



“这原理说起来谁都懂，没想到居然还起了名字，得写下来才行，鸽笼……原理。”

泰朵拉拿出笔袋，把鸽笼原理记在笔记本上。

“咦？泰朵拉，给我看看你那页笔记。”

“这页吗？是我算了又算的草稿，太丢人了。”

笔记写了大概有 5 页，上面画了一堆格点和格点连成的星形图形。很明显泰朵拉一直想着这个格点问题，试了多种多样的情况。

“泰朵拉，你试了很多种情况啊。”

“没错。我把学长你经常挂在嘴边的那句‘示例是理解的试金石’拿来实践了。为了能真正理解这个问题，就一个劲儿地举例子，确实怎么举例都会出现格点。然后我就回到了格点的定义 —— 横坐标 x
 和纵坐标 y
 都是整数。要想让中点成为格点，必须让两点坐标的和能被 2 整除……然后我走到这一步才意识到要分奇偶情况讨论。所以能解决这个问题，都是多亏了学长。”

泰朵拉说着，脸上绽开微笑。

泰朵拉很努力嘛。

两个小挂饰垂在泰朵拉的笔袋下，一个是用细长的银色金属丝弯成的鱼形挂饰，还有一个是发着蓝色金属光泽的字母 M。是名字的首字母吗？不过，泰朵拉的首字母是 T 啊。

M，是谁名字的首字母呢？


5.4　可以粉碎的质数


第二天。

放学后的教室，只剩下我和米尔嘉。

“你可爱的妹妹还好吧？”

米尔嘉轻轻用手指撩起垂散在额头前的刘海，问道。

“诶？啊，你说尤里？她挺好的，脚已经没事了。”

“你直接叫她名字啊。”

“嗯，因为从小就在一起。”

“尤里跟你长得很像嘛。”米尔嘉说。

“是吗……差不多吧，因为是亲戚嘛。”

“抗打击能力也很强。”

“她被你突然给了一句，犹如醍醐灌顶，很高兴。”

“这边也很像。”

米尔嘉伸出右手，触碰我的左耳。

“干，干什么？！”我吓了一跳，身子直往后缩。

“耳朵形状很像，你跟尤里。”

“是，是吗……”我怎么会记得耳朵的形状啊。

“拐点的位置。”

“啊？”

“尤里的耳朵，这里也有一个拐点。”

米尔嘉摸着我的耳朵。

“啊……？”

“怎么脸红了？”米尔嘉歪着头看我。

“我才没脸红呢！”

“你还能知道自己脸是什么颜色啊，真有才。”

“因为你眼镜里照出我的脸了。”

“喔……能看见啊。”

“能看见，你看……”我凑上去，盯着自己在米尔嘉眼镜里的影子，“这里……就能看见。”

“你的眼镜也把我照出来了。”米尔嘉说。

一句话让我意识到，我无意之间贴她太近了。

米尔嘉伸出双手，抓住我两只耳朵。

她就这么把我拉了过去……

　

“学长，大发现大发现！”活力四射的少女伴着她那惯有的大嗓门登场了。

　

米尔嘉迅速放开手，我险些向后跌倒。

泰朵拉看我们没在图书室，就过来找我们了。

“我 把‘两个数的平方差等于两数之和乘以两数之差’用在复数上，发现了不得了的事！能把质数因数分解！”

泰朵拉高高挥动着手里的笔记本。

“打个比方，我试着把 2 分解成 1 + 1 这样的形式，做了这样的变形。”

[image: {%}]


“也就是说，存在以下等式！”

2 = (1 + i)(1 - i)

“这样，就把质数 2 因数分解了！”

啊……我总算明白她想说什么了。

“我说，泰朵拉……计算本身是正确的，但是你把 2 分解成了复数的积，并不是整数的积。”

“但是……”泰朵拉把目光投到笔记本上。

“我知道你喜欢因数分解，但是这样根本说不过去啊！——啊，好疼！”

　

“不配当老师。”米尔嘉说。

　

“我又不是老师！”而且也不至于踹我啊。

“展开思 路。”米尔嘉无视了 我，继续说 道，“确实泰朵拉的等式 2 = (1 + i)(1 - i) 没把质数分解成整数的积的形 式，但是把 1 + i 和 1 - i 看成整数的一种又如何呢？事实上，当 a
 , b
 为整数时，复数 a
 + b
 i 称为高斯整数
 。1 + i, 1 - i, 3 + 2i, -4 + 8i 这样的都是高斯整数。当然高斯整数也包括 a
 + b
 i 中 b
 = 0 的情况，也就是说高斯整数包含普通的整数。全体整数的集合写作 [image: \mathbb{Z}]
 ，全体高斯整数的集合写作 [image: \mathbb{Z}[{\rm i}]]
 ，这个表示方法，象征 i 缠绕着 [image: \mathbb{Z}]
 。”



整数 [image: \mathbb{Z}]
 和高斯整数 [image: \mathbb{Z}[{\rm i}]]



假设 a
 , b
 为整数，则我们把 a
 + b
 i 称为高斯整数。

[image: \mathbb{Z}={\cdots,-2,-1,0,1,2,\cdots\}]
 　全体整数的集合

[image: \mathbb{Z}[{\rm i}]={a+b{\rm i}~|~a\in\mathbb{Z},b\in\mathbb{Z}\}]
 　　　全体高斯整数的集合

当 [image: a\in\mathbb{Z}]
 ，[image: b\in\mathbb{Z}]
 时，我们用 [image: {a+b{\rm i}~|~a\in\mathbb{Z},b\in\mathbb{Z}\}]
 表示全体 a
 + b
 i 形式的数字集合。



“就像取整数时取数轴上分散的值一样，取高斯整数时也要取复平面上分散的值。整数是一维空间，高斯整数是二维空间。”

“米尔嘉，这是格点吧！”泰朵拉叫道。

“没错。高斯整数对应复平面上的格点。泰朵拉你刚刚用 2 = (1 + i) (1 - i) 表示的就是

在整数 Z 中是质数，　　　　　　　　　　

但在高斯整数 [image: \mathbb{Z}[{\rm i}]]
 中不能成为质数的数字。

2 这个数字在整数 Z 里是质数，可是在高斯整数 [image: \mathbb{Z}[{\rm i}]]
 里就不是质数，因为它能分解成积的形式。”

“就像是不应该坏掉的原子坏掉了吗……”我说。

“这比喻挺浪漫的嘛。”米尔嘉冷冷地回了我一句。

“我们的质数，在高斯整数 [image: \mathbb{Z}[{\rm i}]]
 里，全部都能被因数分解呢……”

“谁说‘全部’的？”

“啊？不……不对吗？”泰朵拉慌了。

“不对。我们的整数 [image: \mathbb{Z}]
 里包含两种质数。一种拿到高斯整数 [image: \mathbb{Z}[{\rm i}]]
 里能分解成积的形式，可以说是‘可以粉碎的质数’。打比方说，把 2 拿到 [image: \mathbb{Z}[{\rm i}]]
 的世界里进行分解，就得到 (1 + i)(1 - i)。而另一种质数即使拿到高斯整数 [image: \mathbb{Z}[{\rm i}]]
 里，也不能分解成积的形式，这就是‘无法粉碎的质数’。比如 3，即使把它拿到 [image: \mathbb{Z}[{\rm i}]]
 里也无法将其粉碎。3 即使在 [image: \mathbb{Z}[{\rm i}]]
 里也还是质数。但是要注意一下，可以粉碎和无法粉碎不是正式的数学用语。±1 既不是合数也不是质数，它叫作单数
 。”

[image: {%}]


原来如此，“可以粉碎的质数”和“无法粉碎的质数”……米尔嘉这不 也用了个浪漫的比喻吗。

　

米尔嘉扫视了一下我们的表情，缓缓地转过去，面向黑板。我跟泰朵拉简直像中了邪一样跟着她。

米尔嘉拿过一支粉笔，静静地闭上眼……三秒钟。

“从现在开始，来把我们的质数一个个粉碎，试试能不能看穿有哪些情况属于‘无法粉碎的质数’。”

米尔嘉开始在黑板上写起了数学公式。

[image: {%}]


“还看不太出来。我们把质数列中‘无法粉碎的质数’圈出来。”

[image: 2\quad\textcircled{3}\quad5\quad\textcircled{7}\quad\textcircled{11}\quad11\quad17\quad\cdots]


“这样也看不出来。我们干脆不用质数列，而是用全体整数列来看看。把从 2 到 17 的所有整数中‘无法粉碎的质数’画上圈，就能看出些端倪了。”

[image: 2\quad\textcircled{3}\quad4\quad5\quad6\quad\textcircled{7}\quad8\quad9\quad10\quad\textcircled{11}\quad12\quad13\quad14\quad15\quad16\quad17\quad\cdots]


“再替换成表的形式，就能清楚地看出都有哪些情况了。”

[image: \begin{array}{cccc}\quad&\quad&2&\textcircled{3}\\4&5&6&\textcircled{7}\\8&9&10&\textcircled{11}\\12&13&14&15\\16&17&\cdots\end{array}]


“这之后会怎么样呢？我非常，非常想知道！”泰朵拉看着米尔嘉，激动得脸都泛起了红潮。

“确实很令人感兴趣。那么，我们按顺序来粉碎比 17 大的质数。”米尔嘉继续写下数学公式，粉笔敲击黑板的声音也高昂了许多。

[image: {%}]


“来，我们把这些结果做成表的形式。质数以外的数字我们用 . 来代替。”

[image: \begin{array}{cccc}\quad&\quad&2&\textcircled{3}\\\cdot&5&\cdot&\textcircled{7}\\\cdot&\cdot&\cdot&\textcircled{11}\\\cdot&13&\cdot&\cdot\\\cdot&17&\cdot&\textcircled{19}\\\cdot&\cdot&\cdot&\textcircled{23}\\\cdot&\cdot&\cdot&\cdot\\\cdot&29&\cdot&\textcircled{31}\\\cdot&\cdot&\cdot&\cdot\\\cdot&37&\cdot&\cdot\\\cdot&41&\cdot&\textcircled{43}\\\cdot&\cdot&\cdot&\textcircled{47}\\\cdot&\cdot&\cdot&\cdot\\\cdot&53&\cdot&\cdot\\\cdot&\cdot&\cdot&\textcircled{59}\\\cdot&61&\cdot&\cdot\\\cdot&\cdot&\cdot&\textcircled{67}\\\cdot&\cdot&\cdot&\textcircled{71}\\\cdot&73&\cdot&\cdot\\\cdot&\cdot&\cdot&\textcircled{79}\\\cdot&\cdot&\cdot&\textcircled{83}\\\cdot&\cdot&\cdot&\cdot\\\cdot&89&\cdot&\cdot\\\cdot&\cdot&\cdot&\cdot\\\cdot&97&\cdot&\cdot\\\end{array}]


“！”我吃了一惊。真令人惊讶。画圈的数字整齐地排列在右端。因为表的每行包含 4 个数字……所以右端的是“除以 4 后余数为 3 的质数”。

画圈的是“无法粉碎的质数”。也就是说，“可以粉碎的质数”，即能用 (a
 + b
 i)(a
 - b
 i) 的形式表示的质数除以 4 后，余数不为 3，不是吗？除以 4 之后的余数有什么特别的含义吗？



问题5-3　（可以粉碎的质数）


质数 p
 和整数 a
 , b
 具有以下关系。证明 p
 除以 4 余数不为 3。


p
 = (a
 + b
 i)(a
 - b
 i)



“要证明这个太简单了。”米尔嘉说。

把整数根据除以 4 的余数进行分类，整数除以 4 的余数无非就是 0, 1, 2, 3 中的一个。换言之，所有的整数都包含在下列式子之中（其中 q
 为整数）。

[image: \left{\begin{aligned}&4q+0\\&4q+1\\&4q+2\\&4q+3\end{aligned}]


将这些式子平方，再提出 4。

[image: \left{\begin{aligned}(4q+0)^2=16q^2\quad\quad\quad\quad\quad\enskip&=4(4q^2)+0\\(4q+1)^2=16q^2+8q+1\quad\enskip&=4(4q^2+2q)+1\\(4q+2)^2=16q^2+16q+4\quad&=4(4q^2+4q+1)+0\\(4q+3)^2=16q^2+24q+9\quad&=4(4q^2+6q+2)+1\end{aligned}]


也就是说，用平方数除以 4 的余数只能是 0 或者 1。因此，两个平方数的和 a
 2
 + b
 2
 除以 4 的余数只能是 0 + 0 = 0、0 + 1 = 1 或者 1 + 1 = 2 中的一个。

因此，(a
 + b
 i)(a
 - b
 i) = a
 2
 + b
 2
 除以 4 的余数不会是 3。



解答5-3　（可以粉碎的质数）


1. 平方数 a
 2
 除以 4 的余数不是 0 就是 1。

2. 平方数 b
 2
 除以 4 的余数也不是 0 就是 1。

3. 两个平方数的和 a
 2
 + b
 2
 除以 4 的余数是 0, 1, 2 中的一个。

4. 因此，a
 2
 + b
 2
 = (a
 + b
 i)(a
 - b
 i) = p 除以 4 的余数不会是 3。



“综上所述，可以粉碎的质数除以 4 余数不是 3。实际上，若把 p
 作为奇质数，则存在以下关系。

[image: p=(a+b{\rm i})(a-b{\rm i})\enskip\Longleftrightarrow\enskip p]
 除以 4 余数为 1

这么说来，以前我还出过找不同的题呢。239, 251, 257, 263, 271, 283 这些数字中，不同的是 257。只有这个数是‘可以粉碎的质数’，因为只有 257 这个质数除以 4 余数为 1。”

[image: {%}]


“除以 4 余数为 3 的质数，不仅不能因数分解为 (a
 + b
 i)(a
 - b
 i) 的形式，也无法分解为其他任何形式。实际上，整数 [image: \mathbb{Z}]
 中除以 4 余数为 3 的质数在 [image: \mathbb{Z}[{\rm i}]]
 里也起着‘质数’的作用。”

我咀嚼着米尔嘉的话，感觉很不可思议。使用高斯整数 [image: \mathbb{Z}[{\rm i}]]
 ，就能理解整数 [image: \mathbb{Z}]
 中存在可以粉碎质数的情况。

但是，没想到研究能否粉碎竟然跟“除以 4 的余数”有关。用余数研究整数原来这么深奥啊。

除法和余数我们在小学就学了。原来不知不觉中我们从小学开始就拿着“求余数”这个强有力的工具了啊。想起小学时学除法的时候，我们一字一顿地跟着老师念：“除 —— 数 —— ”。像是被这段记忆牵引着一般，我想起了小学高年级时期的老师。老师看了我的笔记本，表扬我：“你写的数字真漂亮。”从那以后，我就喜欢在笔记本上写数学公式了。

　

泰朵拉开了口。

“米尔嘉，在复平面里计算，在 [image: \mathbb{Z}[{\rm i}]]
 里计算，在 [image: \mathbb{Z}]
 里计算……在这么多范围里计算数字，好有意思啊，而且还掺杂着图形……”

“考虑计算的结构是很有意思的。”米尔嘉回答，“为了将计算进一步思考归纳，我们有一个概念 —— 群。这也很有意思，不过今天我们该回去了，明天再讲群论。”

“好。”泰朵拉答道。

　

我重新想到。

人类真是无法预知未来。

我们以为明日也会往常如今日。

明天，也能继续听米尔嘉讲解。

在放学后，在老地方。

虽然我们本应知道“会发生什么都是未知的”。

　

明天再讲群论 —— 米尔嘉确实是这么说的。

然而，她却没能遵守约定。

　

因为第二天，发生了交通事故。

[image: {%}]


　


“这些命题”反映了一个事实。



数字世界从 [image: \mathbb{Z}]
 扩展到 [image: \mathbb{Z}[{\rm i}]]
 时，质数分解的形态，



是由质数除以 4 的余数决定的。


—— 加藤和也，黑川信重，斋藤毅，《数论 I》
 [25]



我的笔记


用下图来表示 △OPQ
 和 △OP'Q'
 相似。

[image: {%}]


设 [image: a,b,c,d\in\mathbb{R}]
 （[image: \mathbb{R}]
 为实数），则 α
 , β
 表现为以下形式。

[image: \left{\begin{aligned}\alpha\quad&=a+b{\rm i}\\\beta\quad&=c+d{\rm i}\end{aligned}]


此时，可用下列等式表示 αβ
 。

[image: \left{\begin{aligned}\alpha\beta&=(a+b{\rm i})(c+d{\rm i})\\&=ac+ad{\rm i}+b{\rm i}c+bd{\rm i}^2\\&=(ac-bd)+(ad+bc){\rm i}\end{aligned}]


用 a
 , b
 , c
 , d
 表示两个三角形的各边。

首先，ΔOPQ
 的三边边长如下所示。

[image: \left{\begin{aligned}\overline{OP}&=|1|=1\\\overline{PQ}&=|\alpha-1|=|a+b{\rm i}-1|=|(a-1)+b{\rm i}|=\sqrt{(a-1)^2+b^2}\\\overline{OQ}&=|\alpha|=|a+b{\rm i}|=\sqrt{a^2+b^2\end{aligned}]


然后，ΔOP'Q'
 的三边边长如下所示。

[image: \begin{aligned}\overline{OP'}&=|\beta|=|c+d{\rm i}|=\sqrt{c^2+d^2}=1\times\sqrt{c^2+d^2}=\overline{OP}\times|\beta|\\\overline{P'Q'}&=|\alpha\beta-\beta|\\&=|(\alpha-1)\beta|\\&=|((a-1)+b{\rm i})(c+d{\rm i})|\\&=|((a-1)c-bd)+((a-1)d+bc){\rm i}|\\&=\sqrt{((a-1)c-bd)^2+((a-1)d+bc)^2}\\&=\sqrt{((a-1)^2+b^2)(c^2+d^2)}\\&=\sqrt{((a-1)^2+b^2)}\times\sqrt{(c^2+d^2)}\\&=\overline{PQ}\times|\beta|\\\overline{OQ'}&=|\alpha\beta|\\&=|(ac-bd)+(ad+bc){\rm i}|\\&=\sqrt{(ac-bd)^2+(ad+bc)^2}\\&=\sqrt{a^2c^2-2abcd+b^2d^2+a^2d^2+2abcd+b^2c^2}\\&=\sqrt{a^2c^2+b^2d^2+a^2d^2+b^2c^2}\\&=\sqrt{(a^2+b^2)(c^2+d^2)}\\&=\sqrt{(a^2+b^2)}\times\sqrt{(c^2+d^2)}\\&=\overline{OQ}\times|\beta|\end{aligned}]


最后得到

[image: \left{\begin{aligned}\overline{OP'}~\quad&=\overline{OP}\times|\beta|\\\overline{P'Q'}\quad&=\overline{PQ}\times|\beta|\\\overline{OQ'}~\quad&=\overline{OQ}\times|\beta|\end{aligned}]


可以说，三边比例相等。

[image: \overline{OP}:\overline{PQ}:\overline{OQ}=\overline{OP'}:\overline{P'Q'}:\overline{OQ'}]





第 6 章　阿贝尔群的眼泪



何为幸福，我也搞不清。



其实，无论多么痛苦的事，



只要能正道直行，即使赴汤蹈火，也能一步步接近幸福。


—— 宫泽贤治《银河铁道之夜》


　


6.1　奔跑的早晨


一大清早，泰朵拉就冲进了我的教室。

“学长！米尔嘉她……她被卡车撞了！”

我几乎从椅子上弹起来。

“你说米尔嘉，她怎么了？！”

我抓着泰朵拉的双肩。

“刚才，刚刚，就在那里……”泰朵拉语无伦次，几乎快哭出来了。

“我听不明白！”我用力摇晃她。

“学长，疼，疼……米尔嘉站在红绿灯对面，卡车就向她冲了过去……声音超级大，直到救护车来了，我整个人都还，动不了……”

红绿灯？国道吗？

我跑出了教室，一口气冲下楼梯，穿着室内鞋就冲出了校门，穿过曲折的小路到达了国道。

十字路口聚满了人，一台警车停在那里。卡车撞上了红绿灯柱，几乎半毁，玻璃碎片散落一地。

米尔嘉呢？我焦急地环视四周。啊！她不可能在这儿！救护车都来过了！

救护车，救护车……去了中央医院吗？！

我飞奔了过去。

　

我不停地跑着。

从没有这么尽全力奔跑过。我甚至无视了半路上所有的红绿灯，没发生事故真是奇迹。不行，不可以，还没有……我，什么都还没有……我一路飞奔，心中不停地呼喊着米尔嘉的名字。

　

中央医院。

接待处的女员工盯着我这副喘得上气不接下气的模样，不知给哪打了个电话，然后看向墙壁上的白板，动作慢得让人抓狂。

“在手术室 A。啊，医院里请勿奔跑！”

我还是全力跑着 —— 然后，脚步停在了手术室 A 前。

轻轻地推开门，一股消毒液的味道。

里面有一位护士，背对着我不知在洗什么。

我背过手关了门，隔绝了走廊的喧闹声。

护士转过身来。

“有什么事吗？”

“刚刚救护车运过来的那个女孩子，她人在这里吗？”

“她还在睡着……”

　

“我醒了。”

帘子后面传来冷冷的声音。是米尔嘉的声音。

◎　　◎　　◎

她穿着蓝色的病号服躺在床上，没戴眼镜，目不转睛地盯着我。

“米尔嘉……”我不知道说什么好。

“嗯……”

我在床边的椅子上坐下，小桌上放着她的眼镜，镜框扭曲得很严重。

“米尔嘉……你不要紧吧？”

她眨了两三次眼才开始说话。

“正在我想过人行横道的时候，卡车冲了过来，司机想避开我，却不小心失去平衡翻车了。我手臂重重地撞在了什么地方，疼得不行，你看……”

米尔嘉的左手臂上缠满了绷带。

“那，车没撞到你吧？”

“我记不太清了……右脚上也缠满了绷带，感觉好痛，你看……”

“米尔嘉！脚不用给我看，躺好不要动……”

“还撞到了头，爬不起来，恍恍惚惚之间不知道什么时候，就被抬上了救护车……喂，你知道不？”

“嗯？”

“救护车坐起来超难受。司机开车开得猛，车也震得厉害。”

我笑了一下。

“用我给你拿点什么吗？喝果汁吗？”

“什么都不用。”

“那，我就在外面，有什么事就叫我……”

我站起身，她从床上伸出手对我说：

　

“看不清，你的脸。”

　

我把脸凑近。

米尔嘉的手轻轻地滑过我的脸。

（好温暖）

我坐回椅子上，两手覆盖在她的手上。米尔嘉闭起眼，时间就这样静静流过。不久，她呼吸渐渐平缓，进入了梦乡。

我握着她的手，安静地看着她的睡脸。长长的睫毛，微微浮着笑意的嘴角，胸部随着呼吸缓缓上下浮动……

　

她活着。

　

不经意间，泪水涌出了我的眼眶。


6.2　第一天



6.2.1　为了将运算引入集合


“我以为做完检查马上就能出院了，没想到居然让我住三天。太无聊了，你带泰朵拉一起来看我，我们一起研究数学。”

这是米尔嘉的请求 —— 或者说是命令。

于是，我跟泰朵拉第二天就去探望了无聊的女王陛下。米尔嘉很欢迎我们来听她的群论入门课。

“首先，从集合说起。”米尔嘉把长发梳到脑后，从床上坐起身说道。

◎　　◎　　◎

首先，从集合说起。

我们知道很多种关于数字的集合。


	
[image: \mathbb{N}]
 是 {1, 2, 3, ... } 等全体自然数的集合。



	
[image: \mathbb{Z}]
 是 {... , -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, ... } 等全体整数的集合。



	
[image: \mathbb{Q}]
 是全体有理数的集合（有理数可写作两个整数之比）。



	
[image: \mathbb{R}]
 是全体实数的集合。



	
[image: \mathbb{C}]
 是全体复数的集合。





从小学到高中，我们都一直在学习数字的集合，学习运算。换个角度，我们不研究刚刚提到的那些集合，而是将运算引入完全不同的集合之中试试，这也会很有趣哦。


6.2.2　运算


“对于集合 G，我们假设定义有 [image: \star]
 这个运算。对于集合 G 的任意元素 a
 和 b
 ，都有以下关系成立。

[image: a\star b\in{\rm G}]


此时，我们称‘关于运算 [image: \star]
 ，集合 G 是闭集’。”

米尔嘉刚讲完“闭集”这个用语，泰朵拉就举起了手。她是那种不管讲解对象是否在眼前，只要有问题，都会毫不犹豫地举手发问的人。

“我有问题，符号 [image: \star]
 是什么意思呢？”

“意思？我们先不说 [image: \star]
 具体是什么样的运算，你只要想着 [image: \star]
 是要进行某种运算就行了。这么说可能有点不近人情，总之你可以先想成是 + 啊 × 啊之类的运算。跟我们拿字母 a
 和 b
 代替具体数字一个道理，只是用符号 [image: \star]
 来代替具体运算。”米尔嘉一气呵成地解说道。

“我懂了。还有个问题，集合的这个符号是……”

“式子 a
 ∈ G 读作‘a
 是 G 的元素’，用英语说就 是‘a
 is an element of G’或 者‘a
 belongs to G’，更简单地说就是‘a
 is in G’。你把 a
 [image: \star]
 b
 ∈ G 想成‘a
 [image: \star]
 b
 是集合 G 的元素’这个命题就好。关于 a
 和 b
 的 运算结果，也就是 a
 [image: \star]
 b
 具体是什么，我们先不讨论，只保证‘a
 [image: \star]
 b
 也是集合 G 的元素’就行。直到你习惯 ∈ 这个符号……没眼镜我看不太清楚，你参照他正在笔记本上画的那张图应该就行。”

我正听着米尔嘉的话做着笔记，话锋就这么突然向我转来，我不禁吓了一跳。

这时恰好我在听米尔嘉讲话，刚刚往集合 G 的圆圈里写下 a
 , b
 ，a
 [image: \star]
 b
 这三个元素。

[image: {%}]


“嗯，我懂了。”泰朵拉答道，“话说，为什么集合会是 G 啊？‘集合’的英文明明是 set 吧。”

“从集合出发，然后定义群。‘群’的英文是 group。”

“原来 G 是 group 的首字母啊……”

“那么，我举个 ∈ 符号的例子看看你们理解了没有。[image: \mathbb{N}]
 表示全体自然数的集合，下面这个命题为真命题吗？”米尔嘉一把从我手里拿过笔记本和自动铅笔，写道：

[image: 1\in\mathbb{N}]


“因为 1 是自然数，1 就是 [image: \mathbb{N}]
 的元素，所以 [image: 1\in\mathbb{N}]
 为真命题。”泰朵拉干脆地回答道。

“好，那这个呢？”

[image: 2+3\in\mathbb{N}]


“因为 2 + 3 是 5，这个也是自然数，所以 [image: 2+3\in\mathbb{N}]
 为真命题。”

“好，不过不要说‘2 + 3 是 5’，要说‘2 + 3 等于 5’。”

“好的，2 + 3 等于 5。”

“那么，泰朵拉，能说‘全体自然数的集合 [image: \mathbb{N}]
 ，关于运算 + 都是闭集’吗？”米尔嘉注视着泰朵拉的眼睛。

“嗯嗯……我认为是闭集。”

“为什么？”

“要说为什么……这个，怎么说才好呢……”

“泰朵拉，从定义出发去想想。”我搭了把手。

“你别说话。”米尔嘉瞪了我一眼，“可以从定义出发去想呀，泰朵拉。因为关于集合 [image: \mathbb{N}]
 的任意元素 a
 和 b
 ，都满足 [image: a+b\in\mathbb{N}]
 。所以可以说关于运算 +，全体自然数的集合 [image: \mathbb{N}]
 都是闭集。”

“那个……我可以把它看成‘两个自然数相加，结果还是自然数’吗？”

“可以。集合 G 关于运算 [image: \star]
 是‘闭集’的说法，正是这个意思。”

“嗯！我明白了！”泰朵拉活力十足地喊道。



运算的定义（关于运算是闭集）


集合 G 关于运算 [image: \star]
 是闭集，指的是对于集合 G 的任意元素 a
 和 b
 ，运算 [image: \star]
 都满足以下关系。

[image: a\star b\in{\rm G}]





6.2.3　结合律


米尔嘉加快了节奏。

“下一个是结合律
 。这是一个‘不拘泥于运算顺序’的法则。”

[image: (a\star b)\star c=a\star(b\star c)]


泰朵拉又噌地一下举起手。

“那个，米尔嘉，我知道加法运算中 (2 + 3) + 4 = 2 + (3 + 4)，所以我也明白这个‘结合律’。不过这需要证明……吗？就是说，我不明白怎么去理解你刚刚讲的‘结合律’。”

“听好了泰朵拉。”米尔嘉嗓音轻柔，“我不是让你去证明。首先，请先理解这个规律叫作‘结合律’，之后我们会讲到好几条法则，然后我会在最后说明‘……满足以上这些法则的集合就叫作群’。换言之，我现在正在为定义群而做准备呢。”

“我明白了，我先这么理解着。有时候数学课上也会讲到像这次的结合律一样超 —— 级 —— 理所当然的内容。这种时候我一般都很迷茫。我是应该把这些理所当然的内容‘背下来’呢？还是应该‘去证明’呢？”

“问得非常好。”我插了句嘴，“既然在上课，问老师就好了吧？”

“肯定有很多老师回答不出来。”米尔嘉说。



结合律


[image: (a\star b)\star c=a\star(b\star c)]





6.2.4　单位元


“讲义”继续。真是的，这儿哪是病房啊，都成了讲堂了。米尔嘉像挥舞指挥棒一般挥动着食指，似乎每挥一下都会飘出新的音符。

“接下来，我们来讲讲单位元
 。”米尔嘉接着讲道，“打比方说，我们做加法运算的时候，不管在哪个数上加上 0，这个数字都‘不会变’。乘法运算的时候，不管在哪个数上乘上 1，这个数也‘不会变’。也就是说，‘加法运算中的 0’和‘乘法运算中的 1’很像。把这个‘不会变’的因素用数学语言表现出来就是单位元。一般把单位元记作 e
 。对于任意元素 a
 ，元素 a
 与元素 e
 的运算结果都始终为 a
 ，也就是不变。我们把这样的元素 e
 称为单位元。”



单位元的定义（单位元 e
 的公理）


对于集合 G 中的任意元素 a
 ，我们把集合 G 中满足以下等式的元素 e
 ，称为在运算 [image: \star]
 中的单位元。

[image: a\star e=e\star a=a]




“米尔嘉……我头都晕了！最后单位元就是 0 吗？还是 1 ？总感觉像说悄悄话似的，明白的人自然明白，不明白的人还是不明白啊。”

“对于全体整数的集合 [image: \mathbb{Z}]
 来说，在运算 + 里单位元就是 0，但是在运算 × 里单位元是 1。”

“诶？诶诶诶？”

“单位元根据集合和运算而不同。里面的元素 e
 具体是什么都可以。只要满足对于集合 G 中的任意元素 a
 ，都存在 [image: a\star e=e\star a=a]
 这个等式就行。这样我们就把这个元素 e
 称为单位元。为了理解 e
 这个元素实际是什么，问问也没关系，不过证明的时候只需要用到公理。”

“？”

“这么说比较好吧，一切都取决于这个元素是不是单位元，满不满足单位元的公理。换句话说就是 —— 公理创造定义。”

“没完全懂，不过大致上懂了。”

我静静地听着她们俩说话。

我一直把定义理解 为“词汇的严格含义”。这大体上来说没什么错，然而我从没把“数学公式”包含在“词汇”的范围之中。

“公理创造定义” —— 这是用数学公式这个最严密的词汇，以及名为公理的命题来定义的意思吗？

我自认喜欢数学公式，却没有想过把数学公式建立在数学的地基上啊。

这么说来，之前米尔嘉在讲虚数单位 i 的时候，也提起过公理和定理。

　

“定义”一个数字 i，使得 i 满足方程 x
 2
 + 1 = 0。

我们用方程式的形式表示了 i 应该满足的“公理”。

　

那时，她故意把公理和定义放在了一起讲。


6.2.5　逆元


“接下来是逆元
 。”米尔嘉说。

“这么说来，‘元’到底是什么啊？刚才也出现了单位元这个用语……”

“集合的元跟集合的元素是一个意思。用英语说就是 element。”

“element ？也就是……构成全体的每个元素吧？”

“对于元素 a
 ，我们将满足以下等式的元素 b
 称为元素 a
 的逆元。”



逆元的定义（逆元的公理）


假设 a
 为集合 G 的元素，e
 为单位元，对于 a
 存在 b
 ∈ G 满足以下等式，则将 b
 称为关于运算 [image: \star]
 的 a
 的逆元。

[image: a\star b=b\star a=e]




用实数来说，就是关于运算 +，3 的逆元是 -3；关于运算 ×，3 的逆元是 [image: \frac{1}{3} ]
 。


6.2.6　群的定义


米尔嘉挺直腰背，张开双臂，满是绷带的左手臂看上去很惨烈，不过她的动作全都那么优雅。

“那么，我们定义了‘运算’‘结合律’‘单位元’‘逆元’，接下来终于能定义‘群’了。”



群的定义（群的公理）


我们将满足以下公理的集合 G 称为群
 。


	
关于运算
 [image: \star]
 是闭集。



	
对于任意的元，都满足结合律
 。



	
存在单位元
 。



	
对于任意的元，都有与其相对应的逆元
 。







关于运算 [image: \star]
 是闭集，对于任意的元都满足结合律，存在单位元，对于任意的元都有与其相对应的逆元 ——

　

我们称如此集合为群
 。

　

米尔嘉宣布。


6.2.7　群的示例


“泰朵拉，你看到这样的公理会怎么办？”米尔嘉问道。

“认真读。”

“那是必须的，然后呢？”

“然后……”泰朵拉偷瞄了我一眼。

“答案在他脸上写着呢吗？”

“不是不是，嗯……举例子，‘示例是理解的试金石’。”

“对。想举例子，就需要理解力和想象力。例如，下面这个命题是真命题吗？”米尔嘉立即问道。

　

“全体整数的集合 Z 构成关于运算 + 的群。”

　

“唔，全体整数的集合……能构成群吧。”

“为什么这么想？”

“唔……我感觉能。”

“不行。”米尔嘉说。

她口中的“不行”是一把利刃，断得利落爽快。

“泰朵拉，你确认一下是否满足群的公理，满足就是群，不满足就不是群。因为公理创造定义。”

“啊，好，不过……”泰朵拉有些慌张。

“[image: \mathbb{Z}]
 关于运算 + 是闭集吗？”米尔嘉问道。

“嗯……是。因为把整数加在一起，结果还是整数。”

“结合律成立？”米尔嘉不给任何喘息机会，迅速扔出下一个问题。

“嗯。”

“存在单位元？”

“单位元……嗯，存在。”

“[image: \mathbb{Z}]
 中关于‘运算 +’的单位元指的是？”

“加了也不变……是 0 吗？”

“对。那么，某个整数 a
 的逆元指的是？”

“啊，这个我还不太……逆元指的是……这个……”

“逆元的定义是？”米尔嘉尖锐地追问。

“用运算……那个，不好意思，我忘了。”

“假设 e
 为单位元，a
 的逆元为 b
 ，则存在 [image: a\star b=b\star a=e]
 。”米尔嘉说。

“这指的是……a
 + b
 = b
 + a
 = 0 吗？但是 a
 和 b
 相加等于 0 又指的是什么？”

“a
 和 b
 相加等于 0 的时候，b
 是 a
 的逆元。a
 加上什么数字得 0 ？”

“相反数……那个，是 -a
 吗？”

“对，这就对了。对于整数集合 [image: \mathbb{Z}]
 的元素 a
 ，其关于运算 + 的逆元指的就是 -a
 。对于任意整数 a
 , -a
 这个逆元都是集合 [image: \mathbb{Z}]
 的元素。”

“嗯！”

“所以呢？”

“诶？”

“刚才我们一个个确认了群的公理对吧。确认完所有的公理以后，就可以说‘全体整数的集合 [image: \mathbb{Z}]
 ，关于运算 + 都构成群’了。”

“啊，就是为了这个才一一确认的啊。”

“对。”

米尔嘉停了一下，闭上了眼 —— 但只有一瞬，就继续开始往下讲。

“那么，下一个问题。”

　

“奇数的集合关于运算 + 构成群吗？”

　

“嗯……我先确认一下是否满足公理。啊，看来不行，比如 1 + 3 = 4，但 4 不是奇数。”

“没错。奇数的集合关于运算＋连闭集都不是，所以不是群。那么，下一个问题。”

　

“偶数的集合关于运算 + 构成群吗？”

　

“诶？我觉得跟奇数同理，构不成群。”

“……”米尔嘉沉默着闭上眼，摇了摇头。

“诶？啊！我弄错了。这次可以构成群，因为偶数 + 偶数 = 偶数。满足结合律、单位元以及逆元的条件。”

“对，那下一个。”

　

“全体整数的集合关于运算 × 构成群吗？”

　

“诶？这个之前研究过啊？构成群。”

“不，之前研究的是关于运算 + 构成群，这次研究的是运算 ×。全体整数的集合 [image: \mathbb{Z}]
 关于加法 + 构成群，但关于乘法 × 不构成群。这是为什么呢，泰朵拉？”

“诶？全体整数的集合关于乘法 × 不构成群？”

泰朵拉咬着指甲认真想着。

“因为整数 × 整数还是整数，所以是闭集。结合律当然也成立。单位元……乘上去也不变的数字……当然是 1 了。真的不构成群吗？—— 啊！”

“你明白了吗？”米尔嘉微笑道。

“我明白了，没有逆元。打比方说，3 乘上任何整数也不能得到单位元 1，所以 3 没有逆元。”

“[image: \frac{1}{3} ]
 不是逆元？”米尔嘉问。

“诶？ —— 因为 [image: \frac{1}{3} ]
 不是 [image: \mathbb{Z}]
 的元素啊！”

“就是这样。看来你渐渐明白确认公理的感觉了啊。”

“嗯，明白一点了。”

于是米尔嘉放柔了语气，微笑着说道：

“确认公理和确认定义是一个感觉吧？”


6.2.8　最小的群


我愉快地听着她们两位少女的对话。

“那么泰朵拉，什么样的群元素个数最少？”



问题6-1　（元素个数最少的群）


元素个数最少的是什么群？



“用没有元素的集合构成的群吗？”泰朵拉问道。

“没错。是空集。”我插了句嘴。

“不对。”米尔嘉予以否定。

“诶？”我很疑惑，“集合中元素个数最少的，不就是一个元素都没有的集合吗？也就是空集啊？”

“你这句话说得对。”米尔嘉回答。

“那空集不就是元素个数最少的群了！”我说。

“不对。空集不能构成群。你们都把群的公理忘了吗？没有单位元无法构成群，空集里没有元素，所以空集不能构成群。”米尔嘉说。

“哦……”

“元素个数最少的群，指的是只有一个元素的集合，不用说，这个元素就是单位元。”

“原来如此。”我说。

“学姐学长，等一下。因为必须具备单位元，所以空集不能构成群，这我明白了。但是根据群的公理，群中还必须具备逆元啊，只有单位元这一个要素不行吧？”

“因为单位元的逆元就是它本身，所以不要紧。”米尔嘉回答。

“在群里，单位元的逆元就是单位元自身。”

“啊……还有这么一回事啊！”泰朵拉一脸恍然大悟的表情。



解答6-1　（元素个数最少的群）


元素个数最少的群，是只由单位元构成的群{e
 }。此时，我们用以下等式定义运算。

[image: e\star e=e]


换言之，e
 的逆元就是 e
 本身。



“群的运算表
 如下。虽然只包含一个单位元 e
 ，表格比较单调，但表示出了 [image: e\star e=e]
 。”

[image: \begin{array}{c|c}\star&e\\\hline\emph{e}&e\\\end{array} ]


“原来如此，运算表也就是运算 [image: \star]
 的‘九九乘法表’啊。画出运算表，就能定义运算了吧？”我说。

“不过九九乘法表并不是闭集的运算表呢。”米尔嘉补了一句。


6.2.9　有 2 个元素的群




问题6-2　（有 2 个元素的群）


表示出元素个数为 2 的群。



“我们来建立元素个数为 2 的群。”米尔嘉说，“假设 e
 为单位元，另一元素为 a
 ，先画个空白的运算表，然后再往里面填写。”

[image: \begin{array}{c|cc}\star&e&a\\\hline\emph{e}\\a\end{array}]


“从单位元的定义出发，我们马上就有可以填的栏了。泰朵拉，你说往哪里填？”

“单位元是元素不变……我知道了，是这里吧，e
 [image: \star]
 e
 和 e
 [image: \star]
 a
 。”

[image: \begin{array}{c|cc}\star&e&a\\\hline\emph{e}&e&a\\a\end{array}]


“竖着的也一样，a
 [image: \star]
 e
 = a
 。”米尔嘉又补上了一个空栏。

[image: \begin{array}{c|cc}\star&e&a\\\hline\emph{e}&e&a\\a&a\end{array}]


“然后，剩下的是 a
 [image: \star]
 a
 ，就等于 e
 。”米尔嘉填上了最后一个空栏。

[image: \begin{array}{c|cc}\star&e&a\\\hline\emph{e}&e&a\\a&a&e\end{array}]


泰朵拉瞬间举起了手。

“米尔嘉，关于最后填的那个地方，我感觉不一定‘等于 e
 ’……比如说用这样的运算表定义 [image: \star]
 怎么样？这样元素数量也是 2 个，但跟刚刚你讲的就不是一个群了吧。”泰朵拉画出表格。

[image: \begin{array}{c|cc}\star&e&a\\\hline\emph{e}&e&a\\a&a&e\end{array}]



泰朵拉想的运算表 —— 这是群？


“不行。”米尔嘉回答。

“泰朵拉，这个表格啊……”我忍不住开口。

“不行，让泰朵拉回答。”米尔嘉打断了我，“群的公理她明白。”

“好，我想想…… 为什么我的运算表不能构成群呢？ 嗯…… 我知道了，一个个确认群的公理就好了。只出现了 e
 和 a
 两个元素，所以是‘闭集’……单位元是 e
 ……啊！”泰朵拉抬起头，“我明白了，a
 的‘逆元’是不存在的。要说为什么……因为 a
 这行没有 e
 ，所以不管是 a
 [image: \star]
 e
 还是 a
 [image: \star]
 a
 都不等于 e
 。所以 a
 不存在逆元！所以这下就不能构成群了，对吧！”

“很好。”米尔嘉答道。



解答6-2　（元素个数为 2 的群）


元素个数为 2 的群，是由单位元和另一元素构成的群 {e
 , a
 }。此时，我们用以下等式定义运算 [image: \star]
 。

[image: \begin{aligned}&e\star e=e\\&e\star a=a\\&a\star e=a\\&a\star a=e\\\end{aligned}]


换言之，运算表如下所示。

[image: \begin{array}{c|cc}\star&e&a\\\hline\emph{e}&e&a\\a&a&e\end{array}]





6.2.10　同构


“对了，没必要把元素个数为 2 的群写成 {e
 , a
 }。打个比方，偶数和奇数的和怎么写呢？ { 偶数，奇数 } 关于 + 构成群，偶数是单位元。”米尔嘉说道。

[image: {%}]


“{+1, -1} 也行吧。运算为 ×，单位元为 +1。”

[image: \begin{array}{c|cc}\times&+1&-1\\\hline+1&+1&-1\\-1&-1&+1\end{array}]


“像下面这样，元素和运算都为符号的情况又如何呢？对于集合 {☆, ★}，我们定义如下运算 [image: \circ]
 ，☆ 是单位元，这也是群。”

[image: {%}]


“不过，这样就全都‘一样’了呢。”我说，“不管是 {e
 , a
 }，还是 { 偶数，奇数 }，以及 {+1, -1}，还有 {☆, ★} …… 全都‘一样’了。只要把运算表中的文字机械地替换，就变成其他的表了。”

“对，我们称这种‘一样’的群为同构群
 。事实上，元素个数为 2 的群都是同构群。”

“同构群……”泰朵拉重复道。

“对，同构群。”米尔嘉渐渐加快了语速，“将同构群同等看待，则本质上只有一个元素个数为 2 的群。不管追溯多少年之前的历史，还是展望多少亿年之后的未来，无论造访世界上哪一个国家，还是将旅途的脚印延伸到宇宙的尽头，都不会动摇这个事实。元素个数为 2 的群本质上只有一个。”

我们默默地聆听着。

“群的公理上哪儿都没写着‘元 素个数为 2 的群本质上只有一个’。但我们可以将这个结论从群的公理中推导出来。”

这时，米尔嘉突然放缓了语速，右手慢慢抚摸着左手臂的绷带，然后用耳语般的声音说道：

“这是公理给出的无声的制约。这个制约把集合的元素紧紧结合在一起。并不是单纯的捆绑，而是相互结成有序的关系。换言之，就是根据公理给出制约，制约创造结构。”

制约，创造结构……


6.2.11　用餐


到了用餐时间。

阿姨用托盘端来了病号餐，我们收拾好草稿纸和笔记本，开始帮米尔嘉准备用餐。

“看上去很好吃呢。”泰朵拉倒着茶说道。

“病号餐吗……”米尔嘉回应道，“还行吧，餐具差口气，味道差口气，看着也差口气。除了这些也没啥好抱怨的了。”

“不，你抱怨的够多了。”我说。

“跟国际航班的飞机餐很像。不同的是没有葡萄酒。”米尔嘉一脸认真地评价道。

“这儿是医院……怎么可能给你端酒来啊。”我说。

“那个……学长学姐，先不说这个，我们还没有成年呢……”泰朵拉略带惊讶地说道。

“未成年这个制约能不能创造结构呢？”米尔嘉说道。


6.3　第二天



6.3.1　交换律


第二天我们也去了病房。

米尔嘉迎接我和泰朵拉的第一句话是 ——

“关于任意元都满足交换律
 的群，称为阿贝尔群
 。”



交换律


[image: a\star b=b\star a]




“咦？”泰朵拉诧异地说，“不是说结合律和交换律是一回事吗？”

[image: {%}]


“结合律说的就是可以改变计算顺序吧？如果是这样的话，就用不着交换律了吧？”

“错了。”米尔嘉说道，“好好看看，结合律中虽然交换了计算的顺序，却没有交换 ★ 号左右的字母。整数、有理数、实数的加法运算都是阿贝尔群，也就是说满足交换律的群。所以很难想象不满足交换律的情况。”

“差的运算……减法呢？”我说。

“确实差的运算符不满足交换律。因为 a
 - b
 = b
 - a
 并不一定成立。但是差的运算符也不满足结合律。”

“啊，对啊。不适合拿来当群的例子。那么，矩阵呢？”

“嗯。高中数学中‘矩阵的乘积’正是不满足交换律的典型例子。”米尔嘉说道。

“昨天……我考虑了元素个数为 2 的群。”泰朵拉说道，“我认为那个群是满足交换律的……对吗？”

[image: \begin{array}{c|cc}\star&e&a\\\hline\emph{e}&e&a\\a&a&e\end{array}]


“为什么这么想啊？泰朵拉？”

“这个……因为 e
 [image: \star]
 a
 = a
 [image: \star]
 e
 啊？”

“喔，嗯，泰朵拉说的对，那个群满足交换律。也就是说，刚才泰朵拉证明了‘元素个数为 2 的群是阿贝尔群’这个定理。”

“阿贝尔群……”



阿贝尔群的定义（阿贝尔群的公理）


我们将满足以下公理的集合 G 称为阿贝尔群
 。


	
关于运算
 [image: \star]
 是闭集。



	
对于任意的元，都满足结合律
 。



	
存在单位元
 。



	
对于任意的元，都有与其相对应的逆元
 。



	
对于任意的元，都满足交换律
 。





（阿贝尔群与普通群的区别在于是否满足交换律）




6.3.2　正多边形


米尔嘉饶有兴致地往下讲着。

◎　　◎　　◎

提到“元素个数为 2 的群”，我想起来了。

集合 {-1, +1} 关于一般的乘法构成群。

[image: \begin{array}{c|cc}\times&+1&-1\\\hline+1&+1&-1\\-1&-1&+1\end{array}]


对了，x
 = -1, +1 是方程式


x
 2
 = 1

的解。方程式的解构成群。方程式的解属于制约的一种，而这个制约恰好创造了群。如果 x
 2
 = 1 还不足以充分说明问题，我们就提高次数看看，换成三次方程。


x
 3
 = 1

这个方程的解是 1 的立方根，有三个，分别如下所示。

[image: x=1,\omega,\omega^2]
 　这里的 [image: \omega=\frac{-1+\sqrt{3}{\rm i}}{2} ]


事实上，{1, ω
 , ω
 2
 } 关于乘法构成了阿贝尔群，因为 x
 = ω
 是 x
 3
 = 1 的解，所以我们将其简化为 ω
 3
 = 1，运算表如下。

[image: \begin{array}{c|ccc}\times&1&\omega&\omega^2\\\hline1&1&\omega&\omega^2\\\omega&\omega&\omega^2&1\\\omega^2&\omega^2&1&\omega\end{array}]


保留指数应该更方便看吧，这样就容易确认是否满足阿贝尔群的公理了。

[image: \begin{array}{c|ccc}\times&\omega^0&\omega^1&\omega^2\\\hline\omega^0&\omega^0&\omega^1&\omega^2\\\omega^1&\omega^1&\omega^2&\omega^0\\\omega^2&\omega^2&\omega^0&\omega^1\end{array}]


跑题了，一般将 n
 次方程式 xn

 = 1 的 n
 个解构成的集合记作下面这样。

[image: {\alpha_0,\alpha_1,\alpha_2,\cdots,\alpha_{n-1}\}]


这个集合构成关于乘法运算的阿贝尔群。——是不是太抽象了不容易明白？

那我们就从复平面上的几何角度来看。因为单位圆上的复数的绝对值为 1，所以积是“幅角的和”。也就是说，要考虑 1 的 n
 次根，只要考虑将单位圆的圆周 n
 等分的点就可以了。


n
 = 1 时，{1} 和只由单位元构成的群同构。


n
 = 2 时，{1, -1} 和由两个元组成的群同构。


n
 = 3 时，{1, ω
 , ω
 2
 } 对应正三角形的顶点。


n
 = 4 时，{1, i, -1, -i} 对应正方形的顶点。

[image: {%}]


因为是幅角 360° = 2π 的 n
 等分，所以 xn

 = 1 的解为 k
 = 0, 1, ..., n
 - 1，可用以下形式表述。

[image: \alpha_k=\cos\frac{2\pi k}{n}+{\rm i}\sin\frac{2\pi k}{n}]


从方程式的角度来看，我们熟悉的正 n
 边形的顶点 是“1 的 n
 次根的解”，从群的角度来看则变成了“元素个数为 n
 个的阿贝尔群的例子”。单位圆上的舞蹈真是有趣啊。


6.3.3　数学文章的解释


“泰朵拉，玩弄了这么半天群，你应该明白这句话的含义了吧？”

米尔嘉说着闭上眼，唱起歌来。

　

椭圆曲线中

有着作为

阿贝尔群的结构

　

“嗯？如何？”米尔嘉张开眼问道。

“我，我也能明白吗……”泰朵拉不安地回答道。

“先试着想想。”米尔嘉说，“明不明白，不想怎么会知道呢。不能因为‘椭圆曲线’和‘阿贝尔群’听上去很难就怕了它们。它们等你几百年了，就算不能马上明白也不要怕。要从正面直面它们。”

泰朵拉陷入深思，一脸认真。沉默了一会儿，慢慢开口道：

“我……我不知道‘椭圆曲线’，不过‘有着作为阿贝尔群的结构’我觉得我还是明白的……不，我明白。阿贝尔群指的是满足交换律的群。这就是阿贝尔群的定义。我知道交换律，也学过群的公理，所以我知道阿贝尔群的定义。这个嘛，椭圆曲线指的应该是某种集合，由它出发应该也可以定义某种运算。因为……”

“群的定义是……”我开口。

“学长！等一下再说，我就要想出来了！群指的是在集合上定义了某种运算。如果说‘椭圆曲线中有着作为阿贝尔群的结构’，那么运算就应该定义在椭圆曲线这个集合上，且满足阿贝尔群的公理。也就是说……运算是闭集，满足结合律，也有单位元，所有元素都存在与其对应的逆元……然后，嗯，应该也满足交换律。”

米尔嘉满意地点了点头。

我惊呆了！泰朵拉吃透了定义。这样啊，即使不知道椭圆曲线这个用语，只要以已经知道的阿贝尔群为线索，还是可以努力向前进发的……

泰朵拉似乎注意到了什么，两手遮住了嘴。

“啊！想把作为群的构造的东西放进椭圆曲线中的，一定是研究椭圆曲线的人。这样一来，也许能以阿贝尔群的结构为线索来研究椭圆曲线……”

然后，米尔嘉打断了泰朵拉的话。

“泰朵拉，泰朵拉，你到底是何人？”

“神马？”

“你的理解速度把我吓了一跳。泰朵拉，过来一下。”

米尔嘉招手。

“什么事？”泰朵拉听话地凑到床边。

米尔嘉用右手臂跐溜一下缠紧了她，然后 ——

　

在泰朵拉脸颊上，亲了一口。

　

“呀啊！米米米米米尔嘉！[image: \lim_{x\to0}\frac{1}{x}\sin\frac{1}{x}]
 ！”

“我最喜欢聪明的孩子了。”米尔嘉调皮地吐了吐舌头。


6.3.4　辩群公理


谈话告一段落，泰朵拉又倒了杯茶。米尔嘉想把头发重新扎一下，却费了好半天劲，可能是因为左手臂疼吧。

“用我帮忙吗？”泰朵拉问道。

“唔……那，麻烦你了。”

“编辫子行吗？”

“随便。”

泰朵拉高兴地给米尔嘉编起了辫子，真难得看到米尔嘉梳辫子。

“数学领域里存在辫子吗？”泰朵拉问道。

“公理方面没有矛盾就存在。”米尔嘉马上答道。

“‘辫群公理’是吧。”

到底是什么公理啊，我内心忍不住吐槽。

“无矛盾性是存在的基石。”米尔嘉说道。

“好，编完了。小时候我也留过长头发，早上总是妈妈给我编辫子，好怀念那个时候，妈妈在我身后编着辫子给我唱《Greensleeves》。”

“听上去简直就像女孩子的事儿。”我忍不住调侃道。

“人家本来就是女孩子！而且尤里也是女孩子啊，之前还……”泰朵拉反驳道。

“尤里？”为什么突然提到尤里？

“啊，没……我怎么就管不住这张嘴呢！唉……”

泰朵拉揪了一下自己的脸颊。

“难不成是‘四亲等旁系血亲’的事儿？”我问道。

“诶？咦？学长？”

“尤里告诉我了。尤里就相当于我妹妹……”

“啊，是……是吗？这个……咦？这么说来，学姐也有兄弟姐妹吗？”

“有个哥哥。”米尔嘉看着自己的发梢。

“诶？！”我跟泰朵拉忍不住提高了嗓门。

米尔嘉有哥哥？我从没听说过。

“不过，哥哥他在我小学三年级的时候就……死了。”

一行清泪从米尔嘉脸上滑过。

她没有擦拭。

而是闭上了眼。

又一行清泪。

“米尔嘉……”泰朵拉立即拿出手帕给她擦眼泪。

“明天我就出院了，你们可以不用过来。”米尔嘉说道。


6.4　真实的样子



6.4.1　本质和抽象化


今天不去医院。

放学后，我跟泰朵拉待在图书室里，却没有要挑战的问题，话说回来也没有心情去计算，所以就一直在聊天。

“我说，学长……虽然米尔嘉讲了群的知识，不过数字这东西到底是什么呢？我一直认为有数字才能计算，但是思考过集合和公理，就能构成类似于计算的东西。集合中计算元素，复平面上计算点……这些我差不多都习惯了，那我就想了，真实的数字到底在哪里呢？数字实际是存在的吗？”

真实的数字。

数字的，真实的样子。

真实究竟是什么东西，你们知道吗？

“在医院听着米尔嘉的话，我也思考过了。数字是什么？数字的本质又是什么？”

　

“无矛盾性是存在的基石。”

　

米尔嘉也说了这种话。我却不明白她想说什么。

“太具体就会迷失本质。虽然英语中虚数叫作 imaginary number，但不仅限于虚数，所有数字可能都是我们想象出来的呢。”

“太具体就会迷失本质，是怎么回事？”

“米尔嘉说过的吧，除去同构群，本质上只存在一个‘只有两个元的群’。那就是根据群的公理逻辑性地推导出的结论。我们必须忘记具体的数字，才能看到运算的本质。必须抛弃 0 和 1 这样具体的数字。”

“……”

“把 0 和 1 都统一看成单位元，这个想法很大胆吧。把 + 和 × 都看成运算也很了不起。从平日的陈腐概念中削去非本质的部分，本质的部分就会浮现在眼前了吧。”

“总觉得有点明白了。抽象化并证明之后，就能适用于更大的范围了吧。”

“如果不进行抽象化，我们是不能确定本质是否相同的。抽象 —— 抽出指的是将本质以外的部分抽象，也就是丢掉。选择真正重要的，丢掉其他的。”

“选择真正重要的，丢掉其他的……”


6.4.2　摇摆不定的心


“学长…… 米尔嘉学姐发生事故那天，你从教室飞奔出去了，那时候……”泰朵拉说着，抱紧了自己的双肩。

“嗯，我一直跑到中央医院，我自己都不相信自己能跑这么远。腿相当疼啊。”

“……”

“话说米尔嘉真厉害，我以为她遇上事故以后肯定吓得够呛，没想到还能那么有精神地‘讲课’……”

说着，我想起了米尔嘉流泪的样子。她原来有哥哥啊，还在她小学的时候去世了……不完整的家庭啊。

我看了看表。

“啊，瑞谷老师马上就该来宣布放学了。差不多该回去了吧？”

瑞谷老师是图书室的管理员。一到放学时间，她就会从管理员办公室走到图书室中央，宣布放学了。她总是带着一副深色眼镜，看不清她脸上什么表情，因为到了时间她就会自动过来，所以也有人开玩笑说她是机器人。

“学长，我们藏起来看看，是不是就算没有人瑞谷老师也会宣布放学？”

我们藏在文学全集的书架后面。瑞谷老师巡视的路线总是跟机器一样规律。这个位置应该是死角。我藏在书架后，泰朵拉蹲在我身后。

“总觉得像在玩捉迷藏呢。”

“嘘 ——”

身着紧身裙的瑞谷老师现身了，只见她径直走向了图书室的中央。

“放学时间到了。”

宣布完毕。然后她就走回管理员办公室，关上了门。一如往常。

喔，就算没有人她果然也会宣布放学啊。真怪。我正想转向泰朵拉时 ——

泰朵拉贴上了我的后背。

“泰朵拉？”

心跳急剧加快。

“学长……别转过来。”

我什么话都说不出。

“我知道，我都明白。米尔嘉很出色，我做不到那么出色。”

背后感觉着泰朵拉身体的柔软和重量，我的眼神在文学全集的书脊上游移。《阿 Q 正传》《伊豆的舞女》《杜子春》……

“所以，所以……请你不要回头。一小会，一小会就好，让我就这么待一会儿。对我来说，没办法跟……对于现在的我来说，没办法跟学长面对面。等学长你转过头，就会看到平时的我。所以就现在一小会儿，让我……”

泰朵拉的双手不停地颤抖着。

然后她……轻轻地把头靠在了我的背上。

　

“╳╳ ……”

　

泰朵拉用微微颤抖的声音唤着我的名字。现在，世界上只有我一个人，能听见她的声音。

仅仅过了一瞬。

咚咚咚！

泰朵拉像击鼓般捶着我的后背。我差点没站稳脚一下子翻过去。

“开玩笑的，学长你吓到了吧？开个玩笑，玩笑！今天我先回去了！学长，明天见！”

泰朵拉用一副轻快的语调跟我道了别，站了起来。斐波那契数列的手势也马马虎虎做了一下，就像飞一样奔出了图书室。

泰朵拉到底还是这么开朗。 但是，我 ——

看到了，她好像在哭。

　


如果让我回望人生，



选出最具有创造性的时刻，



那就是在最严格的制约条件下



还不得不工作的时候。


—— 高德纳，Things a Computer Scientist Rarely Talks About



　

[image: {%}]





第 7 章　以发型为模



列车渐渐放慢了速度，



不久就望见站台上一排排温馨、整齐的灯光，



灯光不断扩大、伸展。



两人面对的车窗刚好对准天鹅车站的大时钟时，列车停下了。


—— 宫泽贤治《银河铁道之夜》


　


7.1　时钟



7.1.1　余数的定义


“哥哥，这个怎么样？”尤里问我。

“什么？”

“诶？没发现吗？你看你看！”

尤里说着转过头，马尾辫上苔绿色的新丝带轻轻摇曳着。

“丝带真漂亮啊。”

“嘁嘁嘁……哥哥，你这样可是会不受女孩子欢迎的哦。”

“你这是什么意思啊？”

“不应该说‘丝带真漂亮啊’，应该说‘很配你哦’才对嘛。”

“诶……”

“你真是不明白女孩子的心思喵！”尤里又开始用猫语说话了。

“是是……很配你哦。”

“喂！别机械地重复啊！”

“哈哈哈……”

　

“热身完毕，今天要讲什么？”尤里问道。

“尤里，你知道余数的定义
 吗？”

“除完剩下的数字对吧。”

“这……你忘了怎么描述定义了吗？‘余数指的是……’”

“啊！想起来了。‘余数指的是除完剩下的数字’对吧。”

“我知道你想说什么，但是这不算定义，用什么除什么？剩下的数字指的是什么？必须说明白。”

“嗯……人家没这么想过，弄不明白啊。”

“那我们一起来想。”我打开笔记本。

“好啊。”尤里戴上眼镜，凑到我身边。

开始学习——

　

“为了准确地定义余数，我们采用数学公式。”

[image: a=bq+r\quad(0\leq r%3cb)]


“a
 除以 b
 剩下的数字指的就是这个等式中的 r
 。我们这么来定义这些字母：a
 和 b
 是自然数，q
 和 r
 是自然数或者 0。”

“咦？我说哥哥，我感觉这个等式没有定义余数啊，而且根本没出现除法运算！”

“定义余数也是定义除法运算，所以在定义余数的时候没出现除法运 是正常的。这个式子用乘法定义了余数。首先你先好好读读 a
 = bq
 + r
 这个等式。读数学公式不能着急，得边读边一个个去确认 a
 , b
 , q
 , r
 这些字母的意思。”

“人家知道啦，老师。嗯……自然数指的就是 1, 2, 3 这样的吧……在等式 a
 = bq
 + r
 里出现了 a
 , b
 , q
 , r
 这四个字母。a
 是被除数，b
 是除数，r
 是余数……但是 q
 是什么？”

“你认为是什么？”

“b
 和 q
 相乘，再加上 r
 就等于 a
 ……难不成 q
 是除法运算的答案？”

“没错。q
 是 a
 除以 b
 的商
 。”

“那我就明白这个等式的意思了。a
 = bq
 + r
 就表示用 a
 除以 b
 ，商为 q
 余数为 r
 对吧。但是这个等式里，

[image: a=bq+r\quad(0\leq r%3cb)]


右边写的条件 (0 ≤ r
 < b
 ) 又是为什么呢？”

“你终于发现了啊。你真是不会放过任何一个条件呢。好好想想看，为什么会存在这个条件？如果有很在意的地方，就一个一个仔细想，这对学习数学非常重要哦。”

“哥哥演起老师还真是有模有样的。 ——嗯，因为 r
 是余数，所以 0 ≤ r
 ，总之余数要大于等于 0 对吧。余数是 0 就整除了。但是为什么 r
 < b
 我就不明白了……”

尤里推了一下她的树脂框眼镜，双手抱在胸前。

“这个，r
 < b
 嘛……r
 是余数，b
 是除数……啊！这不是明摆着嘛！r
 < b
 就意味着‘余数’比‘除数’小。比如 7 除以 3，余数为 1 是 吧， 7 ÷h 3 = 2 ... 1。用 3 除，余数肯定不会超过 3，如果用 3 除余 4，就会出现‘余数多了’的问题……”

“对对，就是这么回事。尤里真棒，能用具体数字举例。条件 0 ≤ r
 < b
 表示余数肯定大于等于 0，且余数小于除数。看吧，只要这样仔细读，这个定义余数的等式 a
 = bq
 + r
 (0 ≤ r
 < b
 ) 不也进到脑子里了吗？数学这东西，就算你非常神速地把它全背下来也没用。要慢慢地读，反复地写数学公式，有疑问要仔细思考，举出具体例子验证。这么玩很重要。玩着玩着就学会了。要想准确定义余数，就必须证明存在唯一满足这个式子的 q
 跟 r
 。现在我们先省去这个步骤。”



余数的定义（自然数）


我们用以下等式定义 a
 除以 b
 的商 q
 和余数 r
 。

[image: a=bq+r\quad(0\leq r%3cb)]


在此，a
 , b
 为自然数，q
 , r
 为自然数或0。



“那么，来把你的例子套到等式里看看。用 7 除以 3，商为 2 余数为 1。也就是说，a
 = 7, b
 = 3, q
 = 2, r
 = 1。”

7 = 3 × 2 + 1　(0 ≤ 1 < 3)

“嗯，明白……不过这有意思吗？”

“尤里，之前我跟你举过‘使用数学公式表达’的例子。算数和数学最大的不同在于，会不会出现带有字母的数学公式，对吧？你已经理解了‘余数’是什么，但是要表达它，则需要数学公式。然后，在数学公式中，我们必须紧紧咬住每一个字母的含义。这就是我之前想说的。”

“喔……我明白了，哥哥。”

“不过话说回来，你还是没放过任何一个条件呢，了不起！”

“讨厌！人家会不好意思的！”


7.1.2　时针指示之物


我指了指墙上的时钟。

“如果时钟时针指向 3，那么可能出现两种情况 —— 凌晨 3 点，或者 15 点，也就是下午 3 点。我们不知道是哪种情况。时针指向的是‘用现在的时刻除以 12 的余数’。因为 15 ÷ 12 = 1 ... 3，余数是 3，所以在 15 点时时针会指向 3 这个数字。”

“喔……听哥哥你这么一说，确实是这样呢。要是 23 点的话，就用 23 除以 12，余数是 11，然后时针会指向 11……没错。”

“所以，时钟正在进行求余数的计算哦。”

“不是吧！哥哥你搞错了吧！”

“嗯？”

“因为你看嘛，想想余数为 0 的时候啊，12 点的时候，时针不指向 0 而指向 12，难道说余数得 12 ？太奇怪了吧。”

“啊，说的也是，但是 12 跟 0 是一样的啊……”

“12 跟 0 才不一样呢！哥哥你忘了余数的定义了吗？

[image: a=bq+r\quad(0\leq r%3cb)]


用 12 除的时候，余数 r
 有 0 ≤ r
 < 12 这个条件吧？ 12 没有余数哦！喵哈哈～”

“呃……”

尤里这家伙，跟立了什么大功一样……


7.2　同余



7.2.1　余项


“……就这样，我被表妹辩倒了。”我说。

“尤里对条件看得真紧啊……”泰朵拉说道。

“我看你被辩倒了很开心嘛。”米尔嘉说道。

这里是我的教室。

米尔嘉出了院，从今天起回来上课了。不过是拄着拐杖来的。因为行动不便，放学后我们就没到图书室去，直接在教室讨论起来了。

米尔嘉的眼镜焕然一新，镜框的弯曲度略与之前不同。左臂和右脚还缠着绷带，显得很可怜。

学妹泰朵拉也加入了我们的谈话。因为前些日子捉迷藏的事，我不由得很在意她，可她却一如往常。

女孩子的心，还真是难以捉摸啊 —— 咦？

“我说泰朵拉，你换了发型？”

清爽了许多，给人感觉不再乱七八糟慌慌张张了，反而利落了许多。

“诶？啊，你发现了？没做什么大的修整，只把长长的部分稍微修剪了一下……剪太短了吗？”

泰朵拉用手指拽着刘海，眼睛往上看着。

“短了不少……不过很配你哦。”

“诶？是是是是是吗？很……很高兴你能这么说……”

只见泰朵拉两手握拳在脑袋上转来转去，不知道是什么手势。

“然后呢？听见‘12 和 0 是不一样的’你就跟霜打的茄子似的撤了？”米尔嘉问道。

“此话怎讲？”

“时钟的世界，是由 mod 来运营的。”

“mod ？”

“求余项 —— 也就是余数的运算，叫作 mod
 。打个比方，7 除以 3 余数得 1 就可以写成下面这样。

7 mod 3 = 1

无视商，只关注余数。我们按顺序来讲。”

米尔嘉说着，向我打了个手势。

让我交出笔记本和自动铅笔是吧，遵命，遵命。

◎　　◎　　◎

我们按顺序来讲。

你用了自然数的范围来定义余项。自然数 a
 除以 b
 得到的商设为 q
 ，余项设为 r
 ，则 a
 , b
 , q
 , r
 关系如下所示，这是对的。

[image: a=bq+r\quad(0\leq r%3cb)]


在此，将 a
 和 b
 的范围从自然数扩大到整数，但因为除数不能为 0，所以 b
 ≠ 0。

将整数 a
 除以整数 b
 (b
 ≠ 0) 得到的商设为 q
 ，余项设为 r
 ，用以下等式定义商和余项。因为 b
 也有可能为负数，所以我们在附加条件的不等式中用绝对值 |b
 | 代替 b
 。

[image: a=bq+r\quad(0\leq r%3c|b|)]


给出 a
 , b
 的话，q
 , r
 就具有唯一性了。这样就可以定义 mod 了。



mod的定义（整数）


假设 a
 , b
 , q
 , r
 是整数， b
 ≠ 0。

[image: a\mod b=r\quad\Longleftrightarrow\quad a=bq+r\quad(0\leq r%3c|b|)]




这没什么难的。和 +，-，×，÷ 一样，mod 就是一个运算。打比方说，用 7 除以 -3，商为 -2，余数为 1。

[image: 7\mod (-3)=1\quad\Longleftrightarrow\quad 7=(-3)\times(-2)+1\quad(0\leq 1%3c|-3|)]


因为存在制约条件 0 ≤ r
 < |-3|，所以 7 mod (-3) 的值只能为 1。

采用刚刚我们定义的运算 mod，假设从凌晨 0 点开始过了 h
 个小时，那么时针就会指向 h
 mod 12。当然，为了让你表妹没法吐槽，我把 12 的刻度事先换成了 0。


h
 也可以是负数。从凌晨 0 点过了 -1 个小时（也就是提前了一小时）时，时针指向 11，然后 (-1) mod 12 也确实为 11。

-1 = 12 × (-1) + 11　(0 ≤ 11 < |12|)

那么，我给泰朵拉出道简单的题，对于整数 a
 和 b
 ，存在


a
 mod b
 = 0

请用一句话说明 a
 和 b
 的关系。

◎　　◎　　◎

“嗯……”泰朵拉思考着米尔嘉的问题，“整数 a
 和 b
 的关系吗，a
 mod b
 指的是 a
 除以 b
 的余数对吧，所以 a
 mod b
 = 0 指的是……‘a
 除以 b
 余数为 0’吧！”

“没什么错，不过泰朵拉，这可以直接用一句话归纳。”

“诶？用一句话？嗯，那个……”

“‘a
 是 b
 的倍数’，或者说‘b
 是 a
 的约数’也行。”米尔嘉说道。

“还可以说成‘a
 能整除 b
 ’。”我说。

“啊，是这样啊！”泰朵拉用力点了点头。

　

“mod 是只求余数的运算对吧。”我说，“求商和余数我还能明白，只求余数有什么意义吗？”

“喔……你不是喜欢‘调查奇偶性’吗？”米尔嘉反问我。

“调查奇偶性是种理论啊……啊，对了！”

“没错。‘调查奇偶性’就是‘调查除以 2 的余数’。”

嗯，确实如此。调查奇偶性的时候除以 2，无视商，只关注余数。原来如此。

　

“我想问问在 mod 的定义中出现的 a
 = bq
 + r
 这个式子。”泰朵拉说道，“r
 是英语的 remainder‘余数’的首字母对吧，但是 q
 是什么单词的首字母呢？‘除’是 divide，‘比率’是 ratio，‘分数’的话是 fraction……”

“quotient。”米尔嘉立即答道，“是‘商’。mod 是 modulo。”


7.2.2　同余


“那么，我们来谈谈同余
 。”米尔嘉说道，“同余指的是，把余数相等的数同等看待
 。”

“同等看待？”泰朵拉一脸不解。

“就是把不同的东西看成一样的东西的意思哦，泰朵拉。”我补充道。

“时钟的例子很简单。”米尔嘉继续讲道，“3 点和 15 点是不同的时刻，但是在这两个时刻，时针都指向 3。因此，我们把 3 和 15 同等看待。也就是说，把除以 12 得到的余项中，相等的余项同等看待。如下面的数学公式所示。”

3 ≡ 15　(mod 12)

“要注意这里的符号不是 =，而是 ≡。这个式子叫作同余式
 。此外，我们把这时的 12 称为模。3 ≡ 15 (mod 12) 这个同余式读作

‘3 和 15 对模 12 同余
 。’

试着以 12 为模，举出几个同余式的例子。总之就用 ≡ 连接那些用模除后余数相等的数。”

[image: \begin{aligned}3&\equiv15\quad\quad\quad({\rm mod}~12)\\15&\equiv3\quad\quad\quad\enskip({\rm mod}~12)\\12&\equiv0\quad\quad\quad\enskip({\rm mod}~12)\\12~000&\equiv0\quad\quad\quad\enskip({\rm mod}~12)\\36&\equiv12\quad\quad\quad({\rm mod}~12)\\14&\equiv2\quad\quad\quad\enskip({\rm mod}~12)\\11&\equiv(-1)\quad\quad({\rm mod}~12)\\7&\equiv(-5)\quad\quad({\rm mod}~12)\\1&\equiv1\quad\quad\quad\enskip({\rm mod}~12)\end{aligned}]


“因为 ≡ 两边的余项相等，所以一般可以像下面这样表示。

[image: a\equiv b\quad({\rm mod}~m)\quad\Longleftrightarrow\quad a~{\rm mod}~m=b~{\rm mod}~m]


也可以把这个想成是 ≡ 的定义。”

“米尔嘉，我想问一下。”泰朵拉举起手。

“什么？”

“我感觉越来越不明白 mod 这个运算的含义了。刚开始我是将 a
 mod b
 理解为‘a
 除以 b
 的余数’，但是涉及‘以 m
 为模同余’时，出现了 (mod m
 )，mod 左边被除数的位置上什么都没有写……”

“这样啊，不习惯的话确实容易搞混。”米尔嘉说道，“泰朵拉，你明白这个式子的意思吧？”


a
 mod m
 = b
 mod m


“嗯，我明白，余数相等。等式的意思是‘a
 除以 m
 的余数’和‘b
 除以 m
 的余数’相等。”

“那就行了。这个式子中，两边的除数都是 m
 。现在为了把式子简化，我们把两边都有的 mod m
 统一写到右边，但在这里 a
 和 b
 并不相等，只是除以 m
 的余数相等。所以我们不采用 a
 = b
 (mod m
 ) 这样的等号 =，在此我们用一个跟等号很像的符号 ≡ 来代替它。”


a
 ≡ b
 　(mod m
 )

“原来如此，我明白了。a
 mod m
 是计算余数的式子。a
 ≡ b
 (mod m
 ) 是表示余数相等的式子……是这样吧？”

“是这样。”

米尔嘉竖起食指转了一圈，继续往下讲。

“那么，a
 除以 m
 的余数等于 b
 除以 m
 的余数可以直接写成


a
 mod m
 = b
 mod m


也可以写成下面这种形式。

(a
 - b
 ) mod m
 = 0

换句话说，就是‘以 m
 为模的同余数字的差，是 m
 的倍数’。”

“诶？诶？啊，确实是这么回事。这个我明白。一计算 a
 - b
 ，两边的余数就会消失了呢。”泰朵拉了然地点头。

“对，举个例子，15 和 3 的情况下，

[image: \begin{aligned}(15-3)~{\rm mod}~12&=12~{\rm mod}~12\\&=0\end{aligned}]


就像这样，15 和 3 的差确实是 12 的倍数。”



mod 的另一种说法


假设 a
 , b
 , m
 为整数，m
 ≠ 0 。

[image: {%}]





7.2.3　同余的含义


“话说，为什么要把余数相等的两个数字称为同余呢？我倒是知道三角形的全等 1
 ……”


1
 日文中整数的“同余”和几何的“全等”是一个词，皆为“合同”。—— 译者注

米尔嘉听了这个问题，微微歪着头，回以微笑。

“你一直都很在意用词呢……确实，几何里也有这个词。‘两个三角形全等’指的是无视位置和方向，把两个三角形同等看待。把两个全等的三角形的位置和方向翻过来掉过去，能恰好重合，对吧？”

我和泰朵拉默默地点了点头。米尔嘉继续往下讲。

“无视差异是很重要的。整数的同余跟几何的全等很像。以 m
 为模，无视 m
 倍数上的差异，把两个数字同等看待。如果把同余的两个数字加减 m
 的倍数，就能恰好相等。”


7.2.4　不拘小节地同等看待


“我觉得很不可思议。”泰朵拉说，“数学是一门严谨的学问对吧。数学重视日常生活中那些想不到的、微小的差异，然而偶尔也能非常不拘小节地将两个东西同等看待吗？‘复平面’中，将点和数字同等看待，在医院讲过的‘群’则是在集合的元素中定义运算，和数字同等看待。还有整数的‘同余’，也是无视倍数的差异同等看待。本来同余这个用语也是将几何和整数做了同等看待……”

“一出现同等看待，感觉就变得有意思了。”我点头道，“应该说感觉好像‘发现’了未知的事物，‘这个和那个很像！不，几乎一样！’—— 这种感觉是喜悦吗？还是看穿结构的快乐呢？结构的同等看待……”

“我们在医院讨论过‘群同构’。”米尔嘉也开口了，“同构这个概念是想从数学层面表达‘结构的同等看待’。创造同构的映射称为同构映射，同构映射是含义的源泉，也是连接两个世界的桥梁。”


7.2.5　等式和同余式


“这个嘛，就先不往哲学方面谈了。”米尔嘉继续先前的话题，“本来 = 这个符号就很像 ≡。因为等式和同余式非常相似，所以数学家们才选了这个跟等号非常相似的符号表示同余。事实上，等式和同余式极为相似，但是除法除外。”


等式的情况
 ——

当 a
 = b
 时，以下关系式成立。


a
 + C
 = b
 + C
 　　两边同时加上同一个数，结果相等





a
 - C
 = b
 - C
 　　两边同时减去同一个数，结果相等



a
 × C
 = b
 × C
 　　两边同时乘以同一个数，结果相等
同余式的情况
 ——

当 a
 ≡ b
 (mod m
 ) 时，以下关系式成立。


a
 + C
 ≡ b
 + C
 　(mod m
 )　　两边同时加上同一个数，结果同余





a
 - C
 ≡ b
 - C
 　(mod m
 )　　两边同时减去同一个数，结果同余



a
 × C
 ≡ b
 × C
 　(mod m
 )　　两边同时乘以同一个数，结果同余
7.2.6　两边同时做除法运算的条件


“除法就是去除。”米尔嘉说。确实，加减乘除四则运算中，关于加法、减法以及乘法，等式和同余式都一模一样。于是问题自然就来了……正当我想到这里的时候，泰朵拉举起了手。

“米尔嘉，同余式不可以在两边同时除以同一个数吗？”

对，就是这个！泰朵拉虽然经常会落下条件，不过还是非常聪明的，她一直跟着米尔嘉的思路，也始终执着地带着问题听讲。同余式中该怎么进行除法运算呢……

“跟等式不一样。现在让他来举具体例子。”米尔嘉指着我。

把包袱丢给我吗？！好吧，也行……

“这个，嗯……比如说，将 12 作为模，则 3 和 15 同余。

3 ≡ 15　(mod 12)

但是，在两边同时除以 3，同余式就不成立了。因为在两边同时除以 3，左边是 1，右边是 5。以 12 为模的话 1 跟 5 是不同余的。”我说。

(3 ÷ 3)[image: \not\equiv]
 (15 ÷ 3)　(mod 12)

“诶？是吗……”泰朵拉说道，“以 12 为模，1 跟 5 不同余……啊，对啊。因为时钟的时针在 1 点和 5 点分别指向不同的位置。明明在 3 点和 15 点是指向一个位置的……总觉得有些可惜呢。”

[image: {%}]


“刚刚他举了一个不能除的例子。”米尔嘉说道，“但是也有两边可以除以同一个数的情况，比如说 15 和 75 这个例子，这两个数以 12 为模是同余的。”

15 ≡ 75　(mod 12)

“75 点是几点啊？”泰朵拉说道，“75 ÷ 12……这个，商 6 余 3 对吧。因为 15 ÷ 12 商 1 余 3，所以 15 和 75 确实是同余的。”

“这时就算在两边同时除以 5，同余式也成立。”米尔嘉说道。

(15 ÷ 5) ≡ (75 ÷ 5)　(mod 12)

“嗯。15 ÷ 5 = 3，75 ÷ 5 = 15，3 跟 15 同余。咦？不过像这样在两边同时除以 3，同余式就不成立了呢……”

(15 ÷ 3)[image: \not\equiv]
 (75 ÷ 3)　(mod 12)

因为 15 ÷ 3 = 5，75 ÷ 3 = 25。5 点和 25 点……也就是说，时针指向的是 5 点和凌晨 1 点。

我恍然大悟。原来在同余式两边同时除以某个数，同余式有可能成立，也有可能不成立啊。

[image: {%}]


这样一来，下一个问题是……

就如回应我一般，米尔嘉说道：

“这样下一个问题自然就来了。”



问题7-1　（同余式和除法运算）


假设 a
 , b
 , C
 , m
 为整数，m
 ≠ 0。

当 C
 具有何种性质时，以下关系成立？

[image: {%}]




“这个条件就是说，两边可以同时除以 C
 对吧。”

“对。”米尔嘉简短地回答道。

我跟泰朵拉都迅速闭上嘴，开始进入思考模式。

我从 mod 的定义出发，开始变形数学公式，往泰朵拉那里瞟了一眼，发现她也开始在笔记本上写写画画了……但不久，她就一脸抱歉地对我说：

“对不起，学长……还有米尔嘉学姐。很抱歉打扰你们了，不过能给我点提示吗？就算想琢磨也完全没有头绪啊……”

“思考问题的第一步是？”米尔嘉问道。

“举例子。‘示例是理解的试金石’。”泰朵拉答道，“我又确认了一遍刚才 3 ≡ 15 和 15 ≡ 75 的例子。”

　

“泰朵拉你想从除法运算的角度想吧？”

“诶？啊，是，没错。从可以进行除法运算的条件……”

“泰朵拉你啊……别从除法运算想，先观察乘法运算。观察乘法运算不是没用的，它能帮你更好地理解除法运算。现在我们给集合 {0, 1, 2, ... , 11} 起个名字，叫作 [image: \mathbb{Z}/12\mathbb{Z}]
 。

[image: \mathbb{Z}/12\mathbb{Z}={0,1,2,\cdots,11\}]


然后在集合 [image: \mathbb{Z}/12\mathbb{Z}]
 里定义运算 [image: \boxtimes]
 ，我们把运算 [image: \boxtimes]
 定义为‘两个数相乘除以 12 求余数’。当然集合 [image: \mathbb{Z}/12\mathbb{Z}]
 关于运算 [image: \boxtimes]
 是闭集。因为除数是 12，所以余数 r
 在 0 ≤ r
 < 12 这个范围内。”

[image: a\boxtimes b=(a\times b)~{\rm mod}~12]
 　（运算 [image: \boxtimes]
 的定义）

“泰朵拉，我在医院说群的时候写了一个 ★ 的运算表，现在你来写 [image: \boxtimes]
 的运算表，然后我们针对你写的运算表来讨论。”

“好，好的。请问，这个方框里面带个 × 的符号是……”

“别管它是 ★ 还是 [image: \circ]
 ，是什么都行。我只是试着选了一个跟乘法运算很像的符号。你算算这两个例子。”米尔嘉举了两个例子。

[image: {%}]


“我懂了，那我来写运算表。”

老实的泰朵拉开始在自己的笔记本上画起运算表。首先在 0 的行和列上写上一大串 0，然后在 1 的行和列上写上 1, 2, 3, 4, ... , 11。然后开始努力填满表格。

[image: \begin{array}{c|rrrrrrrrrrrr}\boxtimes&0&1&2&3&4&5&6&7&8&9&10&11\\\hline0&0&0&0&0&0&0&0&0&0&0&0&0\\1&0&1&2&3&4&5&6&7&8&9&10&11\\2&0&2&4&6&8&10&0&2&4&6&8&10\\3&0&3&6&9&0&3&6&9&0&3&6&9\\4&0&4&8&0&4&8&0&4&8&0&4&8\\5&0&5&10&3&8&1&6&11&4&9&2&7\\6&0&6&0&6\\7&0&7\\8&0&8\\9&0&9\\10&0&10\\11&0&11\\\end{array}]


填到 6 这一行的一半时，泰朵拉突然抬起头。

“啊，糟了！糟了糟了，我忘了今天得提早回家！抱歉，学长，米尔嘉学姐。今天我先失陪了，我们改天再一起研究数学吧！”

泰朵拉抓起笔记本 —— 上面是写了一半的运算表，离开了教室。


7.2.7　拐杖


教室里剩下我和米尔嘉。

少了活力四射的泰朵拉，教室一下子安静了许多。

我看着米尔嘉脚上的绷带，她是不是还在疼呢？

“米尔嘉，拄拐很费劲吧？”

“也不是我愿意的。”

米尔嘉平时总是挺直腰板，雷厉风行地走路，拄拐对她来说应该很憋屈吧。

“不过，你就快能扔掉拐杖了吧。”

“我已经能撇掉拐杖走了，今天我只是想确认一下能不能行。”

确认？算了，不管怎么说，没出什么大事真是太好了。

“今天你这就回去了吗？”我问她。

“唔……也是啊。回去之前我想先去趟厕所。”

米尔嘉突然对我伸出手。

“诶？”

“拐杖太麻烦了。”

啊……原来是让我借她肩膀。

我左手拿着拐杖，右手臂绕过米尔嘉的后背撑着她，就像怀抱一般。嗯……好难掌握平衡啊，而且碰女孩子这件事本身就让我紧张得不行。

她左手臂绕过我的脖子，绷带粗糙的触感和药品的气味。我们一起站起来，走出教室，步入走廊。然后……

“左边。”米尔嘉说道。

这边吗？不过，能不能不要在我耳边小声说话啊。

我们调整着步伐，注意着脚下。

“我走太快了？”

“没关系。”

米尔嘉的重量应该都压在我身上，我却几乎感觉不到她的重量。能感觉到的，只有柔软又丰满的……心跳不停，脸如火烧，柑橘系的香味把我的心搅得一团乱。

走廊里没有人，茜红色的夕阳从窗口斜斜地洒进来。

“到这里就行。”我们到了厕所跟前。

“那我在这儿等你。”我把拐杖递给她。

“两人三足，果然有意思啊。”

米尔嘉丢下这句话就进了厕所。

　

呼……

　

我靠在走廊的墙壁上，大大地出了一口气。

透过窗户，可以看到美丽的晚霞散布在天际。

回去路上也要一直借她肩膀吗。女孩子，怎么说呢，真是非常的……我啊，难不成净是被米尔嘉牵着鼻子走吗？算了，无所谓了。

　

“两人三足，果然有意思啊。”

　

果然？


7.3　除法的本质



7.3.1　喝着可可


夜晚，我的房间。

“学这么晚辛苦了。”我妈放下了一杯可可。

已经这么晚了吗……我看着马克杯，恍惚地想着。说过了喝咖啡就行，她却总拿来可可，能不能别总是把我当小孩子看啊。

我爸和我妈结婚后有了我，一家人。米尔嘉也有家人，泰朵拉也有家人。

我们才十来岁，但我们也背负着许多东西，某些我们要背负的东西。

米尔嘉也是。

　

“不过，哥哥他在我小学三年级的时候就……死了。”

　

泰朵拉也是。

　

“所以，所以……请你不要回头。”

　

——我后背上能感觉到泰朵拉的双手在不停颤抖。我的心也忐忑不定。

唉。

我翻开笔记本。

数学……

数学的存在很有分量 —— 我一直这么想。或许完成后的数学确实是这样，但完成之前的数学肯定有所不同。

写数学公式，就会留下数学公式。半途而废，就只会留下写到一半的数学公式。这是理所当然的。

然而，教科书上没有写到一半的数学公式。在建筑工地上已经搭好了脚手架。所以一说到数学，我们脑海中总会浮现出整然有序的、已经完成的画面。但实际上，那些创造出最尖端数学的地方，不都是跟施工现场一样乱七八糟的吗？

毕竟发现数学、创造数学的是人类，怀着残缺、震颤、忐忑之心的人类。是憧憬美丽的结构，倾慕永恒，想方设法捕捉无限的人类，培育出了今日的数学。

不是纯粹地获取，而是由自己创造出来的；从搜集不起眼的水晶碎片开始，直至建成宏伟的佛寺；在一无所有的空间里放入公理，由公理推导定理，由定理再导出其他定理；由一颗小小的种子开始，构建整个宇宙。 —— 这就是数学。

米尔嘉优雅的解答，泰朵拉付出的努力，尤里对于条件的关注……我能改变对数学的固有印象，也是受了她们的巨大影响啊。

我喝着热乎乎的可可，漫无边际地想着。


7.3.2　运算表的研究


那么，该研究数学了。

泰朵拉把 [image: \boxtimes]
 的运算表写到一半，那我也来写写看吧。

[image: a\boxtimes b=(a\times b)~{\rm mod}~12]


只是做个乘法运算，写出除以 12 的余数而已，费不了什么工夫。

[image: \begin{array}{c|rrrrrrrrrrrr}\boxtimes&0&1&2&3&4&5&6&7&8&9&10&11\\0&0&0&0&0&0&0&0&0&0&0&0&0\\1&0&1&2&3&4&5&6&7&8&9&10&11\\2&0&2&4&6&8&10&0&2&4&6&8&10\\3&0&3&6&9&0&3&6&9&0&3&6&9\\4&0&4&8&0&4&8&0&4&8&0&4&8\\5&0&5&10&3&8&1&6&11&4&9&2&7\\6&0&6&0&6&0&6&0&6&0&6&0&6\\7&0&7&2&9&4&11&6&1&8&3&10&5\\8&0&8&4&0&8&4&0&8&4&0&8&4\\9&0&9&6&3&0&9&6&3&0&9&6&3\\10&0&10&8&6&4&2&0&10&8&6&4&2\\11&0&11&10&9&8&7&6&5&4&3&2&1\\\end{array}]


不过，米尔嘉为什么让泰朵拉写这个运算表呢？一切得从在同余式的两边同时除以 C
 这里说起。



问题7-1　（同余式和除法运算）


假设 a
 , b
 , C
 , m
 为整数，m
 ≠ 0。

当 C
 具有何种性质时，以下关系成立？

[image: {%}]




米尔嘉说了。

　

“观察乘法运算不是没用的，它能帮你更好地理解除法运算。”

　

好，那我就举 m
 = 12 这个例子，来好好观察一下这个运算表。

一行一行地读。

因为 0 乘以什么数字都得 0，所以 0 这行全部是 0。

1 这行是 0, 1, 2, ... , 11，数字依次排列。这也是理所当然的。

2 这行是 0, 2, 4, 6, 8，直到 10 数字是递增的，但是当 a
 × b
 等于 12 的时候又归零了。因为这是以 12 为模的运算 —— 也就是说取除以 12 的余数，所以也是很自然的。

3 这行也一样。0, 3, 6，直到 9，当 a
 × b
 等于 12 的时候又归零。

嗯……同余式


a
 × C
 ≡ b
 × C
 　(mod 12)

用运算 [image: \boxtimes]
 可以写成下面这样。


a
 [image: \boxtimes]
 C
 = b
 [image: \boxtimes]
 C


因为 [image: \boxtimes]
 里已经包含了 mod 的计算，所以不写 ≡，写成 = 就可以。

嗯……那么接下来就要思考 [image: \boxtimes]
 的逆运算了吗。

……

不，不对，搞错了。

与其综合考虑在集合 [image: \mathbb{Z}/12\mathbb{Z}={0,1,2,\cdots,11\}]
 中 [image: \boxtimes]
 的逆运算，不是应该先考虑 C
 的逆元
 吗？假设 C
 的逆元为 C'
 ，C'
 就满足


C
 [image: \boxtimes]
 C'
 = 1

如果集合 [image: \mathbb{Z}/12\mathbb{Z}]
 内存在这样的数字 C'
 ，就应该能进行“除法运算”。因为在


a
 [image: \boxtimes]
 C
 = b
 [image: \boxtimes]
 C


的两边同时乘以 C'
 ，就存在以下等式。

(a
 [image: \boxtimes]
 C
 ) [image: \boxtimes]
 C'
 = (b
 [image: \boxtimes]
 C
 ) [image: \boxtimes]
 C'


因为 [image: \mathbb{Z}/12\mathbb{Z}]
 关于 [image: \boxtimes]
 满足结合律，所以上面的式子可以写成下面这样。


a
 [image: \boxtimes]
 (C
 [image: \boxtimes]
 C'
 ) = b
 [image: \boxtimes]
 (C
 [image: \boxtimes]
 C'
 )

因为 C
 [image: \boxtimes]
 C'
 = 1，所以


a
 [image: \boxtimes]
 1 = b
 [image: \boxtimes]
 1

运用运算 [image: \boxtimes]
 的定义，可以写成以下这样。

(a
 × 1) mod 12 = (b
 × 1) mod 12

即


a
 mod 12 = b
 mod 12

由此，以下式子成立。


a
 ≡ b
 　(mod 12)

也就是说，如果对于 C
 存在逆元 C'
 ，那么就可以在同余式的两边同时除以 C
 不是吗？


嗯嗯，总而言之，除以 C
 和乘以它的倒数 [image: \frac{1}{C}]
 是一回事。这样就不是普通的除法运算，而是考虑到 mod 的除法运算了。从这个角度来说，把 C
 的逆元写成 C'
 ，可能不如象征性地写成 [image: \frac{1}{C}]
 或者 C
 -1
 比较好。

来找 C
 的逆元存在的条件吧。从 [image: \mathbb{Z}/12\mathbb{Z}]
 里找出满足 C
 [image: \boxtimes]
 C'
 = 1 的数字就行。怎么找好呢……啊，这样啊！很简单，用运算表就行了！只要找出表中含有 1 的行就可以。哈哈，所以米尔嘉才让泰朵拉写运算表的啊……

那么，我们把运算表中 1 的地方画上圆圈。

[image: \begin{array}{r|rrrrrrrrrrrr}\boxtimes&0&1&2&3&4&5&6&7&8&9&10&11\\0&0&0&0&0&0&0&0&0&0&0&0&0\\\to1&0&\textcircled{1}&2&3&4&5&6&7&8&9&10&11\\2&0&2&4&6&8&10&0&2&4&6&8&10\\3&0&3&6&9&0&3&6&9&0&3&6&9\\4&0&4&8&0&4&8&0&4&8&0&4&8\\\to5&0&5&10&3&8&\textcircled{1}&6&11&4&9&2&7\\6&0&6&0&6&0&6&0&6&0&6&0&6\\\to7&0&7&2&9&4&11&6&\textcircled{1}&8&3&10&5\\8&0&8&4&0&8&4&0&8&4&0&8&4\\9&0&9&6&3&0&9&6&3&0&9&6&3\\10&0&10&8&6&4&2&0&10&8&6&4&2\\\to11&0&11&10&9&8&7&6&5&4&3&2&\textcircled{1}\\\end{array}]


咦？没想到这么少。存在逆元的只有 1, 5, 7, 11 这四个吗……嗯？

1, 5, 7, 11 ？

1, 5, 7, 11 不是之前在时钟巡回里常见的“与 12 互质的数字”吗？！

也就是说，和 12 互质的数字关于 [image: \boxtimes]
 存在逆元。换句话说，只要是跟模互质的数字，就可以进行除法运算……就是这么回事吧？

说起来，米尔嘉在学校出的例子真有意思啊！—— 15 和 75 以 12 为模同余。

[image: {%}]


不出所料。除以跟 12 互质的 5，结果仍然同余。然而除以跟 12 不互质的 3，同余就不成立了。


7.3.3　证明


我试着写下刚刚根据运算表得到的猜想。



猜想
 ：同余式中，用与模互质的数字可以进行除法运算。也就是说，当以下式子成立时，


a
 × C
 ≡ b
 × C
 　(mod m
 )

若 C
 与 m
 互质（即 C
 ⊥ m
 ），则以下式子成立。


a
 ≡ b
 　(mod m
 )



好的，试着证明这个猜想吧。因为可以写出 [image: \mathbb{Z}/12\mathbb{Z}]
 的具体运算表，所以可以检验。但通常情况下，[image: \mathbb{Z}/m\mathbb{Z}]
 包含 m
 个元素 ，写不出具体的运算表，所以必须严谨地证明。

从这里出发。


a
 × C
 ≡ b
 × C
 　(mod m
 )

这个式子可以变形成以下这种形式。


a
 × C
 - b
 × C
 ≡ 0　(mod m
 )

左边提出 C
 ，得到以下式子。

(a
 - b
 ) × C
 ≡ 0　(mod m
 )

以 m
 为模，(a
 - b
 ) × C
 与 0 同余，说明 (a
 - b
 ) × C
 是 m
 的倍数。也就是说，存在某个整数 J
 ，使得以下等式成立。

(a
 - b
 ) × C
 = J
 × m


这样一来，所有字母都是整数，且两边都变成了积的形式。

我想推导的是，存在某个整数 K
 ，使得以下等式成立。


a
 × b
 = K
 × m


因为如果 a
 - b
 是 m
 的倍数，则 a
 - b
 ≡ 0 (mod m
 )，也就意味着下式是 成立的。


a
 ≡ b
 　(mod m
 )

又因为

(a
 - b
 ) × C
 = J
 × m


所以 (a
 - b
 ) × C
 是 m
 的倍数。如果 C
 和 m
 互质，则 a
 - b
 含有 m
 所有的质因数。

换言之，a
 - b
 是 m
 的倍数，所以可以写成 a
 - b
 = K
 × m
 这种形式。

嗯，在这里“互质指的是没有共同的质因数”又派上用场了。



解答7-1　（同余式和除法运算）


假设a
 , b
 , C
 , m
 为整数，m
 ≠ 0。

当 C
 与 m
 互质时，以下式子成立。

[image: {%}]





7.4　群·环·域



7.4.1　既约剩余类群


第二天放学后，我跟米尔嘉在教室里谈论昨天研究的成果。

“……我是这么解的。总之一句话，同余式两边可以同时除以跟模互质的整数。”我说。

“证明出来的吗……”米尔嘉回答道，“这个嘛，除了漏掉了‘证明 [image: \mathbb{Z}/m\mathbb{Z}]
 是否满足结合律’和没考察‘逆’以外，还是可以的。”

“我感觉……那个……”泰朵拉支支吾吾的，跟平常不大一样，“怎么说呢，应该说觉得有点不甘心吧。我没找到在同余式中进行除法运算的条件，就是说没能解决问题。这本身挺遗憾的，但也不是因为这个而不甘心……”

泰朵拉摆弄着笔记本，在脑海中找寻着恰当的词句。

“那个……要是因为一点都不明白而没能解开也就算了。‘啊，我是因为不知道 ○○ 才没能解开问题的啊！’—— 这样我也能接受。但是这次我牢牢地掌握着所有的工具呢。


	
余数和 mod



	
同余式



	
群（运算、单位元、结合律、逆元）



	
运算表



	
互质





要是把这些一个个拿来问我‘这是什么？’我肯定答得出来。可是，就算这样，我还是没能解开问题。关于求能进行除法运算的条件这个问题，米尔嘉学姐已经给了我提示，让我写乘法运算的运算表了，但是我还是没能抓紧‘除法运算是乘法运算的逆运算’的含义。我知道，分数的除法运算只需要写出倒数做乘法运算就可以了，但是一牵扯到 mod 的运算，稍微换了个形式，我就没辙了。作为能进行除法运算的条件，存在着相当于倒数的元素 —— 逆元。我没想到要去研究这个条件。明明找一下运算表中含有 1 的行，就能马上发现逆元了……要是碰到 1, 5, 7, 11，说不定我也能发现互质的……”

泰朵拉微微低下头，又用力地摇了摇头。

我们一言不发，只是默默地听着。

“为什么？到底为什么呢？为什么我没能解开问题呢？为什么我没能注意到重点呢？是习惯……了吗？我一直以为我的特长就在于，不管花多少时间都会努力攻克难题。这次我也写了运算表，认真地写了，但是也就这样而已，我没能想到‘要去找 1’。我还想把数学读得更透、更透、更透……”

放在笔记本上的双手死死地紧握在一起。

“泰朵拉……”我插了句嘴，扫了一眼米尔嘉。

米尔嘉也看着我，微微点了点头。

“泰朵拉，数学的问题能解开就是能解开，解不开就是解不开。有时候一直认为很难的问题可能无意中就解开了，一直认为很简单的问题可能很奇怪就解不开。你看，你不也把我觉得很难的‘五个格点’的问题解开了吗？你也很棒地运用了鸽笼原理呀。这次的问题也是这样哦。你把问题理解得很清楚，解答也理解得很到位，还很好地整理了重点。这些都不是白费的。来来，抬起头来，活力少女！你平常可不是这样的哦！”

泰朵拉慢慢地抬起头，一脸尴尬。

“我发了奇怪的牢骚，对不起。”

她低下头道歉。

我斜着眼看了看米尔嘉，米尔嘉淡淡地说道：“要是因为没能解开问题就失落的话，就没完没了了。而且就算是解开了问题的青涩王子，我也很怀疑，他把运算表读到了什么份儿上。”

“诶？怎么回事？”没想到矛头居然指向了我。

米尔嘉像画 [image: \varphi]
 一样挥动着食指，没搭理我就继续往下说道：“举个例子 ——

　

‘集合 [image: \mathbb{Z}/12\mathbb{Z}]
 关于 [image: \boxtimes]
 不构成群’

　

你注意到了吗？”

“什么？！”我吃了一惊。

这样啊，我求的是有逆元这个条件。也就是说，集合 [image: \mathbb{Z}/12\mathbb{Z}]
 里包含“有逆元的元素和没有逆元的元素”。也就是说，这个集合不是群。如果是群，所有的元素都应该有逆元。这么说来，这是再当然不过的。我居然到现在才发现……

“喔……你这么吃惊，说明你也没意识到

　

‘集合 {1, 5, 7, 11} 构成群’

　

对吧。”

“啊！”我又吃了一惊。

跟 12 互质的整数集合 {1, 5, 7, 11} 构成群？米尔嘉说出“构成群”的一瞬间，我就感觉到这个集合被赋予了结构，感觉集合的元素一下子绷紧了似的。

“的确，的确，的确能构成群啊！”我感叹道。

“你说了三次‘的确’，质数。”米尔嘉模仿我的口吻说道。

“是关于什么运算的群呢？”泰朵拉问道。

“泰朵拉……问得好。一听到群，就自然而然地要问‘是什么样的集合？’‘是什么样的运算？’这是掌握群的定义的标志。”

“嘿嘿……”

“泰朵拉，来这边。”米尔嘉招手。

“来了，哎呀！不不不不不用了！”泰朵拉红着脸摆着两手，看来是从经验汲取教训了啊。

“集合 {1, 5, 7, 11} 关于运算 [image: \boxtimes]
 构成群。也就是说，在求一般的积之后，再求以 12 为模的余项。就是这么个运算，运算表如下。”

[image: \begin{array}{r|rrrr}\boxtimes&1&5&7&11\\\hline1&1&5&7&11\\5&5&1&11&7\\7&7&11&1&5\\11&11&7&5&1\\\end{array}]


“原来如此……”我在脑海中检验了一遍群的公理。集合 {1, 5, 7, 11} 关于 [image: \boxtimes]
 是闭集，单位元不用说，是 1。各个元素都有逆元（逆元就是元素本身），结合律也 OK，确实构成群……

集合 [image: \mathbb{Z}/12\mathbb{Z}]
 的元素中，存在有逆元的和没有逆元的元素。也有像 {1, 5, 7, 11} 这样，只抽出有逆元的元素来形成子集，从而构成群的啊。真是相当有意思。

“这个群称为既约剩余类群
 。对于集合 [image: \mathbb{Z}/12\mathbb{Z}]
 的既约剩余类群，数学公式就写作 [image: (\mathbb{Z}/12\mathbb{Z})^{\times}]
 。”

“米尔嘉学姐！这个群是阿贝尔群对吧！”

“为什么这么想？”

“因为这个运算表关于对角线轴对称，就是说满足交换律啊！”

“没错。泰朵拉，你这不是好好看了运算表吗。”

米尔嘉的这句话让泰朵拉一脸高兴地微微笑了。


7.4.2　由群到环


接下来，我们来说环
 。

对群而言，集合中只能定义一种运算。

对环而言，可以在集合中定义两种运算。跟群一样，这个运算是什么都没关系。有关系的只有一个条件，运算是否满足“环的公理”。

我们下面用 + 和 × 来表示两种运算的符号。因为这两个符号常用，我们已经看习惯了。然后我们将这两种运算称为加法运算及乘法运算，也有直接称为加法和乘法的情况。

在这里别忘了，这两种运算表示的不仅仅是一般意义上的加法运算和乘法运算。不管任何时候，只要有需要，都应该回头确认一下环的公理，这是非常重要的。

在这里，就出现了泰朵拉说的‘不拘小节地同等看待’。这里说的加法运算不一定是我们平常说的加法运算，我们只是把某个运算称为加法运算，使用符号 + 来表示，同理，这里的乘法运算也不一定是我们平常概念中的乘法运算，只是把某个运算称为乘法运算，使用符号 × 来表示。

我们更进一步，把这个“加法运算”的单位元称为 0，“乘法运算”的单位元称为 1。0 不是我们平常数字概念中的 0，只是把它称为 0 而已，同理，1 也不是我们平常数字概念中的 1，只是称为 1 而已。

这就好比数学中的“比喻”。明白了吧。

在讲述环的公理之前，我先介绍一下“分配律”。我们知道数字世界的分配律。环的世界的分配律基本上也是同样的形式。

分配律是连接两种运算的法则。因为出现了两种运算，所以涉及群时就不会出现分配律的问题。



分配律


(a + b) × c = (a × c) + (b × c)



看，这就是环的公理。



环的定义（环的公理）


我们将满足以下公理的集合称为环
 。


	

关于运算+（加法）
 ——


	
闭集



	
存在单位元（称为 0）



	
所有元素都满足结合律



	
所有元素都满足交换律



	
所有元素都存在与其对应的逆元







	

关于运算（乘法）
 ——


	
闭集



	
存在单位元（称为 1）



	
所有元素都满足结合律



	
所有元素都满足交换律







	

关于运算 + 和 ×
 ——


	所有元素都满足分配律









这里叙述的环的定义，严谨地说，是被称为‘存在乘法单位元的交换环’。根据数学书的不同，环的用语也多少会有些变动。不过一般每本书中都会写出定义，所以没什么大碍。

那么，我来出个环的题。

◎　　◎　　◎

“我来出个环的题。”米尔嘉对泰朵拉说。

　

“环是关于加法的阿贝尔群吗？”

　

“诶？什么意思啊？”

“不明白是吗？环包含两种运算，我们分别称这两种运算为加法和乘法。我们在这里只关注加法，我问的是，环关于加法运算能构成阿贝尔群吗？泰朵拉你该不会不知道怎么判定是不是阿贝尔群吧？”

“啊！我知道了。只要比较公理就行了。稍等一下，我想想阿贝尔群的公理。阿贝尔群指的是在集合中，关于运算是闭集……还有还有，有单位元，对于任何元素都满足结合律，对于任何元素都满足交换律……还有，对对，对于任何元素都存在逆元。再读一下环的公理就……对对，的确满足阿贝尔群的公理。所以‘环关于加法构成阿贝尔群’。”

“好，这次我们抛开加法，只关注乘法。”

　

“环关于乘法构成阿贝尔群吗？”

　

“嗯，当然构成了。”

“为什么？”

“因为环关于加法构成阿贝尔群，所以关于乘法也……”

“你确认环的公理了没？”

“没……没有。”

“为什么没有？”米尔嘉轻轻地敲了一下桌子，“眼前列着一堆命题，为什么不读？你不是想‘把数学读得更透、更透、更透’吗？”

“对不起，我这就读……啊啊啊啊啊啊啊！错了！错了！我太大意了！环虽然定义有两种运算，但是叫作‘乘法’的运算却不满足‘所有元素都存在与其对应的逆元’这个公理！”

“没错。环有加法和乘法，但公理却不是对称的。乘法运算也不一定要有逆元，也就是说，环对于乘法运算本来就不一定是群。因为不一定是群，所以当然也不一定是阿贝尔群。”米尔嘉说道。



环和群


环关于加法是阿贝尔群。

环关于乘法不一定是阿贝尔群。



“为什么又这么模棱两可的……”泰朵拉小声地自言自语道。

“什么模棱两可了？”

“不必非要这样弄出个不对称的公理吧……”

“泰朵拉，你现在已经知道了具有代表性的环，这哪是模棱两可的环，它可是创造出了华美深奥的世界噢！”米尔嘉说着，眼中闪着兴奋的光芒。

“是怎么一回事？”泰朵拉一脸疑惑。

“可以进行加法运算。因为肯定存在关于加法的逆元，所以也可以进行减法运算，乘法运算也可以。加法运算和乘法运算都满足分配律，但是关于乘法不一定有逆元，所以不一定可以进行除法运算。这样的集合你应该很熟悉。我就是想说这些。”

“诶？不能进行除法运算的集合？ a
 的倒数不能变成 [image: \frac{1}{a}]
 的意思吗？我不太明白……”

“喔……还不太明白吗？倒是可以变出 [image: \frac{1}{a}]
 ，但是 [image: \frac{1}{a}]
 要是飞出集合范围外就不行了。大前提是，对于我们关注的集合来说，运算为闭集。集合中没有相当于 [image: \frac{1}{a}]
 的元素……你说，这是什么样的集合？”

“嗯……抱歉，我不知道。”

“是整数集合。全体整数集合 [image: \mathbb{Z}]
 关于加法运算 + 和乘法运算 × 构成环。然而，[image: \mathbb{Z}]
 中不一定包含 [image: \frac{1}{a}]
 （[image: \frac{1}{a}]
 满足整数 a
 ≠ 0，且为乘法运算的逆元）。只有当 a
 = ±1 的时候，逆元 [image: \frac{1}{a}\in\mathbb{Z}]
 。虽说不能进行除法运算，全体整数集合也并不是‘模棱两可’的。即便没有除法运算，整数的世界也是丰富多彩的。”

我听着米尔嘉和泰朵拉的谈话，忽然意识到了什么。

“米尔嘉，难不成环是集合 [image: \mathbb{Z}]
 的抽象化表现？”

“这个嘛，你这么想也没什么错。集合 [image: \mathbb{Z}]
 关于加法 + 和乘法 × 构成环。 我们把这个环称为整数环
 。另外，用 mod m
 考虑加法 + 和乘法 × 的话， 集合 [image: \mathbb{Z}/m\mathbb{Z}={0,1,2,\cdots,m-1\}]
 也构成环。我们把这个环称为剩余类环
 。因为都叫作环，所以可以把 [image: \mathbb{Z}]
 和 [image: \mathbb{Z}/m\mathbb{Z}]
 同等看待。”

“为什么要叫作环呢？”

“为什么 叫‘环’，我也不知道。说不定是从剩余类环 [image: \mathbb{Z}/m\mathbb{Z}]
 的圆环形象来的。”2



2
 希尔伯特在表述“环”这个概念时，首次用到了“Zahlring”（数字的环）这个说法。

“用英语要怎么说呢？”

“ring。”米尔嘉突然加快了语速，“整数环 [image: \mathbb{Z}]
 和剩余类环 [image: \mathbb{Z}/m\mathbb{Z}]
 都满足‘环的公理’。但是，这两种环大不相同。[image: \mathbb{Z}]
 就像是数轴上排列的点，[image: \mathbb{Z}/m\mathbb{Z}]
 的点则分布在圆环上，就像是时钟的表盘；[image: \mathbb{Z}]
 是无限集合，[image: \mathbb{Z}/m\mathbb{Z}]
 是有限集合；[image: \mathbb{Z}]
 具有无限性，[image: \mathbb{Z}/m\mathbb{Z}]
 具有周期性。两者虽然大相径庭，却都满足环的公理。也就是说，只要存在从环的公理中推导出的定理，这个定理一定适用于 [image: \mathbb{Z}]
 ，也同样适用于 [image: \mathbb{Z}/m\mathbb{Z}]
 。因为它们都是‘环’。这就是抽象代数！”

这样啊……我在思考某个集合，定义运算的时候，只要这个集合满足环的公理，就能把已经经过数学家们证明的环的定理拿来用啊……

我一瞬间看到了许多命题，它们如森林般，如星座般不断扩张，创造了一个巨大的体系。我不知道关于环的定理，但这些基于环的公理的诸多关于环的定理，一定是数学家们长年累月筑造而成的。我深信 —— 是数学家们造就了如此雄伟的建筑物。


7.4.3　由环到域


“因为环的公理里没有写明，所以环里不一定存在关于乘法的逆元，也就是说环里不一定能进行除法运算。接下来，我们思考一下除法。假设存在某个环，这个环里除 0 以外的所有元素都能进行除法运算，我们把这个环称为域
 。

英语叫作 field。我也不知道为什么起这个名字。”3



3
 尤利乌斯·威廉·理查德·戴德金在表述“域”这个概念时，首次用到了“Körper”（域）这个说法。

泰朵拉点头，米尔嘉突然压低了嗓门。

“对群而言，集合中只能定义一种运算。对环而言，集合中能定义两种运算。而对于域，集合中……”

“能定义三种运算吧！”

“不对。”

“咦？”

“并不是逐步增加运算的数量，比如说，存 在‘加法’和‘关于加法的逆元’就能进行‘减法’的运算，同理，存在‘乘法’和‘关于乘法的逆元’就能进行‘除法’的运算。‘关于乘法是否存在逆元’是环和域唯一的区别。关于乘法……对环而言，可以包含不存在对应的逆元的元素，但对域而言，除 0 以外的所有元素都必须存在与其对应的逆元。”

“0 以外的……还带着这个条件啊。”

“没错，0 的逆元可以不存在，这就相当于刨去 了‘除数为 0’这个条件。”



域的定义（域的公理）


我们将满足以下公理的集合称为域。


	

关于运算 +（加法）
 ——


	
闭集



	
存在单位元（称为 0）



	
所有元素都满足结合律



	
所有元素都满足交换律



	
所有元素都存在与其对应的逆元







	

关于运算 ×（乘法）
 ——


	
闭集



	
存在单位元（称为 1）



	
所有元素都满足结合律



	
所有元素都满足交换律



	
除 0 以外的所有元素都存在与其对应的逆元







	

关于运算 + 和 ×
 ——


	所有元素都满足分配律







（域与环的区别在于，关于乘法是否存在逆元）



“来，我们照老样子，来举个域的例子。因为‘示例是理解的试金石’嘛。”

米尔嘉摊开两手催着泰朵拉。

“我想想……”

泰朵拉嘴里念叨着，在笔记本上写着什么。过了一会儿，她唰地举起了手。

“我想到了……比如说，分数 [image: \frac{a}{b}]
 的集合是‘域’吗？”

“a
 和 b
 是什么？”米尔嘉马上反问道。

“a
 和 b
 是整数。所以我指的是全体 [image: {%}]
 的集合。我认为这个集合是域。”

“对她的回答，你怎么看？”米尔嘉问我。

“有两处不足。”我答道，“一处是，她似乎忘记了分母可能为 0。条件必须是 [image: {%}]
 。然后还有一处不足就是，这个集合已经有名字了，它是全体有理数的集合 [image: \mathbb{Q}]
 。”

“啊！是这样呢。全体有理数的集合是‘域’吧？”

“没错。叫作有理数域
 。说起来，在之前证明基本勾股数的无限性的时候，我们也利用了全体有理数的集合是域这个条件呢。”

“啊，对啊。是用直线切断单位圆的那个证明吧。”我点头。

“在整数环 [image: \mathbb{Z}]
 中加入一般的除法就是有理数域 [image: \mathbb{Q}]
 。”米尔嘉继续讲道，“那么，要是想在剩余类环 [image: \mathbb{Z}/m\mathbb{Z}]
 中加入一般的除法，该怎么办呢？这就出现了下一个问题。”



问题7-2　（将剩余类环变成域）


剩余类环

[image: \mathbb{Z}/m\mathbb{Z}={0,1,2,\cdots,m-1\}]


是域，写出模 m
 满足的条件。



“能给我点时间吗？我还没完全掌握环和域的定义……”

“你随意。”

我也在想。已经给出很多提示了，大概能猜到是怎么回事了。我在笔记本上写了几个剩余类环的运算表，开始思索。

“难不成，是这个条件吗？”

泰朵拉畏畏缩缩地开口。

“嗯？什么条件？”米尔嘉问道。

“模 m
 的条件吧，这个，对于任意整数 …… 不对，只对于集合的元素就好，啊！还要除去 0 …… 嗯，所以 m
 - 1 个整数里 1, 2, ... , m
 - 1 中的每个数字只要与模 m
 互质，[image: \mathbb{Z}/m\mathbb{Z}]
 就能变成域……我认为。”

“喔……”

“因为那个，在同余式里考虑除法运算的条件的时候，能进行除法运算的只有与模互质的数字。所以，我才……”

“泰朵拉，这个事儿吧……唔！”

“沉默是金！”米尔嘉拿手捂住了我的嘴，不让我评价。

（好温暖）

米尔嘉就这么捂着我的嘴，像唱歌一样说道：

“泰朵拉，泰朵拉，喜欢词语的泰朵拉，

　

‘整数 1, 2, ... , m
 - 1，与模 m
 ，互质。’

　

你的心，没有因这个想法雀跃吗？”

“诶？这，这个 …… 1 和 m
 互质，2 和 m
 互质，3 和 m
 互质，4 和 m
 互……”

就在这时，泰朵拉突然不说话了。

　

过了三秒。

　

她慢慢瞪大了眼睛。

慢慢张开了嘴。

两手慢慢捂住了嘴。

　

“这是……质数？！”

　

“没错。”米尔嘉点头。

“唔嗯。”我也点头。现在该把手放开了吧？

“就是说，m
 是质数对吧。嗯，这个……也就是说，
m
 是质数的时候，剩余类环 [image: \mathbb{Z}/m\mathbb{Z}]
 是域
 ！”

“就是这样。m
 是质数的时候，关于乘法，剩余类环 [image: \mathbb{Z}/m\mathbb{Z}]
 除了 0 以外的所有元素都有与其对应的逆元，也就是域。也可以反过来说，剩余类环 [image: \mathbb{Z}/m\mathbb{Z}]
 为域的时候，m
 是质数。虽然也有 m
 = 1 这种特殊情况。”

泰朵拉眼眶湿润了。

“为什么，为什么我会这么感动呢。突然在这种地方出现了质数！环的公理和域的公理里面，根本就没有提到过质数。然而由剩余类环创造域的时候，元素的个数是质数这个条件在这里居然会起到作用，真是不可思议！”

米尔嘉终于把手从我的嘴上拿开了。呼……

“假设 p
 为质数，将剩余类环 [image: \mathbb{Z}/p\mathbb{Z}]
 看作是域，这时可将其称为有限域
 [image: \mathbb{F}p]
 。

[image: \mathbb{F}p=\mathbb{Z}/p\mathbb{Z}]


如果把像时钟一样旋转的剩余类环看作整数的微缩模型，那么用质数 p
 构造出的有限域 [image: \mathbb{F}p]
 也可以说是有理数的微缩模型吧。从时钟到 mod，然后是群·环·域 —— 世界旋转得真壮观啊。”

米尔嘉一脸满足地总结道。



解答7-2　（将剩余类环变成域）


模 m
 是质数时，剩余类环 [image: \mathbb{Z}/m\mathbb{Z}]
 为域。




7.5　以发型为模


“我们说着说着就说了这么多。”

周末，我在自己家里把余项、同余、还有群、环、域讲给尤里听。

“总觉得好神奇啊……”尤里大大地叹了一口气，“哥哥你们经常三个人待在图书室吧，能跟米尔嘉和泰朵拉一起讨论这些，人家好羡慕啊，讨厌……”

“你能理解我说的同余？”

“嗯，哥哥你讲得很容易理解啊。总之就是用余数能进行加法和减法运算对吧，还包括乘法运算。只要满足互质这个条件，还能做除法运算。同等看待那一块儿也很有意思。无视差异同等看待……然后直到有限域 [image: \mathbb{F}p]
 那里。我说哥哥！之前你说过的那个‘折叠无限’，指的不就是同余吗……”

　

既可以将无限时光折叠，放入信封。

也可以将无限宇宙尽收掌心，令其高歌。

　

“确实，使用同余就能把无限的事物化为有限呢。”我说。

整数环 [image: \mathbb{Z}]
 和剩余类环 [image: \mathbb{Z}/m\mathbb{Z}]
 ，有理数域 [image: \mathbb{Q}]
 和有限域 [image: \mathbb{F}p]
 ……

“是吧……”尤里说着表情认真了起来，摆弄着马尾辫不知在想些什么。

“啊，对了，你给我的建议派上用场了。”我说。

“什么建议来着？”

“对女生来说，‘很配你哦’这句话是多么的重要。”

“诶？！你真的说了这句话？对谁说的？”

“对泰朵拉……她把头发剪短了。我一对她说完‘很配你哦’，她马上就高兴得一塌糊涂……”

“哥哥！这句话怎么能随便拿去说啊！唉，我笨死了。没想到你真的会拿去说……话说泰朵拉换了发型吗？”

“嗯，说是把最近长长的部分剪掉了。”

“最近？泰朵拉就这点‘不同’？”

“什么啊？”

“女生……很复杂的！”

“什么？”

“以发型为模，过去的泰朵拉和现在的泰朵拉同余喵？”

　


我有时候在想，



学习和研究到底有何不同呢？



数学课上，只要读读教科书上写着的内容，然后记住公式，



再用记住的公式解开问题，对一下答案就结束了。



然而我认为，研究是去探求“未知的答案”，



是向答案逼近的一个过程。



因为不知道答案才会有趣。



从自己找寻、发现答案的过程中，



才能感受到研究的魅力所在。


—— 山本裕子
 [4]


　

[image: {%}]





第 8 章　无穷递降法



不，是用来考证的。



我们的观点分析，这一带的地盘既厚又坚固，



有很多证据可以证明是大约一百二十万年前形成的。



但我们还想从其他角度来分析，



研究和探索这里以前是否究竟是这样的地层？



还是原来这里只有风和水？或者是无边的天空？


—— 宫泽贤治《银河铁道之夜》


　


8.1　费马大定理


“哥哥，我问个问题可以吗？”尤里说道。

“可以啊。”我把目光从笔记本上移开，抬头看向她。

11 月的某个周六下午，尤里又如往常一样来了我家。我们吃了手抓肉饭以后，她就在我的房间懒懒散散地读着书，我则写着有限域 [image: \mathbb{F}_p]
 的运算表。

“有费马大定理
 这么个东西吧？哥哥。”

“嗯。”



费马大定理


当 n
 ≥ 3 时，以下方程式不存在自然数解。

[image: x^n-y^n=z^n]




“为什么费马大定理这么有名啊？”

“这个嘛……我认为主要原因有三个。”我说。


	
问题本身谁都能理解。



	
费马曾写道：“我确信已发现了一种美妙的证法”。



	
即便如此，其后 350 多年却没有人能证明它。





“除了专业的数学家以外，是没人能理解那些数学界最尖端的问题的。别说解答问题了，连问题的含义都没法理解。但费马大定理不同，谁都能理解问题的含义，但是却连数学家都解不开它。”

“嗯，虽然人家很笨，不过人家也明白费马大定理的含义。”

“都说尤里你不笨了。—— 费马在数学书的空白处留下的笔记是种暗示。”


我确信已发现了一种美妙的证法，

可惜这里空白的地方太小，写不下。



“这不是证明不了还嘴硬的表现吗？”

“人们一般都会这么想。 ——不过费马可是 17 世纪顶尖的数学家啊。”

“咦？哥哥，这本书里说费马是‘业余人士’啊！”尤里把她正在看的书拿给我看。

“那是因为费马并没有把数学家作为职业。在他生活的年代，专业的数学家很少。费马是一名律师，出于个人兴趣，利用闲暇时间研究数学。不过，这本书中把研究出当时最先进的数学的人称为‘业余人士’，会引人误会的……费马在数学书的空白处写下了好些问题，没想到这些问题成了‘超越时空的题集’。后世的数学家们虽然渐渐解开了费马遗留的问题，但还剩下一个问题，谁都没能把它解开。”

“那就是‘费马大定理’吗？”

“对。”

“因为留到了最后，所以又叫最后定理 1
 。游戏关底最后的大魔王啊。”


1
 费马大定理又称为“费马最后定理”。 —— 译者注

“费马于 1637 年左右留下这个问题，而怀尔斯于 1994 年才提交论文证明了它。经过怀尔斯的证明，费马大定理才真正成为了定理。”

“成为了定理是怎么回事？”

“不能被证明，就无法称之为定理。虽然费马主张‘当 n
 ≥ 3 时，[image: x^n-y^n=z^n]
 没有自然数解’，但却没留下证明过程。数学领域的主张，也就是我们所说的命题，未经证明的话只不过是猜想而已。在‘费马大定理’得到证明以前，应该称它为‘费马的猜想’才对。”

“喔……这样啊。哥哥，我还有个问题。这里列出了费马大定理的证明时间表……”尤里翻开书。

[image: {%}]


“这里写的 FLT(3) 和 FLT(4) 是什么？”

“FLT
 是 Fermat's Last Theorem（费马大定理）的首字母略称。费马的方程式中出现了 n
 这个变量对吧。”

[image: x^n-y^n=z^n]


“嗯。”

“费马大定理指的是，在

[image: n=3,4,5,6,7,\cdots]


中，对于任意 n
 ，都不存在满足方程

[image: x^n-y^n=z^n]


的一组自然数 (x
 , y
 , z
 )。就是这么个定理。”

“嗯，然后呢？”

“虽然费马大定理涉及了所有大于等于 3 的 n
 ，但 FLT(3) 指的是单独涉及 n
 = 3 这个情况的命题。也就是说，FLT(3) 所指的命题是‘不存在满足方程 x
 3
 + y
 3
 = z
 3
 的一组自然数 (x
 , y
 , z
 )’。”

[image: {%}]


“哦，我知道了。 —— 咦？表上缺了 FLT(6) 啊！”

“尤里真棒，没有一下带过，而是认真地确认了内容呢。”

“喵呼……都说了人家会害羞的！”

“证明 FLT(6) 的是欧拉啊。”

“诶？但是欧拉证明的不是 FLT(3) 吗？”

“能证明 FLT(3) 也就证明了 FLT(6) 啊。”

“诶？为什么啊？”

“那我们来证明‘如果方程式 x
 3
 + y
 3
 = z
 3
 不存在自然数解，那么方程式 x
 6
 + y
 6
 = z
 6
 也不存在自然数解’这个命题吧。”

“人家也能明白这么难的证明吗？”

“能明白的，我们用反证法。”

◎　　◎　　◎

我们用反证法。作为前提，我们假设已经证明了“方程式 x
 3
 + y
 3
 = z
 3
 不存在自然数解”。

我们要证明的命题是“方程式 x
 6
 + y
 6
 = z
 6
 不存在自然数解”。反证法的假设就是否定这个命题。

　

反证法的假设：“方程式 x
 6
 + y
 6
 = z
 6
 存在自然数解。”

　

然后，我们将自然数解 (x
 , y
 , z
 ) 替换成 (a
 , b
 , c
 )。虽然实际上并不存在 (a
 , b
 , c
 ) 这三个数字，但我们要研究的是，如果这三个数字存在，那么我们能推导出什么。然后我们就期待找到矛盾吧。这就是反证法。

那么，由 (a
 , b
 , c
 ) 的定义可知，下面等式成立。


a
 6
 + b
 6
 = c
 6


这个等式可以像下面这样变形。

(a
 2
 )3
 + (b
 2
 )3
 = (c
 2
 )3


要说为什么，因为 x
 6
 = (x
 2
 )3
 。要凑出 6 次方，就用 2 次方的 3 次方就可以了。这就是指数运算法则。接下来我们定义自然数 A
 , B
 , C
 ，如下所示。

(A
 , B
 , C
 ) = (a
 2
 , b
 2
 , c
 2
 )

这样一来……

[image: {%}]


也就是说，(A
 , B
 , C
 ) 是方程式 x
 3
 + y
 3
 = z
 3
 的自然数解。

推导出的命题：“方程式 x
 3
 + y
 3
 = z
 3
 存在自然数解。”

话说回来，作为我们谈论的出发点，我们是以 FLT(3) 为前提的。

前提：“方程式 x
 3
 + y
 3
 = z
 3
 不存在自然数解。”

这就矛盾了吧。因此我们根据反证法，否定了反证法的假设。这样，我们就证明了“方程式 x
 6
 + y
 6
 = z
 6
 不存在自然数解”。

◎　　◎　　◎

“原来如此，也就是说，如果 x
 6
 + y
 6
 = z
 6
 存在自然数解，那么就能由这个结论推出 x
 3
 + y
 3
 = z
 3
 的自然数解喽？”

“没错，刚才的内容还能推广到一般的情况，也就是说，想证明当 n
 ≥ 5 时 FLT(n
 ) 成立的时候，没必要一个个去证明所有的 n
 。只要证明当质数 p
 = 5, 7, 11, 13……时，FLT(p
 ) 成立就可以了哦。”

“诶？只要证明质数就行了啊。咦？要是这样的话狄利克雷为什么还要证明 FLT(14) 呢？因为 14 等于 7×2，所以 14 不是质数啊……先证明 FLT(7) 不是更好吗？”

“尤里……确实可能是这样，不过狄利克雷肯定没能证明 FLT(7) 啊……”

“啊，这样啊。”尤里耸了耸肩，“话说回来，数学家们还真能想啊，哥哥。感觉这种天衣无缝的理论好舒服啊，怎么说呢，这种没有退路的感觉……让人兴奋得颤抖！就像推理电视剧似的。数学这东西，竟然能用严谨的逻辑来处理……嗯，嘿咻……”

尤里抬起纤细的手臂，向上伸了个懒腰，简直就像只苗条的猫咪。

“不过啊，尤里。数学应该不只是这样。在追寻到严谨的逻辑之前，有时也会在森林中迷路哦。”

“诶，是这样啊。数学家不就是那种绝对不会犯错的好学生吗？”

“数学家在思考的过程中也会犯很多错误的。当然，最后完成的论文有错就麻烦了……”

“没有错误，完美。米尔嘉大人，好崇拜她啊！”

“这么说来，尤里你在考试的时候有过计算错误吗？”

“计算错误基本没有，不过经常有不能一下子解开问题的时候。因为人家笨嘛。”

“才不是呢，尤里。”我说，“都说了你不笨。我……不，哥哥我啊，知道尤里不笨，所以你不准说这种话。尤里很聪明的哦。”

“哥哥……”

“尤里很聪明哦……真的是一只聪明的小猫女哦。”

“人家正感动呢，别逗人家笑喵！”


8.2　泰朵拉的三角形



8.2.1　图书室


在这之后的一周，周五放学后。

我像往常一样迈进图书室，这时泰朵拉已经开始学习了。她一个人在笔记本上热衷地写着什么。

“来得真早啊。”

“啊，学长！刚刚米尔嘉学姐也来了一下，不过说是要跟盈盈学姐练习，就回去了。”

“你现在做的是村木老师出的问题？”

“没错。又是三角形的问题呢。”



问题8-1


存在三边皆为自然数，面积为平方数的直角三角形吗？



“已经想了很久了吗？感觉能解开吗？”我问道。

“我正在举实际例子来验证自己的理解呢！所以麻烦学长不要说话！”泰朵拉把食指放在嘴唇上，做了一个‘嘘’的手势。我不由得心跳了一下。

“那，我在那边算自己的。等会儿咱们一起回去。”

“好。”泰朵拉笑了笑。

　

我原本打算继续算有限域 [image: \mathbb{F}_p]
 ，但不由得被刚刚泰朵拉的问题牵住了心思。

“存在三边皆为自然数，面积为平方数的直角三角形吗？”

直角三角形……也就是说，三边边长应该能构成勾股数。用变量表示三边边长，再研究它们的条件就能解开了吧？

不过还是先举个实例
 来验证自己的理解吧。——“示例是理解的试金石”。

假设三边边长分别为 a
 , b
 , c
 （c
 为斜边边长），研究一下典型的勾股数吧！

(a
 , b
 , c
 ) = (3, 4, 5)

[image: {%}]


此时，

直角三角形的面积 [image: =\frac{ab}{2}=\frac{3\times4}{2}=6]


因为不存在平方后得 6 的整数，所以 6 不是平方数。原来如此！

那再看看别的例子吧。研究一下 (a
 , b
 , c
 ) = (5, 12, 13) 的情况。

直角三角形的面积 [image: =\frac{5\times12}{2}=30]


30 也不是平方数，喔？

我在表上试着总结了几个勾股数。

[image: {%}]


原来如此……的确面积无法构成平方数。不过我只研究了 5 组，还不能断言“绝对无法构成平方数”。未经证明的话只不过是猜想而已。

好，那么来挑战一下，看能不能证明

“不存在三边皆为自然数，面积为平方数的直角三角形。”

整体证明的思路，还是用反证法
 吧。假定存在一个面积为平方数的直角三角形，然后推导出矛盾。感觉这样会更清楚一些。

要证明的命题：“不存在三边皆为自然数，面积为平方数的直角三角形。”

要证明的命题的否定如下，我们假定其成立。

反证法的假设：“存在三边皆为自然数，面积为平方数的直角三角形。”

接下来，把命题里的重点用数学公式表达
 出来。

首先是“直角三角形”。假设三边边长为自然数 a
 , b
 , c
 ，c
 为斜边边长，然后由勾股定理得到


a
 2
 + b
 2
 = c
 2


这个等式可以表达“直角三角形”的概念。

因为我想以尽可能简单的形式逐步思考，所以我将 a
 , b
 转化为两个互质的数字。想得到互质的话，只要除以 a
 和 b
 的最大公约数就好。把 a
 和 b
 的最大公约数设为 g
 ，就存在以下自然数 A
 , B
 。


a
 = gA
 ,　b
 = gB
 ,　A
 ⊥ B
 （A
 和 B
 “互质”）

因为 g
 代表了 a
 和 b
 的所有共同的质因数，所以 A
 和 B
 已经没有共同的质因数了。也就是说，A
 和 B
 互质（A
 ⊥ B
 ）。

把 a
 = gA
 , b
 = gB
 代入到勾股定理里试试。

[image: {%}]


也就是说，c
 2
 是 g
 2
 的倍数。这样一来，c
 就是 g
 的倍数，那么就存在满足下式的整数 C
 。


c
 = gC


好的，继续计算。

[image: {%}]


由 A
 ⊥ B
 和 A
 2
 + B
 2
 = C
 2
 ，即可推导出 B
 ⊥ C
 , C
 ⊥ A
 。这样就可以导入三个两两互质的数字 A
 , B
 , C
 来替换 a
 , b
 , c
 。(A
 , B
 , C
 ) 是基本勾股数。

至此可以说是一路笔直地踏实前行。下面应该走哪边好呢……

嗯。这次 在‘面积是平方数’的条件里代入 A
 , B
 来研究吧。感觉找到状态了……设 d
 为某个自然数，写成下面这种形式就可以用数学公式表达“面积是平方数”的概念了。

[image: \frac{ab}{2}=d^2]


代入 a
 = gA
 , b
 = gB
 。

[image: \frac{(gA)(gB)}{2}=d^2]


计算得

[image: g^2\times\frac{AB}{2}=d^2]


因为 (A
 , B
 , C
 ) 是基本勾股数，所以 A
 和 B
 中有一方为偶数。也就是说是自然数。因此 d
 2
 是 g
 2
 的倍数，即 d
 是 g
 的倍数。所以，存在自然数 D
 满足 d
 = gD
 ，代入公式。

[image: g^2\times\frac{AB}{2}=(gD)^2]


去分母，两边同时除以 g
 2
 ，可得到下式。

[image: AB=2D^2]


至此，就创造出了一个带有附加条件的新问题，条件就是 A
 和 B
 互质 。这个问题是泰朵拉手中卡片的另一个说法。

嗯，进行得很顺利嘛。

不过，还是没能发现关键的矛盾所在。



问题8-2　（问题 8-1 的另一个说法）


存在满足以下式子的自然数 A
 , B
 , C
 , D
 吗？

[image: A^2+B^2=C^2,\quad AB=2D^2,\quad A\bot B]


（A
 ⊥ B
 表示的是 A
 和 B
 互质）



“放学时间到了！”

听到瑞谷老师的声音，我才恍然大悟地抬起头。

天色已经暗了，在钻研数学的过程中，我忘记了时间的流逝，生活在如梦境般的另一个世界之中。会意识到这点，是因为我已经回到了往常的世界。这边的世界 —— 有我，有泰朵拉，有米尔嘉……

“学长？”

泰朵拉站在我面前。

“该回去了吧？”

我看着泰朵拉，沉默地注视了一会儿，她脸颊微红，歪着头问我。

“学长？”

“嗯，回去吧。谢谢你，泰朵拉。”

“诶？谢什么啊？”

“没什么，总觉得该谢谢你，嗯。”


8.2.2　曲曲折折的小路


我们并肩走在回家的路上，穿过住宅区曲曲折折的小路。

“我怎么这么……手忙脚乱呢……”泰朵拉说道，“只要出现一个数学公式，我脑袋就被塞满了，条件都不知道飞到哪儿去了……”

泰朵拉一会儿双拳按头，一会儿双手抱头。

“这么说来，之前你也说过变量一多就感觉难了呢。”

“对对！学长和米尔嘉学姐都能轻轻松松地写出定义方程式
 。‘设 [image: m=\heartsuit\heartsuit\heartsuit]
 ’啊‘定义 [image: b=\spadesuit\spadesuit\spadesuit]
 ’什么的……我最不擅长这个了。”

“虽然定义方程式中变量会增加，不过之后的式子变形会很有趣哦。”

“所以啊！我一直在努力挑战这次的问题，用那个毕达哥拉·榨汁机。”

“嗯？什么意思？”

“就是那个‘用 m
 和 n
 创造基本勾股数’的方法啊！我想用‘基本勾股数的一般形式’来考虑。”

“啊，原来如此，还有这种方法啊。”

这样啊，确实，只要使用基本勾股数的一般形式，就能用 m
 和 n
 表示 A
 , B
 , C
 。从这里开始研究的话，能不能引出矛盾呢？

“这主意不错啊。”

“啊，学长你也在想吗？我也不会输的哦！”

泰朵拉一边说着，一边摆出拳击的架势左右挥着拳头。


8.3　我的旅行



8.3.1　旅行的出发点：用 m
 , n
 表示 A
 , B
 , C
 , D



夜晚，在自己家里。

我即将要出发去旅行，一场推导矛盾的旅行。已确认出发地点。自然数 A
 , B
 , C
 , D
 有着如下关系。就从这里开始推导矛盾。



出发点


[image: A^2+B^2=C^2,\quad AB=2D^2,\quad A\bot B]




由 A
 2
 + B
 2
 = C
 2
 和 A
 ⊥ B
 ，可知 A
 , B
 , C
 是一组基本勾股数。也就是说，采用‘基本勾股数的一般形式’，就可以用 m
 , n
 表示 A
 , B
 , C
 。这就是泰朵拉所说的毕达哥拉·榨汁机。



基本勾股数的一般形式（毕达哥拉·榨汁机）


[image: A^2+B^2=C^2,~A\bot B\quad\Longleftrightarrow\quad\left{\begin{aligned}A&=\quad m^2-n^2\\B&=\quad2mn\\C&=\quad m^2+n^2\end{aligned}]


自然数 m
 , n
 的条件：


	

m
 > n




	

m
 ⊥ n




	

m
 , n
 仅有一方为奇数（两者奇偶性不一致）





（参考 2.5 节）



由“面积是平方数”这个条件我们已经推导出了 AB
 = 2D
 2
 这个等式，接下来将 m
 , n
 代入这个等式，研究 D
 的性质。

之前虽然跟泰朵拉讲了定义方程式的作用，但自己面临导入变量的时候，心中还是会有一丝不安。我很担心，会不会增加变量后搞得一团乱呢……

我告诉自己“要信赖数学公式”，赶走了心中不安的情绪。数学公式的好处就在于，可以脱离含义，用机械性的操作来一层层解开问题。只要将基本勾股数的一般形式纳入式子中，就可以忘掉直角三角形的事儿了。之后胜负就取决于能否将数学公式作为武器熟练运用了。

首先用 m
 , n
 表示 AB
 = 2D
 2
 。

虽然看不到路途前方有什么，但旅行开始了。

上路吧！

[image: {%}]


看，出现了这样的等式。


D
 2
 = mn
 (m
 + n
 )(m
 - n
 )

这不是……之前做过的形式吗？

左边的 D
 2
 是“平方数”。

然后，右边是“互质数字的乘积”，没错……吧？

因为 m
 和 n
 互质，所以从这里出现的四个因子


m
 , n
 , m
 + n
 , m
 - n


中，任意拿出两个因子，都可以两两互质……是吧？

比如说，存在 (m
 + n
 ) ⊥ (m
 - n
 ) ？

我很不安。

如果在这里不存在 (m
 + n
 ) ⊥ (m
 - n
 )，我就失去了重要的武器。用反证法踏踏实实地证明吧。

假设 m
 + n
 和 m
 - n
 不互质，此时应存在某个质数 p
 和自然数 J
 , K
 使得下式成立。

[image: \left{\begin{aligned}pJ\quad&=m+n\\pK\quad&=m-n\end{aligned}]


这个质数 p
 是 m
 + n
 和 m
 - n
 共同的质因数。

只要从这个式子推导出矛盾，就能证明 m
 + n
 和 m
 - n
 互质了。来，看看能不能守住武器。

把上面两个式子左右两边分别相加，导出 p
 和 m
 的关系。

[image: {%}]


将左右两边分别相减，导出 p
 和 n
 的关系。

[image: {%}]


于是得到以下关系。

[image: \left{\begin{aligned}p(J+K)\quad&=2m\\p(J-K)\quad&=2n\end{aligned}]


变成了乘积的形式，我已经明白了！

首先，p
 不可能等于 2。因为 m
 和 n
 的奇偶性不一致，所以 pJ
 = m
 + n
 是奇数，因此 p
 不是偶数。也就是说，p
 不可能等于 2。

但是 p
 也不可能大于等于 3。因为如果 p
 大于等于 3，m
 和 n
 就都是 p
 的倍数。但是 m
 ⊥ n
 —— 也就是说 m
 和 n
 没有共同的质因数。所以 p
 不可能大于等于 3。

综上所述，可以说 (m
 + n
 ) ⊥ (m
 - n
 )。

呼……

　

以防万一，我把 m
 + n
 和 m
 互质的关系也写出来吧。

假设 m
 + n
 和 m
 不互质，此时存在某个质数 p
 和自然数 J
 , K
 使得下式成立。

[image: \left{\begin{aligned}pJ\quad&=m+n\\pK\quad&=m\end{aligned}]


采用跟刚才同样的方法，得到如下等式。

[image: \left{\begin{aligned}pK\quad\quad\quad\quad&=m\\p(J-K)\quad&=n\end{aligned}]


据此可知 m
 , n
 都是 p
 的倍数，和 m
 ⊥ n
 相矛盾。

同理可证 m
 - n
 和 m
 ，m
 + n
 和 n
 ，m
 - n
 和 n
 都互质。

　

好，这样就证明了四个因子


m
 , n
 , m
 + n
 , m
 - n


是分别两两互质的。我牢牢守住了重要的武器。

　

那么言归正传。刚刚经研究得出了下式。


D
 2
 = mn
 (m
 + n
 )(m
 - n
 )

一方面，左边的 D
 2
 是平方数。如果进行质因数分解，就能得到 D
 2
 含有偶数个质因数。

另一方面，右边四个因子 m
 , n
 , m
 + n
 , m
 - n
 是两两互质的 —— 也就是说没有共同的质因数。

想象一下把左边的质因数分配到右边四个因子中的情况，则四个因子都各自含有偶数个质因数。总之一句话，“m
 , n
 , m
 + n
 , m
 - n
 全部是平方数”！

“互质”真的是一件实用的武器啊……用“最大公约数为 1”体现“互质”的时候还有些摸不清状况，而换成“没有共同的质因数”就感觉一下子开窍了，就如同一把锋利的长剑。


8.3.2　原子和基本粒子的关系：用 e
 , f
 , s
 , t
 表示 m
 , n



接下来用数学公式来表示 m
 , n
 , m
 + n
 , m
 - n
 是平方数这个条件吧。

刚才我们用 m
 , n
 表示了 A
 , B
 , C
 , D
 。

这次用 e
 , f
 , s
 , t
 表示 m
 , n
 。

嗯？

我……

我难不成踏上了发现微结构的旅途？

研究原子 (A
 , B
 , C
 , D
 )，发现了小原子 (m
 , n
 )。

研究原子 (m
 , n
 )，又发现了更小的基本粒子 (e
 , f
 , s
 , t
 )……

这次的旅行就是这么回事吧。

没准还有更小的夸克……

　

接下来……

因为 m
 , n
 , m
 + n
 , m
 - n
 是平方数，所以存在以下自然数 e
 , f
 , s
 , t
 。



用 e
 , f
 , s
 , t
 表示 m
 , n
 , m
 + n
 , m
 - n
 “原子和基本粒子的关系”


[image: \left{\begin{aligned}m\quad\quad\quad&=e^2\\n\quad\quad\quad&=f^2\\m+n\quad&=s^2\\m-n\quad&=t^2\end{aligned}]



e
 , f
 , s
 , t
 分别两两互质。



又导入了新的变量，而且还是四个……不过一定没问题的。要信赖数学公式，信赖数学公式……

下面该往哪边走呢？我重看了一遍笔记想着。

试试用 e
 , f
 , s
 , t
 表示 m
 吧。虽然已经有 m
 = e
 2
 这个等式了，不过由下面的式子应该能够得到些什么。

[image: \left{\begin{aligned}m+n\quad&=s^2\\m-n\quad&=t^2\end{aligned}]


嗯，把两个式子左右两边分别相加相减，可以用 s
 , t
 表示 m
 , n
 ，即用基本粒子来表现原子的结构。

[image: \left{\begin{aligned}2m\quad&=s^2+t^2\\2n~\quad&=s^2-t^2\end{aligned}]


根据“两数之和乘以两数之差等于平方差”，将 2n
 =s
 2
 - t
 2
 的右边变形为乘积的形式。做出乘积的形式，是为了方便研究整数的结构。

[image: {%}]


可得到 f
 和 s
 + t
 , s
 - t
 的关系，即基本粒子间的关系。




f
 和 s
 + t
 , s
 - t
 的关系“基本粒子间的关系”


2f
 2
 = (s
 + t
 )(s
 - t
 )




8.3.3　研究基本粒子 s
 + t
 , s
 - t



下面来研究刚才得出的式子 2f
 2
 = (s
 + t
 )(s
 - t
 )，先从等式右边的因子 s
 + t
 , s
 - t
 开始吧。


s
 + t
 和 s
 - t
 是整数。首先“调查奇偶性”。

　


s
 的奇偶性如何呢？根据“原子和基本粒子的关系”，可知存在 m
 + n
 = s
 2
 。m
 + n
 的奇偶性……我懂了。因为 m
 和 n
 的奇偶性不一致，所以 m
 + n
 不是偶数 + 奇数就是奇数 + 偶数。不管怎样，m
 + n
 都是奇数，也就是说 s
 2
 也是奇数。s
 平方后还得奇数，说明 s
 也是奇数。好，明确 
s
 是奇数
 了！

　


t
 的奇偶性同理。存在 m
 - n
 = t
 2
 ，m
 和 n
 的奇偶性不一致。t
 2
 是奇数，因为 t
 平方后还得奇数，所以 ((t
 也是奇数((。

因此，s
 和 t
 都是奇数 —— 就是它！

因为 s
 和 t
 都是奇数，所以 
s
 + t
 和 s
 - t
 都是偶数
 。

　

话说回来，s
 和 t
 互质吗？

因为 (m
 + n
 ) ⊥ (m
 - n
 )，所以 s
 2
 ⊥ t
 2
 。因为平方后的数字互质，所以平方前的数字也互质。没有共同的质因数这点在平方前和平方后是不变的。也就是说，
s
 和 t
 是互质的
 。

好，这样就明确了 s
 ⊥ t
 ！

咦？我不是在“原子和基本粒子的关系”中以“e
 , f
 , s
 , t
 分别两两互质”为前提导入了变量吗……算了，总之可以肯定 s
 ⊥ t
 。

这样 s
 ，t
 就基本摸透了。



由 s
 , t
 可知



	

s
 是奇数



	

t
 是奇数



	

s
 + t
 是偶数



	

s
 - t
 是偶数



	

s
 和 t
 互质(s
 ⊥ t
 )







我又看了一遍笔记，考虑应该把刚刚得到的 s
 + t
 和 s
 - t
 的条件代入哪个式子。

带有 s
 + t
 和 s
 - t
 这样的因子的数……在这个“基本粒子间的关系”中。

2f
 2
 = (s
 + t
 )(s
 - t
 )

因为 s
 + t
 和 s
 - t
 是偶数，所以 [image: \frac{s+t}{2} ]
 和 [image: \frac{s-t}{2} ]
 是整数。上式可写成下面这样。

[image: 2f^2=2\cdot\frac{s+t}{2}\cdot2\cdot\frac{s-t}{2} ]


写成这样后，右边就成了四个整数的乘积的形式。

在等式两边同时除以 2，得到

[image: f^2=2\cdot\frac{s+t}{2}\cdot\frac{s-t}{2} ]


左边是平方数……慢着，诶？我刚才不也做了一样的事吗？这不是又绕回原路了吗？

不不，不要紧。等式左边的 f
 2
 是平方数，右边含有质因数 2。因为等式右边应该也是平方数，所以另一个质因数 2 应该分配给两个因子中的一个，即 [image: \frac{s+t}{2} ]
 和 [image: \frac{s-t}{2} ]
 中的一个。

也就是说，[image: \frac{s+t}{2} ]
 和 [image: \frac{s-t}{2} ]
 之中有一个是偶数。


　

[image: \frac{s+t}{2} ]
 和 [image: \frac{s-t}{2} ]
 是不是互质的呢？

打比方说，假设 [image: \frac{s+t}{2} ]
 和 [image: \frac{s-t}{2} ]
 不互质……类似这种检验已经做了无数回了吧。设它们有共同的质因数 p
 ，则存在整数 J
 , K
 ，它们之间的关系可以用下式表示。

[image: {%}]


将等式左右两边分别相加，分别相减，得到下式。

[image: {%}]


明白了。由以上等式可知，s
 和 t
 都是 p
 的倍数。因为 s
 和 t
 都有共同的质因数 p
 ，所以这与 s
 ⊥ t
 相矛盾。因此可以得出结论：[image: \frac{s+t}{2} ]
 和 [image: \frac{s-t}{2} ]
 互质
 。

[image: f^2=2\cdot\frac{s+t}{2}\cdot\frac{s-t}{2} ]
 ，[image: \frac{s+t}{2} ]
 和 [image: \frac{s-t}{2} ]
 中有一方是偶数，[image: \frac{s+t}{2} ]
 和 [image: \frac{s-t}{2} ]
 还是互质的……因为没有共同的质因数，所以一方为偶数的话，另一方就为奇数。

这就意味着，像往常一样考虑分配质因数的话……偶数是“2 × 平方数”的形式，奇数则是“奇数的平方数”的形式。

用语言表达可能有些复杂。再导入构成“基本粒子”s
 , t
 的“夸克”u
 , v
 怎么样？设 u
 , v
 是互质的自然数。

这样一来，“2 × 平方数”就能写成 2u
 2
 ，“奇数的平方数”就能写成 v
 2
 了。

[image: \frac{s+t}{2} ]
 和 [image: \frac{s-t}{2} ]
 中有一方是 2u
 2
 ，另一方是 v
 2
 。

呼……


8.3.4　基本粒子和夸克的关系：用 u
 , v
 表示 s
 , t



就快受不了像洪水一样泛滥的字母了。我又慢慢地把笔记啃了一遍，就夸克进行了一下整理。



关于 [image: \frac{s+t}{2} ]
 ，[image: \frac{s-t}{2} ]
 “基本粒子 s
 , t
 和夸克 u
 , v
 的关系”



	
[image: \frac{s+t}{2} ]
 ，[image: \frac{s-t}{2} ]
 是“互质”的。



	
[image: \frac{s+t}{2} ]
 ，[image: \frac{s-t}{2} ]
 中有一方是 2u
 2
 ，另一方是 v
 2
 。



	

u
 和 v
 是互质的(u
 ⊥ v
 )。



	

v
 是奇数。







很好，不错不错！ 不，糟了！

只有这点条件，根本分不出 [image: \frac{s+t}{2} ]
 ，[image: \frac{s-t}{2} ]
 里谁是 2u
 2
 谁是 v
 2
 。这就意味着……要分情况讨论
 。

我抱着头发愁。


情况 1：当 [image: \frac{s+t}{2}=2u^2,\frac{s-t}{2}=v^2]
 时
 ——

[image: \left{\begin{aligned}s\quad&=2u^2+v^2\\t\quad&=2u^2-v^2\end{aligned}]



情况 2：当 [image: \frac{s+t}{2}=v^2,\frac{s-t}{2}=2u^2]
 时
 ——

[image: \left{\begin{aligned}s\quad&=2u^2+v^2\\t\quad&=2u^2+v^2\end{aligned}]


变成分情况讨论了。

我呆呆地站在森林深处的分岔口处。

确实可以两条路都走。

不过，这样的话就得花两倍时间和精力了。

嗯……有没有什么好办法呢？我再一次回首向走过的路望去，看看有没有忘掉哪个关系式。

嗯？


m
 呢？完全没有用到在“原子和基本粒子的关系”里出现的 m
 = e
 2
 啊。m
 应该和基本粒子 s
 , t
 相关联才对啊！嗯……将关系式

[image: \left{\begin{aligned}m+n\quad&=s^2\\m-n\quad&=t^2\end{aligned}]


左右两边分别相加再除以 2，可得

[image: m=\frac{s^2+t^2}{2} ]


由此，可得出下式。

[image: e^2=m=\frac{s^2+t^2}{2} ]


也就是说，下式成立。

[image: e^2=\frac{s^2+t^2}{2} ]


很好，将 s
 和 t
 分别平方后再相加，就可以把情况 1 和 2 总结成一个式子了！这样就避免了分情况讨论！

[image: {%}]


哇！整理出了一个相当简单的等式，这就是基本粒子 e
 和夸克 u
 , v
 的关系式。不错不错……

诶？话说回来，我高兴个什么劲儿啊？

怎么能因为成功变形了几个等式就高兴呢！我想要的是——找出矛盾。

接下来会出现矛盾吗？



“基本粒子 e
 和夸克 u
 , v
 的关系”（接下来会出现矛盾吗？）


[image: e^2=4u^4+v^4]



	

u
 ⊥ v




	

v
 是奇数







嗯，虽然很不甘心，但已经困得不行了。

今天就到这里吧……


8.4　尤里的灵感



8.4.1　房间


“嗨～”是尤里的声音。

第二天是周六，下午尤里又来了我的房间。

我头也不回地“嗯”了一声，继续专心趴在桌子上算我的题。

“诶，人家这么可爱，哥哥你看都不看一眼就随便嗯一声吗？”

“嗯。”

“好过分哦！—— 我说哥哥，你在干什么呢？”尤里从我身后探着身子偷看。

“算题。”

“你手都没动！”

“脑子在动。”

“诶，你嘴皮子不也动得挺利索的吗？”尤里拿话讽刺我。

“好好，遵命。”我放弃了，回过头。

尤里一如既往地梳着马尾辫，披着夹克穿着牛仔裤，衬衫口袋里插着眼镜和圆珠笔，两手叉在腰间。

“哥哥你还真是喜欢数学啊。我们去哪儿玩嘛！”

“外边很冷哦。”

“冬天当然冷了喵！”

“去逛书店？”

“诶？好吧，就这么办吧。”


8.4.2　小学


我领着尤里走在路上。

“话说，哥哥你在算些什么呢？”

我边走边把“三边皆为自然数的直角三角形的面积可能是平方数吗”的问题讲给她听。数学公式就省略不提了，只把思路大体讲了一下。“……我算来算去，得出了‘基本粒子 e
 和夸克 u
 , v
 的关系’。这式子有点意思。要是能从这里导出矛盾，就能证明了。要是不能的话，只好找其他的路……目前就进行到这里。”

“喔……”

我们走到过街天桥附近的时候，尤里突然说道：

“我说哥哥，去小学吗？我们去操场玩嘛。”

“诶？可是我想去逛书店啊。”

“去嘛！”

“唉，好吧。”

过了过街天桥就是小学。正门虽然关着，从后门还是可以进操场的。

操场里停着一辆不算很大的卡车，对面是供低年级学生使用的游乐设施，有秋千、攀吊架、正十二面体线框形状的旋转游乐设施，还有滑梯。寒冬的周六午后，冷飕飕的操场上没有一个人。不过，真令人怀念啊。

“哥哥，听了你的话，我想到一点，这个卡片要问的是‘是否存在’对吧？”

“是啊。”

“那不就是‘让我们证明不存在’吗？”

尤里说完跑去了秋千那边。

“诶？”我追了过去。

“咦？这秋千原来这么小啊。”

尤里站在秋千上，荡来荡去。

我也坐在了旁边的秋千上。确实很小啊。

“尤里你的意思是说，我判断错了？”我问道，“你的意思是，存在面积是平方数的直角三角形？”

“诶？说什么？人家听不到。”尤里用力荡着秋千。

的确，村木老师的卡片问的是“是否存在”。我直接举例确认的直角三角形只有几个。说不定真的存在面积是平方数的直角三角形呢。嗯，不能否定这种可能性。但是……如果，这种三角形存在的话……就根本没法‘证明它不存在’！昨晚我想的一切可能都白费了……

这真不好办啊……

“哥 —— 哥 ——”

不知什么时候尤里已经跑到了滑梯上，站在顶端向我招着手。

“耶！好高啊！”尤里轻快地从滑梯上滑下来，“啊，不过没想到这么短，速度也上不去。”

“能量从开始的最高位置……”

“是是是，我知道哥哥你是学物理的！”


8.4.3　自动贩卖机


玩了一阵子后尤里抱怨口渴，我们就从后门出去，在路边的自动贩卖机那里买了两份热柠檬汁，并排坐在长椅上。

“给你。”

“谢谢！—— 啊，好烫！”

尤里两手捧着果汁，抬头看着我支支吾吾地说道：

“哥哥……对不起喵。”

“有什么对不起的？”

“你在学习，我却非要把你拉出来。”

“现在还道什么歉啊……没什么的，正好我也能换换心情。”

“刚才你说的‘基本粒子和什么的关系’，是什么样的关系啊？啊，没有笔记本不好解释啊。”

“笔记本虽然放家里了，不过我带着小本子呢。咦？没有笔呀。”

“笔我倒是有。—— 诶，你还记得吗？”

“当然了，就是这个式子。”


e
 2
 = 4u
 4
 + v
 4


“唔……为什么会觉得这式子有点意思？”

“因为我总感觉它不算简单，却也不复杂。”

“也就是说，男人的直觉吗？”

“那是啥啊……总之，现在重要的是琢磨这个数学公式。不过可能已经走到死胡同了。”

确实，我试过把 e
 2
 = 4u
 4
 + v
 4
 变形成 e
 2
 - 4u
 4
 = v
 4
 ，再变成 (e
 + 2u
 2
 )(e
 - 2u
 2
 ) = v
 4
 这样乘积的形式，可到这里就怎么都进展不下去了……

“哥哥在找数学公式的‘真实的样子’喵？”

“诶？”我看向尤里。

“《银河铁道之夜》那本书里写过吧？”

　

“究竟是什么东西，你们知道吗？”

　

“啊，没错。”

“哥哥，再让人家好好看看。”

“好。”我把小本子递给尤里。

尤里目不转睛地盯着上面的数学公式。

“我说哥哥……”

“嗯？”

“这个式子啊，把左右两边互换一下，总觉得……”

“嗯。”

　

然后——

尤里的下一句话——

对我而言，仿佛神之启示。

　

“不是很像勾股定理吗？”

　

诶？

勾股定理？

4u
 4
 + v
 4
 = e
 2


确实很像！

我在小本子上写起来。运用指数运算法则将其变形成平方的形式，如下所示。

(2u
 2
 )2
 + (v
 2
 )2
 = e
 2


如下定义 A
 1
 , B
 1
 , C
 1
 。


A
 1
 =2u
 2
 , B
 1
 =v
 2
 , C
 1
 =e


则下式成立。

[image: A^2_1+B^2_1=C^2_1]


等等，这次漫漫长旅的出发点也是勾股定理啊。我飞快地搜索着脑海中的记忆。对，出发点……写了那么多次，已经不可能忘了。


A
 2
 + B
 2
 = C
 2
 ,　AB
 = 2D
 2
 ,　A
 ⊥ B


难道说也能用 [image: A_1B_1=2D^2_1]
 定义 D
 1
 吗？确实，因为 A
 1
 = 2u
 2
 , B
 1
 = v
 2
 ，所以存在下式。


A
 1
 B
 1
 = (2u
 2
 )(v
 2
 ) = 2(uv
 )2


得到


D
 1
 = uv


这样就得到下式。

[image: A_1B_1=2D^2_1]


嗯……那么，以下关系成立吗？


A
 1
 ⊥ B
 1


嗯，成立……吧。因为 u
 ⊥ v
 ，v
 是奇数。

虽然变量不同 ——

但能构成和出发点形式完全一样的数学公式。



旅途的出发点和导出的数学公式


[image: A^2+B^2=C^2\quad\quad AB=2D^2\quad A\bot B]
 　 　旅途的出发点

[image: A_1^2+B_1^2=C_1^2\quad A_1B_1=2D_1^2\quad A_1\bot B_1]
 　　导出的数学公式



这有什么含义？

难道我只是在一个地方不停地打转吗？

转来转去……旋转。

转来转去……绕圈。

圆环和周期性。

直线和无限性。

无限？不！不可能是无限的！

“哥哥？”

“别说话。”

　

出发点 A
 , B
 , C
 , D
 大小应该只有“分子”的级别。我把它们“分解”成了“原子 m
 , n
 ”“基本粒子 e
 , f
 , s
 , t
 ”“夸克 u
 , v
 ”这些微结构。因为 C
 1
 = e
 ， 所以 C
 1
 也属于“基本粒子”的范畴。所以……说不定 C
 1
 比“分子”级别的 C
 要小？

这样的话……

唔。

果然我该把笔记本带来。

“尤里，回家了。”

“诶？”

尤里还在一脸迷茫，我就急忙拽着她往家跑了。

“哥哥，你慢点啊！”

“不好意思，麻烦快点。”

　

如果 C
 > C
 1
 成立……

如果成立的话……

　

到家。

我飞奔进自己的房间。

打开笔记本，翻着笔记。

在哪里，在哪里……有了！

因为出现的数字都是自然数……所以……嗯，成立。


	
因为 C
 = m
 2
 + n
 2
 ，所以 C
 > m
 。



	
因为 m
 = e
 2
 ，所以 m
 ≥ e
 。





这些条件再加上 C
 1
 = e
 ，就得出 C
 > m
 ≥ e
 = C
 1
 。也就是说——


C
 > C
 1


成立。

将 A
 , B
 , C
 , D
 这些自然 数“分解”，就可以创造出 A
 1
 , B
 1
 , C
 1
 , D
 1
 这些自然数。而且，既然存在和出发点形式相同的关系式，且此关系式成立，就能通过无限重复相同的“分解”来创造 [image: C_1,C_2,C_3,\cdots]
 。

也就是说，

[image: C%3eC_1%3eC_2%3eC_3%3e\cdots%3eC_k%3e\cdots]



Ck

 会无限缩小。—— 不过这是不可能的。因为不可能把自然数无限缩小。是存在最小自然数的，那就是 1。

[image: C%3eC_1%3eC_2%3eC_3%3e\cdots%3eC_k%3e\cdots%3e1]


这样不就能导出矛盾了吗！

因为自然数不能无限缩小，所以在 [image: C%3eC_1%3eC_2%3eC_3%3e\cdots]
 这个连锁中，应该存在自然数 Ck

 ，可以说 Ck

 是最小的自然数。

推导出的命题：Ck

 是最小的自然数。

但是如上所述，可以构成比 Ck

 更小的自然数 C
 
k
 +1
 。也就是说——

推导出的命题：Ck

 不是最小的自然数。

矛盾！

根据反证法，三边皆为自然数的直角三角形，其面积不构成平方数。

证明成功。

尤里一直在一旁无聊地看着书，我摸了摸她的头。

“尤里！我成功了！”

“啊？啊？什么什么？什么成功了？人家不懂喵！真是的，不要弄乱人家头发嘛！”



解答8-2


不存在满足下式的自然数 A
 , B
 , C
 , D
 。

[image: A^2+B^2=C^2,\quad AB=2D^2,\quad A\bot B]




　



解答8-1


不存在三边皆为自然数，面积为平方数的直角三角形。



　



旅行地图


[image: {%}]





8.5　米尔嘉的证明



8.5.1　备战


“呼……”泰朵拉深深地叹了一口气，“学长，证明过程太长了，而且字母还这么多……”

周一放学后，我在图书室里跟泰朵拉讲如何证明“不存在三边皆为自然数，面积为平方数的直角三角形”。

“人家一下子就折服了……不过，学长你用的武器又是我有的呢……”


	
基本勾股数的一般形式



	
互质



	
两数之和乘以两数之差等于平方差



	
积的形式



	
奇偶性



	
最大公约数



	
分解质因数



	
反证法



	
矛盾





“就算这样，人家还是没能解开。虽然做到了基本勾股数的一般形式这一步，但是没能想到‘互质’，而且人家走到一半，就连存在互质这个条件都忘光了……”

“我的证明过程确实很长，不过我之前走了比这长好几倍的弯路，试过式子变形，也读过好多遍笔记，想着能不能发现什么。算着算着也算错过，发现算错了就从错的地方改过来……就这样一遍又一遍，刚开始‘基本勾股数的一般形式’还是泰朵拉你提醒我的呢。”

“学长，你怎么知道该往哪边走啊？”

“我也不知道。变量间的关系是渐渐明晰的，不可能从一开始就看破。所以我只能尝试着去算。首先要前进，然后看着前方出现的式子，再考虑下一步。难就难在最后的最后，怎样才能构成同样形式的数学公式那里。这样才能推导出矛盾。最后还是我表妹尤里给我提了个醒……”

　

“不是很像勾股定理吗？”

　

“我已经很明白怎么把图形问题转换到数学公式上了，但是好不容易转换到数学公式上了，不能往前走就没有意义了呢……要是不能习惯对付数学公式，就不能拿它当有效的武器来运用了……”

“没错，泰朵拉。的确是这么回事。绝对有必要自己实际动手，练习写数学公式。”

泰朵拉像是在整理思路般，不紧不慢地说着：

“我觉得……在课堂上学的数学，跟学长学姐们一起做的数学很不一样。课堂上学的数学很无聊乏味，跟学长学姐们一起研究的数学感觉却很生动有趣……不过可能是我搞错了。课堂上的数学就像武器的基本用法，像是剑道里的挥剑练习和手枪的试射一样，所以会觉得枯燥又无聊。不过要是不扎实地打好这部分基础，一旦开战，就会掉链子了。”

泰朵拉一脸认真，说到“挥剑练习”的时候却可爱地摆了个挥剑的姿势，说到“手枪试射”的时候则眯起一只眼瞄准我。

规规矩矩地做着手势的小女生。


8.5.2　米尔嘉


“有趣的问题？”米尔嘉将两手撑在桌子上。绷带已经摘了。

“啊，米尔嘉学姐，你好！学长在给我讲证明题，讲的是怎么证明不存在三边都是自然数，面积是平方数的直角三角形。换言之，我们可以把它叫作‘面积不能构成平方数的直角三角形定理’吧。”

254　第 8 章　无穷递降法

“不是‘换言之’，本来就是这么回事。”我苦笑道。

我们跟米尔嘉简单讲了一下证明过程后，米尔嘉谈到了无穷递降法
 。

“无穷递降法？”还有名字啊。

“对，这是费马的拿手好戏。首先创造一个关于自然数的数学公式，然后将这个数学公式转换成有着同样形式的另一个数学公式。此时关键在于式子中要含有逐渐减小的自然数。重复同样的转换步骤，自然数就会越来越小，只要不断重复转换，自然数就会无限减小……但话说回来，自然数存在最小值，自然数不可能无穷递降。由此可以推导出矛盾。也可以把这个证明方法想成反证法或者数学归纳法的特殊形式。费马创造了无穷递降法——”

米尔嘉说到一半突然停了，唰地闭上了眼。一瞬间周围的气氛来了个一百八十度大转弯，弥漫着某种巨大的物体要诞生了的感觉。

沉默。

几秒后，黑发才女点着头，睁开了眼睛，眼中闪着睿智的光芒。

“喔……原来如此。那么我就借这什么‘面积不能构成平方数的直角三角形定理’来初步证明给你们看看吧。”

“初步证明……什么啊？”

　

“费马大定理。”米尔嘉说道。

　

“啊？”

她又说出了这么惊人的话……

“我来初步证明费马大定理。不过只证明四次方的情况。”米尔嘉说着拿出卡片，轻轻地放在桌上，“村木老师最近也太沉迷于出题了吧？总之，用反证法来证明。”

◎　　◎　　◎



问题8-3 （费马大定理：四次方的情况）


证明下面的方程式不存在自然数解。

[image: x^4+y^4=z^4]




总之，用反证法证明。

要证明的命题是“x
 4
 + y
 4
 = z
 4
 不存在自然数解”。我们假设原命题的否定——“x
 4
 + y
 4
 = z
 4
 存在自然数解”，然后来推导矛盾。

　

反证法的假设：“x
 4
 + y
 4
 = z
 4
 存在自然数解。”

　

设自然数解 (x
 , y
 , z
 )=(a
 , b
 , c
 )。虽然可以假设它们两两互质，但也不一定非要这样假设。


a
 , b
 , c
 满足下式。


a
 4
 + b
 4
 = c
 4


接下来，像下面这样用 a
 , c
 来定义 m
 , n
 。

[image: \left{\begin{aligned}m\quad&=c^2\\n~\quad&=a^2\end{aligned}]


再像下面这样用 m
 , n
 定义 A
 , B
 , C
 。

[image: \left{\begin{aligned}A\quad&=m^2-n^2\\B\quad&=2mn\\C\quad&=m^2+n^2\end{aligned}]


根据这个定义，用 a
 , b
 , c
 来表示 A
 , B
 , C
 。

[image: {%}]


得到 (A
 , B
 , C
 ) = (c
 4
 - a
 4
 , 2c
 2
 a
 2
 , c
 4
 + a
 4
 )。因为 a
 , b
 , c
 是自然数，且 c
 > a
 ，所以 A
 , B
 , C
 也是自然数。

下面来计算 A
 2
 + B
 2
 。

[image: {%}]


由此，A
 , B
 , C
 就变成了满足下式的一组自然数。


A
 2
 + B
 2
 = C
 2


即 A
 , B
 , C
 为构成直角三角形三边的自然数，C
 是斜边。那么，来想想这个直角三角形的面积吧。

[image: {%}]


另外，由 a
 4
 + b
 4
 = c
 4
 这个等式可以得出 c
 4
 - a
 4
 等于 b
 4
 。我们利用这个条件，继续求直角三角形的面积。

[image: {%}]


所以这个三角形的面积为平方数。用 D
 替换 ab
 2
 c
 就清楚了，如下所示。

[image: \frac{AB}{2}=D^2]


由此可以推导出如下命题：

“存在三边皆为自然数，面积为平方数的直角三角形。”

另一方面，由“面积不构成平方数的直角三角形定理”可知如下命题成立。

“不存在三边皆为自然数，面积为平方数的直角三角形。”

这就构成了矛盾。因此由反证法可知：

“x
 4
 + y
 4
 = z
 4
 不存在自然数解。”

这样就证明了费马大定理 —— 虽然只证明了四次方的情况。

好了，这样我们的工作就告一段落了。



解答8-3　（费马大定理：四次方的情况）


采用反证法。

1. 假设 x
 4
 + y
 4
 = z
 4
 存在自然数解。

2. 假设这个解 (x
 , y
 , z
 ) 等于 (a
 , b
 , c
 )。

3. 令 m
 = c
 2
 , n
 = a
 2
 。

4. 令 A
 = m
 2
 - n
 2
 , B
 = 2mn
 , C
 = m
 2
 + n
 2
 。

5. 令 D
 = ab
 2
 c
 。

6. 于是，存在 [image: A^2+B^2=C^2,\frac{AB}{2}=D^2]
 。

7. 这与解答 8-1 相矛盾。

8. 因此，x
 4
 + y
 4
 = z
 4
 不存在自然数解。




8.5.3　就差填上最后一块拼图


“我们的工作就告一段落了。”米尔嘉一脸满足地说道。

“居然这么简单就证明出来了……”我感叹道。

“因为有你的证明啊。正因为跟你证明的命题相悖，我才能推导出矛盾。我做的只是填上最后一块拼图。”

米尔嘉笑眯眯地说着。

“感觉好了不起啊……”泰朵拉说道，“用反证法的话，只要制造跟已被证明的命题相矛盾的命题就可以了呢……”

泰朵拉全神贯注，准备自己再证明一遍米尔嘉的证明。

“这张卡片是村木老师给你的？”我问道。

“对。刚刚我顺路去办公室的时候拿到的。”

真是有意思的证明。泰朵拉的卡片上写的是关于“直角三角形的面积”

的问题。用她那张卡片上的问题得出的结论，居然能证明 FLT(4)。

我们通过数学公式，将直角三角形的图形世界和 FLT(4) 连接在了一起。各个命题并不是散乱的小星星，而是像星座那样在某处相连……

“对了。”米尔嘉说道，“村木老师问我们去不去冬季的公开研讨会。”

“公开研讨会是什么？”泰朵拉抬起头。

“在大学举办的面向公众的研讨会。”我答道，“也就是讲座。村木老师每次都推荐我们参加。去年我和米尔嘉还有都宫，我们三个人去的。看来今年也是 12 月份举办啊。”

“人家也想去！”泰朵拉举起双手，“啊……不过既然要听讲，是不是会有考试啊？”

“没有没有。”我说，“任何人都可以参加，所以不用担心。话说回来，今年是什么主题？”

“费马大定理。”米尔嘉答道。

　


然后终于由此得出无限持续，



满足同一条件并逐渐缩小的自然数。



但这是不可能的。



因为不存在无限缩小的自然数列。


——《费马大定理》
 [9]





第 9 章　最美的数学公式



柯贝内拉抓起一把洁净美丽的沙子，



在手掌里摊开，用手指沙沙地翻动。



“这些沙子都是水晶，每粒水晶里面都有一小股火焰在燃烧。”



他梦呓般地说。


—— 宫泽贤治《银河铁道之夜》


　


9.1　最美的数学公式



9.1.1　欧拉的式子


“哥哥，哥哥！”

又是一个周末，外面寒风阵阵，房间里却暖洋洋的很是舒心。

尤里方才还在安静地看书，不知怎的忽然站了起来。

我把视线从笔记本上移开，尤里边摘眼镜，边对我露出带有深意的笑容。

“我说哥哥，你知道‘最美的数学公式’吗？”

“知道啊，欧拉的式子，eiπ
 = -1 是吧？”



“最美的数学公式”（欧拉的式子）


eiπ
 = -1



“嘁，你为什么会知道啊。”尤里的脸上写着两个大字——“无聊”。

“因为很有名啊，只要是理科生都知道。”

“是吗？话说这个数学公式是什么意思啊？”

“什么是什么意思？”

“你看，勾股定理的话就有‘直角三角形三边的关系’，这个欧拉的式子呢？”

“说的也是……”用一句话很难讲明白啊。

“比如说，e 是什么？”

“是自然对数的底，是个著名的常数。e = 2.71828 ... 它是个无理数。”

“没听说过。那个，eiπ
 的 i 是 i2
 = -1 对吧？”

“对，i 是虚数单位。”

“π 是圆周率 3.14 ... ？”

“对，π= 3.14159265358979 ... 是个无限不循环的无理数。”

“唔……我最不明白的是 e 的 iπ次方。”

eiπ
 （什么意思？）

“嗯，确实。”

“大家都明白这个数学公式的意思吗？人家不懂啊！”尤里将双臂交叉在胸前，“很奇怪不是吗？要是 23
 我就明白。二的三次方，连续乘 3 个 2 就好啦，e 也一样，再怎么复杂的数字终究还是数字啊。不过 iπ 次方是怎么回事？难道乘 iπ 个 e 吗？我不明白。”

“说的也是。”

“说什么‘最美的数学公式’，我还以为是什么样的呢，可是人家看了这个 eiπ
 = -1 的式子也完全不明白什么意思。没法说它‘美’喵！”

我不知怎的，竟然觉得有些高兴。

“尤里真聪明啊……”我想要摸摸她的头，尤里却拨开了我的手。

“我说……别随随便便摸女孩子头发！”

“好好……我们平常看到 23
 就会想 到‘连续乘 3 个 2’对吧。但是为了理解欧拉的公式，我们必须把这个想法远远抛开。这个嘛……因为 eiπ
 = -1 这个式子属于‘欧拉的公式’的特殊情况，所以可能先学欧拉的公式会比较好。”

“那就教给人家嘛！把 e 乘 iπ 次有意义吗？”

“虽然需要转换一下思维，不过还是很有意义的。想听吗？”

“嗯！不过人家也能明白吗？”

“能明白的。只要稍微降低一下严谨度，过程应该不是很难。”

我走到房间中央的小桌子前坐下，翻开了笔记本。尤里在我旁边扑通坐了下来。

我妈敲了敲门走了进来，满脸忍俊不禁。

“不好意思打搅你们学习了，有位可爱的‘跟踪狂’从刚才开始就在大门前走来走去。是不是你的朋友啊？”

跟踪狂？

我打开大门，只见一个小个子女生在门口慌乱地踱来踱去。

是泰朵拉。


9.1.2　欧拉的公式


我们回到了我的房间。

小小的桌前，围坐着我、尤里还有泰朵拉。我妈拿来了红茶和蛋糕。

“冻坏了吧，别客气，当自己家就行。”

“您您您您您太客气了。”

　

泰朵拉舌头都打结了，紧张得不行。

“对对对对对不起，我没想来学长家里打扰学长，只是偶然路过……”

“没什么，刚刚我在跟尤里一起研究数学呢。”

“好久不见，泰朵拉。”尤里打了个招呼。

对哦，她们俩从尤里动完手术出院以后就没见过了。

两个人互相对视了一阵子，不一会儿，深深地向对方行了个礼。

喂喂……

“学长在解题吗？”泰朵拉问我。

“我在解释欧拉的公式……这就是欧拉的公式。”

◎　　◎　　◎



欧拉的公式（指数函数和三角函数）


[image: {\rm e}^{{\rm i}\theta}=\cos\theta+{\rm i}\sin\theta]




这就是欧拉的公式。首先忘记虚数单位 i，先试着看看这个式子。这个式子左边是指数函数，右边却是三角函数。

指数函数是急剧增大的函数。

[image: {%}]


三角函数是波状图像。

[image: {%}]


在欧拉的公式中，指数函数和三角函数这两个具有截然不同性质的函数居然被用等号连接了起来。真是奇妙啊。

首先，先说一下能从欧拉的公式推导出欧拉的式子好了。先把欧拉的公式写在这里。

[image: {\rm e}^{{\rm i}\theta}=\cos\theta+{\rm i}\sin\theta]


将圆周率 π 代入公式，替换公式中的变量 θ
 。

[image: {\rm e}^{{\rm i}\pi}=\cos\pi+{\rm i}\sin\pi]


看之前 y
 = cos x
 的图像就能得到 cos π 的值了。因为当 x
 = π 时 y
 = -1，所以 cos π = -1，由此我们可以得到以下式子。

[image: {\rm e}^{{\rm i}\pi}=-1+{\rm i}\sin\pi]


看 y
 = sin x
 的图像就能得到 sin π 的值。因为当 x
 = π 时 y
 = 0，所以 sin π= 0。

[image: {\rm e}^{{\rm i}\pi}=-1+{\rm i}\times0]


最后，我们用 i × 0 = 0 这个条件。看，得出了欧拉的式子。

[image: {\rm e}^{{\rm i}\pi}=-1]


也就是说，“最美的数学公式”指的是欧拉的公式中 θ
 = π 时的情况。

◎　　◎　　◎

“我说哥哥……等一下嘛，欧拉的公式中出现欧拉的式子这点人家能明白，可是人家还是中学生，怎么会明白指数函数和三角函数什么的嘛！”

“是是。”

泰朵拉微笑着看着我和尤里。

“哥哥，话说回来，sin x
 不是 sin 乘以 x
 吗？”

“呃，不是。sin x
 是个函数。加个括号写成 sin(x
 ) 应该更好理解吧。知道了 x
 的值，就知道了与之相对应的 sin x
 的值。这就是函数。打个比方，sin 0 的值是 0。意思是当 x
 = 0 时，sin x
 = 0。你看 y
 = sin x
 的图像，是通过 (x
 , y) = (0, 0) 这一点吧。”

“嗯。”

“同 理，当 [image: x=\frac{\pi}{2} ]
 时，sin x
 = 1，当 x
 = π 时，sin x
 = 0。从图像看得出来吧？”

“嗯……这个是叫正弦曲线吧？”

“没错。满足 y
 = sin x
 的点 (x
 , y
 ) 的集合就构成正弦曲线。”

“人家明白了啦。”

“那尤里，cos π 的值是多少？”

“不知道。”

“喂喂，看看图像啊！”

“啊，这样啊。嗯……cos 这边是吧。当 x
 等于 π 时，纵坐标位于曲线下面啊。是 -1 吧？是吧，cos π = -1。”

“嗯，答对了。尤里你明白了啊。”

“所以人家都！说！了！人家明白了啦！话说回来，人家问的是 eiπ
 啊！”

“是是。”

我跟尤里你一句我一句地说着，泰朵拉则静静地喝着红茶。总觉得她跟平时有些不同，似乎在享受这种氛围般，微微地笑着。

“这房间给人一种很安心的感觉呢。”


9.1.3　指数运算法则


“那我们脱离欧拉的公式，先从基础的地方开始理解。如果有什么不明白的，尤里和泰朵拉都可以打断我。在看到 23
 （二的三次方）这个数学公式时，我们已经自然而然地会想到指数
 ，即位于 2 右上方的小 3，它表达的是‘乘以 2 的个数’。”

[image: {%}]


“诶，这个弄错了吧？”尤里问道。

“不，没弄错，百分百正确。如果指数是 1, 2, 3, 4, ... 的话，也可以将指数表达为‘乘以的个数’。当然，当指数为 1 的时候实际上不能构成乘法运算，这个不用我说吧。”

[image: {%}]


“嗯。我明白。”尤里回答。泰朵拉也点头。

“那么当指数为 0 时会如何呢？ 20
 等于多少？”我问道。

“等于 0 吧。”尤里回答。

“应该等于 1 吧？”泰朵拉回答。

“泰朵拉回答正确。20
 是等于 1 的。”

20
 = 1

“诶？为什么？明明乘以 0 个，为什么不是 0 啊？”

“泰朵拉你能解释一下为什么 20
 = 1 吗？”

“嗯？让我来解释吗？不好意思，我说不好。”

“这么想就能理解了，像 24
 , 23
 , 22
 , 21
 , 20
 这样，把指数逐次减去 1，这样一来计算结果会有怎样的变化呢？”

[image: \begin{aligned}2^4=2\times2\times2\times2&=16\\2^3=2\times2\times2&=8\\2^2=2\times2&=4\\2^1=2&=2\\2^0&=?\end{aligned}]


“16 → 8 → 4 → 2，每次都会变成原来的一半呢。”

“对，如果从 2
n

 的指数 n
 减去 1，那么 2
n

 的值就会变成原来的二分之一。如果我们从 21
 的指数中减去 1，那么 20
 会变成什么，按照相容性就不用我说了吧。”

“因为是 2 的一半所以……啊，得 1! 原来 20
 = 1 啊。”

“是啊。所以我们确定 20
 = 1。”

“嗯……不过感觉有点不能接受喵。”

“我也是。听着听着就越来越不明白了。就像尤里说的那样，总觉得乘以 0 个得 1……很别扭。感觉像是硬加上去的结论……”

“喂喂，你们的思路又回到‘乘以的个数’上面去了。我说，只要把指数理解成‘乘以的个数’，就不可能理解了。即使理解了，也会觉得是没理也要辩三分，硬加上去的。只要思维还停留在‘乘以的个数’这里，就没法逃出自然数的束缚。也就是说，虽然能明白 1, 2, 3, 4, ... 这样的具体例子，但是像 0 和 -1 这样一脱离自然数，就会弄不清楚了。”

“尤里能明白 0 个哦！就是‘没有’嘛。”

“不过说到‘乘以 0 个’你就搞不清楚了吧。”

“这个嘛，是这样没错……”

“而且，要是说到 -1 个你该怎么办呢？”

“-1 个就是借了 1 个嘛，就是这么回事喵。”

“嗯，这种‘解释’在某些情况下是对的。”我点头，“但是希望尤里你能明白，‘解释’也是有限度的。0.5 个呢？ π 个怎么办？ i 个呢？ iπ 个是什么意思？对吧。”

“这样啊……一开始人家就问的这个啊。”

“嗯，所以说，只在自然数的情况下，我们才用‘乘以的个数’来思考指数。我们不去强行解释 0 个和 -1 个的情况，不用‘乘以的个数’来定义指数，而是用‘数学公式’来定义。我们要站在这个立场去想问题。”

“用数学公式来定义？”泰朵拉和尤里同时提出了疑问。

“对。现在我们要定义 2
x

 的含义。我们把指数按下面这样定义，使其满足指数运算法则
 。”



指数运算法则


[image: \left{\begin{aligned}2^1\quad\quad\quad&=2\\2^s\times2^t\quad&=2^{s+t}\\(2^s)^t\quad\quad&=2^{st}\end{aligned}]




“一般情况下也可以用正数 a
 > 0 解释指数运算法则，不过举出具体数字更容易思考，所以我用 2 来解释。”

“学长，在讲之前我有个问题……”泰朵拉举起手，“23
 的 3 叫作‘指数’是吧，那么 23
 的 2 叫什么呢？”

“叫作‘底
 ’，也叫‘底数
 ’。”

“泰朵拉你很在乎叫什么吗？”尤里问道。

“嗯，非常在乎。这么重要却叫不出名字，心里岂不是很没底吗？能叫出名字，不就安心了吗。尤里你不这么觉得吗？”

“嗯，是这样吗……”

一直觉得泰朵拉在平时都是一个手忙脚乱的妹妹角色，这么跟尤里待在一起一对比，感觉她一下沉静成熟了许多……

“哥哥！继续继续！继续讲怎么用指数运算法则定义指数！”

“比如说我们要研究 20
 的值，指数满足指数运算法则。

2
s

 × 2
t

 = 2
s
 + t



所以，在指数运算法则中代入 s
 = 1, t
 = 0，这个等式也成立。不成立就难办喽。”

21
 × 20
 = 21 + 0


“哦……然后呢？”

“计算右边的指数 1 + 0 = 1，则存在以下等式。

21
 × 20
 = 21


由指数运算法则我们可知 21
 的值，21
 = 2。因此可得到如下等式。

2 × 20
 = 2

在等式两边同时除以 2 的话，20
 的值就确定为 1 了。”

20
 =1

“等一下等一下！”尤里说道，“刚才我们干了什么？没把指数想成‘乘以的个数’，直接用指数运算法则定义……吗？”

“没错。”

“原来如此……”泰朵拉点头，“看着指数运算法则，想办法让指数中出现 0，然后由 21
 的值确定 20
 的值……”

“就是这样。你们已经成功脱离‘乘以几个 2’的想法了，我们以指数运算法则为基础确定了要求的值。”

“我想起来了……”泰朵拉说道，“原来听过 [image: 2^{\frac{1}{2}}]
 等于 [image: \sqrt{2} ]
 。要遵守相容性对吧。严格按照指数运算法则算出 0 次方。”

泰朵拉看上去理解得很透彻了。

而尤里却在抱怨。

“哥哥，刚刚泰朵拉说的我也懂，可是就是接受不了喵……刚刚代入了 s
 = 1, t
 = 0 吧，可是就这样随便想个值好吗？用别的 s
 , t
 会不会得出别的值呢……嗯，我说不好……”

我举起手，示意尤里停一停。

“感觉真敏锐啊……没事，我明白你想说什么。你想问指数运算法则究竟有没有满足相容性是吧。‘定义指数，使其满足指数运算法则’这点没什么问题，但是不是适用于所有指数呢？数学上将这种严格适用于所有情况的定义称为 well-defined。”

“well-defined。”尤里重复了一遍。

“数学领域中要定义什么的时候，必须证明这个定义是 well-defined 的。不能随便创造法则，随便定义概念。这样就失去相容性了。虽然现在还没有证明，但指数运算法则是 well-defined 的。”

跟她们讲着 well-defined，我想起了米尔嘉说过的话。

　

“无矛盾性是存在的基石。”

　

无矛盾性吗……我刚刚表达为“相容”。这不就是无矛盾性吗？同样运用指数运算法则，如果 20
 的值一会儿是 1，一会儿是 0，这就矛盾了。可以断言，像这样具有矛盾的法则中不能存在 20
 这个概念。原来如此……的确，“无矛盾性是存在的基石”。

“Is the term‘well-defined’well-defined?”泰朵拉问道。

“什么？”

“well-defined 这个概念是 well-defined 的吗……”

“泰朵拉……你到底是何人？”


9.1.4　-1 次方，[image: \frac{1}{2} ]
 次方


“我说，是不是也可以算负数次方啊？”尤里问道。

“我们试试看吧。嗯……假如让 s
 = 1, t
 = -1……”

“不嘛，让人家来！根据指数运算法则对吧……”

[image: {%}]


“解出来啦！原来 [image: 2^{-1}=\frac{1}{2} ]
 啊。”

“嗯，解出来了。”我说。

“学长，这下关于所有的整数 n
 = ... , -3, -2, -1, 0, 1, 2, ... ，2
n

 的值都确定了对吧。”

“诶？为什么啊？”

“因为根据指数运算法则，乘以 21
 指数就相应地加上 1，乘以 2-1
 指 数就相应地减去 1。”

“啊，这样啊。之后只要重复就好了。”尤里点头。

“没错。运用指数运算法则，不仅可以算整数的次方，还能算有理数的次方哦。打个比方，我们来算一下 [image: 2^{\frac{1}{2}}]
 的值。”

[image: {%}]


“对对，[image: \frac{1}{2} ]
 次方是平方根呢。”泰朵拉说道。

“嗯……最后那里好像有点奇怪吧？”尤里问道。

“嗯，我没解释到位，尤里你居然注意到了……”

“什么奇怪啊？”泰朵拉重新看了一遍式子。

“这个嘛，在求平方根那里。”尤里说道。

“对，在求平方根的时候，必须说明 [image: 2{\frac{1}{2}}%3e0]
 。因为平方得 2 的数有 [image: +\sqrt{2} ]
 和 [image: -\sqrt{2} ]
 两个数字。”

“哎呀呀……居然还有条件挡着呢！”泰朵拉说道。


9.1.5　指数函数


“我们的目的是查明欧拉的公式，所以下面稍微加快点速度，从 e
x

 的微分方程来思考指数函数。”

“微分方程？”尤里问道。



e
x

 的微分方程


[image: {%}]




“我们假设指数函数是满足以上这样的微分方程的函数。”

“哥哥你一口一个微分方程，人家听都没听过。”

“嗯，说的是啊，不过你等一下，即使不理解微分方程，只要明白这个式子的形式就可以了……为了求指数函数的具体形式，我们像下面这样，把指数函数写成幂级数
 的形式。”

[image: {\rm e}^x=a_0+a_1x+a_2x^2+a_3x^3+\cdots]


“又出来新词了……幂级数？”

“词是很难，不过你只看数学公式就行了。

　


	

a
 0
 指的是 x
 的 0 次方项，系数是 a
 0
 。



	

a
 1
 x
 指的是 x
 的 1 次方项，系数是 a
 1
 。



	

a
 2
 x
 2
 指的是 x
 的 2 次方项，系数是 a
 2
 ……





然后，我们把 x 的 0 次方项、1 次方项、2 次方项……这些项无限相加，把这个相加的式子称为幂级数。我就是想用幂级数的形式表示指数函数。”

“这能行吗？”

“这个……尤里你这话真犀利啊，不是什么函数都能用幂级数来表示的。但是关于这点我们先……省略。”

“唔……好吧，就放你一马。”

“求微分是从函数创造函数的一种方法。用 prime ('
 ) 这个符号。关于微分，现在我们只需要考虑两条法则：第一条法则是，常数的微分结果等于 0；另一条法则是，xk

 的微分结果等于 kx
 
k
 -1
 。刚才我说的两条法则可以像下面这样用数学公式表达。

[image: \left{\begin{aligned}(a)'\enskip\quad&=0\\(x^k)'\quad&=kx^{k-1}\end{aligned}]


接着，我们试着把这两条法则应用到刚才的‘指数函数的幂级数’上面。”（其实必须证明微分算子的线性和对于幂级数的可适用性，不过在此就省略了。）

“那个……泰朵拉你明白这些吧？”

“嗯，原来做过一些这方面的题。”

“哇塞！”

[image: {%}]


“‘求微分后形式也相同’指的就是指数函数的微分方程。也就是说，等式 [image: ({\rm e}^x)'={\rm e}^x]
 成立。我们把两边都换成幂级数的形式看看。

[image: \begin{aligned}({\rm e}^x)'&={\rm e}^x\\1a_1+2a_2x+3a_3x^2+\cdots&=a_0+a_1x+a_2x^2+a_3x^3+\cdots\end{aligned}]


这样比较一下等式两边的系数，就可以得到以下等式。”

[image: \left{\begin{aligned}1a_1\quad&=a_0\\2a_2\quad&=a_1\\3a_3\quad&=a_2\\&~\vdots\\ka_k\quad&=a_{k-1}\\&~\vdots\end{aligned}]


“把它们稍微变个形式，就可以写成以下这样。

[image: {%}]


好好看一下这些等式，确定了 a
 0
 的值，a
 1
 的值也就确定了。确定了 a
 1
 的值，然后 a
 2
 的值也就确定了……就像这样，跟多米诺骨牌一样一个个确定值。那么 a
 0
 是什么？实际上考虑一下 e
x

 的幂级数，就不难确定 a
 0
 的值了。

[image: {\rm e}^x=a_0+a_1x+a_2x^2+a_3x^3+\cdots]


代入 x
 = 0，就可以消去 a
 1
 x
 + a
 2
 x
 2
 + a
 3
 x
 3
 + ... 中含有 x
 的部分了。因为我们已知在微分方程中 e0
 = 1，所以……

[image: \begin{aligned}{\rm e}^0&=a_0+a_1\cdot0+a_2\cdot0^2+a_3\cdot0^3+\cdots\\1&=a_0\end{aligned}]


也就是说 a
 0
 = 1。既然确定了 a
 0
 ……”

[image: {%}]


[image: {\rm e}^x=1+\frac{x}{1}+\frac{x^2}{2\cdot1}+\frac{x^3}{3\cdot2\cdot1}+\cdots]


“因为在这里 [image: k\cdots3\cdot2\cdot1]
 可以用阶乘表示为 k
 !，所以可得以下等式。

[image: {\rm e}^x=+\frac{x^0}{0!}+\frac{x^1}{1!}+\frac{x^2}{2!}+\frac{x^3}{3!}+\cdots]


这是将指数函数 e
x

 泰勒展开得到的幂级数。在此，我们明确写出 x
 0
 和 x
 1
 的指数和前面的符号 +，再把 0! 看作 1，用简明易懂的形式表示出来。”



指数函数 e
x

 的泰勒展开


[image: {\rm e}^x=+\frac{x^0}{0!}+\frac{x^1}{1!}+\frac{x^2}{2!}+\frac{x^3}{3!}+\cdots]





9.1.6　遵守数学公式


“那么，接下来到指数函数的高潮部分喽。”

“喔？”

“刚才我们丢掉了‘指数表示的是乘以的个数’这个概念对吧，取而代之，我们把它理解成遵守指数运算法则这个数学公式的数字。从数学公式具有的相容性出发，延伸指数的含义。这次我们再重复一遍刚才的工作，也就是说利用数学公式来定义指数函数。怎么办呢？我们把刚才的泰勒展开——

[image: {\rm e}^x=+\frac{x^0}{0!}+\frac{x^1}{1!}+\frac{x^2}{2!}+\frac{x^3}{3!}+\cdots]


进行‘指数函数定义’。”

“咦？人家不太明白呢。我说哥哥，不是之前有过指数函数，我们已经把它泰勒展开了吗？”

“对。确实是这样。不过在泰勒展开的时候，指数函数 e
x

 的 x
 毕竟还在实数范围内。现在我们想在指数函数 e
x

 的 x
 里加入复数，所以要利用泰勒展开得到的幂级数这种数学公式的形式，来定义指数函数。”

“喔？”

“还记得欧拉的公式左边是什么样子吧？”

[image: {\rm e}^{{\rm i}\theta}]


对吧？为了求出 [image: {\rm e}^{{\rm i}\theta}]
 ，我们在指数函数的幂级数中代入 x
 = iθ
 。这可以说是出于对数学公式的信任而进行的‘大胆的代入’。

[image: \begin{aligned}{\rm e}^x&=+\frac{x^0}{0!}+\frac{x^1}{1!}+\frac{x^2}{2!}+\frac{x^3}{3!}+\cdots\{\rm e}^x&=+\frac{({\rm i}\theta)^0}{0!}+\frac{({\rm i}\theta)^1}{1!}+\frac{({\rm i}\theta)^2}{2!}+\frac{({\rm i}\theta)^3}{3!}+\cdots\\\end{aligned}]


代入 x
 = iθ
 ，再利用 i2
 = -1，则 1 → i → -1 → -i → 的循环就派上大用场了……”

“啊啊啊啊啊啊！”泰朵拉沉默了好一会儿，突然爆发了。

“咋了咋了咋了？！”尤里也跟着大叫起来。

“什么事啊？！”我妈赶过来了。

为什么连老妈都过来了啊……

“对不起对不起，没什么。我只是有点吃惊……”泰朵拉红了脸。


9.1.7　向三角函数架起桥梁


“泰朵拉，什么让你那么吃惊啊？”尤里问道。

“我知道 cos θ
 和 sin θ
 的泰勒展开。”

“不愧是高中生。”

“不，只是学长……私下有教过我。”

尤里一瞬间露出了不开心的表情，不过马上就恢复了原样。

“cos θ
 和 sin θ
 的泰勒展开是什么样子的？”

“是这样的。”



cos θ
 的泰勒展开


[image: \cos\theta=+\frac{\theta^0}{0!}+\frac{\theta^2}{2!}+\frac{\theta^4}{4!}+\frac{\theta^6}{6!}+\cdots]




　



sin θ
 的泰勒展开


[image: \sin\theta=+\frac{\theta^1}{1!}+\frac{\theta^3}{3!}+\frac{\theta^5}{5!}+\frac{\theta^7}{7!}+\cdots]




“喔？然后呢？”尤里问道。

“尤里你不觉得很吃惊吗？”

“为什么要吃惊啊？”

“因为欧拉的公式不是已经出来了吗？”

“诶？”

“你看，cos θ
 是 0, 2, 4, 6, ... 这样，只出现了偶数对吧。而 sin θ
 是 1, 3, 5, 7, ... 这样，只有奇数对吧？”

尤里似乎还不太明白。

“就是这样。”我说，“泰朵拉先注意到了。总之，先好好看看指数函数 e
x

 和三角函数 sin θ
 ，cos θ
 的泰勒展开，然后欧拉的公式就会出来了。”

“诶？光用说的人家怎么能明白嘛，要写出来解释给人家听嘛～”

“好好……”

◎　　◎　　◎

好好……那么首先写出 e
x

 的泰勒展开。

[image: {\rm e}^x=+\frac{x^0}{0!}+\frac{x^1}{1!}+\frac{x^2}{2!}+\frac{x^3}{3!}+\frac{x^4}{4!}+\frac{x^5}{5!}+\cdots]


然后，代入 x
 = iθ
 （大胆地代入）。

[image: {\rm e}^{{\rm i}\theta}=+\frac{({\rm i}\theta)^0}{0!}+\frac{({\rm i}\theta)^1}{1!}+\frac{({\rm i}\theta)^2}{2!}+\frac{({\rm i}\theta)^3}{3!}+\frac{({\rm i}\theta)^4}{4!}+\frac{({\rm i}\theta)^5}{5!}+\cdots]


计算 [image: ({\rm i}\theta)^k={\rm i}^k\theta^k]
 。

[image: {\rm e}^{{\rm i}\theta}=+\frac{{\rm i}^0\theta^0}{0!}+\frac{{\rm i}^1\theta^1}{1!}+\frac{{\rm i}^2\theta^2}{2!}+\frac{{\rm i}^3\theta^3}{3!}+\frac{{\rm i}^4\theta^4}{4!}+\frac{{\rm i}^5\theta^5}{5!}+\cdots]


然后利用 i2
 = -1，只留下奇数次的 i。这时也得注意符号。

[image: {\rm e}^{{\rm i}\theta}=+\frac{\theta^0}{0!}+\frac{\theta^1}{1!}-\frac{\theta^2}{2!}-\frac{\theta^3}{3!}+\frac{\theta^4}{4!}+\frac{\theta^5}{5!}-\cdots]


接下来把 θ
 的偶数次项和奇数次项分开罗列。

[image: {%}]


明白了吗？在指数函数 e
x

 的幂级数中代入 x
 = iθ
 ，然后就把 θ
 的偶数次项和奇数次项分开了。虽然和泰朵拉写的三角函数的泰勒展开一对比就明白，不过“θ
 的偶数次项”是 cos θ
 的泰勒展开，而“θ
 的奇数次项”是在 sin θ
 的泰勒展开中乘了一个 i。把它们加在一起，欧拉的公式就出来了。

[image: {%}]


虽然略去了很多需要严谨讨论的部分，不过总算完成了。如何，尤里？

◎　　◎　　◎

“如何，尤里？”

“嗯……”尤里皱着眉头认真地思考着，“我说哥哥，这次讲的欧拉的公式，人家还没有完全明白。就这样突然跳到指数函数、三角函数、微分方程太难了啦。人家感觉脑子都快炸了啦。”

尤里双手盘在胸前，继续说着。

“不过啊，也有人家能明白的部分，就是 eiπ
 的意思。在听哥哥讲以前我都一直觉得，iπ 次方肯定没有意义！因为我一直认为指数就是‘乘以的个数’。是泰朵拉说的吧，没理也要辩三分，硬加上去的。不过听哥哥用幂级数讲过以后，人家才明白自己之前都错了。这不是硬加上去的，不是用‘乘以的个数’来定义指数，而是用指数运算法则这个数学公式来定义。还有，指数函数 e
x

 也是用幂级数这个数学公式定义的。”

尤里用力地点了好几次头，马尾辫配合着头部的摆动摇晃着。

“尤里真聪明！居然能明白这么多！”我忍不住赞叹。

“学长，刚才尤里一说我也感觉到了。”泰朵拉说道，“用指数运算法则定义，还有用幂级数定义，学长都非常重视数学公式呢。”

“嗯，就是这样。可以说是‘信赖数学公式’。”

“还有学长……我觉得幂级数特别厉害。居然能把像指数函数和三角函数这样看上去完全没有联系的事物联系在一起。这也可以说是很大程度上的同等看待吧。幂级数在指数函数和三角函数之间架起了桥梁。”

“确实如此。”我表示同意，“虚数单位 i 也很有趣。光是知道 i2
 = -1，像这样列出

[image: {\rm i}^0,{\rm i}^1,{\rm i}^2,{\rm i}^3,{\rm i}^4,{\rm i}^5,{\rm i}^6,{\rm i}^7,\cdots]


就会得到 1, i, -1, -i 的循环。

[image: 1,{\rm i},-1,-{\rm i},1,{\rm i},-1,-{\rm i},\cdots]


这正好与‘形成 90° 旋转，周期为 4’‘x
 4
 = 1 的解变成 x
 = 1, i, -1, -i’‘三角函数的微分周期变成 4’……这些条件相呼应。”

“原来如此……”泰朵拉露出佩服的表情。

“我们也从几何层面考虑看看吧。在复平面上画一个以原点为中心的单位圆……”

[image: {%}]


“将幅角设为 θ
 ，这样一来这个单位圆上的点就对应 cos θ
 + i sin θ
 这个复数。根据欧拉的公式 [image: {\rm e}^{{\rm i}\theta}=\cos\theta+{\rm i}\sin\theta]
 ，可以确定圆上的点与复数 [image: {\rm e}^{{\rm i}\theta}]
 对应。也就是说，‘最美的数学公式’ —— 欧拉的式子 [image: {\rm e}^{{\rm i}\pi}=-1]
 包含了

‘单位圆上，幅角为 π 的复数等于 -1’

这个含义。这就是尤里之前的问题的答案即‘欧拉的式子的含义’。”

[image: {%}]


“学长……也就是说，欧拉的公式就是‘面朝右的人向后转，就会面朝左’是吗？”泰朵拉左右摇着头说道。

“这个嘛，可以这么说……”我不禁苦笑。

“嗯……感觉好像明白了，我明白这是有道理的了……”尤里说道。

这时，我妈从门口探出了脸。

“孩子们，先休息一下，过来喝个茶再学怎么样？”

“知道了，这就去。”

“我等你们哦。”说着我妈缩回了身子。

回到单位圆。

“然后，把 θ
 持续增大，与复数 [image: {\rm e}^{{\rm i}\theta}]
 相对应的点就会在单位圆上来回旋转。每当角度 θ
 增加 360°，也就是增加 2π 弧度的时候，点会转回到同一个地方，也就是说有周期性。我们试试用数学公式来证明！”

[image: {%}]


“看，确认了周期性。幅角 θ
 + 2π 的复数等于幅角 θ
 的复数。”

“感觉全部都相关联呢……”泰朵拉说道。

“我说哥哥！虽然人家刚刚才学，这么说可能有点太自以为是了……或许欧拉的式子 [image: {\rm e}^{{\rm i}\pi}=-1]
 很美，不过我更喜欢欧拉的公式。

[image: {\rm e}^{{\rm i}\theta}=\cos\theta+{\rm i}\sin\theta]


嗯，我非常喜欢欧拉的公式。虽然人家还不太理解，不过这一行数学公式中居然包含了这么多美丽的东西。欧拉真是了不起喵！”

“嗯，是很了不起。”我表示赞同。

“我说尤里，跟哥哥道个谢吧？”

“说的是啊，谢谢哥哥。”

“多谢学长经常教我们数学。”

“没什么没什么，你们经常听我讲，我才要谢谢你们。”

我妈又从门口探出了脸。

“你们都不过来，我这当妈的有点寂寞啊……”

“这就过去。”尤里答道。


9.2　准备庆功宴



9.2.1　音乐教室


“要不就去你家吧。”盈盈说道。

可爱的跟踪狂泰朵拉跑到我家的第二个礼拜，我、米尔嘉、泰朵拉还有盈盈放学后在音乐教室商量期末考试结束后的“庆功宴”。话虽这么说，也就是计划吃点好吃的，聊聊天而已……

盈盈先开了口。

“我打算和米尔嘉庆祝，不过看你朋友很少，你也来吧，还有泰朵拉也一起。”

“看我朋友很少……你真是想说什么说什么啊。我来也行，不过为啥在我家开庆功宴？”

“不要在意这些细节！没啥没啥，大家都说你妈很温柔的，而且有我们这么多美少女做客，你妈也会很高兴。再说了，你家还有架不错的钢琴吧。”

“钢琴很重要吗？”

“我盈盈要去，必然要有钢琴喽。”

庆功宴还带上父母算怎么回事啊……

“说定喽。”米尔嘉说道。

“嗯……那，我去征得父母同意。”感觉我这个当事人还没有发表意见事情就被定下来了……不过算了，“参加的人有我、米尔嘉和盈盈，还有泰朵拉我们四个人是吧？”

“尤里呢？”泰朵拉问道。

“就她一个初中生，会不会觉得孤单啊？”我说。

“跟她说让她带男朋友来呢？”

“她怎么可能有男朋友，她还在上初中呢。”

“谁知道有没有啊，你是她监护人吗？”

泰朵拉从书包里拿出了带着“M”字母挂件的铅笔盒，还有充满梦幻色彩的日程本。

“糟了……我周日不方便。抱歉。”

“那就改到周六吧。”米尔嘉一锤定音。

“我说泰朵拉，这挂件的 M……”

我话说到一半……我问什么好呢？

　

“M 是谁的名字的首字母？”

　

太没大脑了吧，我干嘛在乎这个啊……

“M ？啊，你说这个呀……学长，只是少了 I。”

泰朵拉微笑。

　

（只是少了爱？）

　

难道是她男朋友名字的首字母吗……

“不明白吗？”


9.2.2　自己家


“开庆功宴？当然非常欢迎！”

我妈听完突然就干劲十足了。

“做什么菜好呢，太老套了不好吧，做宴会常吃的披萨？不过垃圾食品也不好啊……”

“我说老妈，我们有个地方开庆功宴就够了。”

“我会准备好材料的，大家一起做手卷寿司怎么样？还是一起凑点钱来个豪华版的？”

“老妈你听我说话没有？我们打算各自带吃的过来。”

“那个会弹钢琴的盈盈也来吧？她会给咱们弹好多曲子听吧？对了，得先调好音吧。好期待啊！”

为啥老妈会这么兴奋？

　

[image: {%}]


　

[image: {\rm e}^{{\rm i}\pi}=-1]



这个式子作为媒介，



将数学界最著名且最有用的两个常量“欧拉数”和“圆周率”



与“虚数”结合了。



这的确是一个令人惊异的式子，是“宝石”。



这世界上的任何钻石、任何祖母绿都无法与其相提并论。


—— 吉田武，《虚数的情绪》
 [15]





第 10 章　费马大定理



也就是说，我们大家就生活在天河的河水之中。



从天河的水中向周围观看，便会发现，



就像水越深越显得湛蓝一样，



天河底越是深远，星星聚集得就越密，



因此看上去白茫茫的。


—— 宫泽贤治《银河铁道之夜》


　


10.1　公开研讨会


“哥哥……我不明白啊。”

“学长……我不懂。”

“米尔嘉……你明白吗？”

“真有趣。”

　

现在是 12 月，商家们正火热地开展着各种圣诞节促销活动，我们远离了激烈的商业竞争，过来参加大学的“公开研讨会”。研讨会是我们高中的村木老师介绍的，主题是“费马大定理”。会场设在大学讲堂，面向约 200 名社会各界听众，由大学老师讲授。跟我一起参加研讨会的有米尔嘉、泰朵拉，还有……尤里。

“哥哥！尤里也想去！”

“这对你来说太难了。”虽然我跟她谈了，但是她根本听不进去。

　

她好像很高兴能见到米尔嘉。算了，尤里虽然上初二，也应该能听懂点吧……我轻率地想。

话说回来，很难明白这个研讨会上为什么把怀尔斯的证明讲得飞快。别说尤里了，连我都完全听不懂，会场的听众们应该也跟不上吧。不过我也确实受了些熏陶……

　

研讨会结束后，我们去了大学园区里的食堂吃午饭。因为是周六，没多少大学生，倒是随处可见来参加研讨会的其他学校的一帮一帮的高中生。

我在学园祭的时候来过校园园区里。那时因为太吵，感觉对大学的美好憧憬都幻灭了，不过今天就截然不同了。校园里很安静，在去讲堂的路上透过窗户还能看见研究室里的样子，里面整齐地摆放着书架和电脑。

“人家只听懂了谷山、志村、岩泽这几个日本人的名字。”尤里吃着海鲜意大利面说道，“内容很难，老师一直低着头讲，还没怎么明白就讲完了喵。”

“新的词汇就像洪水一样涌过来，根本跟不上。”泰朵拉吃着蛋包饭说道，“还没等我熟悉呢，老师就又用这个词定义了别的词……我真想说，等等，我还没跟这个词交上朋友呢。要是能让我多预习一下就好了……”

“看了大屏幕上的数学公式我就晕头转向了。”我吃着蟹肉抓饭说道，“就像泰朵拉说的，我应该事先准备好再过来的。”

“光听他讲是听不明白的。”米尔嘉吃着提拉米苏说道，“就算预习了一点也很难。不光是理解一个个的用语和数学公式，还需要理解得更透彻。怀尔斯的证明太专业了我们听不懂。但是我们能明白，用怀尔斯的证明连接起了两个世界。老师一直低着头，只抬过一次。你们还记得吗？”

‘请注意位于 FLT 深层的，谷山 - 志村定理。’

我对这句话深有同感。”

　

“米尔嘉大人！恳求您给讲解一下！用像我这样的笨蛋也能听懂的讲法！”

“尤里才不是笨蛋呢。”我跟米尔嘉异口同声地说道。


10.2　历史



10.2.1　问题


吃完饭后，我们开始倾听米尔嘉的解说。

“17 世纪的数学家费马，在他一直研究的《算术》这本书的空白处留下了一个问题，就是所谓的‘费马大定理’。”



费马大定理


当 n
 ≥ 3 时，以下方程式不存在自然数解。

[image: x^n+y^n=z^n]




“他以书面形式表达了和这个数学公式同样的内容，并在空白处写下了一句著名的话。”


我确信已发现了一种美妙的证法，

可惜这里空白的地方太小，写不下。



“然后，费马并没有写出证明方法。”米尔嘉说道，“既然他都这么暗示了，当然也就有很多数学爱好者跃跃欲试。话说回来，为什么后人会知道费马在书中空白处写下的私人笔记？”

　

“这么一说，也是啊。”泰朵拉歪着头，满脸写着不可思议四个大字。

“这要归功于费马的儿子山缪。”米尔嘉说道，“他重印了带有费马笔记的《算术》，让险些消失的‘费马大定理’复活了。写这本《算术》的是 3 世纪左右的数学家丢番图。17 世纪的巴歇将这本书翻译成了希腊语和拉丁语。费马学习了巴歇版的《算术》，并写下了笔记。山缪重印的是丢番图著，巴歇译，写有费马笔记的《算术》。”

“这样啊……”我说，“从 3 世纪的丢番图，到巴歇，再到 17 世纪的费马，然后通过山缪传到更远的未来。数学穿越时空流传后世啊……”

“然后，再传给现代的我们。简直就像数学的接力呢。”泰朵拉做了一个接住接力棒的手势。

“然后数学家们就开始了长达三个半世纪的挑战。”米尔嘉开始缓慢地讲述历史，“首先是 17 世纪。”


10.2.2　初等数论的时代


17 世纪是初等数论的时代
 。因为费马大定理是一个涉及“所有的 n
 ”的命题，所以想一次证明出来太难了。因此数学家们想就个别的 n
 进行证明。

最初，费马自己证明了 FLT(4)，使用的工具是无穷递降法。这么说来，之前我们也 用“面积不构成平方数的直角三角形定理”证明过 FLT(4) 呢。

进入 18 世纪。欧拉老师证明了 FLT(3)。

在 19 世纪，狄利克雷证明了 FLT(5)，勒让德补充了狄利克雷的证明。然而拉梅证明了 FLT(7) 以后，就后继无人了。因为证明过程太过复杂了。

那个时代人们使用的武器有倍数、约数、最大公约数、质数、互质，还有无穷递降法。

◎　　◎　　◎

“先从具体例子开始解啊……”泰朵拉说道。

“跟我们解题的时候一样，按照‘从特殊到一般’的顺序。”

“原来如此。”

“新时代是从……”米尔嘉继续往下说道，“苏菲·姬曼开始的。那是在 19 世纪。”


10.2.3　代数数论时代


19 世纪是代数数论时代
 。1825 年，苏菲·姬曼在 FLT 的通解上取得了成果。她证明了“如果 p
 和 2p
 + 1 都为奇质数，则 xp

 + yp

 = zp

 不存在自然数解。此时 [image: xyz\not\equiv0\quad({\rm mod}~p)]
 ”这个定理。

1847 年，拉梅和柯西开始竞相证明“费马大定理”。当时关键在于粉碎 xp

 + yp

 = zp

 ，在复数领域进行因式分解。

[image: x^p+y^p=(x+\alpha^0y)(x+\alpha^1y)(x+\alpha^2y)\cdots(x+\alpha^{p-1}y)=z^p]


在此 α
 是 [image: \alpha={\rm e}^{\frac{2\pi{\rm i}}{p}}]
 这个复数。因为由欧拉的公式可知 [image: \alpha=\cos\frac{2\pi}{p}+{\rm i}\sin\frac{2\pi}{p}]
 ，所以 α
 的绝对值是 1，幅角是 [image: \frac{2\pi}{p}]
 。也就是说，α
 是 1 的 p
 次方根之一。根据整数和 α
 ，用一般的加法和乘法创造出的环 [image: \mathbb{Z}[\alpha]]
 就是一种整数环。

[image: \mathbb{Z}[\alpha]={a_0\alpha^0+a_1\alpha^1+a_2\alpha^2+\cdots+a_{p-1}\alpha^{p-1}|a_k\in\mathbb{Z},\alpha={\rm e}^{\frac{2\pi{\rm i}}{p}}\}]


他们想在整数环 [image: \mathbb{Z}[\alpha]]
 的基础上将 xp

 + yp

 分解质因数，使因子 (x
 + αk
 y
 ) 之间互质，各因子是“p
 次方数”，带进无穷递降法里。然而他们失败了。因为——

　

整数环中不一定满足“质因数分解的唯一分解定理”这个条件。

　

如果不满足质因数分解的唯一分解定理，那么即使 p
 次方数的各因子互质，各因子也不一定是 p
 次方数。库默尔指出了这一点，争论得以结束。整数环中，“质因数分解的唯一分解定理”就此消亡。

为了打破这个僵局，库默尔提出了理想数
 这个概念，戴德金以集合的形式将其整理为“理想
 ”概念。“理想”概念有“理想”公理，就像数字一样，其计算得到了定义。“理想”具有的最重要的性质 —— 当然是质因数分解的唯一分解定理。根据“理想”，“质因数分解的唯一分解定理”复活了。库默尔证明了对于“正规质数”，费马大定理是成立的。

19 世纪结束。自费马写下那段话后，已经过去了 250 年。

◎　　◎　　◎

“费马大定理就是这样被证明的啊！”泰朵拉在胸前握紧双拳说道。

“然而，并不是。”

“诶？诶诶诶？”

“库默尔的代数数论结出了丰硕的果实。”米尔嘉说道，“怀尔斯的证明中，代数数论还是基本的工具。然而由于代数数论的直接扩张，费马大定理没有得到证明。我们继续讲几何数论时代吧。那是在 20 世纪，在日本。”


10.2.4　几何数论时代


那是在 20 世纪，在日本。1955 年，也就是第二次世界大战结束十年后，数学国际会议于日本召开。谷山 - 志村猜想
 也是在那个时候诞生的。渐渐地，谷山 - 志村猜想成为了连接“椭圆曲线”和“自守形式”（模形式）两个世界的巨大桥梁。如何将这个猜想转变为定理成为了数论领域的重要课题。但很明显，这是一个巨大的难题。但是谁都没注意到，这个数论领域的重要课题于费马大定理也是一个重要课题。

1985 年，弗赖提出了一个让人眼前一亮的观点。假设“费马大定理不成立”，就能创造出一个跟谷山 - 志村猜想相矛盾的反例。这样就在费马大定理与谷山 - 志村猜想间建立了联系。话虽这么说，这也只是把一个难题归结到另一个难题上，问题并没有变简单。

而挑战了这个难题的人是怀尔斯
 。他在自己家中独自一人进行了长达七年的研究。其间他一直在大学授课，但没人知道他一直在挑战费马大定理。

1993 年，怀尔斯声明他证明了费马大定理。然而证明有缺陷，但他继续挑战，终于在 1994 年跟泰勒一起修正了缺陷，完全证明了费马大定理。

◎　　◎　　◎

米尔嘉很快地结束了讲解。讲历史的话题很让她心急吧。

“我想谈谈数学。”米尔嘉看着我。

“现在，拿出笔记本。”

我拿出了笔记本和自动铅笔，尤里小声说道：

“人家能先回去吗？光听历史我脑子就已经装不下了。”

米尔嘉听到这两句嘀咕，说道：

“好……我知道了，那我出个尤里你能解开的问题吧。”


10.3　怀尔斯的兴奋



10.3.1　搭乘时间机器


米尔嘉闭上眼睛，做了一次深呼吸，然后睁开眼。

“让我们乘上时间机器吧，穿越时空回到 Anno Domini 1986 —— 公元 1986 年。在太阳系第三行星居住的人类，还没证明出费马大定理。尤里你就是怀尔斯，思考接下来应该证明什么。好了，1986 年的景色
 是这样的……”



1986 年的景色



谷山 - 志村猜想


【未证明】每一条椭圆曲线都可以对应一个模形式。


FLT(3)，FLT(4)，FLT(5)，FLT(7)


【已证明】当 k
 = 3, 4, 5, 7 时，

不存在自然数 x
 , y
 , z
 ，满足方程 [image: x^k+y^k=z^k]
 。


弗赖曲线


【已证明】如果存在 p
 , x
 , y
 , z
 满足方程 [image: x^p+y^p=z^p]
 （x
 , y
 , z
 是自然数。p
 ≥ 3，p
 为质数），那么也存在弗赖曲线。


弗赖曲线和椭圆函数的关系


【已证明】弗赖曲线是椭圆曲线的一种。


弗赖曲线和模形式的关系


【已证明】弗赖曲线不是模形式。



“这就是‘1986 年的景色’。”米尔嘉说道，“标着【已证明】的，是不用自己证明就可以直接拿来用的命题。这里该尤里你出马了。”

米尔嘉看着尤里，尤里噌地一下挺直了后背。

“哪怕有不明白的用词，尤里你也能解开下面这个问题。”



问题10-1　（搭乘时间机器）


从“1986 年的景色”出发去思考，接下来只要证明何种命题，就能证明费马大定理了呢？




10.3.2　从“1986 年的景色”发现问题


尤里用一副要哭鼻子的样子看着我，像是在求助。不过很快她就变为一脸认真的表情，把目光投向米尔嘉的问题。一边念叨着“因为反证法……”一边开始思考。

我自己马上就解开了刚才的问题。因为米尔嘉将其称为“1986 年的景色”，就相当于给了一个近乎答案的，清晰明了的提示。

但尽管如此，我还是有些吃惊。

我喜欢数学公式。数学公式具体且具有相容性。解读数学公式来理解其结构，将数学公式变形来引出思路。有数学公式就能领会，没有就会感到不满足。

然而，“费马大定理”的证明实在是太难了。我完全无法理解公开研讨会上老师给我们展示的数学公式。好不甘心。

我能很顺利地追上米尔嘉 在“1986 年的景色”中表明的逻辑，却跟不上数学公式。但就算这样，我也因为能追上逻辑的流向而感到喜悦。就好像即使不能探查星星，却能欣赏夜空中的星座一样吧。

在学校老师会命令我们“证明这个”“证明那个”，而不会告诉我们“去思考一下应该证明什么”。解开老师给的问题固然很重要，然而发现应该去解开的问题不也是很重要的吗？在交错复杂的命题森林中，找出该走的那条小路……

　

“我明白了。”尤里的声音中透着紧张，“只要证明谷山 - 志村猜想，也就是——

‘每一条椭圆曲线都可以对应一个模形式’

这个命题，就证明了费马大定理。”

“理由是？”米尔嘉不给喘息机会地问道。

“用……反证法。”尤里谨慎地开始说明，“反证法的假设是要证明的命题的反面……不，是要证明的命题的否定。”

假设：“费马大定理不成立。”

这样一来，就存在 n
 , x
 , y
 , z
 满足方程 [image: x^n+y^n=z^n]
 。这样一来 …… 咦？ p
 是质数啊 …… 啊，对对。因为 FLT(4) 已经得到了证明，所以可以认为 n
 ≠ 4，n
 也不等于 8, 16, 32, 64, ... 。也就是说，n
 可以写成 n
 = mp
 ，即‘自然数 m
 ’和‘n
 的质因数 p
 ，p
 ≥ 3’的乘积的形式。如果存在 n
 , x
 , y
 , z
 满足方程 [image: x^n+y^n=z^n]
 ，那么根据指数运算法则，m
 , p
 满足以下等式。

[image: (x^m)^p+(y^m)^p=(z^m)^p]


然后……将这个 xm

 , ym

 , zm

 重新命名为 x
 , y
 , z
 的话，就存在满足 xp

 + yp

 = zp

 的 p
 , x
 , y
 , z
 。”

尤里说到这里偷瞄了我一眼，我沉默地点了点头。

“喔，然后呢？”米尔嘉说道。

“然后，根据‘1986 年的景色’—— 如果存在 p
 , x
 , y
 , z
 满足方程 xp

 + yp

 = zp

 ，那么也存在弗赖曲线。弗赖曲线是椭圆曲线的一种，但不是模形式。所以……就存在弗赖曲线这种‘非模形式的椭圆曲线’。嗯，理论上就是这样。虽然我不知道‘弗赖曲线’‘椭圆曲线’‘模形式’是什么……”

推导出的命题：存在非模形式的椭圆曲线。

“到这里我用了所有的【已证明】的命题。然后现在——

假设我证明了谷山 - 志村猜想。

这样一来，就存在‘每一条椭圆曲线都可以对应一个模形式’。因为每一条椭圆曲线都可以对应一个模形式，所以可以推导出下面这个命题。”

推导出的命题：不存在非模形式的椭圆曲线。

“我推导出了两种结论，即‘存在’非模形式的椭圆曲线和‘不存在’非模形式的椭圆曲线，它们互相矛盾。因此由反证法，否定了假设，证明了费马大定理。

假设的否定：“费马大定理成立。”

所以，如上所述，只要证明了谷山 - 志村猜想，也就证明了费马大定理！”

尤里眼中闪着光芒，看着米尔嘉。

我和泰朵拉也看着米尔嘉。

米尔嘉抛了个媚眼，说了一句：

“Perfect。”



解答10-1　（搭乘时间机器）


只要证明了谷山 - 志村猜想，也就证明了费马大定理。



米尔嘉微微笑着，声音平静地补充道：“弗赖想出了弗赖曲线，弗赖曲线给了费马大定理一个反例，而赛尔把这个猜想公式化了。黎贝证明了这个猜想。为何怀尔斯听到这个会兴奋，想必尤里你已经明白了吧。费马大定理 —— 这是一块 350 多年来没人能解开的，古老的七巧板。但是这块七巧板现在也就只差一块了，而且我们已经知道，只要证明谷山 - 志村猜想，就能填上这一块板子。”

尤里用力地点了好几次头。


10.3.3　半稳定的椭圆曲线


“怀尔斯证明了谷山 - 志村猜想对吧。”泰朵拉在胸前握紧双拳说道。

“然而，并不是。”米尔嘉答道。

“咦？咦咦咦？”

“就像尤里回答的那样，如果能证明谷山 - 志村猜想，也就证明了费马大定理。说的没错。但实际历史不是这样的。事实上怀尔斯证明的命题是‘每一条半稳定的椭圆曲线都可以对应一个模形式’。是存在‘半稳定’这个限制条件的。”

米尔嘉站了起来，在我们身边走来走去，继续说着。

“为什么要加上这个限制条件呢？因为如果没有限制条件，要证明谷山 - 志村猜想太难了。那为什么带有限制条件也没关系呢？你明白吗？”米尔嘉把手放在了泰朵拉的肩膀上。

“这，这个……我不明白。”

“尤里你呢？”

尤里默默地想了一会，不久后一下子抬起头回答道：

“我明白了。因为弗赖曲线是半稳定的椭圆曲线吧！”

“就是这样。”米尔嘉用中指推了推眼镜，“尤里的推测很有逻辑性。怀尔斯为了使用反证法，就想证明出一个与弗赖曲线的存在相悖的命题。为什么他想证明带有半稳定这个限制条件的谷山 - 志村猜想呢？因为弗赖曲线具有半稳定的性质。于是，由他证明的最重要的定理是这个——

怀尔斯定理：每一条半稳定的椭圆曲线都可以对应一个模形式。

根据这个定理，就可以导出矛盾了。”


根据弗赖曲线：


存在不对应模形式的半稳定的椭圆曲线。


根据怀尔斯定理：


不存在不对应模形式的半稳定的椭圆曲线。

“这就构成了矛盾。根据反证法，证明完毕。费马大定理成为了真正意义上的定理。”


10.3.4　证明概要




“费马大定理”证明概要


使用反证法。

1. 假设：费马大定理不成立。

2. 根据假设，可以作出弗赖曲线。

3. 弗赖曲线：虽是半稳定的椭圆曲线，但不对应模形式。

4. 即“存在不对应模形式的半稳定的椭圆曲线”。

5. 怀尔斯定理：每一条半稳定的椭圆曲线都可以对应一个模形式。

6. 即“不存在不对应模形式的半稳定的椭圆曲线”。

7. 上述第 4 项和第 6 项相矛盾。

8. 因此费马大定理成立。



米尔嘉沉默地扫视了我们一圈。

“这个‘证明概要’在逻辑上是正确的，但还不够。不够也是理所当然的，因为这只不过是一个概述。我们并不明白谷山 - 志村猜想是什么，也不明白‘椭圆曲线’‘弗赖曲线’‘模形式’等重要词语的含义。但即使不能理解怀尔斯的证明，也可以体会谷山 - 志村猜想吧？起码可以再向数学领域踏出一步吧？你们也这么觉得……吧？”米尔嘉问道。

我们不暇思索地点了点头。

“接下来，我要以这四个题目来谈数学。


	
椭圆曲线的世界



	
自守形式的世界



	
谷山 - 志村定理



	
弗赖曲线





因为‘谷山 - 志村猜想’已经在 1999 年被完全证明了，之后我们就称其为‘谷山 - 志村定理’。首先，椭圆曲线指的是……啊，我们先换个地方，观众太多了。”米尔嘉说道。

刚才食堂里不少参加研讨会的高中生们围住了我们的座位，专注地听着米尔嘉讲话。


10.4　椭圆曲线的世界



10.4.1　什么是椭圆曲线


我们从食堂转移到了二楼的咖啡店，找了张能坐下四个人的大桌子，大家一起喝着咖啡（只有尤里喝着可可），继续刚才的话题。

“尤里，你还想回去吗？”米尔嘉问道。

“我在听，不管听得懂，还是听不懂。”

“好，那么我先从定义开始讲起。椭圆曲线指的是……”

◎　　◎　　◎


椭圆曲线
 指的是当 a
 , b
 , c
 为有理数时，可用以下方程式表示的曲线。


y
 2
 = x
 3
 + ax
 2
 + bx
 + c


但存在以下附加条件。

三次方程 x
 3
 + ax
 2
 + bx
 + c
 = 0 没有重根。

这是椭圆曲线的定义，严格来说是‘有理数域 [image: \mathbb{Q}]
 上的’椭圆曲线的定义。也就是说，我们将 x
 , y
 考虑成有理数域 [image: \mathbb{Q}]
 的元素。

打个比方，以下式子是椭圆曲线的方程式。


y
 2
 = x
 3
 - x
 　　椭圆曲线的方程式的例子

在这里我们把方程式 y
 2
 = x
 3
 + ax
 2
 + bx
 + c
 中的 (a
 , b
 , c
 ) 替换成了 (0, -1, 0)。右边的 x
 3
 - x
 可以分解成如下形式。


x
 3
 - x
 = (x
 - 0)(x
 - 1)(x
 + 1)

因为三次方程 x
 3
 - x
 = 0 的解有三个，分别是 x
 = 0, 1, -1，且没有重根，所以满足椭圆曲线的条件。我们来画个图。

[image: {%}]


◎　　◎　　◎

“左边圆圆的那个，是椭圆吗？”泰朵拉问道。

“不是。”米尔嘉答道，“‘椭圆曲线’含有‘椭圆’这个词，是有历史渊源的。椭圆曲线的形状和椭圆没有关系。”


10.4.2　从有理数域到有限域


接下来，我们从代数角度研究椭圆曲线 y
 2
 = x
 3
 - x
 。


**我来简单说明一下数学都有哪些领域。


	
代数关注的是方程式和方程式的解，以及群、环、域等。



	
几何关注的是点、线、平面、立体、相交、相切等。



	
分析关注的是极限、微分、导函数、积分等。





当然，这些是相互关联的。例如，方程式里的“重根”虽然是代数概念，但却跟曲线‘相切’的几何概念，“导函数”值为 0 的分析概念相关。



幸好我们只是体验一下谷山 - 志村定理的气氛，用不着大型武器。需要的只有余项、毅力、想象力
 。

我们刚刚为了把握椭圆曲线 y
 2
 = x
 3
 - x
 的样子，将三次方程 x
 3
 - x
 进行了因式分解，解了三次方程式 x
 3
 - x
 = 0，并得到了 (0, 0), (1, 0), (-1, 0) 这三个有理点。

存在一个有理数域 [image: \mathbb{Q}]
 ，也就是存在有限个有理数域。但有理数域的元素数量是无限的。也就是说，有理数是无限的。

在这里，我们逆转一下思维，即想出无限个具有有限个元素的域。我们知道这样的域，它就是有限域。有限域 [image: \mathbb{F}_p]
 有 p
 个元素，也就是有限个元素。但质数 p
 却有无数个，所以存在无数个 [image: \mathbb{F}_p]
 。

接下来，我们要从“有理数域 [image: \mathbb{Q}]
 的世界”空间传送到“有限域 [image: \mathbb{F}_p]
 的世界”了哦。

我们从有限域 [image: \mathbb{F}_p]
 中找一个满足椭圆曲线方程式的点 (x
 , y
 )。

[image: y^2=x^3-x\qquad(x,y\in\mathbb{F}_p)]


换言之，就等于把椭圆曲线方程式看作以下这个同余式。

[image: y^2\equiv x^3-x\qquad({\rm mod}~p)]



关于有限域，我们简单复习一下。有限域 [image: \mathbb{F}_p]
 是含有 p
 个元素的集合，用 mod p
 进行加减乘除运算的域。

[image: \mathbb{F}_p={0,1,2,\cdots,p-1\}]


为了保证 0 以外的元素可以进行除法运算，p
 为质数。如下所示，有限域 [image: \mathbb{F}_p]
 有无数个。

[image: \begin{aligned}\mathbb{F}_2&={0,1\}\\\mathbb{F}_3&=\{0,1,2\}\\\mathbb{F}_5&=\{0,1,2,3,4\}\\\mathbb{F}_7&=\{0,1,2,3,4,5,6\}\\\mathbb{F}_{11}&=\{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10\}\\&\vdots\end{aligned}]


虽然域的数量是无限的，但不要忘记每个域的元素数量是有限的。



◎　　◎　　◎

“为什么‘有限个’这么重要呢？”泰朵拉问道。

“因为能逐个击破。”米尔嘉马上回答，“有限域 [image: \mathbb{F}_p]
 只含有 p
 个元素，所以我们可以把这 p
 个元素代入 x
 和 y
 中来进行调查。只要质数 p
 不大，我们就可以动手计算，一点一点地去找寻满足椭圆方程式的点 (x
 , y
 )。”

“这需要毅力喵！”尤里叫道。

“对。”米尔嘉点头，“有限域 [image: \mathbb{F}_p]
 是微型的有理数域 [image: \mathbb{Q}]
 。最适合拿来玩了。那么，我们来逐个击破吧。”


10.4.3　有限域 F2


最简单的有限域 [image: \mathbb{F}_2={0,1\}]
 ，其运算表如下。因为是域，所以有加法和乘法。我们在进行一般计算后，求除以 2 的余数（余项）。

[image: \begin{array}{c|cc}+&0&1\\\hline0&0&1\\1&1&0\end{array}\quad\quad\quad\begin{array}{c|cc}\times&0&1\\\hline0&0&0\\1&0&1\end{array}]


(x
 , y
 ) 可能出现以下 4 种组合。

(x
 , y
 )=(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)

我们把这 4 种情况都代入到方程式 y
 2
 + x
 = x
 3
 中，看等号是否成立。但在加减乘除的运算中则使用上述运算表。减法的话我们只要加上加法中的逆元就行了，不过太麻烦了，所以我们就将 x
 移项，用以下形式来验证。


y
 2
 + x
 = x
 3
 　　（将 x
 移项到等式左边，消去减法）

例如，当 (x
 ,y
 ) = (0,0) 时，将其代入 y
 2
 + x
 = x
 3
 ，则得到 02
 + 0 = 03
 。用运算表计算的话，左边等于 0，右边也等于 0。因为左边和右边相等，所以 [image: \mathbb{F}_2]
 上的点 (0,0) 满足方程 y
 2
 = x
 3
 - x
 。同理，我们来试着验证其他几组 (x
 ,y
 )。

[image: {%}]


这样一来，我们可知方程式 y
 2
 = x
 3
 - x
 在 [image: \mathbb{F}_2]
 上的解为以下两个。

(x
 , y
 ) = (0, 0), (1, 0)

◎　　◎　　◎

“米尔嘉大人！在空间传送后，没有重根的条件……”

“尤里，你真聪明。”米尔嘉回应道。

“原来如此！”我突然明白了。尤里真厉害啊。

“你们发现了什么啊？”泰朵拉一脸困惑。

“尤里。”米尔嘉催促尤里开口。

“嗯。在传送之前，椭圆曲线有 x
 3
 + ax
 2
 + bx
 + c
 = 0 不存在重根这个条件。但是我觉得……在传送之后，不用在有限域的世界把这个条件再研究一遍喵？”

“尤里说得对。”米尔嘉说道，“在有限域中考虑椭圆曲线的时候，应该重新审查一次条件。因为掉落到微型世界的时候，椭圆曲线可能已经不包含这个条件了。”

尤里绝不放过任何一个条件。真是这样啊。

“事实上 [image: \mathbb{F}_2]
 是什么情况？”我问道。

“在 [image: \mathbb{F}_2]
 上，y
 2
 = x
 3
 - x
 不构成椭圆曲线。因为 x
 3
 - x
 可以像下面这样进行因式分解。平方因子 (x
 - 1)2
 有重根。”


x
 3
 - x
 = (x
 - 0)(x
 - 1)2
 　　在 [image: \mathbb{F}_2]
 上的因式分解

“这个因式分解是对的吗？”泰朵拉问道。

“是对的。想想有理数域上的因式分解——


x
 3
 - x
 = (x
 - 0)(x
 - 1)(x
 + 1)　　在 [image: \mathbb{Q}]
 上的因式分解

在 [image: \mathbb{F}_2]
 上，1 是自身加法中的逆元，所以‘加 1’就等于‘减 1’。也就是说，x
 + 1 可以换成 x
 - 1。”

[image: {%}]


“我明白了，重要的是在哪个域上进行运算吧。”泰朵拉似乎也理解了。


10.4.4　有限域 [image: \mathbb{F}_3]



“这次我们举有限域 [image: \mathbb{F}_3={0,1,2\}]
 的例子。运算表如下。

[image: \begin{array}{c|ccc}+&0&1&2\\\hline0&0&1&2\\1&1&2&0\\2&2&0&1\end{array}\quad\quad\quad\begin{array}{c|ccc}\times&0&1&2\\\hline0&0&0&0\\1&0&1&2\\2&0&2&1\end{array}]


(x
 , y
 ) 一共有 9 种情况。我们把这 9 种情况都代入到方程式 y
 2
 + x
 = x
 3
 中，看等号是否成立。”

[image: {%}]


“这样一来，我们可知方程式 y
 2
 = x
 3
 - x
 在 [image: \mathbb{F}_3]
 上的解为以下 3 个。”

(x
 , y
 ) = (0, 0), (1, 0), (2, 0)

“米尔嘉大人，在 [image: \mathbb{F}_3]
 上还构成椭圆曲线吗？”

“是。在方程式 y
 2
 = x
 3
 - x
 的情况下，只有在 [image: \mathbb{F}_2]
 的情况下掉落到有限域的时候才不构成椭圆曲线。说明我就省了。”

“掉落到有限域……是吗？”泰朵拉很在意用词，追问道。

“正确来说叫归约
 。将有理数域上的椭圆曲线移到有限域，称为归约。如果于质数 p
 归约椭圆曲线都不会产生重根，那么这种情况就叫作‘于 p
 有好的归约
 ’，如果产生了重根，就叫 作‘于 p
 有坏的归约
 ’。椭圆曲线 y
 2
 = x
 3
 - x
 于 2 有坏的归约。因为它在 [image: \mathbb{F}_2]
 上有重根。”

“‘归约’吗……感觉像化学术语 1
 呢。”泰朵拉说道。


1
 “归约”的日语为“還元”，日语化学中也使用这个词，意思是还原。—— 译者注

“坏的归约也分好几种。于 p
 归约的时候，如果重根停留在二重根的范围内，就把这条椭圆曲线称为‘于 p
 有乘法归约
 ’，如果有三重根，则称为‘于 p
 有加法归约
 ’。”

“好复杂喵。”

“然后，不管于什么质数归约，只存在‘好的归约’和‘乘法归约’这两种情况时，我们就将这条椭圆曲线称为半稳定
 的椭圆曲线。”

“诶？！”我提高了嗓门，“这就是怀尔斯证明了的那个……”

“对。这就是怀尔斯定理‘每一条半稳定的椭圆曲线都可以对应一个模形式’中出现的‘半稳定’的定义。半稳定的椭圆曲线指的就是不管于任何质数归约，重根数量都只停留在二重根的椭圆曲线。”


10.4.5　有限域 [image: \mathbb{F}_5]



有限域 [image: \mathbb{F}_5={0,1,2,3,4\}]
 的运算表如下。

[image: \begin{array}{c|ccccc}+&0&1&2&3&4\\\hline0&0&1&2&3&4\\1&1&2&3&4&0\\2&2&3&4&0&1\\3&3&4&0&1&2\\4&4&0&1&2&3\end{array}\quad\quad\quad\begin{array}{c|ccccc}\times&0&1&2&3&4\\\hline0&0&0&0&0&0\\1&0&1&2&3&4\\2&0&2&4&1&3\\3&0&3&1&4&2\\4&0&4&3&2&1\end{array}]


这次我们来一个个确认 (x
 , y
 ) 的 25 种情况。

[image: {%}]


这样一来，我们就可以知道方程式 y
 2
 = x
 3
 - x
 在 [image: \mathbb{F}_5]
 上的解为以下 7 个。

(x
 , y
 )=(0, 0), (1, 0), (4, 0), (2, 1), (3, 2), (3, 3), (2, 4)


10.4.6　点的个数


“差不多该想要自己来计算了吧。我们把方程式 y
 2
 = x
 3
 - x
 在有限域 [image: \mathbb{F}_p]
 中解的个数用 s
 (p
 ) 来表示。


s
 (p
 ) =（方程式 y
 2
 = x
 3
 - x
 在有限域 [image: \mathbb{F}_p]
 中解的个数）

我们已经研究完了 s
 (2), s
 (3), s
 (5)。我想请人来填下面这个表格。

[image: \begin{array}{c|cccccccccc}\mathbb{F}_{p}&\mathbb{F}_{2}&\mathbb{F}_{3}&\mathbb{F}_{5}&\mathbb{F}_{7}&\mathbb{F}_{11}&\mathbb{F}_{13}&\mathbb{F}_{17}&\mathbb{F}_{19}&\mathbb{F}_{23}&\cdots\\\hline\emph{s}(p)&2&3&7\end{array}]


我们来分工合作吧。尤里负责 [image: \mathbb{F}_{7} ]
 和 [image: \mathbb{F}_{11} ]
 ，泰朵拉负责 [image: \mathbb{F}_{13} ]
 和 [image: \mathbb{F}_{17} ]
 ，然后你负责 [image: \mathbb{F}_{19} ]
 和 [image: \mathbb{F}_{23} ]
 。”米尔嘉对我说道。

“米尔嘉大人呢？”尤里问道。

“我睡个午觉。你们填好了叫我。”米尔嘉说着闭上了眼。

　

我们三个人默默地算起了有限域。求在有限域 [image: \mathbb{F}_{p}]
 中有几个满足椭圆曲线 y
 2
 = x
 3
 - x
 的点。


p
 越大越费工夫，不过计算本身并没有那么困难。我在计算的间隙中偷瞄了一眼米尔嘉。

米尔嘉闭着眼睛，轻轻靠在椅背上。仔细一看，她已经安静地睡着了。这位黑发才女，还真的睡着了啊……

泰朵拉在旁边戳了戳我。

“学长，你怎么停下来了。”

在求完点的个数以后，我们互相检查了各自负责的部分。我有一个计算错误，泰朵拉有三个，尤里则是零个。

“尤里真厉害啊……”泰朵拉感叹道。

“喵哈哈～”

“那，我们该叫醒女王大人了吧。”


10.4.7　棱柱


“数列 s
 (p
 ) 的表填好了。”米尔嘉醒来后马上接着往下讲。

[image: \begin{array}{c|cccccccccc}\mathbb{F}_{p}&\mathbb{F}_{2}&\mathbb{F}_{3}&\mathbb{F}_{5}&\mathbb{F}_{7}&\mathbb{F}_{11}&\mathbb{F}_{13}&\mathbb{F}_{17}&\mathbb{F}_{19}&\mathbb{F}_{23}&\cdots\\\hline\emph{s}(p)&2&3&7&7&11&7&15&19&23\end{array}]


“我们略微涉足了椭圆曲线的世界。以 y
 2
 = x
 3
 - x
 这条椭圆曲线为例，数了数这条椭圆曲线在有限域 [image: \mathbb{F}_{p}]
 中解的个数。”

“s
 (p
 ) 有什么含义吗？”泰朵拉举起手。

“我感觉有点像质数喵。”

“这个数列 s
 (p
 ) 体现了椭圆曲线 y
 2
 = x
 3
 - x
 的一个侧面。使用无数的有限域，就可以从各种各样的角度来看椭圆曲线。”

“好像棱镜啊！”泰朵拉说道，“阳光透过棱镜会被分解成无数种颜色的光，把所有的光重合在一起又会还原成本来的阳光。感觉跟这个很像不是吗？有理数域 [image: \mathbb{Q}]
 是阳光，有限域 [image: \mathbb{F}_{p}]
 表示每个质数 p
 的颜色……”

“这比喻相当不错。”米尔嘉说道，“关于‘椭圆曲线的世界’我们就先谈到这里，吃完巧克力慕斯后，接下来我们就该前往‘自守形式的世界’了。”

“巧克力慕斯？”

“现在尤里正过去买呢。”尤里从米尔嘉那接了钱，摇晃着马尾辫跑到了甜点区。


10.5　自守形式的世界



10.5.1　保护形式


吃完巧克力慕斯以后，泰朵拉开始讲自守形式。

“下面这个函数 Φ(z
 ) 有着非常有意思的性质。

[image: \Phi(z)={\rm e}^{2\pi{\rm i}z}\prod^\infty_{k=1}(1-{\rm e}^{8k\pi{\rm i}z})^2(1-{\rm e}^{16k\pi{\rm i}z})^2]


在此，参数 z
 暗示了复数……尤里，怎么了？”

“米尔嘉大人……这个数学公式，我一点都看不懂。”

“让哥哥来帮你简单解释一下吧。”米尔嘉看向我。

“这个……”突然把问题扔给我吗，“我说尤里，看见这么复杂的数学公式，可不能想着‘我一点都不明白’啊。”

“我没觉得‘一点都不明白’啊，哥哥。嗯……这个像牌坊一样的符号是什么啊。”

“不是牌坊，是 [image: \prod]
 （π 的大写），这是表示乘法的符号。下面写着 k
 = 1，上面写着 ∞。意思是把变量 k
 替换成 1, 2, 3, ... ，再乘以 [image: \prod]
 右边写着的所有因子。明白吗？”

“不明白。给人家具体讲讲嘛！”尤里嘟起嘴。

“我们来试试不用 [image: \prod]
 把米尔嘉写的 Φ(z
 ) 表示出来。它会变成无限乘积的形式。”

[image: \begin{aligned}\Phi(z)={\rm e}^{2\pi{\rm i}z}&\prod^\infty_{k=1}(1-{\rm e}^{8k\pi{\rm i}z})^2(1-{\rm e}^{16k\pi{\rm i}z})^2\\={\rm e}^{2\pi{\rm i}z}&\times(1-{\rm e}^{8\times1\pi{\rm i}z})^2(1-{\rm e}^{16\times1\pi{\rm i}z})^2\\&\times(1-{\rm e}^{8\times2\pi{\rm i}z})^2(1-{\rm e}^{16\times2\pi{\rm i}z})^2\\&\times(1-{\rm e}^{8\times3\pi{\rm i}z})^2(1-{\rm e}^{16\times3\pi{\rm i}z})^2\\&\times\cdots\end{aligned}]


“[image: \prod]
 的意思我倒是明白了……不过太复杂了喵！”尤里说道。

“所以都说了！为了简写才用 [image: \prod]
 来表示的！”我说道。

　

“Φ(z
 ) 是自守形式
 的一种，尤其是模形式
 的伙伴。”米尔嘉说道，“a
 , b
 , c
 , d
 是整数，满足 ad
 - bc
 = 1，且 c
 是 32 的倍数，再基于 z
 = u
 + ν_i，
 ν_ > 0 这个条件……可知以下等式成立。”

[image: \Phi\biggl(\frac{az+b}{cz+d}\biggr)=(cz+d)^2\Phi(z)]


“自守……形式？”尤里重复道。

“保护形式。由 [image: \Phi\Bigl(\frac{az+b}{cz+d}\Bigr)=(cz+d)^2\Phi(z)]
 这个式子，可知‘经由 Φ 来看，z
 和 [image: \frac{az+b}{cz+d}]
 形式相同’。即使发生了 [image: z\to\frac{az+b}{cz+d}]
 这种变换，也保持了原有的形式，所以叫作自守形式。话虽这么说，也有 (cz
 + d
 )2
 这种程度的偏差。(cz
 + d
 )2
 的指数 2 称为权。Φ(z
 ) 是‘权为 2 的自守形式’。到这里听明白了吗？”

“完全……没办法想象。”泰朵拉抱着头。

“喔……那我举个简单的例子吧。因为‘a
 , b
 , c
 , d
 是整数，满足 ad
 - bc
 = 1，且 c
 是 32 的倍数’，所以我们打个比方，假设 [image: \binom{a~b}{c~d}=\binom{1~1}{0~1}]
 ，这样一来……

[image: {%}]


也就是说，z
 + 1 和 z
 经由 Φ 可以同等看待。换言之，实轴方向构成了周期为 1 的函数。”

“虽然不太明白……但能够感觉出确实是这样。”泰朵拉答道。

“再复杂一点的话，人家脑袋就要爆炸了喵。”尤里说道。

“好吧，接下来我把 Φ(z
 ) 变简单点。”

米尔嘉微笑着把手放在尤里的头上。


10.5.2　q
 展开


“好好看看函数 Φ(z
 ) 的定义方程式。”米尔嘉继续往下讲。

[image: \Phi(z)={\rm e}^{2\pi{\rm i}z}\prod^\infty_{k=1}(1-{\rm e}^{8k\pi{\rm i}z})^2(1-{\rm e}^{16k\pi{\rm i}z})^2]


“在这里你们应该注意到了吧，这个式子里镶嵌了无数个 e2πiz

 。因此，我们像下面这样定义一个字母 q
 。


q
 = e2πiz

 　(q
 的定义)

此时，可以用 q
 表示 Φ(z
 )。这就交给泰朵拉来吧。”

“诶？让我来吗？”泰朵拉先是表示吃惊，然后想了一会儿说道，“对了，指数运算法则……是这样吗？”

[image: \Phi(z)=q\prod^\infty_{k=1}(1-q^{4k})^2(1-q^{8k})^2]


“式子变形不难。用的只有指数运算法则而已。”

[image: \left{\begin{aligned}{\rm e}^{2\pi{\rm i}z}\qquad&=q\\{\rm e}^{8k\pi{\rm i}z}\enskip\quad&=({\rm e}^{2\pi{\rm i}z})^{4k}=q^{4k}\\{\rm e}^{16k\pi{\rm i}z}\quad&=({\rm e}^{2\pi{\rm i}z})^{8k}=q^{8k}\end{aligned}]


“好的。”米尔嘉说道，“像这样，用 q
 = e2πiz

 来表示这个式子，就叫作 q
 展开。从现在开始，我们只关注 q
 。”


10.5.3　从 F
 (q
 ) 到数列 a
 (k
 )


“为了忘记 Φ(z
 )，只关注 q
 ，我们给它换个名字，叫作 F
 (q
 )。”

[image: \begin{aligned}F(q)=q&\prod^\infty_{k=1}(1-q^{4k})^2(1-q^{8k})^2\\=q&(1-q^4)^2(1-q^8)^2\\&(1-q^8)^2(1-q^{16})^2\\&(1-q^{12})^2(1-q^{24})^2\\&\cdots\end{aligned}]


“F
 (q
 ) 全体都 是‘积的形式’。现在我想把 F
 (q
 ) 变成‘和的形式’。尤里，把积的形式转化成和的形式叫什么来着？”

“我不知……啊，难不成叫作展开？”

“对。我们找个人来把 F
 (q
 ) 展开。数学公式狂热分子 —— 哥哥就很合适嘛。”

“等等，F
 (q
 ) 可是无限积啊……”我说道。

“只要从 q
 1
 到 q
 29
 的系数都正确就行了。超过 30 次方的项就无视掉，函数的收敛我们也无视掉。作为形式幂级数来计算。”

◎　　◎　　◎

在三个女生目不转睛的注视下，我开始展开数学公式。真让人紧张啊……一瞬间我想找些简便算法，但还是决定就这么硬算下去。因为算到 q
 29
 就够了，超过 30 次方的项在计算途中无视掉就好了。那么就把超过 30 次方的项省略，写作 Q
 30
 吧。

[image: F(q)=q\prod^\infty_{k=1}(1-q^{4k})^2(1-q^{8k})^2]


当 k
 = 1 时，将因子移到 [image: \prod]
 的前面。

[image: =q(1-q^4)^2(1-q^8)^2\prod^\infty_{k=2}(1-q^{4k})^2(1-q^{8k})^2]


展开 2 次方的部分。

[image: =q(1-2q^4+q^8)(1-2q^8+q^{16})\prod^\infty_{k=2}(1-q^{4k})^2(1-q^{8k})^2]


将 q
 乘到括号内。

[image: =(q-2q^5+q^9)(1-2q^8+q^{16})\prod^\infty_{k=2}(1-q^{4k})^2(1-q^{8k})^2]


将最前面的两个因式相乘。

[image: \begin{aligned}=(q-&2q^5-q^9+4q^{13}-q^{17}-2q^{21}+q^{25})\\&\times\prod^\infty_{k=2}(1-q^{4k})^2(1-q^{8k})^2\end{aligned}]


呼……我做了个深呼吸，继续往下计算。

[image: \begin{aligned}F(q)=(q-&2q^5-q^9+4q^{13}-q^{17}-2q^{21}+q^{25})\\&\times(1-q^8)^2(1-q^{16})^2\prod^\infty_{k=3}(1-q^{4k})^2(1-q^{8k})^2\\=(q-&2q^5-3q^9+8q^{13}-8q^{21}+8q^{25}-8q^{29}+Q_{30})\\&\times\prod^\infty_{k=3}(1-q^{4k})^2(1-q^{8k})^2\\=(q-&2q^5-3q^9+6q^{13}+4q^{17}-2q^{21}-9q^{25}-6q^{29}+Q_{30})\\&\times\prod^\infty_{k=4}(1-q^{4k})^2(1-q^{8k})^2\\=(q-&2q^5-3q^9+6q^{13}+2q^{17}+2q^{21}-3q^{25}-18q^{29}+Q_{30})\\&\times\prod^\infty_{k=5}(1-q^{4k})^2(1-q^{8k})^2\\=(q-&2q^5-3q^9+6q^{13}+2q^{17}+2q^{25}-12q^{29}+Q_{30})\\&\times\prod^\infty_{k=6}(1-q^{4k})^2(1-q^{8k})^2\\=(q-&2q^5-3q^9+6q^{13}+2q^{17}-q^{25}-8q^{29}+Q_{30})\\&\times\prod^\infty_{k=7}(1-q^{4k})^2(1-q^{8k})^2\\\end{aligned}]


因为 [image: \prod^\infty_{k=8}(1-q^{4k})^2(1-q^{8k})^2\\]
 只会产生超过 30 次方的项，所以 k
 = 8 之后就不用展开了。

[image: \begin{aligned}F(q)=(q-&2q^5-3q^9+6q^{13}+2q^{17}-q^{25}-8q^{29}+Q_{30})\\&\times(1-q^{28})^2(1-q^{56})^2\prod^\infty_{k=8}(1-q^{4k})^2(1-q^{8k})^2\\=(q-&2q^5-3q^9+6q^{13}+2q^{17}-q^{25}-10q^{29}+Q_{30})\\&\times\prod^\infty_{k=8}(1-q^{4k})^2(1-q^{8k})^2\\\end{aligned}]


◎　　◎　　◎

“做完了。这样就行了吧？”我问道。

[image: F(q)=q-&2q^5-3q^9+6q^{13}+2q^{17}-q^{25}-10q^{29}+\cdots]


“好的。”米尔嘉点点头，“我们将 qk

 的系数称为 a
 (k
 )，将 F
 (q
 ) 看作数列 a
 (k
 ) 的生成函数
 。把系数明确写出来……

[image: F(q)=1q-&2q^5-3q^9+6q^{13}+2q^{17}-1q^{25}-10q^{29}+\cdots]


把这个总结成表格。

[image: \begin{array}{c|cccccccc}k&1&5&9&13&17&25&29&\cdots\\\hline\emph{a}(k)&1&-2&-3&6&2&-1&-10&\cdots\end{array}]


可以从数列 a
 (k
 ) 还原 F
 (q
 )。也就是说，数列 a
 (k
 ) 像含有遗传因子般含有关于 F
 (q
 ) 的信息。接下来终于该说到将椭圆函数和自守形式世界连接起来的‘谷山 - 志村定理’了。”


10.6　谷山 - 志村定理



10.6.1　两个世界


该说到谷山 - 志村定理
 了。我们今天跑过了两个世界。在“椭圆曲线的世界”里，我们由椭圆曲线 y
 2
 = x
 3
 - x
 创造了数列 s
 (p
 )。在“自守形式的世界”里，我们由自守形式 Φ(z
 ) 创造了 F
 (q
 )，然后创造了数列 a
 (k
 )。谷山 - 志村定理认为这两个世界是对应的。

[image: {%}]


将两个数列 s
 (p
 ) 和 s
 (p
 ) 分别总结成表格的形式，如下所示。

[image: \begin{array}{c|cccccccccc}\mathbb{F}_p&\mathbb{F}_2&\mathbb{F}_3&\mathbb{F}_5&\mathbb{F}_7&\mathbb{F}_{11}&\mathbb{F}_{13}&\mathbb{F}_{17}&\mathbb{F}_{19}&\mathbb{F}_{23}&\cdots\\\hline\emph{s}(p)&2&3&7&7&11&7&15&19&23&\cdots\end{array}]


[image: \begin{array}{c|cccccccccc}\mathbb{F}_p&\mathbb{F}_2&\mathbb{F}_3&\mathbb{F}_5&\mathbb{F}_7&\mathbb{F}_{11}&\mathbb{F}_{13}&\mathbb{F}_{17}&\mathbb{F}_{19}&\mathbb{F}_{23}&\cdots\\\hline\emph{s}(p)&2&3&7&7&11&7&15&19&23&\cdots\end{array}]


　

[image: \begin{array}{c|cccccccc}k&1&5&9&13&17&25&29&\cdots\\\hline\emph{a}(k)&1&-2&-3&6&2&-1&-10&\cdots\end{array}]


关注质数，将两个表格合成一个表格，两个世界就会相连。



问题10-2　（在椭圆曲线和自守形式之间架起桥梁）


找出数列 s
 (p
 ) 和数列 a
 (p
 ) 之间的关系。

[image: \begin{array}{c|cccccccccc}p&2&3&5&6&11&13&17&19&23&\cdots\\\hline\emph{s}(p)&2&3&7&7&11&7&15&19&23&\cdots\\\emph{a}(p)&0&0&-2&0&0&6&2&0&0&\cdots\end{array}]




“诶？我好像明白了。”尤里说道。

“米尔嘉，我也明白了。”泰朵拉说道。

当然，我也马上就明白了。s
 (p
 ) 是来源于椭圆函数的数列。a
 (p
 ) 是来源于自守形式的数列。然而……为什么它们之间的关系会这么简单？

我也为这个事实震惊了 —— 椭圆曲线和自守形式竟然能拿来玩。居然能靠自己动手来尝试有限域和 q
 展开的计算……不过是米尔嘉提出来让我算，我才算出来的……

“干什么呢？”米尔嘉问道，“尤里，快点回答。”

“啊，是。数列 s
 (p
 ) 和数列 a
 (p
 ) 之间有 s
 (p
 ) + a
 (p
 ) = p
 的关系。不过……太不可思议了！”



解答10-2　（在椭圆曲线和自守形式之间架起桥梁）


数列 s
 (p
 ) 和数列 a
 (p
 ) 之间有着如下关系。


s
 (p
 ) + a
 (p
 ) = p




　



椭圆曲线和自守形式（旅行地图）


[image: {%}]




“椭圆曲线和自守形式的来源完全不同。”米尔嘉说道，“然而，它们在深处却有着联系。我们通过一个例子触碰到了这个联系，在椭圆曲线和自守形式之间架起了一座桥梁。关于所有的椭圆曲线都存在这样的对应关系。这就是谷山 - 志村定理。它在椭圆曲线和自守形式两个世界间架起了桥梁。这座连接两个世界的桥梁，是用 Zeta 构成的。”

“Zeta ？”我回应道。

“那个改天再讲。现在我想讲一下弗赖曲线。”


10.6.2　弗赖曲线


假设“费马大定理不成立”，就能构成某条椭圆曲线。弗赖注意到了这一点。这条椭圆曲线叫作弗赖曲线
 。

假设费马大定理不成立，则存在三个两两互质的自然数 a
 , b
 , c
 以及大于等于 3 的质数 p
 ，它们满足以下等式。

[image: a^p+b^p=c^p]


弗赖曲线就是用这两个自然数 a
 , b
 构成的。

[image: y^2=x(x+a^p)(x-b^p)]
 　　（弗赖曲线）


10.6.3　半稳定


“接下来，我们来确认弗赖曲线是半稳定的。下面我们把用于归约的质数表示为 [image: \ell]
 。这是为了不跟弗赖曲线 [image: y^2=x(x+a^p)(x-b^p)]
 中出现的 p
 搞混。然后，椭圆曲线‘半稳定’指的是用质数 [image: \ell]
 归约椭圆曲线时会出现‘好的归约’或者‘乘法归约’。换言之，在有限域 [image: \mathbb{F}_{\ell}]
 中 考虑椭圆曲线方程式 [image: y^2=x^3+ax^2+bx+c]
 时会出现两种情况：要么 [image: x^3+ax^2+bx+c=0]
 没有重根（好的归约），要么有重根，但只有二重根（乘法归约）。也就是没有三重根。”

米尔嘉在这里停顿了大约三秒钟。

“用质数 [image: \ell]
 归约弗赖曲线的时候没有三重根。因为如果用质数 [image: \ell]
 归约时出现三重根，那就意味着有三个解 [image: x=0,-a^p,b^p]
 。这三个解以质数 [image: \ell]
 为模同余。以质数 [image: \ell]
 为模就意味着 0 是 [image: \ell]
 的倍数。也就是说，?[image: -a^p,b^p]
 这两个数都必须是 [image: \ell]
 的倍数。但因为 a
 ⊥ b
 ，所以 a
 和 b
 没有共同的质因数。也就是说，[image: -a^p,b^p]
 这两个数不能都是 [image: \ell]
 的倍数。因此，弗赖曲线即使有重根，最多也只是二重根。弗赖曲线是半稳定的。”

“怀尔斯证明了‘每一条半稳定的椭圆曲线都可以对应一个模形式’这一定理。椭圆曲线对应模形式指的是这条椭圆曲线与自守形式中的一种形式 —— 模形式相对应。可以说‘怀尔斯定理’是连接半稳定的椭圆曲线和自守形式的桥梁。利用这个定理，就能将半稳定的弗赖曲线和自守形式相对应。自守形式中可以定义一个叫作 level 的数，根据赛尔
 和黎贝
 的研究，弗赖曲线与‘权为 2，level 为 2 的自守形式’相对应。然而，依据自守形式的理论，已经证明了‘不存在权为 2，level 为 2 的自守形式’。这就产生了矛盾。

总结一下就是这样：假设费马大定理不成立，就可以造出弗赖曲线。这讲的是‘椭圆曲线的世界’。紧握弗赖曲线这张入场券，走过怀尔斯定理这座桥，前往‘自守形式的世界’。在那里应该存在着与弗赖曲线相对应的自守形式。然而，在那边迎接我们的只有‘不存在那样的自守形式’这个事实。这也就意味着，最初的假设 —— ‘费马大定理不成立’是错的。”

泰朵拉唰地举起手。

“我提个可能很奇怪的问题……为什么‘不存在权为 2，level 为 2 的自守形式’呢？”泰朵拉问道。

“你问的非常对。”米尔嘉答道，“不过……还不能马上给你解释。接下来要是缠起阿里阿德涅之线 2
 ，就能以椭圆曲线和自守形式为开端，深入探索数学的森林。什么时候我们一起去吧。”


2
 英雄忒修斯在克里特公主阿里阿德涅的帮助下，用一个线团破解了迷宫，杀死了怪物弥诺陶洛斯。这个线团称为阿里阿德涅之线，是忒修斯在迷宫中的生命之线。——译者注

米尔嘉面对我们展开双臂。

简直就像天使的羽翼一般。

◎　　◎　　◎

“不好意思，我们该关门了。”咖啡店的服务生来到我们桌前。回过神来，店里只剩下我们四个人。桌子上四处散落着笔记用纸。

“差不多该回去了吧。”我说道。

“米尔嘉，非常感谢！”泰朵拉行了一礼。

“好有趣啊。米尔嘉大人。”尤里说道。

“真的太神奇了。”我也表示赞同。

“喔……是吗？”米尔嘉一下子看向了别处。

“下次再见米尔嘉大人，该是庆功宴了吧……好期待喵！”

“下个周六。”我说道。

“在期末考试的庆功宴以前，别忘了还有期末考试这回事哟！”

泰朵拉举起双手说道。


10.7　庆功宴



10.7.1　自己家中


期末考试也终于告一段落。庆功宴当天的傍晚，大家都聚在了一起。

“打扰了。”米尔嘉说道。

“没事，欢迎欢迎。”我妈说道。

米尔嘉直勾勾地盯着我妈的脸。

“那个……有什么事吗？”

“您跟您儿子耳朵长得好像啊。”

　

“打……打打打打打扰了。”泰朵拉来了，样子很是紧张。

“外套挂在这边的衣架上哦。”我妈说道。

“我们这么多人来打扰您，真是不好意思。”盈盈说道。

“很期待你给我们表演钢琴哦！”我妈看起来很高兴。

　

“嗨～”尤里来了。

“没带男朋友来吗？”盈盈戏弄尤里。

“因为没必要。”

　

“来来，大家到客厅集合！披萨到了哟！”

我妈出来管事儿了。—— 话说什么时候决定吃披萨了？

“大家都拿到果汁了吧？来，干杯！”连出来宣布干杯的都是老妈，“期末考试考得怎么样？”

“喂，老妈—— 老妈！”

跟女生们说话说得不亦乐乎。咋说呢……


10.7.2　Zeta·变奏曲


“那我开始喽。”盈盈一下子坐在钢琴前。

一个音符响起。

又一个。

隔了好一阵子之后，盈盈开始慢慢地敲击键盘各处。

我以为她是试弹。

但我错了。

只见盈盈的双手在键盘上游移，速度越来越快。毫无秩序的音符间填上了其他的音符。一堆杂乱无章的音符中诞生了小小的图案，然后无数的图案开始交织，形成了更大的图案。

然后，就从离散走向了连续！

回过神来，我已经被抛向了广袤的大海。海浪，海浪，海浪，不停袭来的海浪。盈盈弹出的琴音翻涌着，卷起波浪，将我冲走。我在这激流的冲击下，完全失去了方向感，就在这一瞬间 ——

　

我站在了寂静的海岸边，仰望着夜空。夜空中无数的星辰就像与一个个微小的漩涡相互辉映般，闪耀着星光。对，似乎有规律，又好似没有……

　

“数星星的人和画星座的人。这两种人，哥哥你属于哪种？”

　

回过神来，盈盈的演奏不知何时已经结束了。

沉默。

三秒后，我拼命鼓掌，力气大得手都要痛了。

没想到我家的钢琴也能发出这么美妙的声音！

“真棒……太棒了！这是什么曲子？”泰朵拉问道。

“米尔嘉亲作曲，Zeta·变奏曲。”盈盈答道。

“Zeta 变奏曲……吗？”泰朵拉问道。

“对。”米尔嘉答道，“仿照在数学中普遍扩大的 Zeta，Zeta 变奏曲。不仅黎曼的 Zeta 函数是 Zeta，其实有许许多多的 Zeta 交织存在着。”

“这么说来，在讲谷山 - 志村定理的时候，学姐也提到过，是 Zeta 连接着两个世界吧。”泰朵拉说道。

“对。我简单说一下吧。用一个质数定义一个函数 [image: L_{E}(s)]
 ，这个质数对于椭圆曲线 E
 形成好的归约。”

[image: {%}]


将积写成下面这样的形式幂级数。

[image: L_{F}(s)=\sum^\infty_{k=1}\frac{a(k)}{k^s}]


用这个数列 a
 (k
 )，创造下面这样的 q
 展开的形式。

[image: F(q)=\sum^\infty_{k=1}a(k)q^k]


这样一来，F
 (q
 ) 就变成了权为 2 的自守形式。[image: L_{E}(s)]
 则是连接椭圆曲线这个代数对象的 Zeta。[image: L_{F}(s)]
 是连接自守形式这个解析对象的 Zeta。所有的椭圆曲线都存在与其对应的，通过 Zeta 连接的自守形式。这就是谷山 - 志村定理。



代数 Zeta ＝ 解析 Zeta


[image: {%}]




此外，我们看看欧拉乘积和黎曼的 Zeta 函数。在这边，“围绕质数的乘积”与“围绕自然数的和”相等。看，很像吧。



欧拉乘积 ＝ 黎曼的 Zeta 函数


[image: {%}]




“说像还真是像……不过两边都叫‘Zeta’，还真是‘不拘小节地同等看待’呢。”泰朵拉说道。

“哎，尤里。”我妈悄悄向尤里搭话，“这么难的东西你能听明白吗？”

“不，听不明白。”

“数学这东西，有什么用啊……”我妈叹了口气。

“虽然不知道有什么用，不过我喜欢数学！”尤里回答道。

◎　　◎　　◎

“最后一块我就收下了啊。”我伸手准备拿披萨。

“啊！”尤里叫道。

“嗯？你想吃？那给你吧。”

“好开心喵！”

“说起来，米尔嘉讲的基本勾股数的解法好有趣啊。”

“米尔嘉大人的解法？哥哥，那是什么样的问题？”

我向尤里简要说明了我跟米尔嘉是如何解开了“是否存在无数个基本勾股数”的问题。


10.7.3　生产的孤独


“能把灯光调暗点吗？”盈盈说着，开始用爵士风格演绎巴赫的曲子。她似乎想一直担任配背景音乐的工作。房间里弥漫着轻松的气氛。

“为什么怀尔斯会……”泰朵拉突然开口，“会觉得凭一人之力就能证明呢？一个人把自己关在书房里长达七年，肯定非常孤独吧。大家一起帮忙的话岂不是很快就能证明出来了吗？”

“他想一个人实现自己的梦想吧。”米尔嘉回答道，“但是就连怀尔斯也不是全部自己完成的。数学是一门积累的学问。不管怎样的天才，都不是由零开始创造所有的数学知识的。他们也要站在其他人无数的证明结果的基础之上。”

“孤独吗……”我喃喃道，“尤里经常说‘喜欢一起思考’。但是，即使通过相互讨论创造了‘一起思考’的环境，灵感也是从每个人脑海里产生的吧。”

咦？尤里去哪儿了……环视四周，发现她在房间角落里正写着什么。

“跟生孩子一样呢。”我妈端来了茶，“有深爱的丈夫在，也有医生在，但是要‘生产’的只有将要当妈的人。谁都没法代替母亲生产。对孩子来说，只有一个母亲。”

“孤独的人会写信。”米尔嘉说道，“孤独的数学家则写论文。为了传递给未来的某个人，写一封以论文为名的信。”

“如果写了，就不孤独了。”泰朵拉突然低声说，“即使不能马上被人收到，能以语言表达出来也很重要呢……”

“确实，如果山缪没有出版那本书，费马大定理也不会传递到我们这里。”

“历史，是奇迹堆积而成的。”泰朵拉说道。


10.7.4　尤里的灵感


“哥哥，哥哥！”尤里一直没说话，这时突然叫了起来，“我列出了一串平方数哦。”

“你到底在说什么？”

尤里清了清嗓子，开始讲道：

“刚才那个‘是否存在无数个基本勾股数’的问题。我列出了一串平方数，把每个数跟它旁边的数字相减。”

[image: {%}]


“这样一来，减法运算的结果就都是奇数了呢。”

“这叫作‘差分数列’。”我说道。

“尤里你真聪明。”米尔嘉说道。

米尔嘉在夸她什么啊？

“喵哈！米尔嘉大人已经看穿了吗？因为减法这里……叫作差分数列是吗？……会出现所有的奇数，所以也就会出现奇数的平方数对吧。打个比方，刚才我写的数列里出现了 9 这个奇数的平方数，因为 32 = 9，所以 9 是奇数的平方数。也就是说，如果平方数加上奇数的平方数，就会得到下一个平方数。这不就产生了无数个基本勾股数吗？”

[image: {%}]


“我啊，在这里发现了基本勾股数 (3, 4, 5)。不过这不是人家偶然发 现的哦！差分数列的部分会出现所有奇数的平方数。也就是说，会找到无数组 (a
 , b
 , c
 ) 这样的数字。之后我就不知道该说什么了……”

[image: {%}]


这样啊，尤里是根据无数个“奇数的平方数”来构成无数个基本勾股数的啊。

“不够公式化。”米尔嘉说道，“这没表现出互质。不过尤里已经把重要的思路讲出来了。”

“米尔嘉大人……能麻烦您继续吗？”尤里问道。

“你把接力棒交给哥哥吧。”米尔嘉说道。

“好好。”我连忙应道，开始向大家说明。

◎　　◎　　◎

之后，要证明存在无数个基本勾股数。

首先，准备一个平方数的数列。

[image: \cdots,(2k)^2,(2k+1)^2,\cdots]


计算 [image: (2k+1)^2-(2k)^2]
 可求出差分数列。

[image: {%}]


也就是这么回事。

[image: {%}]


刚才我们得到的 4k
 + 1 这个式子，只要随便用一个数字代替 k
 ，就能形成奇数的平方数。我们要这么具体地去想：[image: 4k+1=(2j-1)^2]
 即 b
 = 2j
 - 1。

[image: {%}]


也就是说，如果 k
 = j
 (j
 - 1)，那么 4k
 + 1 就是平方数。如果 j
 = 2，那么 k
 就等于 2，此时 4k
 + 1 = 9 = 32
 。也就是说，j
 = 2 时可以得到 (a
 , b
 , c
 ) = (3, 4, 5) 这组勾股数。

当 j
 = 3 时，k
 = 6，(a
 , b
 , c
 ) = (12，5，13)。

当 j
 = 4 时，k
 = 12，(a
 , b
 , c
 ) = (24，7，25)。

将 j
 逐渐增大，就能创造出无数组勾股数。

　

接下来只要证明我们创造的勾股数是基本勾股数就行了。为此，需要证明 (a
 , b
 , c
 ) 三个数两两互质。

因为 c
 = a
 + 1，所以 c
 ⊥ a
 ……是吧。因为 c
 和 a
 这两个数字具有共同的质因数 p
 ，所以 c
 - a
 应该是 p
 的倍数。又因为 c
 - a
 等于 1，所以 c
 和 a
 互质。

然后要证明 b
 ⊥ c
 。假设 b
 和 c
 的最大公约数为 g
 ，令 b
 = gB
 ，c
 = gC
 。

[image: {%}]


根据最后得出的式子 a
 2
 = g
 2
 (C
 2
 - B
 2
 )，可知 a
 2
 是 g
 2
 的倍数。也就是说，a
 是 g
 的倍数。另外，因为 c
 ＝ g_C，所以 c 也是 _g
 的倍数，即 g
 是 a
 和 c
 的公约数。另一方面，因为 c
 ⊥ a
 ，所以 a
 和 c
 的公约数 g
 等于 1。

因为 b
 和 c
 的最大公约数 g
 等于 1，所以可以得出结论：b
 ⊥ c
 。同理也可得出 a
 ⊥ b
 。

　

综上所述，可以创造无数个基本勾股数。

◎　　◎　　◎

“学长！这是个边长的差等于 1 的直角三角形啊！我之前一直在想，是不是能从这里着手……”

“确实。”可能只是我的研究方向跑偏了……

“我最喜欢聪明的孩子了。”米尔嘉说道，“尤里，过来一下。”

“什么？”尤里问道。

“慢着。”我拦住了尤里。


10.7.5　并非偶然


欣赏盈盈的琴声，大聊特聊，听着尤里的证明……即便没有酒，我也醉在这氛围之中了。于是我一个人去走廊“醒酒”。

呼……我倚在墙壁上，任由自己滑下来跌坐在地上。真是被尤里打败了啊。

　

之前我摆出一副老师的样子，教给她“基本勾股数的一般形式”和“用 t
 参数化的方法”，可这次尤里靠自己思考，找出了属于自己的证明方法。而且泰朵拉还暗示过那条路。我是不是拖了泰朵拉的后腿？米尔嘉好像也说过我“不配当老师”来着。完了，感觉好失落……

　

泰朵拉从房间走了出来。

“学长，你怎么了？心情不好？”

她蹲在我面前，脸上写满了担心。从她身上飘来甜甜的香气。

“没什么，我自己在给自己开反省大会。”

泰朵拉一脸不解：“对了学长，那个‘M 的谜’你解开了吗？”

首字母 M 的谜。泰朵拉的挂饰。

“我认输了。只是少了爱……是吧。”

“是少了 i 的幅角。”泰朵拉看似很开心地说道，“那个挂饰不是 M，我是想把 M 逆时针旋转 90° 变成 [image: \sum]
 。因为我超级喜欢数学，所以想要个 [image: \sum]
 。不过因为没有，所以就用 M 代替了。”

“的确，[image: \sum]
 的挂饰哪儿都没有卖的呢。”

“希腊的话没准有卖呢。”

“那，不是某个人的名字的首字母啊……”imaginary boyfriend ？

“某个人……比如米尔嘉的 M ？”

“啊，不是……这么说来之前在图书室捉迷藏的时候，我还什么都没能说呢……”

我话刚说到一半，泰朵拉脸上突然染上了红晕，伸开双臂上下挥来挥去。是“停”的手势。我立马闭上了嘴。

“学长，你经常说相遇是个偶然对吧。不过……我能遇见学长不是偶然，是奇迹哦！”

泰朵拉满脸通红地留下这句话，就飞也似地跑回客厅了。


10.7.6　平安夜


“最后大家一起来唱首歌吧！”我妈宣布。

歌名是 —— 《平安夜》

今年马上就要落下帷幕了。虽然发生了很多事情，但比起整个数学史来说，我这一年微不足道。但对我来说，对我们来说，这是无法代替的一年。

曲终，鼓掌！大家脸颊都泛起了红潮。

“那，接下来……大家一起开始收拾！”我妈又宣布道，“公主们有我家骑士护送回家，不必担心！”我妈拍了拍我的肩膀。

“老妈……为啥这么独断专行？”

“跟你一模一样。”米尔嘉说道。


10.8　仙女座也研究数学


一切都收拾好后，我们一起前往车站。天色已经很晚了，遗憾的是抬头看不到夜空中的星星。大家一个个都哈着白雾。

“尤里你的第二种证法真厉害啊！”泰朵拉说道。

“嘿嘿，被泰朵拉表娘了！”

“嗯，我都没注意到还有那种解法。”

“哥哥……特许你摸摸我的头哦。”

我无奈地摸了摸尤里的栗色头发。

“费马大定理没有第二种证法吗？”泰朵拉问道。

“没有初级的证法。”走在最前面的米尔嘉回过头，“数学家们这么说的。那就是肯定没有。不过今后可能会发现新的数学概念，从而创造出更简便的证法。”

　

就像发现“负数”那样？

就像发现“复数”那样？

　

“真能发现吗？”泰朵拉问道。

“逆用勾股定理，就能创造出直角。这是当时最尖端的技术，但是现在已经在小学普及了。二次方程的解法、复数、矩阵、微积分……所有这些都是曾经最先进的知识，不过现在也普及到初中高中了。这样下去没准以后我们在学校就能学到‘费马大定理的证法’。”

“原来如此……”泰朵拉点点头。

“我们只活在当下。”米尔嘉继续道，她的脸颊冻得发红，“然而，散布在历史这条时间轴上的无数数学知识，都投射到了‘现在’这一点上。我们学的就是这一点上的投影。”

投影？我站住了。米尔嘉的一句话，让我看到了一道贯穿过去和未来的光芒。

“真实的样子” —— 漂浮在银河中的点点繁星一点也不“细小”。我们肉眼能看见的星星实际上是非常巨大的。星星也不是“一群群”的。事实上，它们距离我们好多个光年。

不管看上去细小，还是一群群的，都是投影施放的魔法。我们看到的是投射在自己视网膜上的来自遥远过去的星星的影子。如果换成另一颗远离地球的星球，星球上的居民抬头看夜空的时候应该会看到截然不同的星座吧。

不过，数学会如何呢？如果那颗遥远的星球上的居民有“数数”这个概念的话，也应该有质数这个概念吧。他们会感到整除有着特殊的含义吧，也应该会有互质这个概念吧，也会想利用同余折叠无限吧。

费马大定理是对数学界做出了最大贡献的问题。由它产生了众多的数学家和众多的数学概念。

当 n
 ≥ 3 时，以下的方程式不存在自然数解。

[image: x^n+y^n=z^n]


即使从其他星球上来看，费尔大定理也比其他星星更耀眼，更夺目。

就像六芒星指引东方的贤者般，费马大定理成为了指引数学志士们的路标。怀尔斯自己也是在遇见费马大定理后，才以数学为志向的。那时怀尔斯 10 岁，还是个少年。

空间上的距离不是本质，时间上的距离也不是本质。

不管相隔多远，不管距离多久。

贯穿宇宙和历史的共同词汇 —— 数学。

　

“仙女座也研究数学。”我说道。

　

走在我前面的众人都回过了头。

“哥哥，你说什么呢？”尤里问道。

“看上去仙女座也在研究数学。”我回答道。

“那里也有图书室吗？”泰朵拉微笑道。

“以居住的星球为模，是不是存在跟我们同余的宇宙人呢？”米尔嘉说道。

　

我们遇见了数学，我们通过数学相遇了。

有做得到的事，也有做不到的事。有明白的事，也有不明白的事。不过，这样就好。享受数学，跟超越时空的伙伴一起，数星星，描绘星座！

　

“啊！”泰朵拉指着上方。

“喔？”米尔嘉微微笑着仰望夜空。

“好巧！”盈盈吹起口哨。

“哥哥！”尤里叫道。

　

我抬头看向空中。

　

啊，天空也……

天空也在享受数学。

　

夜空中缓缓飘下数不清的正六角形结晶。

　

“哥哥！下雪了！”

　


“要想生动地把握数学”，



就要用自己的方法，把学过的知识再组织查看一遍，



在此基础上，去思考新的事物。



至少要尽力去思考。



一言以蔽之，“研究”这东西是最管用的。


—— 谷山丰
 [27]
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尾声


闪耀的银河。

温暖的手心。

轻微颤抖的声音。

在阳光照射下变成金色的，栗色发丝……

　

“老师？”

“诶？”

“老师！这样不行啊，怎么能在办公室打盹呢。”耳畔传来少女的声音。

“我才没睡着呢。”

　

“x
 2
 + y
 2
 = 1 的圆周上存在无数个有理点。”少女像吟诗一般地复述。

“回答正确。第二问呢？”

“x
 2
 + y
 2
 = 3 的圆周上存在 0 个有理点。”

“回答正确。”

　

“圆真是很深奥啊。”少女呵呵地笑着。

“是啊，一牵扯到无限，就很难捕捉‘真实的样子’了。你看，20 世纪末有传言说费马大定理被证明了是吧，那也是因为涉及无限……”

“您说传言……其实费马大定理已经被证明了啊。”少女很诧异。

“咦？不是说找到了反例吗？没听说吗？”我把卡片递给少女。

“刚才您说……反例？”



费马大定理的反例（？）


[image: \begin{aligned}951413^7+853562^7&=1005025^7\\\\70564061357594205566137&9802908637985206717\\+33009998641837592320114&0352082288543214208\\=103574059999431797886252&0154990926528420925\end{aligned}]




“真的假的啊……用 951413，853562，1005025 的个位验算一下。”

[image: \begin{aligned}951413^7\equiv3^7\equiv218^7\equiv&7\quad\quad({\rm mod}~10)\\853562^7\equiv2^7\equiv128\equiv&8\quad\quad({\rm mod}~10)\\1005025^7\equiv5^7\equiv78125\equiv&5\quad\quad({\rm mod}~10)\end{aligned}]


“嗯嗯，因为 7 + 8 = 5（mod 10），确实能得到

[image: 951413^7+853562^7\equiv1005025^7\quad({\rm mod}~10)]


这样的结果。”

不久后，少女笑出了声。

“老师！ 951413 倒过来写是圆周率 3.14159 ！您这玩笑好过分啊！”

“你发现了啊……”

[image: \begin{aligned}951413^7+853562^7&=\underline{10357}405999943179788625201549909265284209\underline{25}\\1005025^6&=\underline{10357}097264618589680992322822351135253906\underline{25}\end{aligned}]


“这是您特意找的例子吗？”

“算是吧。”

“话说老师，您在墙壁上贴的这个是……星座？”

“不是。这是用 23 归约椭圆曲线 y
 2
 = x
 3
 - x
 时的点。”

[image: ]


“会不会……有什么规律性？”

不知有什么好笑的，少女又呵呵地笑了。

“你自己动手画一画怎么样？说不定能找到图案哟。”

“我试试看吧……那老师，明天见！”

“嗯。回去路上小心车子啊。”

“是是。啊，听说今天晚上要下雪！”

“谢谢提醒。”

“那，老师再见。”少女快速地挥动着手指跟我道别。

　

雪吗……

我想着雪，想着星星，想着无限……然后，想着她们。

　


事实上，我想断言，这本书中明显涵盖了繁多崭新的事物。



但不仅如此，还显现出了一泓清泉。



我想，今后会从中汲取出更多令人瞩目的发现吧。


—— 欧拉
 [24]





后记



唉，早知如此，



我应该多学点东西，来让我的版画更美。



为了完成一幅美丽的画作，



是需要多大的努力和忍耐啊。


—— 埃舍尔


　

我是作者结城浩。

不才拙笔，为各位献上《数学女孩 2：费马大定理》一书。

本书为纪念欧拉诞辰 300 年出版，是 2007 年出版的前作《数学女孩》的续篇。登场人物有前作的“我”、米尔嘉，此外还有泰朵拉和表妹尤里。本书中围绕他们四人，展开了一场数学和青春的故事。

前作尽管含有繁多的数学公式，还是承蒙很多读者的喜爱。事实上，反响之大几乎令我自己和出版社都为之一惊。承蒙各位的支持，才能像今天这样出版续作。再次向各位深表谢意，非常感谢。

在创作本书的过程中，我也一直在感受着登场人物的喜怒哀乐。数学真是了不起。如果各位读者也能有此同感，那我真是无比幸福。

本书和前作一样使用了 [image: ]
 和 Euler 字体（AMS Euler）排版 1
 。能成功排版，多亏了奥村晴彦老师的《[image: ]
 精美文献制作入门》一书，非常感谢。版式全部由大熊一弘先生（tDB 先生）设计，使用了用于制作 初级数学印刷品的宏 emath，非常感谢。


1
 此处为日文原版排版的情况。—— 译者注

感谢以下垂阅原稿并给予宝贵意见的人士。


Ayko、五十岚龙也、石宇哲也、上原隆平、金矢八十男（Gascon 研究所）、川岛稔哉、筱原俊一、相马理美、竹内昌平、田崎晴明、花田启明、前原正英、松冈浩平、三宅喜义、村田贤太（mrkn）、矢野勉、山口建史、吉田有子



感谢各位读者，各位经常访问我的网站的朋友，经常为我祈祷的各位基督教的朋友。

感谢一直努力支持我完成本书的野泽喜美男总编。还要感谢无数喜爱前作《数学女孩》的读者，从各位那里收到的感言令我喜悦到几乎落泪。

感谢我最爱的妻子和两个儿子。特别要感谢读了我的原稿，给我意见的大儿子。

为给我们留下绝妙问题的费马，以及为我们完成绝妙解法的怀尔斯，还有所有的数学家们献上此书。

非常感谢各位的垂阅。希望有机会能够与大家再会。

　


结城浩



2008 年，为一本书中涵盖了整个宇宙的碎片而感到不可思议



http://www.hyuki.com/girl/
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这是一个关于令我展翅飞翔的小小契机的故事，

你，愿意听我讲述吗？
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第 1 章　镜子的独白


“镜子呀镜子，在这世上谁最美？”

“女王陛下，在这世上您最美。”

女王很满意这个回答，因为这面镜子从不说谎。

——《白雪公主》



　

1.1　谁是老实人

1.1.1　镜子呀镜子

“哥哥，你知道《白雪公主》的故事吧？”尤里说。

“当然了，那个寻找掉了水晶鞋的公主的故事。”我答道。

“那是《灰姑娘》！哪是《白雪公主》啊！哼，真是的……”

“是吗？”我装傻。

“别装傻嘛～”尤里说完就笑了。

这里是我的房间，现在正值一月。新年假期马上就要结束了，开学以后还有个摸底考试。可是不知为何，房间里的气氛却很是悠闲。

尤里上初二，我上高二，她管我叫“哥哥”。不过，尤里不是我的亲妹妹。她的妈妈和我的妈妈是姐妹。换句话说，她是我的表妹。尤里从小就管我叫“哥哥”，现在也还这么叫我。

我的房间里有很多尤里喜欢的书。她住在我家附近，一放假就会过来玩。我学习的时候，尤里就在一旁悠然自得地看书。

尤里开了口：

“白雪公主的那个坏妈妈，是不是只要一对着镜子，就会这么问：镜子呀镜子，在这世上谁最美？”

“嗯，那个镜子就相当于‘美人测定仪’吧。”我回答。

“她是认为自己漂亮才那么问的吧。可是人家一照镜子就忍不住叹气，头发颜色这样，还分叉得厉害。”

尤里说着，开始拨弄她栗色的马尾辫。

我重新审视尤里。尤里觉得自己很差，但我却不那么觉得。她的表情总是千变万化，让人移不开眼，给人一种看到爆米花正在迸裂时的感觉。她的脑子也转得快，跟她说话从没感到无聊过。

“啊 —— 好想染头发啊 —— 好想变漂亮啊——”“没有没有，尤里。”我说。

尤里停下正在拨弄发梢的手，看向我。

“什么‘没有没有’啊？”

“就是说……尤里你这样也……嗯，足够……”

“足够？”

“就是说……”

“孩子们！吃百吉饼吗？”我妈在厨房喊道。

“吃 —— ！”

她大声回答道，刚刚还一本正经的表情忽然来了个大逆转。

尤里站起身就来拽我。她穿着牛仔裤，身材非常纤细，没想到却这么有力气。

“快点儿啦，哥哥，我们赶紧去吃点心！”

1.1.2　谁是老实人

用餐。

“这本书有意思吗？”

尤里哗啦哗啦地翻着茶几上放着的数学谜题集。

“不知道，我还没看。放假前跟学校借的。”

“诶？高中图书室里还有这种书呐……哥哥，这道题你会吗？它问‘A1
 ～A5
 这 5 个人里谁是老实人’。”



谁是老实人
 ？

A1
 ：“这里有 1 个人在说谎。”

A2
 ：“这里有 2 个人在说谎。”

A3
 ：“这里有 3 个人在说谎。”

A4
 ：“这里有 4 个人在说谎。”

A5
 ：“这里有 5 个人在说谎。



“来，选你们喜欢的口味。”我妈端着盛有百吉饼的盘子过来了，“这边是原味的，这边是核桃味的，这边是罗勒味的。”

“这个是什么味的？”尤里问道。

“那个是洋葱味的。”

“那我要吃这个。”

“你要吃哪个？”我妈把盘子递向我这边。热气散发了出来，闻起来很是香甜。

“哪个都行。—— 我说尤里，这个问题……”

“不行！好好选！”我妈边说边把盘子推到了我面前。

“那我要原味的。”

“我推荐你吃核桃味的。”

“呃……那就核桃味的吧。”

我拿了核桃味的百吉饼后，我妈就心满意足地回了厨房。——这不还是她帮我选的么。

“尤里，刚才你那个问题，是‘老实人总是在说真话’的那个么？”

“对对，骗子总是在说谎。A1
 ～A5
 这些人不是老实人就是骗子。”

“那就简单了。A4
 是老实人，其他 4 个人是骗子。”

“嘁，真没意思喵……哥哥你一下子就明白了。”

我这个表妹有时候会在话里掺上猫语。没办法，毕竟是个小孩子……

“这个问题，如果用老实人的人数来分情况讨论，马上就能得出答案。”我说，“老实人可能有 0～5 个人。首先，老实人不可能是 0 个人，也就是说不可能 5 个人都是骗子。因为 A5
 说了‘这里有 5 个人在说谎’，也就是说，如果 A5
 说的是真的，那么 A5
 就是老实人。但是这样一来，A5
 所说的‘有 5 个人在说谎’就不成立了，这样于理不合。”

“嗯，嗯。”尤里附和道。

“下面考虑有 1 个老实人，也就是有 4 个骗子的情况。这种情况下，因为只有 A4
 说的是对的，所以只有 A4
 是老实人，剩下的 4 个人都是骗子。这样就合乎情理了。”

“确实呢。”尤里看上去很高兴。

“下面考虑有 2 个老实人，也就是有 3 个骗子的情况。这种情况下，只有 A3
 说的是对的，但是从 A3
 的话推断应该‘有 3 个人在说谎’，而事实却是‘有 4 个人在说谎’，这样说不通。有 3 个、4 个、5 个老实人的情况也同样不合乎情理。最后，就只有‘A4
 是老实人’这一种情况成立—— 真有意思啊。”

“哪里有意思？”

“这里没有把人名设成 A, B, C, D, E，而是设成了 A1
 , A2
 , A3
 , A4
 , A5
 这样的编号。”

“喔……”

“我来出个一般化 1
 的问题。比如，下面这个你明白吗？”我问道。


1
 一般化是数学中带有普遍性的一种思想方法，指的是从考虑一个对象或较少对象的集合过渡到考虑包含已给对象的更大集合的一种思想方法。—— 译者注



谁是老实人？（一般化）


B1
 ：“这里有 1 个人在说谎。”

B2
 ：“这里有 2 个人在说谎。”

B3
 ：“这里有 3 个人在说谎。”

B4
 ：“这里有 4 个人在说谎。”

B5
 ：“这里有 5 个人在说谎。”

……

B
n
 -1
 ：“这里有（n
 - 1）个人在说谎。”

B
n

 ：“这里有 n
 个人在说谎。”



“这个 n
 是什么？”尤里边嚼着百吉饼边问。

“嗯，这个问题问得好。字母 n
 是某个自然数。”

“人家不明白呢。就给出了 n
 ……难不成要从无限个人里找？”

“不是无限的哦。因为已经给出了 n
 这个数，所以只有 B1
 , B2
 , ... , B
n

 这 n
 个人，人数不可能是无限的。”

“这样啊，原来不是无限的呀。”

“可以用跟刚才 5 个人时一样的思路来思考这个问题。”

“嗯？啊！我知道了，B
n
 -1
 是老实人。”

“没错，你很聪明嘛！”

“哦呵呵，很简单啊。因为老实人是 1 个，所以骗子就是（n
 - 1）个嘛。”尤里俏皮地说。

“这里用 n
 这个字母把问题一般化了，也就是‘通过导入字母把问题一般化’，明白吗？”

“就是说 n
 是几都无所谓？”

“对，n
 只要是 1, 2, 3, ... 这些自然数中的任意一个就行。”

“唔，这不对劲，很奇怪啊。”尤里说，“当 n
 = 1 的时候，就没有老实人了！”



谁是老实人？（当 n
 = 1 时）


C1
 ：“这里有 1 个人在说谎。”



“嗯？这种情况下答案就是‘没有老实人’啊。”我回答道。

“诶？太奇怪了！那么 C1
 是老实人？还是说他是骗子？”

“是骗子吧。”

“那样的话，就有 1 个骗子啊，骗子就是 C1
 本人。这样一来骗子就说了真话啦！”

“啊，是啊。但是 C1
 也不是老实人，明明只有他自己，他还说‘这里有 1 个人在说谎’，这样的话，C1
 这个老实人就把自己整成了骗子……嗯，这样问题就不成立了呢。”

“问题……不成立？”

“嗯，不成立。因为‘不是老实人就是骗子’这个前提条件很奇怪。所以当 n
 = 1 时，这个问题就不成立了。”

“就是说，没法判断 C1
 属于哪一方？”

“嗯，我们没法判断 C1
 是老实人还是骗子。话说回来，尤里你脑子转得真快啊。”

“喵哈哈，可是判断不了，感觉好讨厌啊。人家想‘咻’地一下把问题解开喵。”

“确实很讨厌啊。”

“我知道了，是‘出题人’在说谎！”

“这都哪儿跟哪儿呀……”

1.1.3　相同的回答

我想了一个新的谜题。

“尤里，你觉得这种谜题怎么样？”



使答案相同的问题是？


请想出这样的问题：假设回答的人不是老实人就是骗子，而且不管是老实人还是骗子，答案都是相同的。但是，回答的人只能用“是”或“否”来作答。



“不明白什么意思。‘答案都是相同的’是什么意思？”

“意思是，老实人的答案和骗子的答案相同。如果老实人回答‘是’，那么骗子也要回答‘是’。如果老实人回答‘否’，那么骗子也要回答‘否’……就是这种问题。”

“有这种问题吗？”

尤里一脸认真，开始思考。我喜欢她思考的神情，虽说她也有时候会直接放弃，表示“不知道”……

“如何？尤里，明白没？”

“很简单啊，这么问就好了：你是不是老实人？”

“对对，很棒很棒。”

“如果是老实人，那他就会老实回答‘是’；如果是骗子，那他就会说谎，回答‘是’。不管是老实人还是骗子，都会回答‘是’。”

“没错。老实人的‘是’是真话，骗子的‘是’是假话。像我这么问也可以：你是不是骗子？”

“嗯，这次老实人和骗子都会回答‘不是’了呢。”

“久等了。”我妈又拿来了饮料，“来，喝杯可可吧。”

“唔……我喜欢咖啡。”我说，“不过可可也行。”

“我喜欢阿姨冲的可可。”尤里说。

“尤里真乖。”我妈夸道。

“话说，哥哥，‘老实人和骗子’这个角色设定很了不起啊。因为老实人只说真话，只要开口就说的是真话。太厉害了。”

“是啊。尤里，骗子和老实人拥有一样的能力，这你明白吗？”

“诶？什么意思？”尤里看着我。

“骗子一定会说谎话，对吧？这样的话，骗子想当老实人，就必须在一定程度上了解真相，要不然就可能会一不小心把真相说了出来。”

“噢，确实！要是‘一不小心把真相说了出来’就有意思了喵。”

“就算一不小心犯错了，也不能骗人哦，你们俩。”我妈说道。

1.1.4　回答是沉默

“啊，人家也想到了一个新的谜题。刚才我们想的是老实人和骗子要作相同回答的问题，对吧？那么下面这个问题……当然，这个问题也只能用‘是’或‘否’来回答哦。”



让人无法回答的问题是？


什么问题骗子能够回答，但老实人无法回答？



“嗯，这样的啊……”我一边说一边思考着。“提一个不知道答案的问题就行了吧，比如说——‘孪生质数是不是无限多’？”

“孪生质数是什么？”

“差为 2 的两个质数构成的组合，例如 3 和 5，5 和 7，等等。关于是不是有无限多，还没人知道。”

“这话有点不对吧。关于‘孪生质数是不是无限多’，只是现在还没人知道而已，说不定什么时候就会有人知道的。而且，遇到‘孪生质数是不是无限多’这种问题，就连骗子也会沉默吧。不知道真相的话，骗子就没法撒谎了呀。”

“确实如此。”

“哥哥，人家想了个这样的问题：这个问题，你会回答‘否’吗？”

“有意思！尤里，这个很有意思！由老实人回答时……如果答了‘是’，那么因为他没有答‘否’，所以就说明他在撒谎；如果答了‘否’，那么因为他答了‘否’，所以他还在撒谎。好绕啊。老实人不会说谎，所以不能回答‘是’，也不能回答‘否’……”

“对吧。骗子只要回答‘是’就好了，因为这个‘是’是谎话，所以没有关系。”

“骗子回答‘否’也没有关系啊，因为这个‘否’也是谎话。”

“好绕啊……”尤里笑了。

“确实。”我也笑了。看来老实人只能用“沉默”来回答了。

1.2　逻辑谜题

1.2.1　爱丽丝、博丽丝和克丽丝

“这个问题太有意思了！”

尤里“哗啦哗啦”翻着数学谜题集，笑出了声。



三个人的装束


爱丽丝、博丽丝、克丽丝三个人都分别戴着帽子和手表，穿着上衣。帽子、手表、上衣各有红、绿、黄三种颜色，而且同一样物品没有颜色相同的。此外，三个人身上的这三件物品颜色各不相同。请基于下列条件，猜一猜这三个人身上的三件物品的颜色。


	爱丽丝的手表是黄色。

	博丽丝的手表不是绿色。

	克丽丝的帽子是黄色。





“呃……有这么有意思吗？”我说。

“你想想她们三个人的打扮嘛，这三人组看起来该多招眼呀！”

“确实……话说你知道答案了吗？”

“感觉好麻烦。算了，下一题。”

“这哪行啊，这时候应该‘用表格来想’。”

“用表格来想？”

1.2.2　用表格来想

“我们来画一个表示三人各自装束的表格。首先，写下题中条件。”
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写下题中条件


尤里拿出她那副树脂边框的眼镜戴上之后，看向表格。

“你把已知条件都写下来了呀。”

“嗯。整理复杂的问题时，不要在脑海里凭空想象，要用表格来想。这样博丽丝的手表颜色就一目了然了。首先，不是绿色。然后，因为不能跟爱丽丝的手表颜色一样，所以也不是黄色。那么剩下的就只有红色了。”

“原来如此。”
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已知博丽丝的手表颜色


“那么接下来，如果认真看看表格，也就能知道博丽丝的上衣颜色。”

“……没错。是黄色吧？”

“对对。能解释一下为什么吗？”

“我一眼看上去就想到‘博丽丝的上衣是黄色吧’。”

“可是，为什么呢？”

“因为黄色已经被用了 —— 你看，爱丽丝的手表是黄色，克丽丝的帽子也是黄色。也就是说，爱丽丝的上衣和克丽丝的上衣不能是黄色。这样一来，上衣能是黄色的就只有博丽丝了。”

“解释得很好。”
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爱丽丝的上衣和克丽丝的上衣不能是黄色
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已知博丽丝的上衣颜色


“克丽丝的手表颜色也就马上明白了。”我说。

“嗯。爱丽丝的手表是黄色，博丽丝的手表是红色，所以剩下的能用在手表上的颜色只有绿色！”

“就是这样。”
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已知克丽丝的手表颜色


“啊，哥哥！这样一来，克丽丝的上衣颜色也能确定。横着看克丽丝这边……既不能是帽子的颜色，又不能是手表的颜色，那就是红色了。克丽丝的上衣是红色。真是太俗气了！”

[image: {%}]



已知克丽丝的上衣颜色


“下面这一步就需要想一下了。”

“……我知道！爱丽丝的帽子。你看嘛，博丽丝的手表是红色，克丽丝的上衣也是红色。也就是说，爱丽丝的手表和上衣都不能用红色，所以只能让爱丽丝的帽子用红色！”
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已知爱丽丝的帽子颜色


“剩下的……”

“别说别说！剩下的都让人家来！……首先，是爱丽丝的上衣。”
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已知爱丽丝的上衣颜色


“最后，是博丽丝的帽子……”
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已知博丽丝的帽子颜色


“这样就搞定了。”
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所有的颜色都定了


“好，填得很好。”我说。

1.2.3　出题者的心思

“太简单了，真没意思呀。”尤里说。

“刚刚你还说麻烦呢。一旦去体会出题者的心思，就会很有意思哦。”

“什么意思？”

“你看，这个问题给出了三个条件对吧？这些条件，不多也不少。”


	爱丽丝的手表是黄色。

	博丽丝的手表不是绿色。

	克丽丝的帽子是黄色。



“哥哥你说什么呢？人家不明白。”

“我是说，条件要是比这些多，就太简单了，没有意思；但是，要是比这些少，就解不开了。”

“喔，出题者的心思呀……唔，会么？条件少了也能解开的呀！比如说，假设没有‘克丽丝的帽子是黄色’这个条件，只有下面这两个条件，嗯……就有下面这两个答案。”


	爱丽丝的手表是黄色。

	博丽丝的手表不是绿色。
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没有“克丽丝的帽子是黄色”这个条件时的答案


“嗯。说‘解不开’是我搞错了，尤里。我应该说答案不只有一个。就是说，不止有一种思路。”

“哥哥你思考时总会去体会出题者的心思吗？”

“对啊，解题很有意思，出题也很有意思呀。所以我总会想，如果换成自己来出题，会怎么出呢……思考怎么出题这件事儿非常有意思。”

“就是说‘如何出有意思的题’是个有意思的题呗！”

1.3　帽子是什么颜色

1.3.1　不知道

“啊，我又发现了一个好像很有意思的问题。”尤里翻开了谜题集。



帽子是什么颜色？


主持人让A、B、C（您）3 个人入座。


主持人
 ：“现在我要给各位戴上帽子。帽子总共有 5 顶，要戴的是其中 3 顶。5 顶帽子中有 3 顶是红色，2 顶是白色。大家看不到自己帽子的颜色，但可以看到其他人帽子的颜色。”

主持人给 3 个人戴上帽子，并把剩下的 2 顶帽子藏了起来。


主持人
 ：“A 先生，您的帽子是什么颜色？”


参与者 A
 ：“…… 不知道。”


主持人
 ：“B 先生，您的帽子是什么颜色？”


参与者 B
 ：“…… 不知道。”　

您是C，能看见 A 和 B 的帽子，2 顶帽子都是红色的。


主持人
 ：“C 先生，您的帽子是什么颜色？”


参与者 C
 ：“……”　

那么，C 先生，您的帽子是什么颜色？



“这场景真不可思议呀。”尤里说。

“确实。”

想象一下那个场面：我是 C，能看见 A 和 B 的帽子，2 顶都是红色。因为红色有 3 顶，所以我的帽子可能是剩下的那 1 顶红色，或者也有可能是白色。没那么容易就能知道？不，A 和 B 都说“不知道”自己的颜色。这也是提示。

“哥哥，你知道了？”尤里问我。

“我在想。”

一方面，A 能看见 B 和 C。既然 A 说了“不知道”，那么 B 和 C 就不会“都是白色”。

如果 B 和 C 都是白色，那么 A 就会知道自己是红色。因为 B 和 C 并非“都是白色”，所以 B 和 C 中“至少有 1 人是红色”。

另一方面，B 能看见 A 和 C。因为 B 也是这么想的，所以 A 和 C 中“至少有 1 人是红色”。唔……不好办。这问题也太难了吧？

“诶？哥哥，你还在想吗？”尤里一脸坏笑。

“诶？尤里你……解完了？”

“没想到这么简单，喵～”尤里得意洋洋。

好吧，那么我们来仔细分情况考虑。C 的帽子要么是白色，要么是红色。


假设 C 是白色，那么
 ——


	A 能看到 B（红色）和 C（白色）。A 确实不知道自己的颜色。

	B 能看到 A（红色）和 C（白色）。嗯……



原来如此，A 说的那句“不知道”对 B 来说就成了提示了！

那么 B 应该会像下面这样想。


假设 C 是白色，那么 B 的想法是
 ——


	A 能看见 B（颜色不确定）和 C（白色）。

	A 回答说“不知道”。

	因为 A 不知道，所以 B 和 C“至少有 1 人是红色”。

	因为 C 是白色，所以 B 是红色！



B 如果这么想，那么就会回答“我是红色”吧。

然而——


	然而现实是，B 回答说“不知道”。

	也就是说，C 是白色这个假设是错的。

	因为 C 是白色或红色，所以 C 如果不是白色，那么就是红色。

	也就是说，C 的帽子是红色！



“我知道了，C 的帽子是红色吧。”

“答对啦～”尤里回答。

1.3.2　对出题者的验证

我刚解释完我的思路，尤里就皱起了眉。

“话说，哥哥你刚才考虑的是‘假设 C 是白色’的情况，那么‘假设 C 是红色’的情况呢？不考虑也可以吗？”

“问得好。”我回应道，“不过，要解这道题，不用考虑也行。因为从问题中可以推导出‘C 是白色或红色’这个条件。”

“那个，人家考虑到了‘出题者在说谎的情况’。”

“什么意思啊？”

“这个嘛……因为 (1)C 是白色或红色，(2)C 不是白色，所以我们会想：(3) 所以，C 是红色。但是，如果 (1) 是假的，就不能推导出 (3) 了啊。”

“嗯，尤里你说得对。如果不满足‘C 是白色或红色’这个前提条件，就算知道‘C 不是白色’，也不能说‘所以，C 是红色’。考虑‘假设 C 是红色’的情况相当于验证出题者有没有把题出错。我们试试吧。”

“嗯。”


假设 C 是红色，那么
 ——


	
A 能看见 B（红色）和 C（红色）。然而，A 不知道自己的颜色。

→这跟 A 的回答相符。



	
B 能看见 A（红色）和 C（红色）。然而，B 不知道自己的颜色。

→这跟 B 的回答相符。





“确实跟他们的回答相符。假设 C 是白色，就不合道理了；然而假设 C 是红色就合乎道理了。因此，‘C 是白色或红色’这个前提条件没有什么不对劲的。”

“了解。哥哥，这道题有点复杂，不过很有意思呢。”

“嗯，很有意思。要说哪里有意思……‘不知道’这句话能拿来当提示，还有站在 A 和 B 的立场，也就是对方的立场思考问题这里……”

“这就是爱吧！”

“……话说，尤里你比我解得快多了嘛！”

“嗯，不过人家不能像哥哥那样解释自己的思路。人家觉得因为并不‘都是白色’，所以‘至少有 1 人是红色’这里好厉害呀！人家都有点折服了。”

“在这个帽子谜题的世界里，回答‘不知道’的那个人看到的 2 个人里，至少有 1 人的帽子是红色—— 这就像‘定理’一样呢。”

“定理……”

“走吧，我们该回房间了。妈，谢谢你的百吉饼。”

“阿姨，多谢招待。”

“等会儿我去房间里给你们续茶哦。”

1.3.3　镜子的独白

一回到房间，尤里就“啪”地打了个响指。

“哥哥，刚刚那个帽子谜题，实际解起来挺简单的。”

“为什么？”

“在房间里装个镜子就行了，比如挂点闪亮亮的迪斯科球。”

“不准给我房间加多余的装饰……话说，靠镜子反射看帽子不是作弊么？！”

“这……这个房间里居然没有镜子！难道哥哥你是德古拉伯爵 2
 ？！”


2
 德古拉伯爵，又译德拉库拉伯爵（dracula），是 Bram Stoker 于 1897 年所著的小说中的一个最著名的吸血鬼，其作为吸血鬼的代表曾在多部描写吸血鬼的影片中出现。——译者注

“德古拉伯爵的房间里没有镜子吗？”

“镜子里照不出德古拉伯爵呀。”

“‘镜子里照不出’这个套路，象征性地表现了德古拉伯爵不存在于这世上……”

“是是是，真不浪漫……好，我们来比绕口令！”

尤里“唰”地伸手指向我。

“绕口令？”

“你究竟能不能跟上人家呢？——迪斯科球，闪亮亮！德古拉伯舅，晕乎乎！”

“德古拉伯舅是什么鬼啊！”我笑喷了。

“咦？等一下。——迪斯科球，闪亮亮！德古拉伯爵，晕夫夫！”

“这又变成‘晕夫夫’了。”我笑到停不下来，“你想说的是‘德古拉伯爵，晕乎乎’吧？”

“对对，德古拉伯舅，晕夫……咦？”

尤里挑战了很多次。

“德古拉伯舅，晕夫夫！呼 —— 总算说好了。”

“没说好，没说好。”

我们放声大笑。

“啊～真是的，我眼泪都笑出来了。”尤里拿出一面小镜子。

“啊，你带着镜子呢？”

“当然了。”

她突然不吱声了，一脸郑重地看着镜子。

“……尤里？”

“女孩子照镜子的时候别来打扰！”

“好好，那好吧。”

她变换着各种角度，检查着自己的脸跟发型。没想到，尤里还有这么女生的一面。

“话说……哥哥，要想当世界上最美的人其实很简单啊。只要世界上只剩下自己一个人，那自己肯定就是最美的人了。啊……不行。如果世界上只剩下自己，就没人欣赏了，这不就没意义了么。”

尤里拿着镜子站起身，像在表演一样一边拿捏着腔调唱了起来，一边还转起了圈。

“镜子呀镜子，在这世上谁最美？”

这时，我妈拿着茶壶进来了。

“哎呀尤里，你在扮演灰姑娘？”


“我想你肯定是搞错了。

我敢肯定，你去的一定是另一间 208 号房。

确实也只能这么认为。”那个女人说。

—— 村上春树《奇鸟行状录》（又名《发条鸟编年史》）



[image: ]




第 2 章　皮亚诺算术


被丢掉的小小豆子，

在一夜之间成长到了惊人的高度。

豆茎缠绕交织，像梯子般探向天空，

被云遮住了，望不到尽头。

——《杰克与豆茎》



　

2.1　泰朵拉

2.1.1　皮亚诺公理

随着一声“学长”，我转过了头。

“呀，泰朵拉。”

这里是我就读的高中。我此时在庭院里的一个小池塘边。这儿各处放置着长椅，午休时也有来吃午饭的学生。不过现在已经放学了。我一个人坐在长椅上，望着池塘。天很冷，但我的头脑却很清醒，感觉很舒畅。

“原来你在这里呀。”泰朵拉说道。

居然能发现我在这里……不愧是绰号“可爱的跟踪狂”的泰朵拉。不过也只有我妈这么叫她。

泰朵拉比我低一级，上高一。她非常适合短发，很是可爱，是一名娇小、好奇心旺盛、活力十足的女生。

我一直在教她数学。放学后在图书室里、天台上、教室里……她总会来找我，问我数学问题，是跟我关系很好的学妹。

我稍微挪了挪身子，泰朵拉坐在了我的旁边。柔和的甜香—— 女生为什么会这么好闻啊。

“来了新卡片……”泰朵拉说着拿出了一张卡片，“写了好多东西，我完全看不懂。”



皮亚诺公理（文字说明）


PA1　1 是自然数。

PA2　对于任意自然数 n
 ，其后继数 n'
 都是自然数。

PA3　对于任意自然数 n
 ，n'
 ≠ 1 都成立。

PA4　对于任意自然数 m
 , n
 ，若 m'
 = n'
 ，则 m
 = n
 。

PA5　假设对自然数 n
 的谓词1
 P(n
 ) 而言，下面的（a
 ）和（b
 ）都成立。

　　（a）P(1)。

　　（b）对于任意自然数 k
 ，P(k
 ) 成立，则P(k'
 )成立。

　　此时，对于任意自然数 n
 ，P(n
 )都成立。




1
 在逻辑学里面，通常将命题里表示思维对象的词称为主词，表示对象性质的词称为谓词。例如，若 P(x
 ) = x
 为奇数，则 x
 = 5 时以上命题成立，x
 = 2 时以上命题不成立。像这样往变量 x
 里代入一个值时，判断真伪的条件就叫作谓词。——译者注

“哈哈，这样啊。”我说。

“啊，背面还有呢。”

我把卡片翻过来一看，后面还写着逻辑公式 2
 。


2
 又叫作“合式公式”（well formed formula）。——编者注



皮亚诺公理（逻辑公式）


PA1　[image: 1\in\mathbb{N}]


PA2　[image: \forall n\in\mathbb{N}\Bigl[n'\in\mathbb{N}\Bigr]]


PA3　[image: \forall m\in\mathbb{N}\Bigl[n'\not=1\Bigr]]


PA4　[image: \forall m\in\mathbb{N}~~\forall n\in\mathbb{N}\Bigl[m'=n'\Rightarrow m=n\Bigr]]


PA5　[image: \Bigl({\rm P}(1)~\wedge~\forall k\in\mathbb{N}~\Bigl[{\rm P}(k)\Rightarrow{\rm P}(k')\Bigr]\Bigr)\Rightarrow\forall n\in\mathbb{N}~\Bigl[{\rm P}(n)\Bigr]]




“这是什么题啊……”泰朵拉说。

“这是村木老师的研究课题吧。”

村木老师是我们学校的数学老师。这位老师人很古怪，喜欢出一些跟课程没有关系的问题。村木老师会把问题写在卡片上，然后发给我们。卡片不定期发放，问题难度也各有不同。不管看什么书，或是问什么人来解题都无所谓，没有提交期限，也不打分。我们自觉解题，把答案以报告的形式提交给老师。解村木老师的题算是一种开动脑筋的娱乐吧。但不仅如此，怎么说呢，对我们来说，这还是一场动真格的比赛。

“研究课题……就是说，我们要根据这张卡片自己出题自己解？”泰朵拉又看了一遍卡片。

“嗯，这是皮亚诺公
 理，非常著名。这就是说让我们思考这里的 PA1~PA5。”

“了解……可是学长，我从老师那里拿到卡片以后，就一直在努力研究。可是完全 —— 完完全全不懂这是什么意思。我只看懂了一个，后继数 n
 是……”

“呀，泰朵拉，你留心点看，后继数不是 n
 ，而是 n'
 。”

“啊，是呢……这么说，难道这里的 n'
 指的不是 n
 + 1 ？可是，后继数的意思是‘下一个数’，对吧？”



n'
 是 n
 + 1 吗？



“这个嘛，从结果来看是这样。”

“那么，为什么要写成 n'
 呢？写成 n
 + 1 不就好了吗？感觉这里是故意写得让人难懂似的……而且，我不明白，这个皮亚诺公理究竟在说什么啊？尤其是‘逻辑公式’……”

“别急别急，不要看这又看那的，先从 PA1 开始，按顺序往下看。”

“啊 —— 好吧，学长你说的也对。”

“我在书上看到过皮亚诺公理，所以知道得多一些。泰朵拉，你是第一次接触皮亚诺公理，所以‘完完全全不懂’也是理所当然的。我们来一起看吧？”

“好！”

泰朵拉大大的眼睛里焕发着光芒。她也喜欢跟我一起研究数学呀。

“首先吧，皮亚诺公理要表达的是……”

“皮亚诺是人名吧？皮亚诺先生？”

“嗯，皮亚诺是数学家 —— 用皮亚诺公理可以定义自然数。”


用皮亚诺公理可以定义自然数。



“定义—— 自然数？！这……这这……居然还能……”

“嗯，还能这样。”

“啊，不……不是说能不能……而是，有定义自然数的必要吗？因为自然数……就是自然数呀。不用定义也不用干什么，我们就已经知道自然数是 1, 2, 3, ... 啦。”

泰朵拉口中说着“1, 2, 3, ... ”，并夸张地掰着手指示意。

“数学家皮亚诺呀，总结了自然数本质上的性质，提出了皮亚诺公理。公理
 指的就是不用证明也能成立的命题。命题
 则是判断真假的数学性观点。我们要用这张卡片上的 PA1~PA5 这几个公理，定义由所有自然数构成的集合 [image: \mathbb{N}]
 。暂且忘掉我们以前学过的自然数吧。下面，假设集合 [image: \mathbb{N}]
 满足皮亚诺公理。此时，集合 [image: \mathbb{N}]
 中都包含怎样的元素呢？我们就从这一点出发，来研究一下皮亚诺公理吧。”

“好！……阿嚏！”

泰朵拉打了个可爱的喷嚏。

“这里冷，我们去‘加库拉’吧。”

2.1.2　无数个愿望

我跟泰朵拉并排走在校园内的林荫道上，前往“加库拉”。泰朵拉紧跟着我的步伐，不时小跑几步。

“学长，童话里总提到‘三个愿望’呢。”

“被关在瓶子里的精灵帮人实现愿望……”

“就是这个。听了这个故事以后，我就一直在想：等许完两个愿望以后，第三个愿望要是许‘再实现我三个愿望’就好了。”

“一直循环的话，不管多少愿望都能实现吧。”

“没错。嘿嘿……”

“‘再实现我三个愿望’是‘元愿望’吧。”

“元愿望？”

“关于愿望的愿望。这种愿望就叫元愿望。”

“啊，你说 Meta 3
 呀。关于愿望的愿望 ——”


3
 这里的 Meta 和元愿望的说法都源自元数学。元数学是一种用来研究数学和数学哲学的数学，即“数学的数学”。——译者注

“稍等。”我停下了脚步，“这样的话，一开始就许‘请实现我无数个愿望’不就好了？元愿望有这一个就够了。”

“可是这样一来，就把无数个要求用一句话说完了呀，这会不会显得太厚脸皮了啊……”泰朵拉握紧拳头强调道。

“话说，泰朵拉你的‘愿望’是什么？”

“能永远跟学长……啊呀呀！这……这是秘密！”

2.1.3　皮亚诺公理 PA1

“加库拉”是一个活动中心，总有很多学生聚集于此。我们从自动贩卖机里买了咖啡，坐在了休息室的四人桌前。今天难得没什么人。我翻开笔记本，泰朵拉在我左边坐下。



皮亚诺公理 PA1


1 是自然数。

[image: 1\in\mathbb{N}]




“你明白公理 PA1 里的 [image: 1\in\mathbb{N}]
 这个式子是什么意思吗？”

“嗯，应该是……元素和集合的关系吧。[image: 1\in\mathbb{N}]
 这个式子表示的是，1 是 [image: \mathbb{N}]
 这个集合的元素。”

“对对，就是你说的这个意思。”

“嗯。”

我往笔记本上写着笔记。


[image: 1\in\mathbb{N}]
 　　1 是集合 [image: \mathbb{N}]
 的元素。



“也可以用‘属于’这种说法。”


[image: 1\in\mathbb{N}]
 　　1 属于集合 [image: \mathbb{N}]
 。



“属于……对对，‘1 belongs to [image: \mathbb{N}]
 ’，对吧？”

泰朵拉的英语发音真优美。

“嗯。如果用图把 [image: 1\in\mathbb{N}]
 画出来，大概就是下面这样。”

[image: {%}]



1 属于集合 N（[image: 1\in\mathbb{N}]
 ）


“了解。”

“那么，我们继续看公理 PA2。”

2.1.4　皮亚诺公理 PA2



皮亚诺公理 PA2


对于任意自然数 n
 ，其后继数 n'
 都是自然数。

[image: \forall n\in\mathbb{N}~\Bigl[n'\in\mathbb{N}\Bigr]]




“这里虽然写作后继数 n'
 ，事实上就是 n
 + 1 吧。”

“就结果来看是这样，不过公理 PA2 还没到那里。”

这好难解释啊……

“‘没到那里’？什么意思？”

只要我没能说清楚，泰朵拉就会马上提问。直到真正理解，她才会停止思考。她本人曾说“不管干什么我都比别人慢，我讨厌这样”，不过这种踏踏实实思考的态度非常好。

“我们来细看一下公理 PA2。这里写着‘对于任意自然数 n
 ，其后继数 n'
 都是自然数。’这里写的是 n'
 ，并不是 n
 + 1，对吧？话说回来，在我们接下来要定义的自然数中，‘加’这个概念还没有被定义出来呢。”

“啊？”

“就结果而言，n'
 相当于 n
 + 1，不过这是后话了。所以，我们不能先入为主地认为 n'
 就是 n
 + 1，并带着这个观念往下思考。”

“嗯，我差不多明白了。因为还没定义 n
 + 1，所以不能那么认为……对吗？”

“对对，就是如此。话说，你觉得公理 PA2 到底在说什么？也就是说，由所有自然数构成的集合 [image: \mathbb{N}]
 里都包含什么样的元素？”

“嗯……因为对于任意自然数 n
 ，n'
 都是自然数，所以，对于自然数 1，2 也是自然数，对吧。”

“泰朵拉，我们还不知道 2 这个数呢。”

“啥？因为 1 是自然数，所以 1 加上 1 得出的 2 也是自然数吧……”

“不对不对，还不能‘加’1。我们还没定义‘加’呢。”

“啊！对了。我怎么一下子给忘了呢……”

“公理 PA1 保证了‘1 是自然数’，然后，再结合公理 PA2，我们就可以说‘1'
 是自然数’，明白没？这里的关键就在于，不要写 2，而要写成下面这样。”

1'
 （1 撇）

“哈哈，就是 Literally 地跟着公理 PA2 呀。”

“Literally ？”

“就是从字面上跟着公理 PA2 4
 。”她换了个说法。


4
 即严格按照公理 PA2 中的用语去描述。——译者注

“……嗯，没错。这样就能说 [image: 1'\in\mathbb{N}]
 了。这是因为，首先由公理 PA1 可知，1 是自然数，即 [image: 1\in\mathbb{N}]
 。然后由公理 PA2 可知，对于所有自然数 n
 ，n'
 都是自然数，即 [image: n'\in\mathbb{N}]
 。因此，如果把 1 套进 n
 里，我们就可以说 1'
 是自然数，即 [image: 1'\in\mathbb{N}]
 了。虽然很绕，不过一步步使用公理来表示 [image: 1'\in\mathbb{N}]
 很重要哦。”

“啊，我感觉抓到点儿要领了。这就是所谓的‘装作不知道的游戏’吧。只能用卡片上的公理，就算知道了结论，也要故意装作不知道的游戏。”

“说得好！就是这样。可以用‘卡片上的公理’，也可以用‘经过逻辑性推理由公理推出的结论’。但是，除此之外都不准用。除了已定义的内容以外，一概装作不知道。确实是‘装作不知道的游戏’。”

“嗯。用 PA1 和 PA2 的话，就知道 1 和 1'
 包括在我们定义的自然数的集合里了。我来画张图！”

[image: {%}]



1'
 也属于集合 [image: \mathbb{N}]
 （[image: 1'\in\mathbb{N}]
 ）


“不错。”

“学长，话说回来，逻辑公式里出现的 [image: \forall n\in\mathbb{N}]
 ……”

“嗯，这个是全称量化符号‘[image: \forall]

 ’（读作‘任意’），意思就是‘对于所有的〇〇’。卡片上是按下面这种格式写的。

[image: ]


这里的意思是，对于集合 [image: \mathbb{N}]
 的所有元素 n
 ，‘关于 n
 的命题’都成立。

有时也用推出符号‘[image: \Rightarrow]
 ’ 5
 来这么写：


5
 “[image: \Rightarrow]
 ”为推出符号。例如，“A 推出 B”可表示为 [image: {\rm A}\Rightarrow {\rm B}]
 。——译者注

[image: {%}]


有时候条件中也会提前说明 [image: n\in\mathbb{N}]
 ，并在逻辑公式中省略 [image: \in\mathbb{N}]
 。

[image: {%}]


这几种写法都是一个意思。看了很多数学书以后，你就会发现写法可以多种多样。”

“这样啊……那么，我们接着看公理 PA3 吧！”泰朵拉右手握拳，高高扬起手臂。

“不不，公理 PA2 还有可说的地方呢，泰朵拉。”“啥？”

2.1.5　养大

“我们已知 1'
 属于集合 [image: \mathbb{N}]
 。也就是说，1'
 是自然数。那么，对 1'
 使用公理 PA2 会如何呢？”


公理 PA2
 ：对于任意自然数 n
 ，其后继数 n'
 都是自然数。

“难不成……会出现后继数的后继数？”

“没错。在我们已知的自然数 1'
 上再加上一个‘'’，得到的 1''
 也是自然数。”

[image: 1''\in\mathbb{N}]


“这样的话，嗯……也就是加多少个‘'’都行？”

“就是这样！”

[image: 1\in\mathbb{N},\quad1'\in\mathbb{N},\quad1''\in\mathbb{N},\quad1'''\in\mathbb{N},\quad1''''\in\mathbb{N},\quad\cdots]


“呼……也是呢。因为 1, 2, 3, 4, 5, ... 这样的自然数有好多，所以也得有 1, 1'
 , 1''
 , 1'''
 , 1''''
 , ...才行啊。”

“PA1 和 PA2 这两个公理，养大了我们的自然数。”

[image: {%}]



1, 1'
 , 1''
 , 1'''
 , 1''''
 , ... 属于集合 [image: \mathbb{N}]



“这样啊……”

“然后把集合 N 写成下面这样。”

[image: \mathbb{N}={1,1',1'',1''',1'''',\cdots\}]


“这样就定义了自然数，对吧？”

“不，还没有呢。我们目前只用到了 PA1 和 PA2 这两个公理。”

“啊，对呀。但是抓到要领了，就不好玩儿啦。”


	可以使用公理。

	也可以使用“经过逻辑性推理由公理推出的结论”。

	可以重复使用公理。

	我们就是这样定义集合 [image: \mathbb{N}]
 的。



“嗯，总结得很好。我们希望这个 N 能够成为所有自然数的集合。那么，根据公理 PA1 和 PA2，我们已知集合 N 的格式是 {1, 1'
 , 1''
 , 1'''
 , 1''''
 , ...}。”

“嗯。这个集合也就是 {1, 2, 3, 4, 5, ...}。但是，我们现在要‘装作不知道’。”

“对对，就是这么回事。这是‘装作不知道的游戏’。”

“光靠两个公理就能生成无数个自然数，真厉害呀。简直就像让两面镜子面对面……‘两面相对的镜子的谈话’呀。”

“不，光用 PA1 和 PA2，我们还不能说已经生成了无数个自然数。”

“诶？”

泰朵拉瞪大了双眼看着我。

2.1.6　皮亚诺公理 PA3

“不能说有无数个自然数吗？可是，不是说加多少个‘'’都行的吗？没有尽头吧？”

“对。但是还不能说‘已经生成了无数个自然数’。”

“……为什么？”

“你觉得呢？”

“可……可是，不都生成 {1, 1'
 , 1''
 , 1'''
 , 1''''
 , ...} 了吗？”

“嗯。”

“那么……就有很多 ——”

“可是啊，没人能保证 1、1'
 和 1''
 各不相同。”

“这个……可是，1'
 跟 1 是不一样的吧。”

“公理 PA1 和 PA2 里都没提到 1'
 ≠ 1。”

“咦？还要深究到这个份儿上吗……”

“没错。因此才有了皮亚诺公理 PA3。”

“哇啊……皮亚诺可真厉害。”



皮亚诺公理 PA3


对于任意自然数 n
 ，n'
 ≠ 1 都成立。

[image: \forall n\in\mathbb{N}~\Bigl[n'\not=1\Bigr]]




“我们可以根据公理 PA3，说 1'
 ≠ 1 吗？”

“当然。因为‘对于任意自然数 n
 ，n'
 ≠ 1 都成立’，所以拿 1 套在 n'
 ≠ 1 中的 n
 里，1' ≠ 1 就成立了。”

“哦哦，因为 1 是自然数……这样啊，原来如此。学长，刚刚我才发觉，‘对于任意自然数 n
 ’这个说法超厉害的！不用管 n
 是什么，只要留意一点就好，也就是只要留意 n
 是不是自然数就好。我吧，对条件和逻辑这方面很不擅长……可能不太能理解这种‘不由分说’的地方。”

“嗯，你这方面跟尤里确实大不一样。尤里她好像就喜欢这种一锤定音的逻辑，这种‘不由分说’的感觉。不过，我也很明白你说的感觉。瞻前顾后这点跟我有点像啊。”

“诶？是是是……是么？”泰朵拉红了脸，“不好意思，我老说奇怪的话。”

“没有，没事的。你随便说，我也能从中学习嘛。”

我话音刚落，泰朵拉嘴角就漾开了微笑。

2.1.7　小的？

我一口喝下了冷掉的咖啡。这时，泰朵拉举起了手。

“公理 PA3……我不太明白。”

即使对方就在眼前，她也总会在提问的时候举起手。

“哪里呢？”

“公理 PA3 是不是在说‘1 是最小的’呢？”


公理 PA3
 ：对于任意自然数 n
 ，n'
 ≠ 1 都成立。

“嗯……可以说是，也可以说不是。”

“什么意思？”

“公理 PA3 主张 1 有着特别的作用。不过啊，还不能说 1 是‘最小的’。你觉得这是为什么呢？”

泰朵拉面露难色，开始思考。今天的加库拉意外地安静。平时的话，因为有学生们的谈话声或者管乐社团的练习声，这儿很是热闹。

她就像是一只毛茸茸的小松鼠。泰朵拉松鼠……我突然想到俄罗斯方块那样的游戏，从上面掉下来的不是方块，而是一个个小小的泰朵拉……这么想着，我差点“噗”地笑出来。

“为什么还不能说‘1 是最小的’呢？”她问道。

“嗯……因为我们现在要定义自然数的集合，而数学领域中平时我们认为理所当然的东西都还没有定义呢。”

“……不行，我不明白。”她有点懊恼。

“我们还没有定义‘小’这个概念呢。‘大’跟‘小’都还没有定义出来，所以我们还不能说‘1 是最小的’。”

“喔……就是说，连这么基本的东西都还没定义呗？”

“嗯。那么，我们回归正题。还剩下两条皮亚诺公理。”

“没错。”

2.1.8　皮亚诺公理 PA4

“皮亚诺公理 PA4……”

“嗯，是这条。”泰朵拉指向卡片。



皮亚诺公理 PA4


对于任意自然数 m
 , n
 ，若 m'
 = n'
 ，则 m
 = n
 。

[image: \forall m\in\mathbb{N}~~\forall n\in\mathbb{N}~\Bigl[m'=n'\Rightarrow m=n\Bigr]]




“你应该会看了吧，这条。”

“或许吧……那个，字面意思和逻辑公式的意思我差不多懂了，‘[image: \Rightarrow]
 ’是‘推出’的意思，对吧？”

“嗯。”

“‘若 m'
 = n'
 ，则 m
 = n
 ’的意思我明白。就是说‘若 m'
 和 n'
 相等，则 m
 和 n
 相等’。不过我不明白，这到底跟定义自然数有什么关系呢？”

“原来你是这里不明白。”

“而且 ……感 觉‘若 m'
 = n'
 ，则 m
 = n
 ’像是理所当然的。因为 m'
 = n'
 就相当于 m
 + 1 = n
 + 1，所以 m
 = n
 就是理所当然了吧……”

“喂喂，你又用错公理了。思路反了。你思考了后继数的‘含义’，于是就注意到了 m'
 意味着 m
 + 1，这样自然就会觉得‘若 m'
 = n'
 ，则 m
 = n
 ’是理所当然的了。你可没有完全遵守你自己说的‘装作不知道的游戏’的规则。”

“啊……我又搞错了吗？”

“是的。公理 PA4 主张的是，定义后继数时需注意后继数应满足‘若 m'
 = n'
 ，则 m
 = n
 ’。换句话说，这条公理是让我们定义一个求后继数的运算‘'’，而这个运算要能满足‘若 m'
 = n'
 ，则 m
 = n
 ’这个性质。”

“运算……原来如此，‘'’是运算呀。可……可是，这样一来，会怎么样呢？唔唔……脑袋好疼。明明是数学，却又不像是数学。跟平常不一样，脑袋转来转去都晕了……”

泰朵拉说着抱住了头。

“嗯。假设运算‘'’满足‘若 m'
 = n'
 ，则 m
 = n
 ’这个性质，那么……就能避开 Loop 6
 了。”


6
 此处指“循环”。——译者注

“Loop…… 是‘轮子’那个词的英语吗？”

“嗯。这里的 Loop 是我在心里画的概念图……我们已知 [image: \mathbb{N}]
 是 {1, 1'
 , 1''
 , 1'''
 , 1''''
 , ...}。在这里，我们用上运算‘'’，试想一下‘'’在这个元素上来回走。那么，我们就能看到下面这种链条关系。”

[image: 1\longrightarrow1'\longrightarrow1''\longrightarrow1'''\longrightarrow1''''\longrightarrow\cdots]


“哈哈，从 1 开始依次是后继数、后继数……一个个往下延伸呀。”

“对对。然后呢，这个虽然看起来像一条直路，但是比如，我们在中途让 1'
 等于 1'''''
 。”

“啊……确实可以。”

“比如，1'
 等于 1'''''
 ，那么这个链条就不是一条直线了，而会构成一个周而复始的循环。”

[image: {%}]



比如，1'
 等于 1'''''
 ，那么就会构成一个循环


“为什么……啊，是这样没错。后继数一旦走到 1'''''
 之后，就会回到 1'
 。”

“这跟我们想生成的自然数的结构不一样。我们希望自然数不要构成循环，而要呈一条直线前进，对吧？”

“等一下！”

泰朵拉一把抓住了我的胳膊，满脸认真。

“请等一下。我快明白了……我感觉自己已经‘抓到’了学长你说的那句‘思路反了’的意思。公理展现的是‘n'
 应该具有的性质’，是吧？”

泰朵拉忘我地摇着我的胳膊，继续说道：

“没错。正因为皮亚诺想说‘1 是自然数’，所以才准备了公理 PA1，即 [image: 1\in\mathbb{N}]
 。正因为他想说‘任意自然数都有后继数’，所以才准备了公理 PA2，也就是 [image: n'\in\mathbb{N}]
 。然后，因为没有比 1 小的自然数……啊，不能说‘小’。嗯……正因为他想说‘没有后继数为 1 的自然数’，所以才准备了公理 PA3，即 n'
 ≠ 1。然后……正因为他想说‘后继数一个个地一直延伸下去’，才准备了公理 PA4，对吧？！”

“泰朵拉……你刚刚收到了皮亚诺发出的信息哦！你明白了他想传达给你的自然数是什么样子！”

她放开方才还紧握着的我的胳膊，脸上泛起一阵红晕，站了起来。

“皮亚诺先生发出的信息……原来就是这样的啊。啊！”

泰朵拉叫了一声。

我随着她的视线看去 ——

米尔嘉微笑着站在那里。

2.2　米尔嘉

米尔嘉 —— 我的同班同学，擅长数学。不，不能说是擅长，应该说是在数学方面没有人能比得上她。她戴着金属边框的眼镜，一头乌黑的长发，是一名健谈的才女。不过，我不太明白，除了数学她都在想些什么……从我第一次遇到她那会儿开始，就是如此。我很难明白她的真实想法。

“原来你们在这儿啊。泰朵拉，你拿卡片来了么？”

米尔嘉慢慢地走向我们这边。

她向泰朵拉伸出手。

一举一动都优雅动人。

“嗯……”

泰朵拉把卡片交给米尔嘉，“咚”地坐在了椅子上。

“皮亚诺算术。”米尔嘉站着翻看卡片正反面后说道。

“这个叫皮亚诺算术吗？”泰朵拉问道。

米尔嘉用中指向上推了一下眼镜。

“PA1～PA5 是 Peano Axioms，也就是皮亚诺公理。研究满足皮亚诺公理的集合 [image: \mathbb{N}]
 ，再定义谓词 P(n
 )，以及加法运算和乘法运算，就能研究 Peano Arithmetic，也就是皮亚诺算术。话说，你讲解完了没？”

我迅速把讲给泰朵拉的内容告诉了米尔嘉。

她绕到我座位后面，隔着我肩膀看着笔记。

发丝轻拂我的脸颊。

柑橘般的甜香包围着我。

我感到米尔嘉的手正搭在我肩上。

（好温暖）

“喔……嗯，是这样。虽然没什么错，不过循环么……”

她挺直身子，闭上眼睛。刹那间，周围的气氛紧张了起来。米尔嘉一闭眼，所有人都不由自主地沉默了。

“循环这个说法不贴切。”米尔嘉睁开眼睛说道。

“是吗……”我有点焦躁，“如果没有 PA4，也就是说，没有 [image: m'=n'\Rightarrow m=n]
 这条公理，就算沿着后继数‘'
 ’形成的路径构成了循环，也不能抱怨什么吧。”

“先不说那个。我想说的是，PA4 防的是会合，而不是循环。虽说防止了会合也就防止了循环。”

“……会合？”

“我画张图解释一下吧。”

米尔嘉冲泰朵拉摆了摆手。

这手势是叫泰朵拉从我旁边让开？

一瞬间，现场气氛变得很僵。

泰朵拉犹豫了一下，站起身移到了她对面的座位。

米尔嘉坐在了泰朵拉的旁边。

……诶？她是想坐在那儿来着？

然后她继续往下讲。这、这个……

“举个例子，如果只有 PA1、PA2、PA3，自然数还可以形成下面这种结构。这更应该说是会合，而不是循环。”

米尔嘉拿过我的自动铅笔，画了一张图。

[image: {%}]



如果只有 PA1、PA2、PA3，还可以会合


“太奇怪了。a
 这个元素是哪儿来的？从 1 可到不了 a
 吧？”

我反驳道。“好好读读公理，你就明白了。PA1、PA2、PA3，不管是哪一条，都没写着‘所有元素都是沿着 1 过来的’。并且，光凭这三个公理，我们也推导不出以上结论。因此，可以存在不能沿着 1 过来的元素，比如这里写着的 a
 。这就是说，如果只有 PA1、PA2、PA3，也能建立上面这种模型。就像你说的那样，PA4 防止了循环。不过，它也防止了 a
 来会合。”

“米尔嘉学姐……”泰朵拉出声说道，“听你说完我想到，如果 PA4 禁止会合，那么是不是就不需要 PA3 里的 n'
 ≠ 1 了呢？”

“需要。”米尔嘉马上答道，“如果没有 PA3，而只有 PA1、PA2、PA4，那么自然数还可以是这种结构。”

米尔嘉又画了一张图。

[image: {%}]



如果只有 PA1、PA2、PA4，还可以是这种结构


“确实没有会合，然而，这并不是我们期待的自然数的结构……对吧？”米尔嘉上扬了尾音，问道。

“嗯。”我点头，“如果只有 PA1、PA2、PA4，集合可能就会从无限远的地方跑过来，再跑到无限远的地方去吧。”

“看来皮亚诺先生是经过深思熟虑以后，才得出这个公理的呀……”

“来研究最后一条公理 PA5。”米尔嘉说道。

2.2.1　皮亚诺公理 PA5

来研究最后一条公理 PA5。



皮亚诺公理 PA5


假设对自然数 n
 的谓词 P(n
 ) 而言，下面的（a）和（b）都成立。

（a）P(1)。

（b）对于任意自然数 k
 ，P(k
 ) 成立，则 P(k'
 ）成立。

此时，对于任意自然数 n
 ，P(n
 ) 都成立。

[image: {%}]




公理 PA5 里新出现了一个概念，即自然数 n
 的谓词
 。这个自然数 n
 的谓词就是，在给出自然数 n
 的具体值时，让 P(n
 ) 成为命题的条件，这里把它叫作 P(n
 )。其实我们管它叫什么都无所谓。公理 PA5 叙述了如何证明“对于任意自然数 n
 ，P(n
 ) 都成立”。——没错，这就是数学归纳法
 7
 。自然数的定义中出现了数学归纳法，耐人寻味。因为这暗示着数学归纳法跟自然数的本质有关。


7
 这是一种数学证明方法，通常用于证明某个给定命题在整个（或者局部）自然数范围内成立。——译者注

如果自然数是有限的，例如只有 1, 2, 3 这三个自然数。这样一来，只要证明 P(1), P(2), P(3) 这三个命题都成立，就能证明对于所有自然数 n
 ，P(n
 ) 都成立。

然而，自然数有无数个。我们不可能去实际调查无数个自然数。想就所有自然数提出某些主张，就必须用到数学归纳法。PA5 是一种机制，用于就所有自然数来提出某些主张。也正因如此，皮亚诺公理里才会有 PA5。

◎　◎　◎

“那个……米尔嘉学姐？”泰朵拉怯怯地开了口，“那个‘数学归纳法’，我其实还不太明白。虽说在课上也学习过……”

“那么，我就简单说说吧。数学归纳法分为两个步骤。”

米尔嘉开始讲解，看上去很开心。

2.2.2　数学归纳法

数学归纳法分为两个步骤。


步骤 (a)
 ：证明命题 P(1) 成立。这就是所谓的出发点。


步骤 (b)
 ：证明对于任意自然数 k
 ，“P(k
 ) 成立，则 P(k
 + 1) 也成立”。

如果能证明步骤 (a) 和步骤 (b)，那么就能证明对于所有自然数 n
 ，P(n
 ) 都成立。

这就是通过数学归纳法来进行的证明。

◎　◎　◎

“这就是通过数学归纳法来进行的证明。”米尔嘉说道。

“了解……”泰朵拉点头。

“那么我出一个简单的问题，你们马上就能解出来的那种。”米尔嘉继续说道，“没有加法运算‘+’就没法往下讲了，所以我在这里假设，我们已经通过皮亚诺公理定义了自然数，而且自然数跟加减乘除这些运算都已经定义完了。”



问题 2-1（奇数的和与平方数）


证明对于任意自然数 n
 ，以下等式成立。

[image: 1+3+5+\cdots+(2n-1)=n^2]




“啊，好……我来证明。根据数学归纳法……”

“不对。”米尔嘉大力敲了一下桌子，“首先来编个例子，平常都是这样的，蠢货才会忘记示例。”

“啊……我想起来了，‘示例是理解的试金石’对吧？”泰朵拉说着偷瞄了我一眼，“先写一个具体例子。”

[image: {%}]


“那么，当 n
 分别等于 1, 2, 3 时，这个等式的确成立……那个……话说我写完具体例子才注意到，1 + 3 + 5 + ... + (2n
 - 1) 这个式子，是由 n
 个奇数相加而成的。”

“没错。你注意到的这点很重要。”米尔嘉竖起食指，“人的心会把具体的例子压缩。下意识地找寻规律，发现较短的表示方法，这就是人心。比如‘由 n
 个奇数相加而成’。有很多方法能用来证明问题 2-1，不过这里，你就试着用数学归纳法来想想吧，泰朵拉。”

“好，嗯……”

　◎　◎

嗯……将与自然数 n
 有关的谓词 P(n
 ) 定义如下。


谓词 P(n
 )
 ：[image: 1+3+5+\cdots+(2n-1)=n^2]


然后，按顺序证明步骤 (a) 和步骤 (b)。


步骤 (a) 的证明
 ：首先，证明 P(1) 成立。因为 P(1) 即如下命题，所以 P(1) 成立。


命题 P(1)
 ：1 = 12


这样一来，步骤 (a) 就证明完毕了。


步骤 (b)
 的证明：接下来，证明对于自然数 k
 ，P(k
 ) 成立，则 P(k
 + 1) 成立。假设对于自然数 k
 ，P(k
 ) 成立。那么，这就相当于以下等式成立。


假设命题 P(k
 )
 ：[image: 1+3+5+\cdots+(2k-1)=k^2]


接下来，我们的目标是证明 P(k
 + 1) 成立。P(k
 + 1) 就是下面这种形式的等式。


目标命题 P(k
 + 1)
 ：[image: 1+3+5+\cdots+(2\underline{(k+1)}-1)=\underline{(k+1)}^2]


这里只是把有 k
 的地方全换成 (k
 + 1)。证明上面这个等式成立就是我们的目标。那么，我们先由等式 P(k
 ) 变换出等式 P(k
 + 1)。等式 P(k
 )…… 也就是下面这个等式。

[image: 1+3+5+\cdots+(2k-1)=k^2]


我们思考一下把该等式的左边变成等式 P(k
 + 1) 左边的情况。

为此，我们在该等式的两边加上 (2(k
 + 1) - 1)。

[image: {%}]


好了。下面，我们把得到的等式重新写一遍。

[image: 1+3+5+\cdots+(2k-1)+(2(k+1)-1)=(k+1)^2]


这跟 P(k
 + 1) 的形式一致。也就是说，由假设命题 P(k
 )，可以推导出目标命题 P(k
 + 1)。这样，我们就证明了步骤 (b) 成立。

然后，由于步骤 (a) 和步骤 (b) 都成立，所以根据数学归纳法，可证明对于任意自然数 n
 ，P(n
 ) 都成立。也就是说，以下等式对于任意自然数 n
 都成立。

[image: 1+3+5+\cdots+(2n-1)=n^2]


这就是我想说明的。—— Q.E.D.8
 。


8
 意思是证明完毕或证讫。Q.E.D. 是拉丁片语 Quod Erat Demonstrandum（意思是“这就是所要证明的”）的缩写。这句拉丁片语译自希腊语，包括欧几里得和阿基米德在内的很多早期数学家都用过。—— 译者注。

◎　◎　◎

“Q.E.D.。”泰朵拉说。

Q.E.D.——证明结束的标志。

“完美。”米尔嘉说。

看到泰朵拉精确地变形了等式，我也非常吃惊。

“泰朵拉，你不是说不太明白吗？为什么……”

“嗯……我会把等式套到数学归纳法的模式里。课上我们也有练习过。不过，我真的不太明白。那个，我对步骤 (b) 一头雾水。刚刚在证明步骤 (b) 的时候，我是这么说的：‘假设对于自然数 k
 ，P(k
 ) 成立’。可是……可 是真的好奇怪啊！因为我一开始想证明的是‘对于任意自然数 n
 ，P(n
 ) 都成立’。然而在这里，我却感觉简直就是假设了想证明的条件。先假设想证明的条件，再往下证明，感觉好奇怪啊。虽然我会按照数学归纳法的模式来写出证明过程，可是却不明白为什么这样就算是证明出来了。”

泰朵拉把话一口气说完后，看了看坐在身旁的米尔嘉。

米尔嘉看着我，眼神里好像在说“来，该你了”。

“这个问题问得非常好，泰朵拉。”我说道。

◎　◎　◎

这个问题问得非常好，泰朵拉。

我举个简单的例子来解释一下。

数学归纳法可以比作多米诺骨牌。

我们想证明的是“一大串排放整齐的多米诺骨牌会全部倒下”。

步骤 (a) 相当于“最开始的那张多米诺骨牌会倒下”。

步骤 (b) 相当于“如果第 k
 张多米诺骨牌倒下，那么第 k
 + 1 张多米诺骨牌也会倒下”。换句话说，就是“如果一张多米诺骨牌倒下，那么下一张多米诺骨牌也会倒下”，好好想想看。


	如果一张多米诺骨牌倒下，那么下一张多米诺骨牌也会倒下。

	事实上，多米诺骨牌会倒下。



这两个条件完全不同吧？泰朵拉。

◎　◎　◎

“噢噢……确实，想象一下眼前摆着多米诺骨牌的话，‘如果一张多米诺骨牌倒下，那么下一张多米诺骨牌也会倒下’跟‘事实上，多米诺骨牌会倒下’完全不同呢……”

“是吧。”我说，“而且，由于断句的问题，人们经常会产生一些误会。例如，数学归纳法的步骤　(b) 是下面哪一个？”

(1) 对于任意自然数 k
 ，“P(k
 ) 成立，则 P(k
 + 1) 也成立”。

(2) “对于任意自然数 k
 ，P(k
 ) 成立”，则 P(k
 + 1) 也成立。

“……啊！原来如此！数学归纳法里用的是 (1) 吧！我觉得我好像想到 (2) 那边去了。”

“没错。”我点头。



解答 2-1（奇数的和与平方数）


把等式 1 + 3 + 5 + ... + (2n
 - 1) = n
 2
 成立写作 P(n
 )，并使用数学归纳法。

(a) 因为 1 = 12
 ，所以 P(1) 成立。

(b) 假设对于自然数 k
 ，P(k
 ) 成立，则以下等式成立。

[image: 1+3+5+\ldots+(2k-1)=k^2]


在等式两边加上 (2(k
 + 1) - 1)，整理得到以下等式。

[image: 1+3+5+\ldots+(2k-1)+(2(k+1)-1)=(k+1)^2]


以上等式成立，即 P(k
 + 1) 成立。

因为以上 (a) 与 (b) 皆成立，所以根据数学归纳法，对于任意自然数 n
 ，P(n
 ) 都成立，即以下等式成立。

[image: 1+3+5+\ldots+(2n-1)=n^2]




2.3　在无数脚步之中

2.3.1　有限？无限？

天色彻底暗了下来。

我们三人走出加库拉，一起前往车站。我们排成一列，在窄窄的小路上前后走着，最前面的是泰朵拉，然后是我，米尔嘉走在最后面。

我边走边想：

脚步，要一步步向前迈。我们不可能提前知道所有的脚步。

生活，要一天天往下过。我们不可能提前知道所有的生活。

我们不知道接下来会发生什么。

未来总是像一条朦胧、难解的道路。

不过……

不过，我们的回忆或许会留在这脚步之中。

曾在春雨中，与泰朵拉伞下同行……

也曾在茜红色的光线下，与米尔嘉相依前行……

一切回忆，都在这无数的脚步之中。

泰朵拉转过头，对我们说了句话：

“光用五条公理就能定义自然数，真厉害呀……”

“是啊。”我表示同意，“不过，这么一想，PA5 还真是复杂啊。虽说只是一条公理……”

“用有限抓住无限。确实很有魅力。”米尔嘉说道，“不过，就算是无限，也是受某种形式、某种限制、某种写法所制约的。我们不能用既定的形式来记叙尚未定型的无限。”

2.3.2　动态？静态？

“可以说，皮亚诺用叫作后继数的‘下一步’，走向了叫作自然数的无限么？”我一面走，一面说着。

“也不能小看这‘下一步’呢。”泰朵拉说道，“数学归纳法也是一步步地来证明的……”

“一步步地来证明……这种动态概念对么？”米尔嘉说道，“数学归纳法看上去像是一步步地来证明的。虽然这么想也没什么不好，但是，数学归纳法表示的是“命题对于所有的自然数都成立”。这是静态概念。这个说法不是针对一个个自然数，而是针对由所有自然数构成的集合。利用逻辑的力量，一口气抓住全部。你用的‘多米诺骨牌的比喻’还不错，不过较为片面。”

“嗯……”我说道。

“我、我也……”泰朵拉开口，“我也这么想过，在学长教我数列的时候。比如，假设存在‘对于所有自然数，[image: a_n%3ca_{n+1}]
 都成立’这个说法，如果一个个去看数列，就会感觉‘啊，数列在渐渐变大’。可是光看‘对于所有自然数，[image: a_n%3ca_{n+1}]
 都成立’这个说法，就会有米尔嘉学姐说的那种静态的感觉。”

“用皮亚诺公理可以定义自然数集。定义自然数用到的是‘集合跟逻辑’。皮亚诺是想用集合跟逻辑来建立数学的基础。”

“用集合跟逻辑，建立数学的基础……”我重复道。

“啊！黄灯了！”

泰朵拉叫着，跑过了人行横道。这位活力少女刚刚跑过马路，信号灯就变成了红色，我跟米尔嘉在道路的这一侧站住了。

等绿灯。

泰朵拉冲我们这边招着手。

我挥手回应。

“啊，对了。”我对身旁的米尔嘉说道，“刚刚在加库拉……我没想到你会坐到泰朵拉的身边。”

沉默。

过了一会儿，米尔嘉直视着信号灯，突然开了口：

“……坐在对面更能看清楚你的样子。”

“诶？”

“绿灯了。”

2.4　尤里

2.4.1　加法运算？

“皮亚诺算术真有意思喵。”尤里说道。

今天还是与以往一样的周末。我和尤里在我的房间。尤里缠着我，让我给她讲皮亚诺算术。

“是吗？哪里有趣了？”

“这个嘛，根据公理能一锤定音。一开始只给出了 1，然后为了生成后继数，准备了运算‘'’。只用这点条件，就能一口气生成无数个自然数。而且，还事先准备了公理来防止出现会合。真是无懈可击呀！人家最喜欢这种了。皮亚诺滴水不漏，真行啊！”

“……你可真敢说啊，尤里。”

“话说，‘加法’也能定义吗？”

“没错。定义‘加法’没有你想象中难。”



加法运算的公理


ADD1　对于任意自然数 n
 ，n
 + 1 = n'
 都成立。

ADD2　对于任意自然数 m
 , n
 ，m
 + n'
 = (m
 + n
 )'
 都成立。



“诶？这样真的能定义加法吗？”尤里问道。

“嗯，可以呀。应该说这样能定义‘+’这种运算。”

“那么，我来试试 1 + 2 = 3 ！”

“好啊。不过要计算的不是 1 + 2，而是 1 + 1'
 。”

“……诶？啊，是呢。因为我们还不知道 2 呢。”

[image: {%}]


“因此，等式 1 + 1'
 = 1''
 成立。然后，只要把 1'
 跟 1''
 分别起名为 2 和 3，就可以证明 1 + 2 = 3 了。”

“那么，2 + 3 = 5 呢？”

[image: {%}]


“因此，等式 1'
 + 1''
 = 1''''
 成立。然后，跟刚才同理，只要把 1'
 , 1''
 , 1''''
 分别起名为 2, 3, 5，就可以证明 2 + 3 = 5 啦。”

2.4.2　公理呢？

“话说回来，泰朵拉真是不可思议。嘴里说着不明白不明白，却‘唰唰地’就弄明白了。哥哥，那个泰朵拉到底是什么人啊？”

“我也经常这么觉得。泰朵拉她呀，之前还总跟我说不太会做数学呢。她很努力，也非常勤奋。尤里你也应该向她学习。”

“……唔，哦。”尤里皱起了眉，不过又马上耸耸肩继续说道，“米尔嘉大人也是风采依旧呢喵。米尔嘉大人到底是怎么学习的啊……”

尤里很崇拜米尔嘉，管她叫“米尔嘉大人”。

“米尔嘉也肯定是踏踏实实地在学呀。”

“是吗……话说数学归纳法也很有意思。关于所有自然数 n
 的证明 ……

[image: 1+3+5+\cdots+(2n-1)=n^2]


‘由 n
 个奇数相加而得到的结果’相当于‘n
 的平方’……咦？有点不对劲啊，哥哥。”

尤里慢慢抬起头，表情略显严肃。

“哪里啊？”

“为什么可以用等号？哥哥你刚刚定义了加号‘+’，还没有定义等号‘=’吧？”

我吓了一跳。

“啊……确实如此。”

尤里开始坏笑。

“不光没有定义等号‘=’，还没有定义属于号‘∈’呢！”

“这个……你说得对。”

“对吧！出现的大部分符号都还没定义呢！连全称量化符号‘[image: \forall]
 ’，推出符号‘[image: \Rightarrow]
 ’都没有定义。定义是由公理产生的吧？那么……”

尤里注视着我说道：

“哥哥，=、∈
 、[image: \forall]
 、[image: \Rightarrow]
 这几个符号的公理在哪儿喵？”

[image: ]



不管要证明整数的何种性质，

都必须在某处用到数学归纳法。

因为，只要追溯至基本概念就会发现，

整数本质上是通过数学归纳法定义的。

——高德纳 9





9
 Donald Ervin Knuth，著名计算机科学家，算法与程序设计技术的先驱者、斯坦福大学计算机系荣休教授、计算机排版系统 TEX 和 METAFONT 字体系统的发明人，著作有《计算机程序设计艺术》系列等。—— 编者注

我的笔记（皮亚诺算术）


皮亚诺公理


[image: \begin{aligned}1&\in\mathbb{N}\\\forall n&\in\mathbb{N}~\Bigl[n'\in\mathbb{N}\Bigr]\\\forall n&\in\mathbb{N}~\Bigl[n'\not=1\Bigr]\\\forall m\in\mathbb{N}~~\forall n&\in\mathbb{N}~\Bigl[m'=n'\Rightarrow m=n\Bigr]\\\Bigl({\rm P}(1)\wedge\forall k&\in\mathbb{N}\Bigl[{\rm P}(k)\Rightarrow{\rm P}(k')\Bigr]\Bigr)\Rightarrow\forall n\in\mathbb{N}\Bigl[{\rm P}(n)\Bigr]\end{aligned}]



加法运算的公理


[image: \begin{aligned}\forall n&\in\mathbb{N}~\Bigl[n+1=n'\Bigr]\\\forall m\in\mathbb{N}~~\forall n&\in\mathbb{N}~\Bigl[m+n'=(m+n)'\Bigr]\\\end{aligned}]



乘法运算的公理


[image: \begin{aligned}\forall n&\in\mathbb{N}~\Bigl[n\times1=n\Bigr]\\\forall m\in\mathbb{N}~~\forall n&\in\mathbb{N}~\Bigl[m\times n'=(m\times n)+m\Bigr]\\\end{aligned}]



不等号的公理


[image: {%}]




第 3 章　伽利略的犹豫


相反，是语言不确切。

这东西无法表达的原因是它太确切了，

以至于语言无法表达。

——克利夫·刘易斯《空间三部曲 2：皮尔兰德拉星》1





1
 祝平译，译林出版社，2011 年 1 月。——译者注。

　

3.1　集合

3.1.1　美人的集合

“……哥，哥哥！哥哥！快 —— 起 —— 来！”

震耳欲聋的叫喊声把我从梦中唤醒。是尤里。

“别趴桌睡觉嘛！”

“我只是在闭目沉思。”我回道。

“你口水都流出来了喵！”

我慌忙拿手抹了抹嘴。

“骗！你！的！啦！”尤里笑了。

“呃……”忽然感觉好无力。

今天是周末。这里是我的房间。尤里跟平时一样来我家里玩儿。虽然她本人坚持说是来学习的……

“哥哥，今天教我‘集合’呗？”

“集合？”

“对啊。前几天我们数学课快下课的时候，老师说‘我来讲讲有意思的数学吧’，就讲起了集合。哥哥你之前不是也提过集合么？所以人家也很感兴趣……”

“嗯嗯。”

“不过啊，我们老师说‘集合就是聚集在一起，比如说美人的集合等’。老师话音刚落，大家立即在教室里炸开了锅。大家都在想：美人是谁呀？然后老师又说‘这个美人的集合，不是我要讲的那个集合’。真是的，简直莫名其妙嘛。”

“我倒觉得，对初中生来说，用数学的例子比较好呢。”我说道。

“数学的例子？”

“嗯。咱们就一起来看看吧。”我摊开笔记本。

“好呀。”尤里戴上她的树脂边框眼镜说道。

3.1.2　外延表示法

“尤里，你能举几个 2 的倍数吗？在自然数的范围内就行。”

“嗯，没问题。2 呀，4 呀。”

“没错。你试着从 2 开始依次说出 2 的倍数。”

“明白了，嗯……像 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, ... 这样？”

“嗯。我们把聚集在一起的所有的 2 的倍数叫作‘2 的倍数的集合’，然后，我们这么写它。”

[image: {2,4,6,8,10,12,14,16,\cdots\}]


“这不就是列出来吗？”

“集合就是以这种形式来写的。”


	用半角逗号“,”把具体元素隔开。

	元素可以按任意顺序排列。

	如果有无数个元素，就在最后加上省略号“...”。

	然后把所有内容用大括号括起来。



“大括号是什么？”

“就是‘{ }’。”

“喔。那个……集合就是一堆数吗？”

“不一定是‘一堆数’。总之，是一堆‘东西’。”

“把东西聚在一起，用大括号括起来就好了吧？简单，简单！”

“不过称呼的时候就不要叫东西了，要叫元素
 。”

“元素？”

“我们把一个个属于集合的东西叫作元素。”

“元素……”

“比如说，10 是‘2 的倍数的集合’的元素。我们用符号‘∈’来表示这个概念。”

[image: 10\in{2,4,6,8,10,12,14,16,\cdots\}]


“数学家还真喜欢符号呀。”尤里耸耸肩。

“同理，要想表示 100 是‘2 的倍数的集合’的元素……”

“是这样吧！”尤里探出身子 —— 忽地飘来一缕洗发水的香味。

[image: 100\in{2,4,6,8,10,12,14,16,\cdots\}]


“没错。顺便说一句，用式子还能表示出 3 不是‘2 的倍数的集合’的元素。在‘∈’上划一条线，写作‘[image: \notin]
 ’。”

[image: 3\notin{2,4,6,8,10,12,14,16,\cdots\}]


“简单，简单……话说，1 也不包含在这个集合里呢。”

“嗯。呀！你刚刚说的是‘不包含’么？”

“怎么？”

“最好说‘1 不属于这个集合’。”

“哥哥！你今天太严格了啦！净在意这些细枝末节的！”

“可是……”

“我腻味了，肚子也饿了。”

“尤里，可还没到吃点心的时候哟。”

“唔，我已经感觉到了阿姨跟我之间的心电感应！”

尤里“哔哔哔”地学着机器人，走出了房间。

没过一会儿，外面就传来了“阿姨～我要吃点心～”的撒娇声。

真是的……说得我肚子也饿了。

3.1.3　餐桌

我来到餐厅。尤里正在吃年轮蛋糕。

“啊，哥哥你吃吗？很好吃哦！”

“你也来一个吧？很好吃的。”我妈把盘子递到我跟前。

“尤里，你也太快就腻味了吧。”我把笔记本在桌上摊开，然后迅速往嘴里塞了一大口年轮蛋糕。哇，真甜呐……

“这个嘛，人家会腻味，是因为要记的东西太多啦。”

“好吧尤里，那我们用猜谜的形式来讲吧。”

“不愧是哥哥。果然是人家的专属老师！”

3.1.4　空集

“这个是集合吗？”我在摊开的笔记本上写了个式子。

{}

“哥哥，这里只有大括号，没有东西呀。”

“‘东西’是什么？”

“……哥哥你真坏，就是元素嘛。没有元素还算集合？”

“算，这叫作空集
 。空集也是正经八百的集合哦。”

“空集……没东西聚在一起也算集合呀，空空的。”

“那么，这是集合吗？”我又继续写道。

{1}

“嗯。是集合啊。东西……不，元素是 1，所以可以这么写。”这次换尤里写式子了。

1 ∈ {1}

“很好。刚刚还抱怨，你这不是记得很清楚嘛。”

“嘿嘿……”

“那么，这个成立吗？”

{1} ∈ {1} ？

“嗯……不好说，成立？”

“为什么？”

“因为……唔，我不知道。”

“{1} ∈ {1} 是不成立的。[image: {1\}\notin\{1\}]
 才成立。”

[image: {1\}\notin\{1\}]


“咦……”

“1 是 {1} 的元素，但 {1} 不是 {1} 的元素。自然数 1 跟集合 {1} 是不同的。”

“这样啊，∈ 这个符号只能像下面这么用，对吧。”

元素 ∈ 集合

“嗯，没错。‘元素 ∈ 集合’是对的。不过，要注意一点：在某些情况下，某个集合也会成为其他集合的元素。”

“集合成为元素？那是什么意思？”

3.1.5　集合的集合

“举个例子，你看看这个式子，这个成立吗？”

{1} ∈ {{1}, {2}, {3}}

“哇，好多大括号……这个，成立么？”

“这个成立。你好好看看右边的集合。我把大括号写大点，这样方便看。”

[image: \Bigl{\{1\},\{2\},\{3\}\Bigr\}]


“嗯。”

“{1}, {2}, {3} 这三个元素属于这个集合。”

“啊！原来如此。{1} 不光是集合，也是更大的集合的元素呀！”

“没错。一旦注意到这点，你就会明白，这个式子是成立的。”

[image: {1\}\in\Bigl\{\{1\},\{2\},\{3\}\Bigr\}]


“有意思！我开始觉得集合有点意思了！这个嘛，就像盛着数的盘子叠在一起一样。”

[image: {%}]


“没错。”尤里的脑子转得真快啊。

“这样的话……哥哥，那这个式子也对吧？”

[image: 1\notin\Bigl{\{1\},\{2\},\{3\}\Bigr\}]


“嗯，没错，1 没有直接盛在大盘子里。”

“还有还有，这个也对吧？”

[image: {1,2,3\}\in\Bigl\{\{1,2,3\}\Bigr\}]


“对对。大盘子上盛着一个装有 1, 2, 3 的小盘子。你挺明白的嘛，尤里。”

“嘿嘿！”

“那么，我出一道题。你能写出一个集合，让它只包含 1 和 {1} 这两个元素吗？”

“嗯……嗯！简单，简单。是这样吧？”

[image: \Bigl{1,\{1\}\Bigr\}]


“喔，写得不错嘛。”

“对了，”尤里弹了个响指，“哥哥，这时候下面这两个式子都成立吧？”

[image: 1\in\Bigl{1,\{1\}\Bigr\}]
 和 [image: {1\}\in\Bigl\{1,\{1\}\Bigr\}]


“当然了。”

“那么，能写成下面这种形式的，只有 1 和 {1} 吧？……也是，这是理所当然的。”

某元素 / 集合 [image: \in\Bigl{1,\{1\}\Bigr\}]


“尤里！‘理所当然’也很重要哦！就算是理所当然的例子，也应该试着自己编编看。就算是理所当然的事儿，也应该试着用自己的话说说看。对学习来说，这是很重要的。尤里你能做到这点，相当了不起呀！”

“哥哥你能表扬我这点，也相当了不起呀！”

3.1.6　公共部分

“那么，我们再来说说，如何根据‘集合和集合’来生成新的集合吧。”我说道。

“生成新的集合？”

“首先是用于生成两个集合的公共部分
 的交集符号‘∩’。用‘∩’连接 {1, 2, 3, 4, 5} 跟 {3, 4, 5, 6, 7} 这两个集合而形成的式子表示的也是一个集合。这个集合是由同时属于两个集合的所有元素构成的。”

[image: {1,2,3,4,5\}\cap\{3,4,5,6,7\}]


“同时属于两个集合……那个，不好意思，哥哥你刚说什么来着？”

“这个集合是由同时属于两个集合的所有元素构成的。换句话说，就是下面这样。”

[image: {1,2,3,4,5\}\cap\{3,4,5,6,7\}=\{3,4,5\}]


“喔……啊，两个集合里有相同的数呀。”

“没错。所以，这些叫作公共部分，也叫相交。我们来试着给相同的元素画上下划线吧。”

[image: {1,2,\underline{3},\underline{4},\underline{5}\}\cap\{\underline{3},\underline{4},\underline{5},6,7\}=\{\underline{3},\underline{4},\underline{5}\}]


“嗯。”

“像这样用维恩图
 来表示，就更一目了然了。”

[image: {%}]



用维恩图表示公共部分




公共部分


由同时属于集合 A 和集合 B 的所有元素构成的集合。

A ∩ B



“嗯！”

“那么，你知道下面这个集合是什么样的吗？”

[image: {2,4,6,8,10,12,\cdots\}\cap\{3,6,9,12,15,\cdots\}=?]


“嗯？因为是由 6 和 12，还有‘...’构成的集合，所以是 {6, 12, ...} 对吧？”

[image: {2,4,6,8,10,12,\cdots\}\cap\{3,6,9,12,15,\cdots\}=\{6,12,\cdots\}]


“没错。{2, 4, 6, 8, 10, 12, ...} 是由 2 的所有倍数构成的集合。{3, 6, 9, 12, 15, ...} 是由 3 的所有倍数构成的集合。沿用这种说法的话，尤里你刚刚说的 {6, 12, ...} 是什么集合呢？”

“6 的倍数……吧。由 6 的所有倍数构成的集合。”

[image: {%}]


“对对。其中 6 这个数，是 2 和 3 的最小公倍数。”

“哦哦原来如此！……唔，这也难怪，因为是公共部分嘛。”

“……只激动了一下下而已么。那么，下面这个呢？”

[image: {2,4,6,8,10,12,\cdots\}\cap\{1,3,5,7,9,11,13,\cdots\}=?]


“这个……咦？偶数和奇数的公共部分没有元素呀！”

“没有元素的集合有一个特殊的名字。”

“啊！空集！看，就是这样。”

[image: {2,4,6,8,10,12,\cdots\}\cap\{1,3,5,7,9,11,13,\cdots\}=\{\}]


“嗯，答得很好。”

3.1.7　并集

“下面我们来讲讲并集。并集的符号是‘∪’。看完例子你马上就会明白了。”

[image: {1,2,3,4,5\}\cup\{3,4,5,6,7\}=\{1,2,3,4,5,6,7\}]


“我明白了。就是把两个集合的元素全部并到一起呗。”

“没错。用维恩图表示，就是下面这样。”

[image: {%}]



用维恩图表示并集


“‘由至少属于两个集合中任意一方的所有元素构成的集合’叫作这两个集合的并集
 。



并集


由至少属于集合 A 和集合 B 中任意一方的所有元素构成的集合。

A ∪ B



“话说回来，3, 4, 5 重复了，那么为什么不这么写呢？”

[image: {1,2,3,4,5\}\cup\{3,4,5,6,7\}=\{1,2,3,3,4,4,5,5,6,7\}?]


“一般不那么写。因为 {1, 2, 3, 3, 4, 4, 5, 5, 6, 7} 和 {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} 作为集合来说是相等的。

“诶？人家不明白。”

“集合这东西吧，只由‘都包含哪些元素’来决定。我们不考虑它包含的某个元素的个数。使用‘∈’这个符号，我们只能知道‘某元素是否属于某集合’，而并不能知道属于某集合的某元素有多少个。所以，就算采用 {1, 2, 3, 3, 4, 4, 5, 5, 6, 7} 和 {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} 这两种写法，我们也没法区分这两个集合。”

“喔……”

“而且，即使改变集合里元素的书写顺序，集合也还是那个集合。例如，{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} 跟 {3, 1, 4, 5, 2, 6, 7} 就是一个集合。”

“原来如此啊。”

“我们回到‘∪’上来。下面这个等于什么？”

[image: {2,4,6,8,10,12,\cdots\}\cup\{1,3,5,7,9,11,13,\cdots\}=?]


“嗯……把偶数和奇数合起来的那个。”

“‘那个’？尤里，它有一个特定的名字。”

“啊！是自然数吧！”

“没错。等于自然数集 2
 。”


2
 关于 0 是否是自然数，学界存在争议，本书认为“0 不是自然数”。另外，自然数集即由所有自然数构成的集合，也称自然数集合。——译者注

[image: {2,4,6,8,10,12,\cdots\}\cup\{1,3,5,7,9,11,13,\cdots\}]
 = 自然数集

3.1.8　包含关系

我妈端来了花草茶。

“我不爱喝这个。”我小声说道。

“你说什么？”

“没什么……”

“这多好的饮料呀！”

不过，不爱喝的还是不爱喝嘛 —— 我腹诽着。

“好好闻啊。”尤里在一旁赞道。

“尤里真是个乖孩子。”我妈说着就回厨房了。

“目前为止……”我继续讲数学，“我们看了生成公共部分的交集运算，还有生成并集的并集运算。这两个运算都是由两个集合来生成新的集合。”

“嗯。”

“我顺便介绍一下其他的符号吧。还有一个跟它们很像的符号 ⊂。它表示的是两个集合的包含关系
 。”

“包含关系？”

“就是表示一个集合‘包含于’另一个集合。”

“你那么说我哪儿懂啊，简直跟念咒似的。”

“呃……有吗？”

“哥哥你是人家的老师，教得教明白呀！”

“看一下具体例子，你马上就会明白啦。现在，我们思考下面这两个集合。”

{1, 2}　和　{1, 2, 3}

“嗯。”

“集合 {1, 2} 的所有元素也都属于集合 {1, 2, 3}，对吧？”

“嗯。就是 1 跟 2 呗。”

“此时，我们说集合 {1, 2} 包含于集合 {1, 2, 3}。然后，这两个集合的关系可以像下面这样用符号 ⊂ 来表示。”

{1, 2} ⊂ {1, 2, 3}

“明白了。”

“可以说 {1, 2} 包含于 {1, 2, 3}，也可以说 {1, 2} 是 {1, 2, 3} 的子集
 。”

“子集……咦？可以说‘包含’了？”

“对对。这里要用‘包含于’的说法。为了不把‘元素与集合的关系’跟‘集合与集合的关系’搞混。我来举几个例子吧。”

[image: {%}]


“咦，空集 {} 也包含于 {1, 2, 3} 呀。”

“没错。”

“而且，{1, 2, 3} 也包含于它本身？”

“对的。当集合包含于它本身时，我们有时还会采用 {1, 2, 3} ⊆ {1, 2, 3} 这种写法。另外，有时还会限定只有集合不包含于它本身时才能使用 ⊂，而且为了明确表示集合不包含于它本身，还可能会采用 [image: \subsetneq]
 这种写法。不过，这些要是能明确定义下来就好了……”

“唔……话说，{2} 也可以吧？”

“什么‘也可以吧’？”

“我的意思是，{2} 也是 {1, 2, 3} 的一部分吧……”

“尤里，再怎么说，你也得好好用一用新学的词吧。”

× {2} 是 {1, 2, 3} 的一部分。

√ {2} 包含于 {1, 2, 3}。

√ {2} 是 {1, 2, 3} 的子集。

“……知道了啦，老师。{2} 也是 {1, 2, 3} 的子集吧！”

“嗯，是的，这位同学。”

“哥哥，既然要叫人家，就好好叫人家的名字嘛。”

3.1.9　为什么要研究集合

学习就此告一段落。

尤里从架子上拿下瓶子，掏出柠檬糖。

“话说，哥哥，∈、∩、∪、⊂ 这些，简直跟检查视力似的。出来这么一堆符号，像在玩解谜游戏，还算有意思。不过啊，集合很重要吗？”

“这个嘛……对整理数学概念而言，集合很有用。数学书里经常会出现你说的这些好像是用来检查视力的符号。”

“就算数学书里经常会出现，可今天这些集合的知识，比如公共部分呀，并集呀，不都是理所当然的吗？为什么这些很重要呢？为什么数学家会去研究集合呢？”

尤里用认真的眼神看着我。有那么一瞬间，我看到了她的头发上闪着的微弱光泽。

“……我也解释不了，回头我去问问米尔嘉吧。”

“米尔嘉大人！对了，对啊！我想见米尔嘉大人！”

“来我们学校就能见到啦。”

“啊？等到人家入学那会儿，米尔嘉大人早就毕业了啦！”

“嗯？”其实我的意思是让尤里来学校玩儿，而非就读……咦？毕业？对啊，还有一年多，我跟米尔嘉就都该毕业了……

“把米尔嘉大人叫到家里来嘛。你只要说‘有好吃的巧克力，来玩呗’，她应该就会来了吧。”

“你打算用食物来钓米尔嘉上钩？”

“总之，你要好好问问她哦，哥哥！”


为什么，数学家会研究集合呢？



3.2　逻辑

3.2.1　内涵表示法

“为了处理无限。”米尔嘉回答道。

“无限？”我不解。

这里是图书室。我坐在老地方，米尔嘉则背靠窗户面向我站着。她身姿飒爽，很是引人注目。

“为了处理无限。这是研究集合的目的之一。”她答道。

“可是，集合的元素有时候也是有限的吧？”

“当然。但是，集合是靠无限集合
 3
 来发挥它的本领的。不动用集合跟逻辑，就很难处理无限。”


3
 即由无限个元素组成的集合，又称无穷集合。——编者注

“集合跟……逻辑？”

我开始思考 —— 我明白集合跟逻辑都很重要，但是它们完全是两码事吧，集合是元素聚在一起，而逻辑像是……用数学将证明导向正确方向的指向标。

看到我一脸难以置信的表情，米尔嘉便继续解释。她一边用食指比划着圈圈，一边在窗前来回踱步。每当她转过身时，细长的发丝都会在空中轻轻飞扬。放学后的图书室里，只有我们两个人 —— 悠闲的时光。

米尔嘉渐渐进入了“讲课”模式。

“集合以‘属于或不属于’为基础，逻辑则以二选一式的‘真或假’为基础。如果抛开集合的外延表示法，从内涵表示法来考虑，集合跟逻辑的关系就很清楚了。在集合的外延表示法中……”

◎　◎　◎

在集合的外延表示法
 中，我们将元素一个个列出，以表示集合。这是你教给尤里的方法，对吧？

{2, 4, 6, 8, 10, 12, ...}　外延表示法的示例

外延表示法具体列出了每个元素，因此一目了然。然而，它对无限集合而言则具有局限性，因为我们不可能把无限个元素都给一一列出。如果省略号“...”里省略的内容不明确，就会引发问题。

相对而言，在内涵表示法
 中，我们将元素满足的条件作为命题写出，以表示集合。也就是说，我们是用逻辑来表示集合的。例如，要用内涵表示法来表示“2 的所有倍数的集合”，就要用到命题“n
 是 2 的倍数”。在竖线“ | ”的左边写出元素的类型，在右边写出命题。

{n
 | n
 是 2 的倍数 }　内涵表示法的示例

在内涵表示法中，因为我们会写出元素应满足的命题，所以产生误解的风险较低。只要我们通过命题来明确写出元素应该满足的条件，那么就能表示出有无数个元素的集合。处理无限集合时，内涵表示法要比外延表示法更方便。

即使在表示同一个集合时，内涵表示法的命题也未必只有一种写法。例如，下面这些集合指的就是同一个集合。

[image: {%}]


虽然内涵表示法很有用，但我们还需要注意一下。

如果没完没了地使用内涵表示法，就会产生矛盾。

◎　◎　◎

“……就会产生矛盾。”米尔嘉说到这里，停下了脚步。

“矛盾？”我不解。

矛盾指的是某个命题跟它的否定都成立……

“因内涵表示法而产生矛盾的一个著名例子就是 ——”

她利落地在我身边坐下，凑到我耳边轻声说道：

“罗素悖论 4
 。”


4
 英文写作 Russell's Paradox，又称为理发师悖论，由英国哲学家罗素于 1901 年提出。——译者注

3.2.2　罗素悖论

如果假设“任何命题都能表示集合”，就会产生矛盾 —— 这就是罗素悖论
 。在此我们采用 [image: x\notin x]
 这个命题。



问题 3-1（罗素悖论）


假设 [image: {x~|~x\notin x\}]
 是一个集合，请说明其中的矛盾。



假设 [image: {x~|~x\notin x\}]
 是一个集合，我们用 R 来表示这个集合。

[image: R={x~|~x\notin x\}]


在此，我们来研究 R 是不是它本身的元素，即 R 是不是集合 [image: {x~|~x\notin x\}]
 的元素。

因为我们已经假设 [image: {x~|~x\notin x\}]
 是一个集合了，所以按理说，R 要么属于这个集合，要么不属于这个集合。也就是说，以下命题不是真命题，就是假命题。

[image: R\in{x~|~x\notin x\}]



(1) 假设命题 [image: R\in{x~|~x\notin x\}]
 为真
 ，则 R 是集合 [image: {x~|~x\notin x\}]
 的元素。此时，R 满足命题 [image: x\notin x]
 。换句话说就是，下面的命题为真。

[image: {\rm R}\notin {\rm R}]


在此，我们用 [image: {x~|~x\notin x\}]
 来代换“[image: {\rm R}\notin {\rm R}]
 ”右边的 R，则代换后的命题也为真。

[image: {\rm R}\notin{x~|~x\notin x\}]


然而，这样就跟我们原本假设的以下命题相矛盾了。

[image: {\rm R}\in{x~|~x\notin x\}]



(2) 假设命题 [image: R\in{x~|~x\notin x\}]
 为假
 ，则 R 不是集合 [image: {x~|~x\notin x\}]
 的元素。此时，R 不满足命题 [image: x\notin x]
 。换句话说就是，命题 [image: {\rm R}\notin {\rm R}]
 是假命题。也就是说，以下命题为真命题。

R ∈ R

在此，我们用 [image: {x~|~x\notin x\}]
 代换“R ∈ R”右边的 R，则以下命题也为真命题。

[image: {\rm R}\in{x~|~x\notin x\}]


然而，这样就跟我们原本的假设“命题 [image: {\rm R}\in{x~|~x\notin x\}]
 为假”相矛盾了。

　

由 (1) 和 (2) 可知，此处产生了矛盾，且无论命题 [image: {\rm R}\in{x~|~x\notin x\}]
 为真还是为假，矛盾都会产生。

证明到此为止。



解答 3-1（罗素悖论）


我们讨论了集合 [image: {x~|~x\notin x\}]
 是否是自身的元素。不管假设它是它本身的元素，还是假设它不是它本身的元素，矛盾都会产生。



耍小聪明，是躲不开罗素悖论的。因为罗素悖论是单凭集合中最重要的“∈”来产生矛盾的。

为了防止矛盾产生，就需要给集合的内涵表示法里用的命题加一些限制条件。

我举一个简单的限制条件的例子。设一个全集 5
 U，如果在 U 的范围内思考集合，那么内涵表示法就相对稳妥一些。也就是说，不是像 {x
 | P(x
 )} 这样无限制地使用命题 P(x
 )，而是像 {x
 | x
 ∈ U ∧ P(x
 )} 这样，只针对集合 U 的元素 x
 来使用命题 P(x
 )。


5
 全集指的是包含我们所研究的问题中涉及的所有元素的集合。——译者注

3.2.3　集合运算和逻辑运算

内涵表示法用命题来表示集合，因此，集合与逻辑密切相关也很正常。集合运算和逻辑运算的对应关系非常清楚。

[image: {%}]





6

 又称合取。——译者注



7

 又称析取。——译者注



补集 [image: \overline{{\rm A}}]
 指的是由属于全集 U，但不属于集合 A 的所有元素构成的集合。


德·摩根定律
 也很美。

[image: {%}]


德·摩根定律为什么美？

因为上面的四个式子能用同一种写法来表示……这么说，你应该不明白吧？

德·摩根定律的写法是下面这样的。


h
 (f
 (x
 , y
 )) = g
 (h
 (x
 ), h
 (y
 ))

只要把这里出现的 f
 (x
 , y
 )、g
 (x
 , y
 )、h
 (x
 ) 这三种函数像下面这样具体写出来，我们就会发现，德·摩根定律能表示上面所有的式子。
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内涵表示法是通过逻辑来表示集合的。不管是多么抽象的概念，只要能通过逻辑来表示，就能以集合的形式令它“开花结果”，令它成为数学的研究对象。虽说我们在使用内涵表示法时仍然需要留心不能引发矛盾，但数学的研究对象的范围会得到惊人的拓展。

不管是代数、几何，还是分析，我们都能用集合跟逻辑来表示研究对象。

而且，数学本身也能成为数学的研究对象。

只要使用集合跟逻辑，就连“用数学研究数学”都能办得到。

◎　◎　◎

“……就连‘用数学研究数学’都能办得到。”米尔嘉说道。

米尔嘉流畅的解说竟让我有了丝丝醉意。

“‘用数学研究数学’指的是？”

咣当——

图书室入口传来了很大的声响。

是活力少女 —— 泰朵拉。

3.3　无限

3.3.1　双射鸟笼

“哎哟哟哟哟……”泰朵拉揉着膝盖走了进来。

“怎么了？”我问道。

“对、对不起，打扰到你们了。我不小心撞到门口那个运书的手拉车了 …… 应该是瑞谷老师放在那儿的吧，好危险呀。”

“……泰朵拉，那车子一直都放在那儿吧。”

“这个……东西太多了，我眼睛有点花。”

“你肯定是想把所有东西都一眼看完吧。”我回应道。

“嗯……话说，今天讨论什么问题？”泰朵拉问道。

我跟她大概说了说集合、逻辑，还有无限的问题。

“无限好难啊，数不清楚呢……”泰朵拉嘀咕道。

“数不清楚？”米尔嘉问道。

“无限个也就是没有止境，所以数不清楚吧。”

“有时候就算不知道‘个数’，也能知道‘个数相等’。例如……”米尔嘉摊开双手，“像这样让双手的指尖碰在一起，拇指对拇指，食指对食指，然后小指对小指。”

米尔嘉让双手的指尖碰在一起 ——

在她胸前形成了一个小小的“鸟笼”。

“就算不知道右手有几根手指，也不知道左手有几根手指，只要能像这样把双手的指头一一对应，就可以说双手的手指根数相等。”

“诶？”泰朵拉一头雾水。

“打个比方，假设从某个有限集合到另一个有限集合，存在下面这样的映射。此时，两个有限集合的元素个数相等。这种映射一般称为双射
 8
 。”


8
 也称一一映射。——编者注
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双射


“我提个问题。映射
 是什么来着？”泰朵拉问道。

“就是‘对应关系’啦，泰朵拉。”我回答，“就像米尔嘉把左手手指跟右手手指互相对应一样，映射就是让某些东西与某个集合的元素对应的方法。”

“你这表述太模糊了。”米尔嘉评价道，“假设存在集合 A 和集合 B，对于集合 A 的任意元素，集合 B 中都有唯一元素与之对应。此时，我们把这种对应关系称为 A 到 B 的映射。这个嘛，也可以说映射是将函数概念一般化而得来的。”

米尔嘉停了一下，又继续往下讲。

“我们来简单总结一下各种映射 —— 满射、单射、双射。”

◎　◎　◎


满射
 指的是没有“多余元素”的映射，允许出现“重复”。

[image: {%}]



没有“多余元素”的映射——满射的示例


如果有“多余元素”，就不是满射。
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因为有“多余元素”，所以不是满射的映射的示例



单射
 指的是没有“重复”的映射，允许出现“多余元素”。
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没有“重复”的映射——单射的示例


下面这种因为有“重复”，所以不是单射。
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因为有“重复”，所以不是单射的映射的示例



双射
 指的是满射且单射的映射。

也就是说，双射是没有“多余元素”且没有“重复”的映射。
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没有“多余元素”且没有“重复”的映射——双射的示例


双射的话，可以建立逆映射。
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双射的话，可以建立逆映射


如果存在双射，那么自然就会想到两个集合的元素个数相等。

◎　◎　◎

“……确实自然就会想到。”泰朵拉点头，像米尔嘉那样用手比出了一个小小的鸟笼。是“双射鸟笼”。

米尔嘉的语速越来越快，口若悬河。

“我们试着把用映射来思考元素个数的方法，从有限集合应用到无限集合吧。无限集合的元素个数也可以通过映射来研究，然而在无限集合里，会发生一些有悖直觉的不可思议的事情。因为太不可思议了，所以连那个伽利略 9
 都走上了回头路……”


9
 16 世纪意大利物理学家、天文学家及哲学家，科学革命中的重要人物，提出了伽利略悖论。伽利略悖论认为，有多少整数就有多少完全平方，虽然大部分整数自身不是完全平方。——译者注

“伽利略？”我不解。

3.3.2　伽利略的犹豫

我们来聊聊“伽利略的犹豫”吧。

伽利略知道，能生成从自然数到平方数的双射。
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伽利略想，既然“存在双射即个数相等”，那么可以说自然数和平方数的个数相等么……不，不对劲。因为平方数只不过是自然数的一部分。

[image: \textcircled{1},2,3,\textcircled{4},5,6,7,8,\textcircled{9},10,11,12,\cdots]


整体和部分的个数相等 —— 这明显很奇怪。因此伽利略认为，在“无限”这个条件下，不能说个数在双射中是相等的。

17 世纪，伽利略就在此处折返。


伽利略
 ：在“无限”这个条件下，不能说个数在双射中是相等的。

19 世纪，康托尔 10
 和戴德金 11
 也发现了这个数学事实，但他们没有像伽利略那么想。戴德金认为，整体和部分之间存在双射正是无限的定义。这是一场惊人的思维大颠覆。


10
 19 世纪德国数学家，创立了现代集合论并提出了集合的势和序的概念。——译者注


11
 19 世纪德国数学家，提出了戴德金 η 函数、戴德金 ζ 函数、戴德金和、戴德金分割、戴德金环等重要理论。——译者注


戴德金
 ：无限指的是在整体和部分之间存在双射。

康托尔深入研究了无限集合中元素的“个数”。这里的“个数”一般被称为“浓度”12
 。


12
 也叫基数、基、势。——译者注

当发现错误时，人们一般都会认为自己失败了，从而折返。然而，戴德金认为这不是失败，而是一个发现。如果将“在整体和部分之间存在双射的集合”定义为无限集合，那么不管元素个数是有限还是无限，个数在双射中都是相等的。

出错了、不合逻辑 —— 之所以会陷入这种泥潭，是因为碰上了前所未有的概念。我们可以认为自己失败了，然后折返。不过，我们也可以认为这是一个新的发现，然后继续前进。

在扩展概念时，人们经常会碰到这种情况。


	
不存在加 1 后等于 0 的自然数。

——那就将其作为负数 -1 的定义。



	
不存在平方后等于 2 的有理数。

——那就将其作为无理数 [image: \sqrt{2} ]
 的定义。



	
不存在平方后等于 -1 的实数。

——那就将其作为虚数单位 i 的定义。



	
在整体跟部分之间存在双射。

——那就将其作为无限集合的定义。





扩展概念时的困难之处就在于“飞跃前的停滞”。

◎　◎　◎

“……就在于‘飞跃前的停滞’。”米尔嘉说道。

“原来如此。”我点头。

“每个人都会犹豫。这种犹豫经常会体现在数的命名上。”

“命名？是指什么？”泰朵拉问道。

“咱们来个英语单词测试吧。”米尔嘉指着泰朵拉说道。

“负数？”米尔嘉问道。

“Negative Number。”泰朵拉回答。

“无理数？”

“Irrational Number。”

“虚数？”

“Imaginary Number。”

“否定的、不合理的、想象中的……”米尔嘉从座位上站起来，“这些英语单词充分体现了人类面对全新概念时产生的犹豫。”

她扭头望向窗外。

“要向新的道路前进时，任谁都会犹豫啊。”

3.4　表示

3.4.1　归途

米尔嘉说要跟盈盈练习钢琴，就去了音乐室。

我跟泰朵拉从学校出来，踏上平时常走的那条曲曲折折的小路，向着车站前进。

我回忆着米尔嘉的讲解，开始自言自语似地嘀咕。

“集合跟逻辑……集合的内涵表示法是通过逻辑来表示集合的。我们把‘满足某个命题的东西’视为‘该集合的元素’。用命题的形式来表示条件，就是创造‘集合’这个对象。换句话说，‘美人的条件’创造了‘美人的集合’……”

“是这么回事吗……”泰朵拉也慢慢地开了口，“你说的‘表示’是‘写出来’的意思吧？我们没法把无限个元素具体写出来，但是可以把无限个元素拥有的共同性质写出来……”

泰朵拉走在我身旁，我默默地听她讲着。

“英语的 Describe 从词源上讲是 De-Scribe，Scribe 是‘写’的意思……”泰朵拉说到这里，好像进入了自己的世界，眼中完全没有我。“实际上，就是写在什么上面。这……就是表示的本质？即使同为‘表示’，Describe 又跟 Express 不一样。Express 是‘向外’（Ex）推出（Press），是把心里的东西一把推出去，那么 Describe 是往那些东西上面写吗？ Represent 呢？ Denote 呢？”

泰朵拉停下脚步，从书包里拿出辞典。

“你那本是英英辞典？”我问道。

她“唰”地一下抬起头。

“什么？啊，是的。对不起，我刚刚一个人想入迷了。”

“嗯，你心里的想法都被 Express 出来了哟。”

3.4.2　书店

泰朵拉让我陪她选参考书，我们就顺路来了书店。

“学长，数学参考书要选什么样的才好呢？我已经买了一大堆了……”

泰朵拉仰望着摆满了数学参考书的书架。

“这么说来，我一直挺奇怪，你挺在意每本参考书在表述上的差异吧。”

“啊，以前是的……怎么说呢，我有时候感觉非得买很多书才行。这算是一种不安么？感觉只要买了那些学霸们用的参考书，我的成绩就也能跟他们一样高……就像买游戏攻略书似的。”

“你现在也还这么想吗？”我忍俊不禁。

“不要笑人家嘛。这个嘛……我现在想法有点不一样了。我觉得不在于‘买或不买’参考书，而在于‘用或不用’自己的脑子吧。买了参考书不看也没用，而且光看也没用，一定要好好动笔，认真思考才行。可是，有时候我还是会禁不住想：如果手边有本好的参考书，是不是‘唰唰唰’地就能搞懂了呢……”

泰朵拉从书架上拿了一本参考书，翻了开来。耳边传来了轻轻的翻书声。她翻了几页，又把书放回了书架上。

“要是我，我选的时候就会想：什么参考书适合自己呢？”

“学长的意思是？”

“你看啊，每个人不懂的地方、想不通的地方都不一样吧。尤其是数学，有时候光是理解了一句关键的话，整个人就开窍了。所以，我都是仔细考虑自己不明白哪些知识以后，再去选择相匹配的参考书。”

“诶？学长，你刚刚说的话超 —— 级重要啊！麻烦你再说具体点，让我也能理解！”

泰朵拉凑到我面前。

“……嗯，举个例子吧。假设你不明白‘数学归纳法’，然后你对着镜子问，也就是问自己‘我自己都不明白哪些地方呢？’你可能会不由自主地想回答‘我全都不明白！’不过，这时不能放任自己，要牢牢站住脚。然后，耐心找出自己是从哪里开始不明白的。找出对自己而言的‘不明白的初始点’。如果你发现‘就是这儿！’，也就是找到了初始点，那你再来书店，翻开参考书，找到写有‘初始点’相关内容的那页，踏踏实实地读，花上大把时间来思考这本书是否能解答自己的疑问。衡量完一本参考书后，再拿另一本重复同样的过程。只要这样来回读，就有可能找到适合自己的参考书。也就是说，没有一本参考书是适合所有人的，我们要找出适合自己的那一本参考书。

“可是，感觉会花上很多时间……”

“这也没办法呀，因为面对式子的时候……”

“任何人都是一个小数学家，对吧？”泰朵拉接过我的话说道。我们相视而笑。

“学习啊，最基本的就是要问自己‘我都不明白哪些地方呢？’”

“学长讲的我最容易懂了……要是能把学长你摆在我的书架上，那该多好啊……”

泰朵拉吐了吐舌头，偷看了我一眼。

3.5　沉默

美人的集合

“研究出集合是为了处理无限？！”尤里很吃惊。

在接下来的那个周末，我在自己家里把米尔嘉的话复述给了尤里。

“无限有这么厉害吗？我不太能理解啊……”

“我也还不明白，得一点点学啊。”

“唔……”

“不用着急，尤里你经常动脑，也能准确地把问题用语言表述出来。明白吗？数学是不能逃避的，所以我们要沉下心来对待它。尤里你没问题的。”

“是、是喵……”

“当然了。你能理解的数学深奥到我都想象不到。”

“……话说，哥哥。”

尤里慢慢摘下了眼镜。

“嗯？”

“那个，人家……”

尤里把眼镜折叠好，放进口袋，看着我。

“嗯。”

“你觉得人家属于‘美人的集合’吗？”

“诶？这个的真假对每个人来说都不一样，这不能算是命题啊……”

“如果把哥哥你当作‘美人测定仪’的话，就能当命题了呀。”

“这个……”

“可以把全集限制成你身边的女生。”

“这……”

“哥哥，你觉得人家是‘美人的集合’的元素吗？”

“……”

“不说‘是’，也不说‘不是’。沉默就是你的答案吗？”

　


即使数学新导入了一个抽象的概念，

只要明确定义了这个概念，

那么就算它看似漂浮于虚空之中，

也会立即化身成集合与其元素，飘落到地面上，

随之混入各种各样的数学之中，朝气蓬勃地开始发光发热。

——志贺浩二13
 [13]





13
 日本数学家，生于 1930 年，东京工业大学名誉教授。——译者注



第 4 章　无限接近的目的地


去参加舞会吧，灰姑娘。

但是别忘了 :

只要半夜 12 点一过，

马车就会变回南瓜，车夫就会变回老鼠。

而你，就会变回那个蓬头垢面的灰姑娘。

——《灰姑娘》



　

4.1　家中

4.1.1　尤里

“啊～真是的！我不甘心不甘心不甘心啦！”

“怎么了，尤里？”

今天是二月份的一个周六，这里是我的房间。

就在不久前，玄关那边才传来尤里充满活力的声音“打扰了”，以及我妈的回应“来啦，外面很冷吧？”

不过，尤里一进房间就满脸阴沉，跟刚刚的声音正相反。她可很少会这样。

“昨天，人家输给了一个讨厌的男生。烦死了！讨厌讨厌讨厌！”

尤里摇晃着头，把马尾辫甩来甩去。

“喂喂，你在学校跟男生吵架了？”

“没有，是数学啦。那家伙出了这么一道题。”



问题 4-1


下面的等式对吗？

0.999 ... = 1



“原来是这么一回事儿啊。”

“然后嘛，人家就回答说：‘这等式怎么可能对呀’。”

“为什么？”

“因为是 0.999 ... 呀，刚好比 1 小不是吗？”

“是么？话说，那个男生怎么说的？”

“他一脸得意地说‘这个等式是对的’。啊～好不甘心啊！”

“他说了为什么对吗？”

“那家伙说‘1 等于 1’，然后就开始证明了。”

4.1.2　男生的“证明”

1 等于 1。

1 = 1

将等式两边同时除以 3。左边写成小数形式，右边写成分数形式。

[image: 0.333\cdots=\frac{1}{3} ]


将等式两边同时乘以 3。

[image: 3\times0.333\cdots=3\times\frac{1}{3} ]


分别计算等式的左右两边。

0.999 ... = 1

这样，就证明了 0.999 ... = 1。

◎　◎　◎

“我当时没能反驳他，好不甘心啊！”

“我觉得，作为初中生来说，他已经答得不错了啊。”我表示。

“诶？这样证明就可以？”

“嗯。不过严格来说，还有地方不对劲。”

“嗯……其实说真的，人家回家以后也想到了一个‘证明’。可是，0.999 ... = 1 是错的呀。因为等号‘=’是在分毫不差、精确相等时使用的符号啊。数学的魅力不就在于这种精确性吗？所以，我有‘疑惑’，这里就应该像 0.999 ... < 1 这样用不等号，而不是等号……”

“那你就跟我说说你想出来的‘证明’，还有心中的‘疑惑’吧。我们一起来思考，好吧？”

尤里刚刚嘴角还拉成倒 V 字形，听到我这句话，表情一下子明朗了起来。

“嗯！”

4.1.3　尤里的“证明”

“首先，你来讲讲你的那个‘证明’。”我翻开了笔记本。

0.999 ... = 1 的证明

“人家可能会证错，别笑人家哦。”

“当然不会。”

“人家认为，应该先研究 0.9，然后研究 0.99，再然后研究 0.999。”

“喔。”

“然后，1 跟 0.9 很接近，但是偏差 0.1。”

“你说的‘偏差’指的是？”

“啊……那个，就是只差 0.1。”

“你的意思是，它们的差是 0.1 ？”我往笔记本上写了个等式。

1 - 0.9 = 0.1

“嗯。对对，是差。原来如此，用等式来写就好了啊！我是照这个思路思考的，一开始是 0.9。”

◎　◎　◎

一开始是 0.9。

1 - 0.9 = 0.1

然后是 0.99。

1 - 0.99 = 0.01

继续这样下去。

[image: \begin{aligned}1-0.9&=0.1\\1-0.99&=0.01\\1-0.999&=0.001\\1-0.9999&=0.0001\\1-0.99999&=0.00001\\&~~\vdots\end{aligned}]


无限循环以上步骤后，0.999 ... 跟 1 的偏差就是 0.000 ... 了。

1 - 0.999 ... = 0.000 ...

这样，右边的 0.000 ... 就等于 0 了。

1 - 0.999 ... = 0

因为偏差是 0，所以最后 0.999 ... 等于 1 ！

0.999 ... = 1

这样一来，嗯……Quod Erat Demonstrandum 1
 。证明完毕。


1
 即第 2 章中泰朵拉说的 Q.E.D.，意思是证明完毕或证讫。—— 译者注

◎　◎　◎

“证明完毕。”尤里说。

“你思考得很好嘛，尤里。你一个初中生能解释成这样，我觉得已经很棒了。”

“好开心喵。”她用猫语笑着回应我，然后又马上恢复了认真的表情，“可是，人家不喜欢‘你一个初中生’这个前提。”

“要想解释清楚，就得用数学方式把‘无限循环以上步骤’的部分说明白才行。”

“这样啊。那个，其实人家不太明白‘无限循环’那部分。人家还是觉得‘0.000 ... 比 0 要大一点’。这样的话，‘0.999 ... 就比 1 小一点’了。”

“哦哦，这就是你的‘疑惑’啊。”

“没错。哥哥，你听我说啊。”

4.1.4　尤里的“疑惑”

没错。哥哥，你听我说啊。

关于“0.999 ... = 1 不成立”的疑惑

0.9 比 1 小。

0.9 < 1

同样，0.99 也比 1 小。

0.99 < 1

重复以上步骤，就会出现下面这样的算式。

[image: \begin{aligned}0.9&%3c1\\0.99&%3c1\\0.999&%3c1\\0.9999&%3c1\\0.99999&%3c1\\&~~\vdots\end{aligned}]


也就是说，不管走到哪儿，0.999…都还是比 1 小啊！

0.999 ... < 1 ？

可是我很疑惑，这样……真的对吗？

◎　◎　◎

“原来你是这么思考的啊。”

“嗯。我按着 0.9, 0.99, 0.999 往下思考发现，就刚刚的‘证明’来说，0.999 ... 会非常非常接近 1。而现在我很疑惑，因为‘不管走到哪儿，0.999 ... 都比 1 小’。它们俩在我脑子里打架。好烦啊，不明白喵。”

尤里“呼 ——”地叹了口气，看向我，仿佛在问“那正确答案是什么呢？”

4.1.5　我的讲解

“尤里，你把问题整理得很好，不过我还是想按照自己的方式再来总结一下。首先，我们思考这样一个‘数的序列’——数列。为了好懂，我们给这些数起名叫 a
 1
 , a
 2
 , a
 3
 , ... , an

 , ... 吧。”

[image: {%}]


“an

 呀。”尤里点点头。

“在这里，n
 表示的是这一串 9 的个数。这样一来，似乎就存在以下性质。就是这两个性质在打架吧？”

(1) n
 越大，an

 就越接近 1。

(2) 但是，不管 n
 有多么大，an

 都小于 1。

“对对，就是这两个性质。因为它们看起来都对，所以人家才烦恼的。到底哪个是错的呢？”

“尤里，听好了……”我注视着她。

“嗯……”她也注视着我。

“(1) 和 (2) 都是对的。”

“诶？”

“它俩都是对的。下面这两个说法，都是对的。”

(1) n
 越大，an

 就越接近 1。

(2) 但是，不管 n
 有多么大，an

 都小于 1。

“诶？可是，要是 (2) 是对的，0.999 ... < 1 就成立了啊。”

“不，不成立。0.999 ... < 1 是错误的，0.999 ... = 1 才正确。”

0.999 ... < 1　　错误

0.999 ... = 1　　正确

“抱歉，哥哥。人家现在超级混乱……”

“混乱？”

尤里沉思，我默默地等待着。默默沉思的时间。这个时间对数学来说非常重要。不被任何人搭话，不被任何人打扰，集中精神思考的时间……从厨房隐隐传来了我妈做菜的声音。

“我明白了，改变‘等号’的定义！数学家还真喜欢定义呀，我们定义‘在差很小的时候用等号’吧！”

我震惊了。

“答得很厉害！但是不对。0.999 ... = 1 里的等号，跟 1 = 1 里的等号是一个意思。这里不再重新定义。0.999 ... 跟 1 是分毫不差、精确相等的。”

“可是，那……不明白喵。”尤里一脸的不甘心。

这时。

“呀！啊！”

是我妈的喊声。

我跟尤里赶紧跑去厨房。

“怎么了？”

只见我妈穿着围裙，冲着敞开的冰箱慌了神。

“没有鸡蛋了，昨天晚上给用了！”

我妈转过身，盯着我，然后突然换了张温柔的脸。

“那个，打扰你们学习，不好意思……”

“咦？没鸡蛋不能做饭吗？”

“没有鸡蛋的蛋包饭，怎么能叫蛋包饭呢！”我妈理直气壮地说。

“我们还在学习呢……”

“没鸡蛋可就变成饭包饭了哟……”我妈双手合十，眼睛朝上望着我。

“好，好，知道啦。我去超市就是啦。”

“人家也去！”

4.2　超市

目的地

我让尤里坐在自行车后座上，载着她一起到了超市。外面真冷。

嗯 ……鸡蛋，鸡蛋。6 颗装的应该够了吧？

结完账走出超市的时候，尤里一把拉住了我的胳膊。

“呐，哥哥……那边有好东西。”

尤里指着的地方是卖冰激凌的。

“不行啦，我妈在等着呢。再说了，你不冷吗？”

“不要这样嘛……”尤里绕到我前面，像祈祷似地双手合十，眼睛朝上望着我。为什么大家拜托我办事的时候都同一个动作啊……唉，算了。

我买了两个香草味儿的甜筒，在吧台边上坐下。

“给，尤里。”

“嘿嘿，谢谢哥嘎！”

尤里笑容满面。

“真会哄人。话说，你心情好了？”

“嗯？什么啊？”

“忘了就算了。”

我俩舔着冰激凌，开始闲聊。

“话说，哥哥你将来要做什么？”

“诶？这个……话说回来，尤里你呢？”

“嗯……当律师吧。”

“诶？！是不是受电视剧影响的？”

“才……这，这个嘛，或许有。因为很帅气喵。可是，那个，哥哥你会不会在意妻子的收入比你高？”

“你这什么问题……”

“你不会在意吧？这点小事。”

“……话说刚刚那道题，画成图就是这样。”

我把冰激凌换到左手，在特价广告单的背面画了张图。
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“这个人家知道啦。”尤里回答。

“在这里，0.9, 0.99, 0.999 这个数列无限接近
 1。然后，无限接近的地方，也就是目的地
 ，为 0.999 ...。”

“所以嘛，哥哥，0.9, 0.99, 0.999 这个往下延伸的数列虽然不会变成 1，但是会无限接近 1。这点我倒也不是不那么不懂。”

“到底懂还是不懂啊？”

“我感觉就像哥哥你画的那样，无限接近 1。可是，就算无限接近，0.999 ... 也不能变成 1 呀。”

她满脸不开心，舔了一口冰激凌。

“尤里，那我现在问你个问题，你用‘是’或‘否’来回答。 —— 0.9, 0.99, 0.999 这样一直延伸下去，其中会有数等于 1 吗？”

“否。无论 0.9 的后面有多少个 9，都应该会小于 1。”

“回答正确。”我说。

“啊～真是的，感觉好烦躁啊！明明无论 0.9 的后面有多少个 9，都不等于 1。为什么 0.999 ... 会等于 1 呢？！”

“这个嘛，稍等。尤里，这个问题呢？ —— 0.9, 0.99, 0.999 这样一直延伸下去，会无限接近某个数吗？”

“是。如果在 0.9 的后面不断地添加 9，就会接近 1，会无限接近。”

“嗯。回答正确。”我点点头，“下面重点来喽。0.9, 0.99, 0.999 这样一直延伸下去，无限接近‘某个数’的时候，这‘某个数’啊，有以下书写形式。”

0.999 ...

“书写形式
 ？慢着，等一下！”尤里喊道。

她的发丝如黄金般闪烁了一下。

“怎么了？”

“我明白了，哥哥！人家明白了！让我来确认一下。”

“当然可以。”

“话说，0.999 ... 表示‘某个数’吧？”

“没错。”


0.999 ... 表示“某个数”。



“0.9, 0.99, 0.999 这样一直延伸下去，就会无限接近 0.999 ... 所表示的‘某个数’吧？”

“嗯，就是这样。”


0.9, 0.99, 0.999 这样一直延伸下去，就会无限接近“某个数”。



“虽然接近，可是即使 0.9, 0.99, 0.999 这样一直延伸下去，‘某个数’也是出不来的。这点也对吧？”

“嗯。很好，很好。”


即使 0.9, 0.99, 0.999 这样一直延伸下去，“某个数”也是出不来的。



“那这个 0.999 ... 所表示的‘某个数’就等于 1 啊！”


0.999 ... 所表示的“某个数”就等于 1。



“嗯。这就对了，你怎么突然明白了啊？”

“哥哥，人家明白啦。我也很明白自己不明白哪里了。人家啊，才意识到 0.999 ... 表示‘某个数’。”说着她舔了一口冰激凌，冰激凌已经开始流到甜筒上了。


	0.999 ... 表示“某个数”。

	0.9, 0.99, 0.999 这样一直延伸下去，就会无限接近“某个数”。

	即使 0.9, 0.99, 0.999 这样一直延伸下去，“某个数”也是出不来的。

	0.999 ... 所表示的“某个数”就等于 1。



“嗯嗯，我知道谁是犯人了，哥哥。犯人就是‘0.999 ...’这个写法！这让人分不清楚嘛！”

尤里咔吧咔吧地连冰激凌带甜筒一起嚼。

“这个嘛，写数列的时候，都是像 0.9, 0.99, 0.999, ... 这样，在最后加上省略号‘...’。所以我会认为在 0.9, 0.99, 0.999 的后面肯定会出现‘0.999 ...’。可是，不是这样的。0.9, 0.99, 0.999 的后面不会出现 0.999 ...。都是因为写成 0.999 ... 才会分不清！真是的！写个 [image: \heartsuit]
 之类的不就好啦！比如说，像下面这样。


	0.9, 0.99, 0.999, ... 无限接近 [image: \heartsuit]
 。

	并且，[image: \heartsuit]
 等于 1。



这么告诉我的话，我就完全不会混乱了啊。”

“是啊。”

“哥哥把刚刚我起名叫 [image: \heartsuit]
 的数写作‘0.999 .. .’了吧？这规矩要一开始就说明白嘛！真是的！这不就只是数的写法的问题了嘛！”

“看来你完全理解了啊，尤里。”

“哥哥，这个得想好久才能明白啊。就算老师讲了，我也一定会理解错。0.999 ... 指的不是数列里出现的数，指的是数列去向的目的地，可以不用到达那里。我很明白哥哥说的是什么啦。确实，0.999 ... 跟 1 是分毫不差、精确相等的。因为它是 0.9, 0.99, 0.999 接近的目的地嘛。”

“就是如此。”

“咦？这么说的话……这两个就完全不一样了呢。”

0.999 ...　　　　　等于 1

0.999 ... 9　　　　小于 1

“对对。像 0.999 ... 这样，在数的最后加上省略号的，是数列去向的目的地；像 0.999 ... 9 这样，在中间加上省略号，最后又写上一个 9 的，是数列中出现的数。天差地别呀。”

“这，这个，好混乱啊！”

“可是，尤里你已经不会弄错了吧？”

“嗯……”

我忽然注意到了脚边的白袋子。

这是啥来着？

袋子里放着 —— 一盒鸡蛋。

“完蛋了！我妈还在等着呢！”



解答 4-1


下面的等式是对的。

0.999 ... = 1



4.3　音乐教室

4.3.1　字母的导入

“那个男生是尤里的男朋友吗？”泰朵拉问道。

“不是啦，怎么可能。”我回答。

“他肯定是想待在喜欢的女生身边吧。”泰朵拉露出不同于以往的笑容说道。

这里是音乐教室。现在已经放学了，米尔嘉和盈盈正在弹钢琴。我跟泰朵拉在教室的角落里小声聊着天。

盈盈是个美少女，有着一头波浪般的卷发，跟我和米尔嘉不在同一个班，但在同一个年级，都上高二。她还是钢琴爱好者协会“最强音”的会长。这位钢琴少女，除了上课以外基本上都泡在音乐教室里。听说她甚至获得了学校的批准，能够自由进出音乐教室。

盈盈和米尔嘉交替弹着钢琴，每弹完一曲，就对曲子进行评价。刚才，盈盈说想分别弹出“机械的巴赫 2
 ”跟“空中的巴赫”，米尔嘉则说想弹出“正式的巴赫”跟“超群的巴赫”的区别。真复杂，不明白她们在说什么。


2
 巴洛克时期（即 17 世纪前后）的德国作曲家，管风琴、小提琴和大键琴演奏家。—— 译者注

我把我跟尤里的对话告诉了泰朵拉。

“尤里真聪明啊。我还觉得 0.999 ... 小于 1 呢。”

泰朵拉平常总是慌里慌张的，可是一提到尤里，不知怎么地，就会稍稍沉着一些。

“学长你跟尤里解释的时候，是用下面这种形式来表示‘n
 个 9 排列成的数’的，对吧？”泰朵拉说道。
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“嗯，对。因为用 n
 这样的字母来表示，解释起来会轻松一些。an

 的 n
 叫作下标。与其用‘0.999 ... 9 里的 9 的个数’这种麻烦的说法，倒不如用下标这种说法，直接把它叫作‘an

 的 n
 ’更简洁，对吧？”

“啊，对。在思考数学的时候，我也希望自己能‘导入新的字母’，就像这个 n
 。可是，脑子不往那边转 —— 我感觉字母多了，就会变复杂。”

泰朵拉说着拿起自动铅笔，就像试笔时一样在自己的笔记本上写了写字母表。

现在是盈盈正在弹钢琴。米尔嘉抱着手臂站在她身后。有一瞬间，她朝我这边看了一眼，可是马上又把视线收了回去，看盈盈弹奏了。

4.3.2　极限

我跟泰朵拉继续解释。

“那我们来好好讲讲极限
 吧。”

◎　◎　◎

假设把 n
 持续增大，an

 就会无限接近“某个数”。此时，我们将这里的“某个数”称为极限值
 ，写成下面这样。

[image: \lim_{n\to\infty}a_n]


举个例子，an

 无限接近“某个数”（我们把这个数叫作 A）时，我们就说，“极限值等于 A”，可以用式子写成下面这样。

[image: \lim_{n\to\infty}a_n={\rm A}]


对了，我们有时也不用 lim，比如像下面这么写。

[image: n\to\infty]
 　时　[image: a_n={\rm A}]


然后，我们把“数列无限接近‘某个数’”叫作收敛
 。也就是说，“收敛”跟“存在极限值”是等价关系。

我们把求极限值叫作“求极限”。

泰朵拉盯着我写的数学公式。

我盯着泰朵拉。

“学长，这种写法很好懂啊。”她指着下面这个式子说道。

[image: n\to\infty]
 　时　[image: a_n={\rm A}]




数列的极限


持续增大 n
 ，则 an

 会无限接近数 A。

[image: \Longleftrightarrow]
 　[image: \lim_{n\to\infty}a_n={\rm A}]


[image: \Longleftrightarrow]
 　[image: n\to\infty]
 时　[image: a_n={\rm A}]


[image: \Longleftrightarrow]
 　数列 [image: {a_n\}]
 收敛于 A



“是啊。人们在讲极限的时候经常这么用。”

“可是，下面这种写法对吗？”

[image: \lim_{n\to\infty}a_n={\rm A}]


“嗯，对呀。有哪里奇怪吗？”

“不能用箭头来表示‘无限接近’的感觉吗？”

[image: \lim_{n\to\infty}a_n\to{\rm A}\quad?]


“原来你是这个意思啊。不过，‘[image: \to]
 ’是对会变化的量用的。[image: n\to\infty]
 的意思是持续增大变量 n
 ，[image: a_n\to{\rm A}]
 指的是通项 an

 接近数 A。”

“嗯。”

“不过，在 an

 收敛的时候，[image: \lim_{n\to\infty}a_n]
 表示的是一个已经确定了的‘数’。这个数不可能再变化了，所以我们不用箭头。”

[image: \lim_{n\to\infty}a_n\to{\rm A}]
 　　错误

[image: \lim_{n\to\infty}a_n={\rm A}]
 　　正确

“这样啊……”泰朵拉说着又捏了一把自己的脸颊，“话说，数列不总是收敛的吧？”

“嗯，没错。比如，我们思考一下这样的数列。”

10, 100, 1000, 10000, ...

“这个……越来越大了呢。”泰朵拉一下子把手举得高高地说道。

“没错。这个数列会无限变大。换句话说就是，它不会无限接近‘某个数’。因此，这个数列不收敛。我们把不收敛称为‘发散’。数列 10, 100, 1000, 10000, ... 是发散数列。我们把像这个数列这样无限变大并发散的情况称为发散至正无穷大。”

“等……等一下，学长。不能认为它‘无限接近无穷大’吗？”泰朵拉问道。

“这是不行的。无穷大不是一个数，所以就不是无限接近‘某个数’了。所以我们不说‘极限值无穷大’，也不说‘收敛至正无穷大’。我们只说‘发散至正无穷大’。”

“嗯……这样呀。”

4.3.3　凭声音决定音乐

“#C 3
 不行啦！”盈盈喊道。


3
 此处指升 Do，即 Do, Re, Mi, Fa, So 的 Do。——译者注

“是么……”米尔嘉回应道。

“就不能‘[image: 图像说明文字]
 ’地接下去啦！”

“喔……右手难唱原来是因为这个吗……”

盈盈跟米尔嘉一边说着话一边走到了我们这边。盈盈的表情有些纠结。

“休息？”我问。

“你们聊什么呢？”米尔嘉反问我。

“lim 好难啊。”泰朵拉说。

“是吗？”米尔嘉歪了歪头。

“我感觉差不多明白了什么是‘无限接近’，但是一旦像 lim 这样出现式子……我就不能很直观地看懂了。”

“lim 来自于 Limit，也就是极限。”米尔嘉说。

“是这样，可是一扯到式子我就……”

“打扰一下。”盈盈突然探出身子插了句嘴，“数学中之所以会用到式子，是因为式子是最好的表现手法。”

然后盈盈停顿了一下，看着自己的掌心，若有所思。她又翻过手，看着自己的手背。格外纤长的手指　——　果然是弹钢琴的手指啊。

“音乐是凭声音的。”她看着自己的手说道，语气中透出少有的认真。“总之最后是‘声音’。如果能用语言表现世界，那用语言就可以了。不过，有些世界只能用声音来表现。”

随后盈盈用她那纤长的手指，指向自己的胸口。

“音乐 —— 属于我。能把我这胸口撕裂，并暴露出我正在激烈蠢动着的内心的，只有音乐。我是这么想的。我为了音乐呼吸，为了音乐进食。”

她的语气异于往常。我们一时语塞。

“有时候，有些人会说‘我不懂音乐’。这些人用一句‘不懂’就打发了所有无法用语言充分表达的事物，而不去直接品味音乐。就算不能用语言表现也无所谓。正是因为不能付诸言语，才凭声音来表现。想用言语形容的人不去听声音，光是一个劲儿寻找辞藻，而不去听演奏者奏出的关键的声音，不品味声音响起的时间以及声音飘荡的空间。不要寻找辞藻了！去聆听声音！……就是这么回事。”

“不去听声音？这就像想学数学却不看式子吧？”我联想道。

“啊！没错！”泰朵拉也发话了，“不认真看式子，就是不去看数学家创造出来的世界。不好好看式子，而被自然语言拖了后腿的话，就不是在研究数学了。是这个意思吧？”

“自然语言？”我不解。

“啊，就是 Natural Language 4
 。”


4
 即自然语言，指的是一种自然地随文化演化而来的语言，如英语、汉语、日语。与自然语言对应的有世界语。世界语言属于人造语言，是一种为某些特定目的而创造的语言。——译者注

“音乐跟数学完全是两码事，但又有着相似之处。”我说道，“演奏者奏出了声音，我们就要好好听。数学家写出了式子，我们就要好好看。就是这样。”

“重要的是，音乐拿声音当语言，数学则拿式子当语言。”泰朵拉说道。

“语言……？”盈盈问道。

“啊，就是最重要的‘表现形式’（Representation）。”泰朵拉回答。

“可能不一定是式子。”我说，“关于‘极限’的解释用到的是‘无限接近这个值’这种表述，而不是‘变成这个值’。要仔细看数学书上是怎么写的，这很重要。”

“总之……”盈盈说，“我创作音乐，创造音乐。我不确定未来能不能以音乐为生，但是，肯定会跟音乐有关，一定会……”

这时，盈盈两手“啪”地拍了一下。

“哎呀，我怎么都说出来了，羞死了，羞死了！”她看似害羞地一把拢起了长发。

“没事，盈盈你没问题的。你弹钢琴和作曲不是都很厉害么？”

“……你这人虽然钝，人倒是不错。”

“钝？”

“这个，‘纯’跟‘钝’长得很像啊。纯粹的迟钝。喏，就像‘三角函数’跟‘三角关系’只有一个词不同。知道么，‘天真’跟‘天才’只有一个字不同。还有‘质数’跟‘质优’也只有一个字不同……我去喝口水。”

盈盈唬了我们一通，从音乐教室走了出去。

4.3.4　极限的计算

“你告诉泰朵拉基本的极限了吗？”米尔嘉问我。

“诶？”

“比如说，这种题。”她往我笔记本上写了个式子。



问题 4-2（基本的极限）


[image: \lim_{n\to\infty}\frac{1}{10^n}]




“啊，这个，嗯……”泰朵拉困惑地看着我。

“那我来求一下这个式子的值。”我拿过自动铅笔。

◎　◎　◎

我来求一下这个式子的值。

[image: \lim_{n\to\infty}\frac{1}{10^n}]


这道题是求 [image: \frac{1}{10^n}]
 的极限值，也就是求下面这个 [image: \clubsuit]
 。


n
 → ∞　时　[image: \frac{1}{10^n}\to\clubsuit]


首先，我们来把数列具体写一下。因为“示例是理解的试金石”。

[image: \frac{1}{10^1},\frac{1}{10^2},\frac{1}{10^3},\frac{1}{10^4},\frac{1}{10^5},\cdots,\frac{1}{10^n},\cdots]


也就是说，我们只要回答下面这个问题即可：当持续增大 n
 时，是否存在无限接近 [image: \frac{1}{10^n}]
 的数？如果存在，则这个数是多少。

光看分母的话，很简单吧？分母是这么一个数列。

[image: 10^1,~10^2,~10^3,~10^4,~10^5,\cdots,~10^n,\cdots]


像下面这样写会让我们容易明白一些。

[image: 10,~100,~1000,~10000,~100000,\cdots,~10^n,\cdots]


当持续增大 n
 的时候，[image: 10^n]
 也会无限增大，如果用式子来表示，就是下面这样。


n
 → ∞　时　[image: 10^n\to\infty]


如果持续增大 n
 ，分数 [image: \frac{1}{10^n}]
 的分母也会无限增大。因为分母无限增大，所以分数 [image: \frac{1}{10^n}]
 自身会无限接近 0。用式子表示时，可以写成下面这样。


n
 → ∞　时　[image: \frac{1}{10^n}\to0]


用 lim 这种写法的话，就是以下形式。

[image: \lim_{n\to\infty}\frac{1}{10^n}=0]


这样一来，我们就会知道存在极限值，且这个极限值为 0。

◎　◎　◎

“原来如此……”泰朵拉感叹道，“刚才听了学长你说的，我想‘当 n
 → ∞ 时，[image: 10^n\to\infty]
 ’能不能写成下面这样？”

[image: \lim_{n\to\infty}10^n=\infty]




解答 4-2（基本的极限）


因为当 n
 → ∞ 时，[image: 10^n\to\infty]
 ，所以 [image: \frac{1}{10^n}\to0]
 。因此答案如下：

[image: \lim_{n\to\infty}\frac{1}{10^n}=0]




“嗯，可以呀。有什么不对吗？”

“嗯……这样的话，怎么说呢，就好比 [image: 10^n]
 的极限值是 ∞ 似的，因为刚刚学长你说了，咱们不说‘极限值无穷大’……”

“哦哦，这个呀。我刚刚没解释清楚。∞ 确实不是数。在这里，我们是像下面这样来展开并定义等号的，泰朵拉。”

[image: \lim_{n\to\infty}10^n=\infty\quad\Longleftrightarrow\quad n\to\infty]
 　时　[image: 10^n\to\infty]


“数列 [image: {10^n\}]
 可以说是‘发散至正无穷大’吧？”

“嗯，可以。”我点头。

米尔嘉一直默默地听着我们的谈话，这时她突然开了口。

“下一道题。”



问题 4-3（基本的极限）


[image: \lim_{n\to\infty}\sum^n_{k=1}\frac{1}{10^k}]




“诶……这跟刚才的不一样吗？”泰朵拉问道。

“刚才是谁强调说‘不认真看式子，就是不去看数学家创造出来的世界’来着？”米尔嘉问道。

“啊……是 ……是我说的。我看。”

泰朵拉又看了一遍笔记本。

“……我明白了，是不一样。我看漏了 [image: \sum]
 （Sigma，西格玛）。可是，我算不太出来这个。lim、[image: \sum]
 ，还有……”

“换人。”米尔嘉的手滑过我的肩膀，回到了钢琴的旁边。

“我们想计算的是……”我对泰朵拉说道，“下面这个式子。

[image: \lim_{n\to\infty}\sum^n_{k=1}\frac{1}{10^k}]


要想计算这个式子，我们得把精力放在求和上。

[image: \sum^n_{k=1}\frac{1}{10^k}]


然后，思考如何用带 n
 的式子来把上面这个式子表示出来。如果留着 [image: \sum]
 ，处理起来会很复杂。首先，为了证实自己的理解——”

“要举出具体例子，是吧？”泰朵拉拿起了自动铅笔。

[image: {%}]


“对对。你能把通项也写出来吗？”

“啊，对呀。能写。”

[image: \sum^n_{k=1}\frac{1}{10^k}=\frac{1}{10^1}+\frac{1}{10^2}+\frac{1}{10^3}+\cdots+\frac{1}{10^n}]
 　　　　（通项）

“嗯，这样就准备 OK 了，泰朵拉。接下来我们要用到常用的‘等式变形’。我们在等式两边同时乘以 [image: \frac{1}{10} ]
 ，然后把项偏移一个位置。”

[image: ]


“项偏移，就是每一个项里的 10 的指数都增加 1，对吧？”

“没错。这里我们从‘表示通项的等式’两边分别减去‘项偏移后的等式’。这样一来，中间的项就会相互抵消，‘唰’地一下消失。”

[image: ]


“啊！原来如此。除了开头跟结尾，其他的都抵消掉了。”

“接下来计算这个结果。”

[image: ]


“接下来，只要考虑‘当 n
 → ∞ 的时候，这个式子的右边会怎么样’就行了。”

[image: \sum^n_{k=1}\frac{1}{10^k}=\frac{1}{9}-\frac{1}{9\cdot10^n}]


“当 n
 → ∞ 的时候，这个式子的……”泰朵拉嘀咕道，“[image: \frac{1}{9\cdot10^n}]
 这部分，极限值会变成 0 吧？因为分母 [image: 9\cdot10^n]
 会无限变大。”

“没错。”我说，“换句话说，答案是这样。


n
 → ∞　时　[image: \sum^n_{k=1}\frac{1}{10^k}\to\frac{1}{9} ]


也就是说，是下面这样。”

[image: \lim_{n\to\infty}\sum^n_{k=1}\frac{1}{10^k}=\frac{1}{9} ]




解答 4-3（基本的极限）


[image: \lim_{n\to\infty}\sum^n_{k=1}\frac{1}{10^k}=\frac{1}{9} ]




“做完了？”不知何时，米尔嘉站在了我们身后，手里拿着乐谱，“那我们来算 0.999 ... 吧。”



问题 4-4


计算 0.999 ...。这里，我们把0.999 ... 定义如下。

[image: {%}]




“米尔嘉，你是按照这个思路来出题的呀……”我说道。

“你之前没注意到吗？”说着，米尔嘉在笔记本上展开了式子。

[image: ]


“也就是说，0.999 ... 等于 1。”米尔嘉说道。



解答 4-4


[image: {%}]




“0.999 ... 原来是能计算出来的呀……”

“因为我们定义的时候就定义了‘它能计算出来’啊。”我说。

“无限会欺骗感觉。”米尔嘉说道，“没有几个人能模仿欧拉
 5
 老师。处理无限的时候，如果依赖感觉就会失败。”


5
 18 世纪的瑞士数学家、自然科学家。——译者注

“这样啊……”泰朵拉应道。

“不要依赖感觉 —— ”米尔嘉看着我说。

“要依赖逻辑。”我接道。

“不要依赖语言——”

“要依赖式子。”

“是这样。”米尔嘉微笑道。

“啊，所以……”泰朵拉说道，“才在思考极限的时候，用 lim 这样的式子，而不用‘无限接近’这个词，对吧？”

“不过，为了更进一步讨论，我们还需要精确定义 lim 本身。”米尔嘉在我们身边踱着步说道，“当然，不能用‘无限接近’这个词。”

“诶……那要怎么办？”

“式子。”米尔嘉简洁地回答道。

“用式子，来定义 lim ？这，这这……怎么可能……”

“当今时代，能。”米尔嘉竖起食指，“人类是近些年才将极限掌握到如此程度的。柯西
 6
 将极限概念导入数学，是在进入 19 世纪后；魏尔斯特拉斯
 7
 用式子来定义极限，则是在 19 世纪后半期。”


6
 19 世纪法国数学家、物理学家、天文学家。由于在数学分析学领域有诸多贡献而被称为“法国高斯”。——译者注


7
 19 世纪德国数学家，曾受聘于柏林大学，被誉为“现代分析之父”。——译者注

这时，盈盈回来了。

“米尔嘉亲，继续练习！”

“用式子，来定义 lim……”泰朵拉小声念着。

米尔嘉“砰”地敲了一下她的头。

“是 [image: \epsilon]
 - δ
 语言 8
 ！”


8
 数学分析中的一个方法，只使用（有限的）实数值来讨论极限。——编者注

4.4　归途

前途

米尔嘉和盈盈还要继续练习，所以我就跟泰朵拉两个人去车站了。她在我身后走着，距离我半步。不知从何处飘来了梅花的香气。

“感觉今天聊了好多啊。”

“对啊。”

我想起我们今天在音乐教室里聊的内容。盈盈很认真地看待音乐，打算从事音乐方面的工作。她在仔细考虑这件事，说“音乐属于我”。

“那个，学长你……将来有什么目标？”

“这个嘛……泰朵拉你呢？”

“我呀，我打算……从事能应用英语的工作。不过，最近我们在学计算机，计算机方面的工作好像也很有意思。我要是能像盈盈那样，能说自己正在为了无限接近目标而学习，那就好了……”

“是啊。”

如果换成泰朵拉，那她最后应该会说“英语属于我”吧。——这么说来，尤里说过想当律师。虽然不知道她有几分是认真的，不过这行没准还挺适合她呢。

“……是吧。”泰朵拉说道。

“是啊。”我恍惚地随口答道。

米尔嘉将来会干什么呢？会当数学家吗？话说回来，感觉那个才女哪行都能干……

……咦？

回过神来，泰朵拉已经落在我后面老远。她一个人停了下来。

“怎么了？”我赶紧折回去。

“……”她不回答，眼睛看着地面。我看不到她的表情。

“喂，怎么了？”我弯下腰，看着她的脸。

“我……”她用微弱的、模糊的声音说道，“我这人，什么都不行呢。”

“……为什么这么说？”

“我这人，什么都不行啊。”泰朵拉仍旧看着地面说道，“米尔嘉能谈论很高深的数学，盈盈能创作出很棒的音乐，可是我……我什么都不会。对我而言，因为学长你，数学才变得有意思了。可是，我净问问题来浪费学长你宝贵的时间。我什么……什么都为你做不了。”

“泰朵拉……你错了。我因为你，才有了毅力。分类讨论的时候，举例的时候，我都会想起你。这种对一件事坚持到底的努力精神，我是从你身上学到的。”

“……”她还低着头。

“所以啊，你还是可以跟之前一样，来随便问我问题。这还能反过来让我学到一些东西。”

“学长……”泰朵拉抬起头，面色绯红，“谢谢你。是呢……如果我有不明白的，那我就不客气，直接问你。可是，如果烦到你的话，请你一定要说哦。”

泰朵拉注视着我，接着说道：

“因为高考很重要。”

[image: ]



我们把数列 [image: 1,\frac{1}{2},\frac{1}{3},\cdots,\frac{1}{n},\cdots]
 逐步接近的“目的地”

称为该数列的极限值
 ，记作〔[image: \lim_{n\to\infty}\frac{1}{n}]
 〕。

然后，我们称数列 [image: 1,\frac{1}{2},\frac{1}{3},\cdots,\frac{1}{n},\cdots]
 收敛
 于 0。

注意，这里只是把数列指向的目标称为该数列的极限值，

并没有说数列会到达该目的地。

这绝不，绝不（Never ！ Never ！）

意味着数列在“经过无限的操作后”等于 0。

——《无限的悖论》[12]






第 5 章　莱布尼茨 1
 之梦


1
 17 世纪德国哲学家、数学家，历史上少见的通才，被誉为“十七世纪的亚里士多德”。——译者注


持久不能成为衡量真假的标准。

虽然蜻蜓的一天、樟蚕的一夜，

在其一生中都只是一段短暂的时光，

但绝非没有意义。

——《来自大海的礼物》[6]




　

5.1　若尤里，则非泰朵拉

5.1.1　“若……则……”的含义

“我不明白‘若……则……’！”

今天是周六。尤里一进到我的房间，就嚷嚷道。

“什么啊？这么突然。”我抬起头，把视线从桌子上移开。

“你看你看，逻辑里不是有个‘若 A，则 B’吗？这个，我不理解。”

我叹了口气，面向尤里。

“尤里啊，你把话捋顺了再说。”

“可是，哥哥你已经听懂了吧？”

“……听懂是听懂了。”

“不愧是哥哥喵！”尤里坏笑道。

我又深深地叹了口气，把笔记本新翻开了一页。她拉过椅子坐在我身旁，戴上了那副树脂边框的眼镜。

“假设有两个命题，即 A 跟 B。把 A 跟 B 用‘若……则……’连起 来，形成一个新的命题‘若 A，则 B’。用式子写出来，就是下面这样。”

[image: {\rm A}\Rightarrow{\rm B}]


“哦哦。”泰朵拉点头。

“命题就是判定真假的数学性观点。既然有命题 A 跟命题 B 两个命题，那真假的组合就总共有四种。对于每一种组合，命题 [image: {\rm A}\Rightarrow{\rm B}]
 的真假都是确定的。我来动手画个真值表
 2
 试试。”


2
 表示逻辑事件的输入和输出之间全部可能状态的表格，即列出命题公式真假值的表。通常以 1 表示真，以 0 表示假。——译者注
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“对对，就是这个，就这个我不理解。”

“尤里你知道怎么看真值表吗？”

“喂，看不起人嘛？比如最上面那行，意思就是‘若 A 为假且 B 为假，则 [image: {\rm A}\Rightarrow{\rm B}]
 为真’。”

“嗯，没错。那你不理解哪一行呢？”

“我不理解第一行和第二行。第三行和第四行我理解。”

“那个嘛……”

“你看嘛，你想想‘若……则……’的意思啊！”尤里抢了我的话，“在第一行和第二行里，A 是假的吧？也就是说‘若 A，则 B’这个前提不成立。前提都不成立了，可‘若 A，则 B’仍为真，不觉得很奇怪吗？”

“也是啊，我应该怎么解释呢……”我发愁。

“那家伙说‘思考意思以后，肯定会觉得奇怪’。可是他光说‘这样就对啦’，却不给我讲。”

（那家伙？）

“那个……尤里你有没有想过，什么样的真值表才适合‘若……则……’？”

“诶……没，没想过。”

“既然你能理解第三行和第四行，那我们就先把它们放在一边。然后，我们把第一行和第二行的所有情况列出来，研究一下哪种情况才适合‘若……则……’。”

“嗯……嗯！原来如此……哥哥你好厉害！”

“那我们来画个真值表吧。”
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“这就是所有的了？”尤里探出身子看着表格。

“很热的，别靠过来嘛。来，(1)～(4) 里哪个适合‘若……则……’？”

“总之，前提都不成立了，命题还是真的那种情况太奇怪了！”

“那是 A 为假时，‘若 A，则 B’也为假的那些咯？那就是 (1) 啊。”

“嗯！”

“可是啊，尤里，你好好看看表格。(1) 只在 A 跟 B 都为真时为真。所以，(1) 指的是‘A 且 B’。”

“啊，这样呀。‘若……则……’跟‘且’相同，有点奇怪喵……”

“顺便说一下，(2) 就是 B 本身。‘若 A，则 B’跟 A 没有关系，这很奇怪吧？”

“啊，真的……嗯，那 (3) 呢？”

“(3) 是 A ＝ B。也就是说，A 跟 B 的真假相同时，(3) 为真。”

“‘若……则……’和‘相同’应该不一样啊，呜！”尤里哼唧道。

“是吧？所以，除了 (4)，其他都不适合‘若……则……’。说起来，要拿什么放在‘若……则……’里，本来就是人为决定的事儿。”

“嗯……虽说还有不太明白的地方，不过我明白怎么靠真值表来判断哪个适合‘若……则……’了。哥哥，谢啦。”

5.1.2　莱布尼茨之梦

“尤里你还真是喜欢条件跟逻辑啊。很少有人初二就能理解到这种程度。”我说。

“还好吧。”

尤里站起身，开始打量我书架上的书。咦？她够到了之前够不到的那一层。个子长高了不少啊。

“莱布尼茨
 曾经用计算来理解逻辑。”我说。

“莱布尼茨？那是谁？”尤里回过头。

“跟牛顿一个时期的，17 世纪的数学家。牛顿你知道吧？”

“当然，研究苹果掉下来的那个园艺家。”

“不对不对！……真是的。是发现万有引力定律的那个物理学家。”

“是喵？”

尤里装傻，我笑着表示：别开玩笑了啦！

“莱布尼茨啊，把‘思考’看作了‘计算’。他想要用机械性计算来实现逻辑性思考。”

“那就是说，他要做一台会思考的机器？就像计算机。”

“对对。用现代说法来表示‘莱布尼茨之梦’，应该就是这样吧。他是这么说的。”


……只要是人，都能单凭计算来判断当下哪怕是最复杂的真理。今后，人们不会再争论已经掌握的事物，而会奔赴新的发现。3





3
 摘自莱布尼茨的著作《莱布尼茨著作集 1：逻辑学》（尚无中文版）。

“哇啊！好酷！不过，不可能靠计算判断就能让人不再争论吧？全世界还有那么多争论。”

“确实……总之，莱布尼茨当时想实现的是：即使不去思考含义也能把问题解决，即机械性地解题。”

“诶？不思考含义怎么可能解题啊？哥哥你也说过要好好思考问题的含义啊！这……到底是什么意思？”

“‘解题时不思考含义’跟列式子时的思路很像。一思考含义就容易出错。你看，上了初中，从算术课变成数学课的时候，老师不也说过让你‘列式子’吗？”

“啊！嗯，说过说过。就算是那些能用心算回答的简单问题，老师也让我列式子，烦死了。还有些考试不列式子就会扣分。因为这样，我还曾经先写了答案再补式子呢，傻乎乎的。”

“那个啊，是一种练习，好让你学会怎么在读了题，列出式子以后进行机械性的计算，也就是让你学会不思考含义地往下计算。从具体例子来理解问题，这固然很重要，但还需要从某一阶段开始，把思维从‘含义的世界’转移到‘式子的世界’。说白了，就是列式子。只要去到‘式子的世界’，不用思考含义，也能让式子变形。我们可以用各种各样的方法来解方程式。最后让得出的结果从‘式子的世界’返回到‘含义的世界’，就能解开原来的问题了。”

“嗯……不太明白。”

“诶？真不明白么。比如求苹果价钱的题，‘设价钱为 x
 日元’，列一个方程式。这就算向着‘式子的世界’启程了。接下来解方程式，求出 x
 = 120，这就是求解。然后想着‘x
 表示价钱’，并回到‘含义的世界’。这样一来，就能得出答案是 120 日元。所以啊，所谓‘式子的世界’就像照出这个世界的镜子似的。照得好的话，就能用式子的变形来解决这世上的问题。”
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通过“式子的世界”来解题


“这也太顺利了吧？”尤里盘起胳膊。

“当然，这是在照得好的前提下。”

“就是说……如果能组织好式子，就能用式子解开能用式子解开的问题？这不是理所当然的嘛！”

5.1.3　理性的界限？

尤里“呜喵呜喵”地喊着，伸展着双臂。“呼 —— 啊，对了，哥哥，你知道哥德尔不完备定理
 吗？”

“嗯，我听说过，不过不知道具体内容。”

“那个，我之前跟那家伙吵了一架之后，慢慢熟悉了起来。刚才那个‘若……则……’就是他跟我讲的。他喜欢数学……可能是我们年级里书读得最多的人。”

“那个定理是怎么回事？”

“按他说的，哥德尔不完备定理是一个很复杂的数学定理，这个定理证明了数学是不完备的。因此，数学这种由人类的头脑创造出的最严谨的学问，也是不完备的。好像是叫理性的界限。他说哥德尔不完备定理证明出了理性的界限……那家伙放了学都还在一个劲儿地说呢。”

“放了学？”

“人家连一半都没听懂。他也说不知道这个定理的具体内容，我这才打算来问问哥哥你……”

“你俩放学以后一直都在讨论？”

“嗯？嗯。打扫完卫生，他就一直在教室黑板上画着奇怪的图，一边画一边给我讲。他没有哥哥你讲得那么好，不过挺有意思的。”

“你回去晚了，你妈不会担心么？”

“啥？哥哥你在说什么啊……莫名其妙！”

尤里说着，又开始打量我的书架。我看着她的辫子，辫子像小马的尾巴般晃来晃去……不知为何，我心里不太舒服。

5.2　若泰朵拉，则非尤里

5.2.1　备战高考

“早安，学长！”

“你还是这么有活力啊，泰朵拉。”

清晨。上学路上，泰朵拉过来跟我打招呼。

“学长，那个……有点事想跟你商量。”

“怎么了？这么严肃。”

我放慢脚步，倾听泰朵拉说的话。

“那个，虽然边走边说有点不好，不过我还是想请教一下学长如何‘备战高考’。我马上升高二了，有点担心高考……”

“原来是担心高考啊。”

现在是二月，高三学生正处在高考季 4
 。整个学校都紧张兮兮的。他们都抱着这样的心态：熬过这个季节，迎来“春天”。这份紧张也传染给了我们这些高一、高二的学生。


4
 日本与中国不同，新学期一般在每年四月开始，并在来年的三月左右结束，而大学升学考试一般在二月左右。——编者注

“高考要怎么准备才好啊？我一点都不懂。高考是一场超大型的实力考试吧？跟学校定期举行的考试不一样，没有范围。嗯……中考那会儿，我已经很紧张了。我要往笔记本上一遍又一遍地抄相同的知识，这花掉我好多好多时间……而我那些朋友理解得快，记得也快，所以我想，是不是我没找对方法啊……”

我没说话，点了点头。泰朵拉深吸一口气，继续说道：

“我很庆幸一上高中就开始跟学长你聊数学。我数学成绩进步相当大。多亏了学长你，我才好像掌握了一点诀窍。”

“诀窍？”

“嗯。‘严谨地思考’‘重视定义’‘重视语言’……”

“喔，你是这个意思啊。”

“我数学成绩上去了很多。英语我也很喜欢，应该没什么问题。但是我有时候会想，需要为了备战高考特别地下一番工夫么？虽然我朋友说，数学跟英语好，就没什么好怕的了……”

我们刚要过马路，信号灯就变成了红色。在我俩等红绿灯的时候，我突然意识到一件事。

“话说，我突然想到，泰朵拉，有没有什么东西是你很怕的？”

“诶？”她抬起头，大大的眼睛滴溜转了一圈。

“在谈备战高考这个重大话题之前，先谈谈具体怕什么。”

泰朵拉眨了两三下眼，咬着指甲，努力想着。

“嗯，我觉得……我正式考试很弱。”

她说完就不吭声了。

“正式考试很弱……是怎么个感觉？”我温柔地问道。

“嗯……会焦虑吧。时间分配得不好，而且没办法把思考到一半的题放弃而往下做别的……所以，我碰到考试就非常紧张，心想要是碰到难题了该怎么办。我很怕这种状况……”

“原来如此。那练习一下‘计时赛’，也就是在规定时间内解题如何？就像练习限时考试似的。”

“哈哈……我还没怎么这么做过呢。”

“认真思考很重要，但速度也很重要。”

“说的是呢……”

信号灯变成了绿色，我跟泰朵拉又走了起来。

5.2.2　上课

我们穿过住宅区的曲折小道，向着学校走去。

“咱们高中好歹是重点高中，课程表里也包括如何备考这个课程。所以，我觉得只要好好上课，基本就没问题了。不过，光去上课并不一定就能学得好，这是肯定的。所以，还得掌握授课内容。”

“掌握……授课内容，是吗？”

泰朵拉忽然用两只手比了一个公主抱的手势。这授课内容还真是相当多呀。

“上课重要的是集中精神听讲。这点泰朵拉你应该基本上没什么问题。听老师讲的内容，然后原原本本地去理解。做笔记也很重要，不过先得好好听。一听讲，就会有疑问。不过，不能把老师的话抛到一边，自己想自己的。要先把在意的地方赶快记下来，课后再仔细讨论。上课期间要集中精神听讲，不能因为有疑问，就在上课期间一直想着，这样可能会听漏重要的知识点。这就糟糕了。学习是从认真听讲开始的。”

“嗯，这点我深有同感。”

“先不说这个。其实，我也跟你一样，不清楚怎么备战高考。现在就在重复着‘听讲 —— 复习 —— 看参考书’这个过程。虽说我也一直在留心，尝试自己动脑来认真思考。”

“学长你经常提到‘自己动脑来思考’呢。”

“嗯。自己动脑来思考是非常重要的。下课以后也要花时间来思考。然后，真真正正地去理解。当然，没必要总是先理解了全部内容，再往下学习。有时候也会留下一些疑问。但是，这个时候我不会‘装懂’。我会提醒自己‘这里我还不懂’。要一直思考，直到自己真正理解为止。越较真，学习就越有趣。”

“……”泰朵拉无声地点了点头。

“如果你还没有明白，那么就算全世界的人都说‘明白了，很简单啊’，你仍然要鼓起勇气说‘不，我还不明白’。这一点很重要。就算别人再怎么明白，如果自己不明白，那也没有意义。要花时间来思考，思考到理解为止。这样得到的东西就一辈子都属于自己。谁也抢不走，认真学习，细心积累，会带给你自信。那种‘就算考试也不会焦虑’的自信。”

“……”泰朵拉点了几下头。

“啊，不好意思，我只顾着自说自话了。”

“没事儿……我身边都没有人会跟我说这些。老师没有这么说过，爸妈也没有这么说过。我，对我，对泰朵拉来说，学长你果然非常……重要。”

“我很开心你能这么说。”

到学校了。

我们穿过校门，到了教学楼入口的换鞋处。入口是按年级划分的。

“那放学后再见。”我说。

……然而，她在原地踟蹰，没有挪动脚步。

“怎么了？”

“学长！”

“在！”

泰朵拉一下子提高了嗓门，我也不由得大声应道。她用大大的眼睛认真地、直直地注视着我。

“学长，那个、那个……那什么，那个……学长，那个……”

“怎么了，泰朵拉。”

“那个！”

预备铃响了。

“那……那，那放学后再见……”

5.3　若米尔嘉，则米尔嘉

5.3.1　教室

放学后，我们班的教室。

虽然课上完了，班会也开完了，可米尔嘉还在看书。

“在看什么书？”

米尔嘉没说话，拿起书，给我看了看封面。


Gödel's Incompleteness Theorems


“外文书啊……”

“哥德尔不完备定理。”米尔嘉回答道。

“咦！话说，之前尤里跟我提过这个定理，是什么……证明了‘理性的界限’的定理？”

“尤里跟你说这个？”她抬起头，一脸严肃。

“……嗯。”

“理性的界限……这理解得不好。”米尔嘉评价道，“那你呢？”

“我？”

“你跟尤里正确解释了没？”她直勾勾地盯着我。

“……没。”我慑于米尔嘉的目光，把我跟尤里的谈话告诉了她。

“莱布尼茨之梦啊……嗯。”

米尔嘉静静地把书放下，闭上双眼，沉默了一会儿。她闭眼的时候，不知为何，我总是不由自主地沉默。或许我是在等待由米尔嘉内部而生的某样东西。或者是因为，她毫无防备闭上双眼的样子，非常地……

“学长！米尔嘉学姐！好久不见！”

活力少女进了教室。我把目光从米尔嘉身上移开。

“啊，米尔嘉学姐，你在想事情啊……对不起。”泰朵拉慌忙用双手遮住嘴。因为是高年级的教室，之前她都不好意思进来，不过最近也习惯了，都是大大方方地跑过来。

“好久不见？……今天早上我们不是才刚见过么？”我说。

虽然泰朵拉慌慌张张地冲了进来，米尔嘉却毫无反应，仍然闭着眼，还在思考。

泰朵拉用指头戳了戳我，指了指米尔嘉扣在桌面上的书。书的封底上印着的标记跟学校图书室里的不一样。
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这标记是什么？藏书印？

“双仓图书馆。”米尔嘉睁开眼说道，“泰朵拉你也来啦。正好，我们来玩命题逻辑 5
 的形式系统 6
 吧。”


5
 英文写作 Propositional Logic，亦称命题演算，是由命题逻辑的重言式组成的系统。由两种方式形成：给出公理，根据确定的推理规则推导出一系列重言式，这称作公理演算；还有一种是借助自然演算，不给出公理，利用一系列推理规则推出定理。——译者注


6
 英文写作 Formal System。形式系统是一个完全形式化了的公理系统。就其本身而言，只讲符号、公式和公式的变换。在一个公理系统内，使用特殊的人工语言，用一系列特定的符号表示逻辑概念或简单命题，用公式表示复合命题或真值形式，把证明变成符号与符号之间的变换。形式系统包括各种初始符号、形成规则、公理、变形规则。命题演算就是一个形式系统。——译者注

5.3.2　形式系统

“下面，我们来生成一个命题逻辑的形式系统
 玩儿。”

米尔嘉拿着白色粉笔，站在了黑板前。

我跟泰朵拉在教室的最前排坐了下来。

“研究逻辑学的方法分为两种，语义学
 和句法学
 。”

说到“语义学”时，她在黑板上写了个 Semantics；说到“句法学”时则写了个 Syntax。

“简单来说，语义学就是使用真假值的方法。把真值或假值分配给命题，研究命题的关系。不过我们下面要用的是句法学。不用真假值，而是通过关注逻辑公式的形式来往下研究。总之，就是不思考含义，只思考形式。”



逻辑学的研究方法



语义学（Semantics）
 　　　　　使用真假值


句法学（Syntax）
 　　 　　 　　不使用真假值



“句法学研究的是形式系统
 。接下来我们要生成一个形式系统，暂且将其称为‘形式系统 H’吧。”

“那个，我想问一下……”泰朵拉举起手，“形式系统……这个概念太抽象了，我不知道该怎么理解才好……”

“泰朵拉，你可以先不用理解，它马上就会变具体了。”米尔嘉温柔地回应道，继续写着板书。

“接下来，我们按照下面这个顺序来逐一定义概念。”


	
逻辑公式


	
公理和推理规则


	
证明和定理




“公理、证明、定理……这些数学概念我们都很熟悉了。下面我们要在形式系统中定义这些概念，然后以数学的微缩模型的形式来感受生成好的形式系统 H。”

“数学的……微缩模型？！”泰朵拉感到不可思议。

米尔嘉掸了掸手上沾到的粉笔末。

“生成形式系统是‘用数学研究数学
 ’的第一步。”

“用数学……研究数学？”从刚刚开始，泰朵拉就一直在鹦鹉学舌般重复米尔嘉的话。不过……我自己也完全不知道她要讲什么了。

“先别管这些。”米尔嘉说，“我们看逻辑公式。”

5.3.3　逻辑公式

“我们如下定义形式系统 H 中的逻辑公式。”



逻辑公式（形式系统 H 的定义 1）



▷逻辑公式 F1
 　若 x
 是变量，则 x
 是逻辑公式。


▷逻辑公式 F2
 　若 x
 是逻辑公式，则 [image: \neg(x)]
 也是逻辑公式。


▷逻辑公式 F3
 　若 x
 和 y
 都是逻辑公式，则 [image: (x)\vee(y)]
 也是逻辑公式。


▷逻辑公式 F4
 　只有 F1~F3 规定的内容是逻辑公式。



“我们设这个 F1 里写的变量
 为 A, B, C, ... 这样的大写英文字母。不过，因为只有 26 个英文字母，所以到 Z 以后我们就得像 A1
 , A2
 , A3
 , ... 这么写，这样才可以生成无数个变量。”

米尔嘉说着用手指向泰朵拉。

“那我出道题看一下你们是否理解了。”


A 是逻辑公式吗？



“这……嗯，我觉得是。”泰朵拉答道。

“为什么？”

“A 为什么是逻辑公式……这个，怎么说好呢？”

“说理由就行了。因为 A 是变量，而我们在 F1 里定义了‘若 x
 是变量，则 x
 是逻辑公式’，所以 A 是逻辑公式。”米尔嘉说道。

“啊……了解。原来这样啊，拿定义当理由就行了啊。”

“那下一道题。”米尔嘉不给留任何空档。


[image: \neg({\rm A})]
 是逻辑公式吗？



“嗯，是。”

“为什么？”

“嗯……因 为 A 是逻辑公式，而 F2 里写着‘若 x
 是逻辑公式，则 [image: \neg(x)]
 也是逻辑公式’，用 A 代换里面的 x
 ，就能出来 [image: \neg({\rm A})]
 。”

“很好……下一道题。”


[image: ({\rm A})\wedge({\rm B})]
 是逻辑公式吗？



“嗯，是逻辑公式。”

“错了。”米尔嘉立即说道，“逻辑公式的定义中没有出现‘∧’这个符号。F3 里的是‘∨’而不是‘∧’。[image: ({\rm A})\wedge({\rm B})]
 不是形式系统 H 中的逻辑公式。”

“我……没好好看。”泰朵拉轻轻敲了一下自己的脑袋。

“接下来看这道题。”


[image: {\rm A}\vee{\rm B}]
 是逻辑公式吗？



“这个……这次是‘∨’。是，这个是逻辑公式。”

“很遗憾，答错了。”米尔嘉说道，“要注意是否有括号。”

　　　　[image: {\rm A}\vee{\rm B}]
 　　　　　不是形式系统 H 中的逻辑公式

　　[image: ({\rm A})\vee({\rm B})]
 　　　　是形式系统 H 中的逻辑公式

泰朵拉重新看了一遍米尔嘉写的板书。

“啊……确实，F3 里写的是‘若 x
 和 y
 都是逻辑公式，则 [image: (x)\vee(y)]
 也是逻辑公式’……不可以省略括号吗？”

“也有省略的写法。不过，在句法学里，字符串……也就是字符的排列方法很重要，为了强调这一点，我们暂且把括号也明确地写出来吧。”

“嗯，知道了。”

泰朵拉往摊开的笔记本上迅速写着笔记。

“下一道题。”


[image: (\neg({\rm A}))\vee({\rm A})]
 是逻辑公式吗？



“怎么这么复杂……是，[image: (\neg({\rm A}))\vee({\rm A})]
 是逻辑公式。”

“为什么？”

“嗯……因为 [image: \neg({\rm A})]
 和 A 都是逻辑公式，F3 里写着‘若 x
 和 y
 都是逻辑公式，则 [image: (x)\vee(y)]
 也是逻辑公式’，所以用 [image: \neg({\rm A})]
 代换里面的 x
 ，用 A 代换 y
 ，就能得出 [image: (\neg({\rm A}))\vee({\rm A})]
 也是逻辑公式了。”

“好的。下一道题。”


[image: (\neg(\neg(\neg(\neg({\rm A})))))]
 是逻辑公式吗？



“这、这个嘛，1, 2, 3, 4……嗯，这个是逻辑公式。”泰朵拉用心数完括号说。

“没错。理由呢？”

“理由啊……因为 F2 里写着‘若 x
 是逻辑公式，则 [image: \neg(x)]
 也是逻辑公式’，所以重复用它就行了。”

[image: {%}]


“这个很像皮亚诺算术里的后继数啊……”我说。

“啊！确实如此，很像很像。”泰朵拉点头。

“在定义逻辑公式时，我们使用了逻辑公式本身。”米尔嘉说道，“这就是所谓的递归定义
 7
 。”


7
 也叫作归纳定义，是一种实质定义，指用递归的方式给一个概念下定义。——译者注

5.3.4　“若……则……”的形式

“那么……在这里，为了方便理解形式系统 H 中的逻辑公式，我们来定义一个符号‘[image: \rightarrow]
 ’。”米尔嘉说道。



符号“[image: \rightarrow]
 ”（形式系统H的定义 2）


▷符号IMPLY
 　把 [image: (x)\rightarrow(y)]
 定义为 [image: (\neg(x))\vee(y)]
 。



“它的意思是，一旦遇到 [image: (x)\rightarrow(y)]
 这种形式，就将其看作 [image: (\neg(x))\vee(y)]
 的略写。举个例子，如果写成下面这样。

[image: ({\rm A})\to({\rm B})]


就相当于写了以下逻辑公式。”

[image: (\neg({\rm A}))\vee({\rm B})]


“嗯，我懂了。”泰朵拉点头。

“那不用‘[image: \to]
 ’能写下面这个逻辑公式吗？”

[image: {\rm A}\to{\rm A}]


“嗯……能。”泰朵拉走上前去，在黑板上写了下面这个逻辑公式。

[image: (\neg({\rm A}))\vee({\rm A})]


“很好。”

“[image: {\rm A}\to{\rm A}]
 总为真呢。”泰朵拉说道。

“你说的‘真’是？”米尔嘉眼神一变。

“诶？‘若 A，则 A’总为真……对吧？”泰朵拉回答道。

“现在我们在讨论形式系统。没有什么‘真’和‘假’，泰朵拉。”

“啊！米尔嘉学姐，这……是‘装作不知道的游戏’吗？”

“装作不知道的游戏？”米尔嘉反问道。

“就是说……或许之后，我们会把 [image: {\rm A}\to{\rm A}]
 定义为‘若 A，则 A’，但是在定义之前，我们都不能随便把它拿来用。就算知道，也必须装作不知道 —— 就是这么个游戏。”

“唔……嗯，这么说也行。”米尔嘉略表同意，“讨论形式系统时，我们要降低体温，去感受机器的心情。不能让含义牵着我们的鼻子走。举个例子，逻辑公式 [image: (\neg({\rm A}))\vee({\rm A})]
 说到底就是把字符排列如下。这里没有什么真假，我们只关注它的形式。”

[image: {%}]


“请问……‘不思考含义’的意义是什么呢？”

“有时，如果人们在思考了含义的基础上进行论证，根据就会变得不明确。如果不去思考含义，只关注形式，根据就会变得明确。因为不管怎么说，人们只会使用明确定义过的事物。”米尔嘉回答道。

哦……所以米尔嘉才会每次都问“为什么”啊，原来是想要根据呀。泰朵拉沉思。不知为何，今天的泰朵拉很踏实，不再是平日里那个

慌慌张张的小女生，给人一种谨慎认真的印象。

“话虽这么说……”泰朵拉开了口，“可是现在我们只得出了‘[image: {\rm A}\to{\rm A}]
 是 [image: (\neg({\rm A}))\vee({\rm A})]
 的省略形式’这一点线索呀。这个……就论证而言，感觉也太简单了。”

“因为我们才刚定义了‘逻辑公式’而已呀，泰朵拉。下面我们进入到‘公理’。”

看着两位美少女讨论数学，我禁不住心潮澎湃。

原来如此。刚刚，我们是在制作数学的微缩模型。讲皮亚诺算术那会儿，我们定义了自然数集 [image: \mathbb{N}]
 和自然数的加法运算。这里的形式系统 H 则更加根本，因为它连真假都没有。

唔……刚刚，米尔嘉说什么来着？

我看着黑板上的词语。公理、推理规则、证明、定理……？连支撑数学的最重要的概念 —— 证明 —— 都能被我们以微缩模型的形式建立起来吗？

用数学研究数学 —— 我细细品味着米尔嘉的这句话。

5.3.5　公理

“我们刚刚定义了逻辑公式，下面来定义公理
 。在形式系统 H 里，公理指的是 P1～P4 中任一种形式的逻辑公式。”



公理（形式系统 H 的定义 3）



▷公理 P1
 　[image: ((x)\vee(x))\to(x)]



▷公理 P2
 　[image: (x)\to((x)\vee(y))]



▷公理 P3
 　[image: ((x)\vee(y))\to((y)\vee(x))]



▷公理 P4
 　[image: ((x)\to(y))\to(((z)\vee(x))\to((z)\vee(y)))]


注意，x
 , y
 , z
 表示任意的逻辑公式。



“P1～P4　是公理的形式，也叫公理模式
 。只要把逻辑公式代入公理模式中的 x
 、y
 、z
 里，什么都能成为公理。那这次换你来答。”

米尔嘉推了推眼镜，看着我。


[image: (({\rm A})\vee({\rm A}))\to({\rm A})]
 是公理吗？



“嗯，是公 理啊。”我答 道，“P1 里写着 [image: ((x)\vee(x))\to(x)]
 ，用逻辑公式 A 代换这里面的 x
 ，就变成了 [image: (({\rm A})\vee({\rm A}))\to({\rm A})]
 ，对吧？”

“很好。”米尔嘉点头，“那这个呢？”


[image: ({\rm A})\to({\rm A})]
 是公理吗？



“我觉得成立……”我答道，“不对，这就考虑到真假了。光看形式的话 —— 我认为，不是公理。”

“为什么？”米尔嘉问道。

“看公理的定义就知道了。”我答道，“公理的定义有四个，P1～P4。不管把任何逻辑公式套到里面的 x
 、y
 、z
 里，都不会变成 [image: ({\rm A})\to({\rm A})]
 这种形式。”

“唔……差不多吧。”

“米尔嘉学姐……”泰朵拉带着哭腔说道，“你们在说什么，我一点儿都跟不上。”

“是吗？”米尔嘉一脸平静，“哪里不明白？”

“全都不明白……啊，不，我明白你们在说公理，也明白公理就是某种形式的逻辑公式。我不明白的是……怎么说呢，为什么要把这个弄成公理。”

“那我们从头开始讲吧。”

5.3.6　证明论

“为了从形式上研究数学，我们在前面以字符串的形式定义了逻辑公式。接下来我们要从形式上来定义公理、证明、定理等。以希尔伯特
 8
 为首的数学家们发现了用于形式系统的公理。也就是说，他们想出了能用来生成形式系统中的逻辑公式的集合。”


8
 德国著名数学家，被称为“数学界的无冕之王”，是天才中的天才。——译者注

“那是数学家们先天地假设了公理为真，对吧？”

“不对，并不出现真假。”米尔嘉说道。

“不出现真假，也有公理……吗？”

“句法学是基于与‘证明’的关系来思考公理的。公理指的是能在证明时无条件地使用的逻辑公式。也可以说，公理就是‘即使没有证明，也可以视为定理’的逻辑公式。”

泰朵拉似乎对米尔嘉的话有了些许感触，只见她眼神中透露出十分的认真，咬着指甲。

“那个，我……我想问一下，‘为真’和‘已被证明’是……不同的概念吗？”

“这问题提得好，泰朵拉。确实不同，虽说这个话题有点跑偏了。——一看公理的示例就会发现，公理越来越复杂，让人们很难理解。像 [image: (({\rm A})\vee({\rm A}))\to({\rm A})]
 这样的还好，要是遇到像 [image: (({\rm A})\to({\rm B}))\to(((\neg({\rm A}))\vee({\rm A}))\to((\neg({\rm A}))\vee({\rm B})))]
 这样的公理，人们就头疼了。因为人们很难去掌握这种结构。不过……我们回忆一下：这里我们研究的公理只有字符串这种形式。也就是说，假如这里有一台计算机之类的机器，我们就能检验给出的逻辑公式是否为公理。因为我们不需要思考含义，只要机械地检验字符串的形式即可。我们还可以做一台‘公理测定仪’。”

“不好意思，我再打断一下。”泰朵拉举起手，“我还卡在‘公理’这个词上。我记得……从 P1～P4 的形式来看的话，是不能构成 [image: ({\rm A})\to({\rm A})]
 的。这点我明白。可是，可是……我不明白为什么由 P1～P4 得出的逻辑公式，能当‘公理’来用呢？”

“唔……”米尔嘉把手指贴在嘴唇上开始思考，“我们现在卡在含义和形式的夹缝中间。我们想从形式上研究数学，为此就要定义一个能从形式上表示数学中的观点的逻辑公式。然后，我们还想从形式上定义公理、证明、定理。在数学中，公理是证明的起点。在我们的形式系统中，公理 —— 也可以说成‘形式公理’—— 就是‘形式证明’的起点，即‘逻辑公式’。从‘形式公理’出发，通过‘形式证明’，就可以生成‘形式定理’。”

[image: {%}]


“数学，真的可以用形式系统来表示么？”

“这问题很深奥。”

然后，米尔嘉似唱非唱地说道：

“蔷薇的颜色、蔷薇的形状、蔷薇的香气 —— 拥有以上一切的花，才叫作蔷薇。那形式系统到底有没有数学的颜色、形状和香气呢？这个问题我们改天再想。”

5.3.7　推理规则

“我们刚刚定义了逻辑公式和公理。公理已经以公理模式的形式给出。把逻辑公式代入 P1～P4 的 x
 、y
 、z
 里，就能生成无数个公理。不过……”

米尔嘉在黑板前来回踱步，继续“上课”。

“不过，形式是有限的。光靠公理模式不能生成新形式的逻辑公式。因此，我们定义一下推理规则
 吧。从形式上表示我们的逻辑性推理的，就是推理规则。”



推理规则（形式系统 H 的定义 4）



▷推理规则 MP
 　根据 x
 和 [image: (x)\to(y)]
 ，可推出 y
 。

注意，x
 、y
 表示任意的逻辑公式。



“这个推理规则有个特殊的名字，叫作 MP，即假言推理
 9
 ，这里 MP 是 Modus Ponens 的首字母。如果不习惯这里的‘根据 x
 和 [image: (x)\to(y)]
 ，可推出 y
 ’，理解起来就会很困难。比如，根据逻辑公式 A 和逻辑公式 [image: ({\rm A})\to({\rm B})]
 ，可用推理规则 MP 推出 B。下面再举个稍微复杂点的例子。只看形式哟。”


9
 复合判断的推理方法之一。从一个假言判断的前提出发，通过断定它的前件或后件(包括其否定)，而推出它的后件或前件（包括其否定）的演绎推理。例如：如果两个角是对顶角，那么这两个角相等。——译者注


根据逻辑公式 [image: ({\rm A})\to({\rm B})]
 和逻辑公式 [image: (({\rm A})\to({\rm B}))\to((\neg({\rm C}))\vee({\rm D}))]
 ，可用推理规则 MP 推出 [image: (\neg({\rm C}))\vee({\rm D})]
 。



“……”泰朵拉默默地举起了手。

“请讲。”米尔嘉像老师一样说道。

“嗯……这 个 Modus Ponens 指的 是，若‘x
 为真’且‘若 x
 ，则 y
 为真’，则‘y
 为真’吗？”

“你怎么想的？”

“我觉得……不是。我们是在用句法学生成形式系统，所以不会出现真假的概念。这个推理规则也必须看形式吧？而不是思考含义……”

“没错，泰朵拉。”

“话说……我感觉这个‘装作不知道的游戏’到这里就已经难得不能再难了。原来一边听一边还不能被含义牵着走是这么难啊。”

“习惯问题。只要能降低自己的体温就行。”米尔嘉冲我们投来了一个温柔的笑容，然后一边挥动着手指，一边讲道，“当然，人们是不可能不思考含义的。而且，这种形式系统也不是胡乱生成出来的。其背后肯定有目的 —— 生成这种有意思的系统的目的。重要的是，不能由人来进行思考，而要从形式上、机械性地进行思考。”

“莱布尼茨之梦……”我无意中小声说道。

“那么，思考时能不思考含义吗？”米尔嘉继续往下讲，“连不能描述含义的机器都能思考的事情是什么呢？机械性的思考、形式上的数学 —— 该怎么研究这种形式上的数学呢？”

“形式上的数学？那是？”我忍不住插嘴道。

“当然，我们研究形式上的数学本身也要用到数学。”

“话说，形式上的数学……难不成……”

“没错，这就跟‘用数学研究数学’连上了。”

米尔嘉说完，注视着我们。

5.3.8　证明和定理

“来，看看我们了解到哪儿了。”米尔嘉说道。


	定义了逻辑公式。

	定义了公理。

	定义了推理规则。



“这样，我们就能从形式上表示‘证明’了。我们基于公理，进行推理，然后构成证明 —— 这是数学中重要的一环。在此我们要做的是把证明从形式上表示出来。形式系统 H 中的证明
 可以如下定义。”



证明和定理（形式系统 H 的定义 5）


我们把以下逻辑公式的有限序列称为逻辑公式 [image: a_n]
 的证明
 。

[image: a_1,a_2,a_3,\ldots,a_k,\ldots,a_n]


注意，对于所有的 [image: a_k(1\leqslant k\leqslant n)]
 ，下面 (1) 或 (2) 成立。

(1) [image: a_k]
 是公理。

(2) 存在小于 k
 的自然数 s
 , t
 ，根据 [image: a_s]
 和 [image: a_t]
 可推出 [image: a_k]
 。

此外，我们把存在“证明”的逻辑公式 [image: a_n]
 叫作定理
 。



“在此我们定义了形式系统 H 中的‘证明’和‘定理’。总体来说，证明就是逻辑公式的序列。不过，要想让逻辑公式的序列成为证明，那么排列顺序要遵循一定的规则。排在序列里的逻辑公式有两个条件：(1) 自己是逻辑公式；或者，(2) 自己前面一定存在能推理出自己的逻辑公式。你们明白我在说什么吗？”

“规则的含义……我完全没听懂。”泰朵拉说道。

米尔嘉稍稍放慢了语速。

“现在，假设我们要把几个逻辑公式排成一列，来做一个叫证明的东西。规则 (1) 是，公理可以随时排列。规则 (2) 是，可以把能根据任意一个已排列好的逻辑公式推理出来的逻辑公式排列在那些已排列好的逻辑公式的后面。根据这两条规则排列而成的逻辑公式的序列就叫作证明。当然，这里所说的‘公理’是指形式系统 H 中的公理，‘推理’是指使用了形式系统 H 中的推理规则的推理。明白吗？”

“就是说，只排列‘公理’或者‘根据公理推理出的逻辑公式’？”泰朵拉一脸纠结地问道。

“稍微有点不同。”米尔嘉回答，“除了‘根据公理推理出的逻辑公式’，还可以把根据‘根据公理推理出的逻辑公式’推理出的逻辑公式也排列出来。也就是说，可以列出的逻辑公式包括‘公理’，或‘根据公理推理出的逻辑公式’，或根据‘根据公理推理出的逻辑公式’推理出的逻辑公式，等等。也就是列出能根据‘公理’通过有限次的连续推理得出的逻辑公式。”

“啊，没错，我就是想说这个。”泰朵拉说。

“我们根据这两个规则来生成一个逻辑公式的序列。”米尔嘉继续说道，“这个逻辑公式的序列就是‘证明’。这样一来，位于‘证明’最末尾的逻辑公式 [image: a_n]
 就是名副其实的‘定理’了，因为该逻辑公式是根据‘公理’反复‘推理’而得到的。这样一来，我们就定义了逻辑公式、公理、推理规则、证明，以及定理。以上内容中没有出现实数，也没有出现直线，更没有二次函数、方程式、矩阵。我们只是在形式上建立了数学最为基础的部分。”

德沃夏克 10
 的《念故乡》从教室的扬声器里传了出来。


10
 19 世纪世界重要的作曲家之一，捷克民族乐派的主要代表人物，e 小调第九交响曲《自新大陆》享誉世界。——译者注

“这么晚了？学校的时间管理太严格了。”米尔嘉看向窗外。

天色已经完全暗下来了。

“那我给你们留个作业。”米尔嘉看着我微笑道，“[image: ({\rm A})\to({\rm A})]
 是定理吗？”

5.4　不是我，还是我

5.4.1　家中

这里是我家。现在是夜晚，我一个人坐在桌前。

学校的摸底考试就快到了，整个年级一起考。按理说我应该提前复习一下的，但现在却没有那个心情。我自己看课本，把后面的问题都提前解完了，所以上数学课就跟复习似的。高中难度的数学已经过完一遍了，课上的练习也基本都是满分。不管是课本还是问题集，都没什么难度。

比起学校里的题，书上写的题、村木老师出的题，还有跟米尔嘉讨论数学时出现的那些题更令我感到兴趣十足。

我翻开笔记本。这是用来做‘我自己的数学’的专用笔记本，上面还有米尔嘉和泰朵拉写的不少东西。

我在新的一页上总结了“形式系统 H”的重点。



关于形式系统 H 的总结



▷逻辑公式 F1
 　若 x
 是变量，则 x
 是逻辑公式。


▷逻辑公式 F2
 　若 x
 是逻辑公式，则 [image: \neg(x)]
 也是逻辑公式。


▷逻辑公式 F3
 　若 x
 和 y
 都是逻辑公式，则 [image: (x)\vee(y)]
 也是逻辑公式。


▷逻辑公式 F4
 　只有 F1~F3 规定的内容是逻辑公式。


▷符号 IMPLY
 　把 [image: (x)\to(y)]
 定义为 [image: (\neg(x))\vee(y)]
 。


▷公理 P1
 　[image: ((x)\vee(x))\to(x)]



▷公理 P2
 　[image: (x)\to((x)\vee(y))]



▷公理 P3
 　[image: ((x)\vee(y))\to((y)\vee(x))]



▷公理 P4
 　[image: ((x)\to(y))\to(((z)\vee(x))\to((z)\vee(y)))]



▷推理规则 MP
 　根据 x
 和 [image: (x)\to(y)]
 ，可推出 y
 。



5.4.2　形式的形式

我思考着米尔嘉留的作业。



问题 5-1（形式系统中的定理）


[image: ({\rm A})\to({\rm A})]
 是形式系统 H 中的定理吗？



我认为 [image: ({\rm A})\to({\rm A})]
 是形式系统 H 中的定理。为了说明这点，就必须在形式系统 H 里证明 [image: ({\rm A})\to({\rm A})]
 。

虽说是证明，却不能像平时做数学那样去证明。不能用反证法，也不能用数学归纳法。因为下面我要进行的证明，其形式必须是形式系统 H 中定义过的那种。因此我只能用下面这两个“工具”。


	以形式系统 H 中的“公理”为起点

	用形式系统 H 中的“推理规则”来推理



公理和推理规则……必须运用这两个工具来生成逻辑公式的序列，然后到达目的地 [image: ({\rm A})\to({\rm A})]
 。

这个……要怎么形容才好呢？有点像解谜，又不同于单纯的解谜。给出的条件非常有限，但是又与解数学题很像。确实像是数学的微缩模型。

该从哪儿着手呢……

从“示例是理解的试金石”这一理论出发，首先试着举几个公理的例子好了。因为要证明的逻辑公式是 [image: ({\rm A})\to({\rm A})]
 ，所以变量是 A。拿 A 代换公理 P1～P4 里的 x
 、y
 、z
 试试吧。


根据公理 P1
 ：[image: (({\rm A})\vee({\rm A}))\to({\rm A})]



根据公理 P2
 ：[image: ({\rm A})\to(({\rm A})\vee({\rm A}))]



根据公理 P3
 ：[image: (({\rm A})\vee({\rm A}))\to(({\rm A})\vee({\rm A}))]



根据公理 P4
 ：[image: (({\rm A})\to({\rm A}))\to((({\rm A})\vee({\rm A}))\to(({\rm A})\vee({\rm A})))]


我盯着这几条公理……嗯？这不是很简单吗？

根据 P2 可知，[image: ({\rm A})\to(({\rm A})\vee({\rm A}))]
 是公理。也就是说“若 A，则 [image: ({\rm A})\vee({\rm A})]
 ”。此外，根据 P1 可知，[image: (({\rm A})\vee({\rm A}))\to({\rm A})]
 也是公理。也就是说“若 [image: ({\rm A})\vee({\rm A})]
 ，则 A”。

把“若 A，则 [image: ({\rm A})\vee({\rm A})]
 ”跟“若 [image: ({\rm A})\vee({\rm A})]
 ，则 A”这两者合在一起，不就得出“若 A，则 A”了吗？

哎呀！错了错了错了！现在不能用句法学的思路。不能把“[image: \to]
 ”这个符号擅自解释成“若……则……”来进行推理。在形式系统 H 中，能用来进行推理的只有推理规则 MP。

推理规则 MP，即根据 x
 和 [image: (x)\to(y)]
 ，可推出 y
 。重点应该是要怎么用这个推理规则 MP。因为要生成新定理只有这一个方法。

我在思考。

我在集中精神努力思考。变量和符号在脑海中四散开来，逻辑公式诞生。数不清的逻辑公式里，还掺杂着公理。对公理和公理使用推理规则的话，就能得到定理；对公理和定理使用推理规则的话，还能再得到定理；对定理和定理使用推理规则的话，就能在原基础上再得到定理……

原来如此！

[image: ({\rm A})\to({\rm A})]
 不是公理。而且，只有推理规则才是生成新的逻辑公式的方法。也就是说，最后，推理规则 —— 假言推理中的 y
 必须变成 [image: ({\rm A})\to({\rm A})]
 。不然就得不出 [image: ({\rm A})\to({\rm A})]
 。也就是说，把 [image: ({\rm A})\to({\rm A})]
 代入 y
 ……并在最后进行这个推理：根据 x
 和“[image: (x)\to(({\rm A})\to({\rm A}))]
 ”推出 [image: ({\rm A})\to({\rm A})]
 。

那往 x
 里代入什么样的逻辑公式才好呢？

5.4.3　含义的含义

我盯着笔记本上的字。


根据 x
 和“[image: (x)\to(({\rm A})\to({\rm A}))]
 ”推出 [image: ({\rm A})\to({\rm A})]
 。



要完成这个推理，就需要得到逻辑公式 x
 。比如说……在这里加入公理试试？就把刚才得到的公理 [image: (({\rm A})\vee({\rm A}))\to({\rm A})]
 代入 x
 试试吧。


根据 [image: (({\rm A})\vee({\rm A}))\to({\rm A})]
 和 [image: ((({\rm A})\vee({\rm A}))\to({\rm A}))\to(({\rm A})\to({\rm A}))]
 ，推出 [image: ({\rm A})\to({\rm A})]
 。



嗯，变成这种形式之后，就能根据假言推理得到 [image: ({\rm A})\to({\rm A})]
 了……啊，不行。这次还得构成 [image: ((({\rm A})\vee({\rm A}))\to({\rm A}))\to(({\rm A})\to({\rm A}))]
 的形式。这个……这么复杂的逻辑公式会是公理吗？如果是公理的话就能够证明。

我一一比对着每条公理的形式。嗯……P1～P4 里，跟上面的逻辑公式最接近的是 P1 吧？公理 P1 是 [image: ((x)\vee(x))\to(x)]
 。用 [image: ({\rm A})\to({\rm A})]
 代入这个 x
 ，就会得到 [image: ((({\rm A})\to({\rm A}))\vee(({\rm A})\to({\rm A})))\to(({\rm A})\to({\rm A}))]
 ……

我的笔记本逐渐被 A、[image: \to]
 和 ∨ 填满了。光根据形式来思考，而不思考含义，这计算真是复杂啊。写了这么一堆，写着写着就不知道自己在干什么了……

5.4.4　若“若……则……”，则……

咦？这么说来，公理有 P1～P4 这四条来着。刚刚我只考虑了 P1 跟 P2，P4 能不能用上呢？


公理 P4
 ：[image: ((x)\to(y))\to(((z)\vee(x))\to((z)\vee(y)))]


不不不，P4 不行。因为根据假言推理得到的是“[image: \to]
 ”右侧的部分。根据 [image: \heartsuit]
 和 [image: (\heartsuit)\to(\spadesuit)]
 能推出来的是 [image: \spadesuit]
 。不过，“[image: \to]
 ”在 P4 里是下面这种形式。

[image: {%}]


也就是说，根据 P4，最后能得到的肯定是 [image: ]
 。不过这样一来，就得不到我想要的 [image: ({\rm A})\to({\rm A})]
 了。P4 应该用在哪里呢？

我回忆起米尔嘉的“上课”内容。她先定义了逻辑公式，然后定义了公理和推理规则，再然后定义了证明和定理。

句法学虽然很有意思，不过略微有些麻烦。莱布尼茨之梦。机械性地思考。机械？确实，换成计算机的话，没准能计算出来。

语义学用的是真假值。原来如此啊。我跟尤里解释“若……则……”的时候，用到了真值表，这算语义学吧？尤里也一直有些纠结，觉得‘若……则……’会让人产生众多误解。虽说习惯了就能机械性地把“若 A，则 B”代换成“非 A，或 B”了。——“若……则……”的形式。

“若……则……”的形式？

这句话忽然让我心头一颤。

“若……则……”的形式！

形式系统 H 里也定义了相当于“若……则……”的符号“[image: \to]
 ”。米尔嘉怎么说的来着？


为了方便理解形式系统 H 中的逻辑公式，我们来定义一个符号“[image: \to]
 ”……




符号 IMPLY
 ：把 [image: (x)\to(y)]
 定义为 [image: (\neg(x))\vee(y)]
 。

原来如此！

除了 [image: ]
 ，还可以根据假言推理推出 [image: ]
 ！

这样一来……或许就能用到公理 P4 了。


公理 P4
 ：[image: {%}]


把 [image: \neg({\rm A})]
 代入公理 P4 中的 z
 里，把 A 代入 y
 里！

[image: {%}]


嗯，感觉不错！之后就得看看把什么代入 x
 了……

[image: (\underline{(x)\to({\rm A})})\to((\underline{(\neg({\rm A}))\vee(x)})\to((\neg({\rm A}))\vee({\rm A})))]


我注视着画有下划线的部分，认真思索 ——

这回我马上就明白了。把 [image: ({\rm A})\vee({\rm A})]
 代入 x
 就行了。这样一来，[image: (\underline{x})\to({\rm A})]
 就会变成下面这样。

[image: (\underline{({\rm A})\vee({\rm A})})\to({\rm A})]


这是公理 P1 的形式，然后，[image: (\neg({\rm A}))\vee(\underline{x})]
 就会变成 [image: (\neg({\rm A}))\vee(\underline{({\rm A})\vee({\rm A})})]
 。再然后，[image: (\neg({\rm A}))\vee(({\rm A})\vee({\rm A}))]
 就能用“[image: \to]
 ”表示如下了。

[image: ({\rm A})\to(({\rm A})\vee({\rm A}))]


这是公理 P2 的形式。

搞定！这样一来，所有的线索就都连上了！

我把写在各处的逻辑公式重新读了一遍，总结了一下证明过程。

L1.　在公理 P1 中，把 A 代入 x
 。

　　[image: (({\rm A})\vee({\rm A}))\to({\rm A})]


L2.　在公理 P4 中，把 [image: ({\rm A})\vee({\rm A})]
 代入 x
 ，把 A 代入 y
 ，把 [image: \neg({\rm A})]
 代入 z
 。

　　[image: ((({\rm A})\vee({\rm A}))\to({\rm A}))\to(((\neg({\rm A}))\vee(({\rm A})\vee({\rm A})))\to((\neg({\rm A}))\vee({\rm A})))]


L3.　在公理P2中，把 A 代入 x
 和 y
 。

　　[image: ({\rm A})\to(({\rm A})\vee({\rm A}))]


L4.　对逻辑公式 L1 和 L2 使用推理规则 MP。

　　[image: ((\neg({\rm A}))\vee(({\rm A})\vee({\rm A})))\to((\neg({\rm A}))\vee({\rm A}))]


上述内容可整理如下。

　　[image: (({\rm A})\to(({\rm A})\vee({\rm A})))\to(({\rm A})\to({\rm A}))]


L5.　对逻辑公式 L3 和 L4 使用推理规则 MP。

　　[image: ({\rm A})\to({\rm A})]


这样就证完了。

这样就完成了对形式系统 H 中的 [image: ({\rm A})\to({\rm A})]
 的证明。

[image: ({\rm A})\to({\rm A})]
 是形式系统 H 中的定理！



解答 5-1（形式系统中的定理）


[image: ({\rm A})\to({\rm A})]
 是形式系统 H 中的定理。

形式系统 H 中的证明如下：

L1.　[image: (({\rm A})\vee({\rm A}))\to({\rm A})]


L2.　[image: ((({\rm A})\vee({\rm A}))\to({\rm A}))\to(((\neg({\rm A}))\vee(({\rm A})\vee({\rm A})))\to((\neg({\rm A}))\vee({\rm A})))]


L3.　[image: ({\rm A})\to(({\rm A})\vee({\rm A}))]


L4.　[image: ((\neg({\rm A}))\vee(({\rm A})\vee({\rm A})))\to((\neg({\rm A}))\vee({\rm A}))]


　　上述内容可整理如下。

　　[image: (({\rm A})\to(({\rm A})\vee({\rm A})))\to(({\rm A})\to({\rm A}))]


L5.　[image: ({\rm A})\to({\rm A})]




[image: {%}]



[image: ({\rm A})\to({\rm A})]
 的证明过程


5.4.5　邀约

清早，我正准备去学校时，家里的电话响了。

“早安。”不曾料到，电话里传来了米尔嘉的声音。

“怎么了，米尔嘉？”

“让你妈听电话。”

“哈？”

不是找我，是找我妈说话？

“……妈，电话！”

“哪位？”我妈在围裙上擦着手走了过来。

“……米尔嘉。”

“让我来接吗？喂，你好……”

再怎么说也不能站在后面偷听，所以我就站在了稍远点的地方看着。我妈看似很高兴地聊着天，用手作势拍着电话那头的人的肩膀，并拿着话筒冲着电话那头的人鞠躬行礼。

“好的，谢谢你。”我妈放下听筒。

“诶？！挂掉了？米尔嘉有什么事？”

“约会。说是周末去游乐园。”我妈笑眯眯地说。

“妈，她找你约会？！”

“说什么傻话呢，是找你约会呀。”

“啊？”

真是的，什么跟什么啊……

　


如果您想学游泳，就必须入水。

同理，如果您想解开问题，

就必须尝试去解大量的问题。

——波利亚 11





11
 于 1887 年生于匈牙利布达佩斯，斯坦福大学名誉数学教授，美国著名数学家和数学教育家。著作有《怎样解题》（上海科技教育出版社，2002 年 6 月）、《数学的发现》（科学出版社，2006 年 7 月）和《数学与猜想（第 1 卷）》（科学出版社，2011 年 2 月）等。—— 译者注



第 6 章　[image: \epsilon-\delta]
 语言


要是我也跟强盗头子说一样的话，

效果应该会一样吧？

阿里巴巴说道：“芝麻，开门！”

瞬间，大门敞开了。

——《阿里巴巴与四十大盗》



　

6.1　数列的极限

6.1.1　从图书室出发

“啊呀呀！”

“哎呀！”

放学后，我刚要迈进图书室，泰朵拉就从里面冲了出来。

“对……对不起……啊，学长！米尔嘉学姐呢？”

“咦？她不在里面吗？刚才她才从教室出去，说了句‘我先走了’……”

“是么……我还想问她‘用式子定义极限’的事儿呢。”

她睁着大眼睛盯着我。

“我也能给你讲……要不去阶梯教室吧？那边还可以用黑板。”

“好！”

6.1.2　到达阶梯教室

阶梯教室是实验课专用的特殊教室，通往讲台的台阶逐渐降低。教室里空无一人，冷飕飕地，隐约能闻到化学试剂的味道。我跟泰朵拉并排站在讲台前，面向黑板。

“数列的极限是……”我拿了支粉笔，开始讲解。

◎　◎　◎

数列的极限是用以下式子表示的。

[image: \lim_{n\to\infty}a_n={\rm A}]


用文字来描述，则是下面这样。


数列 [image: {a_n\}]
 在 [image: n\to\infty]
 中收敛，极限值
 是 A。



高中课程是这么描述上面这句话的含义的。


当变量 n
 无限增大时，

数列的通项 [image: a_n]
 的值无限接近常数 A。



这里出现的“无限接近”这个说法很不明确。如果不抛开这种说法，就很难认真思考极限。

数列 [image: {a_n\}]
 的极限值是 A，意即定义 N
 和 n
 为自然数，以下式子成立。我们的目标就是理解这个式子。理解了这个式子，我们也就理解了数列的极限。

[image: \forall\epsilon%3e0~~\exists N~~\forall n~\Bigl[N%3cn\Rightarrow|{\rm A}-a_n|%3c\epsilon\Bigr]]


这都懂吧，泰朵拉？

◎　◎　◎

“这都懂吧，泰朵拉？”我问道。

“我想问个问题。”她举起右手，“米尔嘉学姐之前提过 [image: \epsilon-\delta]
 语言，那个是……”

“喔，[image: \epsilon-\delta]
 语言就是像我们刚才那样，用式子定义极限的方法。[image: \epsilon]
 、δ
 都是希腊字母。”

[image: {%}]


“不是，我是说，这些希腊字母是极限的定义吗？”

“不不，不是。希腊字母并不是定义。[image: \epsilon]
 、δ
 这两个字母出现在定义极限的式子里，起着重要的作用。因此，人们把这种定义极限的方法叫作 [image: \epsilon-\delta]
 语言，也有很多人管它叫 [image: \epsilon-\delta]
 定义
 。”

“嗯，我明白了。咦？可是……这里只有 [image: \epsilon]
 呀？”

[image: {%}]


“嗯。讨论数列的极限时，就是 [image: \epsilon-N]
 。[image: \epsilon-\delta]
 指的是函数的极限，这个一会儿我再给你解释。”

“并不是非得用希腊字母吧？”

“嗯。就算把希腊字母换成英文字母，从数学上来说也没什么问题。”



数列的极限（通过 [image: \epsilon-\delta]
 来表示）


[image: \begin{aligned}\lim_{n\to\infty}a_n&={\rm A}\\&\Updownarrow\\\forall\epsilon%3e0~~\exists N~~\forall n~\Bigl[N%3cn&\Rightarrow|{\rm A}-a_n|%3c\epsilon\Bigr]\\\end{aligned}]




“话说，‘无限接近’这个说法有什么不妥吗？我觉得这个说法比式子要更直观易懂啊……”

“想得越严谨，含义就会越不明确。”

“是吗？”

“举个例子，这样说好了。当说 an

 ‘无限接近’A 时，我们脑海中可能会浮现出下面这样的数列。”

[image: {%}]


“啊，确实有一种无限接近的感觉。”

“那当 an

 等于 A 时，我们还能说‘无限接近’吗？”

[image: {%}]


“啊……不光会接近，还会恰好相等吗？”泰朵拉慢慢在眼前合十双手，看上去有点斗鸡眼。

“对对。我们不清楚用‘无限接近’这个词时，an

 和 A 可不可以相等。除此之外，还比如 an

 是否能一会儿接近 A，一会儿远离 A，以及是否能超过 A……这些也都是问题。”

[image: {%}]


“这、这样呀……”泰朵拉瞪大了眼睛。

“不管看多少次‘无限接近’这个词，我们也回答不了这些问题。或者说，答案可能会因人而异。这是因为，‘无限接近’这个词的含义一开始就很不明确。因此，我们要做的是，用式子来准确定义‘无限接近’这个词的含义。这是 [image: \epsilon-N]
 和 [image: \epsilon-\delta]
 的目的。”

“嗯，我完全明白了。”

我们相视而笑。

6.1.3　理解复杂式子的方法

“接下来我们来解读这个式子。”我用手指向黑板。

[image: \forall\epsilon%3e0~~\exists N~~\forall n~\Bigl[N%3cn\Rightarrow|{\rm A}-a_n|%3c\epsilon\Bigr]]


“……”泰朵拉沉默了。不过，我很明白她内心的波动。

“你在想‘这个式子真复杂呀’，对吧？”我说道。

“对！我就是这么想的……现在我心脏跳得很快呢。”

泰朵拉两手捂着胸口。变量一多，她就胆怯。

“那我来教你一个理解复杂式子的方法吧。看复杂式子的时候，不能想着‘我必须一口气理解整个式子’。就算式子复杂，只要能拆成一块一块的，也就简单了。所以，我们拆开来想吧。拆分是走向理解的第一步。”


拆分是走向理解的第一步。



“我明白了……”泰朵拉用力点了点头。

“我们来研究一下这个式子的结构。”

我把黑板上的式子擦掉重写了一下，这次在式子中间留出了少许空间。

[image: \forall\epsilon%3e0\quad\quad\exists N\quad\quad\forall n~\Bigl[~~N%3cn~~\Rightarrow~~|{\rm A}-a_n|%3c\epsilon~~\Bigr]]


“这里出现了‘[image: \forall]
 ’和‘[image: \exists]
 ’这两个符号。为了明确它们的有效范围，我们画一些大括号看看。”

[image: \forall\epsilon%3e0~\Biggl[~~\exists N~\biggl[~~\forall n~\Bigl[~~N%3cn~~\Rightarrow~~|{\rm A}-a_n|%3c\epsilon~~\Bigr]~~\biggr]~~\Biggr]]


“然后，我们按顺序来看……”


对于任意正数 [image: \epsilon]

 ，

[image: ]



都存在某个自然数 N

 ，

[image: ]



使得……对任意自然数 n
 都成立。


[image: ]


“……就是这样的结构。”

“哈哈……括号变成三重了呢。”

“嗯。那我们试试把这三重括号的最里面也填上。”

[image: \forall\epsilon%3e0~\Biggl[~~\exists N~\biggl[~~\forall n~\Bigl[~~N%3cn~~\Rightarrow~~|{\rm A}-a_n|%3c\epsilon~~\Bigr]~~\biggr]~~\Biggr]]


“读出来就是下面这样。”


对于任意正数 [image: \epsilon]
 ，都存在某个自然数 N
 ，

使得 [image: N%3cn\Rightarrow|{\rm A}-a_n|%3c\epsilon]
 对任意自然数 n
 都成立。



“为了能看得更明白一点，我们试着加点词。”

我指着黑板上的式子开始读——


若对于任意正数 [image: \epsilon]
 ，给每个 [image: \epsilon]
 都选定某个合适的自然数 N
 ，

则能使命题 [image: N%3cn\Rightarrow|{\rm A}-a_n|%3c\epsilon]
 对于任意自然数 n
 都成立。



“那个，我心脏好像稍微……跳得没有刚刚那么快了。”

“嗯，是吧。现在是我在写式子，如果换成你自己动手写，那你的心跳就会更慢了。”

“学长，‘[image: \exists N]
 ’那儿，你说的是‘某个自然数 N
 ’，意思是 [image: \exists N\in\mathbb{N}]
 吗？”

“嗯，没错。全写出来就太复杂了，所以 [image: \in\mathbb{N}]
 这部分我就省掉了。[image: \forall n]
 这部分也一样。当然了，就算不省略，写成下面这样，含义也不变。

[image: ]


……总之，不管怎么说，看复杂式子的时候，关键是要像这样，把式子拆成一块一块的，各个击破。”

6.1.4　看“绝对值”

“我明白了……可是，变量还是很多呀。”

“那你试着数一下，看一共出现了几个变量。”

[image: \forall\epsilon%3e0~\Biggl[~\exists N\biggl[~\forall n\Bigl[N%3cn\Rightarrow|{\rm A}-a_n|%3c\epsilon\Bigr]\biggr]\Biggr]]


“嗯。有 [image: \epsilon]
 、N
 、n
 、A、an

 这五个。咦？这么少吗？”

“因为同一个变量出现了好几次啊。现在你应该也明白 A 和 an

 的意思了吧？这两个变量表示的是什么呢？”

“嗯，A 是……极限值，是 an

 无限接近的数。然后，an

 是我们现在要讨论的数列。”

“嗯，很好。再说准确点的话就是，an

 是数列 [image: {a_n\}]
 的第 n
 项。比如说，a
 1
 是第 1 项，a
 123
 是第 123 项。”

“嗯，了解。”


A　数列 [image: {a_n\}]
 的极限值




an

 　数列 [image: {a_n\}]
 的第 n
 项


“那 [image: |{\rm A}-a_n|%3c\epsilon]
 这个式子表示的是什么呢？”

“‘[image: {\rm A}-a_n]
 的绝对值小于 [image: \epsilon]
 ’……对吧？”

“你明白‘[image: {\rm A}-a_n]
 的绝对值’表示的是什么吗？”

“你问得这么严肃……很让人纠结啊。”

“‘[image: {\rm A}-a_n]
 的绝对值’是数轴上的点 A 和点 an

 之间的距离
 。”

“距离……”

[image: {%}]



[image: |{\rm A}-a_n|]
 表示两点间的距离


“因为是绝对值，所以不用管点 an

 是在点 A 的左边还是右边。”

“喔喔，就是说只需要关注它们距离多远呗。”

[image: {%}]



即使点 an

 在点 A 的左侧，[image: |{\rm A}-a_n|]
 也表示两点间的距离


“然后，这个距离小于 [image: \epsilon]
 就是说……”

“啊，我明白了。点 an

 离点 A 不太远吧？”

“不太远？再说清楚点。”

“嗯……啊！点 an

 离点 A 的距离小于 [image: \epsilon]
 ！”

“没错，就是如此。点 an

 只能在这条粗线范围内移动。”

[image: {%}]



点 an

 离点 A 的距离小于 [image: \epsilon]



“嗯，是的。点 an

 往最右边能移动到 A + [image: \epsilon]
 ，往最左边能移动到 A - [image: \epsilon]
 。”

“嗯，不错。不过，图里的空心点不包括在这个范围内。也就是说，不能踩到左边和右边的端点。我们把这种‘离点 A 的距离小于 [image: \epsilon]
 的范围’叫作 A 的 [image: \epsilon]
 邻域
 。”

“[image: \epsilon]
 lín yù 吗？ lín yù……”

“相邻的‘邻’，区域的‘域’。”

“英语怎么说呢？”

“咋说来着……Neighborhood 吧？”

“原来如此！就是邻居呀！”

[image: {%}]



A 的 [image: \epsilon]
 邻域


“也就是说，点 an

 在点 A 的 [image: \epsilon]
 邻域里。”

“咦？可是，小于 [image: \epsilon]
 的话，那就是说点 an

 可以离开点 A 咯？”

“嗯，可以。点 an

 可以离开点 A。”

“可是，这样‘无限接近’不就不成立了吗？”

“这个问题问得很好，我们等会儿再讨论。现在先好好理解‘点 an

 离点 A 的距离小于 [image: \epsilon]
 ’，也就是‘点 an

 在点 A 的 [image: \epsilon]
 邻域里’这句话吧？”

“啊，嗯！我明白了。”泰朵拉说完，想了一小会儿，“学长，起初我说过，‘[image: {\rm A}-a_n]
 的绝对值小于 [image: \epsilon]
 ’，对吧？这点我没说错，但我说的时候就想‘诶？这是什么意思？’不过，学长你在黑板上画了图，说了‘点 an

 只能在这条粗线范围内移动’以后，我就完全明白啦。式子的含义‘唰’地一下呈现在了眼前，而且‘[image: \epsilon]
 邻域’的意思我也瞬间就明白了。只是稍微改改表达方式，就会很容易理解呢……”

“你说得没错。表达方式很重要。”

“说到绝对值，我就想起了那会儿。”泰朵拉吃吃地笑，“去年春天那会儿，学长就是在这间阶梯教室给我讲绝对值的定义的。我那会儿被绊倒了，好惨呀。我在数学上也总是绊跟头。不过，比起那会儿，我觉得自己已经走得相当稳了。”

“是啊。我觉得你一直很努力。”我也同意。

“这也是……多亏了学长你啊。”

6.1.5　看“若……则……”

“那我们继续吧。泰朵拉你已经会看这个式子了吧？”

[image: N%3cn\Rightarrow|{\rm A}-a_n|%3c\epsilon]


“嗯……不，还不会。那个，我还不知道 N
 是什么。”

“嗯，是啊。不过没事，你就基于你现在的理解，试着分析一下。”

“好。这个……若 n
 大于 N
 ——”


若 n
 大于 N
 ，则点 A 与点 an

 的距离小于 [image: \epsilon]
 。



“嗯嗯，没错。能换成 [image: \epsilon]
 邻域这个说法吗？”

“嗯……可以。若 n
 大于 N
 ，则点 an

 在点 A 的 [image: \epsilon]
 邻域里。是这样吧？这个式子真正想说的就是‘当 n
 比较大时，点 an

 接近点 A’吧？”

“嗯。下面，我们再定量地看一下吧。如果人家问你‘当 n
 比较大时，是指 n
 为多大’时，那你回答‘当 n
 大于 N
 时’即可。然后，如果人家问你‘点 an

 接近点 A，是指多近’，你就可以回答‘点 an

 在点 A 的 [image: \epsilon]
 邻域里’。也就是说，[image: N%3cn\Rightarrow|{\rm A}-a_n|%3c\epsilon]
 这个式子描述的是‘n
 的大小’与‘点 A 和点 an

 的距离’之间的关系。这下你就明白该如何分析复杂式子了吧？”

“豁然开朗……稍、稍等，让我总结一下。”


	把复杂式子拆开来想。

	出现希腊字母也不要慌。

	思考变量的含义。

	思考绝对值的含义。

	试着画图来表示。

	思考不等号的含义。



“嗯，这样就行了。虽说每一步都是理所当然的。”

“嗯！我每次都想一口气把整个式子都理解了，所以才会发慌。拆开来想很重要呀……”

她比了一个用菜刀切菜的手势。但我不太明白她想表达什么意思。

6.1.6　看“所有”和“某个”

“来，快来挑战一下这个式子吧。”我说道。

“好！”泰朵拉握紧双拳。

[image: \forall\epsilon%3e0~\Biggl[\exists N~\biggl[\forall n~\Bigl[N%3cn\Rightarrow|{\rm A}-a_n|%3c\epsilon\Bigr]\biggr]\Biggr]]


“上面的式子意思如下。”


若对于任意正数 
 ，给每个 [image: \epsilon]
 都选定某个合适的自然数 N
 ，

则能使命题‘若 n
 大于 N
 ，则点 an

 在点 A 的 [image: \epsilon]
 邻域里’

对于任意自然数 n
 都成立。



“你明白意思了么？认真想，不要着急往前赶。”

我就此没再说话，观察着泰朵拉的神情。

她用手掩着嘴，想了一会儿。

“……那个，我差不多明白了，除了 N
 。


	只要 [image: \epsilon]
 大于 0，那么 [image: \epsilon]
 再怎么小也没关系。

	若 n
 大于 N
 ，则点 an

 在点 A 的 [image: \epsilon]
 邻域里。



上面这两条我都明白了。所以，要是把 [image: \epsilon]
 缩到超级超级小，那点 an

 就必须在非常非常窄的 [image: \epsilon]
 邻域里……我就明白了这些。”

“嗯，很不错嘛！”

“可是，N
 ……这个 N
 表示的是什么呢？”

“嗯，这个问题问得好。变量 N
 这个数表示的是‘把 n
 增大到多大，点 an

 才能在点 A 的 [image: \epsilon]
 邻域里’。不用管那些小于等于 N
 的 n
 。只要 n
 满足大于 N
 这个条件，点 an

 就会全都在点 A 的 [image: \epsilon]
 邻域里……”

“这……这个……”

“不如这么想：好比有人拿很小的 [image: \epsilon]
 挑战
 你说‘来，你能把点 an

 全都放进这么小的 [image: \epsilon]
 邻域里吗？’而你应战
 说‘嗯……至少去掉数列前 N
 项后，数列中剩下的所有项都能放进 [image: \epsilon]
 邻域里’。我们试着回忆一下 [image: \epsilon]
 和 N
 的顺序。

[image: 图像说明文字]


也就是说，我们可以先确定 [image: \epsilon]
 ，再给每个 [image: \epsilon]
 选定不同的 N
 。接受了‘小 [image: \epsilon]
 挑战’后，我们要用大 N
 来应战。要是 [image: \epsilon]
 非常小，我们就用非常大的 N
 来应战。不管 [image: \epsilon]
 是什么样的，只要我们丢掉开头的前 N
 项，就能把剩下的所有项（无数个项）都放进 [image: \epsilon]
 邻域里——存在这样的 N
 ，正是数列收敛的意义，也是 [image: \epsilon-N]
 的观点所在。”

“原来如此……我明白了。不管是多窄的 [image: \epsilon]
 邻域，只要根据 [image: \epsilon]
 丢掉开头的前 N
 项，就能把剩下的所有项都一股脑儿放进 [image: \epsilon]
 邻域里……”

“嗯，对，对。[image: \epsilon]
 本身大小是有限的，不可能无限小。但是，正是因为有‘对于任意小的 [image: \epsilon]
 ’，也就是‘对方以多小的 [image: \epsilon]
 挑战都没问题’这个条件，所以我们才能不用‘无限’这个词就能表示‘极限’。”

“原来如此……话说，学长，为什么要提出 N
 呢？我们想要讨论的只是‘把 n
 增大，就能把点 an

 放进点 A 的 [image: \epsilon]
 邻域里了’，多提出一个新变量 N
 有点……”

“这个嘛，采用 [image: \exists N]
 这种写法就是为了讨论以上情况。”

“喔……”

“也就是说，为了用式子表示‘〇〇是可能的’，我们通过 [image: \exists]
 换了个说法 ——‘存在满足〇〇的数’。”

“把某个条件是‘可能’的，代换成‘存在’某个数这种说法……”

“嗯，就是这样。那下面来感受一下 [image: \epsilon-N]
 的作用吧。”

“啥？”

“我们假设‘当 n
 → ∞ 时，[image: a_n\to{\rm A}]
 ’。此时可以存在满足 [image: a_k={\rm A}]
 的 ak

 吗？”

“喔，是‘恰好’问题呀。……嗯，我觉得存在。因为重点只在于点 an

 是否在点 A 的 [image: \epsilon]
 邻域里，所以点 ak

 可以等于点 A。”

“嗯，没错。那点 an

 可以一会儿接近点 A，一会儿远离点 A 吗？”

[image: {%}]


“可以。只要 点 an

 在 A 的 [image: \epsilon]
 邻域里，我认为就可以。不过，点 an

 不可能一直只距离点 A 一定距离。长远来看，点 an

 距点 A 的距离应该会逐渐缩小。比如说，如果点 an

 一直只距离点 A 一定距离，那么不管丢掉多少个项，仍然会有在 [image: \epsilon]
 邻域之外的项……啊！我只能在脑海里刻画，很难用语言表达呀……这样不行啊！”

[image: {%}]


“那个……学长，我很难用语言来准确地表达这种微妙的条件啊。可能确实是用 N
 这种变量会说明得更准确一些。”

“说得对……你能体会到这点，很了不起呀。”

“是、是么……”她“唰”地红了脸。

“经过这一番‘格斗’，你也习惯看这种看似复杂的式子了吧？看惯了就不会再怕了。每个变量的含义也会谙熟于心。我们也差不多该试着去掉三重括号，把式子变回原本的形式了。你看，你心脏已经跳得没那么快了吧？”

[image: \forall\epsilon%3e0~~\exists N~~\forall n\Bigl[N%3cn\Rightarrow|{\rm A}-a_n|%3c\epsilon\Bigr]]


“不，我的心还在怦怦直跳……不过，我觉得我大体上理解了。”

6.2　函数的极限

6.2.1　[image: \epsilon-\delta]


关于数列的极限，我们就说到这里吧。下面来讨论一下函数的极限。前面都说的是 [image: \epsilon-N]
 ，接下来说 [image: \epsilon-\delta]
 。我们还按照讨论数列的极限时的思路来思考吧。

首先，函数的极限是用以下式子表示的。

[image: \lim_{n\to a}f(x)={\rm A}]


用文字来描述，则是下面这样。


函数 f
 (x
 ) 在 [image: x\to a]
 中收敛，极限值
 是 A。



高中课程是这么描述上面这句话的含义的。


当变量 x
 无限接近 a
 时，

函数 f
 (x
 ) 的值无限接近常数 A。



“当 [image: x\to a]
 时，函数 f
 (x
 ) 的极限值是 A”意即能定义“x
 为实数，以下式子成立”。

[image: \forall\epsilon%3e0~\exists\delta%3e0~\forall x\Bigl[0%3c|a-x|%3c\delta\Rightarrow|{\rm A}-f(x)|%3c\epsilon\Bigr]]




函数的极限（通过 [image: \epsilon-\delta]
 来表示）


[image: \begin{aligned}\lim_{n\to a}f(x)&={\rm A}\\&\Updownarrow\\\forall\epsilon%3e0~\exists\delta%3e0~\forall x\Bigl[0%3c|a-x|%3c\delta&\Rightarrow|{\rm A}-f(x)|%3c\epsilon\Bigr]\end{aligned}]




“这次换泰朵拉你来加上三重括号吧。”

“啊，好……”

泰朵拉仿照我刚才那样，给式子加上了三重括号。

[image: \forall\epsilon%3e0~\Biggl[~~\exists\delta%3e0~\biggl[~~\forall x~\Bigl[~~0%3c|a-x|%3c\delta~\Rightarrow~|{\rm A}-f(x)|%3c\epsilon~~\Bigr]~~\biggr]~~\Biggr]]


“从外层开始看的话……”


对于任意正数 [image: \epsilon]

 ，

[image: ]



都存在某个正数 δ

 ，

[image: ]



使得……对任意 x
 都成立
 。

[image: ]


“……就是这样吧？”

“很好。把最里面的式子也给填上后，就是下面这样。”

[image: \forall\epsilon%3e0~\Biggl[~~\exists\delta%3e0~\biggl[~~\forall x~\Bigl[~~0%3c|a-x|%3c\delta~\Rightarrow~|{\rm A}-f(x)|%3c\epsilon~~\Bigr]~~\biggr]~~\Biggr]]


“这个……我来读！”


若对于任意正数 [image: \epsilon]
 ，给每个 [image: \epsilon]
 都选定某个合适的正数 δ
 ，

则能使命题 [image: 0%3c|a-x|%3c\delta~\Rightarrow~|{\rm A}-f(x)|%3c\epsilon]
 对于任意 x
 都成立。



“嗯，泰朵拉，你知道下面这个式子的意思吗？”

[image: 0%3c|a-x|%3c\delta]


“嗯……知道。这个……噢，还是在说绝对值！即‘a
 - x
 的绝对值大于 0 且小于 δ
 ’。根据‘距离’这个思路来看，就是‘a
 和 x
 不重合，且两点间的距离小于 δ
 ’这样吧？”

“没错。那用邻域这个词该怎么表示？”

“跟数列那会儿一样，伊普西龙……咦？”

“这次不是 [image: \epsilon]
 邻域啦。”

“了解……这次是 δ
 邻域
 ！也就是说，[image: 0%3c|a-x|%3c\delta]
 就等于‘x
 在 a
 的 δ
 邻域里，但 a
 和 x
 这两点不重合’？”

“嗯，没错。‘两点不重合’说的是 [image: 0%3c|a-x|]
 吧？你判断得很好。因此，我们分析 [image: 0%3c|a-x|%3c\delta~\Rightarrow~|{\rm A}-f(x)|%3c\epsilon]
 这部分后，可知‘若 x
 在 a
 的 δ
 邻域里且 [image: x\not= a]
 ，则 f
 (x
 ) 在 A 的 [image: \epsilon]
 邻域里’。”

“这次出现了两个邻域呀！”

“嗯。讨论函数的极限时，不管接受的挑战里的 [image: \epsilon]
 有多么小，都会存在某个 δ
 ，满足‘如果把 x
 放在 a
 的去心 δ
 邻域里，那 f
 (x
 ) 就在 A 的 [image: \epsilon]
 邻域里’。我们要用 δ
 来迎接 [image: \epsilon]
 的挑战。”

[image: {%}]


6.2.2　[image: \epsilon-\delta]
 的含义

“天色相当晚了，咱们差不多该回去了。最后再确认一下 [image: \epsilon-\delta]
 的含义吧。话说回来，你还记得为什么要讨论 [image: \epsilon-\delta]
 吗？”

“嗯……是什么来着？啊，对对。为了避开‘无限接近’这个词，准确地定义极限的含义。”

“没错。我们在定义极限的时候，用了什么词来代替‘无限接近’来着？”

“用了什么词……嗯，对了，用的是‘对于任意小的正数 [image: \epsilon]
 ……’，对吧？无论选择的 [image: \epsilon]
 是什么样的，都要找到一个合适的 δ
 。”

“没错。从 [image: \epsilon-\delta]
 的角度来说，‘存在极限’的重点在于，要确保
 ‘无论选择的 [image: \epsilon]
 是什么样的，都要找到一个合适的 δ
 ’。而‘无限接近’这个词并不能确保这点。”

“确保，是么……”

6.3　摸底考试

6.3.1　上榜

我跟泰朵拉走出阶梯教室，在院子里转了一圈后，走向换鞋处。一会儿我们要一起回家。

“学长，咦？”泰朵拉伸出手，指着某个方向。

她指向的是通往换鞋处的走廊的方向，老师们的办公室前面。那里是校内的主要通道。学生们聚集在走廊里，望着墙壁。

“是光荣榜吧？”

“应该是。”

我们学校会把摸底考试成绩排前 10% 的人的名单贴出来。名字按照成绩排序，打印在一张大大的纸上，公布出来。这就是“光荣榜”。如果自己的名字被贴了出来，我们就称之为“上榜”。

这次贴出的是高一高二的摸底考试结果（语文、数学、英语）。高三正在备战高考，所以没份儿。

毫无疑问，我第一眼看向了高二的数学排名。我还从没有落榜过。可是……咦？

“……”

上面没有我的名字。

米尔嘉？当然有。

都宫？有。

那上面汇集了我们高中里的数学高材生的名字。人员基本没有变动，都是经常上数学榜的人。

“学长你的名字……好像不在上面呢。”泰朵拉说道。

“啊……嗯。是啊。”我答道，目光仍未从墙上移开。

“学长你状态不好吗？”声音中透着关心。

“嗯，这个……也有这个可能。”

不可能！——我在心中大喊。

“学长！我第一次靠数学上榜耶！你看你看！”

她开心得像个小孩子，伸手指着高一的光荣榜。

“咦……就是说有两门上榜？”

“嗯……不好意思。”她红着脸，但看上去仍旧很高兴。

本来泰朵拉的英语在年级里就数一数二。所以，数学成绩也上来的话，就有两门上榜了。

不过，我没法打从心底为她的进步而高兴。我很在意自己没有上榜。而我之前好像还摆出一副学长的样子说过什么“有不懂的就来问我”……唉，我真是丢死人了。

6.3.2　静寂的声音、沉默的声音

回家路上。

我跟泰朵拉并肩走着。

我一直在想摸底考试的事儿。考完之后，我确实觉得发挥得不同于往常。特别是计算积分的题。虽说题很简单，用式子就行了，但是数却很多。我没想到别人有这么厉害。感觉没脸见人，自己没脸见人。

“今天学长给我讲了极限的定义呢。”

泰朵拉用跟平常一样的口气，说起了数学。

“嗯。”

“不用‘无限接近’的说法，而用带 [image: \epsilon-\delta]
 的式子定义极限 —— 这个思路我明白了。不过……有个地方我很纠结。”

“什么地方？”我跟泰朵拉之间的交流无限麻烦起来了。

“那个……用式子定义极限以后，又有什么用呢？或者说，能用到什么地方呢？”

“喔喔……”回答了泰朵拉的问题，又有什么用呢？“微分和积分都能用极限来定义。然后……嗯，你知道连续
 吗？连续也是用极限……也就是用 [image: \epsilon-\delta]
 来定义的。”

“定义连续？‘连续’是‘连在一起’的意思吧？”

“那是我们平常使用的含义，是辞典里的意思。”

“查辞典不行么？”

“对数学来说没什么用。因为查了也不知道数学里独有的严密的含义。”

“是呀，我感觉……”泰朵拉像是自言自语地说着，“逻辑这东西跟解方程式，还有计算都不一样。原来我解整数题的时候，会听到一种‘嘎吱嘎吱’的声音。不过，在解逻辑题的时候，声音就不一样了 —— 感觉要更安静一些。就像是‘静寂的声音’或是‘沉默的声音’……似乎无声，又并非无声。我必须去听那些细微的声音。仔细梳理逻辑就像用心倾听一样。正如盈盈学姐说的那样，要‘去聆听声音’。虽说都是数学，但是领域不一样，感觉也就大相径庭呢。数学，到底是什么呢？”

“……”我，到底是什么呢？

“学长？”

“什么事？”我自己也知道，我声音里带着刺儿。

“啊……没，没什么。”泰朵拉低下头。

我们沉默地走着，就这样一路走到了车站。

“那个，我……我去书店一趟。”泰朵拉“咻咻咻”地晃着手指头。斐波那契手势 1
 ——泰朵拉想出来的数学爱好者手势。这是我们的暗号。


1
 首次出现在《数学女孩》（人民邮电出版社，2016 年 1 月）中，是泰朵拉想出来的数学爱好者之间的问候语。若看到对方打出这个手势，自己就要做出“石头剪刀布”中的“布”的手势去回应。这是因为在斐波那契数列中，1, 1, 2, 3 的后面是 5，与做“布”的手势时伸出的手指数相同。—— 编者注

[image: 1\quad1\quad2\quad3]


然而，我并没有回应泰朵拉，而是丢下一句“那我走了”，就跟她分别了。

6.4　“连续”的定义

6.4.1　图书室

第二天。—— 不管心情如何，第二天总是要到来的。

我带着烦躁的心情上完了课，总算放学了。可是，只是摸底考试考砸了一次就这么失落，真丢人。

“我先去图书室了。”米尔嘉一如既往。

“先去”……么。感觉话里有话。

我怀着忐忑的心情走向图书室。

泰朵拉和米尔嘉正在里面说话。

“我们来具体地用式子定义‘连续’吧。”米尔嘉说道。

“学姐你把这个都背下来了吗？”

“想想意思就马上想起来了。下面这个就是‘连续’的定义。”



连续的定义（通过 lim 来表示连续）


当函数 f
 (x
 ) 满足以下式子时，我们就说，f
 (x
 ) 在 x
 = a
 处连续。

[image: \lim_{x\to a}f(x)=f(a)]




“诶？就这点儿？”

“就这点儿。哦，你来啦。”米尔嘉看向我这边。

泰朵拉也看向我，轻轻点头致意。

“那下面来测测你有没有掌握 [image: \epsilon-\delta]
 。”



问题 6-1（通过 [image: \epsilon-\delta]
 来表示连续）


用 [image: \epsilon-\delta]
 写出函数 f
 (x
 ) 在 x
 = a
 处连续。



“嗯，我想想……刚刚学姐你讲了‘函数 f
 (x
 ) 在 x
 = a
 处连续’的定义，也就是下面这个式子。

[image: \lim_{x\to a}f(x)=f(a)]


这个式子还可以写成‘当 [image: x\to a]
 时，[image: f(x)\to f(a)]
 ’这样，对吧？也就是说，当 x
 无限接近 a
 的时候，f
 (x
 ) 无限接近 f
 (a
 )……”泰朵拉看着米尔嘉的表情回答道。

米尔嘉轻轻点头。

“所以，用 [image: \epsilon-\delta]
 把这个带 lim 的式子写出来就行了吧？式子虽然复杂，只要拆分成一块一块来思考，肯定就不会有问题了。”

泰朵拉说完稍微停了停，试着往笔记本上写了几个式子。

“……好。用 f
 (a
 ) 来替代 [image: \epsilon-\delta]
 的极限值就行了，对吧？”

[image: ]


“也就是说——


若对于任意正数 [image: \epsilon]
 ，给每个 [image: \epsilon]
 都选定某个合适的正数 δ
 ，

则能使命题 [image: 0%3c|a-x|%3c\delta\Rightarrow|f(a)-f(x)|%3c\epsilon]
 对于任意 x
 都成立。



对吧？”

“很好。”米尔嘉回答。

“不管正数 [image: \epsilon]
 是什么，只要 x
 在 a
 的 δ
 邻域里，我们就选一个 δ
 ，让 f
 (x
 ) 在 f
 (a
 ) 的 [image: \epsilon]
 邻域里，对吧？”

“就是这样，泰朵拉。”米尔嘉语气中满是佩服。

“昨天晚上我练习了好多呢！”泰朵拉看着我说道。



解答 6-1（通过 [image: \epsilon-\delta]
 来表示连续）


当函数 f
 (x
 ) 满足以下式子时，f
 (x
 ) 在 x
 = a
 处连续。

[image: \forall\epsilon%3e0~\exists\delta%3e0~\forall x~\Bigl[0%3c\bigl|a-x\bigr|%3c\delta\Rightarrow\bigl|f(a)-f(x)\bigr|%3c\epsilon\Bigr]]




“因为对于不连续的函数，其函数图的线会‘啪’地断开，所以我们从直观上看也能看明白，因为线会中断，而不是连着的。比如说下面这个函数，当 x
 = a
 时，这一点像是‘咻’地跳出来了一样。”

“那我们再想一个从直观上不好理解的病态函数吧。”

米尔嘉坏坏地说道。

[image: {%}]



在 x
 = a
 处不连续的示例


6.4.2　在所有点处都不连续



问题 6-2（在所有点处都不连续）


是否存在在实数范围内不连续的函数？



“换句话说，就是在所有点处都不连续的函数。”

“线……线在所有点处都是断开着的函数图……这怎么画得出来嘛！”

“只要不再依靠函数图就行了。”米尔嘉说道。

“可是，在所有点处都不连续，怎么想都……”

“只要不依靠‘连续’这个词就行了。”

“那我们要……依靠什么？”泰朵拉迷茫到了极点。

“逻辑。”米尔嘉马上回答道。

“逻辑？”

“泰朵拉啊泰朵拉，你要把连续的定义丢掉不用么？”

“啊！是 [image: \epsilon-\delta]
 吗？”

“对。‘在 x
 = a
 处不连续’这个式子也就是在 [image: \epsilon-\delta]
 的式子上加上‘[image: \neg]
 ’来否定。”

[image: \neg\Bigl(\forall\epsilon%3e0~\exists\delta%3e0~\forall x~\Bigl[0%3c\bigl|a-x\bigr|%3c\delta\Rightarrow\bigl|f(a)-f(x)\bigr|%3c\epsilon\Bigr]\Bigr)]


“在谓词逻辑中，一旦交换 [image: \exists]
 和 [image: \forall]
 ，那么否定符号‘?
 ’就会被放到式子里面。这是因为以下式子成立。

[image: \begin{aligned}&\neg\biggl(\forall x\Bigl[\cdots\Bigr]\Bigr)~~\Longleftrightarrow~~\exists x\Bigl[\neg \Bigl(\cdots\Bigr)\Bigr]\\&\neg\biggl(\exists x\Bigl[\cdots\Bigr]\Bigr)~~\Longleftrightarrow~~\forall x\Bigl[\neg \Bigl(\cdots\Bigr)\Bigr]\\\end{aligned}]


这样一来，刚才的式子就等价于下面这个式子。

[image: \exists\epsilon%3e0~\forall\delta%3e0~\exists x~\Bigl[\neg\Bigl(0%3c\bigl|a-x\bigr|%3c\delta\Rightarrow\bigl|f(a)-f(x)\bigr|%3c\epsilon\Bigl)\Bigl]]


也就是说——


一旦选定某个正数 [image: \epsilon]
 ，那么不管把正数 δ
 缩到多小，

[image: 0%3c\bigl|a-x\bigr|%3c\delta\Rightarrow\bigl|f(a)-f(x)\bigr|%3c\epsilon]
 对于某个正数 x
 都不成立。



这就是‘f
 (x
 ) 在 x
 = a
 处不连续’的定义。就是说，只要找到那个对于所有实数 a
 都能成立的函数 f
 (x
 ) 即可。”

“唔唔唔唔……”泰朵拉抱着头呻吟。

“你怎么看？”米尔嘉把话题抛给了我。

听到米尔嘉这么一问，我的心钻进了数学中，烦躁不安的情绪忽然间烟消云散。

“比如说，下面这个函数很有名，对吧？”我说道。

[image: {%}]


“确实。”米尔嘉点头。

“诶诶诶诶？这也算函数？”

“因为……”我回答道，“只要确定了一个实数 x
 ，也就确定了一个 f
 (x
 ) 的值，所以是函数。也可以说，这是‘无理数测定仪
 ’。”



解答 6-2（在所有点处都不连续）


存在在实数范围内不连续的函数。



6.4.3　是否存在在一点处连续的函数

“你好像早就知道刚才那道题呀。”米尔嘉说道。

“嗯。我好像在哪儿看到过。”

“那你思考一下这道题试试？”



问题 6-3（在一点处连续的函数）


是否存在只在 x
 = 0 这一点处连续的函数？



“只在一点处连续的函数……不可能吧？”我歪着脖子。

“那个……”泰朵拉战战兢兢地举起了手。

“有什么问题吗，泰朵拉？”米尔嘉问道。

“那个……我明白了，答案。”

“诶……”我不禁感叹道。速度怎么这么快？

“唔……答案是？”米尔嘉指向泰朵拉。

“等一下啊！我现在正在想呢！”我抗议道。

“啊，好。我等会儿。”泰朵拉说道。

“泰朵拉。”米尔嘉比了一个“咬耳朵”的手势。

“嗯？啊，明白。”

泰朵拉凑近米尔嘉，“嘚嘚嘚嘚”地“咬耳朵”。

“嗯，回答正确。”

“太好了！”泰朵拉很高兴。

我感觉全身的血液都涌向了脑袋。泰朵拉已经解完了？能写出这样的函数？不不，说不定，她只是一下子知道了为何不存在这样的函数。只是我还没想明白而已……

“还剩 5 分钟。”米尔嘉说道。


是否存在只在一点处连续的函数？



6.4.4　逃出无限的迷宫

当我不断思索的时候，米尔嘉和泰朵拉正小声说着话。

“你刚刚说的练习是？”米尔嘉问道。

“啊，我在笔记本上写了好多遍 [image: \epsilon-N]
 和 [image: \epsilon-\delta]
 的式子，来回思考它们的含义。我要是不写很多遍，就没法理解透彻……然后，我还画了函数图，练习写出 [image: \epsilon]
 邻域和 δ
 邻域。”

“喔……”

“[image: \epsilon-\delta]
 我基本熟悉了，虽说还有些地方不理解……”

“泰朵拉，这难度可能源于实数本身。或许感到‘不理解’才更正常，所以你不用勉强自己去理解。”米尔嘉说道。

“那个，米尔嘉学姐……学长告诉我，就极限而言，重点是要确保存在 δ
 ，可是不管我怎么看 [image: \epsilon-\delta]
 ，都不怎么有‘无限接近’的感觉啊。我倒是感觉好像为了‘无限接近’有必要‘无限循环’……”

“一想到有必要‘无限循环’，我们就迷失在迷宫里了。不管循环多少次，我们都会迷惑，觉得前面还有路。最重要的，不是无限循环，而是‘确保对于任何 [image: \epsilon]
 都存在与其对应的 δ
 ’。不过，如果你习惯了，也可以享受这个迷宫带来的乐趣……只要我们借助 [image: \epsilon-\delta]
 ，就能逃出这个‘无限循环’迷宫。”

“了解。”

“只要是在我们这个地球上学习数学的人，无一例外都会从魏尔斯特拉斯那儿拿到 [image: \epsilon-\delta]
 这把‘钥匙’，然后……”米尔嘉慢慢地伸展双臂说道，“他们就会用 [image: \epsilon-\delta]
 打开极限之‘门’，逃出无限这个迷宫。”

6.4.5　在一点处连续的函数！

“话说，喂，到时间啦。”

“我认输。”我说道，“我觉得不存在在一点处连续的函数。”

米尔嘉递了个眼色，泰朵拉开了口。

“那……那个，我实际写出来过，所以，是存在的。”

“诶？能写出这样的函数？”

“嗯……不过，我只是稍微改了改学长你给我的例子哦！”

[image: ]


“啊……”我哑口无言。

“解释。”米尔嘉命令道。

“好。”泰朵拉应道，“刚才，学长你写出了一个‘在所有点处都不连续的函数 f
 (x
 )’，也就是‘无理数测定仪’。当然，这个‘无理数测定仪’的函数图是画不出来的，如果能画出来，我觉得应该也是下面这样。它看起来像两张图，想表达的是‘y
 只在当 x
 为有理数时等于 0，而当 x
 为无理数时，y
 等于 1’。比如 说，当 x
 等于有理数 1 时，y
 等于 0；当 x
 等于无理数 [image: \sqrt{2} ]
 时，y
 等于 1。”

[image: {%}]


“这次米尔嘉学姐的题是思考‘只在 x
 = 0 处连续的函数’。因此……我就想，能不能用学长你写的那个‘无理数测定仪’呢？如果要思考连续的定义，即 [image: \epsilon-\delta]
 ，并写一个在 x
 = 0 处连续的函数 g
 (x
 ) 的话，不管我拿多小的 [image: \epsilon]
 应战，只要保证有一个 δ
 满足‘如果 x
 在 0 的 δ
 邻域里，那么 g
 (x
 ) 就在 g
 (0) 的 [image: \epsilon]
 邻域里’就可以了。因为当 x
 为有理数时，g
 (x
 ) ＝ 0，所以 g
 (x
 ) 在 [image: \epsilon]
 邻域里。问题在于无理数。我想，当 x
 为无理数时，让 g
 (x
 ) 紧挨着 g
 (0) = 0 不就好了吗？所以，我就把刚刚那个 y
 = f
 (x
 ) 的图倾斜了一下，用斜线靠近 g
 (0) = 0，这样 g
 (x
 ) 就出来了。”

[image: {%}]


“这样一来，不管我拿多小的 [image: \epsilon]
 应战，都能找到 δ
 ，因为只要让 δ
 比 [image: \epsilon]
 小就行了。比如说，让 δ
 等于 [image: \frac{\epsilon}{2} ]
 。这样的话，对于 δ
 邻域里的 x
 来说，g
 (x
 ) 的值肯定在 [image: \epsilon]
 邻域里。”

[image: {%}]


“换成有理数就是 0，所以不要紧。就算换成无理数，[image: |0-g(x)|=|g(x)|]
 也小于 [image: \epsilon]
 。因为，只要按照下面这个思路来思考就可以了。

[image: ]


所以，[image: |g(x)|%3c\epsilon]
 ，g
 (x
 ) 就到了 0 的 [image: \epsilon]
 邻域里。这就是我们原本的目的！因为不管对于多小的 [image: \epsilon]
 ，只要让 x
 进到 δ
 邻域里，那么 g
 (x
 ) 就会进到 [image: \epsilon]
 邻域里。用 [image: \epsilon-\delta]
 的思路，就能写出只在 x
 = 0 处连续的函数。”

“停。”米尔嘉说道，“当 [image: x \not = 0]
 时，不连续的情况呢？”

“啊，这……这我没有考虑。”

“算了，反正你马上也就明白了。”米尔嘉说道。

“我觉得……光凭‘无限接近’这个词，是想不出函数 g
 (x
 ) 连不连续的，也画不出函数 g
 (x
 ) 的精确图形。可是，我在心里画了一张图，想到了怎么处理 δ
 。所以我认为，就算没法把图画在纸上，把图画在心里也是有用的。我用了下面这三个工具来思考这次的函数 g
 (x
 )。”


	无理数测定仪 f
 (x
 )

	[image: \epsilon-\delta]


	在心里画的图形



泰朵拉紧绷着一口气答完，然后浅浅地笑了。

“非常好。”米尔嘉说着，摸了摸泰朵拉的头。



解答 6-3（在一点处连续的函数）


存在只在 x
 = 0 这一点处连续的函数。



我……想说点什么。

可是，却没法好好说出口。

“抱歉，我先回去了。”我丢下这句话，离开了图书室。

6.4.6　诉衷肠

我一个人，回到教室，拿起书包。

然后走出换鞋处，绕了教学楼一圈，来到院子里，坐在长椅上，抱着脑袋。

我……到底是怎么了？

摸底考试没上榜，打击有这么大么？

数学输给泰朵拉，打击有这么大么？

受到这么大的打击，才是对我而言巨大的打击。

就这么点儿事儿，我就这么不淡定……

这时，背后传来了脚步声，这脚步声是……

“学长？”

是泰朵拉啊。

“可爱的跟踪狂”果然还“健在”呢。

“……”我没有回话，也没有抬头。

“你很难受吗？”

“我只是烦透了这样的自己。”我答道，仍然没有抬头。

沉默。

“不好意思。”

她轻轻地，把手放在了我低着的头上。

甜美的香气从上方飘了过来。

诶？怎么……这是要干什么？

“主啊。”

泰朵拉凑到我的左耳边，低声说道：

　　——主啊。

　　请您保佑我学长。

　　不管是艰难、抑或困苦，

　　都请您永远在我学长身边，

　　做他的精神支柱。

　

　　——主啊。

　　我从学长那儿体会到了数学的喜悦。

　　我希望，除了我，

　　还有很多人能通过学长体会到数学的喜悦，

　　体会到学习的喜悦。

　

　　奉主耶稣之名祷告，阿门。

　

这是……祈祷？

泰朵拉竟然为了我 —— 为了这么丢人的我而祈祷。

虽然，我并不了解主……

不过我明白，她的祈祷是有意义的。

有一个词，从她的祷告词里，飞进了我的心里。

——喜悦。

数学带来的喜悦是巨大的。解题的喜悦、看穿结构的喜悦、找到架在多个世界间的桥梁的喜悦、收到几百年前数学家们留下的信息的喜悦……有巨大的痛苦，就有巨大的喜悦。嗯，就是这样。我已经体会到了数学的喜悦、学习的喜悦，以及“传递喜悦的喜悦”。

说不定。

说不定，我或许会成为……“老师”。

成为一名老师，传递数学的喜悦和学习的喜悦？

尤里说过：“哥哥你干脆将来当老师吧。”

泰朵拉说过：“学长确实很会教人呢。”

米尔嘉说过：“不配当老师”。那是在骂活在我身体里的那个老师。

泰朵拉轻抚我的头，说道：

“一直以来，我都很感谢你，学长。”

虽说被学妹看见自己流眼泪是很丢脸……

不过，现在不是说这个的时候。

我赶紧擦了擦眼睛，重新戴好眼镜，抬起头。

“抱歉啊……谢谢你，泰朵拉。”

她莞尔一笑，用她那优美的嗓音说道：

“It's my pleasure.”

[image: ]



该极限定义趋于严密，

人们之所以能在真正意义上自主判断分析学证明的正确性，

是因为来自柏林大学的魏尔斯特拉斯在分析学课上导入了一种方法，

这种方法如今被人们称为 [image: \epsilon-\delta]
 语言。

——《不完备定理》[16]






第 7 章　对角论证法


把变量“把变量 x
 用自指代换就称作对角化”用自指代换就称作对角化。

无法证明把“无法证明把 x
 对角化了的语句”对角化了的语句。

——《没有书名为〈没有书名为〇〇的书〉的书》



　

7.1　数列的数列

7.1.1　可数集

“学长，我找你好久了！有东西给你！”

“嗯？”我停下秒表。

“啊，对不起！你在计时啊！”

“没事……”我把思绪移回这个世界，“呼 —— ”地舒了一口气。在解数学题时，我会进入异世界。现实中的自己身处于哪个时代、哪颗星球、哪个国家……全都失去了意义。

——现在是放学后，这里是图书室。

季节是冬季，但已略有春意。已是二月末了，下个月就是毕业典礼跟结课典礼 1
 ，还有春假。


1
 日本的小学和初高中在学期末还举行结课典礼。——译者注

到了四月，我跟米尔嘉就升高三了，泰朵拉就升高二了。时间过得好快啊。

“……没事，我已经把秒表停了。什么东西啊？”

“您有黑猫泰朵拉的快递，是村木老师的卡片！”

“……谢谢。是什么题？”



问题 7-1


证明实数集 [image: \mathbb{R}]
 不是可数集。



“啊，这题我知道，是数学读物里常出现的题。”

“诶？这题这么有名吗？”

“解这题要用到康托尔的对角论证法 2
 ——需要我解释吗？”


2
 即 Cantor's Diagonal Argument，又称对角线证明等。——译者注

“……嗯。如果不妨碍你的话，还请解释一下。”

泰朵拉说着，坐到了我左边的座位上。

“解释的话，一下子就能解释完。我们先不说这个，你明白这道题的含义吗？”

“……除了可数集这个词以外，我应该都明白。”

“可数集
 指的是‘能用自然数给所有元素编号的集合’。”



可数集


可数集指的是能用自然数给所有元素编号的集合。



“用自然数来编号……”

“比如说，有限集都是可数集 3
 对吧？这是因为，如果元素数量有限，那么我们就能给所有元素都编上号。”


3
 也有一些学派主张有限集不属于可数集。

“了解。”

“至于无限集的示例嘛，比如说，我们假设存在一个下面这样的整数集 [image: \mathbb{Z}]
 。

[image: \mathbb{Z}={\cdots,-3,-2,-1,0,+1,+2,+3,\cdots\}]


[image: \mathbb{Z}]
 是可数集。也就是说，我们可以用自然数给整数编号。来动手试试吧。用自然数 1 给整数 0 编号，然后依次用 2 给 +1 编号，用 3 给 -1 编号，用 4 给 +2 编号……”

[image: ]


“嗯……”

“这么写的话，应该更容易理解吧。”

[image: {%}]


“就是轮流加上正负号……对吧？”

“嗯。用哪种方法都行，重要的是给所有整数都编上‘单独的编号’。因为所有的整数都能用自然数来编号，所以我们可以说，整数集 [image: \mathbb{Z}]
 是可数集。用英语说就是 Countable Set。”

“原来如此。Countable，可数的，就是能够 Count 的集合呀。”

“嗯，就是这样。另外，再比如说有理数集 [image: \mathbb{Q}]
 ，它也是可数集哦。因为，像下面这么排的话……

[image: {%}]


我们就能顺藤摸瓜，找到所有大于等于 0 的有理数。接下来，只要跟上面处理整数时一样，轮流加上正负号即可。

[image: 0\to+\frac{1}{1}\to-\frac{1}{1}\to+\frac{2}{1}\to-\frac{2}{1}\to+\frac{1}{2}\to-\frac{1}{2}\to+\frac{1}{3}\to-\frac{1}{3}\to+\frac{2}{2}\to-\frac{2}{2}\to\cdots]


不过，往细了说呢，当出现像 [image: \frac{1}{1} ]
 跟 [image: \frac{2}{2} ]
 这样约分后相等的数时，还必须跳过后出现的数。”

“有理数集也是 Countable Set 啊。”泰朵拉点了点头，又歪了歪头，“可是……能拿自然数来编号，不是理所当然的么。因为自然数是 1, 2, 3, ...，有无数个呀。”

“泰朵拉，你是不是想说‘因为自然数有无数个，所以当然能用它们给无限集合的元素来编号’？可是啊，卡片上写着呢，实数集 [image: \mathbb{R}]
 不是可数集。也就是说，就算动用无数个自然数，也不可能给所有的实数都编上号。”

“实数集 [image: \mathbb{R}]
 不是可数集……？可是学长，如果有那种没有编号的实数，只要每次遇见这种实数时把它单拿出来编号不就行了！”泰朵拉扬起双手。

“不行不行，这样是搞不定的。”

“为什么？”

“因为这个方法不能保证给所有的实数都编上号。”

“可……可是，就算我说的方法不行，也许别人能想出个好方法呢？给有理数编号就办得到，给实数编号却绝对办不到？怎么就能这么说呢？”

“证明就是为此而存在的，泰朵拉。这就是这次要讨论的问题。”

7.1.2　对角论证法



问题 7-1


证明实数集 [image: \mathbb{R}]
 不是可数集。



为了使用对角论证法，我们换个角度理解一下这道题。把“给所有实数
 编号”改成“给满足 0 < x
 < 1 的实数
 编号”吧。

为什么要改成这样呢？这是因为，能给满足 0 < x
 < 1 的实数编号，就相当于能给所有实数编号。

请看下图。

[image: {%}]


由上图可知，如果我们在 x
 轴上的 0 < x
 < 1 这个范围内选定一个实数 a
 ，则 y
 轴上会出现一个对应的实数 b
 。反过来，如果我们在 y
 轴上选定一点 b
 ，则 x
 轴上会出现一个满足 0 < x
 < 1 的实数 a
 。满足 0 < x
 < 1 的实数跟所有实数之间的这种关系是一一对应的，不会出现遗漏，也不会重复。

因此，给满足 0 < x
 < 1 的所有实数编号，就相当于给所有实数编号。



问题 7-1a（问题 7-1 的另一个说法）


证明由满足 0 < x
 < 1 的所有实数构成的集合不是可数集。



那么，接下来介绍一下康托尔的对角论证法。

在这里我们使用反证法。

在反证法中，我们要先假设一个想证明的命题的否定形式，然后推导出矛盾。现在我们想证明的命题是“由满足 0 < x
 < 1 的所有实数构成的集合不是可数集”，因此我们可以假设这样一个该命题的否定形式。


反证法中的假设
 ：由满足 0 < x
 < 1 的所有实数构成的集合是可数集。

我们的目标是从以上假设出发，也就是通过“能用自然数给满足 0 < x
 < 1 的所有实数编号”，推导出矛盾。

既然满足 0 < x
 < 1 的所有实数都有编号，那么这个范围内的所有实数就都能用 A
n

 来表示。n
 是我们编给实数的编号。

我再写得具体点吧。比如，A
n

 可能是下面这样。

[image: \left{\begin{aligned}&{\rm A}_1~~=0.01010\cdots\\&{\rm A}_2~~=0.33333\cdots\\&{\rm A}_3~~=0.14142\cdots\\&{\rm A}_4~~=0.10000\cdots\\&{\rm A}_5~~=0.31415\cdots\\&~\vdots~~~~~~~~~~~~~\vdots\end{aligned}]


在这里，我们试着把“以‘0.’开头的数”写作一般的形式。

[image: {\rm A}_n=0~.~a_{n,1}~a_{n,2}~a_{n,3}~a_{n,4}~a_{n,5}~\cdots]


下标有两个字符，看起来挺费劲的，不过你应该明白吧？ a
 
n
 ,1
 表示的是实数 A
n

 的小数点后的第 1 位数字。a
 
n
 ,2
 是小数点后第 2 位数字，a
 
n
 ,3
 是小数点后第 3 位……以此类推。一般来说，a
 
n
 ,k

 表示的是实数 A
n

 的小数点后的第 k
 位数字。

例如，以 A5
 = 0.31415 ... 为例，a
 5,k

 就会变成下面这样。

[image: a_{5,1}=3,\quad a_{5,2}=1,\quad a_{5,3}=4,\quad a_{5,4}=1,\quad a_{5,5}=5,~\cdots]


改写成下面这样会更一目了然吧。

[image: \begin{matrix}{\rm A}_5&=&0~.&3~&~1~&~4~&~1~~&5~&\cdots\\&&&\shortparallel~&~\shortparallel~&~\shortparallel~&~\shortparallel~&~\shortparallel~&\cdots\\&&&a_{5,1}~&~a_{5,2}~&~a_{5,3}~&~a_{5,4}~&~a_{5,5}~&\cdots\\\end{matrix}]


然而，就像 [image: \mathbb{R}]
 中存在 0.1999 ... = 0.2000 ... 这样，这里同样有一些数存在两种表示方式。为了统一表示方式，我们不把 9 无限写下去。啊，还有，因为数满足 0 < x
 < 1，所以也要排除 0.000 ... 这种写法。

接下来，我们把 a
 
n
 ,k

 列成一个像下图这样的表格，各行表示的是 A
n

 。

[image: \begin{matrix}&&1&2&3&4&5&\cdots\{\rm A}_1=&0.&a_{1,1}&a_{1,2}&a_{1,3}&a_{1,4}&a_{1,5}&\cdots\\{\rm A}_2=&0.&a_{2,1}&a_{2,2}&a_{2,3}&a_{2,4}&a_{2,5}&\cdots\\{\rm A}_3=&0.&a_{3,1}&a_{3,2}&a_{3,3}&a_{3,4}&a_{3,5}&\cdots\\{\rm A}_4=&0.&a_{4,1}&a_{4,2}&a_{4,3}&a_{4,4}&a_{4,5}&\cdots\\{\rm A}_5=&0.&a_{5,1}&a_{5,2}&a_{5,3}&a_{5,4}&a_{5,5}&\cdots\\\vdots&&\vdots&\vdots&\vdots&\vdots&\vdots&\ddots\end{matrix}]


满足 0 < x
 < 1 的实数都可以用 A
n

 来表示。换句话说，这个表格里写的就是满足 0 < x
 < 1 的所有实数。我们来看一下这个表格的对角线
 。

[image: \begin{matrix}&&1&2&3&4&5&\cdots\{\rm A}_1=&0.&\underline{a_{1,1}}&a_{1,2}&a_{1,3}&a_{1,4}&a_{1,5}&\cdots\\{\rm A}_2=&0.&a_{2,1}&\underline{a_{2,2}}&a_{2,3}&a_{2,4}&a_{2,5}&\cdots\\{\rm A}_3=&0.&a_{3,1}&a_{3,2}&\underline{a_{3,3}}&a_{3,4}&a_{3,5}&\cdots\\{\rm A}_4=&0.&a_{4,1}&a_{4,2}&a_{4,3}&\underline{a_{4,4}}&a_{4,5}&\cdots\\{\rm A}_5=&0.&a_{5,1}&a_{5,2}&a_{5,3}&a_{5,4}&\underline{a_{5,5}}&\cdots\\\vdots&&\vdots&\vdots&\vdots&\vdots&\vdots&\ddots\end{matrix}]


把对角线上的数列挑出来，排列如下。

[image: a_{1,1},~a_{2,2},~a_{3,3},~a_{4,4},~{a_{5,5},~\cdots]


根据这个数列 [image: {a_{n,n}\}]
 ，可以构成下面这个数列 [image: {b\}]
 。

[image: ]


也就是说，我们可以规定，若 an,n

 是偶数，则 bn

 = 1；反过来，若 an,n

 是奇数，则 bn

 = 2。这样一来，对于所有的自然数 n
 ，以下式子都成立。

[image: b_n\not=a_{n,n}]


接下来，我们如下定义实数 B。

[image: {\rm B}=0.b_1b_2b_3b_4\cdots]


用具体例子来说会好些吧。

首先，从表格里挑出位于对角线上的数字。

[image: \begin{matrix}&&1&2&3&4&5&\cdots\{\rm A}_1=&0.&\underline{0}&1&0&1&0&\cdots\\{\rm A}_2=&0.&3&\underline{3}&3&3&3&\cdots\\{\rm A}_3=&0.&1&4&\underline{1}&4&2&\cdots\\{\rm A}_4=&0.&1&0&0&\underline{0}&0&\cdots\\{\rm A}_5=&0.&3&1&4&1&\underline{5}&\cdots\\\vdots&&\vdots&\vdots&\vdots&\vdots&\vdots&\ddots\end{matrix}]


数列 [image: {a_{n,n}\}]
 如下。

[image: 0,3,1,0,5,\cdots]


数列 {bn

 } 如下。若 an,n

 为偶数，则令 bn

 = 1；若 an,n

 为奇数，则令 bn

 = 2。

[image: 1,2,2,1,2,\cdots]


这样一来，我们就得到了实数 B。

[image: {\rm B}=0.12212\cdots]


此外，0 < B < 1 在任何时候都成立对吧？也就是说，刚刚那个写着“满足 0 < x
 < 1 的所有实数”的表格里应该有这个实数 B！此处很重要！我们假设实数 B 在表格的第 m
 行。那么，以下式子成立。

[image: {\rm A}_m={\rm B}]


接下来，我们把表格的第 m
 行和第 m
 列挑出来看看。

[image: \begin{matrix}&&&&1&2&3&\cdots&m&\cdots\\&&{\rm A}_1=&0.&\underline{a_{1,1}}&a_{1,2}&a_{1,3}&\cdots&a_{1,m}&\cdots\\&&{\rm A}_2=&0.&a_{2,1}&\underline{a_{2,2}}&a_{1,3}&\cdots&a_{2,m}&\cdots\\&&{\rm A}_3=&0.&a_{3,1}&a_{1,2}&\underline{a_{3,3}}&\cdots&a_{3,m}&\cdots\\&&\vdots&&\vdots&\vdots&\vdots&\ddots&\vdots&\cdots\{\rm B}&=&{\rm A}_m=&0.&a_{m,1}&a_{m,2}&a_{m,3}&\cdots&\underline{a_{m,m}}&\cdots\\&&&&\shortparallel&\shortparallel&\shortparallel&\cdots&\shortparallel&\cdots\\&&&&b_1&b_2&b_3&\cdots&b_m\\&&\vdots&&\vdots&\vdots&\vdots&\vdots&\vdots&\ddots\end{matrix}]


注意看这张表格的第 m
 行和第 m
 列的交汇处，可知以下式子成立。这里拿了 A
m

 ，也就是 B 的小数点后的第 m
 位数字来与 bm

 作比较。

[image: a_{m,m}=b_m]


然而，如果我们在此回忆一下 B 是怎么来的，就会发现：对于所有的自然数 n
 ，[image: a_{n,n}\not=b_n]
 都成立。这是因为，bn

 是我们以此为条件刻意构成的。既然对于所有的自然数 n
 ，[image: a_{n,n}\not=b_n]
 都成立，那么对于某个特定的自然数 m
 ，以下式子也成立。

[image: a_{m,m}\not=b_m]


你看，出现矛盾了吧？

[image: a_{m,m}=b_m]
 与 [image: a_{m,m}\not=b_m]
 相矛盾

因此，根据反证法可知，由满足 0 < x
 < 1 的所有实数构成的集合不是可数集。

证明完毕。



解答 7-1a


采用反证法。


	
假设实数的集合 [image: \mathbb{S}={x~|~0%3cx%3c1\}]
 是可数集。



	
集合 [image: \mathbb{S}]
 的元素都可以像下面这样来表示。

[image: {\rm A}_n=0~.~a_{n,1}~a_{n,2}~a_{n,3}~a_{n,4}~\cdots~a_{n,k}~\cdots]




	
如下定义实数 B。

[image: {\rm B}=0~.~b_1~b_2~b_3~b_4~\cdots~b_n\cdots]


但是，bn

 要像下面这样来定义。

[image: {%}]




	
根据 bn

 的定义可知，对于任意自然数，[image: a_{n,n}\not=b_n]
 都成立。



	
因为实数 B 是集合 [image: \mathbb{S}]
 的元素，所以存在满足 A
m

 = B 的 m
 。



	
此时再看实数 B 的小数点后的第 m
 位数字，就会发现 [image: a_{m,m}=b_m]
 成立。



	
根据上面第 4 条可知，[image: a_{m,m}\not=b_m]
 。



	
在此，第 6 条与第 7 条相矛盾。



	
根据反证法，集合 [image: \mathbb{S}]
 不是可数集。







这里也同时回答一下泰朵拉你拿来的那张“快递”卡片上的问题吧。

由满足 0 < x
 < 1 的所有实数构成的集合，跟实数集 [image: \mathbb{R}]
 是一一对应的关系。因为由满足 0 < x
 < 1 的所有实数构成的集合不是可数集，所以实数集 [image: \mathbb{R}]
 也不是可数集。



解答 7-1


“由满足 0 < x
 < 1 的所有实数构成的集合”跟“实数集 [image: \mathbb{R}]
 ”是一一对应的关系。因此根据解答 7-1a，实数集 [image: \mathbb{R}]
 也不是可数集。



这样你就能理解了吧？

◎　◎　◎

“这样你就能理解了吧？”我说道。

活力少女在沉思默想。没过多久，她举起了右手。

“学长，我们把这个方法叫作对角论证法，是因为我们关注的是表格的对角线，对吧？”

“没错。不过表格是无限大的，所以我们并不能看到右下角的对角线。”

“我差不多明白刚才是在干什么了。不过我想问个问题。”

“什么问题？”

“要是实数 B 不在表格里，我们能把它追加到表格里吗？”

“不行，如果 B 原本就不在表格里，就会产生矛盾，所以 B 不能不在表格里。就算我们把它追加到了表格里……因为追加后得到的是一个新的表格，所以如果用这个新的表格来像上面那样讨论，我们就还需要定义一个新表格中没有的实数 C。”

“啊！原来如此。”

“嗯。”

“学长……学长你，为什么能一下子就回答出我的问题呢？”

“这个嘛，因为我很了解对角论证法……”

“是么？”清脆的声音从我们背后传来。

“呀！”泰朵拉叫道。

我回过头，发现米尔嘉正站在我们身后。

7.1.3　挑战：给实数编号

“完全没感觉到你过来了。”我说道。

“别说这些没用的，刚刚你说自己‘很了解’对角论证法？”

我看着双手叉腰的米尔嘉，不由得很紧张。

“是我说的……”我有点儿不镇定。

“村木老师简直就是千里眼啊。”米尔嘉说。

“什么意思？”

“师曰：‘如果他在给泰朵拉讲完以后，说自己很了解对角论证法的话，就给他看这张卡片’。”

米尔嘉拿出一张卡片放在桌子上，迅速在我右边坐下。



问题 7-2（挑战：给实数编号）


以下关于“给实数编号”的讨论是否正确？

给以“0.”开头的数编号。小数点后第 1 位数字只有 10 种情况 4
 ，因此，对于小数点后只有 1 位数字的数，我们可以无一遗漏地全都编上号。而对于小数点后第 1 位数字的 10 种情况下的每一个数，其小数点后第 2 位数字也都只有 10 种情况。因此，对于小数点后只有 2 位数字的数，我们也可以无一遗漏地全都编上号。重复以上步骤，不管以“0.”开头的数的位数增加到多大，我们都可以无一遗漏地为其编上号。因此，由以“0.”开头的所有数构成的集合是可数集。




4
 即 0～9 这 10 种情况。——译者注

“我不理解什么意思。”泰朵拉探头看着卡片。

“如果能用自然数给某个集合里所有的元素都编上号，该集合就是可数集。”米尔嘉不紧不慢地解释道，“根据村木老师给出的这个‘给实数编号’来看，由满足 0 < x
 < 1 的所有实数构成的集合是可数集。但是，刚刚你们应该已经证明了，该集合不是可数集。”

“啊……是这么回事儿。——不对，这个不正确！”

“问题是哪里不正确。”米尔嘉说道。

“这个……”我说，“在小数点后面每一个数位上可能出现的数字是 0～9 这 10 个数字中的一个。也就是说，如果我们不胡乱给实数编号，而是从位数少的开始依次编号，就能都编上号？不不，应该不是这样……”

我沉思。持续增加位数的话……


	0.0, 0.1, 0.2, ... , 0.9（10 个）

	0.00, 0.01, 0.02, ... , 0.99（100 个）

	0.000, 0.001, 0.002, ... , 0.999（1000 个）

	0.000, 0.0001, 0.0002, ... , 0.9999（10000 个）

	……



“嗯。这么排列的话，会不会有遗漏呢……每一个数位上出现的数字肯定只有 10 种情况。我们可以无限增加位数，因此……咦？”

“你的对角论证法是不是错了啊？每一个数位上出现的数字是有限的，所以要是分门别类来编号的话，就能说 0 < x
 < 1 是可数集了哦。”

米尔嘉用认真的语气说道。可是，我却看到她眼里满是笑意。她在跟我开玩笑。

泰朵拉举起了手。

“那个……米尔嘉学姐，请问，我能提个问题吗？”

“这个是元问题 5
 。”


5
 “元”字出于英语的 Meta，元问题就是在现有问题上延伸出来的问题，比现有问题讨论的程度更深一些。——译者注

“啊……是呀。我这是个关于问题的问题呢。”泰朵拉微笑，“采用这个方法的话，0 也会被编号。这样一来，实数就不在 0 < x
 < 1 这个范围内了。而且，像 0.01、0.010 和 0.0100 这样的实数是相等的，但可能会被重复计数。这就不准确了吧？”

“提得好，但这不是问题。如果在意这些，就跳过那些不在范围内的实数，还有已经编完号的实数即可。你们之前讨论有理数的时候，应该也跳过了相等的数。”米尔嘉回答道。

“啊，这……也是呢。”泰朵拉说道。

我混乱了。

这道题，肯定是能一下子答出来的题。

我原本以为，自己已经把对角论证法这个数学读物上常出现的知识理解得很透彻了。可是，我却没能找出“给实数编号”中的错误。

泰朵拉也很认真地在思考。我可不能输给她。

可是，位数应该能无限增加的啊……

嗯？

……关键在于这里么？

不管位数多大都能编上号 —— 话虽这么说，可是这里的位数不是有限的吗？比如说 0.333 ... 这个数，这是一个无限小数，位数会无限增多。而村木老师的方法是能给那些位数有限的小数编上号，而不能给无限小数编上号！

“我明白了。用这个方法只能给位数有限的小数编号。”

“没错。”

“啊啊啊啊！别说出来呀！”泰朵拉喊道。

“实数（或者有理数）中包含无限小数。”我说道，“当然，在 0 < x
 < 1 这个范围里也存在这种小数，例如 [image: \frac{1}{3} ]
 。

[image: \frac{1}{3}=0.333\cdots]


或者，用圆周率 π 除以 10 也可得出这种小数。

[image: \frac{\pi}{3}=0.314159265\cdots]


在村木老师出的‘给实数编号’这道题里，不管小数的位数有多少，我们都能给它编上号。但是，这只限于位数有限的情况。当位数无限时，就不能用这个方法了。因为用于编号的自然数会变得无限大。而自然数里没有无限大的数，所以我们不能用自然数给 0.333 ... 编号。”

米尔嘉轻轻点头，对我的话予以回应。



解答 7-2（挑战：给实数编号）


讨论不正确。



我赢了老师的“挑战”，不由得露出了笑容。

“师曰……”黑发才女酷酷地继续说道，“‘他要是马上发现了这个说法的破绽，因而得意忘形的话，你就给他看这张卡片的背面’。”

“卡片的背面？”

我把桌子上的卡片翻了过来。

背面还写着一道题。

7.1.4　挑战：有理数和对角论证法



问题 7-3（挑战：有理数和对角论证法）


用对角论证法证明“实数集不是可数集”后，把其中所有的“实数”换成“有理数”。这样一来，我们就能证明“有理数集不是可数集”。该证明错在哪里？



“唔……”我集中精神想着。

“这……是什么问题啊？”泰朵拉问道。

“把刚刚用对角论证法进行的证明里的……”米尔嘉开口回答，“‘实数’一词统统代换为‘有理数’。也就是说，假设 A
n

 表示有理数，列一个 A
n

 的表格，表格里写有在 0 < x
 < 1 这个范围内的全部有理数。然后挑出对角线上的数字，构成一个不存在于表格中的有理数 B。这样一来，就证明了‘有理数集不是可数集’。然而，有理数集应该是可数集。那么，到底是哪儿出错了呢 —— 这道题就是这个意思。”

米尔嘉目光中带着几分顽皮，开心地解说道。

不不，现在不是盯着人家女生的脸看的时候。……确实，这样一来就证明了有理数集不是可数集。这……不好办呀。

“泰朵拉，你能答吗？”米尔嘉问道。

“不，我不会。”泰朵拉摇摇头，“我只知道，学长的对角论证法里，某个地方对于‘实数’成立，而对于‘有理数’不成立……”

“这说法有前途。”米尔嘉点点头。

“原来如此……应该找出实数跟有理数本质上的差异啊。”

实数跟有理数的差异是什么呢？实数的一部分是有理数，有理数可以用分数来表示。不过，现在是用小数来表示的。用小数来表示的话……啊！

“我明白了。”

“真的？”

“嗯。在对角论证法的末尾部分，我们斜着选了一个 [image: a_{n,n}]
 ，对吧？然而，我们并不能保证由此构成的 B‘会是有理数’。用小数来表示有理数的话，数的规律就会陷入循环，也就是循环小数。例如，[image: \frac{1}{3} ]
 就是像 0.333 ... 这样循环 3，[image: \frac{1}{7} ]
 就是像 0.142857142857142857 ... 这样循环 142857。我倒是想说‘数 B 应该会出现在表格里’，然而无法保证‘根据有理数表格构成的数 B 会是循环小数’。也就是说，数 B 不一定会是有理数。因此，村木老师的卡片上写的那种把实数代换成有理数的证明并不正确。”

“很好。”米尔嘉点头。



解答 7-3（挑战：有理数和对角论证法）


因为构成的数 B 不一定是有理数，所以不能使用对角论证法。



“这样啊……”我自言自语般说道，“重要的是，就算是像对角论证法这种著名的论证方法，也需要好好确认自己是否已经完全理解了它的含义啊。看来，‘我听说过’‘我在书上看到过’跟‘我已经完全理解了’相比，差距还是相当大的呀。”

“学长也是这样想呀。”泰朵拉回应道，“那个……我说一下别的哈。刚刚的证明里出现了反证法吧？”

“嗯，是啊。”我答道。

“反证法里的‘矛盾’……”泰朵拉继续说道，“一说到矛盾，我就有一种特别混乱，理不清思路的感觉。但是，我现在觉得，矛盾或许是一个步骤，这个步骤包含于一种更纯粹的思路之中。矛盾只不过是一个数学术语……”

“否定也是如此。”米尔嘉说道。

“啊，是呢！平常我们用‘否定’这个词，就很有负面、消极的感觉，而在数学里就完全没有这种感情色彩，可以毫无顾忌地否定。”

“根据辞典里的含义来看，‘否定’可能也是一个很容易令人误解的术语呢。”我说道。

“……话虽这么说，数学家还是很了不起的。”泰朵拉说道，“皮亚诺的公理、戴德金的无限定义，还有魏尔斯特拉斯的 [image: \epsilon-\delta]
 语言、康托尔的对角论证法……数学家把线索留给了我们，让我们去发现这些既不可思议又美丽有趣的事物。他们简直就像弄丢了玻璃鞋的白雪公主。”

“确实……不过那可不是白雪公主，是灰姑娘。”我说道。

“哎呀！是啊！”泰朵拉红了脸。

7.2　形式系统的形式系统

7.2.1　相容性和完备性

卡片的问题告一段落，我们稍稍歇了一会。

米尔嘉用双手在胸前比划着一个小小的鸟笼，若有所思。她的手指也是弹钢琴的手指，不过跟盈盈的还不一样。她的手指纤长，形状秀美。

“来聊聊算术的形式系统
 吧。”她突然来了这么一句。

“啊，就是之前那个‘装作不知道的游戏’吧。”泰朵拉说道。

“略有不同。”米尔嘉回答道，“之前是‘命题逻辑的形式系统’，这次是‘算术的形式系统’。”

“形式系统有这么多种吗？”

“有无数种，这要看定义。”

“哦哦……”

“你会这么问，就是说你已经忘记了形式系统吧？”

“这……这个，嗯，对不起。”泰朵拉答道。

“唔……那么，我们再来简单复习一遍形式系统吧。”米尔嘉说道，“形式系统中定义了‘逻辑公式’。逻辑公式只是符号的有限序列 —— 我们先不考虑这句话的含义。然后，选出几个被称为‘公理’的逻辑公式。另外，为了由逻辑公式推导出逻辑公式，还要准备‘推理规则’。”

她拿起我的笔记本和自动铅笔，写下了“逻辑公式”以及“公理和推理规则”。

“从公理开始，用推理规则推导出逻辑公式，然后把逻辑公式加以排列，就能得到逻辑公式的有限序列。这种逻辑公式的有限序列就叫作‘证明’。在证明的结尾处出现的逻辑公式叫作‘定理’。”

米尔嘉又在笔记本上写下了“证明和定理”。

“喏，泰朵拉，你想起来了没？”

“嗯……我想起来了。形式系统中的证明指的不是数学意义上的证明，而是作为逻辑公式的有限序列来定义的‘形式证明’。学姐之前还列了五个逻辑公式来当 [image: ({\rm A})\to({\rm A})]
 这个逻辑公式的形式证明呢……我给忘掉了，对不起。”

“用什么样的符号序列来当逻辑公式，用什么样的逻辑公式来当公理，准备什么样的推理规则……”这时米尔嘉将双臂大大伸展开来，“我们可以根据这些条件来构建各种各样的形式系统。我前一阵提到过的命题逻辑的形式系统算是其中比较简单的。玩起来很有趣，但是表现力却很低。”

“表现力？”我不解。

“比方说，[image: ({\rm A})\to({\rm A})]
 这个式子可以用命题逻辑的形式系统来写。然而，下面这个式子就不行。”

[image: \forall m~\forall n~\Bigl[(m%3c17\wedge n%3c17)\to m\times n\not=17\Bigr]]


我跟泰朵拉望着米尔嘉写的式子，看了好一会儿。

“米尔嘉学姐，这个式子的意思是？”泰朵拉问道。

“我明白了。”我说道，“它的意思是‘17 是质数’。你看，它强调的是，不管把哪两个数代入 m
 跟 n
 里，乘积都不等于 17。”

“m
 < 17 和 n
 < 17 的部分呢？”泰朵拉问道。

“如果没有这部分，就能写成 1 × 17 的乘积形式了。”我回答道。

“啊……确实。我把质数的定义给忘了！”

“你们还真是喜欢思考含义啊。”米尔嘉冷冷地说道。

“啊！”对了！不该思考含义的。

“可是……”泰朵拉说道，“米尔嘉学姐在写这个逻辑公式的时候，是想让我们以为‘17 是质数’的吧。从形式系统的角度来说，可能确实不应该考虑含义。但是，要是进行正确的解释，这个式子不也是为真……吗？”

“我想说的就是这个。”米尔嘉说道，“我们需要注意泰朵拉刚才所说的‘正确的解释’。对解释进行思考是归在数理逻辑里的模型论这个范畴里的。确实，一旦我们定义了解释，也就给形式系统赋予了含义。但是，正确的解释不单单只有一个。对于一个形式系统，我们可以想到很多解释。解释不同，形式系统的含义也会发生变化。然而，还是存在常用的标准解释的。”

“……”

“比如说，你们刚刚将 m
 跟 n
 默认为自然数，把 m
 跟 n
 认定成自然数，把‘×’认定成自然数的乘积，把‘≠’解释成表示不相等的符号。的确，这么解释的话，那个式子表示的就是‘17 是质数’这个命题。但是，如果 m
 和 n
 是实数呢？这样一来，那个式子表示的意思就不是‘17 是质数’了。所以，要给形式系统赋予含义时，我们需要切实定义解释。”

“原来如此……”我跟泰朵拉一起点头。

“不过，实际上泰朵拉说的没错，我就是想让你们以为这个式子表示的是‘17 是质数’……”米尔嘉俏皮地挤了挤眼说道，“我们回到正题。在命题逻辑的形式系统中，以下逻辑公式是写不出来的。

[image: \forall m~\forall n~\Bigl[(m%3c17\wedge n%3c17)\to m\times n\not=17\Bigr]]


这是因为，命题逻辑的形式系统里缺少以下内容。


	没有 [image: \forall]
 这样的符号。

	没有 × 这样用于计算自然数的符号。

	没有 < 和 ≠ 这样用于表示自然数间关系的符号。

	没有 m
 和 n
 这样用于表示自然数的变量。

	没有 17 这样用于表示自然数的常数。



如果想要从形式上表示算术
 这种在自然数的基础上进行加法或乘法运算的简单的数学，就需要把上面这些缺少的部分补上。”

“把缺少的部分补上……指的是什么呢？”

“导入缺少的符号、变量、常数等，定义公理和推理规则。”

“这个……”泰朵拉一脸快要哭出来的样子，“可是，要是能这么随便干的话，感觉就收不了场了……不管是谁都能随便创造数学，这样就会出现一波又一波乱七八糟的数学……”

“并非如此。”米尔嘉说道，“虽然谁都能创造形式系统，但并不会收不了场。这一点跟谁都能创造音乐，但优美的音乐并不多很像。因为还有些重要性质是形式系统应该满足的。”

“形式系统的……性质？”泰朵拉眨了几下眼。

“例如相容性 6
 。形式系统需要相容。”


6
 又称无矛盾性、协调性或者一致性，指的是逻辑上的一致，就是在一个逻辑体系下永远不可能同时推理出一个命题 P 和其否命题非 P 同时成立。——编者注

“相容性……也就是说，跟矛盾有关？”

“当然。”米尔嘉说道，“形式系统存在‘矛盾’指的是对于某个逻辑公式 A，我们能够证明 A 和 [image: \neg{\rm A}]
 （非 A）两者都成立。也就是说，如果存在逻辑公式 A，满足 A 和 [image: \neg{\rm A}]
 都有形式证明，那么这个形式系统就存在矛盾。”



存在矛盾的形式系统


对于形式系统中的某个逻辑公式 A，

能够证明 A 和 [image: \neg{\rm A}]
 两者在该形式系统中都成立时，

我们就说，这个形式系统存在矛盾。



“那个……米尔嘉，”我插了句嘴，“就是说，我们能从公理出发，沿着推理规则一路摸索到达 A 和 [image: \neg{\rm A}]
 ？”

“你理解得很对。”米尔嘉回答道，“在形式系统包含的大量逻辑公式里，哪怕存在一个能证明 A 和 [image: \neg{\rm A}]
 两者都成立的逻辑公式 A，我们就说这个形式系统‘存在矛盾’。相应地，如果完全不存在这样的逻辑公式 A，我们就说这个形式系统‘相容’。”



相容的形式系统


对于形式系统中的任意逻辑公式 A，

无法证明 A 和[image: \neg{\rm A}]
 两者在该形式系统中都成立时，

我们就说，这个形式系统相容。



“原来如此。”我想。形式系统中连矛盾这个概念都不用真假来定义啊。通过能不能证明来定义矛盾……原来如此。

泰朵拉想了一会儿，突然大声说道：

“相容的话，我们就能证明 A 和 [image: \neg{\rm A}]
 有一方肯定成立吧！”

“这可说错了。”米尔嘉立马否定了泰朵拉的说法。

“诶？诶诶诶诶？”

“‘无法证明 A 和 [image: \neg{\rm A}]
 两者都成立’这个性质即相容性。泰朵拉，你好好想想下面这两种说法之间的差别。”


	无法证明 A 和 [image: \neg{\rm A}]
 两者都成立。

	能证明 A 和 [image: \neg{\rm A}]
 有一方肯定成立。



“不……不对吗？”泰朵拉双手放在头上思考着。

“你忘了‘两者都无法成立’的情况。”米尔嘉说道。

“啊！……诶？ A 和 [image: \neg{\rm A}]
 两者都不成立？”

“对，虽然形式系统相容，但不一定就能证明 A 和 [image: \neg{\rm A}]
 有一方肯定成立，也存在相容且 A 和 [image: \neg{\rm A}]
 两者都无法成立的情况。然而，在包含自由变量
 7
 的逻辑公式中也有很多无法证明的东西。现在我们关注的不是一般意义上的逻辑公式的可证明性，而是不包含自由变量的逻辑公式 —— 人们将其称为语句 8
 ——的可证明性。”


7
 也称自由变元。——译者注


8
 也称句子（Sentence）、闭公式（Closed Formula）。——译者注

“自由变量……那是什么？”泰朵拉问道。

“自由变量指的是不受 [image: \forall]
 或 [image: \exists]
 束缚的变量。例如，在下面的逻辑公式 1 中，出现了三次 x
 ，x
 就是自由变量。因为逻辑公式 1 包含自由变量，所以它不是语句。”

[image: \forall m~\forall n~\Bigl[(m%3cx\wedge n%3cx)\to m\times n\not=x\Bigr]]
 　　逻辑公式 1：不是语句

“而下面这个逻辑公式 2 不包含自由变量，所以它是语句。”

[image: \forall m~\forall n~\Bigl[(m%3c17\wedge n%3c17)\to m\times n\not=17\Bigr]]
 　　逻辑公式 2：是语句

“嗯……”

“话说，米尔嘉，”我插嘴道，“如果换成算术的形式系统，这个逻辑公式 1 表示的就是‘x
 是质数’这个谓词，逻辑公式 2 表示的就是‘17 是质数’这个命题吧？”

“嗯，你这么想也行。”米尔嘉点头，“总之，语句指的是不包含自由变量的逻辑公式。好了，我们回到正题吧。假设对于形式系统中的语句 A，A 和 [image: \neg{\rm A}]
 两者都无法证明。此时，A 就叫作不可判定的语句
 。还有，我们称拥有不可判定的语句的形式系统不完备
 ，称非不完备的形式系统完备
 。”

我看着米尔嘉，不由得提高了说话声。

“不完备？难道是哥德尔的那个……”

“对，就是不完备定理的那个‘不完备’。”米尔嘉说道。



不完备的形式系统


对于形式系统中的某个语句 A，

A 和 [image: \neg{\rm A}]
 两者在该形式系统中都无法证明成立时，

我们就说，这个形式系统不完备。



　



完备的形式系统


对于形式系统中的任意语句 A，

能够证明 A 和 [image: \neg{\rm A}]
 至少有一方在该形式系统中成立时，

我们就说，这个形式系统完备。



“我们假设 A 是任意一个语句。泰朵拉刚才说的‘能证明 A 和 [image: \neg{\rm A}]
 有一方肯定成立’的性质，也就是形式系统‘相容且完备’的性质。这性质非常妙。相容且完备 —— 数学家希尔伯特在形式系统上追求的正是这个性质。不过……”

随后，米尔嘉停顿了一下说道：

“哥德尔不完备定理粉碎了这个性质。”

[image: {%}]


7.2.2　哥德尔不完备定理

“哥德尔不完备定理是什么？”泰朵拉问道。“

关于形式系统的定理。”米尔嘉答道，“哥德尔不完备定理包括两条定理，分别是第一不完备定理和第二不完备定理。第一不完备定理的内容如下。”



哥德尔第一不完备定理


满足某个条件的形式系统是不完备的。



“我们还可以用‘不完备’的定义来换一种说法。”



哥德尔第一不完备定理（换言之）


在满足某个条件的形式系统中，存在满足以下两个条件的语句 A。


	无法证明 A 成立。

	无法证明 [image: \neg{\rm A}]
 成立。





“A 和非 A 都无法证明……”泰朵拉不安地自言自语。

“刚刚这个‘无法证明’说得比较简单，不过其含义显然就是‘不存在形式证明’。在理解不完备定理时，必须意识到‘数学上的证明’和‘形式证明’这两者的差别。‘无法证明’体现为‘不存在形式证明’。我们再用‘形式证明’这种表述，换个说法来描述一下第一不完备定理吧。”



哥德尔第一不完备定理（再换言之）


在满足某个条件的形式系统中，存在满足以下两个条件的语句 A。


	
该形式系统中不存在 A 的形式证明。



	
该形式系统中不存在 [image: \neg{\rm A}]
 的形式证明。







“还有第二不完备定理吗？”泰朵拉问道。

“有。第二不完备定理是关于相容性的定理。不过，现在就讲它的话，你会消化不了的。我们就留到下次再讲吧。”米尔嘉说道。

“嗯，很可能。我已经快消化不了了……”

“先不说这个，我们来谈谈哥德尔当时证明第一不完备定理时用的技巧吧。这是一场往返于两个世界的旅行。”

7.2.3　算术

米尔嘉缓缓地来回看着我跟泰朵拉。

“人们把进行自然数的加法、乘法等运算的系统叫作‘算术’。如果能构建这个形式系统，也就是‘算术的形式系统’，就能在形式上定义自然数的加法、乘法等运算。而且，顺利的话，或许还能用‘算术的形式系统中的语句’来表示‘2 是质数’‘5 的 17 次方等于 762939453125’这种‘算术的命题’。那么……”

沉默。

米尔嘉足足停了好一会儿才开口，看上去似乎很乐在其中。

“我们再试着好好思考一下形式系统这东西。形式系统中最根本的是符号。如果是命题逻辑的形式系统，就是用 [image: ]
 、[image: ]
 、[image: ]
 和 [image: ]
 这些符号排列构成逻辑公式。如果是算术的形式系统，则是用 [image: ]
 、[image: ]
 、[image: ]
 、[image: ]
 、[image: ]
 和 [image: ]
 等符号排列构成逻辑公式。话说回来，这些符号不一定非得写成这样。符号这东西，只要互相能够区别开来，用什么都无所谓……是吧？”

她突然上扬了句尾的语调问道。我们不置可否地点点头。

米尔嘉到底要把我们带向何方呢？

她继续讲道：

“……因此，我们拿自然数
 来当用于构建算术的形式系统的符号吧。举个例子，我们就拿 3 替代 [image: ]
 ，拿 5 替代 [image: ]
 ，拿 17 替代 [image: ]
 ，拿 7 替代 [image: ]
 ，拿 19 替代 [image: ]
 ，拿 9 替代 [image: ]
 。”

“为……为什么 [image: ]
 就是 3 了呢？”泰朵拉有些焦虑。

“只是举例子而已。现在只是随便分配一下。”米尔嘉微笑着回应道。

“为什么要拿自然数当符号来用？”我问道。

“因为自然数能用算术
 来处理。”

“能用算术来处理？”

“你们知道我打算干什么吗？”

我们使劲摇头。

米尔嘉推了一下眼镜。

“唔……不明白是吧？”

形式系统

——能用符号来写；

符号

——能用自然数来表示；

自然数

——能用算术来处理。

“把这三个条件合起来，自然而然就能想到用‘算术’来处理‘形式系统’了。不过，我们能自然而然就想到，可能是因为我们身处于哥德尔之后的时代。”

米尔嘉的话让我哑口无言。

到底该说些什么好呢？

泰朵拉在我身旁抱着头呻吟。

“呜呜呜呜，好难啊，好复杂呀……”

7.2.4　形式系统的形式系统

米尔嘉趁着兴头继续“上课”。

◎　◎　◎

下面来说说哥德尔数
 吧。

我们分别用自然数 3、5、17、7、19、9 来表示符号 [image: ]
 、[image: ]
 、[image: ]
 、[image: ]
 、[image: ]
 、[image: ]
 。注意，这里只是举个例子而已。

因为逻辑公式 [image: ]
 可以看作符号的序列，所以我们也可以用自然数的序列（3, 5, 17, 7, 19, 9）表示逻辑公式。

而且，用质数指数记数法还能把“自然数的序列”统合成“一个自然数”。例如，假设有个像下面这样的自然数的序列。

[image: {%}]


当我们想把这个自然数的序列统合成一个自然数时，就需要另外准备一个把质数从小到大排列的序列（2, 3, 5, 7, 11, 13, .. .）。然后，把刚刚的自然数的序列 [image: ]
 一个个挪到质数的指数位置上去，并取整体的乘积。这样一来，我们就能像下面这样构建出一个很大的自然数。

[image: ]


如此，我们就能根据所有的逻辑公式来构建“单独的编号”了。这里说的“单独的编号”就叫作哥德尔数
 。

拿刚刚的例子来讲的话，[image: ]
 这个逻辑公式的哥德尔数就是 792179871410815710171884926990984804119873046875000。

跟逻辑公式一样，形式证明也能定义哥德尔数。形式证明是“逻辑公式的有限序列”。因为用“自然数的有限序列”能表示逻辑公式，所以用“‘自然数的有限序列’的有限序列”就能表示形式证明。把上面那种将自然数的有限序列统合成一个自然数的方法连续用两次，就能像下面这样转换。因此，形式证明也能用“一个自然数”来表示。

“自然数的有限序列”的有限序列→自然数的有限序列→自然数

我们用质数的乘积这种算术上的计算，根据逻辑公式得出了名为哥德尔数的自然数。那么反过来，用质因数分解（这也是算术上的计算）应该也能根据哥德尔数得出逻辑公式。不过，我们需要验证一下，看看使用质因数分解得到的自然数的有限序列是不是符合逻辑公式的形式。这就相当于构建一个谓词，也就是“逻辑公式测定仪”。例如，如果我们把 792179871410815710171884926990984804119873046875000 给逻辑公式测定仪，那么判断结果会为真。这是因为，这个大数是 [image: ]
 这个逻辑公式的哥德尔数。逻辑公式是符号的有限序列。也就是说，逻辑公式可以表示为自然数的有限序列。只要恰当地定义逻辑公式，实际上就能根据算术上的计算来构建逻辑公式测定仪。

除了“逻辑公式测定仪”，我们还可以构建一些其他的有意思的谓词，例如下面这两个。



公理测定仪


该谓词用于判断给出的自然数是否为公理的哥德尔数。



　



证明测定仪


该谓词用于判断给出两个自然数 x
 、y
 时，


	
x
 是否为形式证明 A 的哥德尔数。

	
y
 是否为某语句 B 的哥德尔数。



以及 A 是否为 B 的形式证明。



事实上，在哥德尔不完备定理的证明中，这些“测定仪”会详细提及。这可是“压卷之作”呀。而且，哥德尔的证明里甚至还出现了以下内容。



可证明性测定仪


该谓词用于判断给出的自然数是否能成为某个语句的哥德尔数，以及是否存在针对该语句的形式证明。



不过，判断可证明性这回事儿跟判断逻辑公式、公理、语句、证明相比，本身性质就不一样，“测定仪”的说法不是很恰当。

那么，我们现在忙的是什么呢？

没错。我们正在通过构建“逻辑公式测定仪”和“证明测定仪”等，来实现用“算术”表示“形式系统”。


用“算术”表示“形式系统”。



话说回来，我们一开始就提到过构建“算术的形式系统”。这指的就是，把“算术”通过“形式系统”来从形式上表示出来。


用“形式系统”表示“算术”。



把上述两项组合在一起，就能想到如下内容。


用“算术”表示“形式系统”，再用“形式系统”表示这里的“算术”。



这就是“形式系统的形式系统”。

[image: {%}]


7.2.5　词汇的整理

泰朵拉一脸疲惫地举起双手。

“米、米尔嘉学姐……我快不行了。”

“喔……是用词的问题吧？”米尔嘉说道。

“嗯。出现了好多词，我已经晕了。”

“看来需要列一个‘含义的世界’和‘形式的世界’的词汇表。”我说道。

“这样吗？”米尔嘉在笔记上“沙沙”地列出了一个词汇表。

[image: {%}]


“原来如此……”泰朵拉感叹道。看得出她松了口气。

7.2.6　数项

“啊，麻烦等一下，米尔嘉学姐！”泰朵拉叫道。

“我在等啊。”米尔嘉回道。

“我不理解这个词汇表里的‘[image: ]
 或 [image: \overline{3} ]
 ’这部分。”

泰朵拉就算已经很累了，有不会的地方还是会踏踏实实地问出来啊……

“你说数项啊。”米尔嘉回答道，“含义的世界里的‘自然数’这个概念，换到形式的世界里就是‘数项’。这里用到了 [image: ]
 （撇号），也就是皮亚诺公理系统中的用于生成后继数的符号。也就是说，自然数 3 可以表示为数项 [image: ]
 ，即三个符号的序列。”

“哦哦……原来如此。”

“不过，数越大，后面跟的 [image: ]
 就会越来越多，很烦人。因此，我们会把数项 [image: ]
 写成数项 [image: \overline{3} ]
 这样的形式。这是省略写法。这样一来，比如‘17 是质数’这个命题，就可以用下面这个语句来表示。”

[image: {%}]


“哦哦……”

“根据自然数 3 得到数项 [image: ]
 ，就是把含义世界里的东西拿到形式世界里去。反过来，根据逻辑公式 [image: ]
 得出哥德尔数 792179871410815710171884926990984804119873046875000 这个自然数，就相当于把形式世界里的东西以数的形式带到含义的世界里。”

“这就跟现实世界里的人出现在小说里，或者反过来小说里的人出现在现实世界里一样呗。”泰朵拉说道。

泰朵拉这句话让“你”恍然大悟吧？

7.2.7　对角化

下面来说说对角化
 。

我们把拥有一个自由变量的逻辑公式叫作“一变量逻辑公式”。

例如下面这个就是一变量逻辑公式（自由变量是 x
 ）。

[image: {%}]


我们把这个逻辑公式称作 f。因为一变量逻辑公式 f 是逻辑公式，所以我们能求出其哥德尔数。假设 f 的哥德尔数是 123。不过，这个数事实上应该是一个更为巨大的数。

因为 f 的哥德尔数 123 是自然数，所以它是含义世界里算术层面的概念。我们现在想把含义世界里的 123 拿到形式世界里去。为此，只要构建一个 123 的数项即可。123 的数项如下，这里将其略写为 [image: \overline{123} ]
 。

[image: {%}]


现在，我们试着把一变量逻辑公式 f 里的自由变量 x
 全部代换成数项[image: \overline{123} ]
 吧。这样一来，就可以得到下面这样的逻辑公式。

[image: {%}]


上面构建的逻辑公式是通过把 f 的自由变量 x
 全部用 [image: \overline{123} ]
 代换而得到的，因此没有自由变量。由此，它成为了一个语句。

我们把像上面这样根据 f 构建的语句记为 [image: {\rm f}\langle\bar{{\rm f}}\rangle]
 。[image: {\rm f}\langle\bar{{\rm f}}\rangle]
 是“把一变量逻辑公式 f 的自由变量，全部用 f 的哥德尔数的数项代换而得到的语句”。

然后，我们把这种根据 f 构建 [image: {\rm f}\langle\bar{{\rm f}}\rangle]
 的行为叫作 f 的对角化
 。



对角化


f 　 　一变量逻辑公式

[image: {\rm f}\langle\bar{{\rm f}}\rangle]
 　把一变量逻辑公式 f 的自由变量，全部用 f 的哥德尔数的数项代换而得到的语句



以上讲的都是形式上的操作，可能很难理解。下面我们再来打个比方，试着用书面语言来描述一下根据 f 构建 [image: {\rm f}\langle\bar{{\rm f}}\rangle]
 的这种对角化。

对角化就好比是，根据“x
 是○○”来构建“‘x
 是○○’是○○”。

例如，根据“x
 是 5 个字”来构建“‘x
 是 5 个字’是 5 个字”。这也是对角化。或者，根据“x
 不是用英语写的”来构建“‘x
 不是用英语写的’不是用英语写的”。这也是对角化。

哥德尔具体地构建了形式系统的形式系统，从数学角度证明了第一不完备定理。在该证明中，他把“把 x
 对角化的语句中不存在形式证明”进行了对角化。也就是说，他构建了“把‘把 x
 对角化的语句中不存在形式证明’对角化的语句中不存在形式证明”这个语句。然后，他通过调查这个语句本身是否存在形式证明，证明了第一不完备定理。

哥德尔的证明，极其富有魅力。

这一证明既有广度 —— 从质数开始构建证明测定仪，又有深度 —— 根据对角化生成自指语句。

哥德尔的身影若隐若现于证明之中。他像雕刻家，还是作曲家呢？抑或建筑家？或许，他更像程序员。

7.2.8　数学的定理

米尔嘉的“讲义”令我们五体投地。

“唉……”泰朵拉叹了口气。

“尤里应该也会喜欢这类话题呢。”我说道。

“话说，尤里怎么不在这儿？”米尔嘉环顾四周。

“因为这里是高中啊……”我回答道。尤里还是初中生。

“‘学校’这个限制条件还真烦人啊。”米尔嘉说道，“有很多滥用不完备定理的情况，例如把它当成‘证明了理性界限的定理’。这是错的。不完备定理自始至终都是个数学定理
 ，而不是关于理性的定理。尽管如此，不完备定理还是带给了我们很多好处。这一点是不争的事实 —— 希望尤里她也能明白这点。”

这时米尔嘉认真地想了想。

“……下次我们再接着谈这个话题的时候，把尤里也叫上吧。”她说。

“下次？”我不解。

“对，我们去双仓图书馆，仔仔细细地说。”

7.3　失物的失物


游乐园


几天后的某个休息日。

就是米尔嘉上次莫名其妙地通过我妈跟我定的约会（？）日。

“好好地陪人家，别冒犯人家。晚上要趁天色还不太晚的时候，把人家送到家门口才行。还有……”

我边敷衍着我妈无休止的叮咛嘱咐，边走出了家门。

“这边。”一到游乐园，米尔嘉就把我拉到了乐高积木游戏那儿。

这怎么看都是小学生玩儿的……不过，没想到混在一群小朋友中间搭乐高积木还挺有意思。我拼了一个三维版的谢尔宾斯基三角形 9
 ，米尔嘉则拼了一个克莱因瓶 10
 。乐高怎么会这么有意思啊！这……也算约会么？


9
 英文写作 Sierpinski Triangle，是一种分形图形，由波兰数学家谢尔宾斯基在 1915 年提出。——译者注


10
 英文写作 Kleinsche Flasche，指的是一种无定向性的平面。克莱因瓶最初的概念是由德国数学家菲利克斯·克莱因提出的。——译者注

享受了一段小学一年级般的时光后，我们面对面吃着甜筒冰激凌，稍作休息。

我吃的是鲜奶味儿的，她吃的是巧克力味儿的。

“话说米尔嘉，你为什么会给我妈打电话？”

“先不说这个，给我来一口。”米尔嘉指着我的冰激凌。

“……诶？哦好的，请。”

我把冰激凌递出去，她伸出舌头舔了一下，就这么一口又一口地吃掉了快一半。这……是一口？

我呆呆地望着一脸开心的米尔嘉。然后，忽然想起了她之前给我们讲的不完备定理。陆续解开复杂的数学难题的米尔嘉，在我面前吃着冰激凌的米尔嘉，都是同一个米尔嘉呀……

“你看什么呢？”她问道。

“啊，没、没什么……就感觉你好像挺开心的。”

“你才是，总是一副很幸福的样子 —— 而且大家都喜欢你。”

“才没有呢。”我说，“米尔嘉你才是……谁见了你，都会喜欢你。泰朵拉、尤里……连我妈都喜欢你。今天早上她才嘱咐我，让我‘别冒犯人家’。大家都非常喜欢你呢。”

“喔……”她声音中带着几分暧昧。

“话说，米尔嘉，你要不要坐那个？”

我指着那座背靠万里晴空，徐徐旋转着的摩天轮。

“摩天轮吗……好啊。”

我们买了票，在排队处等着。五颜六色的座舱依次向我们靠拢。我们前面排着一对看似大学生的情侣。男生回头在女生耳边小声说了些什么，女生在男生背后笑着，用指头轻轻戳了戳男生的后背。

写着 16 号的橙色座舱来了，这对情侣登了上去。下一个座舱是浅蓝色的。17 号 —— 美丽的质数。工作人员打开门，说道：“二位请上。”

“你也是这样么？”米尔嘉一面登上座舱，一面冲我说道。

“诶？你说什么？”

“没事儿，快坐好。”

我们刚面对面坐好，工作人员就把门从外面锁上了。

我到底有多少年没坐过摩天轮了呢？

透过窗户向上望去，交叉的支架和钢索逐渐变化，描绘出复杂的几何学图案。往下望去，地上的人们已经看起来好小好小。“就像微缩模型一样。”我说着向米尔嘉看去——

她闭着眼，十分疲惫。

“怎么了？哪里不舒服吗？”

“没什么。我没事，别乱动。”

“你不要紧吧？”

我赶紧走到她身边。

座舱剧烈晃动。

“笨蛋！别站起来！”

“……对不起。”我说。

“别晃……掉下去可怎么办啊。”

难不成，米尔嘉恐高？

我抬头看向窗外，座舱又晃了一下。

“都说让你别动了！”

“对不起。我现在就回我那边去。”

“你一回去，座舱又该晃了！别动啦！”

米尔嘉说着，伸出双手 ——

扑向我。

简直就像一只归巢的小鸟。

“米、米尔嘉……”

“别动！别动啦！”

“……”

“就这样……别动。”

她的手抓着我的衣服。

她的头紧紧靠在我胸前。

她的头发在我眼下像海水般飘散开来。

柑橘的香味笼罩着我们。

“我也有害怕的东西。”米尔嘉说道。

“什么？”

“我也有……害怕的时候。”

“你这么害怕的话，就别勉强……”

“我说的不是摩天轮。”

什么嘛，完全听不懂……

“米尔嘉，没事的。”

我尽量把声音放温柔，小心翼翼地摸着她的头。

柔顺的黑色长发。

我还以为她会冲我发火，让我别动。

可她，只是“呼 —— ”地吐了口气。

我怀中的米尔嘉。

一个温暖、柔软的女孩子。

摩天轮遵循着既定的轨道旋转。

我继续慢慢抚摸着她的头发。

“王子一直在找的，是玻璃鞋？”她问道。

我仔细听着她说的话。

座舱微微发出“吱嘎吱嘎”的响声。

风擦过钢索，发出口哨般的声音。

“还是……一个女孩子？”

[image: ]


　

[image: ]



康托尔的对角论证法表明“实数集 [image: \mathbb{R}]
 不是可数集”。

它不仅对于整个集合论都有根本上的重大意义，

还应该作为一种珍贵的神来之笔般的灵感被载入天书。

——《数学天书中的证明》[26]






第 8 章　两份孤独所衍生的产物


于是这两个独立的世界，

或者说这两份独立的孤独所能互相给予的，

不是比各自孤单、羸弱时更多了吗？

——《来自大海的礼物》



　

8.1　重叠的对

8.1.1　泰朵拉的发现

三月来了。从风中可以感觉到春天的气息。

明天就是毕业典礼了……不过我才高二，其实跟我没啥关系。今天放学后，我照常去了图书室。活力少女正坐着研究数学。

“泰朵拉，你来得真早啊。”

“啊！学长！”她把视线从笔记本上移开，抬起头笑了笑。

“是村木老师的卡片？”我在她身旁坐下。

“啊，是的。”



（重叠的对）


我们把由两个自然数构成的组合叫作对
 （pair）。

(a
 , b
 )　　自然数 a
 和自然数 b
 的对

如果对于两个对 (a
 , b
 ) 和 (c
 , d
 ) 而言，存在 a
 + d
 = b
 + c
 ，我们就说 (a
 , b
 ) 重叠于
 (c
 , d
 )，记作 [image: (a,b)\doteq(c,d)]
 。

[image: {%}]




“这问题真不可思议呢。”泰朵拉说道。

“本来就不算是个‘问题’。”我苦笑道。

“这个是……研究课题对吧？自己出题自己解……”

“没错。话说回来，a
 + d
 = b
 + c
 好像有点什么含义啊。”

“学长，这次能先听听我的分析吗？”

“当然可以呀。”

“我看到这张卡片的时候，觉得这里面的每个词都不难。也就是说 ——


	两个自然数

	构成的组合

	
a
 + d
 = b
 + c




这些说法都不难。而且，也没有出现像 [image: \forall]
 、[image: \sum]
 、lim 这样的符号。可是就算这样，把这些当成一个整体来看的话，我还是完全——完完全全不明白。这很神奇啊，明明每个词的意思都理解，但是却看不明白整句话。”

“是啊。”我点点头。

“不过，可不能在这儿就气馁，对吧？我觉得，要想找到‘不明白的初始点’，应该一步一步、踏踏实实地思考。”

“这想法很了不起嘛。”

“我最先做的，就是根据‘示例是理解的试金石’来尝试举出具体的例子。我首先举的是……”

◎　◎　◎

我首先举的是“对”的例子。卡片上写着“我们把由两个自然数构成的组合叫作对（pair）”，所以，我就在笔记本上写了几个对的例子。比如，假设 (a
 , b
 ) 中的 a
 等于 1 时，b
 等于 1, 2, 3, ...，这样一来，我们就能得到下面这些对。

[image: (1,1),(1,2),(1,3),\cdots]


然后，当 a
 等于 2 时，我们就能得到下面这些对。

[image: (2,1),(2,2),(2,3),\cdots]


另外，我还随便写了一些对。

[image: (12,345),(1000,100000),(314159,265),\cdots]


写着写着，我就想到：“原来如此。因为这些对都是由自然数构成的，所以不会出现 0”。也就是说，没有 (0, 0), (0, 123), (314, 0) 这样的对。

我自己都很惊奇，我竟然发现了这一点。学长你经常笑我是“总忘记条件的泰朵拉”。的确，我总是忘记条件。不过，我居然能发现“不会出现 0”这个条件。仔细思考具体例子的话，就能发现条件中的细微之处。我发现了这一点。我发现了‘我发现了这一点’……这就是“元发现”吧。

然后我就想：所有对构成的集合是什么样的呢？我们刚刚具体举了几个对，这个集合的元素就是这些对，是吧？可是，我虽然像下面这样把这个集合写了出来，却并没有什么重大发现。

[image: \begin{aligned}{&(1,1),(1,2),(1,3),\ldots,\\&(2,1),(2,2),(2,3),\ldots,\\&(12,345),(1000,100000),(314159,265),\ldots\}\end{aligned}]


我最不明白的是卡片上写的“重叠”这种说法，还有 [image: (a,b)\doteq(c,d)]
 这种写法。啊……不能这么说。这些只是说法跟写法的问题，其实还好。真心让我费解的是下面这个式子。这才是我“不明白的初始点”。

[image: a+d=b+c]


这个式子本身的含义是“a
 + d
 跟 b
 + c
 相等”，这我当然明白。可是，So what ？所以呢？

这个式子表示的，是某个对重叠于其他对的条件。这点我明白……可是这个式子到底意味着什么呢？

式子不难，可这里好像有一堵透明而坚硬的墙壁，而我“咣”地一下撞到了墙上，没法再往前走了。

◎　◎　◎

“……没法再往前走了。”泰朵拉用双手作出“咚咚”锤墙状。

“话说，泰朵拉。”我说道，“你相当厉害啊！虽然你理解起来需要花很长时间，可是一旦理解了，就能把学到的东西完全消化吸收。我觉得，你这种不轻言放弃的劲儿，真的是一股巨大的力量。”

“是、是么……”泰朵拉红了脸。

“我也还不明白这张卡片哪里有趣。不过，我们再用一次‘示例是理解的试金石’看看吧。”我说。

“再用一次……指的是？”

“刚才你想理解的是下面这个吧。

[image: (a,b)\doteq(c,d)\Longleftrightarrow a+d=b+c]


那么，我们就往 a
 、b
 、c
 、d
 里代入具体的自然数，来看看‘重叠的对是什么样的’，怎么样？”

“啊！对啊。就是举几个具体的重叠的对的例子吧？我明白了。麻烦先给我点时间。”

泰朵拉紧张而专注地看向笔记本。我注视着这样的泰朵拉。她心里想的都直接写在了脸上：瞪大眼睛是在想“啊，我或许明白了”；皱着眉头是在想“不对不对”；歪着头咬着嘴唇是在迷茫“要怎么办才好呢”；眼神游移后，抬着眼看我则是在开始想“是不是问问学长比较好”……

我突然想起了泰朵拉之前说过的一句话。

“因为高考很重要。”

高考、高考、高考。我为什么要参加高考呢？小学跟初中那会儿，我从来没想过为什么要参加升学考试。因为初中成绩不错，就升到这所重点高中来了。

数学、数学、数学。我为什么要学习呢？学习眼前的事物，然后想进一步学习，就去买了书。村木老师也给我介绍了一些书。不过，以后呢？

“学长，我试着写了几个例子。”泰朵拉把笔记本拿给我看，“因为卡片上写的‘对’重叠的条件就是 [image: (a,b)\doteq(c,d)\Longleftrightarrow a+d=b+c]
 ，所以只要找到满足式子 [image: a+d=b+c]
 的四个自然数就行了，对吧。比方说，因为 1 + 2 = 1 + 2，所以我们只要设 a
 = b
 = 1，c
 = d
 = 2，就能得到一组重叠的对。”

[image: (1,1)\doteq(2,2)]


“是这样。”我说。

“此外，根据 1 + 3 = 2 + 2 这个式子，我们还能得到一组。”

[image: (1,2)\doteq(2,3)]


“没错，看来能得到很多组呢。”

“嗯……对对，我举了具体例子才注意到，如果‘外项相加’等于‘内项相加’的话，对就会重叠。比如说，a
 + d
 就是把 a
 和 d
 相加……

[image: (\textcircled{\emph{a}},b)]
 　和　[image: (c,\textcircled{\emph{d}})]


你看，这就是把‘外项’相加。然后，b
 + c
 就是……

[image: (a,\textcircled{\emph{b}})]
 　和　[image: (\textcircled{\emph{c}},d)]


看，把‘内项’相加了。不过到这里，我还是觉得 So what……”

“对啊……原来如此。”

“我还发现这跟‘比’很像。比的性质
 是‘外项之积等于内项之积’，对吧？比如说，因为 2:3 等于 4:6，所以 2 和 6 这两个外项的乘积就等于 3 和 4 这两个内项的乘积。

[image: {%}]


相对地，(2, 3) 跟 (4, 5) 这两个对重叠时，2 和 5 这两个外项的和就等于 3 和 4 这两个内项的和。

[image: {%}]


也就是说，对的性质是‘外项之和等于内项之和’，对吧？话说，比的性质和对的性质还真像啊！”

“是哦……”

“我还写了一些其他的重叠的对的例子。”

[image: {%}]


“……呐，泰朵拉。我也发现了点东西，或许能带给我们很大的启发呢，要听听看吗？”我说。

“啊？嗯，当然要听。”

8.1.2　我的发现

“我看到这个式子，马上就想到‘移个项吧’。

[image: {%}]


你看，这样一来，我们就能得到下面这个式子。

[image: a-b=c-d]


换句话说，就是这么回事。”

[image: (a,b)\doteq(c,d)~\Longleftrightarrow~a-b=c-d]


“诶？”泰朵拉大大的眼睛转了转，“学长，这就是说，当 a
 - b
 等于 c
 - d
 ，即差相等时，(a
 , b
 ) 和 (c
 , d
 ) 这两个对才重叠……？”

“是这样。”

“可、可是……我还是完全不明白。”

“我也是。这张卡片里的‘对’，指的到底是什么呢……”

8.1.3　谁都没发现的事实

这里是礼堂，现在众人正在为明天的毕业典礼做准备。

老师和学生们正在摆椅子，以及为讲台装饰花朵。

“还不能回去么？真没效率呀。”盈盈说道。

“明天之前应该能准备好吧。”米尔嘉说道。

“当然了，明天就该正式上场了。”

学校委任盈盈和米尔嘉在毕业典礼上弹钢琴伴奏。

我跟泰朵拉从图书室回来，顺路过来看了看她们两人的情况，本来想也许大家能一起回去呢。

“你们要弹什么？”我问道。

“《萤之光》。”盈盈回答道。

“还要弹校歌。”米尔嘉回答道。

也是，传统曲目嘛。

米尔嘉刚开口说了个“我们”，盈盈就赶紧拿手指戳了戳她，然后两个人就都沉默了。米尔嘉到底想说什么呢……

“这次不是拿‘奖状’而是拿‘证书’，对吧？”泰朵拉说着指向讲台上挂着的写有“毕业证书颁发仪式”的横幅，“奖状是‘表扬的文件’，证书是‘证明的文件’。”

“颁发‘证明毕业的文件’的仪式……么？”我说道。

“毕业生就是定理呗。”米尔嘉半开玩笑地说道。

8.2　家中

8.2.1　自己的数学

我在自己的房间里，现在是夜晚。

时针已经走过了晚上 11 点，马上就到半夜了。

我坐在书桌前，学校的作业已经写完，现在我要开始思考自己的数学。

自己的数学……我回忆起高一的时候。

高一的春天，村木老师建议我“每天研究自己的数学”。那时候我认为，每天研究数学是理所当然的事儿。因为我喜欢数学。但是，高中生活是很忙碌的。有很多课程，每天都要预习、复习，还有考试。当然，还有学校的活动。在这种情况下，必须有一种“每天去研究自己的数学”的意识，才能坚持到底。因此，村木老师给我的意见很宝贵。

8.2.2　表现的压缩

老师给的那张“重叠的对”的卡片很奇妙：它并不是让证明一个恒等式，也不是让解方程式。卡片里只是用由自然数构成的组合定义了“对”这个概念，并通过 [image: (a,b)\doteq(c,d)~\Longleftrightarrow~a+d=b+c]
 这个式子定义了“重叠”，仅此而已。

我不知道要思考些什么，要怎么思考。虽说按经验而论，村木老师的卡片最多是一个让我们“学习的契机”……

我们已经找到了几个在由对构成的集合中成立的性质了。例如 (a
 , a
 ) 这种形式的对都互相重叠，也就是下面这样。

[image: (1,1)\doteq(2,2)\doteq(3,3)\doteq\cdots]


证明瞬间就能完成。对于任意自然数 m
 、n
 ，存在 m
 + n
 = m
 + n
 ，因此对 (m
 , m
 ) 和对 (n
 ,n
 ) 重叠。

[image: (m,m)\doteq(n,n)~\Longleftrightarrow~m+n=m+n]


然后，把 a
 + d
 = b
 + c
 这个式子变形成 a
 - b
 = c
 - d
 的话，就可以说“在 ( 左, 右 ) 中，左
 和右
 的差相等的对互相重叠”。例如，差是 1 的对互相重叠。

[image: (2,1)\doteq(3,2)\doteq(4,3)\doteq\cdots]
 　　（左 - 右 = 1）

同理，差是 -1 的对也互相重叠。

[image: (1,2)\doteq(2,3)\doteq(3,4)\doteq\cdots]
 　　（左 - 右 = -1）

但是，所以呢？这又怎么样呢？我不明白……

我想起了泰朵拉说过的话。

“这就是所谓的‘装作不知道的游戏’吧？”

不过，我现在并没有装作不知道。当时，泰朵拉刚接触到皮亚诺公理。事实上我们并没有去思考后继数表示的是什么，而是只跟着公理去往下思考。跟着公理，渐渐看到了自然数的结构。公理是制约条件，制约条件衍生出结构……咦？

咦？

这次的式子 a
 - b
 = c
 - d
 也像是一个制约条件啊……对并不是分散的。把 a
 - b
 的差相等的对，也就是重叠的对收集起来，就能构成一个集合。这个制约条件到底会衍生出什么样的结构呢？

我注视着笔记本思考着。

[image: (1,1)\doteq(2,2)\doteq(3,3)\doteq\cdots]


由跟 (1, 1) 重叠的对构成的集合可以写成下面这样。

[image: {(1,1),(2,2),(3,3),\cdots\}]


接下来，怎么往下思考才好呢？


“人的心会把具体的例子压缩。”



米尔嘉总这么说。


“在构建具体例子的过程中，下意识地找寻规律，发现较短的表示方法”。



简短的表示方式 —— 原来如此，用集合的内涵定义就能简短地表示出来了。

[image: {(1,1),(2,2),(3,3),\cdots\}=\{(a,b)~|~a\in\mathbb{N}\wedge b\in\mathbb{N}\wedge a-b=0\}]


嗯，如果以 [image: a\in\mathbb{N}]
 和 [image: b\in\mathbb{N}]
 为前提条件，就能更简短地表示出来。

[image: {(1,1),(2,2),(3,3),\cdots\}=\{(a,b)~|~a-b=0\}]


其他集合也可以这样来表示。例如差是 1 的集合。

[image: {(2,1),(3,2),(4,3),\cdots\}=\{(a,b)~|~a-b=1\}]


或者，差是 -1 的集合。

[image: {(1,2),(2,3),(3,4),\cdots\}=\{(a,b)~|~a-b=-1\}]


确实，比起列举元素，这样表示更简短。

再进一步缩短的话……

缩短……诶？

我明白了！

我不由得站了起来。

对……会变成整数么？

自然数是 1, 2, 3, ...，而整数是 ..., -3, -2, -1, 0, +1, +2, +3, ...。

对！没错！

自然数的对的集合，会构成整数！

“差为 n
 的对的集合”能够跟“整数 n
 ”一一对应。

[image: {%}]


我感到有种美妙的东西正在我眼前闪烁。

不过，只是有了对应关系，也没什么意思。

把对的集合看作整数，这是自然而然的吗？

整数的话，就必须有点什么吗？

什么才是整数的本质？

许许多多的问号从我的心底涌现。

我做了一次深呼吸。

先做个加法运算试试吧。

对的集合是整数时能马上实现的，是加法运算。

能定义对的加法运算“[image: \dot{+}]
 ”，而不是自然数的加法运算“+”吗？

要令 [image: (1,2)\dot{+}(2,3)]
 是什么样的对呢？

没有什么公式，我也没有在背诵什么。

我必须真真正正地靠自己的能力来想出“对的加法运算”。



问题 8-1（对的加法运算）


定义 (a
 , b
 ) 和 (c
 , d
 ) 这两个对的加法运算 [image: \dot{+}]
 。



8.2.3　加法运算的定义

要怎么定义对的加法运算，才能形成跟整数的加法运算一样，也就是同构 1
 的结果呢？


1
 同构（Isomorphism）是在数学对象之间定义的一类映射，它能揭示出在这些对象的属性或者操作之间存在的关系。——译者注

同构是含义之源。

我按捺不住这份不可思议的兴奋之情，仿佛某种东西即将产生了。

虽然自由，却受着制约。虽然受着制约，却 —— 自由。

必须看穿隐藏的结构。看穿之后，就能体会到一种无可替代的喜悦。

对的加法运算 —— 首先应该从哪里开始考虑呢？

……嗯。因为我想同等看待对 (a
 , b
 ) 跟整数 a
 - b
 ，所以是不是只要参照整数范畴内的加法运算就可以了呢？

[image: {%}]


进行 a
 - b
 跟 c
 - d
 的加法运算，形成“左－右”的形式就好了吧。

[image: {%}]


很好很好，不错啊！也就是说，左边变成了 a
 + c
 ，右边变成了 b
 + d
 。换句话说，我想让两个对的和变成下面这种形式。

[image: {%}]


噢！就是说，把左边这一堆和右边那一堆加起来就好了么？也就是说，使用 (a
 - b
 ) + (c
 - d
 ) = (a
 + c
 ) - (b
 + d
 ) 这个式子来把对的加法运算定义成下面这样，这个主意如何？感觉靠谱！

[image: (a,b)\dot{+}(c,d)=(a+c,b+d)]


很好很好。那么，接着就尝试一下用对来实现与 1 + 2 对应的计算吧。例如，因为 1 = 3 - 2，所以选 (3, 2) 当作与 1 对应的对；因为 2 = 3 - 1，所以选 (3, 1) 当作与 2 对应的对。然后，根据“对的加法运算”的定义来进行计算。

[image: \begin{aligned}(3,2)\dot{+}(3,1)&=(3+3,2+1)\\&=(6,3)\end{aligned}]


嗯，很好！因为 6 - 3 = 3，所以说得通！

[image: \begin{matrix}(3,2)&\dot{+}&(3,1)&=&(6,3)\\\updownarrow&\updownarrow&\updownarrow&\updownarrow&\updownarrow\\1&+&2&=&3\end{matrix}]


说得通……不，等一下。这是理所当然的啊！我想说明的跟这个很像，但又不是这个……嗯，脑子乱了，整理一下吧。我现在想要对比思考整数和对，“=”和“[image: \dot{=}]
 ”，还有“+”和“[image: \dot{+}]
 ”。感觉这些都能整理成统一的形式，可是……

……对啊，先别管加法运算了，“相等”这个概念都还乱七八糟着呢。我还没有好好定义 (a
 , b
 ) 跟 (c
 , d
 ) 这两个对相等指的是什么。合适的定义应该是像下面这样的。

[image: (a,b)=(c,d)\Longleftrightarrow(a=c\wedge b=d)]


然后，让我担心的事情是下面这些。

在像 [image: (a,b)\dot{+}(c,d)=(a+c,b+d)]
 这样定义了对的加法运算后，对于以下 X
 , Y
 , Z
 , [image: X\dot{+}Y\dot{=}Z]
 成立。


	跟 (a
 , b
 ) 重叠的任意对 X


	跟 (c
 , d
 ) 重叠的任意对 Y


	跟 (a
 + c
 , b
 + d
 ) 重叠的任意对 Z




因为 [image: X\dot{+}Y\dot{=}Z]
 成立，所以感觉“对”是“整数”。这样，就能发现下面这样的“两个世界”的对应关系。

[image: {%}]


这个发现真是让人心跳不已。



解答 8-1（对的加法运算）


可以用以下式子定义 (a
 , b
 ) 跟 (c
 , d
 ) 这两个对的加法运算。

[image: (a,b)\dot{+}(c,d)=(a+c,b+d)]




啊！难不成，跟 (a
 , a
 ) 重叠的对与整数 0 对应？

喔喔！难不成，把 (a
 , b
 ) 的左右互换而得到的 (b
 , a
 ) 是？

好，我要试着更进一步发掘这个对的性质！

8.2.4　教师的存在

现在是凌晨两点，我站在厨房里。

往杯子里倒上水，一口气喝光。

我之后又定义了对的符号变换、对的减法运算、对的大小关系。

[image: ]


用自然数的对来定义整数。有意思。

构建新的数字的世界也是数学呀。数学，真是一个越学越深奥、越学越广阔的世界。

我看着杯中残留的水滴，想到村木老师。老师向我们提出了一个不太难又不太简单的问题。

“换成你，会怎么挑战这道题？”

会对你说上面这种话的人，其存在本身就很珍贵。教师的存在……么？

好的，看来整数也能做了，那就睡吧。哈哈，说什么“整数也能做了”，搞得像拼装塑料模型似的。我边哧哧地笑着边做着睡觉的准备。

在关上卧室灯的那一刹那，泰朵拉的话突然在我脑海里一闪而过。

“比的性质是‘外项之积等于内项之积’……”

然而，还没来得及研究这句话的含义，我就进入了梦乡。

8.3　等价关系

8.3.1　毕业典礼

今天是毕业证书颁发仪式 —— 我现在在礼堂。

毕业生接二连三登上讲台，领取毕业证书。

明年的现在，我会是怎样的心情呢……我边这么想着，边打了个哈欠。昨晚完全没睡够。

校长致辞、嘉宾寒暄……仪式安静而严肃。现在总算要结束了，负责主持的老师走向麦克风，麦克风轻轻“嗡”了一声。

——毕业生，退场。

《萤之光》的旋律开始流淌。毕业生依次起立，从在校生中间穿过，走出礼堂。我们这些在校生则用掌声为他们送别。我正要再打个哈欠 —— 却突然睁开了眼。

刹那间，毕业生的脚步停下了。

刹那间，在校生的掌声也停下了。

因为此时响起了一首新的乐曲，它的旋律好似从《萤之光》中流淌出来一般。

这是我们熟悉的旋律。这……

是校歌。

校歌跟《萤之光》同时流淌而出。

大家的目光一下子都集中到钢琴那边。

正在那儿弹奏的，是盈盈和米尔嘉。

她们在用重混 2
 的手法弹奏《萤之光》跟校歌。


2
 重混（Remix）是一种音乐技术，应用于歌曲的原来版本，经过重新混音，形成另一种版本。——译者注

诶？还能把这两首歌混在一起弹？

和弦 3
 要怎么办？


3
 在音乐理论里，和弦（Chord）是指组合在一起的两个或更多不同音高的音。——译者注

不过，两种旋律都没遭到破坏，都在优美地流淌着。

在《萤之光》和校歌的相互作用下——

我们心中泛起了无法言说的涟漪，满是回忆。

我们情不自禁地回忆起在这所学校度过的日子。

迷茫、焦躁、烦恼、闲适、学习、愤怒、喜悦……

内心冷不防地被这些情绪撼动，泪水不由得涌了上来。

毕业生、在校生……当然，其中也包括我。

来到这所高中后，我遇见了米尔嘉，遇见了泰朵拉。然后，我体会到了一起学习 —— 教人、被教，比赛解题 —— 的喜悦。


“一、一、二、三。”“学、学长！”“我找到了一个很好的对应。”“放学时间到了。”“对，说的是呀！”“计算错误。”“小数学家？”“证明是一瞬间的事儿。”“怎么读啊？”“唔……”“快递快递！”“这样就成了除以 0。”“啊呀呀！”“快乐的旅行。”“我一生都不会忘记。”“我已经记住了，你放心吧。”“学长，大发现大发现！”“除了表示虚数单位以外，还会有什么呢？”“我不明白。”“如果半径为零的话也要保持一定距离吗？”“我会加油的！”“你还没发现吗？”“我有问题！”“好了，到此为止我们的工作就结束了。”……



不过，时间会流逝，时间在流逝。数学超越时间留传下来，而时间拂过众生不断流逝。有相遇，也有别离。

我已无法止住眼中汹涌而出的泪水。

就这样，今年的毕业典礼闭幕了。

但泪水随音符渗入心底，这首盛大的毕业终曲，也成为了令人难以忘怀的回响。

8.3.2　对衍生的产物

“诶……原来用对能构成整数呀。”泰朵拉感叹道。

“是啊。”我回答。

毕业典礼这天，我们仍然在图书室研究数学。

我跟泰朵拉讲解了我昨天晚上的成果。而她似乎也被卷入了那首毕业终曲的漩涡之中，眼睛周围又红又肿。

“不过，再准确点儿说的话，不是对跟整数对应，而是‘由互相重叠的对构成的集合’跟‘一个整数’对应。”

“喔……”

“把对于 (a
 , b
 ) 这个对进行的操作看成对于 a
 - b
 这个整数进行的操作……”

隐约的香气……

我一下子回头，看向身后。

“你这么急着回头，是怎么了啊？”一如既往的、冷冷的声音。

站在我身后的是米尔嘉。

8.3.3　从自然数到整数

“我跟盈盈被叫到老师办公室去了。”米尔嘉说道，“因为我们之前没打招呼说要重混。”

“咦？你们挨骂了吗？”泰朵拉问道，“明明弹奏得那么感人……”

“倒是没怪我们，老师也在苦笑 —— 话说，这张卡片是？”

我把“重叠的对”的卡片递给米尔嘉，说了我得出的结论。

“唔……这样啊。可是，你的解释有点无聊啊。”

批评开始了！

“不过，把与 (a
 , b
 ) 重叠的集合跟 a
 - b
 作同等看待这个思路，很好啊。”

米尔嘉轻轻扶了扶眼镜，摇了摇头。

“为什么村木老师要用下面这种定义呢？虽然你一下子就移项了……”

[image: (a,b)\dot{=}(c,d)\Longleftrightarrow a+d=b+c]


“是有什么特殊的含义吗？”泰朵拉说道。

“没有那么深奥。要是我们知道整数，用你这种方法也可以。可是，比如，假设我们‘装作不知道’整数吧。然后，我们用自然数的组合来新定义整数。”

“定义……整数……”泰朵拉下意识地说道。

“要是我们只知道自然数，就会出现 a
 - b
 未经定义的情况。例如，2 - 3 在自然数范围内就是未定义的。因此，用 a
 - b
 来定义‘重叠’不太好。”

“……原来如此。那如果换成 +，就没关系了吧？”我也下意识地说道。

“a
 + d
 和 b
 + c
 的话，在自然数范围内还不足以达成未定义的条件，所以我们可以放心地用下面这个式子来定义‘重叠的对’。”

[image: (a,b)\dot{=}(c,d)\Longleftrightarrow a+d=b+c]


8.3.4　图

“还缺一点。你完全没画图呀。”

又被批评了！

“你的弱点是不肯画图。”

“图？可是……”

“你是这么定义对的和的。”米尔嘉说道。

[image: (a,b)\dot{+}(c,d)=(a+c,b+d)]


“要是我，一看到这个，就会想起‘矢量的和’……”

米尔嘉总是把向量叫作矢量。

“向量的和……啊，确实如此。它跟对的和形式完全一样！”

[image: (a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)]


“学长学姐，我越来越跟不上了……”来自于泰朵拉的投诉。

“因为 a
 、b
 是自然数，所以先在第一象限里画出格点 4
 。”


4
 数学上把在平面直角坐标系中横纵坐标均为整数的点称为格点（Lattice Point）或整点。坐标平面内顶点为格点的三角形称为格点三角形，类似有格点多边形的概念。——译者注

米尔嘉拿起我的自动铅笔，在笔记本上画出格点。

[image: {%}]



第一象限里的格点


“x
 坐标是 a
 ，y
 坐标是 b
 的格点可以视为矢量 (a
 , b
 )，也可以视为对 (a
 , b
 )。那么，就这个格点的所有情况的集合来说，我们应该如何用图来表示‘重叠’这个概念呢？如果能用图表示出来，那么我们也就能明白，村木老师为什么要用‘重叠’这个词了。”米尔嘉说道。

“啊，这点我也很在意。”泰朵拉说道。

“我们像下面这样把重叠的对用线连起来试试。”

[image: {%}]



把“重叠”的对用线连起来


“诶？！重叠的对是斜着排列的呀！”泰朵拉吃了一惊。

“原来如此……‘重叠’的对在二维平面上真的是斜向‘重叠’的吗？”我说道，“这一条条斜线对应着重叠的对的集合。也就是说，一条斜线对应一个整数，对吧。”

我说着，在斜线的右上方写下了整数。

[image: ]



一条斜线对应一个整数


[image: ]


“要写的话，这么写比较好。”

米尔嘉从我的手中抢过自动铅笔，把斜线向左下方延伸。

[image: {%}]



影子斜着落下的位置是对应的整数


“啊……这样呀。往 x
 轴上射影的话，影子就会刚好落在对应的整数上……诶？等一下。如果对的和也是向量的和，那么我们随意画个向量的和的图形，然后观察向量的和的射影，就会发现它正是向量在 x
 轴上的和？”我问道。

“当然。把格点上某个位置矢量的和斜向射影的话，就会得到整数的和。例如，把 [image: (1,2)\dot{+}(4,1)=(5,3)]
 射影的话，影子就会刚好落在 (-1) + 3 = 2 的位置。”

[image: {%}]



向量的和


[image: {%}]



射影后，就变成了整数的和


“……”我说不出话来。

整数的和 —— 区区的加法运算。

然而却能被看作是二维向量的和的“影子”！

虽然我还不知道这个发现在数学上有着什么样的意义，但是我感到很多事物是相连的，是紧密地联系在一起的。此时的我因为太过感动而说不出话来。而且，我们只花了少许工夫 —— 举出具体例子、思考式子、用图思考，这一切就呈现在了我的眼前。

“我们从‘重叠的对’继续往下思考，看看等价关系吧。”米尔嘉说道。

8.3.5　等价关系

看看等价关系吧。

我们把由所有对构成的集合称作 [image: \mathbb{S}]
 。

[image: \mathbb{S}={(a,b)~|~a\in\mathbb{N}\wedge b\in\mathbb{N}\}]


然后，在集合 [image: \mathbb{S}]
 中，重叠关系“[image: \dot{=}]
 ”已被如下定义。

[image: (a,b)\dot{=}(c,d)\Longleftrightarrow a+d=b+c]


“[image: \dot{=}]
 ”这种关系有自反律、对称律、传递律的性质。


自反律
 可以用以下式子来表示。

[image: (a,b)\dot{=}(a,b)]


该式子表示的是，即使以自身为对象，“[image: \dot{=}]
 ”这种关系也能成立。

由于这就像是反射在镜子里似的，所以我们把它叫作自反律。


对称律
 可以用以下式子来表示。

[image: {%}]


该式子表示的是，即使把左边和右边互换，“[image: \dot{=}]
 ”这种关系也成立。


传递律
 可以用以下式子来表示。

[image: {%}]


该式子表示的是，如果由 A 可以到 B，由 B 可以到 C，则可以跳过中间的 B 直接由 A 到 C。

[image: {%}]


自反律、对称律、传递律合起来叫作等价律
 。此外，满足等价律的关系叫作等价关系
 。“[image: \dot{=}]
 ”这种关系也属于一种等价关系。

◎　◎　◎

“这三个性质不都是理所当然的吗？”泰朵拉问道，“比方说，这三个性质在等于‘=’里也成立呀。”

“‘等于’是等价关系，这没错。”米尔嘉点头，“因为原本等价关系就是把等号创造出的关系一般化而得来的。等价关系体现的是‘在某种含义上相同’。”

米尔嘉往上推了一下眼镜，继续说道：

“我来举个不是等价关系的例子。例如数的大小关系‘<’。对于这个关系，传递律成立，而自反律和对称律不成立。”

[image: {%}]


“啊，是这样呢。”泰朵拉说道。

“带等号的大小关系‘≤’则是自反律和传递律成立，对称律不成立。”

[image: {%}]


“a
 ≤ a
 成立……吗？”

“成立。因为‘a
 ≤ a
 ’是‘a
 < a
 或 a
 = a
 ’呀。”

“喔……也是啊。”

“那么，泰朵拉我问你，对不等于‘≠’这个关系来说，这三个性质中的哪一个会成立呢？”

“这个……因为它是等于的反义词，所以这三个性质都不成立？”

“回答错误。”米尔嘉说道，“不能凭主观印象来回答。必须逐一确认才行哦，泰朵拉。”

[image: {%}]


“啊……对称律成立呀。”泰朵拉说道。

“等一下。”我插了句嘴，“对于‘≠’这种情况，不是‘传递律不成立’，而是‘传递律不一定成立’吧？因为……”

[image: {%}]


“这里是我没说明白。”米尔嘉说道，“我在解释自反律、对称律、传递律之前，应该事先声明‘对于所有元素来说’这个前提的。也就是说，只要对于一个元素来说不成立，那就是不成立。”

“米尔嘉学姐……”泰朵拉小心翼翼地举起手，“这三个性质我基本明白了。可是，刚刚学姐说的‘把等号一般化’这个地方我还不太懂。因为讨论数字的时候，或是讨论集合的时候，我们都会用到等号，这本来就很一般化了吧……”

“等价关系指的是刚刚说的满足等价律的关系。换句话说，满足等价律的三个性质的关系都可以看作是等价关系。从等号具备的特殊性质中提取出三条，寻找具备这些性质的其他关系，例如‘对重叠’这种关系。因为‘对重叠’这种关系是等价关系，所以能适用于等价关系的性质全都能适用于‘对重叠’这种关系。”

“等一下，麻烦等一下，我有 Déjà vu5
 。好像以前我们也讨论过类似的 ……”


5
 法语单词，意思是“既视感”，也可译为“幻觉记忆”，指人在清醒的状态下第一次见到某场景，却感到似曾相识，是一种常见于大多数人的生理现象。——译者注

“群论。”米尔嘉说道。

“没错！把满足群的公理的运算都同等看待成群……”

“把等于这种关系拆个七零八碎，从里面提取出三个特殊的性质，然后构建一种具有这些性质的其他关系 —— 这里出现了分析跟综合的思路。明白么？”

“分析跟综合？”

“分析 —— Analyze，也就 是‘拆分’。综合 —— Synthesize，也就是‘合成’。经过拆分、合成，理解就会变得深入且有趣。”

“靠等价关系能办到些什么呢？”我问道。

“就是你之前干过的事儿。”

“诶？我干了什么来着？”

“去‘除’集合了呀。”

8.3.6　商集

“去‘除’集合？”

“对。用等价关系去除集合。我们来回忆一下你都干了些什么吧。由所有对构成的集合 [image: \mathbb{S}]
 里包括无数的对，你用等价关系‘[image: \dot{=}]
 ’把‘由重叠的对构成的集合’跟‘整数’互相对应了起来。把由所有对构成的集合想象成第一象限里的格点，把由重叠的对构成的集合想象成斜线就好。根据‘格点的集合’构成‘斜线的集合’，就相当于进行除法运算。”

“……”

“集合除以等价关系，就能得到一个新的集合。我们把这个新的集合叫作商集
 。由所有对构成的集合除以‘[image: \dot{=}]
 ’，就能得到一个以‘由重叠的对构成的集合’为元素的商集。我们如下表示这个商集。

[image: \mathbb{S}/\dot{=}]


这个符号很奇怪。总之呢，这个符号就是‘集合 / 等价关系’的一种直截了当的表示方法。”

“那个……麻烦稍等一下。关于这个商集 [image: \mathbb{S}/\dot{=}]
 ，我完全没有具体的概念啊……画在图里是斜线，那么从数学角度来说又是个什么样的东西呢？”

“看来光用说的，还是讲不明白啊。”米尔嘉说道，“那么，我用外延表示法写一下 [image: \mathbb{S}/\dot{=}]
 吧。”

[image: ]


“原来如此……构建了一个集合的集合呀。”

“用集合除以等价关系，从而构建商集 —— 这种手法很常见。”

“是……是么？”

“举个例子，有理数。有理数集可以看作是一个‘元素是成对的分子和分母的集合’除以‘比相等’这个等价关系而得到的集合。”

“啊！”我惊道，“这就是泰朵拉之前说的那个吧。”

“诶？我吗？”泰朵拉用手指着自己，一脸困惑。

“你想想，你不是说过吗？对的性质 —— 外项之和等于内项之和，跟比的性质 —— 外项之积等于内项之积很像。”

“喔……”看来她还没反应过来。

“作为商集的有理数肯定会是这种形式啊！”我往笔记本上写道，“那么，假设把分子、分母的对写成 ( 分子, 分母 )……”

[image: ]


“泰朵拉你注意到了有理数啊。”米尔嘉说道。

“没……只是觉得对跟有理数的形式很相似。”

“在数学领域里，若‘形式’相似，则‘本质’也相似这种情况很多见。”米尔嘉说道。

“用比相等这个等价关系当除数的想法很有意思呀。”我说。

“如果用比相等这个等价关系当除数……”米尔嘉说道，“这个商集的元素就会变成由比相等的对构成的集合。分数的约分计算遵循‘比不变’的原则。也就是说，约分这种计算能让元素不跳出由比相等的对构成的集合。”

“啊……这么说来确实是这样。”泰朵拉说道。

“此外，我们有时会从商集的各个元素 —— 聚集了相同元素的集合 —— 里面选出一个元素，这个元素叫作代表元素
 。”

“代表元素……”泰朵拉重复道。

“英语叫作 Representative。”米尔嘉说道。

“Represent 6
 这个集合的元素？”泰朵拉问道。


6
 意为代表。——译者注

“对。如果我们想把‘[image: \dot{+}]
 ’定义为商集的各个元素之和，就必须先声明答案不取决于如何选择代表元素。也就是说，‘[image: \dot{+}]
 ’必须是 Well-Defined 7
 的。”


7
 意为定义明确。——译者注

“啊……对对，昨天晚上我就一直在想这个。”我说道。

“除了有理数，商集还有很多种。例如整数集除以‘除以 3 而得到余数相等’这个等价关系后得到的商集合 [image: \mathbb{Z}/3\mathbb{Z}]
 。”

[image: ]


“把‘[image: \mathbb{Z}/3\mathbb{Z}]
 ’这个符号里的‘[image: 3\mathbb{Z}]
 ’视为表 示‘无视 3 的倍数差异’的等价关系的符号即可。”米尔嘉说道，“除此之外，我们还能想出很多关于商集的例子。例如，由我们学校里所有学生构成的集合除以‘同年级’这种等价关系，就能得到以‘由同年级的学生构成的集合’为元素的商集。这个商集有三个元素，分别是‘全体高一学生的集合’‘全体高二学生的集合’‘全体高三学生的集合’。”

“学长！米尔嘉学姐！我有个重大发现！”

泰朵拉嚷道。

“你发现什么了？”我问道。泰朵拉说的“发现”一般都跟数学上的重大发现相关，因此不可小觑。

“难不成……难不成村木老师想跟我们玩个文字游戏，不是‘Peano 算术’而是‘Pair No 算术’8
 ？”


8
 “Pair No 算术”的说法与日语有关，其中的 No 即日语单词「の」的罗马字拼写，意思是“的”。因此“Pair No 算术”意即“对的算术”。此处是一种谐音，即音同词不同的文字游戏。——译者注

四下沉默无声。

“如果，是这样的话……”我吞吞吐吐。

“希望并非如此啊。”米尔嘉冷冷地说道。

8.4　餐厅

8.4.1　两个人的晚饭

“妈，晚饭吃啥？”

现在是晚上。等了许久都没有开饭，于是我跑到餐桌前问道。

“今天你爸说不回来吃饭，我没什么心情做……”我妈说道，“这样吧，我们也偶尔出去吃一顿吧。嗯……吃意大利餐。”

我妈带着我，开了 30 分钟车，来到了一家位于郊外的餐厅。菜肴的香气迎面扑来。“Buona Sera9
 ！”招呼声很洪亮。开朗热情的意大利人包围了我们。我妈点了海鲜意大利面和沙拉，我点了披萨。


9
 意大利语，“晚上好”的意思。——译者注

“糟了，咱们开车来的，喝不了红酒呀！”

“禁止酒后开车。”我说。我妈听到后一脸不情愿。

8.4.2　一对翅膀

在等待上菜的这段时间里，我四下看了看店内。既有情侣一起的，也有全家人一起的。吉他的伴奏声非常大，但并不让人感到难受。店里的伙计围在对面的桌子边，唱着生日快乐歌。

“呀，披萨好像烤好了。”

我使劲嗅着香味儿说道。

“说起来，你从小鼻子就好使……可惜闻不到自己身上的味儿。你在幼儿园尿裤子那次……”

“别说啦，妈！”

“不过，现在你马上就上高三了……时间过得真快呢。”

我妈把手支在桌子上，托着下巴看向远方。

马上就上高三了……我突然感到一阵害怕。

热闹的吉他声、小孩的笑声突然都消失了。

我是为了什么而学习呢？

虽然有人常说“年轻人身上潜藏着无限的可能”，但时间是一维的。

要把哪种可能性射影到自己的时间上呢？我们必须作出选择。

“我说，妈。”

“什么事？”我妈抬起头问我。她正在研究甜品菜单。

“我……在干什么呢？”

“跟漂亮的老妈吃饭。”

“总感觉……有一种要从悬崖上摔下来的心情，明明什么都还没准备好……可是还有一个月就上高三了，还差一年就高考了。日子过一天，我就离悬崖近一点 —— 地面在慢慢消失。我该怎么走呢？”

“往天空飞？”我妈说道，“如果没有地面，往天空飞就好啦。”

“诶？”

“‘啪嗒啪嗒’挥动两只翅膀的话，就能飞起来。你可能不信，但是你能飞。左边和右边，有这么一对翅膀就足够啦。悬崖不就是为了飞翔而存在的么。你在害怕什么呢？”

“学校的成绩再怎么好，也不行啊！我……”

“跟成绩什么的没关系。你是我生的。你开始走路那会儿，我还记得很清楚。你摔倒过好几千次，还记得吗？”

“怎么可能记得啊！”

“在你会走之前，摔倒了多少次啊……可是你现在先迈右脚后迈左脚，迈完左脚迈右脚，很自然地在走着啊。明白吗？你不要紧的。因为没准备好所以担心？说什么呢，人生就是要勇敢冲撞尝试呀！”

我妈用拿在手里的菜单隔着桌子敲了一下我的头。

“尽全力去拼吧！不要紧，你肯定能走稳，肯定能飞起来。”

“……”

我妈这一席话支离破碎，从逻辑上来讲含义也不明确。但不可思议的是，我的心居然恢复了平静。因为是妈妈说的话么？

“人的一生，会遇到各种各样的事。你三岁那年冬天，有天夜里下了大雪，你发着高烧，咳得很厉害，差点死掉了。下着大暴雪，车都开不动，你爸也还没回家。你妈我啊，就背着你一直走到了邻镇的医院……到医院的时候我已经跟雪人没两样了，还问人家‘这里是八甲田山 10
 吗’。”


10
 日本青森县中部火山群的总称，以高耸险峻、严寒冰冷著称。——译者注

这故事我已经听过好多回了。连“这里是八甲田山吗”这句话都一模一样。我平常总是说“够啦，别再讲啦”……可是今天听起来，却似乎有一点不一样。

菜上来了。

“来，我们吃吧！”

我往披萨上浇上掺了辣椒的橄榄油，咬了一口。

好吃极了。

8.4.3　无力考试

饭菜快吃完了，我妈再次拿起甜品菜单。

“这个看起来很好吃！ Torta Cioccolata 好像是巧克力挞，Crema Catalana 应该是法式焦糖布丁吧。甜品菜单上得配照片才行啊，只有文字说明，哪知道是什么样的呀。”

“是啊。”

“你需要无力考试啊。”我妈眼都没抬，继续看着菜单说道。

“无力考试？”什么意思啊？

“跟实力考试相反的无力考试。你干嘛要一个人绷得死紧？你得加把劲好好放松才行。大家都非常喜欢你。”

“大家？”

“没想到你小时候那么认生，现在倒还挺抢手的呢。这帮女生也挺有眼光的。对了，下次带着她们一起去兜风吧？嗯，一定很欢乐。”

“拉倒吧，拜托你不要自作主张啊。”我说道。

“老妈我来开车，副驾驶给米尔嘉坐。泰朵拉跟盈盈，还有尤里也会想来吧。嗯嗯，你看，坐五个人刚好不是吗？”

“那我坐哪儿啊？！”

　


数学，是一门给不同东西赋予相同名字的艺术。

——庞加莱
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第 9 章　令人迷惑的螺旋楼梯


我们，是通过螺旋来到这个世界的。

但是，我们原本，是属于地球的。

——萩尾望都 1
 《马赛克·螺旋》




1
 萩尾望都，生于 1949 年，日本漫画家，女子美术大学客座教授，代表作有《天使心》与《波族传奇》等。——译者注

　

9.1　[image: \frac{0}{3}\pi]
 弧度

9.1.1　不高兴的尤里

星期六。

我跟尤里在我家餐桌前吃着咸仙贝。

我妈一边倒着茶一边说道：

“话说回来，之前在游乐场，米尔嘉她……”

我妈这句话让尤里一下挺直了身子。

“游乐场？米尔嘉大人？”尤里看看我，又看看我妈。

“上次我们出去玩儿来着。”我说道。

“你都没跟我说！米尔嘉大人跟哥哥，两个人去的？”

我妈感觉气氛很不妙，一下子躲回了厨房。

妈，你不要扔了个手雷就开溜啊……

“你说……为什么不把人家也带上？”

“那下次我们一起去玩呗。”我说道。

“……不相信你。”尤里拿怀疑的眼光瞪着我。

就这么你一句我一句地说着说着，尤里的话慢慢地变少了。我回到了自己屋里，她也默不作声地跟了进来。

这是一个循环。

尤里板着脸，一直不说话。

“有什么不满就说出来呗。”我说道。

“……”

“你不说我哪知道啊。”

“……”

“你就自己闹别扭去吧。”我转过身面向桌子。

“……”

尤里沉默着，用双手来回摇晃着我的椅子。

我深深叹了口气，转头看向她。

然后又回到了“循环”的状态。

我跟尤里之间的这种毫无成果的交流持续了约 20 分钟。

对于这种来来往往没有上限的循环，我彻底认输了。真没办法呀。

“是我不好，没经你同意就去游乐场玩儿，对不起。”

我为什么非得道歉啊。

“……”她瞟了我一眼。

“啊，对了，”我想起一件好事儿，“米尔嘉正在考虑春假的活动呢。还记得不，说是要讲我们以前说过的那个‘哥德尔不完备定理’。她让我也把你叫上。”

“……真的？”

哟，上套了。

“真的真的。她肯定是跟我们讲哥德尔不完备定理。”

“唔……那我就看在米尔嘉大人的份上原谅你吧。”

尤里神气十足地点点头。

唉……真是让人哭笑不得，女生还真麻烦啊。

9.1.2　三角函数

“哥哥，我想让你教我 sin 和 cos 喵！”

她突然换成了撒娇般的猫语。

“可以倒是可以……你课上学到了？”

“老师在课上的剩余时间里，讲了一点正弦曲线。不过我没听明白。”

“原来如此。”

“放了学，我找喜欢数学的朋友问了，不过还是没明白。那家伙讲到最后总是发脾气，然后就不说了。人家说没明白，他却反过来怪人家……我们总是吵架。”

“哦……”

“还是哥哥你最好了！所以说，sin、cos ！”

“好，好。”

我一翻开笔记本，尤里就从胸前口袋里拿出眼镜戴上了。

“说得简单点哈。”

“我用单位圆来讲吧。单位圆就是半径为 1 的圆。”

我画了一个以原点为中心的单位圆。
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“单位圆。”尤里复述道。

“假设圆周上存在一点 P
 ，我们把下图里的这个角度称为 θ
 ，读作‘西塔’。”
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“西塔？”

“θ
 是一个希腊字母。不过，现在我们只要把它当成一个表示角度的字母就行了。表示角度的时候经常会用到它。”

“知道了，你说它叫西塔，那就叫西塔吧。”

“点 P
 在圆周上运动的时候，角 θ
 会随之变化，对吧？”

“是这样。”

“相应地，点 P
 的 y
 坐标也会发生变化。”
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“这个当然啦。因为点 P
 的 y
 坐标是 P
 的高度嘛。”

“如果 θ
 的实际度数能确定，那么 y
 的数值也就能确定。”

“嗯，能确定，能确定。”

“当点 P
 在单位圆的圆周上运动时，y
 的值会随着 θ
 的变化而发生什么样的变化呢？我们把这种‘表示 θ
 与 y
 的对应关系的函数’叫作 sin 函数。”

“诶？这就是 sin、cos 的 sin ？”

“没错。如果 θ
 能确定，那么点 P
 的 y
 坐标也就能确定。我们把这个 y
 写成下面这样。”


y
 = sin θ


“y
 等于 sin θ
 。根据角 θ
 来确定 y
 ？”

“没错。”

“哦哦……原来这么简单呀。”

“就是这么简单啊。”

9.1.3　sin 45°

“那 cos 是什么呢？”

“在谈 cos 之前，我们来研究一下 sin 的具体值。比方说，当 θ
 为 0°的时候，sin θ
 是多少？”

“嗯……应该是 0 吧？”尤里想了想回答道。

“没错。因为当 θ
 等于 0°时，y
 等于 0。”

“是呢。点 P
 在 x
 轴上嘛。”

“对。也就是说，sin 0° = 0。”

“人家已经明白了啦。”

“当 θ
 等于 90°时，y
 等于 1。”

sin 90° = 1

“这个时候，点 P
 在圆的最上方，是吧？”

“没错。在这里，我们假设 θ
 从 0°到 360°转了一圈，此时 sin θ
 ，也就是 y
 ，会在什么范围内移动呢？你知道吗？”
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“y
 会在 0 跟 1 之间移动……啊，不对！还有负数呢！”

“嗯嗯。”

“因为是‘咻’地一下上去再‘咻’地一下下来，所以 y
 的值在 1 跟 -1 之间。”

-1 ≤ sin θ
 ≤ 1

“没错。sin 270°是 -1，sin 90°是 1。”

“人家都说已经明白了啦！”

尤里的语气里透出些许焦躁。她解开马尾辫，重新扎好头发。咦，尤里的头发还真是长啊。

“……那你知道 sin 45°是多少吗？”我问道。

“诶？它是 sin 90°的一半，所以是 [image: \frac{1}{2} ]
 吧？”

“不是哦。你从刚才那张图里找找 θ
 = 45°的情况看一下。”

“嗯嗯……啊，y
 要比 [image: \frac{1}{2} ]
 稍微大一点喵！”

“尤里你的话，应该能精确求出 sin 45°的！”

“要用类似量角器的工具吗？”

“不不，用计算来求。你想象一下正方形的对角线就行了。”
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“嗯……是对角线的长度为 1 的正方形的……边长？”

“对，这就是 y
 ！你的答案是？”

“嗯……[image: \sqrt{2} ]
 ，不对，是 [image: \frac{\sqrt{2}}{2} ]
 。”

“你是怎么算的？”

“不就是这个数吗？”尤里说道。

“是没错啦。利用勾股定理……”
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“呃……我不是那么算的。”尤里说道，“如果正方形的边长为 1，对角线不就是 [image: \sqrt2]
 么？要想把对角线变成 1，拿整个正方形除以 [image: \sqrt2]
 就行了。这样正方形的边长就会变成 [image: \frac{1}{\sqrt{2}}]
 ，对吧？给分子分母同时乘以 [image: \sqrt2]
 ，就得 [image: \frac{\sqrt{2}}{2} ]
 。”

“嗯，这样也可以的。对了，[image: \sqrt2]
 约等于 1.4 哦。”

“为什么？”

“因为把 1.4 平方，就是 1.42
 =1.96。也就是说，1.42
 约等于 2。”

“喔喔。”尤里点点头。

“所以，[image: \frac{\sqrt{2}}{2} ]
 约是 1.4 的一半，约等于 0.7。”

“喔喔，原来如此。”

“这样一来，我们就能求出 sin 45°的值了，它约等于 0.7。”

“噢，原来如此……”

“再精确点的值就是 [image: \sqrt{2}=1.41421356\cdots]
 ，我们可以这么写。”

[image: \sin45\degree=\frac{\sqrt{2}}{2}=\frac{1.41421356}{2}=0.70710678\cdots]


“喵来如此。原来我们能自己计算出 sin 45°啊。”

9.1.4　sin 60°

“那你知道 sin 60°是多少吗？”我问道。

“这个……就是求下面这个 y
 呗。”
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“对对。你注意到什么没有？”

尤里认真地盯着图看。

她用指头挠了挠鼻尖，自言自语说了句“不对……”。

尤里越来越不服输了啊。

“是这样的，对吧？我明白了。”

尤里抬起头。图上多画了两个点 —— A
 跟 Q
 。

[image: {%}]


“喔，挺好的嘛。”

“这是正三角形，对吧？”

“没错。△POA
 是正三角形。因为边 [image: \overline{OP}]
 跟边 [image: \overline{OA}]
 是圆的半径，所以长度相等。也就是说，∠OPA
 跟∠OAP
 相等。又因为∠POA
 等于 60°，而三个角∠OPA
 、∠OAP
 、∠POA
 的和是 180°，所以到头来三个角都是 60°，因此是正三角形。”

“对对。”尤里说道，“所以，嗯……如果从上面的顶点 P
 笔直地向下引一条直线，就能构成直角三角形 △POQ
 。然后，因为边 [image: \overline{OQ}]
 是边 [image: \overline{OA}]
 的一半，所以是 [image: \frac{1}{2} ]
 。因此 y
 的值取 [image: 1^2-(\frac{1}{2})^2]
 的平方根……”

尤里往笔记本的一角凌乱地列着式子，计算着。

“我明白了。[image: \overline{PQ}=\sin60\degree=\frac{\sqrt{3}}{2} ]
 ！”

“嗯，很好。因为 [image: \sqrt{3} ]
 约等于 1.7，所以 sin 60°约等于 0.86。”

“我们能知道精确的值么？”尤里问道。

“再精确点的值就是 [image: \sqrt{3}=1.7320508\cdots]
 ，我们可以这么写。

[image: \sin60\degree=\frac{\sqrt{3}}{2}=\frac{1.7320508\cdots}{2}=0.8660254\cdots]


……不过，尤里，你在笔记本上计算的时候把式子写开一点，别写得那么挤，在本子角落里写得密密麻麻得可不行。”

“噢……”

“我说的这点很重要啊。——然后，我们就能马上得出 sin 30°的值了。”

“诶？为什么？啊！明白了，明白了！把正三角形放倒，用 90°- 60° = 30°不就行了嘛。哥哥，sin 30°的值是 [image: \frac{1}{2} ]
 吧？”
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[image: \sin30\degree=\frac{1}{2} ]


“嗯，很好。这样我们就知道 θ
 分别为 0°, 30°, 45°, 60°, 90°时的 sin θ
 的值了。当角度超过 90°时，我们就要利用对称性
 。”

“不明白什么意思。对称性？”

“因为圆是左右对称的，所以 sin 120°等于 sin 60°。看了下面这张图，你肯定就会明白意思了。”
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“嗯……喔，这样啊。P
 的 y
 坐标等于 P'
 的 y
 坐标……也就是说，sin 120°等于 sin 60°，对吧？原来如此。那剩下的不就都能求出来了吗？超过 180°的话，加上个负号就行了。”

“对对。”

我又重新画了张图，将那些能马上求出 sin 值的点标注在了圆上。
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9.1.5　正弦曲线

“喂喂，话说，还不讲正弦曲线呀？”

“诶？你以为我们是为了什么才计算 sin θ
 的？”

“为了什么啊？”

“为了画正弦曲线。我们列个 θ
 跟 sin θ
 （即 y
 ）的关系表吧。”
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“喔喔。”尤里点点头。

“超过 180°以后，加个负号就行了。”
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“嗯嗯。”

“然后，sin 360°就会回到 0。你看出正弦曲线了没？”

“怎么回事？”尤里问道。

“这么回事。”我画了张图，把各个点标注了出来。
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标注出 (θ
 , sin θ
 ) 的点


“噢！噢噢！这是……”尤里探出身子。

“对对。把这些点流畅地连接起来的话……”

“人家来连！”
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正弦曲线


“就是这样。”我说道。

“正弦曲线出来了……咦？不好意思哥哥，我不明白。虽说刚才我们画的单位圆跟这个正弦曲线形状不一样，不过我想问一下，它们是同一个图吗？”

“尤里你把看图的基本方法给忘了么？看图的时候要注意数轴
 。刚刚我们画单位圆的时候，横轴是 x
 ，纵轴是 y
 ，因此这个单位圆表示的是 x
 跟 y
 的关系。在我们刚刚画的正弦曲线里，横轴是 θ
 。正弦曲线表示的是 θ
 跟 y
 的关系，也就是说，是下面这样。”


	单位圆是将点 P
 的运动看作是“x
 和 y
 的关系”而画的图

	正弦曲线是将点 P
 的运动看作是“θ
 和 y
 的关系”而画的图



“原来如此喵！正弦曲线……我好像明白一点了。”

“那就好。”我点点头。

“有一点我很在意，就是在单位圆的图上能看得到 x
 , y
 , θ
 ，但是在正弦曲线的图上就只能看到 θ
 跟 y
 ——算了，先不说这个。那个……哥哥。”

尤里慢慢摘下眼镜，把眼镜腿叠好。

然后，她字斟句酌地开口道：

“那个……哥哥，人家还明白了一件事。这件事跟数学无关，跟我自己有关。哥哥，我好像太着急往前赶了。比如刚刚，我听完了 sin 就马上想听 cos……我总是着急忙慌地想往前赶。”

“着急忙慌？”

“嗯……怎么说呢，要是我能‘唰唰’地理解，就会想‘我明白啦，往下讲吧’；要是我不能‘唰唰’地理解，就会想‘麻烦死了，别再讲啦’。可是，哥哥你不一样，你一直不慌不忙的。”

“没必要着急呀。因为数学是经过成百上千年才发展到现在这个样子的。各个时代最杰出的人物绞尽了脑汁呢……在现在的数学书上写着的符号、式子和思路产生之前，数学家们应该是在一条我们无法想象的漫长道路上煎熬着。所以，我们一下子看不明白也不要紧。倒不如说，不明白可能更好。”

“不明白也行吗？”

“比感觉自己明白了强得多。也就是说，懂得‘这本数学书上写的内容可能是这个意思，不过实际上，我自己可能并没有搞明白’就行。”

“就是说持续燃烧下去的爱情，要比剧烈燃烧却立即消失的恋情更重要呗。”

“你在说什么？”

“先不说这个，赶紧给人家讲 cos 嘛～”

“sin 是 θ
 和 y
 的关系，对吧？ cos 就是 θ
 和 x
 的关系。”

“喔……”

“接下来你就自己研究看看吧。”“呵呵，哥哥你可真够意思。”
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y
 = sin θ
 和 x
 = cos θ
 的关系


9.2　[image: \frac{2}{3}\pi]
 弧度

9.2.1　弧度

“……就这样，我给尤里讲了正弦函数。”我说道。

“sin、cos…… 我对三角函数特别头疼。”泰朵拉说道。

现在是午休时间。我跟泰朵拉在天台上吃着午饭，晴空万里。明天是结课典礼，后天就开始放春假了。

“是吗？我还以为你理解得很透彻呢。”

“有些地方的确是理解了，但是说不上‘完全理解’……”

“不不，就算是数学家也没人敢说‘完全理解’呀。”

“那个……我有一种‘实际上，我并没搞明白’的感觉。”

“比如说呢？”

“比如说，在学三角函数之前学过的弧度
 ……”

“哦哦。”

“弧度是角度的单位，对吧？ 90°等于弧 [image: \frac{\pi}{2} ]
 度，180°等于 π 弧度，360°等于 2π 弧度……这些我已经理解了。我也明白弧度跟度成比例。可是……话说回来，为什么 360°等于 2π 弧度呢？说真的，我不明白。”

泰朵拉像转动仪表盘的指针似地，把筷子转了一圈。

“根据‘圆弧的长度是半径的多少倍’去思考弧度，就会很简单。”

“圆弧的长度是半径的多少倍？”

“对。比如说，假设我们需要思考 360°是多少弧度。如果设圆的半径为 r
 ，那么与 360°对应的圆弧 —— 整个圆周 —— 的长度会是多少呢？”

“半径为 r
 的圆周的长度是……嗯，是 2πr
 。”
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“嗯。那 2πr
 是半径 r
 的多少倍呢？”

“因为是用 2πr
 除以 r
 ，所以得 2π 倍 ——啊！所以是 2π弧度？”

“没错。弧度是用‘圆弧的长度’去测量‘角度的大小’。但是，如果圆的半径变成原来的两倍，那么虽然角度不变，但是圆弧的长度却会变成原来的两倍。因此，我们才通过‘圆弧的长度是半径的多少倍’，换言之就是‘圆弧的长度与半径的比’来表示角度。”

“为什么不能用 360°呢？”

“一圈用 360°可能是因为 360 的约数多。倒不是不能用……就是显得有些随便。因为 360 这个数是人为规定的。与其相比，用圆弧的长度与半径的比来表示角度就更为自然一些……不过这种表示方法也是人为规定的。”

“了解。”

“中心角在圆上形成的圆弧的长度。这个圆弧的长度与半径的比所表示的角度就是弧度。比如说在半径为 r
 的圆上，60°形成的圆弧计算如下。[image: r\times\frac{\pi}{3} ]
 是半径的 [image: \frac{\pi}{3} ]
 倍，对吧？因此，60°等于 [image: \frac{\pi}{3} ]
 弧度。”

[image: \begin{aligned}2\pi r\times\frac{60\degree}{360\degree}&=2\pi r\times\frac{1}{6}\\&=r\times\frac{\pi}{3}\\\end{aligned}]


我拿出笔记本，画了张图。
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60°等于 [image: \frac{\pi}{3} ]
 弧度


“啊，我有点明白了。”泰朵拉说道。

9.2.2　教人

泰朵拉吃完饭，拿粉色的手帕把便当盒包了起来。

我把装面包的袋子塞到口袋里，站起身伸了个懒腰。

“最近啊，我朋友总问我数学……”她说道。

“嗯。教别人也能提升自己呢。”

“不过，我解释得不太顺，最后人家总会给我一句‘还是算了吧。’”

“噢。”我说道。

“自己学习跟教别人，看起来很像，实际上却天差地别。”泰朵拉说道，“老师们真不容易呀……原来我还很不满，觉得‘这是什么啊，能不能讲明白点呀’，现在才知道教人原来这么不容易呀，更何况还是教一群人。”

“对啊。”

“我觉得学长你很会教人，很了不起。”

“可是，我也教不了一群人啊。泰朵拉你在听我讲的时候，会经常问一些问题，比如‘这里我不明白’。你问的问题可帮了我大忙呢。没有这些问题，我就得一边想着‘她明白了没有啊’一边往下讲。”

可是……我开始独自思考。

可是，如果今后我更深入地研究数学，教人会不会变得非常难呢？随着不断接近数学的本质，刚从山里挖出的原石、刚从海中捞上来的贝壳或是刚摘下来的果实……这样的东西不就会越来越多吗？虽然我不知道它们真正的价值，但它们是那么美丽，那么充满生机。我能把这些教给别人吗？

“学长？”

“啊，抱歉，我有点走神。”

泰朵拉拨弄着用手帕打出来的结，开口说道：

“那个……我很庆幸自己能来这所高中上学。”

“是吗，那很好啊。”

“那个……我很庆幸自己来了以后，马上就给学长你写了信。”

“嗯，我也觉得很高兴啊。”

“那个……我……我……”

下午课的预备铃响了。

“那个，那个，那个……学长还要再跟我一起吃午饭哦。”

9.3　[image: \frac{4}{3}\pi]
 弧度

9.3.1　停课

我刚回到教室，就碰见米尔嘉站在教室门口。

“我们下午停课。”

“为什么啊？”

我一头雾水地被她拉着出了学校。

米尔嘉走得很快，我跟在她身后。我们穿过大道，走过十字路口。在反常的时间走平常上学时走的路，感觉有些奇怪。

到了车站，我们乘上电车，并排坐下。

9.3.2　余数

电车沐浴在温暖明媚的日光下，缓缓前行。这是要去哪儿呢？

“这不是停课……是逃课吧？”我说道。

“午休那会儿，你去哪里了？”米尔嘉擦拭着眼镜冲我问道。

“天台。”

“喔……”她重新戴好眼镜，看着我的眼睛。

“我跟泰朵拉吃午饭来着。”我迅速说道。

“泰朵拉是个好女孩儿，对吧？”米尔嘉说道。

“我们聊弧度来着。”

“泰朵拉是个好女孩儿，对吧？”

“聊 360° = 2π 弧度之类的……”

“泰朵拉是个好女孩儿，对吧？”

“……嗯，是啊。”我表示同意。

“θ
 mod 2π 也聊了？”

“诶？”

“就是重复同一件事情。”

“什么事情？”

“纸。”米尔嘉说道。

我刚把笔记本跟自动铅笔准备好，她就立马写了一个式子。


θ
 mod 2π

我想了想。

这个……归根结底，a
 mod m
 这个式子本来指的就是“a
 除以 m
 而得到的余数”。也就是“以 m
 为模的余数”。例如，17 mod 3 ＝ 2。这是因为，17 除以 3 而得到的余数是 2。一般人们会把 a
 mod m
 中的 a
 和 m
 都视为整数。

不过，她写的是 θ
 mod 2π。这指的是，θ
 除以 2π而得到的余数？

实数除以实数而得到的余数……怎么思考才好呢？

我偷偷瞟了一眼米尔嘉，她正在透过车窗望着窗外。

虽然她装出一副若无其事的样子，但我知道她在注意我这边。

因为是 θ
 ，所以是关于角度的？以 2π 为模的余数，是什么呢？

……

“啊，我懂了。”我说道，“假设一点在圆周上不停转动……嗯，当只转了 θ
 弧度时，这一点的位置和转了 θ
 mod 2π 弧度的点位置相同，对吧？”
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转了 θ
 弧度
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转了 θ
 mod 2π 弧度


“没错。”米尔嘉看向我这边说道，“例如，对于两个实数 x
 , y
 ，我们试着思考一下下面这种关系。


x
 mod 2π = y
 mod 2π

换言之，它们的关系就是‘以 2π 为模，x
 , y
 同余’。写成下面这样更容易理解一些吧。


x
 ≡ y
 　(mod 2π)

该关系满足自反律、对称律、传递律，也就是等价关系。我们用这个等价关系除以实数集 [image: \mathbb{R}]
 。”

“……”

“我们看 θ
 这个角的时候，实际上看到的是商集的一个元素，也就是属于 {2π × n
 + θ
 | n
 为整数 } 的无数个角的重合。”

“原来如此。原来这种地方也有等价关系和商集呀。”

米尔嘉突然站了起来。

“怎么了？”

“到了。下车吧。”

9.3.3　灯塔

我刚在车站的月台上站定，就闻到了大海的气息。

“这边。”出了车站，她拐进了一条小道，头也不回。

“等我一下啊。”

我们穿过小路，纯白的灯塔映在碧蓝的天空上。

“那边。”米尔嘉说道。

我们从正面进了灯塔。螺旋楼梯坡度很陡，一直延伸到了塔顶。

米尔嘉沿着楼梯一步步向上爬，我也只好跟着她爬上去。

转了无数圈后，我们到了塔顶。

我们打开白色的门，走到外面。宽阔的海洋顿时占据了我们的整个视野。

可以看到那很遥远很遥远的远方的海平面。

海浪一刻不间断地发出细碎的光亮。

从灯塔上面看到的大海，竟有这么美啊。

春天的海。

一个游客也没有。

只有微风轻轻吹拂而过。

海水的味道很强烈。

“有人建议我去留学。”米尔嘉说道。

“诶？”

“有人建议我去留学。”米尔嘉重复道。

“诶……”

“有人建议我高中毕业以后，去美国的大学留学。”

“……谁建议你的？”

“双仓博士。美国数理研究所的所长，我的阿姨。”

“你已经……决定了？”

“决定了。”

“你要去，对吧？”

“对。”米尔嘉点点头。

“……”我的胸口，渐渐冰冷。

“我要研究数学。在那边上大学会很忙，但是应该能尽情研究数学。今年我去了很多次美国，还参观了双仓博士的研究所。”

这……我……我在干什么？

我想过高中毕业以后，跟米尔嘉去同一所大学吗？

明明都没跟她聊过以后的打算……

不，不对。可是，原来如此啊……

一旦毕了业，我们就该各奔东西了。

“……我都不知道。”我过了一会儿才开口道。

“嗯？”米尔嘉转向我这边。海风掀起她的长发。

“这个建议，双仓博士很久很久以前就提了，对吧？可是，直到今天为止，我一丁点儿都不知道。关于你今后的打算……”

“……”

“你不信我。”我察觉到自己这话有些欺负人。

“什么都没跟你说，是因为我之前还没想好。”她说道。

我无视了她语气中的困惑。

“那就是说，我已经……已经不能继续待在你身边了？”

我到底在说什么啊？

“不是的。我只是……想告诉你。”

可是，我听到了这些，又该说什么才好呢？

[image: ]


9.3.4　海边

我们默默地走下灯塔，沿着漫长的沙滩并肩走着。

涌来，又远去的 —— 海浪。

来来去去，反反复复 —— 一浪又一浪。

海浪爬升处，留下了许许多多的海草。

米尔嘉要留学？也难怪。以她的能力，美国只是小意思，她应该在更广阔的世界学习更丰富的知识。她有这份实力。

反过来，弱小的我又该如何？对于我来说无可替代的女生想展翅飞翔，而我只能说些风凉话……我真孩子气。

我一直都这么孩子气。

这……让我很不甘心，很丢脸。

这时，我的左脸遭受到了巨大的冲击。

我差点跌倒。这一瞬间过后，我意识到这份冲击是疼痛。

“笨蛋！”

米尔嘉怒气冲冲地抬着手。

“诶？”我把歪了的眼镜重新戴好。

“反正……你肯定又在想‘真不甘心’‘真丢脸’吧？”

米尔嘉放下手。

“你个笨蛋，‘不甘心’能改变什么？‘真丢脸’又能改变什么？就算你难受消沉，世界也不会因为你而有一丝改变。”

“我……”

“你脑子很聪明。看看周围，用你那聪明的脑子好好想想。大家都喜欢你。泰朵拉、盈盈、尤里、你妈……你难受消沉了，大家都不会开心的。所以，别再消沉下去了！”

“我……”

“别消沉了，别消沉了，别迷恋消沉的自己了！”

“我……我就是个小孩，一个总在同一个地方来回转圈的小孩。”

米尔嘉的语气忽然轻柔了许多。

“你……能看到所有的维度么？”

“……”

“你只能看到在圆周上转动的点。”

“……”

“你看不到螺旋。”

“……”

“所以，别消沉了……喂，别消沉了。”

米尔嘉说着，低下了头。

9.3.5　消毒

米尔嘉注视着脚边的沙子，而我注视着米尔嘉。

脸上挨了米尔嘉的暴击，现在还在一阵阵作痛。

不过，感觉堵在心里的东西消散了。


“就算你难受消沉，世界也不会因为你而有一丝改变。”

“别迷恋消沉的自己了！”



她说的话很狠，但说得没错。

高中毕业以后，米尔嘉要去留学。

我必须彻底接受这个事实。

这是在当前这个时间点，我能做到的。首先，要从这一步开始。

“那个……米尔嘉。”

“……”米尔嘉抬起头。

“很多很多事都……对不起，我这么不振作，对不起。”

“喔……”她盯着我的脸。

“我会努力不让自己消沉的。”

“红了。”她指着我的左脸。

“诶？”我蹭了蹭脸，手上有淡淡的血迹。

“是我的指甲挠的吧？”米尔嘉看着自己的指尖。

“啊，刚刚……”扇我巴掌的时候刮到了么。

“消个毒吧。”她一下子把脸靠了过来 ——

轻轻舔了一下我的脸。

天呐！

“消毒完毕 —— 有海水的味道。”

米尔嘉说着，温柔地微微笑了。

　


如果你也想成为数学家，

那你就必须有这样的觉悟：着重为了未来而工作。

——《关于数学的三次对话》[5]
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第 10 章　哥德尔不完备定理


不管是什么样的真理，

只要一经发现，就很容易被人理解。

重点在于，要去发现真理。

——伽利略·伽利莱



　

10.1　双仓图书馆

10.1.1　入口

“唉 —— 累死了啦。”

“是这里吗？”

“嗯。”

现在正值春假，我和尤里、泰朵拉三个人来到了双仓图书馆。双仓图书馆是建在小山坡上的一座三层小楼，有一个圆圆的屋顶。我们从车站一路爬上山，迎面就看见了入口处的图书馆标志。

图书馆里面很开阔，像酒店的大堂一样。抬头望去，每一层都像回廊一样环绕着整个室内中庭。透过玻璃可以看见一排排的书架。柔软的沙发摆放在各处，坐在上面的人们各自看着自己想看的书。四处漂浮着一种图书馆特有的气息 —— 由很多很多图书散发出来的气息。

“我们去哪儿好？”泰朵拉四下张望。
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“米尔嘉说有人会来告诉我们……”我说道。

这时，前台一位英俊的男士告诉了我们房间的位置。

“说是一楼的叫‘氯’的房间。”我在走廊里一边走着，一边和她们说话。

“泰朵拉，刚才那个人真是帅得要命啊……”尤里说道。

“那个人应该是图书管理员吧？”泰朵拉说道。

“他可没戴结婚戒指呀！”

几句话的工夫，居然连戒指都注意到了……啊，到了。

我推开了写着 Chlorine 的门。

10.1.2　氯

“你们来啦。”米尔嘉说道。

“我说米尔嘉，这里是哪儿啊？”我坐在椅子上，四下看了看整个房间。

房间中央有一张椭圆形的桌子，桌子周围摆放着带靠背的椅子。四面墙中有一面整个是一大块白板，这让房间看起来像个多功能会议室。房间的角落里有内线电话跟书架。从宽敞的窗户望出去，可以看到一片绿色，像是个庭园。

“这里？是图书馆啊。”米尔嘉说道。

“我记得叫……双仓图书馆吧？”泰朵拉坐下说道。

“对。双仓博士的私立图书馆。”米尔嘉说道，“这里有很多数理方面的藏书。也有很多房间像这间一样，里面有用来开会或讨论的设备。据说这里偶尔也会召开小型国际会议。虽说我只参加过几次数学研究会，不过我觉得这里确实很方便。”

诶？米尔嘉还参加过那种会议呐。

“米尔嘉大人，今天讲什么？”尤里问道。

“我们要花上一整天，一起‘用数学研究数学’。”

“用数学研究数学？”尤里不解。

“就是一起思考现代逻辑的出发点 —— 哥德尔不完备定理
 。要是我们去高中图书室，会受很多限制，而且尤里你也去不了。”

“好高兴喵！啊，对了对了，米尔嘉大人，请收下这个！”

尤里递出一个小纸包，里面包着点心。

“喔……那这个就拿来配下午茶吧。”

米尔嘉面向白板，拿出一支马克笔。

“因为会讲很多，所以我们先来列个大纲。”

◎　◎　◎

首先，我要讲的是希尔伯特计划
 。数学家希尔伯特想要给数学一个牢固的理论基础，因而提出了希尔伯特计划。

其次，我要整体讲一下哥德尔不完备定理
 。哥德尔的不完备定理表明了希尔伯特计划用当时的方针是无法实现的。在证明哥德尔不完备定理之前，我要讲一下这个定理本身。

然后，就是仔细研究哥德尔不完备定理的证明
 。这里会讲很久，所以中途要吃个午饭，还有午后茶点。

最后是思考不完备定理的意义
 。关于不完备定理的负面评价很多，例如它破坏了希尔伯特计划呀，表明了数学的界限啊，等等。然而，不完备定理是创造了现代逻辑基础的定理。我们应该关注的是不完备定理具有的建设性意义。

那么，我们就进入正题吧。

10.2　希尔伯特计划

10.2.1　希尔伯特

戴维·希尔伯特是一位活跃在 19 世纪至 20 世纪初的数学领军人物。他为了给数学建立一个坚实牢固的基础而提出了希尔伯特计划。这个计划由以下三个阶段构成。


	

导入形式系统



	以“形式系统”来表示数学。





	

证明相容性



	证明用于表示数学的形式系统“不存在矛盾”。





	

证明完备性



	证明用于表示数学的形式系统是“完备的”。







我来依次说明这三个阶段。


导入形式系统
 —— 希尔伯特想要用形式系统来表示数学。数学是一门非常大的学问，涉及各种各样的领域。不弄清楚“数学是什么”，就不能建立起牢固的基础。因此希尔伯特决定把数学视为形式系统。于是，他把逻辑公式定义为符号的序列，并在逻辑公式中定义了公理这一概念。他还定义了推理规则，以根据逻辑公式推导出其他的逻辑公式。希尔伯特把那些源于公理，并通过推理规则接二连三地得到的逻辑公式叫作定理，把那些由被叫作定理的逻辑公式构成的序列叫作形式证明。如果形式系统中的形式证明在某种意义上表示了数学中的证明，那么就可以说，该形式系统确实摸清了数学的一个方面。如果数学能用形式系统来表示，那么我们只要研究该形式系统就可以了。


证明相容性
 ——希尔伯特认为，既然建立了用于表示数学的形式系统，该形式系统就需要具备相容性。这里所说的“相容性”指的是，对于该形式系统的任意逻辑公式 A 都存在以下性质：无法从形式上证明 A 和 [image: \neg{\rm A}]
 两者都成立。话说回来，在存在矛盾的形式系统中，所有的逻辑公式都能从形式上证明，所以这一条性质没什么意义。如果能够证明用于表示数学的形式系统具备相容性，那么就能断定我们无法从形式上证明 A 和 [image: \neg{\rm A}]
 两者都成立。

即使证明了相容性，但是一旦有人置疑该证明的有效性，那也不好办。于是，希尔伯特想到用一个排除了含义的形式系统来明确证明该形式系统自身不存在矛盾。


证明完备性
 —— 希尔伯特认为，要想给数学建立一个牢固的基础，光满足相容性还不够。用于表示数学的形式系统不仅要具备相容性，还必须具备完备性。这里所说的“完备性”，指的是对于该形式系统的任意语句 A，都存在以下性质：能从形式上证明 A 和 [image: \neg{\rm A}]
 至少有一方成立。如果能够证明用于表示数学的形式系统的完备性，那么就能断定我们能从形式上证明 A 和 [image: \neg{\rm A}]
 至少有一方成立。

希尔伯特想通过“导入形式系统”来表示数学，再通过“证明相容性”来表示无法从形式上证明 A 和 [image: \neg{\rm A}]
 两者都成立，然后通过“证明完备性”来表示能从形式上证明 A 和 [image: \neg{\rm A}]
 至少有一方成立。可以说，他想向我们展示的就是“不存在形式证明的光芒照射不到的黑暗角落”。

这就是通过导入形式系统、证明相容性、证明完备性给数学建立牢固基础的过程。

那么，你们理解希尔伯特计划了吗？



希尔伯特计划



	

导入形式系统



	
以“形式系统”来表示数学。

即用形式上的符号的序列来表示数学。







	

证明相容性



	
证明用于表示数学的形式系统“不存在矛盾”。

即证明对于任意逻辑公式A，都无法从形式上证明 A 和 [image: \neg{\rm A}]
 两者都成立。







	

证明完备性



	
证明用于表示数学的形式系统是“完备的”。

即证明对于任意语句 A，都能从形式上证明 A 和 [image: \neg{\rm A}]
 至少有一方成立。











10.2.2　猜谜

“米尔嘉大人！”尤里说道，“您刚刚提到的‘形式证明’跟‘证明’这两个词……”

“嗯？我吩咐你哥哥说‘让尤里好好预习’了啊。”米尔嘉说着看向我。

“前一段，我不是跟你详细说过吗？尤里……”我说道。

“你只讲了形式证明……”尤里支支吾吾道。

“那么，我们来简单复习一下。”米尔嘉说道，“在形式系统中，我们把‘逻辑公式’定义为‘符号的序列’，并从逻辑公式中定义一个叫作‘公理’的概念，然后再定义一个根据逻辑公式推导逻辑公式的‘推理规则’。”

她用食指比划着圈圈，继续往下讲。

“‘形式证明’指的是由逻辑公式构成的一种有限序列 a1
 , a2
 , a3
 , ... , a
n

 ，它要满足以下条件。


	a1
 是公理。

	a2
 是公理，或通过使用推理规则能够根据 a1
 推导出 a2
 。

	a3
 是公理，或通过使用推理规则能够根据 a1
 或 a2
 （或者 a1
 和 a2
 ）推导出 a3
 。

	……

	a
n

 是公理，或通过使用推理规则能够根据之前的任意一个逻辑公式推导出 a
n

 。



此时，我们把刚刚这个由逻辑公式构成的序列 a1
 , a2
 , a3
 , ... , a
n

 叫作‘形式证明’，序列末尾的逻辑公式 a
n

 叫作‘定理’。因此‘形式证明’只不过是形式系统中的‘由逻辑公式构成的序列’之一，说的是形式系统之内的事儿，也可以说是属于‘形式的世界’的概念。”

我们大家都点了点头。

“而‘非形式证明’是所谓的数学中的证明，说的是形式系统之外的事儿，也可以说是属于‘含义的世界’的概念。偶尔人们会把形式证明简称为证明，这就会引起麻烦。那么……尤里！”

“在！”尤里“唰”地一下子站了起来。

“我出个谜题来考考你理解了没。——在形式系统中，能把公理看成是定理吗？”

“……唔，我不明白。”

“那么，泰朵拉。”米尔嘉指着泰朵拉。

“我认为……能。”泰朵拉回答道，“定理指的是在形式证明的末尾出现的逻辑公式。例如，假设 a 是公理，然后思考仅由这一个公理构成的逻辑公式的序列 —— 这符合形式证明的条件。出现在该序列的末尾的逻辑公式 —— 虽说它既是第一个也是最后一个 —— 是 a 本身。因此，a 就是定理。所以，任何公理都能说是定理。”

“很好。”米尔嘉说道。

“唔……这样啊。”尤里嘀咕道。

“下一道题
 。”米尔嘉紧接着往下讲，“假设在完备的形式系统 X 中，语句 a 不是定理。现在，我们往形式系统 X 中追加一个语句 a 作为公理，生成了一个新的形式系统 Y。此时，形式系统 Y 存在矛盾。为什么？”

……无人应答。

“语句……是什么来着？”泰朵拉问道。

“不含自由变量的逻辑公式。”米尔嘉马上回答道。

接着大家又陷入了沉默。

“根据定义来思考吧。‘形式系统是完备的’指的是什么？”米尔嘉问道。

“对于任意语句 A，都能从形式上证明 A 和 [image: \neg{\rm A}]
 至少有一方成立。”我答道。

“‘语句 a 不是定理’指的是？”米尔嘉又问道。

“就是说无法从形式上证明语句 a 成立。”泰朵拉答道。

“‘形式系统存在矛盾’指的是？”

“能从形式上证明某个逻辑公式 A 和 [image: \neg{\rm A}]
 两者都成立。”尤里答道。

“那么，提示已经齐了。形式系统 Y 存在矛盾的原因是？”

回答米尔嘉的仍旧是沉默。

我思考着，不能从形式上证明语句 a，也就是说……

“我明白了！”尤里大喊道。栗色的头发一瞬间闪耀着金色的光泽。

“喔……那么，尤里你说。”米尔嘉指向尤里。

“因为 X 是完备的，所以应该能从形式上证明 a 和 [image: \neg{\rm a}]
 中的一方成立。”尤里迅速说道，“因为 a 不是定理，所以不能从形式上证明成立。因此，[image: \neg{\rm a}]
 应该能从形式上证明成立。但是，Y 已经把 a 归为公理了。这样一来，就能从形式上证明 a 和 [image: \neg{\rm a}]
 两者在 Y 里都成立！所以，形式系统 Y 就存在矛盾了……”

说到这里，尤里观察了一下米尔嘉的脸色。

“很好。”米尔嘉说道。

每当梳理逻辑时，尤里都会爆发出惊人的速度……

“就像这样。”米尔嘉用双手做了一个捧住大球的手势，“对完备的形式系统来说，哪怕往公理里加一个无法从形式上证明的语句，都会出现矛盾。因此比起‘完备’这个词，用‘完整’更适合 —— 需要的东西都齐全了的意思。”

“完整……”泰朵拉喃喃道。

“我再出一道题
 。”米尔嘉说道，“如果形式系统存在矛盾，那么就能从形式上证明该形式系统的所有逻辑公式都成立。现在我们不去证明这个说法，但是一旦认可了这种说法，那么就会发现存在矛盾的形式系统是完备的。为什么？”

“啊，的确是这么回事。”我说道。

“诶？！明明有矛盾还是完备的？”泰朵拉不解。

“泰朵拉，现在你被矛盾和完备这两个词的字面含义带跑了。”我说道，“如果形式系统存在矛盾，那么就能从形式上证明该形式系统的所有逻辑公式都成立 —— 米尔嘉刚刚是这么说的，对吧？那么，由于语句是一种逻辑公式，所以所有语句都能从形式上来证明。这样一来，该形式系统就是完备的了。因为对完备的形式系统而言，不管选择何种语句 A，我们都能从形式上证明 A 和 [image: \neg{\rm A}]
 至少有一方成立 —— 这是刚刚已经定义了的，对吧？在矛盾的形式系统中，我们能从形式上证明 A 和 [image: \neg{\rm A}]
 两者都成立。如果‘能从形式上证明 A 和 [image: \neg{\rm A}]
 两者都成立’，那么就能说‘能从形式上证明 A 和 [image: \neg{\rm A}]
 至少有一方成立’，因此存在矛盾的形式系统是完备的。”

米尔嘉点点头，表示同意我的话，然后说道：

“很好。如果被字面意思带跑了，那么一听到‘存在矛盾的形式系统是完备的’这句话就会觉得很不可思议。然而，从数学上的定义来思考，这一切就理所当然了。”

“存在矛盾就是完备的么……”泰朵拉嘀咕道。

“我先声明一下吧。”米尔嘉说道，“我们不能根据‘存在矛盾就是完备的’引申出哲学层面的意义或是人生警句。不，引申不引申是你个人的自由。但是，从数学的角度来说，这种引申是没有意义的 —— 那么，我们下面就谈谈哥德尔吧。”

10.3　哥德尔不完备定理

10.3.1　哥德尔


库尔特·哥德尔
 提出的不完备定理
 的证明发表于 1931 年，那时他 25 岁。论文的题目是《论〈数学原理〉及其相关系统的形式不可判定命题（I）》1
 。


1
 原论文英文题为 On formally undecidable propositions of Principia Mathematicaand related systems
 （I
 ）。论文题目中的《数学原理》一书原书名为 Principia Mathematica
 ，指的是怀德海和罗素所著的书。——译者注

我来读一下摘译的论文开头部分吧。


一直以来，数学都在朝着追求严谨性的方向发展。其结果众所周知，数学的大部分内容被形式化，甚至可以用几个机械性的规则来证明。

最全面的形式系统分为两个方面，一方面是数学原理（Principia Mathematica）系统，另一方面是策梅洛 - 弗兰克尔（Zermelo-Fraenkel）集合论公理系统。

这两个系统都很全面。时至今日，我们在数学上使用的所有的证明方法都能够用这些系统来形式化。也就是说，今天我们在数学上使用的所有证明方法都能够还原成形式系统中少数的公理和推理规则。因此我们往往会认为：在形式系统中能够用形式表现的所有数学性问题，都能够用该系统中的公理和推理规则来判定。

然而这是不正确的，原因如下所示。



哥德尔在这篇论文中证明了数条定理，其中就包括如今被人们称为“不完备定理”的两条定理，这两条定理分别叫作第一不完备定理和第二不完备定理。



哥德尔第一不完备定理


在满足某个条件的形式系统中，存在满足以下两个条件的语句 A。


	
该形式系统中不存在 A 的形式证明。



	
该形式系统中不存在 [image: \neg{\rm A}]
 的形式证明。







　



哥德尔第二不完备定理


在满足某个条件的形式系统中，不存在“表示该形式系统自身相容性的语句”的形式证明。



哥德尔的两条定理对希尔伯特计划造成了很大的打击。这是因为这两条定理证明了对于满足某个条件的形式系统而言，我们既不能从形式上证明其“完备性”，也不能从形式上证明其“自身的相容性”。而且，这里的“某个条件”也非常地自然。

10.3.2　讨论

“米尔嘉学姐，我提个问题。”泰朵拉举起了手，“也就是说，因为‘无法证明数学的相容性’，所以从哥德尔的第二不完备定理可以得出‘数学全都蕴含着矛盾’喽？”

“错。刚刚你提出的‘无法证明数学的相容性’，还有‘数学全都蕴含着矛盾’这两个看法是非常模糊的。我们重新回顾一下第二不完备定理。”



哥德尔第二不完备定理


在满足某个条件的形式系统中，不存在“表示该形式系统自身相容性的语句”的形式证明。



“哥德尔第二不完备定理不是关于‘数学本身’的定理，充其量只是一个关于‘满足某个条件的形式系统’的定理。”

“看来不能随随便便就把‘数学’和‘形式系统’划等号啊。”

“而且，”米尔嘉继续说道，“无法从形式上证明的是‘自身的相容性’。也就是说，满足某个条件的形式系统无法从形式上证明该系统本身的相容性。但是，在某些情况下还是能够从形式上证明其他系统的相容性的。”

“虽然不能够说‘我具备相容性’，但是可以说‘你具备相容性’……是这样吗？”泰朵拉问道。

“这说得也有点笼统了，不过，也可以那么说。就算第二不完备定理存在，也不会妨碍到实际的数学。如果想证明某个系统的相容性，就要使用更强的系统。实际上，数学家们也一直在研究如何证明各种各样的系统的相容性。如果省略了数学方面的条件，那么哥德尔不完备定理听上去就比较过激了。另外，如果忽视‘不完备’这个词在数学上的含义，而被其字面含义迷惑，那么推导出的结论就有可能超出数学的范畴。”

“米尔嘉大人，”尤里说道，“我记得有本书里说‘不完备定理从数学角度证明了理性的界限’……”

“我说尤里，”米尔嘉的眼神变温柔了，“哥德尔不完备定理是数学定理，数学定理不会去证明什么理性的界限。”

“是吗？”

“比如，方程式 x
 2
 = -1 不存在实数解。这表示的并不是理性的界限，由此明确的只是方程式具有的性质。哥德尔不完备定理也是如此，它只是明确了满足某个条件的形式系统的性质。当然，不完备定理给数学带来的影响的确很大。但是它带来的并不是让数学萎缩的消极影响，而是创造崭新的数学的积极影响。”

“喔……”

“话说回来，‘理性的界限’这个说法是哥德尔六十岁大寿时奥本海默 2
 致的祝辞，并不是带有数学色彩的主张 3
 。但是不知道从什么时候起，这个说法就被人们单独拿出来用了。”


2
 20 世纪的物理学家，美国籍犹太人，是曼哈顿计划的主要领导者之一。——译者注


3
 出自《哥德尔与 20 世纪的逻辑学 3》（原书名为『ゲーデルと 20 世紀の論理学 3』，尚无中文版）一书，详见参考文献 [30]。

“这么说来，不完备定理的‘某个条件’是什么来着？”我问道。

“相容，蕴含皮亚诺算术公理，还要是递归的。”米尔嘉说道，“换言之，就是相容、能研究自然数、能够机械性地判断逻辑公式的序列是正确的形式证明。虽然哥德尔的论文中使用了比‘相容性’更强的‘ω
 相容性’这一条件，但是罗赛尔 4
 证明了可以弱化这一条件，只取相容性。”


4
 20 世纪的美国数学家、逻辑学家。——译者注

10.3.3　证明的概要

“来整体看一下哥德尔证明的大纲吧。这里把证明分为五个阶段，分别把它们叫作春天、夏天、秋天、冬天，还有新春。”


	

春天 —— 形式系统 P



	定义形式系统 P 的基本符号、公理、推理规则。





	

夏天 —— 哥德尔数



	把数分配给形式系统 P 的基本符号和序列。





	

秋天 —— 原始递归性



	定义原始递归谓词 5
 ，介绍表现定理（representation theorem）。





	

冬天 —— 探索可证明性的漫漫长路



	定义算术谓词乃至可证明性逻辑谓词。





	

新春 —— 无法判定的命题



	构成 A 和 [image: \neg{\rm A}]
 都无法证明的命题，也就是不可判定命题。








5
 原始递归谓词（Primitive Recursive Predicate）是一类数论谓词。若数论谓词 P 的特征函数是一个原始递归函数，则称 P 为原始递归谓词。——译者注

10.4　春天——形式系统 P

10.4.1　基本符号

在“春天”阶段，我们要构建形式系统 P
 。P 是往数学原理系统中追加了皮亚诺公理和若干条公理后得到的产物。在这个形式系统 P 中，我们可以描述加法运算、乘法运算、幂运算、大小关系，等等。

我们接下来会证明该形式系统 P 中存在无法判定的语句，不过该形式系统 P 只不过是满足不完备定理成立这一条件的无数系统中的一个而已 ——这一点是毋庸置疑的。

下面我们把数
 记作 0, 1, 2, .. .，也就是不小于 0 的整数。

首先来定义基本符号
 。基本符号包括常量和变量。虽然我们不用考虑其含义，但是为了理解起来方便，还是给符号加上一点我们想要的含义吧。

定义常量
 。


▷常量-1
 　0 （零）是常量。


▷常量-2
 　[image: \texttt{f}]
 （后继数）是常量。


▷常量-3
 　[image: \neg]
 （非）是常量。


▷常量-4
 　[image: \vee]
 （逻辑或）是常量。


▷常量-5
 　[image: \forall]
 （任意的）是常量。


▷常量-6
 　( （开括号）是常量。


▷常量-7
 　) （闭括号）是常量。

定义变量
 。变量的类型包括 1, 2, 3, ...。


▷第 1 型变量
 　x
 1
 , y
 1
 , z
 1
 , ... 是用于数的变量。

　　　　　　　我们将其称为第 1 型变量。


▷第 2 型变量
 　x
 2
 , y
 2
 , z
 2
 , ... 是用于数的集合的变量。

　　　　　　　我们将其称为第 2 型变量。


▷第 3 型变量
 　x
 3
 , y
 3
 , z
 3
 , ... 是用于数的集合的集合的变量。

　　　　　　　我们将其称为第 3 型变量。

像上面这样，一直定义到第 n
 型变量。英文字母只有 26 个，所以这里我们假设可以根据需要使用可数的变量。

10.4.2　数项和符号

定义数项
 。数项用于在形式系统 P 中表示数。


	用数项 [image: \texttt{0} ]
 表示数 0

	用数项 [image: \texttt{f0}]
 表示数 1

	用数项 [image: \texttt{ff0}]
 表示数 2

	用数项 [image: \texttt{fff0}]
 表示数 3

	……

	用数项 [image: ]
 表示数 n





▷数项
 　我们把 [image: \texttt{0},\texttt{f0},\texttt{ff0},\texttt{fff0},\cdots]
 称作数项。

泰朵拉：“[image: \texttt{fff}]
 连成一串，感觉很像音乐符号。”

我：“这里的 [image: \texttt{f}]
 跟皮亚诺公理中出现的撇‘'
 ’的作用相同。”

定义符号
 。


▷第 1 型符号
 　我们把 [image: \texttt{0},\texttt{f0},\texttt{ff0},\texttt{fff0},\cdots]
 或是 [image: x,\texttt{f}x,\texttt{ff}x,\texttt{fff}x,\cdots]
 称为第 1 型符号，此处设 x
 是第 1 型变量。

泰朵拉：“呃……我不太明白。”

米尔嘉：“具体来说，第 1 型符号指的就是 [image: \texttt{fff0}]
 跟 [image: \texttt{fff}x_1]
 这样的。”


▷第 2 型符号
 　我们把第 2 型变量称为第 2 型符号。


▷第 3 型符号
 　我们把第 3 型变量称为第 3 型符号。

像上面这样，一直定义到第 n
 型符号。

10.4.3　逻辑公式

下面来定义基本逻辑公式。


▷基本逻辑公式
 　我们把呈 a(b) 这种形式的符号序列称为基本逻辑公式。

注意，这里设 a 是第 n
 + 1 型符号，b 是第 n
 型符号。

米尔嘉：“例如像 x
 2
 (0)、[image: y_2(\texttt{ff}x_1)]
 和 z
 3
 (x
 2
 ) 这样的就是基本逻辑公式。”

我：“这……这是集合（元素）
 的形式么？”

米尔嘉：“算是吧。”

泰朵拉：“我们想让 x
 2
 (x
 1
 ) 有 [image: x_1\in x_2]
 这个含义？”

米尔嘉：“对。不过类型已经定好了，比如‘x
 1
 是数’‘x
 2
 是其集合’这种。”

定义逻辑公式
 。


▷逻辑公式-1
 　基本逻辑公式是逻辑公式。


▷逻辑公式-2
 　若 a 是逻辑公式，则 [image: \neg({\rm a})]
 也是逻辑公式。


▷逻辑公式-3
 　若 a 和 b 是逻辑公式，则 [image: ({\rm a})\vee({\rm b})]
 也是逻辑公式。


▷逻辑公式-4
 　若 a 是逻辑公式且 x
 为变量，则 [image: \forall x({\rm a})]
 也是逻辑公式。


▷逻辑公式-5
 　只有满足以上条件的才是逻辑公式。

泰朵拉：“啊，我明白了。我们定义的是形式系统的逻辑公式呀。”

定义省略形式
 。


▷省略形式-1
 　我们将 [image: ({\rm a})\to({\rm b})]
 定义为 [image: (\neg({\rm a}))\vee({\rm b})]
 。


▷省略形式-2
 　我们将 [image: ({\rm a})\wedge({\rm b})]
 定义为 [image: \neg((\neg({\rm a}))\vee(\neg({\rm b})))]
 。


▷省略形式-3
 　我们将 [image: ({\rm a})\rightleftarrows({\rm b})]
 定义为 [image: (({\rm a})\to(\rm b}))\wedge((\rm b})\to(\rm a}))]
 。


▷省略形式-4
 　我们将 [image: \exists x({\rm a})]
 定义为 [image: \neg(\forall x(\neg({\rm a})))]
 。

尤里：“定义省略形式是什么意思？”

我：“就是说为了简洁，我们要把 [image: (\neg({\rm a}))\vee({\rm b})]
 写成 [image: ({\rm a})\to({\rm b})]
 。”


▷括号的省略
 　为了看起来方便，后面我们会省略冗长的括号。

10.4.4　公理

我们来把皮亚诺公理
 导入形式系统 P。


▷公理 I-1
 　[image: \neg(\texttt{f}x_1=0)]



▷公理 I-2
 　[image: (\texttt{f}x_1=\texttt{f}y_1)\to(x_1=y_1)]



▷公理 I-3
 　[image: x_1(\texttt{0})\wedge\forall x_1(x_2(x_1)\to x_2(\texttt{f}x_1))\to\forall x_1(x_2(x_1))]


泰朵拉：“皮亚诺的公理不是有五条来着吗？”（2.1.1 节）

米尔嘉：“因为我们之前在使用类型的时候就已经导入了 PA1 和 PA2 啊。”

尤里：“米尔嘉大人，‘=’的定义还没出来呢！”

米尔嘉：“哥德尔的论文参考了《数学原理》，在论文中他将 x
 1
 = y
 1
 定义成了 [image: \forall u(u(x_1)\to u(y_1))]
 。就是说‘不管集合 u
 是什么样，只要 x
 1
 属于集合 u
 ，那么 y
 1
 就也属于集合 u
 ’。”

尤里：“嗯？”

米尔嘉：“就是通过‘不存在只包括 x
 1
 或只包括 y
 1
 的集合’定义了‘x
 1
 和 y
 1
 相等’。第 n
 型也同理。”

下面我们把命题逻辑的公理
 导入形式系统 P。

把任意的逻辑公式 p、q、r 代入下面的公理 II-1～公理 II-4 中就能得到公理。


▷公理Ⅱ-1
 　[image: {\rm p}\vee{\rm p}\to{\rm p}]



▷公理Ⅱ-2
 　[image: {\rm p}\to{\rm p}\vee{\rm q}]



▷公理Ⅱ-3
 　[image: {\rm p}\vee{\rm q}\to{\rm q}\vee{\rm p}]



▷公理Ⅱ-4
 　[image: ({\rm p}\to{\rm q})\to({\rm r}\vee{\rm p}\to r\vee{\rm q})]


下面我们把谓词逻辑的公理
 导入形式系统 P。


▷公理Ⅲ-1
 　[image: \forall v({\rm a})\to{\rm subst}(a,v,c)]


注意，这里假设：


	[image: {\rm subst}(a,v,c)]
 表示“把 a 的所有自由的 6
 v
 用 c 代换后的逻辑公式”。

	c 跟 v
 是同一个型的符号。

	在 a 里，v
 只要是自由的，c 中就没有受约束的变量。




6
 这里指的是变量、未知数，等等。——译者注

我：“[image: {\rm subst}(a,v,c)]
 是什么？”

米尔嘉：“把 a 中的 v
 用 c 代换，也就是 substitute 后的结果。我举例解释一下吧。”


	a 是逻辑公式 [image: \neg(x_2(x_1))]
 。

	
v
 是名为 x
 1
 的第 1 型变量。

	c 是名为 [image: \texttt{f0}]
 的第 1 型符号（数项）。

	此时，[image: {\rm subst}(a,v,c)]
 是逻辑公式 [image: \neg(x_2(\texttt{f0}))]
 。




▷公理Ⅲ-2
 　[image: \forall v({\rm b}\vee {\rm a})\to {\rm b}\vee\forall v({\rm a})]


注意，这里假设 v
 是任意变量，b 中不出现自由的 v
 。

我：“要是 b 里不出现变量 v
 ，那么就不会受到 [image: \forall v]
 的影响呗。”

接下来，我们把集合的内涵公理
 导入形式系统 P。


▷公理Ⅳ
 　[image: \exists u(\forall v(u(v)\rightleftarrows a))]


注意，这里假设：


	
u
 是第 n
 + 1 型变量，v
 是第 n
 型变量。

	a 中不出现自由的 u
 。



我：“内涵公理？”

米尔嘉：“对应的是集合的内涵定义。”

我：“什么意思啊？”

米尔嘉：“总之就是‘逻辑公式 a 能决定集合 u
 ’。”

我们再把集合的外延公理
 导入形式系统 P。


▷公理Ⅴ
 　[image: \forall x_1(x_2(x_1)\rightleftarrows y_2(x_1))\to(x_2=y_2)]


我们把这个逻辑公式，以及将该逻辑公式“形式提升”后的逻辑公式定为公理。形式提升指的是让符号的类型都增加相同的数。也就是说，下面这些全都是公理。


	[image: \forall x_1(x_2(x_1)\rightleftarrows y_2(x_1))\to(x_2=y_2)]


	[image: \forall x_2(x_3(x_2)\rightleftarrows y_3(x_2))\to(x_3=y_3)]


	[image: \forall x_3(x_4(x_3)\rightleftarrows y_4(x_3))\to(x_4=y_4)]


	……



我：“这次是外延公理……”

米尔嘉：“也就是说，假设对于任意 x
 1
 ，‘x
 1
 是否属于集合 x
 2
 ’和‘x
 1
 是否属于 y
 2
 ’总是相容的。此时，我们设想集合 x
 2
 跟集合 y
 2
 相等……”

我：“嗯？”

米尔嘉：“这是集合的外延定义。‘集合中的元素决定集合本身’。”

10.4.5　推理规则

我们继续把推理规则
 导入形式系统 P。


▷推理规则-1
 　根据 a 和 [image: {\rm a}\to{\rm b}]
 得到 b。

此时，我们称 b 是根据 a 和 [image: {\rm a}\to{\rm b}]
 得到的有效结论


。我：“这是假言推理吧。”


▷推理规则-2
 　根据 a 得到 [image: \forall v({\rm a})]
 。

此时，我们称 [image: \forall v({\rm a})]
 是根据 a 得到的有效结论
 。

注意，此处的 v
 是任意变量。

泰朵拉：“这个是……我不明白。”

米尔嘉：“就是说，既然没有条件的情况下都能导出 a，那么即使加上‘任意的’这个条件也能导出 a。”

[image: ]


◎　◎　◎

至此，形式系统 P 的定义就结束了。

“春天”结束了。“季节”向着“夏天”——哥德尔数推移。

……在这之前，先吃个午饭吧。

10.5　午饭时间

10.5.1　元数学

我们跟着米尔嘉上到三楼，进了一间写着 Oxygen 的房间。这个房间布置得像是一间同时供应零食的咖啡馆。天气很好，于是我们选择坐在露天阳台的座位上。阳台一边可以看见海，另一边则可以看见森林。万里无云，阳光柔和。

我点了咖喱饭，尤里要了意大利面，泰朵拉要吃三明治，米尔嘉则点了巧克力挞。

“一牵扯到形式系统，感觉逻辑学就大不一样了呢。”我说道。

“是吗？”

“一提到逻辑学，我就只能想到三段论 7
 或者德·摩根定律什么的。从数学角度来研究数学 —— 我没想到还有这种领域……”


7
 英文写作 Syllogism，是逻辑学中由大前提和小前提出发导出结论的一种逻辑推理。——译者注

“不过这可是数理逻辑学的一部分。”米尔嘉说道。

“为什么非得把数学形式化呢？”尤里问道。

“要想严谨地进行讨论，做到形式化是非常重要的。”米尔嘉说道，“例如，假设我们想说‘这个证明是不可能的’，此时就需要定义‘证明是什么’‘证明是不可能的指的是什么意思’。没有这些定义，就没法区分以下两者：到底是自己碰巧没法证明，还是从原理上来讲就没法证明。”

我们大家都对米尔嘉的话点头表示同意。

“形式化也是对象化，也就是把自己想要讨论的东西明确为‘对象’。我们把以数学为对象的数学称为元数学
 。意思是‘关于数学的数学’，懂吧？也就是以形式系统来表示数学，再从数学角度去研究‘数学’这个表示结果。”

“这个是……嗯……”泰朵拉说道，“就像是 [image: \epsilon-\delta]
 语言出现之后，我们才能进一步研究‘极限’，对吧？”

10.5.2　用数学研究数学

“米尔嘉大人，”尤里说道，“关于哥德尔不完备定理，我看到过一本书。书里说‘人生是不完整的，因而有趣’，还说‘如果全都明白了，人生也就没意思了’。人家当时有种恍然大悟的感觉，可是……”

“嗯，也有人这么想。”米尔嘉苦笑，“看到不完备定理的结果，就认为‘因为不明白，所以人生才有趣’。不过，这个吧，简直就像……”

米尔嘉闭上双眼，轻轻点了点头，然后睁开眼。

“就像看到了样式漂亮的蕾丝图案就认为‘破了洞也很美’。这些人并没有理解蕾丝图案的样式所衍生的东西。他们只是从表面来观察这个世界，没有看穿其结构。这些样式明明还蕴含着更深的乐趣。数学形式化后，人们就能够研究数学本身拥有的丰富的数学性结构，可以从数学角度来研究以形式系统表示的数学。这就是‘用数学研究数学’。自己关注的理论有着怎样的结构，多个理论之间有着怎样的关系……这明明应该是一个能衍生出非常多乐趣的问题。”

“就是要超越‘伽利略的犹豫’吗？”我下意识问道。

“不完备不是失败或者缺点，有可能是通往新世界的入口。”

10.5.3　苏醒

饭后，我从自动贩卖机买了瓶水，然后回到了 Chlorine。房间里一个人也没有。白板上写着尤里的留言：


我们去图书馆观光啦！等我们回来哦[image: ]




米尔嘉带她们去参观图书馆了啊……嘁。

我喝了一口冰凉的矿泉水，开始回顾之前的内容。

嗯，虽然并没有全部理解，不过大体还算跟得上吧。总之，我们正在构建一个形式系统，下面我记得是哥德尔数跟原始递归谓词的定理来着。最后应该是反证法吧？如果假设存在形式证明，那么就会发生矛盾……米尔嘉大概会朝这个方向讲吧？

不久，饭后睡魔袭来，我趴在桌子上睡着了。

开门声。

“……所以说，是鱼的标记。”泰朵拉的声音。

“跟密码似的。”尤里的声音。

看来女生们回来了。不过我还在半梦半醒之中。

“呀，哥哥睡着了！”

“他一定累坏了。”

“话说回来，你刚刚说的‘态度’是？”米尔嘉的声音。

“啊，这个……”泰朵拉的声音。“我一直认为自己学习起来‘虽然花的时间比较长但很有毅力’。可是，光有这点是解不开数学题的，还需要类似灵感的才能，对吧？”

“没错，没错。”尤里的声音。

“我有时候想，自己没法产生灵感，但拓展一下思维应该还是能做到的。所以每逢解题时我就想‘如果换成米尔嘉学姐……’‘如果换成学长……’。”

“喔……”

“我从米尔嘉学姐和学长身上学到了很多好东西，不只是解题方法和诀窍，还有……怎么说呢，就是类似于‘态度’的东西。应该说是‘乐在其中，并且认真面对’吧。不是光考试考高分就行了，重要的是‘想要去真正理解’的态度。”

“哥哥他呀，一直在研究数学哦。”尤里的声音。

“学长他，在自己家里是什么样子的？”泰朵拉的声音。

“这个嘛……哥哥他有点迟钝呢。”

（喂！尤里！别瞎说呀！）

“而且，明显有顶撞阿姨的倾向……”

“话说，差不多该叫这只懒猫起床了吧？”米尔嘉的声音。

（懒猫？）

霎时间，一个冰得够呛的玩意儿“咚”地撞到了我的脖子上。

我大声叫着跳了起来。

“你醒了？”

黑发才女微笑着，手中拿着我那瓶矿泉水。

“那么，我们继续。下面进入‘夏天’。”

10.6　夏天——哥德尔数

10.6.1　基本符号的哥德尔数

在“夏天”阶段，我们要谈的是哥德尔数。

哥德尔数是分配给形式系统 P 的“符号、符号序列、符号序列的序列”8
 的编号。


8
 有些文献中也称“符号、符号串、符号串的序列”。——编者注

首先，我们来定义基本符号的哥德尔数
 。

我们把不大于 13 的奇数作为哥德尔数分配给常量。




	
常量


	
0


	
[image: \texttt{f}]



	
[image: \neg]



	
[image: \vee]



	
[image: \forall]



	
(


	
)







	
哥德尔数


	
1


	
3


	
5


	
7


	
9


	
11


	
13







泰朵拉：“为什么是奇数？”

米尔嘉：“马上你就明白了。”

把大于 13 的质数分配给第 1 型变量。




	
第 1 型变量


	

x
 1



	

y
 1



	

z
 1



	
...







	
哥德尔数


	
17


	
19


	
23


	
...







把大于 13 的质数的平方分配给第 2 型变量。




	
第 2 型变量


	

x
 2



	

y
 2



	

z
 2



	
...







	
哥德尔数


	
172



	
192



	
232



	
...







把大于 13 的质数的立方分配给第 3 型变量。




	
第 3 型变量


	

x
 3



	

y
 3



	

z
 3



	
...







	
哥德尔数


	
173



	
193



	
233



	
...







像上面这样，一直到把大于 13 的质数的 n
 次方分配给第 n
 型变量。这样一来，我们就把哥德尔数分配给了常量和变量，也就是基本符号。

10.6.2　序列的哥德尔数

我们来定义序列的哥德尔数。注意，这里的序列指的是有限序列。

因为我们刚才已经定义了基本符号的哥德尔数，所以现在可以用哥德尔数的序列来表示基本符号的序列了。例如，思考下面这样的哥德尔数的序列。

[image: n_1,n_2,n_3,\cdots,n_k]


我们让这个序列对应下面这样的乘积。

[image: 2^{n_1}\times3^{n_2}\times5^{n_3}\times\cdots\times{\rm p}^{n_k}_k]


然后把这个乘积定义为 [image: n_1,n_2,n_3,\cdots,n_k]
 这个序列的哥德尔数。这里的 p
k

 是从小到大排列的第 k
 个质数。

例如，表示 2 的数项是 [image: \texttt{ff0}]
 这个基本符号的序列。基本符号 f 的哥德尔数是 3，基本符号 0 的哥德尔数是 1，因此基本符号的序列 [image: \texttt{ff0}]
 可以用下面这样的哥德尔数的序列来表示。

[image: 3,3,1]


把这个序列放在质数的指数位置上，构成下面这样的乘积。

[image: 2^3\times3^3\times5^1]


计算该乘积，得到 [image: 2^3\times3^3\times5^1=1080]
 。1080 这个数就是基本符号的序列 [image: \texttt{ff0}]
 的哥德尔数。

尤里：“咦？ [image: \texttt{ff0}]
 不是 2 喵？”

米尔嘉：“含义的世界里的数 2，在形式的世界里是用数项 [image: \texttt{ff0}]
 来表示的。”

尤里：“了解。”

米尔嘉：“把 [image: \texttt{ff0}]
 这个符号序列用哥德尔数表示就是 1080。”

尤里：“喔……”

米尔嘉：“泰朵拉，你想没想到为什么要在基本符号这里用奇数？”

泰朵拉：“这……我不知道。”

米尔嘉：“我们可以通过哥德尔数的奇偶来判断哥德尔数是否构成序列。”

泰朵拉：“哦哦，如果哥德尔数是偶数，就表示序列！”

刚才我们给出了基本符号的序列 [image: \texttt{ff0}]
 的示例。符号序列
 的哥德尔数跟符号序列的序列
 的哥德尔数可以用同样的思路来考虑。也就是说，不管构成序列的是什么东西，我们只要把构成序列的那个东西的哥德尔数放到按升序排列的质数的指数部分，取它们的乘积即可。

多亏质因数分解的唯一性，我们才能根据哥德尔数还原出唯一的序列。哥德尔的论文中用的是我们刚才说明的方法 —— 质数指数记数法，不过换成其他方法也可以。

那么，因为逻辑公式是符号序列，所以我们就可以定义“逻辑公式的哥德尔数”了。又因为形式证明是逻辑公式的序列，也就是符号序列的序列，所以我们还可以定义“形式证明的哥德尔数”。

这样一来，我们就可以把形式系统的一切都用哥德尔数这个数来表示了。

泰朵拉：“关于序列是符号序列还是符号序列的序列，能用哥德尔数来区分吗？”

米尔嘉：“这道谜题就留给你来解答吧。”

泰朵拉：“诶？两者都要是偶数，对吧？”

我：“我明白了。”

米尔嘉：“闭嘴。”

泰朵拉：“……我明白了。要看把哥德尔数质因数分解的时候出现的 2 的个数。”

米尔嘉：“2 的个数怎么了？”

泰朵拉：“如果 2 的个数是奇数，就是符号序列；如果是偶数就是符号序列的序列。”

米尔嘉：“很好。”

对于不完备定理，我们关注的是“形式证明是否存在于形式系统之中”。但是，如果不是“能理解形式证明的形式系统”，这样的问题就没有意义了。哥德尔用哥德尔数把形式证明译成了编码。这样一来，只要一个形式系统“能理解数”，那么这个形式系统就能理解形式证明。

泰朵拉：“把一切都用哥德尔数来表示……这个想法跟计算机的思路 —— 把一切都用位来表示很像呀。”

米尔嘉：“泰朵拉，你说反了。世界第一台计算机诞生于 1940 年代，哥德尔的证明在那之前哟。”

那么，到这里“夏天”就结束了。我们进入“秋天”吧。

10.7　秋天——原始递归性

10.7.1　原始递归函数

在“秋天”阶段，我们需要先离开一下形式系统 P，去一趟含义的世界。

接下来，我们要定义一个函数的同伴 —— 原始递归函数
 。这个函数用一句话说就是：获取函数的值时需要的“重复次数”存在上限的函数。

例如，求 n
 的阶乘 [image: n!=n\times(n-1)\times\cdots\times1]
 的函数 [image: \texttt{factorial}(n)]
 就是一种原始递归函数，我们可以像下面这样来定义它。

[image: \left{\begin{aligned}\texttt{factorial}(0)~~~~~~~~&=1\\\texttt{factorial}(n+1)~~~&=(n+1)\times\texttt{factorial}(n)\end{aligned}]


下面试着求一下 [image: \texttt{factorial}(3)]
 吧。

[image: ]


像这样，要计算 [image: \texttt{factorial}(3)]
 ，只要使用 4 次定义即可；要计算 [image: \texttt{factorial}(n)]
 ，只要使用 n
 + 1 次定义即可。这就是“重复次数有上限”的含义。

事实上，要想计算 [image: \texttt{factorial}(n)]
 的值，还需要用到“×”和“+”的运算，所以我们再说得详细点儿吧。

假设函数 F, G, H 是用于处理数 (0, 1, 2, .. .) 的函数。

如下定义函数 F 时，我们称函数 F 是由函数 G 和 H 经原始递归定义
 9
 的。


9
 这是定义函数的一种方法，与原始递归模式的知识有关，想详细了解的读者请查阅“原始递归模式”。——译者注

[image: \left{\begin{aligned}{\rm F}(0,~~~~~~~~x)~~&=~~{\rm G}\\{\rm F}(n+1,~~x)~~&=~~{\rm H}(n,x,{\rm F}(n,x))\end{aligned}]


例如，像刚才那个求阶乘的函数 [image: \texttt{factorial}(n)]
 。只要让 [image: {\rm F}(n,x)=\texttt{factorial}(n)]
 ，[image: {\rm G}(x)=1]
 ，[image: {\rm H}(n,{\rm x},{\rm y})=(n+1)\times y]
 ，[image: {\rm F}(n,x)]
 就是由 G 和 H 经原始递归定义的函数。

一眼看去很复杂，不过用 F(3, x
 ) 举个例子的话，你们应该就能有个大概认识了。

[image: {%}]


只要用 1 次函数 G，并用 n
 次函数 H，就能求出 F(n
 , x
 )。

之前我们聊的都是两个变量，下面我们再定义一个变量 n
 吧。

[image: \left{\begin{aligned}{\rm F}(0,~~~~~~~~\vec{x})~~&=~~{\rm G}(\vec{x})\\{\rm F}(n+1,~~\vec{x})~~&=~~{\rm H}(n,\vec{x},{\rm F}(n,\vec{x}))\end{aligned}]


此处，[image: \vec{x}]
 是变量序列 [image: x_1,x_2,\cdots,x_{N-1}]
 的省略形式。

接下来，用我们刚才定义的“原始递归定义的函数”，来像下面这样定义原始递归函数
 。


▷原始递归函数-1
 　常量函数是原始递归函数。


▷原始递归函数-2
 　求后继数的函数是原始递归函数。


▷原始递归函数-3
 　由两个原始递归函数经原始递归定义的函数是原始递归函数。


▷原始递归函数-4
 　往原始递归函数的变量里代入原始递归函数后得到的函数是原始递归函数。


▷原始递归函数-5
 　像 [image: {\rm F}(\vec{x})=x_k]
 这样用于提取一个变量的投影函数 10
 是原始递归函数。


10
 也叫“射影函数”。——译者注


▷原始递归函数-6
 　只有符合上述情况的函数才是原始递归函数。

然后使用原始递归函数来定义原始递归谓词
 。


▷原始递归谓词
 　存在满足以下条件的原始递归函数 [image: {\rm F}(n,\vec{x})]
 的谓词 [image: {\rm R}(n,\vec{x})]
 叫作原始递归谓词。

[image: {\rm R}(n,\vec{x})\Longleftrightarrow{\rm F}(n,\vec{x})=0]


泰朵拉：“米尔嘉学姐，那个……麻烦停一下。”

米尔嘉：“嗯？”

泰朵拉：“我们现在……到底在干什么呢？”

米尔嘉：“在定义原始递归谓词。”

泰朵拉：“……”

米尔嘉：“我们在定义有某种限制条件的谓词。因为在不完备定理的证明中，我们要用到满足这个谓词的定理。”

10.7.2　原始递归函数（谓词）的性质

如下定理在原始递归函数（谓词）中成立。


▷定理-1
 　往原始递归函数（谓词）的变量里代入原始递归函数后，所得结果也是原始递归函数（谓词）。


▷定理-2
 　若 R 和 S 是原始递归谓词，则 [image: \neg R,{\rm R}\wedge{\rm S},{\rm R}\vee{\rm S}]
 也是原始递归谓词。


▷定理-3
 　若 F 和 G 是原始递归函数，则 F = G 是原始递归谓词。


▷定理-4
 　若 M 是原始递归函数，R 是原始递归谓词，则下面的 S 是原始递归谓词。

[image: {\rm S}(\vec{x},\vec{y})\Longleftrightarrow\forall n\Bigl[n\leqslant{\rm M}(\vec{x})\Rightarrow{\rm R}(n,\vec{y})\Bigr]]


这是谓词“对于所有小于等于 [image: {\rm M}(\vec{x})]
 的 n
 ，[image: {\rm R}(n,\vec{y})]
 都成立”。[image: {\rm M}(\vec{x})]
 表示上限，而这里的 [image: \vec{x}]
 和 [image: \vec{y}]
 分别表示有限个变量序列。


▷定理-5
 　若 M 是原始递归函数，R 是原始递归谓词，则下面的 T 是原始递归谓词。

[image: {\rm T}(\vec{x},\vec{y})\Longleftrightarrow\exists n\Bigl[n\leqslant{\rm M}(\vec{x})\wedge{\rm R}(n,\vec{y})\Bigr]]


这是谓词“在小于等于 [image: {\rm M}(\vec{x})]
 的 n
 中，存在令 [image: {\rm R}(n,\vec{y})]
 成立的 n
 。”[image: {\rm M}(\vec{x})]
 表示上限。


▷定理-6
 　若 M 是原始递归函数，R 是原始递归谓词，则下面的 F 是原始递归函数。

[image: {\rm F}(\vec{x},\vec{y})=\min n\Bigl[n\leqslant{\rm M}(\vec{x})\wedge{\rm R}(n,\vec{y})\Bigr]]


这个函数用来求“在小于等于 [image: {\rm M}(\vec{x})]
 的 n
 中，满足 [image: {\rm M}(\vec{x})]
 的最小的 n
 ”。

如果不存在满足条件的 n
 ，那么我们就把函数的值定义为 0。[image: {\rm M}(\vec{x})]
 表示上限。

泰朵拉：“米尔嘉学姐，那个……麻烦等一下。”

米尔嘉：“怎么了？”

泰朵拉：“词汇太多了，我脑子有点装不下了……”

米尔嘉：“有么？”

泰朵拉：“麻烦给我点时间，让我的脑袋习惯一下新事物。”

米尔嘉：“好吧，不过原始递归这类东西并没有多新。”

事实上，我们平常使用的函数和谓词有很多都是原始递归的。

例如，加法运算 x
 + y
 、乘法运算 x
 × y
 、幂运算 [image: x^y]
 等，这些都是原始递归函数。此外，x
 < y
 、x
 ≤ y
 、x
 = y
 这些都是原始递归谓词。

在下一个“季节”——“冬天”里，我们会构建很多原始递归函数和原始递归谓词。

泰朵拉：“我不明白原始递归跟不完备定理的关系，感觉很迷茫……”

米尔嘉：“喔？那么……”

那么，我就来说说满足原始递归谓词的重要定理 —— 表现定理吧。

10.7.3　表现定理

在不完备定理的证明中，我们要用到“表现定理
 ”。因为形式系统 P 能描述数论，所以这个表现定理成立。为了便于理解，我们这里以两个变量为例来说明，其实不管换成多少个变量，这个定理都同样成立。



表现定理


若 R 是包含两个变量的原始递归谓词，则对于任意数 m
 , n
 ，都存在包含两个变量的逻辑公式r，使得以下关系成立。


▶【秋天-1】
 ：[image: {\rm R}(m,n)\Rightarrow]
 存在 [image: r\langle\overline{m},\overline{n}\rangle]
 的形式证明


▶【秋天-2】
 ：[image: \neg{\rm R}(m,n)\Rightarrow]
 存在 [image: \texttt{not}(r\langle\overline{m},\overline{n}\rangle)]
 的形式证明

此时，我们称逻辑公式 r 以不同数值表示了谓词 R。



表现定理保证了用于表示 R 的 r 的存在。

谓词 R 是“含义的世界”里的概念。逻辑公式 r 是“形式的世界”里的概念。

也就是说，表现定理是从“含义的世界”通往“形式的世界”的桥梁。

原始递归性是过桥用的通行证。

尤里：“我不明白 [image: r\langle\overline{m},\overline{n}\rangle]
 的意思。”

米尔嘉：“我这就要详细讲了。”


▷谓词和命题


把数 m
 , n
 代入拥有两个自由变量的谓词 R 中，将得到的命题记作 R(m
 , n
 )。

泰朵拉：“‘谓词’和‘命题’这两个术语还分开用呀……”

米尔嘉：“对。谓词好比是‘x
 能被 y
 整除’。因为谓词 R 拥有自由变量，所以光凭这些还不能判断命题是否成立。”

泰朵拉：“所以说，要把具体的数代入自由变量里，命题才能成立，对吧？”

米尔嘉：“没错。命题‘12 能被 3 整除’成立，命题‘12 能被 7 整除’就不成立。”


▷逻辑公式和语句


把拥有两个“自由变量”的“逻辑公式”r 的“自由变量”用“数项”[image: \texttt{not}(r\langle\overline{m},\overline{n}\rangle)]
 [image: \overline{m},\overline{n}]
 代换，这里我们把代换后得到的“语句”记作 [image: r\langle\overline{m},\overline{n}\rangle]
 。

泰朵拉：“这边又提到了‘逻辑公式’和‘语句’呀……”

米尔嘉：“对。‘语句’是没有自由变量的逻辑公式。”

泰朵拉：“‘谓词’和‘命题’是含义的世界里的概念，‘逻辑公式’和‘语句’是形式的世界里的概念，对吧？”

米尔嘉：“总结得很好。”

我：“话说，米尔嘉，r 是逻辑公式，还是逻辑公式的哥德尔数呢？”

米尔嘉：“r 是逻辑公式的哥德尔数。[image: r\langle\overline{m},\overline{n}\rangle]
 是语句的哥德尔数。”

◎　◎　◎

“通过表现定理，从含义的世界到形式的世界……是这样吗？”泰朵拉说道，“存在表示 R 的 r 也就是说，嗯……如果命题 R(m
 , n
 ) 成立，则存在语句 [image: r\langle\overline{m},\overline{n}\rangle]
 的形式证明；如果命题 R(m
 , n
 ) 不成立，则不存在语句 [image: r\langle\overline{m},\overline{n}\rangle]
 的形式证明，对吧？”

“后半部分错了。”米尔嘉大声说道，“你把表现定理给理解错了。”

“诶？”泰朵拉重新看了一遍表现定理，“啊！确实，我理解错了。”

“嗯。”米尔嘉说道，“若命题 R(m
 , n
 ) 不成立，则存在语句 [image: r\langle\overline{m},\overline{n}\rangle]
 的否定的形式证明。”

“我不太明白，逻辑公式表示谓词 —— 这不是天经地义的事情吗？”泰朵拉问道。

“并不是。确实，既然是谓词，那么在含义的世界里就能被表示出来。然而，对于原始递归谓词，表现定理有着更为强大的主张——‘把数代入谓词而得到的命题是否成立’这一点是能靠形式证明来决定的。形式的世界可以决定命题在含义的世界里是否成立。表现定理里面的‘表现’一词的确有着如此强大的含义。当谓词不存在原始递归性时，例如当 [image: \forall]
 和 [image: \exists]
 没有上限时，就不一定存在表示该谓词的逻辑公式。”

“嗯……原始递归啥的，我还不太明白。”尤里说道。

“这样啊。”米尔嘉说道，“可是，现在我们要进入下一个‘季节’了。”

“好——”

“从‘秋天’进入到‘冬天’。”米尔嘉的语调听起来简直像是在唱歌似的，“在‘冬天’阶段，我们要定义有关形式系统的谓词。如果定义成原始递归谓词……”

“存……存在能表示这类谓词的逻辑公式？”泰朵拉问道。

“存在。如果‘有关形式系统的谓词’是原始递归的，那么表示该谓词的逻辑公式就存在于该形式系统本身之中。保证这一点正是表现定理的力量所在。‘冬天’的目标，就是……”

这时米尔嘉低声说道，像是在说悄悄话一样。

“‘p 是 x
 的形式证明’这个原始递归谓词。”

10.8　冬天——通往可证明性的漫长之旅

10.8.1　整理行装

在“冬天”阶段，我们要原始递归地构成“p 是 x
 的‘形式证明’”这一谓词。为了“冬天”的漫长旅途，我们先来准备几件行装吧。

我们把“对于满足 x
 ≤ M 的任意 x
 ，……都成立”这一谓词写成下面这样，把符号 [image: \overset{{\rm def}}{\Longleftrightarrow}]
 设为谓词的定义。

[image: \forall x\leqslant{\rm M}\Bigl[\cdots\cdots\Bigr]\overset{{\rm def}}{\Longleftrightarrow}\forall x~\Bigl[x\leqslant{\rm M}\Rightarrow\cdots\cdots\Bigr]]


把“存在满足○○条件，且小于等于 M 的 x
 ”这一谓词写成下面这样。

[image: \exists x\leqslant{\rm M}\Bigl[\cdots\cdots\Bigr]\overset{{\rm def}}{\Longleftrightarrow}\exists x~\Bigl[x\leqslant{\rm M}\wedge\cdots\cdots\Bigr]]


然后，把求“基于条件 x
 ≤ M，满足○○条件的最小的 x
 ”的函数写成下面这样。如果没有满足○○条件的 x
 ，就定义该函数值为 0。设符号 [image: \overset{{\rm def}}{=}]
 是函数的定义。

[image: \min x\leqslant{\rm M}\Bigl[\cdots\cdots\Bigr]\overset{{\rm def}}{=}\min x~\Bigl[x\leqslant{\rm M}\wedge\cdots\cdots\Bigr]]


为了便于阅读，我们把 7 个基本符号的哥德尔数写成下面这样。

[image: {%}]


那么，我们出发吧。从定义 1 到定义 46，开始这场围绕整个含义的世界的漫长旅行。

10.8.2　数论


定义 1
 　[image: \texttt{CanDivide}(x,d)]
 是谓词“x
 能被 d
 整除”。

[image: \texttt{CanDivide}(x,d)\overset{{\rm def}}{\Longleftrightarrow}\exists n\leqslant x\Bigl[x=d\times n\Bigr]]


米尔嘉：“即定义‘存在一个 n
 ，n
 小于等于满足条件 x
 = d
 × n
 的 x
 ’。”

我：“原来如此。就是说‘12 能被 3 整除’可以写作 [image: \texttt{CanDivide}(12,3)]
 呗。”

[image: \exists n\leqslant12~\bigl[12=3\times n\bigr]]


泰朵拉：“满足该条件的 n
 是……4 吗？”

我：“没错。因此 [image: \texttt{CanDivide}(12,3)]
 成立。”

泰朵拉：“了解。那个……这里也用‘存在’表示可能性呀。”

尤里：“什么意思？”

泰朵拉：“用‘存在……’表示‘能被整除’。”

我：“原来泰朵拉在意这个地方呀。”


定义 2
 　[image: \texttt{IsPrime}(x)]
 是谓词“x
 是质数”。

[image: \texttt{IsPrime}(x)\overset{{\rm def}}{\Longleftrightarrow}x%3e1\wedge\neg\Bigl(\exists d\leqslant x\Bigl[d\not=1\wedge d\not=x\wedge\texttt{CanDivide}(x,d)\Bigr]\Bigr)]


米尔嘉：“这个式子就让尤里来分析吧。”

尤里：“好。这个……咦？ [image: \texttt{CanDivide}(x,d)]
 是什么来着？”

我：“x
 能被 d
 整除。”

尤里：“啊，也就是说‘不存在能够除尽 x
 且小于等于 x
 的 d
 ’？”

我：“尤里，你忘了 [image: d\not=1]
 和 [image: d\not=x]
 了。”

尤里：“才没忘呢！”

泰朵拉：“还有 x
 > 1 这个条件……结果确实是‘x
 是质数’没错。”


定义 3
 　[image: \texttt{prime}(n,x)]
 是求‘x
 的第 n
 个质因数’的函数。此处我们按升序来排列质因数。为了方便计算，我们把第 0 个质因数定义为 0。

[image: \begin{cases}\texttt{prime}(0,x)~~~~~~~&\overset{{\rm def}}{=}0\\ \texttt{prime}(n+1,x)~~&\overset{{\rm def}}{=}\min {\rm p}\leqslant x\Bigl[\texttt{prime}(n,x)%3c{\rm p}\wedge\texttt{CanDivideByPrime}(x,{\rm p})\Bigr]\end{cases}]


注意，这里我们将 [image: \texttt{CanDivideByPrime}(x,{\rm p})]
 定义如下。

[image: \texttt{CanDivideByPrime}(x,{\rm p})\overset{{\rm def}}{\Longleftrightarrow}\texttt{CanDivide}(x,{\rm p})\wedge\texttt{IsPrime}({\rm p})]


我：“就是定义‘大于第 n
 个质因数，且能整除 x
 的最小的质数’吗？”

尤里：“具体例子！举个具体例子！”

我：“比如说，以 [image: 2^4\times3^1\times7^2=2352]
 为例，就是下面这样。”

[image: \texttt{prime}(0,2352)=0]
 　根据定义

[image: \texttt{prime}(1,2352)=2]
 　大于 [image: \texttt{prime}(0,2352)]
 ，且能整除 2352 的最小质数是 2

[image: \texttt{prime}(2,2352)=3]
 　大于 [image: \texttt{prime}(1,2352)]
 ，且能整除 2352 的最小质数是 3

[image: \texttt{prime}(3,2352)=7]
 　大于 [image: \texttt{prime}(2,2352)]
 ，且能整除 2352 的最小质数是 7


定义 4
 　[image: \texttt{factorial}(n)]
 是求“n
 的阶乘”的函数。

[image: \begin{cases}\texttt{factorial}(0)~~~~~~~&\overset{{\rm def}}{=}1\\ \texttt{factorial}(n+1)~~&\overset{{\rm def}}{=}(n+1)\times\texttt{factorial}(n)\end{cases}]



定义 5
 　[image: {\rm P}_n]
 是求“第 n
 个质数”的函数。为了方便计算，我们把第 0 个质数定义为 0。

[image: \begin{cases}{\rm p}_0~~~~~&\overset{{\rm def}}{=}0\{\rm p}_{n+1}~~&\overset{{\rm def}}{=}\min {\rm p}\leqslant {\rm M}_5(n)\Bigl[{\rm p}_n%3c{\rm p}\wedge\texttt{IsPrime}({\rm p})\Bigr]\end{cases}]


注意，这里我们将 [image: {\rm M}_5(n)]
 定义如下。

[image: {\rm M}_5(n)\overset{{\rm def}}{=}\texttt{factorial}({\rm p}_n)+1]


尤里：“第 n
 个质数？”

我：“[image: {\rm p}_0=0,{\rm p}_1=2,,{\rm p}_2=3,,{\rm p}_3=5,,{\rm p}_4=7,\cdots]
 ，诸如此类。”

尤里：“[image: {\rm p}\leqslant{\rm M}_5(n)]
 是从哪儿来的？”

我：“因为 [image: {\rm M}_5(n)=\texttt{factorial}(n)+1=1\times2\times3\times\cdots\times{\rm p}_n+1]
 呀。”

尤里：“然后呢？”

我：“因为 [image: {\rm M}_5(n)]
 大于 [image: {\rm p}_n]
 ，且肯定存在小于等于 [image: {\rm M}_5(n)]
 的质数。”

尤里：“所以呢？”

我：“所以，要找 [image: {\rm p}_n+1]
 的话，就得加上‘小于等于 [image: {\rm M}_5(n)]
 ’这个条件。”

10.8.3　序列


定义 6
 　x
 [n
 ] 是求“序列 x
 的第 n
 个元素”的函数。“1 ≤ n
 ≤（序列的长度）”是其前提。

[image: x[n]\overset{{\rm def}}{=}\min k\leqslant x~\Bigl[\texttt{CanDivideByPrime}(x,n,k)\wedge\neg\texttt{CanDivideByPrime}(x,n,k+1)\Bigr]]


注意，这里我们将 [image: \texttt{CanDivideByPower}(x,n,k)]
 定义如下。

[image: \texttt{CanDivideByPower}(x,n,k)\overset{{\rm def}}{\Longleftrightarrow}\texttt{CanDivide}(x,\texttt{prime}(n,x)^k)]


米尔嘉：“序列的导入。这里用了质数指数记数法。”

泰朵拉：“我不太明白 [image: \texttt{CanDivideByPower}(x,n,k)]
 的定义……”

我：“这说的应该是……‘x
 能被 [image: \texttt{prime}(n,x)]
 的 k
 次方整除’吧。”

泰朵拉：“那这跟 x
 [n
 ] 又是怎么联系上的呢？”

我：“嗯……x
 虽然能被 [image: \texttt{prime}(n,x)]
 的 k
 次方整除，但却不能被 [image: \texttt{prime}(n,x)]
 的 k
 + 1 次方整除，也就是说……我明白了，就是说，x
 身为质因数，刚好只拥有 k
 个 [image: \texttt{prime}(n,x)]
 。”

泰朵拉：“这样啊……”

我：“[image: \texttt{prime}(n,x)]
 的指数 k
 是序列 x
 的第 n
 个元素。”


定义 7
 　[image: \texttt{len}(n,x)]
 是求“序列 x
 的长度”的函数。

[image: \texttt{len}(x)\overset{{\rm def}}{=}\min k\leqslant x~\Bigl[\texttt{prime}(k,x)%3e0\wedge\texttt{prime}(k+1,x)=0\Bigr]]


米尔嘉：“序列 x
 的第一个元素是 x
 [1]，最后一个元素可以通过 [image: x[\texttt{len}(x)]]
 来求得。例如把序列 [image: ]
 代换成序列 x
 ，就是下面这样。”

[image: {%}]



定义 8
 　[image: x*y]
 是求“连接序列 x
 和序列 y
 的序列”的函数。

[image: ]


注意，这里我们将 [image: {\rm M}_8(x,y)]
 定义如下。

[image: {\rm M}_8(x,y)\overset{{\rm def}}{=}({\rm p}_{\texttt{len}(x)+\texttt{len}(y)})^{x+y}]


米尔嘉：“假设从 z
 [1] 到 [image: z[\texttt{len}(x)]]
 为止的元素跟序列 x
 中的各个元素相等，从 [image: z[\texttt{len}(x)+1]]
 到 [image: z[\texttt{len}(x)+\texttt{len}(y)]]
 为止的元素跟序列 y
 中的各个元素相等。此时，我们可以说 z
 是连接了 x
 和 y
 的序列。”


定义 9
 　[image: \langle x\rangle]
 是求“仅由 x
 构成的序列”的函数，这里设 x
 > 0。

[image: \langle x\rangle\overset{{\rm def}}{=}2^x]



定义 10
 　[image: \texttt{paren}(x)]
 是求“把 x
 放到括号里的序列”的函数。

[image: {%}]


米尔嘉：“这个式子，尤里你也能看懂吧？”

尤里：“嗯……能看懂。连接了 [image: ]
 、x
 和 [image: ]
 ！”

米尔嘉：“没错。这就是‘把 x
 放到括号里的序列’的定义。”

10.8.4　变量·符号·逻辑公式


定义 11
 　[image: \texttt{IsVarType}(x,n)]
 是谓词“x
 是第 n
 型‘变量’”。

[image: \texttt{IsVarType}(x,n)\overset{{\rm def}}{\Longleftrightarrow}n\geqslant1\wedge\exists{\rm p}\leqslant x~\Bigl[\texttt{IsVarBase}({\rm p}\wedge x={\rm p}^n)\Bigr]]


注意，这里我们将 [image: \texttt{IsVarBase}({\rm p})]
 定义如下。

[image: {%}]


米尔嘉：“变量的导入。”

我：“为什么要在变量两个字上加引号呢？”

米尔嘉：“这里说的变量是元数学的概念。”

我：“元数学的概念……”

米尔嘉：“也就是说，x
 表示的不是含义的世界里的变量，而是在形式系统 P 这边定义的变量的哥德尔数。”

泰朵拉：“[image: ]
 是什么意思呢？”

米尔嘉：“跟 p > 13 一样。回忆一下变量的哥德尔数吧。”（10.6 节）


定义 12
 　[image: \texttt{IsVar}(x)]
 是谓词“x
 是‘变量’”。

[image: \texttt{IsVar}(x)\overset{{\rm def}}{\Longleftrightarrow}\exists n\leqslant x~\Bigl[\texttt{IsVarType}(x,n)\Bigr]]


米尔嘉：“尤里，这个式子你能看懂吗？”

尤里：“存在满足 x
 是第 n
 型变量的 n
 。”

我：“如果存在满足‘x
 是第 n
 型变量’的 n
 ，那么 x
 是变量？”


定义 13
 　[image: \texttt{not}(x)]
 是求“[image: \neg(x)]
 ”的函数。

[image: {%}]


米尔嘉：“逻辑运算的导入。”

我：“‘[image: ]
 ’这部分对应的是逻辑公式‘[image: \neg(\cdots)]
 ’，对吧？”

泰朵拉：“咦……这个 [image: \texttt{not}(x)]
 ，在表现定理里出现过吧？”


定义 14
 　[image: \texttt{or}(x,y)]
 是求“[image: (x)\vee(y)]
 ”的函数。

[image: {%}]



定义 15
 　[image: \texttt{forall}(x,a)]
 是求“[image: \forall x({\rm a})]
 ”的函数。

[image: {%}]


我：“就是给出变量 x
 和逻辑公式 a，求 [image: \forall x({\rm a})]
 的函数吧？”

米尔嘉：“说得再准确点儿的话，[image: \texttt{forall}(x,a)]
 这个函数的意思就是，当 x
 是表示某个变量的哥德尔数，a 是表示某个逻辑公式的哥德尔数时，求相当于 [image: \forall x({\rm a})]
 的逻辑公式的哥德尔数。”

我：“啊，原来如此。在含义的世界里，形式系统 P 的一切都是用数来表示的啊。”

泰朵拉：“什么意思？”

我：“就是说变量和逻辑公式全都是用哥德尔数来表示的。”

尤里：“不用检查一下 [image: \texttt{IsVar}(x)]
 喵？”

米尔嘉：“尤里，你这问题提得好。我们会在用 [image: \texttt{forall}(x,a)]
 的时候检查它。”


定义 16
 　[image: \texttt{succ}(n,x)]
 是求“x
 的第 n
 个后继数”的函数。

[image: {%}]


尤里：“就是说，[image: \texttt{succ}(0,x)]
 等于‘x
 本身’？”

我：“肯定是这样啊。因为 x
 的第 0 个后继数就是 x
 本身呀。”

泰朵拉：“[image: \texttt{succ}(n+1,x)]
 是‘连接序列 f 和序列 [image: \texttt{succ}(n,x)]
 的序列’吗？”

我：“对对。虽然有点原地打转的意思吧……”

泰朵拉：“因为从 n
 + 1 减了 1，所以没有关系，是吧？”

我：“因为有 [image: \texttt{succ}(0,x)]
 ，所以不会无限递降 11
 。”


11
 英文写作 Method of Infinite Descent，中文亦称费马递降法。这是专门证明与正整数有关的命题的方法，常用于确立否定的结论。——译者注

尤里：“刚刚，也有跟这个很像的……”

我：“喔喔，这跟定义 4 的 [image: \texttt{factorial}(n)]
 也很像呢。”


定义 17
 　是求“对于 n
 的‘数项’”的函数。

[image: {%}]


泰朵拉：“就是‘0 的第 n
 个后继数’这个定义，对吧？”

尤里：“也就是说，[image: \overline{n}]
 是 [image: ]
 的哥德尔数喵！”


定义 18
 　[image: \texttt{IsNumberType}(x)]
 是谓词“x
 是‘第 1 型符号’”。

[image: {%}]


米尔嘉：“[image: ]
 这里，你们能理解吗？”

我：“我觉得指的是，[image: ]
 对应 [image: \texttt{fff0}]
 这种形式。”

泰朵拉：“[image: \texttt{IsVarType}(m,1)]
 对应的则是 [image: \texttt{fff}x_1]
 这种形式，对吧？”


定义 19
 　[image: \texttt{IsNthType}(x,n)]
 是谓词“x
 是‘第 n
 型符号’”。

[image: \begin{aligned}\texttt{IsNthType}(x,n)\overset{{\rm def}}{\Longleftrightarrow}&\Bigl(n=1\wedge\texttt{IsNumberType}(x)\Bigr)\\\vee&\Bigl(n%3e1\wedge\exists v\leqslant x\Bigl[\texttt{IsVarType}(v,n)\wedge x=\langle v\rangle\Bigr]\Bigr)\end{aligned}]


泰朵拉：“总觉得，跟计算机的程序似的。”

我：“诶……哪里像？”

泰朵拉：“分情况讨论 n
 = 1 和 n
 > 1 这部分。”


定义 20
 　[image: \texttt{IsElementForm}(x)]
 是谓词“x
 是‘基本逻辑公式’”。

[image: \begin{aligned}\texttt{IsElementForm}(x)\overset{{\rm def}}{\Longleftrightarrow}\exists {\rm a},{\rm b},n\leqslant x\bigl[\texttt{IsNthType}(({\rm a},n+1)&\wedge\texttt{IsNthType}({\rm b},n)\\&\wedge x={\rm a}*\texttt{paren}({\rm b})\bigr]\end{aligned}]


注意，这里我们将“[image: \exists {\rm a},{\rm b},n\leqslant x[\cdots]]
 ”定义如下。

[image: \exists {\rm a},{\rm b},n\leqslant x[\cdots]\overset{{\rm def}}{\Longleftrightarrow}\exists{\rm a}\leqslant x\Bigl[\exists{\rm b}\leqslant x\bigl[\exists n\leqslant x[\cdots]\bigr]\Bigr]]


米尔嘉：“基本逻辑公式的导入。”

泰朵拉：“基本逻辑公式，就是 a(b) 这种形式的逻辑公式吧？”

米尔嘉：“对。不过 a 必须是第 n
 + 1 型，b 必须是第 n
 型。”

我：“原来如此，[image: \texttt{IsNthType}({\rm a},n+1)\wedge\texttt{IsNthType}({\rm b},n)]
 是检查类型的呀。”


定义 21
 　[image: \texttt{IsOp}(x,{\rm a},{\rm b})]
 是谓词“x
 是‘[image: \neg({\rm a})]
 ’或‘[image: ({\rm a})\vee({\rm b})]
 ’或‘[image: \forall v({\rm a})]
 ’”。

[image: \texttt{IsOp}(x,{\rm a},{\rm b})\overset{{\rm def}}{\Longleftrightarrow}\texttt{IsNotOp}(x,{\rm a})\vee\texttt{IsOrOp}(x,{\rm a},{\rm b})\vee\texttt{IsForallOp}(x,{\rm a})]


注意，这里我们将 [image: \texttt{IsNotOp}(x,{\rm a}),\texttt{IsOrOp}(x,{\rm a},{\rm b}),\texttt{IsForallOp}(x,{\rm a})]
 定义如下。

[image: \begin{aligned}\texttt{IsNotOp}(x,{\rm a})~~&\overset{{\rm def}}{\Longleftrightarrow}~~x=\texttt{not}({\rm a})\\\texttt{IsOrOp}(x,{\rm a},{\rm b})~~&\overset{{\rm def}}{\Longleftrightarrow}~~x=\texttt{or}({\rm a},{\rm b})\\\texttt{IsForallOp}(x,{\rm a})~~&\overset{{\rm def}}{\Longleftrightarrow}~~\exists v\leqslant x\Bigl[\texttt{IsVar}(v)\wedge x=\texttt{forall}(v,{\rm a})\Bigr]\end{aligned}]


尤里：“这个 Op 是什么？”

米尔嘉：“是运算符。Operator。”

尤里：“欧破瑞特？”

米尔嘉：“在这里指的是 [image: \neg]
 、[image: \vee]
 、[image: \forall]
 。”


定义 22
 　[image: \texttt{IsFormSeq}(x)]
 是谓词“x
 是根据‘基本逻辑公式’构建的‘逻辑公式’的序列”。

[image: \begin{aligned}\texttt{IsFormSeq}(x)\overset{{\rm def}}{\Longleftrightarrow}\texttt{len}(x)%3e0\wedge\forall n\leqslant\texttt{len}(x)\biggl[n%3e0\Rightarrow&\\\texttt{IsElementForm}(x[n])\vee\exists{\rm p},{\rm q}%3cn\Bigl[{\rm p},{\rm q}%3e0\wedge\texttt{IsOp}(x&[n],x[{\rm p}],x[{\rm q}])\Bigr]\biggr]\end{aligned}]


米尔嘉：“看起来很复杂，仔细琢磨琢磨就简单了。”

尤里：“x
 [n
 ] 是序列 x
 的第 n
 个元素来着？”

泰朵拉：“序列 x
 里的都是基本逻辑公式？还是说……”

我：“[image: \texttt{IsOp}(x&[n],x[{\rm p}],x[{\rm q}])]
 是什么啊……”

米尔嘉：“关键在于 p, q < n
 。”

我：“啊！ x
 [n
 ] 是根据 x
 [p] 和 x
 [q] 生成的啊！”

泰朵拉：“生成的？”

我：“就是说，序列里第 n
 个逻辑公式 x
 [n
 ] 是根据它之前的 x
 [p] 和 x
 [q] 生成的。”

泰朵拉：“就是形式证明吗？”

我：“不是啦。是逻辑公式的定义。只有基本逻辑公式、[image: \neg({\rm a})]
 、[image: ({\rm a})\vee({\rm b})]
 ，以及 [image: \forall x({\rm a})]
 这样形式的符号序列才是逻辑公式呀。”

泰朵拉：“了解……”

我：“已经按照逻辑公式的定义那样，根据基本逻辑公式构建好了哟 —— 逻辑公式的序列表示的就是这个构建过程。”

尤里：“用脑太多，肚子饿了……”

米尔嘉：“我们边吃点心边继续吧 —— 啊！那块巧克力是我的！”


定义 23
 　[image: \texttt{IsForm}(x)]
 是谓词“x
 是‘逻辑公式’”。此处我们定义“存在一个根据‘基本逻辑公式’构建的‘逻辑公式的序列’n
 ，使得最后的元素是 x
 ”。

[image: \texttt{IsForm}(x)\overset{{\rm def}}{\Longleftrightarrow}\exists n\leqslant{\rm M}_{23}(x)\Bigl[\texttt{IsFormSeq}(n)\wedge\texttt{IsEndedWith}(n,x)\Bigr]]


注意，这里我们将 [image: {\rm M}_{23}(x)]
 和 [image: \texttt{IsEndedWith}(n,x)]
 定义如下。

[image: \begin{aligned}{\rm M}_{23}(x)&\overset{{\rm def}}{=}({\rm p}_{\texttt{len}(x)^2})^{x\times\texttt{len}(x)^2}\\\texttt{IsEndedWith}(n,x)&\overset{{\rm def}}{\Longleftrightarrow}n[\texttt{len}(n)]=x\end{aligned}]



定义 24
 　[image: \texttt{IsBoundAt}(v,n,x)]
 是谓词“‘变量’v
 在 x
 的第 n
 个位置‘受约束’。”

[image: \begin{aligned}&\texttt{IsBoundAt}(v,n,x)\overset{{\rm def}}{\Longleftrightarrow}\texttt{IsVar}(v)\wedge\texttt{IsForm}(x)\\&~~~~~~\wedge~\exists{\rm a},{\rm b},{\rm c}\leqslant x\Bigl[x={\rm a}*\texttt{forall}(x,{\rm b})*{\rm c}\\&~~~~~~~~~~~\wedge~\texttt{IsForm}({\rm b})\wedge\texttt{len}({\rm a})+1\leqslant n\leqslant\texttt{len}({\rm a})+\texttt{len}(\texttt{forall}(v,{\rm b}))\Bigr]\end{aligned}]


米尔嘉：“约束 12
 的导入。”


12
 在分析某些具体的逻辑函数时，经常会遇到“输入变量的取值不是任意的”这种状况。像这样对输入变量的取值设置的限制即称为约束。—— 译者注

尤里：“这里！因为要用 [image: \texttt{forall}(v,{\rm b})]
 ，所以检查了 [image: \texttt{IsVar}(v)]
 。”

泰朵拉：“[image: \texttt{len}({\rm a})+1\leqslant n\leqslant\texttt{len}({\rm a})+\texttt{len}(\texttt{forall}(v,{\rm b}))]
 表示的是什么范围？”

米尔嘉：“表示的是变量 v
 受约束的范围，就是 Scope。变量 v
 不一定在该范围内出现。”

[image: {%}]



定义 25
 　[image: \texttt{IsFreeAt}(v,n,x)]
 是谓词“‘变量’v
 在 x
 的第 n
 个位置没有‘受约束’”。

[image: \begin{aligned}&\texttt{IsFreeAt}(v,n,x)\overset{{\rm def}}{\Longleftrightarrow}\\&~~~~~~\texttt{IsVar}(v)\wedge\texttt{IsForm}(x)\wedge v=x[n]\wedge n\leqslant\texttt{len}(x)\wedge\neg\texttt{IsBoundAt}(v,n,x)\end{aligned}]



定义 26
 　[image: \texttt{IsFree}(v,x)]
 是谓词“v
 是 x
 的‘自由变量’”。

[image: \texttt{IsFree}(v,x)\overset{{\rm def}}{\Longleftrightarrow}\exists n\leqslant\texttt{len}(x)\Bigl[\texttt{IsFreeAt}(v,n,x)\Bigr]]



定义 27
 　函数 [image: \texttt{substAtWith}(x,n,{\rm c})]
 求的是“用 c 代换 x
 的第 n
 个元素后的结果”。注意，这里的前提是 [image: 1\leqslant n\leqslant\texttt{len}(x)]
 。

[image: \begin{aligned}&\texttt{substAtWith}(x,n,{\rm c})\overset{{\rm def}}{=}\\&~~~~~~\min z\leqslant{\rm M}_8(x,{\rm c})\biggl[\exists{\rm a},{\rm b}\leqslant x~\Bigl[~n=\texttt{len}({\rm a})+1\\&~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~\wedge~x={\rm a}*\langle x[n]\rangle*{\rm b}\wedge z={\rm a}*{\rm c}*{\rm b}\Bigr]\biggr]\end{aligned}]


米尔嘉：“自由变量和代换的导入。”

泰朵拉：“到处都是变量，搞不太懂……”

我：“这儿的重点好像是 x
 和 z
 。”

[image: \begin{matrix}&&\overbrace{}^{{\rm a}}&& \overbrace{}^{{{\rm b}}\\x&=&\cdots&x[n]&\cdots\\z&=&\cdots&\cdots&\cdots\\&&\underbrace{}_{{\rm a}}&\underbrace{}_{{\rm c}}&\underbrace{}_{{\rm b}}\end{matrix}]


泰朵拉：“就是说，用 c 代换序列 x
 的第 n
 个元素后，得到的序列等于 z
 么……”


定义 28
 　函数 [image: \texttt{freepos}(k,v,x)]
 求的是“x
 的第 k
 + 1 个‘自由’的 v
 的位置”。注意，这里的“第 k
 + 1 个”是从序列的结尾数起，也就是从后往前数的。此外，当 v
 在该位置不自由时，该函数返回 0。

[image: ]


泰朵拉：“为什么只有这里 v
 的位置要从后往前倒着数呢？”

米尔嘉：“稍后就能揭晓谜底了。”


定义 29
 　函数 [image: \texttt{freenum}(v,x)]
 求的是“在 x
 中有多少个‘自由’的 v
 的位置”。

[image: \texttt{freenum}(v,x)\overset{{\rm def}}{=}\min n\leqslant\texttt{len}(x)\Bigl[\texttt{freepos}(n,v,x)=0\Bigr]]



定义 30
 　函数 [image: \texttt{substSome}(k,x,v,{\rm c})]
 求的是“把 x
 中的 k
 个‘自由’的 v
 的位置，用 c 代换后得到的‘逻辑公式’”。

[image: \begin{cases}\texttt{substSome}(0,x,v,{\rm c})&\overset{{\rm def}}{=}x\\\texttt{substSome}(k+1,x,v,{\rm c})&\overset{{\rm def}}{=}\texttt{substAtWith}(\texttt{substSome}(k,x,v,{\rm c}),\texttt{freepos}(k,v,x),{\rm c})\end{cases}]


我：“我明白了！”

泰朵拉：“明白什么了？”

我：“为什么在 [image: \texttt{freepost}(k,v,x)]
 那里，位置是从后往前倒着数的。”

泰朵拉：“为什么？”

我：“计算 [image: \texttt{substSome}(k,x,v,{\rm c})]
 的时候，k
 会逐渐减小。因此，要想让式子计算到结尾的时候结果为 0，就得反过来数。”


定义 31
 　函数 [image: \texttt{subst}({\rm a},v,{\rm c})]
 求的是“把所有的 a 的‘自由’的 v
 都用 c 代换后的‘逻辑公式’”。

[image: \texttt{subst}({\rm a},v,{\rm c})\overset{{\rm def}}{=}\texttt{substSome}(\texttt{freenum}(v,{\rm a}),{\rm a},v,{\rm c})]


米尔嘉：“这个 [image: \texttt{subst}({\rm a},v,{\rm c})]
 是公理 III-1 中出现过的‘把 a 的所有自由的 v
 用 c 代换后的逻辑公式’。”


定义 32
 　函数 [image: \texttt{implies}({\rm a},{\rm b})]
 、函数 [image: \texttt{and}({\rm a},{\rm b})]
 、函数 [image: \texttt{eqiv}({\rm a},{\rm b})]
 、函数 [image: \texttt{exists}({\rm a},{\rm b})]
 分别求的是“[image: ({\rm a})\to({\rm b})]
 ”“[image: ({\rm a})\wedge({\rm b})]
 ”“[image: ({\rm a})\rightleftarrows({\rm b})]
 ”“[image: \exists x({\rm a})]
 ”（10.4.3 节）。

[image: \begin{aligned}\texttt{implies}({\rm a},{\rm b})&\overset{{\rm def}}{=}\texttt{or}(\texttt{not}({\rm a}),{\rm b})\\\texttt{and}({\rm a},{\rm b})&\overset{{\rm def}}{=}\texttt{not}(\texttt{or}(\texttt{not}({\rm a}),\texttt{not}({\rm b})))\\\texttt{equiv}({\rm a},{\rm b})&\overset{{\rm def}}{=}\texttt{and}(\texttt{implies}({\rm a},{\rm b}),\texttt{implies}({\rm b},{\rm a}))\\\texttt{exists}(x,{\rm a})&\overset{{\rm def}}{=}\texttt{not}(\texttt{forall}(x,\texttt{not}({\rm a})))\\\end{aligned}]



定义 33
 　函数 [image: \texttt{typelift}(n,x)]
 求的是“把 x
 ‘形式提升’n
 后的结果”。“乘以 [image: \texttt{prime}(1,x[k])n]
 ”这部分相当于形式提升。然后，根据是否是常量来分情况讨论，对于常量，不作形式提升。

[image: \begin{aligned}&\texttt{typelift}(n,x)\overset{{\rm def}}{=}\min y\leqslant x^{(x^n)}\biggl[\forall k\leqslant\texttt{len}(x)\Bigl[\\&~~~~~~~~~~~~\Bigl(\neg\texttt{IsVar}(x[k])\wedge y[k]=x[k]\Bigr)\\&~~~~~~\vee\Bigl(\texttt{IsVar}(x[k])\wedge y[k]=x[k]\times\texttt{prime}(1,x[k])^n\Bigr)\Bigr]\biggr]\end{aligned}]



	例如，假设 x
 是逻辑公式 [image: x_2(x_1)]
 。

	作为序列来看的话，x
 是 [image: ]
 。

	[image: \texttt{typelift}(1,x)]
 是 [image: ]
 。

	[image: \texttt{typelift}(2,x)]
 是 [image: ]
 。

	不管常量 [image: ]
 和 [image: ]
 ，只对变量 [image: ]
 和 [image: ]
 单独作了形式提升。



泰朵拉：“总感觉……这个也很像程序。”

我：“程序？”

泰朵拉：“就是根据是否是 [image: \texttt{IsVar}(x[k])]
 来分情况讨论。”

米尔嘉：“[image: \forall k\leqslant\texttt{len}(x)]
 是上限为 [image: \texttt{len}(x)]
 的循环。”

泰朵拉：“哥德尔在没有计算机的时代就做了这些证明呀……”

10.8.5　公理、定理、形式证明


定义 34
 　[image: \texttt{IsAxiomI}(x)]
 是谓词“x
 是根据公理 I（10.4.4 节）得到的‘逻辑公式’”。与公理 I-1、公理 I-2、公理 I-3 对应的哥德尔数分别是 α
 1
 、α
 2
 、α
 3
 。

[image: \texttt{IsAxiomI}(x)\overset{{\rm def}}{\Longleftrightarrow}x=\alpha_1\vee x=\alpha_2\vee x=\alpha_3]


米尔嘉：“公理的导入。”

我：“米尔嘉，你看上去很高兴嘛。”

米尔嘉：“因为终于到了能讨论形式系统的地方啦。”


定义 35
 　[image: \texttt{IsSchemaII}(n,x)]
 是谓词“x
 是根据公理 II-n
 （10.4.4 节）得到的‘逻辑公式’”。

[image: {%}]



定义 36
 　[image: \texttt{IsAxiomII}(x)]
 是谓词“x
 是根据公理 II（10.4.4 节）得到的‘逻辑公式’”。

[image: \begin{aligned}&\texttt{IsAxiomII}(x)\overset{{\rm def}}{\Longleftrightarrow}\\&~~\texttt{IsSchemaII}(1,x)\vee~\texttt{IsSchemaII}(2,x)\vee~\texttt{IsSchemaII}(3,x)\vee~\texttt{IsSchemaII}(4,x)\end{aligned}]



定义 37
 　[image: \texttt{IsNotBoundIn}(z,y,v)]
 是谓词“在 y
 中 v
 是‘自由’的范围内，z
 没有受‘约束’的‘变量’”。

[image: 图像说明文字]



定义 38
 　[image: \texttt{IsSchemaIII}(1,x)]
 是谓词“x
 是根据公理 III-1（10.4.4 节）得到的‘逻辑公式’”。

[image: \begin{aligned}&\texttt{IsSchemaIII}(1,x)\overset{{\rm def}}{\Longleftrightarrow}\\&\quad\quad\quad\exists v,y,z,n\leqslant x\Bigl[\texttt{IsVarType}(v,n)\wedge\texttt{IsNthType}(z,n)\wedge\texttt{IsForm}(y)\\&\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad~\wedge~\texttt{IsNotBoundIn}(z,y,v)\\&\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad~\wedge~x=\texttt{implies}(\texttt{forall}(v,y),\texttt{subst}(y,v,z))\Bigr]\end{aligned}]



定义 39
 　[image: \texttt{IsSchemaIII}(2,x)]
 是谓词“x
 是根据公理 III-2（10.4.4 节）得到的‘逻辑公式’”。

[image: \begin{aligned}&\texttt{IsSchemaIII}(2,x)\overset{{\rm def}}{\Longleftrightarrow}\\&\quad\quad\quad\quad\exists v,{\rm q},{\rm p}\leqslant x\Bigl[\texttt{IsVar}(v)\wedge\texttt{IsForm}({\rm p})\wedge\neg\texttt{IsFree}(v,{\rm p})\wedge\texttt{IsForm}({\rm q})\\&\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\wedge~x=\texttt{implies}(\texttt{forall}(v,\texttt{or}({\rm p},{\rm q})),\texttt{or}({\rm p},\texttt{forall}(v,{\rm q})))\Bigr]\end{aligned}]



定义 40
 　[image: \texttt{IsAxiomIV}(x)]
 是谓词“x
 是根据公理 IV（10.4.4 节）得到的‘逻辑公式’”。

[image: \begin{aligned}&\texttt{IsAxiomIV}(x)\overset{{\rm def}}{\Longleftrightarrow}\\&\quad\exists u,v,y,n\leqslant x\Bigl[\texttt{IsVarType}(u,n+1)\wedge\texttt{IsVarType}(u,n)\\&\quad\quad\quad\quad\quad\quad~~\wedge\neg\texttt{IsFree}(u,y)\wedge\texttt{IsForm}(y)\\&\quad\quad\quad\quad\quad\quad~~\wedge~x=\texttt{exists}(u,\texttt{forall}(v,\texttt{equiv}(\langle u\rangle*\texttt{paren}(\langle v\rangle),y)))\Bigr]\end{aligned}]



定义 41
 　[image: \texttt{IsAxiomV}(x)]
 是谓词“x
 是根据公理 V（10.4.4 节）得到的‘逻辑公式’”。与公理 V 对应的哥德尔数是 α
 4
 。

[image: \texttt{IsAxiomV}(x)\overset{{\rm def}}{\Longleftrightarrow}\exists n\leqslant x~\Bigl[~x=\texttt{typelift}(n,\alpha_4)\Bigr]]



定义 42
 　[image: \texttt{IsAxiom}(x)]
 是谓词“x
 是‘公理’”。

[image: \begin{aligned}&\texttt{IsAxiom}(x)\overset{{\rm def}}{\Longleftrightarrow}\\&~~~~~\texttt{IsAxiomI}(x)\vee\texttt{IsAxiomII}(x)\vee\texttt{IsAxiomIII}(x)\vee\texttt{IsAxiomIV}(x)\vee\texttt{IsAxiomV}(x)\end{aligned}]


注意，这里我们将 [image: \texttt{IsAxiomIII}(x)]
 定义如下。

[image: \texttt{IsAxiomIII}(x)\overset{{\rm def}}{\Longleftrightarrow}\texttt{IsSchemaIII}(1,x)\vee\texttt{IsSchemaIII}(2,x)]



定义 43
 　[image: \texttt{IsConseq}(x,{\rm a},{\rm b})]
 是谓词“x
 是 a 和 b 的‘直接推论’”。

[image: \texttt{IsConseq}(x,{\rm a},{\rm b})\overset{{\rm def}}{\Longleftrightarrow}{\rm a}=\texttt{implies}({\rm b},x)\vee\exists v\leqslant x\Bigl[\texttt{IsVar}(v)\wedge x=\texttt{forall}(v,{\rm a})\Bigr]]


米尔嘉：“推理规则。”

泰朵拉：“这里出现的 Conseq 指的是？”

米尔嘉：“是直接推论的英文 Immediate Consequence 的略称。”

泰朵拉：“[image: \vee]
 前面的部分，指的是根据 [image: {\rm a}=\texttt{implies}({\rm b},x)]
 和 b 得出 x
 吧。”

米尔嘉：“相当于根据 [image: {\rm b}\to x]
 和 b 得出 x
 。”

泰朵拉：“那 [image: \vee]
 后面的部分，指的是根据 a 得到 [image: \texttt{forall}(v,{\rm a})]
 ，对吧？”

米尔嘉：“相当于根据 a 得到 [image: \forall v({\rm a})]
 。”

尤里：“啊，这边也检查了 [image: \texttt{IsVar}(v)]
 。”


定义 44
 　[image: \texttt{IsProof}(x)]
 是谓词“x
 是‘形式证明’”。

[image: \begin{aligned}&\texttt{IsProof}(x)\overset{{\rm def}}{\Longleftrightarrow}\texttt{len}(x)%3e0\\&~~\wedge~\forall n\leqslant\texttt{len}(x)~\Bigl[~n%3e0\Rightarrow\texttt{IsAxiomAt}(x,n)\vee\texttt{ConseqAt}(x,n)\Bigr]\end{aligned}]


注意，这里我们将 [image: \texttt{IsAxiomAt}(x,n)]
 和 [image: \texttt{ConseqAt}(x,n)]
 定义如下。

[image: \begin{aligned}\texttt{IsAxiomAt}(x,n)&\overset{{\rm def}}{\Longleftrightarrow}\texttt{IsAxiom}(x,[n])\\\texttt{ConseqAt}(x,n)&\overset{{\rm def}}{\Longleftrightarrow}\exists{\rm p},{\rm q}%3cn\Bigl[{\rm p},{\rm q}%3e0\wedge\texttt{IsConseq}(x[n],x[{\rm p}],x[\rm q])\Bigr]\end{aligned}]



定义 45
 　[image: \texttt{Proves}({\rm p},x)]
 是谓词“p 是 x
 的‘形式证明’”。

[image: \texttt{Proves}({\rm p},x)\overset{{\rm def}}{\Longleftrightarrow}\texttt{IsProof}({\rm p})\wedge\texttt{IsEndedWith}({\rm p},x)]


米尔嘉：“尤里！”

尤里：“在！ p 是形式证明，结尾的逻辑公式是 x
 。”

我：“p 从形式上证明了 x
 ……吗？”

泰朵拉：“总算证明出来啦……”


定义 46
 　[image: \texttt{IsProvable}(x)]
 是谓词“对 x
 而言，存在‘形式证明’”。

[image: \texttt{IsProvable}(x)\overset{{\rm def}}{\Longleftrightarrow}\exists{\rm p}\Bigl[\texttt{Proves}({\rm p},x)\Bigr]]


“那么，我们来猜个谜。”米尔嘉面带悦色地说道，“定义 1～定义 45 跟定义 46 的巨大差异在哪儿？”

一时间大家都埋头思考着。

“定义 46 里有一个自由变量……是这种差异吗？”泰朵拉说道。

“不对。自由变量只有一个的谓词还有很多。”

“形式不同？”尤里说道。

“形式？再明确点。”米尔嘉说道。

“嗯……只有定义 46 有 [image: \exists{\rm p}]
 这种形式。”

“其他地方也出现了 [image: \exists]
 吧。”米尔嘉说道，但眼里却透着喜悦。

“不是这个啦，我是说定义 46 的 [image: \exists{\rm p}]
 并不是 [image: \exists{\rm p}\leqslant{\rm M}]
 这样的形式。”

“就是这里！”米尔嘉说道，“从定义 1 到定义 45，不管是 [image: \forall]
 还是 [image: \exists]
 ，一定都有上限。如果我们把 [image: \forall]
 和[image: \exists]
 想成‘研究循环命题’的结构，那么就会明白‘有上限’的意思就是已知重复的次数。这就是原始递归性。从定义 1 到定义 45，全都是原始递归的。只有定义 46 的 [image: \texttt{IsProvable}(x)]
 不是原始递归的。”

10.9　新春——不可判定语句

10.9.1　“季节”的确认

那么，马上就要到“新春”了。我们先来确认一下前面四个“季节”的经历。

“春天”，我们定义了形式系统 P
 ，也就是形式系统 P 的基本符号、公理、推理规则，等等。

“夏天”，我们定义了哥德尔数
 。确定了把形式系统 P 的基本符号和序列跟数相对应的方法。这样一来，就可以用数来表示形式系统了。

“秋天”，我们定义了原始递归函数
 和原始递归谓词
 。此外，虽然没有去证明表现定理，但也学习了它。表现定理是从含义的世界通往形式的世界的桥梁。

“冬天”，我们把 [image: \texttt{Proves}({\rm p},x)]
 ，即谓词“p 是 x
 的‘形式证明’
 ”定义成了原始递归谓词。

[image: {%}]


下面，该“新春”了。我们要以前面的一切准备为基础，构成不可判定语句。形式系统 P 表示 A 和 [image: \neg{\rm A}]
 都包含无法从形式上证明的语句，即不可判定语句。

“新春”由八个阶段构成。

下面我们按照“种子”“绿芽”“枝杈”“叶子”“蓓蕾”，以及“梅花”“桃花”“樱花”的顺序来进行讨论。在最后的“樱花”阶段，第一不完备定理的证明才会结束。

10.9.2　种子——从含义的世界到形式的世界

我们将含有两个变量的谓词 Q 定义如下。

[image: {%}]


Q(x
 , y
 ) 是谓词“x
 不是 [image: ]
 的‘形式证明’”。这是原始递归谓词，因为 Q(x
 , y
 ) 是用我们在“冬天”定义的原始递归谓词和原始递归函数定义的。

在此，为了便于阅读，我们将变量的哥德尔数定义如下。

[image: {%}]


尤里：“我们在‘冬天’定义了什么来着？”

我：“[image: \texttt{Proves}({\rm p},x)]
 和 [image: \texttt{subst}(x,v,{\rm c})]
 呀。”

泰朵拉：“还有……求数项的函数 [image: \overline{x}]
 也是。”

尤里：“[image: ]
 呢？”

我：“[image: ]
 是 19，只是个数而已。”

尤里：“为什么 [image: ]
 是 19 来着？”

我：“因为变量的哥德尔数的定义呀。”（10.6.1 节）

米尔嘉：“只是一个数，就是说常量函数也是原始递归函数。”

一旦在这里使用表现定理中的“秋天 -2”（10.7.3 节），我们就可以得出：对于任意数 m
 , n
 ，存在双变量逻辑公式 q，使得以下关系成立。

[image: \neg {\rm Q}(m,n)\Rightarrow]
 存在 [image: \texttt{not}({\rm q}\langle\overline{m},\overline{n}\rangle)]
 的“形式证明”

注意，这里我们将[image: {\rm q}\langle\overline{m},\overline{n}\rangle]
 定义如下。

[image: {%}]


泰朵拉：“诶……这样一来，不就用 q 定义了 q 吗？”

米尔嘉：“并不是。这里是在用 q 定义 [image: {\rm q}\langle\overline{m},\overline{n}\rangle]
 。”

泰朵拉：“不好意思，我不明白这两个有什么差别。”

米尔嘉：“q 是双变量逻辑公式的哥德尔数。变量的哥德尔数是 [image: ]
 和 [image: ]
 。”

泰朵拉：“了解。就是 17 和 19 吧。”

米尔嘉：“所以 [image: {\rm q}\langle\overline{m},\overline{n}\rangle]
 就是，把 q 的两个变量分别用 [image: \overline{m}]
 和 [image: \overline{n}]
 代换后得到的语句的哥德尔数。”

泰朵拉：“啊……这样呀。这么说来，在讲表现定理的时候，也讲过同样的内容呢。”

为了方便讲解，我们先说了能从“秋天 -2”推导出的部分，但是“秋天 -1”和“秋天 -2”需要一起来看。也就是说，这里出现的 q 在“秋天 -1”和“秋天 -2”中是一样的。“秋天 -1”我们之后再讲解。

接下来，用 [image: \texttt{IsProvable}(\texttt{not}({\rm q}\langle\overline{m},\overline{n}\rangle))]
 表示“存在 [image: \texttt{not}({\rm q}\langle\overline{m},\overline{n}\rangle)]
 的‘形式证明’”，得到下面的 A0。

▶ A0：[image: {%}]


根据谓词 Q 的定义，[image: \neg{\rm Q}(m,n)]
 可以写成 [image: \neg\neg{\rm Proves}(m,n,\langle\overline{n}\rangle)]
 ，也就是 [image: {\rm Proves}(m,n,\langle\overline{n}\rangle)]
 。注意，这里我们将 [image: n\langle\overline{n}\rangle]
 定义如下。

[image: {%}]


然后，根据 A0 得出下面的 A1。

▶ A1：[image: {%}]


我们会在“叶子”阶段用到这个 A1。

泰朵拉：“话说回来，刚才那个 [image: ]
 到底是什么？”

我：“把单变量逻辑公式 n
 的自由变量 [image: ]
 ，嗯……用数项是 n
 本身的 [image: \overline{n}]
 代换后得到的语句，大概是这个意思吧。”

米尔嘉：“没错。从元数学的角度来看，这么表达很恰当。而换到算术的角度，就非常啰嗦了。‘逻辑公式’会变成‘逻辑公式的哥德尔数’，‘设为数项的 [image: \overline{n}]
 ’会变成‘设为数项的 [image: \overline{n}]
 的哥德尔数’，‘……得到的语句’则会变成‘……得到的语句的哥德尔数’。这是因为一切都用数来表示了。”

泰朵拉：“那个…… [image: ]
 究竟指的是什么呢？”

米尔嘉：“n
 的对角化。也就是说，设‘□是○○’为 n
 ，[image: ]
 就是‘□是○○’中的○○。”

这次我们就用表现定理的“秋天 -1”来得出下面的 B0。

▶ B0：[image: {\rm Q}(m,n)\Rightarrow\texttt{IsProvable}({\rm q}\langle\overline{m},\overline{n}\rangle)]


根据谓词 Q 的定义，Q(m
 , n
 ) 可以写作 [image: \neg\texttt{Proves}(m,n,\langle~\overline{n}\rangle)]
 。然后，根据 B0 得出下面的 B1。

▶ B1：[image: {%}]


我们会在“蓓蕾”阶段用到这个 B1。

我：“怎么了，泰朵拉？看你不停地翻笔记。”

泰朵拉：“没有……只是想到了点东西。”

10.9.3　绿芽 —— p 的定义

设 q 的两个自由变量为 [image: ]
 和 [image: ]
 ，为了明确表示这一点，我们把 q 写成 [image: ]
 。

[image: {%}]


现在，如果把逻辑公式 p 定义成 [image: ]
 ，p 就可以写成下面这样了。

[image: {%}]


仔细观察的话，我们就会发现 q 的自由变量 [image: ]
 在 p 中是受 [image: ]
 约束的，因此 p 只持有 [image: ]
 这个自由变量。我们将 p 记作 [image: ]
 ，所以 [image: ]
 能写成下面的 C1 这样。

▶ C1：[image: {%}]


在 C1 中，用 [image: \overline{{\rm p}}]
 代换 [image: ]
 ，得出下面的 C2。

▶ C2：[image: {%}]


注意，这里设 [image: ]
 。

我们会在“叶子”和“蓓蕾”阶段用到这个 C2。

10.9.4　枝杈 —— r 的定义

在“枝杈”阶段，我们要把 r 这个单变量逻辑公式定义成 [image: ]
 。因为 r 中剩下的自由变量是 [image: ]
 ，所以我们把 r 写作 [image: ]
 。

▶ C3：[image: {%}]


在 C3 中，我们用 [image: \overline{m}]
 代换 [image: ]
 ，得出下面的 C4。

▶ C4：[image: r\langle\overline{m}\rangle={\rm q}\langle\overline{m},\overline{p}\rangle]


我们会在“叶子”和“蓓蕾”阶段用到这个 C4。

不要忘记我们现在还身处“含义的世界”里，面对的一直都是数。然而，这里的数指的是哥德尔数。从算术的角度来看，我们面对的是数，从元数学的角度来看，我们面对的则是“数项”“逻辑公式”，或者是“形式证明”。

10.9.5　叶子——从 A1 往下走

在“叶子”阶段，我们的目标是用 r 来表示在“种子”阶段推导出的 A1。

▶ A1：[image: \texttt{Proves}(m,n\langle\overline{n}\rangle)\Rightarrow\texttt{IsProvable}(\texttt{not}({\rm q}\langle\overline{m},\overline{n}\rangle))]


把 p 代入 A1 的 n
 ，得出下面的 A2。

▶ A2：[image: ]


根据 A2 和 C2“[image: ]
 ”，得出下面的 A3。

▶ A3：[image: ]


根据 A3 和 C3“[image: {%}]
 ”，得出下面的 A4。

▶ A4：[image: {%}]


根据 A4 和 C4“[image: ({\rm r}\langle\overline{m}\rangle={\rm q}\langle\overline{m},\overline{{\rm p}}\rangle)]
 ”，得出下面的 A5。

▶ A5：[image: {%}]


我们会在“梅花”阶段用到这个 A5。

10.9.6　蓓蕾——从 B1 开始往下走

在“蓓蕾”阶段，我们的目标是用 r 来表示在‘种子’阶段推导出的 B1。

▶ B1：[image: \neg\texttt{Prowes}(m,n\langle\overline{n}\rangle)\Rightarrow\texttt{IsProvable}({\rm q}\langle\overline{m},\overline{n}\rangle)]


把 p 代入 B1 的 n
 ，得出下面的 B2。

▶ B2：[image: {%}]


根据 B2 和 C2“[image: {%}]
 ”，得出下面的 B3。

▶ B3：[image: {%}]


根据 B3 和 C3“[image: {%}]
 ”，得出下面的 B4。

▶ B4：[image: {%}]


根据 B4 和 C4“[image: ({\rm r}\langle\overline{m}\rangle={\rm q}\langle\overline{n},\overline{\rm p}\rangle)]
 ”，得出下面的 B5。

▶ B5：[image: {%}]


我们会在“桃花”阶段用到这个 B5。

10.9.7　不可判定语句的定义

事实上，刚刚出现在“蓓蕾”阶段的 [image: {%}]
 是个不可判定语句。我们就称该语句为 g 吧。

▷g 的定义
 　[image: {%}]


要证明 g 是不可判定语句，只要证明以下两项即可。


	[image: \neg\texttt{IsProvable}({\rm g})]


	[image: \neg\texttt{IsProvable}(\texttt{not}({\rm g}))]




我们将分别在“梅花”和“桃花”阶段来证明这两项。

10.9.8　梅花 —— [image: \neg\texttt{IsProvable}({\rm g})]


这里假设一个前提 —— 形式系统 P 是相容的。

▶ D0：形式系统 P 是相容的。

在“梅花”阶段，我们想证明的命题是 [image: {%}]
 。这里要使用反证法。假设下面的 D1 是我们想证明的命题的否定。

▶ D1：[image: {%}]


把 D1 中的 [image: {%}]
 的形式证明假设为 s，得出下面的 D2。

▶ D2：[image: {%}]


在此，我们来看一下在“叶子”阶段导出的 A5。因为对于任意 m
 ，A5 都成立，所以即使拿 D2 的 s 当作 m
 ，A5 也成立。因此，可以得出下面的 D3。

▶ D3：[image: {%}]


根据 D2 和 D3 得出下面的 D4。

▶ D4：[image: \texttt{IsProvable}(\texttt{not}({\rm r}\langle\overline{{\rm s}}\rangle))]


下面来看 D1。我们从元数学的角度出发来就形式系统进行考察。根据 D1，我们已知 [image: {%}]
 这个语句存在形式证明。也就是说，[image: {%}]
 会成为定理。

在这里，我们把 D1 跟形式系统 P 中的公理 III-1 相结合，得出 [image: {%}]
 ，也就是 [image: {\rm r}\langle\overline{{\rm s}}\rangle]
 。这样一来，[image: {\rm r}\langle\overline{{\rm s}}\rangle]
 也会成为定理。

因为 [image: {\rm r}\langle\overline{{\rm s}}\rangle]
 存在形式证明，所以可以得出下面的 D5。

▶ D5：[image: \texttt{IsProvable}({\rm r}\langle\overline{{\rm s}}\rangle)]


根据 D4 和 D5，我们知道了 [image: \texttt{not}({\rm r}\langle\overline{{\rm s}}\rangle)]
 和 [image: {\rm r}\langle\overline{{\rm s}}\rangle]
 都能从形式上来证明。因此，可以得出下面的 D6。

▶ D6：形式系统 P 是矛盾的。

D6 跟前提 D0（形式系统 P 是相容的）相矛盾。因此，根据反证法，之前假设的 D1，即“[image: {%}]
 ”的否定成立。

也就是说，我们证明了下面的 D7 成立。

▶ D7：[image: {%}]


泰朵拉：“咦……刚刚是不是出现了两种‘矛盾’？”

米尔嘉：“你注意到了这点呀。”

我：“两种？”

米尔嘉：“D4 和 D5 在形式的世界里相矛盾 —— 逻辑公式和其否定都能从形式上来证明。”

我：“嗯，确实。所以呢？”

米尔嘉：“D0 和 D6 在含义的世界里相矛盾，命题和其否定都成立。”

我：“确实如此。两种矛盾啊……”

10.9.9　桃花 —— [image: \neg\texttt{IsProvable}(\texttt{not}({\rm g}))]
 的证明

对形式系统 P，我们以下面的 E0 为前提条件。

▶ E0：形式系统 P 是 ω
 相容 13
 的。


13
 相容性又叫作无矛盾性或一致性，因此“ω
 相容”也可以说成“ω
 无矛盾”。—— 译者注

这里，我们来定义一下 ω
 矛盾和 ω
 相容吧。

▷
ω
 矛盾
 　“某个形式系统是 ω
 矛盾的”指的是对于单变量逻辑公式 [image: {%}]
 而言，下面两个条件都能成立。


	[image: {\rm f}\langle\overline{0}\rangle,{\rm f}\langle\overline{1}\rangle,{\rm f}\langle\overline{2}\rangle\cdots]
 都存在形式证明。

	[image: {%}]
 存在形式证明。



▷
ω
 相容
 　“某个形式系统是 ω
 相容的”指的是形式系统没有 ω
 矛盾。

比起单纯的相容，ω
 相容是更为苛刻的条件。如果某个形式系统是 ω
 相容的，那么就可以说它肯定是相容的。然而反过来，我们不能因为某个形式系统是相容的，就说它一定是 ω
 相容的。

　

我：“就算是相容，也不一定是 ω
 相容么……真不可思议啊。既然对于任何数 t，我们都能从形式上证明 [image: {\rm f}\langle\overline{{\rm t}}\rangle]
 ，那么不就也能从形式上来证明 [image: {%}]
 吗？”

米尔嘉：“从数的标准解释来说，确实会感到不可思议。这是因为，关于‘所有的数’的观点，和使用了‘[image: \forall]
 ’的观点间存在偏差。”

泰朵拉：“为什么会冒出来个 ω
 ？”

米尔嘉：“这里使用的 ω
 是数的集合 [image: \omega={0,1,2,\ldots\}]
 的意思。ω
 相容这个说法可能是根据‘从数的标准来解释是不矛盾的’这一点来说的。

这样一来，我们想在“桃花”阶段证明的就是以下内容了。

[image: {%}]


根据我们在“梅花”阶段推导出的 D7，下面的 E1 对于任意逻辑公式的序列 t 都成立。

▶ E1：[image: {%}]


在“蓓蕾”阶段推导出的 B5 在 m
 为 t 时也成立，因此我们可以得出下面的 E2。

▶ E2：[image: {%}]


根据 E1 和 E2，可以得出下面的 E3，E3 对任意 t 都成立。

▶ E3：[image: \texttt{IsProvable}({\rm r}\langle\overline{\rm t}\rangle)]


我们在此处使用反证法。

假设下面的 E4 是我们想证明的命题的否定。

▶ E4：[image: {%}]


根据 E4 和“E3 对任意 t 都成立”得出 E5。

▶ E5：形式系统 P 是 ω
 矛盾的。

E5 跟前提 E0（形式系统 P 是 ω
 相容的）相矛盾。

因此，根据反证法，我们假设的 E4 的否定成立。

也就是说，我们证明了下面的 E6 成立。

▶ E6：[image: {%}]


10.9.10　樱花——证明形式系统 P 是不完备的

根据我们在“梅花”阶段推导出的 D7 和在“桃花”阶段推导出的 E6，可以得出下面的 F1。

▶ F1：g 和 [image: \texttt{not}({\rm g})]
 两者都不存在形式证明

根据 F1 得出下面的 F2。

▶ F2：形式系统 P 是不完备的

以上就是第一不完备定理的证明。好啦，我们可以休息一下了。

◎　◎　◎

“唔……”尤里趴在桌子上呻吟着。

“感觉……好烧脑啊。”我说道。

泰朵拉专注地在笔记本上画着图。

“泰朵拉，你在画什么呢？”

“‘新春’之旅的地图！”泰朵拉活力十足地把笔记本递给我看。

[image: {%}]



“新春”之旅的地图



（第一不完备定理证明的最终阶段）


10.10　不完备定理的意义

10.10.1　“‘我’是无法证明的”

在这个名为“氯”的房间里，白板被公式填满，桌子上也乱糟糟的，都是我们方才写的笔记。

米尔嘉的授课告一段落，我们还沉浸在余韵之中。

“不完备定理的证明，怎么说呢，真厉害啊……”我说道。

“这个过程是按照哥德尔的论文来的。”米尔嘉说道。

“真是相当……累脑子啊。”尤里说道。

“泰朵拉画的旅行地图挺好懂的。”我说道。

“那个……”泰朵拉一边翻着自己的笔记一边说道，“对于不完备定理的证明过程，通过米尔嘉学姐说的‘季节’，我差不多明白了。‘春天’阶段是形式系统 P，‘夏天’阶段是哥德尔数，‘秋天’阶段是表现定理，‘冬天’阶段是证明测定仪，‘新春’阶段则是不可判定语句……可是，这个不可判定语句有什么样的含义呢，我还没弄明白。”

“什么样的是不可判定语句来着？”尤里问道。

“是 g 呀。”我回答道。

[image: {%}]


“想思考含义的话，用 p 来表示 g 就好。”米尔嘉说道。

[image: {%}]


“就如我们在 C1 中定义的那样，p 是有一个自由变量 [image: ]
 的逻辑公式，g 是 [image: {\rm p}\langle\overline{{\rm p}}\rangle]
 ，也就是‘p 的对角化’。”

[image: {%}]


“换句话说，g 就是把 p 的 [image: ]
 用 p 本身的数项代换后得到的结果。”我解释道。

米尔嘉用食指比划了一个圈，继续说道：

“q 表示‘x
 不是 y
 的对角化的形式证明’，p 表示‘不存在 y
 的对角化的形式证明’。g 表示不存在‘不存在 y
 的对角化的形式证明’的对角化的形式证明。”

“米尔嘉大人……我不明白。”尤里说道。

“那我们一个个列出来看看吧。”米尔嘉面向白板。


p 是……

不存在 y
 的对角化的形式证明

g 是……

不存在“不存在 y
 的对角化的形式证明”的对角化的形式证明



“把 p 用引号引起来，放到 p 本身的 y
 里 —— 这就是 p 的对角化。然后，正是因为 g 是 p 的对角化，所以如果注意观察 g 的形式，就会发现它可以写成下面这样。”米尔嘉边说边写。


g 是……

不存在“不存在 y
 的对角化的形式证明”的对角化
 的形式证明

不存在 p 的对角化
 的形式证明

不存在 g
 的形式证明



“也就是说，从元数学的角度来说，语句 g 强调的观点是：不存在‘我’的形式证明。”

“‘□在天旋地转’在天旋地转。”尤里说道。

“在天旋地转的是我吧……我有点明白了。”泰朵拉说道，“如果，存在语句 g 的形式证明，这就跟语句 g 自己从元数学角度来强调的观点相反了，对吧？”

“就是这样。”米尔嘉竖起食指说道，“因此哥德尔的证明对‘语句 g 本身’‘强调的观点’以及‘相反’的部分从数学层面进行了严密的论述。”

“……好复杂。”泰朵拉拨弄着笔记本说道。

“尤其重要的，就是用引号引起来的这部分。”米尔嘉说道，“哥德尔没有将逻辑公式作为逻辑公式来处理，而是用哥德尔数来表示逻辑公式。然后，再用数来生成关于形式系统的谓词，把元数学的观点展开了。这样一来，就成功地论述了自身，也就是成功地自我指涉
 14
 了。原始递归性和表现定理确保了构成的自我指涉肯定会形成自我指涉。不是只有形式系统 P 不完备，其他能构成同样的自我指涉的形式系统全都是不完备的。”


14
 英文写作 Self-Reference，指通过自然语言或者形式语言让语句或者式子指涉自身，有时简称为自指。——译者注。

“自我指涉……”泰朵拉入神地想着。

“‘我是无法证明的’。”米尔嘉说道。

“‘我是骗子’。”尤里大声说道。

“‘我不属于我自己’。”我说道，“刚才我就觉得跟什么东西有点像，原来罗素悖论
 里出现的 [image: x\notin x]
 这个式子也是自我指涉啊。”

“没错。”米尔嘉说道，“我们来回忆一下形式系统 P 中的基本逻辑公式 a(b)。它有个限制条件：a 是第 n
 + 1 型，b 是第 n
 型。也就是说，第 n
 型肯定属于第 n
 + 1 型。因为型有偏差，所以诱发罗素悖论的 [image: x\notin x]
 ，即 [image: \neg(x\in x)]
 这个形式绝对不会出现在形式系统 P 里。这是回避自我指涉。话说……”

她此时放慢了语速。

“把‘单变量逻辑公式’设为‘数项’，并用它代换‘单变量逻辑公式’中的‘变量’，然后生成‘语句’……这样逻辑公式就能对自身进行描述，也就是自我指涉。通过数项化和哥德尔数化，把本来已经回避了的自我指涉再次拿进来。”

[image: {%}]



通过数项和哥德尔数自我指涉的机制


“啊！”泰朵拉喊道，“所以‘用引号引起来’才这么重要呀。”

“哥德尔也超越了‘伽利略的犹豫’。”我说道，“罗素通过自我指涉创造出了悖论，对吧？哥德尔则反过来把源于自我指涉的‘难关’用到了证明里！”

“超越了‘伽利略的犹豫’是什么意思啊？”尤里问道。

“就是说，有时候看起来失败了，却不一定是真失败了。如果不回头，一直往前走，那么一个意想不到的世界的大门，就会为你敞开。”我说道。


如果离悬崖越来越近，没有地面可踩……往天空飞就好啦。



我们沉默了一阵子。感觉不管是不完备定理还是这个证明，都还有着我们远远品味不尽的丰富内涵。

“应该说，‘自我指涉是多产之泉’吧。”

米尔嘉说着，在白板上写了以下四条标语：

　

“不完备性是发现之根
 ”

“相容性是存在之基
 ”

“同构映射是含义之源
 ”

“自我指涉是多产之泉
 ”

　

“就是‘根基’跟‘源泉’呗。”泰朵拉说道。

10.10.2　第二不完备定理的证明之概要

“虽然语句 g 很有意思，但‘不存在“不存在 y
 的对角化的形式证明”的对角化的形式证明’这种说法太刻意了。”米尔嘉说道，“哥德尔发现了有关形式系统的更自然的语句，且该语句无法从形式上来证明。”

“诶？什么样的语句？”我问道。

“‘我
 是相容的’。”

“咦？这不是……”

“对，就是哥德尔第二不完备定理。”

◎　◎　◎

下面我们来说说“对表示命题‘形式系统 P 是相容的’的语句而言，在形式系统 P 中不存在其形式证明”这一证明的概要吧。

我们在“梅花”阶段证明了如下的命题 D7。

▶ D7：[image: {%}]


在证明 D7 时，我们是以[image: ]
 为前提的（D0）。

因此，我们把命题“‘形式系统 P’是‘相容的’”记作 Consistent 吧。这样一来，我们就能知道下面的 G1 成立。

▶ G1：[image: {%}]


泰朵拉：“咦？”

米尔嘉：“嗯？有什么可奇怪的吗？”

泰朵拉：“‘梅花’是第一不完备定理证明的一部分吧？”

米尔嘉：“对。”

泰朵拉：“感觉像把在证明过程中干的事儿拿到了证明里……”

米尔嘉：“这就是第二不完备定理的有趣之处。”

泰朵拉：“这话是什么意思呢？”

米尔嘉：“第一不完备定理的证明是从元数学的角度来进行的。”

我：“Consistent 能定义吗？”

米尔嘉：“哥德尔的论文将其定义成了 [image: x~\bigl[\texttt{IsForm}(x)\wedge\neg\texttt{IsProvable}(x)\bigr]]
 。”

我：“诶……可以允许无法用逻辑公式从形式上证明的东西存在？”

米尔嘉：“因为在矛盾的形式系统中，所有的逻辑公式都能从形式上来证明。”

根据 G1 和“枝杈”阶段的 C3“[image: {%}]
 ”，可得出下面的 G2。

▶ G2：[image: {%}]


根据 G2 和“绿芽”阶段的 C2“[image: {%}]
 ”，可得出下面的 G3。

▶ G3：[image: {%}]


根据 G3 可知，若 [image: \texttt{Consistent}]
 ，则不管什么样的序列 t 都不是 [image: {\rm p}\langle\overline{{\rm p}}\rangle]
 的形式证明。

▶ G4：[image: \texttt{Consistent}\Rightarrow\forall{\rm t}~\bigl[\neg\texttt{Proves}({\rm t},{\rm p}\langle\overline{{\rm p}}\rangle)\bigr]]


用谓词 Q(m
 , n
 ) 可以把 G4 改写成下面的 G5。

▶ G5：[image: {%}]


设表示命题 [image: \texttt{Consistent}]
 的语句为 c。

表示 [image: \forall{\rm t}~\bigl[{\rm Q}({\rm t},{\rm p})\bigr]]
 的语句是 [image: {%}]
 。

因此，根据 G5，可得出下面的 G6 成立。

▶ G6：[image: {%}]


在此，假设 G7 是我们想证明的命题（[image: \neg\texttt{IsProvable}({\rm c})]
 ）的否定。

▶ G7：[image: \texttt{IsProvable}({\rm c})]


根据 G6 和 G7，使用推理规则 -1，可得出下面的 G8。

▶ G8：[image: {%}]


G8 跟在“梅花”阶段导出的 D7 相矛盾。

因此，根据反证法，G7 的否定成立，于是可得出下面的 G9。

▶ G9：[image: \neg\texttt{IsProvable}({\rm c})]


G9 强调的是无法从形式上证明 c。

也就是说，形式系统 P 中不存在表示“‘形式系统 P’是‘相容的’”的逻辑公式的形式证明 —— 这就是我们想证明的事实。

好啦，关于第二不完备定理的证明的概要，讲解就到此结束了。不过，事实上推导 G6 和 G8 的部分并没有那么一目了然，还需要详细讨论。但是，这已经超越了哥德尔的论文范围了。今天我们就先讲到这里吧。

10.10.3　不完备定理衍生的产物

我们一起吃完了所剩不多的点心。

“话说，米尔嘉，”我说道，“一开始，你讲到了‘不完备定理具有的建设性意义’，可到头来，不完备定理要怎么用呢？”

“我也没那么了解，例如……用第二不完备定理这个工具可以明确形式系统间的关系。”

“形式系统间的关系？”

“来猜个谜吧
 。假设存在形式系统 X，我们把 X 的逻辑公式 a 指定为新的公理，同时定义了形式系统 Y。因为公理增加了，所以 Y 比 X 拥有的定理更多……对么？”

沉默。

“因为公理增加了，所以能从形式上证明的逻辑公式也增加了？”我问道。

“不对啊！”尤里叫道，“a 可能本来就是 X 的定理呀！”

“没错。”米尔嘉摸了摸尤里的头，“如果逻辑公式 a 本来就是属于 X，且能从形式上证明的逻辑公式，那么即使把 a 作为新的公理追加进去，也不会产生新的定理。也就是说，形式系统 X 和形式系统 Y 的全部定理的集合是相容的。因此，追加了公理的形式系统不一定就比没追加公理的形式系统拥有更多的定理。”

“确实是这样。”我说道。

“一般来说，根据形式系统 X 生成形式系统 Y 时，很难判断是不是真的生成了一个新的形式系统。不过，如果能使用形式系统 Y 从形式上来证明形式系统 X 的相容性……”

这时米尔嘉停了口。

沉默。

“原来如此！”我叫道，“如果能从形式上证明相容性的话……”

“啊！”泰朵拉也喊道，“如果能从形式上证明的话……”

“嗯！”尤里点头，“如果能的话……X 和 Y 就不一样了！”

“尤里，解释。”米尔嘉的手指向尤里。

“好……嗯，根据哥德尔第二不完备定理，从形式上无法证明形式系统自身的相容性，对吧？所以，Y 能从形式上证明 X 的相容性，也就是说 Y 跟 X 不是一个形式系统。好厉害！”

“没错。在满足第二不完备定理的形式系统中，如果能在形式上证明其相容性，那么就能证明从本质上讲，Y 比 X‘强’。通过第二不完备定理，可以研究形式系统的‘强度’。”

“这样啊……”我不禁感慨道，“第二不完备定理强调的是‘从形式上无法证明某命题自身相容性’，但是利用‘无法证明’这一点，就能够证明形式系统的相对强度！原来做不到不一定是缺点啊！”

“我们，又越过了‘伽利略的犹豫’喵。”尤里说道。

10.10.4　数学的界限？

过了一会儿，泰朵拉举起了手。

“我问个基础的问题……不完备定理没有害数学漏洞百出吧？”

“数学并没有因此漏洞百出。”米尔嘉说道，“当然这要看你如何定义‘漏洞百出’了。例如，虽然不完备定理得到了证明，但那些以前经由数学证明的定理，也都还是定理。而且，那些既无法被证明，也无法被反证的命题并没有妨碍到数学家们的研究。就算存在不完备定理，数学家们也不会因此而烦恼。不要被不完备定理的‘不完备’一词字面上的意思给迷惑了。不完备定理是现代逻辑学的基本定理。与其说不完备定理害得数学漏洞百出，不如说它在数学领域开辟了一片新的沃土。”

“我还有些不能理解的地方……”泰朵拉一脸认真地说道，“我一直认为‘数学本身’是绝对准确的。可是，从第一不完备定理的结果来看，既存在无法被证明，也无法被反证的命题；从第二不完备定理的结果来看，如果不借用其他条件，就无法表示不存在矛盾。因此，我还是觉得不完备定理好像证明了‘数学的界限’。这一点，我应该怎么去思考呢？”

听完泰朵拉这个认真的问题，米尔嘉默默地站起身，看了一眼窗外正渐渐暗沉的天色，然后又转向了我们。

“讨论得有些混乱。”才女如是说，“泰朵拉，你说的‘数学本身’一词是什么含义呢？是 (1) 写明定义，用某种形式来从形式上表示的概念，还是 (2) 无法写明定义，只是一个浮现在我们心中，契合‘数学’这个名字的某种概念？你指的是哪一种含义？”

“……”

“如果你指的是 (1)，那么在明确条件后，‘数学本身’可能成为不完备定理的对象。然后，‘数学本身’就会受不完备定理的结果支配。”

“……”

“不过，如果你指的是 (2)，那么‘数学本身’就不是不完备定理的对象。这个词可能是数学论
 的对象，或是哲学的对象……总之，不是数学的对象。也就是说，这个词也不是不完备定理的对象。因此，‘数学本身’不会受不完备定理的结果支配。”

“……”

“而且分辨‘数学本身’是 (1) 还是 (2) 这件事本身也不归数学管。”

米尔嘉扫了我们一眼，大大地伸展双臂说道：

“所以，我是这么想的，如果想用不完备定理的结果来讨论数学层面的话题，就必须把讨论的对象限制在数学层面。如果不想这样，而是想从不完备定理的结果中获得启示，用以讨论数学论层面的话题，那么就遵循这个想法去讨论。但我们不能忘记，数学论层面的话题并没有‘得到数学层面的证明’。”

我问米尔嘉：

“就是说‘用形式系统来表示数学’是不可能的了？”

她闭上眼，摇了摇头。

“不如这么说，规定‘数学是什么’的不是‘数学’。这就是‘数学观’。因此我们没法从数学角度去证明‘数学是○○’这个说法。”

然后，米尔嘉用手指推了推眼镜说道：

“总之，我们应该把数学层面的讨论和数学论层面的讨论分开。”

拆分是走向理解的第一步。

10.11　带上梦想

10.11.1　并非结束

现在是傍晚……不对，已经到晚上了。天色已经很暗了。

我们离开了双仓图书馆，一行四人走在两侧种着灌木的小路上，前往车站。

我恍惚地想起了想计算逻辑的莱布尼茨之梦 —— 那个梦与用数研究形式系统的哥德尔证明有关，甚至还跟现代计算机有关……

今天一天，我们都走在“用数学研究数学”的旅途上。

今天的旅行差不多要结束了。

可是，我们的旅行并不会就此结束。

“我听到了海浪的声音。”

米尔嘉走在我们前面，忽然间说道。

我们停下脚步聆听，确实能听见微弱的海浪声。

河流注入大海即告结束。

但是，水的旅行还不会就此结束。

因为，水还会升到天空中去。

10.11.2　属于我

回家的电车空空荡荡，仿佛成了我们的专车。我们找了四人座面对面坐下。我身旁是尤里，对面是米尔嘉，米尔嘉旁边是泰朵拉。

明明都很累了，可我们还是一直在互相出数学题、聊天，兴致盎然。尽管如此，不知何时，大家的话越来越少。尤里打了个大哈欠，连带着我也开始迷糊了。

……然后，我无意间醒了。

泰朵拉靠着米尔嘉的肩膀睡着了。

尤里靠着我的肩膀睡着了。

米尔嘉望着车窗外流动的夜色。

“喂，米尔嘉……”我叫道。

留有一头漆黑长发的少女看向了我这边。

她指了指泰朵拉跟尤里 —— 两人已经睡熟，轻轻地呼吸着。

（她们睡着了）

她把食指竖在唇边。

（别说话）

她伸出手指慢慢对我比划着。
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然后歪过头。

（那么，下一个是？）

我张开右手回应。
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米尔嘉微笑。

我想起了遇见米尔嘉的那个春天。

樱花。

提问和回答。

对话。

我从大量的对话中学到了大量的知识。

我现在活着，但终有一天会死去。

如果没有人能够与我分享学到的东西，那该多么寂寞啊。

我想把自己学到的东西分享给某人。

分享给身旁的某人、远方的某人、未来的某人……

“音乐 —— 属于我。”盈盈说。

“逻辑 —— 属于人家。”尤里说。

“英语 —— 属于我。”泰朵拉说。

“数学 —— 属于我。”米尔嘉说。

那么，我要这么说：

“学习，以及传授 —— 属于我。”

马上 4 月了。我们即将迈出走向新学期的脚步。

肯定有各种各样的问题在等待着我们。

但是现在，是休息的时间。

电车静静地在夜里奔跑。

带着沉睡的泰朵拉和尤里——

带着沉默交流的我跟米尔嘉——

电车静静地承载着梦。

我们的梦是继续这旅途。

没有尽头。

直到永远。
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哥德尔的理念是，

利用数学性论证，

研究数学性论证本身。

——《哥德尔、埃舍尔、巴赫 —— 集异璧之大成》[3]
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尾声

“老师？”少女走进办公室。

风从敞开的窗户中吹进来，带来了春天的气息。

“喔，怎么了？看你不在状态呀。”

“没没没，我好得很。不管什么难题都能瞬间答出来。”

“那么，我给你出道题吧。假设现在 A, B, C 这 3 个人分别戴着 3 顶帽子，帽子不是红色就是白色。”

“嗯嗯，然后呢？”

“3 个人都看不见自己帽子的颜色，但是能看到其他 2 个人的帽子是什么颜色。”

“就是猜自己帽子的颜色呗？”

“对。红色帽子有 3 顶，白色帽子有 2 顶。这里只拿出 3 顶来让 3 个人戴上，剩下的都藏起来。我们问 A‘你的帽子是什么颜色’后，A 回答说‘我不知道’。”

“……”少女的表情一下子认真了起来。

“在听吗？”

“听着呢，老师您继续说。”

“我们问 B‘你的帽子是什么颜色’后，B 也回答说‘我不知道’。”

“红色。”少女回答。

“诶？‘红色’指的是？”

“老师，C 的帽子是红色的吧？”少女坏坏地笑了。

“我刚说到一半呢……‘C 看到 A 和 B 的帽子都是红色，那么 C 的帽子是什么颜色呢？’”

“C 的帽子是红色的，对吧？”

“对的。为什么我刚说到一半你就知道答案了？”

“想想顺序就知道啦。”

　


	因为 A 回答说“我不知道”，所以 B 跟 C 这 2 个人里起码有 1 个是红色。

	这点 B 也明白。

	B 能看到 C，如果 C 的帽子是白色，那么 B 就会知道自己的帽子是红色。

	但是，B 说的却是“我不知道”。

	所以，C 的帽子是红色。



　

“噢噢。”

“也就是说，这时候，就算 C 闭着眼，也能知道自己的帽子是红色。”

“确实……是这样没错。”

“嘿嘿，厉害吧？——唉 ……”

“那你又在叹什么气？”

“我感觉自己一定是忘了什么，可是又忘了自己忘了什么……”

“是‘元失物’呀。原因应该是 —— 明天的毕业典礼吧。”

“呃……这么明显吗？真揪心。感觉我致辞时说到一半会哭出来。”

“身为在校生代表你怎么还这么不坚强啊？明天那帮毕业生可是要伴随着你的告别致辞奔赴前程的。”

“您别这么煽情嘛！我一直忍着眼泪呢。”

“没事儿，老师当学生那会儿也干过‘泪撒毕业典礼’这种事呢。”

“老师您也经历过这些呀？”

“那肯定的呀。”

“哦……那么，我拿张卡片回去喽！”少女伸出手。

“这张卡片如何？”

“‘问题和答案一模一样的问题是什么’？”

“没错。”

“答案就是‘问题和答案一模一样的问题是什么’吧，轻松！”

“别马上回答嘛。那么，换成这张卡片吧。”

“‘我们把由两个自然数构成的组合……’老师，这个好长啊。”

“研究课题就是要仔细琢磨的啊。”

“好好。那我回去啦！”

少女“咻咻”地挥舞着手指，离开了办公室。

毕业典礼啊……

这么说马上就要到那个季节了呢，办公室的窗边将会满是盛开的樱花。

来去了无数次的这个季节。

看起来一样，但并不是单调的循环。

而是一边循环一边上升的螺旋。

让我们在感受着循环和上升的同时，

展开翅膀，飞翔吧！

飞向更加遥远的远方——
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我们应该让那些“刚开始学习的学生们”明白，

……数学真的有多到令人吃惊的、简单却模糊的定理和关系。

……想来，数学的这条性质在某种意义上反映了世界的秩序和规则性。

世界非常伟大，我们单从表面观察到的无法与之相比。1


—— 哥德尔




1
 原书名为 Logical Dilemmas
 ，尚无中文版。—译者注



后记


所有的书都具备本质上的不可能性。

作家一旦克制住那份最初的兴奋，马上就会发现这点。

问题是结构性的，是不可能解决的。

因此，谁都没有写下这本书。

——安妮·狄拉德《写作生涯》1





1
 原书名为 The Writing Life
 ，尚无中文版。——译者注

　

我是作者结城浩。

不才拙笔，为各位献上《数学女孩 3：哥德尔不完备定理》一书。

本书是《数学女孩》（2007 年）及《数学女孩 2：费马大定理》（2008 年）2
 的续篇，属于《数学女孩》系列的第三部作品。出场人物包括“我”、米尔嘉、泰朵拉，还有“我”的表妹尤里。数学与青春的故事一如既往地围绕着他们四个人展开。


2
 此处年份均指日文原版书出版时间，并非译本出版时间。——译者注

在开始写作本书时，我自以为已经大概理解了哥德尔不完备定理。然而随着写作的推进，我发现自己的理解很不透彻。我想，那就只能踏踏实实地一步步学起。于是，我开始阅读数理逻辑学方面的教材。承蒙诸多贵人的相助，我花了大概一年的时间，总算写完了本书。如果您在本书中发现了数学知识方面的错误，还请与我联络，我将感到无比荣幸。

本书跟《数学女孩》系列的前两本一样，都使用 [image: ]
 和 Euler 字体（AMS Euler）排版。排版方面，多亏了奥村晴彦老师的《[image: ]
 精美文章制作入门》3
 一书，在这里对奥村晴彦老师深表感谢。版式绝大部分由大熊一弘老师（tDB 老师）设计，使用了用于制作初级数学印刷品的宏 emath，在这里也对大熊一弘老师深表感谢。此外，有几张图是用 METAPOST 及 Microsoft Visio 制作的。


3
 原书名为『LaTeX2ε美文書作成入門』，尚无中文版。——编者注

在写作本书时，漫画版的《数学女孩（上·下）》也经 MEDIA FACTORY 4
 出版了，感谢日坂水柯先生和编辑部的万木壮先生把《数学女孩》带到了更为广阔的世界。


4
 日本出版社，1986 年 12 月从 RECRUIT 股份有限公司的图书出版部门独立，1991 年 4 月更名为 MEDIA FACTORY。——译者注

另外，我还想对那些阅读我写作过程中完成的原稿，并发表宝贵意见的以下各位，以及匿名人士致以诚挚的谢意。不过，本书中若有错误，则均为我疏漏所致，以下人士不负任何责任。



五十岚龙也、上原隆平、冈田理斗、镜弘道、川岛稔哉、木原贵行、上泷佳代、相马理美、高田悠平、田崎晴明、荻原大希、花田启明、平井洋一、藤田博司、前原正英、松冈浩平、松木直德、松本考司、三宅亚弥、三宅喜义、村田贤太（mrkn）、山口健史、吉田有子




感谢各位读者，各位经常访问我的网站的朋友们，经常为我祈祷的基督教的朋友们。

感谢一直支持我写完本书的野泽喜美男总编。还要感谢无数喜爱《数学女孩》系列的读者，你们的鼓励对于我来说无比宝贵。

感谢我最爱的妻子和两个儿子。

谨以本书献给开创了惊人大道的哥德尔，以及所有的数学家。

最后，感谢一直把这篇后记读完的您。我们有缘再会吧。

　


结城浩



2009 年，深感由一本书传播和衍生的词汇之不可思议



http://www.hyuki.com/girl/
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如果你还没有明白，

那么就算全世界的人都说“明白了，很简单啊”，

你仍然要鼓起勇气说“不，我还不明白”。

这一点很重要。

——《数学女孩 3：哥德尔不完备定理》
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序言


我的前方本没有路，



我的身后是我踏出的路。


—— 高村光太郎《旅途》


我，想了解这个世界。

我，想了解我自己。

　　想了解世界的广阔。

　　想了解自己的深邃。

但实际上—我想被了解。

被世界，被她所了解。

但是我不明白。

我不明白我自己。

真的希望自己现在的样子被看到吗？

我想不明白这一点。

　　与少言寡语的红发少女，

　　邂逅在新的季节。

　　从那里诞生出新的谜题。

若要做出选择，只能有所放弃。

无限多条道路，只能选择一条。

　　过去已然确定，未来尚不可知。

　　位于它们的分界上的，是现在。

如果未来变成现在，只会留下一个时刻。

现在在前行中将不定的未来变成确定的过去。

　　选择，决定了前程。

　　选择，向未来前行。

即便无法理解，我也会选择。

即便无法理解，我也在活着。

一边选择，一边活着。

一边前行，一边开辟道路。

　　我的前方本没有路，

　　我的身后是我踏出的路。

我不知自己是否正确地了解了世界。

也不知自己是否正确地了解了自己。

但是，我今天仍在前行。

　　为了知晓无法知晓的明天。

　　为了解出未能解出的谜题。

一边期待着有你的未来 ——





第 1 章　绝不会输的赌博


我这是在哪儿？



这里是大陆还是小岛？



这里有没有人居住？



这里有没有野兽的威胁？



我，还什么都不知道。


——《鲁滨逊漂流记》


　

1.1　掷骰子

两个骰子

“我们来比赛吧，哥哥！”尤里叫我。

“好啊，今天比什么？”我回应道。

“我来出题，咱们认真地决一胜负吧！”



掷骰子比赛


爱丽丝和鲍勃各掷一次骰子，掷出点数更大的一方胜出。那么爱丽丝获胜的概率是多少呢？



正值四月，每天都是温暖惬意的日子。此刻我和尤里正在我的房间里。

表妹尤里住在我家附近，上初二 —— 啊不，从今年春天开始就上初三了。也许是从小就经常一起玩耍的原因，她都不叫我“表哥”，而是直接叫我“哥哥”。她扎着马尾辫，头发是栗色的，穿着薄毛衣和牛仔裤。

每逢休息日，尤里都会来我的房间玩。最近我们经常在一起思考数学，解数学题。

“呃……因为对称性 1
 ，爱丽丝获胜的概率不就是 [image: \frac{1}{2} ]
 请从这里开始您的旅程……嘛。”我回答说。


1
 对称性是说爱丽丝和鲍勃在比赛中的地位相同，谁也不比谁占优势，所以获胜的概率相同。但此处主人公大意遗漏了平局的情况，因此得出了错误的结论。―― 译者注

“错 —— 啦 —— ”尤里露出十分开心的表情。

“啊，不对。两个人—— ”

“你漏掉了两个人平局的情况。”尤里接过我的话。

“是我大意了。”我说道，“爱丽丝的骰子的点数有 6 种，与之相对应，鲍勃的骰子的点数也有 6 种。也就是说总共有 6 × 6 = 36 种情况。这 36 种情况中每一种情况发生的概率都相同。”

[image: ]


我看着点头的尤里，继续解释。

“36 种情况中，爱丽丝和鲍勃的点数相等的情况有 6 种，此时结果为平局。所以能分出胜负的情况就是 36 - 6 = 30 种。这 30 种情况中，一半，也就是 15 种情况下爱丽丝获胜，其余 15 种情况下鲍勃获胜。”
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“嗯嗯。”

“所以，爱丽丝获胜的概率就是这样的。”我接着说。

[image: ]


“这次答对啦。爱丽丝获胜的概率是 [image: \frac{5}{12} ]
 。哥哥，你漏掉了两个人平局的情况，没想到哥哥也会犯这种低级错误喵
 ～”尤里用猫语
 说道。

“我也会有失手的时候呀。”

“遇到复杂的问题应该‘用表格来想’，这可是哥哥你告诉我的。”
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爱丽丝和鲍勃掷骰子比赛的结果


“确实是这样啊。”竟然因疏忽大意而犯了低级错误，我有些不甘心。

“用图来表示 [image: \frac{15}{36}=\frac{5}{12} ]
 的话……看，就像这样。”
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“嗯……那该我出题了。”我的语气有点强势。

“真是的～你都高三了我才初三，别这么认真啊。”

1.2　抛硬币

1.2.1　两枚硬币



抛两枚硬币


爱丽丝抛出百元硬币和十元硬币 2
 各一枚后说：“两枚硬币中至少有一枚是正面的。”

此时，两枚硬币都是正面的概率是多少呢？




2
 这里的百元硬币和十元硬币指的是日本货币。日本货币中的硬币有 1 日元、5 日元、10 日元、50 日元、100 日元、500 日元六种面值。—— 译者注

“这还不简单。”尤里不假思索地回答。

“是吗？”

“我们已经知道至少有一枚硬币是正面的了，对吧？也就是说，两枚硬币是否都为正面，由另一枚硬币是否为正面决定。那么，概率不就是 [image: \frac{1}{2} ]
 嘛。”

“然而错了。概率为 [image: \frac{1}{2} ]
 是错的。”

“诶！？”尤里似乎打心眼里吃了一惊，“这不可能！”

“可能。”

“不可能！”

“分析概率问题时，要注意‘观察整体’。”

“绝对是 [image: \frac{1}{2} ]
 的嘛。”

“尤里，你在听吗？”

“听着呢，刚刚说要观察整体对吧？”

“对于这个问题，我们要解决的是百元硬币与十元硬币的正反面问题。”
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“这个 HH 是？”尤里问我。

“这个啊，H 表示正面，T 表示反面，它们分别对应英文 Head 和 Tail。Head 和 Tail 虽然是‘头’和‘尾’的意思，但是也能用来表示硬币的正面和反面。”

“哦哦，我才知道。”
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“抛出百元硬币和十元硬币时，发生 HH、HT、TH、TT 这四种情况的概率相同，对吧？”我问她。

“是的。但是 TT 这种情况是不可能的呀，不是已经知道有一枚硬币是正面了嘛。”尤里回答道。

“说得没错。因此，实际上只有 HH、HT、TH 这三种情况中的一种会发生。”
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“啊……”

“HH、HT、TH 这三种情况中每一种情况发生的概率都是 [image: \frac{1}{3} ]
 。其中，两枚硬币都是正面的情况只有 HH 一种。综上所述，所求的概率是 [image: \frac{1}{3} ]
 。”

“嗯嗯……”沉浸在思考中的尤里，栗色的头发闪耀着金色的光泽。

“正确答案是 [image: \frac{1}{3} ]
 。明白了吗？”

“哥哥，爱丽丝说了什么来着？”

“爱丽丝说‘两枚硬币中至少有一枚是正面的’。”

“我明白了！‘至少有一枚’才是关键。爱丽丝口中那枚正面的硬币，可能是百元硬币，也可能是十元硬币，有两种情况。”

“嗯，说得对。至少有一枚硬币为正面的情况有三种。其中两枚硬币都为正面的情况，只有 HH 一种。但是只有一枚硬币为正面的情况却有 HT 和 TH 两种。”

“原来如此啊。”

“刚才我也说过了，分析概率问题时一定要注意‘观察整体’。”

1.2.2　一枚硬币

“呜喵！”尤里猛地伸了个懒腰，“我玩腻了。我们抛真正的硬币来定胜负吧！借我一个百元硬币。”

尤里刚接过我递出的百元硬币，便用大拇指将其向上弹起。伴着清脆的声音，银色的硬币笔直地飞起又落下。尤里伸出左手背轻巧地接住硬币，随即用右手捂住。

“尤里，厉害呀。”

“要是正面就算我赢，反面的话哥哥就输了。”

“我明白了……嗯？等一下！”

“切……被你发现了吗？”

“肯定会发现的吧。要是按照你的规则，尤里你岂不是百分百获胜！”

“不啊，你看，硬币要是立起来的话就是哥哥胜！”

“喂喂！”我们相视而笑。

“嘿嘿……这回来真的啊。正面、反面，猜一个？”

尤里把捂住硬币的手“唰”地伸到我面前。

“反面吧。”我有点犹豫。

话音刚落，尤里就松开了手。
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“真可惜，是正面。”

“诶？这可是反面呀。印有年号的那一面是反面 3
 。”


3
 日本造币局规定：为方便起见，印有年号的一面为反面。

“诶诶诶？是这样吗？”

“所以说，是哥哥我赢了吧。”

“你耍赖。”尤里不服输地撅起嘴。
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“一点儿都没耍赖好吧？”

“我要给耍赖的哥哥出一个难题！”

这时，从厨房传来我妈妈的声音。

“孩子们，来吃点心啦。”

“来了 —— 哼，哥哥被拳击场的铃声救了呢。”

“哪有什么铃声……”

“这次先放你一马。”

尤里这样说着，轻快地跑出房间。呼……

我四肢无力，拖着脚步跟随尤里走向餐厅。

1.2.3　彩票的记忆

桌子上摆放着刚做好的装在盘子里的饼干，还有盛在马克杯中的汤。

“这是什么呀……”我闻了闻汤的味道说。

“我用新的香料开发出的新作品呀，想听听你们的评价。”妈妈露出得意的神色。

“这味道好奇怪啊。”

“好香啊。”尤里这样说道。

“尤里真是个乖孩子。”

“呜，这个味道实在是……”我尝了一小口，嘟囔着。

“真没礼貌！”妈妈抱怨着，“我可是每天都做饭的人。哪像你，前几天让你做个奶油炖菜，面粉都没搅拌开，最后全都结成疙瘩了。就你这个样子，还想对我做出来的东西指指点点吗？”

“说是让我做饭，实际上是把我强行拽到厨房吧。”我反驳道，“还有，刚才明明是您让我们说感想的……”

“你连把所有材料搅拌均匀这点小事都做不好。”妈妈无视了我的反驳，“对了，还有元旦的时候也是，让你照看煮豆子的锅，结果煮得太久，锅都被烧糊了。”

“当时我读书读得入迷，不知不觉就忘了要关火这回事……”

“哥哥，你快点学会做家务吧。”尤里说道，“不然尤里也放心不下你呀。”

“说什么呢？”啊啊真是的，对话变得越来越复杂。

“这孩子有在好好教你学习吗？”妈妈问尤里。“这孩子”指的是我。

“嗯，哥哥刚刚还给我讲了概率的问题。”尤里答道。

在这种时候，尤里总是显得聪明机灵，懂得对大人露出一张爽朗的笑脸。

“说到概率，车站前在卖‘春天的彩票’呢，我看到那里贴了一张大海报。”妈妈说。

“是写着‘本店诞生了一等奖！’的海报吧？”我说道。
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海报整体为手写风格，在“一等奖”三个字上面还加了“◎◎◎”这样的记号。

“那家店的中奖概率会不会比较高啊？”妈妈将信将疑。

“不，那是不可能的，妈。”我说，“可不要被‘诞生了一等奖’这种话迷惑了呀。”

“是这样的吗？可既然是中过奖的店，中奖的概率应该会高一点吧？”

“数学上没有这种说法。”

“但是，这家店也可能是被彩票女神眷顾了呀！”

“哎呀，妈……彩票是没有记忆力的啊。之前哪家店中了奖哪家店没中，彩票是不知道的。别上那种海报的当。”

“但是……”妈妈好像还没有想通。

“哥哥。”刚喝完汤的尤里说，

“海报上写的是‘本店诞生了一等奖’，对吧？”

“是的。”

“从数学的角度来看，海报上的说法也没什么不对吧。”

“此话怎讲？”不仅妈妈，怎么连尤里也这么说……

“就是……‘本店诞生了一等奖’这是事实吧，海报上也没写‘在本店买彩票会更容易中奖’啊，对吧？”

“……没错。”我无法否定，“这样一来，反而是购买彩票的人的错喽？是他们误会了海报的意思，是他们自作主张？这真是太狡猾了。”

“说的是呢。”

“有许多概率问题都与我们的直觉相悖。如果不仔细计算，很容易被欺骗。”

“先别在意那个了，快把汤喝了吧。”妈妈对我说。

1.3　蒙提霍尔问题

1.3.1　3 个信封

好不容易把汤都咽了下去，我才和尤里回到房间。

“说到概率，就不得不提到蒙提霍尔问题
 了。”我说。
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蒙提霍尔问题


主持人在桌子上摆好 3 个信封。


主持人
 ：“这 3 个信封中，有 1 个信封里装有礼品券，其余 2 个信封是空的。那么，你选哪一个呢？”
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你选择了 1 个信封并拿到手中。

正当你想要打开信封的时候，主持人示意你停下，然后这样说道。


主持人
 ：“我知道哪些信封是空的。作为提示，我将从桌子上剩下的 2 个信封当中选择 1 个打开。如果装有礼品券的信封还在桌子上，我就会打开另一个空的信封；如果桌子上的 2 个信封都是空的，我就会随机选取其中的 1 个打开。”

主持人从桌子上的 2 个信封中选取了 1 个打开。的确，那是个空信封。


主持人
 ：“现在你可以坚持你的选择，拿走最开始选取的信封，也可以和桌子上剩下的信封交换。你会怎样选择呢？”

你很想要礼品券。所以，是继续选择最开始拿到的信封好，还是和桌子上剩下的信封交换好呢？



“这是不可能遇到的场景喵。”尤里否定得毫不犹豫。

“不，这是在电视节目《一锤定音》4
 中实际出现过的场景。只不过，据说节目中使用的道具不是礼品券和空信封，而是轿车和山羊。”


4
 《一锤定音》（Let's Make a Deal
 ），斯蒂芬·豪托什（Stefan Hatos）和蒙提·霍尔（Monty Hall）于 1963 年创办的美国电视游戏节目，蒙提·霍尔在随后多年（1963 年至 1986 年，1991 年）都主持了该节目。—— 译者注

“山羊！山羊好棒喔。我好想要啊～”

“呃，山羊是猜错的那一种啊。”

“问题叫什么来着，好像是蒙提霍尔问题？”

“蒙提·霍尔是节目主持人的名字。”

“哦哦。对了哥哥，即便主持人打开了空信封，也不会发生最开始选择的信封里礼品券消失，或者突然出现了礼品券这种情况，对吧？”

“是的。”

“这样的话，交换信封什么的不就完全没有意义了吗……我明白了，这是个陷阱问题！虽然问题问的是‘你是继续选择最开始拿到的信封好，还是和桌子上剩下的信封交换好’，但是答案实际上是‘无论选哪一个，结果都是一样的’—— 哥哥是想抖这样一个机灵喵！”

“你真是深度解读了呢……那么尤里的答案是？”

“人家的答案是，不论是否交换，中奖的概率都一样！”

“错 —— 啦 —— ”我模仿着尤里的语气。

“诶？怎么会错呢？”

“正确答案是，与剩下的信封交换更好。”

“诶！交换会更好吗？”

“是这样的。”

“一定？”

“一定。只要列举出所有的情况就能明白啦。我们将 3 个信封分别命名为 A、B、C，用表格来想。猜中时用‘○’表示，猜错时用‘×’表示。”
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“嗯，确实是这样。”尤里点了点头。

“这 3 种情况发生的概率相等，都是 [image: \frac{1}{3} ]
 。”我接着说，“这 3 种情况各自对应的选择方法也有 3 种。我们重新列一个表吧，给我们选择的信封加上‘[　]’。”
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“原来如此喵～”

“一共有 3 × 3 = 9 种情况，每种情况发生的概率相等，都是 [image: \frac{1}{9} ]
 。接下来，如果开始的时候你选到了中奖的信封，主持人会从剩余的 2 个空信封中选择 1 个打开，对应 2 种情况。此时，概率 [image: \frac{1}{9} ]
 分为两份，每种情况各 [image: \frac{1}{18} ]
 。”

“嗯嗯……”

“若是一开始你选到了空信封，主持人只能选择剩下的 1 个空信封打开，这只有 1 种情况，概率保持 [image: \frac{1}{9} ]
 不变。因为有点难以理解，我们还是把它整理成表格。将一定会发生的概率 1，按 [image: 1\to\frac{1}{3}\to\frac{1}{9}\to\frac{1}{18} ]
 这样分解。”

[image: ]


“实在是麻烦喵～”尤里嘴上这么说着，脸却凑到笔记本前，全神贯注地看着我新列出的表格。“然后呢？”

“然后呀，‘[○]’表示当你一直持有最初的信封时中奖的情况。”

[image: ]


“看，和人家说的一样，抽中的概率确实是 [image: \frac{1}{3} ]
 吧。”

“同理，可以通过求所有‘[×]’的概率之和，来求得交换信封后抽中的概率。”

[image: ]


“……原来如此。”

“于是结果为

[image: ]


综上所述，交换信封是更好的选择，对吧？”

“嗯，道理是理解了……但是，总感觉理解得还不够透彻。”

尤里把两手叉在脑后，露出有些不满的表情。

“喔，也是啊。易于理解的讲法也有很多啦。比方说，我们假定信封的数目不是 3 个，而是 1 万个，装有礼品券的信封只是其中的 1 个。”

“说什么呢……哈哈哈哈。”没绷住脸的尤里一下子笑了出来。

[image: ]


“你从 1 万个信封中选择 1 个拿到手中，然后主持人在剩下的 9999 个信封中打开 9998 个空信封。此时，和剩下的信封交换更好，对吧？”

“那肯定是交换更好了。因为最开始选择的信封的中奖概率只有 [image: \frac{1}{10~000}]
 。想猜对几乎是不可能的啊。”

“是的。”我示意尤里接着说下去。

“剩下 9999 个信封，其中包含装有礼品券的信封的概率是 [image: \frac{9999}{10~000}]
 。接着，主持人一边注意装有礼品券的信封，一边将其余 9998 个信封接二连三地打开。猜错的概率是……人家也说不明白啦。”

“在不打开装有礼品券的信封的前提下，主持人打开了 9998 个信封。换句话说就是，将 9999 个信封中包含装有礼品券的信封的概率 [image: \frac{9999}{10~000}]
 ，浓缩进剩下的 1 个信封当中。”

“就像把豆子熬干那样？”尤里坏笑着说。

“……呃，就是那样。3 个信封时也可以用同样的方法思考。一开始选到中奖信封的概率为 [image: \frac{1}{3} ]
 。反过来说，桌子上有中奖信封的概率是 [image: \frac{2}{3} ]
 。主持人打开空信封，就相当于把桌子上有中奖信封的概率 [image: \frac{2}{3} ]
 ，熬干
 浓缩进剩下的 1 个信封里。”

“嗯～嗯～”尤里点着头，看来是理解了。

[image: ]


“因此，蒙提霍尔问题的本质是：


	选择手上的中奖概率为 [image: \frac{1}{3} ]
 的信封。或是，

	选择桌子上的中奖概率被熬干浓缩至 [image: \frac{2}{3} ]
 的信封。”



“你倒是最开始就这样讲啊。”

唉……

1.3.2　上帝视角

“话说回来，哥哥，‘用表格来想’真是个好办法。”

“嗯，是啊。‘用表格来想’也是为了‘观察全体’而采用的诸多方法中的一种。可以说是‘上帝视角’吧。”

“上帝视角？上帝什么都能看到吗？连未来也能？”

“不是说上帝是全知全能的嘛，应该能看到吧。”

“那么，尤里是否会解这道题、将来会跟谁结婚、什么时候会死，上帝也全都能看到喽？”

“也许吧，上帝连尤里在家有没有好好学习都会知道。”

“呜 —— ”

“初三正是要中考的年级。”我指着尤里说道。

“啊，真是的，别让我想起不开心的事儿啊……看我反击！哥哥你作为高三学生，正处在要高考的年级。”尤里反过来指着我说。

“呜哇。”我夸张地叫了一声……实际上，也确实被戳到了痛处。

“中考倒是无所谓啦。”尤里说着，“遗憾的是，就要和米尔嘉大人还有哥哥分开了，你们要毕业了。”

“还有泰朵拉在呢。”

“说的也是。不过，那时泰朵拉也要上高三了。”

“能找到可以畅谈自己所思所想的伙伴是非常可贵的。”

“……嗯，可以畅谈自己所思所想的伙伴……”

尤里突然陷入了沉默。

嗯，确实是这样。

能找到可以畅谈自己所思所想的伙伴非常可贵。

因为与她们相遇，我的日常生活发生了翻天覆地的变化。

踏入高中之前，我从未想过会这样度过每一天。

对我来说，可以畅谈所思所想的伙伴，便是可以畅谈数学的伙伴吧。

与米尔嘉邂逅在高一的春天。

与泰朵拉相遇在高二的春天。

我不知道未来会怎样。

也不知道明天会发生什么。

“对了，哥哥……”

“嗯？”

“我有些事情想问你……”

尤里一边用手指绕着头发，一边吞吞吐吐地说。这情景实属罕见。

“怎么啦？突然这个样子。”

“mamome·momiimyan·myaa……”

“你念的是什么奇怪的咒语呀。”

“哥哥……”

“嗯？”

“你……被亲过吗？”

　

　


如果一个立方体的所有面都是完全相同的，



我们还怎么能说出哪一个面会朝上呢？


——《具体数学：计算机科学基础（第 2 版）》
 [8]






第 2 章　积跬步，致千里


我做的第一件事情，



是查看什么东西被糟蹋了，



什么东西没有被损坏。


——《鲁滨逊漂流记》


　

2.1　高中

2.1.1　泰朵拉

“学长！”

我回头望向这响亮又清脆的声音的源头。

这里是我就读的高中，现在已经放学，我走在墙面写有“肃静”的走廊的正中间。

“泰朵拉，声音太大了。”我提醒道。

泰朵拉上高二，是比我低一年级的学妹。她身材娇小、充满活力，非常可爱。就是有时候会活跃得过了头，显得冒冒失失的。

“啊，是哦，抱歉。”她不好意思地抓了抓自己的短发。和平时一样的交谈，和平时一样的泰朵拉，和平时一样的 —— 啊不对，在她的身后，站着一位素未谋面的红发少女。

红色的头发。

我的视线瞬间被她的头发吸引，它像火焰一样红，长度刚好及肩。发型简单利落没有过分修饰，给人一种野生动物的感觉。

“学长，这位是今年刚入学的理纱。”泰朵拉说道。

哦哦，原来是四月份 1
 刚入学的新生呀。


1
 日本四月、九月开学，其中四月为升学季。—— 译者注

那就比泰朵拉还低一级，是学妹的学妹。嗯……泰朵拉总给人一种“永远都是一年级”的印象，两人站在一起，有种说不出来的违和感。

面对泰朵拉的介绍，红发新生毫无反应，没有露出微笑，也没有点头。面孔虽然俊俏却毫无表情。她没有戴眼镜。我看着她心想：真是个奇怪的女生。

“请多关照。”我冲她打招呼，“你的名字是？”

红发少女依旧面无表情，用微微沙哑的声音回答道：

“双仓理纱。”

2.1.2　理纱

图书室。

理纱、泰朵拉，还有我，我们三人并排坐着。理纱面对着轻薄型的笔记本电脑，手指在键盘上敲打个不停。她的电脑有着鲜红的外壳，像是为了搭配自己的红发而特意挑选的。理纱自始至终一言不发，即便泰朵拉“嗨！”地上去搭话，她也只是朝这边看一眼，马上又把头转向屏幕，其间敲打键盘的手指也没有停歇。不看屏幕也可以继续打字，真厉害呀。

“话说回来，‘双仓’是‘双仓图书馆’的‘双仓’吗？”我问理纱。

理纱默不作声地点了点头。

“就是那个‘双仓’！”回答我的是泰朵拉，“理纱可是那个双仓图书馆的双仓博士家的大小姐呀。”

“是这样啊。”我说着又重新开始打量理纱，但理纱并没有理睬我们，只是继续着她和电脑的对话。话题依然没有展开，尴尬的沉默弥漫在空气中。

“……对了，上高二的心情是怎样的？”我问泰朵拉。

“嗯……想在新的学期，开始一个新的计划！”泰朵拉“唰”地握紧双拳。

“新的计划？”

“嗯，我决定开始学习算法
 了。”

“算法？”我向泰朵拉确认，“算法，好像是指计算机进行运算的步骤来着？”

“嗯，是的。算法指的是为了通过输入
 求得需要的输出
 而制定的明确的步骤
 。这个步骤在大多数情况下是由‘计算机先生’通过程序运行的。”

泰朵拉兴致勃勃地继续解释。

“算法有以下几个特征：有输入、有输出、步骤明确。还有……还有……诶？抱歉，应该还有两个特征来着，我忘记了……总、总之，算法最重要的就是有明确的步骤。”

“这样啊。”我不是很了解算法，虽然读过几本与程序相关的书，但都不太对我的胃口，“所以，你要学习算法喽？”

“是的，其实之前就已经学习过一些程序相关的知识了，然后前几天村木老师问我要不要试着接触算法，他还给了我‘顺序查找’的卡片呢。”

“顺序查找？”

我顺口一问，泰朵拉就调皮地笑了出来。

“原来我也有被学长请教的时候呀。顺序查找是……”

2.1.3　顺序查找

顺序查找是查找算法中的一种，可以按顺序查找数列中是否存在特定的数。呃……虽然能查找的东西并不局限于数，但为了说明方便，这里我们来进行数的查找。

嗯，现在我来举个例子，比如说有这样一个数列。

[image: {31,41,59,26,53\}]


在这 5 个数中……就假设我们要查找 26 这个数吧。要是由人来查找，只要看一眼就能够找到 26。但是计算机先生只能一个一个地检查。顺序查找指的就是“从第一个开始按顺序来查找”这样一种算法。

遵循顺序查找算法来查找 26 的情形是这样的。

[image: ]


◎　　◎　　◎

“但是，这不是一目了然的嘛。”我说。

“没错，我一开始也是这么认为的。但是 —— ”说到这，泰朵拉噗嗤一声笑了出来，“我们要从理所当然的地方开始思考问题……对吧？”

“……说得对。”

　　“我们要从理所当然的地方开始思考问题。”

这是我曾对泰朵拉说过的话，她记得真牢啊。

以前总是我给泰朵拉学妹讲课、回答数学疑问、协助解数学题。但是今天反了过来，我向泰朵拉请教，这让我有种新鲜的感觉。

“比如说，我们有 100 万个数。”泰朵拉像喷泉那样将双手“哗”地打开，“要是有那么多的数，即使是按顺序一个个检查这种简单的工作，人类也只能束手无策。但是，只要将算法转化为程序并输入到计算机中，计算机先生就能胜任这份工作。”

“诶……泰朵拉你学得好认真呐。说起来，泰朵拉你说过想从事计算机相关的工作呢 —— 不过，我对算法的印象还是很模糊呀。”我说。

“那我们把顺序查找算法好好地总结归纳一下……”

泰朵拉一边说着，一边拿出一张卡片。



顺序查找算法（输入与输出）



输入



	数列 [image: A={A[1],A[2],A[3],\cdots,A[n]\}]


	数列的大小 [image: n]


	要查找的数 [image: v]




　


输出


在 [image: A]
 中找到与 [image: v]
 相同的数时，

　　输出“能找到”。

在 [image: A]
 中未找到与 [image: v]
 相同的数时，

　　输出“无法找到”。



“我们进行顺序查找时……”泰朵拉解释说，“只要提供 [image: n]
 个数组成的数列 [image: A={A[1],A[2],A[3],\cdots,A[n]\}]
 以及数 [image: v]
 ，便可以利用顺序查找算法从数列 [image: A]
 中找出 [image: v]
 。也就是说，输入是 [image: A]
 、[image: n]
 还有 [image: v]
 。”

“嗯嗯。”我点点头，紧接着问道，“[image: A[1]]
 ，指的就是 [image: A_1]
 吗？”

“是的，没错。在这里代替数学上

[image: A_1,A_2,A_3,\cdots,A_n]


的写法，改用

[image: A[1],A[2],A[3],\cdots,A[n]]


这样的写法。[image: A[1]]
 表示数列 [image: A]
 中的第 1 个数。”

“嗯，我明白了。”我说。

“向顺序查找算法中输入数列 [image: A]
 、数列大小 [image: n]
 ，以及要寻找的数 [image: v]
 。接下来……如果算法在 [image: A]
 中发现了与 [image: v]
 相等的数，则输出‘能找到’，未能发现时则输出‘无法找到’。也就是说，输出是‘能找到’或者‘无法找到’。”

“原来如此。输出是表示算法运算的结果呀。”

“嗯，是的。因此，顺序查找算法的流程 2
 就可以像这样表示。”


2
 流程，在程序设计语言中也叫“过程”“函数”或“方法”。—— 译者注

泰朵拉又拿出一张卡片。



顺序查找算法（流程）


[image: ]




“这里使用伪代码
 表示算法的流程。”

“伪代码？”

“嗯。伪代码不是真正的代码，而是一种形似程序的语言，英文是 pseudocode。虽然计算机先生不能直接运行这种用伪代码表示的流程，但是用伪代码就可以以程序的形式表示算法了。”

“哦？”

“村木老师说‘不同的书表示算法的方法千差万别，但无论哪一种表示方法，都必须能明确表示出从输入到输出的各个步骤。’”

“原来如此……那么，这就是顺序查找算法了吧。”

“是的。用一句话来表示顺序查找算法就是‘按照 [image: A[1],A[2],A[3],\cdots,A[n]]
 的顺序判断是否有与 [image: v]
 相等的元素’。”

“从行 L1 开始看这个流程对吧？”

“嗯嗯。”泰朵拉不住地微微点头，并接着说道，“老师是这样说的，‘请运行行 L1 至行 L10 的各个步骤’。”

“运行……？”

泰朵拉重新看了看笔记本，慢慢地继续话题。

“嗯，按照村木老师的说法，先想象自己变成了计算机先生，然后再去运行代码会更好。


	大喊‘我是计算机’

	想象自己被给予了算法与输入

	然后，按照流程笨拙、踏实地一步一步运行



不得不说这很麻烦，但据说这样是理解算法最快的方法。”

“是吗……”

“我要试试老师说的，我特别喜欢这种毅力定胜负的比拼。接下来，人家要变成计算机了！”

“真是台干劲十足的计算机呀。”我说道。

“泰朵拉计算机，启动。”理纱轻轻说道。

2.1.4　逐行调试

从现在开始，我们要利用一个测试用例 —— 具体的输入 —— 来一步一步地运行顺序查找算法的流程，这叫作逐行调试该算法。逐行调试的英文为 walk through，也就是“一步一步运行”的意思。

测试用例如下，算法的输入为：

[image: \begin{cases}A={31,41,59,26,53\}\\n=5\\v=26\end{cases}]


也就是从

[image: A[1]=31,A[2]=41,A[3]=59,A[4]=26,A[5]=53]


这 5 个数中通过顺序查找算法来查找 26 这个数。

　

　　从行 L1 开始运行顺序查找算法的流程。

[image: \underline{\textcircled{1}~{\rm L1}:\mathbf{precedure}~{\rm LINEAR-SEARCH}(A,n,v)}]


　　这一行的意思是：名为 LINEAR-SEARCH 的流程
 即将开始。流程用英语表示为 procedure。此外，这一行还表示该流程被给予了输入 [image: A]
 、[image: n]
 和 [image: v]
 。

　　接着运行下一行 L2。

[image: \underline{\textcircled{2}~{\rm L2}:k\leftarrow 1}]


　　在这一行，我们将变量 [image: k]
 赋值
 为 1。运行这一行后，变量 [image: k]
 的值变为 1。

　　　　变量 [image: k]
 表示我们正在注视数列中的第 [image: k]
 个数。

　　接着运行下一行 L3。

[image: \underline{\textcircled{3}~{\rm L3}:\mathbf{while}~k\leqslant n~\mathbf{do}}]


　　在这一行，我们将判断循环
 的条件。关键字 [image: \mathbf{while}]
 表示，在满足条件期间，循环运行从 [image: \mathbf{while}]
 至 [image: \mathbf{end-while}]
 的各行。此处的条件为“[image: k\leqslant n]
 ”。

　　　　因为变量 [image: n]
 表示数列的大小，所以条件 [image: k\leqslant n]
 表示“将注视的位置限定在数列的范围内”。严格来说条件应该为 [image: 1\leqslant k\leqslant n]
 ，但因为变量 [image: k]
 从 1 开始增加，所以只要将 [image: k]
 的上限设为 [image: n]
 即可。

　　此时，因为 [image: k=1,n=5]
 ，所以满足条件 [image: k\leqslant n]
 。

　　因为满足条件，接着运行下一行 L4。

[image: \underline{\textcircled{4}~{\rm L4}:\mathbf{if}~A[k]=v~\mathbf{then}}]


　　在这一行，我们将判断条件。关键字 [image: \mathbf{if}]
 表示，只有满足条件时，流程才会运行从 [image: \mathbf{if}]
 至 [image: \mathbf{end-if}]
 的各行。此处的条件为 [image: A[k]=v]
 。

　　　　条件 [image: A[k]=v]
 表示“正在注视的数与要查找的数相等”。

因为此时 [image: k=1]
 ，根据输入的数列得出 [image: A[k]=A[1]=31]
 ，即 [image: A[k]=31]
 ，而 [image: v=26]
 ，不满足条件 [image: A[k]=v]
 。

　　　　数列的第 1 个数并不是我们想要查找的数。

　　因为不满足条件，所以直到 [image: \mathbf{end-if}]
 的所有行都要跳过。

　　这样，我们“嘣”地就跳到了行 L7。

[image: \underline{\textcircled{5}~{\rm L7}:k\leftarrow k+1}]


　　在这一行，我们将式子 [image: k+1]
 赋值给变量 [image: k]
 。当前 [image: k=1]
 ，因此式子 [image: k+1]
 的值为 2，变量 [image: k]
 的值由 1 变为 2。

　　　　这样，我们注视的位置就向后移动了一位。

　　接着运行下一行 L8。

[image: \underline{\textcircled{6}~{\rm L8}:\mathbf{end-while}}]


　　这一行的 [image: \mathbf{end-while}]
 与行 L3 的 [image: \mathbf{while}]
 相对应。

　　现在返回至行 L3。

◎　　◎　　◎

“泰朵拉，你真是用心学习了啊。”我佩服地说。

“有、有吗……”泰朵拉支支吾吾，脸红红的。

“你穿插着解释了形式和含义，也就是程序字面上的意思和算法的思想，这样的讲解方式非常有趣。”

“啊……”面对突如其来的夸奖，泰朵拉好像不知道说什么好。

“但是，还是觉得好麻烦啊。”我一边说，一边看着泰朵拉的笔记本，上面详细记录着伪代码的说明。

“确实呢。不过只要下定决心，一边记录变量的值，一边按部就班地运行，也没有那么麻烦啦……”

“Continue。”理纱说。

◎　　◎　　◎

[image: \underline{\textcircled{7}~{\rm L3}:\mathbf{while}~k\leqslant n~\mathbf{do}}]


　　回到行 L3，重新判断循环条件。

　　现在，因为 [image: k=2,n=5]
 ，所以满足条件 [image: k\leqslant n]
 。

　　接着运行下一行 L4。

[image: \underline{\textcircled{8}~{\rm L4}:\mathbf{if}~A[k]=v~\mathbf{then}}]


　　再一次判断条件，现在变量 [image: k]
 的值等于 2，不满足条件 [image: A[k]=v]
 ，因为此时 [image: A[2]]
 作为输入其值为 41，而 [image: v]
 的值为 26。

　　　　数列的第 2 个数也不是我们想要查找的数。

　　因此，我们跳过行 L5 和行 L6，直接转到行 L7。

[image: \underline{\textcircled{9}~{\rm L7}:k\leftarrow k+1}]


　　变量 [image: k]
 的值再次增加 1，现在变量 [image: k]
 的值变为 3。

　　接着运行下一行 L8。

[image: \underline{\textcircled{10}~{\rm L8}:\mathbf{end-while}}]


　　再一次回到行 L3。

◎　　◎　　◎

“重复做同一件事情呢。”我说。

“嗯。”泰朵拉接着说，“但是 [image: k]
 的值增加了吧。”

“Continue。”理纱的语气毫无起伏。

◎　　◎　　◎

[image: \underline{\textcircled{11}~{\rm L3}:\mathbf{while}~k\leqslant n~\mathbf{do}}]


　　现在，因为 [image: k=3,n=5]
 ，所以满足条件 [image: k\leqslant n]
 。

　　接着运行下一行 L4。

[image: \underline{\textcircled{12}~{\rm L4}:\mathbf{if}~A[k]=v~\mathbf{then}}]


　　现在 [image: k=3]
 ，不满足条件 [image: A[k]=v]
 ，因为此时 [image: A[3]]
 作为输入其值为 59，而 [image: v]
 的值为 26。

　　跳转至行 L7。

[image: \underline{\textcircled{13}~{\rm L7}:k\leftarrow k+1}]


　　变量 [image: k]
 的值变为 4。

　　接着运行下一行 L8。

[image: \underline{\textcircled{14}~{\rm L8}:\mathbf{end-while}}]


　　再一次回到行 L3。

◎　　◎　　◎

“还在重复做同一件事情呢。”我说。

“嗯。”泰朵拉接着说，“但是，[image: k]
 的值在增加啊。”

“Continue。”理纱的语气依旧毫无起伏。

◎　　◎　　◎

[image: \underline{\textcircled{15}~{\rm L3}:\mathbf{while}~k\leqslant n~\mathbf{do}}]


　　现在 [image: k=4]
 ，满足条件 [image: k\leqslant n]
 。

　　接着运行下一行 L4。

[image: \underline{\textcircled{16}~{\rm L4}:\mathbf{if}~A[k]=v~\mathbf{then}}]


　　现在 [image: k=4]
 ，条件 [image: A[k]=v]
 成立
 ！因为 [image: A[4]]
 的值与 26 相等，我们终于满足了 [image: \mathbf{if}]
 的条件。

　　向行 L5 前进。

[image: \underline{\textcircled{17}~{\rm L5}:\mathbf{return}}]
 “能找到”


　　[image: \mathbf{return}]
 是表示本流程输出的关键字。我们将运行结果设置为“能找到”，然后跳转至行 L10：[image: \mathbf{end-procedure}]
 。

[image: \underline{\textcircled{18}~{\rm L10}:\mathbf{end-procedure}}]


　　至此，LINEAR-SEARCH 流程结束。

好，就像这样，经过从 [image: \textcircled{1} ]
 到 [image: \textcircled{18} ]
 总共 18 个步骤，算法运行完成。由输入的值 [image: A={31,41,59,26,53\},n=5,v=26]
 得到的输出为“能找到”。

◎　　◎　　◎

“真是辛苦啊。”我说。

“呼……是啊。”泰朵拉说，“仅仅是为了判断‘在 [image: {31,41,59,26,53\}]
 中是否存在 26’，就要下这么一番工夫，变量 [image: k]
 的值也在流程运行过程中改变了很多次，真是烦琐。”

“那么具体的动作是怎样的呢？”

“嗯，现在我们按逐行调试时的运行顺序给各行标上序号，就像这样。这便是旅行的足迹，对吧！”

[image: ]



逐行调试顺序查找算法


（输入为 [image: A={31,41,59,26,53\},n=5,v=26]
 ）

“原来如此……”

“计算机先生真厉害！无论重复多少遍相似的工作也不会厌倦。”

“呃，其实我觉得泰朵拉你的毅力也很值得钦佩。”我说。

“泰朵拉计算机。”理纱说。

2.1.5　顺序查找算法分析

“话说回来……村木老师是不是想让你把这个当作研究课题呢？”

“啊！说得对呀！”泰朵拉迅速回应了我的疑问。

村木老师经常给我们卡片。卡片上有时会有“请求解 ○○”这样的问题，但大多数卡片上写的不是问题，而是数学相关的素材。老师的意思是让我们自由思考，去发现有趣的性质。这和课堂作业里出现的试题完全不同，我们在卡片的引导下自己出题，自己解题。

我从高一开始就一直和村木老师进行着这样的交流，久而久之养成了自己动手动脑解决问题的习惯 —— 不只是解决现有问题，还会尝试自己出题。

但是泰朵拉这次给我讲解的卡片与以往都不同，我完全找不到数学素材，只能找到像 [image: k\leqslant n]
 和 [image: A[k]=v]
 这种简单的数学公式而已。

“那个……”我问泰朵拉，“我已经明白了顺序查找算法，可接下来要做什么呢？这张卡片能让我们提出怎样的问题呢？”

我无意识地望向理纱那边。在我和泰朵拉谈话的过程中，她的手一直没有离开键盘，灵巧的手指在键盘上飞舞。

“嗯……”泰朵拉眨着水灵的眼睛，“我们试着提高算法的运行速度怎么样？算法的目的是得到输出，速度当然是越快越好。”

“原来如此。”我点着头，“但是泰朵拉……顺序查找算法就是从数列的第 1 个数开始按顺序比较的方法，我们真的能让它运行得更快吗？而且怎样才能测出写在纸上的步骤的运行速度呢？”

“啊，说的也是呢……”泰朵拉小声嘟囔着。

“运行次数。”理纱说。

我和泰朵拉看向理纱，而理纱转过脸，没有表情地看着我们，敲键盘的手指依然没有停歇。

“运行次数……是什么？”我问理纱。

“按行计算。”

红发少女继续敲打着键盘。理纱的言语细微处混杂着些沙哑的音色，但不会让人觉得不舒服，反而有一种富有质感的魅力。她略带沙哑的嗓音，让我对她所说的一字一句都感到印象深刻。

“是指可以按行计算出运行次数么？”泰朵拉说，“嗯……因为刚才 [image: \mathbf{end-procedure}]
 的标号是 [image: \textcircled{18} ]
 ，一共运行了 18 步，运行步数
 为 18。”

“但是，18 这个结果仅局限于刚才的测试用例，对吧。”

“什么意思？”

“看，根据输入的不同，在数列 [image: A]
 中存在可以查找到 [image: v]
 的情况，也存在查找不到 [image: v]
 的情况。可以查找到的情况又分为：在数列前端找到，在数列末端找到。这么多的情况，我们没有办法明确分出来呀。”

“啊……”

“而且，输入中的 [image: n]
 也是一样。就像泰朵拉刚才说的那样，[image: n]
 可能等于好几百万，再加上数列中未必存在 [image: v]
 ，这么多情况下的运行步数我们怎么数得过来呢。”

“说、说的也是……”

2.1.6　顺序查找算法分析（能找到 [image: \boldsymbol{v}]
 的情况）

理纱默不作声地将电脑转向我们，屏幕上显示着如下所示的伪代码，每一行都标着用 1 或 [image: M]
 表示的运行次数。

[image: ]



能找到 [image: \boldsymbol{v}]
 时顺序查找算法的运行次数


“[image: M]
 是什么？”泰朵拉问理纱。

“[image: v]
 的位置。”理纱简洁地回答。

“原来如此。”我看着整理好的算法说道，“原来是标注了从 L1 到 L10 每一行各自运行的次数啊……”

是啊！

在数学上经常应用这个方法啊。如果存在多种情况无法确定循环次数，用变量来表示就好了呀。导入变量 [image: M]
 也就是

　　通过导入变量进行一般化。

“但是接下来该怎么做呢？”泰朵拉问。

“只要将各行的运行次数求和，不就可以求得整体的运行步数了嘛！”我说，“这个式子应该含有变量 [image: M]
 。”

能找到 [image: v]
 时顺序查找算法的运行步数

[image: \begin{aligned}&={\rm L1+L2+L3+L4+L5+L6+L7+L8+L9+L10}\\&=1+1+M+M+1+0+(M-1)+(M-1)+0+1\\&=M+M+M+M+1+1+1+1-1-1\\&=4M+2\end{aligned}]


“也就是说，在能找到 [image: v]
 的情况下，只要运行 [image: 4M+2]
 步就可以得到输出！”泰朵拉说。

“没错。比如说，泰朵拉提到的测试用例要查找 26，这时……”

“我来我来！我来算！”泰朵拉一下子提高了音量，“验算
 ，对吧！”

“嗯，没错。”我和泰朵拉都清楚，推导出普遍公式后应该做的事情 —— 用具体的例子验算。

“在刚才的测试用例 [image: {31,~41,~59,~26,~53\}]
 中，我们已经验证了能找到 26 这个数。26 为数列中第 4 个数，所以 [image: M=4]
 。”

[image: ]


“哦哦。”

“不出所料，结果为运行 [image: 4M+2=18]
 步后流程结束吧。”

“嗯，这样就求出了：在能找到 [image: v]
 的情况下流程的运行步数为 [image: 4M+2]
 。那么下一个问题自然是，在数列中—— ”

“无法找到 [image: v]
 的情况下，流程的运行步数是多少？”

泰朵拉接着我的话说道。



问题 2-1（顺序查找算法的运行步数）


在数列 [image: A={A[1],A[2],A[3],\cdots,A[n]\}]
 中无法找到 [image: v]
 时，顺序查找算法的运行步数是多少呢？



2.1.7　顺序查找算法分析（无法找到 [image: \boldsymbol{v}]
 的情况）

理纱再一次将电脑屏幕转向我们。

[image: ]



无法找到 [image: \boldsymbol{v}]
 时顺序查找算法的运行次数


“啊，这次没出现 [image: M]
 呢。”泰朵拉说。

“这个……各行的运行次数正确吗？”

我思考着。

显而易见，行 L1 与行 L2　的运行次数是一次。

但是，行 L3 的运行次数真的是 [image: n+1]
 次吗？不应该是 [image: n]
 次吗？—— 不不，确实是 [image: n+1]
 次。因为首先在 [image: k\leqslant n]
 成立的情况下，[image: k]
 能取到 [image: 1,2,3,\cdots,n]
 ，一共要运行 [image: n]
 次。接着，在 [image: k\leqslant n]
 不成立的情况下还有 [image: k=n+1]
 时的 1 次。相加得 [image: n+1]
 次，这就是行 L3 的运行次数 —— 理纱脑筋转得真快啊。

“L3 = L2 + L8。”理纱说。

这是什么意思……算了，接着往下看吧。

行 L4 呢？在找不到 [image: v]
 的情况下，必须比较从 [image: A[1]]
 到 [image: A[n]]
 的 [image: n]
 个数。因为比较操作要在行 L4 进行，所以这一行的运行次数为 [image: n]
 次，的确合情合理。

行 L5 的话……嗯，因为没有输出“能找到”，所以行 L5 和行 L6 的运行次数都是 0 次。

行 L7 和行 L8 的运行次数与行 L4 的运行次数相等，都是 [image: n]
 次。

行 L9 则一目了然。因为输出“无法找到”后流程结束，所以行 L9 和行 L10 的运行次数都是 1 次。

嗯，全部正确。

泰朵拉开始在纸上计算。

无法找到 [image: v]
 时顺序查找算法的运行步数

[image: \begin{aligned}&={\rm L1+L2+L3+L4+L5+L6+L7+L8+L9+L10}\\&=1+1+(n+1)+n+0+0+n+n+1+1\\&=n+n+n+n+1+1+1+1+1\\&=4n+5\end{aligned}]


“这样就完成了分情况讨论，对吧？”泰朵拉总结道。

[image: ]


原来如此。用数学公式表示会让人心里踏实呢……是啊，只要能像这样用数学公式来表示运行步数，就可以利用思考数学问题的方法去思考计算机问题了。我曾一度认为计算机和程序与数学毫不相关，现在看来未必是那样的。



解答 2-1（顺序查找算法的运行步数）


在数列 [image: A={A[1],A[2],A[3],\cdots,A[n]\}]
 中无法找到 [image: n]
 时，顺序查找算法的运行步数是 [image: 4n+5]
 。



2.2　算法分析

2.2.1　米尔嘉

“呀！”

一直保持高冷，不停敲打键盘的理纱突然像小狗一样发出了可爱的叫声。

紧接着传来干净清澈的声音。

“理纱，好久不见。”

少女的长发乌黑亮丽。

身材高挑修长。

脸上架着金属框眼镜。

指尖像指挥家一样挥动着。

那是聪明机敏又健谈的数学少女 —— 米尔嘉。

米尔嘉是我的同班同学。自高中入学时那个“樱花树下的邂逅”3
 以来，我们便一同学习。话虽如此，我完全琢磨不透她的数学功底到底有多深厚。


3
 见《数学女孩》1.1 节。—— 译者注

她懂得很多，是一位靠得住的队长，领导我们在名为数学的旅途上前进。但她的魅力远不止于此。

我……

我看着米尔嘉，心里有些难受。

无论是我，还是她，都已经高三了。这是我们在高中的最后一年。

米尔嘉毕业后……算了，还是别去想了。

“快停下啦。”理纱说。

米尔嘉站在那里，用手来回揉理纱的头发，理纱的头发已经变得乱蓬蓬的。

“快停下，米尔嘉学姐。”理纱拨开米尔嘉的手，稍微清了下嗓子。

“啊，米尔嘉，这位是小理纱。”泰朵拉说。

“不要加‘小’。”理纱又摆回一张扑克脸。

“我知道的。”米尔嘉说，“理纱是双仓博士的女儿。”

2.2.2　算法分析

“嗯……算法分析吗？”

米尔嘉从理纱身后探出头来，看着屏幕。

理纱无声地点头。

“求解算法的运行步数……”米尔嘉一边环视着我们一边说，“它的确是算法分析的第一步。但是……”

理纱抬起头。

米尔嘉顿了顿，继续说道。

“但是，用它来求解算法的运行时间，必须要明确前提条件。为了能根据运行步数来判断算法的速度，前提条件中必须给出运行每一步要花费的时间。否则怎么谈论速度快慢都没有意义。”

原来如此，的确是这样。

“这是为了确定计算模型。”米尔嘉继续说明，“在理纱使用的计算模型中，运行各行所消耗的时间都相等。也就是说，前提条件为：无论是‘[image: k\leftarrow 1]
 ’还是‘[image: \mathbf{if}~A[k]=v~\mathbf{then}]
 ’，其所花费的时间都相等。这个计算模型虽然简单，但却很实用。”

“计算模型……”我小声嘀咕。

“米尔嘉学姐！”泰朵拉提了提音量，“话说回来，您清楚算法的特征吗？有输入、有输出、步骤明确，还有两个是……”

“输入、输出、确定性、可行性、有穷性。”米尔嘉立刻回答道，“不过，也存在没有输入的情况。”

“确定性指的是步骤有明确定义是吧。可行性指的是？”

“可行性指的是该算法的操作 4
 可以实际运行。”


4
 直译是“步骤”，此处按照计算机教材的用法写作“操作”。—— 译者注

“哦哦……那么有穷性是？”

“有穷性指的是算法的运行时间是有限的。”

“原来如此。输入、输出、确定性、可行性、有穷性……”泰朵拉记在了笔记本上。

2.2.3　不同情况的归纳

米尔嘉重新检查泰朵拉的笔记本。

[image: ]


“嗯……”

“我们通过分情况讨论求得了运行步数！”泰朵拉说。

听了泰朵拉的说明，米尔嘉轻轻合上眼睛。这时大家也都安静下来，连容易冒冒失失的泰朵拉也不出声地看着米尔嘉，而理纱 —— 从一开始就很安静。过了一会儿，米尔嘉左右摆动着食指睁开眼睛。

“在这里 —— ”不知为什么，米尔嘉好像很开心，“在这里，你们分情况分析了顺序查找算法。将情况分为在数列 [image: A]
 中能找到 [image: v]
 的情况，以及在数列 [image: A]
 中无法找到 [image: v]
 的情况。这没有问题。但是，我们可以将这两种情况归纳
 为一种情况。”

“将两种情况……归纳？”我有些疑惑。

泰朵拉见缝插针地举手。即便对方就在眼前，她也会举手提问。

“请、请问，归纳指的是归纳能找到 [image: v]
 的情况与无法找到 [image: v]
 的情况吗？”

“对。”米尔嘉说。

“但是，这两种情况下的输出也不一样，即便说要归纳也……”泰朵拉一边看着笔记本一边说。

“正因为无法归纳，才要分情况讨论的啊。”我补充道。

米尔嘉走到理纱旁边，悄声耳语几句。理纱露出一副嫌麻烦的表情，过了一会儿才在键盘上敲打起来。

“这并不是什么难以理解的问题，是这么一回事。”配合着米尔嘉的话，理纱把红色笔记本电脑的屏幕转向我们。

[image: ]



归纳能找到 [image: \boldsymbol{v}]
 与无法找到 [image: \boldsymbol{v}]
 两种情况后顺序查找算法的运行步数


“出现了新的变量 [image: S]
 呢。”泰朵拉谨慎地说道。

“这是‘通过导入变量进行一般化’。”米尔嘉说，“一般化指的是将多种特殊情况归纳为一种情况。我们在这里导入变量 [image: S]
 ，根据两种情况，取不同的值定义该变量。”


	
[image: S=1]
 ，表示能找到 [image: v]
 的情况。

此时 [image: M]
 等于 [image: v]
 在数列中的位置。



	
[image: S=0]
 ，表示无法找到 [image: v]
 的情况。

此时 [image: M]
 等于 [image: n]
 。





“为什么用 [image: S]
 这个字母来表示呢？”泰朵拉问。

“变量取任何名字都没问题，不过这里的 [image: S]
 是‘Successful’的‘S’，表示成功找到了 [image: v]
 。对应于‘在数列 [image: A]
 中能找到 [image: v]
 ’这一命题的真与伪，变量 [image: S]
 的取值分别为 1 比特的 1 与 0。”

[image: ]


“原来如此……变量 [image: S]
 的值为 1 时表示‘能找到 [image: v]
 ’，[image: S]
 的值为 0 时表示‘无法找到 [image: v]
 ’。”我说。

“通过增加一个变量，可以归纳多种情况。”米尔嘉说。

“我们归纳了多种情况……换句话说，我们就能用一个式子来表示顺序查找算法的运行步数了！”我说。

泰朵拉立刻开始计算。

顺序查找算法的运行步数

[image: \begin{aligned}&={\rm L1+L2+L3+L4+L5+L6+L7+L8+L9+L10}\\&=1+1+(M+1-S)+M+S+0+(M-S)+(M-S)+(1-S)+1\\&=4M-3S+5\end{aligned}]


2.2.4　思考意义

泰朵拉认真地在笔记本上计算，过了一会儿，抬起头说：“[image: 4M-3S+5]
 5 的验算也没问题。”接着又说：“嗯……我还有个可能有些奇怪的问题，像 [image: S]
 这种变量，是可以随意决定的吗？总感觉有点……机会主义的味道。”

“可以。”米尔嘉立即回答。

“变量的意义并非含糊不清，也没有产生什么矛盾。”我对泰朵拉说，“我们只是将其定义为一个表示特定值的变量。”

“与其介意增加了一个变量，不如来讨论变量的‘意义’，后者有趣得多。”米尔嘉说。

“变量的……意义？”泰朵拉露出惊讶的表情。

“你去那边。”米尔嘉指着对面的座位，示意我把泰朵拉旁边的位置空出来。

“好的。”我立刻给米尔嘉大人让出座位。

“请听题。[image: S=1]
 时 [image: M]
 的值代表什么？”米尔嘉提问。

“我来答。[image: M]
 是要查找的数 [image: v]
 的位置。”泰朵拉回答。

“不够严谨。”米尔嘉说。

“诶！”泰朵拉吃了一惊。

“诶！”我也吃了一惊

“……”理纱毫无反应。

“比如说，要是在 [image: {31,\underline{26},59,\underline{26},53\}]
 这样一个数列中查找 [image: v=26]
 呢？”

“哦哦……原来要查找的数 [image: v]
 未必只在一个地方出现。”泰朵拉恍然大悟地点点头。

“没错。如果断言 [image: M]
 是 [image: v]
 的位置，就等于先入为主地假定 [image: v]
 只会在数列中出现一次。正确的说法是，[image: M]
 为‘[image: v]
 的位置中最小的一个
 ’。”

“但是，反复强调‘最小的一个’很麻烦呀。”我说。

“的确。”米尔嘉承认，“重要的是，我们绝对不能忘记‘实际上有存在多个 [image: v]
 的可能性’。”

“嗯。”泰朵拉说。

“下一题。[image: S]
 的意义是什么？”米尔嘉向泰朵拉问道。

“我知道！这刚刚说过。[image: S]
 是表示‘能否在数列中找到 [image: v]
 ’的变量。”

“答成这样就可以了。我们一般把用‘1 或　0’来表示‘某命题是否成立’的变量或式子称为指示器
 。变量 [image: S]
 就是指示器。”

“是 indicator 吗？”

“是的，也可以说 indicator variable。”

“‘indicate 的东西’……也就是‘指示的东西’，它究竟指示什么呢？”泰朵拉来回晃着食指问道。

“[image: S]
 指示‘能找到 [image: v]
 ’这个命题。”

“……”泰朵拉陷入了思考。

“下一题。[image: 1-S]
 的意义是什么？”

“[image: 1-S]
 吗？呃……对了，它是表示‘能找到 [image: v]
 时为 0，无法找到 [image: v]
 时为 1’的式子，对吧？你看，[image: 1-S]
 这个式子在 [image: S=0]
 时为 1，在 [image: S=1]
 时为 0。1 与 0　正好颠倒过来，就像这样。”泰朵拉将手掌来回翻转。

“很好。[image: 1-S]
 是‘无法找到 [image: v]
 ’的指示器。”

“啊！”泰朵拉恍然大悟，“这也是指示器！”

“下一题。[image: M+1-S]
 的意义是什么？”

“[image: M+1-S]
 吗？”

泰朵拉麻利地在笔记本上写下来，然后开始思考。

我也开始思考。


	
[image: S=1]
 时，[image: M+1-S]
 等于 [image: M]
 。

也就是等于 [image: v]
 的位置 —— 严格来说，是 [image: v]
 的位置中最小的一个。



	
[image: S=0]
 时，[image: M+1-S]
 等于 [image: M+1]
 。

指的是……





指的是……嗯，究竟该怎么说比较好呢？

“[image: S=1]
 时，[image: M+1-S]
 表示 [image: v]
 的位置。”米尔嘉说，“但是在 [image: S=0]
 的情况下呢？”

“[image: v]
 后面的位置吧。”我说。

“学长……”泰朵拉说，“‘[image: v]
 后面的位置’这种说法不合理吧，因为在 [image: S=0]
 的情况下根本找不到 [image: v]
 呀。”

“啊，是哦。”被泰朵拉指出疏忽了条件一事，是我大意了。

“[image: S=0]
 时，[image: M+1-S]
 表示什么？”泰朵拉反复念叨。

“[image: n+1]
 。”理纱小声说。

“没错。”米尔嘉对理纱说，“[image: S=0]
 时，[image: M]
 等于 [image: n]
 。因此，[image: M+1-S]
 等于 [image: n+1]
 。”

“抱歉！你们现在在做什么呢……我有点被绕晕了。”泰朵拉说。

“呼……”

米尔嘉站起身来，慢慢走过我们的座位。春天温暖轻柔的风吹过，数学少女的长发摇曳不停，柑橘系的芳香沁人心脾。

“[image: M+1-S]
 这个式子很有趣。”米尔嘉一边走一边说，“[image: M+1-S]
 ，在 [image: S=1]
 时与 [image: v]
 的位置相等，在 [image: S=0]
 时等于 [image: n+1]
 。那么，能否将这两种情况归纳为一种呢。也就是说，能否认为式子 [image: M+1-S]
 在任何情况下
 都等于 [image: v]
 的位置呢？”

“但是米尔嘉，在 [image: S=0]
 时，[image: v]
 —— ”我提醒着。

“没错，在 [image: S=0]
 时，[image: v]
 不存在于 [image: A[1],A[2],A[3],\cdots,A[n]]
 中。既然这样，我们强行让
 [image: v]
 存在
 于 [image: A[n+1]]
 就好了。”

“强行……让 [image: v]
 存在？”我搞不明白。

“这样一来，[image: M+1-S]
 便总是与 [image: v]
 的位置相等。”米尔嘉接着淡淡地解释，我依旧一头雾水。

“其实 [image: M+1-S]
 的两种形态可以表示为一个事物。”

“一个事物啊……”泰朵拉说。

我的记忆被勾了起来……那到底是什么时候的事情啊。

　　当我们注意到两种不同的表现在本质上是一个事物时，便会有绝妙的事情发生。

“哨兵
 。”理纱的发言打断了我的回忆。

“是的，如理纱所说，就是哨兵。理纱快，来这边。”米尔嘉向理纱招手示意。

“不。”理纱简洁地拒绝。

“呃……哨兵，到底指的是什么呀。”泰朵拉还是一头雾水。

2.2.5　带有哨兵的顺序查找算法

米尔嘉对理纱耳语几句，理纱随即开始敲击键盘。说起来理纱打字真是快啊，而且打字的时候基本没有什么声音 —— 无声地输入。

过了一会儿，完成输入的理纱给我们展示“带有哨兵的
 顺序查找算法”。



带有哨兵的顺序查找算法（流程）


[image: ]




我们全都盯着笔记本电脑屏幕，苦苦思索着。

看了好一会儿，泰朵拉叫道：“不动笔的话怎么也弄不明白！”接着就在笔记本上写了起来。看来泰朵拉计算机启动了。

“通过测试用例来具体算一下吧。”米尔嘉说。

[image: ]



逐行调试带有哨兵的顺序查找算法


（输入为 [image: A={31,41,59,26,53\},n=5,v=26]
 ）

“通过逐行调试发现，S4 → S5 → S6 这三行在不断地循环。”泰朵拉说，“感觉带有哨兵的顺序查找算法在判断条件时比普通的顺序查找算法简单很多啊……对了，哨兵到底指什么？”

“指的是在 S2 行放在 [image: A[n+1]]
 中的数。”米尔嘉回答，“只要把 [image: v]
 放在 [image: A[n+1]]
 中，当 [image: k=n+1]
 时就一定能找到 [image: v]
 ，因此，查找就不可能越过这里继续进行。为了防止不小心运行过头而设置的数，这就是哨兵，英文为 sentinel。有哨兵存在的话，在 S4 的 [image: \mathbf{while}]
 处便不再需要确认 [image: k]
 的范围。”

“之前的 LINEAR-SEARCH 算法的运行步数是 18，这次的 SENTINEL-LINEAR-SEARCH 算法的运行步数是 16。可以说是稍微……变快了点吧，但是仅仅节约了两步呀……”

“这只是个示例。我们需要将行 S4 的运行次数设为 [image: M]
 ，将 [image: S]
 设为‘能找到 [image: v]
 ’的指示器，一般化地求带有哨兵的顺序查找算法的运行步数。”

[image: ]



带有哨兵的顺序查找算法的运行步数



	
[image: S=1]
 ，表示能找到 [image: v]
 的情况。

此时 [image: M]
 等于 [image: v]
 在数列中的位置



	
[image: S=0]
 ，表示无法找到 [image: v]
 的情况。

此时 [image: M]
 等于 [image: n]






带有哨兵的顺序查找算法的运行步数

[image: \begin{aligned}&={\rm S1+S2+S3+S4+S5+S6+S7+S8+S9+S10+S11}\\&=1+1+1+(M+1-S)+(M-S)+(M-S)+1+S+0+(1-S)+1\\&=3M-3S+7\end{aligned}]


“普通的顺序查找算法的运行步数是 [image: 4M-3S+5]
 。”泰朵拉一边看着笔记本一边说，“而带有哨兵的顺序查找算法的运行步数是 [image: 3M-3S+7]
 ！”

[image: ]


“原来如此！”我喊出声来，“只要用数学公式来表示运行步数，就能比较算法的速度了。”

“要比较对吧！我来写不等式！”泰朵拉说。

[image: ]


“用不等式直接比较二者的大小当然没有问题。”我说，“不过还可以采用一种常规方法 : 计算‘左边 - 右边’这个式子，判断它的结果是否大于 0。”

顺序查找算法的运行步数 - 带有哨兵的顺序查找算法的运行步数

[image: \begin{aligned}&=(4M-3S+5)-(3M-3S+7)\\&=4M-3S+5-3M+3S-7\\&=M-2\end{aligned}]


“哦哦……”泰朵拉说。

“因此，只要 [image: M-2>0]
 ，我们就能认为带有哨兵的顺序查找算法更快。”我说。用数学公式表达思路，真是让人放心啊。

“[image: M-2>0]
 等价于 [image: M>2]
 。如果 [image: v]
 在数列 [image: A]
 中第一次出现的位置在 3 之后，带有哨兵的顺序查找算法就会更快。”

“原来用数学公式表达后还能有这样的发现呀！”泰朵拉豁然开朗。

“‘无法找到 [image: v]
 ’的情况是最耗时间的，顺序查找算法的运行步数是 [image: 4M-3S+5=4n+5]
 ，带有哨兵的顺序查找算法的运行步数是 [image: 3M-3S+7=3n+7]
 。这就是各个算法的最大
 运行步数吧。”我说。

2.2.6　创造历史

米尔嘉一边转着我的自动铅笔一边说：

“顺序查找算法的运行步数是 [image: 4M-3S+5]
 ，带有哨兵的顺序查找算法的运行步数是 [image: 3M-3S+7]
 。也就是说，加上哨兵后，运行步数变为原来的 [image: \frac{3}{4} ]
 左右。”

“[image: \frac{3}{4} ]
 是怎么得出的呢？”

“[image: M]
 的系数的比值。”米尔嘉说，“当 [image: M]
 变得很大时，可以将 [image: 4M-3S+5]
 看作 [image: 4M]
 ，将 [image: 3M-3S+7]
 看作 [image: 3M]
 。”

“快了大约 25%。”理纱补充道。

米尔嘉接着说：

“先明确前提条件
 ，再求算法的运行步数，这样我们就能够定量评估
 算法的速度。如果能定量评估，便能得出像‘快了大约 25%
 ’这样的具体数值，而不是仅仅停留在‘很快’的层面上。通过定量评估，我们就能够有理有据地区分算法的优劣。”

“原来如此。”我说。

“明确了前提条件的定量评估，不仅能被某一个人
 利用，还能被其他
 人利用、验证、改良，甚至可以用于其他算法的分析。”米尔嘉说。

“‘明确了前提条件的定量评估’……这、这就像创造历史一样啊。”泰朵拉想入非非，“即便评估的人不在了，其他人……未来的人也可以使用。自己的思想，超越自己留存下去 —— 这是对人类的贡献啊！”

“泰朵拉，真了不起啊。”我不由得感叹泰朵拉思想的广度。

“只是，有一点需要注意。”米尔嘉竖起食指说，“要是像用显微镜那样将注意力全部放在算法的细微差异上，就会忽视大的共同点。要妥善处理这个问题，可以使用渐近分析
 的方法。分析复杂问题的时候，我们要—— ”

“顺序查找算法是 [image: O(n)]
 5
 的。”理纱打断了米尔嘉。


5
 [image: O(n)]
 ) 的读法有：欧·恩、大欧·恩、big o en、order en，等等。

“你是理解了 [image: O(n)]
 的意思才这么说的吗？”米尔嘉紧接着问道。

理纱沉默了一会儿，小声回答：

“……不是。”

米尔嘉面前的理纱像小狗一样。

“不过是说出了一知半解的单词啊。”

噢哟，这挑衅的话语。

理纱紧紧地瞪着米尔嘉。

米尔嘉用冰冷的眼神回应。

“那、那个……”泰朵拉不知所措。

无声地对视了好一会儿，理纱咂了咂舌，错开了视线。

几乎没人能瞪得过米尔嘉。

“放学时间到了。”

噢，拳击场的铃声响了……啊不，是图书管理员瑞谷老师的提醒。瑞谷女史 6
 总是在放学时间准时通知学生回家。通知完后，女史朝我们这边瞄了一眼，回到了管理员办公室。


6
 女史，我国古代记录皇后礼仪、后宫事务的女官，日本古时从事文书工作的女官。日本今天还在使用这个词，是对知识女性的尊称。—— 译者注

2.3　自己家

笨拙的一步

夜晚，我在家里独自思考。

今天，我觉得自己稍稍抓住
 了算法的诀窍。能通过明确可运行的操作在有限的步数内根据输入求得输出，这就是算法。

非常有毅力的泰朵拉仔细地帮我逐行调试了顺序查找算法。踏踏实实地一步一步运行算法虽然笨拙，但对于理解算法是非常有帮助的。今天还学到了通过利用数学公式表示运行步数来分析算法。

米尔嘉教会了我“明确了前提条件的定量评估”和“通过导入变量归纳多种情况”。即便是结果一目了然的算法，仔细研究还是会有新的发现啊。

话说回来，数学公式的力量真是强大。数学公式支撑着定量评估，只要能落实到数学公式上，无论是评估、比较还是判断都能迎刃而解。

还有，红发少女理纱 —— 双仓博士的女儿，擅长无声快速打字。她今天用“哨兵”回答了米尔嘉的问题。理纱之前就知道哨兵这回事，想必一定是自学了很多东西吧。

啊啊，学校教给我们的还是太少了，必须自己学习才行，必须自己主动去吸收知识。

泰朵拉、米尔嘉，还有理纱。

她们都各有各的长处。

和她们相比，我 —— 自惭形秽。

不！不行！我不能这样胡思乱想！

快想起和米尔嘉的约定！

我……摘下眼镜，左手轻轻扶住脸颊。

我现在上高三，准备读大学。

　　我想学一些真真正正的知识。

　　我想踏踏实实地做一番事情。

我笨拙的努力将被名为

“高考”的测试用例定量评估，合格为 1，不合格为 0。这个指示器是多么沉重的 1 比特啊。

我一边想着，一边重新戴上眼镜，展开笔记本。

那么，今晚也 ——

踏出笨拙的一步吧。

　 [image: ]



有幸为自己的毕生事业起名的人屈指可数。



但是，在 20 世纪 60 年代，



我认为有必要创造“算法分析”这一名字，



因为现存的任何用语都无法贴切表达我想做的事情。


—— 高德纳
 7



7
 出自 Selected Papers on Analysis of Algorithms
 第 ix 页。

泰朵拉的笔记（伪代码）


定义流程


[image: ]


用 〈流程名〉 定义以 〈参数列表〉 为输入的流程。


赋值语句


[image: ]


将 〈表达式〉 的值赋值给 〈变量〉。


赋值语句（交换值）


[image: ]


交换 〈变量 1〉 与 〈变量 2〉 值。


if 语句（1）


[image: ]



	判断 〈条件〉 是否成立。

	〈条件〉 成立时，运行 〈操作〉，前进至 [image: \mathbf{end-if}]
 行。

	〈条件〉 不成立时，直接跳转到 [image: \mathbf{end-if}]
 的下一行。




if 语句（2）


[image: ]



	判断 〈条件〉 是否成立。

	〈条件〉 成立时，运行 〈操作 1〉 ，跳转到 [image: \mathbf{end-if}]
 行。

	〈条件〉 不成立时，运行 〈操作 2〉 ，前进至 [image: \mathbf{end-if}]
 行。



换言之，〈操作 1〉 和 〈操作 2〉 中必有且只有一个被运行。


if 语句（3）


[image: ]



	判断 〈条件 A〉 是否成立。

	〈条件 A〉 成立时，运行 〈操作 1〉，跳转到 [image: \mathbf{end-if}]
 行。

	〈条件 A〉 不成立时，判断 〈条件 B〉 是否成立。

	〈条件 B〉 成立时，运行 〈操作 2〉，跳转到 [image: \mathbf{end-if}]
 行。

	当 〈条件 A〉 和 〈条件 B〉 都不成立时，运行 〈操作 3〉，前进至 [image: \mathbf{end-if}]
 行。



换言之，〈操作 1〉〈操作 2〉〈操作 3〉 中必有且只有一个被运行。


while 语句


[image: ]



	判断 〈条件〉 是否成立。

	〈条件〉 成立时，运行 〈操作〉，前进至 [image: \mathbf{end-while}]
 行，然后回到 [image: \mathbf{while}]
 〈条件〉 [image: \mathbf{do}]
 行。

	〈条件〉 不成立时，直接跳转到 [image: \mathbf{end-while}]
 的下一行。




return 语句（运行结果）


[image: ]



	求 〈表达式 〉 的值，将其作为流程的运行结果（输出）。

	跳转到 [image: \mathbf{end-procedure}]
 行，结束流程的运行。
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小时候，我喜欢在小镇杂货店前，



看编筐的手艺人工作。



如今看来，那份经验，



对现在的我是莫大的帮助。


——《鲁滨逊漂流记》


　

3.1　排列

3.1.1　书店

“猜猜我是谁！”

随着双眼被遮住，身后传来清脆的声音。

“除了尤里还会有谁啊。”我掀开捂住眼睛的手。

“嘁，真不配合喵～”表妹尤里站在身后。她戴着棒球帽，栗色的辫子垂在棒球帽后面像小马的尾巴。

今天是周六，这里是车站附近刚开业的大型书店。店里放置着很多方便顾客坐着阅读的椅子，能在买书前仔细看上一会儿，真的很不错。

“你来买书吗？”我问尤里。

“当然喽。我们去楼顶聊天吧。”

“楼顶？我正选书呢……”

不过我知道，最终自己还是会和尤里去屋顶的。

3.1.2　豁然开朗

“噢 —— 下面好多行人呀！”

楼顶。尤里透过金属防护网看着楼下的行人，兴奋地叫出声。我将刚从自动售货机买来的果汁递给她。

“给你。”

“Thank you～”

说起来，上周尤里为什么会问那个问题呢？

　　“你……被亲过吗？”

虽然问完之后，尤里就自己岔开话题糊弄过去了，不过……现在，她正两手抱着易拉罐喝果汁。

“尤里，你以前总是说不好‘鲡鱼与绿鲤鱼’这个绕口令，对吧。”

“说什么呢，那都是小时候的事儿了。”

“那你现在会说了吗？”我问道。

“很简单呀。鲡鱼与绿鲤鱼、鲡鱼与绿鲤鱼、鲡鱼绿与……”

“嗯？”

“鲡鱼与鲤绿……鲡鱼绿与鲤……啊，不管了！哥哥你欺负人。”

“抱歉抱歉。”看着撅嘴的尤里，我也放下心来。

“真是的……说起来，哥哥你了解排列吗？”

“还好吧。”不知尤里怎么突然问起这个。

“嗯……我有些地方不明白。”

“初中学习的‘排列’应该没多难吧，就像将 4 张卡片排成一列那种。”



问题 3-1（排列）


将 4 张卡片

[image: ]


排成一列，总共有几种排法呢？



“我很快就能求出答案。”尤里说，“但是，我不是很理解老师的解释。课堂上我们很快就进入计算练习了，比如说排列 4 个数啦，安排 4 个人啦，安置 4 只山羊啦。”

“怎么还会有山羊。”

“像这样的题，无论排列什么物品，计算方式不也是一样的嘛。比起这个，人家想多听听计算的原理。”

“原来如此。我大概明白了，尤里你不是想知道怎么套公式，而是想详细了解公式是如何得出的，想要充分理解公式背后的原理，对吧？”

“嗯……差不多。”说着，她喝了一口果汁，“没有充分理解就去计算实在是太枯燥了啊。”

“尤里就是这样呢，没有理解就不愿意行动。”

“还有呀，要是不能给‘那家伙’解释明白的话，一定会被笑话的。不解释明白，我不甘心呀……”

（那家伙？）

“排列呢……”我开始讲解，“就是要对应每一种情况来
 思考。”

“哦哦，这就是必杀技吗？”

3.1.3　具体示例

我们坐在楼顶的长椅上，继续学习排列。清爽的风令人心情舒畅。确实，比起在楼里闷着，这个季节待在外边更舒服。

我从口袋中取出笔记本。

“那我们重新思考吧。现在我们来研究‘将 4 张卡片 [image: ]
 排成一列，一共有几种排法’这个问题。”

“嗯。”

“首先来看‘排成一列’这个表达，它强调要注意摆放的顺序
 。比如，

[image: ]


这样的摆放方式，与

[image: ]


这样的摆放方式是要区分的。”

“嗯嗯。注意顺序，对吧。”

“注意顺序的摆放方式，就称为排列
 。也就是‘注意顺序排
 成一列
 ’的意思。”

“排列，注意顺序排成一列。哦哦，原来如此呀。”

尤里的眼睛闪着光，正在用心地听我讲解。她在不想听的时候一定会立刻说“好无聊”，让人立刻就知道她在想什么。这么看来，尤里和泰朵拉还真是有相似的地方，她们都不会“不懂装懂”。

“另外‘不遗漏、不重复’的计数态度也是很重要的。”

“不遗漏、不重复？”

“如果计数时漏数了，结果就会比真正的情况数少；要是重复计数了，结果就会比真正的情况数多。所以做到‘不遗漏、不重复’地准确计数是非常重要的。”

“啊，我喜欢这种方法。只要‘不遗漏、不重复’地计数就可以了吧？”

“‘不遗漏、不重复’地计数可是非常不容易的哦。”

“在掷骰子比赛那个谜题中忘记数平局的情况，这就是漏数了喵？”

“……是的。人很容易计错数。因此，有特别的战术。”

“特别的战术？”

3.1.4　找规律

“计数的战术就是，先找规律再计数。”

“没听明白。”

“就是有规律地计数。比如，我们试着画一个树形图
 。”

“树形图？”

[image: ]



树形图与排列


“就是这么一种图。”我在笔记本上画下树形图，“因为形状像树，所以叫树形图。为了让你看清树形图与排列的关系，我特地画成这样。树形图能帮助我们发现规律。”

“哦哦，我知道了。”

　


第 1 段的分杈


“我们来仔细观察树形图吧。先从左边开始看，开始树枝分杈成 4 根，它表示‘第 1 张卡片可以从 [image: ]
 四种情况中选择’。”

“分杈指的是？”

“是指树枝分杈。从左边分杈出 4 根树枝对吧？”

“啊，确实是。”

[image: ]



第 1 段的分杈：产生 4 个分杈


　


第 2 段的分杈


“接着看第 2 段。第 2 段有 4 根树枝，对应每一根树枝，各自产生分杈。”

“嗯，这里我明白。”

“尤里，你注意到‘对应每一根树枝’这句话了吗？”

“诶？啊……现在注意到了，哥哥。”

“在第 2 段，每一根树枝都产生 3 个分杈，这表示‘第 2 张卡片可以从 3 种情况中选择’。”

“嗯，我知道。因为已经有 1 张卡片不能使用了。”

[image: ]



第 2 段的分杈：4 根树枝，对应每一根树枝，各自产生 3 个分杈


“4 根树枝，对应每一根树枝
 ，各自产生 3 个分杈。因为提到了‘对应每一根树枝’，所以此处用乘法来计算，第 2 段的树枝数为 4 × 3 = 12 根。”

“哦哦，原来如此。的确是呢。”

[image: ]



第 2 段的树枝数为 4×3 ＝ 12 根


　


第 3 段的分杈


“那么接下来看第 3 段。如果充分理解了刚才讲的知识，接下来就会很简单，都只是重复性的操作。”

“原来如此。在第 3 段，12 根树枝产生 2 个分杈。”

“说得没错，但要好好利用武器。”我说。

“武器？”

“‘对应每一根树枝
 ’这个表达方式。”

“啊，你说这个呀。12 根树枝，对应每一根树枝
 ，各自产生 2 个分杈。这里又要用到乘法，对吧？”

“对对。12 × 2 = 24 根。”

“我明白了。”

[image: ]



第 3 段的分杈：4×3 根树枝，对应每一根树枝，各自产生 2 个分杈


　


第 4 段的分杈


“那么我们来看看第 4 段吧。因为第 3 段有 24 根树枝……”

“不行不行！人家来说！”尤里打断我的话，“24 根树枝，对应每一根树枝，各自产生 1 个分杈 —— 诶诶诶？”

“怎么了？”

“只有 1 个的时候还要说分杈也太奇怪了吧，明明没分杈呀。”

“说得对，我们一般不说产生 1 个分杈。但是现在这么思考更便于理解，因为这样思考具有连贯性，有连贯性的地方就有规律性。”

[image: ]



第 4 段的分杈：4 × 3 × 2 根树枝，对应每一根树枝，各自产生 1 个分杈


“嗯……好吧，24 根树枝，对应每一根树枝，各自产生 1 个分杈。我们还是用乘法，24 × 1 = 24，得出第 4 段的树枝有 24 根。”

“尤里你说得对。这就与排列 4 张卡片 [image: ]
 相对应，共有 24 种情况。”

“我明白啦。”

“那么，我们来总结一下吧。从第 1 段到第 4 段，分杈数按 4 → 3 → 2 → 1 逐步减少，并且每逢‘对应每一根树枝’时都要进行乘法运算。”

[image: ]


“原来如此。所以我们才有

排列 4 张卡片的方法数 [image: =4\times3\times2\times1]


哥哥现在给我讲的是一种……规定？”

“是规律。”

“喔，有规律地计数很容易理解呢。”

“是的，通过画树形图找到规律会更容易，也方便‘不遗漏、不重复’地计数，也能在‘对应每一根树枝’的地方用乘法计算。到这里你都明白吧？”

“嗯，我都明白了。原来如此，不愧是哥哥，真厉害呀！”

“能觉得这些内容厉害的尤里也很厉害啊。”

“咳咳，你别这么夸我呀。”



答案 3-1（排列）


将 4 张卡片

[image: ]


排成一列的方法，总共有 24 种。



“既然已经通过具体的示例发现了规律，那么进行下一步吧。”

“下一步指的是？”

3.1.5　一般化

“下一步是一般化。”

“一般化？”

“摆放 4 张卡片的排列方法共有 24 种，但这是局限于 4 张卡片的情况。一般化指的是求解有 5 张、6 张、7 张……任意张卡片时都能使用的方法。”



问题 3-2（排列）


将 [image: n]
 张卡片排成一列，总共有几种排法呢？



“[image: n]
 张啊……”

“一般化时经常会导入像 [image: n]
 这样的变量，这就是所谓的

　　‘通过导入变量进行一般化’

刚才的卡片 [image: ]
 有 24 种摆放方式，是因为有 4 张卡片。当我们得知 [image: n]
 张卡片的摆放方式，也就是将排列的个数用 [image: n]
 表示出来，就可以发现它归纳了在 [image: n]
 等于 5、[image: n]
 等于 6、[image: n]
 等于 7……所有情况下排列的个数。”

“嗯嗯。”

“算术与数学最大的差异就在这里。尤里，你还记得刚接触中学数学时使用的代数式吧？”

“记得、记得，含有 [image: a]
 啦 [image: b]
 啦 [image: x]
 啦 [image: y]
 啦什么的。”

“练习那些代数式是为了让我们能够一般化地处理数。如此一来，处理对象便不局限于像 4 这样具体的数了。”

“嗯……所以呢？将卡片摆放成一列，总共有几种排法呢？”

“我们只要用 [image: n]
 来取代 4 就可以了。从 [image: n]
 开始求‘每次减少 1 的数的乘积’。”

[image: ]


“啊，这我知道！这是 [image: n]
 的阶乘，写作 [image: n!]
 对吧？”


[image: \boldsymbol{n}]
 的阶乘


[image: n!=n\times(n-1)\times(n-2)\times\cdots\times2\times1]




“懂得真多呀，尤里。”

“那当然！”

“因此，摆放 [image: n]
 件物品的排列数为 [image: n!]
 。”

“原来如此。嗯，只要想象树形图就能理解了。”



解答 3-2（排列）


将 [image: n]
 张卡片排成一列的排法总共有 [image: n!]
 种。



3.1.6　铺就道路

“尤里，我们刚才推导出的结果并不是很难，只不过是‘将 [image: n]
 张卡片排成一列的排法总共有 [image: n!]
 种’，只要背下来就能应用。但是，一定要用心思考我们求解结果的过程。”

“嗯，哥哥你怎么了？突然一副严肃的样子。”

“我准备说重点了哦。在思考数学问题时，要从具体的示例
 入手，就像思考 4 张卡片的摆放方式那样。”

“嗯，我明白了。”

“但是，不能只是弄懂具体的示例就万事大吉。通过具体的示例找出规律
 也是非常重要的。”

“找出规律……”

“米尔嘉也说过类似的话哦。”

　　“能够看透结构的眼力，这是很重要的。”1



1
 见《数学女孩》3.2 节末尾。—— 编者注

“米尔嘉大人！”尤里尖叫道。尤里非常仰慕米尔嘉……因此用米尔嘉大人称呼她。

“树形图能帮助我们找出规律，‘用表格来想’也不错。我们如果找到了规律，就要将其一般化
 ，大多数情况下可以用数学公式来表示。”

“具体示例，找规律，一般化……”尤里认真地复述，“话我是明白了，但为什么要那么做喵？”

“问得好……尤里，‘通过具体示例找出规律并进行一般化’也就是将

　　‘尝试做一下就能知道’

这种状态，变成

　　‘不需要尝试就能知道’

这种状态，这可是非常厉害的呀。”

“不需要尝试就能知道？”尤里皱了皱眉。

“也就是说，我们不用一步一步地画树形图，用 [image: n!]
 来计算就可以了。不需要实际尝试，而是使用一般化的数学式……啊，在这里是公式，只要能套用公式就可以了，这就是应用公式的方便之处。从另一个角度来看，如果没有自己动手的经验，也就不会知道有可以直接利用的公式是多么幸福的事情。我们不要去死记硬背，而是要用心体会公式的内在含义。这样，使用公式的时候自然也就会得心应手、游刃有余了。”

“哥哥……”

“总之，思考具体示例是很重要的，不能在这里偷懒。而在具体问题中找出规律，将其一般化……这是更重要的。不论是面对怎样微小的问题，都不要忘记铺就‘具体示例 → 找规律 → 一般化’这样的道路。”

　　具体示例 → 找规律 → 一般化

“铺就道路……”

“在此之后我们要在数学的道路上做的工作，就是验证自己找到的规律是否正确。”

“验证……”

“总之，先自己动手动脑推导 [image: n!]
 ，这样就能自然而然地记住排列方式的总数是 [image: n!]
 了，比起死记硬背强得多。”

“啊，可是老师要求我们记下到 10 以内的阶乘值。”

“嗯，记下较小的阶乘值会很方便，哥哥我也能背诵哦。如此一来，每当看到像 3 628 800 这样的数值时，就能意识到‘这可能是 10! 这个阶乘值’。”

[image: ]


“这就是举 1! 反 10! 了吧？”尤里说。

“要是这么算，不就变成是举 1 反 3 628 800 了嘛。”我说。

3.1.7　那家伙

“哥哥的讲解简明易懂，听着真开心。”

尤里将空的果汁易拉罐扔进垃圾箱，重新戴了戴棒球帽。一缕香皂的清新气息扑面而来。

我想到一个问题。

“尤里，将‘鲡鱼与绿鲤鱼’这 6 个字排成一列的排法总共有几种，你知道吗？”

“简单。6!，720 种，对吧？刚刚背下来啦。”

“非常遗憾。”

“诶？不对吗？为什么？”

“‘鲡鱼与绿鲤鱼’这 6 个字中有 2 个‘鱼’字，因此不是 6! 种哦。”

“啊！‘鲡鱼绿与鲤鱼’中竟然有 2 个‘鱼’字，真狡猾！”

尤里说道。

“不是‘鲡鱼绿与
 鲤鱼’，是‘鲡鱼与绿
 鲤鱼’。”

“鲡鱼绿与鲤……唉，你真烦人！”

尤里轻戳我的肋下。

“呜！”我呻吟道。

“是‘呜’的阶乘哦。”尤里说。

“尤里，好疼啊……”

“怎么会呢，这可是疼爱的表现。”

“疼爱啊……说起来，你怎么突然想起‘排列’的话题？”

“嗯 —— 班里有个数学非常厉害的家伙，他会出各种数学谜题，非常烦人。”

“……”

“有一天他来问我‘你能解释清楚排列吗？’，他当时的表情怎么说呢，狂妄得不行！让人生气！”

“那么，尤里现在是不是就不会输给‘那家伙’了呢？”我说。

“嗯，那当然！下次就在学校决一胜……啊，可是我听说那家伙因为家里的事情要请假一段时间。”



问题 3-3（含有相同文字的排列）


将“鲡鱼与绿鲤鱼”这 6 个字排成一列，总共有几种排法呢？



3.2　组合

3.2.1　图书室

“哎呀呀呀呀！”

尖叫声打破了寂静。不用看就知道，这声音一定来自泰朵拉。

她正竭力避免摔倒，手中的卡片已然撒在半空中。

这里是高中的图书室，现在已经放学了。

时间如白驹过隙，[image: 2^{2^2}]
 的 16 岁转瞬即逝，我的年龄已经变成了质数 17 岁。

虽然已经步入高三，但我每天的生活并没有太大变化。按部就班地上课，放学后就在图书室自习，生活节奏与往常一样。

只是有一点变化，在数学之外的科目上投入了更多精力。我变得比以前更忙了。

“好疼啊……”

泰朵拉一边呻吟着，一边捡起落到地上的卡片。

我也离开座位帮泰朵拉收拾卡片。

“泰朵拉，你没事吧？”我关切地问道。

这些是村木老师给的卡片。

3.2.2　排列

“是排列呢。”我将收拾好的卡片还给泰朵拉，“正好我最近也和尤里聊了排列的话题。”

“是这样啊。”



有顺序地从 [image: \boldsymbol{n}]
 个元素中取出 [image: \boldsymbol{k}]
 个元素的情况数（排列数的定义）


[image: P^k_n=A^k_n=\frac{n!}{(n-k)!}]




“但是，我给尤里讲的并不是从 [image: n]
 个中选取 [image: k]
 个这种一般情况，而是排列 [image: n]
 个元素的特殊情况。”

“嗯……也就是 [image: P^n_n]
 （或 [image: A^n_n]
 ），对吧？”

“没错。”

[image: ]


“嗯，说到 [image: P^k_n]
 ……”泰朵拉说。

[image: P^k_n=A^k_n=\frac{n!}{(n-k)!}]


“嗯？”

“为什么排列的情况数一定是个整数，但排列数的定义却是像 [image: \frac{n!}{(n-k)!}]
 这样，是分数的形式呢？感觉很奇怪……”

“你是不明白为什么排列数在形式上是分数，最终却能约分成整数是吧？”

“是啊，难以想象这个分数最终一定会约分成整数。”

“为了方便理解，我们用具体示例来思考吧。”

“具体示例啊。”

“比如说，我们从 5 个物品中取出 2 个来摆放。


	第 1 个物品的选取方法有 5 种

	对应上述每 1 种选取方法，第 2 个物品都有 4 种选取方法



也就是说，排列数 [image: P^2_5]
 可以转化为 5 × 4 这种形式。”

[image: ]


“啊，确实是这样，5 与比它小 1 的数相乘。”

“像这样每次减小 1 的数的乘积可以用阶乘（[image: n!]
 ）来表示。”

“呃！可是 5 的阶乘与 [image: P^2_5]
 不一样，5 的阶乘多了条尾巴啊。”

泰朵拉做了一个寻找自己尾巴的手势……不过，泰朵拉也没尾巴呀。

[image: ]


“[image: P^2_5]
 占用的仅仅是 5 × 4 × 3 × 2 × 1 中开头的 5 × 4 的部分对吧。”我说，“尾巴 3 × 2 × 1 是多余的，因此我们要去掉 3 × 2 × 1，也就是切掉尾巴。而且，我们发现 3 × 2 × 1 是 3 的阶乘，所以 [image: P^2_5]
 就可以只用阶乘来表示。”

[image: ]


“的确！这样就切下了尾巴呢。”泰朵拉点了点头。

“刚才我们用来推导的是 5 和 2 这样具体的数。”我继续讲解，“如果用 [image: n]
 和 [image: k]
 这样的变量来推导，我们就能推导出排列数 [image: P^k_n]
 的公式。”

[image: ]


“式子 [image: \frac{n!}{(n-k)!}]
 的分母 [image: (n-k)!]
 就是‘尾巴’啊！”

“嗯，就是那样。”

3.2.3　组合

“学长，有顺序地取出是排列，无顺序地取出就是组合了吧？”

“嗯，没错。组合数写作 [image: C^k_n]
 或　。”

　

排列数　　[image: P^k_n]
 或 [image: A^k_n]
 　　从 [image: n]
 个元素中有顺序地取出 [image: k]
 个元素的情况数

组合数　　[image: C^k_n]
 或 [image: {n\choose k}]
 　　从 [image: n]
 个元素中无顺序地取出 [image: k]
 个元素的情况数

　

“嗯。”

“我们来举一个例子，从 5 张卡片 [image: ]
 中取出 2 张卡片。先看有顺序地取出 2 张卡片的排列数，一共有 [image: P^2_5=5\times4=20]
 种。”

[image: ]



从 5 张卡片中有顺序地取出 2 张卡片的排列


“嗯，确实。”

“与之相对应，从 5 张卡片中无顺序地取出 2 张卡片的组合数如下所示，有 10 种。”

[image: ]



从 5 张卡片中无顺序地取出 2 张卡片的组合


“我们用 [image: C^2_5]
 或 [image: {5\choose2}]
 表示从 5 张卡片中无顺序地取出 2 张卡片的组合数。”

[image: C^2_5={5\choose2}=\frac{5!}{2!3!}=10]


“嗯……接着呢？”

“接着来比较‘排列’与‘组合’，比如 [image: ]
 与 [image: ]
 ，从‘排列’的角度来看是按不同的情况计数，但是从‘组合’的角度来看它们是一样的，因此都用 [image: ]
 来表示。”

“嗯，我明白，归纳重复的部分。”

“那么‘排列’比起‘组合’，有多少种情况重复了呢”

“呃，只重复了 2 倍对吧……”

“没错。进一步思考后不难发现，对应组合的每一种情况，排列比组合重复的情况数都等于取出的元素的排列数。比如说，取出 2 张卡片的话，[image: ]
 与 [image: ]
 是重复的，这是取出的 2 张卡片的排列数，就是说重复的情况数为 [image: P^2_2=2!]
 。”

“哦哦……”

“首先，我们有顺序地取出元素，但此时会出现重复的情况。因此，用‘重复的情况数’去除 2
 ‘有顺序地取出的情况数’，就能得到‘组合的情况数’。”


2
 此处及后文的“去除”指的是算术运算，“用 [image: a]
 去除 [image: b]
 ”（也可以说“用 [image: a]
 除 [image: b]
 ”）等价于“[image: b]
 除以 [image: a]
 ”，即“[image: b\div a]
 ”或“[image: b/a]
 ”。—— 译者注

[image: ]


“先有顺序地取出元素……再用重复的情况数去除，对吧？”

“没错。如果弄明白了这些，一般化就很轻松了。”

[image: ]


“原来如此。”

“虽然这里出现了像 [image: \frac{n!}{k!(n-k)!}]
 这种形式的分数，但因为是用重复的情况数去除的，所以结果一定是整数。”

“现在我完全明白 [image: \frac{n!}{k!(n-k)!}]
 这个分数形式的公式中 [image: n!]
 、[image: k!]
 和 [image: (n-k)!]
 的意义了，感觉豁然开朗。”



从 [image: \boldsymbol{n}]
 个元素中无顺序地取出 [image: \boldsymbol{k}]
 个元素的情况数（组合数的定义）


[image: C^k_n={n\choose k}=\frac{n!}{k!(n-k)!}]




3.2.4　鲡鱼与绿鲤鱼

泰朵拉收拾好散在图书室桌子上的卡片后，开始将刚才的谈话整理成笔记。她虽然冒冒失失，却有认真记笔记的习惯。泰朵拉还真是喜欢记录呢……啊，对了。

“泰朵拉。”

“嗯？”泰朵拉抬起埋在笔记本里的脑袋。

“将‘鲡鱼与绿鲤鱼’这 6 个字排成一列，总共有几种排法，你知道吗？”

“嗯，有顺序地排列对吧？所以 6 的阶乘是……啊，不对不对不对，‘鱼’字重复了，所以，让我想想。总共有 6 个字……

6 个字的排列数 = 6!

但是其中包含重复的情况，2 个‘鱼’字是一样的，因此必须用 2 个字的排列数去除它。

2 个字的排列数 = 2!

所以结果是这样的。”

[image: ]


“没错，就是这样，泰朵拉。我们也可以将 2 个‘鱼’字区分开来思考，不过道理都是一样的。”

[image: ]


“总共有 360 种这么多呢！鲡鱼与绿鲤鱼、鲡鱼与绿鱼鲤、鲡鱼与鲤绿鱼、鲡鱼与鲤鱼绿……”

“喂，泰朵拉……你是想把 360 种都说一遍吗？”



解答 3-3（含有相同文字的排列）


将“鲡鱼与绿鲤鱼”这 6 个字排成一列，总共有 360 种排法。



3.2.5　二项式定理

我从一叠卡片中抽出一张说：

“这是二项式定理
 ，是与组合数 [image: {n\choose k}]
 相关的最著名的定理。”



二项式定理


[image: (a+b)^n=\sum^n_{k=0}{n\choose k}a^{n-k}b^k]




“二项式定理……”泰朵拉好像想起了什么，“你以前也教过我……但是变量太多让人头痛。”

“遇到像二项式定理这样有很多变量的式子时，应该着重练习具体化。”

“练习具体化……这是什么意思？”

“式子中出现许多字母（也就是变量），说明这个式子具有相当强的一般性，也可以认为这是某人‘通过导入变量进行一般化’的结果。遇到这种情况，不妨试着向式子中代入具体数值，这样你就能实际体会到‘是啊，这确实成立呀’的感觉。”

“意思是做与‘通过导入变量进行一般化’相反的事吗？”

“没错，这也可以说是‘通过赋值进行特殊化’。比如说，我们来看看当 [image: n=1]
 时的二项式定理……”

[image: ]


“的确，[image: (a+b)^1=a+b]
 。”

“嗯，同样地，令二项式定理中的 [image: n=2]
 时……”

[image: ]


“啊，学长，这个……？”

“顺便写一下 [image: n=3]
 的情况吧。”

[image: ]


“学长！二项式定理就是 [image: (a+b)^2]
 和 [image: (a+b)^3]
 这类公式的一般化呀！诶诶诶……我真是迟钝呀，现在才注意到。”

“没那回事，泰朵拉。”我以微笑回应，“即使你没能通过字母形式的代数公式发现也没关系，只要在代入具体的数值后能理解，这就足够了。”

“好的，我明白了。”泰朵拉点着头，非常乖巧。

“我们在初中就学过 [image: (a+b)^2=a^2+2ab+b^2]
 这个完全平方公式，对吧？将积的形式转化为和的形式……对，这就是二项展开式
 。我们需要记住常用的二项展开式，但也可以使用二项式定理去掌握这些公式。”

“好的！”

“话说回来，你知道为什么二项式定理的各项会出现 [image: {n\choose k}]
 这样的组合数吗？”我问泰朵拉。

“知道，学长之前教过我的。”泰朵拉说，“比如说……”

◎　　◎　　◎

比如说我们来看 [image: (a+b)^3]
 ，这是 3 个因式的相乘。

[image: ]


将上面这个式子展开时，需要从 3 个因式中分别选取 [image: a]
 或 [image: b]
 进行乘法运算。

[image: ]


将通过以上步骤得到的 [image: aaa,aab,aba,\cdots,bbb]
 等 8 项相加、合并同类项后，每项的系数表示“这种同类项有几个”，所以同类项的个数就等于这一种组合的个数。比如说，[image: a^2b^1]
 的系数就等于从 3 个因式中取出 1 个 [image: b]
 这种组合的个数。因此，系数就等于该组合的个数。

◎　　◎　　◎

“系数等于组合的个数，对吧？”泰朵拉说。

“是的。注意观察系数，会非常有趣哦。”

我写下二项展开式，在系数的位置上标记“○”。

[image: ]


“是指圈起来的地方很有趣吗？”

“没错，泰朵拉你知道吗？”

就在这时。

我闻到微微的柑橘香。

我马上转过头 ——

“帕斯卡三角形 3
 ，你们看起来很愉快啊。”


3
 又称杨辉三角形或贾宪三角形，是二项式系数的一种写法，形似三角形。布莱士·帕斯卡（Blaise Pascal，法国数学家）在 1654 年发现这一规律，比杨辉（我国南宋数学家）迟 393 年，比贾宪（我国北宋数学家）迟 600 年。我国的规范用词是“杨辉三角形”。但鉴于本书题材及故事背景，此处遵循原书，仍采用“帕斯卡三角形”的译法。—— 译者注

米尔嘉站在我的身后，露出一张清爽的笑脸。

3.3　[image: \boldsymbol{2^n}]
 的分配

3.3.1　帕斯卡三角形

“你们继续。”米尔嘉说。

“说起帕斯卡三角形……我好像在哪里看到过，要是没记错的话，是把排好的数逐个相加对吗。”泰朵拉说。

“说的没错。将两端的数设为 1……”

我开始在笔记本上画出帕斯卡三角形，在这之前，我已经画过很多次帕斯卡三角形了，我很享受动手写数字的感觉。

[image: ]



帕斯卡三角形


泰朵拉在旁边看着我写写画画，米尔嘉则从我的身后探出头来观看。甜甜的味道混着柠檬的香气，我已无法用语言形容我的心情了。

“怎么了？快继续讲解。”米尔嘉催促着。

“喔……嗯。展开 [image: (a+b)^n]
 后得到的系数排在帕斯卡三角形的第 [image: n]
 层，最顶层记为第 0 层—— ”

[image: ]


“真的呀！”泰朵拉有点惊讶，“诶……不可思议。我们需要不断将上一层相邻的两个数相加，才能得到帕斯卡三角形对吧。这样看来，我们通过加法算出来的帕斯卡三角形，竟然与通过乘法算出来的组合的个数完全吻合，简直不可思议。”

“被你说‘不可思议’的话……”我说。

“通过这个图思考还是有点麻烦。”米尔嘉说着轻轻推了推眼镜，“虽说帕斯卡三角形一般指左右对称的等腰三角形，但此时写成表格的形式更合适。”

[image: ]



表示组合数 [image: {\boldsymbol{n}\choose\boldsymbol{k}}]
 的表格


[image: ]



表示组合数 [image: {\boldsymbol{n}\choose\boldsymbol{k}}]
 （实际数值）的表格


“观察上述表格我们可以发现，帕斯卡三角形能通过以下的加法运算得到。”米尔嘉说。

[image: \begin{aligned}&{n-1\choose k-1}~~~~~~~~{n-1\choose k}\\&~~~~~~~~~~~~~\searrow~~~~~~\downarrow\\&~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~{n\choose k}\end{aligned}]


“也就是说，对于满足 [image: 0<k<n]
 的任何整数 [image: n]
 和 [image: k]
 ，下面的递推公式都成立。”米尔嘉说。

[image: {n\choose k}={{n-1}\choose{k-1}}+{{n-1}\choose k}]


“啊……这个递推公式的变量 [image: n]
 与 [image: k]
 纠缠在一起好难理解啊，它们有什么含义呢？”泰朵拉问。

米尔嘉一言不发地将手指指向我，示意我来解释。

“嗯，这个递推公式可以这样‘解读’。”我回答。

[image: ]


“嗯……嗯？”泰朵拉露出一副不解的表情。

“是这样的，这个递推公式本质上是可以分情况讨论的，泰朵拉。”

“分情况讨论……吗？”

“试着将 [image: n=4]
 和 [image: k=2]
 代入递推公式来吧。我们来求从 [image: ]
 张卡片中选取 2 张卡片的组合数，将它分为选择 [image: ]
 的情况与不选择 [image: ]
 的情况。”我说。

“呃，选择 [image: ]
 的情况与不选择 [image: ]
 的情况……是这样的吗？”

“没错。先看选择 [image: ]
 的情况，这时我们只需求出从 [image: ]
 以外的 3 张卡片中选取 1 张卡片的组合数，也就是求出从 [image: n-1]
 张卡片中选取 [image: k-1]
 张卡片的组合数。”

“……哦哦，因为要选取 2 张卡片，且已经选择了 [image: ]
 作为其中的 1 张，所以我们只要选取剩下的 1 张就可以了，是吧？”

“说得对。接着是不选择 [image: ]
 的情况，这时我们只需要求出从 [image: ]
 以外的 3 张卡片中选取 2 张卡片的组合数，也就是求出从 [image: n-1]
 张卡片中选取 [image: k]
 张卡片的组合数。”

“这次是从除 [image: ]
 以外的 3 张卡片中选取 2 张卡片，是吧？”

“嗯嗯。”我点头肯定，“将这两种情况合起来就能求出从 4 张卡片中选取 2 张卡片的组合数。这就是组合数的递推公式的意义。”

[image: ]


“只要分情况讨论，递推公式的意义就一目了然了呀！”

3.3.2　位模式

米尔嘉站起身走到图书室的窗前，窗外是一排法国梧桐。当她转身回望我们的一瞬间，乌黑的长发在空中飘舞。

“我们来思考位模式吧。”

◎　　◎　　◎

我们来思考位模式吧。

能用 [image: n]
 比特来表示的数，也就是 2 进制中 [image: n]
 位的数有 [image: 2^n]
 个。比如说当 [image: n=5]
 时，5 比特能表示从 00000 到 11111 的数，总共有 [image: 2^5=32]
 个。

[image: ]


　

[image: ]



树形图与位模式


那么，我们试着将位模式按 1 的个数来分类吧。

比如说，00000 这个位模式中一个 1 也没有，也就是 1 的个数为 0。如果位模式是 00101 就有 2 个 1，如果是 10110 就有 3 个 1。当然，1 的个数最多为 5 个，其位模式是 11111。

综上所述，我们可以将其归纳成下面这样的直方图。

[image: ]



将位模式按 1 的个数来分类


◎　　◎　　◎

“米尔嘉学姐，”泰朵拉问，“在‘位模式的个数’那一栏，写着 1, 5, 10, 10, 5, 1，这是组合数吗？”

“对。”米尔嘉回答，“‘[image: n]
 位中有 [image: k]
 位为 1’这样的位模式，与‘从 [image: n]
 个元素中选取 [image: k]
 个元素组合’相对应。这就相当于‘选取 [image: k]
 个元素使之等于 1’，因此位模式与组合相对应是理所当然的。”

“确实是。”我说。

3.3.3　指数爆炸

“只要有 5 比特，就可以表示 32 个数了呀。”泰朵拉说。

“才 5 比特就让你惊讶，泰朵拉你怕是不知道指数爆炸的厉害。”

“指数爆炸指的是？”

“只要有 1 比特，就能给 2 个人编号，也就是 0 号和 1 号。”

“嗯？”泰朵拉一头雾水，不知道米尔嘉想说什么。

“如果有 2 比特，就能给 4 个人编号，00 号、01 号、10 号、11 号。”

“是、是的呀。”

“只要有 [image: n]
 比特，就能给 [image: 2^n]
 个人编号，会有从 [image: ]
 到 [image: ]
 的编号。到此为止都理解了吧，泰朵拉？”

“嗯，我都理解了。只要有 [image: n]
 比特，就能给 [image: 2^n]
 个人编号。”

“那么，请听题。”米尔嘉说，“如果我们要给全世界所有的人编号，至少需要多少比特？假设全世界有 100 亿人口。”

“诶！要给 100 亿人编号吗？”

“没错。”

“因为至少需要 100 亿个编号，所以……呃，怎么说也要 1 万比特吧？”

“用不着那么多。”米尔嘉不假思索地回答。

“诶？比 1 万还少？那么，3000 比特怎么样？”

“还是太多了。”

“我明白了，那 300 比特是不是差不多了呢？”

“正确答案是 34 比特。”

“诶！只要 34 比特吗？”泰朵拉用双手比划着约 34 cm 的长度，不知在做什么手势。

“33 比特是不够的，”米尔嘉说，“我们至少需要 34 比特，因为

[image: 2^{33} ]
 =　85 亿 8993 万 4592

[image: 2^{34} ]
 = 171 亿 7986 万 9184

所以—— ”

[image: 2^{33} ]
 < 100 亿 < [image: 2^{34} ]


“我……我还以为至少需要 300 比特呢。”

“宇宙的体积大概是 [image: 2^{280}{\rm cm}^3]
 。如果有 280 比特，我们就可以将整个宇宙分成 [image: 2^{280} ]
 个 [image: 1~{\rm cm}^3]
 大小的立方体，并可以给每个立方体编号。要是有 280 比特—— ”

米尔嘉说到这里，将脸凑到泰朵拉面前。

不，这已经不是将脸凑过去的程度了。

两人是鼻子对着鼻子，嘴唇对着嘴唇，几乎就要碰到了。

而且……

米尔嘉的双手牢牢地按住泰朵拉的肩膀。

“要是有 280 比特，便能在全宇宙中以这样的精确度确定位置。”

“啊、啊、啊……”

无处可逃的泰朵拉，害羞得面红耳赤，目光闪烁不定。

3.4　幂运算的孤独

3.4.1　回家路上

回家路上。

我独自发呆，在脑海中描绘着树形图。

树形图……

如果有 34 段“分杈”，就能分成 171 亿 7986 万 9184 个树枝。经过 34 次分杈，就可以区分世界上每一个人了。

仅仅 34 次分杈就能得到 171 亿 7986 万 9184 种结果，那么，从过去经过无数岔路行走到现在的我们，是多少种可能性中的一个啊。

3.4.2　家

“我回来了。”

刚到家，妈妈就到门口悄悄对我说：“尤里来了。”

“尤里？”

我也不由自主地放小了声音。

一进房间，我就看到尤里一个人孤零零地坐在椅子上。

她低着头，手插在外套的口袋里。

马尾辫也无力地垂了下来。

“尤里，你怎么了？”

“哥哥……”

尤里抬起头。

一副要哭出来的样子。

“那个，哥哥……那个……”

“嗯。”

“那、那家伙要转校了……怎么办？”

憋了很久，尤里终于说了出来。

她闭上眼睛，双手掩面。


那家伙
 。

说的是和尤里同班的初三男生。

两人经常互相出数学谜题，是可以在放学后相谈到很晚的伙伴。

那孩子 —— 要转校了。

两人能一起讨论喜欢的书，一起学习，会吵架，也会立刻和好。

那孩子 —— 要去远方了。

那孩子，已经无法再参与尤里的每一天了。

仅仅 1 比特的不同，就能让两人的路越走越远。唉，我们的每一天都被分杈填满，我们必须在这充满无数分岔的森林里披荆斩棘。

尤里依然低着头，双手掩面。

少女的后颈微微颤抖。

我说不出任何安慰的话。

但我理解这份心酸。

我 ——

靠近 280 比特分割出的空间 ——

轻轻地，把手放在尤里的头上。

　

　


构成地球的原子总数　　[image: 2^{170} ]
 个



构成银河系的原子总数　　[image: 2^{223} ]
 个



全宇宙的体积　　[image: 2^{280}{\rm cm}^3]
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第 4 章　可能性中的不确定性


“要是有一两个人，不，哪怕只有一个人，



从那艘船上逃出来，逃到我这儿来就好了！



要是有一个伴儿了，有一个同类，



可以跟我讲讲话，可以互相交谈就好了！”


—— 《鲁滨逊漂流记》


　

4.1　可能性中的确定性

除法的意义

“哥哥，‘除法’到底是什么呢？”

“这真是个充满了哲学性的问题啊……”

今天是周六，这里是我的房间。初三的尤里和往常一样来我这玩，找感兴趣的书读。我一边翻着单词卡片，一边漫不经心地回答尤里时不时抛过来的问题。

自从上次见到尤里的眼泪还未过去一周，可不知为何，她已经一扫阴霾，像往常一样活泼开朗 —— 只是，我不清楚她的内心是否真的如此。

“之前咱们不是做过掷骰子比赛的题吗？就是哥哥弄错的那个。”

“……是做过呢。”尤里还真是抓着那个错误不放。

　　爱丽丝和鲍勃各掷一次骰子，掷出点数更大的一方胜出。

　　那么爱丽丝获胜的概率是多少呢？

“哥哥当时写了这样的式子吧？”

[image: ]


“嗯，是的。”

“结果出现分数了，分数就是除法吧？”

“是的，‘[image: ]
 ’也就是‘分子 ÷ 分母’。因此，可以说爱丽丝获胜的概率等于 [image: \frac{5}{12} ]
 ，也可以说等于 5 ÷ 12=0.4166 ...”

“为什么要用除法求概率呢？”

“嗯？你是不懂为什么要用‘所有的情况数’去除‘获胜的情况数’吗？”

“嗯……那里应该是明白了……但是，啊……说不清楚啊，我也很头疼，快帮帮我呀。”

“虽然我也不清楚你哪里不明白，但我会想办法的。总之先整理一下再说吧。”

我展开笔记本，尤里把椅子挪到我身边坐下。

“呃，尤里，你涂口红了？”我看了看她。

“嗯？喵，这是唇膏哦。”尤里调皮地一笑，用手指轻轻地点了一下嘴唇。

“哦，是吗……首先，爱丽丝先掷骰子。结果从 [image: ]
 这 6 种里产生。接着鲍勃掷骰子，结果同样是 [image: ]
 这 6 种中的一种。”

“没问题。”

“现在我们来考虑所有情况。爱丽丝的点数有 6 种情况。对应每一种情况
 ，鲍勃的点数也有 6 种。看，这就是经常见到的—— ”

“出现了‘对应每一种情况’！这时该用乘法。”

“对对。尤里你记得不错嘛。所有的情况数为 6 种 × 6 种 = 36 种，这　36 种情况都以相同的可能性
 发生。在这 36 种情况中，爱丽丝获胜的情况有 15 种，因此爱丽丝获胜的概率为 [image: \frac{15}{36} ]
 ，约分后为 [image: \frac{5}{12} ]
 。那么，你是在哪里卡住的呢？”

“哥哥你这样讲解的话，我大概理解了喵。但对于为什么要用除法，我还是不明白呀。”

“嗯……那么，我再试试别的讲法吧。”

我一边猜想反复念叨“我不明白”的尤里是怎样思考的，一边组织语言。讲解时，即便听者说了很多次“我不明白”，讲解者也不应该生气，生气并不能帮助听者加快理解。与其生气，不如去推测听者的所思所想，根据听者的思维改变自己的表达方式。

“尤里，除法是在‘把全体设为 1’的时候使用的哦。”

“把全体设为 1 ？”

“嗯。‘把全体设为 1 时，我们关注的量占多少呢？’回答这个问题的时候就要用除法，答案称作‘比例’或‘比’。”

“我不明白你在说什么……”

“比如说，我有一根 20 cm 长的百奇巧克力棒。”

“哥哥，百奇只有 13 cm 长哦。”

“啊，是吗？……那么，假设我有一根 13 cm 长的百奇巧克力棒，现在已经吃掉了其中的 6.5 cm。请问我吃掉的长度占全体的比例是多少呢？”

“很简单呀，吃掉了一半。”

“没错。‘全体的长度’为 13 cm，‘吃掉的长度’为 6.5 cm，是全体的一半，也就是 [image: \frac{1}{2} ]
 。”

[image: ]


“哥哥，这不是小学计算题嘛。”

“设全体的长度为 1 时，吃掉的长度就相当于 [image: \frac{1}{2} ]
 。所以刚才的问题就变成了

　　把‘全体的量’设为 1 时，

　　‘关注的量’占多大的比例呢？

回答这个问题就需要用到分数，也就是除法运算。”

“这样我是明白的，但是，概率也不是长度呀！”

“嗯。概率确实不是长度，但是它和长度的比例
 很相似。而且也不局限于长度的比例，还可以是面积的比例、体积的比例……，什么都可以。总之，概率要回答的就是

　　把‘必定发生的事情’设为 1 时，

　　‘关注的事情’发生的比例有多大呢？

这样的问题，尤里。”

“呃，我有点明白了……哥哥，刚才你说概率与面积的比例很相似对吧？这让我想到利用列表。”

尤里在我桌子上翻出笔记。

[image: ]


“我们用一个字来表示各种情况。爱丽丝获胜时用‘爱’，鲍勃获胜时用‘鲍’，平局时用‘平’……如此一来，我们就能画出下面这样一个正方形。”

[image: ]


“原来如此。”我看着尤里画出的方格点点头。

“将这个正方形的面积设为 1 时，‘爱’所占的面积是多少呢？这就是爱丽丝获胜的概率了。”

“没错，就是那样！尤里你真聪明呀！”

“嘿嘿嘿，再多夸夸我。”

“就这样吧。”

“真小气，夸我的比例真少。”尤里撅起嘴，“但是呀，哥哥，这里与其说是求面积，不如说是计数啊。因为，方格一共有 36 个，其中‘爱’的方格有 15 个。”

“没错，因为 36 种情况每一种发生的可能性都相同呀。”

尤里一直盯着正方形，在思考着什么。

突然，她栗色的头发闪出金色的光泽。

“啊，哥哥！这样的话，不掷两次骰子，而是用 36 格的轮盘是不是也可以呢。”

“36 格的轮盘？”

尤里画了一个像轮盘一样的东西。

[image: ]



和掷骰子比赛相同的 36 格轮盘比赛


“啊，确实。36 格的轮盘中，爱丽丝获胜的位置有 15 个，鲍勃获胜的位置也有 15 个，平局的位置有 6 个，和掷两次骰子的结果是一样的呀。”

“如果 1 个获胜的位置都没有，获胜的概率就是 0 了吧？”

“说得没错，概率为 0 表示绝对不可能发生
 的情况。假设 36 个位置都表示爱丽丝获胜的话……”

“爱丽丝获胜的概率就会变成 1，这是必然会发生
 的情况。”

“嗯，任何事情的概率，都一定在‘绝对不可能发生’与‘必然会发生’之间。也就是说

0 ≤ 概率 ≤ 1

这样一个不等式总是成立。概率不会变成负数，也不可能超过 1，它总是大于等于 0%、小于等于 100%。”

“‘120% 正确’是不可能的吧 —— 啊哈哈！”

“突然笑什么呢你？”

“前几天老师说‘这是 120% 正确的！’当时人家就反驳说‘老师，这在数学上是不合理的’，结果还惹老师生气了。”

“你不要欺负老师呀。老师是因为想强调‘一定是正确的’才……”

“好好。”尤里一边笑一边说，“最有趣的是，那天放学后，那家伙—— ”

尤里的话戛然而止。

我想去看尤里的脸。

她“唰”地背过身去，伸手在书架上找书。

　

“尤里？”

“……”

“尤里？”

“……哥哥，这本书借我吧。”

尤里抽出一本口袋书，迅速走向了客厅。

4.2　可能性中的不确定性

4.2.1　相同的可能性

“以上就是我们讨论的话题。”我说。

“概率确实很难呜……”泰朵拉一边吃便当，一边口齿不清地回答。

这里是学校的楼顶，现在正值午休时间，虽然暖和，天却阴着。

“难吗？”我吃着刚从小卖部买的面包。

“嗯……‘将全体设为 1’这一点能明白，但是不明白学长你刚才提到的‘相同的可能性’，我还没有理解这句话的意思。”

她用筷子夹起一块蛋卷，接着说：

“日语中‘可能性’这个词让人觉得意思含糊。用英语来表达是 probability，也就是‘有多么 probable（容易发生）的程度’。这个表达就很清晰。”

泰朵拉的英语发音婉转动听。

“可能性 —— 唉……确实是个难以理解的名词。”

“嗯。我尤其弄不明白这个名词的意思。为什么可以断言骰子的各个点数就是按‘相同的可能性’出现的呢？”

“因为出现的概率都是 [image: \frac{1}{6} ]
 呀。”我说。

“嗯，如果骰子的各个点数都按相同的可能性出现，那么每一个点数出现的概率都是 [image: \frac{1}{6} ]
 。但是……追根溯源，为什么‘骰子的各个点数是按相同的可能性出现的’这个前提就是正确的呢？”她放下筷子注视着我。

“嗯，因为骰子质地分布均匀，且各个面的形状相同 —— ”我欲言又止，我知道她的疑问了。

“学长，由骰子的各个面形状相同，进而推出骰子的各个点数出现的可能性相同 —— 这已经不是数学了。”

“说的是啊，是物理学？—— 啊不是，这是更偏向工学的话题了。”

“啊……我也说不清楚自己哪里不明白。”

泰朵拉说着，将蛋卷一口吞下。

4.2.2　真正的武器

吃完面包后，我将包装袋揣进口袋，开始思考泰朵拉说的话。泰朵拉的疑问是这样的：

　　骰子的各个点数是按“相同的可能性”出现的。

　　这是什么意思？

我无法准确回答她这个朴实的问题。

在此之前，我从来没有对“相同的可能性”这一表达抱有过疑问，无论是在小学、初中，还是高中。因为我觉得只要能算对排列或组合，概率的计算就一定不会出错。

但是，泰朵拉不是这样的。

她会一直抱有疑问，直到真正感觉到“我明白了”。

我察觉到了一件事情。

　　泰朵拉认为自己的武器是“坚韧的毅力”。

　　我以前一直认为她的武器是“独特的思维”。

但我现在才发觉，实际上泰朵拉真正的武器不是坚韧的毅力，也不是独特的思维，而是

　　“自己，还没有，真正理解”

这样的自我认知。

一年级的时候泰朵拉有很多东西还不明白，像质数、绝对值、和……在和我的对话中，泰朵拉知道了定义的重要性，知道了数学公式的重要性。一年后的现在，她那“没明白的感觉”又加深了一个层次。

听我这样说着，泰朵拉将双手伸到面前，连连摆手。

“哪里哪里！我只是太迟钝了，有些东西理解得比较慢，要是能快点理解就好了。”

“未必是那样呢。真正的数学家所挑战的问题都不是能快速找到答案的。所以，能在心中一直思考自己还没弄明白的问题，这是非常重要的。而泰朵拉你，有这个能力。”

“啊……能被学长这么夸奖，我受到了莫大的鼓励。怎么说好呢……总之，我深刻地认识到，只要做自己就好。即便是这样迟钝的我，也不是一无是处，也有优秀的地方！”

“没有呀，我可是一直觉得你很厉害的。”

“每次听了学长的话以后，我学习的动力都会更足。我想学得更广、更广更广，也想学得更深、更深更深。这是真心话！在家学习的时候，一想起学长还有米尔嘉学姐的话，我的心情就会变得很舒畅。”泰朵拉一副认真的表情，“我会觉得 —— 原来我不是独自一人啊。”

“不是独自一人？”

“嗯。我经常会因为解不出数学问题而着急得手心出汗。这时候我就会深呼吸，回想学长和米尔嘉学姐的鼓励，然后就能放松下来，以新的状态去面对问题……学长说过这样一句话吧，在面对数学公式的时候，我们每个人都是‘小数学家’。”

“嗯。”

“我会回想起那句话，这样即便时间一分一秒地过去，我也不会慌张、不会焦急。我会将注意力集中在眼前的问题上。大家都是一样的，虽然面对问题时我是一个人，可我并不孤独。学长的话语，在我的内心给予我力量。”

“……”

“我，不是独自一人。每个人都在独自面对‘自己的问题’。全世界的‘小数学家’们都在忙于各自的问题。所以、所以我并不孤独。即便面对的问题不同，我也绝对、绝对不孤独。即便 ——

　　即便一个人也好，我也会认真思考。

　　即便一个人也好，我也会认真战斗。

　　只有披荆斩棘，我们才能迎来互相理解。

我发现了这样一个新世界。”

泰朵拉的脸染上红晕。

“学长，所以我、我一直……那个……虽然我也说不清楚，我一直对学长……”

正当这时，一滴雨点落下来了。

“泰朵拉！糟了，下雨了！”

“啊呀，我的便当！”

我们为了躲避突然下起的雨，慌慌张张地跑进室内。下楼时，泰朵拉说了一句话。

“学长，一直以来谢谢你。”

4.3　可能性的实验

4.3.1　解释程序

下午的课程结束，到了放学时间，我一如既往地走向图书室。

窗外的法国梧桐已经抽出新叶，直指广阔的天空。午休时的骤雨过后，天空万里无云。

泰朵拉与理纱并排坐着。红发的理纱面无表情地面对着红色的笔记本电脑，而泰朵拉在一旁看屏幕看得入迷，显得兴奋不已。

“啊，学长学长学长学长学长！”

“说了 5 次学长，是个质 —— ”我还没把“质数”两个字都说出口，就被跑过来的泰朵拉拽着手腕带到电脑前 —— 我被一如既往的甘甜味道包围了。

“看！看！”泰朵拉指着理纱的屏幕，“好、好厉害的！理纱让之前说的伪代码实际运行了！”

“实际运行……这是怎么一回事？”我问道。

屏幕上显示的是 LINEAR-SEARCH 的程序，其中有一段闪烁不停，我不太明白。

“啊，看不明白吗？这个标志表示的是现在计算机先生正在运行哪一行。”

泰朵拉一边说着，一边去指显示在屏幕上的标志。这时，理纱以迅雷不及掩耳之势抓住了泰朵拉靠近屏幕的手。

“不行。”理纱说。

“诶？啊，不能用手碰屏幕是吧。对不起，我会注意的。”泰朵拉坦率地道歉，仿佛理纱才是学姐。

“我明白了。”我看着标志说，“这个标志会显示在伪代码正在运行的行上对吧？它会配合电脑的运作而移动。”

“就是这样！再看这里！这里有一个变量表对吧？通过这个变量表，我们就能知道现在 [image: k]
 的值是多少。”泰朵拉一边注意着不让手碰到屏幕，一边将变量表指给我看。

啊……我明白了。每当程序经过 [image: k\leftarrow k+1]
 这一行，变量表中 [image: k]
 的值就会增加 1。现在 [image: k]
 的值正从 379 变为 380。程序的运行状态一目了然，非常有趣。

“但是……诶？计算机的运行速度会这么慢吗？”

“才不是呢！这是故意放慢的。小理纱快给学长看一下加速的效果。”

“不准加‘小’。”理纱一边说着一边开始操作电脑。

紧接着，标志的移动速度变快了，快得几乎看不到。与此同时，[image: k]
 的值也开始飞快地变化。明明刚刚还是 380，现在已经是 22 000、23 000、24 000……数字变换之快让人眼花缭乱，因为变化太快，我甚至读不出百位以下的数字。

“这是 LINEAR-SEARCH 的程序对吧？你让 [image: n]
 的值等于多少了？”

“嗯……我记得调用 LINEAR-SEARCH 的时候，[image: n]
 的值设在 100 万左右。”

“100 万？！”我吃了一惊。

“104 万 8576，”理纱轻咳了咳，“2 的 20 次方。”

“要从那么多的数里面查找吗？”我问。

“理纱将数列 [image: A]
 的元素都设为 1，让计算机先生在其中查找 0。”泰朵拉说，“因为 [image: v]
 的值为 0，所以程序结束时会输出‘无法找到’。虽说明知道无法找到还让它查找有些不厚道，但因为是实验也就没有办法啦。”

我观察着闪烁的屏幕。“话说回来，我还不是很明白理纱是怎么让伪代码‘动起来’的？”

“我也不是很明白。不过，理纱把用伪代码写成的算法输入到计算机里面后，计算机就开始一行一行地解释代码，然后就开始运行了。理纱做了一个能把伪代码当作代码来运行的程序！……对吧？”

泰朵拉把问号抛向理纱，理纱无声地点头。

“也就是能运行程序的程序吗？”我说。

“解释程序 1
 。”理纱说。


1
 解释程序（interpreter），又称解释器，是一种语言处理程序，在词法、语法和语义分析方面与编译程序（compiler）的工作原理基本相同，但在运行用户程序时，它直接运行源程序或源程序的内部形式（中间代码），无须事先编译为机器语言代码。―― 译者注

理纱 —— 她有着干净利落的红发、安静的面容、微微沙哑的声音。她能无声地快速打字，而且……还有难以置信的程序设计能力。

“对了，学长，我还有一个发现，是关于理纱的键盘的，你注意到了吗？”

发现？我往理纱的手边看去。

啊！键盘上没有字。

理纱的键盘上排列着红色的按键，可是按键上没有印着任何东西，无论是字母还是数字，什么都没有。

“好厉害啊……按键上竟然没有字。”我说。

“因为不需要看。”理纱说。

4.3.2　掷骰子比赛

“这样一来，尤里的掷骰子比赛也能实现了吧！”

理纱听了泰朵拉的话，立刻开始敲起代码来。

[image: ]



掷骰子比赛


“这个 RANDOM(1, 6) 指的是什么？”我问道。

“代替骰子。”理纱用微微沙哑的声音回答。

“random……也就是‘随机’的意思吧。”泰朵拉说。

“原来如此。RANDOM(1, 6) 它是一个函数，与掷骰子相同，会从大于等于 1 小于等于 6 的整数里随机选取一个作为返回值。”我这么说，理纱听后微微点头。

理纱操作电脑，运行了几次 DICE-GAME 程序。

[image: ]


“真有趣。”泰朵拉说，“将爱丽丝掷出的点数赋值给变量 [image: a]
 ，将鲍勃掷出的点数赋值给变量 [image: b]
 ，接着比较 [image: a]
 和 [image: b]
 的大小就能分出胜负。将思考的事情以程序的形式表示。只要用语言写出来就能运行，这真令人开心。”

4.3.3　轮盘比赛

“等一下。”我忽然想到，尤里曾提到的 36 格的轮盘不也能通过程序来实现吗？

理纱听完我的说明后只说了一个单词“Spell”。

“啊，你是想问‘轮盘’的拼写是吧？”泰朵拉替我回答，“是 R-O-U-L-E-T-T-E。”

真没想到泰朵拉能这么快就回答出这个英文拼写。

理纱一言不发，马上开始写程序。

[image: ]



轮盘比赛（等同于掷 2 次骰子的比赛）


“这回只调用了一次 RANDOM 啊。”泰朵拉说。

“范围也不一样。”我说，“调用一次 RANDOM(1,36) 相当于转一次刻有 1 到 36 的轮盘，将它的结果赋值给变量 [image: r]
 ，得到的值是大于等于 1 小于等于 36 的整数。变量 [image: r]
 的值小于等于 15 时爱丽丝获胜；大于 15 小于等于 30 时鲍勃获胜；除此之外就是平局……原来如此！”

这样我们就有了 DICE-GAME 和 ROULETTE-GAME 两个程序。虽然这两个程序的内容不同，但两个程序中爱丽丝获胜的概率都是 [image: \frac{5}{12} ]
 ，鲍勃获胜的概率都是 [image: \frac{5}{12} ]
 ，平局的概率都是 [image: \frac{1}{6} ]
 。

“话说回来，理纱你写程序的速度真快啊……”泰朵拉说。

“快到让人吃惊。”我也表示同意。

“呀！”理纱叫出声。

不知什么时候，黑发才女悄然出现在理纱身后，一边注视着屏幕，一边搅动理纱的红发。

“模拟？”

“快停下，米尔嘉学姐。”

米尔嘉好像很热衷于玩弄理纱的头发。

4.4　可能性的倒塌

4.4.1　概率的定义

玩了好一会儿理纱的程序后，我、泰朵拉和米尔嘉一如既往地进入数学讲习环节，理纱在旁边继续无声地编程，也不知道她有没有在听我们的谈话……

泰朵拉向米尔嘉请教我们午休时遇到的疑问。

“我怎么也理解不了‘相同的可能性’。”

“嗯……”米尔嘉闭上眼睛开始思考。

雨后清凉的空气从图书室的窗外涌进，还能隐约听到从远处操场传来的运动社团的口号声。

米尔嘉。

她戴着金属框眼镜，黑发随风轻摇。五官端正，身材修长，飒爽英姿……但是，米尔嘉的魅力远不止于外表，她有广博的学识、深邃的思想、天马行空的想象力，还有大胆的判断力 —— 她能自由自在地运用这些能力，展开思维的翅膀。

表妹尤里、学妹泰朵拉（顺便一提，还有我妈妈）都非常喜欢这样的米尔嘉。

“先定义概率吧。”米尔嘉睁开眼睛说道。

“好的。”泰朵拉回答。

“如果是你，会怎样定义概率？”米尔嘉问泰朵拉。

“诶？我吗？我来定义吗？！”

“对。如果不能理解，就自己下定义试试。”

“呃，这样啊……概率指的是……我、我先想一想。”泰朵拉顿了顿，然后接着说，“概率指的是，用‘所有的情况数’去除‘关注的情况数’后得到的值。”

“嗯。那你来反驳。”米尔嘉指向我。

我就知道她会这么说。

“这个……我觉得泰朵拉的定义没什么问题，只是需要加上所有的情况都以‘相同的可能性’发生这一条件。用‘所有的情况数’去除‘关注的情况数’得到的值，也就是‘情况数的比值’，要使它能够成为概率，必须要满足所有的情况都以‘相同的可能性’发生这个条件。”

“啊……说得对啊，这个条件是必须的。”泰朵拉点着头。

“但是泰朵拉。”我不失时机地指出，“你不是说你不理解‘相同的可能性’的意思吗？”

“嗯，我确实还没弄明白‘相同的可能性’的意思……”

“既然如此，你可以在概率的定义中使用这个条件吗？”

“唉！说的也是啊。但是……这么一来，在定义概率的时候不就不能使用‘相同的可能性’这句话了吗！？虽然现在说有点迟……可这真的能办到吗？”泰朵拉说着望向我们。

“这真的能办到吗？”我说着望向米尔嘉。

“能。”米尔嘉不假思索地回答，“对泰朵拉的问题，也就是‘定义概率时能否不使用‘相同的可能性’这个条件’，答案是‘能’。在数学上定义概率时可以不使用‘相同的可能性’这句话。”

“那么……我们要用什么来定义概率呢？”泰朵拉问。

“公理
 。”米尔嘉回答，“我们首先要有用来定义概率的公理，也就是‘概率公理’，然后只有那些满足‘概率公理’的东西，才能称为概率。在数学上我们就是这样定义概率的。为方便起见，我们把通过‘概率公理’确定的概率称为公理概率
 吧。”

“诶？可是……我们在学校里学到的是用‘情况数的比值’来定义概率呀。那在数学上是错了吗？”泰朵拉说。

“并没有错。在‘相同的可能性’这个先决条件下定义‘情况数的比值’为概率，这是法国数学家拉普拉斯 2
 的集大成之作《分析概率论》 3
 中的概率，也就是所谓的古典概率
 。虽然有些问题是古典概率无法解决的，但是古典概率与公理概率并不矛盾，古典概率只不过是公理概率的特殊情况。”


2
 皮埃尔 - 西蒙·拉普拉斯（Pierre-Simon Marquis de Laplace，1749 —— 1827），法国分析学家、统计学家、物理学家、天文学家。拉普拉斯是应用数学的先驱，他是天体力学的主要奠基人、天体演化学的创立者之一、分析概率论的创始人。―― 译者注


3
 Théorie Analytique des Probabilités
 , Pierre-Simon Marquis de Laplace, Paris: Coureier, 1812. ――译者注

“这样看来，我所知道的概率 —— 古典概率是没错的对吧？”泰朵拉松了一口气。

“虽然没错，但是现代数学提到的‘概率的定义’，指的都是‘概率公理’的定义。”

“那么，我们只要学习了‘概率公理’，就能明白骰子的点数按‘相同的可能性’出现的理由了吧！”泰朵拉的眼睛闪着光。

“并不是那样的。”米尔嘉说，“无论怎么学习‘概率公理’，也不能知道骰子的点数是不是按‘相同的可能性’出现的。”

“诶？”

“如果想知道骰子上各个点数出现的概率，只能通过实际掷骰子来调查‘发生频率的比值’，这也被称作统计概率
 。”

“呃……”

“我们来整理一下概率的意义吧。”黑发才女重新说道。

4.4.2　概率的意义

我们来整理一下概率的意义吧。概率作为一个单词，主要有三种含义。为了方便起见，我们把这三种概率分别称为公理概率、古典概率和统计概率。

公理概率是由“概率公理”确定的概率。以公理的形式确定概率的性质，只有满足概率公理，才能称为概率。在现代数学中，只有概率公理才是概率的定义。

古典概率是由“情况数的比值”确定的概率。事先规定所有事件都按相同的可能性发生，用“所有的情况数”去除“关注的情况数”得到一个值，也就是“情况数的比值”，用它来表示概率。我们在高中以前学习的概率就是这个概率。古典概率与公理概率并不矛盾，也容易理解，但是适用范围有限。

统计概率是由“发生频率的比值”确定的概率。考察关注的事件的实际发生次数，把这个作为概率。考察在全体事件中关注的事件实际上发生了几次，也就是考察“发生频率的比值”，根据过去预测未来。当在理论上难以确定事件发生的原因，比如求某人一年内遭遇交通事故的概率时，我们就可以使用统计概率。

4.4.3　数学的应用

“概率的定义有好多种啊……”泰朵拉说。

“在现代数学中，概率的定义只有一种 —— 公理概率。刚才提到的公理概率、古典概率、统计概率是从不同角度来思考概率的。”

“话说回来，古典概率会使用‘相同的可能性’这个概念对吧？”泰朵拉说。

“是的，会将事件按‘相同的可能性’发生作为前提条件给出。”

“这样……也可以吗？”

“可以。如果不确定前提条件，就没办法讨论任何问题了。”

“但是，如果骰子质地不均匀，实际上就不能说是‘相同的可能性’了吧？”

“说得没错。”米尔嘉说。

“所以用数学的方式明确定义‘相同的可能性’果然是必要的。”

“嗯……那么，再深入思考一下吧。”米尔嘉慢慢地说，“如果骰子质地不均匀，各个点数可能就不会按‘相同的可能性’出现。但是，此时问题出在哪呢？”

“问题出在哪呢？”

“问题并没有出在数学上。”米尔嘉说，“问题出在将怎样的情况看作‘相同的可能性’上。换言之，并不是数学错了，而是数学的应用
 错了。”

“哦……”泰朵拉皱了皱眉。

“骰子的各个点数实际上
 是否按‘相同的可能性’出现 —— 这个问题数学无法回答。数学能回答的问题是，当骰子的各个点数按‘相同的可能性’出现时，什么样的结果会成立。”

泰朵拉带着不满的表情开始啃指甲。

“但是……总觉得这太耍赖了。我真正想知道的是实际结果怎么样，难道数学无法回答这个问题吗？”

“只要给出条件，数学就能回答从条件中可以推导出什么。”米尔嘉这样说着，指尖轻触眼镜中间，“上次我们提到‘明确了前提条件的定量评估’时，泰朵拉你不是很受触动吗？”

“嗯，是这样的，但是……”

“现在和当时一样。数学研究的是在前提条件明确的情况下可以推导出什么。这才是数学，我们不能自作主张地超越它的范围。”

“……原来如此。”泰朵拉说。

“试着从三种概率的角度来解答一下泰朵拉的疑问吧。”米尔嘉说。

4.4.4　解答疑问

试着从三种概率的角度来解答一下泰朵拉的疑问吧。

　　骰子的各个点数是按“相同的可能性”出现的。

　　这是什么意思呢？

从公理概率的角度来看，“相同的可能性”表示各个点数被给予的概率相同。也就是说，使用由公理定义的“概率”这一概念来定义“相同的可能性”。当以各个点数都被给予了相同概率的骰子为研究对象时，就可以说骰子的各个点数会按“相同的可能性”出现。这相当于将质地均匀的骰子模型化了。

从古典概率的角度来看，骰子质地均匀，各个点数按“相同的可能性”出现是进行讨论的前提。而古典概率是不会回答什么情况下各个点数按“相同的可能性”出现这一问题的。古典概率研究的是在所有情况都按“相同的可能性”出现时，将“情况数的比值”作为概率。也就是说，当各个点数按“相同的可能性”出现时，各个点数也就按相等的概率出现。

从统计概率的角度来看，如果反复掷骰子后各个点数出现的频率几乎相等，就可以说骰子的各个点数按“相同的可能性”出现。当然，究竟应该掷多少次、怎么处理频率的误差，这些问题还需要继续讨论。

4.5　可能性的公理定义

4.5.1　柯尔莫哥洛夫

“那么，公理概率究竟是什么呢？”泰朵拉问。

“首先规定名为‘概率公理’的命题，然后将满足该命题的东西称为概率 —— 这就是公理概率，也称作概率的公理定义或公理主义的概率。”

“啊，说起来以前好像做过类似的定义！”

“没错，我们曾经用群的公理定义过群。类似的例子还有：用环的公理定义环；用域的公理定义域；用皮亚诺公理定义自然数；用形式系统的公理定义形式体系。和它们一样，我们用概率公理来定义概率。”

米尔嘉站起身来，一边讲解一边用食指比划着圈圈。

“概率公理的定义是由安德列·尼古拉耶维奇·柯尔莫哥洛夫 4
 在 1933 年提出的，柯尔莫哥洛夫是苏联数学家。”


4
 安德列·尼古拉耶维奇·柯尔莫哥洛夫（1903 —— 1987），20 世纪苏联杰出的数学家、著名的数学教育家，他的研究几乎遍及数论之外的一切数学领域，在概率论、拓扑学、直觉主义逻辑、湍流理论、经典力学、算法信息论、计算复杂性等领域做出开创性的贡献。―― 译者注

“1933 年？是 20 世纪之后啊……”我说。

“柯尔莫哥洛夫是伟大的数学家，同时—— ”

米尔嘉顿了顿，注视着我的脸说：

“也是一位伟大的教师。”

4.5.2　样本空间与概率分布函数

“来谈谈公理概率吧。”米尔嘉说，“作为前期准备，我们先来思考什么是样本空间和概率分布函数。样本空间是基本事件的集合，概率分布函数是样本空间的子集到实数集的函数 5
 。而且，它们全都满足概率公理　—— ”


5
 近代数学把函数定义为两个非空集合 [image: A]
 和 [image: B]
 之间的某种确定的对应关系，使得对于 [image: A]
 中的每一个元素，[image: B]
 中总有唯一的元素与之对应。―― 译者注

“稍、稍等一下。”泰朵拉伸出双手，像是要扶住米尔嘉似的，“我头脑中什么都想象不出来。”

“嗯……那我们就从例子开始讲起吧。当掷一次骰子时 —— ”米尔嘉的“授课”开始了。

◎　　◎　　◎

如下所示，我们来思考掷一次骰子时的集合 Ω
 吧 —— 集合的名字是什么都没关系，泰朵拉。

[image: ]


这个数学公式表示集合 Ω
 由 [image: ]
 这 6 个元素构成。在这里我们把集合 Ω
 看成包含了掷一次骰子时出现的点数的所有可能性。

我们将 Ω
 称为掷一次骰子时的样本空间
 。

样本空间 Ω
 网罗了所有能发生的可能性，不属于 Ω
 的点数不会出现。比如不会出现“0 点”或“7 点”，也就是说，样本空间不会有遗漏
 。

另外，样本空间 Ω
 的各个元素所代表的事件不会同时发生。比如说，[image: ]
 和 [image: ]
 不会同时出现，也就是说，样本空间不会重复
 。

这就是样本空间。

接着我们来思考函数 [image: Pr]
 。[image: Pr]
 是样本空间 Ω
 的子集到实数集的函数，例如，我们定义这样一个对应关系。

[image: ]


该表的意思是，当我们将 { 骰子的点数 } 这个集合作为函数 [image: Pr]
 的输入时，[image: Pr]
 会返回 [image: \frac{1}{6} ]
 这个值。在这里我们认为这个函数 [image: Pr]
 规定了掷一次骰子时出现的点数的概率。

我们将函数 [image: Pr]
 称为掷一次骰子的概率分布函数
 ，将实数 [image: Pr({x\})]
 称为出现点数 [image: x]
 的概率
 。

也可以不用表格而采用以下形式来表示。

[image: ]


概率分布函数 [image: Pr]
 被定义为对于 [image: ]
 中的任何一个元素，其返回的值都大于等于 0。也就是说，样本空间中任何一个元素的概率都不会为负值或者未定义。

虽然这里所有的概率都相等，但其实不相等也没关系。只是概率分布函数 [image: Pr]
 的所有概率之和必须等于 1。我们等会儿再详细说明概率分布函数必须满足的条件。

[image: ]


那么，你能和样本空间 Ω
 、概率分布函数 [image: Pr]
 成为朋友
 吗，泰朵拉？

◎　　◎　　◎

“泰朵拉？”米尔嘉说。

“嗯……啊啊！我大概明白了。样本空间 Ω
 是将可能发生的事情作为元素的集合，概率分布函数 [image: Pr]
 是为了得到概率的函数，对吗？”

“没错。”

“通过集合 Ω
 和函数 [image: Pr]
 来表示概率，对吧？”我说。

“我们通过做题来检查是否理解了吧。这个式子表示什么意思？”

[image: ]


“呃……表示‘掷骰子时出现 [image: ]
 ’吧？”

“错了。”

“诶？”

“回答不够准确。[image: ]
 是‘掷骰子时出现 [image: ]
 的概率
 ’。”

[image: ]


“啊……我明白了，原来如此。”

我一边听着米尔嘉与泰朵拉的交谈，一边思考“对话”这一交流形式。对话非常有助于理解。认真的提问与认真的回答 —— 在学校的授课中也能实现这种对话吗？一位教师要面对许多学生，而且学生们的理解程度各有不同。在这种情况下，真的能进行直达理解深处的细致对话吗？不，教师不就是为了完成这样的对话而存在的吗？我这样想着。

“抱歉！我现在搞不清概率
 和概率分布函数
 的区别了！”泰朵拉抱着头说。

“[image: ]
 表示掷出 [image: ]
 的概率，在刚才的例子中它等于实数 [image: \frac{1}{6} ]
 。”

“嗯，确实是这样。”泰朵拉说。

“与之相对应，[image: Pr]
 是概率分布函数，它表示的是‘发生的事件’到‘概率’的对应关系 —— 也就是函数。这是实数与函数的区别。”

“我明白了实数与函数的区别，但……我还是不理解概率分布函数中‘分布’的意思。”

“嗯……”米尔嘉稍作思考，“刚才我提到所有概率的和为 1。现在我们反过来想，也就是说，概率分布函数 [image: Pr]
 将概率 1 分布在样本空间 Ω
 上。”

“将概率分布……”

“就是将 1 distribute 呀，泰朵拉。”

“distribute 啊！”泰朵拉叫起来，“原来如此！ [image: Pr]
 这个函数将概率 1 分解并划分为一个又一个的事件对吗！”泰朵拉做了一个开花老爷爷的姿势 6
 。


6
 出自日本民间故事《开花老爷爷》。这是一个讲述善良的老爷爷收养了一只小狗，小狗长大后帮助老爷爷挖出财宝并使枯木开花的故事。在故事结尾老爷爷将木臼的灰撒到枯木上，使枯木开花。此处泰朵拉就是在模仿老爷爷撒灰的姿势。―― 译者注

“没错。”米尔嘉说，“概率分布的英文就是 probability distribution。概率分布函数确定了概率的分布。什么样的事件发生的概率高，什么样的事件发生的概率低；哪里有高山，哪里有山丘 —— 这种整体情况便是由概率分布函数确定的哦。”

“公平的骰子就是平原了吧。”我说。

4.5.3　概率公理

接着来谈谈由柯尔莫哥洛夫确立的概率公理吧。



概率公理


设 Ω
 为集合，[image: A,B]
 为 Ω
 的子集。

设 [image: Pr]
 为 Ω
 的子集到实数集的函数。

令函数 [image: Pr]
 满足以下公理 P1, P2, P3。

　


公理 P1
 　[image: 0\leqslant Pr(A)\leqslant1]



公理 P2
 　[image: Pr(]
 Ω
 [image: )=1]



公理 P3
 　如果 [image: A\cap B={\}]
 ，则 [image: Pr(A\cup B)=Pr(A)+Pr(B)]


　

此时，

　


	集合 Ω
 称为样本空间


	
Ω
 的子集称为事件


	函数 [image: Pr]
 称为概率分布函数


	实数 [image: Pr(A)]
 称为 [image: A]
 发生的概率






“啊，原来概率是这样被定义的啊……但这看起来不像概率啊。”泰朵拉说。

“不像概率像什么呢？”米尔嘉眯起眼睛问泰朵拉。

“集合……吧。”

“就是这样。我们用集合与逻辑学定义公理概率。如果使用概率来定义概率就会变成循环论证，所以当然不能使用概率来定义概率了。”

“原、原来如此……确实该这样呢。”

4.5.4　子集与事件

泰朵拉复述着概率公理。

“那个……概率公理中提到了‘Ω
 的子集称为事件
 ’对吧？事件是什么呢？”

“就是英语中的 event。”

“event……原来如此。事件指的是‘发生的事情’，对吧？”

“将要发生的事情、已经发生的事情、可能发生的事情、偶然发生的事情，这些意思都有。”

“那么概率分布函数 [image: Pr]
 就是通过事件求概率的函数啊！”我恍然大悟，米尔嘉微微点头。

“‘[image: A]
 是 Ω
 的子集’这个定义你理解吗，泰朵拉？”

“指 [image: A]
 是 Ω
 的一部分……的……意……思……吗？”泰朵拉吞吞吐吐地说。

“这样可不行。”米尔嘉斩钉截铁地回复，“意思上是对了，但这并不能作为定义。‘[image: A]
 是 Ω
 的子集’指的是‘集合 [image: A]
 中任意一个元素都是集合 Ω
 的元素’。设集合 Ω
 为

[image: ]


请举出子集 [image: A]
 的例子！”

请举出子集 [image: A]
 的例子，米尔嘉说着指向我。我立刻回答：

“嗯。举一个子集的例子对吧。比如说，

[image: ]


这个集合是

[image: ]


的子集。”

“这样……啊，这是在‘举例子’对吧？”

“嗯，是的泰朵拉。无论从集合 [image: A]
 中选取哪一个元素 —— [image: ]
 也好，[image: ]
 也好，[image: ]
 也好 —— 它们都是集合 Ω
 的元素，这就是‘[image: A]
 是 Ω
 的子集’的定义。此时的数学公式写作 [image: A\subset]
 Ω
 ，读作‘集合 [image: A]
 包含于集合 Ω
 ’。”

“再画一下图。”米尔嘉说。

“好……画成图的话就是这样。”我着手画图。

[image: ]



集合 [image: \boldsymbol{A}]
 是集合 Ω
 的子集



集合 [image: \boldsymbol{A}]
 包含于集合 Ω




[image: \boldsymbol{A}\subset]
 Ω



“这样啊，我明白子集的定义了……那个，刚才出现的集合 [image: ]
 是一个怎样的事件呢？”

“泰朵拉你觉得是什么呢？”

“呃……应该是……掷一次骰子时‘出现的点数为偶数的事件’吧？”

“嗯，很好哦。”我回答道，“除了 [image: A]
 之外，掷一次骰子时的事件，也就是集合 Ω
 的子集，还有很多，总共有 [image: 2^6]
 个。通过逐一判断 [image: ]
 到 6 [image: ]
 这 6 个元素是否属于这个子集，就能求出子集的个数。”

“要特别注意的是，”米尔嘉接着说，“Ω
 本身也是 Ω
 的子集，空集 { } 也是 Ω
 的子集。那么，子集的复习到此为止。让我们回到柯尔莫哥洛夫提出的概率公理，仔细地阅读吧。”米尔嘉说，“因为只有这个公理才是现代数学对概率的定义。”

4.5.5　概率公理 P1



概率公理 P1



公理 P1
 　[image: 0\leqslant Pr(A)\leqslant1]




“这个不等式表示了什么呢？”米尔嘉问。

[image: 0\leqslant Pr(A)\leqslant1]


“呃，这个不等式表示‘事件 [image: A]
 的概率大于等于 0 小于等于 1’吧。”泰朵拉回答，“但是……为什么函数 [image: Pr]
 要满足这个不等式呢？”

“泰朵拉，你这个问题没有意义。”米尔嘉说，“我们想表达的并不是‘函数 [image: Pr]
 要满足这个不等式’，而是‘如果我们想将函数 [image: Pr]
 称作概率分布函数，那么它必须
 满足这个不等式。’”

“哦……”

“通过数学公式定义‘函数 [image: Pr]
 必须满足这个不等式’，这也就是对函数 [image: Pr]
 加上限制条件。而且，像‘将这样的函数称为概率分布函数’这种表达是公理定义的常用手段。”

“……只有满足这个限制条件，概率分布函数才能成立啊。”

“对，公理 P1 是第一个
 条件。”米尔嘉点头说道。

“话说回来，Ω
 是 Ω
 自身的子集对吧。那么 Ω
 表示的概念是什么呢？”米尔嘉压低声音问。

“呃……所有可能发生的事情的集合吧。啊，我知道了！它是‘一定会发生的事情’，对吧？”

“对，我们将 Ω
 称为必然事件
 。公理 P2　定义了必然事件的概率。”

米尔嘉张开双臂，像是要把我们两个人全都抱在一起似的。

4.5.6　概率公理 P2

图书室中，我们关于数学的对话仍在继续。



概率公理 P2



公理 P2
 　[image: Pr(]
 Ω
 [image: )=1]




“公理 P2 也是对概率分布函数的限制条件，不满足它的函数不是概率分布函数。”

“原来如此！原来如此！这个公理将‘一定会发生的事情’的概率定为 1 了对吧！”泰朵拉兴奋地说道。

“虽然不能算错，但是在这里最好分开考虑。公理 P2 确定的仅仅是‘必然事件的概率等于 1’，而‘必然事件一定会发生’是对公理的解释。”

“这就是数学的应用吧。”我说，“我们让‘一定会发生的事情’这一个现实概念对应‘必然事件’这一个数学概念，对吧。”

[image: ]


“那么，我来出道题：能否求出概率 [image: Pr({~\})]
 的值？”

“啊，这个我知道，[image: Pr({~\})=0]
 。”

“泰朵拉，你用了哪一条公理呢？”

“呃……因为‘不可能发生的事情’的概率是 0，所以……”

“这样可不行，想要定义公理概率就必须根据公理来思考。”

“嗯……这样啊。但是，公理 P2 提到 [image: ]
 ，而公理 P1 规定任何事件的概率都大于等于 0　小于等于 1，这样也不能说 [image: Pr({~\})=0]
 吗？”

“不行。仅靠公理 P1 和 P2 无法计算。”

“那么……是怎么得到 [image: Pr({~\})=0]
 这个结果的呢？”

“使用公理　P3 定义的加法运算。”

4.5.7　概率公理 P3



概率公理 P3



公理 P3
 　如果 [image: A\cap B={~\}]
 ，则 [image: Pr(A\cup B)=Pr(A)+Pr(B)]




“我们先复习一下集合的运算吧。[image: A\cap B]
 是什么？”

米尔嘉问，泰朵拉回答：

“[image: A\cap B]
 是所有既属于 [image: A]
 也属于 [image: B]
 的元素的集合。”

“对，我们称之为交集
 。举个例子吧。

[image: ]


交集为空集的例子如下。

[image: ]


如果两个集合的交集为空集，我们称这两个集合不相交
 。当其作为事件时，我们将不相交的两个集合称为互斥事件
 。”

“不相……交，互斥……事件。”泰朵拉动手做笔记。

“下一题。[image: A\cup B]
 是什么？”米尔嘉问道。

“[image: A\cup B]
 是所有属于 [image: A]
 或属于 [image: B]
 的元素的集合。”

“刚才泰朵拉说的是，只
 属于 [image: A]
 或只
 属于 [image: B]
 吗？”

“啊！这样啊……抱歉，我重说一遍。[image: A\cup B]
 是所有至少
 属于 [image: A]
 或 [image: B]
 其中一个集合的元素的集合。既属于 [image: A]
 又属于 [image: B]
 的元素当然也属于 [image: A\cup B]
 。”

“很好。我们将 [image: A\cup B]
 称为并集
 。举个例子吧。

[image: ]


这样就完成了所有的准备工作。现在我们可以解读公理 P3 了。”


公理 P3
 　如果 [image: A\cap B={~\}]
 ，则 [image: Pr(A\cup B)=Pr(A)+Pr(B)]


“好难啊……没办法立刻想明白啊。”

“怎么做呢？”米尔嘉问。

“怎么做呀？”泰朵拉反问。

“示、例、是……”米尔嘉一字一顿地说道。

“啊！示例是理解的试金石！我来举交集是 { } 的例子……比如说，设 [image: ]
 ，[image: ]
 。此时，根据公理 P3，呃……

[image: ]


成立对吧！”

4.5.8　还没有明白

“现在明白了吗？”米尔嘉问。

“没……”泰朵拉的情绪突然低落了下去，“对于公理 P3 还是没有‘明白的感觉’。我虽然理解了数学公式的意思，可是……怎么说呢，我还是不明白为什么公理 P3 对于定义概率很重要。”

“泰朵拉的‘不明白’可真是个宝贝。”米尔嘉笑着说。

“是、是吗？”

“那就换个角度来想吧。公理 P3 暗示我们‘把事件划分为互斥事件来思考’是求解某一事件的概率的切入点。”

“划分为互斥事件……来思考。”泰朵拉陷入沉思。

“现在我们来看看公理 P3 吧。对于互斥事件 [image: A]
 和 [image: B]
 ，

[image: Pr(A\cup B)=Pr(A)+Pr(B)]


成立。也就是说，当 [image: A\cap B={~\}]
 时，事件 [image: A\cup B]
 的概率 [image: Pr(A\cup B)]
 可以用概率的和 [image: Pr(A)+Pr(B)]
 求得。这也就是说，对于互斥事件‘和的概率等于概率的和
 ’成立。”

“……”

“仔细体会概率公理”米尔嘉说着从座位上站了起来，“就能明白概率到底是什么。用一句话来概括，所谓概率就是

标准化的量。”

◎　　◎　　◎

所谓概率就是“标准化的量”。

假设我们要求某一个事件的概率，此时，只要将该事件划分为互斥事件，再将各个互斥事件的概率合并即可。

[image: ]



划分为互斥事件再合并


即便将概率先拆开再合并，它也不会增加或减少。

这就是概率的“量”。

而且将所有的概率合并后等于 1。

也就是说，概率被“标准化”了。

综上所述，所谓概率就是“标准化的量”。

也就是概率分布函数将 1 分配到样本空间中各个元素的“量”。

4.5.9　掷出的点数为偶数的概率

米尔嘉回到泰朵拉旁边坐下。

“泰朵拉，你能答出这个问题吗？”



问题 4-1（掷出的点数为偶数的概率）


设样本空间为 Ω
 。

[image: ]


设概率分布函数为 [image: Pr]
 。

[image: ]


此时，求下面式子的值。

[image: ]




“嗯……求掷出的点数为偶数的概率，对吧？”泰朵拉说。

“对。”米尔嘉说。

“那么，答案是 [image: \frac{1}{2} ]
 吧？”

“是这样。”

“嗯……”

“问题是，如何得出这个值呢？”米尔嘉问，“在这里我们必须通过概率公理来推导。这才是将公理的定义作为基石。”

“但、但是……”泰朵拉显得有点迷茫。

“交换选手。你来推导。”米尔嘉指向我。

“呃……”我回想着概率公理，寻求解题的路径，“总之要用到概率公理对吧？我认为用公理 P3 就能轻而易举地解出 —— 啊我明白了，米尔嘉，就是下面这样吧。”

◎　　◎　　◎

米尔嘉，就是下面这样吧。

因为要用到公理 P3，所以要把事件划分为互斥事件 —— 也就是不相交的集合。

[image: ]


这样我们就求出了

[image: ]


◎　　◎　　◎

“很好。”米尔嘉说。



解答 4-1（掷出的点数为偶数的概率）


[image: ]




“也可以用相同的方法来求 [image: Pr({\})=0]
 。”我说。

[image: ]


“嗯嗯……原来是这样来思考啊。”泰朵拉说，“我有点适应概率公理了，可我又有了新的问题。用公理定义概率有什么好处呢？”

“这使我们在研究概率的时候，只要创造 Ω
 和 [image: Pr]
 就可以了。Ω
 和 [image: Pr]
 —— 样本空间和概率分布函数”

“样本空间和概率分布函数啊……”泰朵拉说。

“嗯。比方说，当我们要从数学角度精确地讨论‘质地不均匀的骰子’或‘竖立的硬币’时，同样只要思考样本空间和概率分布函数就可以了。”

“竖立的硬币？”我叫出声来。

4.5.10　质地不均匀的骰子和竖立的硬币

“我们先来思考‘质地不均匀的骰子’。只要确定样本空间和概率分布函数就好了，通过这种方式来表现质地不均匀的骰子没什么问题。我们来试一下吧。”


样本空间 Ω



[image: ]



概率分布函数 [image: \boldsymbol{Pr}]



[image: ]


“这个……概率分布函数的和必须为 1，对吧？”

0.1651 + 0.1611 + 0.1645 + 0.171 + 0.1709 + 0.1674 = 1

“对。接下来，假设‘竖立的硬币’是这样的。”


样本空间 Ω




Ω
 = { 正面,反面,竖立 }


概率分布函数 [image: \boldsymbol{Pr}]



[image: ]


“意思是硬币竖立的概率为 0.02，对吧？”我说，“这样的话，感觉硬币竖立的概率太大了，每抛 100 次就会有 2 次是竖立的。”

“这只能表明这个概率分布函数不切合实际，并不能否定概率分布函数这一概念。在这里，重要的是通过概率分布函数以数学的形式表示概率现象。如果想讨论实际情况，只要根据实际情况变更概率分布函数就可以了。”

“啊……原来如此。只要像这样写出概率分布函数就能定量地讨论了。”

4.5.11　约定

“现代概率论的源头是概率公理。”米尔嘉说，“通过名为‘样本空间’的集合和名为‘概率分布函数’的函数，我们就可以表达‘发生的事情’或‘可能性’等现实世界的概念。”

“样本空间和概率分布函数……感觉我已经和这两个名词成为好朋友了呢。”泰朵拉一脸满足地说道。

“虽然在你好不容易和它们成为朋友的时候说有点不合时宜，但是……”米尔嘉说，“我们在考虑问题时，经常会无视样本空间。”

“啊？是吗？”

“因为只用随机变量和概率分布函数也能解决问题，无须样本空间。”

一听到米尔嘉这样说，泰朵拉马上记下笔记，接着举手提问：

“随机变量
 是什么？”

“放学时间到了。”图书管理员瑞谷老师从管理员办公室走出来，像往常一样宣布道。

“到时间了。”米尔嘉说，“那就明天再谈随机变量吧。”我心里忽然有些难受。

“米尔嘉……能不能别做这种约定了。”7



7
 在《数学女孩 2：费马大定理》第 5 章末尾，米尔嘉和大家约定“明天再讲群论”，然而她却没能遵守约定，因为第二天发生了交通事故，米尔嘉被卡车撞了。所以，此处主人公说“米尔嘉……能不能别做这种约定了。”—— 译者注

“呃……好吧……那就不约定，什么时候有时间再讲吧。”

“那么，大家一起回家吧！”泰朵拉说。

“不，泰朵拉，我有话想和你说。”米尔嘉说。

“诶？我……吗？”泰朵拉有点惊讶。

4.5.12　咳嗽

刚才在图书室的有我、米尔嘉、泰朵拉，还有理纱。米尔嘉有事要跟泰朵拉商量。于是，理所当然地，局面发展为我要跟理纱两个人走去车站。

跟面无表情且不爱说话的少女并排行走……总觉得气氛有些尴尬。

“那个……小理纱，你总是随身携带笔记本电脑吗？”我尽量用欢快的语气搭话。

“不要加‘小’。”理纱一如既往地回答。

“理纱，你总是随身携带笔记本电脑吗？”

理纱无声地点头。

“你还真是喜欢电脑啊。”我说。

“喜欢键盘。”她微微清了下嗓子，换了只手拿包。

“诶，你喜欢键盘呀。”

“Dvorak。”

“德沃拉克？”

“Dvorak Simplified Keyboard8
 。”理纱说着又清了清嗓子。


8
 德沃夏克键盘。该键盘将常用字母都归在一起，以期提高打字速度，1936 年由美国人奥古斯特·德沃夏克（August Dvorak）和威廉·迪利（William Dealey）设计，其布局不同于现在普遍使用的 QWERTY 键盘（以主键盘字母区左上角的 6 个字母得名）。—— 译者注

我不知道这是什么，于是试着改变话题。

“你的母亲是双仓博士吧？”

理纱无声地点头。

“你是住在双仓图书馆附近吗？”

理纱无声地点头。

嗯……这样下去简直就是在调查理纱的户口啊。

“米尔嘉经常去双仓图书馆吗？”

“米尔嘉学姐她……”

理纱突然开始咳嗽。起初只是轻轻咳几下，接着开始剧烈地咳嗽，像是要把卡在喉咙里的什么东西咳出来一样。听着猛烈的咳嗽声，我也有些难以呼吸。理纱双手捂住嘴，蹲在路边。

“还好吗？”

我也蹲在她身边。

她闭着眼睛轻轻点头，但怎么看都不像是没问题的样子。

我犹豫了一下，将手轻轻地放在她的后背上。

后背惊人地凉。

过了一两分钟，理纱止住咳嗽。

“舒服些了吗？”

理纱点点头站起身来。

“我不喜欢出声。”

“理纱……也许是我多管闲事，不过冷饮还是少喝些为好，身体着凉对嗓子也不好。”我脱口而出的是妈妈经常叮嘱我的话。

理纱有些诧异。

“也许吧。”

接着，我仿佛看到了理纱的微笑，这还是第一次。

虽然，仅仅是一瞬。

　

　


按相同的可能性发生的情况是怎样的情况？



对于这一问题，数学无法做出回答。


—— 柯尔莫哥洛夫《概率论导引》
 [9]
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第 5 章　期望


这种对危险的害怕，



比危险本身，



要可怕一万倍。


—— 《鲁滨逊漂流记》


　

5.1　随机变量

5.1.1　妈妈

“最近学习怎么样？”

妈妈来到我的房间问道。不过她不像是来关心我的学习的，倒像是有什么事情找我。

“我现在有点忙。”

“诶呀。”妈妈撅起嘴，“还想让你帮我做饭呢。”

“正学习呢。”

“明明以前还拽着我的围裙喊‘妈妈、妈妈’呢。”妈妈的眼神飘向远方，“小学的课堂观摩课上你还把老师叫成‘妈妈’来着呢。”

“妈你怎么总提这个啊……”我叹了口气，“谁都会有口误的时候。鲡鱼与绿鲤鱼、鲡鱼与绿鲤鱼。”

“男孩子真是无趣……”母亲来回扫视着我的书架，“你最近没什么活动吗？我都没看到有女孩子来咱们家玩，你是不是被别人讨厌了？”

“没什么活动啊，就算有也用不着你操心呀。”

“米尔嘉是独生女吗？”

“以前有一个哥哥，”我说，“在米尔嘉小学的时候就去世了。”

“是因为生病吗？”妈妈问。

“不知道啊！好了好了，快走吧。”

把母亲从房间请了出去 —— 我，想起米尔嘉的眼泪。她没有自己擦去眼泪，用浅色手帕替米尔嘉擦去眼泪的人是泰朵拉。

5.1.2　泰朵拉

第二天。

这里是图书室，现在已经放学了，窗外不时吹进春风。

泰朵拉独自一人坐在座位上。

因为她背对着图书室入口，所以并没有察觉到我来了。

我悄悄走近泰朵拉。

为了不被发现……我蹑手蹑脚地……悄悄地……

“泰朵拉？”

“啊呀呀呀！”

图书室里的其他学生都转头看向我们。

啊，我真是个笨蛋。明明知道事情会变成这样，为什么还突发奇想地想要吓唬泰朵拉呢……

“对不起、对不起！”

“学长！你真是的……”她双手拿起笔记本装作要打我的样子。

“你在学习吗？”我在她旁边坐下。

“对！在学数学呢。昨天米尔嘉学姐不是提到了‘随机变量’吗？我本来想让米尔嘉学姐给我讲讲的，但是突然想起了学长的话。”

“我的话？”

“嗯……

　　只是张着嘴等着老师从 1 到 10 教的话，

　　就太被动了。

因此，我想自己读书去学感兴趣的知识。”

“原来如此。”

“所以我在挑战读数学书。可是一个人学习新知识太难了。比如，这本书中有关随机变量是这样写的。”

泰朵拉将打开的书给我看。


随机变量是样本空间 [image: \omega]
 到实数集 [image: \mathbb{R}]
 的函数



“原来如此。”

“可是……我再怎么盯着这个看，也感觉不到知识进到脑子里。特别是‘随机变量
 是……函数
 ’这个地方，头脑里乱作一团。”

“是啊，这里确实不容易理解。”我也点头同意，“但你不能因为这里不懂就止步不前呀。”

“我也看了后面的部分……还有期望 1
 的定义，我更加不明白啦。就是这个。”


1
 数学期望（mathematical expectation），又称期望或均值，是随机变量按概率的加权平均，表征其概率分布的中心位置。—— 译者注



期望的定义


随机变量 [image: X]
 的期望 [image: E[X]]
 定义如下。

[image: E[X]=\sum^{\infty}_{k=0}c_k\cdot Pr(X=c_k)]


其中，


	[image: c_0,c_1,c_2,c_3,\cdots,c_k,\cdots]
 表示随机变量 [image: X]
 的取值

	[image: Pr(X=c_k)]
 表示随机变量 [image: X]
 等于值 [image: c_k]
 的概率





“‘期望’这个词的意思我就似懂非懂，而且也不明白 [image: E[X]=]
 ……这个式子是什么意思。我走到这一阶段已经用尽全力了……”

她无力地伸出双臂，扑通一声趴在了桌子上。

“我觉得泰朵拉你太想一下子全部都理解了。书又不会逃走，你不用慌张，也不用焦急，只要和新的名词一个一个地交朋友
 就好了。”

“唉……”泰朵拉趴在桌子上叹气。

“不过那本数学书也许确实有点难……我们一起来思考吧，泰朵拉。”

“好！”她猛地坐起来，“啊，如果学长你现在不忙的话……”

5.1.3　随机变量的示例

“先和随机变量
 这个名词交朋友
 吧。现在，我们想处理像掷骰子、抛硬币、抽签……这样和概率有关的问题对吧？”

“嗯，是的。”泰朵拉夸张地点头。

“那么，我们试着举几个例子吧……”


	掷骰子。骰子的各个点数按相同的可能性出现

	抛硬币。硬币出现正面的概率为 0.49，出现反面的概率为 0.51

	抽签。100 张签中只有 1 张为“中奖”签



“嗯，我明白。”

“我们想定量地
 思考这样的问题，而随机变量就是为这种时候准备的基本武器。”

“武器……吗？”

“是的。你看，解数学题的时候要考虑变量对吧？像

　　‘将 ○○ 设为变量 [image: x]
 ’

这样导入变量，建立方程，解方程。”

“啊！是的，的确是这样呢。先读问题，再通过将问题落实到含有变量 [image: x]
 、[image: y]
 的公式上来解题。”

“随机变量的作用与变量大体相近，像

　　‘将 ○○ 设为随机变量 [image: x]
 ’

这样导入随机变量。”

“可是，那个……我想要具体的例子！”

“知道了。那我们就来举几个随机变量的具体示例吧。”


	将掷 1 次骰子时出现的点数
 设为随机变量 [image: X]


	将抛 10 次硬币时出现正面的次数
 设为随机变量 [image: Y]


	将不断抽签直到中奖时所需的抽签次数
 设为随机变量 [image: Z]




“诶？这就是随机变量吗？这么简单吗？”

“是的。掷骰子时，骰子的点数是最基本的随机变量。我们将像掷骰子这样的行为称为随机试验
 2
 。不论什么东西，只要是通过随机试验确定的实数，都可以称之为随机变量。我们可以自己决定把什么东西当作要研究的随机变量。当然，随机变量不局限于骰子的点数，我们还可以用随机变量来解决更复杂的问题。”


2
 随机试验（random trial 或 random experiment），是在相同条件下对某随机现象进行的大量重复观测，目的是研究随机现象的统计规律性。随机试验符合以下 3 个特点：（1）一次试验结果的随机性；（2）全体测试结果的可知性；（3）可重复性。—— 译者注

“这样啊……可是，掷骰子的时候，”泰朵拉一边用双手拽自己的短发一边说，“除了骰子的点数之外，还有什么随机变量呢？我一时间想不出来。”

“是吗？这个不是要多少有多少嘛，例如……”


	随机变量的值等于掷出的点数的 100 倍

	如果掷出的点数是偶数，随机变量为 0；如果掷出的点数是奇数，随机变量为 1

	如果掷出的点数大于等于 4，随机变量就 +100；如果掷出的点数小于等于 3，随机变量就 -100



“啊，还可以将计算与分情况讨论的结果作为随机变量啊！”

“对，只要说‘将 ○○ 设为随机变量 [image: X]
 ’就可以了。”

泰朵拉一边小声嘟囔，一边思考。

她总是非常认真。虽说有时也会因为突然听到许多新词而手忙脚乱，或者疏忽大意忘记条件，但她能一心扑在数学上。

“学长！”少女充满干劲地举起手，“我理解随机变量的意思了。可话说回来，为什么要用像 [image: X]
 这样的大写字母来表示随机变量呢？”

“也是哦，为什么呢……不过说到底它只是个名字，所以无论是用大写字母还是小写字母，或是希腊字母，都没有问题。但是，在概率论相关的书中一般都是用大写字母来表示随机变量，我想大概是因为需要用小写字母来表示随机变量取到的个别值吧。”

“这样啊……我还有一个问题。我刚刚读的数学书用‘样本空间 [image: \omega]
 到实数集 [image: \mathbb{R}]
 的函数’来解释随机变量，我还是不明白为什么随机变量是函数呢？”

就是这个。

泰朵拉这种“我还不明白”的感觉，是她宝贵的能力。泰朵拉不会不懂装懂，她有着能坚守“我还不明白”这种状态的坚强的心。

“说得好……我们来思考随机变量的值是怎么确定的吧。比如说，我们掷出了点数 [image: ]
 ，这相当于在样本空间中指定了 [image: ]
 这一事件。接着，随机变量会根据掷出的点数确定一个值。换个角度来看就是，随机变量根据‘掷出的点数’为其配对一个‘实数’。数学上将随机变量的这种性质称作‘随机变量是样本空间到实数集的函数’。”

“呃……”

“我是不是讲得太抽象了？那我们来说一说掷骰子得奖金的游戏吧。”



百倍游戏（随机变量的示例）


来玩掷骰子游戏吧，你可以得到掷出点数的 100 倍的奖金。我们使用随机变量，设奖金为 [image: X(\omega)]
 ，其中 [image: \omega]
 是掷出的点数。

随机变量 [image: X(\omega)]
 可以用样本空间 [image: ]
 到实数集 [image: \mathbb{R}]
 的函数来表示。

[image: ]




“啊，这个‘百倍游戏’一点儿都不抽象，很容易理解。”

“是呀，我们还能用表格的形式表示‘样本空间到实数集的函数’。”

“嗯。”

“泰朵拉你能理解这张表格的意思吧？假设掷骰子时出现的点数为 [image: \omega]
 ，那么奖金就是 [image: X(\omega)]
 。比如说，当 [image: ]
 的时候，[image: X(\omega)=300]
 ，也就是 [image: ]
 。很简单，对吧？”

“嗯，只要掷出的点数确定了，我们就可以确定能得到的奖金数。”

“对，就是这么简单。‘百倍游戏’中的随机变量　[image: X(\omega)]



	在表示奖金这一层面上是‘变量’

	在表示根据掷出骰子的点数来决定奖金这一层面上是‘函数’



就是这样。”

“诶，这样啊……是我想得太复杂了。总而言之，就是像

[image: ]


这样，使掷出的骰子的点数与奖金对应……对吧？”

“嗯，很好，泰朵拉。”

“问了这么多问题，真是不好意思……呃，刚才学长好像提到将随机变量 [image: X]
 写作 [image: X(\omega)]
 吧？这是什么意思呢？”

“因为随机变量是根据样本空间的元素 [image: \omega]
 确定的，所以我们将它写作 [image: X(\omega)]
 。就像函数经常写作 [image: f(x)]
 的形式，随机变量也是一样的。例如当掷出 [image: ]
 的时候，我们就能通过这种方式将随机变量的值表示为 [image: ]
 ，很方便。但这只是写法不同，作为随机变量，[image: X(\omega)]
 与 [image: X]
 的意思是相同的。”

5.1.4　概率分布函数的示例

泰朵拉哗啦哗啦地翻着数学书。

“听了学长的讲解，我对随机变量的理解深刻多了。但是关于‘期望’的定义我还是摸不着头脑。”

“是啊。在思考期望前，先试着和概率分布函数交朋友吧。接下来我们要学习的是随机变量的概率分布函数。一言以蔽之，随机变量的概率分布函数表示的就是‘随机变量取具体值时的概率’。为了说明‘随机变量 [image: X]
 的概率分布函数’，我们还用刚才的‘百倍游戏’来举例。”



“随机变量 [image: \boldsymbol{X}]
 的概率分布函数”的示例


[image: ]




“[image: Pr(X=c)]
 是什么呢？括号中有等式，感觉很奇怪呀。”

“我们让 [image: Pr(X=c)]
 表示‘[image: X=c]
 时的概率’。”

“这样啊，骰子的点数是……诶？表格中怎么没有骰子的点数呢？”

“当我们思考随机变量 [image: X]
 的概率分布函数的问题时，便不再需要考虑骰子的点数了。当然，概率分布函数的背后依然有样本空间 3
 ，不过现在先让我们忘记样本空间吧。”


3
 [image: Pr(X=c)]
 可以看作是 [image: Pr({\omega\in]
 Ω
 [image: |X{\omega\}=c\})]
 。

“要将样本空间忘记吗？！”

“是的，用‘百倍游戏’的例子来说就是我们已经知道了奖金与概率，所以不再需要考虑骰子了。如果能准确知道‘得到那份奖金的概率是多少’，那我们就不需要骰子了。也就是说，即便忘记骰子，我们也可以在概率上做等价的讨论。”

“呃……”

“也就是说呀，我们不用

　　样本空间
 和概率分布函数

而改用

　　随机变量的值
 和概率分布函数

来思考。”

听了我的话，泰朵拉一边微微点头一边说：

“只要知道随机变量取特定值的概率是多少，就没问题了 —— 是这么一回事吧。嗯，到此为止我都理解了。可是，为什么要采用这样的思考方法，我还是不明白……”

“慢慢就会明白啦。‘随机变量取特定值的概率是多少’……我们将它称为‘随机变量的概率分布函数’。”

5.1.5　许多词

“学长，我发现问题所在了。是那三个词把我的思维弄乱了。”

泰朵拉一边做笔记，一边说道。

“三个词？”

“就是‘概率’‘随机变量’‘概率分布函数’这三个词。它们都和概率有关，但表示的意思不同！比如说


	假设掷一个骰子出现点数 [image: ]
 的概率
 是 [image: \frac{1}{6} ]


	在‘百倍游戏’中用随机变量
 [image: X]
 表示奖金

	只要观察随机变量 [image: X]
 的概率分布函数
 ，我们就会知道，随机变量 [image: X]
 取特定值的概率是多少



我觉得在含有类似这样的数学内容的文章中，我应该有意识地规范使用概率、随机变量、概率分布函数这些术语。”

“嗯，这个想法非常好呀。”我说，“泰朵拉现在遇到不明白的事情时，不是直接说‘我不明白’，而是会认真思考为什么、不明白什么。这可是非常棒的啊。”

“呃……是这样吗？”泰朵拉不好意思地挠了挠头。

5.1.6　期望

“到现在为止，我们已经讲解了随机变量和概率分布函数对吧？”

“嗯，我感觉已经和它们成为朋友了。”泰朵拉满足地点点头。

“现在终于要讲期望
 了。”

“不过……期望到底是什么呢？”

“一言以蔽之，‘期望’可以看作是

　　‘平均值’

随机变量 [image: X]
 的期望
 就是随机变量 [image: X]
 的平均值
 。”

“啊！但是……平均值指的是‘全部的值的总和’除以‘个数’吧？这本数学书上有关期望的定义和这个意思相同吗？”

“嗯，计算平均值的方法是将全部的值相加，再用个数或人数去除总和，对吧？期望的定义与平均值是紧密相连的。”



期望的定义


随机变量的期望 [image: E[X]]
 定义如下。

[image: E[X]=\sum^{\infty}_{k=0}c_k\cdot Pr(X=c_k)]


其中，


	[image: c_0,c_1,c_2,c_3,\cdots,c_k,\cdots]
 表示随机变量 [image: X]
 的取值

	[image: Pr(X=c_k)]
 表示随机变量 [image: X]
 等于值 [image: c_k]
 的概率





“学长……我还是没有理解。”泰朵拉露出不安的表情。

“没关系。我们就以‘百倍游戏的奖金的期望’为例，来研究计算期望与计算平均值的关系吧。现在，假设奖金的金额为随机变量 [image: X]
 ，那么期望 [image: E[X]]
 的定义如下。”

随机变量 [image: X]
 的期望 [image: =E[X]=\sum^{\infty}_{k=0}c_k\cdot Pr(X=c_k)]


“我们将期望定义式中的 [image: \sum]
 展开为具体值的和。代入具体的值，也就是 [image: c_0=100,c_1=200,c_2=300,c_3=400,c_4=500,c_5=600]
 。”

[image: ]


“因为 [image: Pr]
 ([image: X]
 = 奖金 ) 都等于 [image: \frac{1}{6} ]
 ……”

[image: \begin{aligned}&=100\cdot\frac{1}{6}\\&~~~+200\cdot\frac{1}{6}\\&~~~~~~+300\cdot\frac{1}{6}\\&~~~~~~~~~+400\cdot\frac{1}{6}\\&~~~~~~~~~~~~+500\cdot\frac{1}{6}\\&~~~~~~~~~~~~~~~+600\cdot\frac{1}{6}\\\end{aligned}]


“接下来就是单纯的计算了。”

[image: \begin{aligned}&=\frac{100+200+300+400+500+600}{6}\\&=\frac{2100}{6}\\&=350\end{aligned}]


“这样就算出了奖金的期望是 350 日元。”

“啊！这个式子！

[image: \frac{100+200+300+400+500+600}{6} ]


先将所有的值相加，再用 6 去除，对吧？写成这样，我就能体会到‘平均值’的感觉了！只看期望的定义时，我还不太明白呢。”

“嗯，我们一般将‘用个数去除所有数的和’当作平均值，这并没有错。只是实际上，它与‘每个值都乘以各自对应的概率，再将结果相加’是相同的。比较下面式子的左右两边就会明白了。”

[image: \begin{aligned}\frac{100+200+300+400+500+600}{6}&=100\cdot\frac{1}{6}+200\cdot\frac{1}{6}+300\cdot\frac{1}{6}+400\cdot\frac{1}{6}\\&~~~~+500\cdot\frac{1}{6}+600\cdot\frac{1}{6}\end{aligned}]


　　　　　　　　　　　　　　　　　　所有数的和除以个数（平均值）=每个值都乘以各自对应的概率再相加（期望）

　

“我明白了。”

“上述式子的右边表示先用概率加权
 随机变量取到的各个值，再将结果相加。通过‘用概率加权各个值再求和’就能求出随机变量的平均值。我们把它画成图，就容易理解啦。”

[image: ]


“我们将随机变量的值作为小长方形的高，将概率作为小长方形的宽。在上面这个图形中，让每个小长方形的高乘以宽，再相加，得到的总和是什么呢？没错，是整个图形的面积。另一方面，将所有随机变量的值与各自的概率相乘，再求和，就等于期望。也就是说，期望与整个图形的面积一致。”

“嗯……确实是这样。”

“然后，我们试着将小长方形的高度平均分配，就是下面这个图形。”

[image: ]


“求平均值对吧？”

“嗯，而大长方形的横向总长度是 1。也就是说，上面这个图形的面积刚好表示平均值。”

“啊……”

“因此，求期望与求平均值是一样的。虽然现在假设了所有情况发生的概率相等，但是即便概率不相等，也可以用同样的数学公式求平均值。没有必要因为式子中有 [image: \sum]
 就害怕，要牢牢地抓住公式的形式。求期望就是‘用概率加权各个值再求和’呀。”

[image: ]


“的确……数学公式可以转化为这种形式。用‘百倍游戏’的奖金来举例子的话，[image: c_0,c_1,c_2,c_3,c_4,c_5]
 就是 100, 200, 300, 400, 500, 600 对吧？接着，[image: Pr(X=c_k)]
 指的是可以得到奖金 [image: c_k]
 的概率。用随机变量等于 [image: c_k]
 时的概率乘以 [image: c_k]
 得到 [image: c_k\cdot Pr(X=c_k)]
 ……这就是‘用概率加权各个值’。接着，再将所有的值加起来……的确就是‘用概率加权各个值再求和’了。”泰朵拉细致地梳理，像是在确认自己是否理解。

5.1.7　公平的游戏

“我们求出了‘百倍游戏’能得到的奖金的期望，对吧？”

“对，是 350 日元。”

“好。那么，现在我们假定参加这个‘百倍游戏’需要缴纳‘参加费’。也就是说，如果想要通过掷骰子获得奖金，就必须先支付参加费。这时，我们将‘奖金的期望’作为‘参加费’就正合适。”

“正合适……是什么意思呢？”

“奖金的期望等于 350 日元，意思就是如果重复进行这个游戏很多很多次，参加者每次的平均收益是 350 日元。因此，比较‘支付 350 日元参加费的参加者’与‘支付奖金的游戏举办者’时会发现，谁也没有占到便宜。也就是说，这是个公平的游戏，在这种意义上‘正合适’。”

泰朵拉一边听着我的话，一边夸张地点头。

“学长，只看数学公式的话不容易弄明白，但是只要用像‘百倍游戏’这样的具体示例来思考的话，我就能清楚地理解。用具体示例来思考真的非常重要啊。呼……”

泰朵拉深深地叹了口气。这时窗外恰巧吹进一阵强风，吹走了泰朵拉的笔记本。

“啊呀！”

“叹了好大一口气啊。”我一边帮泰朵拉捡笔记本，一边开玩笑。

“才、才不是呢！是风吹的！”

我忽然想起米尔嘉的事情，“说起来，上次米尔嘉跟你说什么了？”

“你说的是什么呀？”

“就是……上次回家的时候米尔嘉不是跟你说‘我有话想和你说’嘛。”

就是因为这个，那天我才会和少言寡语的红发少女理纱两个人先回去。

“啊，呃……那个呀……还没有决定呢……”泰朵拉说。

“我可是决定选泰朵拉了呀。”

我听到身后传来的声音，不用看就知道，是伶牙俐齿的黑发才女 —— 米尔嘉。

5.2　线性法则

5.2.1　米尔嘉

“离散概率 4
 的期望呀。”米尔嘉看着笔记本说道。


4
 离散概率研究的离散样本空间只含“有限个”或“可数无穷个”样本点，离散随机变量只取有限个或可数无穷个实数值。—— 译者注

“嗯，刚刚一直讨论的是……”我刚说到一半，泰朵拉就急急忙忙地连连摆手。

“我来！我来概括！嗯……我从学长那里学到了这些。首先，我们学习了……”

◎　　◎　　◎

首先，我们学习了随机变量。随机变量可以定义为样本空间到实数集的函数……但总而言之就是，给通过随机试验确定的量起了个名字。在那之后，我们学习了概率分布函数。概率分布函数表示随机变量

取特定值的概率是多少。用概率分布函数 [image: Pr]
 表示随机变量 [image: X]
 取特定值 [image: c]
 的概率，写作 [image: Pr(X=c)]
 。

然后，我们学习了期望。期望表示随机变量的平均值。随机变量 [image: X]
 的期望写作 [image: E[X]]
 ，它的定义是“用概率加权各个值再求和”，如果用式子来表示就像这样。

[image: E[X]=\sum^{\infty}_{k=0}c_k\cdot Pr(X=c_k)]


◎　　◎　　◎

泰朵拉真擅长总结啊。她应该是已经在头脑中整理出了一个明晰的概念，然后才会说“我明白了”。

米尔嘉听完泰朵拉的总结，转过来问我：

“为什么没有讲期望的线性法则？”

“线性法则？”我反问。

“期望的线性法则 —— ‘和的期望等于期望的和’。”

5.2.2　和的期望等于期望的和

米尔嘉在我的笔记本上书写式子，我和泰朵拉分别从她的两侧探出头来观看。柑橘系的芳香交织着甜甜的味道，我心里想：这小小的三角形空间多么让人幸福啊。

之前我妈还说我最近都没有什么活动，但对我来说每天都是活动啊。只要数学还在，我们的活动就永不停歇。

米尔嘉用响亮的声音说：

“假设两个随机变量 [image: X]
 与 [image: Y]
 定义在一个样本空间上。”

◎　　◎　　◎

假设两个随机变量 [image: X]
 与 [image: Y]
 定义在一个样本空间上。

如此一来，[image: X]
 与 [image: Y]
 的和 [image: X+Y]
 也就成为了随机变量。

此时，对于随机变量 [image: X+Y]
 的期望 [image: E[X+Y]]
 ，下面的式子成立。

　　[image: E[X+Y]=E[X]+E[Y]]
 　　“和的期望等于期望的和”

也就是说，随机变量 [image: X]
 与 [image: Y]
 的和的期望
 ，等于 [image: X]
 与 [image: Y]
 各自的期望的和
 。

另外，对于任意常数 [image: K]
 ，下面的式子都成立。

　　[image: E[K\cdot X]=K\cdot E[X]]
 　　“常数倍的期望等于期望的常数倍”

我们刚才写出的期望的性质 ——

　　“和的期望等于期望的和”

　　“常数倍的期望等于期望的常数倍”

将两者合二为一就是期望的线性法则
 。用英语来表示就是 linearity of expectation 哦，泰朵拉。

性质“和的期望等于期望的和”还可以一般化。如果随机变量 [image: X]
 可以表示为 [image: n]
 个随机变量 [image: X_1,X_2,X_3,\cdots,X_n]
 的和，

[image: X=X_1+X_2+X_3+\cdots+X_n]


则下式成立。

[image: E[X]=E[X_1]+E[X_2]+E[X_3]+\cdots+E[X_n]]


◎　　◎　　◎

“米尔嘉学姐！”泰朵拉充满干劲地举起手，像往常一样提问。

“泰朵拉，有什么问题吗？”米尔嘉问道。

“不，我想举一个刚才提到的‘期望的线性法则’的例子。”泰朵拉如是回答。

我吃了一惊。

我满以为泰朵拉会问什么问题……或者会说“帮我举个例子”之类的。但是我猜错了，她原来是想自己举例子。

“示例是理解的试金石”……这是我们重视的口号。泰朵拉正摩拳擦掌，打算通过举例子来展示自己所理解的内容。

“嗯……总之先试着设一个随机变量。”

泰朵拉想了想，开始举例子。我和米尔嘉在一旁静静等待着。

◎　　◎　　◎

总之先试着设一个随机变量。

要考虑与“和”有关的例子对吧？那么，呃……比如说，我们掷 2 次骰子吧。然后，把第 1 次掷出的点数与第 2 次掷出的点数相加得到的随机变量设为 [image: X]
 ……嗯嗯，就这样。

将第 1 次掷出的点数的随机变量设为 [image: X_1]
 。

将第 2 次掷出的点数的随机变量设为 [image: X_2]
 。

好，这样的话，式子

[image: X=X_1+X_2]


成立。现在，我们想要确认该例子是否符合

[image: E[X]=E[X_1]+E[X_2]]


对吧？所以，接下来我们就来调查左边 [image: E[X]]
 的值与右边 [image: E[X_1]+E[X_2]]
 的值是否相等！

　


先求左边 [image: \boldsymbol{E[X]}]
 的值


随机变量 [image: X]
 是掷 2 次骰子的点数之和。也就是说，[image: X]
 的取值范围为 2 到 12，[image: ]
 的情况下和最小，为 2，[image: ]
 的情况下和最大，为 12。

现在，我们来计算 [image: X]
 的期望。为此，必须先求 [image: X=2]
 的概率、![image: X=3]
 的概率……直到 [image: X=12]
 的概率。

好！为防止出现错误，我们先画一张表格。

[image: ]



掷 2 次骰子得到的点数的和


表中出现 6 × 6 = 36 个点数，每一个点数出现的概率都是 [image: \frac{1}{36} ]
 。

也就是说，只要按照这张表格计数，我们就可以得到相应的概率。比如说，表中有 3 个 4 点（已经用 ○ 标上了，是 3 个没错吧？）这样一来，![image: X=4]
 的概率就是下面这样。

[image: Pr(X=4)=\frac{3}{36} ]


准备已经做好了。那么，我们开始根据期望的定义来计算 [image: E[X]]
 ，也就是“用概率加权各个值再求和”。

[image: \begin{aligned}E[X]&=2\cdot Pr(X=2)+3\cdot Pr(X=3)+4\cdot Pr(X=4)+5\cdot Pr(X=5)\\&~~~~~~+6\cdot Pr(X=6)+7\cdot Pr(X=7)+8\cdot Pr(X=8)+9\cdot Pr(X=9)\\&~~~~~~~~~~~~~+10\cdot Pr(X=10)+11\cdot Pr(X=11)+12\cdot Pr(X=12)\\&=2\cdot\frac{1}{36}+3\cdot\frac{2}{36}+4\cdot\frac{3}{36}+5\cdot\frac{4}{36}\\&~~~~~~~+6\cdot\frac{5}{36}+7\cdot\frac{6}{36}+8\cdot\frac{5}{36}+9\cdot\frac{4}{36}\\&~~~~~~~~~~~~~+10\cdot\frac{3}{36}+11\cdot\frac{2}{36}+12\cdot\frac{1}{36}\\&=\frac{2+6+12+20+30+42+40+36+30+22+12}{36}\\&=\frac{252}{36}\\&=7\end{aligned}]


因此，结果为 [image: E[X]=7]
 。也就是说，掷两次骰子时，和的期望
 等于 7。

　


再求右边 [image: \boldsymbol{E[X_1]+E[X_2]}]
 的值


我们接着来求“期望的和”这一部分。

根据定义，第 1 次掷骰子时出现的点数的期望 [image: E[X_1]]
 如下所示。

[image: ]


因此，结果为 [image: E[X_1]=3.5]
 。也就是说，第 1 次掷骰子时出现的点数的期望为 3.5。

第 2 次掷出的点数的期望 [image: E[X_2]]
 可以用同样的方法来计算，得出 [image: E[X_2]=3.5]
 。因此，结果为 [image: E[X_1]+E[X_2]=7]
 。我们可以看出，掷 2 次骰子时，各自期望的和
 等于 7。

　

看～看！这样就完成了。

[image: E[X]=E[X_1]+E[X_2]]


的确是“和的期望等于期望的和”！

◎　　◎　　◎

“的确是‘和的期望等于期望的和’！”泰朵拉脸上泛着红晕，接着说“这样，我就举出了‘和的期望等于期望的和’的例子了吧？”

“很好。”米尔嘉一边轻描淡写地回应，一边在我的笔记本上写下这样一行。

[image: E\Bigl[\sum\Bigl(~~~\Bigr)\Bigr]=\sum\Bigl(E~\Bigl[~~~\Bigr]\Bigr)]


“‘和的期望等于期望的和’这一性质可以这样形象地写出。从期望的线性法则得出 —— 求和符号 [image: \sum(~~~)]
 与期望符号 [image: E[~~]]
 可以互换。令人开心的是，期望的线性法则对任何概率分布函数都无条件成立。”

5.3　二项分布

5.3.1　硬币的话题

米尔嘉从座位上站起来，一边用食指比划着圈圈，一边绕着我们来回走动。她像是在思考着什么，看得出她很开心。每当她轻轻歪头时，长发便像波浪一样安静起伏。从窗边时而吹进一阵风来，将那波浪鼓起。

米尔嘉。

虽说米尔嘉有时会露出任性、爱冲动、爱胡闹的一面，但她面对数学时，是坦率而真挚的，与学习数学的人相处时，也显得很有耐心。是该说她性格复杂呢，还是该说她性格单纯呢？我搞不大明白。

“我们来谈谈硬币的话题吧！”

米尔嘉一边说着，一边回到座位，轻轻推了下金属框眼镜，开始在我的笔记本上写问题。



问题 5-1（二项分布）


假设硬币出现正面的概率为 [image: p]
 ，出现反面的概率为 [image: q]
 ，我们抛 [image: n]
 次硬币，求出现
 [image: \underline{k}]
 次正面的概率
 [image: P_n(k)]
 。其中，[image: p+q=1,0\leqslant k\leqslant n]
 。



“这很简单呀。”我说，“首先，如果抛 [image: n]
 次硬币时有 [image: k]
 次为正面，那么出现反面的次数就是[image: n-k]
 次。”

“确实，没错。”泰朵拉点头赞成。

“如果一开始连续出现 [image: k]
 次正面，之后连续出现[image: n-k]
 次反面，则概率如下所示。”

[image: ]


“是的。”

“但是，不是必须一开始就连续出现 [image: k]
 次正面。抛 [image: n]
 次硬币，只要其中恰有 [image: k]
 次出现正面就可以了。这表示需要相加的次数是‘[image: n]
 个中选取 [image: k]
 个的组合的个数’，也就是乘上 [image: {n\choose k}]
 。”

“原来如此！”泰朵拉说。

米尔嘉默不作声地听我说明。

“因此，所求的 [image: P_n(k)]
 就是这样。”我说。

[image: P_n(k)={n\choose k}p^kq^{n-k}]




解答 5-1（二项分布）


[image: P_n(k)={n\choose k}p^kq^{n-k}]




“没问题。”米尔嘉说，“[image: P_n(k)]
 是使用二项式定理展开 [image: (p+q)^n]
 的第 [image: k+1]
 项 5
 。”


5
 注意式子右边第 1 项代表的是 [image: P_n(0)]
 。—— 译者注

[image: ]


“的确啊！”泰朵拉叫出声来。

“我们用 [image: P_n(k)]
 来表示 [image: (p+q)^n]
 吧。”米尔嘉继续讲解。

[image: (p+q)^n=P_n(0)+P_n(1)+P_n(2)+\cdots+P_n(k)+\cdots+P_n(n)]


“原来如此……”我有了新的发现，“这个式子的值等于 1 对吧？因为 [image: p+q=1]
 ，所以 [image: (p+q)^n]
 也就等于 1 了。”

“真神奇……”泰朵拉说，“我原以为二项式定理只是为了将 [image: (x+y)^n]
 这种‘[image: n]
 次方的式子’展开的定理……啊不，虽然的确是那样的，但二项式定理与‘抛 [image: n]
 次硬币，出现正面的次数的概率分布函数’相关联呀 ——啊，[image: P_n(k)]
 是概率分布函数吧？”

“都可以。如果把 [image: k]
 当作变量，[image: P_n(k)]
 就是概率分布函数；如果把 [image: k]
 当作常数，[image: P_n(k)]
 就是概率。”米尔嘉回答，“另外，将 [image: P_n(k)]
 当作概率分布函数来思考时，它就被称作二项分布
 。二项分布将 1 分配给 [image: P_n(0),P_n(1),P_n(2),\cdots,P_n(n)]
 。当我们抛 [image: n]
 次硬币的时候，假设出现正面的次数的随机变量为 [image: X]
 ，则随机变量 [image: X]
 服从
 二项分布。”

米尔嘉竖起食指接着说。

“那么，我们来求服从二项分布的随机变量 [image: X]
 的期望吧。”

5.3.2　二项分布的期望



问题 5-2（二项分布的期望）


假设硬币出现正面的概率为 [image: p]
 ，出现反面的概率为 [image: q]
 ，我们抛 [image: n]
 次硬币，求出现正面的次数
 的期望。其中 [image: p+q=1]
 。



米尔嘉像指挥家一样指向泰朵拉。

“泰朵拉，你来答一下 [image: n=3]
 的情况。”

“好的，我来求 [image: E[X]]
 ！”泰朵拉沉着地抽出自动铅笔，打算在笔记本上计算。

“等一下，”米尔嘉打断泰朵拉，“先说明 [image: X]
 表示什么。”

“啊……好的。我们先按部就班地导入随机变量，现在设出现正面的次数
 为随机变量 [image: X]
 。接着，我们要计算当 [image: n=3]
 时 [image: X]
 的期望 [image: E[X]]
 。”

“很好。”

“嗯，从随机变量的期望的定义中可以看出以下式子成立。”

◎　　◎　　◎

从随机变量的期望的定义中可以看出以下式子成立。

[image: E[X]=\sum^{\infty}_{k=0}k\cdot Pr(X=k)]


使用二项分布的定义，改写上式中的 [image: Pr(X=k)]
 。

[image: =\sum^{\infty}_{k=0}k\cdot {n\choose k}p^k(1-p)^{n-k}]


因为 [image: k>n]
 时 [image: {n\choose k}=0]
 ，所以，我们只要考虑从 0 到 [image: n]
 的和就可以了，对吧？

[image: =\sum^{n}_{k=0}k\cdot {n\choose k}p^k(1-p)^{n-k}]


那么，在这里我们令 [image: n=3]
 。

[image: =\sum^{3}_{k=0}k\cdot {3\choose k}p^k(1-p)^{3-k}]


因为 [image: k=0]
 的项会等于 0，所以我们只要考虑 [image: k=1,2,3]
 的项就可以了。

[image: =\sum^{3}_{k=1}k\cdot {3\choose k}p^k(1-p)^{3-k}]


展开 [image: \sum]
 。

[image: =1\cdot{3\choose1}p^1(1-p)^2+2\cdot{3\choose2}p^2(1-p)^1+3\cdot{3\choose3}p^3(1-p)^0]


呃，在这里我们使用 [image: {3\choose1}=3,{3\choose2}=3,{3\choose3}=1]
 。

[image: =1\cdot3p^1(1-p)^2+2\cdot3p^2(1-p)^1+3\cdot1p^3(1-p)^0]


整理式子……

[image: =3p(1-p)^2+6p^2(1-p)+3p^3]


将 [image: (1-p)^2]
 与 [image: p^2(1-p)]
 展开。

[image: =3p(1-2p+p^2)+6(p^2-p^3)+3p^3]


继续展开。

[image: =3p-6p^2+3p^3+6p^2-6p^3+3p^3]


合并同类项……

[image: =3p+(6-6)p^2+(3-6+3)p^3]


啊呀呀呀！

[image: =3p]


◎　　◎　　◎

“啊呀呀呀！”泰朵拉叫出声来，“[image: p^2]
 与 [image: p^3]
 的项全部消去了！剩下的只有 [image: 3p]
 。”

　　[image: E[X]=3p]
 　　服从二项分布 [image: P_3(k)]
 的随机变量 [image: X]
 的期望

“原来如此。”我好像发现了规律，“如果 [image: n=3]
 时 [image: E[X]=3p]
 的话……”

“我来我来我来！一般化的结果很可能就是 [image: E[X]=np]
 ，一定是这样。那么，我们现在来证明这个猜想，对 [image: n]
 使用数学归纳法！”

今天的泰朵拉脑筋转得真快啊。她“唰”地拿出自动铅笔，呼吸也变得有些急促。正当她打算在笔记本上计算时。

“等一下。”米尔嘉示意她停下，“使用期望的线性法则吧。”

5.3.3　划分为和的形式

“使用期望的线性法则……这是什么意思？”泰朵拉疑惑不解。

“期望的线性法则提示我们‘将随机变量划分为和的形式’。”米尔嘉说。

“划分为和的形式……”

“现在我们打算求抛 [image: n]
 次硬币时，出现正面的次数
 的期望。那么，我们应该关注的随机变量是什么呢？”米尔嘉问。

“是出现正面的次数。设出现正面的次数为随机变量 [image: X]
 。”

“那么，我们建立新的随机变量 [image: X_k]
 吧。”米尔嘉说。

在第 [image: k]
 次抛硬币时，如下定义随机变量 [image: X_k]
 。


	若硬币为正面 [image: X_k]
 等于 1

	若硬币为反面 [image: X_k]
 等于 0



“正面为 1，反面为 0 的随机变量？”泰朵拉机械地重复着。

“这是‘指示器’！”我豁然开朗，叫出声来，“就是我们讨论顺序查找算法的时候，设变量为 [image: S]
 ……


	能找到目标数时 [image: S]
 等于 1

	无法找到目标数时 [image: S]
 等于 0



这和那个很相似啊。”

“没错。”米尔嘉露出微笑，“就像这个 [image: X_k]
 一样，通过 1 或 0 来表示某事件是否发生的随机变量，我们称为指示器随机变量
 6
 。”


6
 指示器随机变量（indicator random variable），也被称作“随机指示变量”。

“原来如此！”我说。

“抱歉，[image: X_k]
 的 [image: k]
 是指 —— ”泰朵拉问。

“[image: k=1,2,3,\cdots,n]
 哦。”米尔嘉回答，“指示器随机变量 [image: X_k]
 的总和等于随机变量 [image: X]
 。泰朵拉你能理解这个吗？”

[image: X=X_1+X_2+X_3+\cdots+X_k+\cdots+X_n]


“理……理解不了。”泰朵拉把头摇得像拨浪鼓似的。

“耐心探求随机变量是什么吧。”米尔嘉说，“[image: X]
 是表示硬币出现正面的次数的随机变量。第 [image: k]
 次抛硬币时，如果硬币为正面，[image: X_k]
 等于 1；如果为反面，[image: X_k]
 等于 0，这就是随机变量 [image: X_k]
 。”

“嗯……这没问题。”

“那么，当 [image: n=3]
 时，假设硬币按‘正→反→正’的顺序出现。”

“啊，又要用到举例子 —— 嗯，让我想想。抛第 1 次时……


	抛第 1 次时，是正面（[image: X_1=1]
 ）

	抛第 2 次时，是反面（[image: X_2=0]
 ）

	抛第 3 次时，是正面（[image: X_3=1]
 ）



这样，出现正面的次数 [image: X=2]
 。啊啊……的确 [image: X=X_1+X_2+X_3]
 成立啊。米尔嘉学姐，我明白了！[image: X_k]
 是检查第 [image: k]
 次抛硬币时，出现的是正面（1）还是反面（0），而把它们全部加起来就会得到 [image: X]
 ……这样就理所当然地知道了一共出现了几次正面！”

“很好。”米尔嘉点点头，“使用指示器随机变量计数非常方便。”

5.3.4　指示器随机变量

使用指示器随机变量计数非常方便。

比如，我们创建一个指示器随机变量 [image: C]
 。抛一枚硬币时，如果出现正面，[image: C]
 等于 1；如果出现反面，[image: C]
 等于 0。

随机变量 [image: C]
 的期望 [image: E[C]]
 　等于多少呢？

在计算时要注意随机变量 [image: C]
 能取到的值只有两种。

[image: \begin{aligned}E[C]&=1\cdot Pr(C=1)+0\cdot Pr(C=0)\\&=Pr(C=1)\end{aligned}]


也就是说，

[image: E[C]=Pr(C=1)]


成立。这个等式说明，指示器随机变量的期望
 ，等于指示器随机变量为 1 时的概率
 。

现在回到我们的问题，求抛 [image: n]
 次硬币时，硬币出现正面的次数的期望 [image: E[X]]
 。刚才我们已经将 [image: X_1+X_2+X_3+\cdots+X_n]
 这样的和的形式，现在我们继续从这里讲解。

[image: E[X]=E[X_1+X_2+X_3+\cdots+X_n]]


利用期望的线性法则。

[image: =E[X_1]+E[X_2]+E[X_3]+\cdots+E[X_n]]


因为 [image: X_k]
 是指示器随机变量，所以，它的期望等于指示器随机变量为 1 时的概率。

[image: =Pr(X_1=1)+Pr(X_2=1)+Pr(X_3=1)+\cdots+Pr(X_n=1)]


第 [image: k]
 次抛硬币出现正面的概率，等于问题中给出的 [image: p]
 。

[image: ]




解答 5-2（二项分布的期望）


假设硬币出现正面的概率为 [image: p]
 ，出现反面的概率为 [image: q]
 ，抛 [image: n]
 次硬币，出现正面的次数的期望为

[image: np]




“诶？不知不觉中就轻轻松松地求出了结果呢！”

“我们让指示器随机变量对出现正面的次数进行计数
 。


	期望的线性法则，提示‘将随机变量划分为和的形式吧
 ’

	指示器随机变量，提示‘可以用概率求出期望
 ’



如果能将二者合二为一，就能轻松地求出期望。”

5.3.5　快乐的作业

“放学时间到了。”图书管理员瑞谷老师宣布道。已经到这个时候了呀。

“那个……米尔嘉学姐，我们为什么要思考像平均值或期望这种东西呢？”泰朵拉一边收拾一边问。

“因为我们想要定量地研究事件。随机变量能通过随机试验取到各种各样的值。当出现大量的值时，自然要对它们进行归纳整理。平均值也就是期望，是将随机变量可以取到的很多值通过归纳整理后得到的值的一种。”

“归纳整理后的值……”

“接下来是快乐的作业时间。”米尔嘉把卡片展示给我们看。



问题 5-3（直到出现所有点数的期望）


不断掷骰子，直到掷出所有点数。

求此时掷骰子的次数
 的期望。



“这是村木老师给的卡片吗？”我问。

“没错，我已经解出来了，抛硬币真开心。”

硬币？米尔嘉把骰子说成硬币了吗？

5.4　直到所有事情发生

5.4.1　不知何时

这里是我家，现在是深夜，父母已经睡着了。

我一个人待在自己的房间。

学校的功课已经做完，是时候开始我的数学学习了。

我想到了泰朵拉。她不仅会说“我不明白”，还会去思考“我哪里不明白”；她不仅会提问，还会自己举例子；她不仅听我们讲解，还会自己归纳要点。她的成长真是令人刮目相看……啊，现在不是摆学长架子的时候，我也必须抓紧时间让自己成长。

我想到了米尔嘉。我们谈论期望的话题时，她立刻就提到了期望的线性法则。这一定是因为在米尔嘉的大脑中，错综复杂的概念已然融会贯通。她将掌握的数学概念，组成一个美丽的小宇宙。被她提醒后，我会发觉期望的线性法则是“理所当然的”。但被米尔嘉提醒前，我却没能想到期望的线性法则。

泰朵拉，还有米尔嘉。

和她们比起来，我……

呼……我差点就进入消极循环了。

不对。和别人比较是不对的。

我学习时遇到的问题，大多是已经被别人解出来的问题。因此，即便我再一次将这个问题解出，也不会成就什么伟业 —— 在客观上来说是这样的，但是主观上却有所不同。

我想去解答问题这一行为，对我自身是有意义的。

即便我解答不出来，由现在的我来面对问题就是有意义的。

更何况，这是为了将来某一天，

我面对谁也不知道答案的问题时。

为了我成为信息发送者的那一天 ——

5.4.2　能尽全力吗



问题 5-3（直到出现所有点数的期望）


不断掷骰子，直到掷出所有点数。

求此时掷骰子的次数
 的期望。



这个问题，乍一看并不是很难。

但是，不能大意。

先根据条件举例吧，没有具体的示例也无从下手啊。

我们来掷骰子，假设所有的点数都按相同的概率出现。出现的点数自然是从 [image: ]
 到 [image: ]
 的 6 种。不断掷骰子，直到掷出所有点数……嗯，我明白了。比如在极端的情况下，假设点数按从 [image: ]
 到 [image: ]
 的顺序出现。这时，一共掷了 6 次骰子。

[image: ]
 　　掷 6 次骰子，掷出所有点数

6 次掷出全部点数，顺序怎样都可以。

[image: ]
 　　掷 6 次骰子，掷出所有点数

但是，只掷 6 次骰子就得到所有点数是非常幸运的事情。

如果说在中途重复掷出了 [image: ]
 ，掷出所有点数就需要掷 7 次骰子。

[image: ]
 　　掷 7 次骰子，掷出所有点数

这种情况下，掷了 7 次骰子。

那么……因为这个问题最重要的概念是“掷出所有点数时，掷骰子的次数”，所以给它起个名字为随机变量
 吧。

　　将“掷出所有点数时，掷骰子的次数”设为随机变量 [image: X]
 。

随机变量 [image: X]
 的值，在运气好的时候可能为 6，运气差的时候会无限大。比如我们想象这样一种情况：一开始的时候顺利地掷出许多种点数，但是最后一种点数怎么也掷不出来。

[image: ]


掷了 13 次，终于掷出了所有点数（[image: X=13]
 ）

在这个例子中，到掷出最后的 [image: ]
 为止，一共掷了 13 次骰子。

嗯，做到这里，问题的意思明朗多了。已经将“掷出所有点数时，掷骰子的次数”设为随机变量 [image: X]
 了，所以这个问题要求解的就是随机变量 [image: X]
 的期望 [image: E[X]]
 。

期望的定义是 [image: E[X]=\sum\nolimits^{\infty}_{k=0}c_k\cdot Pr(X=c_k)]
 ，因此只要计算 [image: Pr(X=c_k)]
 的值就可以了。

比如可以说 [image: Pr(X=1)=0]
 ，因为仅仅掷一次骰子不可能掷出 6 种点数。因此，[image: X=1]
 的概率为 0。同样的，掷骰子次数 [image: X]
 小于 6 时概率都为 0。也就是说，[image: Pr(X=2)]
 、[image: Pr(X=3)]
 、[image: Pr(X=4)]
 、[image: Pr(X=5)]
 都等于 0。

那么，[image: Pr(X=6)]
 怎样呢？掷 6 次骰子就能掷出所有点数的概率，也就是一次也没有掷出过重复的点数的概率。结果很容易计算，首先……

　　第 1 次掷出的点数可以是任何一种（6 种情况）。

　　对应上述每一种情况，

　　第 2 次掷出的点数可以是第 1 次掷出的点数以外的任意点数（5 种情况）。

　　对应上述每一种情况，

　　第 3 次掷出的点数只能是除去前 2 次掷出的所有点数以外的点数（4 种情况）。

　　对应上述每一种情况，

　　第 4 次掷出的点数只能是除去前 3 次掷出的所有点数以外的点数（3 种情况）。

　　对应上述每一种情况，

　　第 5 次掷出的点数只能是除去前 4 次掷出的所有点数以外的点数（2 种情况）。

　　对应上述每一种情况，

　　第 6 次掷出的点数只能是除去前 5 次掷出的所有点数以外的点数（1 种情况）。

因此……结果就是这样的。

[image: \begin{aligned}Pr(X=6)&=\frac{6\times5\times4\times3\times2\times1}{6\times6\times6\times6\times6\times6}\\&=\frac{6!}{6^6}\end{aligned}]


接着来思考 [image: Pr(X=7)]
 的情况吧。![image: X=7]
 时，掷出的点数仅仅重复了一次。1 到 6 的点数都有可能重复，一共有 6 种情况。哎呀，在掷 7 次骰子的过程中，还必要注意是在哪里重复的。比如，假设在掷出 [image: ]
 的过程中，[image: ]
 为重复的点数。

[image: ]


就是这样……诶？

等一等。

这样完全不行啊。

最开始的例子就错了。

[image: ]
 掷第几次时才出现所有点数呢？

此时，并非第 7 次，而是第 6 次就已经掷出了所有点数。当掷出 [image: ]
 后，就已经掷出了所有点数。也就是说，在这种情况下不能将次数计为 [image: X=7]
 ，必须计为 [image: X=6]
 。

这个问题可真是棘手啊……

而且，如果研究 [image: Pr(X=8)]
 ) 的话，重复的数字又要增加了！

啊，真是头疼。话说回来，按这种方法思考下去，真的能求出对于任意 [image: k]
 的 [image: Pr(X=c_k)]
 吗？如果求不出来，期望 [image: E[X]]
 的计算也就无从谈起。

我摸索到很晚，但还是没有发现明确的突破口。正当我打算放弃，转而通过大量计算来解题时，一阵困意袭来。

我在梦中不知掷了多少次骰子。

不可思议的是，梦中的骰子竟然变成了硬币的形状。

“不是硬币，是骰子哦。”我说。

“这个骰子，是硬币哦。”米尔嘉说。

5.4.3　运用学到的知识

“学长！早上好！”充满活力的少女泰朵拉冲我打招呼。

“早啊。”我回道。

在去学校的路上，我和泰朵拉并排行走着。她走路的速度有点快。

“学长，你解出米尔嘉学姐的问题了吗？”

“没，我撞进了计算的迷宫里。”我说。

“我还没做到计算那一步呢。”泰朵拉一边摇头一边说，“因为我还不知道要划分为怎样的和来思考比较好。”

“诶……？”我停住脚步。

“诶？”泰朵拉也停住脚步，“怎么了学长？”

“你刚刚说 —— 划分为怎样的和比较好
 是吗？”

“嗯，嗯……因为要用到‘和的期望等于期望的和’吧？”

我难道是个笨蛋吗。

期望的线性法则。

米尔嘉讲解了那么多，甚至给出了‘和的期望等于期望的和’这样的口诀，泰朵拉还举了具体示例。

而我却只想到直接通过定义来求期望。

我甚至都没有尝试将“不断掷骰子，直到掷出所有点数时，掷骰子的次数”这一随机变量 [image: X]
 “划分为和的形式”这条路。

我……不就是个笨蛋吗？

“学长？”泰朵拉略微不安地看着我。

“抱歉，泰朵拉。你什么都没做错。只是我有点震惊于自己的笨蛋程度罢了。”我大口地做着深呼吸，“我把期望的线性法则忘得一干二净了 —— 泰朵拉你思考到哪一步了？”

她这才露出放心的表情，我们继续迈开步子。

“呃……我也不是特别明白。为了运用期望的线性法则，我想到将掷骰子的次数划分为和的形式。因此我试着举出一些例子，可我还是不知道该怎么着手。不过我画了‘幸福的台阶’哦。”

“幸福的台阶？”

“嗯，就是这个。”

我们又一次停下脚步。她从包里拿出作业纸。

[image: ]



与掷骰子相关的“幸福的台阶”


“这个图怎么看呢？”我感受到心跳加速，隐约察觉到图里描述了什么重要的东西。

“嗯。从左边按顺序看。”泰朵拉指着图说，“从台阶的第 1 层开始，掷出了 [image: ]
 ，上一个台阶；在第 2 层掷出了 [image: ]
 ，再上一个台阶；在第 3 层掷出了 [image: ]
 ，又上一个台阶。也就是说，如果掷出之前掷出了的点数的话，就在当前台阶保持不动；如果掷出了新的点数，就上一个台阶。”

“哦哦，原来如此。”

“因此，平缓的台阶说明连续掷出了重复的点数，并在最右边出现了新的点数。”

“泰朵拉，为什么这个是‘幸福的台阶’呢？”

“嗯……因为如果出现了新的点数，就会向着山顶更进一步，感觉会很幸福吧。”

“……”

“不过我真的很惊讶。这个示例是将

[image: \sqrt{5}=\underline{2}.\underline{236}0\underline{67}977\underline{4}99789\underline{6}9\underline{64}09\underline{1}7\underline{366}87\underline{312}7\underline{6235}\dots]


当作骰子点数的队列的……第 1 次掷出 5 的情况竟然是在小数点之后的 36 位！学长你知道吗？”

虽然很对不住泰朵拉，我其实没有认真听。

“泰朵拉……你已经找到了。”

“啊？”泰朵拉眨着水汪汪的大眼睛。

“将掷骰子次数划分为和的形式的方法呀。”

“……？”

“泰朵拉的‘幸福的台阶’已经画得很清楚了。这个台阶整体的长度是‘掷出所有点数时，掷骰子的次数’。而台阶整体的长度就是各个‘高度相同的层的长度’的总和啊！”

“……！”

[image: ]



将“掷出所有点数时，掷骰子的次数”划分为和的形式


5.4.4　尽全力

这里是教室，现在已经放学了。

我站在讲台上。

泰朵拉和米尔嘉坐在第一排。

以“幸福的台阶”为切入点，我和泰朵拉解出了这次的问题 —— 求掷出所有点数时，掷骰子的次数的期望。

我正在向米尔嘉说明。

◎　　◎　　◎

将“掷出所有点数时，掷骰子的次数”设为随机变量 [image: X]
 。

[image: X]
 等于泰朵拉的“幸福的台阶”的整体长度。

接着，建立随机变量 [image: X_j]
 。它的定义有点复杂，它表示“假设已经出现了 [image: j]
 种点数，直到掷出没出现过的点数时，掷骰子的次数”。

也就是说，[image: X_j]
 表示“幸福的台阶”的第 [image: j+1]
 层的长度。

[image: ]


可以用 [image: X_j]
 的和来表示 [image: X]
 。[image: j]
 的取值范围为 0 到 5。

[image: X=X_0+X_1+X_2+X_3+X_4+X_5]


因为想求期望 [image: E[X]]
 ，所以使用“和的期望等于期望的和”吧。

[image: \begin{aligned}E[X]&=E[X_0+X_1+X_2+X_3+X_4+X_5]\\&=E[X_0]+E[X_1]+E[X_2]+E[X_3]+E[X_4]+E[X_5]\end{aligned}]


接下来，我们进入对随机变量 [image: X_j]
 的讨论。

我们可以将最开始 —— 还没有掷骰子的情况，当作出现了 0 种点数。在这种情况下掷一次骰子，一定会出现之前没出现过的点数，因此

[image: X_0=1]


成立。

掷骰子时，需要考虑以下两种情况。


	掷出了没出现过的点数

	掷出了出现过的点数



在已经出现 [image: j]
 种点数的情况下，“掷出没出现过的点数的概率”是多少呢？

如果已经出现了 [image: j]
 种点数，也就是说，还有 [image: 6-j]
 种点数没有出现。

因此设“掷出没出现过的点数的概率”为 [image: p_j]
 ，下面的等式

[image: p_j=\frac{6-j}{6}=1-\frac{j}{6} ]


成立。

那么，在已经出现过 [image: j]
 种点数的情况下，“掷出出现过的点数的概率”是多少呢？将这个概率设为 [image: q_j]
 吧。骰子的点数一共有 6 种，其中已经出现了 [image: j]
 种。因此

[image: q_j=\frac{j}{6} ]


成立。

在“幸福的台阶”的第 [image: j+1]
 层，下一步会依据概率 [image: p_j]
 和 [image: q_j]
 而定。当掷出没出现过的点数时，就上一个台阶，此时下一步的依据就是 [image: p_{j+1}]
 和 [image: q_{j+1}]
 了。

当然，对于任意 [image: j]
 ，[image: p_j+q_j=1]
 都成立。

◎　　◎　　◎

我正讲到此处，米尔嘉打了个响指。

“我们正在抛概率变化的硬币
 哦。”

我猛地吸了一口气。

“……这样啊！我们不是在掷骰子而是在抛硬币，指的是这么一回事啊！”

“什么意思？”泰朵拉一边记笔记一边问。

“在这个问题里，已经可以抛弃掷骰子这个概念了。”我说，“把它想成抛硬币，硬币出现正面的概率为 [image: \boldsymbol{p_j}]
 ，出现反面的概率为 [image: \boldsymbol{q_j}]

 就可以了。然后，每当硬币出现正面时就可以上一个台阶。”

◎　　◎　　◎

每当硬币出现正面时就可以上一个台阶。

每当出现正面时就上一个台阶。同时，每当上一个台阶，出现正面的概率就会降低。因为这个硬币是下面这样的。


	出现正面的概率是 [image: p_j=1-\frac{j}{6} ]


	出现反面的概率是 [image: q_j=\frac{j}{6} ]




既然已经明白了幸福的台阶的性质，我们来看一看随机变量 [image: X_j]
 吧。随机变量 [image: X_j]
 是第 [image: j+1]
 层的长度，这个长度等于 [image: k]
 的概率 [image: Pr(X_j=k)]
 是多少呢？

概率 [image: Pr(X_j=k)]
 等于，连续抛硬币“在出现了 [image: \underline{k-1}]
 次反面
 后，出现 1 次正面
 的概率”。

用米尔嘉告诉我的硬币模型来讲解真方便啊……

因此，下式成立。

[image: ]


这样，在 [image: j=0,1,2,3,4,5]
 以及 [image: k=1,2,3,\cdots]
 的条件下，[image: Pr(X_j=k)]
 已确定，也就能计算随机变量 [image: X_j]
 的期望 [image: E[X_j]]
 了。对于任意的 [image: n]
 的取值，我们求出 [image: k=1,2,3,\cdots,n]
 的部分和 [image: \sum\nolimits^n_{k=1}k\cdot Pr(X_j=k)]
 ，然后取 [image: n\to\infty]
 时的极限就可以了。

[image: \begin{aligned}\sum^n_{k=1}k\cdot Pr(X_j=k)&=1\cdot Pr(X_j=1)\\&~~~~+2\cdot Pr(X_j=2)\\&~~~~~~~+3\cdot Pr(X_j=3)\\&~~~~~~~~~~~+\cdots\\&~~~~~~~~~~~~~~+n\cdot Pr(X_j=n)\\&=1\cdot(q^0_j-q^1_j)\\&~~~~+2\cdot(q^1_j-q^2_j)\\&~~~~~~~+3\cdot(q^2_j-q^3_j)\\&~~~~~~~~~~~+\cdots\\&~~~~~~~~~~~~~~+n\cdot(q^{n-1}_j-q^n_j)\\&=1\cdot q^0_j-1\cdot q^1_j\\&~~~~+2\cdot q^1_j-2\cdot q^2_j\\&~~~~~~~+3\cdot q^2_j-3\cdot q^3_j\\&~~~~~~~~~~~+\cdots\\&~~~~~~~~~~~~~~+n\cdot q^{n-1}_j-n\cdot q^n_j\\&=q^0_j+q^1_j+q^2_j+q^3_j+\cdots++q^{n-1}_j-n\cdot q^n_j\end{aligned}]


这可以用等比数列的和来计算。

[image: =\frac{1-q^n_j}{1-q_j}-n\cdot q^n_j]


然后只要取极限就可以了。因为 [image: q_j=\frac{j}{6} ]
 ，所以 [image: 0\leqslant q_j<1]
 成立，因此极限存在。

[image: ]





7

 我们来证明，当 [image: 0\leqslant q_j<1]
 时，[image: \lim_{n\to\infty}n\cdot q^n_j=0]
 。如果 [image: q_j=0]
 ，结论显然成立。如果 [image: 0<q_j<1]
 ，设 [image: \alpha=\frac{1}{q_j}]
 ，则 [image: \alpha>1]
 ，把 n
 看作实数，[image: \lim_{n\to\infty}n\cdot q^n_j=\lim_{n\to\infty}\frac{n}{\alpha^n}=\lim_{n\to\infty}\frac{n'}{(\alpha^n)'}=\lim_{n\to\infty}\frac{1}{\alpha^n\ln\alpha}=0]
 。结论对实数 n
 成立，那么对自然数 n
 也成立。—— 译者注



也就是说第 [image: j+1]
 层的长度的期望是

[image: E[X_j]=\frac{6}{6-j}]


这样，我们终于可以开始求台阶整体的长度的期望了。

[image: \begin{aligned}E[X]&=E[X_0+X_1+X_2+X_3+X_4+X_5]\\&=E[X_0]+E[X_1]+E[X_2]+E[X_3]+E[X_4]+E[X_5]\\&=\frac{6}{6-0}+\frac{6}{6-1}+\frac{6}{6-2}+\frac{6}{6-3}+\frac{6}{6-4}+\frac{6}{6-5}\\&=\frac{6}{6}+\frac{6}{5}+\frac{6}{4}+\frac{6}{3}+\frac{6}{2}+\frac{6}{1}\\&=6\cdot\left(\frac{1}{6}+\frac{1}{5}+\frac{1}{4}+\frac{1}{3}+\frac{1}{2}+\frac{1}{1}\right)\\&=6\cdot\left(\frac{1}{1}+\frac{1}{2}+\frac{1}{3}+\frac{1}{4}+\frac{1}{5}+\frac{1}{6}\right)\end{aligned}]


因此，不断掷骰子，直到骰子的所有点数都至少出现一次时，掷骰子的次数的期望 [image: E[X]]
 等于 ——

[image: E[X]=6\cdot\left(\frac{1}{1}+\frac{1}{2}+\frac{1}{3}+\frac{1}{4}+\frac{1}{5}+\frac{1}{6}\right)]


得到了一个干净漂亮的式子呀。

◎　　◎　　◎

“得到了一个干净漂亮的式子呀。”我说。

“真不错。”米尔嘉一脸满足地说。

“计算下来，[image: E[X]=14.7]
 。”泰朵拉说，“这也就是说，平均掷 14.7 次骰子，才能掷出所有的点数。意料之外地多呀！”



解答 5-3（直到出现所有点数的期望）


所求的期望是

[image: E[X]=6\cdot\left(\frac{1}{1}+\frac{1}{2}+\frac{1}{3}+\frac{1}{4}+\frac{1}{5}+\frac{1}{6}\right)=14.7]




“顺利解出来了呢。”我说 8
 。


8
 问题 5-3 为期望的经典问题，它被称作“赠券收集问题”（the coupon collector problem）。严格来说当概率空间为无限集合时必须进行标准化。

“用调和数 harmonic number 来表示吧。”米尔嘉说。

“harmonic number 是什么来着？”泰朵拉问。

米尔嘉在我的笔记本上写下式子给泰朵拉看，我也从讲台上回到座位观看。

[image: H_n=\frac{1}{1}+\frac{1}{2}+\frac{1}{3}+\cdots+\frac{1}{n}]


“用 [image: H_n]
 来表示 [image: X]
 的期望的话，可以写作

[image: E[X]=6\cdot H_6]


这种形式。”米尔嘉说，“这次的问题可以轻松地一般化。我们可以想象骰子并非只有 6 个面，而是有 [image: n]
 个面。这样，通过相同的计算能得出

[image: E[X]=n\cdot H_n]


这个公式。”



求掷出所有点数时掷骰子的次数的期望（旅行地图）


[image: ]




5.4.5　意料之外的事情

“能和大家一起解出问题真开心！”泰朵拉说。

“我能解出来可多亏了泰朵拉的‘幸福的台阶’呀。”

“我发现了规律，却解不出答案……”

在一片轻松的氛围中，我们有说有笑。

“好了，这样我们的工作就告一段落了。”

心情大好的米尔嘉，立起食指说着和往常一样的台词。

但是……

但是，今天的米尔嘉 ——

多说了一句话。

“看，这不是做得挺好的嘛，哥哥
 。”

一瞬间，时间仿佛被冻结了。

沉默的我。

沉默的泰朵拉。

沉默的，米尔嘉。


哥哥
 。

米尔嘉是这样说的。

谁都有疏忽大意、说话不经思考的时候。

即便是 No Miss·Perfect 的米尔嘉也一样。


哥哥
 。

米尔嘉是这样说的。

谁都有叫错人的时候。

即便对方是儿时就已经去世的哥哥。

不久，冰封的时间终于解冻。

米尔嘉把笔记本狠狠地摔在我的脸上，跑出教室。

　

　


如果我们想要理解一个给定随机变量的典型性状，



常常会问及它的“平均”值。
 9



9
 引用自《具体数学：计算机科学基础（第 2 版）》（Ronald L.Graham、Donald E.Knuth、 Oren Patashnik 著，张明尧、张凡译，人民邮电出版社，2013 年 4 月）第 323 页。—— 译者注

—— 《具体数学：计算机科学基础（第 2 版）》
 [8]


我的笔记（二项分布与样本空间）

在问题 5-2（二项分布的期望）中，我们求得了抛 [image: n]
 次硬币时出现正面的次数的期望。当时我们思考了随机变量的和（5.3.3 节），那么它背后的样本空间是怎样的呢？

如果把抛 [image: n]
 次硬币作为一次随机试验的话，样本空间 Ω
 可以像这样表示。

[image: ]


假设 [image: n=3]
 ，样本空间 Ω
 如下所示。

[image: ]


我们设随机变量 [image: X]
 为抛 [image: n]
 次硬币时出现正面的次数，并建立指示器随机变量 [image: X_k]
 ，当第 [image: k]
 次抛硬币时，如果出现正面则 [image: X_k]
 为 1，如果出现反面则 [image: X_k]
 为 0。根据这些就可以画出下面这样的表格。

[image: ]


根据这张表格我们可以明确地发现，对于任何 [image: \omega\in]
 Ω
 ，都有

[image: X(\omega)=X_1(\omega)+X_2(\omega)+X_3(\omega)]


成立。

　

　

[image: ]






第 6 章　难以捉摸的未来


我找了很久，才找到那个木匠的工具箱，



这份厚礼的确对我太有用了，



在当时比一船黄金还要贵重得多。
 1



1
 引用自《鲁滨逊飘流记》（丹尼尔·笛福著，鹿金译，中国宇航出版社，2017 年 7 月）第 60 页。—— 译者注

—— 《鲁滨逊漂流记》


　

6.1　约定的记忆


河畔


“明明你说了明天继续的。”她说。

我追着米尔嘉来到河畔。

她和我并排蹲下身，仰望着天空。

两只乌鸦飞过。

西边天空慢慢出现晚霞。

电车的声音从远处隐约传来。

周围一个人也没有。

有点儿风，但并不冷。

“明明你说了明天继续的。”她重复着。

谁？我不由自主地想问，但还是把话咽了下去。

“明天继续吧，今天你先回家 —— 明明你在医院是这么说的。”

她的声音与以往不同。

“明明说好了明天再见，一起研究数学的啊。”

她的声音非常柔软，而且稚嫩。

“我真的想留在你身边啊。”

说着，她将身体微微靠向我，我伸出手臂搂住，任由她将头靠在我的肩膀上，我闻到一如既往的橘子香。

（真暖和）

沉默的时间。

我追着从教室里飞奔出去的她来到这里。被笔记本打中的鼻梁还隐隐作痛，但这些都不算什么。

我悄悄瞄了她一眼，她正安静地闭着眼睛。

她内心想的不是我。她只是想着她的哥哥。反反复复，反反复复。

我不清楚什么是正确的，究竟什么是标准答案。但我就应该在这里吧，就在她的身边 —— 现在。

天空已被晚霞浸透，夜幕即将来临。

过了许久，她长舒一口气站起身来，掸掉制服上的灰尘。

我也站起身来，注视着她。

我们两人面对面。

她沉默不语。

我也沉默不语。

我伸出手慢慢抹去她脸颊上残留的泪痕。

她突然抓住我的手 —— 狠狠地咬了下去。

“人家，明明想一直留在你身边啊！”

6.2　阶

6.2.1　更快的算法

从那之后过了几天。

世人在欢度黄金周。

应考生可没有那份闲暇。

上午去听了面向应考生的特别课程，下午我就在这里 —— 学校的图书室做模拟题。不知做了多少道题，正当我喘口气休息的时间，抬头看到泰朵拉和理纱坐在不远处。也许高一、高二也有特别课程吧。她们正热火朝天地讨论着……严格来说，热火朝天的只有泰朵拉一个人，理纱只是一边点着头或摇头，一边和往常一样，无声地敲击着她的鲜红的笔记本电脑。

“学长！”泰朵拉冲我挥手打招呼。

“还在学习算法吗？”我走到两人旁边。

“嗯，与其说是学习……不如说是在思考算法的‘速度’。”泰朵拉一边看着笔记本一边说，“前几天，我们不是分析了顺序查找以及‘带有哨兵’的修正版的顺序查找这两个算法嘛。无论哪一个算法，都是当输出为‘无法找到’时最耗费时间。此时它们的最大运行步数是这样的。”




	
算法


	
最大运行步数







	
LINEAR-SEARCH


	
[image: T_{{\rm L}}(n)=4n+5]






	
SENTINEL-LINEAR-SEARCH


	
[image: T_{{\rm S}}(n)=3n+7]









最大运行步数（[image: \boldsymbol{n}]
 是数列的大小）


“是呢。”我发现泰朵拉把算法工整地整理成笔记，“这个 [image: T_{{\rm L}}(n)]
 是？”

“因为有点杂乱，所以我给它们的最大运行步数起了名字。我将 LINEAR-SEARCH 的最大运行步数命名为 [image: T_{{\rm L}}(n)]
 ，将 SENTINEL-LINEAR-SEARCH 的最大运行步数命名为 [image: T_{{\rm S}}(n)]
 。”

“[image: n]
 指的是数列的大小对吧？”

“嗯，没错。通过它来比较算法的速度。”

“比较两个式子的大小时，只要使用减法就可以了，对吧？”我说，“我们常用的办法是将两个式子相减，比较差的正负。也就是这么一回事，当 [image: n]
 为自然数时……

[image: \begin{aligned}T_{{\rm L}}(n)-T_{{\rm S}}(n)&=(4n+5)-(3n+7)\\&=4n-3n+5-7\\&=n-2\end{aligned}]


这样，我们得出当 [image: n>2]
 时 [image: T_{{\rm L}}(n)-T_{{\rm S}}(n)>0]
 成立。接下来将 [image: T_{{\rm S}}(n)]
 移到右边，得到这个不等式。”

[image: T_{{\rm L}}(n)>T_{{\rm S}}(n)]
 　　（当 [image: n>2]
 时）

“嗯，这我明白。也就是说，当选择带有哨兵的顺序查找算法时，只要 [image: n>2]
 ，最大运行步数就会比顺序查找算法小 —— 也就是更快对吧？但是，嗯……当时米尔嘉学姐说 —— ”泰朵拉将食指点在嘴唇上，努力回想着什么，“米尔嘉学姐说过，分析复杂问题的时候，可以使用渐近分析的方法，对吧？可明明我们已经有了可靠的不等式，还会有更精确的比较方法吗？学长你有什么线索吗？”

“没有，我也不知道啊。”我回答，“我觉得泰朵拉的观点是正确的，也可以通过画图来理解。”

[image: ]


“当 [image: n>2]
 时，[image: y=3x+7]
 的图像总在 [image: y=4x+5]
 下方。因此，我们认为跟顺序查找算法相比，带有哨兵的顺序查找算法的运行步数更少。”

“是啊！图像真是方便理解。”泰朵拉说。

“呀！”理纱突然叫了一声。

米尔嘉像风一样悄然现身，玩弄着理纱的头发。理纱则好像不耐烦似地拨开米尔嘉的手。

6.2.2　至多为 n
 阶

“米尔嘉学姐，”泰朵拉问，“怎么才能得到比 [image: T_{{\rm L}}(n)=4n+5]
 、[image: T_{{\rm S}}(n)=3n+7]
 还要精确的分析呢？”

“分析未必都要朝更精确的方向发展。”

米尔嘉一边扫视着我们，一边快速简洁地说明 —— 她与前几天在河边时判若两人。

“要是对算法分析感兴趣的话，就来学一学大 O 表示法吧。”

◎　　◎　　◎

来学一学大 O 表示法吧。为了表示函数 [image: T(n)]
 ，我们采用

[image: T(n)=O(n)]


这样的表示方法，称作大 [image: \mathbf{O}]
 表示法
 。

大 O 表示法表示当 [image: n]
 的值增加时，函数 [image: T(n)]
 的增长趋势。

[image: T(n)]
 表示算法的运行步数，也可以把它当作运行时间。我们可以用大 O 表示法，定量地表示当输入的 [image: n]
 变大时，运行速度变慢了多少。

[image: T(n)=O(n)]
 表示，存在自然数 [image: N]
 与正数 [image: C]
 ，对于大于等于 [image: N]
 的所有整数 [image: n]
 ，都有

[image: |T(n)|\leqslant C_n]


成立。也可以像下面这样用逻辑表达式来定义。

[image: \exists N\in\mathbb{N}~~\exists C>0~~\forall n\geqslant N~\bigl[|T(n)|\leqslant Cn\bigr]]


此时我们说“函数 [image: T(n)]
 至多为 [image: n]
 阶”。

◎　　◎　　◎

“抱歉……”泰朵拉举手打断了米尔嘉的话，“虽然我已经熟悉逻辑表达式了，但还是会觉得有点紧张。而且还出现了 [image: N]
 啦 [image: C]
 啦这样的字母……请让我静下心来想一想。”

“这不是什么难事。让我们思考 [image: T(n)\geqslant0]
 的情况吧。[image: T(n)=O(n)]
 表示，存在确定的常数 [image: N]
 与 [image: C]
 ，使得‘对于大于等于 [image: N]
 的 [image: n]
 ，函数 [image: y=T(n)]
 的图像在函数 [image: y=Cn]
 的图像之下’。”

米尔嘉说着画了一个简单的图。

[image: ]



满足 [image: \boldsymbol{T(n)=O(n)}]
 的 [image: \boldsymbol{T(n)}]
 的例子


“[image: T(n)]
 的大小被 [image: n]
 的常数倍从上方限制住
 ，这就是 [image: T(n)=O(n)]
 这个式子的意义。”

“……这也就是说，[image: T(n)]
 ‘) 记一边问。

不会变得特别大’是吗？”泰朵拉一边记笔

“没错。但是‘不会变得特别大’这种表述方法有两个错误。第一，提到‘不会变得特别大’会使人产生 [image: T(n)]
 不会超过某一个常数的误解。但是，当 [image: n\to\infty]
 时，[image: T(n)\to\infty]
 也没问题。第二，‘不会变得特别
 大’这一表述让我们为了实行定量化而付出的努力付诸东流。如果非要用词语来表述的话，可以说‘[image: T(n)]
 的增加程度，至多与 [image: n]
 的常数倍相同’。一般我们称之为‘[image: T(n)]
 至多为 [image: n]
 阶’或者只说‘[image: T(n)]
 为 [image: n]
 阶’”

“至多……用英语来说是 at most 吧？”

“没错，表示‘无论变得多大，充其量为……’的意思。”

“为什么要使用字母 O 来表示呢？”泰朵拉接着问。

“order of growth—— 增加的程度。”米尔嘉不假思索地回答。



大 [image: \mathbf{O}]
 表示法（至多为 [image: \boldsymbol{n}]
 阶）


　　　[image: T(n)=O(n)]


[image: \Longleftrightarrow~\exists N\in\mathbb{N}~~\exists C>0~~\forall n\geqslant N~\bigl[|T(n)|\leqslant C_n\bigr]]


[image: \Longleftrightarrow]
 　函数 [image: T(n)]
 至多为
 [image: n]
 阶



6.2.3　出题

“我来出题喽。”米尔嘉说，“以顺序查找算法的最大运行步数　[image: T_{{\rm L}}(n)]
 为例，用大 O 表示法表示 [image: 4n+5]
 写作

[image: 4n+5=O(n)]


这是为什么？”米尔嘉指向泰朵拉问。

“嗯……因为被从上方限制住了……啊……我不明白。”

“嗯。那你来答。”米尔嘉指向我。

“只要回到定义来思考就可以了。”我说，“比如说，我们可以设 [image: N=5,C=5]
 。也就是说，对于所有大于等于 5 的 [image: n]
 ，都有

[image: |4n+5|\leqslant5n]


成立，因此由定义得出 [image: 4n+5=O(n)]
 成立。”

“啊，确实如此呢。定义、定义、定义！我没能‘回到定义’去思考啊……”

“下一题。下面的式子成立吗？”

[image: n+1000=O(n)]


“……嗯，这次我会做。”泰朵拉说，“只要设 [image: N=1000,C=2]
 就可以了。对于大于等于 1000 的所有 [image: n]
 ，都有

[image: |n+1000|\leqslant2n]


成立，也就是说 [image: n+1000=O(n)]
 成立。”

“这就可以了。设 [image: N=2,C=1000]
 也没问题。”米尔嘉点点头。

“啊，还能这样做！还可以用像 [image: 1000n]
 这么大的函数来限制啊。”

“下一题。下面的式子成立吗？”

[image: n^2=O(n)]


“嗯，左边是 [image: n^2]
 ，也就是 1, 4, 9, 16, 25, ... 诶？是不是无法用 [image: Cn]
 来限制啊？”

“就是那样。”米尔嘉说，“[image: n^2=O(n)]
 不成立
 。我们无法用 [image: n]
 的常数倍限制像 [image: n^2]
 这样的二次函数。无论想用怎样大的 [image: C]
 去限制，都会出现一个足够大的 [image: n]
 ，使 [image: n^2>Cn]
 。也就是说，我们不能认为
 二次函数‘至多为 [image: n]
 阶’。三次函数、四次函数……也是一样。另一方面—— ”

这时米尔嘉看着我的脸，放慢了语气。

“我们可以认为 [image: n]
 、[image: n+1000]
 ，以及 [image: 4n+5]
 ‘至多为 [image: n]
 阶’。”

“啊，函数的分类呀！”我恍然大悟，“通过是否‘至多为 [image: n]
 阶’，将函数分为两种！”

“没错。”米尔嘉打了个响指，“在‘至多为 [image: n]
 阶’这一基准下，我们可以无视 [image: n]
 、[image: n+1000]
 ，以及 [image: 4n+5]
 中 [image: n]
 的系数、常数项的差异，将它们同等看待
 。分析未必要以精确化
 为目的。”

“无视差异，同等看待……”泰朵拉小声嘟囔着。

“已经熟悉了大 O 表示法，再来看看顺序查找算法和带有哨兵的顺序查找算法，你们发现了什么？”

[image: \begin{aligned}&T_{{\rm L}}(n)=4n+5\\&T_{{\rm S}}(n)=3n+7\end{aligned}]


“啊啊……双方都是‘至多为 [image: n]
 阶’对吧？”

[image: \begin{aligned}&T_{{\rm L}}(n)=4n+5=O(n)\\&T_{{\rm S}}(n)=3n+7=O(n)\end{aligned}]


“嗯……但这又是怎么一回事呢？”

“添置哨兵确实减少了顺序查找的最大运行步数。但是，无论哪一种方法的运行步数都是 [image: O(n)]
 。可以说，我们未能使算法产生让阶数变化的本质上的修正……当然这也和‘本质上的’的定义相关。”

“诶？阶数可以是 [image: n]
 以外的东西吗？”

“可以，大 O 表示法的阶数并非只有 [image: n]
 ，我们可以在 [image: O(~)]
 中放入任意的函数
 。”米尔嘉说。

6.2.4　至多为 [image: \boldsymbol{v}]
 [image: \boldsymbol{f(n)}]
 阶

米尔嘉继续说道。

“我们可以在 [image: O(~)]
 中放入任意的函数，也就是可以写成 [image: T(n)=O(f(n))]
 的形式。”



大 [image: \mathbf{O}]
 表示法（至多为 [image: \boldsymbol{f(n)}]
 阶）


　　　[image: T(n)=O(\underline{f(n)})]


[image: \Longleftrightarrow~\exists N\in\mathbb{N}~~\exists C>0~~\forall n\geqslant N~\bigl[|T(n)|\leqslant C\underline{f(n)}\bigr]]


[image: \Longleftrightarrow]
 　函数 [image: T(n)]
 至多为
 [image: \underline{f(n)}]
 阶



“试着举几个例子吧。”

[image: ]


“啊，只要无视系数，利用 [image: n]
 的最大次数项就可以了啊。”

“对于现在的例子是没问题。只是要注意，大 O 表示法的定义中使用了像 [image: |T(n)|\leqslant Cf(n)]
 这样的不等式。也就是说，通过 [image: f(n)]
 进行评估时，[image: Cf(n)]
 比 [image: |T(n)|]
 大多少都没问题。”

“这是什么意思？”

“比如说，使用大 O 表示法，以下等式也成立。”

[image: n=O(n^2)]


“诶！ [image: n]
 为 [image: n^2]
 阶吗？”

“就像刚刚说的那样，[image: n]
 至多为
 [image: n^2]
 　阶。”

“啊，即便很大也可以啊……那么这样的等式也正确吗？”

[image: n=O(n^{1000})]


“正确。”米尔嘉说。

“这么说来，把我们刚刚提到的 [image: T_{{\rm L}}(n)=4n+5=O(n)]
 改写成这样

[image: T_{{\rm L}}(n)=4n+5=O(n^{1000})]


也没问题喽？”

“在定义上完全正确。”米尔嘉回答。

“……！”一直默默不语敲打键盘的理纱惊讶地抬起头。

米尔嘉瞧了一眼惊讶的理纱，继续解释。

“当然，明知道能用 [image: O(n)]
 表示，却使用 [image: O(n^{1000})]
 来表示，等于白白丢掉了好不容易获得的信息……但是 [image: 4n+5=O(n^{1000})]
 是完全正确的。”

“我、我刚刚嘴上还一直说着‘至多为
 ’，心里却把　[image: O(f(n))]
 当作‘恰好为
 ’[image: f(n)]
 阶了……”

“如果想表达‘恰好为 [image: f(n)]
 阶’，用 Θ
 来代替 [image: O]
 就可以了。”米尔嘉将 Θ
 读作“theta”。

“还有‘恰好为’的表示方法呀。”

“也有‘至少为’的表示方法，用 Ω
 表示。[image: T(n)=O(f(n))]
 和 [image: T(n)=]
 Ω
 [image: (f(n))]
 两者都成立是 [image: T(n)=]
 Θ
 [image: (f(n))]
 成立的充分必要条件，这表示被常数倍的曲线上下夹住的情况。”

[image: ]



通过 [image: \boldsymbol{T(n)=O(f(n))}]
 和 [image: \boldsymbol{T(n)=}]
 Ω
 [image: \boldsymbol{(f(n))}]
 确定 [image: \boldsymbol{T(n)=}]
 Θ
 [image: \boldsymbol{(f(n))}]





[image: \mathbf{\Theta}]
 表示法（恰好为 [image: \boldsymbol{f(n)}]
 阶）


　　　[image: T(n)=]
 Θ
 [image: (f(n))]


[image: \Longleftrightarrow~T(n)=O(f(n))\wedge T(n)=]
 Ω
 [image: (f(n))]


[image: \Longleftrightarrow~\exists N\in\mathbb{N}~\exists C_1>0~\exists C_2>0~\forall n\geqslant N\bigl[C_2f(n)\leqslant T(n)\leqslant C_1f(n)\bigr]]


[image: \Longleftrightarrow]
 　函数 [image: T(n)]
 恰好为
 [image: f(n)]
 阶



　



[image: \mathbf{O}]
 表示法的朋友们


[image: T(n)=O(f(n))]
 　　　函数 [image: T(n)]
 至多为
 [image: f(n)]
 阶

[image: T(n)=]
 Ω
 [image: (f(n))]
 　　　函数 [image: T(n)]
 恰好为
 [image: f(n)]
 阶

[image: T(n)=]
 Θ
 [image: (f(n))]
 　　　函数 [image: T(n)]
 至少为
 [image: f(n)]
 阶



“那么，我来出题喽。”米尔嘉指着泰朵拉。

[image: T(n)=O(n^2)]
 与 [image: T(n)=O(3n^2)]
 等价，对还是错？

“系数为 3，所以不……不不不，是对的。两个式子等价。”

“这就可以了。如果 [image: T(n)=O(n^2)]
 成立，则 [image: T(n)=O(3n^2)]
 也成立；反过来也同样成立。依此类推，[image: T(n)=O(n^2)]
 与 [image: T(n)=O(3n^2+2n+1)]
 也等价。”

“嗯，我明白。”

“下一题。”米尔嘉乐在其中。

[image: T(n)=O(1)]
 成立时，[image: T(n)]
 是怎样的函数呢？

“诶？没有 [image: n]
 ……啊，我明白了。这里要回到大 O 表示法的定义——

[image: T(n)=O(1)~~\Longleftrightarrow~~\exists N\in\mathbb{N}~~\exists C>0~~\forall n\geqslant N\bigl[|T(n)|\leqslant C\cdot 1\bigr]]


就是这样。[image: T(n)]
 是常数函数！”

“错了。”米尔嘉一口否决，“如果 [image: T(n)]
 是常数函数的话，我们确实可以说 [image: T(n)=O(1)]
 。但是，[image: T(n)]
 未必是常数函数。”

“上界。”理纱说。我们不由地看向她。

“没错。”米尔嘉肯定道，“[image: T(n)=O(1)]
 时，无论 [image: n]
 有多么大，函数 [image: T(n)]
 都不会比某一个常数大。也就是说，[image: T(n)]
 存在上界。只要不超过上界，即便函数值发生变化也没问题。”

“不超过某一个常数，也就是说 [image: T(n)]
 在 [image: n\to\infty]
 时存在极限是吗？”

“错了。”米尔嘉不假思索地回答，“[image: T(n)]
 可能会在不超过某一个常数的情况下不断波动，比如像 [image: T(n)=(-1)^n]
 那样。因此，不是说 [image: T(n)=O(1)]
 就一定表示当 [image: n\to\infty]
 时存在极限。”

我……听着她们的对话，心里有种说不出的愉悦。以大 O 表示法为素材，以数学公式与逻辑为线索，我们反复进行着数学的讨论。我就在这样的对话中感受着深深的愉悦 —— 即便在专家看来，我们讨论的内容可能不值一提。

6.2.5　[image: \log n]


“从 [image: T(n)=O(n)]
 与 [image: T(n)=O(3n)]
 等价可知……嗯……总而言之，大 O 表示法是下面这些情况中的一种吧？”泰朵拉说。

[image: O(1),O(n),O(n^2),O(n^3),O(n^4),\cdots]


“不止这些。”米尔嘉说，“比如说，1 阶和 [image: n]
 阶之间就有无数个阶。[image: \log n]
 阶就是一个典型的例子，也就是

[image: O(\log n)]


这个式子。[image: \log n]
 阶比 [image: n]
 阶还要小。对于一个足够大的 [image: n]
 来说，最大运行步数为 [image: \log n]
 阶的算法是非常优秀的。”

米尔嘉一边用食指比划着圈圈一边说明。

“同样的，在 [image: n]
 阶和 [image: n^2]
 阶之间，也有 [image: n\log n]
 阶。”

[image: O(n\log n)]


“[image: n\log n]
 并不是 [image: n\times\log\times n]
 ，它表示 [image: n\times\log(n)]
 的意思。”我说。

“啊，这我明白。log 指的是对数……没错吧？”

“[image: \log n]
 是对数函数。”米尔嘉说，“它是通过 [image: n]
 求得 [image: n]
 的对数的函数。提到对数时，我们不能忘记对数的底，像 [image: \log_2n]
 、[image: \log_{10}n]
 或者 [image: \log_{{\rm e}}n]
 这样。但是，在大 O 表示法中使用对数函数时，可以不在意底。因为，所有的对数函数就算进行底的变换，其结果的差异也一定只是常数倍的。”

“底的变换……就像是这样。”我说。

[image: ]





2

 按照对数的定义，如果 [image: x=B^{\alpha}]
 （[image: B>0]
 且 [image: B\neq 1]
 ），则 [image: \alpha]
 称为以 [image: B]
 为底的 [image: x]
 的对数，记作 [image: \alpha=\log_Bx]
 ，把它代入 [image: x=B^{\alpha}]
 即得。—— 译者注



3

 设 [image: B=A^m]
 ，则 [image: m=\log_AB]
 ，又 [image: B^{\alpha}=(A^m)^{\alpha}=A^{m\alpha}=A^{\alpha m}]
 ，所以 [image: \alpha m=\log_AB^{\alpha}]
 ，把 [image: m=\log_AB]
 代入即得。—— 译者注



“没错。”米尔嘉点头肯定。

[image: \begin{aligned}&T(n)=O(\log_2n)\\\Longleftrightarrow~&T(n)=O(\log_{10}n)\\\Longleftrightarrow~&T(n)=O(\log_{e}n)\end{aligned}]


“因此，使用大 O 表示法时，写作 [image: T(n)=O(\log n)]
 ，不去在意对数的底也没问题。”

“原来如此。”我说。

“那么我们继续。对数函数是指数函数的反函数。指数函数的曲线上升极端快速；与之相反，对数函数上升极端缓慢。例如，当底为 2 时，即便 [image: n]
 像 [image: 2^1=2]
 倍、[image: 2^2=4]
 倍、[image: 2^3=8]
 倍这样成倍增加，[image: \log_2n]
 也只是像 +1、+2、+3 这样一点点增加。如果函数 [image: T(n)]
 被像 [image: \log_2n]
 这样一点点增长的函数 —— 也就是 order of growth 很小的函数 —— 限制的话，即便输入的 [image: n]
 很大，最大运行步数也只会增加一点点。对于一个足够大的 [image: n]
 来说，这是非常快速的算法了。”

[image: ]


“存在最大运行步数为 [image: O(\log n)]
 的算法吗？”泰朵拉问。

“当然。比如二分查找这个算法，正好能以 [image: \log n]
 阶的运行步数找出目标元素。”

“啊！稍等一下。”我说，“查找的次数至多为 [image: \log n]
 阶……不是很奇怪吗？你看，当在一个数列中‘无法找到’某一个数时，不是必须比较全部的 [image: n]
 个数吗？这样来看，阶数是绝对不可能比 [image: O(n)]
 小的啊。”

“只要有附加条件，就能降低算法的时间复杂度。泰朵拉，你的卡片里有关于二分查找的卡片么？”米尔嘉问。

“啊！肯定有。”

泰朵拉在村木老师给的卡片中翻找，一会儿抽出一张写有“二分查找”的卡片。

　

　

[image: ]


6.3　查找

6.3.1　二分查找



二分查找算法（输入与输出）



输入



	数列 [image: A={A[1],A[2],A[3],\cdots,A[n]\}]
 ，假定 [image: A[1]\leqslant A[2]\leqslant A[3]\leqslant\cdots\leqslant A[n]]


	数列的大小 [image: n]


	要查找的数 [image: v]




　


输出


在 [image: A]
 中能找到与 [image: v]
 相同的数时，

　　输出“能找到”。

在 [image: A]
 中未能找到与 [image: v]
 相同的数时，

　　输出“无法找到”。



“这就是二分查找算法的输入与输出。”泰朵拉说，“因为也是从数列 [image: A]
 中查找数 [image: v]
 ，所以和顺序查找算法是一样的吧？”

“不一样哦，泰朵拉。”我指着卡片说，“你忽视了条件，要注意写有‘假定’的地方呀。”

“啊！还真是，抱歉……不过，这个条件的意义是？”

[image: A={A[1],A[2],A[3],\cdots,A[n]\}]


“这个条件说明数列中的数按升序
 排列。”我指出，“也就是说，数列中后面的数要大于 —— 严格来说是大于等于 —— 前面的数。”

“啊……这个条件对于降低时间复杂度很重要吗？啊，这张卡片上写有二分查找算法的流程。”



二分查找算法（流程）


[image: ]




我和泰朵拉开始阅读二分查找算法的流程，理纱瞄了一眼卡片就回到了笔记本电脑前，而米尔嘉，她一边用食指比划着圈圈，一边望向窗外。

“好难啊……”泰朵拉说，“果然，不进行逐行调试的话就什么也弄不明白。”

“你知道行 C5 什么意思吗？”米尔嘉没回头，继续望着窗外。

“嗯……知道。[image: k\leftarrow\lfloor\frac{a+b}{2}\rfloor]
 是将 [image: a]
 与 [image: b]
 的平均值赋值给 [image: k]
 。”

“你忽视了向下取整符号‘[image: \lfloor~\rfloor]
 ’—— 这个符号读作 floor —— [image: \frac{a+b}{2} ]
 是连结 [image: a]
 与 [image: b]
 的线段的中点。如果没有‘[image: \lfloor~\rfloor]
 ’，[image: a+b]
 等于奇数时，[image: k]
 便不等于整数。”米尔嘉指出。

“啊……‘[image: \lfloor~\rfloor]
 ’是向下取整符号啊。floor……是指地板吗？”

“对。[image: \lfloor x\rfloor]
 表示不超过 [image: x]
 的最大整数。如果 [image: x]
 为整数，那么 [image: \lfloor x\rfloor]
 就等于 [image: x]
 自身。就像 [image: \lfloor 3\rfloor=3]
 ，[image: \lfloor 2.5\rfloor=2]
 ，[image: \lfloor -2.5\rfloor=-3]
 ，[image: \lfloor\pi\rfloor=3]
 这样。”

“嗯，那么，就利用测试用例来进行逐行调试吧。”泰朵拉“唰”地将笔记本翻到新的一页。

6.3.2　实例

过了一会儿，泰朵拉从笔记本中抬起头来，“通过对二分查找算法进行逐行调试，我的理解透彻多了。”

◎　　◎　　◎

我的理解透彻多了。比如采用这样的测试用例。

[image: A={26,31,41,53,77,89,93,97\},n=8,v=77]


也就是，在数列 [image: A]
 中寻找数 77。

[image: ]



逐行调试二分查找算法


（输入为 [image: A={26,31,41,53,77,89,93,97\},n=8,v=77]
 ）

在第 [image: \textcircled{5} ]
 步，[image: a=1,b=8,k=\lfloor\frac{1+8}{2}\rfloor=\lfloor4.5\rfloor=4]
 。接着在第 [image: \textcircled{6} ]
 、[image: \textcircled{7} ]
 步，比较 [image: A[k]=A[4]=53]
 与 [image: v=77]
 。

[image: ]


从第 [image: \textcircled{7} ]
 步开始就变得有趣了哦。因为 [image: 53<77]
 ，所以 [image: A[k]<v]
 成立。满足第 [image: \textcircled{7} ]
 步的条件，因此第 [image: \textcircled{8} ]
 步运行 [image: a\leftarrow k+1]
 这一赋值语句。这一语句的目的是增大 [image: a]
 ，从而缩小必须比较的范围
 哦！

[image: A[k]<v]
 表示，如果存在 [image: v]
 ，那么它一定在 [image: A[k]]
 的右边。也就是说，不再需要再比较 [image: A[k]]
 左边的数。

接着在第 [image: \textcircled{12} ]
 步，[image: a=5,b=8,k=\lfloor\frac{5+8}{2}\rfloor=\lfloor6.5\rfloor=6]
 。然后在第 [image: \textcircled{13} ]
 步与第 [image: \textcircled{14} ]
 步，比较 [image: A[k]=A[6]=89]
 与 [image: v=77]
 。

[image: ]


因为 [image: 77<89]
 ，所以[image: v<A[k]]
 成立。不满足第 [image: \textcircled{13} ]
 步与第 [image: \textcircled{14} ]
 步的条件，我们来到第 [image: \textcircled{15} ]
 步运行赋值语句 [image: b\leftarrow k-1]
 。这也是为了缩小必须比较的范围，不过和刚才相反，我们这次要减小 [image: b]
 。

最后在第 [image: \textcircled{19} ]
 步，[image: a=5,b=5,k=\lfloor\frac{5+5}{2}\rfloor=\lfloor5\rfloor=5]
 。接下来在第 [image: \textcircled{20} ]
 步比较 [image: A[k]=A[5]=77]
 与 [image: v=77]
 ，这样我们就发现了目标数 [image: v]
 。可喜可贺，可喜可贺。

[image: ]


◎　　◎　　◎

“可喜可贺，可喜可贺。”泰朵拉说。

“感觉好麻烦啊。”我说，“运行速度真的变快了吗？”

“就像泰朵拉刚刚说明的那样，[image: a]
 与 [image: b]
 之间的查找范围是算法的关键。”米尔嘉说，“通过观察 [image: A[k]]
 与 [image: v]
 的比较次数，我们立刻就能得出运行速度变快的结论。每进行 1 次比较，查找的范围就缩小了 [image: \frac{1}{2} ]
 。也就是说，如果增加 1 次比较次数，我们就能检索大小为原数列 2 倍的数列。反过来说，当数列的大小为 [image: n]
 时，比较次数被 [image: \log_2n]
 限制住。二分查找算法是非常优秀的算法。”

“原来如此。但是……运行步数真的是 [image: O(\log n)]
 吗？”

6.3.3　分析



问题 6-1（二分查找算法的运行步数）


二分查找算法 BINARY-SEARCH 的运行步数真的是 [image: O(\log n)]
 吗？



“没有数学公式就很难让你信服呢。”米尔嘉笑眯眯地看着我，“那么，让我们来分析二分查找算法吧。”

“已经完成了。”理纱说着把屏幕转向我们。

[image: ]



二分查找算法 [image: \mathbf{BINARY-SEARCH}]
 的分析


二分查找算法的运行步数

[image: \begin{aligned}&={\rm C1+C2+C3+C4+C5+C6+C7+C8+C9+C10}\\&~~~~~~+{\rm C11+C12+C13+C14+C15}\\&+1+1+1+(M+1)+(M+S)+(M+S)+S+M+X+0\\&~~~~~~+Y+M+M+(1-S)+1\\&=6M+X+Y+2S+6\end{aligned}]


“干得不错，理纱。”米尔嘉夸奖道，“不过，因为 [image: X+Y=M]
 成立，我们还能再归纳一步。”

　　二分查找算法的运行步数 [image: =7M+2S+6]


“像这样，二分查找算法的运行步数为 [image: 7M+2S+6]
 是‘能找到时为 1’的指示器，它的值是 0 或 1。支配运行步数大小的是 [image: M]
 的值，它与行 C8 的比较次数相等。因此，我们只要证明行 C8 的最大比较次数 [image: M]
 为 [image: O(\log n)]
 即可。”

“证明 [image: M]
 为 [image: O(\log n)]
 吗……”我说，“米尔嘉，等一下。因为 [image: M]
 根据输入数列大小 [image: n]
 的值改变，所以写成像 [image: M(n)]
 这样的函数形式会更好吧？”

“的确。”米尔嘉点点头，“假设行 C8 的最大比较次数为 [image: M(n)]
 ，我们想证明的式子如下。”

[image: M(n)=O(\log n)]


“我知道学长学姐想证明 [image: M(n)=O(\log n)]
 ……可 [image: M(n)]
 是一个怎样的函数呢？”泰朵拉问。

“这里就该泰朵拉出场了。”米尔嘉微笑着说。

“诶？啊……我知道了。用具体的例子来思考对吧？那么，现在让我思考 [image: M(1),M(2),M(3),\cdots]
 的具体的值！”

“泰朵拉，稍等一下。”我打断干劲满满的泰朵拉，“如果想进行合适的逐行调试，就必须采用利于思考行 C8 的最大
 比较次数的测试用例。要是毫无计划地选取测试用例，很有可能凑巧以很少的比较次数找到目标数。”

“啊，那没关系。”泰朵回答，“只要找数列中没有
 的数就好了，这样一来，比较次数就是最大比较次数了吧？”

“不不，不行不行。你看行 C5。行 C5 通过 [image: k\leftarrow\lfloor\frac{a+b}{2}\rfloor]
 缩小了接下来比较的范围，因此要达到使比较次数最大的目的，必须查找比数列中任何数都大
 的数。这样一来，流程会不断查找数列剩下的右半部分，这样的比较次数一定是最大比较次数。”

“哇……确实啊。学长说得太对了，因为右半边整体比左半边大呀。那么，我来试着找比数列中任何一个数都大
 的数。”

“嗯，我也来试试。”

过了一会儿，泰朵拉叫出声来。

“学长！我发现了一个有趣的规律！比如说，在 [image: n=16]
 时，如果我们查找比数列中任何一个数都大的 [image: v]
 的话，二分查找算法就会按这样的顺序对数列中的元素进行比较！”

[image: ]


我和泰朵拉列了一张表，给出当 [image: n]
 比较小的时候函数 [image: M(n)]
 的值。我们出乎意料地一下子就找到了规律，并没有花费太多的时间。

[image: ]



输入的数列大小 [image: \boldsymbol{n}]
 与行 [image: \mathbf{C8}]
 上的最大比较次数 [image: \boldsymbol{M(n)}]
 的关系


“表中清楚地反映出了规律。”米尔嘉说。

“嗯，确实如此。”我也表示认同，“能发现 [image: n]
 与 [image: M(n)]
 之间有这样一种关系。”

[image: 2^{M(n)-1}\leqslant n]


“诶？”泰朵拉来回比较表格和式子，“啊……嗯……确实是这样。我要是能一下子想出这样的式子就好了……”

“不等式两边同时取以 2 为底的对数，不等式就会接近目标式子了。”我说。

[image: ]


“诶，这样就完成证明了吗？”泰朵拉问。

“还需要证明 [image: 2^{M(n)-1}\leqslant n]
 这一猜想，也就是证明 [image: M(n)\leqslant1+\log_2n]
 。虽然现在规律已经很清晰了，不过我们还能用数学归纳法证明。”我说。

◎　　◎　　◎

现在我们来证明，[image: M(n)\leqslant1+\log_2n]
 在 [image: n=1,2,3,\cdots]
 时成立。

首先，当 [image: n=1]
 时命题成立，因为左边 [image: =M(1)=1]
 ，右边 [image: =1+\log_21=1]
 。

接着，假设 [image: n=1,2,3,\cdots,j]
 时命题成立，我们来证明 [image: n=j+1]
 时命题也成立。

为了便于说明，将 [image: n=j+1]
 按奇偶分类讨论吧。


当
 [image: \underline{n=j+1}]
 为偶数时：


[image: ]


首先在“■”处进行一次比较，之后在右半部分的 [image: \frac{j+1}{2} ]
 个元素中继续查找，接着得到下面的不等式。

[image: ]


因此，不等式

[image: M(j+1)\leqslant1+\log_2(j+1)]


成立。


当
 [image: \underline{n=j+1}]
 为奇数时：


[image: ]


首先在“■”处进行一次比较，之后在右半部分的 [image: \frac{j}{2} ]
 个元素中继续查找，接着得到下面的不等式。

[image: ]


因此，不等式

[image: M(j+1)\leqslant1+\log_2(j+1)]


成立。因为无论奇偶，不等式

[image: M(j+1)\leqslant1+\log_2(j+1)]


都成立，所以根据数学归纳法，可以说对于所有的自然数 [image: n]
 ，都有

[image: M(n)\leqslant1+\log_2n]


成立。

证明完毕。



解答 6-1（二分查找算法的运行步数）


二分查找算法 BINARY-SEARCH 的运行步数是 [image: O(\log n)]
 。



“这就能说明二分查找算法的运行步数至多为 [image: \log n]
 阶，对吧？”泰朵拉说。

6.3.4　前往排序

“彩虹。”

理纱看着窗外冷不丁地说道。

“诶！真的吗？”泰朵拉跑到窗边。虽说颜色淡得好像马上就要消失，但彩虹确实挂在天空上。

“因为刚刚稀稀落落的太阳雨呀。”米尔嘉说。

“彩虹是‘约定的印记’喔。”泰朵拉说。

“约定？”我不明白。

“这是诺亚方舟的典故呀。诺亚带着家人还有许多动物一起乘上方舟，在那之后下起了要冲垮大地似的暴雨。经过四十日四十夜，洪水退去，大家才从方舟上回到陆地。雨过天晴后天上的彩虹，便是神的祝福与约定的印记。”

“哦……”我再一次仔细端详彩虹，这就是约定的印记吗？

定下约定，遵守约定，打破约定……人们为什么要定下约定啊？

　　“明明说好了明天再见，一起研究数学的啊。”

“啊！大发现大发现！”泰朵拉突然发言，“二分查找算法是阶数被约定为 [image: O(\log n)]
 的优秀算法，但它的前提是输入的数列是一个有序数列。也就是说，只要将得到的数列排序后再进行查找就能得到快速的查找算法呀！”

“因为排序也需要花费时间，所以这谈不上是快速的查找算法。”米尔嘉说。

“啊……是，是哦。”

“但是，如果要进行多次查找的话，提前进行排序便行之有效。排序算法也是多种多样的，你有关于排序算法的卡片吗？”

泰朵拉像翻开扑克牌似的将卡片逐一翻开。

“有的，比如这个算法就叫作冒泡排序。”

6.4　排序

6.4.1　冒泡排序

“话说回来，所谓排序就是按大小顺序进行排列吧？”泰朵拉问。

“这没问题。来看看泰朵拉的卡片上的输入与输出吧。”



冒泡排序算法（输入与输出）



输入



	数列 [image: A={A[1],A[2],A[3],\cdots,A[n]\}]


	数列的大小 [image: n]




　


输出


将输入的数列升序排序后的数列

[image: A[1]\leqslant A[2]\leqslant A[3]\leqslant\cdots\leqslant A[n]]




“在这里用数学公式表示了要求为升序排序。”米尔嘉说。

[image: A[1]\leqslant A[2]\leqslant A[3]\leqslant\cdots\leqslant A[n]]


“为了满足这一要求而改变数列元素的顺序，这就是排序。”

“好的……那么，我来读一读流程。”



冒泡排序算法（流程）


[image: ]




“嗯……行 B7 的 [image: A[k]\leftrightarrow A[k+1]]
 指的是……”泰朵拉反复读着笔记，“啊，我明白了。交换两个变量的值 —— 也就是交换了 [image: A[k]]
 与 [image: A[k+1]]
 的值啊。”

在我们的沉默中，时间悄悄地流逝。

我们对冒泡排序进行逐行调试，思考这个算法究竟做了怎样的工作。

　　“先想象自己变成了计算机先生，然后再去运行代码会更好。”

只有当笨拙地运行时，自己才会有深刻的理解……应该是这样的。

6.4.2　实例

“我好像有点明白了。”泰朵拉说，“这个算法会重复 [image: n-1]
 次找到大小颠倒的相邻元素组后进行交换这个工作。例如，我们将 [image: A={53,89,41,31,26\},n=5]
 作为测试用例，运行 BUBBLE-SORT 算法，就像这样。”泰朵拉说着打开笔记本，将逐行调试后的结果给我们看。

[image: ]



逐行调试冒泡排序


（输入为 [image: A={53,89,41,31,26\},n=5]
 ）

“为什么要用　bubble —— ‘泡泡’来命名呢？”

“因为大的数会像泡泡一样从水底浮上来呀。”米尔嘉答道。

[image: ]


6.4.3　分析

“冒泡排序也能被分析吗？”我说。

“其实，我做到一半就做不下去了……”泰朵拉的声音低落下来，“这里是我‘不明白的第一线’。”

[image: ]



[image: \mathbf{BUBBLE-SORT}]
 流程的分析（未完成版）


“诶？用 [image: n]
 来表示行 B3 的运行次数就可以吗？”我问。

“嗯……我觉得没问题吧。”泰朵拉一边指着卡片一边说明，“在运行行 B3 之前
 ，计算机先生一定正在运行行 B2 或者行 B12。因此，行 B2 与 B12 的运行次数之和就等于行 B3 的运行次数。因为从 B2 到 B3 的情况有 1 次，从 B12 回到 B3 的情况有 [image: n-1]
 次，所以一共 [image: n]
 次对吧？这样就完成了行 B3 的进入次数
 的调查。”

“哦？”我对泰朵拉的解释充满好奇。

“接着，反过来观察刚刚运行完行 B3 后
 ，计算机先生要运行行 B4 或者行 B13。从 B3 到 B4 的情况有 [image: n-1]
 次，从 B3 跳到 B13 的情况有 1 次。所以一共有 [image: n]
 次。这样就完成了行 B3 的离开次数
 的调查。因为‘进入次数应该与离开次数一致’，所以行 B3 的运行次数是 [image: n]
 次无误。”

“喔……”我十分佩服泰朵拉清晰的说明，“原来如此啊。

　　‘进入次数应该与离开次数一致’

这虽然是一目了然的性质，却十分有趣。”

“基尔霍夫定律 4
 。”理纱嘟囔了一句。


4
 基尔霍夫定律（Kirchhoff laws）是电路中电压和电流所遵循的基本规律，1845 年由德国物理学家古斯塔夫·罗伯特·基尔霍夫（Gustav Robert Kirchhoff，1824 — 1887）提出，包括基尔霍夫电流定律（KCL）和基尔霍夫电压定律（KVL）。基尔霍夫电流定律的内容是“所有进某结点的电流之和等于所有离开该结点的电流之和”。—— 译者注

“啊，原来有名字啊。”我向理纱搭话，但没得到任何回复。

“对了，行 B5 不是运行了 [image: n-1]
 次吗？”我问泰朵拉。

“不对，不对。从行 B5 到行 B10，因为包含 [image: \mathbf{while}]
 语句，所以重复的次数相当
 多哦。”

“啊啊，的确如此。”我说，“不知道我们能不能定量表示这个‘相当
 ’。



问题 6-2（分析冒泡排序算法的最大运行步数）


当数列的大小为 [image: n]
 时，用大 O 表示法表示流程 BUBBLE-SORT 的最大运行步数。



我看着泰朵拉的笔记本说：“要是横向观察行 B5 的话，重复的次数会以 5 次→ 4 次→ 3 次→ 2　次这样的规律逐渐减少啊。”

[image: ]


“的确呀……这是因为 [image: m]
 的值会从 [image: n]
 开始不断减小 1　吧。”

“嗯，因此行 B5 的运行次数应该是 [image: n+(n-1)+(n-2)+\cdots+3+2]
 这样的和的形式。”

“没错！从 2 到 [image: n]
 的和……”泰朵拉说。

“是呀，这样原式可以用 [image: \frac{n(n+1)}{2}-1]
 表示。”我说。

[image: ]


“啊，知道行 B5 的运行次数的话，应该就能求出行 B6 到行 B10 的运行次数。”

“是的呀。以泰朵拉的测试用例为例，虽然第一次没有进行行 B7 的交换，但如果要思考最大运行步数的话，也必须要包含这一次……那么，我们就将行 B5 的运行次数设为 [image: B]
 吧。

[image: B=\frac{1}{2}n^2+\frac{1}{2}n-1]


如此一来，运行步数就很容易表示了。假设从行 B6 到行 B10 的所有运行次数都是 [image: B-(n-1)]
 5
 [image: =B-n+1]
 。”


5
 每当行 B5 的 [image: k]
 增加到等于 [image: m]
 时，行 B6 到行 B10 不被运行，这等于从行 B4 进入行 B5 次数（也就是 [image: n-1]
 次）。所以，行 B6 到行 B10 的运行次数都等于行 B5 的运行次数减掉 [image: n-1]
 次。—— 译者注

[image: ]



[image: \mathbf{BUBBLE-SORT}]
 流程的分析（最大运行步数）


[image: ]


“[image: 3n^2+2n]
 也就是至多为 [image: O(n^2)]
 。”我说。

冒泡排序算法的最大运行步数 [image: =O(n^2)]


“终于求出来了啊……”泰朵拉说。



解答 6-2（分析冒泡排序算法的最大运行步数）


当数列的大小为 [image: n]
 时，用大 O 表示法表示流程 BUBBLE-SORT 的最大运行步数是 ——

[image: O(n^2)]




6.4.4　大 O 表示法的层级

“话说回来，当使用大 O 表示法时，不能交换等号的两边。”米尔嘉说，“比如说，即使 [image: 4n+5=O(n)]
 与 [image: 3n+7=O(n)]
 都成立，我们也不能说 [image: 4n+5=3n+7]
 。”

“确实是那样。”我也表示赞同。

“也就是说，我们在使用大 O 表示法时用到的等号，与平时遇到的等号意思不同喽？”泰朵拉说。

“是的。因为 [image: O(f(n))]
 这个记法表示‘函数的集合’。”

“函数的集合……吗？”泰朵拉还没明白。

“[image: O(f(n))]
 表示满足 [image: |T(n)|\leqslant Cf(n)]
 这一条件的函数 [image: T(n)]
 的集合。用集合的形式来表示的话，[image: O(f(n))]
 　和下面这个集合等价。”

[image: {g(n)~|~\exists N\in\mathbb{N}~\exists C>0~\forall n\geqslant N[|g(n)|\leqslant Cf(n)]\}]


“既然它是集合……那么，[image: T(n)=O(f(n))]
 就是 [image: T(n)\in O(f(n))]
 了吗？”我问。

“就是那样。把等号看作 [image: \in]
 的话，也就不难理解为什么大 O 表示法的等号（=）左右不能交换了。”

“原来如此……是这么一回事啊。”泰朵拉说。

“把大 O 表示法看作集合的话，集合的包含关系便能原封不动地反映在大 O 表示法的层级上。”米尔嘉继续说明。

[image: ]


“通过大 O 表示法，我们得到了表示算法的‘速度’的词语。它有可能与在计算机上实际运行程序的‘速度’不同，因为大 O 表示法无视了系数与常数项。但是，通过用大 O 表示法归纳总结算法，我们可以描述当输入的规模非常大时算法的状态，也就是算法的渐近的状态
 。用某一种伪代码写出的算法运行步数为 [image: 4n+5]
 ，换另一种伪代码来写，可能运行步数就变成了 [image: 3n+1]
 。但是算法的阶不会改变，无论哪种写法，它们的阶都是 [image: O(n)]
 。通过 [image: O(n)]
 这种表达方式，我们可以将算法的渐近的状态转述给他人。”

6.5　动态视角、静态视角

6.5.1　需要比较多少次呢

“虽然我也说不太清楚；不过我发现逐行调试算法时我用到的大脑部分，和使用数学公式表示最大运行步数时用到的大脑部分，这两者不太一样。”泰朵拉说。

“啊，是啊。我也有同感。”我说。

“一般来说，比起分析动态的东西，分析静态的东西更为容易。”米尔嘉一语道破。

“动态……指的是？”

“简单来说，就是像逐行调试这样，必须遵循时间或者顺序的东西。与之相对，即便不遵循时间与顺序，也能将全体的构造一览无余的就是静态的东西。”

“将问题落实到数学公式上会让人放心，也是因为这样就可以将全体一览无余吧。”我自言自语。

“我们有时会将研究对象由动态化为静态，之后再进行分析。抛弃时间与顺序，将问题转化为易于处理的构造。这种方法运用得当的话，会让我们事半功倍。”米尔嘉一口气讲完。

“将动态的东西转化为静态……吗？”泰朵拉说。

“对的……那么，我出一个著名的问题吧。”米尔嘉说。



问题 6-3（对比较排序算法最大比较次数的评估）


对大小为 [image: n]
 的数列进行比较排序时，最大比较次数是否至少为 [image: n\log n]
 阶？换言之，是否可以认为，如果设最大比较次数为 [image: T_{{\max}}(n)]
 ，那么，对于任意比较排序算法，都有

[image: T_{{\max}}(n)=]
 Ω
 [image: (n\log n)]


成立？补充条件：数列的元素全部不同。



“比较排序是什么？”

“比较排序是只通过比较任意两元素的大小从而进行排序的算法。比如冒泡排序就是比较排序的一种。”

“原来如此！我明白了。那先让我数一下比较次数！请给我一点时间，用不了多久—— ”

“哎哎哎哎，泰朵拉！”我急忙叫住她。

“说了四次‘哎’……不是质数。学长你想说什么？”

“你想怎么计数啊？”

“呃……研究冒泡排序就好了吧？”

“不行哦。我们要判断的是任意
 比较排序的最大比较次数是否为 Ω
 [image: (n\log n)]
 ，单单讨论冒泡排序没有意义呀。”

“啊……”

“所以说，泰朵拉，这个问题是想让我们证明 —— 无论天才程序员写出怎样出色的算法，都不能使算法的最大比较次数小于 [image: n\log n]
 阶。”

“原、原来如此！无论怎样的天才来写，都不能让阶数降低……”

“把问题限定在比较排序的范围内也就是说 —— ”米尔嘉开始解释，“其基本操作就是‘比较两个元素，判断哪一个元素更小’。因为算法会根据判断的结果动态地改变运行路线，所以我们难以调查所有的情况分支。为了能静态地把握住这种算法，我们可以引入比较树。”

6.5.2　比较树

“我们可以引入比较树。”米尔嘉说。

“比较树……是什么东西呀？”

“比方说，我们用比较排序算法来排序三个元素 [image: A[1],A[2],A[3]]
 。对应 [image: A[1],A[2],A[3]]
 的大小关系，我们可以建立如下的比较树。”

[image: ]



比较树的例子


“比较树中的内部结点（椭圆形）表示第几个元素与第几个元素比较。比较树顶端的内部结点称为根结点
 。从根结点按顺序向下前进，等价于通过比较排序算法进行元素之间的比较。比较树只关注比较哪两个元素并确定元素间的顺序，不关注元素怎样在数列内移动。可以说比较树静态地表示了元素间的比较过程。”

“……”

“比较树下端的外部结点（长方形）即叶子结点
 ，表示所有元素的顺序。通过比较树从‘根’到‘叶子’的流程，可以确定元素的顺序。因为无论给定怎样的数列，比较树都要进行排序，所以，比较树的‘叶子’必须包含数列的所有排列
 ，否则会出现无法排序的数列。”

米尔嘉扫视我们后接着说：

“比较树从‘根’到‘叶子’的内部结点数相当于比较次数。当讨论比较树从‘根’到‘叶子’的所有路线时，要关注内部结点数最多的路线。这个内部结点数的最大值，也就是算法的最大比较次数，我们将这个值称作比较树的‘高度’。比较树的‘高度’，是从‘根’到‘叶子’途经的内部结点数的最大值，它与比较排序算法的最大比较次数相等，例如刚才的比较树的‘高度’为 3。这样一来，动态的比较排序算法就可以转化为静态的比较树了。”

“原来如此，我们已经不需要对比较排序算法进行分情况讨论了。”我佩服地说道，“作为替代方案，我们要去调查比较树的构造……”

“如果对比较树有了初步的认识，接下来就简单了。在比较树中，每一个结点都会产生 2 根分杈。那么，当比较树的高度为 [image: h]
 时，它会有多少个外部结点呢？因为至多产生 [image: h]
 次 2 根分杈，所以外部结点的个数至多为 [image: 2^h]
 个。另一方面，大小为 [image: n]
 的数列共有 [image: n!]
 个排列。因为比较树的‘叶子’必须包含数列的所有排列，所以下面的不等式必然成立。

[image: 2^h\geqslant n!]


不等式两边同时取底为 2 的对数。因为底大于 1 的对数函数 [image: y=\log_2x]
 是单调递增函数，不等号方向不变，下面的不等式成立。

[image: \log_22^h\geqslant\log_2n!]


这样我们就可以认为不等式

[image: h\geqslant\log_2n!]


成立。话说回来，因为比较树的高度 [image: h]
 等于比较排序算法的最大比较次数，所以，如果想证明 [image: h=]
 Ω
 [image: (n\log n)]
 ，只需证明 [image: \log_2n!=]
 Ω
 [image: (n\log n)]
 。”

“原来如此……”我说。

6.5.3　[image: \log n!]
 的评估

“如果想要评估 [image: \log_2n!]
 ，只要评估 [image: n!]
 就可以了对吧？叫什么来着……啊，用斯特林公式 6
 就可以了吧，但是……我不记得公式了啊……”


6
 斯特林公式（Stirling's approximation）用于评估 [image: n!]
 的近似值，它的精度非常高，即便 [image: n]
 很小，其取值也十分准确。斯特林公式的典型形式是 [image: \ln n!=n\ln n-n+O(\log n)]
 ，或换成以 2 为底的对数形式 [image: \log_2n!=n\log_2n-(\log_2{\rm e})n+O(\log n)]
 ，用于评估比较排序算法的最大比较次数。更精确的形式是 [image: n!\sim\sqrt{2\pi n}{(\frac{n}{\rm e}})^n]
 ，符号“[image: \sim]
 ”读作“渐近于”，表示当 [image: n]
 趋向于无穷时，其两端式子的比值趋向于 1。——译者注

“我们的目的是证明

[image: \log_2n!=]
 Ω
 [image: (n\log n)]


而证明的过程不需要斯特林公式。因为非常粗略的评估，都足以证明 [image: \log_2n!=]
 Ω
 [image: (n\log n)]
 。”米尔嘉说。

“不好意思……‘评估’是什么意思啊？”泰朵拉问。

“在这里表示对大小的评估。”我回答。

“为了泰朵拉，我具体说一说吧。”米尔嘉说，“比如我们要评估 [image: \log6!]
 的大小，就可以把 6! 写成这样的形式。”

[image: 6!=6\cdot5\cdot4\cdot3\cdot2\cdot1]


“嗯，确实是这样。”

“我们想用比这个数更小的数来评估，也就是从下
 评估 6!。比如，取 6, 5, 4, 3, 2, 1 中央的数 3，用 3 个 3 相乘来评估。”

[image: 6!=6\cdot5\cdot4\cdot3\cdot2\cdot1\geqslant6\cdot5\cdot4\geqslant3\cdot3\cdot3=3^3]


“嗯……这是举例说明对吧？”

“没错。如此一来，下面的不等式成立。”

[image: 6!\geqslant3^3]


“确实呀。”

“接着两边同时取对数，就像这样。”

[image: ]


“为一般化作准备，这里将 3 表示为 [image: \frac{6}{2} ]
 ，得到下面的式子。”

[image: \log6!\geqslant\frac{6}{2}\log\frac{6}{2} ]


“根据以上讨论的结果，将底数设为 2，当 [image: n\geqslant4]
 时可以进行一般化。”

[image: \log_2n!\geqslant\frac{n}{2}\log_2\frac{n}{2} ]


“在这里，当 [image: n\geqslant4]
 时，因为 [image: \log_2\frac{n}{2}\geqslant\frac{1}{2}\log_2n]
 7
 ，所以我们能得到下面的式子。”


7
 这是因为，[image: n\geqslant4>0]
 ，![image: n^2\geqslant4n>0]
 ，[image: n\geqslant2\sqrt{n}=2n^{\frac{1}{2}}]
 ，[image: \frac{n}{2}\geqslant n^{\frac{1}{2}}]
 ，注意到底大于 1 的对数函数是单调递增函数，两边同时取以 2 为底的对数即得。—— 译者注

[image: \begin{aligned}\log_2n!&\geqslant\frac{n}{2}\log_2\frac{n}{2}\\&\geqslant\frac{n}{2}\frac{1}{2}\log_2n\\&=\frac{1}{4}n\log_2n\end{aligned}]
 　因为 [image: \log_2\frac{n}{2}\geqslant\frac{1}{2}\log_2n]


因此，下面的式子成立。

[image: \log_2n!\geqslant\frac{1}{4}n\log_2n~~~~~~(n\geqslant4)]


换言之，下面的式子成立。

[image: \log_2n!=]
 Ω
 [image: (n\log_2n)]


也就是，

[image: \log n!=]
 Ω
 [image: (n\log n)]


成立。这就是我们想证明的东西。

好啦，这样工作就完成了。



解答6-3（对比较排序算法最大比较次数的评估）


通过对比较树“高度”的评估，我们得出结论，对大小为 [image: n]
 的数列进行比较排序时，最大比较次数可以表示
 为 ——

[image: T_{{\rm max}}(n)=]
 Ω
 [image: (n\log n)]




“嗯……”泰朵拉牢牢地抓着笔记本小声嘀咕，“[image: n\geqslant4]
 时，为什么 [image: \log_2\frac{n}{2}\geqslant\frac{1}{2}\log_2n]
 呢？”

“只要求差，观察结果的正负就能明白了哦。”我说，“这就像定式一样。”

[image: ]


“因为当 [image: n\geqslant4=2^2]
 时，注意到 [image: y=\log_2x]
 是单调递增函数，所以 [image: \log_2n\geqslant2]
 ，因此下面的式子成立。”

[image: \frac{1}{2}\log_2n-1\geqslant\frac{1}{2}\cdot2-1=0]


“所以，[image: \log_2\frac{n}{2}-\frac{1}{2}\log_2n\geqslant0]
 ，最终得出下面的式子成立。”

[image: \log_2\frac{n}{2}\geqslant\frac{1}{2}\log_2n]


“谢谢学长。我得复习下对数的部分了……”泰朵拉说。

“综上所述，我们可以说当进行比较排序时，比较次数至少为 [image: n\log n]
 阶。”我说。

“嗯。”米尔嘉点了点头，“这个话题有趣的地方在于，我们无须将算法具体化即可进行证明。我们着眼于‘比较’这一操作，通过比较树这一静态构造对算法进行评估。”

米尔嘉顿了顿接着说：

“刚才我们已经用比较树证明了比较排序算法
 的最大比较次数至少为 [image: n\log n]
 阶。同样的，我们也能证明比较查找算法
 —— 也就是只采用比较的方法从数列 8
 中查找元素的算法 —— 的最大比较次数是 Ω
 ([image: \log n]
 )。二分查找算法的最大比较次数是 [image: O(\log n)]
 ，也就是说，二分查找的时间复杂度为 Θ
 ([image: \log n]
 )，从渐近的角度来说，二分查找算法是最有效的算法，不存在比二分查找算法更快的比较查找算法。”


8
 应为有序数列。如果输入的数列未排序，比较查找算法的最大比较次数至少为 [image: n]
 阶。—— 译者注

“原来如此。”我说。

“刚才米尔嘉用到的比较树，还有在情况数问题中用到的树形图，无论哪个都是‘树’啊。我们不经意间嘣地发现了相似的概念，这可真有趣。”泰朵拉说。

“确实是这样呀。”我说，“对于带有一定结构的研究对象来说，或许用树来整理会比较方便。”

6.6　传递和学习

6.6.1　传递

“那个……”泰朵拉一副认真的表情，“为了把工作传达给计算机先生，我们必须把工作转化为程序的形式。无论是对人也好、对计算机也罢，将想法传递给对方真是非常重要啊。”

“是啊。”我说。泰朵拉瞄了我一眼，随之嫣然一笑，接着又摆回严肃的表情。

“我……我从学长那里学到了‘数学公式就是信息’。我通过读书和教材，从写下数学公式的人那里得到信息。但总有一天，

　　我自己也会成为信息的发送者
 。

我想，这一天会来到吧……”

“泰朵拉，我最近也在思考同样的事情。我不打算只是解答被给予的问题，我希望有一天自己能成为信息的发送者。”

“是啊……”泰朵拉一边思考一边说，“我在思考数学公式的时候，就会想象‘遥远的世界’，遥远指的是时间上的遥远。”

“遥远的世界？”

“嗯。即便我离开这个世界 —— 即便在我肉体已经消失的未来，我依然想给那个时代的人们传递些什么，传递到‘遥远的世界’，传递到我已不在的未来！”

泰朵拉双手紧握在胸前。

我说不出话。

实在是……泰朵拉可实在是令人佩服。身材虽然小巧，思想却很伟大。但我们怎样才能把信息传递到超越自己生命的未来呢？

“用论文吧。”米尔嘉说。

“论文？”这真是个让我意外的答案啊。

“通过……论文来传递吗？”泰朵拉叹了一口气，“这可真难啊。我必须……”

“泰朵拉，论文的本质并不是难。”

　　正确地记录有传递价值的事情。

　　　　这，是论文的本质。

　　将自己的新发现累积在前人们的发现之上。

　　　　这，是研究的本质。

　　在过去之上筑就现在，展望未来。

　　　　这，是学问的本质。

米尔嘉干脆地说：

“站在巨人的肩上吧。”

6.6.2　学习

“米尔嘉学姐，你是从哪里学到这些东西的啊？”泰朵拉问。

“当然是通过书和论文，还有老师。”

“老师？学校里可没讲过那种事情啊。”我有些好奇。

“比如我从双仓博士 —— 理纱的母亲那里就学到了很多东西。”

“诶？”

“因为我经常会去参加双仓图书馆举办的研讨会呀。双仓博士每次从美国回来后，都会举办开放式的研讨会。我在那里了解到了许多有趣的问题以及解答，知晓了学习的意义，明白了读书与论文的态度，学到了很多很多……”

“我什么都没学到。”我们一齐看向突然发声的理纱。

她从电脑中抬起头，说话时火红的头发在颤动。

“我从那个人那里什么都没学到，那个人没有教会我任何东西。”理纱剧烈地咳嗽着，眼睛死死地盯着米尔嘉。

“我学到了。”米尔嘉的语气毫不留情，“我从未见过你参加研讨会。明明你就住在双仓图书馆附近，研讨会在你眼前频繁地举办，是否利用这个学习的机会是你的自由，但你没理由抱怨学不到知识。”

“不对，我去过。”理纱说完又咳嗽起来。

“可你后来再也没去过。”米尔嘉依然咄咄逼人，“为什么？”

“因为……”

“也不用在意什么研讨会。”米尔嘉穷追不舍，“你有很多和双仓博士交谈的机会吧？她就是你的母亲，你想什么时候请教她都没问题。你提问了吗？还是说博士没有讲解给你听？”

“……”理纱什么都没有说。

“你从父母那里什么都学不到吗？你从未珍惜眼前的机会，抱怨起来倒是悠然自得啊。”

“反正……”理纱强忍着咳嗽，“反正我不善于表达……咳咳……也不能正常地发声……咳咳……我自己总是抓不住机会，现在已经来不及了，我只能一个人去做。”

“认为自己错过机会是你的自由，”米尔嘉说，“认为为时已晚是你的自由，在一旁冷嘲热讽也是你的自由。你开心就好。你对于‘学习’的态度可见一斑。归根结底，和解谜相比，你更热衷于守护自己心中的围城罢了。”

米尔嘉的话语是火辣的，声音是冰冷的。

“啊，那个！不、不要吵架了……我们都是‘欧拉老师的弟子’对吧！”

泰朵拉来回观察着理纱和米尔嘉的表情，不知所措地来回摆手，做出斐波那契手势 9
 “石头剪刀布”中的“布”的手势去回应。这是因为在斐波那契数列中，1, 1, 2, 3 的后面是 5，与做“布”的手势时伸出的手指数相同。—— 译者注]} —— 数学爱好者之间的手势。但是，对峙着的两人没有看泰朵拉一眼。


9
 首次出现在《数学女孩》中，是泰朵拉想出来的数学爱好者之间的问候语。若看到对方打出这个手势，自己就要做出

“我并不是在吵架。”米尔嘉回答泰朵拉，视线却没从理纱脸上移开。

理纱转过头避过米尔嘉的目光，面对着电脑屏幕戴上耳机，便再没有朝我们这里看一眼。

　

　


用语言表达的话，



[image: O(f(n))]
 读作“至多为 [image: f(n)]
 阶”，




Ω
 ([image: f(n)]
 ) 读作“至少为 [image: f(n)]
 阶”，




Θ
 ([image: f(n)]
 ) 读作“恰好为 [image: f(n)]
 阶”。


—— 高德纳
 10



10
 出自 Selected Papers on Analysis of Algorithms
 第 35 页。





第 7 章　矩阵


因为我的船上没有带罗盘，



所以一但看不见那座岛，



我就再也无法知道该怎样向它驶去了。


——《鲁滨逊漂流记》


　

7.1　图书室

7.1.1　瑞谷老师

“哪位同学能帮我个忙？”图书室里传来瑞谷女史的声音。

我和泰朵拉都吓了一跳。

我们正待在图书室，现在已经放学了。

图书管理员瑞谷老师身穿套裙，戴着深色的眼镜。我和泰朵拉听到老师的声音，赶紧看了眼时间。平时，老师总会站在图书室的中央，像电脑一样精准地宣布放学时间。难道现在已经那么晚了吗？

“哪位同学能帮我个忙？”

瑞谷女史重复着同样的台词。哪位同学能帮忙？老师对谁说呢？环顾四周，图书室里只有我和泰朵拉。看来老师是在叫我们。

“我来！”泰朵拉举起手。

老师说的帮忙，指的是整理书库的工作。我们跟随瑞谷老师走进书库，这是我第一次走进书库内部。一进门我就仿佛走进森林一样，闻到一股独特味道。书库里排满了天花板高的书架。这么多书，这么多时间的沉淀……我不由得暗自感叹。书的味道让我回想起双仓图书馆，那里的书香混合着大海的气息。

瑞谷老师布置完工作后便回到管理员办公室，我和泰朵拉两人开始将堆在架子上的书摆放到书架上。

7.1.2　TETRALIANE

“学长你知道 tetraliane 1
 吗？”


1
 在日语中，tetraliane 与“泰朵拉的粉丝”的发音相近；后文的 tetracontane 与“泰朵拉阴谋”的发音相似。―译者注

泰朵拉说着递给我一本《有机化学》。

“是泰朵拉的粉丝吗？”

“嘁，不是啦。嗯……tetraliane 指的是碳原子个数为 4000 的饱和碳氢化合物‘四千烷’。包含 400 个碳原子的碳氢化合物是四百烷，英文叫作 tetractane。”

“碳原子的个数啊……化学的话题？”我一边把书摆上书架一边说。

“嗯。如果有 40 个碳原子就是四十烷，英文称为 tetracontane。”

“诶？像是在图谋不轨呀。”

“为什么这么说？”

“泰朵拉阴谋。”

“真是的！”

“四千烷是 tetraliane、四百烷是 tetractane、四十烷是 tetracontane……那么 4 个碳原子的时候怎么说？”

“我……不是很想说 2
 。”


2
 4 个碳原子的丁烷 butane 与日语中的“猪”发音近似。―译者注

“怎么了？甲烷是 methane、乙烷是 ethane、丙烷是 propane、丁烷是 butane……”

“答对了，是 butane，至少叫 tetratane 3
 也好呀。”


3
 tetratane 与“泰朵拉碳”的日语发音相近，听上去可爱一些。―译者注

我们一边笑，一边收拾书。

“这是最后一本书了。”泰朵拉说，“嗯……《线性代数》，诶诶诶？原来是线‘性’代数啊，我还以为是线‘形’代数呢。”

“是‘线性
 ’哦，可不要记错成‘线形
 ’啦。”

“诶……啊呀！”

一不留神泰朵拉手中的书滑落到地上。

“啊。”

我们同时蹲下身捡书。

“哎呀！”

“好痛！”

两人的额头结结实实地碰了个正着。

“哎呦……撞到额头了呢。”

泰朵拉一边揉着额头，一边拾起《线性代数》，害羞地笑了。

“好痛啊。”我说。

“没事吧？”

泰朵拉踮起脚尖伸出没有抱着书的右手 —— 像是要抚摸我的额头。

和往常一样的甜甜的味道变得更加清晰。

她睁着水灵的大眼睛看着我。

我也看着她。

“……”

“……”

时间在沉默中流逝。

我像着了魔似的，将双手搭在她的肩上。

“诶？学长？”

泰朵拉将书护在胸前，歪着脑袋。

“……”

我没有回答——

想抱住泰朵拉 ——

咚！

泰朵拉一把将我推开。

“不是的！”

泰朵拉说着跑出书库。

只留下我……拿着手中的《线性代数》呆在原地。

7.2　尤里

7.2.1　无解

“不是的！”尤里对着笔记本叫道，“……好了，这样就行了。作业完成喽。哥哥，你有什么有意思的习题吗？”

今天是周六，尤里和往常一样来我的房间玩。“今天我是来学习的哦。”来了之后她这样说，然后便一直埋头学习到现在。她把树脂边框的眼镜摘下来叠好，装进胸前的口袋。

我从世界史的参考书中抬起头，叹了一口气。

“我正学习呢……你要试试解联立方程式吗？”

我随手拿了一张张纸写下联立方程式递给尤里。

[image: \begin{aligned}2x+4y&~~=7~~~~~~\cdots\cdots\textcircled{1}\\x+2y&~~=4~~~~~~\cdots\cdots\textcircled{2}\end{aligned}]


“解这种方程还不是轻而易举。”尤里说，“首先啊，为了消去 [image: x]
 ，我们在方程式 [image: \textcircled{2} ]
 的左右两边都乘以 2，将乘以 2 后的方程式设为 [image: \textcircled{3} ]
 ……看，出现 [image: 2x]
 了吧。”

[image: 2x+4y=8~~~~~~\cdots\cdots\textcircled{3} ]
 （将方程式 [image: \textcircled{2} ]
 的左右两边都乘以 2）

“嗯，接着呢？”我催促尤里继续。

“接着只要用 [image: \textcircled{3} ]
 减去 [image: \textcircled{1} ]
 ，就能消去 [image: x]
 。”

[image: ]


“接着呢？”我坏笑着说。

“哎呀，怎么 [image: y]
 也被消去了啊？ 0+0=1 ？这真奇怪……”

“尤里，怎么了？”

“呜呜呜……哥哥你耍赖。这种联立方程式根本解不出来嘛。你看，明明在方程式 [image: \textcircled{1} ]
 中 [image: 2x+4y]
 等于 7，而在方程式 [image: \textcircled{3} ]
 中，同样的 [image: 2x+4y]
 却等于 8 了。我就说嘛，怎么可能有那样的 [image: x]
 和 [image: y]
 啊。”

“是呀。因此，我们把无法解出联立方程式的这种情况称为 —— 无解
 。”

“无解？”

“没错。无解表示联立方程式的解不存在。”

“哦……”

7.2.2　无穷多解

我又拿出一张纸，写下新的联立方程式。

“将方程式 [image: \textcircled{1} ]
 中的 7 换成 8，这就成了一个新的问题。”我说。

“哦哦。”

[image: \begin{cases}2x+4y~~=8~~~~~~\cdots\cdots\textcircled{a}\\~~x+2y~~=4~~~~~~\cdots\cdots\textcircled{b}\end{cases}]


“就像尤里刚刚做的那样，将方程式 [image: \textcircled{b}]
 的左右两边都乘以 2，这样一来……”

[image: 2x+4y=8~~~~~~\cdots\cdots]
 将方程式 [image: \textcircled{b}]
 的左右两边都乘以 2

“啊呀？这次出现了和 [image: \textcircled{a}]
 一模一样的方程式呀。”

“嗯，因此，[image: \textcircled{a}]
 与 [image: \textcircled{b}]
 的联立方程式实际上只是一个方程式
 哦。只要是满足 [image: 2x+4y=8]
 的 [image: x]
 、[image: y]
 的组合，都是联立方程式 [image: \textcircled{a}]
 [image: \textcircled{b}]
 的解。像 [image: (x,y)=(0,2),(2,1),(\frac{1}{2},\frac{7}{4}),\cdots]
 这样，联立方程式 [image: \textcircled{a}]
 [image: \textcircled{b}]
 的解有无穷多个。”

“原来如此……”

“像这样无法确定联立方程式的解的情况，我们称联立方程式有无穷多解
 。”

“无穷多解？”

“对，无穷多解表示满足联立方程式的解存在无数个。”

“嗯，无解与无穷多解……”

尤里突然沉默不语。她慢慢地晃着脑袋，栗色的马尾随之摇摆，头发随着摇摆闪着金色的光泽 —— 尤里陷入思考状态了，这种时候还是不要和她搭话为好。

“……”

“哥哥！你刚刚建立了无解和有无穷多解的联立方程式，可是常见的联立方程式不是只有一组解吗？那在什么情况下才能确定联立方程式的解只有一组喵？”

“嗯……这真是个好问题，尤里。”

“是吗？”

尤里非常喜欢推理，她好像很喜欢打破砂锅问到底的感觉。

“当联立方程式的解只有一组时，我们称这个联立方程式有唯一解
 。”

“唯一解？”

“嗯。不知道你在学校有没有学过‘唯一解’这个概念。不过尤里你刚才提出了

　　‘联立方程式有唯一解的条件是什么？’

这样一个问题……”

“我知道了。说到条件的话，联立方程式的 2 和 4……”

“希望你能把它们叫作 [image: x]
 与 [image: y]
 的系数
 呀，尤里。”

[image: \underline{2}x+\underline{4}y=7]
 　　　（系数）

“如果某个方程式的系数被放大一定倍数后，和其他方程式的系数相同了，那么联立方程式的解不唯一。”

“嗯……尤里，哥哥知道‘尤里明白了’，但是别人听不懂你的说明呀。如果无法让不懂的人也能理解，就不能说你真正地明白了。”

“喔，可就算哥哥你这么说……”尤里一个劲儿地用指甲尖敲着虎牙。

“那么我们来一起思考‘联立方程式有唯一解的条件’这个问题吧。”

7.2.3　唯一解



问题 7-1（联立方程式有唯一解的条件）


建立关于 [image: x]
 、[image: y]
 的联立方程式

[image: \begin{cases}ax+by=s\\cx+dy=t\end{cases}]


求上述联立方程式有唯一解的条件。



“我已经将联立方程式的系数一般化为 [image: a]
 , [image: b]
 , [image: c]
 , [image: d]
 这样的形式了。你试着用这个来解释一下什么时候联立方程式有唯一解。”

[image: \begin{cases}ax+by=s\\cx+dy=t\end{cases}]


“啊……不要，让我用联立方程式 [image: \textcircled]
 [image: \textcircled]
 或者 [image: \textcircled{a}]
 [image: \textcircled{b}]
 来说明嘛。”

“好吧，这样也行。”

[image: ]


“[image: x+2y]
 实际上就是 [image: 1x+2y]
 ，因此 [image: x]
 的系数是 1 对吧？将 [image: \textcircled]
 或者 [image: \textcircled{a}]
 的系数 2 与 4 折半，它们就会变成 [image: \textcircled]
 或者 [image: \textcircled{b}]
 的系数。这时联立方程式无解或者有无穷多解。”

“嗯……基本上没什么问题。但是呀，既然已经用 [image: a]
 , [image: b]
 , [image: c]
 , [image: d]
 ,这样的字母写出了方程式，你直接解这个方程式不就好了吗？”

“诶？直接解字母方程式？怎么解呢？”

“就像这样。”

◎　　◎　　◎

现在开始解下面的联立方程式。

[image: \begin{cases}ax+by=s~~~~~~\cdots\cdots\textcircled{A}\\cx+dy=t~~~~~~\cdots\cdots\textcircled{B}\end{cases}]


为了消去 [image: y]
 ，计算 [image: \textcircled{A}\times d-b\times\textcircled{B}]
 。

设 [image: \textcircled{A}\times d]
 为 [image: \textcircled{C}]


[image: adx+bdy=sd~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~\cdots\cdots\textcircled{C}]


设 [image: b\times\textcircled{B}]
 为 [image: \textcircled{D}]


[image: bcx+bdy=bt~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~\cdots\cdots\textcircled{D}]


然后通过计算 [image: \textcircled{C}-\textcircled{D}]
 就能消去 [image: y]
 。

[image: ]


因此，只要 [image: ad-bc\neq0]
 ，就可以像下面这样求出 [image: x]
 。

[image: ]


◎　　◎　　◎

“那么，接下来……”

“我明白了。刚刚我们已经求得了 [image: x]
 ，只要把 [image: x]
 带入到 [image: \textcircled{A}]
 中就能求出 [image: y]
 了吧？”尤里说。

“嗯，你这么做也没问题。但是，我们也可以像刚刚消去 [image: y]
 那样，通过仔细观察方程式消去 [image: x]
 。”

“诶？怎么做呢？”

◎　　◎　　◎

就像这样。

[image: \begin{cases}ax+by=s~~~~~~\cdots\cdots\textcircled{A}\\cx+dy=t~~~~~~\cdots\cdots\textcircled{B}\end{cases}]


这次为了消去 [image: x]
 ，计算 [image: a\times\textcircled{B}-\textcircled{A}\times c]
 。

[image: ]


因此，只要 [image: ad-bc\neq0]
 ，我们就可以像下面这样求出 [image: y]
 。

[image: ]


根据上面的结果，当条件 [image: ad-bc\neq0]
 成立时，联立方程式仅仅有如下一组解。

[image: x=\frac{sd-bt}{ad-bc},~y=\frac{at-sc}{ad-bc}]


因此，联立方程式有唯一解的条件是 ——

[image: ad-bc\neq0]


◎　　◎　　◎

“嗯，这就可以啦。”我看着尤里说。

“不行哦，”尤里说，“逻辑上有漏洞呀……”

尤里一边玩弄发梢一边思考，而我则在一旁等待。最近尤里真是越来越有韧劲了。前段时间还一遇到难题就喊着“我不明白”半途而废，最近确实能踏实思考了呀。就好像是 —— 没错，就好像是受到了泰朵拉的影响一样。

“那个……哥哥，我的确明白‘如果 [image: ad-bc\neq0]
 ，则联立方程式有唯一解’，但是啊，我发现我们还没有证明‘如果 [image: ad-bc=0]
 ，则联立方程式没有唯一解’。如果不考虑 [image: ad-bc=0]
 的情况，总让人感觉疏忽了什么。”

“你还真注意到了呀，尤里。那么我们从起初的联立方程式开始，重新思考是否可以肯定‘如果 [image: ad-bc=0]
 ，则联立方程式没有唯一解’吧。”

话虽如此，但仅仅通过方程的变形来推导，还是很难让尤里理解。这时我想起米尔嘉的话。

　　“你的弱点是不肯画图。”

“其实，”我说，“当把满足 [image: ax+by=s]
 的所有 [image: (x,y)]
 点画在直角坐标系上，你就会发现它是一条直线。”

“直线？”

“嗯。[image: ax+by=s]
 也好，[image: cx+dy=t]
 也好，它们都是直线。我们可以利用图形来思考联立方程式的解，利用图形来分析能让我们的解题过程一目了然。先试着画一下 [image: ax+by=s]
 的直线吧。

[image: ]


因此，[image: ax+by=s]
 表示‘斜率’为 [image: -\frac{a}{b}]
 ，‘[image: y]
 轴截距’为 [image: \frac{s}{b}]
 的直线。[image: y]
 轴截距指的是直线与 [image: y]
 轴交点的 [image: y]
 坐标。你看图就能明白啦。”

[image: ]



由 [image: \boldsymbol{ax+bt=s}]
 得到的直线


“嗯……”

“你现在应该明白‘平面直角坐标系上的点 [image: (x,y)]
 的集合是一个图形’是什么意思了吧？在这里，‘满足 [image: ax+by=s]
 这一方程式的点的集合’建立了‘直线这个图形’对吧？”

“这我当然知道啦。可刚刚我们不是睁一只眼闭一只眼地假设 [image: b\neq0]
 了嘛，人家一直在意的是那个呀。”

“这样啊……尤里还真是喜欢对条件刨根问底呢。那么我们来细致地分情况讨论吧，然后观察在不同情况下 [image: ax+by=s]
 能作出怎样的图形。”

“嗯！”

◎　　◎　　◎

▶ 在 [image: \boldsymbol{a=0~\wedge~b=0~\wedge~s=0}]
 的情况下


方程式 [image: ax+by=s]
 为如下形式。

[image: 0x+0y=0]


任意 [image: (x,y)]
 都满足这个方程式。也就是说满足 [image: ax+by=s]
 的图形是整个平面
 。

▶ 在 [image: \boldsymbol{a=0~\wedge~b=0~\wedge~s\neq0}]
 的情况下


方程式 [image: ax+by=s]
 为如下形式。

[image: 0x+0y=s~~~~~~(s\neq0)]


任何 [image: (x,y)]
 都不满足这个方程式，对吧？因为等号左边为 0 而右边非 0。也就是说，没有
 图形满足 [image: ax+by=s]
 。从集合的角度来看，满足 [image: ax+by=s]
 的点的集合是一个空集
 。

▶ 在 [image: \boldsymbol{a=0~\wedge~b\neq0}]
 的情况下


方程式 [image: ax+by=s]
 为如下形式。

[image: 0x+by=s]


因为 [image: b\neq0]
 ，所以方程式可改写成这样。

[image: y=\frac{s}{b}]


无论 [image: x]
 取何值，只要 [image: y=\frac{s}{b}]
 ，[image: 0x+by=s]
 就成立。也就是说，满足方程式 [image: ax+by=s]
 的图形是平行于 [image: x]
 轴的直线，也就是水平线
 。它与 [image: y]
 轴的交点是 [image: (0,\frac{s}{b})]
 哦。

[image: ]



在 [image: \boldsymbol{a=0~\wedge~b\neq0}]
 的情况下 [image: \boldsymbol{ax+by=s}]
 是水平线
 **

▶ 在 [image: \boldsymbol{a\neq0~\wedge~b=0}]
 的情况下


方程式 [image: ax+by=s]
 变为如下形式。

[image: ax+0y=s]


因为 [image: a\neq0]
 所以方程式可改写成这样。

[image: x=\frac{s}{a}]


无论 [image: y]
 取何值，只要 [image: x=\frac{s}{a}]
 ，[image: ax+0y=s]
 就成立。也就是说，满足方程式 [image: ax+by=s]
 的图形是平行于 [image: y]
 轴的直线，也就是铅垂线
 。与 [image: x]
 轴的交点是 [image: (\frac{s}{a},0)]
 。这和刚刚求出水平线的思路相同。

[image: ]



在 [image: \boldsymbol{a\neq0~\wedge~b=0}]
 的情况下 [image: \boldsymbol{ax+by=s}]
 是铅垂线


▶ 在 [image: \boldsymbol{a\neq0~\wedge~b\neq0}]
 的情况下


方程式 [image: ax+by=s]
 变为如下形式。

[image: y=-\frac{a}{b}x+\frac{s}{b}]


也就是说，满足方程式 [image: ax+by=s]
 的图形是斜率为 [image: -\frac{a}{b}]
 ，[image: y]
 轴截距为 [image: \frac{s}{b}]
 的直线。这条直线既不是水平线也不是铅垂线，而是一条倾斜的直线
 。

[image: ]



在 [image: \boldsymbol{a\neq0~\wedge~b\neq0}]
 的情况下 [image: \boldsymbol{ax+by=s}]
 是倾斜的直线


◎　　◎　　◎

“真～麻～烦～”尤里说，“但是，不同的情况各自对应不同的图形，这真有趣。”

“我们也要分情况讨论 [image: cx+dy=t]
 。不过分情况讨论的步骤和刚才相同，在这里我们将结果整理成表格吧。‘不存在的图形’没有名字，这里就写作空集吧。”

[image: ]


“哦哦！感觉不错哦。”

“这个联立方程式的解就是同时满足两个方程式的 [image: (x,y)]
 ，联立方程式的解是由各方程式作出的不同图形的交集。我们把图形看作是点的集合。”

“哦哦，原来如此！”

“我们一边看表格，一边将图形两两组合，就像‘整个平面和水平线’‘倾斜的直线和水平线’这样。然后去调查在什么样的情况下‘两个图形的交集是一个点’，这样我们就能明白在什么情况下‘联立方程式’有唯一解。”

“呜呜……真麻烦啊！”

“呃……试着做一下，就会发现也没那么麻烦啦。因为许多情况都能归纳为一种情况。比如说，‘整个平面和水平线’的组合，它们的交集就是水平线本身。一般来说，‘整个平面和某某东西’的交集就是‘某某东西’本身。”

“这样啊……”

“当然也有需要再分情况讨论的时候。比如‘水平线和水平线’的组合，它们的交集可能是空集，也可能是水平线。如果两水平线相分离，它们的交集就是空集；如果两水平线重合，它们的交集就是水平线本身。”

“‘铅垂线和水平线’的组合的交集是一个点呀！”

“对对，你不是挺清楚的嘛。”

我和尤里一起列出了表示图形两两组合的表格。

[image: ]



两个图形的交集


“然后呢、然后呢？接下来干什么呀？”

“接下来，要把 [image: ad-bc]
 的值整理成表格。比如说，设 [image: ax+by=s]
 为铅垂线（[image: a\neq0\wedge b=0]
 ），[image: cx+dy=t]
 为水平线（[image: c=0\wedge d\neq0]
 ），尤里你知道这时 [image: ad-bc]
 的值是什么吗？”

“诶？ [image: ad-bc]
 呀……我知道了！因为 [image: a\neq0]
 且 [image: d\neq0]
 ，所以 [image: ad]
 也不等于 0，因为 [image: b=0]
 且 [image: c=0]
 ，所以 [image: bc]
 等于 0。因此 [image: ad-bc]
 不等于 0 ！”

“对对。我们就这样判断 [image: ad-bc]
 是否为 0。”

“我明白了！”

[image: ]



[image: \boldsymbol{ad-bc}]
 的值


“比较刚做出的两个表我们不难发现，当两个图形的交集为一点时，[image: ad-bc]
 恰好不等于 0
 。”

“太神奇了，完全吻合！唉，只是有一栏我们还没有填上，‘倾斜的直线和倾斜的直线’这一栏还是一个问号呀。”

“嗯，这里是一个问号。当两个图形都为倾斜的直线时，直线 [image: ax+by=s]
 的斜率为 [image: -\frac{a}{b}]
 ，直线 [image: cx+dy=t]
 的斜率为 [image: -\frac{c}{d}]
 。你来求两个图形的斜率的差吧。”

“斜率的差啊……要用减法对吧？”

[image: ]


“尤里你看，这里出现了 [image: ad-bc]
 ，当 [image: ad-bc=0]
 时，它有什么意义呢？”

“[image: ad-bc=0]
 时，

　　（直线 [image: ax+by=s]
 的斜率）-（直线 [image: cx+dy=t]
 的斜率）=0

对吧？”尤里说。

“没错。我们也可以说，

　　（直线 [image: ax+by=s]
 的斜率）=（直线 [image: cx+dy=t]
 的斜率）

也就是说，[image: ad-bc=0]
 这个式子表示‘两条直线的斜率相等’，[image: ad-bc\neq0]
 这个式子表示‘两条直线的斜率不相等’。然后，仅当‘两条直线的斜率不相等’时，倾斜的两条直线的交集才是‘一点’。如果两条直线的斜率相等，它们的位置关系只能是平行或者重合。”

“啊，原来如此！”

“嗯。如果两条直线平行，它们的交集就是空集；如果两条直线重合，它们的交集就是倾斜的直线本身。到此为止，我已经解答了你所有的疑问。刚才我们已经调查了所有可能出现的情况，所以得出了‘如果 [image: ad-bc=0]
 ，则联立方程式没有唯一解；如果 [image: ad-bc\neq0]
 ，则联立方程式有唯一解’的结论。”

“哦哦……原来如此啊！”

“这样我们便能证明

[image: ad-bc\neq0~~\Longleftrightarrow]
 　联立方程式有唯一解

是成立的。”



解答 7-1（联立方程式有唯一解的条件）


建立关于 [image: x,y]
 的联立方程式

[image: \begin{cases}ax+by=s\\cx+dy=t\end{cases}]


上述方程式有唯一解的条件是

[image: ad-bc\neq0]




7.2.4　信

尤里从我的桌子上拿了一颗柠檬糖放入口中。

“哥哥，我从泰朵拉那里听说了。”

我心里咯噔一下。

“什、什么事？”难道尤里说的是前几天发生在书库里的事吗？

“泰朵拉告诉我，只要努力思考，用笔工工整整地写下自己最真实的想法就足够了。至于要不要把信交给对方，等写完再去考虑。将心意整理成语言才是真正重要的。”

“尤里……你到底在说什么呀？”

“都说了啦！是写信的事！因为那家伙要转校了……”

那家伙。

他是尤里的朋友，即将转校的男同学。

“哦哦，是这么一回事啊。”

泰朵拉应该是给消沉的尤里提了

“写信试试吧”这样的建议。原来如此，还真是像泰朵拉会做的事情啊。泰朵拉也喜欢写信，喜欢文字。

“那个……其实我原以为泰朵拉只是冒冒失失的学姐，可我发现我弄错了，泰朵拉是非常靠得住的大姐姐呀。”尤里说。

“哎，尤里。”

“嗯？”

“要是尤里……和朋友之间有了隔阂，你会怎么做？”

“诶，刚刚不是说了嘛哥哥。不需要用多么复杂、多么帅气的话语，能将心意传达给对方的话语就是最好的。要是不能把心意传达给对方不就没意义了嘛！”

“……说的是啊。”

7.3　泰朵拉

7.3.1　图书室

周一放学后 —— 图书室里。

我走近充满活力的少女，她正拼命地在笔记本上写着什么。

她抬起头。

我迅速地递给她一张纸。

纸上是这样写着的。

　　“上次的事，对不起。”

她飞快地看了我一眼，在纸上写下一句话，然后把纸还给我。

　　“没关系，你不要太在意。”

我看着她。

她看着我……然后，莞尔一笑。

那张笑脸，让我心头的雾霾烟消云散。

泰朵拉的笑容为什么有这样强的力量啊。

7.3.2　行与列

“在练习旋转变换吗？”我看着泰朵拉的笔记本问。

“旋转变换？不是，我还没弄明白矩阵……正在做课堂复习呢。”

泰朵拉有着非常棒的直觉。她在学习数学时，不把全部的知识装进心里决不罢休。她把这种感觉称为“明白了的感觉”。只要没牢牢抓住“明白了的感觉”，她就不会感到安心；只有抓住“明白了的感觉”，她才会继续前进。

“话说回来矩阵到底是什么东西呀？还有矩阵的计算我也不太明白，题倒是会做，但是经常会犯错……”

“原来是这样啊。那么，我们来聊聊？”我指着自己。

“嗯，拜托啦！关于矩阵，我能借着这个机会从最基础的部分问起吗？”泰朵拉说。

“当然可以啦。”

“其实……我怎么也分不清矩阵的‘行’与‘列’！”

“啊，原来如此。矩阵的横方向是行，纵方向是列。”

[image: ]


“嗯……这样是没错。可是……”

“也有参考书写着这样的记忆方法。”

[image: ]


“啊，汉字的形状啊，这样记起来就方便多了……仔细想一想，只要画十字就能记住了呀。横着‘咻’地一下就是‘行’，竖着‘咻’地一下就是‘列’。”

泰朵拉一边口中念着行、列，一边在半空中画着十字。确实如此……

7.3.3　矩阵与向量的积

“你知道矩阵与向量的积吧？”我说着写下式子。

[image: {a~~~b\choose c~~~d}{x\choose y}={ax+by\choose cx+dy}]


“嗯，差不多。但……我经常弄错。”

“在这里出现了 [image: ax+by]
 和 [image: cx+dy]
 这样的式子。”

“嗯。”

“先将 [image: a]
 与 [image: x]
 相乘，再将 [image: b]
 与 [image: y]
 相乘，接着将 [image: ax]
 与 [image: by]
 相加。希望你能记住像‘相乘、相乘、再相加’—— 这种‘乘积和’的形式。”

[image: ]


“‘相乘、相乘、再相加’啊……”

“我们会得到两个乘积和哦。先看第一个。”

[image: ]


“确实是这样啊。那么，我来写另一个。”

[image: ]


“嗯，很好。将它们整理一下，就完成了。”

[image: {a~~~b\choose c~~~d}{x\choose y}={ax+by\choose cx+dy}]


“稍、稍等一下，我能先练习一会儿吗？”

泰朵拉在笔记本上反复地练习着。

“嗯，这下我明白多了。计算的时候会有这样一种变化……

[image: \begin{aligned}&{\Rightarrow~~\Rightarrow\choose\cdot~~~~~\cdot}{\Downarrow\choose\Downarrow}={ax+by\choose\cdot}\\&{\cdot~~~~~\cdot\choose\Rightarrow~~\Rightarrow}{\Downarrow\choose\Downarrow}={\cdot\choose cx+dy}\end{aligned}]


仅看参考书的话，我很难理解如何计算，可是自己动手实践后，就能切身体会到该用哪一项去乘哪一项，该用哪一项去加哪一项。”

“没错，试着动手计算就能发现数学公式中的模式。”我也表示赞同。

“嗯……”泰朵拉小声说，“在学习新的计算方法时，自己动手计算是非常重要的啊。”

“泰朵拉，这可不是新的计算方法哦，在初中也出现过的。”

“诶！初中不会接触矩阵吧？”

“虽说在初中不会出现矩阵这个名字，但会出现这种形式的计算方法。”

“是、是这样的吗？”

“是哦，它被称作联立方程式
 。”

“什么？”

7.3.4　联立方程式与矩阵

“比如说，有这样的联立方程式。”我说。

[image: \begin{cases}3x+~~y&=7\\~~x+2y&=4\end{cases}]


“嗯……我初中的时候经常做，要解它吗？”

“不，仔细观察这个联立方程式。比如

[image: 3x+y=7]


你发现这里隐藏的模式了吗？”

“呃……”

“嗯，这样写可能更容易明白吧。”

[image: ]


“啊！相乘、相乘、再相加。这是……‘乘积和’对吧？”

“对。因此可以用矩阵来表示联立方程式。”

[image: \begin{cases}3x+~~y&=7\\~~x+2y&=4\end{cases}~~~\leftarrow---\rightarrow~~{3~~~1\choose1~~~2}{x\choose y}={7\choose4}]


“原来如此！可以用矩阵来表示联立方程式啊。”

“如果写成一般形式的话，联立方程式与矩阵的关系就像下面这样。”

[image: \begin{cases}ax+by&=s\\cx+dy&=t\end{cases}~~~\leftarrow---\rightarrow~~{a~~~b\choose c~~~d}{x\choose y}={s\choose t}]


“嗯，我明白了。可以用矩阵和向量的积来表示联立方程式！”

7.3.5　矩阵的积

我继续讲解。

“我们把像 [image: {a~~~b\choose c~~~d}]
 这样有 2 行 2 列的矩阵称为 2×2 矩阵，也称 2 阶方阵。然后我们将像 [image: {x\choose y}]
 这样有 2 行 1 列的矩阵称为 2×1 矩阵，也称为列向量。虽然它和表示组合数的 [image: {n\choose k}]
 写法相同，但它们是完全不同的东西。一般我们可以通过上下文来区分。”

[image: ]


“嗯。”

“如果熟悉了‘相乘、相乘、再相加’这样的模式，不仅能理解矩阵与向量的乘积，还能理解矩阵之间的乘积。”

[image: {a~~~b\choose c~~~d}{x~~~s\choose y~~~t}={ax+by~~~as+bt\choose cx+dy~~~cs+dt}]


“嗯……哦哦，就像下面这样吧？”

[image: ]


“对对。你渐渐熟练了吧？”

“嗯……是啊。虽然字母多得眼花缭乱，但只要像这样一步一步锲而不舍地计算，就没问题了对吧？”

“对，计算的过程中还要注意公式的模式。”

“嗯……许多地方都会出现‘相乘、相乘、再相加’这种模式呢。”

泰朵拉一个劲儿地点头，来回看着笔记本。

“‘相乘、相乘、再相加’这个模式叫向量的内积
 哦。”

“内积……”泰朵拉麻利地记下笔记。

比方说，[image: (a_1~~a_2)]
 与 [image: {b_1\choose b_2}]
 这两个向量的内积，就是

[image: a_1b_1+a_2b_2]


所表示的数。看，这就是“相乘、相乘、再相加”的模式对吧？在矩阵乘法中，经常出现“内积”运算。

“内积……‘相乘、相乘、再相加’，原来这个模式有名字的啊。”

7.3.6　逆矩阵

“我们来想一想如何用矩阵表示‘解联立方程式’吧。”

“嗯……好的。”泰朵拉有些困惑地点点头。

“刚才我们用矩阵和向量的积来表示联立方程式了，对吧？”

[image: {a~~~b\choose c~~~d}{x\choose y}={s\choose t}]


“嗯，是的。”

“只要能从这个式子导出下面这样的式子，我们就能解出联立方程式了。”

[image: {x\choose y}={\cdots\cdots\choose\cdots\cdots}]


“嗯嗯，的确如此，因为我们要求解的是未知数 [image: x]
 和 [image: y]
 。”

“我们先用普通方法求解联立方程式吧。”我说。然后就像之前做给尤里看过的那样，我着手计算 [image: x]
 与 [image: y]
 。

◎　　◎　　◎

现在求解下面的联立方程式。

[image: \begin{cases}ax+by&=s~~~~~~\cdots\cdots\textcircled{A}\\cx+dy&=t~~~~~~\cdots\cdots\textcircled{B}\end{cases}]


首先，为了求出 [image: x]
 ，我们要计算 [image: \textcircled{A}\times d-b\times\textcircled{B}]
 ，对吧？让我们通过这个计算观察 [image: \textcircled{A}]
 与 [image: \textcircled{B}]
 的左边会怎样吧。

[image: ]


你看你看！这里出现了“相乘、相乘、再相加”的模式了对吧？

[image: ]


这是 [image: ]
 的内积。

同样地，为了求出 [image: y]
 需要计算 [image: a\times\textcircled{B}-\textcircled{A}\times c]
 ，我们来观察 [image: \textcircled{A}\textcircled{B}]
 的左边。

[image: ]


这里也出现了“相乘、相乘、再相加”这种模式。

[image: ]


这是 [image: ]
 的内积。

你能从两组内积中看出矩阵 [image: {d~~-b\choose-c~~a}]
 吗，泰朵拉？

[image: ]


我们试着计算一下矩阵的积 [image: {d~~-b\choose-c~~a}{a~b\choose c~d}]
 。

[image: \begin{aligned}{d~~-b\choose-c~~~a}{a~~~b\choose c~~~d}&={da-bc~~~~~~~db-bd\choose-ca+ac~~~-cb+ad}\\&={ad-bc~~~~~0\choose0~~~~~ad-bc}\\&=(ad-bc){1~~~0\choose0~~~1}^{\boldsymbol{4}}\end{aligned}]
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 一个数乘以一个矩阵，结果是一个矩阵，等于这个数乘在矩阵的每一个元素上。—— 译者注



因此，当 [image: ad-bc\neq0]
 时，下面的式子成立。

[image: \frac{1}{ad-bc}{d~~~-b\choose-c~~~a}{a~~~b\choose c~~~d}={1~~~0\choose0~~~1}]


刚才做出的 [image: \frac{1}{ad-bc}{d~~~-b\choose-c~~~a}]
 这个矩阵，称为矩阵 [image: {a~~b\choose c~~d}]
 的逆矩阵
 。

◎　　◎　　◎

“稍、稍等一下，学长……我跟不上了。”泰朵拉喊了暂停，“我们本来是想解联立方程式的对吧？怎么出现了奇怪的计算……逆矩阵和联立方程式之间又有着怎样的关系呢？”

“嗯，逆矩阵是解联立方程式的钥匙。联立方程式是下面这样的，对吧？

[image: {a~~b\choose c~~d}{x\choose y}={s\choose t}]


我们在等式两边从左侧5
 乘上逆矩阵试试。”


5
 注意，矩阵乘法不满足交换律，一般来说，左乘和右乘是不一样的。并且，一个 [image: m\times n]
 矩阵和一个 [image: p\times q]
 矩阵相乘，要求 [image: n=p]
 才可以进行。列向量可以看作 [image: m\times1]
 矩阵，行向量可以看作 [image: 1\times n]
 矩阵。—— 译者注

[image: ]


“诶？等式变成了 [image: {x\choose y}=\cdots]
 的形式 —— 我们解出联立方程式了！”

“嗯。这就是用‘乘逆矩阵’这种操作解出联立方程式。”

“可是，这个答案好复杂呀……”泰朵拉面露难色。

“即便遇到看起来复杂的式子，也不要气馁呀。”我说，“比如……我们来寻找式子中‘共通的模式’吧。”

“共通的模式……指的是？”泰朵拉问。

“就是 [image: ad-bc]
 、[image: sd-bt]
 、[image: at-sc]
 这种模式哦。我们将 [image: ad-bc]
 称为矩阵 [image: {a~b\choose c~d}]
 的行列式
 ，写作 [image: \begin{vmatrix}a~b\\c~d\end{vmatrix}]
 。”

[image: \begin{aligned}\begin{vmatrix}a~b\\c~d\end{vmatrix}=ad-bc\\\begin{vmatrix}s~b\\t~d\end{vmatrix}=sd-bt\\\begin{vmatrix}a~s\\c~t\end{vmatrix}=at-sc\end{aligned}]


“行列式……”

“通过行列式，我们可以更简单地写出联立方程式的解。”

[image: {x\choose y}=\frac{1}{ad-bc}{sd-bt\choose at-sc}\Leftrightarrow{x\choose y}=\frac{1}{\begin{vmatrix}a~~b\\c~~d\end{vmatrix}}\left(\begin{aligned}\begin{vmatrix}s~~b\\t~~d\end{vmatrix}\\\begin{vmatrix}a~~s\\c~~t\end{vmatrix}\end{aligned}\right)]


“这、这很简单吗？”

“我们用 [image: s]
 与 [image: t]
 替换了行列式 [image: \begin{vmatrix}a~b\\c~d\end{vmatrix}]
 的一部分哦。”

[image: {x\choose y}=\frac{1}{\begin{vmatrix}a~~b\\c~~d\end{vmatrix}}\left(\begin{aligned}\begin{vmatrix}\textcircled{s}~~b\\\textcircled{t}~~d\end{vmatrix}\\\begin{vmatrix}a~~\textcircled{s}\\c~~\textcircled{t}\end{vmatrix}\end{aligned}\right)]


“啊，那个……学长，虽然我还没彻底理解矩阵与行列式，但是我感觉到有许多有趣的东西隐藏在其中。”泰朵拉说，“我不能一看到有很多变量就变得畏手畏脚，不管是做内积还是做行列式，它们都是很棒的解决办法。我必须仔细观察数学公式，发现变量之间的模式。”

泰朵拉诚挚地说道。

7.4　米尔嘉

7.4.1　看穿隐藏的谜题

第二天放学后，我和往常一样去图书室。

泰朵拉和米尔嘉正在图书室里讨论着什么。

我久违地在图书室看到了理纱的身影。不过她一人坐在窗边面对着笔记本电脑，座位和泰朵拉她们离得很远。大概因为前不久和米尔嘉吵架，两人的关系还很尴尬吧……

“我从村木老师那里得到了卡片。”米尔嘉说。



问题 7-2（矩阵的乘方）


[image: {1~~~1\choose1~~~0}^{10} ]




“这个问题是让我们求矩阵 [image: {1~~1\choose1~~0}]
 的 10 次方吧？”我说。

“非常有趣。”米尔嘉说。

“你已经解出来了吗？”我很惊讶。米尔嘉经常这样，在从教室到图书室的路程中，就已经在脑海里解出了数学题。

“别说！先别说答案！”

泰朵拉正在拼命地计算。

我也展开笔记本着手计算。矩阵的 10 次方，也就是要计算

[image: ]


这个式子。嗯，依次计算 2 次方、3 次方……像这样计算下去找出共通的模式是最直接的解题方法吧。

[image: ]


“我明白了！”我说。

“再等等！再等等！”泰朵拉叫起来。

诶？抬起头的我察觉到了理纱座位的变化 —— 虽然她依然面对着电脑毫无表情，不过不知何时，她已经挪到了我们身边的座位。她……对我们正在做的事情很感兴趣吧。

“理纱不试着解一下吗？”我向她搭话。

“已经解出来了。”理纱说着把屏幕转向我。

[image: ]


“我明白了！答案是 [image: {89~55\choose55~34}]
 ！”泰朵拉说。

“答对了。你看穿‘隐藏的谜题’了吗？”米尔嘉问。

“诶？啊……是的！‘隐藏的谜题’是—— ”

“停。”米尔嘉打断了想要说出答案的泰朵拉，转而指向理纱，“理纱看穿了‘隐藏的谜题’了吗？”

“……”理纱无声地摇头。

米尔嘉像指挥家一样又指向泰朵拉。

“那么，泰朵拉你来回答。”

“好的！”泰朵拉充满干劲地回答，“这个矩阵会产生斐波那契数列
 ！”

◎　　◎　　◎

斐波那契数列指的是像

[image: 1,1,2,3,5,8,13,\cdots]


这样的数列。我们用 [image: F_n]
 来表示这个数列的第 [image: n]
 项。就像这样，[image: F_1=1,F_2=1,F_3=2,F_4=3,F_5=5,\cdots]
 ，如此一来，这个矩阵与斐波那契数列之间就有了

[image: {1~~~1\choose1~~~0}^n=\left(\begin{matrix}F_{n+1}&F_n\\F_n&F_{n-1}\end{matrix}\right)]


这样的关系。用数学归纳法就可以很容易地证明这个关系。呃……证明的关键部分是这样的 —— 我们要证明，如果 [image: n=k]
 时命题成立，那么 [image: n=k+1]
 命题也成立，对吧？

[image: ]


矩阵的积与斐波那契数列的递推公式相匹配，对吧？

[image: \begin{cases}F_1&=1\\F_2&=1\\F_n&=F_{n-1}+F_{n-2}~~~~~~(n\geqslant3)\end{cases}]


然后只要求出 [image: {1~1\choose1~0}^{10}={F_{11}~F_{10}\choose F_{10}~F_{9}}]
 就可以了。

[image: ]


◎　　◎　　◎



解答 7-2（矩阵的乘方）


[image: {1~~~1\choose1~~~0}^{10}={89~~~55\choose55~~~34}]




“泰朵拉看穿了这个问题中隐藏的谜题 —— 斐波那契数列，这要归功于她亲自动手计算了。”米尔嘉淡淡地说，“理纱用电脑一口气求出结果，这并不是坏事，但理纱没能注意到隐藏在问题中的谜题。”

理纱皱了皱眉，瞬间恢复到面无表情的样子，接着说：

“的确。”

米尔嘉推了推眼镜，对理纱的话回以微笑。

“心算、笔算、用电脑算，不管用哪一种方法都能解出问题。但比起解题，察觉到隐藏的谜题更为有趣，看透隐藏的构造更为有趣。”

米尔嘉这样说着，晃着手指比划出 1, 1, 2, 3 的手势。

我和泰朵拉张开一只手，用 5 回应。

“什么？”理纱问。

“这是斐波那契手势。”泰朵拉回答，“看到 1, 1, 2, 3　的手势，就要摆出 5 来回应。1, 1, 2, 3, 5, ... 是斐波那契数列。我们把数学爱好者们热爱着的数列变成手势了，这是数学爱好者之间打招呼的方式哦。”

泰朵拉说着，晃着手指比划出 1, 1, 2, 3 的手势。

“这样？”理纱举起右手，张开的右手弯下大拇指与中指。

“诶？这是……什么？”

“00101”理纱回答。

“这是 5 吗？”泰朵拉问。

“二进制。”理纱回答。

7.4.2　线性变换

“来谈谈线性变换的话题吧。”米尔嘉说，“我们可以将‘矩阵与矢量的积’看作‘点的移动’。”

米尔嘉总是把向量叫作矢量。

◎　　◎　　◎

矩阵 [image: {a~b\choose c~d}]
 与矢量 [image: {x\choose y}]
 的积就像下面这样。

[image: {a~~~b\choose c~~~d}{x\choose y}={ax+by\choose cx+dy}]


我们可以把它们的积看作

　　将点 [image: (x,y)]
 移动到点 [image: (ax+by,cx+dy)]


这样的操作。我们把这一操作称为“通过矩阵 [image: {a~b\choose c~d}]
 进行的线性变换
 ”。

比如说，我们以矩阵 [image: {2~1\choose 1~2}]
 为例。

[image: {2~~~1\choose 1~~~2}{x\choose y}={2x+y\choose x+2y}]


表示矩阵 [image: {2~1\choose 1~2}]
 将点 [image: (x,y)]
 移动到点 [image: (2x+y,x+2y)]
 。如果像

[image: (x,y)\mapsto(2x+y,x+2y)]


用

“[image: \mapsto]
 ”来表示点的移动，那么就可以像下面这样。

[image: ]


到这里都理解了吧？

◎　　◎　　◎

“到这里都理解了吧？”米尔嘉问。

“勉、勉勉强强……”泰朵拉回答，“我总觉得矩阵和向量的积是非常复杂的话题，让人有点心慌啊。”

“平面不外乎就是点的集合。”米尔嘉接着说，“既然我们能通过矩阵移动点，就也可以通过矩阵让整个平面变形。接下来让理纱帮忙吧。”

米尔嘉对理纱耳语几句，理纱立刻领会地点头，然后在电脑上操作起来。过了一会儿，一个点阵浮现在计算机屏幕上。

[image: ]


“为了方便观察通过线性变换进行的平面变形，我在平面上设了很多点。”米尔嘉说，“不过仅仅观察随机分布的点还不够清晰，因此在点阵上画出了两个字母‘LT’，它取自 L
 inear T
 ransfer 的首字母。理纱做得真快呀。”

“Linear Transfer 就是‘线性变换’的意思吧？”

米尔嘉点头回应泰朵拉的疑问，继续说道：

“比如说，矩阵 [image: {2~1\choose 1~2}]
 会使平面产生这样的变形。”

[image: ]



通过矩阵 [image: \boldsymbol{{2~1\choose 1~2}}]
 进行的线性变换


“啊，点阵……被压扁了呢。”

“因为我们使用了矩阵 [image: {2~1\choose 1~2}]
 ，所以点阵会产生这样的变形。使用不同的矩阵会产生不同的变形。”

“哦哦……的确是这样呢。平面根据矩阵的不同产生不同的变化啊。”

“那么，我要出题了。泰朵拉你来回答，下面这个矩阵会使整个平面产生怎样的变形呢？”

[image: {1~~~0\choose 0~~~1}]


“嗯，只要考虑点 [image: (x,y)]
 被移动到哪里就好了吧……

[image: {1~~~0\choose 0~~~1}{x\choose y}={x\choose y}]


呃……诶？点的位置和之前一样。”

[image: (x,y)\mapsto(x,y)]


“所以呢？”米尔嘉立刻追问道。

“所以……整个平面完全没有变形。”

“很好。单位矩阵 [image: {1~0\choose 0~1}]
 并未使平面产生变形，这是恒等变换。”

“嗯。”

“下一题。下面这个矩阵让整个平面产生怎样的变形呢？”

[image: {0~~-1\choose 1~~~0}]


“嗯，只要考虑矩阵与点的乘积就好了吧……

[image: {0~~-1\choose 1~~~0}{x\choose y}={-y\choose x}]


呃，这个矩阵首先交换了 [image: x]
 与 [image: y]
 ，然后改变了其中一方的符号呀。”

[image: (x,y)\mapsto(-y,x)]


“所以呢？”米尔追问道。

“所以……感觉像是把整个平面翻转了。”

“泰朵拉，你试着多用几个点实际操作下。”米尔嘉说。

“啊……好。”

泰朵拉认真地在笔记本上计算 —— 过了一会儿抬她起头说：

“我明白了！平面‘咚’地向左旋转了 90°！”

“提到旋转就必须有旋转中心。”米尔嘉说。

“好的，原点是旋转中心。”

“做好了。”理纱说。

[image: ]



通过矩阵 [image: \boldsymbol{{0~~-1\choose 1~~~0}}]
 进行的线性变换


“米尔嘉学姐……我有一个发现。”泰朵拉说，“在线性变换中，原点绝对不会移动
 。因为

[image: {a~~~b\choose c~~~d}{0\choose0}={0\choose0}]


也就是 [image: (0,0)\mapsto(0,0)]
 ”

“不错的发现。”米尔嘉打了个响指，“我们无法通过线性变换改变原点的位置，因此原点是一个不动点。我们也无法通过线性变换使整个平面平移 —— 因为我们无法移动原点。”

“确实啊。”

“那么，我们只要观察 (1, 0) 和 (0, 1) 这两个点，就很容易理解线性变换了。”米尔嘉说，“我们可以用两个列矢量 [image: {a\choose c}]
 与 [image: {b\choose d}]
 表示两点移动的目标位置。也就是说，矩阵 [image: {a~b\choose c~d}]
 的元素直接表示移动的目标位置了。只要看矩阵就能明白点 (1, 0) 与 (0, 1) 会移动到哪里。”

[image: \begin{aligned}&{a~~~b\choose c~~~d}{1\choose0}={a\choose c}~~~~~~~~~~~~~~~~~~~{a~~~\cdot\choose c~~~\cdot}\\&{a~~~b\choose c~~~d}{0\choose1}={b\choose d}~~~~~~~~~~~~~~~~~~~{\cdot~~~b\choose\cdot~~~d}\end{aligned}]


“原来如此……”

“下一题。在线性变换中，整个平面在变换后总会为整个平面吗？”

“到目前为止的例子都是这样的吧。虽然线性变换会把平面压扁、旋转，可是平面还是平面。”泰朵拉想了一会儿，“……不对，有变换后不再是平面的情况，比如

[image: {0~~~0\choose0~~~0}]


如果通过这样的矩阵进行线性变换，所有的点都会集中到原点。”

“是的。零矩阵
 [image: {0~0\choose0~0}]
 会将任意一个点都变换为原点。”米尔嘉说。

我想起给尤里出题时用到的联立方程式，联立方程式可能无解也可能有无穷多解。如果在当时用到矩阵的话……

“米尔嘉，通过矩阵 [image: {2~4\choose1~2}]
 进行的线性变换也属于整个平面变换后不再是
 整个平面的线性变换吧？”我说。

“嗯。矩阵 [image: {2~4\choose1~2}]
 会将整个平面变换为直线。”米尔嘉回答。
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通过矩阵 [image: \boldsymbol{{2~4\choose1~2}}]
 进行的线性变换


“行列式的值至关重要啊。”我说。

“嗯。”米尔嘉说。

“这是什么意思呢？”泰朵拉问。

“就是说，当表示线性变换的矩阵的行列式的值不等于 0，也就是为 0 以外的数时，整个平面变换后还是‘整个平面’。”我回答道，“但是，当行列式的值等于 0 时，整个平面就会变换为‘通过原点的直线’或者‘原点’。”

[image: ]


“诶？”泰朵拉说，“行列式就是在求联立方程式的解的时候出现的东西吧？”

米尔嘉点头肯定。

“我们可以把矩阵与矢量的积

[image: {a~~~b\choose c~~~d}{x\choose y}={s\choose t}]


看成联立方程式，也可以把它看成 [image: (x,y)\mapsto(s,t)]
 的线性变换。‘联立方程式 [image: {a~b\choose c~d}{x\choose y}={s\choose t}]
 有唯一解的条件是什么？’这一问题与‘只有唯一的点 [image: {x\choose y}]
 可以通过线性变换移动到 [image: {s\choose t}]
 的条件是什么？’这一问题相同。这两个问题的答案都是‘行列式 [image: \neq0]
 ’。”

7.4.3　旋转

“米尔嘉，刚才的习题里出现的矩阵 [image: {0~-1\choose 1~~0}]
 ，是 [image: \frac{\pi}{2} ]
 弧度的旋转矩阵，对吧？”我说。

[image: \left(\begin{matrix}\cos\frac{\pi}{2}&-\sin\frac{\pi}{2}\\\sin\frac{\pi}{2}&\cos\frac{\pi}{2}\end{matrix}\right)]


“当然。”米尔嘉点点头。

“稍、稍等一下。你们怎么突然就讲到三角函数了啊？”泰朵拉焦急地问道。

“泰朵拉，[image: \cos\frac{\pi}{2} ]
 的值是多少？”米尔嘉问泰朵拉。

“呃……因为 [image: \frac{\pi}{2} ]
 等于 90°……啊，答案是 0 呀。”

“正确，但你回答得太慢了。泰朵拉还没有和弧度还有三角函数成为好朋友
 啊。”米尔嘉说，“那么 [image: \sin\frac{\pi}{2} ]
 的值是多少呢？”

“呃……呃……是 1……对吧？”

“是的。如此一来，下面的等式也就不难理解了。”

[image: \left(\begin{matrix}\cos\frac{\pi}{2}&-\sin\frac{\pi}{2}\\\sin\frac{\pi}{2}&\cos\frac{\pi}{2}\end{matrix}\right)={0~~-1\choose1~~~~0}]


“呃……是啊。”泰朵拉一个一个地确认矩阵的元素。

“矩阵 [image: \left(\begin{matrix}\cos\theta&-\sin\theta\\\sin\theta&\cos\theta\end{matrix}\right)]
 表示以原点为中心向左旋转 [image: \theta]
 弧度。当 [image: \theta=\frac{\pi}{2} ]
 时，矩阵 [image: {0~~-1\choose1~~~0}]
 表示以原点为中心向左旋转 [image: \frac{\pi}{2} ]
 弧度，也就是 90°左转，‘向左 —— 转！’”

米尔嘉说着脸上忽然浮现微笑。

“那么，当 [image: \theta=\frac{2\pi}{3} ]
 ，也就是矩阵为 [image: {\cos\frac{2\pi}{3}~-\sin\frac{2\pi}{3}\choose\sin\frac{2\pi}{3}~~\cos\frac{2\pi}{3}}]
 时……”

“[image: \omega]
 的华尔兹 6
 ！”我说。


6
 最早出现在《数学女孩》第 3 章。—— 译者注

“[image: \omega]
 的华尔兹是什么呀？”泰朵拉紧接着问。

“真让人怀念呀。”米尔嘉说，“向左旋转 [image: \frac{2\pi}{3} ]
 弧度 —— 也就是向左旋转 120°，只要做 3 次就能旋转一周回到原处。”

“啊！”泰朵拉说，“因为 120° × 3 = 360°啊。”

“[image: \frac{2\pi}{3} ]
 弧度的旋转矩阵的 3 次方，也就是矩阵 [image: {0~~1\choose1~~0]
 ，使平面转回原位。”

[image: {\cos\frac{2\pi}{3}~-\sin\frac{2\pi}{3}\choose\sin\frac{2\pi}{3}~~\cos\frac{2\pi}{3}}^3={1~~~0\choose0~~~1}]


“完成了。”理纱说。
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[image: \boldsymbol{\theta=\frac{2\pi}{3},\frac{4\pi}{3},2\pi}]
 时的旋转结果


“[image: \omega]
 的华尔兹 —— 也就是三拍子的舞蹈。”米尔嘉说。

“不好意思，[image: \omega]
 是指？”泰朵拉小声地问。

“[image: \omega]
 是满足三次方程式 [image: x^3=1]
 的复数之一。具体来说就是

[image: \omega=\frac{-1+\sqrt{3}i}{2} ]


满足 [image: x^3=1]
 。”

“嗯……嗯。”

“结合复平面，我们可以将点与复数相对应。”
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“旋转啊……”我感觉矩阵、线性变换，还有复数，在我的头脑中逐渐联系起来，“说起来，平面上的点以原点为中心的旋转运动，或许和天上的星星绕北极星的旋转运动相似。”

平面上的点 —— 天空的星星在运动。

平面上的图形 —— 天空中的星座在运动。

同样的，整个平面 —— 整个天空在运动。

“就像天象厅一样啊。”泰朵拉说。

“旋转矩阵让无边无际的平面旋转着，这真有趣。”

黑发少女一边说着，一边旋转着自动铅笔。

7.5　回家路上

对话

我、米尔嘉、泰朵拉，还有理纱，我们四人一同向车站走去。

“矩阵是由数排列而成的，它能表示联立方程式，也能表示线性变换。矩阵‘真正的样子’究竟是什么样的呢？”

“刚才泰朵拉提到的形式都是矩阵的样子。不，实际是将联立方程式与线性变换表现为矩阵的形式，所以不如说矩阵才
 是它们真正的样子。能用矩阵表示的东西都具有共性，我们今后也会遇到许多能用矩阵表示的问题。如果我们能发现某个数学对象‘可以用矩阵表示’，那么就能以矩阵的理论为武器来解决该问题。”

“啊，矩阵也能作为武器啊！”泰朵拉说。

“打磨自己的武器吧。”米尔嘉说，“为了不浪费手中的武器，要记得时常打磨它。如果仅是拿在手中，武器不久就会生锈。总而言之 —— 仅仅做到记忆是不够的啊！”

这时，米尔嘉看向我。

“啊，小林秀雄 7
 ？”我回答道。


7
 小林秀雄（1902—— 1983），日本作家与文艺评论家，下文出自其 1942 年的评论作品《所谓无常》。—— 译者注

　　仅仅做到记忆是不够的啊。

　　必须能回想起来才可以啊。

“提问题，回答它；出谜题，解答它。我们通过对话不断打磨武器。”米尔嘉咏唱般说道。

对话啊……我沉浸在米尔嘉的话语中。

对话的确重要。无论是与问题的对话、与自己的对话，还是与米尔嘉或泰朵拉的对话 —— 我通过对话衡量自己的理解程度，通过对话测试自己的能力。“示例是理解的试金石”这一口号也来自我们的对话，因为那也不过是对

　　“能做出一个例子证明你已经理解了吗？”

这个问题的回答。

“对话啊……”泰朵拉说，“当我读书时，经常会觉得自己仿佛是在和书的作者对话。我们一定是在一次次的对话中学习知识的吧。”

“孤独有两种。一种是有对话的孤独，一种是没有对话的孤独。”米尔嘉说。

有对话的孤独？没有
 对话的孤独我倒是明白，但什么是有对话的孤独呢？我心里这样想着。也许，米尔嘉闭起眼睛的时候，便是在与自己—— 或者是自己的记忆 —— 对话吧。

“只要存在对话，孤独也并非无所事事。”米尔嘉说。

“观察矩阵之后……”泰朵拉紧握双手有些激动，“我明白了联立方程式、点、直线、平面之间有着千丝万缕的联系。这让我想更深入地思考矩阵相关的问题。比如说，行列式 [image: ad-bc]
 似乎就有着更深层次的含义……除了听你们讲，我还想自己看书学习。《线性代数》的书中一定也记载了很多……”泰朵拉说到一半，忽然瞪大眼睛看着我。

然后……她的脸涨得通红，低下了头。

　

　


出现在线性代数中的各种各样的素材—— 向量空间、矩阵、



线性映射、联立方程式，甚至直线与平面的方程式等 ——



它们都在“线性法则”的舞台上。


—— 志贺浩二
 [15]


我的笔记（线性变换的线性法则）

我们以 2×2 矩阵为例来证明线性变换的线性法则。


和的线性变换等于线性变换的和


通过矩阵 [image: {a~b\choose c~d}]
 对两个向量 [image: {s\choose t}]
 与 [image: {v\choose w}]
 的和做线性变换的结果，与对两个向量分别进行线性变换的结果的和相等。

[image: \begin{aligned}{a~~~b\choose c~~~d}\left({s\choose t}+{v\choose w}\right)&={a~~~b\choose c~~~d}{s+v\choose t+w}\\&={a(s+v)+b(t+w)\choose c(s+v)+d(t+w)}\\&={(as+bt)+(av+bw)\choose(cs+dt)+(cv+dw)}\\&={a~~~b\choose c~~~d}{s\choose t}+{a~~~b\choose c~~~d}{v\choose w}\end{aligned}]


因此，下面的等式成立。

[image: ]



标量倍的线性变换等于线性变换的标量倍


通过矩阵 [image: {a~b\choose c~d}]
 对 [image: K]
 倍的 [image: {s\choose t}]
 向量进行线性变换的结果，与对 [image: {s\choose t}]
 向量进行线性变换的结果的 [image: K]
 倍相等。

[image: \begin{aligned}{a~~~b\choose c~~~d}\left(K~{v\choose w}\right)&={a~~~b\choose c~~~d}{Ks\choose Kt}\\&={aKs+bKt\choose cKs+dKt}\\&=K{as+bt\choose cs+dt}\\&=K{a~~~b\choose c~~~d}{s\choose t}\end{aligned}]


因此，下面的等式成立。

[image: ]


以上结论对于通过 [image: n\times n]
 矩阵进行的线性变换同样成立。





第 8 章　孤零零的随机漫步


“鲁宾，鲁宾，鲁宾·克鲁索。



可怜的鲁宾·克鲁索！



你在哪儿，鲁宾·克鲁索？



你在哪儿？你一直在哪儿？”
 1



1
 引用自《鲁滨逊飘流记》（丹尼尔·笛福著，鹿金译，中国宇航出版社，2017 年 7 月）第 163 页。—— 译者注

——《鲁滨逊漂流记》


　

8.1　家

8.1.1　雨天的周六

周六的下午，外面下着小雨。最近几天都在下雨，天气也因为气温上升而变得闷热。我正在自己的房间进行考前复习。

虽说……是在复习……可是，尤里在我的身后不知在做什么忙个不停。

“尤里，你干什么呢？”我问。

“嗯……没什么哦。”

表妹尤里住在我家附近，每逢休息日都会来我的房间玩。自从尤里上初三以来，她拿着学习用具来的次数也变多了，她会在我的房间里写写作业，或是看看书。

尤里今天也带了笔记本过来，不过她的学习好像没什么进展。即便我试着向她搭话，尤里也只是回答“嗯……没什么”或者“呜喵……没什么”。不久，随着一声叹息，她小声嘀咕着：

“雨天真是糟透了。”

8.1.2　下午茶时间

“尤里，作业进展顺利吗？”

我妈端来水羊羹问道。

“嗯，我拜托哥哥教我呢。”尤里“唰”地改变状态，回答得天衣无缝。

明明没怎么学习吧 —— 我把到嘴边的话咽回肚子。

“要很认真地给尤里讲课哦。”我妈对我说。

“我知道。”

“水羊羹真好吃。”尤里说。

“和式点心体现的是一颗感怀四季的心哦。”

“说起来，门口的紫阳花插花也非常漂亮啊。”

“啊，你注意到了？”我看得出妈妈很开心。

尤里真会说话啊。

8.1.3　钢琴问题

也许是吃过点心的原因，尤里恢复了精神。她从书架上抽出一本数学智力题的书，哗哗地翻着。

“哥哥，这道题你会吗？”



问题 8-1（钢琴问题）


连接相邻白键发出的声音，按以下条件作出旋律。


	以 do 作为开始音，以高 3 个音阶的 fa 作为结束音

	旋律由 12 个音组成

	不能使用比开始音低的音



比方说，“do → re → do → re → mi → re → do → re → mi → fa → so → fa”是符合条件的旋律，而像“do → re → mi → do → re → mi → mi →……”这样的旋律就不符合条件，因为后一段旋律使用了“mi→ do”和“mi→mi”这样不相邻的音。

那么，符合条件的旋律有多少种呢？



[image: ]


[image: ]


“很有趣啊。”我说。

“这里要用到排列以及组合的个数吧。”尤里问。

“应该是吧。不过首先，我们必须确认自己是否真正理解了问题
 的意
 义，也就是题意
 。不理解题意是无法解题的。”

“这不是理所当然的嘛，不明白问题就不能解题。”

“嗯，但是很多人都会忽略这理所当然的事情哦。”

“那么，我们要怎么分析这个钢琴问题呢？”

为了解答尤里的疑问，我抽出一张新的网格纸。

“确认我们是否理解的方法还是

　　‘示例是理解的试金石’

也就是举例子。这个问题求的是满足某条件的旋律个数。因此，我们只要具体作出旋律就可以了。在不断举例子的过程中，我们自然会领会到旋律满足的条件，或许能找到解题的灵感。来一起举例子吧。”

“嗯！”

尤里戴上眼镜，仔细观察网格纸。

8.1.4　旋律示例

“问题中写了这样一个示例

do → re → do → re → mi → re → do → re → mi → fa → so → fa

对吧？我们试着把它画在网格纸上吧。”
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问题中提到的旋律示例


“图像是锯齿形的呀。”尤里说。

“再想想其他的图像吧。”

“嗯，很简单啊。只要让图像先按‘do → re → mi → fa →……’这样尽可能地上升，再像‘……→ si → la → so → fa’这样下降就好了。”

[image: ]



尽可能上升再下降的旋律示例


“嗯，回答得不错呀。旋律从 do 开始到 fa 结束，有 12 个音，与条件相同。还有其他的吗？”我问。

“那么，尽可能地让图像下降 —— 啊，不行，不能使用比 do 更低的音啊。也就是说……像这样吧，先像‘do → re → do → re → do → re →……’这样低空飞行之后突然上升。”
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低空飞行的旋律示例


“回答得真棒。”

“哥哥……”尤里说，“我在画图像的时候察觉到了……符合条件的旋律一定会上升 7 次下降 4 次。用不同的颜色表示向上或者向下的箭头就很容易理解了！”

[image: ]


“还真是有不得了的发现呢。”我说。

“啊，我明白了！哥哥，这太简单了啊！”尤里摇着马尾辫叫了起来，“旋律的个数就是 7 个向上的箭头与 4 个向下的箭头的组合的个数！”

“真是个大胆的推理呀……不过真的是那样吗？”

“诶 —— 不是吗……啊，不是呢。我们不能使用比开始音 do 更低的音。如果仅仅是对箭头进行组合，我们可能会把下降到 do 之下的情况也算上啊。”
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“对对。要是算上下降到 do 之下的路径
 可就麻烦了呀。”

“哥哥，你从一开始就摆出一副不慌不忙的架势，你已经知道答案了吗？”

“虽说我还不知道具体的答案，不过我已经发现了两个解题方法了哦。”

“诶！竟然有两个解题方法吗？”

8.1.5　解题方法一：毅力比拼

“首先，我们像泰朵拉那样解答钢琴问题吧。”我说。

“泰朵拉？”尤里说。

“就是靠毅力写出所有情况来求解的方法，就像泰朵拉做题一样。从左边的开始音开始按顺序写出‘到这个音为止的情况数’。”

我在网格纸上标上数字。

[image: ]


“哥哥，你在做什么呢？”尤里露出一副惊讶的表情。

“做加法哦。”

“我明白了！是把从上面来的情况数和从下面来的情况数相加对吧！停，接下来人家来做！”

[image: ]


尤里从我手里抢走自动铅笔，干净利落地往图中填入数字。

[image: ]


“嗯嗯，干得不错。那么，答案是……”

“在第 12 个音处奏响终止音的是这个数 —— 165 ！也就是说旋律有 165 种！”尤里说。



解答 8-1（钢琴问题）


可以创造 165 种旋律。



8.1.6　解题方法二：一招定胜负

“钢琴问题的另一种解法 —— ”我说。

“这次是米尔嘉大人的解法！”

“算是吧……总之先尽可能地向下走。”

“那旋律不就比开始音 do 还要低了吗？”

“是的，但你听我把话说完。”我对尤里说，“我们设开始音为 P，结束音为 Q。从 P 到 Q 的路径中，比开始音低的路径一定会经过 R1、 R2、R3、R4 这 4 点中的某一点。”

[image: ]


“诶？”尤里盯着图认真的思考，“嗯……是这样的。然后呢？”

“接下来啊，我们将一面水平的镜子放在
 R1、R2、R3、R4 所在直线上，然后来研究结束点 Q 在镜子中的镜像 [image: {\rm Q}~']
 。”

[image: ]


“等一等，哥哥！……这样做我们能明白什么呢？”

“你来想一想我们能明白什么吧。”我说。

尤里栗色的头发闪着金色的光泽，她已经进入了思考状态。在她思考时我在一旁静静等候。步入初三后，尤里长高了许多，表情也稍微有了大人的模样。

“……我不明白，我认输。我们能明白什么啊？”

“我们打算求从开始音 P 到结束音 Q 的情况的个数是吧？”

“要是把开始音下面的部分也算上的话就太多啦。”

“是啊。因此我们要求出多出来的部分
 再做减法。”

“这种事情能办到吗？”

“仔细看图吧，尤里。在 P 到 Q 的路径中低于开始音的路径，指的是至少通过 R1、R2、R3、R4 这 4 个点其中一个点的路径。”

“哥哥你刚刚说过啦。”尤里说。

“接着就要用到镜子了。通过 R1、R2、R3、R4 从 P 前往 Q
 的路径数与从 P 前往
 [image: \underline{{\rm Q}~'}]
 的路径数相等哦！”

“诶？为什么？”

“听好啦。在从 P 通过镜子前往 Q 的过程中，当路径第一次与 R1、 R2、R3、R4 中的某一点相遇后，它前进的方向就会上下翻转。也就是将向‘右上’前进的一步置换为向‘右下’前进的一步，亦或是将向‘右下’前进的一步置换为向‘右上’前进的一步。就好像倒映在镜子中一样。如此一来，‘经过开始音下方从 P 前往 Q 的路径’便恰好与‘从 P 前往 [image: {\rm Q}~']
 的路径’一一对应。”

“哦哦哦！”

“因此，‘从 P 前往 [image: {\rm Q}~']
 的路径’就是多出来的
 部分，只要减去它就能得到我们想要的答案。”

我画出求路径数目的简略图。

[image: ]


“原来如此！……但是，哥哥，这个想法真是厉害呀。”

“是啊，我是从米尔嘉那里学到的这个方法。”

“从米尔嘉大人那里……”

“从 P 前往 Q 的路径总数就是摆放 7 个向上的箭头与 4 个向下的箭头的方法数。也就是合计 11 个箭头中‘让哪 7 个箭头向上’的组合。虽然在学校写作 [image: C^7_{11} ]
 ，不过这里我们写作 [image: {11\choose7} ]
 吧。”

[image: ]


“因此，从 P 前往 Q 的路径的总数共有 330 种。”

“是这样啊。原来有这么多啊。”尤里有点惊讶。

“接下来，我们来求从 P 到 [image: {\rm Q}~']
 的路径总数。这次我们要求的是摆放 3 个向上的箭头与 8 个向下的箭头的方法数……”

[image: ]


“因此，从 P 前往 [image: {\rm Q}~']
 的路径的总数有 165 种。”

“然后做减法吗？”

“是的。”

[image: ]


“因此钢琴问题的答案是 165 种。”我说，“和毅力比拼时求得的值相同对吧？”

“真的啊！完全一致！真让人舒畅！”

8.1.7　一般化

“尤里，我们可以将刚才求得的旋律个数一般化哦。”

“一般化？”

“也就是说，无论音的个数为多少，我们都可以计算它对应的旋律的个数。虽然比拼毅力的方法让人吃不消，但是我们可以通过一招定胜负的方法做出算式。”

“用同样的方法来思考就就好了喵？”

“没错。刚才我们研究的是上升 7 个音下降 4 个音的旋律，这次我们用 [image: u]
 来表示上升的音的个数，[image: d]
 表示下降的音的个数。不用 7 和 4 这样具体的数，而是改用 [image: u]
 和 [image: d]
 这样的变量来考虑，这就是

　　‘通过导入变量进行一般化’

接下来的思考方法与刚才一样……”

[image: ]


“哥哥，感觉这是个非常复杂式子呀。怎么计算这种式子呢？”

[image: \frac{(u+d)!}{u!d!}-\frac{(u+d)!}{(u+1)!(d-1)!}=?]


“因为是对分数做减法，所以只要统一分母做‘通分’就好了。”

“通分？可是……”

“比如说，[image: d]
 ! 与 [image: (d-1)!]
 之间有这样的关系吧？”

[image: ]


“嗯……啊，的确是这样。[image: d]
 与 [image: (d-1)!]
 相乘就能得到 [image: d!]
 。”

“同样的，[image: u+1]
 与 [image: u!]
 相乘等于 [image: (u+1)!]
 。因此通分是没问题的。”

“原来是字母算式的通分呀。”

[image: ]


“你觉得我们接下来该怎么做呢？”我问。

“计算分子是吧……我明白了！将 [image: (u+1)!]
 提出来！”

[image: \begin{aligned}\frac{(u+1)\cdot(u+d)!-d\cdot(u+d)!}{(u+1)!d!}&=\frac{((u+1)-![\begin{aligned}\frac{(u+1)\cdot(u+d)!-d\cdot(u+d)!}{(u+1)!d!}&=\frac{(u+1)-d)(u+d)!}{(u+1)!d!}\\&=\frac{(u-d+1)(u+d)!}{(u+1)!d!}\end{aligned}]


“尤里……”

“怎么了？不是已经完成一般化了吗？”

“不，这个式子一定还能变得更简单。”

[image: \frac{(u-d+1)(u+d)!}{(u+1)!d!}]


“数学狂人出现了啊，这就是男人的直觉吗？”

“别闹呀，我可是很认真的……”

我仔细观察着算式。

　　“即便遇到看起来复杂的式子，也不要气馁呀。”

想起了自己以前对泰朵拉说过的话。

“怎么做喵？”尤里问。

“嗯……比方说，分子与分母中都出现了阶乘对吧？这也就是说，如果分子分母同时乘以 [image: u+d+1]
 ，我们就可以用组合的个数来表示算式了不是吗？”

[image: \begin{aligned}\frac{(u-d+1)(u+d)!}{(u+1)!d!}&=\frac{u+d+1}{u+d+1}\cdot\frac{(u-d+1)(u+d)!}{(u+1)!d!}\\&=\frac{(u-d+1)(u+d+1)(u+d)!}{(u+d+1)(u+1)!d!}\\&=\frac{(u-d+1)(u+d+1)!}{(u+d+1)(u+1)!d!}\\&=\frac{u-d+1}{u+d+1}\cdot\frac{(u+d+1)!}{(u+1)!d!}\\&=\frac{u-d+1}{u+d+1}\cdot\frac{(u+d+1)!}{(u+1)!(u+d+1-(u+1))!}\\&=\frac{u-d+1}{u+d+1}\cdot\left(\begin{matrix}u+d+1\\u+1\end{matrix}\right)\end{aligned}]


“哦，可是，这个算式……真的比刚才的算式简洁吗？”尤里说。

[image: \frac{u-d+1}{u+d+1}\cdot\left(\begin{matrix}u+d+1\\u+1\end{matrix}\right)]


我再一次观察算式。当出现复杂的算式时，要寻找“共通的模式”，而共通的模式就是……这个。

“在这里用

[image: \begin{cases}a=u+1\\b=d\end{cases}]


进行变量替换吧。”我说。

“这样做式子会有什么变化呢？”

[image: \begin{aligned}\frac{u-d+1}{u+d+1}\cdot\left(\begin{matrix}u+d+1\\u+1\end{matrix}\right)&=\frac{(u+1)-d}{(u+1)+d}\cdot\left(\begin{matrix}(u+1)+d\\u+1\end{matrix}\right)\\&=\frac{a-b}{a+b}\cdot\left(\begin{matrix}a+b\\a\end{matrix}\right)\end{aligned}]


“这么一来，式子简洁了许多吧？”我说。

[image: \frac{a-b}{a+b}\cdot\left(\begin{matrix}a+b\\a\end{matrix}\right)]


“哦哦！真简洁！”尤里拍着手说，“哥哥你真厉害！”

“尤里不仅有一颗‘感怀四季的心’，还有一颗‘感怀算式 2
 的心’呀。”说着，我将结论归纳到笔记本上。


2
 “算式”与“四季”日语发音相同。—— 译者注



钢琴问题的一般解


旋律不使用比开始音低的音；旋律由 [image: a+b]
 个音组成；每个音都与邻近的音相连；旋律的终止音只比开始音高 [image: a-b-1]
 个音阶。满足这些条件的旋律的个数可以用下面的式子表示。

[image: \frac{a-b}{a+b}\cdot\left(\begin{matrix}a+b\\a\end{matrix}\right)]




“只高 [image: a-b-1]
 个音阶？”尤里问。

“结束音只比开始音高 [image: u-d]
 个音阶，也就是高了 [image: u-d=(a-1)-b=a-b-1]
 个音阶对吧？因为音的个数为 [image: u+d+1]
 个，所以音的个数就为 [image: u+d+1=(a-1)+b+1=a+b]
 个。”

“原来如此……”

“求出一般解后，要进行验算。在书上的钢琴问题中，[image: a-b-1=3,a+b=12]
 。因此 [image: a=8,b=4]
 。所以……”

[image: ]


“嗯 —— 嗯嗯嗯！”尤里激动地叫出声来，“正好 165 喔！”

8.1.8　摇摆不定的心

“真是太有趣了啊。”我一边说一边收拾桌子。

“啊，真开心。”

“现在心情好点了吗？”我看着一脸满足的尤里。

“我明明都忘了的，你这不又让我想起来了嘛！哥哥你这个笨蛋……”尤里叹了一口气，“少女是很辛苦的啊 —— 对了，哥哥。”

她慢慢地摘下眼镜。

“嗯？”

“那个、那个……果然，写信的事儿失败了。”

写信？失败？

啊……是那个转校的男生的事情啊。他是尤里的朋友。尤里说的是给“那家伙”写信的事。尤里真的按照泰朵拉的建议给他寄信了啊。

“果然，当时不去写信就好了……”

尤里一边转着手中的眼镜一边说。

“没有回信吗？”我问。

“嗯，是的，就是那么一回事……不过……”尤里站起来，“唰”地背过身，面向书架，“我才没有那么在意呢。”

　　“我才没有那么在意呢。”

从这句话里可以清楚地知道她有多么在意。

寄出信，等回信 —— 无法保证今天会收到回信，也无法保证明天会收到回信。也许回信根本就不会来。

我尽可能用温柔的声音说：

“他刚搬家不久，也许比较忙吧。”

“是啊，说的也是呢。”

尤里转回身来，莞尔一笑。

“哥哥，谢谢！”

8.2　清晨的上学路

随机漫步

“学长，早上好！”活力少女冲我打招呼。

“泰朵拉，早啊。”

正值清晨，天上淅淅沥沥地下着小雨。我和泰朵拉并排走在车站到学校的路上，她打着亮橙色的伞。

“即便下雨你也很有精神呢。”我说。

“嗯 —— 虽然我想这么说，可事实并非如此呢。”

“怎么啦？”

“啊，不过我已经打算拒绝米尔嘉学姐了，所以没事啦。”

“你指什么？”

“比起那个，学长最近都在研究什么问题呢？”

我简单说了说和尤里一起思考的钢琴问题。“原来如此。锯齿形的路径……”泰朵拉一边避过脚边的水洼一边说，“钢琴问题和 random　walk 很相似呀。”

“random walk ？啊啊，确实很像。”

random walk，用中文来说就是随机漫步
 ，就好像醉酒后蹒跚行走一样，它是某点随机移动的数理模型的总称。

“最近我正好在物理课上学到了随机漫步的现象 —— 嗯，好像是叫布朗运动吧。我们还看了布朗运动的录像，花粉吸水膨胀破裂，从中流出的细小粒子在水中晃来晃去。这和在钢琴键盘上一会儿向上一会儿向下的运动有点儿相似。”

“的确是这样。”我一边惊讶于泰朵拉的想象力一边说，“就像是根据抛硬币的结果弹钢琴一样，出现正面弹高一个音，出现反面弹低一个音。这么说来，这就是一维随机漫步了吧。”

“一维？”

“二维的点可以在平面的前后和左右两个方向上移动，但是钢琴的键盘只有音的高低一个方向，所以它是一维的。”

“原来如此。”泰朵拉不住地点头。

8.3　中午的教室

8.3.1　矩阵的练习

上午的课程已经结束，现在是午休时间。

“诶？米尔嘉学姐呢？”

泰朵拉拿着便当来到我的教室。她现在读高二，我和米尔嘉读高三。一般人去其他年级的教室都会有些不自在的，泰朵拉却一点不怕生。

“她今天请假了。”我回答道。

“是这样啊……”

“虽然米尔嘉不在，但你要不要在这里吃午餐？天台还下着雨呢。”我提议。泰朵拉听罢突然笑眯眯地坐到我旁边的空位上。

“我学习了矩阵。”泰朵拉说着打开便当，“多亏了学长，这次我可没把矩阵的行与列弄混。谢谢你。我现在也渐渐擅长发现式子的模式了。能意识到‘乘积和’真开心。”

“那么我要出题了，会计算这个吗？”我在笔记本上写下式子。

[image: {a~~~b\choose c~~~d}^2]


“学长……这很简单啊。”

“是吗？”

泰朵拉立刻开始计算。

[image: \begin{aligned}{a~~~b\choose c~~~d}^2&={a~~~b\choose c~~~d}{a~~~b\choose c~~~d}\\&={aa+bc~~~ab+bd\choose ca+dc~~~cb+dd}\\&={a^2+bc~~~(a+d)b\choose (a+d)c~~~cb+d^2}\end{aligned}]


“没错，回答正确。结果是一个包含 [image: a+d]
 的式子吧？”

“嗯嗯，我注意到了。结果中出现了 [image: (a+d)b]
 和 [image: (a+d)c]
 。”

“下一题。会计算这个式子吗？”

[image: (a+d){a~~~b\choose c~~~d}]


“我才不会上当呢。”泰朵拉说。“这是数与矩阵的乘法运算吧。只要将矩阵的元素全部乘 [image: (a+d)]
 就好了。”

[image: (a+d){a~~~b\choose c~~~d}={(a+d)a~~~(a+d)b\choose (a+d)c~~~(a+d)d}]


“非常好。”我说，“虽然本来我也没想给你设圈套……那仔细观察一下刚刚求出来的两个式子吧。”

[image: \begin{cases}\left(\begin{matrix}a&b\\c&d\end{matrix}\right)^2&=\left(\begin{matrix}a^2+bc&(a+d)b\\(a+d)c&cb+d^2\end{matrix}\right)\\(a+d)\left(\begin{matrix}a&b\\c&d\end{matrix}\right)&=\left(\begin{matrix}(a+d)a&(a+d)b\\(a+d)c&(a+d)d\end{matrix}\right)\end{cases}]


泰朵拉听到“仔细观察”就开始注视着笔记本。她真直率。

“两个矩阵都包含元素 [image: (a+d)b]
 与 [image: (a+d)c]
 ……”

“嗯，注意到这个接下来就好办了。你能完成下面这个计算吗？”

[image: {a~~~b\choose c~~~d}^2-(a+d){a~~~b\choose c~~~d}]


“啊！做减法的话，有两个元素就消失了！不过这也不是什么值得惊讶的事情。”

[image: \begin{aligned}{a~~~b\choose c~~~d}^2-(a+d){a~~~b\choose c~~~d}&={a^2+bc~~~(a+d)b\choose (a+d)c~~~cb+d^2}-{(a+d)a~~~(a+d)b\choose (a+d)c~~~(a+d)d}\\&={a^2+bc-(a+d)a~~~(a+d)b-(a+d)b\choose(a+d)c-(a+d)c~~~cb+d^2-(a+d)d}\\&=\left(\begin{matrix}a^2+bc-a^2-da&0\\0&cb+d^2-ad-d^2\end{matrix}\right)\\&=\left(\begin{matrix}bc-da&0\\0&cb-ad\end{matrix}\right)\end{aligned}]


“嗯，有两个元素消失了。”我说，“然后呢？”

“[image: bc-da]
 与 [image: cb-ad]
 不会消失哦。”泰朵拉说。

“虽然不会消失……”我静静地等着她发现。

“虽然不会消失？”她微微歪着头看着我。

“没发现吗，泰朵拉？你再仔细看看 [image: bc-da]
 与 [image: cb-ad]
 。”

“啊！相等！ [image: bc-da=cb-ad]
 。”

“而且……”我静静地等着她发现。

“而且？”她眨着眼睛看着我。

“[image: bc-da]
 与 [image: -(ad-bc)]
 相等对吧？”

“[image: -(ad-bc)]
 ……啊！ [image: ad-bc]
 是 [image: {a~b\choose c~d}]
 的行列式！”

“没错。因此，如果用 [image: \begin{vmatrix}a&b\\c&d\end{vmatrix}]
 来表示 [image: {a~b\choose c~d}]
 的行列式，下面的式子成立。”

[image: {a~~~b\choose c~~~d}^2-(a+d){a~~~b\choose c~~~d}=-\begin{vmatrix}a&b\\c&d\end{vmatrix}{1~~~0\choose 0~~~1} ]


“喔……”

“也可以全部都移到左边。”

[image: {a~~~b\choose c~~~d}^2-(a+d){a~~~b\choose c~~~d}+\begin{vmatrix}a&b\\c&d\end{vmatrix}{1~~~0\choose 0~~~1}={0~~~0\choose 0~~~0} ]


“嗯……感觉这是个非常简洁的式子呢。”

“我们用 [image: \boldsymbol{A}]
 表示 [image: {a~b\choose c~d}]
 ，用 [image: \boldsymbol{E}]
 表示 [image: {1~0\choose 0~1} ]
 ，用 [image: \boldsymbol{O}]
 表示 [image: {0~0\choose 0~0} ]
 的话——

[image: \boldsymbol{A}^2-(a+d)\boldsymbol{A}+(ad-bc)\boldsymbol{E}=\boldsymbol{O}]


总有这个式子成立。这就是凯莱 - 哈密顿定理
 。我在做历年高考真题时，经常会见到利用这个定理解题的问题哦。”

“原来是这样啊……对了学长，[image: ad-bc]
 的名字是行列式，那 [image: a+d]
 没有名字吗？”

“原来如此。[image: a+d]
 的名字啊……我还真是不知道。”

然后我再一次意识到：是啊，米尔嘉今天请假了。如果伶牙俐齿的才女在，应该能不假思索地回答出 [image: a+d]
 的名字吧。

8.3.2　摇摆不定的心

我们因为讨论矩阵的问题而把午饭放在了一边，现在开始吃午饭。我的是面包，泰朵拉的是便当。

“说起来，你今早提到的‘打算拒绝’指的是什么事啊？”

“嗯……嗯……”她纠结了一会儿说，“其实是，我被米尔嘉学姐拜托了一件事，她想让我代替她在 conference 上作报告。”

“conference 指的是？”

“conference 就是这个夏天将在双仓图书馆举办的一个与计算机科学相关的小型会议。”

“诶！泰朵拉会在那里发表论文吗？”

“不不不不！哪里的话。那个会议中有一个面向初中生的研讨会。米尔嘉学姐想让我在那里作报告。”

“诶？你打算作怎样的报告呢？”

“本来米尔嘉学姐打算作离散数学相关的报告，不过那天她好像有些不方便，所以就由我来替补。不过，我说自己做不来，就拒绝了米尔嘉学姐……”

“但是米尔嘉想让你作报告？”我问。

“是的。据说面向中学生的比较系统的课题会由大学老师来讲解。而我，怎么说呢……我是处在和初中生年龄相仿的大姐姐的位置上，只要作容易和初中生拉近距离的报告就好了。报告的主题可以是与数学或计算机相关的任何内容。”

“这么难得的机会，你不想讲些什么吗？”

“怎么连学长也这么说啊。只是想到要在那里作报告，我的心就扑通扑通地跳个不停。不管怎么说，那可是在将近二十人面前作报告呀。”

“二十人也没什么大不了的呀。对了，你谈谈咱们最近学习的算法不就可以了嘛。像逐行调试啦，渐近分析啦，还有查找和排序。”

“我可做不来！其实，米尔嘉学姐也是这样提议的！”

“啊，是这样啊 —— 你和村木老师谈过了吗？”

“……村木老师也是这样提议的。”

“那不如就接受了吧？前段时间你说过‘想要传递信息’吧？”

“嗯？”

“在听众面前作报告不就是‘传递信息’的机会吗？”

“啊，说的对啊。我还从未像这样想过。”

这时预备铃响了。

“啊，下午的课程要开始了。”

“学长，谢谢你的建议。我再想一想。”

泰朵拉鞠了一躬，便回自己的教室了。

8.4　放学后的图书室

8.4.1　流浪问题

下午的课程结束后，我像往常一样来到图书室。

“学长！”

刚刚还在学习的泰朵拉冲着我来回摆手。

“感觉今天一直都和泰朵拉在一起呢。”我笑着说。

“真的是啊！”她笑眯眯地两手托住脸颊，“啊，对了学长，我知道矩阵 [image: {a~b\choose c~d}]
 中 [image: a+d]
 的名字了，叫矩阵的迹
 3
 。不过我还不明白它具体的意思。”


3
 一个 [image: n\times n]
 矩阵 [image: \boldsymbol{A}]
 的主对角线（从左上方至右下方的对角线）上各个元素的总和称为矩阵 [image: \boldsymbol{A}]
 的迹（trace），记作 [image: {\rm tr}(\boldsymbol{A})]
 。—— 译者注

“诶？你查过了？”

“嗯！我已经不是一次又一次地等待学长给我讲解的泰朵拉啦！”

[image: ]


“真了不起……话说回来，那是村木老师的卡片吗？”我指着放在泰朵拉面前的卡片。

“嗯。我跟老师说‘已经熟悉了行列式’就立刻收到了新的问题！”



问题 8-2（流浪问题）


爱丽丝每年都在 A 与 B 两个国家之间流浪。

第 0 年，爱丽丝抛出一枚质地均匀的硬币，如果出现正面就在 A 国生活一年，出现反面就在 B 国生活一年。

从那之后，每年爱丽丝都在自己生活的国家抛一次硬币，如果出现正面就留在相同的国家生活一年，如果出现反面就移动到另外一个国家生活一年。


	第 0 年抛出的质地均匀的硬币出现正面与出现反面的概率都是 [image: \frac{1}{2} ]


	A 国的硬币出现正面的概率为 [image: 1-p]
 ，出现反面的概率为 [image: p]


	B 国的硬币出现正面的概率为 [image: 1-q]
 ，出现反面的概率为 [image: q]


	设 [image: 0<p<1]
 且 [image: 0<q<1]




求爱丽丝第 [image: n]
 年在 A 国生活的概率。



“你思考到哪里了？”我问。

“虽说我还不是很明白，不过我觉得这个流浪问题可以用等比数列的通项来求解吧。等比数列 [image: {c,cr,cr^2,cr^3,\cdots,cr^n,c\dots\}]
 的首项为 [image: c]
 公比为 [image: r]
 。这道题应该也能这样吧……”

“……是吗？”

“还、还有啊，我将爱丽丝往来两个国家的概率整理出来了。”

[image: ]


“嗯……”我说，“我觉得这么整理会更好一些。”

[image: ]


“啊，移动的状态一目了然啊……可是，接下来该怎么做呢？假设抛 [image: n]
 次硬币，其中出现 [image: m]
 次正面，感觉组合的个数会非常庞大呀。”

“那个，泰朵拉……你举例子了吗？”

“啊，没有……”

“你操之过急了哦。”

“是啊……我觉得答案可能与等比数列有关，于是就匆匆忙忙从通项入手了。第一步应该先举出具体的例子才对啊。”

“嗯嗯。‘示例是理解的试金石’才是根本。我觉得与其一开始就匆忙思考第 [image: n]
 年，不如第 0 年、第 1 年……这样逐步思考。比如说，第 0 年在 A 国生活的概率是 [image: \frac{1}{2} ]
 对吧？你知道‘第 0 年在 A 国生活，第 1 年留在 A 国的概率’吗？”

“一步一步，深入思考对吧……嗯，因为第 0 年在 A 国的概率是 [image: \frac{1}{2} ]
 ，第一年留在 A 国的概率是 [image: (1-p)]
 ，因此所求的概率为 [image: \frac{1}{2}\times(1-p)]
 。”

“那么，‘第 0 年在 B 国生活，第 1 年移动到 A 国的概率’是多少呢？”

“嗯……嗯……因为第 0 年在 B 国生活的概率是 [image: \frac{1}{2} ]
 ，第一年移动到 A 国的概率是 [image: q]
 ，所以想要求的概率为 [image: \frac{1}{2}\times q]
 对吧？”

“‘第 0 年在 A 国生活，第 1 年留在 A 国的情况’与‘第 0 年在 B 国生活，第 1 年移动到 A 国的情况’—— 这就是全部了？”

“嗯？”

“你‘不遗漏、不重复
 ’地抓住了‘第 1 年在 A 国生活的所有情况’吗？”

“嗯、嗯……啊，是啊……”

“怎么了？”

“我……我非常感谢学长提醒我‘不遗漏、不重复’这个要点，本应该是我自己提醒自己确认的。”

“嗯，确实是……那么，为了便于进行一般化，我们将第 [image: n]
 年在 A 国生活的概率设为 [image: a_n]
 ，在 B 国生活的概率设为 [image: b_n]
 。如此一来，我们就可以将 [image: n=0]
 时的状态按下面这样写出了。

[image: ]


这样一来，

[image: ]


在刚才的式子中，[image: a_0]
 和 [image: b_0]
 的值都是 [image: \frac{1}{2} ]
 。如此一来，我们就能用 [image: a_0]
 和 [image: b_0]
 来表示 [image: a_1]
 了对吧？最终，第 1 年在 A 国生活的概率为 [image: (1-p)a_0]
 与 [image: qb_0]
 的和。”

[image: a_1=(1-p)a_0+qb_0]
 　　　第 1 年在 A 国生活的概率

“嗯！也就是说如果用同样的方法来考虑 [image: b_1]
 ……就会变成这样！”

[image: b_1=(1-q)b_0+pa_0]
 　　　第 1 年在 B 国生活的概率

“嗯，这样是对的，不过最好把 [image: a_0]
 写在前面。”

[image: b_1=pa_0+(1-q)b_0]


“为什么呢？”

“只要把 [image: a_1]
 与 [image: b_1]
 并排写出你就明白了。”

[image: \begin{cases}a_1=(1-p)a_0+qb_0\\b_1=pa_0+(1-q)b_0\end{cases}]


“……不，我还是不明白。这是为什么啊？”

“因为它们可以‘用矩阵表示’呀！”

[image: {a_1\choose b_1}=\left(\begin{matrix}1-p&q\\p&1-q\end{matrix}\right){a_0\choose b_0} ]


“啊！‘相乘、相乘、再相加’就是‘乘积和’的形式啊！”

[image: ]


“喂喂，太大声啦。”

“……哦，不好意思。”

“继续想吧。我们刚才思考了第 0 年与第 1 年的关系。我们可以按同样的方法思考第 [image: n]
 年与第 [image: n+1]
 年的关系对吧？”

“嗯，的确。刚才没找出规律真让人不甘心，这回我来写吧。”

[image: {a_{n+1}\choose b_{n+1}}=\left(\begin{matrix}1-p&q\\p&1-q\end{matrix}\right){a_n\choose b_n}]


8.4.2　[image: \boldsymbol{A}^2]
 的意义

窗外一直在下雨，图书室很安静，我和泰朵拉继续进行数学讲习。

“向量 [image: {a_n\choose b_n}]
 表示爱丽丝第 [image: n]
 年生活在 A 国的概率与生活在 B 国的概率。这个向量也就是第 [image: n]
 年的概率向量
 哦，泰朵拉。”

“概率向量……”

“流浪问题的矩阵 [image: \left(\begin{matrix}1-p&q\\p&1-q\end{matrix}\right)]
 与第 [image: n]
 年的概率向量 [image: {a_n\choose b_n}]
 的积为第 [image: n+1]
 年的概率向量。”

[image: \left(\begin{matrix}1-p&q\\p&1-q\end{matrix}\right){a_n\choose b_n}={a_{n+1}\choose b_{n+1}}]


“嗯。”

“那么，你觉得下面这个式子表示什么？”

[image: \left(\begin{matrix}1-p&q\\p&1-q\end{matrix}\right)^2{a_n\choose b_n}=?]


“矩阵的平方吗？嗯……表示什么呀？”

“实际计算一下吧。”

[image: ]


“原来如此，通过矩阵的平方就能知道两年后的概率向量啊！”

8.4.3　向着矩阵的 [image: n]
 次方前进

“那么让我们再一次回到村木老师的卡片。我们想求的是‘第 [image: n]
 年的概率向量’，也就是 [image: {a_n\choose b_n}]
 。我们可以把目标设为求‘矩阵的 [image: n]
 次方’。因为将矩阵 [image: \left(\begin{matrix}1-p&q\\p&1-q\end{matrix}\right)^n]
 与 [image: {a_0\choose b_0} ]
 相乘可以得到‘第 [image: n]
 年的概率向量’对吧？”

“矩阵的 [image: n]
 次方吗……还真是非常普通呀。”

泰朵拉一边摆弄着卡片，一边陷入了沉思。

而我则有些为难。谈到矩阵的 [image: n]
 次方就应该说明“那个方法
 ”，但也许下功夫进行矩阵计算再用数学归纳法证明的方法更容易让泰朵拉理解。该怎么办呢？

我这样思考着闭上了眼睛，食指无意识地在空中比划着圈圈 —— 就像米尔嘉经常做的那样。也许她闭着眼睛的时候，也是在思索“传递信息的方法”吧。

“诶诶诶？学长？！卡片的背面写的是？”泰朵拉将我从沉思中唤醒。

卡片的背面 —— 那里写着两个数学公式。


[image: {\alpha~~~0\choose0~~~\beta}={\alpha^n~~~0\choose0~~~\beta^n}~~~~~~~~~~(\boldsymbol{PDP}^{-1})^n=\boldsymbol{PD}^n\boldsymbol{P}^{-1} ]




这是……村木老师给泰朵拉的提示啊。原来老师早就预料到了。好，我决定了。

就向着那个方法
 —— 矩阵的对角化前进吧。

8.4.4　上半场准备：对角矩阵

“接下来要使用矩阵的对角化这一方法来求矩阵的 [image: n]
 次方。”

“嗯。”泰朵拉点点头。

“作为‘上半场准备’，我们来学习对角矩阵的性质吧。”

◎　　◎　　◎

我们来学习对角矩阵的性质吧。对角矩阵指的是像

[image: {\alpha~~~0\choose0~~~\beta}]


这种形式的矩阵。它是除从左上到右下的对角线上的元素外，其他元素都为 0 的矩阵。我们设 [image: \alpha]
 、[image: \beta]
 为实数。

对角矩阵有“可以方便地计算 [image: n]
 次方”这一性质。

比如说，我们试着计算对角矩阵的 2 次方。

[image: \begin{aligned}{\alpha~~~0\choose0~~~\beta}^2&={\alpha~~~0\choose0~~~\beta}{\alpha~~~0\choose0~~~\beta}\\&={\alpha\cdot\alpha+0\cdot0~~~\alpha\cdot0+0\cdot\beta\choose0\cdot\alpha+\beta\cdot0~~~0\cdot0+\beta\cdot\beta}\\&={\alpha^2~~~0\choose0~~~\beta^2}\end{aligned}]


也就是说，下面的式子成立。

[image: {\alpha~~~0\choose0~~~\beta}^2={\alpha^2~~~0\choose0~~~\beta^2} ]


用同样的方法可以得到对角矩阵的 [image: n]
 次方。只要用数学归纳法即可证明。

[image: {\alpha~~~0\choose0~~~\beta}^n={\alpha^n~~~0\choose0~~~\beta^n}]


也就是说，对角矩阵的 [image: n]
 次方等于对角矩阵中各个元素的
 [image: \underline{n}]
 次方
 。

这就是为了矩阵的对角化的“上半场准备。”

8.4.5　下半场准备：矩阵与逆矩阵的三明治

我们把为了矩阵的对角化进行的“下半场准备”叫作矩阵与逆矩阵的三明治吧。

假设矩阵 [image: \boldsymbol{P}]
 有逆矩阵 4
 [image: \boldsymbol{P}^{-1} ]
 。接着利用 [image: \boldsymbol{P}]
 和 [image: \boldsymbol{P}^{-1} ]
 夹住某个矩阵 [image: \boldsymbol{D}]
 做成三明治，也就是将三个矩阵 [image: \boldsymbol{P}]
 和 [image: \boldsymbol{D}]
 还有 [image: \boldsymbol{P}^{-1} ]
 相乘哦，泰朵拉。这样做出来的矩阵


4
 设 [image: \boldsymbol{P}]
 是 [image: n]
 阶方阵，[image: \boldsymbol{E}]
 是 [image: n]
 阶单位矩阵，如果存在 [image: n]
 阶方阵 [image: \boldsymbol{Q}]
 使得 [image: \boldsymbol{PQ=QP=E}]
 ，则称 [image: \boldsymbol{Q}]
 是 [image: \boldsymbol{P}]
 的逆矩阵，[image: \boldsymbol{P}]
 称为可逆矩阵。—— 译者注

[image: \boldsymbol{PDP}^{-1} ]


非常有趣。因为变为三明治状态的矩阵 [image: \boldsymbol{PDP}^{-1} ]
 的 [image: n]
 次方，与用 [image: \boldsymbol{P}]
 与 [image: \boldsymbol{P}^{-1} ]
 夹住 [image: \boldsymbol{D}^{n}]
 做出的三明治矩阵相等。

比如我们可以用三明治的 2 次方确认一下。

“三明治的 2 次方”会等于“2 次方的三明治”哦。

[image: ]


“三明治的 [image: n]
 次方”的公式

[image: (\boldsymbol{PDP}^{-1})^n=\boldsymbol{PD}^n\boldsymbol{P}^{-1} ]


同样成立。这个公式也可以用数学归纳法证明。

夹在中间的 [image: \boldsymbol{P}^{-1}\boldsymbol{P}]
 部分会转化为单位矩阵 [image: \boldsymbol{E}]
 ，然后消去。

“三明治的 [image: n]
 次方”等于“[image: n]
 次方的三明治”。

这就是为了矩阵的对角化的“下半场准备”。

8.4.6　向着特征值前进

到此为止准备完成。就像村木老师提示的那样 ——

▷ 对角矩阵的
 [image: n]
 次方等于对角线元素的
 [image: n]
 次方。


[image: {\alpha~~~0\choose0~~~\beta}^n={\alpha^n~~~0\choose0~~~\beta^n}]


▷ 用矩阵与逆矩阵做出的三明治的
 [image: n]
 次方等于
 [image: n]
 次方的三明治。


[image: (\boldsymbol{PDP}^{-1})^n=\boldsymbol{PD}^n\boldsymbol{P}^{-1} ]


以此为基础，我们来求流浪问题中出现的矩阵的 [image: n]
 次方吧。首先将矩阵命名为 [image: \boldsymbol{A}]
 。

[image: \boldsymbol{A}=\left(\begin{matrix}1-p&q\\p&1-q\end{matrix}\right)]


我们的方针是

　　求满足 [image: \boldsymbol{A=PDP}^{-1} ]
 的对角矩阵 [image: \boldsymbol{D}]
 与矩阵 [image: \boldsymbol{P}]
 。

先整理一下问题。



问题 8-3（矩阵的对角化）


当矩阵 [image: \boldsymbol{A}=\left(\begin{matrix}1-p&q\\p&1-q\end{matrix}\right)]
 时，求满足 [image: \boldsymbol{A=PDP}^{-1} ]
 的对角矩阵 [image: \boldsymbol{D}={\alpha~0\choose0~\beta}]
 与矩阵 [image: \boldsymbol{P}={a~b\choose c~d}]
 。



之所以采用这个方针是因为

[image: \boldsymbol{A}^n=(\boldsymbol{PDP}^{-1})^n=\boldsymbol{PD}^n\boldsymbol{P}^{-1} ]



矩阵
 [image: \underline{\boldsymbol{A}}]
 的
 [image: n]
 次方
 可以用对角矩阵
 [image: \underline{\boldsymbol{D}}]
 的
 [image: n]
 次方
 求得。

我们先从 [image: \boldsymbol{A=PDP}^{-1} ]
 这个式子开始讨论。

[image: ]


现在从矩阵的元素入手思考 [image: \boldsymbol{AP=PD}]
 吧。

[image: \begin{aligned}\left(\begin{matrix}1-p&q\\p&1-q\end{matrix}\right){a~~~b\choose c~~~d}&={a~~~b\choose c~~~d}{\alpha~~~0\choose 0~~~\beta}\\&={\alpha a~~~\beta b\choose \alpha c~~~\beta d}\\&=\alpha{a~~~0\choose c~~~0}+\beta{0~~~b\choose 0~~~d}\end{aligned}]


此时，观察 [image: {a~0\choose c~0} ]
 的第一列中的 [image: \begin{matrix}a\\c\end{matrix}]
 ，会发现下面的式子成立。

[image: \left(\begin{matrix}1-p&q\\p&1-q\end{matrix}\right){a\choose c}=\alpha{a\choose c}]


也可以把式子写成下面这样的形式。

[image: \left(\begin{matrix}1-p&q\\p&1-q\end{matrix}\right){a\choose c}={\alpha~~~0\choose 0~~~\alpha}{a\choose c}]


将等号右边的项移到左边进行整理。

[image: \left(\begin{matrix}1-p&q\\p&1-q\end{matrix}\right){a\choose c}-{\alpha~~~0\choose 0~~~\alpha}{a\choose c}={0\choose0} ]


这样能得到下面的式子。

[image: \left(\begin{matrix}1-p-\alpha&q\\p&1-q-\alpha\end{matrix}\right){a\choose c}={0\choose0} ]


那么，这里出现的矩阵 [image: \left(\begin{matrix}1-p-\alpha&q\\p&1-q-\alpha\end{matrix}\right)]
 存在逆矩阵吗？

◎　　◎　　◎

“矩阵 [image: \left(\begin{matrix}1-p-\alpha&q\\p&1-q-\alpha\end{matrix}\right)]
 的逆矩阵存在吗？”我问泰朵拉。

“稍等一下。‘逆矩阵存在吗’这个问题是在哪里出现的呢？”

“我们研究矩阵时，要一直注意‘逆矩阵存在吗’这个问题。”

“原来如此……那么，这个矩阵的逆矩阵……”

“嗯，矩阵 [image: \left(\begin{matrix}1-p-\alpha&q\\p&1-q-\alpha\end{matrix}\right)]
 的逆矩阵不存在。”

“这是为什么呢？”

“首先，因为矩阵 [image: \boldsymbol{P}]
 的逆矩阵存在，所以 [image: {a\choose c}\neq{0\choose0} ]
 对吧？”

“诶？这又是为什么呢？”

“先来设想一下如果
 [image: {a\choose c}={0\choose0} ]
 会怎样吧。[image: \boldsymbol{P}]
 的行列式会像

[image: |\boldsymbol{P}|=\begin{vmatrix}a&b\\c&d\end{vmatrix}=\begin{vmatrix}0&b\\0&d\end{vmatrix}=0\cdot d-b\cdot0=0]


这样等于 0。如此一来，[image: \boldsymbol{P}]
 的逆矩阵便不存在 5
 ，因此 [image: {a\choose c}\neq{0\choose0} ]
 。也就是说，[image: a]
 、[image: c]
 中至少有一个不等于 0。”


5
 一个矩阵存在逆矩阵的充要条件是该矩阵的行列式不等于 0。—— 译者注

“原来如此……这么一分析就能发现推理确实符合定义啊。”

　

“回到刚才的话题，我们从下面这个式子能推断出什么呢？”

[image: \left(\begin{matrix}1-p-\alpha&q\\p&1-q-\alpha\end{matrix}\right){a\choose c}={0\choose0},~~~~~~{a\choose c}\neq{0\choose0} ]


“抱歉！这里我也不太明白。”

“就像刚才我说的那样，我们要试着问自己‘逆矩阵存在吗’，这样就能发现矩阵 [image: \left(\begin{matrix}1-p-\alpha&q\\p&1-q-\alpha\end{matrix}\right)]
 的逆矩阵并不存在。”

“不好意思，我屡次三番地提问……这是为什么啊？”

“和刚才一样哦。先来设想一下，如果
 [image: \left(\begin{matrix}1-p-\alpha&q\\p&1-q-\alpha\end{matrix}\right)]
 存在逆矩阵会怎样吧。刚才我们得到下面这个式子成立……

[image: \left(\begin{matrix}1-p-\alpha&q\\p&1-q-\alpha\end{matrix}\right){a\choose c}={0\choose0} ]


在等号的两边同时从左侧乘上逆矩阵 [image: \left(\begin{matrix}1-p-\alpha&q\\p&1-q-\alpha\end{matrix}\right)]
 吧。这样就会得出 [image: {a\choose c}={0\choose0} ]
 。”

“啊，和刚才得到的结果……矛盾啊。”

“没错，这与刚才讨论得知的 [image: {a\choose c}\neq{0\choose0} ]
 矛盾。”

“确、确实……”

这时泰朵拉皱了皱眉。

“但是……我没办法像学长那样迅速地组织逻辑，流畅地运用反证法……”

“嗯，确实我刚才讲的有点快了，可你不能因此气馁呀。我在此之前已经反反复复地练习了‘矩阵的对角化’，正是多亏了大量的练习，才能有现在这样的速度。”

“原、原来是这样啊……那，我也要练习！”

“这种练习与死记硬背不同哦。并非要一字一句地背算式变形，而是要掌握讨论的流程。”

“嗯，就像记故事一样对吧？”

“我们接着来计算吧。因为矩阵 [image: \left(\begin{matrix}1-p-\alpha&q\\p&1-q-\alpha\end{matrix}\right)]
 的逆矩阵不存在，所以矩阵 [image: \left(\begin{matrix}1-p-\alpha&q\\p&1-q-\alpha\end{matrix}\right)]
 行列式等于 0。”

◎　　◎　　◎

矩阵 [image: \left(\begin{matrix}1-p-\alpha&q\\p&1-q-\alpha\end{matrix}\right)]
 行列式等于 0。

[image: \begin{vmatrix}1-p-\alpha&q\\p&1-q-\alpha\end{vmatrix}=0]


接着使用行列式的定义进行计算就可以了。

[image: \begin{aligned}\begin{vmatrix}1-p-\alpha&q\\p&1-q-\alpha\end{vmatrix}&=(1-p-\alpha)(1-q-\alpha)-pq\\&=1-q-\alpha-p+pq+p\alpha-\alpha+q\alpha+\alpha^2-pq\end{aligned}]


对 [image: \alpha]
 合并同类项。

[image: =\alpha^2-(1-p+1-q)\alpha+(1-p-q)]


之所以对 [image: \alpha]
 合并同类项是因为此时意识到了“求 [image: \alpha]
 ”这个情节。因为行列式等于 0，所以 [image: \alpha]
 满足下面的式子。

[image: \alpha^2-(1-p+1-q)\alpha+(1-p-q)=0]


也就相当于 [image: x=\alpha]
 满足下面的二次方程式。

[image: x^2-(1-p+1-q)x+(1-p-q)=0]


我们将这个方程式称作矩阵 [image: \left(\begin{matrix}1-p&q\\p&1-q\end{matrix}\right)]
 的特征方程
 。有趣的是，[image: \boldsymbol{A}=\left(\begin{matrix}1-p&q\\p&1-q\end{matrix}\right)]
 的特征方程和凯莱－哈密顿定理中出现的式子拥有相同的结构。

[image: ]


当根据矩阵 [image: \boldsymbol{A}]
 建立的特征方程有两个解时，两个解分别为组成对角矩阵 [image: \boldsymbol{D}]
 的 [image: \alpha]
 与 [image: \beta]
 。

[image: x^2-(1-p+1-q)x+(1-p-q)=0]


我们可以将方程式分解为这样。

[image: (x-1)(x-(1-p-q))=0]


求得

[image: x=1]
 或 [image: x=1-p-q]


这两个值称作矩阵 [image: \left(\begin{matrix}1-p&q\\p&1-q\end{matrix}\right)]
 的特征值
 。

设 [image: \alpha=1,\beta=1-p-q]
 ，那么我们求得的对角矩阵如下。

[image: \boldsymbol{D}={\alpha~~~0\choose0~~~\beta}=\left(\begin{matrix}1&0\\0&1-p-q\end{matrix}\right)]


也可以将 [image: \alpha]
 与 [image: \beta]
 对调，令 [image: \boldsymbol{D}=\left(\begin{matrix}1-p-q&0\\0&1\end{matrix}\right)]
 ，只是我们在进行下一步之前必须确定 [image: \boldsymbol{D}]
 。

8.4.7　向着特征向量前进

“通过上述步骤我们得到了对角矩阵 [image: \boldsymbol{D}]
 。接下来只要求出矩阵 [image: \boldsymbol{P}]
 就可以了，为此我们需要求特征向量
 。”我说。

“特征方程、特征值、特征向量……”泰朵拉正拼命地记着笔记，“我先跟上学长的讲解，把学长的话记下来，等回过头来再仔细研究。”

“推理的过程并不复杂，可不要迷路了哦。”

◎　　◎　　◎

可不要迷路了哦。

条件已经给出了 [image: p,q]
 ，我们也求出了 [image: \alpha,\beta]
 。接下来，只要求出 [image: a,b,c,d]
 就可以了。已知数为 [image: p,q]
 ，未知数为 [image: a,b,c,d]
 。

[image: \begin{cases}\left(\begin{matrix}1-p-\alpha&q\\p&1-q-\alpha\end{matrix}\right)\left(\begin{matrix}a\\c\end{matrix}\right)=\left(\begin{matrix}0\\0\end{matrix}\right)\\\left(\begin{matrix}1-p-\beta&q\\p&1-q-\beta\end{matrix}\right)\left(\begin{matrix}b\\d\end{matrix}\right)=\left(\begin{matrix}0\\0\end{matrix}\right)\end{cases}]


在这里，我们将 [image: \alpha=1,\beta=1-p-q]
 代入，得到下面的式子。

[image: \begin{cases}\left(\begin{matrix}-p&q\\p&-q\end{matrix}\right)\left(\begin{matrix}a\\c\end{matrix}\right)&=\left(\begin{matrix}0\\0\end{matrix}\right)\\\left(\begin{matrix}q&q\\p&p\end{matrix}\right)\left(\begin{matrix}b\\d\end{matrix}\right)&=\left(\begin{matrix}0\\0\end{matrix}\right)\end{cases}]


对这个式子进行计算整理可以得出下面的联立方程式。

[image: \begin{cases}pa-qc&=0\\b+d&=0\end{cases}]


这里只有两个方程式，但是我们想要求的变量有 [image: a,b,c,d]
 四个，因此并不能通过这个联立方程式完全确定 [image: a,b,c,d]
 的值。

实际上，无法确定也没关系，只要求出一组满足 [image: \boldsymbol{A=PDP}^{-1} ]
 的矩阵 [image: \boldsymbol{P}]
 与 [image: \boldsymbol{D}]
 即可。例如，

[image: a-q,b=-1,c=p,d=1]


满足上述联立方程式，因此它们可以构成矩阵 [image: \boldsymbol{P}]
 。

[image: \boldsymbol{P}=\left(\begin{matrix}a&b\\c&d\end{matrix}\right)=\left(\begin{matrix}q&-1\\p&1\end{matrix}\right)]


矩阵 [image: \boldsymbol{P}={a~b\choose c~d}]
 的逆矩阵 [image: \boldsymbol{P}^{-1}=\frac{1}{ad-bc}{d~~-b\choose-c~~a}]
 6
 ，所以当 [image: a=q,b=-1,c=p,d=1]
 时，我们可以求出


6
 我们可以用待定系数法求逆矩阵：已知 [image: \boldsymbol{P}={a~b\choose c~d}]
 ，[image: \boldsymbol{E}={1~0\choose 0~1} ]
 ，设 [image: \boldsymbol{P}^{-1}={x~y\choose z~w}]
 ，根据逆矩阵的定义有 [image: \boldsymbol{PP}^{-1}=\boldsymbol{E}]
 ，因此 [image: {a~b\choose c~d}{x~y\choose z~w}={ax+bz~ay+bw\choose cx+dz~cy+dw}={1~0\choose 0~1} ]
 ，所以 [image: \begin{cases}ax+bz=1\\ay+bw=0\\cx+dz=0\\cy+dw=1\end{cases}]
 ，解出 [image: x,y,z,w]
 代入 [image: \boldsymbol{P}^{-1} ]
 即可。关于逆矩阵，也可参考第 276~278 页—— 译者注

[image: \begin{aligned}\boldsymbol{P}^{-1}&=\frac{1}{ad-bc}\left(\begin{matrix}d&-b\\-c&a\end{matrix}\right)\\&=\frac{1}{q\cdot1-(-1)\cdot p}\left(\begin{matrix}1&-(-1)\\-p&q\end{matrix}\right)\\&=\frac{1}{p+q}\left(\begin{matrix}1&1\\-p&q\end{matrix}\right)\end{aligned}]




解答 8-3（矩阵的对角化）


对于矩阵 [image: \boldsymbol{A}=\left(\begin{matrix}1-p&q\\p&1-q\end{matrix}\right)]


[image: \begin{aligned}\boldsymbol{D}&=\left(\begin{matrix}1&0\\0&1-p-q\end{matrix}\right)\\\boldsymbol{P}&=\left(\begin{matrix}q&-1\\p&1\end{matrix}\right)\\\boldsymbol{P}^{-1}&=\frac{1}{p+q}\left(\begin{matrix}1&1\\-p&q\end{matrix}\right)\end{aligned}]


满足 [image: \boldsymbol{A=PDP}^{-1} ]




8.4.8　求 [image: \boldsymbol{A}^n]


终于到要求 [image: \boldsymbol{A}^n]
 的时候了。接下来要做的只是组合之前的成果。我们之前得到成果有这些 ——

[image: \begin{cases}\boldsymbol{D}&=\left(\begin{matrix}1&0\\0&1-p-q\end{matrix}\right)\\\boldsymbol{P}&=\left(\begin{matrix}q&-1\\p&1\end{matrix}\right)\\\boldsymbol{P}^{-1}&=\frac{1}{p+q}\left(\begin{matrix}1&1\\-p&q\end{matrix}\right)\end{cases}]


因此，能得出

[image: \begin{aligned}\boldsymbol{A}^n&=(\boldsymbol{PDP}^{-1})^n\\&=\boldsymbol{PD}^n\boldsymbol{P}^{-1}\\&=\left(\begin{matrix}q&-1\\p&1\end{matrix}\right)\left(\begin{matrix}1&0\\0&1-p-q\end{matrix}\right)^n\cdot\frac{1}{p+q}\left(\begin{matrix}1&1\\-p&q\end{matrix}\right)\\&=\left(\begin{matrix}q&-1\\p&1\end{matrix}\right)\left(\begin{matrix}1^n&0\\0&(1-p-q)^n\end{matrix}\right)\cdot\frac{1}{p+q}\left(\begin{matrix}1&1\\-p&q\end{matrix}\right)\\&=\left(\begin{matrix}q&-(1-p-q)^n\\p&(1-p-q)^n\end{matrix}\right)\cdot\frac{1}{p+q}\left(\begin{matrix}1&1\\-p&q\end{matrix}\right)\\&=\frac{1}{p+q}\left(\begin{matrix}q+p(1-p-q)^n&q-q(1-p-q)^n\\p-p(1-p-q)^n&p+q(1-p-q)^n\end{matrix}\right)\end{aligned}]


我们使用上面推导出的结果来计算第 [image: n]
 年的概率向量。

[image: \begin{aligned}\boldsymbol{A}^n\left(\begin{matrix}a_0\\b_0\end{matrix}\right)&=\boldsymbol{A}^n\left(\begin{matrix}\frac{1}{2}\\\frac{1}{2}\end{matrix}\right)\\&=\frac{1}{p+q}\left(\begin{matrix}q+p(1-p-q)^n&q-q(1-p-q)^n\\p-p(1-p-q)^n&p+q(1-p-q)^n\end{matrix}\right)\left(\begin{matrix}\frac{1}{2}\\\frac{1}{2}\end{matrix}\right)\\&=\frac{1}{2(p+q)}\left(\begin{matrix}q+p(1-p-q)^n&q-q(1-p-q)^n\\p-p(1-p-q)^n&p+q(1-p-q)^n\end{matrix}\right)\\&=\frac{1}{2(p+q)}\left(\begin{matrix}2q+(p-q)(1-p-q)^n\\2p-(p-q)(1-p-q)^n\end{matrix}\right)\end{aligned}]


由此得出

[image: \begin{cases}a_n&=\frac{1}{2(p+q)}(2q+(p-q)(1-p-q)^n)=\frac{q}{p+q}+\frac{p-q}{2(p+q)}(1-p-q)^n\\b_n&=\frac{1}{2(p+q)}(2q-(p-q)(1-p-q)^n)=\frac{q}{p+q}+\frac{p-q}{2(p+q)}(1-p-q)^n\end{cases}]


因此我们求得的概率就是 [image: a_n]
 。



解答 8-2（流浪问题）


爱丽丝第 [image: n]
 年在 A 国生活的概率如下。

[image: \frac{q}{p+q}+\frac{p-q}{2(p+q)}(1-p-q)^n]




“呼……虽然每一步都分别明白了，但是……”

“我们画一下矩阵对角化的‘旅行地图’吧。即便运算中出现了很多字母，也要掌握各个结果是根据什么条件得出的。”



矩阵的对角化的“旅行地图”


[image: ]




“啊，原来旅行地图是这样的啊……只要想求矩阵的 [image: n]
 次方，无论什么时候我们都可以利用‘矩阵的对角化’吗？”

“我觉得当特征方程有重根时就需要想其他的办法了。”

“原来如此。对了学长……我现在愈发觉得，即便是像‘人按某一概率在国家之间移动’这样简单的问题也会有十分复杂的结果呢。”

“是啊，设定十分单纯，结果却很复杂。仔细想想爱丽丝的行动仅依赖于她一年前在哪个国家，而她完全没有再之前在哪个国家生活过的‘记忆’。这个问题应该是将社会现象简化后的模型……这种模型不局限于社会现象，在科学实验中也能有所应用 —— 啊！这不也是随机漫步吗？！”

“诶？”

“是啊。按某种概率在两个国家间往来 —— 也就是在两个状态间往来，这个问题也是一种随机漫步啊！”

8.5　家

8.5.1　摇摆不定的心

夜晚，我一个人在自己的房间里学习。

话虽如此，我却无法集中精神。

今天一整天，我都在和泰朵拉进行数学讲习。

但另一方面，我也不时想到米尔嘉。

我们通过矩阵的对角化解决了流浪问题。如果再花些时间，应该还可以更深入地思考那个问题的答案。比如说，我们可以不限于 A、B 两个国家 —— 两种状态，而是考虑 A, B, C 三种状态，或是思考 [image: n\to\infty]
 的极限……我脑海中一下子涌现出这些想法。我们一定可以提出新的问题、收获新的发现吧。

但是，如果当时米尔嘉在场，以她的知识与想象力，她一定会将同一个问题连接到一个全新的世界。她在场的话，也许会把我的解法讲得更加通俗易懂吧。

米尔嘉的短暂离开，更突出了她的存在。

我一边想着一边走向厨房，想倒一杯水喝。

这时 —— 仿佛早就等着我一样 —— 电话铃响了。

“你害怕约定吗？”

我接起电话，耳旁立刻响起这样一句话。

“诶？米尔嘉？”我吃了一惊，“怎么这么晚打来电话？”

“现在是清晨。”米尔嘉说。

“什么？”

“我正在 US，要在西海岸呆上一周。”

“诶？ US……你是指美国吗？”我傻傻地问道。

“你不想定下约定对吧？”

“……你在说什么？”

“你害怕定下约定吗？”

“不，我不清楚你在说什么。”

“你害怕定下约定吧。”

“……这是国际长途？”

“你害怕什么？”

“约定可能会被打破吧……呐，国际长途不贵吗？”

“约定就是表明决心。”米尔嘉继续自顾自话地说。

“决心？”

“要走哪条路，想成为什么样的人的决心啊。你因为害怕约定会被打破，所以不定下任何约定吗？你自己想选择什么道路？你自己想铺就什么道路？你不打算表明自己的决心吗？

　　这个人从未打破过约定。

　　因为他从未定下过约定。

你打算度过这样的一生吗？”

“……”我不知道该说什么。

“想必 [image: \pm0]
 的人生非常安稳吧。”

“……”

“约定就是表明决心，你
 打算走怎样的路？”

“……”

“不遵守约定的是坏人，让人无法遵守约定的是意外，而不愿定下约定的人不过是懦夫罢了。”

没等我回复，米尔嘉便挂掉了电话。

8.5.2　雨夜

因为米尔嘉的来电，我的头脑中一团乱麻。也许她只是像往常一样心血来潮打来电话，但摆在我面前的问题却不是凭心血来潮就能解决的。

　　你
 打算走怎样的路？

这是我自己必须面对的问题。

不过米尔嘉也真是的，特地打国际长途过来……诶？

等一下。

我在心里计算时差。现在那边 —— 不是凌晨 2 点吗？

那里并不是清晨
 ，而是深夜
 。

米尔嘉在这样的深夜打电话给我。

难道说米尔嘉也在……不安？

　　尤里在等“那家伙”的回信——

　　泰朵拉在担心会议的报告——

　　米尔嘉，还有我。

　　未来让我们的内心摇摆不定。

是啊……米尔嘉也会有要守护自己内心的时候啊。她也需要并排坐在河畔的伙伴，她也需要能在深夜接起电话的人。解答谜题固然重要，守护内心也同样重要。

　　我打开窗。

　　湿冷的雨的味道从窗口涌进房间。

　　外面一片昏暗。

　　我还看不到……我们的未来。

　

　


一般来说，解一个问题的方法，



比问题的解本身重要得多。


—— 高德纳
 7



7
 出自 Selected Papers on Analysis of Algorithms
 第 x 页。





第 9 章　坚强、正直、美丽


没有帮手才是最关键的问题。



我可以在树林里挑出巨大的树，然后辛苦地把它们砍倒，



我可以用我的工具把它打造出船的外形，



然后通过用火烧或用刀削把它的内侧挖空，



这样它就成为一艘船了——



不过，我没办法把船从打造它的地方移走，



如果不能让船浮在海上，



这样的船对我又有什么用处呢？


—— 《鲁滨逊漂流记》


　

9.1　家

雨天的周六

周六下午。窗外依旧下着绵绵细雨。虽说正逢梅雨季节没办法，但接连的雨天实在是让人心情沉闷。我正在自己的房间里进行考前复习。

“哥哥！雨天真是太棒了！”

表妹尤里这样喊着来到我的房间。

之前她明明说过完全相反的话……

“哥哥，我带来了习题哦。”

尤里兴高采烈地打开笔记本。



问题 9-1（强正美柔问题）


有人能满足以下所有条件吗？

P1. 或坚强、或正直、或美丽。

P2. 或温柔、或正直、或不美丽。

P3. 或不坚强、或温柔、或美丽。

P4. 或不坚强、或不温柔、或正直。

P5. 或不温柔、或不正直、或美丽。

P6. 或不坚强、或不正直、或不美丽。

P7. 或坚强、或不温柔、或不美丽。

P8. 或坚强、或温柔、或不正直。



“尤里，这是什么？”

“显而易见啊哥哥，这是逻辑题啊！”

“哦哦。”我开始读题，“应该是这么回事吧。比如说，如果想要满足

　　P1. 或坚强、或正直、或美丽。

这个条件，就必须或者‘坚强’或者‘正直’或者‘美丽’，对吗？”

“对对。比方说，尤里因为很‘美丽’所以满足条件 P1 哦~”

“只要符合‘坚强’‘正直’‘美丽’中的任意一个条件，就满足条件 P1。”我说，“这个问题问的是 —— 是否有一个人能够满足从 P1 至 P8 的所有条件？”

“怎样？哥哥你能解开吗？”

“可是啊……”我说，“仔细想想‘坚强’‘正直’‘美丽’这些不都是主观的感受吗？用它们来做逻辑题让人有些抵触呢。”

“确实是这样，嗯……”尤里从手中的信封抽出一张纸，瞄了一眼，“啊，对了对了。我们假设之前已经适当地定义了‘坚强’是什么意思 —— 就是这样，拜托啦。”

“好想用逻辑公式 1
 表示条件啊。我们可以用 [image: \vee]
 （或运算符）将条件 P1 写成


1
 又叫作“合式公式”（well-formed formula）。—— 译者注

坚强 [image: \vee]
 正直 [image: \vee]
 美丽

这样的逻辑公式。只是形容词像命题似的让人有些不舒服。”

“我不满足条件 P6 呀。”尤里说。

“条件 P6 是？”

　　P6. 或不坚强、或不正直、或不美丽。

“尤里是坚强、正直、美丽的！”

“原来如此，条件 P6 中出现了‘不
 坚强’这样的否定表达。我们可以用逻辑符号 [image: \neg]
 （非运算符）来表示。”

[image: \neg]
 坚强 [image: \neg\vee]
 正直 [image: \neg\vee]
 美丽

我陷入思考。

假设一个人“坚强”，如此一来，她满足条件 P1，同样也满足包含“坚强”的条件 P7 与 P8……原来如此，如果假设她“坚强”，那么我们更应该去研究包含“不坚强”的条件啊。

来考虑条件 P3 吧。

　　P3. 或不坚强、或温柔、或美丽。

假设这个人“坚强”，为了满足条件 P3，她必须“温柔”或者“美丽”。假设她“温柔”，这样她就满足条件 P3，如此一来……她也满足条件 P2。

但是条件 P4 是这样的。

　　P4. 或不坚强、或不温柔、或正直。

也就是说，如果她既“坚强”又“温柔”，为了满足条件 P4，她就必须“正直”。

接着来看条件 P5 吧。

　　P5. 或不温柔、或不正直、或美丽。

因此，如果她满足“温柔”与“正直”，就必须“美丽”。

嗯，至此集齐了“坚强”“温柔”“正直”“美丽”，由此我们能知道她满足哪些条件。她满足条件 P1 至 P5，还有 P7 和 P8。

那么，她满足最终剩下的条件 P6 吗？

　　P6. 或不坚强、或不正直、或不美丽。

哎呀！她是“坚强”“温柔”“正直”“美丽”的，不满足条件 P6。这样可不行……满足所有条件是不可能的吗？

从完全不同的角度入手吧，这次试着从“不
 坚强”开始。


	假设她“不坚强”，由条件 P1 得出她必须“正直”或者“美丽”

	假设她“正直”，由条件 P8 得出她必须“温柔”

	由条件 P7 得出她必须“不
 美丽”



好，用“不
 坚强”“正直”“温柔”“不
 美丽”来验证所有条件吧。


	因为“正直”所以满足条件 P1

	因为“温柔”所以满足条件 P2、P8

	因为“不
 坚强”所以满足条件 P3、P4、P6

	因为“不
 美丽”所以满足条件 P7

	最后剩下的条件是 P5……呜，不行啊



　　P5. 或不温柔、或不正直、或美丽。

“尤里，要想同时满足 8 个条件是不可能的呀。”

“那么你来证明
 它呀，哥哥。

　　‘未经证明的话只不过是猜想而已’

对吧？”

感觉今天的尤里真是既“坚强”又“美丽”呀。

“证明啊……那么就来思考这个人是否符合‘坚强’‘正直’‘美丽’这三个形容词，找出满足条件 P1～P8 的组合就可以了对吧。”

“不是三个哦。‘坚强’‘正直’‘美丽’‘温柔’这是四个形容词哦。”

“……啊，说得对啊。总之，‘用表格来想’就可以了。”我说。

[image: ]


“这里的 ○× 表示？”尤里戴上树脂边框眼镜仔细看表格。

“如果符合‘坚强’‘正直’‘美丽’‘温柔’中的某一项，就在那一项里画 ○，不符合就画 ×。”我一边指着表格一边说明，“这里有 (1)～(16) 共 16 种分配方式
 对吧？像这样，分别比较 ○× 的分配结果是否满足条件 P1～P8，如果满足条件就画 ○，不满足就画 × 。”

“嗯嗯。”

“你看，在 (1)～(16) 的分配方式中，无论选哪一种分配方式，都存在不能满足 P1～P8 全部条件的情况。也就是说，在条件 P1～P8 之中，至少有一项条件的下方会被画 × 哦。因为我们调查了 16 种所有分配方式，所以我们可以断定没有人能 8 个条件全部满足。至此证明结束。”

“真是花了不少时间喵。”尤里点着头说。



解答 9-1（强正美柔问题
 ）

没有人能满足 P1～P8 的所有条件。



“尤里，这个问题出得真棒。”我又看了一遍表格说，“这是经过周密思考之后编写出的问题。你看，每一种分配方式中都恰好有一个条件为 × 。而且，无论选择哪一个条件，都会有分配方式使这个条件为 × 。也就是说，在这 8 个条件之中，无论缺少了哪一个条件，都会有满足剩下 7 个条件的分配方式存在。”

“我也发现了哦！呐，出这个问题的人聪明吗？”

“嗯……我觉得这是个有趣的问题 —— 这个问题是尤里你出的吗？”

“呃……这并不是我出的问题……”

她这样说着，目光闪烁不定地瞄着信封中抽出的纸。

“这也是逻辑题？”我探出头想去看。

“不准看！”尤里把纸藏起来，“哥哥你这个 ××× ！”

“什么呀……”我刚嘀咕完，就想起来了，“尤里，这是那个转校的男生的回信吧？”

男生 —— 总和尤里互相出数学题的“那家伙”。

“嗯……啊，是的。那家伙也真是的，写一封信还要花这么久的时间，而且内容竟然还是给人家出题。话说回来那家伙……”

她的脸颊染上红晕，大有一副滔滔不绝的架势。

“尤里，尤里……真是太好了，他给你回信了。”

“……嗯，谢谢。”

9.2　图书室

9.2.1　逻辑题

“这可真是太好了！”

这里是图书室，放学后我和泰朵拉像往常一样在这里交谈。她听到尤里的事情显得十分开心。

“会提出写信这样的建议，还真像你的作风呢。”我说道。如果想把自己的心情传达给对方，写信是很好的办法 —— 泰朵拉向尤里提了这样的建议。

“因为可以通过语言与他人心灵互通是非常开心的一件事情啊。”

“尤里朋友的回信里还附上了逻辑题哦。”

“还有这回事啊。尤里的男朋友真是个有趣的人。”

“我觉得不是男朋友吧……”

“就是啦！因为……”

“啊，米尔嘉来了哦。”

米尔嘉一袭黑色长发，周身散发着端庄的气场，红发少女理纱走在米尔嘉身边，两人一起来到图书室。真不知道她们的关系到底是好是坏。

9.2.2　可满足性问题

我把从尤里那听到的与“坚强”“正直”“美丽”“温柔”相关的逻辑题 —— 也就是强正美柔问题 —— 讲给她们听。

“可满足性问题。”米尔嘉说。

“叫可满足性问题……吗？”我问米尔嘉。

我本以为强正美柔问题只是需要考虑所有情况的简单组合问题，没想到这个问题能让米尔嘉眼前一亮。

“可满足性问题的英文是 Satisfiability Problem 哦，泰朵拉。”

米尔嘉看着举手提问的泰朵拉，抢先一步回答了她的问题。

“原来是很有名的问题啊。”我说。

“在这个逻辑题的背后，有更加一般化的可满足性问题，它与计算机科学中最著名的未解决问题相关联。”

“诶？那个

　　‘计算机科学中最著名的未解决问题’

是什么呀！”泰朵拉兴奋地叫出声。

“假设我们已经得到了逻辑公式，那么给变量赋予怎样的真假值 2
 才能使逻辑公式整体为真呢？这可能是无法办到的事情。对于给定的逻辑公式，是否存在使其为真的变量的分配方式呢？—— 寻找能解答这一问题的高效
 算法，就是计算机科学中最著名的未解决问题。”米尔嘉说。


2
 真假值是数理逻辑名词，为“真”或“假”二者之一，用于命题变量的取值。—— 译者注

经过了几秒沉默的时间。

“但、但是，这也就是说……”泰朵拉一时语塞。

“这是……”我也一时语塞。

“……”理纱没有发言。

“没错，听起来很简单。”米尔嘉举手示意，让我们不要着急发表见解。

“说是‘给变量分配真假值’……”我说，“因为变量的个数是有限的，所以，所有真假值的组合个数也是有限的。能否使逻辑公式为真不是很快就能明白吗？”

“泰朵拉，你觉得呢？”米尔嘉指向活力少女。

“嗯，我的观点和学长相同。只要让计算机先生坚持不懈地尝试所有组合，应该就能明白吧……”

“嗯。理纱，你怎么认为？”米尔嘉指向计算机少女。

“低效。”理纱简洁地回答。

“没错。若是逐一
 调查真假值的所有组合，我们确实能知道满足逻辑公式的分配方式是否存在，如果存在还可以求出分配方式本身。但是，这样的算法的阶非常高。也就是说，用逐一调查的方法求解这个问题是非常低效的。而寻找高效的算法这一问题，目前还没有得到解决。”

“高效指的是？”我问。

“运行步数可以控制在问题的规模 [image: n]
 的常数次方倍。比如说，有 [image: n]
 个变量时，存在常数 [image: K]
 使得算法至多在 [image: n^K]
 步内得出答案。”

“呜，没有思路啊。”

“先把问题公式化再说吧。”米尔嘉说着对我使了个眼色。

好好，她是要我拿出笔记本和自动铅笔吧。

9.2.3　3-SAT

“可满足性问题 —— Sat
 isfiability Problem，可以取前 3 个字母简称为 SAT 问题。SAT 问题也就是‘能否满足逻辑公式’的问题。为了便于理解，我先来解释一下术语吧。”

◎　　◎　　◎

我先来解释一下术语吧。

组成逻辑公式的元素是拥有“真”值或“假”值的变量。

[image: x_1~~~~~~~x_2~~~~~~~x_3]
 　　　（变量的 3 个示例）

我们可以在变量前添加“[image: \neg]
 ”。“[image: \neg]
 ”是反转真假的非运算符。[image: x_1]
 为假时 [image: \neg~x_1]
 为真，[image: x_1]
 为真时 [image: \neg~x_1]
 为假。下面列出非运算符的真值表 3
 。


3
 表示逻辑事件的输入和输出之间全部可能状态的表格，即列出逻辑公式真假值的表。通常以 1 表示真，以 0 表示假。—— 译者注

[image: ]



非运算符 [image: \boldsymbol{\neg}]
 的真值表


“变量”或者“[image: \neg]
 变量”称作 literal（字面量 4
 ）。


4
 在计算机科学技术名词中，也称作“文字”。—— 译者注

[image: x_1~~~~~\neg~x_2~~~~~\neg~x_3]
 　　　（字面量的 3 个示例）

用 [image: \vee]
 连结字面量，由此形成的整体称作 clause（子句）。

[image: x_1\vee\neg~x_2\vee\neg~x_3]
 　　　（子句的 1 个示例）

只要子句中有 1 个字面量为真，子句整体便为真。只有所有字面量都为假时，子句整体才为假。

[image: ]



子句的真值表（[image: \boldsymbol{L}_1]
 、[image: \boldsymbol{L}_1]
 、[image: \boldsymbol{L}_1]
 为字面量）


我们可以使用子句表示十分复杂的东西。假设变量 [image: x_1]
 表示“坚强”，变量 [image: x_2]
 表示“正直”，变量 [image: x_3]
 表示“美丽”，那么，子句 [image: x_1\vee\neg~x_2\vee\neg~x_3]
 表示一个人

　　或“坚强”或“不
 正直”或“不
 美丽”

这个意思。强正美柔问题的条件 P1～P8 就相当于 8 个子句。

将括号内的子句用 [image: \vee]
 （且运算符）连结，形成的整体称为逻辑公式
 。逻辑公式也称为合取范式，它的简写为 [image: \mathbf{CNF}]
 ，取自 C
 onjunctive N
 ormal F
 orm 的首字母。

[image: (x_1\vee\neg~x_2)\wedge(\neg~x_1\vee x_2\vee x_3\vee\neg~x_4)]
 　　　（逻辑公式（CNF）的示例）

在逻辑公式（CNF）中，只要有 1 个假的子句，这个 CNF 整体就为假。只有当所有的子句都为真时，CNF 才为真。

[image: ]



[image: \boldsymbol{CNF}]
 的真值表（[image: C_1]
 、[image: \boldsymbol{C_2} ]
 为子句）


所有子句都是由 3 个字面量构成的 CNF 称为 3-CNF。

[image: (x_1\vee\neg~x_2\vee\neg~x_3)\wedge(x_2\vee x_3\vee\neg~x_4)]
 　　　（逻辑公式（3-CNF）的示例）

如果令变量 [image: x_1]
 、[image: x_2]
 、[image: x_3]
 的意义不变，变量 [image: x_4]
 表示“温柔”，[image: (x_1\vee\neg~x_2\vee\neg~x_3)\wedge(x_2\vee x_3\vee\neg~x_4)]
 这个 3-CNF 表示“‘坚强’或者‘不
 正直’或者‘不
 美丽’”且“‘正直’或者‘美丽’或者‘不
 温柔’”。

我们来整理一下术语吧。

[image: ]


这个逻辑公式有 2 个子句，每个子句都由 3 个字面量构成，因此这个逻辑公式是 3-CNF。我们把调查是否存在分配方式满足 3-CNF 的问题称作“3-SAT”。

9.2.4　满足

至此，我们已经讲过了变量、字面量、子句、逻辑公式（CNF、3-CNF）。变量或者 [image: \neg]
 变量为字面量，用 [image: \vee]
 连结字面量得到子句，用 [image: \wedge]
 连接子句得到 CNF，所有的子句都是由 3　个字面量构成的 CNF 为 3-CNF。

[image: (x_1\vee\neg~x_2\vee\neg~x_3)\wedge(x_2\vee x_3\vee\neg~x_4)]
 　　　（逻辑公式（3-CNF）的示例）

决定赋予变量“真”值还是“假”值的对应关系称作分配方式
 。比如说，下面的示例是对刚才提出的 3-CNF 中出现的 4 个变量 [image: x_1]
 、[image: x_2]
 、[image: x_3]
 、[image: x_4]
 的分配方式。

[image: (x_1,x_2,x_3,x_4)]
 = ( 真, 真, 假, 假 )　　　（分配方式的示例）

根据这个分配方式可知，刚才的 3-CNF 为真。当分配方式 [image: a]
 使逻辑公式 [image: f]
 为真命题时，我们可以说，分配方式 [image: a]
 满足
 逻辑公式 [image: f]
 。

对于变量、字面量、子句，我们都可以使用“满足”这一术语。就像满足变量 [image: x_1]
 、满足字面量 [image: \neg~x_3]
 、满足子句 [image: x_1\vee\neg~x_2\vee\neg~x_3]
 ……这样。因此，强正美柔问题也就是

“是否存在一种分配方式满足由 8 个子句（条件 P1～P8）构成的 3-CNF ？”这样一个问题。

9.2.5　分配方式的练习

“嗯……字面量、子句还有……分配方式……”泰朵拉匆匆忙忙记下笔记。

“通过具体的题来确认是否理解了吧。”米尔嘉说，“请求出满足如下 3-CNF 的分配方式。”

[image: (x_1\vee\neg~x_2\vee\neg~x_3)\wedge(\neg~x_1\vee x_2\vee x_4)]


“嗯……分配方式、分配方式……也就是说只要判断变量的真假就可以了，是吗？也就是说……好了，这样如何？”

[image: (x_1,x_2,x_3,x_4)]
 = ( 真, 真, 真, 真 )

“只要 [image: x_1]
 与 [image: x_2]
 为真，[image: x_3]
 与 [image: x_4]
 无论真假都没问题。”我说，“还有许多满足这个 3-CNF 的分配方式哦。”

“啊……确实是的。”泰朵拉点头同意，“米尔嘉学姐，我们可以立刻找到满足 3-CNF 的分配方式呀……”

“这只有在 3-CNF 很短的情况下才可以。”米尔嘉说，“那么，接下来我们来思考一个算法。该算法能够调查对于输入的任意 3-CNF，是否存在满足这个 3-CNF 的分配方式。”

“也就是让计算机先生来求解，对吧？”

“求解可满足性问题最单纯的算法是暴力算法 —— brute force，即按顺序逐一尝试分配方式的方法。”米尔嘉说。

“brute force……依靠蛮力解题吗？”

“问题是效率。你知道暴力算法在最坏的情况下需要调查多少种分配方式吗？”

“每一个变量能取到的值只有真和假两种对吧？”我回答，“因为一共有 [image: n]
 个变量，所以分配方式的总数有 [image: 2^n]
 个。”

“如果有 4 个变量，分配方式就有 [image: 2^4=16]
 种。”

“分配方式总共有 [image: 2^n]
 种，说明运行步数至少为 [image: 2^n]
 这一指数函数的阶。”

“仅仅有 34 个变量就会有上百亿种情况啊。”我感叹道。

“171 亿 7986 万 9184。”理纱说。

9.2.6　NP 完全问题

“3-SAT 和一个猜想有关联。这个猜想与问题的难度有关，叫作 [image: \mathbf{P\neq NP}]
 猜想
 。”

“问题的难度？”

“假设有一个规模为 [image: n]
 的问题，如果我们能在多项式时间内找到
 问题正确的解，就把这个问题称为 [image: \mathbf{P}]
 问题
 。‘P’是多项式时间，也就是 P
 olynomial time 的首字母。多项式时间指计算时间可以被 [image: n]
 的常数次方限制住，也就是 [image: O(n^K)]
 的意思。P 问题可以说是‘能够高效解出的问题’。”

“P 问题……”

“与 P 问题相对应的另一类问题称为 [image: \mathbf{NP}]
 问题
 。是指当得到解的候选时，能够高效地判断
 候选是否为问题正确的解。NP 问题并不关注我们是否能高效地找出
 问题正确的解。”

“NP 问题中的‘NP’是 N
 ot P
 olynomial time 的意思，对吧？”

“答错了。这是常见的误解。NP 是 N
 on-deterministic P
 olynomial time 的缩写，意思是非确定多项式时间。要想详细解释这个问题，就需要说明图灵机这一假想的计算机。”

“哦……”

“人们已经证明了所有的 P 问题都是 NP 问题，但是反过来 —— 所有的 NP 问题都是 P 问题吗？—— 人们还没有对这个问题给出答案。如果所有的 NP 问题都是 P 问题，我们就能推理出 P= NP。如果 NP 问题中有问题不是 P 问题，那么 [image: {\rm P}\neq{\rm NP}]
 。”

“原来如此。”我说。

“[image: {\rm P}\neq{\rm NP}]
 猜想是对 P 问题的集合与 NP 问题的集合不一致的猜想。也就是说，[image: {\rm P}\neq{\rm NP}]
 猜想是‘即使我们能够高效地判定
 问题的解，也未必能高效地找出
 问题的解’这样一个猜想。许多计算机科学家都相信这个猜想是成立的。但是，这个猜想还未被证明。”米尔嘉说。

“未经证明的话只不过是猜想而已……”我小声嘟囔。

“有一部分 NP 问题被称为 [image: \mathbf{NP}]
 完全问题
 。NP 完全
 问题在某种意义上可以说是 NP 问题之中最难的问题。因为只要证明 NP 完全
 问题中的任意一个问题为 P 问题，人们就能证明所有的 NP 问题都是 P 问题，也就是 P= NP。NP 完全
 问题是挑战 [image: {\rm P}\neq{\rm NP}]
 的钥匙。而我们刚刚谈到的可满足性问题（SAT）就是在历史上第一个被判定为 NP 完全问题的问题。斯蒂芬·库克凭借这项工作斩获了 1982 年的图灵奖 5
 。”


5
 图灵奖（Turing Award），由美国计算机协会于 1966 年设立，专门奖励那些对计算机事业做出重要贡献的个人。其名称取自计算机科学的先驱、英国科学家艾伦·图灵（Alan Turing）。—— 译者注

“……”

“比方说，当输入给定分配方式时，算法可以高效地判断
 逻辑公式的可满足性。但是，人们还没有发现能够高效地找出
 正确分配方式的 SAT 算法。SAT 问题的高效算法真的存在吗？还是说确实存在 SAT 的高效算法，只是人们还没有发现呢？这两种猜想都没有得到证明。大部分计算机科学家相信 SAT 的高效算法根本不存在，但也没有人能证明这点。”米尔嘉说。

“未经证明的话只不过是猜想而已……”泰朵拉小声嘟囔。

“[image: {\rm P}\neq{\rm NP}]
 猜想还没有得到证明，因此存在 SAT 的高效算法的可能性还不是零。如果有人发现了 SAT 的高效算法，那么这一定会在计算机科学界掀起一场大革命。现在存在非常多的 NP 问题，而 SAT 是 NP 完全
 问题，如果能找到它的高效算法，也就能证明人们可以高效地解出一切 NP 问题。SAT 就是这样一个具有重大意义的问题，因此人们正在大量进行与 SAT 相关的研究。”

“喔……”我惊讶得说不出话。本以为 SAT 问题仅仅是一个与组合相关的问题，没想到它是这样一个重要的问题。我着实很惊讶。

“前几天去美国的时候，”米尔嘉继续说，“我在飞机上读了一篇关于求解 3-SAT 问题算法的论文。”

“诶！[image: {\rm P}\neq{\rm NP}]
 猜想已经被解决了吗？”

“不，那篇论文并没有高效地解出 SAT 问题。为了降低算法的时间复杂度，论文采用了与概率相关的手法。”

“将概率应用到……算法吗？”

“没错。”米尔嘉点了点头，“论文中使用了一种随机算法
 。”

“随机算法？”泰朵拉向米尔嘉提问。

“放学时间到了。”瑞谷女史宣布道。

9.3　回家路上

9.3.1　誓言与约定

泰朵拉、我、米尔嘉、理纱排成一列穿过小路，一同走向车站。

“前段时间我参加了亲戚的婚礼哦，”泰朵拉一边走一边说，“穿着洁白婚纱的新娘真的好耀眼……”

我看着回头说话的泰朵拉，担心她会摔倒
 。

“当神父读到《圣经》中‘你要像爱自己一样爱你的妻子，妻子也同样要尊敬丈夫’时，还有当新郎新娘宣读婚姻的誓言‘无论疾病或是健康’时，我都哭出来了啊。”

“应该是‘无论生病还是健康时’吧？”

“嗯。就是‘always’啊。”

婚姻的誓言啊。在神的面前，在众人的面前定下约定。约定……

　　“约定就是表明决心。”

米尔嘉在深夜的电话中说了这样的话。这可真是沉重的一句话啊，我的决心又在哪里呢？

“怎么了？”米尔嘉问。

“没什么……”我回答。

9.3.2　会议

我们穿过小路来到大道，在信号灯前等绿灯。

“会议的事情，你想得怎样了？”米尔嘉问泰朵拉。

“嗯……我还是觉得……我还是不行 —— ”泰朵拉吞吞吐吐地说。

“会议？”理纱问。

“嗯，就是要在双仓图书馆举办的会议，理纱你是工作人员吗？”米尔嘉问。

“我在秘书处帮忙。”

“泰朵拉，这么难得的机会，你参加多好啊。我初中时在文化节上作过报告，那真的能学到很多。”我接着说，“研讨会是由高中生为初中生作报告对吧？可能会有初中生因为泰朵拉的报告而邂逅
 算法呢。”

听到这泰朵拉猛地吸了口气。

“啊……对啊。”

然后，她忽然一脸认真地说：

“果然我还是想作报告。因为会有人听我的发言，为了我的听众，我会认真地总结想法，努力地完成报告！”

“说起来，尤里她应该也会想参加会议吧。”

“这个会议太适合尤里了呀！”泰朵拉拍手叫道。

“尤里？”理纱问。

“我的表妹。她是一个热爱数学的初三学生，这个会议的确很适合她。”

“宣传单。”理纱从包中拿出一张纸递给我，上面印有双仓图书馆的标识，还印着报告的内容。

“诶？上面怎么写的是由米尔嘉来担任面向初中生的研讨会的讲师呢？”

“因为我没来得及联系秘书处更改。”米尔嘉说。

“添麻烦。”理纱说。

是啊。对于在秘书处帮忙的理纱来说，计划变更是件麻烦事。

“因为当天我在美国，所以没办法参加。”

“诶？你不在日本吗？”

9.4　图书室

9.4.1　求解 3-SAT 问题的随机算法

第二天放学后，我一如既往地来到图书室。图书室中，理纱正在电脑前敲打着什么，米尔嘉则站在理纱身后与她交谈。

“接下来呢？”理纱问米尔嘉。

“return‘大概无法满足’后结束。”

“完成了。”理纱说。

“这是什么算法？”我探出头看屏幕。

“求解 3-SAT 问题的随机算法。”米尔嘉说着坐回椅子上。



求解可满足性问题（[image: \mathbf{3-SAT}]
 ）的随机算法（输入与输出）



输入



	
逻辑公式（3-CNF）[image: f]




	
变量的个数 [image: n]




	
循环次数 [image: R]







输出


在 [image: R]
 轮循环中，

当找到满足逻辑公式 [image: f]
 的分配方式时，

　　输出“可以满足”。

没有找到满足逻辑公式 [image: f]
 的分配方式时，

　　输出“大概
 无法满足”。



[image: ]




求解可满足性问题（[image: \mathbf{3-SAT}]
 ）的随机算法（流程）


[image: ]




“看、看起来好难啊……”

不知什么时候，活力少女泰朵拉也来到了图书室。

“RANDOM-WALK-3-SAT 是一个有趣的算法。”

求解可满足性问题的随机算法 RANDOM-WALK-3-SAT—— 米尔嘉的“讲习”开始了。

9.4.2　随机漫步

RANDOM-WALK-3-SAT 是一个有趣的算法。从 [image: n]
 个变量随机的分配方式开始，算法一点一点地更改分配方式，反复运行这样的随机漫步，一步一步地调查当前的分配方式是否满足逻辑公式 [image: f]
 。

算法通过随机数进行选取，也就是通过随机选取来确定从哪里开始运行随机漫步（行 W4），以及怎样改变分配方式（行 W11）。

这个算法由双重循环构成。


	
内层循环运行的随机漫步的步数为 [image: 3n]
 步

（内层循环包括行 W5 语句的初始化变量 [image: k]
 ，以及行 W6 至行 W14 的 [image: \mathbf{while}]
 语句）



	
外层循环使随机漫步运行 [image: R]
 轮

（外层循环包括行 W2 初始化变量 [image: r]
 ，以及行 W3 至行 W16 的 [image: \mathbf{while}]
 语句）





在行 W4 中，算法建立拥有 [image: n]
 个变量的随机的分配方式，并将它代入到 [image: a]
 ，这就是随机漫步的起点。

在行 W7 中，算法调查当前分配方式 [image: a]
 是否满足逻辑公式 [image: f]
 。

在行 W11 中，算法决定随机漫步的下一步。

在行 W12 中，将新的分配方式代入变量 [image: a]
 。

以上就是 RANDOM-WALK-3-SAT 的大体的流程。感觉怎样？

◎　　◎　　◎

“感觉怎样？”

“好多地方都不明白……首先，这里的随机漫步指的是什么呢？”泰朵拉一副摸不到头脑的样子。

“他正在画示意图。”米尔嘉回答。

[image: ]


“这个图是？”泰朵拉问。

“我按照米尔嘉的说明画出了运行 3 次随机漫步的示意图。行走一段时间后，随机漫步就告一段落，然后在新的区域重新开始随机漫步……就像这样。”

“非常好。”米尔嘉回答。

“我有一些概念了……”泰朵拉说，“这个随机漫步的‘区域’在哪里呢？我们是要研究逻辑公式的可满足性吧？在这张图中出现的黑点……究竟表示什么呢？”

“他会回答这个问题。”米尔嘉指着我说。

“我觉得黑点表示‘分配方式’。”我说，“一组分配方式确定了用到的变量的真假，对应 1 个黑点。因为逻辑公式有 [image: n]
 种变量，所以一共有 [image: 2^n]
 个分配方式。随机漫步就是在拥有 [image: 2^n]
 个元素的集合中的元素上漫步。”

“这个我明白了 —— 但又不明白，为什么要随机漫步呢？这个算法的工作原理不是不断地随机寻找分配方式，直到找出的分配方式满足输入的逻辑公式吗？”

“并非如此。”米尔嘉说，“只有行 W4 表示从全体分配方式中随机选取。算法的关键在行 W10。在行 W10　我们根据逻辑公式得出不可满足子句
 。”

米尔嘉在这里停了一会儿。像是在等待“不可满足子句”这一词语渗入泰朵拉的心中。

“不可满足子句……嗯，我记得逻辑公式是像

[image: ]


这样由 [image: \wedge]
 连结而成的……那么当整体的逻辑公式不可满足时，逻辑公式中应该至少存在一个不可满足的子句对吧？”

“我们设不可满足的子句为 [image: c]
 吧。”米尔嘉站起来扫视着我们，“泰朵拉，子句 [image: c]
 的特点是什么？”

“子句 —— 我、我得先回想定义……抱歉。”

“没必要为回想定义道歉。”米尔嘉说。

“我知道了……嗯……子句是用 [image: \vee]
 连结字面量得到的整体。”

“子句中有几个字面量？”米尔嘉紧接着问。

“嗯……嗯……你是问字面量的个数吗？”

“3 个。”理纱冷不防说出答案，吓了我们一跳。

“是 3 个吗 —— 啊啊啊！”泰朵拉叫出声来，“的确是 3 个字面量啊。因为输入的逻辑公式是 3-CNF 啊！”

“没错，因为是 3 个字面量，所以子句 [image: c]
 一定是这样的形式。”

字面量 [image: _1~\vee]
 字面量 [image: _2~\vee]
 字面量 [image: _3]


“啊！因为分配方式 [image: a]
 不满足子句 [image: c]
 —— 所以字面量 [image: _1]
 、字面量 [image: _2]
 、字面量 [image: _3]
 都为假！”

“由分配方式 [image: a]
 得出 3 个字面量皆为假。”米尔嘉说，“也就是说子句 [image: c]
 的字面量中至少有 1 个字面量的真假值是错误的
 。”

“原来如此！”我恍然大悟。

“‘错误的’是什么意思呢？”泰朵拉问。

“泰朵拉，你看这个例子。”我一边说明，一边不时观察米尔嘉的反应，“我们设子句 [image: c]
 为 [image: x_1\vee\neg~x_2\vee\neg~x_3]
 吧。分配方式 [image: a]
 不满足子句 [image: c]
 也就表明，在分配方式 [image: a]
 中 [image: x_1]
 为假、[image: x_2]
 和 [image: x_3]
 为真对吧？因此，为了满足子句 [image: c]
 ，我们必须反转 [image: x_1]
 、[image: x_2]
 、[image: x_3]
 中至少 1 个变量的真假。”

“原、原来如此……诶？但是，如果想要满足子句 [image: c]
 ，只要对 [image: x_1]
 、[image: x_2]
 、[image: x_3]
 　中某一变量进行非运算就够了，为什么你要说至少
 1 个呢？”

“嗯，的确只要对 1 个变量进行非运算就能满足子句 [image: c]
 。”我说，“但是，非运算可能会让其他子句变为不可满足，这是我们不希望发生的。为了满足逻辑公式，我们必须使所有的子句皆为可满足。但是我们无法轻易了解具体要对几个变量进行非运算，因此需要进行非运算的变量可能会有多个。”

“嗯……嗯……”

“判断出应该进行非运算的变量并非易事。”我接着说，“比如假设逻辑公式为下面这种形式。

[image: ]


此时若，

[image: (x_1,x_2,x_3)]
 ( 假, 假, 假 )

不满足子句 [image: _1]
 。既然如此，对 [image: x_1]
 进行非运算如何？

[image: (x_1,x_2,x_3)]
 ( 真
 , 假, 假 )

这个分配方式的确满足子句 [image: _1]
 。但是，此前为可满足的子句 [image: _{123} ]
 却因为这一非运算变得不可满足了！”

“这真是按下葫芦浮起瓢啊……”

9.4.3　向着定量评估前进

“我现在对随机漫步的过程有了更清晰的认识。”泰朵拉说，“而且，我感觉在我们交谈的过程中，我逐渐与 3-CNF、子句、字面量这些术语交上了朋友。但是……归根到底，这个叫作 RANDOM-WALK-3-SAT 的随机算法真的比暴力算法更快吗？”

“想要回答这个问题，需要用到泰朵拉喜欢的‘明确前提条件的定量评估’。”米尔嘉说，“实际上，我们正好得到了定量评估的线索。”

“也就是说？”

“就是刚刚提到的，不可满足子句 [image: c]
 的 3 个变量中，至少有 1 个变量的真假值是错误的
 。”

“嗯，是的。我们要进行非运算对吧？”

“换言之，从子句 [image: c]
 的 3 个变量中随机选取 1 个变量时，应该对该变量进行非运算
 的概率至少为 [image: \frac{1}{3} ]
 。”

“哦哦。确实是这样啊！”我叫出声。

“这就是我们得到的定量评估的线索。从不可满足的子句中随机选取 1 个变量，对其进行非运算，这一操作使我们距离‘满足整体逻辑公式的分配方式’更进一步
 的概率至少为 [image: \frac{1}{3} ]
 。”

“我明白了 —— 但、但是，我还有点没明白。”泰朵拉露出为难的表情，“米尔嘉学姐刚刚提到‘更进一步’，可我们并不清楚，随机选取的变量是否真正
 使当前的分配方式距离正确的分配方式更进了一步。因为我们并不清楚正确的分配方式是什么。如果我们知道的话，问题就已经解决了。无论进行多少次随机漫步，我们都无法明白当前的分配方式是离正确的分配方式更近，还是反而离得更远了啊！”

听了泰朵拉的发言，我心里也觉得有些不踏实。

总觉得自己忽略了什么该注意到的问题。

但是我想不出来那是什么。

究竟是什么呢？

米尔嘉不紧不慢地继续解释：“的确，我们无法知道当前的分配方式是接近了还是远离了正确的分配方式。但也有我们已经知道的事情。


	通过 1 次随机选取以及非运算，使分配方式接近正确结果的概率至少为 [image: \frac{1}{3} ]


	通过 1 次随机选取以及非运算，使分配方式远离正确结果的概率至多为 [image: \frac{1}{3} ]




这些是我们已经知道的—— 你怎么了？”

米尔嘉看着我，泰朵拉看着我，连理纱也在看着我。

因为我正夸张地摇头晃脑。

“接近、概率、远离、概率……我明白了！”我说。

“你想说的是—— ”

“米尔嘉，稍等一下！在这里，还有一个随机漫步—— ”

这时我“唰”地站起身来。

“随机漫步中还有一个隐藏着的一维随机漫步！”

面对着我突如其来的发言，米尔嘉倒是显得很冷静。

“没错，是在汉明距离 6
 上的随机漫步。”


6
 在信息论中，汉明距离表示两个等长字符串在对应位置上不同字符的数目，它度量了以替换字符的方式将一个字符串变换成另一个字符串所需的最小替换次数。 1950 年，美国数学家理查德·汉明（Richard Wesley Hamming）在论文《误差检测与校正码》（Error detecting and error correcting codes
 ）中首次引入这个概念。—— 译者注

米尔嘉就好像预料到我能考虑到这一步一样。

9.4.4　另一个随机漫步

“我们在意的问题是分配方式是否接近了正确的分配方式。”米尔嘉淡淡地说，“既然如此，我们将这个概念具体化吧，也就是在分配方式的集合中加入‘距离’这一概念。”

“加入距离……”泰朵拉复述道。

“比较两个分配方式 [image: a]
 与 [image: b]
 。假如变量 [image: x_1]
 在 [image: a]
 中为真，在 [image: b]
 中为假，我们就称 [image: x_1]
 的值不一致
 。还可以设变量 [image: x_2]
 在 [image: a]
 和 [image: b]
 中都为假，此时我们称 [image: x_2]
 的值一致
 ……明白了吗，泰朵拉？”

“也就是说，我们在比较两个分配方式对吧？我明白。”

“当两个分配方式中不一致的变量个数很多时，我们认为两个分配方式距离很远
 ；当不一致的变量个数很少时，我们认为两个分配方式距离很近
 。这是很自然的思维方式。为了定量地处理远和近，我们将两个分配方式的距离
 定义为‘值不一致
 的变量的个数
 ’，我们把这样的距离称作汉明距离。”

“汉明距离……”泰朵拉认真地记笔记。

“比方说，下面两个分配方式 [image: a]
 与 [image: b]
 中有 3 个变量不一致，因此 [image: a]
 与 [image: b]
 的距离为 3。”

分配方式 [image: a~~~~(x_1,x_2,x_3,x_4)=]
 ( 真
 , 真, 假
 , 假
 )

分配方式 [image: b~~~~(x_1,x_2,x_3,x_4)=]
 ( 假
 , 真, 真
 , 真
 )

“因为 3 个变量 [image: x_1]
 、[image: x_3]
 、[image: x_4]
 的值不一致对吧？”

“我们假设存在一种分配方式满足给定的逻辑公式，并将这个分配方式设为 [image: a^*]
 。如果有多个分配方式满足要求，就随便指定一个为 [image: a^*]
 。”

“嗯。也就是说 [image: a^*]
 是正确的分配方式中的一个对吧？”

“那么，我要出题了。什么情况下 [image: a]
 与 [image: a^*]
 的距离等于 0 ？”

“嗯，当分配方式 [image: a]
 与分配方式 [image: a^*]
 相同时……二者的距离等于 0。”

“非常好。与此同时，分配方式 [image: a]
 满足逻辑公式。”

“嗯，确实如此。”

“下一题。什么情况下 [image: a]
 与 [image: a^*]
 的距离等于 1 ？”

“在分配方式 [image: a]
 中变量 [image: x_1]
 错误时。”

“答错了。”

“啊，不好意思，我弄错了。答案应该是分配方式 [image: a]
 中只有一个变量是错误时。有错误的变量未必是 [image: x_1]
 。”

“非常好。只要对有错误的变量进行非运算，逻辑公式就可以被满足。”

“嗯，我明白。”

“那么，下一题。一次非运算能使距离变化多少呢？”

“非运算会改变一个变量的真假对吧……可能将之前一致的值变为不一致，也可能将不一致的值变为一致，非运算只会产生这两种结果，因此，距离只会增加 1 或是减少 1。”

“非常好。每进行一次非运算，分配方式都会发生变化，结果只可能是距离 [image: a^*]
 近一步或远一步。”

9.4.5　关注循环

“米尔嘉学姐……我已经明白了距离的概念，接下来我们要……？”

“接下来我们要定量地分析随机算法 RANDOM-WALK-3-SAT，证明它比 [image: 2^n]
 阶的暴力算法更节省时间。”

“比如，证明算法的运行步数至多为 [image: n\log n]
 阶吗？”

“泰朵拉，那是办不到的。就连我们想让运行步数为 [image: n^K]
 阶都是奢望呀。现阶段我们的目标是尽可能减小 [image: 2^n]
 的底，也就是 2 的部分。”

“这、这样啊……”泰朵拉一边记笔记一边说，“但是，那个……我们怎样才能定量地分析随机算法呢？”

“来关注循环吧。进行 [image: 3n]
 步随机漫步为 1 轮循环。”

“嗯。也就是内层的 [image: \mathbf{while}]
 语句吧。”

[image: ]


[image: \boldsymbol{3n}]
 步随机漫步（1 轮循环）


“1 轮循环最多有 [image: 3n]
 步，在这其间算法能找到正确的分配方式 [image: a^*]
 的概率至少为多少呢？我们想评估运行 1 轮循环后输出‘可以满足’并结束的概率，也就是想评估‘循环的成功概率’。评估这个概率的下界……泰朵拉你怎么了？”

泰朵拉突然举起手。泰朵拉很少在讲解途中举手，真是稀奇。

“米尔嘉学姐，那个……我感觉我们的话题有些偏离轨道了。刚刚我们还想评估运行步数，怎么就变成要评估概率了呢？”

“呃……那我们先来讲解这个问题吧。外层循环是这样的。”

[image: ]


“嗯，确实是这样。”

“找到可满足的分配方式时这个算法就会结束，因此循环的成功概率越高，外层循环的运行次数就会越少。因此，评估循环的成功概率与评估运行步数密不可分。”

“原来如此，我明白了。对了米尔嘉学姐，虽说有些跑题，”泰朵拉一边看着笔记本一边说，“按理说算法必须要有明确的输出，可是 RANDOM-WALK-3-SAT 竟然会输出‘大概
 无法满足’。”

“随机算法的准确度
 与概率息息相关。”米尔嘉回答，“当 RANDOM-WALK-3-SAT 输出‘可以满足’时，算法实际的结果就是可以满足。但是当算法输出‘大概
 无法满足’时，结果却可能为可以满足。算法有可能看漏
 了可以满足的分配方式，因此在这里通过概率进行评估就显得至关重要。”

“要评估看漏了的概率对吧？”

“没错，我们把像 RANDOM-WALK-3-SAT 这样的随机算法称作单侧错误的蒙特·卡罗算法。它的特点是两个输出中有一方 100% 正确，另一方有一定概率正确。如果想提高通过 RANDOM-WALK-3-SAT 算法得出‘无法满足’的结果为正确结果的概率，只需增加循环次数 [image: R]
 。只是作为提高正确率的代价，算法的运行步数也会相应提高，因此我们需要判断应该将 [image: R]
 增加多少合适。”

“刚才我们提到评估
 ‘循环的成功概率’的下界
 对吧？”我问。

“假设我们可以使用比 1 大的某一常数 [image: M]
 ，像‘循环的成功概率’‘至少为 [image: \frac{1}{M^n}]
 ’这样评估循环成功概率的下界。接下来，我们设循环次数 [image: R=K\cdot M^n]
 吧。也就是‘循环的成功概率’的倒数的 [image: K]
 倍。[image: K]
 可以选择不依赖 [image: n]
 的任意常数。”

“这样做有什么用呢……”

“这样做，我们便可以评估算法看漏可满足的分配方式的概率，即‘疏忽概率’的上界。‘疏忽概率’与‘循环的失败概率’的 [image: R]
 次方相等，我们可以利用‘循环的失败概率’‘至多为 [image: 1-\frac{1}{M^n}]
 ’这一条件，像下面这样评估‘疏忽概率’的上界

[image: ]


因为常数 [image: K]
 是自己选择的任意常数，所以我们可以使用一个自己喜欢的上限 [image: \frac{1}{{\rm e}^K}]
 将‘疏忽概率’限制在‘至多为 [image: \frac{1}{{\rm e}^K}]
 ’的范围内。

疏忽概率 [image: \leqslant\frac{1}{{\rm e}^K}]


如果做到这一步，指数爆炸就会成为我们的朋友。只要稍稍增加 [image: K]
 ，[image: \frac{1}{{\rm e}^K}]
 就会变得非常小。也就是说，我们可以把‘疏忽概率’限制在很小的范围内。此时，无论 [image: K]
 为何值，循环次数 [image: R]
 的指数函数部分都至多为 [image: M^n]
 阶。”

“这样啊……那么我们把‘循环的成功概率’评估为‘至少为 [image: \frac{1}{M^n}]
 ’就可以了。可以说‘在 1 轮循环期间内，算法发现可满足的分配方式的概率至少为 [image: \frac{1}{M^n}]
 ’。”

“不、不好意思。计算中途突然出现的

[image: \left(1-\frac{1}{M^n}\right)^{K\cdot M^n}\leqslant{\rm e}^{-\frac{1}{M^n}K\cdot M^{n}}]


为什么成立呢？”

“只需想象一下 [image: y={\rm e}^x]
 的图像就能明白了 —— ”米尔嘉说。

[image: ]


“对于任意的实数 [image: x]
 ，[image: 1+x\leqslant{\rm e}^x]
 始终成立。接下来只要令 [image: x=-\frac{1}{M^n}]
 就可以了。

[image: 1-\frac{1}{M^n}\leqslant{\rm e}^{-\frac{1}{M^n}}]


在不等式两边同时取乘幂 [image: K\cdot M^n]
 。因为不等号的两边皆为正数，所以不等号方向不变。

[image: \left(1-\frac{1}{M^n}\right)^{K\cdot M^n}\leqslant{\rm e}^{-\frac{1}{M^n}\cdot K\cdot M^n}]


我们刚才就是一口气完成了以上这些计算。”

“放学时间到了。”图书管理员瑞谷老师宣布。

今天在图书室的一段美好时光又画上了句号。

9.5　家

9.5.1　幸运的评估

现在是晚上，我独自一人在自己的房间里学习。和米尔嘉还有泰朵拉一起研究数学固然开心，但自己独自研究数学的时间也是必不可少的。

针对米尔嘉讲解的随机算法，我与自己开始了对话。

[image: ]


[image: \boldsymbol{3n}]
 步随机漫步（1 轮循环）



自问
 ：我想求什么？


自答
 ：循环的成功概率，也就是想评估在 [image: 3n]
 步随机漫步中输出“可以满足”的概率的下界。


自问
 ：我现在知道什么条件？


自答
 ：从不可满足子句 [image: c]
 中随机选取一个变量进行非运算时，算法接近正确的分配方式 [image: a^*]
 的概率至少为 [image: \frac{1}{3} ]
 。

呼……我立刻察觉到了。

这就是在抛硬币啊。也就是说，我是在反复抛


	出现正面的概率至少为 [image: \frac{1}{3} ]


	出现反面的概率至多为 [image: \frac{2}{3} ]




这样的硬币。并且，每当出现正面时算法就离目的地靠进 1 步，每当出现反面时就远离 1 步……它就是这样一个随机漫步。

但是，我并不清楚最初的分配方式 [image: a]
 与正确的分配方式 [image: a^*]
 的距离
 （不一致的变量的个数）。因为开始循环时的分配方式 [image: a]
 是随机决定的，所以我完全不清楚 [image: a]
 与 [image: a^*]
 的距离。

……不，我知道概率
 ！

用 [image: p(m)]
 来表示开始循环时 [image: a]
 与 [image: a^*]
 的距离为 [image: m]
 的概率吧。就像这样

[image: p(m)=]
 随机选取的 [image: a]
 与 [image: a^*]
 的距离等于 [image: m]
 的概率

我能求出 [image: p(m)]
 吗？

嗯，求 [image: p(m)]
 很轻松。

分配方式中有 [image: n]
 个变量，随机选取分配方式意味着随机决定 [image: n]
 个变量的真假。“所有的情况数”有 [image: 2^n]
 种，“[image: n]
 个变量中有 [image: m]
 个变量一致的情况数”等于从 [image: n]
 个元素中选取 [image: m]
 个元素的组合数，就等于 [image: {n\choose m}]
 。因为所有组合等可能出现，所以概率如下。

[image: ]


很好。话说回来，我是想从下方评估循环成功概率的下界，想求出循环成功的概率至少为多少 —— 那么，我就把求最幸运的情况的概率作为目标吧。

设最开始的距离为 [image: m]
 ，那么什么情况下最幸运呢？这很简单，当我们随机选取变量进行非运算时，每一次
 非运算都能命中不一致的变量的情况就是最幸运的情况。

设最开始的分配方式中有 [image: m]
 个变量不一致，也就是距离为 [image: m]
 。接下来只要连续 [image: m]
 次接近 [image: a^*]
 ，距离就会变成 0，就等于正确的分配方式。最幸运的情况就是随机漫步笔直冲向终点。这样我就可以着手计算了。

最幸运的概率 —— 也就是“距离连续减少 [image: m]
 次的概率”设为 [image: q(m)]
 。因为某一次距离减少的概率至少为 [image: \frac{1}{3} ]
 ，所以

[image: q(m)\geqslant\left(\frac{1}{3}\right)^m]


成立。

通过上述计算得知以下式子成立。

[image: ]


该如何处理 [image: m]
 呢……让我稍稍具体思考一下吧。

[image: m]
 可能是 0，此时分配方式 [image: a]
 满足逻辑公式 [image: f]
 。[image: m]
 可能是 1，此时应该有一个不一致的变量。[image: m]
 还可能是 2，可能是 3……可能是 [image: n]
 。[image: m]
 的取值为 0, 1, 2, ... , [image: n]
 中的某一个。如此一来，便不会遗漏也不会重复。

啊！我明白了！ [image: m]
 可能为 [image: 0,1,2,\cdots,n]
 ，一共有 [image: n+1]
 种情况，它们包含了开始循环时的所有状态。并且这些状态事件全部互斥。也就是说，我只要计算每一个 [image: m]
 值所对应的循环的成功概率，再把得到概率相加就可以了。这样便可以不受 [image: m]
 值的影响求得最幸运的情况下“循环的成功概率”。

当 [image: m]
 值确定时的循环的成功概率为“初始距离为 [image: m]
 的概率”与最幸运的情况“连续进行 [image: m]
 次非运算的概率”的积。

也就是说，在最幸运的情况下循环的成功概率为将 [image: m=0,1,2,\cdots,n]
 时

[image: p(m)q(m)]


的结果相加。

[image: ]


嗯，至此，我完成了对下界的评估！

循环的成功概率 [image: \geqslant\sum^n_{m=0}\frac{1}{2^n}\left(\begin{matrix}n\\m\end{matrix}\right)\left(\frac{1}{3}\right)^m]


接下来我要观察不等式的右边能否化简。



问题 9-2（化简和式）


化简下面的和式。

[image: \sum^n_{m=0}\frac{1}{2^n}\left(\begin{matrix}n\\m\end{matrix}\right)\left(\frac{1}{3}\right)^m]




9.5.2　化简和式

逻辑的话题很有趣，随机漫步的话题也很有趣，但我认为最有趣的话题还是数学公式。只要把研究对象落实到数学公式上，我就能清楚地了解它。现在的研究对象是

[image: \sum^n_{m=0}\frac{1}{2^n}\left(\begin{matrix}n\\m\end{matrix}\right)\left(\frac{1}{3}\right)^m]


这个数学公式。那么我能将它化简为更简单的式子吗？

首先是按部就班地计算，因为 [image: \frac{1}{2^n}]
 中没有变量 [image: m]
 ，所以可以把它提到 [image: \sum]
 的外面。

[image: \sum^n_{m=0}\frac{1}{2^n}\left(\begin{matrix}n\\m\end{matrix}\right)\left(\frac{1}{3}\right)^m=\frac{1}{2^n}\sum^n_{m=0}\left(\begin{matrix}n\\m\end{matrix}\right)\left(\frac{1}{3}\right)^m]


式子中有 [image: {n\choose m}]
 与 [image: {1\choose 3}^m]
 的积
 ，还有关于 [image: m]
 的和
 ，也就是“乘积和”的形式啊……

　　能意识到“乘积和”真开心。

泰朵拉总是直率地学习、直率地说话。她总是很尊敬身为学长的我，学习我讲解的知识时也十分用心。

　　但是，变量太多让人头疼。

是啊，她不太擅长应对变量太多的式子。像二项式定理……二项式定理？

[image: (x+y)^n=\sum^n_{m=0}\left(\begin{matrix}n\\m\end{matrix}\right)x^{n-m}y^m]
 （二项式定理）

就是这个！利用二项式定理，令 [image: x=1,y=\frac{1}{3} ]
 ，就可以化简我的式子了！

[image: ]


完成了！式子变得非常简单。



解答 9-2（化简和式）


[image: \sum^n_{m=0}\frac{1}{2}\left(\begin{matrix}n\\m\end{matrix}\right)\left(\frac{1}{3}\right)^m=\left(\frac{2}{3}\right)^n]




嗯，也就是说，当变量个数为 [image: n]
 时，“循环的成功概率”的评估结果如下。

循环的成功概率 [image: \geqslant\left(\frac{2}{3}\right)^n]


9.5.3　次数的评估

好了！

循环的成功概率变成了“至少为 [image: {2\choose3}^n]
 ”这样的形式。接下来，试着将它代入米尔嘉说的“至少为 [image: \frac{1}{M^n}]
 ”这个形式中去，我就求出了 [image: M]
 为 [image: \frac{2}{3} ]
 的倒数，也就是 [image: \frac{3}{2} ]
 。因此，循环数 [image: R=K\cdot M^n]
 的指数函数部分如下所示。

[image: M^n=\left(\frac{3}{2}\right)^n=1.5^n]


使用暴力算法时，重复次数 [image: 2^n]
 的底为 2。

而我将随机算法 RANDOM-WALK-3-SAT 的循环数的指数函数部分评估为 [image: 1.5^n]
 。

由 2 至 1.5。

真的变小了！

9.6　图书室

9.6.1　独立与互斥

第二天放学后。

我、泰朵拉、米尔嘉，还有沉默的理纱，我们一如既往地聚集在图书室中，我正向我的数学伙伴们讲解昨晚的成果。

“从 [image: 2^n]
 变成 [image: 1.5^n]
 了啊！”

泰朵拉拍着手说。

“嗯，我将随机漫步算法的指数函数的底数由 2 缩小到 1.5 了。”我兴奋地说道。我没看米尔嘉读过的论文就完成了算法的评估，这可真让人开心，“察觉到要使用二项式定理后，很快就做出来了。”

“的确很有趣。”米尔嘉说，“当然，与暴力算法的调查方法不同，随机漫步算法未必能在 [image: 1.5^n]
 阶的步数内百分之百地找到正确的分配方式。但是，当我们面对像 [image: 2^n]
 这样的指数型阶数时，‘至少要试试减小底数’的挑战也是很重要的。随机算法是宝贵的武器之一啊。”

“抛硬币 —— 真是个好办法。”我说，“无论是 [image: 3n]
 步随机算法，还是 [image: R]
 轮循环，只要将它们看作反复抛硬币就会容易理解得多。”

“因为每次抛硬币都相互独立啊。”米尔嘉说。

“相互独立？”泰朵拉问。

“[image: A]
 、[image: B]
 两个事件相互独立
 表示，[image: A]
 和 [image: B]
 之间不会互相影响。事件‘[image: A]
 且
 [image: B]
 ’发生的概率等于 [image: Pr(A)]
 与 [image: Pr(B)]
 的积
 。”

[image: Pr(A\cap B)=Pr(A)\times Pr(B)]
 　　　（事件 [image: A]
 、[image: B]
 相互独立）

“相互独立啊……”泰朵拉一边记笔记一边说，“相互独立 —— 和互斥不同吧？”

“不同。两个事件互斥
 指的是，事件‘[image: A]
 或
 [image: B]
 ’发生的概率等于 [image: Pr(A)]
 与 [image: Pr(B)]
 的和
 。”米尔嘉说。

[image: Pr(A\cup B)=Pr(A)+Pr(B)]
 　　　（事件 [image: A]
 、[image: B]
 互斥）

9.6.2　精确的评估

“那么，我们来谈谈论文中提到的评估吧。”

“诶？难道不是 [image: 1.5^n]
 吗？”泰朵拉问。

“论文中评估地更加精确。”米尔嘉回答。

“精确……坏了！要用到斯特林公式啊！”

“论文中会用到斯特林公式。但是在分析随机漫步时，首先用到的是我们已经熟知的武器 —— 钢琴问题的一般解 7
 。”


7
 在概率论中称为“选举定理”。



钢琴问题的一般解


旋律不使用比开始音低的音；旋律由 [image: a+b]
 个音组成；每个音都与邻近的音相连；旋律的终止音只比开始音高 [image: a-b-1]
 个音阶。满足这些条件的旋律的个数可以用下面的式子表示。

[image: \frac{a-b}{a+b}\cdot\left(\begin{matrix}a+b\\a\end{matrix}\right)]




◎　　◎　　◎

下面我们来精确地评估 RANDOM-WALK-3-SAT。

假设作为随机漫步起点的分配方式与一个正确的分配方式 [image: a^*]
 距离 [image: m]
 步。我们接下来开始进行随机漫步，当距离为 0 时分配方式满足逻辑公式。

昨天晚上你只是在“分配方式从距离 [image: m]
 步远的地方前进 [image: m]
 步后使得距离为 0”这种最幸运的情况下，评估了循环成功的概率。

但是在大多数情况下，分配方式在距离接近 0 的过程中会随机行走。如果考虑这种随机行走的路径个数，由起点到 [image: a^*]
 的路径就会增加，循环的成功概率也会增加，循环数的阶会降低。

我们可以像这样思考。设想从距离为 [image: m]
 前进至距离为 0 的过程中，我们远离
 [image: \boldsymbol{a^*}]
 的步数为 [image: \boldsymbol{i}]
 。为了补偿远离的 [image: i]
 步，我们必须在某些地方与 [image: a^*]
 靠近 [image: i]
 步。再加上从 [image: m]
 至 0 本来就需要走的 [image: m]
 步，从起点到达 [image: a^*]
 一共需要前进 [image: m+2i]
 步。

让我们无视 [image: i]
 超过 [image: m]
 时的路径吧，也就是认为当 [image: i]
 超过 [image: m]
 时，分配方式无法到达 [image: a^*]
 。

观察下面两个图像。

[image: ]


左边的图像表示：对应前进的步数“分配方式与 [image: a^*]
 的距离是怎样变化的”。右边的图像表示：在钢琴问题中“音程是怎样变化的”。并排比较两个图像就会发现，随机漫步的一条路径与钢琴问题的一段旋律一一对应，它们恰好是左右反转
 的图像。

在钢琴问题的一般解中，结束音只比开始音高 [image: a-b-1]
 个音阶。可以用以下式子来表示当有 [image: a+b]
 个音时旋律的个数。

[image: \frac{a-b}{a+b}\left(\begin{matrix}a+b\\a\end{matrix}\right)]


将它应用在随机漫步中，能得到下面这个联立方程式。

[image: ]


解这个联立方程式，得 [image: (a,b)=(m+i,i)]
 。由此我们得出随机漫步的路径数。

[image: ]


这就是“从距离为 [image: m]
 前进至距离为 0 的过程中，与 [image: a^*]
 的距离为 [image: i]
 步的路径数。”

然后我们来计算循环的成功概率吧。

我们可以用 [image: P(m,i)]
 表示“从距离为 [image: m]
 的某处向 [image: a^*]
 前进的过程中，与 [image: a^*]
 的距离达到 [image: i]
 步后，最终到达 [image: a^*]
 的概率。”我们来试着评估它，也就是思考反复抛 [image: m+2i]
 次硬币，其中出现 [image: i]
 次正面的情况。如果硬币出现正面就远离 [image: a^*]
 ，出现反面就靠近 [image: a^*]
 。因为硬币出现正面的概率至多为 [image: \frac{2}{3} ]
 ，出现反面的概率至少为 [image: \frac{1}{3} ]
 ，所以我们可以评估 [image: P(m,i)]
 如下所示。

[image: ]


在这个评估里，忽略了远离步数 [image: i]
 大于 [image: m]
 时的路径。

刚才我们已经评估了 [image: P(m,i)]
 的下界。现在我们用 [image: Q(m)]
 表示任意远离步数下“从距离为 [image: m]
 的某处到达 [image: a^*]
 的概率”，来评估 [image: Q(m)]
 的下界。只要在 [image: i]
 的取值范围 [image: 0\leqslant i\leqslant m]
 内，对 [image: P(m,i)]
 求和就可以了。

[image: ]


利用 [image: i]
 的最大值为 [image: m]
 这一条件，可以评估 [image: \alpha]
 、[image: \beta]
 、[image: \gamma]
 的下界。

[image: \begin{cases}\alpha:\frac{m}{m+2i}&\geqslant\frac{m}{m+2m}=\frac{1}{3}\\\beta:\left(\frac{2}{3}\right)^i&\geqslant\left(\frac{2}{3}\right)^m\\\gamma:\left(\frac{1}{3}\right)^{m+i}&\geqslant\left(\frac{1}{3}\right)^{m+m}=\left(\frac{1}{3}\right)^{2m}\end{cases}]


利用 [image: \alpha]
 、[image: \beta]
 、[image: \gamma]
 继续评估 [image: Q(m)]
 的下界。

[image: ]


把和式与它的最后一项比较，就能做出以下不等式。8



8
 因为和式 [image: \sum^m_{i=0}{m+2i\choose i}]
 的每一项非负，所以这个和式的值一定大于等于它的某一项的值。—— 译者注

[image: \sum^m_{i=0}\left(\begin{matrix}m+2i\\i\end{matrix}\right)\geqslant\left(\begin{matrix}m+2m\\m\end{matrix}\right)=\left(\begin{matrix}3m\\m\end{matrix}\right)]


利用这个式子继续评估 [image: Q(m)]
 的下界。

[image: ]


让我们按乘方的形式来评估 [image: {3m\choose m}]
 的下界吧。

现在该传家宝刀 —— 斯特林公式登场啦。

9.6.3　斯特林公式

米尔嘉一边

“授课”，一边不停地在我的笔记本上写下式子。

◎　　◎　　◎

评估 [image: n!]
 时，我们经常会用到斯特林公式。



斯特林公式


当 [image: n]
 足够大时，[image: n!]
 与 [image: \sqrt{2\pi n}(\frac{n}{{\rm e}})^n]
 近似，可以如下表示。

[image: n!\sim\sqrt{2\pi n}\Bigl(\frac{n}{{\rm e}}\Bigr)^n]


当 [image: n\to\infty]
 时，这个式子左右两边的比值的极限等于 1，可以如下表示。

[image: \lim_{n\to\infty}\frac{n!}{\sqrt{2\pi n}(\frac{n}{{\rm e}})^n}=1]




在这里，我们要用到与斯特林公式相关联的以下不等式。

[image: ]


接下来，我们使用不等式 (U) 与 (L) 来评估 [image: {3m\choose m}]
 的下界吧。根据定义，[image: {3m\choose m}]
 可以表示为阶乘的形式。

[image: \left(\begin{matrix}3m\\m\end{matrix}\right)=\frac{(3m)!}{(1m)!(2m)!}]


为了发现规律，我们把 [image: m]
 写作 [image: 1m]
 。因为要评估 [image: {3m\choose m}]
 的下界，所以要把分母评估得大一些，把分子评估得小一些。也就是说，我们要用不等式 (U) 评估 [image: (1m)!]
 和 [image: (2m)!]
 的上界，用不等式 (L) 评估 [image: (3m)!]
 的下界。

[image: ]


▶ 评估 [image: \frac{(3m)!}{(1m)!(2m)!}]
 中分母
 的上界。

[image: \begin{aligned}(1m)!(2m)!&\leqslant\sqrt{2\pi\cdot1m}\left(\frac{1m}{{\rm e}}\right)^{1m}{\rm e}^{\frac{1}{12\cdot1m}}\cdot\sqrt{2\pi\cdot2m}\left(\frac{2m}{{\rm e}}\right)^{2m}{\rm e}^{\frac{1}{12\cdot2m}}\\&=2\pi\cdot\sqrt{2}\cdot m\cdot4^m\cdot m^{3m}\cdot{\rm e}^{-3m}\cdot{\rm e}^{\frac{1}{12m}+\frac{1}{24m}}\end{aligned}]


▶ 评估 [image: \frac{(3m)!}{(1m)!(2m)!}]
 中分子
 的下界。

[image: \begin{aligned}(3m)!&\geqslant\sqrt{2\pi\cdot3m}\left(\frac{3m}{{\rm e}}\right)^{3m}\\&=\sqrt{2\pi}\cdot\sqrt{3}\cdot\sqrt{m}\cdot27^m\cdot m^{3m}\cdot{\rm e}^{-3m}\end{aligned}]


这样，我们就能评估 [image: {3m\choose m}]
 的下界了。

[image: \begin{aligned}\left(\begin{matrix}3m\\m\end{matrix}\right)&=\frac{(3m)!}{(1m)!(2m)!}\\&\geqslant\frac{\sqrt{2\pi}\cdot\sqrt{3}\cdot\sqrt{m}\cdot27^m\cdot m^{3m}\cdot{\rm e}^{-3m}}{2\pi\cdot\sqrt{2}\cdot m\cdot4^m\cdot m^{3m}\cdot{\rm e}^{-3m}\cdot{\rm e}^{\frac{1}{12m}+\frac{1}{24m}}}\\&=\frac{\sqrt{3}\cdot27^m}{\sqrt{2\pi}\cdot\sqrt{2}\cdot\sqrt{m}\cdot4^m\cdot{\rm e}^{\frac{1}{8m}}}\\&=\frac{\sqrt{3}}{2\sqrt{\pi}}\cdot{\rm e}^{-\frac{1}{8m}}\cdot\frac{1}{\sqrt{m}}\cdot\left(\frac{27}{4}\right)^m\end{aligned}]


当 [image: m=1,2,3,\cdots,n]
 时，利用 [image: {\rm e}^{-\frac{1}{8m}}\geqslant{\rm e}^{-\frac{1}{8}}]
 。

[image: ]


将常数部分归纳为 [image: C]
 。

[image: C=\frac{\sqrt{3}}{2\sqrt{pi}}\cdot{\rm e}^{\frac{1}{8}}]


来评估 [image: {3m\choose m}]
 的下界吧。

[image: \left(\begin{matrix}3m\\m\end{matrix}\right)\geqslant\frac{C}{\sqrt{m}}\left(\frac{27}{4}\right)^m]


现在，我们来评估 [image: Q(m)]
 的下界。

[image: ]


设 [image: C'=\frac{C}{3} ]
 。

[image: =\frac{C'}{\sqrt{m}}\left(\frac{1}{2}\right)^m]


这样，我们就可以评估循环的成功概率的下界了。

[image: ]





9

 本行及之后的五行为译者所加，用于替换原书此处的“[image: \geqslant\sum\limits^n_{m=0}\frac{1}{2^n}{n\choose m}\cdot\frac{C'}{\sqrt{m}}\left(\frac{1}{2}\right)^m]
 ”，因为当 [image: m=0]
 时，[image: \sqrt{m}]
 不能做分母。—— 译者注



这样，我们就完成了对循环成功概率下界的评估。

循环的成功概率 [image: \geqslant\frac{C'}{\sqrt{n}}\left(\frac{3}{4}\right)^n]


对不等号右边取倒数，得到

[image: \frac{\sqrt{n}}{C'}\left(\frac{4}{3}\right)^n]


因此，我们可以这样评估循环数的指数函数部分。

循环的指数函数部分 [image: \leqslant\left(\frac{4}{3}\right)^n=(1.333\cdots)^n<1.334^n]


最终，我们评估循环数的指数函数部分至多为

[image: 1.334^n]


比你的评估结果 [image: 1.5^n]
 小了很多啊。

至此，问题告一段落。

◎　　◎　　◎

“至此，问题告一段落。遵循论文来思考也很有趣啊。”

“斯特林公式啊……”我还在回味刚才的问题。

[image: ]




评估“循环数的指数函数部分”下界的“旅行地图”


假设随机漫步的起点距离正确的分配方式 [image: a^*]
 有 [image: m]
 步。

利用钢琴问题求解路径数，并将求解路径数看作抛硬币来评估。

[image: ]




“我的武器还远远不够啊……”泰朵拉慢慢地说，“这不是简单的式子变形，还涉及评估各个因数的大小；用斯特林公式评估组合的个数；评估上界；评估下界；评估循环的成功概率与失败概率；评估随机算法疏忽的概率……运用这些武器不仅需要掌握与数字和算式相关的广泛的知识、深刻的感悟，还需要充沛的体力。”

“是啊……哎呀，快到瑞谷女史的登场时间了。”我说。

“那个……今天要不要试着做点不同以往的有趣的事情呢？”泰朵拉说着露出一副小孩子要恶作剧的表情。

“不同以往的有趣的事情？”米尔嘉问。

“就是啊……”泰朵拉向我们小声说明。

过了一会儿，瑞谷老师从管理员办公室走了出来。她戴着深色眼镜，身穿套裙，走着和往常一模一样的路线站到图书室的中央，正当她要开口宣布时 ——

“放学时间到了！”

我们异口同声地抢在老师前面宣布，连理纱也跟着小声附和。

瑞谷女史不为所动地继续宣布。

“放学时间到了。”

9.7　回家路上

奥林匹克

我们沿着熟悉的小路走向车站，重复每日的路线。我们的脚步也是随机漫步吗？在不断行走的过程中，我们会到达什么特别的地方吗？

“话说回来为什么内层的循环是 [image: 3n]
 次呢？”泰朵拉问，“为什么这里出现了 [image: 3n]
 这个特别的值呢？”

“评估算法时，我们讨论了‘远离 [image: i]
 步’这种情况，当时的步数为 [image: m+2i]
 ，因为 [image: i]
 的最大值为 [image: m]
 ，[image: m]
 的最大值为 [image: n]
 ，所以为了使我们即便远离 [image: i]
 步后仍能到达 [image: a^*]
 ，至少需要 [image: m+2i\leqslant n+2n=3n]
 次循环。”

“啊，是因为这个啊！有关内层循环我还有一个问题。刚才我们一直在评估外层的循环次数，但是用文字表示的步骤不也是要花费时间处理的吗？比方说，‘随机选取 [image: n]
 个变量的分配方式’这一流程……”

“的确会花费时间，但是这些所花费的时间都为多项式阶……至少我们假设花费的时间都为多项式阶。比方说，‘随机选取 [image: n]
 个变量的分配方式’就是对 [image: n]
 个变量进行赋值，因此运行步数为 [image: O(n)]
 。又比如，调查‘分配方式 [image: a]
 是否满足逻辑公式 [image: f]
 ’的流程，它的运行步数至多为子句的个数阶，如果不允许同一子句反复出现，那么子句的个数可以被变量的个数的多项式倍阶限制住。因此这不是问题。”

“原来是这样啊……总觉得，就像奥林匹克一样！”泰朵拉说。

“什么像奥林匹克？”我问。

“我在说 3-SAT 哦。因为人们在比赛谁更能降低阶数。就好像大家在挑战 100 m 短跑的世界纪录一样……这不像奥林匹克吗？”

“历史上就有过比拼谁最先证明费马大定理的竞争呀。”

“啊，说得对啊。”

“一位学者创造出阶数更小的算法，分析它，写论文。”米尔嘉说，“其他学者读论文，将算法改良，再写出论文。人类的智慧就是这样前进的。我读到的论文 A Probabilistic Algorithm for k-SAT and Constraint Satisfaction Problems
 [28]
 由乌韦·舍宁于 1999 年完成。论文发表时 3-SAT 的世界纪录是 [image: 1.334^n]
 。”

“这样啊，论文是用英语写的吧？”

“当然，不用英语写就无法传达给世界。”米尔嘉说。

“规范正确地写下有传达价值的事情 —— 这就是论文的本质对吧？”泰朵拉说。

9.8　家

逻辑

“可满足性问题啊……”尤里说。

一如既往的周末，一如既往地和尤里待在我的房间，一如既往地进行着对话。

不对，她给我的感觉与往常有些不同。

“尤里……这条缎带是？”

“诶……哥哥你注意到了？”

“注意到了。真是条漂亮的缎带 —— 你戴着真好看。”

“谢谢~”尤里笑眯眯地说，“研究问题的难度真有趣啊，我们不仅可以解答问题，还可以把创造解题的算法当作问题。这就是问题的问题了呀。”

“定量地评估是非常重要的，这时候就要不等式大显身手了。”

“哦……逻辑的话题会转化为不等式的话题啊。”

“数学中的各个要素是紧密相连的呀。”

“计算机好像也非常有趣啊。”

“是啊。我们在图书室交谈时，理纱还会帮忙呢。”

“理纱？”尤里一脸怀疑，“理纱是谁呀！女孩子吗？”

“嗯。她有着火红的头发，擅长计算机，现在正读高一。”

这时，尤里停下来若有所思。

“她是能理解‘斐波那契手势’的人吗？”

“嗯，她能理解哦，”我说，“虽说她理解的是二进制的斐波那契手势。理纱是双仓图书馆双仓博士家的孩子。对了，正好这次在双仓图书馆有一个会议。”

我把从理纱那里拿到的宣传单给尤里看，讲了讲会议相关的事情，告诉她这是计算机科学方向的小型国际会议，其中还有面向中学生的研讨会。

“啊！米尔嘉大人是讲师吗？”

“不是，泰朵拉代替米尔嘉作报告。”

“遗憾啊……嗯？面向中学生？啊，对了！”

“怎么了？”

“喵，没什么。”

“？”

“泰朵拉作报告啊……担心她会在台上摔倒喵~”

“不会摔倒吧……大概……”

　

　


在计算机科学的所有不可解问题中，



最著名的问题就是



寻求有效的方法来判定



某个布尔函数是可满足的还是不可满足的。


……


当你第一次听到这个问题的陈述时，



或许禁不住接着对自己提出这样一个问题：



“有这种事吗？



你们真的以为计算机科学家们仍然没有找到



解决这样一个简单问题的方法吗？”


—— 高德纳
 [22]






第 10 章　随机算法


有帮手和工具时可以轻易完成的活儿，



如果是我独自空手干，



就得花费大量的体力和过分多的时间。


—— 《鲁滨逊漂流记》


　

10.1　休闲餐厅

雨

“真是抱歉。”泰朵拉说。

“没关系哦。”我回答。

“……”理纱沉默不语。

我们正聚集在车站附近的休闲餐厅，外面下着雨。天色已近黄昏，也许说夜晚更合适。回家途中，泰朵拉、我还有理纱一起来吃晚餐。

我从放学开始一直在帮泰朵拉出主意到现在。没错，我们在为两周之后在双仓图书馆举行的会议报告做准备。作为面向中学生的报告，泰朵拉选择的题材是算法。她努力整理好了报告的内容，虽说这是件好事……但她整理出的内容可真是不少，整整一本笔记本上都写满了大量的文章，而且泰朵拉还想写更多。

“没办法讲那么多啊。”已经累得不行的我一边吃着意大利面一边毫不留情地说。

“但是，无论如何我都想把全部内容包含进来。要是不一步一步讲解的话，听众很难理解啊。”泰朵拉一边戳开蛋包饭一边说。

“可是报告时间会完全不够吧。”

“能不能增加报告时间呢？”泰朵拉说着看向旁边的理纱。

“办不到。”理纱一边喝着冰红茶一边说。想必在秘书处帮忙的她知道不少消息吧。

“要是不按部就班地讲解，听众会迷路的啊。”

“再怎么讲解，如果不能让听众听明白就相当于白讲了。”

“所以我才认真的准备稿子啊……”

“自我满足。”理纱说。

我和泰朵拉看向理纱。理纱面无表情地含着吸管。自我满足……这真是严厉的说法啊。

“我、我只是想认真讲解而已。”泰朵拉对理纱说，“因为我不想在报告结束后听到‘果然我还是听不懂啊’这样的话。”

“明哲保身。”理纱说。

“才、才不是呢！”泰朵拉有些生气，她少见的面露愠色，“我只是把应该讲解的东西提前写出来而已……”

“浪费，”理纱瞄了我一眼说，“应考生的时间。”应考生，理纱指的是我吧。

“我占用了学长的时间，非常抱歉。”泰朵拉的声音小了下去，“但我想做好准备啊。”

“我们还是来谈点现实的吧。”我站出来调停，“实际上，我们既没有充足的作报告时间，也没有做充分准备的时间。所以，我们不如把排序的例子压缩到两个左右。”

“好……”泰朵拉不甘心地回答。

“比如，你可以先讲解冒泡排序，再加上一个有代表性的排序……”

“快速排序
 。”理纱说。

“就是那个！我还从村木老师那里拿到了卡片！”

泰朵拉打开包。

“不好意思。”我说，“今天我已经筋疲力尽了，如果现在看卡片，心里难免会惦记着它，让我们明天，啊不，后天放学再继续吧。”

“真是不好意思。”泰朵拉说。

理纱什么都没说，只是一直玩弄着自己的红发。

10.2　学校

10.2.1　中午

两天后的午休时间，我和米尔嘉在教室里交谈。

“……泰朵拉真的是干劲十足。”我说。

“嗯。”米尔嘉说着咬了一口威化饼干，“理纱呢？”

“理纱？嗯……她虽然嘴上毫不留情，但是她说等泰朵拉总结好内容后，会帮泰朵拉准备报告要用到的材料。”

“还真像那孩子的风格。”米尔嘉说。

“是啊，看起来不像高一的学生呢。”

“我说的可不是能力上的问题……你要去参加会议吗？”米尔嘉问。

“去双仓图书馆？嗯，当然要去呀，我还打算邀请尤里。米尔嘉你不在日本对吧？”

“不在。”

“这次又是什么事？”

“那边有一个看起来很有趣的数论研讨会，我打算去参加。我待上一周就回来，日期刚好是会议的后一天。”

10.2.2　快速排序算法

放学后，我来到图书室。理纱与泰朵拉已经在图书室里等着我了。

“学长！请听我讲解快速排序。尽管有些地方我还不太明白，不过我和理纱两人认真地准备了哦！”

“真是下功夫了呢……”我说。

“那么，我们赶紧从输入输出开始吧。”泰朵拉说着打开笔记本。

◎　　◎　　◎

那么，我们赶紧从输入输出开始吧。



快速排序算法（输入与输出）



输入



	数列 [image: A={A[1],A[2],A[3],\cdots,A[n]\}]
 {[在后面的分析中，假设数列的元素各不相同。]}

	排序的范围 [image: L]
 与 [image: R]





输出


对范围 [image: A[L]]
 到 [image: A[R]]
 进行排序后的数列



快速排序会像下面那样用分隔开的箱子表示输入的数列 [image: A]
 ，然后对从 [image: L]
 到 [image: R]
 的范围内的元素进行排序，范围外的元素保持不变。如果想对所有元素进行排序，我们可以设 [image: L=1,R=n]
 。

[image: ]


快速排序的流程如下所示。



快速排序算法（流程）


[image: ]




“嗯，”我说，“[image: L]
 表示 left，[image: R]
 表示 right 对吧？”

“Right。”泰朵拉说，“昨天我花了一整天的时间，仔细研究了这个算法。理纱也帮了我很多忙，为了尽可能不占用学长的时间，我把它整理出来了。”

泰朵拉指了指手边的一摞作业纸。

“首先，学长请看快速排序的运行示意图。”

◎　　◎　　◎

这张图描述了向 QUICKSORT 中输入 [image: A={5,1,7,2,6,4,8,3\},L=1,R=8]
 时算法的运行过程。

[image: ]



快速排序算法


首先，我们选出一个名为枢纽项
 （pivot）的元素，把枢纽项作为划分元素大小的基准值。在 QUICKSORT 中，我们选择最左端的元素作为枢纽项。

在图中，我们一开始选取了 5 作为枢纽项。接下来，我们把比枢纽项小的数移动到枢纽项的左边，把比枢纽项大的数移动到枢纽项的右边，把枢纽项移动到分界线上。我们称这个操作为“通过枢纽项划分数列”。在图中表示为，5 被夹在数列 {3, 1, 2, 4} 与 {7, 8, 6} 之间。

再次对刚刚划分出来的两个数列进行快速排序，我们把这个操作称为“对子数列排序”。

快速排序由


	通过枢纽项划分数列（行 R3 至行 R12）

	对子数列排序（行 R13 至行 R14）



的反复运行构成。下面我会按顺序说明这两个操作！

10.2.3　通过枢纽项划分数列—— 两只翅膀

我们先进行“通过枢纽项划分数列”。

设装在最左侧的箱子 [image: A[L]]
 里的数为枢纽项，在图中用“=”来表示，意为与枢纽项相等
 。

在比较之前我们无法确定枢纽项与其他元素的大小关系，所以我们用“？”来表示尚未确定的大小关系。

变量 [image: p]
 与 [image: k]
 在行 R3 和行 R4 中被初始化，如下图所示。

[image: ]



设 [image: \boldsymbol{A[L]}]
 的值为枢纽项


通过行 R6 的 [image: \mathbf{if}]
 语句，算法将一个元素与枢纽项进行比较。

通过行 R5 至行 R11 的 [image: \mathbf{while}]
 语句，算法反复运行比较操作。

[image: ]



▉ [image: \boldsymbol{A[2]<}]
 枢纽项的情况


若 [image: A[2]]
 小于枢纽项，算法将运行行 R7 至行 R10。当算法从行 R11 回到行 R5 时，运行的结果如下所示。

[image: ]


因为 [image: A[2]]
 的值为 1，枢纽项的值为 5，所以可以确认 [image: A[2]]
 的值“比枢纽项小”。我们用“<”表示选取的元素比枢纽项小的情况。

我们通过行 R7 中的 [image: A[p+1]\leftrightarrow A[k]]
 交换元素。因为当前 [image: p+1=k]
 ，所以我们进行的操作为交换 [image: A[2]]
 与 [image: A[2]]
 本身，该操作没有任何意义，但是当 [image: p+1\neq k]
 时，我们进行的交换就有了划分元素的意义。


▉ [image: \boldsymbol{A[2]\geqslant}]
 枢纽项的情况


当 [image: A[2]]
 大于等于枢纽项时，[image: p]
 保持不变，只有 [image: k]
 增加。

[image: ]


那么，在满足行 R5 的条件 [image: k\leqslant R]
 的情况下，算法会不断重复与刚刚相同的操作。最终，算法会根据元素是否小于枢纽项从而把元素划分为两组。下图为划分过程中的状态。

[image: ]


只要观察上图，我们就能清晰地了解现在的划分状况。


	“小于枢纽项”的元素在 [image: L+1]
 与 [image: p]
 之间

	“大于等于枢纽项”的元素在 [image: p+1]
 与 [image: k-1]
 之间

	“未确认”的元素在 [image: k]
 之上



变量 [image: p]
 指向“小于枢纽项”和“大于等于枢纽项”的分界线，变量 [image: k]
 指向划分元素的最前线。

接着，当 [image: k]
 不断变大直到 [image: k\leqslant R]
 不成立时，[image: \mathbf{while}]
 语句结束，循环停止。

[image: ]


循环结束后我们来到行 R12，一般来说，此时数列的状态会像这样。

[image: ]


在这个状态下，算法在行 R12 交换 [image: A[L]]
 与 [image: A[p]]
 。

[image: ]



“两只翅膀”


我们把枢纽项左边的元素们称为“左边的翅膀”，把枢纽项右边的元素称为“右边的翅膀”。

数列被枢纽项划分为“两只翅膀”！

　　“左边的翅膀” = 小于枢纽项的元素的集合

　　“右边的翅膀” = 大于等于枢纽项的元素的集合

不过，之前理纱告诉我，当枢纽项在数列的左端或者右端时，会有一边的翅膀消失。

[image: ]



当枢纽项来到右端时“右边的翅膀”消失


[image: ]



当枢纽项来到左端时“左边的翅膀”消失


以上就是关于“通过枢纽项划分数列”的讲解。

10.2.4　对子数列排序—— 　递归

接下来讲解“对子数列排序”。

现在我们的面前有“左边的翅膀”和“右边的翅膀”两个子数列，接下来我们只要分别对左边和右边的数列再进行排序就可以了。如此一来，我们就能够完成全体元素的排序了。

[image: ]



分别对“两只翅膀”排序


“左边的翅膀”的范围为 [image: L]
 至 [image: p-1]
 ，“右边的翅膀”的范围为 [image: p+1]
 至 [image: R]
 。在行 R13 与行 R14 分别对这两个范围内的元素进行排序。

[image: ]


像这样利用 QUICKSORT 本身来定义 QUICKSORT 的方法称作 recursion—— 递归。这也是理纱教给我的……它与数学上的递推公式有些相似。

10.2.5　运行步数的分析

“原来如此，真有趣。算法先将数列划分为‘左边的翅膀’与‘右边的翅膀’，再分别对它们进行排序。”

“分而治之。”理纱说。

“我们可不仅是探究了快速排序的运行模式哦。”泰朵拉说，“在分析运行步数上我们也有了相当的进展！”

泰朵拉冲着理纱露出寻求肯定的微笑，红发少女无言地点头。

“和往常一样，我们来数一下各行的运行次数。”泰朵拉说。

[image: ]



流程 [image: \mathbf{QUICKSORT}]
 的分析


在运行次数一栏中，有一部分运行次数是由变量表示的。


	[image: R]
 与 [image: L]
 是通过输入得到的值

	虽然 [image: W]
 表示在行 R7 进行交换的次数……不过因为 [image: W]
 会根据输入的数列产生变化……所以我们还不能确定 [image: W]
 的值

	[image: T_{{\rm left}}]
 是对“左边的翅膀”进行排序所花费的运行步数

	[image: T_{{\rm right}}]
 是对“右边的翅膀”进行排序所花费的运行步数



因为 [image: T_{{\rm left}}]
 与 [image: T_{{\rm right}}]
 会根据输入发生变化，所以我还不太清楚该怎么处理它。不过，我可以先讲解我们已经研究过的部分。

设“QUICKSORT 的运行步数（[image: L]
 至 [image: R]
 ）”为

[image: T_Q(R-L+1)]


则有如下等式：

[image: \begin{aligned}T_Q(R-L+1)&={\rm R1+R2+R3+R4+R5+R6+R7+R8+R9}\\&~~~~~~~+R10+R11+R12+R13+R14+R15+R16+R17\\&~=1+1+1+1+(R-L+1)+(R-L)+W+W+W\\&~~~~~~~~+(R-L)+(R-L)+1+T_{{\rm left}}+T_{{\rm right}}+1+1+1\\&~=9+4R-4L+3W+T_{{\rm left}}+T_{{\rm right}}\end{aligned}]


啊，只有当 [image: L<R]
 时上面的式子才成立。当 [image: L\geqslant R]
 时，也就是当 [image: R-L+1=0]
 （数列大小为 0）或 [image: R-L+1=1]
 （数列大小为 1）时，算法的运行步数如下所示。

[image: \begin{aligned}&T_Q(0)={\rm R1+R2+R16+R17}=1+1+1+1=4\\&T_Q(1)={\rm R1+R2+R16+R17}=1+1+1+1=4\end{aligned}]


学长……我们到了。

这个式子就是我和理纱抵达的最前线！



泰朵拉和理纱完成的快速排序算法的分析


通过 QUICKSORT 算法排序从 [image: L]
 至 [image: R]
 的元素时，算法的运行步数为

[image: T_Q(R-L+1)=9+4R-4L+3W+T_{{\rm left}}+T_{{\rm right}}]


当 [image: L<R]
 时以上式子成立。其中，[image: W]
 、[image: T_{{\rm left}}]
 、[image: T_{{\rm right}}]
 的含义如下。


	[image: W]
 表示在行 R7 进行元素交换的次数

	[image: T_{{\rm left}}]
 表示“左边的翅膀”的运行步数

	[image: T_{{\rm right}}]
 表示“右边的翅膀”的运行步数





10.2.6　分情况讨论

“这个式子就是我和理纱抵达的最前线！”

[image: T_Q(R-L+1)=9+4R-4L+3W+T_{{\rm left}}+T_{{\rm right}}]


理纱轻轻点头，附和泰朵拉的发言。她没有像往常一样打开红色笔记本电脑，而是全神贯注地听我们说话。

听完泰朵拉的讲解，我也来了兴致。我们该怎样评估这个式子呢？

“有趣。先来减少字母吧。”我说。

“要怎么做呢？”

“对 [image: L]
 至 [image: R]
 的元素进行排序时，元素的个数为 [image: R-L+1]
 对吧？我想泰朵拉你是察觉到这一点才想出 [image: T_Q(R-L+1)]
 的吧。”

“嗯，是的。因为

元素数 = 右端 - 左端 + 1

这个式子成立。”

“设元素数为 [image: n]
 的话，我们就可以把 [image: T_Q(R-L+1)]
 写作 [image: T_Q(n)]
 。这样，[image: T_{{\rm left}}]
 和 [image: T_{{\rm right}}]
 也能写成 [image: T_Q(\cdots)]
 的形式吧？”

“没问题呢。因为我们可以用 [image: {\rm QUICKSORT}(A,L,p-1)]
 对‘左边的翅膀’排序，所以

左边的翅膀的元素数 = 右端 - 左端 [image: +1=(p-1)-L+1=p-L]


我们也可以用 [image: {\rm QUICKSORT}(A,p+1,R)]
 对‘右边的翅膀’排序，因此

右边的翅膀的元素数 = 右端 - 左端 [image: +1=R-(p+1)+1=R-p]


由以上式子我们能得出下面的式子成立！”

[image: \begin{cases}T_{{\rm left}}&=T_Q(p-L)\\T_{{\rm right}}&=T_Q(R-p)\end{cases}]


“是……这样吗？”我隐约觉得哪里不对。

“是这样啊。如此一来就能减少变量啦。”泰朵拉说。

[image: \begin{aligned}T_Q(R-L+1)&=9+4R-4L+3W+T_{{\rm left}}+T_{{\rm right}}\\T_Q(n)&=9+4R-4L+3W+T_Q(p-L)+T_Q(R-p)\end{aligned}]


“没有减少。”理纱说。

“诶呀？仅仅是 [image: R]
 、[image: L]
 、[image: W]
 、[image: T_{{\rm left}}]
 、[image: T_{{\rm right}}]
 变成了 [image: n]
 、[image: R]
 、[image: L]
 、[image: W]
 、[image: p]
 而已……”

“我们可以利用 [image: R-L+1]
 表示 [image: 9+4R-4L]
 ，这样就能用 [image: n]
 来表示 [image: 9+4R-4L]
 啦。”我说。

[image: \begin{aligned}T_Q(n)&=9+4R-4L+3W+T_Q(p-L)+T_Q(R-p)\\&=4(\underline{R-L+1})+5+3W+T_Q(p-L)+T_Q(R-p)\\&=4\underline{n}+5+3W+T_Q(p-L)+T_Q(R-p)\end{aligned}]


“怎么处理 [image: W]
 呢？”

“怎么办呢……嗯，既然我们现在想评估运行步数，就试着将 [image: W]
 评估得大一些吧。[image: W]
 是交换的次数对吧？既然行 R6 的 [image: \mathbf{if}]
 语句运行了 [image: R-L]
 次，那么 [image: W]
 的运行次数应该至多为 [image: R-L]
 次。”

[image: ]


“原来如此。”

“这样我们可以把 [image: W]
 往大评估为 [image: W=R-L=n-1]
 。”

[image: \begin{aligned}T_Q(n)&=4n+5+3\underline{W}+T_Q(p_L)+T_Q(R-p)\\&=4n+5+3(\underline{R-L})+T_Q(p-L)+T_Q(R-p)\\&=4n+5+3(\underline{n-1})+T_Q(p-L)+T_Q(R-p)\\&=7n+2+T_Q(p-L)+T_Q(R-p)\end{aligned}]


“哇……式子变简单了很多。”

[image: T_Q(n)=7n+2+T_Q(p-L)+T_Q(R-p)]


“由于刚才我们把 [image: W]
 评估得稍大了些，所以严格来说 [image: T_Q(n)]
 实际上表示的是效率更低一些的算法的运行步数。但还有个问题 —— ”我说出开始一直察觉到的违和感，“[image: p]
 是存放枢纽项的地方对吧？因此，[image: p]
 的值依赖于输入的数列 [image: A]
 。这真的……对吗？”

“是指 [image: p]
 可能取很多值的意思吗？”

“嗯。我们知道 [image: p]
 的取值范围是 [image: L\leqslant p\leqslant R]
 。因此 [image: p-L]
 的取值范围
 是 ——

[image: 0\leqslant p-L\leqslant R-L=n-1]


同样，我们知道 [image: R-p]
 的取值范围是

[image: 0\leqslant R-p\leqslant R-L=n-1]


但是—— ”

“我们不清楚它们的值究竟是哪一个，对吧？”

“嗯。分情况讨论
 真是麻烦啊。”

“喜欢。”理纱说。

“喜欢，你是说分情况讨论吗？”泰朵拉问。

理纱轻轻地点头。

“呃，先不管讨厌还是喜欢，”我说，“分情况讨论都是无法回避的问题。即便我们确定了 [image: n]
 ，若是无法确定 [image: p]
 ，我们也就无法确定 [image: T_Q(n)]
 的值，这可真让人头疼。[image: 0\leqslant p-L\leqslant R-L=n-1]
 表示 [image: p-L]
 的值有 [image: n]
 种情况，由此可知，[image: T_Q(n)]
 　是和枢纽项位置相关的递推公式。”

“是啊。”

“为了防止迷路，我们在树枝上系上‘作为线索的缎带’吧。也就是先写出递推公式。”



[image: \mathbf{QUICKSORT}]
 的“作为线索的缎带”


[image: \begin{cases}T_Q(0)&=4\\T_Q(1)&=4\\T_Q(n)&=7n+2+T_Q(p-L)+T_Q(R-p)~~~~(n=2,3,4,\cdots)\\\end{cases}]


（但是，递推公式中仍然存在变量 [image: p]
 啊……）



10.2.7　最大运行步数

“只要避免根据 [image: p]
 的分情况讨论就可以了对吧？”泰朵拉说。

“嗯，是的呀。”

“学长……我有个想法。我们能否像刚才把 [image: W]
 评估为‘至多为 [image: R-L]
 ’那样，只思考运行步数最大的情况呢？也就是设每次划分元素后‘枢纽项一直在左端’。这时我们可以认为 [image: p=L]
 对吧？”

“原来如此，那么我们把此时的 [image: T_Q(n)]
 设为 [image: T'_Q(n)]
 吧。”我说。

[image: T'_Q(n)={\rm QUICKSORT}]
 的最大
 运行步数

泰朵拉急忙开始对式子进行变形。

[image: ]


“就是这样一个递推公式呀。”

[image: \begin{cases}T'_Q(0)&=4\\T'_Q(1)&=4\\T'_Q(n)&=T'_Q(n-1)+7n+6~~~~(n=2,3,4,\cdots)\\\end{cases}]


“嗯！这个递推公式很容易就能解出哦。”我说。

◎　　◎　　◎

像 [image: n,n-1,n-2,\cdots]
 这样展开 [image: T'_Q(n)]
 ，我们便能立刻找出规律。

[image: ]


将 [image: n]
 写作 [image: n-0]
 后，规律就变得更清晰了。

[image: T'_Q(n)=T'_Q(n-3)+(7\underline{(n-2)}+6)+(7\underline{(n-1)}+6)+(7\underline{(n-0)}+6)]


用 [image: \sum]
 来表示吧。

[image: =T'_Q(n-3)+\sum^{n-0}_{j=n-2}\Bigl(7j+6\Bigr)]


像 [image: n-4,n-5,\cdots,n-k]
 这样不断展开。

[image: T'_Q(n)=T'_Q(n-k)+\sum^{n}_{j=n-k+1}\Bigl(7j+6\Bigr)]


最终我们展开至 [image: n-(n-1)=1]
 ，也就是展开至 [image: T'_Q(1)]
 这一项。

[image: ]


为了让 [image: \sum]
 从 [image: j=1]
 开始，我们调整式子。

[image: ]


整理与 [image: n]
 相关的式子，得到

[image: T'_Q(n)=\frac{7}{2}n^2+\frac{19}{2}n-9]


◎　　◎　　◎

“也就是说，我们可以用大 O 表示法像这样表示。”我总结道。

[image: T'_Q(n)=O(n^2)]


“诶？至多为 [image: n^2]
 阶……这不是和冒泡排序相同吗？”泰朵拉问。

“嗯，这是在‘枢纽项一直在左端’这一附加条件下的运行步数哦。”

“学长，这真不可思议！因为我们选择数列左端的元素作为枢纽项，所以‘每一次选取的枢纽项都为最小的元素’就意味着左端总是最小的元素，也就是说，输入的数列是一个已经排序过的数列
 吗？”

“啊，的确。还真是这样呢。”

“如果给定的数列是一个已经排序过的数列，那么快速排序的最大运行步数就是 [image: O(n^2)]
 对吧？”

[image: T'_Q(n)=O(n^2)]


[image: ]



对已经排序过的数列进行快速排序


“走投无路了呢。我本以为确定了枢纽项的位置就能避开分情况讨论……”泰朵拉一边拽自己的脸一边说，“枢纽项的位置有 [image: n]
 种，分别是从 1 至 [image: n]
 。我们没办法同时计算这么多的值啊。”

“说的是啊。而且因为枢纽项的位置有 [image: n]
 种，所以我们在研究之前必须把它们一般化。”

“大量的值、大量的值。”泰朵拉反复念叨。

“嗯？什么？”

“米尔嘉学姐说过这样的话吧 ——

　　当出现大量的值时，

　　自然要对它们进行归纳整理。

如果能将大量的值 summarize 就好了。”

“米尔嘉好像确实说过这样的话，记得当时……我们在讨论平均值的话题吧？”

“啊！”泰朵拉叫出声来。

“这样啊！”我也叫出声来。

“就是平均 [image: ]
 ！”我和泰朵拉异口同声。

“……！”理纱默不作声。

“改变目标吧。”我说，“不要把目光局限在单纯的运行步数上，我们来求平均
 运行步数吧！”

10.2.8　平均运行步数

“我们接下来思考快速排序算法的平均运行步数吧。我们建立函数 [image: \bar{T}_Q(n)]
 ，用它表示输入大小为 [image: n]
 的所有快速排序的运行步数的平均值。”

[image: \bar{T}_Q(n)]
 = 平均运行步数

“我们回到‘作为线索的缎带’这一步重新开始。”我说，“我们可以求出平均运行步数的递推公式。”

“但是学长，大小为 [image: n]
 的输入可是有无数个呀。因为我们没有限定数列元素的范围，所以数列可以是 {5, 1, 7, 2, 6, 4, 8, 3}，也可以是 {500, 100, 700, 200, 600, 400, 800, 300}。我们怎么求无限的平均值呢？”

“不不，我们现在不需要考虑元素本身的值，只要考虑元素之间的大小关系就可以了。为了便于分析，我们可以假设数列中的所有元素都不同，如此一来，只需要研究 [image: 1,2,3,\cdots,n]
 这样 [image: n]
 个数的排列。”

“但是、但是，怎么求平均值呢？”

“并不难哦。当输入的数列大小为 [image: n]
 时，这 [image: n]
 个数的排列有 [image: n!]
 种。因为我们要以全部的排列为研究对象，所以枢纽项的位置在 1 至 [image: n]
 的任何地方都是等价的。因此，我们可以在 [image: p=L,L+1,L+2,\cdots,R-1,R]
 的范围内移动 [image: p]
 。[image: p]
 的位置有 [image: R-L+1]
 种，也就是 [image: n]
 种。求平均值要先把所有的元素相加再除以 [image: n]
 ，我们用情况数 [image: n]
 除所有情况下运行步数的和，就能得到递推公式。”

◎　　◎　　◎

我们用情况数 [image: n]
 除所有情况下运行步数的和，就能得到递推公式。


[image: \mathbf{QUICKSORT}]
 算法的递推公式（[image: \boldsymbol{\bar{T}_Q(n)}]
 表示平均运行步数）

[image: \begin{cases}\bar{T}_Q(0)&=4\\\bar{T}_Q(1)&=4\\\bar{T}_Q(n)&=\frac{1}{n}\sum\limits^R_{p=L}\Bigl(7n+2+\bar{T}_Q(p-L)+\bar{T}_Q(R-p)\Bigr)~~~~~(n=2,3,4,\cdots)\end{cases}]




令 [image: j=p-L+1]
 后，这个式子就比较容易理解了。因为 [image: p-L=j-1]
 ，所以 [image: R-p=R-(j+L-1)=(R-L+1)=j=n-j]
 。由此我们可以得出

[image: \bar{T}_Q(n)=\frac{1}{n}\sum^n_{j=1}\Bigl(7n+2+\bar{T}_Q(j-1)+\bar{T}_Q(n-j)\Bigr)]


总之先去掉 [image: \sum]
 ，将式子转化为 [image: T'_Q(n)]
 的递推公式的形式吧。

我们先将不依赖 [image: j]
 的式子 [image: 7n+2]
 提到 [image: \sum]
 外边。因为在从 1 至 [image: n]
 的求和过程中，[image: 7n+2]
 一共被加了 [image: n]
 次，因此将它提到 [image: \sum]
 外边时需要乘 [image: n]
 倍。不过由于 [image: \sum]
 外边已经乘上了一个 [image: \frac{1}{n}]
 ，所以 [image: n]
 恰好可以与 [image: \frac{1}{n}]
 互相消去。

[image: ]


这里的两个 [image: \sum]
 结果相等哦，因为这两个 [image: \sum]
 不过是颠倒了一下求和的顺序而已。写成下面这样会比较容易理解吧。

[image: \begin{cases}\sum\limits^n_{j=1}\bar{T}_Q(j-1)&=\bar{T}_Q(0)+\bar{T}_Q(1)+\bar{T}_Q(2)+\cdots+\bar{T}_Q(n-1)\\\sum\limits^n_{j=1}\bar{T}_Q(n-j)&=\bar{T}_Q(n-1)+\cdots+\bar{T}_Q(2)+\bar{T}_Q(1)+\bar{T}_Q(0)\end{cases}]


所以我们可以将它们合二为一。

[image: ]


这里 [image: \frac{2}{n}]
 的部分有些碍事，我们在等号两边同乘 [image: n]
 用以消去分母上的 [image: n]
 。

[image: n\cdot\bar{T}_Q(n)=7n^2+2n+2\sum^n_{j=1}\bar{T}_Q(j-1)]


嗯，这样式子就简洁多了。

我们想要研究 [image: \bar{T}_Q(n)]
 的结构，因此必须妥善处理右边的 [image: \sum]
 。

嗯……怎么办好呢？

嗯，就用解递推公式的常用方法 —— “差分法”吧。

为了消去 [image: \sum]
 ，我们要计算 [image: (n+1)\cdot\bar{T}_Q(n+1)-n\cdot\bar{T}_Q(n)]
 哦。

[image: ]


在最后消去 [image: \sum]
 的地方用到了下面这个式子。

[image: ]


相当于从 [image: j=1,\cdots,n,n+1]
 的和中减去 [image: j=1,\cdots,n]
 的和，这样我们就能得到 [image: j=n+1]
 这一项。

那么，既然两边都有包含 [image: \bar{T}_Q(n)]
 的项，我们就可以把 [image: n\cdot\bar{T}_Q(n)]
 移项到等式右边。

[image: \begin{aligned}(n+1)\cdot\bar{T}_Q(n+1)-n\cdot\bar{T}_Q(n)&=14n+9+2\cdot\bar{T}_Q\\(n+1)\cdot\bar{T}_Q(n+1)&=n\cdot\bar{T}_Q(n)+14n+9+2\cdot\bar{T}_Q(n)\\(n+1)\cdot\bar{T}_Q(n+1)&=(n+2)\cdot\bar{T}_Q(n)+14n+9\end{aligned}]


到目前为止，我们知道了当 [image: n=2,3,\cdots]
 时，下面的递推公式成立。看，通过差分法 [image: \sum]
 被消去了。

[image: (n+1)\cdot\bar{T}_Q(n+1)=(n+2)\cdot\bar{T}_Q(n)+14n+9]


对了，还必须研究 [image: n=2]
 时的情况。

[image: \begin{aligned}\bar{T}_Q(n)&=\frac{1}{n}\sum^n_{j=1}\Bigl(7n+2+\bar{T}_Q(j-1)+\bar{T}_Q(n-j)\Bigr)\\\bar{T}_Q(2)&=\frac{1}{2}\sum^2_{j=1}\Bigl(7\cdot2+2+\bar{T}_Q(j-1)+\bar{T}_Q(2-j)\Bigr)\\&=\frac{1}{2}\Bigl(\bigl(7\cdot2+2+\bar{T}_Q(0)+\bar{T}_Q(1)\bigr)+\bigl(7\cdot2+2+\bar{T}_Q(1)+\bar{T}_Q(0)\bigr)\Bigr)\\&=14+2+\bar{T}_Q(0)+\bar{T}_Q(1)\\&=14+2+4+4\\&=24\end{aligned}]


从这里开始渐近分析吧。

◎　　◎　　◎

“从这里开始渐近分析吧。”我说。

“我、我已经筋疲力尽了。学长……你写数学公式的时候总是充满干劲呢。”泰朵拉说。

“也许吧。”

“这个 [image: \bar{T}_Q(n)]
 —— 快速排序的平均运行步数大概是多少呢……”

“因为快速排序是比较排序……所以 [image: \bar{T}_Q(n)]
 的阶数至少为 [image: n\log n]
 阶对吧？那么我们能否用 [image: n\log n]
 阶从上方限制住 [image: \bar{T}_Q(n)]
 呢？”

“放学时间到了。”瑞谷老师宣布。



问题 10-1（快速排序算法的平均运行步数）


快速排序算法的平均运行步数 [image: \bar{T}_Q(n)]
 满足下面的递推公式。

[image: \begin{cases}\bar{T}_Q(0)&=4\\\bar{T}_Q(1)&=4\\\bar{T}_Q(2)&=24\\(n+1)\cdot\bar{T}_Q(n+1)&=(n+2)\cdot\bar{T}_Q(n)+14n+9~~~(n=2,3,4,\cdots)\end{cases}]


此时，下面的式子是否成立？

[image: \bar{T}_Q(n)=O(n\log n)]




10.2.9　回家路上

“你要讲与冒泡排序和快速排序相关的话题吗？”我问。

我、泰朵拉还有理纱三人，沿着熟悉的道路向车站走去。

“嗯，是这样的。我想在会议上通过报告分享亲自分析问题的快乐……虽然我请理纱和学长帮了很多忙。”

这么说来，我不仅发现“泰朵拉有着意外顽固的一面”，还发现“理纱有着意外贴心的一面”。虽说她不怎么擅长言语表达，但理纱确实一直支持着泰朵拉。

“米尔嘉学姐今天 —— ”泰朵拉说。

“她不在啊。也许有什么急事吧。”

“会议当天她也不会来吗？”

“嗯。她是这么说的。听她说今年她要去几次美国。”

“是这样啊。”泰朵拉说。

理纱一句话也没有说。

10.3　自己家

10.3.1　变形

今天是周六。我正和来我房间 [image: ]
 学习的尤里谈论关于评估快速排序算法运行步数的话题。



问题 10-1（快速排序算法的平均运行步数）


快速排序算法的平均运行步数 [image: \bar{T}_Q(n)]
 满足下面的递推公式。

[image: \begin{cases}\bar{T}_Q(0)&=4\\\bar{T}_Q(1)&=4\\\bar{T}_Q(2)&=24\\(n+1)\cdot\bar{T}_Q(n+1)&=(n+2)\cdot\bar{T}_Q(n)+14n+9~~~(n=2,3,4,\cdots)\end{cases}]


此时，下面的式子是否成立？

[image: \bar{T}_Q(n)=O(n\log n)]




“这样的递推公式能一下子就解出来吗？”尤里问。

“如果 [image: f(n)]
 是这样简单的形式就没问题……

[image: ]


只要不断缩小函数 [image: f(n)]
 的 [image: n]
 ，我们就能找到头绪。可是在这个递推公式中，[image: \bar{T}_Q(n)]
 与包含 [image: n]
 的式子混杂在一起了。”

“既然问题是式子包含 [image: n]
 ，我们把 [image: n]
 消去不就好了嘛。”

“要是能轻松消去 [image: n]
 我也不用头疼啦 —— 诶？”

“怎么了？”

“呃，也许我们能消去 [image: n]
 。如果将等号两边同时除以 [image: (n+1)(n+2)]
 的话 —— 你看！”

[image: ]


“哦哦！唉……我还是不怎么明白。式子太乱啦！”

“只要利用定义式就行了，尤里。比方说我们定义

[image: F(n)=\frac{\bar{T}_Q(n)}{n+1}]


这样一来我们就能用 [image: F(n)]
 来表示刚才的结果。”

[image: ]


“哦哦！唉……我果然还是不明白啊。式子中还有奇怪的分数！”

“我们能将分数 [image: \frac{14n+9}{(n+1)(n+2)}]
 分解为和的形式。比方说—— ”

◎　　◎　　◎

我们假设能利用 [image: a]
 与 [image: b]
 把 [image: \frac{14n+9}{(n+1)(n+2)}]
 分解为像下面这样的和的形式。

[image: \frac{14n+9}{(n+1)(n+2)}=\frac{a}{n+1}+\frac{b}{n+2}]


计算这个式子可以得到

[image: \frac{a}{n+1}+\frac{b}{n+2}=\frac{(a+b)n+(2a+b)}{(n+1)(n+2)}]


也就是说，下面的式子成立。

[image: ]


因此，我们只要解 [image: \begin{cases}a+b&=14\\2a+b&=9\end{cases}]
 这个联立方程式就可以了。

解联立方程式得 [image: (a,b)=(-5,19)]
 ，这样我们就能得到下面这个式子。

[image: \frac{14n+9}{(n+1)(n+2)}=\frac{-5}{n+1}+\frac{19}{n+2}]


在这里我们回到式子 [image: F(n+1)]
 。

[image: F(n+1)=F(n)+\frac{14n+9}{(n+1)(n+2)}]


将分数部分变为和的形式。

[image: F(n+1)=F(n)+\frac{-5}{n+1}+\frac{19}{n+2}]


利用递推公式，用简单的式子替换 [image: F(n)]
 。这样我们就能发现规律。

[image: ]


将 14 提到括号外边。

[image: ]


用 [image: \sum]
 表示和的形式吧。

[image: ]


继续置换，直至右边的 [image: F(n-4)]
 变为 [image: F]
 (2)。

[image: \begin{aligned}F(n)&=F(n-(n-2))+\frac{-5}{n-(n-2)+1}+14\sum^n_{j=n-(n-2)+2}\frac{1}{j}+\frac{19}{n+1}\\&=F(2)+\frac{-5}{3}+14\sum^n_{j=4}\frac{1}{j}+\frac{19}{n+1}\\&=F(2)+\frac{-5}{3}-14\left(\frac{1}{1}+\frac{1}{2}+\frac{1}{3}\right)+14\sum^n_{j=1}\frac{1}{j}+\frac{19}{n+1}\end{aligned}]


利用 [image: F(2)=\frac{\bar{T}_Q(2)}{2+1}=\frac{24}{3}=8]
 。

[image: ]


在这里设常数部分为 [image: K]
 了。

[image: K=8++\frac{-5}{3}-14\left(\frac{1}{1}+\frac{1}{2}+\frac{1}{3}\right)]


然后回到 [image: F(n)]
 。

[image: \begin{aligned}F(n)&=K+\frac{19}{n+1}+14\sum^n_{j=1}\frac{1}{j}\\&=K+\frac{19}{n+1}+14H_n\end{aligned}]


◎　　◎　　◎

“等等，等等！哥哥！怎么 [image: \sum]
 突然变成 [image: H_n]
 了呀？”

“这个 [image: H_n]
 是我们的好朋友 —— 调和级数哦。它的定义是这样的。”

[image: H_n=\frac{1}{1}+\frac{1}{2}+\frac{1}{3}+\cdots+\frac{1}{n}=\sum^n_{j=1}\frac{1}{j}]


“哦哦。”

“接下来的工作就是单纯地计算啦。”

[image: F(n)=\frac{\bar{T}_Q(n)}{n+1}]


“这样我们就可以用 [image: F(n)]
 表示 [image: \bar{T}_Q(n)]
 了。”

[image: ]


“这样就完成啦！”

[image: \bar{T}_Q(n)=O(n\cdot H_n)]



[image: {\rm QUICKSORT}]
 算法的平均运行步数 [image: \bar{T}_Q(n)]
 满足下面的式子。

[image: \bar{T}_Q(n)=O(n\cdot H_n)]


其中，[image: H_n]
 为调和级数，定义如下。 [image: H_n=\frac{1}{1}+\frac{1}{2}+\frac{1}{3}+\cdots+\frac{1}{n}]




“诶……还是没有完成啊！我们想验证的不是 [image: \bar{T}_Q(n)=O(n\cdot H_n)]
 ，而是 [image: \bar{T}_Q(n)=O(n\log n)]
 对吧？”

“嗯，是那样没错。不过，调和级数的阶与对数函数相同哦。因此

[image: H_n=O(\log n)]
 和 [image: n\cdot H_n=O(n\log n)]


都成立。所以我们也可以说，[image: \bar{T}_Q(n)=O(n\log n)]
 成立。”



解答 10-1（快速排序算法的平均运行步数）


关于 [image: {\rm QUICKSORT}]
 算法的平均运行步数有以下式子成立。

[image: \bar{T}_Q(n)=O(n\log n)]




10.3.2　[image: \boldsymbol{H_n}]
 与 [image: \boldsymbol{\log n}]


“呐，哥哥。调和级数是指将 [image: \frac{1}{1},\frac{1}{2},\frac{1}{3},\cdots,\frac{1}{n}]
 这些数相加的和吧，这个人家也知道哦。但是，你突然谈到 [image: \log n]
 ，我就有点不理解了啊……”

“你是指刚才的 [image: H_n=O(\log n)]
 吗？”

“是啊。我在学校还没学过，哥哥你耍赖。”

“才没耍赖呢，它们都是数学啊。是否在学校学过和数学并没有直接关系。通过 [image: \sum\frac{1}{k}]
 可以被 [image: \int\frac{1}{x}{\rm d}x]
 限制住，我们能证明 [image: H_n]
 可以被 [image: \log n]
 限制住。不过需要用到积分哦。”

“哥哥你说要用积分我也……”

“只要用图像找到感觉就好啦。左边的图像是调和级数，右面的图像是对数函数。”

[image: ]



调和级数与对数函数


“这说明与左边的图像相比，右边的图像的面积更大吗？”

“是啊。因为图像中的面积就是积分的值，所以我们能根据面积的大小关系判定不等式成立。”

“积分与面积……总觉得不甘心啊。呜呜！”

“那就赶紧学习吧。”

“喔……话说回来哥哥，快速排序的前提条件是什么？”

“前提条件？”

“你想啊，‘明确前提条件的定量评估’是很重要的吧？我们评估快速排序算法的平均运行步数时，就没有前提条件喵？”

“没有前提条件哦，因为我们的评估手段只是平均呀。”我说。

10.4　图书室

10.4.1　米尔嘉

“有一个大的前提条件。”米尔嘉说。

周一的图书室。我和平时的伙伴们聚在一起，正在谈论关于快速排序算法的平均运行步数 [image: \bar{T}_Q(n)]
 的结果。

[image: \bar{T}_Q(n)=O(n\log n)]


“真的有……大的前提条件吗？”我问。

“你取运行步数的平均值时假设了

　　‘算法按相同概率得到所有输入’

这就是前提条件。你将输入的概率分布为均匀分布
 作为了前提条件。”

“啊……”

“正因为这样，你才能认为枢纽项的位置在从 1 至 [image: n]
 的任何地方都是等价的，然后才能用 [image: n]
 去除运行步数的总和，从而得到平均值。”

“确实是这样啊。”我也表示认同。

“但、但是……”泰朵拉说，“均匀分布 —— 所有的输入都以相同的概率出现，这是非常自然事情，也不是什么坏事吧。”

“我并不是说均匀分布不好哦，泰朵拉。我只是说不能忘记前提条件。当我们认为快速排序的平均运行步数为 [image: O(n\log n)]
 时，要附加上‘输入服从均匀分布’这一条件。”米尔嘉一边用手指梳理着长发一边说。

“喔……”

“比方说，当我们用快速排序算法处理已经排序过的数列时，平均运行步数为 [image: O(n\log n)]
 这一观点就是错误的。”

“的确……如果输入是排序过的数列，其最大运行步数就是 [image: O(n^2)]
 对吧？”泰朵拉也表示赞同。

“那么，算法的前提条件越少越好吧。”我说。

“这要根据‘好’的定义而定。”米尔嘉回答，“不过，与加上‘输入服从均匀分布
 ’这一注释相比，的确是‘输入为任意
 概率分布’的适用范围更广。”

“稍等一下呀，米尔嘉。”我打断米尔嘉的话，“我们能在输入为任意概率分布这样的状况下分析运行步数吗？”

“只要利用随机算法，就能妥善处理。”米尔嘉说，“在某些情况下，我们能利用随机算法，使我们的评估不依赖于输入的概率分布。前几天讲到的 RANDOM-WALK-3-SAT 这一随机算法便是如此。无论作为输入的给定逻辑公式服从怎样的概率分布，我们都能评估成功概率，也能渐近分析算法的运行步数。”

“米尔嘉学姐，但是……”泰朵拉抱着脑袋说，“随机漫步和排序差得也太远了吧。将零散的东西整齐地排列才是排序，在这里真的能使用随机算法吗？”

“能对排序使用随机算法吗？当然能。比方说—— ”米尔嘉立起食指微笑着说：

“随机快速排序
 。”

10.4.2　随机快速排序

“在随机快速排序中，我们随机选取枢纽项。无论我们选择哪一个元素作为枢纽项，算法都能完成排序，只是运行步数会发生变化。”

“啊……是这样呢。”

“只要改变快速排序的选取枢纽项的方式，我们就能得到随机快速排序。”



随机快速排序算法（流程）


[image: ]




“为了将快速排序变为 RANDOMIZED-QUICKSORT，我做的本质上的改变是，在原来的流程中追加了行 R2a 与行 R2b。在行 R2a 中，算法随机选取了一个大于等于 [image: L]
 小于等于 [image: R]
 的整数 [image: r]
 ，在行 R2b 中，算法交换了 [image: A[L]]
 与 [image: A[r]]
 的值。”

“只有这些地方不同吗？”

“除去名字上的变化，剩下的部分与 QUICKSORT 别无二致。”米尔嘉说。

“仅仅改变了这些地方的话，递推公式也只会有一点不同。”我说。



[image: \mathbf{RANDOMIZED-QUICKSORT}]
 算法的递推公式


[image: ]




我接着说：

“如果用 [image: j=1,2,\cdots,n-1,n]
 代替 [image: p=L,L+1,\cdots,R-1,R]
 ，我

们可以把递推公式改写成下面这样的形式。”

[image: \begin{cases}\bar{T}_{{\rm R}}(0)&=4\\\bar{T}_{{\rm R}}(1)&=4\\\bar{T}_{{\rm R}}(n)&=7n+4+\frac{1}{n}\sum\limits^n_{j=1}\Bigl(\bar{T}_{{\rm R}}(j-1)+\bar{T}_{{\rm R}}(n-j)\Bigr)~~~~~(n=2,3,4,\cdots)\end{cases}]


“因此，”我继续说，“随机快速排序算法的平均运行步数的阶果然是

[image: \bar{T}_{{\rm R}}(n)=O(n\log n)]


啊。”

“是的，只是意思变了。”米尔嘉补充道，“[image: \bar{T}_{{\rm R}}(n)]
 并不是
 服从均匀分布的输入的平均值。因为我们随机选取枢纽项，因此运行步数不依赖于输入。即便输入相同，每次运行随机快速排序时，算法的运行步数都可能产生变化。因为 [image: \bar{T}_{{\rm R}}(n)]
 是运行步数的期望
 。无关给定的输入如何，只要输入的数列大小为 [image: n]
 ，我们都可以期待算法的运行步数为 [image: \bar{T}_{{\rm R}}(n)]
 ，并且期望至多为 [image: n\log n]
 阶。”

█ [image: \bar{T}_Q(n)=O(n\log n)]


　　进行快速排序时，

　　对于服从均匀分布的输入
 ，

　　算法的平均
 运行步数至多为 [image: n\log n]
 阶。

█ [image: \bar{T}_{{\rm R}}(n)=O(n\log n)]


　　进行随机
 快速排序时，

　　对于任意输入
 ，

　　算法的运行步数的期望
 至多为 [image: n\log n]
 阶。

“随机选取枢纽项能把我们从前提条件中解放出来，这真是太神奇了。”泰朵拉说。

10.4.3　观察比较过程

米尔嘉闭上眼睛，用食指在空中描绘奇怪的图形。我们则默默地看着她。

“我们……”米尔嘉睁开眼睛慢慢说道，“已经知道，快速排序算法通过反复进行根据枢纽项划分元素这一操作从而完成排序。算法将‘小于枢纽项的元素’划分到枢纽项左侧，将‘大于等于枢纽项的元素’划分到枢纽项的右侧。”

“嗯。‘左边的翅膀’和‘右边的翅膀’对吧！”

“没错。快速排序由‘两只翅膀’构成。话说回来，我们是否真正地理解了划分的支柱 —— ‘对元素进行比较’呢？接下来请听题。”

“是！”泰朵拉答道。

“用随机快速排序对数列 [image: {1,2,3,\cdots,n\}]
 进行排序时，

　　什么情况下元素 [image: j]
 与元素 [image: k]
 互相比较呢？

补充一下，设 [image: 1\leqslant j<k\leqslant n]
 。”

“诶……看情况而定吧。”泰朵拉马上回答。

“没错，看情况而定。”米尔嘉说。

“[image: j]
 和 [image: k]
 两个元素……它们可能不被比较，也可能被比较很多次。”

“是吗？”米尔嘉恶作剧似地说。

我一边听两人交谈一边思考。

在随机快速排序中，什么时候要比较 [image: j]
 和 [image: k]
 两个元素呢……一定会有两个元素一次也没被比较过的情况。比方说将 {1, 2, 3} 输入到随机快速排序中，假设算法随机选取了 2 作为枢纽项。用枢纽项 2 划分元素时，“1 与 2”“2 与 3”分别比较了 1 次。划分完成后，“左边的翅膀”的元素只有 1，“右边的翅膀”的元素只有 3，直到算法运行结束，“1 与 3”也没有互相比较过。那么一般来说，在 [image: {1,2,3,\cdots,n\}]
 中的 [image: j]
 和 [image: k]
 什么时候被比较呢……。

“观察划分元素的例子。”米尔嘉说，“因为枢纽项是随机选择的，翅膀内的元素顺序并不重要，所以我们把翅膀当作数的集合来看待吧。”

◎　　◎　　◎

我们把翅膀当作数的集合来看待吧。

比如我们假设给定的输入为下面 8 个数。

[image: {1,2,3,4,5,6,7,8\}]


如果 5 被选为枢纽项，“两只翅膀”就可以像这样表示。

[image: ]


在创造这“两只翅膀”的过程中，哪些元素和哪些元素被比较了呢？回答这个问题并不难。

“左边的翅膀”中的所有元素都比枢纽项小。我们之所以能得出这个结论，是因为作为枢纽项的 5 分别与 1, 2, 3, 4 进行了比较。同理，“右边的翅膀”中的所有元素都大于等于枢纽项。我们之所以能得出这个结论，是因为作为枢纽项的 5 分别与 6, 7, 8 进行了比较。

也就是说，在一次划分中，

　　“比较只在‘枢纽项’与‘枢纽项之外的元素’之间进行。”

在一次划分中，枢纽项之外的元素之间不会发生比较。

接下来，左右翅膀分别进行递归的排序。但是，5 作为划分元素的枢纽项，它不会被分进任何一个翅膀中。也就是说，只要元素被选为枢纽项一次，它就不会再被选为枢纽项。

被比较的两元素中某一方必为枢纽项，被选择为枢纽项的元素不会被选第二次。也就是说，在一次快速排序中，

　　“比较在两个元素之间至多进行一次。”

元素 [image: j]
 与元素 [image: k]
 的比较次数至多为 1 次，这表示它们的比较次数为 0 次或者 1 次。

再一次观察刚刚做出的“两只翅膀”吧。

[image: ]


我们对“左边的翅膀”与“右边的翅膀”分别进行递归的排序。在这个过程中，绝不会出现“左边的翅膀”中的元素 1, 2, 3, 4 与“右边的翅膀”中的元素 6, 7, 8 之间进行比较的情况。因此，我们可以说

　　“比较不会横跨
 左右翅膀进行。”

◎　　◎　　◎

“比较不会横跨左右翅膀进行。”米尔嘉说。

“的确，的确是这样啊！”泰朵拉说。

“原来如此。”我说，“虽然分析起来感觉是理所当然的，但运用数学公式思考的时候完全没有注意到啊。”

“综上所述，‘比较’必然会在翅膀中
 进行是吧。从翅膀中选择枢纽项，然后用翅膀中剩下的元素和枢纽项进行比较。这也就是‘比较不会横跨
 左右翅膀进行’吧。”

“就是这样，不过接下来才是关键。”米尔嘉站起身来，“既然我们已经如此深入地了解了比较过程，那么对于快速排序而言，我们应该能回答

　　什么时候会比较元素 [image: j]
 和元素 [image: k]
 呢？

这一问题。”

“[image: j]
 或 [image: k]
 有一方为枢纽项时！”泰朵拉说。

“这不正确哦。”我说。

“是、是吗？”

“只要想想刚才的例子就明白了。我们假设第一次划分时，枢纽项为 5，第二次划分时枢纽项为 3。3 与 7 之间会进行比较吗？虽然 3 是第二次划分时的枢纽项，但 3 与 7 之间并不会进行比较。”

“啊，还真是这样……这是因为在第一次划分时，[image: j]
 与 [image: k]
 ‘各奔东西’到不同翅膀了啊！”

“元素 [image: j]
 与元素 [image: k]
 什么时候进行比较呢？”米尔嘉问。

“是想让我们明确地指出比较的条件对吧？”我说。

“嗯……只要 [image: j]
 与 [image: k]
 不会‘各奔东西’到两个翅膀……并且 [image: j]
 与 [image: k]
 有一方为枢纽项就行了吧。”

“应该是的。”我说，“在 [image: j\leqslant\bigcirc\leqslant k]
 这一范围内，且 [image: j]
 或者 [image: k]
 率先
 成为枢纽项 —— 仅限此时，我们会比较元素 [image: j]
 与元素 [image: k]
 。”

“诶……是这样吗？我不是很清楚。”泰朵拉说。

“只要思考 [image: j]
 和 [image: k]
 会在什么时候‘各奔东西’就好啦。”我说，“当存在元素 [image: p]


[image: j<p<k]


且 [image: p]
 先于 [image: j]
 或 [image: k]
 被选为枢纽项时，[image: j]
 与 [image: k]
 会‘各奔东西’到左右的翅膀。为了避免
 [image: j]
 与 [image: k]
 ‘各奔东西’，只要思考相反的条件就可以了。也就是说，对于满足不等式

[image: j<p<k]


的任意 [image: p]
 而言，[image: j]
 或者 [image: k]
 会先于 [image: p]
 被选为枢纽项。”

“原来如此！我明白了！”

“因此，米尔嘉出的题‘什么时候会比较元素 [image: j]
 和元素 [image: k]
 ’的答案为

‘在大于等于 [image: j]
 小于等于 [image: k]
 的元素中，[image: j]
 或者 [image: k]
 最先被选为枢纽项时’

对吧？”

我说着看向米尔嘉。

“这样理解是正确的。”黑发才女轻轻点头，“我们进一步认识到了元素 [image: j]
 和元素 [image: k]
 会在什么情况下相互比较，而且我们已经确认了比较次数只能为 0 次或者 1 次。说起来，意识到‘元素 [image: j]
 和元素 [image: k]
 的比较次数为 0 次或者 1 次’这一结论让我很开心。”

“为什么？”泰朵拉问。

“因为它让我想起计数的工具
 。”

“指示器？”理纱说。

“指示器！”泰朵拉叫出声来。

“指示器！”我也叫出声来，“值为 0 或 1 的变量，确实是指示器啊。”

“严格来说，是指示器随机变量
 。”米尔嘉接着说，“虽然‘元素 [image: j]
 和元素 [image: k]
 的比较次数’会根据随机试验改变，但是它的取值仅限于 0 或 1，也就是指示器随机变量。我们设这个指示器随机变量为 [image: X_{j,k}]
 吧。”

[image: ]


“指示器随机变量……嗯……我们以前用它表示过抛硬币时出现正面的次数吧。”

“是的。指示器随机变量这一工具便于计数。利用迄今为止学到的知识，我们不用解递推公式就能评估‘总比较次数的期望’。因为总比较次数等于两个元素的比较次数的总和，在这里就该

　　‘和的期望等于期望的和’

大显身手了。”米尔嘉说。

“期望的线性法则。”理纱补充道。

10.4.4　期望的线性法则

米尔嘉继续讲解。

“设表示‘元素的总比较次数’的随机变量为 [image: X]
 ，表示‘元素 [image: j]
 和元素 [image: k]
 的比较次数’的指示器随机变量为 [image: X_{j,k}]
 。这样，[image: X]
 就可以分解为 [image: X_{j,k}]
 的和。也就是所有满足 [image: 1\leqslant j<k\leqslant n]
 的 [image: j]
 、[image: k]
 组合的和。”

[image: ]


“[image: E[X]]
 可以像这样表示成 [image: E[X_{j,k}]]
 的和。所以我们只需调查 [image: X_{j,k}]
 的期望即可。这里 [image: X_{j,k}]
 为指示器随机变量这一点就变得至关重要。因为

　　‘指示器随机变量的期望等于概率’

总是成立。”

10.4.5　指示器随机变量的期望等于概率

通过期望的定义，我们不难得出指示器随机变量的期望等于概率这一结论。

[image: ]


也就是说，期望 [image: E[X_{j,k}]]
 一定等于 [image: X_{j,k}=1]
 的概率。因为 [image: X_{j,k}]
 是指示器随机变量，它表示元素 [image: j]
 和元素 [image: k]
 是否相互比较，所以我们能这样说。

[image: E[X_{j,k}]]
 = 元素 [image: j]
 和元素 [image: k]
 相互比较的概率

接着求“元素 [image: j]
 和元素 [image: k]
 相互比较的概率”吧。实际上，我们只要思考“什么情况下元素 [image: j]
 和元素 [image: k]
 会被比较”这一问题的答案就能立刻得出下面的结果。

[image: ]


也就是说，只要求从大于等于 [image: j]
 小于等于 [image: k]
 的 [image: k-j+1]
 个元素中选取 [image: j]
 或者 [image: k]
 的概率就可以了。这很简单。

[image: ]


我们把它想象成一个写有 [image: j,j+1,\cdots,k-1,k]
 这些数并拥有“[image: k-j+1]
 个格子”的轮盘吧。每旋转一次这个轮盘，结果为 [image: j]
 或者 [image: k]
 的概率是多少？答案当然是 ——

[image: ]


因此下面的式子成立。

[image: E[X_{j,k}]=]
 元素 [image: j]
 和元素 [image: k]
 相互比较的概率 [image: =\frac{2}{k-j+1}]


现在我们回到“和的期望等于期望的和”。
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[image: k]
 在 [image: j+1\leqslant k\leqslant n]
 的范围内移动时，[image: k-j+1]
 在 [image: 2\leqslant k-j+1\leqslant n-j+1]
 的范围内移动，所以设 [image: m=k-j+1]
 ，我们能得出下面这个式子。
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[image: j]
 在 [image: 1\leqslant j\leqslant n-1]
 的范围内移动时，[image: n-j+1]
 在 [image: 2\leqslant n-j+1\leqslant n]
 的范围内移动，所以设 [image: \ell=n-j+1]
 ，我们能得出下面这个式子。
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至此，我们着眼于随机快速排序中的比较过程，利用“期望的线性法则”与“指示器随机变量的期望等于概率”这两个结论，完成了对期望的阶评估。

[image: E[X]=O(n\log n)]


随机快速排序的总比较次数的期望至多为 [image: n\log n]
 阶。

10.5　休闲餐厅

10.5.1　各种各样的随机算法

“除了 RANDOM-WALK-3-SAT、RANDOMIZED-QUICKSORT，还有其他种类的随机算法吗？”泰朵拉问。

我们正在车站前的休闲餐厅吃晚餐。

“有无数种随机算法。”米尔嘉回答，“其中最容易理解的是以把握整体为目的的随机算法
 。当研究对象过于庞大，我们难以把握整体时，为了对研究对象有一个整体上的认识，我们可以进行随机抽样。也就是用较少的运行步数尽可能地把握对象整体。”

“就像是先把汤搅匀再去尝味道那样吧。”

“也有以回避最坏情况为目的的随机算法
 ，随机快速排序就是这种算法。如果选取固定的枢纽项可能会陷入最坏的情况，因此该算法改用随机选取枢纽项的办法。”

“原来如此。”

“也有以得出大量证据为目的的随机算法
 ，比如概率质数测试。该算法以位数很大的整数作为输入，判断输入是否为质数，输出的结果为‘一定是合数’或‘可能为质数’。”

“那个……‘可能’这个词从数学角度来看合适吗？”

“我觉得认真评估失败概率是非常重要的。”我说，“也就是我们不应该只是指出‘会有失败的可能性’，还要评估失败概率最多为多少。”

“如果得出‘可能为质数’这个结果，我们是可以花时间去作严密的质数检测的。”米尔嘉说，“这就是要取得花费时间与算法严密性的平衡。这种工科的研究方式没有任何坏处。”

“Trade-off，抉择。”理纱说。

10.5.2　准备

“会议的事情你准备得怎么样了？”我问泰朵拉。

“嗯……我原本打算介绍冒泡排序和快速排序的。”泰朵拉说，“不过现在还想介绍从米尔嘉学姐那儿听到的随机快速排序！”

“诶，还要增加内容吗？报告的时间不会不够用吗？”

“能增加一些时间吗？”泰朵拉看向邻座的理纱。

“办不到。”理纱简洁地回答。

“说的也是啊……”

“用文字。”理纱说。

“啊，是啊。”我说，“只要把详细的式子变形以及来不及充分说明的部分印在讲义上，分发给会场的人就可以了啊。”

“原来如此！”泰朵拉说，“就像是给听众写信一样啊！……啊，不、不过，这个准备起来感觉很辛苦的样子。”

“我帮你。”理纱说。

“泰朵拉在听众面前说话不会紧张吧。”我说。

“不是不是！我超级容易紧张！不过这次听众只有十几位初中生对吧？这样的话我应该没问题。”

“房间也定下来了吗？”米尔嘉问理纱。

“我看看。”理纱立刻打开电脑操作起来。

“诶？这也能查到吗？”

“理纱已经把电脑连上图书馆系统了吧。”米尔嘉说。

“Iodine。”理纱看着显示屏回答道。

“哦……在会场作报告啊。”

“会、会场？”泰朵拉吃了一惊。

“听众增加。”理纱说。

10.6　双仓图书馆

10.6.1　Iodine

会议当天的早晨。

天气预报明明是晴天，不巧，天空正下着小雨。

我、泰朵拉还有尤里三人走进双仓图书馆的正门，理纱已经在等着我们了。

“那个，会场在……？”我问。

“这边。”理纱引导我们。

“那个特别帅气的图书管理员 1
 在哪呢。”


1
 在《数学女孩 3：哥德尔不完备定理》10.1.1 节，一行人在双仓图书馆前台遇到英俊的图书管理员。—— 译者注

“那边。”顺着理纱的视线，我看到一位身材挺拔的男士正在整理书架。

“瑞谷先生。”理纱说。

“诶？”我有些惊讶，“瑞谷先生是瑞谷女史的……”

“弟弟。”理纱说。

“诶诶诶诶？”我们惊讶地叫出声来。

“他也好高啊。”尤里看着瑞谷女史的弟弟说，“……男性其实对自己的身高心里是有数的吧。”

尤里一边说着，一边抚摸自己的额头。

“说起来，米尔嘉大人呢？”尤里问。

“我不是说了米尔嘉不在嘛。”我说，“她明天才回日本。”

“诶 —— ”尤里有些不满。

“……”泰朵拉从早晨开始一句话也没说。

“在紧张吗？”我问泰朵拉。

“没关系……我已经把要讲的东西都写下来了……”泰朵拉把一叠稿子给我看。不过她的状态怎么都不像没问题的样子。

10.6.2　紧张

名为 Iodine 的会场里已经聚集了不少初中生和高中生。

“这么多人……”泰朵拉环视会场感叹道。

虽说会场不是那种大讲堂，可是泰朵拉原本以为报告是在小教室里进行，看到这么大的阵势，难免有些慌张。

会场中正在举行面向初高中学生的研讨会。上午的安排是先由大学老师进行演讲，再由泰朵拉作报告。

老师在台上讲离散数学的时候，泰朵拉在台下紧张地浏览稿子。

过了一会儿，讲堂前的屏幕显示出“快速排序”这几个字。终于要到泰朵拉作报告了。

她离开座位，走向讲台，在讲台上差一点摔倒。我不由得起身想要去扶她，好在她没有摔倒，但是手里的稿子撒了一地，她慌忙拾起稿子并整理整齐。我也跟着提心吊胆地都不敢看台上。

她鞠了一躬后，台下响起稀稀落落的掌声。

“今天，我要讲的是……”

泰朵拉的声音突然止住了。

“……”

她说不出话来。

“……！”

我知道泰朵拉拼命地想说话，但她怎么也发不出声音 —— 她已经紧张到了极点。

一开始还很安静的会场逐渐嘈杂起来。“怎么回事啊”这样的窃窃私语在会场中扩散开来。泰朵拉僵在台上一动不动。

我也变得焦躁不安。

“哥哥，泰朵拉正在台上为难啊。”尤里小声说。

尤里不说我也知道，但是我又不能去讲台上帮助泰朵拉。

这时 ——

伴随着柑橘系的芳香，身后传来一声：

“泰朵拉正为难着呢，理纱！”

我一回头，竟然是米尔嘉！

“处理中。”理纱一边打开膝上的笔记本电脑，一边回答。

理纱敲了下键盘。

与此同时，一阵像音叉一样尖锐的声音响彻会场。

理纱又敲了下键盘。

泰朵拉身后的大屏幕“唰”地切换为“请安静”三个大字。

大家的视线回归到屏幕上。

会场的喧闹也逐渐平静下来。

理纱再一次敲击键盘。

大屏幕变回原来的画面。

“泰朵拉！”理纱用微微沙哑的声音喊道。

“Continue ！”

10.6.3　报告

泰朵拉深吸一口气然后继续报告。

“出了一些状况，非常抱歉。接下来我要讲的是随机快速排序……”

她的声音非常平稳。

我也从心底松了一口气。

找回状态的泰朵拉，简洁明快地讲解完术语，便开始讲解算法的渐近分析。她没有过分依赖数学公式，举了很多具体的例子，报告进行得很顺畅。

会场内的学生们刚开始还有些迷茫，但不久他们就被泰朵拉说明中的关键句子吸引了。

“示例是理解的试金石。”

“我们要从理所当然的地方开始思考问题。”

“通过导入变量进行一般化。”

“明确前提条件的定量评估。”

泰朵拉还在报告中实际演示了算法的运行过程。她在讲台上逐渐露出微笑。

“因此，我们能得出

　　‘比较不会横跨
 左右翅膀进行’

这一结论。”

泰朵拉这样说着，台下的听众纷纷点头。有不由自主地说出“原来如此”的听众，也有认真记笔记的听众。

“期望的线性法则。”

“和的期望等于期望的和。”

“指示器随机变量的期望等于概率。”

“指示器随机变量是用于计数的工具。”

滔滔不绝的泰朵拉已然忘记了紧张，她讲解着，大大的眼睛闪着亮光。讲堂里的听众也都沉浸在泰朵拉的报告中。

10.6.4　传达

就这样，随机快速排序的说明到此为止。

在最后一点时间里，请让我谈一谈学习数学的感受。

数学不仅仅是解决我们面临的问题。

想要努力理解不明白的东西、复杂的东西、模棱两可的东西的动机同样非常重要。提出问题，再动手动脑解决问题也是非常重要的。

在这过程中，我经常会有惊奇的发现。

排序本是为了让错乱的元素井然有序，而随机快速排序这个算法竟然会用到随机选择，这出乎我的意料，真是太神奇了。而我也想把这份惊讶传递给在座的各位。

今天站在这里，我想感谢很久很久以前的数学家，想感谢近代的数学家，想感谢学校的老师、学长、还有双仓图书馆的小理纱……在准备报告的过程中，我得到了很多帮助，请让我在此说一声谢谢。

抱歉，我、我说得太多了。

在最后，我想借用我最喜……嗯……最尊敬的学长的话结束本次报告。

大家知道莱布尼茨吗？在 17 世纪研究二进制的莱布尼茨并不知道 21 世纪的计算机。即便如此，历史上仍有很多数学家在研究二进制，而二进制在如今的计算机中持续焕发着生命力。

即便莱布尼茨离开了这个世界，数学也穿越时空生生不息，传达给身处现代的我们。

　　“数学，能够穿越时空。”

数学，我们的数学，穿越时空生生不息。

我今天将这份微不足道的报告传达给大家。

也请大家将自己学习的数学传达给身边的人。

将数学的喜悦、学习的喜悦、传递喜悦的喜悦传递下去。

　　“数学，能够穿越时空。”

请让我用这句话结束我的报告。

谢谢各位的聆听。

◎　　◎　　◎

泰朵拉在讲台上深深地鞠了一躬。

台下爆发出热烈的掌声！

“啊，对了，还有一件事情。”泰朵拉在台上慌张地摆手，想让大家停下来，“大家一起试着做一下数学爱好者的手势 —— 斐波那契手势吧？”

说着泰朵拉夸张地挥着手。

[image: 1,1,2,3]


会场中的大家举手回应。

[image: 5\cdots\cdots]


接着，台下再一次爆发出热烈的掌声！

在一片热烈的气氛中，泰朵拉结束了报告。

10.6.5　Oxygen

“啊，我在台上真是急得焦头烂额啊。”泰朵拉说，“当时我头脑一片空白……”

“练习不足。”理纱一边喝着奶茶一边说。

我们正聚在双仓图书馆三层的咖啡餐厅 Oxygen—— 氧，现在正是午餐时间。窗外的雨已经停下，云隙间透出蓝天。

“不是很好地救场了嘛。”米尔嘉说。

“连斐波那契手势也做了呀。”我说。

“啊啊！我真是太紧张了。下午我想悠闲地度过，不过下午好像还有很有趣的研讨会。”泰朵拉一边翻着宣传单一边说。

“倒是有不少面向初中生的研讨会……”尤里一边四处张望一边说，她一副心神不定的样子。

在我们吃饭聊天的时候，总有素未谋面的人向泰朵拉搭话。不仅有日本的学生，还有来自中国的男生和来自瑞典的女生，他们都拿着泰朵拉分发的讲义。

是啊 —— 数学不仅能穿越时空，还能跨越国境。

来自瑞典的女生金发碧眼，像娃娃一样可爱，我不禁看得入了迷。她用英语与泰朵拉交流，泰朵拉也认真地用英语回答。

“泰朵拉你真厉害啊。”女生离开后我说。

“用英语交流倒是没问题，但是我对数学的理解没有跟上啊。”泰朵拉脸涨得通红，“米尔嘉学姐，刚刚那位女生提到的 probabilistic analysis of algorithms 与 analysis of randomized algorithms 的区别是什么呢？”

“比如，”米尔嘉说，“在假设输入服从某种概率分布的前提下研究该输入的算法的运行时间叫作 probabilistic analysis of algorithms，即算法概率分析。与之相对应，在 analysis of randomized algorithms，也就是随机算法分析中，我们无须假设输入的概率分布。你报告中提到的随机快速排序就是一种随机算法分析。”

10.6.6　连接

“话说回来 Iodine 是什么意思？”

“嗯……就是英语中的另一个 I。”泰朵拉微笑着说。

“另一个 I ？”

“Iodine 是碘，元素符号为 I。”

“啊啊，是这么回事啊。”

泰朵拉的表情忽然变得严肃起来。

“谈到超越自己的生命，将思想传递下去的方法时，米尔嘉学姐提到了‘论文’。”泰朵拉说，“但我觉得除了论文之外还有其他的方法，比如教育。人们可以将知识传授给其他人，其他人再把知识传授给其他人，人们就可以像这样把思想传递到永远。”

“嗯……”米尔嘉抱着胳膊若有所思。

“呼……”尤里叹了一口气。

“怎么了尤里，你没什么精神啊。”

“将思想传递给别人真的办得到吗？”尤里耷拉着肩膀说，“真的能将自己的心情与远方的人连接起来吗……”

“能的。”泰朵拉说，“距离并不是问题。语言有绝对的力量。”这时尤里

“唰”地抬起头，向四周张望。

不知何处传来喊尤里的声音。

追着尤里的视线，我看到别的桌子上有一位初中生模样的男生正向我们这边挥手。

“什么啊，既然来了就说一声啊……”

说着尤里站起身向男生的桌子那边走去。

“毕竟是亲过额头的关系……”泰朵拉小声说。

“亲额头？”

10.6.7　庭园

在咖啡餐厅吃过午饭，我与米尔嘉两人来到庭园里。

雨后的空气格外清新。

“你的表情就像是尤里的父母一样啊。”米尔嘉说。

“你回来了啊。”

“我提前了一天。”米尔嘉紧紧握住我的手说。

无言的时间。

“真凉啊。”米尔嘉皱了皱眉。

“啊……”两人一直沉默不太好吧，“嗯，我很开心……”

这种时候我该说些什么好呢？

“我是说你的手很凉啊。”

啊？啊啊……

“我虽然现在还无法和你约定什么，但总有一天，我会支持你—— ”

我也不知道说什么好，头脑中乱作一团。

“你什么都不明白。”米尔嘉叹了口气说。

“？”

“你的存在是—— ”

“存在？”

“没什么。”米尔嘉说着错开视线。

“总有一天我会定下约定的。我保证。”我说。

“高阶约定啊。那么，作为约定的预支—— ”

“预支？”

“不用电话—— ”

米尔嘉说着向我走近一步。

“？”我不由自主地后退一步。

“也不用写信 —— 嗯，你知道近在咫尺的意思吗？”

“近在咫尺的意思？”

米尔嘉拉住我的手，又靠近了一步。

“你不懂吗？”

“呃……”我吞吞吐吐说不出话来。

“你马上就知道了。”她说着把脸凑了上来。

米尔嘉近在咫尺。她戴着金属框眼镜，眼镜片泛着蓝光。深处是她静谧的眼瞳。

“没错，用不了一分钟。”

10.6.8　约定的印记

两分钟后。

泰朵拉来到了庭园。

“学长学姐！你们在这儿啊。啊，好漂亮的彩虹。”

雨后的天空万里无云，蓝天上浮现彩虹。

“下午的研讨会要开始了哦！”

我向着双仓图书馆迈出一步。

回头仰望天空，彩虹清晰可见。

　　“彩虹是约定的印记。”

架在空中的彩虹桥，一眼望去像是约定的印记。

梅雨季节就要结束了。

即将到来的是 —— 炎热的夏天。
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随机算法（randomized algorithm）的概念



自诞生起已经有 30 年的历史。



在算法理论的领域中，



随机算法已经彻底取得了公民权。



仅从算法的角度来看，



如今把随机算法划分进算法是理所应当的。



但在实用算法的世界中，



很难说随机算法的效果与价值已经得到了充分的认识。


—— 玉木久夫《随机算法》
 [24]
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尾声

“老师！”少女跑进办公室。

“怎么了？”我从文件中抬起头。

“今天我来出题！”


售卖点 A 和售卖点 B 两个地方在卖彩票。

请分析“与售卖点 A 相比，售卖点 B 的中奖概率更高”这一传言。



“在数学上无意义。”我立即回答，我才不会上这种当。

“不过，这个传言是真的！”少女窃笑不止。

“不可能，难道有什么不正当的行为？”

“嘿嘿，不对哦。实际上，和售卖点 A 相比，售卖点 B 售卖的彩票张数
 更多！售卖点卖出的彩票张数越多，在那个售卖点出现中奖彩票的概率就会变得越高哦，老师。”

“那每个彩票的中奖概率不也没有变高吗？”

“而且啊，误会了这个传言的人们又会在售卖点 B 买更多的彩票，结局就是在售卖点 B 中奖的概率越来越高。”

“喂喂……”

“偶尔有这样的小伎俩也没什么吧？”少女再一次偷笑起来，“所以说老师，你有新的卡片吗？”

“嗯，你看看这个吧。”

“哪个哪个……

　　‘被改动过一个数的随机数表，还能称作随机数表吗？’

这个？”

“你知道随机数表吗？”
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“当然知道啦，随机数表是由随机排列的数构成的表对吧？嗯……嗯……因为是随机排列的数，所以就算改写一个数也可以称作随机数表吧？”

“你的意思是即便随机数表中有一个数被改写了，它仍然是随机数表？”

“就是这样。”

“那么，已经有一个数被改写了的随机数表 —— 即使我们再改写一个数，这个数表还是随机数表喽？”

“呃……”少女有些困惑。

“也就是说，无论随机数表有多少个数被改写，它仍然是随机数表。换言之，我们可以把任意数表称为随机数表。”

“呃呃呃……”少女小声嘟囔着陷入沉思。

“回家慢慢想吧。你看，雨已经停了。”

“……呐，老师，我们先把随机数放一边。”少女一边用手指摆弄着卡片一边说，“老师您在课堂上经常说‘示例是理解的试金石’对吧？”

“是啊。试金石原本指鉴定贵金属所用到的黑色石头。现在我们用试金石来比喻评价这一行为，评价也可以说是测试。‘示例是理解的试金石’这句话的用意是让大家试着举出具体的例子。也可以说是通过具体的例子来测试你是否真正的理解了。”

“老师……对于我来说，真正的测试
 在哪里呢？”

“真正的测试？”

“只要通过了这个测试，前方就没什么难关了 —— 就是像这样的测试。高考这个试金石并不能测试我能否一帆风顺地活着吧？”

“高考就是高考，不过是为了进入大学的选拔考试而已。”

“我能一帆风顺地活着吗……”

少女露出前所未有的认真表情。

我觉得我有必要认真回答她，可教师能做到的微乎其微。17 岁少女的“问题”的“答案”还需要本人去找到。

“老师在高中时代也思考过类似的问题哦。”

“诶！是这样吗？”

“嗯，我们一样的。”

“老师，上了年纪的话，我也会活得轻松吗？”

“喂喂……不要把人说的像大叔一样啊。”

少女自言自语地说道：

“生于这个世界，该怎样利用属于自己的时间呢？应该去做些什么呢？我喜欢数学，也打算认真准备高考，但是在高考之后又有什么等着我呢？没有人来告诉我答案。读书，思考，我越学习就越发觉自己所知甚少……老师，如果我能顺利升入大学，进入公司，出色完成工作，和优秀的男性邂逅，这样我的烦恼就会消解吗？”

“是啊，谁说得清呢……”

“老师，您庆幸自己成为教师吗？”

“嗯。老师我喜欢传道授业，也喜欢数学。尤其喜欢与学生进行数学‘对话’，享受认真提问与认真回答的过程。为什么人类上百年上千年持续不断地向数学贡献力量、传道授业，现在老师觉得自己稍微能理解了。”

“喔……”

“数学，能够穿越时空。”

“穿越时空？这么说来我们正触及‘永远’啊，老师。”

“没错。我们正触及永远 —— 通过现在，触及永远。”

“是啊！珍惜现在啊！老师，我现在充满活力了！”

“啊 —— 我也有干劲了。”

“啊哈，我第一次听到您称呼自己的时候没用‘老师’呢。”

“哦，是吗？”

“我还会再来的，老师。”

“嗯。”

少女离开办公室没多久，又回来了。

“老师，我发现了新的解！”

“你指什么？”

“刚才的随机数表啊。‘被改动过一个数的随机数表，还能称作随机数表吗？’”

“嗯？—— 新的解？”

“这样回答怎样？‘其实随机数表这种东西根本不存在。’”

“哦？”

“或者说，”少女笑着说道，“也许‘是否为随机数表’这种二选一的问题就是错的。也许我们应该像‘这个随机数表的随机程度是怎样的？’这样评估数表随机程度
 呀，老师！”

“哦哟。”

“总之，今天的‘对话’大概就是这种感觉。谢谢老师。”

少女开心地晃着手指离开了教师办公室。

我透过窗户望向外面。

少女刚刚穿过校门。

她转过身，夸张地冲着我挥手。

我也隔着窗户挥手回应。

啊，她真是个才思敏捷的孩子……

我发自内心地祈祷少女的学习之路、人生道路充满梦想与希望。

我不自觉地抬起头。雨已经停了。

湛蓝湛蓝的晴空上挂着 —— 约定的彩虹。
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对于多种多样的算法应用来说，



随机算法是能应用的最单纯的算法么？



还是说它是最快速的算法呢？



亦或是二者都是呢？


—— 《随机算法》
 [25]






后记


所谓写作，便是想包含进所有心思，却难免遗漏。


—— 幸田文《包》


　

我是作者结城浩。

不才拙笔，为各位献上《数学女孩 4：随机算法》一书。

本书是


	《数学女孩》（2007 年 1
 ）

	《数学女孩 2：费马大定理》（2008 年）

	《数学女孩 3：哥德尔不完备定理》（2009 年）




1
 此处年份是《数学女孩》日文原书出版时间，并非中译本出版时间。接下来两行同此说明。—— 译者注

的续篇，属于《数学女孩》系列的第四部作品。出场人物包括“我”、米尔嘉、泰朵拉、表妹尤里，还有声音沙哑的理纱。数学与青春的故事一如既往地围绕着他们五个人展开。

在本书的创作中，我采取了记录主人公们活动的这种写作形式。每一位主人公都遵循着自己的方法挑战遇到的问题。虽然有时他们能摸索到答案，但更多的时候他们会在途中陷入困境。而在这一过程中，主人公们会迎来惊奇的新发现……可以说内容就是主人公们经历着“不知会发生什么”的每一天。我自身也时常感叹惊讶于他们的发言，希望可以把这份激动的心情传递给各位读者。

本书和《数学女孩》系列的前三本一样，都使用 LaTeX2ε 和 Euler 字体（AMS Euler）排版。排版方面，多亏了奥村晴彦老师的《LaTeX2ε精美文章制作入门》2
 一书，在这里对奥村晴彦老师深表感谢。版式采用了 Microsoft Visio 以及由大熊一弘老师（tDB 老师）设计的用于制作初级数学印刷品的宏 emath 制作，在这里也对大熊一弘老师深表感谢。


2
 原书名为『LaTeX2ε美文書作成入門』，尚无中文版。—— 译者注

各章的章首引语出自《鲁滨逊漂流记》，日文引语由我所译 3
 。


3
 中文引语由本书译者根据日文引语译出，其中参考或引用了鹿金的译本（见第 6 章章首脚注），在此深表感谢。—— 译者注

另外，我还想对那些阅读我写作过程中完成的原稿，并发表宝贵意见的以下各位，以及匿名人士致以诚挚的谢意。当然，本书中若有错误，则均为我疏漏所致，以下人士不负任何责任。


actuary_math、赤泽凉、石宇哲也、稻叶一浩、上原隆平、镜弘道、川岛稔哉、毛塚和宏、上泷佳代、田崎晴明、花田启明、平井洋一、藤田博司、前原正英、松木直德、三宅喜义、村田贤太（mrkn）、山口健史、矢野勉、吉田有子。



感谢各位读者、各位经常访问我的网站的朋友们、经常为我祈祷的教友们。

感谢一直支持我写完本书的野泽喜美男总编。还要感谢无数喜爱《数学女孩》系列的读者，你们的鼓励对于我来说无比宝贵。

感谢我最爱的妻子和两个儿子。

谨以本书献给我的父亲，感谢他将学习的快乐传递给我。

最后，感谢一直把本书读完的您。

我们有缘再会。

　

　


结城浩



2011 年，对发生出乎意料的事情的每一天都怀抱惊讶与感谢



http://www.hyuki.com/girl/
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我，不是独自一人。



每个人都在独自面对“自己的问题”。



全世界的“小数学家”们都在忙于各自的问题。



所以、所以我并不孤独。



即便面对的问题不同，



我也绝对、绝对不孤独。


—— 《数学女孩 4：随机算法》
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