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著名数学家、中国科学院院士、原中国数学奥林匹克委员会主席王元先生致青少年数学爱好者


致读者

《奥数教程》的出版已有十个年头了．在这个过程中，包含了作者和编辑的辛勤劳作，更多的是让我们感到欣慰．这套书，曾荣获了第十届全国教育图书展的优秀畅销书奖；香港现代教育研究社出版了她的繁体字版和网络版，成为香港的畅销图书之一，并因此获得了版权输出奖；据北京开卷图书市场研究所的监控销售数据，近几年《奥数教程》的销量名列同类书前茅，尤其是初一和高一分册分别获得数学竞赛图书初中段和高中段的第一．这些成绩的取得与作者们精到的创作，广大读者的支持、呵护是分不开的．

为了使《奥数教程》更健康、更成熟地发展，为了使学生的学习生活更主动、更有效，不断提高图书的质量，我们差不多每两年修订一次，现在已经是第五版了．应广大读者的要求，方便读者自学，我们为本书配了“学习手册”和“能力测试”．把本书习题的详细解答放入“学习手册”，并加入竞赛热点精讲．全新的“能力测试”针对本书每讲，精选了一小时的习题量，帮助读者轻松巩固所学知识．

七八年前，我们开展了“有奖订正”和“巧解共享”两项活动，得到了读者的支持与配合，不少读者纷纷来信、来电提出订正意见和更好的解法．这是对我们的鼓励，更是对我们的鞭策．我们计划继续开展下列活动，希望有更多的读者朋友乐于参与．


一、有奖订正


2010年8月到2011年8月期间，欢迎读者朋友对《奥数教程》（第五版，共12册），提出改正意见，我们将对“纠错能手”给予奖励．


二、巧解共享


欢迎读者朋友对《奥数教程》中例题与习题，提供更巧妙的解法．我们将选择有新意的、合适的解法在网上公布，以与其他读者朋友共享．凡在修订时被采用者，我们将署上提供者的姓名，并支付相应的稿酬．

我们衷心祝愿《奥数教程》永远成为您的好朋友．

华东师范大学出版社


前　言

据说在很多国家，特别是美国，孩子们害怕数学，把数学作为“不受欢迎的学科”．但在中国，情况很不相同，很多少年儿童喜爱数学，数学成绩也都很好．的确，数学是中国人擅长的学科，如果在美国的中小学，你见到几个中国学生，那么全班数学的前几名就非他们莫属．

在数（shǔ）数（shù）阶段，中国儿童就显出优势．

中国人能用一只手表示1～10，而很多国家非用两只手不可．

中国人早就有位数的概念，而且采用最方便的十进制（不少国家至今还有12进制，60进制的残余）．

中国文字都是单音节，易于背诵，例如乘法表，学生很快就能掌握，再“傻”的人也都知道“不管三七二十一”．但外国人，一学乘法，头就大了．不信，请你用英语背一下乘法表，真是佶屈聱牙，难以成诵．

圆周率π＝3.14159…．背到小数后五位，中国人花一两分钟就够了．可是俄国人为了背这几个数字，专门写了一首诗，第一句三个单词，第二句一个……要背π先背诗，这在我们看来简直是自找麻烦，可他们还作为记忆的妙法．

四则运算应用题及其算术解法，也是中国数学的一大特色．从很古的时候开始，中国人就编了很多应用题，或联系实际，或饶有兴趣，解法简洁优雅，机敏而又多种多样，有助于提高学生的学习兴趣，启迪学生智慧．例如：

“一百个和尚一百个馒头，大和尚一个人吃三个，小和尚三个人吃一个，问有几个大和尚，几个小和尚？”

外国人多半只会列方程解．中国却有多种算术解法，如将每个大和尚“变”成9个小和尚，100个馒头表明小和尚是300个，多出200个和尚，是由于每个大和尚变小和尚，多变出8个，从而200÷8＝25即是大和尚人数．小和尚自然是75人，或将一个大和尚与3个小和尚编成一组，平均每人吃一个馒头．恰好与总体的平均数相等．所以大和尚与小和尚这样编组后不多不少，即大和尚是100÷（3＋1）＝25人．

中国人善于计算，尤其善于心算．古代还有人会用手指计算（所谓“掐指一算”）．同时，中国很早就有计算的器械，如算筹、算盘．后者可以说是计算机的雏形．

在数学的入门阶段——算术的学习中，我国的优势显然，所以数学往往是我国聪明的孩子喜爱的学科．

几何推理，在我国古代并不发达（但关于几何图形的计算，我国有不少论著），比希腊人稍逊一筹．但是，中国人善于向别人学习．目前我国中学生的几何水平，在世界上遥遥领先．曾有一个外国教育代表团来到我国一个初中班，他们认为所教的几何内容太深，学生不可能接受，但听课之后，不得不承认这些内容中国的学生不但能够理解，而且掌握得很好．

我国数学教育成绩显著．在国际数学竞赛中，我国选手获得众多奖牌，就是最有力的证明．从1986年我国正式派队参加国际数学奥林匹克以来，中国队已经获得了14次团体冠军，可谓是成绩骄人．当代著名数学家陈省身先生曾对此特别赞赏．他说：“今年一件值得庆祝的事，是中国在国际数学竞赛中获得第一……去年也是第一名．”（陈省身1990年10月在台湾成功大学的讲演“怎样把中国建为数学大国”）

陈省身先生还预言：“中国将在21世纪成为数学大国．”

成为数学大国，当然不是一件容易的事，不可能一蹴而就，它需要坚持不懈的努力．我们编写这套丛书，目的就是：（1）进一步普及数学知识，使数学为更多的青少年喜爱，帮助他们取得好的成绩；（2）使喜爱数学的同学得到更好的发展，通过这套丛书，学到更多的知识和方法．

“天下大事，必作于细．”我们希望，而且相信，这套丛书的出版，在使我国成为数学大国的努力中，能起到一点作用．本丛书初版于2000年，现根据课程改革的要求对各册再作不同程度的修订．

著名数学家、中国科学院院士、原中国数学奥林匹克委员会主席王元先生担任本丛书顾问，并为青少年数学爱好者题词，我们表示衷心的感谢．还要感谢华东师大出版社及倪明、孔令志先生，没有他们，这套丛书不会是现在这个样子．

 

单　墫　熊　斌　

2010年5月
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参考答案



第1
 讲

小数的巧算

小数“巧”算的基本途径还是灵活应用小数四则运算的法则、运算定律，使题目中的数尽可能快地化为整数．在某种意义上讲，“化整”是小数运算技巧的灵魂．

当然，根据小数的特点，在乘除运算中灵活运用小数点的移位：两数相乘，两数中的小数点反向移动相同的位数，其积不变（如0.8×1.25＝8×0.125）；两数相除，两数中的小数点同向移动相同的位数，其商不变（如0.16÷0.04＝16÷4），也是常见的简化运算的方法．

另外，某些特殊小数相乘化整，应熟记于心，如上面的8×0.125＝1；0.5×2＝0.25×4＝1；0.75×4＝3；0.625×16＝10等等，同学们在平时做题时留心积累这些“窍门”会大大提高自己的运算能力．

 


例1
 　计算2005×18－200.5×80＋20050×0.1


分析与解
 　利用小数乘积移位法则，有

[image: ]


 


例2
 　计算75×4.7＋15.9×25


分析与解
 　因为15.9＝3×5.3，75＝3×25，5.3＋4.7＝10，有

[image: ]


随堂练习1

（1）计算1.25×3.14＋125×0.0257＋1250×0.00229

（2）计算22.8×98＋45.6

 


例3
 　计算0.27÷0.25


分析与解
 　除数是0.25，可以运用商不变的规律把题目中的被除数和除数同时乘4，将原式转化成除数是1的除法．则

[image: ]


 


例4
 　计算7.816×1.45＋3.14×2.184＋1.69×7.816


分析与解
 　第1项和第3项都有因数7.816，第2项中的2.184＝10－7.816，因此

[image: ]


随堂练习2

（1）计算320÷1.25÷8

（2）计算41.2×8.1＋11×1.25＋53.7×1.9

 


例5
 　计算999.9×0.28－0.6666×370


分析与解
 　题目是两个积相减，但是没有相同的因数，不能运用乘法分配律，由于9999和6666都是3333的倍数，我们可以运用积不变的规律进行适当的调整．则

[image: ]


 


例6
 　计算（1＋0.12＋0.23）×（0.12＋0.23＋0.34）－（1＋0.12＋0.23＋0.34）×（0.12＋0.23）


分析与解
 　若直接进行乘法运算，将会出现许多项小数的两两积，运算将变得十分繁琐．注意到全式只出现4个数：1、0.12、0.23、0.34，每个括号内出现的数是这4个数不同的组合，若适当地将某些组合看为一个整体，用一个字母表示，则可化零为整，减少运算步骤．

[image: ]


随堂练习3

（1）计算5.2×1111＋6666×0.8

（2）计算（2＋1.23＋2.34）×（1.23＋2.34＋3.45）－（1.23＋2.34）×（2＋1.23＋2.34＋3.45）


提示：
 令M
 ＝1.23＋2.34，N
 ＝1.23＋2.34＋3.45，将原式化简为M、N
 的表达式．

练　习　题

1　计算37.5－1.53－0.25－1.22


2
 　计算2.5×1.25×3.2

3　计算3.74×2.85＋8.15×3.74－3.74


4
 　计算3.6×31.4＋43.9×6.4（提示：43.9＝31.4＋12.5）

5　计算2.4×7.6＋7.6×6.5＋7.6＋0.76


6
 　计算8÷（31.25×0.4）＋99.36

7　计算20.05×39＋200.5×4.1＋40×10.025

（提示：40×10.025＝2×20×10.025＝20×20.05）


8
 　计算18.3×0.25＋5.3÷0.4－3.13×2.5

9　计算2005×0.375－0.375×1949＋3.75×2.4


10
 　已知9.4×［[image: ]
 －（1.54－0.31）］＝0.47，求[image: ]
 ＝__________．

11　计算2006＋200.6＋20.06＋2.006


12
 　比较下面两个乘积A、B的大小：


A
 ＝9.8732×7.2345


B
 ＝9.8733×7.2344

13 计算1.1＋3.3＋5.5＋7.7＋9.9＋11.11＋13.13＋15.15＋17.17＋19.19


第2
 讲

简单统计

在日常生活中，我们常常需要对一些事物进行统计，例如某一年级中各个班级人数的统计，同一班级中男女生人数的统计，体检中对同学们的身高、体重、视力进行的统计．在商场中，为了了解经营情况，商店的经理要对各种商品的销售额逐月进行统计，确定旺季、淡季的供销情况，以获得更好的利润．在天气预报中，每天都要对空气中的二氧化硫、二氧化碳、可吸入颗粒物等成分进行搜集、记录并报告有关部门，采取措施，改进空气质量，确保人们的身体健康．

总之，在我们社会生活的各个领域中，对各种因素进行调查统计，对于发展生产，提高生活水平是非常重要的．因此，学习一些简单的统计知识，掌握一些初步的统计方法以适应今后的生活及学习是很有必要的．

简单统计方法大体上有以下三个步骤：对调查对象进行尽可能详尽、完整的搜集；将搜集到的数据制成表格或直观的图形；对制成的表格或图形进行科学的分析，得出结论，以改进调查对象的状况．

 


例1
 　为了了解同学们的环保意识，力群小学五年级1班环保小分队进行了一次班级环保知识竞赛，竞赛成绩如下：李斌96分；张力83分；李笑晨95分；杨晨86分；陈因硕98分；周敏100分；张力克84分；刘薇67分；谢静72分；罗亦生81分；黄亚利76分；赵彤杰88分；曾浩65分；钱可85分；张仲华90分．这是我们搜集到的数据．请对搜到的数据按分数段进行统计、制成表格，以评估该班级的环保意识状况．


解


表2-1

[image: ]


从表格可以看到：100～90的人数共5人，89～60共10人．我们进一步计算他们的平均分，（96＋83＋95＋86＋98＋100＋84＋67＋72＋81＋76＋88＋65＋85＋90）÷15＝84.4（分）．

这个成绩属于良好，所以该班级的环保意识有待进一步提高．

 


例2
 　下面是五年级2班下学期音乐成绩统计表：

表2-2

[image: ]


（1）根据上面统计表，填写分段成绩统计表．

表2-3

[image: ]


（2）根据统计表回答下列问题：

①获得哪一项成绩的人数最多？

②得“良”的人数是得“优”的人数的多少倍？


解
 　（1）见题中的分段成绩统计表，如表2-3所示．

（2）①由（1）中统计表知，得“良”，的人数最多，共18人；

②因为18÷6＝3，所以得“良”的人数是得“优”的人数的3倍．

 


例3
 　请将下面三个统计表合成一个统计表：

合唱队

表2-4（1）

[image: ]


管乐队

表2-4（2）

[image: ]


舞蹈队

表2-4（3）

[image: ]



解
 　××小学学生艺术团人数统计表

表2-5

[image: ]


随堂练习1

李晶将值日当天各年级出勤情况记录如下：

一年级　应到168人，缺席4人；

二年级　应到84人，缺席0人；

三年级　应到108人，缺席3人；

四年级　应到154人，缺席2人；

五年级　应到202人，缺席1人．

请根据上面统计数据先算出各年级出勤率（百分号前面的数保留一位小数），再制定统计表．

注：出勤率计算公式为（总数－缺勤人数）÷总数×100％．

 


例4
 　小华骑车从家去相距5千米远的图书馆借书，从所给的折线图可求出小华在图书馆借书用了（　）小时，去时的平均速度是每小时行（　）千米，返回时的速度是每小时行（　）千米．

[image: ]


图2-1


分析
 　这是一幅折线s-t
 图，纵轴表示行驶的路程，每小格表示1千米；横轴表示行驶的时间，每大格表示1小时，每小格表示10分钟．

从图2-1中可看出：小华去时，前20分钟行了2千米，接着在途中停留或休息了20分钟，最后用20分钟行了3千米，正好到达图书馆．在图书馆借书用了40分钟，小华用了40分钟的时间行了5千米回到家中．


解
 　（1）小华在图书馆借书用了40分钟＝[image: ]
 小时；

（2）5÷1＝5（千米/时）；

（3）[image: ]
 （千米/时）．

随堂练习2

如图2-2，电车从A
 站经过B
 站到达C
 站，然后返回．去时在B
 站停车，而返回时不停．去时的车速为每小时48千米．

（1）A
 站到B
 站相距（　）千米，B
 站到C
 站相距（　）千米，

（2）返回时的车速是每小时（　）千米．

（3）电车中间不停往返的平均速度是每小时（　）千米．

[image: ]


图2-2

 


例5
 　大钟寺农贸市场各类食品摊位数量表统计如下：

表2-6

[image: ]


1．请将上面统计表制成条形统计图．

2．根据图表说出哪种食品摊位最多？哪种最少？


解
 　1．

[image: ]


图2-3

2．蔬菜摊位最多，有14个，水产品摊位最少，有5个．

 


例6
 　六年级甲、乙两班上学期五次数学考试平均成绩如下表：

表2-7

[image: ]


1．请将表里的数据制成条形统计图．

2．两班同学哪班进步比较快？


解
 　1．

[image: ]


图2-4

2．从条形图直观看出，黑色条形图从第一次考试起到第五次考试由落后逐渐超出白色条形图，所以乙班进步比甲班快．

随堂练习3

用折线统计图表示例6中的统计表．

练　习　题

1　中国体育代表团在近几届奥运会上获得奖牌情况是：25届巴塞罗那奥运会金牌16块，银牌20块，铜牌16块；26届亚特兰大奥运会金牌16块，银牌22块，铜牌18块；27届悉尼奥运会金牌28块，银牌16块，铜牌15块；28届北京奥运会金牌51块，银牌21块，铜牌28块．请将这些数据制成一个统计表，然后回答下列问题：

（1）第28届比25届奥运会多得多少块金牌？

（2）这四届奥运会每届得奖牌总数各是多少块？哪届成绩最好？


2
 　下面是一个书店去年10～12月售书的情况统计表．

表2-8

[image: ]


其中有两个数据看不清了，你能算出它们各是多少吗？

3　某新华书店2009年儿童图书销售情况如下：第一季度销售故事书7200册，科技书2400册，连环画3120册；第二季度销售故事书6000册，科技书1980册，连环画3020册；第三季度销售故事书4800册，科技书3300册，连环画3800册；第四季度销售故事书6600册，科技书4800册，连环画2560册．请依据上述数据先制定一个统计表，再回答以下问题：

（1）2009年销售最多的图书品种是（　），第（　）季度销售的图书总数最多；

（2）2009年共销售（　）册故事书，（　）册科技书，（　）册连环画；

（3）2009年四个季度平均每季度销售科技书（　）册．


4
 　下面是某班男生一次立定跳远的测试成绩（单位：米）：

1.80，1.57，1.61，1.76，1.90，1.77，1.52，1.73，1.75，1.93，1.71，1.85，1.79，1.82，1.64，2.00，1.65，1.85，1.82，1.40.

（1）请合理分组，按从高到低顺序编制统计表；

（2）这个班男生共有多少人？哪个组的人数最多？有几人？

5　某农机厂今年第一季度生产情况如下：

一月份计划生产410台，实际生产416台；

二月份计划生产410台，实际生产430台；

三月份计划生产410台，实际生产414台．

（1）根据以上数据编制统计表；

（2）第一季度实际比计划多生产多少台？

（3）实际平均每月比计划平均每月多生产多少台？


6
 　四季青地区三个村2002年信用社储蓄存款统计表如下：

表2-9

[image: ]


请将表内缺失的数据填上，并回答该地区平均每户存款多少元？

7　京师园小学开展丰富多彩的课外活动．参加体育活动的男生有98人，女生有80人；参加文艺活动的男生有120人，女生有180人；参加科技活动的男生有144人，女生有78人；请将参加课外活动的男女生人数制成统计表，并根据统计表，完成以下问题．

（1）填上表中缺失的数据；

（2）这三个小组共有多少人，其中男生有多少人？女生有多少人？

（3）人数最多的是哪个组？最少的是哪个组？


8
 　五（1）班有50个学生，他们参加课外活动小组的情况如下表所示，请将它制成统计图．

表2-10

[image: ]


9　下图是某村100户人家拥有家庭电话、电脑数量的统计图．先在图上的括号内填上适当的数，再看图回答下面问题．

[image: ]


图2-5

（1）2004～2006年间（　）拥有量增长较快，2008～2009年间（　）拥有量增长较快．

（2）2006～2008年间，电脑拥有量平均每年上升（　）台．


10
 　请看图填空．下图是某城市去年月降雨天数统计图．

[image: ]


图2-6

（1）这是（　）统计图；

（2）（　）月降雨天数最多；

（3）从（　）月到（　）月降雨天数逐步加，从（　）月到（　）月降雨天数逐步减少；

（4）（　）这一阶段，降雨天数增加最多．

11　六年级（2）班学生参加学校运动会，参加项目情况如下表：

表2-11

[image: ]


根据上表将统计表制成统计图．


第3
 讲

平均数的应用

求若干个数的平均数，就是将各数的总和除以这些数的个数的商．其公式是

平均数＝若干个数的总和÷数的个数

或

若干个数的总和＝数的个数×平均数

解决平均数的问题的一个关键是要注意弄清楚“总和”所对应的“个数”．例如，一辆客车前3小时每小时行35千米，后两小时共行80千米，问这辆客车全程平均每小时行多少千米？解决这个问题关键首先要搞清全程有多少千米，其次搞清全程用了多少小时．即

全程＝前半程＋后半程＝3×35＋80＝185（千米）

全程所用时间＝3＋2＝5（小时）

所以

全程平均速度＝185÷5＝37千米/时

 


例1
 　王强参加了4次数学测验，平均分是68分，他想在下次测验后，将5次的平均成绩提高到70分以上，那么，下次测验，他至少要得多少分？


分析与解
 　先求总分

前4次总分＝4×68＝272（分）

如果5次测验平均分在70分以上，则这5次的总分至少要得70×5＝350（分），所以小强第5次至少要得

350－272＝78（分）

随堂练习1

（1）张明期末考试语文、英语、常识三科平均分是74分，数学成绩公布后，他的平均分提高了3分．张明数学考了多少分？

（2）小红4次英语测验平均分为85分，下次测验后，小红的平均分最高能得几分？（用百分制记分）

 


例2
 　将自然数1，2，3，4，5，6，7，8，9分为3组，如果每一组的平均数都相等，那么这三个平均数之和是多少？


分析与解
 　因为1＋2＋3＋…＋9＝45＝3×15．而9＝3×3所以可以分成3组，每组3个数，每组的平均数为15÷3＝5．具体为

（1＋6＋8）÷3＝（2＋4＋9）÷3＝（3＋5＋7）÷3＝5

所以，三个平均数之和＝5×3＝15.

 


例3
 　课外活动小组在一次制作信封的活动中，平均每人做了76个信封．已知每人至少做了70个，并且其中一位同学做了88个．如果不把这位同学计算在内，那么平均每人做了74个．

请问：做得最多的同学最多可以做多少个信封？


分析与解
 　这道题的关键在于确定小组人数．依题意，制作的信封总数＝（小组人数）×76，在去掉做了88个信封的同学后，剩下的人所做信封的总数为

[image: ]


另一方面，剩下的人所做信封总数为

[image: ]


（1）、（2）相等，从而有

（小组人数）×76－88＝（小组人数－1）×74

76×小组人数－88＝74×小组人数－74

2×小组人数＝88－74＝14.

所以

小组人数＝7（人）

所做信封总数＝7×76＝532（个）

去掉88个后，6个人所做信封为532－88＝444个．由于每人至少做70个信封，因此，在6人中所做信封最多的人最多可做

444－5×70＝94（个）

随堂练习2

8个互不相同的不等于零的自然数的和是45．如果去掉最大数和最小数，那么剩下的6个数的和是33．问：剩下的数中最小数是多少？

 


例4
 　有4个数，其中它们最高位上的数字已看不清了：?，?4，?54，?184，但知这4个数的平均数为2010，求这4个数．


分析与解
 　将这4个数记为[image: ]
 ，则有

[image: ]


于是

[image: ]


所以


a
 ＝8，b
 ＝9，c
 ＝7，d
 ＝7

这4个数为：8，94，754，7184.

随堂练习3

有4个数：[image: ]
 ，它们的平均数为2012，求这4个数．

 


例5
 　某次考试曹宇等7人平均分为78分，其中得分最高的得97分，最低分是64分．曹宇得了88分，余下的4人中3人得了相同的分数，分数各不相同的5个人平均分是80分，其中还有一个同学与别人得分不同，他的得分是多少？


分析与解
 　由7人的平均分及分数各不相同5人的平均分可求出得分相同的两人的得分，这是因为7人的分数中有3人相同，所以7人的分值只有5种不同值．因此3个相同分数的人的分值为

（78×7－80×5）÷2＝73（分）

所以，另一个与别人得分不同的分值为

78×7－97－64－88－73×3＝78（分）

 


例6
 　歌手大奖赛上6名评委给一位参赛者打分，6个人打分的平均分为9.6分；如果去掉一个最高分，这名参赛者的平均分为9.4分；如果去掉一个最低分，这名参赛者的平均分为9.8分；入果去掉一个最高分和一个最低分，这名参赛者的平均分是多少？

[image: ]


由（1）、（2）得

最高分＝57.6－47＝10.6（分）

由（1）、（3）得

最低分＝57.6－49＝8.6（分）

去掉最高分和最低分后4名评委的所打的平均分为

（57.6－10.6－8.6）÷4＝9.6（分）

随堂练习4

五位裁判给一名体操运动员评分．若去掉一个最高分后平均分是9.46分，若去掉一个最低分后平均分是9.66分，那么最高分比最低分多了多少分？

练　习　题

1　某次考试，21位女生平均分数是82分，19位男生平均分数是87分．问全体同学平均分是多少分？


2
 　5位同学按身高由高到低从左到右排成一行，左起3位同学的平均身高是150厘米，右起3位同学的平均身高是147厘米，5位同学平均身高是148.5厘米．小明站在中间，小明身高多少厘米？

3　五年级1班52人，2班48人，某次算术考试中，两班全体同学平均分为78分．2班的平均分比1班的平均分高5分．问两班平均分各是多少分？


4
 　去年前5个月，张敏家每月平均储蓄420元．从6月份起每月储蓄600元，那么从哪月起，他家每月平均储蓄不少于500元？

5　某班买来单价0.5元的练习本若干本．如果将这些练习本只分给女生，平均每人可得15本；如果将这些练习本只分给男生，平均每人可得10本．那么，若将这些练习本平均分给全班同学，每人应付多少钱？


6
 　A
 、B
 、C
 、D
 4个数，每次去掉一个数，求其余3个数的平均数，这样算了4次，得到以下4个数：45、60、65、70．问原来4个数的平均数是多少？

7　某班女生人数是男生人数的一半，男生平均体重41千克，女生平均体重35千克．问全班同学平均体重多少千克？


8
 　刘佳与4名同学一起参加一次数学竞赛．已知4名同学的成绩分别为78分、79分、82分、91分．刘佳成绩比5人平均分高6分．刘佳成绩排在这5人中的第几名？

9　某次数学竞赛原定一等奖10人，二等奖20人．现将一等奖中最后4人调整为二等奖，这样二等奖学生的平均分提高了1分，一等奖学生的平均分提高了3分．那么原来一等奖平均分比二等奖平均分高多少分？


10
 　育才小学100名学生参加数学竞赛，平均分是63分．其中男生平均分是60分，女生平均分是70分．问女生比男生少多少人？

11　体操比赛有六位裁判评分，去掉最高分9.8分后，剩下五个分数的平均分就比原来的平均分少了0.05分，再去掉最低分9.42分后，剩下四个分数的平均分是多少分？


12
 　六位同学数学考试的平均成绩是92.5分，他们的成绩是互不相同的整数，最高分是99分，最低分是76分，则按分数从高到低居第三位的同学至少得__________分．


第4
 讲

平面图形面积计算

本讲所指平面图形面积计算主要指多边形及其组合图形面积的计算．这些图形面积计算一般都可以转化成三角形、长方形、平行四边形和梯形的面积计算，后者的计算公式都是我们在课内已经学过并且应该熟记的．

主要的技巧在于如何将一般多边形及其组合图形“转化”为基本图形．

 


例1
 　在梯形中阴影部分面积是150平方厘米，求梯形面积．

[image: ]


图4-1


分析与解
 　已知梯形上、下底长为15、25．令梯形高为h
 ．则由已知三角形面为150平方厘米，有

[image: ]


所以，梯形面积S为

[image: ]


随堂练习1

如图4-2，已知平行四边形面积是48平方厘米，求阴影部分面积．

[image: ]


图4-2

 


例2
 　图4-3是两个完全相同的直角三角形叠在一起，求阴影面积．（单位：分米）

[image: ]


图4-3


分析与解
 　如图4-3，由于①＋②的面积和②＋③的面积相等，我们可以得出：①与③的面积相等，题目要求③的面积，其实只要求①的面积．则

[image: ]



答：
 阴影部分的面积是19.5平方分米．

 


例3
 　如图4-4，将长为9厘米，宽为6厘米的长方形，划分成四个三角形，其面积分别为S
 1
 、S
 2
 ，S
 3
 、S
 4
 且S
 1
 ＝S
 2
 ＝S
 3
 ＋S
 4
 ．

[image: ]


图4-4

求S
 4
 ．


分析与解
 　设长方形面积为S
 ，则

[image: ]


所以

[image: ]


设BE
 ＝x
 ，DF
 ＝y
 ．则有

[image: ]


解得


x
 ＝4，y
 ＝6

从而，EC
 ＝2，FC
 ＝3．

所以

[image: ]


随堂练习2

如图4-5，四边形ABCD
 是直角梯形，其中AD
 ＝12厘米，AB
 ＝8厘米，BC
 ＝15厘米，且△ADE
 ，四边形DEBF
 及△CDF
 的面积相等，求三角形EBF
 的面积．

[image: ]


图4-5

 


例4
 　如图4-6，AE
 ＝5厘米，CF
 ＝2厘米，AB
 ＝6厘米，CD
 ＝4厘米，∠B
 ＝∠D
 ＝90°．求四边形AFCE
 的面积．

[image: ]


图4-6


分析与解
 　四边形AFCE
 是不规则四边形，连接AC
 ，则AC
 将四边形AFCE
 分成两个三角形．（△AFC
 、△CEA
 ）．这两个三角形的面积利用已知条件可求．


AB
 是△AFC
 底边上的高，所以

[image: ]



CD
 是△CEA
 底边AE
 上的高，所以

[image: ]


随堂练习3

如图4-7，四边形ABCD
 中，AE
 ＝5厘米，AB
 ＝10厘米，FC
 ＝12厘米，DC
 ＝15厘米，∠B
 ＝∠D
 ＝90°．求四边形AFCE
 的面积．

[image: ]


图4-7

 


例5
 　如图4-8，求右面长方形中阴影部分的面积．（单位：厘米）

[image: ]


图4-8


分析与解
 　阴影部分的三个三角形高相等，那么它们的面积和就是它们的底的和乘高除以2．

15×10÷2＝150÷2＝75（平方厘米）．


答：
 阴影部分面积和是75平方厘米．

 


例6
 　如图4-9，平行四边形ABCD
 的边长BC
 ＝10厘米，直角三角形BCE
 的直角边EC
 长8厘米，已知阴影部分的面积比三角形FEG
 的面积大10平方厘米．求CF
 的长．

[image: ]


图4-9


分析与解
 　因为直角三角形BCE
 与平行四边形ABCD
 共有梯形BCFG
 ．所以平行四边形ABCD
 的面积比直角三角形BCE
 的面积大10厘米．

由已知可知CF
 垂直AD
 ，所以

[image: ]


即

[image: ]


所以　CF
 ＝5（厘米）

随堂练习4

如图4-10，正方形ABCD
 的边长是12厘米，已知DE
 是EC
 的长度的2倍．求：（1）△DEF
 的面积；（2）CF
 的长．

[image: ]


图4-10

玩一玩


只剩一个


 

一个三角形的棋盘放着15个棋子（如图4-11），一开始随意取走一个棋子，出现一个空格，然后按以下规则开始跳棋子：棋子A
 越过它的邻格中的棋子B
 跳到棋子B
 另一侧相邻的空格中，并将B
 “吃”掉．按以上规则不断跳下去，每跳一步少一个棋．请问：能否跳到最后还剩一个棋子？请你玩一玩．图中的数是位子的编号，先不要看答案，自己动手画一张如图4-11的棋盘，并在每个棋盘中放一枚棋子（可利用围棋子），然后按规则任意取走一个棋子，开始游戏．若有困难，可先看提示，继续游戏，最后再看方案．

[image: ]


图4-11


答案：
 能．先取走1号、3号、5号位置上的棋子，依次从6号、10号、14号位置中的棋子起跳，经13步可将棋盘中13个子“吃”掉．


方案1：
 取走1号．6→1，13→6，11→13，14→12，2→9，7→2，1→4，10→3，4→13，12→14，15→13，13→6，6→1．（止于1号位）


方案2：
 取走3号．10→3，13→6，7→9，2→7，11→4，15→13，12→14，3→10，4→6，10→3，1→6，14→5，6→4（止于4号位）


方案3：
 取走5号．14→5，7→9，3→8，10→3，1→6，2→7，11→4，12→14，6→13，14→12，4→13，12→14，15→13（止于13号位）

练　习　题

1　如图4-12，正方形ABCD
 的边长是9厘米，它的内部有一个内接三角形BFE
 ．AE
 ＝4厘米，DF
 ＝2厘米．求三角形BFE
 的面积．

[image: ]


图4-12


2
 　如图4-13，四边形ABCD
 的两条对角线互相垂直相交于O
 ．AC
 ＝4厘米，BD
 ＝5厘米．求四边形ABCD
 的面积．

[image: ]


图4-13

3　如图4-14，四边形ABCD
 中，∠B
 ＝∠D
 ＝90°，∠BCD
 ＝45°，BC
 ＝7厘米，AD
 ＝3厘米．求四边形ABCD
 的面积．

[image: ]


图4-14


4
 　如图4-15由两个完全相同的梯形重叠在一起而组成，求图中阴影部分面积，（单位：厘米）

[image: ]


图4-15

5　如图4-16，求阴影部分面积．（单位：厘米）

[image: ]


图4-16


6
 　如图4-17，长方形的长为12厘米，宽为8厘米，图中阴影部分的面积与空白面积哪个大？

[image: ]


图4-17

7　如图4-18，三角形ABC
 的周长是30厘米，三角形内一点到三角形三条边的距离都是3厘米，求三角形面积．

[image: ]


图4-18


8
 　如图4-19，已知正方形甲的边长为5厘米，正方形乙的边长为4厘米，那么图中阴影部分的面积是多少？

[image: ]


图4-19

9　如图4-20，ABCD
 是长8厘米、宽6厘米的长方形，AF
 长是4厘米，求阴影部分（三角形AEF
 ）的面积．

[image: ]


图4-20


10
 　如图4-21，长方形ABCD
 与三角形EBC
 重叠．已知三角形EFD
 的面积比三角形ABF
 的面积大6平方厘米，且CD
 ＝4厘米，BC
 ＝6厘米．求ED
 的长．

[image: ]


图4-21


第5
 讲

等积变形

两个平面图形面积相等，称为这两个图形等积．解决平面图形面积问题的主要渠道是将欲求的图形的面积转化为已经学过的基本图形的面积问题．其中三角形的等积变形的技巧是各种等积变形的核心，都要运用到“等（同）底、等（同）高的两个三角形面积相等”这个基本规则，并由此衍生出因题而宜的种种精巧的等积变形的技巧．

 


例1
 　如图5-1，ABCD
 是直角梯形，两条对角线把梯形分为4个三角形．已知其中两个三角形的面积为3平方厘米和6平方厘米，求直角梯形ABCD
 的面积．

[image: ]


图5-1


分析与解
 　因为三角形ADC
 与三角形ADB
 同底等高，所以S
 △
 
ADC

 ＝S
 △
 
ADB

 ，又三角形AOD
 是公共部分，可知S
 △
 
AOB

 ＝S
 △
 
COD

 ＝3（平方厘米）．

在三角形BOC
 与三角形DOC
 中，BO、OD
 边上高相等，6是3的2倍，可知BO
 ＝2OD
 ，得S
 △
 
AOB

 ＝2S
 △
 
AOD

 ，这样S
 △
 
AOD

 ＝3÷2＝1.5（平方厘米）．

因此，S
 梯形ABCD

 ＝6＋3＋3＋3÷（6÷3）＝13.5（平方厘米）．

随堂练习1

如图5-2，三角形ABO
 的面积为9平方厘米，线段BO
 的长度是OD
 的3倍，梯形ABCD
 的面积是多少平方厘米？

[image: ]


图5-2

 


例2
 　如图5-3，把三角形ABC
 的一条边AB
 延长1倍到D
 ，把它的另一边AC
 延长2倍到E
 ，得到一个较大的三角形ADE
 ，三角形ADE
 的面积是三角形ABC
 面积的多少倍？

[image: ]


图5-3


分析与解
 　如图5-4，连结BE
 ．因为CE
 ＝2AC
 ，所以S
 △
 
BCE

 ＝2S
 △
 
ABC

 ，即S
 △
 
AE

 ＝3S
 △
 
ABC

 ．又因为AB
 ＝BD
 ，则S
 △
 
ABE

 ＝S
 △
 
BDE

 ，S
 △
 
ADE

 ＝6S
 △
 
ABC

 ．

[image: ]


图5-4

随堂练习2

如图5-5，AE
 ＝3AB
 ，BD
 ＝2BC
 ，△DBE
 面积是△ABC
 面积的__________倍．

[image: ]


图5-5

 


例3
 　如图5-6，已知三角形ABC
 的面积为56平方厘米，是平行四边形DEFC
 的2倍，阴影部分的面积是多少平方厘米？

[image: ]


图5-6


分析与解
 　如图5-7，连结EC
 ．EC
 为平行四边形DEFC
 的对角线．平行四边形DEFC
 的面积是56÷2＝28（平方厘米），由平行四边形的性质有[image: ]
 ．在△AED
 与△CED
 中，ED
 为公共底，DE
 平行于AC
 ，则ED
 边上的高相等，因此S
 △
 
AED

 ＝S
 △
 
DEC

 ．

[image: ]


图5-7

[image: ]


随堂练习3

如图5-8，△ABC
 面积＝24平方厘米，M
 为AB
 中点，E
 为AM
 上任意一点，MD
 与EC
 平行．求△EBD
 的面积．

[image: ]


图5-8

 


例4
 　正方形ABCD
 面积为1．E
 、F
 分别是AB
 、AD
 的中点，FG
 ＝2CG
 ．求△BGE
 的面积．

[image: ]


图5-9


分析与解
 　连接DG
 、AG
 ．易知△ABG
 的面积与△CDG
 的面积和恰等于正方形面积的一半．设两个三角形从顶点G
 到底边AB
 、CD
 的高分别为h
 1
 、h
 2
 ，则两三角形面积和为[image: ]
 [image: ]
 正方形面积＝[image: ]
 ．显然[image: ]
 正方形面积＝[image: ]



E
 为AB
 中点，所以[image: ]


随堂练习4

如图5-10，平行四边形ABCD
 中BF
 ＝2DF
 ．E
 是BC
 中点．S
 △
 
BEF

 ＝8平方厘米，求平行四边形ABCD
 的面积．

[image: ]


图5-10

 


例5
 　如图5-11，梯形ABCD
 的面积是45平方厘米，高6厘米，AD
 // BC
 ．三角形AED
 的面积是5平方厘米，BC
 ＝10厘米．求三角形BCE
 的面积．

[image: ]


图5-11


分析与解
 　由已知量，可先求出上底AD
 ，进而求出三角形ABD
 （或ACD
 ）面积及三角形ABE
 面积，利用等积变换可知三角形ABE
 与三角形CDE
 等积．最后得到三角形BCE
 的面积．

由梯形面积公式得

[image: ]


解得

[image: ]


进而

[image: ]


由等积变形知

[image: ]


从而

[image: ]


所以

[image: ]


 


例6
 　如图5-12，已知长方形宽是长的[image: ]
 ，S
 △
 
ABC

 ＝14平方厘米，AC
 ＝[image: ]
 AD
 ，DE
 ＝EF
 ．求阴影部分面积．

[image: ]


图5-12


分析与解
 　连接BD
 ，因为AC
 ＝[image: ]
 AD
 ，所以，S
 △ABD

 ＝3×S
 △ABC

 ＝3×14＝42（平方厘米），从而S
 长方形ABFD

 ＝2×42＝84（平方厘米）．又因为DE
 ＝EF
 ，所以[image: ]
 （平方厘米），从而

[image: ]


随堂练习5

如图5-13，梯形ABCD
 中，AD
 // BC
 ，对角线交于O
 ，三角形AOD
 面积为20，三角形ABO
 面积为30．求梯形ABCD
 的面积．（单位：平方厘米）

[image: ]


图5-13

读一读


不要轻易放弃


 


题目
 　平面上有7个点，任意三点不在同一直线上．以这7个点作为顶点作三角形，使任意两个三角形至多只有一个公共顶点．问最多可以作出多少个满足上述条件的三角形？

我在纸上画了很多草图，费尽心思，想得到合乎要求的7个三角形，但没有结果．只好向单墫老师请教，他很快就给出了解答，非常精彩（见《奥数教程》五年级“换一个角度看问题”一讲）．在他的解答中有一句话使我心头一震：“在构造这7个三角形时，每一个点恰好用了3次”．事后，我又回顾了自己的思路，有两张草图印象很深．第1张是开始时的草图（图1），这是第1个念头，只能作出3个合要求的三角形．于是想在此图基础上连线增加符合要求的三角形，虽然有所改进，但毫无章法，很快就放弃了．

[image: ]


图1

为了改进作图，我先将7个点放在圆上，可保证无3点共线，两两连线，得到以给定7个点为顶点的所有三角形（图2），我知道要求的7个三角形必在其中．但要将它们找出来，并加以说明又很困难．然而当单老师的信息“每个点恰用三次”出现时，我的第1个念头立刻浮现在眼前，图中的“1”不正好直观地被用了3次吗？如果对1进行轮换，用2、3、4、5、6、7替换1，就可产生3×7＝21个合要求的三角形，而因为每个点恰好用了3次，因此，合乎题目要求的三角形正好是7个，这7个三角形的3个顶点分别为（1，2，3），（3，4，5），（5，6，1），（1，7，4），（3，7，6），（5，7，2），（2，4，6）．上面的想法几乎在一瞬间完成，再去复查图2，7个三角形很容易找出来了．

[image: ]


图2

单老师在谈解题思路时常常说，做不出来不要紧，很多想法虽然没有解决全部问题，但其中或解决了部分问题，或隐含着解决问题的合理成分．关键是要会总结，碰了钉子不要紧，不一定全部放弃你原来的想法．

练　习　题

1　如图5-14，△ABC
 中，D
 、E
 分别为各边中点．若阴影部分面积为1，则△ABC
 的面积为__________．

[image: ]


图5-14


2
 　图5-15中阴影部分的面积为__________平方厘米．

[image: ]


图5-15

3　如图5-16，梯形的下底长10厘米，高6厘米，阴影部分的面积是__________平方厘米．

[image: ]


图5-16


4
 　如图5-17，平行四边形中，A
 、M
 、N
 分别为对应线段的中点，且阴影部分面积为15平方厘米，则大平行四边形的面积是__________平方厘米．

[image: ]


图5-17

5　如图5-18，将△ABC
 的AB
 边延长1倍，将BC
 边延长2倍，得△ADE
 ，则△ADE
 的面积是△ABC
 面积的__________倍．

[image: ]


图5-18


6
 　如图5-19，BC
 ＝3BE
 ，AC
 ＝4CD
 ，则△ABC
 的面积是△DEA
 面积的__________倍．

[image: ]


图5-19

7　求图5-20平行四边形中阴影部分面积．（单位：厘米）

[image: ]


图5-20


8
 　如图5-21，△ABC
 中，AD
 ＝2，BD
 ＝3．四边形DBEF
 的面积等于△ABE
 的面积．若△ABC
 的面积等于10，则四边形DBEF
 的面积是多少？

[image: ]


图5-21

9　如图5-22，在梯形ABCD
 中，AD
 // BC
 ，△ABE
 的面积为30平方厘米，EC
 ＝2AE
 ．求梯形ABCD
 的面积．

[image: ]


图5-22


10
 　如图5-23，三角形ABC
 的面积是72平方厘米，D
 是BC
 中点，BE
 ＝3AE
 ，FD
 ＝2EF
 ．求三角形AFD
 的面积．

[image: ]


图5-23

11　如图5-24，三角形ABC
 的面积为14平方厘米，DC
 ＝3DB
 ，AE
 ＝ED
 ．求阴影部分面积．

[image: ]


图5-24


12
 　如图5-25，长方形ABCD
 中，AE
 ＝ED
 ，DF
 ＝FC
 ，EG
 ＝2GF
 ，且长方形的长和宽分别是10厘米、6厘米．则△BFG
 的面积是多少？

[image: ]


图5-25


第6
 讲

立体图形问题

通过解决立体图形问题可以培养我们的空间想象能力．许多时候拿出或自己做一个实物，亲自观察或动手操作一下，问题的解决会变得相当容易．

 


例1
 　如图6-1，用6个同样的小正方体拼成一个长方体，它的表面积比6个小正方体的表面积和减少了56平方厘米．求小正方体体积．

[image: ]


图6-1


分析与解
 　两个同样的小正方体拼在一起，其组合体的表面积减少了两个面，现在6个小正方体拼成一个长方体，共有7对面拼在一起（这7对面就不是表面积了），故共要减少7×2＝14个面．则每一个正方体的一个面的表面积为56÷14＝4（平方厘米），故正方体的边长为2，小正方体的体积为2×2×2＝8（立方厘米）．

随堂练习1

如图6-2，将一个长方体木条平均截成6段，每段长2米，表面积增加了120平方厘米．问这根木条原来体积是多少立方厘米？

[image: ]


图6-2

 


例2
 　在一个长24分米，宽9分米，高8分米的水槽中注入高4分米的水，然后放入一个棱长为6分米的正方体铁块，问水位上升了多少分米？


分析与解
 　首先应判断放入铁块后，水位是否能将铁块淹没．

1．假设上升水位能将铁块淹没，那么水位至少上升了6分米．

由于放入的棱长为6分米的正方体铁块体积为6×6×6＝216（立方分米），它放入水槽后水位将升高216÷24÷9＝1（分米）．加上原来已注入的水位高4分米．因此放入铁块后水槽中的水位高为4＋1＝5（分米），小于铁块的高6分米，因此上升的水位不能将整个铁块淹没．

2．假设水位上升了x
 分米，列方程得

[image: ]



答：
 水位上升了0.8分米．

随堂练习2

一个长方体的水箱，从里面量长8分米、宽6分米．先倒入102升水，再放入一块棱长2分米的正方体铁块，这时水面离箱口2分米．问这个水箱的容积是多少立方分米（升）？

 


例3
 　小明在桌面上摆了一些大小一样的正方体木块，摆完后从正面看如图6-3（1），从侧面看如图6-3（2），那么他最多用了多少块木块？最少用了多少块木块？

[image: ]


图6-3


分析与解
 　（1）最多用了25块正方体，第一层放3×4＝12块，第二层放3×3＝9块，第三层的4角各放一块共4块，总共用了12＋9＋4＝25块．

（2）在（1）的基础上不影响视图（1）、（2）的情况下逐步减少正方体，最少用9块．

我们用图6-4来说明：

[image: ]


图6-4

在一个4×3的方格长方形中，每个小方格中标有的数字表示在这个小方格中摞起的小正方体的个数．左图显示最多用25块小正方体；右图显示最少用9块小正方体．

随堂练习3

用棱长是1厘米的立方块拼成如图6-5的立体图形．从正面看和从右面看得到的是什么样的图形？

[image: ]


图6-5

 


例4
 　如图6-6，把2、4、6、8、10、12这6个数依次写在一个立方体的正面、背面、两个侧面以及两个底面上，然后把立方体展开，最左边的正方形上的数是12，问最右边有“？”的正方形上的数是什么？

[image: ]


图6-6


分析与解
 　我们将展开图重新组合成立方体，令写2的面为正面得到下图6-7，可见到2与“？”相对，因此？＝4．

[image: ]


图6-7

随堂练习4

沿图6-8的虚线折叠可以围成一个长方体．它的体积是多少？

[image: ]


图6-8

 


例5
 　把正方体的6个面涂上六种不同的颜色，并画上朵数不同的花，各面的颜色和对应的花朵数目的情况列表如下：

表6-1

[image: ]


现将上述大小相同，颜色、花朵分布完全一样的四个立方体拼成一个如图6-9所示的长方体，那么这个长方体的下底面共有多少朵花？

[image: ]


图6-9


分析与解
 　如图6-9所示，黄与蓝、紫、红、绿相邻，所以黄与白相对；又紫与黄、蓝、白（它是黄的对面）、红相邻，所以紫与绿相对；从而红与蓝相对．据此可知4个下底面的颜色依次为紫、蓝、白、红色，它们对应的花朵数分别为5、3、4、1，其和为13．

随堂练习5

如例5，小立方体中各面的颜色与所对应的花朵数不变，四个立方体拼成的长方体如图6-10．那么这个长方体下底面共有多少朵花？

[image: ]


图6-10

 


例6
 　在一个正方形纸板的四角剪去一个大小相同的小正方形，便可以做成一个没有盖的纸盒，按图6-11中（A）、（B）、（C）、（D）四种方法做出来的纸盒中，容积最小的是__________，容积最大的是__________．
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图6-11


分析与解


（A）的容积为　4×4×4＝64（立方厘米）

（B）的容积为　3×6×6＝108（立方厘米）

（C）的容积为　2×8×8＝128（立方厘米）

（D）的容积为　1×10×10＝100（立方厘米）

比较后可知，容积最小的是（A）；容积最大的是（C）．

随堂练习6

下面（A）、（B）、（C）是三块形状不同的铁皮，将每块铁皮沿虚线弯折后焊接成一个无盖的开口为正方形的长方形铁箱，装水最多的铁箱是由__________铁皮焊接的．
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图6-12

想一想

将1、2、3、4、5、6、7、8分别放置于正方体的8个顶点a
 、b
 、c
 、d、e
 、f
 、g
 、h
 处．使每一个面上的4个数的和相等．
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图6-13


答案
 ：每个面上的和为18．
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图6-14

练　习　题

1　图6-15是用棱长1厘米的立方体搭成的一个空间图形．问其体积是多少？表面积是多少？
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图6-15


2
 　从一个长方体上截下一个体积是32立方厘米的长方体后，剩下的部分正好是棱长为4厘米的正方体．问原来这个长方体的表面积是多少平方厘米？

3　下面图中哪些可以拼成正方体（　）
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图6-16


4
 　一根铁丝围成的长方体，长15分米，宽8分米，高7分米．如果还用这根铁丝改围成一个正方体，那么这个正方体的棱长是多少分米？

5　有三个完全一样的长方体，用三种不同的方法，分别切成了两个完全一样的长方体，结果它们的表面积分别增加了40、48、60平方厘米．想一想，原来的长方体的表面积是多少平方厘米，体积是多少立方厘米？


6
 　一个长方体水箱，长5分米、宽4分米、深3分米，水面离箱口3厘米，如果把一块棱长2分米的正方体水泥块放入水中，这时箱内会溢出多少升水？

7　有一个空的长方体容器A
 （如图6-17（1））和一个水深24厘米的长方体容器B
 （如图6-17（2））．现将容器B
 中的水倒一部分到容器A
 中，使两容器水的高度相同，这时两容器的水深为几厘米？
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图6-17


8
 　如图6-18，有一个“空心”大长方体，空心部分相对的两个面是通的，问这个“空心”大长方体是由多少个小木块组成的？（这些小木块是完全相同的正方体）
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图6-18

9　从一个长方体上截下一个体积是100立方厘米的小长方体后，剩下部分正好是一个棱长为5厘米的正方体．原来长方体的表面积是多少平方厘米？


10
 　用三个同样的长、宽、高分别为4厘米、3厘米和2厘米的小长方体，拼成一个表面积最大的长方体．这个大长方体的表面积是多少平方厘米？

11　一个长方体木块，长5分米，宽3分米，高4分米，在它六个面上都漆满油漆，然后锯成棱长都是1分米的正方体木块．问锯成的木块中几个三面有油漆？两个面、一个面有油漆的各有多少个？有没有各个面都没有油漆的？


12
 　一个长方体，如果长增加5厘米，则体积增加150立方厘米；如果宽增加4厘米，则体积增加160立方厘米；如果高增加3厘米，则体积增加144立方厘米．问长方体的表面积是多少平方厘米？


第7
 讲

环形路上的行程问题

在环形道路上的行程问题本质上讲就是追及问题或相遇问题．当二人（或物）同向运动时就是追及问题，追及距离是二人初始距离及环形道路之长的倍数之和；当二人（或物）反向运动时就是相遇问题，相遇距离是二人从出发到相遇所行路程和．

 


例1
 　如图7-1，两名运动员在沿湖的环形跑道上练习长跑．甲每分钟跑250米，乙每分钟跑200米．两人同时同地同向出发，45分钟后甲追上了乙．如果两人同时同地反向而跑，经过多少分钟后两人相遇？
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图7-1


分析与解
 　根据图7-1（1）用追及问题公式求出环形跑道的长，因从同一点出发，距离差＝跑道长．

（250－200）×45＝2250（米）

同理在环形跑道上，若反向而行，从同一点出发两人相遇所经过的路程和＝跑道长．（图7-1（2））

2250÷（250＋200）＝5（分钟）

即经过5分钟两人相遇．

随堂练习1

甲、乙两运动员在周长为400米的环形跑道上同向竞走，已知乙的平均速度是每分钟80米，甲的平均速度是乙的1.25倍，甲在乙前面100米处．问几分钟后，甲第1次追上乙？

 


例2
 　图7-2是一个圆形中央花园，A
 、B
 是直径的两端．小军在A
 点，小勇在B
 点，同时出发相向而行．他俩第1次在C
 点相遇，C
 点离A
 点有50米；第2次在D
 点相遇，D
 点离B
 点有30米．问这个花园一周长多少米？
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图7-2


分析与解
 　第1次相遇，两人合起来走了半周长，从C
 点开始第2次在D
 点相遇两人共走了一周长，两次共走了一周半．小军从A
 →C
 →D
 走了50米的3倍，即走了50×3＝150（米）．去掉BD
 之间30米的距离，就是半个圆周的长，所以一周的长度为（150－30）×2＝240（米）．

随堂练习2

如图7-3、A
 、B
 是圆直径的两端点，亮亮在点A
 ，明明在点B
 ，相向而行．他们在C
 点第一次相遇，C
 点离A
 点100米；在D
 点第二次相遇，D
 点离B
 点80米．求圆的周长．
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图7-3

 


例3
 　如图7-4，一个边长为100米的正方形跑道．甲从A
 点出发，乙从C
 点出发都逆时针同时起跑，甲的速度每秒7米，乙的速度每秒5米，他们拐弯处都要停留5秒，当甲第一次追上乙时，乙跑了多少米？
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图7-4


分析与解
 　由图7-4及题意知甲（在后）、乙（在前）相距200米（即追及距离200米）且甲第一次追及乙要多拐两个弯，即要多休息5×2＝10秒钟，设甲纯跑步时间为y
 秒，则乙纯跑步时间为y
 ＋10秒，则有

[image: ]


解得


y
 ＝125（秒）

甲应跑路程为125×7＝875（米）．

当甲跑了800米又到达A
 点时，用时为800÷7＋5×7≈149.28（秒），他将在A
 点逗留5秒，到149.28＋5＝154.28（秒）又离开A
 点，而乙跑完600（＝800－200）米到达A
 点时，用时600÷5＋5×5＝145（秒），而在第145＋5＝150秒时离开A
 点，因此，从起跑到149.28秒至150秒的间隔内甲、乙都在A
 点，即甲第1次追上乙，此时乙跑了600米．

随堂练习3

如图7-5，有一条长方形跑道，甲从A
 点出发，乙从C
 点出发，同时按逆时针方向奔跑，甲速每秒6.25米，乙速每秒5米，跑道长100米，宽60米，当甲、乙每次跑到拐点A
 、B
 、C
 、D
 时都要停留5秒．问当甲第1次追上乙时，甲、乙各跑了多少米？
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图7-5

 


例4
 　一个圆的周长为1.44米，两只蚂蚁从一条直径的两端同时出发，沿圆周相向爬行．1分钟后它们都调头而行，经过3分钟，它们又调头爬行，依次按照1、3、5、7，…（连续奇数）分钟调头爬行．这两只蚂蚁每分钟分别爬行5.5厘米和3.5厘米，那么，经过多少时间，它们初次相遇？再次相遇需要多少时间？


分析与解
 　半圆的周长是

1.44÷2＝0.72（米）＝72（厘米）

先不考虑往返情况，那么两只蚂蚁从出发到相遇所花时间为

72÷（5.5＋3.5）＝8（分）

再考虑往返情况，则有表7-1

表7-1
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所以在15分钟的那次爬行中，两只蚂蚁在下半圆爬行刚好都是8分钟．由此可求出它们初次相遇和再次相遇的时间．

由题意可知，它们从出发到初次相遇经过的时间

＝1＋3＋5＋7＋9＋11＋13＋15＝64（分）

第1次相遇时，它们位于下半圆，折返向上半圆爬去，须爬行17分钟，此时，爬行在下半圆的时间仍为8分钟（与上次在下半圆爬行时间相同），爬行在上半圆的时间应为17－8＝9分钟，但在上半圆（相向）爬行8分钟就会相遇，此时总时间又用去了8＋8＝16分钟，因此，第2次相遇发生在第一次相遇后又经过了16分钟（从总时间计算则为64＋16＝80（分））．此时，相遇的位置在上半圆．

所以，它们经过64分钟初次相遇，再经过16分钟再次相遇．

 


例5
 　已知等边三角形ABC
 的周长为360米，甲从A
 点出发，按逆时针方向前进，每分钟走55米．乙从BC
 边上D
 点（距C
 点30米）出发，按顺时针方向前进，每分钟走50米．两人同时出发，几分钟相遇？当乙到达A
 点时，甲在哪条边上，离C
 点多远？


分析与解
 　画出示意图7-6.
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图7-6

要求甲、乙两人几分钟相遇，就要用A
 、D
 之间的距离除以它们的速度和．要求乙到达A
 点时甲在哪条边上，距C
 点多远，就要先求出乙到达A
 点用的时间，再求甲走的路程．

甲、乙两人相遇的时间

（360－3×2－30）÷（50＋55）＝2（分钟）

乙从D
 到A
 用的时间

（360÷3×2－30）÷50＝4.2（分钟）

乙到A
 点时甲走的路程：55×4.2＝231（米）．

这时甲在BC
 边上，离C
 点距离：360÷3×2－231＝9（米）．

随堂练习4

如图7-7，三个环形跑道相切排列，每个环形跑道周长均为210厘米，甲、乙两只爬虫分别从A
 、B
 两地按箭头所示方向出发，甲爬虫绕1、2号环形跑道作“8”字形循环运动，乙爬虫绕3、2号环形跑道作“8”字形循环运动，已知甲、乙两只爬虫的速度分别是每分钟20、15厘米．问甲、乙两爬虫第二次相遇时，甲爬虫爬了多少厘米？
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图7-7

练　习　题

1　甲、乙两人在400米环形跑道上跑步，两人朝相反的方向跑．两人第一次和第二次相遇间隔40秒，已知甲每秒跑6米，乙每秒跑多少米？


2
 　甲用40秒可绕一环形跑道跑一圈，乙同时反方向跑，每隔15秒与甲相遇一次．问乙跑完一圈用多少秒？

3　甲、乙从360米的环形跑道上的同一地点同向跑步．甲每分钟跑305米，乙每分钟跑275米．两人起跑后，第一次相遇在离起点多少米处？


4
 　有一条长500米的环形跑道．甲、乙两人同时从跑道上某一点出发，反向而跑，1分钟后相遇；如果两人同向而跑，则10分钟后相遇．已知甲跑得比乙快．问甲、乙两人每分钟各跑多少米？

5　甲、乙两人同时从A
 点反向出发，沿400米环形跑道行走，甲每分钟走80米，乙每分钟走50米，这两人至少用多少分钟再在A
 点相遇？


6
 　小明在360米长的环形跑道上跑了一圈．已知他前一半时间每秒跑5米，后一半时间每秒跑4米，那么小明后一半路程用了多少秒？

7　绕湖一周是24千米，小张和小王从湖边某一地点同时出发，反向而行，小王以4千米/时的速度每走1小时后休息5分钟；小张以6千米/时的速度每走50分钟后休息10分钟．问两人出发多少时间后第一次相遇？


8
 　在400米环形跑道上，A
 、B
 两点相距100米（图7-8）．甲、乙两人分别从A
 、B
 两点同时出发，按逆时针方向跑步．甲每秒跑5米，乙每秒跑4米，每人跑100米，都要停10秒钟．那么，甲追上乙需要多长时间？

[image: ]


图7-8

9　如图7-9，在一圆形跑道上．小明从A
 点，小强从B
 点同时出发，相向行走．6分钟后，小明与小强相遇，再过4分钟，小明到达B
 点，又再过8分钟，小明与小强再次相遇．问小明环行一周要多少分钟？
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图7-9


10
 　在周长为200米的圆形跑道一条直径的两端，甲、乙两人分别以6米/秒，5米/秒的速度同时同向出发，沿跑道行驶．问：16分钟内，甲追上乙多少次？

11　如图7-10，某单位围墙外面的小路是边长300米的正方形．甲、乙两人分别从两个对角处沿逆时针方向同时出发．已知甲每分钟走90米，乙每分钟走70米，问至少经过多长时间甲才能看到乙？
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图7-10


12
 　在一圆形跑道上，甲从A
 点、乙从B
 点同时出发，反向而行，8分钟后两人相遇，再过6分钟甲到B
 点，又过10分钟两人再次相遇，甲环行一周需多少分钟？

13　小张、小王、小李同时从湖边同一地点出发，绕湖行走．小张速度是每小时5.4千米，小王速度是每小时4.2千米，他们两人同方向行走，小李与他们反方向行走，半小时后小张与小李相遇，再过5分钟，小李与小王相遇．那么绕湖一周的行程是多少千米？


第8
 讲

牛吃草问题

有这样一类问题，例如“牧场上有一片牧草，这些牧草每天都均匀生长．这片牧场可供15头牛吃20天，可供20头牛吃10天，新生草量可供几头牛吃1天？”，类似的应用题被称为“牛吃草”问题．解决这类问题我们通常假设1头牛一天的吃草量为“1”．牛在一定时间（天、周）内所食的草量包含两类：一定规模的牧场原有的草量；一定时段内新生的草量．

解决这类问题的思维模式及数量关系常可应用到现实生活中某种场合下所发生的问题中去．例如合理开放火车站检票口问题；合理调度运输车辆运送仓库货物问题；甚至预测地球固有资源的消耗速度及人口消耗地球资源速度而必须控制人口的增长等问题．

 


例1
 　有一个牧场，牧场上的牧草每天都在匀速生长．这片牧场可供15头牛吃20天，或可供20头牛吃10天．那么，这片牧场每天新生的草量可供几头牛吃1天？


分析与解
 　解决这类问题的关键是利用牛吃的草量，最终求出这片牧场每天新生长的草量．由于这类问题一般不给出草量的单位．为此，我们总是设

1单位的草量＝1头牛1天（或1周）吃的草量

于是，15头牛20天所食的草量为
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300单位的草量包含这片牧场原有的草量加上20天内这片牧场新生长的草量．

而20头牛10天所食的草量为
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200单位的草量包含这片牧场原有的草量加上10天内这片牧场新生长的草量．

上述两种情况的差300－200＝100意味着20天新生长的草量与10天新生长草量之差（因为原有这片牧场的草量是固定的量）．

所以牧草每天新生长的草量为

（300－200）÷（20－10）＝10（单位1）

由单位1的意义可知，一天新生长的草量可供10头牛吃1天．

为了方便，草量“单位1”三字经常省略，如10意味着10个单位的草量，它既表示10头牛吃1天的草量，也表示1头牛吃10天的草量．

随堂练习1

牧场上长满了牧草，可供27头牛吃6周，或可供23头牛吃9周，如果牧草每周均匀地生长，问原有草量可供几头牛吃1周？

 


例2
 　牧场上一片牧草，可供24头牛吃6周，或者供18头牛吃10周，假定草的生长速度不变．那么可供19头牛吃几周？


分析与解
 　设1头牛每周吃草量为1

则，每周新生长草量为

（18×10－24×6）÷（10－6）＝9

从而原有草量为

24×6－9×6＝90（或18×10－9×10＝90）

设19头牛吃完这片牧草用时x
 周，则有
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即
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随堂练习2

某牧场长满了草，若用17人去割，30天可割尽；若用19人去割，则只要24天便可割尽．假设草每天匀速生长，每人每天割草量相同．问49人几天可割尽？

 


例3
 　一块草地，每天生长的速度相同，现在这片牧草可供16头牛吃20天，或供80只羊吃12天．如果一头牛一天吃的草量等于4只羊一天吃草量，那么10头牛和60只羊一起吃，可以吃多少天？


分析与解
 　因为一头牛吃草量等于4只羊吃草量，所以80只羊吃草量等于20头牛吃草量，60只羊吃草量等于15头牛吃草量．

设一头牛一天吃草量为1，那么，这块草地一天新生长的草量为
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原有的草量为
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那么
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可以吃
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即10头牛60只羊一起可吃8天．

随堂练习3

一片牧场，草每天生长的速度相同，现在，这片牧草可供20头牛吃12天，或可供60只羊吃24天．如果1头牛每天吃草量等于4只羊每天吃草量，那么，12头牛与88只羊一起可以吃多少天？

 


例4
 　由于天气渐冷，牧场上的草每天以均匀的速度减少．经计算，现有牧场上的草可供20头牛吃5天，或可供16头牛吃6天．那么，11头牛可吃几天？


分析与解
 　这里的关键是要求出牧草每天减少的量．设1头牛每天吃草量为1．则牧场每天草的减少量为

（20×5－16×6）÷（6－5）＝4

从而牧场上原有的草的总量为

20×5＋5×4＝120（或16×6＋4×6＝120）

可供11头牛吃

120÷（11＋4）＝8（天）

随堂练习4

由于天气渐冷，牧场上的草每天以固定的速度减少．已知某牧场上的草可供20头牛吃5天，或可供12头牛吃7天，那么可供6头牛吃几天？

 


例5
 　假设旅客在检票进站前若干分钟就开始排队，每分钟来的旅客人数一样多．若同时开4个检票口，从开始检票到等候检票的队伍消失，需30分钟；同时开5个检票口，20分钟后队伍消失．如果同时打开7个检票口．那么需要多少分钟队伍就消失？


分析与解
 　此题应用“牛吃草”的方式来处理则可有以下对应关系：1个检票口—1头牛；检票前已排队的人数—草场原有的总草量；检票口的数量—牛的头数；从开始检票到排队现象消失所用的时间（这里是“分”）—牛吃完草场上的草所需的时间．由此，我们设1个检票口1分钟检票的人数为1（单位1）（相当于1头牛1天的吃草量），由上述题意，每分钟新来的旅客量为

（4×30－5×20）÷（30－20）＝2（单位1）

检票开始前排队的人数为

4×30－2×30＝60（单位1）

这样，同时打开7个检票口检完票所需时间为

60÷（7－2）＝12（分）

随堂练习5

某火车站的检票口在开始检票前已有945名旅客排队等待检票．此时，每分钟还有固定的若干人前来进口处准备进站．如果开放4个检票口，15分钟可放完旅客；如果开放8个检票口，7分钟可以放完旅客．照此放人的速度，现要想在5分钟内放完所有旅客，需要开放几个检票口？

 


例6
 　甲、乙、丙三个仓库各存放着数量相同的面粉．甲仓库用一台皮带轮输送机和12个工人，5小时可将甲仓库里的面粉搬完；乙仓库用一台皮带轮输送机和28个工人，3小时可将仓库内面粉搬完；丙仓库现有2台皮带轮输送机，如果要用2小时把丙仓库内面粉搬完，同时还要多少个工人？（每个工人每小时工效相同，每台皮带轮输送机每小时工效相同，另外皮带轮输送机与工人一起往外搬运面粉）


分析与解
 　这也是“牛吃草”问题的一种变式．在“牛吃草”问题中，新生长的草与牛吃掉的草，两者是相减关系，而这里皮带轮输送机的搬运量与工人的搬运量是相加的关系．这里虽然没有“原有草”这一角色，但我们仍可采用“牛吃草”的解题思路来做．

设1个工人1小时搬运的面粉量为1，则
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因为甲、乙两仓库存放的面粉数量相等，对比（1）、（2）两式，用（1）－（2）得到

2台皮带轮输送量＝1×28×3－1×12×5＝24

这样便可求出1台皮带轮输送量＝12（单位1），进而可求出甲、乙、丙三个仓库存放的面粉量，最后求出需要多少工人．

（1）由分析知

1台皮带轮输送量＝12

（2）甲、乙、丙三个仓库每个仓库面粉的存放量是

1×12×5＋12×5＝1×28×3＋12×3＝120

（3）2台皮带轮输送机工作2小时后丙仓库还有工作量

120－2×2×12＝72

这些工作量要由工人在2小时内完成，因此还需工人72÷2＝36（人）．

随堂练习6

仓库里有一批存货，以后不断有车运货进仓，且每天运进的货一样多，用同样的货车运货出仓．若每天用4辆车，则9天恰好运完；若每天用5辆货车，则6天恰好运完．仓库里原有的货若用一辆货车运，则需要多少天运完？

想一想


平均分配


 

下面是16个盛有不同水量的杯子（用〇表示）．圆的数数字表示该杯中的水量．摆成4行4列的正方形形状．箭头上的数交表示箭头所指的行、列、对角上4个杯中水量的总和，现在这10个总和不完全相等．请你只动一只杯子，将其中的水（部分或全部）适当分配到某几个杯中，使箭头上的10个总量全部相等．
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图1


解答
 　8＋9＋13＋10＝40，40÷4＝10．

每行、几每列及对角线上4个杯中水的总量是10．
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图2
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图3

将盛有水量为5的杯中水如箭头所示分配到3个杯中，即可使每行、每列及两条对角线上的4个杯中水的总量都变成10．

练　习　题

1　有一片牧草，草每天匀速地生长．这片牧草可供100头牛吃3周，可供50头牛吃8周．那么可供多少头牛吃两周？


2
 　一个牧场，草每天匀速地生长，每头牛每天吃草量相同．17头牛30天可将草吃完，19头牛只需24天就可将草吃完．现有一群牛，吃了6天后，卖掉4头牛，余下的再吃2天就可将草吃完．问没有卖掉4头牛之前，这一群牛共有多少头？

3　一片牧草可供9头牛吃12天，也可供8头牛吃16天．开始只有4头牛吃，从第7天起又增加了若干头牛来吃草，再吃6天吃完了所有的草．问从第7天起增加了多少头牛？（草每天匀速增长，每头牛每天吃草量相等）


4
 　有一片草地，可供8只羊吃20天，或供14只羊吃10天．假设草每天的生长速度不变，现有羊若干只，吃了4天后又增加了6只，这样又吃了2天，便将草吃完．问原有羊多少只？

5　11头牛10天可以吃完5公亩牧场上的全部牧草，12头牛14天可以吃完6公亩牧场上的全部牧草，问19头牛几天可以吃完8公亩牧场上全部牧草？（每公亩牧场上每天生长草量相等）


6
 　某火车站的检票口，在检票开始前已经有一些人排队，检票开始后，每分钟15人前来排队检票，一个检票口每分钟能让30个人检票进站．如果只有一个检票口，检票开始6分钟就没有人排队，如果两个检票口，那么检票开始后几分钟就没有人排队？

7　画展9点钟开门，但早就有人排队入场．从第1个观众来时起，每分钟来的观众人数一样多．如果开3个入场口，则9分钟后，就不再有人排队；如果开5个入场口，则5分钟后就不再有人排队．那么第1个观众到达时间是几点几分呢？


8
 　某火车站的检票口，在检票前已有一些人排队，检票开始后每分钟有10人前来排队检票．一个检票口每分钟能让25人检票进站．如果只有一个检票口，检票开始8分钟后就没有人排队；如果两个检票口，那么检票开始后多少分钟就没有人排队？

9　某足球赛检票前几分钟就有观众开始排队，每分钟来的观众人数一样多，从开始检票到等候入场的队伍消失，若同时开4个入场口需50分钟，若同时开6个入场口则需30分钟．如果要使队伍25分钟消失，那么需同时开几个入场口？


10
 　由于打字员的辞职，一个公司剩下一批需要打字的材料，而且每天还要新增加固定数量需要打字的材料．假设材料以页计数，每个打字员的打字速度是相同的，固定的（单位可以是页/天）．若公司聘用5名打字员，24天就恰好打完所有材料；若公司聘用9名打字员，12天就恰好打完所有材料．现在公司聘用了若干打字员，工作8天之后，由于业务减少，每天新增的需要打字的材料少了一半，结果这些打字员用40天才恰好完成打字工作．问公司聘用了多少名打字员？

11　一个水池装有一根进水管和若干根同样的出水管（进水管和出水管不同），先打开进水管等水池有了一些水后，再打开出水管．如果打开一个出水管，12分钟后水池空；如果同时打开2个出水管，4分钟后水池空．那么，出水管比进水管晚开几分钟？（每根进水管和出水管每分钟进水量相同）


12
 　商场自动扶梯匀速由上往下移动，两个顽皮的孩子在移动的扶梯上走动，男孩每秒钟向上走2级；女孩2秒钟向上走3级．结果男孩用100秒到达楼上，女孩用200秒到达楼上．问该楼层扶梯共有多少级？

13　哥哥沿着向上移动的自动扶梯从顶向下走到底，共走了100级，相同时间内，妹妹沿着自动扶梯从底向上走到顶，共走了50级．若哥哥单位时间内走的级数是妹妹的2倍，那么当自动扶梯静止时，自动扶梯能看到的有多少级？


第9
 讲

鸡兔同笼问题的应用

鸡兔同笼问题是一个十分古老的问题．它的最基本模式是：“已知鸡兔总头数和总脚数，求鸡、兔各有几只？”．解决这类问题的基本关系式是；

鸡数＝（兔脚数×总头数－总脚数）÷（兔脚数－鸡脚数）或

兔数＝（总脚数－鸡脚数×总头数）÷（兔脚数－鸡脚数）．

事实上，在生活中有广泛的问题可归结为鸡兔同笼问题的模式，从而可用它的基本关系式来解决．关键是要善于发现这类问题，并找到鸡兔及其头数、脚数的对应关系．下面我们举例说明．

 


例1
 　在同一个笼子中，有若干只鸡和兔，从笼子上看有40个头，从笼子下数有130只脚，那么这个笼子中装有兔、鸡各多少只？


分析与解
 　假设笼中全是兔子，则40只兔子的脚的总数为
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多了
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这是因为笼中还有若干只鸡，它只有2只脚，因此，每多2只脚就意味着有1只鸡，因此，共有鸡数
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于是兔子有

40－15＝25（只）

验算足数：25×4＋15×2＝130，符合题意．

将（1）、（2）、（3）综合为一个式子就是

鸡数＝（40×4－130）÷2＝15（只），兔数＝40－15＝25（只）

同理，我们也可以先求出兔数：

兔数＝（130－40×2）÷2＝25（只）

鸡数＝40－25＝15（只）

随堂练习1

鸡与兔共40只，鸡的脚数与兔的脚数共有90只．问鸡、兔各多少只？

 


例2
 　学校购买每支价格为4角和8角两种铅笔，共花了68元．已知8角一支的铅笔比4角一支的铅笔多40支，那么，两种铅笔各买了多少支？


分析与解
 　我们将8角一支的铅笔看作“一只兔子”，而其价格8角就是它的“脚数”．68元（680角）即为总的“脚数”．由鸡兔同笼原理，先取走40支8角的铅笔（即取走40只“兔子”），于是4角、8角的铅笔就一样多．所以，4角一支的铅笔买了

（680－8×40）÷（8＋4）＝30（支）

因此，8角一支的铅笔就买了

30＋40＝70（支）

随堂练习2

王老师用117元买了18本书，其中科技书和故事书共17本，字典一本（一本字典17元）．已知科技书每本8元，故事书每本4元．问科技书、故事书各买多少本？

 


例3
 　在一个停车场上，停放的车辆（汽车和三轮摩托车）总数恰好是24．其中每辆汽车有四个轮子，每辆摩托车有三个轮子，这些车共有86个轮子．那么，三轮摩托车有多少辆？


分析
 　我们可将汽车看作“兔子”，将三轮摩托车看作“鸡”，轮子看作“脚”，就可用鸡兔同笼的原理来解此题．


解
 　24辆车如果都算作汽车，那么将有24×4＝96（个）轮子．比现有的86个多10个轮子．每一辆三轮摩托车比每一辆汽车少一个轮子，故要有10辆三轮摩托车来抵消10个轮子．


答
 　共有10辆三轮摩托车．


注
 　若用基本关系式

鸡数＝（兔脚数×总头数－总脚数）÷（兔脚数－鸡脚数）

“翻译”为摩托车车辆数计算公式（这里将摩托车看作“鸡”）
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即有

摩托车数＝（4×24－86）÷（4－3）＝10（辆）

随堂练习3

全班46人去划船，共乘12条船．其中大船每船坐5人，小船每船坐3人．问大、小船各有几条？

 


例4
 　某工厂共有27位师傅带40名徒弟．每位师傅可以带一名徒弟、两名徒弟或三名徒弟．如果带一名徒弟的师傅人数是其他师傅（即带两名和三名徒弟的师傅）人数的两倍，请问带两名徒弟的师傅有多少人？


分析
 　本题将带不同名徒弟的师傅看作不同的“动物”（共有三种），而他们所带的徒弟数就看作该“动物”的“脚数”，可用鸡兔同笼的原理加以解决．


解
 　从题意易知，带一名徒弟的师傅占师傅总数的[image: ]
 ，共有
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从而，带两名徒弟和三名徒弟的人数和为
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若设这9名师傅均带2名徒弟，那么，他们总共只可带

9×2＝18（人）

还有22－18＝4（名）徒弟没有人带，这说明，应有4名师傅各带3名徒弟．

从而，带两名徒弟的师傅有

9－4＝5（人）


答
 　带两名徒弟的师傅有5名．

随堂练习4

甲、乙两个工程队共同修筑一段长4200米的公路，乙工程队每天比甲工程队多修100米．现由甲工程队先修3天，余下的路段由甲、乙两队合修，正好花6天时间修完．问：甲、乙两个工程队每天各修路多少米？

 


例5
 　某校现有12间宿舍，住着80个学生（正好住满）．宿舍的大小有三种：大号房间住8个学生，中号房间住7个学生，小号房间住5个学生．其中中号房间的宿舍最多，问中号房间的宿舍有几间？


解
 　如果12间都是小号的，只能住60人，还有20人未住下，大号的每间可以多住8－5＝3（人），而中号房间每间可多住7－5＝2（人）．

20是偶数，大号的间数一定是偶数，中号的最多，就要使大号的尽可能少，大号的最少是2间，则中号是

（20－3×2）÷2＝7（间）．

小号的是12－2－7＝3（间），这里7最大．


答
 　中号房间的宿舍有7间．


注
 　如果没有“中号房间的宿舍最多”这一条件，本题就有三种解答，大号的间数，可以是2，4，6三个数．

本题中大小不同的三种宿舍代表三种不同的“动物”，每种宿舍每间所住学生人数代表三种不同“动物”的“脚数”．

 


例6
 　一张数学试卷，共有25道选择题，做对一题得4分，做错一题扣1分．如不做，不得分也不扣分．若某同学得了78分，那么，他做对多少题？做错多少题？不做多少题？


分析与解
 　此题中，25题相当于三种“昆虫”的总只数，78分相当于三种“昆虫”的“总脚数”；而三种昆虫则为“得分题”、“失分题”和“不做题”．

由于78÷4＝19.5>19，这说明该同学至少做对20题．假设做对21题，即使其余4题全做错了也应得21×4－4×1＝80（分）>78分．所以，该同学做对20题．

80－78＝2（分），25－20＝5（题）

由于只有做错题才扣分，故做错2题，不做3题．

随堂练习5

知春小学3名同学去参加数学竞赛．共10道题，答对一道得10分，答错一道扣3分．这三名同学都回答了所有的题目，小明得87分，小红得74分，小华得9分．他们三人共答对了多少题？

想一想


拜访日期


 

小聪想在2月×日去看望他的数学老师．老师说：“谢谢！但那天已经约好有三批学生也来看我．这三批学生的人数互不相同，但说来也巧，这三批学生人数的乘积正好是他们要来看我的日子（号数）．”数学老师沉思了一下笑着问小聪：“你能猜到这三批同学的确切人数吗？”

小聪回到家中对着二月份的日历想了一下．第二天回校见到数学老师向他提了一个问题．老师说：“不！”小聪立刻告诉了老师这三批同学的确切人数．老师非常高兴说：“你真用心啊！”请问，小聪将在几号去看望老师？三批学生的确切人数是多少？小聪向老师提了一个什么样的问题？


答案：
 24日．三批学生人数是2、3、4人．小聪的问题是：“1个学生能算1批吗？”


解答


因为24＝1×1×24＝1×2×12＝1×4×6＝1×3×8＝2×3×4＝2×2×6．

因为2×2×6说明有两批人数相等，不符要求，老师又告诉小聪1个学生不能算一批人，所以三批学生的人数只能是2、3、4人．

练　习　题

1　今有鸡、兔共35个头，脚共有94只，求鸡、兔各有多少只？


2
 　动物园里有一群鸵鸟和长颈鹿，它们共有30只眼睛和44只脚，问鸵鸟和长颈鹿各有多少只？

3　松鼠妈妈采松子，晴天每天可采16个，雨天每天可采11个，一连采了若干天，有晴天，也有雨天，其中雨天比晴天多3天，但采的个数却比晴天采的个数少27个，问一共采了多少天？


4
 　某次数学测验共20道题（满分为100分），做对一题得5分，做错一题倒扣1分，不做得0分，小华得了76分，问小华做对了几道题？

5　有一辆货车运输2000只玻璃瓶，运费按到达时完好的瓶子数目计算，每只2角，如有破损，破损瓶子不给运费，还要每只赔偿1元，结果得到运费379.6元，问这次搬运中玻璃瓶破损了几只？


6
 　箱子里有红、白两种颜色的玻璃球．红球数是白球数的3倍多两个．每次从箱子里取出7只白球，15只红球．若经过若干次取球以后，箱子里剩下3只白球，53只红球．那么箱子里原有红球多少只？

7　甲、乙两人射击，若命中，甲得4分，乙得5分，若不中甲失2分，乙失3分，每人各射10发，共命中14发，计算分数时，甲比乙多10分，问甲、乙各中几发？


8
 　姣姣和甜甜两位同学进行数学比赛，商定算对一题给20分，错一题扣12分．姣姣和甜甜各算了10道题，两人共得208分，姣姣比甜甜多得64分，问姣姣和甜甜各算对了多少道题？

9　某班同学外出春游，买车票99张，共花280元，其中单程每张2元，往返每张4元，问单程票与往返票相差几张？


10
 　一个运输队包运1998套玻璃茶具．运输合同规定：每套运费1.6元；每损坏一套，不仅得不到运费，还要从总运费中扣除18元．结果这次运输，运输队共得运费3059.6元．问在运输过程中损坏玻璃茶具多少套？

11　大、小猴共35只，它们一起去采摘桃子，猴王不在的时候，一只大猴子一小时可摘15千克，一只小猴子一小时可摘11千克．猴王在场监督时，每只猴子不论大小每小时可以多采摘12千克．一天，采摘了8小时，其中第一小时和最后一小时有猴王在场监督，结果共采摘了4400千克桃子．在这个猴群中，共有小猴子多少只？


第10
 讲

逻辑推理（1）　假设法

假设法推理的基本方法是：先对所给定的诸多条件中的某一个条件假设它是正确的，然后结合其他条件进行合理的推理及判断，如果推理导致矛盾，说明原假设不正确，需要重新提出一个假设，再进行合情的推理，……，直到得出的结论与提供的假设及所有的条件没有矛盾发生．如此逐一检查所有的条件，直到全部问题解决为止．假设法常与枚举法结合使用．

 


例1
 　地理课上老师挂出一张没有注明省份的中国地图．其中有5个省份分别编上了数字1～5号，请同学们写出每个编号是哪一省．


A
 答：2号是陕西，5号是甘肃；


B
 答：2号是湖北，4号是山东；


C
 答：1号是山东，5号是吉林；


D
 答：3号是湖北，4号是吉林；


E
 答：2号是甘肃，3号是陕西．

这5名同学每人都只答对了一个省，并且每个编号只有一个人答对．问从1号到5号各是哪个省？


分析与解
 　先假设A
 说的第1句话正确，即“2号是陕西”，由E
 的回答知“2号是甘肃”不正确，从而只能“3号是陕西”正确，这与假设矛盾！所以只能推定A
 说的第二句话“5号是甘肃”正确，下面只需利用条件“5名同学只答对了一个省及每个编号只由1个人答对”，推出正确的结果：

1号是山东，2号是湖北，3号是陕西，4号是吉林，5号是甘肃．

随堂练习1

明明、亮亮、强强三人在社区运动场上踢足球，不小心将王老师家的玻璃窗打碎了．当王老师问他们是谁打碎了玻璃窗时，明明说：“是亮亮打的．”亮亮说：“不是我打的．”强强也说：“不是我打的．”经调查知，他们三人中只有个人讲了实话．请问到底是谁打碎了玻璃窗？

 


例2
 　A
 、B
 、C
 、D
 、E
 五人参加围棋赛，四位观战者预测了结果．甲说：“E
 第3，A
 第4．”乙说：“A
 第3，B
 第1．”丙说：“B
 第4，E
 第2．”丁说：“D
 第1，C
 第3．”实际结果是每人只猜对了一个．参赛五人没有并列名次，所以一定是__________第1，__________第2，__________第3，__________第4，__________第5．


分析与解
 　甲、乙、丙、丁各人所说的情况可以列出下表：（表10-1）

表10-1
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假设甲说E
 第3正确，那么乙说A
 第3错误，B
 第1正确；进而丁说D
 第1错误，C
 第3正确，于是E
 、C
 并列第3，与五人没人并列矛盾．所以，假设E
 第3是错误的，从而，只能是A
 第4，B
 第1，C
 第3，E
 第2，即B
 第1，E
 第2，C
 第3，A
 第4，D
 第5．

随堂练习2

小张、小王、小李、小赵同时参加一次数学竞赛，赛后，小张说：“小李得第一名，我得第三名．”小王说：“我得第一名，小赵得第四名．”小李说：“小赵得第二名，我得第三名．”小赵没有说话．成绩揭晓时，发现他们每个人的话都只说对了一半．请问，他们四个人的名次到底是怎样的？

 


例3
 　刘红、陈明、李小明三人各有一些苹果．

刘红说：“我有22个苹果，比陈明少2个，比李小明多1个．”

陈明说：“我的苹果数不是最少的，李小明和我的苹果数差3个，李小明有25个苹果．”

李小明说：“我比刘红苹果少，刘红有23个苹果，陈明比刘红多3个苹果．”

他们每人说的三句话中，都有一句是错话．请问：他们各有多少苹果？


分析与解
 　由于每人只有一句错话，我们从错误分析起．假设刘红第一句是错话，则刘红苹果数就不是22个，我们设为a
 （≠22）个，则后两句话是正确的，即：陈明有a
 ＋2个苹果，李小明有a
 －1个苹果．

根据刘红的分析，陈明前两句话是正确的，第三句话“李小明有25个苹果”是错误的．

再来分析李小明的三句话：“我（李小明）比刘红苹果少”是对的．因为由刘红所言，刘红比李小明多1个是正确的．然而，第三句话“陈明比刘红多3个苹果”是错误的（因为由刘红所言“刘红比陈明少2个”是正确的）．从而推断，李小明所言“刘红有23个苹果”是正确的，再回到刘红所言a
 ＝23，a
 ＋2＝25，a
 －1＝22，即三人苹果数分别为：刘红＝23，陈明＝25，李小明＝22．

注：在每人所说三句话中选择是非判断时，选有确定数的话，较易进行判断推理．

随堂练习3

教室里有一只装苹果的纸箱，甲、乙、丙三人对箱中苹果数进行估计．甲说：“箱中至少有20个苹果．”乙说：“箱中的苹果数不到20个．”丙说：“箱中最少有一个苹果．”我们知道这三个估计中只有一个估计是正确的，请问这只纸箱中究竟装了多少苹果？

 


例4
 　有一次智力大奖赛，最后一关是要闯“胜、负”门的关．有两座门，一座是生命门，一座是死亡门．小强过五关斩六将已战胜数位高手，仅剩他一人胜出，过最后一关．他只要能通过两座门中的生命门，他将最后胜出获大奖，如果过不了生命门，那将会前功尽弃．最后一关是这样的：这两扇门前都站着一名士兵，这两位士兵都知道哪个门是生命门，哪个门是死亡门，然而他们中的一个人总说假话，另一个总说实话．然而小强并不知这两个士兵哪位说真话，哪位说假话．他在选择这两个门通过前只能问这两个士兵中的某一个人一个问题，以便决定他通过哪个门（这两扇门上没有任何标记，外形完全相同）．

请问，小强问一个什么样的问题就能确保选择了生命门从而确保大奖呢？


分析与解
 　小强可以随意选择一位士兵问他这样一个问题：“请你问一下他（另一位士兵），哪个门是生命门？”小强只要不按士兵所指明的门进入，小强就必获大奖．换言之，不论小强问这两个士兵中的哪一个，士兵给小强答复的都是死亡门．

为了方便，设总说实话的士兵为A
 ，总说假话的士兵为B
 ．

若小强向士兵A
 提问，则A
 将问B
 ，因为B
 总说假话，因此，B
 告诉A
 的“生命门”必是死亡门，而A
 总说实话，A
 将如实将B
 所指的“生命门”（事实是死亡门）告诉小强．

若小强向士兵B
 提问，则B
 将问A
 ，因为A
 总说实话，故A
 将如实向B
 指出生命门，但由于B
 总说假话，B
 在回答小强时，将不会如实传达A
 的回答，B
 将把事实上的生命门说成“死亡门”来回答小强．由此推理可知，小强所得到的回答，不论问A或问B
 ，永远是死亡门．因此，小强只要不按士兵指示而走另一个门（它必是生命门），他将有幸获此大奖．

 


例5
 　甲、乙、丙三个学生，分别戴着三种不同颜色的帽子，穿着三种不同颜色的衣服去参加一次活动．已知：

（1）帽子和衣服的颜色都只有红、黄、蓝三种；

（2）甲没戴红帽子，乙没戴黄帽子；

（3）戴红帽子的学生没有穿蓝衣服；

（4）戴黄帽子的学生穿红衣服；

（5）乙没有穿黄衣服．

试问甲、乙、丙三人各戴什么颜色的帽子，穿什么颜色的衣服？


分析与解
 　由（2）知甲没戴红帽子，则甲只能戴黄帽子或蓝帽子．

（1）若甲戴蓝帽子，则依条件用列表法来展示推理过程：表10-2

表10-2
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这里颜色后面的数字是推理的顺序，当填到第⑤步时，由④，（3）知乙应穿黄衣服，与（5）矛盾．

（2）若甲戴黄帽子，推理过程用表10-3来展示．

表10-3
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所以，甲戴黄帽子，穿红衣服；乙戴蓝帽子，穿蓝衣服；丙戴红帽子，穿黄衣服．

随堂练习4

在一次乒乓球比赛前，甲、乙、丙、丁四名选手预测各自的名次．

甲说：“我绝对不是最后一名．”

乙说：“我不能得第一，也不是最后一名．”

丙说：“我肯定第一．”

丁说：“那我是最后一名．”

比赛揭晓后知道，四人没有并列名次，而且只有一名选手预测错误．问是谁预测错了？

练　习　题

1　某工厂为了表扬好人好事，厂方找了A
 、B
 、C
 、D
 四人核实一件好事是谁做的．


A
 说：“是B
 做的．”


B
 说：“是D
 做的．”


C
 说：“不是我做的．”


D
 说：“B
 说得不对．”

这四人中只有一人说了实话．问这件好事是谁做的？


2
 　有5个人各说了一句话：

第一个人说：“我们中间每一个人都说谎话．”

第二个人说：“我们中间只有一个人说谎话．”

第三个人说：“我们中间有两个人说谎话．”

第四个人说：“我们中间有三个人说谎话．”

第五个人说：“我们中间有四个人说谎话．”

请问：5个人中，谁说真话，谁说谎话？

3　A
 、B
 、C
 、D
 、E
 五人参加围棋赛，四位观战者预测了结果．

甲说：“E
 第三，A
 第四．”

乙说：“A
 第三，B
 第一．”

丙说：“B
 第四，E
 第二．”

丁说：“D
 第一，C
 第三．”

实际结果每人只猜对了一个，参赛的5人没有并列名次．请给这5人排名次．


4
 　甲、乙、丙三人中只有一人会开汽车，甲说：“我会开．”乙说：“我不会开．”丙说：“甲不会开”．三个人的话只有一句是真话．谁会开车？

5　A
 、B
 、C
 三个同学毕业后选择了不同的职业，有一人当了记者．一次有人问起了他们的职业．A
 说：“我是记者．”B
 说：“我不是记者．”C
 说：“A
 说了假话．”如果他们三人的话中只有一句是真的，那么谁是记者？


6
 　甲、乙、丙中有一人做了坏事，李老师在了解情况时，他们作了如下回答：

甲说：“我没做坏事，乙也没做坏事．”

乙说：“我没做坏事，丙也没做坏事．”

丙说：“我没做坏事，也不知道谁做了坏事．”

后经李老师查明得知，他们都讲了一句真话，一句假话．

谁做了坏事？

7　赵、钱、孙、李、王参加学校中国象棋赛，而且都进了前五名．

发奖前，老师请他们猜一下5人的名次．

赵说：“钱第三，孙第五．”

钱说：“王第四，李第五．”

孙说：“赵第一，王第四．”

李说：“孙第一，钱第二．”

王说：“赵第三，李第四．”

老师说每个名次都有人猜对．请给他们排名次．


8
 　A
 、B
 、C
 、D
 四名同学猜测自己的成绩．


A
 说：“如果我得优，那么B
 也得优．”


B
 说：“如果我得优，那么C
 也得优．”


C
 说：“如果我得优，那么D
 也得优．”

结果三人都没有说错，但是只有两人得优．谁得了优？

9　某岛住着两种居民：老实人只讲真话，而骗子则从来都说谎话．当游客遇见三名同行的岛民时，向他们每人问了同样的一句话：“你同伴中有几个是老实人？”

第一个答说：“一个也没有．”

第二个说：“只有一个．”

那么请问第三个人将回答什么呢？


10
 　甲、乙、丙三位老师分别教语文、数学、外语课．

（1）甲上课全用汉语；

（2）外语老师是一个学生的哥哥；

（3）丙是一位女教师，她比数学老师活泼．

问：三位老师各上什么课？

11　小红、小方、小文、小敏四位同学住同一宿舍．一天晚上，他们中间最晚回来的那位同学忘了关灯．第二天宿舍管理员查问谁回来最晚．

小红说：“我回来时，小文还没回来．”

小方说：“我回来时，小敏已经睡了，我也就睡了．”

小文说：“我进来时，小方正在床上．”

小敏说：“我回来就睡了，别的没注意．”

四位同学说的都是实话，那么回来最晚的是谁？


第11
 讲

逻辑推理（2）　计算逻辑

在逻辑推理过程中，需要进行数字（或数）的计算来完成的逻辑问题，如数字问题，体育比赛的得分、场数、名次问题，在考试中的得分等等问题，我们称这类问题为计算逻辑．

 


例1
 　在一座办公大楼里，有30名办事员．某天上班有一名办事员没有和其他办事员见面．请问这一天在大楼里办公的人最多能遇到几位同事？


解
 　由于有一个人与其他办事员都没有见面，因此，彼此之间可能见面的人数只有29人，除了自己以外，每个人最多可能见到29－1＝28人．

随堂练习1

某次集会共到了68人，每人头上都戴了一顶帽子，颜色分红、蓝两种，任意两个到会的人中至少有一个人戴红帽子．问戴红帽子的人数比戴蓝帽子的人数多了多少个人？

 


例2
 　如图11-1，六张四位数的纸片互相纵横交错叠在一起．其中有且只有一个数是完全平方数．这个数是多少？
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图11-1


分析与解
 　注意到6张卡片的个位数均显露在外，它们是7、1、0、2、8、5．考虑四位平方数的个位数的特征（它们是二位数的平方）．平方数的尾数（即个位数）只有以下几种：0、1、4、5、6、9．图中的个位数为8、7、2的四位排除，只有0、1、5可能．但四位平方数尾数为0的十位数也必为0（即为××00），尾数为5的十位数为2（即××25），因此应排除图中的四位数××10及××35，于是只余下79×1．由于882
 ＝7744<79×1⩽7921＝892
 ．所以，卡片上的四位平方数为：

7921＝892


 


例3
 　伟大的物理学家爱因斯坦
A

 年
B

 月14日生于德国乌尔姆（UIM），父母都是犹太人，他是相对论的创立者，诺贝尔物理奖获得者．
C

 年4月
D

 日逝世于美国，享年
E

 岁．

请将下列给出的一组数正确的填入A
 、B
 、C
 、D
 、E
 中．

（1）1955

（2）3

（3）1879

（4）76

（5）18


分析与解
 　两个四位数是他出生与逝世的年份，其差是他的享年数，18为日数，3为月份数．

所以，A
 ＝1879
 ，B
 ＝3
 ，C
 ＝1955
 ，D
 ＝18
 ，E
 ＝76
 ．

随堂练习2



A

 年
B

 月16日在德意志的波恩附近，一间破旧的阁楼上诞生了以后影响百年的音乐奇才——贝多芬．他以非凡的英雄气概，与残酷的命运抗争，以无与伦比的意志和才华写出了无数欢乐的、悲壮的、田园诗一般温馨的不朽乐章．在一个雷雨交加的夜晚，他圆睁双目注视着闪电，孤独地离开了人世．一个陌生人替他合上了眼睛，时年
C

 年3月
D

 日，贝多芬享年
E

 岁．

请将下面给出的一组数正确地填入A
 、B
 、C
 、D
 、E
 中．

（1）26

（2）57

（3）1827

（4）12

（5）1770

 


例4
 　10个好朋友彼此住得很远，没有电话，只能靠写信互通消息．现在这10个人每人都知道一条好消息，这10条消息彼此不同，为使这10个人都知道所有的好消息，只能通过相互写信通报．请问至少要让邮递员传送几封信？


分析与解
 　至少让邮递员传送18封信．这是因为当第1个人知道所有10条好消息时，另外9个人每人至少要发送一封信，共计9封信．又为了使这9个人知道所有10封信上的好消息，那么，第1个知道全部10条好消息的人至少要向尚未获得全部好消息的这9个人各发一封信，又共发9封信．至此，10个人都知道了10条好消息．共计至少要发9＋9＝18封信．

 


例5
 　甲、乙、丙、丁四个同学进行象棋比赛，每两个都比赛一场，规定胜者得2分，平局各得1分，输者得0分．结果甲得第一，乙、丙并列第二，丁最后一名，那么乙得__________分．


分析与解
 　根据比赛结果，只能有两种情况：

（1）甲全胜得6分，丁全负得0分，乙、丙之间平得3分；

（2）在（1）的情况下，改“甲全胜”为“甲只负丁”，结果甲得4分，乙、丙得3分，丁得2分．

随堂练习3

五个选手进行象棋比赛，每两个人之间都要赛一盘．规定胜一盘得2分，平一盘各得1分，输一盘不得分．已知比赛后，其中4位选手共得16分，则第5位选手得了__________分．

 


例6
 　A
 、B
 、C
 、D
 、E
 五对夫妇聚会，见面时互相握手问候．A
 先生好奇地私下向每个人（包括他太太）打听刚才握手的次数，得到的回答使他惊奇．9个人中竟然没有两个人握手次数相同的．A
 太太握手次数是多少？（一对夫妇之间不握手）


分析与解
 　每个人不会和自己握手，也不会和自己的配偶握手，当然每两个人之间也不会握两次手．因此，这10个人中，握手次数最多的次数不会大于8，而A
 先生已经问得九个人握手次数都不相同，所以他们握手次数应该分别为0、1、2、3、4、5、6、7、8，共九种情形．

考虑握手次数为8的人和握手次数为零的人必是一对夫妇．这是因为握手次数为8的人，他必和其他四对夫妇中的每一个人都握手一次，于是这四对夫妇中的每个人握手的次数都不能为零，所以握手次数为零者只能是他的配偶了．对剩下的四对夫妇继续讨论．握手次数为7的和握手次数为1的人必是一对夫妇，这是因为前者必和其他三对夫妇都握了手，因此，这三对夫妇中每个人握手次数都大于1，所以握手次数为1的人必与握手次数为7的人为配偶．用同样的方法讨论，握手次数为6的与握手次数为2的必为夫妇；握手次数为5的与握手次数为3的必为夫妇；握手次数为4的与握手次数为4的必为夫妇．由于有两人都握了4次手，且A
 先生问得的其他九人握手次数都不相同，所以A
 先生一定握了4次手，A
 太太也握了4次手．（他们握手示意图见图11-2）
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图11-2

注：1．每一圆内两点代表一对夫妇．

2．每一点上连线的条数表示该点上的人（夫或妇）握手次数．

随堂练习4

四所小学，每所小学有两支足球队．这八支球队进行友谊比赛．规定本校两支球队不进行比赛，不同学校的任意两队之间比赛一场．比赛进行到某一阶段后（还没有赛完）．A
 校第一队队长发现，其他七支球队已赛过的场数互不相同．问这时A
 校第二队赛了几场？

试一试


裁成两部分拼成正方形


 

下图是中间挖掉了一个长方形孔的长方形．大长方形的边长为9和12，中间的小长方形孔的边长为1和8，它们有公共的中心且边平行，试沿两条线将它裁成两部分，组合成一个正方形．
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图1


答案
 　12×9－1×8＝100

所以正方形的边长是10
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图2
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图3

练　习　题

1　有9张纸牌，分别为1至9．A
 、B
 、C
 、D
 四人取牌，每人取两张．现已知A
 取两张牌之和是10；B
 取两张牌之差是1；C
 取两张牌之积是24；D
 取两张牌之商是3．剩下的一张牌是几？

（第二届“走进美妙的数学花园”竞赛）


2
 　四名棋手每两名选手都要比赛一局，规则规定胜一局得2分，平一局得1分，负一局得0分．比赛结果，没有人全胜，并且各人的总分都不相同．那么至多可以有多少个平局？

（2002年全国小学数学奥林匹克竞赛）

3　甲、乙、丙三名运动员囊括了全部比赛项目的前三名，他们的总分分别为8、7和17分．甲得了一个第一名，已知各个比赛项目分数相同，且第一名得分不低于二、三名得分的和．那么，比赛共有几个项目，甲每项得分分别是几分？

（2002年全国小学数学奥林匹克竞赛决赛）


4
 　三人打乒乓球，每场两人，输者退下换成另一人．这样继续下去．在甲打了9场，乙打了6场时，丙最多打了__________场．

5　在一个庆典晚会上，男女嘉宾共69人．出现了一个非常有趣的情况：每位女士认识的男士的人数各不相同，而且组成连续的自然数，最少的认识16位男士，最多的只有两位男士不认识．这次晚会上共有女嘉宾__________人．

（第二届“走进美妙的数学花园”竞赛）


6
 　一些士兵排成一列横队，第一次从左到右1至4报数，第二次从右到左1至6报数，两次都报3的恰有5名，这列士兵最多有____________名．

（第三届“走进美妙的数学花园”竞赛）

7　共有四人进行跳远、百米、铅球、跳高四项比赛．规定每个单项第一名记5分，第二名记3分，第三名记2分，第四名记1分，每个单项比赛中四人得分互不相同．总分第一名得17分，其中跳高得分低于其他项的得分；总分第三名得11分，其中跳高得分高于其他项的得分．问总分第二名的铅球得分是多少？


8
 　在一次射击练习中，甲、乙、丙三位战士各打了四发子弹，全部中靶．其命中情况如下：

（1）每人四发子弹命中环数各不相同；

（2）每人四发子弹命中的总环数均为17环；

（3）乙有两发命中的环数分别与甲命中的环数一样；

（4）甲与丙只有一发环数相同；

（5）每人每发子弹的最好成绩不超过7环．

问甲与丙命中的相同环数是几环？

9　12个队参加一次足球比赛，每两个队都比赛一场，每场比赛中，胜队得3分，负队得0分，平局则各得1分．比赛完毕后，获得第3名和第4名的两个队的得分最多可以相差__________分．


10
 　有A
 、B
 、C
 、D
 四支足球队进行单循环比赛，共要比赛___________场．规定：胜一场得2分，平一场得1分，负一场得0分．全部比赛结束后，A
 、B
 两队的总分并列第一名，C
 队第二名，D
 队第三名，C
 队最多得__________分．

11　一种游戏，每一局胜则得6分，平则得5分，负则得零分，比赛足够多局，但无论比赛多少局，不能得到的分数共有多少个？


第12
 讲

周期问题

我们将周而复始循环出现的规律性的问题称为周期问题．例如生活中一周有7天，从星期一开始到星期日，第8天我们不称为星期八而回到星期一，天天如此．数学中的循环小数，[image: ]
 [image: ]
 ，它的小数位上的数字每隔六位就重复出现“142857”以至无穷．我们将每周有7天中的“7”称为每周的“周期”．而上述循环小数中周期性出现的“循环节”的周期为6．在周期问题中，明确“周期”是关键．

 


例1
 　把[image: ]
 化为循环小数，问小数点后第2007个数字是几？这2007个数字和是多少？


分析与解
 　首先确定[image: ]
 化为循环小数后的循环节有几位：

[image: ]


它的周期是6．

由于2007＝6×334＋3，说明循环334次后，第3个数字是第2007个数字，这是285714第三位（从左向右）是5．

这2007个数字和为

[image: ]


随堂练习1

把[image: ]
 化为循环小数，小数点后第2011个数字是几？这2011个数字和是多少？

 


例2
 　将100个小球放入依次排列的36个盒子中．如果任意相邻的5个盒子中的小球总数均为14，且第1个盒子中有2个小球．求第36个盒子中小球的个数．

（第三届“希望杯”竞赛）


分析与解1
 　因为任意相邻的5个盒子中的小球总数相等，所以第1个盒子中的小球数与第6个，第11个……第5n
 ＋1（n
 为自然数）个盒子中的小球数相同．36＝7×5＋1，所以，第36个盒子中小球的个数也是2.


分析与解2
 　前35个盒子中的小球总数为14×7＝98个，故第36个盒子中的小球个数为：100－98＝2.

随堂练习2

2012位学生从前往后排成一列，按下面规则报数：如果某名同学报的数是一位数，那么后面的同学就要报出这个数与9的和；如果某名同学报的是两位数，那么后面同学就要报出这个数的个位数字与6的和．现在让第一个同学报1，那么最后一位同学报的数是几？

 


例3
 　A
 、B
 、C
 、D
 、E
 五个盒子中依次放有9、5、3、2、1个小球．第1位小朋友找到放球最少的盒子，然后从其他盒子中各取1球放入这个盒子，第2位小朋友接着也找到放球最少的盒子，然后从其他盒子中各取1球放入这个盒子，如此不断重复上述的操作，那么，当第50位小朋友放完后，A
 、B
 、C
 、D
 、E
 盒中依次各有多少小球？


分析与解
 　将上面的操作继续进行下去，以期找到五个盒子中小球数量变化的周期；

表12-1

[image: ]


可以看到，第3次放过后与第8次放过后，五个盒子中小球个数完全一样，从第三次摆放后五个盒子中小球个数每过5次调整开始重复，所以，周期为5．

（50－3）÷5＝47÷5＝9……2

第50次调整后，小球在各盒中的数量与第2＋3＝5次调整后的状态完全一样，即


A
 ＝4，B
 ＝5，C
 ＝3，D
 ＝2，E
 ＝6

随堂练习3


A
 、B
 、C
 、D
 四个盒子中依次放有6、4、5、3个球．第1位小朋友找到放球最少的盒子，从其他盒子中各取一个球放入这个盒子；第2位小朋友接着找到放球最少的盒子，从其他盒子中各取一个球放入这个盒子；第3位小朋友接着同样做下去……；当第34位小朋友放完后，问B
 盒中放有多少个球？

 


例4
 　72008
 表示2008个7连乘．求这个乘积的末位数．


分析与解
 　列表分析7的连乘末位数的规律

表12-2

[image: ]


观察上表，我们发现末位数字的循环周期为4.

2008÷4＝502

所以，72008
 的末位数字是1.

随堂练习4

23425
 表示25个234连乘．问所得的积的末位数字是几？

 


例5
 　我国农历有用鼠、牛、虎、兔、龙、蛇、马、羊、猴、鸡、狗、猪，按顺序代表年份的习惯，即如果今年是鼠年，明年就是牛年，后年就是虎年，依次类推．现知道，1937年是牛年，那么，到2008年是什么年？


分析与解
 　从鼠年一直到猪年正好12年，所以属相的周期是12．从1937年到2008年共经历了2008－1937＋1＝72（年）．

72÷12＝6

正好经过6个周期，所以，2008年是鼠年．

随堂练习5

如果时钟现在表示的时间是18点整，那么分针旋转2000圈之后是几点钟？

 


例6
 　表12-3里，上一行是三个英文小写字母“a
 ”、“b
 ”、“c
 ”循环出现；下一行是五个汉字“要”、“努”、“力”、“学”、“习”循环出现．从表12-3上看一个字母与一个汉字对应形成一组，如第1组是（a
 ，要），第2组是（b
 ，努），第3组是（c
 ，力）……问：

表12-3

[image: ]


（1）第30组是什么？

（2）如果用第1组（a
 ，要）表示1990年，那么，2008年对应的组是什么？


分析与解
 　（1）表中的“英文字母列”的周期是3，30÷3＝10……0，所以第30个字母是“c
 ”.

表中的“汉字序列”的周期是5，30÷5＝6……0所以第30个汉字是“习”，对应的组是（c
 ，习）．

（2）连1990年在内，从1990到2008共经过了2008－1990＋1＝19（年）．由于

19÷3＝6……1，对应字母“a
 ” 

19÷5＝3……4，对应汉字“学”

所以，2008年对应的组为（a
 ，学）．

随堂练习6

表12-4里，上一行的一个字与下一行中处于同一列中的字作为一组．如第一组是（数，我），第二组是（学，们）……那么，第2005组是__________．

（第三届小学“希望杯”竞赛）

表12-4
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练　习　题

1．[image: ]
 化成小数后，小数点右边第2010位上的数字是多少？这2010个数字的和是多少？


2
 　如图12-1，用圆周列出的十个数按顺时针方向可以组成许多个整数部分是一位的循环小数．例如，3.439897398（循环节自己确定），那么在所有这种数中，最大的一个是什么？最小的一个是什么？

[image: ]


图12-1

3　紧接着数字1、9、8、9后面写一串数字，写下的每个数字都是它前面两个数字乘积的个位数．例如8×9＝72，则在9的后面写2，又接着9×2＝18，则在2的后面写8……得到一列数字：

1，9，8，9，2，8，6，…

请问：这串数字从1开始往右写，第2012个数字是什么？


4
 　在数列[image: ]
 中，共有多少个最简分数？

5　图12-2是一个三角形数阵：

[image: ]


图12-2

如果分别求每一行中所有数的和，可以得到2011个数，其中偶数有多少个？


6
 　一串数字9213…从第三个数字起，每个数字都是它前面两个数字之和的个位上的数字．问第100个数字是几？前100个数字之和是多少？

7　12345678922
 的尾数是几？


8
 　证明：32000
 ＋42001
 是5的倍数．

9　如表12-5，第一组是“A
 1”，第二组是“B
 2”……第26组是什么？

表12-5

[image: ]



10
 　如图12-3，把1～8八个号码摆成一个圆圈，现有一个小球，第一天从1号开始顺时针方向前进329个位置，第二天接着按逆时针方向前进485个位置，第三天又顺时针前进329个位置，第四天再逆时针前进485个位置，如此继续下去，问至少经过几天，小球又回到原来的1号位置？
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图12-3

11　电子跳蚤每跳一步，可以从一个圆圈跳到相邻的圆圈，钟面上从“12”开始按顺时针方向共有12个标有数字的圆圈：12，1，2，…，11．现在，一只红跳蚤从标有数字“12”的圆圈按顺时针方向跳了1991步，落在一个圆圈里；一只黑跳蚤也从标有数字“12”的圆圈起跳，但它是沿着逆时针方向跳了1949步，落在另一个圆圈里．问，这两个圆圈里数字的乘积是多少？


12
 　如表12-6，第一组是（我A
 ），第二组是（们B
 ），以此类推．

表12-6

[image: ]


（1）第62组是什么？

（2）如果某一组（科E
 ）代表1993，相邻一组（学F
 ）代表1994……问2012对应的一组是什么？

13　有一串数1，1，2，3，5，8，13，21，31，55，…，第一个与第二个数都是1，从第3个数开始，每个数都是它前面两个数的和．那么，在这串数中，第2010个数被3除后，所得的余数是几？


第13
 讲

页码问题

页码问题主要是指一本书的页数与所用的数字之间关系的一类应用题．

数字也可称为数码，它的个数是有限的，有0、1、2、3、4、5、6、7、8、9共10个数码（在十进制中）．

页码也可称为页数，它是由数字（码）组成的，一个数字组成一位数，两个数字组成两位数（个位、十位）……页数（或页码）的个数是无限的．这是我们在解决这类问题时，在审题、解题中要特别加以区别的．

 


例1
 　小明和小智是两个数学爱好者，他们经常在一起探讨数学问题，一次，小明对小智说：“我有一本课外读物，它的页数是一个三位数，个位数字比百位数字大4，十位数字比个位数字也大4，这本课外读物有几页？”小智稍加思索就说出了正确答案，这个答案究竟是什么呢？


分析与解
 　由个位数字比百位数字大4，十位数字比个位数字也大4，那么，十位数字比百位数字大8，由于最大数字是9，最小数字是0，但0不能在百位上，因此次小数字是1，所以，百位数字为1，十位数字为9（＝8＋1），个位数字为5＝（4＋1），这本书共有195页．

随堂练习1

小智也给小明出了一个类似的问题，一本书的页数是一个三位数，百位数字比个位数字大6，十位数字是个位数字与百位数字的奇平均数，这本书有多少页？

 


例2
 　一本科幻小说共320页．问

（1）编印这本科幻小说共用了多少个数字？

（2）数字0在页码中共出现了多少次？


分析与解
 （1）从1到320可分为：一位数、两位数、三位数．

一位数：1到9页，有9个数，共9个数字；

二位数：10到99页，有99－10＋1＝90个数，共用90×2＝180个数字；

三位数：100到320页，共有320－100＋1＝221个数，共用了221×3＝663个数字．所以，这本科幻书共用了

9＋180＋663＝852（个数字）

（2）数字0出现的次数就是它在各个数位上出现的次数和．

个位上，每10个连续页码出现1次零．

所以，在个位上共出现320÷10＝32（个零）．

十位上，每100个连续页码中出现10次零（如在100，102，…，199）这100个数，在十位上仅在100，101，102，103，104，105，106，107，108，109这十个数的十位上各出现一次零，共10次．所以，在十位上共出现

320÷100＝3……20，3×10＝30（个零）

显然在百位上只出现1、2、3，没有零．

所以，在这本320页的科幻书中共出现了

32＋30＝62（个零）

随堂练习2

五年级上学期数学课本共有131页．在这本书的页码中：

（1）共用了多少个数字？

（2）数字1在页码中共出现了多少次？

 


例3
 　给一本书编页码，一共用了723个数字，这本书共有多少页？


分析与解
 　从1页到9页，共9个数字；从10页到99页，共99－10＋1＝90个两位数，90×2＝180个数字；从100页到200页，共101个三位数，101×3＝303个数字．

723－9－180－303＝231

剩下的231个数字，每编一页用3个数字，可编

231÷3＝77（页）

此书共有200＋77＝277（页）．

随堂练习3

排一本学生词典的页码共用了2925个数字，这本词典共有多少页？

 


例4
 　有一批文章共15篇，各篇文章的页数分别是1页、2页、3页、……、14页、15页，如果将这些论文按某种次序装订成册，并统一编上页码，那么每篇文章的第一页是奇数页码的论文最多有多少？


分析与解
 　将文章按页数排列如下：

1、3、2、4、6、8、10、12、14、5、7、9、11、13、15．除了3、7、11、15四篇文章外，其余11篇均以奇数页码开始．

另一方面，1，2，3，……，15中共有8个奇数，无论怎样排列，这8个奇数中，第二、第四、第六、第八个出现的，由于它前面页码之和为奇数，因而相应的这四篇论文，第一页都是偶数页码，于是第一页是奇数页码的论文不超过11（＝15－4）篇．

综上所述，第一页是奇数页码的论文，最多有11篇．

随堂练习4

翻开数学书看见两页，页码的积是1806，求这两页的页码．

 


例5
 　一本书的页码共有62页．在把这本书的各页的页码累加起来时，有一个页码多加了一次，得到的和数为2000．问：这个被多加一次的页码是多少？


分析与解
 　用2000减去1到62的和即为多加一次的页码．
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这个多加的页码为47页．

随堂练习5

一本书的页码从1到80，共80页．在把这本书的各页的页码累加起来时，有一个页码漏加了．结果得到的和数为3182．问这个被漏加的页码是多少？

 


例6
 　一本故事书的页码，共用了39个零．问这本书共有多少页？


分析与解
 　1～9中没有0；10～99中有10，20，30，…，90共9个零；100～199中100，101，102，103，…，109，110，120，130，140，…，190共有20个零；200～208中共有10个零．9＋20＋10＝39．所以，此书共有208页．

随堂练习6

排一本书，它的页码中共出现了71个零，问这本书共有多少页？

练　习　题

1　给一本书编页码，在印刷时必须用到2010个铅字（一个铅字代表一个数字）．这本书共有多少页？


2
 　排印一本200页的书，共需要多少数字？

3　一本书有500页，编上页码1，2，3，…，问数字1在页码中出现多少次？


4
 　给一部百科全书编上页码需要6869个数字．那么这部书共有多少页？

5　上、下两册书共有687个数字，且上册比下册多5页，那么上册有几页？


6
 　甲、乙两册书的页码共用了777个数字，且甲册比乙册多7个页码，问：甲册有多少页？

7　有一本58页的书，中间缺了一张，小亮将残书的数码相加得到104．请问所缺的那张的页码是多少？


8
 　一本小说的页码，在印刷时，必须用1989个铅字，这本书共有多少页？

9　排一本书有600页，共需要多少个零？


10
 　一本书的页码中用了60个零，这本书有多少页？

11　一本48页的书，中间缺了一张，小明将缺了一张的书的数码相加得到1131，老师说，小明计算错了，你知道为什么吗？

12　排一本辞典的页码共用了3829个数字（码），问这本辞典共有多少页？


第14
 讲

填数阵图

一个大家都很熟悉而又古老的问题：怎样将1、2、3、4、5、6、7、8、9填入3×3的方格正方形（称九宫）的九个小方格中，使得每行、每列、两条对角线上的三个数和相等，这个我们古人已能解决的问题一直流传至今，成为开启儿童智慧的“经典”，绝非偶然．因为在这个问题本身很简洁、有趣的解决过程中，既需要我们具有通过严格逻辑推理来获得某些必然的结果的能力，而且也需要对某些不确定的因素进行灵活的选择，并加以排除、确认的能力．这种严密性与灵活性的思考，正是思维能力“魅力”之所在．

 


例1
 　如图14-1，6个3×2的小方格表拼成了6×6的大方格表．请在空白处填入1～6六个数字．使得每行、每列中的数字各不相同，并且原来6个3×2的小长方形表格中的数字也各不相同．

（第三届“走进美妙的数学花园”竞赛）
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图14-1


分析与解
 　按照题目要求，填空格中数的原则是：所填的数不能与同行、同列及该数所在的2×3的小长方形中的数相同．一般情况下，首先填出能唯一确定数字的方格，然后分析不能唯一确定数字的方格．
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图14-2

第一步：可以唯一确定的数共17个，如图14-3．余下空格有2种或3种选择．如位于第一列第四格的A
 可为2、3或4．
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图14-3

分别令A
 ＝2、3、4．则得到3个解：图14-4，图14-5，图14-6．
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图14-4
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图14-5
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图14-6

随堂练习1

如图14-7，在5×5方格表的空白处填入1～5中的数字，使得每行、每列、两条对角线上的数各不相同（其中有些数已填好）．

（第三届“走进美妙的数学花园”解题技能展示）
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图14-7

 


例2
 　请在8×8表格的每个格子中填入1或2或3使得每行、每列所填数的和各不相同．

（第二届“走进美妙数学花园”解题技能展示）
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图14-8


解
 　填数如图14-9，方案不唯一．

[image: ]


图14-9

随堂练习2

请在4×4的正方形每个格子中填入1、2、3，使得每个2×2的正方形所填的4个数的和各不相同．

（第二届“走进美妙数学花园”解题技能展示）
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图14-10

 


例3
 　在图14-11中有11个空的圆圈，要求把1～13这些数填入各圈内（其中3、4已经填好）．使得上面两个圆圈内数的和，等于和它相连的下面圆圈内的数，并且最下面四个圆圈中的数之和等于43．

（第十八届“迎春杯”数学科普活动日机算交流试题）
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图14-11


分析与解
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图14-12

（1）先确定A
 ．由题意知：D
 ＋F
 ＋H
 ＋K
 ＝43，4＋C
 ＝D
 ，B
 ＋E
 ＝F
 ，3＋G
 ＝H
 ，J
 ＋I
 ＝K
 ．所以（4＋C
 ）＋（B
 ＋E
 ）＋（3＋G
 ）＋（J
 ＋I
 ）＝43．又因为1＋2＋3＋4＋5＋6＋7＋8＋9＋10＋11＋12＋13＝91．所以，A
 ＝91－43－43＝5．

（2）再确定B
 ，I
 的取值情况，因为C
 ＝B
 ＋5，D
 ＝B
 ＋9，D
 ⩽13，故B
 ⩽4；另一方面，J
 ＝G
 ＋I
 ，K
 ＝G
 ＋2×I
 ，K
 ⩽13，所以，I
 ⩽6．当I
 ＝6时，G
 ＝1，H
 ＝4，因4已给出，矛盾，所以，I
 <6．又因为3，4，5已经填出，所以B
 ，I
 等于1或2．

（2）当B
 ＝1，I
 ＝2时，可填出符合要求的数，如下图14-13．
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图14-13

当B
 ＝2，I
 ＝1时，G
 ，J
 ，K
 ，H
 是连续自然数，但剩下未填的数6，8，9，10，12，13中无4个连续自然数，因此无法填出（设G
 ＝a
 ，则J
 ＝a
 ＋l，K
 ＝a
 ＋2，H
 ＝a
 ＋3，故G
 ，J
 ，K
 ，H
 为连续自然数）．故本题有唯一解．

随堂练习3

将1，2，3，4，5，6，7，8，9分别填入图14-14中的9个圆圈内，使图中每条直线上所填数之和都等于K
 ，且回答K
 等于几？
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图14-14


例4
 　在图14-15的第一行的五个圆圈内填上五个不同的自然数，然后从第二行开始每个圆圈内的数都是上一行与它相邻的两个数之和，一直计算到最后一个数恰好是50，且满足14个小圆内的数也各不相同．
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图14-15


分析与解
 　b
 1
 ＝a
 1
 ＋a
 2
 ，b
 2
 ＝a
 2
 ＋a
 3
 ，


b
 3
 ＝a
 3
 ＋a
 4
 ，b
 4
 ＝a
 4
 ＋a
 5
 ；


c
 1
 ＝b
 1
 ＋b
 2
 ＝a
 1
 ＋2a
 2
 ＋a
 3
 ，


c
 2
 ＝b
 2
 ＋b
 3
 ＝a
 2
 ＋2a
 3
 ＋a
 4
 ，


c
 3
 ＝b
 3
 ＋b
 4
 ＝a
 3
 ＋2a
 4
 ＋a
 5
 ；


d
 1
 ＝c
 1
 ＋c
 2
 ＝a
 1
 ＋3a
 2
 ＋3a
 3
 ＋a
 4
 ，


d
 2
 ＝c
 2
 ＋c
 3
 ＝a
 2
 ＋3a
 3
 ＋3a
 4
 ＋a
 5
 ．

所以
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我们用取定（尽可能地小）a
 2
 ，a
 3
 ，a
 4
 ，并调整a
 1
 ，a
 5
 的方法来确定如何填空．（解法不唯一）
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从而
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由于20＝3＋17＝5＋15＝6＋14＝7＋13＝8＋12＝9＋11共6组拆分方式，经试填知，满足要求（各圆内填不同数）的填法有以下三种：
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图14-16
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图14-17
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图14-18

此题的解答不唯一，同学们还可用以上的方法求出另外的解答．

随堂练习4

仿例4，填下面数阵图，解与例4不同．
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图14-19
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图14-20

 


例5
 　将1～10这10个数填到如图14-20的10个圆内，要求任意两个相邻的数之差不少于3．


分析与解
 　要想相邻两数之差足够大，那么应使相对的两数之差尽量小．为此，令1与2，3与4，5与6，7与8，9与10均处于相对的位置，经适当调整将10个数填入10个圆内，满足题目要求．解法不唯一，我们给出四个解（图14-21～图14-24）．
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图14-21
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图14-22
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图14-23
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图14-24

随堂练习5

从1～9这9个数字中挑出6个不同的数字填在图14-25的六个圆圈内，使任意相邻的两个圆圈内的数字之和都是质数，那么，最多能找出__________种不同的填法．（六个数字相同，排列次序不同的都算作同一种填法）
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图14-25

练　习　题

1　图14-26，3×3的正方形每一个方格内的字母都代表某一个数，已知其每行、每列以及两条对角线上的三个数之和都相等．若a
 ＝4，d
 ＝19，l
 ＝22．那么b
 ＝__________，h
 ＝__________．
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图14-26


2
 　图14-27，3×3的正方形每一个方格内的字母都代表某一个数．已知其每行、每列及两条对角线上三个数和都相等．若f
 ＝19，g
 ＝96，那么b
 ＝__________．
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图14-27

3　图14-28，在每个方格中填入9个不同的自然数，使得每一行、每一列及两条对角线上的三个数的乘积都相等．
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图14-28


4
 　图14-29，将1、2、3、4、5、6、7、8这8个数字分别填入图中的8个圆圈中（每个数字只用一次）．如果两个大圆上的5个小圆圈内的数字和都是22．那么，A
 、B
 两个圆内不能填的数是__________．

①1和7；

②4和8；

③3和5；

④2和6．
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图14-29

5　10个连续自然数，9是其中第三大的数．把这10个数填到图14-30的十个方格中，每格填一个数．要使图中三个2×2的正方形中四数之和相等．那么，这个和的最小值是__________．
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图14-30


6
 　将1～9这9个数字填入图14-31的9个圆圈中，使得每条线段两端上的两个数字和各不相等，即可得到12个不同的和．

（第二届“走进美妙数学花园”竞赛）
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图14-31

7　图14-32，在5×5方格的空白处填入适当的自然数，使得每行、每列、两条对角线上三个数的和都是30．要求：填入的数只有两种不同的大小，且一种是另一种的2倍．

（第三届“走进美妙数学花园”竞赛）
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图14-32


8
 　在图14-33的每个圆圈中填上一个数，互不相等．每个圆圈有3个相邻（即有线段连接）的圆圈，将图（1）的每个圆圈中的数改为3个相邻圆圈所填数的平均值，得到图（2）．图（1）中已有一个数1，请填出图（1）中的其他数，使得图（2）中的数都是自然数．

（第二届“走进美妙的数学花园”解题技能展示题）
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图14-33

9　图14-34的10条线分别连接着九个圆圈，其中一个圆里的数是6．请你选九个连续自然数（其中6已选好）填入圆圈内，使每条线上各数之和等于23．

（北京市第十三届“迎春杯”决赛）
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图14-34


10
 　将1，2，…，13这十三个数分别填入图14-35的三个圆圈．现已知：1，4，7三个数已填入第一个圆圈；3已填入第三个圆圈．请把余下的数也填入圆圈，使得同一个圆圈中每两个数相减所得差不在这个圆圈内．

（第六届“从小爱数学”邀请赛）
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图14-35

11　在图14-36中七个小圆圈内各填入一个自然数，同时满足以下要求：
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图14-36

（1）所填七个自然数之和是1997；

（2）使图中给的每个数都是相邻两个圆圈中所填数的差．


12
 　请在图14-37所示立方体的8个顶点上标出1到9中的八个数字，使得每个面上四个顶点所标四个数字和都等于数k
 ，并且k
 不能被未标出的数字整除．k
 ＝__________．
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图14-37


第15
 讲

整除

同学们在课内已经学习过整除的概念和它的一些性质．这里我们仅补充一个能被7、11、13整除的整数的特征：一个整数的末三位数与末三位数之前的数字所组成的数之差（以大减小）能被7（11或13）整除，那么，这个数就能被7（11或13）整除．例如数96928，因为928－96＝823，而823＝13×64，则96928＝13×7456；又例如数690578，因为690－578＝112＝7×16，则690578＝7×98654．

另外，如果a
 能整除b
 ，我们经常使用一个竖条“｜”来表示a
 、b
 整除的关系：

[image: ]


 


例1
 　六位数□2004□能被99整除，这个六位数是__________．

（第二届“走进美妙的数学花园”五年级竞赛）

[image: ]


随堂练习1

六位数2003□□能被99整除，它的最后两位数是__________．

（第一届“希望杯”全国邀请赛）

 


例2
 　有一个六位数，前四位是2857，即2857□□，这六位数能被11和13整除，请你算出后两位数．


分析与解
 　285700÷（11×13）＝1997……129．

余数129再加14就能被143整除，所以，后两位数是14．

随堂练习2

将1996加一个整数，使和能被23与19整除，加的整数要尽可能小，那么所加的整数是__________．

 


例3
 　若四位数[image: ]
 能被15整除，则a
 代表的数字是__________．


分析与解
 　因为15是3和5的倍数，所以[image: ]
 既能被3整除，也能被5整除．能被5整除的数的个位数字是0或5，能被3整除的数的各位数字的和是3的倍数．

当a
 ＝0时，9＋a
 ＋8＋a
 ＝17，不是3的倍数；

当a
 ＝5时，9＋a
 ＋8＋a
 ＝27，是3的倍数．

所以，a
 代表的数字是5．

 


例4
 　已知四位数[image: ]
 是11的倍数，且有b
 ＋c
 ＝a
 ，[image: ]
 为完全平方数，求此四位数．


分析
 　在三个已知条件中，b
 ＋c
 ＝a
 说明给出b
 和c
 ，a
 就随之给定．再由[image: ]
 ，可定d
 ．而[image: ]
 为完全平方数，将b
 和c
 的取值定在两位平方数的十位和个位数字范围中，只要从这个范围中挑选符合要求的即可．


解
 　由[image: ]
 为完全平方数，只可能为16，25，36，49，64，81这六种情况．由b
 ＋c
 ＝a
 ，此时相应的a
 为7，7，9，13，10，9．其中13和10显然不可能是四位数的千位数字．

在[image: ]
 这四种可能性中，由[image: ]
 ，应有11｜（d
 ＋b
 ）－（a
 ＋c
 ），

即11｜（d
 ＋1）－（7＋6）时，d
 可为1；

11｜（d
 ＋2）－（7＋5）这种d
 不存在；

11｜d
 ＋3－（9＋6）时，d
 可为1；

11｜d
 ＋8－（9＋1）时，d
 可为2．

故满足条件的四位数有：7161，9361，9812．


注
 　[image: ]
 为完全平方数，表示[image: ]
 是两位整数，b
 ≠0，因此，不考虑00，01，04，09这四种情况，否则还应加上1012，4048，9097这三个四位数．

随堂练习3

如果一个九位数[image: ]
 能被72整除，试求A
 、B
 两数的差（大减小）．

 


例5
 　在一个四位数的某位数字前添上一个小数点，再和原来的四位数相减，差的绝对值是1803.6，则原来的四位数是__________．

（第二届小学“希望杯”全国邀请赛）


分析与解
 　因为0.4＋0.6＝1，所以原来个位数是4．因为1803.6的个位数是3，所以原数的十位数字为4－3－1＝0，原数的百位数字为0－0＝0，千位数字为10－8＝2，所以，原数为2004．

随堂练习4

一个四位数，给它加上小数点后，比原数小2003.4，这个四位数是__________．

（第一届小学“希望杯”全国邀请赛）

 


例6
 　三个连续的自然数介于100到200之间．其中最小的能被3整除，中间的能被5整除，最大的能被7整除．试写出所有这样的三个自然数．


分析
 　三个自然数的百位数字都是1，由于中间的数能被5整除，故中间数的个位数字只能是0或5，从而最小的数的末位数字只能是9或4（即10－1＝9，5－1＝4）．下一步可利用被3整除的数的特征确定其十位数字，最后再用牧举法确定这3个连续整数．


解
 　这三个连续整数在100～200之间，故其百位数字确定为1．

由于中间数能被5整除，故其末位数为0或5，所以，最小数的百位数字为1，个位数字为9或4．

若最小数的个位数字为9，由其能被3整除，故其十位数字为2、5、8；

若最小数的个位数字为4，由其能被3整除，其十位数字为1、4、7．

从而，最小数只可能是

129、159、189、114、144、174

中的某几个数．由于中间数

130、160、190、115、145、175

已能被5整除，故只需从

131、161、191、116、146、176

中筛选出能被7整除的数即可．

上述六数中只有161＝7×23满足要求．故所求连续三数为

159，160，161

随堂练习5

一个三位自然数正好等于它各位数字和的18倍，这个三位自然数是__________．

（第十届“祖冲之杯”数学竞赛）

想一想


华（罗庚）老趣事


 

那是1978年5月9日晚饭后，华老带着他的研究生和一些中学老师在坐落于香山的解放军招待所的庭院中散步，不知不觉走到一辆轿车前，他停住脚步用手杖指着这辆车说：“这是我的轿车，它的车牌号码可以被7和17除尽，但不能被11整除，谁能马上告诉我，这是为什么”．人家随着他的手杖看去，车牌号码是31-03219，去掉中间的横杠后就是3103219．这可是一个很大的数，怎么能“立刻”得出这个结论呢？大约过了1分钟左右，所有的人：我们——中学老师和他们三名学生——研究生，都愣在那里不敢出声，研究生们还有些紧张．这时华老微笑地对我们说：“今天晚上我请大家到我房间坐坐”，然后，他转身对他的研究生说：“如果你们想出了其中的奥秘就和中学老师一起来，如果想不出来就不要来了”．

晚上8:00钟左右，我们这些中学老师如约而至，华老非常高兴，还亲自为我们倒了水，所有中学老师都想知道华老的“奥秘”．

华老说：“想必老师们都想知道我车牌号的奥秘吧！我有一个小窍门：1001＝7×11×13．我们可以对这个很大的数进行‘大规模裁军’，而不影响我的结论．”于是他在他房间的一块小黑板上对这个百万级的大数只作了简单的“裁军”，立即使我们那时还不太懂得数学竞赛的老师“恍然大悟”，他在黑板上的“裁军”是这样写的：[image: ]
 写完后他亲切地对我们说：“我们数学老师应随时留心我们身边的数学问题，在我们的身边有很多有趣的数学问题．多想想可以提高我们学数学的兴趣和能力，你们中学老师很辛苦，工作令人尊敬．你们不只要教会学生数学知识，而且要告诉他们学数学很有用，学会用‘数学的眼光’来看待身边的事物．”我们对华老的亲切教诲深受感动．那天晚上，他的研究生没来华老的房间．

练　习　题

1　一个五位数[image: ]
 是72的倍数，且两位数[image: ]
 是9的倍数，则[image: ]



2　
 一个五位数[image: ]
 能被55整除，则这个五位数是__________．

3　能同时被3、4、5整除的最小四位数是__________．


4　
 从0、3、5、7这四个数字中任选3个数，排成能同时被2、3、5整除的三位数，这样的三位数有哪些？

5　一个无重复数字的五位数3□6□5，千位与十位数字看不清了，但知这个数是75的倍数．问这种五位数有哪几个？


6　
 在一个两位数的两个数字之间加一个0，所得三位数比原数大8倍．求这个两位数．

7　要求1、2、3、4、5、6、7、8、9这九个数字每个数字各用一次，写出三个能被9整除的尽可能大的三位数，这三个数各是多少？


8　
 如果一个三位数减去它的各位数字之和，其差还是一个三位数46□，那么□内的数字是多少？

9　一个五位数，各个数位上的数字互不相同，它能被3、5、7、11整除，这样的数中最大的是几？


10　
 四个连续自然数的和是一个在400至440之间的三位数，并且这个和能被9整除，求这四个连续自然数．

11　两个自然数的个位数字中都只用到了1、4、6、9这四种数字．问：是否有可能使其中的一个自然数恰好是另一个自然数的17倍？


12　
 将自然数N
 接在任一自然数的右面（例如将2接在35的右面得352），如果所得的新数都能被N
 整除，那么称N
 为“神奇数”．

问：在小于130的自然数中有多少个“神奇数”？

13　四位数7□4□能被55整除，求出所有这样的四位数．


第16
 讲

余数问题

两个整数相除或能整除（又称余数为零）；或不能整除，则余数不为零．用式子表示有以下等价的两种：

[image: ]



a
 称被除数，b
 称除数，q
 称商，r
 称余数（0⩽r
 <b
 ）．本讲我们只讨论r
 ≠0的情况．

巧妙地利用余数可以解决一些看似繁杂（常常又很有趣）的问题．余数应用的“巧妙”常在于它的“化简”功能．（将对数的运算转化为对该数除以某数的余数的运算，而往往余数比该数要小得多）

 


例1
 　一个两位数除310，余数是37．求这样的两位数．


分析与解
 　由a
 －r
 ＝b
 ·q
 知，这个两位数应整除

310－37＝273 

273＝3×7×13

3×7＝21，3×13＝39，7×13＝91，这些两位数都能整除273．

但考虑到余数小于除数，适合的两位数为39、91．

随堂练习1

已知一个两位数除1477，余数是49．那么满足那样条件的所有两位数是__________．

（北京第十三届“迎春杯”决赛）

 


例2
 　有一个整数，用它去除70、110、160所得到的3个余数和是50．这个整数是多少？

（2005年小学数学奥林匹克决赛）


分析与解
 　由3个余数之和是50可知，至少有一个余数⩾17．否则三个余数和⩽16×3＝48<50．所以，这个整数至少为18．显然这整数小于70，否则三个余数的和大于50．

另一方面，70＋110＋160－50＝290，是这个整数的倍数，290＝29×5×2，所以，考虑到这个整数介于17到70之间．这个整数只能是29、58．经检验，只有29符合要求．

随堂练习2

两个整数相除商8，余16，并且被除数、除数、商及余数和是463．那么被除数是__________．

（北京市第二届“迎春杯”竞赛）

 


例3
 　11
 ＋22
 ＋33
 ＋44
 ＋55
 ＋66
 ＋77
 ＋88
 ＋99
 除以3余几？

（第四届“华杯赛”复赛）


分析与解
 　　33
 ，66
 ，99
 除3余0，

注意：如果a
 除以3余a
 1
 ，b
 除以3余b
 1
 ，那么a
 ×b
 除以3所得余数就是a
 1
 ×b
 1
 除以3的余数．

因为4、7除以3余数是1，所以44
 、77
 除以3的余数也是1；

因为5、8除以3余数是2，所以55
 、88
 除以3的余数与25
 、28
 除以3的余数相同．而25
 ＝32，除以3的余数为2；28
 ＝24
 ×24
 除以3的余数为1（1×1）．

于是

11
 ＋22
 ＋44
 ＋55
 ＋77
 ＋88
 除以3，所得余数与1＋1＋1＋2＋1＋1除以3的余数相同，是1．

随堂练习3

12
 ＋22
 ＋32
 ＋…＋20012
 ＋20022
 除以4的余数是__________．

（2002年全国小学数学奥赛）

 


例4
 　有一张纸剪成6块，从所得纸片中取出若干块，每块各剪成6块，再从所得纸片中取出若干块，每块各剪成6块……如此进行下去，到剪完某一次后停止．所得纸总数有可能是2002，2003，2004，2005，2006这几个数中的__________．

（2003年小学奥林匹克数学竞赛）


分析与解
 　每次取出若干块，每块都剪成6块，将纸片放回后，总数增加若干个5块，所以，所得的纸片总数应是6＋5n
 块，也就是说，纸片总数被5除余1．在上述五个数中只有2006＝5×401＋1．应该填2006．

随堂练习4

桌面上原有硬纸片5张．从中取出若干张来，并将每张都任意剪成7张较小的纸片，然后放回桌面，像这样，取出，剪小，放回，再取出，剪小，放回……是否可能在某次放回后，桌上的纸片刚好是1991块？

（第五届“从小爱数学”邀请赛）

 


例5
 　商店里有六箱货物，分别重15、16、18、19、20、31千克，两个顾客买走了其中五箱．已知一个顾客买的货物重量是另一个顾客的2倍，那么商店剩下的一箱货物重量是__________千克．

（第十届“祖冲之杯”数学竞赛）


分析与解
 　两个顾客买的货物总量是1＋2＝3的倍数，

[image: ]


所以，剩下一箱的货物重量除以3应该余2，只能是20千克．

随堂练习5

六张卡片，每张卡片分别标上1193、1258、1842、1866、1912、2494六个数，甲取3张，乙取2张，丙取1张，结果发现甲、乙各自手中卡片上数之和，一个是另一个的2倍．则丙手中卡片上的数是__________．

（1997年小学数学奥数预赛）

 


例6
 　22003
 与20032
 的和除以7的余数是__________．

（2003年南京智力数学冬令营）


分析与解
 　用7除，2，22
 ，23
 ，24
 ，25
 ，26
 ，…的余数分别是2，4，1，2，4，1，…．因为23
 除以7余数为1．于是22003
 ＝23×667＋2
 除以7的余数是22
 ＝4；又由于2003除以7的余数是1；所以，20032
 除以7的余数也是1．

从而

[image: ]


除以7的余数为

4＋1＝5

随堂练习6

22007
 ＋20072
 除以7的余数为__________．

试一试


十全时


 

一年之中某天的时刻常用×月×日×时×分×秒恰好十个数字来描述．如2007年11月28日14时58分32秒可缩写为1128145832（2007年略去），这个十位数中有3个数字1，2个数字2，2个数字8．数字4、5、3各有1个．

会不会有某一天，描述这一天的月、日、时、分、秒的10个数字的10位数，恰好0、1、2、3、4、5、6、7、8、9全部出现呢？如果有，则称这个时刻为“十全时”．

回答是肯定的！

2007年之中最早来到的“十全时”是：

0326174859，即3月26日17时48分59秒；

最晚的“十全时”是：

0928175643，即9月28日17时56分43秒．

你知道2007年，一年之中共有多少个“十全时”吗？能将它们找出来是比较有意思的．有768个，它们只能出现在3月、4月、5月、6月、7月、8月、9月．如果有兴趣，请同学们动手找一找．

练　习　题

1　写出全部除109后余数为4的两位数．


2　
 任意写一个两位数，再将它重复3遍成一个8位数，将这个8位数除以这个两位数所得到的商再除以9．问得到的余数是多少？

3　5122除以一个两位数得到的余数是66．求这个两位数．


4　
 甲、乙两数和是1088，甲数除以乙数商11余32．求甲、乙两数．

5　写出除109后余4的全部两位数．


6　
 若今天是星期六，从今天起102007
 天后的那一天是星期几？

7　若今天是星期六，从今天起102000
 天后的那一天是星期几？


8　
 小刚在一次计算除法时，把被除数171错写成117，结果商少了3而余数没变，那么这道题除数是多少？

9　求[image: ]
 被13除的余数．


10　
 哪些数除以7能使商和余数相同？

11　八个盒子，各盒内装有奶糖数分别为9、17、24、28、30、31、33，44块．甲取走一盒，其余各盒被乙、丙、丁三人所取走．已知乙、丙取到的糖的块数相同且为丁的2倍．问甲取走的一盒中有多少块奶糖？


12　
 号码分别为101、126、173、193的四名运动员进行乒乓球比赛，规定每两个人比赛的局数是他们号码的和被3除所得的余数，那么打球局数最多的运动员打了__________局．

13　有一筐苹果，把它们三等分后还剩2个苹果；取出其中两份，将它们三等分后还剩2个；然后再取出其中两份，又将这两份三等分后还剩2个．这筐苹果至少有几个？


第17
 讲

质数与合数

只有1和自身两个约数的自然数称为质数（又称素数）．除了0和1以外所有的自然数分为两类：一类称质数（如2、3、5、7等等），一类称合数，它们有两个以上的约数（如4的约数为1、2、4，称为合数）．在自然数中质数与合数都有无穷多个．在小学质数就是我们学习的重要内容，如分解质因数，在初等数论中研究质数的性质是重要的课题．在中、小学课外活动及竞赛中，质数概念及性质的应用扮演着十分活跃的角色．围绕着有关质数的问题是培养和锻炼我们智慧的最好的磨刀石．

 


例1
 　七个连续质数，从大到小排列为a
 、b
 、c
 、d
 、e
 、f
 、g
 ，已知它们的和是偶数，那么c
 ＝__________．


分析与解
 　和是偶数，最小质数必为2．排列顺序为17，13，11，7，5，3，2．所以，c
 ＝11．

随堂练习1

设有三个不相同的质数，它们的和是40，这3个质数是__________．

 


例2
 　是否存在两个质数，它们的和等于[image: ]



分析
 　[image: ]
 是奇数，它是一个奇数与一个偶数之和，2是唯一的偶质数，为此只需判断另一个被加数是不是质数即可．


解
 　由于[image: ]
 ，而[image: ]
 的各位数字之和为18＋9＝27＝3×9，所以[image: ]
 能被9整除，是合数，即[image: ]
 不能分解为两个质数之和．

随堂练习2

在3141，31415，314159，3141592，31415926，31415927这6个数中，有且仅有一个质数，它是__________．

 


例3
 　将37拆成若干个不同质数的和，有多少种不同的拆法？将每一种拆法中拆出的那些质数相乘，得到的最小乘积是多少？


分析
 　本题用枚举法，关键在于不重不漏．为此要选择一种顺序，我们首先将小于37的质数，由小到大排列出来：（共11个）

2、3、5、7、11、13、17、19、23、29、31．

由于

2＋3＋5＋7＋11<37，

而

2＋3＋5＋7＋11＋13>37，

因此，最多拆成5个不同质数之和．但由于37是奇数，拆出的5个不同质数中不能有偶质数2，否则其余4个奇质数之和为偶数，这5个质数和为偶数，而3＋5＋7＋11＋13＝39>37，因此，最多拆成4个不同质数之和．为此，我们依照被拆出的最大质数从大到小依次探讨：

（1）37＝31＋6（6不能用2、3、5相加得到）；

（2）37＝29＋8＝29＋5＋3，只有一种拆法；

（3）37＝23＋14
 ＝23＋11＋3
 ＝23＋7＋5＋2
 ，共有两种拆法；

（4）37＝19＋18，而18＝13＋5＝13＋3＋2＝11＋7＝11＋5＋2，故有

[image: ]


（5）37＝17＋20，而20＝13＋7＝13＋5＋2＝11＋7＋2，

故有

[image: ]


综上所述，共有10种不同的拆法，其中以29×5×3最小，得到的最小乘积为435．

随堂练习3

一个质数的3倍与另一个质数的2倍之和等于2000，那么这两个质数的和是__________．

（第十届“祖冲之杯”数学竞赛）

 


例4
 　用0～9这10个数字组成若干个质数，每个数字都恰好用一次，这些质数的和最小是__________．

（第三届“走进美妙数学花园”竞赛）


分析与解
 　2、3、5、67、89、401都是质数，它们的和567最小．理由如下：0、4、6、8均不能充当个位数字，0也不能作首位，所以必有一个三位的质数，以0为十位数字；2、5不能充当两位或三位数的个位数字，于是1、7、9必须充当个位数字；2、3、5各自作为质数时，和最小，即上面所说的567．

随堂练习4

正方体纸盒的每个面上都写有一个自然数，并且相对两个面所写的两数之和都相等．若18对面所写的是质数a
 ；14对面所写的是质数b
 ，35对面所写的是质数c
 ．试求a
 ＋b
 ＋c
 的值．

 


例5
 　三个质数倒数和是[image: ]
 ，那么这三个质数和是__________．

（第三届《小学报》数学竞赛）


分析与解
 　1001＝7×11×13，7、11、13是质数，其倒数和

[image: ]


三个质数和为

7＋11＋13＝31

随堂练习5

三个质数倒数和是[image: ]
 ，这三个质数和是__________．

（北京市第二届“迎春杯”决赛）

 


例6
 　试将1、2、3、4、5、6、7分别填入下图方框中，每个数字只用一次

[image: ]


使得三个数中任意两个都互质（最大公约数是1），其中一个三位数已填好，它是714．

（第二届“华杯赛”复赛）


分析与解


714＝2×3×7×17

由此可以看出，要使下面方框中的数与714互质，在剩下未填的数字2、3、5、6中只能选5，也就是说，第三行的一位数只能填5．

现讨论第二行的三个方框中应该怎样填2、3、6这三个数字．任意两偶数都有公约数2，而714是偶数，所以第二行的三位数不能是偶数，因此个位数只能填3．这样一来，第二行的三位数只能是263或623．但623可被7整除，所以623与714不互质，最后经检验可知714的质因数2、3、7和17都不是263的因数，所以714与263互质，显然263与5也互质．于是填法是

[image: ]


随堂练习6

请将1，2，3，…，99，100这一百个自然数中既是奇数又是合数的自然数排成一行，使每两个相邻的数都不互质．（提示：先选出所有的奇合数）

（北京第十一届“迎春杯”）

看一看


前1000个质数


 

同学们应该记住100以内的25个质数．

[image: ]


[image: ]


[image: ]


[image: ]


[image: ]


练　习　题

1　两个质数的和是2001，这两个质数的乘积是__________．


2
 　两个连续自然数的积加上11，其和是一个合数，这两个自然数的和最小是多少？

3　两个质数的和是40，求这两个质数的乘积最大是多少？


4
 　由1、2、3、4、5、6、7、8、9这9个数字组成的九位数可以是质数吗？

5　自然数N
 是一个两位数，它是一个质数，而且N
 的十位数字与个位数字都是质数，这样的自然数有几个？


6
 　3个质数倒数之和是[image: ]
 ，则这三个质数的和是多少？

7　有一个质数，它加上10是质数，加上14也是质数，把它求出来．


8
 　将60拆成10个质数之和，要求其中最大的质数尽可能小．那么其中最大质数是几？

9　从小到大写出5个质数，使后面的数都比前面的数大12．


10
 　写出12个都是合数的连续自然数．

11　如果4个两位质数a
 、b
 、c
 、d
 两两不同，并且满足a
 ＋b
 ＝c
 ＋d
 ，那么a
 ＋b
 的最大可能值是什么？


12
 　将33拆成若干个不同质数之和，如果要使这些质数的积最大，问这几个质数分别是多少？

13　19乘以一个数积是质数，乘以另一个数积是合数，并能被1，2，3，4，…等自然数整除．问两个数（不能是分数或小数）分别是什么数？


第18
 讲

分解质因数

将一个合数分解为若干个质数的乘积称为分解质因数．此时分解式中因数称质因数．如15＝3×5，就是将15分解为两个质因数的积．

如果将分解式中相同的质因数合并为它的幂．则任一个大于1的整数N
 只能唯一地表示成：

[image: ]


（其中p
 1
 <p
 2
 <…<p
 
n

 均为质数．r
 1
 ，r
 2
 ，…，r
 
n

 是正整数，它们分别是p
 1
 ，p
 2
 ，…，p
 
n

 的指数）

我们称（1）式为整数N
 的“质因数标准分解式”．例如72＝2×2×2×3×3＝23
 ×32
 就是72的标准分解式．

对整数N
 分解时，我们常用短除法．

 


例1
 　有四个学生，他们的年龄恰好是一个比一个大1岁，而他们的年龄的乘积是5040，那么，他们的年龄各是多少？


解
 　我们先把5040分解质因数得

5040＝24
 ×32
 ×5×7

再把这些质数凑成四个连续自然数的乘积

24
 ×32
 ×5×7＝7×8×9×10


答
 　这四名学生的年龄分别是7岁、8岁、9岁和10岁．

随堂练习1

小明是个中学生，最近他参加了一次数学竞赛，并获得了好成绩．林林问他：“你考了多少分？得了第几名？”小明说：“我的年龄、得分和名次相乘的积是4365．”你知道小明的年龄、得分和名次吗？

 


例2
 　下面算式中，不同的字母代表不同的数字．求这个算式．

[image: ]



分析
 　先将1995分解质因数得

1995＝3×5×7×19

再将质因数适当搭配，使之转化成一个三位数与一个一位数相乘的形式，且三位数的三个数字各不相同即可．


解


[image: ]


显然只有1995＝7×285符合要求．


答
 　所求算式是285×7＝1995．

随堂练习2

在算式[image: ]
 中，不同的字母代表不同的数字，求这个算式中四个字母所代表的数字的和．

 


例3
 　将下列八个数

15、18、21、22、42、44、50、60

分为个数相等的两组，使这两组数的乘积相等，应怎样分法？


分析
 　将所给的每一个数分解质因数，并分为个数相等的两组使各组所含相同质因数的个数一样多．


解


[image: ]


这八个数乘积是：28
 ×36
 ×54
 ×72
 ×112


因此，每组数的乘积应为

[image: ]


所以，这两组数为

15、44、21、60

及

18、22、42、50

或者为

15、22、42、60

及

18、44、21、50

每一组数的积的质因数分解式均为（1）．

随堂练习3


A
 ＝61×62×63×…×86×87×88．问A
 能否被6188整除？

 


例4
 　小明家的电话号码是七位数，它恰好是八个连续质数的乘积，这个积的末四位数是前三位数的10倍，请问小明家的电话号码是多少？


分析
 　由题意可设小明家的电话号码为[image: ]



解
 　设电话号码为[image: ]


[image: ]


因为电话号码是连续八个质数的乘积，而[image: ]
 是三位数，故[image: ]
 [image: ]


故小明家的电话号码是　9699690．

随堂练习4

一个七位数，它的末四位数是前三位数的10倍，且恰好是6个连续质数的乘积的4倍，求这个七位数．

 


例5
 　幼儿园里给小朋友分苹果，420个苹果正好均分，但今天刚好又新入园一位小朋友，这样每个小朋友就要少分两个苹果，原来有__________个小朋友．

（第二届“走进美妙的数学花园”解题技能竞赛）


分析与解
 　首先要搞清题意，苹果的总数＝人数×每人平均分得的苹果．由于增加了一位小朋友后原有的苹果仍能均分．这意味着420可以有两种因数分解，且当第一次分解中的一个因数加1后，变为第二次分解中的一个因数，而它的第二个因数就要比第一次分解中另一个因数少2．由于

420＝14×30＝15×28

说明了原来有小朋友14人，每人分30个苹果，当增加一位小朋友后（变成15人），则每人分28个苹果．所以原来有小朋友14人．

随堂练习5

幼儿园的老师给班里小朋友送来40只桔子，200块饼干，120粒奶糖，平均分发完毕，还剩4只桔子，20块饼干，12粒奶糖．这个班里共有__________位小朋友．

（第三届“走进美妙数学花园”竞赛）

 


例6
 　由多于30人少于50人的学生围成一个圆圈，从某人开始连续报数．如果报“30”和“198”的是同一个人时，请问一共有多少人？


分析与解
 　报“30”和报“198”是同一个人，那么，198－30＝168的约数中的一个应是学生人数，而且人数应介于30到50之间．

168＝23
 ×3×7＝8×21＝4×42

42在30与50之间，所以人数是42人．

随堂练习6

某班同学在班主任老师带领下去种树，学生正好平均分成三组，老师与每个学生种树一样多，共种了1073棵树，平均每人种了__________棵．

练　习　题

1　把下列各数写成质因数相乘的形式，并指出它们分别有多少个两位数的约数．

（1）146；

（2）255；

（3）360；

（4）400．


2
 　已知自然数a
 有2个约数，那么3a
 有多少个约数？

3　165有多少个约数？这些约数的和是多少？


4
 　有9个不同约数的自然数中，最小的一个是多少？

5　三个连续自然数的乘积是120，求这三个数．


6
 　小明是个中学生，他说：“这次考试，我的名次乘以我的年龄再乘以我的考试分数，结果是2910．”你能算出小明的名次、年龄与他这次考试的分数吗？

7　学校举行跳绳比赛，取得前4名的同学恰好一个比一个大一岁，四人年龄的乘积是11880，这四个同学的年龄各是多少？


8
 　如果两个数的积与308和450的积相等，并且这两个数都能被30整除，求这两个数．

9　一个整数a
 与1080的积是一个平方数，当a
 最小时，这个平方数是多少？


10
 　将750元奖金平均分给若干获奖者，如果每人所得的钱化成以角作单位的数就正好是获奖人数的12倍，求获奖人数．

11　将下列8个数平均分成两组，使这两组数的乘积相等．可以怎样分？说明理由．

14、33、35、30、39、75、143、169


12
 　a
 ，b
 ，c
 三个数都是两位整数，且a
 <b
 <c
 ，已知它们的和是偶数，它们的积是3960，则a
 ，b
 ，c
 三个数分别为__________．

13　有一种最简真分数，它们的分子与分母的乘积都是420，如果把所有这样的分数从小到大排列，那么第三个分数是多少？


第19
 讲

最大公约数与最小公倍数

最大公约数与最小公倍数是小学数学的基本内容，求几个数的最大公约数或最小公倍数的基本方法有因数分解法、短除法、辗转相除法等．在课外活动及竞赛中经常出现这两个概念及用其求解方法来处理的问题．a
 1
 ，a
 2
 ，…，a
 
n

 这n
 个数的最大公约数用记号（a
 1
 ，a
 2
 ，…，a
 
n

 ）表示；最小公倍数用记号［a
 1
 ，a
 2
 ，…，a
 
n

 ］表示．

 


例1
 　求2520、14850、819的最大公约数和最小公倍数．


解
 　先对这三个数分别分解质因数得

[image: ]


所以

[image: ]



说明
 　a
 0
 ＝1（a≠0）．

随堂练习1

求35、98、112的最大公约数和最小公倍数．（用因数分解法）

 


例2
 　求36、108、126的最大公约数和最小公倍数．


解
 　用短除法

[image: ]


所以

（36，108，126）＝2×3×3＝18

下面求最小公倍数：

[image: ]


所以［36，108，126］＝2×3×3×2×1×3×7＝756

要注意用短除法求若干个数的最大公约数与最小公倍数的区别．


求n
 个数的最大公约数
 ：

（1）必须每次都用
 n
 个数的公约数去除．

（2）一直除到n
 个数的商互质（但不一定两两互质）．

（3）n
 个数的最大公约数即为短除式中所有除数的乘积．


求n
 个数的最小公倍数
 ：

（1）必须先用
 （如果有）n
 个数的公约数去除，除到n
 个数没有除去1以外的公约数后，再用
 n
 －1个数的公约数去除，除到n
 －1个数没有除1以外的公约数后，再用n
 －2个数的公约数去除，如此继续下去，为保证这一条，每次所用的除数均可选质数．

（2）只要有两个数（被除数）能被同一数整除，就要继续除，一定要除到n
 个数的商两两互质为止．

（3）n
 个数的最小公倍数即为短除式中，所有除数和最后两两互质的商的乘积．

随堂练习2

求403、527、713的最大公约数和最小公倍数．

 


例3
 　有一位男同学要整理三种厚度分别为30毫米、24毫米和18毫米的一堆书，他只能将厚度相同的书叠在一起，叠成高度一样的三叠，且使书的高度尽可能小．这样的整理共用了多少本书？


解
 　30，24，18的最小公倍数是360，所以30毫米厚的书有360÷30＝12（本），24毫米厚的书有360÷24＝15（本），18毫米厚的书有360÷18＝20（本），这样的整理共用了12＋15＋20＝47（本）．

随堂练习3

甲、乙、丙三人到图书馆去借书，甲每6天去一次，乙每8天去一次，丙每9天去一次，如果3月5日他们三人在图书馆相遇，那么下一次都到图书馆是______月______日．

 


例4
 　设a
 ＝36，b
 ＝54，证明

[image: ]



分析与解
 　我们用质因数分解法，用a
 ＝36，b
 ＝45两个特例来说明（1）式对任意非零自然数都是成立的．


a
 ＝36＝22
 ×32
 ，b
 ＝54＝2×33


则有

[image: ]


在（2）、（3）中我们注意到对a
 ＝22
 ×32
 ，b
 ＝2×33


求最大公约数时：我们总是取两个质因素分解式中相同质数的幂中指数小的幂相乘（当两个幂相等时，就取其中任一个幂；当某些质因素的幂仅在a
 ，b
 中一个数的质因素分解式中出现时，就不取它）．

求最小公倍数时：我们取两个质因素分解式中相同质数的幂中指数较大的幂相乘（当两个幂相等时，就取其中一个幂；当某些质因数的幂仅在a
 、b
 中一个数的分解式中出现时，应将它们全部取上）．

因此，正如特例中所显示的

[image: ]


（1）式对任意不等于零的两个自然数a
 、b
 恒有

[image: ]


随堂练习4

设a
 ＝108，b
 ＝720，验证例4中（1）式．

 


例5
 　现有4个自然数，它们的和是1111．如果要使这4个数的公约数尽可能大，那么，这4个数的公约数最大是__________．

（2005年小学数学奥林匹克决赛）


分析与解
 　这4个数的公约数当然也是其和的公约数．而

1111＝11×101　（11，101为质数）

又

11＝1＋2＋3＋5

所以　101，2×101，3×101，5×101的和为1111．最大公约数为101．由于1111只能分解为两个质因数11、101的积，且101>11，所以101是最大公约数中最大的．

随堂练习5

有很多方法可以将2001写成25个自然数（可以相同，也可以不相同）的和．对于每一种分法，这25个自然数均有相应的最大公约数．那么这些最大公约数最大值是__________．

 


例6
 　某自然数，它可以表示成9个连续自然数的和，又可以表示成10个连续自然数的和，还可以表示成11个连续自然数的和，那么符合以上条件的最小自然数是多少？


分析与解
 　这个自然数是连续9个自然数之和，此数是9的倍数；这个自然数是10个连续自然数的和，此数是5的倍数；这个自然数是11个连续自然数的和，此数是11的倍数．所以这个数应为5、9、11的最小公倍数．

5、9、11互质，最小公倍数为5×9×11＝495．

[image: ]


随堂练习6

把26、33、34、35、63、85、91、143分成若干组．要使每一组中任意两个数的最大公约数是1，那么至少要分成__________组．

练　习　题

1　四个连续自然数的和等于54，那么这四个连续自然数的最小公倍数是__________．


2
 　如果三个连续正整数，中间一个是平方数，将这样的三个连续正整数的积叫“幸运数”．所有小于2007的“幸运数”的最小公倍数是__________．

3　甲、乙、丙三人到图书馆去借书，甲每6天去一次，乙每8天去一次，丙每9天去一次．如果3月5日他们三人在图书馆相遇，那么下一次再在图书馆相遇是__________月__________日．


4
 　老师将301个笔记本，215支铅笔和86块橡皮分给班里同学，每个同学得到的笔记本、铅笔和橡皮的数量都相同．那么，每个同学各拿到多少？

5　两个合数的积是5766，它们的最大公约数是31．求这两个数．


6
 　某校全体学生列队．不论他们人数相等地分成2队，3队，4队，5队，6队，7队，8队或9队，都会多出1人，那么该校至少有多少名学生？

7　已知a
 ＝440，b
 ＝126，c
 ＝825，求（a
 ，b
 ，c
 ）和［a
 ，b
 ，c
 ］．


8
 　写出三个小于10的自然数，使它们三个数中有两个数的最大公约数为1，其余的最大公约数大于1．

9　甲数为24，甲、乙两数的最小公倍数是168，最大公约数为4，乙数是多少？


10
 　设A
 、B
 两个数都只含有质因数3和5，它们的最大公约数是75，已知A
 有12个约数，B
 有10个约数，那么A
 、B
 两数的和等于多少？

11　写出小于20的三个自然数，使它们的最大公约数是1，但其中任两数都不互质．


12
 　所有形如[image: ]
 的六位数中（其中a
 ，b
 ，c
 均为从0到9的整数，a
 ≠0），它们的最大公约数是__________．

13　两个自然数的和是50，它们的最大公约数是5，则这两个数的差是__________．


第20
 讲

完全平方数

一个自然数自乘所得的积称为完全平方数，100以内的完全平方数（又称平方数）是0、1、2×2＝4、3×3＝9、4×4＝16、5×5＝25、6×6＝36、7×7＝49、8×8＝64、9×9＝81共10个．平方数有一些特别的性质，可以解决一些有趣的问题：少年宫游戏厅内悬挂着200个彩色灯泡，这些灯泡或明或暗，闪烁不停．这200个灯泡按1～200编号，它们每过1秒变化一下自己的明暗状态．开始时，全部灯泡是暗的；

第1秒，全部灯泡是亮着的；

第2秒，凡编号为2的倍数的灯泡改变自己的明暗状态，即变暗；

第3秒，凡编号为3的倍数的灯泡改变自己的明暗状态：明的变暗，暗的变明，……，依此类推，第n
 秒钟，凡编号为n
 的倍数的灯泡改变原来的明暗状态．每200秒钟为一周期．即到201秒时，全部灯泡大放光明，然后继续上述规则改变原来的状态．问：第200秒时，明亮的灯泡有多少？

事实上，每个灯泡如果明暗改变次数为偶数
 次时，它还保持
 原来的明暗状态；如果变化次数为奇数
 次时，则明暗状态发生改变
 ，原来明亮的灯泡将变暗，原来不亮的灯泡将变明亮．由于平方数的不同约数个数为奇数
 ，从第2秒开始（此时，偶数编号灯泡变暗，奇数编号灯泡是亮的）起到200秒止，中间的平方数有4、9、16、25、36、49、64、81、100、121、144、169、196，在这些秒时，同样编号的灯泡由暗变明，加上1号灯泡始终是亮的，共14个灯泡是亮的．下面举例来讨论平方数的一些问题．

 


例1
 　从1～1989的自然数中，完全平方数共有__________个．


分析与解
 　442
 ＝1936<1989<452
 ＝2025，所以，从1～1989的自然数中，完全平方数有44个．

随堂练习1

在324、897、211、247、546中，哪些数是完全平方数．

 


例2
 　46035乘以一个自然数a
 ，是一个平方数，a
 最小是多少？


分析与解
 　首先对46035分解质因数，化为标准式．

[image: ]


为使a
 最小，只需令a
 是由46035的质因数标准分解式中质因数的幂为奇数的那些因数作为因数来组成即可，由（1）可知


a
 ＝3×5×11×31＝5115

随堂练习2

203500乘一个自然数a
 ，是一个平方数，a
 最小是多少？

 


例3
 　下面是一个算式：

[image: ]


这个算式的得数能否是某个数的平方？


分析与解
 　判断一个数是否是某个数的平方，首先要观察它的个位数是多少．平方数的个位数只能是0，1，4，5，6或9，而2，3，7，8不可能是平方数的个位数．

这个算式的前两项之和为3；中间两项之和的个位数是0；后面两项中每项都有因子2和5，个位数一定是0．因此，这个算式得数的个位数是3，不可能是某个数的平方．

 


例4
 　请找出符合下列性质的所有四位数：

（1）它是一个平方数；

（2）开始两位数的数字要相同；

（3）最末两位数的数字要相同．


分析与解
 　设四位数为[image: ]
 ，因[image: ]
 [image: ]
 ，要[image: ]
 是完全平方数，则[image: ]
 能被质数11整除，因而[image: ]
 只能是902，803，704，605，506，407，308，209．由这些数被11除的商必须是完全平方数知，只有704符合．此时a
 ＝7，b
 ＝4，故所求的数是7744．

随堂练习3

自然数N
 是一个两位数，它是一个完全平方数，而且N
 的个位数字与十位数字都是完全平方数，这样的自然数是__________．

 


例5
 　自然数的平方按大小排成1，4，9，16，25，36，49，…．问第612个位置的数是几？

（第五届“华杯赛”决赛）


分析与解
 　1～3的平方是一位数，占去3个位置；

4～9的平方是二位数，占去6×2＝12个位置；

10～31的平方是三位数，占去22×3＝66个位置；

32～99的平方是四位数，占去68×4＝272个位置．

将1到99的平方排成一行，共占去3＋12＋66＋272＝353个位置，从612减去353还有259个位置．

259＝51×5＋4

从100起到150，共51个数，它们的平方都是五位数，要占去259个位置中的255个，还余4个位置，151×151＝22801，从左到右第4个位置上是0．

 


例6
 　下式中每个汉字表示1～9中的一个数字，不同的汉字代表不同的数字．已知

热2
 ＋爱2
 ＋小2
 ＝学2
 ＋奥2
 ＋数2


那么，学＋奥＋数＝__________


分析与解
 　1～9的平方分别是1、4、9、16、25、36、49、64、81

热2
 ＋爱2
 ＋小2
 ＝学2
 ＋奥2
 ＋数2


有两种可能：

[image: ]


无论哪种情况三数之和均等于15．

4＋3＋8＝2＋7＋6＝9＋2＋4＝1＋8＋6＝15

随堂练习4

12345654321是否是平方数？

练　习　题

1　一个两位数等于它个位数字的平方与十位数字之和，这个两位数是__________．


2
 　把一个两位数的个位数字与其十位数字交换后得到一个新数，它与原来数加起来的和恰好是某个自然数的平方，这个和是__________．

3　哥哥对弟弟说：“到21世纪的x
 2
 年，我恰好是x
 岁．”哥哥生于__________年．


4
 　一位100多岁的老寿星，公元x
 2
 年时年龄为x
 岁，则此老寿星现年多少岁？（现年是2007年）

5　祖孙三人，孙子年龄与爷爷年龄之积是1512，而爷爷、父亲、孙子三人年龄之积是完全平方数，则父亲年龄是__________岁．


6
 　12
 ＋22
 ＋32
 ＋…＋20072
 除以7的余数是__________．

7　22007
 与20072
 的和除以7的余数是__________．


8
 　在2024到2499之间有多少个平方数．

9　有多少个小于2008的数，使得它们与72相乘均为完全平方数．


10
 　能不能找到自然数n
 ，使n
 、n
 ＋97都是完全平方数．

11　n
 是一个正整数，如果n
 ×n
 的十位数字是7，那么，n
 ×n
 的个位数字是__________．


12
 　1234567654321×（1＋2＋3＋5＋6＋7＋6＋5＋4＋3＋2＋1）等于__________．

13　请说明从1开始的连续n
 个奇数的和是平方数．


第21
 讲

数字和

自然数的数字和问题是数学竞赛中的“常客”，之所以这样是因为这类问题所用的知识很少，但却需要人们在解决问题时更具思考的灵活性、创造性．经常用到周期分析、寻找规律、整除分析、奇偶分析等方法． 解题前更需要缜密地分析题意，善择方向，妙用方法．

 


例1
 　我们将北京奥林匹克运动会开幕的日子2008年8月8日拼成一个八位数20080808．它的数字和为2＋8＋8＋8＝26，请问在2008年还有哪些日子拼成的8位数，其数字和为26？


分析与解
 　因为2008的数字和为10，所以代表月、日的四位数的数字和为26－10＝16．因为代表日的两位数（[image: ]
 也算两位数）中数字和最大的是29日，其数字和为2＋9＝11．所以代表月的数至少为16－11＝5．所以符合要求的月、日拼成的四位数为0529，0619，0628，0709，0718，0727，0808
 （开幕日），0817，0826，0907，0916，0925．10月、11月、12月的数字和分别为1、2、3．它们对应的日期的数字和至少要16－3＝13>11．故10月、11月、12月份没有满足要求的日子．所以，除去开幕式外，在2008年满足八位数的数字和为26的由月、日拼成的四位数有0529，0619，0628，0709，0718，0727，0817，0826，0907，0916，0925共11个日期．

 


例2
 　在四位数中，数字和是5的倍数的数共有多少个？


分析与解
 　我们首先考虑千、百、十位上可能出现的所有数，最后用个位数字来调整，使这个四位数的数字和能被5整除．

在这个四位数的前三位上出现的数共有

999－100＋1＝900（个）

它们的数字和的范围为

1＋0＋0＝1⩽数字和⩽27＝9＋9＋9

对应着这900个数字和，在个位上，恰好都有两个数字，与900个数字和相加为5的倍数．

设个位数字为a
 1
 ，a
 2
 ，有

[image: ]


因此，满足要求的四位数共有

900×2＝1800（个）

 


例3
 　在1989后面写一串数字，从第5个数字开始，每个数字都是它前面两个数字乘积的个位上的数字．这样得到1989286884
 286…．这串数字中，前2008个数字和是__________．

（第三届“走进美妙的数学花园”解题技能赛）


分析与解
 　这串数字，除去开头的1989后以286884为循环节循环．

2008－4＝6×334

所以，前2008个数字的和为

[image: ]


随堂练习1

一串数字9213…，从第三个数字起，每个数字都是它前面两个数字之和的个位数字，则前100个数字之和等于__________．

 


例4
 　真分数[image: ]
 化为小数后，小数点后2012个数位上的数字和为9057．那么a
 是多少？


分析与解


[image: ]


[image: ]
 小数点后的循环节都是由1、4、2、8、5、7六个数字组成的排列不同的六位数．2012÷6＝335……2．共335个循环加2个数字．

9057÷（1＋4＋2＋8＋5＋7）＝335……12

因为5＋7＝12，所以a
 ＝4．

随堂练习2

真分数[image: ]
 化为小数后，小数点后2008个数位上的数字和为9039，那么a
 ＝__________．

 


例5
 　一个三位数被13整除，其商恰等于这个三位数各位数字之和．求满足此条件的所有三位数之和．


分析与解
 　由题意，若设三位数为[image: ]
 ，则有

[image: ]


即

[image: ]


因为b
 、c
 均⩽9，所以，a
 ＝1．

由（1）得

29＝b
 ＋4c（其中b
 为奇数）

解得

[image: ]


这三个数是

117、156、195

其和为

117＋156＋195＝468

 


例6
 　1995的数字和是1＋9＋9＋5＝24．那么，小于2000的四位数中数字和等于24的数有多少个？


分析与解
 　小于2000的4位数中千位数都是1，因此只需其余三位数字和为23即可．

因为十位数字、个位数字和最多9＋9＝18，因此百位数字至少为5：

[image: ]


所以，小于2000的四位数中数字和等于24的共有15个．

随堂练习3

1997的数字和是1＋9＋9＋7＝26，那么，小于2000的四位数中，数字和为26的数除1997外还有__________个．

试一试

[image: ]


看懂上面三个等式是一道什么样的题目了吗？

在数字串123456789中间放上若干个“＋”或“－”号，使计算出来的结果等于100，上面已写出了3个等式，请你也来试试吧！

同样，

[image: ]


在数字串987654321中间放上若干个“＋”或“－”号，使计算出来的结果等于100，你能写出一个式子来吗？

答案，还可以写出：

[image: ]


[image: ]


练　习　题

1　计算11＋192＋1993＋19994＋199995的和的数字和．


2
 　有A
 、B
 两个整数．A
 的数字和为8，B
 的数字和为7，数相加后进位一次，那么A
 ＋B
 的数字和＝__________．

3　A
 、B
 是两个整数．A
 的数字和为35，B
 的数字和为26，两数相加时进位三次，那么A
 ＋B
 的数字和＝__________．


4
 　[image: ]
 各表示一个两位数，若[image: ]
 ，则x
 ＋y
 ＋z
 ＋w
 ＝__________．

5　a
 是由2000个9组成的2000位整数，b
 是由2000个8组成的2000位整数．那么，a
 ×b
 的数字和为__________．


6
 　有一个两位数，将这个两位数乘以1～9中任意一个数，所得积的各位数字之和都和原来的两位数的各位数字之和相等，请找出所有的这样的两位数．

7　2，4，6，8，…，98，100这50个偶数的数字之和是__________．


8
 　从1～2010这2010个自然数中，所有数的数字和是__________．

9　从1999到5999的自然数中有多少个数，它的数字和能被4整除？


10
 　一类自然数，它们的各个数位上的数字和为2003，那么，这类自然数中最小的一个是多少？

11　将[image: ]
 写成一个循环小数，在这个循环小数的小数部分截取连续的一段，使得这一段中所有数字之和为2003，那么这一段数字中共有多少个数字？


12
 　“迎”、“春”、“杯”各表示一个数，且满足下列各等式：

[image: ]


如果“迎”、“春”、“杯”是3个连续的自然数：那么“迎”表示__________；“春”表示__________；“杯”表示__________．


第22
 讲

连续自然数

在数字问题中，连续自然数（包括连续偶数，连续奇数，连续质数）是一类特殊的数列．它与自然数的性质、运算性质有着广泛的联系，可以提出很多问题，是课外活动及数学竞赛中常见的题目．

 


例1
 　在1～1999这1999个数中，有__________个数与4567相加时，至少有一个数位上发生进位．

（南京第三届“兴趣杯”少年数学邀请赛）


分析与解
 　我们从不发生进位的情况入手，从0～1999这2000个数减去不发生进位的情况即为所求．

将0～1999这2000个数都看成“四位数”（如1看成0001，18看成0018，344看成0344），如果与4567相加不发生进位，个位数字只有0、1、2这三种情况；十位数字只有0、1、2、3这4种情况；百位数字只有0、1、2、3、4这5种情况；千位数字只有0、1这两种情况（因为在0～1999这2000个数中千位数只有0、1两种情况）．

所以，与4567不发生进位的数有

3×4×5×2＝120（个）

从而1～1999中与4567相加至少发生一次进位的数有

2000－120＝1880（个）

随堂练习1

在2～2007这2006个数中与1234相加时，至少有一个数位上发生进位的数有__________个．

 


例2
 　三个连续自然数的和能被13整除，且三个数中最大的数被9除余4，那么，符合条件的最小的三个连续数是__________．

（第十三届“祖冲之杯”数学竞赛）


分析与解
 　设中间数为a
 ，则三个数之和为3a
 ．由3a
 能被13整除推知a
 能被13整除，再由（a
 ＋1）除以9余4，得a
 最小是39，所以这三个数是38、39、40．

随堂练习2

有些数既能表示成3个连续自然数的和，又能表示成4个连续自然数之和，还能表示成5个连续自然数之和．例如30满足以上要求，30＝9＋10＋11＝6＋7＋8＋9＝4＋5＋6＋7＋8．请你在700至1000之间找出所有满足上述条件要求的数．（提示：3个连续自然数之和可被3整除，4个连续自然数之和可被2整除，5个连续自然数之和可被5整除）

 


例3
 　（1）从1到3998这3998个自然数中，有多少个数能被4整除？

（2）从1到3998这3998个自然数中，有多少个数的数字和能被4整除？

（北京市第十四届“迎春杯”决赛）


分析与解


（1）由于每连续4个数中必有一个数能被4整除．而3998÷4＝999余2，余下的两个数为3997、3998，这两个数不被4整除．所以在1～3998中共有999个数能被4整除．

（2）为了方便，将0到3999这4000个数都看作四位整数[image: ]
 （不是4位，则在前面补零，如18＝0018），由于在[image: ]
 中，数字b
 、c
 、d
 各有10种选择（0，1，2，3，4，5，6，7，8，9）．为满足a
 ＋b
 ＋c
 ＋d
 能被4整除，在a
 ＝0，1，2，3中a
 必唯一确定．事实上，若b
 ＋c
 ＋d
 ＝4k
 ，则a
 ＝0；若b
 ＋c
 ＋d
 ＝4k
 ＋1，则a
 ＝3；若b
 ＋c
 ＋d
 ＝4k
 ＋2，则a
 ＝2；若b
 ＋c
 ＋d
 ＝4k
 ＋3，则a
 ＝1．（k
 为整数）

综上所述，在．0～3999这4000个整数中有1000个数的数字和能被4整除．因为3999的数字和＝3＋9＋9＋9＝30不是4的倍数．0可看为4的倍数，因此在1～3998中，有1000－1＝999（个）数的数字和能被4整除．

 


例4
 　有15位同学，每位同学都有编号，他们是1号到15号．1号同学写了一个自然数，2号说：“这个数能被2整除”，3号说：“这个数能被3整除”，……，依次下去，每位同学都说，这个数能被他的编号整除．1号作了一一验证，只有编号相邻的两个同学说得不对，问：（1）说得不对的两位同学，他们编号是哪两个连续自然数．

（2）如果告诉你，1号写的是五位数，请求出这个数．

（北京市第八届“迎春杯”决赛）


分析与解


（1）首先可以断定编号是2、3、4、5、6、7的同学说的一定都对．不然，其中说得不对的编号乘以2后所得编号也将说得不对，这样就与“只有编号相邻的两位同学说得不对”不符合．因此，这个数能被2、3、4、5、6、7整除，从而也能被2×5、3×4、2×7整除，即编号为10、12、14的同学说得也对，于是可以断定编号为11、13、15的同学说得也对，不然，说得不对的编号不是连续的两个自然数．

因此，说得不对的两个同学的编号只能是8号和9号．

（2）这个数是2、3、4、5、6、7、10、11、12、13、14、15的公倍数，由于上述12个数的最小公倍数是

［2，3，4，5，6，7，10，11，12，13，14，15］＝60060

因为60060是一个五位数，而12个数的其他公倍数均不是五位数，而且显然这个数不是8、9的倍数．所以1号同学写的数就是60060．

随堂练习3

在1，2，…，1994这1994个数中选出一些数，使得这些数中的每两个数的和都能被26整除，那么，这样的数最多能选出__________个．

 


例5
 　在15个连续自然数中最多有多少个质数？最少有多少个质数？

（香港十五届小学数学比赛）


分析与解
 　2～16这15个连续自然数中有6个质数：2、3、5、7、11、13．

3～17这15个连续自然数中有6个质数：3、5、7、11、13、17．

15个连续数中最多有6个质数，理由如下：可设这15个连续自然数中最小的一个不是2、3．这时，这15个连续自然数中的偶数都不是质数，剩下的奇数至多有8个，而3个连续奇数中必有一个是3的倍数，因而这8个奇数中至少有两个不是质数，从而至多有6个质数．在15个连续自然数中可以没有质数（质数个数为0），例如

16！＋2，16！＋3，16！＋4，…，16！＋15，16！＋16（16！＝1×2×3×4×5×…×14×15×16．16！读作16的“阶乘”，它表示从1到16这16个数的连乘积）．

也可以利用最小公倍数方法构造出连续15个自然数都不是质数

［2，3，4，5，…，16］＋2，［2，3，4，5，…，16］＋3，…，［2，3，4，5，…，16］＋16．

可以写出15个连续自然数，其中没有质数．

30032，30033，30034，30035，30036，30037，30038，30039，30040，30041，30042，30043，30044，30045，30046．

随堂练习4

五个连续自然数，每个数都是合数，这五个连续自然数的和最小是__________．

 


例6
 　用1到9这9个数字组成三个3位数（每个数字都要用到），每个数都是4的倍数，这三个三位数中最小的那个三位数最大是多少？

（第二届“走进美妙的数学花园”解题技能展示）


分析与解
 　由于这三个数都是4的倍数，所以这三个数的个位数必须是偶数．如果个位是4或8，是4的倍数，十位也必须是偶数；如果个位为2或6，是4的倍数，十位必须是奇数．1～9中一共4个偶数2、4、6、8．由于是3个3位数为4的倍数，所以，4、8必须在同一个三位数中，另外两个三位数的个位数为2、6，其十位数为奇数，三个数的百位数为5、7、9．故最小的三位数的百位数字最大为5（7、9是另外两个三位数的百位数字），十位数最大取8，个位数取4，于是符合要求的三个均能被4整除的三位数为912、736、584（也可以是936、712、584），所以，最小的那个三位数最大为584．

随堂练习5

已知1＋2＋3＋…＋n
 的和的个位数字是3，十位数字是0．求n
 的最小值．

练　习　题

1　请在下列（A）～（E）中找出3个连续两位数的积．

（A）1321，

（B）12144，

（C）980100，

（D）5812，

（E）44568．


2
 　有四个学生，他们年龄是四个连续自然数，这四个数相乘得3024．这四个学生中年龄最大的是__________岁．

3　四个连续自然数积为1680，这四个数中最小的是__________．


4
 　用1、2、3、4、5、6、7七个数组成三个两位数，一个一位数，并且使这四个数的和等于100，我们要求最大的两位数尽可能小，那么其中最大的两位数是__________．

5　三个连续自然数的后面两个数的积与前面两个数的积之差是114，那么这三个数的和是__________．


6
 　数2，4，6，8，10，12，…是连续偶数，若五个连续偶数的和是320．问这五个数中最小的一个数是多少？

7　将1、2、3、4、5、6、7、8分成三个组，分别计算各组的和，已知这三个和互不相等，且最大的和是最小的和的两倍．问最小的和是多少？


8
 　有若干个连续奇数1，3，5，7，9，11，13，…，擦去其中的一个奇数后，剩下的所有奇数之和为1998．那么，擦去的奇数是__________．

9　从1～9这9个数字中取出三个可以组成六个不同的三位数．如果六个三位数的和是3330，那么这六个三位数中最大的是__________．


10
 　某个自然数，它可以表示成9个连续自然数的和，又可以表示成10个连续自然数的和，还可以表示成11个连续自然数的和，那么符合以上条件的最小自然数是__________．

11　n
 个连续自然数相加，和能否等于1991，如果能，有几种不同的答案；如果不能，说明理由．


12
 　把自然数按由小到大的顺序排起来组成一串数1，2，3，…，9，10，11，12，…．把这串数两位以上的数全部隔开成一位数字，组成第二串数：1，2，3，4，5，…9，1，0，1，1，1，2，1，3，…，第一串数中100的个位数字0，在第二串数中是第__________个数．

13　在两位数10，11，…，9中，将每个被7除余2的数的个位与十位之间添加一个小数点，其余的数不变，问：经过这样改变后，所有数的和是__________．


第23
 讲

抽屉原理

解决有关抽屉原理的问题时，首先在审题时要弄清楚问题中什么是抽屉，什么是苹果，如果问题比较复杂，一时在题目中没有直接给出抽屉和苹果，那就要依据给定的条件，自己来构造抽屉，明确苹果．常见的构造抽屉的方法有：“数的分组法”、“图形分割法”、“染色法”及“剩余类法”．

（一）用“数的分组法”，构造抽屉


例1
 　从1，2，3，…，100这100个数中任意挑出51个数来，证明在这51个数中，一定有：（1）2个数互质；（2）2个数的差为50，（3）8个数，它们的最大公约数大于1．


证明
 　（1）将100个数分成50组：

｛1，2}，{3，4}，…，{99，100}

在选出的51个数中，必有2个数属于同一组，这一组的2个数是两个相邻的整数，它们一定是互质的．

（2）将100个数分成50组：

{1，51｝，｛2，52}，…，｛50，100｝

在选出的51个数中，必有2个数属于同一组，这一组的2个数的差为50．

（3）将100个数分成5类（不同的类内可以有相同的数）：

第一类：2的倍数，即｛2，4，…，100}；

第二类：3的倍数，即｛3，6，…，99｝；

第三类：5的倍数，即｛5，l0，…，100｝；

第四类：7的倍数，即｛7，14，…，98｝；

第五类：1和大于7的质数即｛1，11，13，…，97｝．

第五类中有22个数，故选出的51个数至少有29个数在第一类到第四类中，根据第一抽屉原理总有8个数在第一类到第四类的某一类中，这8个数的最大公约数大于1．

随堂练习1

从1，2，3，…，49，50这50个数中，取出若干个数使其中任意两个数的和都不能被7整除，最多可取__________个数．

 


例2
 　问在1，3，5，7，…，97，99这50个奇数中，最多能取出多少个数，使其中任何一个数都不是另一个数的倍数．


分析
 　这50个数都是奇数，所以若其中某两个数，一个是另一个的倍数，则一定是奇数倍，即至少是3倍．所以这些数中，超过33的数，它们的倍数都不在这50个数中（若a
 >33，则3a
 >99）．即从35到99这33个数，任何一个数都不是另一个数的倍数．下面利用构造抽屉法具体说明33就是可选出的最多的个数．


解
 　取出从35到99的所有奇数，共计33个，这33个数中任何一个数的倍数（至少3倍）都不会是其中另一个数，因为35×3＝105已经大于其中最大数99；另一方面，观察（1，3，9，27，81），（5，15，45），（7，21，63），（11，33，99），（13，39），（17，51），（19，57），（23，69），（25，75），（29，87），（31，93）．

这11个括号中（共有28个数），同一括号内任取二数，其中总有一个数是另一个数的倍数，因此每个括号内只能取1个数，从而在这11个括号中的数中至少有17个数取不到，即从所有50个数中，至多能取出（50－17）＝33（个），使其中任意一个数都不是另一个数的倍数．


注
 　本题是一个构造性问题，解决这类问题（当有解时）应有两步：一、举出一个例子说明的确可取到33个数（即存在33个数），其中任一个都不是另一个的倍数；二、设法制造33个抽屉（解中只写出了11个括号（抽屉），还有22个数没有写出来，这22个数每一个数都看作一个抽屉），使得每个抽屉中至多取出一个数，这样说明取出的数不能多于33个，于是说明了最多恰能选出33个数来．

随堂练习2

从1，2，3，4，…，1988，1989这些自然数中，最多可以取__________个数，其中每两个数的差不等于4．

（二）用“图形分割法”构造抽屉


例3
 　在一个边长为1的正方形内（含边界），任意给定9个点（其中没有三点共线），证明：在以这些点为顶点的各个三角形中，必有一个三角形，它的面积不大于[image: ]
 ．


证明
 　用对边中点的连线将正方形分成四个面积均为[image: ]
 的小正方形，由于有9个点分布在四个小正方形内，则必有一个小正方形的内部或边界上，至少有三个给定的点（如图23-1），设这三个点为A
 、B
 、C
 ，本题只需证明，△ABC
 的面积不大于小正方形（面积为[image: ]
 ）的面积的一半．

[image: ]


图23-1

现在分几种情况加以讨论．

（1）如果△ABC
 中，有一边平行于小正方形的一边，则结论显然成立；

（2）如果△ABC
 的三边都不平行于这个小正方形，那么过这三个顶点，作三条直线平行于这个小正方形的一条边（如图23-2），由于△ABC
 三边与小正方形的边不平行，则必有一边与这三条直线中的一条相交，不妨设GH
 交AC
 于D
 ，则

[image: ]


[image: ]


图23-2


注
 　本题也可以把正方形等分成4个面积为[image: ]
 的小矩形，以这4个小矩形做抽屉，已知9点至少有三点在同一个小矩形的内部或边界上，再证明这三点组成的三角形的面积不大于小矩形面积的一半．

随堂练习3

在一个边长为1的等边三角形内随意放置10个点，试说明：至少有两个点之间的距离不超过[image: ]
 ．

（三）用“染色法”分类


例4
 　如图23-3是一个3行10列共30个小正方形的长方形，现在把每个小方格涂上红色或黄色，请证明无论怎么涂法一定能找到两列，它们的涂色方式完全相同．

[image: ]


图23-3


解
 　因为每一列有三格，用两种颜色去涂三个方格，试一试便发现有八种不同涂法．

现我们选取这8种涂法为8只“抽屉”，把10列放入8只“抽屉”中，由抽屉原理，至少有一只“抽屉”内至少有两列，即至少有两列涂色方式完全相同．

[image: ]


图23-4

随堂练习4

给出一个3行9列共27个小方格的长方形，将每个小方格随意涂上白色或红色．求证：无论如何涂色，其中至少有两列涂色方式相同．

（四）用“剩余类法”构造抽屉


例5
 　一副扑克牌有54张，最少要抽取几张牌，方能保证其中至少有2张牌有相同的点数？


解
 　点数为1（A
 ），2，3，4，5，6，7，8，9，10，11（J
 ），12（Q
 ），13（K
 ）的牌各取1张，再取大王、小王各1张，一共15张，这15张牌中，没有两张牌的点数相同．这样，如果任意再取1张的话，它的点数必为1到13中的一个，于是就有2张牌的点数相同．

所以，最少要抽取16张牌，方能保证使其中至少有2张牌有相同的点数．

 


例6
 　将全体自然数按照它们的个位数字，分为10类：个位数字是1的为第1类，个位数字为2的为第2类……个位数字为9的为第9类，个位数字为0的为第10类，

（1）任意取出6个互不同类的自然数，其中一定有2个数的和是10的倍数吗？

（2）任意取出7个互不同类的自然数，其中一定有2个数的和是10的倍数吗？

如果一定，请简要说明理由；如果不一定请举出一个反例．


分析与解
 　（1）不一定有．例如1、2、3、4、5、10这6个数中，任意两个数的和都不是10的倍数．

（2）一定有．理由如下：将第1类与第9类合并，第2类与第8类合并，第3类与第7类合并，第4类与第6类合并，制造出4个抽屉，把第5类，第10类分别看作一个抽屉，共6个抽屉．任意7个互不同类的自然数，放到这6个抽屉中，至少有1个抽屉放2个数．因为7个数互不同类，所以后两个抽屉中每个不可能放两个数，当两个互不同类的数放到前4个抽屉的任何一个里面时，它们的和一定是10的倍数．（因为两数个位数和＝1＋9＝2＋8＝3＋7＝4＋6）

随堂练习5

现有64个乒乓球，18个乒乓球盒，每个盒子最多可以放6个乒乓球，如果把这些球全部装入盒内，不许有空盒．那么，至少有__________个乒乓球盒里的乒乓球数目相同．

分一分

1．你能将1～16分成4份，每份4个数，使这4份中的4个数和相等吗？

这道题太容易了！看下一道！

2．你能将1～15分成5份，每份中有3个数，使这5份中的3个数的和相等吗？


答案：


1．

[image: ]


4份为（1，8，9，16），（2，7，10，15），（3，6，11，14），（4，5，12，13），和＝34．

2．

[image: ]


5份为（1，8，15），（2，10，12），（3，7，14），（4，9，11），（5，6，13），每份3数和＝24．

练　习　题

1　一副扑克牌有4种花色，每种花色有13张，从中任意抽牌．问最少要抽多少张牌，才能保证有4张牌是同一花色的？


2
 　从13个自然数中，一定可以找到两个数，它们的差是12的倍数，为什么？

3　在一条长100米的小路一旁植树101棵，不管怎样种，总有两棵树的距离不超过1米．为什么？


4
 　图23-5是一个2行5列共有10个小方格的长方形．将每个小方格涂上红色或蓝色，其中必定至少有两列，它们的涂色方式相同．

[image: ]


图23-5

5　一个幼儿班有40名小朋友，现在有各种玩具125件．把这些玩具分给小朋友，是否有人会得到4件或4件以上的玩具？


6
 　有三张卡片，卡片上分别写着数字1、2、3、同学们任意选两张数字不同的卡片组成一个两位数．问至少要有几个同学才能保证有两个人选的卡片所组成的两位数相同？

7　某商店有126箱苹果，每箱至少有120个，至多有144个，现将苹果个数相同的箱子作为一组．如果其中箱子数最多的一组有n
 个箱子，那么n
 的最小值是多少？


8
 　在面积为1的等边三角形中任取9个点，其中必有三个点，以它们为顶点的三角形面积不大于[image: ]
 ．

9　任给5个整数，证明一定能从中选出3个数，使这3个数的和能被3整除．


10
 　全班有30个人，每人都有书，全班共有450本书，证明至少有两个人有相同数量的书．

11　在半径为1的圆内，任意画13个点，则一定有3个点，由它们构成的三角形面积小于[image: ]
 ，为什么？


12
 　至少要给出多少个自然数（这些数可以随便写），才能保证其中必有两个数，它们的差是7的倍数？

13　试作一个3行7列共有21个小方格的长方形，每个小方格涂上红色或黄色，证明：不论如何涂色，一定能找到一个由小方格组成的长方形，它的四个角上的小方格具有相同的颜色．


第24
 讲

分类

物以类聚．当人们在解决一个较为复杂的问题时，常将该事物按某性质分为若干类，使研究目标变得更具体，更易入手．这是人们在研究、解决一般问题时常用的方法，也是解决数学问题常用的方法．使用这种方法的要点是：选择对象要恰当；分类时应不重不漏．

 


例1
 　将70拆成11个不同的自然数的和，共有多少种不同的拆法？


分析
 　首先要考虑11个不同
 的自然数的和可能取值的范围，做一个估算，和与70之间的差距，自然从简单情况考虑（因为70这个数不太大）：1＋2＋3＋4＋…＋11＝66，70－66＝4．将4分成若干情况加以讨论．


解
 　因为1＋2＋3＋…＋11＝66，70－66＝4．

（1）由于11－4＝7，所以将4加到7及比7小的自然数上时，和式中不会出现新数（与比7大的数重复），因此，只有加到8、9、10、11时，出现4个新数：

1＋2＋3＋4＋5＋6＋7＋（8＋4）＋9＋10＋11；

1＋2＋3＋4＋5＋6＋7＋8＋（9＋4）＋10＋11；

1＋2＋3＋4＋5＋6＋7＋8＋9＋（10＋4）＋11；

1＋2＋3＋4＋5＋6＋7＋8＋9＋10＋（11＋4）．

（2）4＝1＋3，将1和3加到1＋2＋3＋…＋11中，只有

1＋2＋3＋4＋5＋6＋7＋8＋9＋（10＋3）＋（11＋1）

1＋2＋3＋4＋5＋6＋7＋8＋9＋（10＋1）＋（1＋3）（与（1）重复）

会出现新数．

（3）4＝2＋2，将2和2加到1＋2＋3＋4＋…＋8＋9＋10＋11中出现

1＋2＋3＋4＋5＋6＋7＋8＋9＋（10＋2）＋（11＋2）

这与（2）的分解重合．

（4）4＝1＋1＋2，将1、1、2加到9、10与11上后得到的分解为：

1＋2＋3＋4＋5＋6＋7＋8＋10＋11＋13

与（1）中分解重合．

（5）4＝1＋1＋1＋1，将4个1分别加到1＋2＋…＋10＋11的最后4个加数中得到

[image: ]


与（1）中分解重合．

综上所述共有以下5种不同的表达式：

[image: ]


随堂练习1

今有长度分别为1厘米、2厘米、3厘米……9厘米的木棍各一根（规定不许折断），从中选用若干根组成正方形，可有__________种不同方法．

（2000年全国小学数学决赛）


例2
 　在1000和9999之间，由四个不同的数字组成，而且个位数字和千位数字的差（大数减小数）是2，这样的数字共有__________个．


分析与解
 　1．千位数字是1、8、9时，个位数字只有一种选法：3、6、7．

2．千位数字是2、3、4、5、6、7时，个位数字分别有两种选法（如千位数字选2，则个位数字选0和4……千位数字选6时，个位数字可选4和8）．当千位、个位确定后，十位、百位数字依次有8、7种选法，所以满足题意的整数共有

（3×1＋6×2）×8×7＝840（个）

随堂练习2

恰有两位数字相同的三位数共有__________个．

（2002年全国小学数学奥赛决赛）

 


例3
 　43位同学，身上带的钱从8角到5元，钱数各不相同，每个同学把身上带的全部钱各自买了画片．画片只有两种，3角一张和5角一张，每个同学都尽量买5角一张的画片，问他们所买3角一张画片的总数是多少？


解
 　根据题意，同学们身上带的钱分别是8，9，10，…，48，49，50角，共43个连续数，为买5角一张画片要尽量多，那么买3角一张的就尽量少．由此可知，钱数个位上是0和5的9位同学就可把全部钱用来买5角一张画片，其余同学可用来买3角一张画片的钱数目，分以下情况：

个位上数字是1和6的同学，共有8人，每人6角，合计6×8＝48（角）；

个位上数字是2和7的同学，共有8人，每人12角，合计12×8＝96（角）；

个位上数字是3和8的同学，共有9人（含8角），每人3角，合计3×9＝27（角）；

个位上数字是4和9的同学，共有9人（含9角），每人9角，合计9×9＝81（角）．

因此他们所买3角一张画片的总张数是：

（48＋96＋27＋81）÷3＝252÷3＝84（张）


说明
 　此题还可以利用周期性来求解：把43位同学买画片的情况（尽量多买5角画片）分析一下：钱数8，9，10，11，12，13，…，50．按5角一张数目计算，则有1，0，2，1，0，2，1，3，2，1，3，2，4，…；按3角一张数目计算，则有1，3，0，2，4，1，3，0，2，4，1，3，0，…；观察易知买3角画片张数的规律是5个数为一个周期，43÷5＝8余3，所以共买了

（1＋3＋0＋2＋4）×8＋1＋3＋0＝84（张）

随堂练习3

在1995、2000、2001、2003、2007中，若其中几个数的和被9除余7，则将这几个数归为一组、这样的数组共有__________组．

 


例4
 　某人射击8枪，命中4枪中恰好有3枪连在一起的情况的种数是__________．

（2001年全国小学数学奥林匹克竞赛）


分析与解
 　我们按3枪连在一起的情况进行分类：

（1）1、2、3枪连续击中，那么，第4枪可在第5、6、7、8枪击中靶．共4种情况；

（2）2、3、4枪连续击中，那么，第4枪可在第6、7、8枪击中靶，共3种情况；

（3）3、4、5枪连续击中，那么，第4枪可在第1、7、8枪击中，共3种情况；

（4）4、5、6枪连续击中，那么，第4枪可在第1、2、8枪击中，共3种情况；

（5）5、6、7枪连续击中，那么，第4枪可在第1、2、3枪击中，共3种情况；

（6）6、7、8枪连续击中，那么，第4枪可在第1、2、3、4枪击中，共4种情况．

综上，共有4＋3＋3＋3＋3＋4＝20种情况．

随堂练习4

如图24-1，将1、2、3、4、5分别填入格子中，要求填在黑格里的数要比它旁边的两个数都大，共有__________种不同的填法．
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图24-1

 


例5
 　问101×102×…×199×200这100个数的乘积的末尾有多少个连续的零？


解
 　要使乘积的末尾有一个零，必须有一组质因数2和5相乘．在101～200这些数中，含有质因数5的数可作如下分类：

（1）末尾是0的数：110，120，…，190，200，其中150，200各含2个质因数5，其余各含1个质因数5，共含12个质因数5．

（2）末尾是5的数：

只含有一个质因数5的数有：105，115，135，145，155，165，185，195共8个；

含有两个质因数5的数只有175这一个；

含有三个质因数5的数只有125这一个．

合计共有13个质因数5．

综合（1）、（2）在乘积中共含有质因数5的个数为12＋13＝25（个）．而在这一串数中含有质因数2的数不止25（个），因此，乘积末尾有25个连续的零．

随堂练习5

连乘积11×12×13×…×54×55×56的末尾共有__________个连续的0．

（南京市第三届“兴趣杯”少年数学邀请赛）

 


例6
 　商店的糖果有3千克及5千克两种包装，货源充足，保证供应，求证：凡购买N
 （N
 是自然数，且N
 ⩾8）千克糖果时，都不用拆包．


分析
 　把问题数学化后就是证明：对任何自然数N
 ⩾8，一定存在非负整数m
 、n
 ，使得N
 ＝3m
 ＋5n
 ．


证
 　对N
 按模3分类讨论．

（1）若N
 ＝3k
 （k
 ⩾3），这时给顾客k
 包3千克装的糖果即可；

（2）若N
 ＝3k
 ＋1（k
 ⩾3），因为3k
 ＋1＝3（k
 －3）＋2×5，所以，给顾客（k
 －3）包3千克装的糖果及2包5千克装的糖果即可；

（3）若N
 ＝3k
 ＋2（k
 ⩾2），因为3k
 ＋2＝3（k
 －1）＋1×5．所以，给顾客（k
 －1）包3千克装的糖果及1包5千克装的糖果即可．

随堂练习6

从1985到4891的整数中，十位数字与个位数字相同的有__________个．

算一算


100分


 

某人在打靶中共射5枪，全部中靶，得了100分．靶子分为5个得分区，每个得分区均有1个分值．从中心向外，5个得分区的分值依次为47、36、27、9、5（如图）．问：此人5枪的得分各是多少？

[image: ]


图24-2


答案：
 36、27、27、5、5．

练　习　题

1　在图24-3中有多少个正方形？

[image: ]


图24-3


2
 　分子小于6而分母小于60的不可约真分数有多少个？

3　有一本画册，每2页文字之间有3页插图．也就是说3页插图前后各有1页文字．假如第一页是插图，如果这本画册：（1）有96页；（2）有99页．那么这本画册共有插图多少页？请说明理由．


4
 　15个不同的正整数之和是123，问其中最多有多少个奇数？

5　在已知数列：1，4，8，10，16，19，21，25，30，43中，相邻若干个数之和能被11整除的数组共有多少组？


6
 　数出图24-4中所有三角形的个数．

[image: ]


图24-4

7　已知两个不相同的自然数的最小公倍数是105，且两数都不为1，共有多少组符合条件的两个数？


8
 　有分别写有1，2，3，…，13的卡片各两张，任意抽出两张，计算这两张卡片上的数的积，这样会得到许多不相等的积，问：这些积有多少个能被6整除．

9　从19，20，21，…，97，98，99这81个数中，选取两个不同的数，使其和为偶数的选法总数是多少？


10
 　图24-5中共有多少个用两个最小的三角形拼成的平行四边形？
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图24-5

11　一个非零自然数，如果它顺着数和倒过来数都是一样的，则称这个数为“回文数”．例如1331，7，202都是回文数，而220则不是回文数，问1到6位的回文数一共有多少个？其中从小到大排列的第1996个数是多少？


12
 　用数字1，2组成一个8位数，其中至少连续4位都是数字1的有多少个？

13　有3张扑克牌，牌面数字都在10以内，把这3张牌洗好后，分别发给小明、小亮、小光3人，每个人把自己牌的数字记下后，再重新洗牌，发牌，记数，这样反复几次后，3人各自记录的数字的和顺次为13，15，23．问这3张牌的数字分别是多少？


第25
 讲

定义新运算

在课内我们已经“定义”了符号“＋”、“－”、“×”、“÷”的运算的意义．

在今后的学习中同学们还会遇到很多“新运算符号”的定义．例号惊叹号“！”在数学里就是一个运算符号，如3！代表1×2×3；5！代表1×2×3×4×5．一般地在一个整数n
 后面加上“！”其意义就是从1连续地相乘直到n
 为止：“1×2×3×…×（n
 －1）×n
 ”的积．

随着同学们进一步学习，升入初中、高中、大学……，在课内大家还会遇到很多新的运算符号．

我们在课外活动中也适当地引入一些新的运算符号，也是为了拓宽知识范围，为进一步学习打下一点基础．

对于本讲的学习，最重要的是要彻底弄清楚新运算符号的意义，然后再利用新运算符号来做题．

特别提醒大家注意的是，本讲新运算符号的意义都是建立在四则运算意义的基础上的．

 


例1
 　对任意自然数a
 、b
 ，定义新运算“△”：

[image: ]


求12△4．


解
 　由“△”的运算意义

[image: ]


随堂练习1

规定“[image: ]
 ”对任意自然数a
 、b
 有

[image: ]


求（2[image: ]
 3）[image: ]
 5．

 


例2
 　规定a
 ∧b
 ＝［a
 ，b
 ］＋（a，b），其中［a
 ，b
 ］表示a
 、b
 的最小公倍数，（a
 ，b
 ）表示a
 、b
 的最大公约数．

求14∧4．


分析与解
 　14∧4的意义就是计算14和4的最小公倍数与最大公约数之和．

因为［14，4］＝28，（14，4）＝2．

所以

14∧4＝［14，4］＋（14，4）＝28＋2＝30

随堂练习2

新运算符号“∧”的意义与例2一样，并且有6∧x
 ＝33．求x
 ．

 


例3
 　如果用[image: ]
 表示a
 的所有约数的个数（a
 为不等于0的自然数），例如4有3个约数1、2、4，所以[image: ]
 ．求[image: ]
 ．


分析与解
 　先求18的约数

18＝2×9＝2×32


它的约数为1、2、3、32
 、2×3、2×32
 ，共有6个，所以[image: ]
 ．进而

[image: ]
 （因为6有4个约数1、2、3、6）

随堂练习3

用[image: ]
 表示非零自然数a
 的所有约数的和，求[image: ]
 ．

 


例4
 　用｛a
 ｝表示a
 的小数部分，［a
 ］表示不超过a
 的最大整数．例如｛0.3｝＝0.3，［0.3］＝0，｛4.5｝＝0.5，［4.5］＝4．记[image: ]
 ．

请计算[image: ]
 ，[image: ]
 ．


分析与解
 　先按f
 （x
 ）的法则求出[image: ]
 ．

[image: ]


所以

[image: ]


随堂练习4

两个整数a
 、b
 ，及除数m
 ．如果a
 除以m
 的余数等于b
 除以m
 的余数，我们就表示为：a
 ≡b
 （mod m
 ）（读作a
 、b
 关于模m
 同余，或者说a
 、b
 两数除以m
 的余数相同，记号“≡”读“同余”）．

（1）如果m
 ＝2，a
 ＝7，b
 是10以内的自然数（包括10），求b
 ；

（2）如果m
 ＝5，a
 ＝3，b
 是1到20的自然数，求b
 ．

 


例5
 　如果a
 、b
 、c
 是3个整数，我们知道对于加法运算它们满足交换律和结合律，即（1）a
 ＋b
 ＝b
 ＋a
 ；（2）（a
 ＋b
 ）＋c
 ＝a
 ＋（b
 ＋c
 ）．

现在规定一种运算“⊕
 ”，它对于整数a
 、b
 、c
 、d
 满足：

[image: ]


例如（4，3）⊕（7，5）＝（4×7＋3×5，4×7－3×5）＝（43，13）

请你举例说明，“⊕”运算是否满足交换律、结合律．


分析与解


（1）因为（c
 ，d
 ）⊕（a
 ，b
 ）＝（c
 ×a
 ＋d
 ×b
 ，c
 ×a
 －d
 ×b
 ）＝（a
 ×c
 ＋b
 ×d
 ，a
 ×c
 －b
 ×d
 ）＝（a
 ，b
 ）⊕（c
 ，d
 ）

所以，运算“⊕”满足交换律．

（2）

[image: ]


所以，运算“⊕”不满足结合律．

随堂练习5

对任意整数x
 、y
 ，规定运算“[image: ]
 ”．


x
 [image: ]
 y
 ＝（x
 ＋1）×（y
 ＋l）－1

那么，下面各结论中哪些结论不成立？

（1）x
 [image: ]
 y
 ＝y
 [image: ]
 x
 ；

（2）x
 [image: ]
 （y
 ＋z
 ）＝x
 [image: ]
 y
 ＋x
 [image: ]
 z
 ；

（3）（x
 －1）[image: ]
 （x
 ＋1）＝x
 [image: ]
 x
 －1；

（4）x
 [image: ]
 0＝x
 ；

（5）x
 [image: ]
 （y
 [image: ]
 z
 ）＝（x
 [image: ]
 y
 ）[image: ]
 z
 ．

 


例6
 　设[image: ]


计算[image: ]



解


[image: ]


所以，原式为

[image: ]


随堂练习6

对于整数a
 、b
 ，规定运算符号“[image: ]
 ”

[image: ]


现已知（2[image: ]
 a
 ）[image: ]
 2＝0．求a
 ．

练　习　题

1　对任意正整数a
 ，b
 ，规定：

[image: ]


（1）求10[image: ]
 11；（2）求11[image: ]
 10；（3）找出a
 ，b
 ，使a
 [image: ]
 b
 得数最小，并求出a
 [image: ]
 b
 的最小值．


2
 　对任意正整数a
 ，b
 ，规定：

[image: ]


若256[image: ]
 a
 ＝19，求a
 ．

3　对任意整数a，b
 ，规定：

[image: ]


问：是否存在整数m
 ，使得

[image: ]


如果存在，求出这样的m
 ，如果不存在，说明理由．


4
 　对任意整数a
 ，b
 ，规定a
 △b
 ＝2a
 ＋b
 ，若有

[image: ]


求整数a
 ．

5　对于任意正整数a
 ，b
 ，定义运算⊗如下：如果a
 ，b
 同为奇数或同为偶数，那么

[image: ]


如果a
 、b
 的奇偶性不同，那么

[image: ]


求：（1）（1993⊗1994）⊗（1994⊗1995）⊗…⊗（1999⊗2000）；


（2）1993⊗1995⊗1997⊗1999⊗2001．




6
 　令A
 [image: ]
 B
 ＝3×A
 ＋4×B
 ，试计算：

（1）（4[image: ]
 5）[image: ]
 6；

（2）（1[image: ]
 5）＋（2[image: ]
 4）．

7　假设一种运算符号“[image: ]
 ”、x
 [image: ]
 y
 表示把x
 和y
 加起来被4除，即x
 [image: ]
 y
 ＝（x
 ＋y
 ）÷4.

（1）求13 [image: ]
 17的值；

（2）求2 [image: ]
 （3 [image: ]
 5）的值；

（3）求a
 [image: ]
 16＝10中a
 的值．


8
 　设a
 [image: ]
 b
 表示a
 的3倍减去b
 的2倍，即a
 [image: ]
 b
 ＝3a
 －2b
 ．

（1）计算：[image: ]
 ；

（2）已知x
 [image: ]
 （4[image: ]
 1）＝7，求x
 ．

9　a
 [image: ]
 b
 表示a
 的3倍减去b
 的[image: ]
 ，即[image: ]
 ，根据以上的规定，10[image: ]
 6应等于（　）

（A）13

（B）27

（C）33

（D）60


10
 　如果2△3＝2＋3＋4＝9，5△4＝5＋6＋7＋8＝26，按此规则计算或求x
 ．（1）7△4；（2）1△x
 ＝15；（3）x
 △3＝12．

11　如果[image: ]
 ，那么10 [image: ]
 （10[image: ]
 10）＝__________．


12
 　设P
 ，Q
 表示两个数，且[image: ]
 ，求3 [image: ]
 （6 [image: ]
 8）.

13　规定“[image: ]
 ”为一种运算，它满足[image: ]
 ，那么，1992 [image: ]
 （1992[image: ]
 1992）＝__________．


第26
 讲

十进制和二进制简介

1．进位制的基本原理

（1）十进位制　我们通过对常用的“十进位制”的进一步认识，推广到其他非十进位制，概括出进位制原理．

十进位制记数法，只用十个数码：0、1、2、3、4、5、6、7、8、9．它是“位值制”记数法（即同一个数码，在不同位置上表示不同的数值），如246的百位上的数码2表示200，十位上的数码4表示40，个位上的数码6表示6，即
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一般来说，任何一个十进位制数，都可以用各位数码（共十个不同数码）与10的方幂的乘积的和来表示，其中幂指数比相应数码所在的位数（从右往左数）少1．如
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说明
 　①十进位数356842(10)
 的下标（10），是为了和其他进位制区别开，一般下标“（10）”省略，即356842(10)
 ＝356842．

②356842(10)
 是“位值制”，一般第二步可省略不写，可按法则直接写成与10的方幂的乘积的和的形式．

③十进位制数，要“满十进一”．

（2）二进位制　类比十进位制数来认识二进位制数，注意相同点和不同点．二进位制记数法：只用两个数码，即“0”和“1”．二进位制数也是“位值制”记数法，低位向高位进位要“满二进一”．

如　1＋1＝10，10＋1＝11，11＋1＝100，100＋1＝101，101＋1＝110，110＋1＝111，111＋1＝1000等等．

十进位制数和二进位制数对照表如下：
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二进位制数也可以表示成：以2为底的方幂的乘积的和的形式，例如：[image: ]
 [image: ]
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一般来说，任何一个二进位制数，就是各位数码与2的方幂的乘积的和，其中幂指数等于相应数码所在位数（从右往左数）减1．


说明
 　因为“1”乘任何数仍得那个数，其因数1可以省略不写，又因为“0”乘任何数仍得“0”，零项也可以省略不写．例如
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2．二进制与十进制数的互化

二进制数改写成十进制数，只需将二进制数改写成各个数位上的数码与计数单位的积的和的形式，然后再计算出来就可以了．

如，将下列二进制数化为十进制数：

（1）10111(2)
 ；（2）100010(2)
 ．


解
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十进制数化为二进制数，可以根据二进制数“满二进一”的原则，用2连续去除这个十进制数，直到商为零为止．然后将每次所得的余数（只能是0或1）按自下而上的顺序依次写出来，就是与这个十进制数相等的二进制数．这种方法通常叫做除（以）二取余法．为了简捷、清楚，可以采用短除式进行“除二取余”的运算．

如，将37(10)
 改写成二进制数，我们可以按下面的程式进行换算：
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所以　37(10)
 ＝100101(2)


3．两种进位制数的运算

二进制加、减法与十进制加、减法十分相似，区别在于十进制是“满十进一”，“借一当十”；二进制是“满二进一”，“借一当二”．请对比两种不同进位制的加、减法（在明确为二进制运算时，为了简便，下标“（2）”也可省略不写）：
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十进制乘、除法大家很熟悉，不必多言了．二进制乘法有口诀如下：

1乘以任何数仍得原数，

0乘以任何数都得零．　

二进制除法运算也有能整除和不能整除两种情况，能整除时，有关系式：

被除数＝除数×商

不能整除时，有关系式：

被除数＝除数×商＋余数

如：（1）
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（2）
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（3）
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二进制的混合运算的顺序与十进制的运算顺序相同：

先乘除，后加减；　　

同级运算，先左后右；

先括号内，再括号外．

 


例1
 　计算10110(2)
 ＋1010(2)
 ．


解
 　因为
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所以　10110(2)
 ＋1010(2)
 ＝100000(2)
 ．

随堂练习1

计算11010(2)
 ＋1001(2)
 ．

 


例2
 　计算1101101(2)
 －1011110(2)
 ．


解
 　因为
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所以　1101101(2)
 －1011110(2)
 =1111(2)
 ．

随堂练习2

计算11100(2)
 －10101(2)
 ．

 


例3
 　计算100110(2)
 ×101(2)
 ．


解
 　因为
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所以　原式＝10111110(2)
 ．

随堂练习3

计算101101(2)
 ×101(2)
 ．

 


例4
 　计算1100011(2)
 ÷1001(2)
 ．


解
 　因为
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所以　原式＝1011(2)
 .

随堂练习4

计算11100001(2)
 ÷101(2)
 ．

 


例5
 　将1101011(2)
 化成十进制数．


解
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随堂练习5

将1100100(2)
 化成十进制数．

 


例6
 　将十进制数217化成二进制数．


解
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所以　217(10)
 ＝1011001(2)
 ．

随堂练习6

将十进制数1001化成二进制数．

 


例7
 　在组织体育比赛时，例如举行较大型的乒乓球淘汰赛，往往要计算轮空的人次（一般安排种子选手），计算方法是：用不小于选手人数的最小的2的正整数次幂减去选手人数，其差数的二进位制数中的“1”的个数，就是比赛中轮空的人次数．

例如：选手有243名，略比243大的是256＝28
 ，则256－243＝13，且13(10)
 ＝1101(2)
 ，因为二进位制数中有三个“1”，所以有3人次轮空．

为什么这样计算呢？可以这样想：当选手数是2的正整数幂时，无人轮空；当选手数不是2的正整数幂时，一定有人轮空．

如何计算轮空人数——转化为简单情况，用假选手（一定被淘汰）补上，凑够为2的正整数幂．如上例：243名，凑上13名为256名＝28
 名，那么当假选手和种子选手比赛时一定被淘汰，即当13(10)
 ＝1101(2)
 有数码“1”时，表示和种子选手比赛，一定被淘汰，一定是出现了轮空，所以二进制数中“1”的个数，即是轮空的次数．

随堂练习7

一次篮球淘汰赛共有58人参加，首轮比赛，有多少人轮空？

读一读


十全积


 

用0、1、2、3、4、5、6、7、8、9这10个数字组成四个自然数A
 、B
 、C
 、D
 ，使得
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且每个数字恰好在A
 、B
 、C
 、D
 中出现一次，并假定A
 >C，A
 >B
 ，C
 >D
 ．

问共有多少种组合方法？它们是什么？

我们称等式（1）为“十全积”．

在（1）式中最大的数是A
 ．A
 最小是1380，最大是9730，此时的“十全积”为

1380×9＝276×45；9730×1＝4865×2

要想求出全部“十全积”，用人工方法是极困难的，有了计算机，你只要会简单编程，这件事就变得轻而易举．

在一台笔记本电脑上（型号为Acer Travel Mate 360，CPU为PIII933，内存为256MHZ）进行测试，只需5秒钟，可显示全部结果共210组满足（1）的“十全积”．计算机的出现开辟了数学研究的新时代．我国数学家吴文俊因发明了“数学机械化”而获得我国在科研贡献上的最高奖．

练　习　题

1　用二进位制计算：

（1）101110(2)
 ＋1001101(2)
 ；

（2）1001001(2)
 －101110(2)
 ；

（3）1001001(2)
 ×100(2)
 ；

（4）1110101(2)
 ÷1101(2)
 ；

（5）1110(2)
 ×1001(2)
 ÷10101(2)
 ．


2
 　两种进位制整数的互化：

（1）10110(2)
 ＝__________(10)
 ；

（2）210(10)
 ＝__________(2)
 ；

（3）145(10)
 ＝__________(2)
 ；

（4）101010(2)
 ＝__________(10)
 ．

3　计算二进制数的加、减法：

（1）101101(2)
 ＋10101(2)
 ；

（2）100100(2)
 －1011(2)
 ；

（3）10011(2)
 ＋1101(2)
 －10001(2)
 .


4
 　计算二进制数的乘、除法：

（1）1101(2)
 ×1001(2)
 ×11000(2)
 ；

（2）1000100110(2)
 ÷110010(2)
 ；

（3）（111(2)
 ＋1101001(2)
 ÷101(2)
 ）÷100(2)
 ．

5　将下列二进制数化为十进制数：

（1）1010101(2)
 ；

（2）1110111(2)
 ．


6
 　将下列十进制数化为二进制数：

（1）10(10)
 ；

（2）572(10)
 ．

7　计算二进制数的乘、除法：

（1）110010(2)
 ×1011(2)
 ；

（2）1101001(2)
 ÷110(2)
 .


8
 　求证：218
 －1能被7整除．

9　现有1斤、2斤、4斤、8斤、16斤的白糖各一袋，白糖整袋地卖，问顾客可买的斤数有多少种？


10
 　求证：222
 －1能被3整除．

11　求证：[image: ]
 能被5整除．


12
 　一次排球淘汰赛，共23个队参加，问共有多少个队次轮空．

13　250个鸡蛋分装在n
 个盒子里，而且250个以内所需鸡蛋数都可以用几只盒子凑齐，而不必再打开盒子．求n
 的最小值以及每个盒子里所装的鸡蛋数．


第27
 讲

谜题问题介绍（1）

最后两讲是向同学们介绍另类风格的“数学问题”．（更准确地讲是“智力游戏”）

这类问题首先应是数学问题，因为在内容上离不开数、形，在解决这种问题时思维方式上是一致的，甚至要求更高；但在知识方面，很少用到传统数学的内容．

杰出的数学家、教育学家波里亚在他的名著《数学的发现》中，引用不少这类智力问题生动地说明在解决问题中，思维活动究竟是怎样真实地进行的，它有哪些规律．下面是他提供的两个例子：

例如　图27-1，怎样将由5个相等的正方形拼成的“十”字形剪两刀重新拼成两个正方形．剪、拼方法见虚线．
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图27-1

又例如　在一个字母方阵（图27-2（1））中你能用多少种方法（从上到下）读出字母串——ABRACADABRA？参见图27-2（2）.
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图27-2

这两个例子没有用到多少数学知识，但要解决这类问题必须思考
 ．在某种意义上讲这类问题能更清楚地显露思维活动的过程，因而这类问题对提高思维能力是很有好处的．波里亚在《数学的发现》中写道：

“分解和重组是思维的重要活动，考察一个复杂的整体时，我们的注意力会时而被这一细节，时而被另一细节所吸引……当考查了各种细节并对其中某些细节重新评估后，我们有必要再想象
 一下全局……一些重新评价的细节再组合起来的效果会在脑际里形成一个新的总体图，在这幅图中，各部分结合得更和谐
 了．”

在这类问题的思维中，上述的思维活动表现得尤为突出，甚至可以说是“一把金钥匙”，既见树木又要见森林，这正是思维的重要品质．

波里亚在他的书中还纵情引用了美国杰出心理学家威廉·詹姆斯的名言：“解题是最突出的一类特殊的自由思维
 ”．

本讲介绍10个例子，每个例子后面附有一个类似的练习，同学们最好不要立即看答案，如果一时想不出来，可以回到例题，仔细分析例题及它的解答，再做练习．

建议同学们在探讨这类题目时，利用铅笔和橡皮，便于随时修改，调整你的思路．

 


例1
 　将图27-3沿着格线切割成若干个正方形，正方形的个数越少越好，最少能切割成几个？
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图27-3


解
 　最少6个（如图27-4）
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图27-4

随堂练习1

将下面图27-5沿着格线切割成若干个正方形，最少能切割成几个？
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图27-5


例2
 　分别将数字0、1、2、3、4、5、6、7、8、9填在下列等式的10个圆圈中，使等式成立．
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解
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随堂练习2

分别将数字1、2、3、4、5、6、7、8、9填在下列等式的9个圆圈中，使等式成立．
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例3
 　如图27-6，5×5的正方形中有10个点，以它们为端点沿着格线，连成5条线段．要求满足下列条件：
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图27-6

（1）每个点只能是一条线段的端点；

（2）所连成的5条线段可以相交，但不能重叠；

（3）5条线段的长分别为1、2、3、4、5．（小正方形的边长为1）


解
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图27-7

随堂练习3

将15×15的正方形中30个点按例3中（1）、（2）、（3）要求连成15条线段，长度从1～15．（小正方形边长为1）
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图27-8

其中长度为5、10、13的三条线段已连好．

 


例4
 　下图是用25个点摆成的一个正方形的“点阵”．请你将这些点适当地连接起来形成一个“闭合的折线”，连线的要求是：

（1）只能连成水平线段和垂直线段；

（2）闭合的折线自身没有公共点；

（3）允许有些点没有连线．

对于连好的“闭合折线”用以下方法计分：对于“闭合折线”上每一个“拐角”（直角），求形成这个“拐角”的两条“边长”的乘积，再将所有拐角的边长的乘积加起来就是这条“闭合折线”的得分．我们规定：相邻两点（水平方向或垂直方向）之间距离为1．不同的“闭合折线”得分会不同，得分越高越好．

下面我们对上述“点阵”画出两条不同的“闭合折线”，并计算出它们的得分．为了方便，我们在折线的每一个拐角处写一个大写的英文字母，它同时也表示这个拐角的得分，最后得出总分．
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图27-9
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图27-10

随堂练习4

下图是用105个点摆成的“十”字形的点阵．请你按例4的方法，画出一条“闭合折线”，使它的得分越高越好．现有的最好的“闭合折线”得分是341分，共有32个转角．你能超过这个得分吗？
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图27-11


例5
 　将数字1、2、3、4、5、6填入6×6的正方形中的36个小方格中，每行、每列的6个小方格中所填的数字均不相同．在正方形的外侧每行、每列都有一个写着数的三角形箭头．沿着箭头的方向在6×6的行或列中可以读出一个六位数，24个箭头沿着它们的指向共可读出24个六位数．将这24个大小不等的六位数从小到大按序号从1到24编号，1号是最小数，24号是最大数．每个三角形箭头中写的数表示这个箭头所指向的六位数在编号序列中的位置，如“[image: ]
 ”所指向的数是216453，从小到大它是第6个数；又如“[image: ]
 ”是指数523164，它是第18个数；而[image: ]
 是指数635241，它是最大数．如图所示：

[image: ]


图27-12

这24个6位数从小到大依次为

[image: ]


课堂练习5

在4×4正方形中的16个小方格中，用数字1、2、3、4填入其中，每行、每列的4个小方格中，上述的4个数字各恰好出现一次，并在16个对应的行和列中读出的16个4位数从小到大排列的顺序满足4×4正方形外边16个箭头中从1到16的序号．即1号是最小的，2号是次小的……24号是最大的．
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图27-13


例6
 　请你从一个已填满数字的8×8的正方形的64个小方格中的64个数字中精心选择20个数字，使你的选择方案“得分”最高．

计分方法如下：

（1）将所选择的20个数字，凡处于同一行或同一列的数字相加．处于同一行的和写在该行的左边，同一列的和写在该列的上方，如果某行（或列）中没有被选中的数，则在该行（或列）的左边（上方）写数字0．

（2）在完成（1）后，在正方形上方及左边共有16个和（包括0）．我们将这些和中数值相等
 而个数最多的数
 与数的个数
 相乘的积作为得分，即

积＝（数值相同最多的“和”）×（个数）＝得分

下面是一个5×5的正方形，从25个数字中选10个数字的方案的得分示例（圆圈内是被选中的数）：在10个和中，有6个为10，得分为10×6＝60．
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图27-14

从示例我们得到一些解题的启示，要使得分高，在选数时必须同时兼顾三个方面：第一，使“和”尽可能的大，不妨从大数先入手；第二，要兼顾出现大和的次数；第三，应随时注意我们可选的数只有20个．在选数及调整过程中务须三者兼顾．

现在我们可以回到例6，从一个己填满数字的8×8的正方形的64个小方格（图27-15）中选出20个数，使重复次数最多的和与它的重复次数相乘，积尽可能的大．现有最好得分是：240（图27-16）．你能接近它，突破它吗？请在下表中选20个数，先计算“行和”与“列和”，再求积．
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图27-15
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图27-16

24是最多的相同和，共出现10次．因此，总分为24×10＝240．

 


例7
 　如果两个方格公有一条边或者公有一个顶点，称这两个方格“相邻”．所以，在格点正方形中，一个内部的小方格共有8个与它相邻的小方格．

现要将大于0的数字放到一个6×6的正方形（如图27-18）中去．放置的原则是每一个偶数字表明与它相邻的奇数字的个数；每一个奇数字表明与它相邻的偶数字的个数．例如下面在4×5的长方形的小方格中已写了一些数字（见图27-17），数字③有3个与它相邻的偶数字2、2、2；数字②有两个与它相邻的奇数字1、1等等．
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图27-17
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图27-18

此题的答案不唯一．下面给出一个答案：

用到的数字为2、3、4、5．
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图27-19


例8
 　下面是一张某小区建楼的设计图纸．
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图27-20

小区全貌呈正方形，错落有序地盖了4行4列共16座高度分别为1、2、3、4的住房建筑．正方形内的16个数字表明在该位置上住房的高度，且每行、每列中的4座建筑高度各不相同．小区四周的“（　）”内的16个数表示从该数位置向小区内该行或该列望去，所能看到的住房建筑的数目．如第1行左边（3），表示从（3）向第1行的住房望去，他能看到3座建筑物，即高度为1、3、4的住房，高度为2的住房被高度为3和4的住房挡住而看不见；又例如第4列下方的（2），表示从（2）所在位置向第4列的住房望去，他只看到高度为3、4的两座住房，高度为1、2的住房被挡而看不见，其他（　）内的数依此理类推．在小区外面4面的4个小正方形内的数如左面[image: ]
 内的数9，则是从小区外的左侧向小区各行望去可见到住房的总和

[image: ]


其他类推．

现在我们要建一个稍大些的居民小区，其设计图纸与上面4×4的小区模式相同，见下图：

[image: ]


图27-21

小区占地呈5×5的正方形．住房建筑的高度分别为1、2、3、4、5，其布局要求每行、每列的5座住房建筑高度各不相等．

出于需要，五座建筑的位置及高度已给定；出于景观要求，从小区外的四面向小区望去，所能见到小区内的住房建筑的“总数”也已被确定（即[image: ]
 内的数10、11、12、13）．现要在上述设计数据已确定的条件下，将小区内其他未被确定的住房高度确定下来，并将其高度用数字填入空白的位置中．


分析与解


[image: ]


图27-22

首先对A
 、B
 、C
 、D
 4个位置住房高度加以判断．A
 可选1、4；B
 可选2、3；C
 可选3、4；D
 可选1、2．共有2×2×2×2＝16种方案．

对上述16种方案的每一种，E
 与F
 又各有2种选择，共为2×2＝4种方案．在确定方案后，小区外面的25个（　）的数就被确定，进而可确定4个[image: ]
 内的数．如果4个[image: ]
 中的数恰为10、11、12、13，那么，这个方案就是我们需要的．答案见下图；

[image: ]


图27-23


第28
 讲

谜题问题介绍（2）

本讲继续第27讲再向同学们介绍10个例题．每个例题配置一个类似的问题，供同学们练习．请准备好铅笔和橡皮．

 


例1
 　图28-1是由12个小圆圈围成的一个大圆．我们从数字1、2、3、4、5、6、7、8、9中选出以下6个数字，并在数字前配上一个运算符号（作为一个整体）：

[image: ]


图28-1

[image: ]


数字1已在大圆上方写好，现将（1）中的6个带运算符号的数字从A
 开始适当地填入写有大字英文字母的圆圈中，从1开始按顺时针方向将相邻两个数运算结果写在后续的空白圆圈中，这个结果又与下一个带符号的数字继续运算，如此下去，使经过6次运算后，最后的结果又回到1．


解答


[image: ]


图28-2

随堂练习1

从数字1、2、3、4、5、6、7、8、9中选出几个数字，并在这些数字前配上一个运算符号

[image: ]


将它们分别填入由18个小圆圈围成的一个大圆中的9个写有大写英文字母A、B、C、D、E、F、G、H、I的小圆内．每两个带运算符号的数字之间隔一个空白圆圈．在大圆正上方的小圆圈内已经写好数1．请你适当安排（1）中的9个带运算符号的数字，从图中1的右邻圆圈A
 开始按顺时针方向逐次安排，每次将两个数的运算结果写在相邻的空白圆圈内，并与下一个带有运算符号的数字继续运算，经9次运算，最后结果又回到1．

[image: ]


图28-3


例2


[image: ]


图28-4

上图28-4，是一个6×6的正方形，在格点上，有两个黑点，一个白点．要求你沿着格线作三个正方形，满足

（1）每个正方形的顶点恰好各有且仅有一个给定的点（黑点或白点）；

（2）所作正方形的边不能重叠；

（3）顶点为白点的正方形的边长至少为2，顶点为黑点的正方形的边长至少为3．（设小格点正方形的边形为1）．

图28-5就是它的一个解答．

[image: ]


图28-5

随堂练习2

如图28-6，给定一个10×10的正方形．在格点处有3个黑点6个白点，请在这个正方形内作9个正方形，满足例2中的（1）、（2）、（3）的要求．

[image: ]


图28-6


例3
 　如图28-7，是一个6×6的正方形，在正方形内写有3个数字2、5、4．图28-8是两辆“坦克”，它由7个小方格组成．

[image: ]


图28-7

[image: ]


图28-8

现在要将这两辆“坦克”放进6×6的正方形内，满足要求：（1）“坦克”的边界线要与正方形的格线重合；（2）两辆“坦克”不能有公共点．（3）大正方形内的三个数字2、5、4表示该数字所在行和列中，“坦克”所占的小方格的总数．


分析与解
 　易知2所在行与列必是“坦克”的两个“头”，因此“坦克”的位置必互相垂直，且必有一辆“坦克”的“头”在1行2列，第1辆“坦克”的位置就完全确定了，进而第2辆位置也唯一确定．如图28-9．

[image: ]


图28-9

随堂练习3

在一个10×10的“坦克场”（图28-10）中停放3辆如例3形状的“坦克”，使“坦克”安排的位置满足例3中（1）、（2）、（3）的全部要求．

[image: ]


图28-10


例4
 　将一副扑克牌的13张牌放进一个7×7的正方形的13个小方格中．然后对多于1张牌的行、列及对角线上的牌的点数相加，将其和写在所在行的左边，列的上面，对角线的左上角或右上角．（图28-11）

[image: ]


图28-11

在计分时，J
 、Q
 、K
 代表10，A
 代表1或13（由你根据情况自己决定）．在这些和中出现21（分）越多越好．如图28-11中，13个和中21出现了7次．你能否调整扑克牌的布局使和为21的次数超过13次，甚至所有的和全是21．


解答
 　将A
 放在正中间当作1或11．再进行调整，最好的结果出现的和全是21．（图28-12）

[image: ]


图28-12

随堂练习4

有一些上面写着数字的纸牌放在一个3×3的正方形的方格中，有些方格中放两张拼成一个二位数，每行，每列上三个方格中的数和已如图28-13所示．请你只能移动1张纸牌，将它盖在另一张纸牌上，使得每行、每列上的数和都相等．

[image: ]


图28-13


例5
 　在一个2×3的棋盘中，有5个棋子及一个空格，请你通过每次移动一个棋子（横向或竖向）到空格中去的方法，将1号棋子与2号棋子的位置交换．（不考虑3、4、5号棋子的位置）（如图28-14，图28-15）

[image: ]


图28-14

[image: ]


图28-15


解答
 　（1）1左移1格；（2）2上移1格；（3）3右移1格；（4）4右移1格；（5）5下移1格；（6）1左移1格；（7）4上移1格；（8）3左移1格；（9）2下移1格；（10）4右移1格；（11）1右移1格；（12）5上移1格；（13）3左移1格；（14）1下移1格；（15）4左移1格；（16）2上移1格；（17）1右移1格．

 


例6
 　给出两个数字1，两个数字2，两个数字3．能否构成一个六位数，使得两个数字1之间有一个数字，两个数字2之间有两个数字，两个3之间有3个数字？


答
 　可以，312132．

随堂练习5

给出数字1、2、3、4各两个，能否排出一个8位数，使得两个1之间有1个数字，两个2之间有2个数字，两个3之间有3个数字，两个4之间有4个数字？

 


例7
 　在图28-16中沿着格线作正方形，这些正方形之间不能有任何公共点．问这样的正方形最少能作几个？

[image: ]


图28-16


分析与解
 　为使没有公共点的正方形最少我们优先考虑作大的正方形，然后，调整．最少能作3个（图28-17）．

[image: ]


图28-17

随堂练习6

在图28-18中，沿着格线作正方形，这些正方形之间不能有任何公共点，最少能作几个？

[image: ]


图28-18


例8
 　如图28-19所示是一个5×5的正方形，在它的10个小方格中各画了1个圆．请你给这些圆适当编号：1，2，3，4，…，9，10．然后依次将1和2相连，2和3相连……9和10相连．要求连接好的折线，任意两条线段之间无公共点．其中有3个圆已编号．

[image: ]


图28-19


解
 　图28-20．

[image: ]


图28-20


随堂练习7


如图28-21，在6×6的正方形中，将15个小方格内的圆从1至15适当编号，使从1开始按自然数的顺序至15两两连线使所得的折线没有公共点．其中4个圆已编号．

[image: ]


图28-21


例9
 　如图28-22，这是一个4×4的长方形，在长方形外的右边、下边正对着行和列写了8个设定的数．现在先请将数字1、2、3、4恰当地放入长方形的16个格中，要求每行、每列上述4个数字均要出现，然后，参照长方形外面设定的8个数，在每行或每列的4个数字后面适当的添零
 ，使每行、每例的（经过加零后）4个数的和恰好等于长方形外处于同一行、同一列的那个数．

[image: ]


图28-22


解
 　图28-23．

[image: ]


图28-23

随堂练习8

在6×6的长方形的36个格子中，先将数字1、2、3、4、5、6填在其中，每行、每列上述6个数字都要出现，然后在这些数字后面添零，使每行、每列中6个数的和恰等于长方形外同行、同列上所给定的数．（图28-24）

[image: ]


图28-24

试一试

一个尾数是7的22位数乘以7，其乘积恰好等于将7移到首位的22位数．

[image: ]


解法1　用竖式乘法，从低位向高位推进．
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由上式可知
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解法2　用代数方法

设[image: ]


则

[image: ]
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故所求数为　1014492753623188405797．


参考答案

第1讲　小数的巧算


随堂练习


1　（1）10

（2）2280


2
 　（1）32

（2）449.5

3　（1）11110

（2）6.9

 


练习题


1　34.5


2
 　10

3　37.4


4
 　394

5　76


6
 　100

7　2005


8
 　10

9　30


10
 　1.28

11　2228.666


12
 　A
 >B


13　103.25

第2讲　简单统计


随堂练习


1　按出勤率计算公式，得到一年级到五年级的出勤率依次为97.6％，100％，97.2％，98.7％，99.5％．出勤率统计表如下：

[image: ]



2
 　（1）3.2，4

（2）72

（3）57.6

3　折线统计图如下：

[image: ]


第3题图


练习题


1　（1）多35块金牌

（2）25届总数52块，26届总数56块，27届总数59块，28届总数100块；28届成绩最好．


2
 　十月份儿童读物数4238册，成人读物合计2659册．

3　（1）故事书；四

（2）24600；12480；12500

（3）3120


4
 　（1）统计表如下：

表1

[image: ]


（2）共有20人，1.79～1.70（包括1.79，1.70）组人数最多，共6人．

5　（1）统计表如下：

表2

[image: ]


（2）30台

（3）10台


6
 　千家店平均每户存款320元，四海共有130户，熊洞沟存款总数37400元，该地区平均每户存款约[image: ]
 元．

7　京师园小学课外活动男女生人数统计表：

表3

[image: ]


（1）缺失的数据数见表中下面带横线的数；

（2）共有人数700人，男生362人，女生338人；

（3）人数最多是文艺组，最少是体育组．


8
 　统计图如下：
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第8题图（1）
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第8题图（2）

9
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第9题图

（1）电话；电脑

（2）15


10
 　（1）某城市去年月降雨天数

（2）六

（3）一；六；六；十二

（4）五月到六月

11　统计图如下：

[image: ]


第11题图

第3讲　平均数的应用


随堂练习


1　（1）86分

（2）88分


2
 　最小数＋最大数＝12．若去掉的最小数为1，则剩下数的最小数可取2、3；若去掉的最小数为2，则剩下数的最小数为3

3　2，49，999，6998


4
 　0.8分

 


练习题


1　84.375分


2
 　148.5厘米

3　1班平均分75.6分，2班平均分80.6分


4
 　9月

5　每人应付3元


6
 　60

7　39千克


8
 　第二名

9　10.5分


10
 　40人

11　9.52分


12
 　95

第4讲　平面图形面积计算


随堂练习


1　9平方厘米


2
 　6平方厘米

3　97.5平方厘米


4
 　（1）24平方厘米

（2）6厘米

 


练习题


1　26.5平方厘米


2
 　10平方厘米

3　20平方厘米


4
 　45平方厘米

5　12平方厘米


6
 　一样大

7　45平方厘米


8
 　8平方厘米

9　8平方厘米


10
 　6厘米

第5讲　等积变形


随堂练习


1　48平方厘米


2
 　4

3　12平方厘米


4
 　48平方厘米

5　125平方厘米

 


练习题


1　4


2
 　24

3　30


4
 　120

5　6


6
 　2

7　25.92平方厘米


8
 　6

9　135平方厘米


10
 　6平方厘米

11　16平方厘米


12
 　7.5平方厘米

第6讲　立体图形问题


随堂练习


1　14400立方厘米


2
 　206立方分米（升）

3

[image: ]


第3题图


4
 　60cm3


5　17


6
 　B

 


练习题


1　体积为29立方厘米，表面积为76平方厘米


2
 　128平方厘米

3　B、C、D


4
 　10分米

5　表面积为148平方厘米，体积为120立方厘米


6
 　2升（立方分米）

7　8厘米


8
 　60块

9　230平方厘米


10
 　132平方厘米

11　8个；24个，22个；6个


12
 　236平方厘米

第7讲　环形路上的行程问题


随堂练习


1　15分


2
 　440米

3　甲跑了960米，乙跑了800米


4
 　300厘米

 


练习题


1　4米／秒


2
 　24秒

3　60米


4
 　甲每分钟跑275米，乙每分钟跑225米

5　40分


6
 　44秒

7　2小时40分


8
 　140秒

9　20分钟


10
 　5次

11　[image: ]
 分钟或16分40秒


12
 　28分钟

13　4.24米

第8讲　牛吃草问题


随堂练习


1　72头


2
 　6天

3　5天


4
 　10天

5　11个


6
 　18天

 


练习题


1　140头


2
 　40头

3　10头


4
 　20只

5　8天


6
 　2分钟

7　8点15分


8
 　3分钟

9　7个


10
 　3名

11　12分钟


12
 　100级

13　75级

第9讲　鸡兔同笼问题的应用


随堂练习


1　兔5只，鸡35只


2
 　科技书8本，故事书9本

3　大船5条，小船7条


4
 　甲240米/天，乙340米/天

5　20题

 


练习题


1　鸡23只，兔12只


2
 　长颈鹿7只，鸵鸟8只

3　27天


4
 　16道

5　17只


6
 　158只红球

7　甲中8发，乙中6发


8
 　姣姣对8题，甜甜对6题

9　17张


10
 　7套

11　20只

第10讲　逻辑推理（1）　假设法


随堂练习


1　强强


2
 　小王第一，小赵第二，小张第三，小李第四

3　纸箱中没有苹果


4
 　丙预测错

 


练习题


1　C


2
 　第五个人说真话，其他人说假话

3　B
 第一，E
 第二，C
 第三，A
 第四，D
 第五


4
 　乙

5　B


6
 　乙

7　孙第一，钱第二，赵第三，王第四，李第五


8
 　C、D

9　第三个人回答：“我同伴中只有一个是老实人．”


10
 　甲教数学，乙教外语，丙教语文

11　小文

第11讲　逻辑推理（2）　计算逻辑


随堂练习


1　66人


2
 　A
 ＝1770，B
 ＝12，C
 ＝1827，D
 ＝26，E
 ＝57

3　4


4
 　3场

 


练习题


1　7


2
 　3局平局

3　4项，甲每项得分分别为5、1、1、1


4
 　11场

5　26


6
 　67

7　3分


8
 　6环

9　22


10
 　6；3

11　不能得到的分数有1，2，3，4，7，8，9，13，14和19共10个．

第12讲　周期问题


随堂练习


1　数字是0；和为9045


2
 　15

3　6个


4
 　4

5　凌晨2点


6
 　（维、杯）

 


练习题


1　第2010个数是4；这2010个数字的和是9043


2
 　最大的一个是[image: ]
 ；最小的一个是[image: ]


3　8


4
 　1598个

5　偶数有1005个


6
 　第100个数字是3；前100个数字之和是495

7　1


8
 　略（提示：可证明两个加数的尾数是1＋4＝5）

9　“B
 2”


10
 　4天

11　77


12
 　（1）（们F
 ）　（2）（爱C
 ）

13　1

第13讲　页码问题


随堂练习


1　630页或852页


2
 　（1）285个

（2）66次

3　1008页


4
 　42和43

5　58


6
 　400页

 


练习题


1　706页


2
 　492个

3　200次


4
 　1994页

5　153页


6
 　169页

7　第9页、第10页


8
 　699页

9　111个零


10
 　309页

11　小明将数码（字）与页码弄混了


12
 　1234页

第14讲　填数阵图


随堂练习


1

[image: ]


第1题图


2
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第2题图

每个2×2数和＝4、5、6、7、8、9、10、11、12

3　k
 ＝14．

[image: ]


第3题图


4
 　下面给出一组解：

[image: ]


第4题图

5　17．见下面图

[image: ]


第5题图


练习题


1　25；1


2
 　173

3

[image: ]


第3题图


4
 　②2（4和8）

5　24


6


[image: ]


第6题图

共12个不同的和，从3～17，其中没有5、10、15．

7

[image: ]


第7题图


8


[image: ]


第8题图

9

[image: ]


第9题图


10


[image: ]


第10题图

11

[image: ]


第11题图


12
 　19

第15讲　整除


随堂练习


1　76


2
 　189

3　1


4
 　2226

5　162

 


练习题


1　43


2
 　24365

3　1020


4
 　570、750

5　38625、30675、39675


6
 　45

7　954、873、621


8
 　8

9　98175


10
 　102、103、104、105

11　不可能


12
 　9个：1、2、5、10、20、25、50、100、125

13　7040、7645

第16讲　余数问题


随堂练习


1　51、68、84


2
 　392

3　1


4
 　可能

5　1193


6
 　5

 


练习题


1　15、21、35


2
 　4

3　79


4
 　甲＝1000，乙＝88

5　15，21，35


6
 　星期五

7　星期一


8
 　18

9　7


10
 　0，8，16，24，32，40，48

11　31块


12
 　5

13　23个

第17讲　质数与合数


随堂练习


1　2、7和31


2
 　314159

3　999


4
 　44

5　336


6
 　（答案不唯一）如9，15，21，27，33，39，45，51，57，63，69，75，81，87，93，99（均为3的倍数）；又如，15，25，35，45，55，65，75，85，95（5的倍数）；再如，21，35，49，63，77，91（7的倍数）

 


练习题


1　3998


2
 　10＋11＝21

3　391


4
 　不能

5　23，37，53，73


6
 　27

7　3


8
 　7

9　5、17、29、41、53


10
 　（答案不唯一）114，115，116，117，118，119，…，125　注：学生用书中给出的是一般的方法

11　168


12
 　2、7、11、13．其积为2002

13　1和0

第18讲　分解质因数


随堂练习


1　97分，15岁，第3名


2
 　17

3　能


4
 　1021020

5　36


6
 　29

 


练习题


1　（1）146＝2×73，1个；

（2）255＝5×51＝5×3×17，4个；

（3）360＝23
 ×32
 ×5，13个；

（4）400＝24
 ×52
 ，7个


2
 　a
 ≠3时，4个约数；a
 ＝3时，3个约数

3　8个；288


4
 　36

5　4、5、6


6
 　97分，15岁，第2名

7　9岁、10岁、11岁、12岁


8
 　（30，4620），（60，2310），（210，660），（330，420）

9　1802
 ＝32400


10
 　25人

11　有两种分法：（1）14、75、33、169；30、35、39、143　（2）14、75、39、143；30、33、35、169


12
 　有2组：（10、18、22），（11、15、24）

13　[image: ]


第19讲　最大公约数与最小公倍数


随堂练习


1　（35，98，112）＝7，[35，98，112]＝3920


2
 　（403，527，713）＝31，[403，527，713]＝157573

3　5月16日


4
 　略

5　69


6
 　3

 


练习题


1　5460


2
 　720

3　5；16


4
 　笔记本7本，铅笔5支，橡皮2块

5　62、93


6
 　2521人

7　（a
 ，b
 ，c
 ）＝1；[a
 ，b
 ，c
 ]＝138600


8
 　2、3、6

9　28


10
 　2550

11　{6，10，15}，{10，12，15}，{10，15，18}


12
 　1001

13　40或20

第20讲　完全平方数


随堂练习


1　182
 ＝324


2
 　2035

3　49


4
 　12345654321＝1111112


 


练习题


1　89


2
 　121

3　1980


4
 　115岁

5　42


6
 　6

7　5


8
 　5个

9　31个


10
 　2304

11　6


12
 　77777772


13　1＋3＋5＋7＋…＋2n
 －1＝[image: ]
 n
 ×（2n
 －1＋1）＝n
 2


第21讲　数字和


随堂练习


1　495


2
 　6

3　5

 


练习题


1　20


2
 　6

3　34


4
 　22

5　18000


6
 　18、45、90、99

7　426


8
 　28068

9　1001


10
 [image: ]


11　446


12
 　迎＝3；春＝2；杯＝1

第22讲　连续自然数


随堂练习


1　1330


2
 　750、810、870、930、990

3　77


4
 　130

5　703

 


练习题


1　B（12144）


2
 　9

3　5


4
 　42

5　171


6
 　60

7　8


8
 　27

9　951


10
 　495

11[image: ]



12
 　192

13　4316.4

第23讲　抽屉原理


随堂练习


1　23


2
 　996

3　提示：将三角形每边三等分，可得到9个完全相同的边长为[image: ]
 的等边三角形


4
 　略

5　4

 


练习题


1　13


2
 　略（提示：用12除13个自然数，必有两个数余数相同）

3　略（提示：将小路分成100段，每段1米）


4
 　略

5　会


6
 　7个同学

7　6


8
 　略（提示：取三角形三边中点，连接这三点，共得4个完全相同的三角形，作为4个“抽屉”，9个点作为“苹果”）

9　略（提示：以3作除数，其余数0、1、2作三个“抽屉”，5个数作为5个“苹果”）


10
 　略（提示：1＋2＋3＋…＋30＝465>450）

11　略（提示：将面积为π的圆6等分）


12
 　8个

13　略（提示：按行涂色）

第24讲　分类


随堂练习


1　9


2
 　243

3　4


4
 　16

5　11


6
 　291

 


练习题


1　32个


2
 　197个

3　（1）72页　（2）74页或75页；理由略


4
 　9个

5　7组


6
 　35个

7　12组


8
 　21个

9　1600种


10
 　45个

11　1998个；997799


12
 　48个

13　3、5、9

第25讲　定义新运算


随堂练习


1　100


2
 　15

3　42


4
 　（1）b
 ＝1，3，5，7，9

（2）b
 ＝3，8，13，18

5　（2）、（3）等式不成立


6
 　a
 ＝2

 


练习题


1　（1）50

（2）51

（3）a
 ＝b
 ＝1时有最小值3


2
 　a
 ＝32

3　不存在；理由略


4
 　a
 ＝3

5　（1）2000

（2）2000


6
 　（1）120

（2）45

7　（1）7.5

（2）1

（3）24


8
 　（1）[image: ]


（2）9

9　B（27）


10
 　（1）34

（2）5

（3）3

11　[image: ]



12
 　36

13　664

第26讲　十进制和二进制简介


随堂练习


1　100011(2)



2
 　111(2)


3　11100001(2)



4
 　101101(2)


5　100(10)



6
 　1111101001(2)


7　2人轮空

 


练习题


1　（1）1111011(2)


（2）11011(2)


（3）1010010001(2)


（4）1001(2)


（5）110(2)



2


（1）22

（2）11010010

（3）10010001

（4）42

3

（1）1000010(2)


（2）11001(2)


（3）1111(2)



4


（1）101011111000(2)


（2）1011(2)


（3）111(2)


5

（1）85(10)


（2）119(10)



6


（1）1010(2)


（2）1000111100(2)


7

（1）1000100110(2)


（2）商10001(2)
 ，余11(2)



8
 　略（提示：化为二进制做除法）

9　31种


10
 　略（提示：化为二进制）

11　略（提示：化为二进制）


12
 　2个队次轮空

13　至少8个盒子，分别装1，2，4，8，16，32，64，123（个）鸡蛋

第27讲　谜题问题介绍（1）


随堂练习


1　13个

[image: ]


第1题图


2
 　[image: ]


3

[image: ]


第3题图


4


[image: ]


第4题图

总和＝341，共32个拐角．（图上在拐角处所示的数是该角两边长的积）

5

[image: ]


第5题图

16个4位数从小到大依次为

[image: ]


第28讲　谜题问题介绍（2）


随堂练习


1

[image: ]


第1题图


2


[image: ]


第2题图

3　因为“坦克”各部分占小方格的数有1（头）、2（“坦克”纵身的长）、3（“坦克”的宽度）．可优先考虑数字7＝3＋3＋1，因此在7所在行、列中有2辆“坦克”的宽度及一个“头”．涉及3辆“坦克”安排，再兼顾其他数字（特别是1）进行适当调整不难作出如下安排（见下图）

[image: ]


第3题图


4


[image: ]


第4题图

5　有两解：41312432和23421314


6
 　8个，如图

[image: ]


第6题图

7

[image: ]


第7题图


8


[image: ]


第8题图
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