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          数学是研究现实世界数量关系和空间形式的科学，是一种思维方式，在它的发展历史长河中，一直与各种应用问题紧密相关。培根（F.Bacon）说过：“数学是进入各个科学门户的钥匙，如果没有数学知识，就不可能知晓这个世界的一切。”数学的特点不仅在于概念的抽象性，逻辑的严密性，结论的明确性和体系的完整性，而且在于它应用的广泛性。控制论创立者维纳（N.Wiener）提出：“数学的优势在于数学抽象能使我们的注意力不再局限于特定的情况，而是关注解决问题的思路、方法和抽象形式的表达，它的一个好处是数学的描述可以毫无偏差地从一个领域应用于另一个领域。”这就是数学的一个重要作用，使人们忽略细枝末节，提炼出最为关键的问题，然后概括成一个数学表达式——数学模型。在科技和生产领域解决实际问题时，不论是直接使用数学方法，还是与其他学科结合形成交叉学科，首先和关键的一步是建立研究对象的数学模型。

          近年来，数学建模活动在国内各个高校普遍展开，一年一度的全国大学生数学建模竞赛是这项活动的高潮。本书是为各类本专科院校开展数学建模活动和参加全国大学生数学建模竞赛的指导培训而编著的，是笔者在使用多年的指导培训讲义基础上结合最新的竞赛题修订而成的。内容包括：数学建模概述、初等数学建模方法示例、预测类数学模型、评价类数学模型、优化类数学模型、概率类数学模型、多元统计分析模型、方程类数学模型、图与网络模型以及如何准备全国大学生数学建模竞赛。同时它对以往在全国大学生数学建模竞赛以及其他数学建模竞赛中出现过的几类主要数学模型进行了归纳总结。

          全书以涉及的数学方法为主线进行编排，每一章讨论一种类型的模型。一般先简单介绍这一章所涉及数学方法的基本思想，以应用为目的，不作过多的理论阐述，然后通过例子介绍该方法的使用。所用例子大部分来自于各种形式的数学建模竞赛，当然一篇完整的竞赛论文往往不仅仅只是一种数学方法的使用，因此在本书中一般只是给出该例子的解题思路，它往往只是赛题的部分解，只涉及和这一数学方法有关的内容。一篇优秀的竞赛论文往往是多种数学方法以及各种工具的综合运用，它是一个团队综合能力的具体展示。

          希望通过对本书的学习，能够帮助大家快速了解建立数学模型的过程，掌握一些基本的数学模型以及建立数学模型的常用方法，并初步学会如何学习以及运用数学模型的方法去解决现实生活中存在的各式各样的实际问题。当然也希望通过对本书的学习，能够对组建培养优秀的大学生团队参加每年一次的全国大学生数学建模竞赛提供有益的帮助。

          限于编者水平，不妥之处敬请指正。

          编者

          2011年10月

          于浙江工业大学理学院

        

      

    

  
    
      第1章　数学建模概述

      
        



    

  



        

        
          近半个多世纪以来，随着计算机技术的迅速发展，数学的应用不仅在工程技术、自然科学等领域发挥着越来越重要的作用，而且以空前的广度和深度向经济、金融、生物、医学、环境、地质、人口、交通等新的领域渗透，所谓数学技术已经成为当代高新技术的重要组成部分.不论是用数学方法在科技和生产领域解决哪类实际问题，还是与其他学科相结合形成交叉学科，首要的和关键的一步是建立研究对象的数学模型，并加以计算求解.数学建模和计算机技术在知识经济时代的作用可谓是如虎添翼.

          数学是研究现实世界数量关系和空间形式的科学，在它产生和发展的历史长河中，一直与各种各样的应用问题紧密相关的.数学的特点不仅在于概念的抽象性、逻辑的严密性，结论的明确性和体系的完整性，而且在于它应用的广泛性.20世纪以来，随着科学技术的迅速发展和计算机的日益普及，人们对各种问题的要求越来越精确，使得数学的应用越来越广泛和深入，特别是进入21世纪的知识经济时代，数学科学的地位发生巨大的变化，它正在从国家经济和科技的后备走到了前沿.经济发展的全球化、计算机的迅猛发展，数学理论与方法的不断扩充使得数学已经成为当代高科技的一个重要组成部分和思想库，数学已经成为一种能够普遍实施的技术.培养学生应用数学的意识和能力已经成为数学教学的一个重要方面.

          

      

    

  



1.1　出入门径——认识数学模型与数学建模

          
          

          数学建模是一种数学的思考方法，是运用数学的语言和方法，通过抽象、简化建立能近似刻画并解决实际问题的一种强有力的数学手段.数学建模就是用数学语言描述实际现象的过程.这里的实际现象既包涵具体的自然现象比如自由落体现象，也包涵抽象的现象比如顾客对某种商品所取的价值倾向.这里的描述不但包括外在形态，内在机制的描述，也包括预测，试验和解释实际现象等内容.

          我们也可以这样直观地理解这个概念：数学建模是一个让纯粹数学家（指只懂数学不懂数学在实际中的应用的数学家）变成物理学家，生物学家，经济学家甚至心理学家，等等的过程.数学模型一般是实际事物的一种数学简化.它常常是以某种意义上接近实际事物的抽象形式存在的，但它和真实的事物有着本质的区别.要描述一个实际现象可以有很多种方式，比如录音，录像，比喻，传言，等等.为了使描述更具科学性，逻辑性，客观性和可重复性，人们采用一种普遍认为比较严格的语言来描述各种现象，这种语言就是数学.使用数学语言描述的事物就称为数学模型.有时候我们需要做一些实验，但这些实验往往用抽象出来了的数学模型作为实际物体的代替而进行相应的实验，实验本身也是实际操作的一种理论替代.

          下面通过三个例子由浅入深让大家明白什么是数学模型与什么是数学建模.

          
            例1-1　测量山高问题
          

          小明站在一个小山丘上，想要测量这个山丘的高度.他站在山边，采取了最原始的方法：从小山丘向下丢一小石子，5 s后他听到了从小山丘下传来的回音.请各位尝试建立数学模型估计小山丘的高度.

          
            【解题思路】
          

          数学建模的初学者一看到这个问题也许会认为数学建模并不是一件困难的事情，因为很多学生在高中时就遇到过这个问题.确实是这样！这是一个比较简单的实际问题（数学建模问题），大家很容易得到：

          
            [image: ]
          

          运用自由落体公式，可以计算出山的高度.也许有人会提出疑问：上述运算是数学建模吗，这样数学建模不是很简单吗？是的，可以认为这样的运算过程就是数学建模.上述建立的模型可以称为最理想的自由落体模型，因为这是在非常理想化状态下建立的模型，它没有考虑任何其他可能影响测量的因素.数学模型就是一个解决实际问题的方法，上述方法解决了测量山高度的问题.但是在此需要说明一点：数学建模问题与其他数学问题不同，数学建模问题的结果本身没有对错之分，但有优劣之分.建立模型解决问题也许不难，但是需要所建立的数学模型能够有效地指导实际工作就比较困难了.这正是数学建模的难点，也是各类数学建模竞赛考查的主要内容.下面继续通过这个例子来解释数学模型间的优劣之分.

          虽然上述理想的自由落体模型可以计算出山的高度，但计算所得到的结果可能存在较大的误差.122.5 m这个答案在高中考试中应该是一个标准答案，不会认为这个答案是错误的.但是测量队在测量山高时绝对不会采用上述计算得到的结果，因为它可能存在较大的误差，所以它是不能被接受的.在研究这个问题的同时请各位不要忘记：现在我们在这里研究的不再是一个抽象的理论问题而是具体的实际问题，各位所建立的数学模型或者结果应该能对实际工作有较强的指导意义，应该尽力使求得的答案贴近事实.

          那么在这个问题中我们还需要考虑哪些因素？例如人的反应时间，在现实中这是一个需要考虑的因素.通过查找资料（查阅资料在数学建模中极其重要，也是现代大学生必须具备的基本素质，http：//iask.sina.com.cn/b/3352472.html），可以知道人的反应时间约为0.1 s左右，那么计算式子在结果上能够得到改善：

          
            [image: ]
          

          数学建模竞赛是一种开放性的比赛，竞赛过程中允许查找相关资料来帮助求解.通过上面的分析可以发现117.649 m比122.5 m更加接近实际情况.相比理想的自由落体模型，以上的数学建模过程可以称为修正的自由落体模型.就实际测量而言，修正的自由落体模型比理想的自由落体模型更加优秀，因为得到的结果更加接近实际.两种模型得到的答案也可以说都是正确的，两种答案都是基于不同的假设前提得到的.理想自由落体模型假设不考虑人的反应时间，如果你作为数学建模竞赛的评委，相信你会选择修正自由落体模型，因为它得到的答案更加接近实际情况.

          一个优秀的队伍往往能够做得更多！在考虑人的反应时间这一因素后，还有没有其他因素需要考虑，例如空气阻力？各位有了这样的思维外，还拥有微积分这一解题工具.通过查阅相关资料，可以发现石头所受空气阻力和速度成正比，阻力系数与质量之比为0.2.由此我们又可以建立以下微分方程模型：

          
            [image: ]
          

          在竞赛培训中很多学生可能认为自己的数学能力不够好，因此打退堂鼓.然而他们不知道现在已经有很多数学软件可以帮助他们完成编程任务.这样使得所有专业的学生站在同一起跑线参加竞赛.如果大家不能够解决上述的微分方程，那么就交给软件去做.上述常微分方程，通过数学软件Matlab的编程计算一点也不困难，仅仅一行代码即可得到答案.Matlab的人机交互界面做得很好，大家可以上机训练.

          
            [image: ]
          

          数学建模竞赛是一个开放式的竞赛，大家可以借助一切手段（数学软件、图书资料等）得到你想要的结果.正是因为这一点，可以使所有参赛的学生站在同一起跑线上.整体上来说数学软件Matlab是一个非常庞大的软件，要全部掌握它是很困难的，而数学建模竞赛仅仅只用到其中的部分知识.Matlab在数学建模中的应用，本书将结合例子作一些讲解.

          通过以上计算可以发现，计算结果得到了很大的改善，理想自由落体模型计算方法得到的山高122.5 m的确存在着较大的误差.如果用心，大家可以做得更好.在实际生活中，回音传播时间是另一个不可忽略的因素.因此我们在上述模型的基础上引入回音传播时间t2，对模型进行如下修改：

          
            [image: ]
          

          在这个例题中，先后呈现了四种不同的解题方法，也可以说四种不同的数学模型.希望大家能够通过这个例子体会到数学模型的真谛：能够解决问题的方法就是数学模型，其本身没有对错之分，以上四种模型计算得到的答案应该说都是正确的，但是其本身有优劣之分，问题在于思考的角度.它是一种新的思维方法，从上面的例子可以得到，数学模型往往是以下两个方面的权衡：

          1.数学建模是用以解决实际问题的，所建立的模型不能太理想、太简单，过于理想化的模型往往脱离实际情况，这就违背了建模的目的；

          2.数学建模必须是以能够求解为前提的，建立的模型一定要能够求出解，所建立的模型不能过于实际，过于实际的模型往往难以求解，因此作适当的简化假设是十分重要的.

          
            【思考题】
          

          针对考虑回音传播时间的数学模型进行改善，如地球重力场加速度g并非常数；当石头速度过大时，空气阻力与速度之间可能存在非线性关系等.

          
            例1-2　教室光照问题
          

          现有一个教室长为15 m，宽为12 m，在距离地面高2.5 m的位置均匀地安放4个光源，假设横向（纵向）墙壁与光源、光源与光源、光源与墙壁之间的距离是相等的，各个光源的光照强度均为一个单位.求：

          1.如何计算教室内任意一点处距离地面1 m处的光照强度？（光源对目标点的光照强度与该光源到目标点距离的平方成反比，与该光源的强度成正比）.

          2.画出距离地面1 m各个点的光照强度与位置（横纵坐标）之间的函数关系曲面图，同时给出一个近似的函数关系式.

          
            【解题思路】
          

          假设光源对目标点的光照强度与该光源到目标点距离的平方成反比，并且各个光源的光照强度符合独立作用与叠加原理.在光源点的光照强度为“1”，并且在整个空间中反射情况可以忽略不计.

          取地面所在的平面为xOy平面，x轴与教室的宽边平行，y轴与教室的长边平行，坐标原点在地面的中心，如图1-1所示.在空间中任意取一点i，它的坐标可以表示为（xi，yi，zi），那么空间点i的光照强度Ei应该满足以下公式：

          
            [image: ]
          

          将空间点i的纵坐标设定为1，就可以计算距离地面高1 m处各点的光照强度.在Matlab计算中都是对离散点进行操作的，因此将距离地面高1 m处的12 m×15 m的平面离散为网格，每隔0.25 m取一个点，而点与点之间采用插值算法，可以得到这个平面的光照强度，如图1-2所示.
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            图1-1　教室坐标示意图
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            图1-2　无反射情况下教室光照强度示意图

          

          通过示意图可以发现：在这个距离地面为1 m的平面中，四个灯下的光照强度是最强的.上述模型是建立在不考虑墙面反射基础上的.那么忽略反射的想法是否正确呢？考虑墙面反射对于平面各点光照强度会带来怎样的影响？为方便求解，首先假设墙面反射满足镜面反射原理，这也是最简单的假设.重新计算可以得到在距离地面为1 m的平面中各点的光照强度如图1-3所示.对比有无一次镜面反射，平面光照强度的改善情况如图1-4所示.从图中可以发现：墙边附近的光照强度改善最大，墙角和墙边的改善最小，因为墙角和墙边的反射是最少的，这些都与实际情况符合.
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            图1-3　反射情况下教室光照强度示意图
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            图1-4　两种情况下教室光照强度对比示意图

          

          图1-4显示：通过一次镜面反射光照强度最大可以提高0.1左右.那么如果考虑二次反射，二次反射所能增加的光照强度将更小，因此可以忽略不计.需要注意的是在实际生活中，墙面的反射并不是镜面反射，光源也不是点光源，光照强度也并非简单叠加.这样建立的模型将更为复杂！

          
            【思考题】
          

          请同学可以阅读2002年全国大学生数学建模竞赛（CUMCM2002）的车灯线光源的优化设计问题，设计更为合理的光照强度模型.安装在汽车头部的车灯的形状为一旋转抛物面，车灯的对称轴水平地指向正前方，其开口半径36 mm，深度21.6 mm\.经过车灯的焦点，在与对称轴相垂直的水平方向，对称地放置一定长度的均匀分布的线光源.要求在某一设计规范标准下确定线光源的长度.该设计规范在简化后可描述如下.在焦点F正前方25 m处的A点放置一测试屏，屏与FA垂直，用以测试车灯的反射光.在屏上过A点引出一条与地面相平行的直线，在该直线A点的同侧取B点和C点，使AC=2AB =2.6 m.要求C点的光强度不小于某一额定值（可取为1个单位），B 点的光强度不小于该额定值的2倍（只需考虑一次反射）.

          请解决下列问题：在满足该设计规范的条件下，计算线光源长度，使线光源的功率最小.对得到的线光源长度，在有标尺的坐标系中画出测试屏上反射光的亮区.讨论该设计规范的合理性.

          
            例1-3　污染预测问题——CUMCM2005（部分）
          

          长江是我国第一、世界第三大河流，长江水质的污染程度日趋严重，已引起了相关政府部门和专家们的高度重视.2004年10月，由全国政协与中国发展研究院联合组成“保护长江万里行”考查团，从长江上游宜宾到下游上海，对沿线21个重点城市做了实地考查，揭示了一幅长江污染的真实画面，其污染程度让人触目惊心.假如不采取更有效的治理措施，依照过去10年的主要统计数据，对长江未来水质污染的发展趋势做出预测分析，比如研究未来10年的情况.表1-1为1995—2004年长江的排污量，根据以上数据，预测2005—2014年长江的排污量.

          表1-1　1995—2004年长江排污量

          
            
              
                	年份
                	1995
                	1996
                	1997
                	1998
                	1999
                	2000
                	2001
                	2002
                	2003
                	2004
              

              
                	排污量／亿吨
                	174
                	179
                	183
                	189
                	207
                	234
                	220.5
                	256
                	270
                	285
              

            

          

          
            【解题思路】
          

          如果能够找到一种合理的函数形式来表示数据的增长趋势，函数的自变量为年份，因变量为预测量，就可完成预测工作.一旦找到了这样的函数，只需要将预测的年份代入函数表达式，就可以做预测了.根据实际数据，运用最小二乘拟合方式，便可以确定函数的系数.预测过程如下所示：首先将1995—2004年的数据以图形的方式表现出来如图1-5所示，这样可以观察数据所蕴含的内在关系.通过观察，可以发现数据以类似二次函数形式增长.因此可以假定数据以二次函数的形式增长，通过最小二乘拟合确定二次函数的系数（可用Matlab来实现），并预测2005—2014年的污染量数据，如图1-6所示.
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            图1-5　污染量趋势示意图
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            图1-6　污染量预测示意图

          

          寻找出与实际数据最贴近的二次函数表达式为：
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          通过图1-6可以发现拟合效果还是比较好的，通过分别代入年份（Year）2005—2014，就可以得到那些年份的污染量数据如表1-2所示.

          表1-2　2005—2014年污染量预测

          
            
              
                	年份
                	2005
                	2006
                	2007
                	2008
                	2009
                	2010
                	2011
                	2012
                	2013
                	2014
              

              
                	排污量／亿吨
                	309
                	332
                	356
                	383
                	410
                	440
                	471
                	504
                	539
                	575
              

            

          

          以上三题虽然涉及的内容各不相同，但是作为数学建模问题有着以下的共同之处：

          1.都是通过建立数学模型解决实际问题，可以看出数学模型不是特指的那一块数学知识内容，而是指一种解决问题的思想.数学模型的很多内容对大家来所并不是全新的，本书的目的就在于帮助大家整理所学过的数学知识，用所学的知识来解决实际问题.

          2.数学模型本身没有对错，只是在方法、结果上有优劣之分.解决一个实际问题的方法也许有很多，所建立的数学模型也会有很多，但是大家要学会分析和思考.数学建模竞赛通常没有一个预设的标准答案，它考查大家的数学创新能力与应用能力.

          通过以上三个例子简单介绍，希望大家初步能够明白什么是数学模型、对数学建模的过程有一个大致的了解.下面我们将比较系统地介绍数学建模的一般步骤，明白如何建立一个数学模型.

        

      

    

  
    
      
        
          1.2　数学模型的分类以及建立模型的一般步骤

          
          

        

        
          定期总结数学模型的分类以及建立数学模型的一般步骤对于初学者而言是非常重要的.虽然数学模型多种多样，但是其中有着内在的相似之处.经常总结经验有助于初学者尽快掌握各类模型，适应不同的数学建模题目.

          数学模型可以按照不同方式来分类.按照模型的应用领域可以分为数量经济模型、医学模型、地质模型、社会模型，等等；更具体的有人口模型、交通模型、生态模型，等等；按照建立模型的数学方法可以分为几何模型、微分方程模型、图论模型，等等.数学建模的初衷是洞察源于数学之外的事物或系统；通过选择数学系统，建立原系统的各部分与描述其行为的数学部分之间的对应，达到发现事物运行的基本过程的目的.因此，人们通常也用如下的方法分类：

          观察模型与决策模型：基于对问题状态的观察、研究，所提出的数学模型可能有几种不同的数学结构.例如，决策模型是针对一些特定目标而设计的.典型的情况是，某个实际问题需要作出某种决策或采取某种行动以达到某种目的.决策模型常常是为了使技术的发展达到顶峰而设计，它包括算法和由计算机完成的特定问题解的模拟.例如一般的马尔可夫链模型是观察模型，而动态规划模型是决策模型.

          确定性模型和随机性模型：确定性模型建立在如下假设的基础上：即如果在时间的某个瞬间或整个过程的某个过程有充分的确定信息，则系统的特征就能准确的预测，如2008年全国大学生数学建模竞赛的数码相机定位问题.确定性模型常常用于物理和工程之中.微分方程模型就是常见的确定性模型.随机性模型是在概率意义上描述系统的行为，它广泛应用于社会科学和生命科学中，如2009年全国大学生数学建模竞赛的眼科病床的合理安排问题.

          连续模型和离散模型：有些问题可用连续变量描述，比如空中飞行安全的设计；有些问题适合离散变量描述，比如2007年全国大学生数学建模竞赛的乘公交看奥运问题.有些问题由连续性变量描述更接近实际，但也允许离散化处理.例如2006年全国大学生数学建模竞赛的艾滋病治疗问题中病毒是随时间变化的可视为连续模型，但如果勘察的时间段较短，则用离散模型描述更合适.在全国大学生数学建模竞赛中一般是一题连续型问题和一题离散型问题.

          解析模型和仿真模型：建立的数学模型可直接用解析式表示，结果可能是特定问题的解析解，或得到的算法是解析形式的，通常可以认为是解析模型.如2007年全国大学生数学建模竞赛的人口预测问题.而实际问题的复杂性经常使目前的解析法满足不了实际问题的要求或无法直接求解.因此，很多实际问题需要进行仿真，如2007年全国大学生数学建模竞赛的乘公交看奥运问题.仿真模型可以对原问题进行直接或间接的仿真.

          在现实生活工作中所面临的问题是纷繁复杂的，如果需要借助数学模型来求解，往往不可能孤立地使用一种方法.需要根据对研究对象的了解程度和建模目的来决定采用什么数学工具.一般来说，建模的方法可以分为机理分析法、数据分析法和类比仿真法等.

          机理分析是根据对现实对象特征的认识，分析其因果关系，找出反映内部机理的规律，用这种方法建立起来的模型，常有明确的物理或现实意义.各个“量”之间的关系可以用几个函数、几个方程（或不等式）乃至一张图等数学工具明确地表示出来.在内部机理无法直接寻求时，可以尝试采用数据分析的方法.首先测量系统的输入输出数据，并以此为基础运用统计分析方法，按照事先确定的准则在某一类模型中选出一个与数据拟合得最好的模型.这种方法也可称为系统辨识.有时还要将这两种方法结合起来运用，即用机理分析建立模型的结构，用系统辨识来确定模型的参数.类比则是在两类不同的事物之间进行对比，找出若干相同或相似之处，推测在其他方面也可能存在相同或相似之处的一种思维模式，这样便可借用其他一些已有的模型，推测现实问题应该或可能的模型结构.仿真（也称为模拟）是以类比为逻辑基础，用计算机模仿实际系统的运行过程.在整个运行时间内，对系统状态的变化进行观察和统计，从而得到系统基本性能的估计或认识.但是仿真方法一般不能得到解析的结果.

          建立数学模型没有固定的模式，通常它与实际问题的性质、建模的目的等有关.当然，建模的过程也有其共性，一般来说大致可以分为以下几个步骤：

          形成问题：要建立现实问题的数学模型，首先要对所要解决的问题有一个十分明确的提法.只有明确问题的背景，尽量弄清楚对象的特征，掌握有关的数据，确切地了解建立数学模型要达到的目的，才能形成一个比较明晰的“问题”.

          假设和简化：根据对象的特征和建模的目的，对问题进行必要地、合理地假设和简化.如前所述，现实问题通常是纷繁复杂的，必须紧抓本质的因素（起支配作用的因素），忽略次要的因素.此外，一个现实问题不经过假设和化简，很难归结成数学问题.因此，有必要对现实问题作一些简化，有时甚至是理想化的简化假设.

          模型构建：根据所做的假设，分析对象的因果关系，用适当的数学语言刻画对象的内在规律，构建现实问题中各个变量之间的数学结构，得到相应的数学模型.这里，有一个应遵循的原则，即尽量采用简单的数学工具.

          检验和评价：数学模型能否反映原来的现实问题，必须经受多种途径的检验.这里包括数学结构的正确性，即没有逻辑上自相矛盾的地方；适合求解，即是否会有多解或无解的情况出现；数学方法的可行性，迭代方法收敛性以及算法的复杂性等.而最重要和最困难的问题是检验模型是否真正反映原来的现实问题.模型必须反映实际，但又不等同于现实；模型必须简化，但过分的简化则使模型远离现实，无法解决现实问题.因此，检验模型的合理性和适用性，对于建模的成败是非常重要的.评价模型的根本标准是看它能否准确地解决现实问题.此外，是否容易求解也是评价模型的一个重要标准.

          模型的改进：模型在不断的检验过程中进行修正，逐步趋向完善，这是建模必须遵循的重要规律.一旦在检验过程中发现问题，人们必须重新审视在建模时所作的假设和简化的合理性，检查是否正确刻画对象内在的量之间的相互关系和服从的客观规律.针对发现的问题做出相应的修正.然后，再次重复建模、计算、检验、修改的过程，直到获得某种程度的满意模型为止.

          模型的求解：经过检验，能比较好地反映现实问题的数学模型，最后通过求解得到数学上的结果；再通过“翻译”回到现实问题，得到相应的结论.模型若能获得解的确切表达式固然最好，但现实中多数场合需依靠计算机数值求解.正是由于计算技术的飞速发展，使得数学建模现在变得越来越重要，如2010年全国大学生数学建模竞赛的储油罐的变位识别与罐容表标定问题.

          应用数学去解决各类实际问题时，建立数学模型是十分关键的一步，同时也是十分困难的一步.建立教学模型的过程，是把错综复杂的实际问题简化、抽象为合理的数学结构的过程.要通过调查、收集数据资料，观察和研究实际对象的固有特征和内在规律，抓住问题的主要矛盾，建立起反映实际问题的数量关系，然后利用数学的理论和方法去分析和解决问题.这就需要深厚扎实的数学基础，敏锐的洞察力和想象力，对实际问题的浓厚兴趣和广博的知识面.数学建模是联系数学与实际问题的桥梁，是数学在各个领域广泛应用的媒介，是数学科学技术转化的主要途径，数学建模在科学技术发展中的重要作用越来越受到数学界和工程界的普遍重视，它已成为现代科技工作者必备的重要能力之一.为了适应科学技术发展的需要和培养高质量、高层次科技人才，数学建模已经在大学教育中逐步开展，国内外越来越多的大学正在进行数学建模课程的教学和参加开放性的数学建模竞赛，将数学建模教学和竞赛作为高等院校的教学改革和培养高层次的科技人才的个重要方面，现在许多院校正在将数学建模与教学改革相结合，努力探索更有效的数学建模教学法和培养面向21世纪的人才的新思路，与我国高校的其他数学类课程相比，数学建模具有难度大、涉及面广、形式灵活，对教师和学生要求高等特点，数学建模的教学本身是一个不断探索、不断创新、不断完善和提高的过程.为了改变过去以教师为中心、以课堂讲授为主、以知识传授为主的传统教学模式，数学建模课程指导思想是：以实验室为基础、以学生为中心、以问题为主线、以培养能力为目标来组织教学工作.通过教学使学生了解利用数学理论和方法去分析和解决问题的全过程，提高他们分析问题和解决问题的能力；提高他们学习数学的兴趣和应用数学的意识与能力，使他们在以后的工作中能经常性地想到用数学去解决问题，提高他们尽量利用计算机软件及当代高新科技成果的意识，能将数学、计算机有机地结合起来去解决实际问题.数学建模以学生为主，教师利用一些事先设计好问题启发，引导学生主动查阅文献资料和学习新知识，鼓励学生积极开展讨论和辩论，培养学生主动探索，努力进取的学风，培养学生从事科研工作的初步能力，培养学生团结协作的精神，形成一个生动活泼的环境和气氛，教学过程的重点是创造一个环境去诱导学生的学习欲望，培养他们的自学能力，增强他们的数学素质和创新能力，提高他们的数学素质，强调的是获取新知识的能力，是解决问题的过程，而不是知识与结果.接受参加数学建模竞赛赛前培训的同学大都需要学习诸如数理统计、最优化、图论、微分方程、计算方法、神经网络、层次分析法、模糊数学、数学软件包的使用等“短课程”（或讲座），用的学时不多，多数是启发性地讲一些基本的概念和方法，主要是靠同学们自己去学，充分调动学生的积极性及发挥他们的潜能.培训中广泛采用讨论班方式，学生自己作报告、讨论、辩论，教师主要起质疑、答疑、辅导的作用，竞赛中一定要使用计算机及相应的软件，如SPSS，Lingo，Maple，Mathematica，Matlab甚至排版软件等.

        

      

    

  
    
      
        
          1.3　走入数学建模竞赛的世界

          
          

        

        
          为了选拔人才（实际上是为了更好地培养人才），组织竞赛是一种行之有效的方法.1985年在美国出现了一种叫做MCM的一年一度的大学生数学建模竞赛（1987年前全称是Mathematical Competition in Modeling，1988年改全称为Mathematical Contest in Modeling，MCM）.

          在1985年以前美国只有一种大学生数学竞赛（The William Lowell Putnam mathematical Competition，简称Putnam（普特南）数学竞赛），它是由美国数学协会（Mathematical Association of America，MAA）主持，于每年12月的第一个星期六分两试进行，每试6题，每试各为3 h.近年来在次年的美国数学月刊（The American Mathematical Monthly）上刊出竞赛小结、奖励名单、试题及部分题解.这是一个历史悠久、影响很大的全美大学生数学竞赛，自1938年举行第一届竞赛以来已近72届了，主要考核基础知识和训练逻辑推理及证明能力、思维敏捷度、计算能力等.试题中很少出现应用题，完全不能用计算机，是闭卷考试的，竞赛是由各大学组队自愿报名参加.普特南数学竞赛在吸引青年人热爱数学从而走上数学研究的道路、鼓励各数学系更好地培养人才方面起了很大作用，事实上有很多优秀的数学家就曾经是它的获奖者.

          有人认为应用数学、计算数学、统计数学和纯粹数学一样是数学研究和数学课程教学的重要组成部分，它们是一个有机的整体.有人形象地把这四者表示为一四面体的四个顶点，棱和面表示学科的“内在联系”，例如应用线性代数、数值分析、运筹学等，而该四面体即数学的整体.因此在美国自1983年就有人提出了应该有一个普特南应用数学竞赛，经过论证、讨论、争取资助的过程，终于在1985年开始了第一届数学建模竞赛.

          MCM的宗旨是鼓励大学师生对范围并不固定的各种实际问题予以阐明、分析并提出解法，通过这样一种结构鼓励师生积极参与并强调实现完整模型的过程.每个参赛队有一名指导教师，他在比赛开始前负责队员的训练和战术指导，并接收考题.竞赛由学生自行参加，指导教师不得参与.比赛于每年2月或3月的某个周末进行.每次给出两个问题（一般是连续和离散各一题），每队只需任选一题.考题是由在工业和政府部门工作的数学家提出建议，再由命题组选择的没有固定范围的实际问题.

          另外就全国大学生数学建模竞赛的题目来说，它可以来自于人们日常生活的各个方面，经常会来源于当年社会中的热点问题.如1998年的投资的收益和风险以及灾情巡视路线问题；2000年的钢管订购和运输优化模型以及DNA序列分类；2002年的彩票中的数学；2003年的SARS传染问题；2006年的艾滋病预防问题；2007年的乘公交看奥运问题；2009年的制动器试验台的控制方法分析问题；2010年的上海世博会影响力的定量评估问题.

          我国大学生于1989年开始参加美国MCM（北京理工大学叶其孝教授于1988年访问美国时，应当时MCM负责人B.A.Fusaro教授之邀请访问他所在学校时商定了中国大学生组队参赛的相关事宜），到1992年国内已有12所大学24个参赛队，都取得了较好的成绩.在我国不少高校教师也萌发了组织我国自己的大学生数学建模竞赛的想法.上海市率先于1990年12月7—9日举办了“上海市大学生（数学类）数学建模竞赛”.于1991年6月7—9日举办了“上海市大学生（非数学类）数学建模竞赛”.西安也于1992年4月3—6日举办了“西安市第一届大学生数学建模竞赛”.由中国工业与应用数学学会（CSIAM）举办的“1992年全国大学生数学建模联赛”也于1992年11月27～29日举行，来自全国74所大学的314个队参加，不仅得到各级领导的关心，还得到企业界的支持，特别是得到了宣传部门的广泛支持.1995年起由教育部和中国工业与应用数学学会联合举办全国大学生数学建模竞赛，每年9月举行，现在已成为全国规模最大的一项国家级的大学生科技竞赛活动.

          近几年，数学建模在中国得到不断发展，涌现出很多区域性数学建模竞赛.使得数学建模爱好者有一个相互交流经验和展示自我能力的舞台.数学建模初学者还可以通过区域赛事检验自我的能力，增加比赛经验.数学建模竞赛与通常的数学竞赛不同，竞赛的问题来自实际工程或有明确的实际背景.它的宗旨是培养大学生用数学方法解决实际问题的意识和能力，整个赛事是完成一篇包括问题的阐述分析，模型的假设和建立，计算结果及讨论的论文.通过训练和比赛，同学们不仅用数学方法解决实际问题的意识和能力有很大提高，而且在团结合作发挥集体力量攻关，以及撰写科技论文等方面将都会得到十分有益的锻炼.现在国内外的主要赛事有：

          1.美国大学生数学建模竞赛（官网网址：http：//www.comap.com）　每年2月份

          2.大学生数学建模邀请赛每年5月份

          3.苏北大学生数学建模联赛（官网网址：http：//www.cumcm.net）每年5月份

          4.东北三省大学生数学建模联赛每年5月份

          5.全国大学生数学建模竞赛（官方网址：http：//mcm.edu.cn）每年9月份

          6.全国研究生数学建模竞赛（官方网址：http：//gmcm.seu.edu.cn）每年9月份

          7.全国大学生统计建模竞赛

          8.全国大学生电工数学建模竞赛每年11月份

          全国大学生数学建模竞赛是全国高校规模最大的课外科技活动之一.该竞赛于每年9月第三个星期五至下一周星期一（共3天，72 h）举行，竞赛面向全国大学本科、专科院校的学生，不分专业（但竞赛分甲、乙两组，甲组竞赛任何学生均可参加，乙组竞赛只有大专生（包括高职、高专生）或本科非理工科学生可以参加）.同学可以向本校教务部门咨询，如有必要也可直接与全国竞赛组委会或各省（市、自治区）赛区组委会联系.2010 年，来自全国33个省/市/自治区（包括香港和澳门特别行政区）及新加坡和澳大利亚的1197所院校、17317个队（其中本科组14108队、专科组3209队）、5万多名大学生参加了本次竞赛，是历年来参赛人数最多的！图1-7为2004年高教社奖杯的图片（每年有一个队获得此奖杯），这象征着全国大学生数学建模竞赛的最高荣誉，也是千万大学数学建模爱好者的梦想.2010年，浙江大学参赛队获得了本科生组高教社杯，这也是浙江省参赛队第一次获得此项荣誉.

          美国大学生数学建模竞赛（MCM/ICM），是一项国际级的竞赛项目，为现今各类数学建模竞赛之鼻祖.MCM/ICM是Mathematical Contest in Modeling和Interdisciplinary Contest in Modeling的缩写，即“数学建模竞赛”和“交叉学科建模竞赛”.MCM始于1985年，ICM始于2000年，由COMAP（the Consortium for Mathematics and Its Application，美国数学及其应用联合会）主办，得到了SIAM，NSA，INFORMS等多个组织的赞助.MCM/ICM着重强调研究问题、解决方案的原创性、团队合作、交流以及结果的合理性.竞赛以三人（本科生）为一组，在四天时间内，就指定的问题完成从建立模型、求解、验证到论文撰写的全部工作.竞赛每年都吸引大量著名高校参赛.2008年MCM/ICM有超过2000个队伍参加，遍及五大洲.MCM/ICM已经成为最著名的国际大学生竞赛之一.

          
            [image: ]
            图1-7　2004年高教社奖杯

          

          大学生数学建模竞赛与高中数学知识竞赛不同，它是由三人组队完成的团体赛事.团队是否优秀直接关系比赛的成绩，在培训过程中教练选拔优秀团队参赛，因此竞赛的组队是非常重要的.下面就个人的经验提出一些组队以及团队分工的建议，希望能够帮助大家找到合适的队友.之所以在这里介绍这些，是考虑到组队及团队合作是参加数学建模竞赛非常重要的一个环节，数学建模竞赛工作量很大，团队内成员各有分工，需要三个成员互帮互助完成各自的任务.通过这些内容希望大家能够明白各自擅长学习什么，以及怎样找到合适的队友.作为团队的一员需要了解如何建立模型、如何求解模型以及如何写出优秀的数学建模论文，但是并不需要完全精通以上三个方面.数学建模竞赛在考查个人能力的同时，也在考查成员的团队合作与分工的能力.团队精神是数学建模是否取得好成绩的最重要因素，一队三个人要相互支持，相互鼓励.切勿自己只管自己的一部分，很多时候一个人的思考是不全面的，只有大家一起讨论才有可能把问题搞清楚.因此无论做任何事情，三个人要一起齐心合力才行，只靠一个人的力量，要在三天之内写出一篇高水平的文章几乎是不可能的.

          让三人一组参赛不单为了培养合作精神，其实更为重要的原因是这项工作需要多人合作.一来是因为数学建模竞赛工程量大，一个人几乎不能完成竞赛要求完成的任务；二来是因为一个人不是万能的，他所掌握的知识往往是不够全面的.在数学建模竞赛中，一般的组队情况是和同学组队，很多情况是三个人都是同一专业的，这样的组队是不合理的.三个人同系同专业甚至同班，容易导致大家的专业知识一样，如果碰上专业知识以外的问题会比较麻烦.所以如果是不同专业组队则有利的多.因为数学建模竞赛问题有可能是出现于各个领域，这也是数学建模适合各种专业学生参加的原因所在，也是数学建模竞赛赛事的魅力所在.

          在比赛中，队长是很重要的，他的作用就相当于计算机中的CPU，是全队的核心，如果一个队的队长不得力，往往影响一个队的正常发挥.就以选题而言，有人想做A题，有人想做B题，如果争论一天都未确定方案，就可能没有足够时间完成一篇论文了.当团队中有人信心动摇时，队长应发挥其作用，让整个队伍重整信心，否则可能前功尽弃.

          究竟如何组建一个优秀的团队呢？一名优秀的队长在选择自己的队员时通常会考虑以下因素：众所周知，数学建模特别需要具备数学素养和计算机使用能力的人，所以在组队的时候需要优先考虑队中有这方面才能的人.在组队中有两种人是必需的，一个是对熟悉各类模型的队员，他对各类算法理论熟悉，在了解问题背景后能够对此背景下的各类问题建立模型，并设计算法；另一种是能将算法编制程序予以实现的队员，他能求得数学模型的解.第三个就是需要写作能力强的队员，从专业角度看是需要各种专业学生的组合，比较适合有生物、土木、机电、化工或机械等专业背景的学生.在数学建模中各种背景的问题都会出现，所以有其他专业同学加入可以弥补专业知识方面的不足.综上所述，组队需要建立在合理分工的基础上.团队中三个成员各司其职：一个数学功底深厚，理论扎实，一个擅长算法实践，另一个是写作（弥补专业知识不足），理论上如果一个组能有这样的人员配置是比较理想的.

          相信阅读本书的同学很多都是数学建模的初学者，希望通过本书的阅读可以使大家具备参加数学建模大赛的能力.在前面也已经提及，数学建模竞赛是以团队合作的形式展开，因此团队内部也应该有合理的分工.一个人的能力是有限的，但是好的团队却能够达到1+1+1＞3的效果.建模的学生需要掌握几类基本的数学模型，其中包括预测类数学模型、优化类数学模型、评价类数学模型、统计类数学模型、概率类数学模型以及方程类数学模型等.编程的学生需要熟练掌握Matlab、Lingo、SPSS等软件的使用.写作的学生能够通过练习，掌握基本的写作技巧.

        

      

    

  
    
      
        
          1.4　关于本书的说明

          
          

        

        
          本书总结了历年来全国大学生数学建模竞赛中出现过的几类主要数学模型，目的在于帮助大家快速了解数学模型，以及怎样建立数学模型的技巧，希望对组建优秀团队参加每年一次的全国大学生数学建模竞赛会有所帮助.同时也希望各位通过本书的学习，作为一个团队能够掌握以下几种手段：

          1.掌握几类基本的数学模型，以及如何建立数学模型的通用方法；

          2.学会如何使用数学软件如Matlab、Lingo、SPSS等来解决数学建模问题；

          3.懂得如何撰写优秀的数学建模论文.

          贯穿本书的理念是能够充分体现从“学会”到“会学”的学习过程.各章以涉及的数学方法作为主线进行编排，每一章讨论一种类型的模型.一般先简单介绍这一章所涉及数学方法的基本思想，以应用为原则，不作过多的理论阐述，然后通过各种例子介绍该数学方法的使用，这里所采用的例子大部分来自于各种类型的数学建模竞赛.当然一篇完整的竞赛论文往往不仅仅只是一种数学方法的使用，所以本书所介绍的例子只是给出解题思路，一般只是一个赛题部分解，只涉及和这一数学方法有关的那部分.一篇优秀的竞赛论文往往是多种数学方法以及各种工具的综合运用，它是一个团队综合能力的具体表现.

          数学模型的海洋博大精深，希望通过本书的学习，大家能够掌握一些基本的数学模型以及建立数学模型的一些常用方法，并初步学会如何学习以及应用数学模型的方法去解决现实生活中存在的各式各样的实际问题.

        

      

    

  
    
      
        
          1.5　思考题

          
          

        

        
          
            A城和B城之间准备建一条高速公路，B城位于A 城正南20 km和正东30 km交汇处，它们之间有东西走向连绵起伏的山脉，公路造价与地形特点有关，图1-8给出了整个地区的大致地貌情况，显示可分为三条沿东西方向的地形带.

          我们的任务就是建立一个数学模型，在给定三种地形上每千米的建造费用的情况下，确定最便宜的路线，图中直线AB 显然是路径最短的，但不一定最便宜，而路径ARSB 过山路的路径最短，但是否是最好的路径呢？你怎样使你的模型适合于下面两个限制条件的情况呢？

          1.当道路转弯时，角度至少为140°；

          2.道路必须通过一个已知地点（见图1-8）.

          
            [image: ]
            图1-8　道路图

          

        

      

    

  
    
      第2章　初等数学建模方法示例

      
        



    

  



        

        
          对于数学建模问题，如果能够用不同的方法建立数学建模，显然最简单的方法是我们的首选，这就是所谓的工程师原则.许多初学者喜欢在比赛中采用一些启发式算法建立数学模型，如遗传算法、模拟退火算法等，但是大部分初学者并没有完全理解这些算法或者启发式算法得到的答案还不如用简单模型计算得到的答案，最后结果适得其反.本章介绍几类常用的初等数学建模方法，旨在帮助大家逐渐进入数学建模的世界.

          

      

    

  



2.1　公平席位分配方案

          
          

          某学院有3个系共200名学生，其中甲系100人，乙系60人，丙系40人，现要选出20名学生代表组成学生会.如果按学生人数的比例分配席位，那么甲乙丙系分别占10、6、4个席位，这当然没有什么问题（即公平）.但是若按学生人数的比例分配的席位数不是整数，就会带来一些麻烦.比如甲系103人，乙系63人，丙系34人，怎么分？表2-1按“比例”来分配20和21个席位，你认为这样分配公平吗？

          表2-1　分配方案

          
            
              
                	系别
                	人数
                	比例
                	20席的分配
                	21席的分配
              

              
                	按比例分
                	实际分配
                	按比例分
                	实际分配
              

              
                	甲
                	103
                	51.5
                	10.3
                	10
                	10.8
                	11
              

              
                	乙
                	63
                	31.5
                	6.3
                	6
                	6.6
                	7
              

              
                	丙
                	34
                	17.0
                	3.4
                	4
                	3.5
                	3
              

              
                	合计
                	200
                	100
                	20
                	20
                	21
                	21
              

            

          

          
            【解题思路】
          

          按照“比例”分配20个席位：甲、乙、丙三系分别得到10.3、6.3、3.4席，舍去小数部分后分别得到10、6、3席，剩下的1席分给“损失”最大（即小数部分最大）的丙系，于是三个系仍分别占10、6、4席.按照“比例”分配21个席位：甲、乙、丙三系分别得到10.8、6.6、3.5席，舍去小数部分后分别得到10、6、3席，剩下的2席分给“损失”最大（即小数部分最大）的甲系和乙系，于是三个系分别占11、7、3席.这样的分配是不公平的，至少对丙系而言是不公平的！因为席位增加了，而丙系得到的席位反而减少了.

          通过对于问题的分析可以发现，本题需要解决这样一个问题：某校共有m个系，第i系学生数为ni（i=1，2，…，m），校学生会共设N个席位.怎样才能公平地把这些席位分配给各系？

          显然，m与ni（i=1，2，…，m）应为正整数，全校学生数记为[image: ].假设每个系至少应分得一个席位（否则把其剔除），至多分得ni（i=1，2，…，m）个席位，m≤N＜n.对于全校而言，每个席位代表的学生数为[image: ].第i系按学生数比例应分得的席位数为[image: ][image: ].第i系实际分得的席位数为Ni，第i系每个席位代表的学生数可以表示为[image: ].通过分析可以认为：ai越大的系损失越大，因此需要尽量照顾或者认为各系ai应该尽量接近.故可提出如下各种“公平性”标准：

          
            标准1：要求z=max ai最小，即损失最大的系损失尽量小.

          
            标准2：要求[image: ]最小，即各系的损失应该尽量接近.

          
            标准3：要求z=min ai最小，即损失最小的系损失尽量小.

          
            标准4：要求[image: ] 最小，即各系的损失应该尽量接近.

          针对不同的标准，可以建立不同的模型.本书仅针对标准1进行建模讨论.

          
            a
            
              i
            取整后，每席代表的学生数为[image: ].其中，β =[image: ]，称为判别数；{αi}表示αi的小数部分.βi越大的系就越吃亏，按照标准1应该优先照顾.分配方法的算法流程如图2-1，其中[image: ].

          
            [image: ]
            图2-1　算法流程图

          

          当N=21，n =200时，运用标准1进行如下计算，得到席位分配如表2-2所示.

          
            [image: ]
          

          表2-2　席位分配表

          
            
              
                	系别
                	人数
                	21的席位安排 
              

              
                	αi
                	βi
                	Ni
              

              
                	甲
                	103
                	10.815
                	0.0815
                	10
              

              
                	乙
                	63
                	6.615
                	0.1025
                	7
              

              
                	丙
                	34
                	3.570
                	0.1900
                	4
              

              
                	合计
                	200
                	21
                	　
                	21
              

            

          

          图2-1算法流程可以用如下整数非线性规划模型表示：

          
            [image: ]
          

          其他三种标准可以通过类似方法进行计算，本节还给出了另外一种公平席位分配方法——Q值法.首先给出公平程度定义，如表2-3所示.

          表2-3　公平程度示意表

          
            
              
                	　
                	人数
                	席位 
              

              
                	A方 
                	p1
                	n1
              

              
                	B方 
                	p2
                	n2
              

            

          

          本节先就A、B两方席位分配情况加以说明.设A、B两方人数分别为p1、p2，占有席位分别为n1、n2，则[image: ]表示两方每个席位所代表的人数.显然只有当[image: ]时，席位分配才是公平的.但是由于人数和席位都是整数，通常两者是不等的，这时席位分配不公平.

          不妨假设[image: ]，即分配对A方是不公平的，直观的想法是用数值[image: ]表示对A的绝对不公平值，但绝对不公平值往往难以区分不公平程度.所以，绝对不公平值不是一个好的衡量指标.为了改善上述绝对标准，因此引入相对标准：

          若[image: ]，则称[image: ]为对A的相对不公平值；若[image: ]，则称[image: ]为对B的相对不公平值.建立了衡量分配不公平程度的数量指标后，制订席位分配方案的原则是使它们尽可能小.

          假设A、B两方已分别占有n1和n2个席位，利用不公平值来确定，当总席位增加1席时，应该分配给A方还是B方.不失一般性，设[image: ]，即对A不公平.当再增加一个席位时，有下列三种情形：

          （1）[image: ]，这表明即使A方再增加1席，仍对A不公平，所以这1席显然应分给A方；

          （2）[image: ]，这表明A方增加1席，将对B不公平，此时对B的相对不公平值为：[image: ]；

          （3）[image: ]，这表明B方增加1席时，将对A更不公平，此时对A的相对不公平值为：[image: ].

          按照公平分配席位的原则，即使得相对不公平值尽可能小，所以如果rB（n1+1，n2）＜rA（n1，n2+1），则这一席应给A方，反之则应给B方.根据上述确定的分配方案，可对其进行简化.注意到rB（n1+1，n2）＜rA（n1，n2+1）等价于：

          
            [image: ]
          

          并且不难证明，情形（1）的[image: ]也可推得此式.于是得到结论：当上式成立时，增加的1席应分给A方，反之应分给B方.若记[image: ]，则增加的1席应分配给Q值较大的一方.这种席位分配方法称为Q值法.上述Q值法还可以推广到m方的情况：设Ai方人数为pi，已占有ni个席位，当总席位增加1席时，计算[image: ]（ni+1）（i=1，2，…，m），则这一席位应分配给Q值最大的一方.

          下面按照Q值法对甲、乙、丙三系的21个席位重新计算.先算比例再取整，可得n1=10，n2=6，n3=3，已占取19个席位.现讨论第20和21席位归于何方，结果如表2-4所示.

          表2-4　席位分配表

          
            
              
                	系
                	人数
                	席位
              

              
                	甲
                	103
                	11
              

              
                	乙
                	63
                	6
              

              
                	丙
                	34
                	4
              

              
                	合计
                	200
                	21
              

            

          

          
            【思考题】
          

          本节给出了两种不同方法的席位分配模型，请讨论哪种模型更加公平，是否存在其他方案？

        

      

    

  
    
      
        
          2.2　商人安全渡河问题

          
          

        

        
          三名商人各带一个随从乘船从河的此岸渡向彼岸，一只小船最多能载两人，由他们自行划行.随从秘密约定，在河的任一岸，一旦随从的人数比商人多，就杀人越货，但是如何乘船渡河的大权掌握在商人们手里.问商人怎样安排才能安全渡河？

          
            【解题思路】
          

          对于此类古老的趣味数学问题，经过一番逻辑思索可以找出解决办法，且有多种解法.这里介绍一种将问题化为状态转移问题的计算机求解方法.由于这个虚拟的问题已经非常理想化，所以不必再作过多的假设.安全渡河问题可以视为一个多步决策过程.每一步，即船由此岸驶向彼岸或从彼岸驶回此岸，都要对船上的人员（商人、随从各几人）作出决策，在有限步内使人员全部过河.用状态（变量）表示某一岸的人员状况，决策（变量）表示船上的人员状况，可以找出状态随决策变化的规律.因此，问题转化为在状态允许变化的范围内（即安全渡河条件），确定每一步的决策，以达到渡河的目的.

          在一行6人由河的此岸向彼岸渡河时，用向量（x，y）表示有x个商人、y个随从在此岸，这里x∈{0，1，2}，y∈{0，1，2}，称这样的向量（x，y）为状态向量.由问题的实际含义知，有些状态是允许的，而有些状态是不允许的.例如状态（2，1）是允许的，而状态（2，3）是不允许的.经分析，易知允许状态集合为：S={（x，y）|（0，0），（0，1），（0，2），（0，3），（1，1），（2，2），（3，0），（3，1），（3，2），（3，3）}.当渡河时，用向量（u，v）表示有u个商人，v个随从在小船上，由小船的容量易知此时允许决策集合为：D={（u，v）|（0，1），（0，2），（1，1），（2，0），（1，0）}.

          现在考查相邻两次渡河之间状态s=（x，y）随决策d=（u，v）变化的规律.为此，记状态sk=（xk，yk），其中xk，yk分别表示第k次渡河前此岸的商人数、随从数；决策dk=（uk，vk），其中uk，vk分别表示第k次渡河时小船上的商人数、随从数.

          
            [image: ]
            图2-2　安全渡河问题的解法图

          

          若规定二维向量按普通向量加法运算进行，则有sk+1=sk+（-1）kdk.当k为奇数时，小船从河的此岸渡向彼岸；当k为偶数时，小船从河的彼岸驶回此岸.在上述规定下，问题就归结为这样的形式：从初始状态s1=（3，3）出发，求一系列决策dk∈D，使得sk∈S，最后经过n步转化为状态sn+1=（0，0）.注意到本问题中商人数和随从数不多，情况比较简单，决策的步数肯定也不多，可以用图解法进行求解.为此，在xOy平面坐标系上画出方格如图2-2所示，方格点表示状态s=（x，y），允许状态集S是用圆点标出的10个格子点.允许决策dk是沿方格线移动1格或者2格，当k为奇数时，向左、下移动用实线表示；当k为偶数时，向右、上移动用虚线表示.要确定一系列的dk使由s1=（3，3）经过那些圆点最终移到原点sn+1=（0，0）.图2-2给出了一种安全渡河的移动方案，经过一系列决策d1，d2，…，d11，最终有s12=（0，0）.即：

          
            [image: ]
          

          
            【思考题】
          

          当商人数、随从数和小船容量发生变化时，安全渡河问题将会变得更加复杂.请同学们尝试建立数学模型求解商人数N1、随从数N2和小船容量N3的安全渡河问题.

        

      

    

  
    
      
        
          2.3　货物存储模型

          
          

        

        
          配件厂为装配线生产若干种产品，轮换产品时因更换设备要付生产准备费，而当产量大于需求时要付储存费.该厂生产能力非常大，即所需数量可在很短时间内产出.已知某产品日需求量100件，生产准备费5000元，储存费每日每件1元.试安排该产品的生产计划，即多少天生产一次（生产周期），每次产量多少，使总费用最小.

          
            【解题思路】
          

          本题要求建立生产周期、产量与需求量、准备费、储存费之间的关系.每天生产一次，每次100件，无储存费，准备费5000元.每天费用5000元，日需求100件，准备费5000元，储存费每日每件1元，平均每天费用950元.10天生产一次，每次1000件，储存费4500元，准备费5000元，总计9500元.50天生产一次，每次5000件，储存费122500元，准备费5000元，总计127500元.平均每天费用2550元.

          当周期短时，产量小而储存费少，需要准备费多；当周期长时，产量大而准备费少，需要储存费多.因此，存在最佳的周期和产量，使总费用（两者之和）最小.这是一个优化问题，关键在建立目标函数.显然不能用一个周期的总费用作为目标函数，T天为一个生产周期，每次生产Q件.当贮存量为零时，Q件产品立即到来.贮存量可以表示为时间的函数q（t），q（0）=Q.q（t）以需求速率r递减，r为产品每天的需求量，q（T）=0.每次生产准备费为c1，每天每件产品储存费为c2；一周期储存费为[image: ]，一周期总费用：[image: ][image: ].每天总费用平均值：[image: ].

          求最佳的生产周期T使得C（T）达到最小值，对C（T）进行求导：

          
            [image: ]
          

          当贮存量降到零时仍有需求r，出现缺货，造成损失.上述不允许缺货模型假设：贮存量降到零时，Q件立即生产出来.现假设：当允许缺货时，每天每件缺货损失费c3，缺货需补足.当t=T1时，贮存量降到零.一周期内储存费为[image: ]，一周期所需缺货费为[image: ]，一周期内所需总费用为[image: ].因此，每天所需总费用平均值为[image: ].

          求最佳的生产周期T和生产量Q使得C（T，Q）达到最小值，对C（T，Q）进行求偏导：

          
            [image: ]
          

        

      

    

  
    
      
        
          2.4　制动器试验台的控制方法分析

          
          

        

        
          为了检测制动器的综合性能，需要在各种不同情况下进行大量路试.但是，车辆设计阶段无法路试，只能在专门的制动器试验台上对所设计的路试进行模拟试验.模拟试验的原则是试验台上制动器的制动过程与路试车辆上制动器的制动过程尽可能一致.制动器试验台一般由安装了飞轮组的主轴、驱动主轴旋转的电动机、底座、施加制动的辅助装置以及测量和控制系统等组成.被试验的制动器安装在主轴的一端，当制动器工作时会使主轴减速.试验台工作时，电动机拖动主轴和飞轮旋转，达到与设定的车速相当的转速（模拟实验中，可认为主轴的角速度与车轮的角速度始终一致）后电动机断电同时施加制动，当满足设定的结束条件时就称为完成一次制动.

          路试车辆的指定车轮在制动时承受载荷.将这个载荷在车辆平动时具有的能量（忽略车轮自身转动具有的能量）等效地转化为试验台上飞轮和主轴等机构转动时具有的能量，与此能量相应的转动惯量（以下转动惯量简称为惯量）在本题中称为等效的转动惯量.试验台上的主轴等不可拆卸机构的惯量称为基础惯量.飞轮组由若干个飞轮组成，使用时根据需要选择几个飞轮固定到主轴上，这些飞轮的惯量之和再加上基础惯量称为机械惯量.例如，假设有4个飞轮，其单个惯量分别是：10，20，40，80 kg/m2，基础惯量为10 kg/m2，则可以组成10，20，30，…，160 kg/m2，16种数值的机械惯量.但对于等效的转动惯量为45.7 kg/m2情况，就不能精确地用机械惯量模拟试验.这个问题的一种解决方法是：把机械惯量设定为40 kg/m2，然后在制动过程中让电动机在一定规律的电流控制下参与工作，补偿由于机械惯量不足而缺少的能量，从而满足模拟试验的原则.

          一般假设试验台采用的电动机的驱动电流与其产生的扭矩成正比（本题中比例系数取为1.5 A/N•m）；且试验台工作时主轴的瞬时转速与瞬时扭矩是可观测的离散量.

          现在要求解答以下问题：设车辆单个前轮的滚动半径为0.286 m，制动时承受的载荷为6230 N，求等效的转动惯量.飞轮组由3个外直径1 m、内直径0.2 m的环形钢制飞轮组成，厚度分别为0.0392，0.0784和0.1568 m，钢材密度为7810 kg/m3，基础惯量为10 kg/m2，问可以组成哪些机械惯量？设电动机能补偿的能量相应的惯量的范围为［-30，30］kg/m2，对于上问中得到的等效的转动惯量，需要用电动机补偿多大的惯量？建立电动机驱动电流依赖于可观测量的数学模型.在两问的条件下，假设制动减速度为常数，初始速度为50 km/h，制动5.0 s后车速为零，计算驱动电流.

          
            【解题思路】
          

          将载荷在车辆平动时具有的能量E0等效地转化为试验台上飞轮和主轴等机构转动时具有的能量EL，与此能量相应的转动惯量即为等效转动惯量.

          在车辆刹车时有：[image: ]，转化后有：[image: ].其中，E0表示载荷在车辆平动时具有的能量；m0表示载荷的质量；v0表示载荷制动前的速度；EL表示转化后的能量；JL表示等效转动惯量；ω0表示飞轮的角速度.

          根据转化前后能量的守恒原理，平动时载荷的速度与车轮的线速度数值相等可以得到：

          
            [image: ]
          

          其中，r0表示车轮的滚动半径；g 表示重力加速度.

          当r0=0.286 m，G0=6230 N时，利用以上公式得等效转动惯量为：

          
            [image: ]
          

          将飞轮组中的飞轮视为均匀的空心圆柱体，则各个飞轮的质量为：

          
            [image: ]
          

          其中，ρ表示物体密度；R表示外半径；r表示内半径；D表示飞轮厚度；J 表示物体转动惯量.

          题中所给飞轮组由3个环形钢制飞轮组成，其中外直径1 m，内直径0.2 m，对应的厚度D为：D1=0.0392 m，D2=0.0784 m，D3=0.1568 m，钢材密度ρ=7810 kg/m3，把以上变量代入得到对应的转动惯量分别为J1=29.9931 kg/m2，J2=59.9862 kg/m2，J3=119.9724 kg/m2．

          根据转动惯量J1、J2、J3及基础惯量J0=10 kg/m2，可得J0～J3可组成的机械惯量如表2-5所示.

          表2-5　3个飞轮可组成的机械惯量数值表

          
            
              
                	组合方式 
                	J0
                	J0 J1
                	J0 J2
                	J0 J3
                	J0 J1 J2
                	J0 J1 J3
                	J0 J2 J3
                	J0 J1 J2 J3
              

              
                	J
                	10
                	39.99
                	69.99
                	129.97
                	99.98
                	159.97
                	189.96
                	219.95
              

            

          

          由JL=51.9989 kg/m2可知，当电动机能补偿能量的惯量范围为［-30，30］kg/m2时，要得到的等效转动惯量，需要用电动机补偿的惯量有两种情况：

          当机械惯量由J0和J1组成时，需补偿的惯量为：12.0058 kg/m2；当机械惯量由J0和J2组成时，需补偿的惯量为：－17.9873 kg/m2.

          电动机驱动电流模型的建立首先将制动器试验台上电动机、飞轮组的主轴、驱动主轴旋转的电动机、施加制动的辅助装置等设备简化为图2-3.

          
            [image: ]
            图2-3　制动器试验台装置

          

          输入电压U（t）作用于电动机的线圈上产生电流I（t）.线圈上的电流在转子上产生扭矩Td，用于补偿机械惯量不足而缺少的能量，从而满足模拟试验的原则.J为系统的总惯量，具有角度θ（t）的转子就像发电动机一样，产生与转子角速度成比例的反向电压.根据力矩平衡原理及电路分析原理可以得到下面两个常微分方程，用来描述输入电压U（t）和输出角度θ（t）之间的关系：

          
            [image: ]
          

          其中，R表示电动机的阻抗；L表示线圈的电感；kb表示电动机的反电动势常数；T刹表示刹车制动扭矩；kτ表示从电流到扭矩的转换因数，根据题目中电流和扭矩成正比的假设，可知[image: ].

          角速度可由[image: ]得到，对应于可观测的转速n（t），有[image: ].根据题目中电流和扭矩成正比的假设可得：[image: ]

          可以得到电动机驱动电流依赖于可观测量转速n（t）和扭矩Td（t）的关系如下：

          
            [image: ]
          

          其中，U（t）为输入电压，其数值视具体的情况而定；对于电动机的扭矩，其与观测的扭矩T（t）的关系分析如下：

          在试验台制动的过程中存在如下关系：[image: ]

          其中，T（t）表示总制动力矩，又称可观测力矩；J表示等效转动惯量.

          对于模拟的过程，有以下两种情况：当机械惯量能够满足等效转动惯量时，J完全由机械惯量Jf组成；当机械惯量不能够满足等效转动惯量时，J由机械惯量Jf和电动机模拟的电惯量Jd组成.J=Jf+Jd.

          
            [image: ]
          

          其中，Tf为飞轮和主轴的力矩.

          由此可以得到电动机驱动电流依赖于可观测量转速n（t）和可观测量扭矩T（t）的数学模型.

          
            [image: ]
          

          其中，U（t）为输入电压，其数值视具体的情况而定；Tf为飞轮和主轴的力矩；R表示电动机的阻抗；L表示线圈的电感；kb表示电动机的反电动势常数；T刹表示刹车制动扭矩；kτ表示从电流到扭矩的转换因数.

          由题意知：初始速度v0=50 km/h，末速度vt=0 km/h，时间t=5 s，滚动半径r=0.286 m.

          
            [image: ]
          

          因滚轮的线速度vt（t）与车速保持数值上相等，又因制动减速度为常数，所以上式可以转化为：[image: ].

          驱动电流分为以下两种情况：当机械惯量由J0和J1组成时，需补偿的惯量为Jd=12.0058 kg/m2，此时驱动电流为-174.9097 A；当机械惯量由J0和J2组成时，需补偿的惯量为Jd=-17.9873 kg/m2，此时驱动电流为262.0527 A.

        

      

    

  
    
      
        
          2.5　思考题

          
          

        

        
          某洁具生产厂家打算开发一种男性全自动洁具，它的单位时间内流水量为常数v；为达到节能的目的，现有以下两个控制放水时间的设计方案供使用.

          
            方案一　使用这开始使用洁具时，受感应洁具以均匀水流开始放水，持续时间为T，然后自动停止放水.若使用时间不超过T-5 s，则只放水一次，否则，为保持清洁，为使用者离开后再放水一次，持续时间为10 s.

          
            方案二　使用者开始使用洁具，受感应洁具以均匀水流开始放水，持续时间为T，然后自动停止放水.若使用时间不超过T-5 s，则只放水一次，否则，为保持清洁，到2T时刻再开始第二次放水，持续时间也为T.但若使用时间超过2T-5 s，则到4T时刻再开始第三次放水，持续时间也为T……

          在设计时，为了使洁具的寿命尽可能延长，一般希望对每位使用者放水次数不超过两次.该厂家随即调查了100人次男性从开始使用到离开洁具为止的时间（单位：s）见表2-6.

          表2-6　时间统计表

          
            
              
                	时间（s）
                	12
                	13
                	14
                	15
                	16
                	17
                	18
              

              
                	人次
                	1
                	5
                	12
                	60
                	13
                	6
                	3
              

            

          

          通过以上数据，比较这两种设计方案从节约能源的角度来看，哪一种更好？并为该厂家提供设计参数T（s）的最优值，使这种洁具在相应设计方案下能达到最大限度节约水、电的目的；从既能保持清洁又能节约能源出发，是否能够提出更好的设计方案，请通过建立数学模型与前面的方案进行对比.

        

      

    

  
    
      第3章　预测类数学模型

      
        



    

  



        

        
          在每年的全国大学生数学建模竞赛中经常会涉及预测类数学建模问题.预测问题在现实世界中也是经常遇见的，是一类经典的实际问题，它的一般要求是分析过去已有数据的内在趋势，并据此对未来的数据进行预测，以便指导以后的工作或对问题作进一步的研究.因为其重要性，本书将预测类专题作为第3章进行介绍.许多数学建模初学者可能认为预测是一门非常高深的学问，其实预测类数学问题并不难解决，本章将为大家撩开预测神秘的面纱.本章展现了几种不同的预测方法：多项式拟合、非多项式拟合、Leslie结构矩阵和灰色预测等，旨在帮助大家了解不同背景下不同预测方法的应用.

          

      

    

  



3.1　数据拟合与插值

          
          

          在解决实际问题的生产（或工程）实践和科学实验过程中，通常需要通过研究某些变量之间的函数关系来帮助大家认识事物的内在规律和本质属性，而这些变量之间的未知函数关系又常常隐含在从试验、观测得到的某组数据之中.因此，能否根据某组试验观测数据找到变量与变量之间相对准确的函数关系就成为解决实际问题的关键.

          拟合与插值是函数逼近或者数值逼近的重要组成部分.在数学建模的某些问题中，通常要处理由实验或测量得到的大批量的数据，处理这些数据的目的是为进一步研究该问题提供数学手段.这些数据有时是某一类已知规律（函数）的测试数据，有时是某个未知函数的离散数据，插值与数据拟合就是通过这些已知数据去确定某类函数的参数或寻找某个近似函数，使所得的函数与已知数据具有较高的拟合精确度，并且能够使用数学的工具分析数据所反映对象的性质.数据拟合与数据插值的不同之处，我们通过下面一个实例来进行说明.

          
            例3-1　污染预测问题——CUMCM2005
          

          长江是我国第一、世界第三大河流，长江水质的污染程度日趋严重，已引起了相关政府部门和专家们的高度重视.2004年10月，由全国政协与中国发展研究院联合组成“保护长江万里行”考查团，从长江上游宜宾到下游上海，对沿线21个重点城市做了实地考查，揭示了一幅长江污染的真实画面，其污染程度让人触目惊心.假如不采取更有效的治理措施，依照过去10年的主要统计数据，对长江未来水质污染的发展趋势做出预测分析，比如研究未来10年的情况.如表3-1为1995—2004年长江的排污量，根据以上数据，预测2005—2014年长江的排污量.

          表3-1　1995—2004年长江排污量

          
            
              
                	年份
                	1995
                	1996
                	1997
                	1998
                	1999
                	2000
                	2001
                	2002
                	2003
                	2004
              

              
                	排污量／亿吨
                	174
                	179
                	183
                	189
                	207
                	234
                	220.5
                	256
                	270
                	285
              

            

          

          针对1995—2004年长江排污量的数据，分别采用数据拟合和数据插值两种方法建立模型，预测2005年以后的排污量趋势，如图3-1所示.其中实线表示数据拟合的结果，虚线表示数据插值的结果.

          
            [image: ]
            　图3-1　长江污染量预测图

          

          从图3-1中，可以清楚地发现数据拟合与数据插值之间的区别.

          1.插值是通过每个测试数据点，得到测试函数，这是基本的插值方式.插值是指已知某函数在若干离散点上的函数值或者导数信息，通过求解该待定形式的插值函数以及待定系数，使得该函数在给定离散点上满足约束（函数过该点）.插值函数又叫做基函数，如果该基函数定义在整个定义域上，叫做全域基，否则叫做分域基.常用的插值（根据待定函数的形式）主要有多项式插值和样条插值.

          2.拟合是以残差平方和最小为原则，得到的测试函数不一定经过所有的测试数据点.简单地讲，所谓拟合是指已知某函数的若干离散函数值，通过调整该函数中若干待定系数，使得该函数与已知数据集的差别最小.如果待定函数是线性，就叫线性拟合或者线性回归，否则叫做非线性拟合或者非线性回归.函数表达式也可以是分段函数，这种情况下的拟合叫做样条拟合.

          从几何意义上讲，拟合是给定了空间中的一些点，从一个已知函数形式但某些未知参数的连续曲面中找到一个可以最大限度地逼近这些点的函数；而插值是找到一个（或几个分片光滑的）连续曲面来穿过这些点.

        

      

    

  
    
      
        
          3.2　多项式数据拟合

          
          

        

        
          所谓多项式拟合，主要是采用多项式函数形式来进行拟合、逼近数据所呈现的趋势.多项式的系数可以采取最小二乘法进行计算.为此大家首先需要了解一下最小二乘的基本原理.

          给定历史数据点为（xi，yi），i=0，1，2，…，N，Φ 为所有次数不超过n（n≤N）的多项式构成的函数类.现设某一多项式[image: ]，可以充分表现数据的趋势，那么它应该满足以下条件：

          
            [image: ]
          

          满足上式的pn（x）称为最小二乘拟合多项式.特别地，当n=1时称为线性拟合或直线拟合.显然R是系数a0，a1，…，an的多元函数，因此上述多项式拟合问题即为求R的极值问题.由多元函数求极值的必要条件，得到如下方程组：

          
            [image: ]
          

          可以证明，由上面方程形成的方程组存在唯一解.从中可以解得多项式的系数aj，j=0，1，2，…，n，从而可得拟合多项式pn（x）.R称为最小二乘拟合多项式pn（x）的平方误差，可以作为拟合好坏的一个参数.

          多项式拟合的一般步骤可归纳为以下几步：

          1.通过已知数据画出数据散点图，确定拟合多项式的次数n；

          2.计算[image: ]；

          3.建立多项式系数方程组，求解多项式系数；

          4.得到拟合多项式[image: ].

          
            例3-2　中国人口预测问题
          

          人类社会进入20世纪以来，在科学技术和生产力飞速发展的同时，世界人口也以空前的规模增长，统计数据如表3-2所示.

          表3-2　世界人口统计数据

          
            
              
                	年份
                	1625
                	1830
                	1930
                	1960
                	1974
                	1987
                	1999
              

              
                	人口／亿
                	5
                	10
                	20
                	30
                	40
                	50
                	60
              

            

          

          可以看出，人口每增长10亿的时间，由100年缩短为十几年.大家赖以生存的地球，已经携带着它的60亿子民踏入21世纪.

          长期以来，人类的繁殖一直在自发地进行着.只是由于人口数量的迅速膨胀和环境质量的急剧恶化，人们才猛然醒悟，开始研究人类和自然的关系、人口数量的变化规律，以及如何进行人口控制等问题.我国是世界第一人口大国，地球上每9个人中就有1个中国人，表3-3显示了中国人口的统计数据.

          表3-3　中国人口统计数据

          
            
              
                	年份
                	1908
                	1933
                	1953
                	1964
                	1982
                	1990
                	2000
              

              
                	人口／亿
                	3.0
                	4.7
                	6.0
                	7.2
                	10.3
                	11.3
                	12.95
              

            

          

          有效地控制我国人口的增长，不仅是我国全面进入小康社会、到21世纪中叶建成富强民主文明的社会主义国家的需要，而且对于整个人类社会的美好理想来说，也是义不容辞的责任.认识人口数量的变化规律，建立人口模型，作出较准确的预报，是有效控制人口增长的前提.长期以来人们在这方面做了不少工作，下面介绍最基本的人口预测模型.

          
            【解题思路】
          

          首先，使用Matlab软件画出历史数据的散点，如图3-2所示，以便观察数据的增长趋势，确定数据的拟合次数.从图中观测，数据呈现类似二次函数形式的增长趋势.因此针对数据做二次拟合，将得到的拟合曲线与真实数据相比，较如图3-3所示.

          
            [image: ]
            图3-2　中国人口散点图

          

          
            [image: ]
            图3-3　中国人口拟合曲线与真实数据图

          

          得到拟合方程式如下所示，其中自变量x表示年份，因变量Y 表示人口数，单位是亿人.

          
            [image: ]
          

          该二次拟合的平方误差为0.56306.无论从图形还是从数据中，都可以发现拟合效果都是比较好的.如果需要预测2001—2010年中国人口的变化，只需要将自变量x以2001—2010代入，即可求出各年的人口预测数据，如下表3-4所示.

          表3-4　2001—2010年中国人口预测数据

          
            
              
                	年份
                	2001
                	2002
                	2003
                	2004
                	2005
                	2006
                	2007
                	2008
                	2009
                	2010
              

              
                	人口／亿
                	13.23
                	13.42
                	13.61
                	13.8
                	13.99
                	14.19
                	14.38
                	14.58
                	14.78
                	14.98
              

            

          

          从例3-2可以发现，通过历史数据呈现的散点图确定拟合多项式的次数对于多项式拟合模型的建立是至关重要的.不同的拟合次数将会得到不同的拟合结果和不同的拟合误差.通过散点图如何确定拟合次数，拟合次数对于拟合结果会造成多大的影响，下面就通过一个题例加以论述.在下例中通过两种不同次数的多项式拟合讨论拟合次数对于结果的影响.

          
            例3-3　城镇化趋势预测问题——CUMCM2007
          

          中国是一个人口大国，人口问题始终是制约我国发展的关键因素之一.根据已有数据，运用数学建模的方法，对中国人口作出分析和预测是一个重要问题.近年来中国的人口发展出现了一些新的特点，例如，老龄化进程加速、出生人口性别比持续升高，以及乡村人口城镇化等因素，这些都影响着中国人口的增长.2007年年初发布的《国家人口发展战略研究报告》还作出了进一步的分析.表3-5列出了1995—2005年间的城镇化比例（数据来自国家统计局人口统计年鉴），试根据以上数据，预测2005年后国家城镇化比例.

          表3-5　1995—2005年城镇化趋势数据

          
            
              
                	年份
                	1995
                	1996
                	1997
                	1998
                	1999
                	2000
                	2001
                	2002
                	2003
                	2004
                	2005
              

              
                	城镇化比例
                	29.0
                	30.5
                	31.9
                	33.4
                	34.8
                	36.2
                	37.7
                	39.1
                	40.1
                	41.8
                	43.0
              

            

          

          
            【解题思路】
          

          首先，使用Matlab软件画出历史数据的散点，如图3-4所示.

          
            [image: ]
            图3-4　城镇化历史数据散点图

          

          针对历史数据采用多项式拟合进行拟合，得到拟合曲线与实际数据如图3-5与图3-6所示.

          
            [image: ]
            图3-5　城镇化趋势线性拟合图

          

          
            [image: ]
            图3-6　城镇化趋势二次拟合图

          

          大家可以思考上述两幅图像是否相同，虽然两者看起来很像，都是描述城镇化变化趋势，但是两者的内容截然不同.

          ●第一幅采用线性函数对城镇化历史数据进行拟合，得到如下拟合方程：

          
            Y=1.4x-2765.7

          在上述方程中，自变量x表示年份，因变量Y 表示城镇化比例.函数形式暗示着城镇化比例呈现增加态势，且增长速度稳定.线性拟合的平方误差为0.40665.将需要预测的年份2006—2010年代入，可以预测出该年的城镇化比例，如表3-6所示.

          表3-6　2006—2010年城镇化趋势预测数据

          
            
              
                	年份
                	2006
                	2007
                	2008
                	2009
                	2010
              

              
                	城镇化比例
                	44.5
                	45.9
                	47.3
                	48.7
                	50.1 
              

            

          

          ●第二幅采用二次函数对城镇化历史数据进行拟合，得到如下拟合方程：

          
            Y=-0.009x2+37x-38663

          在上述方程中，自变量x表示年份，因变量Y 表示城镇化比例.二次拟合的平方误差为0.31026.将需要预测的年份2006—2010年代入，可以预测出该年的城镇化比例，如表3-7所示.

          表3-7　2006—2010年城镇化趋势预测数据

          
            
              
                	年份
                	2006
                	2007
                	2008
                	2009
                	2010
              

              
                	城镇化比例
                	44.3
                	45.6
                	46.9
                	48.1
                	49.3
              

            

          

          由此产生了一个疑问：两种不同的拟合方式得到了两种不同的结果.究竟哪一个才是正确的呢？前面已经提到过，在数学建模的世界里没有标准答案.两种拟合方式是否合理，主要取决于平方误差R因子，平方误差越小说明拟合效果越好.但需要注意的是：并不是拟合次数越高，平方误差越小，这是不成正比的.拟合次数过高会形成拟合过度的问题，曾经也有全国大学生数学建模竞赛组委会的老师专门讲到过这个问题.

          通过前面两个例题，大家是不是感到很神奇呢？这么容易就解决了预测问题.似乎没有解复杂的系数方程组的过程，这里都是通过数学软件来完成的.可以试想一下如果真手工解系数方程组，那这将是多么复杂的工作啊.

          下面就通过几个例题来熟悉建立多项式拟合模型的过程.不同的是在例子中所有的计算都由数学软件Matlab完成，因为求解多项式系数对于软件而言，是一件很轻松的事情.这给建模带来了很大的便利，下面介绍Matlab进行多项式拟合的程序.在Matlab中完成多项式拟合，有两种形式：

          1.采用Polyfit，Polyval等命令，编写程序完成拟合工作.

          2.在M-file中输入拟合数据，画点图、采用Basic-fitting工具箱进行多项式拟合.

          对于想学习Matlab的同学，推荐采用第一种形式，因为在第一种形式中，能够熟悉Matlab的编程风格，以便编写非多项式拟合程序.因为在Basic-fitting中只能做多项式拟合，面对非多项式拟合就束手无策了.在明白预测原理以及过程以后，通过一道例题来演示怎样通过数学Matlab软件进行预测.

          Matlab是美国MathWorks公司在20世纪80年代中期推出的数学软件，优秀的数值计算能力和卓越的数据可视化能力使其很快在数学软件中脱颖而出.到目前为止，其最高版本2008版已经推出.随着版本的不断升级，它在数值计算及符号计算功能上得到了进一步完善.Matlab已经发展成为多学科、多种工作平台的功能强大的大型软件.在欧美等高校，Matlab已经成为线性代数、自动控制理论、概率论及数理统计、数字信号处理、时间序列分析、动态系统仿真等高级课程的基本教学工具，是攻读学位的大学生、硕士生、博士生必须掌握的基本技能.

          Matlab的主要特点是：有高性能数值计算的高级算法，特别适合矩阵代数领域；有大量事先定义的数学函数，并且有很强的用户自定义函数的能力；有强大的绘图功能以及具有教育、科学和艺术学的图解和可视化的二维、三维图.本书提供了使用Matlab的实践性指导，它基于Matlab2008版，特别是本书对每一条命令的使用格式都作了详细而又简单明了的说明，因此对于初学者自学是很有帮助的.

          
            例3-4　世界人口预测问题
          

          人类社会进入20世纪以来，在科学技术和生产力飞速发展的同时，世界人口也以空前的规模增长，统计数据如表3-8所示.

          表3-8　世界人口统计数据

          
            
              
                	年份
                	1625
                	1830
                	1930
                	1960
                	1974
                	1987
                	1999
              

              
                	人口／亿
                	5
                	10
                	20
                	30
                	40
                	50
                	60
              

            

          

          可以看出，人口每增长10亿的时间，由100年缩短为十几年.大家赖以生存的地球，已经携带着它的60亿子民踏入21世纪.长期以来，人类的繁殖一直在自发地进行着.只是由于人口数量的迅速膨胀和环境质量的急剧恶化，人们才猛然醒悟，开始研究人类和自然的关系、人口数量的变化规律，以及如何进行人口控制等问题.根据1625—1999年世界人口数量，预测2000年以后的世界人口发展趋势！

          
            【解题思路】
          

          Matlab三次拟合源程序如下所示：

          Year=［1625，1830，1930，1960，1974，1987，1999］；%输入自变量——年份

          Population=［5，10，20，30，40，50，60］；%输入因变量——人口数量

          Year1=1625∶2020；%输入需要检验的年份——1625—2020年

          Year2=2000∶2020；%输入需要预测的年份

          ［P2，S2］=polyfit（Year，Population，3）%P2为系数，S2为残差

          Population1=polyval（P2，Year1）；%计算拟合结果

          Population2=polyval（P2，Year2）；%计算拟合结果

          plot（Year，Population，′*′，Year2，Population2，′X′，Year1，Population1）；%画图

          legend（′实际数据′，′拟合数据′）

          xlabel（′年份′）；ylabel（′人口数量（亿人）′）

          
            [image: ]
            图3-7　世界人口三次拟合趋势图

          

          在大家进行Matlab上机训练时需要注意一点：Matlab中的标点符号需要在英文输入法下输入，如果在中文输入法下输入将会发生编译错误.这是许多新手容易犯的错误.

          上述程序首先输入历史数据，然后调用Polyfit命令，命令中第一个参数表示待拟合数据的自变量，第二个参数表示待拟合数据的因变量，最后一个数字参数表示拟合次数.命令返回的第一个参数P2表示拟合多项式的系数，第二个参数S2表示拟合多项式所产生的误差.执行上述程序后，可以得到三次拟合结果如图3-7所示.

          得到相应的三次拟合函数式如下所示，其中自变量x表示年份，因变量Y 表示世界人口数量，单位是亿人.三次拟合的平方误差为2.3274.
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          将需要预测的年份2001—2020年作为自变量代入上述函数中，便可得到相应年份的预测数据，如表3-9所示.

          表3-9　2001—2020年世界人口预测数据

          
            
              
                	年份
                	2001
                	2002
                	2003
                	2004
                	2005
                	2006
                	2007
                	2008
                	2009
                	2010
              

              
                	人数／亿人
                	61.45
                	62.36
                	63.29
                	64.23
                	65.17
                	66.13
                	67.09
                	68.07
                	69.06
                	70.05
              

              
                	年份
                	2011
                	2012
                	2013
                	2014
                	2015
                	2016
                	2017
                	2018
                	2019
                	2020
              

              
                	人数／亿人
                	71.06
                	72.08
                	73.10
                	74.14
                	75.19
                	76.24
                	77.31
                	78.39
                	79.48
                	80.58
              

            

          

          当需要进行二次拟合时，只需将程序稍作修改便可满足要求.

          Matlab二次拟合源程序如下所示：

          Year=［1625，1830，1930，1960，1974，1987，1999］；%输入自变量——年份

          Population=［5，10，20，30，40，50，60］；%输入因变量——人口数量

          Year1=1625∶2020；%输入需要检验的年份——1625—2020年

          Year2=2000∶2020；%输入需要预测的年份

          ［P2，S2］=polyfit（Year，Population，2）%P2为系数，S2为残差

          Population1=polyval（P2，Year1）；%计算拟合结果

          Population2=polyval（P2，Year2）；%计算拟合结果

          plot（Year，Population，′*′，Year2，Population2，′X′，Year1，Population1）；%画图

          legend（′实际数据′，′拟合数据′）

          xlabel（′年份′）；ylabel（′人口数量（亿人）′）

          
            [image: ]
            图3-8　世界人口二次拟合趋势图

          

          两者在程序上的改变不大，只是将Polyfit命令的第三个参数由3改为2，但是两者在结果上有着明显的差异，采用二次拟合程序得到的拟合趋势如图3-8所示.

          但是在二次趋势拟合图中发现在1700—1750年出现了负人口数的状况，这是与实际不符的.因此在拟合的过程中，需要注意拟合的合理性.上述介绍了通过Polyfit命令拟合的过程，接下来大家看下通过Basic-fitting完成拟合功能的过程.

          在Basic-fitting中首先画出历史数据的散点图，分析其所呈现的趋势，程序如下所示：

          Year=［1625，1830，1930，1960，1974，1987，1999］；%输入自变量——年份

          Population=［5，10，20，30，40，50，60］；%输入因变量——人口数量

          plot（Year，Population，′X′）；%画出拟合数据点图

          xlabel（′年份′）；ylabel（′人口数量（亿人）′）运行程序后，可以得到历史数据散点如图3-9所示.

          
            [image: ]
            图3-9　世界人口历史数据散点图

          

          通过Matlab得到历史数据散点图后，在形成的图像窗口菜单栏中有“Tools”栏，点击该栏，在下拉菜单中选择“Basic-fitting”功能，如图3-10所示.在“Basic-fitting”工具栏中有许多多项式拟合以及插值的复选框.选中不同的复选框，在图像中会出项相应的图形.当点击“Show Equation”复选框时会出现相应多项式拟合的函数式，如图3-11所示.

          
            [image: ]
            图3-10　Basic-fitting工具箱

          

          
            [image: ]
            图3-11　Basic-fitting工具箱拟合图

          

          在此工具箱中，还可以查看各种不同拟合所形成的不同误差，只需点击相应的复选框即可，如图3-12所示.

          
            [image: ]
            图3-12　Basic-fitting不同拟合误差分析图

          

        

      

    

  

      
        
          3.3　非多项式数据拟合

          
          

        

        
          前面介绍了多项式拟合，但是多项式拟合有其局限性，有时需要对非多项式的测试数据进行拟合，并预测其后期数据.在非多项式拟合中，Malthus拟合和Logistic拟合是两种最典型、应用最广泛的拟合方式.在本节中，首先介绍这两种拟合的基本原理，以及用数学软件Matlab的实现方式，然后介绍一般形式的非多项式拟合方式.

          

      

    

  



3.3.1　Malthus拟合

          Malthus拟合最早是由英国统计学家和人口学家Malthus提出，用于预测人口增长状况的一种方法.他调查了英国一百多年的人口统计资料，得出了人口增长率不变的假设，并据此建立了著名的人口指数增长模型.

          记时刻t的人口数量为x（t），当考查一个国家或一个较大地区的人口时，x（t）是一个很大的整数.为了利用微积分这一数学工具，将x（t）视为连续、可微函数.记初始时刻（t=0）的人口为x0.假设人口增长率为常数r，即单位时间内x（t）的增量等于r乘以x（t）.考虑t～t+Δt时间内人口的增量，显然有：

          
            [image: ]
          

          令Δt→0，得到x（t）满足微分方程：

          
            [image: ]
          

          当r＞0时，表示人口将按指数规律随时间无限增长，称为指数增长模型.接下来介绍一道人口预测数学建模题，并以此介绍Malthus拟合的Matlab实现方式.

          
            例3-5　美国人口预测问题
          

          如表3-10给出的近两个世纪的美国人口统计数据（以百万为单位），对模型做检验，最后用它预报2010年美国的人口.

          表3-10　美国人口统计数据

          
            
              
                	年份
                	1790
                	1800
                	1810
                	1820
                	1830
                	1840
                	1850
                	1860
              

              
                	人口／百万
                	3.9
                	5.3
                	7.2
                	9.6
                	12.9
                	17.1
                	23.2
                	31.4
              

              
                	年份
                	1870
                	1880
                	1890
                	1900
                	1910
                	1920
                	1930
                	1940
              

              
                	人口／百万
                	38.6
                	50.2
                	62.9
                	76.0
                	92.0
                	106.5
                	123.2
                	131.7
              

              
                	年份
                	1950
                	1960
                	1970
                	1980
                	1990
                	2000
                	　
                	　
              

              
                	人口／百万
                	150.7
                	179.3
                	204.0
                	226.5
                	251.4
                	281.4
                	　
                	　
              

            

          

          
            【解题思路】
          

          首先分析美国近两个世纪人口统计数据所存在的规律性，分别计算人口平均增长率与人口平均相对增长率，公式如下：

          
            [image: ]
          

          通过分析可知发现人口平均相对增长率在一定条件下较稳定，与人口基数无关，此问题可以通过Malthus模型进行求解.记今年人口为x0，K年后人口数为xk，年增长率为r，则xk=x0（1+r）k，显然这个公式的基本条件是年增长率r保持不变.

          明白可以采用Malthus模型后，接下去就应该了解如何求解Malthus模型参数.一旦确定了Malthus参数r，那么问题就完全解决了.在前面介绍了多项式的参数求解可以采用最小二乘原理.在此可以将Malthus模型取对数，这可以将指数形式转化为线性形式，问题就转化为线性函数的参数拟合.

          
            [image: ]
          

          利用简单的线性最小二乘法，以1790—2000年的数据拟合，用Matlab软件计算可得r=0.0204年.画出Malthus的人口趋势预测情况，如图3-13和图3-14所示.

          
            [image: ]
            图3-13　美国人口Malthus拟合图形

          

          
            [image: ]
            图3-14　美国人口Malthus修正拟合图形

          

          分析图3-13与图3-14，两者都是针对美国的人口数据，运用Malthus模型进行预测，但是两者在结果上有着显著的差别.

          ●第一幅图，采用1790—2000年的人口数据进行预测，预测方程式如下所示.其中自变量x表示年份，因变量Y 表示人口数量，单位为百万人.从图中可以发现，早些年份拟合数据与实际值符合较好，但是在1940年以后的数据出现了较大的差异.

          
            Y=6.045×（1+0.020425）x-1790

          ●第二幅图，采用1900—2000年的人口数据进行预测，预测方程式如下所示.其中自变量x表示年份，因变量Y 表示人口数量，单位为百万人.从图中可以发现，拟合数据与实际值符合较好.

          
            Y=80.373×（1+0.012944）x-1900

          以上不同主要是由于最小二乘法的原理引起的.最小二乘法是使得整体数据的平方误差最小，而遗忘了一个主要因素：当近期数据出现较大误差时，应该改变预测策略，因为近期的数据对未来的预测更加重要.当然选取历史数据是相当重要的，不能用太少的数据进行预测，否则就使得预测缺乏说服力；也不能用过多的数据进行预测，这样也会增加数据的平方误差.

          接下来将介绍使用Matlab进行Malthus求解的过程.以下是图3-14估计Malthus参数的Matlab源程序.Y=1900∶10∶2000；

          PP=［76.0 92.0 106.5 123.2 131.7 150.7 179.3 204.0 226.5 251.4 281.4］；

          y=log（PP）；

          x=Y-1900；

          P=polyfit（x，y，1）；

          r=exp（P（1））-1

          x0=exp（P（2））可以看到在程序的第三行有一条对数的处理程序，这便是将指数运算转化为线性运算的过程；在程序的第五行有一条线性拟合的程序，这便是估计参数的过程，运行上述程序后得到的r便是增长率，而x0便是1900年的人口数量估计值.

          历史上，指数增长模型与19世纪以前欧洲一些地区人口统计数据可以很好地吻合，迁往加拿大的欧洲移民后代人口也大致符合这个模型.另外，用它作短期人口预测可以得到较好的结果.显然，这是因为在这些情况下，模型的基本假设：人口增长率是常数大致成立.

          
            例3-6　田鼠数量预测问题
          

          有人观察过一片土地上田鼠的数量，开始时为2只，两个月后为5只，6个月后为20只，10个月后增长到了109只.若设田鼠的自然增长率为40％，那么田鼠数量可用N（t）=2e0.4t来计算，用它分别计算2个月、6个月和10个月的田鼠数与观察到的田鼠数相比较如表3-11所示.

          表3-11　田鼠数量统计表

          
            
              
                	月数
                	0
                	2
                	6
                	10
              

              
                	观察数
                	2
                	5
                	20
                	109
              

              
                	计算数
                	2
                	4.5
                	22.0
                	109.2
              

            

          

          由此可见用马尔萨斯生物总数增长定律来描述10个月中田鼠总数增长是相当精确的.但按月增长40％的马尔萨斯增长定律，3年后田鼠数量将达到3588150只.随着时间的递推，田鼠数量趋于无穷，这显然是不合理的，模型需要修改.

          Malthus拟合模型是否完善呢？其实这个模型有一个严重的缺点，就是当时间无限远时，预测的数据将会趋向无穷大.即在考虑人类的宏观调控、自然资源有限的情况下，这明显是不可能的.Malthus模型反映在种群生长下的缺陷是没有反映环境和资源对群体自然增长的影响，没有反映各生物成员之间为了争夺有限的生活场所、食物所进行的竞争，没有反映食物和养料的紧缺对增长率的影响.为克服这一缺陷，引入自限模型，又称Logistic模型.

          

      

    

  



3.3.2　Logistic拟合

          设在所考查的自然环境下，群体可能达到的最大总数（称为生存极限数）为K，若开始时群体的自然增长率为r，随着群体的增长，增长率下降，一旦群体总数达到K，群体停止增长，即增长率为零.

          通过以上分析，阻滞作用体现在对人口增长率r的影响上，使得r随着人口数量x的增加而下降.若将r表示为x的函数r（x），则它应是减函数，于是方程可表示为：

          
            [image: ]
          

          对r（x）的一个最简单的假设是，设r（x）为x的线性函数，即用[image: ]来描述，于是数学模型就可以改进为：

          
            [image: ]
          

          上式中右端的因子rx体现人口自身的增长趋势，因子[image: ]则体现了资源和环境对人口增长的阻滞作用.显然，x值越大，前一因子越大，后一因子越小，群体增长是两个因子共同作用的结果.采用分离变量法可以解上述方程，得到Logistic模型的解形式如下：
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          求解如上常微分方程，Matlab程序如下所示：

          Dsolve（′Dx=r*（1-x/K）*x′，′t′）

          
            例3-7　草履虫数量预测问题
          

          
            [image: ]
            图3-15　草履虫数量对比图

          

          有人曾用草履虫做试验，将5个草履虫放在盛有0.5 mL营养液的小试管中，连续6天观察草履虫的个数.他发现开始时，草履虫的增长率为230.9％，后来增长率逐渐缓慢，第4天草履虫的数量达到最高水平375个.若用自限模型，t（天）时刻草履虫个数可以用如下公式表示.将上述公式计算的结果和观察值画在同一张图里（见图3-15），易见两者吻合程度相当高.
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          接下来重新考虑美国人口问题，并以此介绍Logistic模型以及Matlab实现方法.在前面已经介绍了美国人口问题的Malthus预测方法，但是在这里，可以假设人口的增长率是略有变化的，美国近两个世纪的人口也符合Logistic的拟合原则，并可以用以下公式表示.

          
            [image: ]
          

          在这个问题中，只需要确定Logistic的拟合参数K和r，便可以做相关的预测工作，将需要预测年份作为自变量Year代入，即可求出该年的预测数据.因此，拟合问题就转化为参数估计问题.Logistic的参数估计也可以通过差分运算转化成多项式拟合的参数估计.通过Matlab计算两个待估参数，拟合Logistic曲线，并与实际数据相比得到图3-16.
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          仔细观察可以发现，曲线已经出现了饱和的趋势，这正是Logistic拟合的特点.但是在图中，早些年份的拟合数据与实际数据十分接近，在1920年以后的拟合数据与实际数据出现了较大的误差，在前面已经分析过出现这个现象的原因.因此，使用1900年以后的数据重新估计参数，拟合Logistic曲线，得到结果如图3-17所示.
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            图3-16　美国人口Logistic拟合图形

          

          
            [image: ]
            图3-17　美国人口Logistic修正拟合图形

          

          估计Logistic参数的Matlab源程序如下所示：

          X=1900∶10∶2000；　　　　　　　　　%输入自变量——已知年份

          Y=［76.0，92.0，106.5，123.2，131.7，150.7，179.3，204.0，226.5，251.4，281.4］；%输入因变量

          for i=1∶length（Y）-1

          YY（i）=（Y（i+1）-Y（i））/Y（i）；

          end

          P=polyfit（Y（2∶end），YY，1）；%进行线性拟合

          r=P（2）/10；xmax=-P（2）/P（1）；

          XXX=1900∶10∶2020；%输入需要预测的时间

          YYY=xmax./（1+（xmax/Y（1）-1）.*exp（-r.*（XXX-1900）））；%输入需要预测的时间

          plot（X，Y，′o′，XXX，YYY）

          可以看出在程序的第三行至第五行有一个循环的过程，在数学上也是一个相对差分的过程.之后在程序的第六行是一条多项式拟合的命令，可见已经将Logistic参数估计问题转化为多项式拟合问题进行解决.程序的第七行将多项式拟合的参数转化为Logistic参数，其中r就是数据的增长速率，而xmax即是系统的容量上限.

          通过以上的对比分析，可以发现预测类数学建模问题具有以下特点：

          1.同一道预测数学建模问题，可以建立不同的数学模型加以解决，而主要关心的只是预测精度问题，而不关心所采用的数学模型.

          2.同一道预测数学建模问题，即使采取同一个数学模型，也可以得到两种截然不同的答案，关键在于对于问题的理解.

          可见预测类问题虽然简单，但是要把它处理好，还是需要有经验的积累.

          

      

    

  



3.3.3　一般形式的拟合实现方法

          在前面已经介绍Malthus、Logistic两种预测模型，这是两种典型的数学模型.但是这两种拟合方式可以实现的非多项式模型是非常有限的，如何自定函数形式进行数据拟合是本节所要介绍的内容.在Matlab语言中，有许多方式可以实现非多项式拟合，其中的lsqcurvefit（@myfun，x0，xdata，ydata）和nlinfit（X，y，fun，beta0）是最常用的命令，下面将介绍它们的实现方式.

          
            例3-8　输入输出测量问题
          

          有一个原理未知的黑箱系统：在这个系统中每输入一个数据都会输出一个数据.经过若干次试验，测量数据如表3-12所示.为了能够深入对该黑箱进行研究，请找出输入与输出之间的关系式.

          表3-12　输入输出测量数据

          
            
              
                	输入
                	3.6
                	7.7
                	9.3
                	4.1
                	8.6
                	2.8
                	1.3
                	7.9
                	10.0
                	5.4
              

              
                	输出
                	16.5
                	150.6
                	263.1
                	24.7
                	208.5
                	9.9
                	2.7
                	163.9
                	325.0
                	54.3
              

            

          

          
            【解题思路】
          

          
            [image: ]
            图3-18　输入输出测量数据散点图

          

          为了确定函数形式，首先使用Matlab画出数据的散点图，以便观察数据的规律，如图3-18所示.

          通过对于图像所呈现规律的分析，认为可以用以下函数对数据进行描述.其中，x表示系统的输入，y表示系统的输出；参数a，b，c就是通过拟合需要求解的参数.

          
            y=ax2+b sin（x）+cx3

          估计一般形式拟合函数参数的Matlab源程序如下所示：

          1.首先需要通过Matlab新建一M文件，命名为myfun.m，其内容如下：function F=myfun（x，xdata）

          F=x（1）*xdata.^2+x（2）*sin（xdata）+x（3）*xdata.^3；

          2.然后在Command Window窗口中键入命令进行参数拟合，其内容如下：

          xdata=［3.6 7.7 9.3 4.1 8.6 2.8 1.3 7.9 10.0 5.4］；

          ydata=［16.5 150.6 263.1 24.7 208.5 9.9 2.7 163.9 325.0 54.3］；

          x0=［10，10，10］；

          ［x，resnorm］=lsqcurvefit（@myfun，x0，xdata，ydata）

          在以上命令中，首先建立一个M文件，用于存放自定的函数形式，参数x与data就是函数参数接口.在命令窗口输入的命令中，第一、二行为测量数据，第三行x0是参数预估计数值，而第四行核心程序就是对参数进行估计.在程序运行后得到的x是一个1×3的数组，分别代表a、b、c；而resnorm得到的将是该拟合函数所产生的拟合平方误差.可以得到拟合函数如下所示：

          
            y=0.2269x2+0.3385sin（x）+0.3021x3

          使用M文件编程过程中，需要注意将M文件存放在当前的运行目录下，并且以函数名命名，否则将会发生编译错误.

          
            例3-9　公司销售量预测问题
          

          为了指导生产，现有一家公司对本年度前十个月的销售量作了数据统计，统计数据如表3-13所示.该公司希望能够通过统计数据进行分析，找出数据内在的关系式，并对该年的后两个月进行销售量预测.

          表3-13　公司销售量统计数据

          
            
              
                	月份
                	1
                	2
                	3
                	4
                	5
                	6
                	7
                	8
                	9
                	10
              

              
                	销售量
                	10
                	16
                	21
                	26
                	30
                	34
                	38
                	41
                	45
                	49
              

            

          

          
            【解题思路】
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            图3-19　公司销售量数据散点图

          

          为了确定函数形式，首先使用Matlab画出数据的散点图，以便观察数据的规律，如图3-19所示.

          通过对于图所呈现规律的分析，认为可以用以下函数对数据进行描述.其中，x表示时间月份，y表示公司的销售量；参数a，b，c就是通过拟合需要求解的参数.

          
            y=ax+b ln x+c

          估计一般形式拟合函数参数的Matlab源程序如下所示：

          1.首先需要通过Matlab新建一个M文件，命名为myfun.m，其内容如下：

          function yy=myfun（b）eta0，x

          a=beta0（1）；

          b=beta0（2）；

          c=beta0（3）；

          yy=c*x+b*log（x）+a；

          2.然后在Command Window窗口中键入命令进行参数拟合，其内容如下：

          x=［1 2 3 4 5 6 7 8 9 10］；

          y=［10 16 21 26 30 34 38 41 45 49］；

          beta0=［3 6 5］；

          betafit=nlinfit（x，y，′myfun1′，beta0）

          在以上命令中，首先建立一个M文件，用于存放自定的函数形式.在命令窗口中输入的命令中，第一、二行为测量数据，第三行beta0是参数预估计数值，而第四行核心程序就是对参数进行估计.在程序运行后得到的x是一个1×3的数组，分别代表a、b、c，可以得到拟合函数如下所示：

          
            y=6.7347x+4.6543lnx+3.1337

        

      

    

  
    
      
        
          3.4　Leslie矩阵模型

          
          

        

        
          前面的章节中介绍了几种基本模型描述数量的变化，这些模型都是针对问题的数据出发，考虑数据内部所呈现的规律，研究的问题都是一般的事物，而不考虑事物特有的规律.这样的预测需要数据往往较少，精度有限.当需要作进一步分析时，往往捉襟见肘.本节将以种群为例，考虑种群的年龄结构，种群的数量主要由总量的固有增长率决定.但是不同年龄结构动物的繁殖率和死亡率有着明显的不同，为了更精确地预测种群的增长，本节讨论按年龄分组的种群增长预测模型.这个向量形式的差分方程是Leslie在20世纪40年代用来描述女性人口变化规律的，虽然这个模型仅考虑女性人口的发展变化，但是一般男女人口的比例变化不大.

          假设女性最大年龄为s岁，分s岁为n 个年龄区间：

          
            [image: ]
          

          年龄属于Δti的女性称为第i组，设第i组女性人口数为xi（i=1，2，…，n），称x=（x1，x2，…xn）T为女性人口年龄分布向量.考虑x随时间tk的变化情况，每隔s/n年观察一次，不考虑同一时间间隔内的变化（即将时间离散化）.设初始时间为t0，tk=t0+ks/n时间的年龄分布向量为x（k）=（x（k）1，x（k）2，…，x（k）n）T，这里只考虑由生育、老化和死亡引起的人口演变，而不考虑迁移、战争、意外灾难等社会因素的影响.

          设第i组女性的生殖率（已扣除女婴死亡率）为ai（第i组每位女性在s/n年中平均生育的女婴数，ai≥0），存活率bi（第i组女性经过s/n仍活着的人数与原来人数之比，0＜bi≤1），死亡率＝1-bi.假设ai，bi在同一时间间隔内不变，这个数据可由人口统计资料获得.

          tk时第一组女性的总数x（k）1是tk-1时各组女性（人数为x（k-1）i，i=1，…，n）所生育的女婴的总数可以由下式表示：

          
            [image: ]
          

          
            t
            
              k
            时第i＋1组（i≥1）女性人数x（k）i+1是tk-1时第i组的女性经s/n 年存活下来的人数可以由下式表示：

          
            [image: ]
          

          用矩阵将上两式表示为：
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            [image: ]
          

          称L为Leslie矩阵，用上式可算出tk时间各年龄组人口总数.人口增长率以及各年龄组人口占总人口的百分比.

          利用Leslie模型分析人口增长，发现观察时间充分长后人口增长率和年龄分布结构均趋于一个稳定状态，这与矩阵L的特征值、特征向量有关.

          矩阵L有唯一的单重正特征值λ1，对应的特征向量为：

          
            [image: ]
          

          若λ1是矩阵L的正特征值，则L的任一个（实的或复的）特征值λ 都满足：

          
            [image: ]
          

          若矩阵L的第一行有两个顺序元素ai，ai+1＞0，则L的正特征值是严格优势特征值.这条要求在人口模型中是能保证的，所以L矩阵必有严格优势特征值.

          若矩阵L有严格优势特征值λ1，其对应的特征向量为x1，则：

          
            [image: ]
          

          这表明时间tk充分长后，年龄分布向量趋于稳定，即各年龄组人数x（k）i占总数[image: ]的百分比几乎等于特征向量x1中相应分量占分量总和的百分比.

          同时tk充分大后，人口增长率（x（k+1）i-x（k）i）/x（k）i趋于λ1-1.或说λ1＞1时，人口递增；λ1＜1时，人口递减；λ1=1时，人口总数稳定不变.

          
            例3-10　饲料厂动物数量预测问题
          

          某饲料场的某种动物所能达到的最大年龄为6岁，以两年为一个年龄段进行观测.1990年观测各个年龄段的生育率、存活率、数量数据如表3-14所示.针对1998年各年龄组的动物数量及分布比例、总数的增长率进行预测.

          表3-14　种群统计数据

          
            
              
                	年龄
                	［0，2）
                	［2，4）
                	［4，6）
              

              
                	头数
                	160
                	320
                	80
              

              
                	生育率
                	0
                	4
                	3
              

              
                	存活率
                	0.5
                	0.25
                	0
              

            

          

          
            【解题思路】
          

          由表3-14得到动物1998年的年龄分布向量x（0）及Leslie矩阵L分别为：
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          1998年的年龄分布向量为：

          
            [image: ]
          

          所以，1998年动物总数为3310头；小于2岁的有1690头，占51.06％；2～4岁的有1550头，占46.83%；4～6岁的有70头，占2.11%.增长总数为2750头，8年总增长率为491.07%.

          
            例3-11　加拿大人口数量预测问题
          

          为了研究加拿大的人口年龄结构，对加拿大的人口进行数据统计.1965年的统计资料如表3-15所示（由于大于50岁的妇女生育者极少，故只讨论0～50岁之间的人口增长问题）.

          表3-15　加拿大人口统计数据

          
            
              
                	年龄组 i
                	年龄区间 
                	ai
                	bi
              

              
                	1
                	［0，5）
                	0.00000
                	0.99651
              

              
                	2
                	［5，10）
                	0.00024
                	0.99820
              

              
                	3
                	［10，15）
                	0.05861
                	0.99802
              

              
                	4
                	［15，20）
                	0.28608
                	0.99729
              

              
                	5
                	［20，25）
                	0.44791
                	0.99694
              

              
                	6
                	［25，30）
                	0.36399
                	0.99621
              

              
                	7
                	［30，35）
                	0.22259
                	0.99460
              

              
                	8
                	［35，40）
                	0.10459
                	0.99184
              

              
                	9
                	［40，45）
                	0.02826
                	0.98700
              

              
                	10
                	［45，50）
                	0.00240
                	－
              

            

          

          
            【解题思路】
          

          由表3-15得到加拿大人口的Leslie矩阵L如下所示.求解特征方程，可以得到L 矩阵的特征值λ＝1.0762和特征向量如下所示.

          
            [image: ]
          

          通过上述过程大家可以发现，一旦L矩阵的维数过大，那么求解特征方程将会是一个非常繁复的过程.大家可以交给数学软件Matlab进行求解，Matlab中的eig命令支持特征值、特征向量的求解.

          求解矩阵特征值与特征向量的Matlab源程序如下所示：

          L=zeros（10，10）；

          L（1，：）=［0，0.00024，0.05861，0.28608，0.44791，0.36399，0.22259，0.10459，0.02826，0.00240］；

          L（2，1）=0.99651；L（3，2）=0.99820；L（4，3）=0.99802；L（5，4）=0.99729；L（6，5）=0.99694；

          L（7，6）=0.99621；L（8，7）=0.99460；L（9，8）=0.99184；L（10，9）=0.98700

          ［V，D］=eig（L）；

          Ask1=D（1）；

          Ask2＝V（：，1）；

          Ask3＝V（：，1）/sum（V（：，1））；

          pie（Ask3）

          legend（′［0，5）′，′［5，10）′，′［10，15）′，′［15，20）′，′［20，25）′，′［25，30）′，′［30，35）′，′［35，40）′，′［40，45）′，′［45，50）′）

          虽然可以通过Matlab进行求解，在Matlab中输入L矩阵也是一件很麻烦的事情.在上述命令中，针对L矩阵的特点采取了一种技巧：因为在一个N阶的L矩阵元素中有N×（N-2）-2个0元素，矩阵越大，0元素也就越多.因此，定义了一个全零矩阵，如程序的第一行所示.而程序的后续几行，分别输入矩阵中的非零元素.关键命令出现在第六行，其中D就是矩阵的特征值，V就是矩阵的特征向量，ASK1为矩阵最大的正特征值，ASK2为ASK1所对应的特征向量，ASK3是对特征向量做归一化处理.由L矩阵的特性可知：当时间充分长后，年龄分布向量趋于稳定，即各年龄组人数x（k）i占总数的百分比几乎等于特征向量中相应分量占分量总和的百分比.

          如果加拿大妇女生育率和存活率保持1965年的状况，那么经过较长时间以后，50岁以内的人口总数每5年将递增7.622%，由特征向量可算得各年龄组人口占总人口的比例如图3-20所示.
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            图3-20　加拿大人口年龄结构示意图

          

          
            例3-12　大象种群稳定发展问题——ICM2000
          

          位于非洲某国的国家公园中栖息着近11000头大象.管理者要求有一个健康稳定的环境以便维持这个11000头大象的稳定群落.管理者逐年统计了大象的数量，发现在过去的20年中，整个大象群经过一些偷猎枪杀以及转移到外地还能保持在11000头的数量，而其中每年大约有近600～800头是被转移的.由于近年来，偷猎被禁止，而且每年要转移这些大象也比较困难，现决定采取避孕注射法以维持大象数量的平衡.我们已知此公园近两年内从这个地区运出的大象的大致年龄和性别的统计（见表3-16）.根据这些信息我们需要解决以下问题：

          探讨年龄在2～60岁之间的象群合理的存活率的模型，推测这个大象群落的当前的年龄结构.估计每年有多少母象要注射避孕药，可以使象群固定在11000头左右.这里不免有些不确定性，是否能估计这种不确定性的影响.

          表3-16　大象的年龄和性别统计表

          
            
              
                	前一年的情况
                	前两年的情况
              

              
                	年龄
                	大象头数
                	母象头数
                	年龄
                	大象头数
                	母象头数
                	年龄
                	大象头数
                	母象头数
                	年龄
                	大象头数
                	母象头数
              

              
                	1
                	0
                	0
                	31
                	3
                	0
                	1
                	0
                	0
                	31
                	13
                	7
              

              
                	2
                	0
                	0
                	32
                	5
                	2
                	2
                	20
                	10
                	32
                	16
                	12
              

              
                	3
                	0
                	0
                	33
                	8
                	5
                	3
                	21
                	12
                	33
                	13
                	6
              

              
                	4
                	3
                	2
                	34
                	12
                	3
                	4
                	13
                	3
                	34
                	10
                	6
              

              
                	5
                	4
                	1
                	35
                	10
                	4
                	5
                	12
                	5
                	35
                	10
                	0
              

              
                	6
                	7
                	2
                	36
                	3
                	1
                	6
                	13
                	4
                	36
                	12
                	8
              

              
                	7
                	20
                	10
                	37
                	7
                	3
                	7
                	22
                	4
                	37
                	16
                	5
              

              
                	8
                	9
                	2
                	38
                	14
                	2
                	8
                	14
                	7
                	38
                	12
                	2
              

              
                	9
                	15
                	7
                	39
                	10
                	0
                	9
                	40
                	21
                	39
                	10
                	4
              

              
                	10
                	9
                	3
                	40
                	16
                	12
                	10
                	14
                	8
                	40
                	12
                	6
              

              
                	11
                	22
                	12
                	41
                	21
                	11
                	11
                	26
                	10
                	41
                	19
                	10
              

              
                	12
                	3
                	1
                	42
                	13
                	4
                	12
                	13
                	10
                	42
                	13
                	7
              

              
                	13
                	23
                	13
                	43
                	10
                	6
                	13
                	14
                	4
                	43
                	24
                	10
              

              
                	14
                	5
                	2
                	44
                	12
                	4
                	14
                	27
                	12
                	44
                	17
                	10
              

              
                	15
                	13
                	6
                	45
                	6
                	4
                	15
                	3
                	1
                	45
                	16
                	4
              

              
                	16
                	21
                	10
                	46
                	3
                	2
                	16
                	14
                	3
                	46
                	25
                	12
              

              
                	17
                	0
                	0
                	47
                	6
                	0
                	17
                	12
                	8
                	47
                	12
                	3
              

              
                	18
                	22
                	12
                	48
                	9
                	3
                	18
                	20
                	10
                	48
                	45
                	23
              

              
                	19
                	14
                	6
                	49
                	13
                	2
                	19
                	25
                	11
                	49
                	23
                	12
              

              
                	20
                	5
                	4
                	50
                	10
                	4
                	20
                	17
                	14
                	50
                	34
                	10
              

              
                	21
                	13
                	7
                	51
                	3
                	1
                	21
                	14
                	10
                	51
                	13
                	9
              

              
                	22
                	10
                	5
                	52
                	6
                	4
                	22
                	10
                	7
                	52
                	16
                	4
              

              
                	23
                	0
                	0
                	53
                	21
                	11
                	23
                	0
                	0
                	53
                	10
                	4
              

              
                	24
                	13
                	5
                	54
                	15
                	6
                	24
                	2
                	0
                	54
                	17
                	7
              

              
                	25
                	30
                	12
                	55
                	4
                	1
                	25
                	3
                	0
                	55
                	13
                	3 
              

            

          

          续表

          
            
              
                	前一年的情况
                	前两年的情况
              

              
                	年龄
                	大象头数
                	母象头数
                	年龄
                	大象头数
                	母象头数
                	年龄
                	大象头数
                	母象头数
                	年龄
                	大象头数
                	母象头数
              

              
                	26
                	14
                	6
                	56
                	13
                	4
                	26
                	4
                	2
                	56
                	13
                	6
              

              
                	27
                	12
                	5
                	57
                	10
                	5
                	27
                	4
                	2
                	57
                	12
                	3
              

              
                	28
                	0
                	0
                	58
                	32
                	12
                	28
                	3
                	1
                	58
                	3
                	2
              

              
                	29
                	20
                	10
                	59
                	14
                	8
                	29
                	2
                	1
                	59
                	22
                	11
              

              
                	30
                	6
                	5
                	60
                	0
                	0
                	30
                	3
                	0
                	60
                	20
                	10
              

            

          

          
            【解题思路】
          

          为了估计每年注射避孕药的母象头数，首先建立一个按年龄分组的种群增长的差分方程模型；然后用Leslie矩阵稳定的充要条件分析如果不进行避孕注射种群的增长情况；最后仍然利用Leslie矩阵稳定的充要条件求出应该保持多大的繁殖率才能使种群保持稳定，进而利用一个方程求出每年注射避孕药的母象头数.

          记时段k第i年龄组的大象数量为xi（k），i=1，2，…，n，k=0，1，2，…，第i年龄组的繁殖率为bi，即第i年龄组每个（母象）个体在一个时段内平均繁殖的数量，第i年龄的存活率为si，这里假设bi和si不随时段k变化，在稳定的环境下这个假设是合理的，bi和si可由统计资料获得.xi（k）的变化规律由以下的基本事实得到：时段k+1第1年龄组种群数量是时段k各年龄组繁殖数量之和.

          
            [image: ]
          

          时段k+1第i+1年龄组的种群数量是时段k第i年龄组存活下来的数量，可以用下式表示：

          
            [image: ]
          

          记时段k种群按年龄组的分布向量为x（k）=［x1（k），x2（k），…xn（k）］T，由繁殖率bi和存活率si构成的矩阵L 可以表示为：

          
            [image: ]
          

          如果不进行避孕注射，分析大象种群的增长情况.通过计算可知0岁的大象的存活率为0.75；1～60岁大象的存活率为0.989718；假设61～70岁大象头数是线性递减的，而且到70岁所有的大象都死完了；11～60岁大象的繁殖率为0.1448.建立起不进行避孕注射种群增长的Leslie矩阵如下所示：

          
            [image: ]
          

          这是一个71×71的矩阵，分析种群增长规律.用Matlab软件求得最大正特征值为1.0458.根据定理可知，如果不进行避孕注射，该大象种群将无限增长下去（如果环境允许），所以要进行避孕注射.

          根据Leslie矩阵的性质知道，要保持种群稳定，必须使得最大正特征根为1，即使得下面式子成立：

          
            [image: ]
          

          解这个方程求出如要保持大象种群的稳定，那么繁殖率应该为b0=0.0377.保持大象种群数量稳定的繁殖率b0与没采取避孕时的繁殖率b有一定的差距，所以需要对占（b-b0）的繁殖率的大象进行避孕.

          
            例3-13　中国人口预测问题——CUMCM2007
          

          人口问题是制约我国发展的关键因素之一.近年来中国的人口发展出现了一些新的特点，例如，老龄化进程加速、出生人口性别比持续升高，以及乡村人口城镇化等因素，这些都影响着中国人口的增长.试从中国的实际情况和人口增长的上述特点出发，参考给出的从《中国人口统计年鉴》上收集到的部分数据，建立中国人口增长的数学模型，并由此对中国人口增长的中短期和长期趋势做出预测；特别要指出你们所建模型的优点与不足之处.

          
            【解题思路】
          

          Leslie是一个向量形式的差分方程，可将微分函数离散化，在20世纪40年代用来描述女性人口变化规律.这里，我们先建立了基本的Leslie模型，得到离散形式的女性人口模型，以之来预测女性的人口数量.而后对基本的Leslie模型进行改进，用来预测男性的人口数量.

          以1岁为1个年龄组，1年为1个时段，即k年i岁的女性人数为xi（k）.设生育率与年龄、时间有关.记k年i岁女性生育率（每位女性平均生育的女儿数）为bi（k），育龄区间为i1，i2，同时设死亡率只与年龄有关，记k年i岁女性死亡率为di，存活率为si.时间段k+1第一年龄组人口数量是时段k各年龄组的生育数之和，即

          
            [image: ]
          

          时段k+1第i+1年龄组的人口数量是时段k第i年龄组存活下来的数量，即：

          
            [image: ]
          

          记女性人口的按年龄的分布向量为：xk+1=x1（k），x2（k），…，xn（k）T.

          由生育率bi和存活率si构成L 矩阵如下所示：

          
            [image: ]
          

          当L矩阵和按年龄组的初始分布向量x（0）已知时，可以预测任意时段k 人口按年龄组的分布为：

          
            [image: ]
          

          对bi（k）进一步分解，可以得到如下形式：

          
            [image: ]
          

          其中，β（k）是k年所有育龄女性平均生育的女儿数.若女性在育龄期所及的时间内保持生育率不变，则β（k）就是k年i1岁的每位女性一生平均生育的女儿数，是控制人口数量的主要参数.

          将L矩阵分解为存活率矩阵A和生育模式矩阵B，以A1表示女性生存率矩阵，那么女性的生存率矩阵和生育率矩阵可表示分别表示为：

          
            [image: ]
          

          女性人口的递推方程可表示为

          
            [image: ]
          

          根据统计资料可以知道人口的初始分布x（0），就可以用存活率和生育模式矩阵以及生育率β（k）来预测未来女性的人口数量.

          同样可以得到男性的存活率矩阵，如下所示：

          
            [image: ]
          

          因为男性无生育能力，所以男性的数量由男性的生存率和女性生育的男婴数决定.则男性时段k+1的人数可表示为

          
            [image: ]
          

          这样就可得到男性和女性的人口数量，将两者相加，就可进而预测某一区域人口的总的数量.将实际数据代入上式进行估算，并将2001—2005年实际数据与预测数据进行比较，如表3-17所示.由于竞赛的数据量过大，因此在本书中无法将完整数据给出，有兴趣的学生可以参考该年赛题.

          表3-17　2001—2005年实际人口和预测人口数　　　　　（单位：万人）

          
            
              
                	年份
                	2001
                	2002
                	2003
                	2004
                	2005
              

              
                	实际人口
                	127627
                	128453
                	129227
                	129990
                	130660
              

              
                	预测人口
                	121450
                	123020
                	124480
                	125870
                	127190 
              

            

          

        

      

    

  
    
      
        
          3.5　灰色预测模型

          
          

        

        
          数据预测类问题大部分情况是基于已有历史数据的基础上的，通过历史数据推断其固有的规律.这样的估计方法需要有大量的历史数据支持.当只有少量数据时，内部数据规律不能很好地反映出来.这样的预测会带来较大的误差.基于以上缺陷，针对小数据预测估计题目，有专家学者提出了一种灰色预测方法，对小数据问题进行预测.

          灰色预测法是一种对含有不确定因素的系统进行预测的方法.灰色系统是介于白色系统和黑色系统之间的一种系统.灰色系统内的一部分信息是已知的，另一部分信息是未知的，系统内各因素间具有不确定的关系.灰色预测通过鉴别系统因素之间发展趋势的相异程度，即进行关联分析，并对原始数据进行生成处理来寻找系统变动的规律，生成有较强规律性的数据序列，然后建立相应的微分方程模型，从而预测事物未来发展趋势的状况.其用等时距观测到的反映预测对象特征的一系列数量值构造灰色预测模型，预测未来某一时刻的特征量，或达到某一特征量的时间.

          灰色预测模型可以分为三类：灰色时间序列预测，即用观察到的反映预测对象特征的时间序列来构造灰色预测模型，预测未来某一时刻的特征量，或达到某一特征量的时间.畸变预测，即通过灰色模型预测异常值出现的时刻，预测异常值什么时候出现在特定时区内.系统预测，即通过对系统行为特征指标建立一组相互关联的灰色预测模型，预测系统中众多变量间的相互协调关系的变化.

          为了弱化原始时间序列的随机性，在建立灰色预测模型之前，需先对原始时间序列进行数据处理，经过数据处理后的时间序列即称为生成列.灰色系统常用的数据处理方式有累加和累减两种.

          累加生成数指一次累加生成，记原始序列为X（0）={x（0）（1），x（0）（2），…，x（0）（n）}，一次累加生成序列为：X（1）={x（1）（1），x（1）（2），…，x（1）（n）}.

          
            [image: ]
          

          累减生成数是指累加生成的逆运算.

          记原始序列为：X（1）={x（1）（1），x（1）（2），…，x（1）（n）}.一次累减生成序列为：X（0）={x（0）（1），x（0）（2），…，x（0）（n）}.其中x（0）（k）=x（1）（k）-x（1）（k-1）.规定x1（0）=0.

          GM（1，1）表示一阶、一个变量的灰色系统模型，令X（0）表示需要建模的序列，X（1）为X（0）的一次累加生成序列，则有[image: ].定义Z（1）为X（1）的紧邻均值生成序列：[image: ]，可建立如下灰微分方程：

          
            x
            （0）（k）+az（1）（k）=b

          记=（a，b）T，则灰微分方程的最小二乘估计参数列满足下式：

          
            [image: ]
          

          称[image: ]为灰微分方程x（0）（k）+az（1）（k）=b 的白化方程，也称为影子方程.综上所述，可以得到：

          1.白化方程[image: ]的解也称为时间响应函数：

          
            [image: ]
          

          2.GM（1，1）灰微分方程x（0）（k）+az（1）（k）=b 的时间响应序列为：

          
            [image: ]
          

          3.取x（1）（0）=x（0）（1），则有：

          
            [image: ]
          

          4.将值还原得到：

          
            [image: ]
          

          
            GM（1，1）模型的检验分为三个部分：残差检验、关联度检验以及后验差检验.

          
            [image: ]
          

          3.后验差检验：

          
            [image: ]
          

          查后验差检验判别参照表3-18，可以判断模型的精度.

          表3-18　后验差检验判别参照表

          
            
              
                	C
                	模型精度
              

              
                	＜0.35
                	优
              

              
                	＜0.5
                	合格
              

              
                	＜0.65
                	勉强合格
              

              
                	＞0.65
                	不合格
              

            

          

          
            例3-14　房地产价格体系评估问题
          

          改革开放以来，我国的房地产业取得了巨大的成就.虽然国内房地产业还处于发展的初期阶段，但是房地产业在国民经济的地位和作用却越来越重要，它已成为促进国内经济发展的新经济增长点，几年来有关房地产业方面的研究也成为热点之一.房价始终是我国房地产市场最为尖锐的问题.调查显示：1992—2004年的13年间，全国城市住房平均售价上涨了近10倍，部分城市上涨幅度还要比这个数据大得多，远远超过我国国民收入水平的涨幅.国家发展和改革委员会、国家统计局最新发布的调查报告显示：2004年一季度35个大中城市就有9个城市房价涨幅超过10个百分点，另外有7个城市土地交易价格涨幅超过10个百分点.

          杭州、宁波、上海是中国沿海发展的重点城市，这三个城市的房地产价格也呈现一定程度的上升趋势.近几年这三个城市的房地产价格指数如表3-19所示（当年指数以去年为100计算）：

          表3-19　城市房地产价格指数

          
            
              
                	年份
                	2000
                	2001
                	2002
                	2003
                	2004
                	2005
                	2006
              

              
                	宁波市
                	105.5
                	107.2
                	116.4
                	116.6
                	113.9
                	106.4
                	102.2
              

              
                	杭州市
                	104.9
                	105.8
                	106.9
                	106.1
                	111.7
                	109.7
                	102.6
              

              
                	上海市
                	98.6
                	104.4
                	107.3
                	120.1
                	115.9
                	109.7
                	98.7
              

            

          

          根据表3-19中2000—2006年宁波、杭州和上海三市的房地产价格指数的变化状况，建立数学模型对2008—2010年这三个城市的房地产价格指数的变化趋势进行预测.

          
            【解题思路】
          

          对灰色系统进行预测，需要执行以下步骤：

          1.数据生成处理：将原始数据，即历年的房地产价格指数作某种数学处理.在灰色系统建模理论中，可以采用累加生成的方法，所谓累加生成就是将原始数据按时间序列依次累加.

          2.构造数据矩阵B和数据向量Y，根据灰色理论该数据矩阵B如下所示：

          
            [image: ]
          

          3.参数α与μ的确定：[image: ]，将数据矩阵和数据向量代入式子进行求解.其中U1，U2，U3分别表示宁波、杭州、上海的数据.

          
            [image: ]
          

          4.预测模型的建立：根据灰色理论，预测模型的一般形式为微分方程，即：

          
            [image: ]
          

          由于由该模型解得的各年份预测值为一次累加数据，需将[image: ]还原为原始数据[image: ].根据累加生成法反处理，可以得到如下所示：

          
            [image: ]
          

          计算在2008—2010年三年的房地产价格指数预测原始数据如表3-20所示.

          表3-20　2008—2010年房地产价格指数数据表

          
            
              
                	年份
                	2008
                	2009
                	2010
              

              
                	宁波
                	104.979
                	103.475
                	101.992
              

              
                	杭州
                	106.937
                	106.881
                	106.825
              

              
                	上海
                	106.946
                	106.271
                	105.599
              

            

          

          灰色预测模型的Matlab源程序如下所示：

          1.首先需要通过Matlab新建一M文件，命名为GM11，其内容如下：

          function［X，c，error1，error2］=GM11（X0，k）

          format long；

          n=length（X0）；

          X1=［］；

          X1（1）=X0（1）；

          for i=2∶n

          　　X1（i）=X1（i-1）+X0（i）；

          end

          for i=1∶n-1

          　　B（i，1）=-0.5*（X1（i）+X1（i+1））；

          　　B（i，2）=1；

          　　Y（i）=X0（i+1）；

          end

          alpha=（B′*B）^（-1）*B′*Y′；

          a=alpha（1，1）；

          b=alpha（2，1）；

          d=b/a；

          c=X1（1）-d；

          X2（1）=X0（1）；

          X（1）=X0（1）；

          for i=1∶n-1

          　　X2（i+1）=c*exp（-a*i）+d；

          　　X（i+1）=X2（i+1）-X2（i）；

          end

          for i=（n+1）：（n+k）

          X2（i）=c*exp（-a*（i-1））+d；

          X（i）=X2（i）-X2（i-1）；

          end

          for i=1∶n

          　　error（i）=X（i）-X0（i）；

          　　error1（i）=abs（error（i））；

          　　error2（i）=error1（i）/X0（i）；

          end

          c=std（error1）/std（X0）；

          2.然后在Command Window窗口中键入命令进行预测，其内容如下：

          k=3；

          　X0=［98.6　　104.4　　107.3　　120.1　　115.9　　109.7　　98.7］；

          　［X，c，error1，error2］=GM11（X0，k）

          
            【思考题】
          

          现已知该河流的干流及三条支流从1977—2006年30年间每月的流量数据，请根据这些数据预测2007年干流及三条支流每月的流量.其中一条支流的流量如图3-21所示.

          
            [image: ]
            图3-21　360个月支流流量图

          

          针对数学建模竞赛中的预测类问题，本章先后介绍了多项式拟合、非多项式拟合、Leslie矩阵预测、灰色预测四种基本预测方法.其中多项式拟合可以解决大部分的预测问题，也是大部分参赛队可能采用的方式.但是多项式拟合能够预测的类型是有限的，因此本章介绍了两类最主要的非多项式拟合方式Malthus拟合和Logistic拟合.如果问题给数据比较充分，则预测可以做得更加详细.本章还介绍了Leslie矩阵方法，该方法可以做长期的种群数量预测，也可以做年龄结构的分析.最后本章介绍了适合少量数据的灰色预测模型.各种预测模型都有各自的特点，一道数学建模题也可以采用不同的数学模型，关键在于降低预测误差.本章所介绍的模型也是有限的，另外时间序列也可以做数据预测，相关内容会在后续章节中介绍.

        

      

    

  
    
      
        
          3.6　讨论题

          
          

        

        
          1.某报纸近几年的广告收入如表3-21所示，由于业务需要，该报纸将扩版.试预测2008年以后该报纸的广告收入（万元），以便计算扩版后所需的费用.该报纸2003—2007年的广告统计数据如表3-21所示.

          表3-21　历年广告收入统计数据表

          
            
              
                	年份
                	2003
                	2004
                	2005
                	2006
                	2007
              

              
                	广告收入／万元
                	230
                	235
                	255
                	292
                	373
              

            

          

          2.为了控制人口数量，统计了1971—2005年的各年人口抽样调查数据来预测以后各年的人口数，统计数据如表3-22所示.试对2005年以后的人口数量进行预测.

          表3-22　1971—2005年人口统计数据表

          
            
              
                	年份
                	1971
                	1972
                	1973
                	1974
                	1975
                	1976
                	1977
                	1978
                	1979
              

              
                	人数
                	84779
                	86727
                	88761
                	90409
                	91970
                	93267
                	94774
                	96159
                	97542
              

              
                	年份
                	1980
                	1981
                	1982
                	1983
                	1984
                	1985
                	1986
                	1987
                	1988
              

              
                	人数
                	98705
                	100072
                	101654
                	103008
                	104357
                	105851
                	107507
                	109300
                	111026
              

              
                	年份
                	1989
                	1990
                	1991
                	1992
                	1993
                	1994
                	1995
                	1996
                	1997
              

              
                	人数
                	112704
                	114333
                	115823
                	117171
                	118517
                	119850
                	121121
                	122389
                	123626
              

              
                	年份
                	1998
                	1999
                	2000
                	2001
                	2002
                	2003
                	2004
                	2005
                	　
              

              
                	人数
                	124761
                	125786
                	126743
                	127627
                	128453
                	129227
                	129990
                	130660
                	　
              

            

          

          3.佛罗里达灌木蜥蜴是一种灰色或灰褐色小蜥蜴，遍布于佛罗里达中部和大西洋沿岸地区的沙质高地上.佛罗里达濒危动植物委员会把这种灌木蜥蜴归类为濒危的生物.佛罗里达灌木蜥蜴的长期存活，有赖于保留适当的空间搭配和灌木丛生地带的规模.利用表3-23中提供的数据估计数值Fa（成年蜥蜴平均产卵量）；Sj（处在出生和第一个繁殖季节之间的幼年蜥蜴存活率）；Sa（成年蜥蜴平均存活率）.数据是关于一群灌木蜥蜴的，它们先被捕捉然后连续跟踪四年.幼小蜥蜴（0岁）在出生当年夏季不产卵.所有其他雌蜥蜴的平均孵卵量与身体尺寸成比例，正如线性函数y=0.21×SVL-7.5所表示的，其中y是孵卵量，而SVL是鼻子到肛门以mm为单位的长度.分析这个蜥蜴种群的发展状况，并提出一种方法对蜥蜴种群未来的数量作出预测.

          表3-23　蜥蜴种群信息数据表

          
            
              
                	年度
                	年龄
                	存活总数
                	雌蜥蜴存活数
                	平均雌蜥蜴身长／mm
              

              
                	1
                	0
                	972
                	495
                	30.3
              

              
                	2
                	1
                	180
                	92
                	45.8
              

              
                	3
                	2
                	20
                	11
                	55.8
              

              
                	4
                	3
                	2
                	2
                	56
              

            

          

          4.当今社会经济高速发展，人们的物质与精神生活有了很大的提高，但这仍然满足不了少数人的物质和精神欲望，各种腐败层出不穷.如在一宗重大的政府腐败丑闻中，牵连人数变化情况为：当地报纸将这一丑闻公布于众时，牵连的人数为7人；随着进一步深入调查，3个月后牵连人数增加了9人；又过了3个月后牵连人数又增加了12人.希望大家通过建立一个数学模型，解决以下问题：假设该政府腐败集团的腐败分子都能牵连出来，预测从该腐败事件中牵连出的总人数.假设在时间足够长的情况下，计算出揪出全部腐败分子所需要的时间t.如果实际揪出的腐败分子人数与预测人数不符，说明所建模型是否还有效.

          5.北方某城市1986—1992年道路交通噪声平均实际数据如表3-24所示，分析数据所呈现的内在规律后，预测1992年以后的道路交通噪声变化趋势.

          表3-24　某城市近年来交通噪声数据［dB（A）］

          
            
              
                	序号
                	年份
                	噪声
              

              
                	1
                	1986
                	71.1
              

              
                	2
                	1987
                	72.4
              

              
                	3
                	1988
                	72.4
              

              
                	4
                	1989
                	72.1
              

              
                	5
                	1990
                	71.4
              

              
                	6
                	1991
                	72.0
              

              
                	7
                	1992
                	71.6
              

            

          

          6.我国经济的快速发展为私人汽车提供了巨大的发展空间.据中国汽车工业协会估算，截至2006年底，中国私人汽车保有量约为2650万辆，占全国汽车保有量的60%左右.在2006年，我国汽车销量为710多万辆，私人购买比例超过77%，中国已经成为仅次于美国的全球第二大新车市场.

          据世界银行的研究，汽车保有量（尤其是私人汽车）与人均国民收入成正比.2003年，我国国内人均GDP首次突破1000美元，这预示着中国汽车开始进入家庭消费阶段.而事实表明，随着中国人均GDP的稳健增长，近年来，我国的家用汽车销量以两位数的增速急剧扩大.汽车特别是用于消费的私人汽车保有量的多少，与经济发展程度、居民收入以及道路建设等有着密切的联系.随着私人汽车消费时代的到来，汽车保有量上升的一个重要因素就是国内汽车消费的快速增长.消费者购买力的增强和个体私营经济的快速发展，也带动了私人汽车的大发展.私人汽车保有量与一个国家或地区的社会经济发展的有关数据有着密切关系.表3-25提供了我国某一经济发达地区的一些相关统计数据.

          表3-25　1996—2008年某地区相关的统计数据

          
            
              
                	年份
                	人均国内生产总值／元
                	全社会消费品零售总额／亿元
                	全社会固定资产投资总额／亿元
                	运营公交车辆数／辆
                	公交营运总数／亿人次
                	城市交通干线噪音均值／分贝
                	公交车营运总里程／万千米
                	道路总长／千米
                	居民人均可支配收入／元
                	居民储蓄款余额／亿元
                	汽油（93号）年均价／元 •升－1
                	私人汽车保有量／万辆
              

              
                	1996
                	27000
                	297．35
                	327．53
                	2658
                	6．31
                	68．3
                	15948
                	737
                	16316
                	583．89
                	1．96
                	3．1
              

              
                	1997
                	30619
                	325．00
                	390．51
                	2763
                	6．94
                	69．6
                	17130
                	789
                	18600
                	707．67
                	2．28
                	3．6
              

              
                	1998
                	33282
                	423．00
                	474．63
                	2801
                	5．73
                	69．7
                	17866
                	894
                	19886
                	861．88
                	2．32
                	4．2
              

              
                	1999
                	33689
                	467．57
                	569．55
                	2887
                	7．76
                	69．8
                	18961
                	1015
                	20249
                	941．99
                	2．38
                	4．8
              

              
                	2000
                	41020
                	538．17
                	616．25
                	2920
                	8．23
                	69．7
                	19688
                	1198
                	21626
                	1082．6
                	2．73
                	6．7
              

              
                	2001
                	43344
                	832．04
                	686．37
                	3495
                	8．87
                	68．3
                	24465
                	1361
                	23544
                	1373．4
                	2．89
                	9．1
              

              
                	2002
                	46030
                	941．94
                	788．15
                	3495
                	9．57
                	68．2
                	24814
                	1710
                	24941
                	1756．5
                	2．82
                	13
              

              
                	2003
                	53887
                	1095．13
                	969．1
                	4885
                	9．65
                	68．7
                	36149
                	2100
                	25936
                	2199．5
                	3．08
                	18．9
              

              
                	2004
                	59271
                	1250．64
                	1092．6
                	5376
                	10．11
                	69．2
                	43008
                	2314
                	26596
                	2625．4
                	3．56
                	29
              

              
                	2005
                	64507
                	1437．67
                	1176．1
                	6091
                	15．05
                	69．2
                	51946
                	2500
                	28494
                	3229．4
                	3．98
                	51．1
              

              
                	2006
                	70597
                	1671．29
                	1273．7
                	7305
                	16．81
                	69．2
                	65745
                	2614
                	29628
                	3744．7
                	4．98
                	78．2
              

              
                	2007年第1季
                	20505
                	528．67
                	342．25
                	7867
                	5．24
                	69．3
                	17700
                	2693
                	7309
                	874．5
                	4．90
                	93．4
              

              
                	2007年第2季
                	19619
                	487．75
                	336．98
                	7962
                	4．54
                	69．2
                	16720
                	2769
                	7412
                	908．7
                	5．01
                	100．6
              

              
                	2007年第3季
                	19874
                	479．79
                	333．52
                	8074
                	4．32
                	69．1
                	17094
                	2832
                	7731
                	968．2
                	5．13
                	107．1
              

              
                	2007年第4季
                	19223
                	408．82
                	332．25
                	8188
                	4．5
                	68．6
                	18832
                	2897
                	7611
                	1041．2
                	5．34
                	113
              

              
                	2008年第1季
                	19703
                	551．97
                	231．79
                	8328
                	5．13
                	67．9
                	17472
                	2964
                	7726
                	987．91
                	5．21
                	128
              

            

          

          然而，当我们快速迈进以私人汽车为主体的汽车社会的时候，也面临着新的考验，除了能源紧缺、燃油价格上涨、土地资源有限等诸多不利因素对汽车发展带来巨大的压力外，环境污染也对汽车工业的发展提出了严格的要求.我国于1999年对生产的小汽车废气CO、HC、NOx和PM允许排放量制订了国家标准（相当于欧洲标准），规定生产的汽车从2000年1月1日起实施国Ⅰ排放标准，从2005年1月1日起实施国Ⅱ排放标准，从2007年7月1日起实施国Ⅲ排放标准，从2010年1月1日起实施国Ⅳ和国Ⅴ排放标准（实现基本与欧洲标准同步）.据有关资料介绍，在城市交通中，小汽车与公共汽车相比，单位小汽车排放的污染物比公共汽车高9倍.如果对这种快速增长不从战略的高度加以科学引导和调整，汽车的迅猛增长将不再单纯体现经济建设成就，巨大的负面效应也将成为社会发展的阻碍因素.

          请根据表3-25的相关数据建立数学模型，分析影响该地区私人汽车保有量的因素，并预测到2010年该地区私人汽车保有量有多少？

          7.某农场饲养的某种动物所能达到的最大年龄为15岁，将其分成三个年龄组：第一组，0～5岁；第二组，6～10岁；第三组，11～15岁.动物从第二年龄组起开始繁殖后代，经过长期统计，第二组和第三组的繁殖率分别为4和3.第一年龄和第二年龄组的动物能顺利进入下一个年龄组的存活率分别为0.5和0.25.假设农场现有三个年龄段的动物各100头，问15年后农场三个年龄段的动物各有多少头？

          8.Logistic增长曲线模型和Gompertz增长曲线模型是计量经济学中的两个常用模型，可以用来拟合销售量的增长趋势.记Logistic增长曲线模型为[image: ]，记Gompertz增长曲线模型为[image: ]，这两个模型中L 的经济学意义都是销售量的上限.表3-26中给出的是某地区高压锅的销售量（单位：万台），为给出此两模型的拟合结果，请参考如下问题：

          （1）Logistic增长曲线模型是一个可线性化模型吗？如果给定L=3000，是否是一个可线性化模型，使用线性化模型给出参数a和k的估计值.

          （2）利用（1）所得的a和k的估计值和L=3000作为Logistic模型的拟合初值，对Logistic模型作非线性回归.

          （3）取初值L（0）=3000，b（0）=30，k（0）=0.4，拟合Gompertz模型，并与Logistic模型的结果进行比较.

          表3-26　某地区高压锅的销售量

          
            
              
                	年份 
                	t 
                	y／万台
                	年份 
                	t 
                	y／万台
              

              
                	1981
                	0
                	43.65
                	1988
                	7
                	1238.75
              

              
                	1982
                	1
                	109.86
                	1989
                	8
                	1560.00
              

              
                	1983
                	2
                	187.21
                	1990
                	9
                	1824.29
              

              
                	1984
                	3
                	312.67
                	1991
                	10
                	2199.00
              

              
                	1985
                	4
                	496.58
                	1992
                	11
                	2438.89
              

              
                	1986
                	5
                	707.65
                	1993
                	12
                	2737.71
              

              
                	1987
                	6
                	960.25 
                	　
                	　
                	　
              

            

          

        

      

    

  
    
      第4章　评价类数学模型

      
        



    

  



        

        
          在每年的全国数学建模竞赛中，经常会有评价类数学建模题.评价类问题是一类较常见的实际问题，它要求参赛者分析已有体系特点，确定评价指标、形成评价体系，以便指导以后的工作.许多数学建模初学者认为评价是一类无从着手的问题，其实要对某件事或某种行为进行评价是大家在日常生活中经常要面对的，而评价类数学问题也是竞赛经常遇到的.本章将为大家撩开评价体系的神秘面纱.所谓评价类数学模型，另外一种简易的说法就是对需要进行评价的各个方案或者各个体系打一个总分，并依据此总分对方案或者体系进行评价.本章给大家展现了几种不同的评价方法：层次分析法、灰色体系评价法等，旨在帮助大家了解不同问题背景下评价方法的应用.

          

      

    

  



4.1　层次分析法

          
          

          层次分析法（The Analytic Hierarchy Process，AHP）是由美国运筹学家、匹兹堡大学教授T.L.Saaty于20世纪70年代创立的一种系统分析与决策的综合评价方法，是在充分研究人类思维过程的基础上提出来的，它较合理地解决了定性问题定量化的处理过程.AHP的主要特点是通过建立递阶层次结构，把人类的判断转化到若干因素两两之间重要度的比较上，从而把难以量化的定性判断转化为可操作的重要度比较上面.在许多情况下，决策者可以直接使用AHP进行决策，极大地提高了决策的有效性、可靠性和可行性，但其本质是一种思维方式，把复杂问题分解成多个组成因素，又将这些因素按支配关系分别形成递阶层次结构，通过两两比较的方法确定决策方案相对重要度的总排序.整个过程体现了人类决策思维的基本特征，即分解、判断、综合，克服了其他方法回避决策者主观判断的缺点.

          运用层次分析法进行决策，大体上可分为四个步骤：

          1.分析系统中各因素之间的关系，建立系统的递阶层次结构.

          2.对于同一层次的各元素关于上一层次中某一准则的重要性进行两两比较，构造两两比较矩阵.

          3.由判断矩阵计算被比较元素对于该准则的相对权重，并进行一致性检验.

          4.计算各层元素对系统目标的合成权重，并进行排序.

          

      

    

  



4.1.1　递阶层次结构的建立

          复杂问题的决策由于涉及的因素比较复杂，通常是比较困难的，应用AHP的第一步就是将问题涉及的因素条理化、层次化，构造出一个有层次的结构模型.在这个模型下，复杂问题的组成因素被分成若干组成部分，称之为元素.这些元素又按其属性及关系形成若干层次，上一层次的元素对下一层次的有关元素起支配作用，这些层次可以分为以下三类：

          最高层：又称目标层.这一层次的元素只有一个.一般它是分析问题的预定目标或理想结果.

          中间层：又称准则层.这一层次包括了为实现目标所涉及的中间环节，它可以由若干层次组成，包括所需考虑的准则和子准则.

          最低层：又称方案层.这一层次包括了为实现目标可供选择的各种措施、决策方案等.

          上述层次之间的支配关系不一定是完全的，即可以存在这样的元素，它并不支配下一层次的所有元素，而仅支配其中的部分元素，这种自上而下的支配关系所形成的层次结构称为递阶层次结构.一个典型的层次结构如图4-1所示.

          
            [image: ]
            图4-1　层次分析法框架图

          

          在递阶层次结构中层次数与问题的复杂程度及需分析的详尽程度有关，一般层次不受限制，每一层次中每元素所支配的元素不要超过9个.因为支配元素过多会给两两比较判断带来困难，如果超过9个，可以考虑合并一些因素或增加层次数.无论哪种情况，都要在对问题进行深入研究的情况下进行，以便使之具有一定的合理性.递阶层次结构应具有以下特点：

          1.从上到下顺序地存在支配关系，并用直线段表示.除目标层外，每个元素至少受上一层一个元素支配.除最后一层外，每个元素至少支配下一层次一个元素，上下层元素的联系比同一层次强，以避免同一层次中不相邻元素存在支配关系；

          2.整个结构中，层次数不受限制；

          3.最高层只有一个元素，每一个元素所支配的元素一般不超过9个，元素过多时可进一步分组；

          4.对某些具有子层次的结构可引入虚元素，使之成为递阶层次结构.

          

      

    

  



4.1.2　构造两两比较判断矩阵

          层次分析法的特点之一是定性分析与定量计算相结合，定性问题定量化，第二步就是要在已有层次结构的基础上构造两两比较的判断矩阵.在这一步中，决策者要反复回答问题，针对准则C所支配的两个元素ui与uj哪个更重要，重要程度如何，并按1～9标度对重要程度赋值.表4-1给出了1～9标度的含义.这样对于准则C，几个被比较元素通过两两比较构成一个判断矩阵A=（aij）n×n，其中aij就是元素ui与uj相对于C的重要度比值.

          判断矩阵具有aij＞0，aij=1/aji，aii=1，i，j=1，2，…，n，具有这种性质的矩阵A称为正互反矩阵.由判断矩阵所具有的性质知，一个n阶判断矩阵只需给出其上三角或下三角的n（n-1）/2个元素就可以了，即只需作n（n-1）/2次两两比较判断.

          表4-1　层次分析法权重含义表

          
            
              
                	标　度
                	含　义
              

              
                	1 
                	ui与 uj具有相同的重要性
              

              
                	3 
                	ui比 uj稍重要
              

              
                	5 
                	ui比 uj重要
              

              
                	7 
                	ui比 uj强烈重要
              

              
                	9 
                	ui比 uj极端重要
              

              
                	2，4，6，8 
                	ui与 uj重要性之比介于以上相邻两者之间
              

              
                	倒数
                	若 ui与 uj重要性之比为 aij，则 ui对 uj之比为 aji＝1／ aij
              

            

          

          若判断矩阵A同时具有如下性质：i，j，kaij=aik•akj，则称A为一致性矩阵.并不是所有的判断矩阵都具有一致性！事实上，AHP中多数判断矩阵（三阶以上）不满足一致性.一致性及其检验是AHP的重要内容.

          

      

    

  



4.1.3　单一准则下元素相对权重计算及一致性检验

          这一步要在第二步的基础上，从给出的每一判断矩阵中求出被比较元素的排序权重向量，并通过一致性检验确定每一判断矩阵是否可以接受.权重计算方法只要有以下几种：

          
            和法：取判断矩阵n个列向量（针对n阶判断矩阵）的归一化后算术平均值近似作为权重向量，即有：

          
            [image: ]
          

          
            根法（几何平均法）：将A的各个向量采用几何平均然后归一化，得到的列向量近似作为加权向量，即有：

          
            [image: ]
          

          
            特征根法（EM）：求判断矩阵的最大特征根及其对应的右特征向量，分别称为主特征根与右主特征向量，然后将归一化后的右主特征向量作为排序权重向量.特征根法是AHP中提出最早，也最为人们所推崇的方法.特征根法原理及算法如下.

          设ω=（ω1，ω2，…，ωn）T是n阶判断矩阵A的排序权重向量，当A 为一致性矩阵时，显然有如下性质：

          
            [image: ]
          

          可以验证Aω=nω，且n为矩阵A的最大特征值，A的其余特征值为0，A的秩为1.对一般的正互反矩阵，根据正矩阵的Perron定理可知，其最大特征根为正，且它对应的右特征向量为正向量，最大特征根λmax为A的单特征根..特征根法是借用数值分析中计算正矩阵的最大特征根和特征向量的幂法实现.常用数学软件如Matlab等也都具有这种功能.

          下面介绍有关层次分析法理论的几个性质和定理：

          Perron定理：设n阶方阵A＞0，λmax为A的模最大的特征根，那么λ λmax必为正特征根，而且它所对应的特征向量为正向量.A的任何其他特征根λ，有λ＜λ λmax.λ λmax为A的单特征根，因而它所对应的特征向量除差一个常数因子外是唯一的.

          一致性正互反矩阵A具有以下几个性质：AT为一致性正互反矩阵；A的任一列均为任意指定一列的正数倍，因而A的秩为1；A的最大特征根为n，其余特征根为0；若A的最大特征根对应的特征向量为ω=（ω1，ω2，…，ωn）T，则aij=ωi/ωj；n阶正互反矩阵A=（aij）n×n是一致的当且仅当λmax=n.

          

      

    

  



4.1.4　一致性检验

          前面提到，在判断矩阵的构造中，并不要求判断矩阵具有一致性，这是客观事物的复杂性与人类认识的多样性所决定的，1～9标度也决定了三阶以上判断矩阵是很难满足一致性的.但要求判断有大体上的一致性是应该的，出现甲比乙极端重要，乙比丙极端重要而丙又比甲极端重要的判断，一般是违背常识的.一个混乱的经不起推敲的判断矩阵有可能导致决策的失误，而且上述各种计算排序权重的方法当判断矩阵过于偏离一致性时，其可靠性程度也就值得怀疑了.因此需要对判断矩阵的一致性进行检验，其检验步骤为：

          1.计算一致性指标C.I.（Consistent Index）：[image: ].

          2.查找相应的平均随机一致性指标R.I.（Random Index），表4-2给出了1～12阶正互反矩阵的平均随机一致性指标.

          3.计算一致性比率C.R.（Consistent Radio）：[image: ].

          表4-2　层次分析发指数表

          
            
              
                	矩阵阶数
                	1
                	2
                	3
                	4
                	5
                	6 
              

              
                	R．I．
                	0
                	0
                	0.52
                	0.89
                	1.12
                	1.26
              

              
                	矩阵阶数
                	7
                	8
                	9
                	10
                	11
                	12 
              

              
                	R．I．
                	1.36
                	1.41
                	1.46
                	1.49
                	1.52
                	1.54
              

            

          

          当C.R.＜0.10时，认为判断矩阵的一致性是可以接受的，否则应对判断矩阵作适当修正.

          

      

    

  



4.1.5　计算各层元素对目标层的总排序权重

          上面得到的是一组元素对其上一层次中某元素的权重向量.最终要得到各元素（特别是最低层中各方案）对于目标的排序权重，即所谓总排序权重，从而进行方案选择.总排序权重要自上而下地将单准则下的权重进行合成.

          假定已经算出k-1层上nk-1个元素相对于总目标的排序权重：ω（k-1）=（ω（k-1）1，ω（k-1）2，…，[image: ]）T，以及第k层nk个元素对于第k－1层上第j个元素为准则的单排序向量：p（k）j=（p（k）1j，p（k）2j，…，[image: ]，其中不受j元素支配的元素权重取为0.矩阵p（k）=（p（k）1，p（k）2，…，[image: ]）是nkk×nkk-1阶矩阵，表示了第k层上元素对第k-1层上各元素的排序，那么第k层上元素对目标的总排序向量ω（（k）为：

          
            ω
            （k）=（ω（k）1，ω（k）2，…，[image: ]）T=p（k）ω（k-1）并且一般公式为：ω（k）=p（k）p（k-1）…p（3）ω（2）.这里ω（2）是第二层上元素的总排序向量，也是单准则下排序向量.

          下面通过几个简单的例题来熟悉运用层次分析法求解评价类数学建模问题的过程.

          
            例4-1　企业资金分配问题
          

          有家企业年末有留成，希望将此笔资金用于以下几个领域：发奖金、福利事业与引进新设备.但是在利用企业留成时需要考虑以下几个发面：调动职工积极性、提高企业技术水平和改善职工生活条件.请建立数学模型合理使用企业留成，帮助企业将来更好的发展.

          
            【解题思路】
          

          在合理利用企业留成问题中有以下递阶层次结构模型如图4-2所示，设诸判断矩阵如下，每个矩阵同时列出其最大特征根，右主特征向量及一致性比率等.

          
            [image: ]
            图4-2　企业资金分配层次结构图

          

          建立层次结构后，形成两两判断矩阵.目标层与准则层的判断矩阵如表4-3所示，准则层与方案层的三个判断矩阵如表4-4、表4-5和表4-6所示.

          表4-3　判断矩阵O-C

          
            
              
                	O 
                	C1
                	C2
                	C3
                	ω0
                	λmax＝3.038

C．I．＝0.019

C．R．＝0.033＜0.1
              

              
                	C1
                	1
                	1／5
                	1／3
                	0.105 
              

              
                	C2
                	5
                	1
                	3
                	0.637 
              

              
                	C3
                	3
                	1／3
                	1
                	0.258 
              

            

          

          表4-4　判断矩阵C1-A

          
            
              
                	C1
                	A1
                	A2
                	ω11
                	λmax＝2

C．I．＝0 

C．R．＝0
              

              
                	A1
                	1
                	3
                	0.75 
              

              
                	A2
                	1／3
                	1
                	0.25 
              

            

          

          表4-5　判断矩阵C2—A

          
            
              
                	C2
                	A2
                	A3
                	ω12
                	λmax＝2

C．I．＝0 

C．R．＝0
              

              
                	A2
                	1
                	1／5
                	0.167 
              

              
                	A3
                	5
                	1
                	0.833 
              

            

          

          表4-6　判断矩阵C3—A

          
            
              
                	C3
                	A1
                	A2
                	ω13
                	λmax＝2 

  C．I．＝0 

  C．R．＝0
              

              
                	A1
                	1
                	0.667 
                	　
              

              
                	A2
                	1／2
                	1
                	0.333 
              

            

          

          因此最终排序向量为：

          
            [image: ]
          

          于是，对于工厂合理使用企业留成利润，促进企业发展所考虑的三种方案的相对优先排序为：A3＞A1＞A2（“＞”表示优先于），利润分配比例为引进新设备应占53.1%，用于发奖金应占25.1%，用于改善福利事业应占21.8%.

          
            例4-2　高校学费评价体系分析——CUMCM2008
          

          高等教育事关高素质人才培养、国家创新能力增强、和谐社会建设的大局，因此受到党和政府及社会各方面的高度重视和广泛关注.培养质量是高等教育的一个核心指标，不同的学科、专业在设定不同的培养目标后，其质量需要有相应的经费保障.高等教育属于非义务教育，其经费在世界各国都由政府财政拨款、学校自筹、社会捐赠和学费收入等几部分组成.对适合接受高等教育的经济困难的学生，一般可通过贷款和学费减、免、补等方式获得资助，品学兼优者还能享受政府、学校、企业等给予的奖学金.

          学费问题涉及每一个大学生及其家庭，是一个敏感而又复杂的问题：过高的学费会使很多学生无力支付，过低的学费又使学校财力不足而无法保证质量.学费问题近年来在各种媒体上引起了热烈的讨论.

          请你们根据中国国情，收集诸如国家生均拨款、培养费用、家庭收入等相关数据，并据此通过数学建模的方法，就几类学校或专业的学费标准进行定量分析，得出明确、有说服力的结论.数据的收集和分析是你们建模分析的基础和重要组成部分.

          
            【解题思路】
          

          将层次分析法运用到高校教育收费的评价，以分担教育成本、非义务教育、家庭教育投资收益和贫困为准则层，以收费合理、基本合理和不合理为方案层，建立层次结构分析模型，如图4-3所示.

          
            [image: ]
            图4-3　高校收费评价体系框架

          

          在确定高等教育收费标准时，主要遵循受益原则和负担能力原则.受益原则指谁受益谁缴费、收益多缴费多.学生个人和家庭是高等教育的直接受益者，因此把收益的权重定为最大.负担能力原则指能力大者多负担，能力小者少负担.政府是高等教育成本的主要分担者，而受教育个人及家庭是高等教育成本的重要分担者.高等教育并不是义务教育，支付学费是应当的，而学费的一部分是用来分担教育成本.所以把非义务教育所占权重定为第二高，分担教育成本次之.然而，学费标准的确定，不仅是教育经济学的计算问题，更要考虑到人民满意、政治稳定和社会和谐.国家还有很大一部分贫困的家庭，所以需要把贫困这些因素考虑进去.于是准则层B的四个因素（B1，B2，B3，B4）权重设定如下表.

          表4-7　两两判断矩阵

          
            
              
                	权　重
                	分担教育成本
                	非义务教育
                	家庭教育投资收益
                	贫困
              

              
                	分担教育成本
                	1
                	2／3
                	2／5
                	2
              

              
                	非义务教育
                	3／2
                	1
                	3／4
                	5／3
              

              
                	家庭教育投资收益
                	5／2
                	4／3
                	1
                	8／3
              

              
                	贫　困
                	1／2
                	3／5
                	3／8
                	1
              

            

          

          从而得到其相对应的比较矩阵如下表示：

          
            [image: ]
          

          从理论上讲，如果A是完全一致的比较矩阵，应该有i，j，k，AijAjk=Aik.但实际上，在构造比较矩阵时要求满足上述众多等式是不可能的.因此往往退而求其次，只要求比较矩阵有一定的一致性，即可以允许对比较矩阵存在一定程度的不一致性.检验比较矩阵A一致性的步骤如下：

          1.计算衡量一个对比矩阵A（n阶方阵）不一致程度的指标C.I.如下所示，其中λ（A）为矩阵A的最大特征值.

          
            [image: ]
          

          2.查找相应的平均随机一致性指标R.I.，得四阶R.I.＝0.89.计算一致性比率：

          
            [image: ]
          

          
            C.R.说明矩阵A的不一致程度是可接受的.此时矩阵A 最大特征值对应的特征向量为U=（-0.3705　-0.5009　-0.7411　-0.2502）T.将该特征向量归一化，得到权向量U=（0.1989　0.2689　0.3979　0.1343）T.

          构造B-C 层对比较矩阵为：

          
            [image: ]
          

          
            [image: ]
          

          通过计算可得A-B 层两两判断矩阵的特征值、特征向量、一致性指标及一致性比率，如表4-8所示.

          表4-8　A-B 层次分析法参数表

          
            
              
                	　
                	B1
                	B2
                	B3
                	B4
              

              
                	A－B层权重
                	0．3687
                	0．3574
                	0．3148
                	0．3902
              

              
                	0．3955
                	0．4558
                	0．4779
                	0．4114
              

              
                	0．2357
                	0．1868
                	0．2073
                	0．1983 
              

              
                	A－B层最大特征值
                	3．0126
                	3．0020
                	3．0001
                	3．0291 
              

              
                	A－B层 C．I．
                	0．0063
                	0．0010
                	0．00005
                	0．01455 
              

              
                	A－B层 R．I．
                	0．52
                	0．52
                	0．52
                	0．52 
              

              
                	A－B层 C．R．
                	0．0121
                	0．0019
                	0．0001
                	0．0280
              

            

          

          上述一致性比率C.R.均小于0.1，可以判断矩阵具有满意的一致性.

          针对最高目标而言，最高层次的总排序就是其层次总排序.在评价模型中，评价现今高校的学费是否合理是最高层次.为了进行决策，需要计算出其组合权向量，结果如表4-9所示.

          表4-9　B-C 层次分析权重表

          
            
              
                	　
                	B1
                	B2
                	B3
                	B4
                	总排序 W 
              

              
                	C1
                	0.3687
                	0.3574
                	0.3148
                	0.3902
                	0.3471 
              

              
                	C2
                	0.3955
                	0.4558
                	0.4779
                	0.4114
                	0.4466 
              

              
                	C3
                	0.2357
                	0.1868
                	0.2073
                	0.1983
                	0.2062
              

            

          

          于是最后得到组合权向量为：w（3）=（0.3471，0.4466，0.2062）T.由此，作出综合评价结论为：C1认为收费合理的占0.3471；C2认为收费基本合理的占0.4466；C3认为收费不合理的占0.2062.

          从分析所得数据中可以看出，当前我国高等教育学费总体来说还是比较合理的.现行的收费政策，只要不发生大改变，即能适应大多数情况，保持教育公平性.虽然现有的高等院校收费体制存在一些缺陷，但大多数人认为现行学费价格还是基本能够接受的.

          
            例4-3　房地产体系评价分析
          

          改革开放以来，我国的房地产业取得了巨大的成就.虽然国内房地产业还处于发展的初期阶段，但是房地产业在国民经济的地位和作用却越来越重要，它已成为促进国内经济发展的新增长点，几年来有关房地产业方面的研究也成为热点之一.房价始终是我国房地产市场最为尖锐的问题.

          杭州、宁波、上海是中国沿海发展的重点城市，这三个城市的房地产价格也呈现一定程度的上升趋势.据调查分析，房地产价格指数与人口数量、居民收入和建筑状况等国民经济状况息息相关，利用收集的数据建立房地产价格评价模型，并根据此评价模型，选择杭州或宁波市与上海市的房地产价格体系进行比较.

          
            【解题思路】
          

          要建立房地产价格评价模型，比较杭州市和上海市的房地产价格体系，首先通过文献查找了解到对房地产价格评价的指标有：房地产价格指标、房价收入比、租售比指标.

          经过分析，为了消除宏观经济的影响，现将房地产价格指标进行修正，变成房地产价格指标与物价指标之比.该指标值越大，房地产泡沫形成的可能性越大.在某个特定时期，该指标持续增大，将有可能爆发房地产泡沫.

          其中，房价收入比是指住房价格与城市居民家庭年收入之比.我国各个城市的房价收入比是不平衡的，中小城市的房价收入比多在6倍以下，相当多的城市在4倍以内，属于房价不高的范畴，超过6倍的主要是一些大城市.目前比较通行的说法认为，房价收入比在4～6倍之间为合理区间.根据其定义易理解，该指标越大，居民支付能力越弱.如果房地产价格的上涨，导致指标值增大，表明房地产价格的上涨超过居民实际支付能力.当市场中的房价收入比一直处于上升阶段，且不存在房地产萎缩的迹象时，则说明这个房地产市场中投机需求程度越高，产生房地产泡沫的可能性很大.所谓“租售比”是指每平方米使用面积的月租金与每平方米建筑面积房价之间的比值.国际上用来衡量一个区域房产运行状况，良好的租售比一般界定为（1∶200）～（1∶300）.如果租售比低于1∶300，意味着房产投资价值相对较小，房产泡沫已经显现；如果高于1∶200，表明这一区域房产投资潜力相对较大.租售比无论是高于1∶200还是低于1∶300，均表明房产价格偏离理性真实的房产价值.经过数据查找，得到指标各个年份的数值如表4-10所示.

          表4-10　层次分析数据表

          
            
              
                	指标
                	城市
                	2001
                	2002
                	2003
                	2004
                	2005
                	2006 
              

              
                	P1
                	上海市
                	1．10
                	1．10
                	1．20
                	1．20
                	1．10
                	1．00
              

              
                	杭州市
                	1．11
                	1．09
                	1．08
                	1．10
                	1．09
                	1．02 
              

              
                	P2
                	上海市
                	7．1
                	7．1
                	13．5
                	10．91
                	8．39
                	14．55
              

              
                	杭州市
                	7．3
                	7．5
                	12．7
                	11．3
                	10．13
                	12．17 
              

              
                	P3
                	上海市
                	1 ∶360
                	1 ∶300
                	1 ∶265
                	1 ∶200
                	1 ∶360
                	1 ∶350
              

              
                	杭州市
                	1 ∶350
                	1 ∶300
                	1 ∶250
                	1 ∶300
                	1 ∶470
                	1 ∶300
              

            

          

          备注：P1表示房地产价格指标/物价指标；P2表示房价收入比；P3表示租售比指标.

          现根据以上指标，建立房地产综合指标评价体系.从以上分析可以看出，上述三个指标分别从三个方面对房地产价格进行评价.为了客观评价不同城市房地产的发展状况，现定义一个综合指标来进行评价：

          
            [image: ]
          

          为了减少主观因素对价格评价的影响，将上述指标进行修正，修正函数如下所示：

          
            [image: ]
          

          其中，W1，W2，W3为各个指标在不同城市不同环境下对房地产价格评价的权重，可以通过层次分析法得到.修正以后的数据如表4-11所示.

          表4-11　上海杭州两地修正后指标数据

          
            
              
                	　
                	　
                	2000
                	2001
                	2002
                	2003
                	2004
                	2005
                	2006 
              

              
                	P*1
                	上海市
                	0．05
                	0．50
                	0．50
                	1
                	1
                	0．50
                	0
              

              
                	杭州市
                	0．35
                	0．55
                	0．45
                	0．40
                	0．50
                	0．45
                	0 
              

              
                	P*2
                	上海市
                	0．18
                	0．21
                	0．21
                	0．85
                	0．59
                	0．34
                	0．96
              

              
                	杭州市
                	0．18
                	0．23
                	0．25
                	0．77
                	0．63
                	0．51
                	0．72 
              

              
                	P*3
                	上海市
                	0．50
                	0．37
                	0．17
                	0．05
                	－0．17
                	0．37
                	0．33
              

              
                	杭州市
                	0．43
                	0．33
                	0．17
                	0
                	0．17
                	0．73
                	0．17
              

            

          

          由于上海市和杭州市对国家政策（这里一般指有关房地产方面的政策）敏感度及反应度等不同，城市对于资产的看重程度方面也不同，等等，三个指标对于不同的城市有不同的影响权重，评价指标关系如图4-4所示.

          
            [image: ]
            图4-4　评价指标关系图

          

          现根据建立三个指标相对上海市和杭州市的比较矩阵A1和A2：

          
            [image: ]
          

          得权向量分别为：w1=（0.286，0.571，0.143）T，w2=（0.333，0.500，0.167）T.

          即房地产综合指标表达式分别为：[image: ]

          根据计算可得上海市和杭州市在不同年份下的Q值，如表4-12所示.

          表4-12　上海杭州两地综合指标

          
            
              
                	　　
                	城市
                	2000
                	2001
                	2002
                	2003
                	2004
                	2005
                	2006 
              

              
                	Q1
                	上海市
                	0.19
                	0.32
                	0.29
                	0.78
                	0.60
                	0.39
                	0.60 
              

              
                	Q2
                	杭州市
                	0.28
                	0.35
                	0.30
                	0.52
                	0.51
                	0.53
                	0.39
              

            

          

          经查询可得：2004年是房地产政策年，中央及各级地方政府为了保障房地产业健康发展，抑制飞涨的房价，纷纷采取措施给房地产市场降温，2004年上半年的房地产政策都是围绕着“房地产降温”这一主线展开的.上述Q值也较好地反映出这一现象.同时结合其他年份房地产价格是否增长过快的评价与上表数据的结合分析，两者之间有比较好的吻合度，从而运用上述综合指标来评价房地产价格是比较合理的.房地产价格体系是房地产销售过程中最关键的一个环节，起着重要的控制作用.一个价格方案的优劣将直接影响楼盘的销售进度、资金回收速度和预期利润指标.根据上述综合评价指标，杭州市相比上海市来说，房地产价格体系比较完善，能较好控制房地产价格的上涨幅度，而上海市房地产有更大的偶尔变动因素来影响其价格的波动.从而，上海市政府在房地产价格体系中充当的作用要大于杭州市政府.这有利于上海市房地产业提高对国家或地区政策的变动灵敏度，在政府指导、带动下顺应社会要求.由于上海房地产业面临的不确定因素多于杭州市，从而，在房地产价格体系中，做好调控和监督者的角色，制定法规体系和宏观调控政策，监督各市场参与主体的行为，并提供适当财政补贴.而杭州市房地产体系更关注房地产企业自身适应市场供求关系，来调控房地产价格.杭州市租售价往往是比较低的，也正反映杭州市房地产体系的不断调整，使居民梯度消费观念不断上升.

          
            例4-4　长江水质的评价和预测——CUMCM2005
          

          水是人类赖以生存的资源，保护水资源就是保护我们自己，对于我国大江大河水资源的保护和治理应是重中之重.专家们呼吁：“以人为本，建设文明和谐社会，改善人与自然的环境，减少污染.”

          长江是我国第一、世界第三大河流，长江水质的污染程度日趋严重，已引起了相关政府部门和专家们的高度重视.2004年10月，由全国政协与中国发展研究院联合组成“保护长江万里行”考查团，从长江上游宜宾到下游上海，对沿线21个重点城市做了实地考查，揭示了一幅长江污染的真实画面，其污染程度让人触目惊心.为此，专家们提出“若不及时拯救，长江生态10年内将濒临崩溃”，并发出了“拿什么拯救癌变长江”的呼唤.

          问题给出了长江沿线17个观测站（地区）近两年主要水质指标的检测数据，以及干流上7个观测站近一年的基本数据（站点距离、水流量和水流速）.通常认为一个观测站（地区）的水质污染主要来自于本地区的排污和上游的污水.一般说来，江河自身对污染物都有一定的自然净化能力，即污染物在水环境中通过物理降解、化学降解和生物降解等使水中污染物的浓度降低.反映江河自然净化能力的指标称为降解系数.事实上，长江干流的自然净化能力可以认为是近似均匀的，根据检测可知，主要污染物高锰酸盐指数和氨氮的降解系数通常介于0.1～0.5之间，比如可以考虑取0.2（单位：1/天）.请对长江近两年的水质情况作出定量的综合评价，并分析各地区水质的污染状况.

          
            【解题思路】
          

          随着我国工农业的高速发展，排入长江的污染物种类日益增多，若仅用单项指标，往往不能客观反映水质的污染状况，为此可以通过层次分析法建立水环境ECI评价标准，即水环境生态综合指数评价标准.ECI评价标准为动态指标体系，由总指标和三个一级指标构成.总指标即为生态综合指数ECI，三个一级指标分别为理化指标G、营养指标N和重金属指标HM.

          在综合多种评价因子时，以权值反映不同评价因子对评价对象的重要程度.建立两两比较矩阵，从而确定归一化权重，如表4-13所示.

          表4-13　ECI体系权重表

          
            
              
                	　
                	营养指标
                	重金属指标
                	理化指标
              

              
                	权重系数
                	0.6
                	0.2
                	0.2
              

            

          

          总指标ECI的计算公式如下：ECI=（0.6N+0.2G+0.2HM）×100.

          二级指标的构成如图4-5所示，其中理化指标G包括pH和溶解氧DO，营养指标N为氨氮NH3-N，金属指标HM为高锰酸盐指数CODMn.

          
            [image: ]
            图4-5　ECI评价体系层次图

          

          为了求得ECI，还需引入使用较为普遍的单项评价参数用以表示二级指标对水质的影响程度.记Ci，Csi分别表示二级指标i 的实测浓度和水环境标准中的允许浓度.

          
            [image: ]
          

          查2003年6月—2005年5月DO最大值为14.4 mg/L，则取Cimax=14.4mg/L.根据题目所给条件7.5 mg/L的溶解氧相当于饱和溶解氧的90％，得到Csi=7.5/0.9 mg/L.

          NH3-N评价参数：营养指数按照修正的TSI（卡尔森指数）法计算，这是在国际上被广泛采用的一种方法.

          
            [image: ]
          

          重金属评价参数：污染物的危害程度随其浓度的增加而增加的评价参数.
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          综上所述，ECI 可由这四个评价参数加权得到.考虑到二级指标pH和DO对水质的影响相当，可近似认为权重相等，所以我们得到：
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          将2003年6月到2004年9月的4个主要项目的数据代入模型，得到ECI评价结果如表4-14所示.

          表4-14　各调查地点ECI评价值

          
            
              
                	调查地点 
                	pH 
                	DO 
                	N H3‐N 
                	CODmN
                	ECI
              

              
                	四川攀枝花
                	0.64
                	0.628
                	1.078
                	1
                	97.346
              

              
                	重庆朱沱
                	0.667
                	0.66
                	1.174
                	0.725
                	98.225
              

              
                	湖北宜昌南津关
                	0.42
                	0.839
                	1.356
                	0.8
                	109.933
              

              
                	湖南岳阳城陵矶
                	0.327
                	0.34
                	1.573
                	1.225
                	125.571
              

              
                	江西九江河西水厂
                	0.013
                	0.801
                	0.991
                	0.575
                	79.079
              

              
                	安徽安庆皖河口
                	0.013
                	0.774
                	1.288
                	0.675
                	98.658
              

              
                	江苏南京林山
                	0.16
                	0.885
                	1.145
                	0.875
                	96.68
              

              
                	四川乐山岷江大桥
                	0.073
                	0.83
                	1.498
                	0.525
                	109.422
              

              
                	四川宜宾凉姜沟
                	0.86
                	0.661
                	1.114
                	0.525
                	92.519
              

              
                	四川泸州沱江二桥
                	0.453
                	0.591
                	1.385
                	0.925
                	112.022
              

              
                	湖北丹江口胡家岭
                	0.78
                	0.651
                	1.037
                	0.5
                	86.551
              

              
                	湖南长沙新港
                	0.493
                	0.886
                	1.673
                	0.975
                	133.689
              

              
                	湖南岳阳岳阳楼
                	0.047
                	0.627
                	1.708
                	0.65
                	122.234
              

              
                	湖北武汉宗关
                	0.367
                	0.821
                	1.225
                	0.575
                	96.882
              

              
                	江西南昌滁槎
                	0.74
                	1.171
                	1.818
                	0.275
                	133.717
              

              
                	江西九江蛤蟆石
                	0.093
                	0.746
                	1.174
                	0.575
                	90.354
              

              
                	江苏扬州三江营
                	0.113
                	0.761
                	1.468
                	0.9
                	114.839
              

            

          

          经过分析以上数据，可以看到pH值接近7.5，ECI较低；溶解氧的浓度越大，ECI越低；氨氮含量和高锰酸指数越低，ECI也越小.这与《地表水环境质量标准》的等级划分是一致的.ECI评价标准将多项指标合而为一，用一个综合数值定量表示出来，更有其优越性.

          此外，参照了国内外各种指数的分组方法，结合长江水环境的具体情况，为ECI设计了以下四级标准，如表4-15所示，通过对综合指数进一步分级，就能从整体上更为全面地了解和把握各地区的水质状况.

          表4-15　ECI分类表

          
            
              
                	分级
                	生态综合指数 ECI
                	评　语 
              

              
                	A
                	＜50
                	水体生态系统健康状态良好，清洁 
              

              
                	B
                	50～100
                	水体生态系统健康状态一般，轻污染 
              

              
                	C
                	100～150
                	水体生态系统健康状态偏差，中污染 
              

              
                	D
                	＞150
                	水体生态系统健康状态差，重污染
              

            

          

          综合两年来的数据可以看出湖北、湖南、四川等地区的污染比较严重.

          
            例4-5　2010年上海世博会影响力的定量评估——CUMCM2010
          

          2010年上海世博会是首次在中国举办的世界博览会.从1851年伦敦的“万国工业博览会”开始，世博会正日益成为各国人民交流历史文化、展示科技成果、体现合作精神、展望未来发展等的重要舞台.请你们选择感兴趣的某个侧面，建立数学模型，利用互联网数据，定量评估2010年上海世博会的影响力.

          
            【解题思路】
          

          在进行城市品牌评价时，建立一个科学合理的城市品牌评价指标体系尤为重要，这关系到评价结果的准确性.为此，我们将通过一系列科学可行的分析方法进行指标的提炼和筛选，以期建立科学、规范的城市品牌影响力评价指标体系.

          选取世博会申办召开前后10年间（2000—2009年），上海市各个具有代表性的指标，其数据作为研究上海城市品牌的依据，来建立评价体系，综合评价上海城市品牌，根据每年的综合城市品牌指数，以考查上海在这10年间城市品牌的提升程度.根据申办前数据预测，若没申办世博会，上海城市品牌指数；再根据这10年的数据，预计2010年原综合城市品牌指数（即没有世博会的情况下），与现城市品牌指数做比较（2005—2010年），来体现上海世博会对上海城市品牌的影响力.

          鉴于城市在全球化的竞争中具有类似于商品的特性，借鉴部分商品品牌的含义，可以对城市品牌作出如下定义：所谓城市品牌，是指城市利用其既有的资源禀赋、历史文化、地域环境等差别化优势，向目标受众提供持续的总体印象即城市的形象、名称、文化、功能和环境的外在体现，使其对城市产生清晰、明确的印象和美好的联想，以增强城市的聚集效益、规模效益和辐射效应.城市品牌既是区别于竞争对手的标志，也是城市个性化的表现.

          城市品牌的结构大致由两个部分组成：城市有形品牌，主要包括城市的景观形象、资源禀赋、特色饮食和历史遗迹；城市无形品牌，主要包括城市的历史文化、经济发展水平、城市环境、对外开放程度、行政等级.图4-6为城市品牌结构框架图.

          
            [image: ]
            图4-6　城市品牌结构框架图

          

          根据以上原则，以及瑞士洛桑国际管理学院对于城市品牌影响力研究的结论，本文选取13个指标作为评价城市品牌的依据，并将各个因素归类于5个大类：经济、居民生活、旅游业、市政建设及科技发展（如图4-7所示），最终得到城市品牌的综合评分.
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            图4-7　结构框架图

          

          其中，A表示城市的品牌影响力，B1，B2，B3，B4，B5分别表示经济、居民生活、旅游业、市政建设、科技发展，C1～C13分别表示地区生产总值、外商投资额、进出口总额、人均生产总值、人均可支配收入、人均消费、失业率、游客量、客运量、绿化园林面积、交通（特指公共汽车和出租车的数量）、专利申请量、专利授权量.

          按图4-7的层次结构用层次分析法对每一个次目标进行计算，用1～9标度构造5个比较判断矩阵分别为：
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          由此可以求得权重为：
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          可得每年上海每个二级目标的影响值，如表4-16所示.

          表4-16　此目标影响值

          
            
              
                	年份
                	影响1
                	影响2
                	影响3
                	影响4
                	影响5
              

              
                	2000
                	0.33
                	0.32
                	0.35
                	0.61
                	0.33
              

              
                	2001
                	0.35
                	0.34
                	0.35
                	0.62
                	0.34
              

              
                	2002
                	0.38
                	0.36
                	0.39
                	0.54
                	0.36
              

              
                	2003
                	0.41
                	0.38
                	0.35
                	0.46
                	0.42
              

              
                	2004
                	0.46
                	0.42
                	0.45
                	0.42
                	0.38
              

              
                	2005
                	0.53
                	0.48
                	0.50
                	0.40
                	0.44
              

              
                	2006
                	0.60
                	0.55
                	0.54
                	0.39
                	0.48
              

              
                	2007
                	0.72
                	0.68
                	0.64
                	0.38
                	0.61
              

              
                	2008
                	0.95
                	0.79
                	0.77
                	0.38
                	0.66
              

              
                	2009
                	0.78
                	0.97
                	1.00
                	0.72
                	1.00 
              

            

          

        

      

    

  
    
      
        
          4.2　灰色关联分析体系

          
          

        

        
          一般地，把信息完全明确的系统称为白色系统，信息完全不明确的系统称为黑色系统，信息部分明确、部分不明确的系统称为灰色系统.当事物之间、因素之间、相互关系比较复杂，特别是表面现象，变化的随机性更容易混淆人们的直觉，掩盖事物的本质，使人们在认识、分析、预测、决策时，得不到全面的、足够的信息，不容易形成明确的概念.这些都是灰色因素，灰色的关联性在起作用.

          假设X0=（x10，x20，…，xn0）T为母序列，X1=（x11，x21，…，xn1）T，…，Xm=（x1m，x2m，…，xnm）T为子序列（比较序列），则定义Xi与X0在第k点的关联系数yi（k）为：yi（k）=[image: ].

          其中，Δi（k）=xki-x0i，i=1，2，…，m，k=1，2，…，n，[image: ]，b=[image: ]，ρ称为分辨系数，取0～1之间的数（通常取ρ＝0.5）.

          Xi与X0之间的关联度为：[image: ].

          灰色关联度分析应用非常广泛.例如当需要对n个方案进行评价时，有m个指标可以从不同的侧面正确地反映出被评价n个方案效益的情况.于是，可采取如下步骤：

          1.选定母指标：可选取对方案效益影响最重要的指标作为母指标，如选Xj为母指标.

          2.对原始数据（指标值）进行处理：由于各指标的量纲不同，指标值的数量级也差别很大.为了用这些数据进行综合评价首先必须对原始数据进行无量纲、无数量级的处理.处理的方法通常有两种：均值化处理，即分别求出各个指标的原始数据的平均值，再用均值去除对应指标的每个数据，便得到新的数据；初值化处理，即分别用原始数据每个指标的第一个数据去除对应指标的每一个数据，便得到新的数据.

          3.计算关联系数：[image: ].

          其中，Δi（k）=xki-x0i，i=1，2，…，m，k=1，2，…，n，[image: ]，b=[image: ]，ρ＝0.5.

          4.求关联度：[image: ].

          5.求出各指标对应的权重：rj=rj/（r1+r2+…+rm），j=1，2，…，m.

          6.构造综合评价模型：Zk=r1′xk1+r2′xk2+…+rm′xkm，k=1，2，…，m.

          7.排序：将各方案的指标值代入得到该方案效益综合得分Zk，k=1，2，…，n.依据综合得分从大到小排序，也就得到各方案综合效益的排序.

          
            例4-6　图书馆订购计划
          

          以学校图书馆为例，要实现办馆效益，必须做到入藏文献合乎本校教师、学生（有时也兼顾社会）的需求，使图书馆藏书结构（学科结构、文种结构、文献类型结构等）满足本校教学科研的要求，以求藏书体系与本校专业设置相适应.所购图书要能够真实地反映读者的实际需要，使读者结构和藏书结构尽量吻合，以便减少读者借不到图书的现象，即降低读者被借的比率、增加满足率.文献只有在流通中才能传播信息，产生效益.文献资料得不到利用，购置文献资料所耗费的资金就体现不出其价值.因此，图书馆在增加藏书规模的同时，要千方百计地把文献提供给读者，以增加图书的出借次数、出借时间以及在借图书的数量等，力求使有限的价值投入获得最大的办馆效益.

          设某普通高校现有十个系：计算机科学与技术系在校学生960人，信息科学与工程系在校学生900人，信息与计算科学系在校学生280人，生物与制药工程系在校学生1500人，机电工程系在校学生1440人，建筑工程系在校生960人，外语系在校学生720人，法律系在校学生460人，新闻系在校学生642人，经济与管理系在校学生2400人.此外，该校目前还有“药物分子设计及生物化工”和“土木建筑工程”2个重点学科；“外国语言学及应用语言学”重点扶植学科以及“计算机科学与技术”、“市场营销”2个重点专业.

          该校图书馆每学年都要投入大量资金购置图书，图书覆盖全院各学科专业、具有较完整的中外文文献资源.假设今年图书馆计划投入100万元用于购置各种图书，并且准备按照表中的中图分类进行购置.要同时考虑到重点实验室和重点学科建设的需要、常用书籍和流行热门书籍、重要公共课、技能课图书（如英语、计算机类）的普遍需求等.不同图书对该校的重要性是不尽相同的，图书馆应当如何确定各类图书的相对重要程度（即相对权重）.表4-17为图书流通情况.

          表4-17　图书流通表

          
            
              
                	书籍种类
                	种类数
                	册数
                	图书总价／元
                	出借种类数
                	出借册次
                	总出借时间／天
                	是否为重点建设对象 
              

              
                	A．B
                	2997
                	8991
                	225674．1
                	1858
                	7433
                	252707
                	0 
              

              
                	C．N
                	1827
                	5481
                	121130.1
                	1078
                	3773
                	147137
                	0 
              

              
                	D
                	5774
                	17322
                	486748.2
                	4042
                	20209
                	909405
                	0 
              

              
                	E．R．S．U．V
                	2906
                	7266
                	188916
                	1686
                	5900
                	247800
                	0 
              

              
                	X
                	618
                	1731
                	65951.1
                	383
                	1725
                	87966
                	0 
              

              
                	F
                	9793
                	35256
                	1131718
                	7639
                	38194
                	1756924
                	1 
              

              
                	G
                	2277
                	6375
                	128137.5
                	1252
                	4007
                	164293
                	0 
              

              
                	H3
                	5401
                	19983
                	561522.3
                	4267
                	23893
                	1218553
                	1 
              

              
                	I
                	11091
                	29946
                	7339765
                	7764
                	34937
                	1222795
                	0 
              

              
                	J
                	2731
                	7101
                	199538.1
                	1775
                	5681
                	272678
                	0 
              

              
                	K
                	3543
                	7794
                	304745.4
                	2055
                	6164
                	246574
                	0 
              

              
                	O
                	2569
                	8220
                	206322
                	1927
                	8670
                	476824
                	0 
              

              
                	P
                	266
                	744
                	20162.4
                	159
                	462
                	23579
                	0 
              

              
                	Q
                	891
                	2850
                	100035
                	695
                	2987
                	161306
                	1 
              

              
                	T H
                	905
                	2715
                	98011.5
                	652
                	2997
                	152865
                	0 
              

              
                	T M．TS
                	1402
                	3645
                	102424.5
                	771
                	2236
                	71554
                	0 
              

              
                	T N
                	1538
                	4767
                	185913
                	1076
                	4413
                	176533
                	0 
              

              
                	T Q
                	932
                	2796
                	64587.6
                	569
                	2274
                	100060
                	0 
              

              
                	T P
                	7004
                	23112
                	834343.2
                	5463
                	27314
                	1365709
                	1 
              

              
                	T U．T V
                	3388
                	10503
                	305637.3
                	2541
                	11435
                	525997
                	1 
              

              
                	Z
                	539
                	1347
                	60749.7
                	242
                	558
                	16730
                	0
              

            

          

          其中，1表示重点建设对象；0表示非重点建设对象.

          
            【解题思路】
          

          不同图书的重要性不尽相同，需要同时考虑重点实验室和重点学科建设的需要、常用书籍和流行热门书籍、重要公共课、技能课图书的普遍需求等.这些因素客观地表现在图书馆藏和借阅情况上.

          从输入输出理论出发，可以从不同角度和侧面选取反映图书重要性的多项指标.然后按其影响程度进行筛选，保留重要者，舍弃次要者，合并同类者，形成一个由若干具有代表性的重要指标构成的易于操作的综合评价体系.

          根据图书馆上一年各类图书的借出情况表，可以看到6项指标与图书重要程度密切相关.此外，考虑到学校的教学科研发展前景，重点实验室和重点学科需要某种或者某几种特定类图书予以支持.因此，影响图书重要程度主要有7项指标，即种类数、册数、图书总价、出借种类数、出借册次、总出借时间、是否为重点建设对象.因为涉及的影响因素较多且相互关联，应用灰色关联分析法建立图书重要程度的评价模型（如图4-8所示），在计算得到7项指标相应权重的基础上，定量表示出各类图书的相对重要程度.

          
            [image: ]
            图4-8　图书灰色关联分析图

          

          灰色关联模型建立过程可以表述如下：

          1.关联度定义：衡量指标序列与母指标相似程度的测度.

          2.选定母指标：模型选取对重要性影响最大的指标“出借册数”为母指标.

          3.对原始数据（指标值）进行规范化处理：由于各指标的量纲不同，指标值的数量级别差别很大.为了用这些数据进行综合评价首先必须对原始数据进行无量纲、无数量级的处理.处理的方法为：分别求出每个指标的原始数据的平均值，再用均值去除对应指标的每个数据，便得到新的数据Xi（j）′.

          
            [image: ]
          

          根据该校的重点项目，可知定为“1”的图书类别有：F经济；H3常用外国语；Q生物科学；TP自动化技术、计算机技术；TU、TV建筑科学、水利工程.

          4.构建综合评价模型：根据灰色关联分析法，关联度可由以下表达式确定：

          
            [image: ]
          

          其中Δi（j）=Xi（j）′-X0（j）′，j=1，2，…，21，i=1，2，…，7.

          
            [image: ]
          

          5.关联度表示两个指标在同一点的关联值，而目标需要的是各个指标的权重.综合各个关联度，计算得到各指标的权重，并对其进行了归一化处理.

          
            [image: ]
          

          6.最后综合各个指标的权重和各个指标的取值，建立综合评价模型.可以得到各类图书的相对重要程度函数值：[image: ].

          根据各项指标原始数据进行运算，可以得到各类图书的相对重要程度百分比，如表4-18所示.

          表4-18　各类图书重要权重表

          
            
              
                	类别 
                	A．B 
                	C．N 
                	D 
                	E．R．S．U．V 
                	X 
                	F 
                	G
              

              
                	数字代号
                	1
                	2
                	3
                	4
                	5
                	6
                	7
              

              
                	相对权重（％）
                	2．9260
                	1.6873
                	6.8033
                	2.5800
                	0.6759
                	16.0926
                	1.9448
              

              
                	重要程度排序
                	10
                	15
                	6
                	12
                	19
                	2
                	13
              

              
                	类别 
                	H3 
                	I 
                	J 
                	K 
                	O 
                	P 
                	Q
              

              
                	数字代号
                	8
                	9
                	10
                	11
                	12
                	13
                	14
              

              
                	相对权重（％）
                	10.7449
                	18.6328
                	2.5874
                	3.0037
                	3.1642
                	0.2419
                	4.1486
              

              
                	重要程度排序
                	4
                	1
                	11
                	9
                	8
                	21
                	7
              

              
                	类别 
                	T H 
                	TM．TS 
                	T N 
                	T Q 
                	T P 
                	T U．T V 
                	Z
              

              
                	数字代号
                	15
                	16
                	17
                	18
                	19
                	20
                	21
              

              
                	相对权重（％）
                	1.0966
                	1.1474
                	1.7276
                	0.9270
                	12.3913
                	7.0689
                	0.4078
              

              
                	重要程度排序
                	17
                	16
                	14
                	18
                	3
                	5
                	20
              

            

          

          由上表可知，经济、英语、计算机类图书分别以16.0926%、10.7449%、12.3913%的百分比在所有图书中占据相当大的权重.一方面，这是学校教学科研的要求，因为该校拥有“外国语言学及应用语言学”重点扶植学科以及“计算机科学与技术”、“市场营销”2个重点专业；另一方面，毋庸置疑，经济类是当今社会的热门书籍，而英语、计算机类图书同时作为技能课必备教程重要程度可见一斑.

          此外，学生较感兴趣的文学类书籍；作为重点学科的生物、建筑以及作为重要公共课的数化理、马列毛等课程相对应的图书也具有相当的重要性（重要程度排序均在十名以内）.由此可见，建立的基于灰色关联分析的综合评价模型与客观实际相符，能对图书的重要程度作出合理准确的评价.

          
            例4-7　经济效益评价模型
          

          经济效益是经济活动效果的综合反映，以最小消耗取得最大的产出和经济成果，是经济工作的总目标和基本要求.通过对企业经济效益进行综合评价，可使上级主管部门对所属参评单位的经济效益状况心中有数.这样易于抓住带有倾向的问题，为被评价单位排忧解难，适时地作出科学合理的决策.通过综合评价，能使各被评价单位明确地知道自己所处的名次，分析其先进或落后的成因，从宏观上把握在经济效益方面争名次、上台阶的方向，从而充分发挥自身优势，积极参与市场竞争，取得更好的经济效益.经济效益综合评价还能对企业的发展起导向作用，使企业管理者从产量增长型思维转换到注重经营效益型方面来，努力提高自身的综合实力和活力.表4-19是某年中国统计信息报刊载的国家统计局发布的关于我国16个省、自治区、直辖市的工业效益完成情况，试对其经济效益进行综合评价并排出名次.

          表4-19　某年中国各地区经济效益分析表

          
            
              
                	地区
                	产品销售率／％
                	资金利用率／％
                	成本利用率／％
                	劳动生产率／（元／人）
                	流动资金周转次数／次
                	净产值率／％
              

              
                	北京
                	94.59
                	14.73
                	9.62
                	13797
                	1.62
                	28.10
              

              
                	天津
                	93.63
                	8.84
                	3.44
                	9825
                	1.66
                	23.97
              

              
                	河北
                	94.45
                	8.33
                	4.51
                	8000
                	1.51
                	27.44
              

              
                	辽宁
                	92.13
                	8.39
                	3.60
                	8400
                	1.38
                	27.76
              

              
                	上海
                	96.56
                	15.08
                	8.68
                	15169
                	1.77
                	26.20
              

              
                	江苏
                	90.44
                	10.32
                	4.16
                	8982
                	1.95
                	22.43
              

              
                	浙江
                	93.43
                	13.66
                	5.99
                	9073
                	1.96
                	24.40
              

              
                	福建
                	91.04
                	13.38
                	5.85
                	8754
                	2.20
                	26.85
              

              
                	江西
                	90.69
                	8.31
                	2.69
                	6221
                	1.69
                	25.53
              

              
                	山东
                	88.73
                	9.15
                	4.10
                	10411
                	1.68
                	27.19
              

              
                	河南
                	93.44
                	8.54
                	2.25
                	8003
                	1.48
                	29.77
              

              
                	湖北
                	92.73
                	10.64
                	4.81
                	7866
                	1.55
                	26.66
              

              
                	湖南
                	95.05
                	10.76
                	2.85
                	7711
                	1.52
                	29.75
              

              
                	广东
                	93.95
                	10.13
                	4.50
                	14064
                	1.76
                	25.76
              

              
                	海南
                	86.99
                	4.97
                	1.77
                	9574
                	1.11
                	25.25
              

              
                	四川
                	95.11
                	7.56
                	2.81
                	6498
                	1.28
                	27.85
              

            

          

          
            【解题思路】
          

          从投入产出理论出发，可以选取从不同侧面反映地区经济效益好坏的多个指标.我国新的工业生产考核评价指标体系含有六个指标，分别是工业产品销售率（％），工业资金利用率，工业成本利润率（％），工业劳动生产率（元/人），流动资金周转次数（次），工业净产值率（％）.由于各地区的这些指标常常是此大彼小，因此必须建立一个科学合理的综合评价模型，运用各地区的各指标值对被评价地区的经济效益做出客观、公正的综合评价和排序.

          由六项指标内容易知，产品销售率是影响经济效益最重要的因素，所以选取该因素为母指标，并对上表中的数据进行均值化处理，如表4-20所示.

          表4-20　经济效益均值化处理表

          
            
              
                	地区 
                	ZB1
                	ZB2
                	ZB3
                	ZB4
                	ZB5
                	ZB6
              

              
                	北京
                	1.0206
                	1.4478
                	2.1488
                	1.449
                	0.99234
                	1.0581
              

              
                	天津
                	1.0102
                	0.86885
                	0.76839
                	1.0318
                	1.0168
                	0.90259
              

              
                	河北
                	1.019
                	0.81872
                	1.0074
                	0.84018
                	0.92496
                	1.0333
              

              
                	辽宁
                	0.99401
                	0.82462
                	0.80413
                	0.88219
                	0.84533
                	1.0453
              

              
                	上海
                	1.0418
                	1.4822
                	1.9389
                	1.5931
                	1.0842
                	0.98656
              

            

          

          续表

          
            
              
                	地区 
                	ZB1
                	ZB2
                	ZB3
                	ZB4
                	ZB5
                	ZB6
              

              
                	江苏
                	0.97578
                	1.0143
                	0.92922
                	0.94331
                	1.1945
                	0.8446
              

              
                	浙江
                	1.008
                	1.3426
                	1.338
                	0.95287
                	1.2006
                	0.91878
              

              
                	福建
                	0.98225
                	1.3151
                	1.3067
                	0.91937
                	1.3476
                	1.011
              

              
                	江西
                	0.97848
                	0.81676
                	0.60087
                	0.65335
                	1.0352
                	0.96133
              

              
                	山东
                	0.95733
                	0.89932
                	0.91582
                	1.0934
                	1.0291
                	1.0238
              

              
                	河南
                	1.0081
                	0.83936
                	0.50258
                	0.8405
                	0.90658
                	1.121
              

              
                	湖北
                	1.0005
                	1.0458
                	1.0744
                	0.82611
                	0.94946
                	1.0039
              

              
                	湖南
                	1.0255
                	1.0576
                	0.6366
                	0.80983
                	0.93109
                	1.1202
              

              
                	广东
                	1.0136
                	0.99564
                	1.0052
                	1.477
                	1.0781
                	0.96999
              

              
                	海南
                	0.93856
                	0.48848
                	0.39537
                	1.0055
                	0.67994
                	0.95079
              

              
                	四川
                	1.0262
                	0.74304
                	0.62767
                	0.68244
                	0.78407
                	1.0487
              

            

          

          则定义ZBi与ZB0在第k点的关联系数yi（k）为：[image: ].

          其中：Δi（k）=xki-x0i，i=1，2，…，m；k=1，2，…，n.[image: ]，[image: ]，ρ称为分辨系数，取0～1之间的数，通常取ρ＝0.5．

          ZBi与ZB0之间的关联度为：[image: ].得到各个指标与母指标的关联系数如表4-21所示.

          表4-21　灰色评价体系关联系数表

          
            
              
                	地区 
                	ZB1
                	ZB2
                	ZB3
                	ZB4
                	ZB5
                	ZB6
              

              
                	关联系数
                	1
                	0.76375
                	0.68859
                	0.76394
                	0.83576
                	0.91948
              

            

          

          求出各指标对应的权重rj′=rj/（r1+r2+…+rm），j=1，2，…，m.

          构造综合评价模型：Zk=r1′xk1+r2′xk2+…+rm′xkm，k=1，2，…，m. 得到各个地区的综合评价结果如表4-22所示.

          表4-22　全国16个省市综合评价结果表

          
            
              
                	地区名
                	综合评价值
                	排名
                	地区名
                	综合评价值
                	排名
              

              
                	上海
                	1.3153
                	　
                	河北
                	0.94598
                	9
              

              
                	北京
                	1.3105
                	　
                	湖南
                	0.94507
                	10
              

              
                	福建
                	1.1354
                	　
                	天津
                	0.93953
                	11
              

              
                	浙江
                	1.1125
                	　
                	辽宁
                	0.909
                	12
              

              
                	广东
                	1.0837
                	　
                	河南
                	0.89203
                	13
              

              
                	山东
                	0.98794
                	　
                	山西
                	0.85774
                	14
              

              
                	湖北
                	0.98294
                	　
                	四川
                	0.83813
                	15
              

              
                	江苏
                	0.98277
                	　
                	海南
                	0.76325
                	16
              

            

          

          无论是层次分析法还是灰色关联模型所建立的评价模型都存在着较大的人为主观因素，在下节将会介绍一种基于数学规划的评价体系——DEA评价体系.这三种评价体系各不相同，但是又各具特点，可以应用于不同情况和不同领域的研究.

        

      

    

  
    
      
        
          4.3　DEA评价体系

          
          

        

        
          数据包络分析（Data Envelopmnt Analysis，DEA）是由美国运筹学家查尼斯和库珀等学者于1978年在“相对效率评价”基础上发展起来的一种新系统分析方法.DEA方法属于运筹学所研究的领域，它主要采用数学规划方法，利用观察到的样本资料数据，对决策单元（Decision Making Units，DMU）进行生产有效性评价或处理其他多目标决策问题.DEA方法主要是通过保持决策单元的输入或输出不变，借助于数学规划将DMU投影到DEA前沿面上，并通过比较决策单元偏离DEA前沿面的程度来评价它们的相对有效性.

          DEA主要的模型为CCR模型与BCC模型；CCR模型是假设DMU处于固定规模报酬（CRS）情形下，可用来衡量总效率，而BCC模型是假设DMU处于变动规模报酬（VRS）情形下，可用来衡量纯技术效率与规模效率.换句话说，固定规模报酬模式是所有DMU一起比较的效率评估，而变动规模报酬式则是与条件相当的受评单位来做比较，其间差异即在受评单位的生产规模是否相当.

          而以投入及产出的控制性而言，可分为投入导向及产出导向.投入导向是指在既有的产出水平下，应减少多少的投入项，方能达到效率；产出导向则为在既有的投入量下，应增加多少产出，方能达到效率.Lovell等认为，若厂商的生产需求符合市场需求，或可自由调整其投入资源，则应采投入导向模型较为适合.

          在DEA模型的应用中，CCR模型应用最为广泛，本节将对CCR模型作详细的介绍.CCR模型主要由以下几个部分组成：

          
            1.比率模式（Ratio Form）
          

          决策单位j（j=1，2，…，n）使用第i（i=1，2，…，m）项投入量为Xij，其第r（r=1，2，…，s）项产出量为Yrj，而ε代表一个极小的正数.故第k个决策单位的绩效Ek可由下式计算得到：

          
            [image: ]
          

          
            2.线性规划模式（Linear Programming）
          

          
            [image: ]
          

          使用DEA只能区别出有效率与无效率的决策单位，后来为了解决CCR模型中无法进行比较、排序的问题，Andersen和Petersen提出的一项模型，称为超级效率模型，主要贡献在于能对样本效率值皆为1的有效率DMU进行排序比较，但并未能针对没效率的DMU进行排序动作.到了最近Hadad等提出的超级效率之多阶排序模型称为GDEA，改进了超级效率模型，同时能对有效率与无效率的DMU进行排序.

          
            3.超级效率模型（Super Efficiency）
          

          Andersen和Petersen提出的一项模型，称为超级效率模型，它可用来解决DEA模型中对样本效率值为1，而无法进行比较、排序的问题，且所求解出来的效率值也不再如传统的DEA模型，会限制在0～1的范围内，而是允许效率值超过1以上.所谓的super efficiency模型概念，是依原CCR模型的方法，将所要评估的特定DMU从限制式中移除，也就是说限制式将不再像原始的CCR模型一样，将所有的DMU皆考虑进去，依此进行计算得到的效率值将不再只局限为1，即可将原本效率值为1的DMU进行排序并比较.

          综上所述，放宽了所要评估的特定DMU的限制式，也就是限制式中多了j≠k 这项，模型如下所示：

          
            [image: ]
          

          
            4.超级效率之多阶排序模型（Super Efficiency Multistage Ranking）
          

          在超级效率模型中，提到只能针对效率值为1也就是有效率的DMU进行分析排序，然而考虑并非所有DMU皆能达到有效率.在此情形下，无效率的DMU就不能使用超级效率模型来进行分析排序.Hadad等更进一步根据超级效率模型推展超级效率之多阶排序模型，并命名为GDEA，它能对所有包括有效率与无效率的DMU进行排序.

          下面通过一个实例来熟悉运用DEA模型建立评价体系的过程.

          设有n个不同医疗单位，即n个决策单元，每个决策单元均有m种投入指标和p种产出指标.令xij表示第j个DMU的第i种投入指标的投入量，yij为第j个DMU的第i种产出指标的产出量；vi为第i种投入指标的权重，ur为第r种产出指标的权重，其中i=1，2，…，m；j=1，2，…，n；r=1，2，…，p.这里，Xj=（x1j，x2j，…，xmj）；Yj=（y1j，y2j，…，ypj）为已知数据，可根据历史资料得到：v=（v1，v2，…，vm）；u=（u1，u2，…，up）为变量.对于决策单元DMUj采用如下的效率评价指数：

          
            [image: ]
          

          总可以适当选取权系数v=（v1，v2，…，vm），u=（u1，u2，…，up）使得hj满足hj≤1，j=1，2，…，n.对第j0（1≤j0≤n）个决策单元DMU进行相对效率评价：以权数v=（v1，v2，…，vm），u=（u1，u2，…，up）为变量；以第j0个决策单元[image: ]的效率指数[image: ]最大为目标；以所有的决策单元的效率指数为约束，从而得到以下数学规划模型：

          
            [image: ]
          

          使用数学规划的对偶理论，可将上述分式规划转化为如下线性规划形式：

          
            [image: ]
          

          其中Xj=（x1j，x2j，…，xmj），Yj=（y1j，y2j，…，ypj）为各项指标的已知数据，而变量S-=（s-1，s-2，…，s-m），S+=（s+1，s+2，…，s+p）为松弛变量和剩余变量.

          判断决策单元[image: ]是否DEA有效的具体步骤如下：

          首先求解上述规划问题.若最优值θ0＜1，则直接判断决策单元[image: ]为非DEA有效；若θ0=1，再解下面的线性规划问题：

          
            [image: ]
          

          
            [image: ]
          

          对于弱DEA有效与非DEA有效，采取如下投影的方法对原方案进行改进，改进后为DEA有效的具体方法是：

          
            [image: ]
          

          则称[image: ]为第j0个决策单元在超平面上对应的点[image: ]在DEA的相对有效面上的投影，该投影构成了一个新的决策单元，它相对于原来的决策单元是DEA有效的.据此，可对原来的方案进行优化，以最大限度地节约资源.

          
            例4-8　医院评价体系数学模型
          

          调查了规模相似的某县4个乡镇卫生院，由于这4个乡镇相距较远，一般居民就医均在本镇，因此不包含外部效应.根据调查得到4个地区的指标值，如表4-23所示.

          表4-23　各乡镇卫生院医疗资源投入产出指标

          
            
              
                	指标
                	单元
                	乡镇1
                	乡镇2
                	乡镇3
                	乡镇4
              

              
                	投入指标
                	卫技人员总数（人）
                	62
                	45
                	33
                	23
              

              
                	开放床位总数（张）
                	73
                	70
                	34
                	16
              

              
                	大型仪器设备拥有率（％）
                	41．2
                	29．5
                	18．5
                	10．8
              

              
                	人均年门诊费用（元）
                	75．7
                	54．9
                	39．9
                	58．9
              

              
                	人均年住院费用（元）
                	77．4
                	25．5
                	52．7
                	18．1
              

              
                	产出指标
                	年人均诊疗人次（次）
                	0．6
                	0．4
                	0．5
                	0．5
              

              
                	床位使用率（％）
                	84．6
                	53．2
                	73．8
                	51．6
              

            

          

          
            【解题思路】
          

          将上述数据代入线性模型，利用Lingo软件计算得到如下结果，如表4-24所示.具体Lingo软件的使用以及编程学习将在下个章节为同学们介绍.

          
            表4-24　各乡镇投入产出指标相对效率值及松弛变量
          

          
            [image: ]
          

          由表4-24的结果可知，决策单元DMU3与DMU4的相对效率值均为1，而且松弛变量均为0，因此都是DEA相对有效的；而另外两乡镇的有效值均小于1，即为非DEA有效的，因此都存在不同程度的资源配置低效率现象.尤其乡镇1有效值仅为0.7150，资源配置低效率现象较为严重，必须调整其中部分的投入指标，在期待实现目标一定的条件下，实现各种投入要素的最佳组合，最大限度地减少投入.具体改进方案需计算“投影”点，有：

          
            [image: ]
          

          从上述配置低效率地区的投入产出指标的标准值，即“投影”点可知，各地区的床位使用率已基本达到目标.低效率反映在产出指标上，主要是人均诊疗人次稍低，投入指标普遍处于低效率状态.

          
            例4-9　浙江省科技进步对于经济发展影响的评价
          

          表4-25中给出了来自2009年浙江省统计年鉴的1997—2008年浙江省科技进步和经济发展的若干数据.尝试建立数学模型分析浙江省科技进步对于经济发展所产生的影响.

          表4-25　科技统计年鉴表

          
            
              
                	年份
                	输入
                	输出
              

              
                	科研活动经费 
                	R＆D经费投入
                	专利授权量
                	国有企业专业技术人数
                	全省生产总值
                	第一产业产值
                	第二产业产值
                	第三产业产值
                	人均生产总值
              

              
                	2008
                	619．52
                	345．76
                	52955
                	853938
                	21486．92
                	1095．43
                	11580．33
                	8811．16
                	42214
              

              
                	2007
                	516．78
                	286．32
                	42069
                	840539
                	18780．44
                	986．02
                	10148．45
                	7645．97
                	87411
              

              
                	2006
                	407．85
                	224．03
                	30968
                	828474
                	15742．51
                	925．10
                	8509．57
                	6307．84
                	31874
              

              
                	2005
                	321．42
                	163．29
                	19056
                	814699
                	13437．85
                	892．83
                	7166．15
                	5378．87
                	27703
              

              
                	2004
                	243．85
                	115．55
                	15249
                	898859
                	11648．70
                	814．10
                	6250．38
                	4584．22
                	24352
              

              
                	2003
                	185．20
                	77．76
                	14402
                	777986
                	9705．02
                	717．85
                	5096．38
                	3890．79
                	20444
              

              
                	2002
                	150．04
                	57．65
                	10479
                	761390
                	8003．67
                	685．20
                	4090．48
                	3227．99
                	16978
              

              
                	2001
                	124．27
                	44．74
                	8312
                	766471
                	6898．34
                	659．78
                	3572．88
                	2665．68
                	14713
              

              
                	2000
                	104．89
                	36．59
                	7495
                	784993
                	6141．03
                	630．98
                	3273．93
                	2236．12
                	13416
              

              
                	1999
                	76．78
                	27．06
                	7071
                	792969
                	5443．92
                	606．31
                	2974．74
                	1862．87
                	12214
              

              
                	1998
                	60．89
                	19．7
                	4470
                	770929
                	5052．62
                	609．30
                	2766．95
                	1676．38
                	11394
              

              
                	1997
                	51．33
                	15．19
                	3167
                	768769
                	4684．11
                	618．90
                	2554．57
                	1512．64
                	10624
              

            

          

          
            【解题思路】
          

          在浙江省历年统计年鉴的基础上，建立DEA数据包络模型分析浙江省科学技术投入对经济的影响.其中选取科研活动经费、R＆D经费投入、专利授权量、固有企业专业技术人数四项作为衡量浙江省科学技术投入的重要指标，作为DEA模型的输入.全省生产总值、第一产业、第二产业、第三产业产值、人均生产总值作为衡量浙江省经济发展的重要指标，作为DEA模型的输出，框架结构如图4-9所示.

          
            [image: ]
            图4-9　DEA框架模型

          

          针对图4-9所示的框架，建立DEA数学模型进行计算，得到结果如表4-26所示.

          表4-26　DEA数据输出表

          
            
              
                	年份
                	输入
                	输出
              

              
                	科研活动经费 s＋1
                	R＆ D经费投入 s＋2
                	专利授权量 s＋3
                	国有企业专业技术人数 s＋4
                	全省生产总值 s＋5
                	第一产业 s＋6
                	第二产业 s＋7
                	第三产业 s＋8
                	人均生产总值 s＋9
                	θ
                	结论
              

              
                	2008
                	0
                	0
                	0
                	0
                	0
                	0
                	0
                	0
                	0
                	1
                	弱有效
              

              
                	2007
                	0
                	0
                	0
                	0
                	0
                	0
                	0
                	0
                	0
                	1
                	弱有效
              

              
                	2006
                	0
                	0
                	0
                	0
                	0
                	60．92
                	0
                	0
                	0
                	1
                	弱有效
              

              
                	2005
                	0
                	7．26
                	5246．3
                	0
                	0
                	33．66
                	0
                	118．77
                	0
                	0．98
                	无效
              

              
                	2004
                	0
                	0
                	0
                	0
                	0
                	0
                	0
                	0
                	0
                	1
                	弱有效
              

              
                	2003
                	0
                	13．23
                	0
                	0
                	0
                	0
                	135
                	402．9
                	0
                	0．96
                	无效
              

              
                	2002
                	0
                	7．90
                	581．04
                	0
                	0
                	15．4
                	0
                	342．65
                	0
                	0．98
                	无效
              

              
                	2001
                	0
                	4．59
                	720．55
                	0
                	0
                	23．75
                	0
                	188．26
                	0
                	0．998
                	无效
              

              
                	2000
                	0
                	0
                	0
                	0
                	0
                	0
                	0
                	0
                	0
                	1
                	弱有效
              

              
                	1999
                	0
                	0
                	0
                	0
                	0
                	60．92
                	0
                	0
                	0
                	1
                	有效
              

              
                	1998
                	2．21
                	1．09
                	561．91
                	0
                	20．87
                	0
                	19．9
                	0
                	75526．5
                	0．99
                	无效
              

              
                	1997
                	0
                	0
                	0
                	0
                	0
                	0
                	0
                	0
                	0
                	1
                	有效
              

            

          

          通过DEA模型可以得到：1998年、2001年、2002年、2003年、2005年浙江省科学技术的投入对于浙江省经济发展并不有效；1997年、1999年浙江省科学技术的投入对于浙江省经济发展是有效的；其他年份的科学技术投入对于经济发展是弱有效的.

          针对数学建模问题中的评价类问题，本章先后介绍了层次分析法、灰色关联法和DEA评价体系三种基本评价方法.其中层次分析法应用最为广泛，也是大部分参赛队可能采用的方式.灰色关联体系模型除了可用于系统评价外，还可以处理因子关联分析问题，此部分内容将在后续章节进行介绍.本章所介绍的模型也是有限的，模糊评价模型也可以解决评价类数学建模问题，感兴趣的学生可以参看有关书籍.

        

      

    

  
    
      
        
          4.4　讨论题

          
          

        

        
          1.某地对区级医院2001—2002年医疗质量进行总体评价与比较，按分层抽样方法抽取两年内某病患者1250例，其中2001年600例，2002年650例.患者年龄构成与病情两年间差别没有统计学意义，观察三项指标分别为疗效、住院日、费用.规定很好、好、一般、差的标准如表4-27所示，病人医疗质量各等级频数分布如表4-28所示.

          表4-27　很好、好、一般、差的标准

          
            
              
                	指标
                	很好
                	好
                	一般
                	差
              

              
                	疗效
                	治愈
                	显效
                	好转
                	无效
              

              
                	住院日
                	≤15
                	16～20
                	21～25
                	＞25
              

              
                	费用（元）
                	≤1400
                	1400～1800
                	1800～2200
                	＞2200
              

            

          

          表4-28　两年病人按医疗质量等级的频数分配表

          
            
              
                	指标
                	时间
                	很好
                	质量好
                	等级一般
                	差
              

              
                	疗效
                	2001年
                	160
                	380
                	20
                	40
              

              
                	2002年
                	170
                	410
                	10
                	60
              

              
                	住院日
                	2001年
                	180
                	250
                	130
                	40
              

              
                	2002年
                	200
                	310
                	120
                	20
              

              
                	费用
                	2001年
                	130
                	270
                	130
                	70
              

              
                	2002年
                	110
                	320
                	120
                	100
              

            

          

          现综合考虑疗效、住院日、费用三项指标对该医院2001年与2002年两年的工作进行综合评价.

          2.在一年一度的我国和美国大学生数学建模竞赛活动中，任何一个参赛院校都会遇到如何选拔最优秀的队员和科学合理地组队问题.这是一个最实际的，而且首先需要解决的数学模型问题.

          现假设有20名队员准备参加竞争，根据队员的能力和水平要选出18名优秀队员分别组成6个队，每个队3名队员去参加比赛.选择队员主要考虑的条件依次为有关学科成绩（平均成绩）、智力水平（反映思维能力、分析问题和解决问题的能力等）、动手能力（计算机的使用和其他方面实际操作能力）、写作能力、外语能力、协作能力（团结协作能力）和其他特长.每个队员的基本条件量化后如表4-29所示.

          假设所有队员接收了同样的培训，外部环境相同，竞赛中不考虑其他的随机因素，竞赛水平的发挥只取决于表中所给的各项条件，并且参赛队员都能正常发挥自己的水平.现在的问题是：

          （1）如何在20名队员中选拔18名优秀队员参加竞赛；

          （2）确定一个最佳的组队使竞赛技术水平最高；

          （3）给出由18名队员组成6个队的组队方案，使整体竞赛技术水平最高，并给出每个队的竞赛技术水平.

          表4-29　队员能力数据表

          
            
              
                	队员
                	科学成绩
                	智力水平
                	动手能力
                	写作能力
                	外语水平
                	协作能力
                	其他特长 
              

              
                	A
                	8.6
                	9.0
                	8.2
                	8.0
                	7.9
                	9.5
                	6 
              

              
                	B
                	8.2
                	8.8
                	8.1
                	6.5
                	7.7
                	9.1
                	2 
              

              
                	C
                	8.0
                	8.6
                	8.5
                	8.5
                	9.2
                	9.6
                	8 
              

              
                	D
                	8.6
                	8.9
                	8.3
                	9.6
                	9.7
                	9.7
                	8 
              

              
                	E
                	8.8
                	8.4
                	8.5
                	7.7
                	8.6
                	9.2
                	9 
              

              
                	F
                	9.2
                	9.2
                	8.2
                	7.9
                	9.0
                	9.0
                	6 
              

              
                	G
                	9.2
                	9.6
                	9.0
                	7.2
                	9.1
                	9.2
                	9 
              

              
                	H
                	7.0
                	8.0
                	9.8
                	6.2
                	8.7
                	9.7
                	6 
              

              
                	I
                	7.7
                	8.2
                	8.4
                	6.5
                	9.6
                	9.3
                	5 
              

              
                	J
                	8.3
                	8.1
                	8.6
                	6.9
                	8.5
                	9.4
                	4 
              

              
                	K
                	9.0
                	8.2
                	8.0
                	7.8
                	9.0
                	9.5
                	5 
              

              
                	L
                	9.6
                	9.1
                	8.1
                	9.9
                	8.7
                	9.7
                	6 
              

              
                	M
                	9.5
                	9.6
                	8.3
                	8.1
                	9.0
                	9.3
                	7 
              

              
                	N
                	8.6
                	8.3
                	8.2
                	8.1
                	9.0
                	9.0
                	5 
              

              
                	O
                	9.1
                	8.7
                	8.8
                	8.4
                	8.8
                	9.4
                	5 
              

              
                	P
                	9.3
                	8.4
                	8.6
                	8.8
                	8.6
                	9.5
                	6 
              

              
                	Q
                	8.4
                	8.0
                	9.4
                	9.2
                	8.4
                	9.1
                	7 
              

              
                	R
                	8.7
                	8.3
                	9.2
                	9.1
                	8.7
                	9.2
                	8 
              

              
                	S
                	7.8
                	8.1
                	9.6
                	7.6
                	9.0
                	9.6
                	9 
              

              
                	T
                	9.0
                	8.8
                	9.5
                	7.9
                	7.7
                	9.0
                	6
              

            

          

          3.建立评价体系，从以下几个方面：专业素质、外语水平、教学工作量、科研成果、论文、著作与出勤，对六位教师进行综合评价.教师考评数据如表4-30所示.

          表4-30　教师考评数据表

          
            
              
                	编号
                	专业
                	外语
                	教学量
                	科研
                	论文
                	著作
                	出勤
              

              
                	1
                	8
                	9
                	8
                	7
                	5
                	2
                	9
              

              
                	2
                	7
                	8
                	7
                	5
                	7
                	3
                	8
              

              
                	3
                	9
                	7
                	9
                	6
                	6
                	4
                	7
              

              
                	4
                	6
                	8
                	8
                	8
                	4
                	3
                	6
              

              
                	5
                	8
                	6
                	6
                	9
                	8
                	3
                	8
              

              
                	6
                	8
                	9
                	5
                	7
                	6
                	4
                	8
              

            

          

          4.现有一学校从事某专业教学和研究的三位讲师，参加评审副教授职务，但是只有一个名额，专业技术评审委员会一致认为，教学效果的重要性比科研成果稍强一些，但要比任现职年限又明显高，科研成果的重要性强于任职年限.通过对甲、乙、丙三位讲师的职称评审材料的认真审核，评委得出如下主要信息：

          ●任现职年限：甲、乙、丙分别为5年、6年、8年；

          ●教学效果：乙比甲突出，丙比甲明显高而比乙稍微高；

          ●科研成果：乙、丙相当，比甲稍微低.

          试问这三名教师中，谁的职称应该得到晋升.

          5.某毕业生刚从大学毕业，首先需要解决的问题就是挑选合适的工作.经双方恳谈，已有三个单位表示愿意录用某毕业生.该生根据已有信息建立了一个层次结构模型，如图4-10所示.试建立数学模型，说明如何合理选择合适的工作.

          
            [image: ]
            图4-10　工作选择层次结构图

          

          6.某市能源供应方面存在着设备落后、供应分散、利用率低、污染严重等问题.经有关部门分析，可供选择的改造方案有：

          （1）制作高效煤制品，取代目前居民用的普通蜂窝煤；

          （2）将分散供热方式改造成区域供热；

          （3）制造热电联供设施，利用电厂余热；

          （4）实现城市煤气化；

          （5）郊县推广沼气池，作为农村主要生活能源.

          请建立数学模型，讨论如何在这些方案中选择此地区最合理可行的方案.

        

      

    

  
    
      第5章　优化类数学模型

      
        



    

  



        

        
          优化类数学模型在数学建模竞赛中占据着极其重要的地位.曾有人做过统计，全国大学生数学建模竞赛中80％以上的问题都可以建立优化模型解决.本章将依次介绍线性规划数学模型、非线性规划数学模型、整数规划数学模型、目标规划数学模型、动态规划数学模型以及它们利用数学软件的实现方式.本章还将重点介绍两种优化软件的使用.建立优化类数学模型可能不困难，但是如何建立一个合理的优化模型，以及求解所建立的模型将是此类问题的难点也是本章介绍的重点.在第4章DEA评价模型中，大家已经遇到过线性规划问题.但当问题非常复杂时，建立数学规划问题已经不是问题的难点，求解模型才是问题的难点.在前面已经给大家介绍过数学软件Matlab，虽然Matlab软件也有多种求解规划问题的数学命令，但是有两类更为专业的数学软件Lindo/Lingo，它们是专门用来解决各种优化问题数学软件.

          

      

    

  



5.1　Lindo/Lingo软件基本介绍

          
          

          美国芝加哥大学的Linus Schrage教授于1980年前后开发了一套专门用于求解最优化问题的软件包，后来又经过多年的不断完善和扩充，并成立了Lindo系统公司进行商业化运作，取得了巨大成功.这套软件包的主要产品有4种：Lindo，Lingo，Lindo API和What’s Best，在最优化软件的市场上占有很大的份额，尤其在供微机上使用的最优化软件市场上，上述软件产品具有绝对的优势.例如Lindo公司主页上提供的信息，位列全球《财富》杂志500强的企业中，一半以上使用上述产品，其中位列全球《财富》杂志25强的企业中有23家使用上述产品.大家可以从该公司的主页上下载上面4种软件的演示版和大量应用例子.演示版与正式版的基本功能是类似的，只是试用版能够求解问题的规模受到限制.即使正式版也被分成求解包、高级版、超级版、工业版、扩展版等不同档次的版本，不同档次版本的区别也在于能够求解问题的规模大小不同.当然，规模越大版本的销售价格也越昂贵（见表5-1）.

          表5-1　Lindo/Lingo软件版本说明

          
            
              
                	版本类型
                	总变量数
                	整数变量数
                	非线性变量数
                	约束条件
              

              
                	演示版
                	300
                	30
                	30
                	150
              

              
                	求解包
                	500
                	50
                	50
                	250
              

              
                	高级版
                	2000
                	200
                	200
                	1000
              

              
                	超级版
                	8000
                	800
                	800
                	4000
              

              
                	工业版
                	32000
                	3200
                	3200
                	16000
              

              
                	扩展版
                	无限
                	无限
                	无限
                	无限 
              

            

          

          表5-1是非常重要的，许多学生在使用Lindo/Lingo软件编程发生错误时，很多情况都是由于变量个数越界引起的.建立合理的优化模型有助于减少变量的数量，使得方便求解.这点对于学好优化软件是非常重要的.

          Lindo是英文Linear Interactive and Discrete Optimizer字母的缩写形式，即“交互式的线性和离散优化求解器”，可以用来求解线性规划（LP）和二次规划（QP）；Lingo是英文Linear Interactive and General Optimizer字母的缩写形式，即“交互式的线性和通用优化求解器”，它除了具有Lindo的全部功能外，还可以用于求解非线性规划，也可以用于一些线性和非线性方程组的求解等.Lindo和Lingo软件的最大特色在于允许决策变量是整数（即整数规划，包括0－1规划），而且执行速度很快.Lingo实际上还是最优化问题的一种建模语言，包括许多常用的数学函数供使用者建立优化模型时调用，并可以接受其他数据文件，即使对优化方面专业知识了解不多的用户，也能够方便地建模和输入、有效地求解和分析实际遇到的大规模优化问题，并通常能够快速得到复杂优化问题的高质量解.Lindo和Lingo软件能求解的优化模型见图5-1.

          
            [image: ]
            图5-1　Lindo/Lingo软件求解范围

          

          此外，Lindo系统公司还提供了Lindo/Lingo软件与其他开发工具（如C＋＋和Java等语言）的接口软件Lindo API（Lindo Application Program Interface），因此使Lindo和Lingo软件还能方便地融入到用户应用软件的开发中去.最后，What’s Best提供了Lindo/Lingo软件与电子表格软件的接口，能够直接集成到电子表格软件中使用.由于上述特点，Lindo、Lingo、Lindo API和What’s Best软件在教学、科研和工业、商业、服务等领域得到了广泛应用.本章只介绍在Microsoft Windows环境下运行的Lindo/Lingo最新版本的使用方法，并包括社会、经济、工程等方面的大量实际应用问题的数学建模和实例求解.需要指出的是：目前Lingo12的功能已经非常强大，所以Lindo公司已经将Lindo软件从其产品目录中删除，这意味着以后不会再有Lindo软件的新版本了.

          虽然Lindo/Lingo软件的功能非常强大，但这并不是说只要将模型随随便便地输入软件中去求解就万事大吉.事实上，为了将来Lindo/Lingo能快速地得到高质量的解，对实际问题建立优化模型就必须特别仔细.下面给出值得注意的几个基本问题.

          1.尽量使用实数优化模型，尽量减少整数约束和整数变量的个数.只有在万不得已时才使用整数变量和整数约束（即含有整数变量的约束）.原因前面已经讲过，求解离散优化问题比连续优化问题难得多.从表5-1中可以看出，这两种优化软件对于整数变量或者整数约束的要求比连续变量或者连续约束更加严格.

          2.尽量使用光滑优化模型，尽量避免使用非光滑函数.非光滑函数指存在不可微点的函数.例如，应尽量少地使用绝对值函数（｜x｜）、符号函数（sgn（x））、多个变量求最大（小）值、四舍五入函数、取整函数等.这些函数从数学上看是不光滑的，含有尖点（不可微点）甚至间断点（函数的不连续点），因此不利于利用导数信息.

          3.尽量使用线性优化模型，尽量减少非线性约束和非线性变量的个数.应当尽量简化变量之间的约束关系.例如，对于“变量x与y的比值不超过5”这样的约束，写成“x/y≤5”当然是可以的，但这是一个分式约束（同时它还有间断点y＝0），因为是非线性约束x、y都是非线性变量（即非线性约束中的变量），最好改写成线性约束“x≤5y”.

          4.合理设定变量的上下界，尽可能给出变量的初始值.如果在实际问题中知道变量的取值范围，那就尽量告诉Lindo/Lingo，不要让软件帮你到大海去捞针.例如，如果x的取值范围在实际中是大于30小于50，就不要让软件在整个实数范围内去寻找最优解.有时实际问题中还能知道或感觉到最优解大致在哪个值附近，那就可以以初始值的形式告诉Lindo/Lingo，这对于问题的求解是很有帮助的.毕竟软件是死的，而人要比计算机聪明得多.

          5.模型中使用的单位的数量级要适当.如果同一模型甚至同一约束中有的数很小而有的数很大，如0.01和100000，则这两个数的数量级相差很大了，不利于优化模型求解，因为大的数与小的数运算时误差会很大，运算精度降低.Lindo/Lingo通常建议模型中数据之间的数量级不要相差超过1000倍（即最大数与最小数（按绝对值）不要相差1000倍以上），否则会给出警告提示信息.有时，可以通过对数据选择适当的单位改变相对尺度，尽量使数据之间的数量级相差减小.

        

      

    

  
    
      
        
          5.2　线性规划模型

          
          

        

        
          线性规划模型是运筹学的重要分支，是20世纪三四十年代初兴起的一门学科.1947年美国数学家G.B.Dantzig及其同事提出的求解线性规划的单纯形法及其有关理论具有划时代的意义.他们的工作为线性规划这一学科的建立奠定了理论基础.随着1979年苏联数学家哈奇扬的椭球算法和1984年美籍印度数学家H.Karmarkar算法的相继问世，线性规划的理论更加完备、成熟，实用领域更加宽广.线性规划研究的实际问题多种多样，如生产计划问题、物资运输问题、合理下料问题、库存问题、劳动力问题、最优设计问题等，这些问题虽然出自不同的行业，有着不同的实际背景，但都是属于如何计划、安排、调度的问题，即如何物尽其用、人尽其才的问题.此外，线性规划的求解方法还在非线性规划的求解中得到应用或作为某种算法的子问题.

          就模型而言，线性规划模型类似于高等数学中的条件极值问题，只是其目标函数和约束条件都限定为线性函数.线性规划模型的求解方法目前仍以单纯形法为主.

          许多实际优化问题的数学模型往往都是一个线性规划问题（特别是在生产计划这样的经济管理领域）.这不是偶然的，我们来分析一下线性规划具有哪些特征，或者说实际问题具有什么性质，其模型就是一个线性规划问题.

          
            比例性：每个决策变量对目标函数的“贡献”与该决策变量的取值成正比；每个决策变量对每个约束条件右端项的“贡献”与该决策变量的取值成正比.

          
            可加性：各个决策变量对目标函数的“贡献”与其他决策的取值无关；各个决策变量对每个约束条件右端项的“贡献”与其他决策变量的取值无关.

          
            连续性：每个决策变量的取值是连续的.

          比例性和可加性保证了目标函数和约束条件对于决策变量的线性性，连续性则允许得到决策变量的实数最优解.

          人们处理的最优化问题，小至简单思索的某个决策，大至构成一个大型的科学计算问题，都具有三个基本要素，即变量、目标和约束条件.线性规划也不例外，其模型的建立离不开三个要素.建立线性规划模型的关键是明确问题的决策变量、目标函数和约束条件.

          
            决策变量：是决策者可以控制的因素，例如根据不同的实际问题，决策变量可以选为产品的产量、物资的运量及工作的天数等.

          
            目标函数：是以函数形式来表示的决策者追求的目标.例如目标可以是利润最大或成本最小等.对于线性规划，目标函数要求是线性的.

          
            约束条件：是决策变量需要满足的限定条件.对于线性规划，约束条件是一组线性等式或不等式.

          
            例5-1　机床加工问题
          

          某机床厂生产甲、乙两种机床，每台销售后的利润分别为4000元与3000元.生产甲机床需用A、B机器加工，加工时间分别为每台2 h和1 h；生产乙机床需用A、B、C三种机器加工，加工时间为每台各1 h.若每天可用于加工的机器时数分别为A机器10 h、B机器8 h和C机器7 h，问该厂每天应生产甲、乙机床各几台，才能使总利润最大？

          
            【解题思路】
          

          这个优化问题的目标是使每天的获利最大，要做的决策是生产计划，即每天生产甲机床多少台、乙机床多少台，决策受到设备加工能力的限制.按照题目所给，将决策变量、目标函数和约束条件用数学符号及式子表示出来，就可以得到下面的数学模型.

          设为使总利润最大，生产x1台甲机床、x2台乙机床，此时获利为z元.故z=4000x1+3000x2.生产x1台甲机床，x2台乙机床，需要A机器工作（2x1+x2）h，需要B机器工作（x1+x2）h，需要C机器工作x2 h.每天可用于加工的机器时数分别为A机器10 h、B机器8 h和C机器7 h，即：2x1+x2≤10，x1+x2≤8，x2≤7；x1，x2均不能为负值，即x1≥0，x2≥0.当需要进行决策的时期非常长时，每天生产的甲、乙两种机床数量可以视为连续实数，这样也就满足线性规划的三种条件.

          最后有如下数学模型：
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          在建立线性规划数学模型之后需要解决的问题就是如何将模型求解出来.解决线性规划的单纯形法理论已经相当成熟，可以通过该方法求解.但是，当决策变量很多的情况下，人工使用单纯形法已经不是一种聪明的选择.竞赛的时间是非常宝贵的，因此可以通过数学软件进行求解.Matlab也可以求解线性规划问题，但是Lindo软件表现得更为专业，而且Lindo的使用很简练、很容易让人掌握.Lindo语法与Lingo语法非常接近，因此学好Lindo对Lingo的学习也是很有帮助的.接下来通过实例让大家了解Lindo的语法操作.

          Lindo线性规划源程序如下所示：

          max 4000x1+3000x2

          s.t. 2x1+x2＜=10 x1+x2＜=8 x2＜=7 x1＞=0 x2＞=0

          其中第一行为目标函数，首先用max或者min声明求解的目标函数最大化或者最小化，然后键入目标函数.可见在Lindo的语法操作中没有乘号，也不允许出现乘号，末尾结束不出现分号.第二行以s.t.（subject to）开始键入约束条件，不同约束条件之间需要空格或者换行.

          按住Ctrl＋S运行，得到运行结果如下：LP OPTIMUM FOUND AT STEP　　　0

          OBJECTIVE FUNCTION VALUE

          1）　　　26000.00

          VARIABLE　　　　VALUE　　　　　REDUCED COST

          　　X1　　　　2.000000　　　　　0.000000

          　　X2　　　　6.000000　　　　　0.000000

          ROW　　SLACK OR SURPLUS　　　DUAL PRICES

          2）　　　　0.000000　　　　　1000.000000

          3）　　　　0.000000　　　　　2000.000000

          4）　　　　1.000000　　　　　　0.000000

          5）　　　　2.000000　　　　　　0.000000

          6）　　　　6.000000　　　　　　0.000000

          NO.ITERATIONS=　　　　0

          RANGES IN WHICH THE BASIS IS UNCHANGED：

          OBJ COEFFICIENT RANGES

          VARIABLE　　CURRENT　　　　ALLOWABLE　　　　ALLOWABLE

          COEF　　　　　INCREASE　　　　DECREASE

          　　X1　　4000.000000　　　2000.000000　　　1000.000000

          　　X2　　3000.000000　　　1000.000000　　　1000.000000

          RIGHTHAND SIDE RANGES

          ROW　　CURRENT　　　　ALLOWABLE　　　ALLOWABLE

          RHS　　　　　INCREASE　　　　DECREASE

          2　　　10.000000　　　　6.000000　　　　1.000000

          3　　　8.000000　　　　0.500000　　　　3.000000

          4　　　7.000000　　　　INFINITY　　　　1.000000

          5　　　0.000000　　　　2.000000　　　　INFINITY

          6　　　0.000000　　　　6.000000　　　　INFINITY

          在上述运行结果中，除了可以得到该问题的最优决策变量值和最优目标函数值以外，还有许多对结果分析有用的信息.结果的第一部分显示：单纯形法通过0次迭代可以得到最优目标函数值26000.即最优决策下可获利26000元.结果的第二部分显示决策变量：x1＝2，x2＝6.此时才能得到目标函数的最优值，而后面显示了约束的性质.

          4个约束条件的右端不妨看做4种“资源”.输出中“SLACK OR SURPLUS”给出这4种资源在最优解下是否有剩余，其中机器C尚余1 h的加工能力，机器A和机器B的加工能力已经没有剩余.一般称“资源”剩余为零的约束为紧约束（有效约束）.

          成为紧约束的“资源”一旦增加，“效益”必然跟着增长.输出中“DUAL PRICES”给出这几种资源在最优解下“资源”增长1个单位时“效益”的增量：当机器A的加工能力增加1个单位（1 h）时利润增长1000元，机器B的加工能力增加1个单位（1 h）时利润增长2000元，而增加非紧约束（机器C的能力）显然不会使利润增长.这里，“效益”的增量可以看做“资源”的潜在价值，经济学上称为影子价格，即机器A 加工1 h的影子价格为1000元，机器B加工1 h的影子价格为2000元，机器C的影子价格为零.各位可以用直接求解的办法验证上面的结论，即将输入文件中机器A的加工时间约束右端的10改为11，看看得到的最优值（利润）是否恰好增长1000元.

          在使用Lindo求解线性规划的过程中，当点击运行时，会弹出一对话框，询问是否做灵敏度分析.这也是Lindo求解的一个优势，其支持对于问题的灵敏度分析.

          目标函数的系数发生变化时（假定约束条件不变），最优解和最优值会改变吗？输出中“CORRENT COEF”的“ALLOWABLE INCREASE”和“ALLOWABLE DECREASE”给出了最优决策变量值不变条件下目标函数系数允许改变的范围：x1的系数为（4000-1000，4000+2000），即（3000，6000）；x2的系数为（3000-1000，3000+1000），即（2000，4000）.即当市场价格发生变动时，如x1的单价在（3000，6000）之间变动，决策变量不变可以取得最优决策变量值，但是此时的最优目标函数值将会发生变化.需要注意的是：x1系数的允许范围需要x2系数不变，反之亦然.

          对“资源”的影子价格作进一步的分析.影子价格的作用是有限制的.输出中“CURRENT RHS”的“ALLOWABLE INCREASE”和“ALLOWABLE DECREASE”给出了影子价格有意义条件下约束右端的有限制范围：机器A的工作时间最多增加6 h，机器B的工作时间最多增加0.5 h.

          
            例5-2　利润优化问题
          

          某工厂在计划期内要安排生产甲、乙两种产品，已知生产单位产品所需的设备台数及A、B两种原料的消耗如表5-2所示.该工厂每生产一件产品甲可获利2元，每生产一件产品乙可以获利3元，问应如何安排生产计划使工厂获利最多.

          表5-2　产品消耗表

          
            
              
                	　
                	甲
                	乙
                	资源限制
              

              
                	设备
                	1
                	1
                	8
              

              
                	原料 A
                	4
                	0
                	16
              

              
                	原料 B
                	0
                	4
                	12
              

              
                	单位利润
                	2
                	3 
                	　
              

            

          

          
            【解题思路】
          

          设x1，x2分别表示在计划期内生产甲、乙的产量.因为设备的有效台数为8台，这是一个生产条件的限制，所以在确定甲、乙的产量时，要考虑不超过设备的有效台数，即可用不等式表示为：x1+x2≤8.同理，因原材料A、B的限量，可以得到以下不等式：4x1≤16，4x2≤12，该工厂的目标是在不超过所有资源限制的条件下，如何确定产量以得到最大的利润.若用z表示利润，则有：z=2x1+3x2.综上所述，该计划问题可用数学模型表示为：
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          Lindo线性规划源程序如下所示：

          max 2x1+3x2

          s.t. x1+x2＜=8 x1＜=4 x2＜=3 x1＞=0 x2＞=0按住Ctrl＋S运行，得到运行结果如下：LP OPTIMUM FOUND AT STEP　　　2

          OBJECTIVE FUNCTION VALUE

          1）　　　17.00000

          VARIABLE　　　　VALUE　　　　　REDUCED COST

          　　X1　　　　4.000000　　　　　0.000000

          　　X2　　　　3.000000　　　　　0.000000

          ROW　SLACK OR SURPLUS　　DUAL PRICES

          2）　　　　1.000000　　　　　0.000000

          3）　　　　0.000000　　　　　2.000000

          4）　　　　0.000000　　　　　3.000000

          5）　　　　4.000000　　　　　0.000000

          6）　　　　3.000000　　　　　0.000000

          NO.ITERATIONS=　　　2

          RANGES IN WHICH THE BASIS IS UNCHANGED：

          OBJ COEFFICIENT RANGES

          VARIABLE　　　CURRENT　　　　ALLOWABLE　　　　ALLOWABLE

          COEF　　　　　INCREASE　　　　DECREASE

          X1　　　　2.000000　　　　INFINITY　　　　2.000000

          X2　　　　3.000000　　　　INFINITY　　　　3.000000

          RIGHTHAND SIDE RANGES

          ROW　　CURRENT　　　　ALLOWABLE　　　　ALLOWABLE

          RHS　　　　　INCREASE　　　　DECREASE

          2　　　　8.000000　　　　INFINITY　　　　1.000000

          3　　　　4.000000　　　　1.000000　　　　4.000000

          4　　　　3.000000　　　　1.000000　　　　3.000000

          5　　　　0.000000　　　　4.000000　　　　INFINITY

          6　　　　0.000000　　　　3.000000　　　　INFINITY

          通过2次迭代可以得到问题的最优值17，此时工厂所该做的正确决策为生产甲产品4个，生产乙产品3个.

          通过上面两个例子，希望大家能够明白如何建立线性规划，以及如何通过Lindo求解线性规划.在图5-1中，可以看到Lingo也可以用以求解线性规划.那么通过下面一个例子加以说明，如何通过Lingo软件求解线性规划.

          
            例5-3 居民用水问题
          

          某市有甲、乙、丙、丁四个居民区，自来水由A、B、C3个水库供应.4个区每天必须得到保证的基本生活用水分别为30千吨、70千吨、10千吨、10千吨，但由于水源紧张，3个水库每天最多只能分别供应50千吨、60千吨、50千吨自来水.由于地理位置的差别，自来水公司从各水库向各区送水所需付出的引水管理费不同（见表5-3，其中C水库与丁区之间没有输水管道），其他管理费用都是450元/千吨.根据公司规定，各区用户按照统一标准900元/千吨收费.此外，4个区都向公司申请了额外用水费，分别为每天50千吨、70千吨、20千吨、40千吨.该公司应如何分配供水量，才能获利最多？

          表5-3　引水费用表

          
            
              
                	引水管理费（元／千吨）
                	甲
                	乙
                	丙
                	丁 
              

              
                	A
                	160
                	130
                	220
                	170 
              

              
                	B
                	140
                	130
                	190
                	150 
              

              
                	C
                	190
                	200
                	230
                	／
              

            

          

          
            【解题思路】
          

          分配供水量就是安排从3个水库向4个区送水的方案，目标是获利最多.而从题目给出的数据看，A、B、C3个水库的供水量160千吨，不超过4个区的基本生活用水量与额外用水量之和300千吨，因而总能全部卖出并获利，于是自来水公司每天的总收入是900×（50＋60＋50）＝144000元，与送水方案无关.同样，公司每天的其他管理费用为450×（50＋60＋50）＝72000元也与送水方案无关.所以，要使利润最大，只需使引水管理费最小即可.另外，送水方案自然要受3个水库的供应量和4个区的需求量的限制.

          很明显，决策变量为A、B、C3个水库（i＝1，2，3）分别向甲、乙、丙、丁4个区（j＝1，2，3，4）的供水量.设水库i向j区的日供水量为xij.由于C水库与丁区之间没有输水管道，即x34=0，因此只有11个决策变量.由以上分析，问题的目标可以从获利最多转化为引水费用最少，于是有：
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          约束条件有两类：一类是水库的供应量限制，另一类是各区的需求量限制.

          
            [image: ]
          

          Lingo线性规划源程序如下所示：

          Model：

          min=160*x11+130*x12+220*x13+170*x14+140*x21+130*x22+190*x23+150 *x24+190*x31+200*x32+230*x33；

          x11+x12+x13+x14=50；x21+x22+x23+x24=60；x31+x32+x33=50；

          x11+x21+x31＞=30；x12+x22+x32＞=70；x13+x23+x33＞=10；

          x14+x24＞=10；x11+x21+x31＜=80；x12+x22+x32＜=140；

          x13+x23+x33＜=30；x14+x24＜=50；

          其中第二行为目标函数，首先用max＝或者min＝声明求解的目标函数最大化或者最小化，然后键入目标函数.与Lindo语法不同，在Lingo的语法操作中有乘号，就一定要乘号，末尾结束出现分号.而且数值不能出现在左边，键入的表达式应该为最简表达式.

          按住Ctrl＋S运行，得到运行结果如下：Global optimal solution found．

          Objective value：　　　　　　　　　　　　　　24400.00

          Total solver iterations：　　　　　　　　　　　　8

          X11　　0.000000　　30.00000　　1　　24400.00　　-1.000000

          X12　　50.00000　　0.000000　　2　　0.000000　　-130.0000

          X13　　0.000000　　50.00000　　3　　0.000000　　-130.0000

          X14　　0.000000　　20.00000　　4　　0.000000　　-190.0000

          X21　　0.000000　　10.00000　　5　　10.00000　　0.000000

          X22　　50.00000　　0.000000　　6　　30.00000　　0.000000

          X23　　0.000000　　20.00000　　7　　0.000000　　-40.00000

          X24　　10.00000　　0.000000　　8　　0.000000　　-20.00000

          X31　　40.00000　　0.000000　　9　　40.00000　　0.000000

          X32　　0.000000　　10.00000　　10　　40.00000　　0.000000

          X33　　10.00000　　0.000000　　11　　20.00000　　0.000000

          　　　　　　　　　　　　　　　12　　40.00000　　0.000000

          Lingo得到的结果与Lindo得到的结果类似，但是Lingo不支持灵敏度分析.上述结果显示：通过8次迭代可以得到全局最优值24400.工厂A向乙地区供应50千吨自来水；工厂B向乙提供50千吨自来水，向丁提供10千吨自来水；工厂C向甲地区提供40千吨自来水，向丙地区提供10千吨自来水.结果后一部分为自来水供应的影子价格分析.

          需要注意的是：Lindo和Lingo在求解规划问题时，可能存在多个最优决策都能得到最优值，但是软件只会显示其中一种.Lindo公司已经将Lindo软件从其产品目录中删除，这意味着以后不会再有Lindo软件的新版本了，而Lingo还在不断地更新.从上面的编程过程中，大家可以发现一个问题：当决策变量或者约束很多时，一条一条输入约束将是一件非常麻烦的事情.Lingo语言又称为建模化语言，其优势在于它能够支持数学语言的输入，尤其是能够提供集合支持，给编程带来了极大的便利.依然是例5-3，使用建模化语言编程代码如下所示.

          Lingo建模化语言解决线性规划问题源代码如下：

          model：

          sets：

          chandi1..3：a；

          yonghu1..4：b，d；

          routes（chandi，yonghu）：c，x；

          endsets

          data：

          a=50，60，50；

          b=30，70，10，10；

          d=80，140，30，50；

          c=160，130，220，170，

          140，130，190，150，

          190，200，230，99999999；

          enddata

          min=@sum（routes∶c*x）；

          @for（chandi（i）：@sum（yonghu（j）：x（i，j））=a（i））；

          @for（yonghu（j）：@sum（chandi（i）：x（i，j））＜=d（j））；

          @for（yonghu（j）：@sum（chandi（i）：x（i，j））＞=b（j））；

          End

          与以前的Lindo，Lingo语法不同，程序首先定义了集合，以sets开始，定义了三种属性的集合：a为1×3的向量，b和d为1×4的向量，c和x为3×4的矩阵，以endsets结束.然后对定义的集合进行数据初始化，以data开始：分别对a，b，c，d进行初始化.其中由于自来水厂c不能给用户丁供水，因此可以定义一个非常大的数，代表非常大的代价，以enddata结束.接下去的就是目标函数和约束条件，在目标函数中使用了@sum求和函数，在约束中使用了@for循环函数.可见，如果决策变量或者约束很多，也可以不用一条一条输入了，只需要一条循环便可以解决.得到结果如下所示：

          Global optimal solution found．

          Objective value：　　　　　　　　　　　　　　　24400.00

          Total solver iterations：　　　　　　　　　　　　　8

          Variable　Value　Reduced Cost　Row　Slack or Surplus　Dual Price

          A（1）　　50.00000　　0.000000　　1　　24400.00　　-1.000000

          A（2）　　60.00000　　0.000000　　2　　0.000000　　-130.0000

          A（3）　　50.00000　　0.000000　　3　　0.000000　　-130.0000

          B（1）　　30.00000　　0.000000　　4　　0.000000　　-190.0000

          B（2）　　70.00000　　0.000000　　5　　40.00000　　0.000000

          B（3）　　10.00000　　0.000000　　6　　40.00000　　0.000000

          B（4）　　10.00000　　0.000000　　7　　20.00000　　0.000000

          D（1）　　80.00000　　0.000000　　8　　40.00000　　0.000000

          D（2）　　140.0000　　0.000000　　9　　10.00000　　0.000000

          D（3）　　30.00000　　0.000000　　10　　30.00000　　0.000000

          D（4）　　50.00000　　0.000000　　11　　0.000000　　-40.00000

          C（1，1）　　160.0000　　0.000000　　12　　0.000000　　-20.00000

          C（1，2）　　130.0000　　0.000000　　　　　　

          C（1，3）　　220.0000　　0.000000　　　　　　

          C（1，4）　　170.0000　　0.000000　　　　　　

          C（2，1）　　140.0000　　0.000000　　　　　　

          C（2，2）　　130.0000　　0.000000　　　　　　

          C（2，3）　　190.0000　　0.000000　　　　　　

          C（2，4）　　150.0000　　0.000000　　　　　　

          C（3，1）　　190.0000　　0.000000　　　　　　

          C（3，2）　　200.0000　　0.000000　　　　　　

          C（3，3）　　230.0000　　0.000000　　　　　　

          C（3，4）　　0.1000000E+09　　0.000000　　　　　　

          X（1，1）　　0.000000　　30.00000　　　　　　

          X（1，2）　　50.00000　　0.000000　　　　　　

          X（1，3）　　0.000000　　50.00000　　　　　　

          X（1，4）　　0.000000　　20.00000　　　　　　

          X（2，1）　　0.000000　　10.00000　　　　　　

          X（2，2）　　50.00000　　0.000000　　　　　　

          X（2，3）　　0.000000　　20.00000　　　　　　

          X（2，4）　　10.00000　　0.000000　　　　　　

          X（3，1）　　40.00000　　0.000000　　　　　　

          X（3，2）　　0.000000　　10.00000　　　　　　

          X（3，3）　　10.00000　　0.000000　　　　　　

          X（3，4）　　0.000000　　0.9999979E+08

          上述结果显示：通过8次迭代可以得到全局最优值24400.x就是所需的决策变量矩阵，工厂A向乙地区供应50千吨自来水；工厂B向乙提供50千吨自来水，向丁提供10千吨自来水；工厂C 向甲地区提供40千吨自来水，向丙地区提供10千吨自来水.结果后一部分为自来水供应的影子价格分析，与以前得到的结果相同.

          通过以上三例可以看出：尽管所提问题的内容不同，但从构成数学问题的结构来看却属于同一优化问题，其结构具有如下特征：目标函数是决策变量的线性函数；约束条件都是决策变量的线性等式或不等式.具有以上结构特点的模型就是线性规划模型，简记为LP，它具有一般形式为：
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          5.3　非线性规划模型

          
          

        

        
          线性规划的应用范围十分广泛，但有很大的局限性，有许多实际问题还是不能处理.事实上，客观世界中的问题大部分是非线性的，线性处理大多是近似的，是在对问题作了科学的假设和简化后得到的.而在许多实际问题中，有一些是不能进行线性化处理的，否则将严重影响模型对实际问题的可指导性.因此产生了非线性规划，非线性规划比线性规划有着更强的实用性.但是非线性规划问题在计算上常常是困难的，理论上的讨论也不能像线性问题那样完整有一个成熟通用的算法，能够给出简捷的结果形式和透彻全面的结论.下面就通过几个例题来说明非线性规划与线性规划的不同之处.

          
            例5-4　板材切割问题
          

          某钢管零售商从钢管厂进货，将钢管按照顾客的要求切割后售出.从钢管厂进货时得到的原料钢管都是19 m.

          （1）现有一个客户需要50根4 m、20根6 m和15根8 m的钢管.应如何下料最节省？

          （2）零售商如果采用的不同切割模式太多，将会导致生产过程的复杂性，从而增加生产和管理成本，所以该零售商规定采用的切割模式不能超过3种.此外，客户除需要上述的三种钢管外，还需要10根5 m的钢管，应如何下料最节省？

          
            【解题思路】
          

          首先，应当确定哪些切割模式是可行的.所谓一个切割模式，是指按照客户需要在原料钢管上安排切割的一种组合.例如，我们可以将19 m的钢管切割成3根4 m的钢管，余料为7 m；或者将19 m的钢管切割成4 m、6 m和8 m的钢管各1根，余料为1 m.显然，可行的切割模式是很多的.

          其次，应当确定哪些切割模式是合理的.通常假设一个合理的切割模式的余料不应该大于或等于客户需要钢管的最小尺寸.例如，将19 m的钢管切割成3根4 m的钢管是可行的，但余料为7 m，可以进一步将7 m的余料切割成4 m钢管（余料为3 m），或者将7 m的余料切割成6 m钢管（余料为1 m）.在这种合理性假设下，切割模式一共有7种，如表5-4所示.

          表5-4　合理切割模式

          
            
              
                	　
                	4 m钢管根数
                	6 m钢管根数
                	8 m钢管根数
                	余料／ m
              

              
                	模式1
                	4
                	0
                	0
                	3
              

              
                	模式2
                	3
                	1
                	0
                	1
              

              
                	模式3
                	2
                	0
                	1
                	3
              

              
                	模式4
                	1
                	2
                	0
                	3
              

              
                	模式5
                	1
                	1
                	1
                	1
              

              
                	模式6
                	0
                	3
                	0
                	1
              

              
                	模式7
                	0
                	0
                	2
                	3
              

            

          

          问题转化为在满足客户需要的条件下，按照哪些合理的模式、切割多少根原料钢管最为节省.而所谓节省，可以有两种标准：一是切割后剩余的总余料最小，二是切割原料钢管的总根数最少.下面将对这两个目标分别讨论.

          
            决策变量：用XI表示按照第I种模式（I=1，2，…，7）切割的原料钢管根数，显然它们应当是非负数.

          
            决策目标：如果以切割后剩余的总余量最小为目标，由上表可得到目标函数为：minz1=3x1+x2+3x3+3x4+x5+x6+3x7.如果以切割原料钢管的总根数最少为目标，则有目标函数为：minz2=x1+x2+x3+x4+x5+x6+x7.

          
            约束条件：为满足客户的要求，则有如下约束条件：

          
            [image: ]
          

          按照求解问题（1）的思路，可以通过枚举法首先确定哪些切割模式是可行的，但由于需求的钢管规格增加到4种，所以枚举法的工作量较大.下面介绍的整数非线性规划模型，可以同时确定切割模式和切割计划，是带有普遍性的方法.

          同问题（1）类似，一个合理的切割模式的余料不应该大于或等于客户需要的钢管的最小尺寸（本题为4 m），切割计划中只使用合理的切割模式，而由于本题中参数都是整数，所以合理的切割模式的余量不能大于3 m.此外，这里仅选择总根数最小为目标进行求解.

          
            决策变量：由于不同切割模式不能超过3种，可以用xi表示按照第i种模式（i=1，2，3）切割的原料钢管根数，显然它们应当是非负整数.设所使用的第i 种切割模式下每根原料钢管生产4 m、5 m、6 m和8 m的钢管数量分别为r1i，r2i，r3i，r4i（非负整数）.

          
            决策目标：如果以切割原料钢管的总根数最少为目标，即目标函数表示为：min z=x1+x2+x3

          
            约束条件：为满足客户的需求，应有如下约束条件：

          
            [image: ]
          

          每一种切割模式必须可行、合理，所以每根原料钢管的成品量不能超过19 m，也不能少于16 m（余量不能大于3 m），于是有如下约束条件：

          
            [image: ]
          

          使用建模化语言Lingo编程源程序如下所示：

          Model：

          sets：

          number1..3：x；

          modes1..4：a，b；

          mode（number，modes）：r；

          endsets

          data：

          a=50，10，20，15；

          b=4，5，6，8；

          enddata

          min=@sum（number∶x）；

          @for（modes（i）：@sum（number（j）：x（j）*r（j，i））＞=a（i））；

          @for（number（i）：@sum（modes（j）：b（j）*r（i，j））＜=19）；

          @for（number（i）：@sum（modes（j）：b（j）*r（i，j））＞=16）；

          @sum（number∶x）＞=26；

          @sum（number∶x）＜=31；

          @for（number：@gin（x））；

          @for（mode：@gin（r））；

          End.

          以Model表示程序开始，首先定义程序所需集合：在sets段中定义了三类属性的集合，x为1×3的向量，a和b为1×4的向量，r为3×4的矩阵.其中a和b为约束向量，x和r 为需要求解的决策.然后对定义的集合进行初始化，在data段中，对a和b 作了数据初始化.最后调用数学函数@sum、@gin依次输入目标函数与约束条件，最后以End表示程序的结束.而@sum（number∶x）＞=26和@sum（number∶x）＜=31给求解的答案限定了求解的范围.通过上述模型可以发现，虽然目标函数还是线性表达式，但是在约束条件中出现了两变量乘积的形式，为非线性项.因此以上模型属于非线性规划模型，应该用Lingo求解.由于篇幅所限，本书只是给出了若干使用建模化语言编程的范例.对于Lingo编程学习有兴趣的同学可以参看谢金星老师编写的《优化建模与Lindo/Lingo软件》.

          按住Ctrl＋S运行，得到运行结果如下：

          Local optimal solution found．

          Objective value：　　　　　　　　　　　　　　　26.00000

          Extended solver steps：　　　　　　　　　　　　　　13

          Total solver iterations：　　　　　　　　　　　　　509

          Variable　　Value　　Reduced Cost　　Row　　Slack or Surplus　　Dual Price

          X（1）　　10.00000　　1.000000　　1　　28.00000　　-1.000000

          X（2）　　10.00000　　1.000000　　2　　0.000000　　0.000000

          X（3）　　8.000000　　1.000000　　3　　0.000000　　0.000000

          A（1）　　50.00000　　0.000000　　4　　0.000000　　0.000000

          A（2）　　10.00000　　0.000000　　5　　1.000000　　0.000000

          A（3）　　20.00000　　0.000000　　6　　0.000000　　0.000000

          A（4）　　15.00000　　0.000000　　7　　1.000000　　0.000000

          B（1）　　4.000000　　0.000000　　8　　3.000000　　0.000000

          B（2）　　5.000000　　0.000000　　9　　3.000000　　0.000000

          B（3）　　6.000000　　0.000000　　10　　2.000000　　0.000000

          B（4）　　8.000000　　0.000000　　11　　0.000000　　0.000000

          R（1，1）　　2.000000　　0.000000　　12　　2.000000　　0.000000

          R（1，2）　　1.000000　　0.000000　　13　　3.000000　　0.000000

          R（1，3）　　1.000000　　0.000000　　　　　　

          R（1，4）　　0.000000　　0.000000　　　　　　

          R（2，1）　　3.000000　　0.000000　　　　　　

          R（2，2）　　0.000000　　0.000000　　　　　　

          R（2，3）　　1.000000　　0.000000　　　　　　

          R（2，4）　　0.000000　　0.000000　　　　　　

          R（3，1）　　0.000000　　0.000000　　　　　　

          R（3，2）　　0.000000　　0.000000　　　　　　

          R（3，3）　　2.000000　　0.000000　　　　　　

          R（3，4）　　2.000000　　0.000000　　　　　　

          上述结果显示，通过2674次迭代可以得到最优解.为满足客户需要，需要28根原材料进行切割.在第一种切割模式下，将19 m的钢管切成2根4 m钢管、1根5 m的钢管和1根6 m的钢管.在第二种切割模式下，将19 m钢管切成3根4 m钢管和1根6 m钢管.在第三种切割模式下，将19 m钢管切成2根6 m钢管和2根8 m钢管.在决策中需要将10根钢管按照第一种模式切割，10根钢管按照第二种模式切割，8种钢管按照第三种模式切割.

          
            例5-5　储油罐的变位识别与罐容表标定——CUMCM2010
          

          通常加油站都有若干个储存燃油的地下储油罐，并且一般都有与之配套的“油位计量管理系统”，采用流量计和油位计来测量进/出油量与罐内油位高度等数据，通过预先标定的罐容表（即罐内油位高度与储油量的对应关系）进行实时计算，以得到罐内油位高度和储油量的变化情况.

          许多储油罐在使用一段时间后，由于地基变形等原因，使罐体的位置会发生纵向倾斜和横向偏转等变化（以下称为变位），从而导致罐容表发生改变.按照有关规定，需要定期对罐容表进行重新标定.图5-2是一种典型的储油罐尺寸及形状示意图，其主体为圆柱体，两端为球冠体.图5-3是其罐体纵向倾斜变位的示意图，图5-4是罐体横向偏转变位的截面示意图.

          请你们用数学建模方法研究解决储油罐的变位识别与罐容表标定的问题.

          对于实际储油罐，试建立罐体变位后标定罐容表的数学模型，即罐内储油量与油位高度及变位参数（纵向倾斜角度α和横向偏转角度β）之间的一般关系.请利用罐体变位后在进/出油过程中的实际检测数据（附件），根据你们所建立的数学模型确定变位参数，并给出罐体变位后油位高度间隔为10 cm的罐容表标定值.进一步利用附件中的实际检测数据来分析检验你们模型的正确性与方法的可靠性.
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            图5-2　储油罐正面示意图

          

          
            [image: ]
            图5-3　储油罐纵向倾斜变位后示意图

          

          
            [image: ]
            图5-4　储油罐截面示意图

          

          【附件】　附件可以通过官方网站下载http：//mcm.edu.cn.

          
            【解题思路】
          

          对变位误差的讨论需要计算储油罐容量，而在其表达式的确定中，关键就是要根据储油罐变位后的几何关系，确定出误差较小且计算量不过于复杂的积分方式.本文的想法是通过建立两个模型分别对油罐容量的精确值进行的数值求解，和近似值进行符号求解，从不同角度比较验证两个模型的优劣与可靠程度，最后决定较为可信的求解方式.对容器，由于容器的形状并不如假设中的那么规则，理论值总是或多或少偏离实际的测量值，故我们需要对模型的误差做适当修正.

          问题需要得出罐内储油量与油位高度及变位参数之间的一般关系.首先我们分别研究了两种变位对测量值高度和实际高度的对应关系.然后采用两种积分方法对储油罐中的油液体积进行精确求解，由于斜球冠部分积分关系比较复杂，无法算出准确的一般表达式，故采用数值积分的方法.利用附件中的储油量体积和高度及每次出入流量的对应关系，求出了罐体体积的精确值，进而通过计算机编程采用穷举法可以求得理论值与实际值离差最小的情况下的和的值.前面的求解方法虽然能求解出较精确的体积值，但无法得出一般表达式.最终通过简单的切余补缺的方式进行简化，把斜球冠的积分转化为正球冠的积分.经过上面的简化后，可以求得一般表达式，然后根据最小二乘法原理建立优化模型，可以求得和的值.
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            图5-5　几何关系图

          

          储油罐的物理形状如图5-5所示，从图中可以看出储油罐主要可以分为两部分：中间的圆柱形部分和两边的球冠部分，这里我们取两边的球冠为圆球的一部分.

          横向偏转角度β偏斜角对测量高度和实际高度的影响的几何关系如图5-5所示.

          液面离罐底的实际垂直高度为h4，测量高度为浮油子离底面的距离为h2，这两条高线都过圆形的圆心，那么可以列如下方程：h4-R=（h2-R）cos β.

          其中R为某一位置截面的半径的大小，这样就得到了h4关于h2和β的表达式.纵向倾斜角度α对测量高度的影响，分为圆柱体和球冠两种情况.对于圆柱体部分，问题（1）已经讨论过我们只需要套用模型一的结论，而对于圆冠部分以左半边球冠的体积计算为例讨论，左半边的球冠的参数关系如图5-6所示.

          根据图中显示的几何关系可以得到如下关系式：

          
            [image: ]
          

          这样就得到了H关于h4和α的关系式.油液面和圆冠面在轴线平面内的交点为D，DA′⊥AO′1，[image: ]（若在左半球记为H1，右半球记为H2），由球的半径和截面圆的半径之间的关系，可得：
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          其中l0为圆冠高度，R为圆筒的半径，r为球冠对应圆球的半径，都已知这样得到了l′关于H和α的关系式.可以求得任意一位置l处，对应的油液的深度（记左边球冠为h′，右边球冠为h″）为：

          
            [image: ]
          

          
            [image: ]
            图5-6　左半边球冠的参数关系

          

          这样可得h关于H、l和α的关系式.每一个截面对应的整圆的半径Rl为：Rl=[image: ].又圆形截面的高度和油液面积的关系可以使用模型一中计算椭圆的情况的计算公式，只是这时取a=b=R 的特殊情况.表达式为：
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          综合以上各式，可得球罐上任意一位置l′＜l＜1所对应的截面积为Sα，β，H1，l，若H1＜R-l0tan α，H1由公式得到，液面在A点以下，所以在计算球冠体积时只需要从把Sα，β，H1，l按l在l′，1区间内积分；若H1≥R-l0tan α，液面在A点以上.在计算球冠体积时除了要计算l′，1区间内的球冠体积，还需要计算最边上区间0，l′内的整圆截面的积分，这时的截面积[image: ].那么左边球冠的体积为：
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          同理右边半球的体积为：
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          圆柱部分截面积和实际高度的关系：

          
            [image: ]
          

          那么这部分总的体积为：V=V1+V2+V3.

          用Matlab编程理论上可以分别求出V1，V2和V3关于α，β，h2的表达式，但由于表达式过于复杂，迭代过程可能产生较大的误差.故采用数值积分的方法进行求解，α，β的值通过循环迭代得到某一精度下的值，迭代结果为α，β=2.23450，4.41180，这时[image: ].

        

      

    

  
    
      
        
          5.4　整数规划模型

          
          

        

        
          在许多线性规划模型中，变量取整数时才有意义.例如不可分解产品的数目，如汽车、房屋、飞机等，或只能用整数来记数的对象.这样的线性规划称为整数线性规划，简称整数规划，记为IP.整数规划分为两类：一类为纯整数规划，记为PIP，它要求问题中的全部变量都取整数；另一类是混合整数规划，记为MIP，它的某些变量只能取整数，而其他变量则为连续变量.整数规划的特殊情况是0－1规划，其变量只取0或者1.

          
            例5-6　最佳组队问题
          

          有一场由四个项目（高低杠、平衡木、跳马、自由体操）组成的女子体操团体赛，赛程规定：每个队至多允许10名运动员参赛，每一个项目可以有6名选手参加.每个选手参赛的成绩评分从高到低依次为：10至0.每个代表队的总分是参赛选手所得总分之和，总分最多的代表队为优胜者.此外，还规定每个运动员只能参加全能比赛（四项全参加）与单项比赛这两类中的一类，参加单项比赛的每个运动员至多只能参加三项单项.每个队应有4人参加全能比赛，其余运动员参加单项比赛.现某代表队的教练已经对其所带领的10名运动员参加各个项目的成绩进行了大量测试，教练发现每个运动员在每个单项上的成绩得分期望值如表5-5所示.请建立模型为该队排出一个出场阵容，使该队团体总分尽可能高.

          表5-5　运动员各项目得分及概率分布表

          
            
              
                	　　　　 j \i　　　　
                	1（高低杠）
                	2（平衡木）
                	3（跳马）
                	4（自由体操）
              

              
                	1
                	9
                	9
                	9.5
                	9.1
              

              
                	2
                	9.6
                	9
                	9
                	9.3
              

              
                	3
                	9
                	9.1
                	9
                	9.8
              

              
                	4
                	9.1
                	9.1
                	9.5
                	9
              

              
                	5
                	9
                	9.4
                	8.9
                	9.7
              

              
                	6
                	9.7
                	9.1
                	8.9
                	9
              

              
                	7
                	9.8
                	9
                	8.9
                	9.2
              

              
                	8
                	9
                	9.8
                	9.1
                	9.3
              

              
                	9
                	9
                	9.2
                	9
                	9.7
              

              
                	10
                	9.4
                	9.1
                	9.2
                	9.5
              

            

          

          
            【解题思路】
          

          在解决问题时根据题目要求需要引入两个参变量Xij和Qi；

          
            [image: ]
          

          通过对题目的数学翻译，将每个约束用数学表达式形式呈现.每个队应有4人参加全能比赛.即每个队参加全能比赛的人有且仅有4名，[image: ].参加单项比赛的每个运动员至多参加三项单项，即不参加全能比赛的运动员最多只能参加三个单项，[image: ].参加全能比赛的选手要四项全参加，即[image: ].每个项目可以有6名选手参加，即每个项目的参赛选手不能超过6名，得[image: ].

          Eij表示表5-5中第i为运动员在第j项运动中的期望得分，当运队员i入选项目j时，EijXij表示她在该项目得分的期望值.于是该队团体总分可表示为[image: ]，这就是在均值情况下该问题的目标函数，这个问题的0-1规划模型可写作：

          
            [image: ]
          

          用数学软件Lingo进行求解，得到结果为：Q2=Q8=Q9=Q10=1，X13=X34=X42=X43=X52=X54=X61=X71=1.即表示队员2，8，9，10参加全能比赛，队员1参加了项目3（跳马）的比赛，队员3参加了项目4（自由体操）的比赛，队员4参加了项目2（平衡木）和项目3（跳马）的比赛，队员5参加了项目2（平衡木）和项目4（自由体操）的比赛，队员6参加了项目1（高低杠）的比赛，队员7参加了项目1（高低杠）的比赛.以此阵容出赛能使该团队总分最高为224.7分，见表5-6.

          表5-6　均值估计下的最佳阵容

          
            
              
                	队员
                	1（高低杠）
                	2（平衡木）
                	3（跳马）
                	4（自由体操）
                	总得分
              

              
                	1 
                	— 
                	—
                	9．5 
                	—
                	224.7 
              

              
                	2
                	9．6
                	9．0
                	9．0
                	9．3
              

              
                	3 
                	— 
                	— 
                	—
                	9．8
              

              
                	4 
                	—
                	9．1
                	9．5 
                	—
              

              
                	5 
                	—
                	9．4 
                	—
                	9．7
              

              
                	6
                	9．7 
                	— 
                	— 
                	—
              

              
                	7
                	9．8 
                	— 
                	— 
                	—
              

              
                	8
                	9．0
                	9．8
                	9．1
                	9．3
              

              
                	9
                	9．0
                	9．2
                	9．0
                	9．7
              

              
                	10
                	9．4
                	9．1
                	9．2
                	9．5
              

            

          

          
            例5-7　DVD在线租赁问题——CUMCM2005
          

          随着信息时代的到来，网络成为人们生活中越来越不可或缺的元素之一.许多网站利用其强大的资源和知名度，面向其会员群提供日益专业化和便捷化的服务.例如，音像制品的在线租赁就是一种可行的服务.这项服务充分发挥了网络的诸多优势，包括传播范围广泛、直达核心消费群、强烈的互动性、感官性强、成本相对低廉等，为顾客提供更为周到的服务.

          考虑如下的在线DVD租赁问题.顾客缴纳一定数量的月费成为会员，订购DVD租赁服务.会员对哪些DVD有兴趣，只要在线提交订单，网站就会通过快递的方式尽可能满足要求.会员提交的订单包括多张DVD，这些DVD是基于其偏爱程度排序的.网站会根据手头现有的DVD数量和会员的订单进行分发.每个会员每个月租赁次数不得超过2次，每次获得3张DVD.会员看完3张DVD之后，只需要将DVD放进网站提供的信封里寄回（邮费由网站承担），就可以继续下次租赁.表中列出了网站手上100 种DVD的现有张数和当前需要处理的1000 位会员的在线订单，如何对这些DVD进行分配，才能使会员获得最大的满意度？请具体列出前30位会员（即C0001～C0030）分别获得哪些DVD.

          由于题目数据量非常大，本书没有给出该题的数据，而只是针对题目的一部分问题进行分析与讨论.同学们可以登录全国大学生数学建模竞赛网站（http：//www.mcm.edu.cn）下载相关数据.

          
            【解题思路】
          

          该问题是在一定约束条件下的最优化问题.现有100位会员已向网站提供订单，其中每位会员对各种DVD的偏爱程度都有所差异，同时又由于DVD的现有数量有限，无法满足每位会员都看到他们所偏爱的DVD种类.因此，为了兼顾会员和网站双方利益，本文应以满足会员的主观意愿为主，使会员获得最大的满意度，从而形成稳定的消费群体.综上所述，该问题归结为：网站尽量根据每位会员对各种DVD的不同偏爱度，找到一种最佳的分配方案.

          网站越能满足会员的偏爱，会员的满意度就会越大，即会员的偏爱度与满意度成正比.又有偏爱度越小表示会员的偏爱程度越高，故会员的满意度βij与偏爱值αij成反比，即可用如下关系式表示：

          
            [image: ]
          

          其中，αij为题中所给的常数矩阵，表示第i位会员对第j种DVD的偏爱值.

          该问题的目的就是分配当前的订单，使得这些顾客的满意度最大，可以用0-1规划模型来求解，定义0-1变量Cij，Cij为1时表示第i个顾客租到了第j种DVD，其值为0时表示没有租到相应的DVD.

          会员租赁DVD满意度的目标函数为：[image: ].租赁给会员的每种DVD总张数不能超过现有DVD数量.每位会员每月租赁次数不得超过2次，每次获得3张DVD，则会员只能租到3张或6张DVD.因此[image: ].由上述分析得到如下的0-1 规划模型：

          
            [image: ]
          

          
            [image: ]
          

          其中yj表示现有DVD数量的限制，对于上述的模型，在用Lingo编程求解，得到分配方案为Cij.前30 个会员租到DVD的情况如下表5-7所示.

          表5-7　DVD分配表

          
            
              
                	会员号 
                	C0001 
                	C0002 
                	C0003 
                	C0004 
                	C0005 
                	C0006 
                	C0007 
                	C0008 
                	C0009 
                	C0010
              

              
                	分配 DVD种类
                	1
                	8（1）
                	6（1）
                	32（4）
                	7（1）
                	11（3）
                	19（1）
                	26（3）
                	31（4）
                	53（1）
                	41（6）
              

              
                	2
                	41（7）
                	44（2）
                	50（2）
                	18（2）
                	66（1）
                	53（2）
                	66（6）
                	35（5）
                	78（3）
                	55（2）
              

              
                	3
                	98（3）
                	62（4）
                	80（1）
                	41（3）
                	68（2）
                	66（4）
                	81（1）
                	71（1）
                	100（2）
                	85（3）
              

              
                	会员号 
                	C0011 
                	C0012 
                	C0013 
                	C0014 
                	C0015 
                	C0016 
                	C0017 
                	C0018 
                	C0019 
                	C0020
              

              
                	分配 DVD种类
                	1
                	59（1）
                	2（2）
                	21（3）
                	23（2）
                	13（1）
                	10（4）
                	47（2）
                	41（1）
                	66（4）
                	45（1）
              

              
                	2
                	63（2）
                	31（1）
                	78（2）
                	52（1）
                	52（4）
                	84（1）
                	51（3）
                	60（2）
                	84（1）
                	61（3）
              

              
                	3
                	66（4）
                	41（7）
                	96（1）
                	89（6）
                	85（3）
                	97（2）
                	67（1）
                	78（3）
                	86（2）
                	89（2）
              

              
                	会员号 
                	C0021 
                	C0022 
                	C0023 
                	C0024 
                	C0025 
                	C0026 
                	C0027 
                	C0028 
                	C0029 
                	C0030
              

              
                	分配 DVD种类
                	1
                	45（2）
                	38（3）
                	29（2）
                	37（4）
                	9（1）
                	22（1）
                	50（4）
                	8（1）
                	26（4）
                	37（2）
              

              
                	2
                	50（5）
                	55（2）
                	81（3）
                	41（2）
                	69（2）
                	68（2）
                	58（1）
                	34（2）
                	30（2）
                	62（1）
              

              
                	3
                	53（1）
                	57（1）
                	95（1）
                	76（1）
                	94（3）
                	95（3）
                	78（7）
                	82（3）
                	55（1）
                	98（5）
              

            

          

          在上述章节中介绍了线性规划的内容，但是线性规划建模有其局限性：线性规划要求所求解的问题必须满足全部的约束，而实际问题中并非所有约束都需要严格的满足；线性规划只能处理单目标的优化问题，而对一些次目标只能转化为约束处理.而在实际问题中，目标和约束是可以相互转化的，处理时不一定要严格区分；线性规划寻求最优解，而许多实际问题只需要找到满意解就可以了.为此将介绍目标规划模型与多目标规划模型以弥补线性规划的缺陷.

        

      

    

  
    
      
        
          5.5　目标规划模型

          
          

        

        
          线性规划处理问题时，将各个约束（也可看做目标）的地位看成同等重要，而在实际问题中，各个目标的重要性既有层次上的差别，也有在同一层次上不同权重的差别.为了克服线性规划的局限性，目标规划采用如下手段：

          
            设置偏差变量：用偏差变量（Deviational Variables）来表示实际值与目标值之间的差异，令d+为超出目标的差值，称为正偏差变量；d-为未达到目标的差值，称为负偏差变量.其中d+与d-至少有一个为0.当实际值超过目标值时，有d-=0，d+＞0；当实际值未达到目标值时，有d+=0，d-＞0；当实际值与目标值一致时，有d-=d+=0.

          
            统一处理目标与决策：在目标规划中，约束有两类.一类是对资源有严格限制的，同线性规划的处理相同，用严格的等式或不等式约束来处理，构成刚性约束；另一类约束是可以不严格限制的，连同原线性规划的目标，构成柔性约束.分析可以得到，如果希望不等式保持大于等于，则极小化负偏差；如果希望不等式保持小于等于，则极小化正偏差；如果希望等式保持等式，则同时极小化正负偏差.

          
            目标的优先级与权系数：在目标规划模型中，目标的优先级分成两个层次.第一个层次目标分成不同的优先级，在计算目标规划时，必须先优化高优先级的目标，然后再优化低优先级的目标.通常以P1，P2，…表示不同的因子，并规定PkPk+1，第二个层次目标处于同一优先级，但两个目标的权重不一样，因此两目标同时优化，但用权系数的大小来表示目标重要性的差别.

          目标规划的一般模型可以表示如下：设xj（j=1，2，…，n）是目标规划的决策变量，共有m个约束是刚性约束，可能是等式约束，也可能是不等式约束.设有l个柔性目标约束，其目标规划约束的偏差为d+i，d-i（i=1，2，…，l）.设有q个优先级别分别P1，P2，…，Pq.在同一个优先级Pk中，有不同的权重，分别记为w+kj，w-kj（j=1，2，…，l）.因此目标规划的一般数学表达式为：

          
            [image: ]
          

          
            例5-8　笔记本电脑生产销售问题
          

          某计算机公司生产三种型号的笔记本电脑A、B、C.这三种笔记本电脑需要在复杂的装配线上生产，生产1台A、B、C 型号的笔记本电脑分别需要5 h，8 h，12 h.公司装配线在正常的生产时间是每月1700 h.公司营业部门估计A、B、C 三种笔记本电脑的利润分别是1000元，1440元，2520元，而公司预计这个月生产的笔记本电脑能够全部售出.公司经理考虑以下目标：

          第一目标：充分利用正常的生产能力，避免开工不足；第二目标：优先满足老顾客的需求，A、B、C 三种型号的电脑50台，50台，80台，同时根据三种电脑的纯利润分配不同的权因子；第三目标：限制装配线加班时间，不允许超过200 h；第四目标：满足各种型号电脑的销售目标，A、B、C 型号分别为100台，120台，100台，再根据三种电脑的纯利润分配不同的权重.第五目标：装配线的加班时间尽可能少.

          
            【解题思路】
          

          设生产A、B、C 型号的电脑为x1，x2，x3，d-i为装配线正常生产时间未利用数，d+i为装配线加班时间，希望装配线正常生产，避免开工不足，因此装配线目标约束可以表述如下：

          
            [image: ]
          

          销售目标：优先满足老客户的需求，并根据三种电脑的纯利润分配不同的权因子，A，B，C 三种型号的电脑每小时的利润是[image: ]，因此，老客户的销售目标约束可以表述如下：

          
            [image: ]
          

          再考虑一般销售，类似上面的讨论，得到如下约束表达式：

          
            [image: ]
          

          加班限制：首先是限制装配线加班时间，不允许超过200 h，因此得到
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          其次装配线的加班时间尽可能少，即
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          写出目标规划的数学模型：
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          目标规划问题可以通过贯序式算法进行求解，其主要的核心思想是将问题求解分解成多个步骤，每个步骤求解问题的某个目标，最后通过权重将这些步骤整合在一起.贯序式算法可以通过数学软件Lingo实现，这也给做题带来了极大的便利.下面将以实例介绍Lingo的解决方式.

          目标规划的Lingo源程序如下所示：

          model：

          sets：

          Level1..5：P，z，Goal；

          Variable1..3：x；

          S_Con_Num1..8：g，dplus，dminus；

          S_Cons（S_Con_Num，Variable）：C；

          Obj（Level，S_Con_Num）：Wplus，Wminus；

          endsets

          data：

          P=？？？？？；

          Goal=？，？，？，？，0；

          g=1700 50 50 80 100 120 100 1900；

          C=5 8 12 1 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 5 8 12；

          Wplus=0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0；

          Wminus=1 0 0 0 0 0 0 0 0 20 18 21 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 20 18 21 0 0 0 0 0 0 0 0 0；

          enddata

          min=@sum（Level∶P*z）；

          @for（Level（i）：z（i）=@sum（S_Con_Num（j）：Wplus（I，j）*dplus（j））+@sum（S_Con _Num（j）：Wminus（I，j）*dminus（j）））；

          @for（S_Con_Num（i）：@sum（Variable（j）：C（i，j）*x（j））+dminus（i）-dplus（i）=g（i）；）；

          @for（Level（i）｜i#lt#@size（Level）：@bnd（0，z（i），Goal（i））；）；

          end.

          使用建模化语言Lingo进行编程，以Model标志程序的开始.首先定义集合段，在sets中定义了五种属性的集合，变量P，z，Goal是1×5的向量；g，dplus，dminus是1×8的向量，分别定义了约束条件以及偏差变量；x是1×3的向量，定义了需要求解的决策变量；C 是一个8×3的矩阵，定义了决策变量在约束条件中的系数矩阵；Wplus，Wminus是5×8的矩阵，定义了偏差变量的系数矩阵.然后在数据段中对变量进行赋初值，但是P，Goal的值是在程序运行中才能确定的，所以以“？”表示.最后以数学函数@sum，循环函数@for的形式给出问题的目标函数与约束条件.

          由于在求解的过程中，需要确定权重，不同的权重会得到不同的答案，因此本例没有给出答案，大家可以在软件上自己实现.

          
            例5-9　工厂生产销售问题
          

          已知三个工厂生产的产品供应给四个用户，各工厂生产量、用户需求及从各工厂到用户的单位产品的运输费用如表5-8所示.由于总生产量小于总需求量，上级部门经研究后，制订了调配方案8项指标，并按重要性依次排序.

          表5-8　供求关系表

          
            
              
                	用户
                	1
                	2
                	3
                	4
                	生产量
              

              
                	工厂1
                	5
                	2
                	6
                	7
                	300
              

              
                	工厂2
                	3
                	5
                	4
                	6
                	200
              

              
                	工厂3
                	4
                	5
                	2
                	3
                	400
              

              
                	需求量
                	200
                	100
                	450
                	250
                	　
              

            

          

          第一目标：用户4为重要部门，需求量必须全部满足；

          第二目标：供应用户1的产品中，工厂3的产品不少于100个单位；

          第三目标：每个用户的满足率不低于80％；

          第四目标：应尽量满足各用户的需求；

          第五目标：因道路限制，工厂2到用户4的线路应尽量避免运输任务；

          第六目标：用户1和用户3的满足率应尽量保持平衡；

          第七目标：力求减少总运费.

          请列出相应的目标规划模型.

          
            【解题思路】
          

          设xij为工厂i调配给用户j的运量.

          
            [image: ]
          

          供应用户1的产品中，工厂3的商品不少于100个单位，可以得到如下表达式：
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          需求约束，各用户的满足率不低于80％，可以得到如下表达式：
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          应尽量满足各用户的需求，可以得到如下表达式：
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          工厂2到用户4的线路应尽量避免运输任务，即：x24+d-10-d+10=0.

          用户1和用户3的满足率应尽可能保持平衡，可以得到如下表达式：
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          因此问题的目标函数可以表示为如下表达式：
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          目标规划的Lingo源程序如下所示：

          model：

          sets：

          Level1..7：P，z，Goal；

          S_Con_Num/1..12/：dplus，dminus；

          Plant1..3：a；

          Customer1..4：b；

          Routes（Plant，Customer）：c，x；

          Obj（Level，S_Con_Num）：Wplus，Wminus；

          endsets

          data：

          P=？？？？？？？；

          Goal=？？？？？？0；

          a=300 200 400；

          b=200 100 450 250；

          c=5 2 6 7 3 5 4 6 4 5 2 3；

          Wplus=0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

          0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

          0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

          0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

          0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

          0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

          0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0；

          Wminus=0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

          1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

          0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0

          0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0

          0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

          0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

          0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0；

          enddata

          min=@sum（Level∶P*z）；

          @for（Level（i）：z（i）=@sum（S_Con_Num（j）：Wplus（i，j）*dplus（j））+@sum（S_Con _Num（j）：Wminus（i，j）*dminus（j）））；

          @for（Plant（i）：@sum（Customer（j）：x（i，j））＜=a（i））；

          x（3，1）+dminus（1）-dplus（1）=100；

          @for（Customer（j）：@sum（Plant（i）：x（i，j））+dminus（1+j）-dplus（1+j）=0.8*b（j）；

          @sum（Plant（i）：x（i，j））+dminus（5+j）-dplus（5+j）=b（j）；）；

          x（2，4）+dminus（10）-dplus（10）=0；

          @sum（Plant（i）：x（i，1））-20/45*@sum（Plant（i）：x（i，3））+dminus（11）-dplus（11）=0；

          @sum（Routes∶c*x）+dminus（12）-dplus（12）=2950；

          @for（Level（i）｜i#lt#@size（Level）：@bnd（0，z（i），Goal（i）））；

          end.

          使用建模化语言Lingo进行编程，以Model标志程序开始.首先定义集合段，在sets中定义了六种属性的集合，变量P，z，Goal是1×7的向量；dplus，dminus是1×12的向量，分别定义了偏差变量；a是1×3的向量，定义了工厂的约束条件；b是1×4的向量，定义了用户的约束条件；c，x是3×4的向量，x 定义了需要求解的决策矩阵；Wplus，Wminus是7×12的矩阵，定义了偏差变量的系数矩阵.然后在数据段中对变量进行赋初值，但是P，Goal的值是在程序运行中才能确定的，所以以“？”表示.最后以数学函数@sum，循环函数@for的形式给出问题的目标函数与约束条件.

          由于在求解的过程中，需要确定权重，不同的权重会得到不同的答案，因此本例没有给出答案.大家可以在软件上自己实现.

        

      

    

  
    
      
        
          5.6　动态规划模型

          
          

        

        
          动态规划是解决多阶段决策过程最优化的一种方法.1951年美国数学家贝尔曼等人，根据一类多阶段决策问题的特性，提出了解决这类问题的“最优化原理”，并研究了许多实际问题，从而创建了最优化问题的一种新方法——动态规划.

          多阶段决策问题，是指这样一类活动的过程：由于它的特殊性，可将它划分成若干个相互联系的过程，在它的每个过程都需要做出决策，并且一个阶段的决策确定以后，常影响下一个阶段的决策，从而影响整个决策的结果.多阶段决策问题就是要在允许的决策范围内，选择一个最优决策，使整个系统在预定的标准下达到最佳的效果.研究某一个过程为例，这个过程可以分解为若干个互相联系的阶段.每一阶段都有其初始状态和结束状态，其结束状态即为下一阶段的初始状态.第一阶段的初始状态就是整个过程的初始状态，最后一阶段的结束状态就是整个过程的结束状态.在过程的每一个阶段都需要做出决策，而每一阶段的结束状态依赖于其初始状态和该阶段的决策.动态规划问题就是要找出某种决策方法，使过程达到某种最优效果.动态规划示意如图5-7所示.
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            图5-7　动态规划示意图

          

          
            阶段：用动态规划求解多阶段决策问题时，要根据具体的情况将系统适当地分成若干个阶段，以便分阶段求解，描述阶段的变量称为阶段变量.

          
            状态：状态表示系统在某一阶段所处的位置或状态.

          
            决策：某一阶段的状态确定以后，从该状态演变到下一阶段某一状态所作的选择或决定称为决策.描述决策的变量称为决策变量，用uk（xk）表示在第k阶段的状态xk时的决策变量，决策变量限制的范围称为允许决策集合，用Dk（xk）表示第k阶段从xk出发的决策集合.

          
            策略：由每阶段的决策uk（xk）（k=1，2，…，n）组成的决策函数序列称为全过程策略或简称策略，用P表示，即：
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          由系统的第k个阶段开始到终点的决策过程称为全过程的后部子过程，相应的策略称为后部子过程策略，用Pk（xk）表示k子过程策略，即：

          
            [image: ]
          

          对于每一个实际的多阶段决策过程，可供选取的策略有一定的范围限制，这个范围称为允许策略集合，允许策略集合中达到最优效果的策略称为最优策略.

          
            状态转移：某一阶段的状态及决策变量取定后，下一阶段的状态就随之而定.设第k阶段的状态变量为xk，决策变量为uk（xk），第k＋1个阶段的状态为xk+1，用xk+1=Tk（xk，uk）表示从k阶段到k+1阶段状态转移规律，称之为状态转移方程.

          
            阶段效益：系统某阶段的状态一经确定，执行某一决策所得的效益称为阶段效益，它是整个系统效益的一部分，是阶段状态xk和阶段决策uk（xk）的函数，记为dk（xk，uk）.

          
            指标函数：指标函数是系统执行某一策略所产生效益的数量表示，根据不同的实际情况，效益可以是利润、距离、时间、产量或资源的耗量等.指标函数可以定义在全过程上，也可以定义在后部子过程上，指标函数往往是各阶段效益的某种和式，取最优策略时的指标函数称为最优策略指标.

          最后根据动态规划原理得到动态规划的一般模型如下所示：
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          其中fk（xk）表示从状态xk出发到达终点的最优效益，N表示可将系统分成N个阶段，根据问题的性质，上式中的min有时是max.

          动态规划是数学建模中经常被用到的一种优秀方法，接下来就通过两个例题来熟悉动态规划方法.

          
            例5-10　生产计划制订问题
          

          设某厂计划全年生产某种产品A，其四个季度的订货量分别是600件、700件、500件、1200件.已知生产产品A的生产费用与产品数量的平方成正比，其比例系数是0.005，厂内有仓库可存放未销售掉的产品，其存储费为每件每季度1元，问每一季度各应生产多少产品，才能使总费用最少？

          
            【解题思路】
          

          这是一个典型的多阶段决策问题，每一季度为一个阶段.取第k季度初具有的产品数为状态变量xk；取第k季度需要生产的产品数为决策变量uk；

          由状态xk采取决策uk后的状态转移方程显然为：xk+1=xk+uk-Ak.

          其中Ak为已知，A1=600，A2=700，A3=500，A4=1200.

          在问题中，效益就是费用，故阶段效益为：d（xk，uk）=xk+0.005u2k.

          若用fk表示从状态xk出发，采用最优策略到第四季度结束时产生最小费用，则有如下的动态规划模型：
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          先从最后一个季度k=4算起，求极值问题：f4（x4）=minu4≥1200-x4{x4+0.005u24}，显然应取u4=1200-x4，于是得：f4=7200-11x4+0.005x24.

          再考虑k=3，求极值问题如下：
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          利用求极值方法对u3进行求导得到：0.01u3-11+0.01（x3+u3-500）=0.

          得：u3=800-0.5x3f3（x3）=7550-7x3+0.0025x23.

          再考虑k=2，求极值问题如下：
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          再对u2进行求导得到：0.01u2-7+0.005（x2+u2-700）=0.

          得u2=700-x2/3f2（x2）=10000-6x2+0.005x23/3.

          最后考虑k=1，求极值问题如下：
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          最后对u1进行求导得到：0.01u1-6+0.01（x1+u1-600）/3=0.

          注意到x1=0，于是u1=600，f1（x1）=11800.

          因而这一生产-库存管理系统各季度的库存量和最优策略序列分别为：

          
            x
            1=0，x2=0，x3=0，x4=300，x5=0，u1=600，u2=700，u3=800，u4=900，应用这一策略，才能使总费用最少，为11800元.

          
            例5-11　生产与储存问题
          

          某公司主要为电力公司生产大型变压器，由于电力公司采取预订方式购买，所以该公司可以预测未来几个月的需求量.为确保需求，该公司为新的一年前4个月制订一项生产计划，这4个月的需求如表5-9所示.

          生产成本随着生产数量而变化.调试费为4，除了调试费用外，每月生产的头两台各花费为2，后两台各花费为1.最大生产能力为每月4台，生产成本如表5-10所示.

          表5-9　四个月需求表

          
            
              
                	月　份
                	需求量（台）
              

              
                	1
                	2
              

              
                	2
                	4
              

              
                	3
                	1
              

              
                	4
                	3
              

            

          

          表5-10　成本表

          
            
              
                	生产件数
                	总成本
              

              
                	0
                	0
              

              
                	1
                	6
              

              
                	2
                	8
              

              
                	3
                	9
              

              
                	4
                	10
              

            

          

          每台变压器在仓库中由这个月存到下个月的储存费为1，仓库的最大储存能力为3台.另外，知道在1月1日时仓库里存着一台变压器，要求在4月30日仓库的库存量为零.试问该公司应如何制订生产计划，使得四个月的生产成本和储存费用最少？

          
            【解题思路】
          

          按月份来划分阶段，第i个月为第i个阶段，设sk为第k阶段初库存量；xk为第k阶段的生产量；dk为第k阶段的需求量；这些数值可以从表5-9得知.

          因为下个月的库存量等于上个月的库存量加上上个月的生产量减去上个月的需求量，就得到了如下状态转移方程：
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          由于必须要满足需求，则有sk+xk≥dk.

          另一方面，第k阶段的生产量xk必不大于同期的生产能力（4台），也不大于第k阶段至第四阶段的需求之和与第k阶段初库存量之差，否则第k阶段的生产量就要超过从第k阶段至第四阶段的总需求，故有[image: ].

          从以上的状态转移方程0=s4+x4-d4x4=d4-s4=3-s4，这样就有f4（s4）=minr4（s4，x4）=r4（s4，3-s4）.

          这里的阶段指标rn（sn，xn）可以分为两部分，即生产成本与储存费，即为rn（sn，xn）=cn（xn）+hn（sn，xn）.

          由于第四阶段末要求库存为零，即有h4（s4，x4）=1×0=0，这样可得：f4（s4）=r4（s4，3-s4）=c4（3-s4）+h4（s4，3-s4）=c4（3-s4）.

          对于每个s4的可行值，f4（s4）的值列于表5-11.

          表5-11　可行值表

          
            
              
                	x4
                	r4（s4，3－s4）＝ c4（3－s4） 
                	f4（s4） 
                	x*4
              

              
                	s4
                	0
                	1
                	2
                	3 
              

              
                	0 
                	— 
                	— 
                	—
                	9
                	9
                	3
              

              
                	1 
                	— 
                	—
                	8 
                	—
                	8
                	2
              

              
                	2 
                	—
                	6 
                	— 
                	—
                	6
                	1
              

              
                	3
                	0 
                	— 
                	— 
                	—
                	0
                	0
              

            

          

          表中当s4=0时，可知第四阶段要生产x4=3-s4=3台，从表5-11可知总成本为9，同样可以算出当s4为1，2，3时的情况，结果已列于表5-11中.

          第三阶段：此时有r3（s3，x3）=c3（x3）+h3（s3，x3）=c3（x3）+1×（s3+x3-d3）.

          因为s4=s3+x3-d3，以及d3=1，所以有如下表达式：
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          当第三阶段初库存量s3=1，生产量x3=2时，则s3+x3-d3=1+2-1=2，所以生产成本为8，第三阶段末库存为2时，储存费为2，而f4（s4）=f4（2），由表5-11可知f4（2）=6，可知r3（1，2）+f4（2）=16，其他结果如表5-12所示.

          表5-12　动态规划数据表

          
            
              
                	x3
                	r3（s3＋ x3）＋ f4（s3＋ x3－1） 
                	f3（s3） 
                	x*3
              

              
                	s3
                	0
                	1
                	2
                	3
                	4 
              

              
                	0 
                	—
                	6＋0＋9
                	8＋1＋8
                	9＋2＋6
                	10＋3＋0
                	13
                	4
              

              
                	1
                	0＋0＋9
                	6＋1＋8
                	8＋2＋6
                	9＋3＋0 
                	—
                	9
                	0
              

              
                	2
                	0＋1＋8
                	6＋2＋6
                	8＋3＋0 
                	— 
                	—
                	9
                	0
              

              
                	3
                	0＋2＋6
                	6＋3＋0 
                	— 
                	— 
                	—
                	8
                	0
              

            

          

          第二阶段：因为s3=s2+x2-d2，以及d2=4，所以有如下表达式：
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          计算结果如表5-13所示.

          表5-13　动态规划数据表

          
            
              
                	x2
                	r2（s2＋ x2）＋ f3（s2＋ x2－4）
                	f2（s2） 
                	x*2
              

              
                	s2
                	0
                	1
                	2
                	3
                	4 
              

              
                	0 
                	— 
                	— 
                	— 
                	—
                	10＋0＋13
                	23
                	4
              

              
                	1 
                	— 
                	— 
                	—
                	9＋0＋13
                	10＋1＋9
                	20
                	4
              

              
                	2 
                	— 
                	—
                	8＋0＋13
                	9＋1＋9
                	10＋2＋9
                	19
                	3
              

              
                	3 
                	—
                	6＋0＋13
                	8＋1＋9
                	9＋2＋9
                	10＋3＋8
                	18
                	2
              

            

          

          第一阶段：因为s2=s1+x1-d1，以及d1=2，s1=1，所以有
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          计算结果如表5-14所示.

          表5-14　动态规划数据表

          
            
              
                	x1
                	r1（s1＋ x1）＋ f2（s1＋ x1－2）
                	f2（s1） 
                	x*1
              

              
                	s1
                	0
                	1
                	2
                	3
                	4 
              

              
                	0
                	－
                	6＋0＋23
                	8＋1＋20
                	9＋2＋19
                	10＋3＋18
                	29
                	1或2
              

            

          

          利用递推关系可以得到两组最优解，此时有最低总成本29.如下所示：
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          5.7　多目标规划模型

          
          

        

        
          在许多实际问题中，衡量一个方案的好坏标准往往不止一个，例如设计一个导弹，既要射程最远，又要燃料最省，还要精度最高.这一类问题统称为多目标最优化问题或多目标规划问题.在数学建模竞赛中，这类题目更为常见.一般的多目标规划问题都可写成如下的形式：
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          R={x|gi（x）≤0，i=1，2，…，m}称为多目标规划问题的可行集或容许集，x∈R称为可行解或容许解.多目标规划问题与前面讲的规划问题的主要区别在于：目标函数不止一个，而是p个（p≥2）.

          多目标规划问题的解法大致可分为两类：直接解法和间接解法.到目前为止，常用的多为间接解法，即根据问题的实际背景和特征，设法将多目标优化问题转化为单目标优化问题，从而得到满意解的方法.但是在转化为单目标问题时，需要注意不同目标的量纲和数量级的不同，需要进行处理.

          主要目标法：在多目标优化问题中，若能从p个目标中，确定一个目标为主要目标，例如f1（x），而把其余目标作为次要目标，并根据实际情况，确定适当的界限值，这样就可以把次要目标作为约束来处理，而将多目标优化问题转化为求解如下的线性或非线性规划问题：
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          令R={x|gi（x）≤0，i=1，2，…，m；fj（x）≤aj，j=2，3，…，p}，其中界限值取为min x∈Rfj（x）≤aj，j=2，3，…，p，则此非线性规划问题的最优解必为原问题的弱有效解.因此，用主要目标法求得的解必是多目标优化问题的弱有效解或有效解.

          分层序列法：把多目标规划问题中的p个目标按其重要程度排一个次序，假设f1（x）最重要，f2（x）次之，f3（x）再次之，最后一个目标为fp（x）.先求出以第一个目标f1（x）为目标函数，而原问题中的约束条件不变的问题P1：
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          上述模型的最优解x（1）及最优值f*1，再求问题P2：
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          上述模型的最优解x（2）及最优值f*2，即[image: ]，其中：R={x|gi（x）≤0，i=1，2，…，m}，R1为问题P2的可行域.

          再求解问题P3：

          
            [image: ]
          

          上述模型得最优解x（3）及最优值f*3，如此继续下去，直到求出第p个问题Pp：

          
            [image: ]
          

          得最优解x（p）及最优值f*p，则x*=x（p）就是原多目标规划问题在分层序列意义下得最优解，F*=（f1（x*），f2（x*），…，fp（x*））T为其最优值.

          容易看出，在使用分层序列法时，若对某个问题Pi，其最优解是唯一的，则问题Pi+1，…，Pp的最优解也是唯一的，且x（i+1）=…=x（p）=x（i）.因此常将分层序列法修改如下：选取一组适当的小正数ε1，…，εp，成为宽容值，把上述的问题Pi修改如下：

          
            [image: ]
          

          再按上述方法依次求解各问题 P2，…，Pp.

          线性加权求和法：对多目标规划问题中的p个目标按其重要程度给以适当的权系数wi≥0，i=1，2，…，p，且[image: ]，然后用[image: ]作为新的目标函数，成为评价函数：

          
            [image: ]
          

          得最优解x（0），取x*=x（0）作为多目标规划问题的解．

          在一定条件下，用线性加权求和法求得的最优解必是原多目标规划问题的有效解或弱有效解.

          
            例5-12　生产计划问题
          

          某厂生产三种布料A1，A2，A3，该厂两班生产，每周生产时间为80 h，能耗不得超过160t标准煤，其他数据如表5-15所示.问每周应生产三种布料各多少才能使该厂的利润最高，而能源消耗最少？

          表5-15　某厂生产数据表

          
            
              
                	布料
                	生产数量（m／h）
                	利润（元／m）
                	最大销售量（m／周）
                	能耗（t／km） 
              

              
                	A1
                	400
                	0．15
                	40000
                	1．2 
              

              
                	A2
                	510
                	0．13
                	51000
                	1．3 
              

              
                	A3
                	360
                	0．20
                	30000
                	1．4
              

            

          

          
            【解题思路】
          

          设该厂每周生产布料A1，A2，A3的小时数为x1，x2，x3，总利润为y1=-f1（x），总能耗为y2=f2（x），其中x=（x1，x2，x3）T，则上述问题的数学模型可表达如下：

          
            [image: ]
          

          采用线性加权法可以将多目标问题转化为单目标问题，其中线性加权系数可以由决策者决定，转化为如下模型：

          
            [image: ]
          

          采用Lingo软件可以求得以上模型的答案，亦可以采用Lingo进行系数的敏感度分析，讨论不同系数对于答案带来的影响.

          
            例5-13　飞机精确定位问题
          

          飞机在飞行过程中，能够收到地面上各个监控台发来的关于飞机当前位置的信息，根据这些信息可以比较精确地确定飞机的位置.如图5-8所示，VOR是高频多向导航设备的英文缩写，它能够得到飞机与该设备连线的角度信息；DME是距离测量装置的英文缩写，它能够得到飞机与该设备的距离信息.表5-16中飞机接收到来自3个VOR给出的角度和1个DME给出的距离（括号内是测量误差限），并已知这4种设备的x，y 坐标（假设飞机和这些设备在同一平面上）.如何根据这些信息精确地确定当前飞机的位置？
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            图5-8　飞机定位示意图

          

          表5-16　飞机定位记录数据表

          
            
              
                	　
                	xi
                	yi
                	原始的 θi（或 d4） 
                	σi
                	转换后的 θi（弧度） 
              

              
                	VOR1
                	746
                	1393
                	161．20 °
                	0．0140弧度
                	2．8135 
              

              
                	VOR2
                	629
                	375
                	45．10 °
                	0．0105弧度
                	0．7871 
              

              
                	VOR3
                	1571
                	259
                	309．00 °
                	0．0227弧度
                	－0．8901 
              

              
                	DM E
                	155
                	987 
                	d4＝864．3 km
                	2．0 km
                	　
              

            

          

          
            【解题思路】
          

          记4种设备VOR1、VOR2、VOR3、DME的坐标为（xi，yi）（以km为单位），i=1，2，3，4；VOR1、VOR2、VOR3测量得到的角度为θi（按照航空飞行管理的惯例，该角度是从北开始，沿顺时针方向的角度，取值在0°～360°之间），角度的误差限为σi，i=1，2，3；DME测量得到的距离为d4（km），距离的误差限为σ4.设飞机当前位置的坐标为（x，y），则问题就是在已知数据下计算（x，y）.注意到θi除了与点（x-xi，y-yi）的横纵坐标的比值有关外，还与这个点在4个象限中的哪个象限有关.

          如果不考虑误差影响，问题可以建立以下数学模型：

          
            [image: ]
          

          
            [image: ]
          

          这是一个超定方程的最小二乘拟合问题.

          其中四象限反正切函数a tan2（b，a）是Matlab中的数学函数，可以根据点（a，b）在4个象限的位置，计算原点与点（a，b）的连线和x轴正向的夹角（逆时针方向夹角为正），正好相当于原点与点（b，a）的连线和y轴正向的夹角（顺时针方向夹角为正）.需要注意的是问题中角度和距离的量纲和数量级是不一致的，为了能够使用线性加权的方法，因此需要将绝对误差转化为相对误差.并且4种设备测量的精度（误差限）不同，因此这4个误差平方和不应该同等对待，而用各自的误差限σi对它们进行无量纲化地加权处理是合理的，即求解如下的无约束优化问题：
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          其中a和b 是线性加权权重，采用Lingo软件可以求得以上模型的答案，亦可以采用Lingo进行系数的敏感度分析，讨论不同系数对于答案带来的影响.

          规划（优化）类数学模型在全国大学生数学建模竞赛得到广泛的应用，基本上每年都会涉及数学规划（优化）问题，因此学好本章的内容是非常重要的.在本章中，呈现了线性规划、非线性规划、整数规划、目标规划和动态规划这样几类规划模型.但是大家还需注意以下几点：规划的种类不止以上几类，优化类数学模型还有许多形式，涉及的数学方法也有许多，例如变分法等，优化类数学模型的难度往往在算法上，因此大家还是需要不断地学习；在竞赛中出现的问题一般要比上面提到的题目更难一些，虽然是相同的方法，但是涉及的运算量就大多了，求解优化问题也是一个难题.学好本章的内容可以给同学们打好基础，大家还需要不断学习.相信大家只要努力，都可以学好本章的内容，掌握解决优化问题的一些基本方法.

        

      

    

  
    
      
        
          5.8　讨论题

          
          

        

        
          1.某国政府要为其牛奶、奶油和奶酪等奶制品定价.所有这些产品都直接或间接地来自国家的原奶生产.原奶首先要分离成脂肪和奶粉两种组合，去掉生产出口产品和农场消费产品的部分后，余下的共有60万吨脂肪和70万吨奶粉，可用于生产牛奶、奶油和两种奶酪，供国内全年消费.各种产品的百分比组成如表5-17所示.往年的国内消费和价格情况如表5-18所示.

          表5-17　各种成分的百分比组成表

          
            
              
                	产品＼成分
                	脂肪
                	奶粉
                	水
              

              
                	牛奶
                	4
                	9
                	87
              

              
                	奶油
                	80
                	2
                	18
              

              
                	奶酪1
                	35
                	30
                	35
              

              
                	奶酪2
                	25
                	40
                	35 
              

            

          

          表5-18　往年的国内消费和价格表

          
            
              
                	产品
                	牛奶
                	奶油
                	奶酪1
                	奶酪2
              

              
                	消费量（千吨）
                	4820
                	320
                	210
                	70
              

              
                	价格（元／吨）
                	297
                	720
                	1050
                	815
              

            

          

          价格的变化会影响消费需求.为表现这方面的规律，定义需求的价格伸缩性E：E=需求降低百分数/价格提高百分数，各种产品的E值可以据往年的价格及需求变化情况的统计数据，用数理统计方法求出.另外，两种奶酪的需求，随它们价格的相对变化，在某种程度上可以相互替代.表现这一规律要用需求关于价格的交叉伸缩性EAB定义作：EAB=A需求提高百分数/B价格提高百分数.奶酪1到奶酪2的E12值和奶酪2到奶酪1的交叉伸缩性E21值，同样可以凭数据统计方法求出.已经求出牛奶、奶油、奶酪1、奶酪2的E值依次为0.4，2.7，1.1和0.4以及E12=0.1，E21=0.4.

          试求出4种产品的价格，所导致的需求使销售总收入为最大.然而，政策不允许某种价格指标上升，这使得新的价格必须使消费的总费用较上一年度不增加.因此，对问题的一个特别重要的附加要求是对这一政策限制的经济代价给出数量表示.

          2.英国某农场主有200英亩土地的农场，用来饲养奶牛.现要制订5年生产计划.现在有120头母牛，其中20头为不到2岁的幼牛，100头为产奶牛，但他手上已无现金，且欠别人20000英镑账须尽早用利润归还.每头幼牛需用2/3英亩土地供养，每头奶牛需用1英亩供养.产奶牛平均每头每年生1.1头牛，其中一半为公牛，出生后不久即卖掉，平均每头卖30英镑；另一半为母牛，可以在生出后不久卖掉，平均每头40英镑，也可以留下饲养，养至2岁成为产奶牛.幼牛年损失5%；产奶牛年损失2%.产奶牛养到满12岁就要卖掉，平均每头卖120英镑.现有的20头幼牛中，0岁和1岁各10头；100头奶牛中，从2～11岁各有10头.应该卖掉的小牛都已卖掉，所有20头都要饲养成奶牛.

          一头牛所产的奶提供年收入370英镑.现在最多只能养160头牛，超过此数每多养一头，每年要多花费90英镑.每头产奶牛每年消耗0.6吨粮食和0.7吨甜菜.粮食和甜菜可以由农场种植出来.每英亩产甜菜1.5吨.只有80英亩的土地适合于种粮食，且产量不同.按产量可分作4组：第一组20英亩，亩产1.1吨；第二组30英亩，亩产0.9吨；第三组20英亩，亩产0.8吨；第四组10英亩，亩产0.65吨.从市场购粮食每吨90英镑，卖粮食每吨75英镑；买甜菜每吨70英镑，卖甜菜每吨50英镑.养牛和种植所需劳动量为：每头幼牛每年10 h，每头产奶牛每年42 h；种一英亩粮食每年须4 h；种一英亩甜菜每年须14 h.

          其他费用：每头幼牛每年50英镑；产奶牛每头每年100英镑；种粮食每亩每年15英镑；种甜菜每亩每年10英镑；劳动费用现在每年为6000英镑，提供5500 h的劳动量.超过此数的劳动量每小时费用为1.80英镑.

          贷款年率10%，每年货币的收支之差不能为负值.此外，农场主不希望产奶牛的数目在五年末较现在减少超过50%，也不希望增加超过75%.

          应如何安排5年的生产，使农场收益最大？

          3.一个水库由个人承包，为了提高经济效益，保证优质鱼类有良好的生活环境，必须对水库的杂鱼做一次彻底清理，因此放水清库.水库现有水位平均为15米，自然放水每天水位降低0.5米，经与当地协商水库水位最低降至5米，这样预计需要20天时间，水位可达到目标.据估计水库内尚有草鱼25000余公斤.鲜活草鱼在当地市场上，若日供应量在500公斤以下，其价格为30元/公斤；日供应量在500～1000公斤，其价格降至25元/公斤；日供应量超过1000公斤时，价格降至20元/公斤以下；日供应量到1500公斤，已处于饱和.捕捞草鱼的成本水位于15米时，每公斤6元；当水位降至5米时，为3元/公斤.同时随着水位的下降草鱼死亡和捕捞造成损失增加，至最低水位5米时损失率为10%.承包人提出了这样一个问题：如何捕捞鲜活草鱼投放市场，效益最佳？

          4.一项食品加工业对几种粗油精炼，然后加以混合成为成品食用油.原料油有两大类，共5种.两种植物油：V1和V2；三种非植物油：O1、O2和O3.各种原料油均从市场采购，未来半年中原料油的市场价格（元/吨）如表5-19所示.

          表5-19　原油市场价格表　　　　　（单位：元/吨）

          
            
              
                	月份／油 
                	V1 
                	V2 
                	O1 
                	O2 
                	O3
              

              
                	一
                	1100
                	1200
                	1300
                	1100
                	1150
              

              
                	二
                	1300
                	1300
                	1100
                	900
                	1150
              

              
                	三
                	1100
                	1400
                	1300
                	1000
                	950
              

              
                	四
                	1200
                	1100
                	1200
                	1200
                	1250
              

              
                	五
                	1000
                	1200
                	1500
                	1100
                	1050
              

              
                	六
                	900
                	1000
                	1400
                	800
                	1350
              

            

          

          成品油售价1500元/吨.植物油和非植物油要在不同的生产线精炼，每个月最多可炼植物油200吨，非植物油250吨.精练过程中没有重量损失，精炼费用可以忽略.每种原料油最多可存储1000吨备用.存储费为每吨每月50元.成品油和经过精炼的原料油不能存储.

          对成品油限定其硬度在3～6单位之间，假设硬度是线性地混合的.各种原料油的硬度如表5-20所示.

          表5-20　原料油硬度表

          
            
              
                	油 
                	V1 
                	V2 
                	O1 
                	O2 
                	O3
              

              
                	硬度
                	8．8
                	6．1
                	2．0
                	4．2
                	5．0
              

            

          

          为使公司获得最大利润，应采取什么样的采购和加工方案.现存有5种原料油每种500吨，要求在6月底仍然有这样多存货.

          研究总利润和采购与加工方案适应不同的未来市场价格应如何变化.考虑如下的价格变化方式：2月份植物油价上升x%，非植物油上升2x%；3月份植物油价上升2x%，非植物油上升4x%；其余月份保持这种线性的上升势头.对不同的值x（直到20），就方案必要的变化及对利润的影响作出全面计划.

          5.在我国西北部某些干旱地区，水资源量不足是发展农牧业生产的主要限制因素之一.紧密配合国家西部大开发和新农村建设的方针政策，合理利用水资源，加强农田水利工程建设，加速西部农牧业发展，这是当地政府的一个重要任务.在水利工程建设中，如何合理规划，发挥最大的水利经济效益，是值得研究的一个问题.现有问题如下：

          
            问题1：某地区现有耕地可分为两种类型，第Ⅰ类耕地具备各种水利设施配套，土地平整，排灌便利；第Ⅱ类耕地则未具备以上条件.其中第Ⅰ类耕地有2.5万亩，第Ⅱ类耕地有8.2万亩，此外尚有宜垦荒地3.5万亩.该地区主要作物是小麦，完全靠地表水进行灌溉.由于地表水的供应量随季节波动，在小麦扬花需水时恰逢枯水季节，往往由于缺水使一部分麦田无法灌溉，影响产量.而且由于第Ⅱ类耕地条件差，土地不平整，所以灌溉定额高，浪费水量比较大，并且产量还不及第Ⅰ类耕地高.进一步合理利用水资源的措施有二：其一是进行农田建设，把一部分第Ⅱ类耕地改造成为第Ⅰ类耕地，以节约用水，提高单产；其二是修建一座水库，闲水期蓄水，到小麦扬花需水的枯水期放水，从而调节各季节的水量.目前该地区在整个小麦生长期的地表水资源可利用量为96.5百万方，其中小麦扬花需水季节可供水量为7.5百万方.水库建成后在小麦扬花需水季节可多供水量为6.5百万方.修建水库需要投资5.5百万元，将第Ⅱ类耕地改造为第Ⅰ类耕地每亩需要投资20元，将荒地开垦为第Ⅱ类耕地每亩需要投资85元，将荒地直接开垦为第Ⅰ类耕地每亩需要投资100元.规划期内，计划总投资额为900万元.该地区对小麦的需求量及国家征购指标共计2万吨，超额向国家交售商品粮每吨可加价100元.各种条件下水的灌溉额及净收益情况如表5-21所示.

          表5-21　收益表

          
            
              
                	类　别
                	全生长期浇水量（百方／亩）
                	扬花时浇水量（百方／亩）
                	单产（吨／亩）
                	净产值（百元／亩）
              

              
                	扬花时浇水的第 Ⅰ类耕
                	7．5
                	1．4
                	0．25
                	0．52
              

              
                	扬花时不浇水的第 Ⅰ类耕
                	6．1
                	0．0
                	0．2
                	0．43
              

              
                	扬花时浇水的第 Ⅱ类耕
                	9．0
                	1．65
                	0．23
                	0．47
              

              
                	扬花时不浇水的第 Ⅱ类耕
                	7．35
                	0．0
                	0．185
                	0．39
              

            

          

          为了充分利用水资源，发挥最大的经济效益，规划期内应该将多少亩第Ⅱ类耕地改造为第Ⅰ类耕，应该开垦多少亩荒地，水库有没有必要修建.

          问题2：另一地区现有4种类型土地，其基本情况如表5-22所示.

          表5-22　某地区现有土地基本情况

          
            
              
                	土地类型
                	农田工程条件
                	现有面积（万亩）
                	单产（万吨／万亩）
                	生产耗电（百万度／万亩）
                	净产值（百万元／万亩） 
              

              
                	Ⅰ
                	无抗旱，无排涝
                	6．0
                	0．075
                	0．0
                	1．5 
              

              
                	Ⅱ
                	无抗旱，有排涝
                	2．5
                	0．1
                	0．15
                	2．0 
              

              
                	Ⅲ
                	有抗旱，无排涝
                	1．0
                	0．09
                	0．2
                	1．8 
              

              
                	Ⅳ
                	有抗旱，有排涝
                	0．5
                	0．125
                	0．25
                	2．5
              

            

          

          地方政府新农村建设项目中计划兴建抗旱排涝设施.兴建抗旱设施每万亩需投资100万元，若再建排涝设施则必须先治理该流域的主河道，主河道治理投资需300万元.主河道治理后可再使4.5万亩土地能够搞排涝工程，每万亩需投资50万元.地方政府在规划期内可筹集资金1000万元，国家对该地区每年可供农业用电2.5百万度，当地对粮食需求量及国家征购任务总计为0.8万吨，超额生产粮食向国家交售每吨可加价100元.

          地方政府应该如何确立农田基本建设规划，使该地区到规划期内净产值最大（资本回收因子取0.1）.

          6.某市平均日产生活垃圾1000立方米（以压缩后体积计），现欲建一垃圾填埋场，将垃圾挖坑后填埋，再在表面覆盖一米厚的土层以恢复植被.现需就建场预算中涉及购置设备及征用土地问题作出决策.考虑挖坑及填埋设备的购置和土地征用中的经济问题，市政当局希望给出花钱最少的预算.现已知下列情形：

          ●挖出不用的土方可被建筑工程使用，无需处理，但须运上地面，并须留出填埋覆盖用土.

          ●每套挖掘及填埋机械需购置费用150万元，使用寿命10年.

          ●填埋场预计使用50年.

          ●压缩后的垃圾由汽车直接抛入垃圾填坑中，无需做功.

          ●现征地费用为20万元/亩，根据统计资料知，此前三年地价涨幅为平均每年10%.

          ●机械使用柴油，效率为30%.在平地作业时，将一立方土移动一米需做功100 kJ，但随挖掘深度加大，每增加一米深度，其效率在原有基础上下降10%.

          ●当前银行贷款年利率为5%，存款利率为2%.

          ●填埋后的场地将用于公益（如建立公园、绿地等）.

          试按市政当局要求，为该项目计算出最佳的挖掘深度，并作出征购土地、购买机械的方案及预算.

          7.人工养殖的水产业（如养殖场中虾的养殖），其产量的增加一般与养殖费（包括饲料、工资、技术费等）成正比.而当养殖场虾量达到养殖场最大允许虾量时，养殖费投入再大也不会使虾量增加.但若不投入养殖费，养殖场中的虾将会慢慢死去.用x（t）表示养殖场中第t月的虾量（单位：斤），用y（t）表示第t月的月养殖费（单位：元/月）.根据以往经验和市场调查，有如下数据：

          ●这种虾的自然死亡率为λ=0.05（1/月）；

          ●环境容许的最大虾量为N=104（斤）；

          ●在无捕捞和自然死亡的情况下，养殖场虾量x（t）的增加速度与月养殖费y（t）成正比，其比例系数是x（t）的函数；当x（t）达到N时，此函数为0；当x（t）为0时，此函数为常数α＝1（斤/元）；

          ●虾的捕捞采用拉网式捕捞，即每月的捕捞量与此时养殖场虾量x（t）成正比，比例系数为E.这种拉网式捕捞每次捕到的虾中出现小虾、中虾、大虾的概率分别为0.2、0.5、0.3，而捕捞成本为β =0.1（元/斤）；

          ●小虾、中虾、大虾平均每斤的批发价格分别为5元，7元和10元.

          若某人长期承包这养殖场，要求养殖场中每月的虾量都相等，且月养殖费y（t）与该月虾量x（t）成正比，比例系数为a ＝0.2（元/斤月）.试制定捕捞策略（确定E），使虾的月利润最大，此时每月养殖场的虾量及利润各是多少？

          若某人承包此养殖场5年，且月养殖费y（t）与该月虾量x（t）成正比，比例系数为a，又取E＝0.08（1/月）.试制定养殖策略（确定a），使5年的总利润最大.如果初始虾量为1000斤，那么使获利最大的开始捕捞的月份是多少？

          若某人承包此养殖场5年，每月按强度E＝0.1（1/月）捕捞，试制定养殖场策略（确定养殖费y（t）），使5年的总利润最大.

        

      

    

  
    
      第6章　概率类数学模型

      
        



    

  



        

        
          随机现象在现实世界中无处不在，每年的全国数学建模竞赛中或多或少都会涉及一些随机性问题，全部或部分地需要利用概率统计知识去建立模型；现实世界中也存在着大量的概率类和统计类的数学建模问题.对一类随机问题的处理有一些经典处理方法，它要求参赛者在掌握这些方法的前提下，分析具体问题选择所适用的数学方法对问题进行分析处理建立数学模型.本书将概率类模型专题作为第6章，在本章中主要展示了几种不同的处理随机问题的方法：随机问题转化为确定性问题、可靠性分析法、时间序列法等，旨在帮助大家了解不同背景下各种方法的应用.

          

      

    

  



6.1　随机性问题转化为确定性问题

          
          

          在许多涉及随机现象的优化问题中往往可以利用数学期望把随机性问题转化为确定性问题，考虑平均意义下的最优化问题.例如：姜启源《数学模型》（第三版）第9章中的几个模型；在1997年全国大学生数学建模竞赛中的A题“零件的参数设计”；1999年全国大学生数学建模竞赛的A题“自动化车床管理”等都部分地利用了这方法.

          
            例6-1　零件的参数设计——CUMCM1997
          

          一件产品由若干零件组装而成，标志产品性能的某个参数取决于这些零件的参数.零件参数包括标定值和容差两部分.进行成批生产时，标定值表示一批零件该参数的平均值，容差则给出了参数偏离其标定值的容许范围.若将零件参数视为随机变量，则标定值代表期望值.在生产部门无特殊要求时，容差通常规定为均方差的3倍.

          进行零件参数设计，就是要确定其标定值和容差.这时要考虑两方面因素：一是当各零件组装成产品时，如果产品参数偏离预先设定的目标值，就会造成质量损失，偏离越大，损失越大；二是零件容差的大小决定了其制造成本，容差设计得越小，成本越高.试通过如下的具体问题给出一般的零件参数设计方法.某参数y由7个零件的参数x1，…，x7决定，经验公式可以如下表示：

          
            [image: ]
          

          y的目标值y0=150，当y偏离y0±0.1时，产品为次品，质量损失为1000；当y偏离y0±0.3时，产品为废品，质量损失为9000.零件参数的标定值有一定的容许变化范围分为A、B、C三个等级，用与标定值的相对值表示，A等为±1%，B等为±5%，C等为±10%.7个零件参数标定值的容许范围，及不同容差等级零件的成本如表6-1所示.

          表6-1　零件成本表

          
            
              
                	　
                	标定值容许范围 
                	C等 
                	B等 
                	A等 
              

              
                	x1
                	［0.075，0.125］
                	／
                	25
                	／ 
              

              
                	x2
                	［0.225，0.375］
                	20
                	50
                	／ 
              

              
                	x3
                	［0.075，0.125］
                	20
                	50
                	200 
              

              
                	x4
                	［0.075，0.125］
                	50
                	100
                	500 
              

              
                	x5
                	［1.125，1.875］
                	50
                	／
                	／ 
              

              
                	x6
                	［1.2，2.0］
                	10
                	25
                	100 
              

              
                	x7
                	［0.5625，0.935］
                	／
                	25
                	100
              

            

          

          现进行成批生产，每批产量1000个.在原设计中，7个零件的标定值分别为：x1=0.1，x2=0.3，x3=0.1，x4=0.1，x5=1.5，x6=1.6，x7=0.75；容差取最便宜的等级.请综合考虑y偏离y0造成的损失和零件成本，重新设计零件参数（包括标定值和容差），并与原设计比较总费用降低了多少.

          
            【解题思路】
          

          显然这是一个优化问题，目标函数应为成批生产时（平均每件）产品的质量损失与零件成本之和，决策变量是零件的标定值和容差.可以合理地假设零件参数是相互独立的随机变量，从而产品参数y=f（x1，x2，…，x7）是随机变量x1，…，x7的函数，它也是一个随机变量.

          在大批量生产时，产品的质量损失费用常常可以用损失函数L（y）的数学期望值来度量，也就是考虑平均意义下每件产品的损失费用，它取决于零件参数的标定值x0和容差t，可记为：Q（x0，t）=E［L（y）］.

          由题意可知：零件成本只取决于容差，第i种零件的成本记为Ci（ti），则零件总成本为[image: ].于是该优化问题的目标函数可表示为：

          
            [image: ]
          

          而对损失函数L（y），根据题意可以合理地假设为二次损失L（y）=k（y-y0）2，其中k=105.这也是一个最常用的损失函数.

          通过把随机损失函数L（y）转化为确定性的损失函数Q（x0，t）后，该问题就转化成为对目标函数Z（x0，t）在相应约束条件下求其最优解的问题.

          而对这样一个确定性的优化问题，我们可以利用第5章介绍的方法来进一步求解，但是大家很容易看出目标函数Z（x0，t）是一个相当复杂的函数式，要直接求解是很困难的，这就需要对目标函数进行简化.当然主要是对损失函数Q（x0，t）进行简化，而进行简化的方法有多种，最简单也最常用的方法就是利用泰勒公式进行一次（线性）或二次近似简化处理.

          
            例6-2　零件的预防性更换
          

          在生产设备中长期运行的零部件，会发生故障或损坏，即使是及时更换也已经造成了一定的经济损失.如果在零件运行一定时期后，就对尚属正常的零件做预防性更换，以避免一旦发生故障带来的损失，从经济上看是否更为合算？如果合算，即做这种预防性更换的时间如何确定呢？

          
            【解题思路】
          

          显然，解决这个问题的关键在于恰当地估计零件能够正常运行的时间，简称为零件的寿命，寿命是一个随机变量.通过对已知试验数据的统计处理和理论分析，一般可以确定零件寿命服从的分布函数和平均寿命等数字特征.

          下面先介绍两个基本概念和几种常见的连续型寿命分布，再讨论零件的预防性更换问题.

          
            可靠度和失效率：随机变量X表示零件的寿命，其分布函数F（t）=P（X≤t）表示零件寿命不超过时间t的概率（即在时刻t之前失效）.X的概率密度记为f（t），寿命大于t的概率记为R（t），即R（t）=P（X＞t）=1-F（t），称为零件的可靠度.显然有R（0）=1，R（∞）=0.按照定义和简单的推导，平均寿命即X的期望为：[image: ].

          设零件运行到时刻t仍然正常，则它在（t，t+Δt）内失效的概率可以表示为：

          
            [image: ]
          

          定义[image: ]，称为失效率，是一个条件概率密度.当Δt很小时，r（t）Δt表示零件在t以前正常运行条件下，在（t，t+Δt）内失效的概率.典型的失效率曲线呈浴盆形状，一般分三个阶段.第Ⅰ阶段是早期失效期，主要由材料或工艺制造上的缺陷引起，应通过检验剔除一批不合格品，待零件渡过这一阶段后再投入运行；第Ⅱ阶段为偶然失效期，r（t）基本上保持不变，是零件的最佳使用阶段；第Ⅲ阶段是老化失效期，由于磨损、老化等原因失效率迅速上升，应采取维修或更换等手段维持设备的正常运行.

          指数分布是常用的寿命分布：设失效率r（t）为常数λ，即当零件正常运行到t时刻后，在（t，t+Δt）内失效概率为λΔt，与t无关.那么用r（t）=λ代入可得如下微分方程：

          
            [image: ]
          

          零件寿命X称为服从参数λ的指数分布，它最重要的性质是“无记忆性”.

          预防性更换策略：设某零件寿命X的分布函数F（t），平均寿命为μ.若零件发生故障后更换带来的损失为c1，未发生故障而采取预防性更换的费用为c2，显然应c1＞c2.所谓预防性更换策略是指确定一个时间T，当零件寿命X＞T时进行故障后更换，当X≤T仍然正常时进行预防性更换（假定更换所需时间忽略不计），使得长期运行时的经济损失最小.这是一个随机优化问题，目标函数取为单位时间的平均损失.零件每更换一次称为一个周期，周期的平均长度为：[image: ]，一个周期内的平均损失是：c=c1F（T）+c2［1-F（T）］.

          
            [image: ]
          

          通过简单的求导运算可以推出使（T）取极小值的T 应满足：

          
            [image: ]
          

          其中R为可靠度，r为失效率.进而讨论上述方程在什么条件下有解及怎样求解，记[image: ].显然h（0）=0.又因为平均寿命[image: ]，并且[image: ].用h（0），h（∞）和[image: ]的结果，可以得到如下的结论：若r（t）为增函数且μr（∞）＞c1/（c1-c2），则存在唯一的有限的T使（T）达到最小，且（T）=（c1-c2）r（T）.

          
            例6-3　自动化车床管理——CUMCM1999
          

          一道工序用自动化车床连续加工某种零件，由于刀具损坏等原因该工序会出现故障，其中刀具损坏故障占95%，其他故障仅占5%.工序出现故障是完全随机的，假定在生产任一零件时出现故障的机会均相同，工作人员通过检查零件来确定工序是否出现故障.现积累有100次刀具故障记录，故障出现时该刀具完成的零件数如表6-2所示.现计划在刀具加工一定件数后定期更换新刀具.已知生产工序的费用参数如下：故障时产出的零件损失费用200元/件；进行检查的费用为10元/次；发现故障进行调节使恢复正常的平均费用为3000元/次（包括刀具费）；未发现故障时更换一把新刀具的费用为1000元/次.

          （1）假定工序故障时产出零件均为不合格品，正常时产出零件均为合格品.试对工序设计效益最好的检查间隔（生产多少零件检查一次）和刀具更换策略.

          （2）如果工序正常时产出零件不全是合格品，有2%为不合格品；而工序故障时产出零件有40%为合格品，60%为不合格品.工序正常而误认有故障停机产生的损失费用为1500元/次.对工序设计效益最好的检查间隔和刀具更换策略.

          （3）在（2）的情况，可否改进检查方式获得更高的效益.

          表6-2　100次刀具故障记录（完成的零件数）

          
            
              
                	459
                	362
                	624
                	542
                	509
                	584
                	433
                	748
                	815
                	505
              

              
                	612
                	452
                	434
                	982
                	640
                	742
                	565
                	706
                	593
                	680
              

              
                	926
                	653
                	164
                	487
                	734
                	608
                	428
                	1153
                	593
                	844
              

              
                	527
                	552
                	513
                	781
                	474
                	388
                	824
                	538
                	862
                	659
              

              
                	775
                	859
                	755
                	649
                	697
                	515
                	628
                	954
                	771
                	609
              

              
                	402
                	960
                	885
                	610
                	292
                	837
                	473
                	677
                	358
                	638
              

              
                	699
                	634
                	555
                	570
                	84
                	416
                	606
                	1062
                	484
                	120
              

              
                	447
                	654
                	564
                	339
                	280
                	246
                	687
                	539
                	790
                	581
              

              
                	621
                	724
                	531
                	512
                	577
                	496
                	468
                	499
                	544
                	645
              

              
                	764
                	558
                	378
                	765
                	666
                	763
                	217
                	715
                	310
                	851
              

            

          

          
            【解题思路】
          

          对问题的分析：由于发生故障后进行调节所花费的费用为3000元，大于未发生故障而更换新刀具的费用1000元.所以，如果在故障发生前进行预防性更换，可以取得较好的经济效益.具体做法为：确定一个合适的时间T，当出现故障的时间间隔X＞T时进行故障后更换；当X≥T时车床仍正常工作时进行预防性更换，使得长期运行时经济损失最小.零件检查的时间间隔应根据故障出现的概率分布来确定，在出现故障概率很大时检查时间间隔要短一些，出现故障概率小时检查时间间隔要长一些.对于本问题失效率r（t）为单调增函数，即随着时间的推移，工序发生故障的概率越来越大，因此零件检查时间间隔应该逐步缩短.在问题（1）中只需检查一个零件，即可确定工序运行的正常与否；而在问题（2）中，工序正常时产出的零件不全是合格品，故必须对多个零件进行统计分析才能作出判断.故不妨在每次检查时取距此时刻最近生产的M个零件作为样本.具体做法为：确定一个阈值N，当样本不合格数小于N时，就认为工序正常；反之认为工序不正常.显然，这样做会出现误判情况，通常把工序正常而误判为不正常的情况称为“弃真”，其概率记为P1；反之称为“取伪”，其概率记为P2.而阈值N的选取应使两种误判的概率都尽量小.

          首先需要恰当地选择出现故障间隔时间X的概率分布，可以根据具体数据情况选择适当的分布（如正态分布），这里选择威布尔（Weibull）分布，然后由所给数据利用矩估计或极大似然估计确定参数并进行检验，通过计算可以得到X的概率分布函数是：F（t）=1-[image: ]，其中λ=0.00158；α=3.355.

          这里只对问题（1）进行讨论，车床一次连续运行是指从某一次更换新刀具开始，一直到某次检查发现故障或刀具的预防更换期限为止.这里包括确定刀具的预防性更换周期和零件检查时间间隔，显然这是一个随机优化问题，总体目标函数可以取为这样一次连续运行的总费用（包括零件损失费、检查费、更换刀具费用与车床调整费用）的期望值最小.根据前例的讨论，直接利用上面的公式及X的概率分布，可求解得到刀具的预防性更换周期是401.

          下面讨论零件检查时间间隔的确定：记检查时间的间隔为s（t），它可以分为等间隔和非等间隔两种情况，当然非等间隔情况优于等间隔.

          如若故障是在时间段［t，t+Δt］（t＜T）内发生，假设在相邻两次检查之间出现故障的时刻是等可能的，即故障在检查时间间隔s（t）内呈均匀分布.因为均匀分布的均值等于分布区间的一半，所以带故障运行时间为0.5s（t），则损失费为100s（t），检查费用为[image: ]，出现故障后刀具更换费用与车床调整费用为3000元.若故障在［0，T］内未发生，则检查费用为[image: ]，预防性更换刀具费用为1000元.

          综上所述，一次连续运行的总费用的期望为：

          
            [image: ]
          

          显然，总费用C（s（t））是s（t）的一个泛函，现在的问题是求一个函数s（t），使总费用达到最小，这是一个泛函极值的问题.可以利用求泛函极值的方法求得函数s（t），此时的检查时间间隔是非等间隔的.如果对此问题作简化处理，把检查间隔取为等间隔的，即认为s（t）与时间无关，那么这就是一个普通的函数极值问题.利用大家熟悉的求函数极值的方法即可求得检查间隔.

          
            [image: ]
          

          即等间隔时的检查间隔为15.

        

      

    

  
    
      
        
          6.2　排队论（生灭过程）的应用

          
          

        

        
          
            一般的排队过程为：顾客由顾客源出发，到达服务机构（服务台、服务员）前，按排队规则排队等待接受服务，服务机构按服务规则提供服务，顾客接受完服务后就离开.排队过程一般可用图6-1表示.所说的排队系统就是指图中实线所包括的部分.

          
            [image: ]
            图6-1　排队模型示意图

          

          在现实生活中的排队现象是多种多样的，对上面所说的“顾客”和“服务员”可以作广泛的理解.它们可以是人，也可以是某种物质或设备.排队可以是有形的，也可以是无形的.尽管排队系统是多种多样的，但从决定排队系统进程的因素来看，它有三个基本的组成部分，这就是输入过程、排队规则及服务机构.

          
            输入过程：描述顾客来源以及顾客到达排队系统的规律.包括：顾客源中顾客的数量是有限还是无限；顾客到达的方式是单个到达还是成批到达；顾客相继到达的间隔时间分布是确定型还是随机型，分布参数是什么，是否独立，是否平稳.

          
            排队规则：描述顾客排队等待的队列和接受服务的次序.包括：即时制还是等待制；等待制下队列的情况（是单列还是多列，顾客能不能中途退出，多列时各列间的顾客能不能相互转移）；等待制下顾客接受服务的次序（先到先服务，后到先服务，随机服务，有优先权的服务）.

          
            服务机构：描述服务台（员）的机构形式和工作情况.包括：服务台（员）的数目和排列情况；服务台（员）的服务方式；服务时间是确定型还是随机型，分布参数是什么，是否独立，是否平稳.

          D.G.Kendall在1953年提出了一种分类方法，按照系统的最主要、影响最大的三个特征要素进行分类，它们是顾客相继到达的间隔时间分布、服务时间的分布、并列的服务台个数.按照这三个特征要素分类的排队系统，用符号（称为kendall记号）表示为X/Y/Z，其中X表示顾客相继到达的间隔时间分布，Y表示服务时间的分布，Z表示并列的服务台个数.

          例如M/M/1，表示顾客相继到达的间隔时间为负指数分布、服务时间为负指数分布、单服务台的模型.后来，在1971年关于排队论符号标准化的会议上决定，将Kendall符号扩充为X/Y/Z/A/B/C，其中前三项意义不变.A处填写系统容量限制，B处填写顾客源中的顾客数目，C处填写服务规则（如先到先服务FCFS，后到先服务LCFS等）.约定：如略去后三项，即指XYZ221E//∞/FCFS的情形.下面只讨论先到先服务FCFS的情形，所以略去第六项.

          对于一个排队系统，运行状况的好坏既涉及顾客的利益，又涉及服务机构的利益，还有社会效果好坏的问题.为了研究排队系统运行的效率、估计服务质量、研究设计改进措施，必须确定一些基本指标，用以判断系统运行状况的优劣.下面介绍几种常用的指标：

          
            队长：把系统中的顾客数称为队长，它的期望值记作Ls.而把系统中排队等待服务的顾客数称为排队长（队列长），它的期望值记作Lq.显然队长是排队长与正被服务的顾客数的总和.

          
            逗留时间：一个顾客从到达排队系统到服务完毕离去的总停留时间称为逗留时间，它的期望值记作Ws.一个顾客在系统中排队等待的时间称为等待时间，它的期望值记作Wq.显然逗留时间是等待时间与服务时间的总和.

          
            瞬态和稳态：把系统中的顾客数称为系统的状态.考虑在t时刻系统的状态为n 的概率，它是随时刻t而变化的，用Pn（t）表示，称为系统的瞬态.求瞬态解是很不容易的，一般即使求出也很难利用，因此常用它的极限为稳态或称统计平衡状态的解.

          在处理实际排队系统时，需要把有关的原始资料进行统计，确定顾客到达间隔和服务时间的经验分布，然后按照统计学的方法确定符合哪种理论分布.常用的经验分布有：

          
            泊松（poisson）分布：
          

          设N（t）表示在时间区间［t0，t0+t）内到达的顾客数，它是随机变量，记Pn（t）=P{N（t）=n}.当N（t）满足下列三个条件时，就说顾客的到达符合泊松分布.这三个条件是：平稳性.在时间区间［t0，t0+t）内到达的顾客数N（t）只与区间长度t有关而与时间起点t0无关；无后效性.在时间区间［t0，t0+t）内到达的顾客数N（t）与时刻t0以前到达的顾客数无关；普通性.在充分短的时间区间Δt内，到达两个或两个以上顾客的概率极小，可以忽略不计，即[image: ].

          在上述三个条件下可以推出：[image: ]，n=0，1，2，…，其中λ表示单位时间平均到达的顾客数，即到达率.易知，N（t）的数学期望和方差分别是：

          
            [image: ]
          

          
            负指数分布：
          

          随机变量T的概率密度是：[image: ]，则称T服从负指数分布，T的数学期望和方差分别为：E［T］=1/λ；D（T）=1/λ2.

          负指数分布具有无记忆性或马尔可夫性：即[image: ]，当顾客到达符合泊松分布时，顾客相继到达的间隔时间T必服从负指数分布.对于泊松分布，λ表示单位时间平均到达的顾客数，所以1/λ表示顾客相继到达的平均间隔时间，而这正和E［T］的意义相符.当服务时间符合负指数分布时，其中λ表示单位时间能够服务完的顾客数，称为服务率；而1/λ表示一个顾客的平均服务时间.

          经验分布的主要指标有：

          
            [image: ]
          

          
            标准M/M/1模型（M/M/1/∞/∞）：
          

          排队系统的状态n随时间变化的过程称为生灭过程，设平均到达率为λ，平均服务率为μ.负指数分布排队系统（M/M/1/∞/∞）的生灭过程可用下面的状态转移方程表示：

          
            [image: ]
          

          这里的ρ称为服务强度，它刻画了服务机构的繁忙程度，所以又称服务机构的利用率.系统的各项运行指标计算如下：

          平均队长：Ls=∑nPn=λ/（μ-λ）.

          平均排队长：Lq=∑（n-1）Pn=ρ×λ/（μ-λ）=Ls-ρ=Ls-（1-P0）.

          逗留时间分布函数为：F（w）=1-e-（μ-λ）w.

          平均逗留时间：Ws=1/（μ-λ）=Ls/λ.

          平均等待时间：Wq=Ws-1/μ=Lq/λ.

          
            系统容量有限制的情形（M/M/1/N/∞）：
          

          当系统的容量有限制时，设平均到达率为λ、平均服务率为μ，排队系统（M/M/1/∞/∞）的生灭过程可用下面的状态转移方程表示：

          
            [image: ]
          

          系统的各项运行指标计算如下：

          平均队长：Ls=ρ（1-ρ）-（N+1）ρN+1（1-ρN+1）.

          平均排队长：Lq=Ls-（1-P0）.

          有效到达率：λe=λ（1-PN）=μ（1-P0）.

          平均逗留时间：Ws=Ls/λe

          平均等待时间：Wq=Ws-1/μ=Lq/λe.

          
            顾客源为有限的情形（M/M/1/∞/m）：
          

          当系统的顾客源为有限（为m）时，设各个顾客的平均到达率都为λ、服务台的平均服务率为μ，排队系统（M/M/1/∞/m）的生灭系统处于稳态时的概率方程如下：

          
            [image: ]
          

          系统的各项运行指标计算如下：

          平均队长：Ls=m-μ（1-P0）/λ.

          平均排队长：Lq=Ls-（1-P0）.

          有效到达率：λe=λ（m-Ls）=μ（1-P0）.

          平均逗留时间：Ws=Ls/λe.

          平均等待时间：Wq=Ws-1/μ=Lq/λe.

          
            例6-4　通信端口数的确定
          

          某高校拟建一校园信息网，并与Internet连接，用户可以通过网络通信端口拨号上网.为此，需要根据用户的数量研究通信端口规模的设计.通常的通信端口分为16口、32口、64口、128口等，实际中随着通信端口数量的增加，其成本费将成倍增加.如何根据实际情况在保证基本满足用户需求的条件下，确定合适的通信端口数，以减少费用开支和资源的浪费.

          当网络建成后，为了保证用户有效地使用信息网，必须要通过适当地收取线路调节费来控制上网时间，一般认为采用分段计时收费较为合理，例如按上网时间长短分为“免费→半费→全费→二倍→三倍→四倍→…”等时段.

          现在的问题是：（1）假设有m个用户，每个用户平均每天（按16 h计）上网1.5 h，试确定通信端口数n与m之比；（2）假设m=150，按照所设定的通信端口数n，试讨论平均每天每个用户上网1 h，1.5 h，2 h，3 h，4 h，5 h的可能性，出现因线路忙用户想上网而上不去所产生抱怨的可能性和通信端口的平均使用率.

          
            【解题思路】
          

          该计费管理网关实际上是一个相当典型的随机服务系统，从网络管理角度看，该服务网关是一个动态的多服务台并联式排队系统.其特征如下：

          输入过程：系统的服务对象是校园网用户，他们依次、随机地到来，相互独立，到达的过程平稳，因此可把用户依次到来所形成的序列看成输入流，可以验证该输入流满足泊松（Poisson）流.系统平稳后，可统计得到该输入流的到达率.

          对于泊松流，在长度为t时间内到达k个顾客的概率Nk（t）服从泊松分布，即Nk（t）=[image: ].在一定时期内，由于校园网内每个用户可反复多次上网，因此用户来源的总体可看做是无限的.

          排队规则：当校园网内某个用户到达时，如果系统已满员，用户的服务请求被否决，当他试图再次请求登录时，可视为一个新用户；如果系统没有满员，则接受该用户的请求，允许该用户进入系统，因此排队规则是损失制，队列长度Lq=0，等待时间Wq=0.如果顾客到达排队系统时，所有服务台都已被先来的顾客占用，那么他们就自动离开系统永不再来.

          服务台情况：由于系统以时分的方式轮流服务于每个用户，因此进入系统的每个用户均享受完全等同的服务.从逻辑上看，可认为系统有多个虚拟且相互独立服务台，其服务能力相同，且每次仅服务一个用户.因此系统中虚拟服务台的数量恰好等于系统中用户的数量，并随用户数量的动态变化而变化.通过长时期统计可得到用户上网时间的均值为1/μ（μ为服务台的服务效率）.在理论上，只要系统中用户数量不超过容量上限，对于任意的用户数量k，用户感觉不到服务台可用资源减少，认为每个服务台的平均服务率相同为μ，且用户的上网时间服从参数为μ的负指数分布.

          综上所述，该服务系统是一个多服务台即时排队系统.根据输入过程、排队规则和服务机制的变化，对问题所给的信息进行分析可知，该问题符合排队模型M/M/n/n/∞，该服务系统的结构如图6-2所示.

          根据题意，每个用户平均每天的上网时间：[image: ]，则m个用户每天上网总时间为T=1.5m，每个端口一天的平均使用时间：[image: ].

          用户总数m=150时，根据问题（1）的结果可解得通信端口数：

          
            [image: ]
          

          单位时间内的用户数为：[image: ]，N（t）过程是具有参数[image: ]的一个生灭过程.

          
            [image: ]
            图6-2　M/M/n/n/∞系统状态概率分布及状态转移速度图

          

          假设系统状态为k（即有k个用户在网上）的概率为Pk（k=0，1，2，…，n），由图6-2易得：转入率=转出率.稳态概率应满足的关系为：

          
            [image: ]
          

          端口的平均使用数：[image: ].系统满员概率为Pn，端口有空闲用户能上网的概率为=1-Pn.k=n时，Pn即为某个用户被拒绝的概率.表6-3为排队参数表.

          表6-3　排队参数表

          
            
              
                	1／ μ（单位：小时） 
                	λ／μ 
                	P16
                	
                  [image: ]
                
                	Ls（单位：人）
              

              
                	1
                	9.375
                	0.0146671
                	0.985323
                	9.2375
              

              
                	1.5
                	14.0625
                	0.116352
                	0.883648
                	12.4263
              

              
                	2
                	18.75
                	0.257403
                	0.742597
                	13.9237
              

              
                	3
                	28.125
                	0.467174
                	0.532826
                	14.9857
              

              
                	4
                	37.5
                	0.590668
                	0.409332
                	15.35
              

              
                	5
                	46.875
                	0.668793
                	0.331207
                	15.5253 
              

            

          

          在理论上，只要系统中用户数量不超过容量上限，对于任意的用户数量k，用户感觉不到服务台可用资源减少，认为每个服务台的平均服务率相同为μ，且用户的上网时间服从参数为μ的负指数分布.

          但是在实际网络系统中，由于信息以数据包的方式传送，不同用户的数据包间会不断地发生碰撞，在系统硬件资源有限的情况下，当用户数量k增大到某一程度后，用户可明显感觉到系统服务效率的降低，这会影响到用户的心理状态，从而影响到他们的上网时间.因此，当系统中有多个用户时，各服务台的平均服务率虽然相同为μn，但小于μ，其分布也不再是负指数分布，变为一般分布，可用M/G/n/n/∞表示.该服务系统的结构如图6-3所示.

          
            [image: ]
            图6-3　M/G/n/n/∞系统状态概率分布及状态转移速度图

          

          由图6-3可知：由状态k-1到状态k的转移率为λPk-1，由状态k到状态k-1的转移率为kμkPk，当系统处于稳定状态时，各个状态的进出用户数是相等的，因此可得到如下的差分方程：

          
            [image: ]
          

          于是得到系统状态为k的概率公式：

          
            [image: ]
          

          在实际应用中，随着用户数量的增加，整个系统的服务效率会逐渐降低，用户的平均上网时间被逐渐拖长，使得各服务台的平均服务率μk小于理论上的μ，当k增大到某种程度时，系统的服务效率会急剧地下降，这将对用户的心理将产生极大地影响.对于按上网时间计费的服务系统，由于用户对网络速度非常敏感，因此他们就会注销下网，离开服务系统.这时进入和离开系统的用户数开始趋向新的平衡，整个系统的用户数量将不再会增加，从而有约束条件：nμn≥λ，这时的实际平均服务率为μk.计算时可假设[image: ].其中ω为用户敏感系数，且1＜ω＜1.1，则：

          
            [image: ]
          

          参数ω反映了用户对系统服务效率的心理敏感程度，在按时间计费的系统中，用户在心理上对网络速度的要求比较高，这时的ω值比按流量计费系统的ω值要大一些.

          可以利用历史资料，采用最小二乘法估出参数ω的值及其随机误差的分布，最后可根据ω来确定随机误差μk的分布.

          有许多随机现象都可以利用生灭过程（排队论）模型或部分地利用生灭过程模型来处理，比如：随机人口、传染病等.

          
            例6-5　SARS的传播——CUMCM2003
          

          严重急性呼吸道综合征，俗称：非典型肺炎（Severe Acute Respiratory Syndrome，SARS）是21世纪第一个在世界范围内传播的传染病.SARS的爆发和蔓延给我国的经济发展和人民生活带来了很大影响，从中得到了许多重要的经验和教训，并认识到定量地研究传染病的传播规律、为预测和控制传染病蔓延创造条件的重要性.请对SARS的传播建立数学模型，具体要求如下：

          建立一个真正能够预测以及能为预防和控制提供可靠、足够的信息的模型.对于卫生部门所采取的措施作出评论.收集SARS对经济某个方面影响的数据，建立相应的数学模型并进行预测.

          
            【解题思路】
          

          原题提供的模型是N（t）=N0（1+K）t，其中N0表示初始时刻的病例数；K表示平均每病人每天可传染人数（K一般为小数）；t表示时间.该模型基本思路就是认为病例随时间按照指数规律增长.缺点是过于简单，所有因素对SARS传播的影响都体现在K上；没有考虑一般人群感染SARS的几个阶段等.

          这里利用生灭过程（排队论），从宏观角度出发对该问题进行分析讨论建立数学模型，给出问题的部分结果.用X（t）表示t时刻的病人人数，记Pk（t）为时刻t时X（t）=k的概率，即Pk（t）=P{X（t）=k}.

          模型假设人群均匀混合，这一点只有在较小的社区中才能近似满足，对更大的区域可以通过分割成几个小的相互关联的区域来达到各小区域近似均匀混合的目的；SARS传播方式为接触式传染，正常人接触一名感染类病人后感染的概率是λ（t）；病人移出传染系统的概率为μ（t）.

          已经存在k个病人的情况下，在时间（t，t+Δt）内有一个病人移出传染病系统（包括死亡、隔离等）的概率为kμ（t）Δt+o（Δt）；而有两个（或两个以上）病人移出系统的概率为o（Δt）.

          类似的有，在时间（t，t+Δt）内有一个病人加入传染病系统（包括感染、流动人口输入等）的概率为kλ（t）Δt+o（Δt）；有两个（或两个以上）病人加入传染病系统的概率为o（Δt）；病人数不变的概率为1-kμ（t）Δt-kλ（t）Δt+o（Δt）.

          则在t+Δt时刻，按全概率公式可以求出病人人数为k 的概率如下：

          
            [image: ]
          

          因此可得微分方程：

          
            [image: ]
          

          假定λ（t），μ（t）与时间无关，即它们简化成λ，μ，并且t=0时刻有N0个病人，用生成函数法求解上面的微分方程得到：[image: ]，其中生成函数G（u，t）=[image: ].从而可求得在t时刻病人人数的数学期望为：E［X（t）］=[image: ].

          上面讨论只是该问题的部分结果，完整地解决该问题还需要利用其他数学方法进一步讨论分析.

          
            例6-6　银行服务系统评价
          

          排队叫号机已经融入了银行服务中，但是最近在广州出现的银行不使用排队机进行叫号却让人感觉非常奇怪，以至于有时排队长达10 m.到底是排队的效率高还是叫号的效率高呢？这是一个值得众多商家和用户思考的一个问题，不要我们使用了排队系统，反而降低了效率，那就适得其反了.

          银行方面对此回应是排队比叫号效率高可避免“飞号”现象，但来办业务的众多老人都表示长久站立有些吃不消.某银行支行人士告诉记者，银行采用“叫号”服务是想减少储户排队之苦，还可避免储户信息外泄等.但是，在实际操作中他们发现，不少市民在拿到号后去买菜、逛商场，造成“飞号”现象频繁发生，甚至引起其他客户不满和不必要的纠纷；“有的一去不回，工作人员连叫数次无人应答；有的在错过叫号后又要求插队，常引起不少纷争”.

          为了评价银行叫号系统与排队系统的服务效率，我们对银行的顾客到达情况进行了统计，统计了某银行大型网点约4个月（18个完整周）全部工作日各时段顾客的到达总人数和周内各天到达总人数分布（见表6-4和表6-5）.

          表6-4　全部工作日各时间段顾客的到达人数分布

          
            
              
                	时间
                	8：00
                	9：00
                	10：00
                	11：00
                	12：00
                	13：00
                	14：00
                	15：00
                	16：00
                	17：00
              

              
                	人数
                	1608
                	5876
                	7202
                	5592
                	4313
                	3828
                	7321
                	7134
                	4128
                	2354
              

            

          

          注：该银行的营业时间为8∶00 am～6∶00 pm.

          表6-5　全部工作日到达总人数周内分布

          
            
              
                	日期
                	周一
                	周二
                	周三
                	周四
                	周五
                	周六
                	周日
              

              
                	人数
                	9183
                	8327
                	8232
                	7067
                	8886
                	3866
                	3795
              

            

          

          针对以上情形，请各参赛队完成以下任务：从顾客满意率、银行成本、服务内容等出发，建立模型分析此网点应该如何设置服务窗口开放情况（可另行收集或合理假设需要的数据）.分析两种系统的服务效率（叫号服务系统、排队服务系统），你是否有更加合理的服务系统可以建议.

          
            【解题思路】
          

          顾客的到达近似是参数为λ的泊松流，则顾客到达的时间间隔序列τn，n≥1独立，服从相同参数λ的负指数分布[image: ].

          顾客的离开近似是参数为λ的泊松流，则顾客所需的服务时间序列χ，n≥1独立，服从相同参数μ的负指数分布[image: ].

          由概率论知识知道这两个负指数分布的期望值分别为其参数λ，μ，所以可知参数λ的意义即为系统单位时间的平均到达率，参数μ的意义即为服务台单位时间的平均服务率.

          时刻t系统中的顾客数为N（t），也为时刻系统的队长.令经过Δt时间队长从i变到j的概率为：

          
            [image: ]
          

          令[image: ]，称ρ为系统的服务强度.由生灭定理知，当ρ＜1时系统是处于平衡稳定状态的，而模型就是在ρ＜1这一平衡条件为前提条件的.

          可用平均逗留时间[image: ]或平均等待时间[image: ]q来衡量银行承诺与绩效之间的差距，可作为满意度量化的重要指标.每个顾客都希望这段时间越短越好.同样需要确定这个随机变量的分布，或至少能知道顾客最关心期待的等待时间域.传统排队理论认为所有到达的顾客都愿意一直等下去，直到服务终止，因而等待时间服从负指数分布.然而实际数据表明，顾客等待时间和放弃行为与等待耐心的程度有关.

          假设系统中有c个服务台独立的并行服务，并且效率一样，当顾客到达时，若有空闲服务台便立刻接受服务，若没有空闲服务台，则排队等待.设顾客的平均等待时间为t0，则满足[image: ]q=t0时有一c值，满足c*≤c＜c*+1，若c取c*时，平均等待时间太长（t＞t1）或ρc＞1，则取c=c*+1；否则取c=c*.

          行为科学家发现，无序排队是影响客户流失的一条主要原因.等候超过10 min，情绪开始急躁；超过20 min，情绪表现厌烦；超过40 min，常因恼火而离去.行为学家的这一研究成果在中国工商银行调查中得到验证：让客户等10 min 的代价是要流失20％～30％的客户.求解中取顾客理想平均耐心等待时间为t0=10 min，顾客平均等待时间极限为t1=30 min .

          在学校附近的中国工商银行网点进行调查统计得知服务台平均3 min 完成一个顾客的办理内容，取服务率为μ=0.35.通过以理想等待时间为10 min 标准算出一个c（此c可能为小数或整数），窗口数为［c-1］时，若满足ρ＜1和[image: ]q＜30 min 的条件，则取c=［c-1］，否则取c=［c］.

          根据此原则用Matlab软件编程求解，得出结论如表6-6所示.

          表6-6　该网点不同时段开设的窗口数

          
            
              
                	　
                	8：00
                	9：00
                	10：00
                	11：00
                	12：00
                	13：00
                	14：00
                	15：00
                	16：00
                	17：00
              

              
                	周一
                	1
                	4
                	4
                	4
                	3
                	3
                	4
                	4
                	3
                	2
              

              
                	周二
                	1
                	3
                	4
                	3
                	3
                	2
                	4
                	4
                	3
                	2
              

              
                	周三
                	1
                	3
                	4
                	3
                	3
                	2
                	4
                	3
                	3
                	2
              

              
                	周四
                	1
                	3
                	3
                	3
                	2
                	2
                	4
                	3
                	2
                	2
              

              
                	周五
                	1
                	4
                	4
                	3
                	3
                	3
                	4
                	4
                	3
                	1
              

              
                	周六
                	1
                	2
                	2
                	2
                	1
                	1
                	2
                	2
                	1
                	1
              

              
                	周日
                	1
                	2
                	2
                	2
                	1
                	1
                	2
                	2
                	1
                	1 
              

            

          

          对于叫号排队系统，时刻t系统中的顾客数为N（t），也即为t时刻系统的队长.令经过Δt时间队长从i变到j的概率是：

          
            [image: ]
          

          由于现在系统中有c个服务台，所以顾客到达时需要等待的时间概率为

          
            [image: ]
          

          根据公式用Matlab软件求解得到排队模型和叫号模型平均等待时间如表6-7所示.得到结论：叫号系统比排队系统效率高.

          表6-7　排队模型与叫号模型平均等待时间比较

          
            
              
                	　
                	等待时间
                	周一
                	周二
                	周三
                	周四
                	周五
                	周六
                	周日
              

              
                	8：00
                	排队
                	12．1354
                	7．14
                	7．14
                	4．64
                	9．15
                	1．43
                	1．43
              

              
                	叫号（无空号）
                	12．1354
                	7．14
                	7．14
                	4．64
                	9．15
                	1．43
                	1．43
              

              
                	9：00
                	排队
                	7．5785
                	19．65
                	19．65
                	8．39
                	6．86
                	5．14
                	4．20
              

              
                	叫号（无空号）
                	1．2267
                	5．78
                	5．78
                	2．1
                	1．06
                	2．01
                	1．57
              

              
                	10：00
                	排队
                	21．1381
                	11．26
                	11．26
                	27．14
                	17．14
                	8．05
                	8．05
              

              
                	叫号（无空号）
                	4．4965
                	2．09
                	2．09
                	8．25
                	3．5
                	3．42
                	3．42
              

              
                	11：00
                	排队
                	6．37
                	15．70
                	13．51
                	6．62
                	27．14
                	3．81
                	3．81
              

              
                	叫号（无空号）
                	0．96
                	4．47
                	3．76
                	1．55
                	8．25
                	1．39
                	1．39
              

              
                	12：00
                	排队
                	7．14
                	5．44
                	4．97
                	12．15
                	6．62
                	27．17
                	27．17
              

              
                	叫号（无空号）
                	1．71
                	1．19
                	1．05
                	5．43
                	1．55
                	27．17
                	27．17
              

              
                	13：00
                	排队
                	4．97
                	17．14
                	15．05
                	7．14
                	4．64
                	12．1354
                	12．14
              

              
                	叫号（无空号）
                	1．05
                	7．91
                	6．87
                	2．98
                	0．95
                	12．1354
                	12．14
              

              
                	14：00
                	排队
                	27．15
                	13．14
                	12．14
                	6．37
                	21．14
                	9．14
                	8．05
              

              
                	叫号（无空号）
                	5．98
                	2．54
                	2．30
                	0．96
                	4．50
                	3．95
                	3．42
              

              
                	15：00
                	排队
                	21．1381
                	11．26
                	6．62
                	27．14
                	17．14
                	8．05
                	8．05
              

              
                	叫号（无空号）
                	4．4965
                	2．09
                	1．55
                	8．25
                	3．5
                	3．42
                	3．42
              

              
                	16：00
                	排队
                	6．14
                	4．64
                	4．64
                	10．48
                	5．71
                	17．14
                	17．14
              

              
                	叫号（无空号）
                	1．40
                	0．95
                	0．95
                	4．61
                	1．27
                	17．14
                	17．14
              

              
                	17：00
                	排队
                	3．14
                	2．86
                	2．86
                	2．60
                	27．17
                	2．14
                	1．758
              

              
                	叫号（无空号）
                	1．08
                	0．95
                	0．95
                	0．84
                	27．17
                	2．14
                	1．758 
              

            

          

          
            例6-7　眼科病床的合理安排——CUMCM2007
          

          医院就医排队是大家都非常熟悉的现象，它以这样或那样的形式出现在我们面前，例如，患者到门诊就诊、到收费处划价、到药房取药、到注射室打针、等待住院等，往往需要排队等待接受某种服务.

          某医院眼科门诊每天开放，住院部共有病床79张.该医院眼科手术主要分四大类：白内障、视网膜疾病、青光眼和外伤.

          白内障手术较简单，而且没有急症.目前该院是每周一、三做白内障手术，此类病人的术前准备时间只需1、2天.做两只眼的病人比做一只眼的要多一些，大约占到60%.如果要做双眼是周一先做一只，周三再做另一只.外伤疾病通常属于急症，病床有空时立即安排住院，住院后第二天便会安排手术.

          其他眼科疾病比较复杂，有各种不同情况，但大致住院以后2～3天内就可以接受手术，主要是术后的观察时间较长.这类疾病手术时间可根据需要安排，一般不安排在周一、周三.由于急症数量较少，建模时这些眼科疾病可不考虑急症.

          该医院眼科手术条件比较充分，在考虑病床安排时可不考虑手术条件的限制，但考虑到手术医生的安排问题，通常情况下白内障手术与其他眼科手术（急症除外）不安排在同一天做.当前该住院部对全体非急症病人是按照（First Come，First Serve，FCFS）规则安排住院，但等待住院病人队列却越来越长，医院方面希望你们能通过数学建模来帮助解决该住院部的病床合理安排问题，以提高对医院资源的有效利用.

          
            问题1：试分析确定合理的评价指标体系，用以评价该问题的病床安排模型的优劣.

          
            问题2：试就该住院部当前的情况，建立合理的病床安排模型，以根据已知的第二天拟出院病人数来确定第二天应该安排哪些病人住院.并对你们的模型利用问题1中的指标体系作出评价.

          
            问题3：作为病人，自然希望尽早知道自己大约何时能住院.能否根据当时住院病人及等待住院病人的统计情况，在病人门诊时即告知其大致入住时间区间.

          
            问题4：若该住院部周六、周日不安排手术，请你们重新回答问题2，医院的手术时间安排是否应作出相应调整？

          
            问题5：有人从便于管理的角度提出建议，在一般情形下，医院病床安排可采取使各类病人占用病床的比例大致固定的方案，试就此方案，建立使得所有病人在系统内的平均逗留时间（含等待入院及住院时间）最短的病床比例分配模型.

          
            【解题思路】
          

          排队论是运筹学的分支学科，排队论模型是通过数学方法定量地对一个客观复杂的排队系统结构和行为进行动态模拟研究，科学准确地描述排队系统的概率规律.医院的病床安排系统如果进行科学的模拟和系统的研究，从而对病床安排和住院手术安排进行最优设计，以获得反映系统本质特征的数量指标结果，进行预测、分析或评价，最大限度地满足患者及家属的需求，这将有效避免资源浪费.

          问题所考虑的排队系统是一个抢占型优先权服务机制下多类排队网络，其服务窗口由79张病床组成，每个服务窗口有一个无限容量的等待缓存，接受服务的病人的病情各不相同，服务内容包括安排入院、进行手术和术后观察.

          此系统具有如下特征：输入过程：各类顾客单个到达，形成一个顾客流，一定时间内患者到达服从泊松分布.服务时间：患者得到安排住院时间服从负指数分布.服务窗口：C个床位代表C 个窗口，窗口之间并联服务.排队规则：服从等待制和优先权服务，即当一个病患进入该系统时，如果该病患优先权等级比已经被安排床位的患者病种优先权等级高时，那个已经被安排床位但还没入院的病人将被终止服务直到比它优先权高的完成服务后，它才恢复未完成的服务.

          由各类患者病情不同：外伤（急症）病情比较紧急，需要首先安排入院，并要尽快进行手术，一般需要第二天进行手术；双眼白内障必须在间隔一天的三天内进行手术，即必须安排在周一和周三进行手术，术前准备时间一般为1～2天，最宜安排在周六和周日入院；单眼白内障也需在周一或周三进行手术，术前准备时间一般也为1～2天，宜安排在周六、周日、周一和周二入院；青光眼和视网膜疾病的手术时间都不能安排在周一和周三，其术前准备时间一般为2～3天，另外其术后观察时间比较长.根据患者病情不同，把四类患者分为急症、双眼白内障、单眼白内障、青光眼与视网膜疾病四个优先等级（从高到低）考虑，优先级类型用mi标记.根据患者四个优先级类型建立抢占型优先权排队模型.

          设同优先等级类型的病人有相同的服务优先权，服从FCFS排队规则，当一个病患进入该系统时，如果该病患优先权等级比已被安排床位的患者病种优先权等级高时，那个已经被安排床位但还没入院的病种将被终止服务直到比它优先权高的完成服务后，它才恢复未完成的服务.

          各优先等级类型的病人的服务等级分别为：急症m1只要有空床位就首先安排急症患者入院，安排其第二天进行手术.双眼白内障m2：优先权次于急症患者，只要最近的周六和周日有未安排的空位就安排其入院，如果是周六安排其入院，则相应的术前准备时间为2天；如果是周日安排其入院，则相应的术前准备时间为1天.单眼白内障m3：优先权次于双眼白内障患者，只要最近的周六、周日、周一和周二有未安排的空位就安排其入院，如果是周六和周一安排其入院，则相应的术前准备时间为2天；如果是周日和周二安排其入院，则相应的术前准备时间为1天.青光眼与视网膜疾病m4：优先权次于单眼白内障患者，只要最近日期有未安排的空位就安排其入院，如果是周六和周一安排其入院，则相应的术前准备时间为3天；其他时间内安排其入院相应的术前准备时间为2天.另外，从题中所给数据中可得出术后所需观察时间：外伤为6天、单眼白内障为3天、双眼白内障为5天、青光眼为7天、视网膜疾病为10天，然后根据此模型中安排的入院时间和手术时间.

          假设患者平均到达率为λ，单个病床的平均服务率为μ，整个机构平均服务率Cμ，服务强度等于平均到达率与平均服务率之比[image: ]为C个服务台在任意时刻有n个患者的概率，当平均到达率为λ，平均服务率为Cμ到达稳态系统时，得：

          
            [image: ]
          

          当系统在平衡状态时，平均队长为：[image: ]；患者在队伍中的平均逗留时间：[image: ]；服务台闲期的平均长度：[image: ]；忙期的平均长度：[image: ].

          根据该住院部当前已知的情况拟出院病人数，对模型进行程序设计，求得病人安排住院方案，统计中9月12日至9月20日各类病人的入院人数如表6-8所示，由表中可看出该模型中病床周转次数较快，床位效率指数较大.

          表6-8　9月12日至9月20日各类病人的入院人数

          
            
              
                	日期
                	12
                	13
                	14
                	15
                	16
                	17
                	18
                	19
                	20
              

              
                	外伤
                	1
                	0
                	0
                	0
                	0
                	0
                	0
                	0
                	0
              

              
                	白内障
                	0
                	20
                	6
                	0
                	9
                	0
                	0
                	0
                	15
              

              
                	青光眼
                	2
                	0
                	0
                	0
                	0
                	1
                	1
                	2
                	9
              

              
                	视网膜
                	3
                	0
                	0
                	2
                	0
                	3
                	3
                	9
                	15
              

              
                	总计
                	6
                	20
                	6
                	2
                	9
                	4
                	4
                	11
                	39
              

            

          

          经得知服务强度ρ=0.0108＜1，主要数量指标如下：L=0.8571，W=0.7143.

          服务窗口空闲时间的概率Pi=0.1429，繁忙时间的概率Pb=0.8571.

          根据以上数据指标可得：病床85.71%的时间是处于被占用的，只有14.29%的时间是空闲的；系统中的患者数，包括排队等候的和正在接受服务的所有患者为0.8571人；患者在系统中平均逗留时间为0.7143天.

          下面考虑周六和周日不做手术这种情形的病床安排问题.由分析可知：首先需避免入院后等待手术时间过长，如急症患者住院后第二天便会安排手术，则周五和周六不宜安排急症患者住院；其次，需尽可能缩短住院时间，如青光眼和视网膜疾病患者大致住院以后2～3天内就可以接受手术，但是术后的观察时间较长，而且一般不安排在周一、周三手术，所以青光眼和视网膜疾病患者不宜安排在周四和周五入院.由此考虑时，周四时除急症外只安排给白内障患者住院，而周五时只安排给白内障患者住院.

          本模型中还设计了对周六和周日不做手术这种特殊情况出现与不出现两种情形进行分别处理.若该住院部周六、周日不安排手术，则根据拟出院情况，求得病人安排住院方案，统计中9月12日至9月20日各类病人的入院人数如表6-9所示，由表中可看出该模型中病床周转次数较快，床位效率指数较大.

          表6-9　9月12日至9月20日各类病人的入院人数

          
            
              
                	日期
                	12
                	13
                	14
                	15
                	16
                	17
                	18
                	19
                	20
              

              
                	外伤
                	1
                	0
                	0
                	0
                	0
                	0
                	0
                	0
                	0
              

              
                	白内障
                	5
                	20
                	6
                	0
                	9
                	0
                	6
                	4
                	0
              

              
                	青光眼
                	0
                	0
                	0
                	1
                	0
                	1
                	0
                	2
                	11
              

              
                	视网膜
                	0
                	0
                	0
                	1
                	0
                	3
                	0
                	4
                	27
              

              
                	总计
                	6
                	20
                	6
                	2
                	9
                	4
                	6
                	10
                	38
              

            

          

          计算服务强度ρ=0.008＜1，主要数量指标如下：L=0.6316，W=0.5263.服务窗口空闲时间的概率Pi=0.3684，繁忙时间的概率Pb=0.6316.

          根据以上数据指标可得：病床63.16%的时间是处于被占用的，只有36.84%的时间是空闲的；系统中的患者数，包括排队等候的和正在接受服务的所有患者为0.6316人；患者在系统中平均逗留时间为0.5263天.

          从便于管理的角度出发，在一般情形下，医院病床安排可采取按照各类病人占用病床的比例进行分类排队的方案.因为单眼白内障和双眼白内障病人所需住院时间不一样，把病人再细分为外伤、单眼白内障、双眼白内障、青光眼和视网膜疾病五类.设这五类病人的占用病床比例为x1∶x2∶x3∶x4∶x5.病人在系统内的平均逗留时间T主要由等待入院时间axi、术前准备时间bxi和术后观察时间cxi决定.为了使得所有病人在系统内的平均逗留时间T最短，以T作为目标函数，建立线性规划模型：minW=ajxi+bjxi+cjxi.

          首先xi都不能超过79张床，且x1，x2，x3，x4，x5的和为79.其次，考虑不同病症的病情、手术时间安排和术后观察时间长度等情况各不相同，术前准备时间长和术后观察时间长的病症因为病床周转慢，所以应多分配占用一些床位，统计2008-07-13到2008-09-11的病人信息表中可以得出x2＜x4＜x1＜x3＜x5.于是得出线性规划模型：

          
            [image: ]
          

          根据平均逗留时间最短优化，得到各类病人占用病床的比例x1∶x2∶x3∶x4∶x5进行分配床数.根据这个床位占用比例建立分类排队模型.每一类病症作为一个独立的排队模型，按照FCFS的规则进行排队安排服务.

          对线性规划模型用Lingo求解得到：x1∶x2∶x3∶x4∶x5=12∶7∶14∶10∶36.根据拟出院情况，对分类排队模型用Matlab求解，得到病人安排住院方案，统计中9月12日至9月20日各类病人的入院人数如表6-10所示，由表中可看出该模型中病床周转次数较快，床位效率指数较大.

          表6-10　9月12日至9月20日各类病人的入院人数

          
            
              
                	日期
                	12
                	13
                	14
                	15
                	16
                	17
                	18
                	19
                	20
              

              
                	外伤
                	1
                	0
                	0
                	0
                	0
                	0
                	0
                	0
                	0
              

              
                	白内障
                	2
                	9
                	3
                	1
                	3
                	2
                	5
                	6
                	11
              

              
                	青光眼
                	1
                	3
                	0
                	0
                	1
                	2
                	2
                	1
                	2
              

              
                	视网膜
                	2
                	8
                	3
                	1
                	5
                	0
                	3
                	3
                	5
              

              
                	总计
                	6
                	20
                	6
                	2
                	9
                	4
                	10
                	10
                	18
              

            

          

          计算服务强度ρ=0.0108＜1，主要数量指标如下：L=0.8571，W=0.7143.服务窗口空闲时间的概率Pi=0.1429，繁忙时间的概率Pb=0.8571.

          根据以上数据指标可得：病床85.71%的时间是处于被占用的，只有14.29%的时间是空闲的；系统中的患者数，包括排队等候的和正在接受服务的所有患者为0.8571人；患者在系统中平均逗留时间为0.7143天.

        

      

    

  
    
      
        
          6.3　时间序列模型

          
          

        

        
          在生产和科学研究中，对某一个或一组变量x（t）进行观察测量，将在一系列时刻ti，（i=1，…，n）（t为时间变量且t1＜t2＜…＜tn）所得到的一组离散数字序列集合x（t1），x（t2），…，x（tn），称之为时间序列，这种具有时间意义的序列也称为动态数据.这样的动态数据在自然、经济及社会等领域都是很常见的.如在一定生态条件下，动植物种群数量逐月或逐年的消长过程、某证券交易所每天的收盘指数、每个月的GNP、失业人数或物价指数等.

          时间序列建模的基本步骤是：

          1.用观测、调查、统计、抽样等方法取得被观测系统时间序列动态数据.

          2.根据动态数据作相关图，进行相关分析，求自相关函数.相关图能显示变化的趋势和周期，并能发现跳点和拐点.跳点是指与其他数据不一致的观测值.如果跳点是正确的观测值，在建模时应考虑进去；如果是反常现象，则应把跳点调整到期望值.拐点则是指时间序列从上升趋势突然变为下降趋势的点.如果存在拐点，则在建模时必须用不同的模型去分段拟合时间序列，例如采用门限回归模型.

          3.辨识合适的随机模型，进行曲线拟合，即用通用随机模型去拟合时间序列的观测数据.对于短的或者简单的时间序列，可用趋势模型和季节模型加上误差来进行拟合.对于平稳时间序列，可用通用AMRA模型（自回归滑动平均模型）及其特殊情况的自回归模型、滑动平均模型或组合ARMA模型等进行拟合.当观测值多于50个时一般都采用ARMA模型.对于非平稳时间序列则要先将观测到的时间序列进行差分运算，化为平稳时间序列，再用适当模型去拟合这个差分序列.

          时间序列分析主要用于：系统描述，根据对系统进行观测得到的时间序列数据，用曲线拟合方法对系统进行客观的描述；系统分析，当观测变量取自两个以上变量时，可用一个时间序列的变化去说明另一个时间序列的变化，从而深入了解给定时间序列产生的机理；预测未来，一般用ARMA模型拟合时间序列，预测该序列未来值；决策和控制，根据时间序列模型可调整输入变量使系统发展过程保持在目标值上.

          时间序列的趋势分析是研究时间序列的发展趋势，其方法的共同之处是假设时间序列的发展具有“惯性”，其变化在某段时间内大致沿着某一基础（趋势）线变化，趋势的预测采用各种各样的平滑法进行.时间序列的分析和预测，根据其变化趋势的不同分为水平时间序列和趋势变化序列.前者指的是时间序列的n个数据点都位于一根水平方向的直线上，或稍微复杂一些；这些散点在某条直线的上上下下，形成的折线几乎成一条水平直线，时间序列折线围绕水平直线向前展开.后者指的是时间序列如果受到某些因素的影响，会使得序列相应的期望值随时间的变化而变化.倘若这样的动态变化比较长期且变化具有方向性，那么该序列为趋势时间序列.

          水平时间序列分析、预报、因时间序列没有上升或下降的趋势，对其未来的预测可以以历史资料的均值为基础.其中典型的有一次滑动平均模型和一次指数平滑模型.

          趋势时间序列分析是在某一时刻t的随机观察变量值yt构成的期望数值列E（yt）=f（β1，β2，…，t）.其中，f（β1，β2，…，t）在研究的时间范围内明显呈现上升或下降的趋势.其中典型的有线性回归、二次滑动平均、一次平滑、二次指数平滑和三次指数平滑.

          对于随机无趋势时间序列，一次滑动平滑是一种修正的简单预测平均数，它是对已有观察值赋予等价的权.当预测时刻t时，常会有这样的感觉：以前的那些观察信息，越靠近时刻t的应当对t时刻有越大的影响，至少历史数据似乎不应当对t时刻有相同的权重.基于这样的朴实思想，新的修正手法将对不同时刻的历史数据赋予不同的权.于是，在一次滑动平均模型中，可由最近的n个时段求得平均值，以它作为t时刻的预测值.因此一次滑动平均模型可以表示为：

          
            [image: ]
          

          一次指数平滑方法就是时刻t+1的预测值可以看成是原先时刻t的预测值与时刻t-1的新的观察值这两者的加权平均.其模型可以表示为：

          
            [image: ]
          

          时间序列的周期性演变是自然、社会中常见的现象，其中季节性的起伏可作为这方面的代表.在社会、经济活动中，季节性变化通常以一年、一个季度、一个月或者一周为周期.例如，每年商店出售空调，在夏季达到一年的高峰，年复一年都呈现这样的规律，这是由于夏季温度高的缘故.在时间序列中用于处理周期性时间序列的模型主要有两类：季节性水平模型和季节性交乘趋势模型.

          20世纪70年代G.E.P.Box和G.M.Jenkins的TimeSeriesAnalysis：ForecastingandContorl 一书的问世，对时间序列分析方法应用产生了很大的影响.该书作者提出用简单的差分自回归滑动平均模型（ARMA）来分析时间序列资料，并用它来进行预报和控制.与前面介绍的平稳时间序列、周期时间序列模型相比，Box-Jenkins的建模方法在数学上较为完善，预测的精度较高.

          ARMA建模的思路是：假设所研究的时间序列是由某个随机过程产生的，用实际统计序列去建立、估计该随机过程的自回归滑动平均模型，并用此模型求出预测值.可见，时间序列分析包括以下步骤：分析时间序列的随机特性；用实际统计序列数据构造预测模型；根据最终所得到模型作出最佳预测.

          在进行时间序列分析组建预测预报模型时，往往希望模型具有更强的代表性，既包括p阶自回归，又包括q阶移动平均的混合模型.这样的模型称为自回归-移动平均模型，有如下形式：

          
            [image: ]
          

          上式左边是模型的自回归部分，非负整数p称为自回归阶次，实参数（Φ1，Φ2，…，Φp）称为自回归系数；右边是模型的移动平均部分，非负整数q称为移动平均阶次，实参数（θ1，θ2，…，θq）称为移动平均系数.其中参数估计可以通过最小二乘估计、最小平方和估计、极大似然估计等方法迭代求出参数的估计值.一般可以通过统计软件进行求解，比如SPSS，DPS等软件.在DPS 软件中，集成了时间序列的求解模块，可以直接用该软件求解.

          
            例6-8　旅游需求的预测预报
          

          我国的旅游资源极其丰富，是一个国际旅游大国.合理规划、正确地预测和预报旅游需求，对于促进我国各地区的经济发展和文化交流有着重要意义.

          现在要求选择合适的旅游城市或地区，对旅游需求的预测和预报建立数学模型，来帮助有关部门进一步规划好旅游资源.具体地说：

          1.对所选的旅游城市或地区，根据能够查到的关于旅游需求的预测预报资料，并结合从相关旅游部门了解到的情况，分析旅游资源、环境、交通、季节、费用和服务质量等因素对旅游需求的影响，建立关于旅游需求预测预报的数学模型.

          2.可以利用国内外已有的与旅游需求预测预报相关的数学建模资料和方法，分析这些建模方法能否直接移植过来，作出合理、正确的预测预报；如果不行的话，请对这些方法的优缺点作出评估，并提出改进的办法.

          
            【解题思路】
          

          由于我国旅游数据统计不完善，影响旅游的因素错综复杂，想找到影响预测的主要因素比较困难，用时间序列法进行客流量预测，在移动平均法的基础上，利用一次指数平滑技术，分别用不同的权，得到三组预测值.影响旅游需求的因素涉及客源地、目的地等诸多因素，如人口规模、个人可支配收入、旅游资源丰度、吸引力、供给形象、距离、旅游价格、交通费用等.

          设时间序列为y1，y2，…，yt，…；简单移动平均公式可以表示为：

          
            [image: ]
          

          Mt为t期移动平均数，N为移动平均数的项数.这公式表明当t向前移动一个时期，就增加一个新近数据，并同时去掉一个远期数据，得到一个新的平均数.由于它不断地“吐故纳新”，逐期向前移动，所以称之为移动平均法.

          
            [image: ]
          

          由于可以平滑数据，清除周期变动和不规则变动的影响，使长期的趋势显示出来，因而可以用于预测.预测公式为：[image: ]，即以第t期的移动平均数作为第t+1期的预测值.

          
            [image: ]
          

          
            [image: ]
          

          S（1）t实际上是时间序列y1，y2，…，yt，…的加权平均，加权系数依次为a，a（1-a），a（1-a）2，….按几何级数衰减，越近的数据，权数越大，越远的数据，权数越小，权数之和[image: ]，符合指数规律，又具有平滑数据的功能.

          预测模型为[image: ]，也就是以第t期的平滑值为第t+1期的预测值.

          在指数平滑法中，加权系数的选择很重要，a的大小规定了新的预测值中新的数据和原预测值所占的比重.a值越大，新的数据所占的比重就越大，原预测值占的比重就越小，反之亦然.可得：[image: ].

          可以看出，新的预测值是根据预测误差对原预测值进行修正得到的.a值的大小体现了修正的幅度，a值越大，修正幅度越大；a值越小，修正幅度越小.因此，a值既代表预测模型对时间序列数据变化的反应速度，同时又决定了预测模型均匀误差的能力.

          在预测过程中不考虑任何新的信息，若选取a=0，则[image: ]，即下期预测值就等于本期预测值.若选取a=1，则[image: ]，即下期预测值就等于本期观察值，完全不相信过期的信息.这两种极端情况很难作出正确的预测.因此a值应根据时间序列的具体性质，在（0，1）中选择.具体如何选择一般可按以下原则：波动不大并且比较平稳，则a值应取小一点，如0.1～0.3，以减少修正幅度，使预测模型能包含较长时间序列的信息；如果时间序列具有迅速且明显的变动倾向，则a值应取大一点，如0.6～0.8，使预测模型的灵敏度高一些，以便能迅速跟上数据的变化.在实际应用中，可多取几个a值进行试算，看哪个误差小，就用那一个.

          一般来说初始值对以后的预测值影响比较大，这时需要研究如何正确确定初始值.最简单的做法是取最初几期的平均值作为初始值.以印度1995—2004年来华旅游的人数为例，分别取a=0.2，0.5，0.8，得到预测值如表6-11所示.

          表6-11　印度近10年来华人数（万）预测表

          
            
              
                	年份 
                	t
                	旅游人数 yt
                	a＝0.2时的[image: ]
                	误差 ε1
                	a＝0.5时的[image: ]
                	误差 ε2
                	a＝0.8时的[image: ]
                	误差 ε3
              

              
                	1995
                	1
                	4.50
                	5.05
                	0.112
                	5.05
                	0.112
                	5.05
                	0.112
              

              
                	1996
                	2
                	5.51
                	4.904
                	0.109
                	4.752
                	0.137
                	4.601
                	0.164
              

              
                	1997
                	3
                	6.05
                	5.025
                	0.169
                	5.131
                	0.151
                	5.328
                	0.119
              

              
                	1998
                	4
                	6.57
                	5.230
                	0.203
                	5.590
                	0.149
                	5.905
                	0.101
              

              
                	1999
                	5
                	8.42
                	5.498
                	0.347
                	6.080
                	0.277
                	6.437
                	0.235
              

              
                	2000
                	6
                	12.09
                	6.026
                	0.496
                	7.250
                	0.404
                	8.023
                	0.336
              

              
                	2001
                	7
                	15.94
                	7.284
                	0.543
                	9.670
                	0.393
                	11.276
                	0.292
              

              
                	2002
                	8
                	21.63
                	9.015
                	0.577
                	12.805
                	0.400
                	15.007
                	0.297
              

              
                	2003
                	9
                	21.91
                	11.485
                	0.475
                	17.082
                	0.220
                	20.089
                	0.083
              

              
                	2004
                	10
                	30.94
                	13.565
                	0.561
                	19.496
                	0.369
                	21.544
                	0.303
              

              
                	2005
                	11
                	　
                	17.043
                	　
                	25.218
                	　
                	29.061
                	　
              

              
                	平均值
                	　
                	　
                	　
                	0.359
                	　
                	0.261
                	　
                	0.204
              

            

          

          由表6-11得到年度平均误差0.359，0.261，0.204，误差较大，预测值偏小，把预测值加上误差值，进行两次调整：[image: ]，得到调整表6-12.

          表6-12　印度近10年来华人数（万）调整表

          
            
              
                	年份 
                	t
                	旅游人数 yt
                	a＝0.2时的[image: ]
                	误差 ε1
                	a＝0.5时的[image: ]
                	误差 ε2
                	a＝0.8时的[image: ]
                	误差 ε3
              

              
                	1995
                	1
                	4.50
                	10.496
                	1.33
                	7.321
                	0.627
                	6.810
                	0.513
              

              
                	1996
                	2
                	5.51
                	10.284
                	0.866
                	6.952
                	0.262
                	6.260
                	0.136
              

              
                	1997
                	3
                	6.05
                	9.076
                	0.500
                	7.506
                	0.241
                	7.249
                	0.198
              

              
                	1998
                	4
                	6.57
                	9.446
                	0.438
                	8.178
                	0.245
                	8.035
                	0.223
              

              
                	1999
                	5
                	8.42
                	9.930
                	0.179
                	8.894
                	0.056
                	8.758
                	0.040
              

              
                	2000
                	6
                	12.09
                	10.986
                	0.091
                	10.605
                	0.123
                	10.916
                	0.097
              

              
                	2001
                	7
                	15.94
                	13.156
                	0.175
                	14.145
                	0.113
                	15.342
                	0.038
              

              
                	2002
                	8
                	21.63
                	16.282
                	0.238
                	18.731
                	0.123
                	20.418
                	0.044
              

              
                	2003
                	9
                	21.91
                	20.742
                	0.053
                	24.988
                	0.140
                	27.332
                	0.247
              

              
                	2004
                	10
                	30.94
                	24.508
                	0.208
                	28.518
                	0.078
                	29.313
                	0.053
              

              
                	2005
                	11
                	　
                	22.651
                	　
                	29.253
                	　
                	32.839
                	　
              

              
                	平均值
                	　
                	　
                	　
                	0.408
                	　
                	0.201
                	　
                	0.159
              

            

          

          由表6-12可知，在两次误差调整以后，不考虑2003年非典的影响，在a=0.8时，近年的误差在5%左右，效果良好.即使有了2003年的影响，2004年的误差也只有5%，基本没有受到奇异点的影响.

          仅用时间序列的一次指数平滑预测一种方法来解决该问题略显单薄，它忽略了影响旅游流的其他因素，直接对客流量进行预测，并根据相近几期的差异来平滑近期数据，使预测值接近真实值.但是预测有其本身的滞后性，存在一定的误差.所以还应对模型进行进一步探讨分析，例如其他指标和因素的影响，建立某种评价指标等.

          下面利用时间序列分析模型对北京市旅游需求进行预测.

          线性指数平滑方法是一种重要的时间序列预测法，它的基本思想是先对原始数据进行处理，处理后的数据称为平滑值，然后再根据平滑值计算构成预测模型.该模型可以克服移动平均方法对最近N个观察值等权看待的不足，通过将各期观察值按时间顺序加权的方法可以从最近的观察值中提取更多关于未来的有用信息.根据平滑次数的不同，可以分为一次指数平滑、二次指数平滑、三次指数平滑等，在本模型中重点运用较为常见的二次指数平滑方法.其基本的计算方法如下：对于一组时间序列{yi}（i=1，2，…，T），其一次指数平滑值、二次指数平滑值表示如下：

          
            [image: ]
          

          其中α为加权系数，一般地，0＜α＜0.3.

          针对预测问题，运用线性趋势的指数平滑方法，其预测模型为：

          
            [image: ]
          

          运用上述方法对1978—2000年海外来京旅游人数（如表6-13所示）进行时间序列分析，利用线性指数平滑方法预测2001—2005年人数相对误差如表6-14所示，对2001—2005年的旅游人数进行预测得到线性趋势如图6-4所示.

          表6-13　1978—2005年北京接待海外旅游人数（万）表

          
            
              
                	年份
                	1978
                	1979
                	1980
                	1981
                	1982
                	1983
                	1984
                	1985
                	1986
                	1987
              

              
                	接待人数
                	19
                	25
                	28.6
                	39.4
                	45.7
                	50.9
                	65.7
                	93.7
                	99
                	108.1
              

              
                	年份
                	1988
                	1989
                	1990
                	1991
                	1992
                	1993
                	1994
                	1995
                	1996
                	1997
              

              
                	接待人数
                	120.4
                	64.5
                	100
                	132
                	174.8
                	202
                	203
                	207
                	218.9
                	229.8
              

              
                	年份
                	1998
                	1999
                	2000
                	2001
                	2002
                	2003
                	2004
                	2005
                	　
                	　
              

              
                	接待人数
                	220.1
                	252.4
                	282.1
                	286
                	310
                	185
                	316
                	362
                	　
                	　
              

            

          

          表6-14　线性指数平滑方法预测2001—2005年人数相对误差

          
            
              
                	年份
                	2001
                	2002
                	2003
                	2004
                	2005
              

              
                	相对误差／％
                	24.24
                	25.84
                	31.71
                	18.54
                	25.28
              

            

          

          
            [image: ]
            图6-4　2001—2005年旅游人数线性指数平滑方法预测

          

          计算结果表明，最后5年的预测相对误差较大，主要是出现奇异点（如1989年旅游人数）时，线性指数平滑模型无法及时调整加权系数造成的，同时奇异点的出现造成了相对误差的平均化.为克服这一点，下面对模型进行改进.

          所利用的方法是在二次指数平滑方法的基础上，不断根据反馈信号来调整加权系数，使预测模型更加符合实际变化规律.其基本思想是：在每一个周期t，定义两个误差信号：Et=γet+（1-γ）Et-1，At=γet+（1-γ）At-1，其中Et为平滑误差，At为平滑绝对误差，et=yt[image: ]，为t-1时期对t时期的预测值，γ也是加权系数，一般取γ=0.1或0.2.

          定义t期跟踪信号Ct为：[image: ]，由于预测误差et完全由随机误差造成，因此可认为et服从均值为0的正态分布，则E（Et）=0.故在模型正确的情况下，有Ct∈-1，1.令α=Ct，这样加权系数α就可以根据Ct的变化进行逐期自动调整，使预测模型不断适应实际过程的变化.通过此方法对2001—2005年海外来京人数做出预测误差如表6-15所示.

          表6-15　自适应指数平滑方法预测2001—2005年人数相对误差

          
            
              
                	年份
                	2001
                	2002
                	2003
                	2004
                	2005
              

              
                	相对误差／％
                	6.43
                	5.37
                	71.27
                	42.35
                	34.96
              

            

          

          自适应指数平滑方法在不出现奇异点时，预测值与真实值相当接近.但是当特殊情况出现时，自适应指数平滑方法对真实情况的反映仍然比较欠缺，甚至自适应能力出现较大波动.

          自回归模型的基本思想是将当前值看做是过去观测值yt-1，yt-2，…，yt-p的线性组合.基本形式表示为：y=Φ1yt-1+Φ2yt-2+…+Φpyt-p+εt.

          其中Φ1，Φ2，…，Φp为模型参数；εt为白噪声序列且εt～N（0，σ2ε）反映其他随机因子的干扰.

          移动平均模型的基本思想是当前值yt看做是过去各期白噪声εt-1，εt-2，…，εt-p的线性组合.基本形式表示为：yt=εt-θ1εt-1-θ2εt-2-…-θqεt-q，其中θ1，θ2，…，θq为模型参数.

          自回归移动平均模型在建立一个实际时间序列的模型时，常可以把前两种模型结合起来，得到ARMA 模型.一般情况下，p，q≤3.该模型的基本式为：yt-Φ1yt-1-Φ2yt-2-…-Φpyt-p=εt-θ1εt-1-θ2εt-2-…-θqεt-q.

          积分自回归移动平均模型是在实际情况中时间序列常常出现一种不稳定性，即齐次非平稳性.可以通过对这样的时间序列进行一次或者多次差分，就可以将非平稳时间序列转化成平稳时间序列.

          定义差分算子：[image: ]，则差分算子与移位算子之间存在以下关系：[image: ]，同样高阶差分可以表示为[image: ].

          对于参数d的确定通常运用观察法使差分后的序列保持平稳，一般地，d≤2.对于p，q的确定，常常通过模式识别的方式对ACF（自然回归系数）和PACF（偏相关系数）的分析，确定p，q的可能取值.通过对p，q的有限组合，计算出各组的AIC（信息准则拟合优度）或SBC（贝叶斯准则拟合优度）值，最后取出拟合优度最小的p，q组合.

          在本模型中，首先通过差分的方法使研究的时间序列成为稳定性时间序列.通过观察，当d=2时，处理后的时间序列保持平稳.运用SPSS软件可以得到ACF、PACF 图，根据这两个图可以得出可能的p，q组合.通过对可能的p，q进行组合得到的结果如表6-16所示.

          表6-16　不同p，q，d组合的AIC值

          
            
              
                	p 
                	d 
                	q 
                	AIC
              

              
                	0
                	2
                	0
                	293.54
              

              
                	0
                	2
                	1
                	273.42
              

              
                	0
                	2
                	2
                	274.86
              

              
                	1
                	2
                	0
                	281.76
              

              
                	1
                	2
                	1
                	273.05
              

              
                	1
                	2
                	2
                	276.35
              

            

          

          可以看出，（1，2，1）ARMA的AIC值最小.因此本模型中确定的参数为p=1，d=2，q=1.此时，表达式对应系数为Φ1=-0.29，θ1=0.952，常数项c=0.511.

          ARMA方法预测计算出2001—2005年预测相对误差如表6-17所示.

          表6-17　ARMA方法对2001—2005年预测人数相对误差

          
            
              
                	年份
                	2001
                	2002
                	2003
                	2004
                	2005
              

              
                	相对误差／％
                	－3.49
                	0.78
                	－76.53
                	24.89
                	17.58 
              

            

          

          ARMA方法从精度上有如下优势：

          ●当趋势平稳，不出现奇异点时，预测结果与真实值较为接近；

          ●奇异点出现时，ARMA方法可以及时调整，使今后几年的预测误差迅速降低，其适应性较自适应指数平滑方法更加明显.

          在实际预测中，为了使预测更加准确，决策者往往要考虑实际情况，对奇异数据进行处理，称这种方法为“滤波”.在本模型中，通过较为简单的线性插值的方法对1989年和2003年的数据进行“滤波”处理，并用自适应指数平滑方法和ARMA方法对处理后的数据进行再预测.数据滤波后指数平滑方法和ARMA方法的预测值对比差如表6-18所示.

          表6-18　数据滤波后指数平滑方法和ARMA方法的预测值对比差

          
            
              
                	年份
                	2001
                	2002
                	2003
                	2004
                	2005
              

              
                	相对误差1（％）
                	7.19
                	6.00
                	2.66
                	1.72
                	11.48
              

              
                	相对误差2（％）
                	－6.20
                	3.18
                	－5.59
                	－3.59
                	8.98
              

            

          

          针对数学建模问题中的随机类问题，本章先后介绍了一般概率模型、排队论模型和时间序列模型.在实际生活中充满了随机不确定性问题，在全国大学生数学建模竞赛中虽然排队论、时间序列问题并不常见，但是作为基本模型的一种，还是需要各位掌握的，尤其是排队论模型与时间序列模型非常重要.时间序列主要用于预测，也可以作为第1章内容的补充.随机数学内容非常丰富，它包括概率论、随机过程、数理统计等有关随机性的实际问题，涉及面非常广，本章和下一章只涉及一些随机数学的基本内容和实例，感兴趣的学生可以进一步参考相关书籍.

        

      

    

  
    
      
        
          6.4　讨论题

          
          

        

        
          1.包括“神舟六号”载人航天宇宙飞船、人造地球卫星等航天器在围绕地球运行的过程中，要受到很多力的作用，其中主要的是地球万有引力和航天器发动机作用力.

          考虑航天器在仅受到地球万有引力、航天器自身发动机作用力的作用下做平面运动，将地球和航天器视为质点，建立航天器运动的数学模型（只要列出模型，不要求解）.显然这样的数学模型在精度上是远远不能满足实际需要的，在其他要求精确制导等有关高科技的实际问题中，都面临着类似的问题：必须建立高精度的数学模型，必须高精度地估计模型中的大批参数，因为只有这样的数学模型才能解决实际问题，而不会出现差之毫厘，结果却失之千里的情况.这时所建立数学模型的精度就成了数学模型的生命线.例如上述问题中的航天器还要受到地球质量分布不均匀所引起的摄动力，大气阻力，日、月及其他星球的摄动引力的影响，以及航天器发动机为调整航天器自身姿态运作时作用力的影响.这样不但数学模型十分复杂，而且在这些数学模型中还要涉及许多重要的参数，如地球的引力场模型就有许多待定参数.不仅如此，在对航天器进行测量时，还涉及观测站的地理位置以及设备的系统误差等参数.为此人们要设法利用长期积累的丰富的观测资料，高精度确定这些重要的参数.

          由于航天器的问题太复杂，下面仅考虑较简单的确定高精度参数问题.假设有一个生态系统，其中含有两种生物，即：A生物和B生物，其中A生物是捕食者，B生物是被捕食者.假设t时刻捕食者A的数目为x（t），被捕食者B的数目为y（t），它们之间满足以下变化规律：

          
            [image: ]
          

          其中αk1≤k≤6为模型的待定参数.通过对此生态系统的观测，可以得到相关的观测数据.观测数据的格式依次为：观测时刻tj、A生物数目x（tj）、B生物数目y（tj）.

          请利用有关数据，解决以下问题：

          （1）在观测数据无误差的情况下，若已知α2=0.2，求其他5个参数αkk=1，3，4，5，6？有关数据见2006年研究生数学建模竞赛B题.

          （2）在观测数据无误差的情况下，若α2也未知，问至少需要多少组观测数据，才能确定参数αk1≤k≤6？

          （3）在观测资料有误差（时间变量不含有误差）的情况下，请分别利用观测数据，确定参数αk1≤k≤6在某种意义下的最优解，并与仿真结果比较，进而改进数学模型.

          （4）假设连观测资料的时间变量也含有误差，试利用数据建立数学模型，确定参数αk1≤k≤6在某种意义下的最优解.

          2.在电子对抗领域，对辐射源位置信息侦察越精确，就越有助于对辐射源进行有效的战场情报信息获取和电子干扰，并为最终摧毁目标提供有力的保障.

          在某地上空发现有一可疑的飞行物，需要对其进行精确定位.常用的定位方法是基于多基雷达的测量方法.每个雷达都可以测量自身的坐标（xi，yi，zi）以及它到飞行物距离ri（i=1，…，n），其中n为雷达的总数.通过一组雷达位置坐标和飞行物到各雷达的距离测量，可以确定目标的空间飞行物的坐标s（x，y，z）.由于每个雷达在测量自身坐标和飞行物到各雷达的距离都存在测量误差，这给精确定位带来了困难.如何选取合适的方法进行精确定位是目前对飞行物进行精确定位的一个难点.设距离误差服从正态分布N（0，σt），坐标误差服从正态分布N（0，σt）.在这个假定下完成以下工作：

          （1）至少需要几个雷达才能定位飞行物？

          （2）在最少雷达的条件下，分析并比较距离误差和坐标误差对定位精度影响.

          （3）在实际情况中，往往使用更多雷达进行精确定位，请设计一种定位算法.对以下三组雷达得到的测量数据如表6-19所示，计算飞行物的坐标.

          表6-19　雷达数据表

          
            
              
                	第一组
                	第二组
              

              
                	地面点 X‐1
                	地面点 Y‐1
                	地面点 Z‐1
                	距离
                	地面点 X‐2
                	地面点 Y‐2
                	地面点 Z‐2
                	距离
              

              
                	6650
                	1430
                	0
                	40250.7
                	4650
                	1710
                	0
                	40682.13
              

              
                	7335
                	1430
                	0
                	40796.12
                	5150
                	1710
                	0
                	41086.3
              

              
                	8020
                	1430
                	0
                	41343.43
                	5650
                	1710
                	0
                	41491.49
              

              
                	8705
                	1430
                	0
                	41899.4
                	6150
                	1710
                	0
                	41898.68 
              

            

          

          续表

          
            
              
                	第一组
                	第二组
              

              
                	地面点 X‐1
                	地面点 Y‐1
                	地面点 Z‐1
                	距离
                	地面点 X‐2
                	地面点 Y‐2
                	地面点 Z‐2
                	距离
              

              
                	10075
                	1430
                	0
                	43018.98
                	6650
                	1710
                	0
                	42308.89
              

              
                	6650
                	2230
                	0
                	40161.25
                	7150
                	1710
                	0
                	42724.1
              

              
                	7335
                	2230
                	0
                	40708.46
                	4650
                	2135
                	0
                	40657.03
              

              
                	8020
                	2230
                	0
                	41260.23
                	5150
                	2135
                	0
                	41061.44
              

              
                	8705
                	2230
                	0
                	41814.06
                	5650
                	2135
                	0
                	41466.87
              

              
                	10075
                	2230
                	0
                	42935.86
                	6150
                	2135
                	0
                	41874.31
              

              
                	6650
                	3030
                	0
                	40088.18
                	6650
                	2135
                	0
                	42284.75
              

              
                	7335
                	3030
                	0
                	40636.38
                	4650
                	2560
                	0
                	40636.35
              

              
                	8020
                	3030
                	0
                	41188.61
                	5150
                	2560
                	0
                	41040.97
              

              
                	8705
                	3030
                	0
                	41743.88
                	5650
                	2560
                	0
                	41446.18
              

              
                	10075
                	3030
                	0
                	42867.52
                	6150
                	2560
                	0
                	41854.23
              

              
                	6650
                	3830
                	0
                	40030.97
                	6650
                	2560
                	0
                	42264.87
              

              
                	7335
                	3830
                	0
                	40579.94
                	7150
                	2560
                	0
                	42680.51
              

              
                	8020
                	3830
                	0
                	41132.93
                	4650
                	2985
                	0
                	40620.11
              

              
                	8705
                	3830
                	0
                	41688.94
                	5150
                	2985
                	0
                	41024.89
              

              
                	10075
                	3830
                	0
                	42814.02
                	5650
                	2985
                	0
                	41430.68
              

              
                	6650
                	4630
                	0
                	39989.68
                	6150
                	2985
                	0
                	41838.46
              

              
                	7335
                	4630
                	0
                	40539.21
                	6650
                	2985
                	0
                	42253.25
              

              
                	8020
                	4630
                	0
                	41092.75
                	4650
                	3410
                	0
                	40608.31
              

              
                	8705
                	4630
                	0
                	41649.29
                	5650
                	3410
                	0
                	41419.11
              

              
                	10075
                	4630
                	0
                	42775.42
                	6150
                	3410
                	0
                	41827.01
              

              
                	6650
                	5430
                	0
                	39964.36
                	6650
                	3410
                	0
                	42241.91
              

              
                	7335
                	5430
                	0
                	40514.23
                	7150
                	3410
                	0
                	42653.82
              

              
                	8020
                	5430
                	0
                	41068.11
                	4650
                	3835
                	0
                	40600.96
              

              
                	8705
                	5430
                	0
                	41624.99
                	5150
                	3835
                	0
                	41005.93
              

              
                	10075
                	5430
                	0
                	42751.75
                	5650
                	3835
                	0
                	41411.9
              

              
                	　
                	　
                	　
                	　
                	6150
                	3835
                	0
                	41819.87
              

              
                	　
                	　
                	　
                	　
                	6650
                	3835
                	0
                	42230.84 
              

            

          

          续表

          
            
              
                	第三组
              

              
                	地面点 X‐1
                	地面点 Y‐1
                	地面点 Z‐1
                	距离
              

              
                	7335
                	1370
                	0
                	40787.38
              

              
                	8705
                	1370
                	0
                	41898.07
              

              
                	7335
                	2170
                	0
                	40703.99
              

              
                	8705
                	2170
                	0
                	41818.55
              

              
                	7335
                	2970
                	0
                	40632.59
              

              
                	8705
                	2970
                	0
                	41743.32
              

              
                	7335
                	3770
                	0
                	40575.43
              

              
                	8705
                	3770
                	0
                	41693.34
              

              
                	7335
                	4570
                	0
                	40535.4
              

              
                	8705
                	4570
                	0
                	41654.09
              

              
                	7335
                	5370
                	0
                	40511.02
              

              
                	8705
                	5370
                	0
                	41621.48
              

            

          

          3.你备好行装准备去旅行，访问New York的一位挚友.在检票处登记之后，航空公司职员告诉说，你的航班已经超员订票，乘客们应当马上登记以便确定他们是否还有一个座位.

          航空公司一向清楚，预订一个特定航班的乘客们只有一定的百分比才能实际乘坐那个航班.因而，大多数航空公司超员订票，就是他们办理超过飞机定员的订票手续.而有时，需要乘坐一个航班的乘客是飞机容纳不下的，导致一位或多位乘客被挤出而不能乘坐他们预订的航班.航空公司安排延误乘客的方式各有不同.有些得不到任何补偿，有些改订到其他航线的稍后航班，而有些给予某种现金或者机票折扣.

          根据当前情况，考虑超员订票问题：航空公司安排较少的从A地到B 地航班；机场及其外围加强安全性；乘客的恐惧；航空公司的收入迄今损失达数千万美元.

          建立数学模型，用来检验各种超员订票方案对于航空公司收入的影响，以求找到一个最优订票策略，就是说航空公司对一个特定的航班订票应当超员的人数，使得公司的收入达到最高.确保你的模型反映上述问题，而且考虑处理“延误”乘客的其他办法.此外，书写一份简短的备忘录给航空公司的CEO（首席执行官），概述你的发现和分析.

        

      

    

  
    
      第7章　多元统计分析模型

      
        



    

  



        

        
          全国大学生数学建模竞赛赛题与其他等级的数学建模竞赛赛题相比，它的最大特点就是有些赛题（特别是近来）的数据量特别大.这就要求参赛选手对数据有一定的敏感性，掌握一定的数据处理能力及数学软件的使用能力.面对含有大量数据的实际问题时，往往需要或可以利用多元统计分析的方法去处理这些数据，建立多元统计数学模型，很多参赛选手在比赛中也是这样做的.

          多元统计分析是运用数理统计方法来研究多指标问题的理论和方法.在采用多元统计分析进行数据处理、建立宏观或微观系统模型时，一般可以研究以下几个方面的问题：

          1.简化系统结构、探讨系统内核.可采用主成分分析、因子分析、对应分析等方法，在众多因素中找出各个变量最佳的子集合，用这个子集中所包含的信息来描述整个多变量的系统结果及各个因子对系统的影响.“从树木看森林”，抓住主要矛盾，把握主要矛盾的主要方面，舍弃次要因素，以简化系统的结构，认识系统的内核.

          2.构造预测模型，进行预报控制.在自然和社会科学领域的科研与生产中，探索多变量系统变化的客观规律及其外部环境的关系，进行预测预报，以实现对系统的最优控制，是应用多元统计分析的主要目的.用于预报控制的模型有两大类：一类是预测预报模型，通常采用多元回归分析、判别分析、双重筛选逐步回归分析等建模技术；另一类是描述性模型，通常采用聚类分析的建模技术.

          3.进行数值分类，构造分类模式.在多变量系统的分类中，往往需要将系统性质相似的事物或现象归为一类.以便找出他们之间的联系和内在规律性.过去许多研究多是按照单因素进行定性处理，以致处理结果反映不出系统的总特征.进行数值分类，构造分类模式一般采用聚类分析和判别分析技术.

          如何选择适当的方法来解决问题，需要对问题进行综合考虑.对一个问题可以综合运用多种统计方法进行分析.但是由于数据量较大，目前一般都可以通过软件加以实现的.专用的数理统计软件主要由以下几种：SAS、SPSS和DPS，通过输入数据，对数据进行一些指定操作就可以得到分析结果，而且容易掌握.因此适合于各个专业的学生进行学习.当然，也可以通过Matlab或者VC++进行求解.

          

      

    

  



7.1　聚类分析

          
          

          聚类分析（又称群分析）：是研究样品（或指标）分类问题的一种多元统计法.主要方法：系统聚类法、有序样品聚类法、动态聚类法、模糊聚类法、图论聚类法、聚类预报法等.这里主要介绍系统聚类法.

          根据事物本身的特性研究个体分类的方法，原则是同一类中的个体有较大的相似性，不同类中的个体差异很大.根据分类对象的不同，分为样品（观测量）聚类和变量聚类两种.样品聚类是对观测量（Case）进行聚类（不同的目的选用不同的指标作为分类的依据）；变量聚类是找出彼此独立且有代表性的自变量，而又不丢失大部分信息.

          

      

    

  



7.1.1　距离和相似系数

          按照远近程度来聚类需要明确两个概念：一个是点和点之间的距离，一个是类和类之间的距离.点间距离有很多定义的方式.最简单的是欧氏距离，还有其他的距离.当然还有一些和距离起同样作用的概念，比如相似性等.两点相似度越大，就相当于距离越短.由一个点组成的类是最基本的类，如果每一类都由一个点组成，那么点间的距离就是类间距离.但是如果某一类包含不止一个点，那么就要确定类间距离，类间距离是基于点间距离定义的.比如两类之间最近点之间的距离可以作为这两类之间的距离，也可以用两类中最远点之间的距离作为这两类之间的距离；当然也可以用各类的中心之间的距离来作为类间距离.在计算时，各种点间距离和类间距离的选择可以通过统计软件的选项来实现.不同选择的结果会不同，但一般不会差太多.下面给出Q型聚类法的常用距离和R型聚类法的常用相似系数.

          设有n个样品X1，X2，…，Xn，测得p 项指标如表7-1所示.

          
            表7-1　资料矩阵
          

          
            [image: ]
          

          
            ●Q型聚类分析常用的距离
          

          记第i个样品Xi与第j个样品Xj之间距离[image: ]，它满足以下条件：

          
            [image: ]
          

          通过计算可得一对称矩阵D=（dij）n×n，dii=0.dij越小说明Xi与Xj越接近.可以用作这里的距离有很多，常用的距离有以下三种：

          
            [image: ]
          

          
            ●R型聚类分析常用的相似系数：如果cij满足以下三个条件，则称其为变量Xi与Xj的相似系数：Cij越接近于1，则Xi与Xj的关系越密切.

          
            [image: ]
          

          常用的相似系数有以下两种：

          
            [image: ]
          

          聚类过程可以描述为：选取一种距离或相似系数作为分类统计量；计算任何两个样品Xi与Xj之间的距离或相似系数排成一个距离矩阵或相似系数矩阵；规定一种并类规则（距离：越小越接近，相似系数：越大越接近）.

          

      

    

  



7.1.2　八种系统聚类法

          类与类之间距离定义法不同，产生了不同的系统聚类法：最短距离法、最长距离法、中间距离法、重心法、类平均法、可变类平均法、可变法及离差平方和法.dij表示样品Xi与Xj的距离，Dij表示类Gi与Gj的距离.

          
            ●最短距离法：Dij=mindij，Xj∈Gj，Xi∈Gi，即类Gi与Gj之间的距离为两类最近样品之间的距离，当i=j时，规定Dij=0.设Gp与Gp合并为新类Gr，则任一类Gk与Gr的距离为：Dkr=min dij=min Dkp，Dkq，聚类步骤如下：

          （1）定义样品之间距离，计算样品的两两距离，得距离阵D（0）=（dij）n×n，开始时每个样品自成一类，Dij=dij.

          （2）找出D（0）中非对角线最小元素，设为Dpq，将Gp和Gp合为一类Gr，即Gr=［Gp，Gq］.如非对角线最小的元素不止一个，则对应类可以同时合并.

          （3）给出计算新类与其他类的计算公式：Dkr=min Dkq，Dkp，将D（0）中第p，q行及p，q合并为一个新行，新列，对应Gr，矩阵记为D（1）.

          （4）对D（1）重复（2）、（3）步骤得D（2），如此下去，直到所有的元素并成一类.实际问题中有时给出一个阈值T，要求类与类之间距离小于T，这样可能会有些样品归不了类.也可用于指标（变量）分类，可以用距离也可用相似系数，用相似系相时，此时公式Dik=min Dip，Diq改为Dik=max Dip，Diq.

          
            ●最长距离法：Dpq=max dij，Xi∈Gp，Xj∈Gq，即定义类Gi与Gj之间距离为两类最远样本之间的距离.聚类步骤与最短距离法同.

          
            ●中间距离法：如果类与类之间的距离既不采用两者之间的最短也不采用两者之间的最长距离，而是用来两者之间的中间距离，称为中间距离法.

          若某一步将Gp和Gq合并为Gr，任一类Gk与Gr的距离公式为：

          
            [image: ]
          

          不失一般性，设Dkp＞Dkq.按最短：Dkr=Dkq，按最长：Dkr=Dkp，介于Dkp和Dkq之间的线，直观上以Dpq边的中线为好.计算步骤：开始每个样品自成一类，Dij=dij，得表D（0）.然后D（0）中元素平方得D2（0），其并类步骤与最短距离法同，只不过D（l）D（l）的元素改为平方，相应的矩阵记为D2（l），l=0，1，….

          
            ●重心法：从物理观点看，类与类之间的距离可以用重心（该类样品的均值）之间的距离来代表.设Gp和Gq的重心为[image: ]，则Gp和Gq之间的距离[image: ]，这种定义两类之间距离方法称为重心法.

          
            ●类平均法：类重心法未能充分利用各样品的信息，为此可将两类之间距离平方定义为这两类元素两两/元间的距离平方平均，即[image: ].

          设聚类到某步将Gp和Gq合并为Gr.则任一新类，Gk与Gr的距离为：

          
            [image: ]
          

          
            ●可变类平均法：类平均法公式中没有反映Gp和Gq之间距离Gpq的影响，可以将公式改进为：[image: ].

          
            ●可变法：定义两类之间的距离同上，而新类Gr与Gk的距离公式为：

          
            [image: ]
          

          
            ●离差平方和法：思想来自于方差分析，如果分类正确，同类样品的离差平方和较小，类与类之间较大.类Gp与Gq的定义为 D2pq=Sr-Sp-Sq，Sr=GpUGq.合并类的公式为：[image: ].

          先将n个样品自成一类，然后每次减少一类，每次减少一类离差、平方和增大，选择S增大最小的类合并，直到所有样品归为一类为止.采用欧氏距离时，八种聚类公式给一形式为：D2kr=apD2kp+αqD2kq+βD2pq+γ|D2kp-D2kq|.

          

      

    

  



7.1.3　系统聚类法

          在聚类分析数学模型中，很多情况下都不需要编写另外的程序加以解决，因为在统计软件SPSS和DPS中都有聚类分析的模块.SPSS和DPS是专门用于多元统计分析的软件.虽然Matlab也可以解决多元统计模型，但SPSS和DPS显得更加专业.SPSS是英文版的软件，DPS是中文版软件，但是DPS所能实现的功能并没有SPSS强大，所以SPSS受到国内外的广泛应用.而且相比Matlab而言，这两种软件只需要简单的操作，并不需要编程，这给问题的解决带来了方便.尤其针对大数据问题，这给问题的建立与解决带来了极大的便利.下面通过几个例子来介绍利用SPSS解决聚类分析的过程.在介绍中侧重如何使用软件解决问题，而省略了若干模型建立的过程.SPSS软件能够完成聚类模型中的系统聚类模型与快速聚类模型.在下面的例子中，将分别介绍这两种方法的实现方式，希望大家能够学会举一反三.

          
            例7-1　蠓虫的分类——MCM1989
          

          两种蠓Af和Apf已由生物学家W.L.Grogna和W.W.Wirth（1981年）根据它们的触角长度和翼长加以区分，现给出9只Af蠓和6只Apf蠓的数据表（如表7-2），根据给出的触角长度和翼长识别出一只标本是Af还是Apf是重要的.给定一只Af族或Apf族的蠓，你如何正确的区分它属于哪一族？将你的方法用于触角长和翼长分别为（1.24，1.80），（1.28，1.84），（1.40，2.04）的三个标本.设Af是传粉益虫，Afp是某种疾病的载体，是否应该修改你的分类方法，若需修改，如何改？

          
            【解题思路】
          

          首先由图7-1可得到学习样本的具体数据如表7-2所示.

          表7-2　蠓虫翼长数据

          
            
              
                	Af（1） 
                	Apf（2）
              

              
                	触角长 x1
                	翼长 x2
                	触角长 x1
                	翼长 x2
              

              
                	1.24
                	1.72
                	1.14
                	1.78
              

              
                	1.36
                	1.74
                	1.18
                	1.96
              

              
                	1.38
                	1.64
                	1.20
                	1.86
              

              
                	1.38
                	1.82
                	1.26
                	2.00
              

              
                	1.38
                	1.90
                	1.28
                	2.00
              

              
                	1.40
                	1.70
                	1.30
                	1.96
              

              
                	1.48
                	1.82
                	　
                	　
              

              
                	1.54
                	1.82
                	　
                	　
              

              
                	1.56
                	2.08
                	　
                	　
              

            

          

          考虑“蠓虫的分类”，对原来的15个学习样本进行重新分类，利用系统聚类分析的方法，把原来15个样本按样本的“接近程度”分成5类，下面将介绍SPSS软件如何实现这个问题.首先打开SPSS软件，建立数据文件，如图7-2所示.触角长和翼长分别用x1和x2表示.

          
            [image: ]
            图7-1　蠓虫翼长坐标图

          

          
            [image: ]
            图7-2　SPSS数据表

          

          从“Analyze”菜单-＞“Classify”-＞“Hierarchical Cluster”项，弹出Hierarchical Cluster对话框.从对话框左侧的变量列表中选择x1，x2，点击向右的箭头按钮使之进入Variable框；在Cluster处选择聚类类型，其中Cases表示观察对象聚类，Variables表示变量聚类，本例选择Cases，如图7-3所示.点击“Statistics”按钮，弹出Hierarchical Cluster Analysis：Statistics对话框，选择Proximty matrix，要求显示欧式不相似系数平方矩阵，如图7-4所示.点击“Continue”按钮返回Hierarchical Cluster Analysis对话框.本例要求系统输出聚类结果的树状关系图，故点击“Plots”按钮弹出Hierachical Cluster Analysis：Plot对话框，选择Dendrogram项，如图7-5所示.点击“Continue”按钮返回Hierarchical Cluster Analysis对话框.

          
            [image: ]
            图7-3　聚类变量选择

          

          
            [image: ]
            图7-4　统计方法选择

          

          点击“Method”按钮弹出Hierarchical Cluster Analysis：Method对话框，系统提供了7种聚类方法供用户选择，本例选择Within-groups linkage.选择距离测量技术时，系统提供了8中形式供用户选择，本例选择Minkowski如图7-6所示.点击“Continue”按钮返回Hierarchical Cluster Analysis对话框，再点击“OK”按钮即完成分析.

          
            [image: ]
            图7-5　坐标选择

          

          
            [image: ]
            图7-6　方法选择

          

          在运行SPSS后，可以得到以下结果.表7-3、表7-4、表7-5显示共有15例样本进入聚类分析，采用绝对幂测量技术.先显示各变量间的相关系数，这对于后面选择典型变量是十分有用的，然后显示合并进程.

          表7-3　处理数据的基本信息

          
            
              
                	Cases
              

              
                	Valid 
                	Missing 
                	Total 
              

              
                	N 
                	Percent 
                	N 
                	Percent 
                	N 
                	Percent
              

              
                	15
                	100.0
                	0
                	0.0
                	15
                	100.0
              

            

          

          表7-4　不相似矩阵

          
            
              
                	Case
                	Minkowski (2) Distance
              

              
                	1
                	2
                	3
                	4
                	5
                	6
                	7
                	8
                	9
                	10
                	11
                	12
                	13
                	14
                	15
              

              
                	1
                	0
                	0.122
                	0.161
                	0.172
                	0.228
                	0.161
                	0.26
                	0.316
                	0.482
                	0.117
                	0.247
                	0.146
                	0.281
                	0.283
                	0.247
              

              
                	2
                	0.122
                	0
                	0.102
                	0.082
                	0.161
                	0.057
                	0.144
                	0.197
                	0.394
                	0.224
                	0.284
                	0.2
                	0.279
                	0.272
                	0.228
              

              
                	3
                	0.161
                	0.102
                	0
                	0.18
                	0.26
                	0.063
                	0.206
                	0.241
                	0.475
                	0.278
                	0.377
                	0.284
                	0.379
                	0.374
                	0.33
              

              
                	4
                	0.172
                	0.082
                	0.18
                	0
                	0.08
                	0.122
                	0.1
                	0.16
                	0.316
                	0.243
                	0.244
                	0.184
                	0.216
                	0.206
                	0.161
              

              
                	5
                	0.228
                	0.161
                	0.26
                	0.08
                	0
                	0.201
                	0.128
                	0.179
                	0.255
                	0.268
                	0.209
                	0.184
                	0.156
                	0.141
                	0.1
              

              
                	6
                	0.161
                	0.057
                	0.063
                	0.122
                	0.201
                	0
                	0.144
                	0.184
                	0.412
                	0.272
                	0.341
                	0.256
                	0.331
                	0.323
                	0.279
              

              
                	7
                	0.26
                	0.144
                	0.206
                	0.1
                	0.128
                	0.144
                	0
                	0.06
                	0.272
                	0.342
                	0.331
                	0.283
                	0.284
                	0.269
                	0.228
              

              
                	8
                	0.316
                	0.197
                	0.241
                	0.16
                	0.179
                	0.184
                	0.06
                	0
                	0.261
                	0.402
                	0.386
                	0.342
                	0.333
                	0.316
                	0.278
              

              
                	9
                	0.482
                	0.394
                	0.475
                	0.316
                	0.255
                	0.412
                	0.272
                	0.261
                	0
                	0.516
                	0.398
                	0.422
                	0.31
                	0.291
                	0.286
              

              
                	10
                	0.117
                	0.224
                	0.278
                	0.243
                	0.268
                	0.272
                	0.342
                	0.402
                	0.516
                	0
                	0.184
                	0.1
                	0.251
                	0.261
                	0.241
              

              
                	11
                	0.247
                	0.284
                	0.377
                	0.244
                	0.209
                	0.341
                	0.331
                	0.386
                	0.398
                	0.184
                	0
                	0.102
                	0.089
                	0.108
                	0.12
              

              
                	12
                	0.146
                	0.2
                	0.284
                	0.184
                	0.184
                	0.256
                	0.283
                	0.342
                	0.422
                	0.1
                	0.102
                	0
                	0.152
                	0.161
                	0.141
              

              
                	13
                	0.281
                	0.279
                	0.379
                	0.216
                	0.156
                	0.331
                	0.284
                	0.333
                	0.31
                	0.251
                	0.089
                	0.152
                	0
                	0.02
                	0.057
              

              
                	14
                	0.283
                	0.272
                	0.374
                	0.206
                	0.141
                	0.323
                	0.269
                	0.316
                	0.291
                	0.261
                	0.108
                	0.161
                	0.02
                	0
                	0.045
              

              
                	15
                	0.247
                	0.228
                	0.33
                	0.161
                	0.1
                	0.279
                	0.228
                	0.278
                	0.286
                	0.241
                	0.12
                	0.141
                	0.057
                	0.045
                	0
              

            

          

          This is a dissimilarity matrix.

          表7-5　聚类的凝聚过程

          
            
              
                	Stage
                	Cluster Combined
                	Coefficients
                	Stage Cluster First Appears
                	Next Stage
              

              
                	Cluster 1
                	Cluster 2
                	Cluster 1
                	Cluster 2
              

              
                	1
                	13
                	14
                	0.02
                	0
                	0
                	2
              

              
                	2
                	13
                	15
                	0.04
                	1
                	0
                	5
              

              
                	3
                	2
                	6
                	0.057
                	0
                	0
                	6
              

              
                	4
                	7
                	8
                	0.06
                	0
                	0
                	10
              

              
                	5
                	11
                	13
                	0.073
                	0
                	2
                	8
              

              
                	6
                	2
                	3
                	0.074
                	3
                	0
                	9
              

              
                	7
                	4
                	5
                	0.08
                	0
                	0
                	10
              

              
                	8
                	11
                	12
                	0.1
                	5
                	0
                	11
              

              
                	9
                	1
                	2
                	0.111
                	0
                	6
                	12
              

              
                	10
                	4
                	7
                	0.118
                	7
                	4
                	12
              

              
                	11
                	10
                	11
                	0.135
                	0
                	8
                	13
              

              
                	12
                	1
                	4
                	0.16
                	9
                	10
                	14
              

              
                	13
                	9
                	10
                	0.203
                	0
                	11
                	14
              

              
                	14
                	1
                	9
                	0.232
                	12
                	13
                	0
              

            

          

          从图7-7中可以发现蠓虫可以分为5类，它们分别为{1，3，6，2}，{7，8，4，5}，{9}，{10}，{13，14，15，11，12}.而标号为9的蠓虫最为特别，从数据中也可以看出.

          如果分别把每个新样本加入，用16个数据进行聚类，分别可以得到3张聚类图.加入样本（1.24，1.80）属于Apf族，得到聚类谱系如图7-8所示，加入样本（1.28，1.84）属于Apf族，得到聚类谱系如图7-9所示.而样本（1.40，2.04）比较独立，不能判定，得到聚类谱系如图7-10所示.

          
            [image: ]
            图7-7　聚类谱系

          

          
            [image: ]
            图7-8　聚类谱系

          

          
            [image: ]
            图7-9　聚类谱系

          

          
            [image: ]
            图7-10　聚类谱系

          

          
            例7-2　奥运会临时超市网点设计——CUMCM2004
          

          奥运会期间，在比赛主场馆的周边地区需要建设由小型商亭构建的临时商业网点，称为迷你超市（记做MS）网，以满足观众、游客、工作人员等在奥运会期间的购物需求.在比赛主场馆周边地区设置的这种MS，在地点、大小类型和总量方面有三个基本要求：满足奥运会期间的购物需求、分布基本均衡和商业上赢利.

          对图7-11标有A1～A10、B1～B6、C1～C4的区域是规定的设计MS网点的20个商区.通过对观众的问卷调查已经采集了相关数据.

          请对图的20个商区设计MS网点.

          
            [image: ]
            图7-11　建模结构

          

          
            【解题思路】
          

          对该问题的完整解决需要多种手段，这里我们只是介绍利用聚类分析的方法对题目所给的批量数据进行处理和分类的部分，应该说多元统计分析方法的使用是解决问题的一个重要环节.

          奥运会临时超市网点设计是一个离散优化设计问题，问题解决的关键是对问卷调查已经采集了的相关数据进行处理（数据量相当大，见原题附件）.首先对所给数据用统计学方法进行处理，得出观众在出行、用餐和购物等方面的规律，提出了消费人流量和消费额的概念并提炼得到了相关数据，在分析（检验）了消费人流量和消费额的相关性以后，认为两者是相关的.然后对商区消费额进行聚类，把商区按消费额分成四类，再用人流量的指标对分类结果进行适当调整，最后利用整数规划模型得到了20个商区内MS网点分布的具体方案.

          从采集到的相关数据，最后提炼得到的20个商区日消费额，如表7-6所示.

          表7-6　消费数据统计

          
            
              
                	游泳中心 
                	C1 
                	C2 
                	C3 
                	C4
              

              
                	消费额
                	2677799
                	2772803
                	2677799
                	7937990
              

              
                	国家体育馆 
                	B1 
                	B2 
                	B3 
                	B4 
                	B5 
                	B6
              

              
                	消费额
                	3174513
                	2516111
                	4603797
                	2516111
                	3174513
                	8115546
              

              
                	国家体育场 
                	A1 
                	A2 
                	A3 
                	A4 
                	A5
              

              
                	消费额
                	5483743
                	2600470
                	2592235
                	3031304
                	4027143
              

              
                	国家体育场 
                	A6 
                	A7 
                	A8 
                	A9 
                	A10
              

              
                	消费额
                	10180737
                	4027143
                	3031304
                	2592235
                	2600470 
              

            

          

          利用这组数据进行聚类，得到MS最优分四类，在每类中各个商业区中超市的分布是相似的，从分类图中可得具体的分类结果，如表7-7所示.系统聚类谱系如图7-12所示.

          表7-7　系统聚类结果

          
            
              
                	　
                	第一类
                	第二类
                	第三类
                	第四类
              

              
                	分类结果
                	1；2；3；5；6；8；9；11；12；13；14；18；19；20
                	7；15；17
                	4；10
                	16
              

            

          

          
            [image: ]
            图7-12　聚类谱系图

          

          

      

    

  



7.1.4　系统聚类法SPSS实现过程

          1.Hierachical Cluster Analysis主对话框如图7-2所示.

          （1）Variable（s）栏：存放分析变量栏.

          （2）Label Cases栏：存放标识变量.

          （3）Cluster栏选择聚类类型：选择Variables项要进行变量聚类，选择Cases项要进行观测量聚类.

          2.Method对话框如图7-5所示，用于确定聚类方法.在主对话框中，用鼠标单击“Method”按钮，展开Method分层聚类分析的方法选择对话框.在对话框中根据需要指定聚类方法、距离测度的方法、对数值进行转换方法，即标准化数值的方法和对测度的转换方法.

          （1）聚类方法选择：用鼠标对准Cluster Method框中的向下箭头按钮，单击鼠标键，展开方法菜单.表中列出可以选择的聚类方法.

          ●Between-groups linkage（类间平均链锁）：合并两类的结果，使所有的两两项对之间的平均距离最小.项对的两个成员分别属于不同的类，该方法中使用的是各对之间的距离，既非最大距离也非最小距离.

          ●Within-groups linkage（类内平均链锁法）：若当两类合并为一类后，合并后的类中的所有项之间的平均距离最小.两类间的距离即是合并后的类中所有可能的观测量对之间的距离平方.

          ●Nearest neighbor（最近邻居法）：该方法首先合并最近的或最相似的两项，用两类间最近点间的距离代表两类间的距离.

          ●Furthest neighbor（最远邻居法）：用两类之间最远点的距离代表两类之间的距离，也称之为完全连接法.

          ●Centroid clustering（重心法）：应与欧氏距离平方法一起使用，像计算所有各项均值之间的距离那样计算两类之间的距离，该距离随聚类的进行不断减小.

          ●Median clustering（中间距离法）：应与欧氏距离平方法一起使用.

          ●Ward’s method（离差平方和法）：应与欧氏距离平方法一起使用.

          （2）对距离的测度方法选择：在Measure栏中指定的是用哪两点间的距离决定是否合并两类.距离的具体计算方法还根据参与距离的变量类型从以下3 种对话框选择其一，展开选择菜单后再进行具体方法的选择.这3个对话框分别对应于等间隔测度的变量（一般为连续变量）、计数变量（一般为离散变量）和二值变量.以下为3个对话框及其可选择的距离或不相似性测度方法：

          ●Interval参数框应用于等间隔测度的变量.单击矩形框右侧的向下箭头展开下拉菜单，在菜单中选择连续变量距离测度的方法，这些方法是：

          
            [image: ]Euclidean distance：Euclidean距离即两观察单位间的距离为其值差的平方和的平方根，该技术用于Q 型聚类.

          
            [image: ]Squared Euclidean distance：Euclidean距离平方即两观察单位间的距离为其值差的平方和，该技术用于Q 型聚类.

          
            [image: ]Cosine：变量矢量的余弦，这是模型相似性的度量.

          
            [image: ]Pearson correlation：相关系数距离适用于R型聚类.

          
            [image: ]Chebychev距离：即两观察单位间的距离为其任意变量的最大绝对差值，该技术用于Q 型聚类.

          
            [image: ]Block：City-Block或Manhattan距离，即两观察单位间的距离为其值差的绝对值和，适用于Q 型聚类.

          
            [image: ]Minkowski距离是一个绝对幂的度量，即变量绝对值的第p次幂之和的平方根，p由用户指定.

          
            [image: ]Customized距离是一个绝对幂的度量，即变量绝对值的第p次幂之和的第r 次根，p与r 由用户指定.

          ●Count参数框应用于计数变量（离散变量）.单击参数框右侧的向下箭头，展开下列两种方法选择不相似性测度的方法：

          
            [image: ]Chi-Square measure选项：卡方测度.用卡方值测度不相似性.该测度是根据两个集的频数相等的卡方检验.测度产生的值是卡方值的平方根.这是系统默认的.对计数变量的不相似性测度方法是根据被计算的两个观测量或两个变量总频数计算其不相似性.期望值来自观测量或变量（x，y）的独立模型.

          
            [image: ]Phi-Square measure选项：两组频数之间的Φ2测度.该测度试图考虑减少样本量对实际度值的实际预测频率减少的影响.该测度把Φ2除以联合频数的平方根，使不相似性的卡方测度规范化.该测度值与被计算不相似性的两个观测量或两个变量的总频数无关.

          ●Binary参数框：应用于二值变量.可用单击Binary参数框右侧的向下箭头展开下拉菜单的方法选择距离或不相似性测度的方法.首先应该明确对二值变量，系统默认用1表示某特性出现（或发生），用0表示特性不出现（或不发生）.

          （3）Transform Values栏确定标准化的方法.单击Transform Values栏右侧向下的箭头按钮，展开标准化方法列表.只有等间隔测度的数据（选择了Interval）或计数数据（选择了Counts）才可以进行标准化.对数据进行标准化的可选择的方法有：

          ●None选项：不进行标准化是系统默认值.

          ●Z scores选项：把数值标准化到Z分数.标准化后变量均值为0，标准差为1.系统将每一个值减去正被标准化的变量或观测量的均值，再除以其标准差.如果标准差为0，则将所有值置为0.

          ●Range -1 to 1选项：把数值标准化到-1到+1范围内.选择该项，对每个值用正在被标准化的变量或观测量的值的范围去除.如果范围为0，所有值不变.

          ●Maximum magnitude选项：把数值标准化到最大值1 该方法是把正在标准化的变量或观测量的值用最大值去除如果最大值为0 则用最小值的绝对值除再加1.

          ●Range 0 to 1选项：把数值标准化到0到1的范围内，对正在被标准化的变量或观测量的值减去正在被标准化的变量或观测量的最小值，然后除以范围.如果范围是0，将所有变量值或观测量值设置为0.5.

          ●Mean of 1选项：把数值标准化到一个均值的范围内，对正在被标准化的变量或观测量的值除以正在被标准化的变量或观测量的值的均值.如果均值是0，对变量或观测量的所有值都加1，使其均值为1.

          ●Standard deviation of 1选项：把数值标准化到单位标准差.该方法对每个值除以正在被标准化的变量或观测量的标准差，如果标准差为0，则这些值保持不变.

          （4）Transform Measure栏测度的转换方法选择栏.

          ●Absolute values复选项：把距离值取绝对值.当数值符号表示相关方向，且只对负相关关系感兴趣时，使用此方法进行变换.

          ●Change sign复选项：把相似性值变为不相似性值或相反.用求反的方法使距离顺序颠倒.

          ●Rescale to 0～1 range复选项：通过首先减去最小值然后除以范围的方法使距离标准化.

          3.Statistics 对话框选择要求输出的统计量.

          （1）Agglomeration schedule复选项：凝聚状态表.凝聚状态表显示聚类过程中每一步合并的类或观测量，被合并的类或观测量之间的距离以及观测量或变量加入到一类的类水平.因此可以根据此表跟踪聚类的合并过程.因为最接近的两类先聚为一类，因此可以通过聚类过程仔细地查看那些观测量更接近一些.

          （2）Proximity Matrix复选项：各项间的距离矩阵.以矩阵形式给出各项之间的距离或相似性测度值.产生什么类型的矩阵（相似性矩阵或不相似性矩阵）取决于在Method对话框中Measure栏中的选择.如果项数很大（观测量数或变量数），该选择项产生的输出量也很大.

          （3）Cluster Membership（类成员栏）显示每个观测量被分派到的类（即分类结果，各观测量属于哪一类）或显示若干步凝聚过程：

          ●None选项：不显示类成员表，是系统默认值.

          ●Single solution选项：要求列出聚为一定类数的各观测量所属的类.在该选择项右侧的矩形框中输入限定显示的类数.该数值必须是大于1、小于等于参与聚类的观测量或变量总数的整数.例如指定此选择项，并且在其后的矩形框中输入了数字3，则会在输出窗中显示聚为三类时每个观测量属于哪一类.

          ●Range of solutions选项：要求列出某个范围中每一步各观测量所属的类.在该选择项右侧的矩形框中输入限定显示的类数范围，输入一个最小类数值（左）和一个最大类数值（右）.这两个数值必须是不等于1的正整数，最大类数值不能大于参与聚类的观测量数或变量总数.

          4.Plots对话框选：择统计图表.可选择输出的统计图表有两种：一个是树形图，一个是冰柱图.

          （1）Dendrogram复选项：树形图.

          （2）Icicle冰柱图栏：对于生成的冰柱图还可以进一步用以下选择项确定.

          ●All clusters选项：聚类的每一步都表现在图中.可用此种图查看聚类的全过程.但如果参与聚类的个体很多会造成图过大，没有必要，可以使用下面一个选择项限定显示的范围.

          ●Specified range of clusters选项：指定显示的聚类范围.当选择此项时，该项下面的选择框加亮，表示等待输入显示范围.在Start后的矩形框中输入要求显示聚类过程的起始步数，在Stop后的矩形框中输入显示中止于哪一步.把显示的两步之间的增量输入到By后面的矩形框中.输入到矩形框中的数字必须是正整数.

          ●None：不生成冰柱图.

          （3）对于显示方向可以在Orientation栏中确定.

          ●Vertical选项：纵向显示的冰柱图.

          ●Horizontal选项：显示水平的冰柱图.

          5.Save New Variables保存新变量对话框，聚类分析的结果可以用新变量保存在工作数据文件中，单击主对话框的“Save”按钮，展开相应的对话框.

          ●None选项：不建立新变量.

          ●Single solution选项：即单一结果.生成一个新变量，表明每个个体聚类最后所属的类.在该项后面的矩形框中指定类数.

          ●Range of solutions选项：即指定范围内的结果.生成若干个新变量，表明聚为若干个类时，每个个体聚类后所属的类.在该项后面的矩形框中指定显示范围，即把表示从第几类显示到第几类的数字分别输入到后面的矩形框和thred后面的矩形框中.

          6.执行Cluster过程，点击主对话框中的“OK”按钮即可.

        

      

    

  

      
        
          7.2　判别分析

          
          

        

        
          判别分析是在已知研究对象分成若干类型（或组别），并已取得各种类型的一批已知样品的观测数据，在此基础上根据某些准则建立判别式（函数），然后对未知类型的样品进行分类.它与聚类分析不同，但有时可与聚类分析结合起来使用.即先用聚类分析对一批样品进行分类，然后用判别分析建立判别式对新样品进行判别.

          关于判别分析在这里主要介绍距离判别法，Fisher判别法，Bayes判别法的基本思想方法，在实际计算时一般都可以直接利用统计软件进行.

          

      

    

  



7.2.1　距离判别法

          距离判别法的基本思想是首先根据已知的分类数据计算各类重心（均值）.判别准则是对任给的一类观测，若它与第i类重心最近，就认为它来自第i类.距离判别对总体分布没有特定要求.

          
            1.两个总体的距离判别
          

          设有两个总体G1，G2，各有n1和n2个样品，测得p个指标，资料如表7-8所示.

          
            表7-8　数据表
          

          
            [image: ]
          

          今有一样品X=（x1，x2，…，xp）′，问X应归为哪一类.

          
            [image: ]
          

          其中D（X，Gi）为X到Gi 的距离（i=1，2）.

          ●若采用欧氏距离，则

          
            [image: ]
          

          ●若采用马氏距离，则

          
            [image: ]
          

          其中μ（1），μ（2），∑（1），∑（2）为G1，G2均值向量和协差阵.

          
            [image: ]
          

          
            [image: ]
          

          
            [image: ]
          

          
            2.多个总体的距离判别法
          

          设k个总体G1，G2，…，Gk；均值 μ（1），μ（2），…，μ（k）；协差阵∑（1），∑（2），…，∑（k）.抽取样本n1，n2，…，nk；测得p个指标.今有一样品X=（x1，x2，…，xp）′，问X归为哪一类.设Gi总体的资料阵如表7-9所示.

          
            表7-9　数据表
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7.2.2　费歇（Fisher）判别法

          费歇（Fisher）判别法的基本思想是在距离判别中，当两个总体协差阵相同时，导出一个线性判别函数w（X）=a1（x1-）+…+ap（xp-p）.对一般总体，不管协差阵是否相同，是不是可以导出一个线性函数.Fisher回答了此问题，借助方差分析的思想构造一个判别函数y=C1x1+…+Cpxp，C1…+Cp的确定原则为使两组间区别最大，每个组内部离差最小.该判别法对分布无特定的要求，下面是两总体Fisher判别法的基本思路.

          
            1.判别函数
          

          设有总体G1、G2，各有n1和n2个样品，测得p个指标，资料阵同前.设建立的判别式为：y=C1x1+…+Cpxp，将G1，G2的样品观测值代入可得：

          
            [image: ]
          

          
            [image: ]
          

          
            2.判别准则
          

          
            [image: ]
          

          
            3.计算步骤
          

          
            [image: ]
          

          给定检验水平查F分布表，确定临界值Fα，若F＞Fα，则Hα被否定，认为判别有效，否则判别无效.

          注意：构造判别式的样品个数不宜太少，否则会影响判别式的优良性；判别式选用的指标不宜过多，否则使用不方便，且影响预报稳定性.

          

      

    

  



7.2.3　贝叶斯（Bayes）判别法

          贝叶斯判别法基本思想：对多个总体的判别不是建立判别式，而是计算新给样品属于各总体概率的P（g|x），g=1，2，…，k，比较其大小，然后将样品归为来自概率最大的总体.这时要求已知研究对象的先验概率.

          
            1.使用后验概率最大作判别准则
          

          设总体为G1，G2，…，Gk；先验概率为q1，q2，…，qk；密度函数为f1（x），f2（x），…，fk（x）.观测一个样本x=（x1，…，xp）′，计算它来自第g总体的后验概率为：

          
            [image: ]
          

          当P（h|x）=max P（g|x）　1≤g≤k，则判X来自第h总体.

          
            2.使用错判损失最小作判别准则
          

          把x错判为第h总体的平均损失定义为：[image: ].

          其中L（h/g）为损失函数，表示来自第g总体的样品判别为h总体的损失，当k=g，有L（h/g）=0且L（h/g）＞0，当E（h|x）=min1≤g≤kE（g|x），则判定x来自h总体.

          

      

    

  



7.2.4　判别法评价

          任何一种判别总是存在误判，一个好的判别法应该是误判的概率尽可能的小.对一个实际问题经过某种判别法判别归类以后应该对其误判情况进行评价.常用的评价方法有如下几种：计算误判率，但要求知道总体和判别函数的分布；用已建立判别函数的样品进行回代，估计错判概率偏低；一部分样品建立判别函数，一部分样品进行判断，优点易计算，不需知道总体和判别函数的分布，缺点是建立判别函数时，未能利用全部信息，且需要样品量大.

          
            例7-3　蠓虫的分类——MCM1989
          

          两种蠓Af和Apf已由生物学家W.L.Grogna和W.W.Wirth（1981年）根据它们的触角长度和翼长加以区分，现给出9只Af蠓用“⊙”标记，6只Apf蠓用“”标记（如图7-1），根据给出的触角长度和翼长识别出一只标本是Af还是Apf是重要的.给定一只Af族或Apf族的蠓，你如何正确的区分它属于哪一族？将你的方法用于触角长和翼长分别为（1.24，1.80），（1.28，1.84），（1.40，2.04）的三个标本.设Af是传粉益虫，Afp是某种疾病的载体，是否应该修改你的分类方法，若需修改，如何改？

          
            【解题思路】
          

          此题在前面例7-1中已经用聚类分析方法讨论过，现在我们用判别分析方法进行来讨论该题.

          利用表7-2中给出的蠓虫翼长数据计算可得：

          
            [image: ]
          

          
            ●马氏距离判别法
          

          在蠓虫分类中，k=2，G1=Af，G2=Apf，指标x=（x1，x2）′是二维的，其中x1为触角长，x2为翼长.学习样本共包含n＝15个样本，其中9个属Af，6个属Apf.

          距离判别模型中，把每个样本视为二维空间中的一个点，可算得代表Af的9个点的集合与代表Apf 的6个点的集合各自的中心：a1，a2.

          对于给定的样品x=（x1，x2）′，称x与a1之间的“距离”为x距Af 类的“距离”，称x与a2之间的“距离”为x距Apf 类的“距离”.若x距Af 类的“距离”小于x距Apf 类的“距离”，则判断x∈Af，反之则判断x∈Apf.这种直观地根据“距离”判别样品所属类别的方法，称为距离判别法.这里的距离可以是多种的，下面用马氏距离进行判别.

          显然这是样本离差阵∑1≠∑2的情形，记 W（i；x）=d2（x，Gi）是二次函数，其中d2（x，Gi）=（x-ai）′∑-1i（x-ai）.由具体数据计算可得：

          W（1；x）=189.90x21-182x1x2+110.25x22-208.33x1-140.61x2+274.02.

          W（2；x）=790.02x21-881.4x1x2+400.08x22-240.24x1-460.42x2+590.89.

          根据判别规则：若W（k；x）=min {W（i；x）|i=1，2，…，r}，则x∈Gk，回代检验所有的已知样本，结果都正确，对未知样本检验的结果如下：

          
            [image: ]
          

          即所检验得三个未知样本都属于Af族.

          
            ●Fisher判别法
          

          由上面的讨论可知，Fisher判别函数为W（x）=C′x，计算可得C=（2.930，0.258）′，从而有W（x1，x2）=2.920x1+0.258x2，记y1=W（a1）=4.6055，y2=W（a2）=4.0923，取判别阈值[image: ].

          判别规则是：若W（x）＞y0，则x为Af（1）族；否则，为Apf（2）族.回代检验所有的已知样本，结果都正确，对未知样本检验的结果如下：

          
            [image: ]
          

          即所检验的三个未知样本中，样本（1.24，1.80）属于Apf族；样本（1.28，1.84）属于Apf族；样本（1.40，2.04）属于Af族.

          
            ●Bayes判别法
          

          在正态总体假设下，可得回代都正确，对未知样本检验的结果是，样本（1.24，1.80）属于Apf族；样本（1.28，1.84）属于Apf族；样本（1.40，2.04）属于Af族.此判别法得到的结果和Fisher判别法得到的结果相同.

          虽然用上述三种模型得到的结果有些不同，也就是说存在着错判.对判别分析来说有一个错判概率的问题，对具体问题哪一种判别方法好，错判概率是一个指标，它应该尽量小，最后的结果往往是需要综合考虑的.但是上面使用的判别方法都可以作为第一问的答案；Fisher判别法和Bayes判别法所得结果可以作为第二问的答案.如果Af是传粉益虫，Afp是某种疾病的载体，那么可对原来的15个学习样本进行重新分类，利用聚类分析的方法（例7-1），把原来15个样本分成5类按Af～Apf（1～15）的次序分成：010034016；{2，3，4，5，6，7，8}；{9}；{10}；{11，12，13，14，15}，再用马氏距离判别法进行判别.但判别规则改为：当W（i；x）＜ci时，x∈Gi，其中判别阈值ci可适当选取，它不仅与原来的15个样本有关，而且是与保护传粉益虫Af有关，还是消灭传病害虫Apf重要有关.也可以通过调整Fisher判别法中的阈值y0来进行判别的控制.综合考虑各种判别法所得到的结果.此题数据量不大，可以直接计算.但是数据量比较大时一般都可以利用统计软件来计算，在利用软件求解时要注意该软件中判别函数的定义及判别方式，不同的软件有不同的定义形式.

          在判别分析数学模型中，很多情况下都不需要编写另外的程序加以解决，因为在统计软件SPSS和DPS中都有判别分析的模块.尤其针对大数据问题，这给模型的建立与解决带来了极大的便利.下面通过例子来介绍利用SPSS解决判别分析的过程.在介绍中侧重如何使用软件解决问题，而省略了若干模型建立的过程.

          SPSS for Windows提供的判别分析过程是Discriminant过程.Discriminant过程根据已知的观测量分类和表明观测量特征的变量值推导出判别函数，并把各观测量的自变量值回代到判别函数中，根据判别函数对观测量所属类别进行判别.对比原始数据的分类和判别函数所判的分类，给出错分概率.

          判别分析可以根据类间协方差矩阵，也可以根据类内协方差矩阵.每一已知类的先验概率可以取其值相等，也可以与各类样本数量成正比.判别分析可以根据要求，给出各类观测量的单变量描述统计量；线性判别函数系数或标准化及未标准化的典型判别函数的系数；类内相关矩阵，类内、类间协方差矩阵和总协方差矩阵，给出按判别函数判别的各观测量所属类别；带有错分率的判别分析小结；还可以根据要求生成表明各类分布的区域图和散点图.如果希望把部分聚类结果存入文件，还可以在工作数据文件中建立新变量，表明观测按判别函数分派的类别、按判别函数计算的判别分数和分派到各类去的概率.

          
            例7-4　大气污染程度判定问题
          

          我国山区某大型化工厂，在厂区及邻近地区挑选有代表性的15个大气取样点，每日4次同时抽取大气样品，测定其中含有的6种气体的浓度，前后共4天，每个取样点每种气体实测16次.计算每个取样点没种气体的平均浓度，数据见下表所示.气体数据对应的污染地区分类如表中最后一列所示.现有取自该地区的4个气体样本，气体指标如表中后4行所示，试判别这4个样品的污染分类.

          表7-10　大气样品数据

          
            
              
                	气体
                	氯
                	硫化氢
                	二氧化硫
                	碳4
                	环氧氯丙烷
                	环己烷
                	污染分类
              

              
                	1
                	0.056
                	0.084
                	0.031
                	0.038
                	0.0081
                	0.022
                	1
              

              
                	2
                	0.040
                	0.055
                	0.100
                	0.110
                	0.0220
                	0.0073
                	1
              

              
                	3
                	0.050
                	0.074
                	0.041
                	0.048
                	0.0071
                	0.020
                	1
              

              
                	4
                	0.045
                	0.050
                	0.110
                	0.100
                	0.0250
                	0.0063
                	1
              

              
                	5
                	0.038
                	0.130
                	0.079
                	0.170
                	0.0580
                	0.043
                	2
              

              
                	6
                	0.030
                	0.110
                	0.070
                	0.160
                	0.0500
                	0.046
                	2
              

              
                	7
                	0.034
                	0.095
                	0.058
                	0.160
                	0.200
                	0.029
                	1
              

              
                	8
                	0.030
                	0.090
                	0.068
                	0.180
                	0.220
                	0.039
                	1 
              

            

          

          续表

          
            
              
                	气体
                	氯
                	硫化氢
                	二氧化硫
                	碳4
                	环氧氯丙烷
                	环己烷
                	污染分类
              

              
                	9
                	0.084
                	0.066
                	0.029
                	0.320
                	0.012
                	0.041
                	2
              

              
                	10
                	0.085
                	0.076
                	0.019
                	0.300
                	0.010
                	0.040
                	2
              

              
                	11
                	0.064
                	0.072
                	0.020
                	0.250
                	0.028
                	0.038
                	2
              

              
                	12
                	0.054
                	0.065
                	0.022
                	0.280
                	0.021
                	0.040
                	2
              

              
                	13
                	0.048
                	0.089
                	0.062
                	0.260
                	0.038
                	0.036
                	2
              

              
                	14
                	0.045
                	0.092
                	0.072
                	0.200
                	0.035
                	0.032
                	2
              

              
                	15
                	0.069
                	0.087
                	0.027
                	0.050
                	0.089
                	0.021
                	1
              

              
                	样品1
                	0.052
                	0.084
                	0.021
                	0.037
                	0.0071
                	0.022
                	　
              

              
                	样品2
                	0.041
                	0.055
                	0.110
                	0.110
                	0.0210
                	0.0073
                	　
              

              
                	样品3
                	0.030
                	0.112
                	0.072
                	0.160
                	0.056
                	0.021
                	　
              

              
                	样品4
                	0.074
                	0.083
                	0.105
                	0.190
                	0.020
                	1.000
                	　
              

            

          

          
            【解题思路】
          

          首先打开SPSS软件，建立数据文件，如图7-13所示.氯、硫化氢、二氧化硫、碳4、环氧氯丙烷和环乙烷分别用x1，x2，x3，x4，x5和x6表示.再定义一变量名为result用于区分气体种类.

          
            [image: ]
            图7-13　SPSS数据表

          

          从“Analyze”菜单-＞“Classify”-＞“Discriminant”项，弹出Discriminant Analysis对话框，如图7-14所示.从对话框左侧的变量列表中选择result，点击向右的箭头按钮使之进入Grouping Variable框；并点击“Define Range”钮，在弹出的Discriminant Analysis：Define Range对话框中，定义判别原始数据的类别区间，如图7-15所示.本例为两类，故在Minimum处输入1，在Maximum处输入2，点击“Continue”钮返回Discriminant Analysis对话框.

          再从对话框左侧的变量列表中选择x1，x2，x3，x4，x5，x6，点击向右箭头使之进入Independents框，作为判别分析的基础数据变量.系统提供两类判别方式供选择，一类是Enter Independent together，即判别的原始变量全部进入判别方程；另一类是Use stepwise method，即采用逐步的方法选择变量进入方程.
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            图7-14　软件示意图

          

          
            [image: ]
            图7-15　软件示意图

          

          点击“Statistics”按钮，弹出Discriminant Analysis：Statistics对话框，在Descriptive栏中选Means项，要求对各组的变量作均值与标准差的描述；在Function Coefficients栏中选Unstandized项，要求显示判别方程的非标准化系数，如图7-16所示.之后，点击“Continue”按钮返回Discriminant Analysis对话框.

          点击“Classify”按钮，弹出Discriminant Analysis：Classification对话框，在Plot栏选Combined-groups项，要求作合并的判别结果分布图；在Display栏中选Casewise results项，要求对原始数据根据建立的判别方程逐一回代重判别，同时选Summary table项，要求对这种回代判别结果进行总结评价，如图7-17所示.之后，点击“Continue”按钮返回Discriminant Analysis对话框.
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            图7-16　软件示意图

          

          
            [image: ]
            图7-17　软件示意图

          

          点击“Save”按钮，弹出Discriminant Analysis：Save New Variables对话框，选Predicted group membership项要求将回代判别的结果带入原始数据库中，如图7-18所示.点击“Continue”按钮返回“Discriminant Analysis”对话框，之后再点击“OK”按钮即完成分析.

          
            [image: ]
            图7-18　软件示意图

          

          在运行SPSS后，可以得到以下结果.表7-11、表7-12显示系统处理数据简明表；数据按变量result分组，共有15个样本作为判别基础数据进入分析，第一组7例，第二组8例.分组给出了各变量的均值与标准差.

          表7-11　数据分析过程

          
            
              
                	Unweighted Cases
                	N
                	Percent
              

              
                	Valid
                	　
                	15
                	100
              

              
                	Excluded
                	Missing or out-of-range group
                	0
                	0.0
              

              
                	codes
                	　
                	　
              

              
                	At least one missing
                	0
                	0.0
              

              
                	discriminating variable
                	　
                	　
              

              
                	Both missing or out-of-range
                	　
                	　
              

              
                	group codes and at least one
                	0
                	0
              

              
                	missing discriminating
                	　
                	　
              

              
                	variable
                	　
                	　
              

              
                	Total
                	0
                	0
              

              
                	Total
                	　
                	15
                	100
              

            

          

          表7-12　全局统计

          
            
              
                	RESULT
                	Mean
                	Std.Deviation
                	Unweighted
                	Weighted
              

              
                	1
                	x1
                	0.0463
                	0.01343
                	7
                	7
              

              
                	x2
                	0.0764
                	0.01761
                	7
                	7
              

              
                	x3
                	0.0621
                	0.03273
                	7
                	7
              

              
                	x4
                	0.098
                	0.05645
                	7
                	7
              

              
                	x5
                	0.0816
                	0.09214
                	7
                	7
              

              
                	x6
                	0.0207
                	0.0115
                	7
                	7
              

              
                	2
                	x1
                	0.056
                	0.02028
                	8
                	8
              

              
                	x2
                	0.0875
                	0.02292
                	8
                	8
              

              
                	x3
                	0.0466
                	0.02636
                	8
                	8
              

              
                	x4
                	0.2425
                	0.0597
                	8
                	8
              

              
                	x5
                	0.0315
                	0.01717
                	8
                	8
              

              
                	x6
                	0.0395
                	0.00428
                	8
                	8
              

              
                	Total
                	x1
                	0.0515
                	0.01755
                	15
                	15
              

              
                	x2
                	0.0823
                	0.02069
                	15
                	15
              

              
                	x3
                	0.0539
                	0.02951
                	15
                	15
              

              
                	x4
                	0.1751
                	0.09336
                	15
                	15
              

              
                	x5
                	0.0549
                	0.06675
                	15
                	15
              

              
                	x6
                	0.0307
                	0.01267
                	15
                	15
              

            

          

          表7-13共6张为典型判别方程的方差分析结果，其特征值（Eigenvalue）即组间平方和与组内平方和之比为23.678，典型相关系数（Cannoical Corr.）为0.98，Wiks’s λ为0.041，经过χ2检验，χ2为32.059，P＜0.000.

          用户可通过判别方程的标准化系数，确定各变量对结果的作用大小.如本例中氯、硫化氢、二氧化硫、碳4、环氧氯丙烷和环乙烷对于气体分类的影响因子分别为-0.582、1.794、0.025、2.148、-2.519和0.0513.其中环氧氯丙烷对于分类的影响最大，而二氧化硫的影响最小.考查变量作用大小的另一途径是使用变量与函数间的相关系数，本例显示x1的变量与函数间的相关系数为0.061，x2的变量与函数间的相关系数为0.059，x3的变量与函数间的相关系数为0.058，x4的变量与函数间的相关系数为0.273，x5的变量与函数间的相关系数为-0.086，x6的变量与函数间的相关系数为0.247.

          表7-13　典型判别函数特征值

          Eigenvalues

          
            
              
                	Function 
                	Eigenvalue
                	％ of Variance 
                	Cumulative％ 
                	Canonical Correlation
              

              
                	1
                	23.678（ a）
                	100.0
                	100.0
                	0.980
              

            

          

          Wilks’ Lambda

          
            
              
                	Test of Function（s） 
                	Wilks摧 Lambda 
                	Chi‐square 
                	df 
                	Sig．
              

              
                	1
                	0.041
                	32.059
                	6
                	0.000
              

            

          

          Standardized Canonical Discriminant Function Coefficients

          
            
              
                	　
                	Function
              

              
                	1 
              

              
                	x1

  x2

  x3

  x4

  x5

  x6
                	－0．582

1．794 

0．025

2．148

－2．519

0．513
              

            

          

          Structure Matrix

          
            
              
                	　
                	Function
              

              
                	1
              

              
                	x4
                	0.273
              

              
                	x6
                	0.247
              

              
                	x5
                	-0.086
              

              
                	x1
                	0.061
              

              
                	x2
                	0.059
              

              
                	x3
                	-0.058
              

            

          

          Canonical Discriminant Function Coefficients

          
            
              
                	　
                	Function
              

              
                	1 
              

              
                	x4

  x6

  x5

  x1

  x2

  x3
                	0．273

0．247 

－0．086

0．061 

0．059 

－0．058
              

            

          

          Functions at Group Centroids

          
            
              
                	result 
                	Function
              

              
                	1
              

              
                	1．00

  2．00
                	－4．843

  4．237
              

            

          

          表7-14、表7-15为原始数据逐一回代的判断结果和预测分类结果的显示.

          表7-14　用判别函数对观测量分裂的结果

          Classification Processing Summary

          
            
              
                	Processed
                	15 
              

              
                	Excluded 
                	Missing or out‐of‐range group codes
                	0  
              

              
                	At least one missing discriminating variable
                	0
              

              
                	Used in Output
                	　
                	15 
              

            

          

          表7-15　对原始数据逐一进行判别分析

          Prior Probabilities for Groups

          
            
              
                	result 
                	Prior 
                	Cases Used in Analysis
              

              
                	Unweighted 
                	Weighted
              

              
                	1．00
                	0．500
                	7
                	7．000
              

              
                	2．00
                	0．500
                	8
                	8．000 
              

              
                	Total
                	1．000
                	15
                	15．000 
              

            

          

          Casewise Statistics

          
            
              
                	Case N umber 
                	Actual G roup 
                	Hig hest Group 
                	Second Hig hest G roup 
                	Discriminant Scores 
              

              
                	Predicted G roup 
                	P（D＞ d｜G＝ g） 
                	P（G＝ g｜ D＝ d） 
                	SquaredMahalanobis Distance to Centroid 
                	G roup 
                	P（G＝ g｜ D＝ d） 
                	SquaredMahalanobis Distance to Centroid 
                	Function1 
              

              
                	p 
                	df 
              

              
                	Original1
                	1
                	1
                	0．282
                	1
                	1．000
                	1．156
                	2
                	0．000
                	64．083
                	－3．768
              

              
                	2
                	1
                	1
                	0．719
                	1
                	1．000
                	0．129
                	2
                	0．000
                	76．050
                	－4．483
              

              
                	3
                	1
                	1
                	0．483
                	1
                	1．000
                	0．492
                	2
                	0．000
                	70．208
                	－4．142
              

              
                	4
                	1
                	1
                	0．435
                	1
                	1．000
                	0．611
                	2
                	0．000
                	97．254
                	－5．624
              

              
                	5
                	2
                	2
                	0．415
                	1
                	1．000
                	0．663
                	1
                	0．000
                	97．903
                	5．052
              

              
                	6
                	2
                	2
                	0．593
                	1
                	1．000
                	0．286
                	1
                	0．000
                	73．019
                	3．702
              

              
                	7
                	1
                	1
                	0．884
                	1
                	1．000
                	0．021
                	2
                	0．000
                	79．831
                	－4．697
              

              
                	8
                	1
                	1
                	0．681
                	1
                	1．000
                	0．169
                	2
                	0．000
                	75．158
                	－4．432
              

              
                	9
                	2
                	2
                	0．367
                	1
                	1．000
                	0．814
                	1
                	0．000
                	99．654
                	5．140
              

              
                	10
                	2
                	2
                	0．313
                	1
                	1．000
                	1．020
                	1
                	0．000
                	101．809
                	5．247
              

              
                	11
                	2
                	2
                	0．189
                	1
                	1．000
                	1．724
                	1
                	0．000
                	60．330
                	2．924
              

              
                	12
                	2
                	2
                	0．935
                	1
                	1．000
                	0．007
                	1
                	0．000
                	80．981
                	4．156
              

              
                	13
                	2
                	2
                	0．558
                	1
                	1．000
                	0．344
                	1
                	0．000
                	93．442
                	4．824
              

              
                	14
                	2
                	2
                	0．167
                	1
                	1．000
                	1．914
                	1
                	0．000
                	59．241
                	2．854
              

              
                	15
                	1
                	1
                	0．056
                	1
                	1．000
                	3．651
                	2
                	0．000
                	120．801
                	－6．753
              

            

          

          根据系统显示的非标准化判别方程系数，得到判别方程为：

          
            D=-33.360x1+86.905x2+0.845x3+36.894x4-39.447x5+60.912x6-11.648

          第一类气体的中心点为-4.843，第二类气体的中心点为4.237.本题为两类判决，两类判决以0为分界点.将后面四种气体的六项指标带入判别方程，求出判别分.如求出的判别分大于0，为第二类气体；若求出的判别分小于0，为第一类气体.

          

      

    

  



7.2.5　判别分析SPSS实现过程

          1.Discriminant Analysis判别分析主对话框，如图7-14所示.

          （1）选择分类变量及其范围：在主对话框中左面的矩形框中选择表明已知的观测量所属类别的变量（一定是离散变量），按上面的一个向右的箭头按钮，使该变量右移到右面的Grouping Variable框中.此时矩形框下面的“Define Range”按钮加亮，按该按钮，屏幕显示一个小对话框，供指定该分类变量的数值范围.在Minimum框中输入该分类变量的最小值；在Maximum框中输入该分类变量的最大值.按“Continue”按钮，返回主对话框.

          （2）指定判别分析的自变量：在主对话框左面的变量表中选择表明观测量特征的变量，按下面一个箭头按钮，把选中的变量移到Independents矩形框中，作为参与判别分析的变量.

          （3）选择观测量：如果希望使用一部分观测量进行判别函数的推导，而且有一个变量的某个值可以作为这些观测量的标识，则用Select功能进行选择.操作方法是，单击“Select”按钮，展开Selection Variable选择框，并从变量列表框中选择变量移入该框中；再单击Selection Variable选择右侧的“Value”按钮，展开Set Value（子对话框）对话框，键入标识参与分析的观测量所具有的该变量值.一般均使用数据文件中的所有合法观测值.

          （4）选择分析方法：在主对话框中自变量矩形框下面有两个选择项，被选中的方法前面的圆圈中加有黑点.这两个选择项是用于选择判别分析方法的.

          ●Enter independent together选项：当认为所有自变量都能对观测量特征提供丰富的信息时，使用该选择项.选择该项将不加选择地使用所有自变量进行判别分析，建立全模型.不需要进一步进行选择.

          ●Use stepwise method选项：当不认为所有自变量都能对观测量特性提供丰富的信息时，使用该选择项.因此需要判别贡献的大小再进行选择.当鼠标单击该项时，“Method”按钮加亮.可以进一步选择判别分析方法.

          2.Method对话框，单击“Method”按钮，展开Stepwise Method对话框.

          （1）Method栏，选择进行逐步判别分析的方法，可供选择的判别分析方法有：

          ●Wilks’s lambda选项：每步都是Wilk的λ统计量最小的进入判别函数.

          ●Unexplained variance选项：每步都是使各类不可解释的方差和最小的变量进入判别函数.

          ●Mahalanobis’s distance选项：每步都使靠得最近的两类间的Mahalanobis距离最大的变量进入判别函数.

          ●Smallest F ratio选项：每步都使任何两类间的最小的F值最大的变量进入判刑函数.

          ●Rao’s V选项：每步都会使Rao的V统计量产生最大增量的变量进入判别函数.可以对一个要加入到模型中的变量的V值指定一个最小增量.选择此种方法后，应该在该项下面的V-to-enter后的矩形框中输入这个增量的指定值.当某变量导致的V值增量大于指定值的变量后进入判别函数.

          （2）Criteria栏：选择逐步判断停止的判据，可供选择的判据有：

          ●Use F Value选项：使用F值，是系统默认的判据.当加入一个变量（或剔除一个变量）后，对在判别函数中的变量进行方差分析.当计算的F值大于指定的Entry值时，该变量保留在函数中.默认值是Entry为3.84；当该变量使计算的F值小于指定的Removal值时，该变量从函数中剔除.默认值是Removal为2.71.即当被加入的变量F值为3.84时才把该变量加入到模型中，否则变量不能进入模型；或者当要从模型中被移出的变量F值＜2.71时，该变量才被移出模型，否则模型中的变量不会被移出.设置这两个值时应该注意：Entry值＞Removal值.

          ●Use Probability of F选项：用F检验的概率决定变量是否加入函数或被剔除而不是用F值.加入变量的F值概率的默认值是0.05；移出变量的F值概率是0.10.Removal值（移出变量的F值概率）＞Entry值（加入变量的F值概率）.

          （3）Display栏：显示选择的内容.对于逐步选择变量的过程和最后结果的显示，可以通过Display栏中的两项进行选择：

          ●Summary of steps复选项：要求在逐步选择变量过程中的每一步之后显示每个变量的统计量.

          ●F for Pairwise distance复选项：要求显示两两类之间的两两F值矩阵.

          3.Statistics对话框，指定输入的统计量，可以选择的输出统计量分为以下三类：

          （1）描述统计量：在Descriptives栏中选择对原始数据的描述统计量的输入.

          ●Means复选项：可以输出各类中各自变量的均值MEAN、标准差std Dev和各自变量总样本的均值和标准差.

          ●Univariate ANOV复选项：对各类中同一自变量均值都相等的假设进行检验，输出单变量的方差分析结果.

          ●Box’s M复选项：对各类的协方差矩阵相等的假设进行检验.如果样本足够大，差异不显著的p值表明矩阵差异不明显.

          （2）Function coefficients栏：选择判别函数系数的输出形式.

          ●Fisherh’s复选项：可以直接用于对新样本进行判别分析的Fisher系数.对每一类给出一组系数，并给出该组中判别分数最大的观测量.

          ●Unstandardized复选项：未经标准化处理的判别系数.

          （3）Matrices栏：选择自变量的系数矩阵.

          ●Within-groups correlation matrix复选项：即类内相关矩阵，它是根据在计算相关矩阵之前将各类协方差矩阵平均后计算类内相关矩阵.

          ●Within-groups covariance matrix复选项：即计算并显示合并类内协方差矩阵，是将各类协方差矩阵平均后计算的，区别于总协方差阵.

          ●Separate-groups covariance matrices复选项：对每类输出显示一个协方差矩阵.

          ●Total covariance matrix复选项：计算并显示总样本的协方差矩阵.

          4.Classification对话框，在主对话框中单击“Classify”按钮，展开相应的对话框.

          （1）在Prior Probabilities栏中选择先验概率，两者选其一.

          ●All groups equal选项：各类先验概率相等.

          ●Compute from groups sizes选项：由各类的样本量计算决定，即各类的先验概率与其样本量成正比.

          （2）Use Covariance Matrix栏：选择分类使用的协方差矩阵：

          ●Within-groups选项：指定使用合并组内协方差矩阵进行分类.

          ●Separate-groups选项：指定使用各组协方差矩阵进行分类.由于分类是根据判别函数，而不是根据原始变量.因此该选择项不是总等价于二次判别.

          （3）Plots栏：选择要求输出的统计图.

          ●Combined-groups复选项：生成一张包括各类的散点图.该散点图是根据前两个判别函数值作的散点图.如果只有一个判别函数，就输出直方图.

          ●Separate-groups复选项：根据前两个判别函数值对每一类生成一张散点图.如果只有一个判别函数，就输出直方图.

          ●Territorial map复选项：生成用于根据函数值把观测量分到各组中去的边界图.此种统计图把一张图的平面划分出与类数相同的区域.每一类占据一个区.各类的均值在各区中用*号标出.如果仅有一个判别函数，则不作此图.

          （4）Display栏：选择生成到输出窗中的分类结果.

          ●Casewise results复选项：要求输出每个观测量包括判别分数、实际类、预测类（根据判别函数求得的分类结果）和后验概率等.选择此项，还可以选择其附属选择项：Limits cases to复选项，并在后面的小矩形框中输入观测量数n.选择此项则仅对前n 个观测量输出分类结果.观测数量大是可以选择此项.

          ●Summary table复选项：要求输出分类的小结，给出正确分类观测量数（原始类和根据判别函数计算的预测类相同）和错分观测量数和错分率.

          ●Leave-one-out classification复选项：输出对每个观测量进行分类的结果，也称为交互检验结果.

          （5）在Classification对话框的最下面有一个选择项，用以选择对缺失值的处理方法，选中Replace missing value with mean复选项，即用该变量的均值代替缺失值.该选择项前面的小矩形框中出现“”时表示选定所示的处理方法.

          5.Save对话框：指定生成并保存在数据文件中的新变量.

          （1）Predicted group membership复选项：要求建立一个新变量，预测观测的分类，是根据判别分数把观测量按后验概率最大指派所属的类.每运行一次Discriminant过程，表明使用判别函数预测各观测量属于哪一类的新变量.第一次运行建立新变量的变量名为dis_1，如果在工作数据文件中不把前一次建立的新变量删除，第n次运行Descriminant过程建立的新变量默认的变量名为dis_n.

          （2）Discriminant score复选项：要求建立表明判别分数的新变量.该分数是由未标准化的判别系数乘自变量的值，将这些乘积求和后加上常数得来.每次运行Discriminant过程都给出一组表明判别分数的新变量.建立几个判别函数就有几个判别分数变量.参与分析的观测共分为m类，则建立m个判别函数.指定该选择项，就可以生成m-1个表明判别分数的新变量.

          （3）Probabilities of group membership复选项：要求建立新变量表明观测量属于某一类的概率.如果有m类，对一个观测量就会给出m个概率值，因此建立m 个新变量.

        

      

    

  
    
      
        
          7.3　相关分析

          
          

        

        
          相关分析是研究变量间密切程度的一种常用统计方法.线性相关分析研究两个变量间线性关系的程度.相关系数是描述这种线性关系程度和方向的统计量，通常用r表示.如果一个变量Y可以确切地用另一个变量X得到线性函数表示.那么，两个变量间的相关系数是＋1或者-1.如果变量Y随着变量X的增、减而增、减，即变化的方向一致.例如身高与体重的关系，身高越高，体重相对也越大.这种相关称为正相关，其相关系数大于零.如果变量Y随着变量X的增加而减少，变化方向相反.这种相关关系称为负相关，其相关系数小于0.相关系数r没有单位，其值在-1～＋1之间.使用等间隔测度的变量x与y 间的相关系数采用Person积矩相关，计算公式如下：

          
            [image: ]
          

          其中：[image: ]分别是变量x，y的均值，xi，yi分别是变量x，y的第i个变量.

          
            Spearman和Kendall相关系数是一种非参测度.Spearman相关系数是Person 相关系数的非参形式，是根据数据的秩而不是根据实际值计算的.也就是说，先对原始变量的数据排秩，根据各秩使用Person 相关系数公式进行计算.它适合有序数据或不满足正态分布假设的等间隔数据.相关系数的值范围也在-1～＋1之间.绝对值越大表明相关越强，对离散变量排序.变量x，y之间的Spearman 相关系数计算公式如下：
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            Kendall’stau-b也是一种对两个有序变量或两个秩变量间相关程度的测度，因此也属于一种非参测度.Kendall’stau-b 计算公式如下：
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          其中ti，ui是x，y的第i组节点值的数目.

          偏相关分析计算偏相关系数.它描述的是当控制了一个或几个另外变量的影响条件下两个变量之间的相关性.例如，可以控制年龄和工作经验两个变量的影响，估计工资收入与受教育程度之间的相关关系.或者，可以在控制了销售能力与各种其他经济指标的情况下，研究销售量与广告费之间的关系等.

          控制了变量z，变量x，y之间的偏相关和控制了两个变量z1，z2，变量x，y之间的偏相关系数计算公式分别为下面两个公式：
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          两个或者若干个变量之间或两组观测量之间的关系有时也可以用相似性或不相似性来描述.相似性测度用大数值表示相似，较小的数值表示相似性小.不相似性使用距离或不相似性来描述，大值表示相差甚远.

          由于通常是通过抽样的方法，利用样本研究总体的特性.由于抽样误差的存在，样本中两个变量间相关系数不为零，不能说明总体中这两个变量间的相关系数不是零，因此必须经过检验.检验的零假设是：总体中两个变量间的相关系数为零.SPSS 的相关分析过程给出的假设成立的概率.常用公式如下：
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          公式一是Pearson和Spearman相关系数假设检验t值计算公式.其中，r是相关系数，n是数据总量，n-2是自由度.当P ＜0.05拒绝原假设，否则接受假设，总体量变量相关系数为零.

          公式二是Pearson偏相关系数假设检验t值的计算公式.其中，r是相应的偏相关系数，n是数据总量，k是控制变量数量，n-k-2是自由度.当P ＜0.05拒绝原假设，否则接受假设，总体量变量相关系数为零.

          在相关分析中平时用得最多的就是二元变量的相关分析，它所研究的是两个现象变量之间的相关关系，这种关系称为单相关，即这种相关关系只涉及一个自变量和一个因变量.三个或三个以上现象变量之间的相关关系称为复相关.这种相关涉及一个因变量与两个以上的自变量.例如同时研究亩产量与降雨量、施肥量、种植密度之间的关系就是复相关关系.在实际工作中，如果存在多个自变量与一个因变量的关系，可以抓住其中最主要的因素，研究其相关关系或将复相关化为单相关问题进行研究.

          由上可见，实际中二元变量的相关分析用得最为普遍.只要涉及相关分析，就少不了二元变量的相关分析，或者一些复杂的问题也可化简用为二元变量的相关分析问题.因此，二元变量的相关分析广泛应用于自然科学和一些社会科学，如经济学、心理学、教育学，等等.因而对读者而言掌握好这种基本却十分常用有效的方法是非常重要的.调用Bivariate过程命令时允许同时输入两个变量或两个以上变量，但系统输出的是变量间两两相关的相关系数.

          接下来，通过几个例题让大家了解下相关分析的具体应用以及如何使用SPSS解决相关分析问题.

          
            例7-5　房地产价格体系评估问题
          

          改革开放以来，我国的房地产业取得了巨大的成就.虽然国内房地产业还处于发展的初期阶段，但是房地产业在国民经济的地位和作用却越来越重要，它已成为促进国内经济发展新的经济增长点，几年来有关房地产业方面的研究也成为热点之一.房价始终是我国房地产市场最为尖锐的问题.调查显示，1992—2004年的13年间，全国城市住房平均售价上涨了近10倍，部分城市上涨幅度还要大得多，远远超过我国国民收入水平的涨幅.国家发展和改革委员会、国家统计局最新发布的调查报告显示：2004年一季度35个大中城市就有9个城市房价涨幅超过10个百分点，另外有7个城市土地交易价格涨幅超过10个百分点.

          上海是中国沿海发展的重点城市，这个城市的房地产价格也呈现一定程度的上升趋势，近几年上海的数据统计如表7-16所示（其中房地产当年指数以去年为100计算）.

          表7-16　上海统计数据

          
            
              
                	　
                	2000
                	2001
                	2002
                	2003
                	2004
                	2005
                	2006
              

              
                	房地产开发投资额
                	566.17
                	630.73
                	748.89
                	901.24
                	1175.46
                	1246.87
                	1275.59
              

              
                	住宅竣工面积
                	1724.00
                	1743.90
                	1880.50
                	2280.80
                	3270.40
                	2819.30
                	2746.80
              

              
                	人均住宅面积
                	11.80
                	12.50
                	13.10
                	13.80
                	14.80
                	15.50
                	16.00
              

              
                	人均生活支出
                	8868.00
                	9336.00
                	10464.00
                	11040.00
                	12361.00
                	13773.00
                	14762.00
              

              
                	城乡储蓄余额
                	2046.00
                	2524.05
                	3001.90
                	4915.54
                	6054.60
                	6966.99
                	8432.49
              

              
                	市民消费指数
                	101.50
                	102.50
                	100.00
                	100.50
                	100.10
                	101.00
                	101.20
              

              
                	在岗职工工资
                	16641.00
                	18531.00
                	21781.00
                	23959.00
                	27305.00
                	31940.00
                	41189.00
              

              
                	人口数
                	1313.10
                	1321.60
                	1327.10
                	1334.20
                	1341.80
                	1360.30
                	1368.00
              

              
                	人口密度
                	2872.00
                	1757.00
                	1950.00
                	1959.00
                	1971.00
                	2718.20
                	2774.20
              

              
                	地区生产总值
                	4771.17
                	5210.12
                	5741.03
                	6694.23
                	8072.837
                	9154.18
                	10296.97
              

              
                	土地交易价格指数
                	91.90
                	98.40
                	106.30
                	115.10
                	120.30
                	106.93
                	101.20
              

              
                	房屋租赁价格指数
                	95.80
                	96.30
                	99.00
                	102.20
                	105.00
                	103.60
                	103.98
              

              
                	房价指数
                	98.60
                	104.40
                	107.30
                	120.10
                	115.90
                	109.70
                	98.70
              

            

          

          请根据表所列出的各种因素和数据，分析房地产价格指数与上述各个因素之间的影响关系，找出影响房地产价格指数最重要的因素，并进行说明.

          
            【解题思路】
          

          题中要求分析房地产价格指数与表7-16各个因素之间的影响关系，并找出影响房地产价格指数最重要的因素.定义各种指标x1～x12为自变量，y为房价指数，即应变量，需要寻找y与Xi间的相关关系.计算相关系数有不同的方法，不同相关系数的计算如下：（1）Pearson相关系数：度量两个变量之间的线性相关程度.相关系数前面的符号表征相关关系的方向，其绝对值大小表示相关程度，相关系数越大，则相关性越强.（2）Kendall偏秩相关系数：适用于度量等级变量或秩变量相关性的一种非参数度量.（3）Spearman秩相关系数：是Pearson相关系数的非参数版本，主要基于数据的秩而不是数据的值本身，适用于等级数据和不满足正态假定的等间隔数据.

          其中，Pearson相关系数应用较广，当R=0时表示不存在线性相关，但不意味着y与x无任何关系；当0＜R≤0.3时为微弱相关；当0.3＜R≤0.5时为低度相关；当0.5＜R≤0.8时为显著相关；当0.8＜R≤1时为高度相关；当｜R｜=1时为完全线性相关.

          将上海统计指标作自变量，房地产价格指数作为因变量把上述表格中的数据输入到数据文件，如图7-19所示.

          
            [image: ]
            图7-19　SPSS数据表

          

          从菜单“Analyze”-＞“Correlate”-＞“Bivariate”，打开双变量相关分析主对话框（“Bivariate Correlations”），如图7-20 所示.在左侧的源变量栏中选择x1～x12和y进入变量栏（Variables）其余使用系统默认值，单击OK 按钮运行程序.得到结果如图7-21所示.
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            图7-20　双变量相关分析主对话框

          

          
            [image: ]
            图7-21　程序运行结果

          

          从软件运算结果中可得到各个变量的相关系数（图7-21最后一列）如表7-17所示.

          表7-17　相关系数分析数据

          
            
              
                	　
                	x1 
                	x2 
                	x3 
                	x4 
                	x5 
                	x6
              

              
                	相关系数
                	0.242
                	0.402
                	0.188
                	0.074
                	0.140
                	－0.571 
              

              
                	　
                	x7 
                	x8 
                	x9 
                	x10 
                	x11 
                	x12
              

              
                	相关系数
                	－0.067
                	0.044
                	－0.583
                	0.061
                	0.900
                	0.484
              

            

          

          
            例7-6　火力发电机性能分析问题
          

          火力发电机组由锅炉、汽轮机、发电机以及各种辅机设备组成，这些设备作为一个整体运转产生电能.锅炉加热产生水蒸气，推动汽轮机，由汽轮机带动发电机转子旋转切割磁力线产生电能.在发电过程中，由于各种设备都会产生能量损耗，导致发电的成本相应的提高.为了更好地调整机组运行状态，降低机组的能损，从而降低发电成本，希望能够比较清晰地掌握影响发电机组的发电效率的因素及其相互关系，从而能够指导生产.

          火力发电机组的发电效率与机组的发电负荷率有直接的关系，一般说来，负荷率越高，机组的发电效率也就越高.而机组的带负荷能力是由机组运行的各项指标决定，通过调整机组运行的各项指标可使其到达一定的负荷状态.

          影响机组运行的主要指标主要有主汽压力、主汽温度、再热汽压、再热汽温度、真空度、给水温度、含氧量和进风温度.

          主汽压力和主汽温度是指推动汽轮机的主蒸汽压力和温度，主蒸汽在推动汽轮机做功后形成再热汽，重新回到锅炉进行加热加压.再热汽重新加热之前的温度和汽压也是影响机组运行的重要因素.

          当然，由于影响机组带负荷能力的各项指标之间存在着一定的影响关系，调整其中某一个指标会导致其他指标的变化，因此调整机组运行状态就变成了在各项运行指标之间寻求一种平衡.因此，如果能够找到各项运行指标之间的关系，并给出机组的发电成本与各项运行指标之间的关系，将会提高机组运行效率，降低发电成本.表7-18给出了机组运行指标与负荷、煤耗情况.

          讨论影响机组运行效率的指标由大到小依次是什么？影响发电成本的指标由大到小依次是什么？以及各指标之间的内在关系如何？

          表7-18　机组运行指标与负荷、煤耗记录

          
            
              
                	序号
                	主汽压力
                	主汽温度
                	再热汽压
                	再热汽温度
                	真空度
                	给水温度
                	含氧量
                	进风温度
                	负荷
                	煤耗
              

              
                	1
                	15.5
                	539
                	3
                	539
                	－95.36
                	270
                	1.9
                	29
                	89.93
                	399
              

              
                	2
                	15.55
                	539
                	2.8
                	540
                	－95.74
                	265
                	2.5
                	25
                	84.31
                	345
              

              
                	3
                	15.39
                	539
                	2.73
                	539
                	－95.99
                	265
                	2.8
                	21
                	84.11
                	313
              

              
                	4
                	15
                	540
                	2.48
                	539
                	－96.53
                	259
                	3.2
                	18
                	75.75
                	328
              

              
                	5
                	15.3
                	538
                	2.7
                	538
                	－96.19
                	264
                	3.1
                	21
                	79.74
                	340
              

              
                	6
                	15.5
                	539
                	2.78
                	539
                	－96.13
                	265
                	3.0
                	21
                	81.70
                	338
              

              
                	7
                	14.84
                	537
                	2.15
                	540
                	－96.49
                	267
                	2.7
                	24
                	85.00
                	324
              

              
                	8
                	14.33
                	536
                	2.5
                	538
                	－96.77
                	260
                	3.3
                	23
                	77.40
                	294
              

              
                	9
                	14.21
                	537
                	2.4
                	536
                	－96.69
                	258
                	3.4
                	23
                	76.30
                	362
              

            

          

          
            【解题思路】
          

          题中要求分析影响发电机组最重要的因素.计算相关系数有不同的方法，不同相关系数的计算如下：（1）Pearson相关系数：度量两个变量之间的线性相关程度.相关系数前面的符号表征相关关系的方向，其绝对值大小表示相关程度，相关系数越大，则相关性越强.（2）Kendall偏秩相关系数：适用于度量等级变量或秩变量相关性的一种非参数度量.（3）Spearman秩相关系数：是Pearson相关系数的非参数版本，主要基于数据的秩而不是数据的值本身，适用于等级数据和不满足正态假定的等间隔数据.

          从菜单“Analyze”-＞“Correlate”-＞“Bivariate”，打开双变量相关分析主对话框（“Bivariate Correlations”）.在左侧的源变量栏中选择x1～x10进入变量栏（Variables），其余使用系统默认值，单击OK 按钮运行程序.得到结果如图7-22和图7-23所示.

          
            [image: ]
            图7-22　程序变量选择

          

          
            [image: ]
            图7-23　程序运行结果

          

          
            例7-7　城市表层土壤重金属污染分析——CUMCM2011
          

          随着城市经济的快速发展和城市人口的不断增加，人类活动对城市环境质量的影响日显突出.对城市土壤地质环境异常的查证，以及如何应用查证获得的海量数据资料开展城市环境质量评价，研究人类活动影响下城市地质环境的演变模式，日益成为人们关注的焦点.

          按照功能划分，城区一般可分为生活区、工业区、山区、主干道路区及公园绿地区等，分别记为1类区、2类区、…、5类区，不同的区域环境受人类活动影响的程度不同.

          现对某城市城区土壤地质环境进行调查.为此，将所考查的城区划分为间距1千米左右的网格子区域，按照每平方千米1个采样点对表层土（0～10 厘米深度）进行取样、编号，并用GPS记录采样点的位置.应用专门仪器测试分析，获得了每个样本所含的多种化学元素的浓度数据.另一方面，按照2千米的间距在那些远离人群及工业活动的自然区取样，将其作为该城区表层土壤中元素的背景值.附件1列出了采样点的位置、海拔高度及其所属功能区等信息，附件2列出了8种主要重金属元素在采样点处的浓度，附件3列出了8种主要重金属元素的背景值.

          现要求你们通过数学建模来完成以下任务：通过数据分析，说明重金属污染的主要原因.

          【附录1】　附件可以通过官方网站下载http：//mcm.edu.cn.

          
            【解题思路】
          

          同一项人为活动可以产生许多污染物，同一种污染物的来源也不尽相同.并且城区的各个区域的污染源差异较大，故本文分别对各区的污染源进行分析.陈怀满等人曾对我国土壤重金属污染的主要来源进行分析，综合见表7-19.

          表7-19　中国土壤重金属的主要来源

          
            
              
                	来源
                	重金属
              

              
                	矿产开采、冶炼、加工排放的废气、废水和废渣 
                	Cr、Hg、As、Pb、Ni、Mo
              

              
                	煤和石油燃烧过程中排放的飘尘 
                	Cr、Hg、As、Pb
              

              
                	电镀工业废水 
                	Cr、Cd、Ni、Pb、Cu、Zn
              

              
                	塑料、电池、电子工业排放的废水 
                	Hg、Cd、Pb、Ni、Zn 
              

              
                	Hg工业排放的废水 
                	Hg
              

              
                	染料、化工制革工业排放的废水 
                	Cr、Cd
              

              
                	汽车尾气 
                	Pb
              

              
                	农药、化肥 
                	As、Cu、Cd
              

            

          

          相关性分析和主成分分析等常规统计方法常被用于污染物源解析中.相关性分析可以用来得到各重金属污染物之间的相互关系，判断出是否来自于同一个污染源.主成分分析法则是一种通过降维方法进行简化得到综合指标的方法.综合指标之间既互不相关，又能反映原来的观察指标的信息，在本文中可以用来解析污染源.最后结合对污染指数的定义可以得到的各区域的8种重金属的污染程度，这样可以得到主要的重金属污染物，进而可以推测出该区域重金属污染的主要原因.

          对于某一区域某种重金属污染物的污染指数可以定义为该区域中各采样点的污染指数的平均值，见表7-20

          表7-20　各区域8种重金属元素的污染物指数

          
            
              
                	　
                	As（ μ g／g） 
                	Cd（ng／g） 
                	Cr（ μ g／g） 
                	Cu（ μ g／g） 
                	Hg（ng／g） 
                	Ni（ μ g／g） 
                	Pb（ μ g／g） 
                	Zn（ μ g／g）
              

              
                	区域
                	1.16
                	1.72
                	1.24
                	2.20
                	2.04
                	0.75
                	2.23
                	3.12
              

              
                	区域
                	1.34
                	2.33
                	0.96
                	5.68
                	14.12
                	0.81
                	3.00
                	3.66
              

              
                	区域
                	0.75
                	0.90
                	0.70
                	0.77
                	0.90
                	0.63
                	1.18
                	0.97
              

              
                	区域
                	1.06
                	2.13
                	1.04
                	2.77
                	9.82
                	0.72
                	2.05
                	3.20
              

              
                	区域
                	1.16
                	1.66
                	0.78
                	1.35
                	2.53
                	0.62
                	1.96
                	2.03 
              

            

          

          采用Pearson相关分析法对区域1（生活区）的8种重金属含量数据进行相关分析，结果见表7-21.由表中数据可知，土壤中Pd与Cd显著正相关，且相关性较强；其次为As与Ni，Cu与As，Ni与Cr间也达到了显著的正相关.

          表7-21　土壤中重金属Pearson相关分析结果（区域1）

          
            
              
                	　
                	As（ μ g／g） 
                	Cd（ng／g） 
                	Cr（ μ g／g） 
                	Cu（ μ g／g） 
                	Hg（ng／g） 
                	Ni（ μ g／g） 
                	Pb（ μ g／g） 
                	Zn（ μ g／g） 
              

              
                	As（ μ g／g） 
                	　
                	　
                	　
                	　
                	　
                	　
                	　
                	　
              

              
                	Cd（ng／g）
                	0.38 
                	　
                	　
                	　
                	　
                	　
                	　
                	　
              

              
                	Cr（ μ g／g）
                	0.24
                	0.35 
                	　
                	　
                	　
                	　
                	　
                	　
              

              
                	Cu（ μ g／g）
                	0.53**
                	0.50**
                	0.38**
                	　
                	　
                	　
                	　
                	　
              

              
                	Hg（ng／g）
                	0.29
                	0.40**
                	0.15
                	0.20 
                	　
                	　
                	　
                	　
              

              
                	Ni（ μ g／g）
                	0.61**
                	0.28
                	0.53**
                	0.43**
                	0.21 
                	　
                	　
                	　
              

              
                	Pb（ μ g／g）
                	0.45**
                	0.80**
                	0.42**
                	0.50**
                	0.34**
                	0.30**
                	　
                	　
              

              
                	Zn（ μ g／g）
                	－0.02
                	0.35**
                	0.41**
                	0.24
                	0.24
                	0.33**
                	0.33**
                	　
              

            

          

          注：**表示在0.01水平上，经双侧检测两者显著相关.

          采用主成分分析法对区域1（生活区）的44个土壤样品中的8种重金属进行主成分分析，KMO值为0.706适合做主成分分析，提取了3个因子，解释了总方差的73%.结果见表7-22和表7-23.由因子载荷矩阵可以看出，主成分l为Pb、Cd和Cu的组合，这说明这几种土壤重金属污染物可能是同一来源或相似来源.主成分2为Zn，主成分3为Ni.主成分1的方差积贡献率达到45％，这说明Pb、Cd和Cu三种重金属的为主要污染元素.各成分的特征值和累积贡献率见表7-22.表7-23为因子载荷矩阵情况.

          表格7-22　特征值和累积贡献率

          
            
              
                	成分
                	特征值
                	方差％
                	累积％
              

              
                	1
                	3.616
                	45.199
                	45.199
              

              
                	2
                	1.133
                	14.165
                	59.365
              

              
                	3
                	1.075
                	13.432
                	72.797
              

            

          

          表7-23　因子载荷矩阵

          
            
              
                	标准化后的重金属含量
                	成分1
                	成分2
                	成分3 
              

              
                	As（ μ g／g）
                	0.67
                	－0.65
                	－0.01 
              

              
                	Cd（ng／g）
                	0.78
                	0.17
                	－0.42 
              

              
                	Cr（ μ g／g）
                	0.64
                	0.23
                	0.49 
              

              
                	Cu（ μ g／g）
                	0.73
                	－0.25
                	0.02 
              

              
                	Hg（ng／g）
                	0.49
                	0.13
                	－0.44 
              

              
                	Ni（ μ g／g）
                	0.69
                	－0.25
                	0.52 
              

              
                	Pb（ μ g／g）
                	0.80
                	0.11
                	－0.35 
              

              
                	Zn（ μ g／g）
                	0.50
                	0.69
                	0.27
              

            

          

          再来详细地研究二元变量相关分析的SPSS过程，由示例可以看出对于一个二元变量相关分析的SPSS过程主要包括以下三个步骤：

          1.建立或调用数据文件：在SPSS的数据编辑器中录入数据并加以保存即可，或者打开已存在的数据文件（后缀名为.sav）.

          2.选择分析变量、选择项、提交运行：从菜单“Analyze”-＞“Correlate”-＞“Bivariate”，展开双变量相关分析主对话框Bivariate Correlations.在对话框中选中左边变量表中欲用于相关分析的变量，然后鼠标点击位于左右变量表之间的向右箭头按钮，或者直接双击所选中的变量，将选择的变量移入Variables 变量表中.若其他的选择项采用系统默认值，则可点击右上角的“OK”按钮，运行此相关分析过程.从主对话框可以看出来对相关系数Correlation Coefficients系统默认为Pearson，即皮尔逊相关，只有等间距测度的变量才使用这种相关分析.对于显著性检验Test of Significance系统默认为双尾T检验Two-Tailed，该检验要求显示实际的显著性水平.对于二元变量相关分析的选择项主要有两类的选择项：一为在主对话框中的选择项；一为Options对话框中的选择项.

          （1）主对话框中的选择项：

          ●分析方法选择项：主对话框中有三种相关系数，对应于三种分析方法：

          
            [image: ]Pearson相关复选项：积差相关，计算连续变量或是等间距测度的变量间的相关分析.

          
            [image: ]Kendall复选项：等级相关，计算分类变量间的秩相关.

          
            [image: ]Spearman复选项：等级相关，计算Spearman相关.

          对于非等间距测度的连续变量，因为分布不明可以使用等级相关分析，也可以使用Pearson相关分析；对于完全等级的离散变量必须使用等级相关分析相关性.当资料不服从双变量正态分布或总体分布型未知或原始数据是用等级表示时，宜用Spearman或Kendall相关.

          ●选择显著性检验类型：Two-tailed双尾检验选项，当事先不知道相关方向时选择此项；One-tailed单尾检验选项，如果事先知道相关方向可以选择此项；Flag significant Correlations复选项，如果选中此项，输出结果中在相关系数数值右上方使用“*”表示显著水平为5%，用“**”表示其显著水平为1%.

          （2）Options对话框中的选择项：在主对话框的右下角有一个“Options”按钮单击它便进入Options对话框.

          ●统计量选择项：在Statistics栏中有两个有关统计量的选择项.只有在主对话框中选择了Pearson相关分析方法时才可以选择这两个选择项.选择了这些项在输出结果中就会得到样本的相应的统计量数值.它们是：Means and standard deviations为均值与标准差复选项；Cross-product deviations and covariances为叉积离差阵和协方差阵复选项.

          ●缺失值处理方法选择项：在Missing Values栏中有两个关于缺失值处理方法的选择项；Exclude cases listwise选项，仅剔除正在参与计算的两个变量值是缺失值的观测量.这样在多元相关分析中或多对两两相关分析中，有可能相关系数矩阵中的相关系数是根据不同数量的观测量计算出来的；Exclude cases listwise选项，剔除在主对话框中Variables矩形框中列出的变量带有缺失值的所有观测量.这样计算出来的相关系数矩阵，每个相关系数都是依据相同数量的观测量计算出来的.

          3.输出结果和解释结果：对于输出结果显示的数值意义如下：

          （1）第一行中的数值是行变量与列变量的相关系数矩阵.行、列变量相同的相关系数自然为1.

          （2）第二行中的数值是相关系数为零的假设成立的概率.

          （3）第三行中的数值是参与该相关系数计算的观测量数目，即数据文件上数据的对数.对计算结果的解释主要是考查0假设检验是否成立.当P小于1%或5%时（相关系数数值右上方使用“*”表示显著水平为5%；用“**”表示其显著水平为1%），则应拒绝相关系数为0的假设，可以认为两个变量之间是相关的.

        

      

    

  
    
      
        
          7.4　回归分析

          
          

        

        
          回归分析是研究变量之间相关关系的一种统计方法.例如，人的血压y与年龄x有关，这里x是一个普通变量，y是随机变量.y与x之间的相依关系f（x）受各种随机误差ε的干扰使之不能完全确定，故可设有y=f（x）+ε，式中f（x）称作回归函数，ε为随机误差或随机干扰，它是一个分布与x无关的随机变量，通常假设它是服从均值为0的正态分布.为估计未知的回归函数f（x），通过n次独立观测，得x与y的n对实测数据（xi，yi），i=1，2，…，n，对f（x）作估计.

          实际中常遇到的是多个自变量的情形.例如在考查某化学反应时，发现反应速度y与催化剂用量x1，反应温度x2，所加压力x3，等等多种因素有关.这里x1，x2，…都是可控制的普通变量，y是随机变量，y与诸xi间的依存关系受随机干扰和随机误差的影响，使之不能完全确定，故可假设有：y=f（x1，x2，…，xk）+ε，同样这里ε是随机误差，它是与x1，x2，…，xk无关的随机变量，一般设其服从均值为0的多元正态分布，多元函数f（x1，x2，…，xk）称为回归函数，为了估计未知的回归函数，同样可作n次独立观察，基于观测值去估计f（x1，x2，…，xk）.

          当线性回归模型只有一个控制变量时，称为一元线性回归模型，有多个控制变量时称为多元线性回归模型.一元回归模型就是拟合，在此主要讨论简单多元回归.

          在全国大学生数学建模竞赛中，回归分析有着大量的应用.因此学习回归分析是非常重要的.通过例题，希望大家能够了解回归分析的建模过程以及SPSS软件的应用.

          
            例7-8　学评教评价问题
          

          为了掌握学生学习高等数学的情况，教学管理人员拟定了一份调查问卷，分别对一年级12个班的学生进行问卷调查.需要根据调查数据解决下面的问题：从总体上分析学生的学习状况；建立一定的标准，对调查的教学班进行分类；从学习态度、学习方法、师资水平等方面进行量化分析.表7-24给出了学评教数据表情况.

          表7-24　学评教数据表

          
            
              
                	班级
                	平均分 y
                	学习态度 x1
                	学习方法 x2
                	师资水平 x3
              

              
                	1
                	0.811
                	0.8141
                	0.8316
                	0.7895
              

              
                	2
                	0.810
                	0.7848
                	0.7476
                	0.8774
              

              
                	3
                	0.786
                	0.7792
                	0.7996
                	0.785
              

              
                	4
                	0.794
                	0.8237
                	0.7872
                	0.797
              

              
                	5
                	0.790
                	0.8127
                	0.8003
                	0.7495
              

              
                	6
                	0.824
                	0.8461
                	0.8070
                	0.8082
              

              
                	7
                	0.799
                	0.802
                	0.7865
                	0.804
              

              
                	8
                	0.815
                	0.8468
                	0.795
                	0.7863
              

              
                	9
                	0.843
                	0.8354
                	0.835
                	0.8593
              

              
                	10
                	0.835
                	0.8508
                	0.8132
                	0.8319
              

              
                	11
                	0.810
                	0.822
                	0.8239
                	0.782
              

              
                	12
                	0.767
                	0.8217
                	0.7941
                	0.7698
              

            

          

          
            【解题思路】
          

          打开SPSS软件输入数据，定义平均分为应变量y，学习态度、学习方法、师资水平为应变量x1、x2、x3，如图7-24所示.

          
            [image: ]
            图7-24　变量选择

          

          从菜单“Analyze”-＞“Regression”-＞“Linear”，打开Linear线性回归主对话框.在左边的源变量栏中，选择y 作为因变量进入Dependent 栏中.选择x1 到x3作为自变量进入Independent（s）栏中.在Method栏中选择Enter.其余使用默认选项单击“OK”按钮运行.程序得到结果如表7-25至表7-28所示.

          表7-25　引入或者剔除变量

          
            
              
                	Model
                	Variables Entered
                	Variables Removed
                	Method
              

              
                	1
                	x3,x1,x2(a)
                	.
                	Enter
              

            

          

          表7-26　模型摘要表

          
            
              
                	Model 
                	R 
                	R Square 
                	Adjusted R Square 
                	Std. Error of the Estimate
              

              
                	1
                	0.973（ a）
                	0.946
                	0.914
                	0.00533
              

            

          

          表7-27　回归系数表

          
            
              
                	　
                	M odel 
                	Unstandardized Coefficients 
                	Standardized Coefficients 
                	t 
                	Sig．
              

              
                	B 
                	Std．Error 
                	Beta 
              

              
                	1
                	（Constant）

  x1

  x2

  x3
                	0．001
  

  0．378
  

  0．268
  

  0．353
                	0．089

  0．087

  0．085

  0．050
                	　

  0．512

  0．383

  0．765
                	0．008

  4．341

  3．149

  7．097
                	0．994 

  0．007

0．025 

0．001 
              

            

          

          a.Dependent Variable：y.

          表7-28　方差分析表

          
            
              
                	　
                	Model 
                	Sum of Squares 
                	Df 
                	Mean Square 
                	F 
                	Sig．
              

              
                	1 
                	Regression

  Residual

  Total
                	0.002

  0.000

  0.003
                	3

  5

  8
                	0.001

  0.000 
                	29.219
                	0.001（ a） 
              

            

          

          可以得到回归方程如下：y=0.378x1+0.268x2+0.353x3+0.001.

          表7-25显示回归方法是强迫引入法.表7-26显示模型摘要，相关系数R为0.973，判断系数R平方为0.946，调整判定系数（Adjusted R Square）为0.914，估计值的标准误（Std. Error of the Estimate）为0.00533.

          线性回归的SPSS过程如下：

          1.线性回归主对话框

          （1）从“Analyze”-＞“Regression Linear”，打开Linear线性回归主对话框.

          （2）在左侧的源变量栏中选择一数值变量作为因变量进入Dependent 栏中，选择一个或更多的变量作为自变量进入Independent（s）栏中.

          （3）如果要对不同的自变量采用不同的引入方法（例如对某两个变量用强迫引入法对其他自变量用向前引入法），可利用Previous（前）与Next（后）按钮把自变量归类到不同的自变量块中（Block），然后对不同的变量子集选用不同的引入方法（Method）.

          （4）在Method方法选择框中确定一种建立回归方程的方法，有5 种方法可供选择：

          ●Enter（强迫引入法默认选择项）：定义的全部自变量均引入方程.

          ●Remove（强迫剔除法）：定义的全部自变量均删除.

          ●Forward（向前引入法）：自变量由少到多一个一个引入回归方程，直到不能按检验水准引入新的变量为止.该法的缺点是：当两个变量一起时效果好，单独时效果不好，有可能只引入其中一个变量，或两个变量都不能引入.

          ●Backward（向后剔除法）：自变量由多到少一个一个从回归方程中剔除，直到不能按检验水准剔除为止，能克服向前引入法的缺点.当两个变量一起时效果好，单独时效果不好，该法可将两个变量都引入方程.

          ●Stepwise（逐步引入一剔除法）：将向前引入法和向后剔除法结合起来，在向前引入的每一步之后都要考虑从已引入方程的变量中剔除作用不显著者，直到没有一个自变量能引入方程和没有一个自变量能从方程中剔除为止.缺点同向前引入法，但选中的变量比较精悍.

          （5）为弥补各种选择方法和各种标准的局限性，不妨分别用各种方法和多种引入或剔除处理同一问题，若一些变量常被选中，它们就值得重视.

          （6）容差（Tolerance）是不能由方程中其他自变量解释的方差所占的构成比.所有进入方程的变量的容差必须大于默认的容差水平值（Tolerance：0.0001）.该值愈小，说明该自变量与其他自变量的线性关系愈密切.该值的倒数为方差膨胀因子（Variance Inflation Factor），当自变量均为随机变量时，若它们之间高度相关，则称自变量间存在共线性.在多元线性回归时，共线性会使参数估计不稳定.逐步选择变量是解决共线性的方法之一.

          （7）Selection variable（选择变量）：可从源变量栏中选择一个变量，单击Rule后，通过该变量大于、小于或等于某一数值，选择进入回归分析的观察单位.

          2.Statistics（统计）对话框：单击“Statistics”按钮，进入统计对话框.

          ●Estimates（默认选择项）：回归系数的估计值（B）及其标准误（Std.Error）、常数（Constant）；标准化回归系数（Beta）；B的t 值及其双尾显著性水平（Sig.）.

          ●Model fit（默认选择项）：列出进入或从模型中剔除的变量；显示下列拟合优度统计量；复相关系数（R）、判定系数（R2）、调整R2（Adjusted R Square）、估计值的标准误以及方差分析表.

          ●Confidence intervals：回归系数B的95％可信区间（95％ Confidence interval for B）.

          ●Descriptives：变量的均数、标准差、相关系数矩阵及单尾检验.

          ●Covariance matrix：方差-协方差矩阵.

          ●R squared change：R2和F 值的改变，以及方差分析P值的改变.

          ●Part and partial correlations：显示方程中各自变量与因变量的零阶相关（Zero-orde，即Pearson相关）、偏相关（partial）和部分相关（part）.进行此项分析要求方程中至少有两个自变量.

          ●Collinearity diagnostic（共线性诊断）：显示各变量的容差（Tolerance）、方差膨胀因子（VIC Variance Inflation Factor）和共线性的诊断表.

          ●Durbin-Waston：用于残差分析.

          ●Casewise diagnostic：对标准化残差（服从均数=0，标准差=1的正态分布）进行诊断，判断有无奇异值（Outliers）.Outliers显示标准化残差超过n个标准差的奇异值，n=3为默认值.All Cases显示每一例的标准化残差、实测值和预测值残差.

          3.Plots图形对话框：

          （1）单击“Plots”按钮对话框，Plots可帮助分析资料的正态性、线性和方差齐性，还可帮助检测奇异值或异常值.

          （2）散点图：可选择如下任何两个变量为Y（纵轴变量）与X（横轴变量）作图.为获得更多的图形，可单击“Next”按钮来重复操作过程.DEPENDENT：因变量；*ZPRED：标准化预测值；*ZRESID：标准化残差；*DRESID：删除的残差；ADJPRED：调整残差；SRESID：Student氏残差；SDRESID：Student氏删除残差.

          （3）Standardized Residual Plots标准化残差图：Histogram标准化残差的直方图，并给出正态曲线；Normal probality plot标准化残差的正态概率图（P-P 图）.

          （4）Produce all partial plots：偏残差图.

          4.Save（保存新变量）对话框：

          （1）单击“Save”按钮对话框，每项选择都会增加新变量到正在使用的数据文件中.

          （2）预测值（Predicted Values）：Unstandardized：未标准化的预测值，简称预测值（新变量为pre_1）；Standardized标准化的预测值（新变量为Zpr_1）；S.E.of mean predictions：预测值的标准误（新变量为Sep_1）.

          （3）残差（Residuals）：Unstandardized未标准化残差（新变量为res_1）；Standardized标准化残差（新变量为Zre_1）.

          （4）预测区间估计（Prediction Intervals）：

          ●Mean：是总体中当X为某定值时预测值的均数的可信区间（新变量lmci_1为下限，umci_1为上限）.

          ●Individual：个体Y值的容许区间.即总体中，当X为某定值时，个体Y 值的波动范围（新变量lici_1为下限，uici_1为上限）.

          Confidence：可信区间.默认为95％的可信区间，但用户可以自己设定.

          5.Options选择项对话框：

          （1）单击“Option”按钮打开Options对话框.

          （2）逐步方法准则（Stepping Method Criteria）：

          ●Use probability of F（使用F显著水平值）：当候选变量中最大F值的P值小于或等于引入值（默认：0.05）时，引入相应的变量；已进入方程的变量中，最小F值的P 值大于或等于剔除值（默认：0.10）时，剔除相应的变量.所设定的引入值必须小于剔除值，用户可设定其他标准，如引入0.10，剔除0.11，放宽变量进入方程的标准.

          ●Use F value使用F值含义同上.

          ●Include constant in equation：线性回归方程中含有常数项.

          （3）缺失值的处理方法（Missing Value）：Exclude cases listwise串列删除缺失值；Exclude cases pairwise成对删除缺失值；Replace with mean以平均数代替缺失值.

          6.WLS（Weight Least Squares）按钮：

          （1）利用加权最小平方法给予观测量不同的权重值，它或许用来补偿采用不同测量方式时所产生的误差.

          （2）单击“WLS”按钮，出现确定加权变量框.将左侧源变量框中的加权变量选入WLS Weight框中.

          数据处理问题是历年全国大学生数学建模竞赛所必须面临的问题.针对数学建模问题中的多元统计问题，本章先后介绍了聚类分析模型、判别分析模型、相关分析模型与回归分析模型.本章在介绍模型的同时也介绍了统计软件SPSS的使用方法.通过本章的学习，希望大家对于数据处理能够有一定的认识.在学习模型的同时，也可以参看一些数据和例题.在相关分析中，灰色关联体系也可以作相关分析、回归模型也可以作相关分析.这几类模型在前面都已经介绍过了，希望大家能够了解模型的不同应用.在学习软件时，希望能够上机训练，这样可以加深对于软件的认识.其中本章重点介绍SPSS软件，由于软件为英文版本，所以希望能够对照中文注解加以练习.当然也可以选择中文软件如DPS，虽然容易理解，但是DPS的输出报告没有SPSS详尽.

        

      

    

  
    
      
        
          7.5　讨论题

          
          

        

        
          1.人类将拥有一本记录着自身生老病死及遗传进化的全部信息的“天书”.这本大自然写成的“天书”是由4个字符A、T、C、G按一定顺序排成的长约30亿的序列，其中没有“断句”也没有标点符号，除了这4个字符表示4种碱基以外，人们对它包含的“内容”知之甚少，难以读懂.破译这部世界上最巨量信息的“天书”是21世纪最重要的任务之一.在这个目标中，研究DNA全序列具有什么结构，由这4个字符排成的看似随机的序列中隐藏着什么规律，又是解读这部天书的基础，是生物信息学最重要的课题之一.

          虽然人类对这部“天书”知之甚少，但也发现了DNA序列中的一些规律性和结构.例如，在全序列中有一些是用于编码蛋白质的序列片段，即由这4个字符组成的64种不同的3字符串，其中大多数用于编码构成蛋白质的20种氨基酸.又例如，在不用于编码蛋白质的序列片段中，A和T的含量特别多些，于是以某些碱基特别丰富作为特征去研究DNA序列的结构也取得了一些结果.此外，利用统计的方法还发现序列的某些片段之间具有相关性，等等.这些发现让人们相信，DNA序列中存在着局部的和全局性的结构，充分发掘序列的结构对理解DNA全序列是十分有意义的.目前在这项研究中最普通的思想是省略序列的某些细节，突出特征，然后将其表示成适当的数学对象.这种被称为粗粒化和模型化的方法往往有助于研究规律性和结构.

          作为研究DNA序列的结构的尝试，提出以下对序列集合进行分类的问题：（1）下面有20个已知类别的人工制造的序列，其中序列标号1～10为A类，11～20为B类.请从中提取特征，构造分类方法，并用这些已知类别的序列，衡量你的方法是否足够好.然后用你认为满意的方法，对另外20个未标明类别的人工序列（标号21～40）进行分类，把结果用序号（按从小到大的顺序）标明它们的类别（无法分类的不写入）：A类；B类.请详细描述你的方法，给出计算程序.如果你部分地使用了现成的分类方法，也要将方法名称准确注明.这40个序列也放在如下地址的网页上，用数据文件Art-model-data标识，供下载：http：//mcm.edu.cn.（2）在同样网址的数据文件Nat-model-data 中给出了182个自然DNA序列，它们都较长.用你的分类方法对它们进行分类，像问题（1）一样给出分类结果.

          2.在某化学反应里，根据实验所得生成物浓度与时间的关系如表7-29所示.

          表7-29　浓度时间表

          
            
              
                	时间
                	1
                	2
                	3
                	4
                	5
                	6
                	7
                	8
              

              
                	浓度
                	4.0
                	6.4
                	8.0
                	8.8
                	9.22
                	9.5
                	9.7
                	9.86
              

              
                	时间
                	9
                	10
                	11
                	12
                	13
                	14
                	15
                	16
              

              
                	浓度
                	10.0
                	10.2
                	10.32
                	10.42
                	10.5
                	10.55
                	10.58
                	10.60
              

            

          

          （1）作出浓度y与时间t的散点图；（2）根据散点图，确定描述浓度y与时间t之间关系的数学模型；（3）给出y与t 之间的回归方程.

          3.如今使用天然气的人越来越多，作为天然气的供应商如何向用户供气，即如何使用户之间连接成一个树形网络是很重要的.一般来说，我们假设任意两个用户之间存在直线道相连，但是在连接过程中，有些区域是必须绕开的，这些必须绕开的区域我们称为障碍区域.表7-30给出了若干个可能的用户的地址的横纵坐标，可能的用户的含义是：如果用户的地址不在障碍区域内，那么该用户就是需要使用天然气的用户（即有效用户），否则如果用户的地址在障碍区域内，那么该用户就是无效用户（即不要将该用户连接在网络中）.请您判定表7-30中哪些用户为有效用户.

          表7-30　若干个可能的用户的地址的横纵坐标

          
            
              
                	用户的序号
                	用户横坐标
                	用户纵坐标
                	用户的序号
                	用户横坐标
                	用户纵坐标
              

              
                	1
                	95.0129
                	58.2792
                	31
                	1.5274
                	21.3963
              

              
                	2
                	23.1139
                	42.3496
                	32
                	74.6786
                	64.3492
              

              
                	3
                	60.6843
                	51.5512
                	33
                	44.5096
                	32.0036
              

              
                	4
                	48.5982
                	33.3951
                	34
                	93.1815
                	96.0099
              

              
                	5
                	89.1299
                	43.2907
                	35
                	46.5994
                	72.6632
              

              
                	6
                	76.2097
                	22.5950
                	36
                	41.8649
                	41.1953
              

              
                	7
                	45.6468
                	57.9807
                	37
                	84.6221
                	74.4566
              

              
                	8
                	1.8504
                	76.0365
                	38
                	52.5152
                	26.7947
              

              
                	9
                	82.1407
                	52.9823
                	39
                	20.2647
                	43.9924
              

              
                	10
                	44.4703
                	64.0526
                	40
                	67.2137
                	93.3380
              

              
                	11
                	61.5432
                	20.9069
                	41
                	83.8118
                	68.3332
              

              
                	12
                	79.1937
                	37.9818
                	42
                	1.9640
                	21.2560
              

              
                	13
                	92.1813
                	78.3329
                	43
                	68.1277
                	83.9238
              

              
                	14
                	73.8207
                	68.0846
                	44
                	37.9481
                	62.8785
              

              
                	15
                	17.6266
                	46.1095
                	45
                	83.1796
                	13.3773
              

              
                	16
                	40.5706
                	56.7829
                	46
                	50.2813
                	20.7133
              

              
                	17
                	93.5470
                	79.4211
                	47
                	70.9471
                	60.7199
              

              
                	18
                	91.6904
                	5.9183
                	48
                	42.8892
                	62.9888
              

              
                	19
                	41.0270
                	60.2869
                	49
                	30.4617
                	37.0477
              

              
                	20
                	89.3650
                	5.0269
                	50
                	18.9654
                	57.5148
              

              
                	21
                	5.7891
                	41.5375
                	51
                	19.3431
                	45.1425
              

              
                	22
                	35.2868
                	30.4999
                	52
                	68.2223
                	4.3895
              

              
                	23
                	81.3166
                	87.4367
                	53
                	30.2764
                	2.7185
              

              
                	24
                	0.9861
                	1.5009
                	54
                	54.1674
                	31.2685
              

              
                	25
                	13.8891
                	76.7950
                	55
                	15.0873
                	1.2863
              

              
                	26
                	20.2765
                	97.0845
                	56
                	69.7898
                	38.3967
              

              
                	27
                	19.8722
                	99.0083
                	57
                	37.8373
                	68.3116
              

              
                	28
                	60.3792
                	78.8862
                	58
                	86.0012
                	9.2842
              

              
                	29
                	27.2188
                	43.8659
                	59
                	85.3655
                	3.5338
              

              
                	30
                	19.8814
                	49.8311
                	60
                	59.3563
                	61.2395 
              

            

          

        

      

    

  
    
      第8章　方程类数学模型

      
        



    

  



        

        
          在自然学科（如物理、化学、生物、天文）以及在工程、经济、军事、社会等学科中存在大量的问题可以用微分方程来描述.正如列宁所说：自然界的统一性显示在关于各种现象领域的微分方程式的“惊人的类似中”.要建立微分方程模型，读者必须掌握元素法（微元法）.所谓元素法（有关元素法，在高等数学中已有介绍），从某种角度上讲，就是无穷小分析的方法，它是以自然规律的普遍性为根据并且以局部规律的独立假定为基础.在解决各种实际问题时，微分方程用得极其广泛.

          

      

    

  



8.1　微分方程数学模型

          
          

          微分方程模型并不是新的事物，很久以来它一直伴随在大家身边.可以说有了数学并要用数学去解决实际问题时就一定要使用数学的语言、方法去近似地刻画这个实际问题.在数学应用的许多领域到处都可以找到微分方程模型的身影.例如：第1章提及的自由落体运动规律；第2章提及的人口控制与预测等.只不过在当前随着科学技术的发展，各门学科定量化分析的加强以及使用数学工具来解决各种问题的要求日益普遍的条件下，微分方程模型作为数学在实际问题的应用的主要手段之一，它的作用显得愈发突出，从而受到了更加普遍的重视.

          在数学建模竞赛中，机理型问题大都是通过建立微分方程数学模型加以解决的.其中典型的微分方程模型有人口问题中的Malthus模型与Logistic模型，医疗问题中的简单传染病模型与一般传染病模型，种群问题中的种群竞争模型与战斗模型.下面来介绍以上模型的一般表述方式，并以例题加以说明.

          

      

    

  



8.1.1　传染病传播数学模型

          随着卫生设施的改善，医疗水平的提高及人类文明的不断发展，诸如霍乱、天花等曾经肆虐全球的传染性疾病已经得到了有效的控制.但是一些新的、不断变异着的传染病毒却悄悄地向人类袭来，20世纪80年代十分险恶的艾滋病毒开始肆虐全球，至今仍在蔓延；2003年春来历不明的SARS病毒突袭人间，给人们的生命财产带来了极大的危害.长期以来，建立传染病的数学模型来描述传染病的传播过程、分析受感染人数的变化规律、探索制止传染病蔓延的手段等，一直是有关专家关注的一个热点问题.

          不同类型传染病的传播过程有其各自不同的特点，弄清这些特点需要相当多的病理知识.在这里不可能从医学角度一一分析各种传染病的传播特点，而只能是按照一般的传播机理来建立数学模型.

          首先介绍一个最简单的传染病模型.设时刻t的病人人数x（t）是连续、可微函数，并且每个病人每天有效接触（足以使人致病的接触）的平均人数是常数λ.考查t到t+Δt这段时间内病人人数的增加，于是就有如下表达式：

          
            [image: ]
          

          再设t=0时，有x0个病人.并对上式取Δt→0时的极限，得如下微分方程：
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          模型表明，随着t的增加，病人人数x（t）无限增长，这显然是不符合实际的.上述建模失败的原因是：在病人有效接触的人群中，有健康人也有病人，而其中只有健康人才可以被传染为病人.所以在下面改进的模型中必须区别这两种人；人群的总人数是有限的，不是无限的.并且随着病人人数的增加，健康人的人数在逐渐减少.因此，病人的人数不会无限地增加下去.

          为了改进上述模型所存在的缺点，作如下修改：

          假设在疾病传播期内所考查地区的总人数不变，既不考虑生死，也不考虑迁移.人群分为易感染者和已感染者两类，以下简称健康者和病人.并记时刻t这两类人在总人数N中所占的比例分别为s（t）和i（t）.每个病人每天有效接触的平均人数是常数λ，λ称为日接触率.当病人与健康者有效接触时，使健康者受感染变为病人.

          根据上述假设，每个病人每天可使λs（t）个健康者变为病人.因为病人人数为Ni（t），所以每天共有λNs（t）i（t）个健康者被感染.于是λNs（t）i（t）就是病人人数Ni（t）的增加率，即有如下模型：

          
            [image: ]
          

          这时病人增加得最快，可以认为是医院门诊量最大的时刻，预示着传染病高潮的到来，也是医疗卫生部门关注的时刻.tm与λ成反比，因为日接触率λ表示该地区的卫生水平，λ越小卫生水平越高.所以改善保健设施，提高卫生水平可以推迟传染病高潮的到来.当t→∞时，i→1.即所有人终将被传染，全变为病人，这显然不符合实际情况.其原因是模型中没有考虑到病人可以治愈，人群中的健康者只能变成病人，病人不会再变成健康者.

          为了修正上述结果必须重新考虑模型的假设，在下面的模型中将讨论病人可以治愈的情况.有些传染病如伤风、痢疾等愈后免疫力很低，可以假定无免疫性.于是病人被治愈后变成健康者，健康者还可以被感染再变成病人.

          每天被治愈的病人数占病人总数的比例为常数μ，称为日治愈率.病人治愈后成为仍可被感染的健康者，显然1/μ是这种传染病的平均传染期.模型修正为：
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          可以得到模型的解表述如下：
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          定义σ=λ/μ，注意到λ和1/μ的含义，可知σ是整个传染期内每个病人有效接触的平均人数，称为接触数.利用σ，模型可改写为：
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          接触数σ=1是一个阈值.当σ＞1时，i（t）的增减性取决于i0的大小，但其极限值i（∞）=[image: ]随着σ的增加而增加；当σ≤1时病人比例i（t）越来越小，最终趋于零，这是由于传染期内健康者变成病人的人数不超过原来病人数的缘故.

          大多数传染病如天花、流感、肝炎、麻疹等治愈后均有很强的免疫力，所以病愈的人既非健康者（易感染者），也非病人（已感染者），他们已经退出传染系统.这种情况比较复杂，下面将进一步分析这一分析过程.

          假设在疾病传播期内所考查地区的总人数不变，既不考虑生死，也不考虑迁移.人群分为健康者、病人和病愈免疫的移出者，三类人在总人数中占的比例分别记作s（t），i（t）和r（t）；病人的日接触率为常数λ，日治愈率为常数μ，传染期接触数为σ=λ/μ.

          由假设可知s（t）+i（t）+r（t）=1.对于病愈免疫的移出者而言应有如下表达式：
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          再记初始时刻的健康者和病人的比例分别是s0（s0＞0）和i0（i0＞0），且不妨假设移出者的初始值r0=0，则得如下微分方程模型：
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          上式即为所要建立的数学模型，由于方程无法求出s（t）和i（t）的解析解，因此只能采用数值计算（具体应用时可使用数学软件来完成），也可以在相平面s-t上讨论分析s，t之间的关系.

          在模型中σ=λ/μ是一个重要参数，由于方程模型无解析解，因此λ，μ都很难估计.而当一次传染病结束后，可以获得s0和s∞，这时可采用下式对σ进行估计.
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          当同样的传染病到来时，如果估计λ，μ没有多大变化，那么就可以用上面得到的σ分析这次传染病的蔓延过程.

          在各类实际问题中产生的微分方程模型，其中大部分微分方程是无法求得解析解的只能采用数值解，而求数值解必须给定各种参数，在Matlab软件中有专门求解的命令，例如对上述微分方程组我们可以编写如下Matlab程序：

          首先编写M-文件

          function y=ill（t，x）

          a=1；b=0.3；　%给定方程中的参数λ=1、μ=0.3

          y=［a*x（1）*x（2）-b*x（1），-a*x（1）*x（2）］′；

          在command window窗口输入

          st=0∶30；

          x0=［0.02，0.98］；　%给定方程中的初值i（0）=0.02，s（0）=0.98

          ［t，x］=ode45（′ill′，st，x0）；［t，x］

          plot（t，x（：，1），t，x（：，2）），grid，pause

          plot（x（：，2），x（：，1）），grid运算后得到t，i，s的一组数据（共31组）及i（t），s（t）的图形，见图8-1和图8-2.

          ans=

          0　　0.0200　　0.9800

          1.0000　　0.0390　　0.9525

          2.0000　　0.0732　　0.9019

          …………………………

          28.0000　　0.0028　　0.0402

          29.0000　　0.0022　　0.0401

          30.0000　　0.0017　　0.0401

          
            [image: ]
            图8-1　i（t），s（t）图形

          

          
            [image: ]
            图8-2　i—s 图形（相轨线）

          

          
            例8-1　SARS传播问题——CUMCM2003
          

          严重急性呼吸道综合征，俗称：非典型肺炎（Severe Acute Respiratory Syndrome，SARS）是21世纪第一个在世界范围内传播的传染病.SARS的爆发和蔓延给我国的经济发展和人民生活带来了很大影响，从中得到了许多重要的经验和教训，认识到定量地研究传染病的传播规律、为预测和控制传染病蔓延创造条件的重要性.请对SARS的传播建立数学模型，具体要求如下：

          （1）对提供的一个早期的模型（原题附件中给出），评价其合理性和实用性.

          （2）建立模型，说明为什么优于早期的模型；特别要说明怎样才能建立一个真正能够预测以及能为预防和控制提供可靠、足够的信息的模型，这样做的困难在哪里？对于卫生部门所采取的措施作出评论，如：提前或延后5天采取严格的隔离措施，对疫情传播所造成的影响做出估计.

          
            【解题思路】
          

          基于微分方程的思想，把整个社会看成一个系统，在SARS流行期间，死亡的人、已经康复的患者（不再可能再次感染）就看成是已经退出了系统.而对于被隔离起来的患者和疑似病人也不再具有传染能力，也就不再是传染源.并且将政府等方面采取的措施融合在了一起，体现于方程的各等量关系中，于是提出这个模型：

          记时刻t健康人和病人在总人数N中所占的比例分别为s（t）和i（t）.每个病人每天有效接触的平均人数是常数λ1，假设每个病人每天可使λ1s（t）个健康者变为病人，因为病人人数为Ni（t），所以每天共有λ1Ns（t）i（t）个健康者被感染，于是λ1Nsi就是病人数Ni的增加率，又因为每天被治愈率为μ，死亡率为η，所以每天有μNi个病人被治愈，有ηNi个病人死亡.那么病人的感染为：
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          由于s（t）+i（t）+r（t）=1，对于退出者：dr/dt=iψ，其中ψ为所有退出者比例之和.即ψ=μ+η.故SARS 患者率模型一的方程建立如下：
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          与前面同样的分析，得到疑似患者率模型：
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          其中参数的含义如下，l（t）为t时刻疑似病人的比例.
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8.1.2　种群竞争数学模型

          意大利数学家沃特拉（Volterra）为解释第一次世界大战期间某海港鱼量的变化而建立了一个关于捕食鱼与被食鱼生长情形的数学模型.沃特拉把所有的鱼分为两类：捕食鱼与被食鱼，时刻t被捕食鱼的总数为x（t），而捕食鱼的总数为y（t）.因为被食鱼所需的食物很丰富，它们本身的竞争并不激烈，

          如果不存在捕食鱼的话，被食鱼的增加应遵循指数增长率dx（t）/dt=ax，a为常数，表示自然净相对增长率，但因捕食鱼的存在，致使其增长率降低，设单位时间内捕食鱼与被食鱼相遇的次数为bx（t）y（t），因此具有如下表达式：
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          类似地，沃特拉认为捕食鱼的自然减少率（因缺少被食鱼）同它们存在的数目成反比，即为-cy.自然增加率则同它们本身存在数目y及食物——被食鱼数目x成正比，即dx（t）y（t），d为常数，反映被食鱼对捕食鱼的供养能力，于是得到如下种群竞争模型：
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          上式表示当不存在人类捕鱼活动时，捕食鱼与被食鱼应遵循的规律，称为Volterra 被捕食-捕食模型.

          对甲、乙两种群，假设种群甲和乙的数量分别为x（t），y（t），则可用下列方程表示种群甲、乙相互竞争同一资源时的生长状况：
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          这里系数a，b，c，d均为正数，这方程称为两种群竞争模型.当系数c，d为负数时，两种群互相促进，互为依赖，这样的模型成为共生模型.

          更一般地，可用下列的一般方程（统称为Volterta 模型）表示相互干扰的种群甲、乙的生长情况：
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          其中a，b，c，d，e，f为常数，可正可负或为0，视两种群的相互关系而定，一般分竞争，共生，被捕食-捕食等类型.更一般的两种群竞争系统可表示为如下形式：
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          其中M（x，y），N（x，y）为相对于x，y的增长率，且当一种群增长时另一种群的增长率下降，同时任一种群过多时两种群都不能增长，只有一种群时，将按极限增长.

          
            例8-2　AIDS传播问题——CUMCM2006
          

          艾滋病是当前人类社会最严重的瘟疫之一，从1981年发现以来的20多年间，它已经吞噬了近3000万人的生命.

          艾滋病的医学全名为“获得性免疫缺损综合征”，英文简称AIDS，它是由艾滋病毒（医学全名为“人体免疫缺损病毒”，英文简称HIV）引起的.这种病毒破坏人的免疫系统，使人体丧失抵抗各种疾病的能力，从而严重危害人的生命.人类免疫系统的CD4细胞在抵御HIV的入侵中起着重要作用，当CD4被HIV感染而裂解时，其数量会急剧减少，HIV将迅速增加，导致AIDS发作.

          艾滋病治疗的目的，是尽量减少人体内HIV的数量，同时产生更多的CD4，至少要有效地降低CD4减少的速度，以提高人体免疫能力.迄今为止人类还没有找到能根治AIDS的疗法，目前的一些AIDS疗法不仅对人体有副作用，而且成本也很高.许多国家和医疗组织都在积极试验、寻找更好的AIDS疗法.

          现在得到了美国艾滋病医疗试验机构ACTG公布的两组数据.ACTG320是同时服用zidovudine（齐多夫定），lamivudine（拉美夫定）和indinavir（茚地那韦）3种药物的300多名病人每隔几周测试的CD4和HIV的浓度（每毫升血液里的数量）.193A是将1300多名病人随机地分为4组，每组按下述4种疗法中的一种服药，大约每隔8周测试的CD4浓度（这组数据缺HIV浓度，它的测试成本很高）.4种疗法的日用药分别为：600mg zidovudine或400mg didanosine（去羟基苷），这两种药按月轮换使用；600 mg zidovudine加2.25 mg zalcitabine（扎西他滨）；600 mg zidovudine加400 mg didanosine；600 mg zidovudine加400 mg didanosine，再加400 mg nevirapine（奈韦拉平）.

          完成以下问题：利用附件的数据，预测继续治疗的效果，或者确定最佳治疗终止时间（继续治疗指在测试终止后继续服药，如果认为继续服药效果不好，则可选择提前终止治疗）.利用附件的数据，评价4种疗法的优劣（仅以CD4为标准），并对较优的疗法预测继续治疗的效果，或者确定最佳治疗终止时间.

          由于篇幅所限，本书没有给出该问题的附件，大家可以登录全国大学生数学建模竞赛的网站（http：//www.mcm.edu.cn）下载.

          
            【解题思路】
          

          CD4与HIV基本呈现出一种此消彼长的态势.就像两支部队，在人体这个战场上你争我夺，进行一场大战.因此可以用战争模型来解释.将CD4和HIV看做处于敌对状态的两支大军，CD4数量的减少和HIV的增多，可以看成是当HIV得到了有力的增援后，对CD4进攻占据优势，消灭了很多CD4.反之，当CD4得到有力的增援后，将会成功地抵挡住HIV的进攻，同时对HIV兵力造成极大的消耗.将药物看做是在这场战争中大大增加CD4增援率与大大降低HIV增援率的一个因素.

          用x1（t）与x2（t）来表示交战双方t时刻的兵力.由于两军进行的是短兵相接的正面作战，认为其中一方的战斗减员率只与敌方兵力有关，可以简单认为与对方军力成正比.用b表示HIV对CD4的杀伤率，用c表示CD4对HIV的杀伤率.于是，CD4的战斗减员率即为bx2，HIV的战斗减员率即为cx1.

          将CD4和HIV数量增多看做它们得到了增援.这个增援是由自身的复制等原因引起的.在战争模型中，与己方兵力有关，令CD4和HIV的增援率为αx1和βx2.由此，可以用以下战争模型加以描述：
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          上述模型可以变化为以下形式的微分方程：
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          通过求解微分方程可以得到：[image: ].类似可以得到x2.

          在数学建模竞赛中，微分方程主要出现在以上两个方面.但是这并不意味着微分方程的应用就如此的狭隘，关键是能够掌握微分方程模型的建立方法.下面继续通过例题来叙述如何在其他方面建立微分方程模型.

          

      

    

  



8.1.3　污染扩散数学模型

          描述水体中水质变化规律的数学表达式，主要以物质守恒原理为基础，模拟污染物质排入水体以后，水体的水质在物理、化学和生物化学等过程中的变化.水质数学模型反映污染物排放与水体质量的定量关系，主要用于水体污染特性、水体纳污容量的研究和水质预测.

          一般在河流纵向上，由于水流的推动，污染物的平流（又称对流）输送，远比扩散显著.根据流动方向上的推流作用，导出推流模型，近似地模拟水质变化.下面通过两道例题说明水流污染扩散模型和空气污染扩散模型.

          
            例8-3　长江水资源管理问题——CUMCM2005
          

          水是人类赖以生存的资源，保护水资源就是保护我们自己，对于我国大江大河水资源的保护和治理应是重中之重.专家们呼吁：“以人为本，建设文明和谐社会，改善人与自然的环境，减少污染.”原题附件给出了长江沿线17个观测站（地区）近两年主要水质指标的检测数据，以及干流上7个观测站近一年的基本数据（站点距离、水流量和水流速）.通常认为一个观测站（地区）的水质污染主要来自于本地区的排污和上游的污水.一般说来，江河自身对污染物都有一定的自然净化能力，即污染物在水环境中通过物理降解、化学降解和生物降解等使水中污染物的浓度降低.反映江河自然净化能力的指标称为降解系数.事实上，长江干流的自然净化能力可以认为是近似均匀的，根据检测可知，主要污染物高锰酸盐指数和氨氮的降解系数通常介于0.1～0.5之间，比如可以考虑取0.2（单位：1/天）.其中某个月的17个观测站的数据如表8-1所示，其他数据可以参看该年题目附件.请研究下列问题：研究、分析长江干流近一年主要污染物高锰酸盐指数和氨氮的污染源主要在哪些地区？

          表8-1　2003年6月17个站点的数据

          
            
              
                	点位名称
                	断面情况
                	主要监测项目（单位：mg／L）
                	水质类别 
              

              
                	pH 
                	DO 
                	CODM n 
                	N H3 ‐N
                	本月
                	上月
              

              
                	四川攀枝花
                	干流
                	7．6
                	6．8
                	0．2
                	0．1 
                	Ⅱ 
                	Ⅱ
              

              
                	重庆朱沱
                	干流（川渝省界）
                	7．63
                	8．41
                	2．8
                	0．34 
                	Ⅱ 
                	Ⅱ
              

              
                	湖北宜昌南津关
                	干流（三峡水库出口）
                	7．07
                	7．81
                	5．8
                	0．55 
                	Ⅲ 
                	Ⅲ
              

              
                	湖南岳阳城陵矶
                	干流
                	7．58
                	6．47
                	2．9
                	0．34 
                	Ⅱ 
                	Ⅱ
              

              
                	江西九江河西水厂
                	干流（鄂赣省界）
                	7．34
                	6．19
                	1．7
                	0．13 
                	Ⅱ 
                	Ⅱ
              

              
                	安徽安庆皖河口
                	干流
                	7．52
                	6．54
                	3．2
                	0．22 
                	Ⅱ 
                	Ⅱ
              

              
                	江苏南京林山
                	干流（皖苏省界）
                	7．78
                	6．9
                	3．1
                	0．11 
                	Ⅱ 
                	Ⅱ
              

              
                	四川乐山岷江大桥
                	岷江（与大渡河汇合前）
                	7．66
                	4．2
                	5．8
                	0．53 
                	Ⅳ 
                	Ⅳ 
              

            

          

          续表

          
            
              
                	点位名称
                	断面情况
                	主要监测项目（单位：mg／L）
                	水质类别 
              

              
                	pH 
                	DO 
                	CODM n 
                	N H3 ‐N
                	本月
                	上月
              

              
                	四川宜宾凉姜沟
                	岷江（入长江前）
                	8．01
                	7．63
                	2．4
                	0．25 
                	Ⅱ 
                	Ⅱ
              

              
                	四川泸州沱江二桥
                	沱江（入长江前）
                	7．63
                	4．02
                	3．6
                	1．06 
                	Ⅳ 
                	Ⅳ
              

              
                	湖北丹江口胡家岭
                	丹江口水库（库体）
                	8．63
                	10．2
                	1．8
                	0．1 
                	Ⅰ 
                	Ⅰ
              

              
                	湖南长沙新港
                	湘江（洞庭湖入口）
                	7．42
                	6．45
                	4．3
                	0．99 
                	Ⅲ 
                	Ⅲ
              

              
                	湖南岳阳岳阳楼
                	洞庭湖出口
                	7．73
                	6．26
                	1．4
                	0．21 
                	Ⅱ 
                	Ⅲ
              

              
                	湖北武汉宗关
                	汉江（入长江前）
                	8
                	6．43
                	2．4
                	0．17 
                	Ⅱ 
                	Ⅱ
              

              
                	江西南昌滁槎
                	赣江（鄱阳湖入口）
                	6．64
                	5．18
                	1．1
                	0．92 
                	Ⅲ 
                	Ⅲ
              

              
                	江西九江蛤蟆石
                	鄱阳湖出口
                	7．28
                	6．87
                	2．7
                	0．15 
                	Ⅱ 
                	Ⅱ
              

              
                	江苏扬州三江营
                	夹江（南水北调取水口）
                	7．29
                	6．9
                	1．6
                	0．15 
                	Ⅱ 
                	Ⅱ
              

            

          

          
            【解题思路】
          

          对于问题，研究分析干流污染源的分布，因此必须就站点距离、水流量、水流速和降解系数等因素，对本地区和上游的排污情况进行综合考虑.易知某地的污染总量为该地区污染物观测浓度和水流量的乘积.确定某地的废水排放量，关键求出来自上游的污染物到该地区后的剩余浓度Cei.

          按照河流水质管理需求，可以不考虑排放物在河流中的混合过程，即假设在排污口断面即完成与水的均匀混合，那么可以建立一维水质模型来求解剩余浓度Cei.根据质量守恒定律，Cei满足如下偏微分方程：

          
            [image: ]
          

          若不计纵向离散作用，方程可简化为：

          
            [image: ]
          

          由此，得到各地的实际排放量di=（Ci-Cei）×Ri.其中D是纵向离散系数，V为水流速，xi，Ci，di，Ri分别表示第i个观察点的横坐标、观测浓度、污染物排放量、水流量.

          将2004年4月到2005年4月的数据代入求解，可以得到各地13个月的高锰酸盐和氨氮的排放量.通过内梅罗公式，对每个监测点13个月的污染物排放量求内梅罗均值，得到最后数据如表8-2所示.

          
            [image: ]
          

          其中I为内梅罗均值；Imax为各年污染物的最大排放量；[image: ]为各年污染物的加和均值.与一般算术平均值相比，内梅罗均值不仅考虑了加和平均，而且突出了高值的影响，可以说，这种处理方法充分利用了数据，并有效顾及了数据的整体和波动两个方面，得出的结论更加客观、更加可靠.

          表8-2　各地污染物排放情况

          
            
              
                	观测点 
                	CODM n 
                	N H3‐N
              

              
                	四川攀枝花
                	27948.80
                	2670.19
              

              
                	重庆朱沱
                	150809.49
                	5870.19
              

              
                	湖北宜昌南津关
                	134404.33
                	11420.33
              

              
                	湖南岳阳城陵矶
                	157876.13
                	12417.05
              

              
                	江西九江河西水厂
                	107487.67
                	13437.60
              

              
                	安徽安庆皖河口
                	86207.45
                	6827.64
              

              
                	江苏南京林山
                	139088.26
                	4960.09
              

            

          

          为了更加直观地得出结论，从表8-2可以看出，重庆朱沱 、湖北宜昌南津关、湖南岳阳城陵矶高锰酸盐排放比较大，湖北宜昌南津关、湖南岳阳城陵矶、江西九江河西水厂氨氮的排放比较大.尤其是湖南和湖北，对两种主要污染物的排放量都比较大，国家应当集中力量治理这些污染大户.

          
            例8-4　城市表层土壤重金属污染分析——CUMCM2011
          

          随着城市经济的快速发展和城市人口的不断增加，人类活动对城市环境质量的影响日显突出.对城市土壤地质环境异常的查证，以及如何应用查证获得的海量数据资料开展城市环境质量评价，研究人类活动影响下城市地质环境的演变模式，日益成为人们关注的焦点.

          按照功能划分，城区一般可分为生活区、工业区、山区、主干道路区及公园绿地区等，分别记为1类区、2类区，…，5类区，不同的区域环境受人类活动影响的程度不同.

          现对某城市城区土壤地质环境进行调查.为此，将所考查的城区划分为间距1千米左右的网格子区域，按照每平方千米1个采样点对表层土（0～10 厘米深度）进行取样、编号，并用GPS记录采样点的位置.应用专门仪器测试分析，获得了每个样本所含的多种化学元素的浓度数据.另一方面，按照2千米的间距在那些远离人群及工业活动的自然区取样，将其作为该城区表层土壤中元素的背景值.附件1列出了采样点的位置、海拔高度及其所属功能区等信息（略），附件2列出了8种主要重金属元素在采样点处的浓度（略），附件3列出了8种主要重金属元素的背景值（略）.

          现要求你们通过数学建模来完成以下任务：分析重金属污染物的传播特征，由此建立模型，确定污染源的位置.分析你所建立模型的优缺点，为更好地研究城市地质环境的演变模式，还应收集什么信息？有了这些信息，如何建立模型解决问题？

          【附录1】　附件可以通过官方网站下载http：//mcm.edu.cn.

          
            【解题思路】
          

          本题主要从两个方面分析重金属污染物的传播特征：从高海拔向低海拔扩散，从高浓度向低浓度扩散.

          重金属在海拔方向的传播多是由于雨水、地表水的冲刷，以及重力作用导致土壤表层的重金属发生了迁移，结合地形图，不难发现海拔高的区域重金属的浓度相对较低，随着海拔的减小重金属的浓度有逐渐递增的趋势.故相对而言，海拔低的区域中各取样点的重金属浓度普遍较高，因此认为重金属在传播过程中存在从高海拔向低海拔扩散的传播特征.

          菲克（A.Fick）于1855年参考导热方程，通过实验确立了扩散物质量与其浓度梯度之间的宏观规律，即单位时间内通过垂直于扩散方向的单位截面积的物质量（扩散通量）与该物质在该面积处的浓度梯度成正比，其表达式为：

          
            [image: ]
          

          其中，J为扩散通量，表示扩散物质通过单位截面的流量物质量；x为扩散距离；C为扩散组元的体积浓度，单位为物质量；[image: ]为沿x方向的浓度梯度；D为原子的扩散系数.负号表示扩散由高浓度向低浓度方向进行.

          稳态扩散的情况很少见，有些扩散虽然不是稳态扩散，只要原子浓度随时间的变化很缓慢，就可以按稳态扩散处理.但是，实际中的绝大部分扩散属于非稳态扩散，这时系统中的浓度不仅与扩散距离有关，也与扩散时间有关，即[image: ].对于这种非稳态扩散可以通过扩散第一定律和物质平衡原理两个方面加以解决.图8-3为扩散系统示意.

          
            [image: ]
            图8-3　扩散系统

          

          扩散物质沿x方向通过横截面积为A（=ΔyΔz）、长度为Δx的微元体，假设流入微元体（x处）和流出微元体（x+Δx处）的扩散通量分别为Jx和Jx+Δx，则在Δt时间内微元体中累积的扩散物质量为：

          
            [image: ]
          

          扩散系数一般是浓度的函数，当它随浓度变化不大或者浓度很低时，可以视为常数，故上式可简化为：

          
            [image: ]
          

          对于三维扩散，根据具体问题可以采用不同的坐标系.在直角坐标系下的扩散第二定律可拓展得到：

          
            [image: ]
          

          当扩散系统为各向同性时，如立方晶系，有Dx=Dy=Dz=D，若扩散系数与浓度无关，则上式转变为：

          
            [image: ]
          

          与扩散第一定律不同，扩散第二定律中的浓度可以采用任何浓度单位.

          方程可运用差分的方法进行数值求解.将求得的点结合对各重金属所作因子分析得到的相关系数，综合判定得到污染源结果如表8-3所示.

          表8-3　各地污染源坐标

          
            
              
                	编号
                	横坐标
                	纵坐标
                	海拔
                	功能区
                	污染物
              

              
                	1
                	10199
                	16290
                	20.5
                	生活区 
                	As、Cu
              

              
                	2
                	2383
                	3692
                	7
                	工业区 
                	Cd、Cr、Cu、Hg、Ni、Pb、Zn
              

              
                	3
                	4948
                	7293
                	6
                	工业区 
                	Zn
              

              
                	4
                	2708
                	2295
                	22
                	工业区 
                	Hg、Pb
              

              
                	5
                	3299
                	6018
                	4
                	交通区 
                	Cd、Cr、Cu、Ni、Pb、Zn
              

              
                	6
                	6395
                	10443
                	4
                	工业区 
                	Cd
              

              
                	7
                	4845
                	7293
                	7.5
                	工业区 
                	As 
              

            

          

          
            例8-5　酒后血液酒精测量问题——CUMCM2004
          

          针对这种严重的交通情况，国家质量监督检验检疫局2004年5月31日发布了新的《车辆驾驶人员血液、呼气酒精含量阈值与检验》国家标准，新标准规定，车辆驾驶人员血液中的酒精含量大于或等于20 mg/dmL，小于80 mg/dmL为饮酒驾车（原标准是小于100 mg/dmL），血液中的酒精含量大于或等于80 mg/dmL为醉酒驾车（原标准是大于或等于100 mg/dmL）.

          大李在中午12点喝了一瓶啤酒，下午6点检查时符合新的驾车标准，紧接着他在吃晚饭时又喝了一瓶啤酒，为了保险起见他等到凌晨2点才驾车回家，又一次遭遇检查时被定为饮酒驾车，这让他既懊恼又困惑，为什么喝同样多的酒，两次检查结果会不一样呢？将参考下面给出的数据，建立饮酒后血液中酒精含量的数学模型，对大李碰到的情况做出解释：在3瓶啤酒或半斤低度白酒后多长时间内驾车就会违反上述标准，分别对以下情况进行分析：酒在很短时间内喝的；酒在较长一段时间（比如2 h）内喝的.

          怎样估计血液中的酒精含量在什么时间最高.根据模型论证：如果天天喝酒，是否还能开车？

          已知：人的体液占人的体重的65%至70%，其中血液只占体重的7%左右；而药物（包括酒精）在血液中的含量与在体液中的含量大体是一样的.体重约70 kg的某人在短时间内喝下2瓶啤酒后，隔一定时间测量他的血液中的酒精含量（mg/dmL），数据如表8-4所示.

          表8-4　酒精含量测试表

          
            
              
                	时间（h）
                	0.25
                	0.5
                	0.75
                	1
                	1.5
                	2
                	2.5
                	3
                	3.5
                	4
                	4.5
                	5
              

              
                	酒精含量
                	30
                	68
                	75
                	82
                	82
                	77
                	68
                	68
                	58
                	51
                	50
                	41
              

              
                	时间（h）
                	6
                	7
                	8
                	9
                	10
                	11
                	12
                	13
                	14
                	15
                	16
                	　
              

              
                	酒精含量
                	38
                	35
                	28
                	25
                	18
                	15
                	12
                	10
                	7
                	7
                	4
                	　
              

            

          

          
            【解题思路】
          

          考虑饮酒后酒精在人体内的变化情况，酒精被饮入体内首先进入胃中，再随着血液循环进入体液，然后再由体液分解排出体外.所以可以对问题进行如下简化：在酒精吸收和分解的过程中，考虑酒精在进入胃的过程中没有损失，而胃内的酒精只是在向体液中渗透，并不考虑体液中的酒精反向渗透回胃内.因为酒精在体液中的浓度和酒精在血液中的浓度大体上是一样的，所以不把血液和体液分开考虑，而把它们看成是一个整体.所以建立模型时就把胃看成一个空间，把血液和体液整体看成另一个空间，而这两个空间的关系是酒精从胃渗透向体液，而体液中的酒精只是通过分解排出.

          首次饮酒后经过了6个小时后再次饮酒，这个时候血液中的酒精浓度计算应该是，首次饮酒在血液中的残留继续分解，而第2次饮酒还要经过一个吸收和分解的过程，所以再过8 h测出的血液中的酒精浓度和首次饮酒也有关系.在短时间喝一定量的酒，经过模型可直接求解出各个时刻的血液酒精浓度，而对于长时间饮酒，可以认为酒是匀速饮入，对时间进行分割，然后在每个小时间段内看成是快速饮入定量的酒.在每个小时间段内用模型模拟.无论是短时间饮酒，还是长时间饮酒，都可以根据模型很容易求出血液中酒精的含量在何时最大.

          这个问题的本身尚有一些不确定的因素，比如说身体素质就会影响人对酒精的吸收与分解.为了使问题简化，假设酒精从胃部向体液的转移速率，及向外排除的速率分别与胃部和体液中的酒精浓度成正比.基于上述对问题的讨论，对于短时间内饮入酒的情况可以建立下述模型.图8-4为房室模型示意.

          
            [image: ]
            图8-4　房室模型示意图

          

          用吸收室代表胃，用中心室代表体液.首先对吸收室建立微分方程，考虑到酒在短时间内进入吸收室，可得如下微分方程组：

          
            [image: ]
          

          对中心室创建微分方程，可得如下表达式：

          
            [image: ]
          

          接下来，通过题中所给实验数据来拟合求出两个系数：k01，k.每瓶啤酒的体积为640 mL，啤酒的酒精度约为4%，酒精的密度为800 mg/mL，所以可以计算得到每瓶啤酒中含有酒精为20480 mg.体液约占体重的65%～70%，体液的密度约为1.05×105 mg/dmL.可以计算70 kg的人的体液约为467 dmL.所以对于题中实验数据，可以确定D0（代表饮入的酒精量，单位为mg）等于40960 mg，v1（人体的体液的体积，单位为dmL）467 dmL.体液中酒精浓度和血液中酒精浓度相同.
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            图8-5　浓度拟合图

          

          用函数[image: ]拟合题中实验数据得：k01=2.6853，k=0.1474.拟合的方法已经在第2章中有所介绍，相信各位已经掌握.所以得到拟合函数：c1（t）=-92.8029（e-2.6853t-e-0.1474t），得到的拟合图像如图8-5所示，其中y轴表示酒精血液浓度，x表示时间.

          快速饮酒1瓶时酒精浓度的函数c1（t）=-46.4014（e-2.6853t-e-0.1474t），如图8-6所示；

          快速喝3瓶啤酒后的酒精浓度变化函数：c1（t）=-139.2042（e-2.6853t-e-0.1474t），如图8-7所示.
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            图8-6　饮1瓶酒后血液酒精浓度变化曲线

          

          
            [image: ]
            图8-7　饮3瓶酒后血液酒精浓度变化曲线

          

          经过计算，在饮酒13.1629 h内血液中酒精浓度大于20 mg/dmL，违反标准.在饮酒3.7574 h内血液中酒精浓度大于80 mg/dmL，属于醉酒驾车.

        

      

    

  
    
      
        
          8.2　马尔可夫模型

          
          

        

        
          马氏链模型是关于随机动态系统的一类模型，适用于时间、状态都离散并具有无后效性（或马尔可夫性）的场合.所谓无后效性就是系统未来的状态只与系统现在的状态有关，与以前的状态无关.

          马氏链模型在经济、社会、生态、遗传等许多领域中有着广泛的应用.值得提出的是，虽然它是解决随机转移过程的工具，但是一些确定性系统的状态转移问题也能用马氏链模型处理，本节首先介绍一些马氏链的简单模型.

          
            例8-6　商店销售问题
          

          某商店每月考查一次经营情况，其结果用销路好与销路坏两种状态中的一种表示.已知如果本月销路好，则下月仍保持这种状态的概率为0.5；如果本月销路坏，下月转变为销路好的概率为0.4.试分析若开始商店处于销路好，那么经过若干月能保持销路好的概率为多大？如果开始商店处于销路坏的状况呢？

          
            【解题思路】
          

          商店的经营状况是随机的，每月转变一次，用随机变量Xn表示第n个月的经营状况.Xn=1表示销路好，Xn=2表示销路坏，n=0，1，2，…，Xn称为这个经营系统的状态.用ai（n）表示第n个月处于状态i的概率（i＝1，2），即ai（n）=PXn=i.用Pij表示本月处于状态i，下月转为状态j的概率（i，j＝1，2），即Pij=PXn+1=j/Xn=i.ai（n）称为状态概率，Pij称为状态转移概率.这里，Xn+1只与Xn和Pij有关，而与系统以前的状态Xn-1，Xn-2，…无关，即无后效性.由此，利用全概率公式容易得到以下离散方程组：

          
            [image: ]
          

          根据已知条件，p11=0.5，p21=0.4.所以显然有p12=1-p11=0.5，p22=1-p21=0.6.当商店开始销路好，即a1（0）=1，a2（0）=0时，用上式立即可以算出a1（n），a2（n），n=1，2，…，结果如表8-5所示.由数字变化规律可以看出，当n→∞时，a1（n）→4/9，a2（n）→5/9.当商店开始销路坏时，用同样的方法可以得到结果如表8-6所示.

          表8-5　开始销路好时状态概率的变化

          
            
              
                	N
                	0
                	1
                	2
                	3 
                	…
                	∞ 
              

              
                	a1（n）
                	1
                	0.5
                	0.45
                	0.445 
                	…
                	4／9 
              

              
                	a2（n）
                	0
                	0.5
                	0.55
                	0.555 
                	…
                	5／9
              

            

          

          表8-6　开始销路坏时状态概率的变化

          
            
              
                	N
                	0
                	1
                	2
                	3 
                	… 
                	∞ 
              

              
                	a1（n）
                	0
                	0.4
                	0.44
                	0.444 
                	…
                	4／9 
              

              
                	a2（n）
                	1
                	0.6
                	0.56
                	0.556 
                	…
                	5／9
              

            

          

          对照上表可以看出，虽然对于各个n，具体的数字不完全相同.但是当n→∞时却会得到完全一样的结果，即n→∞时的状态概率趋于稳定值，且这个稳定值与初始状态无关，后面将仔细讨论这个问题.

          
            例8-7　微量元素检测问题
          

          考查微量元素磷在自然界中的转移情况，假定磷元素只分布在土壤、草、牛、羊等生物体，及上述系统之外（如河流中）这三种自然环境里.每经过一段时间磷在上述三种环境里的比例会发生变化，变化具有无效性.假定经过一定时间，土壤中的磷有30%被草吸收，又被牛羊吃掉，有20%排至系统之外，50%仍在土壤中；生物体中的磷有40%因草枯死、牛羊排泄又回到土壤中，40%移出系统，20%留在生物体内；而磷一旦移出系统之外，就100%地不再进入系统.假定磷在土壤，生物体和系统外的初始比例是0.5∶0.3∶0.2，试研究经过若干段时间后磷在三种环境中的转移情况.

          
            【解题思路】
          

          磷在三种环境中的分布及其变化是确定性的.但是如果把它在某种环境如土壤中的比例视为处于这种状态的概率（将全部含量作为一个整体），把它的变化比例视为转移概率，就能用随机转移的马氏链模型来解决这个问题，时期用n=0，1，2，…离散化，Xn=1，2，3分别表示第n时期磷处于土壤、生物体和系统外三种状态.ai（n）表示状态概率，即分布比例（i=1，2，3）.Pij表示由Xn=i到Xn+1=j的转移概率，即变化的比例.状态的转移具有无后效性，利用全概率公式并将Pij的数字代入得到：
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          以初始状态概率a1（0）=0.5，a2（0）=0.3，a3（0）=0.2代入上式计算，结果如表8-7所示.从表中可以看出，当n→∞时a1（n）→0，a2（n）→0，a3（n）→1.这表示磷终将全部移出系统.事实上，不论初始条件如何，n→∞时的结果都是一样的.顺便指出，如果开始磷全部在系统外，即处于状态3，有a1（0）=a2（0）=0，a3（0）=1.那么对于任意的n都有a1（n）=a2（n）=0，a3（n）=1，即一旦进入状态3就永远不会转移到其他状态.

          表8-7　数据转移分析

          
            
              
                	N
                	0
                	1
                	2
                	3 
                	…
                	10 
                	… 
                	∞ 
              

              
                	a1（n）
                	0.5
                	0.37
                	0.27
                	0.195 
                	…
                	0.02 
                	…
                	0 
              

              
                	a2（n）
                	0.3
                	0.21
                	0.15
                	0.111 
                	…
                	0.011 
                	…
                	0 
              

              
                	a3（n）
                	0.2
                	0.42
                	0.58
                	0.694 
                	…
                	0.969 
                	…
                	1
              

            

          

          通过这两个例子有助于了解下面给出的马氏链的基本概念：

          按照系统的发展，时间离散化为n=0，1，2，….对每个n，系统的状态用随机变量Xn表示.设Xn可以取k个离散值Xn=1，2，…，k，且Xn=i的概率记作ai（n），即状态概率.从Xn=i到Xn+1=j的概率记作Pij，即转移概率.如果Xn+1的取值只取决于Xn的取值及转移概率，而与Xn-1，Xn-2，…的取值无关，那么这种离散状态按照离散时间的随机转移过程称为马氏链.由状态转移的无后效性和全概率公式可以写出马氏链的基本方程为：
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          其中ai（n）和Pij应满足：
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          引入状态概率向量和转移矩阵：a（n）=（a1（n），a2（n），…，ak（n）），P=（pij）k×k，则基本方程可以表示为：a（n+1）=a（n）P.由此还可以得到：a（n）=a（0）Pn.

          上式表明转移矩阵P式非负阵，P的行和为1，称满足上式的矩阵P为随机矩阵.容易看出，对于马氏链模型最基本的问题是构造状态Xn及写出转移矩阵P，一旦有了P，那么给定初始状态概率a（0）就可以计算任意时间n的状态概率a（n）.

          从上面两例的计算结果可以看出这两个马氏链之间有很大的差别，事实上它们属于马氏链的两个重要类型，下面分别介绍这些类型.

          
            正则链：表8-5表示的一类马氏链的特点是，从任意状态出发经过有限次转移都能达到另外的任意状态.给出如下的定义：一个有k个状态的马氏链如果存在正整数N，使从任意状态i出发经N次转移都以大于零的概率达到状态j（i，j=1，2，…，k），则称为正则链.

          若马氏链的转移矩阵为P，则它是正则链的充要条件是：存在正整数N使PN＞0（指PN的每一个元素大于零）.从例8-6已经知道，从任意初始状态a（0）出发，n→∞时状态概率a（n）趋于与a（0）无关的稳定值.事实上有如下的定理：

          正则链存在唯一的极限状态概率w=（w1，w2，…，wk），使得当n→∞时状态概率a（n）→w与初始状态概率a（0）无关.w又称稳态概率，满足：wP=w，[image: ].还不难看出，[image: ]存在，记作P∞，并且P∞的每一行都是稳态概率w.如果记P∞=（p（∞）ij），那么有p∞ii=wi.

          从状态i出发经n次转移，第一次到达状态j的概率称为i～j的首达概率，记作fij（n）.于是[image: ]，为由状态i第一次到达状态j的平均转移次数.特别地，μii是状态首次返回的平均转移次数.对于正则链，有μii=1/wi.

          
            吸收链：例8-7的特点是状态3的转移概率P33=1，于是系统一旦进入状态3就再不会离开它，可以把它看做“吸收”其他状态的一个状态，并且从状态1或2出发，可以经有限次转移到达状态3.例8-7表示了如下定义的一类重要的马氏链.

          转移概率Pii=1的状态i称为吸收状态，如果马氏链至少包含一个吸收状态，并且从每一个非吸收状态出发，都能以正概率经有限次的转移到达某个吸收状态，那么这个马氏链称为吸收链.

          吸收链的转移矩阵可以写成简单的标准形式.若有r个吸收状态，k-r个非吸收状态，则转移矩阵P可表为：

          
            [image: ]
          

          其中k-r阶方阵Q的特征值λ（Q）满足|λ（Q）|＜1.这要求矩阵R（k-r）×r中必含有非零元素，以满足从任一非吸收状态出发经有限次转移可达到某吸收状态的条件.这样Q就不是随机矩阵，它至少存在一个小于1的行和，且如下定理成立：

          对于吸收链P的标准形式，（I-Q）可逆，[image: ]，记元素全为1的列向量e=（1，1，…，1）T，则y=Me的第i分量是从第i个非吸收状态出发，被某个吸收状态吸收的平均转移次数.

          设状态i是非吸收状态，j是吸收状态，那么首达概率fij实际上是i经n次转移被j吸收的概率，而[image: ]，则是从非吸收状态i出发终将被吸收状态j吸收的概率.

          
            例8-8　市场占有量分析问题
          

          为了预测A、B、C三个厂家生产的某种抗病毒药在未来的市场占有情况，进行市场调查.主要调查以下两件事：（1）目前的市场占有情况：若购买该药的总共1000家对象（购买力相当的医院、药店等）中，买A、B、C三药厂的各有400家、300家、300家，那么A、B、C三药厂目前的市场占有份额分别为：40%、30%、30%，称（0.4，0.3，0.3）为目前市场的占有分布或称初始分布.（2）查清使用对象的流动情况：流动情况的调查可通过发放信息调查表来了解顾客以往的资料或将来的购买意向，也可从下一时期的订货单得出，从订货单表可以得到相关数据如表8-8所示.

          表8-8　顾客订货情况表

          
            
              
                	下季度订货情况
                	合计
              

              
                	来自 
                	　
                	A 
                	B 
                	C 
                	　
              

              
                	A
                	160
                	120
                	120
                	400 
              

              
                	B
                	180
                	90
                	30
                	300 
              

              
                	C
                	180
                	30
                	90
                	300
              

              
                	合计
                	　
                	520
                	240
                	240
                	1000
              

            

          

          
            【解题思路】
          

          假定在未来的时期内，顾客相同间隔时间的流动情况不因时期的不同而发生变化，以1、2、3分别表示顾客买A、B、C三厂家药的三个状态，以季度为模型的步长（即转移一步所需的时间），那么根据表8-7，可以得模型的转移概率矩阵：

          
            [image: ]
          

          矩阵中的第一行（0.4，0.3，0.3）表示目前是A厂的顾客下季度有40%仍买A厂的药，转为买B厂和C厂的各有30%.同样，第二行、第三行分别表示目前是B厂和C厂的顾客下季度的流向.

          由P可以计算任意的k步转移矩阵，如三步转移矩阵：

          
            [image: ]
          

          从这个矩阵的各行可知三个季度以后各厂家顾客的流动情况.如从第二行（0.504，0.252，0.244）知，B厂的顾客三个季度后有50.4%转向买A厂的药，25.2%仍买B厂的，24.4%转向买C厂的药.

          设S（k）=（p（k）1，p（k）2，p（k）3）表示预测对象k季度以后的市场占有率，初始分布则为S（0）=（p（0）1，p（0）2，p（0）3），市场占有率的预测模型为S（k）=S（0）•Pk=S（k-1）•P.

          已知S（0）=（0.4，0.3，0.3），由此可预测任意时期A、B、C三厂家的市场占有率.三个季度以后的预测值为：

          
            [image: ]
          

          大致上，A厂占有一半的市场，B厂、C厂各占四分之一.依次类推下去可以求得以后任一个季度的市场占有率，最终达到一个稳定的市场占有率.

          当市场出现平衡状态时，可得方程如下：

          
            [image: ]
          

          p1，p2，p3就是A、B、C三家的最终市场占有率.

          
            例8-9　遗传问题
          

          豆科植物茎的颜色有绿有黄，生猪的毛有黑有白，有粗有细.人类会出现先天性疾病如色盲等，这些都是基因遗传的结果.基因从一代到下一代的转移是随机的，并且具有无后效性，因此马氏链模型是研究遗传学的重要工具之一，这里给出的简单模型属于完全优势基因遗传理论的范畴.

          生物的外部特征，如豆科植物茎的颜色，人的皮肤或头发，由生物体内相应的基因决定.基因分优势基因和劣势基因两种，分别用d和r表示.每种外部表征由体内的两个基因决定，而每个基因都可以是d或r中的一个，于是有三种基因类型，即dd、dr和rr，分别称为优种、混种和劣种，用D，H和R表示.含优种D和混种H基因类型的个体，外部表征呈优势，如豆科植物的茎呈绿色，人的皮肤或头发有色素；含劣种R基因类型的个体，外部表征呈劣势，如豆科植物的茎呈黄色，人的皮肤或头发无色素.

          生物繁殖时，一个后代随机地继承母亲两个基因中的一个和父亲两个基因中的一个，形成它的两个基因.一般两个基因中哪一个遗传下去是等可能的，所以父母的基因类型就决定了每一后代基因类型的概率.父母基因类型的组合有全是优种DD，全是劣种RR，一优种一混种DH（父为D，母为H或父为H，母为D）6种状况.简单的计算可以得到对每种组合其后代各种类型的概率，如表8-9所示.

          表8-9　基因变化概率

          
            
              
                	父母基因类型 
                	　
                	DD 
                	RR 
                	DH 
                	DR 
                	HH 
                	HR
              

              
                	后代各种基因的概率 
                	D
                	1
                	0
                	1／2
                	0
                	1／4
                	0 
              

              
                	H
                	0
                	0
                	1／2
                	1
                	1／2
                	1／2 
              

              
                	R
                	0
                	1
                	0
                	0
                	1／4
                	1／2
              

            

          

          
            【解题思路】
          

          这是自然界中生物群体的一种常见的，也是最简单的交配方式.考查一个群体，假设雄性和雌性的比例永远相等，并且有相同的基因类型分布，即雄性和雌性的D、H、R的数量比例相等.所谓随机交配是指对于每一个不论属于D、H或R的雌性（或雄性）个体，都以D∶H∶R的数量比例为概率，与一个不论属于D、H或R的雄性（或雌性）个体交配，其后代则按照前面所说的方式等可能地继承其母亲和父亲的各一个基因，来决定它的基因类型.假定在初始一代的群体中，三种基因类型的数量比例D（dd）：H（dr）：R（rr）=a∶2b：c，满足a+2b+c=1，记p=a+b，q=b+c则群体中的优势基因d与劣势基因r的数量比例为d：r=p：q，且p+q=1.以下讨论随机交配方式产生的一系列后代群体中的基因类型分布.

          用Xn=1，2，3分别表示第n 代的一个体属于D、H及R基因类型，即3种状态.ai（n）表示个体属于第i种状态的概率，i=1，2，3可视为第n代的群体属于第i种基因类型的比例.转移概率pij可用下式计算：

          
            p
            
              ij
            =P{一个后代具有基因j/母亲具有基因i}.

          在已知母亲基因类型的条件下，后代的基因类型取决于父亲的基因类型.值得指出的是，在计算pij时与其考虑被随机选择为父亲的三种不同基因类型比例a∶2b：c，不如直接考查从雄性群体中以p：q的比例获得优势基因d和劣势基因r.譬如p11=P{后代为D（dd）/母亲为D（dd）}，为使后代是D（dd）只需从雄性群体中获得d，所以p11=p，类似的有p12=P{后代为H（dr）/母亲为D（dd）}=q，p13=P{后代为R（rr）/母亲为D（dd）}=0，p21=P{后代为D（dd）/母亲为H（dr）}=0.

          后代需以1/2的概率从母体获得d，同时以p的概率从雄性群体中获得d，所以p21=p/2，同理有p21=P{后代为H（dr）/母亲为H（dr）}=1/2，p23=q/2.用同样的方法算出p31，p32，p33后得到转移矩阵：

          
            [image: ]
          

          对于基因类型的初始分布，即初始状态概率a（0）=（a，2b，c），其中a，2b，c满足：p=a+b，q=b+c.利用马氏链基本方程可以得到：

          
            [image: ]
          

          显然这个分布将保持下去，这表明不管初始一代基因类型分布如何，只要是从群体中随机选择的，那么在随机交配方式中第一代继承者的基因类型分布为D：H：R =p2∶2pq∶q2，并永远不变.这个结果在遗传学中称为Hardy-Weinberg 平稳定律.利用定理容易知道上式表示的是一个正则链，由于算出其稳定分布也是w=（p2，2pq，q2）.表明当初始一代不是从群体中选取，而是随意指定时（如a（0）=（1，0，0）），在随机交配方式下经过足够长的时间，3种基因类型的分布也趋向上述稳定分布.

          这个模型得到结果的正确性已由观察和试验证明.如自然界中通常有p=q=0.5，于是三种基因类型的平稳分布为D：H：R=0.25∶0.5∶0.25，而优种D和混种H 的外部表征呈优势.据观察，豆科植物呈绿色（优势表征）的约占0.75，与上面的结果相一致.

          最后观察在随机交配下三种基因类型的首次返回平均转移次数，即平均经过多少代每种基因类型首次回到原来的类型.据定理，D、H、R 类型的首次返回平均换代数目为：

          
            [image: ]
          

          即一个群体中基因d越多（p越大），基本类型D（dd）的平均换代数目越小.

          针对数学建模问题中的机理分析类问题，本章先后介绍了微分方程模型和马尔可夫模型两种基本分析方法.其中微分方程模型在实际应用中的范围较广，本章分别针对传染病模型、种群竞争模型、房室模型进行分析，目的在于让大家能够明白微分方程模型的建立方法.在马尔可夫模型中，本章只涉及一些基本的实例，感兴趣的学生可以参看有关参考书.

        

      

    

  
    
      
        
          8.3　讨论题

          
          

        

        
          1.一个封闭的大草原里生长着狐狸和野兔.在大自然和谐的环境中，野兔并没有因为狐狸的捕食而灭绝.因为每一种动物都有它们特有的技巧来保护自己.设t时刻它们的数量分别为y（t）和x（t），已知满足以下微分方程组：

          
            [image: ]
          

          若草原上现在有50000只野兔，2000只狐狸.请完成下面任务：分析这两个物种的数量变化关系.在什么情况下狐狸和野兔数量出现平衡状态？建立另一个微分方程来分析人们对野兔进行捕猎会产生什么后果？对狐狸进行捕猎又会产生什么后果？

          2.一种肉食恐龙，成年恐龙平均长3 m，髋高0.5 m，重约45 kg.据估计，这种恐龙跑得非常快，速度可达60 km/h，持续15 s.在以这种速度进行冲刺后，它要停下来在其肌肉中增加乳酸以恢复体力.

          假设恐龙捕食一种称为太西龙属的双足食草动物，大小与所述恐龙差不多，可以50 km/h的速度长时间奔跑.设恐龙是一只独居的猎食者，试设计一个单个恐龙潜近猎物并追捕单只太西龙属的策略，以及被追捕者逃避追捕策略的数学模型.假设当恐龙潜近15 m内时，太西龙属总能察觉到，根据栖息地及气候的条件不同，甚至在（多达50 m）更大范围内觉察欲捕食者的存在.此外，由于恐龙的身体结构及体能，它在全速奔跑时的转弯半径是有限的.据估计，转弯半径大约是其髋高的3倍.另一方面，太西龙属却是极其灵活的，其转弯半径只有0.5 m.

          更现实地假设恐龙是成对外出追猎，试设计一个新的关于成对恐龙潜近猎物并追猎单只太西龙属的策略，以及被追捕者逃避追捕策略的数学模型.

          3.某植物园的植物基因型为AA、Aa、aa，人们计划用AA型植物与每种基因型植物相结合的方案培育后代（遗传方式为常染色体遗传），经过若干代后，这种植物后代的三种基因型分布将出现什么情形？总体趋势如何？

          4.2002年11月，在中国广东省首次发现非典型肺炎这一传染性极强的疫疾，短短半年时间，世界上有28个国家和地区都报告发现这种疫情.从历史的视角来看，随着人类知识的积累、认识的加强、科学技术的发达和社会的进步，人类征服、控制瘟情（传染病）的时间正在缩短.天花，鼠疫等疫情，存在了几百年，上千年，人类不知其为何物，直至19世纪终于发现它们是由病毒、细菌导致的.而到了艾滋病，其找到病原体的时间大大缩短，它在1981年被发现，而分离出病原体只用了三四年时间，这次非典型肺炎从发现到查出其元凶——冠状病毒只用了三四个月.到目前为止，有不少地区和国家通过得力的措施和医疗手段，非典型肺炎的疫情已得到有效控制.但也有一些地区疫情仍在继续漫延.

          （1）试用数学模型来描述这次非典型肺炎传播的发展规律（可就某一地区，如广东、北京、香港等进行建模）；

          （2）根据某些地区的经验和治疗措施，使非典型肺炎的疫情得到迅速有效的控制，能否用所建立的数学模型作出适当的解释；

          （3）有无有效控制非典型肺炎疫情传播的最优方案？

          5.某地区某水域出现了水虫对人体有伤害.为此，某实验小组在某实验室选用了某药物进行了一项研究.通过对该药物浓度、温度和浸泡时间的不同组合来观察不同情况下药物的杀虫效果，实验数据如表8-10所示.试建立数学模型对药物杀灭水虫效果进行分析.

          表8-10　不同浓度（mg/L）、不同时间、不同温度药物杀水虫实验结果

          
            
              
                	　
                	24 h
                	48 h
                	72 h
                	96 h
              

              
                	20 ℃
                	25 ℃
                	30 ℃
                	20 ℃
                	25 ℃
                	30 ℃
                	20 ℃
                	25 ℃
                	30 ℃
                	20 ℃
                	25 ℃
                	30 ℃
              

              
                	10．00
                	12
                	32
                	46
                	38
                	90
                	96
                	60
                	100
                	100
                	82
                	100
                	100
              

              
                	5．00
                	10
                	18
                	38
                	26
                	80
                	94
                	32
                	100
                	100
                	64
                	100
                	100
              

              
                	2．50
                	8
                	12
                	16
                	14
                	48
                	86
                	16
                	100
                	100
                	40
                	100
                	100
              

              
                	1．25
                	4
                	12
                	16
                	10
                	32
                	76
                	14
                	46
                	100
                	40
                	68
                	98
              

              
                	0．625
                	2
                	8
                	10
                	8
                	30
                	48
                	12
                	20
                	92
                	16
                	36
                	100
              

              
                	0．3125
                	2
                	6
                	6
                	4
                	8
                	24
                	8
                	16
                	42
                	8
                	26
                	100
              

              
                	清水
                	0
                	2
                	0
                	0
                	4
                	0
                	0
                	0
                	6
                	2
                	2
                	18
              

            

          

          6.意大利生物学家D’Ancona曾致力于鱼类种群相互制约关系的研究，在研究过程中他无意间发现了一些第一次世界大战期间地中海沿岸港口捕获的几种鱼类占捕获总量百分比的资料.从这些资料中他发现，在1914—1923年期间，意大利某处收购的鱼中食肉鱼（如鲨鱼、鳐鱼等）所占的比例有明显的先增后减现象，如表8-11所示.

          表8-11　食肉鱼所占百分比

          
            
              
                	年代
                	1914
                	1915
                	1916
                	1917
                	1918
                	1919
                	1920
                	1921
                	1922
                	1923
              

              
                	比例
                	11.9
                	21.4
                	22.1
                	21.2
                	36.4
                	27.3
                	16.0
                	15.9
                	14.8
                	10.7
              

            

          

          他知道捕获的各种鱼的比例可以近似地反映出地中海里各种鱼类的比例.战争期间捕鱼量大幅下降，但捕获量的下降为什么会导致食肉等鱼类比例的增加呢？试建立数学模型，分析上述现象.

          7.在我国的内蒙古大草原，由于各种人为因素对自然生态系统的破坏（如过度放牧、大量消灭草原上的狼群等），造成草原鼠患问题严重，并由此引发了严重的生态问题.老鼠在草原上是家族式掘洞群居.它们食量巨大，每年都得在洞内外囤积大量牧草.以一个大沙鼠的洞为例，里面经常囤草25～40 kg之多.而且，老鼠的繁殖力强，在自然界堪称独一无二.老鼠对草原危害最大的莫过于它们挖掘洞穴的习性.由于挖掘造成的环境损失远远大于单纯的食草所造成的危害.所有鼠害发生的地方，洞道纵横，水土流失严重.有的甚至形成了大面积寸草不生的“鼠荒地”.

          更糟糕的是至今尚未找到能有效控制进而消灭草原老鼠的办法.也就是说，至少以目前的技术力量，还不能用人工种草的办法永久地恢复自然植被.就像有句名言所说的那样：大自然不可以被模仿和重复.而这才是之所以对鼠害之类忧心忡忡的真正原因.那么还能做些什么呢？也许只有不停地灭鼠种草了.有科学家说，人类自打开始灭鼠的第一天起，就背上了一个日益沉重的包袱.因为不当的灭治方法，鼠害日益泛滥，而且越灭越多，因而也就不得不继续灭下去了.但是，能否最终将老鼠赶出草原，目前尚难以作出定论.

          控制草原鼠患，现在人们通常采用的有下面几种方法：

          （1）灭鼠药：现在所用的灭鼠药在杀死老鼠的同时，也杀死了老鼠的天敌.因此，实际的情况是，撒灭鼠药后老鼠的数量反而以几何级数增长.改进的方法是，可以研制无公害的灭鼠药，但这需要一定的时间和大量资金的投入.

          （2）引入老鼠的天敌：通过人工喂养和驯化老鼠的天敌，如鹰、狐狸、狼等，将一定数量的老鼠天敌引入鼠患严重的草原，利用它们控制老鼠的数量.这种方法在短期内有效，但也有一定的问题：一是费用比较高.例如，喂养和驯化一只银狐的费用要上千元；二是引入的数量难以确定，数量太小，难以控制鼠患，数量太多就会引起新的生态问题.

          （3）人工种植牧草：鼠类是一种需要开阔视野的生物种，只要有茂密的牧草生长，它们就无法生存.它们的视线之内如果毫无遮拦，便会肆意横行.在草场植被密集的地方，老鼠并不容易打洞，而且在这样的环境中，老鼠遇到天敌追捕时也难以及时躲避，所以数量不会激增.但是，据有关资料显示，青藏高原上几乎所有的人工种草都会在一定时间内自行退化.

          
            任务1：建立恰当数学模型，对上述灭鼠方法的效果进行评估分析，要考虑到短期和长期的效果以及资金投入的问题；

          
            任务2：对控制草原鼠患，恢复生态平衡，提出你认为切实可行的建议；

          
            任务3：通过网络或其他途径（如公开出版的文献、研究论文等）搜集、收集实际数据，验证你的模型及结果.

        

      

    

  
    
      第9章　图与网络模型

      
        



    

  



        

        
          图论起源于18世纪，1736年瑞士数学家欧拉发表了第一篇图论文章“哥尼斯堡的七座桥”.近几十年来，由于计算机技术和科学的飞速发展，大大地促进了图论研究和应用，图论的理论和方法已经渗透到物理、化学、通讯科学、建筑学、生物遗传学、心理学、经济学、社会学等学科中.

          图论中所谓的“图”是指某类具体事物和这些事物之间的联系.如果我们用点表示这些具体事物，用连接两点的线段表示两个事物的特定的联系，就得到了描述这个“图”的几何形象.图与网络是运筹学中的一个经典和重要的分支，所研究的问题涉及经济管理、工业工程、交通运输、计算机科学与信息技术、通讯与网络技术等诸多领域.下面将要讨论的最短路问题、最大流问题、最小费用流问题和匹配问题等都是图与网络的基本问题.

          图论问题有一个特点：它们都易于用图形的形式直观地描述和表达，数学上把这种与图相关的结构称为网络.与图和网络相关的最优化问题就是网络最优化或称网络优化问题.由于多数网络优化问题是以网络上的流为研究的对象，因此网络优化又常常被称为网络流或网络流规划等.

          下面首先简要介绍图与网络的一些基本概念.

          

      

    

  



9.1　图论基本概念

          
          

          一个无向图G是由一个非空有限集合V（G）和V（G）中某些元素的无序对集合E（G）构成的二元组，记为G=（V（G），E（G））.其中V（G）={v1，v2，…，vn}称为图G的顶点集或节点集，V（G）中的每一个元素vi（i=1，2，…，n）称为该图的一个顶点或节点；E（G）={e1，e2，…，em}称为图G的边集，E（G）中的每一个元素ek（即V（G）中某两个元素vi，vj的无序对）记为ek=（vi，vj），被称为该图的一条从vi到vj的边.

          当边ek=（vi，vj）时，称vi，vj为边ek的端点，并称vj与vi相邻；边ek称为与顶点vi，vj关联.如果某两条边至少有一个公共端点，则称这两条边在图G中相邻.边上赋权的无向图称为赋权无向图或无向网络.图G的顶点数用符号|V|表示，边数用|E|表示.端点重合为一点的边称为环.一个图称为简单图，如果它既没有环也没有两条边连接同一对顶点.

          一个有向图G是由一个非空有限集合V和V中某些元素的有序对集合A构成的二元组，记为G=（V，A）.其中V={v1，v2，…，vn}称为图的顶点集，V中的每一个元素vi称为该图的一个顶点；A={a1，a2，…，am}称为图的弧集.

          网络优化研究的是网络上的各种优化模型与算法.为了在计算机上实现网络优化的算法，首先必须有一种方法在计算机上来描述图与网络.邻接矩阵表示法是将图以邻接矩阵的形式存储在计算机中.图G=（V，A）的邻接矩阵是如下定义的：C是一个n×n的0-1矩阵，即：[image: ].

          也就是说，如果两节点之间有一条弧，则邻接矩阵中对应的元素为1；否则为0.在邻接矩阵的所有n2个元素中，只有m个为非零元.图9-1的网络中邻接矩阵如下所示.

          
            [image: ]
          

          同样，对于网络中的权，也可以用类似邻接矩阵的n×n矩阵表示.只是此时一条弧所对应的元素不再是1，而是相应的权而已.如果网络中每条弧赋有多种权，则可以用多个矩阵表示这些权.

        

      

    

  
    
      
        
          9.2　最短路径模型

          
          

        

        
          给出了一个连接若干个城镇的铁路网络，在这个网络的两个指定城镇间，找一条最短铁路线.以各城镇为图G的顶点，两城镇间的直通铁路为图G相应两顶点间的边，得图G.对G的每一边e，赋以一个实数w（e）为直通铁路的长度，称为e的权，得到赋权图G.G的子图的权是指子图的各边的权和.问题就是求赋权图G中指定的两个顶点u0，v0间的具最小权的轨.这条轨叫做u0，v0间的最短路，它的权叫做u0，v0间的距离，亦记作u0，v0.

          求最短路已有成熟的算法：迪克斯特拉（Dijkstra）算法，其基本思想是按距u0从近到远为顺序，依次求得u0到G的各顶点的最短路和距离，直至v0（或直至G的所有顶点），算法结束.为避免重复并保留每一步的计算信息，采用了标号算法.下面是该算法.

          （1）令l（u0）=0，对v≠u0，令l（v）=∞，S0={u0}，i=0.

          （2）对每个v∈i（i=V-Si），用min u∈Si{l（v），l（u）+w（uv）}代替l（v）.计算min v∈i{l（v）}，把达到这个最小值的一个顶点记为ui+1，令Si+1=Si∪{ui+1}.

          （3）若i=|V|-1，停止；若i＜|V|-1，用i+1代替i，转（ii）.

          
            例9-1　城市购票问题
          

          某公司在六个城市c1，c2，…，c6中有分公司，从ci到cj的直接航程票价记在下述矩阵的（i，j）位置上（∞表示无直接航路）.请帮助该公司设计一张城市c1到其他城市间的票价最便宜的路线图.

          
            [image: ]
          

          
            【解题思路】
          

          用矩阵an×n（n为顶点个数）存放各边权的邻接矩阵，行向量pb，index1，index2，d分别用来存放P标号信息、标号顶点顺序、标号顶点索引、最短通路的值.

          其中，分量[image: ]；index2（i）存放始点到第i点最短通路中第i顶点前一顶点的序号；d（i）存放由始点到第i点最短通路的值.

          求第一个城市到其他城市的最短路径的Matlab程序如下：

          clear；

          clc；

          M=10000；

          a（1，：）=［0，50，M，40，25，10］；

          a（2，：）=［zeros（1，2），15，20，M，25］；

          a（3，：）=［zeros（1，3），10，20，M］；

          a（4，：）=［zeros（1，4），10，25］；

          a（5，：）=［zeros（1，5），55］；

          a（6，：）=zeros（1，6）；

          a=a+a′；

          pb（1∶length（a））=0；pb（1）=1；index1=1；index2=ones（1，length（a））；

          d（1∶length（a））=M；d（1）=0；temp=1；

          while sum（pb）＜length（a）

          　tb=find（pb==0）；

          　d（tb）=min（d（tb），d（temp）+a（temp，tb））；

          　tmpb=find（d（tb）==min（d（tb）））；

          　temp=tb（tmpb（1））；

          　pb（temp）=1；

          　index1=［index1，temp］；

          　index=index1（find（d（index1）==d（temp）-a（temp，index1）））；

          　if length（index）＞=2

          　　index=index（1）；

          　end

          　index2（temp）=index；

          end

          d，index1，index2.

          计算赋权图中各对顶点之间最短路径，显然可以调用Dijkstra算法.具体方法是：每次以不同的顶点作为起点，用Dijkstra算法求出从该起点到其余顶点的最短路径，反复执行n次这样的操作，就可得到从每一个顶点到其他顶点的最短路径.这种算法的时间复杂度为O（n3）.第二种解决这一问题的方法是由Floyd提出的算法，称之为Floyd算法.

          假设图G权的邻接矩阵为[image: ]来存放各边长度，其中：aii=0；aij=∞，i，j之间没有边，在程序中以各边都不可能达到的充分大的数代替；aij=wij，wij是边的长度.Floyd 算法的基本思想是：递推产生一个矩阵序列A0，A1，…，Ak，…，An，其中Ak（i，j）表示从顶点vi到顶点vj的路径上所经过的顶点序号不大于k的最短路径长度.

          计算时用迭代公式：Ak（i，j）=min（Ak-1（i，j），Ak-1（i，k）+Ak-1（k，j））.

          
            例9-2　乘公交，看奥运——CUMCM2007
          

          人民翘首企盼的第29届奥运会2008年8月在北京举行，当时有大量观众到现场观看奥运比赛，其中大部分人乘坐公共交通工具（简称公交，包括公汽、地铁等）出行.这些年来，城市的公交系统有了很大发展，北京市的公交线路已达800条以上，使得公众的出行更加通畅、便利，但同时也面临多条线路的选择问题.针对市场需求，某公司准备研制开发一个解决公交线路选择问题的自主查询计算机系统.

          为了设计这样一个系统，其核心是线路选择的模型与算法，应该从实际情况出发考虑，满足查询者的各种不同需求.请你们解决如下问题：

          1.仅考虑公汽线路，给出任意两公汽站点之间线路选择问题的一般数学模型与算法.并根据附录数据，利用你们的模型与算法，求出以下6对起始站→终点站之间的最佳路线（要有清晰的评价说明）.

          （1）S3359→S1828　　（2）S1557→S0481　　（3）S0971→S0485

          （4）S0008→S0073　　（5）S0148→S0485　　（6）S0087→S3676

          2.同时考虑公汽与地铁线路，解决以上问题.

          3.假设又知道所有站点之间的步行时间，请你给出任意两站点之间线路选择问题的数学模型.

          【附录1】　基本参数设定：

          相邻公汽站平均行驶时间（包括停站时间）：3 min

          相邻地铁站平均行驶时间（包括停站时间）：2.5 min

          公汽换乘公汽平均耗时：5 min（其中步行时间2 min）

          地铁换乘地铁平均耗时：4 min（其中步行时间2 min）

          地铁换乘公汽平均耗时：7 min（其中步行时间4 min）

          公汽换乘地铁平均耗时：6 min（其中步行时间4 min）

          公汽票价：分为单一票价与分段计价两种，标记于线路后；其中分段计价的票价为：0～20站：1元；21～40站：2元；40站以上：3元.

          地铁票价：3元（无论地铁线路间是否换乘）.

          注：以上参数均为简化问题而作的假设，未必与实际数据完全吻合.

          【附录2】　公交线路及相关信息（见数据文件B2007data.rar）.

          附件可以通过官方网站下载http：//mcm.edu.cn.

          
            【解题思路】
          

          考虑到问题的假设与要求，以最短的行车时间和最低的乘车费用作为最佳的路线和方案.题目第1问要求根据附录数据，仅考虑公汽线路，给出任意两公汽站点之间线路选择问题的一般数学模型与算法，并求出6对起始站至终点站之间的最佳路线.实质上就是求两站之间最佳路线.由于题给数量较多，逐条路线去求最佳路线的问题是不可能的，所以决定用Dijkstra算法求出最佳的路线.题目第2问要求在第1问的基础上同时考虑公汽与地铁线路的问题，并求出第1问所要解决的问题，实际上是将地铁看成一辆新增加的公交车，并同时考虑新增加的公交车站的问题.题目第3个问要求在假设知道所有站点之间步行时间的情况下，给出任意两站点之间线路选择问题的数学模型.

          为了解决这类最优路线问题，采用网络理论模型来求解.在所求的起始站到终点站最佳问题中，仅仅考虑乘公共汽车的情况，也涉及许多情况.如直接乘直达车，不经任何中转站，换乘K辆车等.

          设所研究的问题共有n个公共汽车站点，并且有m辆车，为了解决问题的方便，假设有[image: ].

          当车行驶至第j站时，又作如下假设：[image: ].在仅考虑公交路线的情况下，可以得到任意两站之间的最优乘车时间值.

          
            [image: ]
          

          即所求的最优时间为行驶时间和换乘时间之和.所求的最优时间要受到如下的7个条件约束：

          
            [image: ]
          

          以上是公交车行驶的时间和换乘时间的和.其中，[image: ]是从第i站点到第j站点m辆车所经过的总站点数，[image: ]是转车次数.

          
            [image: ]表示出发站应满足的条件，即乘客必须乘某一车次前往某一站.[image: ]表示目的站应满足的条件，即乘客必须乘某一车次经某一站到达目的站.[image: ]表示在第j站作为中间站点时，若有车次经过则式子左边的值为0，若此站作为终点站则式子左边的值为1，即有进无出去的情况.[image: ]，j=1，2，…，n-1表示第i站作为中间站点时，若有车次经过则式子左边的值为0，若此站作为起点站则式子左边的值为1，即车辆有出无进的情况.[image: ]，j=2，3，4，…，n-1表示车辆与某站点的关系，若某车辆既不进也不出某站点，此式子左右两边都为0，若车辆既从此站点进去同时也从此站点出来，则此式子左右两边都为1.

          
            [image: ]分为以下几种情况：假如车辆没有经过某站点，此时[image: ]的值为0，同时[image: ]的值也为0，中间的式子为0；假如车辆经过了某站点且没有转车，此时[image: ]的值为1，同时[image: ]的值也为1，中间的式子为0；假如车辆经过了某站点且有转车的情况，对于转车前的车，此时[image: ]的值为1，同时[image: ]的值也为0，中间式子为1；对于转车后的车有[image: ]的值为0，同时[image: ]的值也为1，中间式子为-1.

          上述目标函数是基于时间最短而得出的最佳路线，所以此项指标作为评价一条路径的最重要的指标.但是同时人们也会考虑到乘车的花费，所以在选择公交车时会对路径和花费进行综合考虑，既要求到达目的地的时间最短且花费最小.下面针对这种情况给出了模型及其方案，并相应得出最短时间和最少花费.

          
            [image: ]
          

          第二个目标函数是求最小花费，其中[image: ]表示某一辆车从第i站点到第j站点中间所经过的站点数，P（l）表示票价函数，其函数式子为：

          
            [image: ]
          

          问题2中要求考虑乘客可以乘坐地铁交通工具，因此我们依据问题一中的模型，考虑如下因素：

          乘客选择的交通工具为公交或地铁，此时相应地有变量：

          
            [image: ]
          

          乘客可由公交车转乘地铁，此时相应地有变量及约束条件：

          
            [image: ]
          

          乘客可由地铁转乘公交车，此时相应地有变量及约束条件：

          
            [image: ]
          

          乘客可由地铁转乘地铁，此时相应地有变量：

          
            [image: ]
          

          乘客在公交站可不换公交车，或可转乘公交车，或可转乘地铁，但三种选择不可同时进行，因此相应的有约束条件，

          
            [image: ]
          

          乘客在D12及D18地铁站可不换地铁线，或可换乘公交车，或可换乘地铁线，但三种选择不可同时进行，因此相应的有约束条件：

          
            [image: ]
          

          综合以上因素，建立如下的双目标规划模型：

          
            [image: ]
          

          
            [image: ]
          

          
            [image: ]
          

          问题3中要求考虑乘客可以采用步行方式，因此依据问题2中的模型，考虑如下因素：

          乘客选择的交通工具为公交或地铁或步行，此时相应地有变量：

          
            [image: ]
          

          乘客可由公交车转为步行方式；乘客可由地铁转为步行方式；乘客在公交站可不换公交车，或可转乘公交车，或可转乘地铁，或转为步行方式，但四种选择不可同时进行；乘客在D12及D18地铁站可不换地铁线，或可换乘公交车，或可换乘地铁线，或改为步行方式，但四种选择不可同时进行.

          综合以上因素，建立如下的双目标规划模型：

          
            [image: ]
          

          
            [image: ]
          

          决定用Dijkstra算法来解决这类最短路问题，通过Lingo软件实现.经过编程得到问题一的解决方案，下面是在仅至考虑公共汽车之间的换乘问题，给替乘车者提供最优路线的方案，如表9-1至表9-6所示.

          表9-1　仅考虑公汽线路时的S3359→S1828最佳路线

          
            
              
                	1 ．S3359 → S1828
              

              
                	耗时（分钟）
                	101
                	路费（元）
                	3
              

              
                	车次 
                	L436、 L167
                	转车站 
                	S1784
              

              
                	路径 
                	S3359－S2026－S1132－S2266－S2263－S3917－S2303－S2301－S3233－S0618－S0616－S2112－S2110－S2153－S2814－S2813－S3501－S3515－S3500－S0756－S0492－S0903－S1768－S0955－S0480－S2703－S2800－S2192－S2191－S1829－S3649－S1784 S1784－S1828
              

            

          

          表9-2　仅考虑公汽线路时的S1577→S0481最佳路线

          
            
              
                	2 ．S1577 → S0481
              

              
                	耗时（分钟）
                	106
                	路费（元）
                	3
              

              
                	车次 
                	L084、 L189、 L460
                	转车站 
                	S1919、 S3186
              

              
                	路径 
                	S1577－S3158－S2628－S3408－S2044－S1985－S2563－S2682－S0028－S0029－S0055－S0051－S1919 S1919－S2840－S1402－S3186 S3186－S3544－S2116－S2119－S1788S1789－S1770－S2322－S0992－S2184－S2954－S3117－S2424－S1174－S0902－S0903－S2101－S0481
              

            

          

          表9-3　仅考虑公汽线路时S0971→S0485的最佳路线

          
            
              
                	3 ．S0971 → S0485
              

              
                	耗时（分钟）
                	128
                	路费（元）
                	3
              

              
                	车次 
                	L013、 L417
                	转车站 
                	S2184
              

              
                	路径 
                	S0971－S3832－S3341－S2237－S3565－S3333－S1180－S3494－S1523－S1520－S1988－S1743－S1742－S1181－S1879－S3405－S2517－S3117－S2954－S0531－S2184 S2184－S0992－S2322－S1770－S1789－S2119－S2116－S3544－S3186－S3409－S2717－S1402－S2840－S0643－S2079－S1920－S2480－S2482－S2210－S3332－S3351－S0485
              

            

          

          表9-4　仅考虑公汽线路时S0008→S0073的最佳路线

          
            
              
                	4 ．S0008 → S0073
              

              
                	耗时（分钟）
                	83
                	路费（元）
                	2
              

              
                	车次 
                	L159、 L474
                	转车站 
                	S0400
              

              
                	路径 
                	S0008－S3412－S2743－S3586－S2544－S0913－S2953－S3874－S0630－S0854－S0400 S0400－S2633－S3053－S0410－S0411－S2846－S0605－S0604－S0527－S0525S3470－S2619－S2340－S3162－S2181－S2705－S0073
              

            

          

          表9-5　仅考虑公汽线路时S0148→S0485的最佳路线

          
            
              
                	5 ．S0148 → S0485
              

              
                	耗时（分钟）
                	106
                	路费（元）
                	3
              

              
                	车次 
                	L308、 L156、 L417
                	转车站 
                	S0036、 S2210
              

              
                	路径 
                	S0148－S0462－S0361－S1797－S2221－S0302－S2222－S2737－S1716－S0128－S2268－S1308－S1391－S2272－S0036 S0036－S3233－S0618－S0617－S0721－S2057－S2361－S0608－S0399－S2535－S2534－S0239－S0497－S2090－S2082－S2210 S2210－S3332－S3351－S0485
              

            

          

          表9-6　仅考虑公汽线路时S0087→S3676

          
            
              
                	6 ．S0087 → S3676
              

              
                	耗时（分钟）
                	65
                	路费（元）
                	2
              

              
                	车次 
                	L454、 L209
                	转车站 
                	S3496
              

              
                	路径 
                	S0087－S0857－S0630－S1427－S1426－S0541－S0978－S3389－S1919－S0641－S2840－S3496 S3496－S1883－S1159－S2699－S2922－S3010－S0583－S1987－S0082－S3676
              

            

          

          以上6个公交车路线是根据网络模型所得出的结论，在起始站到终点站之间有很多不同的乘车路线，但可以看出所求的6条路线都是要经历一个或两个中转站才能到达终点站，与其他的路线相比，它们耗费的时间短，且路费也低，所以该模型很好地解决了最短行程的问题.

          在第1问的基础上，又需要重新考虑公共汽车和地铁的换乘问题，以及地铁和地铁的换乘问题，在利用软件进行的编程过程中，又得到以下的结论，如表9-7至表9-12所示.

          表9-7　同时考虑公汽与地铁线路时S3359→S1828的最佳路线

          
            
              
                	1 ．S3359 → S1828
              

              
                	耗时（分钟）
                	101
                	路费（元）
                	3
              

              
                	车次 
                	L436、 L167
                	转车站 
                	S1784
              

              
                	路径 
                	S3359－S2026－S1132－S2266－S2263－S3917－S2303－S2301－S3233－S0618－S0616－S2112－S2110－S2153－S2814－S2813－S3501－S3515－S3500－S0756－S0492－S0903－S1768－S0955－S0480－S2703－S2800－S2192－S2191－S1829－S3649－S1784 S1784－S1828 
              

            

          

          表9-8　同时考虑公汽与地铁线路时 S1577→S0481的最优路线

          
            
              
                	2 ．S1577 → S0481
              

              
                	耗时（分钟）
                	106
                	路费（元）
                	3
              

              
                	车次 
                	L084、 L189、 L460
                	转车站 
                	S1919、 S3186
              

              
                	路径 
                	S1577－S3158－S2628－S3408－S2044－S1985－S2563－S2682－S0028－S0029－S0055－S0051－S1919 S1919－S2840－S1402－S3186 S3186－S3544－S2116－S2119－S1788S1789－S1770－S2322－S0992－S2184－S2954－S3117－S2424－S1174－S0902－S0903－S2101－S0481
              

            

          

          表9-9　同时考虑公汽与地铁线路时S0971→S0485 的最优路线

          
            
              
                	3 ．S0971 → S0485
              

              
                	耗时（分钟）
                	128
                	路费（元）
                	3
              

              
                	车次 
                	L013、 L417
                	转车站 
                	S2184
              

              
                	路径 
                	S0971－S3832－S3341－S2237－S3565－S3333－S1180－S3494－S1523－S1520－S1988－S1743－S1742－S1181－S1879－S3405－S2517－S3117－S2954－S0531－S2184 S2184－S0992－S2322－S1770－S1789－S2119－S2116－S3544－S3186－S3409－S2717－S1402－S2840－S0643－S2079－S1920－S2480－S2482－S2210－S3332－S3351－S0485
              

            

          

          表9-10　同时考虑公汽与地铁线路时 S0008→S0073的最优路线

          
            
              
                	4 ．S0008 → S0073
              

              
                	耗时（分钟）
                	70
                	路费（元）
                	5
              

              
                	车次 
                	L159、 T2、 L474
                	转车站 
                	S3874、 S0525
              

              
                	路径 
                	S0008－S3412－S2743－S3586－S2544－S0913－S2953－S3874 S3874－D30－D29－D28－D27－D12－D26－D25－S0525 S0525－S3470－S2619－S2340－S3162－S2181－S2705－S0073
              

            

          

          表9-11　同时考虑公汽与地铁线路时S0148→S0485的最优路线

          
            
              
                	5 ．S0148 → S0485
              

              
                	耗时（分钟）
                	92.5
                	路费（元）
                	6
              

              
                	车次 
                	L308、 T1、 T2、 L156、 L417
                	转车站 
                	S0302、 D12、 S0497、 S2210
              

              
                	路径 
                	S0148－S0462－S0361－S1797－S2221－S0302 S0302－D3－D4－D5－D6－D7－D8－D9－D10－D11－D12－D27－D28－D29－D30－D31－D32－S0497 S0497－S2090－S2082S2210 S2210－S3332－S3351－S0485
              

            

          

          表9-12　同时考虑公汽与地铁线路时S0087→S3676的最优路线

          
            
              
                	6 ．S0087 → S3676
              

              
                	耗时（分钟）
                	38
                	路费（元）
                	3
              

              
                	车次 
                	T2
                	转车站
                	无
              

              
                	路径 
                	S0087－D27－D28－D29－D30－D31－D32－D18－D33－D34－D35－D36－S3676
              

            

          

          从以上的6条线路问题，可以得出前三个公交车路线都只有涉及公交车之间的换乘，而不涉及地铁与公交车之间以及地铁与地铁之间的换乘，费用相对较低.当涉及地铁与公交车换乘时，所经历的中转站较多，超过两个，且费用相对其他较高一些，但中间站都是地铁站时，所用的时间短，路线也短.

          
            例9-3　交巡警服务平台的设置与调度——CUMCM2011
          

          “有困难找警察”，是家喻户晓的一句流行语.警察肩负着刑事执法、治安管理、交通管理、服务群众四大职能.为了更有效地贯彻实施这些职能，需要在市区的一些交通要道和重要部位设置交巡警服务平台.每个交巡警服务平台的职能和警力配备基本相同.由于警务资源是有限的，如何根据城市的实际情况与需求合理地设置交巡警服务平台、分配各平台的管辖范围、调度警务资源是警务部门面临的一个实际课题.试就某市设置交巡警服务平台的相关情况，建立数学模型分析研究下面的问题：

          附件1中的附图给出了该市中心城区A的交通网络和现有的20个交巡警服务平台的设置情况示意图，相关的数据信息见附件2.请为各交巡警服务平台分配管辖范围，使其在所管辖的范围内出现突发事件时，尽量能在3分钟内有交巡警（警车的时速为60 km/h）到达事发地.对于重大突发事件，需要调度全区20个交巡警服务平台的警力资源，对进出该区的13条交通要道实现快速全封锁.实际中一个平台的警力最多封锁一个路口，请给出该区交巡警服务平台警力合理的调度方案.根据现有交巡警服务平台的工作量不均衡和有些地方出警时间过长的实际情况，拟在该区内再增加2至5个平台，请确定需要增加平台的具体个数和位置.

          针对全市（主城六区A，B，C，D，E，F）的具体情况，按照设置交巡警服务平台的原则和任务，分析研究该市现有交巡警服务平台设置方案（参见附件）的合理性.如果有明显不合理，请给出解决方案.

          如果该市地点P（第32个节点）处发生了重大刑事案件，在案发3分钟后接到报警，犯罪嫌疑人已驾车逃跑.为了快速搜捕嫌疑犯，请给出调度全市交巡警服务平台警力资源的最佳围堵方案.

          【附件1】　附图

          
            [image: ]
            图9-2　城市、区警力配置、路口设置示意图

          

          
            注：图中实线表示市区道路；灰色线表示连接两个区之间的道路；实圆点“•”表示交叉路口的节点，没有实圆点的交叉线为道路立体相交；星号“*”表示出入城区的路口节点；圆圈“○”表示现有交巡警服务平台的设置点；圆圈加星号“○*”表示在出入城区的路口处设置了交巡警服务平台.

          【附件2】　全市六区交通网路和平台设置的数据表.

          可以通过官方网站下载http：//mcm.edu.cn.

          
            【解题思路】
          

          问题1是以城区A为研究对象，主要是处理城区A在出现突发事件时，交巡警服务平台警力资源的调度问题，共3小问：考虑如何划分各交巡警服务平台管辖范围，可以根据就近原则，将每个路口节点归类到与其距离最近的平台，确保平台接警后能快速到达现场，解决突发事件.另外，平台的警力要尽量能在3分钟内到达事发地.我们首先以每个交巡警服务平台为圆心，3分钟能行进的路程为半径画圆，去覆盖路口节点，结果发现有6个路口节点未被覆盖.平台和交通要道路口的位置是确定的，为了能在出现突发事件时实现快速封锁13条交通要道，采用二分图匹配，确保每个出入城区的路口都有一个平台的警力.各个平台的工作量不均衡和有些地方出警时间过长的状况，是因为各个平台管辖范围内发案率大小不一，因此可以调整各个平台的管辖范围大小，使各个管辖范围内的发案率大致均衡.

          问题2是以全市为研究对象，考虑6个城区，共2个小问：平台的工作量不均衡主要体现在其管辖范围内的发案率，而有些地方出警时间过长是因为3 min之内平台无法到达某些路口节点.依据就近原则确定各个平台的管辖范围，然后分析该市现有交巡警服务平台的设置方案的合理性.当犯罪分子逃离时，平台在3分钟之后接到报警.由于交巡警受到时间和时速的限制，只能动态地确定犯罪分子的逃离范围，同时根据路况，不断动态地围堵犯罪分子，确定围堵方案.

          中心城区A的92个路口节点分别标记为Ai，i=1，…，92.其中A1～A20是20个交通服务平台，其余72个是一般的路口节点.建立路口节点Ai之间的邻接距离矩阵DA=（d0ij）92×92，继而运用Floyd算法计算出任意两点之间的最短距离矩阵D=（dij）92×92.

          题目要求是给20个交通服务平台分配管辖范围，因而只需取最短距离矩阵D中的一部分，即只需要72个一般路口节点到20个交通服务平台之间的距离D0.

          
            [image: ]
          

          对于交巡警服务平台管辖范围的分配，我们是从路口节点，路口节点之间的道路这两方面来考虑，我们运用就近原则的思想建立数学模型：

          对于路口节点的分配：G1i={Aj|dji≤djk，j=21～92，k≠i}，i=1～20；其中Gi为Ai所管辖的路口节点集.

          对于道路的划分，也就是对相邻两路口节点之间的道路进行划分.之所以这样分，是因为假如突发事件发生在道路上，而非路口时，可以优先考虑最近的交巡警服务平台，从而可以快速处理问题：G2i={满足性质φ的边集}.性质φ如下：

          
            [image: ]
          

          其中Xjk是边AjAk上的一个分割点，使其到交通服务平台Ai和Ap的最短距离相等，即[image: ]；因此平台Ai的管辖范围Gi=G1i∪G2i.

          通过VC编程实现如何分配每个交巡警服务平台的管辖范围，再对其管辖范围内的发案率进行了统计，并记录到表9-13中.

          表9-13　20个交巡警服务平台标号

          
            
              
                	平台标号
                	发案率
                	平台标号
                	发案率
                	平台标号
                	发案率
                	平台标号
                	发案率
              

              
                	1
                	10.3
                	6
                	2.5
                	11
                	4.6
                	16
                	5
              

              
                	2
                	9.7
                	7
                	9.6
                	12
                	4
                	17
                	5.3 
              

              
                	3
                	5.6
                	8
                	5
                	13
                	8.5
                	18
                	6.1
              

              
                	4
                	6.6
                	9
                	8.2
                	14
                	2.5
                	19
                	3.4
              

              
                	5
                	9.7
                	10
                	1.6
                	15
                	4.8
                	20
                	11.5
              

            

          

          通过对表9-13中数据的分析，发现：5、6、7号节点为相邻的3个交巡警服务平台，并且6号节点发案率比较低，而5和7号节点发案率相对来说比较高；1、19号节点为相邻的2个交巡警服务平台，并且19号节点发案率低，而1号节点发案率相对来说比较高.

          因而决定，在6、19号交巡警服务平台的警力能在3分钟之内到达案发地的前提下：适当扩大6号交巡警服务平台的管辖范围，这样就能分别减轻5、7号交巡警服务平台的工作量；类似地，同样适当扩大19号交巡警服务平台，减轻1号交巡警服务平台的工作量.

          进而做到每个交巡警服务平台工作量的相对平衡.可以把47、58、59号路口节点分配给6号交巡警服务平台管辖，把76号路口节点分配给19号交巡警服务平台.再通过Matlab编程实现，得到每个交巡警服务平台管辖的发案率、路口节点及其管辖的道路段.表9-14为优化后的20个交巡警服务平台标号.

          表9-14　优化后的20个交巡警服务平台标号

          
            
              
                	平台标号
                	发案率
                	平台标号
                	发案率
                	平台标号
                	发案率
                	平台标号
                	发案率
              

              
                	1
                	9.2
                	6
                	6.1
                	11
                	4.6
                	16
                	5
              

              
                	2
                	9.7
                	7
                	8
                	12
                	4
                	17
                	5.3
              

              
                	3
                	5.6
                	8
                	5
                	13
                	8.5
                	18
                	6.1
              

              
                	4
                	6.6
                	9
                	8.2
                	14
                	2.5
                	19
                	4.5
              

              
                	5
                	7.7
                	10
                	1.6
                	15
                	4.8
                	20
                	11.5
              

            

          

          显然，相对于表9-13来说，表9-14每个平台的发案率相对均衡，因而发案率的方差较小.表9-15给出了优化后每个交巡警服务平台所管辖的路口节点.

          表9-15　优化后每个交巡警服务平台管辖的路口节点

          
            
              
                	平台标号
                	路口节点标号
                	平台标号
                	路口节点标号
              

              
                	1
                	67，68，69，71，73，74，75，78
                	11
                	26，27
              

              
                	2
                	39，40，43，44，70，72
                	12
                	25
              

              
                	3
                	54，55，65，66
                	13
                	21，22，23，24
              

              
                	4
                	57，60，62，63，64
                	14
                	　
              

              
                	5
                	49，50，51，52，53，56
                	15
                	28，29
              

              
                	6
                	47，58，59
                	16
                	36，37，38
              

              
                	7
                	30，32，48，61
                	17
                	41，42
              

              
                	8
                	33，46
                	18
                	80，81，82，83
              

              
                	9
                	31，34，35，45
                	19
                	76，77，79
              

              
                	10
                	　
                	20
                	84，85，86，87，88，89，90，91，92
              

            

          

          由于道路段管辖的划分难以直观地叙述，因而通过图形的形式进行描述，其中道路直线与短斜杠的交叉点即为分割点所在之处.为了比较清晰地描绘管辖范围，图9-3只给出城区A右下角部分.

          
            [image: ]
            图9-3　优化后每个交巡警服务平台管辖范围分布

          

          图中，11、26、27处的节点都用正方形表示，且归为一类；12、25处的节点都用“*”表示，且归为一类；13、21、22、23、24处的节点都用左三角形表示，且归为一类.

          clc

          clear

          C=zeros（92，92）；

          E=［ ］；%输入街道的两端路口标号

          for i=1∶143；

          if E（i，1）＜=92 ＆＆ E（i，2）＜=92；

          C（E（i，1），E（i，2））=1；

          end

          end

          for i=1∶92

          C（i，i）=1；

          end

          D=ones（92，92）*inf；

          for i=1∶92；

          D（i，i）=0；

          end

          X=［ ］；%输入网络中路口的坐标

          for i=1∶92；

          for j=1∶92；

          if C（i，j）==1；

          D（i，j）=sqrt（（X（i，1）-X（j，1））^2+（X（i，2）-X（j，2））^2）；

          end

          end

          end

          for i=1∶92；

          　for j=1∶92；

          　　if D（i，j）==inf；

          　　　D（i，j）=D（j，i）；

          　　　end

          　end

          end

          for l=1∶90；

          　for i=1∶92；

          　　for j=1∶92

          　　　for k=1∶92

          　　　　if D（i，k）+D（k，j）＜=D（i，j）

          　　　　　D（i，j）=D（i，k）+D（k，j）；

          　　　　end

          　　　end

          　　end

          　end

          end

          Z=［ ］；%交巡警平台的网络坐标

          M=zeros（20，92）；

          for i=1∶20；

          k=1；

          for j=1∶92；

          　if D（i，j）/10＜=3；

          　　M（i，k）=j；

          　　　k=k+1；

          　　end

          　end

          end

          for i=1∶19

          　for j=1∶92；

          　　if M（i，j）～=0 ＆＆ M（i，j）～=i；

          　　　for k=i+1∶20；

          　　　　l=1；

          　　　　　while（M（i，j）～=0 ＆＆ l＜=92）

          　　　　　　if M（i，j）==M（k，l）＆＆ 　length（find（M（i，：）～=0））＞=length（find（M（k，：）～=0））

          　　　　　　　M（i，j）=0；

          　　　　　　end

          　　　　　l=l+1；

          　　　　end

          　　　end

          　　end

          　end

          end

          for i=1∶20；

          　for j=1∶92；

          　　if M（i，j）＜i

          　　　M（i，j）=0；

          　　end

          　end

          end

          for i=1∶20；

          　M（i，：）=sort（M（i，：））；

          end

          for i=1∶20

          　L=M（i，：）；

          　M（i，：）=L（end：-1∶1）；

          end.

          假定一个平台的警力只能封锁住一个路口，并且一个路口只需一个平台的警力.对于重大突发事件，调度全区20个交巡警服务平台的警力资源，对进出该区的13条交通要道实现快速全封.这可以理解为20个交巡警服务平台的警力要以最快的速度到达出入城区A的路口（即附件中提到的A12，A14，A16，A21，A22，A23，A24，A28，A29，A30，A38，A48，A62），即每个出入城区A的路口都需一个交巡警服务平台来封锁，因而这是一个匹配问题，建立如下模型：

          在赋权二分图N=（V1，V2，E，W）中V1={R1，…，R13}，V2={A1，…，A20}，E是边集，W是E中所有边的权值矩阵.我们的目标是在最短的时间内使得每个出入城区的路口都能由一个互不相同的交巡警服务平台的警力来封锁.也就是V1中每个点都能与V2中互不相同的点进行相连，并且使得一个可行的匹配边集M在这一条件下中选择边的距离的最大值最小.

          分别定义权值矩阵W和邻接矩阵I如下：

          
            [image: ]
          

          其中[image: ]是节点Ri与节点Aj之间的最短距离.

          目标函数：min =T.

          
            [image: ]
          

          其中v=60 km/h=1 km/min .

          距离可以通过公式t=s/v折算到时间，通过Lingo 编程实现，得出具体的信息如表9-16所示.

          表9-17　指定交巡警服务平台需封锁的要道、警力行警路线及行警时间

          
            
              
                	平台编号
                	行警路径
                	出入城区路口
                	行警时间（min） 
              

              
                	A1
                	1－＞75－＞76－＞64－＞63－＞4－＞62
                	62
                	4.8852 
              

              
                	A2
                	2－＞40－＞39－＞38
                	38
                	3.9822 
              

              
                	A3
                	3－＞45－＞35－＞36－＞16
                	16
                	6.0256 
              

              
                	A4
                	4－＞57－＞58－＞59－＞51－＞50－＞5－＞47－＞48
                	48
                	7.3959 
              

              
                	A5
                	5－＞47－＞48－＞30
                	30
                	3.1829 
              

              
                	A7
                	7－＞30－＞29
                	29
                	8.0155 
              

              
                	A10
                	10－＞26－＞11－＞22
                	22
                	7.7079 
              

              
                	A11
                	11－＞25－＞24
                	24
                	3.8053 
              

              
                	A12
                	12－＞25－＞24－＞13－＞23
                	23
                	6.4770 
              

              
                	A13
                	13－＞24－＞25－＞12
                	12
                	5.9770 
              

              
                	A14
                	14－＞21
                	21
                	3.2650 
              

              
                	A15
                	15－＞28
                	28
                	4.7518 
              

              
                	A16
                	16－＞14
                	14
                	6.7417
              

              
                	最大行警时间
                	8.0155
              

            

          

          通过上表的分析，可知最快全封锁时间T=8.0155 min.因此调度13个平台的警力对13条交通要道进行全封锁最快只需8.0155 min.

          sets：

          jc/1..20/：a；

          lk/1..13/：b；

          fa（jc，lk）：p，t；

          endsets

          data：

          p=；！20个交巡警平台到13个路口的最短距离

          enddata

          min=@max（fa∶p*t）；

          @for（jc（i）：@sum（lk（j）：t（i，j））＜=1）；

          @for（lk（j）：@sum（jc（i）：t（i，j））=1）；

          @for（fa：@bin（t））.

          对上述匹配问题进行进一步的讨论，发现二分图最大匹配未必唯一，而匈牙利算法求解只是所有完备匹配中的任意一种，还不具有最优性.根据对问题的进一步分析，在满足最快全封锁时间为T的要求下，使得所有交巡警服务平台封锁住其对应的路口的总距离和最小，我们根据Kuhn-Munkras算法建立如下二分图最小权匹配模型.

          在赋权网络N=（V1，V2，E，W）中求权值总和最小的匹配，其中

          
            [image: ]
          

          其中dij是Ri与Aj之间的最短距离，v=60 km/h=1 km/min，T=8.0155 min 是通过上述二分图最佳匹配模型得到的最快全封锁时间.建立整数线性规划模型如下：

          
            [image: ]
          

          通过给每个顶点一个标号（叫做顶标）来把求最小权匹配的问题转化为求完备匹配的问题.设顶点i的顶标为Xi，顶点j的顶标为Yj，顶点Xi与Yj之间的边权为wij.在算法执行过程中的任一时刻，对于任一条边（i，j），Xi+Yj≥wij始终成立.

          模型求解步骤如下：对于每一个顶标初始化一个可行值；用匈牙利算法寻找完备匹配；若未找到完备匹配则修改可行顶标的值；重复上面两个步骤直到找到相等子图的完备匹配.

          通过VC编程实现，可以确定如何调度每个交巡警服务平台去封锁相应的出入城区路口，具体结果如表9-17所示.

          表9-17　指定交巡警服务平台需封锁的要道、警力行警路线及路程长度

          
            
              
                	平台编号
                	行警路径
                	出入城区路口
                	路径长度（km） 
              

              
                	A2
                	2－＞40－＞39－＞38
                	38
                	3.98219 
              

              
                	A4
                	4－＞62
                	62
                	0.35 
              

              
                	A5
                	5－＞47－＞48
                	48
                	2.47583 
              

              
                	A6
                	6－＞47－＞48－＞30
                	30
                	2.99352 
              

              
                	A7
                	7－＞30－＞29
                	29
                	8.01546 
              

              
                	A8
                	8－＞9－＞35－＞36－＞16
                	16
                	2.69228 
              

              
                	A10
                	10－＞26－＞27－＞12
                	12
                	7.58659 
              

              
                	A11
                	11－＞22
                	22
                	3.26956 
              

              
                	A12
                	12－＞25－＞24
                	24
                	3.59163 
              

              
                	A13
                	13－＞23
                	23
                	0.5 
              

              
                	A14
                	14－＞21
                	21
                	3.26497 
              

              
                	A15
                	15－＞28
                	28
                	4.75184 
              

              
                	A16
                	16－＞14
                	14
                	6.74166
              

              
                	总路程
                	50.21553
              

            

          

          为了更加形象化地表示交巡警服务平台如何对相应的出入城区路口进行封锁，通过图形来对平台行警路线的进行描述，详见图9-4.
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            图9-4　每个交巡警服务平台的警力行警路线图

          

          现有交巡警服务平台的工作量不均衡主要体现在其管辖范围内发案率的高低，而有些地方出警时间过长是因为3分钟之内交巡警服务平台无法到达的路口节点.为使每个交巡警服务平台的工作量和出警时间的差异性达到最小，可以考虑每个平台管辖范围内的发案率，计算发案率的方差，要使其方差达到最小.因而建立如下模型：

          
            [image: ]
          

          其中N表示交巡警服务平台总数；表示N交巡警服务平台管辖范围内的平均发案率；ai表示第i个交巡警服务平台管辖范围内的发案率，[image: ]表示节点Aj的发案率，dji表示节点j到平台i之间的最短距离.

          在每增加n（n=N-20）个交巡警服务平台后，通过枚举法的思想，讨论n个平台所有可能放置的情况.取出任意一种情况，首先就近原则的方法先对这N个平台进行管辖范围的划分，再统计出N个平台管辖范围内的发案率，计算发案率的方差，并算出N个平台分别到其管辖范围内最长距离处所需的时间，所有这些时间的最大值记作TNmax.

          设置一个时间指标TN0，对上述所有可能的情况进行筛选，即：若TN0＞TNmax，则保留所有情况，找出其中发案率方差最小的方案；若TN0≤TNmax，则删除那些平台到其管辖范围内最长距离处所需时间大于TN0的方案，再找出其中发案率方差最小的方案；

          通过VC 编程进行计算机模拟，在不同的时间指标TN0下，增加不同的平台个数，找出了相应的发案率方差最小的那些方案，并给出了新增加的平台所放的具体位置，绘制成表9-18.

          表9-18　不同时间指标、不同平台个数下的最优方案

          
            
              
                	Ⅰ 
                	Ⅱ 
                	Ⅲ 
                	Ⅳ 
                	Ⅰ 
                	Ⅱ 
                	Ⅲ 
                	Ⅳ
              

              
                	1
                	5.70053
                	4.0849
                	86
                	4
                	3.24071
                	3.83776
                	29，39，48，86
              

              
                	1
                	4.1902
                	6.65347
                	29
                	4
                	2.9
                	3.93276
                	29，39，48，87
              

              
                	2
                	5.70053
                	3.28333
                	71，86
                	4
                	3.47131
                	3.80609
                	29，39，60，86
              

              
                	2
                	4.1902
                	4.90878
                	29，86
                	4
                	2.70831
                	4.89609
                	29，39，61，87
              

              
                	2
                	3.68219
                	6.38696
                	29，60
                	5
                	5.70053
                	1.8992
                	32，39，58，71，86
              

              
                	3
                	5.70053
                	2.83592
                	39，71，86
                	5
                	4.1902
                	2.8232
                	29，32，39，71，86
              

              
                	3
                	4.1902
                	3.9794
                	29，71，86
                	5
                	3.00975
                	3.1232
                	29，39，48，71，84
              

              
                	3
                	3.68219
                	4.60287
                	29，60，86
                	5
                	3.24071
                	3.032
                	29，39，48，71，86
              

              
                	3
                	3.60127
                	5.58896
                	29，39，60
                	5
                	2.9
                	3.1232
                	29，39，48，71，87
              

              
                	4
                	5.70053
                	2.33693
                	32，39，71，86
                	5
                	3.47131
                	3.0016
                	29，39，60，71，86
              

              
                	4
                	4.1902
                	3.41526
                	29，39，71，86
                	5
                	2.38537
                	4.9384
                	21，29，39，61，87
              

              
                	4
                	3.68219
                	3.61859
                	29，60，71，86
                	5
                	2.70831
                	4.048
                	29，39，61，71，87
              

              
                	4
                	3.00975
                	3.93276
                	29，39，48，84
                	　
                	　
                	　
                	　
              

            

          

          注：其中Ⅰ列表示增加的平台个数；Ⅱ列表示所有平台到其管辖范围内最长距离处所需时间的最大值，单位：min；Ⅲ列表示所有平台发案率的方差；Ⅳ列表示新增加的平台所应放置的位置.

          从以上模型和表9-19中可以看出增加2～5个交巡警服务平台都有较多个方案.

          表9-19　具体的方案设置情况

          
            
              
                	增设平台数
                	时间限定 min
                	最佳增设点位置
                	最小发案率方差
              

              
                	2
                	6
                	71，86
                	3．28333
              

              
                	5
                	29，86
                	4．90878
              

              
                	4
                	29，60
                	6．38696
              

              
                	3
                	／
                	／
              

              
                	3
                	6
                	39，71，86
                	2．83592
              

              
                	5
                	29，71，86
                	3．9794
              

              
                	4
                	29，60，86
                	4．60287
              

              
                	3
                	／
                	／
              

              
                	4
                	6
                	32，39，71，86
                	2．33693
              

              
                	5
                	29，39，71，86
                	3．41526
              

              
                	4
                	29，60，71，86
                	3．61859
              

              
                	3
                	29，39，48，87
                	3．93276
              

              
                	5
                	6
                	32，39，58，71，86
                	1．8992
              

              
                	5
                	29，32，39，71，86
                	2．8232
              

              
                	4
                	29，39，60，71，86
                	3．0016
              

              
                	3
                	29，39，48，71，87
                	3．1232
              

            

          

          从上表中可以发现，当时间限定相同时，增设点数不同最佳方案也会有所调整；当增设点数相同、时间不同时，最佳方案也会有所调整.具体方案根据当地政府增设交巡警服务平台的预算.

          考虑到A、B、C、D、E、F各区的面积和人口数，作如下分析：已知人口密度ρi=Pi/Si，Pi表示区域i的总人数，Si表示区域i的面积，i取A、B、C、D、E、F，可以求得各区相关信息如表9-20所示.

          表9-20　各区相关信息

          
            
              
                	区　域 
                	A 
                	B 
                	C 
                	D 
                	E 
                	F
              

              
                	服务台个数
                	20　
                	8　
                	17　
                	9　
                	15　
                	11　
              

              
                	人口密度（万人／km2）
                	2.7273
                	0.2039
                	0.2217
                	0.1906
                	0.1759
                	0.1934
              

              
                	总发案率
                	124.5
                	66.4
                	187.2
                	67.8
                	119.4
                	109.2
              

              
                	单位人口发案率
                	2.075
                	3.1619
                	3.8204
                	0.9288
                	1.5711
                	2.0603
              

              
                	单位面积发案率
                	5.6591
                	0.6447
                	0.8471
                	0.1770
                	0.2764
                	0.3985
              

              
                	单位面积单位人口发案率
                	0.0943
                	0.0306
                	0.0173
                	0.0024
                	0.0036
                	0.0075
              

              
                	单位人口平台个数
                	0.3333
                	0.3810
                	0.3469
                	0.1232
                	0.1974
                	0.2076
              

              
                	单位面积平台个数
                	0.9091
                	0.0777
                	0.0770
                	0.0235
                	0.0347
                	0.0401
              

              
                	单位面积单位人口平台数
                	0.0152
                	0.0037
                	0.0016
                	0.0003
                	0.0005
                	0.0008 
              

            

          

          C区的犯罪率和交巡警处理的案件量都很大，特别是交巡警处理案件量远远大于其他区域，所以可以在微调方案的基础上在该区适当添加交巡警服务平台；在A，B，F的局部区域的犯罪率比较高，所以可以适当增强交巡警的监管力度.

          首先交巡警服务平台应该遵循以下三点的原则：警情主导警务原则，根据管区道路交通流量、拥堵状况、治安复杂情况、发案量高低，科学确定平台管辖区域；快速出警原则，城区接警后确保快速到达现场；方便与安全原则，按照醒目、规范，方便群众和确保安全的原则，科学设置平台.

          平台设置在遵循上述三大原则的基础上，应当结合辖区地域特征、人口分布、交通状况、治安状况和未来城市发展规划等实际情况，在充分考虑现有警力和财力并确保安全的条件下，科学确定平台的数量和具体位置.

          建立两个目标函数（管辖范围按就近原则划分）：使全市交巡警服务平台管辖范围内发案率的方差达到最小.

          
            [image: ]
          

          其中[image: ]表示N个交巡警服务平台管辖范围内的平均发案率；ai表示第i个交巡警服务平台管辖范围内的发案率，[image: ]表示节点Aj的发案率，dji表示节点j到平台i之间的最短距离.

          每个交巡警服务平台都有到其管辖范围内最远的距离，目标是使所有交巡警服务平台的这些最远距离的平均值达到最小.设交巡警服务平台Mi到其管辖范围内最远距离长度为Si.
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          对于其现有交巡警服务平台的设置，其发案率的方差为Var0，所有最远距离的平均值为Aver _S0.

          先给出可挪动的定义：80个交巡警服务平台至少有一个可以移动，则平台可挪动.根据枚举的思想，我们先对80个平台进行是否可挪动的判断.若不可挪动，则终止，得到结果；否则，继续取出任意一个交巡警服务平台，将其微调，即把该平台移到其相邻的路口节点，从而得到全市交巡警服务平台一个新的设置，再计算其发案率的方差Vart和所有最远距离的平均值Aver _St.通过与最初的Var0和Aver _S0进行比较，判断该点的移动是否有效.以下两种情况时，该点的移动有效，Aver _S0的值改为Vart，Aver _S0的值改为Aver _St；其余则无效，Var0，Aver _S0值不变.
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          不断微调，直至Var0和Aver_S0值不再减小.具体的流程如图9-5所示.
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            图9-5　优化调度方案的流程

          

          通过VC编程实现，求得最初发案率的方差为Var0=20.3481，所有最远距离的平均值为Aver_S0=3.7690；微调后结果如表9-21所示.

          表9-21　微调后平台调度情况

          
            
              
                	平台编号
                	初始节点
                	目标节点
                	平台编号
                	初始节点
                	目标节点 
              

              
                	A12
                	12
                	25 
                	C16
                	181
                	308 
              

              
                	A14
                	14
                	21 
                	E6
                	377
                	417 
              

              
                	A15
                	15
                	28 
                	E7
                	378
                	458 
              

              
                	A16
                	16
                	36 
                	E9
                	380
                	394 
              

              
                	A18
                	18
                	81 
                	E11
                	382
                	402 
              

              
                	A20
                	20
                	86 
                	E13
                	384
                	472 
              

              
                	B1
                	93
                	104 
                	E14
                	385
                	448 
              

              
                	B2
                	94
                	109 
                	F1
                	475
                	555 
              

              
                	B4
                	96
                	142 
                	F2
                	476
                	553 
              

              
                	C1
                	166
                	262 
                	F3
                	477
                	502 
              

              
                	C8
                	173
                	236 
                	F4
                	478
                	528 
              

              
                	C11
                	176
                	184 
                	F7
                	481
                	531 
              

              
                	C12
                	177
                	201 
                	F9
                	483
                	511 
              

              
                	C13
                	178
                	284 
                	F10
                	484
                	539 
              

              
                	C15
                	180
                	314
                	　
                	　
                	　
              

            

          

          根据表中所示微调后，得到全市发案率的方差为Vart=12.4054，所有最远距离的平均值为Aver_St=3.2092.方差减少了7.9427，平均最远距离减少0.5598，整个城市的平均发案率和最长出警时间都更加平衡了.

          该市地点P（第32个节点）处发生重大刑事案件，案发3分钟后接到报警，需要调度全市交巡警服务平台警力资源对嫌疑犯进行围堵.我们认为对嫌疑犯进行围堵的包围圈越小即为最佳方案，这样不但需要调度的警力资源比较小，而且还能以最快速度包围嫌疑犯.

          作出如下定义：设集合Z为被围堵的节点，初试状态Z={P}；设集合O是Z中的边界节点集合；dist（Mi，Mj）表示路口节点Mi到Mj之间的最短距离；v表示警车速度，u表示嫌疑犯逃跑速度；判断一个路口节点Qi能被围堵的指标是：

          
            [image: ]
          

          若O中节点oi不能被围堵，则需要将与节点oi直接相连的节点放入集合Z中；建立集合O的节点与全市80个平台之间的邻接矩阵I：
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          根据以上分析建立如下数学模型：

          目标函数：min ={Z中节点个数}.
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          首先对集合Z中每个节点进行判断，根据我们定义中的围堵指标，判断是否所有的节点都能被围堵：若能被围堵，则重新建立集合Z的节点与全市80个平台之间的邻接矩阵I，再调用问题一中的匈牙利算法来进行匹配，集合Z中的每个节点都必须有一个平台来进行围堵.再对匹配进行判断，判断其是否为完备匹配.若是完备匹配，则说明只需调度平台去围堵集合Z的路口节点，就能围堵成功，这是一个可行的方案；否则对未被匹配的节点中的一个进行扩展，也就是更新了集合Z，再重新对集合Z进行判断；若不能被围堵，则扩展集合Z中不能被围堵的节点，再重新对集合Z进行判断.具体流程如图9-6所示.
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            图9-6　最小包围圈模型的算法流程图

          

          由于问题中并未给出嫌疑犯的逃窜速度，所以在编程过程中我们假定警车速度v与嫌疑犯逃窜速度u都等于60 km/h.继而通过VC 编程实现，得到围堵边界路口节点集合Z={3，4，5，6，10，16，40，41，55，60，168，232，240，244，246，248，370，561}，即围堵边界节点个数是18，而且在这些边界节点所围成的包围圈内（包括边界上）有49个路口节点，最快形成围堵的时间是12.65741 min，如表9-22所示.

          表9-22　指定交巡警服务平台需围堵的路口、行警路径及封锁时间

          
            
              
                	平台编号
                	行警路径
                	围堵节点
                	围堵时间（min） 
              

              
                	A1
                	1－＞75－＞76－＞64－＞63－＞4
                	4
                	7.53522 
              

              
                	A2
                	2－＞44－＞3
                	3
                	5.11165 
              

              
                	A3
                	3－＞55
                	55
                	4.2659 
              

              
                	A4
                	4－＞62－＞60
                	60
                	4.73924 
              

              
                	A5
                	5－＞5
                	5
                	3.0 
              

              
                	A6
                	6－＞6
                	6
                	3.0 
              

              
                	A10
                	10－＞10
                	10
                	3.0 
              

              
                	A16
                	16－＞16
                	16
                	3.0 
              

              
                	A17
                	17－＞40
                	40
                	5.68794 
              

              
                	A18
                	18－＞81－＞17－＞41
                	41
                	8.54326 
              

              
                	A19
                	19－＞77－＞76－＞64－＞63－＞4－＞62－＞190－＞189－＞168
                	168
                	11.3831 
              

              
                	C1
                	166－＞265－＞262－＞261－＞260－＞259－＞248
                	248
                	11.70927 
              

              
                	C2
                	167－＞249－＞248－＞369－＞370
                	370
                	12.65741 
              

              
                	C4
                	169－＞254－＞253－＞240
                	240
                	10.04744 
              

              
                	C6
                	171－＞230－＞243－＞242－＞246
                	246
                	5.94909 
              

              
                	C7
                	172－＞227－＞228－＞171－＞231－＞244
                	244
                	6.52894 
              

              
                	C8
                	173－＞232
                	232
                	4.06066 
              

              
                	F1
                	475－＞557－＞558－＞561
                	561
                	7.35479
              

              
                	最快全围堵时间
                	12.65741
              

            

          

          为了更加直观体现出包围圈，给出图9-7示意.

          
            [image: ]
            图9-7　包围圈示意图

          

          由于警车的速度和犯罪嫌疑人逃跑速度是不确定的，当警车速度有所变化或者嫌疑人逃跑速度有所变化或者两者都变化时，现有的围堵方案都会有相应的变化，围堵时间和围堵成功时所围堵的路口点数都会改变，所以我们给出了速度区间，为了更直观的讨论，设u，v 的速度分别设置为30～120 km/h，绘制表9-23.

          表9-23　警车和罪犯在不同速度下的包围路口节点数

          
            
              
                	　　　　 v \u　　　　
                	30
                	45
                	60
                	75
                	90
                	105
                	120
              

              
                	30
                	32
                	55
                	79
                	96
                	185
                	215
                	329
              

              
                	45
                	18
                	38
                	60
                	81
                	90
                	98
                	201
              

              
                	60
                	16
                	40
                	49
                	72
                	79
                	90
                	99
              

              
                	75
                	16
                	26
                	43
                	58
                	77
                	85
                	95
              

              
                	90
                	13
                	24
                	40
                	51
                	72
                	80
                	88
              

              
                	105
                	13
                	24
                	36
                	50
                	69
                	76
                	86
              

              
                	120
                	13
                	24
                	35
                	46
                	66
                	74
                	81
              

            

          

          当仅警车的速度固定时，围堵成功时围堵节点的个数随着犯罪嫌疑人逃离速度的增加而增加，反之亦然；当仅犯罪嫌疑人逃离速度固定时，围堵成功时围堵节点的个数随着警车速度的增加而增加，反之亦然；当警车速度和犯罪嫌疑人的速度有变化时，要看各自速度的增量，如果犯罪嫌疑人速度的增量大，则成功围堵时围堵节点数会增加，反之亦然.

          据此利用Matlab做出三维分析图来进一步验证以上结论，如图9-8所示.

          
            [image: ]
            图9-8　灵敏度分析图

          

        

      

    

  
    
      
        
          9.3　网络流模型

          
          

        

        
          定义在以V为节点集，A为弧集的有向图G=（V，A）上定义如下的权函数：

          L：A→R为弧上的权函数，弧（i，j）∈A对应的权L（i，j）记为lij，称为弧（i，j）的容量下界；

          U：A→R为弧上的权函数，弧（i，j）∈A对应的权U（i，j）记为uij，称为弧（i，j）的容量上界，或直接称为容量；

          D：V→R为顶点上的权函数，节点i∈V对应的权D（i）记为di，称为顶点i的供需量；

          此时所构成的网络称为流网络，可以记为N=（V，A，L，U，D）.

          由于只讨论V，A为有限集合的情况，所以对于弧上的权函数L，U和顶点上的权函数D，可以直接用所有弧上对应的权组成的有限维向量表示，因此L，U，D有时直接称为权向量，或简称权.由于给定有向图G=（V，A）后，总是可以在它的弧集合和顶点集合上定义各种权函数，所以流网络一般也直接简称为网络.

          在流网络中，弧（i，j）的容量下界lij和容量上界uij表示的物理意义分别是：通过该弧发送某种“物质”时，必须发送的最小数量为lij，而发送的最大数量为uij.顶点i∈V对应的供需量di则表示该顶点从网络外部获得的“物质”数量，或从该顶点发送到网络外部的“物质”数量.下面给出严格定义.

          对于流网络N=（V，A，L，U，D），其上的一个流f是指从N的弧集A～R的一个函数，即对每条弧（i，j）赋予一个实数fij（称为弧（i，j）的流量）.如果流f满足

          
            [image: ]
          

          则称f为可行流.至少存在一个可行流的流网络称为可行网络.

          可见，当di＞0时，表示有di个单位的流量从该项点流出，因此顶点i称为供应点或源，有时也形象地称为起始点或发点等；当di＜0时，表示有|di|个单位的流量流入该点（或说被该顶点吸收），因此顶点i称为需求点或汇，有时也形象地称为终止点或收点等；当di=0时，顶点i称为转运点或平衡点、中间点等.此外，对于可行网络必有∑i∈V di=0

          一般来说，总是可以把L≠0的流网络转化为L=0的流网络进行研究.所以，除非特别说明，以后总是假设L=0，并将此时的流网络简记为N=（V，A，U，D）.

          在流网络N=（V，A，U，D）中，对于流f，如果fij=0，（i，j）∈A，则称f为零流，否则为非零流.如果某条弧（i，j）上的流量等于其容量（fij=uij），则称该弧为饱和弧；如果某条弧（i，j）上的流量小于其容量（fij＜uij），则称该弧为非饱和弧；如果某条弧（i，j）上的流量为 0（fij=0），则称该弧为空弧.

          考虑如下流网络N=（V，A，U，D）：节点s为网络中唯一的源点，t为唯一的汇点，而其他节点为转运点.如果网络中存在可行流f，此时称流f的流量为ds，通常记为v（f），即v（f）=ds=-dt.

          对这种单源单汇的网络，如果并不给定ds和dt，则网络一般记为N=（V，A，U，D）.最大流问题就是在N=（V，A，U，D）中找到流值最大的可行流.可以看到，最大流问题的许多算法也可以用来求解流量给定的网络中的可行流.也就是说，当解决最大流问题以后，对于在流量给定的网络中寻找可行流的问题，也就可以解决了.

          因此，用线性规划的方法，最大流问题可以形式地描述如下：

          
            [image: ]
          

          最大流问题是一个特殊的线性规划问题.将会看到利用图的特点，解决这个问题的方法较之线性规划的一般方法要方便、直观得多.实际问题往往是多源多汇网络，为了计算的规格化，可将多源多汇网络G化成单源单汇网络G′.设X是G的源，Y是G的汇，具体转化方法如下：

          在原图G中增加两个新的顶点x和y，令其分别为新图G′中之单源和单汇，则G中所有顶点V成为G′之中间顶点集.

          用一条容量为∞的弧把x连接到X中的每个顶点.

          用一条容量为∞的弧把Y中的每个顶点连接到y.

          G和G′中的流以一个简单的方式相互对应.若f是G中的流，则由

          
            [image: ]
          

          所定义的函数f′是G′中使得v（f′）=v（f）的流.反之，G′中的流在G的弧集上的限制就是G中具有相同值的流.

          设N=（V，A，U，D），SV，s∈S，t∈V-S，则称（S，[image: ]）为网络的一个割，其中[image: ]=V-S，（S，[image: ]）为尾在S，头在[image: ]的弧集，称C（S，[image: ]）=[image: ]为割（S，[image: ]）的容量.

          f是最大流，（S，[image: ]）是容量最小的割的充要条件是v（f）=C（S，[image: ]）.

          在网络N=（V，A，U，D）中，对于轨（s，v2，…，vn-1，t），若vivi+1∈A，则称它为前向弧；若vi+1vi∈A，则称它为后向弧.

          在网络N中，从s到t的轨P上，若对所有的前向弧（i，j）都有fij＜uij，对所有的后向弧（i，j）恒有fij＞0，则称这条轨P为从s到t的关于f的可增广轨.

          令[image: ]，则在这条可增广轨上每条前向弧的流都可以增加一个量δ，而相应的后向弧的流可减少δ，这样就可使得网络的流量获得增加，同时可以使每条弧的流量不超过它的容量，而且保持为正，也不影响其他弧的流量.总之，网络中f可增广轨的存在是有意义的，因为这意味着f不是最大流.

        

      

    

  
    
      
        
          9.4　讨论题

          
          

        

        
          大气污染所引起的地球气候异常，导致地震、旱灾等自然灾害频频发生，给人民的生命财产造成巨大损失.因此，不少国家政府都在研究如何有效监测自然灾害的措施.在容易出现自然灾害的重点地区放置高科技的监视装置，建立无线传感网络，使人们能准确而及时地掌握险情的发展情况，为有效地抢先救灾创造有利条件.科技的迅速发展使人们可以制造不太昂贵且具有通讯功能的监视装置.放置在同一监视区域内的这种监视装置（以下简称为节点）构成一个无线传感网络.如果监视区域的任意一点都处于放置在该区域内某一节点的监视范围内，则称节点能覆盖该监视区域.研究能确保有效覆盖且数量最少的节点放置问题显然具有重要意义.

          图9-9中，叉形表示一个无线传感网络节点，虚线的圆形区域表示该节点的覆盖范围.可见，该无线传感网络节点完全覆盖了区域B，部分覆盖了区域A.

          网络节点间的通信设计问题是无线传感器网络设计的重要问题之一.如前所述，每个节点都有一定的覆盖范围，节点可以与覆盖范围内的节点进行通信.但是当节点需要与不在其覆盖范围内的节点通信时，需要其他节点转发才可以进行通信.

          图9-10所示，节点C不在节点A的覆盖范围之内，而节点B在A与C的覆盖范围之内，因此A可以将数据先传给B，再通过B传给C，形成一个A-B-C 的通路.

          
            [image: ]
            图9-9　无线传感网络覆盖示意图

          

          
            [image: ]
            图9-10　无线传感网络节点通信示意图

          

          请各查找相关资料，建立数学模型解决以下问题：

          1.在一个监视区域为边长b=100（长度单位）的正方形中，每个节点的覆盖半径均为r =10（长度单位）.在设计传感网络时，需要知道对给定监视区域在一定的覆盖保证下应放置节点的最少数量.对于上述给定的监视区域及覆盖半径，确定至少需要放置多少个节点，才能使得成功覆盖整个区域的概率在95%以上？

          2.在1所给的条件下，已知在该监视区域内放置了120个节点，它们位置的横、纵坐标如表9-24所示.请设计一种节点间的通信模型，给出任意10组两节点之间的通信通路，比如节点1与节点90如何通信等.

          表9-24　120个节点的坐标表

          
            
              
                	节点标号 
                	X 
                	Y
                	节点标号 
                	X 
                	Y
                	节点标号 
                	X 
                	Y
                	节点标号 
                	X 
                	Y
              

              
                	1
                	57
                	58
                	31
                	6
                	33
                	61
                	32
                	95
                	91
                	74
                	44
              

              
                	2
                	95
                	74
                	32
                	85
                	9
                	62
                	47
                	71
                	92
                	41
                	25
              

              
                	3
                	34
                	12
                	33
                	64
                	37
                	63
                	50
                	43
                	93
                	39
                	21
              

              
                	4
                	31
                	68
                	34
                	22
                	13
                	64
                	56
                	43
                	94
                	95
                	51
              

              
                	5
                	52
                	67
                	35
                	69
                	43
                	65
                	56
                	25
                	95
                	72
                	76
              

              
                	6
                	30
                	4
                	36
                	80
                	83
                	66
                	47
                	25
                	96
                	79
                	8
              

              
                	7
                	15
                	75
                	37
                	76
                	13
                	67
                	80
                	64
                	97
                	78
                	44
              

              
                	8
                	75
                	52
                	38
                	88
                	94
                	68
                	10
                	96
                	98
                	10
                	80
              

              
                	9
                	75
                	30
                	39
                	25
                	95
                	69
                	12
                	33
                	99
                	8
                	89
              

              
                	10
                	65
                	28
                	40
                	62
                	45
                	70
                	63
                	70
                	100
                	15
                	95
              

              
                	11
                	55
                	63
                	41
                	70
                	70
                	71
                	39
                	9
                	101
                	45
                	90
              

              
                	12
                	41
                	61
                	42
                	45
                	42
                	72
                	81
                	89
                	102
                	70
                	82
              

              
                	13
                	36
                	20
                	43
                	35
                	9
                	73
                	43
                	14
                	103
                	90
                	78
              

              
                	14
                	72
                	24
                	44
                	75
                	41
                	74
                	17
                	25
                	104
                	84
                	78
              

              
                	15
                	16
                	10
                	45
                	35
                	91
                	75
                	80
                	55
                	105
                	20
                	70
              

              
                	16
                	85
                	49
                	46
                	56
                	30
                	76
                	45
                	61
                	106
                	40
                	71
              

              
                	17
                	86
                	90
                	47
                	27
                	92
                	77
                	92
                	40
                	107
                	55
                	70
              

              
                	18
                	75
                	90
                	48
                	92
                	90
                	78
                	78
                	22
                	108
                	5
                	95
              

              
                	19
                	32
                	20
                	49
                	25
                	58
                	79
                	89
                	45
                	109
                	73
                	18
              

              
                	20
                	5
                	92
                	50
                	44
                	52
                	80
                	51
                	51
                	110
                	22
                	28
              

              
                	21
                	16
                	35
                	51
                	5
                	80
                	81
                	40
                	90
                	111
                	17
                	80
              

              
                	22
                	25
                	66
                	52
                	17
                	33
                	82
                	65
                	49
                	112
                	50
                	10
              

              
                	23
                	72
                	4
                	53
                	90
                	5
                	83
                	76
                	7
                	113
                	55
                	20
              

              
                	24
                	68
                	33
                	54
                	25
                	74
                	84
                	30
                	98
                	114
                	87
                	22
              

              
                	25
                	61
                	35
                	55
                	58
                	47
                	85
                	26
                	34
                	115
                	72
                	98
              

              
                	26
                	37
                	78
                	56
                	95
                	2
                	86
                	28
                	99
                	116
                	55
                	79
              

              
                	27
                	48
                	46
                	57
                	87
                	72
                	87
                	25
                	8
                	117
                	7
                	2
              

              
                	28
                	81
                	31
                	58
                	68
                	88
                	88
                	29
                	63
                	118
                	85
                	20
              

              
                	29
                	23
                	90
                	59
                	30
                	28
                	89
                	40
                	83
                	119
                	35
                	50
              

              
                	30
                	35
                	66
                	60
                	9
                	9
                	90
                	4
                	11
                	120
                	10
                	68
              

            

          

          3.对用于监视旱情的遥测遥感网，由于地处边远地区，每个节点都只能以电池为能源，电池用尽节点即报废.实际情况下，节点的覆盖范围也会随着节点能量发生变化.针对表9-24的数据，从节能角度考虑设计，改进问题2中的通信模型.给出任意10组两节点之间的通信通路，比如节点1与节点90如何通信等.

        

      

    

  
    
      第10章　如何准备全国大学生数学建模竞赛

      
        



    

  



        

        
          全国大学生数学建模竞赛于每年9月下旬举行.但是在此之前，需要作好哪些准备，让各个参赛队员在竞赛中做到有备无患呢？在总结过去多年培训指导各种数学建模竞赛的基础上，仅就个人观点，介绍一些关于如何准备数学建模竞赛的经验和体会，仅供参考.本章主要向大家介绍竞赛的基本情况，包括如何组队、如何选题以及在竞赛中如何合理分配时间.通过本章的学习，希望大家能够了解数学建模竞赛的基本情况，为全国大学生数学建模竞赛以及其他各类数学建模竞赛做好准备.

          

      

    

  



10.1　如何组建优秀数学建模队伍

          
          

          进入大学阶段参加各种科技竞赛，可以体会到一种和中学竞赛不同的感受，这种感受来自于团队合作.以前的各项赛事都是以个人为单位参加竞赛，它们都是考查个人的能力.但是在大学中，由于难度和任务量的加重以及对团队合作精神的关注，因此大部分的赛事都是以团队为单位参加的.竞赛在考查个人能力的同时，还考查团队成员的合作精神.在数学建模竞赛中，团队合作精神是能否取得好成绩的最重要的因素，一队三个人要分工合作、相互支持、相互鼓励.从历年的统计数据可以看出，竞赛成绩优秀的队伍往往并不是每个人在各个方面都特别擅长的队伍，而是团队相处得最融洽的队伍.从这一点也可以看出团队合作的重要性.

          在竞赛的过程中，切勿自己只管自己的那一部分，一定要记住这是一个集体的竞赛.很多时候，往往一个人的思考是不全面的，只有大家一起讨论才有可能把问题搞清楚.因此无论做任何事情，三个人一定要齐心才行，只靠一个人的力量，要在3天之内写出一篇高水平的论文几乎是不可能的.让三人一组参赛一方面是为了培养合作精神，其实更为重要的原因是这项工作确实需要多人合作，因为一个人的能力是有限的，知识掌握也往往是不全面的.一个人做题，经常会走向极端，得不到正确的解决方案.而三个人相互讨论、取长补短，可以弥补一个人所带来的不足.

          在队伍组建的时候，需要强调“队长”这个名词概念.虽然在全国大学生数学建模竞赛中并没有设立队长，作为队长在获得的证书上也没有特别标注.但是在队内设立“队长”是非常有必要的.因为在比赛中可能会碰到各种突发状况，队长是很重要的，他的作用就相当于计算机中的CPU，是全队的核心.如果一个队的队长不得力，往往影响一个队的正常发挥.竞赛是非常残酷的，在3天3夜（72 h）的比赛中，大家睡眠时间都得不到保障，怎样合理安排团队时间就是队长需要做的事情.在比赛过程中，由于睡眠不足，大家脾气都会很急躁.在这种情况，往往会为了一些小事而发生争吵，如果没有适当的处理，有些队伍将会放弃比赛，而队长就应该在这个时候担起责任.

          在明确“队长”这个概念后，接下去谈谈怎样科学选择队友.在数学建模竞赛中，题目要求完成的工作量是很大的，因此这项任务是必须分工完成的，各有侧重、相互帮助，这样才能获得好成绩.而科学地选择队友则显得非常重要，也是走向成功的第一步.一般情况下选择队友可以从以下几个方面考虑着手：

          1.在组队的时候需要考虑队伍成员的多元化，尽量和不同专业、不同特长的同学组队.因为同系同专业甚至同班的话大家的专业知识一样，如果碰上专业知识以外的背景那会比较麻烦的.所以如果是不同专业组队则有利的多.因为数学建模题有可能出现在各个领域，这也是数学建模适合各个专业学生参加的原因所在，也是数学建模竞赛赛事的魅力所在.

          2.在数学建模竞赛中，每个人都有自己的任务，因此每个人都应该明确自己的定位，根据自己的特点选择队友.众所周知，数学建模赛题主要是依靠数学和计算机来完成，所以在组队的时候需要优先考虑队中有这方面才能的人.因此在竞赛中有两种人是必需的：一个是对建模很熟悉、对各类算法理论熟悉，在了解问题背景后能建立模型，设计求解算法，一般来说这样的任务对专业没有特别要求，适合各个专业的同学参加，因为这项任务所需要的能力是可以锻炼的，通过平时的学习以及暑期数学建模的培训，大家可以达到一定的水平；另一个是能将算法编制程序予以实现，求得数学问题的解，这项任务对计算机要求比较高，一般适合信息学院或软件学院的学生参加，这点是非常重要的，因为很多队伍都存在着建模与求解之间脱节的情况，在比赛中需要建模与求解相互配合，这样才能获得好成绩.第三个人一般要从写作角度考虑，就是主要承担写作任务，从专业方面看没有特别的要求，当然最好来自不同专业的学生参加，在数学建模中各种背景的问题都会出现，所以由各种不同专业学生组成的团队可以弥补专业知识方面的不足.如果是参加美国大学生数学建模竞赛的，那么英语能力又是必须考虑的，特别要有一个英语写作能力强的同学来担任写作.

          3.最后在选择队员时还有一点非常重要，就是一定要选择和自己志同道合的同学加入自己的团队.如果两个人合不来，无论各自的能力有多强，在竞赛中把时间浪费在无谓的争论中，也是无法获得好成绩的.这其实也就是前面一直在说的三个人一定要有团队合作精神.

          综上所述，组队要根据分工而来，一个具有很好的理性思维、理论扎实；一个擅长算法实践、计算机编程；另一个是写作（弥补专业知识不足），最好还具备较好的英语写作能力.如果一个组能有这样的人员配置那是比较合理的，当然这也是一个非常理想化的团队.

        

      

    

  
    
      
        
          10.2　如何准备全国大学生数学建模竞赛

          
          

        

        
          在完成大学基础课程以及“数学模型”等课程的学习，在对数学建模有了一些了解以后，许多同学还是会很迷惘.大家都想参加数学建模竞赛来测试下自己的能力，但是又不知道该怎么准备.一般当你决定参加数学建模竞赛到正式比赛还至少有两个多月的时间，如能好好利用这段时间可以使你的能力得到大幅度长进.

          在参加国家数学建模竞赛前你的各参赛队员需要确认已经完成以下几件事情：

          
            1.熟悉一些基本的数学模型
          

          在数学建模竞赛中，由于赛题的类型多样、领域广泛而得到广大学生的喜爱.模型是学不完的，但是基本的数学模型及建模的过程是必须掌握的.所谓基本的数学模型，指的就是在数学建模竞赛中经常会出现的一些模型.其中包括预测模型、综合评价模型、运筹优化模型、微分方程模型、概率模型、多元统计模型等（大部分在本书中有介绍）.这些模型可谓是各个参赛队最基本的砝码，对于全国大学生数学建模竞赛而言是必须要掌握的.每年暑假各个学校都会组织数学建模竞赛培训，在培训就是帮助大家通过实例掌握基本模型，以及掌握建立其他模型的基本方法.数学建模的海洋浩瀚无边，不存在学完的情况.因此大家更需要学习“学习的方法”，而不是某一个具体的实例.要在整个建模竞赛过程中充分贯穿从“学会”到“会学”的理念.

          
            2.在竞赛之前，大家需要学会如何搜索所需要的资料
          

          数学建模的问题可能来自各行各业，也许并不是大家擅长的类型.此时，大家需要收集（搜索）相关资料和信息来帮助理解问题以及建立模型.资料信息的收集（搜索）也是每个大学生需要学会并掌握的一项基本技能.在竞赛期间每个队都需要准备一些基本书籍，包括：模型、编程和写作书籍.模型和编程书籍不需要准备太多，因为大多内容都是大家已经学过的，大概每种准备一本比较权威的书籍即可，以备队员遗忘时方便查找.至于写作书籍，大家可以准备一些历年的优秀论文，模仿其格式规范进行写作.另外在每次出赛前，各个参赛队的图书证里需要有一定的借书量预留，这个问题在国家数学建模竞赛中是非常重要的.因为数学建模的问题可能涉及各种不同领域的问题，所以需要预留一定的借书量，在题目公布后借取相应书籍，获取相关知识.在此向大家推荐几本优秀的书籍：

          ●姜启源主编，高等教育出版社2003年出版的《数学模型》，该书详细阐述了各类模型的原理，是难得的一本好书，各参赛队员可以从该书中学习到各种模型方法.

          ●蔡锁章主编，海洋大学出版社2000年出版的《数学建模原理与方法》，该书针对在全国大学生数学建模竞赛中经常出现的几类模型进行详细叙述，各参赛队员可以从该书中学习建立模型的方法以及运用模型的技巧.

          ●白其峥主编，海洋大学出版社2000年出版的《数学建模案例分析》，该书介绍了几道全国大学生数学建模竞赛的赛题与几道数学建模例题，各参赛队员可以从该书中学习建立数学模型的方法以及他人所建立的一些模型.

          ●郭亚军主编，科学出版社2001年出版的《综合评价理论与方法》，该书主要是针对建模试题中的评价问题，提出了8种评价方法可以建立综合评价数学模型.由于综合评价问题是全国大学生数学建模竞赛的重要组成部分，本书中所介绍的3种评价方法应用范围也有限，各参赛队员可以从该书中学习各种综合评价理论和方法.

          ●范金城主编，科学出版社2002年出版的《数据分析》，该书有目的性地针对大数据处理问题提出了各种方法，数据处理作为数学建模竞赛赛题的重要组成部分，显得非常重要.各参赛队员可以从该书中学到处理数据的各种方法，以免对于大量的数据感到无从下手.

          ●谢金星主编，清华大学出版社2005年出版的《优化建模与Lindo/Lingo软件》，该书结合优化软件Lindo/Lingo对多种优化建模问题进行了讲解.由于现在很多书籍都缺乏数学软件的介绍，该书不失为一本很好的数学软件书籍.各参赛队员通过该书的学习可以学到Lingo软件在各类模型中的应用以及编程方法.

          ●张红兵主编，电子工业出版社2007年出版的《SPSS宝典》，该书有目的性的针对数据统计软件SPSS进行讲解.通过该书的学习各参赛队员可以掌握SPSS软件的各种多元统计功能在数学建模问题中的应用.

          ●宋兆基主编，清华大学出版社2005年出版的《Matlab6.5在科学计算中的应用》，该书主要针对数学软件Matlab在数学建模问题中的应用进行介绍.由于Matlab在数学建模问题中应用非常广泛，各参赛队员通过该书的学习可以掌握Matlab在数学建模中的应用.

          ●唐启义主编，科学出版社2007年出版的《DPS数据处理系统》，由于SPSS是英文版软件，这给许多学生的使用带来了众多不便.DPS是可以用以进行数据统计的中文版软件，该书对DPS软件进行了系统介绍.

          ●《工程数学学报》是一本期刊，会刊登每年优秀的全国竞赛一等奖论文.写作的同学可以参看前人的写作方法以及写作风格，可以帮助自己写出符合规范的论文.建立模型的同学可以从中学习他人所建立的模型，帮助自己提高对于模型的理解以及建模的能力.

          ●杨启帆主编，浙江大学出版社2005年出版的《数学建模竞赛——浙江大学学生获奖论文点评（1999—2004）》，该书记录了浙江大学学生1999—2004年全国一等奖和国际特等奖、一等奖的优秀论文.写作的同学可以参看前人的写作方法以及写作风格，可以帮助自己写出符合规范的论文.建立模型的同学可以从中学习他人所建立的模型，帮助自己提高对于模型的理解以及建模的能力.

          ●全国大学生数学建模网站http：//mcm.edu.cn，这是全国大学生数学建模的官方网站，在该网站中记录了历年的竞赛试题以及获奖信息.

          ●国防科技大学数学建模网站http：//www.shumo.com，各参赛队员可以从该网站了解到最新的数学建模动态，以及下载各类数学建模教程、优秀论文等.在网站下属论坛中，可以和来自全国各地的数学建模爱好者一起讨论，共同提高.

          ●数学中国网站http：//www.madio.net，各参赛队员可以从该网站了解到最新的数学建模动态，以及下载各类数学建模教程、优秀论文等.在网站下属论坛中，可以和来自全国各地的数学建模爱好者一起讨论，共同提高.

          
            3.在竞赛中电脑等硬件设备的准备
          

          一般在国家竞赛或者美国竞赛中最好能保证每人一台电脑，并且都能上网，这是确保比赛正常进行的基本条件.同时也需要对电脑进行一次系统检查，以保证电脑在竞赛期间的正常运行，以确保电脑中不存在病毒.在比赛中，论文是参赛队伍最终的提交成果，如果由于病毒造成资料丢失，那是非常遗憾的.以前也曾有队伍发生过这样的事情：在比赛的最后一天，由于电脑原因造成资料丢失，最后只能放弃比赛，希望各个参赛队不要留下遗憾.

          
            4.确保电脑有所需的基本软件
          

          假设有三台电脑，在写作的电脑中Office、Visio、MathType是最基本的写作软件.Office软件用于写作；Visio软件用于画各种框图；MathType软件用于输入数学公示以及数学符号.有些写作高手也会用Latex进行文章写作，用Latex写出来的文章的确很漂亮，针对此网上已有了数学建模论文的Latex模板，有兴趣的学生可以尝试.在编程的电脑中，需要安装Matlab、C++、Lingo/Lindo、SPSS、Mathematical、DPS等软件，当然不是上述所有软件都要安装，其中有些软件能够实现相同的功能.但是主要的计算编程软件还是需要的，具体装什么软件，视个人的特长所定.而另一台作为建模的电脑，装有Matlab等数学软件即可，作为数学模型的算法设计与调试.

          
            5.确保团队成员已经相当融洽，做好迎战困难的心理准备
          

          国内建模竞赛共3天3夜，是非常辛苦的3天3夜，大家一定要在精神和物质两方面做好充分的准备，在心理和身体上做好迎战困难的准备.

        

      

    

  
    
      
        
          10.3　如何科学选择数学建模竞赛赛题

          
          

        

        
          全国大学生数学建模竞赛是两题选一制，各个参赛队都可以从两题中选择自己擅长的赛题进行解答.因此科学选题是通往成功的关键，在选题时需要注意以下事项：

          
            评奖机制：全国大学数学建模竞赛中两个题目的难易并不构成评奖的依据，获奖队数是按参赛论文的比例进行确定的，因为不同题目之间论文的优劣是很难进行判比的.竞赛时可能会有一题相对简单，而另一题相对困难，但是大家在选题时不应将题目难易程度作为选题的唯一准则！而是应该在考虑队伍整体实力的实际情况下，选择最适合自己的题目.建议能力强的队伍挑战难题，能力一般的队伍选择相对简单的题.但是千万不能因此看轻容易的题目，因为把简单题做得脱颖而出也是一件不容易的事，而且难和易是相对的，也是因人而异的.

          
            队伍状况：在选择题目时需要考虑队伍的整体状况.因为这种现象经常会发生：一题建立模型可能相对简单，但是数据量非常大，涉及几万甚至几十万个数据量，导致编程求解非常困难.而另一题建立模型可能无从下手，但是涉及的数据量并不大，容易求解.这是一些竞赛队伍经常会面临的选择.比赛中需要考虑自己的整体状况，以能够完成任务为主要原则进行选题.还有一些情况如：难的题目由于背景丰富比较容易写作，但是难以建模；容易的题目容易建模而难以写作，如果在此两种情况下最终都能完成任务，最终选择什么方案需要通过团队成员之间商量讨论决定.队内的成员需要学会牺牲个人利益服从团队利益.需明白荣誉不是个人的，而是团队的，这种牺牲是值得的！

          
            科学选题：在题目尚未确定前，不能轻言做哪一题，两题的资料都需要充分收集.深入研究哪道题目更加适合队伍，其中论文的问题重述及其分析就充分反映了参赛队对问题的认识程度.但是题目一旦选定，就不要改变.如果一支队伍在题目选定一段时间以后，做不下去了，想换题，虽然原则上是允许的，但这肯定会给自己造成许多不利的后果.在做到一半时更换题目，首先，造成了时间上的浪费，往往会时间不够，在比赛中这种情况还是可以看到的，而这样的参赛队最终的结果大都放弃比赛，即使能够完成任务也难能获得好的成绩，因为他们花在解题上的时间只有其他队伍的一半；其次，更换题目，是一种信心不足的表现，这会给自己心理上产生不利的影响.如果是认为所做题太难，而另一题要简单一些.真的是这样吗？不见得，之所以认为简单往往是因为对问题研究不足造成的假象.在做题的过程中，问题将不断涌现，此时怎么办，再将问题换回来吗？所以选题一定要慎重，切忌换题.

          在选题时就能充分体现出队长以及团队合作的重要性，队长应该权衡队伍的优势与劣势选择一道最能发挥队伍特长优点的题目.一支优秀的团队应该相互信任，不能一遇到困难就想逃避换题，而这些是可以通过培训得到训练的.

        

      

    

  
    
      
        
          10.4　如何合理安排竞赛过程中的时间

          
          

        

        
          在比赛中，经常会出现队伍因为时间不够的情况，所以还是有必要在此提一下竞赛时间的合理安排问题.做任何事情，合理的时间安排是非常重要，建模也是一样，事先要做好一个规划，每天要做完哪几个板块事先要确定好，这样做才会使自己游刃有余，保证在规定时间内完成论文，以避免由于时间上的问题，以至于最后无法完成论文.每件事情都需要事先有所计划，国内数学建模竞赛题中常常出现一个问题中包含5个左右的任务需要大家在3天时间里完成.在此以5个任务为例，讲述如何合理安排时间.

          
            第一天　8：00～12：00：收集资料、检索两道竞赛题的资料.队伍内部讨论商量，各抒己见，最终选择赛题，并制订相应的进程计划.写作的同学可以针对题目检索资料，根据大家商量的结果初步形成论文的问题重述及其分析（框架）.

          12：00～16：00：建模的同学需要完成任务一的模型设计，在建模的过程中切忌独干，建模的同学需要和编程的同学进行商讨，因为编程的同学可以提供一些算法意见，确保最后的模型可以编程实现.编程的同学需要完成任务一的编程工作并将模型讲述给写作的同学，大家进行商讨决定最终方案.写作的同学继续检索与题目有关的相关资料，完成论文的问题重述及其分析.

          16：00～22：00：建模的同学需要完成任务二的模型设计，编程的同学需要完成任务二的编程工作并将模型讲述给写作的同学，大家进行商讨决定最终方案.写作的同学初步完成任务一、任务二的写作框架.第一天一定不能通宵，为将来积蓄良好的体力以及精神.

          
            第二天　7：00～13：00：建模的同学需要完成任务三的模型设计，编程的同学需要完成任务三的编程工作并将模型讲述给写作的同学，大家进行商讨决定最终方案.写作的同学继续任务一、任务二的写作.

          13：00～18：00：建模的同学需要完成任务四的模型设计，编程的同学需要完成任务四的编程工作并将模型讲述给写作的同学，大家进行商讨决定最终方案.写作的同学初步完成任务三的写作.

          18：00～23：00：建模的同学需要完成任务五的模型设计，编程的同学需要完成任务五的编程工作并将模型讲述给写作的同学，大家进行商讨决定最终方案.写作的同学初步完成任务四的写作.

          
            第三天　8：00～12：00：建模和编程的同学则可以考虑模型的改进，看看是否可以有更多的条件对模型进行改进.记住此时切勿大改，因为这时的大改必定会导致时间不够，所需做的就是通过增加变量、修改函数使得模型的结果能够更好地反映现实状况.写作的同学需要完成任务五的写作.这时完成的是最初的稿件，是一篇不完整的论文.

          12：00～20：00：写作的同学经过大家的商讨后完成修正模型的写作.而建模和编程的同学则可以通过Matlab或者Visio所画的框图来表现模型的结果.需知一图胜千言！对论文进行反复阅读修改，最终大家分工完成论文的剩余部分：模型假设、符号说明、模型优缺点分析和参考文献.相信这些内容建模和编程的同学也可以完成的.

          21：00～7：00：最终完成论文的摘要，并排版、设计整篇文章.一篇论文的摘要是非常重要的，评委在初审时所评价的就是摘要和整篇文章的结构.参加过国家数学建模竞赛的同学就会明白其中的利害关系.一篇文章的摘要就能够决定你能否获奖，不要怀疑，摘要的重要性就是这样大！往往一篇摘要都是经过多次修改才定稿的！

          以上只是个人观点，仅供参考！它也只是提供了一个大概的时间安排，实际情况也不会是完全按照这样一个过程进行的.大家应该对照这样一个过程针对自身队伍的状况制订一个适合自己的做题计划！但是需知在整个团队中写作的同学任务是最重的，大家切忌个人只扫门前雪，一个团队就应该相互帮忙！写作的同学最需要时间观念，尤其是没有经过实战练习的同学，时间观念尤为重要.在这种情况下前紧后松是推荐大家的一种比较好的策略！

        

      

    

  
    
      
        
          10.5　如何合理排版数学建模论文

          
          

        

        
          建模竞赛论文属于科学性的文章，它有严格的书写格式规范，因此一篇好的论文一定要有正确的格式.就拿摘要来说，它要包括六要素（问题、方法、模型、算法、结论和特色），它是一篇论文的概括，摘要的好坏将决定论文是否吸引评委的目光.从阅卷老师处了解到，常常会在有些论文的摘要里出现大量的图表和程序，这都是不符合论文的格式，这种论文也不会取得好成绩，因此写论文时要端正态度，注意书写格式.一篇好的论文犹如一杯美酒让人入醉.关于论文的写作方面希望大家注意以下三件事：

          
            1.每个参赛队都应当准备两篇优秀论文
          

          数学建模网站中有历年国家数学建模竞赛的优秀论文，大家可以下载.不同的数学建模论文虽然描述不同的问题，建立不同的模型，但是其中有相同的部分，那就是写作！可以仿照优秀论文的写作，通过训练培养出自身的写作风格.这也是平时数学建模培训的目的之一.

          
            2.参赛队提交的论文必须符合写作规范
          

          各参赛队需要使用基本的软件进行排版，如用MathType编写公式等.表格要有表例，图要有图例，公式要有标号等，这些都是最基本的写作要求.不要求大家的文章多么完美，但要像一篇文章！想取得好成绩，文章排版好是最基本的，因为这是给评委老师的第一印象.

          
            3.认认真真对待每一次练习的机会，将每次练习当做一次比赛进行
          

          每次都能够总结他人的长处以及自己的不足之处.切勿没有参加训练就直接参加比赛，没有参加训练的新手和有经验的队员在评委看来是很容易区分的.

        

      

    

  
    
      
        
          10.6　数学建模竞赛的评阅标准

          
          

        

        
          很多同学对于全国大学生数学建模竞赛的评卷存在很多的好奇感：既然数学模型没有对错之分，评委如何评定各个参赛队论文的优劣.在全国大学生数学建模竞赛章程中关于评奖标准是这样阐述的：“竞赛评奖以假设的合理性、建模的创造性、结果的正确性和文字表述的清晰程度为主要标准.”通过和全国组委会专家的交流，他们对论文评定标准是这样解释的：

          
            1.假设的合理性
          

          假设是模型的基础，没有好的假设，就不可能建立好的模型.在论文中的假设必须是必要假设，不欣赏罗列大量无关紧要的假设.必要假设指的是模型需要这些假设，没有这些假设，模型将不能建立或者存在缺陷.假设必须适量，过多的假设可能会导致模型缺乏实用性，而过少的假设又会使得模型过于理论性.

          
            2.模型的创造性
          

          数学建模竞赛考验各参赛队员的创造性.模型的创造性指的是独树一帜、标新立异，但是模型的建立必须合理.无论多么创新的模型一旦失去合理性，就失去了建立的必要性.模型的创造性并不是指建立的模型需要有多么高深的理论.如果能够用简单的技巧建立模型，得到正确的结果，这样可以收到意想不到的结果.很多新手在竞赛中喜欢使用遗传算法、模拟退火等算法，但是他们本身并不懂这些算法，适得其反.创造性并不在于模型算法本身，而在于队员建立的模型思想.

          
            3.结果的正确性
          

          数学建模竞赛就是希望参赛者可以提供正确的答案，一般情况下评阅人都是希望看到正确的结果.因为一旦建立模型得到的结果与真实结果相差很大，那么建立的模型就失去了意义.虽然好方法的结果不一定是最好，但一般是比较好的.虽然竞赛不强调与“参考答案”的一致性和结果的精度，但是多数情况下参赛队员一定要非常重视这点.

          
            4.表述的清晰性
          

          优秀的竞赛论文一定是一篇表达严谨简捷、思路清晰、格式符合规范的论文.如果一篇论文条理不清，让评阅人看后不知所云，那么这篇论文一定不会取得好的成绩.另外，摘要是全国大学生数学建模竞赛论文中最重要的一点，因为在竞赛初评时，摘要是最重要的一点.竞赛论文与一般科技论文不同之处在于摘要应理解为详细摘要，提纲挈领.

          但是在国家数学建模竞赛中常见如下问题：数学模型最好明确、合理、简洁，但是有些论文不给出明确的模型，只是根据赛题的情况是用“凑”的方法给出结果，虽然结果大致是对的，但是没有一般性，不是数学建模的正确思路.有的论文过于简单，该交代的内容省略了，难以看懂.有的队罗列一系列假设或模型，又不作比较、评价，希望碰上“参考答案”或“评阅思路”，反而弄巧成拙.有的论文参考文献不全，或引用他人结果不作交代.另外，吃透题意方面不足，没有抓住和解决主要问题；就事论事，形成数学模型的意识和能力欠缺；对所用方法一知半解，不管具体条件，套用现成的方法，导致错误；对结果的分析不够，怎样符合实际考虑不周；队员之间合作精神差，孤军奋战；依赖心理重，甚至违纪.以上这些情况都需要各参赛队引起注意，有则改之，无则加勉.

          最后希望大家能够在全国大学生数学建模竞赛以及各种形式的数学建模竞赛中取得好成绩.

        

      

    

  
    
      
        
          参考文献

          
          

        

        
          1.白其峥.数学建模案例分析.北京：海洋出版社，2000.

          2.蔡锁章.数学建模原理与方法.北京：海洋出版社，2000.

          3.陈理荣.数学建模导论.北京：北京邮电学院出版社，1999.

          4.冯增哲，刘建波，刘桂娟.基于DEA法的社区医疗资源配置效率研究.中国医学装备，2007.

          5.韩中庚.数学建模方法及其应用.北京：高等教育出版社，2006.

          6.姜启源，谢金星，叶俊.数学模型（第3版）.北京：高等教育出版社，2003.

          7.居余马.线性代数（第2版）.北京：清华大学出版社，2002.

          8.李大潜主编.中国大学生数学建模竞赛.北京：高等教育出版社，1998.

          9.刘来福，曾文艺.数学模型与数学建模.北京：北京师范大学出版社，1997.

          10.齐欢.数学模型方法.武汉：华中科技大学出版社，1996.

          11.宋兆基.Matlab 6.5在科学计算中的应用.北京：清华大学出版社，2005.

          12.谢金星主编.优化建模与Lindo/Lingo软件.北京：清华大学出版社，2005.

          13.杨启帆，方道元.数学建模.杭州：浙江大学出版社，1999.

          14.杨启帆主编.数学建模.北京：高等教育出版社，2005.

          15.叶其孝主编.大学生数学建模竞赛辅导教材（1～4）.长沙：湖南教育出版社，1993，1997，1998，2001.

          16.袁新生，邵大宏，郁时炼.Lingo和Excel在数学建模中的应用.北京：科学出版社，2007.

          17.张红兵.SPSS宝典.北京：电子工业出版社，2007.

          18.赵东方.数学模型与计算.北京：科学出版社，2007.

          19.赵静主编.数学建模与数学试验.北京：高等教育出版社，2000.

          20.朱道元主编.数学建模案例精选.北京：科学出版社，2002.

        

      

    

  images/00011.jpeg
[Matlab code]  Dsolve(Dv=g—k* vi'.'t) V6 SEEMA IR A A
[Matlab code]  int('9.8/0.2% (1—ep(—0.2*% £))',0,4.9) ¥ BB ThEE





images/00504.jpeg
\

Avi

A

Ay





images/00380.jpeg





images/00441.jpeg
: o






images/00315.jpeg
min y =—aX fi(x)+bx f2(x).
o+ w+ as <80

2X0. 4x1+1 33<0.51x2+ 1.4 0. 36 x5 < 160

=100
250/3






images/00154.jpeg
;‘"u):[ <O)* "JrJi





images/00338.jpeg
¥ e
|, ufdut 7/ f(wdu

=>sa=15.

10FCT)





images/00483.jpeg
0.35

0.30

0.25

0.20

0.15

0.10

0.05

0
O 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

| N
| N\
/ \






images/00179.jpeg
h,





images/00600.jpeg
max v(f)

Zijpea X5 T Zujigoga

5.3






images/00250.jpeg





images/00342.jpeg
E[N()]= ADIN(D]=






images/00207.jpeg





images/00529.jpeg
pr=0.3p+0.3p2+0.1ps s
ps = 0.3p1+0.1p2 0. 3ps

0.4 0.3 0.3\ (p1=0.4p1+0.6p2+0.Gps
(propeops) = Cpropepe)| 0.6 0.3 0.1{
0.6 0.1 0.3
{*O»G[,J‘FO»G[,Z‘FQGPSZO
0.3p1 —0.7p2+0.1ps =0
0.3p+0.1p —0.7ps =0






images/00196.jpeg





images/00084.jpeg
prla)= lolmx €o





images/00591.jpeg
{AverﬁS»{;AveLSo {Am SAver_%
Var<Var P Van<C :






images/00354.jpeg





images/00092.jpeg
B AL

44

12}

W W W
= =)

W
[\

30

X

®))

28 L L L L L L L L L
1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005

AEALY






images/00568.jpeg
" 34

v L& =X
min T=3%x 3> DA 2+2.5X D0 D 4 /25X DL

/JN

LA 2EA

G e

“
+6 <:BD,+W:DB,+M (D)Diz + DD

min M =

;pl)\ \ P2+ P“’)\ \ :’/n






images/00211.jpeg
X =P,
?;XL(,W





images/00138.jpeg
b+bo+bos+ -+ obansrses+ bsosnssa =1
I bos®(1+s+ ety =1






images/00246.jpeg
16 <" 4m +5m +6m +8ra
4nz+5n:+6m+8me
16<<4ns+5ns +6ms+ 8rs






images/00495.jpeg





images/00290.jpeg
P(xn)= {wm(m)z(xz) e sua(xa)} o





images/00587.jpeg
80,
EREREC minVar = £ (0 — ) .
=

A -
Gi={A; | di << dp ok=1.2..80 k= i






images/00303.jpeg
min fi(x)
min f2 (x)
min f, (x)
stg(x)<0.i=1
) ER

(1 .22






images/00506.jpeg





images/00455.jpeg
M Dizcriminant Analy=zi=

e Grouping Y ariable:

A2 result? 7]

@ W Define Range... e,
@ wd Eeset
*} %5 Independents: By
@ i

E Help

+ Enter independents together
7 Usze stepwise method

Selection YW ariable:;

B2l _vde. |

Statistics... | | Clazsify... | Save.. |






images/00140.jpeg





images/00180.jpeg
H#n/z O: A MR R O






images/00510.jpeg
dt =0 ()= De = fo ()= knDoe ™' .

{‘L“’:kmmn
4505— Dy





images/00584.jpeg
250 300 350 400





images/00091.jpeg
Y = 0.00083%° —3. 1x-+ 3000





images/00212.jpeg





images/00357.jpeg
il

4l (1—p)





images/00087.jpeg





images/00592.jpeg
I 2 13 T 3830 7

# (LR BOA—A A
Var, = Var, 2 HAHAA E
Aver §,=Aver S,

A% R Bl R





images/00068.jpeg
B= B = el _ G
g g





images/00300.jpeg
[r(e .2t fi(s)]=,_ e(e)the,m)t fis)]

Gy )

La(xz>+1x<v+m74>+/s<w+z_ =D].






images/00245.jpeg
mam+ nex+ nsas
mumtmuet s

rmat st s

o+ oo+ orsas





images/00117.jpeg
350

300

250

200

UNEE:

100

50

O L L L 1 L L L L L
180018201840 186018801900192019601960198020002020

AFEALY





images/00394.jpeg





images/00547.jpeg





images/00029.jpeg
1

S(a—a )





images/00496.jpeg
xn = Ce'+





images/00183.jpeg
o w

oSS





images/00479.jpeg
dr _
de

wNi(o) .





images/00286.jpeg
[m+m+m+d§—£:?oo
a2+ am am dF —df =100
1m+m+m+a§—£:4so'

xst+ ot —d& =250





images/00269.jpeg
5.9






images/00402.jpeg





images/00052.jpeg
i=1,2)

e
[ Lo el





images/00336.jpeg
10 4,
o s(D)





images/00273.jpeg
1000 1000
Y

max >

X Gy .






images/00320.jpeg
LT PAE
- 5 T
1—0.36/ & [a)**
\ 1)






images/00265.jpeg
=3





images/00459.jpeg
Discriminant Analysis:

v Predicted group membershis Contirue

e et e s et e e L e Ul

| Discriminant scores
. Cancel
[ Probabilities of group memberzhip

Help

E=part rmodel infarmation to =ML fle

| Browsze. .

T il





images/00009.jpeg
L8X (5—0.17 =117.649 m





images/00398.jpeg
=g+ A—wsH, t=12,.T
=l )8 L &






images/00232.jpeg
A A
(Xio Y0 )





images/00249.jpeg
H-~F-2e THAOLTREN 2% THDLTREN

LR ERIES

B R e ettt o

v
WO 2T 1 24
(a)TEfR 615} i TE 2 i ] (O VR ] (R R B S T 8T 1





images/00377.jpeg





images/00418.jpeg
= f(l*,}l}i,#»f‘(l*,? D+ @i, B 1(A%E)





images/00204.jpeg





images/00195.jpeg
[ 5 N
TSI(NHs-N) = 10| 7. 77*%} .





images/00480.jpeg
di_ s e
4= MW~ g .i0)= 3

ok . _
dr A1) .s(0)= s





images/00253.jpeg





images/00316.jpeg
VORI J; Y 161.2°(0.8°)

=
X = 7649)}: 1393 \\\(l\

DME

x=155y=987 \
o

~
~
~
RS
- ) VOR3
’ ~
- .
- .
e . \
N .
-
-

s\\\\\ x=]571)y=259
VOR2 .
x=629,y=375

A
S \\
N
N .
L 1
3 |
X

b #

309.00(1.30)\\__’,/





images/00224.jpeg
DMU,

s





images/00603.jpeg
=N
CCS58) = Das st






images/00048.jpeg





images/00361.jpeg
S
XPo

R TP

(
E g





images/00341.jpeg





images/00438.jpeg
T DA L o
Ftia—D e — 20— (P By (P,

Sa=LTO WO X =D 7 GO = ) BT S .
XEG. ¥WX)>0=2DX.60)< F(X.6)
XEG. YWX)<0=2DX.60)> DFX.6).
HE.  BWXO=0=2D(X.6)=DX.G)
270 B A = O — )= (aag)





images/00121.jpeg





images/00571.jpeg
7{ L EFBESITIAL i ARGTEIGHALNR j U ij=1.2..n

7 Losthn
! :{ LSTEBEBATI i ARG TIEMEA j W ij= 12 .34
7 Lo Hift i





images/00064.jpeg





images/00434.jpeg
x % %
af* afl i xfy aty
oy xald xd A

i






images/00526.jpeg
160
pz ps 00
22 28 | = ——
L% 30
peopsl |0

300

120
401

300

300

120
400
30
300

300

0.4 0.3 0.3
0.6 0.3 0.1
0.6 0.1 0.3





images/00176.jpeg





images/00033.jpeg
i N5n,
a4 A
&
i+%r—,ﬁﬂz Ni

g Hh & o

i

I
R

B R HIrA F

SPBLEAIN = [, ] + 1

| 2 B RIS &R

X} A% 28 0 B o AR TR Ao





images/00199.jpeg
aiaicidicigicicicizicizics





images/00463.jpeg
D sgn(ei —x; sgn (s — ;)

-
N(To —T1)(To —

7,7\‘.1.*1» L _ N aw(w—1)
b= g u T2 2 -






images/00530.jpeg





images/00475.jpeg
di ; il
N7 = ANs(0)i(t) — uNi(t) i
dt C di =yl —in]— @
. dt g .
si+i=1 ) .
) i) =i
i)






images/00160.jpeg
XPO+xP@] 1

X HXRE 1

LX™(2):X™ @YX T

BN Chi b cal o )






images/00137.jpeg
0
0

0. 1448
0

0. 148 0. 148

0
0

[
0.75

0. 9897

0

0
0.989

7

0. 989

0
0.9897

7

[

0

0

0. 989






images/00025.jpeg
a="xN
e





images/00072.jpeg
(A 48D gy — ey
de dt

L&D _ e o
(I kI =Ta





images/00567.jpeg





images/00422.jpeg
ol slle ool |

%

1.24
1.36
1.38
1.3
1.38
1.40
1.43
1.54
1.56
1.14
1.18
1.20
1.26
1.28
1.30

=
.

‘ —

1.72
1.74
1.64
1.82
1.50
1.70
1.82
1.82
2.08
1.78
1.96
1.86
2.00
2.00
1.596





images/00588.jpeg





images/00208.jpeg





images/00566.jpeg





images/00136.jpeg
bro

bee

bar

beo

bo  bu

0

i1

59






images/00589.jpeg
fa,





images/00073.jpeg





images/00531.jpeg
{a(l): a0)P= (p’ 2pq.¢)
a)= a(L)P= (p’ 2pg.¢)’





images/00423.jpeg
M Hierarchical Cluster Analwy=is= |X|

Wari : |
_%;a::E[S] oK,
@:-:2 Paszte |
Bezet |
Cancel |

4]
Label Cazes I-:u_l,l: Hel
| e

Cluster
’VF Cazes " Variables

DiSFlIcl_','
’]7 Statistics W Plots ‘

Statistics. .. Plats. .. | Methnd...l Save.. |






images/00474.jpeg
d1
N AN. ) (di
sWIW (di =AWl —iw]

g 0
s.(t) l.l) .
i0) =1

R = ﬁ
] g A

2 1= 0.5 05 A gt L= O L1





images/00161.jpeg
v=[]
) = (BB B'Y





images/00248.jpeg
T 25 THDLBRER

H.

T BLPAEI e






images/00024.jpeg





images/00177.jpeg
P





images/00032.jpeg





images/00527.jpeg
0.4 0.3 0.3\° [0.496 0.252
PP=PF =106 0.3 0.1] =|0.504 0.252
0.6 0.1 0.3 0.504 0.244






images/00198.jpeg





images/00462.jpeg
L(R. —R)(S:—S)
6=

‘\
CR—RP 2 (5
A=





images/00120.jpeg





images/00570.jpeg
% :{ L BFeET LN i WRATRMHA j W i j=1200.n
7 Lol I=12,0m

7{11{;‘1«5&&- oy Bl ey
L ode s WoRIREM TR T





images/00065.jpeg
2
5%
ac
20






images/00435.jpeg
xXee6. %0 x.6)<DX.6)
HIGMERS . § X € 6. M DX.6)> D(X.G)
A . D(X.G)= D(X.G)





images/00209.jpeg
=L =120,

yi
n






images/00384.jpeg
am =1 —a) X x+ a1,





images/00107.jpeg
300 T T T T T T T T T

[\ [\
o )]
o o

[—
w
<

NOZU/B R

100

50

1900 1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000
4y

7]






images/00015.jpeg





images/00412.jpeg
@) HXFH oy = ——





images/00465.jpeg





images/00557.jpeg





images/00042.jpeg
g8
4





images/00170.jpeg
Hbr)Z |H&%Eﬁ|

gz | | [ | e i W,
‘A»
~






images/00035.jpeg
min z






images/00520.jpeg





images/00598.jpeg
140

..............................................

..............................................

20

1

............................................

100

80
o

....................................

60

40

20

..........

500,

o
o
<t

i Ang et

300
0
0

50

(@\| —

[ o (2 g ] -t

+H





images/00062.jpeg
lqldi= B





images/00259.jpeg
S{a.g.Hr.D dl.Hi < R—btan «

Capoth D at+| STD AL H = R—btan «





images/00577.jpeg
dix, = dyx,,





images/00424.jpeg
Hierarchical Cluster Analy=is: ... |_Kr

v Agglomeration scheduls Continue |
v Proximity rmatrix Cancel |
— Cluster Membership

Help |
% Mone

™ Single solution

Mumber of clusters:

" Range of solutions

Mimimurm number of clusters:

Hinigh

f asirnrn number of clusters:






images/00432.jpeg
10 13 20 23

Lable Num - e e e R +
A2 12

Al10 20 4

A3 13 4

A9 19 4

B2 8 Jl

B4 & 4 |

Cl I 4 |

C3 34+ b

C2 2 4 |

A4 14 — | |

A8 18 24—~ —

Bl 5 |

B5 9 - I
Al 1 — |

A5 IS +—— | |
A7 17 4 p— |

B3 7 — |
C4 4 0 |
B6 10 — I

A6 16 — @@ 1





images/00127.jpeg





cover.jpeg





images/00074.jpeg
Mz)*m





images/00561.jpeg
o AT AU LA

1

Fgpy—





images/00189.jpeg
ﬁﬁﬁifﬁﬁﬁ





images/00472.jpeg
= ().

2(t+AD) — ()= & (DAS>





images/00167.jpeg
200

180

160

140

120

100

80

60

40

20
0

50

100

150

200

250

300

350





images/00473.jpeg
de_

x(0)= x

IR

() = we* .





images/00022.jpeg
D






images/00218.jpeg
b= max

ax (A ()






images/00023.jpeg





images/00188.jpeg
O=Wi X P +W: X B +Ws X P .





images/00425.jpeg
Hierarchical Cluster Analy=si... |K|

v Dendrogram Contirue |

—lcicle

Cancel

o Al clusters _l

™ Specified range of clusters Help |
Start cluster:

stop cluster:
By
" Maone

R

— Orientation
i ertical
" Haorizontal






images/00058.jpeg





images/00075.jpeg
nm:wm%Q
Do





images/00166.jpeg
XV — XY k—1)

X© k)





images/00537.jpeg
b‘i):{l A § DB S
P 0 ME TN






images/00219.jpeg
Sy (B)ai= 1.2, ym





images/00536.jpeg





images/00131.jpeg
98
3
0

160
320 |=
80

1690
1550
70





images/00408.jpeg
d(Xi. X;)





images/00560.jpeg





images/00130.jpeg





images/00019.jpeg
HEY = /A2

600 T T

550F

500

400

300F

250F

X SRR >
O ikt

150 '
1994 1996 19

|
98 2000 2

002 2004 2006 2008 2010 2012 2014

AEALY





images/00126.jpeg
m= L /A bl /R e bbb /X





images/00449.jpeg
E = <
bt vy =, el (/)

i
;,qxfx(x)





images/00576.jpeg
Lip, € G A; € GAL € G
Ly, €6 A EG.MEG
Lig €6y AyCICHANEIE; -






images/00063.jpeg





images/00326.jpeg
dF@) _
{ de - Fm]ﬂi‘(nzlfe’”,

FO)=0





images/00263.jpeg
v :{0$ iTARARZE j A5 H :{O% iR SN2 hEHFE
Ul iAREsmE AEE T Y L1 i RS ISR





images/00433.jpeg





images/00367.jpeg





images/00464.jpeg
fop — Tl

Ja—2Ha—






images/00034.jpeg
r=21—10—6—3=2_[ Ne=6+1=7
B3> 8






images/00222.jpeg
maxh = > uYa.
=

SioXa=1

&

ftuy"

U, i =






images/00258.jpeg
sS()=nb=nl JF—r—17)°





images/00330.jpeg
s
R(T) = r(T)| R()de—F(T)





images/00275.jpeg
minzf\ Pk\ Cwhd; + wiy d) > (whdy + wiyd) )+

Dlaxn < (=, 2)bi=1.2.00m
=






images/00371.jpeg
Ai+olA) j=i+1.i=0.
pilA) = Ar+olAd j=—i—1.i=1.

o)) i






images/00234.jpeg





images/00599.jpeg





images/00521.jpeg
lim P





images/00383.jpeg
My — Azmach ok xem

n





images/00387.jpeg





images/00413.jpeg
SO T






images/00229.jpeg
~ -,
max X6+ 28





images/00368.jpeg
G .t)

_ e
9 |y = Noe





images/00385.jpeg
vt gy tae=eat e+ Beaot ot ey





images/00045.jpeg





images/00503.jpeg





images/00556.jpeg





images/00043.jpeg





images/00153.jpeg





images/00415.jpeg





images/00104.jpeg
(Au%ﬁm{eﬁ%:wm:g

At At
| SRR — XU AD— (1) Ax
\/\quﬁjmiﬂgklii x (L)AL x (DAL





images/00442.jpeg
> 4N =TT == Y = S AR e B SRR
fi:
[xee HwixO>ox—4,=i
&7 EA—A Wi <0 '
Wi = H DX .6)—D X6 = | X—F O+ 2 | S0 — )

“
B0 e 0T A T S BIAHAE |

;»: I8 :"‘;‘IXR’
” L

b
%= n—k\::s‘

H = e S = DU —XOE — X 2 G MRAREE .





images/00444.jpeg
{ § =Gl 4+ Gl
§2 =G+ G

o [ = G e G = el
B { —adf ;—-~+cpr‘“:2mt”
TR RIS BP0 2 B XK 28 m\gﬁ:m;&"

(i=1.20m) (1= 1.2).¥3k%§¥77%u§,( ¥ —y@)? AU VTR





images/00014.jpeg
3.5

34
2.54

24
1.54

1
0.54

04





images/00554.jpeg





images/00041.jpeg
m(mone)





images/00501.jpeg





images/00507.jpeg





images/00151.jpeg
P+ aP k=1
I a= C(a.b)" . BB IR N Tl BRI TR .
a= (B'B)"B'Y.
L@ 1 =2 @
—P@3) 1 oo 23

—a2m) 1 22 (n),





images/00157.jpeg
Pl U+ =2 U






images/00411.jpeg
lel<1
|G 1= 19X = aX;.
lg=c





images/00100.jpeg
Basic Fittin...[- |O[X] |/ |Figure 1 =3

e Eile Edit Vier Insert Tools Desktop findow lelp
Deda(vMaae(d 08|sO

[ center and scale X data

Plot it

ck to display fts on figure =
spline interpolarnt
shape-preserving interpolant

gnl v =0.00082%7 - 2.9% + 2.5+003

OO000000RO00
2
2
5
g
2
5

Showy equations

g
g
AAHE (BA)

Significant digits:

[ Plot residuals

[] Shaw norm of resicuals

10 . s \ - . s .
THO0 1850 1700 1780 1800 18A0 1900 1950 200
Fir






images/00171.jpeg





images/00016.jpeg





images/00106.jpeg
98]

[

(e
T

O 1 1
17901800 1820 1840 1860

1880 1900 1920 1940 1960 1980 2000
Iy





images/00550.jpeg
i

S

=T

— \‘ P

S
7]

<.

S |





images/00388.jpeg
g1 = M,





images/00044.jpeg
qd =





images/00414.jpeg





images/00101.jpeg
Selectdsta: |datal V| M
[[] Center and scale X data
Plot fits
Check to display fits on figure
[:| spling interpolant
[:| shape-preserving interpolant

[ tinear
1 cuadratic
| p

L
]
]

cuhic

dth degree polynomial
Sth degree polynorial
[] th degree polynarrial
Tth degres polynormisl
Bth degree polynormial
Sth degree polynormisl

Show equations
Significant digts: (2 v |
Plot residuals
[ Bar plat .

| Supplot I

[ Shaw norm of residuals

) Figure 1

File

Edit Yiew Insert Tools [Desktop

sHa [ RAM D ¥

findow Help

0E = o

a0 T T T T T
X datai
_’2 =l guadratic
o 4 y = 0.00082%¢ - 2.9% + 2.5e+00 cubic
~— y =7 Ge-006* 3 0.041%2 +72% - 4.3e+008
18 20 — .
E- o
o o E
<
-20
1600 16850 1700 1750 1800 1850 1900 1950 2000
residuals
5 -
0 | [
o ‘ r
1650 1700 1750 1800 1850 1900 1950 2000





images/00551.jpeg





images/00040.jpeg





images/00382.jpeg
min W = gxi+ bixi+ coxi

0<m<<T79
o m<m<a<a<
Su=1





images/00228.jpeg
DMUj,





images/00443.jpeg
Hof nm b8 = P —XOO(XP — X0 6 AR .
>4 Y D s S B HET AR
{xec. LWy (X)>0 xf—tﬂ,:cl
#H AWy <0
Wy ()= (x—,“’) SOV X=X = DO a4,
% 0 3 S AR L0 MR .

/’:() XU
B
w—1





images/00013.jpeg
1
(=20 4+ (i +2.5

L i 1
" (w42 4 (i + 2.5+ (m —2






images/00156.jpeg
PR D= 24 >7J:].;" +Jal |





images/00287.jpeg
X (s + xs+ ass )+ i —dii = 0.

Car<F g )

50

JiR g R B _4_‘c,’b + die —di: = 2950.





images/00369.jpeg





images/00452.jpeg





images/00268.jpeg





images/00281.jpeg
{min:.ﬁ:
Sa+8e+12x+d —di =






images/00447.jpeg
o s IR EACR lJM—m BN 85 C= (G .G,

F(G .,
THBIFE .y = G+t G,
o IRy, = 2

© RRBHIFIRCR CHFA SR 22 AR IR B SRR IES 53 ) -
{ Ho= Exd’ = p= Ex® =
Ho=p#pu '
- S_‘F—y_p; o -
wRgIHE F= +m77>P "~ Fp.m+m—p+D.

He = 1m+m—z{

(X““*X')’ O X

i o

§="Tss s = \ e “‘725”>+‘_:<x;” — 2P =GP — ).
=






images/00511.jpeg
B ko[98 = Py
dt n )

fxa=an a@)=0

a (= Do —— e —gtary,

v (b — k)





images/00517.jpeg
a(n+1=ampn+aepr+aop: =0.4a(m)+0.+a ()
@(n+1) = a(wp:+ e mp:+a(mpsz = 0.3a (W+0.2a (n)
@ (n+1)= a(mps+a(nps+a(n)ps =0.2a (W+0.4a (n)+ a (n)





images/00555.jpeg





images/00386.jpeg





images/00454.jpeg
Al L LU

IR

e
—

&
04
05
05
4
03
03
03
3
09
B
05
A5
15
07

QQQQQ%

.I:IE
07
05
A3
.M
S0
09
07
18
07
07
03
09
09

.1EI
04
N
03
07
&
07
03
02
02
02
&
07
03

.11
05
A0
A7
VB
B
8
B
ool
25
.28
2b
20
A5

.DE
M
03
&
05
20
22
gy
01
03
0z
4
04
09

.EI1
02
.
04
05
03
.04
04
04
04
.04
04
03
02

1.00
1.00
1.00
1.00
2.00
2.00
1.00
1.00
2.00
2.00
2.00
2.00
2.00
2.00
1.00





images/00152.jpeg
de

+ax

@

b





images/00405.jpeg
= @Ry
A





images/00294.jpeg
n_{x+0.005: + 7200 —11(xs + 18 —500)40. 005 (x5 + 1w —500) } .






images/00017.jpeg





images/00540.jpeg
) {1& A P

o048 juiAms T





images/00546.jpeg





images/00110.jpeg





images/00116.jpeg





images/00502.jpeg
ac

p:





images/00278.jpeg
min{20& + 1845 + 2145 |
n+d& —d& =50
wt+d —d& =50
w4+ d —df =80





images/00291.jpeg
Pe(x) = {we () swerr (xer ) oo vt (20D





images/00410.jpeg
(1) HXHABERS . dy (1) = L | Xe— X |5

(@) BRIEHERS . ,Lm—[ | [ ),
(3)%&&&2&%@,(»4):()1.7)(,) ST —X) (S SRR .





images/00105.jpeg
o= a0 (14 r)*=Inn =Inxo+ a4+ 1)
it y=Ix b=lw.C=kax=hd+r
m o y=b+Cx





images/00141.jpeg





images/00147.jpeg
yk+1) = Aey )+ g (k)Bx (k)





images/00012.jpeg
{

H=] vdi=310%¢e

a+e=49





images/00297.jpeg
es=sa+tmx—d
s=stx—d
=gt
st xu—d






images/00244.jpeg
2+ 2x: + % + 3

{4m+3m+2m+u+u =50

xs+ o+ 2w =





images/00307.jpeg
mip f2 (x)= fZ





images/00328.jpeg
a4 —g 1« 7)+r

arn=—+=
L T*\ F(ode





images/00512.jpeg
80|

70}
=60}
E 5o

E 40
= 30

!
10}

0 2 4 6

10 12 14 16





images/00284.jpeg
xm+d —d =100.





images/00301.jpeg
[n(s.m)+ f(e)]
Lm(z1)+l><(l+'m =2)+ o (QFm—2)].

filsH)= A






images/00406.jpeg
{x’(t)zmn[mezy(zﬂ o)=a
YW=yl atax] Ho)=a"





images/00583.jpeg
FUBR PR :min =
Eapie SN

%






images/00028.jpeg
Sla—al






images/00457.jpeg
Discriminant Analysis: Statistics &]

Descriptives t atrices

_ | wWithin-groups caorrelation
| Univariate AMOWAs | wWithin-groups covariance
| Bow'sM | Separate-groups covanance

Function Coefficients | Total covariance

| Fizher's

| Urnstandardized B | Help |






images/00491.jpeg
|’d1,
U= xlatbotey)

o :
U= y(dtext fy)





images/00514.jpeg
20

A/ (mg/dmL
”

[
o

()]
T

10 12 14

-
-
[\)_
~





images/00142.jpeg





images/00242.jpeg
< o 4w + am <80
12+ x4 e <140
ot oxmtoas <30
250

an+ a2+ xms + a4 = 50
xn+ w2+ 2+ 2 =60,
a1+ a2+ xs = 50

< e + A =





images/00282.jpeg
min z= Ad + PR Q& +184 +21d )+ RAd + A QE+18&E+2d )+ R d .
5m+8x+ 122+ & —dl = 1700
& —d& =30
o+ d& —d =30
o+ di —di = 80
sty m+d —d =100
et d —d& =120
w+ & —d& =100
5m+8x+12x+ & —d& = 1900
S0.i=1 g






images/00497.jpeg





images/00113.jpeg





images/00545.jpeg





images/00115.jpeg
x(Year) = — ;
14 [ £ ) e
\ayr 4





images/00056.jpeg
Il
a| q)dt=cA





images/00079.jpeg
O e e L





images/00400.jpeg
400
350
300
250

ﬁ

o 200

»

A

B
150
100

50

0
1975 1980 1985 1990 1995 2000 20035
AEALY





images/00585.jpeg
EBRERAL min V = k\;l(a —ar.
SRS -






images/00050.jpeg
—p
e+l mm+1)





images/00429.jpeg
n = N J— WO\ N\O





images/00543.jpeg





images/00403.jpeg





images/00182.jpeg
SHEE AR B,

WS 8 C Wt R G B C, W ASH C,





images/00292.jpeg
{/mm: min{ di (e s )+ fira (et )}
fa(awi)=0.k= N.N—1,..1





images/00393.jpeg
Y1 =yt aly —30)





images/00451.jpeg
W(2:1.24,1.80) = 6.47;
W (2;1.28.1.84)=19.30;
W (2;1.40.2.04) = 11.56 .

wa; 140 2.04)=6.7






images/00144.jpeg





images/00184.jpeg
n—1

=0.0173.





images/00478.jpeg
a





images/00053.jpeg
R
ni(n+1)





images/00055.jpeg
a d ds &
8= G3) e = G.D g s=3.2) o = G0 Tan
ds de 3 &
s = GD s = OO Ta T ! = =025
d dw . du
o= 0.3) 5 s0 = 0.1 grpn = (0.2) Zompn 2 — 0.0





images/00001.jpeg





images/00239.jpeg
Bt maxz = 4000x + 3000z .

EEE s.13






images/00395.jpeg





images/00038.jpeg





images/00241.jpeg
min z = 160xu + 130212 + 22025 + 17024
~+ 140221 + 13022 + 190 225 + 150 226
=+ 190xs1 +200xs2 + 23025 .





images/00247.jpeg
THAALTRE

6m





images/00139.jpeg
nlk+1) =






images/00192.jpeg
{@:o,zscxﬁ+o4571> P 40. 143X B
@ =0.333%X P +0.500 %< P +0.167 X B





images/00340.jpeg
> P.(AD = o(AD)





images/00086.jpeg
IR
e

PR _ B
=D M.*fy.]r.—o:a‘: )
e e





images/00181.jpeg
0 0.667] 0.105
0.167 0.333]| 0.637 |= (0.251.0.218.0.531)"

0.833 0 0. 258






images/00187.jpeg





images/00203.jpeg





images/00205.jpeg
=l R
n= M\?{ymknlzu.m.m





images/00302.jpeg
2\1.03
I
ERE A
e
—~ v o
L
888 3

{





images/00304.jpeg





images/00346.jpeg
= P
#Ptr = AP uPu

~ 1=
o 5 pi = e
B o= Mp< 1B, P, 17@?1@{[,7(17)0 -

BARERLT { iy






images/00586.jpeg





images/00093.jpeg
HH A EE )]

28 L 1 L L 1 1 1 1 1
1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005
55'5,{/&
7T





images/00095.jpeg
ANB /1Z

90

80

70

60 I

50F

40

30F

20F

10|

* bR
RS

X

0
1600

1650

1700

1750

1800

4FA

1850

s

1900

1950 2000 2050





images/00468.jpeg
Conelations

x I a 5 5 " 8 9 0 a1 v
X Pearsan Corelatian T w2 o9 575 C T 91" % 2% 575 50 %3 202
Sig. (2-tiled) 03 0o 000 00 409 004 001 5% 000 21 001 600
N 7 7 s 7 7 7 7 7 7 7 2 7 7
2 PearsenCorrelaion o2 T a7 3 & -4 728 e 139 53" ) o] )
Sig. (2-4ailed) 003 on 023 o15 29 063 o 767 019 087 01 an
N 7 2 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7
% Pearsan Correlaion o8o°] 7 T sor{  er| s 95| e 27 580°] a7s 26| T8
Sig. (2-tiled) 000 ot 000 00 a7 001 000 548 000 23 003 586
N 7 7 7 7 7 7 7 z 7 7 7 7 4
& Pearson Correlaion 573" w2 1 1 S| 2% 77" %3 379 s a0 B4 074
Sig. (2-tailed) 000 03 000 000 2 000 000 402 000 a4 8 875
N 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7
% Pearson Conrelation 57641 = %7 5es| T B 967 577 3% EE| 18 910 a0
Sig. (2-talled) 000 015 00 000 558 000 000 43 000 3s1 004 765
N 7 7 7 7 2 7 7 7 7 7. 2 7 )
% Pearson Correlation =) 260 B 24 ) 1 o7 25 T8 202 78 58 7]
Sig. (2-tailed) 409 20 78 523 558 872 859 745 501 083 184 181
N z 7 7 7 7 7 # 7 7 7 7 7 7
X Pearson Correlation 914+ 728 953 877" o 1o T 76" 416 G R e
Sig. (2-tailed) 004 3 01 000 0 72 00 358 000 801 029 887
N 7 7 7 7 7 % z 7 74 7 i i 7
Pearson Corelaion 593" o] -2 976" T 383 989 s 844 044
Sig. (2-taileq) 000 0 659 000 ag7 000 493 o7 925
N 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7
‘Pearson Correlation 379 355 52 416 383 T 394 e 0% 583
Sig. (2-tailed) 402 435 745 353 397 38 260 = 170
N 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7
Pearson Corelaion 595" so] 22 976" 969~ 304 1 a7 882" 061
Sig. (2-talled) 000 000 601 000 000 ae e 009 87
N v 7 7 7 7 7 7 7 7 7
Pearson Comelaion 370 a6 B 202 e Tas 357 1 7a4 500"
Sig. (2-ailec) 414 35 083 501 493 260 42 055 008
N 7 7 7 7 7 7 7 2 7 7
Pearson Corelaion Bea o10- 568 506" B4 056 3| 744 T e
Sig, (2-talled) 008 004 184 029 o7 538 008 055 2n
N 7 7 # 7 7 7 7 7 B 7
Pearson Coreaion 074 a0 sn 67 04 58 D61 %0 ) T

Sig. (2-taileq) 875 765 181 867 025 170 897 06 m
N 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7

" Correlations sianificant atthe 0.01 level (2-tiled).
" Careldion fs sgrificart e the 0,05 level (2-tailed)






images/00569.jpeg
SSRGS ChS

=
S © -
e T 2y 7R T

13445 Lovm

=123 o
cn—1

2P < DD;j=12.18

' =0Fl. =081





images/00580.jpeg
wi

dr,

A, dra,





images/00090.jpeg
2 L
1900 1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000

AEALY






images/00096.jpeg
Y=7.6X10"x" —0.0414" + 72






images/00213.jpeg
}=0:b= max, max (8i(j)i.p=0.5.

h I






images/00379.jpeg
Wiz
A

__(CaYp
G — A

< p+L
.





images/00492.jpeg
A5 — Mixoyrx

dr— Nexyy





images/00593.jpeg
min(dist (M; Q) | 5 - dist(P.Q0)

v w





images/00595.jpeg
=
1
;‘,iq 1 j=1

LS00 dist(P.go
. v u
..

0 dist (M, .Q: 43> dist(P.Qi)
v u





images/00069.jpeg
= 51.9989 kg/m"





images/00080.jpeg
(o, e B AACE) _ e
Ta(t) GOJ“' ar T~ T ()
5
U () =R Ta(t)/k:—lan(0) g0
\1(!) %dt






images/00168.jpeg





images/00494.jpeg
\
1x1+,:tdx‘*wc1“ (—b).





images/00215.jpeg





images/00356.jpeg
[ APy = uP1
4 JM [ )y,

PRLES ) BN gl

S M: 1
L=h=t [mkm

s

-






images/00390.jpeg
DA s 0620 yn OSREERIHIL U 0t = s+ 2=l 22 [ Ly e

= 1/N.Lh $® A8 M UBAR S = ay 4 A — o) SH 3 ERBIFAE .

$P =ap+ A —alam+ A—a)SH]= ap+ad —aya+ A —a’ $H
= ay,+u<1 @y + A —a) yeo o L —a)'Se”

= T‘u —aVyei+ 1 —a)s

HFO0< a< 1. 1—coff.Ad—a) = 0B EXER .S = a‘_‘(l*a)"yf,.
=






images/00350.jpeg





images/00396.jpeg





images/00439.jpeg
W)= X—pd'=dX—p=(a.a
- ki
ERY R o KRG AR A AT R
) _ i\ulﬁ x© = x®

P

_1sgw e
7=

SW= (D0, (R0—X%5

> ﬁ‘pmws:)

§= L X()*X())(X() Xu))'

)| e |=ata—p)teta(n

).





images/00538.jpeg
a

@

Ao Ao

L

@

@





images/00114.jpeg





images/00193.jpeg
SR 1 7 KSR ETEEEC]

4/

©
H

P






images/00200.jpeg
A1

~|

1
0.94
0.98

1
0.84

1.06
i
1.04

1.19
1

1.02
0.96
1

-

1
1.05
0.97

0.95
0
0.92

1.10 1.50

1:37
1

J.

1.03 0.91
1.08 0.95

1.

114

|

1

0.88
1
1.04

0.96 1

I





images/00337.jpeg
ctston = [ B0+ 2aet-3000] peuaut[ | [T 2act 1000] .





images/00482.jpeg
1.0
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

b
i B






images/00178.jpeg
D





images/00285.jpeg
o+t i+ & —d& =160
xe+am+an+ & —d =80

xs+ s+ xs+ di —df =360
x1e+ xo+ ws+ dE — & = 200





images/00469.jpeg
T %2 %3 xd %5 %6 X7 X8 e x10 |
1] 1550 539.00 300 539.00 9536 270.00 1.90 29.00 8953  399.00
2] 1555 539.00 280 540.00 9574 265.00 2,50 25.00 8431 345.00
g 1539 539.00 273 539.00 59599 265.00 280 21.00 8411 313.00
4 1500 54000 248 539.00 SE53  259.00 3.20 18.00 7575 328.00
5] 1530 533.00 270 538.00 9519 264.00 3.10 21.00 7974 34000
lE 1550 539.00 278 539.00 9613 265.00 3.00 21.00 8170 338.00
| 1484 £37.00 215 540.00 G543 267.00 270 24.00 8500  324.00
Il 1433 53600 250 538.00 5677 260.00 330 23.00 7740 294.00
Bl 1421 £37.00 240 536.00 OEEI 258.00 3.40 23.00 7630 35200





images/00484.jpeg
Ndi/dt= ANsi — uNi— Vi





images/00051.jpeg





images/00310.jpeg
min fi(x)

s.t.x € Rt

R {x| filto)= fi





images/00343.jpeg
7t
r(t):{
f 0





images/00419.jpeg
0= |5 (0 + i)+ @,





images/00596.jpeg
A ni T REME Bl HE 7

¥ RZp—A R
HEVCHL Y 7 5

SRR





images/00039.jpeg





images/00049.jpeg
rm o+ 1= 2EDp

mpz





images/00206.jpeg
_—Cathy)
PR AL





images/00345.jpeg
I ] — ——BE i) — R
44 e ] ﬁjﬁﬂiﬁgﬁ'ﬁ' R2=] i) T

wpy - BEREEH gy HELEC





images/00544.jpeg





images/00143.jpeg
A= 26
7





images/00191.jpeg





images/00528.jpeg
52 =Pl i e P
0.496 0.252 0.

= (0.4.0.3.0.3)| 0.504¢ ©. 0. 24
0.504 0.244 0.

= (0.5008 ,0. 2496 ,0. 2496) .






images/00197.jpeg
ECI=[0.2(0.5ku=+0.5I0)+ 0.6 TSI+ 0. 2w )] 100





images/00456.jpeg
B Discrininant Analesde |

S,

Define Range. .

b Zmirniuim; 2 Cancel a






images/00481.jpeg





images/00487.jpeg
_BRAOAY  _ ERESHAN BRI EIAN
ATOMRMARE HRELFASE T HTRASM





images/00353.jpeg
_ 150
A= A/h





images/00602.jpeg





images/00604.jpeg
éu,)}yﬁurﬁm
L R

= min|{ g





images/00194.jpeg
pH IFHSHL: I

DO T SHL . Ioo

Gr—1.5
Ci (max .min) —7

o





images/00085.jpeg
R:Llpunf,f D i
_h_‘m e






images/00360.jpeg
(A= uh
(At k) Po= (h+1) gt Pr + AP k<< > P =
\APes = nuwPik=n

Sp—nl1+2,
= =

k





images/00378.jpeg





images/00579.jpeg
Wasxao

hsx2o





images/00605.jpeg
\

\\
% q
I
O
| X &
\ 4y
, :
\
\
N\
\
N
~

(X JkiA






images/00129.jpeg





images/00225.jpeg
h;,





images/00255.jpeg





images/00401.jpeg
— 15y





images/00590.jpeg
80
BRI Aver_S= 05 - 205
=
Fape SN
{c = (A ) di < dp k= 1,2, .80 .k i)
Si = max|du,, .A; € G} :






images/00216.jpeg
— _Cathp)
B = A B bo)





images/00252.jpeg
[ H+ (b —1"tan «a—R]





images/00254.jpeg
{h’: Hi+ (b —Dtan a— (R— NF —(r— 17 )
W= Bt kb —Ditan d—R— AR —G—IF )





images/00355.jpeg
A A A A A A
(AL D> (AL D> (XA D>
(O () ()o00GD (1) D000(d @-D ()
IR TR

(n—1u nu





images/00083.jpeg
HE5 = /AL

450

400

350

300

250

x datal _
------ shape-reserving
quadratic






images/00210.jpeg
e 15 9 B,

H AR
St B ] ’

AR T2 ’
s K ’






images/00311.jpeg





images/00317.jpeg
{u—m (y—y)=tand
(=) +(y—p) =&





images/00397.jpeg
yo=yd+eo





images/00036.jpeg





images/00155.jpeg
DAy= [z”’(O)*‘f]p"’#»f.k: 1






images/00298.jpeg
min{ > di —s 4}

Xk






images/00428.jpeg
O D = 000 WO\ =






images/00124.jpeg





images/00332.jpeg
db _ drf"
e R





images/00381.jpeg





images/00010.jpeg
i
{dt & m mv
v(0)=10

RIS O

o
BME H=| v()di=87.05m





images/00109.jpeg





images/00173.jpeg





images/00399.jpeg
=ar+brL.

o Tﬂvfﬁmmzﬂ L= 1.2 Y g+ T ISR

S
ar =259 =P

o @ _ @y

br=7 (s —sF)

S






images/00582.jpeg
di,di < T

oo dy >

v

Tev’





images/00078.jpeg
T = gl
= J=y5;





images/00233.jpeg
(Xio Yis )





images/00277.jpeg





images/00466.jpeg
I’\J|—*|

¥B %12 |
586 7 1?240 BE BBEB.]E 7046 0o 10140 1664 0 31J 28?2 0o 4??1 17 1 g0 95.80 95,60
63073 174380 250 93300 262406 10280 1853100 13D 175700 621012 98.40 930 104.40
74889 1880.50 13100 1046400 300190 10000 21781.00 1327100 1960000 74103 106.30 ¥300  107.30
501.24  2280.80 380 1104000 4:554) 10060 2396900 1334200 195900 BER4Z3 11510 102200 12010
17846 327040 480 1236100 GO0B4B0 10010 2730500 134180 197100 BOVZA4 12030 10800 11540
124687 2619.30 580 1377300 E9GE9 10100 94000 16030 271820 B1R418 10683 10360 10970
1275569 2746.60 600 1476200 543249 10120 4118900 136600 277420 1029657 10120 10399 98.70






images/00505.jpeg
- _ _Am  _ L= 3C_ 3| 3C)
S (hA —JEd e N o =3~ 4 Dos) -





images/00047.jpeg
ro(mt1,my = BEDp
s





images/00574.jpeg





images/00417.jpeg
o= S i — e, B,

e E,





images/00202.jpeg
a bo)
(Ai (k) bo)





images/00312.jpeg
=5
Dwifi(x)
-

D





images/00321.jpeg
CH= G
-






images/00264.jpeg
11





images/00314.jpeg
min 2 = f2(x).

x+xtoas < 80
7 0.48x: +0 66322 4 0. 504 s == 160






images/00347.jpeg
=P
R T RAM BRI { Wi Pt = Aot P
Py = APy
=Y

( A e,
= LA 3 1=p
[

o= =1 E)





images/00272.jpeg
1000

<\ Gy 73><\ C;—6)=0





images/00486.jpeg





images/00008.jpeg
H=1g =0.5%0.8x





images/00214.jpeg





images/00293.jpeg
filw) = min {x+0.005ud + fert Cxert)} o
>4 !

frle)=0.k=143.2.1.





images/00365.jpeg
— kL) F ADOTP (D) + ke —DAW P () + Gt 1)) Pea (1)





images/00523.jpeg





images/00351.jpeg
T_lim_jgpon_Li 1o
& m = 16— 10.67





images/00376.jpeg





images/00440.jpeg
B W OO BRIHIBIRS o= 3 XD —X) HHFE .
Fp= LKA N (e o6 F Ne (e &) MHIGHIRRRL .
W(X):(X*"‘jg—*l)‘;;(‘m —.
FXRE G G = PR/ XRH G HHN 6= PA/2) JUATHAE
%X PC/1)= PA/2)= 1—<b(+‘2—qf‘): ¢<"‘7—;*‘) .
> 43 = 0 b AR A
{Xe(h B DX.G)<= DX.G)=W(X)>0

XEG % DX.6)> DX.GI=W(X)<0.
s L DX.6)=DX.G)EWX)=0
W= X—dH T X— ) =X — )7 X — ) £ X R





images/00489.jpeg
di— vta—py)

e et ae)





images/00559.jpeg
5.3

o
2 =

o

AL R N R R

25345 sn—1

=)
=L =T,

xf,“:oﬁjzl.l,:oﬁm
{1&1%@% LA i RGN j 4 ij=1
=1

0. At 1=
L4 j Wil E
o juiAmEY T






images/00257.jpeg
R






images/00513.jpeg
ki u i
B © B

a(®=Dh





images/00594.jpeg
Luunxao =

fam,l 0t oum 80





images/00601.jpeg
fla.  FHaRGHI
f’(a)z{/' @—f . Fa= (xw0).
fF@—f . Fa=(v.y)





images/00081.jpeg
Lan
dr

do(t)

J kedt

—kI()= Tu =I(t)= Js





images/00220.jpeg





images/00251.jpeg
{H;qu+htana
H:= b+ litan a—( b+ &) tan o





images/00339.jpeg
o3 TS

» HEBA » Wbl »
HEBAHLIY 5L





images/00458.jpeg
Discriminant Analysis: Classification

Prior Probabilities Usze Covariance b atriz
- gaE & Wb s
| R ; . R
" Compute from group sizes " Separate-groups
Help

Diizplay Flots
v Cazewize results v Combined-groups

[ Limit cases to first; | [ Separate-groups
[ Summary table [ Teritonal map

[ Leave-one-out clazzification

| Replace mizzing values with mean





images/00021.jpeg





images/00122.jpeg
(G}

(1)
@l

1 i1
+ eV 4+ ant™





images/00165.jpeg
X
k)





images/00088.jpeg
pr() = ax'
—






images/00535.jpeg
[REdE)

Eo-1

J.

01100
00010
01000
00101
00 11 0

|
|





images/00030.jpeg





images/00111.jpeg





images/00164.jpeg
X
(k)





images/00427.jpeg
d 10 15 20
Lable Num +

+
A
A

+

13 —

14 4 —

15 —
11 I

12 b

u]-ho\\]»—kwo\l\)\og





images/00077.jpeg
I 9 P
L‘“‘fﬁJrIanm%Jrle: 0} U = RTa () ke — hon() 2Z
RO ol it IO

‘ =1 = i

L
2z dn(n) —
st O

dt





images/00319.jpeg
o[ a2y =y —d)°
) | 48

L*«tu*«ﬁr(w
|| 5
7\ a a

min E(x.






images/00404.jpeg
d—B)






images/00534.jpeg
C= (ci doxa € {0.1)™" g :{1' (i IcA

0., (.)€ A





images/00572.jpeg
= =
EOIDIDI e OW L
==

S|

6 /\ BD, ﬂy\ DB;+4 (D) D +mm+m_,_,7.,+\ > )/

min

\‘ )\*\“ (w )\ \‘ [0}
M= S EOS S B3






images/00061.jpeg
gt = A





images/00306.jpeg
min f: (x)= f7
st.xERMN (x| Ailx)=






images/00324.jpeg





images/00102.jpeg
x(t+ A —x ()= rx ()AL





images/00185.jpeg
_CL _0.0173
B

0. 89

0.0194

0.1





images/00431.jpeg
ALK - EREEE (i)
fecy vy AL B IX - [ERI
C K — EFkobG (A






images/00518.jpeg
L}
a(n+1>:\?l,a,<n>p,. n=12,





images/00097.jpeg
ANB /1Z

70

60

50

40

30

-10
1600 1650 1700 1750 1800 1850
4y

X ¥

SEhREE
wase | X

1900 1950 2000 2050





images/00243.jpeg
max (8 min)f = ax+ e+ -+ cxa s
@ @ e @ <






images/00261.jpeg
== Figpes
Sk f+ﬁf L 5] + axesin
KB . ma,nw—\ * S Laupote) dl.

=

R





images/00175.jpeg





images/00373.jpeg





images/00392.jpeg
yrr = S® By = ap+ A —a)





images/00562.jpeg
W
¥i

-{

1 YFBEFHIRE ¢ SLM i ARG PRGN j 3 0=
0 HAh

o =

.34





images/00132.jpeg
0 0.00024 0.05861 0.28608 0.4791 0.36399 0.22259 0.10459 0.02826 0.00240)

0.99651 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0.99820 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

| 0 0 . 9 0 0 0 0 0 0
| oo 0 0 0 0.9%% 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0.99621 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0.99460 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0.99184 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0.98700 0

= [0.42569 ,0. 39416 .0. 36559 .0. 33902 .0. 31416 ,0. 29101 ,0. 26938 .0. 24895 .0. 22943 ,0. 21041 ]






images/00308.jpeg
min fs (x)= f3
sta€ER=RN{xlf)=<f)





images/00460.jpeg





images/00541.jpeg
LIS L}
min T—3X 2, 2 2" 245X 2 1.
. —

7






images/00148.jpeg
£
Ho 2P k)= 22 (D) = 2P =D+ 2 %)
=





images/00348.jpeg
(mAPo = yP1
{ (m—n+1)APri + gPet = (m— AP, + yPu(n
LaPur = P

< ! A) -

= (m—i) !( “

= B—= (
BF D P o= LA .
e P:"'l"(l]"lﬂ <m
T e g R

m).





images/00490.jpeg
dt

dt

)

< g





images/00552.jpeg
NSy
2y Fi






images/00098.jpeg
60

()
o
X

N
o
X

NB & s /14
(\9) wo
(e o
X
X

10} X

X

0 , . . . . . .
1600 1650 1700 1750 1800 1850 1900 1950 2000





images/00236.jpeg
N

A EVE
S| A |

LI | A |

e

FHHG sl 22 2%

o

R&DZ S
LR
7 il Gl R N

=l A

PN S Sy I






images/00238.jpeg
=N

B I
/MX _—
=T IEEERREEEER

LINDO LINGO






images/00525.jpeg





images/00054.jpeg





images/00276.jpeg
{min:.f
Sx 48w+ 120+ df —di =1700°





images/00499.jpeg





images/00163.jpeg





images/00071.jpeg





images/00260.jpeg
1

[,,5( a.p.Hz D dl. H: <~ R— btan «
Vel o H) = | i
[I,S( ap e di+| S Al >






images/00445.jpeg
{1«': FG -c,,>—‘\?l]<yt§ y :]M,é,
ABERTIE C= (G .G :
X R .C= S d.

Cdvrdy) e = 20 —
S= (Sidpep oSu = >, (x =GP —d )+ D —iHGP — ).
— —





images/00575.jpeg
dr0

db2 20





images/00060.jpeg





images/00325.jpeg
r(t)





images/00358.jpeg





images/00470.jpeg
Correlations

x1

Pearson Correlation
Sig. (2-tailed)
N

x2

Pearson Correlation
Sig. (2-tailed)
N

x3

x4

x5

Pearson Correlation
Sig. (2-tailed)

N

Pearson Correlation
Sig. (2-tailed)

N

Pearson Correlation
Sig. (2-tailed)

N

x6

x7

x8

Pearson Correlation
Sig. (2-tailed)

N

Pearson Correlation
Sig. (2-ailed)

N

Pearson Correlation
Sig. (2-tailed)

N

x9

Pearson Correlation
Sig. (2-tailed)
N

x10 Pearson Correlation

Sig. (2-tailed)
N

*.Correlation is signfficant at the 0.05 level 2-taiked).
" Comelation is sianf icant at the 0.01 leve| (24ailed)





images/00516.jpeg
{m(n*l): a(mpu+ @ (n)pa
@+ 1= a(np:+anp:.





images/00563.jpeg
o0 :{ 1 MRELAK T W i=1

”" 0.3l =

e {1.& JATTEE
T Lo A R T T

W34

s
3een—1 D" < BDii=1.2..n.
=





images/00067.jpeg
B—Ltnas





images/00133.jpeg
14%

X3

%
0‘4

(AR
’0

o7
&%
&S
) ."
&
R
&%
354
o

XK
OO
&
)
XX
‘0.
OO
9%

.0
5%
0,0.0.0.
2XRAXS

X5
0.0 O
ote

oo
&8
)

3R

28

odels

SRR

&
()

*,

&
R
)
&
%

%
OO
‘.’ 0‘0’0
S0 %% %
XXX

8%

QRRRERR
3
&
1200

3%
5RO
&%

o,
(X2
’0‘0‘0

03

e
OO L
S KXKKL
RKRRX R

2

[ 11[30,35
1 135.40)
I [40.45)

Vev% % %%
KK [Zlfi,f5())

BOOOOXN

(XA
(X2
0%6%6%
-,

ose,
L

T eTeTeT
(XX
R

%
K
14

9%

11% 10%





images/00309.jpeg
min f, (x)= f,
s.tx€ERA=Re N (x] frm (O )






images/00453.jpeg
W(1.24.1.80) = 4. 0976 << yo
W (1.28.1.84) = 4. 2287 <
W(1.40.2.04) = 4.6283 > yo






images/00280.jpeg
{min:nﬁ
S5m+8x+12x+d& —df =1900°





images/00471.jpeg
%3

K2

1

=
0o
=
Gl
48
g
&l
=
b

e R A R B R R R
00 P~ 0 F~ 0 0 @ o
— 0 00— WO
00 F~ F— 00 00 00 0O o o

g
g
=
=
A
g
Gl
8.
g4






images/00020.jpeg
. 84 X Year’ —3300 X Year—+ 3300000






images/00099.jpeg
Basic Fittin...[. [O]X]

[[] Center and scale X data

File Edit

,.' Figure 1

¥iew

Inzert

Tools

Desktop Hindow

Help

Nedes kaams|E 08 DO

Plat fit:
heck to display fits on figure

[ ] =pline interpalart

[[] shape-preserving inter polant

(]
o
2
&

4th degree polynomial
[[] 5th degree polynomial
Bth degree polynomial
Tth degree polynomial
&th degree polynomial
|| 9th degree palynomial
: 10th degree palynomizl

[] Show equatians

Significant digits:

[] Plet residusls

[ show narm of residuals

AHEHE (7AD

.
=1

0
=

(=]
=

0
oo

L
1650

I
1700

I
1750

1500
iy

I
1850

I L
1900 1950

20






images/00146.jpeg





images/00134.jpeg
a1 = > b (k)
=





images/00349.jpeg





images/00500.jpeg





images/00519.jpeg





images/00125.jpeg
L=

@





images/00149.jpeg





images/00150.jpeg





images/00421.jpeg
2.10

2.00

o
4

oD

o
4

1.60





images/00237.jpeg
= A

H

BNy

RES

[ B2 1

HENZ B

HRZC






images/00296.jpeg
fia)= min {m+0.005u 410000 —6Cxr +w —600)40.005(n +w —600Y /3}.
.





images/00426.jpeg
Hierarchical Cluster Analy=sis: Nethod @

EIHENAE R ithin-groups inkage
Measure Cancel

(" Interval |Minknwski ﬁ
, elp
Fower: 2w : :

" Counts; | ﬁ

" Binany: | ,

—

Tranzform W alues Tranzform Measures

Standardize: |Mone [ Absolute values
{+ | [ Change sign
(" By [ Rescale to 0-1 range






images/00437.jpeg
Dxie— =Yy .





images/00076.jpeg





images/00279.jpeg
min 20 + 18d5 + 21 |
n+d& —d& =100
w+d —d& =120
x5+ & —d& =100





images/00372.jpeg





images/00564.jpeg
Low :{ 1 STREAH RN j Y j=1.2
! 0 HAth i=1.
1 fEsER j A s
DB; {0&m%ﬂﬁr&/w,fl.z.m.a \?f =

34





images/00430.jpeg
16

Y S Mo N \O IRV, BN SN L BEN BENe)

p—
-






images/00289.jpeg
el T DK n

I.),)/I\‘E&l Ig/\ L » \j\t
)I&z ...... ’U\am\
B B n






images/00256.jpeg





images/00266.jpeg
4
SIX; —4X Q=0






images/00331.jpeg





images/00323.jpeg
E[X]=| R(nde





images/00485.jpeg
di

de

da
Ude

= )ﬂ.ui*ui*vi i =n

=—lAsi s =





images/00026.jpeg
=1





images/00172.jpeg





images/00558.jpeg





images/00108.jpeg
= r(x)x

dx
dt
x(0)=x





images/00467.jpeg
I Bivariate Correlations

Carrelation Coefficients |
W Pearson | Kendallstau-b | Speaman |

Test of Significance
* Two-tailed " One-tailed

e ! Options. ..
¥ Flag significant comelations =






images/00476.jpeg





images/00299.jpeg
JeGOFIX (st m =D+ fils+ 3 —D].
i ;






images/00522.jpeg





images/00333.jpeg
dT





images/00488.jpeg
av —bry .





images/00533.jpeg
dr— 0,010y —0.95

B .
X — 0.4x—0.022y





images/00223.jpeg





images/00231.jpeg
A
&, —S .Y, =Y, +S.





images/00313.jpeg
I3

min h(x)= >, wifi(x)
=

s ()<0,i=1,2

m





images/00374.jpeg
Wit-ol Al j
Aol AD Lj
cult+ol AD) .
ow.li—jl

i (At) =
# i—l.=ci.ct+1,

o= o = LA o < LNHEARSERE

= % =
L > - i< RO
j!d[?a}d!*ﬁf%} Aol

ES

Pi





images/00389.jpeg
M,:MﬁJJﬁﬂﬁ.
|





images/00606.jpeg





images/00037.jpeg





images/00118.jpeg
400 T T 1 1 T

50 L L 1 1

1900 1920 1940 1960 1980 2000 2020

AFEALY





images/00221.jpeg





images/00364.jpeg
Pt 00 = RANBRERIEEE ) + (2R ANEE — 1 26 Ac I T — 4%
NHIRESR ) + (e 2R ANEL b+ 1 A€ A P T — MR ARIBER | +
(eI ZORANE ke — n AE ARSI T n MFEABIBESE ) + (e HFZIRAN
B k+ n AE At PO T 0 MRARIBESE )
= PO — k(DAL — KA(DAD+ Pt (1) (k—DADAL+
P (DG~ 1) DAL+ o(AD) .





images/00366.jpeg
pp=-Ldean,
T





images/00548.jpeg
SN o
2 2 & <1
;






images/00274.jpeg





images/00018.jpeg
HEY5 = /AL

[\
o
o

180
*

160
1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004

%*

*

*

Al

AEALS





images/00190.jpeg
PP A

BEHUP= AR T b
Ly iR

Bri et

&L

g

BUH T






images/00094.jpeg
HH A EE 1)

28 L 1 1 1 L L 1 1 1
1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005





images/00363.jpeg





images/00271.jpeg
max >, >, 8 X G






images/00082.jpeg
—14.5688 Ju





images/00262.jpeg
50z
> lAViCa.gbe) —AVi | = 215.5





images/00270.jpeg





images/00335.jpeg





images/00578.jpeg
330

320

310F

3001

290

200 220 240 260 280 300 320





images/00159.jpeg





images/00344.jpeg
P{T> 1}





images/00448.jpeg





images/00201.jpeg
oo oo o

L )
-

0.34) ,a =3.C1=0;
0.23 0.27) .k =4.CI=0;
Je=2.C1=0;
A =2.C1=0;
=207






images/00327.jpeg
=[Tarart] rarw






images/00509.jpeg
W= x,(1) Ao

@% xl(t)






images/00059.jpeg





images/00226.jpeg
wys
maxh;, = “o-
D nixy
;;W
= <1
>vixs
=

v= (o102 s> om) = 0u= (.2 .+~






images/00352.jpeg
o G o e 1500 -1z
n=T10.67 = T0.67 14.06=n=15





images/00217.jpeg





images/00409.jpeg
FEfitt .d; =0, & = 0=X: = X;
SFRYE :dy = di 5
ZARER 4 < d+ dy





images/00128.jpeg





images/00227.jpeg





images/00370.jpeg





images/00235.jpeg
Y1

a3

. 4) — (6. 5205 ,15. 3218 ,8. 8282,0 .0)

= (37.8095 .36. 8732 .20. 6298 .54. 1255 .55. 3410)

= Y1+ S = (0.6.84 6)+ (0.0139 .0) = (0. 6139 .84.6)

= §X: —S = 0.9434 X (45.70.29. 5 .54 9,25.5) — (18. 7239 .47. 31148 .16. 0840 .0.0)
= (23.7291,18. 7262 ,11. 7463 ,51. 7927 ,24. 0567 )

= (0.4.53.2)+ (0.0722.0) = (0.4722.53.2)






images/00362.jpeg





images/00597.jpeg





images/00581.jpeg
EEE I






images/00305.jpeg
min fi(x)= fi
s.t.g(x) = 0,i=1.






images/00334.jpeg





images/00549.jpeg
ST AP

=T

< 0

24
=

L
T

@





images/00267.jpeg





images/00539.jpeg
x“*:{l UTeET LI i WRG TR j 6 il 2
T lo






images/00322.jpeg
Z(w o) = Qw0 )+ C(&) = E[L(y)]+ C(»).





images/00493.jpeg





images/00158.jpeg
15t 2% o= | X — X | itz e= 16
2 XHRERSR . A€ [0 LT FRMAMRR —BIR A= 0.5.

min minl +® (k) = ()[4 Amax max |+ b =« o

(k)= @
e [2® (1) — 2® (Ol + Amax max| x© (b)) — 2 (k)]





images/00240.jpeg
maxx = 2x + 3az2 ,






images/00508.jpeg





images/00375.jpeg
pi =






images/00391.jpeg
>, 1—ay =1
-





images/00119.jpeg
i

350

200

150-

100}






images/00407.jpeg
B “ v v
X1 Xu Xi,
Xz X21 Xz,
X Xa Xor
2l X X Xr
Ji % st s Se






images/00169.jpeg





images/00288.jpeg
minz:=PAE+PE+P(E+E+E+E)+P(E+E+E+E)
+ Pdb+ P (di+di)+ Prde.





images/00186.jpeg
SE





images/00230.jpeg
DI X

S A+S=Y,
=

RIS 7 = 0. WA DU, Jy DEA AL BRI 7+ 4
0. MEHHTT DM U, (U3 DEA AL





images/00498.jpeg





images/00542.jpeg
= =T,

\ﬁ SR R
2] 24,27
=l i

xf,"fonjﬁl L=081





images/00112.jpeg





images/00162.jpeg
{ 0. ooos}
112.07.






images/00057.jpeg





images/00450.jpeg
1413 L
FEAR S (i . ""(1,304)""7(1.92

(o,om o,ow] <
0.0647 0.1350/ = =

(o. 0197 0.0217

- =
FEARBERE. 2, 0.0217 0.0389





images/00477.jpeg
J\f}i:*ﬁ(z{ i(t)*[lfj';” 4





images/00145.jpeg
2 k1) = AvaCh)+ 3 (k)Bx (k)





images/00359.jpeg
A A

A A A A
1@ N TN TN (XA D>
(0 () ()ooo-) () D000 (D (-
T IRT  TIRD

— 1 n





images/00283.jpeg
an + a2 + s + ;e << 300
MR LSRR B 2 - ez s+
a1+ a2+ was +






images/00532.jpeg





images/00027.jpeg





images/00329.jpeg
el
()| Rt F(T) =






images/00420.jpeg
mtep g mbmpy  mpe
i e+ e+






images/00446.jpeg
AR jo = B

T SRR Ll e 1{:"‘;%)(665
Y 5 R

o < P Xeae
w5 <N





images/00070.jpeg
m=Vo=nl K —7) Do
1)
BRI RS SR « m(_R‘_+_xl _al=~4Dp

o





images/00515.jpeg
16

12 14

10

120

1 1 1
— - - - - -
- > o] \O <t [\

(Twp/3ur)/Zx{ Mt

—(





images/00565.jpeg
il = {1 JE IR R

o as
0 Wk Rk T S





images/00135.jpeg
a1 (k+1)= simi(k),i=1.2






images/00295.jpeg
fla)= {224 0.00528 + 7550 —7 (22 + 12 —700)+0. 0025 (x: + 2 —700Y’ } .






images/00089.jpeg
ANHB /12

S

4F

3 o3
1900 1910 19

20 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000
AEALY





images/00573.jpeg
M-
1

T
i
%

=1 =2 ;
sl 2 ! -l 1
TN W ! 1 W N )
\: % bty T 2 R yin, = 1
=1 =1 =1 d=1 i#np i 1*141?'7113
2 Al (« =
> > e K< 1,i=234,,n—1
= g O
»
(€3] e
/; 5 % L 1,j=1,2p,n—1
=1 =T,
A N N R )
X = wjt 3j = 234y yn—1
S B s B = =115
i
Ty )
\: By li=2,3 4 v sn—1
J=Log#i

it

g K1yj=1,2,n—1

1M

= 72 Hji 9 =243 yn—1

.y-;:J” 53; 1 ] =1.2,.34 ;j 1o ,no

oy
1= 0

T
¥

If” i:\: 1 7]‘ =1,2,-,34 ?j 1o,

Pl

‘4
237 L p =12 35 o

=1 =Lt = 11 1,0t

KLj=23,mn—|

B0
Sz = BDesi= 18 500 40

1
> E DB = 1,2 e 34
=1

1,+BD;<1,172 3 Ayeein—1






images/00123.jpeg





images/00318.jpeg
3

min ECx.) = > (atan(x—x .y —y)—@F + (d — Vx—w )+ =y F.
o





images/00524.jpeg
M= I—Q)"





images/00066.jpeg





images/00436.jpeg
G
Dx.6r— X=XV X —x") = D= (i=1.2).
=t





images/00031.jpeg





images/00174.jpeg





images/00461.jpeg





images/00103.jpeg
e
de =>x() = me"

x(0)= x





images/00553.jpeg





images/00046.jpeg





images/00416.jpeg
N e AT,





