
        
            
                
            
        

    
北京大学数学丛书
微分几何讲义
（第　二　版）
陈省身　陈维桓　著
北京大学出版社
·北　 京·

图书在版编目（CIP）数据
微分几何讲义/陈省身，陈维桓著.—2版.—北京：北京大学出版社，2001.10
（北京大学数学丛书）
ISBN 978-7-301-05151-1
Ⅰ.微…　Ⅱ.①陈…　②陈…　Ⅲ.微分几何　Ⅳ.0186.1
中国版本图书馆CIP数据核字（2001）第049415号
 
 
书　　　名：微分几何讲义（第二版）
著作责任者：陈省身　陈维桓　著
责任编辑：邱淑清
标准书号：ISBN 978-7-301-05151-1/O·512
出版发行：北京大学出版社
地　　址：北京市海淀区成府路205号　100871
网　　址：http://www.pup.cn
电　　话：邮购部 62752015　发行部 62750672　理科编辑部 62752021
　　　　　出版部 62754962
电子信箱：zpup@pup.pku.edu.cn
印 刷 者：北京大学印刷厂
经 销 者：新华书店
　　　　　850毫米×1168毫米　32开本　12.375印张　305千字
　　　　　1983年12月第一版　2001年10月第二版
　　　　　2011年6月第10次印刷
印　　数：49001—52000册
定　　价：21.00元

《北京大学数学丛书》书目

1.同伦论基础　　　　　　　　　 廖山涛等著

2.抽样论　　　　　　　　　　　　 许宝[image: img1]著

3.微分几何讲义（第二版）　　　 陈省身等著

4.Hp鞅论　　　　　　　　　　　　 龙瑞麟著

5.代数曲线　　　　　　　 [美]P·格列菲斯著

6.代数学（上、下）　　　　　　 莫宗坚等著

7.黎曼几何初步　　　　　　　　 伍鸿熙等著

8.二阶矩阵群的表示与自守形式　 黎景辉等著

9.微分动力系统导引　　　　　　 张锦炎等著

10.无限元方法　　　　　　　　 　 应隆安著

11.李群讲义　　　　　　　　　 项武义等著

12.Hp空间论　　　　　　　　　 邓东皋等著

13.黎曼几何选讲　　　　　　　 伍鸿熙等著

14.矩阵计算的理论与方法　　　 徐树方编著

15.位势论　　　　　　　　　　 　 张鸣镛著

16.数论及其应用　　　　　　　 　 李文卿著

17.模形式与迹公式　　　　　　 　 叶扬波著


《北京大学数学丛书》编委会

主　　编：程民德

副 主 编：江泽培　丁石孙

编　　委：钱　敏　丁同仁　姜伯驹　张恭庆　应隆安

责任编辑：邱淑清

说　明

此丛书是以数学、计算数学、概率统计及有关专业的高年级学生、研究生、青年教师及数学研究工作者为读者对象的出版物.丛书特点是内容新颖，力图反映现代数学的新成就；叙述精练，约相当于一学期周学时为3的研究生课程的取材.我们编辑出版此丛书的主要目的是为了适应我们国家培养研究生的需要，同时，又可作为数学及有关系科高年级选修课程的参考书，为提高本科生的教学质量贡献一份力量.

我们诚恳地希望：广大读者对于书目的选择，内容的取材提出宝贵意见，作为我们今后出版或再版时的参考。

《北京大学数学丛书》编委会

一九八一年元月


内容简介

本书系统地论述了微分几何的基本知识。全书共八章并两个附录。作者以较大的篇幅，即前三章和第六章介绍了流形、多重线性函数、向量场、外微分、李群和活动标架法等基本知识和工具。在有了上述宽广而坚实的基础之后，论述微分几何的核心问题，即联络、黎曼几何以及曲面论等。第七章复流形，既是当前十分活跃的研究领域，也是第一作者研究成果卓著的领域之一，包含有作者独到的见解和简捷的方法。第八章Finsler几何是本书第二版新增的一章，它是第一作者近来提倡的研究课题，其中Chern联络具有突出的性质，使得黎曼几何成为Finsler几何的特殊情形。最后两个附录，介绍了大范围曲线论和曲面论，以及对微分几何与理论物理关系的论述，为这两个活跃的前沿领域提出了不少进一步的研究课题。

此书可作为高等院校数学和理论物理等专业高年级、研究生选修课和研究生课教材，或学习参考书，也可供从事数学和物理等相关学科研究人员参考。


第二版序

本版与初版不同处是增添了第八章Finsler几何。这其实是1854年Riemann原来的提议。他试了四次微分式的四次根，发现计算很繁，便限于二次微分式，即现在熟知的黎曼几何。

近百年来，黎曼几何是微分几何的主要内容，发展广泛。自然有推广的需要。

我想，最自然的推广是回到Riemann原来的定义，现在叫做“Finsler几何”。这就是变分学，几百年来都是数学的中心课题。

Finsler的论文发表在1918年。第一步研究是Finsler几何的局部性质。这并不简单：Riemann没有做，而Cartan的联络坚持了内积不变的性质，因之陷入复杂的计算。本版书中引进了我于1948年所定的联络。我想，这是Finsler几何的适当工具，值得费点时间去了解。

　　　陈省身　　

2001年6月12日于

天津南开数学研究所


微分几何的过去与未来（代序）

微分几何的出发点是微积分：一条曲线的切线和微分是同一个概念。同样，一条封闭曲线所包围的面积的理论就是积分论。“微积分在几何上的应用”演变成曲线论及曲面论。微分几何初期作出重要的贡献的，当推L.Euler（1707～1783），G.Monge（1746～1818）。

微分几何的始祖是C.F.Gauss（1777～1855）。他的曲面论建立了曲面的第一基本式所奠定的几何，并把欧氏几何推广到曲面上“弯曲”的几何。B.Riemann（1826～1866）在1854年所做的有名的演讲把这个理论推广到n维空间。黎曼几何就在此年出生。

黎曼的演讲直到1868年他死后才发表，当即引起许多新工作来处理和推展他的新几何。主要的作者包括E.Beltrami，E.B. Christoffel，R.Lipschitz；他们的论文都发表在1870年左右。Christoffel是一位开拓的大师。他一度在瑞士的苏黎士任教授，因此影响及于意大利的数学家，有L.Bianchi及T.Ricci。前者是第一个用“微分几何”作书名的（Lezioni di Geometria Differenziale，Pisa，1893）；后者是“张量分析”的始祖。

黎曼几何之大受重视，由于爱因斯坦之广义相对论。爱氏把引力现象释成黎曼空间的曲率性质，因之，物理现象变成几何现象。微分几何的了解遂为理论物理学者所必需。

同在1870年Felix Klein发表了他的Erlanger Programm。这个计划把几何学定为一个变换群下的不变性质。视变换群的选择，我们有欧氏或非欧几何学、投影几何学、仿射几何学等等。这些空间内的支流形的研究成为相当的微分几何学。20世纪初期投影微分几何的研究相当活跃，领导者为美国的E.J.Wilczynski及意大利的G.Fubini，苏步青教授作过重大的贡献并指导了很多学生。在仿射微分几何作决定性工作的当推W.Blaschke。

把两种观点融合的是Elie Cartan（1869～1951）。他的广义空间把联络作为主要的几何观念。他建立的外微分和他在李群的工作，是近代微分几何的两大柱石。

微分几何的主要问题是整体性的，即研究空间或流形的整个的性质，尤其是局部性质与整体性质的关系。Gauss-Bonnet公式（见第五章§4）就是一个例子。

要研究整个流形，流形论的基础便成为必要。流形内的坐标是局部的，本身没有意义；流形研究的主要目的是经过坐标卡变换而保持不变的性质（如切矢量、微分式等）。这是与一般数学不同的地方。这些观念经过几十年的演变，渐成定型。将来数学研究的对象，必然是流形；传统的实数或复数空间只是局部的情形（虽然在许多情况下它会是最重要的情形）。所以我相信本书的内容会对一般数学工作者有用。

讲到微分几何的未来，当然预测是很困难的。19世纪的深刻的结果（如单复变函数论），多半是单元的。本世纪内高维流形的发展是辉煌的。但整个宝藏发掘未及十一，可以发展的方向，多不胜数。数学的前途无量是可以预卜的。

这份讲义是我在1980年春季在北京大学的讲课记录，由陈维桓整理而成的。因时间限制，内容甚不齐备，错误亦难免。北大同人尤其是段学复教授的支持和江泽涵教授的关心，是这个课的主要动力。吴光磊教授在讲义整理过程中提供了许多宝贵意见。吴大任教授曾读过书稿，并提了不少改进的意见。田畴同志也读过书稿，并特为讲义翻译了附录一——“欧氏空间中的曲线和曲面”。此外，我在北大讲课时，章学诚、尤承业、刘旺金、韩念国、周作领、刘应明、孙振祖、李安民和陈维桓等同志为记录和辅导做了不少工作。今天很高兴有机会向这些同志们说一声“谢谢”。

　　　　陈省身　　　　

1982年4月7日于美国加州
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第一章　微分流形

§1　微分流形的定义

流形的概念是欧氏空间的推广.粗略地说，流形在每一点的近傍和欧氏空间的一个开集是同胚的，因此在每一点的近傍可以引进局部坐标系.流形正是一块块“欧氏空间”粘起来的结果.

我们用R表示实数域.设

Rm={x=(x1，…xm)|xi∈R，1≤i≤m}，　　（1.1）

即Rm是全体有序的m个实数所形成的数组的集合，实数xi称为点x∈Rm的第i个坐标.对于任意的x，y∈Rm，α∈R，命

[image: img2]

这样就在Rm中定义了加法和对实数的乘法，使Rm成为实数域R上的m维矢量空间.

空间Rm除上述线性构造外，还有典型的拓扑构造.对x，y∈Rm，命

[image: img3]

容易验证，函数d（x，y）满足下面三个条件：

（1）d（x，y）≥0，且等号只有x＝y时成立；

（2）d（x，y）＝d（y，x）；

（3）对任意的x，y，z∈Rm，有不等式

d(x，y)+d(y，z)≥d(x，z).

所以d（x，y）是Rm中的距离函数，使Rm成为度量空间.作为度量空间，Rm有自然的拓扑结构[1]：以开球Bx;r＝｛y∈Rm|d（x，y）＜r｝（x∈Rm，r＞0）的并集为开集.以（1.3）式为距离函数的m维矢量空间Rm称为m维欧氏空间.

设f是定义在开集U[image: img4]Rm上的实函数，如果f的所有直到r阶的偏导数都存在并且连续，则称f是r次可微的，或称f是Cr的，这里r可以是所有的正整数.如果f有任意阶的连续偏导数，则称f是C∞的.如果f是解析的，也就是f在U的每一点的一个邻域内能表成收敛的幂级数，则记f是Cω的.

定义1.1　设M是Hausdorff空间.若对任意一点x∈M，都有x在M中的一个邻域U同胚于m维欧氏空间Rm的一个开集，则称M是一个m维流形（或拓扑流形）.

设定义1.1中提到的同胚映射是φU：U→φU（U），这里φU（U）是Rm中的开集，则称（U，φU）是M的一个坐标卡.因为φU是同胚，对任意一点y∈U，可以把φU（y）∈Rm的坐标定义为y的坐标，即命

ui=(φU(y))i，y∈U，i=1，…，m，　　（1.4）

我们称ui（1≤i≤m）为点y∈U的局部坐标.

设（U，φU），和（V，φV）是流形M的两个坐标卡，若U∩V≠[image: img5]，则φU（U∩V）和φV（U∩V）是Rm中两个非空的开集，并且映射

[image: img6]

建立了这两个开集之间的同胚，其逆映射就是[image: img7]

因它们是从欧氏空间的一个开集到另一个开集的映射，所以用坐标表示时[image: img8]和[image: img9]分别表为欧氏空间的开集上的m个实函数（见图1）：

[image: img10]

[image: img11]


[image: img12]


图　1

因为[image: img13]和[image: img14]是互逆的同胚映射，所以fi和gi都是连续函数，并且

[image: img15]

我们称两个坐标卡（U，φU）和（V，φV）是Cr－相容的，如果U∩V＝[image: img16]，或者在U∩V≠[image: img17]时坐标变换函数fi（x1，…，xm）和gi（y1，…，ym）都是Cr的.

定义1.2　设M是一个m维流形.如果在M上给定了一个坐标卡集[image: img18]，满足下列条件，则称[image: img19]是M的一个Cr微分结构：

（1）｛U，V，W，…｝是M的一个开覆盖；

（2）属于[image: img20]的任意两个坐标卡是Cr－相容的；

（3）[image: img21]是极大的，即：对于M的任意一个坐标卡[image: img22]若与属于[image: img23]的每一个坐标卡都是Cr－相容的，则它自身必属于[image: img24].

若在M上给定了一个Cr－微分结构，则称M是一个Cr－微分流形.属于给定的微分结构的坐标卡称为微分流形M的容许的坐标卡.今后谈到微分流形M上点p附近的局部坐标系都是指包含p点的容许坐标卡给出的坐标系.

注记1　在定义1.2中条件（1）和（2）是基本的.不难证明，若坐标卡集[image: img25]＇满足条件（1）和（2），则对任意的正整数s，0＜s≤r，存在唯一的一个Cs－微分结构[image: img26]，使得[image: img27].实际上，如果用[image: img28]表示与[image: img29]＇中的坐标卡都是Cs－相容的坐标卡的集合，则[image: img30]是一个Cs－微分结构，它是由[image: img31]＇唯一确定的.所以在构造微分流形时，只要指出它的一个相容的坐标覆盖就可以了.

注记2　在本书中，我们还假定流形M是满足第二可数公理的拓扑空间.即：M有可数的拓扑基（见第1页脚注）.

注记3　若在M上确定了一个C∞－微分结构，则简称M为光滑流形；若在M上给定了一个Cω－微分结构，则称M为解析流形.本书主要讨论光滑流形；在不致引起混淆时，常把光滑流形简称为流形.

例1　M＝Rm，取U＝M，φU是恒同映射，则｛（U，φU）｝是Rm的一个坐标覆盖，由此确定了Rm的光滑流形结构，称为Rm的标准微分结构.

例2　m维单位球面

Sm={x∈Rm+1|(x1)2+…+（xm+1）2=1}.

以m＝1为例，取如下的四个坐标卡：

[image: img32]

很清楚，｛U1，U2，V1，V2｝构成S1的一个开覆盖.在交集U1∩V2上有（见图2）

[image: img33]

它们都是C∞－函数，所以（U1，[image: img34]）和（V2，[image: img35]）是C∞－相容的.同理可证，其余的任意两个坐标卡也都是C∞－相容的.因此，上面给出的坐标卡使S1成为一维的光滑流形.


[image: img36]


图　2

当m＞1时，Sm上的光滑结构可以类似地定义.

例3　m维射影空间Pm.

在Rm+1—{0}中定义关系～如下：设x,y∈Rm+1—{0},x～y当且仅当存在非零实数α，使x＝αy.显然，～是等价关系.对于x∈Rm+1—{0}，x的“～”等价类记作

[x]=[x1，…，xm+1].

所谓m维射影空间Pm就是指商空间

Pm=（Rm+1—{0}）/～＝{[x]|x∈Rm+1—{0}}.

（1.10）

数组（x1，…，xm+1）称为点[x]的齐次坐标，它被[x]确定到差一个非零实因子.很明显，Pm也是Rm+1中所有过原点的直线构成的空间.

令

[image: img37]

其中1≤i≤m+1，iξh=xh/xi(h≠i)显然，{Ui，1≤i≤m+1}构成Pm的开覆盖.在Ui∩Uj（i≠j）上有坐标变换

[image: img38]

所以{(Ui，φi）}1≤i≤m+1给出了Pm的光滑结构.

注记　上面三个例子给出的坐标覆盖都是Cω－相容的；所以，在实际上它们分别确定了Rm，Sm和Pm作为解析流形的结构.

例4　Milnor怪球.

在同一个拓扑流形上可能有不同的微分结构.J.Milnor在1956年给出一个著名的例子（见Annals of Math.，64（1956），399～405），指出：在同胚的拓扑流形上确实存在彼此不同构的光滑流形结构（见定义1.3下面的注记），因此微分结构有独立于拓扑结构的意义.关于Milnor怪球的完全的叙述和证明已超出本书的范围，这里只作简要的说明.

在S4上取两个对径点A，B.命

U1=S4－{A}，U2=S4－{B} ，　　（1.13）

则U1和U2构成了S4的开覆盖.现在要把平凡的球丛U1×S3与U2×S3粘起来得到以S4为底空间的三维球丛Σ7.

在球极投影下，U1和U2分别和R4是同胚的，而U1∩U2与R4－｛0｝同胚.把R4－｛0｝中的元素记成四元数.取一奇数k，使k2－1[image: img39]0（mod7）.考虑映射τ：（R4－｛0｝）×S3→（R4－｛0｝）×S3，使得对（u，υ）∈（R4－｛0｝）×S3，有

[image: img40]

其中

[image: img41]

且（1.14）式中的乘法是四元数乘法，‖‖是四元数的模.显然，映射τ是光滑的.我们把U1×S3和U2×S3通过τ粘起来.可以证明，这样得到的Σ7与7维单位球面S7同胚，但是其微分构造与S7的典型微分结构（例2）不相同.

在光滑流形上，光滑函数的概念是有意义的.设f是定义在m维光滑流形M上的实函数.若p∈M，（U，φU）是包含p点的容许坐标卡，那么[image: img42]是定义在欧氏空间Rm的开集φU（U）上的实函数.如果函数[image: img43]在点φU（p）∈Rm是C∞的，即[image: img44]在点φU（p）的一个邻域内有连续的任意多次的偏导数，则称函数f在点p∈M是C∞的.

函数f在点p的可微性与包含p的容许坐标卡的选取是无关的.实际上，若有另一个包含p的容许坐标卡（V，φV），则U∩V≠[image: img45]，且

[image: img46]

因为[image: img47]是光滑的，所以[image: img48]和[image: img49]在相应点都是可微的.

如果实函数f在M上处处是C∞的，则称f是M上的C∞－函数，或称f是M上的光滑函数.M上全体光滑函数的集合记作C∞（M）.

光滑函数是光滑流形之间的光滑映射的重要特例.

定义1.3　设f：M→N是从光滑流形M到N的一个连续映射，dimM＝m，dimN＝n.若在一点p∈M，存在点p的容许坐标卡（U，φU）和点f（p）的容许坐标卡（V，ψv），使得映射

[image: img50]

在点φU（p）是C∞的，则称映射f在点p是C∞的.若映射f在M的每一点p都是C∞的，则称f是从M到N的光滑映射.

注记　因为[image: img51]是从开集φU（U）[image: img52]Rm到开集ψv（V）[image: img53]Rm的连续映射，所以它在点φU（p）的可微性是已有定义的.f在点p的可微性显然与容许坐标卡（U，φU）和（V，ψv）的选取无关.

如果dimM＝dim N，并且f：M→N是同胚.当f和f－1都是光滑映射的，则我们称f：M→N是可微同胚（如果光滑流形M和N是可微同胚的，则称M和N的光滑流形结构是同构的）.上面所举的Milnor怪球Σ7与S7是拓扑同胚的，但是它们不是可微同胚的，即它们的光滑流形结构不同构.

光滑映射的另一个重要特例是流形上的参数曲线.取R1中的一个开区间M＝（a，b），则从M到流形N的光滑映射f：（a，b）→N称为流形N上的一条参数曲线.

假定M，N分别是m维和n维光滑流形，其微分结构分别是｛（Uα，φα）｝α∈A，｛（Vβ，ψβ）｝β∈B.用下述方法可以构造一个新的m+n维光滑流形M×N：首先，｛Uα×Vβ｝α∈A，β∈B构成拓扑积空间M×N的开覆盖；其次，定义映射φα ×ψβ:Uα×Vα→Rm+n，使

φα×ψβ（p,q）=(φα(p)，ψβ(p)），（p,q）∈Uα×Vβ.

（1.16）

这样，（Uα×Vβ，φα×ψβ）是M×N的一个坐标卡.容易证明，如此得到的坐标卡都是C∞－相容的，因此它们决定了M×N上的光滑流形结构.

定义1.4　拓扑积空间M×N上由C∞－相容的坐标覆盖

{(Uα×Vβ，φα×ψβ)}α∈A,β∈B

决定的光滑流形结构使M×N成为m＋n维光滑流形.该流形称为M和N的积流形.

积流形M×N到各因子的自然投影记作

π1:M×N→M，π2M×N→N，

即对于（x，y）∈M×N有

π1（x,y）=x，π2（x,y）=y.

显然，它们都是光滑映射.

§2　切空间

正则的曲线和曲面在每一点分别有切线和切平面的概念.同样，在拓扑流形上给定一个微分结构之后，在每一点的附近可以用线性空间来“近似”.确切地说，可以引进切空间和余切空间等概念.我们从余切空间的概念着手.

设M是m维光滑流形，固定一点p∈M.设f是定义在点p的一个邻域上的C∞－函数[2].所有这样的函数的集合记作[image: img54].自然，属于[image: img55]的两个函数的定义域可以是不同的，但是函数空间[image: img56]中加法和乘法仍然是有意义的：设f，g∈[image: img57]，它们的定义域分别是U和V，那么U∩V仍是包含点p的开邻域；这样，f＋g与f·g可看作定义在U∩V上的C∞－函数，即f＋g，f·g∈[image: img58].

在[image: img59]中定义关系～如下：设f，g∈[image: img60]，则f～g当且仅当存在点p的一个开邻域H，使得f|H＝g|H.显然，～是[image: img61]中的等价关系.我们用[f]记f在[image: img62]中的“～”等价类，称为流形M在点p的C∞－函数芽（germ）.命

[image: img63]

则在[image: img64]p中可以定义加法和对实数的乘法，使它成为实数域上的线性空间.实际上，若[f]，[g]∈[image: img65]p，α∈R，只要命

[f]+[g]=[f+g]，a[f]=[af].　　　　　　（2.2）

根据定义，上面两式的右端与代表f，g的选取是无关的.请读者自证[image: img66]p是无穷维的实线性空间.

从[image: img67]过渡到[image: img68]p的目的是为了获得在严格意义下的线性空间.在[image: img69]中如上述方式引进加法和数乘法之后，零元素不是唯一的，因此[image: img70]不是线性空间.在引进函数芽的概念之后，零元素是唯一的，从而使[image: img71]p成为一个线性空间.

设γ是M上过点p的一段参数曲线，即有正数δ，使得γ：（－δ，δ）→M是C∞－映射，并且γ（0）＝p.所有这些参数曲线的集合，记作Γp.

对于γ∈Γp，[f]∈[image: img72]p，命（图3）


[image: img73]


图　3

[image: img74]

显然，对于固定的γ，上式右端的数值由[f]完全确定，而不依赖于代表f的选取.而且，配合《，》关于第二个因子是线性的，即对于任意的γ∈Γp，[f]，[g]∈[image: img75]p，α∈R，有

《γ，[f]+[g]》=《γ，[f]》+《γ，[g]》　　　（2.4）

《γ，α[f]》=a《γ，[f]》.　　　　　　　　　　　　　

设

[image: img76]

则[image: img77]p是[image: img78]p的线性子空间.

定理2.1　设[f]∈[image: img79]p，对于包含p的容许坐标卡（U，φU），命

[image: img80]

则[f]∈[image: img81]p当且仅当

[image: img82]

证明　设γ∈Γp，其坐标表示是

(φU[image: img83]γ（t）)i=xi(t)，－δ＜ｔ＜δ.　　（2.7）

则

[image: img84]

[image: img85]

但是我们可选取γ，使得[image: img86]取到任意的实数值，因此要对任意的γ∈Γp都有《γ，[f]》＝0，必须且只需

[image: img87]

定理2.1说明：子空间[image: img88]p恰好是在点p关于局部坐标的一阶偏导数都是零的光滑函数的芽所构成的线性空间.

定义2.1　商空间[image: img89]称为流形M在点p的余切空间，记作.[image: img90]函数芽[f]∈[image: img91]p的[image: img92]p－等价类记作[[image: img93]]，也记作（df）p，称为流形M在p点的余切矢量.

在直观上，[g]∈[[image: img94]]当且仅当在点p的容许坐标卡（U，φU）下，函数[image: img95]和[image: img96]在点φU（p）有相同的、直到一阶的Taylor展开式.


[image: img97]是线性空间，它有从线性空间[image: img98]p诱导的线性结构，即对于[f]，[g]∈[image: img99]p，α∈R有

[image: img100]

定理2.2　设f1，…，fs∈[image: img101]
，而F（y1，…，ys）是在点（f1（p），…，fs（p））∈Rs的邻域内的光滑函数，则f=F(f1，…，fs)∈[image: img102]，并且

[image: img103]

证明　设f的定义域是Uk[image: img104]p，则f在[image: img105]上有定义，即对于[image: img106]，

f(p)=F(f1(q)，…，fs（q））.

由于F是光滑函数，故[image: img107]

设[image: img108]，则对任意的γ∈Γp，有

[image: img109]

故

[image: img110]

即

[image: img111]

系1　对于f，[image: img112]，a∈R有

d(f+g)p=(df)p+(dg)p，　　　　　　　　　　　　　（2.11）

d(af)p=a·(df)p，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2.12）

d(fg)p=f(p)·（dg）p+(g)p·（df）p.　　（2.13）

这里的（2.11）和（2.12）就是（2.9）式，而（2.13）式是定理2.2的直接推论.

系2　[image: img113]

证明　任取点p的一个容许坐标卡（U，φU），局部坐标ui定义为

[image: img114]

其中xi是在Rm中取定的坐标系，因此[image: img115]我们要证明[image: img116]是[image: img117]的一个基.

设[image: img118],则[image: img119]是定义在Rm的一个开集上的光滑函数，命F（x1，…，xm）=，[image: img120]因此

f=F（u1，…，um）.　　　　　　　（2.15）

由定理2.2得

[image: img121]

所以（df）p是（dui）p（1≤i≤m）的线性组合.

若有一组实数αi（1≤i≤m），使得

[image: img122]

即

[image: img123]

则对任意的γ∈Γp，有

[image: img124]

取λk∈Γp，1≤k≤m，使得

[image: img125]

其中

[image: img126]

则

[image: img127]

命γ＝λk，则由（2.18）式得

αk=0，1≤k≤m，

即｛（dui）p，1≤i≤m｝是线性无关的.于是它们构成[image: img128]的一个基，称为[image: img129]关于局部坐标系ui的自然基底.因此[image: img130]是m维线性空间.

根据定义，[f]－[g]∈[image: img131]p当且仅当对任意的γ∈Γp，有

《γ，[f]》=《γ，[g]》，

所以可以定义

[image: img132]

这样，每一条光滑曲线γ∈Γp在[image: img133]上定义了一个线性函数《γ，·》.但是，对应γ∈Γp[image: img134]《γ，·》不是单的；为了解决这个问题，在Γp中定义关系～如下：设γ，γ＇∈Γp，则γ～γ＇当且仅当对任意的[image: img135]，有

《γ，（df)p》=《γ'，(df)p》.　　　　　　（2.21）

显然，这个关系是等价关系：γ的“～”等价类记作[γ].于是可定义

〈[γ]，（df)p〉＝《γ，（df)p》.　　　　　　（2.22）

根据Γp中的关系～的定义，[γ]与线性函数[image: img136]的对应是1－1的.我们要证明：这些[γ]（γ∈Γp）构成[image: img137]的对偶空间.为此目的，我们利用局部坐标系.

在局部坐标ui下，设γ∈Γp由函数

ui=ui(t)，1≤i≤m　　　　　　　　（2.23）

给出，则由（2.8）式得知（2.22）式可写作

[image: img138]

其中

[image: img139]

（2.24）式系数ai恰是余切矢量（df）p关于自然基底dui）p的分量（见（2.16）式）.很明显，〈[γ]，（df）p〉是[image: img140]上的线性函数，这个函数由分量ξi完全确定.取γ为

ui(t)=ui(p)+ξi(t)，　　　　　　　　（2.26）

可见ξi能取任意的数值.这就是说，〈[γ]，（df）p〉，γ∈Γp表示了[image: img141]上的全体线性函数，它们组成[image: img142]的对偶空间Tp，叫做M在点p的切空间.切空间的元素称为切矢量.

切矢量的几何意义其实很简单：如果γ＇∈Γp由函数

ui=u'i(t)，1≤i≤m

给出，则[γ]＝[γ＇]的充要条件是

[image: img143]

所以γ与γ＇等价的意思是这两条参数曲线在点p有同一个切矢量（如图4）.因此我们所定义的流形M在点p的切矢量恰是全体在点p有相同切矢量的参数曲线的集合.


[image: img144]


图　4

根据上面的讨论，函数

[image: img145]

是双线性的，即对每一个变元都是线性的.设参数曲线λk（1≤k≤m）如（2.19）式给出，则

[image: img146]

所以｛[λk]，1≤k≤m｝是｛(dui）p，1≤i≤m｝的对偶基底（关于对偶基底的概念可看第二章§1）.

切矢量[λk]还有另一个意义，即

[image: img147]

[image: img148]

这里[image: img149]表示[image: img150]；所以对于函数芽[f]而言，[λk]是偏微商算子[image: img151].于是（2.27）式可写成

[image: img152]

我们把｛（dui）p，1≤i≤m｝在Tp中的对偶基底称为在局部坐标系（ui）下切空间Tp中的自然基底.从（2.24）式得到

[image: img153]

所以ξi是切矢量[γ]关于自然基底的分量.若[γ＇]∈Tp有分量ξ'i，则[γ]＋[γ＇]由分量ξi＋ξ'i确定；同样，切矢量α·[γ]（α∈R）有分量αξi.

为了简化记号，在不致引起混淆时常把切矢量和余切矢量的附标p略去不写.

定义2.2　设f是定义在点p附近的C∞－函数，（df）p∈[image: img154]也叫做f在点p的微分.若微分（df）p＝0，则称p是f的临界点.

M上的光滑函数的临界点的研究是微分流形的重要课题，称为Morse理论.读者可参看参考文献[15].


定义2.3　设X∈Tp，f∈[image: img155]，记

Xf=〈X,(df)p〉.　　　　　　　　（2.30）

Xf叫做函数f沿切矢量X的方向导数.

定理2.3　方向导数有下列性质：设X∈Tp，f，g∈[image: img156]，α，β∈R，则

（1）X(αf+βg)=α·Xf+β·Xg；

（2）X(fg)=f(p)·Xg+g(p)·Xf.

证明　这是定理2.2系1的推论.以性质（2）的证明为例：

X（fg）=〈X，d(fg)p〉

[image: img157]

注记1　定理2.3的性质（1）说明，当切矢量X看作算子（方向导数）时，X是[image: img158]上的线性算子.由性质（1）和（2）能得到X在常值函数c上的作用为0.

注记2　在许多文献[3]中，性质（1）和（2）通常用来定义切矢量.实际上，作用在[image: img159]上满足这两条性质的算子构成一个线性空间，它与[image: img160]对偶，所以该空间和Tp是一致的.

在局部坐标ui下，切矢量X＝[γ]∈Tp和余切矢量a=df∈[image: img161]分别可用自然基底线性表示，

[image: img162]

其中

[image: img163]

若有另一个局部坐标u*i，X和α关于相应的自然基底的分量分别是ξ*i和[image: img164]，则它们适合下列变换规律：

[image: img165]

[image: img166]

其中

[image: img167]

是坐标变换[image: img168]的Jacobi矩阵.在经典的张量分析中，把满足变换规律（2.32）的矢量称为反变矢量，把满足变换规律（2.33）的矢量称为协变矢量.

光滑流形之间的光滑映射分别诱导出切空间之间和余切空间之间的线性映射.设F：M→N是光滑映射，p∈M，q＝F（p）.定义映射[image: img169]如下：

[image: img170]

显然这是线性映射，称为映射F的微分.

考虑F*的共轭映射F*：Tp→Tq，即对于任意的X∈Tp，a∈[image: img171]有

＜F*X,α＞=＜X,F*α＞，　　　　　　　（3.35）

F*称为由F诱导的切映射.

设ui是点p附近的局部坐标，υα是点q附近的局部坐标，则映射F在点p附近可用函数

vα=Fα(u1，…um）,1≤α≤ｎ　　　　　　　　（3.36）

表示.因此F*在自然基底｛dυα，1≤α≤n｝上的作用是

[image: img172]

即F*在自然基底｛dυα｝和｛dui｝下的矩阵恰好是映射（2.36）的Jacobi矩阵[image: img173]

同样，切映射F*在自然基底[image: img174]上的作用是

[image: img175]

即

[image: img176]

因此切映射F*在自然基底[image: img177]和[image: img178]下的矩阵仍是映射（2.36）的Jacobi矩阵[image: img179]

§3　子流形

在讨论子流形之前，我们先研究光滑流形之间的光滑映射所诱导的切映射.给定光滑映射φ：M→N，则对任意一点p∈M，在相应的切空间之间有诱导的切映射φ*：Tp（M）→Tq（N），其中q＝φ（p）.重要的是，切映射φ*在点p∈M的性质可以决定映射φ在点p的一个邻域内的性质.一个经典的结果是微积分学中熟知的反函数定理：

定理3.1　设W是Rn中的一个开子集，f：W→Rn是从W到Rn的光滑映射.如果在一点x0∈W，映射f的Jacobi行列式

[image: img180]

则存在点x0在Rn中的一个邻域U[image: img181]W，使得V＝f（U）是点f（x0）在Rn中的一个邻域，并且f在V上有光滑的反函数

g=f－1：V→U.　　　　　　　（3.1）

根据上一节最后一段的讨论，映射f的Jacobi矩阵[image: img182]恰是线性映射f*在自然基底下的矩阵，所以[image: img183]说明线性映射

[image: img184]

是同构.g是f的反函数的意思是

g·f=id:U→U, f·g=id:V→V,　　　　　　　（3.2）

而且f和g都是光滑映射，所以f限制在U上给出了从U到V的可微同胚.因此，反函数定理说明，如果f的切映射f*在一点是同构，则f在该点的一个邻域上是到Rn的一个邻域的可微同胚.

利用局部坐标系，不难把定理3.1推广到流形上去.

定理3.2　设M与N是两个n维光滑流形，f：M→N是光滑映射.如果在一点p∈M，切映射f*：Tp（M）→Tf（p）（N）是同构，则存在点p在M中的邻域U，使得V＝f（U）是点f（p）在N中的一个邻域，并且f|U：U→V是可微同胚.

证明　由于f：M→N是光滑映射，所以可以取点p在M中的局部坐标系（U0，φ）和点q＝f（p）在N中的局部坐标系（V0，ψ），使得f（U0)[image: img185]V0，并且

[image: img186]

是光滑映射，显然[image: img187]在点φ（p）的Jacobi行列式不为零.由定理3.1，分别存在点φ（p）和ψ（q）在Rn中的邻域[image: img188][image: img189]使得[image: img190]是可微同胚.

命[image: img191]，则U与V分别是点p，q在M和N中的邻域，并且

[image: img192]

是可微同胚.证毕.

注记　由于定理3.2中的流形M和N有相同的维数，所以“切映射f*在一点是同构”等价于“f*在该点是单一的”.如果M是m维光滑流形，N是n维光滑流形，f：M→N是光滑映射，当切映射f*在点p∈M是单一映射时，则称切映射f*在该点是非退化的.显然，这时必须有m≤n，且f的Jacobi矩阵在该点的秩等于m.

作为定理3.2的应用，我们有下面的

定理3.3　设M是m维光滑流形，N是n维光滑流形，m＜n.设f：M→N是光滑映射.若切映射f*在点p∈M是非退化的，则存在点p的局部坐标系（U；ui）以及点q＝f（p）的局部坐标系（V；υα），使得f（U）[image: img193]V，并且映射f|U可用局部坐标表示为：对任意的x∈U有

[image: img194]

证明　设映射f在点p的局部坐标系（U；ui）及点q的局部坐标系（V；υα）下表示为

υα=fα(u1，…，um)，1≤a≤n.

假定ui（p）＝0，υα（q）＝0.因为f*在点p是非退化的，不妨设

[image: img195]

命In－m={(wm+1，…，wn)||wr|＜δ，m+1≤γ≤n}，其中δ是某个正数.适当缩小邻域U及选取充分小的δ，可以定义光滑映射,[image: img196]:U×In－m→V，使得

[image: img197]

显然映射[image: img198]在点（ui，ωr）＝（0，0）的Jacobi矩阵是非退化的，根据定理3.2，[image: img199]在（0，0）点的某个邻域上是可微同胚.不妨假定[image: img200]：U×In－m→V是可微同胚，于是｛ui，ωr｝可以取作点q的邻域V上的局部坐标系｛υα｝；在此坐标系下，映射[image: img201]成为恒同映射.即

vi=ui，vr=wr,1≤i≤m,m+1≤γ≤n.　　(3.8)

很明显，[image: img202]，所以在上述坐标系下，映射f|U如（3.5）式所给出，即

f（u1，…，uｍ）=（u1，…，uｍ，0…，0）.

由此可见，如果切映射f*在点p是单一的，则映射f在点p的附近也是单一的.

定义3.1　设M与N是两个光滑流形.若有光滑映射φ：M→N，使得

（1）φ是单一的；

（2）在任意一点p∈M，切映射

φ*:Tp(M)→Tφ(p)(N)

都是非退化的，

则称（φ，M）是N的一个光滑子流形，或称（φ，M）是N的嵌入子流形.

如果映射φ只满足条件（2），则称φ是浸入.这时称（φ，M）是N的浸入子流形.

浸入在局部上是单一的，但不能保证在大范围是单一的.浸入子流形和嵌入子流形的区别在于像集φ（M）是否有自交点.

例1　开子流形.

设U是N的一个开子集，将N的光滑流形结构限制在U上，便得到U的一个光滑结构，成为与N同维数的光滑流形.令φ＝id：U→N是恒同映射，则（φ，U）成为N的一个嵌入子流形，称为N的开子流形.

例2　闭子流形.

设（φ，M）是N的一个光滑子流形，如果

（1）φ（M）是N的一个闭子集；

（2）对每一点q∈φ（M），存在一个局部坐标系（U；ui），使得φ（M）∩U是由方程

um+1=um+2=…=un=0

定义的，其中m＝dim M，则称（φ，M）是N的一个闭子流形.

例如，单位球面Sn[image: img203]Rn+1及恒同映射φ:Sn[image: img204]Rn+1给出了Rn+1的一个闭子流形.

例3　命F：R→R2，使得

[image: img205]

则（F，R）是R2的浸入子流形，不是嵌入子流形（图5）.


[image: img206]


图　5

[image: img207]



图　6

例4　设G：R→R2，使得

[image: img208]

则（G，R）是R2的嵌入子流形（图6）.当t＝0时，G（0）＝（0，0），而当t→±∞时，F（t）→（0，0）.

例5　设

[image: img209]

在区间[－1，1]之间，用曲线把（3，0）和（0，1）两点光滑地连结起来（如图7中的虚线部分）.当t→＋∞时，曲线无限地靠近它自己的在－3≤t≤－1之间的部分.（F，R）是R2的嵌入子流形.


[image: img210]


图　7

例6　环面T2＝S1×S1（图8）可以看作平面R2上一个单位正方形把两组对边分别等同起来得到的二维流形.它的点可以用一对有序实数（x，y）表示，其中x，y都是mod1的实数.


[image: img211]


图　8

取两个实数a，b，使a∶b是无理数.考虑映射  φ：R1→T2，使得

φ（t）=(at(mod 1),bt（mod 1）).

显然（φ，R）是T2的嵌入子流形，但是像集φ（R）在T2中是处处稠密的.

在a∶b是有理数时，（φ，R）给出了环面T2的一个浸入子流形.

对于嵌入子流形（φ，M），由于φ是单一的，所以可以把M上的微分结构搬到像集φ（M）上去，使得φ：M→φ（M）是可微同胚.另一方面，φ（M）作为N的子集，必然有从N诱导的拓扑.最后三个例子告诉我们，φ（M）从M通过φ得到的拓扑与φ（M）作为N的子空间得到的拓扑不见得是一致的.一般说来，从M通过φ带给φ（M）的拓扑比从N诱导的拓扑要细.这种现象导致下面的定义.

定义3.2　设（φ，M）是光滑流形N的子流形.如果φ：M→φ（M）[image: img212]N是同胚映射，则称（φ，M）是N的正则子流形，或称φ是光滑流形M在N中的正则嵌入.

下面的定理给出了正则子流形的特征.

定理3.4　设（φ，M）是n维光滑流形N的m维子流形，则（φ，M）是N的正则子流形的充分必要条件是：它是N的一个开子流形的闭子流形.

证明　对于充分性，只要证明N的闭子流形（φ，M）必是正则子流形.任取一点p∈M，根据闭子流形的定义，必有点q＝φ（p）在N中的一个局部坐标系（V；υα），使得φ（M）∩V是由方程

vm+1=…=vn=0　　　　　　　（3.11）

定义的.由φ的连续性，存在点p的局部坐标系（U；ui），使得φ（U）[image: img213]V.不妨假定ui（p）＝0，υα（q）＝0，且V＝｛（υ1，…，υn）||υα|＜δ｝，其中δ是某个正数.因此φ（U[image: img214]
φ（M）∩V.

我们的目的是要证明φ－1：φ（M)[image: img215]N→M也是连续的.为此只需证明，可取适当小的δ1＞0，使得φ（M）∩V1在φ下的完全逆像落在U内.由于（11）式，映射φ|U在局部上可表为

[image: img216]

因此，Jacobi行列式[image: img217],根据定理3.1，存在0＜δ1＜δ，使得函数组(φ1，…，φm)有反函数

ui=ψi(vi，…，vm)，|vi|＜δ1.

命V1={(v1，…vm，vm+1，…vn||va|＜δ1}，则φ（M）∩V1在φ下的完全逆像落在U内.因此，φ：M→φ（M）[image: img218]N是同胚，即（φ，M）是N的正则子流形.

反过来，假定（φ，M）是N的正则子流形.设p∈M，则对点p的任意一个邻域U[image: img219]M，必有点q＝φ（p）在N中的一个邻域V，使得φ（U）＝φ（M）∩V.根据定理3.3，存在点p的局部坐标系（U1；ui）和点q的局部坐标系（V1；υα），使得φ（U1）[image: img220]V1，并且[image: img221]可用局部坐标表为

[image: img222]（u1，…，um）=（u1，…，um，0，…，0）.　　　（3.13）

不妨设U1[image: img223]U，故可取V1[image: img224]V，因此φ（U1）＝φ（M）∩V1.由（3.13）式可知，φ（M）∩V1是由方程

vm+1=…=vn=0　　　　　　　　　　(3.14)

定义的.

对每一点q∈φ（M），用Vq表示上面所构造的、点q在N中的坐标域，使得（3.14）式成立.命[image: img225]，则W显然是N的包含φ（M）在内的开子流形.要证明的是，集合φ（M）作为N的拓扑子空间是W中的相对闭子集，即证明[image: img226]，其中[image: img227]表示集合φ（M）在N中的闭包.任取一点[image: img228]，根据W的定义，存在q∈φ（M），使得s∈Vq.由（3.14）式，φ（M）∩Vq是Vq中的一个坐标面，所以φ（M）∩Vq是Vq中的相对闭子集.现已假定[image: img229]，即s属于φ（M）∩Vq在Vq中的相对闭包，故s∈φ（M）∩Vq，所以[image: img230]即

[image: img231]

这就证明了（φ，M）是N的开子流形W中的闭子流形.

在定理的证明过程中，我们已得到如下的：

系　子流形（φ，M）是光滑流形N的正则子流形，当且仅当对每一点p∈M，存在点q＝φ（p）在N中的坐标卡（V；υα），υα（q）＝0，使得φ（M）∩V是由

vm+1=vm+2=…vn=0

定义的.

定理3.5　设（φ，M）是光滑流形N的子流形，若M是紧致的，则φ：M→N是正则嵌入.

证明　因为φ（M）作为N的拓扑子空间是Hausdorff空间，而φ：M→φ（M)[image: img232]N是紧致空间M到Hausdorff空间的1－1连续映射，所以φ：M→φ（M)[image: img233]N是同胚，即（φ，M）是N的正则子流形.

H.Whitney证明了：任意一个m维光滑流形都能嵌入到2m＋1维欧氏空间中作为子流形.这说明尽管流形的概念是欧氏空间的十分一般的推广，但最终仍可作为欧氏空间的嵌入子流形来实现.因此，高维欧氏空间的子流形的研究是很重要的.Whitney定理的证明较为困难（见参考文献[1]），我们在这里只讨论紧致光滑流形在欧氏空间中的嵌入.为此，我们需要若干引理；这些引理本身是十分重要的，以后还要多次引用.

引理1　设D1与D2是Rm中两个开的同心球[image: img234]，则在Rm上存在一个光滑的实函数f，使得

（1）0≤f≤1；

（2）[image: img235]

证明　不妨设D1与D2以原点为球心，半径分别是a，b，0＜a＜b；命

[image: img236]

显然g是R1上的光滑函数.再命

[image: img237]

则F仍是R1上的光滑函数，并且0≤F≤1；当t≤a2时，F（t）＝1，当t≥b2时，F（t）＝0.命

f（x1，…，xm）=F（（x1）2+…+（xm）2），　　3.17

则f适合引理的要求.

引理2　设U与V是Rm中两个非空开集，且[image: img238]是紧致的，[image: img239][image: img240]U，则在Rm上存在光滑的实函数f，使得

（1）0≦f≦1；

（2）[image: img241]

证明　由于[image: img242]的紧致性，且[image: img243][image: img244]U，所以存在有限多组同心球[image: img245]，使得

[image: img246]

并且[image: img247]构成[image: img248]的开覆盖.由引理1，对每一个i（1≤i≤r），存在光滑函数fi：Rm→R1，使得0≤fi≤1，并且

[image: img249]

命

[image: img250]

则容易验证f适合引理2的要求.

引理3　设（U，φU）是光滑流形M的任意一个坐标卡，V是M的一个非空开集，使得[image: img251]是紧致的，并且V[image: img252]U，则在流形M上存在光滑函数h：M→R1，使得

（1）0≦h≦1；

（2）[image: img253]

证明　由于[image: img254]是紧致的，并且[image: img255][image: img256]U，利用M的局部紧致性，不难构造开子集U1，使得

[image: img257]

设dimM＝m，则φU（V）和φU（U1）都是Rm中的开集.由引理2，存在Rm上的光滑函数f，使得0≤f≤1，并且

[image: img258]

命

[image: img259]

则h是M上的光滑函数，而且适合引理的要求.

注记　引理3的条件可改成：U与V是光滑流形M的两个非空开集，使得[image: img260]是紧致的，并且[image: img261][image: img262]U，则引理所要求的光滑实函数h仍然存在.请读者自证.

定理3.6　设M是m维紧致的光滑流形，则存在一个正整数n，以及光滑映射φ：M→Rn，使得（φ，M）是Rn的正则子流形.

证明　因为M是紧致流形，所以存在M的有限开覆盖{Vi}1≤j≤r,使得每一个[image: img263]是紧致的，并且[image: img264]包含在某个坐标域Ui内，设Ui中局部坐标是[image: img265]，1≤i≤m.显然，存在开集Wi，使

[image: img266]

由引理3，对每一个j，1≤j≤r，存在M上的光滑函数fi，使得0≤fi≤1，并且

[image: img267]

在M上定义n＝r（m＋1）个光滑函数：

[image: img268]

其中1≤i≤m，1≤j≤r.把[image: img269]看作Rn中一个点，则（3.24）式给出了映射φ：M→Rn.我们先证明（φ，M）是Rn的子流形.

若有p，q∈M，使得φ（p）＝φ（q），则

[image: img270]

因为{Vi}1≤j≤r是M的覆盖，故存在k，1≤k≤r，使p∈Vk，因此

[image: img271]

这表明q属于Uk，并且q和p在Uk中有相同的局部坐标，故q＝p，即映射φ是单一的.

设p∈M，则必有k，1≤k≤r，使p∈Vk.因此fk（p）＝1，于是

[image: img272]

所以

[image: img273]

这说明切映射φ*在点p是非退化的，也就是说（φ，M）是Rn的嵌入子流形.由定理3.5，φ是正则嵌入.

§4　Frobenius定理

在§2已经定义过流形M在任意一点p∈M的切矢量Xp∈Tp.定理2.3把切矢量Xp解释为定义在[image: img274]（流形M在点p的光滑函数的集合）上的实函数[image: img275]如果对M的任意一点p，指定M在点p的一个切矢量Xp，则称X是流形M上的切矢量场.若f∈C∞（M），命

（Xf）(p)=Xpf，　　　　　　　　　（4.1）

则Xf是流形M上的实函数.

定义4.1　设X是光滑流形M上的一个切矢量场，若对任意的f∈C∞（M），仍有Xf∈C∞（M），则称X是流形M上的光滑切矢量场.

由此可见，光滑切矢量场X是从C∞（M）到C∞（M）的一个算子.定理2.3可搬过来，得到算子X的性质：设f，g∈C∞（M），α，β∈R，则

（1）X（αf·βg）=α(Xf)+β(Xg)；

（2）X（f·g）=f·Xg+g·Xf.

要研究光滑切矢量场，必须弄清它的局部特征.设X是流形M上的光滑切矢量场，则对M的任意一个非空开子集U，X在U上的限制X|U是开子流形U上的光滑切矢量场.要说明X|U的光滑性，只需证明对任意的f∈C∞（U），X|Uf仍是U上的光滑函数.任取一点p∈U，则有点p的坐标域V，使得[image: img276]是紧致的，且[image: img277][image: img278]U.根据§3的引理3，存在光滑函数g∈C∞（M），使得

g|V=1， g|M－U=0；

命

[image: img279]

则[image: img280]，且[image: img281].这样

[image: img282]

因为X是M上光滑的切矢量场，所以X[image: img283] ∈C∞（M），因此函数X|Uf在点p∈U是光滑的，即X|Uf是U上的光滑函数.

定理4.1　光滑流形M上的切矢量场X是光滑切矢量场的充分必要条件是：对任意一点p∈M，存在点p的局部坐标系（U；ui），使得X限制在U上可以表成

[image: img284]

其中ξi（1≤i≤m）是U上的光滑函数.

证明　充分性是显然的，现在证明必要性.因为X是M上的光滑切矢量场，所以X|U是开子流形U上的光滑切矢量场.切矢量场X|U在自然基底[image: img285]下可表成

[image: img286]

因为坐标函数ui是U上的光滑函数，所以

[image: img287]

也是U上的光滑函数.

设X与Y是流形M上两个光滑切矢量场，它们的Poisson括号积定义为

[X,Y]=XY－YX　　　　　　　　　　　（4.5）

即[X，Y]是作用在C∞（M）上的算子，对任意的f∈C∞（M）有

[X,Y]f=X(Yf)－Y(Xf).　　　　　　　　（4.6）

容易验证，对任意的f，g∈C∞（M）有

（1）[X,Y](f+g)=[X,Y]f+[X,Y]g；

（2）[X,Y](fg)=f·[X,Y]g+g·[X,Y]f.

这说明[X，Y]是流形M上的光滑切矢量场.在下面还要用局部坐标表示来说明这一点.我们先研究Poisson括号积的运算规律.

定理4.2　设X，Y，Z是流形M上的光滑切矢量场，f，g∈C∞（M），则

（1）[X，Y]＝－[Y，X]；

（2）[X＋Y，Z]＝[X，Z]＋[Y，Z]；

（3）[fX，gY]＝f·（Xg）Y－g·（Yf）X＋f·g[X，Y]；

（4）[X，[Y，Z]]＋[Y，[Z，X]]＋[Z，[X，Y]]＝0.

证明　只要按照定义逐条验证即可.以（3）为例：设h∈C∞（M），则由Poisson括号积的定义得到

[fX，gY]h＝（fX）（（gY）h）－（gy）（（fX）h）

　　　　 ＝f·X（g·Yh）－g·Y（f·Xh）

　　　　 ＝f·（Xg）（Yh）＋f·g·X（Yh）

　　　　　－g·（Yf）（Xh）－g·f·Y（Xh）

　　　　 ＝（f（Xg）·Y－g（Yf）·X＋f·g[X，Y]）h.

因此（3）式成立.

现在我们可以用局部坐标表示[X，Y].设（U；ui）是流形M上的一个局部坐标系，则可设

[image: img288]

其中ξi，ηi是U上的光滑函数.由于[image: img289]根据定理4.2得到

[image: img290]

因此，[X，Y]是流形M上的光滑切矢量场.

定义4.2　设X是流形M上的光滑切矢量场.若在p∈M，Xp＝0，则称点p是切矢量场X的一个奇点.

矢量场X在奇点p附近的性质是十分复杂的.第348页的图18给出了欧氏平面上具有孤立奇点的矢量场的例子.光滑切矢量场的奇点与流形的拓扑性质密切相关（见第五章定理4.1的系）.例如：在偶维球面上不存在无奇点的光滑切矢量场，而在环面上却存在这样的切矢量场.

光滑切矢量场在非奇点附近的性状是很简单的.我们有下面的定理.

定理4.3　设X是流形M上的光滑切矢量场.若在点p∈M，Xp≠0，则存在点p的一个局部坐标系（W；ωi），使得

[image: img291]

证明　由定理4.1，存在点p的局部坐标系（U；ui），ui（p）＝0，使得X限制在U上可表为

[image: img292]

其中ξi是U上的光滑函数.因为Xp≠0，不妨设ξ1（p）≠0.由于ξ1的连续性，可假定U是p的充分小的邻域，使得函数ξ1在U上处处不为0.考虑常微分方程组

[image: img293]

其中u1是自变量，而uα（2≤a≤m）是未知函数.根据常微分方程理论（参阅参考文献[13]），存在正数δ，使得｛（u1，…，um）||ui|＜δ[image: img294]U，并且对任意给定的初值（υ2，…，υm），|υα|＜δ（2≤a≤m），方程组（4.11）有唯一解

[image: img295]

满足初条件

[image: img296]

并且函数φa光滑地依赖于u1和初值υα.

作变量替换

[image: img297]

则它的Jacobi行列式是

[image: img298]

所以存在点p的一个邻域W[image: img299]U，以υi（1≤i≤m）为局部坐标系.在这个局部坐标系下，

[image: img300]

命

[image: img301]

则ωi（1≤i≤m）是W上的局部坐标系，并且

[image: img302]

定理证毕.

设在流形M上有h个光滑切矢量场X1，…，Xh，它们在邻域U内是处处线性无关的.一个自然的问题是：在U的每一点p处是否都存在局部坐标系（W；ωi），使得

[image: img303]

因为[image: img304]，所以当（4.18）式成立时，必定有

[Xα，Xβ]=0，1≤α，β≤h.　　　　　　（4.19）

反过来，（4.19）式也是满足（4.18）式的局部坐标系ωi存在的充分条件（证明方法可借鉴定理4.4的证明，请读者自己完成）.

条件（4.19）是比较强的.通常考虑的是下面的类似的问题.设在每一点p∈M，指定了切空间Tp的一个h维子空间Lh（p），即Lh是M上h维切子空间场.若对每一点p∈M，在p的一个邻域U上存在h个处处线性无关的光滑切矢量场X1，…，Xh，使得在每一点q∈U，Lh（q）是由矢量X1（q），…，Xh（q）张成的，则称Lh是光滑的h维切子空间场，或称Lh是流形M上光滑的h维分布，记

Lh|U={X1，…，Xh}.　　　　　（4.20）

切矢量场X1，…，Xh被Lh确定到差一个以函数为系数的非退化线性变换.实际上，如果命

[image: img305]

其中[image: img306]是U上的光滑函数，并且det[image: img307]处处不为零，则Lh|U也是由Y1，…，Yh张成的.即

Lh|U={Y1，…，Yh}.

问题是：对于流形M上给定的h维分布Lh，是否存在局部坐标系（W；ωi），使得

[image: img308]

当（4.22）式成立时，则切矢量场Xa可表成

[image: img309]

由于[image: img310]，则

[image: img311]

其中

[image: img312]

式中[image: img313]表示矩阵[image: img314]的逆矩阵.显然，如果切矢量场Y1，…，Yh张成同一个h维分布Lh，则当Xα（1≤a≤h）满足条件（4. 23）时，[Yα，Yβ]也可表为Yr的线性组合.

定义4.3　设Lh是流形M上的h维光滑分布.如果在任意一个坐标域U上，当Lh由处处线性无关的光滑切矢量场X1，…，Xh张成时，[Xα，Xβ]（1≤α，β≤h）都可以表成Xr的线性组合，则称分布Lh适合Frobenius条件.

定理4.4　设Lh是定义在M的一个开集U上的h维光滑分布，则对任意一点p∈U，存在点p的局部坐标系（W；ωi），W[image: img315]U，使得

[image: img316]

成立的充分必要条件是Lh适合Frobenius条件.

通常把上述定理称为Frobenius定理.

证明　必要性在前面已证.为证充分性，我们对分布的维数h作归纳法.

当h＝1时，由定理4.3知命题为真.假定充分性对于h－1维分布成立.设分布Lh由U上处处线性无关的切矢量场X1，…，Xh张成，并且

[Xα，Xβ]≡0(modXγ),1≤α，β≤h.

由定理4.3，在点p存在坐标系（y1，…，ym），使得

[image: img317]

以下设1≤λ，μ，v≤h－1.命

[image: img318]

显然

[image: img319]

因此[image: img320]，所以这h个切矢量场仍适合Frobenius条件，故可设

[image: img321]

将上式两边的算子作用于函数yh，则得aλμ＝0.因此h－1维分布L'h－1={[image: img322]，…，[image: img323]}适合Frobenius条件.根据归纳假定，存在点p的局部坐标系（z1，…，zm），使得

[image: img324]

因为[image: img325]和[image: img326]只差一个非退化线性变换，由（4.27）式得到

[image: img327]

由于[image: img328]，根据Frobenius条件可设

[image: img329]

将上式两边作用于yh，则得bλ＝0；所以

[image: img330]

在坐标系（z1，…，zm）下，设Xh可表成

[image: img331]

则

[image: img332]

将上式与（4.30）式对照，则得

[image: img333]

这说明ξρ只是zh，…，zm的函数.命

[image: img334]

则仍有

[image: img335]

根据定理4.3，存在从（zh，…，zm）到（ωh，…，ωm）的局部坐标变换，使得[image: img336]可以表成

[image: img337]

上面的变换不涉及z1，…，zh－1.再命ωλ＝zλ（1≤λ≤h－1），则（ω1，…，ωm）成为点p的局部坐标系；在此坐标系下

[image: img338]

定理证毕.

注记　在应用中，把Frobenius定理写成用外微分叙述的对偶形式是方便的，参阅第三章的定理2.4.

【注释】


[1]关于拓扑学的基本概念，可看：江泽涵著《拓扑学引论》，上海科学技术出版社，1978.

[2]设f是定义在开集VφM上的函数.如果对任意的容许坐标卡（U，φU），U∩V≠φ，函数[image: img339]是开集φU（U∩V）[image: img340]Rm上的C∞－函数，则称f是定义在V上的C∞－函数.实际上，V有从M诱导的微分构造（§3），所以f是微分流形V上的C∞－函数.

[3]例如参考文献[9].


第二章　多重线性代数

§1　张量积

本章是为深入地研究微分流形作一些代数上的准备.我们先回顾矢量空间的概念.

用F表示数域.在本书中，F通常是指实数域R或复数域C.

所谓域F上的矢量空间V是指一个非空集合，在这个集合中定义了两种运算：

（1）加法；

（2）对F的数乘法（F的元素写在左边）.

要求这两种运算满足下列条件：

（1）集合V关于加法运算成为交换群，其单位元素记作0（零矢量）；

（2）对于α，β∈F，x，y∈V有

（a）α（x＋y）＝αx＋αy，

（b）（α＋β）x＝αx＋βx，

（c）（αβ）x＝α（βx），

（d）0·x＝0，1·x＝x.

空间V的元素称为矢量，F的元素称为数量.

如果在V中存在n个元素a1，…，αn，使得V中任意一个元素可以唯一地表成这n个元素的、系数在F中的线性组合，则称V是n维矢量空间.这样一组矢量｛a1，…，αn｝称为空间V的一个基底.很明显，在取定基底之后矢量空间V就等同于由有序数组（α1，…，αn）（ai∈F）组成的矢量空间.

注记　若把上面的域F换成环R，则按同样的方式可定义环R上的线性空间.这样得到的环R上的线性空间称为（左）R-模.第三章§1所定义的矢量丛的截面空间构成一个C∞（M）－模.

设f：V→F是V上的F-值函数.如果对任意的υ1，υ2∈V及α1，α2∈F有

f（a1υ1+a2υ2）=a1f（υ1）+a2f（υ2）,　　　　　（1.1）

则称f是V上的F-值线性函数.显然，如果f，g是V上的F-值线性函数，a∈F，则f＋g，αf仍然是V上的F-值线性函数.这样，全体V上的F-值线性函数的集合成为域F上的矢量空间，记作V*，叫做V的对偶空间.

如果V是域F上的n维矢量空间，则V*也是F上的n维矢量空间.设｛a1，.…，αn｝是V的一个基底，且

[image: img341]

则

[image: img342]

所以线性函数f由它在基底上的值f（ai）（1≤i≤n）所确定.于是可定义线性函数a*i∈V*，1≤i≤n，使得

[image: img343]

那么a*i（υ）＝υi，所以

[image: img344]

其中fi＝f（ai）.（1.4）式说明V*的任意一个元素都可用｛a*i，1≤i≤n｝线性表示.易见这种表示是唯一的，因此｛a*i，1≤i≤n｝是V*的基底，称为与｛ai，1≤i≤n｝对偶的基底.所以V*也是域F上的n维矢量空间.

注记　a*i是矢量空间V在取定基底｛a1，…，αn｝后的坐标函数.实际上，a*i（υ）＝υi，即a*i（υ）是矢量υ关于取定基底的第i个分量.

V*和V的对偶关系是相互的.我们定义

〈υ,υ*〉=υ*（υ），υ∈V，υ*∈V*，　　　　（1.5）

则〈，〉是定义在V×V*上的F-值函数，并且对每一个变量都是线性的，即：对于υ，υ1，υ2∈V，υ*，υ*1，υ*2∈V*，及α1，α2∈F有

[image: img345]


在（1.5）式中固定矢量υ∈V，则〈υ，〉是V*上的F-值线性函数；反过来，V*上的F-值线性函数都可以如此表示.设φ是V *上的F-值线性函数，只要命[image: img346]则对任意的υ*∈V*有

[image: img347]

因此V可以看作V*上的F-值线性函数所成的矢量空间，即V是V*的对偶空间.

现在我们把上面的讨论稍作一些推广.假定V，W，Z都是域F上有限维的矢量空间.

定义1.1　映射f：V→Z称为线性的，如果对于υ1，υ2∈V，α1，α2∈F有

f（a1υ1+a2υ2）=a1f（υ1）+a2f（υ2）.　　　（1.8）

映射f：V×W→Z称为双线性的，如果f对于每一个变量都是线性的，即：对于任意的υ，υ1，υ2∈V，ω，ω1，ω2∈W及α1，α2∈F有

[image: img348]

类似地可以定义r重线性映射

f：V1×…×Vr→Z，

其中V1，…，Vr都是F上的矢量空间.

当Z＝F（看作F上的一维矢量空间）时，定义1.1给出的就是F-值线性函数、F-值双线性函数和F-值r重线性函数.

从V1×…×Vr到Z的全体r重线性映射的集合记作[image: img349]（V1，…，Vr；Z）.若f，g∈[image: img350]（V1，…，Vr；Z），α∈F，对于任意的υi∈Vi，1≤i≤r，命

[image: img351]

则f＋g，af仍属于[image: img352]（V1，…，Vr；Z）.显然，集合[image: img353]（V1，…，Vr；Z）.关于这两种运算成为域F上的矢量空间.

空间[image: img354]（V；Z）的结构比较简单.在V中取基底｛a1，…，an｝，在Z中取基底｛b1，…，bm｝，则f∈[image: img355]（V；Z）由它在基底｛ai｝上的作用所确定.设

[image: img356]

则f对应于n×m阶矩阵（fiα）.不难看出，空间[image: img357]（V；Z）和n×m阶矩阵（元素属于F）所成的矢量空间是同构的.通常我们也用记号

[image: img358]

现在的问题是要把V×W上的双线性映射转化为线性映射；确切地说：对于给定的矢量空间V和W，要构造只依赖V和W的矢量空间Y及双线性映射：V×W→Y，使得对于任意的双线性映射

f：V×W→Z，

存在唯一的线性映射g：Y→Z，适合

[image: img359]

或者说有如下所示的交换图表：

[image: img360]

要构造的空间Y就是V和W的张量积.

为了叙述清楚起见，我们先说明对偶空间V*和W*的张量积.设υ*∈V*，ω*∈W*，线性函数υ*和ω*的张量积υ*[image: img361]ω*定义为

[image: img362]

其中υ∈V，ω∈W，则υ*[image: img363]ω*是V×W上的双线性函数，即υ*[image: img364]ω*∈[image: img365]（V，W；F）.运算[image: img366]是从V*×W*到[image: img367]（V，W；F）的双线性映射.实际上，对于υ1*，υ2*∈V*,ω*∈W*及α1，α2∈F，我们有

[image: img368]

即

[image: img369]

同理，运算[image: img370]对于第二个因子也是线性的.

矢量空间V*和W*的张量积V*[image: img371]W*是指形如υ*[image: img372]ω*（υ*∈V*，ω*∈W*）的元素所生成的矢量空间，它是[image: img373]（V，W；F）的子空间.要指出的是，张量积V*[image: img374]W*的元素是形如υ*[image: img375]ω*的元素的有限线性组合，一般不能写成单项式，如υ*[image: img376]ω*（请读者举例说明）.张量积V*[image: img377]W*中能写成单项式υ*[image: img378]ω*的元素称为可分解的.

在V*和W*中分别取基底｛a*i，1≤i≤n｝和｛b*α，1≤α≤m｝.因为[image: img379]是双线性映射，所以

[image: img380]

其中｛ai｝，｛ba｝分别是在V和W中的对偶的基底，因此V*[image: img381]W*中的元素都可以表成a*i[image: img382]b*a的线性组合.容易证明a*i[image: img383]b*a（1≤i≤n，1≤a≤m）是线性无关的，所以它们构成张量积V*[image: img384]W*的基底，因此V*[image: img385]W*是n×m维矢量空间.可以证明，任意一个F-值双线性函数f：V×W→F都可以表成a*i[image: img386]b*a的线性组合，因此

[image: img387]

因为矢量空间V和W又分别是V*和W*的对偶空间，同理可以定义张量积V[image: img388]W，并且仍然有

[image: img389]

张量积V[image: img390]W和V*[image: img391]W*是互为对偶的，只要命

〈υ[image: img392]w，υ*[image: img393]w*〉=〈υ，υ*〉·〈w，w*〉.（1.18）

特别是

[image: img394]

所以｛ai[image: img395]ba，1≤i≤n，1≤a≤m｝和｛a*i[image: img396]b*a，1≤i≤n，1≤a≤m｝是互为对偶的基底.因此

V*[image: img397]W*=（V[image: img398]W）*.

定理1.1　设h：V×W→V[image: img399]W是张量积[image: img400]给出的双线性映射，即对于υ∈V，ω∈W有

h（υ，w）=υ[image: img401]w.　　　　　（1.20）

则对任意的双线性映射f：V×W→Z，存在唯一的线性映射

g：V[image: img402]W→Z，

使得

f=g[image: img403]h：V×W→Z.　　　　　（1.21）

证明　定义线性映射g：V[image: img404]W→Z，使它在基底上的作用是

g（ai[image: img405]ba）=f（ai，ba），1≤i≤n，1≤a≤m.　　　　　（1.22）

若设

[image: img406]

则

[image: img407]

所以f＝g[image: img408]h：V×W→Z.显然g是唯一确定的.

系　矢量空间[image: img409]（V，W；Z）与[image: img410]（V[image: img411]W；Z）是同构的.

证明　定义映射

[image: img412]

使得

[image: img413]

其中h如（1.20）式所定义.定理1.1说明映射[image: img414]是1－1的满映射.显然[image: img415]是线性的，因此[image: img416]建立了这两个矢量空间之间的同构.

线性函数的张量积运算可以推广到任意的多重线性函数.设f∈[image: img417]（V1，…，Vs；F），g∈[image: img418]（W1，…，Wr；F），它们的张量积f[image: img419]g定义如下：设υi∈Vi，1≤i≤s；ωj∈Wj，1≤j≤r，则

f[image: img420]g（υ1，…，υs，w1，…，wr）=f（v1，…，υs）·g（w1，…，wr）　　　（1.24）

显然f[image: img421]g是V1×…×Vs×W1×…×Wr上的F-值（r＋s）重线性函数，张量积运算[image: img422]是从[image: img423]（V1，…，Vs；F）×[image: img424]（W1，…，Wr；F）到[image: img425]（V1，…，Vs，W1，…，Wr；F）的双线性映射.

定理1.2　张量积运算φ∈[image: img426]适合结合律.即：对于任意的[image: img427]有

[image: img428]

证明　为简明起见，只对s＝r＝t＝1的情形进行证明，一般情形是类似的.设υ∈V1，ω∈W1，z∈Z1，则

[image: img429]

同理

[image: img430]

所以

[image: img431]

由此可见记号φ[image: img432]ψ[image: img433]ξ是有意义的，称为这三个元素的张量积.

我们把形如υ[image: img434]ω[image: img435]z（υ∈V，ω∈W，z∈Z）的元素所生成的矢量空间记作V[image: img436]W[image: img437]Z，称为矢量空间V，W，Z的张量积.这里υ，ω，z分别看作V*，W*和Z*上的F-值线性函数.

同理，若V1，…，Vs是F上的矢量空间，则可定义它们的张量积V1[image: img438]…[image: img439]Vs.若Vi的基底是

[image: img440]

则V1[image: img441]…[image: img442]Vs的基底是

[image: img443]

所以

dim（V1[image: img444]…[image: img445]Vs）=dimV1·dimV2·…·dimVs.　（1.27）

容易证明

[image: img446]

定理1.3　设h：V1×…×Vs→V1[image: img447]…[image: img448]Vs是张量积[image: img449]所定义的s重线性映射，即对于υi∈Vi，1≤i≤s，有

h（υ1，…υs）=υ1[image: img450]…[image: img451]υs，　　　　　（1.28）

则对任意的f∈[image: img452]（V1，…，Vs；z）存在唯一的线性映射g∈（V1[image: img453]…[image: img454]Vs；Z），使得

f=g[image: img455]h:V1×…×Vs→Z.　　　　（1.29）

证明与定理1.1类似，请读者自己完成.

§2　张　量

在上一节我们讨论了张量积的一般概念.在微分几何中所用的，经常是同一个矢量空间与它自己以及它的对偶空间的张量积.

定义2.1　设V是域F上的n维矢量空间，其对偶空间是V*.张量积

[image: img456]

的元素称为（r，s）型张量，其中r是张量的反变阶数，s是其协变阶数.

特别是[image: img457]的元素叫做r阶反变张量[image: img458]的元素叫做s阶协变张量.还约定[image: img459]，V的元素称做反变矢量，V*的元素称做协变矢量.

注记　在应用时，张量积[image: img460]中V和V*的各个因子可能是交替出现的.将它们排成（2.1）的形式，只是为了记号的便利.

根据§1的讨论[image: img461]并且

[image: img462]

也就是说，（r，s）型张量是定义在

[image: img463]

上的F-值（r＋s）重线性函数.设｛ei，1≤i≤n｝和｛e*i，1≤i≤n｝分别是V和V*中彼此对偶的基底，则空间[image: img464]的基底是

[image: img465]

因此（r，s）型张量x可以唯一地表成

[image: img466]

其中[image: img467]称为张量x在基底（2.2）下的分量.很明显，

[image: img468]

在处理张量时，常用Einstein的和式约定：在一个单项表达式中出现重复的上、下指标，表示该式关于这个指标在它的取值范围内求和，而略去和号不写.例如，在（2.3）式中原有r＋s重和号，采用这个约定则可写成

[image: img469]

当矢量空间V的基底改变时，张量的分量是按一定的规律变换的.设[image: img470]是V的另一个基底，相应的对偶基底是[image: img471].用原基底表示，可设

[image: img472]

其中[image: img473]是行列式不为零的n×n阶方阵.因此

[image: img474]

其中[image: img475]是α的逆矩阵，即

[image: img476]

若用[image: img477]记张量x在新基底下的分量，则

[image: img478]

所以

[image: img479]

在经典的张量分析中，变换公式（2.9）是定义张量的根据.

（r，s）型张量的空间[image: img480]是矢量空间，所以同类型的张量可以相加；张量也可乘以一个数量.此外，张量还有乘法和缩并两种运算.两个张量相乘就是它们作为多重线性函数的张量积.

定义2.2　设x是（r1，s1）型张量，y是（r2，s2）型张量，则它们的张量积x[image: img481]y是（r1＋r2，s1＋s2）型张量，其定义是

[image: img482]

在取定基底后，x[image: img483]y的分量是x和y的分量的积，即

[image: img484]

如§1所讨论的，张量的乘法适合分配律和结合律（见定理1.2）.

定义2.3　取两个指标∧，μ，使1≤∧≤r，1≤μ≤s.对于任意一个可分解的（r，s）型张量

[image: img485]

命

[image: img486]

其中记号“^”表示去掉该因子，则[image: img487]将映射[image: img488]作线性扩充得到线性映射[image: img489]称为缩并.

若张量x用分量表示为

[image: img490]

根据缩并的定义得

[image: img491]

[image: img492]

因此从分量来看，缩并Cλμ就是关于第λ个上指标与第μ个下指标的对等求和.缩并降低了张量的阶数，它是一个很基本的运算.例如，设[image: img493]是（1，1）型张量，则x的缩并就是求矩阵[image: img494]的迹[image: img495]所得的是一个与坐标系选取无关的数量.

设

[image: img496]

考虑直和[image: img497]，其元素x可表成形式和

[image: img498]

和式中除有限多项外其余各项都是零.这样，T（V）是无限维矢量空间.张量的乘法通过分配律可以扩充成T（V）中的乘法，因此矢量空间T（V）关于这种乘法成为一个代数，称为矢量空间V的张量代数.

同理，V*的张量代数是[image: img499]

如§1所讨论的，矢量空间Tr（V*）和Tr（V）是彼此对偶的，它们的配合是

[image: img500]

其中υi∈V，υ*i∈V*.

用[image: img501]（r）记自然数｛1，…，r｝的置换群.[image: img502]（r）的任意一个元素σ决定了矢量空间Tr（V）的一个自同态：设x∈Tr（V），则定义

[image: img503]

其中υ*i∈V*.易证，如果x＝υ1[image: img504]…[image: img505]υr，则

[image: img506]

其中σ－1表示σ的逆元素.

定义2.4　设x∈Tr（V）.若对任意的σ∈[image: img507]（r），都有

σx=x，　　　　　（2.20）

则称x是对称的r阶反变张量.若对任意的σ∈[image: img508]（r），都有

σx=sgnσ·x,　　　　　(2.21)

其中sgnσ表示置换σ的符号，即

[image: img509]

则称x是反对称r阶反变张量.

定理2.1　设x∈Tr（V），则x是对称张量的充要条件是：它的分量关于各指标是对称的；x是反对称的充要条件是它的分量关于各指标是反对称的.

证明　设V的基底是｛e1，…，en｝，则当x是对称张量时，对任意的σ∈[image: img510]（r）有

[image: img511]

反之亦然.若x是反对称的，则对任意的σ∈[image: img512]（r）有

[image: img513]

反之亦然.

用Pr（V）记全体对称的r阶反变张量的集合，用∧r（V）记全体反对称的r阶反变张量的集合.因为置换σ在Tr（V）上的作用是自同态，所以对称张量的和仍是对称的，反对称张量的和仍是反对称的，因此pr（V）和Ar（V）都是Tr（V）的线性子空间.

定义2.5　对任意的x∈Tr（V），命

[image: img514]

[image: img515]

则Sr（x），Ar（x）∈Tr（V）.显然，映射Sr，Ar：Tr（V）→Tr（V）都是Tr（V）的自同态，分别称为r阶反变张量的对称化算子和反对称化算子.

定理2.2　Pr（V）＝Sr（Tr（V）），∧r（V）＝Ar（Tr（V））.

证明　首先证明张量x对称化的结果是对称张量，反对称化的结果是反对称张量.设x∈Tr（V），则对任意的τ∈[image: img516]（r）有

[image: img517]

[image: img518]

所以Sr（Tr（V））[image: img519]Pr（V），Ar（Tr（V））[image: img520]Ar（V）.

此外，容易证明：对称张量在对称化算子作用下不变，反对称张量在反对称化算子作用下不变.因此Pr（V）＝Sr（Pr（V）），∧r（V）＝Ar（∧r（V））.所以

Pr（V）＝Sr（Tr（V）），∧r（V）＝Ar（Tr（V））.

上面关于对称张量和反对称张量的讨论同样可用于协变张量.全体对称的r阶协变张量的集合记作Pr（V*），全体反对称的r阶协变张量的集合记作∧r（V*）.

§3　外 代 数

由于E .Cartan系统地发展了外微分方法，使得反对称张量在流形论的研究中占有十分重要的地位.反对称的r阶反变张量也叫做外r次矢量，空间∧r（V）称为V上的外r次矢量空间.为方便起见，还约定∧1（V）＝V，∧0（V）＝F.

要紧的是，外矢量有外积运算：两个外矢量相乘得到另一个外矢量.

定义3.1　设ξ是外k次矢量，η是外l次矢量，命

[image: img521]

其中Ak+l是定义2.5所规定的反对称化算子，则ζ∧η是（k＋l）次外矢量，称为外矢量ξ和η的外积.

定理3.1　外积适合下列运算规律：设ξ，ξ1，ξ2∈∧k（V），η，η1，η2∈∧l（V），ζ∈∧h（V），则有

（1）分配律：

（ξ1＋ξ2）∧η＝ξ1∧η＋ξ2∧η，

 ξ∧（η1＋η2）＝ξ∧η1＋ζ∧η2；

（2）反变换律：ξ∧η＝（－1）klη∧ξ；

（3）结合律：（ξ∧η）∧ζ＝ξ∧（η∧ζ）.

证明　（1）分配律是张量积和反对称化算子的线性性质的推论，因此是明显的.

（2）因ξ∧η是反对称张量，所以对任意的τ∈[image: img522]（k＋l）有

r（ξ∧η）=sgnr·ξ∧η.

取[image: img523]

则[image: img524]所以对任意的v*1，…，v*k+l∈V*有

[image: img525]

（3）设v*1，…，v*k+l+h∈V*，则由定义得

[image: img526]

因此

[image: img527]

同理可得

[image: img528]

注记　若ζ，η∈V＝∧1（V），则由反交换律有

　　　ζ∧η＝－η∧ξ，ζ∧ζ＝η∧η＝0.　　　（3.3）

一般地，如果一个外积多项式含有两个相同的一次因子，则该式必为零.

设｛e1，…，en｝是V的一个基底，根据结合律的证明我们有

[image: img529]

由上面的注记，只有当i1，…，ir互不相同时，外矢量[image: img530]
才不是零.尤其是当r＞n时，指标i1，…，ir必有重复者，故相应的外矢量必然是零.

设ξ是r次外矢量，用分量可表成

[image: img531]

因为反对称化算子是线性的，所以

[image: img532]

因此，次数大于n的外矢量都是零，即

∧r（V）=﹛0﹜（r＞n）.　　　　　（3.6）

设r≤n.由定理2.1，ξ的分量[image: img533]关于上指标是反对称的，所以ξ可表成

[image: img534]

现在我们要证明，当r≤n时，[image: img535]构成外矢量空间∧r（V）的基底.为此目的，只要证明这

[image: img536]

个外矢量是线性无关的.我们先导出[image: img537]的求值公式.

设υ*1，…，υ*r是V*中任意r个元素，则

　[image: img538]

上式称为[image: img539]的求值公式.特别是

[image: img540]

其中

[image: img541]

称为广义的Kronecker符号.

由（3.9）式得到

e1∧…∧en（e*1，…，e*n）=1，　　　　（3.11）

故e1∧…∧en≠0.对于r＜n，如果[image: img542]线性相关，则有不全为零的数量aj1…jr∈F，使

[image: img543]

不妨设其中一个不为零的数量是aj1…jr，1≤j1＜…＜jr≤n；假定与它相补的指标组是k1＜…＜kn－r，也就是说{j1,…,jr,k1,…,kn－r恰好是｛1，…，n｝的一个排列.用[image: img544]外乘（3.12）式的两边，于是

[image: img545]

所以

aj1…jr=0，

这是一个矛盾.因此[image: img546]是线性无关的，它们构成∧r（V）的基底.由此可见，外矢量空间∧r（V）的维数是

[image: img547]

定义3.2　用∧（V）记形式和[image: img548]，则∧（V）是2n维矢量空间.设

[image: img549]

其中ζr∈∧r（V），ηs∈∧s（V）.命ξ和η的外积是

[image: img550]

则∧（V）并于外积成为一个代数，称为矢量空间V的外代数或Grassmann代数.

矢量空间∧（V）的基底是｛1，ei（1≤i≤n），ei1∧ei2（1≤i1＜i2≤n），…，e1∧…∧en｝.

同样，我们有对偶空间V*的外代数

[image: img551]

空间∧r（V*）的元素称为矢量空间V上的r次外形式，它是V上的反对称F-值r重线性函数.

矢量空间∧r（V）和∧r（V*）是彼此对偶的，它们之间的配合〈，〉定义如下：设

υ1∧…∧υr∈∧r（v），υ*1∧…∧υ*r∈∧r（V*）

则

[image: img552]

这样，∧r（V）和∧r（V*）的基底[image: img553]和｛e*jl∧…∧e*jr，1≤j1＜…＜jr≤n｝有下面的关系：

[image: img554]

所以这两个基底恰好是彼此对偶的.

注记　在§2的（2.17）式已定义过张量空间Tr（V）和Tr（V*）的配合.因∧r（V）和∧r（V*）分别是Tr（V）和Tr（V*）的子空间，故§2的（2.17）式也诱导出∧r（V）和∧r（V*）之间的配合，但是这与（3.15）式所定义的配合差一个因子r！.所以对于张量空间和外矢量空间分别地定义了配合，其原因是为了在各自的配合下彼此对偶的基底有简单的形状，避免多余的数量因子.尽管我们用同一个记号〈，〉表示不同的配合，只要注意到所处理的是哪种空间，是不会产生混淆的.

设f：V→W是从矢量空间V到W的线性映射，则它诱导出外形式空间∧r（W*）到∧r（V*）的线性映射f*，即：设φ∈∧r（W*），对任意的υ1，…，υr∈V，命

[image: img555]

容易证明f*是线性的，并且f*和外积运算是可交换的，因此f*是外代数∧（W*）到∧（V*）的同态.

定理3.2　设f：V→W是线性映射，则f*和外积运算是可交换的.即对于任意的φ∈∧r（W*）和ψ∈∧s（W*）有

[image: img556]

证明　任取υ1，…，υr+s∈V，则

[image: img557]

所以

[image: img558]

外代数的概念最初是由Grassmann为了研究线性子空间而引进的.后来E.CArtan发展了外微分理论，成功地将它用于微分几何和微分方程的研究.至今，外代数已成为研究微分流形所不可缺少的有力工具.下面我们要讨论几个很有用的命题.

定理3.3　矢量υ1，υ2，…，υr∈V线性相关的充要条件是

υ1∧…∧υr=0.　　　　　（3.19）

证明　若υ1，υ2，…，υr线性相关，不妨设υr可以表成υ1,…,υr－1的线性组合：

υr=a1υ1+…+Ar－1υr－1，

因此

υ1∧…∧υr－1∧υr

　　=υ1∧…∧υr－1∧（a1υ1+…+Ar－1υr－1）=0.


若υ1，υ2，…，υr线性无关，则可将它们扩充成V的一个基底﹛υ1，…，υr，υr+1，…，υn﹜.因为

υ1∧…∧υr∧υr+1∧…∧υn≠0，

所以

υ1∧…∧υr≠0.


定理3.4（CArtan引理）　设υ1，…，υr；ω1，…，ωr是V中两组矢量，使得

[image: img559]

如果υ1，…，υr线性无关，则ωα可表成它们的线性组合

[image: img560]

并且

aaβ=aβa，　　　　　（3.22）

证明　因为υ1，…，υr是线性无关的，所以可以将它们扩充成V的一个基底﹛υ1，…，υr，υr+1，…，υn﹜.因此可以假定

[image: img561]

代入（3.20）式得到

[image: img562]

由于｛υi∧υj，1≤i＜j≤n｝是∧2（V）的一个基底，因此从（3.24）式得到

aaβ=aβa=0，aai=0

即

[image: img563]

定理3.5　设υ1，…，υr是V中r个线性无关的矢量，ω是V上的外p次矢量.则存在ψ1,…,ψr∈∧p－1(V)，使ω能表成

w=υ1∧ψ1+…+υr∧ψr　　　（3.25）

的充要条件是

υ1∧…∧υr∧w=0.　　　　　（3.26）

证明　当p＋r＞n时，（3.25）和（3.26）两式都是自动成立的.以下假定p＋r≤n.

必要性是明显的，只要证明充分性.把υ1，…，υr扩充成V的一个基底﹛υ1，…，υr，υr+1，…，υn﹜，则ω可以表示成

[image: img564]

其中.ψ1，…，ψr∈∧p－1(V).代入（3.26）式得到

[image: img565]

而和号后面的[image: img566]正是的∧p+r(V)基底的一部分；所以从（3.28）式得到

[image: img567]

即

w=υ1∧ψ1+…+υr∧ψr.

通常我们把（3.25）式记成ω≡0（mod（υ1，…，υr））.

定理3.6　设[image: img568]是空间V中两组矢量.若｛υα，ωα，1≤α≤k｝是线性无关的，并且

[image: img569]

则[image: img570]都是υ1，…，υk，ω1，…，ωk的线性组合，而且它们也是线性无关的.

证明　将（3.29）式自乘k次得到

[image: img571]

因为｛υα，ωα，1≤α≤k｝是线性无关的，故上式左边≠0.因此[image: img572][image: img573]也线性无关（定理3.3）.从（3.30）式还得到

[image: img574]

即[image: img575]是线性相关的，所以[image: img576]能表成υ1，…，υk，ω1，…，ωk的线性组合.上面的结论对也成立.

注记　定理3.6的一个几何应用请参见Chern S.S.，“On a theorem of algebra and its geometrical appLication”，J.Indian Math.Soc.，8（1944），29～36.

外代数与行列式是密切相关的，如外矢量的求值公式（3.8）就表现为行列式.设υ1，…，υk∈V，而ω1，…，ωk是它们的线性组合，即

[image: img577]

那么

[image: img578]

因此外矢量ω1∧…∧ωk和υ1∧…∧υk只差一个行列式作为数量因子.

我们用G（k，n）表示n维矢量空间V中k维线性子空间Lk所构成的集合.G（k，n）有自然的微分结构[1]，使G（k，n）成为k（n－k）维微分流形，称为Grassmann流形.在k＝1时，G（1，n）正是n－1维射影空间Pn－1.外矢量在G（k，n）中给出了Plücker-Grassmann坐标.

任取Lk∈G（k，n），设υ1，…，υk是张成子空间Lk的k个线性无关的矢量.根据（3.32）式，外矢量ξ＝υ1∧…∧υk确定到差一个非零的数量因子.我们把外矢量ξ称为子空间Lk在G（k，n）中的Plücker-Grassmann坐标，这是射影空间中齐次坐标的推广.

作为例子，我们来考虑G（2，4）.取定V的一个基底｛a1，a2，a3，a4｝，对于任意的L2∈G（2，4）可取彼此线性无关的矢量υ，ω∈L2.设

[image: img579]

则

[image: img580]

其中pik＝υiωk－υkωi.数组｛pik，i＜k｝被L2确定到差一个非零的数量因子，它正是G（2，4）中的Plücker-Grassmann坐标.

因为υ∧ω∧υ∧ω＝0，所以

　（p12p34+p13+p42+p14p23）a1∧a2∧a3∧a4=0，

即pik应满足Plücker方程

p12p34+p13+p42+p14p23=0.　　　　　（3.35）

这样，在6个数pik（1≤i＜k≤4）中独立的变量只有4个，这正说明G（2，4）的维数是4.反过来，Plücker方程（3.35）也是外矢量

[image: img581]

可分解的充分条件[2]，因此满足（3.35）式的任意一组不全为零的数量pik决定了G（2，4）中一个元素.

设

[image: img582]

则方程（3.35）成为

（x1）2+（x2）2+（x3）2+（y1）2+（y2）2+（y3）2.（3.37）

将pik乘上适当的数量因子，可以使（3.37）式为1，即（x1，x2，x3）和（y1，y2，y3）分别代表单位球面[image: img583]上的点.根据前面的讨论，（3.36）式给出了满映射

π：S2×S2→G（2,4），　　　　　（3.38）

而且

π（x，y）=π（－x，－y），（x，y）∈S2×S2，　（3.39）

其中－x表示在S2上x的对径点.因此S2×S2是G（2，4）的二重复叠空间[3].因为S2×S2是单连通的，所以S2×S2是G（2，4）的通用复叠空间.故G（2，4）的基本群π1（G（2，4））是Z2.

若用
[image: img584]表示四维矢量空间V中有向的二维子空间所成的流形，则
[image: img585]也是G（2，4）的二重复叠空间，故
[image: img586]与S2×S2是同胚的.

【注释】


[1]Grassmann流形是十分重要的概念，其微分结构可见参考文献[3]和[14].

[2]不妨设p12≠0，则
　　　　　　　[image: img587]
经直接计算得到
　　　　[image: img588]
所以当条件（3.35）成立时，外矢量是可分解的.
　　关于Plücker方程的一般讨论，可见参考文献[5].

[3]关于复叠空间和基本群可参阅：江泽涵著《不动点类理论》，附录A和B，科学出版社，1979.


第三章　外微分

§1　张量丛

两个流形的积（第一章§1）是一个很基本的概念.例如，定义在流形M上的实函数f（x）的图像（x，f（x））就是从M到积流形M×R的一个映射；用纤维丛的语言说，这是纤维丛M×R的一个截面.纤维丛是积流形的推广.在微分几何中所研究的主要是一类特殊的纤维丛——矢量丛，流形上的矢量场就是某个矢量丛的截面.本节先讨论具体的张量丛，然后讨论一般的矢量丛.

设M是m维光滑流形，Tp和[image: img589]分别记流形M在点p的切空间和余切空间.因此在流形M的每一点p有（r，s）型张量空间

[image: img590]

这是mr+s维的矢量空间.命

[image: img591]

我们要在[image: img592]中引进拓扑，使它成为有可数基的Hausdorff空间；进而可在[image: img593]上定义C∞微分结构，使它成为一个光滑流形.这样得到的光滑流形在局部上可微同胚于积流形，我们把[image: img594]称为流形M上的（r，s）型张量丛.

我们首先规定一些记法.设V是R上的m维矢量空间.用GL（V）记矢量空间V的线性自同构群.在V中取定一个基底｛e1，…，em｝，则V等同于Rm.我们把V的元素y记成坐标行

y=（y1，…，ym），　　　　　（1.3）

这样GL（V）就是m×m阶非退化矩阵的乘法群，也就是说GL（V）恰好是一般线性群GL（m；R）.群GL（V）在空间V上的作用记成右作用，用矩阵表示则是：

[image: img595]

其中

[image: img596]

[image: img597]表示矢量空间V上的（r，s）型张量空间（见第二章定义2.1），它的基底是

[image: img598]

这样，[image: img599]中的元素可以用分量表示.如果把[image: img600]中的元素记成如（1.3）的坐标行，必须给基底（1.5）中的元素以一定的次序，例如：指标组（i1，…，ir，j1，…，js）即为按字序排列给出的次序.

考虑流形M的一个坐标域u，局部坐标是u1，…，um.这样，在任意一点p∈u，Tp和[image: img601]分别有彼此对偶的自然基底

[image: img602]

因此[image: img603]有基底

[image: img604]

现在可以定义映射

[image: img605]

使得对于任意的[image: img606]是[image: img607]的元素，并且[image: img608]关于基底（1.6）的分量与y关于基底（1.5）的分量相同.显然，这样定义的映射φU是一一对应.

取M的一个坐标覆盖｛U，W，…｝，设由（1.7）式定义的相应的映射是[image: img609]把诸如[image: img610]的各开子集在φU下的像的集合取作[image: img611]的拓扑基[1]，这样确定的拓扑使[image: img612]成为有可数基的Hausdorff空间，并且每一个由（1.7）式定义的映射是同胚.

固定一点p∈U，则可定义映射[image: img613]，使得

[image: img614]

根据φU的定义，映射φU,p是矢量空间[image: img615]到[image: img616]（p）的线性同构.

若W是M的另一个包含p的坐标域，局部坐标是ω1，…，ωm；命

[image: img617]

则gUW（p）是矢量空间[image: img618]的自同构，gUW（p）∈GL（[image: img619]）.按照（1.4）式的规定，GL（[image: img620]）的元素在[image: img621]上的作用记成右作用.因此，对于y，y＇∈[image: img622]，使

[image: img623]

的充要条件是

y＇=y·guw（p）.　　　　　（1.11）

对于M的任意两个坐标域U，W，如果U∩W≠[image: img624]，则由（1.9）式定义了映射

[image: img625]

我们要证明：映射guw是光滑的.不失一般性，在此只讨论r＝s＝1的情形.

切空间Tp和余切空间[image: img626]关于局部坐标ω1，…，ωm的自然基底是[image: img627]和{(dw1)p,…，(dwm)p}.设y，y＇∈[image: img628]，用分量表示是

[image: img629]

因此

[image: img630]

在U∩W上，自然基底之间有以下关系：

[image: img631]

其中[image: img632]是局部坐标变换的Jacobi矩阵.将（1.15）式代入（1.14）和（1.10）两式则得

[image: img633]

即

[image: img634]

若把y记成坐标行[image: img635]，上式表明，gUW（p）用m2×m2阶非退化矩阵表示恰是Jacobi矩阵JUW和它的逆矩阵的张量积[2]：

[image: img636]

因为Jacobi矩阵JUW和[image: img637]都是由U∩W上的光滑函数组成的，所以gUW在U∩W上也是光滑的.

按照[image: img638]的拓扑结构[image: img639]构成空间[image: img640]的坐标开覆盖；在每一个坐标域φU(U×[image: img641]）上点[image: img642]（p，y）的坐标是

[image: img643]

其中ui是流形M的坐标域U上的局部坐标[image: img644]是[image: img645]关于基底（1.5）的分量.当U∩W≠[image: img646]时，由于gUW：U∩W→GL([image: img647])是光滑的，（1.11）式说明上面所给出的[image: img648]的坐标覆盖是C∞-相容的，因此[image: img649]成为一个光滑流形.显然，自然投影

[image: img650]

把[image: img651]中的元素映到点p∈M，它是光滑的满映射.光滑流形[image: img652]称为流形M上的（r，s）型张量丛，π称为丛投影[image: img653]称为丛[image: img654]在点p上的纤维.

令r＝1，s＝0，我们得到流形M上的切丛，记作T（M）；令r＝0，s＝1，得到流形M上的余切丛，记作T*（M）.按照张量丛的作法，可以类似地构造M上的外矢量丛和外形式丛，分别记作

[image: img655]

设f：M→[image: img656]是光滑映射，如果

π[image: img657]f=id:M→M，

即对于任意的[image: img658]，则称f是张量丛[image: img659]的一个光滑的截面，或称为M上的一个（r，s）型光滑张量场.切丛的截面就是M的切矢量场，余切丛的截面称为M上的一次微分式.外形式丛∧r（M*）的光滑截面叫做流形M上光滑的r次外微分式.

把张量丛的构造抽象化就得到一般矢量丛的概念.矢量丛和下一章所讨论的联络是规范场论的数学基础.

定义1.1　设E，M是两个光滑流形，π：E→M是光滑满映射.V＝Rq是q维矢量空间.如果给定了M的一个开覆盖｛U，W，Z，…｝及一组映射[image: img660]，使得下列条件成立，则称（E，M，π）是流形M上的（实）q维矢量丛，其中E称为丛空间，M称为底空间，π称为丛投影，V是纤维型：

（1）每一个映射[image: img661]是从U×Rq到π－1（U）的可微同胚，而且对任意的p∈U，y∈Rq，有

[image: img662]

（2）对于任意固定的p∈U，命

φU,p（y）=φU（p，y），y∈Rq，　　　　　（1.22）

则φU,p：Rq→π-1（p）是同胚.当U∩W≠[image: img663]时，对任意的p∈U∩W，要求

[image: img664]

是矢量空间V＝Rq的线性自同构，即gUv（p）∈GL（V）；

（3）对于U∩W≠[image: img665]，映射gUW：U∩W→GL（V）是光滑的.

从条件（2）得到，V中的元素yU和yw，使

[image: img666]

成立的充要条件是

yU·gUW（p）yw，　　　　　（1.25）

这里gUW（p）看作q×q阶非退化矩阵.

对任意的p∈M，命Ep＝π-1（p），称为矢量丛E在点p上的纤维.设u是M中包含p的坐标域，则纤维型V的线性结构通过映射φU，p可以搬到纤维Ep上来，使Ep成为q维矢量空间.由于条件（2），Ep的线性结构与U和φU的选取是无关的（请读者自证）.因此，在直观上可以把矢量丛E看作诸如U×Rq（U是M的坐标域）的积流形沿着同一点p∈M上的纤维粘合起来的结果，在粘合时要求纤维上的线性关系保持不变.

积流形M×Rq＝E是矢量丛最简单的例子，称为M上平凡的矢量丛，或积丛.显然，前面讲到的张量丛[image: img667]都是矢量丛.

注记　如果V是q维复矢量空间，则按照定义1.1所得的是流形M上q维复矢量丛.此时，GL（V）同构于GL（q；C），纤维π－1（p）（p∈M）是q维复矢量空间.本节所讲的内容是对实矢量丛展开的，在作相应的修改之后这些内容完全适用于复矢量丛.

条件（3）给出的映射gUW：U∩W→GL（V）适合下列相容条件：

（1）对于p∈U，gUU（p）＝id：V→V；

（2）若p∈U∩W∩Z≠[image: img668]，则

gUW（p）·gWZ（p）·gZU（p）＝id：V→V.

｛gUW｝称为矢量丛（E，M，π）的过渡函数族，而上述相容条件是使｛gUW｝成为过渡函数族的充分条件.确切地说，我们有下面的定理：

定理1.1　设M是m维光滑流形[image: img669]是M的一个开覆盖，V是q维矢量空间.若对每一对指标[image: img670]，在[image: img671]时，都指定了一个光滑映射gαβ：Uα∩Uβ→GL（V），它们适合相容条件（1）和（2），则存在M上的q维矢量丛（E，M，π），它以｛gαβ｝为过渡函数族.

定理1.1的详细证明可见参考文献[20，第14页].证明的想法是把局部积Uα×V沿各纤维适当地粘起来.大意如下：命

[image: img672]

这自然是微分流形.在[image: img673]中定义等价关系“～”，使得对任意的（a，p，y），[image: img674]的充要条件是

p=p＇∈Ua∩Uβ，　且y＇=y·gaβ（p）.　（1.27）

用[image: img675]记[image: img676]关于等价关系～的商空间，它也是光滑流形.用[α，p，y]记（α，p，y）的“～”等价类，投影π：E→M定义为

π（[a,p,y]）=p,　　　　　（1.28）

这是光滑映射.可以证明（E，M，π）是M上的q维矢量丛，而且它的过渡函数族恰是｛gαβ｝.

由定理可知，过渡函数族｛gαβ｝是矢量丛的核心.构造矢量丛只要指出它的过渡函数族就可以了.

例1　矢量丛E的对偶丛E*.

设V*是V的对偶空间，E*是流形M上以V*为纤维型的矢量丛，丛投影记作[image: img677]丛E*的局部积的结构是｛（U，ψU），（W，ψw），（Z，ψz），…｝.如果对任意一点p∈U∩W≠[image: img678]，当yU，yw∈V，λU，λw∈V*分别适合

φU（p，yU）=φw（p，yw），ψU（p，λU）=ψw（p，λw）　　（1.29）

时，总是有

〈yU，λU〉=〈yw，λw〉，　　　　　（1.30）

则可定义纤维π-1（p）和[image: img679]（p）之间的一个配合，使它们成为互相对偶的矢量空间.纤维π-1（p）和[image: img680]的配合定义为

〈φU（p，yU），ψU（p，λU）〉=〈yU，λU〉，　　　　（1.31）

这与U的选取是无关的.这时我们称矢量丛E*为E的对偶丛.

若在V和V*中分别取彼此对偶的基底，V中的元素y记作坐标行，V*中的元素λ记作坐标列，则V和V*的配合表现为矩阵的乘法：

〈y，λ〉=y·λ　　　　　（1.32）

由（1.29）的第一式得

yw=yU·gUW（p），

代入（1.30）式得到

yU·λU=yU·gUw（p）·λw，

所以

λU=gUW（p）·λw.　　　　　（1.33）

如果仍把V*的元素记成坐标行，GL（V*）的元素右作用在V*上，则E*的过渡函数是

[image: img681]

当E是M上的切丛时，其过渡函数族｛JUW｝是由坐标变换的Jacobi矩阵组成的.余切丛的过渡函数恰是JUW的转置逆矩阵，所以余切丛是切丛的对偶丛.

例2　矢量丛E与E＇的直和E[image: img682]E＇.

设E和E＇都是流形M上的矢量丛，纤维型分别是V和V＇，过渡函数族是｛gUW｝和｛g'UW｝.命

[image: img683]

则hUW是右作用在V[image: img684]V＇上的线性自同构，且｛hUW｝适合过渡函数族的相容条件（1）和（2）.流形M上以｛hUW｝为过渡函数族、以V[image: img685]V＇为纤维型的矢量丛称为E与E＇的直和，记作E[image: img686]E＇.

例3　矢量丛的张量积E[image: img687]E＇.

设E和E＇与例2相同.命[image: img688]是gUW与[image: img689]的张量积，即

[image: img690][image: img691]，它在V[image: img692]V＇上的作用定义为

[image: img693]

其中υ∈V，υ＇∈V＇.显然[image: img694]也适合过渡函数族的相容条件.流形M上以[image: img695]为过渡函数族、以V[image: img696]V＇为纤维型的矢量丛称为E与E＇的张量积，记作E[image: img697]E＇.容易看出，流形M上的（r，s）型张量丛是r个切丛与s个余切丛的张量积.

定义1.2　设s：M→E是光滑映射，如果

π[image: img698]s＝id：M→M，　　　　　（1.37）

则称s是矢量丛（E，M，π）的一个光滑截面.我们用Γ（E）记矢量丛（E，M，π）的全体光滑截面的集合.

因矢量丛的每一条纤维是与V同构的矢量空间，所以可逐点定义截面的加法和截面与实值函数的乘法.设s，s1，S2∈Γ（E），a是M上光滑的实值函数，对任意的p∈M，命

（s1＋S2）（p）＝s1（p）＋S2（p），

（as）（p）＝α（p）·s（p），

则s1＋s2，as仍然是矢量丛E的光滑截面.这就证明了Γ（E）是C∞（M）-模，当然是实矢量空间.

注记　矢量丛E的处处不为零的光滑截面是不一定存在的，这种截面的存在反映了流形M的一定的拓扑性质.

§2　外微分

设M是m维光滑流形；M上的r次外形式丛

[image: img699]

是M上的矢量丛.用Ar（M）记r次外形式丛∧r（M*）的光滑截面所成的空间：

Ar（M）=Γ（∧r（M*）），　　　　　（2.1）

Ar（M）是一个C∞（M）-模.Ar（M）的元素称为M上的r次外微分式.因此，流形M上的r次外微分式就是光滑的反对称r阶协变张量场.

同理，外形式丛[image: img700]也是M上的矢量丛，其截面空间A（M）的元素称为M上的外微分式.显然A（M）可表成直和

[image: img701]

即每一个外微分式ω可以表成

ω=ω0+ω1=ω2=…+ωm，　　　　　（2.3）

其中ωi是i次外微分式.外形式的外积运算可以推广到外微分式空间A（M）.设ω1，ω2∈A（M），对任意的p∈M，命

ω1∧ω2（p）=ω1（p）∧ω2（p），　　　　　（2.4）

右端是指两个外形式的外积.显然ω1∧ω2∈A（M）.空间A（M）关于加法、数乘法和外积成为一个代数，而且是一个分次代数（graded algebra）.所谓“分次”的意思是，A（M）是一列矢量空间的直和（2.2）；外积∧给出了映射

∧：Ar（M）×As（M）→Ar+s（M），　　　　　（2.5）

其中当r＋s＞m时，规定Ar+s（M）为零.

注记　张量代数T（V）和T（V*）关于张量积[image: img702]，外代数∧（V）关于外积∧都是分次代数.

在局部坐标u1，…，um下，r次外微分式ω限制在坐标域u上可表为

[image: img703]

其中[image: img704]是U上的光滑函数，并且关于下指标是反对称的.

r次外矢量丛∧r（M）和r次外形式丛∧r（M*）是对偶的.如§1例1所述，∧r（M）和∧r（M*）在同一点p∈M上的纤维之间的配合是从∧r（V）和∧r（V*）的配合诱导来的，因此由上一章§3的（3.16）式得到

[image: img705]

所以ω在局部坐标系ui下的分量[image: img706]可表成

[image: img707]

外微分式空间A（M）之所以在流形论中十分重要，其原因是A（M）中有外微分运算d，而且d作用两次为零.

定理2.1　设M是m维光滑流形，则存在唯一的一个映射d：A（M）→A（M），使得d(Ar(M))[image: img708]Ar+1(M)并且满足下列条件：

（1）对任意的ω1，ω2∈A（M），d（ω1＋ω2）＝dω1＋dω2；

（2）设ω1是r次外微分式，则

　　　d（ω1∧ω2）=dω1∧ω2+（－1）rω1∧dw2；

（3）若f是M上的光滑函数，即f∈A0（M），则df恰是f的微分；

（4）若f∈A0（M），则d（df）＝0.

如上所确定的映射d称为外微分.

证明　先证：如果外微分算子d是存在的，则d是局部的算子.即：设ω1，ω2∈A（M），如果ω1和ω2在M的一个开集u上是相等的，则dω1和dω2限制在u上也相等.为此，利用条件（1），我们只需证明：如果ω|U＝0，则（dω）|U＝0.任取一点p∈U，利用流形的局部紧致性，必有包含p的开邻域W，且[image: img709]是紧的，使得[image: img710][image: img711].由第一章§3引理3，在M上存在光滑函数h，使得

[image: img712]

这样，hω∈A（M），且hω≡0.因此

dh∧ω+hdω=０，

dω|w=0.

由于p在U中的任意性，所以dω限制在u上必为零.

设ω是定义在开集U上的外微分式，利用第一章§3的引理3，对任意一点p∈U，必有包含p的坐标域U1[image: img713]U，及定义在M上的外微分式[image: img714]，使得

[image: img715]

于是，可以定义

[image: img716]

由于外微分算子d的局部性，上面的定义与[image: img717]的选择无关，因此dω有确定的意义.

现在我们在局部坐标域内证明外微分d的唯一性.根据条件（1），只要对单项式证明即可.设在坐标域U上，ω表为

ω=adu1∧…∧dur，　　　　（2.11）

其中a是U上的光滑函数.d作用于定义在U上的外微分式仍然满足条件（1）～（4），所以

dω=da∧du1∧…∧dur[3]，　　　　（2.12）

其中da是函数a的微分.因此dω限制在坐标域U上有完全确定的形式.

假定

[image: img718]

则可定义

[image: img719]

显然d（ω|U）是U上的r＋1次外微分式，并且满足条件（1）和（3）.要证明条件（2）成立，只需取两个单项式

[image: img720]

根据定义（2.14），则有

[image: img721]

所以条件（2）成立.

条件（4）：设f是M上的光滑函数，则限制在U上有

[image: img722]

但是f是C∞的，它的高阶偏导数与次序无关，即

[image: img723]

所以

[image: img724]

[image: img725]

若W是另一个坐标域，由于外微分算子的局部性和在局部坐标域内的唯一性，我们有

d（w|U）|U∩W=d（w|U∩W）

　　　　　　 =d（w|w）|U∩W，　　　（2.17）

所以由（2.14）式定义的外微分算子d在U∩W上是一致的，即d是流形M上大范围定义的算子，这就证明了满足定理条件的算子d的存在性.

定理2.2（PoincAré引理）　d2＝0，即对于任意的外微分式ω有d（dω）＝0.

证明　因为d是线性算子，所以只要取ω是单项式就够了.由于外微分d的局部性，只需设

w=adu1∧…∧dur，

故

dw=da∧du1∧…∧dur.

再作一次外微分，利用条件（2）和（4），则有

　　d（dw）＝d（da）∧du1∧…∧dur

　　　　　　　－da∧d（du1）∧…∧dur+…

　　　　　　＝0.

证毕.

例1　设R3中的笛卡儿直角坐标系是（x，y，z）.

（1）若f是R3上的光滑函数，则

[image: img726]

其系数构成的矢量[image: img727]是f的梯度grad f.

（2）设α＝Adx＋Bdy＋Cdz，其中A，B，C是R3上的光滑函数，则

da=dA∧dx+dB∧dy+dC∧dz

[image: img728]

若记矢量X＝（A，B，C），则dα的系数构成的矢量

[image: img729]

恰是矢量场X的旋度curl X.

（3）设α＝Ady∧dz＋Bdz∧dx＋Cdx∧dy，则

[image: img730]

其中X＝（A，B，C），div X表示矢量场X的散度.

由Poincaré引理，立即得到场论的两个基本公式：设f是R3上的光滑函数，X是R3上的光滑切矢量场，则

[image: img731]

定理2.3　设ω是光滑流形M上的一次微分式，X和Y是M上的光滑切矢量场，则

dw（X,Y）=X〈Y,w〉－Y〈X,w〉－〈[X,Y]，w〉.　（2.19）

证明　因为（2.19）式两边对于ω是线性的，所以不妨假定ω是单项式

w=gdf,　　　　　　（2.20）

其中f，g是M上的光滑函数.因此

dw=dg∧df.　　　　　　（2.21）

根据第二章§2的（2.17）式，（2.19）式的左边是

[image: img732]

=Xg·Yf－Xf·Yg.　　　　　（2.22）

因为

〈X，w〉=〈X，gdf〉=g·Xf，

故

Y〈X，w〉Yg·Xf+g·Y（Xf）；　　　　　（2.23）

同理，

X〈Y，w〉=Xg·Yf+g·X（Yf）.　　　　　（2.24）

所以（2.19）式右边是

X〈Y，w〉－Y〈X，w〉－〈[X，Y]，w〉

　　　=Xg·Yf－Yg·Xf+g（X（Yf）－Y（Xf））－g〈[X,Y],df〉

　　　=Xg·Yf－Yg·Xf，　　　　　　（2.25）

故（2.19）式成立.

注记　对于任意次的外微分式ω，我们有下面的公式：设w∈Ar（M），X1，…，Xr+1是M上任意（r＋1）个光滑切矢量场，则

[image: img733]

请读者自证公式（2.26）.

利用定理2.3，第一章讲到的r维分布的Frobenius条件可改述为它的对偶形式.设Lr＝｛X1，…，Xr｝是M上一个光滑的r维分布，则在任一点p∈M，Lr（p）是Tp的r维线性子空间.命

[image: img734]

（Lr（p））⊥自然是[image: img735]的m－r维子空间，称为Lr（p）的零化子空间.在任意一点的一个邻域内，存在m—r个处处线性无关的一次微分式wr+1,…,wm它们在该邻域的每一点p张成零化子空间（Lr（p））⊥.实际上，在一个邻域内分布Lr是由r个处处线性无关的光滑切矢量场X1，…，Xr张成的，因此可找到m－r的光滑切矢量场使得｛X1，…，Xr，Xr+1，…，Xm｝在该邻域内是处处线性无关的.设是在该邻域内与之对偶的一次微分式，则在每一点p(Lr(p))⊥是由ωr+1，…，ωm，张成的.因此，在局部上分布Lr等价于方程组

ws=0，r+1≤s≤m.　　　　　（2.28）

上述方程组常称为Pfaff方程组.

由（2.19）式得到

　dws（Xa,Xβ）

　　　　=Xa〈Xβ，ws〉－Xβ〈Xa，ws〉－〈[Xa，Xβ]，ws〉

　　　　=－〈[Xa，Xβ]，ws〉.

因此，分布Lr＝｛X1，…，Xr｝适合Frobenius条件，即

[Xa，XB]∈Lr，1≤a，β≤r　　　　（2.29）

的充分必要条件是

dws（Xa，Xβ）=0，1≤a，β≤r，r+1≤s≤m.　（2.30）

我们要证明，（2.30）式等价于

dws=0（mod（wr+1，…，wm）），r+1≤s≤m.　　　　（2.31）

实际上，dωs可以用ωi（1≤i≤m）表示，设

[image: img736]

其中ψst是一次微分式，[image: img737]是光滑函数，且关于下指标是反对称的.因为

〈Xi，wj〉=δij，

所以将（2.32）式代入（2.30）式便得

[image: img738]

即

[image: img739]

这就是（2.31）式.我们把（2.31）式称为Pfaff方程组（2.28）所适合的Frobenius条件.

若存在局部坐标系ui，使子流形

us=const，r+1≤s≤m　　　　　（2.34）

适合Pfaff方程组（2.28），则称（2.28）是完全可积的.这样，如果Pfaff方程组（2.28）是完全可积的，则存在局部坐标系ui，使该方程组等价于

dus=0，r+1≤s≤m.　　　　　（2.35）

这时分布Lr恰好是切矢量场[image: img740]张成的.反过来也对.因此第一章的Frobenius定理可以改述为

定理2.4　Pfaff方程组

wa=0，1≤a≤r，　　　　　（2.36）

完全可积的充要条件是

dwa=0（mod（w1，…，wr）），1≤a≤r.　　　　　（2.37）

例2　设在R3上的全微分方程

Ω=Pdx+Qdy+Rdz=0，　　　　　（2.38）

其中P，Q，R是R3上的光滑函数.（2.38）是完全可积的意思是：在每个充分小的邻域内存在光滑函数F，使得

F＝const

是（2.38）的初积分.根据定理2.4，（2.38）式是完全可积的充要条件是

dΩ∧Ω＝0，

即

[image: img741]

换言之，上式是方程（2.38）有积分因子的充要条件.

要指出的是，Frobenius定理是“局部”的定理，它描述的是Pfaff方程组在一点的邻域内的解的性状.但是从这个“局部”定理出发，可研究大范围的积分流形.为此，需要在M上引进新的拓扑：设Lr是M上的r维分布，适合Frobenius条件.若把Lr的积分流形的并集定义为M的“开集”，则全体这种“开集”构成M的一个拓扑O.

定理2.5　设Lr是流形M上适合Frobenius条件的光滑的r维分布，则过每一点p∈M，存在Lr的极大积分流形[image: img742]（p），而Lr的任意一个过点p的积分流形关于拓扑O是[image: img743]（p）的开子流形.

定理中所谓极大积分流形是指它不是另一个积分流形的真子集.详细的讨论可见参考文献[9，第92页].

设f：M→N是从光滑流形M到N的光滑映射，则它诱导出外微分式空间之间的线性映射

f*：A（N）→A（M）.

实际上，f在每一点p∈M诱导出切映射f*：Tp（M）→Tf（p）（N）.而映射f*：A（N）→A（M）在各齐次部分上定义如下：

若β∈Ar（N）（r≤1），则f*β∈Ar（M），使得对M上任意r个光滑切矢量场X1，…，Xr有

f*β（X1，…，Xr）=β（f*X1,…f*Xr）　　　　　（2.40）

若β∈A0（N），则命

[image: img744]

根据第二章定理3.2，映射f*与外积是可交换的，即对任意的ω，η∈A（N），有

f*（w∧η）=f*w∧f*η.　　　　（2.42）

诱导映射f*的重要性还在于它与外微分d是可交换的.

定理2.6　设f：M→N是从光滑流形M到N的光滑映射，则诱导映射f*：A（N）→A（M）和外微分d是可交换的，即

[image: img745]

或者说有下述交换图表：

[image: img746]

证明　由于f*和d都是线性的，所以只要考虑（2.43）式两边对单项式β的作用.

首先，设β是N上的光滑函数，即β∈A0（N）.任取M上的光滑切矢量场X，则由（2.40）式得

（f*dβ）（X）=dβ（f*X）

　　　　　　=f*X（β）

　　　　　　=X（β。f）=（d（f*β））（X）

所以

f*（dβ）=d（f*β）

其次，设β＝udυ，其中u，υ是N上的光滑函数，则

　f*（dβ）=f*（du∧du）=f*du∧f*du

　　　　　 =d（f*u）∧d（f*u）=d（f*β）

现在假定（2.43）式对次数＜r的外微分式成立，要证明它对r次外微分式也成立.设β是r次单项式，β∈Ar（N），写作

β=β1∧β2，

其中β1是N上的一次微分式，β2是N上的r－1次外微分式，则由归纳假设得到

[image: img747]

证毕.

§3　外微分式的积分

把流形的局部性质和整体性质联系起来的最简单方式是外微分式在流形上的积分.要定义积分的概念，需要一些准备知识.

定义3.1　m维光滑流形M称为可定向的，如果在M上存在一个连续的、处处不为零的m次外微分式.如果在M上给定了这样一个外微分式ω，则称M是定向的.如果给出M的定向的两个外微分式彼此差一个处处为正的函数因子，则称它们规定了M的同一个定向.

连通的可定向流形恰有两个不同的定向.因为如果ω和ω＇是给出M的定向的两个m次外微分式，则存在M上的连续函数f，使

ω＇＝fω，　　　　　（3.1）

其中f处处不为零.由于M是连通流形，f在M上必须保持同一个符号，因此ω＇给出的定向或者与ω一致，或者与一ω一致.

设流形M是由外微分式ω定向的.设（U；ui）是M的任意一个局部坐标系，则du1∧…∧dum与ω|U差一个处处不为零的因子.如果du1∧…∧dum与ω|U差一个正因子，则称（U；ui）是与M的定向相符的坐标系.显然在定向流形上可取定向相符的坐标覆盖，对于任意两个相交的坐标域，坐标变换的Jacobi行列式处处取正值.反过来，利用下面要讲的单位分解定理可以证明：如果流形M上存在一个容许的坐标覆盖，对其中任意两个相交的坐标域，坐标变换的Jacobi行列式处处取正值，则M是可定向的（请读者补充证明）.

定义3.2　设f：M→R是M上的实函数，函数f的支集（support set）是指使f取非零值的点集的闭包，记作

[image: img748]

若[image: img749]是外微分式，则[image: img750]的支集是

[image: img751]

很明显，支集supp[image: img752]的补集恰是M中使[image: img753]＝0的最大开子集.

定义3.3　设Σ0是M的一个开覆盖.如果M的任意一个紧致子集只与Σ0中有限多个成员相交，则称Σ0是M的局部有限开覆盖.

定理3.1　设Σ是流形M的一个拓扑基，则存在Σ的一个子集Σ0，它是M的局部有限开覆盖.

证明　根据流形的定义，M是局部紧致的.已假定流形M满足第二可数公理，因此存在M的一个可数开覆盖｛Ui｝，使得其中每一个Ui的闭包[image: img754]是紧致的.记

[image: img755]

则Pi是紧致的，Pi[image: img756]Pi+1,并且[image: img757].现在要构造另外一串紧致集Qi，使它们满足条件

[image: img758]

其中[image: img759]表示Qi+1的内部.

用归纳法，假定Q1，…，Qi已造出.因为是紧致的，所以在｛Uj｝中存在有限多个成员Uα，1≤α≤s，它们构成Qi∪Pi+1的覆盖.命

[image: img760]

则Qi+1满足条件（3.5）.首先Pi+1[image: img761]Qi+1是紧致的，.另外

[image: img762]

显然，[image: img763]

现在命（图9）

[image: img764]

其中1≤i＜＋∞，且规定Q－1＝Q0＝[image: img765].这样Li是紧致集，Ki是开集，并且Li[image: img766]Ki.


[image: img767]


图　9

根据假定，Σ是M的拓扑基，因此Ki可以表成Σ中一些成员的并集.由于Li的紧致性，Li[image: img768]Ki，所以对每一个i，在Σ中存在有限多个成员[image: img769],1≤a≤ri，使得

[image: img770]

因为[image: img771]，所以

[image: img772]

是Σ的子覆盖.

我们要证明Σ0是局部有限的.设A是任意一个紧致集，由（3.4）式可知必有充分大的整数i，使A[image: img773]Pi[image: img774]Qi.当k≥i＋2时

[image: img775]

故[image: img776]因此

[image: img777]

即Σ0中与A相交的成员至多是有限多个.

定理3.2（单位分解定理）　设Σ是光滑流形M的一个开覆盖，则在M上存在一族光滑函数｛gα｝，满足下列条件：

（1）对每一个α，0≤gα≤1，支集supp gα是紧致的，并且有开集[image: img778]

（2）每一点p∈M有一邻域U，它只与有限多个支集supp ga相交；

（3）[image: img779]

由于条件（2），在任意一点p∈M，条件（3）左边只有有限多项不为零，故和式是有意义的.函数族｛gα｝称为从属于开覆盖Σ的单位分解.

证明　因为M是流形，所以存在M的拓扑基Σ0＝｛uα｝，使其中每一个Uα是坐标域[image: img780]是紧致的，并且存在Wi∈Σ，使Wi.由定理3.1，Σ0有局部有限的子覆盖，所以不妨假定Σ0本身是M的局部有限开覆盖，并且有可数多个成员.用归纳法不难证明，Σ0中每个成员uα稍作收缩得到Va，可使[image: img781]，且｛Vα｝仍构成M的开覆盖[4].

根据第一章§3引理3，在M上存在光滑函数hα，0≤hα≤1，并且

[image: img782]

显然supp[image: img783].任意一点p∈M都有一个邻域U，使[image: img784]是紧致的；由于Σ0的局部有限性；只与Σ0中有限多个成员相交，和式[image: img785]中只有有限多项不是零，所以[image: img786]是定义在M上的光滑函数.因为｛Va｝构成M的覆盖，所以点p必落在某个Va内，即h（p）≥1.命

ga=ha/h，　　　　　（3.12）

则gα是M上的光滑函数.容易验证，函数族｛gα｝适合定理的条件.

有了上述准备，我们可以着手定义外微分式在流形M上的积分.设M是m维定向的光滑流形，[image: img787]是M上的m次外微分式，且有紧致的支集supp[image: img788].任取M的一个定向相符的坐标覆盖Σ＝｛Wi｝，设｛gα｝是从属于Σ的单位分解，则

[image: img789]

显然，支集supp（gα·[image: img790]）[image: img791]supp gα包含在某个坐标域Wi∈Σ内，所以可以定义

[image: img792]

右端理解为普通的Riemann积分，即：如果gα·[image: img793]关于Wi中的坐标系u1，…，um表为

[image: img794]

则（3.14）式右端的积分就是

[image: img795]

要说明（3.14）式是有意义的，只需证明右端与Wi的选择无关.不妨设supp（gα·[image: img796]）同时包含在坐标域Wi和Wj内，设它们的定向相符的局部坐标分别是uk和υk，则坐标变换的Jacobi行列式

[image: img797]

假定gα·[image: img798]在Wi和Wj内的表式分别是

[image: img799]

且suppf＝suppf＇＝supp（gα·[image: img800]）[image: img801]Wi∩Wj.根据Riemann积分的变量替换公式，我们有

[image: img802]

即

[image: img803]

因为[image: img804]的支集supp[image: img805]是紧致的，根据单位分解定理的条件（2），supp[image: img806]只与有限多个支集supp gα相交，因此（3.13）式的右端只是有限多项的和.命

[image: img807]

对于每一个从属于Σ的单位分解｛gα｝，（3.20）式右边是完全确定的.下面要证明（3.20）式与单位分解｛gα｝的选取无关.

假设[image: img808]是从属于Σ的另一个单位分解，则

[image: img809]

定义3.4　设M是m维定向的光滑流形，[image: img810]是M上有紧致支集的m次外微分式.由（3.20）式所定义的数值[image: img811]称为外微分式[image: img812]在M上的积分.

若[image: img813]，[image: img814]1，[image: img815]2都是M上有紧致支集的m次外微分式，则[image: img816]1＋[image: img817]2有紧致支集；对任意的实数c，c[image: img818]也有紧致支集.根据积分的定义显然有

[image: img819]

因此积分[image: img820]是M上有紧致支集的m次外微分式的集合上的线性函数.

若supp[image: img821]恰好落在一个坐标域U内，且U的定向相符的局部坐标是ui，则[image: img822]可表成

[image: img823]

而[image: img824]正好是普通的Riemann积分

[image: img825]

可见，定义3.4是Riemann积分的推广.

若[image: img826]是r＜m次外微分式，且有紧致支集supp[image: img827]，则可定义[image: img828]在M的r维子流形上的积分.设

[image: img829]

是M的r维嵌入子流形，则h*[image: img830]是r维光滑流形N上的r次外微分式，且有紧致的支集，故积分[image: img831]是有定义的.我们把[image: img832]在子流形h（N）上的积分定义为

[image: img833]

§4　Stokes公式

一个区域上的积分和它边界上的积分之间的联系，是微积分学的最基本的命题.先看几个例子.

例1　设D＝[a，b]是R1中的一个闭区间，f是D上的连续可微函数，则有微积分学的基本公式

[image: img834]

我们用[image: img835]D记D的有向边界｛b｝－｛a｝，则上式右端记成[image: img836]

例2　设D是R2中一个有界区域，其定向与R2的一致.用[image: img837]D记D的有向边界，其定向由D所诱导，即：[image: img838]D的正向与指向D内部的法矢量构成与R2的定向一致的标架（见图10）.设P，Q是D上的连续可微函数，则有Green公式

[image: img839]


[image: img840]


图　10

若命ω＝Pdx＋Qdy，则

[image: img841]

因此（4.2）式可改写成

[image: img842]

例3　设D是R3中的有界区域，其定向与R3一致，以外法线方向为正向诱导出边界[image: img843]D的定向.设P，Q，R分别是D上的连续可微函数，则Gauss公式说

[image: img844]

或记成

[image: img845]

其中[image: img846]＝Pdy∧dz＋Qdz∧dx＋Rdx∧dy.

例4　设Σ是R3中一块有向曲面，其边界[image: img847]Σ是有向闭曲线，而且[image: img848]E的正向与Σ的正向法矢量符合右手法则（假定R3以右手系为正定向）.设P，Q，R是在包含Σ在内的一个区域上的连续可微的函数，则有Stokes公式

[image: img849]

若记　　　[image: img850]

则上式可写成

[image: img851]

由此可见，上面四个公式用外微分记号具有统一的形式.本节要讲的Stokes公式是上述公式在流形上的推广.我们先解释一些必要的概念.

定义4.1　设M是m维光滑流形.所谓带边区域D是指流形M的一个子集，其中的点分为两类：（1）内点，即在M中有该点的一个邻域包含在D内；（2）边界点，其定义是：设p是边界点，则p有一个坐标系（U；ui），使得ui（p）＝0，并且

[image: img852]

具有上述性质的坐标系（U；ui）称为边界点p的适用（adapted）坐标系.

带边区域D的边界点的集合称为D的边界，记作B.

定理4.1　带边区域D的边界B是正则嵌入的闭子流形.如果M是可定向流形，则B也是可定向的.

证明　区域D的边界B显然是M的闭子集.设（U；ui）是点p∈B的适用坐标域，则

[image: img853]

根据定义（第一章§3），B是M的正则嵌入的闭子流形.

假定M是定向流形，对于任意一点p∈B选取与M的定向相符的适用坐标域（U；ui），（u1，…，um－1）则是B在点p的局部坐标系.以

[image: img854]

给出边界B在点p的坐标域U∩B上的定向.我们要证明，如此给出的坐标域的定向是彼此相容的.设（V；υi）是边界点p的另一个与M的定向相符的适用坐标域，则

[image: img855]

若设υm＝fm（u1，…，um），则对于任意固定的u1，…，um－1，变量υm的符号与um相同，并且当um＝0时，υm＝0，时um=0，所以在p点[image: img856]不失普遍性，可设υm＝um，则（4.11）式成为

[image: img857]

这说明

[image: img858]

在U∩V∩B上给出的定向是一致的，因此B是可定向的.

由（4.10）式给出的边界B的定向称为定向流形M的带边区域D在其边界B上诱导的定向，则有诱导定向的边界B记作[image: img859]D.容易验证，前面4个例子中[image: img860]D和[image: img861]Σ的定向恰是按这种方式诱导的.

定理4.2（Stokes公式）　设D是m维定向流形M中的带边区域，ω是M上有紧致支集的m－1次外微分式，则

[image: img862]

若[image: img863]D＝[image: img864]，则规定右边的积分是零.

证明　设｛Ui｝是M的定向相符的坐标覆盖，｛ga｝是从属的单位分解，则

[image: img865]

因为支集suppω是紧致的，所以上式右边只是有限项的和.于是

[image: img866]

这说明只要对每一个a证明

[image: img867]

就够了.因此不妨假定支集suppω包含在M的一个定向相符的坐标域（U；ui）内.设ω的表式是

[image: img868]

其中aj是U上的光滑函数，则

[image: img869]

下面分两种情形：

情形1：若U∩aD＝[image: img870]，则（4.13）式右端为零.这时，U或者包含在M－D内，或者包含在D的内部.对于前者，（4.13）式左端自然是零.对于后者则有

[image: img871]

考虑Rm中的一个方体C：|ui|≤K，1≤i≤m，使得U包含在C内.将函数aj延拓到C上，命它在U外的取值为零.显然aj在C内是连续可微的.因此

[image: img872]

[image: img873]

最后的积分为零是因为

[image: img874]

情形2：若U∩aD≠[image: img875]，不妨设U是与M的定向相符的适用坐标域，即有

[image: img876]

在坐标空间Rm中取一个方体

[image: img877]

当K充分大时，U∩D落在C的内部与边界um＝0的并集内.对aj作如同情形1的延拓，则（4.13）式右边成为

[image: img878]

其中第三个等号是因为在U∩[image: img879]D上dum＝0，最后一个等号已考虑到M在[image: img880]D上的诱导定向.

（4.13）式的左边是

[image: img881]

但是对于1≤j≤m－1，

[image: img882]

因而（4.25）式中只含一项

[image: img883]

所以（4.13）式成立，定理得证.

注记　在实际应用中，经常遇到的闭区域D是紧致的，所以不必假定m－1次外微分式有紧致的支集，而Stokes公式仍旧成立.

Stokes公式在物理学、力学及偏微分方程、微分几何学中有十分重要的应用.积分对于积分区域也有可加性，进而可定义外微分式在奇异链[5]（Singular Chain）上的积分.把积分看作外微分式和积分区域的一个配合，则每一个外微分式相当于流形M上的一个奇异上链（Singular Cochain），而Stokes公式正说明了边缘算子[image: img884]和上边缘算子d之间的对偶关系.若记

[image: img885]

则Stokes公式成为

[image: img886]

现在把Ar（M）看作上链群[image: img887]是上边缘算子，且d°d＝0（Poincaré引理）.记

[image: img888]

则Zr（M，R）是同态[image: img889]的核，Br（M，R）是同态[image: img890]的像.Zr（M，R）的元素称为闭微分式，Br（M，R）的元素称为恰当（exact）微分式.Poincaré引理断言

[image: img891]

但是，闭微分式未必是恰当的.下面叙述的de Rham定理表明，要M上任意一个闭微分式是恰当的，流形M本身必须具有一定的拓扑性质.

定义4.2　商空间

[image: img892]

称为流形M的第r个de Rham上同调群.

定理4.3（de Rham定理）　设M是紧致的光滑流形，则第r个de Rham上同调群和M的第r个同调群同构.若记

[image: img893]

则br就是M的第r个Betti数.

作为推论可知，如果M的第r个Betti数是零，则M上任意的r次闭微分式都是恰当的.特别是，如果M的所有Betti数都是零，则M上任意的闭微分式都是恰当的.

de Rham群Hr（M，R）是由于流形的微分构造产生的，而Betti数却纯粹是流形的拓扑不变量，所以de Rham定理建立了流形的局部性质和整体性质之间的联系.de Rham定理的一个最简单的证明要用到层（sheaf）的概念.初等的详细的证明可参阅参考文献[18，第161页].

最后我们从同调论的角度看定理2.6.任意一个光滑映射f：M→N诱导出同态

[image: img894]

它与上边缘算子d是可交换的.这样的映射f*称为链映射.若ω∈Zr（N，R），则

[image: img895]

所以f*ω∈Zr（M，R），f*是从Zr（N，R）到Zr（M，R）的同态.同理，f*也给出了从Br（N，R）到Br（M，R）的同态，因此f*诱导出de Rham群之间的同态：

[image: img896]

作为定理2.6的推论，我们有：若f：M→N是从光滑流形M到N的光滑映射，则它诱导出从de Rham上同调群Hr（N，R）到Hr（M，R）的同态f*.


【注释】


[1]需要验证这样得到的集合满足拓扑基的条件.实际上，如果U∩W≠[image: img897]，则

[image: img898]
 
它是U∩W在φU下的像，也是在φw下的像.请读者补足详细的证明.
[2]矩阵[image: img899]和[image: img900]的张量积是指分块矩阵
[image: img901]
其元素是[image: img902]

[3]这里是用到如下的事实：坐标函数ui是局部坐标域U上的光滑函数，因此由条件（4）得d（dui）＝0.

[4]收缩的方法如下：命[image: img903]，则M－W是包含在uα内的闭集；因[image: img904]紧致，M－W也是紧致的，故有有限多个坐标域Ws（1≤s≤r），使[image: img905]且[image: img906]M－W.M－W.只要命[image: img907]即可.

[5]可参见参考文献[18].


第四章　联　络

要对矢量丛的截面——流形上的矢量场进行微分，必须在矢量丛上引进称为“联络”的结构.仿射联络就是加在微分流形上、为使我们能对张量场进行“微分”的结构.我们先介绍矢量丛上联络的一般理论.

§1　矢量丛上的联络

在第三章§1已经叙述过矢量丛和截面等概念.设E是流形M上一个q维实矢量丛，Γ（E）是矢量丛E在流形M上的光滑截面的集合.Γ（E）是实矢量空间，也是C∞（M）－模.

定义1.1　矢量丛E上的联络是一个映射

[image: img908]

它满足下列条件：

（1）对任意的s1，s2∈Γ（E）有

[image: img909]

（2）对s∈Γ（E）及任意的a∈C∞（M），有

[image: img910]

若X是M上光滑的切矢量场，s∈Γ（E），命

[image: img911]

其中记号〈，〉是指T（M）和T*（M）之间的配合，则Dxs是E的截面，称为截面s沿切矢量场X的绝对微商.

注记1　命a＝－1，则由联络的条件（2）得到

[image: img912]

所以D把零截面映到零截面.D是从Γ（E）到Γ（T*（M）[image: img913]E）的线性算子.

注记2　D是作用在E的截面上的算子，但是它具有局部性.即：如果s1和s2是E的两个截面，而s1和s2限制在M的一个开集U上是相同的，则Ds1和Ds2限制在U上也相同.证明的方法类似于证明外微分算子d的局部性（第三章定理2.1）.利用D是线性算子的性质，只要证明：如果截面s∈Γ（E）限制在开集U[image: img914]M上是零，则Ds|U＝0.

为此目的，任取一点p∈U，则有开集V，使[image: img915].由第一章§3引理3，在M上存在光滑函数h，使得

[image: img916]

因此hs是E的零截面.由注记1及联络的条件（2）得到

[image: img917]

因为在V上dh＝0，所以

[image: img918]

由于p在U内的任意性，所以Ds|U＝0.

利用D的局部性，可以把D定义为作用在局部截面上的算子.设s是定义在开集U[image: img919]M上的截面，利用第一章§3引理3，则对任意一点p∈U必有E的截面[image: img920]，使得[image: img921]和s在点p的一个邻域上是一致的.命

[image: img922]

因为[image: img923]在p点附近的值与[image: img924]的选取无关，因此Ds是在U上完全确定的截面.

注记3　根据（1.2）式可知，D作为二元映射是从Γ（T（M））×Γ（E）到Γ（E）的算子，它满足下列条件：设X，Y是M的任意两个光滑切矢量场，s，s1，s2是E的截面，a∈C∞（M），则有

（1）Dx+Ys＝Dxs＋DYs；

（2）Daxs＝aDxs；

（3）Dx（s1＋s2）＝Dxs1＋Dxs2；

（4）Dx（as）＝（Xa）s＋aDxs.

这4个条件是绝对微商的定义的直接推论.

如注记2所述，绝对微商算子有如下的局部性：

（1）如果X1，X2是M上在点p取值相同的两个切矢量场，则对E的任意一个截面s，Dx1s和Dx2s在p点的取值也相同.据此，可定义E的截面关于M在点p的切矢量的绝对微商；对于X∈Tp（M），Dx是从Γ（E）到Ep的映射.

（2）对于映射Dx：Γ（E）→Ep（X∈Tp（M）），只要截面s1和s2在M的一条与X相切的参数曲线上取值相同，就有Dxs1＝Dxs2.

这些局部性质的证明类似于注记2的证明.请读者补齐.

在局部上，联络是由一组一次微分式给出的.设U是M上的一个坐标域，局部坐标是ui，1≤i≤m.取E在U上的q个光滑截面Sa（1≤α≤q），使它们是处处线性无关的.这样的q个截面称为E在U上的一个局部标架场.显然在每一点p∈U，｛dui[image: img925]sa，1≤i≤m，1≤α≤q｝构成张量空间[image: img926]的基底.

因为DSa是丛T*（M）[image: img927]E在U上的局部截面，所以可以命

[image: img928]

其中[image: img929]是U上的光滑函数.记

[image: img930]

则（1.5）式成为

[image: img931]

引进矩阵记号，以便使计算简化.我们用S记局部标架场所成的列矩阵，用ω记[image: img932]构成的矩阵，即

[image: img933]

则（1.7）式可记成

[image: img934]

矩阵ω称为联络方阵，它依赖于局部标架场的选取.

如果[image: img935]是U上另一个局部标架场，则可设

[image: img936]

其中

[image: img937]

这里[image: img938]是U上的光滑函数，并且det A≠0.

设联络D关于局部标架场S＇的方阵是ω＇，则由联络的条件得到

[image: img939]

所以

[image: img940]

这就是联络方阵在局部标架场改变时的变换公式，是微分几何中非常重要的公式.

反过来，如果取定M的一个坐标覆盖｛U，W，Z，…｝，在每一个U上取定E的一个局部标架场SU，并且指定一个由一次微分式组成的q×q阶矩阵ωU，要求它们在坐标域相交时满足变换公式（1.12），即当U∩W≠[image: img941]，若设

[image: img942]

其中AWU是U∩W上的光滑函数组成的q×q矩阵，则在U∩W上就有

[image: img943]

那么，在E上存在一个联络D，它在坐标覆盖的每个成员U上的联络方阵恰是ωU.证明如下：

设s是E的任意一个截面，在U上可表为

[image: img944]

其中[image: img945]是U上的光滑函数.命Ds在U上的表式是

[image: img946]

我们要证明，如果U∩W≠[image: img947]，则在U∩W上应该有

[image: img948]

因此（1.16）式所定义的Ds是M上的截面.

由于（1.13）式，在U∩W上有

[image: img949]

再用（1.14）式则在U∩W上有

[image: img950]

容易验证，由（1.16）式所定义的映射D：Γ（E）→Γ（T*（M）[image: img951]E）适合定义1.1的条件，故D是E的联络.显然D在U上的联络方阵是ωU.

定理1.1　在任意一个矢量丛上，联络总是存在的.

证明　取M的一个坐标覆盖[image: img952]；根据矢量丛在局部上是平凡的构造，可假设在每一个Uα上都有局部标架场Sα.根据联络的局部构造，只要在每个Uα上造一个q×q阶矩阵ωa，使它们在局部标架场改变时适合变换规律（1.12）就行了.

根据第三章§3的讨论，不妨假设｛Uα｝是局部有限的，并且｛gα｝是相应的单位分解，使得支集supp gα[image: img953]Uα.当Uα∩Uβ≠[image: img954]时，自然存在由Uα∩Uβ上的光滑函数所组成的非退化矩阵Aαβ，使

[image: img955]

对每一个α∈[image: img956]，任意取定Uα上的一次微分式组成的q×q阶矩阵[image: img957]α.命

[image: img958]

其中当Uβ∩Uα＝[image: img959]时，和式中对应于β的项应理解为零.则ωa是Uα上的一次微分式构成的矩阵.我们只需证明，当Uα∩Uβ≠[image: img960]时有变换公式

[image: img961]

为此只要进行直接的计算.首先，注意到在Uα∩Uβ∩Ur≠[image: img962]时，在这个交集上有

Aαβ·Aβγ=αγ

因此在Uα∩Uβ≠[image: img963]上，

[image: img964]

此即（1.21）式.可见，联络的确定有相当大的任意性.

特别是，在（1.20）式中令[image: img965]β＝0，则得E的一个联络D，它在Uα上的联络矩阵是

[image: img966]

根据联络方阵的变换公式（1.12），联络方阵为零不具有不变性.特别是，对于任意一个联络总可以找到一个局部标架场，使其联络方阵在一点为零.这在涉及联络的计算中是有用的.

定理1.2　设D是矢量丛E上的一个联络.设p∈M，则在p的一个坐标域上存在局部标架场S，使对应的联络方阵ω在p点为零.

证明　取点p的坐标域（U；ui），使ui（p）＝0，1≤i≤m.S＇是U上的局部标架场，对应的联络方阵是[image: img967]，其中

[image: img968]

[image: img969]是U上的光滑函数.命

[image: img970]

则矩阵[image: img971]在点p是单位矩阵.因此存在p的一个邻域V[image: img972]U，使A在V上是非退化的，所以

[image: img973]

是V上的局部标架场.因为

[image: img974]

所以由（1.12）式得到

[image: img975]

即S是所求的局部标架场.

对（1.12）式求一次外微分，则得

[image: img976]

其中矩阵之间的外积“∧”表示矩阵在相乘时，元素的积是外积.因此dA＝ω＇·A－A·ω，代入（1.27）式则有

[image: img977]

定义1.2　Ω＝dω－ω∧ω叫做联络D在U上的曲率方阵.

这样，（1.28）式可记成

[image: img978]

这是曲率方阵在局部标架场改变时的变换公式.值得注意的是，Ω的变换公式是齐次的，而联络方阵ω变换公式不是齐次的.Ω包含着很丰富的信息，特别是借助于Ω可以构造在M上大范围定义的微分式（参阅第七章§4）.

设X，Y是M上任意两个切矢量场，则由曲率方阵Ω定义了从Γ（E）到Γ（E）的线性变换R（X，Y）.任取两个切矢量X，Y∈Tp（M），p∈U，则用曲率方阵Ω可定义从纤维π－1（p）到自身的线性变换R（X，Y）.它的定义如下：设s∈π－1（p），它用矢量丛E在U上的局部标架场SU＝t（s1，…，Sq）可表成

[image: img979]

则命

[image: img980]

由于曲率方阵[image: img981]在局部标架场改变时按（1.29）式变换，所以[image: img982]是线性空间π－1（p）上的（1，1）型张量.因此，（1.30）式所定义的R（X，Y）是与局部标架选取无关的、从π－1（p）到自身的线性变换.

如果X，Y是光滑流形M上的两个光滑切矢量场，则R（X，Y）是Γ（E）上的线性算子，它的定义是：对任意的s∈Γ（E），及p∈M，

[image: img983]

显然，算子R（X，Y）有以下性质：

（1）R（X，Y）＝－R（Y，X）；

（2）R（fX，Y）＝f·R（X，Y）；

（3）R（X，Y）（fs）＝f·（R（X，Y）s），

其中X，Y∈Γ（T（M）），f∈C∞（M），s∈Γ（E）.我们把R（X，Y）称为联络D的曲率算子.

定理1.3　设X，Y是流形M上任意两个光滑切矢量场，则

R（X，Y）＝DxDY－DYDx－D[X，Y].　 　（1.32）

证明　因为绝对微商是局部算子，而曲率算子也是局部算子，所以我们只要考虑（1.32）式两边分别在局部截面上的作用就行了.设截面s∈Γ（E）的局部表示是

[image: img984]

则

[image: img985]

因此

[image: img986]

即

[image: img987]

定理1.4　曲率方阵Ω适合Bianchi恒等式

dΩ＝ω∧Ω－Ω∧ω.　　　　　（1.35）

证明　对Ω＝dω－ω∧ω的两边求外微分得到

　dΩ＝－dω∧ω＋ω∧dω

　　 ＝－（Ω＋ω∧ω）∧ω＋ω∧（Ω＋ω∧ω）

　　 ＝－Ω∧ω＋ω∧Ω.

如果矢量丛E的截面s满足条件

Ds＝0，　　　　　　（1.36）

则称s是平行截面.零截面是显然的平行截面，但是，一般说来，非零的平行截面是不一定存在的.若s用局部标架场S表成s=[image: img988]，则方程（1.36）等价于

[image: img989]

这是Pfaff方程组.若命

[image: img990]

则

[image: img991]

由此可见，如果联络D的曲率方阵是零，则

[image: img992]

即方程组（1.37）是完全可积的.这时E有q个线性无关的平行截面.同样，要（1.37）有非零解，需要在联络上加一定的条件.

定义1.3　设C是M中一条参数曲线，X是C的切矢量场，若矢量丛E在C上的截面s满足方程

[image: img993]

则称s沿曲线C是平行的.

在M的一个坐标域U上，设C的方程是

[image: img994]

曲线C的切矢量场是

[image: img995]

设S是U上的局部标架场，则[image: img996]是沿曲线C的平行截面，当且仅当它满足方程组

[image: img997]

即

[image: img998]

由于（1.42）是常微分方程组，对于任意给定的初始值，它的解是唯一存在的.由此可见，在C上一点p任意给定一个矢量υ∈Ep，则它在C上唯一地决定一个沿曲线C平行的矢量场，这称做矢量υ沿曲线C的平行移动.显然，沿曲线C的平行移动建立了矢量丛E在曲线C的各点的纤维之间的同构.

矢量丛E上的联络D在对偶丛E*上诱导出一个联络（仍记作D）.设s∈Γ（E），s*∈Γ（E*），其配合〈s，s*〉是M上的光滑函数，那么E*上的诱导联络D由下式确定：

[image: img999]

其中右边的记号〈，〉仍是对于E和E*作出的配合.

让我们求出E*上的诱导联络的方阵.设sα（1≤α≤q）是E的局部标架场，E*的对偶局部标架场是s*β，1≤β≤q，即

[image: img1000]

设

[image: img1001]

则由（1.43）式得到

[image: img1002]

所以

[image: img1003]

若E*的截面s*在局部上表示为

[image: img1004]

则由（1.46）式得到

[image: img1005]

设在矢量丛E1和E2上分别给定了联络D（记成同一个记号）.设s1∈Γ（E1），s2∈Γ（E2），则s1[image: img1006]s2和s1[image: img1007]s2分别是矢量丛E1[image: img1008]E2和E1[image: img1009]E2的截面.命

[image: img1010]

则它们分别在矢量丛E1[image: img1011]E2和E1[image: img1012]E2上确定了一个联络，称为在E1[image: img1013]E2和E1[image: img1014]E2上的诱导联络.

§2　仿射联络

切丛T（M）是m维光滑流形M的微分结构本身所决定的m维矢量丛.切丛T（M）上的联络叫做流形M上的仿射联络.根据§1关于矢量丛上联络的一般讨论，流形M上的仿射联络必然是存在的.给定一个仿射联络的流形称为仿射联络空间.

假定M是m维仿射联络空间，D是给定的仿射联络.本节采用和式约定，所有的指标取1到m的整数值.

任取M的一个坐标系（U；ui），则自然基底

[image: img1015]

构成切丛T（M）在U上的局部标架场.因此可设

[image: img1016]

其中[image: img1017]是U上的光滑函数，称为联络D在局部坐标系ui下的系数.

现在来看局部坐标变换对于联络系数的影响.设（W；ωi）是M的另一个坐标系.命[image: img1018]，则在U∩W≠[image: img1019]时有

[image: img1020]

其中

[image: img1021]

是局部坐标变换的Jacobi矩阵，S＝t（s1，…，sm）.

由§1的（1.12）式得到

[image: img1022]

即

[image: img1023]

其中[image: img1024].因此联络系数[image: img1025]的坐标变换公式是

[image: img1026]

上式说明[image: img1027]不是M上的张量场，所以联络系数在一点为零并不具有不变性.换言之，有可能存在使联络系数在一点为零的坐标系（参阅定理2.1），这对于牵涉联络的计算是非常有用的.

在流形M上引进仿射联络的目的是为了对张量场求微分.下面我们定义张量场绝对微分的概念.设X是M上的光滑矢量场，它用局部坐标表示是


[image: img1028]

根据定义，我们有

[image: img1029]

其中记

[image: img1030]

DX是矢量丛T*（M）[image: img1031]T（M）的截面，即它是流形M上的（1，1）型张量场.我们称DX为X的绝对微分.（2.8）式正是经典意义下反变矢量场关于uj求绝对微商的公式.

我们知道，余切丛是切丛的对偶丛，而张量丛[image: img1032]是切丛和余切丛的张量积

[image: img1033]

因此根据§1的（1.43）和（1.49）两式，M的仿射联络D在余切丛T*（M）和张量丛[image: img1034]上分别诱导出联络.

在局部坐标系ui下，余切丛的局部标架场是

[image: img1035]

它与[image: img1036]是对偶的.根据§1的（1.46）式得

[image: img1037]

若M上的余切矢量场α在局部上表示为α＝αidui，则

[image: img1038]

其中

[image: img1039]

Da是（0，2）型张量场，称为余切矢量场α的绝对微分.

一般地，如果t是（r，s）型张量场，则t在诱导联络D的作用下得到（r，s＋1）型张量场Dt，称为张量场t的绝对微分.我们以r＝2，s＝1为例求绝对微分的分量表达式.

设t是（2，1）型张量场，在局部坐标ui下它的表式是

[image: img1040]

由§1的（1.49）式得到

[image: img1041]

[image: img1042]

其中

[image: img1043]

数量场的绝对微分规定为它的普通微分.

定义2.1　设C：ui＝ui（t）是流形M上一条参数曲线，X（t）是定义在C上的切矢量场，表成

[image: img1044]

我们称X（t）沿曲线C是平行的，如果它沿曲线C的绝对微分为零，即

[image: img1045]

若曲线C的切矢量沿C自身是平行的，则称C是自平行曲线，或称C是测地线.

方程（2.18）等价于

[image: img1046]

这是一阶线性常微分方程组，因此在曲线C上任意一点给定一个切矢量X，则它在C上产生一个平行的切矢量场，这个切矢量场称为X沿曲线C的平行移动.由§1的一般讨论可知，沿曲线C的平行移动在流形M沿C上各点的切空间之间建立了同构.

如果C是测地线，则C的切矢量

[image: img1047]

沿曲线C是平行的，所以测地线C应满足方程

[image: img1048]

这是二阶常微分方程组，所以过流形M上任意一点恰有一条测地线在该点与任意给定的已知切矢量相切.

下面我们讨论仿射联络的曲率方阵Q.因为

[image: img1049]

所以

[image: img1050]

故

[image: img1051]

其中

[image: img1052]

若（W；ωi）是M的另一个坐标系，则在W上有局部标架场

[image: img1053]

在U∩W上S和S＇有关系式（2.2）.根据§1的（1.29）式，我们有

[image: img1054]

其中Ω＇是联络D在坐标系（W；ωi）下的曲率矩阵.用分量表示则是

[image: img1055]

因此

[image: img1056]

其中[image: img1057]由

[image: img1058]

所确定.将（2.25）式与第二章§2的（2.29）式相对照，可知[image: img1059]遵从（1，3）型张量的分量变换规律.因此

[image: img1060]

不依赖于局部坐标的选取，称为仿射联络D的曲率张量.

对于M上任意两个光滑的切矢量场X，Y，我们有曲率算子R（X，Y）（见§1的（1.30）式），它把M上的切矢量场映为切矢量场.根据定理1.3，算子R（X，Y）可表成

[image: img1061]

现在可以把R（X，Y）用曲率张量表示出来.设切矢量场X，Y，Z的局部表示是

[image: img1062]

则

[image: img1063]

由此可见

[image: img1064]

我们知道联络系数[image: img1065]不适合张量的变换规律.但是，如果记

[image: img1066]

则由（2.5）式得到

[image: img1067]

所以[image: img1068]适合（1，2）型张量的分量变换规律，即

[image: img1069]

是（1，2）型张量场，称为仿射联络D的挠率张量.由（2.31）式可知，挠率张量T的分量关于下指标是反对称的.即

[image: img1070]

T作为（1，2）型张量场，可以看作从Γ（T（M））×Γ（T（M））到Γ（T（M））的映射：设X，Y是M上任意两个切矢量场，那么T（X，Y）是M上的切矢量场，其局部表示是

[image: img1071]

请读者证明

[image: img1072]

定义2.2　若仿射联络D的挠率张量是零，则称该联络是无挠的.

无挠仿射联络总是存在的.实际上，若设联络D的系数是[image: img1073]，则命

[image: img1074]

显然[image: img1075]关于下指标是对称的，并且在局部坐标变换时仍适合（2.5）式，所以[image: img1076]是某个联络[image: img1077]的系数，且[image: img1078]是无挠的.

任意一个联络都可以分解成它的挠率张量的倍数与一个无挠联络的和.事实上，由（2.31）和（2.37）两式得到

[image: img1079]

即

[image: img1080]

测地线方程（2.20）等价于

[image: img1081]

所以联络D和对应的无挠联络[image: img1082]有相同的测地线.

下面两个定理说明，无挠的仿射联络有较好的性质.

定理2.1　设D是流形M上的无挠仿射联络，则在流形M的任意一点p存在局部坐标系ui，使得相应的联络系数在该点[image: img1083]是零.

证明　设（W；ωi）是点p的局部坐标系，联络系数是[image: img1084].命


[image: img1085]

则

[image: img1086]

因此矩阵[image: img1087]在点p附近是非退化的，（2.41）式在点p的一个邻域内给出局部坐标变换.由（2.5）式得到，在新坐标系ui下联络系数[image: img1088]适合

[image: img1089]

定理2.2　设D是M上的无挠仿射联络，则有Bianchi恒等式

[image: img1090]

证明　由定理1.4得到

[image: img1091]

即

[image: img1092]

所以

[image: img1093]

最后一个等号用到联络的无挠性.因此

[image: img1094]

现在，（2.44）式的系数关于k，l，h是反对称的，所以

[image: img1095]

从（2.27）式可知对切矢量场求两次绝对微商时，交换微商的次序所产生的差异是用曲率张量来量度的.关于张量场也有类似的结果.

首先设f是M上的数量场，则

[image: img1096]

所以

[image: img1097]

若X是M上的切矢量场，局部表式是

[image: img1098]

则

[image: img1099]

所以

[image: img1100]

同理可得，对于（2，1）型张量场t有

[image: img1101]

值得注意的是，微分换位公式由曲率张量和挠率张量完全确定.

§3　标架丛上的联络

微分流形上的标架丛是和切丛密切相关的.

设M是m维微分流形.所谓一个标架是指这样一个组合（p；e1，…，em），其中p是M上一点，e1，…，em是流形M在点p的m个线性无关的切矢量.流形M上全体标架的集合记作P.我们要在P中引进微分结构，使它成为光滑流形，并且使自然投影

[image: img1102]

是从P到M上的光滑映射.（P，M，π）称为M上的标架丛.

在P中引进微分结构的方法与张量丛的做法是类似的.设（U；ui）是M的任意一个坐标域，则在U上有自然标架场[image: img1103]，所以U上的任意一个标架（p；e1，…，em）可以表成

[image: img1104]

其中[image: img1105]是非退化的m×m阶矩阵，因此它是GL（m；R）中的一个元素.于是，可以定义映射φU：U×GL（m；R）→π－1（U），使得对任意的[image: img1106]有

[image: img1107]

其中ei由（3.2）式所给出.显然[image: img1108]U是一一对应.

现取M的坐标覆盖（U，W，Z，…｝，对其中每一个成员由（3.3）所定义的映射分别记为φU，φw，φz，….所有拓扑积U×GL（m；R）中的全体开集在[image: img1109]U下的像的集合构成P的一个拓扑基；关于P的这种拓扑结构，映射

[image: img1110]

是同胚.

通过映射φU，π－1（U）就成为P的一个坐标域，局部坐标系是[image: img1111].若U∩W≠[image: img1112]，则流形M在U∩W上有局部坐标变换

[image: img1113]

相应的自然基底有如下关系：

[image: img1114]

若（p；e1，…，em）是U∩W上的一个标架，则它在两个坐标系下的[image: img1115]坐标和[image: img1116]适合关系

[image: img1117]

即ωi和ui由（3.4）式关联，并且

[image: img1118]

或

[image: img1119]

因此（3.4）与（3.7）两式合起来正是流形P上的坐标变换公式.显然[image: img1120]都是ui和[image: img1121]的光滑函数，故P的坐标域π－1（U）和π－1（W）是C∞－相容的，于是P成为m＋m2维光滑流形，而且自然投影π：P→M是光滑的满映射.

上面（3.3）式说明映射φU给出了流形P的局部乘积的结构，即π－1（U）可微同胚于直积U×GL（m；R）.对于任意的p∈U，命

[image: img1122]

则φU，p：GL（m；R）→π－1（p）是同胚.

若U∩W≠[image: img1123]，对p∈U∩W映射[image: img1124]是GL（m；R）到自身的同胚.由（3.7）式可知[image: img1125]恰是Jacobi矩阵JUW=[image: img1126]在群GL（m；R）上的右平移.可见｛JUW｝构成标架丛的过渡函数族.因此标架丛P是与流形M的切丛T（M）相配的主丛，其纤维型和结构群都是GL（m；R）（参阅参考文献[20]）.标架丛是非矢量丛的纤维丛.

要指出的是，结构群GL（m；R）以自然的方式作用在标架丛P上，成为P的一个同胚变换群.设[image: img1127]因此det a≠0.元素a在P上的作用La定义为

[image: img1128]

其中

[image: img1129]

显然，每一个La是P的自同胚，而且保持纤维不变，即

[image: img1130]

我们称La是元素a∈GL（m；R）在P上产生的左移动.若a，b∈GL（m；R），则显然有

[image: img1131]

假定（U；ui）和（W；ωi）是M的两个坐标系，流形P上相应的坐标系是[image: img1132]和[image: img1133]分别用[image: img1134]和[image: img1135]记[image: img1136]和[image: img1137]的逆矩阵，即

[image: img1138]

若U∩W≠[image: img1139]，则在U∩W上有

[image: img1140]

由（3.7）式则得

[image: img1141]

所以

[image: img1142]

由此可见，一次微分式

[image: img1143]

与P的局部坐标系的选取无关，因此θi是P上的一次微分式.

Pfaff方程组

[image: img1144]

在P上定义了m2维切子空间场V，它在每一点给出的m2维切子空间叫做纵空间.从（3.16）式得到

[image: img1145]

所以在每一个坐标域π－1（U）上，方程组（3.17）等价于

[image: img1146]

即Pfaff方程组（3.17）是完全可积的.（3.17）的极大积分流形是

[image: img1147]

即（3.17）的极大积分流形就是P的纤维π－1（p），p∈M.所以纵空间就是各纤维的切空间.

现设M是m维仿射联络空间，它的联络是D.设D在局部坐标系（U；ui）下的联络方阵是[image: img1148]，则矢量场[image: img1149]的绝对微分是

[image: img1150]

把[image: img1151]看作独立变量，则

[image: img1152]

是流形P的坐标域π－1（U）上的一次微分式.

我们的目的是求一组由联络D决定的、定义在整个流形P上的一次微分式.设（W；ωi）是M的另一个局部坐标系.若U∩W≠[image: img1153]，则在U∩W上有

[image: img1154]

因此从§2的（2.4）式得到

[image: img1155]

或者写成

[image: img1156]

由于（3.14）式，则得

[image: img1157]

所以一次微分式

[image: img1158]

与局部坐标系的选取是无关的，因而是定义在流形P上的一次微分式.

因为[image: img1159]是流形P的局部坐标系[image: img1160]是P在一点的切空间的坐标，因此[image: img1161]是P的切丛的局部坐标系.现在，θi和[image: img1162]合起来一共是m＋m2个定义在P上的一次微分式，而在P的每一个坐标域π－1（U）上，它们和[image: img1163]能互相线性表示，所以θi,[image: img1164]是处处线性无关的，即[image: img1165]构成定义在整个P上的余标架场，其对偶则是P上大范围的标架场.

一般说来，在流形M上不存在整体的标架场.由于M上的仿射联络总是存在的，所以在标架丛P上总是存在整体的标架场.在这个意义上说，流形P显得比底流形M要简单.

在局部坐标系（U；ui）下，从（3.16），（3.24）两式得到

[image: img1166]

外微分（3.25）式，则得

[image: img1167]

所以

[image: img1168]

外微分（3.26）式，则得

[image: img1169]

所以

[image: img1170]

这里[image: img1171]分别是§2的（2.31），（2.23）两式定义的挠率张量和曲率张量.命

[image: img1172]

则（3.27），（3.28）两式成为

[image: img1173]

显然[image: img1174]与局部坐标的选取是无关的，因此（3.30）式是在整个标架丛P上成立的，称为联络的结构方程.

对于自然标架[image: img1175]，则有

[image: img1176]

所以（3.30）式限制在自然标架上就是

[image: img1177]

这又回到挠率张量和曲率张量原来的定义.

若记

[image: img1178]

则结构方程成为

[image: img1179]

再外微分一次，则得

[image: img1180]

方程（3.33）称为Bianchi恒等式.

我们知道微分式θi是由M的流形结构决定的.结构方程（3.30）的重要性在于：它给出了使m2个微分式[image: img1181]在M上定义一个仿射联络的充分条件.

定理3.1　设[image: img1182]是标架丛P上的m2个一次微分式.如果它们和θi一起适合结构方程

[image: img1183]

其中[image: img1184]是某些定义在P上的函数，则在M上存在仿射联络D，使得[image: img1185]和联络D的关系如（3.24）式所示.

证明　取P中的局部坐标系[image: img1186]，则

[image: img1187]

其中[image: img1188]是[image: img1189]的逆矩阵.所以

[image: img1190]

代入（3.34）的第一式得

[image: img1191]

因为θj是线性无关的，根据Cartan引理[image: img1192]是θl的线性组合；不妨设

[image: img1193]

其中[image: img1194]是θl的线性组合，因而是dui的线性组合.令

[image: img1195]

这里[image: img1196]是P上的函数.若能证明[image: img1197]只是ui的函数，而与坐标[image: img1198]无关，则[image: img1199]是某联络在局部坐标系ui下的系数，定理便得证.

外微分（3.37）式得到

[image: img1200]

利用（3.34）式，上式便化简为

[image: img1201]

因为右边只含有微分dui，而[image: img1202]也只含微分dui，所以[image: img1203]只含有微分dui.由（3.38）式得

[image: img1204]

所以

[image: img1205]

设（W；ωi）是M的另一坐标域，则[image: img1206]是P在π－1（W）上的局部坐标系.若U∩W≠[image: img1207]，则在U∩W上有

[image: img1208]

其中[image: img1209]，而[image: img1210]只是ωj的函数，将（3.7）式代入上式得到

[image: img1211]

由此可见[image: img1212]确实在M上定义了仿射联络D，使得[image: img1213]是D在坐标系（U；ui）下的联络方阵.

前面已经说过，Pfaff方程组

[image: img1214]

在P上定义了纵空间场V.我们把Pfaff方程组

[image: img1215]

在每一点x∈P所确定的m维切子空间H（x）称为横空间；方程组（3.41）确定的m维分布称为横空间场H.显然，仿射联络D在标架丛P上决定的横空间场H有如下的性质：

（1）在任意一点x∈P，切空间Tx（P）有直和分解

[image: img1216]

且横空间H（x）在投影π下与流形M的切空间Tp（M）（p＝π（x））是同构的；

（2）横空间场H在P的左移动La（a∈GL（m；R））下是不变的，即对于任意一点x∈P有

[image: img1217]

因为空间V（x）和H（x）的维数之和恰是Tx（P）的维数m2＋m，所以要（3.42）式成立，只需证明V（x）∩H（x）＝0.设X∈V（x）∩H（x），根据纵空间和横空间的定义得到

[image: img1218]

因为[image: img1219]构成P上的余标架场，所以X＝0，这就证明了（3.42）式.因为π：P→M是光滑的满映射，故π*：Tx（P）→Tp（M）（p＝π（x））是满同态，又因为π*（V（x））＝0，所以π*：H（x）→Tp（M）是同构，这就证明了性质（1）.

要证明性质（2），只需把左移动La用标架丛的局部坐标系表示出来.设U是M的一个坐标域，局部坐标是ui，则标架丛P在坐标域π－1（U）上的局部坐标是[image: img1220]（见（3.3）式）.设标架（p；[image: img1221]是（p；ei）在La下的像，其中[image: img1222]是由（3.10）式给出的.设

[image: img1223]

则显然有

[image: img1224]

其中[image: img1225]表示矩阵[image: img1226]的逆矩阵[image: img1227]是[image: img1228]的逆矩阵.因此

[image: img1229]

即

[image: img1230]

而横空间H是[image: img1231]的零化子空间，所以（3.45）式表明横空间场H在左移动La下是不变的.


反过来，如果在标架丛P上给定了具有上述两个性质的m维切子空间场H，则在M上存在仿射联络D，使得H是标架丛P上关于联络D的横空间场（参见参考文献[14]）.所以，从标架丛上看，仿射联络等价于具有上述性质的m维切子空间场.


第五章　黎曼流形

§1　黎曼几何的基本定理

设M是m维光滑流形，G是M上对称的二阶协变张量场.若（U；ui）是M的一个局部坐标系，则张量场G在U上可以表为

[image: img1232]

其中gij＝gji是U上的光滑函数.G在每一点p∈M给出了Tp（M）上的二重线性函数：设

[image: img1233]

可命

[image: img1234]

我们称张量G在点p是非退化的，如果有一个矢量X∈Tp（M），使得

G（X，Y）＝0

对所有的Y∈Tp（M）都成立，则必须有X＝0.这就是说，G在p是非退化的，当且仅当线性方程组

[image: img1235]

只有零解，即行列式det（gij（p））≠0.

如果对任意的X∈Tp（M）都有

[image: img1236]

且等号只在X＝0时成立，则称张量G在点p是正定的.由线性代数可知，G是正定的充分必要条件是矩阵（gij）是正定的；因此正定的张量G必是非退化的.

定义1.1　若在m维光滑流形M上给定一个光滑的处处非退化的对称二阶协变张量场G，则称M是广义黎曼流形，G称为广义黎曼流形M的基本张量或度量张量.

若G是正定的，则称M是黎曼流形.

对于广义黎曼流形M，（1.2）式在每一点p的切空间Tp（M）内给出了内积，即对于X，Y∈Tp（M），命

[image: img1237]

在G是正定的情形下，切矢量的长度、在同一点的两个切矢量的夹角都是有意义的，即

[image: img1238]

所以黎曼流形就是在每一点的切空间上指定了正定内积的微分流形，并且要求内积是光滑的，即：如果X，Y是光滑的切矢量场，则X·Y是M上的光滑函数.

二次微分式

[image: img1239]

与局部坐标系ui的选取是无关的，通常称为度量形式，或黎曼度量.ds恰是无穷小切矢量的长度，称为弧长元素.设C：ui＝ui（t），t0≤t≤t1是M上一条连续的分段光滑的参数曲线，则C的弧长定义为

[image: img1240]

定理1.1　在m维光滑流形M上必有黎曼度量.

证明　取M的局部有限的坐标覆盖[image: img1241]，设｛hα｝是从属的单位分解，使得支集supp hα[image: img1242]Uα.命

[image: img1243]

其中[image: img1244]定义为

[image: img1245]

它们是M上的光滑的二次微分式.因为在每一点p∈M，（1.10）式右端只是有限项的和，所以该式是有意义的.实际上，若取p的一个坐标域（U；ui），使得[image: img1246]是紧致的.由于｛Uα｝的局部有限性，所以U只与其中有限多个成员[image: img1247]相交，因此（1.10）式限制在U上成为

[image: img1248]

其中

[image: img1249]

因为[image: img1250]，故有某一指标β，使hβ（p）＞0，于是

[image: img1251]

由此可见，ds2在M上处处是正定的.

注记　在流形上黎曼度量的存在性并非平凡的结果.例如，M上不一定存在非正定的黎曼度量（但这一点较难证明）.从纤维丛观点看，在M上存在黎曼度量，说明M上对称的二阶协变张量丛必有正定的光滑截面.然而，对于任意的矢量丛，处处不为零的光滑截面却不一定存在.

下面假定M是广义黎曼流形.在局部坐标系改变时，基本张量G的分量变换公式是

[image: img1252]

因为矩阵（gij）是非退化的，我们把它的逆矩阵的元素记作gij，即

[image: img1253]

那么，容易证明gij的坐标变换公式是

[image: img1254]

因此（gij）是对称的二阶反变张量（请读者自证）.

借助于基本张量，可以把切空间和余切空间等同起来，因而反变矢量和协变矢量可以看作同一个矢量的不同表现形式.实际上，若X∈Tp（M），命

[image: img1255]

则αx是Tp（M）上的线性函数，即[image: img1256].反过来，因为G是非退化的，所以[image: img1257]中任意一个元素都可表成αx的形式.这样，对应X[image: img1258]αx在Tp（M）和[image: img1259]之间建立了同构.用分量表示，若

[image: img1260]

则从（1.15）式得到

[image: img1261]

此外，可以直接验证，如果（Xi）是反变矢量，则由（1.16）式定义的（Xi）遵从协变矢量的变换规律.

一般地，若[image: img1262]是型张量，则

[image: img1263]

分别是（0，3）型张量和（2，1）型张量.如（1.17）式给出的运算通常称为张量指标的下降或上升.

定义1.2　设（M，G）是m维广义黎曼流形，D是M上的仿射联络.如果

DG＝0，　　　　　　　（1.18）

则称D是广义黎曼流形（M，G）的容许联络.

条件（1.18）的意思是基本张量G关于容许联络是平行的.若记联络D在局部坐标ui下的联络矩阵是[image: img1264]，则

[image: img1265]

所以（1.18）式等价于

[image: img1266]

或用矩阵记成

[image: img1267]

其中G表示矩阵

[image: img1268]

并且

[image: img1269]

容许联络的几何意义是平行移动保持度量性质不变；尤其是在黎曼流形上，切矢量的长度和夹角在平行移动时是不变的.实际上，如果X（t），Y（t）是沿曲线C：ui＝ui（t）（1≤i≤m）关于容许联络的平行矢量场，则

[image: img1270]

所以

[image: img1271]

由于（1.19）式，上式末端为零，所以沿曲线C有

[image: img1272]

定理1.2（黎曼几何的基本定理）设M是m维广义黎曼流形，则在M上存在唯一的无挠容许联络.该联络称为广义黎曼流形M的Christoffe1-Levi-Civita联络，或黎曼联络.

证明　设D是M上的无挠容许联络，把D在局部坐标ui下的联络矩阵记为[image: img1273]，其中

[image: img1274]

则它们适合条件

[image: img1275]

记

[image: img1276]

则由（1.27），（1.28）两式得到

[image: img1277]

轮换（1.30）的指标，则得

[image: img1278]

计算（1.32）＋（1.33）－（1.30），并利用（1.31）式，则得

[image: img1279]

由此可见，无挠容许联络是由度量张量唯一确定的.

反过来，由（1.35）式定义的[image: img1280]在局部坐标变换时确实适合联络系数的变换公式（第四章§2的（2.5）式），因此它们在流形M上定义了一个仿射联络D.通过计算得到，由（1.35）式定义的[image: img1281]满足方程（1.30）和（1.31），所以D是M上的无挠容许联络.

Christoffel-Levi-Civita联络的存在唯一性是黎曼几何非常重要的结果.由（1.34）和（1.35）两式定义的[image: img1282]和[image: img1283]分别称为第一种和第二种Christoffel记号.

注记1　在黎曼流形的一个邻域内不去考虑自然标架场，而用任意的标架场往往是比较方便的.流形上一个局部标架场就是标架丛的局部截面.设（e1，…，em）是局部标架场，其对偶标架场是（θ1，…，θm）.命

[image: img1284]

[image: img1285]称为联络D关于标架场（e1，.…，em）的联络矩阵.这里的θi，[image: img1286]不是别的，正是第四章§3中标架丛P上的一次微分式θi，[image: img1287]拉回到局部截面上的形式（在此我们用了同样的记号）.因此根据联络的结构方程得到，D是无挠联络等价于[image: img1288]满足方程

[image: img1289]

如果仍然记

[image: img1290]

则度量形式是

[image: img1291]

因为G＝gijθi[image: img1292]θj，所以

[image: img1293]

因此D是容许联络的条件仍是

[image: img1294]

现在，定理1.2可以改述为：

定理1.3　设（M，G）是广义黎曼流形，｛θi，1≤i≤m｝是邻域U[image: img1295]M上一组m个处处线性无关的一次微分式，则在U上存在唯一的一组m2个一次微分式[image: img1296]，使得

[image: img1297]

其中gij是G关于局部余标架场｛θi｝的分量，即

[image: img1298]

注记2　假定M是黎曼流形，G是正定的，则在邻域U内可取正交标架场｛ei，1≤i≤m｝.此时gij＝δij，即

[image: img1299]

而（1.40）的第二式成为

[image: img1300]

即联络矩阵[image: img1301]是反对称的.

注记3　公式（1.30）就是

[image: img1302]

或

[image: img1303]

这是条件（1.18）的一种表现形式；这意味着，对于容许联络来说，度量张量gij关于绝对微商如同一个常量.

根据定义，Christoffel-Levi-Civita联络ω的曲率矩阵是

Ω＝dω－ω∧ω.

外微分（1.20）式，则得

[image: img1304]

即

[image: img1305]

命

[image: img1306]

则Ω·G＝（Ωij）.（1.44）式就是

[image: img1307]

即Ωij关于下指标是反对称的.经过直接的计算得到

[image: img1308]

根据第四章§2的（2.22）式，

[image: img1309]

其中

[image: img1310]

若命

[image: img1311]

则

[image: img1312]

并且

[image: img1313]

Rijkl是四阶协变张量，它是由流形M上给定的广义黎曼度量完全确定的，称为广义黎曼流形M的曲率张量.曲率张量有非常特别的性质.

定理1.4　广义黎曼流形的曲率张量Rijkl满足下列关系：

　　[image: img1314]

证明　（1）该关系是（1.46）和（1.52）两式的直接推论.

（2）由Christoffel-Levi-Civita联络的无挠性得到

[image: img1315]

外微分并利用（1.47）式则得

[image: img1316]

用（1.51）式代入得到

[image: img1317]

由于Rijkl关于后两个指标的反对称性，上式的系数关于后三个指标是反对称的，所以

[image: img1318]

（3）由（1.55）式得

[image: img1319]

两式相减则得

[image: img1320]

同理得到

[image: img1321]

利用关系（1）的反称性，则有

[image: img1322]

作为推论，在定理1.4的条件下我们有

[image: img1323]

再有，由于（1.43）式则得

[image: img1324]

因此从第四章的定理2.2得到

[image: img1325]

这仍然叫做Bianchi恒等式.

注记　黎曼流形的概念可以推广到黎曼矢量丛.设（E，M，π）是实矢量丛，如果对每一点p∈M，在纤维π－1（p）上给定了一个非退化的对称的双线性函数G，且对于F的任意两个光滑截面X和Y，G（X，Y）是M上的光滑函数，则称E是一个广义黎曼矢量丛.如果G是正定的，则称E是黎曼矢量丛，G称为矢量丛E上的黎曼结构.如同定理1.1，在任意一个实矢量丛上黎曼结构必然是存在的.同样，我们可以定义广义黎曼矢量丛上的容许联络的概念.

黎曼流形上的张量丛可以自然地成为黎曼矢量丛.例如对于张量丛[image: img1326]，若[image: img1327]，则a与b的内积是

[image: img1328]

§2　测地法坐标

定义2.1　设M是m维黎曼流形.若参数曲线C是M上关于Christoffel-Levi-Civita联络的测地线，则称C是黎曼流形M的测地线.

设在局部坐标ui下，Christoffel-Levi-Civita联络D的系数是[image: img1329]，则曲线C：ui＝ui（t）（1≤i≤m）为测地线的条件是它满足二阶常微分方程组

[image: img1330]

这里[image: img1331]是C的切矢量.根据定义，测地线的切矢量沿曲线本身关于Christoffel-Levi-Civita联络是平行的；而Christoffel-Levi-Civita联络保证度量性质在平行移动下不变，所以测地线的切矢量Xi的长度是常数.即

[image: img1332]

或

[image: img1333]

由此可见，黎曼流形上测地线的参数必定是弧长参数s的一次函数

[image: img1334]

其中λ（≠0），μ都是常数.

下面我们考察在一点附近的特殊坐标系，使得从该点出发的任意一条测地线的坐标的参数方程是弧长参数的线性函数.我们先在M是仿射联络空间的一般假定下进行讨论.

设在坐标系（U；ui）下测地线的方程是

[image: img1335]

根据常微分方程的理论，对任意一点x0∈U都存在x0的一个邻域W[image: img1336]U及正数r，δ，使得对于任意的初值x∈W，及满足条件‖α‖＜r(1)的α∈Rm，方程组（2.4）在U中有唯一解(2)

[image: img1337]

它适合初始条件

[image: img1338]

并且函数fi光滑地依赖于自变量t和初值xk，αk.

若取非零常数c，则函数fi（ct，xk，αk）（x∈W，‖α‖＜r，且t＜δ/|c|）仍然满足方程组（2.4），并且

[image: img1339]

根据方程（2.4）的解的唯一性，当‖α‖，‖ca‖＜r及|t|，|ct|＜δ时总是有

[image: img1340]

但是上端左边在x∈W，‖α‖＜r，|t|＜δ/|c|时总是有意义的，因此可以用来定义右边的函数.这样，函数fi（t，xk，ak）对于x∈W，|t|＜δ/|c|及‖α‖＜|c|r总有定义；特别是，可取|c|＜δ，则fi（t，xk，ak）在x∈W，|t|≤1，及‖α‖＜|c|r上有定义.命

[image: img1341]

则

[image: img1342]

于是对于固定的x∈W，（2.9）式给出了从切空间Tx（M）（＝Rm）在原点的一个邻域到流形M在点x的一个邻域的光滑映射.因为

[image: img1343]

而另一方面

[image: img1344]

所以

[image: img1345]

即映射（2.9）在原点α＝0是正则的.这就是说，ai可以取作M在点x的局部坐标系，称为在点x的测地法坐标系，或简称法坐标系.由于切空间是线性空间，它上面的不同坐标系只差一个非退化的线性变换，所以流形M在一点的法坐标系也只差一个非退化的线性变换而完全确定.

固定[image: img1346]当t变化时[image: img1347]是Tx（M）中从原点出发的一条直线，而在流形上描出一条从x出发的、与切矢量[image: img1348]相切的测地线.所以在法坐标系αi下，这条测地线的方程是

[image: img1349]

其中[image: img1350]是常数.

定理2.1　若M是无挠仿射联络空间，则对于在点x的法坐标系αi，其联络系数[image: img1351]在x为零.

证明　因为在法坐标系αi下，测地线[image: img1352]满足方程（2.4），所以对任意的[image: img1353]有

[image: img1354]

由于无挠联络[image: img1355]关于下指标是对称的，所以

[image: img1356]

定理2.2　仿射联络空间M在每一点x0都有一个邻域W，使得W中每一点都有包含W在内的法坐标域.

证明　设（U；ui）是点x0的法坐标系，命

[image: img1357]

根据前面关于方程（2.4）的解的讨论，存在x0的邻域W＝U（x0；r）及正数δ，使得对任意的x∈W及α∈Rm，‖α‖＜δ有唯一的以（x，αk）为初始条件的测地线

[image: img1358]

我们用B（0；δ）记集合｛α|∈Rm，‖α‖＜δ｝，则（2.16）式给出了映射φ：W×B（0；δ）→W×U，使得

[image: img1359]

其中x∈W，α∈B（0；δ）.因为函数fk光滑地依赖于x和α，所以映射φ是光滑的.根据（2.11）式得

[image: img1360]

可见映射φ的Jacobi矩阵在点（x0，0）∈W×B（0；δ）的附近是非退化的.由反函数定理，必存在点（x0，0）在W×B（0；δ）中的邻域V及正数a＜ρ，使得φ：V→U（x0；a）×U（x0；α）是可微同胚.对于任意的x∈U（x0；a），命

[image: img1361]

则由（2.16）给出的映射

[image: img1362]

是从Bx到U（x0；a）的可微同胚.取W＇＝U（x0；α），则上式说明W＇中每一点都有一个法坐标系把W＇包含在内.

系　仿射联络空间M在每一点x0有一个邻域W，使W中任意两点可用一段测地线连结.

注记　更细致的讨论还可以做到使这段测地线包含在邻域W内.这时邻域W称为测地凸邻域.下面的定理2.7在黎曼流形的假定下证明了测地凸邻域的存在性；此证明稍加修改同样适用于仿射联络空间.

定理2.3　无挠的仿射联络在局部上是由曲率张量完全确定的.

证明　考虑在固定点O的法坐标系αi.在点O取自然标架，然后将它沿着从点O出发的测地线平行移动至各点，由此得到在O点的一个邻域上的标架场｛ei，1≤i≤m｝.命θi是ej的对偶的一次微分式，并把主丛上m2个处处线性无关的一次微分式[image: img1363]在上述标架场上的限制仍用同一记号表示，因此θi[image: img1364]是t，ak的一次微分式，当ak为常数时，θi[image: img1365]就限制在测地线αit上.因为标架场沿测地线αit是平行的，所以

[image: img1366]

或

[image: img1367]

其中[image: img1368]和[image: img1369]分别是θi[image: img1370]中不含有微分dt的部分.将（2.21）式代入结构方程（第四章§3）

[image: img1371]

并比较含有dt的各项，则得

[image: img1372]

其中[image: img1373]分别表示[image: img1374]的系数对t求偏导数所得的一次微分式.因为在括号内不含有微分dt，所以

[image: img1375]

这是以t为自变量的一组常微分方程.将第一式再对t微分一次，则得

[image: img1376]

因为标架族ei在点O沿各方向都是平行的，所以

[image: img1377]

此外，根据定义得

[image: img1378]

所以

[image: img1379]

因此从（2.24）及（2.22）的第一式得到

[image: img1380]

对于给定的曲率张量，二阶常微分方程组（2.23）在初始条件（2.25）和（2.26）下有唯一解[image: img1381]i；再由（2.22）的第一式完全确定了[image: img1382]
因此在局部上曲率张量完全决定了无挠的仿射联络.

现在假定M是m维黎曼流形.设x0∈M，在切空间[image: img1383]中取定一个单位正交标架F0，则在点x0的法坐标系ui可以表成如下形式

[image: img1384]

其中（αi）是0（M）中的单位矢量，s是从x0出发的测地线的弧长.将标架F0沿着从x0出发的测地线平行移动，于是在x0的邻域内即产生了一个单位正交标架场.根据定理2.3的证明，我们可以记

[image: img1385]

其中[image: img1386]不含有微分ds，并且满足方程

[image: img1387]

以及初始条件

[image: img1388]

若记

[image: img1389]

则[image: img1390]适合初始条件

[image: img1391]

因此在点O附近弧长元素可表为

[image: img1392]

因为[image: img1393]，容易得到

[image: img1394]

并且

[image: img1395]

所以

[image: img1396]

于是，从（2.33）式得到：在点O附近弧长元素是

[image: img1397]

系　超曲面s＝const和从点O出发的测地线是彼此正交的.

定理2.4　黎曼流形M的每一点O有一个法坐标域W，使得

（1）W中每一点有一个法坐标域把W包含在内；

（2）连结O和p∈W的测地线是W中唯一的连结这两点的最短线.

证明　将定理2.2用于M上的Christoffel-Levi-Civita联络，便得到（1）.现在假定ui是如（2.27）式给出的点O的法坐标系，如（1）所要求的法坐标域W是

[image: img1398]

其中ε是充分小的正数.因为W是法坐标域，对任意一点p∈W，在W中有唯一的一条测地线γ连结O，p.假定γ的长度是s0.

首先，我们证明γ是W中连结O，p两点的最短线.设C是W中连结O，p的任意一条分段光滑曲线；不妨可设C的参数方程是ui＝ui（s），其中s是γ上的弧长参数，则C的弧长是

[image: img1399]

如果C是W中连结O，p的最短线，则（2.36）式中等号必须成立，所以沿曲线C必须有

[image: img1400]

由（2.31）式得到

[image: img1401]

因为[image: img1402]适合初始条件（2.32），所以[image: img1403]；在（2.37）式中令s→0，则得

dai=0，ai=const.

即C是连结O，p的测地线，故C＝γ.

定理2.5　设U是点O的法坐标域，则存在正数ε，使得对任意的0＜δ＜ε，超球面

[image: img1404]

有下列性质：

（1）Σδ上每一点都可以用U中唯一的最短测地线与O连结；

（2）与Σδ相切的任意一条测地线在切点的一个邻域内严格地落在Σδ的外部.

证明　取W是定理2.4所要求的法坐标域，不妨设W是半径为ε的球形邻域

[image: img1405]

当0＜δ＜ε时，由于Σδ[image: img1406]W[image: img1407]U，且U是法坐标域，故性质（1）是定理2.4的推论.现在要缩小ε，使性质（2）成立.

因为（U；ui）是法坐标系，由定理2.1得

[image: img1408]

超球面∑δ的方程可写成

[image: img1409]

设γ是一条与Σδ相切于p点的测地线，其方程是

[image: img1410]

其中σ是γ上从p点量起的弧长.因此

[image: img1411]

因为超球面Σδ与从点O出发的测地线是正交的，所以与Σδ在点p相切的测地线γ应与连结O，p的测地线正交，因此

[image: img1412]

直接计算得到

[image: img1413]

[image: img1414]

所以

[image: img1415]

由于（2.38）式，在O的一个邻域内可使[image: img1416]的值任意地小，因此可取充分小的ε，当0＜δ＜ε时，让（2.44）式总是保持正值.这样，测地线（2.40）在点p附近严格地落在Σδ的外面，它与Σδ只有一个公共点p.

在研究黎曼流形的几何时，一个有效的办法是在黎曼流形上引进距离函数，使它成为度量空间.

定义2.2　设M是连通的黎曼流形，p，q是M上任意两点.命

[image: img1417]

其中[image: img1418]指连结p，q两点的可求长曲线的弧长.ρ（p，q）称为p，q两点之间的距离.

因为M是连通的，所以连结p，q的可求长曲线总是存在的，故（2.46）式总是有意义的，它定义了M×M上的一个实函数.

定理2.6　函数ρ：M×M→R有以下性质：

（1）对任意的p，q∈M，ρ（p，q）≥0，并且等号只在p＝q时成立；

（2）ρ（p，q）＝ρ（q，p）；

（3）对任意三点p，q，r∈M，都有

ρ（p，q）＋ρ（q，r）≥ρ（p，r）.

因此，ρ成为流形M上的距离函数，使M成为度量空间.M作为度量空间的拓扑与流形M的原拓扑是等价的.

证明　根据定义（2.46），上述各性质都是明显的，只需验证：当p≠q时，ρ（p，q）＞0.

设p，q是M上两点，p≠q；由于M是Hausdorff空间，故有点p的邻域U，使q[image: img1419]U.根据定理2.4，必有点p的法坐标域W[image: img1420]U，使其法坐标是ui＝αis，其中[image: img1421]，且0≤s＜s0.取δ，使0＜δ＜s0，则超球面∑δ[image: img1422]W.设γ是连结p，q的一条可求长曲线，则γ的长度≥δ，即

ρ（p，q）≥δ＞0.

根据定理2.5，Σδ的内部恰是集合

｛q|∈M，ρ（p，q）＜δ｝，

即Σδ的内部是M作为度量空间时点p的δ－球形邻域，因此M作为度量空间的拓扑与M原来的拓扑是一致的.

要指出的是，如果W是定理2.4所构造的在点O的球形法坐标域，则对任意一点p∈W，在W中连结O，p两点的唯一的测地线的长度就是ρ（O，p）.

定理2.7　黎曼流形M的每一点p都有一个η－球形邻域W，其中η是充分小的正数，使得W中任意两点都能用W中唯一的一条测地线连结.

具有上述性质的邻域叫做测地凸邻域.定理的意思是：黎曼流形上每一点都有一个测地凸邻域.

证明　设p∈M，根据定理2.4，存在点p的半径为ε的球形法坐标域U，使得U中任意一点q都有一个法坐标域Vq包含U在内.不妨设ε还满足定理2.5的要求.取正数[image: img1423]，则点p的η－球形邻域W就是点p的测地凸邻域.

任取q1，q2∈W，则

[image: img1424]

设U（q1；ε/2）是q1的[image: img1425]球形邻域，则上式表明q2∈U（q1；ε/2）.对于任意的q∈U（q1；ε/2），则

[image: img1426]

故

[image: img1427]

即点q1的[image: img1428]球形邻域包含在q1的法坐标域内.根据定理2.4以及定理2.6最后的说明，在U（q1；ε/2）内存在唯一的一条测地线γ连结q1，q2两点，并且γ的长度就是ρ（q1，q2）.特别是，如果点r∈γ，则

[image: img1429]

最后要证明测地线γ落在W内.因为γ[image: img1430]U（q1；ε/2）[image: img1431]U，所以函数ρ（p，q）（q∈γ）是有界的.若γ不完全落在W内，而q1，q2∈W，则函数ρ（p，q）（q∈γ）必在γ的内点q0达到最大值.命δ＝ρ（p，q0），则δ＜ε，且超球面Σδ与γ在q0处相切.由定理2.5，γ在点q0附近应完全在Σδ的外部，这与函数ρ（p，q）（q∈γ）在q0达到最大值相矛盾.因此γ[image: img1432]W，证毕.

§3　截面曲率

设M是m维黎曼流形，它的曲率张量R是四阶协变张量.设ui是M的一个局部坐标系，则曲率张量R可以表成

[image: img1433]

其中[image: img1434]如§1的（1.52）式所定义.四阶协变张量可以看作四阶反变张量的空间上的线性函数（第二章§2），因此在每一点p∈M，我们有多重线性函数R：Tp（M）×Tp（M）×Tp（M）×Tp（M）→R，其定义为

[image: img1435]

其中记号〈，〉如第二章§2的（2.17）式所规定.若设

[image: img1436]

则

[image: img1437]

特别是

[image: img1438]

在第四章§2，已把联络D的曲率张量解释为曲率算子：任给Z，W∈Tp（M），则R（Z，W）是从Tp（M）到Tp（M）的线性映射，其定义是

[image: img1439]

若D是黎曼流形M的Christoffel-Levi-Civita联络，则有

[image: img1440]

右边的记号“·”是§1的（1.4）式所定义的内积.

根据定理1.4，四重线性函数R（X，Y，Z，W）有以下的性质：

（1）R（X，Y，Z，W）＝－R（X，Y，W，Z）＝－R（Y，X，Z，W）；

（2）R（X，Y，Z，W）＋R（X，Z，W，Y）＋R（X，W，Y，Z）＝0；

（3）R（X，Y，Z，W）＝R（Z，W，X，Y）.

利用M的基本张量G，还可以定义如下的四重线性函数：

G（X，Y，Z，W）＝G（X，Z）G（Y，W）－G（X，W）G（Y，Z）.　　（3.8）

显然，上式定义的函数对每一个变量都是线性的，并且它也有函数R（X，Y，Z，W）所具有的性质（1）～（3）.

若X，Y∈Tp（M），则

[image: img1441]

所以，当X，Y线性无关的，G（X，Y，X，Y）正是切矢量X，Y所张的平行四边形的面积的平方，因此G（X，Y，X，Y）≠0.

若X＇，Y＇是在点p的另外两个线性无关的切矢量，假定它们与X，Y张成同一个二维切子空间E，那么可设

X'=aX+bY，Y'+cX+dY，

其中ad－bc≠0.由性质（1）～（3）则得

R（X'，Y'，X'，Y'）=（ad－bc）2R（X，Y，X，Y），

G（X'，Y'，X'，Y'）=（ad－bc）2G（X，Y，X，Y），

所以

[image: img1442]

这就是说上式是Tp（M）的二维子空间E的函数，与X，Y在E中的选择无关.

定义3.1　设E是Tp（M）的二维子空间，X，Y是E中任意两个线性无关的切矢量，则

[image: img1443]

是E的函数，与X，Y在E中的选取无关，称它为黎曼流形M在（p，E）的黎曼曲率，或截面曲率.

我们知道，二维欧氏空间中曲面在一点的两个主曲率的乘积叫做曲面在该点的总曲率，或Gauss曲率.Gauss的一个“令人惊异”的结果说：曲面在一点的总曲率尽管是以外在的方式（即不仅用到曲面的第一基本形式，还用到曲面的第二基本形式）定义的，但是它只与曲面的第一基本形式有关，即总曲率K是

[image: img1444]

其中[image: img1445]，而R1212如§1的（1.52）式所定义，也就是

[image: img1446]

利用这个事实可以给出截面曲率的几何解释.假定m≥3，E是Tp（M）的二维子空间.在点p取定一个正交标架｛ei｝，使E由｛e1，e2｝所张成.设ui是由这个标架在点p附近决定的测地法坐标系.现在考虑从点p出发，并与E相切的所有测地线构成的二维子流形S.显然S的方程是

[image: img1447]

并且（u1，u2）是子流形S在p点的法坐标.S称为在点p与E相切的测地子流形.我们要证明，黎曼流形M在（p，E）的截面曲率K（E）恰是曲面S（具有从M诱导的黎曼度量）在p点的总曲率.

设M在点p附近的黎曼度量是

[image: img1448]

则它在S上的诱导度量是

[image: img1449]

其中
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因此
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由于（ui）和（uα）分别是M和S在点p的法坐标系，根据定理2.1得
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因此
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由此得到，M在（p，E）的截面曲率是

[image: img1454]

[image: img1455]

右端正是曲面S在点p的总曲率.

截面曲率的重要性在于下面的定理：

定理3.1　黎曼空间M在点p的曲率张量由在该点的所有二维切子空间的截面曲率唯一确定.

证明　设有四重线性函数[image: img1456]（X，Y，Z，W）满足曲率张量R（X，Y，Z，W）所适合的性质（1）～（3）（见151页），并且对于在点p的任意两个线性无关的切矢量X，Y，都有

[image: img1457]

我们要证明对任意的X，Y，Z，W∈Tp（M），有
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若命

[image: img1459]

则S仍是具有性质（1）～（3）的四重线性函数，而且由（3.20）式，对于任意的X，Y∈Tp（M）有

[image: img1460]

这样，（3.21）式等价于S是零函数.

由（3.23）式得到

S（X＋Z，Y，X＋Z，Y）＝0，

展开并利用函数S的性质则得

[image: img1461]

其中X，Y，Z是Tp（M）中任意三个元素.因此

S（X，Y＋W，Z，Y＋W）＝0，

展开后得到

[image: img1462]

利用性质（1）则有

S（X，y，Z，W）＝－S（X，W，Z，Y）＝S（X，W，Y，Z）＝－S（X，Z，Y，W）＝S（X，Z，W，Y）.（3.26）

由性质（3）我们有

S（X，Y，Z，W）＋S（X，Z，W，Y）＋S（X，W，Y，Z）＝0，

因此

3S（X，Y，Z，W）＝0.　　（3.27）

定理得证.

定义3.2　设M是黎曼流形，如果在点p所有的截面曲率K（E）是常数（即与E无关），则称M在点p-是迷向的.

若M在点p是迷向的，则M在p的截面曲率可以记成K（p），因此对任意的X，Y∈Tp（M）都有

R（X，Y，X，Y）＝－K（p）G（X，Y，X，Y）.　　（3.28）

根据定理3.1的证明，对于任意的X，Y，Z，W∈Tp（M）则有

R（X，Y，Z，W）＝－K（p）G（X，Y，Z，W）.　　（3.29）

所以黎曼流形在点p迷向的条件是

[image: img1463]

或

[image: img1464]

其中

[image: img1465]

定义3.3　如果M是处处迷向的黎曼流形，并且截面曲率K（p）是M上的常值函数，则称M是常曲率空间.

球面、平面和伪球面都是三维欧氏空间中总曲率是常数的曲面，因而是二维常曲率黎曼空间.

定理3.2（F.Schur定理）　设M是m维处处迷向的连通的黎曼流形，如果m≥3，则M是常曲率空间.

证明　因为M是处处迷向的，由（3.30）式得

[image: img1466]

其中K是M上的光滑函数，θi如（3.31）式给出.外微分（3.32）式得

[image: img1467]

但是
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其中
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由于Christoffel-Levi-Civita联络的无挠性，
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所以
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另一方面，根据Bianchi恒等式（第四章定理2.2），
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因此
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将（3.36）式和（3.33）式相比较，则得
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因为｛θi｝和｛dui｝都是局部的余标架场，故可设
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因为m≥3，任取三个指标1≤i＜j＜k≤m，则有

[image: img1476]

因此αi＝0（1≤i≤m），即

dK＝0.　　　　　（3.38）

因为M是连通流形，所以K是M上的常值函数.

例　设

[image: img1477]

其中K是实数，则以ds2为度量形式的黎曼空间是常曲率空间，截面曲率为K（留给读者证明）.

（3.39）式是黎曼（B.Riemann）于1854年在德国Gottingen大学发表的就职演讲“论几何学的基本假设”中给出的，这篇演讲创立了现在所称的“黎曼几何”.

§4　Gauss-Bonnet定理

Gauss-Bonnet定理是大范围微分几何学的一个经典定理，它建立了黎曼流形的局部性质和整体性质之间的联系.本书只证明二维黎曼流形上的Gauss-Bonnet定理.

设M是定向的二维黎曼流形.若在坐标域U上取定向相符的光滑的标架场｛e1，e2｝，其对偶标架场是｛θ1，θ2｝，则黎曼度量是

[image: img1478]

其中gij＝G（ei，ej）.根据黎曼几何基本定理，存在唯一确定的一组一次微分式[image: img1479]，使得

[image: img1480]

由[image: img1481]定义了M上的Christoffel-Levi-Civita联络：

[image: img1482]

联络的曲率形式是

[image: img1483]

命[image: img1484]，则由§1的（1.46）式，Ωij是反对称的.现在指标i，j只取1，2这两个整数值，所以在曲率形式Ωij中不为零的只有Ω12.

我们要考察Ω12在局部标架场改变时的变换规律.用Ω表示曲率矩阵[image: img1485]，设

[image: img1486]

若（e'1，e'2）是定义在坐标域W[image: img1487]M上定向相符的局部标架场，当U∩W≠[image: img1488]时，在U∩W上则有

[image: img1489]

其中
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用G＇，Ω＇记关于标架场（e'1，e'2）的相应的量，则有
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其中第二式就是第四章§1的（1.29）式.因此
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即
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所以
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从（4.7）式还得到
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因此
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这就是说[image: img1497]是与定向相符的局部标架场的选取无关的，因而是定义在整个流形M上的二次外微分式.若取与M的定向一致的局部坐标系ui，设｛e1，e2｝是自然基底，则

[image: img1498]

所以

[image: img1499]

其中K是流形M的Gauss曲率[image: img1500]是M的有向面积元素.Gauss-Bonnet定理要研究的就是二次外微分式Kdσ在M上的积分.

若｛e1，e2｝是与M定向相符的局部正交标架场，则g=g11g22－[image: img1501]，所以
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另一方面由§1的（1.47）式，
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因为这时[image: img1504]是反对称的（见§1定理1.2的注记2），所以
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其中θ12＝De1·e2.根据（4.13）和（4.14）两式得到
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要指出的是，在开集U[image: img1507]M上只要存在光滑的、定向相符的正交标架场｛e1，e2｝，则在U上就存在联络形式θ12，因而就有（4.15）式.

在定向的二维黎曼流形上，光滑的、定向相符的正交标架场是与流形上处处不为零的切矢量场相对应的.实际上，在标架场｛e1，e2｝中切矢量e2是将e1根据M的定向旋转90°得到的，所以定向相符的正交标架场｛e1，e2｝等价于单位切矢量场e1．

我们把切矢量场的零点称为它的奇点.在此先说明切矢量场在奇点的指标的概念.假定在开集U上有一个仅以点p为奇点的光滑矢量场X，即当q∈U－｛p｝时，Xq≠0.于是在U－｛p｝上有一个光滑的单位切矢量场

[image: img1508]

它在U－｛p｝上决定了一个与M定向相符的正交标架场｛a1，a2｝.因此，如果｛e1，e2｝是在U上给定的与M定向相符的正交标架场，则可设

[image: img1509]

其中α＝∠（e1，a1）是从e1到a1的有向角.显然，α是多值函数；但是在每一点，α的各个值之间只差2π的某个整数倍，所以，根据标架场和矢量场的可微性，在每一点的一个邻域内总可得到α的连续分支.这样得到的单值函数在这个邻域内是光滑的，而且α的不同的连续分支之间只差2π的某个整数倍.命

[image: img1510]

则由（4.17），（4.18）及De1·e2＝θ12得到

[image: img1511]

设D是包含点p的单连通区域，它的边界是光滑的简单闭曲线C＝[image: img1512]D，根据第三章§4，它具有从M诱导的定向；设C的弧长参数是s，0≤s≤L，s增大的方向与C的诱导定向一致，且C（0）＝C（L）.由于C的紧致性，它可以用有限多个邻域覆盖住，而在每个邻域上存在α的连续分支，所以，在C上存在连续函数α＝α（s），0≤s≤L.但一般来说α（0）≠α（L）；而且这样的连续函数之间只差2π的某个整数倍.由微积分基本定理得

[image: img1513]

但是α（L）和α（0）是在同一点C（0）的矢量e1与a1之间的有向角，所以（4.20）式的左端是2π的整数倍，而且它与连续分支α（s）的选取无关，也与标架场｛e1，e2｝的选择无关.

我们要证明（4.20）式的数值不依赖于包围点p的简单闭曲线C的选取.设有另一个包含p的单连通区域[image: img1514]，命C1=[image: img1515]，则[image: img1516]是M中的带边区域，它的具有诱导定向的边界是C－C1(3).根据（4.19）式及Stokes公式则有

[image: img1517]

右端显然与标架场｛e1，e2｝在D－D1上的选取无关，故不妨取ei= ai，j=1，2，这时[image: img1518]，而（4.21）式仍然成立.所以

[image: img1519]

代入（4.21）式得

[image: img1520]

定义4.1　设X是以点p为孤立奇点的光滑切矢量场，设U是点p的坐标域，使U中除点p外不再含有X的奇点.则根据上面的构造所得的整数

[image: img1521]

与包围p的简单闭曲线C的选取无关，也与U上与M定向相符的标架场｛e1，e2｝的选取无关，称为切矢量场X在p点的指标.

在直观上，指标Ip表示切矢量场X围绕奇点p的旋转的次数.

将（4.19）式在C上积分，则得

[image: img1522]

因为Gauss曲率K在点p是连续的，当D收缩为一点时，积分

[image: img1523]

然而[image: img1524]是常数Ip，故

[image: img1525]

定理4.1（Gauss-Bonnet定理）　设M是紧致的定向的二维黎曼流形，则

[image: img1526]

其中χ（M）是流形M的Euler示性数.

证明　在M上取一个只有有限多个孤立奇点的光滑切矢量场X，其奇点是pi，1≤i≤r.在每一点pi取一个ε－球形邻域Di，这里ε是充分小的正数，使每个Di除pi外不再含有X的奇点.命Ci＝[image: img1527]Di，Ci是具有从M在Di上决定的诱导定向的简单闭曲线.这样，由切矢量场X在[image: img1528]上决定了定向相符的光滑的正交标架场[image: img1529]设
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由（4.25）式可知在[image: img1531]上有

[image: img1532]

根据Stokes公式，则得

[image: img1533]

这里要指出一点：[image: img1534]的边界在集合的意义上与[image: img1535]的边界是一致的，但是前者在边界上诱导的定向恰好与

[image: img1536]

的定向相反.上面的第二个等号用了这个事实.

因为正交标架场｛e1，e2｝实际上在[image: img1537]上有定义，所以（4.26）在ε→0的过程中始终是成立的.由于K是在整个M上定义的连续可微的函数，所以
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而（4.26）式末端在ε→0时正是[image: img1539]（见（4.23）式），因此
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上式的左边与切矢量场X无关.我们在流形M上造一个特殊的切矢量场：取M的一个三角剖分（因为M是紧致的，它是可剖的[14]），造光滑的切矢量场X，使它以上述剖分的各维面的重心为奇点，并且使它在二维面、一维面及零维面的重心处的指标分别是＋1，－1和＋1（如图11所示）.因此

[image: img1541]

[image: img1542]

图　11

其中f，e，υ分别是M的剖分的二维面、一维面和零维面的个数.所以

[image: img1543]

在上面的证明中我们已经得到Hopf的指标定理：

系　设在紧致的定向的二维黎曼流形上有一个光滑切矢量场，其奇点个数有限，则它在各奇点的指标和等于该流形的Euler示性数.

注记　由上面的系可知，紧致、定向的二维光滑流形上有处处非零的光滑切矢量场的必要条件是：该流形的Euler示性数为零.反过来，由二维流形的分类，如果一个紧致、定向的二维光滑流形的Euler数是零，则它必可微同胚于环面，因此，必有处处非零的光滑切矢量场.

Gauss-Bonnet公式可推广到带边界的情形.设C是M上一条光滑曲线，a1是C的单位切矢量.取C的单位法矢量a2，使｛a1，a2｝决定的定向与M相符.因为Da1和a2共线，故可设

[image: img1544]

kg称为曲线C的测地曲率.显然，C是测地线的充分必要条件是

[image: img1545]

假定D是定向的二维黎曼流形M上的紧致的带边区域，边界aD由有限多条分段光滑的简单闭曲线组成，它有从D诱导的定向.设[image: img1546]D在各角点pi的内角是ai，1≤i≤l，则有Gauss-Bonnet公式（见附录一）

[image: img1547]

其中kg是沿[image: img1548]D的测地曲率，χ（D）是区域D的Euler示性数.

如果D是M上的测地三角形，[image: img1549]D是由三段测地线组成的闭曲线，则x（D）＝1，故（4.30）式成为

[image: img1550]

这推广了定理“平面上三角形的内角和等于180°”.当M是球面时，公式（4.31）是Gauss得到的.

仔细地分析Gauss-Bonnet定理的证明，不难发现关键是把M上的二次外微分式Kdσ表示成－dθ12，而后者是在M的标架丛上考虑的，也就是在M的球丛（M的单位切矢量构成的纤维丛）上考虑的.这样，原来在M上的积分就转换成在球丛的截面上的积分，然而球丛的截面（即单位切矢量场）未必存在，于是通过Stokes定理化为绕奇点的积分，得到矢量场在奇点的指标.上面的想法在证明高维流形上的Gauss-Bonnet定理时得到充分的体现.

设M是2n维紧致的定向黎曼流形.设｛ei，1≤i≤2n｝是局部的单位正交标架场，对偶标架场是｛θi，1≤i≤2n｝，联络形式和曲率形式分别是ωij和Ωij.考虑2n次外微分式

[image: img1551]

则Ω与局部单位正交标架场的选取是无关的，因而它是在M上大范围定义的2n次外微分式.Ω可以记成

[image: img1552]

其中dσ＝θ1∧…∧θ2n是M的体积元素，K是M的Lipschitz-Killing曲率

[image: img1553]

Gauss-Bonnet定理说

[image: img1554]

证明这个定理的关键是在M的球丛（M的单位切矢量构成的纤维丛）上把外微分式Ω表成一个2n－1次外微分式Π的外微分：

[image: img1555]

其详细的证明可见S.S.Chern，“A simple intrinsic proof of the Gauss-Bonnet formula for closed Riemannian manifolds”，Ann. of Math.，45（1944），747～752.

【注释】


(1)这里‖a‖表示[image: img1556]

(2)可见参考文献[13]

(3)这里用了拓扑学中“链”的记法，实际上C－C1代表C和反向的C1的并集，参见参考文献[18].


第六章　李群和活动标架法

§1　李群

实数域有很丰富的结构，一方面它有代数结构，可以进行加、减、乘、除等四则运算；另一方面它有拓扑结构和微分结构，可以进行连续性和可微性的讨论.本节要讨论的李群就是群的结构和微分结构的复合体.在这里我们只简单地介绍李群及其李代数的一些基本概念.

定义1.1　设G是一个非空集合.如果

（1）G是一个群（群的运算记作乘法）；

（2）G是r维光滑流形；

（3）逆射τ：G→G，使r（g）＝g－1，以及乘法运算φ：G×G→G，使φ（g1，g2）＝g1·g2，都是光滑映射，则称G是一个r维李群.

因为τ2＝id：G→G（即τ2（g）＝g），所以逆射τ是G到自身的可微同胚.另外，G还有右移动和左移动两组可微同胚，定义如下：设g∈G，g在G上产生的右移动是Rg：G→G，使

Rg（x）=φ(x,g)=x·g；　　　　（1.1）

左移动是Lg：G→G，使

Lg（x）=φ(g,x)=g·x；　　　　（1.2）

因为Lg的逆映射是[image: img1557]，Rg的逆映射是[image: img1558]，所以Lg和Rg都是G到自身的可微同胚.

例1　Rn关于矢量加法成为一个n维李群.

例2　n维环群Tn.

在Rn中取n个线性无关的矢量ei，1≤i≤n，它们生成的格是

[image: img1559]

这是加法群，是Rn的子群.环群Tn是商群Rn/L，在拓扑上它是n维环面，所以它是n维紧致李群.

若G1，G2是两个李群，在积流形G1×G2上定义运算如下：设（a1，a2），（b1，b2）∈G1×G2，命

（a1，a2）·（b1，b2）=（a1·b1，a2·b2），　　（1.4）

则G1×G2关于运算（1.4）成为一个李群，称为李群G1和G2的直积.

自然，一维环群T1可以看作平面R2上的一个圆周[image: img1560][image: img1561]，所以n维环群就是n个圆周的直积：

[image: img1562]

例3　一般线性群GL（n；R）和GL（n；C）.

GL（n；R）是n×n阶非退化实矩阵所成的集合，群运算是矩阵的乘法.因为GL（n；R）是[image: img1563]中的开子集，因而它有从[image: img1564]诱导的微分结构.设

[image: img1565]

则

[image: img1566]

右端是矩阵A和B的分量的多项式，所以映射

φ（A,B）=A·B　　　　　（1.7）

是光滑的.此外，A－1的元素是分量[image: img1567]的有理分式，所以逆射也是光滑的，因此GL（n；R）是李群.

同样，n×n阶非退化复矩阵所成的乘法群GL（n；C）是2n2维李群.

例4　GL（1；C）是非零复数构成的乘法群，又记作C*.在拓扑上C*和R2－｛0｝是一致的，其元素x＋iy的坐标是（x，y），因此C*是二维光滑流形.

设za=xa+iya，a=1，2，za≠0，它们的乘法用坐标表示则是

[image: img1568]

元素z＝x＋iy的逆是

[image: img1569]

显然乘法运算和逆射都是光滑的，C*是二维李群.

例5　设G是李群，H是G的子群.如果H是G的正则子流形，则可证明：映射

[image: img1570]

都是光滑的（请读者自证，可参阅参考文献[3，第83页]）.

设

SL（n；R）＝｛A|∈GL（n；R），detA＝1｝，

O（n；R）＝｛A|∈GL（n；R），A·tA＝I｝，

其中I表示单位矩阵，即GL（n；R）的单位元素.则SL（n；R）和O（n；R）都是GL（n；R）的子群，并且是GL（n；R）的正则子流形，所以它们都是李群.SL（n；R）和O（n；R）分别称为特殊线性（或么模）群和实正交群.

设G是r维李群，单位元素是e.因为对每一个a∈G，[image: img1571]是G到自身的可微同胚，且[image: img1572]，所以切映射[image: img1573]是线性同构，这里Ga表示流形G在点a的切空间.设X∈Ga，命

[image: img1574]

则ω是定义在G上、取值在Ge中的一次微分式，称为李群G的右基本微分式，或Maurer-Cartan形式.若在Ge中取定基底δi，1≤i≤r，则可命

[image: img1575]

其中ωi（1≤i≤r）是李群G上r个处处线性无关的一次微分式.

现在我们求ωi的坐标表达式.分别取点e与a的局部坐标系（U；xi），（W；yi）.因为φ的连续性，当U充分小时必有a的邻域W1[image: img1576]W，使得φ（U×W1）[image: img1577]W.取[image: img1578]，命

[image: img1579]

那么线性同构（Ra）*：Ge→Ga由下式给出：

[image: img1580]

因为[image: img1581]°（Ra）*＝id：Ge→Ge，所以

[image: img1582]

其中矩阵[image: img1583]是[image: img1584]的逆矩阵.因此

[image: img1585]

从表达式可知ωi是光滑的一次微分式.

定理1.1　设σ：G→G是光滑映射.σ是李群G的右移动的充分必要条件是：它保持右基本微分式不变，即

[image: img1586]

证明　设σ是右移动Rx，x∈G，则对任意的X∈Ga有

[image: img1587]

所以

[image: img1588]

反过来，假定σ保持右基本微分式不变.因为Pfaff方程组

ωi（a）＝ωi（b），（a，b）∈G×G，1≤i≤r，　　（1.15）

在流形G×G上决定了一个r维平面场，因此它的r维积分流形是唯一的.现在，映射σ：G→G保持右基本微分式不变.所以

ωi（X）＝ωi（σ*X），

其中X∈Ga，σ*X∈Gσ（a）.这说明映射σ给出了方程组（1.15）的、经过点（e，σ（e））的r维积分流形.此外右移动Rσ（e）也给出了满足相同初条件的r维积分流形，所以由唯一性得

[image: img1589]

因为d[image: img1590]σ*＝σ*[image: img1591]d（第三章定理2.6），所以dωi仍在右移动下不变.若命

[image: img1592]

因为ωi和dωi都是右不变的，所以[image: img1593]是常数，称为李群G的结构常数.方程（1.16）称为李群G的结构方程，或Maurer-Cartan方程.

定理1.2　结构常数[image: img1594]适合Jacobi恒等式

[image: img1595]

证明　外微分（1.16）式得

[image: img1596]

而括号内的式子关于k，h，l是反对称的，于是得到（1.17）式.

注记　结构常数的重要性在于决定了局部李群的结构.所谓局部李群V是一个光滑流形，并且对某个元素e∈V，有一个从（e，e）在V×V中的邻域W到V的光滑映射，记作（x，y）x·y，它满足下列条件：

（1）若（e，y）∈W，则e·y＝y；若（x，e）∈W，也有x·e＝x；

（2）若（x，y），（y，z），（x·y，z），（x，y·z）∈W，则

（x·y）·z＝x·（y·z）.

元素e称为局部李群V的单位元素.

局部李群和李群的区别在于它的乘法只定义在单位元素e的近旁.显然李群也是局部李群.对于局部李群同样可定义Maurer-Cartan形式和结构常数.我们有下面的

定理1.3　若r3个常数[image: img1597]满足条件

[image: img1598]

则存在r维局部李群V以[image: img1599]为结构常数，而且任意两个这样的局部李群是同构的（定理的证明可参阅参考文献[9]）.

定义1.2　设X是李群G上的光滑切矢量场.若对任意的a∈G都有

[image: img1600]

则称X是G上的右不变矢量场.

任意取切矢量Xe∈Ge，命

[image: img1601]

则得G上的光滑切矢量场X.显然，右基本微分式ω在X上的值是常值，即

[image: img1602]

由定理1.1得

ω（X）＝（（Ra）*ω）（X）＝ω（（Ra）*X），

所以

（Ra）*X＝X，

即（1.20）式所定义的切矢量场是右不变矢量场.

用Xi表示δi∈Ge经过右移动产生的右不变矢量场，则Xi（1≤i≤r）是G上处处线性无关的切矢量场，而且G上任意一个右不变矢量场必是Xi的常系数线性组合.因此G上右不变矢量场的集合构成r维矢量空间，记作[image: img1603]，它与Ge是同构的.

由（1.21）式得

ω（Xi）＝δi，

即

[image: img1604]

所以右基本微分式ωi（1≤i≤r）和右不变矢量场Xj（1≤j≤r）恰好构成李群G上彼此对偶的余标架场和标架场.因此，G上的切矢量场X是右不变的充分必要条件是：右基本微分式在X上的值是常数.

定理1.4　若X，Y是G上的右不变矢量场，则[X，Y]仍是G上的右不变矢量场.

证明　根据第三章定理2.3，

[image: img1605]

从结构方程（1.16）得到

[image: img1606]

因为X，Y是右不变矢量场，所以

[image: img1607]

于是由（1.23）式得到

[image: img1608]

这意味着[X，Y]是右不变的.

定理1.4说明，光滑切矢量场的Poisson括号积在[image: img1609]中是封闭的，因此定义了[image: img1610]中的乘法运算.这种乘法运算满足下列条件（第一章§4）：

（1）分配律

[a1X1＋a2X2，Y]＝a1[X1，Y]＋a2[X2，Y]；

（2）反交换律

[X，Y]＝－[Y，X]；

（3）Jacobi恒等式

[X，[Y，Z]]＋[Y，[Z，X]]＋[Z，[X，Y]]＝0.

一个n维实矢量空间如果有满足分配律、反交换律和Jacobi恒等式的乘法运算，则称它是一个n维李代数.例如：三维欧氏空间关于矢量的叉乘成为一个三维李代数；流形M上全体光滑切矢量场关于Poisson括号积成为无限维李代数.这样，定理1.4说明李群G上全体右不变矢量场所构成的矢量空间[image: img1611]是一个r维的李代数.我们把李代数[image: img1612]叫做李群G的李代数.

李群的结构常数给出了李代数[image: img1613]的乘法表.实际上，由（1.24）式得到

[image: img1614]

所以

[image: img1615]

结构常数[image: img1616]关于下指标的反对称性和Jacobi恒等式对应于括号积[，]满足反交换律和Jacobi恒等式.因此，如果命

[image: img1617]

则Ge也成为r维李代数.这样，Ge和[image: img1618]作为李代数是同构的.通常也把Ge关于（1.26）式定义的乘法构成的李代数叫做李群G的李代数.

注记　完全类似地可以讨论李群G上的左基本微分式[image: img1619]和左不变矢量场.设

[image: img1620]

且[image: img1621]是δi经左移动产生的左不变矢量场，那么

[image: img1622]

设结构方程是

[image: img1623]

则

[image: img1624]

经过简单的计算可知，结构常数[image: img1625]只差一个符号，即

[image: img1626]

（留给读者证明）.

要注意的是，利用右不变矢量场的括号积和左不变矢量场的括号积在Ge上定义了两个乘法运算，分别记作[，]左和[，]右.即

[image: img1627]

由（1.31）式得知，这两种运算差一个符号：

[image: img1628]

本书把Ge叫做李群的G的李代数时，其乘法运算是（1.26）式给出的，即用的是[，]右.

例6　计算一般线性群GL（n；R）的结构常数.

GL（n；R）的元素是n×n阶非退化的实矩阵.设[image: img1629][image: img1630]，则[image: img1631]是流形GL（n；R）上的坐标系，所以[image: img1632]给出了GL（n；R）上的余标架场[image: img1633]是GL（n；R）在点A的任意的切矢量.所以GL（n；R）的右基本微分式是

[image: img1634]

外微分（1.34）式，得

[image: img1635]

用gl（n；R）记李群GL（n；R）在单位元素I（单位矩阵）的切空间，这是n2维矢量空间[image: img1636]，其元素是n×n阶实矩阵.在这种表示下，gl（n；R）的基底是[image: img1637]其中[image: img1638]表示在第j行、第i列交叉处的元素为1，其余元素是零的n×n阶矩阵.因此可命

[image: img1639]

由（1.35）式得

[image: img1640]

所以李群GL（n；R）的结构常数是

[image: img1641]

李代数gl（n；R）的乘法表是

[image: img1642]

设A，B∈gl（n；R），用分量表示是

[image: img1643]

根据（1.38）式则得

[A，B]＝B·A－A·B.　　　　（1.39）

定义1.3　设G，H是两个李群.若有光滑映射f：H→G，它又是群的同态，则称f是从李群H到G的同态.若f还是可微同胚，则称f是李群H到G的同构.

定理1.5　设f：H→G是李群H到G的同态，则f在它们的李代数之间诱导出同态[image: img1644]如果f是李群的同构，则f*是李代数的同构.

证明　用f*表示光滑映射f的切映射，首先我们证明f*把李群H上的右不变矢量场映入到李群G的右不变矢量场.任取Xe∈He，命

[image: img1645]

其中e是H的单位元素，[image: img1646]）是G的单位元素.命X，Y分别是Xe和[image: img1647]在各自的李群上生成的右不变矢量场，则对任意的a∈H，有

[image: img1648]

其中[image: img1649]因此H上的右不变矢量场在f*下的像可以拓广成G上的右不变矢量场，我们把这种对应仍记作[image: img1650]

此外，切映射f*和Poisson括号积是可交换的，所以对X1，[image: img1651]
有

[image: img1652]

其中Yi是由f*Xi在G上拓广所成的右不变矢量场.所以f*：[image: img1653]是李代数的同态.

当f是李群的同构时，f*也是可逆的，所以f*：[image: img1654]是李代数的同构.

定义1.4　设H，G是两个李群，H[image: img1655]G.如果

（1）H是G的子群；

（2）嵌入映射id：H→G是子流形，则称H是G的李子群.

在例5中已经提到，如果H是李群G的正则子流形，而且H是G的子群，则H必定是李群，因而是G的李子群.如SL（n；R）和O（n；R）都是GL（n；R）的李子群.但是，一般说来李群G的李子群H不必是G的正则子流形.

例7　设G＝T2.取无理数a，命

H＝｛（t，at），t∈R｝/L，

其中L＝｛（n1，n2），ni∈Z｝，则H是G的李子群，但是H不是G的正则子流形.

根据定理1.5，因为嵌入映射id：H→G是李群的同态，因此它诱导出李代数[image: img1656]到[image: img1657]的同态.因为He是Ge的子空间，所以Ge中的李代数乘法（1.26）限制在He上是封闭的.

一般线性群是典型的李群，它的结构已在例6作了计算.因此，我们经常通过一般线性群来研究李群.设G是r维李群，我们把李群G到GL（n；R）的一个同态称为李群G的一个n次表示.每一个r维李群都有一个自然的r次表示——伴随表示.

设x∈G，命

[image: img1658]

则ax是李群G的自同构，称为G的内自同构.根据定理1.4，αx的切映射（ax）*给出了李代数Ge的自同构.记

[image: img1659]

Ad（x）是作用在线性空间Ce上的非退化线性变换，所以，它是GL（r；R）中的一个元素，于是得到映射

[image: img1660]

显然Ad是群的同态.因为任取x，y∈G，则

[image: img1661]

若用局部坐标表示，Ad是用局部坐标的光滑函数给出的，因此Ad：G→GL（n；R）是李群的同态.

定义1.5　用（1.41）式给出的李群的同态Ad：G→GL（r；R）称为r维李群G的伴随表示.

由定理1.5，伴随表示Ad：G→GL（r；R）的切映射诱导出李代数Ge到gl（r；R）的同态ad，称之为李群G的李代数Ge的伴随表示.这时，gl（r；R）看作Ge到自身的线性变换的集合.对于任意的X∈Ge，则ad（X）是作用在Ge上的线性变换.在下一节要证明：

ad（X）·Y＝－[X，Y].　　　（1.42）

§2　李氏变换群

变换群在几何中是十分重要的.根据Klein的观点，几何学研究的对象正是图形在一定的变换群作用下保持不变的性质；由于所考虑的变换群不同，就有欧氏几何、仿射几何和射影几何等各种不同的几何学.李群在流形上的作用，即所谓的李氏变换群则是上述典型变换群的推广，这对近代微分几何学产生重要的影响.

定义2.1　设M是m维光滑流形.若有光滑映射φ：R×M→M，对任意的（t，p）∈R×M，记

[image: img1662]

它们满足下列条件：

（1）φ0（p）＝p；

（2）对任意的实数[image: img1663]

则称R光滑地（左）作用在流形M上，或称φt是作用在M上的单参数可微变换群.

显然，φt：M→M是光滑映射.根据上面的条件立即可得[image: img1664]＝φ－t，即每一个φt都是可逆的，所以φt是M到自身的可微同胚.取p∈M，命

γp（t）＝φt（p），　　　（2.1）

则γp是M上通过点p的一条参数曲线，叫做单参数变换群φt通过点p的轨线.

若用Xp表示轨线γp在点p（即t＝0）的切矢量，于是得到流形M上的切矢量场X，称为单参数可微变换群φt在M上诱导的切矢量场.显然X是光滑的.设f是M上的光滑函数，则

[image: img1665]

所以Xf是M上的光滑函数，这就证明了X的光滑性.要紧的是，轨线γp是切矢量场X的积分曲线，即在轨线γp上任意一点q＝γp（s），Xq正是轨线γp在t＝s处的切矢量.实际上，因为γq（t）＝γp（t＋s），所以

[image: img1666]

从（2.3）式得到

[image: img1667]

[image: img1668]

即

[image: img1669]

反问题是：在M上给定一个光滑的切矢量场X，是否存在M的单参数可微变换群φt，使X是φt所诱导的切矢量场？换句话说，切矢量场X是否决定一个单参数可微变换群？定理2.1回答了这个问题.

定义2.2　设U是光滑流形M的一个开邻域.若有光滑映射φ：（－ε，ε）×U→M，对任意的p∈U，|t|＜ε，记φt（p）＝φ（t，p），它们满足下列条件：

（1）对任意的p∈U，φ0（p）＝p；

（2）若|s|＜ε，|t|＜ε，|t＋s|＜ε，并且p，φt（p）∈U，则

φs+t（p）＝φs[image: img1670]φt（p），

那么φt叫做作用在U上的局部单参数变换群.

局部单参数变换群φt同样在U上诱导出光滑的切矢量场.设p∈U，取p的局部坐标系（V；xi），V[image: img1671]U.由于映射φ的光滑性，只要取充分小的ε0＜ε，则当|t|＜ε0，总是有φt（p）∈V.从（2.2）式可得

[image: img1672]

其中

[image: img1673]

在p和q＝γp（s）都属于V时，我们也有

[image: img1674]

其中

[image: img1675]

定理2.1　设X是定义在M上的光滑切矢量场，则在任意一点p∈M存在一个邻域U和作用在U上的局部单参数变换群φt，|t|＜ε，使得X|u恰是φt在U上所诱导的切矢量场.

证明　取p的一个局部坐标系（V；xi），考虑常微分方程组

[image: img1676]

其中Xi是切矢量场X关于自然基底[image: img1677]的分量，即

[image: img1678]

根据常微分方程的理论，存在ε1＞0及p的邻域U1[image: img1679]V，使得对任意一点q∈U1，方程组（2.9）有唯一的一条积分曲线xq（t）（|t|＜ε1）通过点q，即它满足下列方程和初始条件：

[image: img1680]

并且解xq（t）对（t，q）是光滑依赖的.命

[image: img1681]

则φ是从（－ε1，ε1）×U1到M的光滑映射.现在要证明这是局部单参数变换群.

设|t|＜ε1，|s|＜ε1，|t＋s|＜ε1，并且q，φs（q）∈U1.因为xq（t＋s）和[image: img1682]）（t）都是方程组（2.9）的，通过xq（s）＝φs（q）的积分曲线，于是根据解的唯一性得到

[image: img1683]

所以φt是诱导出X|u1的局部单参数变换群.

设在p点，Xp≠0，则根据第一章定理4.3，在点p附近存在局部坐标ui，使得[image: img1684]这时局部单参数变换群φt有特别简单的表达式：

[image: img1685]

即φt表现为在坐标的空间中沿u1－曲线的平移.

注记　显然，方程组（2.9）与局部坐标的选择无关.如果有两个坐标域V1，V2，它们的交V1∩V2不是空集，且有局部单参数变换群[image: img1686]（分别作用在V1和V2上，但是它们是由同一个光滑切矢量场X决定的，则由方程组（2.9）的解的唯一性可知[image: img1687]和[image: img1688]在V1∩V2上的作用是相同的.

系　设X是紧致的光滑流形M上的光滑切矢量场，则X在M上决定一个单参数可微变换群.

证明　由定理2.1，对每一点p都有一个邻域U（p）和正数ε（p），使得在U（p）上有局部单参数变换群[image: img1689].根据注记，在这些U（p）的两两重叠部分，相应的局部单参数变换群的作用是相同的.因为M的紧致性，在｛U（p），p∈M｝中必有有限的子覆盖，设为｛Ua，1≤a≤r｝，相应的正数记为[image: img1690]现在可以定义如下的映射φ：（－ε，ε）×M→M：若p∈Ua，则命

[image: img1691]

要把φ开拓成从R×M到M的映射是很容易的.设t是任意实数，必有正整数N，使|t|/N＜ε，于是

[image: img1692]

与N的选取是无关的，右端表示变换φt/N在M上连续作用N次.显然φ：R×M→M是切矢量场X所决定的单参数可微变换群.

定理2.2　设φt是作用在光滑流形M上的单参数可微变换群，X是φt在M上所诱导的切矢量场.若ψ：M→M是可微同胚，则ψ*X是单参数可微变换群[image: img1693]在M上诱导的切矢量场.

证明　设f是流形M上任意的光滑函数，则根据定义有

（ψ*Xp）f＝Xp（f[image: img1694]ψ）

[image: img1695]

即ψ*Xp是单参数可微变换群[image: img1696]的通过点ψ（p）的轨线在该点的切矢量，所以ψ*X是[image: img1697]在M上诱导的切矢量场.

定义2.3　设X是流形M上的光滑切矢量场.ψ：M→M是可微同胚.如果

[image: img1698]

则称切矢量场X在ψ下是不变的.

由定理2.2可得到：

系　切矢量场X在可微同胚ψ：M→M下不变的充分必要条件是：X决定的局部单参数变换群φt和ψ的作用是可交换的.

定理2.3　设X，Y是流形M上任意两个光滑切矢量场.若X生成的局部单参数变换群是φt，则

[image: img1699]

证明　我们只需证明第一个等号成立.设p∈M，f是定义在点p附近的光滑函数.命

[image: img1700]

因为

[image: img1701]

所以

[image: img1702]

其中

[image: img1703]

并且

[image: img1704]

将（2.16）式中间的算子作用在f上则得

[image: img1705]

因此

[image: img1706]

注记1　设γp是单参数可微变换群φt的通过点p的轨线.因为[image: img1707]把γp上的点q＝γp（t）＝φt（p）映到点p.因此[image: img1708]建立了切空间Tq（M）到Tp（M）的同构.若Y是流形M的定义在轨线γp上的切矢量场，则[image: img1709]（p）是切空间Tp（M）中的一条曲线.定理2.3说明，[X，Y]p正是这条曲线在t＝0处的切矢量，所以它是切矢量场Y沿X的轨线的变化率.通常把（2.16）式右端的算子称为矢量场Y关于X的李导数，记作LxY.于是定理2.3成为

[image: img1710]

李导数的概念可以推广到M上任意的张量场.实际上，映射（φt）*建立了余切空间[image: img1711]到[image: img1712]的同构，它和[image: img1713]一起在张量空间之间定义了如下的同构[image: img1714]，使得对任意的[image: img1715]，有


[image: img1716]

这样，（r，s）型张量场ξ关于X的李导数Lxξ定义为

[image: img1717]

显然，Lxξ仍是（r，s）型张量场.

数量场f关于切矢量场X的李导数Lxf规定为f关于X的方向导数，即Lxf＝Xf.

注记2　外微分式的李导数是定义（2.23）的特例.设ω是M上的r次外微分式，则Lxω仍是r次外微分式，定义为

[image: img1718]

不难验证，对于M上任意r个光滑的切矢量场Y1，…，Yr有

[image: img1719]

对于M上的光滑切矢量场X，我们可以定义如下的线性算子[image: img1720]

若r＝0，i（X）在A0（M）上的作用规定为零映射.

若r＝1，ω∈A1（M），则命

i（X）ω＝ω（X）.　　　　　　（2.26）

若r＞1，对任意r－1个光滑切矢量场[image: img1721]有

[image: img1722]

这样，容易验证下面一组公式成立：

（1）Lx[image: img1723]i（Y）－i（Y）[image: img1724]Lx＝i（[X，Y]）；

（2）Lx[image: img1725]Ly－LY[image: img1726]Lx＝L[x，Y]；

（3）d[image: img1727]i（X）+i（X）[image: img1728]d＝Lx；

（4）d[image: img1729]Lx＝Lx[image: img1730]d.

这组公式称为H.Cartan公式，它们在外微分式理论中是很重要的，这些公式的证明留给读者完成.

现在我们把关于单参数可微变换群的讨论用于李群.设X是r维李群G上的右不变矢量场，它决定的局部单参数变换群记作φt.因为右移动Ra（a∈G）是保持切矢量场X不变的，根据定理2.2的系，Ra和φt是可交换的，即

[image: img1731]

由此可见，如果φt在单位元素e的一个邻域U及|t|＜ε内有定义，则在任意一点a∈G，φt在a的邻域U·a及|t|＜ε内有定义，即[image: img1732]这就是说存在一个公共的ε＞0，使得φt（p）在p∈G，|t|＜ε内有定义，所以右不变矢量场X在李群G上决定了单参数可微变换群（参阅定理2.1的系）.命

at＝φt（e），　　　　（2.29）

则

[image: img1733]

所以at是李群G的单参数子群（即一维李子群）.

从（2.28）式得到

[image: img1734]

所以φt在G上的作用就是at在G上决定的左移动，即

[image: img1735]

正因为如此，通常又把右不变矢量场叫做无穷小左移动.

上面的讨论说明：李群G上任意一个右不变矢量场X决定了李群G的一个单参数子群at，而矢量场X在G上决定的单参数变换群φt就是at在G上决定的左移动.

定理2.4　设Ad：G→GL（r；R）是r维李群G的伴随表示，

ad＝（Ad）*：Ge→gl（r；R）

是G的李代数Ge的伴随表示，则对任意的X，Y∈Ge有

ad（X）.Y＝－[X，Y].　　　　　（2.31）

证明　设X决定的单参数子群是at，因此对应的右不变矢量场决定的单参数变换群是[image: img1736]设Y对应的右不变矢量场是[image: img1737].因为

[image: img1738]

所以利用定理2.3得

[image: img1739]

证毕.

下面我们转向一般的李氏变换群.

定义2.4　设M是m维光滑流形，G是r维李群.若有光滑映射θ：G×M→M，记

[image: img1740]

满足下列条件：

（1）设e是G的单位元素，则对任意的x∈M有

[image: img1741]

（2）若g1，g2∈G，则对任意的x∈M有

[image: img1742]

则称G是（左）作用在M上的李氏变换群.

显然，单参数可微变换群是李氏变换群的特例，即G＝R.李群G本身作为左移动作用在G上也是李氏变换群.

如果对G中任意一个非单位元素g，必有M的一个点x，使g·x≠x，则称G在M上的作用是有效的.如果对任意的g≠e，及任意的x∈M都有g·x≠x，则称G在M上的作用无不动点，或称G在M上的作用是自由的.

对固定的g∈G，命

[image: img1743]

则Lg：M→M是光滑映射.由于[image: img1744]，所以Lg是M到自身的可微同胚；显然，｛Lg，g∈G｝构成M的可微同胚群的子群.当G在M上的作用有效时，G与M的可微同胚群的子群｛Lg，g∈G｝同构.

李氏变换群的一个基本事实是：在M上存在一个有限维李代数，它是李群G的李代数的同态像.我们先构造一个从李代数Ge到M上光滑切矢量场的空间的映射.

设X∈Ge，at是由X决定的单参数子群，则[image: img1745]是作用在M上的单参数可微变换群.[image: img1746]在M上诱导的切矢量场[image: img1747]叫做X在M上决定的基本切矢量场，根据定义

[image: img1748]

定理2.5　设G是作用在M上的李氏变换群，则M上全体基本切矢量场构成一个李代数，它是G的李代数Ge的同态像.若G在M上的作用是有效的，则M上基本切矢量场构成的李代数与Ge同构.

证明　我们知道，流形M上光滑切矢量场的集合Γ（T（M））关于Poisson括号积构成一个无限维李代数.要证明的是，由（2.33）式给出的映射

б：Ge→Γ（T（M））

是李代数的同态.

从（2.33）式看，σ的线性性质不是明显的，所以我们先给出σ的另一个表示.对于固定的p∈M，设映射σp：G→M如下定义：

[image: img1749]

我们要证明，切映射（σp）*：Ge→Tp（M）正是（2.33）式给出的映射，即

[image: img1750]

为此，只要作直接的计算.设f是M上任意一个光滑函数，则

[image: img1751]

即（2.35）式成立.所以映射σ：Ge→Γ（T（M））就是

[image: img1752]

因为切映射（σp）*是线性的，所以σ是线性映射.

σ还可以理解为从[image: img1753]到Γ（T（M））的线性映射.设X是G上的右不变矢量场[image: img1754].对任意一点g∈G，我们有

[image: img1755]

因此基本切矢量场[image: img1756]可以看作由G的右不变矢量场X在切映射（σp）*下的像拓广而成的.由此可知，对于G上任意两个右不变矢量场X，Y，我们有

[image: img1757]

因此

[image: img1758]

即σ：Ge→Γ（T（M））是李代数的同态，其同态像就是M上基本切矢量场构成的李代数.

若[image: img1759]＝0，则[image: img1760]对应的单参数变换群Lat是平凡的，即对任意的x∈M有

Lat(χ)＝at·χ＝χ.

若G在M上的作用是有效的，则上式只在at＝e时成立，所以X＝0，即映射σ是单一的.这说明M上基本切矢量场构成的李代数与李群G的李代数同构.

容易看出，如果G在M上的作用无不动点，则M上恰有r个处处线性无关的基本切矢量场，其他的基本切矢量场都是它们的常系数线性组合.

作为例子，我们考虑光滑流形M上的标架丛P.在第四章§3已经提到过，结构群GL（m；R）以自然的方式作用在P上，成为左作用在P上的李氏变换群.因为P在局部上是直积，π－1（U）[image: img1761]U×GL（m；R）.在这种表示下，结构群GL（m；R）的作用表现为在纤维上的左移动，即

A·（p，B）＝（p，A·B），　　　（2.38）

其中p∈U，A，B∈GL（m；R）.所以GL（m；R）在P上的作用无不动点，而且P中两个元素在GL（m；R）的作用下等价的充分必要条件是：这两个元素（即标架）有相同的原点.后者意味着底流形M是标架丛P关于群GL（m；R）的作用产生的等价关系的商空间.

主丛是标架丛的推广.若用李氏变换群的概念，主丛可以如下定义：设P和M是两个光滑流形，G是左作用在P上的r维李氏变换群.如果：

（1）G在P上作用无不动点；

（2）M是流形P关于G的作用产生的等价关系的商空间，并且投影π：p→M是光滑映射；

（3）P在局部上是平凡的，即对每一点x∈M，存在x的一个邻域U，使得π－1（U）和U×G是同构的，即存在可微同胚

p∈π－1（U）→（π（p），[image: img1762]（p））∈U×G，

使得对任意的a∈G有

[image: img1763]（a·p）＝a·[image: img1764]（p），

则称P是流形M上以李群G为结构群的主丛.

点x∈M上的纤维π－1（x）就是李氏变换群G在P上产生的、通过点p∈π－1（x）的轨道

G·p＝｛La（p）|a∈G｝.

P上的基本切矢量场构成的李代数与李群G的李代数同构.由于G的作用是自由的，所以在P的每一点的基本切矢量张成r维的切子空间，它正是纤维π－1（x）在该点的切空间，叫做纵空间.在主丛上可展开联络论的研究（请看参考文献[14]）.

§3　活动标架法

设M是m维连通的光滑流形，G是r维李群.设G的右基本微分式是ωi（1≤i≤r），它们适合结构方程

[image: img1765]

其中[image: img1766]是李群G的结构常数.若有光滑映射f：M→G，命

ψi=f*ωi,　　　　　　　　　(3.2)

则ψi适合同一组方程

[image: img1767]

这也是保证映射f：M→G在局部上存在的充分条件.

定理3.1　设在M上有r个一次微分式ψi（1≤i≤r）满足方程组（3.3），其中[image: img1768]是李群G的结构常数，则在每一点p∈M有一个邻域U及光滑映射f：U→G，使得

f*ωi=ψi,　　　　　　（3.4）

其中ωi是G的右基本微分式.若f1，f2是任意两个这样的映射，则必有G的一个元素g，使得

[image: img1769]

即f1和f2的像只差G的一个右移动.

证明　在M×G上考虑m＋r个自变量的Pfaff方程组

Øi＝ψi－ωi＝0，　1≤i≤r，　　　　　（3.6）

由于ωi是处处线性无关的，所以θi也处处线性无关，方程（3.6）给出了M×G上的m维切子空间场.因为

[image: img1770]

[image: img1771]

根据Frobenius定理，方程组（3.6）是完全可积的.因此，对任意一点（x0，a0）∈M×G，存在x0的局部坐标系（U；xa）和a0的局部坐标系（V；ai），使得方程组（3.6）在U×V上有唯一的一个m维积分流形

[image: img1772]

经过点（x0，a0），其中x∈U，a∈V.

因为ωi（1≤i≤r）的线性无关性，必定存在x0的一个邻域U1[image: img1773]U，以便从（3.7）式可解出

fi＝fi（x1；xm，　1≤i≤r，　　　（3.8）

使得

[image: img1774]

其中

[image: img1775]

显然，（3.8）式给出的映射f：U1→G满足方程

ψi＝f*ωi，　l≦i≦r.

若f1，f2：U1→G是两个这样的映射.设

f1（x0）＝a1，　f2（x0）＝a2.　　　　　（3.10）

命

[image: img1776]

则

[image: img1777]

并且

[image: img1778]

所以Rg[image: img1779]f1和f2都是方程组（3.6）的解，而且满足相同的初始条件.根据解的唯一性得

[image: img1780]

现在考虑N维欧氏空间RN的刚体运动群E（N）.在RN中取定一个单位正交标架（O；δ1，…，δN），则[image: img1781]∈E（N）在RN上的作用（记成右作用）是

[image: img1782]

其中

[image: img1783]

A·tA＝I，　detA＞0

即矩阵A是行列式为＋1的正交矩阵.所以E（N）中的元素[image: img1784]可用一对矩阵（A，a）表示.

设[image: img1785]＝（A，a），[image: img1786]＝（B，b）∈E（N），元素[image: img1787]·[image: img1788]在RN上的作用定义为顺次用[image: img1789]和[image: img1790]作用的结果，所以E（N）中的乘法运算是：

[image: img1791]

[image: img1792]的逆元素是

[image: img1793]

显然E（N）是[image: img1794]维李群.

用[image: img1795]（RN）记RN上全体单位正交标架的集合，用[image: img1796]+（RN）记RN中与固定的标架（O；δ1，…，δN）定向一致的单位正交标架的集合，它们都是RN上的主丛，分别以O（N；R）和SO（N；R）为结构群.（SO（N；R）称为特殊正交群，它由行列式为＋1的正交矩阵组成.）

流形[image: img1797]+（RN）可以和E（N）等同起来.因为对于RN中任意一个与（O；δ1，…，δN）的定向一致的正交标架（p；e1，…，eN），在RN中存在唯一的一个刚体运动[image: img1798]∈E（N）把（O；δ1，…，δN）变到（p；e1，…，eN）.它们之间的对应关系是：

[image: img1799]

其中

[image: img1800]

若记

[image: img1801]

则（3.19）式可写成

[image: img1802]

让标架（p；e1，…，eN）作一个无穷小的运动得到（p＋dp；ea＋dea）.矢量dp和dea仍然可以在标架（p；e1，…，eN）下表示出来.设

[image: img1803]

[image: img1804]称为RN中活动标架的相对分量.若记[image: img1805][image: img1806]，那么（3.22）式可写成

[image: img1807]

微分（3.21）式，立即可得

　　　　　　　dp=da•δ=da•A－1•e,

　　　　　　　de=dA•δ=dA•A－1•e

所以

[image: img1808]

因为A·A－1＝I，并且A－1＝tA，故

dA·A－1＋A·dA－1＝dA·A－1＋t（dA·A－1）＝0，

即

[image: img1809]

从李群E（N）上看，活动标架的相对分量[image: img1810]恰好是E（N）上的右基本微分式.实际上，对任意一个元素[image: img1811][image: img1812]

[image: img1813]

所以

[image: img1814]

由于我们用的是单位正交标架，所以相对分量一律可用下指标表示，即

[image: img1815]

它们也可以看成用RN的度量张量gαβ＝eα·eβ将ωα和[image: img1816]的上指标下降的结果.外微分（3.23）式得到

[image: img1817]

故E（N）的结构方程是

[image: img1818]

或

[image: img1819]

将定理3.1用于E（N），我们立即得到RN中活动标架的基本定理：

定理3.2　设ψa，ψβγ＝－ψγβ（1≤α，β，γ≤N）是依赖n个变量的一次微分式，则在RN中存在一族依赖n个参数的单位正交标架以给定的微分式为相对分量，当且仅当这组微分式适合方程

[image: img1820]

并且任意两族这样的单位正交标架经过RN的一个刚体运动可以完全重合起来.

证明　用M记变数x＝（x1，…，xn）的空间，命G＝E（N）；由定理3.1，存在映射f：M→E（N），使

[image: img1821]

设

[image: img1822]

命

[image: img1823]

则（p（x）；e1（x），…，eN（x））给出了所求的单位正交标架族.

活动标架的概念起源于力学.例如在研究刚体运动时，在运动的物体上固定一个单位正交标架.当物体作刚体运动时单位正交标架随着运动，得到一族依赖时间t的单位正交标架，这族标架完全刻画了物体的刚体运动.法国数学家Cotten，Darboux把单参数标架族的概念推广到依赖多个参数的情形.把这种理论发扬光大，并成功地用于几何学研究的是E.Cartan.活动标架法和外微分相结合，已经成为微分几何学的有力工具.下面我们用这种方法研究欧氏空间中的子流形.

设f：M→RN是嵌入在RN中的m维有向的光滑子流形.指标的取值范围规定为：

[image: img1824]

为书写简便起见，对M和f（M）不再加以区别.在M的每一点p附上一个单位正交标架（p；e1，…，eN），使ei是M在p的切矢量，eA是M在p的法矢量，并且（e1，…，em）的定向与M的定向一致，（e1，…，eN）的定向与RN中固定标架（O；δ1，…，δN）的定向一致.假定在M的一个开邻域U上有这样一个标架场，它连续地、光滑地依赖于U上的局部坐标，则通常把这样的局部的单位正交标架场称为子流形M上的一个Darboux标架.显然，在流形M的每一点的一个充分小的邻域内，Darboux标架总是存在的，并且它们允许作如下的变换：

[image: img1825]

其中aij，aAB都是U上的光滑函数，并且（aij）∈SO（m；R），（aAB）∈SO（N－m；R）.

若在M的一个邻域U上取定一个Darboux标架，则它给出了从U到[image: img1826]+（RN）的一个光滑映射f.我们仍然用ωα，ωαβ记RN中活动标架的相对分量经过f*拉回到U上得到的一次微分式，显然它们仍然适合结构方程（3.27）.

因为Darboux标架的原点p在流形M上，并且ei是M在点p的切矢量，所以

[image: img1827]

并且ωi（1≤i≤m）是处处线性无关的.设

[image: img1828]
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容易验证它们与Darboux标架的变换（3.31）无关，即它们是定义在整个流形M上的量，分别称为子流形M的第一基本形式和面积元素.流形M以I为黎曼度量成为一个黎曼流形；我们称黎曼流形M有从RN诱导的黎曼度量.

Darboux标架的运动公式可写成

[image: img1830]

其中ωa，ωαβ＝－ωβα是前面已提到的相对分量，并适合结构方程：

[image: img1831]

[image: img1832]

根据黎曼几何的基本定理，（3.36）的第一式与反对称性ωij＋ωji＝0联合起来说明ωij是黎曼流形M上的Levi-Civita联络：

[image: img1833]

由（3.35）的第一式可知，Dei也是dei在M的切平面上的正交投影.

由Cartan引理（第二章定理3.4），从（3.36）的第二式得到

[image: img1834]

命

[image: img1835]

则Ⅱ与Darboux标架的变换（3.31）无关，它是定义在整个流形M上、取值是M的法矢量的二次微分形式，称为子流形M的第二基本形式.

M上的Levi-Civita联络的曲率形式是

[image: img1836]

其中Rijkl是曲率张量.由（3.37）的第一式得到

[image: img1837]

这就是子流形M的Gauss方程.（3.37）的后两式相当于曲面论的Codazzi方程.

对于欧氏空间中的超曲面，上面的公式大大简化了.设M是Rm+1中的定向超曲面，则M的Darboux标架只有一个法矢量em+1.这时Darboux标架的运动方程是

[image: img1838]

结构方程是

[image: img1839]

[image: img1840]

方程（3.39）成为

[image: img1841]

因此得到超曲面M的第二基本形式

[image: img1842]

（3.44）和（3.45）两式分别是Gauss方程和Codazzi方程.将（3.46）式代入Gauss方程（3.44）则得

Rijkl＝hilhjk－hikhjl，　　　　　　　（3.48）

此即Gauss方程通常所采取的形式.

将（3.46）式代入Codazzi方程则得

[image: img1843]

所以由Cartan引理得到

[image: img1844]

若命

[image: img1845]

则

[image: img1846]

因此Codazzi方程成为

[image: img1847]

作为定理3.2的直接推论，我们有Rm＋1中超曲面的基本定理：

定理3.3　设有两个二次微分形式

[image: img1848]

其中ωi（1≤i≤m）是依赖m个变量的线性无关的一次微分式；hij＝hji是这m个变量的函数.那么在欧氏空间Rm+1中存在一块分别以Ⅰ、Ⅱ为第一、第二基本形式的超曲面的充要条件是：Ⅰ和Ⅱ满足Gauss-Codazzi方程（3.48）和（3.52），其中Γijk是由Ⅰ决定的Levi-Civita联络，Rijkl是相应的曲率张量.并且任意两块这样的超曲面在Rm+1中经过一个刚体运动是完全重合的.

§4　曲面论

在§3，我们利用活动标架法阐明了第一基本形式Ⅰ和第二基本形式Ⅱ是Rm＋1中超曲面的完全不变量系统，而且Gauss-Codazzi方程是Ⅰ、Ⅱ所应满足的可积条件.超曲面有十分丰富的几何内容，我们在这里以R3中的曲面为例讨论它的几何.

设x：M→R3是R3中一块光滑的曲面.若在M的一个坐标域U上取局部坐标u1，u2，则曲面x可以用参数方程表成

xi＝xi（u1,u2），　l≤i≤3.　　　　（4.1）

因为x是嵌入，所以矩阵

[image: img1849]

的秩是2，并且x是单一的映射.

在M上取Darboux标架（x；e1，e2，e3），使e1，e2与M相切，e3是M的法矢量，并且（e1，e2，e3）的定向与R3中取定的定向相一致，（e1，e2）给出了曲面M的定向.设该标架场的相对分量是ωi，ωij，即

dx＝ω1e1＋ω2e2，　ω3＝0，　　　　　（4.2）

[image: img1850]

其中ωi，ωij都是参数u1，u2的一次微分式.结构方程是

[image: img1851]

0＝ω1Λω13＋ω3Λω23，　　　　　（4.5）

dω12＝ω13Λω32，　　　　　　　（4.6）

[image: img1852]

如§3所述，（4.6）与（4.7）两式分别是曲面的Gauss方程和Codazzi方程.这组方程中每一个都包含了丰富的信息，曲面的局部几何的研究取决于对这组方程的了解.

M的第一基本形式是

Ⅰ＝dx·dx＝（ω1）2＋（ω2）2，　　　（4.8）

面积元素是

dA＝ω1Λω2　　　　（4.8）

它们都是在Darboux标架的容许变换下保持不变的.

根据Cartan引理，由（4.5）式得到

[image: img1853]

利用内积可以得到第二和第三基本形式：

Ⅱ＝d2x·e3＝－dx·de3＝ω1ω13＋ω2ω23，　（4.11）

或

Ⅱ＝h11（ω1）2＋2h12ω1ω2＋h22（ω2）2；　（4.12）

以及

Ⅲ＝de3·de3＝（ω13）2＋（ω23）2，　（4.13）

在固定一点x∈M，比值ω1：ω2确定了M在点x上的一个切方向υ；显然

[image: img1854]

是（x，υ）的函数，称为曲面M在点x沿方向υ的法曲率.容易证明，法曲率kn有下面的几何意义：用切方向υ和法矢量e3决定的平面与M相交得到一条平面曲线，称为曲面M沿方向υ的法截线，则法曲率kn正是这条法截线在该点的曲率.

第二基本形式Ⅱ还可以解释为曲面M上切空间的线性变换场.方程（4.3）的第三式可看作定义在曲面M上取值为切矢量的一次微分式，所以它在每一点x∈M给出了切空间Tx（M）到自身的线性变换W：设X∈Tx（M），则命

W(X)＝－〈X,de3〉＝ω13（X）e1＋ω23（X）e2，　（4.15）

上述定义与Darboux标架的选取是无关的.通常把变换W称为曲面在x的切平面上的Weingarten变换.显然，从（4.10）式得到

[image: img1855]

所以变换W在基底（e1，e2）下的矩阵恰是第二基本形式Ⅱ的系数矩阵（hij）.因为hij＝hji，所以W是自共轭变换.实际上，对任意的X，Y∈Tx（M），我们有

[image: img1856]

根据线性代数，线性变换W有两个实特征值k1，k2和两个对应的彼此正交的特征方向.特征值k1，k2适合二次方程

[image: img1857]

其中

[image: img1858]

它们都不依赖于Darboux标架的选取，分别称为曲面M的中曲率和总曲率.

解方程（4.18）得

[image: img1859]

可见k1和k2都是M上的连续函数.因此

[image: img1860]

在M上取特殊的Darboux标架（x；e1，e2，e3），使e1，e2分别是曲面M在点x的W变换的特征方向，则

h11＝k1， h12＝h21＝0， h22＝k2，

于是方程（4.10）可化简为

ω13＝k1ω1，　ω23＝k2ω2，　　　　（4.22）

第二基本形式Ⅱ成为

Ⅱ＝k1（ω1）2＋k2（ω2）2.　　　　（4.23）

因此切方向υ上的法曲率kn可表成

kn＝k1cos 2θ1＋k2sin 2θ1，　　　　　（4.24）

其中θ1是υ和e1的夹角.这说明，k1，k2恰好是曲面在方向e1，e2上的法曲率.我们把变换W在点x的特征矢量e1，e2称为曲面在x的主方向，把对应的特征值k1，k2称为曲面在x的主曲率.公式（4.24）就是著名的Euler公式.

若设k1≥k2，（4.24）式可改写成

　　　　　　kn＝k1＋（k2－k1）sin 2θ1

　　　　　　　＝（k1－k2）cos 2θ1＋k2

所以

k1≥kn≥k2，　　　　　　　　（4.25）

因此主方向恰是法曲率kn取极值的方向，而主曲率正是法曲率的最大值和最小值.若在点x，k1＝k2，则在该点各方向上的法曲率都相等，我们把这样的点称为曲面M的脐点.在脐点，法曲率取极值的方向是不定的.

若x∈M是非脐点，则在x的一个邻域内有k1≠k2，所以H2－K≠0，（4.20）式说明k1，k2是该邻域上的光滑函数.于是有下面的定理.

定理4.1　设M是R3中的光滑曲面，则主曲率k1，k2都是M上的连续函数.M上非脐点的集合构成M的一个开集；设k1＞k2，则k1和k2都是这个开集上的光滑函数.

根据黎曼几何基本定理，一次微分式ω12是由方程（4.4）和反对称性ω12＋ω21＝0唯一地确定的.在这里我们可以直截了当地给出ω12的表达式.设

ω12＝－ω21＝pω1＋qω2，　　　　　（4.26）

代入（4.4）式则得

[image: img1861]

所以，p，q分别是dω1，dω2用ω1∧ω2表示时的系数.微分式ω12给出了曲面M上的Levi-Civita联络

[image: img1862]

由方程（4.6）得到

[image: img1863]

我们知道，总曲率K＝h11h22－[image: img1864]是用曲面M的第二基本形式Ⅱ和第一基本形式Ⅰ来定义的，但是上式说明K是由dω12，ω1，ω2确定的，也就是由M的第一基本形式确定的，因而是曲面M的内在的不变量.曲面的总曲率K与曲面在R3中保持第一基本形式的变形是无关的.这个结果是Gauss发现的，Gauss本人称它为“惊人的”定理（Theorema egregium）.

Gauss在研究曲面时经常用到这样一个映射g：M→S2[image: img1865]R3，使得对任意的x∈M，

g（x）＝e3（x）.　　　　　　（4.30）

现在通常称它为Gauss映射（图12）.显然，（e1，e2，e3）仍可看作S2上点g（x）处的正交标架.由于

[image: img1866]

图　12

de3＝ω31e1＋ω32e2，

所以第三基本形式

Ⅲ＝de3·de3＝（ω31）2＋（ω32）2

是S2上的第一基本形式通过Gauss映射拉回到曲面上的二次微分式.同样

g*dσ＝ω31∧ω32，　　　　　　（4.31）

其中dσ表示S2上的面积元素.从（4.29）式得到

[image: img1867]

这即给出了总曲率K的一个几何解释：设曲面M上区域D在Gauss映射下的像记为D＇，它们的面积分别是A和A＇，则

[image: img1868]

因此总曲率K是曲面在一点的弯曲的测度.

第五章§4已用内在方式证明了Gauss-Bonnet公式：若M是紧致的二维定向的黎曼流形，则

[image: img1869]

这个公式的推广和研究激发了数学的许多分支的发展.曲面的整体性质是近年来很活跃的课题.在附录一“欧氏空间中的曲线和曲面”一文中包括了整体微分几何中一些最基本的定理.在这里我们介绍刻画球面特征的Liebmann定理.

引理1　设M是总曲率K为常数的二维紧致曲面，则K必大于零.

证明　考虑函数r（x）＝x·x.因为M的紧致性，故必有一点x0∈M，使r（x）在x＝x0处达到最大值.所以

dr|x0＝0，d2r|x0≤0.　　　　　（4.34）

因为

[image: img1870]

所以

x·e1|x0=x·e2|x0=0，　　　　　　（4.35）

即矢径x0正好是曲面M在点x0的法矢量.

微分x·ei（i＝1，2），则得

[image: img1871]

利用（4.35）式则有

d（x·ei）|x0＝[ωi＋ωi3（x·e3）]x0.　　　　（4.36）

因此

[image: img1872]
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因为[image: img1874]，且x0是M上离原点O的最远点，故

x0≠0，x0∥e3，x0·e3≠0.

于是M在点x0的第二基本形式

[image: img1875]

是恒定的二次形式，因此它的系数行列式

[image: img1876]

因为已假定M的总曲率K是常数，故它必是正的常数.

引理2　若M是处处为脐点的连通曲面，则M必为一块球面或平面.

证明　x是M的脐点的条件是：Weingarten变换在x的特征方向不定，所以

de3＋kdx＝0，　　　　　　（4.38）

其中e3是曲面的法矢量，k是主曲率.现在M上处处是脐点，所以上式在整个M上成立，且k＝H是M上的光滑函数.外微分（4.38）式，则得

dk∧dx＝（dk∧ω1）e1＋（dk∧ω2）e2＝0，

dk∧ω1＝0，dk∧ω2＝0．

因为ω1∧ω2≠0，所以

dk＝0，k＝const.　　　　　（4.39）

下面分两种情形讨论：

（1）设k＝0，则由（4.38）式得

[image: img1877]

故

[image: img1878]

可见M是R3中的平面

（2）设k≠0，则由（4.38）式得

[image: img1879]

[image: img1880]

所以

[image: img1881]

即M是以x0为中心，以1/|k|为半径的一块球面.

定理4.2（Liebmann定理）　设M是R3中总曲率K是常数的紧致连通曲面，则M是球面.

证明　根据引理1，K必是正常数.设k1，k2是M的主曲率，k1≥k2，则K＝k1k2＞0.由定理4.1，k1是M上的连续函数；由于M的紧致性，故可设k1在点x0∈M达到最大值，因而k2在x0达到最小值.

下面分两种情形考虑：

（1）若k1（x0）＝k2（x0），因为k1（x0）≥k1≥k2≥k2（x0），所以在M上处处有[image: img1882]，根据引理2，M是球面.

（2）设k1（x0）＞k2（x0），则x0不是脐点，所以存在x0的一个邻域U，使其中每一点都是非脐点.因此在U内可取Darboux标架（x；e1，e2，e3），使e1，e2分别是对应于主曲率k1，k2的彼此正交的主方向，故

ω13＝k1ω1，ω23＝k2ω2.　　　（4.42）

若设ω12＝pω1＋qω2，命

dp＝p1ω1＋p2ω2，dp＝q1ω1＋q2ω2,　　（4.43）

则

dω12＝（q1－p2）ω1∧ω2.　　　　　　（4.44）

与Gauss方程（4.29）对照得到

K＝－（q1－p2）.　　　　（4.45）

外微分（4.42）式，并利用Codazzi方程（4.7），则有

dk1∧ω1＋pk1ω1∧ω2＝pk2ω1∧ω2，

dk2∧ω2＋pk2ω1∧ω2＝pk1ω1∧ω2，

所以
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由于k1·k2＝K＝const＞0，故kM2＝K/k1，因此
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代入（4.46）的第二式则得
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联合（4.48）式和（4.46）的第一式则有
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根据假定，k1在x0处达到最大值，所以

[image: img1887]

又因为在点x0处k1≠0，k1－k2≠0，故有

p（x0）＝q（x0）＝0.　　　　　（4.51）

将（4.49）式再微分一次，并限制在点x0，则有

[image: img1888]

其中ω1，ω2可取任意实数值.由于在点x0处有

K＞0，k1－k2＞0，

让（4.52）式右端的二次形式分别在方向e1，e2上取值，则得

－q1（x0）≤0，p2（x0）≤0.　　　　　（4.53）

代入（4.45）式得到

K（x0）≤0，

这与K＞0相矛盾，因此这种情形是不可能出现的.证毕.


第七章　复流形

§1　复流形

复流形的定义在形式上和实流形是一样的.但是复结构是加在流形上的一种很强的构造，因而具有更丰富的内容.

设C表示复数域，Cm是数组（c1，…，cm）（ci∈C）所成的复m维矢量空间.

定义1.1　设M是有可数基的Hausdorff空间.若在M上给定了一族坐标卡｛（Uα，φα）｝，使得｛Uα｝构成M的开覆盖，而每一个φα是从Uα到Cm的一个开集(1)上的同胚，并且满足以下条件：对任意的Uα，Uβ，若Uα∩Uβ≠[image: img1889]，则

[image: img1890]

是Cm的两个开集之间的全纯映射，则称M是m维复流形.

设（z1，…，zm）（zi∈C）是Uα上的局部坐标系，（ω1，…，ωm）（ωi∈C）是Uβ上的局部坐标系，当Uα∩Uβ≠[image: img1891]时，在Uα∩Uβ上映射[image: img1892]可用局部坐标表为

ωk＝ωk（z1，…，zm），1≤k≤m.　　　　（1.1）

那么[image: img1893]是全纯映射的意思是：每个函数ωk（z1，…，zm）在Cm的开集φα（Uα∩Uβ）上是全纯的.

所谓全纯函数的意思是指：设U是Cm中一个开集，其坐标zk可表成zk＝xk＋iyk.设f是定义在U上的复值光滑函数，它可以表成

f（z1，…，zm）＝g（x1，…，xm，y1，…，ym）

＋ih（x1，…，xm，y1，…，ym）.　　（1.2）

如果Cauchy-Riemann条件：

[image: img1894]

成立，则称f是U上的全纯函数.下面三个条件是彼此等价的：

（1）f是全纯函数；

（2）在每一点a∈U有一个邻域V[image: img1895]U，f在V内可表成收敛的幂级数

[image: img1896]

（3）复导数[image: img1897]在U内是存在的.

现在，映射[image: img1898]是全纯的，而且是从φα（Uα∩Uβ）到φβ（Uα∩Uβ）的同胚，所以

[image: img1899]

定义1.2　设M，N分别是m，n维复流形，f：M→N是连续映射.若对每一点p∈M，存在一个邻域U，使得f在U内可用局部坐标表成

ωk＝ωk（z1，…zm，），1≤k≤n，　　　　（1.6）

其中ωk都是全纯函数，则称f是全纯映射.

设f：M→C是复流形M上的全纯函数.根据极大模原理，若在p0∈M的一个邻域U内f在p0的模取到最大值，即|f（p）|≤|f（p0）|（p∈U），则在U内有

f（p）＝f（p0）

如果M是紧致的连通复流形，|f（p）|（p∈M）是M上的连续函数，它必在M上取到最大值.根据前面的断言，M上的全纯函数f必定取常值.由此可知，从紧致的连通复流形M到Cn中的全纯映射f：M→Cn必定把M映为Cn中的一个点.

例1　Cm是m维复流形.C1就是Gauss复平面.

例2　复m维射影空间CPm.

在Cm+1－{0}的元素之间定义如下的关系～：

（z0，z1，…，zm）～（w0，w1，…，wm）

当且仅当存在非零复数λ，使

（z0，z1，…，zm）＝λ（w0，w1，…，wm）.　（1.7）

容易验证，这是等价关系.复m维射影空间CPm就是商空间（Cm＋1－｛0｝）/～，其中的元素记作[z0，z1，…，zm].数组（z0，z1，…，zm）称为点[z0，z1，…，zm]的齐次坐标，它们被CPm中的点确定到差一个非零复数因子.同实射影空间，CPm能用m＋1个开集Uj（0≤j≤m）盖满，其中

Uj＝{[z0，z1，…，zm]|∈CPm，zj≠0，　　（1.8）

Uj上的坐标是

jζk＝zk/zj，0≤k≤m，k≠j.　　（1.9）

因为jζk可以取到任意的复数值，所以每一个Uj和Cm是同胚的.在Uj∩Uk上，坐标变换公式是

[image: img1900]

它们都是全纯函数，因此CPm是m维复流形.

复一维射影空间CP1在被看作二维实流形时，通常称为黎曼球面.因为CP1可以用两个坐标域U0，U1盖住，而且U0与CP1只差一点p＝[0，1]，U0同胚于Gauss复平面，所以黎曼球面CP1同胚于Gauss复平面的一点紧致化，即二维球面S2.

考虑自然投影π：Cm＋1－｛0｝→CPm，使得

π（z0，z1，…，zm）＝［z0，z1，…，zm］.　（1.11）

对于p∈CPm，π－1（p）可以和C*＝C1－｛0｝等同起来.我们把π－1（Uj）中的坐标（z0，z1，…，zm）代之以jζk＝zk/zj（0≤k≤m，k≠j）和zj，则

[image: img1901]

这说明Cm+1－｛0｝有局部积的结构，zj给出了纤维π－1（p）上的坐标.

若p∈Uj∩Uk，则Uj和Uk分别在纤维π－1（p）上给出坐标系zj和zk.在同一点x∈π－1（p）的两个坐标zj和zk之间有关系

[image: img1902]

其中kζj：Uj∩Uk→C*是Uj∩Uk上的非零全纯函数.所以Cm+1—｛0｝是复m维射影空间CPm上的全纯纤维丛，其纤维型和结构群都是C*.

在Cm+1中考虑方程

[image: img1903]

若把Cm+1看作实矢量空间R2（m+1），则方程（1.13）在R2（m+1）中定义了一个2m＋1维单位球面S2（m+1）（为区别起见，实维数记在右上方，复维数记在右下方）.

把自然投影（1.11）限制在S2（m+1）上则得

π：S2m+1→CPm.　　　　　　　（1.14）

对于任意的p∈CPm，完全逆像π－1（p）是一个圆周.这称为S2m+1的Hopf纤维化.

当m＝1时，（1.14）式可写为

π：S3→CP1≈S2，　　　　　（1.15）

其中CP1与S2是拓扑同胚的.这是一个从高维到低维的实质性（essential）映射(2)的例子，在拓扑学同伦论的发展中是重要的史实.

例3　由一组齐次多项式

Pl（z0，z1，…，zm）＝0，1≤l≤q，

在CPm中确定的轨迹称为代数流形（algebraic variety）.例如：方程

（z0）2＋…＋（zm）2＝0　　　　（1.16）

给出的复流形称为超二次曲面.周炜良的一个定理说：隐蔽在CPm中的每一个紧致子流形必是一个代数流形.

例4　复环面.

Cm可看作2m维实矢量空间R2m.在R2m中取2m个实线性无关的矢量｛υα｝，它产生的格是

[image: img1904]

Cm和L都是加群.商空间Cm/L是一个m维复流形，称为m维复环面.

在拓扑上，m维复环面和2m维（实）环面是同胚的.但是前者有复流形结构，所以有更丰富的内容.例如，当m＝1时，复环面到自身的全纯映射是保角的，因此矢量υ1和υ2的夹角以及它们的长度之比在全纯映射下是不变的.

若复环面可以嵌入复射影空间作为非奇异子流形，即对于充分大的N，存在非退化的全纯映射

f：Cm/L→CPN，　　　　　　　　（1.18）

则称这个复环面是Abel流形.Abel流形是代数几何和数论的一个重要分支.

例5　Hopf流形.

考虑变换α：Cm－｛0｝→Cm－｛0｝，使

a（z1，…，zm）＝2（z1，…，zm）.　　　　（1.19）

由α生成的离散群记作△，则商空间Cm－｛0｝/△是一个m维复流形，称为Hopf流形.

在拓扑上，Hopf流形和S2m－1×S1是同胚的.为此，我们只要考虑Cm＝R2m中半径分别为1和2的两个同心球S2m－1（1）与S2m－1（2）所夹的球壳区域（见图13），并且把这两个球面截取半径所得线段的两个端点粘合成一点，这样得到的空间显然和Hopf流形是同胚的.

[image: img1905]

图　13

Hopf流形是最简单的非代数流形的例子.

例6　设M是二维定向曲面，黎曼度量是

ds2＝（ω1）2＋（ω2）2.　　　　　　（1.20）

假定ds2是解析的，则

ds2＝（ω1＋iω2）（ω1－iω2），

并且微分方程ω1＋iω2＝0有积分因子λ，使

λ（ω1＋iω2）＝dz.　　　　　　（1.21）

因此

[image: img1906]

若命z＝x＋iy，则

[image: img1907]

这说明曲面上解析的黎曼度量在局部上总是和欧氏变量成保角对应的.使黎曼度量ds2能写成（1.23）式的参数x，y称为曲面的等温参数.当ds2是光滑的情形，根据Korn-Lichtenstein定理（这是一个困难的定理，参看S.S.Chern，“An elementary proof of the existence of isothermal parameters on a surface”，Proc AMS，6（1955），771～782）.曲面的定向由

[image: img1908]

给出.

若ds2又能写成

[image: img1909]

则dω或是dz的倍数，或是[image: img1910]的倍数.如果复坐标z和ω给出了曲面的同一个定向，则dω必是dz的倍数，因此ω是z的全纯函数.由此可见，二维定向曲面必有复流形构造，使它成为一维复流形.一维复流形又称为黎曼曲面，是单元复变函数论的基本研究对象.

§2　矢量空间上的复结构

为了深入研究复流形的构造，需要弄清楚矢量空间上的复结构.

定义2.1　设V是m维实矢量空间.所谓V上的一个复结构J是V到自身的一个线性变换J：V→V，使得

J2＝－id：V→V.　　　　　（2.1）

注记　实质上J是把矢量乘以i.若命i·X＝JX，则矢量空间V成为复数域上的矢量空间.反之，若V是复矢量空间，命JX＝i·X，则把V当作实矢量空间时，J是V上的复结构.

设V*是V的对偶空间，则V上的复结构J也在V*上诱导出一个复结构，仍记它为J，其定义如下：设α∈V*，x∈V，则

〈x，Jα〉＝〈Jx，α〉.   　　　 （2.2）

显然J2α＝－α，所以J确实是V*上的复结构.

取V的一个基底er，1≤r≤m；设复结构J关于基底｛er｝的矩阵是[image: img1911]，即

[image: img1912]

其中[image: img1913]是实数.由于J2＝－id，所以

A2＝－Ｉ，　　　　　　　（2.4）

其中I表示m×m阶单位矩阵.显然，矩阵A的特征值是±i，而且必须成对出现，所以V的实维数必是偶数.设m＝2n.

设V*中与｛er，1≤r≤2n｝对偶的基底是｛e*r，1≤r≤2n｝，根据（2.2）式得到

[image: img1914]

即V*中的复结构J关于基底｛e*r，1≤r≤2n｝的矩阵是tA，它与A有相同的特征值.

因为A的特征值是纯虚数，所以考虑V*的复化空间V*[image: img1915]C比较方便.V*[image: img1916]C是V上复值线性函数的集合，它是复m维矢量空间.设λ是V*[image: img1917]C中任意一个元素，则λ可以表成

λ＝α＋iβ，　　　　　（2.6）

其中α，β∈V*.很明显，V*的基底可作为V*[image: img1918]C的基底，V*上的复结构J可自然地扩展为复化空间V*[image: img1919]C的复结构J，只要规定

Jλ＝Jα＋iJβ.　　　　　　　（2.7）

现在V*[image: img1920]C是复矢量空间，复结构J的特征值是±i，所以对应于特征值±i的特征矢量必然是存在的.在V*[image: img1921]C中复结构J的对应于i的特征矢量称为（1，0）型元素，对应于－i的特征矢量称为（0，1）型元素.显然，V*[image: img1922]C中全体（1，0）型元素组成V*[image: img1923]C的复子空间，记作Vc，全体（0，1）型元素也组成V*[image: img1924]C的复子空间，记作[image: img1925].空间Vc和[image: img1926]在复共轭下有一一对应关系.实际上，如果λ＝a＋iβ∈Vc，则由（2.7）式得

　　　　　Jλ＝Jα＋iJβ

　 　　　　　＝i（α＋iβ）＝－β＋iα.

所以

Jα＝－β，Jβ＝α.　　　　　　（2.8）

由此可见

[image: img1927]

即[image: img1928]∈[image: img1929].容易验证，Vc∩[image: img1930]＝｛0｝.另外V*[image: img1931]C中任意一个元素都可表成（1，0）型元素与（0，1）型元素的和.设f∈W*[image: img1932]C，命

[image: img1933]

则f＝f1＋f2，并且

Jf1＝i·f1，Jf2＝－i·f2，　　　（2.10）

即f1∈V2，f2∈[image: img1934].所以V*[image: img1935]C可以表示成Vc与[image: img1936]的直和.这又说明Vc和[image: img1937]都是n＝m/2维复矢量空间.

在Vc中任取一个基底λj，1≤j≤n；｛λj，[image: img1938]j，1≤j≤n｝则构成V*[image: img1939]C的一个基底.在此基底下，复结构J的矩阵化成标准型

[image: img1940]

现在把V上的复值线性函数λj分解成实部和虚部，命

λj＝e*j＋i·e*n+j，　　　　（2.12）

其中e*j和e*n+j是V*中的元素.由于Jλj＝i·λj，由（2.7）式可得

[image: img1941]

另外，从（2.12）式得到

[image: img1942]

由此可见，这2n个V上的实值线性函数可以和e*j，e*n+j，1≤j≤n可以和[image: img1943]互相复线性表示，因此它们是V*[image: img1944]C的一个基底，因而也是V*的一个基底.

设｛ej，en+j，1≤j≤n｝是V中与上面的｛e*j，e*n+j，1≤j≤n｝对偶的基底，则容易验证

Jej＝en+j，Jen+j＝－ej.　　　　　（2.15）

定理2.1　设J是实矢量空间V上的一个复结构，则V的维数m必是偶数，记m＝2n；而且在空间V中必有基底｛ej，Jej，1≤j≤n｝.此外，任意两个这样的基底赋予V的定向是相同的.

证明　空间V中形如｛ej，Jej，1≤j≤n｝的基底的存在性已在前面的讨论中证明了.现在只需证明它们给出了V的确定的定向.

如前面所述，在V*中有对偶基底｛e*j，－Je*j，1≤j≤n｝.设λj如（2.12）式所定义，则

[image: img1945]

故

[image: img1946]

如果在V*[image: img1947]C中取另一个基底[image: img1948]，其中μj是V*[image: img1949]C中的（1，0）型元素，则有n×n阶非退化复矩阵G，使

（μ1，…，μn）＝（λ1，…，λn）·G，　　　　（2.17）

因此

[image: img1950]

上式表明等号两边的两个2n次外形式只差一正数因子|det G|2，这就证明了，如果｛aj，Jaj，1≤j≤n｝是V中由[image: img1951]决定的另一个基底，则它与｛ej，Jej，1≤j≤n｝给出的V的定向是相同的.

前面已经证明，如果在V上给定了一个复结构J，则V*[image: img1952]C有唯一的直和分解Vc[image: img1953][image: img1954]，后面的两个子空间在复共轭下有一一对应关系.反过来，V*[image: img1955]C的任意一个这样的直和分解也在V上确定了一个复结构.

定理2.2　设V是实2n维矢量空间.若V*[image: img1956]C有任意一个直和分解Vc[image: img1957][image: img1958]，使得Vc和[image: img1959]在复共轭下有一一对应关系，则在V中有唯一的一个复结构J，使J以Vc中的元素为（1，0）型元素，以[image: img1960]中的元素为（0，1）型元素.

证明　定义线性变换J：V*[image: img1961]C→V*[image: img1962]C如下：

[image: img1963]

因为V*[image: img1964]C＝Vc[image: img1965][image: img1966]，所以映射J是由（2.19）式完全确定的.在Vc中取基底λj，1≤j≤n，命

[image: img1967]

则e*j和e*n+j都是空间V上的实值线性函数，所以{e*j，e*n+j，1≦j≤n﹜既是V*[image: img1968]C的基底，也是V*的基底.因为

[image: img1969]

所以J是V*上的复结构，因而在V上定义了一个复结构J.由（2.19）式可知，Vc和[image: img1970]分别是关于J的（1，0）型元素和（0，1）型元素构成的复子空间.唯一性是显然的；因为，如果J是适合定理要求的复结构，则（2.19）式必须成立.证毕.

现在我们来考虑空间Λr（V*[image: img1971]C），它的元素是V上复数值r重反对称线性函数.显然，该空间可表成直和：

[image: img1972]

其中[image: img1973]中的元素可以表示成

[image: img1974]

这种元素称为（p，q）次外形式.

若用[image: img1975]记空间Λr（V*[image: img1976]C）到（p，q）次外形式空间

[image: img1977]

的自然投影；命

[image: img1978]

则

[image: img1979]

下列性质是明显的：

（1）若α是（p，q）次外形式，则[image: img1980]是（q，p）次外形式；

（1）若α是（p，q）次外形式，则[image: img1981]是（q，p）次外形式；

（2）若α是（p，q）次外形式，β是（r，s）次外形式，则α∧β是（p＋r，q＋s）次外形式；

（3）若p或q＞n，则（p，q）次外形式必为零.

注记　在上面的叙述中我们着重讨论的是V的对偶空间V*的复化空间，这是因为V*的元素是V上的实值线性函数，因此它乘以i（虚数单位）的意义是很明白的.反过来也可以考虑V的复化空间V[image: img1982]C，这时把V看作V*上的对偶空间.我们把复结构J在V[image: img1983]C中对应于特征值±i的特征矢量分别称为（1，0）型矢量和（0，1）型矢量.根据定理2.1，在V中存在基底｛ej，Jej，1≤j≤n｝；若命

[image: img1984]

则ξj，[image: img1985]分别是V[image: img1986]C中的（1，0）型矢量和（0，1）型矢量，并且它们构成V[image: img1987]C的基底.把确定V和V*的对偶关系的配合作复线性扩张，则定理2.1中的[image: img1988]和[image: img1989]恰好是彼此对偶的基底.实际上

[image: img1990]

同理

[image: img1991]

定义2.2　设V是有复结构J的实矢量空间.若H：V×V→C是二元复数值函数，它满足下列条件：

（1）对任意的x1，x2，y∈V，a1，a2∈R，则

H（a1x1＋a2x2，y）＝a1H（x1，y）＋a2H（x2，y）；

（2）对任意的x，y∈V，则有

[image: img1992]

（3）H（Jx，y）＝iH（x，y），

则称H是实矢量空间V的一个Hermite结构.

若从H（x，y）分出实部和虚部，写成

H（x，y）＝F（x，y）＋iG（x，y），　　（2.27）

则F和G都是V上的实数值双线性函数.从条件（2）得

F（y，x）＋iG（y，x）＝F（x，y）－iG（x，y），

所以

F（y，x）＝F（x，y），G（y，x）＝－G（x，y），（2.28）

即F是对称双线性函数，G是反对称双线性函数.由条件（3）得

F（Jx，y）＝－G（x，y），G（Jx，y）＝F（x，y）.（2.29）

由此可知

F（Jx，Jy）＝F（x，y），G（Jx，Jy）＝G（x，y）.（2.30）

即F和G都是在J下是不变的.因此，在V上给定一个Hermite结构，则在V上决定了两个在J下不变的实数值双线性函数，其中一个是对称的，另一个是反对称的，这两者可以通过复结构J互相表示.

反过来，如果在有复结构J的实矢量空间V上给定一个在J下不变的实数值对称双线性函数F（或反对称双线性函数G），则通过（2.29）和（2.27）两式，在V上确定了一个Hermite结构H（请读者自己验证）.

若Hermite结构H所对应的实数值对称双线性函数F（x，y）是正定的，则称Hermite结构H是正定的.显然，正定的Hermite结构H在V上定义了一个在J下不变的内积：对于x，y∈V，命

[image: img1993]

现在把Hermite结构H用Vc中的基底λk表示出来.设x，y∈V，则它们可表成

[image: img1994]

因此

[image: img1995]

另一方面，由于{ej，Jej，1≤j≤n}与{e*j，－Je*j，1≤j≤n}的对偶性，我们有

λj（x）＝e*j（x）－i·Je*j（x）

＝xj＋i·xn+j，

同理

[image: img1996]

所以

[image: img1997]

其中

[image: img1998]

即

[image: img1999]

因为G（x，y）是V上实数值反对称双线性函数，所以它对应于一个二次外形式[image: img2000]，使得

[image: img2001]

[image: img2002]称为Hermite结构H的Kähler形式.因为

[image: img2003]

故

[image: img2004]

§3　近复流形

定义3.1　设M是m维光滑流形.设J是M上一个光滑的（1，1）型张量场，即对每一点x∈M，Jx是切空间Tx（M）到自身的线性变换.如果每一个Jx（x∈M）都是切空间Tx（M）的复结构，则称张量场J是M的一个近复结构.给定一个近复结构的光滑流形称为近复流形（almost complex manifold）.

张量场J的光滑性是指：若X是M上的光滑切矢量场，则JX也是M上的光滑切矢量场.显然，并不是所有的流形都有近复结构的；例如，根据定理2.1我们有

定理3.1　近复流形必是偶维的可定向流形.

注记　偶维和可定向的条件并不足以保证流形有近复结构. Ehresmann和Hopf证明了，四维球S4不能有近复结构（参见参考文献[20]，第217页）.

现设M是m＝2n维近复流形，用A记光滑的复数值（1，0）次微分式所成的空间，[image: img2005]是A的复共轭空间，于是在每一点x∈M有直和分解

[image: img2006]

设xα（1≤α≤2n）是流形M上的局部坐标系.在切空间的自然基底[image: img2007]下，近复结构J可以表成

[image: img2008]

其中[image: img2009]是M的一个邻域上的光滑函数，并且

[image: img2010]

显然在每一点x∈M，形式

[image: img2011]

是（1，0）次外形式.根据§2的讨论，在这2n个（1，0）次外形式中恰有n个是复线性无关的.

定理3.2　复流形自然是一个近复流形.

证明　一个n维复流形M可以看作2n维实光滑流形.设｛zk，1≤k≤n｝是复流形M的局部坐标系，记zk＝xk＋iyk，则｛xk，yk，1≤k≤n｝是实流形M的局部坐标系，[image: img2012]给出了流形M在坐标域上的自然基底.

设在每一点x∈M，线性变换Jx：Tx（M）→Tx（M）定义为

[image: img2013]

显然[image: img2014]＝－id：Tx（M）→Tx（M）.下面我们要证明，Jx的定义与复坐标zk的选取无关，因而上面给出的线性变换场是M上大范围定义的近复结构.

为证明这一点，设ωk是x附近的另一个局部复坐标系，则zj是ωk的全纯函数.设ωk＝uk＋iυk，则有Cauchy-Riemann方程

[image: img2015]

因此，（3.5）式所定义的Jx作用在[image: img2016]上有

[image: img2017]

即Jx在[image: img2018]上的作用具有如（3.5）式给出的形式.证毕.

（3.5）式所定义的近复结构称为复流形M的典型的近复结构.这时

Jx（dxk）＝－dyk，Jx（dyk）＝dxk，　　　（3.8）

所以dzk＝dxk＋i·dyk是（1，0）次微分式，[image: img2019]是（0，1）次微分式.在切空间的复化空间Tx（M）[image: img2020]C中，命

[image: img2021]

[image: img2022]

则它们分别是（1，0）型切矢量和（0，1）型切矢量，合起来构成了Tx（M）[image: img2023]C的基底（见§2的（2.26）式）.

十分自然的一个问题是：是否每一个2n维近复流形都有复流形结构？当n＝1时，答案是肯定的；一般情形则不然.

假定近复结构在局部上由n个复线性无关的一次微分式θk（1≤k≤n）所确定，使θk是相应的（1，0）次微分式.dθk是二次外微分式，它可表成

[image: img2024]

其中[image: img2025]和[image: img2026]对下指标是反对称的.条件

dθk≡0（mod θj）　　　　　　（3.12）

与｛θk｝的选取是无关的.因为若有另外n个（1，0）次微分式λk，它们也是复线性无关的，则可表成

[image: img2027]

其中[image: img2028]是复数值光滑函数，并且det（[image: img2029]）≠0设

[image: img2030]

则

[image: img2031]

所以[image: img2032]当且仅当[image: img2033]，这就是说（3.12）式等价于

dλk≡0（mod λj）.

因此（3.12）是在整个近复流形上有意义的条件.

定义3.2　条件（3.12）称为近复流形M的可积条件.如果在一个近复流形上可积条件成立，则称该近复流形是可积的.

二维近复流形总是可积的.维数≥4时，任意一个近复流形上总有一个不可积的近复结构；甚至原来是可积的近复结构，在稍作扰动之后，便能成为一个不可积的近复结构；证明都并不容易.

设M是复流形，则对于M上典型的近复结构，dzk是（1，0）次微分式.取θk＝dzk，则可积条件（3.12）显然成立，所以复流形上典型的近复结构总是可积的.重要的是，逆命题也对.

定理3.3　如果流形M上有一个可积的近复结构，则它必然是一个复流形结构诱导的典型的近复结构.

Newlander和Nirenberg在近复结构是光滑的假定下给出了定理的证明(3).Nijenhuis和Woolf，Kohn，以及Hörmander进一步证明了定理在更弱的可微性条件下也成立.这些定理都很艰深，故不在此赘述.

当近复结构是实解析的情形，定理3.3很容易证明.由于条件（3.12）成立，根据Frobenius定理，存在局部复坐标系zk，使得（1，0）次微分式是dzk的线性组合.若在同一个邻域内有两个这样的坐标系zk和ωj，则dωj是dzk的线性组合.这意味着ωi是zk的全纯函数.这些坐标系就在M上定义了复流形构造.

下面我们把可积条件用近复结构张量本身表达出来.由（3.2）式，在局部坐标系xα（1≤α≤2n）下近复结构J的矩阵是（[image: img2034]），它满足条件（3.3）.所有的（1，0）次微分式在局部上必然可以写成

[image: img2035]

的线性组合，因此可积条件（3.12）成为

[image: img2036]

其中

[image: img2037]

因为关于dxβ的线性方程组

[image: img2038]

在Tx（M）[image: img2039]C中决定了（1，0）型切矢量所成的复子空间，而后者是由（1，0）型切矢量

[image: img2040]

张成的；因此，（3.18）的解组

[image: img2041]

中的最大线性无关组给出了（3.18）的基本解组.所以从（3.16）式得到

[image: img2042]

即

[image: img2043]

命

[image: img2044]

容易验证这是M上的（1，2）型张量场，叫做近复结构J的挠率张量.这样，上面的结果可叙述成：

定理3.4　设J是流形M上的近复结构，则J是可积的充分必要条件是它的挠率张量为零.

定义3.3　设ω是近复流形M上光滑的复数值外微分式.若在每一点x∈M，ω（x）是Tx（M）上的（p，q）次外形式，则称ω是（p，q）次外微分式.全体（p，q）次外微分式的集合记作Ap，q.

很明显，Ap，q是复数值光滑函数环上的模，它有下列简单的性质：

（1）若α∈Ap，q，则[image: img2045]；

（2）若α∈Ap，q，β∈Ar，s，则αΛβ∈Ap+r，q+s；

（3）dAp，q[image: img2046]Ap+2，q－1＋Ap，q+1＋Ap－1,q+2；

（4）若p或[image: img2047]，则Ap，q＝0.

性质（3）需要作些说明.因为Ap，q在局部上是由复数值光滑函数、（1，0）次外微分式和（0，1）次外微分式生成的，然而

dA0，0[image: img2048]A1，0＋A0，1，

dA1，0[image: img2049]A2，0＋A1，1＋A0，2，

dA0，1[image: img2050]A2，0＋A1，1＋A0，2，

所以根据外微分的定义，用归纳法立即得到性质（3）.

设ω∈Ap，q.命

[image: img2051]

则ə：Ap，q→Ap+1，q和[image: img2052]都是线性映射.

定理3.5　设J是流形M上的近复结构，则J是可积的充分必要条件是

[image: img2053]

证明　充分性.设θk（1≤k≤n）是关于J的、在局部上线性无关的（1，0）次微分式.由于[image: img2054]，所以

[image: img2055]

即可积条件

dθk≡0（modθj），1≤k≤n　　　　（3.24）

成立.

必要性.若（3.24）成立，则

[image: img2056]

用归纳法不难证明

[image: img2057]

所以

[image: img2058]

定理3.6　流形M上的近复结构J是可积的，当且仅当

[image: img2059]

证明　必要性.设J是可积的，则[image: img2060]，因此

[image: img2061]

设ω∈Ap，q则

[image: img2062]

所以

[image: img2063]

故（3.26）式成立.

充分性.设[image: img2064].若F是M上的复数值光滑函数，则可记

[image: img2065]

于是利用（3.11）式得到

[image: img2066]

因为对任意的F都有[image: img2067]，所以[image: img2068]，即可积条件成立.

现在假定M是n维复流形　局部复坐标系是zk＝xk＋iyk，1≤k≤n，则dzk是M上关于典型的近复结构的（1，0）次微分式.因此，M上的（p，q）次光滑的外微分式α在局部上可以表成

[image: img2069]

其中[image: img2070]是复数值光滑函数.

若f是M上的复数值光滑函数，则

[image: img2071]

其中[image: img2072]和[image: img2073]分别是（3.9）和（3.10）两式定义的算子.所以

[image: img2074]

因此从（3.31）式得到

[image: img2075]

同理

[image: img2076]

若记

f（z1，…，zn）＝g（z1，…，zn）＋ih（z1，…，zn），　（3.35）

则

[image: img2077]

由此引出：

定理3.7　设f是复流形M上的复值光滑函数，则f是全纯函数的充分必要条件是[image: img2078].

证明　f的Cauchy-Riemann条件是

[image: img2079]

根据（3.32）和（3.36）两式，上面的条件与[image: img2080]是等价的，即f是全纯函数的条件是[image: img2081].

如果α是（p，0）次微分式，它在局部上表成

[image: img2082]

当[image: img2083]是全纯函数时，则由定理3.6得到

[image: img2084]

所以，算子a把全纯的（p，0）次微分式复线性地映射为全纯的（p＋1，0）次微分式.

§4　复矢量丛上的联络

在第三章§1已讨论过流形M上的矢量丛（E，M，π）.当纤维型是q维复矢量空间V时，所得的矢量丛就是M上的复q维矢量丛.这时，结构群是

[image: img2085]

假定M是m维光滑流形，（E，M，π）是M上的复q维矢量丛，则截面空间Γ（E）有复线性结构，它也是M上光滑的复值函数环上的模.在第四章§1关于实矢量丛上的联络的讨论可以平行地搬到复矢量丛（E，M，π）上来，只要把那里的实数域换成复数域即可.在这里我们不再重复那些讨论了.

设｛sa，1≤α≤q｝是复矢量丛E在邻域U[image: img2086]M上的局部标架场，则E上的联络D的作用可表为

[image: img2087]

这里[image: img2088]是U上的复数值一次微分式.若用矩阵记号，（4.1）式可写成

DS＝ω·S，　　　　　　　（4.2）

其中

[image: img2089]

因此，联络的曲率矩阵是

[image: img2090]

外微分（4.5）式则得Bianchi恒等式

dΩ＝ω∧Ω－Ω∧ω.　　　　　　（4.6）

若取另一个局部标架场S＇，设

S＇＝A·S，　　　　　　　　　　（4.7）

其中det A≠0，则有（见第四章§1的（1.29）式）

Ω＇＝A·Ω·A－1.　　　　　　　（4.8）

上述变换公式启示我们给出下面的定义.

定义4.1　若对于矢量丛（E，M，π）的每一个局部标架场S都指定了一个由k次外微分式组成的q×q阶矩阵Φs，它们在标架场S作变换（4.7）时遵从变换规律

ΦS＇＝A·ΦS·A－1,　　　　　　（4.9）

则称｛ΦS｝为伴随型张量矩阵.

因为联络矩阵ω在标架场S作变换（4.7）时的变换公式是

ω＇·A＝dA＋A·ω，　　　　　　（4.10）

所以外微分（4.9）式得到

dΦS＝dA∧ΦS·A－1＋A·dΦS·A－1

＋（－1）kA·ΦS∧dA－1

用（4.10）式代入，整理后便有

DΦS＇＝A·ΦS·A－1，　　　　　　　（4.11）

其中

DΦS＝dΦS－ω∧ΦS＋（－1）kΦS∧ω.　　（4.12）

由此可见，｛DΦs｝仍是伴随型张量矩阵，其元素是k＋1次外微分式.我们把DΦs称为Φs的协变微分.

根据上面的定义，Bianchi恒等式（4.6）说明曲率矩阵Ω的协变微分是零，即

DΩ＝0.　　　　　　（4.13）

为记号简单起见，在讨论伴随型张量矩阵时，如果只在一个标架场下计算，常略去指示所在标架场的下指标S.

将（4.12）式再一次协变微分，则得

D2Φ＝Φ∧Ω－Ω∧Φ　　　　　（4.14）

（请读者自证）.我们把上式右端记作

[Φ，Ω]＝Φ∧Ω－Ω∧Φ，　　　　　　（4.15）

所以（4.14）式成为

D2Φ＝[Φ，Ω].　　　　（4.16）

现在考虑q×q阶矩阵Ai（1≤i≤r）的r重复线性函数P（A1，…，Ar）.若设

[image: img2091]

则函数P可表成

[image: img2092]

其中[image: img2093]是复数.若对｛1，…，r｝的任意一个排列σ都有

P（Aσ（1），…，Aσ（r））＝（A1，…，Ar），　　　（4.19）

则称P是对称的；若对任意的B∈GL（q；C）都有

P（BA1B－1，…，BA1B－r）＝P（A1，…，Ar），　　　（4.20）

则称P是不变多项式.

用下面的方法可以得到一系列对称的不变多项式.设I是q×q阶单位矩阵，命

[image: img2094]

其中Pj（A）是A的元素的J次齐次多项式.对于任意的非退化q×q阶矩阵B，因为

[image: img2095]

所以

[image: img2096]

于是

Pj（BAB－1）＝Pj（A）,　　　　（4.23）

即Pj（A）是不变多项式.

设Pj（A1，…，Aj）是Pj（A）的完全极化多项式，即Pj（A1，…，Aj）是A1，…，Aj的j重对称的线性函数，并且使

Pj（A，…，A）＝Pj（A）.　　　（4.24）

容易证明Pj（A1，…，Aj）可以用Pj（A）表示出来，例如：

[image: img2097]

所以Pj（A1，…，Aj）是不变的对称的j重线性函数.

假定P（A1，…，Ar）是不变多项式，将非退化矩阵B记成

B＝I＋B＇，　　　　　　（4.26）

则

B－1＝1－B＇＋…，　　　（4.27）

其中省略的部分包含了矩阵B＇的元素的高次幂.代入（4.20）式，并取B＇的线性部分，则得

[image: img2098]

如果Ai是以外微分式为元素的矩阵(4)，则（4.28）式仍旧成立.

设Ai是di次外微分式构成的矩阵，则对任意的一次微分式构成的q×q阶矩阵θ有

[image: img2099]

要证明此式，只需注意θ是形如B＇·a的矩阵之和，其中B＇是q×q阶数量矩阵，a是一次微分式.利用P的多重线性的性质，只要对θ＝B＇·a验证（4.29）式即可.若将θ＝B＇·a代入（4.29）的左端，则得

[image: img2100]

由（4.28）式，上式括号内为零，故（4.29）式成立.

不变多项式建立了联络的局部性质和整体性质之间的联系.设P（A1，…，Ar）是不变多项式，把Ai取成di次外微分式构成的伴随型张量矩阵，显然P（A1，…，Ar）是与局部标架场的选取无关的d1＋d2＋…＋dr次外微分式，因而是在M上大范围定义的外微分式.根据（4.12）和（4.29）两式，

[image: img2101]

[image: img2102]

特别是，对于不变多项式Pj（A），取A为联络的曲率矩阵Ω，则DΩ＝0，所以

dPj（Ω）＝0，　　　　（4.31）

即Pj（Ω）是在M上大范围定义的2j次闭外微分式.

定理4.1　设（E，M，π）是m维光滑流形M上的q维复矢量丛，Ω和[image: img2103]分别是对应于联络ω和[image: img2104]的曲率形式.若P（A1，…，Ar）是对称的不变多项式，则在M上存在2r－1次外微分式Q，使

[image: img2105]

证明　命

[image: img2106]

若取另一个局部标架场S＇＝B·S，则

[image: img2107]

其中[image: img2108]，ω＇分别表示在局部标架场S＇下相应联络的矩阵.所以η’[image: img2109]和η有下面的关系式：

η'·B＝B·η，　　　　（4.34）

即η是伴随型张量矩阵，其元素是一次微分式.命

ωt＝ω＋tη，0≤t≤1　　　　（4.35）

则ωt给出了依赖一个参数t的一族联络，在t＝0和t＝1时分别给出ω和[image: img2110].联络ωt的曲率矩阵是

Ωt＝dωt－ωtΛωt＝Ω＋tDη－t2ηΛη，　　　（4.36）

所以

[image: img2111]

其中协变微分D是关于联络ω取的.

设P（A1，…，Ar）是对称的不变多项式，命

[image: img2112]

则

[image: img2113]

根据协变微分的定义，从（4.36）式得到

DΩ1＝tD2η－t2D（ηΛη）

　　＝t（ηΛΩ－ΩΛη）＋t2（ηΛDη－DηΛη）

　　＝t[η，Ω]＋t2[η，Dη]

　　＝t[η，Ωt]，　　　　　　　　　　（4.40）

所以

dΩ（η，Ωt）＝rdP（η，Ωt，…，Ωt）

　　　　＝rP（Dη，Ωt，…，Ωt）

　　　　　－r（r－1）P（η，DΩt，Ωt，…，Ωt）

　　　　＝Q（Dη，Ωt）

　　　　　－r（r－1）tP（[η，Ωt]，Ωt，…，Ωt）.（4.41）

在（4.29）式中命θ＝A1＝η，A2＝…＝Ar＝Ωt，则得

　2P（ηΛη，Ωt，…，Ωt）

　　　　－（r－1）P（η，[η，Ωt]，Ωt，…，Ωt）＝0，

即

2Q（ηΛη，Ωt）－r（r－1）P（η，[η，Ωt]，Ωt，…，Ωt）＝0.

（4.42）

比较（4.41）和（4.42）两式便有

[image: img2114]

两边对t积分，则得

[image: img2115]

命

[image: img2116]

则Q就是定理所要求的M上的2r－1次外微分式.

如同（4.31）式，P（Ω）是闭外微分式.如果它是实值外微分式，则它决定了流形M上的de Rham上同调群H2r（M；R）中的一个元素.定理4.1的意义是：外微分式P（Ω）是依据联络而定义的，但是它所决定的de Rham上同调类与复矢量丛E上联络的取法是无关的.现在我们要在复矢量丛E上引进Hermite结构；对于Hermite结构的容许联络来说，P（Ω）确定是实值外微分式.由此可见，每一个对称的不变多项式P对应着一个de Rham上同调类.

定义4.2　设V是复矢量空间.若有定义在V×V上的复值函数H（ξ，η），ξ，η∈V，满足下列条件：

（1）对任意的λ1，λ2∈C，ξ1，ζ2，η∈V有

　　H（λ1ξ1＋λ2ξ2，η）＝λ1H（ξ1，η）＋λ2H（ζ2，η）；

（2）[image: img2117]

则称H（ζ，η）是V上的Hermite结构.若对任意的ξ∈V，ζ≠0，都有

H（ξ，ξ）＞0，

则称Hermite结构H是正定的.

注记　设J是2n维实矢量空间V上的复结构.规定

i·X＝JX，X∈V，　　　　（4.45）

则V成为n维复矢量空间.这样，定义2.2所给出的有复结构的实矢量空间V上的Hermite结构，与定义4.2给出的复矢量空间V上的Hermite结构恰好是彼此对应的.

定义4.3　设（E，M，π）是m维光滑流形M上的q维复矢量丛.若在每一点x∈M，以光滑的方式在纤维π－1（x）上给定一个正定的Hermite结构，则称在E上给定了一个Hermite结构.有给定的Hermite结构的复矢量丛称为Hermite矢量丛.

所谓“以光滑的方式”是指：若ξ，η是丛的任意两个光滑截面，则H（ξ，η）作为M上的复数值函数是光滑的.

根据单位分解定理不难证明（与流形M上黎曼度量存在性的证明相仿），在每个复矢量丛上必有Hermite结构.对于任意一个局部标架场

S＝t（sl，…，sq），

Hermite结构H对应于一个Hermite矩阵

[image: img2118]

其中

[image: img2119]

设[image: img2120]，则

[image: img2121]

定义4.4　设D是Hermite矢量丛上的联络.若对于沿任意一条曲线平行的任意两个矢量场ξ，η，H（ξ，η）是常数，则称D是该矢量丛上的容许联络.

因为ξ和η沿曲线C是平行的，所以沿曲线C有

[image: img2122]

因此从（4.48）式得到

[image: img2123]

由此可见，ω是容许联络的条件是

[image: img2124]

或用矩阵记成

[image: img2125]

注记　在Hermite矢量丛上，容许联络是必然存在的.请读者自证.

外微分（4.50）式，则得

[image: img2126]

所以矩阵Ω·H是Hermite反对称的.这样，对于Hermite矢量丛E上的容许联络而言，

[image: img2127]

所以

[image: img2128]

因此，Pj（Ω）是M上实数值2j次闭外微分式.Pj（Ω）所决定的de Rham上同调类cj（E）与E的Hermite结构及容许联络的选取无关，称为复矢量丛E的实系数的第j个陈类（Chern Class）.

将行列式（4.21）展开，不难得到Pj（Ω）的表式是

[image: img2129]

其中[image: img2130]是Hermite矢量丛E的容许联络的曲率矩阵.

注记　如果E是M上以V为纤维型的q维实矢量丛.命E[image: img2131]C是E的复化，它是以q维复矢量空间V[image: img2132]C为纤维型的复矢量丛.设c2j是复矢量丛E[image: img2133]C的第2j个陈类，则称

[image: img2134]

是第j个Pontrjagin类（参阅参考文献[14]）.如果实矢量丛E上的联络ω的曲率矩阵是

[image: img2135]

则de Rham上同调类pj（E）是由实数值4j次闭外微分式

[image: img2136]

决定的.

定义4.5　设M是m维复流形，π：E→M是M上的q维复矢量丛.若对于M上任意两个相交的局部坐标域U和W，转移函数

gUW：U∩W→GL（q；C）

都是全纯映射，则称E是M上的全纯矢量丛.

若全纯矢量丛E的纤维型是复一维矢量空间，则称它是复流形M上的全纯线丛.

显然，全纯矢量丛的丛空间是一个复流形.

把m维复流形看作2m维实流形有典型的近复结构，那么M上关于典型近复结构的全体（1，0）型切矢量构成的集合是复流形M上的全纯矢量丛，称为复流形M的切丛.这是因为，对于M的任意一个局部复坐标系（z1，…，zm），[image: img2137]恰好构成切丛的局部标架场.显然，任意两个这样的标架场是全纯相关的，所以切丛是全纯矢量丛.

设γ：U→E是全纯矢量丛E在邻域U[image: img2138]M上的一个截面.若γ是全纯映射，则称γ是全纯截面.设S和S＇是两个全纯的局部标架场，则在它们的公共定义域上有表达式

S＇＝A·S，　　　　（4.55）

其中A是全纯函数所组成的非退化矩阵.

定义4.6　设D是全纯矢量丛（E，M，π）上的一个联络.若对任意一个全纯的局部标架场S，联络矩阵ω关于M上的典型近复结构是由（1，0）次微分式组成的，则称D是（1，0）型联络.

上面的定义是有意义的，即ω是（1，0）型矩阵与局部标架场S的选择无关.因为在全纯的局部标架场的变换（4.55）下，A是由全纯函数组成的矩阵，所以由定理3.6可知，[image: img2139].因此

　　　　　ω＇＝dA·A－1＋A·ω·A－1

　　　　　　　＝əA·A－1＋A·ω·A－1，

如果ω是（1，0）型矩阵，则ω＇也是；反之亦然.

若E是Hermite全纯矢量丛，则在E上有唯一确定的（1，0）型容许联络.实际上，ω是容许联络的条件是

[image: img2140]

若ω是（1，0）型矩阵，则[image: img2141]是（0，1）型矩阵，所以

əH＝ω·H.　　　　（4.56）

由此得到（1，0）型容许联络ω必须是

ω＝əH·H－1.　　　　（4.57）

容易验证，上式确实给出了E上的一个联络.

Hermite全纯矢量丛E上（1，0）型容许联络的曲率矩阵是

[image: img2142]

所以Ω是（1，1）次微分式构成的矩阵.

§5　Hermite流形和Kähler流形

定义5.1　设M是m维复流形.若在M的切丛上给定一个正定的Hermite结构H，则称M是Hermite流形.

对于局部复坐标系（U；z1，…，zm），切丛的局部标架场是

[image: img2143]

在本节，指标的取值范围规定为

l≤i，j，k，l≤m，

并采用省略和号的和式约定.命

[image: img2144]

则

[image: img2145]

且矩阵[image: img2146]是正定的.若ξ，η是U上两个（1，0）型切矢量场，它们可表成

[image: img2147]

其中ξi，ηk都是U上的复数值光滑函数，则

[image: img2148]

M上的Kähler形式

[image: img2149]

是实数值（1，1）型微分式.

切丛上的联络有挠率矩阵.设与局部标架场S＝t（s1，…，sm）对偶的余标架场是σ＝（σ1，…，σm）.若有另一个局部标架场

S＇＝A·S，　　　　（5.7）

则对偶的余标架场是

σ＇＝σ·A－1，

或

σ＝σ＇·A　　　　（5.8）

外微分（5.8）式，得

　　　　dσ＝dσ＇·A－σ＇ΛdA

　　　　　 ＝（dσ＇－σ＇Λω＇）A＋σΛω，

即

τ＝τ＇·A，　　　　（5.9）

其中

τ＝dσ－σΛω，　τ＇＝dσ＇－σ＇Λω＇．（5.10）

τ是复数值二次外微分式组成的（1×m）阶矩阵，称为在复流形的切丛上的联络的挠率矩阵.

定理5.1　设M是Hermite流形.D是M的切丛上的（1，0）型联络的充分必要条件是：它的挠率矩阵是由（2，0）次微分式组成的.

证明　设σ＝（σ1，…，σm）是全纯标架场S的对偶的余标架场，则每一个σi是全纯的（1，0）次微分式，即对于局部复坐标系zi，σi可表成

[image: img2150]

其中[image: img2151]是全纯函数.因此

[image: img2152]

联络矩阵ω可以唯一地分解成

ω＝ω1＋ω2,　　　　（5.12）

其中ω1和ω2分别是（1，0）次和（0，1）次微分式组成的矩阵.这样，挠率矩阵τ可表成

τ＝dσ－σΛω＝（əσ－σΛω1）－σΛω2，　　（5.13）

右端已分解成（2，0）型矩阵和（1，1）型矩阵之和.由此可见，挠率矩阵是由（2，0）次微分式组成的充分必要条件是

σΛω2＝0.　　　　（5.14）

假定[image: img2153]，则（5.14）式成为

[image: img2154]

根据Cartan引理得到

[image: img2155]

其中[image: img2156]是复数值光滑函数.因为σj是（1，0）次微分式，而[image: img2157]是（0，1）次微分式，所以条件（5.14）等价于

[image: img2158]

也就是ω是（1，0）型的.

在叙述（1，0）型联络的定义时要用到全纯标架场，而定理5.1给出的判别法只要求局部标架场是光滑的；因为（5.9）式表明，局部标架场的变换（5.7）不改变挠率形式τi的双次，即不改变挠率矩阵的型.这对研究Hermite流形是方便的，事实上规范标架场｛si；H（si，sj）＝δij｝是光滑的，而不一定是全纯的.

根据上一节最后一段的讨论，在Hermite流形的切丛上存在唯一确定的（1，0）型容许联络；它的挠率矩阵必是（2，0）型的，曲率矩阵是（1，1）型的.通常把这个联络称为Hermite联络.

定义5.2　如果Hermite流形M的Kähler形式H是闭外微分式，即

[image: img2159]

则称M是Kähler流形.

定理5.2　Hermite流形M是Kähler流形的充分且必要条件是：M上的Hermite联络的挠率矩阵是零.

证明　显然，在定理中所提到的两个条件都与标架场的选取是无关的，因此只要在自然标架（5.1）下验证定理就行了.设与（5.1）对偶的余标架场是

σ＝（dzl，…，dzm）

所以dσ＝0.因为Hermite联络是ω＝əH·H－1，其中H如（5.2）式所给出，因此挠率矩阵τ＝0的充分必要条件是

σ∧əH＝0，　　　　（5.19）

或

[image: img2160]

但是Kähler形式[image: img2161]的外微分是

[image: img2162]

[image: img2163]

所以d[image: img2164]＝0与（5.20）式是等价的，定理证毕.

当局部标架场改变时，我们有下面的公式：

[image: img2165]

所以

[image: img2166]

另外，曲率矩阵Ω·H是Hermite反对称的（§4的（4.51）式），即

[image: img2167]

因为Ω·H是（1，1）次微分式构成的矩阵，所以可设

[image: img2168]

由（5.24）式得到

[image: img2169]

所以

[image: img2170]

即

[image: img2171]

设[image: img2172]，则（5.23）式就是

[image: img2173]

其中[image: img2174].若仍记

[image: img2175]

则

[image: img2176]

取M在点x的（1，0）型切矢量ξ，它在标架场S和S＇下分别有分量ξi和ξ＇i，则

[image: img2177]

所以

[image: img2178]

可见上述表达式不依赖于局部标架场的选取.若（1，0）型切矢量ξ≠0，则命

[image: img2179]

称为Hermite流形M在（x，ξ）的全纯截面曲率.

由（5.22）的第三式得到

Tr Ω＇＝Tr Ω.　　　　（5.32）

因此Φ＝Tr Ω是在M上大范围定义的（1，1）型微分式，称为Hermite流形M的Ricci形式.

设[image: img2180]是矩阵H－1的元素，则

[image: img2181]

与局部标架场的选取也是无关的，并且

[image: img2182]

所以（5.33）式定义了流形M上的一个实函数，称为Hermite流形的数量曲率.

紧致的Kähler流形在拓扑上有很强的限制，例如：紧致Kähler流形的第二个Betti数不能是零.这是因为Kähler形式[image: img2183]是实数值闭外微分式，所以它决定了第二个de Rham群H2（M，R）中的一个元素u.容易看到u≠0.实际上，根据Kähler形式的局部表达式

[image: img2184]

所以

[image: img2185]

因为矩阵H是正定的，det H＞0，所以

[image: img2186]

[image: img2187]对应于H2m（M，R）中的元素um（即指m个u的上积（cupproduct），而[image: img2188]就是上同调类um在基本类M上的值.因此um≠0，u≠0，这就证明了上面的论断.

设M和N分别是m维和n维的复流形，f：M→N是全纯映射.若m≤n，且映射f的Jacobi矩阵的秩处处是m，则称f是浸入.如果f还是单一的，即对于任意的x≠y∈M，都有f（x）≠f（y），则称f是嵌入.

定理5.3　设N是Kähler流形，f：M→N是全纯浸入，则M上有从N诱导的Kähler结构.

证明　设p∈M，（z1，…，zn）是流形N在点q＝f（p）的复坐标，（ω1，…，ωm）是流形M在点p的复坐标系，则映射f在局部上可表成

za＝fa（ω1，…，ωm）.

设N上的Hermite结构是

[image: img2189]

Kähler形式是

[image: img2190]

并且d[image: img2191]＝0.命

[image: img2192]

则矩阵[image: img2193]仍然是正定的，它给出了M上的正定的Hermite结构

[image: img2194]

其Kähler形式是

[image: img2195]

显然

[image: img2196]

且

[image: img2197]

所以复流形M关于诱导的Hermite结构H＇成为一个Kähler流形.



【注释】


(1)命zj＝xj＋i·yj，所以Cm可看作实数组（x1，…，xm，y1，…，ym）构成的实2m维矢量空间R2m.Cm上的拓扑结构与R2m是一致的.显然，Cm中形如

[image: img2198]
 
的集合构成Cm的拓扑基
(2)一个连续映射f：X→Y叫做实质的（essential），如果它不与常值映射x→y0∈Y同伦，即非零伦的.

(3)请参见A.Newlander and L.Nirenberg，“Complex analytic coordinates in almost complex manifolds”，Ann.of Math，65（1957），391～404.

(4)若P（A1，…，Ar）可表成（4.28）式，当[image: img2199]是外微分式构成的矩阵时，则命

[image: img2200]


第八章　Finsler几何

§1　引言

在第五章已经讨论过黎曼几何学，即基于正定的（至少是非退化的）二次微分式

[image: img2201]

的度量几何学，其中ui是局部坐标，gij＝gji是该流形上的光滑函数.

在本章，我们将考虑更一般的情形，不受度量形式是二次式的限制.为此假定

ds＝F（u1，…，um；du1，…，dum），　　（1.1）

其中F（x；y）是有2m个自变量的非负光滑函数，并且仅当y＝0时为零，称为Finsler函数.还要求F（x；y）关于自变量y是一阶齐次函数，即

[image: img2202]

黎曼在1854年所作的具有历史意义的就职演说中已经引进了这种情形[1].因此，更确切地说，以（1.1）式为基础的几何学应该称为Riemann-Finsler几何学.为了简单起见，我们仍按习惯称之为Finsler几何，以此来承认Finsler在1918年的学位论文对该领域所作的贡献.Finsler几何的出发点是微积分学的首要概念，也就是计算曲线的弧长，而其各种不同的应用则要求（1.1）式的普遍性.例如，固态物理涉及晶格，其几何自然是Finsler几何.在复流形上有Cara-theodory度量和Kobayashi度量等许多内蕴度量，一般说来，它们不是黎曼度量，而是Finsler度量.（关于Finsler几何应用的最新综述，请见D.Bao，S.S.Chern and Z.Shen，ed.，Finsler Geometry（Proceedings of the Joint Summer Research Conference on Finsler Geometry，July 16～20，1995，Seattle，Washington），Contemporary Mathematics，Vol.196，AMS，Providence（1996）.）

我们在这里的论述起源于本书第一作者在1948年的一篇论文[2].这篇论文在很长一段时间里没有引起重视，但是，近些年来在这方面取得了显著的进展[3].在本章，我们将介绍从这个进展所引发的一系列重要的成果，借以说明Finsler度量是研究黎曼几何的更自然的出发点.

关键的观念是考虑Finsler流形M上的射影化切丛PTM，或者球丛SM，而不是按常规只考虑切丛TM.而黎曼似乎尚未认识到这一点.比较射影化切丛PTM与球丛SM的优缺点是微妙的，对其作出判断则超出了本节的范围.在此我们只是指出：从几何观点看，采用PTM是更简单、更自然的做法；而无论是从理论上还是从应用的角度而言，SM则容许一类更广泛的、有意义的Finsler空间.为简便起见，在我们的叙述中将采用PTM，同时认为许多结果同样适用于SM（关于SM情形的详细讨论请见参考文献[2]）.

在以PTM为底流形的典型诱导丛p*TM→PTM上能引进活动标架.所谓的Hilbert形式是余标架场的一个特殊的截面，它决定了PTM的一个切触结构.Hilbert形式及余标架场的其余的截面的外微分导致唯一的无挠的、且“几乎与度量相容”的联络，称为Chern联络，它有特别的性质.该联络可以看作是黎曼几何中Christoffe1-Levi-Civita联络的推广，为Finsler几何中的等价问题提供了一个解答.

Chern联络的无挠性以及几乎与度量相容的性质也保证了Finsler几何中弧长的第一变分公式和第二变分公式具有如同在黎曼几何情形的熟悉的形式.因此，在黎曼几何中把曲率和拓扑联系起来的许多重要的定理都能够很容易地推广到Finsler几何的情形.

上面所述的一些想法将在以下各节作详细的解说.关于Chern联络的存在性及其特别的性质叙述为定理3.1和定理3.2（Chern定理），这是本章的主要定理.

§2　射影化切丛PTM的几何与Hilbert形式

在本章，如无特别的声明，小写拉丁字母（m除外）指标取1到m的值（m是指Finsler流形的维数）；小写希腊字母指标取1到m－1的值.

定义2.1　设M是一个m维流形.如果在它上面的任意一条曲线

t|→（u1（t），…，um（t）），a≤t≤b

的长度s由积分

[image: img2203]

给出，其中F是具有§1的（1.1）式下面所述的性质的函数，则称M是一个Finsler流形.

注记　加在F上的一阶齐次的性质使得弧长s在曲线作参数变换时保持不变.

Finsler流形M有切丛π：TM→M和余切丛π*：T*M→M.在切丛TM上，把彼此差一个非零实因子的非零矢量等同起来，便得到M上的射影化切丛PTM.从几何上看，PTM是M上的线元所构成的空间.设ui，1≤i≤m，是M上的局部坐标，则非零切矢量能够表示为

[image: img2204]

其中Xi不全为零.于是ui，Xi成为TM上的局部坐标，也是PTM上的局部坐标，只是把Xi看作齐次坐标（它们被确定到差一个非零实因子）.用p：PTM→M记丛投影

p（ui，Xi）＝（ui）.

我们的基本观念是考虑以PTM为底流形的诱导矢量丛p*TM.这个丛的纤维是m维矢量空间，而底流形PTM的维数是2m－1（参看图14）.因为函数F（ui，Xi）关于Xi是一阶齐次的，则由齐次函数的Euler定理得知

[image: img2205]

[image: img2206]

图　14

再次求导得到

[image: img2207]

后者表明[image: img2208]是关于Xi的零阶齐次函数，因而也是PTM上的函数.

设（υj，Yj）是PTM上的另一个局部坐标系，则我们有

[image: img2209]

因此

[image: img2210]

由此可见，

[image: img2211]

与局部坐标的选取无关，是内在地定义在PTM上的1－形式，称为Hilbert形式.根据Euler定理（（2.2）式），M上的弧长积分（2.1）能够改写为Hilbert的不变积分

[image: img2212]

Hilbert形式含有丰富的信息.在下一节中我们将会看到通过它的外微分能产生具有特别性质的联络.Hilbert已经认识到这个1－形式在变分学中的几何意义，并作为他在1900年列举的著名的23个问题的最后一个问题[4].

现在我们来计算外微分dω，并采用活动标架.在这里，以及在今后的类似计算中，要紧的是要记住p*TM的底流形是PTM，因而所引进的微分式都是PTM上的微分式.PTM上的微分式能够表示为TM上的微分式，只要后者在Xi乘以一个实数因子时保持不变，并且在[image: img2213]上的值为零[5].在这里，PTM上的微分式都是这样来表示的，并且PTM上的外微分是通过TM上的外微分来获得的.

设

[image: img2214]

这是内在地定义在p*TM的纤维上的、对称的2阶协变张量（基本张量）.假定这个张量是正定的（强凸性假设），并且称它为Finsler度量.设

[image: img2215]

是矢量丛p*TM的关于基本张量G的单位正交标架场，且设

[image: img2216]

是与其对偶的余标架场，所以

[image: img2217]

前者是单位正交性条件；后者是对偶性条件，等价于

[image: img2218]

即[image: img2219]和[image: img2220]是互逆矩阵.

注记　在黎曼的情形，

F2（ui，Xj）＝gij（u）XiXj,　　（2.13）

其中gij只是ui的函数.在Finsler几何的情形，一般说来（2.8）式中的gij是ui和Xi的函数，但是关于Xi是零阶齐次的.因此gij是PTM上的函数.

现在指定em，ωm分别是p*TM和pM*T*M的大范围截面，即

[image: img2221]

[image: img2222]

这意味着

[image: img2223]

代入（2.12）式得到

[image: img2224]

根据（2.8）式前面的段落的讨论，以及[image: img2225]关于Xi是零阶齐次函数的事实，倘若[image: img2226]关于Xj是零阶齐次的，则ωi（i＝1，…，m）确实是PTM上的1－形式.

在PTM上求Hilbert形式ω的外微分，得到

[image: img2227]

根据Euler定理（（2.3）式），上式最后一个表达式中dXj∧ωm的系数为零，由此得到

[image: img2228]

其中1－形式[image: img2229]的最一般表达式是

[image: img2230]

在上式所引进的系数λαβ必须满足条件λαβ＝λβα，除此之外是任意的.下一节在求Chern联络时将会把λαβ确定下来.

我们暂时离开主题来建立Hilbert形式的一个重要性质.

引理1　PTM上的Hilbert形式

[image: img2231]

满足条件

ω∧（dω）m－1≠0.　　　　（2.21）

证明　记A＝ω∧（dω）m－1.取ωm＝ω，并用（2.19）式求dω，其中[image: img2232]由（2.20）式给出，则得

[image: img2233]

由于外积的反交换性质，在[image: img2234]的表达式（2.20）中涉及ωm和ωβ的项全都消失了.根据（2.8）式，A能够改写为

[image: img2235]

[image: img2236]

其中第二个等号用到了（2.17）式，第三个等号用到了（2.11）的第一式.由于[image: img2237]是可逆矩阵，在非齐次坐标下，[image: img2238]，a=1，…，m－1，仍然是线性无关的1－形式.最后，由于ωi不涉及dXk（参见（2.10）式），故2m－1个1－形式[image: img2239]线性无关.根据第二章定理3.3，引理成立.

若ω乘以一个非零光滑函数，则（2.21）式仍然成立.一般说来，若在一个2m－1维流形上存在一个确定到差一个因子的1－形式ω满足（2.21）式，则称该流形有一个切触结构；1－形式ω称为切触形式.这样，流形PTM的一个重要性质是：它具有切触结构.

注记　维数为2m－1的奇数维流形上的切触结构与维数为2m的偶数维流形上的辛结构有密切关系.所谓的辛结构是指该流形上的一个非退化的闭的2－形式.在PTM上以Hilbert形式ω为它的切触形式，则以PTM为底流形可构造一个线丛，使得在p∈PTM的纤维是集合λωp，λ≠0.这个丛的维数是2m，称为PTM的辛化流形，记为S.在S上能定义典型的1－形式ω＇，使得

[image: img2240]

其中

π：S→PTM

是丛投影（p，λωp）|→p，λ≠0.在S上由ω诱导的唯一的一个辛结构是由非退化的2－形式dω＇给出的，其非退化性是由ω所满足的条件（2.21）保证的.

§3　Chern联络

在与Finsler流形M有关的空间之间有下列图表：

[image: img2241]

其中[image: img2242]虽然在有些计算中也用到丛q*TM（参看（2.8）式前的注解以及§3.3的讨论），我们主要关心的是位于中间一列的丛.

如同在§2所指出的，丛p*TM→PTM的纤维是m维矢量空间，并且由PTM上的函数组gij，det（gij）≠0，提供了数量积.选取单位正交标架场｛ei｝（（2.9）式）和对偶标架场｛ωi｝（（2.10）式），使得单位正交性和对偶性条件（2.11）成立.丛上的联络由

[image: img2243]

给出，其中[image: img2244]是PTM上的1－形式.利用内在定义的张量场ei[image: img2245]ωi，如果它的Cartan协变导数为零，即

[image: img2246]

或者等价地，[image: img2247]满足条件

[image: img2248]

则称该联络是无挠的（参看第五章，（1.37）式）.

在本节，我们将建立一个惊人的事实：在M上给定Finsler结构之后，在矢量丛p*TM→PTM上存在一个唯一确定的无挠联络.这个联络是黎曼几何Christoffe1-Levi-Civita联络的推广，从而使得黎曼几何成为Finsler几何的特别情形.

3.1　联络的确定

确定所要求的无挠联络就是要决定满足（3.3）式的联络形式[image: img2249]，对于i＝m，dωm已经由（2.19）式给出，其中[image: img2250]的表达式是（2.20）.若设

[image: img2251]

则dωm的表达式（2.19）和（3.3）式便一致起来了；并且，以后会看到（参看（3.46）式及其后面的讨论）方程（3.4）式的几何意义是：G（ei，em）在ei，em的平行移动下保持为常值，即DG（ei，em）＝0.

对（2.10）式给出的1次微分式ωa继续求外微分，得到

[image: img2252]

在最后一个等号中已经用了（2.16）、（2.17）两式.为了使（3.3）式对于i＝α的情形成立，即

[image: img2253]

并且[image: img2254]满足条件（3.4），则[image: img2255]必须等于（2.20）式中dXj的系数，即

[image: img2256]

或者

[image: img2257]

其中

[image: img2258]

是定义在PTM上的函数.由于

[image: img2259]

（参看（2.3）式），因而从（3.7）式能够得到

[image: img2260]

将[image: img2261]的表达式（2.20）代入（3.6）式，并且与（3.5）式相对照得到

[image: img2262]

其中[image: img2263]是待定的系数.

经过直接计算得到

[image: img2264]

从（3.7）式得到

[image: img2265]

于是

[image: img2266]

再次用（3.7）式代入得到

[image: img2267]

注意到Gij是PTM上的函数，并且ωi和[image: img2268]一起构成PTM上的余标架场（参看（2.23）式），故可设

[image: img2269]

其中[image: img2270]，Gijl关于i，j是对称的.将（3.13）和（3.14）式代入（3.11）式得到

[image: img2271]

如果取

[image: img2272]

其中

[image: img2273]

则前面的式子成为

[image: img2274]

由此可见，在条件（3.3），（3.4）和（3.18）下联络形式[image: img2275]是唯一确定的.

为了把[image: img2276]具体地表示出来，需要求出[image: img2277]和Gijl的表达式.将（3.14）式在矢量[image: img2278]上求值，其中的[image: img2279]用（2.20）式代入，则得

[image: img2280]

其中第二个等号用到了（3.12）式.这样，由（2.11）式得到

[image: img2281]

将（3.14）式在em上求值，得到

[image: img2282]

将[image: img2283]用（3.19）式代入，则右边的第二项成为

[image: img2284]

其中第二个等号已经用了下面的事实：

[image: img2285]

在后面两式中都用到了Euler定理（参看（2.2）式）.综合（3.21）和（3.20）两式得到

[image: img2286]

为了确定Gijβ，将（3.14）式在eβ上求值，得到

[image: img2287]

上式中的[image: img2288]用（3.19）式代入后、并且根据（3.23）式得到

[image: img2289]

最后得到

[image: img2290]

[image: img2291]

将（3.19），（3.25）和（3.27）各式代入λσρ，[image: img2292]的表达式，然后代入[image: img2293]的表达式，则把联络形式[image: img2294]用Finsler函数F及其导数和矢量丛p*TM→PTM的局部标架场完全地表示出来了.经过直接验证可知，上面求出的[image: img2295]与PTM上的局部坐标系的选取无关，并且在矢量丛p*TM→PTM的局部标架场｛ei｝的变换下遵循联络形式的变换规律.由此可见，1次微分式[image: img2296]通过（3.1）式在矢量丛p*TM→PTM上定义好一个联络.我们把上面的结果概括成下列定理：

定理3.1（Chern）　设M是一个Finsler流形，其Finsler函数为F.假定[image: img2297]是矢量丛p*TM→PTM上的单位正交标架场，[image: img2298]是矢量丛p*T*M→PTM上与之对偶的单位正交余标架场，其中

[image: img2299]

是特定的大范围截面，这里ui，Xi是M和TM的局部坐标系.则在该矢量丛上有唯一的一个联络

[image: img2300]

记为

[image: img2301]

满足下列条件：

[image: img2302]

该联络称为Chern联络.

为了以后应用的方便，我们把上面所得到的Chern联络形式的表达式综述如下：

[image: img2303]

其中

[image: img2304]

注记　在定理3.1中给出的线性无关的Pfaff形式wi，[image: img2305]（i＜j）的个数恰好等于在Finsler情形主变量的总数：PTM有2m－1个局部坐标ui，Xi（记住Xi是齐次坐标）；另外，所考虑的单位正交标架场（ei，…，em）有[image: img2306]（m－1）（m－2）个自由度，其中em是由（2.14）式给出的.这些线性无关的Pfaff形式为Finsler几何中的所谓等价问题（即决定两个Finsler度量何时在局部上是等价的）提供了一个解.设两个Finsler度量分别是由Finsler函数F（ui，Xi）和F＇（u＇i，X＇i）给出的.根据定理3.1，对应的有两组线性无关的Pfaff形式[image: img2307]和[image: img2308]，则这两个Finsler度量是局部等价的，当且仅当在所考虑的空间之间存在一个可微同胚，使得

[image: img2309]

细节请看第255页的脚注①所列的论文.

3.2　Cartan张量与黎曼几何的特征

我们可以把（3.18）式写成

[image: img2310]

其中

[image: img2311]

如果扩充Aijk的定义，使得在指标i，j，k中只要有一个取值为m时便假定

Aijk＝0，　　　　（3.35）

则（3.32）式能写成

[image: img2312]

其中

[image: img2313]

（0，3）型张量

[image: img2314]

称为Cartan张量.

在（3.34）式中将[image: img2315]用（3.19）式代入就能得到用Finsler函数F表示的Aijk的表达式.由（2.11）式可知

[image: img2316]

于是

[image: img2317]

由于（2.17）式，在上式中方括号里的第一项实际上不起作用，因此我们能够在方括号内增加类似的两项，从而把上式改写为

[image: img2318]

由（2.8）式和Euler定理得

[image: img2319]

故在（3.40）式中允许所有的指标取值从1到m，最后得到

[image: img2320]

上面的方程给出的是Cartan张量关于ωi的分量.若考虑它关于自然基底dui的分量，则由（2.10），（2.12）及（2.8）式得到

[image: img2321]

且

[image: img2322]

显然，Aijk和Aabc关于下指标是全对称的.根据（2.16）和（3.41）两式，由（3.42）式给出的Aijk在其中一个指标取值为m时化为零，这与（3.35）式的要求是一致的.

因为

[image: img2323]

从第四章的（1.47）式及前面的（3.36）式得到：对于任意给定的υ∈TM有

[image: img2324]

因此G（em，ej）和G（ei，em）沿所有的方向都是协变常数，同时G（eα，eβ）沿着满足

[image: img2325]

的方向υ（即em沿该方向是平行的）是协变常数.在这种情况下，我们称Chern联络是几乎与度量相容的，它和黎曼几何中的Christoffel-Levi-Civita联络（与度量的完全相容性）是相对照的.

方程（3.42）和（3.43）导致Cartan张量的最重要性质：Cartan张量为零当且仅当Finsler度量G（参看（2.12）式）是黎曼的，即gij与Xk无关.本节的推导概括为下列定理，它是第五章的定理1.3在Finsler情形的推广.

定理3.2（Chern）　在Finsler丛p*TM→PTM上的Chern联络形式[image: img2326]是结构方程

[image: img2327]

和

[image: img2328]

的唯一解，其中[image: img2329]，Cartan张量

[image: img2330]

由

[image: img2331]

给出.Finsler度量gij是黎曼度量，当且仅当其Cartan张量为零.而且，除非该Finsler结构是黎曼结构，否则无挠联络不可能同时与度量是完全相容的.

这样，我们所展开的理论包括黎曼几何作为特殊情形，Chern联络是Christoffel-Levi-Civita联络的自然推广.

3.3　联络形式在局部坐标系下的表达式

我们从联络形式[image: img2332]着手，把它们用自然基底dui，dXi表示出来.为方便起见，定义下面各个量：

[image: img2333]

首先，用（2.10）、（2.15）式把[image: img2334]的（3.28）式改写为

[image: img2335]

借助于Gijm的表达式（3.25），经过略微有点冗长、但是直接的代数运算之后，上式方括号内的表达式能够写成

[image: img2336]

这样，[image: img2337]最后能表示成

[image: img2338]

其中已用到了（2.17）的第二式给出的对偶性条件.现在把[image: img2339]的（3.52）式，[image: img2340]的（3.19）式代入（3.14）式，然后把所得的方程在ek上求值，便得到Gijk的用局部坐标表示的更简单的表达式（把（3.25）式和（3.27）式合在一起）：

[image: img2341]

把上式代入（3.15）和（3.16）两式便得到λρσ和[image: img2342]在局部坐标系下的表达式.

现在利用局部坐标系ui，Xi，i＝1，…，m，构造T（TM\｛0｝）和T*（TM\｛0｝）的典型基底.根据（3.4），（2.8）式，以及[image: img2343]（从（2.11）式得到），（3.52）式等价于

[image: img2344]

其中

[image: img2345]

注意到（3.54）式和用自然基底给出ωi的表达式（2.10）的相似性，与T*（PTM）中的基底[image: img2346]，[image: img2347]对偶的、在T（PTM）中的单位正交基底由

[image: img2348]

和

[image: img2349]

给出，其中

[image: img2350]

基底[image: img2351]和｛dui，δXi｝自然是对偶的，它们分别是T（TM\｛0｝）和T*（TM\｛0｝）的局部基底.

我们把单位正交标架场和余标架场与自然基底之间的关系总结成表1，其中位于两列的典型基底是彼此对偶的.左端指明了各个1－形式和矢量场所在的底流形.

表　1

[image: img2352]

现在，我们已经为导出Chern联络

[image: img2353]

在局部坐标系下的表达式作好了准备.设

[image: img2354]

首先给出[image: img2355]和[image: img2356]之间的关系（规范变换）.将D用于（3.1）式得到

[image: img2357]

因此

[image: img2358]

即

[image: img2359]

将它与[image: img2360]作缩并得到

[image: img2361]

把上式倒过来得到

[image: img2362]

方程（3.62）和（3.63）和第四章的（1.12）式是等价的.值得指出的是这些方程清楚地表明联络形式的非张量性质.

利用（3.62）式和对偶性条件（2.12），无挠性条件（3.3）等价于

[image: img2363]

这意味着Chern联络形式[image: img2364]不含有dXk的项，即

[image: img2365]

（3.64）式还表明[image: img2366]关于下指标是对称的，即

[image: img2367]

（参看第四章的定义2.2和（2.31）式）.于是方程（3.61）能够写成

[image: img2368]

要指出的是，诸如[image: img2369]的对象是没有定义的，因为协变微分D只作用在p*TM和p*T*M的张量积的截面上.

为了得到在局部坐标系下反映出Chern联络的几乎与度量相容的性质的结构方程，我们把D用于

[image: img2370]

这样

[image: img2371]

记

[image: img2372]

利用（3.46）式和（3.36）式得到

[image: img2373]

其中Cartan张量的分量是Aijk关于自然基底dui给出的（参看（3.43）式），在第三个等号中已用了（3.54）式.因此

[image: img2374]

同时，利用（3.67）式得到

[image: img2375]

把上述方程代入（3.68）式，则得到几乎与度量相容的性质在局部坐标系下的表达式

[image: img2376]

比较duk的系数，且考虑到（3.56）式，则有

[image: img2377]

比较dXk的系数，则再次得到Cartan张量的表达式（3.43）.

现在来计算

（Γijk＋Γjik）－（Γjki＋Γkji）＋（Γkij＋Γikj）.

利用（3.66）和（3.74）两式，我们求得

[image: img2378]

其中[image: img2379]由（3.55）式（以及下面的（3.79）式）给出.注意到

[image: img2380]

便得[image: img2381]的表达式.

如同在黎曼的情形一样，我们把表达式

[image: img2382]

分别称为第一种和第二种Christoffel记号.为今后应用的方便起见，我们把[image: img2383]用Christoffel记号和Cartan张量表示出来.利用（3.55），（3.49）和（3.78）各式，经过一些冗长的计算得到

[image: img2384]

其中

[image: img2385]

而Aljk由（3.43）式给出.从（3.41）和（3.75）两式得到

[image: img2386]

或

[image: img2387]

不妨把（3.75）式和第五章中给出黎曼几何的第一种Christoffel记号的（1.34）式进行对照.显然，在黎曼的情形，gij只是ui的函数，张量

[image: img2388]

恒为零.因此，在这种情形，（3.75）式的Γijk化为第一种Christoffe1记号，Chern联络化为Christoffel-Levi-Civita联络.所以，Mijk能够作为Chern联络偏离度量相容性的量度.

§4　结构方程和旗曲率

在本节，我们将探讨Chern联络的曲率张量Ω的性质.它们完全由描述无挠性和几乎与度量相容性的结构方程（即方程（3.3）和（3.36））所决定.我们将看到Ω分成R和P两部分，其中R-部分是在第四章§2所引进的曲率张量的推广.R-部分、P-部分和Cartan张量一起在特殊Finsler空间的分类中担当基本的角色，在§4.3中将给出它们的一些例子.

4.1　曲率张量

描述Chern联络无挠性的结构方程是（（3.3）式）

[image: img2389]

对此作外微分得到

[image: img2390]

按照第四章的定义1.2，我们把

[image: img2391]

称为Chern联络的曲率形式.作为PTM上的2－形式，必定可以把它表示为形如ωi∧ωj和[image: img2392]的2－形式的线性组合.而形如[image: img2393][image: img2394]的2－形式将不会出现在表达式中，因为它们含有dXi∧dXj的倍数（参看（3.52）式），与无挠性（见（4.1）式）相悖.这样[image: img2395]的最一般的表达式是

[image: img2396]

在此，可以假定

[image: img2397]

若在（4.3）式中没有P-部分，则它在形式上与黎曼曲率的表达式（见第四章的（2.22）式）是一致的.曲率张量的R-部分称为水平－水平部分（h-h部分），P-部分称为水平－垂直部分（h-v部分）.我们把它们分别称为第一种Chern曲率张量和第二种Chern曲率张量.我们将说明，曲率张量的这两个分离的部分和Cartan张量为特殊Finsler空间的分类提供了标识.在§3.2中已经看到，Cartan张量为零等价于该Finsler结构是黎曼结构.在本章§4.3中，我们将会看到用曲率张量来刻画的Finsler空间的两个更重要的例子.

将（4.3）式代入（4.1）式，则得

[image: img2398]

轮换指标k，j，l便得到另外两个类似的式子.把它们相加，得到

[image: img2399]

在（4.6）式中每一项的系数分别为零.于是我们有Bianchi恒等式

[image: img2400]

在形式上和黎曼几何中相应的恒等式是一致的（与第五章的（1.57）式相比较）；另外，还有P的对称性质：

[image: img2401]

为了获得关于曲率张量R和P的更多信息，对Chern联络的几乎与度量相容性的结构方程（3.36）式求外微分.利用（4.2）式及条件[image: img2402]，直接得到

[image: img2403]

其中DA是Cartan张量A的协变导数（参看本章§4.2中的讨论），定义为

[image: img2404]

最后一个等号定义了张量L，Q，分别称为Cartan张量的协变导数的垂直部分和水平部分.由于A的全对称性，在上述方程中交换指标k和i，则左边保持不变，因此

Lkiaβ＝Likaβ’　　　　（4.11）

Qkias＝Qikas’　　　　（4.12）

进而在（4.10）式中命k＝m，并且利用Aijk在其任意一个指标为m时化为零的事实，得到

Qmias＝0.　　　　（4.13）

将（4.3）和（4.10）两式代入（4.9）式，则有

[image: img2405]

右端涉及[image: img2406]的项必为零，因此

Lkiaβ＝Lkiβa.　　　　（4.15）

比较（4.14）式中ωa∧ωb的系数，则得

[image: img2407]

这是第五章定理1.4所叙述的黎曼曲率张量的性质（1）的推广.特别地，在上式中命k＝m，则有

Rmisl＋Rimsl＝0，　　　　（4.17）

因此

Rmmsl＝0.　　　　（4.18）

从（4.4）式和Bianchi恒等式（4.7）还能得到

Rkmml＝Rlmmk.　　　　（4.19）

考虑到（4.17）式，则（4.19）式等价于

Rmkml＝Rmlmk.　　　　（4.20）

比较（4.14）式中[image: img2408]的系数能够得到另一个与（4.16）式类似的式子，即

[image: img2409]

其中[image: img2410]因而

[image: img2411]

其中第一个等号用到了（4.8）式.令k＝s＝m，且由（4.12），（4.13）和（3.40）各式，我们有

Pmima＝0.　　　　（0.23）

若在（4.22）式中只令k＝m，且考虑到（4.21）式，则得

[image: img2412]

因此

[image: img2413]

将（4.25）和（4.12）两式代入（4.22）式右端，则求得

[image: img2414]

这样，我们已经把第二个Chern曲率张量P用Cartan张量A及其协变导数的Q部分（水平部分）表示了出来.P的对称性质由（4.8），（4.21）和（4.24）式给出.方程（4.21）和（4.26）蕴含着下列有用的事实：

引理1　第二个Chern曲率张量[image: img2415]为零当且仅当Cartan张量A的协变导数的水平部分Qkias为零.

在结束本小节时我们要把第一个Chern曲率张量R用局部坐标系表示出来.回想起本章§3.3中的表1及方程（3.61）和（3.64），则（4.3）式等价于

[image: img2416]

其中δXl由（3.56）式给出.考虑到无挠性条件（3.64），我们有

[image: img2417]

引入新的量

[image: img2418]

其中[image: img2419]由（3.59）式给出.将（4.27）式两边在[image: img2420]上求值得到

[image: img2421]

不妨把此式与黎曼几何中结构完全相同的公式进行对照（参看第四章的（2.23）式，在那里[image: img2422]用[image: img2423]来替代）.类似地，让（4.27）式在[image: img2424]上求值，得到

[image: img2425]

我们把[image: img2426]的对称性质总结成下面的定理[6]，它是第五章的定理1.4在Finsler情形的推广.

定理4.1　Finsler流形上的第一个Chern曲率张量Rijkl（h-h部分）满足下列关系式：

[image: img2427]

（2）Rijkl＋Rkjli＋Rljik＝0　（Bianchi恒等式），

（3）Rijkl－Rklij＝（Bijkl－Bklij）＋（Biljk＋Bjkil）＋（Bljkl＋Bkilj），

（4）Rijkl＝－Rijlk.

在关系式（1）中的Aija是Cartan张量关于自然基底的分量.

证明　关系式（1）是（4.16）和（2.14）两式的直接推论，关系式（2）和（4）分别是（4.7）和（4.4）式的结果.要得到关系式（3），将Bianchi恒等式（即关系式（2））中的指标（ijkl）作三次轮换，然后将所得4个方程相加；利用关系式（1）和（4），适当命名指标便得（3）.

4.2　旗曲率和Ricci曲率

与黎曼情形完全一样（参看第五章（3.6）和（3.7）式），我们能够定义曲率算子

R（X，Y）：Γ（p*TM）→Γ（p*TM），

使得

[image: img2428]

以及四重线性函数

R（X，Y，Z，W）＝G（R（Z，W）X，Y），　　（4.33）

其中X，Y，Z，W∈p*TM.要注意的是，与黎曼情形不同，gij是PTM上的函数，一般说来依赖于它在该处求值的“参考矢量”的选取.与定理4.1给出的Rijkl的对称性质相对应，我们有R（X，Y，Z，W）的下列对称性：

（1）R（X，Y，Z，W）＋R（Y，X，Z，W）

　　　　＝－2A（X，Y，R（Z，W）em）

　　　　≡2B（X，Y，Z，W），　　　　（4.34）

（2）R（X，Y，Z，W）＋R（Z，Y，W，X）＋R（W，Y，X，Z）＝0，

（4.35）

（3）R（X，Y，Z，W）－R（Z，W，X，Y）

　　　　＝[B（X，Y，Z，W）－B（Z，W，X，Y）]

　　　　　＋[B（X，W，Y，Z）＋B（Y，Z，X，W）]

　　　　　＋[B（W，Y，Z，X）＋B（Z，X，W，Y）]，　　（4.36）

（4）R（X，Y，Z，W）＝－R（X，Y，W，Z）.　　　　　　（4.37）

上述各式推广了第五章§3中给出的黎曼曲率张量的性质（1）～（3）.

黎曼流形M在每一点p∈M对于任意两个线性无关的切矢量X，Y∈TpM有截面曲率

[image: img2429]

（参看第五章§3）.现在能够把它想象成定义在以p为基点、以X为旗杆、以Y为横边的“旗”上的量.于是K（X，Y）只是TpM中包含这面旗在内的2维子空间的函数，与旗杆和横边的特别选择无关.在Finsler情形，我们能够把黎曼几何中的截面曲率推广成旗曲率，即

[image: img2430]

在每一点p∈PTM，总是把旗杆选成特别的[image: img2431]，而横边可以是与em无关的任意一个矢量.尽管G（em，em）＝1，但是为了概念上的清晰性仍然保留上式分母中的G（em，em）.旗曲率是（ui，Xi）∈PTM和[image: img2432]的函数.不难看出，它在Y乘以一个倍数时保持不变.

与旗曲率相伴随的一个基本量是定义在PTM上的Ricci曲率Ricp，p∈PTM.对于p*TM的一个单位正交标架场｛ei；i＝1，…，m｝，其中em由（2.14）式所给出，则Ricp定义为旗曲率K（em，ea），a＝1，…，m－1的平均值：

[image: img2433]

如同在黎曼情形一样，旗曲率和Ricci曲率包含了关于Finsler流形的大范围性质的重要信息.在§8将给出一些例子.

4.3　特殊的Finsler空间

1.黎曼空间

在历史上，这是Finsler空间的最重要的例子，在本章3.2小节中已经刻画了它的特征.称一个Finsler流形（M，F）是黎曼的，如果Finsler度量gij只是ui的函数.定理3.2（Chern）断言：M是黎曼的，当且仅当它的Cartan张量A为零.

2.Berwald空间

称一个Finsler流形（M，F）是Berwald空间，如果它的第二个Chern曲率张量（即曲率张量的h-v部分）为零.由于引理1和（4.31）式，我们有下面的结果.

引理2　设（M，F）是一个Finsler流形.则下列命题是等价的：

（1）M是Berwald空间；

（2）Cartan张量的协变导数的水平部分Q为零；

（3）Chern联络系数[image: img2434]与Xl无关.

鉴于命题（3）和（4.29）式，对于Berwald空间有

[image: img2435]

注记　方程（4.41）在形式上和在黎曼情形的对应公式（第四章的（2.23）式）是一致的，但是Chern联络系数[image: img2436]（由（3.75）和（3.76）式给出）与第二种Christoffel记号（由（3.78）式给出）是不同的.

关于Berwald空间的例子可以参见参考文献[2]，其中所涉及的Finsler函数是正齐次的，Finsler丛是p*TM—→SM.

3.局部Minkowski空间

称一个Finsler流形（M，F）是局部Minkowski空间，如果它的第一个Chern曲率张量和第二个Chern曲率张量皆为零，即R＝P＝0.

局部Minkowski空间的一个有用的特征性质如下：

引理3　一个Finsler流形（M，F）是局部Minkowski的，当且仅当在每一点p∈M；在TM上存在局部坐标系（ui，Xi），使得F只是Xi的函数.

该引理的证明用到了关于一般的仿射联络空间的一个结果，在此不加证明地叙述如下（参见参考文献[19]，vol.2）：

引理4　设D是有限维流形M上的一个无挠联络.若该联络的曲率在某一点p∈M的邻域内为零，则存在点p附近的局部坐标系（ui）使得所有的联络系数[image: img2437]为零.

引理3的证明　假定存在局部坐标系（ui，Xi）使得[image: img2438]，则由（2.8）式得知

[image: img2439]

从（3.78）式得到[image: img2440]，由（3.79）式可知这意味着[image: img2441].根据（3.75）和（3.76）两式，Chern联络系数为零.于是从（4.30）和（4.31）两式得到R＝P＝0.

反过来，假定R＝P＝0.由引理2得[image: img2442]，而根据（4.41）式得

[image: img2443]

这样，[image: img2444]在M上给出了一个曲率为零的无挠联络.根据引理4，在任意一点p∈M的附近存在局部坐标系，使得[image: img2445].于是（3.80）式蕴含着，由（3.74）式得到

[image: img2446]

因而gij与uk无关；根据（2.8）式及Euler定理（（2.2）式），

XiXjgij＝F2，

故F与uk无关.

注记　在直观上通过在M的每一个切空间TpM上给定同一个Minkowski模可以构造出局部Minkowski流形.但是在这个过程中存在典型的拓扑障碍.关于局部Minkowski流形的几何与拓扑之间关系的深入讨论，请参见参考文献[2].

例1　在R2上一族有用的Minkowski模由

[image: img2447]

给出.

§5　弧长的第一变分公式和测地线

在上一节所引进的旗曲率在Finsler几何的变分问题中起重要的作用.弧长的第一变分公式和第二变分公式证实了这一点.在本节和下一节，我们将说明令人惊异的事实：利用Chern联络，这两个公式在形式上和黎曼几何中的对应公式是一致的，只是在第二变分公式中在黎曼情形下的截面曲率用Finsler情形下的旗曲率来替代.因此，在黎曼几何中从这两个公式导出的许多经典定理也能够推广到Finsler的情形.在§7和§8将给出一些重要的例子.我们将看到变分公式（下面的公式（5.24）和（6.8））是Chern联络的结构方程（3.3）和（3.36）的直接推论）.

首先定义在流形上一条光滑曲线的变分的概念.

定义5.1　设C：[0，a]→M是M中一条光滑曲线.C的一个变分是指一个光滑映射σ：[0，a]×（－ε，ε）→M使得σ（t，0）＝C（t），t∈[0，a].C（t）称为变分的基准曲线.对于每一个u∈（－ε，ε），由σu（t）＝σ（t，u）定义的参数曲线σu：[0，a]→M称为变分曲线（t-曲线）；同时，固定t，由σt（u）＝σ（t，u）定义的参数曲线称为变分的横截曲线（u-曲线）.

变分σ（t，u）在M上产生了两个矢量场：

[image: img2448]

和

[image: img2449]

它们分别是t-曲线和u-曲线的切矢量场（速度场）.特别地，矢量场

[image: img2450]

称为变分σ沿基准曲线C（t）的变分场.

在Finsler情形，t-曲线的长度是

[image: img2451]

其中F是Finsler函数，GT中的下指标T表示Finsler度量G是在σ（t，u）的典型提升

[image: img2452]

处计算的.这样，弧长的第一变分是

[image: img2453]

在PTM上定义下列矢量场：

[image: img2454]
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并在p*TM上取单位正交标架场ei，i＝1，…，m，使得在提升（5.4）处em是沿T的单位矢量：

[image: img2456]

设ei的对偶余标架场是ωi，i＝1，…，m.更方便、更直观的是考虑把ωi拉回到矩形区域[0，a]×（－ε，ε）上的形式：

[image: img2457]

和

[image: img2458]

其中

[image: img2459]

[image: img2460]

因为ωi不含有dXi的项，故

[image: img2461]

在（5.8）式关于em的选取表明

aa=wa(T)=0，　　　　（5.17）

[image: img2462]

从（5.5）式得到

[image: img2463]

为了计算上述被积表达式中的导数，我们用[image: img2464]把Chern联络的无挠条件（见（3.3）式）

[image: img2465]

拉回来.因为[image: img2466]和外微分及外积是可交换的（参看第三章的（2.43）式和（2.42）式），故有

[image: img2467]

方程（5.9）意味着

[image: img2468]

把（5.21），（5.9）和（5.10）式代入（5.20）式，则得

[image: img2469]

回想起[image: img2470]=0（（3.4）式），并将（5.13），（5.14）和（5.17）式用于（5.22）式，且让i＝m，则无挠条件成为

[image: img2471]

将这个结果用于（5.19）式，便得到Finsler几何中弧长第一变分的下述公式：

[image: img2472]

我们指出，利用（5.11）到（5.16）各式，无挠条件（5.22）还能够写成

DTU=DUT，　　　　　（5.25）

其中协变导数是关于矢量丛p*TM→PTM上的Chern联络做的.如果回想起几乎与度量相容条件（3.36）等价于

[image: img2473]

且观察到

[image: img2474]

弧长的第一变分的公式（5.24）还能够写成内在的形式：

[image: img2475]

对于有固定端点的变分，变分场U满足U（0）＝U（a）＝0.这样，在（5.28）中的边界项便消失了.现在我们叙述在Finsler流形中测地线的概念.

定义5.2　Finsler流形M中的测地线C：[0，a]→M是指弧长泛函L（u）（见（5.3）式）关于有固定端点的所有光滑变分σ的临界曲线，即：C是测地线，如果对于所有满足条件σ（0，u）＝C（0），σ（a，u）＝C（a）的变分σ有L'（0）＝0.

根据（5.28），在Finsler空间中测地线的方程是

[image: img2476]

若假定曲线满足匀速参数化条件，即GT（T，T）＝const，则（5.29）式化为黎曼几何中熟知的“自平行”条件（参看第四章的（2.20）式）：

DTT=0.　　　　　　　　　　　（5.30）

使用余标架场ωi和Chern联络形式[image: img2477]，测地线的条件（5.29）能够重述为：Finsler空间M中的一条曲线C（t）是测地线，如果它的典型提升[image: img2478]满足微分方程组：

[image: img2479]

其中[image: img2480]（参看（5.13）和（5.17）式）.

现在我们把Finsler情形和黎曼情形相对照，比较有关测地线的结果.值得注意的是，在第五章§2中关于黎曼几何的所有结果在Finsler情形仍然是成立的.但是，在导致这些结果的论证中存在一些重要的差别，反映出Finsler情形的特点.篇幅不允许我们在这里展开充分的讨论，在此只能就一些实质性要点作简明的介绍.至于更深入的探讨，请见参考文献[2].我们的讨论基于匀速测地线.

根据（5.30），在Finsler流形上一条匀速测地线所满足的常微分方程在形式上和黎曼情形是一样的：

[image: img2481]

或等价地，

[image: img2482]

这里[image: img2483]是C（t）的典型提升[image: img2484]是Chern联络在局部坐标系下的系数（参看（3.75）式）.注意到由于（3.41）式，在（5.32）式的第二项中有关Mijk（参看（3.82）式）的项在2重缩并时消失了.

注记　虽然测地线方程（5.33）在形式上和黎曼几何情形是一致的，但是度量张量gij不仅依赖于ui，也依赖于[image: img2485].因此在方程左边的第二项依赖速度[image: img2486]的非线性程度可能高于2次.然而在仿射变换t→αt＋β下，左边仍以预期的方式乘以一个倍数.更确切地说，设[image: img2487]，则由链法则以及在PTM上[image: img2488]和[image: img2489]是同一点，可得

[image: img2490]

当Finsler丛p*TM的底流形PTM换成TM，或者球丛SM时，上述断言一般来说不再成立.方程（5.34）意味着，若

C（t）＝（ui（t））

是一条测地线，则它的反向曲线

ωi（s）＝ui（a－s），0≤s≤a　　　　（5.35）

也是一条测地线.如果p*TM的底流形是SM，则该断言未必为真.

与第五章§2关于黎曼情形的做法相类似，将2阶常微分方程的理论用于（5.33），我们就能够定义Finsler流形中的测地法坐标和法坐标域.在Finsler情形，我们在TpM中定义半径是r的Finsler球面为

Sp（r）＝｛X∈TM|F（p，X）＝r｝，　　　　（5.36）

Finsler球为

Bp（r）＝｛X∈TM|F（p，X）＜r｝.　　　　（5.37）

与第五章的（2.9）式相类似，对于充分小的Bp（r），可以定义指数映射expp：TpM→M，它把经过0∈TpM的射线映为唯一的一条从点p出发的测地线.特别地，用第五章§2的记号，命

ui＝（expxX）i≡fi（1，xk，Xk）.　　　（5.38）

指数映射在X≠0时是光滑的，在X＝0处是C1的（参见参考文献[2]）.而且（expx）*在0∈TxM处是恒同映射（参看第五章（2.11）式）.因此，对于某个充分小的Bx（r），expx是可微同胚.

第五章定理2.5中以x∈M为中心的超球面Σδ（测地球面）的推广是TxM中的Finsler球面Sx（δ）在指数映射下的像：

∑δ=expx（sx（δ））.　　　　　（5.39）

每一个X∈Sx（δ）产生了一条径向测地线

σ（t）=expx（tx），0≤t≤1，

它与以x为中心、半径≤δ的所有测地球面都相交.于是第五章定理2.3的系有如下的类似命题：

引理1（Gauss引理）　以T（t）为速度矢量的径向测地线σ（t）与测地球面关于数量积GT是正交的.

证明　对于X∈Sx（δ），r∈[0，1]，考虑径向测地线

σ（t）＝expx（tτX），0≤t≤1.　　　　　（5.40）

注意到τX∈Sx（τδ）.设Y（u）是Sx（τδ）上任意一条曲线，使得Y（0）＝τX.定义径向测地线σ（t）的变分σ：[0，1]×（－ε，ε）→M，使得

σ（t，u）＝expx（tY（u））.　　　　　（5.41）

把Y（u）在u＝0处的速度记为V，则σ（t，u）的变分场U（t，0）满足U（0，0）＝0，U（1，0）＝（expx）*V，后者是测地球面expx（Sx（τδ））的切矢量.在变分（5.41）中每一条t-曲线是从x出发、有常速度τδ的测地线.这样，它们的长度全相等，弧长的第一变分L＇（0）为零.把expx（tX）的速度场记为T，于是σ（t）的速度场为τT.方程（5.29）和弧长的第一变分公式意味着

GT（（expx）*V，τT）＝0，　　　（5.42）

引理证毕.

利用Gauss引理能够证明下列重要结果，它是第五章定理2.4的（2）在Finsler情形的推广：

定理5.1　在Finsler流形上测地线在局部上是最短线.

为了证明这个定理，需要下面关于Finsler函数F（u，x）的一个基本结果（该结果是根据参考文献[17]改写的，关于它的讨论可见参考文献[2]）.

引理2　对于（u，X），（u，V）∈PTM，

[image: img2491]

证明　根据Finsler度量的正定性，对于任意的u∈M以及X，V，W∈TuM有

[image: img2492]

其中的等号成立当且仅当V和W成比例.（5.44）式就是著名的Cauchy-Schwarz不等式.

利用Finsler度量的（2.8）式及Euler定理，我们有

[image: img2493]
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以及

XiXjgij(u,X)=F2.　　　　　(5.47)

对于（5.45）式右边的第二项，用（5.46）式代替[image: img2495]，再用W＝X时的Cauchy-Schwarz不等式，以及（5.47）式，则得

[image: img2496]

于是，（5.45）式蕴含着

[image: img2497]

且等号成立当且仅当V和X成比例.现在把F（u，X）展开成

[image: img2498]
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从（5.49）式得到：对于任意的V∈TuM有

[image: img2500]

将Euler定理用于上式左边第二项，便得引理.

现在我们回来证明定理5.1

定理5.1的证明　我们采用首先由Bao，Chern（参看第255页脚注②所列的第一篇论文）给出的证明.对于p∈M，取充分小的δ＞0，使得指数映射（t，X）[image: img2501]expp（tX），0≤t≤δ，X∈TpM，F（p，X）＝1，是可微同胚.该映射把单位矢量X映为径向测地线，取定t＝δ，则它把Finsler球面Sp（1）映到测地球面expp（Sp（δ））上.考虑与单位矢量Y∈TpM相对应的、长度为δ的径向测地线expp（tY），0≤t≤δ.此测地线的起点是p∈M，终点是q∈expp（Sp（δ））.构造一条从p到q的邻近的比较曲线

C（u）＝expp（t（u）X（u）），　　　　（5.52）

其中0≤u≤1，F（p，X（u））＝1，X（0）＝X（1）＝Y，t（0）＝0，t（1）＝δ.我们的目标是证明C（u）的长度至少是δ.

对于每一个u，曲线C（u）和从p点出发的径向测地线交于测地法坐标是（t（u）Xi（u））的点.这样，

C（u）＝σ（t（u），u），　　　　　（5.53）

这里σ（t，u）是由

σ（t，u）＝expp（tX（u）），0≤t≤δ，0≤u≤1（5.54）

定义的expp（tY）的变分，其t-曲线是所有长度为δ的、速度为1的径向测地线.根据链法则，

[image: img2502]

现在，C（u）的长度是

[image: img2503]

运用引理2，命[image: img2504]，则由（5.43）式得到

[image: img2505]

上式的第二个等号成立的理由是：由Euler定理以及T的长度为1（即F（C（u），T）＝1）得知

[image: img2506]

由（2.8）式有

[image: img2507]

但是，Guass引理意味着

（gij）(C,T)UiTj=0,　　　　(5.58)

故有　　　 　　　L(C(u))≥t(1)－t(0)=δ.　　　 　(5.59)

注记　在黎曼几何情形同样有定理5.1，但是其证明（比如在第五章所给出的定理2.4的证明）通常不能用于Finsler情形.这是因为在Finsler几何中用于计算沿曲线C（u）的速度的度量函数既依赖于C（u），也依赖于速度[image: img2508]自身；然而在黎曼情形，它与速度无关.（细节请看第255页脚注②所列的第一篇论文）.

§6　弧长的第二变分公式和Jacobi场

为了清楚起见，我们考虑在变分矩形上的拉回形式.根据（5.19）式，弧长的第二变分是

[image: img2509]

将（5.23）式对u求导，则得

[image: img2510]

Chern联络系数[image: img2511]的导数可通过[image: img2512]把Chern曲率张量的结构方程（4.2）和（4.3）拉回来进行计算.利用（5.19），（5.10），（5.17），（5.18）和第一个Chern曲率张量的对称性质（4.4），我们有

[image: img2513]

在上式中置i＝m，k＝α，则第一个P-项涉及[image: img2514]，故由（4.26）、（4.12）、（4.13）和（3.35）式得知该项为零.这样
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将此式用于（6.2）式则得

[image: img2516]

其中[image: img2517].现在，在（5.22）式中命i＝α，且回想起aα＝0（参看（5.17）式），则得
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由此可知，（6.5）式成为
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利用第一个Chern曲率的对称性质（4.17），上式中涉及R的项能写成
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第四个等号成立已考虑到（4.18）式.进一步，由于（3.4）和（3.9）式，

[image: img2521]

最后把（6.1）式限于u＝0，且假定基准曲线是测地线.这样，从（5.31）和（3.9）式得到在（6.7）式中与[image: img2522]成比例的项皆为零.因此，在Finsler几何中测地线弧长的第二变分公式是

[image: img2523]

与第一个Chern曲率张量Rmimj有关的项可以看作旗曲率的倍数.确实，从第五章的（3.6）式可知，曲率算子R（T，U）在T上的作用是
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由此得到

[image: img2525]

根据（4.38）式所给出的旗曲率K（em，U）的定义，我们有
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注意到在（6.7）式中与第二个Chern曲率张量P有关的项在所得结果（6.8）中不出现.这个引人注目的事实使得在Finsler几何中弧长的第二变分公式在形式上与黎曼几何中的公式是一致的，只是在黎曼情形的截面曲率要换成Finsler情形的旗曲率.

不难看到，利用Chern联络的结构方程的内在形式（见（5.25）式和（5.26）式），第二变分公式（6.8）也能写成内在形式：
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请读者自己补充推导的细节.

现在我们来定义以T为切矢量场的测地线上两个光滑矢量场V，W的指标形式：
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这样，第二变分公式（6.12）能写成
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进一步，引进U的、与T是GT-正交的分量
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从结构方程（5.26）和测地线条件（5.29）得到
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而在另一方面，旗曲率的性质蕴含着

GT（R（T,U⊥）T,U⊥）=GT（R（T,U）T,U）.　　（6.17）

把（6.16），（6.17）两式用于（6.13）式，则第二变分公式可表成如下的紧凑形式：

[image: img2532]

让我们回到由（6.13）式定义的指标形式.在常速度参数化下（即F（T）＝const），利用分部积分、结构方程（5.26）和测地线条件（5.31），能够把I（J，V）改写成

[image: img2533]

沿测地线定义的一个矢量场J称为Jacobi场，如果它满足方程

DTDTJ+R(J,T)T=0.　　　　　　　(6.20)

上述方程称为Jacobi方程，它在形式上和黎曼几何的情形是一致的.二阶常微分方程组的理论表明：对于速度场为T的测地线σ（t），0≤t≤a，给定V，W∈Tσ（0）M，则存在唯一的一个沿σ的Jacobi场J（t），使得J（0）＝V，DTJ（0）＝W.我们有下列结果.

定理6.1　在Finsler流形上给定任意一个光滑变分（不必有固定的端点）使得所有的t-曲线是测地线，则其变分场U必定是一个Jacobi场.反过来，沿测地线σ（t）的一个Jacobi场J（t）必定是其t-曲线是测地线的变分σ的变分矢量场U.

证明　我们将考虑匀速测地线（DTT＝0），将DT用于Chern联络的无挠条件DTU＝DuT（即（5.25）式），借助于（5.25）和（6.3）式，得到
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其中在第4个等号中我们已经用了（4.23）式来消去P-项，在第5个等号中已用了（6.9）式，在最后一个等号中已用了R的反对称性（4.4）式.

沿以T（t）为速度场的测地线σ（t），0≤t≤a给定一个Jacobi场J（t），构造σ（t）的变分如下：取曲线γ（u），使得γ（0）＝σ（0），并且速度场V（u）满足

V|u=0=J|t=0.

构作沿γ（u）平行的矢量场Y（u），W（u）（即DvY＝DvW＝0），且满足初始条件[image: img2535]所求的变分是

σ(t,u)=expγ(u)﹛t(Y(u)+uW(u))﹜.　　　(6.22)

注意到σ（0，u）＝γ（u），σ（t，0）是基准测地线σ（t），沿σ（t）的变分场是
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根据定理的第一部分，U（t）是Jacobi场.我们想要证明U（t）实际上就是J（t）.倘若我们能够证明

[image: img2537]

则根据Jacobi场在给定初始条件下的唯一性便得到我们所要的结论.确实，我们有
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以及
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其中第一个等号用了无挠条件.由于（expr（u））*在Tr（u）M的原点是恒同映射，

[image: img2540]

因此

[image: img2541]

证毕.

如同在黎曼几何的情形，Jacobi场是研究Finsler空间中测地线性质的重要工具.特别是旗曲率和测地线之间的关系能够借助于共轭点的概念来研究，而后者用Jacobi场在所考虑点处的行为来刻画（看下面的定义6.1）.在Finsler情形的解析方法紧随黎曼几何中所用的方法之后.这之所以成为可能，关键还是Chern联络的令人注目的性质.在本节的余下部分，我们将给出指标形式与共轭点和Jacobi场有关的几个重要性质（它们也是黎曼几何中的标准结果）.在这里，篇辐不允许我们完整地叙述证明，然而它们与黎曼情形的相应证明是十分相似的.至于黎曼的情形，读者可参考参考文献[19]，volⅢ和[10]；对于Finsler情形，可见参考文献[2].

定义6.1　假定指数映射的切映射（expp）*在V∈TpM是退化的，即存在某个非零的W∈Tv（TpM）使得（expp）*W＝0∈TexppvM，则称测地线σ（t）＝expptV，0≤t≤1上的点σ（1）＝exppV与点σ（0）＝p是共轭的.

构作上述定义中测地线σ（t）的变分

σ（t，u）＝expp（t（V＋uW））.　　　（6.27）

在该变分中每一条t-曲线是测地线.根据定理6.1，其变分场U（t）是Jacobi场，而（6.27）式意味着U（0）＝U（1）＝（expp）*W＝0.因此我们有

引理1　σ（1）与σ（0）在测地线σ（t）＝expptV，0≤t≤1上是共轭的，或者等价地，（expp）*在V∈Tσ（0）M是退化的，当且仅当存在沿σ（t）的非零Jacobi场J（t），使得J（0）＝J（1）＝0.

对于有固定端点的变分，即U（0）＝U（1）＝0，则DuU在端点也为零.从（6.14）式得到：如果I（U，U）＜0，则L"（0）＜0.于是，我们有

引理2　如果测地线σ（t）的一个变分场U保持端点固定，则I（U，U）＜0蕴含着该测地线不是最短线.

测地线上的共轭点与指标形式在其两端为零的矢量场上的符号有密切的关系，下面给出有关的重要结果.在本节的以下部分，用[image: img2542]0表示定义在连结p、q的测地线σ（t），0≤t≤a上使得W（0）＝W（a）＝0的光滑矢量场W（t）所构成的空间.则有

引理3　（1）如果在测地线σ（t），0≤t≤a上没有σ（0）的共轭点，则对所有的W∈[image: img2543]0有

I（W，W）≥0，

且等号只在W＝0时成立.

（2）若σ（a）是σ（0）的共轭点，但是对于所有的0＜τ＜a，σ（τ）都不是σ（0）的共轭点，则

I（W，W）≥0，[image: img2544]W∈[image: img2545]0，

且等号只在W是Jacobi场时成立.

我们还有

引理4　对于一条测地线σ（t），0≤t≤a，存在σ（0）的共轭点σ（b），0≤b≤a的充分必要条件是存在与T是GT-正交的W∈[image: img2546]0使得I（W，W）＜0.

上面两个引理的证明可在D.Bao，S.S.Chern，“A notable connection in Finsler geometry”，Houston J.Math.，19（1993），135～180中找到.作为引理3的推论，我们有

引理5　假定σ（t），0≤t≤a是一条不含共轭点的测地线.设W，J是σ上的光滑矢量场使得W（0）＝J（0），W（a）＝J（a），且J是Jacobi场.则

I（W，W）≥I（J，J），

且等号成立当且仅当W＝J.

证明　根据假定，J－W∈[image: img2547]0.引理3断言

[image: img2548]

在第二行的等号中我们用了指标形式的双线性性质和对称性.在第三行的等号中我们用了（6.19）式.再次用引理3可得等号成立当且仅当J－W＝0.

最后我们叙述

引理6　对于所有的W∈[image: img2549]0有I（V，W）＝0当且仅当V是一个Jacobi场.

证明　若V是一个Jacobi场，则从（6.19）式直接得到对于所有的W∈[image: img2550]0有I（V，W）＝0.反过来，假定对于所有的W∈[image: img2551]0有I（V，W）＝0.设ƒ（t）是[0，a]上的光滑函数，满足条件：ƒ（0）＝ƒ（a）＝0，对任意的0＜t＜a有ƒ（t）＞0.取W为

ƒ（t）｛DTDTV＋R（V，T）T｝.

则对于I（V，W）用（6.19）式得到

[image: img2552]

这表明V是一个Jacobi场.

§7　完备性和Hopf-Rinow定理

对于一个Finsler流形，一个明显的整体问题是：它是不是另一个Finsler流形的真开子流形.与此有关的一个重要概念就是完备性，它本是度量空间的性质.因此，我们先讨论关于度量空间的一般结果，再研究完备的Finsler流形.此处的结果在黎曼情形自动成立.

定义7.1　闭区间0≤t≤1到度量空间M的连续映像称为M中的一段弧.半开区间0≤t＜1到M的连续映像称为M中的一条路径.

设p（t），0≤t≤1是M中的一段弧，如果对于任意的0≤t1≤t2≤t3≤1都有

ρ（p（t1）,p（t2））+ρ（p（t2）,p（t3））

=ρ（p（t2）,p（t3））,　　　　　（7.1）

其中ρ是度量空间M中的距离函数，则称p（t）为M的一条线段.M中以p，q为始点和终点的线段记作pq.

因为闭区间（或半开区间）都是彼此同胚的，所以上述定义中的区间长度可以不限于1.把一段弧（或路径）限制在其定义域的闭子区间上，所得的弧称为它的子弧.

设p（t）（0≤t＜1）是M的一条路径.如果：（1）它是M的闭子集；（2）它的每一段子弧都是线段，则称p（t）是M的一条射线.若函数ρ（p（0），p（t））（0≤t＜1）是有界的，则称它的上确界是该射线的长度.

例1　设M是平面R2上去掉一点所成的空间，M＝R2－｛0｝，它关于从R2诱导的距离函数成为一个度量空间.命

p1（t）＝（t－1，0），0≤t＜1，

则p1（t）是M的一条射线，显然它的长度是有限的，即它的长度是1.但是射线

[image: img2553]

没有有限的长度.

例2　不是所有的度量空间都存在射线，如在紧致度量空间中就没有射线.若不然，设p（t）（0≤t＜1）是紧致的度量空间M中的一条射线，则极限[image: img2554]存在；因射线是M的闭子集，故p0在射线上，即有0≤t0＜1，使p（t0）＝p0.取t1＝（t0＋1）/2，则t0＜t1＜1.根据射线的定义，当t1＜t＜1时有

ρ（p（t0），p（t1））＋ρ（p（t1），p（t））＝ρ（p（t0），p（t）），

故

ρ（p（t0），p（t））≥ρ（p（t0），p（t1））＞0.

但是当t→1时，左端趋于零，这是一个矛盾.故在M中不可能存在射线.

显然R2中的单位圆盘D＝｛（x，y）∈R2|x2＋y2≤1｝是紧致的度量空间，所以在D中不能有射线.

引理1　设度量空间M中有一列点a1，…，an满足条件
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则对任意一组整数1≤i1≤…≤ik≤n，都有

[image: img2556]

证明　若命题不真，则存在一组整数1≤i1≤…≤ik≤n，使得

[image: img2557]

因此

[image: img2558]

这与条件（7.2）相矛盾，所以（7.3）式必须成立.

引理2　设akak+1（1≤k≤n－1）是度量空间M中的线段，并且

[image: img2559]

则[image: img2560]是线段.

证明　设n＝3.显然a1a2＋a2a3是一段弧，现要证明它是线段.假定x，y，z是该弧上任意三点，且.y在x，z之间.若x和z同时属于a1a2，或a2a3，则由线段的定义得

ρ（x,y）+ρ（x,z）=ρ（x,z）,

现在不妨设x，y∈a1a2，z∈a2a3，故

ρ（a1,x）+ρ（x,y）+ρ（y,a2）=ρ（a1,a2）,

ρ（a2,z）+ρ（z,a3）=ρ（a2,a3）,

因此由条件（7.4）得

ρ（a1,x）+ρ（x,y）+ρ（y,a2）+ρ（a2,z）+ρ（z,a3）

=ρ（a1,a2）+ρ（a2,a3）=ρ（a1,a3）.

由引理1则有

ρ（x,y）+p（y,x）=ρ（x,z）,

故a1a2＋a2a3是线段.

利用类似的推理，不难用归纳法证明引理对任意的n都是成立的.

引理3　设β：p（t），0≤t＜1是度量空间M中的一条路径，而且它的每一段子弧都是线段.若β是M中的闭子集，则β是射线；若β不是M的闭子集，则极限[image: img2561]存在，并且β＋p是线段.

证明　前一个结论是射线的定义.现在假定β不是M的闭子集，则必有β的一个极限点[image: img2562]，因此有序列ti→1，0≤ti＜1，使得ai＝p（ti）→p（i→＋∞）.我们要证明[image: img2563]

不妨设｛ti｝是单调上升的序列.因为p（ti）→p（i→＋∞），故对于任意给定的正数ε，必存在正整数N，使得当i＞N时有
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因此当i，j＞N时总是有

[image: img2565]

取δ=1－tN+1＞0，，则当0＜1－t＜δ时，由于tN+1＜t＜1.由于ti→1，则对每一个这样的t总可以找到指标j＞N，使tN+1＜t＜tj＜1.因为β上的子弧是线段，所以

[image: img2566]

因此只要0＜1－t＜δ，总是有

ρ（p（t）,p）≤ρ（p（t）,p（tN+1））+ρ（p（tN+1）,p）＜ε.

即

[image: img2567]

命p（1）＝p；我们要证明p（t），0≤t≤1是M中的线段.设x，y，z是这段弧上任意三点，且y在x和z之间.若z≠p（1），则由假设得到

ρ（x，y）＋ρ（y，z）＝ρ（x，z）.

若z＝p（1），不妨设y≠p（1）.因为ai＝p（ti）→p，所以对充分大的i，y必落在x和ai之间.因为xai是线段，故

ρ（x，y）＋ρ（y，ai）＝ρ（x，ai）.

让i→＋∞，则上式给出

ρ（x，y）＋ρ（y，z）＝ρ（x，z）.

因此β＋p是线段.

现在假定M是连通的Finsler流形，在Finsler函数F是齐次函数的假定下；M关于由Finsler度量诱导的距离函数（第五章的（2.46）式）成为一个度量空间.下面的引理表明流形M上实现两点之间的距离的曲线段恰是定义7.1所说的线段.

引理4　设γ是M上连结p，q两点的可求长曲线，并且它的长度等于ρ（p，q），则γ是Finsler流形M上的测地线，也是度量空间M中的线段.反之，若γ是M上连结p，q的线段，则γ是测地线，并且γ上任意两点之间的距离等于γ在这两点之间的弧长.

连结两点的测地线，如果实现了这两点之间的距离，则称它是最短测地线.引理的意思是：在Finsler流形上最短测地线和线段是等价的概念.

证明　设r是γ上任意一点，取r的法坐标域U，使它具有第五章定理2.4所要求的性质.任意取一点r1∈γ∩U，使γ在r，r1之间的部分γ1落在U内.根据定理5.1，在U中存在唯一的一条测地线g连结r和r1，并且g是U中连结r和r1的最短线.若g≠γ1，则γ1的长度必大于g的长度，这与γ是实现p，q两点之间的距离的曲线段相矛盾，因此γ是测地线.

任取三点x，y，z∈γ，且y在x，z之间，则

[image: img2568]

其中记号[image: img2569]表示曲线在p，q之间的弧长.根据黎曼流形上两点之间的距离的定义，则得

[image: img2570]

故上式等号必须成立.由引理1得

ρ(x,y)+ρ(y,z)=ρ(x,z),

故γ是线段.

反过来，设γ是连结p，q的线段.在γ上取分点p＝r0，r1，…，rn＝q，使得ρ(ri,ri+1)=[image: img2571]ρ(p,q).则

[image: img2572]

当n充分大时，弧长[image: img2573]和ρ（ri，ri+1）的差是1/n的高阶无穷小，故

[image: img2574]

即γ的长度＝ρ（p，q），γ是测地线.

引理5　设M的每一点p有一个正数ρ（p），使得：

（1）对于M上任意一点q，只要ρ（p，q）≤ρ（p），则必存在连结p，q的线段；

（2）若ρ（p，q）＞ρ（p），则必有一点x∈M，使得ρ（p，x）＝ρ（p），并且

ρ（p，x）＋ρ（x，q）＝ρ（p，q）.

证明　我们取点p的半径为ε的球形法坐标邻域W，使ε具有第五章定理2.5所述的性质.只要取正数ρ（p）＜ε就行了.若ρ（p，q）＜ρ（p），则q∈W，故在W中存在唯一的测地线连结p，q，且它的长度恰是ρ（p，q）（见第五章定理2.6最后的说明）.根据引理4，这条测地线是线段pq，故（1）成立.

设q∈M，ρ（p，q）＞ρ（p）.根据距离的定义，必有可求长弧的序列｛βi｝，当i→∞时，βi的长度si→ρ（p，q）.在βi上取一点xi，使ρ（p，xi）＝ρ（p），则xi落在以p为中心、以ρ（p）为半径的超球面Σρ（p）上.由于Σρ（p）的紧致性，必有｛xi｝的子序列收敛于Σρ（p）上一点x.不妨设｛xi｝本身是收敛的.因为

[image: img2575]

故

ρ(pq)≤ρ(p,xi)+ρ(xi,q)≤si,

命i→∞，则si→ρ（p，q），故

ρ（p，q）＝ρ（p，x）＋ρ（x，q）.

定理7.1　设M是连通的Finsler流形，p，q是M上任意两点.则下列命题中必有一个成立：

（1）存在线段连结p，q两点；

（2）存在从p出发的射线γ，使得γ上任意一点适合条件

ρ（p，x）＋ρ（x，q）＝ρ（p，q）.

证明　假定不存在连结p，q的线段.命a1＝p；我们要构造线段的序列aiai+1，i＝1，2，…，使得对每一个正整数k，它们满足条件

(Ck)　ρ(a1,a2)+…+ρ(ak－1,ak)+ρ(ak,q)=ρ(p,q).

若已有线段a1a2，…，ak－1ak使条件（Ck）成立，则由引理1，

ρ(a1,a2)+…+ρ(ak－1,ak)=ρ(a1,ak),　　　　　(7.8)

ρ(a1,ak)+ρ(ak,q)=ρ(a1,q).　　　　　(7.9)

根据引理2，[image: img2576]是线段a1ak，因此ak和q不能用线段连结.考虑点集

Sk=﹛x∈M│能用线段连结x合ak，且

ρ(ak,x)+ρ(x,q)=ρ(ak,q)﹜,

根据引理5，集合Sk≠[image: img2577]，并且

[image: img2578]

显然Tk+1≤ρ（ak，q）.任取一点ak+1∈Sk，并使

[image: img2579]

那么线段a1a2，…，akak+1满足条件(Ck+1).命

[image: img2580]

则γ是一条路径.γ的任意一段子弧必定是某线段[image: img2581]aiai+1的子弧（只要k充分大），所以它是线段.根据引理3，要证明γ是射线只需证明｛ak｝没有极限点.

为此假定[image: img2582].则由引理3，γ＋r是线段.在（7.9）式中让k→∞，则得

ρ(a1,r)+ρ(r,q)=ρ(a1,q),　　　　　(7.13)

同理，

ρ(ak,r)+ρ(r,q)=ρ(ak,q).　　　　　　(7.14)

因为已假定不能用线段连结a1，q，故r≠q.根据引理5，必有点x≠r，使得x和r能用线段连结，并且

ρ（r，x）＋ρ（x，q）＝ρ（r，q）.　（7.15）

联合（7.14）与（7.15）两式则有

ρ(ak,r)+ρ(r,x)+p(x,q)=ρ(ak,q),

由引理1得

ρ(ak,r)+ρ(r,x)=ρ(ak,x),

于是，根据引理2，akr＋rx是线段，x∈Sk，故

Tk+1≥ρ(ak,x)≥ρ(r,x)＞0.　　　　　(7.16)

上式对任意的k≥1都成立.但是在另一方面

[image: img2583]

故必须有[image: img2584]，这与（7.16）式是矛盾的.因此序列｛ak｝不能有极限点，γ是射线.

在γ上任取一点x，则当k充分大时点x落在线段[image: img2585]内，所以

ρ(a1,x)+ρ(x,ak)=ρ(a1,ak);

联合（7.9）式则得

ρ(a1,x)+ρ(x,ak)+ρ(ak,q)=ρ(a1,q).

根据引理1则有

ρ(a1,x)+ρ(x,q)=ρ(a1,q),　　　(7.17)

定理得证.

注记　在定理7.1的第（2）种情形，因为

ρ（p，x）≤ρ（p，q），x∈γ，

所以射线γ有有限的长度.因此，如果连通Finsler流形上没有有限长度的射线，则任意两点必能用线段连结起来.由例2可知，紧致的连通黎曼流形上任意两点都能用线段连结.

定义7.2　设｛an｝是度量空间M的一个点序列.如果对于任意给定的正数ε，总是可找到正整数N（ε），使得只要i，j＞N（ε）就有

ρ(ai,aj)＜ε,

则称｛an｝是一个Cauchy序列.

定义7.3　若在度量空间M中每一个Cauchy序列都是收敛的，则称M是完备的.如果连通的Finsler流形M关于从Finsler度量诱导的距离函数成为完备的度量空间，则称M是完备的Finsler流形.

根据收敛序列的Cauchy判别准则，欧氏空间Rm自然是完备的度量空间，也可以看作完备的黎曼流形（或Finsler流形）.但是Rm不是紧致的.因此从几何的观点看，紧致性并不是最适宜的条件.对Finsler流形的整体研究，完备性这个条件被认为是最合适的.

定理7.2（Hopf-Rinow）　设M是连通的Finsler流形，则下面三个条件是彼此等价的：

（1）M是完备的；

（2）M上任意一条测地线可以无限延长；

（3）每个闭的有界子集必是紧致的.

证明　（1）[image: img2586]（2）.假定M有一条从点p出发的测地线γ不能再延长，其长度L是有限的，则它可以表成p（t），0≤t＜1，而且极限[image: img2587]不存在（实际上，若极限[image: img2588]存在，命p（1）＝q，则得到测地线段p（t），0≤t≤1；然而测地线段总是可以从端点向外延伸，这与假定相矛盾）.任取一个单调递增数列tk，0≤tk＜1，且tk[image: img2589]1（k→∞）.命ak＝p（tk），k＝1，2，…，则

[image: img2590]

因此对任意给定的ε＞0，存在正整数N，当n＞l＞N时总是有

[image: img2591]

所以

ρ(al,an)＜ε.　　　　　　(7.19)

这说明｛ak｝是Cauchy序列.因为M的完备性，故存在一点q∈M，使[image: img2592].显然，点q与序列｛tk｝的选取无关，所以[image: img2593]这是一个矛盾.故M上任意一条测地线必能无限延长.

（2）[image: img2594]（3）.假定M上任意一条测地线都可以无限延长，因此M上没有有限长度的射线.根据定理7.1，M上任意两点都可以用线段连结.设S是M的一个有界无穷子集.故有一点a∈M及正数K，使S包含在以a为中心、以K为半径的开球内.在S中取一个无穷序列｛xk｝，使其中的点两两不同.因为ρ（a，xk）＜K，｛ρ（a，xk）｝是有界无穷数列，故必有收敛子序列.不妨设该数列本身就是收敛的，于是可命

[image: img2595]

用线段axk连结a，xk；设υk是axk在点a的单位切矢量，则υk落在Ta（M）中以原点为中心的单位Finsler球面上.由单位球面的紧致性，不妨设｛υk｝在这个单位球面上收敛于υ.从点a出发沿切方向υ作测地线γ；因γ可无限延长，所以在γ上可以取一点x0，使γ在a，x0之间的长度为l.线段axk是从a出发、与υk相切并且长度为ρ（a，xk）的测地线.由于测地线对初始条件的连续依赖性，故[image: img2596]，这说明x0是S的一个极限点.如果S是闭的，则x0∈S.因此，M的每一个闭的有界无穷子集有属于该子集的极限点，故该子集是紧致的.

（3）[image: img2597]（1）.实际上，如果｛an｝是Cauchy序列，则｛an｝必是有界集.由条件（3），该点集的闭包是紧致的，故存在收敛子序列｛ank｝和点a0∈M，使得αnk→a0（k→∞）.因为

│ρ(an,a0)－ρ(am,a0)│≤ρ(an,am),

故｛ρ（an，a0）｝是Cauchy序列.因此

[image: img2598]

即[image: img2599].

注记1　上述定理的断言（2）等价于：在任意一点p∈M，指数映射expp在整个的TpM上有定义.

注记2　前面已经指出过，对于Finsler丛p*TM→SM，M上的测地线在反向之后可能不再是一条测地线.因此在上述定理用于SM时无限可延长的概念必须用无限地向前可延长性来替代.对于测地线的这个微妙特性，可见参考文献[2].

系1　在完备的Finsler流形上，任意两点可用最短测地线连结.

证明　因为在完备的Finsler流形上测地线能无限延长，所以不能有有限长度的射线.根据定理7.1，任意两点可用线段连结，即可用最短测地线连结.

系2　紧致的连通Finsler流形是完备的.

证明　因为在紧致的度量空间中任意的无穷子集都有极限点，根据定理7.2，它是完备的.

定义7.4　设M是连通的Finsler流形；如果M不能是另一个连通Finsler流形的真开子流形，则称M是不可延拓的.

定理7.3　完备的Finsler流形是不可延拓的.

证明　设M是完备的Finsler流形.若M是连通的Finsler流形M＇的真开子流形，则可取边界点[image: img2600]根据引理3，存在点p在M＇中的ε－球开邻域U，使得U中任意一点都可以用M＇中的线段与p连结.因[image: img2601]，故有q∈M∩U.线段qp在M中的部分是一条从q出发的射线，它的长度≤ρ（p，q），这与M的完备性相抵触.所以M是不可延拓的.

但是完备性的限制确实比不可延拓性更强.例如：E2－｛0｝的通用覆盖流形∏是一个连通的黎曼流形，它是不可延拓的，然而它却不是完备的.

在Π中取坐标系（ρ，θ），0＜ρ＜＋∞，－∞＜θ＜＋∞，黎曼度量是

ds2=dρ2+ρ2dθ2;

设覆盖映射是π：Π→E2－｛0｝，使得

π(ρ,θ)=(ρcos θ,ρsin θ).

那么π在局部上是保持黎曼度量的.若黎曼流形Π能延拓，则必定把ρ＝0的点加进去；但是这样得到的不再是二维黎曼流形了.显然Π不是完备的，因为Π中两点

(ρ1,θ1)=(1,0),(ρ2,θ2)=(1,π)

之间的距离是2，但是不能用Π中的线段连结.

§8　Bonnet-Myers定理和Synge定理

在黎曼几何中这两个经典的定理是弧长第二变分公式在大范围微分几何中的重要应用，极好地显示了曲率和拓扑之间的紧密联系.我们将会看到，利用Chern联络，这两个定理在Finsler情形也是成立的.

设T是TpM中任意一个矢量[image: img2602]是沿T的单位矢量.构作GT-单位正交基｛ei｝，i＝1，…，m.在点p沿方向em的Ricci曲率由§4.2的（4.39）式定义，我们有

定理8.1（Bonnet-Myers）　设M是一个完备的连通Finsler流形.如果对于所有的点p∈M沿TpM中任意一个方向的Ricci曲率有正的下界：

[image: img2603]

则

（1）M是紧致的，其直径≤πr；

（2）基本群π1（M）是有限的.

在证明该定理之前，我们先用嵌入在R3中的、具有诱导度量的、半径为r的球面S2作为例子进行解释.对于任意一个度量空间M，其直径定义为

diam M≡sup｛ρ（p，q）；p，q∈M｝，　　（8.1）

其中ρ是距离函数.对于半径为r的球面S2，Ricci曲率是Ricp＝1/r2，直径是πr.显然S2是单连通的完备黎曼流形.因而它的基本群π1（S2）＝1，是有限的.

我们用这个例子给出一个重要的事实，它在定理8.1的证明中是有用的，即：如果a＞πr，r＞0，则存在光滑函数f：[0，a]→R使得f（0）＝f（a）＝0，并且

[image: img2604]

事实上，在半径为r的球面上考虑长度为a、速率为1的测地线σ（t），且a＞πr.设e1，e2是沿σ平行的单位正交标架场，e2＝T.这条测地线包含了σ（0）的共轭点σ（πr）.因此，根据§6的引理4，存在沿σ的矢量场W（t）与e2正交，满足W（0）＝W（a）＝0，并且使得I（W，W）＜0.若记W（t）＝f（t）e1，则f（0）＝f（a）＝0；由于I（W，W）＜0，加上F＝1和e1沿σ的平行性，则由（6.13）式得到

[image: img2605]

定理8.1的证明　（1）设p，q是M中任意两点.根据Hopf-Rinow定理（定理7.2）的系1，存在一条最短测地线连结p和q.不妨假定它是速率为1的测地线，记为γ：[0，a]→M，γ（0）＝p，γ（a）＝q.那么ρ（p，q）＝L（γ）＝a.我们要证明a≤πr.若设a＞πr，则根据上面的讨论，存在一个光滑函数f：[0，a]→R，使得f（0）＝f（a）＝0，并且满足（8.2）式.构作沿γ（t）平行的、GT-单位正交标架场ei，i＝1，…，m，使得em＝T.Chern联络的几乎与度量相容性保证了这样的标架场的存在性（参看（3.46）式后面的讨论）.命Wα（t）＝f（t）eα，α＝1，…，m一1.则Wα（0）＝Wα（a）＝0.根据（6.13）和（4.39）式，我们有

[image: img2606]

根据假设，Ric（em）≥1/r2，因此由（8.2）式得到

[image: img2607]

于是，必有某个α使得I（Wα，Wα）＜0.由构造方式可知，这个Wα与em＝T是GT-正交的，且满足Wα（0）＝Wα（a）＝0.因此，它是测地线γ的有固定端点的变分场.由（6.18）式得到

L″(0)=I(Wa,Wa)＜0.

因此，γ不是连结p和q的最短测地线.这是一个矛盾，由此必有a≤πr.既然p，q是任意的，所以diam M≤πr.根据假设，M是完备的；M是它自身的闭子集.我们刚才已证明M是有界的.由Hopf-Rinow定理的断言（3）得知M是紧致的.

（2）设[image: img2608]是M的通用覆盖空间，覆盖投影是[image: img2609]，在[image: img2610]上的诱导Finsler结构是[image: img2611]因为投影π是局部等距，故[image: img2612]也满足定理中M所满足的条件.根据定理的（1），[image: img2613]是紧致的.因此，π：[image: img2614]→M必定是有限覆盖.因为M是连通的，以不同的点p为基点的基本群π1（M，p）是同构的.最后，因为[image: img2615]是单连通的，在π1（M，p）和离散的有限集π－1（p）之间存在1－1对应.因而π1（M）是有限群.

定理8.2（Synge）　如果M是紧致可定向的偶数维Finsler流形，有正的旗曲率，则M是单连通的.

为证明这个定理，需要下列引理.

引理1　在一个紧致的连通Finsler流形M中，每一个环路的自由同伦类必含有一条最短的闭测地线.

证明　假定π1（M）≠1.如同定理8.1中（2）的证明，引入M的通用覆盖空间[image: img2616]，覆盖投影为π：[image: img2617]→M，诱导的Finsler结构为[image: img2618]，则π是局部等距.因为M是紧致的，根据定理7.2的系2，它必是完备的.这样，[image: img2619]也是完备的.对于p∈M，命π－1（p）=[image: img2620]；我们要在[image: img2621]中寻求一条最短测地线连结[image: img2622]和[image: img2623]，n≠1，使得

[image: img2624]

这样的一条测地线在π下映为M中的最短闭测地线.设｛[image: img2625]｝是π－1（p）中的一个点列，使得[image: img2626]这样一个点列显然是有界的.按照Hopf-Rinow定理（定理7.2）中（2）[image: img2627]（3）的证明，[image: img2628]的完备性蕴含着｛[image: img2629]｝有极限点[image: img2630].根据π的连续性[image: img2631]因此有某个n≥2使得[image: img2632]，且[image: img2633]所求的曲线[image: img2634]就是连结[image: img2635]，[image: img2636]的最短测地线；根据Hopf-Rinow定理（定理7.2）的系1，由[image: img2637]的完备性得知这样的测地线必是存在的.

现在已经为证明Synge定理作好了准备.

定理8.2的证明　假设有一个非平凡元素a∈π1（M），即a不同伦于零.则根据上面的引理，a包含一条最短的闭测地线.假设它的速率是1，并记为σ（t），0≤t≤L，其中L是它的长度.用

P：TpM→TpM

表示从σ（0）＝p出发、围绕σ一次、关于Chern联络的平行移动.由于Chern联络的几乎与度量相容性，P保持GT－长度和GT－角度.因而P是保持定向的等距映射.用[image: img2638]表示T在TpM中的GT－正交补空间.已假定M是偶数维的，则[image: img2639]是奇数维的.用Q：[image: img2640]→[image: img2641]表示P在[image: img2642]上的限制.Q也是保定向的，故它作为[image: img2643]上的正交变换，其行列式必为1.既然Q的特征多项式的系数是实数，复特征值必定是作为共轭复数成对出现，于是必有奇数个实特征值，并且它们的乘积是正数.因此，至少有一个实特征值为正数.因为Q是GT－保长的，它的所有特征值的模必为1.于是，上面所认定的正特征值必定是1.因此，存在一个单位矢量U⊥∈TpM，它与T是GT－正交的，并且在P的作用下保持不变.

将U⊥沿最短闭测地线σ平行移动产生了σ的一个变分场U⊥（t），0≤t≤L，满足DTU⊥＝0，且沿σ有

GT(U⊥(T),U⊥(T))=1.

从（6.18）式（即L"（0）），（6.13）式（指标形式）和（4.38）式（旗曲率）得到

[image: img2644]

根据定理的假设，M的旗曲率以正数c为下界.于是

L″(0)≤－cL＜0.

这表明σ不可能是一条最短测地线，这与σ的取法相矛盾.由此可见，在定理的证明开始时假设存在一个非平凡的a∈π1（M）必定是不真实的.因此M是单连通的.




【注释】


[1]关于该演说的英文译本及其评注请见参考文献[19，vol.Ⅱ，1979的第4A章和第4B章].与其有关的关于Finsler几何方面发展的评述请见S.S.Chern，“Finsler geometry is just Riemannian geometry without the quadratic restriction”，Notice of AMS（Sep.1996），959～963.

[2]S.S.Chern，“Local equivalence and Euclidean Connections in Finsler Spaces”，Science Report，Tsinghua University，5（1948），95～121.也可参见S.S.Chern，Selected Papers，Ⅱ（Springer-Verlag，1989），194～212.

[3]参见：D.Bao and S.S.Chern，“On a notable Connection in Finsler geometry”，Houston J.of Math.，19（1993），135～180.
　　S.S.Chern，“Riemannian geometry as a special case of Finsler geometry”，Contemporary Math.，196（1996），51～58.

[4]关于Hilbert的第23个问题与Finsler几何的联系的评述，请见S.S.Chern，“Remarks on Hilbert’s 23rd Problem”，The Math.Intellig.，18（1996），No.4，7～8.

[5]设（ui，Xi），i＝1，…，m，是PTM的局部坐标，其中Xi是齐次坐标.假定
　　　　　　　　　　　ω＝fidXi＋gidui
是TM上的1－形式，它在[image: img2645]上的值为零，并且在Xi乘以实数因子时保持不变，于是

[image: img2646]
 
且 
　　　　gi（uj，λXk）＝gi（uj，Xk），λ≠0. 
上面的第一个方程意味着 
[image: img2647]
 
因此 
[image: img2648]
 
这是PTM上的1－形式.
[6]定理4.1的关系式（3）首先是在参考文献[2]中给出的.


附录一　欧氏空间中的曲线和曲面[1]

陈　省　身

引言

这篇文章论述了整体微分几何中一些最基本的定理，它们有希望在将来有进一步的发展.我们将考虑最简单的情况，在这些情况中，几何意义是最清楚的.

1.切线回转定理

设E是定向的欧氏平面，故旋转的方向有确切的意义，一条光滑曲线可以表示为它的定位矢量X＝（x1，x2）作为它的弧长s的函数，我们假设函数X（s）——即x1（s）和x2（s）——是两次连续可微的，且矢量X＇（s）恒不为零.后一假设保证曲线上每一点有单位切矢量e1（s），它是沿X＇（s）方向的单位矢量.并且，因E是定向的，将e1（s）正旋π/2就得到单位法矢量e2（s）.Frenet公式给出X（s），e1（s），e2（s）之间的联系：

[image: img2649]

函数k（s）称为曲率，k（s）可正可负，若改变曲线或平面的方向时，则改变符号.

曲线C称为闭的，如果X（s）是周期L的周期函数，其中L是曲线C的长度.曲线称为简单的，如果当0＜s1－s2＜L时，必有

X（s1）≠X（s2）.

曲线称为凸的，如果曲线在它的每一条切线的一旁.

设C是长为L的定向闭曲线，其定位矢量表示为它的弧长的函数X（s）.O是平面上固定的一点，取作为坐标系的原点，Γ表示以O为中心的单位圆.我们把切映射

T：C→Γ

定义为：将曲线C上的一点P映到以O为起点的、平行于曲线在P点的切向的单位矢量的终点.显然，T是连续映射.在直观上很清楚，当一点绕C一周时，它的像绕Γ可能好几圈.这个圈数称为C的回转指数.切线回转定理断言，若C是简单的，则它的旋转指数是±1.现在我们给旋转指数以严格的定义.

选定以O为起点的一个矢量OX，并用τ（s）表示OX到矢量e1（s）的角，且假设

0≤τ（s）＜2π，

于是τ（s）唯一确定.然而，τ（s）是不连续的.因为在使τ（s0）＝0的s0的每一个邻域里可以有τ（s）的一些值与2π相差一个任意小的量.但是，如下列引理所示的与τ（s）密切关联的一个连续函数[image: img2650]（s）总是存在的.

引理　存在一个连续函数[image: img2651]（s），使

[image: img2652]（s）≡τ（s）（mod 2π）.

证明　为证明这一引理，首先考察映射T，它是连续的，也是一致连续的.所以，必有数δ＞0，使得当|s1－s2|＜δ时，T（s1）和T（s2）在同一开半平面内，由对[image: img2653]（s）所要求的条件，若[image: img2654]（s1）已知，则[image: img2655]（s2）完全决定.我们用点

0＝s0＜s1＜…＜sm＝L

分区间0≤s≤L，并使

|si－si－1|＜δ，i＝1，…，m.

为规定[image: img2656]（s），命[image: img2657]（s0）＝τ（s0），则[image: img2658]（s）在子区间s0≤s≤s1上完全确定，特别在s1的值确定，它又决定了τ（s）在第二个子区间上的值，等等.显然，如此决定的函数[image: img2659]（s）满足引理的条件.

差[image: img2660]（L）－[image: img2661]（0）是2π的整数倍，设为γ·2π.现在证明，整数γ不依赖于函数[image: img2662]（s）的选择.事实上，设[image: img2663]（s）是满足相同条件的函数，则有

[image: img2664]

其中n（s）是整数.因为n（s）是连续的，它必为常数，从而得到

[image: img2665]

这就证明了γ不依赖于[image: img2666]（s）的选择，我们将γ定义为曲线C的回转指数.

定理　简单闭曲线的回转指数为±1.

证明　为证明这个定理，我们考虑映射Σ，它把C的有序点对X（s1），X（s2）（0≤s1≤s2≤L）映到以O为起点而平行于由X（s1）到X（S2）的割线的单位矢量的终点.这些有序点对能够被表示为在（s1，s2）平面中由0≤s1≤s2≤L所决定的一个三角形△.△到Γ的映射Σ是连续的.我们也注意到，它限制在边s1＝s2上就是切映射T.

对任意一点p∈△，命τ（p）表示OX到O∑（p）的角，且使0≤r（p）＜2π.这个函数也未必连续.然而，我们将证明，存在连续函数[image: img2667]（p），p∈△，使

[image: img2668]

事实上，设m是△的内点，我们用经过m的半径覆盖△.由在前面的引理的证明中所用的办法，我们能够确定一个函数[image: img2669]（p），p∈△，使[image: img2670]（p）≡τ（p）（mod 2π），且使它沿每一个过m的半径都是连续的.剩下来要证明的是它在△中是连续的.为此，设p0是△的一点，因为Σ是连续的，由线段mp0的紧致性得到，必存在一个数η＝η（p0）＞0，使得，对q0∈mp0，以及对使距离d（q，q0）＜η的任一点q∈△，点Σ（q）和Σ（q0）不是对径点，这后一条件等价于关系：

[image: img2671]

现给定ε，0＜ε＜π/2，我们选取p0的一个邻域U，使U被包含在p0的η邻域内，并使得，对p∈U，O∑（p0）和O∑（p）之间的夹角小于ε.这是可能的，因为映射Σ是连续的，最后的条件可表示为

[image: img2672]

其中k（p）是整数.设q0是线段mp0上的任意一点，作平行于p0p的线段q0q，且使q在mp上.沿mp，[image: img2673]（q）－[image: img2674]（q0）是q的连续函数，且当q与m一致时函数值为零，因d（q，q0）小于η，由方程（2）得到

[image: img2675]

特别，对q0＝p0，

[image: img2676]

将这一结果与方程（3）联系起来，我们得到

k（p）＝0，

这就证明了[image: img2677]（p）在△中是连续的.因[image: img2678]（p）≡ τ（p）（mod 2π），容易看出[image: img2679]（p）是可微分的.

现在设A（0，0），B（0，L）和D（L，L）是△的顶点，C的旋转指数由下列线积分所决定：

[image: img2680]

因为[image: img2681]（p）在△内有定义，所以

[image: img2682]

为计算右端的线积分的值，我们选取适当的坐标系.不妨假设X（0）是C的“最低点”，即纵坐标为极小值的点，且选X（0）作为坐标原点.于是C在O的切矢量是水平的，并把它规定为OX的方向.这样，曲线C就处于以OX轴为界的上半平面内，且线积分

[image: img2683]

就等于当P沿C运行一周时OP旋转的角度.因为OP永不指向下方，故这个角度为επ，ε＝±1.类似地，线积分

[image: img2684]

就等于当P沿C绕行一周时，PO旋转的角度，其值也是επ.因此，这两个积分的和为2επ，所以曲线C的回转指数为±1，这就完成了定理的证明.

我们还能够用一个积分公式来定义回转指数.事实上，利用在引理中的函数[image: img2685]（s），我们可把曲线的单位切矢量和单位法矢量的分量表示如下：

[image: img2686]

这就得到

[image: img2687]

从这个方程，我们导出以下关于回转指数的积分公式：

[image: img2688]

这一公式对闭曲线成立，并不要求曲线是简单的.

图15给出一个例子，它是回转指数为零的一条闭曲线.


[image: img2689]


图　15

在微分几何中有许多有趣的定理对较一般的一类曲线，即所谓分段光滑的曲线也成立.这样的曲线是由有限段光滑弧

A0A1,A1A2,…，Am－1Am

所构成的，而通过公共顶点Ai，i＝1，…，m－1的两段弧的切线可以是不同的.曲线称为闭的，如果A0＝Am.分段光滑闭曲线的一个最简单的例子就是直线多边形.

回转指数的概念和切线回转定理都能推广到分段光滑闭曲线.现不加证明将结果简述如下.设si（i＝1，…，m）是从点A0到Ai的弧长，故sm＝L就是曲线的长.并设曲线已被定向，则切映射在除Ai以外的所有点都有定义.在顶点Ai有两个单位矢量分别切于Ai－1Ai和AiAi+1，（规定Am+1=A1它们在Γ上的对应点分别用T－（Ai）和T+（Ai）表示.设φi是从T－（Ai）到T+（Ai）的角，且－π＜φi＜π.简言之，φi是在点Ai处从弧Ai －1Ai的切线到弧Ai Ai+1的切线的转角.对每一段弧Ai －1Ai，都能定义一个连续函数[image: img2690]i（s），它是由OX到在X（s）的切矢量的角.由方程

[image: img2691]

决定的数γ是一个整数，称为曲线的回转指数.这时关于切线回转定理也成立.

定理　若一分段光滑的闭曲线是简单的，则它的回转指数等于±1.

作为切线回转定理的一个应用，我们给出下面关于简单闭凸曲线的特征.

附注　一条简单闭曲线是凸的，必须且只需它可以取适当的定向使它的曲率≥0.

首先指出，若曲线不是简单的，则定理不成立.事实上，图16给出一条非凸的曲线，其曲率k＞0.


[image: img2692]


图　16

证明　对证明这一定理，我们构作函数[image: img2693]（s），故[image: img2694].条件k≥0就等价于说[image: img2695]（s）是单调不减的函数.因为C是简单的，我们能够假设[image: img2696]（s）（0≤s≤L）由0增加到2π.因此，若在X（s1）和X（s2）（0≤s1＜s2＜L）的切线有相同的指向，则C从X（s1）到X（s2）的弧是一直线段，它们在各点的切线一致.

假定[image: img2697]（s）（0≤s≤L）是单调不减的，而C是非凸的，则在C上有一点A＝X（s0），使得C在A的切线t的两旁都有C的点.选定t的正侧，并考虑从C上的任一点X（s）到t的有向垂直距离.这是一个s的连续函数，并假定它在曲线C上的点M和N分别达到极大和极小值.显然，M和N都不在t上，但C在M和N的切线都平行于t.因此，这两条切线和t这三者之中必有两条有相同的指向；由前一段的讨论，这是不可能的.

其次，假设C是凸的.为证明[image: img2698]（s）是单调的，我们假设

[image: img2699]

则曲线在X（s1）和X（s2）的切线有相同的指向.但是，又有一切线与它们平行而指向相反.由C的凸性，前面这两条切线必重合.

因此，我们考虑与C相切于两个不同的点A和B的直线t.现说明线段AB必为C的一部分.事实上，若非如此，设D是AB上的一点但不在C上，过D作垂直于t的但在包含C的半平面内的直线u.则u与C相交至少两点.在这些交点之中，设F是距离t最远的，而G是距离t最近的，故F≠G.则G是三角形ABF的一个内点.C在G的切线的两边都有C的点，这与C的凸性矛盾.

由此可见，在上一段的假设下，线段AB是C的一部分，且在A和B的切线方向相同.这就证明了连接X（s1和X（s2）的线段属于C.后者就蕴涵了[image: img2700]（s）在区间s1≤s≤s2中保持常数.因此，函数[image: img2701]（s）是单调的.定理证毕.

定理的前一半也可以说明如下：

附注　一条闭曲线若k（s）≥0，且其旋转指数为1，则必是凸的.

切线回转定理实质上是由Riemann发现的.以上的证明是由H.Hopf给出的.（见Compositio Mathematica，2（1935），50～62）.为进一步的阅读，可以参看：

1.H.Whitney，“On regular closed curves in the plane”，Compositio Mathematica，4（1937），276～284.

2.S.Smale，“Regular curves on a Riemannian manifold”，Transactions of the American Mathematical Society，87（1958），492～511.

3.S.Smale，“A classification of immersions of the twosphere”，Transactions of the American Mathematical Society，90（1959），281～290.

2.四顶点定理

关于平面曲线的一个有趣的定理是所谓的“四顶点定理”.定向平面曲线的顶点指的是使曲率有相对极值的点.因为构成曲线的点集是紧致的，故一条平面闭曲线至少有两个顶点，各对应于曲率的最小值和最大值.下面的定理断言至少有四个顶点.

定理　一条简单的闭凸曲线至少有四个顶点.

这个定理由Mukhopadhyaya在1909年首先发现；下面给出的证明是G.Herglotz的工作.定理的结论对非凸曲线也对，但是证明比较困难.这个定理的结论不能进一步改进，因为一个具有不等轴的椭圆恰有四个顶点，就是它与对称轴的交点.

证明　假设曲线C仅有两个顶点M和N，我们将证明由此引出矛盾.直线MN不会与C相交于其他点；倘若相交于Q点，则在M，N，Q这三点的中间一点所作曲线的切线必包含另外两点在内.由上一节的证明，线段MN必为曲线C的一部分，这就得到在M和N的曲率都是零，这与M和N分别使曲线的曲率取最小值和最大值矛盾.

我们用0和s0分别表示M和N的参数，并取MN为x1轴.

则能假设

x2（s）＜0，0＜s＜s0，

x2（s）＞0，s0＜s＜L，

其中L是曲线C的长.设（x1（s），x2（s））是曲线C上对应于参数s的点的定位矢量，则其单位切矢量和单位法矢量分别为

[image: img2702]

其中“＇”表示对s的微商.由Frenet公式

[image: img2703]

这就得到

[image: img2704]

左端的积分可以写成下列和式：

[image: img2705]

对上式右端和式中的每一部分应用第二中值定理.第二中值定理说：设f（x），g（x）（a≤x≤b）是x的两个函数，且f（x）和g（x）连续，g（x）单调，则必存在ξ，a＜ξ＜b，满足方程

[image: img2706]

因为k（s）在区间0≤s≤s0和区间s0≤s≤L中都是单调的，于是得到

[image: img2707]

由于上两式左端的和为零，所以，

(x2(ξ1)－x2(ξ2))(k(0)－k(so))=0,

但是，

x2（ξ1）－x2（ξ2）＜0，k（0）－k（s0）＞0，

这就得到矛盾.

这就说明在C上至少还有一个顶点.又因为取相对极值的点是成对出现的，所以至少有四个顶点，于是证明了定理.

在顶点的k＇＝0.因此，我们也可以说，在一条简单的闭凸曲线上至少有四个点使得k＇＝0.

四顶点定理对简单的闭的非凸平面曲线也是对的；可以参看：

1.S.B.Jackson，“Vertices for plane curves”，Bulletin of Amercian Mathematical Socity，50（1944），564～578.

2.L.Vietoris，“Ein einfacher Beweis des Vierscheitelsatzes der ebenen Kurven”，Archiv der Mathematik，3（1952），304～306.

为了进一步的研究，可以看：

1.P.Scherk，“The four-vertex theorem”，Proceedings of the First Canadian Mathematical Congress，Montreal（1945），97～102.

3.平面曲线的等周不等式

定理　具有定长的所有闭的简单平面曲线中，圆所围的面积最大.换言之，若L是简单闭曲线C的长度，A是曲线所围的面积，则

L2－4πA≥0，　　　　　（7）

且等号成立时，必须C为圆周.

对这个定理已有许多证明，其区别在于优美的程度以及所假设的条件（连续性和凸性）.下面将给出两个证明，它们分别为E.Schmidt（1939）和A.Hurwitz（1902）的工作.


[image: img2708]


图　17

Schmidt的证明　将C围在与C分别相切于P和Q的两条平行直线g和g＇之间（图17）.设s＝0，s0分别为点P和Q的参数，并作一与g和g＇分别切于[image: img2709]和[image: img2710]的圆[image: img2711]，设其半径为r，并取它的中心为坐标系的原点.命X（s）＝（x1（s），x2（s））为C的定位矢量.故

（x1（0），x2（0））＝（x1（L），x2（L））.

[image: img2712]的定位矢量可以取作（[image: img2713]（s），[image: img2714]（s）），使得

[image: img2715]

一条长为L的闭曲线所围的面积可以表示为线积分：

[image: img2716]

将这一公式分别应用到C和[image: img2717]，得到

[image: img2718]

[image: img2719]

[image: img2720]表示曲线[image: img2721]所围的面积，将上面两式相加得到

[image: img2722]

因为两个正数的几何平均小于或等于它们的算术平均，所以

[image: img2723]

两边平方并约掉r就得到不等式（7）.

现在假设方程（7）中等号成立；则A和πr2的几何平均与算术平均相等，所以A＝πr2，L＝2πr.因为直线g和g＇的方向是任意的，这就说明C在所有的方向有相同的宽度.此外，在方程（9）中等号必须处处成立.特别，

[image: img2724]

于是，

[image: img2725]

由方程（9）的第一个等式可以看出其比值为r，即

[image: img2726]

当交换x1和x2时，上述关系仍然成立，故有

[image: img2727]

因此，我们得到

[image: img2728]

这就证明了C是一圆.

Hurwitz的证明利用了Fourier级数的理论，我们将先证明Wirtinger的引理.

引理　设ƒ（t）是周期为2π的连续的周期函数，且具有连续的导数ƒ＇（t）.若

[image: img2729]

则

[image: img2730]

此外，等号成立必须且只需

ƒ(t)=a cos t＋b sin t.　　　（11）

证明　为证明这一引理，我们将ƒ（t）展开成Fourier级数：

[image: img2731]

因为ƒ＇（t）是连续的，它的Fourier级数可以由上式逐项微分得到：

[image: img2732]

因为

[image: img2733]

由假设的条件得到a0＝0.由Parsevel公式，我们得到

[image: img2734]

因此

[image: img2735]
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这是大于或等于零的.它等于零，必须an＝bn＝0对全体n＞1成立.所以，

ƒ(t)=a1cos t＋b1sin t.

这就证明了引理.

Hurwitz的证明　要证明不等式（7），为简单起见，我们假设L＝2π，且

[image: img2737]

后一假设意味着曲线的重心在x1轴上，这总可以通过选取适当的坐标系得到.曲线的长度和曲线所围的面积可以分别表示为积分

[image: img2738]

从这两个方程得到

[image: img2739]

由引理，第一个积分是≥0的，第二个积分显然是≥0的.因此

A≤π，

这就是等周不等式，等号成立必须

[image: img2740]

于是得到

x1=a cos s＋b sin s,

x1=a cos s－b sin s＋c,

即C为一圆周.

为进一步阅读，可以看：

1.E.Schmidt，“Beweis der isoperimetrischen Eigenschaft der Kugel im hyperbolischen und sphärischen Raum jeder Dimensionenzahl”，Math.Zeit.，49（1943），1～109.

4.空间曲线的全曲率

一条长为L的空间闭曲线的全曲率定义为积分

[image: img2741]

其中k（s）是曲线的曲率.对空间曲线，我们仅定义了|k（s）|.

假设C是定向的.以空间的原点O为起点作平行于C的切矢量的单位矢量.它们的端点描出单位球面上的一条闭曲线Γ，称为C的切线像，C上曲率为零的点的像是Γ上的奇点（即在这一点没有切线或有高阶密接的切线）.显然，C的全曲率等于Γ的长.

Fenchel的定理是与全曲率有关的.

定理　空间闭曲线C的全曲率≥2π.等于2π必须且只需C是一条平面凸曲线.

关于这一定理的下列证明是由B.Segre（Bolletino della Unione Mathematica Italiana，13（1934），279～283）及由H.Rutishauser和H.Samelson（Comptes Rendus Hebdomadaires des Séances de l＇Académie des Sciences，227（1948），755～757）独立发现的.也可以看：W.Fenchel，Bulletin of the American Mathematical Society，57（1951），44～54.其证明依赖于下面的引理：

引理　设Γ是单位球面上的可求长的闭曲线，其长L＜2π.则在球面上存在一点m使得Γ上的所有的点x与m的球面距离[image: img2742]若Γ的长为2π，但不是两段大半圆弧的联，则存在一点m，使[image: img2743]对Γ上所有的x成立.

我们用记号[image: img2744]表示球面上的两点a和b之间的球面距离.若[image: img2745]，则由条件

[image: img2746]

决定的点m就是它们的中点.设x是满足条件[image: img2747]的一个点，则

[image: img2748]

事实上，设x＇是x的关于m的对称点，则

[image: img2749]

利用三角形不等式就得到

[image: img2750]

这就证明了上述不等式.

现在来证明引理　为证明引理的第一部分，我们取Γ上的两点a和b，它们把曲线分成相等的两段弧.于是[image: img2751]＜π，且用m表示它们的中点.设x是Γ上一点，使2[image: img2752][image: img2753]＜π.这样的点是存在的，例如点a.于是，

[image: img2754]

其中[image: img2755]和[image: img2756]分别表示沿Γ的弧长.由方程（13）则得到

[image: img2757]

因此，作为Γ上的函数，

f(x)=[image: img2758]，x∈Γ,

它或者≥π/2，或者≤L/4＜π/2.因为Γ是连通的，而f（x）是Γ上的连续函数，故函数f（x）的像在区间（0，π）内是连通的.所以，必有

[image: img2759]

其次考虑Γ的长是2π的情况.若Γ包含一对对径点，则其长为2π必须它是两个大半圆弧的联.故Γ必定不包含一对对径点.假设有一对点a和b，它们平分Γ，且使

[image: img2760]

对全体x∈Γ成立，又设m表示[image: img2761]的中点.如果

[image: img2762]

则由方程（13），

[image: img2763]

这就意味着f（x）不能取值π/2.因为它的像是连通的，以及f（a）＜π/2，因而，

f(x)＜π/2，x∈Γ.

于是就在这一情况下证明了引理.

剩下来要考虑的情况是，Γ不包含任何一对对径点，但对平分Γ的任一对点a和b，均有一点x∈Γ，使

[image: img2764]

成立.读者利用初等几何的结果就可以证明这是不可能的.于是，引理证毕.

定理的证明　为证明Fenchel的定理，我们取定一个矢量A，且命

g（s）＝A·X（s），

式中右端表示矢量A和X（s）的数量积.函数g（s）在C上是连续的，故必有极大值和极小值.因为g＇（s）存在，所以，若在s0取极值则必有

g＇（s0）=A·X（s0）=0.

这就是说，作为在球面上的一点A，曲线的切线像上至少有两点与它的距离为π/2.因为A是任意的，故切线像与任意的大圆都相交，由引理，它的长≥2π.

下面假设曲线的切线像的长为2π.由引理，它必为两个大半圆弧的联.于是，曲线C就是两段平面弧的联.因为C的切线处处存在，它必为一平面曲线.假设给C以定向使得它的回转指数

[image: img2765]

则有

[image: img2766]

故其旋转指数必为0或1.对在平面内给定的矢量，必有与它平行的C的切矢量t，使C在t的左侧，则t与这个矢量同向，且在它与曲线相切的点有k≥0.这就意味着

[image: img2767]

又因为[image: img2768]，故没有使k＜0的点，且

[image: img2769]

由第一节的附注，C是凸的.

作为推论我们有下列定理.

推论　若空间闭曲线C的|k（s）|≤1/R，则C的长

L≥2πR.

这是因为

[image: img2770]

Fenehel定理对分段光滑的闭曲线也成立.这类曲线的全曲率定义为

[image: img2771]

其中ai是在顶点的角.换句话说，在这种情况，其切线像是由几段弧组成的，每一段弧对应于C的一段光滑弧；将相邻的顶点用单位球面上的最短的大圆弧连接起来，如此得到的曲线的长就是C的全曲率.能够证明，对逐段光滑的曲线μ≥2π也成立.

我们希望给出Fenchel定理的另一个证明以及与之相关的关于纽结的全曲率的Fary-Milnor定理，请参看Fary（Bulletin de la Société Mathematique de France，77（1949），128～138）和J. Milnor（Annals of Mathematics，52（1950），248～257）的文章.其证明的基础是关于在单位球面上与一段弧相交的大圆的测度的Crofton定理.每一个定向大圆决定唯一的“极”，即这个圆所在平面的单位法矢量的端点.在单位球面上的大圆的集合的测度指的就是它们的极所构成的区域的面积.Crofton定理说明如下：

定理　设Γ是单位球面Σ0上的一段光滑弧，则与Γ相交的定向大圆的测度（每个定向大圆计算的次数等于它与Γ的交点的个数）等于Γ的长度的4倍.

证明　设Γ表示为单位矢量作为它的弧长s的函数e1（s），局部地（即在s的某个邻域），设e2（s）和e3（s）是光滑地依赖于s的单位矢量，其数量积

ei·ej=δij，1≤i，j≤3，　　　（15）

且

det(e1,e2,e3)=+1　　 　　　（16）

则有

[image: img2772]

在上列方程组中系数矩阵的反对称性可以由方程（15）的微分得到.因为s是Γ的弧长，则有

[image: img2773]

故可命

a2=cos τ(s)，a3=sin τ(s).　　　　　　（19）

若一个定向大圆与Γ相交于点e1（s），它的极就是

Y=cos θ e2(s)+sin θ e3(s)，

反之亦然.于是，（s，θ）可以作为这些极构成的区域内的局部坐标；我们希望找出这个区域的面积元素的一个表示式.

为此，我们计算

dY=(－sin θ e2+cos θ e2)(dθ+a1ds)

－e1(a2cos θ+a3sin θ)ds.

因为－sin θe2＋cos θ e3和e1是垂直于Y的两个单位矢量，所以，Y的面积元素是

|dA|=|a2cos θ+a3sin θ|dθ ds

=|cos （τ－θ）|dθ ds，　　　　（20）

其中在左边的绝对值说明计算的面积指的是测度而不是有向的.

设Y⊥是以Y为极的定向大圆，n（Y⊥）是Y⊥和Γ的交点的个数，则在定理中所说的μ就是

[image: img2774]

其中λ是Γ的长.当θ由0到2π时，对固定的s，|cos（r－θ）|的变差是4.我们得到

μ=4λ，

这就证明了Crofton定理.

应用这一定理到每一段子弧并相加，我们看到，当Γ是单位球面上的分段光滑的曲线时定理的结论也成立.事实上，这个定理对球面上的任何可求长曲线都成立，但是其证明很长.

对空间闭曲线，若其切线像满足Crofton定理的条件，则Fenchel定理是一个很容易得到的结果.事实上，Fenchel定理的证明告诉我们，一条空间闭曲线的切线像与每个大圆相交至少两点，即n（Y⊥）≥2.这就得到它的长是

[image: img2775]

因为单位球面的全面积是4π.

Crofton定理还能导出下面的Fary和Milnor的定理，它给出关于纽结的全曲率的一个必要条件.

定理　一个纽结的全曲率≥4π.

因为“高度函数”Y·X（s）的极大值或极小值的个数n（Y⊥）必为偶数.假设空间闭曲线C的全曲率＜4π，则存在Y∈Σ0，使得n（Y⊥）＝2.现不妨假设Y就是点（0，0，1），这总可以经过一个旋转达到.则函数x3（s）仅有一个极大值和一个极小值.相应的这两个点把C分成两部分，在其中的一部分x3是增加的，而在另一部分x3是减少的.在这两个端点的水平面之间的每一个水平面与C都相交于两点.假使把它们用线段连接起来，所有这些线段将构成同胚于一个圆盘的曲面，这就证明了C不是“纽结”.

为进一步阅读，可以看：

1.S.S.Chern and R.K.Lashof，“On tne total curvature of immersed manifolds”，I，American Journal of Mathematics，79（1957），302～318，以及Ⅱ，Michigan Mathematical Journal，5（1958），5～12.

2.N.H.Kuiper，“Convex immersions of closed surfaces in E3”，Comm.Math.Help，35（1961），85～92.

关于积分几何，可看本书[2]中的Santalo的文章.

5.空间曲线的变形

大家都知道，在两条曲线之间若存在一个一一对应，使对应点有相等的弧长、曲率（假设≠0）和挠率，则它们仅差一个空间的运动.自然地，我们将考虑在对应点仅有相等的弧长和曲率的对应.我们将这种对应叫做空间曲线的变形.在这方面最重要的结果是A.Schur的定理，它说明这样的几何事实：假使一段弧被“伸张开来”，则它的端点之间的距离将变长.以下所说的曲率均指绝对值.现将Schur定理叙述如下.

定理　设C是曲率为k（s）的平面弧，它和它的弦AB一起构成一条凸曲线.设曲线C*与C有相同的参数和弧长，且其曲率k*（s）≤k（s）.若d*和d分别表示连结C*及C的端点的弦长，则d≤d*.而且等号成立，必须且只需C和C*是全等的.

证明　设Γ和Γ*分别为C和C*的切线像，P1和P2是Γ上的两点[image: img2776]和[image: img2777]是它们在Γ*上的对应点.用[image: img2778]和[image: img2779]表示它们的弧长，而用[image: img2780]和[image: img2781]表示它们的球面距离.则有

[image: img2782]

关于曲率的不等式意味着

[image: img2783]

因为C是凸的，Γ在一个大圆上，若假定[image: img2784]，则有

[image: img2785]

现在假设Q是C上的一点，且过这一点的切线平行于这段弧的弦.用P0表示这一点在Γ上的像.于是，对Γ上的任一点P，[image: img2786]≤π皆能满足.若用[image: img2787]表示P0在Γ*上的对应点，则有

[image: img2788]

由此得到

[image: img2789]

这是因为余弦函数在0与π之间是单调递减的函数.

因为C是凸的，d是C在它的弦上的投影：

[image: img2790]

另一方面，我们有

[image: img2791]

因为上式右边的积分等于C*的投影，也就是连接端点的弦在Q的对应点Q*的切线上的投影.于是，由（23），（24）和（25）就得到

d*≥d.

假设d＝d*，则（22），（23）和（25）皆为等式，且连接C*的端点A*和B*的弦必平行于在Q*的切线.特别，

[image: img2792]

这就说明A*Q*和B*Q*是平面弧.另一方面，利用（21）就得到

[image: img2793]

或

[image: img2794]

因此，弧A*Q*和B*Q*与AQ和BQ在对应点有相同的曲率，所以它们是全等的.

剩下来要证明的是弧A*Q*和B*Q*在同一平面上.假若不然，则曲线在Q*的切线必为它们所在平面的交线.因这条直线是平行于弦A*B*的，唯一的可能是它包含A*和B*；然而，由此可知C在Q的切线也必包含其端点A和B.这就得出矛盾.因此，C*是平面弧且与C全等.

Schur定理有许多应用.例如，它给出下列极小问题的一个解；决定曲率k（s）≤1/R的最短闭曲线，其中R为一常数，其答案为一圆周.

附注　曲率k（s）≤1/R（R为常数）的最短闭曲线是一半径为R的圆周.

由Fenchel定理的推论，这样一条曲线的长为2πR.将它与一半径为R的圆周比较，由Schur定理（d*＝d＝0）就可以推断它必为圆周.

作为Schur定理的第二个应用，我们将导出Schwarz定理.它是与连接给定的两点、以给定的常数为曲率的上界的弧的长度有关的.现叙述Schwarz定理如下：

定理　设C是连接给定点A和B的弧，其曲率k（s）≤1/R，且[image: img2795]，其中d=AB.设S为通过A和B的、半径为R的圆周.则C的长度必≤S上的劣弧AB，或≥S上的优弧AB.

证明　注意，定理中假设[image: img2796]对圆周S的存在是必要的.为证明这一定理，我们不妨假设C的长L＜2πR，否则就不需要证明了.于是，我们将C与在S上具有相同长度的弧作比较，并设此弧的弦长为d＇.因此，Schur定理的条件满足，这就得到d＇≤d，d是A和B之间的距离.所以，L≥S上的对应于弦AB的优弧的长，或≤对应于弦AB的劣弧的长.

特别，我们考虑连接A和B而曲率为1/R（R≥d/2）的弧.这样的弧的长度没有上界，例如圆螺旋线.它们以d为下界，但可以尽可能地接近d.所以这是一个没有解的极小问题的例子.

最后，我们附带说明Schur定理能推广到分段光滑的曲线，现不加证明把这个推广说明如下.

附注　设C和C*是具有相同长度的两条分段光滑的曲线，且C与它的弦构成一条简单的平面凸曲线.取以一个端点为起点的弧长作为参数，设k（s）是C在正常点的曲率，a（s）是在顶点的切向之间的角；在C*上相应的量用相同的符号加上星号表示.d和d*分别表示C和C*的端点之间的距离.于是，若

k*（s）≤k（s）

和

a*（s）≤a（s），

则有

d*≥d.

并且等号成立必须且只需

k*（s）＝k（s）

和

a*（s）＝a（s）.

最后的条件并不意味着C和C*是全等的.事实上，在空间中存在不全等的多边形，而且有相等的边和角.

6.Gauss-Bonnet公式

我们考虑曲面M上的内蕴Riemann几何.为简化计算且不失一般性，假设在曲面上取等温参数u和υ：

ds2=e2λ(u,υ)(du2+dv2)，　　　　　　　　(26)

则面积元素为

dA=e2λdudv，　　　　　　　(27)

区域D的面积为积分

[image: img2797]

曲面的Gauss曲率是

K=－e－2λ（λuu+λvv）.　　　　(29)

大家已经知道由Riemann度量定义的Levi-Civita平行性.为解析地表示出来，我们记

u1=u，u2=v，　　　　（30）

和

ds2=Σgijduiduj.　　　　　　（31）

在上式及以下的讨论中，小写拉丁字母在1到2的范围内变化，并且求和符号表示对所有的重复指标求和.由gij通过方程
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引进gij，以及由

[image: img2799]

得到Christoffel符号.对一个以ξi为分量的矢量，其Levi-Civita平行性决定于它的“协变微分”为零，即

[image: img2800]

所有这些方程都是在经典Riemann几何中熟知的，它们由初步的张量分析就可以得到.以下是新的概念.假设曲面是定向的.考虑M的全体单位切矢量所构成的空间B.这个空间B是三维的，因为具有相同起点的全体单位矢量构成一维空间.（空间B叫做一个纤维空间，也就是说在一个邻域中，每一点上所有的单位切矢量构成的空间，在拓扑上是一个乘积空间.）对一个单位切矢量

ξ=(ξ1,ξ2)，

命

η=(η1,η2)

是垂直于ξ的一个单位切矢量，且ξ和η构成一个正的定向.显然，η是由ξ准一决定的.现引进线性微分形式

[image: img2801]

则φ在B上定义，通常称它为联络形式.

因为ξ是单位矢量，我们能将它的分量写成如下的形式：

ξ1=e－λcos θ，ξ2=e－λsin θ.　　　(36)

于是

η1=－e－λsin θ，η2=eλcos θ.　　　(37)

经过计算得到

[image: img2802]

由此得到重要的关系式

φ=d θ－λvdu+λudv，　　　（39）

求外微分得到

dφ=－KdA.　　　　　　　　　　　　（40）

方程（40）或许是二维局部Riemann几何中最重要的公式.

联络形式φ是B上的一个微分形式.如果在M的一个子集上定义一个单位切矢量场，则可利用φ得到此子集上的一个微分形式.例如，设C是M上一条光滑曲线，其弧长为s，ξ（s）是沿C定义的一个光滑单位切矢量场，则

φ=σds，

σ称为ξ沿C的变差.如果σ＝0，矢量场ξ叫做沿C平行的.若ξ与C处处相切，则σ称为C的测地曲率.如果沿C的单位切矢量是平行的，即其测地曲率为零，则C是M上的一条测地线.

考虑M的一个区域D，在D上定义了一个单位切矢量场，它有一个孤立奇点P0，P0是D的一个内点.设rε是以P0为中心，半径为ε的测地圆.则由方程（39），极限
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是一个整数，称为矢量场在P0的指数.

图18给出一些具有孤立奇点的矢量场的例子.它们分别是：（a）源点或极大，（b）渊点或极小，（c）中心点，（d）简单鞍点，（e）猴鞍点，（f）双极点.它们的指数分别是1，1，1，－1，－2和2.


[image: img2804]


图　18

所谓Gauss-Bonnet公式就是下面的定理.

定理　设D是M的一个紧致的定向区域，其边界是分段光滑的曲线C.则

[image: img2805]

其中kg是C的测地曲率，π－ai是在顶点的外角，χ是D的Euler示性数.

证明　首先考虑D属于一个坐标域（u，υ）的情形，且其边界C为一n边的简单多边形，设其边为Ci，顶角为ai，1≤i≤n.假设D是正定向的.对弧Ci的每一点都有Ci的一个单位切矢量.这样，在每一个顶点就有两个切矢量，其夹角为π－ai.由切线回转定理（见1.小节），在绕C一周时θ的全变差为
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这就得到
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由Stokes定理，上式右端的积分等于[image: img2808]于是，公式（42）在这一特殊情况下得到证明.

对一般情况，设D被重分为一些多边形Dλ（λ＝1，…，f）的联，使得：（1）每一个Dλ属于一个坐标域；（2）两个Dλ或没有公共点，或有一个公共的顶点，或有一个公共的边.此外，设Dλ有由D诱导的定向，所以每一条内边在不同的多边形中有相反的方向.设υ和e分别为D的在这个重分中的内顶点和内边的数目，即不在C上的顶点数和边数.则公式（42）能应用于每一个Dλ.将所有的这些关系式相加，因为沿每一条内边的测地曲率的积分抵消，则得到
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其中ai是在定向区域D的顶点的角，而在等式右边的第一个和式是在这个重分的全体内顶点上展开的.因为每一条内边恰是两个Dλ的边，以及关于一个顶点的内角和是2π，于是，这个内角和等于－2πe＋2πυ.整数

χ（D）＝v－e＋f　　　　　　　（43）

称为D的Euler示性数，代入上式就得到（42）.由之还得出整数χ不依赖D的重分.

特别，若C没有顶点，则有
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此外，若D就是曲面M，则得到
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由此可知，若K＝0，则M的示性数为零，且M同胚于环面.若K＞0，则χ＞0，且M同胚于球面.

在曲面上的矢量场的研究中，Euler示性数有着重要的地位.

附注　在定向闭曲面M上，具有有限个奇点的矢量场的指数和等于M的示性数χ（M）.

证明　设pi（1≤i≤n）是这个矢量场的奇点.ri（ε）是以pi为中心、ε为半径的测地圆，△（εi）是ri（ε）所围的圆盘.在区域M－[image: img2812]上积分KdA，并利用方程（40）就得到

[image: img2813]

其中ri（ε）是定向的，使它是△i（ε）的边界.命ε→0就得到定理.

我们给出Gauss-Bonnet公式的两个进一步的应用.第一个是Jacobi定理.设x（s）是空间闭曲线的定位矢量，s是它的弧长. T（s），N（s）和B（s）分别是单位切矢量、单位主法矢量和单位次法矢量.特别，以N（s）为定位矢量得到的在单位球面上的曲线就是主法线像.它的切线处处存在，如果在每一点的

k2+w2≠0，　　　　（46）

其中k（≠0）和ω分别为曲线x（s）的曲率和挠率.下面就是Jacobi定理.

定理　若一条空间闭曲线的主法线像的切线处处存在，则它将单位球面分为面积相等的两部分.

证明　为证明这个定理，我们由下列方程决定τ：
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则有
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因此，若σ是N（s）的弧长，[image: img2816]是N（s）在单位球面上的测地曲率.设D是以N（s）为边界的区域之一.因为K＝1，由Gauss-Bonnet公式得到

[image: img2817]

这就得到A＝2π.定理证毕.

第二个应用是关于凸曲面的Hadamard定理.

定理　若在欧氏空间中的一个定向闭曲面的Gauss曲率恒为正数，则它必为凸曲面（即它在其每一个切平面的一边）.

在1.小节中我们曾对曲线讨论过类似的定理.对曲面，不必假设它是不自交的.

证明　由Gauss-Bonnet定理得到曲面M的Euler示性数是正数，所以

χ（M）＝2，

且

[image: img2818]

假设M是定向的.我们考虑Gauss映射

g：M→Σ0　　　　　　　（48）

（其中Σ0是以O为中心的单位球面），它把M的每一点p，对应于以O为起点的平行于M在P点的单位法矢量的终点.条件K＞0保证了g在每一点都有非零的函数行列式，因而在局部上是一对一的.由此得到g（M）是Σ0的开子集.因为M是紧致的，g（M）是Σ0的紧致子集.因此g（M）也是闭的.所以，g是在上的映射.

假设g不是一对一的，即存在M上的不同的两点p和q，使g（p）＝g（q）.则有q的一个邻域U，使得g（M－U）＝Σ0.因为[image: img2819]是g（M－U）的面积，故

[image: img2820]

但是　　　[image: img2821]

所以　　　[image: img2822]

这就得到矛盾.Hadamard定理证毕.

Hadamard定理在K≥0这一较弱条件下也成立，但是其证明比较困难；可以看在4.小节中提到的Chern-Lashof的文章.

为进一步阅读，可以看：

1.S.S.Chern，“On the Curvatura integra in a Riemannian manifold”，Annals of Mathematics，46（1945），674～684.

2.H.Flander，“Development of an extended exterior differential calculus”，Transactions of the American Mathematical Society，75（1953），311～326.

7.Cohn-Vossen和Minkowski的唯一性定理

Cohn-Vossen的刚硬性定理可以叙述如下.

定理　在两个闭凸曲面之间的一个等距对应必为一运动，或一运动加反射.

换句话说，这样的一个等距是平凡的.显然，这个定理在局部是不成立的.以下的证明是G.Herglotz的工作.

证明　我们首先将讨论关于欧氏空间中的曲面理论的一些概念.设曲面S表示为它的定位矢量X作为参数u和υ的函数.并假设有直到二阶的连续的偏导数，且Xu和Xυ在每一点都是线性无关的，ξ是单位法矢量，使S成为定向的.命
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分别称为曲面的第一和第二基本形式，H和K分别表示平均曲率和Gauss曲率.

只需证明在等距对应下它们的第二基本形式是相等的.设取局部坐标使在对应点有相同的局部坐标.于是，对这两个曲面，E，F和G都是相等的，且有相同的Christoffel记号.设第二个曲面为S*，相应的量用相同的记号加上星号表示.现引进
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其中[image: img2825]，则Gauss曲率为

K=λυ－μ2=λ*υ*－μ*2，　　　（51）

即这两个曲面有相同的Gauss曲率.平均曲率分别为
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进一步引进

J=λυ*－2μμ*+υλ*.　　　（51）

定理的证明依赖下面的恒等式：
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首先注意，Codazzi方程能通过λ*，μ*，v*表示为下列形式：
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其次，Gauss方程为
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将上列方程分别乘以Xυ，－Xu，v*，－2μ*和λ*，再相加就得到（54）.

设

[image: img2830]

式中的右端是矢量的数量积.故p（u，υ）就是从原点到在X（u，υ）的切平面的有向距离.将方程（54）的两边对X作数量积就得到

DJp=－v*E+2u*F－λG　　　

+(v*y1－u*y2)u－(u*y1－λ*y2)v.　　（58）

设C是S上的一条闭曲线，它将S分成两个区域：D1和D2，均以C为边界.此外，C作为D1和D2的边界所诱导的定向有相反的方向.对每一个区域应用Green公式，先看D1：
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对D2也有类似的等式，将它们相加，并注意到线积分抵消，这就得到
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由方程（52），
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特别，当S和S*恒同时，就得到
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将上面的两个方程相减就得到：
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为完成定理的证明，我们需要下面的初等的引理.

引理　设

ax2+2bxy+cy2，a'x2+2b'xy+c'y2　（63）

都是正定的二次型，且

ac－b2=a'c'－b'2，　　　　　　（64）

则
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且等号成立必须这两个二次型都是恒等的.

证明　不妨设b＇＝b，因为这总可以经过对变量的适当的线性变换达到，而引理的条件在变量的线性变换下是不变的.这样，方程（65）的左端就变为
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这就证明了不等式（65）.此外，等式成立仅当a＇＝a和c＇＝c.

现在选取原点使它在S的里面，故p＞0.则方程（62）的左边的积分是非正的，因此得到
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因为S和S*之间的关系是对称的，故又有
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因此

[image: img2840]

这就得到方程（62）的左端的积分为零.于是，

λ*=λ，μ*=μ，v*=v，

这就完成了Cohn-Vossen定理的证明.

由Hadamard定理，我们看到，对K＞0的闭曲面，Gauss映射

g：S→Σ0

是一对一的.因此，S上的点能够表示成为它的法向ξ的函数，进一步，S上的任何数量函数也都可以表示为ξ的函数.Minkowski定理说明，当K（ξ）为已知时，S唯一决定.

定理　设S是闭凸曲面，其Gauss曲率K＞0.则函数K（ξ）决定S仅差一个平移.

证明　我们将以上面的证明作为模型，利用积分公式给一个证明（参看S.S.Chern，American Journal of Mathematics，79（1957），949～950））.设u和υ是单位球面上的等温参数，故有
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通过映射g－1我们也取u和υ作为S上的参数.因为ξu和ξυ都垂直于ξ且是线性无关的，故每一个垂直于ξ的矢量都可以表示为它们的线性组合.由于

Xu·ξv=Xv·ξu，

故可将Xυ和Xu表示为
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将这两个方程与ξu和ξυ作内积，则有

Aa=L,Ab=M,Ac=N.　　　（68）

此外，再将（67）中两个方程的两边作矢量积，得到

Xu×X=(ac－b2)(ξu×ξv).

但是

Xu×X=Dξ，ξu×ξv=Aξ，　　　（69）

联系方程（68）就得到
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于是
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因为Adudv和Ddudv分别是Σ0和S的体积元素，方程（70）的第一式表示了K是这些体积元素之比这一熟知的事实.

假设S*是具有相同的函数K（ξ）的另一个凸曲面.我们建立S和S*之间的一个同胚，使它们在对应点有相同的法向，则参数u和υ可作为S和S*的参数，且对应点有相同的参数值.对S*的相应的函数和矢量用相同的记号加上星号表示.因为K＝K*，由方程（70）得到

ac－b2=a*c*－b*2，D=D*.

设

p=X·ξ，p*=X*·ξ，　　　（71）

它们是从原点到这两个曲面的切平面的距离.基本的关系是恒等式
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这可以由方程（67），（69），（70）和（71）立即得到.由这个恒等式，应用Green定理就得到积分公式
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不妨假设原点在曲面S和S*的内部（必要时可以经过平移达到），于是p＞0以及p*＞0.因为
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都是正定的矩阵，由前面的关于代数的引理得到
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因此

[image: img2849]

当将S和S*交换时，相同的关系仍然成立.因此，方程（73）左端的积分必恒等于零.则由方程（72）得到
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这只有当a＝a*，b＝b*和c＝c*才有可能.由此可知

[image: img2851]

即S和S*仅差一平移.

为进一步阅读，可以看：

1.S.S.Chern，“Integral formulas for hypersurfaces in euclidean space and their applications to uniqueness theorems”，Journal of Math.and Mech.，8（1959），947～955.

2.T.Otsuki，“Integral formulas for hypersurfaces in a Riemannian manifold and their applications”，Tôhoku Mathematical Jour.，17（1965），335～348.

3.K.Voss，“Differentialgeometrie geschlossener Flächen im euklidischen Raum”，Jahresberichte Deutscher Math.Verein，63（1960～1961），117～136.

8.关于极小曲面的Bernstein定理

所谓极小曲面就是在局部上求解Plateau问题的曲面，即以给定空间曲线为边界的面积最小的曲面.在解析上，它可以由平均曲率恒等于零这一条件决定.假设曲面的方程为

z＝f（x，y），　　　　　　　　（74）

其中f（x，y）是二次连续可微的.于是，极小曲面就是偏微分方程

（1＋q2）r－2pqs＋（1＋p2）t＝0　　（75）

的解，其中

[image: img2852]

方程（75）称为极小曲面方程，它是非线性的椭圆型的微分方程.

Bernstein定理就是下面的“唯一性定理”.

定理　若由方程（74）表示的极小曲面对x和y的全部的值成立，则它必为平面.换句话说，方程（75）的在整个（x，y）平面上有效的唯一解是一个线性函数.

证明　我们将把这一定理归结为下面的Jörgens定理的推论.

定理　设函数z＝f（x，y）是方程

rt－s2=1，r>0　　　　　　(77)

的解，对全体x和y成立，则f（x，y）是关于x和y的二次多项式.

证明　对固定的（x0，y0）和（x1，y1）考虑函数

h（τ）＝f（x0＋τ（x1－x0），y0＋τ（y1－y0）），

则有

h'（τ）＝（x1－x0）p＋（y1－y0）p，

h''（τ）＝（x1－x0）2r＋2（x1－x0）（y1－y0）s+（y1－y0）2t≥0，

其中在函数p，q，r，s，t中的自变量是x0＋τ（x1－x0）和y0＋τ（y1－y0）.从最后的一个不等式得到

h'（1）≥h'(0)，

或

（x1－x0）（p1－p0）+（y1－y0）（q1－q0）≥0，　（78）

其中
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考虑Lewy变换：
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令
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由方程（78）得

（ξ1－ξ0）2+（η1－η0）2≥（x1－x0）2+（y1－y0）2，（82）

因此，映射

（x，y）→（ξ，η）　　　（83）

是使距离增加的.

此外，因为
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所以
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由方程（80）决定的映射是局部一对一的.由此可知，映射（83）是（x，y）平面到（ξ，η）平面上的微分同胚.

因此，我们可以将方程（77）的解f（x，y）看作为ξ和η的函数，命

F（ξ，η）＝x－iy－（p－iq），　　　　　（86）

ζ＝ξ＋iη.　　　　　　　　　（87）

经计算即可看出，F（ξ，η）满足Cauchy-Riemann方程，故F（ζ）＝F（ξ，η）是ζ的正则函数.此外，
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从最后的这一关系式，我们得到
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于是，F'（ζ）在全ζ平面是有界的.由Liouville定理，

F'（ζ）=const.

另一方面，由方程（88）得到
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由此可知，r，s，t都是常数，Jörgens定理得到证明.

Bernstein定理是Jörgens定理的容易得到的推论.事实上，命

W=(1+p2+q2)1/2　　　　　　（90）

则极小曲面的方程等价于下列方程中的每一个：
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于是，存在一个C2函数φ（x，y）使得
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这些偏导数满足方程

[image: img2863]

由Jörgens定理，φxx，φxy和φyy都是常数.因此，p和q是常数，f（x，y）是线性函数（Bernstein定理的这一证明是由J.C.C. Nitsche给出的，可看Annals of Mathematics，66（1957），543～544）.

关于极小曲面的许多文献，可以看下面的综合报告：

1.J.C.C.Nitsche，“On new results in the theory of minimal surfaces”，Bulletin of the American Mathematical Society，71（1965），195～270.

【注释】


[1]原文刊登在Studies in Global Geometry and Analysis（edited by S.S.Chern），Mathematical Association of America（1967），16～56.也可查看新版本Global Differential Geometry（edited by S.S.Chern），MAA（1989），99～139.本附录由田畴译出.

[2]“本书”是指“Studies in Global Geometry and Analysis”，见322页脚注.积分几何方面的书还可以看L.A.Santalo，Integral Geometry and Geometric Probability，London Addison Wisley，1976.


附录二　微分几何与理论物理[1]

陈　省　身

我第一次看见周先生，是在1930年秋季，在清华.那年我从南开毕业，投考清华研究院数学系，考试科目中有“力学”，周先生是命题和阅卷人.他一见我就说：“我看过你的考卷”.1937年我们在西南联大同事，我还旁听过他的“电磁学”.

微分几何和理论物理都用微积分作工具，一者研究几何现象，一者研究物理现象.后者自然广泛些.但任何物理现象都在空间发生，所以前者又是后者的基础.两者都用推理的方法，但理论物理还须有试验来支持.几何不受这个限制，因此选择问题比较自由，但推理要有数学的严格性.这个自由度把数学推到新的领域.有数学经验和远见的人，能在大海航行下，达到重要的新的领域.例如，广义相对论所需要的黎曼几何和规范场论所需要的纤维空间内的联络，都在物理应用前为数学家所发展.这个“殊途同归”的现象真令人有神秘之感.

微分几何与理论物理的关系非言可尽.本文只略举几点，间附拙见，请大家指教.

1.动力学和活动标架

在动力学中要描写一个固体的运动，就把一个标架坚固的装在固体上，而描写标架的运动.在三度空间的所谓标架指一点x，及经过x的互相垂直的单位矢量ei，i＝1，2，3.如x亦代表点x的坐标矢量，则有

[image: img2864]

其中t是时间，而

qij（t）+qji（t）=0.　　　（2）

函数pi（t），qij（t）完全描写了标架及固体的运动.

动力学和空间的曲线论有密切关系，后者甚至可看为前者的特例.要把这个方法应用到曲面论，就须考虑两参数族的标架.这个计划为法国大几何学家G.Darboux（1842～1917）成功地和精采地完成.他的大著《Théorie des Surfaces》，共四册，是微分几何的经典.

把这个活动标架法发扬光大的是Elie Cartan（1869～1951）（Gauss，Riemann，Cartan公认为历史上三个最伟大的微分几何学家）.现在，活动标架法已成为微分几何中极为重要的办法.试述其含义如次：

在多参数标架族时，相当于方程式（1）的是偏微分方程式，它的系数适合积分条件.表示这些条件的最好方法，是用外微分算法.把（1）和（2）两式写为

[image: img2865]

ωij+ωji=0，　　　　　（4）

其中ωi，ωij为参数空间的一次微分式.最广泛的情形的参数空间是全体标架所成的空间.这个空间是六维的，因为定x需要三个坐标，而以x为原点的标架成三参数族.固定一个标架，有唯一个运动，把它变为另一标架.所以全体标架所成的空间与运动群同胚，记为G.

求（3）式的外微分，则得

[image: img2866]

其中“∧”代表外积.这是群G的Maurer-Cartan方程式，与G的李代数乘法方程是对偶的.可见从动力学到活动标架，到李群的基本方程是一串自然的过程.

这个演变还可继续推进.爱因斯坦的广义相对论发表后，Cartan于1925年发表一文，文中发展了广义仿射空间的理论，及它在相对论的应用.此文的一个结论是（5）式的推广：

[image: img2867]

其中Ωij是二次微分式，叫做曲率式，是三维黎曼几何的基本方程.

处理微分几何的一般方法是张量分析.它的基本观点是利用局部坐标的切矢量作标架.现在看来，这个约束弊多利少.但是张量分析简单明了，在初等的问题中，其功用是不可磨灭的.

2.曲面论与孤立子及σ－模型

在三维欧氏空间E3内设曲面S.于一点x∈S，命x是它的坐标矢量，并命ξ表其单位法矢量，则S的不变量是两个二次微分式：

Ⅰ＝（dx，dx）＞0， Ⅱ＝－（dx，dξ），　　（7）

分别称谓第一及第二基本式，前者并是正定的.第二基本式的两个特征值ki，i＝1，2，称为S的主曲率.它们的对称函数

[image: img2868]

分别称为中曲率与全曲率（Gauss曲率）.这些曲率有简单的几何意义，谅为熟知的事实.例如，H＝0的曲面是最小曲面.

中曲率或全曲率是常数的曲面显然有研究的价值.如x，y，z为E3的坐标，而S有方程式

z＝z（x，y）， 　　　　　（9）

则

H＝const　或　K＝const

可表为函数z（x，y）的二阶非线性的偏微分方程.求这样的曲面等于解相当的方程.例如，最小曲面H＝0的方程是

[image: img2869]

此方程是非线性椭圆式的.

另一重要的例子是K＝负常数，可假设为K＝－1.在这样的曲面上渐近曲线是不重合的实曲线.命φ为其夹角，则可在S上选择参数u，t，使

φut=sinφ.　　　　　（11）

这是有名的Sine-Cordon（SG）方程.反之，如有SG-方程的一解，可作出一个K＝－1的曲面.

由此解释，曲面的变换论，在偏微分方程论中有重要的应用.它的根据是下面的Bäcklund定理：

设曲面S，S*成对应，使连接对应点x∈S，x*∈S*的直线为两曲面的公切线.命r为对应点间的距离，v为曲面在对应点法线的夹角.如r＝const，v＝const，则S和S*的全曲率同是－sin v/r2（＝负常数）.

此定理使得我们从一常全曲率的曲面，造出同一常全曲率的曲面，即从SG-方程的一解造出新解.

如释φ（u，t）为直线u上的波动，t为时间，则SG-方程有孤立子解，而上述变换可引至新解，增减其孤立子个数.这样可得任意个孤立子的SG-方程的解.

负常全曲率曲面在高度的一个推广是E2n－1(=(2n－1)维欧氏空间）内的n维常曲率支流形.这种支流形相当于一偏微分方程组，可能是SG－方程在高度的推广.滕楚莲和巴西女数学家Keti Tenenblat证明了Bäcklund定理有高维的推广[2].

常中曲率的曲面或最小曲面在理论物理上有同样多的应用.如f：X→Y是两个黎曼流形间的映射，可以定义它的能（Energy）E（f）.这个函数（Functional）的临界映射称为调和映射.这是调和函数和最小支流形的推广.调和映射适合一组椭圆式的二阶偏微分方程.如果X是紧致的，调和映射是比较稀有的.因为它的出发点是变分原则，这些映射就可能在物理上有用.

从几何的观点讲，已知流形X，Y（dim X＜dim Y），如何把X嵌入或浸入Y成为最小支流形，是一极有兴味的问题，即使X＝S2为二维球面，此问题亦不简单.在此假设下，早年E.Calabi[3]，陈省身[4]和L.Barbosa[5]研究了Y＝Sn（n维球面）的情形.1980年物理学家A.M.Din和W.J.Zakrzewski[6]确定了所有的调和映射f：S2→Pn（C）（n维复投影空间），称为σ－模型.Y为其他空间的情形，如SU（n），Qn（C）（复二次超曲面），或G（n，k）（Grassmann流形），其中的最小二维球面为何，亦为大家所渴欲了解的.此问题至今未全解决[7].

对于最小曲面数学分析上有强的“有理性（Regularity）”性质，即在某种边界条件下，有有理的或光滑的最小曲面存在，这个重要的结果在几何上有无数应用.在广义相对论中R.Schoen和丘成桐[8]用来证明所谓“正质量假设（Positive Mass Conjecture）”.


3.规范场论

规范场论的数学基础是矢量丛的观念.这个演进在数学上是十分自然的：牛顿的微积分讨论函数y＝f（x）.我们可推广自变数为m维空间的坐标，因变数为n维空间的矢量，即得m个变数的矢量值函数.通常也可把函数记为映射f：X→Y，其中X＝Rm，Y＝Rn.这个映射可以表为一个“图（Graph）”F：X→X×Y，F（x）＝（x，f（x）），x∈X.映射F的右端是两个拓扑空间的积.命

π：X×Y→X，

使π（x，y）＝x，x∈X，y∈Y，则F合于性质π[image: img2870]F（x）＝x.

矢量丛的概念，在近代数学有决定的重要性，要点是把乘积X×Y易为空间E，它只是局部的乘积.易言之，有空间E及映射π：E→X，使每点x∈X有邻域U合于条件：π－1（U）与U×Y是拓扑相等的.

局部乘积的空间是否必然是整体的乘积？即上述的E是否必与X×Y拓扑相等？这在数学上是一个极为微妙的问题，它的解答引至示性类（Characteristic Classes）的观念.（答案是E不必是X×Y.）

设矢量丛π：E→X.映射F：X→E合于条件π[image: img2871]F（x）＝x，x∈X，称为截面（Section）.截面的微分需要联络（Connection）.量度微分的非交换性是曲率.

规范场就是矢量丛的联络，物理学家称为Gauge Potential，曲率则称为Strength.微分几何与理论物理真是“同气连枝，同胞共哺”了.

据我了解，一切物理的理论最终要“量子化（Quantization）”.在数学上我们需要研究无穷维的空间及分离（Discrete）现象.

4.结论

我当然还需要提到广义相对论与黎曼几何的关系.没有相对论，黎曼几何是不易受数学界的重视的.

杨振宁先生曾用一个图来表示数学与物理的关系[9].另作一图（见图19）以结束此文.


[image: img2872]


图　19

【注释】


[1]本文原载《理论物理与力学论文集》，科学出版社，1982.文中的周先生是指周培源教授.

[2]参看K.Tenenblat and C.L.Terng，“Bäcklund＇s theorem for n-dimensional submanifolds of R2n－1”，Annals of Math.，111（1980），477～490.

[3]参看E.Calabi，“Minimal immersions of surfaces in Euclidean spaces”，J.of Differ.Geom.，1（1967），111～125.

[4]参看S.S.Chern，“On the minimal immersions of the 2－sphere in a space of constant curvature”，Problems in Analysis（Princeton University Press，Princeton，1970），27～40.也可看S.S.Chern，Selected Papers，Ⅲ（Springer Verlag，1989），141～154.

[5]参看J.L.M.Barbosa，“On minimal immersions of S2 into S2m”，Trans. Amer.Math.Soc.，210（1975），75～106.

[6]参看A.M.Din and W.J.Zakrewski，“General classical solutions in the CPn－1model”，Nuclear Physics，B174（1980），397～406.

[7]此问题已由J.Wolfson解决.参看J.Wolfson，“Harmonic sequences and harmonic maps of surfaces into complex Grassmann manifolds”，J.of Differ.Geom.，27（1988），161～178.

[8]参看R.Schoen and S.T.Yau，“On the proof of the positivemass conjecture in general relativity”，Comm.Math.Phys.65（1969），45～76.

[9]参见Chen-Ning Yang，“Fibre Bundles and the Physics of the Magnetic Monopole”，The Chern Symposium 1979，Springer-Verlag，1980.
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