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第一章　微积分的准备知识

§1　函　数

内容提要

1．函数概念

函数的定义　设在某一过程中有两个变量x与y，若对变量x在其变化域X中的每一个值，依照某一对应规则，变量y都有惟一确定的一个值与之对应，我们就称变量y是变量x的函数，记作

y＝f（x）　（x∈X）．

这时称x为自变量，称y为因变量．自变量x的变化域X称为函数的定义域，而相应的因变量y的变化域Y称为函数的值域．

函数的对应规则与定义域是函数定义中的两个要素．

2．函数的图形

函数y＝f（x）（x∈X）的图形是指点集

｛（x，y）｜y＝f（x），x∈X｝．

一般情形下，它是Oxy平面上的一条或几条曲线，任何一条平行于y轴的直线，与曲线y＝f（x）至多相交于一点．

3．几类常见的函数

有界函数　若存在一个实数M，使对一切x∈X，都有

f（x）≤M，

则称函数f（x）在X上是有上界的，并称M为f（x）的一个上界．

类似地，若存在一个实数N，使对一切x∈X，都有

f（x）≥N，

则称f（x）在X上是有下界的，并称N是f（x）的一个下界．

既有上界又有下界的函数称为有界函数．即若存在两个实数M与N，使得

[image: alt]

则称f（x）在X上是有界函数．函数有界性的一个等价的定义是：若存在一个大于零的常数K，使

│f（x）│≤K，对任意的x∈X，

则称f（x）在X上是有界函数，并称常数K为f（x）在X上的一个界．

奇偶函数　设有函数y＝f（x），x∈X，其中X关于原点对称（即：若x∈X，则-x∈X）．

若f（-x）＝-f（x），对任意的x∈X，则称y＝f（x）为X上的奇函数．

若f（-x）＝f（x），对任意的x∈X，则称y＝f（x）为X上的偶函数．

奇函数的图形对称于原点，偶函数的图形对称于y轴．

单调函数　对任给的x1，x2∈X，若x1＜x2时有f（x1）≤f（x2）（f（x1）≥f（x2）），则称f（x）在X上是单调上升的（单调下降的）．在X上单调上升与单调下降统称为在X上单调．单调上升（下降）也称为单调递增（递减）．又若x1＜x2时有f（x1）＜f（x2）（f（x1）＞f（x2）），则称f（x）在X上严格单调上升或严格递增（严格单调下降或严格递减）．

周期函数　设f（x）在（-∞，+∞）上定义，若存在常数l＞0，对任给的x∈（-∞，+∞），有f（x＋l）＝f（x），则称f（x）为周期函数，l为f（x）的一个周期．周期函数一定有无穷多个周期，若其中有一个最小的正数T，则称T为周期函数的最小周期，简称周期．

4．复合函数

设有函数

y＝f（u），u∈U；u＝φ（x），x∈X，值域为U′．

若U′⊆U，则在X上确定了一个新函数

y＝f［φ（x）］，x∈X，

称为y＝f（u）与u＝φ（x）的复合函数，u称为中间变量．

5．反函数

设函数y＝f（x）的值域为Y．若对Y中每一个y值，都可由方程y＝f（x）惟一地确定出一个x的值，则得到一个定义在Y上的函数，称为y＝f（x）的反函数，记作

x＝f-1（y），y∈Y．

易知，严格单调函数必有反函数，并且其反函数也是严格单调的．

函数y＝f（x）（x∈X）与其反函数x＝f-1（y）（y∈Y）的图形在同一个坐标系中是相同的．

习惯上，为了强调对应规律f-1，并将因变量仍记作y，通常将反函数写为

y＝f-1（x），x∈Y，

它的图形与y＝f（x）（x∈X）的图形关于直线y＝x对称．

6．基本初等函数、初等函数

基本初等函数是指以下六类函数：常数函数，幂函数，指数函数，对数函数，三角函数，反三角函数．

由基本初等函数经过有限次四则运算和复合运算所得到的函数，称为初等函数．

典型例题分析

1．将函数y＝2x＋│2－x│用分段函数表示．

解　根据绝对值的定义，当x≤2时，│2－x│＝2－x；当x＞2时，│2－x│＝x－2，所以
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2．形如f（x）＝kx＋l（其中k，l为常数）的函数称为线性函数．问：线性函数f（x）在哪些区间上有界？在哪些区间上无界？f（x）是否是奇函数？是否是偶函数？f（x）何时单调上升？何时单调下降？并求：f（sinx），sin（f（x）），f（f（x）），f（f（f（x））），f（f（sinx））的表达式．其中哪些是线性函数？

答　f（x）在任意有限区间［a，b］上都是有界函数，因为当x∈［a，b］时，有

│f（x）│≤│k│·│x│＋│l│≤│k│·m＋│l│，

其中　　　　　　　m＝max（│a│，│b│）．

│k│m＋│l│是一个确定的常数，故上述不等式说明：f（x）在［a，b］上是有界的．f（x）在区间（a，+∞），（-∞，a）或（-∞，+∞）上都是无界函数．当k≠0且l＝0时f（x）是奇函数；当k＝0时f（x）是偶函数；当kl≠0时f（x）既非奇函数，也非偶函数．当k≥0时f（x）单调上升，当k≤0时f（x）单调下降．
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其中f（f（x）），f（f（f（x）））是线性函数．

3．设y＝f（x）的定义域为［0，2］，求下列函数的定义域：

（1）y＝f（x2）；

（2）[image: alt]

（3）y＝f（x＋a）＋f（x－a），a＞0．

解　（1）为使u＝x2的值域属于或等于［0，2］，必须│x│≤[image: alt]故y＝f（x2）的定义域为[image: alt]

（2）仅当x≥0时u＝sgnx的值域属于［0，2］，所以y＝f（sgnx）的定义域为［0，+∞）．

（3）y＝f（x＋a）＋f（x－a）的定义域为

[image: alt]

要使上两式同时成立（注意a＞0），必须且只需a≤x≤2－a，由此推出必须a≤1．所以当a≤1时，定义域为a≤x≤2－a；当a＞1时，这个函数没有定义．

4．设g（x）＝sinx，f（x）＝arcsinx，求f（g（x）），g（f（x））．

解　注意反正弦函数主值的值域为［-π／2，π／2］，所以当x∈［-π／2，π／2］时，arcsin（sinx）＝x．当-π／2＋kπ≤x≤π／2＋kπ，即-π／2≤x－kπ≤π／2（k＝0，±1，±2，…）时，令t＝x－kπ，则

[image: alt]

综合起来，有

arcsin（sinx）＝（-1）k（x－kπ），x∈［-π／2＋kπ，π／2＋kπ］，

（k＝0，±1，±2，…）．

另一方面，

sin（arcsinx）＝x　（x∈［-1，1］）．

5．设

[image: alt]

求f（g（x））．

解　为求分段函数的复合函数f（g（x）），可先在f（x）的表达式中以g（x）代x，再根据g（x）的表达式进行分段：

[image: alt]

*6．已知[image: alt]f（φ（x））＝1－3x且φ（x）≥0，求φ（x）并写出它的定义域．

解　由所给条件，有[image: alt]取对数得

φ2（x）＝ln（1－3x），

由φ（x）≥0，得[image: alt]φ（x）的定义域中的点应使ln（1－3x）≥0，即1－3x≥1，即x≤0．

*7．设f（x）＝│xsin3x│ecosx（-∞＜x＜+∞），问：函数f（x）在（-∞，+∞）上是否是：

（1）有界函数；　（2）单调函数；　（3）奇函数；　（4）偶函数．

解（1）f（x）不是有界函数．要证f（x）在（-∞，+∞）上不是有界函数，需要证明任意正数M都不是f（x）在（-∞，+∞）上的界．为此只要证明：任意取定一个正数M，至少存在一点xM∈（-∞，+∞），使│f（xM）│＞M．现在对任意取定的M＞0，取点xM＝2π［M］＋π／2（其中［M］为不超过M的最大的整数），便有

f（xM）＝xM│sin3xM│[image: alt]＝xM．

下面证明：│f（xM）│＝xM＞M．

当0＜M＜1时，xM＝π／2＞1＞M；

当n≤M＜n＋1（n＝1，2，…）时，xM＞2nπ＞n＋1＞M．

总之有│f（xM）│＝xM＞M．故f（x）在（-∞，+∞）不是有界函数．

注意，如果考虑有限区间，则f（x）在任意有限区间［a，b］上是有界函数．事实上，

│f（x）│≤│x│·│ecosx│≤│x│·e≤e·h，

其中　　h＝max（│a│，│b│）．

（2）f（x）在（-∞，+∞）上不是单调函数．

只需考虑[image: alt]等处的值．不难算出

f（0）＝ f（π）＝0，　f（π／2）＝π／2，

故有：f（0）＜f（π／2）＞f（π）．这表明f（x）在（-∞，+∞）上既非单调上升，也非单调下降，故不是单调函数．

（3）f（x）不是奇函数．只需说明当x∈（-∞，+∞）时，f（-x）≠-f（x）．事实上，

f（-x）＝│-xsin3（-x）│ecos（-x）＝│xsin3x│ecosx≠-f（x）．

（4）f（x）是偶函数．因为对任意x∈（-∞，+∞），都有

f（-x）＝f（x）．

实际上，不难验算函数xsin3xecosx也是偶函数．这个结论也可从奇偶函数的运算性质而得：因为x与sin3x都是奇函数，所以它们的乘积xsin3x是偶函数，又因ecosx是偶函数，而两个偶函数的乘积仍是偶函数．

8．[image: alt]

分析　本题实际上是要求f（u）与u＝-x的复合函数的表达式．通常是采用代入法，即将中间变量u＝-x代替函数f（x）中的自变量x的位置，再将表达式变形或化简．

[image: alt]

*9．设

[image: alt]

求f（x）的反函数g（x）的表达式．

分析f（x）是分段函数，其定义域（-∞，+∞）被分成三个区间（-∞，-1），［-1，2］，（2，+∞），在每个区间上f（x）的表达式不同，但都是单调上升的函数，所以f（x）的反函数存在，且可在这三个区间上分别求反函数．

解　当x∈（-∞，-1）时，函数y＝1－2x2的值域为（-∞，-1），其反函数为[image: alt]当x∈［-1，2］时，函数y＝x3的值域为［-1，8］，其反函数为[image: alt]当x∈（2，+∞）时，函数y＝10x－12的值域为（8，+∞），其反函数为[image: alt]所以

[image: alt]

*10．证明函数f（x）＝x－［x］在（-∞，+∞）上是有界周期函数，其中［x］表示不超过x的最大的整数．

证　先证f（x）是有界的．即要证存在两个常数，使当x∈（-∞，+∞）时f（x）的值域介于这两个常数之间．

事实上，任取x∈（-∞，+∞），设

n≤x＜n＋1　（n＝0，±1，±2，…），

则［x］＝n．于是x－［x］≥n－n＝0，x－［x］＜n＋1－n＜1．故有

0≤x－［x］＜1，　对一切x∈（-∞，+∞）．

上式说明f（x）在（-∞，+∞）上是有界的．

再证f（x）是周期函数．对任意x∈（-∞，+∞），有

[image: alt]

上式说明f（x）是以1为周期的周期函数．

11．证明下列函数在其定义域内是无界的：

（1）f（x）＝│1－3x│；　　　　（2）f（x）＝xsinx．

分析　要证明一个函数在X上是无界的（即f（x）在X上不是有界函数），就应证明：任意给定一个正数K，都存在一个点（与K有关的）xK∈X，使│f（xK）│＞K．现在对所给的两个函数，具体地找出这种点xK．

证　（1）f（x）的定义域为（-∞，+∞）．注意

│1－3x│≥│3x│－1＝3│x│－1．

故对任意给定的正数K，要使│1－3x│＞K，只要使3│x│－1＞K，即[image: alt]故任意给定一个正数K，我们取点[image: alt]就有

│f（xK）│＝│3xK－1│≥3│xK│－1＝K＋2＞K．

这说明f（x）在（-∞，+∞）上是无界的．证毕．

（2）f（x）的定义域为（-∞，+∞）．任意给定正数K≥1，取

xK＝2［K］π＋π／2，

则　│f（xK）│＝│xKSinxK│＝│xK│＝2［K］π＋π／2＞K．

这说明f（x）在（-∞，+∞）上是无界的．

评注　（1）从证明过程看出，对任意给定的正数K，实际上在f（x）的定义域内有无穷多个点x，使│f（x）│＞K．但证明时只需找出一个xK，使│f（xK）│＞K，便足以证明f（x）在定义域内无界．

（2）对本题中所给的两个函数f（x），当给定的正数K增大时，相应的xK也增大，即只有当自变量取充分大的值xK时，才能使│f（xK）│＞K．但由于不论xK多么大，都有xK∈（-∞，+∞）．故f（x）在（-∞，+∞）上是无界的．由此看出，当将f（x）限制在任意有限区间［A，B］上时，则f（x）在［A，B］上是有界的．严格证明请读者自己完成．

本节小结

1．已知f（x）的表达式后，能正确写出f（-x），f（1－x），f（φ（x））等复合函数的表达式．

2．绝对值不等式是解题的基本工具，读者应能灵活运用下列绝对值不等式：

（1）│a＋b│≤│a│＋│b│；　　　　（2）││a│－│b││≤│a－b│；

（3）│x│≤r⇔-r≤x≤r，│x－x0│≤r⇔x0－r≤x≤x0＋r；

（4）存在常数M，N，使N≤f（x）≤M，x∈X

　　　⇔存在常数K＞0，使│f（x）│≤K，x∈X．

3．要证函数f（x）在区间X上有界，只要证：存在常数M，N，使

N≤f（x）≤M，　x∈X，

或存在常数K＞0，使

│f（x）│≤K，　x∈X．

要证函数f（x）在区间X上无界，只要证：任给常数M＞0，总存在点xM，使│f（xM）│＞M．

练习题1.1

1.1.1　判断下列函数是否相同，如若不同，为什么？

（1）f（x）＝lnx2，g（x）＝2lnx；　（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

1.1.2　求下列各函数的定义域：

（1）[image: alt]

1.1.3　求下列函数在指定点处的函数值．

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]f（-x）．

1.1.4　证明第11题中的两个函数在任意有限区间［A，B］上都是有界的．

§2　极限的概念、性质和若干求极限的方法

内容提要

1．序列极限的概念

（1）序列极限的定义

给定序列｛xn｝和常数a，若任给ε＞0，存在正整数N，使当n＞N时，有

│xn－a│＜ε，

则称n趋于无穷时，xn以a为极限，记作

[image: alt]

也称｛xn｝收敛于a．

当n→+∞时，xn以a为极限的几何意义是：任给ε＞0，存在N，当n＞N时，xn落入a点的ε邻域（a－ε，a＋ε）．

（2）按定义证明序列的极限等式

按定义证明[image: alt]只要证：任给ε＞0，能找到满足定义的N．为具体找出这种N，常用两种方法：

①直接解不等式

│xn－a│＜ε，

由此得n＞f（ε），取N＝［f（ε）］．

②先放大

│xn－a│≤yn，　yn简单（yn→0，当n→∞时），

然后解不等式

yn＜ε，

由此得n＞f（ε），取N＝［f（ε）］．

我们用定义可证：

[image: alt]

记住这几个极限式，对今后解题是有帮助的．

（3）序列极限的存在准则

单调递增（减）且有上（下）界的序列必有极限．

2．函数极限的定义

定义1[image: alt]　设f（x）在点x0附近有定义（点x0本身可能除外），A为常数．若任给ε＞0，存在δ＞0，使当0＜│x－x0│＜δ时，恒有

│f（x）－A│＜ε，

则称当x趋向于x0时，f（x）以A为极限，记作

[image: alt]

极限[image: alt]的几何意义是：任给ε＞0，存在δ＞0，当点x∈（x0－δ，x0＋δ），但x≠x0时，相应的一段曲线y＝f（x）夹在两直线y＝A＋ε与y＝A－ε之间．

定义2[image: alt]设f（x）在│x│充分大时有定义，A为常数．若任给ε＞0，存在X＞0，使当│x│＞X时，恒有

│f（x）－A│＜ε，

则称当x趋向于无穷时，f（x）以A为极限，记作

[image: alt]

定义3（右极限[image: alt]设f（x）在点x0的右近旁有定义，A为常数．若任给ε＞0，存在δ＞0，使当0＜x－x0＜δ（即x0＜x＜x0＋δ）时，恒有

│f（x）－A│＜ε，

则称f（x）在点x0处的右极限为A，记作

[image: alt]

有时也记作　　　　　　　　　f（x0＋0）＝A．

可类似定义左极限

[image: alt]

左、右极限统称为单侧极限，定义1中的极限称为双侧极限．

单侧极限与双侧极限的关系

[image: alt]的充分必要条件是

[image: alt]

定义4[image: alt]设f（x）在x充分大时有定义，A为常数．若任给ε＞0，存在X＞0，使当x＞X时，恒有

│f（x）－A│＜ε，

则称当x趋向于正无穷时，f（x）以A为极限，记作

[image: alt]

[image: alt]

[image: alt]

3．无穷小量与无穷大量

无穷小量　[image: alt]则称当x→x0时，函数f（x）是无穷小量．

类似地，当序列｛xn｝的极限为零时，则称xn是无穷小量．

无穷大量　设f（x）在点x0附近有定义，若任给M＞0，存在δ＞0，使当0＜│x－x0│＜δ时，有

│f（x）│＞M，

则称当x→x0时，f（x）是无穷大量．

极限，无穷小量与无穷大量之间的关系

①[image: alt]其中当x→x0时，α（x）是无穷小量．

②同一个极限过程中，若u是无穷小量，且[image: alt]是无穷大量；若u是无穷大量，则[image: alt]是无穷小量．

4．有极限的变量的性质

（1）极限的不等式性质

[image: alt]

①若A＞0（＜0），则存在δ＞0，使当0＜│x－x0│＜δ时，f（x）＞0（＜0）；

②若存在δ＞0，使当0＜│x－x0│＜δ时，f（x）＞0（＜0），则A≥0（≤0）；

③对任意取定的常数R＞A，存在δ＞0，使当0＜│x－x0│＜δ时，

f（x）＜R；

④对任意取定的常数r＜A，存在δ＞0，使当0＜│x－x0│＜δ时，f（x）＞r．对序列极限，也有类似的不等式．

（2）有极限的变量的有界性

[image: alt]则xn是有界的，即存在常数M＞0，对任给n＝1，2，…，有

│xn│≤M．

若[image: alt]则存在δ＞0及M＞0，使当0＜│x－x0│＜δ时│f（x）│≤M，即f（x）在x0点的某空心邻域内有界．

（3）子序列的极限与原序列极限之间的关系

①若序列｛xn｝有极限a，则该序列的任意一个子序列[image: alt]也以a为极限．

推论　若能找到序列｛xn｝的两个子序列，它们都有极限，但极限值不同，则｛xn｝就无极限．

②若｛xn｝的两个子序列｛x2k｝与｛x2k－1｝都有极限且极限值相同，记之为l，即

[image: alt]

则｛xn｝也以l为极限，即有

[image: alt]

对于x→x0时f（x）的极限，与n→∞时序列，f（xn）的极限（其中xn→x0，n→∞时）之间也有类似的关系：

[image: alt]存在，记之为l，则对任一以x0为极限的序列｛xn｝，有

[image: alt]

推论　若有两个序列｛xn｝与｛yn｝，它们都以x0为极限，又n→∞时f（xn）与f（yn）都有极限，但极限值不同，则x→x0时f（x）就没有极限．

5．证明极限存在的常用方法

①根据定义．

②极限存在准则：单调递增（减）且有上（下）界的序列必有极限．

③夹逼定理：若n＞N时，zn≤xn≤yn，又[image: alt]则

[image: alt]

对函数极限有相同的结论：

设0＜│x－x0│＜r时，

h（x）≤f（x）≤g（x），

[image: alt]

6．求极限的常用方法

①利用极限的运算法则．

设u，v是同一个自变量的函数．

若在同一个极限过程中，u，v都有极限：limu＝A，limv＝B，则有

lim（u±v）＝A±B，lim（u·v）＝A·B，

[image: alt]

根据定义及四则运算不难证明：对任意有理函数[image: alt]其中P（x），Q（x）为多项式，只要Q（x0）≠0，就有

[image: alt]

②利用“无穷小量与有界变量的乘积仍是无穷小量”．

③利用两个重要的极限

[image: alt]

④用夹逼定理．

典型例题分析

一、极限式的定义

1．写出下列各表达式的定义：

（1）[image: alt]

（3）[image: alt]

解　（1）任给M＞0，总存在正整数N，使当n＞N时有xn＜-M，则称xn为负无穷大量，记为[image: alt]

（2）任给ε＞0，总存在X＞0，使当x＜-X时，有│f（x）－A│＜ε，则称x→-∞时f（x）以A为极限，记为[image: alt]

（3）任给M＞0，总存在δ＞0，使当0＜x－a＜δ时，有f（x）＞M，则称x→a＋0时f（x）为正无穷大量，记为[image: alt]

关于极限过程、极限值及其数学描述，可见下表：

[image: alt]

关于x→x0±0，x→±∞的极限过程，以及f（x）→±∞时的描述，请读者自己写出．

二、用定义证明极限式

思路　任给ε＞0（或M＞0），具体地找出满足定义的N或δ．

2．按定义证明下列各式：

（1）[image: alt]

（3）[image: alt]

证　（1）任给M＞1，要使

│qn│＝│q│n＞M，

只要　　[image: alt]

取N＝［lgM／lg│q│］＋1，则当n＞N时，

[image: alt]

（2）分析　任给ε＞0，若直接解不等式[image: alt]则较麻烦．所以可先将[image: alt]适当放大，再解相应的不等式：

因当n＞1时，

[image: alt]

任给ε＞0，要使[image: alt]则当n＞N时，

[image: alt]

（3）因为[image: alt]所以可令[image: alt]当n＞3时，有

[image: alt]

上式右端各项都大于0，故（1＋h）n大于上式右端的任意一项，特别大于其中第四项，即有

[image: alt]

又因为[image: alt]所以存在N1，使n＞N1时，

[image: alt]

任给ε＞0，要使│n2qn│＜ε，只要[image: alt]由此式解得[image: alt]

[image: alt]

则当n＞N时，便有│n2qn│＜ε．故[image: alt]

由本例可看出求N的两种方法（以[image: alt]为例）：

①直接解不等式│xn－A│＜ε，得n＞f（ε），取N＝［f（ε）］＋1．

②将│xn－A│适当放大，即找一个较简单的无穷小量yn（如第（2）题中的[image: alt]第（3）题中的[image: alt]使│xn－A│＜yn，然后解不等式yn＜ε，得n＞f（ε），取N＝［f（ε）］＋1．

评注　这里第（3）题的证明方法具有典型性：由（2.2）式推得（n＞N1时）（2.3）式，再由[image: alt]＜ε推出n＞[image: alt]从而可求得N．

做第（3）题易犯的错误是：由（2.1）式取

[image: alt]

由此推得

[image: alt]

再由

[image: alt]

即

[image: alt]

得

[image: alt]

故取　　[image: alt]

这里错误在于：当取ε＜2／h2时，（2.6）式左端小于0，故由（2.6）式不能推出（2.7）式而只能推出

[image: alt]

故无法找到符合定义的N．错误的本质原因在于：当n→∞时（2.4）式右端的式子[image: alt]不是无穷小量，故对任意给定的正数ε，不等式（2.5）不可能成立．从上述错误中可吸取什么教训呢？我们再来比较不等式（2.3）与不等式（2.4）．不等式（2.3）的右端是无穷小量，而不等式（2.4）的右端不是无穷小量，即不等式（2.4）是将n2│q│n放大得太大了．由此看出：必须将n2│q│n放大为一个无穷小量yn，才能由yn＜ε确定出N．这一原则可推广到一般情况：对│q│＜1，要证nkqn→0（n→∞，其中k为正整数）时，则要将（1＋h）n缩小为（2.1）式右端第（k＋2）项，即要取不等式

[image: alt]

上式中yn是无穷小量，由yn＜ε就能确定N．顺便指出，当n→∞时，1／nk（k是正整数），qn（0＜│q│＜1）均是无穷小量，[image: alt]（n→∞）说明，qn是比1／nk更高阶的无穷小量．（无穷小阶的概念参见第二章§2）．

本题中取N为3，N1，[image: alt]这三个数中的最大者，便可保证当n＞N时，下列三个不等式同时成立：

[image: alt]

而从n＞3及n＞N1可推出[image: alt]

[image: alt]

这种手法以后经常要用．

（4）[image: alt]我们先将它放大，再解不等式．

当n≥2时，[image: alt]因此，任给ε＞0，存在[image: alt]当n＞N时，

[image: alt]

3．设n为任意自然数．

（1）用二项式定理：

[image: alt]

（2）[image: alt]

证　（1）由二项式定理

[image: alt]

（2）由前一不等式，取a＝2得

[image: alt]

当n≥4时，n－1≥n／2，n－2≥n／2，于是

3n＞n3／3，即3n＋1＞n3．

当n＝1，2，3时直接验算可看出此式也成立．

（3）由n3＜3n＋1得

[image: alt]

由3／n＜ε得n＞3／ε．因此任给ε＞0，存在N＝［3／ε］＋1，当n＞N时，

[image: alt]

评注　在2（3）题中令q＝1／3，便得3（3）题，这里3（3）题又提供了一种证法，无论2（3）题还是3（3）题，证明过程中都用了二项式定理．

4．按定义证明下列函数极限：

[image: alt]

证　（1）考察

│x3－a3│＝│x－a││x2＋ax＋a2│．

在x→a的过程中，x只在a附近取值．故可限制：│x－a│≤1，于是

[image: alt]

其中　　　　l＝（1 ＋│a│）2＋│a│（1＋│a│）＋│a│2．

因此任给ε＞0，存在[image: alt]当│x－a│＜δ时，有│x－a│＜1且

[image: alt]

（2）考察

[image: alt]

在x→2过程中，x只在2附近取值．故我们可限制：│x－2│≤1／2，于是

[image: alt]

因此对于任给ε＞0，存在δ＝min（1／2，ε／2），当│x－2│＜δ时，有│x－2│＜1／2且

[image: alt]

（3）考察

[image: alt]

任给ε＞0，解不等式

[image: alt]

其中x＜0，得

x＜1－1／ε，　x＜0，

因此任给ε＞0，存在X＝1／ε，当x＜-X（即x＜-1／ε）时，必有

x＜1－1／ε，

[image: alt]

在本题（1），（2）的证明过程中，用了这样的手法：当x→x0时，可先将x限制在x0的一个邻域内，即限制x满足│x－x0│≤r（在（1）中，r＝1，在（2）中，r＝1／2），在此限制条件下，就可推出

│f（x）－A│＜l│x－x0│

（其中l为某个确定的常数），于是由l│x－x0│＜ε就可保证

│f（x）－A│＜ε．

故取δ＝min（r，ε／l）即可．

三、利用极限的运算法则求极限

对于[image: alt]型的未定式，不能直接利用求极限的四则运算法则．这时如果能设法约去分子与分母中极限为零或趋于∞的公因子，就可用四则运算法则．

5．求下列极限：

[image: alt]

解　（1）分子、分母同除以n的最高次幂n10，就约去了分子、分母中趋于∞的公因子，然后就可以用极限运算法则．

[image: alt]

由本题看出：在n→∞的过程中，若分子、分母为n的同次多项式，且它们的最高次幂的系数分别为a与b，则整个分式的极限为[image: alt]

[image: alt]

（2）这里x→0时x2是无穷小量，虽然[image: alt]的极限不存在，但它是有界的，有界变量与无穷小量之积是无穷小量，因此

[image: alt]

（3）将（x＋h）3展开，然后约去分子、分母中的公因子h，就可以利用极限四则运算法则．

[image: alt]

（4）因为

[image: alt]

所以不能直接利用极限四则运算法则．我们先将它通分，然后约去极限为零的公因子，最后再用极限的四则运算法则求得极限：

[image: alt]

（5）为了约去极限为零的公因子，分子、分母同乘[image: alt]得

[image: alt]

（6）这里

[image: alt]

所以不能直接利用极限四则运算法则．现在，将分子、分母同乘以[image: alt]型极限，然后约去趋于∞的公因子后就可用极限四则运算法则求得极限：

[image: alt]

（7）为了约去极限为零的公因子，分子、分母同乘

[image: alt]

评注　（5）～（7）小题的方法是：分子、分母同乘一个因子，将无理式从分子转移到分母或从分母转移到分子（简称为有理化分子或有理化分母），并分解出极限为零或趋于∞的公因子，约去这个公因子就可以利用极限四则运算法则．

四、用极限存在准则证明极限的存在性

6．设

[image: alt]

证明：当n→∞时，序列｛xn｝有极限．

[image: alt]

即｛xn｝单调递增．故当n→∞时，｛xn｝有极限．

7．设

[image: alt]

（1）[image: alt]

解　（1）由已知条件，显然xn＞0（n＝1，2，3，…），

[image: alt]

这说明序列｛xn｝有下界．又由此可知

[image: alt]

这说明序列｛xn｝递减，因此[image: alt]存在．

（2）[image: alt]

[image: alt]

知[image: alt]在所给递推公式两边取极限得

[image: alt]

由此解得（注意[image: alt]

评注　从第6，7两题看出：

①为证明序列｛xn｝单调，只需证（xn＋1－xn）≥0或≤0，n＝1，2，….

②证明了[image: alt]存在后，为求此极限值A，可在xn的递推式的两端取极限，即得A的方程．

③第7题（1）用了下列事实：对任意两正数a，b，有

[image: alt]

五、用夹逼定理求极限

8．[image: alt]

解　这里和式中的每一项都是无穷小量，但无穷小的个数不是有限个，所以不能利用极限的四则运算法则．

现在我们将所讨论的序列适当放大和缩小得

[image: alt]

从本题看出，无穷多个无穷小量相加，其极限为1．可见无限项的和与有限项的和有本质的差别．做本题易犯的错误是：

原式＝0＋0＋…＋0＋…＝0．

9．求下列极限：

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

解　（1）因为极限式中各项的分母都大于n2且小于（n＋1）2，又各项的分子都大于0，故将各项的分子保持不变而将分母放大或缩小，便得

[image: alt]

由夹逼定理得

[image: alt]

（2）因为极限式中各项的分母都大于n且小于或等于n＋1，又当n＞1时，各项的分子均大于或等于0，故

[image: alt]

在上式中令[image: alt]即得

[image: alt]

用夹逼定理求极限[image: alt]的要点是：将xn适当放大及缩小，即找两个序列｛yn｝及｛zn｝，使

zn≤xn≤yn，

且zn与yn的极限都存在且相等，即

[image: alt]

六、利用“无穷小里与有界变量的乘积是无穷小量”

10．求下列极限：

（1）[image: alt]

解　（1）当x→0时，x2是无穷小量，虽然[image: alt]的极限不存在，但因[image: alt]即它是有界的．因此

[image: alt]

本题易犯的错误是：

[image: alt]

错误在于：因为[image: alt]不存在，所以不能用运算法则．

（2）[image: alt]

[image: alt]

故[image: alt]为有界函数．而

[image: alt]

这里用到了不等式：

│sinx│≤│x│，　x∈（-∞，+∞）．

七、利用两个重要的极限

11．求下列极限：

（1）[image: alt]

解　（1）利用和差化积公式得

[image: alt]

（2）作变量替换，令t＝x－π，将x→π化为t→0得

[image: alt]

12．求下列极限：

（1）[image: alt]

解　设法做变量替换转化为求[image: alt]

（1）[image: alt]

（2）由

[image: alt]

[image: alt]

八、其余类型的题

13．[image: alt]

解法1　由二项式定理

[image: alt]

解法2　[image: alt]取q∶e＞q＞1，则由极限的不等式性质知，存在N，当n＞N时，

[image: alt]

又因[image: alt]所以

[image: alt]

本题用到下列两个事实：

[image: alt]　②任何两实数之间必有实数．

还可证明[image: alt]事实上，因为[image: alt]取常数p∶1／e＜p＜1，则存在N，使n＞N时，

[image: alt]

再由pn→0即可推出[image: alt]由上，当n→∞时，

[image: alt]

都为1∞型．但前两个序列分别以e和0为极限，而[image: alt]为无穷大量，这说明1∞型是未定式．

14．[image: alt]

解　用除法可得

[image: alt]

已知当x→∞0时，等式左端有极限．又显然x→∞时，等式右端第一、三项也有极限，由此推出右端第二项（1－a）x也有极限．而这只有当a＝1时才可能，故a＝1．再将上式两边取极限，即得b＝-1．

15．设

[image: alt]

问下列极限是否存在？若存在将它求出来．

（1）[image: alt]

解　这是分段函数，在讨论不同表达式的交界点处的极限时需要分别考虑左、右极限．

（1）　　[image: alt]

[image: alt]

（2）　　[image: alt]

[image: alt]

（3）当x≥2时f（x）是x的线性函数，故[image: alt]存在，且[image: alt]

16．回答下列问题：

（1）设n是无穷小量，问[image: alt]是否是无穷小量？

（2）设[image: alt]（为实数或∞），问x→a时，g（x）是否为无穷小量？

解　[image: alt]是无穷小量，而[image: alt]则不一定是无穷小量．

因为[image: alt]所以存在N，当n＞N时，有

[image: alt]

[image: alt]

（2）若l为实数，则g（x）是无穷小量．

因为

[image: alt]

若l＝∞，则g（x）不一定是无穷小量．

例如，f（x）＝（x－a）3，g（x）＝1，则[image: alt]∞，g（x）不是无穷小量．

17．[image: alt]证明：

（1）存在常数δ1＞0，使当0＜│x－a│＜δ1时，f（x）＞5／6；

（2）对任意取定的q∈（0，1），存在常数δ2＞ 0，使当0＜│x－a│＜δ2时，f（x）＞q．

证　（1）因为[image: alt]所以对于正数

ε1＝1－5／6＝1／6，

存在δ1＞0，使当0＜│x－a│＜δ1时，有

│f（x）－l│＜ε1＝1／6，　即　1－1／6＜f（x）＜1＋1／6．

由上式中第一个不等式便得f（x）＞5／6．

（2）[image: alt]所以对于正数ε2＝1－q，存在δ2＞2，使当0＜│x－a│＜δ2时，有│f（x）－1│＜ε2＝1－q，即

1－（1－q）＜f（x）＜1＋（1－q）．

由上式中第一个不等式便得f（x）＞q．

在本题证明过程中，选了两个特定的正数ε1与ε2，分别由

│f（x）－1│＜ε1　及│f（x）－1│＜ε2

便推出了欲证的结果．一般说来，当已知极限limf（x）存在，要证某个结论时，可以根据欲证的结论，选择特殊的正数ε，以完成证明．

*18．设

[image: alt]

证明：序列｛xn｝有极限．

证　显然有x≤xn＋1，故｛xn｝单调上升．再证｛xn｝有上界．

[image: alt]

上式说明｛xn｝有上界．由收敛准则即知序列｛xn｝有极限．

注意　证明过程中用了不等式：ln（1＋x）＜x（x＞0）．

*19．设

[image: alt]

解法1　利用收敛准则．

（1）[image: alt]

同理可得[image: alt]

（2）[image: alt]

[image: alt]

类似地，由[image: alt]可推出x3－x2＞0且[image: alt]可归纳地证明：

[image: alt]

这说明序列｛xn｝单调上升，且有上界，故[image: alt]存在．

（3）[image: alt]

[image: alt]

可归纳地证明：

[image: alt]

这说明序列｛xn｝单调下降，且有下界，故[image: alt]存在．

以上证明了极限[image: alt]的存在性．为求此极限值，令[image: alt]

再在递推公式

[image: alt]

两边取极限，得

[image: alt]

由此解出[image: alt]又由xn＞0，知[image: alt]即

[image: alt]

解法2　先设[image: alt]存在，并记[image: alt]由xn＞0，知l≥0．在递推公式两边取极限可推得[image: alt]

再证n→∞时，xn有极限．为此考虑xn与[image: alt]的关系：

[image: alt]

注意当x1＞0时，xn＞0（n＝1，2，…），于是有

[image: alt]

[image: alt]及夹逼定理，可得

[image: alt]

本节小结

1．掌握各类极限过程的ε－δ（或M－δ，ε－X，M－X）说法．

2．能灵活恰当地运用二项式定理

[image: alt]

将所考察的变量放大或缩小（参见2（3）题）．

3．无穷多个无穷小量之和不一定还是无穷小量，[image: alt]0·∞，∞－∞，1∞等都是未定式．本节介绍的求未定式的极限的方法有：

（1）先设法将未定式化为[image: alt]的形式，再消去分子、分母中趋于0或趋于∞的公因子，再用极限运算法则．

（2）利用两个重要极限：

[image: alt]

（3）利用夹逼定理．

以后还要介绍求未定式极限的一个有效的方法：洛必达法则．

4．记住下列极限式是有益的：

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

5．能灵活运用有极限的变量的性质（见内容提要中之“4”）．

练习题1.2

1.2.1　[image: alt]

1.2.2　求下列极限：

[image: alt]

1.2.3　[image: alt]

1.2.4　设

[image: alt]

求：[image: alt]是否存在？

1.2.5　设n为任意自然数．

（1）[image: alt]对（1＋λn）n利用二项式定理证明：当n≥2时，0＜λn[image: alt]

（2）[image: alt]

§3　函数的连续性，连续函数的性质

内容提要

1．函数在一点处连续

定义1　设f（x）在点x0的某邻域内有定义．若极限[image: alt]存在，且[image: alt]则称f（x）在点x0处连续．

f（x）在x＝x0连续的等价定义是：

[image: alt]

定义2　若[image: alt]则称f（x）在点x0处右连续．

可类似定义左连续．左、右连续统称为单侧连续．f（x）在x0连续⇔f（x）在x0既左连续又右连续．

2．间断点的分类

设f（x）至少在x0的某单侧空心邻域有定义．若x＝x0不是f（x）的连续点，则称x0为f（x）的间断点．

（1）可去间断点

[image: alt]存在，但l≠f（x0）或f（x）在x0无定义，则称x0为f（x）的可去间断点．

这时可以补充或修改f（x）在x＝x0的函数值使之在x＝x0连续，即若令

[image: alt]

则g（x）在x＝x0处连续．

（2）跳跃间断点

[image: alt]均存在但不相等，则称x0为f（x）的跳跃间断点．可去间断点与跳跃间断点统称为第一类间断点．

（3）第二类间断点

[image: alt]中至少有一个不存在，则称x0为f（x）的第二类间断点．

3．函数在区间上连续的定义

若对任给的x0∈（a，b），f（x）在x0连续，则称f（x）在（a，b）内连续．若f（x）在（a，b）内连续，又

[image: alt]

则称f（x）在闭区间［a，b］上连续．

4．连续函数的运算

（1）连续函数的四则运算

设函数f（x），g（x）在x0连续，则f（x）±g（x），f（x）·g（x），f（x）／g（x）（g（x0）≠0时）在x0也连续．

（2）复合函数的连续性

设y＝f（u），u＝φ（x）构成复合函数y＝f（φ（x））．若u＝φ（x）在x0连续，y＝f（u）在u0＝φ（x0）连续，则复合函数y＝f（φ（x））在x0连续．

（3）反函数的连续性

设y＝f（x）在［a，b］上严格递增（递减），并且是连续的，则其反函数y＝f-1（x）在［f（a），f（b）］（［f（b），f（a）］）也是严格递增（递减）且连续的．

（4）初等函数在它们的定义域区间上是连续的．

5．连续函数的性质

设f（x）在有界闭区间［a，b］连续，则

①f（x）在［a，b］上一定有最大值和最小值，即存在x0，x1∈［a，b］，使得

f（x0）＝M，　f（x1）＝m，

且对任给的x∈［a，b］有

m≤f（x）≤M，

M，m分别就是f（x）在［a，b］上的最大值和最小值．

推论　闭区间上的连续函数是有界的．

②若f（a）≠f（b），则对介于f（a）与f（b）之间的任一实数c，至少存在一点ξ∈（a，b）使得f（ξ）＝c．这一性质称为连续函数的中间值定理．

推论1（零点存在定理）　若f（a）·f（b）＜0，则在（a，b）内部至少存在一点ξ，使得f（ξ）＝0．

推论2　f（x）可以取到介于其最大值M与最小值m之间的一切实数．

6．函数的连续性在求极限上的应用

对连续函数，求极限用代入法．

设f（x）在x0连续，则求极限[image: alt]只需将x0代入f（x）的表达式．

对于复合函数f（φ（x）），若[image: alt]且f（u）在u0连续，则

[image: alt]

[image: alt]

典型例题分析

1．指出下列函数的间断点及其类型．若是可去间断点时，请补充或修改函数在该点的函数值使之成为连续函数．

（1）[image: alt]

（3）[image: alt]

（5）[image: alt]

解　（1）除x＝0外处处连续．

[image: alt]

x＝0是第一类间断点（跳跃间断点）．

（2）除x＝±1外处处连续．

[image: alt]

x＝±1是第二类间断点（且是无穷间断点）．

（3）除x＝1外处处连续．

[image: alt]

x＝1是可去间断点．修改x＝1处f（x）的函数值：

[image: alt]

则f（x）在x＝1连续．

（4）定义域是（-1，0）│∪（0，+∞），在定义域上处处连续．

[image: alt]

x＝-1是第二类间断点（且是无穷间断点）；

[image: alt]

x＝0是可去间断点．补充定义f（x）在x＝0处的函数值：

[image: alt]

则f（x）在x＝0连续．

（5）除x＝0外处处连续．因

[image: alt]

[image: alt]所以x＝0是第二类间断点．

（6）除x＝kπ＋π／2（k＝0，±1，±2，…）及x＝0外处处连续．记xk＝kπ＋π／2（k＝0，±1，±2，…）．

[image: alt]

x＝xk（k＝0，±1，±2，…）是第二类间断点（且是无穷间断点）．

又[image: alt]不存在．因为，取

[image: alt]

则xn→0，yn→0（n→+∞）．但

[image: alt]

[image: alt]不存在，x＝0是第二类间断点．

2．适当选取a，使函数

[image: alt]

是连续函数．

解　显然，当x＜0时，

f（x）＝ex

是连续的；当x＞0时，

f（x）＝a＋x

也是连续的．只需再考察分界点x＝0处的连续性．因为在x＝0左侧与右侧，函数表达式不同，我们分别考察x＝0处的左、右极限：

[image: alt]

因此，取a＝1，则

[image: alt]

f（x）在x＝0就连续，于是f（x）处处连续．

由本题看出，对于分段函数，需要考察在分界点处的左、右极限以及函数值是否都相等，以判断在分界点处是否连续．

3．证明[image: alt]有无穷多个正根．

证　利用连续函数中间值定理来证明这个结论．

令f（x）＝xcosx，则f（x）在［0，+∞）连续，且

[image: alt]

于是，由连续函数中间值定理，存在xn∈（2nπ，（2n＋1）π）使得f（xn）＝1，即

[image: alt]

*4．设f（x）在（-∞，+∞）连续，[image: alt]求证：

（1）存在X＞0，当│x│＞X时，f（x）＞f（0）；

（2）f（x）在（-∞，+∞）上有最小值．

证　（1）由[image: alt]的定义知，取M＝f（0），存在X1＞0，当x＞X1时，f（x）＞f（0）．由[image: alt]的定义，取M＝f（0），存在X2＞0，当x＜-X2时，f（x）＞f（0）．于是令X＝max（X1，X2），当x＞X，或x＜-X，即│x│＞X时，f（x）＞f（0）．

（2）f（x）在［-X，X］连续，存在x0∈［-X，X］，f（x0）是f（x）在［-X，X］上的最小值，因而f（x0）≤f（0）．又因对任给x∶│x│＞X，f（x）＞f（0）≥f（x0），因此f（x0）就是f（x）在（-∞，+∞）的最小值．

5．设f（x）在［a，b］连续，x1，x2，…，xn∈［a，b］，求证：存在ξ∈［a，b］使得

[image: alt]

证　只需要证明[image: alt]是介于f（x）在［a，b］上的某两个函数值之间的一个值．

考察f（x1），f（x2），…，f（xn），其中必有一个是最大的，一个是最小的．不妨设f（xn）为最大，f（x1）为最小．若f（x1）＝f（xn），则

[image: alt]

于是存在ξ＝x1∈［a，b］，有

[image: alt]

若f（x1）＜f（xn），则

[image: alt]

于是，由连续函数中间值定理，在x1，xn之间存在ξ因而有ξ∈［a，b］，使

[image: alt]

6．[image: alt]试讨论此函数的连续性．

[image: alt]首先，gn（x）在x＝0及x＝-1处无定义，但在x＝0及x＝-1的空心邻域内有定义，所以x＝0及x＝-1是gn（x）的间断点，因而也是f（x）的间断点．

将gn（x）变形可得

[image: alt]

由（3.1）式看出，gn（1）＝0，当0＜│x│＜1时，

gn（x）→-x　（n→∞）．

由（3.2）式看出，当│x│＞1时，gn（x）→x2（n→∞），所以

[image: alt]

这是分段函数，x＝0，±1是其三个分界点．由

[image: alt]

可见x＝0及x＝-1是可去间断点，而x＝1是跳跃间断点．函数f（x）在（-∞，-1），（-1，0），（0，1），（1，+∞）内连续．

*7．[image: alt]内有几个实根．

解　令

[image: alt]

显然f（x）在（-∞，+∞）内连续且是偶函数．又因f（0）＝-1／2≠0，即x＝0不是f（x）的根．故f（x）的实根个数恰是f（x）的正根个数的2倍．

注意当x≥1时，f（x）≥1＋1－1／2＞0，故f（x）的正根只可能在区间（0，1）内．因f（0）＜0，而f（1）＞0，由连续函数的介值定理，f（x）在（0，1）内至少有一个根．另一方面，由[image: alt]以及[image: alt]在区间［0，1］上都是单调上升的函数，所以f（x）在［0，1］上也是单调上升的．于是f（x）在［0，1］上至多有一个根．综合起来，f（x）在［0，1］内恰有一个根，即f（x）只有一个正根，于是f（x）有两个实根．

*8．设f（x）是区间［0，2］上的连续函数，且f（0）＝f（2），则在［0，2］上存在两点x1与x2，使│x1－x2│＝1且f（x1）＝f（x2）．

证　作辅助函数

g（x）＝f（x＋1）－f（x），　0≤x≤1．

g（x）在［0，1］上连续，

g（0）＝f（1）－f（0），　g（1）＝f（2）－f（1）＝-g（0）．

若g（1）＝0，即f（2）－f（1）＝0．取x1＝1，x2＝2，即得证．若g（1）0，由g（1）＝-g（0）知g（0）与g（1）反号．由连续函数的介值定理知，存在c∈（0，1），使g（c）＝0，即f（c＋1）－f（c）＝0．取x1＝c，x2＝1＋c即得证．

在本题证明过程中，引进了辅助函数g（x），使结论顺利地得以证明．在做证明题时，引进辅助函数是一种常用的手法．用类似的方法，可证明下列更一般的结论．

*9．设f（x）在［a，b］上连续，且f（a）＝f（b）．证明：存在点x0∈[image: alt]

证　令

[image: alt]

由上看出，若[image: alt]则取[image: alt]命题即得证．若[image: alt]

[image: alt]

[image: alt]与F（a）反号．故由连续函数的中间值定理，存在点x0∈[image: alt]

[image: alt]

*10．设f（x）是［0，1］上的连续函数，且0≤f（x）≤1，当0≤x≤1时．证明：在［0，1］上至少存在一点t，使

f（t）＝t．

解释　从直观上看，结论是明显的（参见图1.1）．

[image: alt]

图　1.1

证　令g（x）＝f（x）－x，则g（x）在［0，1］上连续，且

g（0）＝f（0）≥0，

g（1）＝f（1）－1≤0．

若g（0）＝0，则取t＝0便得证；若g（1）＝0，则取t＝1便得证．若g（0）＞0且g（1）＜0．由连续函数的介值定理，存在t∈（0，1），使g（t）＝0，即f（t）＝t．

本节小结

1．连续性的概念是局部性的．先定义函数在一点处连续：[image: alt]再定义在区间上连续：当函数在区间上每一点处都连续时，称函数在该区间上连续．

若f（x）在x0处连续且f（x0）＞0（＜0），则存在δ＞0，使当│x－x0│＜δ时，f（x）＞0（＜0）．

2．可利用连续性求极限：当f（x）在x0处连续时，则当x→x0时，f（x）必有极限，且极限值就是函数值f（x0）．

3．在闭区间上连续的函数有很好的性质：在该区间上有最大值及最小值，有界，以及有中间值定理．以后经常要用到这几条性质．

4．要证函数方程f（x）＝0在区间［a，b］内有根，只需证明f（x）在［a，b］上连续，且f（a）·f（b）＜0（这是一个充分条件）．

5．初等函数在它们的定义域区间都是连续的，微积分中研究的大多是初等函数．

许多分段函数不是初等函数（有的分段函数可能是初等函数，如

[image: alt]

它也可表为[image: alt]所以是初等函数）．对于分段函数，若它在每一段上的表达式是初等函数，则在每一段内是连续的．需要重点讨论的是在其分界点处是否连续．这要通过考察在每一个分界点处的左、右极限以及函数值这三者是否都相等来作出判断．

练习题1.3

1.3.1　对下列函数f（x），求[image: alt]并补充定义f（x）在x＝0处的函数值使得f（x）在x＝0处连续：

（1）[image: alt]

（3）[image: alt]

1.3.2　指出下列函数的间断点及其类型：

（1）[image: alt]

1.3.3　选择适当常数a，b，使得

[image: alt]

在（-∞，+∞）连续．

1.3.4　回答下列间题：

（1）设f（x）在（a，b）连续，问│f（x）│在（a，b）是否连续？为什么？

（2）设f（x）在x＝x0连续，g（x）在x＝x0不连续，问f（x）＋g（x）在x＝x0是否连续？为什么？

1.3.5　设f（x），g（x）在［a，b］连续，f（a）＞g（a），f（b）＜g（b），证明：存在ξ∈（a，b）使得f（ξ）＝g（ξ），并说明这一结论的几何意义．


第二章　微商（导数）与微分

§1　微商概念及其运算

内容提要

1．导数概念

（1）导数与单侧导数的定义

定义1　设y＝f（x）在点x0的某邻域内有定义．给x0以改变量∆x（∆x≠0），使x0＋∆x仍属于上述邻域，便得到y的相应改变量∆y＝f（x0＋∆x）－f（x0），作比值

[image: alt]

令∆x→0，若极限

[image: alt]

存在，则称此极限值为y＝f（x）在点x0处的导数（或微商），记作

[image: alt]

这时，称y＝f（x）在点x0处可导．

定义2　若在x0处极限

[image: alt]

存在，称[image: alt]为f（x）在x0点的右导数，且称f（x）在x0右可导．若极限

[image: alt]

存在，称[image: alt]为f（x）在x0点的左导数，且称f（x）在x0左可导．

（2）导数的几何意义与物理意义

几何意义　函数y＝f（x）在x0的导数f′（x0）就是曲线y＝f（x）在点M0（x0，f（x0））处的切线M0T的斜率．若M0T与x轴正向夹角为α，则

f′（x0）＝tanα，

见图2.1．

[image: alt]

图　2.1

物理意义　若x表示时间变量，y＝f（x）是物体作变速直线运动的路程函数，则f′（x0）就是x0时刻物体运动的速度．

一般情形，f′（x0）表示量y＝f（x）在x0处对量x的变化率．

（3）双侧可导与单侧可导的关系

导数f′（x0）存在⇔[image: alt]与[image: alt]都存在且相等．这时

[image: alt]＝[image: alt]＝f′（x0）．

（4）可导性与连续性的关系

若f（x）在x0可导，则f（x）在x0连续．反之则不一定．

（5）函数的导数仍然是一个函数

用E表示所有使f（x）有导数的点构成的集合，则对每一个x0∈E，都有惟一确定的导数值f′（x0）与之对应．因此函数f（x）的导数也是自变量x的函数，记为f′（x）或y′，称为f（x）的导函数．若f（x）在区间X上每一点都可导，则称f（x）在X上可导．（X端点的可导指单侧可导．）

2．导数的基本公式及运算法则

（1）导数的基本公式

[image: alt]

（2）导数的四则运算法则

设f（x），g（x）在x点可导，则

[image: alt]

（3）复合函数求导法则

设y＝f（u）与u＝φ（x）构成复合函数y＝f（φ（x））．若u＝φ（x）在x处可导，y＝f（u）在对应点u＝φ（x）处可导，则复合函数y＝f（φ（x））在x可导且有

y′x＝y′uu′x＝f′（u）φ′（x），

[image: alt]

复合函数求导法则又称锁链法则．若是多个函数的复合，则可逐次应用锁链法则．

应用锁链法则求导的关键是恰当地选取中间变量，将所给函数分解成基本初等函数的复合，先对中间变量求导然后再乘上中间变量对自变量求导，这样每一步都是基本初等函数的求导．中间变量可以不必写出．

有时还需要将上述法则与取对数法及函数的恒等变换等结合使用．例如求函数

y＝φ（x）φ（x）　与y＝logφ（x）φ（x）

的导数时可分别先作如下变形

[image: alt]

（4）非显式给出的函数的求导法——复合函数求导法的应用

[image: alt]

隐函数求导法　若x，y之间的函数关系y＝y（x）由方程式F（x，y）＝0给出，称之为隐函数．将y＝y（x）代回方程式，得恒等式：

F（x，y（x））≡0．

将这个恒等式两边对x求导（求导过程中将y看作x的函数，因而要用到复合函数的求导公式），然后解出[image: alt]这就是隐函数的求导法．

反函数求导法　若y＝f（x）在区间X内可导且f′（x）≠0，x∈X，则其反函数x＝φ（y）的导数

[image: alt]

其中x＝φ（y）．

参数式求导法　设x，y的函数关系由参数式

x＝x（t），y＝y（t）

给出．若x（t），y（t）在区间（α，β）上可导且x′（t）≠0，则

[image: alt]

微商概念是在研究不均匀分布量的变化率问题时引入的，有广泛的应用．读者应结合在各自专业中遇到的问题，如物理中变速运动的瞬时速度，化学反应中的反应速率，生物学中的繁殖率等理解微商的概念．在此基础上，应熟记微商的基本公式，并熟练地掌握求导的各种方法．

典型例题分析

一、利用定义及四则运算法则求导数

1．设f（x）在x＝3处连续，且[image: alt]

解　因未给f（x）的表达式，只能用定义求f′（3），为此先求f（3）．由连续性知，

[image: alt]

评注　在定义1中，f′（x0）表为

[image: alt]

在上式中令x＝xo＋∆x，则∆x＝x－x0，于是上式可表为

[image: alt]

故（1.1）和（1.2）是导数的两种等价的表示式，做题时可根据题设条件选择其中的一种．本题中已知[image: alt]存在，这个极限式与表达式（1.2）较接近，故应选用（1.2）．

在求[image: alt]时，因为已知[image: alt]当x→3时有极限，故将f（x）改写为

[image: alt]

再利用求极限的四则运算法则，即可求得[image: alt]一般来说，在求函数f（x）的极限时，将f（x）改写成

[image: alt]

的形式，是常用的技巧（后面两个式子要加条件g（x）≠0）．

2．设f（x）在x0处可导，求

[image: alt]

[image: alt]

3．证明：可导的奇（偶）函数的导函数是偶（奇）函数，并说明几何意义．

证　设f（x）为奇函数，要证f′（x）为偶函数，即证

f′（-x）＝f′（x）．

证法1　按定义证明．

[image: alt]

[image: alt]

由于f（x）是奇函数，

[image: alt]

证法2　也可用复合函数求导法则来证明．

因f（x）＝-f（-x）．两边对x求导，得

f′（x）＝-f′（-x）（-x）′，

即　　　　　　　　　　f′（x）＝f′（-x）．

上述事实有明显的几何意义：奇函数的图形关于原点对称，两彼此对称的点处的切线平行，即有相同的斜率，这意味着其导函数是偶函数．

若f（x）是偶函数，则可类似地证明．

4．试说明下列事实的几何意义：

（1）函数f（x），g（x）在x＝x0可导，且f（x0）＝g（x0），f′（x0）＝g′（x0）；

（2）[image: alt]

（3）函数y＝f（x）在x＝x0连续，

[image: alt]

解　（1）f（x0）＝g（x0）表示曲线y＝f（x）与y＝g（x）有交点M0（x0，f（x0））（即（x0，g（x0）），又f′（x0）＝g′（x0），表示曲线在交点处切线斜率相同．因此曲线y＝f（x）与y＝g（x）在M0相切．

（2）函数f（x）在x＝x0存在右导数

[image: alt]

表示点M（x，f（x））在M0（x0，f（x0））右方沿曲线y＝f（x）趋于M0时割线M0M的斜率的极限为[image: alt]它是曲线y＝f（x）在M0点右切线的斜率．同理，[image: alt]是曲线y＝f（x）在点M0处的左切线的斜率．[image: alt]即曲线y＝f（x）在M0处的左、右切线之间有一个夹角，见图2.2．

[image: alt]

图　2.2

[image: alt]

图　2.3

（3）y＝f（x）在x＝x0连续表示当x→x0时点M（x，f（x））沿曲线y＝f（x）趋于点M0（x0，f（x0））．（1.3）式表示点M沿曲线趋于M0时割线MM0的斜率趋于∞，即割线趋于铅直方向，曲线y＝f（x）在（x0，f（x0））点有铅直方向的切线：x＝x0，见图2.3．

5．判断下列结论是否正确？为什么？

（1）若函数f（x），g（x）在x0同时可导且f（x0）＝g（x0），则f′（x0）＝g′（x0）．

（2）若x∈（x0－δ，x0＋δ），但x≠x0时f（x）＝g（x），则f（x）与g（x）在x0有相同的可导性．

（3）若存在x0邻域（x0－δ，x0＋δ），当x∈（x0－δ，x0＋δ）时f（x）＝g（x），则f（x）与g（x）在x0有相同的可导性．若可导，则f′（x0）＝g′（x0）．

解　（1）不正确．函数在一点处的可导性及导数值不仅与该点函数值有关，还与该点附近的函数值有关．仅有f（x0）＝g（x0），不能保证f′（x0）＝g′（x0）．正如曲线y＝f（x）与y＝g（x）在某处相交而不相切，见图2.4．

[image: alt]

图　2.4

（2）不正确．例如，

[image: alt]

显然，x≠0时f（x）＝g（x），但f（x）在x＝0可导，而g（x）在x＝0不可导，因为g（x）在x＝0不连续．

（3）正确．由假设条件立即可得

[image: alt]

因此，当x→x0时等式左、右端的极限或同时不存在，或同时存在．若存在则相等．再由导数定义得结论．

6．[image: alt]

解　由前两题可看出：

[image: alt]

7．求下列函数的导数：

（1）[image: alt]

解　利用导数的四则运算法则求这些函数的导数．

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

8．设f（x）＝x（x＋1）（x＋2）…（x＋n），求f′（0）．

解　这里f（x）是（n＋1）个因子的连乘积．按导数的乘法规则，f′（x）应是（n＋1）项之和，似乎较麻烦．但由于f（x）包含因子x，故在f′（x）的表达式中，除第一项外，其余各项也都包含因子x，这些项当x＝0时也全为0．故f′（0）就等于f′（x）的表达式中第一项在x＝0时的值．因此，我们不必将f′（x）写成（n＋1）项之和，便可求得f′（0）．事实上，因为

[image: alt]

二、复合函数求导法

9．求下列函数的导函数：

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）y＝ln（arctan5x）＋ln（1－x）；

（4）[image: alt]

解　（1）令u＝2＋3x3，则y＝u1/3．于是

[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）中间变量不写出来：

[image: alt]

（4）[image: alt]

求复合函数的导函数容易出错，往往是漏掉一部分没有求导．如对（3）题第二项，常犯的错误是将ln（1－x）的导数，误写作为[image: alt]（漏了（1－x）′＝-1）．

10．设

[image: alt]

评注　在求函数[image: alt]的导数时，读者易犯的错误是，将其导数写成

[image: alt]

错误在于：最后一个因子“2x”不应乘在圆括号之外，它应只与[image: alt]相乘．

11．已知

[image: alt]

解　y是x的复合函数．令[image: alt]则y可表为中间变量u的函数y＝f（u）．于是

[image: alt]

本题用了下列事实：当f′（x）＝arctan（1－x2）时，则

f′（u）＝arctan（1－u2）．

12．[image: alt]

（1）求f′（0），f′（x），f′（x2），f′（sinx）；

（2）[image: alt]

解　（1）由定义及导数表得

f′（x）＝（sinx）′＝cosx，　　　f′（0）＝cos0＝1，

f′（x2）＝cosx2，　　　f′（sinx）＝cos sinx．

（2）由导数表

[image: alt]

再由复合函数求导法则得

[image: alt]

评注　在本题中，读者应该理解记号

[image: alt]

的区别．

f′（x2）是指：函数f（u）先对u求导，再用x2代u．

[image: alt]是指：复合函数f（x2）对x求导．因而

[image: alt]

[image: alt]的区别也类似．通过本题，应理解一般记号[image: alt]的区别，两者有关系式：

[image: alt]

三、分段函数求导法

在每一段内，可用导数公式．在分界点处，常用定义求导，或分别求分界点的左、右导数．

13．求函数

[image: alt]

的导数，并证明导函数在x＝0不连续．

解　当x≠0时，显然有

[image: alt]

当x＝0时，我们只能按定义来求：

[image: alt]

[image: alt]

因而f′（x）在x＝0不连续．

14．设有函数y＝｜sinx｜．

（1）在[image: alt]画出此函数图形．

[image: alt]

图　2.5

（2）从图上看此曲线在（0，0）点是否有切线．

（3）此函数在x＝0处是否存在导数？证明你的判断．

解　（1）在[image: alt]的图形见图2.5．

（2）曲线y＝｜sinx│在（0，0）点不存在切线，（0，0）点是尖点，它有左、右切线，但它们的斜率不同．

（3）y＝｜sinx｜在x＝0不可导．

证　按定义证明．

[image: alt]

故在x＝0不可导．

15．求a，b使函数

[image: alt]

处处可导，并求出导数．

解　先画出y＝f（x）的图形，如图2.6．

[image: alt]

图　2.6

首先要使f（x）在x＝3处连续．因为

[image: alt]

所以a，b须满足

[image: alt]

再考虑导数．当x＞3时，

[image: alt]

当x＜3时，

f（x）＝ax＋b，　f′（x）＝a．

在x＝3处，因为当x≥3时，

[image: alt]

而当x≤3时，

f（x）＝ax＋b，

所以

[image: alt]

为使f′（3）存在，必须有

[image: alt]

将此代入（1.4）式得b＝-9．因此，当a＝6，b＝-9时，f（x）处处可导且

[image: alt]

对含有绝对值符号的函数求导时，应先化掉绝对值符号，将函数表成分段函数，再求导．

16．设f（x）＝x｜x（x－2），求f′（x）．

解　当x≤0或x≥2时，

x（x－2）≥0，　｜x（x－2）｜＝x（x－2）．

当0＜x＜2时，

x（x－2）＜0，　　｜x（x－2）｜＝-x（x－2），

所以

[image: alt]

再求f′（x）．当x＜0或x＞2时，

f′（x）＝［x2（x－2）］′＝3x2－4x；

当0＜x＜2时，

f′（x）＝［-x2（x－2）］′＝-3x2＋4x．

在x＝0处，

[image: alt]

[image: alt]所以在x＝2处不可导．综合起来，

[image: alt]

在x＝2处f′（x）不存在．

*17．设函数f（x）在［-1，1］上有定义，且满足

[image: alt]

证明：f′（0）存在且等于1．

证　在（1.5）式中令x＝0得0≤f（0）≤0，故f（0）＝0．于是当x＞0时，有

[image: alt]

而当x＜0时，

[image: alt]

及夹逼定理即得

[image: alt]

*18．设函数f（x）在（-∞，+∞）上有定义，且满足下列性质：

（1）f（a＋b）＝f（a）·f（b），a，b为任意实数；

（2）f（0）＝1；

（3）在x＝0处可导．

证明：对任意x∈（-∞，+∞，都有f′（x）＝f′（0）·f（x）．

证　任意取定x∈（-∞，+∞），考虑极限

[image: alt]

上式说明f（x）在x处可导且f′（x）＝f（x）·f′（0）．

显然，指数函数ax（a＞0）满足本题所述条件．

四、隐函数求导法

19．下列方程确定y是x的隐函数，求[image: alt]

（1）exy＝3x2y；　　（2）[image: alt]

解　注意等式中y是x的函数．

（1）等式两边求导得

exy（y′x＋y）＝3y′x2＋6xy，

移项并整理后解得

[image: alt]

再利用方程式得

[image: alt]

（2）等式两边求导得

[image: alt]

评注　求隐函数y（x）的导数的方法是：在方程两端对x求导，求导过程中将y看成x的函数（因而要用到微商的四则运算及复合函数求导法）而得到一个含有y′（x）的方程，由此方程即可解得y′的表达式．

20．设y＝y（x）是由方程xy＋ey＝1所确定的隐函数，求y″（x）及y″（0）．

解　原方程两端对x求导，得

[image: alt]

当x＝0时，由原方程得y＝0，上式中令x＝0，y＝0得y′（0）＝0．再对（1.6）式两端对求导，得

y′＋y′＋xy″＋eyy″＋eyy′2＝0．

再令x＝0得y″（0）＝0．

五、先取对数再求导

对于幂指函数，或由多个因子的连乘积组成的函数，求导时可先取对数再求导．

21．求下列函数的导数：

（1）y＝（f（x））g（x），其中f（x），g（x）可导，f（x）＞0；

（2）[image: alt]

解　（1）解法1　对y＝f（x）g（x）两边取对数得

lny＝g（x）lnf（x），

对x求导，注意y＝y（x），得

[image: alt]

解法2　先将y作恒等变形：

f（x）g（x）＝eg（x）lnf（x），

求导得

[image: alt]

（2）[image: alt]

lny＝xxlnx，

两边取绝对值后再取对数得

[image: alt]

（3）两边先取绝对值后再取对数得

ln│y│＝2ln│x│－ln│1－x│＋[image: alt]ln（3－x）－ln│3＋x│，对x求导得

[image: alt]

本题若用导数的四则运算法则及复合函数求导法做，就较繁琐．

六、求高阶导数

记住下列高阶导数的公式是有益的：

[image: alt]

22．求下列函数的n阶导数y（n）：

（1）[image: alt]　　（2）y＝sin4x＋cos4x．

解　（1）若直接求导，找出规律较麻烦．可先将y变形为

[image: alt]

（2）先将y变形，再求各阶导数，并总结出一般公式：

[image: alt]

（不难用数学归纳法证明）

[image: alt]

23．设φ（x）＝x2sinx，求φ（5）（0）．

解　用两个函数乘积的n阶导数的莱布尼兹公式：

[image: alt]

其中f（0）＝f，g（0）＝g．现在令f（x）＝x2，g（x）＝sinx．注意当k＞2时f（k）（x）＝0，所以φ（5）（x）实际上只包含三项，即

[image: alt]

当x＝0时上式中前两项都为0，只有第三项不等于0，故

[image: alt]

七、参数方程求导法

24．设由参数方程

[image: alt]

确定函数y＝y（x），求y′及y″．

[image: alt]

八、简单应用题

25．把水注入深8m，上顶的直径为8m之圆锥形漏斗中，其速度为4m3／min．求当水深为5m时，其表面上升的速度与加速度各为多少？

解　设t分钟时水深为h（t），则水表面的半径为[image: alt]水的体积

[image: alt]

[image: alt]

图　2.7

见图2.7．又这时

V（t）＝4t，

[image: alt]

两边对t求导，得

[image: alt]

当h（t）＝5时，

[image: alt]

①　这里“min”表示时间“分”．




将（1.7）再求导得

[image: alt]

因此，当水深为5m时，表面上升的速度为[image: alt]加速度为[image: alt]

26．设有长为12cm的非均匀杆AB，AM部分的质量与动点M到端点A的距离平方成正比，杆的全部质量为360g．

（1）求杆的质量表达式．

（2）设A1A2为杆上任意两点，求杆的A1A2部分的平均线密度（单位长度上的质量）．

（3）给出杆的任意点M处的线密度的定义．

（4）求出杆在任意点M处的线密度及端点处的线密度．

解　设杆上任意点M到A端距离为x（cm）．

（1）记AM部分的质量为m（x），则

m（x）＝Kx2，

其中K为待定常数．

令x＝12，得

360＝K·122，即　K＝5／2．

[image: alt]

（2）设Ai离端点A的距离为xi（i＝1，2），则A1A2部分的平均线密度为

[image: alt]

（3）杆上任意点M，M′离A点距离分别为x，x＋∆x，杆的MM′部分的平均线密度为

[image: alt]

为杆在x处的线密度，记为ρ（x）．因此，

[image: alt]

（4）由m（x）＝（5／2）x2得任意点M处的线密度为

[image: alt]

当x＝0时，ρ（0）＝0；当x＝12时，ρ（12）＝60（g／cm）．

[image: alt]

图　2.8

27．有一盘式起重机（图2.8），OA为吊臂，长8m，可绕O旋转，OB为固定杆，长10m；绳子的一端结在吊臂的顶点A，并通过B把重物W拉住；若绳子以0.5m／s速度收拉，当cosθ＝0.8时，求：

（1）此时角度θ的变化率；

（2）此时重物W的上升速度．

解　（1）设AB＝r（t），已知r′（t）＝-0.5（r（t）随时间增加而减小），需求θ′（t）．

这是相关变化率问题，首先建立相关方程．由余弦定理得

r2＝82＋102－2·8·10cosθ，

对t求导得

[image: alt]

当cosθ＝0.8时，sinθ＝0.6，r＝6，于是由（1.8）式得

[image: alt]

因此，cosθ＝0.8时，角度θ的变化率为[image: alt]

（2）重物W与A是等距上升的．设A的高度为z，由z＝8cosθ得

[image: alt]

因此，此时重物上升速度为[image: alt]

本节小结

1．记住函数在一点处的导数的定义（有多种等价的表示式），会从定义出发求一点处的导数．

2．背熟基本初等函数的导数公式，记住导数的运算法则（特别注意［f（x）·g（x）］′≠f′（x）·g′（x））．

3．能准确地求复合函数、隐函数、参数方程所表示的函数的导函数．理解函数y＝f（x）在点x0处的导数f′（x0）及其反函数x＝φ（y）在y0（＝f（x0））处的导数φ′（y0）之间的关系式：

[image: alt]

4．掌握函数高阶导数的概念及计算，及求y（n）（x）的某些方法．记住求乘积函数（f（x）·g（x））的n阶导数的莱布尼兹公式．

练习题2.1

2.1.1　根据定义求下列函数在指定点的导数：

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

2.1.2　设f（x）在x0处可导，求[image: alt]

2.1.3　设f（x）在x＝a可导，

[image: alt]

请补充定义g（x）在a点的值使得g（x）在x＝a连续．

2.1.4　求下列函数的导数：

[image: alt]

2.1.5　求出下列方程确定的隐函数y＝y（x）的微商：

（1）y＝1＋xey；　　　　（2）y2－2xy＋b＝0；

（3）xy＝yx；　　　　　（4）y＝（sinx）y．

2.1.6　求下列分段函数的导数：

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

2.1.7　对下列由参数式给出的函数y＝y（x），求[image: alt]

[image: alt]

2.1.8　判断下列结论是否正确？

（1）（f′（x0））′＝f″（x0）；

（2）若f（x）在x0存在二阶导数，则f（x）在x0邻域存在一阶导数．

2.1.9　求下列函数的n阶导数y（n）：

（1）y＝ln（ax＋b）；　　（2）y＝x2ex；　　（3）[image: alt]

2.1.10　下列方程确定y为x的函数．按要求计算导数：

（1）[image: alt]

（2）x2＋5xy＋y2－2x＋y－6＝0，求y′及y″在点（1，1）的值．

2.1.11　对下列参数式确定的函数[image: alt]

[image: alt]

*2.1.12　设q为任意实数．

（1）确定q值使直线y＝3x＋q为曲线y＝x3的切线，并求相应的切点．

（2）作图从几何上说明q满足什么条件时三次方程x3－3x－q＝0有三个实根．

（提示：x3－3x－q＝0的根即曲线y＝x3与直线y＝3x＋q的公共点的横坐标．）

2.1.13　[image: alt]

2.1.14　已知f（x）在（-∞，+∞）上可导，且f′（x）＝［f（x）］2，求f（n）（x）（n＞2）．

2.1.15　已知f′（0）＝2，求极限[image: alt]

2.1.16　设f（x）＝（x－a）φ（x），其中φ（x）满足：[image: alt]且φ（a）＝3，求f′（a）．

§2　微分的概念及其运算

内容提要

1．无穷小里阶的比较

（1）无穷小量阶的概念

定义1　设在同一极限过程中α，β均是无穷小量，且limβ／α存在，并记limβ／α＝A．

若A＝0，则称β是α的高阶无穷小量，或α是比β低阶的无穷小量．记为

β＝o（α）．

若A是非零实数，则称β与α是同阶无穷小量．特别当A＝1时，称β与α是等价无穷小量，记为

α～β．

定义2　在同一极限过程中以α为基本无穷小量，若β与αk是同阶无穷小量，k＞0，称β是α的k阶无穷小量．

无穷小量的阶数刻画了无穷小量趋向于零的快慢．阶数越高，趋于零的速度越快．

（2）等价无穷小量的一个性质

α～β⇔β＝α＋o（α）（或α＝β＋o（β））．

设α，β是同一个极限过程中的无穷小量，若

β＝α＋o（α），

称α为β的主部．

2．微分概念

（1）微分的定义

设f（x）在x0的一个邻域内有定义，若存在与∆x无关的常数A（x0）使得

∆y＝f（x0＋∆x）－f（x0）＝A（x0）∆x＋o（∆x）　（∆x→0），

则称f（x）在x0可微，而∆x的线性式A（x0）∆x称为f（x）在x0的微分，记作

[image: alt]

若f（x）在区间（a，b）内每一点均可微，则称f（x）在（a，b）可微．

（2）微分与改变量的关系

当∆x→0时，dy，∆y，∆x有如下关系：

dy是∆x的一次函数（线性函数），

dy－∆y＝o（∆x）　（∆x→0），

因此，dy是∆y的线性主要部分．

（3）可微性与可导性的关系

函数y＝f（x）在x0可微⇔y＝f（x）在x0可导，这时

[image: alt]

若x为自变量，其微分即为其改变量，即dx＝∆x，于是函数在x处的微分表为

dy＝f′（x）dx，

也就有

[image: alt]函数的微分与自变量的微分之商．

（4）微分的几何意义

函数y＝f（x）在x处相应于∆x的函数改变量∆y是曲线y＝f（x）上点的纵坐标的改变量，而微分dy＝f′（x）∆x，则是曲线y＝f（x）在点（x，f（x））处的切线上点的纵坐标的改变量．

3．微分法则与一阶微分形式的不变性

微分的运算法则与导数的运算法则是相对应的．我们把导数与微分的运算法则都称为微分法则．

（1）基本初等函数的微分公式

[image: alt]

（2）微分的四则运算法则

设u（x），v（x）可微，则

d（cu）＝cdu（c为常数）；

d（u±v）＝du±dv；

d（uv）＝udv＋vdu；

[image: alt]

（3）复合函数的微分法则——一阶微分形式的不变性

设y＝f（u）是可微函数，不论u是自变量还是中间变量（即是另一变量的可微函数）都有

dy＝f′（u）du，

称这一性质为一阶微分形式的不变性．

（4）一阶微分形式不变性的若干应用

①利用一阶微分形式不变性求复合函数的微分与导数．

②导出参数式的微分法．

③已知df（x），求f（x）．

4．微分在近似计算中的应用

当│∆x│很小时，y＝f（x）的微分近似于函数改变量：

∆y≈dy，

即　　　　　　f（x＋∆x）一f（x）≈ f′（x）∆x，

或改写成

f（x＋∆x）≈f（x）＋f′（x）∆x．

由此导出以下应用：

（1）函数值的近似计算

若f（x），f′（x）已知，可求得x附近的函数值的近似值．

常用的近似公式有：当│x│很小时

sinx≈x，tanx≈x，1n（1＋x）≈x，

（1±x）α≈1±αx．

（2）函数改变量的近似计算

若f′（x）已知，可求得x附近的函数改变量的近似值．

（3）函数值误差的估计

某量的准确值为A，近似值为a，│A－a│叫做a的绝对误差，[image: alt]称为a的相对误差．

若│A－a│≤δ，称δ为绝对误差界，[image: alt]为相对误差界，分别简称为绝对误差与相对误差．

设有可微函数y＝f（x），已知x的绝对误差│∆x│≤δ，则y＝f（x）的

[image: alt]

典型例题分析

1．当x→0时，下列无穷小量中哪些是x的等价无穷小？哪些是x的同阶或二阶无穷小？

[image: alt]

2sinx是x的同阶无穷小，因为

[image: alt]

[image: alt]是x的二阶无穷小．因为

[image: alt]

[image: alt]与x不可比较．因为当x→0时[image: alt]不存在极限．

2．当x→0+时，确定下列无穷小量是x的几阶无穷小量．

[image: alt]

[image: alt]均是x的三阶无穷小．

[image: alt]

x＋100sinx是x的一阶无穷小．

[image: alt]

3．设在同一个极限过程中α～α*，β～β*，证明

[image: alt]

利用这一结果求

[image: alt]

解　由[image: alt]及已知条件，我们可根据极限运算法则及等价无穷小量的定义得

[image: alt]

利用上述事实得

[image: alt]

评注　这里分子、分母都用各自的等价无穷小量替代，使极限式化简而求出极限．需要指出的是：这种等价无穷小量替换的方法，只对极限式limf（x）中f（x）的因子适用．对f（x）的表达式中出现的非因子的无穷小量，就不能用其等价无穷小量代替，否则将导致错误．例如，我们容易证明[image: alt]若将分子中的tanx，sinx（它们都不是整个分式的因子）用它们的等价无穷小量x代替，则将导致错误的结果：

[image: alt]

4．回答下列问题：

（1）f（x）在x0的微分是不是一个函数？

（2）设f（x）在（a，b）可微，f（x）的微分随哪些量而变化？

（3）设u＝f（x），问：du与∆u是否相等？

（4）设f（u）可微，是否有

df（u）＝f′（u）∆u＝f′（u）du．

解　（1）f（x）在x0的微分

[image: alt]

是∆x的函数．

（2）当x∈（a，b）时，

df（x）＝f′（x）∆x

随x∈（a，b）及∆x而变化．

（3）一般说来，du与∆u不一定相等．当u是一次函数：u＝kx＋b时，

du＝k∆x＝∆u．

（4）当u为自变量时，

df（u）＝f′（u）∆u＝f′（u）du；

当u为另一变量x的可微函数时，

df（u）＝f′（u）du．

一般说来，它不等于f′（u）∆u．

5．利用一阶微分形式不变性求下列函数的微分与导数：

（1）[image: alt]

（3）y＝y（x）是由方程[image: alt]确定的隐函数．

[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）两边同时求微分得

[image: alt]

6．设y＝f（x）在（a，b）可微，证明：

（1）若在（a，b）上dy＝0，则f′（x）≡0（x∈（a，b））；

（2）若在（a，b）上dy＝∆y，则f（x）在（a，b）上为一次函数：f（x）＝kx＋b．

证　（1）由dy＝f′（x）∆x及dy＝0得

f′（x）∆x＝0（任意x ∈（a，b）及∆x≠0），

于是f′（x）≡0（x∈（a，b））．

（2）取定x0∈（a，b），对任意x∈（a，b），

∆y＝f（x）－f（x0），dy＝f′（x0）（x－x0），

由∆y＝dy得

f（x）－f（x0）＝f′（x0）（x－x0），

即f（x）为一次函数．

7．导出近似公式

ex≈1＋x　（│x│很小），

并计算f（1.05）的近似值，其中f（x）＝e0.1x（1－x）．

解　设g（x）在x＝0可微，在x＝0用微分近似代替函数改变量

g（x）－g（0）≈g′（0）x．

取g（x）＝ex，得

ex－1≈x，　ex≈1＋x．

当x＝1.05时，0.1x（1－x）＝-0.00525，于是

f（1.05）≈1＋0.1x（1－x）＝0.99475．

本节小结

1．掌握函数f（x）在一点x0处的微分的定义及几何意义．

2．了解函数在一点x0处的微分dy与函数改变量∆y之间的关系．

练习题2.2

2.2.1　当x→0时，下列无穷小对x而言是多少阶？

（1）2x＋x5；

（2）x3＋1000x2；

（3）[image: alt]

（4）tanx－sinx；

（5）[image: alt]

（6）[image: alt]

（7）ln（1＋x5）；

（8）[image: alt]

2.2.2　x→0时下面的等式是否成立？试证明你的判断：

（1）o（xn）·o（xm）＝o（xn＋m），n，m＞0；

（2）o（xn）＋o（xm）＝o（xn），0＜n≤m；

（3）o（x2）＝o（x）（即o（x2）也是o（x））；

（4）o（x）＝o（x2）（即o（x）也是o（x2））．

2.2.3　利用等价无穷小的替换求下列极限：

[image: alt]

2.2.4　利用一阶微分形式不变性求下列函数的微分与导数：

（1）y＝lntanx；

（2）[image: alt]；

（3）y＝e-x／y

2.2.5　对下列函数f（x），由给出的等式直接回答df（x）│x＝0＝？

（1）f（x）＝（1＋x）α，（1＋x）α＝1＋αx＋o（x）（x→0）；

（2）f（x）＝2＋x│x│，2＋x│x│＝2＋o（x）（x→0）．

2.2.6　填空：

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

2.2.7　当│x│≪a时，导出近似公式：

[image: alt]


第三章　微分中值定理及其应用

§1　微分中值定理

内容提要

1．罗尔定理

若f（x）满足：

（1）在闭区间［a，b］上连续；

（2）在开区间（a，b）内可微；

（3）f（a）＝f（b），

则在（a，b）内至少存在一点ξ，使得

f′（ξ）＝0　（a＜ξ＜b）

罗尔定理的几何意义：若曲线段[image: alt]（y＝f（x），a≤x≤b）连续，且在[image: alt]上的每一点处都有不垂直于x轴的切线，又A，B两点的纵坐标相等，则在[image: alt]上至少存在一点P（ξ，f（ξ））（不是端点），使得曲线y＝f（x）在点P处的切线与x轴平行（图3.1）．

[image: alt]

图　3.1

2．拉格朗日中值定理

若f（x）满足：

（1）在闭区间［a，b］上连续；

（2）在开区间（a，b）内可微，

则在（a，b）内至少存在一点ξ，使得

[image: alt]

拉格朗日中值定理的几何意义：若曲线段[image: alt]（y＝f（x），a≤x≤b）连续，且在[image: alt]上的每一点处都有不垂直于x轴的切线，则在[image: alt]上至少存在一点P（ξ，f（ξ））（不是端点），使得曲线y＝f（x）在点P处的切线与割线AB平行（图3.2）．

[image: alt]

图　3.2

拉格朗日中值定理称为微分中值定理．（1.1）式称为拉格朗日微分中值公式．当f（a）＝f（b）时，由（1.1）可推出f′（ξ）＝0，所以该定理包含了罗尔定理．

若f（x）在以x0和x0＋∆x为端点的区间上满足拉格朗日中值定理的条件，则公式（1.1）可写为

[image: alt]

其中0＜θ＜1．

公式（1.2）也称为有限改变量公式．

拉格朗日中值定理的推论

（1）若f（x）在（a，b）内可微，且f′（x）≡0，则f（x）在（a，b）内为一常数；

（2）若f（x）在（a，b）内可微，且f′（x）＞0（＜0），则f（x）在（a，b）内严格单调上升（下降）．

3．柯西定理

若f（x），g（x）满足：

（1）在［a，b］上连续；　（2）在（a，b）内可微；　（3）在（a，b）内g′（x）≠0，则在（a，b）内至少存在一点ξ，使得

[image: alt]

柯西定理的几何意义与拉格朗日定理的几何意义相同，都表明平面可微曲线弧段[image: alt]上必有一点M，使M处的切线平行于两端点的连线[image: alt]．事实上，当可微曲线弧段[image: alt]由参数方程

[image: alt]

给出时，它的两个端点连线的斜率为[image: alt]在曲线[image: alt]上一点M（设M点对应参数t＝ξ）处的切线斜率为[image: alt]

当取g（x）＝x时，公式（1.3）即公式（1.1），所以柯西定理包含了拉格朗日中值定理．罗尔定理、拉格朗日中值定理、柯西定理也统称为微分中值定理．

微分中值定理在研究函数的性质方面起着重要的作用，它如同一个“桥梁”，建立了函数的改变量与导数之间的联系，使我们可以根据导数的符号去推断函数的性态．读者应该记住以上三个定理的条件与结论，并能灵活的运用它们．

典型例题分析

1．下列各题在所论区间上是否满足罗尔定理的条件？是否存在使f′（c）＝0的c？

[image: alt]

解　（1）因为

[image: alt]

所以f（x）在区间［0，1］的左端点x＝0处不连续，f（x）在区间［0，1］上不满足罗尔定理中的第一个条件．在区间［0，1］上不存在使f′（c）＝0的c．f（x）的图形见图3.3．

[image: alt]

图　3.3

[image: alt]

图　3.4

（2）f（x）在［0，1］上连续，在（0，1）内可微，但f（0）≠f（1），所以f（x）在［0，1］上不满足罗尔定理的第三个条件．不存在使f′（c）＝0的c，见图3.4．

（3）f（x）在x＝0处不可导，所以f（x）在区间［-1，1］上不满足罗尔定理的第二个条件，不存在使f′（c）＝0的c，见图3.5．

[image: alt]

图　3.5

[image: alt]

图　3.6

（4）　　[image: alt]

[image: alt]

所以f（x）在x＝±1处不连续，也就在［-1，1］上不连续，不符合罗尔定理的第一个条件．见图3.6．显然，当x＝0时f′（0）＝0．即在所论区间上存在使f′＝0的点．

（5）f（x）在区间［-1，2］上不满足罗尔定理的第三个条件．当x＝0时f′（0）＝0，见图3.7．即在［-1，2］上存在使f′＝0的点．

[image: alt]

图　3.7

[image: alt]

图　3.8

（6）[image: alt]

可见f（x）在x＝-1处的左、右导数不相等，故在x＝-1处不可导，f（x）在区间［-2，1］上不满足罗尔定理的第二个条件．显然，在x＝0处f′（0）＝0（见图3.8）．

本题说明，罗尔定理中的三个条件如果有一个不满足，结论就有可能不成立．

2．下列函数在区间［0，4］上是否满足罗尔定理的条件？若满足，求ξ∈（0，4），使f′（ξ）＝0．

（1）[image: alt]

解　（1）f（x）在x＝2处不连续，所以在［0，4］上不满足罗尔定理的条件．

（2）f（x）是初等函数，区间［0，4］包含在它的定义域内，故f（x）在［0，4］上连续，在（0，4）内可微，且f（0）＝f（4）＝0，所以f（x）在区间［0，4］上满足罗尔定理的条件．

[image: alt]

由f′（x）＝0解得[image: alt]所以在（0，4）中只有惟一的[image: alt]使f′（ξ）＝0．

微分中值定理是微分学中最基本的定理．读者首先应理解中值定理中各个条件的作用，以上两题中各个例子可帮助大家理解这些条件．

3．写出下列函数在区间［1，3］上的拉格朗日微分中值公式，并求出中值公式中的ξ：

（1）f（x）＝3x2＋4x－3；

（2）g（x）＝x3＋x．

[image: alt]不难算出

f（3）－f（1）＝36－4＝32．

又f′（x）＝6x＋4，代入上式得

32／2＝6ξ＋4，

由此推出ξ＝2．

（2）[image: alt]其中ξ∈（1，3）．不难算出

g（3）－g（1）＝30－2＝28．

又g′（x）＝3x2＋1，代入上式得

28／2＝3ξ2＋1，

[image: alt]

4．对于上题中的函数f（x）与g（x），写出在区间［1，3］上的柯西中值公式，并求出公式中的ξ．

[image: alt]其中ξ∈（0，3）．将上面算得的数据代入得

[image: alt]

故ξ应满足方程12ξ2－21ξ－10＝0，由此解得[image: alt]

评注　通过3，4两题应该很好地理解：在柯西中值公式中对两个函数f（x）与g（x）应该取同一个ξ值．而若对f（x）与g（x）分别用拉格朗日中值公式，很可能分别得到两个不同的ξ值．所以柯西中值公式不能简单地看成是对f（x）与g（x）分别用拉格朗日中值公式后再相除．

5．验证下列函数y＝f（x）在［0，1］上是否满足罗尔定理的条件，若满足，在（0，1）求出ξ使得f′（ξ）＝0：

（1）f（x）＝xm（1－x）n，m，n为自然数；

（2）[image: alt]

解　（1）f（x）在［0，1］可微，f（0）＝f（1），故满足罗尔定理的条件．对f（x）求导数得

[image: alt]

解f′（x）＝0得

[image: alt]

（2）f（x）在［0，1］连续，f（0）＝f（1），但f（x）在x＝1／2不可微，因为

[image: alt]

因此不满足罗尔定理的条件．

6．回答下列问题：

（1）设f（x）在（a，b）可微，对任意x1，x2∈（a，b），是否存在ξ在x1，x2之间使得

[image: alt]

（2）设f（x）在［a，b］有连续的导函数f′（x），且f′（a）＝f′（b）．又f（x）在（a，b）二阶可导，是否存在ξ∈（a，b）使得

f″（ξ）＝0．

（3）设f（x）在［a，b］连续，在（a，b）除x＝c外f′（x）＞0，其中c∈（a，b），f（x）在［a，b］是否严格单调上升？

解　（1）存在ξ在x1，x2之间使得（1.4）式成立．

不妨设x1＜x2，因［x1，x2］⊂（a，b），所以f（x）在［x1，x2］连续，在（x1，x2）可微，在［x1，x2］上利用拉格朗日中值定理即得结论．

（2）存在ξ∈（a，b）使得f″（ξ）＝0．

这时函数F（x）＝f′（x）满足罗尔定理的条件，因此对F（x）利用罗尔定理立即得结论．

（3）f（x）在［a，b］严格单调上升．

因为f（x）在［a，c］连续，在（a，c）上f′（x）＞0，所以f（x）在［a，c］严格单调上升（由拉格朗日中值定理证得或用104页内容提要中的结论．），同理f（x）在［c，b］严格单调上升．因此f（x）在［a，b］严格单调上升．

7．设f（x）＝ax3＋bx2＋cx＋d，其中a，b，c，d为常数，且a≠0．证明：f（x）有三个实根的必要条件是b2－3ac＞0．

证　记f（x）的三个实根为x1，x2，x3（不妨设x1＜x2＜x3）．因为f（x）在（-∞，+∞）上可微，所以f（x）在两个区间［x1，x2］，［x2，x3］上都满足罗尔定理的条件，由罗尔定理，存在ξ1∈（x1，x2）及ξζ2∈（x2，x3），使

f′（ξ1）＝0，f′（ξ2）＝0，

即　　f′（x）＝3ax2＋2bx＋c

必有两个不相同的实根．而上述多项式有两个相异实根的充要条件是其判别式

（2b）2－4·3ac＞0，即b2－3ac＞0．

8．求常数d的取值范围，使方程

[image: alt]

有三个相异实根．

解　令

[image: alt]

g（x）可看成是第7题中的[image: alt]时的特殊情况．这里b2－3ac＝1＞0，故g（x）满足有三个相异实根的必要条件．

由于x→+∞时g（x）→+∞，x→-∞时g（x）→-∞，故若g（x）有三个相异实根，其图形应有图3.9所示的形状．设其中x1，x2满足g′（x1）＝g′（x2）＝0，则应有g（x1）＞0且g（x2）＜0．下面可具体算出x1，x2．因g′（x）＝x2－1＝0的两根为±1，故知x1＝-1，x2＝1．再由

[image: alt]

便得d的范围：-2/3＜d＜2/3．以上推理过程反过去也对．故当d∈（-2/3，2/3）时所给方程有三个相异实根．

[image: alt]

图　3.9

9．设函数f（x）在［a，b］上有二阶导数，f（a）＝f（b）＝0，且在（a，b）内存在一点c，使f（c）＞0．证明：在（a，b）内存在一点ξ，使f″（ξ）＜0．

证　设曲线y＝f（x）上的点A＝（a，0），B＝（b，0），C＝（c，f（c））．由f（c）＞0可知线段AC的斜率大于0，而线段BC的斜率小于0（参见图3.10）．由拉格朗日中值定理知，存在η1∈（a，c）以及η2∈（c，b），使f′（η1）＝AC的斜率＞0，以及f′（η2）＝BC的斜率＜0（参见图3.10）．再作y＝f′（x）的图形，设其上的点

D＝（η1，f′（η1），E＝（η2，f′（η2））

（参见图3.11）．由于f′（η1）＞0＞f′（η2），故线段DE的斜率小于0，再由拉格朗日中值知，存在点ξ∈（η1，η2），使f″（ξ）＝DE的斜率＜0．

[image: alt]

图　3.10

评注　在f″（x）存在的条件下，可对函数f（x）及其导函数f′（x）各用一次拉格朗日中值定理．

[image: alt]

图　3.11

10．证明等式

[image: alt]

[image: alt]

由拉格朗日中值定理的推论知，应有

[image: alt]

其中c0为某一固定的常数．为求得这个常数，可将x＝0代入上式，即可得c0＝0．由此知

[image: alt]

移项即得欲证之等式．

评注　本题是利用拉格朗日中值定理的推论证明函数等式的一个例子．一般来说，若两个函数f（x）与g（x）在区间（a，b）内可导，要证f（x）＝g（x），可先证

f′（x）＝g′（x），x∈（a，b）．

这样由拉格朗日中值定理的推论可得

f（x）＝g（x）＋c0，x∈（a，b），

其中c0为某个确定的常数．再在（a，b）中选一个特定的数x0，使f（x0）＝g（x0），由此便可推出c0＝0．

11．证明恒等式：

[image: alt]

证　我们要证明的是

[image: alt]

对f（x）求导得

[image: alt]

所以f（x）在［1，+∞）为常数，即

[image: alt]

12．设常数a，b满足0＜b＜a，证明

[image: alt]

证　将上述不等式变形为

[image: alt]

由此启发我们在区间［b，a］上考虑函数lnx，其拉格朗日中值公式为

[image: alt]

显然有[image: alt]由此即可推出欲证之不等式．

*13．设0＜a＜b，证明：

（1＋a）ln（1＋a）＋（1＋b）ln（1＋b）

＜（1＋a＋b）ln（1＋a＋b）．

证　考虑函数

f（x）＝（1＋x）ln（1＋x），b≤x≤a＋b．

在区间［b，a＋b］上用中值定理，得

[image: alt]

其中b＜c＜a＋b．注意对任意a＞0，有a＞ln（1＋a），以及

ln（1＋c）＞ln（1＋a），

由上式得

[image: alt]

移项即得欲证之式．

注意　证明中用到了不等式ln（1＋x）＜x（x＞0）．

14．设f（x）在有限区间（a，b）可导，f′（x）在（a，b）有界，即存在常数M1＞0，使得

｜f′（x）｜≤M1（x∈（a，b）），

求证：f（x）在（a，b）有界．若（a，b）为无界区间，相应结论是否成立？请在（1，+∞）上考察[image: alt]

证　任意取一定点x0∈（a，b）．对任意x∈（a，b），x≠x0，由微分中值定理，有

f（x）－f（x0）＝f′（ξ）（x－x0），

其中ξ在x与x0之间，因而有ξ∈（a，b）．于是，

[image: alt]

又显然有｜f（x0）｜≤M，故对一切x∈（a，b），有｜f（x）｜≤M，即f（x）在（a，b）有界．证毕．

当（a，b）为无界区间时，相应的命题不成立．例如，在［1，+∞）上[image: alt]是无界的，但

[image: alt]

是有界的．

15．称函数f（x）在闭区间［a，b］上满足李普希茨（Lipschitz）条件，如果存在常数L＞0，使对任意x1，x2∈［a，b］，都有

｜f（x2）－f（x1）｜≤L｜x2－x1｜，

这时称L为李氏常数．

（1）若f′（x）在［a，b］上连续，证明：f（x）在［a，b］上满足李普希茨条件；

（2）若f（x）在［a，b］上满足李普希茨条件，问：f′（x）是否一定在［a，b］上连续？

（3）举出一个在［a，b］上连续但不满足李普希茨条件的函数．

解　（1）当f′（x）在闭区间［a，b］上连续时，｜f′（x）｜在［a，b］上也连续，于是｜f′（x）｜在［a，b］上有最大值，记此最大值为M，即

｜f′（x）｜≤M，对任给的x∈［a，b］．

现任取x1，x2∈［a，b］，由拉格朗日中值定理，有

f（x2）－f（x1）＝f′（ξ）（x2－x1），

其中ξ介于x1，x2之间．故

｜f（x2）－f（x1）｜＝｜f′（ξ）｜·｜x2－x1｜≤M｜x2－x1｜．

以上说明f（x）在［a，b］上满足李普希茨条件．

（2）不一定．例如考虑函数f（x）＝｜x｜，对任意x1，x2，有

｜f（x2）－f（x1）｜＝｜｜x2｜－｜x1｜｜≤｜x2－x1｜，

故f（x）＝｜x｜在任意一个闭区间上特别在［-1，1］上满足李普希茨条件（李氏常数为1）．但f（x）在［-1，1］上不可导（因为在x＝0处不可导），即f′（x）在［-1，1］上不存在，更谈不上连续．

（3）函数[image: alt]在区间［0，1］上连续，对于x1，x2∈［0，1］（x1≠x2），

[image: alt]

因为当x1→0+且x2→0+时[image: alt]故不存在常数L＞0，使

[image: alt]

即f（x）在［0，1］上不满足李普希茨条件．

*16．（1）设二次曲线y＝g（x）过三点（0，1），（1，0），（2，3），求g（x）的表达式；

（2）求g″（x）；

（3）设函数f（x）在［0，2］上二阶可导，且f（0）＝1，f（1）＝0，f（2）＝3．证明：存在c∈（0，2），使f″（c）＝4．

解　（1）设g（x）＝ax2＋bx＋c，其中a，b，c为常数．将以上三点代入，得

a·0＋b·0＋c＝1，

a·1＋b·1＋c＝0，

a·4＋b·2＋c＝3．

由此推出a＝2，b＝-3，c＝1．所以

g（x）＝2x2－3x＋1（-∞＜x＜+∞）；

（2）g″（x）≡4（-∞＜x＜+∞）；

（3）由所设条件看出，f（x）与g（x）过相同的三个点，故令φ（x）＝f（x）－g（x），就有

φ（0）＝φ（1）＝φ（2）＝0，

且φ（x）在［0，2］上也二阶可导．对φ（x）分别在区间［0，1］和［1，2］上用罗尔定理，可知存在c1∈（0，1）和c2∈（1，2），使φ′（c1）＝φ′（c2）＝0．再对函数φ′（x）在区间［c1，c2］上用罗尔定理得，存在c∈（c1，c2）⊂（0，2），使φ″（c）＝0．由此得

[image: alt]

评注　过平面上任意三个互不相同的点可惟一地确定一条二次曲线．今过曲线y＝f（x）上已知三点确定一条二次曲线y＝g（x），则y＝f（x）与y＝g（x）至少有三个交点，即f（x）－g（x）＝0至少有三个根．由此对函数［f（x）－g（x）］与［f′（x）－g′（x）］用罗尔定理，即使问题得证．

*17．设两函数f（x）与g（x）在［a，b］上二阶可导，g″（x）≠0，且f（a）＝f（b）＝g（a）＝g（b）＝0．证明：存在点c∈（a，b），使

[image: alt]

分析　将欲证之等式变形，得

f（c）g″（c）－g（c）f″（c）＝［f（x）g′（x）－g（x）f′（x）］′｜x＝c＝0．

这启发我们构造辅助函数

φ（x）＝f（x）g′（x）－g（x）f′（x）．

证　令φ（x）＝f（x）g′（x）－g（x）f′（x），x∈［a，b］，不难验证φ（x）在区间［a，b］上满足罗尔定理的条件．由罗尔定理，存在c∈（a，b）使φ′（c）＝0，即

f（c）g″（c）－g（c）f″（c）＝0．

将其变形即可得欲证之等式．（注意：本题中由g″（x）≠0可推出g（x）≠0，其中x∈（a，b）．因为否则，若存在ξ∈（a，b），使g（ξ）＝0，则有g（a）＝g（ξ）＝g（b）＝0，再对g（x）与g′（x）用罗尔定理，即得存在η∈（a，b），使g″（η）＝0，这与g″（x）≠0矛盾．）

*18．设f（x）在［0，1］上连续，在（0，1）内可导，且f（1）＝0．证明：对任意取定的常数k＞0，存在ξ∈（0，1），使kf（ξ）＋ξf′（ξ）＝0．

证　令φ（x）＝xkf（x），则φ（x）在［0，1］上满足罗尔定理的条件．故由罗尔定理知，存在ξ∈（0，1），使φ′（ξ）＝0．而

φ′（ξ）＝ξk－1（kf（ξ）＋ξf′（ξ）），

由φ′（ξ）＝0及ξk－1≠0即推出kf（ξ）＋ξf′（ξ）＝0．

评注　以上几题的共同点是，构造一个辅助函数φ（x），使φ（x）在所论区间上满足罗尔定理的条件，而使欲证的等式恰好是φ′（c）＝0或是φ′（c）＝0乘以一个非零常数．

19．设f（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导，f（a）＝f（b），又f（x）在［a，b］上不恒为常数．证明：存在ξ∈（a，b），使f′（ξ）＜0．

证　由f（x）在［a，b］上不恒为常数知，必存在c∈（a，b），使f（c）≠f（a）＝f（b）．不妨设f（c）＜f（a）．在区间［a，c］上用拉格朗日中值定理得，存在ξ∈（a，c）⊂（a，b），使

[image: alt]

类似地可以证明：在所设条件下，存在η∈（a，b），使f′（η）＞0．请读者自己证明这一点．

20．用罗尔定理证明：

（1）f（x）＝（x＋1）x（x－2）（x－3），则f′（x）＝0恰有三个实根．

（2）ex＝ax＋b不可能有三个实根（其中a，b为常数），并说明这一事实的几何意义．

（3）方程4ax3＋3bx2＋2cx＝a＋b＋c（其中a，b，c为常数，且a＞0）在（0，1）至少有一个实根．

（4）x－m－qsinx＝0恰有一个实根，其中m，q为常数，

0＜q＜1．

证　（1）因f（x）可微且

f（-1）＝f（0）＝f（2）＝f（3）＝0，

由罗尔定理知，存在-1＜x1＜0，0＜x2＜2，2＜x3＜3使得

f′（x1）＝f′（x2）＝f′（x3）＝0，

即f′（x）＝0至少有三个实根．又因f′（x）是三次多项式，它至多有三个实根，故f′（x）＝0恰有三个实根．

（2）令g（x）＝ex－（ax＋b）．设g（x）有三个实根，按大小顺序设为

x1＜x2＜x3，

由罗尔定理，则存在ξi（i＝1，2）满足

x1＜ξ1＜x2＜ξ2＜x3，

使得　　　　　　　　　　　g′（ξ1）＝g′（ξ2）＝0．

对g′（x）再用罗尔定理，则存在η满足

ξ1＜η＜ξ2，

使得g″（η）＝0．但是

g″（x）＝ex＞0，

这便矛盾了．因此g（x）不可能有三个实根．

g（x）＝0的根即曲线y＝ex与直线y＝ax＋b的公共点的横坐标，g（x）＝0不可能有三个实根即至多有两个实根的几何意义是：曲线y＝ex与直线y＝ax＋b只有如图3.12所示的三种情形．

（3）令f（x）＝4ax3＋3bx2＋2cx－（a＋b＋c），即要证f（x）在（0，1）至少有一个实根．

f（x）是F（x）＝ax4＋bx3＋cx2－（a＋b＋c）x的导函数，即F′（x）＝f（x），又F（0）＝F（1）＝0，对F（x）利用罗尔定理得，存在ξ∈（0，1）使得

F′（ξ）＝f（ξ）＝0，

即f（x）在（0，1）至少有一个实根．

（4）令h（x）＝x－m－qsinx，首先利用连续函数的中间值定理证明h（x）＝0存在实根．

[image: alt]

图　3.12

[image: alt]故可取a，b，a＜b使得

h（a）＜0，h（b）＞0．

又因h（x）在［a，b］连续，由连续函数中间值定理知，存在c∈（a，b），使得h（c）＝0，即h（x）至少有一个根．

再求导得

h′（x）＝1－qcosx＞0，

即h（x）是严格单调上升函数，因此它只能有一个实根．

*21．若常数a0，a1，…an－1，an满足

[image: alt]

证明：方程

anxn＋an－1xn－1＋…＋a1x＋a0＝0

在区间（0，1）内至少有一个实根．

证　将欲证之方程的左端看成某个函数F（x）的导函数，就可利用罗尔定理．故考虑函数

[image: alt]

显然F（x）在区间［0，1］上连续，在（0，1）内可微，且由所给条件有F（0）＝F（1）＝0．于是由罗尔定理知，至少存在一点c∈（0，1），使F′（c）＝0，即

ancn＋an－1cn－1＋…＋a1c＋a0＝0．

*22．设函数f（x）在（-∞，+∞）上可导，证明：f（x）的两个相异零点之间一定有函数［f（x）＋f′（x）］的零点．

证　任意取定f（x）的两个相异零点x1，x2，即f（x1）＝f（x2）＝0．不妨设x1＜x2，要证在区间（x1，x2）内必有函数［f（x）＋f′（x）］的零点．我们不能直接应用罗尔定理，因为f（x）＋f′（x）不是f（x）的导数．现构造一个函数F（x），使得F（x）与f（x）有相同的零点，F′（x）与f（x）＋f′（x）有相同的零点．不难看出，F（x）＝exf（x）就具有这个性质，故考虑函数F（x）＝ex·f（x）．由于f（x）在（-∞，+∞）上可导，因而F（x）在［x1，x2］上连续，在（x1，x2）内可导，且F（x1）＝F（x2）＝0．由罗尔定理，存在c∈（x1，x2），使F′（c）＝0．而F′（x）＝ex［f（x）＋f′（x）］，又对任意实数c，ec≠0，故由F′（c）＝0即推出f（c）＋f′（c）＝0．故在（x1，x2）内必有f（x）＋f′（x）＝0的根．

*23．设函数y＝f（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可微，且f（a）＝f（b）＝0．证明：方程

sinx·f（x）＋f′（x）＝0

在（a，b）内一定有解．

证　考虑函数F（x）＝e-cosxf（x）．由所给条件知，F（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可微，且F（a）＝F（b）＝0．由罗尔定理知，存在一点c∈（a，b），使F′（c）＝0，而

F′（x）＝（sinxf（x）＋f′（x））e-cosx，

由e-cosx≠0（对任意实数x），故F′（c）＝0即意味着

sinc·f（c）＋f′（c）＝0．

*24．设函数f（x）在［a，b］上有n阶导数，且

f（a）＝f′（a）＝…＝f（n－1）（a）＝0，

f（b）＝f′（b）＝…＝f（n－1）（b）＝0．

证明：函数f（n）（x）－f（x）在［a，b］内有根．

证　考虑函数

F（x）＝e-x（f（x）＋f′（x）＋…＋f（n－1）（x））．

由所给条件知，F（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可微，且F（a）＝F（b）＝0．由罗尔定理知，存在c∈［a，b］，使F′（c）＝0．而

[image: alt]

由于e-x≠0对任意实数x，故F′（c）＝0即意味着

f（n）（c）－f（c）＝0．

评注　以上三题的证明方法的共同点是，构造一个辅助函数F（x）＝eφ（x）·g（x）（在以上三题中，φ（x）分别为x，-cosx，-x，g（x）分别为f（x），f（x），f（x）＋f′（x）＋…＋f（n－1）（x）），再对F（x）在［a，b］上利用罗尔定理的结论，即能推得欲证之结论．

25．设f（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导，且f（x）不是线性函数．证明：存在c∈（a，b），使

[image: alt]

分析　本题的几何意义是：在曲线段y＝f（x）（a≤x≤b）上存在一点C（c，f（c）），使过C点的切线斜率的绝对值大于两端点连线的斜率的绝对值．

证　考虑函数

[image: alt]

显然有F（a）＝F（b）＝0，且F（x）在［a，b］上不恒为零（否则f（x）≡[image: alt]与“f（x）不是线性函数”矛盾）．不妨设在点d∈（a，b）处F（d）＜0（参见图3.13）．在区间［a，d］及［d，b］上分别用拉格朗日中值定理知，存在c1∈（a，d）使

[image: alt]

[image: alt]

图　3.13

存在c2∈（d，b）使

[image: alt]

故F′（c1）＜0与F′（c2）＞0即是

[image: alt]

与　　[image: alt]

下面分三种情况讨论：

（i）当f（a）＝f（b）时，由（1.7）式知f′（c2）＞0．故取c＝c2，（1.5）即成立．

（ii）当f（a）＞f（b）时，[image: alt]这时由（1.6）式知

[image: alt]

故取c＝c1，（1.5）式即成立．

（iii）当f（a）＜f（b）时，[image: alt]这时由（1.7）式知

[image: alt]

故取c＝c2，（1.5）式即成立．

*26．设f（x）在［0，+∞）上有连续导数，且f′（x）≥k＞0，f（0）＜0．证明：f（x）在（0，+∞）内有且仅有一个实根．

[image: alt]

图　3.14

分析　由于f′（x）≥k＞0，说明f（x）严格单调上升，且上升速率大于一个固定的常数k，故当x大到一定程度时，f（x）就将大于0．如由图3.14看出，过点（0，f（0））且斜率为k的直线

y＝kx＋f（0）

与x轴的交点为（-f（0）/k，0），故当x＞-f（0）/k时，就有f（x）＞0．再利用连续函数的介值定理，便可得证．

证　取x0＝-2f（0）/k，由微分中值定理有

f（x0）－f（0）＝f′（c）x0≥kx0＝-2f（0），

由此得f（x0）≥-f（0）＞0．由连续函数的介值定理，在区间（0，x0）内必存在一点c，使f（c）＝0．又由于f（x）在区间［0，+∞）内严格单调上升，故在［0，+∞）内只有惟一的实根x＝c．

*27．若多项式P（x）－a与P（x）－b的全部根都是单实根，其中常数a＜b．证明：对任意常数c∈（a，b），多项式P（x）－c的根也全都是单实根．

分析　从直观上看（见图3.15），在P（x）－a与P（x）－b的对应根之间，必有P（x）－c的一个根．故P（x）－c与P（x）－a有相同的根数．

[image: alt]

图　3.15

证　设P（x）为n次多项式，由假设，P（x）－a与P（x）－b都有n个单根．由罗尔定理，它们的导函数P′（x）有（n－1）个单根，记P′（x）＝0的（n－1）个根为ξ1，ξ2，…，ξn－1，并设ξ1＜ξ2＜…＜ξn－1．由罗尔定理知，Pn（x）－a的两相邻根之间必有一个ξi，P（x）－b的两相邻根之间也是如此．因此，P（x）－a的根与P（x）－b的根为ξ1，ξ2，…，ξn－1所隔离．换句话说，若x1＜x2＜…＜xn为P（x）－a的根，而y1＜y2＜…＜yn为P（x）－b的根，那么xi与yi（i＝2，…，n－1）一定都落在区间（ξi－1，ξi）内，而x1，y1∈（-∞，ξ1），xn，yn∈（ξn－1，+∞）（参见图3.14）．也就是说，整个数轴被ξ1，ξ2，…，ξn－1分成n个区间，在每一个区间包含P（x）－a与P（x）－b的各一个根．再证明：在xi与yi（i＝1，2，…，n）之间必有P（x）－c的一个根．事实上，令f（x）＝P（x）－c，则

f（xi）＝P（xi）－c＝a－c＜0，

f（yi）＝P（yi）－c＝b－c＞0．

由连续函数的介值定理，在xi与yi之间必存在zi（i＝1，2，…，n），使f（zi）＝0，即P（zi）＝c．故P（x）－c至少有n个根z1，z2，…，zn．又P（x）－c是n次多项式，它最多有n个根，综合起来，P（x）－c恰有n个不同的根，且都是单根．

*28．设函数u（x）与v（x）以及它们的导函数u′（x）与v′（x）在区间［a，b］内都连续，且uv′－u′v在［a，b］上恒不为零．证明：在u（x）的相邻两根之间必有v（x）的一个根．反之也对．

证　设x1，x2∈［a，b］是u（x）的相邻两根，不妨设x1＜x2．由条件uv′－u′v恒不为零可推出v（x1）≠0，v（x2）≠0（否则uv′－u′v在x1与x2处等于零）．现在证明：在（x1，x2）内必有v（x）的根．用反证法．若在（x1，x2）内v（x）≠0，则函数[image: alt]在区间［x1，x2］上连续，在（x1，x2）内可导，且g（x1）＝g（x2）＝0，由罗尔定理，存在c∈（x1，x2），使

[image: alt]

即　　　　　　　　　　u（c）v′（c）－u′（c）v（c）＝0．

这与uv′－u′v恒不为零矛盾．同理可证在v（x）的两相邻根之间也必有u（x）的根．

本题的结论说明，u（x）与v（x）的根是互相交替出现的．显然sinx与cosx满足本题的条件．

*29．设f（x）在［a，+∞）上连续，在（a，+∞）内可导，且[image: alt]证明：存在c∈（a，+∞），使f′（c）＝0．

解释　从直观上看，若f（x）在［a，+∞）上是常数函数，则（a，+∞）内任一点都可取作c．若f（x）非常数函数，即存在x0∈（a，+∞）使f（x0）≠f（a）．不妨设f（x0）＞f（a），则对任意取定的数η∈（f（a），f（x0）），在（a，+∞）内必存在两点x1与x2，使f（x1）＝f（x2）＝η（见图3.16）．再在区间［x1，x2］内用罗尔定理即可得证．

[image: alt]

图　3.16

证　若对一切x∈［a，+∞），f（x）≡f（a），则结论成立．若f（x）≢f（a），即存在x0＞a，使f（x0）≠f（a），不妨设f（a）＜f（x0）．任意取定一个η：f（a）＜η＜f（x0），由于f（x）在区间［a，x0］上连续，由连续函数的介值定理，必存在x1∈（a，x0），使f（x1）＝η．又由于[image: alt]故存在X＞0，使当x＞X时f（x）＜η，现取定一个X0∈（X，+∞），便有f（X0）＜η．再在区间［x0，X0］上用连续函数的介值定理，必存在x2∈（x0，X0），使f（x2）＝η，于是有f（x1）＝f（x2）．在区间［x1，x2］上用罗尔定理，便知存在c∈（x1，x2）⊂（a，+∞），使f′（c）＝0．

评注　本例可看作罗尔定理的推广（将有穷区间［a，b］推广至无穷区间［a，+∞）上）．证明要点：

（1）[image: alt]则存在充分大的正数X0，使f（X0）＜η．

（2）利用连续函数的介值定理．

*30．设函数f（x）在（-∞，+∞）内可导，[image: alt]都存在且

[image: alt]

证明：必存在一点c∈（-∞，+∞），使f′（c）＝0．

[image: alt]

若f（x）≡l（-∞＜x＜+∞），则（-∞，+∞）内任一点都可作为c．若f（x）≢l，必存在x0∈（-∞，+∞），使f（x0）≠l．不妨设f（x0）＞l，任意取定一个数η：l＜η＜f（x0），由于[image: alt]必存在充分大的正数A1，使f（A1）＜η．由f（x）在区间［x0，A1］上连续，由连续函数的介值定理，必存在x2∈（x0，A1），使f（x2）＝η（见图3.17）．同理，由于[image: alt]必存在绝对值充分大的负数A2，使f（A2）＜η，故在区间［A2，x0］上必存在x1，使f（x1）＝η（见图3.17）．再在区间［x1，x2］上用罗尔定理，即可得存在c∈［x1，x2］，使

f′（c）＝0．

[image: alt]

图　3.17

*31．设有方程xn＋nx－1＝0，其中n为正整数．证明此方程存在惟一正根xn，并求[image: alt]

证　先证正根xn的存在惟一性，并估计xn．

令fn（x）＝xn＋nx－1（x＞0），则

f′（x）＝nxn－1＋n＞0（x＞0），

fn（x）在［0，+∞）严格单调上升．又

[image: alt]

由连续函数的零点存在定理知，存在[image: alt]由于fn（x）在［0，+∞）严格单调上升，故fn（x）在［0，+∞）存在惟一正根xn，由于有了xn的估计式
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因此
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*32．证明：当x≥0时，等式

[image: alt]

中的θ（x）满足：1/4≤θ（x）≤1/2，且

[image: alt]

证　由（1.8）式可解出

[image: alt]

[image: alt]故由上式即可看出[image: alt]又任意两正数的几何平均值小于等于其算术平均值，故有

[image: alt]

代入（1.9）式即得[image: alt]又由（1.9）式即可得[image: alt]注意

[image: alt]

再由（1.9）式即可得[image: alt]

本节小结

1．记住并理解罗尔定理，拉格朗日定理以及柯西定理的条件及结论．

2．了解并能灵活运用微分学中值定理的一些直接应用：

（1）证明函数恒等式

若f（x），g（x）在［a，b］连续，在（a，b）可微且f′（x）＝g′（x）（x∈（a，b）），又存在x0∈［a，b］使f（x0）＝g（x0），则在［a，b］上

f（x）≡g（x）．

（2）证明函数不等式

直接利用微分中值定理或柯西中值定理证明不等式：

将欲证的不等式变形，使之化成

[image: alt]

的形式，且其中f（x）（或f（x）与g（x））在区间［a，b］上满足拉格朗日中值定理（或柯西中值定理）的条件．再证对一切x∈（a，b），有

[image: alt]

于是利用拉格朗日中值定理（或柯西中值定理）即可得证．

（3）讨论函数的零点

①如果f（x）在区间［a，b］上满足罗尔定理的条件，则可由罗尔定理证明f′（x）在（a，b）内存在零点．

②如果存在F（x），F′（x）＝f（x），又F（x）在［a，b］上满足罗尔定理的条件，则可由罗尔定理证明f（x）在（a，b）内存在零点．

③如果f（x）有零点，又f（x）单调，则f（x）只能有一个零点．

具体做题时，可根据这些原理，选择适当的辅助函数．

练习题3.1

3.1.1　下列函数在所给区间上是否满足罗尔定理的条件？若满足，在相应的开区间上求出ξ，使f′（ξ）＝0：

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）f（x）＝｜x2－4｜，x∈［0，1］；

（4）[image: alt]

3.1.2　写出下列函数在所给区间上的拉格朗日中值公式，并求出中值公式中的ξ：

（1）f（x）＝x2＋1，x∈［0，2］；

（2）f（x）＝px2＋qx＋r，x∈［a，b］．

3.1.3　写出函数f（x）＝x2＋2x－3和g（x）＝x2－4x＋6在区间［0，1］上的柯西中值公式，并求出公式中的ξ．

3.1.4　证明：当x＞0时，ex≥2x＋2（1－ln2）．

3.1.5　设f（x）在［0，1］上连续，在（0，1）内二阶可导，过点（0，f（0））与（1，f（1））的直线与曲线y＝f（x）相交于点（c，f（c）），0＜c＜1，证明：存在ξ∈（0，1），使f″（ξ）＝0．

§2　函数的单调性、极值、最值问题

内容提要

1．利用导数判断函数的单调性

设f（x）在［a，b］连续，在（a，b）可导，则

f（x）在［a，b］单调上升（下降）⇔在（a，b）上f′（x）≥0（≤0）．

f（x）在［a，b］上严格单调上升（下降）⇐在（a，b）上f′（x）≥0（≤0），且在（a，b）的任意小区间上f′（x）≢0．

2．极值点的必要条件与充分条件

如果函数f（x）在点x0处的函数值大于（小于）或等于在x0附近的点x处的函数值，即f（x0）≥f（x）（f（x0）≤f（x）），我们就说f（x）在x0有一个极大（小）值f（x0），而称x0为f（x）的一个极大（小）值点．极大值点和极小值点统称为极值点．

费马定理（极值点的必要条件）：设x0是f（x）的一个极值点，且f′（x0）存在，则f′（x0）＝0．

取极值的第一充分条件：设f（x）在x0的某一邻域（x0－δ，x0＋δ）连续，在此邻域内（可以除x0外）可导，若

f′（x）＞0（＜）（x∈（x0－δ，x0）），

f′（x）＜0（＞）（x∈（x0，x0＋δ））

则x0是f（x）的一个极大值（极小值）点．若f′（x）在x0两侧不变号，则x0不是f（x）的极值点．

取极值的第二充分条件：设f（x）在x0的某邻域可导，f′（x0）＝0且f″（x0）存在．

[image: alt]

3．函数的最大、最小值问题

如果函数f（x）在点x1处的函数值大于（小于）或等于在区间［a，b］上其他所有点x处的函数值，即

f（x1）≥f（x）（f（x1）≤f（x）），x∈［a，b］，

则称f（x1）是f（x）在区间［a，b］上的最大（小）值，而称x1为f（x）的最大（小）值点．

极值是函数的一个局部的概念，而最大、最小值却是一个整体的概念．

最大、最小值点与极值点的关系

若最大值点或最小值点在区间内部，则它必定是极值点，若最值点是区间端点则它不是极值点．反之，极值点不一定是最大或最小值点．

为求函数f（x）在区间［a，b］上的最大（小）值，只要把函数的全部极大（小）值与端点的函数值f（a），f（b）作比较，其中最大（小）的值就是函数在区间［a，b］上的最大（小）值．有一个特别简单的情况，就是当连续函数f（x）在区间（a，b）内只有一个极值f（x0）时，若f（x0）是极大（小）值，则它也就是f（x）在［a，b］上的最大（小）值，无须再与端点的函数值比较．

关于函数y＝f（x）的最大值和最小值的存在性．

设f（x）在［a，b］上连续，则f（x）在［a，b］上一定存在最大值和最小值．

在开区间上的连续函数不一定有最大值或最小值，但以下两个结论是直观的．

[image: alt]

图　3.18

设f（x）在（a，b）连续，又

[image: alt]

则f（x）在（a，b）存在最小值（最大值），不存在最大值（最小值），见图3.18．

典型例题分析

1．求下列函数的单调性区间与极值点：

（1）y＝exsinx；　　[image: alt]

解　利用一阶导数的正、负号可求出单调性区间．在求单调性区间的同时，我们可以得到极值点．

（1）先求y′．

[image: alt]

[image: alt]严格单调上升；当[image: alt]严格单调下降，其中k＝0，±1，±2，…．

由上述单调性分析知，[image: alt]是极小值点，[image: alt]是极大值点．

（2）先求y′．

[image: alt]

[image: alt]当x∈（a，+∞）时y′＞0．又y（x）在（-∞，+∞）连续．因此，在[image: alt]上y严格单调上升，在[image: alt]上y严格单调下降．

由上述单调性分析知，[image: alt]是极大值点，x＝a是极小值点．

2．设函数f（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导，且f（a）＞0；当a＜x＜b时，f′（x）＞0．证明：当a≤x≤b时，f（x）＞0．

证　由所设条件知f（x）在［a，b］上单调上升，故对一切a≤x≤b，都有f（x）≥f（a）＞0．证毕．

评注　从本题可得到利用单调性证明不等式的一个方法：若要证在［a，b］上连续函数f（x）≥0，只要证明在（a，b）内f′（x）＞0且在左端点a处的函数值大于或等于0，即f（a）≥0（或证明在（a，b）内f′（x）＜0且f（b）≥0）．

3．证明下列不等式：

（1）当x＞110时，x2－1000＞100x；

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

（4）[image: alt]

（5）[image: alt]

证　利用上面所说的方法作证明，为此需要引进相应的函数f（x）．

（1）令f（x）＝x2－1000－100x，x＞110．

f（x）在［110，+∞）上连续，求导得f′（x）＝2x－100＞0，当x＞110时．故当x＞110时f（x）严格单调递增．又f（110）＝100＞0，故当x＞110时f（x）＞0，即x2－1000＞100x．

（2）证法1　考虑函数

[image: alt]

f（x）在[image: alt]上连续，求导得

[image: alt]

故f（x）在区间[image: alt]上严格单调递减，因而当[image: alt]时，

[image: alt]

证法2　令

f（x）＝sinx－2/πx，0≤x≤π/2．

求导得f′（x）＝cosx－2/π，可见

[image: alt]

[image: alt]f（x）严格单调递增，因而当0＜x≤[image: alt]时便有f（x）＞f（0）＝0，而当[image: alt]f（x）严格单调递减，因而当[image: alt]时便有[image: alt]总之，当[image: alt]时，有f（x）＞0，即[image: alt]

（3）令

[image: alt]

f（x）在［1，+∞）上连续，求导得

[image: alt]

因而当x＞1时f（x）严格单调下降，故对一切x＞1，有

f（x）＜f（1）＝0，

[image: alt]

（4）令

[image: alt]

f（x）在［1，+∞）上连续，求导得

[image: alt]

因而当x＞1时f（x）严格单调上升，故对一切x＞1，有

f（x）＞f（1）＝0，

即　　[image: alt]

（5）令

f（x）＝tanx＋2sinx－3x，0＜x＜π/2．

f（x）在［0，π/2）上连续，求导得

[image: alt]

f′（x）在[image: alt]上也连续．但从上式还不易直接看出f′（x）的正负号．我们可以对f′（x）再求导：

[image: alt]

上式说明f′（x）在区间［0，π/2）上严格单调上升，故对一切0＜x＜π/2，有f′（x）＞f′（0）＝0．由此知f（x）在［0，π/2）上严格单调递增，故对一切0＜x＜π/2，有

f（x）＞f（0）＝0，即tanx＋2sinx＞3x．

评注　从以上各例看出：要证当x∈（a，b）时f（x）＞0，只要证：f（a）≥0，当x∈（a，b）时f′（x）＞0，且f（x）在［a，b）上连续（或f（b）≥0，当x∈（a，b）时f′（x）＜0，且f（x）在（a，b］上连续）．

4．设a≥3．证明：当x＞0时，（a＋x）a＜aa＋x．

证　要证（a＋x）a＜aa＋x（x＞0），只要证

aln（a＋x）＜（a＋x）lna，

[image: alt]

考虑辅助函数

[image: alt]

求导得　　[image: alt]

可见当x＞e时f′（x）＜0，这时f（x）严格单调下降．而由所设条件知：e＜a＜a＋x，故f（a＋x）＜f（a）．即

[image: alt]

5．证明：当[image: alt]

证　考虑辅助函数

[image: alt]

所以f（x）在（0，+∞）内严格单调下降．又

[image: alt]

由此知当x＞0时f（x）＞0，移项即得欲证之不等式．

评注　这里最后一步用了下列结论：若f（x）在（a，b）内严格单调下降，且

[image: alt]

则当x∈（a，b）时f（x）＜A（或f（x）＞B）．若f（x）在（a，b）内严格单调上升，且

[image: alt]

则当x∈（a，b）时f（x）＞A（或f（x）＜B）（a，b可以是有限数，也可a＝-∞或b＝+∞）．

以上利用函数的单调性证明了一些不等式，有时还可利用函数在区间上的最大值或最小值来证明不等式，其思路是：若要证一个函数f（x）在区间［a，b］上大于（小于）或等于零，只要证明该函数在区间［a，b］上的最小（大）值大于（小于）或等于零．

6．证明下列不等式：

（1）当x＞0时，xq≤qx＋（1－q），其中常数q满足0＜q＜1．

（2）当x＞0时，x≥elnx．

证　（1）令

f（x）＝xq－qx－（1－q），x＞0．

[image: alt]

可见x＝1是函数f（x）在区间［0，+∞）内的惟一极值点且是极大点，因而x＝1也是f（x）在区间［0，+∞）上的最大值点，故对一切x＞0，有f（x）≤f（1）＝0，即

xq≤qx＋（1－q）．

（2）令

f（x）＝x－elnx，x＞0．

[image: alt]

可见x＝e是函数f（x）在区间［0，+∞）内的惟一极值点且是极小点，因而它也是f（x）在区间［0，+∞）内的最小值点，故对一切x＞0，有f（x）≥f（e）＝0，即

x≥elnx，x＞0．

*7．设p，q是大于1的常数，且[image: alt]证明：

[image: alt]

证　考虑辅助函数

[image: alt]

所以f（x）在x＝1处达到最小值（区间（0，+∞）内的），且f（1）＝[image: alt]故当x＞0时f（x）≥f（1）＝0，移项即得欲证之不等式．

*8．证明：[image: alt]

证　考虑辅助函数

[image: alt]

又对任意取定的x＞0，考虑函数lnx在区间［x，x＋1］上的拉格朗日中值定理，有

[image: alt]

其中x＜ξ＜x＋1，代入上式得

[image: alt]

故f（x）在（0，+∞）上严格单调下降，从而[image: alt]在（0，+∞）上也严格单调下降．又

[image: alt]

9．设[image: alt]求f（x）在区间（0，+∞）内的零点的个数．

解　f（x）在（0，+∞）内可导，且

[image: alt]

由上可看出x＝3是f（x）在（0，+∞）内的惟一极值点且是极大值点，故它就是f（x）在（0，+∞）内的最大值点．不难算出最大值为

f（3）＝ln3－1＋1＝ln3＞0．

[image: alt]

故当x∈（0，3）时，f（x）由-∞严格单调上升至ln3，因而在此区间内有一个实根；当x∈（3，+∞）时，f（x）由ln3严格单调下降至-∞，因而在此区间内有一个实根，因此f（x）在（0，+∞）内有两个零点．

*10．设x＞0时方程

[image: alt]

只有一个解，求a的取值范围．

解　考虑辅助函数

[image: alt]

当a≤0时，f′（x）＜0，这时f（x）在（0，+∞）内严格单调下降，且

[image: alt]

所以f（x）在（0，+∞）内恰有一个根．

当a＞0时，由f′（x）＝0得[image: alt]这是惟一的极点，且因f″（x）＞0，这就是f（x）在（0，+∞）上的最小值点．又因

[image: alt]

所以当[image: alt]时，方程恰有一个根，而当[image: alt]时或[image: alt]方程无实根或有两个实根（见图3.19），不合题意．[image: alt]可解出[image: alt]故当方程有一个解时，a＝[image: alt]或a≤0．

11．设函数f（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导，f（a）＝f（b）且f（x）不恒为常数．证明：存在ξ∈（a，b），使f′（ξ）＜0．

在§1中，我们直接利用拉格朗日中值定理曾经证明过这一命题．现在我们利用函数的单调性作证明．

[image: alt]

图　3.19

分析　从直观上看，由于函数在两端点处的值相等，又不恒为常数，所以必在有些子区间内上升而在另一些子区间内下降．故在（a，b）内必存在使f′（x）＞0及f′（x）＜0的点．严格证明可用反证法．

证　用反证法．若对一切x∈（a，b），都有f′（x）≥0，则f（x）在（a，b）内单调上升．故对一切x∈（a，b），有

f（a）≤f（x）≤f（b）＝f（a）．

由此推出

f（x）≡f（a），x∈［a，b］．

这与f（x）不恒为常数矛盾．因而必存在ξ∈（a，b），使f′（ξ）＜0．

*12．设f（x）在［0，b］上有二阶导数，且

f（0）＝0，f″（x）＜0（0＜x＜b）．

证明：[image: alt]在（0，b］上单调下降．

[image: alt]

只需证明xf′（x）－f（x）＜0（0＜x＜b）．

考虑辅助函数

F（x）＝xf′（x）－f（x），x∈［0，b］．

显然F（x）在［0，b］上连续，在（0，b）内可微，且F′（x）＝xf″（x）＜0．故F（x）在［0，b］上严格单调下降．又F（0）＝0，故

F（x）＜0（0＜x≤b），

即　　xf′（x）－f（x）＜0（0＜x≤b）．

评注　这里我们要证

[image: alt]

但若直接对函数[image: alt]求导，并讨论其单调性，不仅计算量较大且可能得不出所要的结论．现因已知x2＞0，故只需证明其分子xf′（x）－f（x）＜0即可．

13．设函数f（x）的二阶导数f″（x）在［a，b］上连续，且对每一点x∈［a，b］，若f（x）≠0，则f″（x）与f（x）同号．证明：若有两点

x1，x2∈［a，b］（x1＜x2）

使f（x1）＝f（x2）＝0，则f（x）≡0，当x1≤x≤x2时．

证　用反证法．设f（x）≢0当x∈［x1，x2］时，不妨设在［x1，x2］内某一处f（x）大于0．于是f（x）在［x1，x2］上的最大值也大于0．记f（x）在［x1，x2］上的最大点为x0，则应有f（x0）＞0及f′（x0）＝0（费尔马引理），f″（x0）≤0这与假设条件f″（x0）与f（x0）同号矛盾．

14．（达布中值定理）设f（x）在［a，b］上可导，且f′（a）≠f′（b）．η是介于f′（a）与f′（b）之间的任一实数，则存在ξ∈（a，b），使

f′（ξ）＝η．

证　分两步证明：

（1）先在特殊情况下作证，即设f′（a）与f′（b）反号．证明：存在ξ∈（a，b），使f′（ξ）＝0．

不妨设f′（a）＜0，f′（b）＞0．亦即

[image: alt]

由此两极限不等式及极限的性质知，存在δ1＞0及δ2＞0，使

[image: alt]由此推出f（x）＜f（a）；

[image: alt]由此推出f（x）＜f（b）．

以上两式说明，f（a）与f（b）都不可能是f（x）在区间上的最小值．因而f（x）在区间［a，b］上的最小值只可能在区间（a，b）内某一点ξ处达到，故ξ也是一个极小值点，由极值点的必要条件知，f′（ξ）＝0．

（2）对一般情况．设η是介于f′（a）与f′（b）之间的任意取定的一个实数．则不论f′（a）与f′（b）谁大谁小，都有

（f′（a）－η）（f′（b）－η）＜0．

这启发我们引进函数F（x）＝f（x）－ηx．显然F（x）在［a，b］上可导，F′（x）＝f′（x）－η．又

F′（a）·F′（b）＝［f′（a）－η］·［f′（b）－η］＜0，

即F′（a）与F′（b）反号，故由（1）已证的结果知，存在ξ∈（a，b）使F′（ξ）＝0，即f′（ξ）＝η．证毕．

评注　达布中值定理中关于f′（x）的结论，类似于连续函数介值定理的结论．但这里并不要求f′（x）在［a，b］上连续，而只要求f′（x）在［a，b］上存在即可，这是由于f′（x）本身的特殊结构而造成的．

从达布定理可推得一个重要的事实：若f′（x）在区间（a，b）内恒不等于零，则f′（x）在（a，b）内就不变号，这时f（x）在区间（a，b）内严格单调．

15．下列函数在指定区间上是否存在极大、极小值点？是否存在最大、最小值点？

（1）y＝ax3＋bx2＋cx＋d，其中b2－3ac＜0，x∈（-∞，+∞）；

（2）[image: alt]

解　（1）先求导：

y′＝3ax2＋2bx＋c．

当b2－3ac＜0时二次方程

3ax2＋2bx＋c＝0

无实根，即3ax2＋2bx＋c恒正或恒负，因此y′在（-∞，+∞）恒正或恒负，即y（x）在（-∞，+∞）严格单调，无极值点，无最大、最小值点．

（2）先求导：

[image: alt]

解y′＝0，即

[image: alt]

[image: alt]即y（x）在（-∞，+∞）有惟一驻点（使导数为零的点）[image: alt]

[image: alt]

说明[image: alt]是其极小点，它也就是f（x）在（-∞，+∞）上的最小值点，f（x）在（-∞，+∞）上无极大值点．又因为

[image: alt]

所以f（x）在（-∞，+∞）上无最大值点．

16．求函数y＝2x3－9x2＋12x＋2在［0，3］的最大值和最小值．

解　先求y′（x）＝0的根：

y′＝6x2－18x＋12＝6（x－1）（x－2）＝0

得x＝1，2．

计算并比较函数在极值点及区间端点处的函数值y（0），y（1），y（2），y（3）：

y（0）＝2，y（1）＝7，y（2）＝6，y（3）＝11．

因此最小值为2，最大值为11．

实际上，这个三次多项式的图形如图3.20．x＝1，2是极值点，但不是最大、最小值点．它的最大值与最小值在端点取到．

17．在半径为a的球内作一内接圆柱体，要使圆柱体的体积最大，问其高及底半径应是多少？

解　设内接圆柱体的底面半径与高分别为r与2h，则有

r2＋h2＝a2

（见图3.21）．圆柱体体积为

[image: alt]

图　3.20

[image: alt]

图　3.21

[image: alt]

求导得

[image: alt]

由V′（r）＝0及r≠0得

[image: alt]

且可看出当[image: alt]时V′（r）＞0；当[image: alt]时V′（r）＜0．故r＝r0是V（r）在（0，a）内的惟一极值点且是极大值点，它也就是V（r）在（0，a）内的最大值点，这时[image: alt]故当高及底半径分别为[image: alt]时，内接圆柱体的体积最大．

18．设有曲线y＝x2及定点P（0，h）（h＞0）．

（1）过点P能作曲线y＝x2的几条法线？写出这些法线的方程；

（2）设点P到曲线y＝x2的最短距离等于点P到该曲线上点M0的连线的长度，即｜PM0｜．证明：P与M0的连线是y＝x2的法线．

解　（1）首先，不难看出直线x＝0是曲线y＝x2的过P点的一条法线．又曲线上点M（x，x2）与P点连线的斜率为[image: alt]曲线在点M处切线斜率为2x．P，M的连线为曲线的法线的条件是：

[image: alt]

即　　x2＝h－1/2（h＞1/2）．

故当h＞1/2时上式有非零解

[image: alt]

它们分别确定了曲线y＝x2上的两点

[image: alt]

[image: alt]

图　3.22

曲线的过M1，M2的两条法线都通过P点．因此，当[image: alt]时，过P点可作y＝x2的三条法线（见图3.22）．它们的方程分别是：

[image: alt]

其中　　　　　　　y1＝y2＝h－1/2．

后面两个方程也可合并成一个式子：

[image: alt]

当h≤1/2时，仅有一条法线：x＝0．

（2）点P到曲线y＝x2上任意点M（x，x2）的距离的平方为

f（x）＝x2＋（x2－h）2＝x4＋（1－2h）x2＋h2

（-∞＜x+∞），

由对称性只需考虑x∈［0，+∞）．

因为[image: alt]连续函数f（x）在［0，+∞）有最小值而无最大值．

f′（x）＝4x3＋2x（1－2h）．

由　　　　　　　　　　　　　f′（x）＝0

解得　　[image: alt]

且可看出：当h＞1/2时．当x＜x0时f′（x）＜0；当x＞x0时f′（x）＞0．由此看出x＝x0是f（x）在［0，+∞）上的惟一极值点且是极小值点，因而也是f（x）在［0，+∞）上的最小值点．

因此，当h＞1/2时f（x0）是f（x）在［0，+∞）的最小值．令M0为[image: alt]为P点到曲线y＝x2的最短距离．由题（1），P，M0的连线是y＝x2的法线．

[image: alt]时，由f′（x）的表达式可见这时对一切x∈（0，+∞），都有f′（x）＞0，故f（x）在［0，+∞）上严格单调上升．f（0）是f（x）在［0，+∞）的最小值．令M0为（0，0），则[image: alt]为P点到曲线y＝x2的最短距离．P与M0的连线即y轴，显然是y＝x2的法线．

19．在椭圆[image: alt]上求一点，使它到直线3x＋5y－15＝0的距离最短．

解法1　从直观上容易看出，当椭圆上某点M0（x0，y0）（其中x0＞0，y0＞0）处的切线与所给直线平行时，则M0到直线的距离最近（见图3.23）．

[image: alt]

图　3.23

用隐函数求导法，可得椭圆上任一点（x，y）（y≠0）处的切线斜率为

[image: alt]

而所给直线的斜率为[image: alt]由

[image: alt]

解法2　利用椭圆（在第一象限的部分）的参数方程：

[image: alt]

则椭圆（在第一象限的部分）上任一点（x（t），y（t））到直线的距离为

[image: alt]

现考虑函数

[image: alt]

的正、负．求导得

D′（t）＝-9sint＋10cost，

由D′（t）＝0解出其根为

[image: alt]

且当0≤t＜t0时D′（t）＞0，当t0＜t≤π/2时D′（t）＜0．于是t0是D（t）在［0，π/2］上的惟一极值点且是极大值点，故t0也是D（t）在［0，π/2］上的最大值点．最大值为

[image: alt]

故对一切t∈［0，π/2］，都有D（t）＜0．于是点到直线的距离为

[image: alt]

与上类似，可求出[image: alt]时取最小值，这时对应的椭圆上的点为

[image: alt]

[image: alt]

图　3.24

（sint0，cost0与tant0的关系，可参见图3.24）．

20．设

[image: alt]

要使对一切x＞0，都有f（x）≥24，求正数a的最小值．

解　f′（x）＝4x－a/x2．由f′（x）＝0得惟一根[image: alt]

f″（x）＝4＋2a/x3＞0．

故x0是f（x）在（0，+∞）内的惟一极值点且是极小值点，因而x0也是f（x）在（0，+∞）内的最小值点．故对一切x＞0，都有

[image: alt]

于是要使f（x）≥24，只要使[image: alt]故要使对一切x＞0都有f（x）≥24，a的最小值为32．

*21．决定常数A的范围，使方程

3x4－8x3－6x2＋24x＋A＝0

有四个不相等的实根．

解　设

f（x）＝3x4－8x3－6x2＋24x＋A．

由　　　　　　f′（x）＝12（x＋1）（x－1）（x－2）＝0，

得三极值点

x1＝-1，x2＝1，x3＝2．

且可判断x1与x3是极小点，x2是极大点．由此不难看出，f（x）有四个相异实根的充分必要条件是

f（x1）＜0，f（x2）＞0，f（x3）＜0．

将以上三不等式联立

[image: alt]

可解得　　　　　-13＜A＜-8．

*22．[image: alt]

证明：方程f（x）＝0当n为奇数时有一个实根；当n为偶数时无实根．

证　当n＝0，1时，结论显然成立．下面设n≥2．

由f（x）的表达式看出，当x≤0时f（x）＞0，故在（-∞，0］内f（x）无根．故只需在区间（0，+∞）内考虑f（x）有无根．求导得

[image: alt]

当n为奇数时，对一切x≥0，都有f′（x）＜0．故f（x）在［0，+∞）上严格单调下降．再注意f（0）＝1＞0及[image: alt]故在［0，+∞）上有惟一根．

当n为偶数时，由f′（x）＝0得x＝1，且当x∈（0，1）时f′（x）＜0，当x∈（1，+∞）时f′（x）＞0，故x＝1为f（x）在区间［0，+∞）上的最小值点．而

[image: alt]

故当x∈［0，+∞）时f（x）＞0，即f（x）在［0，+∞）上无实根．

*23．[image: alt]

证　因为xsinx＞0，所以只需证明sinx·tanx－x2＞0，当x∈（0，π/2）时．令

[image: alt]

当0＜x＜π/2时．

所以f′（x）在［0，π/2）上严格单调上升，故有f′（x）＞f′（0）＝0．由此知f（x）在［0，π/2）上严格单调上升，故

f（x）＞f（0）＝0，

即　　sinx·tanx－x2＞0，　当0＜x＜π/2时．

*24．设e＜a＜b＜e2，证明

[image: alt]

证法1　引进辅助函数转化为证明函数不等式．令

[image: alt]

将利用单调性证明F（x）＞0（a＜x≤b）．先求

[image: alt]

由此得F′（x）在［e，+∞）单调下降，当e＜x＜e2时，

F′（x）＞F′（e2）＝0．

于是F（x）在［e，e2］单调上升，e＜a＜x≤b＜e2时，

F（x）＞F（a）＝0．

特别当x＝b时F（b）＞0，即原不等式成立．

证法2　即证

[image: alt]

令f（x）＝ln2x，在［a，b］上用拉格朗日中值定理得

[image: alt]

其中ξ∈（a，b）⊂（e，e2），注意

[image: alt]

φ（x）在（e，+∞）单调下降，于是

[image: alt]

因此

[image: alt]

本节小结

1．证明不等式的两种方法

（1）利用单调性：设函数f（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导，f（a）≥0（≤0）且f′（x）≥0（≤0），则当x∈［a，b］时f（x）≥0（≤0）．在具体做题时，需要根据所给的不等式，引进辅助函数f（x）．

常用技巧：有时为证某个函数f（x）在区间［a，b］上大于0，若直接求导较麻烦或不能得出结论，这时若函数f（x）可表为f（x）＝φ（x）·g（x），其中φ（x）≥0（≤0），则只需证明g（x）≥0（≤0）即可（见本节典型例题第12题及第24题）．

（2）利用最大值或最小值：设f（x）在［a，b］上连续，要证在区间［a，b］上f（x）≥0（≤0），只要证f（x）在［a，b］上的最小（大）值≥0（≤0）．

2．关于方程f（x）＝0的零点的存在性与个数

（1）要证函数f（x）在区间［a，b］上有惟一根，只要证：

①存在x1，x2∈［a，b］，使f（x1）·f（x2）＜0；

②f（x）在［a，b］上单调．

（2）要证函数f（x）在［a，b］内无根，只要证f（x）在［a，b］上的最大（小）值≤0（≥0）．

3．关于函数的最值与极值

（1）若函数f（x）的最大（小）值在区间［a，b］的内部一个点x0处达到，则x0也是一个极大（小）点．若还知f（x）在x0处可导，则有f′（x0）＝0．

（2）若函数f（x）在区间［a，b］连续且只有惟一的一个极点x0，则当x0是极大（小）点时它也就是f（x）在［a，b］上的最大（小）点．

练习题3.2

3.2.1　下面的结论是否成立？

“设f（x）在（a，b）可导，则f（x）在（a，b）单调上升的充要条件是：在（a，b）上f′（x）≥0．”

3.2.2　证明下列不等式：

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

3.2.3　求下列函数的极值点及相应的极值：

（1）y＝x3－6x2＋9x－4；　　（2）y＝x5＋5x4＋5x3－1；

（3）y＝x2e-x；　　（4）[image: alt]

（5）y＝xlnx；　　（6）[image: alt]

（7）[image: alt]　　（8）y＝｜x｜；

（9）[image: alt]　　（10）y＝2sin2x＋sin4x．

3.2.4　证明下列函数存在最大值或最小值，并求出最值：

（1）y＝xne-x，0＜x＜+∞，其中n＞0为常数；

（2）[image: alt]

3.2.5　从半径为R的圆中切去圆心角为θ的扇形，将余下的部分做成一漏斗，问θ多大时，漏斗容积最大？

3.2.6　设一电灯可以沿铅垂线OB移动，OA是一条水平线，长度为a，问灯离O多高时，A点有最大的照度？（提示：照度I＝Ksinφ／r2）（见图3.25）．

[image: alt]

图　3.25

[image: alt]

图　3.26

3.2.7　一城市距两条互相垂直的河道分别为64km与27km（见图3.26），今要在两河之间修一条通过该城的铁路，问如何修法使铁路最短？

3.2.8　一根具有矩形横剖面之梁，假设梁的强度与其剖面的高度平方及宽度成正比，问由一段直径为d的圆木上，锯出一强度最大的梁，该梁剖面的高与宽各应多大？

3.2.9　一页书纸的总面积为536cm2，排印打字时上顶及下底要各留出2.7cm空白，两边各留出2.4cm空白．问：如何设计书页的长与宽，使能用来排字的面积最大？（见图3.27）

[image: alt]

图　3.27

3.2.10　设开始时动点B位于动点A的正东方向且距A点65m处．然后B以10m／h的速率向正西方向移动，同时动点A以15m／h的速率向正南方向移动．问：什么时候B与A的距离最近？最近距离是多少？（参见图3.28）

[image: alt]

图　3.28

§3　函数的凹凸性、拐点、函数作图法

内容提要

定义1　若一段曲线上每一点处的切线都在此段曲线的上方（下方），则称此段曲线是凸（凹）弧．

由于曲线段y＝f（x）（a≤x≤b）上过点（x0，f（x0））的切线方程为y＝f（x0）＋f′（x0）（x－x0），故定义1的等价说法是

定义2　设函数f（x）在区间［a，b］上连续，在区间（a，b）内可导，任意取定一点x0∈（a，b），若对一切x∈（a，b）（x≠x0），都有

f（x）＜f（x0）＋f′（x0）（x－x0）

（f（x）＞f（x0）＋f′（x0）（x－x0）），

则称曲线段y＝f（x）（a≤x≤b）是凸（凹）弧（见图3.29与图3.30）．

[image: alt]

图　3.29

[image: alt]

图　3.30

连续曲线的凹弧与凸弧的分界点叫做曲线的拐点．

凹凸性的判别法f（x）在（a，b）是凹（凸）的⇔f′（x）在（a，b）严格单调上升（下降）．

设f（x）在（a，b）二阶可导，f″（x）≥0（≤0）且在（a，b）内的任何子区间上f″（x）≢0，则f（x）在（a，b）是凹（凸）的．

注意　若在（a，b）内的某一子区间上f″（x）≡0，则y＝f（x）在该子区间上的图形是一直线段，它既非凸，也非凹．

拐点判别法　若f（x）在x0处连续，在x0两侧f″（x）反号，则（x0，f（x0））是曲线y＝f（x）的拐点．

若f″（x0）＝0，f（3）（x0）≠0，则（x0，f（x0））是y＝f（x）的拐点．

若（x0，f（x0））是y＝f（x）的拐点且f″（x0）存在，则f″（x0）＝0．

函数作图的一般步骤如下：

（1）考察函数y＝f（x）有无对称性．如果函数为偶函数，它的图形关于y轴对称．如果函数为奇函数，它的图形关于原点对称．如果函数有对称性，作图时可以先画出x≥0时的图形，再根据对称性得到其他部分．

（2）求函数定义域．考察函数有无间断点，曲线有无渐近线．渐近线的求法：

[image: alt]则x＝a是曲线y＝f（x）的垂直渐近线．

如果有[image: alt]则y＝A或y＝B是水平渐近线．

[image: alt]存在且不等于零，记[image: alt]存在，记[image: alt]则直线y＝ax＋b是曲线y＝f（x）的斜渐近线（极限过程也可以是x→+∞或→-∞，相应的渐近线分别称为右斜渐近线或左斜渐近线．）．

（3）求y′，y″并求出y′＝0，y″＝0的根以及使y′，y″不存在的点，用这些点把定义域分成若干区间并列成一表，在表上标明一阶导数和二阶导数在各个区间上的符号，随之也就确定了函数的单调性与凹凸性区间及极值点与拐点．

（4）求出若干个作图所需要的并能表达曲线特征的点，如曲线与坐标轴的交点．

（5）根据以上讨论描绘出函数图形．

典型例题分析

1．求下列各函数的凹凸区间及拐点：

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

（4）y＝x＋sin2x（-2π/3≤x≤2π/3）；

（5）[image: alt]

解　（1）由已知y′＝x2－x－2，y″＝2x－1．由y″＝0得x＝1/2．且当x∈（-∞，1/2）时y″＜0，当x∈（1/2，+∞）时y″＞0．故曲线y＝f（x）在区间（-∞，1/2）内为凸，在（1/2，+∞）为凹，拐点为（1/2，-3/4）．

（2）由已知y′＝x3－4x，y″＝3x2－4．由y″＝0得x＝[image: alt]时y″＞0，曲线为凹；当[image: alt]时y″＜0，曲线为凸．拐点为[image: alt]

（3）[image: alt]

x≠0时y″≠0．当x∈（-∞，0）时y″＜0，曲线为凸；当x∈（0，+∞）时，y″＞0，曲线为凹，拐点为（0，0）．

（4）由已知

y′＝1＋2cos2x，y″＝-4sin2x．

由y″＝0得x＝0及x＝±π/2．当x∈（-2π/3，-π/2）或x∈（0，π/2）时y″＜0，曲线为凸；当x∈（-π/2，0）或x∈（π/2，2π/3）时y″＞0，曲线为凹．拐点有三个：

[image: alt]

（5）　　[image: alt]

y″＝0无解，但在x＝0和[image: alt]处y″不存在．当[image: alt]或[image: alt]这时图形是凹的；当[image: alt][image: alt]y″＜0，这时图形是凸的．故[image: alt]都是拐点．

2．设f（x）在（a，b）有二阶导数．

（1）若f（x）在（a，b）是凹的，证明：ef（x）在（a，b）也是凹的；

（2）若f（x）在（a，b）恒正且是凸的，证明：lnf（x）在（a，b）也是凸的．

证　（1）由所设条件知，f″（x）≥0（x∈（a，b））且在（a，b）的任意子区间上不恒为零，于是

（ef（x））′＝ef（x）f′（x），

（ef（x））″＝ef（x）［f′2（x）＋f″（x）］≥0

且（ef（x））″在（a，b）的任意子区间上不恒为零，所以ef（x）在（a，b）是凹的．

（2）由所设条件知，f″（x）≤0且在（a，b）的任意子区间上f″（x）≢0，f（x）＞0，于是

[image: alt]

且在（a，b）的任意子区间上（lnf（x））″不恒为零，所以lnf（x）在（a，b）为凸的．

3．求下列函数的渐近线：

（1）[image: alt]

解　（1）y的不连续点是x＝0，

[image: alt]

x＝0是垂直渐近线．又

[image: alt]

y＝2是水平渐近线．

无斜渐近线．

（2）x＝-3是y的不连续点，

[image: alt]

x＝-3是垂直渐近线．

[image: alt]

y＝-1/2是水平渐近线．

[image: alt]

y＝-2x＋5/2是左斜渐近线．

4．作出下列函数的图形：

（1）[image: alt]

解　（1）函数的定义域是（-∞，1），（1，+∞）．

下面求y′，y″为此先将y变形：

[image: alt]

由y′＝0得x＝0；由y″＝0得x＝-1/2．x＝1是间断点，于是列表如下．

[image: alt]

现求渐近线：因

[image: alt]

所以有水平渐近线y＝0．因

[image: alt]

所以有垂直渐近线x＝1．

曲线与x轴的交点是（1/2，0）．

根据以上分析，我们可作出函数图形，如图3.31．

[image: alt]

图　3.31

（2）此曲线由参数方程给出．x（t），y（t）均是以2π为周期的函数，它是一闭曲线．t＝0时，[image: alt]

[image: alt]

因为

[image: alt]

所以曲线关于y轴对称．又因为

[image: alt]

所以曲线关于x轴对称．因此我们只需考察t∈［0，π/2］，即曲线在第一象限的情形，其余象限由对称性得到．

当t∈（0，π/2）时，

[image: alt]

当t∈（0，π/2）时，

[image: alt]

因此，曲线在第一象限部分是连接A（0，a），B（a，0）两点的曲线，在A，B点分别与y，x轴相切，曲线随x严格单调下降且是凹的，见图3.32，整条曲线的图形见图3.33．

[image: alt]

图　3.32

[image: alt]

图　3.33

*5．设f（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导．若对任意取定的两点x1，x2∈（a，b）以及任意t∈［0，1］，有

[image: alt]

证明：曲线y＝f（x）在（a，b）上是凹（凸）的．

证　对任意取定的[image: alt]x2，由所设条件，有

[image: alt]

另一方面，可将f（ξ）变形，写成

[image: alt]

将（3.1）式减去（3.2）式，即得

[image: alt]

故将（3.3）式两端取极限，得

[image: alt]

由于x1是任意取定的点，故对一切x∈（a，b），都有

[image: alt]

这说明过x2的切线在曲线的下方．又由于x2是任意取定的点，这说明曲线上任一点处的切线在曲线的下方，故曲线是凹的（类似地，可证当

[image: alt]

时曲线是凸的）．

本题用到了：若0＜t≤1时g（t）≤h（t），且[image: alt][image: alt]存在，则

[image: alt]

*6．设f（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内二阶可导，且f″（x）≥0．若存在c∈（a，b），使得[image: alt]证明：

f（x）≡f（c）　（a≤x≤b）．

注意　（1）条件f″（x）≥0并不能保证曲线y＝f（x）是凹的（只有当f″（x）≥0且使f″（x）＝0的点不构成一个区间时，y＝f（x）才是凹的）．

（2）从直观上看，若曲线y＝f（x）（a≤x≤b）是凹的或是由凹曲线与直线组成的光滑曲线段，则f（x）在［a，b］上的最大值不可能在区间内部达到．

证　由题设知x＝c是极大点，故f′（c）＝0．又f″（x）≥0意味着f′（x）单调上升．故当a≤x≤c时，f′（x）≤f′（c）＝0，即f（x）单调下降，于是

f（x）≥f（c），a≤x≤c；

当c≤x≤b时，f′（x）≥f′（c）＝0，即f（x）单调上升，于是

f（x）≥f（c），c≤x≤b．

以上两式说明，对一切x∈［a，b］，有f（x）≥f（c）．另一方面，由f（c）是最大值，对一切x∈［a，b］应有f（x）≤f（c）．综合起来便得

f（x）≡f（c）（a≤x≤b）．

本节小结

1．掌握曲线段y＝f（x）（a≤x≤b）凹凸性的定义及判别法，凹凸性与f″（x）的符号的关系．

2．能判别曲线y＝f（x）是否有渐近线．若存在，能写出垂直渐近线、水平渐近线、斜渐近线的表达式．

3．掌握利用导数作函数图形的步骤及方法．

练习题3.3

3.3.1　求下列函数图形的凹凸性区间和拐点：

（1）[image: alt]

（2）y＝x2lnx；

（3）y＝arctanx－x；

（4）y＝（1＋x2）ex．

3.3.2　求下列曲线的渐近线：

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

3.3.3　作下列函数的图形：

（1）y＝x3－3x2；

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

§4　求未定式的极限

内容提要

当函数f（x）与g（x）是同一极限过程中的无穷小量时，[image: alt]的极限有多种可能情况，这种由两个无穷小量相除的表达式称为[image: alt]型未定式．类似地，由两个无穷大量相除的表达式称为[image: alt]型未定式．洛必达法则是求未定式的极限的一种有效的方法．

1．洛必达法则

[image: alt]f（x），g（x）在x＝a的邻域内（a点可除外）可导，g′（x）≠0，且

[image: alt]　（A为有限数或±∞），

[image: alt]

将x→a换成x→∞也有相应的法则．

2．应用洛必达法则注意事项

①[image: alt]不存在，不能说明[image: alt]不存在．

②应该验证应用法则的条件，例如不是[image: alt]型不定式时，就不能用洛必达法则．

③若[image: alt]型不定式，可继续应用洛必达法则，只要符合条件就可一直用到求出极限为止．

④其他类型的不定式（如0·∞，∞－∞，0°，1∞，∞°等类型），先化成[image: alt]型[image: alt]型的不定式，再用洛必达法则．

⑤使用洛必达法则时也要用到一些技巧，如可将未定式先作恒等变形或变量替换，或将其中一部分因子先取极限，或将其中的无穷小量因子用等价无穷小量替换等等．读者可通过做题总结经验．

典型例题分析

1．下述论证是否正确？为什么？

（1）因为

[image: alt]

而右端极限不存在，所以左端极限也不存在，即x→∞时[image: alt]存在极限．

（2）[image: alt]

解　（1）不正确．这是因为[image: alt]不存在，所以不具备利用洛必达法则的条件，因而不能用洛必达法则．正确的答案是

[image: alt]

此例也说明了，若

[image: alt]

不存在也不为∞，不能说明

[image: alt]

不存在．故[image: alt]存在只是[image: alt]存在的一个充分条件．

（2）不正确．这不是[image: alt]型也不是[image: alt]型的极限，不能用洛必达法则．

正确的答案是，因

[image: alt]

由无穷小的运算性质知

[image: alt]

2．求下列极限：

[image: alt]

解　我们利用洛必达法则求这些极限．

（1）这是[image: alt]型未定式．

解法1　连续用洛必达法则得

[image: alt]

在解题过程中，将因子[image: alt]先提出来再求极限，使计算化简，这是一种技巧．

解法2　将分母上的sin3x用其等价无穷小x3来替换，则可简化计算．

[image: alt]

[image: alt]

评注　从解法2可看出，所谓用sinx的等价无穷小x来替换sinx，实际上是将所论函数变形为

[image: alt]

再分别求[image: alt]的极限（后者等于1），这样，求极限式[image: alt]就等价于求极限式[image: alt]值得注意的是，这种等价无穷小的替换，只能对所论函数的因子才能进行，否则将导致错误．如考虑极限式[image: alt]连续用两次洛必达法则可得

[image: alt]

而若将分子上的第二项sinx用x代替，则将导致错误的结果：

[image: alt]

错误的原因在于这里sinx不是整个函数的因子（以后可知，x－sinx[image: alt]与sinx的差是与分母x3同阶的无穷小量，就不能忽略不计，即不能用x代替sinx）．

（2）这是∞－∞型未定式，先通分以将它化成[image: alt]型未定式．

[image: alt]

（3）这是∞°型的未定式．对于这种指数型的未定式，我们可以先利用公式uv＝evlnu，然后再用洛必达法则．因为

[image: alt]

（4）这是0°型的未定式．因为

[image: alt]

（5）因为[image: alt]所以这是1∞型未定式．

[image: alt]

[image: alt]

因此，同样得到

[image: alt]

（6）这是∞－∞型未定式，先通分使之化为[image: alt]型．

[image: alt]

3．证明

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

证　（1）这是0·∞型未定式．可将其中一个因子的倒数移至分母上，使之化为[image: alt]型未定式．

[image: alt]

由上看出，用一次洛必达法则后，lnx的方次降低一次（由β降为β－1）．所以若β为正整数k，则连续用k次洛必达法则，可化为求Axα的极限（其中A为某个常数），[image: alt]＝0．若β不是正整数，令［β］为不超过β的最大整数．显然有［β］≤β＜［β］＋1，这时连续用［β］＋1次洛必达法则，lnx的方次降为β－（［β］＋1）＜0．故可得

[image: alt]

（其中B为某个常数）．

评注　以上我们将所求极限式化成[image: alt]型未定式后用洛必达法则，顺利地求出了极限．但若将所求极限式化为[image: alt]型未定式，就无法得出结果．事实上，若令

[image: alt]

[image: alt]

所以若对[image: alt]用洛必达法则，则将要求极限式

[image: alt]

这里lnx的方次为（β＋1），比原式中的方次β反而增加了，故用此法不能求出结果．

对于0·∞型未定式，究竟是将它化为[image: alt]型还是化为[image: alt]型，这要根据具体情况而定．做题时若化成[image: alt]型无法求得结果，就可试着化成[image: alt]型．

（2）这是[image: alt]型未定式，可直接用洛必达法则：

[image: alt]

由此看出，用一次洛必达法则后，x的方次降低一次．与上同理，连续用若干次洛必达法则后，将化为求极限式

[image: alt]

其中A，B，l为常数，l＞0．而这两个极限式都等于0，故

[image: alt]

（3）这是[image: alt]型未定式，但可作变量替换转化为题（2）的情形．

[image: alt]

评注　本题的结论可以说明对数函数、幂函数与指数函数之间的阶的比较．第（1）小题说明，当x→0+时，对任意的正的常数α与β，xα总是[image: alt]的高阶无穷小量．或[image: alt]是（lnx）β的高阶无穷大量．第（2）小题说明，对任意β＞0及a＞1，当x→+∞时，指数函数ax是幂函数xβ的高阶无穷大量．

4．设x＞0，

（1）[image: alt]

解　（1）设[image: alt]取对数得[image: alt]求导得

[image: alt]

（2）这是∞0型未定式，可先用公式uv＝evlnu，

[image: alt]

（3）这是00型未定式，先用公式uv＝evlnu，

[image: alt]

[image: alt]

特别当x取正整数而趋向无穷时，有

[image: alt]

评注　本题中若对[image: alt]直接用洛必达法则，则计算较麻烦，现将其已知有极限的因子[image: alt]提出单独求极限，再对其余部分用等价无穷小因子替换，就简化了计算并求得了结果．

5．证明：若f（x）在x0存在二阶导数，则

[image: alt]

证　由f（x）在x0二阶可导知，f（x）在x0邻域一阶可导，也就连续，于是

[image: alt]

我们用洛必达法则求[image: alt]型未定式的极限：

[image: alt]

这还是[image: alt]型极限，但不能再用洛必达法则，因为我们不知道f（x）在x0邻域是否存在二阶导数．

我们利用f（x）在x0存在f″（x0），由f″（x0）的极限表达式可得

[image: alt]

6．设函数f（x）在x0处有二阶导数，且f″（x0）＞0．证明：存在δ＞0，使当0＜｜∆x｜＜δ时，有

[image: alt]

[image: alt]

图　3.34

解释　本题的几何意义是：当f″（x0）＞0时，存在x0的一个邻域（x0－δ，x0＋δ），使得当x0－∆x及x0＋∆x都属于这个邻域内时，点A（x0－∆x，f（x0－∆x））与点B（x0＋∆x，f（x0＋∆x））的连线的中点，在点（x0，f（x0））之上方（见图3.34）．

证　由第5题知，

[image: alt]

由f″（x0）＞0，即极限式

[image: alt]

由极限的性质知，存在δ＞0，使当0＜｜∆x｜＜δ时有

[image: alt]

上式中分母恒大于0，故由上式推出

f（x0＋∆x）＋f（x0－∆x）＞2f（x0）．

不等式两边乘1/2即得欲证之不等式．

本节小结

1．设[image: alt]型未定式，有时若直接用洛必达法则得不出结果，可试着对[image: alt]用洛必达法则，有可能得到结果．

2．设[image: alt]为未定式，若[image: alt]且已知[image: alt]＝a，[image: alt]为未定式，则可对[image: alt]用洛必达法则以化简计算．若由此可求得[image: alt]

3．设[image: alt]为未定式，求极限时[image: alt]的无穷小因子可用其等价无穷小量代替．但[image: alt]的表达式中出现的非因子无穷小量，不能用其等价无穷小量代替．

练习题3.4

用洛必达法则求下列极限（1～8题）：

[image: alt]

3.4.9　当x→0＋时，试比较下列无穷小的阶：

[image: alt]

§5　泰勒公式及其应用

内容提要

1．泰勒公式及其作用

（1）带皮亚诺型余项的泰勒公式

设f（x）在x0处有n阶导数，则在x0附近f（x）可展成局部泰勒公式（也称为带皮亚诺型余项的泰勒公式）：

f（x）＝Pn（x）＋Rn（x），

其中

[image: alt]

（2）带拉格朗日型余项的泰勒公式

设f（x）在包含x0的区间（a，b）上有n＋1阶导数，在［a，b］上有n阶连续导数，则对任给x∈［a，b］，f（x）可展成带拉格朗日型余项的泰勒公式

f（x）＝Pn（x）＋Rn（x），

其中Pn（x）由（5.1）式给出，

[image: alt]

（3）x0＝0时的泰勒公式称为马克劳林公式：

[image: alt]

其中余项Rn（x）在局部泰勒公式中为Rn（x）＝ο（xn），在带拉格朗日型余项的泰勒公式为

[image: alt]

（4）泰勒公式的作用

①给出了用简单函数（即多项式）近似复杂函数的方法．

②建立了自变量改变量，函数改变量与各阶导数之间的关系．使我们能够利用一阶及高阶导数来研究函数的性质．

2．五个常用的泰勒公式

（1）[image: alt]

在局部泰勒公式中Rn（x）＝ο（xn），在带拉格朗日型余项的泰勒公式中

[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

（4）[image: alt]

（5）[image: alt]

3．求泰勒公式的方法

（1）直接求法：先计算各阶导数值f（k）（x0）（k＝0，1，2，…，n），再将它们代入公式即可得到泰勒公式．

（2）间接求法：利用已知的泰勒公式通过适当的运算而求得f（x）的泰勒公式，这种做法的根据是泰勒公式的惟一性：

设f（x）在x0有n阶导数，且f（x）可展开为下列多项式

f（x）＝A0＋A1（x－x0）＋A2（x－x0）2＋…＋An（x－x0）n

＋ο（（x－x0）n），

其中Ai（i＝0，1，2，…，n）为常数．则这些常数是惟一确定的，且必有

[image: alt]

4．泰勒公式的应用

（1）利用泰勒公式确定无穷小的阶与求极限

设[image: alt]f（x）有泰勒展开式

[image: alt]

其中f（k）（a）≠0（即f（k）（a）是泰勒展开式中第一个不等于零的系数），则x→a时f（x）是x－a的k阶无穷小．因此泰勒公式是确定无穷小的阶的有效方法．

[image: alt]f（x）和g（x）有泰勒展开式

[image: alt]

其中f（n）（a）≠0，g（m）（a）≠0，则

[image: alt]

因此泰勒公式也是求[image: alt]型未定式极限的有效方法．

（2）利用泰勒公式求函数的近似计算公式

设f（x）在（a，b）内有（n＋1）阶导数，则有

[image: alt]

误差由余项给出．

典型例题分析

1．展开下列多项式：

（1）P（x）＝x3－2x2＋3x＋5，按（x－2）的非负整数次幂展开；

（2）P（x）＝x4－5x3＋x2－3x＋4，按（x－4）的非负整数次幂展开．

解　由直接计算导数的方法求展开式．

（1）　　P′（x）＝3x2－4x＋3，　P″（x）＝6x－4，

[image: alt]

[image: alt]

P（4）（ξ）＝0，对任意ξ∈（-∞，+∞）．

因而对一切x∈（-∞，+∞），

[image: alt]

所以对一切x∈（-∞，+∞），有

[image: alt]

由此看出，多项式的泰勒公式的余项为零．

（2）[image: alt]

于是

[image: alt]

因此，与（1）题同理可知，对一切[image: alt]

[image: alt]

2．将下列函数按指定方式展开：

（1）f（x）＝ex按x＋1的幂展开，到含（x＋1）3为止，并带拉格朗日型余项．

（2）f（x）＝tanx按x的幂展开，到含x2为止，并带拉格朗日型余项．

（3）[image: alt]按x的幂展开，到含x4为止，并带皮亚诺型余项．

（4）[image: alt]按x的幂展开，到x3项，并带皮亚诺型余项．

解　（1）本题可用直接做法，即套公式（读者可自己完成）．也可用间接做法．因为已知对任意t∈（-∞，+∞），有

[image: alt]

[image: alt]

（2）用直接做法．

[image: alt]

[image: alt]

（3）用间接做法．因为已知

[image: alt]

注意　这里用到以下无穷小阶的运算规律：

[image: alt]

（4）用间接做法．因为已知

[image: alt]

注意　ο（（2x－x3）3）＝ο（x3），ο（（3x－x2）3）＝ο（x3），

于是得到

[image: alt]

求给定函数的泰勒公式，大多是用间接方法．这首先要求能记住五个常用的泰勒公式，其次要能灵活地进行适当的运算．下面再举一些典型的例子．

3．求下列函数的带皮亚诺型余项的泰勒公式：

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

（4）[image: alt]

解　（1）因为

[image: alt]

令t＝-x2得

[image: alt]

（2）因为

[image: alt]

（3）[image: alt]

[image: alt]

（4）因为

[image: alt]

4．求函数

[image: alt]

在x＝0处的局部泰勒公式（到四阶），并问f（4）（0）＝？

解　将f（x）变形再利用[image: alt]的局部泰勒公式．

[image: alt]

在泰勒公式中，x4的系数为[image: alt]故应有

[image: alt]

5．确定下列无穷小量是x的几阶无穷小量：

（1）[image: alt]

解　利用泰勒公式来解此问题．

（1）[image: alt]

所以[image: alt]是x的三阶无穷小．

（2）　　[image: alt]

所以[image: alt]是x的四阶无穷小．

6．利用泰勒公式求下列极限：

（1）[image: alt]

解　（1）利用泰勒展开式

[image: alt]

由此看出分子是四阶无穷小，因而将分母也写成四阶无穷小及其高阶无穷小之和即可：

[image: alt]

（2）利用泰勒展开式

[image: alt]

我们可得

[image: alt]

7．证明：sin（a＋h）与sina＋hcosa之差的绝对值不大于[image: alt]

证　令f（x）＝sinx，由泰勒公式

[image: alt]

由此可得

[image: alt]

8．证明当0＜x≤1/2时，按公式

[image: alt]

计算ex的近似值时所产生的误差小于0.01，并求[image: alt]的近似值使误差小于0.01．

解　根据泰勒公式

[image: alt]

可知上述近似公式的误差

[image: alt]

利用这个近似公式可以算得

[image: alt]

其误差小于0.01．

*9．设Pn（x）是一个n次多项式．

（1）证明：Pn（x）在任一点x0处的泰勒公式为

[image: alt]

（2）若存在一个数a，使Pn（a）＞0，[image: alt]（k＝1，2，…，n），证明：Pn（x）的所有实根都不超过a．

证　（1）只需证明Rn（x）＝0，其中Rn（x）为余项．已知拉格朗日型余项为

[image: alt]　（ξ在x0与x之间）．

而对于n次多项式Pn（x），它的（n＋1）阶导数恒等于零，即[image: alt]＝0，故Rn（x）＝0．

（2）由（1）知，Pn（x）在a点的泰勒公式为

[image: alt]

故对任意x＞a，有Pn（x）≥Pn（a）＞0．即这时x不可能是Pn（x）＝0的根．

*10．设f（x）在［0，+∞）上二阶可导，又f（0）＝-1，f′（0）＞0，且当x＞0时f″（x）≥0．证明：方程f（x）＝0在（0，+∞）内有且只有一个根．

分析　由所设条件可推出f′（x）单调递增，再由f′（0）＞0可得f′（x）＞0（当x≥0时），故f（x）也单调递增．又f（0）＜0，故只需证明f（x）在某些点处大于0，便可得证（参见图3.35）．

[image: alt]

图　3.35

证　先证根的存在性．

考虑f（x）在x＝0处的一阶泰勒公式，有

[image: alt]

由f″（ξ）≥0，故对一切x∈［0，+∞），有

f（x）≥-1＋f′（0）x．

[image: alt]

由已知f（0）＜0，由连续函数的介值定理知，至少存在一个ξ∈（0，x1）使f（ξ）＝0．

再证根的惟一性．由当x＞0时f″（x）＞0推出f′（x）≥f′（0）＞0，于是f（x）在［0，+∞）上严格单调递增，因此f（x）＝0在［0，+∞）内只有一个根．

*11．设f（x）在［0，1］上有二阶导函数，且对一切x∈［0，1］，有

｜f（x）｜≤A，｜f″（x）｜≤B，

其中A，B为正的常数．证明：

｜f′（x）｜≤2A＋B/2，对任意x∈（0，1）．

证　在（0，1）内任意取定一点x0，考虑在x0处的泰勒公式得

[image: alt]

将以上两式相减得

[image: alt]

移项可得

[image: alt]

由于x0是（0，1）内任意取定的一点，故对一切x∈（0，1），都有

｜f′（x）｜≤2A＋B/2．

注意　①因为[image: alt]

②这里利用泰勒公式建立了任意一点x∈（0，1）处的函数值f（x）与f（0）及（1）之间的关系．

*12．设函数f（x）在（0，+∞）上有二阶导数，又知对一切x＞0，有

｜f（x）｜≤A，｜f″（x）｜≤B，

其中A，B为正的常数．证明：

[image: alt]

证　任意取定正数x与h，有

[image: alt]

其中0＜θ＜1．移项可得

[image: alt]

[image: alt]

上式对一切h∈（0，+∞）成立．所以若函数[image: alt]在区间（0，+∞）上有最小值，则应有

[image: alt]

由g′（h）＝-2A/h2＋B/2＝0，得g′（h）＝0的正根为[image: alt]不难验证g（h）在[image: alt]处达到最小值．故有

[image: alt]

由于x是任意取定的正数，所以上式对一切x∈（0，+∞）成立．

本题说明：当f（x）与f″（x）在（0，+∞）上都是有界函数时，则f′（x）在（0，+∞）上也是有界函数．

思考题：试比较11与12两题的条件、结论以及证明方法的异同点．

*13．设有三个不同的常数a，b，c，满足

a＜b＜c，a＋b＋c＝2，ab＋bc＋ca＝1．

证明：0＜a＜1/3，1/3＜b＜1，1＜c＜4/3．

证　考虑以a，b，c为三个根的三次多项式

P3（x）＝（x－a）（x－b）（x－c），

由根与系数的关系以及上述条件，可知P3（x）可表为

P3（x）＝x3－2x2＋x－abc＝x（x－1）2－abc，

求导得

P′3（x）＝3x2－4x＋1＝（3x－1）（x－1）．

所以P′3（x）＝0的两个根为

ξ1＝1/3，ξ2＝1．

又已知P3（x）有三个实根a，b，c，由罗尔定理知，ξ1必在a与b之间，ξ2必在b与c之间，即

a＜1/3＜b，b＜1＜c，

由此推出

a∈（-∞，1/3），b∈（1/3，1），c∈（1，+∞）．

与欲证的结论相比，只需再证明a＞0与c＜4/3．

先证a＞0．由

0＝P3（c）＝c（c－1）2－abc，

推出ab＝（c－1）2＞0．又已知b＞1/3＞0，故必有a＞0．

再证c＜4/3．

考虑P3（x）在x＝1/3处的泰勒公式．已知P′3（1/3）＝0，又不难算出

[image: alt]

故对任意x∈（-∞，+∞），有

[image: alt]

用x＝c代入上式得

0＝P3（c）＝P3（1/3）＋（c－1/3）2（c－4/3）．

再注意当x∈（-∞，1/3）时P′3（x）＞0，即P3（x）严格单调上升，以及a＜1/3，便有

P3（1/3）＞P3（a）＝0．

于是由前式推出

（c－1/3）2（c－4/3）＝-P3（1/3）＜0．

又由（c－1/3）2＞0便得（c－4/3）＜0，即c＜4/3．

*14．设f（x）在［0，1］上具有二阶导数，且

[image: alt]

[image: alt]

图　3.36

分析　由题设知，f（x）的最小值-5/4在区间（0，1）内部一点达到（参见图3.36），故曲线y＝f（x）的斜率必在某一段是上升的．现在要证：存在一些点，使在这些点处f′（x）的上升速率f″（x）大于或等于10．下面利用泰勒公式来证．

证　由于

[image: alt]

故f（x）的最小值必在（0，1）的内部达到．记最小值点为xm，即f（xm）＝-5/4，由费马定理知f′（xm）＝0．f（x）在xm处的一阶泰勒公式为：

[image: alt]

其中0≤x≤1，ξ在x与xm之间．在上式中分别令x＝0及x＝1，得

[image: alt]

若0＜xm＜1/2，则由（5.2）式得

[image: alt]

若1/2≤xm＜1，则由（5.3）式得

[image: alt]

以上说明，在（0，1）内存在ξ1或ξ2，使f″（x）在ξ1或ξ2处的值大于或等于10，因此f″（x）在［0，1］上的最大值必大于或等于10．

在以上各题的证明过程中，共同的手法是：考虑f（x）在某一点处的泰勒公式，再以特定的x值代入公式，便得欲证的式子．

*15．设y＝f（x）在［0，a］上可导，其中0＜a＜1，且

｜f′（x）｜≤｜f（x）｜，∀x∈（0，a）．

又设f（0）＝0．证明：f（x）≡0，对任意x∈［0，a］．并问：上述结果能否推广到a≥1的情况．

证　由所给条件知，f（x）在［0，a］上连续，于是｜f（x）｜在［0，a］上也连续，故｜f（x）｜在［0，a］上有最大值．设

[image: alt]

显然M≥0．对任意x∈（0，a］，有

f（x）＝f（0）＋f′（ξ）（x－0）＝f′（ξ）x，

其中0＜ξ＜x．于是

｜f（x）｜＝｜f′（ξ）｜｜x｜≤｜f（ξ）｜x｜≤Ma，　任意x∈（0，a］．

再注意f（0）＝0，故上式对一切x∈［0，a］成立，因此有

[image: alt]

即　　　　　　M≤Ma或M（1－a）≤0．

又因1－a＞0，故由上述不等式即推出M＝0．由此知｜f（x）｜≡0，即f（x）≡0，对一切x∈［0，a］．

从上述证明过程看出，条件f（0）＝0及0＜a＜1是使问题能得证的关键．从几何上看：当函数在左端点处为0，又区间的长度小于1时，则由｜f′（x）｜≤｜f（x）｜便可推出在该区间上f（x）≡0．

当区间长度大于1时，可将它分成若干小段，使每一小段的长度都小于1，再逐次运用上述结果．因此，上述结果能够推广到a≥1的情况．即

若y＝f（x）在任意有限区间［0，a］上可导，f（0）＝0，且

｜f′（x）｜≤｜f（x）｜，∀x∈（0，a），

则　　　　　　　　　　f（x）≡0，　　∀x∈［0，a］．

事实上，用上面的证法可证在［0，2/3］上f（x）≡0．再用同样的办法可证在［2/3，4/3］上f（x）≡0，又可证在［4/3，2］上f（x）≡0，…，如此继续下去，只需每次取区间长度为2/3，经有限步后，就可推出在［0，a］上f（x）≡0．

本节小结

1．设函数f（x）在x0处有n阶导数．若要考虑在x0邻近函数值的情况，则可用局部泰勒公式．例如在考虑x→a时无穷小函数f（x）的阶，或求极限时，用局部泰勒公式．

2．设函数f（x）在一个包含x0的闭区间［a，b］上有n阶连续导数，而在（a，b）上有（n＋1）阶导数．若要考虑该区间［a，b］上任一点x处的函数值的情况，则可用带拉格朗日型余项的泰勒公式（见第10至15题）．

练习题3.5

3.5.1　当x→+∞时，排出下列函数的大小次序：

[image: alt]

3.5.2　展开下列多项式：

（1）P（x）＝x4－2x3＋1按x－1的非负整数次幂展开．

（2）P（x）＝-2x3＋5x2＋3x＋1按x＋1的非负整数次幂展开．

3.5.3　将下列函数按指定方式展开：

（1）f（x）＝lnx按（x－1）的幂展开，到含（x－1）2为止（带拉格朗型日余项）；

（2）f（x）＝tanx按x的幂展开，到含x3为止（带皮亚诺型余项）；

（3）[image: alt]按x的幂展开，到含x2为止（带皮亚诺型余项）；

（4）f（x）＝sinx按（x－π/4）的幂展开，到含（x－π/4）4为止（带皮亚诺型余项）．

3.5.4　求出下列函数带皮亚诺型余项的马克劳林公式：

（1）cos2x；　　（2）xln（1－x2）；　　（3）sin3x．

3.5.5　利用泰勒公式求下列极限：

（1）[image: alt]

3.5.6　求[image: alt]的二阶近似公式，并利用它求[image: alt]的近似值．

本章小结

1．微分中值定理，奠定了利用导函数来研究函数性态的理论基础，读者应熟记罗尔定理，拉格朗日中值定理，柯西中值定理的条件与结论．

2．根据一阶及二阶导函数的符号，可研究函数的单调性、凹凸性、极值问题、最值问题以及作函数的图形．读者应掌握有关的判别法等原理．

3．做题时常用的技巧：

（1）引进辅助函数．对辅助函数用中值定理或单调性的判别法等等，便可推出欲证的结论．

（2）用反证法．

4．证明不等式的常用方法：

（1）直接用拉格朗日中值公式；

（2）利用函数的单调性；

（3）利用极值或最值；

（4）利用泰勒公式．

5．关于根的存在性及个数．

通常用连续函数的介值定理，罗尔定理及泰勒公式可证明根的存在性，利用单调性，极值和最值以及凹凸性可确定根的个数．

6．本章介绍的洛必达法则及泰勒公式，提供了求未定式极限的一般方法．


第四章　不定积分

§1　原函数与不定积分的概念

内容提要

1．原函数与不定积分的定义

设f（x），F（x）定义在区间X上，若对任意x∈X有

F′（x）＝f（x）或dF（x）＝f（x）dx，

则称F（x）为f（x）在区间X上的一个原函数．

f（x）在区间X上的全体原函数称为f（x）在X上的不定积分，记为∫f（x）dx，f（x）称为被积函数，x称为积分变量．

2．原函数与不定积分的关系

设F（x）是f（x）在区间X上的一个原函数，则在X上有

∫f（x）dx＝F（x）＋C，

其中C为任意常数．

3．不定积分与微分之间的关系

求不定积分与求微分是互为逆运算．

（1）dF（x）＝f（x）dx⇔∫f（x）dx＝F（x）＋C

若已知F（x），求dF（x），这是微分运算．若已知f（x）dx，求F（x）使得dF（x）＝f（x）dx，这是积分运算．

（2）微分运算与积分运算的两个关系式

①d（∫f（x）dx）＝f（x）dx或（∫f（x）dx）′＝f（x）；

②∫F′（x）dx＝∫dF（x）＝F（x）＋C．

4．原函数与不定积分的几何意义

f（x）的一个原函数F（x）的图形称为f（x）的一条积分曲线．积分曲线y＝F（x）在点（x，F（x））处的斜率为f（x）．f（x）的不定积分在几何上是其一条积分曲线y＝F（x）沿y轴平移所得到的积分曲线族，见图4.1．

[image: alt]

图　4.1

5．基本积分表

从基本微分表就得到一个基本积分表．

[image: alt]

基本积分表是不定积分计算的基础．

6．不定积分的简单运算法则与分项积分法

不定积分有两个简单运算法则：

（1）a≠0为常数，则

[image: alt]

（2）∫［f（x）±g（x）］dx＝∫f（x）dx±∫g（x）dx．

我们常常把一个复杂的函数分解成几个简单的函数的和，其中每个简单函数的不定积分我们会求，然后利用上述法则求出不定积分，这就是分项积分法．

典型例题分析

1．检查下列结果是否正确，并回答问题：

（1）x＞0，a为正的常数，

[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）用不同的方法求得的不定积分的结果会有不同的形式，这些结果是否矛盾？

解　（1）当x＞0时，因为[image: alt]所以

[image: alt]

又因为[image: alt]所以又有

[image: alt]

因此这两个等式都是正确的．

（2）因为

[image: alt]

因此这两个等式也都是正确的．

（3）用不同的方法求得不定积分的结果会有不同的形式，如题（1），（2）．但这些结果是不矛盾的，因为它们之间一定相差一个常数，如题（1）中，lnax－lnx＝lna．又如题（2）中因为

1－cos2x＝2sin2x，

[image: alt]

一般说来，如果

∫f（x）dx＝F（x）＋C，∫f（x）dx＝G（x）＋C，

则必有F（x）－G（x）＝常数．

2．下列等式是否正确？为什么？

（1）∫0dx＝0；

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

（4）设∫f（x）dx＝F（x）＋C，常数a≠0，则

∫f（ax）dx＝F（ax）＋C；

（5）设∫f（x）dx＝F（x）＋C，则

∫f（sinx）cosxdx＝F（sinx）＋C．

解　（1）不正确．因为0只是0的一个原函数，并不是零的全体原函数．正确的等式应该是

∫0dx＝C．

（2）不正确．因为α＝-1时此等式不成立．仅当α≠-1时此等式才成立．

（3）不正确．因为等式右端仅当x＞0时才有意义，而左端对x＜0时也有意义，所以x＜0时此等式不成立．正确的等式应该是

[image: alt]

（4）不正确．因为F′（x）＝f（x），所以（F（ax））′＝af（ax），故当a≠1时应有

a∫f（ax）dx＝F（ax）＋C≠∫f（ax）dx．

正确的等式应该是

[image: alt]

（5）正确．因为F′（x）＝f（x），所以（F（sinx））′＝f（sinx）cosx，于是

∫f（sinx）cosxdx＝F（sinx）＋C，

即等式成立．

3．求下列曲线：

（1）曲线y＝f（x）过（1，3）点，且在每一点（x，f（x））处切线斜率等于3x．

（2）曲线y＝f（x）过（0，0）点，且在每一点（x，f（x））处切线斜率等于ex．

解　（1）因为[image: alt]因此切线斜率为3x的曲线族方程是[image: alt]其中C为任意常数，过点（1，3）的曲线应该满足

[image: alt]

由此得[image: alt]故所求曲线为[image: alt]

（2）同理，先求出∫exdx＝ex＋C，由e0＋C＝0定出C＝-1，故所求曲线为y＝ex－1．

4．设某质点沿x轴作直线运动．任意时刻t的加速度

[image: alt]

（1）若质点的初速度v（0）＝0，求质点的速度v（t）．

（2）若又知质点的初始位移[image: alt]求质点的位移s（t）（t时刻质点在x轴上的坐标）．

解　（1）因为速度函数是加速度函数的一个原函数，而

[image: alt]

所以加速度为[image: alt]的质点其速度

[image: alt]

因初速度v（0）＝0，应该有

[image: alt]

故所求速度[image: alt]

（2）由

[image: alt]

得C＝0，于是

[image: alt]

5．求下列不定积分：

[image: alt]

解　我们将用分项积分法求这些不定积分，关键是如何实现分项．

（1）[image: alt]

[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

（4）[image: alt]

（5）[image: alt]

（6）[image: alt]

（7）[image: alt]

（8）[image: alt]

[image: alt]

以上各例介绍了将被积函数分项的常用技巧，希望读者能掌握这些技巧．

6．设有半径为a的四分之一圆，其中非阴影部分OABC的面积记为F（x），x是C点的坐标，见图4.2．

[image: alt]

图　4.2

（1）引进角度t＝∠COB，把OABC的面积表为t的函数．

（2）求F（x）．

（3）F（x）是哪个函数的原函数？

解　（1）曲边梯形OABC的面积

[image: alt]

（2）从图4.2不难看出，

[image: alt]

（3）求[image: alt]

[image: alt]

因此，F（x）是[image: alt]的一个原函数．

7．若f（x）的导函数为-sinx＋ex，且

f（0）＝3．

求f（x）的过点（0，0）的一个原函数．

解　f（x）为（-sinx＋ex）的一个原函数，而

∫（-sinx＋ex）dx＝cosx＋ex＋C，

[image: alt]

推出C＝1，所以

[image: alt]

f（x）的原函数族为

[image: alt]

得C＝-1，所以所求原函数为

[image: alt]

本节小结

1．背熟基本积分表．

2．掌握一些分项积分的技巧（见第5题）．

练习题4.1

4.1.1　下列函数分别是哪个函数的一个原函数？

（1）[image: alt]　　（2）arctansinx．

4.1.2　求出x2＋3的一个原函数F（x）使满足F（1）＝1．

4.1.3　当x＞1时，验证下列结果：

[image: alt]

这两个等式是否矛盾？为什么？

4.1.4　在下列各题中，根据f（x）满足所给定的关系，求f（x）：

（1）xf′（x）＝2（x≠0）；

（2）f′（x）（1＋x2）＝1，f（0）＝1；

（3）（∫f（x）dx）′＝sinx；　　（4）（f3（x））′＝1．

4.1.5　设质点沿x轴作直线运动．任意时刻t的加速度a（t）＝12t2－3sint．已知初速度v（0）＝5，初始位移s（0）＝-3，求质点的速度v（t）及位移s（t）．

4.1.6　求下列不定积分：

（1）∫x6dx；

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

（4）∫ax7dx；

（5）[image: alt]

4.1.7　求下列不定积分：

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

4.1.8　求下列不定积分：

（1）∫7sec2θdθ；

（2）∫tan2φdφ；

（3）∫sin2xcos2xdx；

（4）∫cos2xdx．

4.1.9　求下列不定积分：

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

（4）∫10xdx；

（5）[image: alt]

§2　不定积分的两个计算法则——换元积分法与分部积分法

不定积分计算法则的作用在于将所求的不定积分转化为积分表中的情形．除了分项积分法外，最为重要的积分法则就是换元积分法与分部积分法．

内容提要

1．与复合函数微分法相应的换元积分法

第一换元法　设φ（x）可微，又已知

∫f（u）du＝F（u）＋C，

则　　　　　　∫f（φ（x））φ′（x）dx＝F（φ（x））＋C．

做题时可写成下列形式：

∫f（φ（x））φ′（x）dx＝∫f（φ（x））dφ（x）

[image: alt]

第二换元法　设φ（x）可微，且φ′（x）恒正或恒负，又已知

∫f（φ（x））φ′（x）dx＝G（x）＋C，

则　　　　　　　∫f（u）du＝G（φ-1（u））＋C，

其中φ-1（u）是u＝φ（x）的反函数．

做题时可写成下列形式：

[image: alt]

简单说来在等式

[image: alt]

中，若已知等式右端求左端，这是第一换元法．若已知等式左端求右端，这是第二换元法．

2．凑微分法

利用第一换元法求∫Φ（x）dx的关键是：从Φ（x）中分出一部分因子使与dx凑成dφ（x），余下的是φ（x）的函数：

Φ（x）dx＝f（φ（x））dφ（x）．

因此又称为凑微分法．

常用的几种凑微分法是：

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

（4）[image: alt]

∫f（cosx）sinxdx＝-∫f（cosx）dcosx，

[image: alt]

（5）[image: alt]

3．如何利用第二换元法求不定积分

利用第二换元法求不定积分∫f（x）dx的步骤是：选择变量替换x＝φ（t）；使能求出∫f（φ（t））φ′（t）dt＝G（t）＋C；再将x＝φ（t）的反函数t＝φ-1（x）代入G（t）得∫f（x）dx＝G（φ-1（x））＋C．关键是选择适当的变量替换．

常见的变量替换有

（1）当被积函数包含根式[image: alt]可作替换[image: alt]去根号．

（2）三角函数替换去根号．

若被积函数包含根式[image: alt]常作替换x＝asint或x＝acost；

若被积函数包含根式[image: alt]常作替换x＝atant或x＝acott；

若被积函数包含根式[image: alt]常作替换x＝asect或x＝acsct．

4．利用换元积分法推出的常用公式

[image: alt]

5．与乘积微分法则相应的积分法则——分部积分法

设u（x），v（x）可微，又u′v与uv′的原函数都存在，则

∫uv′dx＝uv－∫u′vdx，

即　　　　　　　　　∫udv＝uv－∫vdu．

分部积分法的作用是：把求∫u（x）dv（x）转化为求∫v（x）du（x）．因此，利用分部积分法求∫f（x）dx的关键步骤是：将f（x）dx改写成u（x）v′（x）dx＝u（x）dv（x）的形式，即把被积函数的一部分与dx凑成dv（x）．

6．使用分部积分法则常用的技巧

（1）当被积函数为xnex，xncosx，xnsinx等时，令u＝xn，其余部分为v′，连续用n次分部积分公式，即可得出结果．当被积函数为xnlnx，xnarctanx，xnarcsinx，lnx，arctanx，arcsinx等时，分别令u＝lnx，arctanx或arcsinx，其余部分为v′．

（2）有时用分部积分法可得到关于所求积分的一个方程式，再由此方程式确定所求积分．例如求不定积分∫excosxdx或∫exsinxdx等时就要用此法．

（3）利用分部积分法可得所求积分的递推公式，再由递推公式得结果．例如求不定积分[image: alt]为正整数）时就要用此法．

典型例题分析

1．填空凑成微分形式：

（1）x3sinxdx＝x3d（　　）；

（2）x2e-xdx＝x2d（　　）；

（3）[image: alt]

（4）[image: alt]

（5）[image: alt]

（6）[image: alt]

解　（1）x3sinxdx＝x3d（-cosx）；

（2）x2e-xdx＝x2d（-e-x）；

（3）[image: alt]

（4）[image: alt]

（5）[image: alt]

（6）[image: alt]

上述计算是微分计算的相反过程，类似计算在不定积分的计算中是常用到的．

2．直接填写下列积分：

[image: alt]

解　我们直接由换元法写出答案：

（1）ln｜φ（x）｜＋C；

（2）[image: alt]

（3）arctanφ（x）＋C；

（4）eφ（x）＋C．

第一换元积分法的作用就是将所求的积分转化为类似于上述类型的积分．

3．利用第一换元法求下列积分：

[image: alt]

解　（1）

[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

　　[image: alt]

（4）[image: alt]

（5）[image: alt]

（6）[image: alt]

评注　利用凑微分法解题的要点是：将被积表达式凑成以u＝φ（x）为中间变量的复合函数与φ（x）的微分的乘积，即将被积函数表成f（φ（x））dφ（x），从而将积分化为推广的基本积分表的形式，即

[image: alt]

等形式．应用这个方法必须熟悉怎样将某些函数移进微分号内，这是微分运算的相反过程．

4．利用第二换元法计算下列积分：

[image: alt]

[image: alt]

解　（1）由于被积函数含有[image: alt]的方幂，为去根号，可作类型[image: alt]的替换．

[image: alt]因为

[image: alt]

所以　　[image: alt]

[image: alt]

图　4.3

为把sint表成x的函数，可根据所作的变量替换[image: alt]即[image: alt]作一个直角三角形：其斜边长为x，一个锐角为t，t的邻边为a（见图4.3）．由此即可看出

[image: alt]

因此　　[image: alt]

[image: alt]

因此（2.1）对x＜-a也成立．

总之，当｜x｜＞a时

[image: alt]

（2）若被积函数含有[image: alt]我们可试作三角替换x＝asint去括号然后求积分．因此，我们先对被积函数进行配方得

[image: alt]

于是令[image: alt]这样我们可得

[image: alt]

（由上述配方及变量替换x＋1＝2sint可看出[image: alt]

（3）因被积函数含有[image: alt]故作三角替换

[image: alt]

再根据x＝tant作一个直角三角形：一锐角为t，t的邻边长度为1，对边长度为x（见图4.4），由图可看出[image: alt]于是

[image: alt]

本题中已知tant＝x，为将sint或cost表成x的函数，作一个直角三角形（见图4.4）能使我们很快求出sint与cost的表达式．类似地，若已知sint＝x（或cost＝x），而要将tant，cost（或sint）表成x的函数时，也可作一个相应的直角三角形．

[image: alt]

图　4.4

（4）此题与前几题不同，根号内只含一次式，为去根号，令t＝[image: alt]即x=t2＋1，于是

[image: alt]

（5）为了去掉超越性与根号，直接令[image: alt]

[image: alt]

5．利用分部积分法计算下列不定积分：

（1）∫x2arctanxdx；

（2）∫x5ln2xdx；

（3）∫sinlnxdx；

（4）[image: alt]

（5）[image: alt]

（6）∫arcsinxarccosxdx；

（7）[image: alt]

解　（1）令u＝arctanx，而将x2看成v′，可通俗地说成将x2移入微分号内，分部积分得

[image: alt]

[image: alt]

（2）将x5移进微分号内并连续两次分部积分得

[image: alt]

（3）令u＝sinlnx，dv＝dx，直接分部积分得

[image: alt]

再对∫coslnxdx用分部积分，可得

∫coslnxdx＝x·coslnx＋∫sinlnxdx，

代入上式得

∫sinlnxdx＝xsinlnx－xcoslnx－∫sinlnxdx．

移项后解出

[image: alt]

本题虽然用一次分部积分法得不出结果，但对右端的不定积分再用一次分部积分法，就得到关于原不定积分的一个方程式，由此方程即可求出欲求之不定积分．

（4）先凑出微分dv然后分部积分得

[image: alt]

[image: alt]

（5）[image: alt]移进微分号内并分部积分得

[image: alt]

这是关于[image: alt]的一个方程式，由此解出

[image: alt]

（6）令

u＝arcsinxarccosx，dx＝dv．

[image: alt]

（7）令

[image: alt]

[image: alt]

等号右端又出现了欲求的不定积分，将它移到左端即得

[image: alt]

6．用任意方法计算下列不定积分：

（1）[image: alt]

解　（1）将x2移进微分号内（得[image: alt]其余部分可化成（x3＋1）的幂函数之和．

[image: alt]

（2）解法1　用第二换元积分法．令

[image: alt]

[image: alt]

解法2　在分母上凑出因子x3，并将[image: alt]移进微分号内，再用凑微分法．设x＞a，则

[image: alt]

若x＜-a，则上式也成立．

解法3　先将被积函数变形：

[image: alt]

对上式右端第二项积分用分部积分法得

[image: alt]

将它代入上式得

[image: alt]

7．求不定积分[image: alt]

解　用分部积分法．

[image: alt]

等式右端又出现了积分[image: alt]移项化简可得

[image: alt]

用分部积分法又可得

[image: alt]

代入上式得

[image: alt]

*8．求不定积分[image: alt]

解　本题可作三角函数替换去根号，但计算较繁，现介绍另一种变换（倒数替换）．[image: alt]

[image: alt]

所以应分x＞0与x＜0讨论．当x＞0时，t＞0，

[image: alt]

当x＜0时，t＜0，

[image: alt]

一般说来，当被积函数属于本题所给类型时（即分母为[image: alt]分子为常数），用倒数替换较简便．

本节小结

1．为用第一换元积分法，要会将一些函数与dx的乘积化为微分式．如

[image: alt]

等等．

2．当被积函数含[image: alt]等时，作三角函数变换可消去根式，当被积函数含[image: alt]可消去根式．

3．已知sint＝x（或cost＝x，tant＝x，sect＝x），而要将其余三角函数表成x的函数时，可画一个直角三角形作参考（见图4.3，图4.4）．

4．总结用分部积分法的常见题型（有些题型，要连续两次用分部积分法，再通过解方程求得结果）．

不定积分的计算较灵活，同一个题可有多种解法．读者在掌握基本法则的基础上，可通过做题探索方法，总结经验．

练习题4.2

4.2.1　用第一换元法（凑微分法）求下列不定积分：

[image: alt]

4.2.2　用第二换元法求下列不定积分：

[image: alt]

4.2.3　用分部积分法导出下列公式：

[image: alt]

4.2.4　求下列不定积分：

（1）∫（arcsinx）2dx；

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

（4）[image: alt]

（5）[image: alt]

（6）[image: alt]

§3　几类可求积的初等函数的积分法

对于有理函数、三角函数有理式和某些特殊的无理式，原则上讲我们总可以用换元积分法，分部积分法和分项积分法求出它们的不定积分．

内容提要

1．有理函数的积分法

形如

[image: alt]

的函数称为有理函数，其中Pn（x）与Qm（x）无公因子．若n＜m，称之为真分式．

（1）求有理函数R（x）的积分的基本步骤是：

①用多项式除法将R（x）分解成多项式P（x）与真分式R1（x）之和．

②将真分式分解成部分分式之和．形如

[image: alt]

的分式称为部分分式，其中x2＋px＋q无实根，k，n为正整数．

③求部分分式的积分．

④用分项积分法得到

∫R（x）dx＝∫P（x）dx＋∫R1（x）dx．

（2）怎样将真分式分解成部分分式之和？

基本方法是待定系数法．

分解原理　设

[image: alt]

其中ai（i＝1，2，…，l），pj，qj（j＝1，2，…，s）为实数，[image: alt]－4qj＜0（j＝1，2，…，s），αi（i＝1，2，…，l），βj（j＝1，2，…，s）为自然数．则真分式[image: alt]总可以分解为

[image: alt]

也就是说，若在真分式的分母Q（x）中有一个因子（x－a）m，则在部分分式中相应于这个因子就要有下列形式的m项部分分式之和：

[image: alt]

其中A1，A2，…，Am为待定常数．若在真分式的分母中有一个因子（x2＋px＋q）k（其中p2＜4q），则在部分分式中相应于这个因子，就要有下列形式的k项部分分式之和：

[image: alt]

其中Mj，Nj（j＝1，2，…，k）为待定常数．

具体分解真分式时，需要把相应于分母的每个因子的所有可能的项都写出来，将真分式分解成所有这些部分分式之和，再用比较系数法确定出待定常数．

从上看出，当两个有理函数的分母（多项式）相同时，则它们的部分分式的分解形式是完全相同的．有理函数的分子（多项式）的作用，在于确定部分分式中那些待定常数的具体数值．

（3）怎样求部分分式的不定积分？

①显然，第一、第二两种部分分式很易求积：

[image: alt]

②关于第三种部分分式，可分两种情况：

i）对部分分式[image: alt]（即分子上无x项），可将分母先配方后再利用[image: alt]的积分公式：

[image: alt]

ii）对于部分分式[image: alt]（即分子上有x项），可以先凑出微分式d（x2＋px＋q），再积分：

[image: alt]

[image: alt]

③对第四种部分分式，先凑出微分式d（x2＋px＋q），再将分母配方后用[image: alt]

[image: alt]

以上公式不必死记，而应掌握方法．

2．三角函数有理式的积分法

由变量u，v与实数经过有限次四则运算所得到的式子记为R（u，v），称为u，v的有理式．R（sinx，cosx）称为三角函数有理式．求

∫R（sinx，cosx）dx

的基本方法是通过三角替换化成有理函数的积分．如何选择三角替换，有以下规律：

（1）一般情形可作万能替换[image: alt]

[image: alt]则三角函数有理式的积分总可化为有理函数的积分

[image: alt]

（2）一些特殊情形下的三角替换

万能替换对三角函数有理式原则上都是可行的，但有时显得很复杂．对某些特殊情形作别的三角替换更为简便．常见的有：

①当被积函数可表为R1（sin2x，cosx）sinx时（其中R1（u，v）是u，v的有理式），令t＝cosx，积分可化为关于t的有理函数的积分：

[image: alt]

例如被积函数为sinnxcosmx且n为奇数时，就属于这种情况．

②当被积函数可表为R1（sinx，cos2x）cosx时，令t＝sinx，积分可化为关于t的有理函数的积分：

[image: alt]

如被积函数为sinnxcosmx且m为奇数时就属于这种情况．

③当被积函数可表为R1（tanx）时（其中R1（u）为u的有理函数），令t＝tanx，积分可化为关于t的有理函数的积分：

[image: alt]

如当被积函数满足R（-sinx，-cosx）＝R（sinx，cosx）时，就属于这种情况．

④当被积函数为sinnx·cosmx且n，m都是偶数时，可利用公式

[image: alt]

将被积函数中正弦函数及余弦函数的方幂降低，再结合前面的方法即可．

3．几种简单无理式的积分法

设R（u，v）是u，v的有理式．

（1）形如

[image: alt]

的积分可用变量替换[image: alt]化为有理函数的积分．

（2）形如

[image: alt]

的积分，可用配方法将[image: alt]然后用已知公式

[image: alt]

求出积分．

（3）形如

[image: alt]

的积分可分别用变量替换

[image: alt]

化为有理函数的积分．

典型例题分析

1．将下列真分式分解成部分分式之和：

（1）[image: alt]

（3）[image: alt]

解　（1）设

[image: alt]

[image: alt]

在上式中令x＝1，得

-48＝-12A，A＝4，

令x＝-3，得

-196＝28B，B＝-7，

令x＝4，得

105＝21C，C＝5．

[image: alt]

（2）设

[image: alt]

则　x3＋1＝A（x－1）3＋Bx（x－1）2＋Cx（x－1）＋Dx．

令x＝0，得A＝-1．令x＝1，得D＝2．

下面我们用不同方法求B与C：

解法1　比较上述方程中x2，x的系数得

[image: alt]

故求得B＝2，C＝1．

解法2　取另外两个x值：x＝-1，x＝2代入上述方程得

[image: alt]

因此，我们求得

[image: alt]

（3）先将x4＋x2＋1分解为

[image: alt]

[image: alt]

则　1＝（Ax＋B）（x2－x＋1）＋（Cx＋D）（x2＋x＋1）．

比较x的同次幂的系数得

A＋C＝0，　-A＋B＋C＋D＝0，

A－B＋C＋D＝0，　B＋D＝1．

由此可得

[image: alt]

（4）设

[image: alt]

则

[image: alt]

令x＝2得A＝1．比较x0，x1，x2，x3项系数得

[image: alt]

由此解得B＝-1，C＝-2，D＝-3，E＝-4．因此

[image: alt]

2．求下列有理函数的不定积分：

（1）[image: alt]

解　（1）先作多项式除法运算，得

[image: alt]

再将真分式分解，设

[image: alt]

[image: alt]

令x＝0，2，-2，分别得

[image: alt]

（2）在题1-（4）中对被积函数已作分解，于是

[image: alt]

[image: alt]

将以上各式代入，得

[image: alt]

3．求下列三角函数有理式的不定积分：

（1）[image: alt]

（3）[image: alt]

解　（1）被积函数既适合于作变量替换t＝sinx，也适合于作变量替换t＝cosx或t＝tanx．

解法1　做替换t＝sinx是最为自然的，

[image: alt]

解法2　做替换t＝cosx．

[image: alt]

[image: alt]

解法3　做替换t＝tanx．

将被积函数的分子与分母同除cos2x，得

[image: alt]

显然这里解法1或解法2较简单．

（2）做万能替换[image: alt]则

[image: alt]

一般说来，形如

[image: alt]

的不定积分，多用万能替换．

（3）万能替换总是可以用的，同时被积函数又属于可作替换t＝cosx的类型．

[image: alt]

[image: alt]

解法2　令t＝cosx，

[image: alt]

这里用解法2较简单．

4．求下列无理函数的不定积分：

（1）[image: alt]

（3）[image: alt]

解　（1）被积函数是[image: alt]的有理函数，故令[image: alt]即x＝t4，于是dx＝4t3dt．

[image: alt]

（2）被积函数不是[image: alt]也不是[image: alt]的有理函数，但它是[image: alt]的有理函数．令[image: alt]于是

[image: alt]

（3）被积函数是[image: alt]的有理函数，故令[image: alt]即[image: alt]于是

[image: alt]

[image: alt]

（4）因为分子上有x的一次项，所以先凑出微分式d（4x2－4x＋5），再用配方法：

[image: alt]

代入得

[image: alt]

5．求不定积分

[image: alt]

解　设法将被积函数化成x与[image: alt]的有理函数．因为

[image: alt]

*6．求不定积分[image: alt]

解　这里分母上是x加上一个二次根式（根式内是二次三项式），对这种题型，用下列变换较简便：

[image: alt]

代入得

[image: alt]

*7．求不定积分[image: alt]

[image: alt]

*8．求[image: alt]

[image: alt]

[image: alt]

（以上两解法的答案是一致的，因为[image: alt]相差一个常数）．

*9．求不定积分∫e3x（cot2x－3cotx＋1）dx．

解　原式＝∫e3x（csc2x－3cotx）dx，对被积函数中第一项用分部积分法：

[image: alt]

[image: alt]

代入原式即得

[image: alt]

评注　上式中两项不定积分相抵消的结果应是一个任意常数，而不是零．解本题的技巧是：将原式分成两项，对其中一项用分部积分公式后，所得不定积分正好与原式中的另一项不定积分相抵消．

*10．求[image: alt]

解　用分部积分法．

[image: alt]

本节小结

本节介绍了可求出其原函数的几种不定积分的类型．对于有理函数的积分，读者首先应能准确地将其分解成部分分式的积分，然后求出这些积分．对于三角函数有理式及几种简单无理式的积分，应掌握上面介绍的几种相应的积分法并算出结果．

练习题4.3

求下列不定积分：

[image: alt]


第五章　定　积　分

§1　定积分的概念与性质

内容提要

1．定积分的定义

设f（x）在区间［a，b］上有定义．用分点

a＝x0＜x1＜x2＜…＜xn－1＜xn＝b，

将［a，b］分成n个小区间．令

∆xi＝xi－xi－1　（i＝1，2，…，n），

在每一个小区间［xi－1，xi］上任取一点ξi，作和数

[image: alt]

称它为f（x）在［a，b］上的一个积分和．

[image: alt]如果当λ→0时对于区间［a，b］的任意分割，以及点ξi的任意取法，积分和σ总有共同的极限I，即

[image: alt]

则称这个极限I为f（x）从a到b的定积分，记作

[image: alt]

这时称f（x）在［a，b］上（黎曼）可积，其中a与b分别称为定积分的下限与上限，f（x）称为被积函数．

2．定积分的几何意义与力学意义

（1）设f（x）在［a，b］可积，在几何上，定积分[image: alt]表示曲边梯形aABb的面积的代数和，其中位于Ox轴上方的面积取正号，位于Ox轴下方的面积取负号．见图5.1．

（2）设f（x）在［a，b］可积，x表示时间变量，f（x）表示质点作直线运动的速度，则[image: alt]表示质点从a时刻到b时刻之间所走过的路程．

[image: alt]

图　5.1

3．函数的可积性

（1）必要条件

设f（x）在［a，b］可积，则f（x）在［a，b］有界．

因此，若f（x）在［a，b］无界，则f（x）在［a，b］不可积．

（2）充分条件

至少以下三类函数在区间［a，b］上可积：

①在［a，b］上的连续函数；

②在［a，b］上只有有限个间断点的有界函数；

③在［a，b］上的单调函数．

4．微积分基本定理——牛顿—莱布尼兹公式

设f（x）在［a，b］上连续（或可积），而F（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可微且F′（x）＝f（x），则

[image: alt]

此公式的作用在于：

①建立了定积分与原函数的联系．

②把求积分和的极限转化为求原函数的改变量．

5．定积分的基本性质

（1）用等式表示的性质

①[image: alt]

②设f（x）在［a，b］可积，k是常数，则kf（x）在［a，b］可积且

[image: alt]

③设f（x），g（x）在［a，b］可积，则f（x）±g（x）在［a，b］可积且

[image: alt]

④f（x）在［a，b］可积的充要条件是：f（x）在［a，b］的任意部分区间上可积．设a，b，c为任意三个实数，以其中最小数为左端点，最大数为右端点的闭区间记为X，f（x）在X可积，则

[image: alt]

此性质称为定积分对积分区间的可加性．

⑤设f（x）在［a，b］可积，除了有限个点外，g（x）与f（x）在［a，b］恒等，则g（x）在［a，b］可积且

[image: alt]

即改变有限个点处的函数值不改变函数的可积性与积分值．

⑥[image: alt]

即定积分的值取决于被积函数与积分上、下限，而与积分变量的记号无关．

（2）用不等式表示的性质

①设f（x），g（x）在［a，b］可积，且

f（x）≤g（x）　（x∈［a，b］），a≤b，

则　　[image: alt]

若又有f（x），g（x）在［a，b］连续，且f（x）≢g（x），则

[image: alt]

注意　只有当积分下限小于积分上限时，取积分后才保持不等号的方向，否则不等号要反向．如在上述条件下，有

[image: alt]

②设f（x）在［a，b］可积，a≤b，则｜f（x）｜在［a，b］可积且

[image: alt]

（3）积分中值定理

设f（x）在［a，b］连续，则存在ξ∈［a，b］使得

[image: alt]

6．利用定积分求某些和式的极限

设f（x）在［a，b］可积，则f（x）在［a，b］上的任意积分和均以[image: alt]为极限，我们可以利用这个结论求某些和式的极限．

典型例题分析

1．根据定积分的几何意义求下列定积分：

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

解　（1）设0≤a＜b，则[image: alt]表示图5.2中梯形ABCD（当a＝0时A，D重合为三角形）的面积，梯形的高为b－a，两个底边长分别为a与b，于是

[image: alt]

[image: alt]

图　5.2

[image: alt]

图　5.3

设a＜0＜b，则I表示图5.3中三角形OBC面积减去三角形OAD面积，于是

[image: alt]

当a＜b≤0时类似．

（2）[image: alt]表示以原点为圆心，半径为3的上半圆周，所以[image: alt]是图5.4中所示上半圆的面积，故

[image: alt]

[image: alt]

图　5.4

[image: alt]

图　5.5

（3）[image: alt]是以原点为圆心、以4为半径的上半圆周之左半部分向上平移一单位所得之曲线．故所求定积分的值等于[image: alt]圆面积与矩形ABCO的面积之和（见图5.5）．故

[image: alt]

2．判断下列函数是否可积？为什么？

[image: alt]

解　（1）可积．因为xα（α＞0）在［0，1］连续，所以可积．

（2）不可积．因为lnx在（0，2］无界，所以不可积．

（3）可积．因为｜f（x）｜≤1，在［-1，1］有界，除x＝0外连续，所以可积．

（4）可积．因为f（x）在［0，1］单调上升，所以可积．

3．利用牛顿—莱布尼兹公式求下列定积分：

（1）[image: alt]

（3）[image: alt]

[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

（4）[image: alt]

4．判断下列各题中定积分值的大小：

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

解　上述积分中被积函数均是连续函数．再注意积分变量的变动区间是积分下限a与积分上限b所确定的区间［a，b］．

（1）当0≤x≤1时，

[image: alt]

（2）当0≤x≤π/2时，

[image: alt]

（3）当0≤x≤π/2时，

[image: alt]

5．证明下列不等式：

[image: alt]

证　（1）估计连续函数的积分值[image: alt]的一般的方法是求f（x）在［a，b］的最大值M与最小值m，则

[image: alt]

（2）估计积分[image: alt]的一个方法是：求f（x）在［a，b］的最大值M，最小值m，又若g（x）≥0，则

[image: alt]

本题中令

[image: alt]

（3）因为

[image: alt]

（xcosx－sinx）′＝-xsinx＜0，x∈（0，π/2），

即（xcosx－sinx）单调递减．又

[image: alt]

所以　　xcosx－sinx＜0，x∈（0，π/2］．

由此推出[image: alt]即[image: alt]在（0，[image: alt]］单调下降．又

[image: alt]

6．设f（x）在［a，b］上连续，f（x）≥0（a≤x≤b）．若

[image: alt]

证明：f（x）≡0，x∈［a，b］．

证　反证法．若存在x0∈（a，b），使f（x0）＞0，由连续函数的性质，存在一个包含x0在内的闭区间［x0－δ，x0＋δ］⊂［a，b］，使当x∈［x0－δ，x0＋δ］时f（x）＞0．于是f（x）在［x0－δ，x0＋δ］上的最小值m也大于0．由定积分的性质，有

[image: alt]

这与已知条件[image: alt]矛盾．

7．下列结论是否正确？为什么？

（1）设f（x）在［a，b］可积，g（x）在［a，b］不可积，则f（x）＋g（x）在［a，b］不可积．

（2）[image: alt]在x＝0无定义，所以[image: alt]不存在．

解　（1）正确．我们可用反证法证明．

若f（x）＋g（x）在［a，b］可积，则由定积分的性质知

g（x）＝［f（x）＋g（x）］－f（x）

在［a，b］可积，这与假设条件矛盾．因此f（x）＋g（x）在［a，b］不可积．

（2）不正确．考察

[image: alt]

[image: alt]所以f（x）在［0，1］有界，除x＝0外均连续，故f（x）在［0，1］可积．由定积分的性质（1）之⑤知

[image: alt]

注意　虽然我们说明了[image: alt]存在，但[image: alt]的原函数不能用初等函数表示，所以不能用牛顿—莱布尼兹公式来求定积分[image: alt]

8．计算下列极限：

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

解　我们将把这些和数化为某个函数在某个区间上的积分和，从而利用定积分求出这些极限．

（1）将和数改写为

[image: alt]

考虑［0，1］上的一个函数[image: alt]用分点

[image: alt]

将［0，1］等分成n个小区间，取每个小区间[image: alt]的右端点[image: alt]为ξi，则上述σn正好是函数[image: alt]在［0，1］上的一个积分和：

[image: alt]

因为[image: alt]在［0，1］可积，所以[image: alt]存在且

[image: alt]

（2）将和数改写为

[image: alt]

考虑［0，2］上的函数[image: alt]用分点

[image: alt]

将［0，2］分成n个小区间，每个小区间长[image: alt]取每个小区间[image: alt]为ξi，则

[image: alt]

其中

[image: alt]

[image: alt]在［0，2］上的一个积分和，因为[image: alt]在［0，2］可积，所以

[image: alt]

*9．求[image: alt]

[image: alt]

[image: alt]

评注　因为

[image: alt]

所以把整个积分区间［0，π］分成[image: alt]这两段，使在每一段上，被积函数有统一的表达式．

10．设函数f（x）在区间［1，7］上可积，且已知

[image: alt]

解　由定积分的性质：

[image: alt]

本节小结

1．定积分概念是在研究一类和式的极限时引进的，有着广泛的应用．读者应理解定积分的定义及性质．

2．熟记牛顿—莱布尼兹公式．

3．注意在定积分[image: alt]中（a＜b），积分变量x的变动范围是［a，b］．所以当被积函数是分段函数时，应把整个积分区间分成相应的几个子区间，再在每个子区间上分别求定积分．

练习题5.1

5.1.1　根据定积分的几何意义求下列定积分：

（1）[image: alt]

（3）[image: alt]

5.1.2　判断下列函数是否可积？为什么？

（1）y＝sinx，　x∈［a，b］；

（2）y＝tanx，　x∈［-π/4，π/4］；

（3）[image: alt]

（4）[image: alt]

（5）[image: alt]

（6）[image: alt]

5.1.3　用牛顿—莱布尼兹公式求下列定积分：

（1）[image: alt]

（3）[image: alt]

（5）[image: alt]

（7）[image: alt]

5.1.4　判断下列各题中定积分值的大小：

（1）[image: alt]

（3）[image: alt]

（5）[image: alt]

5.1.5　证明下列不等式：

（1）[image: alt]

（3）[image: alt]

5.1.6　证明下列极限等式：

（1）对任给α，[image: alt]

（2）[image: alt]

5.1.7　利用定积分求下列和的极限：

[image: alt]

§2　定积分的换元积分法与分部积分法，变上限的定积分

内容提要

1．定积分的换元积分法

设1°f（x）在［a，b］连续；2°φ（t）在［α，β］有连续的导数φ′（t）；当t∈［α，β］时a≤φ（t）≤b；3°φ（α）＝a，φ（β）＝b，则

[image: alt]

注意　积分变量由x变换成t后，积分限也要随着改变：将x的下限a对应的α作为t的下限，将x的上限b对应的β作为t的上限（有时α可能大于β）．

2．定积分的分部积分法

设u（x），v（x）在［a，b］有连续的导数u′（x），v′（x），则

[image: alt]

3．定积分计算中的技巧

不定积分计算中的技巧对于定积分仍然适用，除此而外再注意以下几点：

（1）利用奇偶函数的积分性质

若f（x）在［-a，a］连续，则

[image: alt]

（2）利用周期函数的积分性质

设f（x）在（-∞，+∞）连续，且以T为周期，则对任意实数a有

[image: alt]

（3）利用定积分的几何意义．

（4）记住公式

[image: alt]

（5）对形如[image: alt]（n为正整数）的定积分，作变换x＝sint或x＝cost（0≤t≤π/2），即可化为In－In＋2，其中

[image: alt]

4．变限定积分的求导法

设f（x）在［a，b］连续，则变限积分

[image: alt]

在［a，b］可微，且

[image: alt]

又设φ（x）在［α，β］可微，a≤φ（x）≤b（x∈［α，β］），则

[image: alt]

定义在［α，β］上，它是

[image: alt]

的复合函数：G（x）＝F（φ（x））．由复合函数微分法，可得G（x）在［α，β］可微且

[image: alt]

典型例题分析

1．计算下列积分：

[image: alt]

解　（1）注意被积函数是偶函数，故

[image: alt]

（2）注意x5ln3x在x＝0无定义，但因对任意α＞0，β＞0，

[image: alt]

故若补充定义函数在x＝0的值为0，则它在［0，1］连续，故可积．

累次利用分部积分得

[image: alt]

评注　从本例看出，若函数f（x）在（a，b］上连续，在a处无定义，但只要[image: alt]存在，f（x）在［a，b］上就可积．且只要f（x）的原函数F（x）在［a，b］上连续，就可用牛顿—莱布尼兹公式．

（3）为去根号，由被积函数的特点，做三角函数替换，令x＝sint得

[image: alt]

（4）为去根号做三角函数替换，由于被积函数的特点不同于题（3），令[image: alt]即[image: alt]x＝2a时[image: alt]x＝a时[image: alt]x∈［a，2a］时[image: alt]因此

[image: alt]

（5）令x＝sint（0≤t≤π/2），则有

[image: alt]

（6）　　[image: alt]

2．设f（x）在［-π，π］连续且f（x＋π）＝-f（x）（x∈［-π，0］），证明

[image: alt]

证　令x＝0得f（π）＝-f（0）；令x＝-π得f（0）＝-f（-π），

故

f（π）＝f（-π）＝-f（0）．

从直观上看，将y＝f（x）（-π≤x≤0）的图形沿x轴向右平移π，然后再以x轴为对称轴翻转就得到y＝f（x）（0≤x≤π）的图形．见图5.6.

[image: alt]

图　5.6

从上述对图形的分析以及根据定积分的几何意义，显然有

[image: alt]

现在我们作严格的证明．将［-π，π］上的积分分成两段并利用变量替换法得

[image: alt]

（上行中第一项作变量替换t＝x＋π）．

3．计算下列积分：

（1）[image: alt]　（m，n为任意自然数）；

（2）[image: alt]　（m为任意非负整数）．

解　（1）使用分部积分公式，逐次降低（1－x）n（或xm）的方次．

[image: alt]

这是一个递推公式，逐次降低（1－x）的方次得

[image: alt]

（2）[image: alt]

解法1　先试算几个值：

[image: alt]

由此特点，我们可导出Im与Im－2的递推关系：

[image: alt]

[image: alt]

因此　　I2n＝I2n－2＝…＝I0＝0，

I2n＋1＝I2n－1＝…＝I1＝π．

解法2　利用三角函数的运算公式得

[image: alt]

解法3　当m＝2n时，令

[image: alt]

则f（x）在［-π，π］连续，是偶函数且

[image: alt]

由题2知

[image: alt]

即I2n＝0．

当m＝2n＋1时，

[image: alt]

[image: alt]

因此　　　　　　　　　I2n＋1＝I2n－1＝…＝I1＝π．

4．在下列两个积分

[image: alt]

中确定那个积分值较大，并说明理由．

解　通过变量替换将积分区间变换成一样的，然后就可比较被积函数的大小．

[image: alt]

5．求下列导数：

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）设f（x）为连续函数，[image: alt]

解　利用变限积分的求导公式（2.1）来解这些问题．

（1）　　[image: alt]

[image: alt]

（2）由方程式

[image: alt]

确定y是x的隐函数，由隐函数求导法及变限积分求导法，对方程求导得

[image: alt]

（3）用分部积分法将F（t）化成变限定积分，然后对变限积分求导．

[image: alt]

6．求极限：

（1）[image: alt]

（3）[image: alt]

解　由变限积分求导法及洛必达法则求解本题．

（1）这是[image: alt]型极限，

[image: alt]

（2）这是[image: alt]型极限，

[image: alt]

（3）[image: alt]

7．设f（x）在（-∞，+∞）连续，以T为周期，证明：

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

证　（1）按定义要证F（x＋T）＝F（x）．由定积分的性质及周期函数的积分性质得

[image: alt]

（2）由

[image: alt]

[image: alt]

注意F（x）以T为周期，在（-∞，+∞）连续，故有界，即存在常数M＞0，使得

[image: alt]

8．设f（x）是以T为周期的连续函数．

（1）[image: alt]又知f（x0）≠0．证明：f（x）在（x0，x0＋T）内至少有两个根．

（2）[image: alt]证明：方程f（x）[image: alt]在（x0，x0＋T）内至少有两个根．

证　（1）不妨设f（x0）＞0，由周期性知f（x0＋T）＞0．若f（x）在［x0，x0＋T］上不取负值，即若f（x）≥0，x∈［x0，x0＋T］，则可推出

[image: alt]

又由周期函数积分的性质知，

[image: alt]

故[image: alt]矛盾．故在［x0，x0＋T］内必有使f（x）＜0的点．不妨设

f（x1）＜0，　x1∈（x0，x0＋T）．

于是由连续函数的介值定理，在两区间［x0，x1］及［x1，x0＋T］内，各至少有一点使f（x）＝0．故f（x）在（x0，x0＋T）内至少有两个根．

（2）[image: alt]F（x）也是以T为周期的连续函数，且

[image: alt]

又F（x0）≠0，由（1）中的结论，F（x）＝0在（x0，x0＋T）内至少有两个根，即[image: alt]在（x0，x0＋T）内至少有两个根．

9．设函数f（x）在［a，b］上可积，且对任意x1，x2∈［a，b］，都有

│f（x1）－f（x2）│≤│x1－x2│，

证明：[image: alt]

[image: alt]

由定积分的性质，移项即得

[image: alt]

评注　本题用了关于定积分的一个基本的不等式：对任意在［a，b］上可积的函数g（x），有

[image: alt]

10．求[image: alt]为正整数．

解　被积函数以π为周期，故

[image: alt]

[image: alt]

[image: alt]

计算本题时常犯的错误是：

[image: alt]

这结果显然是错误的，错误原因在于计算过程中所作的变量替换t＝tan2x不满足换元积分的条件（tan2x在积分区间［0，π］上不连续），所以在整个区间［0，π］上不能作这样的变量替换．

为了避免上述错误，我们设法将所求定积分I转化为在积分区间［0，π/4］上的定积分，以使变量替换t＝tan2x满足换元积分的条件从而能够进行．

11．设函数f（x）在［a，b］上连续且恒大于0．证明：在（a，b）内有且只有一点c，使

[image: alt]

证　令

[image: alt]

则F（x）在［a，b］上连续，可微，且

[image: alt]

由连续函数的介值定理，必存在c∈（a，b），使F（c）＝0，即

[image: alt]

说明F（x）在［a，b］上严格单调上升，故在［a，b］内只有惟一根．

12．计算下列定积分：

[image: alt]其中自然数n或m中至少有一个为奇数．

[image: alt]（n为正整数）．

解　（1）解法1　设n为奇数，n＝2k＋1，

[image: alt]

其中R（u）为u的某个多项式．

当m为奇数时类似可证In，m＝0．

解法2　设n为奇数，则

[image: alt]

设m为奇数，n为偶数．令f（x）＝sinnxcosmx，则

f（x＋π）＝-f（x），

由题2结论得

[image: alt]

（2）令t＝2x，

[image: alt]

代入上式

[image: alt]

13．求下列定积分：

[image: alt]

解　（1）先用换元法，再用分部积分法：

[image: alt]

[image: alt]

（2）解法1　为了去根号，令[image: alt]

[image: alt]

解法2　先将被积函数化为简单无理函数，为此令t＝e-x，则

[image: alt]

再对上式作三角函数替换即可消去根号：令

t＝sinu　（0≤u≤π/2），

[image: alt]

（3）注意被积函数的奇偶性，

[image: alt]

（4）注意到被积函数的结构及

d（cos2x）＝-sin2xdx，

作变量替换t＝cos2x，

[image: alt]

*（5）注意积分区间关于原点对称，可将积分区间分成［-π/2，0］与［0，π/2］两段来考虑，而

[image: alt]

评注　解本题的技巧是：将原积分写成在两个子区间[image: alt][image: alt]上的积分之和．再通过变换替换，将在[image: alt]上的积分化成在[image: alt]上的积分．最后，利用定积分的性质及被积函数的特点求得结果．

14．设

[image: alt]

解　由所设条件，用分部积分法．

[image: alt]

[image: alt]

15．设[image: alt]在［0，π］上连续，f（π）＝2，且满足

[image: alt]

求f（0）．

解　被积函数有因子f（x）＋f″（x），而（sinx）″＝-sinx，故对积[image: alt]连续用两次分部积分法，可能得到结果．

[image: alt]

16．设[image: alt]

解　被积函数是以（x－3）为中间变量的复合函数，为简化被积函数，作变量替换，令t＝x－3，

[image: alt]

17．设

[image: alt]

解　这里积分变量是t，定积分是变上限x的函数．又被积函数的因子g（x－t）含有参数x，且g（x）是分段函数．而f（x）表达式较简单，设想作变量替换，使含在g中的参数x转移到f中去．为此，对任意取定的x≥0，令u＝x－t，u为新的积分变量．则

[image: alt]

注意积分变量t的变化范围是［0，x］，故有0≤t≤x，也就有0≤u（＝x－t）≤x以及x－u＝t≥0．

[image: alt]这时g（u）＝cosu，于是

[image: alt]

于是

[image: alt]

评注　当被积函数是分段函数时，积分区间也应分成相应的几个小区间．再需注意，本题中积分变量是t（或u），在积分过程中x可看作是任意取定的一个数，t与u的变化范围都是［0，x］．

*18．（1）设函数f（x）在［0，b］上可积，证明：

[image: alt]

（2）利用（1）中的公式，求下列定积分的值：

[image: alt]

将以上两式相加得

[image: alt]

由此得[image: alt]即

[image: alt]

本题的技巧是：原始的被积函数与变量替换后新的被积函数之和恰好等于1，由此可得2I＝b．

（2）以f（x）＝ln（1＋x），b＝3代入（1）中的公式，得

[image: alt]

以f（x）＝cosx，[image: alt]代入上述公式，得

[image: alt]

*19．设f（x）在（-∞，+∞）上可积，

（1）证明：对任意实数a，有

[image: alt]

（2）[image: alt]　　（3）[image: alt]

[image: alt]

（2）令

[image: alt]

由（1）中的公式，有

[image: alt]

（3）令[image: alt]由（1）中的公式，有

[image: alt]

20．设0＜a＜b，求定积分

[image: alt]

分析　将根式内的二次三项式配方，得

[image: alt]

的图形是以点[image: alt]为圆心，[image: alt]为半径的上半圆周（见图5.7）．

[image: alt]

图　5.7

由定积分的几何意义即可知

[image: alt]

解　令[image: alt]作变量替换[image: alt]

[image: alt]

*21．设函数y＝f（x）在区间［a，b］上可导，严格单调递增，g（y）是f（x）的反函数，证明下列公式：

[image: alt]

并作图解释这一公式．

证　先用分部积分法，再用换元积分法：

[image: alt]

下面以a＜0＜b，f（x）＞0（a≤x≤b）的情况作图解释（见图5.8），其余情况请读者自己作图并解释．

[image: alt]

图　5.8

由定积分的几何意义，

[image: alt]

*22．设函数f（x）在［0，+∞）上可导且严格单调递增，f（x）+∞（x→+∞）．又f（0）＝0，

（1）证明：对任意实数a≥0，B≥0，下列不等式成立：

[image: alt]

其中g（y）是f（x）的反函数；

（2）利用（1）中的不等式，对任意实数a，b≥0，p，q＞1且[image: alt]＝1，证明下列闵科夫斯基不等式成立：

[image: alt]

证　（1）对任意给定的实数a，B，设f（a）＝A，f（b）＝B（这里b由B惟一确定）．

当b＞a时，则B＞A，且由图5.9不难看出，当y≥A时，g（y）≥a．于是

[image: alt]

[image: alt]

[image: alt]

图　5.9

[image: alt]

图　5.10

当b≤a时，B≤A，且由图5.10可看出当x≥b时f（x）≥B．于是

[image: alt]

移项即得欲证之不等式．

（2）函数f（x）＝xp－1显然满足（1）中的条件，其反函数为x＝[image: alt]对任意a≥0，b≥0，由（1）中的不等式有

[image: alt]

评注　读者可结合图形，解释所证不等式的意义，并理解上述证明过程．当p＝q＝2时，闵科夫斯基不等式即为大家熟知的不等式

[image: alt]

又第三章§2典型例题中第7题所证明的不等式

[image: alt]

是本题的一个特殊情况（a＝x，b＝1）．

*23．设f（x）在（-∞，+∞）上连续，求[image: alt]

解　令

[image: alt]

这里F（x）既是变上限x的函数，且被积函数中也包含变量x．一般说来，这种函数的求导公式需要运用多元函数微积分的理论．但本题中的被积函数较特殊，作一个变量替换就能处理：对任意取定的x，令u＝x3－t3，则du＝-3t2dt，

[image: alt]

于是

[image: alt]

24．设f（x）在（0，+∞）上连续，且

[image: alt]

求f（x）（x＞0）．

解　在上式两边求导数，得

2xf（x2＋1）＝4x＋4x3＋2xsin（x2＋1），

化简得　　　　　f（x2＋1）＝2（1＋x2）＋sin（x2＋1）．

令t＝x2＋1，得f（t）＝2t＋sint，t＞0，所以

f（x）＝2x＋sinx，x＞0．

25．设f（x）在（-∞，+∞）上连续，且

[image: alt]

求f（x）．

解法1　从所给表达式（2.2）看出，f（x）等于ex加一个常数，只需求出此常数，f（x）也就确定了．为此，设

f（x）＝ex＋C，其中C为待定常数．

将上式代入（2.2）式，得

[image: alt]

由此推出C（e－1）＝e－1，即C＝1，故f（x）＝ex＋1．

解法2　令[image: alt]将（2.2）式两端从0到1积分，得

[image: alt]

由此解得J＝e．代入（2.2）式得

[image: alt]

26．求极限[image: alt]

[image: alt]

由夹逼定理即得I2n＋1→0（n→+∞），即

[image: alt]

*27．求极限[image: alt]其中［x］为不超过x的最大整数．

解　首先注意函数x－［x］是非负的且以1为周期的周期函数，且

[image: alt]

根据周期函数的定积分性质，对任意正整数n，有：

[image: alt]

现令n＝［x］，则对任意x有n≤x＜n＋1．于是

[image: alt]

再结合[image: alt]便推出

[image: alt]

当x→+∞时n→+∞，且

[image: alt]

由此即可推出

[image: alt]

证明本题的关键是：x－［x］是以1为周期的周期函数；利用周期函数的积分性质．

28．证明[image: alt]

[image: alt]

[image: alt]

（因为被积函数≥0，且只在t＝0及＝π两点等于0）．

*29．设f（x）在［a，b］上连续且单调递减，证明：

[image: alt]

证　只需证

[image: alt]

为此考虑函数

[image: alt]

F（t）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导，且

[image: alt]

这说明F（t）在［a，b］上单调递减．而F（a）＝0，故对一切x∈（a，b］，有

F（x）≤F（a）＝0．

特别当x＝b时有F（b）≤0，移项即得欲证之不等式．

证明本题的要点是：引进辅助函数F（t）．

*30．设f（x）与g（x）都在［a，b］上连续，证明柯西不等式：

[image: alt]

且等式成立的充分必要条件是：存在常数t0，使

f（x）≡t0g（x）　a≤x≤b．

评注　所给不等式可看成是不等式

[image: alt]

的推广．本题的证明技巧，普遍适用于证明此类不等式．

证　对一切实数t∈（-∞，+∞），有

[image: alt]

上式右端是变量t的二次三项式，根据二次三项式的性质，当它在（-∞，+∞）上不取负值时，其系数判别式不大于零，即

[image: alt]

移项化简即得欲证之不等式．

再证等式成立的充要条件．

充分性　若f（x）＝t0g（x），x∈［a，b］．这时（2.3）式的左端

[image: alt]

所以等式成立．

必要性　若（2.3）中的等式成立，即（2.4）式右端的二次三项式的系数判别式等于零，这时二次三项式有二重根，即存在实根t0，使

[image: alt]

注意这里被积函数［f（x）－t0g（x）］2≥0且连续，故由上述等式即可推出

f（x）－t0g（x）≡0，　x∈［a，b］

（参见§1典型例题第6题），即

f（x）≡t0g（x），　x∈［a，b］．

31．设函数f（x）在（-∞，+∞）上连续，证明：

（1）当f（x）为偶函数时，

[image: alt]

（2）当f（x）为奇函数时，

[image: alt]

[image: alt]

（1）当f（x）为偶函数时，

[image: alt]

（2）当f（x）为奇函数时，

[image: alt]

*32．设f（x）在［0，1］上连续且递增，证明：对任意k∈（0，1），有

[image: alt]

分析　所给不等式可化为

[image: alt]

上式说明：当f（x）在［0，1］上递增时，f（x）在［0，1］的任一子区间［0，k］上积分平均值，小于或等于f（x）在［0，1］上的积分平均值．从直观上这是不难理解的．

证法1

[image: alt]

移项即得欲证之不等式．

证法2　令

[image: alt]

F（k）在［0，1］上连续，在（0，1）内可微，且F（0）＝F（1）＝0，由罗尔定理，在（0，1）内存在一点k0，使

[image: alt]

当k0≤k≤1时，

F′（k）＝f（k0）－f（k）≤0，

这说明F（k）在［0，k0］上单调上升，而在［k0，1］上单调下降，故F（k）在［0，1］上的最小值为min（F（0），F（1））＝0．于是对一切k∈（0，1），都有F（k）≥0，移项即得欲证之不等式．

证法1的证明要点是：利用定积分对积分区间的可加性；积分中值定理．

证法2的证明要点是：罗尔定理；函数的单调性．

33．设f（x）在［-a，a］连续，求证：

（1）若f（x）在［-a，a］为奇函数，则f（x）在［-a，a］的全体原函数为偶函数；

（2）若f（x）在［-a，a］为偶函数，则f（x）在［-a，a］只有惟一的一个原函数为奇函数[image: alt]

证　（1）考察[image: alt]若f（x）为奇函数，则

（F（x）－F（-x））′＝F′（x）＋F′（-x）

＝f（x）＋f（-x）＝0　（x∈［-a，a］），

又

［F（x）－F（-x）］│x＝0＝0

⇒F（x）＝F（-x）（x∈［-a，a］），即F（x）为偶函数，因此

∫f（x）dx＝F（x）＋C，

即f（x）的全体原函数均为偶函数．

（2）类似可证：若f（x）在［-a，a］为偶函数，则

[image: alt]

在［-a，a］为奇函数．因此，全体原函数

∫f（x）dx＝F（x）＋C

中仅当C＝0时为奇函数．

本节小结

1．求定积分时要注意利用被积函数的奇偶性、周期性．

2．能正确运用变上限定积分的求导公式：

[image: alt]

3．能灵活运用定积分对积分区间的可加性，化简定积分并求出其值．

4．注意定积分的值取决于被积函数与积分上、下限，而与积分变量的记号无关，即

[image: alt]

5．能灵活运用积分中值定理．

练习题5.2

5.2.1　求下列定积分：

[image: alt]

5.2.2　确定下列定积分的符号：

[image: alt]

5.2.3　设f（x）在［0，1］上连续，证明：

[image: alt]

5.2.4　求[image: alt]

[image: alt]

5.2.5　求下列极限：

[image: alt]

5.2.6　设f（x）连续且为奇函数，证明

[image: alt]

为偶函数．

*5.2.7　设f（x），g（x）在［a，b］连续．

（1）若f（x）≥0（x∈［a，b］）．证明：[image: alt]在∈［a，b］单调上升．又若[image: alt]证明：F（x）＝0且f（x）＝0（x∈［a，b］）．

（2）若f（x）≥g（x），f（x）≢g（x）（x∈［a，b］），证明

[image: alt]

§3　定积分的应用与广义积分

内容提要

1．用定积分处理问题的基本步骤

通常用定积分所求的是一个函数的改变量F（b）－F（a），用四步法求解的过程是：

分割　[image: alt]将整体改变量分解成局部改变量之和．

近似　F（xi）－F（xi－1）≈f（ξi）∆xi，ξi∈［xi－1，xi］，∆xi＝xi－xi－1，在局部上把非均匀变化看作是均匀变化的．

求和　[image: alt]得到整体改变量的近似值．

取极限

[image: alt]

从近似转化为精确．

由于微分式与积分式之间的关系：设f（x）在［a，b］连续，则

[image: alt]

上述四步可以简化为两步：

（1）求出F（x）的微分式dF（x）＝f（x）dx．

（2）将微分式积分得

[image: alt]

关键是求出微分式dF（x）＝f（x）dx，但不是通过微分运算求得f（x）dx，因为F（x）是未知的，而是根据实际情况直接找出F（x）的局部改变量的近似表达式f（x）∆x．常用的方法是微元分析法：任取［x，x＋∆x］，求出

∆F（x）＝F（x＋∆x）－F（x）≈f（x）∆x．

当∆x→0时，从近似式变成等式

dF（x）＝f（x）dx．

2．定积分的几何应用

（1）平面图形的面积

①在直角坐标系中，两条连续曲线y＝f（x）和y＝g（x）（f（x）≥g（x），a≤x≤b）与两条直线x＝a和x＝b所围成的图形的面积

[image: alt]

见图5.11．

[image: alt]

图　5.11

[image: alt]

图　5.12

②设r（θ）在［α，β］连续，在极坐标系中曲线AB∶r＝r（θ）（α≤θ≤β）与射线θ＝α，θ＝β围成的广义扇形的面积

[image: alt]

见图5.12．

（2）立体体积

①旋转体的体积　设f（x）≥0，在［a，b］连续，则由曲线[image: alt]x≤b），直线x＝a，x＝b，y＝0围成的曲边梯形绕x轴旋转而成的旋转体的体积为

[image: alt]

见图5.13．

[image: alt]

[image: alt]

图　5.13

②根据已知截面积求体积　设一立体由一曲面和两个平面x＝a与x＝b围成，用垂直于Ox轴的平面去截立体，所得截面面积为S（x）（a≤x≤b），则此立体的体积为

[image: alt]

（3）平面曲线的弧长

①由参数方程给出的曲线的弧长．

设φ（t），[image: alt]（t）在［α，β］有连续的导数，则

[image: alt]

②直角坐标系中的弧长．

设f（x）在［a，b］有连续的导数，则

[image: alt]

的弧长是

[image: alt]

③极坐标系中的弧长．

设r（θ）在［α，β］有连续的导数，则

[image: alt]

（4）旋转体的侧面积

设曲线[image: alt]在x轴上方，绕x轴旋转而成的旋转体的侧面积记为F，则

①参数方程情形：

[image: alt]

其中φ（t），[image: alt]（t）在［α，β］有连续的导数．

②直角坐标系情形：

[image: alt]

其中f（x）在［a，b］有连续的导数．

③极坐标系情形：

[image: alt]

其中r（θ）在［α，β］有连续的导数．

3．定积分在物理上的若干应用

（1）变力F（x）作用在Ox轴的方向上，则在区间［a，b］上变力所作的功

[image: alt]

（2）设曲线Γ：

x＝x（t），　y＝y（t）　（α≤t≤β），

其中x（t），y（t）在［α，β］有连续的导数，Γ的线密度为ρ（t），它在［α，β］连续，则曲线Γ的质量

[image: alt]

（3）设有一薄板垂直放入均匀的静止液体中．薄板的上、下边为直边x＝a，x＝b，a＜b，而侧边为曲边，曲边方程分别为y＝f（x），y＝g（x），f（x）≥g（x）（a≤x≤b），它们是［a，b］上的连续函数．见图5.14．则液体对薄板的侧压力是

[image: alt]

其中μ是液体单位体积所受的重力（μ＝ρg，ρ为液体密度，g为重力加速度）．

（4）质量分别为m1，m2，距离为r的两个质点间的引力为

[image: alt]

G为引力常数．根据这个万有引力定律与微元法可以计算质点对某些均匀物体的引力．

4．广义积分

（1）广义积分的定义

[image: alt]

图　5.14

①无穷限的积分　设f（x）在［a，+∞）上有定义并在［a，+∞）的任意有限子区间［a，A］上可积．若A→+∞时积分[image: alt]存在极限，则称无穷积分[image: alt]收敛，并定义

[image: alt]

否则称无穷积分[image: alt]发散．类似地当[image: alt]存在时，定义

[image: alt]

f（x）在（-∞，+∞）上的无穷积分定义为

[image: alt]

仅当右端两个积分均收敛时才认为f（x）在（-∞，+∞）可积，积分（3.1）的值不依赖于a的选择．

②无界函数的积分　设f（x）在［a，b］除去点c（c∈［a，b］）外均有定义，且在c附近无界（c称为瑕点），对任意ε＞0，η＞0，f（x）在［a，c－ε］，［c＋η，b］可积，若极限

[image: alt]

均存在，则称f（x）在［a，b］的瑕积分[image: alt]收敛，并且定义

[image: alt]

否则称瑕积分[image: alt]发散．当c＝a或c＝b时定义可相应简化．

无穷限积分与瑕积分统称为广义积分．

（2）几个特殊的积分

[image: alt]

[image: alt]

（3）广义积分收敛性的比较判别法

设f（x），g（x）在［a，+∞）上连续，且当x＞X≥0时，

0≤f（x）≤g（x）　x∈（a，b）．

①若[image: alt]

②若[image: alt]

③若f（x）在［a，+∞）连续，[image: alt]l≠0，则当λ＞1时[image: alt]

设f（x），g（x）在（a，b］上连续，a是瑕点，且0≤f（x）≤g（x），

①若[image: alt]

②若[image: alt]

当b是瑕点时，有类似的结论．

③若f（x）在（a，b］连续，a是瑕点，

[image: alt]

*（4）广义积分的绝对收敛与条件收敛性，狄利克雷判别法与阿贝尔判别法

已证下列事实：[image: alt]收敛；若瑕积分[image: alt]

定义　设f（x）在［a，+∞）的任意有限区间上可积．若[image: alt]收敛，则称[image: alt]绝对收敛；若[image: alt]收敛，而[image: alt]发散，则称[image: alt]条件收敛．

对于瑕积分，也有类似的绝对收敛与条件收敛的定义．

对于绝对收敛的广义积分，我们可用比较判别法判断[image: alt][image: alt]的收敛性．对于非绝对收敛的广义积分，下列两个判别法是有效的：

狄利克雷判别法　设f（x）与g（x）在［a，+∞）上连续．若存在常数M＞0，使对一切A≥a，都有

[image: alt]

又设g（x）在［a，+∞）上单调且趋于零（当x→+∞时），则广义无穷积分[image: alt]f（x）g（x）dx收敛．

阿贝尔判别法　设f（x）与g（x）在［a，+∞）上连续，若[image: alt]收敛，又g（x）在［a，+∞）上单调有界，则无穷积分[image: alt]

对于瑕积分，有相应的狄利克雷判别法与阿贝尔判别法．

典型例题分析

1．求下列曲线的弧长：

（1）x＝acos3t，y＝asin3t（a＞0）；

（2）r＝a（1＋cosθ）（a＞0）．

解　分析图形的对称性，画出曲线的草图，然后再进行计算．

（1）这是一条封闭曲线，关于x，y轴对称，当0≤t≤π/2时曲线位于第一象限．见图3.32．因此，此曲线的弧长

[image: alt]

[image: alt]

图　5.15

（2）由于cosθ＝cos（2π－θ），所以曲线关于θ＝π即极轴对称．当θ从0变到π时，r（θ）从r＝2a单调下降至r＝0．因此曲线图形如图5.15．这条曲线称为心脏线，它的弧长

[image: alt]

2．先描绘由曲线围成的平面图形的草图，然后求出各平面图形的面积．

（1）y2＝-4（x－1）与y2＝-2（x－2）；

（2）r＝asin3θ（a＞0）．

解　（1）这是两条抛物线，它们的交点是（0，2），（0，-2），图形关于x轴对称，见图5.16．

解法1　把曲线表为y是x的函数，则图形的面积

[image: alt]

解法2　把曲线表为x是y的函数，则图形的面积

[image: alt]

（2）r（θ）以2π/3为周期．不难看出当0≤θ≤π/3时r（θ）≥0．且当0≤θ≤π/6时，

[image: alt]

图　5.16

[image: alt]

图　5.17

r（π/3－θ）＝sin3（π/3－θ）＝sin3θ＝r（θ）．

这说明在0≤θ≤π/3时的图形关于射线θ＝π/6对称．当π/3≤θ≤2π/3时，注意

sin3（θ－π/3）＝-sin3θ，

故　　　　　　　　　　　r（θ）＝-r（θ－π/3）＜0．

由上述分析我们可画出该曲线的草图，见图5.17．此曲线称为三叶线．

由对称性，我们可得此曲线所围的平面图形的面积

[image: alt]

3．求两曲线[image: alt]以及直线x＝-1所围成图形的面积．

解　先将g（x）表成分段函数

[image: alt]

[image: alt]

图　5.18

从图5.18看出，y＝g（x）的图形在y＝f（x）的图形之上．又此两曲线相交于（0，0）及（1，1）两点，所以所求面积为

[image: alt]

4．求下列旋转曲面的面积：

（1）y＝sinx（0≤x≤π），y＝0围成的图形绕x轴旋转所得曲面．

（2）x＝acos3t，y＝asin3t（0≤t≤2π）绕直线y＝x旋转所得曲面．

解　（1）直接由直角坐标系中的旋转面面积计算公式得该旋转面的面积

[image: alt]

（2）曲线图形见图3.33．曲线关于y＝±x对称，故所求曲面面积等于[image: alt]所对应的一段曲线旋转所得曲面面积的2倍．见图5.19．

[image: alt]

图　5.19

任取曲线的一小微元，端点坐标（x（t），y（t））＝（acos3t，asin3t），它到直线y＝x的距离是

[image: alt]

曲线微元的弧长

[image: alt]

因而此曲线微元绕y＝x旋转所得曲面微元的面积

[image: alt]

因此，整个旋转面的面积是

[image: alt]

[image: alt]

5．设函数y＝f（x）在［a，b］（a＞0）连续非负．证明：由曲线y＝f（x），直线x＝a，x＝b以及x轴围成的平面图形绕y轴旋转所成立体体积为

[image: alt]

证　用微元法导出这个公式．任取［a，b］上小区间［x，x＋dx］，相应得到小曲边梯形，它绕y轴旋转所成的立体近似于一个以x＋dx为外半径，以x为内半径，高为f（x）的圆筒，将此圆筒沿其一条母线割断后展开，则其体积近似等于底、宽、高分别为2πx，dx，f（x）的长方体的体积（见图5.20）．故有

dV＝2πxf（x）dx，

积分得旋转体的体积

[image: alt]

[image: alt]

图　5.20

6．求旋轮线（摆线）

[image: alt]

绕其对称轴x＝πa旋转一周所得曲面之面积．

解　曲线上任一点（x，y）（其中0≤x≤πa）到直线x＝πa的距离为πa－x，故

[image: alt]

[image: alt]

7．设[image: alt]

（1）求两曲线y＝f（x）与y＝g（x）的切点P的坐标；

（2）设曲线y＝g（x）与x轴的交点为A，求曲边形OPA的面积（其中O为坐标原点，见图5.21）．

（3）求曲边形OPA绕x轴旋转一周所得旋转体的体积；

（4）求曲边形OPA绕y轴旋转一周所得旋转体的体积；

（5）求曲边形OPA绕x轴旋转一周所得旋转体的侧面积．

解（1）设切点P处的坐标为（x0，y0），则应满足：

f（x0）＝g（x0），　f′（x0）＝g′（x0），

[image: alt]

由此得惟一解x0＝1，故切点P的坐标为（1，1/2）.

[image: alt]

图　5.21

（2）y=g（x）与x轴的交点A的坐标显然为（3/4，0），故所求面积S等于曲边形OPB的面积减去曲边形APB的面积（其中B为P在x轴上的垂足），即

[image: alt]

（3）同理，曲边形OPA绕x轴旋转所得旋转体的体积V1，等于OPB与APB分别绕x轴旋转所得旋转体的体积之差，即

[image: alt]

（4）解法1　用第5题中的公式．从公式的推导过程不难看出：OPA绕y轴旋转所得旋转体的体积V2，等于OPB与APB分别绕y轴旋转所得旋转体的体积之差，即

[image: alt]

代入得　　[image: alt]

解法2　将曲线段[image: alt]分别表成

[image: alt]

则OPA绕y轴旋转所得旋转体的体积V2，等于曲边形OAPC与曲边形OPC分别绕y轴旋转所得旋转体的体积之差（其中点C为点P在y轴上的垂足），即

[image: alt]

（5）曲边形OPA绕x轴旋转一周所得侧面积F，等于OPB与APB分别绕x轴旋转一周所得旋转体的侧面积之和，即

[image: alt]

利用第四章§2典型例题分析中第7题的结果，知

[image: alt]

[image: alt]

评注　第（4）题中所求旋转体的体积V2，等于两有关旋转体体积之差，而第（5）题中所求旋转体的侧面积，等于两有关旋转体的侧面积之和．

8．半径为R的球沉入水中，上顶点与水面相切，将球从水中取出要做多少功？（球的单位体积重力＝ρg取为1，其中ρ为球密度，g为重力加速度）．

解　首先建立坐标系：取x轴垂直水平面并通过球心，方向向上，原点在球心，见图5.22.

现在任取［-R，R］上的一个小区间［x，x＋dx］相应地得到球体中的一小薄片，其重力为π（R2－x2）dx，在水中时重力与浮力相等．当球从水中移至水面时，此薄片移至离水平面（R＋x）处，故需做功

dW＝（R＋x）·π（R2－x2）dx，

因此，对整个球需做功

[image: alt]

9．已知如下事实：设有半径为a，面密度为σ的均匀圆形薄板，质量为m的质点P位于通过薄板中心O且垂直于薄板的直线上，[image: alt]则圆形薄板对质点P的引力为

[image: alt]

利用这个公式，求均匀球体对质点Q的引力．已知球体质量为M，Q在球外，离球心l处，质量为m．

解　建立坐标系：以球心O为原点，过Q点的直径为x轴，正向指向Q，见图5.23（它只是一个截面图）．

[image: alt]

图　5.22

[image: alt]

图　5.23

设球的半径为R，在［-R，R］上任取一小段［x，x＋dx］，相应得到圆形薄片，半径为[image: alt]面密度为ρdx，其中ρ为球体的体密度，Q离此薄片距离为l－x．于是由公式（3.2），此薄片对Q点的引力

[image: alt]

因此球对Q点的引力

[image: alt]

[image: alt]

计算表明：均匀球体对球外一质点Q的引力就等于把球体看作质量集中于球心的质点时，它对Q的引力．

10．已知如下事实：设有一均匀细棒，长为2l，质量为m，在棒的延长线上离棒中心为a（a＞l）处有一质量为m0的质点M0，则棒对M0的引力

[image: alt]

利用这个事实，求位于同一直线上两均匀细棒之间的引力．已知两细棒的长分别为l1，l2，质量分别为m1，m2，相邻两端点之距离为a．

解　我们把求同一直线上两根均匀细棒间的引力转化为求棒的延长线上质点对棒的引力的叠加．

先建立坐标系如图5.24．x轴通过两根细棒，向右为正向，第二根棒左端点为原点．

[image: alt]

图　5.24

其次，任取第二根棒中［x，x＋dx］一段，把它看作质点，它的质量为[image: alt]dx，与第一根棒中心之距离为[image: alt]于是第一根棒与它之间的引力

[image: alt]

最后，求积分得两细棒间的引力

[image: alt]

[image: alt]

11．求下列广义积分：

[image: alt]

解　（1）用分部积分法得

[image: alt]

（2）作变量替换，令[image: alt]

[image: alt]

（3）解法1　按定义先计算

[image: alt]

取极限得

[image: alt]

[image: alt]均发散，所以不能利用等式

[image: alt]

解法2　作变换化为有限区间上的积分．令[image: alt]即x＝1/t－1，则

[image: alt]

（4）作变换并利用

[image: alt]

来计算所求积分．[image: alt]

[image: alt]

（5）

[image: alt]

（6）因为

[image: alt]

（7）令[image: alt]

[image: alt]

12．证明下列积分收敛：

（1）[image: alt]

证　利用比较判别法来证明．

（1）先考虑瑕积分[image: alt]x＝0是瑕点．因为[image: alt]有界，所以x∈（0，1］时

[image: alt]

其中M为常数．[image: alt]收敛，因此

[image: alt]

绝对收敛．再考虑无穷积分[image: alt]

[image: alt]

而[image: alt]

（2）注意：[image: alt]有界，于是

[image: alt]

13．求无穷积分[image: alt]

解　当x→+∞时被积函数与[image: alt]同阶，所以无穷积分收敛．又x＝2是瑕点，当x→2＋0时被积函数与[image: alt]同阶，故瑕积分也收敛．因x2－2x＝（x－1）2－1，故作变量替换

x－1＝sect　（0≤t＜π/2），

[image: alt]

14．求广义积分[image: alt]

解　被积函数的分子分母同乘e2x，

[image: alt]

15．判别无穷积分

[image: alt]

的收敛性．

解　被积函数在［3，+∞）上连续，且恒为正，故可用比较判别法．

[image: alt]

由比较判别法推出原无穷积分也发散．

若k＜1，则

[image: alt]

这时原无穷积分也发散．

若k＞1，注意当x≥3时，

[image: alt]

收敛．由比较判别法，原无穷积分收敛．

总之，当k≤1时发散，当k＞1时收敛．

*16．讨论下列无穷积分的敛散性，条件收敛还是绝对收敛？

[image: alt]

[image: alt]

解　（1）注意[image: alt]收敛．故当[image: alt]

当0＜p≤1时，对任意A≥1，

[image: alt]

[image: alt]上单调（下降）且趋于0（x→+∞时），由狄利克雷判别法知[image: alt]收敛．（用类似的方法，可证[image: alt]也都收敛，其中p＞O，a为任意非零常数．）

[image: alt]

事实上，任意取定一个充分大的A，不妨设[image: alt]则n0≥2，且A≥n0π．由于[image: alt]

[image: alt]

由于当0＜p≤1时级数[image: alt]可以大于任意给定的正数，只要n0充分大．由此推出[image: alt]可以大于任意给定的正数，只要A充分大．这说明当A→+∞时[image: alt]无界，故[image: alt]

证法2　注意对任意x，｜sinx｜≥sin2x，故

[image: alt]

由于0＜p≤1时[image: alt]发散，而[image: alt]收敛，故

[image: alt]

发散．

由比较判别法便知[image: alt]

综合起来，当[image: alt]条件收敛．

对于无穷积分[image: alt]可类似地证明：当p＞1时绝对收敛；而当0＜p≤1时条件收敛．

（2）所论无穷级数可改写为

[image: alt][image: alt]收敛，又函数[image: alt]单调（上升）且趋于[image: alt]（当x→+∞时），故[image: alt]有界（当x→+∞时）．由阿贝尔判别法可知无穷积分

[image: alt]

收敛．与（1）类似可证：当p＞1时绝对收敛，当0＜p≤1时条件收敛．

（3）作变量替换有[image: alt]这即第（1）题中[image: alt]时的情况，故条件收敛．

（4）已知[image: alt]收敛，又函数（1＋e-x）单调（下降）且有界（｜1＋e-x｜≤2），由阿贝尔判别法知

[image: alt]

[image: alt]发散，故所论无穷积分条件收敛．

17．讨论广义积分[image: alt]的敛散性．

解　x＝0是瑕点，故将原积分分成两项考虑：

[image: alt]

先考虑上式中第一项（瑕积分）．由于

[image: alt]

故当n－1＜1即n＜2瑕积分收敛．再考虑第二项（无穷积分），由于

[image: alt]

故当n＞1时积分收敛．综合起来，当1＜n＜2时所论广义积分收敛．

本节小结

1．记住平面图形的面积、弧长、旋转体体积、旋转体侧面积等公式（分别在直角坐标系、极坐标系，参数方程下的三种形式）．求弧长及旋转体侧面积时要用到弧微分：

[image: alt]

2．用微元分析法将所求量Q（几何量或物理量）表成定积分时，先根据实际情况列出Q的微分式：

dQ＝f（x）dx，

再对dQ求定积分即得Q：

[image: alt]

3．记住两个基本的广义积分的敛散性：

[image: alt]

其中a＞0．

4．会用比较判别法判别广义积分的敛散性．

练习题5.3

5.3.1　求由抛物线y＝2x－x2和直线y＝-x所围成的面积．

5.3.2　求曲线y＝lnx上从[image: alt]的一段弧的弧长．

5.3.3　求由曲线y＝ex，x＝0，y＝0围成的图形绕

（1）Ox轴；

（2）Oy轴旋转所成立体的体积．

5.3.4　求由正弦函数y＝sinx（0≤x≤π）绕Ox轴旋转所得曲面的面积．

5.3.5　求极坐标系中下列曲线围成的面积：

（1）r＝a（1＋cosθ）（a＞0，0≤θ≤2π）；

（2）[image: alt]

5.3.6　求下列旋转曲面的面积：

（1）由r＝a（1＋cosθ）（a＞0，0≤θ≤π）绕极轴旋转而成；

（2）由心脏线

[image: alt]

绕Ox轴旋转而成．

5.3.7　如果1kg的力能使弹簧伸长1cm，现在要使弹簧伸长10cm，问需做多少功？（提示：利用胡克定律）

5.3.8　一气缸的半径为10cm，长为80cm（图5.25），充满气体，压强为980000Pa①．如果温度保持固定，推动活塞使气体体积减少1/2需做多少功？

[image: alt]

图　5.25

[image: alt]

图　5.26

5.3.9　一水池是由一条曲线y＝f（x）及x轴，y轴，x＝b围成的平面图形绕x轴旋转而成的立体，其中y轴取在蓄水池顶的水平面（图5.26）．蓄水池已装满水．现欲将蓄水池中的水全部抽尽，则需做功为

[image: alt]

其中k为单位体积的水的重量．试用定积分的定义导出此公式．

5.3.10　一半球形的蓄水池，深10m．欲将其中盛满的水全部抽尽，问需做多少功？

5.3.11　设有半径为a，面密度为σ的均匀圆板，质量为m的质点P位于通过圆板中心O且垂直于圆板的直线上，[image: alt]求圆板对质点P的引力．

5.3.12　求下列广义积分的值或指出其发散性：

[image: alt]

5.3.13　判断下列积分的收敛性：

[image: alt]

*5.3.14　讨论无穷积分[image: alt]的敛散性，条件收敛还是绝对收敛？

注释

①　1Pa＝1N/m2．


第六章　空间解析几何

§1　空间直角坐标系，向量及其运算

内容提要

1．空间直角坐标系与空间中点的直角坐标

（1）在空间中选一定点O，过O点作三条互相垂直的数轴Ox，Oy，Oz，就构成空间直角坐标系．O为坐标系的原点；数轴Ox，Oy，Oz称为坐标轴；任意两条坐标轴所确定的平面Oxy，Oyz，Ozx称为坐标平面．三个坐标平面把空间分为八个部分，每一部分称为一个卦限．空间直角坐标系有两类：右手系与左手系．我们通常采用右手系（参见图6.1）．

[image: alt]

图　6.1

（2）过空间任意一点M作三个平面分别与三个坐标轴垂直，得三个交点，设三个交点在每个坐标轴上的坐标分别为x，y，z，则称有序数组（x，y，z）为点M的坐标．

（3）空间直角坐标系中两点（x1，y1，z1）与（x2，y2，z2）间的距离为

[image: alt]

2．向量概念与向量的表示法

（1）向量概念

既有大小又有方向的量称为向量或矢量．可用有向线段[image: alt]（图6.2）表示向量，线段的长度[image: alt]表示向量的大小，又称向量的长度或模，从A到B的方向表示向量的方向．A称为起点，B称为终点．大小相等方向相同的两个向量称为相等的．起、终点重合即长度为0的向量称为零向量．长度为1的向量称为单位向量．大小相等而方向相反的向量称为互为反向量．彼此平行的向量称为共线的向量．同时平行于某一平面的向量称为共面的向量．

[image: alt]

图　6.2

我们也用a，b，c等表示向量，a的长度记为｜a｜．

（2）向量的坐标表示

在直角坐标系Oxyz中，若[image: alt]即将a的起点移至坐标原点，这时a的终点M的坐标（x，y，z）称为a的坐标，记为

a＝｛x，y，z｝．

设　　　a＝｛ax，ay，az｝，b＝｛bx，by，bz｝，

则　　　a＝b⇔ax＝bx，　ay＝by，az＝bz．

设给定点Mi（xi，yi，zi）（i＝1，2），则

[image: alt]

（3）向量的长度与方向余弦

设a＝（x，y，z），则a的长度

[image: alt]

设沿三个坐标轴正向的单位向量分别记为i，j，k．向量a与i，j，k的夹角分别记作

〈a，i〉，〈a，j〉，〈a，k〉．

若令　　　（a，i）＝α，〈a，j〉＝β，〈a，k〉＝γ，

[image: alt]

图　6.3

则称α，β，γ为a的方向角，称cosα，cosβ，cosγ为a的方向余弦，由图6.3看出有下列关系式：

[image: alt]

其中｛x，y，z｝为a的坐标．由此推出

cos2α＋cos2β＋cos2γ＝1．

3．向量的加减法与数乘向量

（1）定义

向量加法可用三角形加法或平行四边形加法，见图6.4和图6.5．

[image: alt]

图　6.4

[image: alt]

图　6.5

[image: alt]

图　6.6

向量减法是加法的逆运算．若b＋c＝a，称c为a与b之差，记作a－b，见图6.6．不难看出，a－b＝a＋（-b），其中-b是b的反向量．

实数λ乘向量a所得之向量记作λa，规定：｜λa｜＝｜λ｜｜a｜；λ＞0时λa与a同向；λ＜0时λa与a反向；λ＝0时λa＝0，方向任意．

（2）运算规律

向量加法有以下规律：

a＋0＝a，　a＋（-a）＝0，　a＋b＝b＋a，

（a＋b）＋c＝a＋（b＋c），　｜a＋b｜≤｜a｜＋｜b｜．

数乘向量有以下规律：

λ（μa）＝（λμ）a，　（λ＋μ）a＝λa＋μa，　λ（a＋b）＝λa＋λb．

两向量a与b（b是非零向量）共线⇔存在常数λ，使a＝λb．

（3）用坐标进行相应的运算

[image: alt]

（4）几何应用

①向量a＝｛ax，ay，az｝与b＝｛bx，by，bz｝共线⇔

[image: alt]

三点（xi，yi，zi）（i＝1，2，3）共线⇔

[image: alt]

②设点Pi（xi，yi，zi）（i＝1，2），若线段[image: alt]上一点P（x，y，z）将线段分成[image: alt]

[image: alt]

4．向量的数量积

（1）数量积的定义与物理意义

给定两个向量a与b，实数｜a｜｜b｜cos〈a，b〉称为a与b的数量积，记为a·b，又称为a与b的点乘或内积．[image: alt]表示物体在力F的作用下沿直线由A移到B时力F做的功．

（2）数量积的坐标表示

设a＝｛ax，ay，az｝，b＝｛bx，by，bz｝，则

a·b＝axbx＋ayby＋azbz．

（3）数量积的运算性质

a与b的数量积有以下性质：

a·b＝b·a，　（a＋b）·c＝a·c＋b·c，

（λa）·b＝λ（a·b），a2≡a·a＝｜a｜2．

（4）数量积的几何应用

a的长度：[image: alt]

a与b的夹角〈a，b〉（指不大于π的那个角）：

[image: alt]

a与b垂直⇔a·b＝0．

5．向量的向量积

（1）向量积的定义与物理意义

a与b的向量积规定为一个向量，记为a×b，它的大小：

｜a×b｜＝｜a｜｜b｜sin〈a，b〉，

它的方向同时垂直于a与b且a，b，a×b符合右手法则．见图6.7．a×b又称为a与b的叉乘或外积．作用于A点的力F对O点的力矩为[image: alt]

[image: alt]

图　6.7

（2）向量积的运算性质

a与b的向量积有以下性质：

a×b＝-（b×a），

（λa）×b＝λ（a×b）＝a×（λb），

（a＋b）×c＝a×c＋b×c．

（3）向量积的坐标表示

设a＝｛ax，ay，az｝，b＝｛bx，by，bz｝，则

[image: alt]

（4）向量积的几何应用

a与b共线⇔a×b＝0．

求同时与a，b垂直的向量即求a×b．

[image: alt]

6．向量的混合积

（1）混合积的定义

给定三个向量a，b，c，（a×b）·c称为三个向量a，b，c的混合积．

（2）混合积的坐标表示

设a＝｛ax，ay，az｝，b＝｛bx，by，bz｝，c＝｛cx，cy，cz｝，则

[image: alt]

（3）混合积的性质

①轮换对称性：

（a×b）·c＝（b×c）·a＝（c×a）·b．

②a，b，c共面⇔（a×b）·c＝0．

（4）混合积的几何应用

以三向量a，b，c为相邻三棱的平行六面体的体积等于

｜（a×b）·c｜．

典型例题分析

1．指出下列等式成立的充要条件，并给予证明．

（1）｜a＋b｜＝｜a｜－｜b｜；

（2）｜a＋b｜＝｜a－b｜；

（3）a＋b与a－b共线．

解　（1）等式成立的充要条件是：a与b反向且｜a｜≥｜b｜．

由向量的数量积与模的关系得

[image: alt]

故得证．

（2）等式成立的充要条件是：a⊥b．

证法1　由数量积与模的关系得

[image: alt]

故得证．

证法2　由向量加减法的定义，当a与b不共线时，以a与b为邻边的平行四边形的两条对角线是a＋b与a－b，而平行四边形的两条对角线的长度相等的充要条件是此四边形为矩形，故a⊥b，见图6.8．当a与b共线时，｜a＋b｜＝｜a－b｜的充要条件是a，b中必有一个零向量，而零向量与任意向量垂直，故得证．

[image: alt]

图　6.8

（3）等式成立的充要条件是：a与b共线．注意

（a＋b）×（a－b）＝b×a－a×b＝2b×a，

所以

[image: alt]

2．判断下列等式是否成立：

（1）（a·b）c＝a（b·c）；

（2）（a·b）2＝a2·b2（a2表示a·a）；

（3）a·（b×c）＝（a×b）·c．

解　（1）不成立．（a·b）c表示a与b作数量积得实数，再与向量c作乘积，它是与c共线的向量．同理，a（b·c）与a共线，因此等式不一定成立．

（2）不成立．

（a·b）2＝｜a｜2｜b｜2cos2〈a，b〉，

a2＝｜a｜2，　b2＝｜b｜2，

因此，当cos2〈a，b〉≠1时

（a·b）2≠a2·b2．

（3）成立．在空间引进坐标系．设

a＝｛ax，ay，az），b＝｛bx，by，bz｝，c＝｛cx，cy，cz｝，

[image: alt]

[image: alt]

因此　　　　　　　a·（b×c）＝（a×b）·c．

3．设[image: alt]

（1）求△ABC的面积；

（2）证明：若rA×rB＋rB×rC＋rC×rA＝0，则A，B，C共线．

解　（1）记△ABC的面积为S，则

[image: alt]

由向量的减法运算得

[image: alt]

（见图6.9）．于是

[image: alt]

[image: alt]

图　6.9

（2）用反证法．若A，B，C不共线，则S≠0，于是

｜rA×rB＋rB×rC＋rC×rA｜≠0，

这与已知矛盾．因此A，B，C共线．

4．已知三个力

F1＝｛1，2，3｝，　F2＝｛-2，3，-4｝，　F3＝｛3，-4，5｝，

（1）求合力的大小和方向（方向角）；

（2）若合力的作用点是A（1，-2，1），求合力对B（2，1，1）的力矩．

解　记合力为F．

（1）F＝F1＋F2＋F3＝｛1－2＋3，2＋3－4，3－4＋5｝＝｛2，1，4｝，合力的大小是
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合力F的方向余弦是

[image: alt]

（2）合力F对B的力矩是

[image: alt]

5．设向量a的方向角分别为α，β，γ，若

α＝β，　γ＝2α，

求α，β，γ．

解　由

cos2α＋cos2β＋cos2γ＝1，

得　　　　　　　　　　2cos2α＋cos22α＝1，

2cos2α＝2cos2α·2sin2α．

由此解得

cos2α＝0　　或　sin2α＝1/2，

因此得　　　　　　　α＝π/2，　β＝π/2，　γ＝π，

或　　　　　α＝π/4，　β＝π/4，　γ＝π/2．

6．设a，b，c满足a⊥b，[image: alt]｜a｜＝2，｜b｜＝1，｜c｜＝1，求a＋b＋c的模．

解　求a＋b＋c的模即求[image: alt]

[image: alt]

评注　本题用了下列等式：

｜a｜2＝a·a＝a2，

即：一个向量的模的平方，等于这个向量点乘它自己．

7．已知7a－5b与a＋3b正交，a－4b与7a－2b正交，求cos〈a，b〉，其中a，b为非零向量．

解　由

[image: alt]

两边除以｜a｜｜b｜，并令x＝｜a｜/｜b｜，[image: alt]

[image: alt]

解得　　　　　　　xy＝1/2，　x2＝1，

即　　　　　　　　x＝1，y＝1/2.

[image: alt]

8．证明下列几何问题：

（1）射影定理：△ABC是直角三角形，∠A是直角，AD是斜边上的高，则

[image: alt]

（2）三角形的三条高共点．

证　（1）见图6.10．由

[image: alt]

[image: alt]

（2）设△ABC中，AD⊥BC，BE⊥AC，BE与AD交于M，见图6.11．我们要证[image: alt]

[image: alt]
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图　6.10

[image: alt]

图　6.11

9．设三向量a，b，c满足（a×b）·c＝2，求

[image: alt]

评注　因为a×b⊥a，a×b⊥b，所以

（a×b）·a＝0，（a×b）·b＝0.

又由混合积的轮换性质，

（b×c）·a＝（a×b）·c.

10．已知三向量a，b，c满足：

｜a｜＝1，　｜b｜＝2，　｜c｜＝3，

且　　　　　　　　a＋b＋c＝0.

求a·b＋b·c＋c·a.

[image: alt]

另一方面，由a＋b＋c＝0知

（a＋b＋c）·（a＋b＋c）＝02＝0，

代入上式，即得

a·b＋b·c＋a·c＝-14/2＝-7.

11．证明向量恒等式：

[image: alt]

（a·b）2＝［｜a｜·｜b｜cos〈a，b〉］2＝｜a｜2·｜b｜2cos2〈a，b〉，

上两式相加即得欲证之等式.

12．对任意两向量a与b，证明：

（a＋b）2＋（a－b）2＝2（a2＋b2）.

当a≠0，b≠0，且a≠b时，说明上式的几何意义．

证　利用a2＝a·a以及两向量点乘的可交换性，有

（a＋b）2＝（a＋b）·（a＋b）＝a2＋2a·b＋b2，

（a－b）2＝（a－b）·（a－b）＝a2－2a·b＋b2，

将上两式相加，即得欲证之不等式．

当a≠0，b≠0，且a≠b时，考虑以向量a与b为相邻两边的平行四边形．这时a＋b与a－b就是该平行四边形的两条对角线．因此，上述等式的几何意义是：一个平行四边形相邻两边的边长平方和的二倍，等于其两对角线的长度平方和．

13．利用向量证明勾股弦定理．

证　考虑直角三角形ABC，其中∠C为直角．[image: alt]为斜边，则有关系式：[image: alt]

[image: alt]

14．设a，b，c为三个向量，若存在三个不全为零的常数k，ι，m，使

ka×b＋ιb×c＋mc×a＝0，

证明：三个向量a×b，b×c，c×a共线．

证　不妨设k≠0．以向量c点乘上述等式两端，得

k（a×b）·c＋0＋0＝0，

再由k≠0便推出（a×b）·c＝0．这说明三个向量a，b，c共面．设它们都与平面π平行，则a×b，b×c，c×a这三个向量都与平面π垂直，故这三向量共线．

本节小结

1．熟悉向量的定义，向量的几何表示及坐标表示法；两向量的加减法则及数乘向量的定义及坐标表示法；向量的模与方向余弦的定义及坐标表示法．

2．掌握两向量的点乘的定义及坐标表示法；两向量a，b垂直的充分必要条件是a·b＝0；a2≡a·a＝｜a｜2.

3．掌握两向量的叉乘的定义及坐标表示法；两向量a，b平行的充分必要条件是a×b＝0．

4．掌握三个向量的混合积的定义及坐标表示法；三向量a，b与c共面的充分必要条件是（a×b）·c＝0.

5．能用向量运算解决一些简单的几何问题．

练习题6.1

6.1.1　求顶点是A（-3，-1，4），B（1，3，2），C（3，1，1）的三角形的周长．

6.1.2　在z轴上求与点A（-4，1，7）和点B（3，5，-2）等距离的点．

6.1.3　设已知向量

a＝｛3，5，-1｝，　b＝｛2，2，3｝，　c＝｛4，-1，-3｝，

求下列各向量的坐标：

（1）2a；

（2）a＋b－c；

（3）2a－3b＋4c；

（4）ma＋nb．

6.1.4　设

a＝｛2，-3，1｝，　b＝｛1，-1，3｝，　c＝｛1，-2，0｝，

求：

（1）（a·b）c；

（2）（a＋b）×（b＋c）；

（3）（a×b）·c；

（4）（a×b）×c．

6.1.5　求由向量

[image: alt]

所决定的平行六面体的体积．

6.1.6　证明向量a＝｛3，4，5｝，b＝｛1，2，2｝和c＝｛9，14，16｝是共面的．

§2　直线、平面与二次曲面

内容提要

1．平面方程

（1）由定点及法向量确定的平面

通过点M0（x0，y0，z0）且以n＝（A，B，C）为法向量的平面π的方程为

A（x－x0）＋B（y－y0）＋C（z－z0）＝0　（平面的点法式方程），

其中M（x，y，z）为平面π上的动点．

若令D＝-（Ax0＋By0＋Cz0），则得

Ax＋By＋Cz＋D＝0　（平面的一般方程）．

（2）由定点及两个方位向量确定的平面

通过点M0（x0，y0，z0）且与两不共线的向量vi＝｛Xi，Yi，Zi｝（i＝1，2）平行的平面π的方程是

[image: alt]

（3）由不共线的三点确定的平面

通过不共线的三点Mi（xi，yi，zi）（i＝0，1，2）的平面π的方程为

[image: alt]

（4）在空间直角坐标系中，任何一个平面的方程都是三元一次方程，反之任何一个三元一次方程的图形都是平面．列平面方程的关键是确定平面的法向量．

2．直线方程

（1）由一点和一个方向向量确定的直线

通过点M0（x0，y0，z0）且平行于非零向量s＝｛X，Y，Z｝的直线L的方程为

[image: alt]　（直线的向量方程），

其中M为直线L上的动点，t为任意实数．s称L的方向向量．用坐标表示即

[image: alt]　（直线的参数方程）

消去参数得

[image: alt]　（直线的标准方程）．

（2）由两点确定的直线

通过两点Mi（xi，yi，zi）（i＝1，2）的直线方程为

[image: alt]　（直线的两点式方程）．

（3）相交的两个平面确定一条直线

两个平面Aix＋Biy＋Ciz＋Di＝0（i＝1，2）的交线为

[image: alt]　（直线的两面式方程），

（其中两向量｛A1，B1，C1｝与｛A2，B2，C2｝不共线）其方向向量为

[image: alt]

3．直线、平面间的相互关系

（1）直线与直线

设有直线Li：方向向量si＝｛Xi，Yi，Zi｝，过点Mi（xi，yi，zi）（i＝1，2）．

直线L1，L2的夹角即方向向量s1与s2的夹角满足：

[image: alt]

不共面的直线为异面直线．

L1与L2为异面直线⇔[image: alt]

（2）平面与平面

设有平面πi：

Aix＋Biy＋Ciz＋Di＝0　（i＝1，2），

其法向量ni＝｛Ai，Bi，Ci｝．

平面π1与π2的夹角即它们的法向量n1与n2的夹角满足：

[image: alt]

平面π1与π2平行⇔[image: alt]

平面π1与π2重合⇔[image: alt]

平面π1与π2垂直⇔A1A2＋B1B2＋C1C2＝0．

（3）直线与平面

设有直线L：

[image: alt]

和平面π：

Ax＋By＋Cz＋D＝0．

直线L与平面π平行⇔

AX＋BY＋CZ＝0，

且　　Ax0＋By0＋Cz0＋D≠0．

直线L与平面π垂直⇔

[image: alt]

4．点到平面的距离

设平面π过点M0（x0，y0，z0）且以n＝｛A，B，C｝为法向量，方程为

Ax＋By＋Cz＋D＝0，

则点M1（x1，y1，z1）到平面π的距离

[image: alt]

5．点到直线的距离

设直线L过M0（x0，y0，z0）点，方向向量为s＝｛X，Y，Z｝，则点M1（x1，y1，z1）到L的距离

[image: alt]

6．两直线间的距离

设两直线Li：方向向量Si＝｛Xi，Yi，Zi｝，过点

Mi（xi，yi，zi），　i＝1，2.

（1）当L1与L2平行但不重合时，L1与L2间的距离

[image: alt]

（2）当L1与L2为异面直线时，L1与L2间的距离

[image: alt]

7．二次曲面

空间中满足一个三元方程式F（x，y，z）＝0的点的轨迹常常构成一个曲面．x，y，z的一次方程所表示的曲面称为一次曲面即平面．x，y，z的二次方程所表示的曲面称为二次曲面．

（1）研究二次曲面常用的方法

①平面截口法：用一组平行平面去截曲面，通过截口的方程，看出截口的形状，再通过截口形状的变化趋势看出曲面的形状．通常多考虑与坐标平面平行的截口．

②注意对称性．

（2）常见的二次曲面

球面　以（a，b，c）为球心，R为半径的球面方程为

（x－a）2＋（y－b）2＋（z－c）2＝R2.

二次方程

x2＋y2＋z2＋Ax＋By＋Cz＋D＝0

（其特点是没有xy，yz及zx等交叉项）若有轨迹，则是球面方程，可以通过配方法求出球心与半径．

[image: alt]

典型例题分析

1．设a≠0为常向量，[image: alt]为动点M的向径，r0＝OM0为定点M0的向径，问

a·（r－r0）＝0，　a×（r－r0）＝0

各表示什么方程？a，M0的几何意义是什么？

[image: alt]

图　6.12

[image: alt]的关系见图6.12．由r－r0[image: alt]

[image: alt]

因此a·（r－r0）＝0是平面方程，a为法向量，M0是平面所通过的定点．

a×（r－r0）＝0，

[image: alt]

a与[image: alt]共线，因此这是直线方程，a为直线的方向向量，M0为直线所通过的定点．

2．判断下列各题中两条直线的位置关系（是否平行、相交或重合）．若相交求出交点的坐标．若共面求出所确定的平面方程．

[image: alt]

解　（1）L1的方向向量ι1＝｛3，2，4｝，它通过点M1（-3，-1，2），L2的方向向量ι2＝｛3，1，2｝，它通过点M2（8，1，6）．因为

[image: alt]

所以ι1与ι2不共线，即L1与L2不平行也不重合，只需再判断是异面直线还是相交．不难算出

[image: alt]

由此知L1与L2共面．又已知L1与L2不平行，故它们相交．为求出交点的坐标，利用参数方程．

L1与L2的参数方程分别为

[image: alt]

直线L1与L2相交⇔代数方程组

[image: alt]

有解．不难解得

t1＝-5/3，　t2＝-16/3.

即交点作为L1上的点，对应于参数t1＝-5/3，而作为L2上的点，对应于参数t2＝-16/3．故将t1＝-5/3代入L1的参数方程（或将t2＝[image: alt]代入L2的参数方程），便得交点坐标：[image: alt]

评注　从本题看出，为求两直线的交点，将两直线的参数方程联立（两直线必须用不同的变量作为参数）得一个方程组，若该方程组有解，则两直线相交，否则两直线不相交．

（2）L1与L2的方向向量分别为

ι1＝｛2，-1，1｝，　ι2＝｛-4，2，-2｝，

并且分别通过点M1（1，-1，-1），M2（-2，2，0）．因为

[image: alt]

所以ι1与ι2共线．又M1不在L2上，于是L1与L2平行．

通过M1（1，-1，-1）与[image: alt]＝｛-3，3，1｝，ι1＝｛2，-1，1｝平行的平面是

[image: alt]

即　　　　　　　　　4x＋5y－3z－2＝0．

它就是平行直线L1，L2所确定的平面方程．

3．设有两直线

[image: alt]

（1）证明L1与L2是异面直线；

（2）求同时平行于L1，L2且与它们等距的平面方程．

解　（1）直线L1，L2分别过点

M1（1，0，-1），　M2（-2，1，2），

方向向量分别为

ι1＝｛-1，2，1｝，　ι2＝｛0，1，-2｝．

现在只需证明ι1，ι2与[image: alt]＝｛-3，1，3｝不共面，即[image: alt]×ι2）≠0．易计算

[image: alt]

所以L1，L2是异面的．

（2）设所求平面为π．同时平行于L1，L2的平面即垂直于ι1×ι2的平面，而

ι1×ι2＝｛-5，-2，-1｝，

故设π的方程为

5x＋2y＋z＋D＝0，

其中D为待定常数．

因为Li平行于π，所以Li到π的距离即Li上的点Mi到π的距离（i＝1，2）．由点到平面的距离公式知，π与L1，L2等距，即

｜5×1＋2×0＋1×（-1）＋D｜

＝｜5×（-2）＋2×1＋1×2＋D｜，

即　　　　　｜4＋D｜＝｜-6＋D｜，

解得D＝1．因此所求平面方程为

5x＋2y＋z＋1＝0．

4．求原点关于平面π：

6x＋2y－9z－121＝0

的对称点．

解　过原点作π的垂线，即过原点以｛6，2，-9｝为方向向量作直线：

x＝6t，　y＝2t，　z＝-9t.

代入平面方程得

36t＋4t＋81t－121＝0，

由此解出t＝1．因此，直线与平面的交点是（6，2，-9）．

设原点关于交点的对称点为（x，y，z），则交点（6，2，-9）是原点与其对称点的连线的中点，故有

[image: alt]

得　　　　（x，y，z）＝（12，4，-18）.

评注　为求直线与平面的交点，将直线的参数方程代入平面的方程，得到以参数为未知量的一个方程式，将此方程式的解（即一个特殊的参数值）代入直线的参数方程，便得到交点的坐标．

5．求M1（4，3，10）关于直线L：

[image: alt]

的对称点．

解　过M1作平面π垂直L，即作平面π过M1，以｛2，4，5｝为法向量，它的方程是

2（x－4）＋4（y－3）＋5（z－10）＝ 0.

L的参数方程为

x＝2t＋1，　y＝4t＋2，　z＝5t＋3.

代入平面π的方程得

45t＝45，

由此解出t＝1，于是得L与π的交点（3，6，8）．设M1关于直线的对称点为（x，y，z），与上题同理，应有

[image: alt]

由此解得　　　（x，y，z）＝（2，9，6）．

6．求通过直线L1：

[image: alt]

而与直线L2：

[image: alt]

平行的平面方程．

解　这两条直线的方向向量

[image: alt]

M0（0，-2，2）为直线L1上的一个点．过M0且与ι1，ι2平行的平面方程是

[image: alt]

即　　　　　2x－9y＋7z－32＝0.

它就是通过L1且与L2平行的平面方程．

评注　本题用了下列事实：当一个平面与一直线平行且过此直线上某一点时，则该平面就通过此直线．

7．证明下列三个平面：

[image: alt]

相交于一条直线．

证法1　先求出前两个平面的交线L的方程：

ι＝｛2，3，-9｝×｛3，2，-1｝＝ 5｛3，-5，-1｝.

再令z＝0．由前两平面方程可求得x＝1，y＝-2，故交线过点（1，-2，0）．于是交线L的参数方程为

[image: alt]

将L的参数方程代入第三个平面的方程得

2（3t＋1）－5t－2－t＝0，　-∞＜t＜+∞.

这说明L在第三个平面上，故三平面交于一条直线．

证法2　先证明这三个平面的法向量共面．事实上，因为

[image: alt]

所以三个法向量共面．设平面π与此三法向量都平行．

再证明这三个平面有一个公共点．令z＝0，由后两个方程得

[image: alt]

解得x＝1，y＝-2．而x＝1，y＝-2，z＝0也满足第一个方程．因此这三个平面有公共点（1，-2，0）．

最后，因为相应的三个法向量两两不平行，所以这三个平面两两相交得三条交线．且其中任意一条交线都与平面π垂直，于是三条交线共线．又由前面的讨论知，每条交线都通过同一点（1，-2，0），故此三交线重合，即这三个平面相交于一条直线．

证法3　由后两个方程消去z得

5x＋3y＋1＝0，

由前两个方程消去z也得

5x＋3y＋1＝0.

因此方程组（2.1）与方程组

[image: alt]

同解．因为

[image: alt]

所以（2.2）中的两个平面相交于一条直线，即（2.1）中的三个平面相交于一条直线．

8．已知平面π通过点（1，1，3/2），并且在x轴、y轴、z轴上的截距成等差数列，又知三截距之和为12，求平面π的方程．

解　设所求平面方程为

[image: alt]

其中a，b，c为待定常数．由所设条件知，

b＝a＋d，　c＝b＋d＝a＋2d，

其中d为公差，待定．又已知

a＋b＋c＝3a＋3d＝12，

故有　　　　　　　　a＋d＝4．

由此知b＝4．再将已知点（1，1，3/2）代入平面方程，得

[image: alt]

将b＝4代入上式，并整理化简得

4c＋6a＝3ac.

又因　　　　　c＝b＋d＝4＋（4－a）＝8－a，

代入上式，整理得

3a2－22a＋32＝0.

由此解得a＝2（舍去另一根），于是d＝2，c＝6．故所求平面方程为

[image: alt]

9．试确定常数m的值，使两直线

[image: alt]

相交，并求交点的坐标．

解　两直线相交时它们就共面，于是三个向量ι1，ι2，[image: alt]也共面（其中ι1，ι2分别为该两直线的方向向量，而M1，M2分别为它们所通过的点）．由所给方程知，应有

[image: alt]

即9m－9＝0，由此得m＝1．

为求交点，写出两直线的参数方程：

[image: alt]

当L1与L2相交时，下列方程组应有解：

[image: alt]

不难求出其解为t＝-1，k＝1．将t＝-1代入L1的参数方程或将k＝1代入L2的参数方程，便得交点坐标为（1，0，3）．

10．设直线L与直线

[image: alt]

垂直相交，且在平面x－y＋z＋3＝0上，求直线L的方程．

解　直线L的方向向量ι既与直线L0的方向向量ι0垂直，又与平面的法向量n垂直，所以

ι//ι0×n＝｛1，3，1｝×｛1，-1，1｝＝4｛1，0，-1｝.

又因直线L在平面上，所以L与L0的交点，也就是平面与L0的交点．将L0的参数方程

[image: alt]

代入平面方程得t＋1＝0，由此解得t＝-1．代入L0的参数方程即得交点坐标为（0，2，-1）．于是L的方程为

[image: alt]

评注　求解本题的关键是：L0与已知平面的交点，就是L0与L的交点．故只需求出此交点的坐标，直线L的方程也就易求了．

11．设有两平面

π1：2x＋3y－7＝0，　π2：y＋z＋1＝0，

[image: alt]

求与两平面π1及π2都平行且与两直线L1及L2都相交的直线L的方程．

解　设直线L，L1，L2的方向向量分别为ι，ι1，ι2．平面π1与π2的法向量分别为n1与n2．由所设条件知ι⊥n1，ι⊥n2，所以

ι//n1×n2＝｛2，3，0｝×｛0，1，1｝＝｛3，-2，2｝．

再设直线L过点M0（x0，y0，z0），由于L与L1相交，它们就共面，于是[image: alt]其中M1为L1上的一个点．故

[image: alt]

[image: alt]

同理，由于直线L与L2相交，就有（ι2×ι）·[image: alt]其中M2为L2上的一点．故

[image: alt]

[image: alt]

将（2.3）与（2.4）联立，得一个三元一次方程组，因为该方程组中方程的个数（2）小于未知数的个数（3），于是方程组有无穷多个解．所以不妨令x0＝0，便可解得y0＝8，z0＝-4．因而直线L过点（0，8，-4），L的方程为

[image: alt]

评注　本题用到：两直线相交，则[image: alt]其中ι1，ι2分别为该两直线方向向量，而M1，M2分别为该两直线所通过的点．

12．求原点到平面

[image: alt]

的距离及平面π被三个坐标平面所截得的三角形的面积．

解法1　平面π的法式方程为

[image: alt]

故原点到π的距离为

[image: alt]

记平面π与三个坐标轴的交点分别为A，B，C，则

A＝（a，0，0），　B＝（0，b，0），　C＝（0，0，c）.

并记△ABC的面积为S．为求面积S，考虑以原点为顶点、以△ABC为底的四棱锥体的体积V，显然有

[image: alt]

其中d为原点到平面π的距离．另一方面，该四棱锥体也可看成是以直角三角形AOB为底、以OC为高的立体，故其体积也可表成

[image: alt]

解法2　记号同解法1，先求S．

[image: alt]

13．求两直线

[image: alt]

间的距离．

解　两直线的方向向量分别为

ι1＝｛2，4，3｝　与　ι2＝｛2，0，1｝，

又分别过点

M1（3，0，0）　与　M2（-1，3，2）.

不难算出

[image: alt]

[image: alt]知L1与L2是异面直线，故它们间的距离

[image: alt]

14．已知两直线L1与L2的方向向量分别为

ι1＝｛2，1，0｝，　ι2＝｛1，0，1｝，

又分别过点

M1（3，0，1）　与　M2（-1，2，0）.

求L1与L2的公垂线方程和公垂线的长度．

解　不难算出

[image: alt]

所以L1与L2是异面直线．

显然，公垂线的方向向量为

ι＝ι1×ι2＝｛1，-2，-1｝.

因为公垂线与L1，L2都相交，故它既与L1共面，也与L2共面．通过L1与公垂线的平面π1的方程为

[image: alt]

即x－2y＋5z－8＝0.通过L2与公垂线的平面π2的方程为

[image: alt]

即　　　　　　　x＋y－z－1＝0.

故公垂线的两面式方程为

[image: alt]

公垂线的长度d等于异面直线L1与L2间的距离，即

[image: alt]

15．设直线L过点M1（-9，0，38）且平行于平面

π：3x－2y＋z＋7＝0，

[image: alt]

相交，求直线L的方程．

解　设L与L1的交点为M0（x0，y0，z0），则L的方向向量[image: alt]与平面π的法向量n＝｛3，-2，1｝垂直．又M0应满足L1的方程，故有

[image: alt]

于是[image: alt]由此即可得L的方程：

[image: alt]

16．求通过点M0（57，13，8）且与两直线

[image: alt]

都相交的直线方程．

解　首先，可验证点M0不在直线Li（i＝1，2）上，故所求直线必在由点M0与Li（i＝1，2）所决定的平面πi（i＝1，2）上．由所给条件知，L1与L2的方向向量分别为

ι1＝｛1，-1，-2｝　与　ι2＝｛3，-1，1｝；

又L1与L2分别过点

M1（1，-1，-6）　与　M2（-2，1，1）.

故π1的法方向

[image: alt]

由此不难得到πi（i＝1，2）的方程：

π1：（x－57）－9（y－13）＋5（z－8）＝0，

即　　　　　　　　　　x－9y＋5z＋20＝0；

π2：（x－57）－2（y－13）－5（z－8）＝0，

即　　　　　　　　　　　x－2y－5z＋9＝0.

由π1与π2的方程可知它们不平行，故所求直线就是π1与π2的交线，其方程为

[image: alt]

17．设有二元二次方程

[image: alt]

（1）证明：方程（2.5）是球面方程并求球心坐标与球的半径；

（2）写出通过点[image: alt]的球面的切平面方程．

解　（1）用配方法将（2.5）改写成

（x－1）2＋（y＋2）2＋z2＝22，

因此，（2.5）是球面方程，球心为Q＝（1，-2，0），半径长为2．

（2）点M0在球面上，[image: alt]过M0以[image: alt]为法向量的平面方程是

[image: alt]

它就是所求的切平面方程．

*18．设直线段[image: alt]的两端点的坐标为

M1＝（1，0，0），　M2＝（0，1，1）.

求线段[image: alt]绕z轴旋转一周所得的旋转曲面的方程．

解　[image: alt]故线段[image: alt]的参数方程为

[image: alt]

消去参数得线段[image: alt]的两面式方程：

[image: alt]

设M0（x0，y0，z0）[image: alt]则有x0＋y0＝1，y0＝z0．若点M（x，y，z）是由M0（x0，y0，z0）旋转到达的，则应有

[image: alt]

[image: alt]

图　6.13

（参见图6.13）．从以上各式中消去x0，y0，z0，即得旋转曲面的方程：

[image: alt]

即所求旋转曲面的方程为：

[image: alt]

*19．求直线

[image: alt]

在平面π：x＋y＋2z＝0上的投影直线的方程．

解　记通过直线L且与平面π垂直的平面为π1，则π1与π的交线就是L在π上的投影直线．

π1的法向量n//ι×n0，其中ι为L的方向向量，n0为π的法向量，即

n//｛1，0，-1｝×｛1，1，2｝＝｛1，-3，1｝.

又从L的方程看出（0，1，0）∈L⊂π1，故π1的方程为

x－3（y－1）＋z＝0，

即　　　　　　　　x－3y＋z＋3＝0.

于是投影直线的方程为

[image: alt]

20．在椭圆周[image: alt]上求一点P，使它落在第一象限之内，且使得过P点的切线与两坐标轴所围面积最小．

解　对所给方程两端求导可得

[image: alt]

故过椭圆周上一点（ξ，η）（ξ＞0，η＞0）的切线方程为

[image: alt]

即该切线与x轴及y轴的交点分别为[image: alt]（参见图6.14）．故此切线与两坐标轴所围之面积为

[image: alt]

图　6.14

[image: alt]

由S′（η）＝0解得惟一根[image: alt]且当[image: alt]时S′（η）＜0，[image: alt]所以[image: alt]是极小点．由于它是S（η）在（0，2）内的惟一极值点，所以也就是S（η）在（0，2）上的最小点．这时[image: alt]因而所求点为[image: alt]

本节小结

1．能根据已知条件，写出相应的平面方程：点法式方程，三点式方程，一点及两个方位向量所确定的平面方程．

2．能根据已知条件，写出相应的直线方程：直线的参数方程，标准方程，两点式方程，两面式方程．

3．掌握并能灵活运用两直线共面的充要条件，两直线为异面直线的充要条件，两直线间的距离公式．

4．掌握点到平面的距离，点到直线的距离公式．

5．记住9类二次曲面的标准方程与名称，以及图形特性．

练习题6.2

6.2.1　求过直线[image: alt]且与直线[image: alt]平行的平面．

6.2.2　求点（1，2，3）到直线[image: alt]的距离．

6.2.3　求点（2，1，3）到平面2x－2y＋z－3＝0的距离与投影．

6.2.4　求向量a＝｛1，2，1｝在平面3x＋4y＋z＋1＝0上的投影向量．

6.2.5　求过原点且与两直线

[image: alt]

都平行的平面方程．

6.2.6　求过直线

[image: alt]

且平行于直线

[image: alt]

的平面方程．

6.2.7　求通过原点及点（6，-3，2）且与平面4x－y＋2z－8＝0垂直的平面方程．

6.2.8　求点M（0，1，-1）到直线[image: alt]的距离．

6.2.9　求两异面直线

[image: alt]

之间的距离．

6.2.10　设直线

[image: alt]

求L1与L2的公垂线的方程．

6.2.11　设直线

[image: alt]

平面π：x＋y＋z＝0，求：

（1）直线L在平面π上的投影直线L0的方程；

（2）直线L0绕z轴旋转一周而成的曲面方程．


第七章　多元函数微分学

§1　多元函数的概念、极限与连续性

内容提要

1．区域

邻域　点集Uδ（P0）＝｛（x，y）｜（x－x0）2＋（y－y0）2＜δ2｝称为点P0（x0，y0）的δ邻域．

平面上点集E的内点、外点与边界点：

若对点P0，存在δ＞0，使得Uδ（P0）⊂E，称P0为E的内点．

若对点P0，存在δ＞0，使得Uδ（P0）∩E＝∅，称P0为E的外点．

若对点P0，对任给的δ＞0，Uδ（P0）既有E的点，又有非E的点，称P0为E的边界点．E的全体边界点组成E的边界．

连通集　若集合E中任意两点都可用属于E的折线连接起来，称E为连通集．

开区域与闭区域　连通的开集称为开区域，开区域连同它的边界一起，称为闭区域．

有界点集或无界点集E　若存在以原点为心的邻域：UR（O）使得UR（O）⊃E，则称E为有界点集，否则称E为无界点集．

对空间中的点集有类似概念．

2．多元函数的概念

设有三个变量x，y与z．又设D是Oxy平面上的一个区域．若当变量x，y在区域D内每取定一组值时，变量z总有惟一的值与之对应，则称x，y为自变量，z为x，y的二元函数，记作

z＝f（x，y），（x，y）∈D.

区域D称为函数的定义域．

三个或三个以上自变量的函数可以类似地定义．

在Oxyz空间中点集｛（x，y，z）｜z＝f（x，y），（x，y）∈D｝是函数z＝f（x，y），（x，y）∈D的图形，通常是一张曲面．

使二元函数z＝f（x，y）取相同数值的Oxy平面上的点组成的曲线称为它的等高线．等高线方程为f（x，y）＝c（c为常数）．

3．多元函数的极限

设函数f（x，y）在区域D有定义，P0（x0，y0）是D的内点或边界点．A为某一常数．若对任意给定的正数ε，都存在正数δ，使当（x，y）∈D且

[image: alt]

时，就有

｜f（x，y）－A｜＜ε，

则称当（x，y）趋于（x0，y0）时函数f（x，y）以A为极限，记作

[image: alt]

三元函数的极限可类似地定义．

多元函数的极限与一元函数的极限有类似的运算法则．

①若在（（x0，y0）的某个邻域内，成立不等式

u（x，y）≤v（x，y）≤w（x，y），

[image: alt]

②若f（x，y），g（x，y）当（x，y）→（x0，y0）时分别有极限A与，则f（x，y）±g（x，y），f（x，y）· g（x，y）与f（x，y）/g（x，y）（B≠0）当（x，y）→（x0，y0）时分别有极限A±B，A·B及A/B．

③若当（x，y）→（x0，y0）时f（x，y）→0而g（x，y）为有界变量，则当（x，y）→（x0，y0）时f（x，y）·g（x，y）→0．

④若f（x，y）在（x0，y0）附近有定义且当（x，y）→（x0，y0）时f（x，y）→A．又设F（z）在A附近有定义且当z→A时F（z）→B，则

[image: alt]

4．函数的连续性

设函数f（x，y）在区域D有定义，P0（x0，y0）是D的内点或边界点．若P0∈D．

[image: alt]

则称函数f（x，y）在点（x0，y0）处是连续的，否则称f（x，y）在点（x0，y0）处间断．

若函数f（x，y）在区域D内的每一点处都连续，则称f（x，y）在区域D内连续．

我们称f（x，y）为二元初等函数，若它是由自变量x的基本初等函数与自变量y的基本初等函数及常数经过有限次四则运算及复合于一元基本初等函数所得．二元初等函数在定义区域上是连续的．

连续函数有以下性质：

①若f（x，y）在有界闭区域D连续，则f（x，y）在D有界且达到最大值与最小值．

②若f（x，y）在区域D连续，P1，P2为D内任意两点且f（P1）＜f（P2），则对任意实数μ，f（P1）＜μ＜f（P2），在D内至少存在一点P0使得f（P0）＝μ．

典型例题分析

一、求二元函数的定义域与等高线

1．求下列函数的定义域，作略图并指出是开区域或闭区域，是有界区域或无界区域．

（1）[image: alt]

解　（1）当且仅当xsiny≥0时[image: alt]才有意义．所以定义域由下列点集合组成：

x≥0，且

2kπ≤y≤（2k＋1）π，　k＝0，±1，±2，…；

或

x≤0，且

（2k＋1）π≤y≤2（k＋1）π，　k＝0，±1，±2，….

其图形为图7.1中有阴影的部分（包含边界）．它是无界闭域．

（2）由于反余弦函数的定义域是［-1，1］，所以（x，y）必须满足不等式x＋y≠0以及

[image: alt]

当（x＋y）＞0时，上式为-（x＋y）≤x≤（x＋y），即

[image: alt]

当（x＋y）＜0时，（1.1）式为-（x＋y）≥x≥（x＋y），即

[image: alt]

[image: alt]

图　7.1

[image: alt]

图　7.2

当x＋y≠0时，不等式（1.2）蕴含不等式（x＋y）＞0，不等式（1.3）蕴含（x＋y）＜0，所以定义域由满足不等式（1.2）或（1.3）的点所组成，其图形为图7.2中带有阴影的部分（包含边界，但原点除外）．它是无界区域，既不是开区域也不是闭区域（它含有边界点但不含全部边界点）．

2．求下列二元函数的等高线，并作等高线略图：

（1）z＝1－｜x｜－｜y｜；

（2）[image: alt]

解　（1）等高线：1－｜x｜－｜y｜＝c，即｜x｜＋｜y｜＝1－c，其中c＜1为常数．等高线图形是正方形边界族，见图7.3．c＝1时为原点．

（2）等高线：[image: alt]其中c＞0为常数．等高线图形是一族椭圆周，见图7.4．

[image: alt]

图　7.3

[image: alt]

图　7.4

二、求二元函数的极限与判断极限的不存在性

3．求下列函数的极限：

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

解　（1）这里函数[image: alt]在原点及x轴，y轴上无定义，但在（0，0）的邻域内除去（0，0）及两直线段y＝0，x＝0外均有定义，故可以考虑该函数在原点是否有极限的问题．因为当（x，y）→（0，0）时（x2＋y2）→0，且[image: alt]是有界变量．所以

[image: alt]

即　　[image: alt]

（2）当（x，y）→（0，3）时xy→0，因而[image: alt]，于是

[image: alt]

4．讨论下列函数的极限是否存在？若存在，求出其值：

（1）[image: alt]

（3）[image: alt]

解　（1）当（x，y）→（0，0）时，分子（1－x）y→0，分母（｜x｜＋｜y｜）→0，是[image: alt]型．又因为分子分母的最低次幂相同（都是一次），所以当（x，y）沿不同的直线趋于（0，0）时f（x，y）可能趋于不同的常数．事实上，令动点（x，y）沿直线y＝kx（k为任意常数）趋向于（0，0），这时（x，y）→（0，0）等价于x→0，于是有

[image: alt]

当x大于零而趋于零时，有

[image: alt]

k取不同的值时，上述极限值也不同，这说明当动点（x，y）沿不同的直线y＝kx（x＞0）趋于原点时函数f（x，y）趋向于不同的常数，因而极限不存在．

以上方法对于判断有理函数的极限不存在，一般来说是较有效的．但有时也会遇到这样的情况：虽然沿任意直线方向函数都趋于同一个常数，然而函数的极限仍有可能不存在．这时就需要考虑其他的方法，例如见题（2）．

（2）这里[image: alt]虽然当动点（x，y）沿任意直线y＝kx（k为任意常数，k≠0）趋于（0，0）时，恒有

[image: alt]

但我们并不能由此断定f（x，y）的极限存在．事实上，当动点沿抛物线y＝kx2（k为任意常数）趋于（0，0）时，有

[image: alt]

这说明当动点（x，y）沿不同的抛物线趋向于原点时，函数趋向于不同的常数，因而极限不存在．

（3）当（x，y）→（0，0）时sin（x2y＋y4）→0，本题是[image: alt]型．注意到对任意变量z，总有

｜sinz｜≤｜z｜，

因而有　　[image: alt]

上述不等式的左端为零，如再能说明不等式右端的极限也是零，即能决定我们所讨论的函数的极限为零．又注意

[image: alt]

根据极限存在准则就得

[image: alt]

（4）这里出现了幂指数函数，情况较复杂．但注意到对任意（x，y），恒有[image: alt]所以幂指数函数的底数的绝对值[image: alt]于是当指数趋于正无穷大时，幂指数函数就趋向于0．事实上，由于

[image: alt]

评注

（1）若[image: alt]当点（x，y）沿f（x，y）的定义域D内的任意曲线趋于（x0，y0）时，f（x，y）的极限均为A．因此，若在D内存在两条不同的曲线，当（x，y）沿不同曲线趋于（x0，y0）时f（x，y）有不同的极限，则[image: alt]不存在．常用这种方法证明极限不存在．

如，考虑有理函数[image: alt]（其中R（x，y），Q（x，y）都是多项式）当（x，y）趋于原点的极限问题时，如果R（x，y）与Q（x，y）的最低次幂的次数相同，这时可令y＝kx，若当x→0时f（x，kx）趋向于一个与k有关的数，则（x，y）→（0，0）时f（x，y）无极限．当R（x，y）与Q（x，y）的最低次幂的次数不同时，若存在两条趋向于原点的曲线y＝g1（x）与y＝g2（x），使[image: alt]则（x，y）→（0，0）时f（x，y）没有极限．

（2）可用类似于求一元函数极限的方法如极限的四则运算法则[image: alt]型时消去公共的极限为0或∞的因子），适当放大、缩小法，变量替换法来求多元函数的极限，用这种方法易证如下常用的极限等式：

[image: alt]

其中R（x，y）是多项式，且每一项的次数都大于m．

三、判断二元函数的连续性

5．研究函数

[image: alt]

的连续性．

解　当x2＋y2＜1时，函数f（x，y）与初等函数[image: alt]恒同，因而是连续的．同理，当x2＋y2＞1时f（x，y）也是连续的．因此，只需要讨论f（x，y）在单位圆周上的连续性．设（x0，y0）是单位圆周上的任一点，也即[image: alt]根据定义f（x0，y0）＝0，但是

[image: alt]

故f（x，y）在点（x0，y0）处不连续．由于（x0，y0）是单位圆周上任意一点，所以f（x，y）在单位圆周x2＋y2＝1上不连续．

6．证明函数

[image: alt]

分别关于每个变量x或y是一元连续函数，但它在原点不是二元连续函数．

证　对每一个固定的y0，若y0≠0，则

[image: alt]

若y0＝0，则z（x，0）≡0．显然，z（x，y0）及z（x，0）都是x的一元连续函数．同理，对每一个固定的x0，z（x0，y）是y的一元连续函数．

当动点（x，y）沿直线y＝kx趋于原点时，

[image: alt]

当k取不同值时，上述极限值不相同，因而当（x，y）→（0，0）时z（x，y）无极限．这样，二元函数z（x，y）在（0，0）点不连续．

评注　判断多元函数的连续性常常用连续性的运算法则（实质上也是极限运算法则）．有时还需按定义．用定义判断连续性就是求极限[image: alt]只有该极限存在且为f（x0，y0）时才是在（x0，y0）连续，否则就是间断点．

练习题7.1

7.1.1　求下列函数的定义域，画出定义域略图并指出是开区域或闭区域，是有界区域或无界区域．

（1）[image: alt]

（2）z＝arccosy＋x；

（3）[image: alt]

（4）[image: alt]

（5）u＝ln（z－x2－y2）；

（6）u＝arcsin（x2＋y2－z2）．

7.1.2　求下列函数的等高线并作等高线的略图：

（1）z＝｜x｜＋y；

（2）z＝ln（y－x2）；

（3）z＝yx（y＞0）；

（4）[image: alt]

7.1.3　求下列极限：

[image: alt]

7.1.4　证明下列极限不存在：

[image: alt]

7.1.5　下列函数在哪些点不连续？

[image: alt]

7.1.6　设D是Oxy平面上的有界闭区域．M0（x0，y0）是D外一点．求证：在D上存在一点离M0最近，也存在一点离M0最远．

§2　偏微商与全微分

内容提要

1．偏微商的概念与计算

设有二元函数f（x，y）．若存在

[image: alt]

称它为z＝f（x，y）在（x0，y0）处对x（对y）的偏导数，又称偏微商，记为[image: alt]

[image: alt]

偏导数的几何意义：[image: alt]是曲线

[image: alt]

在点M0（x0，y0，f（x0，y0））处的切线对x轴的斜率．[image: alt]是曲线[image: alt]在点M0处的切线对y轴的斜率．

求偏导数就是求一元函数的导数．求[image: alt]时只要将y看作常量对变量x按一元函数求导法求出导数即可．类似可求[image: alt]

2．函数的全微分

设函数z＝f（x，y）在点（x0，y0）的某个邻域内有定义，如果f（x，y）在点（x0，y0）处的全增量

∆z＝f（x0＋∆x，y0＋∆y）－f（x0，y0）

可写成

[image: alt]

其中A，B是不依赖于∆x与∆y的常数．[image: alt]则称f（x，y）在（x0，y0）处是可微的，且称（2.1）式中的A∆x＋B∆y为f（x，y）在（x0，y0）处的全微分，记作dz．因而dz是∆x与∆y的线性函数．

由（2.1）式看出，当[image: alt]时，全增量∆z与全微分dz的差是ρ的高阶无穷小量，所以当[image: alt]较小时，可以用dz近似代替∆z．

3．全微分与偏微商的关系

若f（x，y）在（x0，y0）处可微，则f（x，y）在（x0，y0）处必连续；且f（x，y）在（x0，y0）处的两个偏导数都存在，并成立下列等式：

[image: alt]

反过来，两个偏微商的存在性，不能保证函数的可微性．但是，当两个偏微商在（x0，y0）处连续时，就能推出函数在（x0，y0）处可微．

当f（x，y）在区域D上每一点都可微时，在（x，y）∈D处的全微分可表成

[image: alt]

又因为对于自变量x，y，定义dx＝∆x，dy＝∆y，故上式通常可写成

[image: alt]

类似地，三元函数u＝f（x，y，z）的全微分可类似地定义并可表为

[image: alt]

4．全微分的运算法则

若f（x，y），g（x，y）都是可微函数，c是常数，则

[image: alt]

5．一些常用函数的全微分公式

d（xy）＝ydx＋xdy，d（x2＋y2）＝2（xdx＋ydy），

[image: alt]

6．全微分的应用

（1）求函数的增量与函数的近似值

若f（x，y）在（x0，y0）处可微，则当｜∆x｜与｜∆y｜都很小时，有下列近似公式：

[image: alt]

（2）估计函数值的误差

若测量得x，y之值分别为x0和y0，已知测量时的误差分别为∆x和∆y，又假定函数z＝f（x，y）在（x0，y0）处可微，则计算函数值时产生的绝对误差为

[image: alt]

相对误差为

[image: alt]

典型例题分析

一、偏导数与全微分计算

1．求下列函数的偏微商：

（1）[image: alt]

（3）[image: alt]

[image: alt]

评注　求[image: alt]时将y看作常数因而将z（x，y）看作只是x的函数；求[image: alt]时将x看作常数因而将z（x，y）看作只是y的函数，这一点初学者要特别注意．例如，[image: alt][image: alt]

（2）这是幂指数函数，为求其偏微商，一般先取对数，得关系式

[image: alt]

将上式两端对x求导，由于这时把y看作常数，所以上式左端可看成是关于变量x的一元复合函数，利用复合函数求导法则，得

[image: alt]

类似地，将（2.2）式两边对y求导，得

[image: alt]

评注　在求一元函数的微商时，初学者常将指数函数ax（a＞0）与幂函数xa（x＞0）的微商公式记混．这里要提醒大家注意的是，求函数xy对x的偏微商时（这时将y看作常数），应该用幂函数的求导公式，而求xy对y的偏微商时（这时将x看作常数），就应该用指数函数的求导公式．

（3）求函数f（x，y）在给定点（x0，y0）处的偏微商时，一般有两种方法：第一种方法是先求出所给函数的偏微商的一般表达式f′x（x，y）及f′y（x，y），然后再将（x0，y0）代入．第二种方法是，先将y＝y0代入得f（x，y0），再求[image: alt]f（x，y0）并将x0代入，即得[image: alt][image: alt]也类似．

对本题来说，不难看出[image: alt]的一般表达式较复杂，而f（0，y）与f（x，1）的表达式就较简单，所以我们用第二种方法．由

[image: alt]

[image: alt]

2．求下列指定的全微分：

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

解　（1）先求任意点处全微分．因

[image: alt]

它们均连续，故存在[image: alt]分别令（x，y）＝[image: alt]与（0，0）得

[image: alt]

（2）先求偏导数：

[image: alt]

它们均连续，故存在du，

[image: alt]

二、偏导数的几何意义

3．在三维空间中一动点（x，y，z）沿椭圆抛物面

[image: alt]

在平行于Oxz平面的平面上运动．当x为3m时，x增加的速率是9cm/s，求动点运动的方向．

[image: alt]

图　7.5

解法1　设动点运动轨线的切向T与Ox轴、Oy轴、Oz轴正向的夹角分别为α，β，γ．由于运动轨线与Oxz平面平行，所以β＝π/2．又由图7.5看出，γ＝π/2－α．由偏导数的几何意义知，

[image: alt]

于是运动方向的三个方向角分别为

[image: alt]

解法2　设t时刻动点的位置为

（x（t），y（t），z（t））．由所设条件，在运动过程中y（t）为常数，即y′（t）＝0，且x（t），y（t），z（t）满足关系式（2.3），又x＝3m时x′（t）＝9cm/s．

将（2.3）式两边对t求导，得

[image: alt]

将x＝3m，x′（t）＝9cm/s代入上式，得

z′（t）＝6cm/s．

即z的变化率为6cm/s．

速度向量v（t）＝｛x′（t），y′（t），z′（t）｝，现已知当x＝3m时，x′（t）＝9cm/s，y′（t）＝0cm/s，z′（t）＝6cm/s，所以

[image: alt]

因此速度向量v（t）的方向余弦

[image: alt]

运动方向的三个方向角

[image: alt]

三、二元函数的可微性，可偏导性与连续性

4．函数

[image: alt]

在（0，0）处的偏微商是否存在？它在（0，0）处是否连续？是否可微？

解　根据定义不难看出

f（x，0）≡0　（-∞＜x＜+∞）．

[image: alt]

这样我们有[image: alt]因而在（0，0）处f（x，y）的两个偏微商都存在．

现在考虑f（x，y）在（0，0）点的连续性．当（x，y）沿直线y＝kx（k为任意常数）趋向于原点时，有

[image: alt]

根据§1的讨论可知当（x，y）→（0，0）时f（x，y）没有极限．于是f（x，y）在（0，0）处不连续，从而也不可微．

由本题看出，二元函数f（x，y）在（x0，y0）处的两个偏微商的存在性，并不能保证f（x，y）在（x0，y0）处连续．

5．函数[image: alt]在（0，0）处是否连续？它的两个偏导数在（0，0）处是否存在？

解　这里f（x，y）是二元初等函数，（0，0）在它的定义域内，因而f（x，y）在（0，0）处连续．

另一方面，f（x，0）＝｜x｜，而一元函数｜x｜在x＝0处不可导，从而偏微商f′x（0，0）不存在，同理可证，f′y（0，0）也不存在．

6．下列函数在（0，0）处是否可微？并证明你的判断．

[image: alt]

分析与证明　这两个函数均有

f（0，0）＝0，　f（x，0）＝0（对任意x），　f（0，y）＝0（对任意y）

[image: alt]

按定义，f（x，y）在（0，0）可微

[image: alt]

f（x，y）在（0，0）可微．对题（2）来说，

[image: alt]

评注

（1）按定义证明，f（x，y）在（x0，y0）可微，即证

[image: alt]

当ρ→0时是无穷小量，其中[image: alt]按定义证明f（x，y）在（x0，y0）不可微，即证上式当ρ→0时不是无穷小量，这只需沿某特殊路径ρ→0时证明上式极限不为零．

（2）证明f（x，y）在（x0，y0）的可微性时还可利用可微的充分条件，即若能证明[image: alt]在（x0，y0）连续，则可得f（x，y）在（x0，y0）可微．

（3）证明f（x，y）在（x0，y0）不可微时可利用可微的必要条件．若f（x，y）在（x0，y0）不连续，则f（x，y）在（x0，y0）不可微，如题4．

四、全微分在近似计算中的应用

7．设一圆扇形的中心角α＝60°，半径R＝20cm．当中心角增加1°时，为使圆扇形的面积不变，应将半径减少若干？

解　设圆扇形的面积为S．当中心角以弧度为单位时，有

[image: alt]

当α，R有增量∆α，∆R时，相应的S的增量∆S可表为

[image: alt]

现R，α，∆α都已知，问题化为：要使∆S＝0，∆R应等于多少？为求∆R，将[image: alt]（弧度），R＝20（cm），[image: alt]（弧度），∆S＝0代入上式，得

[image: alt]

所以当半径减少[image: alt]时，面积保持不变．

五、已知偏导数求函数

8．已知函数z（x，y）满足

[image: alt]

试求z（x，y）的表达式．

解　将等式

[image: alt]

的两边对x求积（将y看作常数），得

[image: alt]

其中φ（y）为待定函数．由上式得

z（0，y）＝φ（y）．

另一方面，已知z（0，y）＝2siny＋y2，所以必有

φ（y）＝2siny＋y2．

[image: alt]

评注　若在全平面上z＝f（x，y）满足：[image: alt]则f（x，y）＝φ（y），其中φ（y）是y的任意函数．若[image: alt]则f（x，y）＝[image: alt]（x），其中[image: alt]（x）是x的任意函数．

[image: alt]其中h（x，y）是已知的连续函数，则

f（x，y）＝∫h（x，y）dx＋c（y），

其中c（y）是y的任意函数，h（x，y）作为x的函数∫h（x，y）dx是它的一个原函数．

六、二元函数为常数的条件

9．设函数z＝f（x，y）在圆域D:（x－x0）2＋（y－y0）2≤R2上满足

[image: alt]

证明：f（x，y）在圆域D上恒等于常数．

证　对圆域D上任意一点（x，y）≠（x0，y0），我们考虑改变量

[image: alt]

为了应用题目中给出的关于偏微商的条件，在上式中同时加上与减去f（x0＋∆x，y0）（参看图7.6），得

∆z＝［f（x0＋∆x，y0＋∆y）－f（x0＋∆x，y0）］

＋［f（x0＋∆x，y0）－f（x0，y0）］，

[image: alt]

图　7.6

上式第一个方括号内的值，可看成是一元函数g（y）＝f（x0＋∆x，y）在两点y0与y0＋∆y的函数值的差；第二个方括号可看成是函数h（x）＝f（x，y0）在两点x0与x0＋∆x的函数值的差．应用一元函数微分学中值定理，有

[image: alt]

其中0＜θ1，θ2＜1．

因为当（x，y）∈D时，点（x0＋∆x，y0＋θ1∆y）及（x0＋θ2∆x，y0）也都在D内（见图7.6），又已知[image: alt]在D内任意一点处都等于0，所以∆z＝0，也即

f（x，y）＝f（x0，y0）．

由于（x，y）是在D上任意选取的，这说明

f（x，y）≡f（x0，y0）＝C，　（x，y）∈D．

评注　本题的结论对于一般区域（不限于圆）也成立．

10．设F（x，y），G（x，y）为圆域D上的两个可微函数，且满足

dF（x，y）≡dG（x，y），　（x，y）∈D.

证明　　　　F（x，y）≡G（x，y）＋C　（C为某个常数）．

证　考虑函数u（x，y）＝F（x，y）－G（x，y）．由全微分的运算法则及所设条件，有

du（x，y）＝dF（x，y）－dG（x，y）≡0，　（x，y）∈D．

由此不难推出

[image: alt]

由第9题知，这时

u（x，y）≡C，　（x，y）∈D，

其中C为某个常数，即

F（x，y）≡G（x，y）＋C，　（x，y）∈D．

七、给定dz＝Pdx＋Qdy求z

11．已知函数z（x，y）满足

[image: alt]

求z（x，y）的表达式．

解　由所设条件知

[image: alt]

[image: alt]

将（2.4）式两边对x求积，得

z（x，y）＝x4＋5x2y3－3xy4＋φ（y），

其中φ（y）为待定函数．再将上式两边对y求导，得

[image: alt]

与等式（2.5）比较，得φ′（y）＝5y4，所以φ（y）＝y5＋C．因而

z（x，y）＝x4＋5x2y3－3xy4＋y5＋C，

其中C为任意常数．

12．设x＞0时函数z（x，y）满足

[image: alt]

求z（x，y）的表达式．

解　我们仍可以用题11中的方法来求z（x，y）．现在介绍另一个办法．由于这里dz表达式的特点，可利用全微分的运算法则及常见函数的全微分公式，较快地求出z（x，y）．事实上，利用全微分法则，dz可改写为

[image: alt]

利用题10的结论可得

[image: alt]

评注　给定P（x，y）dx＋Q（x，y）dy，若已知存在z（x，y）使得dz＝Pdx＋Qdy，如何求z（x，y）？题11与题12给出了两种方法：

方法1　不定积分法．由[image: alt]对x积分得

z＝∫P（x，y）dx＋C（y），

再由[image: alt]求得C′（y），最后求得C（y）即求得z（x，y）．

方法2　凑微分法．即倒用全微分运算法则，将Pdx＋Qdy倒写成Pdx＋Qdy＝…＝dz，这只能对某些特殊的易观察的情形求得z（x，y）．

练习题7.2

7.2.1　求下列函数的偏导数：

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

（4）[image: alt]

（5）[image: alt]

（6）z＝ln（x－2y）；

（7）[image: alt]

（8）[image: alt]

（9）z＝（2x＋y）2x＋y．

7.2.2　求下列函数在指定处的偏导数：

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

7.2.3　设f（x，y）＝ax2＋bxy＋cz2，当动点（x，y）从（1，1）变到（1＋h，1＋k）时写出f（x，y）的改变量与全微分．

7.2.4　求下列函数的全微分：

（1）z＝ysinx；

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

（4）[image: alt]

7.2.5　[image: alt]

7.2.6　[image: alt]

7.2.7　求下列函数z＝z（x，y）：

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

7.2.8　利用全微分计算下列量的近似值：

（1）[image: alt]

7.2.9　有一半径r＝5cm，高h＝20cm的金属圆柱体，要在其表面镀一层镍，厚度为0.05cm，问约需要镍多少克？（已知镍单位体积（1m3）所受的重力为8800N）

7.2.10　造一长方形无盖铁盒，其内部的长、宽、高分别为10mm，8mm，7mm，盒子的厚度为0.1mm，求所用材料的体积的近似值．

7.2.11　利用[image: alt]计算重力加速度g时，如果测量时间t及距离s时的相对误差分别为0.3％及0.2％，问计算g时的最大相对误差为多少？

7.2.12　三角形的两邻边为a＝（200±2）m，b＝（300±5）m，它们之间的角度α＝（60±1）°，问计算三角形的第三边c时产生的绝对误差为多少？

7.2.13　设[image: alt]求证：（1）f（x，y）在（0，0）连续；[image: alt][image: alt]在（0，0）不连续；（4）f（x，y）在（0，0）不可微．

7.2.14　[image: alt]

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）f（x，y）在（0，0）可微．

7.2.15　证明：[image: alt]

§3　方向导数与梯度

内容提要

1．方向导数的概念与计算公式

平面上过点P0（x0，y0）以ι＝（cosα，cosβ）为方向向量的直线L的参数方程为：x＝x0＋tcosα，y＝y0＋tcosβ．z＝f（x，y）限制在直线L上（见图7.7）变化时就变成了一元函数

φ（t）＝f（x0＋tcosα，y0＋tcosβ）.

若存在极限

[image: alt]

[image: alt]

图　7.7

称它为z＝f（x，y）在点P0（x0，y0）沿ι方向的方向导数（也称方向微商），记作

[image: alt]

方向导数表达了函数沿该方向的变化率．

当z＝f（x，y）在点（x，y）处可微时，则沿任一方向ι的方向导数都存在，且有下列公式：

[image: alt]

其中α，β分别是方向ι与x轴正向及y轴正向间的夹角（见图7.7）．cosα，cosβ称为ι的方向余弦．当θ表示从Ox轴的正向沿逆时针方向到方向ι的夹角（0≤θ≤2π）时，则（3.1）式可表成

[image: alt]

类似地，三元可微函数u＝f（x，y，z）沿任意方向ι的方向导数可表为

[image: alt]

其中α，β，γ分别是ι与Ox轴、Oy轴和Oz轴正向的夹角．我们称cosα，cosβ，cosγ是ι的方向余弦．

2．函数的梯度与方向导数

若函数z＝f（x，y）在（x，y）处可微，则称向量

[image: alt]

为f（x，y）在（x，y）处的梯度，记作gradz或gradf．

由（3.1）看出，函数z＝f（x，y）在给定点处沿ι的方向导数，等于该点梯度在ι方向上的投影（注意｛cosα，cosβ｝是ι方向的单位向量）即[image: alt]其[image: alt]由此看出，沿着给定点处的梯度方向的方向导数最大，其值等于

[image: alt]

[image: alt]

图　7.8

（见图7.8）．沿着给定点处的负梯度方向的方向导数取最小值为－｜gradf｜．沿着与给定点处的梯度方向垂直方向的方向导数为零．

函数z＝f（x，y）在给定点的梯度方向，与函数的等高线在该点的切线方向垂直（由隐函数求导法导出）．

类似地，三元可微函数u＝f（x，y，z）在（x，y，z）处的梯度为

[image: alt]

典型例题分析

1．求函数z＝x2－xy＋y2在点[image: alt]处沿与x轴正向夹角为α的方向上的方向导数．当α取何值时，对应的方向导数达到

（1）最大值？　（2）最小值？　（3）等于零？

解法1　所给函数在全平面上都可微，所以可以用方向导数的计算公式．先算出

[image: alt]

由此不难看出：

（1）[image: alt]达到最大值6；

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

解法2　同前求得[image: alt]它与x轴正向的夹角α＝π/3，负梯度-gradz∣M0与x轴正向的夹角α＝π＋π/3＝4r/3，与gradz∣M0垂直方向与x轴正向夹角

[image: alt]

由此同样得上述结论．

2．求函数u（x，y，z）＝xy＋yz＋xz在点M0（2，1，3）处沿着与各坐标轴构成等角的方向的方向导数．

解　首先求出题中所设方向的方向余弦．设所求方向与各坐标轴的夹角为α，由所设条件及方向余弦的性质，有

3cos2α＝1，

[image: alt]

[image: alt]

与各坐标轴构成等角．又因为

[image: alt]

3．证明函数[image: alt]在椭圆周x2＋2y2＝c2上任一点处沿椭圆法向的方向导数恒等于零．

证　椭圆周上任一点处的切线斜率为[image: alt]所以法向量为±｛x，2y｝，单位法向量为

[image: alt]

亦即法线方向的方向余弦为

[image: alt]

于是函数[image: alt]沿椭圆法向量的方向导数为

[image: alt]

4．求函数x＝x2y在点M0（x0，y0）处的梯度，并验证该梯度与函数的等高线在该点的切线垂直．

解　首先，[image: alt]其次，所给函数过（x0，y0）的等高线为[image: alt]它在点M0的切线斜率为[image: alt]因而切向量（切线的方向向量）为[image: alt]＝｛x0，-2y0｝.于是

gradz｜M0·[image: alt]＝2x0y0·x0＋x（-2y0）＝0，

即梯度与等高线的切向量垂直．

本节小结

1．求[image: alt]归结为求偏导数

[image: alt]

及ι方向的单位向量ι0＝｛cosα，cosβ｝（或ι＝｛cosθ，sinθ｝），然后套方向导数的计算公式．

2．求[image: alt]时，若题中未直接给出ι0时，要先确定ι方向的方向向量，然后把它单位化求得ι0＝｛cosα，cosβ｝，如题3中求得法向量n＝±｛x，2y｝，将它单位化才求得

[image: alt]

3．题4中的结论具有一般性，即z＝f（x，y）的梯度向量gradf∣（x0，y0）即等高线f（x，y）＝c（c＝f（x0，y0））在点（x0，y0）的法向量，其中f（x，y）有连续偏导数．

练习题7.3

7.3.1　求函数z＝3x4＋xy＋y4在点M（1，2）沿θ＝135°的方向的方向导数．

7.3.2　求函数z＝x3－3x2y＋3xy2＋2在点M（3，1）沿着从M到N（6，5）的线段方向的方向导数．

7.3.3　求函数z＝ln（x＋y）在点（1，2）沿抛物线y＝2x2的切线方向的方向导数．

7.3.4　求函数z＝ln（x2＋y2）在点M（x0，y0）处沿过该点的等高线的法线方向的方向导数．

7.3.5　求函数z＝1－（x2＋2y2）在点[image: alt]处沿曲线x2＋2y2＝1在该点的内法线方向的方向导数．

7.3.6　求函数[image: alt]分别在点[image: alt]及点[image: alt]处的两个梯度之间的夹角的余弦．

7.3.7　求函数f（x，y）＝x（x－2y）＋x2y2在点（1，1）处沿向量｛cosα，cosβ｝的方向导数；求出最大的与最小的方向导数，它们各沿什么方向？

7.3.8　求函数z＝xy在点（1，1）与（x0，y0）处的梯度，又检验此函数在以上各点处的等高线的切线与梯度垂直．

7.3.9　求函数u＝xyz在点M0（1，-1，1）处沿着从M0到M1（2，3，1）的方向的方向导数．

7.3.10　求函数u＝u（x，y，z）沿函数v＝v（x，y，z）的梯度方向的方向导数，何时其方向导数等于零．

§4　复合函数与隐函数的微分法

内容提要

1．复合函数微分法——锁链法则

设函数u＝u（x），v＝v（x）在x处可导，又二元函数z＝f（u，v）在x对应的点（u，v）处可微，则复合函数z＝f（u（x），v（x））在x处可导，且下式成立：

[image: alt]

特别地，若复合函数z＝f（x，φ（x））在x处可导，则其导数公式为

[image: alt]

设二元函数u＝u（x，y）及v＝v（x，y）都在点（x，y）处可微，又函数z＝f（u，v）在（x，y）对应的点（u，v）处可微，则复合函数z＝f（u（x，y），v（x，y））在点（x，y）处的两个偏导数存在，且

[image: alt]

公式（4.1），（4.2）都叫锁链法则，前者只有一个自变量，后者有两个自变量．中间变量都是两个，所以每一个公式的右端都由两项相加而成．当自变量及中间变量的个数为其他情况时，相应的锁链法则可依此类推．

用全微分来表示：设z＝f（u，v），u＝u（x，y），v＝v（x，y）都有连续偏导数，则z＝f（u（x，y），v（x，y））在点（x，y）的全微分仍可表为

[image: alt]

这就是一阶全微分形式的不变性．

2．隐函数的微分法

（1）一个自变量的情况

若由方程

[image: alt]

确定出隐函数y＝y（x），则求y（x）的导数公式为

[image: alt]

其中[image: alt]解法是：

将方程（4.3）两边对x求导，注意其中y＝y（x），由锁链法则得

[image: alt]

[image: alt]

（2）多个自变量的情况

若由方程

[image: alt]

确定出二元隐函数z＝z（x，y），则z（x，y）的偏导数为

[image: alt]

其中[image: alt]解法是：

将方程（4.5）两边分别对x，y求偏导数，注意其中z＝z（x，y），由锁链法则分别得

[image: alt]

分别解出[image: alt]即是公式（4.6）．

另一解法是，将方程两边求全微分得

[image: alt]

其中dx与dy的系数分别为[image: alt]

（3）多个函数的情况

若由方程组

[image: alt]

确定出两个隐函数u＝u（x，y），v＝v（x，y），则由锁链法则可得函数u，v关于x的偏导数由方程组

[image: alt]

确定，其中我们假定

[image: alt]

同理，u及v对y的偏导数满足方程组

[image: alt]

当自变量及函数的个数为其他情况时，偏导数的公式依此类推．

典型例题分析

一、含一般函数记号的复合函数求偏导数与全微分

1．求下列偏微商或微商：

（1）设z＝f（u，v），其中[image: alt]

（2）设u＝f（x，xy，xyz），求[image: alt]

解　（1）这里没有给出z关于中间变量u与v的具体表达式，因而也没法写出[image: alt]的具体表达式，但可用下列记号表示它们：

[image: alt]

并且把这些量作为是已知的．又可求出

[image: alt]

由锁链法则得

[image: alt]

同理可得[image: alt]

（2）这里显然有三个自变量x，y，z．又若令ξ＝xy，η＝xyz，则x，ξ，η是中间变量．由锁链法则有

[image: alt]

注意到[image: alt]由锁链法则又有

[image: alt]

因此

[image: alt]

另解：我们也可用一阶全微分形式不变性来求解．

[image: alt]

其中dx，dy，dz的系数分别为[image: alt]

2．证明函数z＝yf（x2－y2）满足方程

[image: alt]

证　引入中间变量ξ＝x2－y2，则

[image: alt]

所以

[image: alt]

这里f（x2－y2）只有一个中间变量，所以f′就表示对这惟一的中间变量的微商，不需对f′加下标．

3．设z＝f（x，y）为二元可微函数，又设x＝rcosθ，y＝rsinθ，证明下式成立：

[image: alt]

证　这里（r，θ）实际上是点的极坐标，z可看成是以x，y为中间变量，以r，θ为自变量的函数，由锁链法则，有

[image: alt]

将上两式两边平方，得

[image: alt]

由此不难得出

[image: alt]

4．设u＝f（x2＋y2＋z2），又x＝rsinφcosθ，y＝rsinφsinθ，z＝rcosφ，证明下列等式成立：

[image: alt]

证　这里（r，φ，θ）可看成为点的球坐标．u是以r，φ，θ为自变量，以x，y，z为中间变量的函数．我们可以像上题一样，利用锁链法则进行证明．但由于现在函数具有特殊的形式，就可采用更简捷的方法证明．事实上，注意到x2＋y2＋z2＝r2，便有

u＝f（r2），

也即u实际上不依赖于φ与θ，因而

[image: alt]

5．设二元可微函数F（x，y）可写成

F（x，y）＝f（x）＋g（y），

又令x＝rcosθ，y＝rsinθ时，有

F（rcosθ，rsinθ）＝S（r），

试求F（x，y）的表达式．

解　由所设条件知，F（rcosθ，rsinθ）不依赖于θ，所以[image: alt]另一方面，由锁链法则，有

[image: alt]

[image: alt]

上式左端只是x的函数，与y无关，而右端只是y的函数，与x无关，要使此恒等式成立，必须等式两端都是常数．设这个常数为c1，则有

[image: alt]

这里k1，k2可以是任意常数．

6．若函数f（x，y，z）对任意正实数t均满足

[image: alt]

则称f（x，y，z）为k次齐次函数．

证明：对于可微的k次齐次函数f（x，y，z），下式恒成立：

[image: alt]

证　因为（4.7）式对任意t＞0均成立，所以该式两端可看成是关于t，x，y，z这四个变量的函数．若令u＝tx，v＝ty，w＝tz，则左端可看成是以u，v，w为中间变量的函数．两端对t求偏微商，得

[image: alt]

上式对任意正实数t都成立，特别对t＝1也成立，将t＝1代入即得

[image: alt]

二、隐函数求偏导数或全微分

7．求由下列方程确定的隐函数y＝y（x）的微商：

（1）sin（xy）－exy－x2y＝0；

（2）y＝1＋yx.

解　我们可用两种方法求隐函数的微商．其一是直接套公式，另一法是将方程中的y看成为隐函数y（x），并将方程两边对x求导，得出一个含有y′（x）的方程，再由此方程解出y′（x）的表达式．

（1）[image: alt]

[image: alt]

另解：将方程中的y看作隐函数y（x），方程就成为恒等式，对方程两边求导，得

（y＋xy′）cos（xy）－（y＋xy′）exy－2xy－x2y′＝0，

由此解出

[image: alt]

评注　利用公式[image: alt]是F对x的偏导数，计算时应将y看作常数而不能将y看作x的函数．

（2）令F（x，y）＝y－1－yx，则

[image: alt]

另解：将方程两边对x求微商，得

y′－yxlny－xyx－1·y′＝0，

[image: alt]

8．设u，v是由方程组

[image: alt]

确定的x，y的函数．求当[image: alt][image: alt]

解　将方程组中每个方程的两端对x求导，得

[image: alt]

由此解出

[image: alt]

同理，每个方程的两端对y求导，得

[image: alt]

由此解出

[image: alt]

将[image: alt]代入偏导数的表达式得

[image: alt]

9．由x＝u＋v，y＝u2＋v2，z＝u3＋v3确定函数z＝z（x，y）．求当x＝0，[image: alt]

解　从上题知，由前两个方程可确定出函数u＝u（x，y），v＝v（x，y），从而z可看成是以x，y为自变量，以u，v为中间变量的函数．由复合函数的微分法得

[image: alt]

10．求由下列方程所确定的函数z＝z（x，y）的偏导数及全微分：

（1）f（x＋2y＋3z，x2＋y2＋z2）＝0；

（2）z＝f（xyz，z－y）．

解　（1）将方程中的z看作隐函数z（x，y），两边对x求导，得

[image: alt]

（这里f（x＋2y＋3z，x2＋y2＋z2）＝f（u，v），其中u＝x＋2y＋3z，v＝x2＋y2＋z2，用[image: alt]以后常用这种表示）．由此解出

[image: alt]

也可用类似的方法求出[image: alt]

[image: alt]

于是

[image: alt]

另解：将方程两边求全微分得

[image: alt]

合并并移项得

[image: alt]

于是

[image: alt]

其中dx与dy的系数分别是[image: alt]

（2）令F（x，y，z）＝z－f（xyz，z－y），则

[image: alt]

于是　　[image: alt]

[image: alt]

或将方程中的z看成隐函数z（x，y），将方程两边对x求偏微商，得

[image: alt]

也可用类似的方程求出[image: alt]并相应地得到

[image: alt]

请读者用对方程求全微分的方法来求解该问题．

11．设u（x，y），v（x，y）有连续的偏导数，定义

[image: alt]

称为函数组u，v对x，y的雅可比行列式．已知由[image: alt]可确定有连续偏导数的函数[image: alt]

[image: alt]

[image: alt]

证　由[image: alt]其中x＝x（u，v），y＝y（u，v），若两端对u求偏导数⇒

[image: alt]

解这个二元一次方程组得

[image: alt]

若两端对v求偏导数⇒

[image: alt]

解得

[image: alt]

本节小结

1．尽管复合函数求导法则有各种形式，但它们的共同点是：

复合函数对指定的自变量求偏导数

[image: alt]

其中m是中间变量的个数．

原则上函数有几个中间变量，公式中就有几项．要分清中间变量与自变量，一定要注意对哪个自变量求导，对中间变量求导不要漏项．有时公式中右端的项数比中间变量个数少，那是因为有的中间变量与求偏导数的自变量无关，从而导数为零．如题1（2），ξ＝xy，ξ与z无关，[image: alt]有时一个变量既是中间变量又是自变量，如题1（2）中的x，这时中间变量x对自变量x的导数为1．

2．求初等函数的偏导数时只需用一元函数的复合函数求导法则．求含一般函数记号的多元复合函数的偏导数或全微分时要利用

多元复合函数的求导法则或一阶全微分形式不变性．若求的是全部偏导数和全微分，常常是用一阶全微分形式不变性先求出全微分比较方便，相应的自变量微分的系数就是对应的偏导数．

（3）隐函数求导法是复合函数求导法的应用，关键是要分清谁是自变量，谁是因变量．

练习题7.4

7.4.1　求下列复合函数的偏微商：

（1）[image: alt]

（2）z＝y＋F（u），其中u＝x2－y2；

（3）[image: alt]

（4）z＝f（u，v，w），其中u＝x2＋y2，v＝x2－y2，w＝2xy；

（5）u＝f（x＋y＋z，x2＋y2＋z2）；

（6）[image: alt]

7.4.2　证明函数[image: alt]（其中f是可微函数）满足方程

[image: alt]

7.4.3　证明：若可微函数z＝f（x，y）满足方程

[image: alt]

则f（rcosθ，rsinθ）＝F（θ）．

7.4.4　设u＝f（x，y，z）为可微函数，且满足

[image: alt]

若令ξ＝x，η＝y－x，ζ＝z－x，求证：[image: alt]并求f（x，y，z）的形式．

7.4.5　设z＝z（x，y），由下列方程确定，[image: alt]

（1）xcosy＋ycosz＋zcosx＝1；

（2）x＋y＋z＝ex＋y＋z.

7.4.6　设z＝x2＋y2，其中y＝φ（x）为方程x2＋y2－xy＝1所确定的函数，求[image: alt]

7.4.7　设由方程f（xy2，x＋y）＝0确定隐函数y＝y（x），求[image: alt]

7.4.8　设z＝z（x，y）由方程[image: alt]

7.4.9　设由方程[image: alt]确定隐函数z＝z（x，y），证明：

[image: alt]

7.4.10　设由函数方程F（u2－x2，u2－y2，u2－z2）＝0所确定的隐函数u＝u（x，y，z），证明

[image: alt]

7.4.11　设x＝cosφcosθ，y＝cosφsinθ，z＝sinφ，求[image: alt]

7.4.12　设由方程组

[image: alt]

确定隐函数u＝u（x，y），v＝v（x，y），试求[image: alt]

7.4.13　设由方程组

[image: alt]

确定隐函数

u＝u（x，y，z），v＝v（x，y，z），w＝w（x，y，z），

[image: alt]

§5　高阶偏导数，复合函数及隐函数的高阶偏导数

内容提要

1．高阶偏导数的概念

函数f（x，y）的一阶偏导数[image: alt]的偏导数，称为f（x，y）的二阶偏导数，按对自变量求导次序的不同，共有四个二阶偏导数，通常记作

[image: alt]

高于二阶的偏导数可以类似地定义与表示．高阶偏导数又称为高阶偏微商．

2．混合偏导数与求导次序无关问题

对不同变量求导的高阶偏导数称为混合偏导数．

若函数z＝f（x，y）的两个二阶混合偏导数[image: alt]均连续，则它们相等，即

[image: alt]

注　对其他高阶混合偏导数有类似的结论．

3．复合函数的二阶偏导数

设z＝f（u，v），u＝φ（x，y），v＝[image: alt]（x，y），怎样求复合函数z＝f（φ（x，y），[image: alt]（x，y））的二阶偏导数[image: alt]

[image: alt]为例来说明求二阶偏导数的步骤．

第一步：先用锁链法则求[image: alt]

[image: alt]

第二步：对（5.1）式用求导的四则运算法则得

[image: alt]

第三步：再用锁链法则求[image: alt]

[image: alt]

用类似方法可求[image: alt]

注　我们假设上述所需条件被满足．

4．隐函数的二阶偏导数

方程F（x，y，z）＝0确定隐函数z＝z（x，y），如何求[image: alt]

方法1　将求得的[image: alt]的表达式对x求偏导数：

[image: alt]

再将[image: alt]代入即可．

这里用[image: alt]类似地[image: alt]等．

方法2　将方程

[image: alt]

两边对x求偏导数得

[image: alt]

由复合函数求导法得

[image: alt]

再将[image: alt]的表达式代入即可．

注1　我们假设上述所需条件被满足；

注2　隐函数方程的其他情形，可用类似方法求得[image: alt]

典型例题分析

一、给定函数求二阶或高阶偏导数

1．若[image: alt]

[image: alt]

2．如果[image: alt]

[image: alt]

3．设

[image: alt]

4．证明：函数

[image: alt]

满足拉普拉斯方程　　[image: alt]

[image: alt]

二、已知二阶偏导数求函数

5．设z＝f（x，y）满足[image: alt][image: alt]

[image: alt]＝2xy＋φ（x），φ（x）为x的任意函数⇔

f（x，y）＝xy2＋φ（x）y＋[image: alt]（x），

[image: alt]（x）也是x的任意函数．

[image: alt]＝sinx，即φ（x）＝sinx．由f（x，1）＝0，得

［xy2＋φ（x）y＋[image: alt]（x）］∣y＝1＝x＋sinx＋[image: alt]（x）＝0，

即　　　　[image: alt]（x）＝-x－sinx.

因此，f（x，y）＝xy2＋ysinx－x－sinx．

三、含一般函数记号的复合函数求二阶偏导数

6．已知z＝f（φ（x）－y，xh（y）），其中f有二阶连续偏导数，φ，h均为二阶可微函数，求[image: alt]

[image: alt]

再求

[image: alt]

[image: alt]

[image: alt]

评注　若先求[image: alt]这里利用混合偏导数连续的条件下与求导次序无关，我们先求[image: alt]简化了计算，在化简中也利用了[image: alt]

四、求隐函数的二阶偏导数

7．由方程式[image: alt]确定隐函数z＝z（x，y），求z（x，y）的二阶偏导数．

解　将方程中的z看成隐函数z（x，y），方程两边对x求导，得

[image: alt]

或直接套公式，也可得到上述结果．

为求z（x，y）的二阶偏导数，需要再求[image: alt]的偏导数．现在由于[image: alt]的表达式中仍含有z，求它们的偏导数时应将表达式中的z看成为隐函数z（x，y），因而要用到复合函数的求导公式，可得

[image: alt]

[image: alt]

8．设

[image: alt]

求当x＝1，y＝-1，u＝v＝2时，[image: alt]的值．

解　将方程组中每个方程的两端对x求导，得

[image: alt]

将每个方程的两端对y求导，得

[image: alt]

当x＝1，y＝-1，u＝v＝2时，

[image: alt]

在求[image: alt]中的y看作常数．现在要求[image: alt]的值，故可将[image: alt]y事先取作-1．于是

[image: alt]

同理，求在指定点处的[image: alt]x事先代为1，因而

[image: alt]

将x＝1，y＝-1，u＝v＝2以及上面求出的四个一阶偏微商的值代入上式，得

[image: alt]

五、在变量替换下方程的变形

9．求拉普拉斯方程

[image: alt]

的极坐标形式．

解　这里u＝u（x，y）满足拉普拉斯方程即方程（5.3）．作极坐标变换x＝rcosθ，y＝rsinθ，u作为r，θ的函数，它应满足什么方程？由复合函数求导法⇒

[image: alt]

再用复合函数求导法⇒

[image: alt]

[image: alt]

其中利用了（5.4）式．于是

[image: alt]

这就是拉普拉斯方程的极坐标形式．

评注　也可用复合函数求导法，[image: alt]来表示．因[image: alt]为常数，依赖于θ的取值范围）⇒

[image: alt]

[image: alt]

[image: alt]

两式相加得

[image: alt]

10．若f（ξ，η）满足方程

[image: alt]

证明：函数z＝f（x2－y2，2xy）也满足拉普拉斯方程：

[image: alt]

11．作变量替换

u＝3x＋y，v＝x＋y，

（1）将式子

[image: alt]

用z关于u，v的二阶偏导数表示出来；

（2）求满足方程

[image: alt]

的函数u（x，y）．

解　（1）将x，y看作自变量，u，v看作中间变量，有

[image: alt]

[image: alt]

[image: alt]

[image: alt]

将（5.7），（5.8），（5.9）代入（5.5）式，得

[image: alt]

（2）在上述变量替换下，方程（5.6）化为方程

[image: alt]

将上式对v积分，得

[image: alt]

其中φ（u）为任意可微函数．再对u积分，得

z（u，v）＝Φ（u）＋F（v），

其中Φ′（u）＝φ（u），F（v）为任意可微函数．

将u，v用x，y表示，即得所求函数为

z（x，y）＝Φ（3x＋y）＋F（x＋y）.

本节小结

复合函数求导公式中函数对中间变量的偏导数仍然是中间变量的函数，如设z＝f（u，v），u＝φ（x，y），v＝[image: alt]（x，y），则

[image: alt]

[image: alt]均是u，v的函数．而u＝φ（x，y），v＝[image: alt]（x，y），它们的复合仍是x，y的函数，求高阶偏导数时要特别注意这一点．求[image: alt][image: alt]f的地位是相同的．理解这一点，对求复合函数的二阶偏导数特别重要．

练习题7.5

7.5.1　求下列函数指定的二阶偏导数：

[image: alt]

7.5.2　求下列函数指定阶的偏导数：

（1）z＝x3＋x2y＋y3，求各三阶偏导数；

（2）[image: alt]求各三阶偏导数；

（3）z＝sin（xy），求[image: alt]

（4）u＝xmynzp，求[image: alt]

7.5.3　证明函数u＝φ（x－at）＋[image: alt]（x＋at）满足弦振动方程

[image: alt]

其中φ，[image: alt]是任意的二阶可微函数，a为常数．

7.5.4　求下列复合函数的指定二阶偏导数：

[image: alt]

[image: alt]

7.5.5　求下列方程所确定的隐函数z＝z（x，y）的二阶偏导数：

（1）z3－3xyz＝a3；

（2）x＋y＋z＝ez；

（3）[image: alt]

（4）x3＋y3＋z3＝a3.

7.5.6　设u＝f（x，y），而x＝ξcosα－ηsinα，y＝ξsinα＋ηcosα（a为常数），证明：

[image: alt]

7.5.7　设x＝f（u，v），y＝g（u，v）满足方程：[image: alt]＝w（x，y）满足方程：[image: alt]求证：

（1）w＝w（f（u，v），g（u，v））满足方程：[image: alt]

（2）[image: alt]

7.5.8　用变换[image: alt]可把方程[image: alt]化简为[image: alt]＝0，求a的值．

7.5.9　设函数x＝x（u，v），y＝y（u，v）由满足的方程组[image: alt][image: alt]

7.5.10　设f（x，y）满足[image: alt]试求函数f（x，y）．

§6　空间曲线的切线与法平面，曲面的切平面与法线

内容提要

1．曲面的切平面与法线

设曲面S由方程

F（x，y，z）＝0

确定．M0（x0，y0，z0）是曲面上的一点．设[image: alt]处连续，不全为零．则曲面S在点M0处的法向量为

[image: alt]

过M0点的切平面方程为

[image: alt]

法线方程为

[image: alt]

当曲面S由显式方程

z＝f（x，y）

确定时，它可以看作是曲面隐式方程之特例，即f（x，y）－z＝0，这时，过曲面上一点（x0，y0，f（x0，y0））的法向量为

[image: alt]

切平面方程为

[image: alt]

法线方程为

[image: alt]

2．空间曲线的切线与法平面

设空间曲线C由参数方程

[image: alt]

确定．M0（x0，y0，z0）是C上的一点（对应于t＝t0）．设x（t），y（t），z（t）对t可微，且x′（t0），y′（t0），z′（t0）不全为零．则曲线C在点M0处的切向量为

｛x′（t0），y′（t0），z′（t0）｝.

过M0点的切线方程为

[image: alt]

法平面方程为

x′（t0）（x－x0）＋y′（t0）（y－y0）＋z′（t0）（z－z0）＝0.

设空间曲线C是两个曲面的交线：

[image: alt]

M0（x0，y0，z0）是C上的一点，则C在M0的切线方程为

[image: alt]

其中F（x，y，z），G（x，y，z）在M0均有连续的偏导数且gradF（M0）×gradG（M0）≠0．这里曲线C在M0点的切向量是

[image: alt]

典型例题分析

一、求空间曲线的切线与法平面

1．在曲线[image: alt]的所有切线中，与平面x＋2y＋z＝4平行的切线有几条？

解　任给t0∈（－∞，+∞），该曲线在点M0（x（t0），y（t0），z（t0））[image: alt]的切向量（切线的方向向量）是

[image: alt]

该切线与平面x＋2y＋z＝4平行的充要条件是切向量[image: alt]与平面的法向量n＝（1，2，1）垂直，即

[image: alt]

[image: alt]或t0＝1且M0不在该平面上，因此只有两条切线平行于该平面．

2．求曲线[image: alt]在点M0（1，－2，1）处的切线与法平面方程．

解　这里没给出曲线的参数方程，而是给出曲面的交线方程，曲面的交线的切向量与它们的法向量均垂直，由此可求交线的切向量．这里点M0在曲线上．

这两个曲面在点M0处的法向量n1＝｛1，－2，1｝，n2＝｛1，1，1｝，交线的切向量

[image: alt]

于是切线方程是

[image: alt]

法平面方程是－（x－1）＋（z－1）＝0，即x－z＝0.

评注　该曲线是平面与曲面（球面）的交线，曲面在点M0的切平面是

（x－1）－2（y＋2）＋（z－1）＝0，

即　　　　　　　x－2y＋z－6＝0.

于是交线在点M0的切线即[image: alt]

二、求曲面的切平面与法线

3．求椭球面

x2＋2y2＋z2＝1

的平行于平面x－y＋2z＝0的切平面方程．

解　已给平面的法向量为｛1，－1，2｝，椭球面上任一点（x，y，z）处的法向量为｛x，2y，z｝，要使椭球面上点（x，y，z）处的切平面与所给平面平行，必须｛x，2y，z｝＝c｛1，－1，2｝，其中c为某个常数，这时有[image: alt]又因为（x，y，z）在椭球面上，代入椭球面方程得

[image: alt]

由此解出　　[image: alt]

故椭球面上过点±[image: alt]的切平面满足要求，所求切平面方程为

[image: alt]

4．证明：曲面xyz＝10上任一点处的切平面与三个坐标面构成的四面体的体积为常数．

证　假设点M（x0，y0，z0）在所论曲面上．M处的法向量为n＝｛y0z0，x0z0，x0y0｝，因而过M点的切平面方程为

y0z0（x－x0）＋x0z0（y－y0）＋x0y0（z－z0）＝0，

化简得　[image: alt]

[image: alt]

图　7.9

由该方程可知，切平面在三个坐标轴上的截距分别为3x0，3y0，3z0．从图7.9看出，切平面与三个坐标面构成的四面体以直角三角形OAB为底，以OC为高．故其体积为

[image: alt]

5．证明：曲面F（ax－by，cx－bz）＝0上任一点处的切平面都与一常向量平行，其中a，b，c为常数．

证　因为

[image: alt]

所以在任一点处的法向量为

[image: alt]

考虑常向量A＝｛b，a，c｝，显然有

A·n＝0.

这说明任一点处的法向量都与同一个常向量｛b，a，c｝垂直，因而曲面上所有的切平面都与常向量｛b，a，c｝平行．

6．求椭球面

[image: alt]

上具有下列性质的点（x，y，z）的轨迹：过（x，y，z）的切平面与Oxy平面垂直，并由此求出该椭球面在Oxy平面上的垂直投影区域．

解　椭球面上任意一点（x，y，z）处的法向量是n＝｛2x，2y－z，2z－y｝．如果在（x，y，z）处的切平面垂直于平面Oxy，则n应该垂直于Oz轴，因而

n·k＝0，

[image: alt]

因为（x，y，z）在椭球面上，故所求的点（x，y，z）应同时满足方程（6.1）及（6.2），反之，同时满足上述两方程的点也一定是我们要求的点．为简化起见，可将方程（6.2）代入（6.1），得

[image: alt]

因而所求轨迹的方程为

[image: alt]

这是椭圆柱面与平面的交线．

从直观上可看出，由于椭球面处处是凸的，也即椭球面总是在其任一切平面之一侧，因此椭球面与椭圆柱面

[image: alt]

相切，且被该椭圆柱面所围．因而椭球面在Oxy平面上之垂直投影区域为

[image: alt]

本节小结

求曲面的切平面或法线的关键是求曲面的法向量．求曲线的切线或法平面的关键是求曲线的切向量．当曲线是空间两曲面的交线时，切向量则是两曲面的法向量的向量积．

练习题7.6

7.6.1　已知曲线x＝t－sint，y＝1－cost，z＝[image: alt]求在该曲线上一点[image: alt]处的切线与法平面方程．

7.6.2　在曲线x＝t，y＝t2，z＝t3上求出一点，使在该点的切线平行于平面

x＋2y＋z＝4.

7.6.3　证明螺旋线x＝acosθ，y＝asinθ，z＝bθ的切线与Oz轴成定角．

7.6.4　求曲线y＝x，z＝x2在点（1，1，1）处的切线方程与法平面方程．

7.6.5　求曲线[image: alt]在点M0[image: alt]处的切线及法平面方程．

7.6.6　求下列曲面在指定点处的切平面与法线方程：

（1）x2－xy－8x＋z＋5＝0在点（2，－3，1）；

（2）ax2＋by2＋cz2＝1在点（x0，y0，z0）；

（3）z＝ax2＋by2在点（x0，y0，z0）；

（4）[image: alt]

7.6.7　求椭球面

3x2＋y2＋z2＝16

上点（－1，－2，3）处的切平面与平面z＝0的交角．

7.6.8　证明曲面xy＝z2与x2＋y2＋z2＝9正交．

7.6.9　证明曲面

[image: alt]

上任一点处的切平面在各坐标轴上的截距之和等于a．

7.6.10　在曲面

x2＋y2－z2－2x＝0

上，求出使其切平面平行于坐标面的那些点．

7.6.11　求圆柱面x2＋y2＝R2与球面（x－R）2＋y2＋z2＝R2在点[image: alt]处的交角（即两个法向量之间的交角）．

7.6.12　证明：锥面[image: alt]上任意点M（x0，y0，z0）处的切平面都通过坐标原点，其中x0≠0.

7.6.13　证明：曲面

[image: alt]

的所有切平面都通过同一个定点，其中a，b，c为常数．

§7　多元函数微分学在极值问题中的应用

内容提要

1．函数的极值

（1）极值的定义

设函数z＝f（x，y）在点P0（x0，y0）的某个邻域内有定义，若对该邻域内的一切点（x，y），都有

f（x，y）≤f（x0，y0）　（f（x，y）≥f（x0，y0）），

则称f（x0，y0）为f（x，y）的一个极大（小）值，称（x0，y0）为极大（小）点．

函数的极大值与极小值统称为函数的极值．

（2）极值的必要条件

若函数f（x，y）在（x0，y0）处达到极值，且在（x0，y0）处可微，则必有

[image: alt]

满足方程组（7.1）的点称为f（x，y）的驻点．

（3）极值的充分条件

设（x0，y0）是函数f（x，y）的一个驻点，又f（x，y）在（x0，y0）的某个邻域内有二阶连续偏导数．令[image: alt]以及判别式∆＝AC－B2．则

①当∆＞0且A＞0时，f（x0，y0）为极小值；当∆＞0，A＜0时，f（x0，y0）为极大值；

②当∆＜0时，（x0，y0）不是极值点；

③当∆＝0时，不能判定（x0，y0）是否是极值点．

2．求函数在区域D上的最大值与最小值

设函数f（x，y）在区域D上有定义，点（x0，y0）∈D，若对一切（x，y）∈D，都有

f（x，y）≤f（x0，y0）　（f（x，y）≥f（x0，y0）），

则称f（x0，y0）是f（x，y）在区域D上的最大（小）值，称（x0，y0）为最大（小）点．最大值与最小值统称为最值．

若定义域D是有界闭区域，f（x，y）在连续且在D内部可微，则f（x，y）的最值一定存在，它们或在D内驻点处达到，或在D的边界上达到．因此，求f（x，y）在D的最值归结为求f（x，y）在D内的驻点及在D的边界上的最值，然后比较驻点的函数值与边界上的最值即可求得．

若D是开区域，f（x，y）在D内可微，又f（x，y）在D存在最大值或最小值（常常由实际问题所决定），则求f（x，y）在D的最值，就归结为求f（x，y）在D内的驻点．

3．怎样解条件极值问题

（1）用拉格朗日乘子法求二元函数的条件极值

怎样求函数z＝f（x，y）在约束条件φ（x，y）＝0下的最大值或最小值？通常用所谓拉格朗日乘子法．先构造辅助函数

F（x，y，λ）＝f（x，y）＋λφ（x，y），

然后求解方程组

[image: alt]

所有满足此方程组的解（x，y，λ）中（x，y）是z＝f（x，y）在条件φ（x，y）＝0下的可能极值点．若由实际问题知，条件最值确实存在，由这些可能的极值点中可求得最大值或最小值．

可用类似方法求u＝f（x，y，z）在约束条件φ（x，y，z）＝0下的最大值或最小值．

（2）用拉格朗日乘子法求三元函数的条件极值

怎样求函数u＝f（x，y，z）在条件φ（x，y，z）＝0，[image: alt]（x，y，z）＝0下的最大值或最小值．同样可用拉格朗日乘子法．先构造辅助函数

F（x，y，z，λ，μ）＝f（x，y，z）＋λφ（x，y，z）＋μ[image: alt]（x，y，z），

然后求解方程组

[image: alt]

所有满足此方程组的解（x，y，z，λ，μ）中（x，y，z）是u＝f（x，y，z）在条件φ（x，y，z）＝0与[image: alt]（x，y，z）＝0下的可能极值点．由可能的极值点中求得最大值点或最小值点．

4．最小二乘法

根据实验数据，从某类函数中确定一个函数，来描述自变量与因变量的函数关系，最小二乘法是一种有效的方法，它也是极值方法的一个应用．基本方法是：

设变量x与y之间的关系有一组实验数据：自变量x取xi时，y取yi（i＝1，2，…，m）．

首先由实际问题与实验数据的分析，选定函数类，其中含若干参数．如线性函数类y＝ax＋b，其中a，b为参数；或n次多项式函数类y＝a0xn＋a1xn－1＋…＋an－1x＋an，其中a0，a1，…，an为参数．问题是如何确定其中的参数？按如下原则：

（1）计算观测值（即实验值）yi与计算值（对线性函数类来说就是axi＋b）的误差平方和[image: alt]，它是依赖于其中参数的函数（它是a与b的函数，记为∆（a，b））．

（2）确定参数使这个误差的平方和最小（即求∆（a，b）的最小值点），归结为求这个总误差函数的驻点，即求解

[image: alt]

典型例题分析

一、求函数的极值

1．确定函数

f（x，y）＝x3－y3＋3x2＋3y2－9x

的极值点．

解　因为函数f（x，y）在全平面上可微，所以极值点必是驻点．

由

[image: alt]

得四个驻点：（－3，0），（－3，2），（1，0），（1，2）．又

[image: alt]

在点（－3，0）处，A＝－12，B＝0，C＝6，∆＝AC－B2＜0，所以（－3，0）不是极值点．

在点（－3，2）处，A＝－12＜0，B＝0，C＝－6，∆＞0，所以（－3，2）是极大点．

在点（1，0）处，A＝12＞0，B＝0，C＝6，∆＞0，所以（1，0）是极小点．

在点（1，2）处，A＝12＞0，B＝0，C＝－6，∆＜0，所以（1，2）不是极值点．

综上所述，所给函数有极大点（－3，2）及极小点（1，0）．

2．求由方程

x2＋y2＋z2－2x＋4y－6z－11＝0

所确定的隐函数的极值．

解　由

[image: alt]

得惟一驻点（1，－2）．当x＝1，y＝－2时，z＝－2或8，所以原方程确定了两个隐函数．设过点（1，－2，－2）的隐函数为z1（x，y），过点（1，－2，8）的隐函数为z2（x，y）．

又

[image: alt]

在（1，－2，－2）处，[image: alt]所以（1，－2）是函数z1（x，y）的极小点，极小值为－2．在（1，－2，8）处，[image: alt]所以（1，－2）是函数z2（x，y）的极大点，极大值为8．

事实上，上述结论也可由隐函数方程直接看出：所给方程确定的两个隐函数可分别表为

[image: alt]

它们的图形都是半球面，因而结论是显然的

二、求给定函数在指定区域上的最值

3．求函数z（x，y）＝x2y·（4－x－y）在由直线x＋y＝6、x轴和y轴所围成的区域D上的最大值与最小值．

[image: alt]

图　7.10

解　函数在闭区域D（见图7.10）上的最大值与最小值，或者在D内驻点处达到，或者在区域的边界上达到．我们先求D内驻点．在D内解方程组

[image: alt]

得惟一驻点（2，1）并求得z（2，1）＝4．

再考察z（x，y）在区域D的边界上情况．在边界y＝0（0≤x≤6）及x＝0（0≤y≤6）上，函数z（x，y）＝0．在边界x＋y＝6上，将y＝6－x代入得

z（x，y）＝2x3－12x2　（0≤x≤6）.

利用一元函数求最值的方法，可求得z（x，y）在该边界上于x＝4处取到最小值－64，于x＝0，6取最大值0．因此所给函数在区域D上的最小值为－64，最大值为4．

评注　求给定可偏导函数在有界闭区域D上的最值，只需比较D内驻点的函数值与边界上的最值，即使求得D内惟一的极小（极大）点，它也未必是该函数的最小值（最大值）点．这是多元函数与一元函数的区别．

三、极值问题的应用题

4．当n个正数x1，x2，…，xn的和等于常数ι时，求它们的乘积的最大值．并证明n个正数a1，a2，…，an的几何平均值小于算术平均值，即

[image: alt]

解　问题化为求函数

u＝f（x1，…，xn）＝x1·x2·…·xn

在条件x1＋x2＋…＋xn＝ι下的条件极值．

令

F（x1，x2，…，xn，λ）

＝x1·x2·…·xn＋λ（x1＋x2＋…＋xn－ι）.

解方程组

[image: alt]

得[image: alt]因为这是方程组（7.4）的惟一解，而所求的条件最大值是存在的，所以该解就是条件最大值点，条件最大值为

[image: alt]

下面来证明公式（7.3）．上面的讨论说明，当n个正数x1，x2，…，xn满足x1＋x2＋…＋xn＝ι时，有

[image: alt]

现在给定了n个正数a1，a2，…，an，它们的和显然是一个定值，若将这个定值记作为ι，则有

[image: alt]

开n次方即得

[image: alt]

[image: alt]

图　7.11

5．已知三角形的周长为2p，将它绕其一边旋转而构成一立体，求使立体体积最大的那个三角形．

解　设三角形的三边长分别为a，b，c，并设以AC边为旋转轴（见图7.11），AC上的高为h．则旋转所成立体的体积为

[image: alt]

又设三角形的面积为S，于是有

[image: alt]

解方程组

[image: alt]

比较①，③得a＝c，再由④得

[image: alt]

比较①，②得

[image: alt]

由⑤，⑥解出[image: alt]

由实际问题知，最大体积一定存在，而以上解又是方程组的惟一解，因而也就是条件最大值点．所以当三角形的三边长分别为[image: alt][image: alt]时，绕边长为[image: alt]的边旋转时，所得立体的体积最大．

6．用求极值的方法求椭圆[image: alt]的长半轴与短半轴．

解　显然，椭圆的中心在点（0，0，1）．问题是：求该椭圆上的点与中心点（0，0，1）的最大与最小距离．即求d2＝x2＋y2＋（z－1）2在条件x2＋y2－1＝0，x＋y＋z－1＝0下的最大值与最小值．

按拉格朗日乘子法，令

[image: alt]

解方程组

[image: alt]

将①·y－②·x，得x＝y或λ＝－1.

若x＝y，由④，⑤得点

[image: alt]

[image: alt]

若λ＝－1，得μ＝0，由③得z＝1，再由④，⑤得点

[image: alt]

相应地　　[image: alt]

由问题的实际背景可知，该问题一定存在最大值与最小值，且又必在所求得的驻点处达到，因此椭圆的长半轴与短半轴分别为[image: alt]与1．

本节小结

1．求z＝f（x，y）的极值，先求f（x，y）的驻点，再求f（x，y）在驻点处的二阶偏导数，然后再用判别法则．若z＝f（x，y）是由隐函数方程确定的，就要用隐函数求导法．

2．求连续可微函数z＝f（x，y）在有界闭区域D上的最值归结为求驻点及f（x，y）在D的边界上的最值，后者实质上是求一元函数的最值．

3．关于应用型的最值问题，先把实际问题化成最值问题（包括确定目标函数与条件）．若是条件最值问题，常用拉格朗日乘子法求解．由辅助函数的驻点中求得可能的条件最值点，从中求得最大值或最小值，因为实际问题决定它一定存在．

练习题7.7

7.7.1　求下列函数的极值：

（1）z＝x2（x－1）2＋y2；

（2）z＝x3y2（6－x－y）　（x＞0，y＞0）；

（3）x2＋y2＋z2－2x－2y－4z－10＝0；

（4）z＝1－（x2＋y2）2/3.

7.7.2　确定函数z＝x3＋y3－3xy在区域

｛（x，y）∣0≤x≤2，－1≤y≤2｝

上的最大值与最小值．

7.7.3　设a＞0，b＞0，已知函数z＝x2＋y2在条件[image: alt]下存在最小值，求这个最小值．

7.7.4　设a＞b＞c＞0．已知u＝x2＋y2＋z2，当[image: alt]时存在最大值与最小值．求这个最大值和最小值，并指出它们的几何意义．

7.7.5　已知函数f（x1，x2，…，xn）＝x1·x2·…·xn在条件

[image: alt]

下存在最小值，求出这个最小值．并证明：当ai＞0（i＝1，2，…，n）时，有

[image: alt]

7.7.6　求椭圆抛物面2az＝x2＋y2与椭圆柱面x2＋xy＋y2＝a2交线上点的竖坐标z的最大值与最小值，其中a＞0为常数．

7.7.7　设a，b，c均为正数，过点M（a，b，c）作平面，求使所作平面与第一卦限的坐标面构成的四面体之体积最小的那个平面．

7.7.8　造一容积为V的无顶长方形水池，问其长、宽、高为何值时有最小的表面积？

7.7.9　造一半圆柱形的浴盆（图7.12），其表面积为S，问其半径与高取何值时，浴盆有最大容积？

[image: alt]

图　7.12

[image: alt]

图　7.13

7.7.10　有一块宽为2a的长方形铁片，把它的两边宽为x的边缘分别向上折，作成一个水槽（图7.13），问x和θ如何时，使水槽的容积最大？

7.7.11　已知一组实验数据为（x1，y1），（x2，y2），…，（xn，yn）．现设经验公式是y＝ax2＋bx＋c，试按最小二乘法建立a，b，c应满足的三元一次方程组．

*§8　二元函数的泰勒公式

内容提要

若函数f（x，y）在点P0（x0，y0）的某一邻域内有直到（n＋1）阶的连续偏微商，则对该邻域内的任意一点（x0＋h，y0＋k），以下展开式成立：

[image: alt]

（称为拉格朗日余项），0＜θ＜1，

[image: alt]Rn＝o（ρn）（称为皮亚诺余项）．

（8.1）式称为f（x，y）在（x0，y0）处的n阶泰勒公式．特别当x0＝y0＝0时，（8.1）式又称为n阶马克劳林公式．

这里记号

[image: alt]

一般地

[image: alt]

特别地，当n＝2时，

[image: alt]

当n＝1时，

[image: alt]

典型例题分析

1．设0＜∣α∣，∣β∣≪1．试导出arctan[image: alt]的二次近似多项式．

[image: alt]

[image: alt]

[image: alt]

2．设f（x，y）在（0，0）点邻域有二阶连续偏导数且

[image: alt]

（1）求f（0，0）及f（x，y）在（0，0）点的一、二阶偏导数值；

（2）（0，0）点是否f（x，y）的极值点．

解　（1）由条件得

[image: alt]

由极限与无穷小的关系

[image: alt]

又f（x，y）在（0，0）处的二阶泰勒公式

[image: alt]

由泰勒公式惟一性推出

[image: alt]

（2）用极值的充分判别法：

[image: alt]

⇒（0，0）不是f（x，y）的极值点．

练习题7.8

7.8.1　在点（1，-1）邻域内按泰勒公式展开函数

f（x，y）＝x3－x2＋xy＋x－y.

7.8.2　求函数f（x，y）＝（1＋x）1＋y在（0，0）邻域内的二次近似公式．

7.8.3　将下列函数f（x，y）在（0，0）邻域内按皮亚诺余项展成二阶泰勒公式：

（1）[image: alt]

7.8.4　将f（x，y）＝ln（1＋x＋y）在（0，0）邻域内展成带拉格朗日余项的二阶泰勒公式．


第八章　重　积　分

§1　二重积分

内容提要

1．二重积分的概念与性质

（1）二重积分的定义

设函数f（x，y）在有界闭区域D上有定义，将D任意分成n个小区域∆σi（i＝1，2，…，n），同时也以∆σi表示第i个小区域的面积．在每个小区域∆σi上任取一点（xi，yi）（i＝1，2，…，n），若极限

[image: alt]

存在（其中λ是各小区域∆σi（i＝1，2，…，n）直径的最大值），则称此极限值为函数f（x，y）在区域D上的二重积分，记作

[image: alt]

D称为积分区域，dσ称为面积元素．

（2）二重积分的几何意义与物理意义

设D是Oxy平面上的有界闭区域，曲面S是定义在D上的二元函数z＝f（x，y）的图形（f（x，y）≥0），则二重积分[image: alt]是以D为底，曲面S为顶，侧面是以D的边界为准线，母线平行于z轴的柱面所围成的曲顶柱体的体积．见图8.1.

[image: alt]

图　8.1

设薄板占据Oxy平面上的区域D，它在点（x，y）处的面密度为f（x，y），则此薄板的质量为[image: alt]

（3）二重积分的性质

在有界闭区域D上的连续函数或分片连续函数，在D上的二重积分必存在．以下设f（x，y），g（x，y）都是闭区域D上的连续或分片连续的函数．

①[image: alt]

②[image: alt]

③若区域D被一曲线分为两个部分区域D1与D2，则

[image: alt]

④若在区域D上有f（x，y）≤g（x，y），则

[image: alt]

特别是，若f（x，y），g（x，y）在D连续，在D上f（x，y）≤g（x，y），但f（x，y）≢g（x，y），则

[image: alt]

⑤[image: alt]

⑥二重积分中值定理．若f（x，y）在有界闭区域D上连续，则在D上至少存在一点（x0，y0），使得

[image: alt]

其中σ为D的面积．

（4）对称区域上奇偶函数的积分性质

①当积分区域D关于Ox轴对称（（x，y）∈D⇒（x，-y）∈D）时，则

[image: alt]

②当积分区域D关于y轴对称（（x，y）∈D⇒（-x，y）∈D）时，则

[image: alt]

以下讨论二重积分的计算问题，我们总设f（x，y）在闭区域D上连续或分片连续．

2．利用直角坐标系计算二重积分

（1）先固定x，对y求积

当积分区域D由直线x＝a，x＝b（b＞a），以及连续曲线y＝φ1（x），y＝φ2（x）（φ2（x）≥φ1（x），当a≤x≤b时）围成时（见图8.2），可用下列累次积分计算二重积分：

[image: alt]

上式右端是一个累次积分：先固定x，对y求积，设积分结果为[image: alt]然后再对x求定积分[image: alt]

[image: alt]

图　8.2

[image: alt]

图　8.3

（2）先固定y，对x求积

当积分区域D由直线y＝α，y＝β（β＞α）以及连续曲线x＝ψ1（y），x＝ψ2（y）（ψ2（y）≥ψ1（y），当α≤y≤β时）围成时（见图8.3），有公式

[image: alt]

在计算[image: alt]时，将y看作常数．

当积分区域D不是（1）或（2）所述的形状时，则应将D分成若干个小区域，使每个小区域都是这两种形状之一．

3．利用极坐标计算二重积分

在极坐标变换x＝rcosθ，y＝rsinθ下，二重积分的计算公式是

[image: alt]

其中D为直角坐标系Oxy平面上的有界闭区域，D′是直角坐标系Orθ中相应的有界闭区域．

特别有：

（1）当积分区域D由射线θ＝α，θ＝β（β＞α）以及连续曲线r＝r1（θ），r＝r2（θ）（r2（θ）≥r1（θ），当α≤θ≤β时）所围成时（见图8.4），有公式

[image: alt]

在计算[image: alt]时，把θ看作常数．

[image: alt]

图　8.4

[image: alt]

图　8.5

（2）当积分区域D由r＝r（θ）（r（θ）≥0）所围，即D的极坐标表示是：0≤θ≤2π，0≤r≤r（θ），见图8.5，则有

[image: alt]

4．利用平移变换计算二重积分

在平移变换u＝x－a，v＝y－b下二重积分的计算公式是

[image: alt]

其中D′＝｛（u，v）∣（u＋a，v＋b）∈D｝．

*5．二重积分的一般变量替换公式

设函数f（x，y）在有界闭区域D上连续，如果变换

x＝x（u，v），y＝y（u，v）

满足下列三条件：

①将uv平面上的区域D′，一一对应地变换为xy平面上的区域D；

②变换函数x（u，v），y（u，v）在D′有连续的一阶偏导数；

③雅可比行列式

[image: alt]

则有变量替换公式

[image: alt]

保证上述替换公式成立的条件可以放宽：条件②可以放宽为变换函数及其偏导数在D'分片连续．条件①，③可以放宽为：容许在个别点或个别曲线上不满足．

典型例题分析

一、利用直角坐标系计算二重积分

1．求下列二重积分：

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]其中D是由抛物线[image: alt]和直线y＝x所围成；

（3）[image: alt]其中D是由抛物线y2＝x，直线x＝0，y＝1所围成．

解　（1）由于积分区域关于Ox轴与Oy轴对称（见图8.6），被积函数对x，y均为偶函数，所以

[image: alt]

（2）D的图形见图8.7．由图可看出

[image: alt]

[image: alt]

[image: alt]

图　8.6

[image: alt]

图　8.7

（3）D的图形见图8.8．若先对y求积分，有

[image: alt]

但因为[image: alt]积不出来，所以上式右端也积不出来．

[image: alt]

图　8.8

若先对x求积分，情况就不同了，这时有

[image: alt]

由此看出，有时积分次序的选择，对二重积分计算的影响很大．

二、利用极坐标计算二重积分

2．利用极坐标求下列二重积分：

（1）[image: alt]其中D是圆x2＋y2≤ax与x2＋y2≤ay的公共部分（a＞0）；

（2）[image: alt]其中D是由圆周x2＋y2＝2ax所围成的区域（a＞0）；

（3）[image: alt]其中D由双纽线的一瓣：（x2＋y2）2＝a2（x2－y2）（x≥0）所围成；

（4）[image: alt]其中D为正方形域：0≤x≤a，0≤y≤a.

[image: alt]

图　8.9

解　（1）区域D的图形见图8.9．其边界圆的极坐标方程分别为r＝acosθ与r＝asinθ．两边界圆相交于原点及点[image: alt]处．从图看出，当θ在区间[image: alt]上每取定一个值时，r的取值范围为［0，asinθ］；当φ在区间[image: alt]上每取定一个值时，r的取值范围为［0，acosθ］，所以

[image: alt]

（2）D的图形见图8.10，它关于Ox轴对称．所以有

[image: alt]

又（x＋2y2）对y为偶函数，因而

[image: alt]

用极坐标计算，由于D的边界圆的极坐标方程为

r＝2acosθ（-π／2≤θ≤π／2），

所以

[image: alt]

[image: alt]

图　8.10

[image: alt]

图　8.11

（3）D的图形见图8.11．它关于Ox轴对称，且被积函数对y为偶函数，所以

[image: alt]

由于D的边界线的极坐标方程为

[image: alt]

于是

[image: alt]

（4）D的边界线x＝a及y＝a的极坐标方程分别为

[image: alt]

注意到对任意连续函数f（u），有

[image: alt]

三、选择适当方法求下列二重积分

3．求下列二重积分：

（1）[image: alt]其中D： 0≤x≤2，-2≤y≤2；

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]由直线x＝-2，y＝0，y＝2及曲线x＝[image: alt]所围成；

（4）[image: alt]其中D＝｛（x，y）∣x2＋y2≤x＋y＋1｝．

[image: alt]

图　8.12

解　（1）D是矩形，如图8.12所示．因

[image: alt]

[image: alt]

故用直线y＝-x＋2，y＝-x将D分成D1，D2与D3，于是

[image: alt]

这里用的是分块积分法，因被积函数是分块表示的．最后几步实质上还用到了平移变换，平移的目的是为了利用对称性：

[image: alt]

（积分区域关于原点对称，被积函数关于（u，v）为奇函数）．

（2）在D上被积函数分块表示，若用分块积分法较复杂．因D是圆域，可用极坐标变换，转化为定积分后被积函数也是分段表示的，但可利用周期函数的积分性质．

令x＝rcosθ，y＝rsinθ，则

[image: alt]

其中[image: alt]由周期函数的积分性质，有

[image: alt]

[image: alt]

图　8.13

（3）D的图形如图8.13所示．若把D看成正方形区域挖去半圆D1，则计算D1上的积分自然选用极坐标．若只考虑区域D，则自然考虑先x后y的积分顺序化为累次积分．若注意D关于y＝1对称，选择平移变换最为方便．

解法1　选择先x后y的积分顺序，D表为

[image: alt]

这里用了定积分的奇偶函数在对称区间上的积分性质及定积分的几何意义．

[image: alt]

[image: alt]

在极坐标变换下，[image: alt]

[image: alt]

因此　　I＝4－π/2.

解法3　作平移变换u＝x，v＝y－1，注意曲线[image: alt]即x2＋（y－1）2＝1，x≤0，则D变成D′：由u＝-2，v＝-1，v＝1，u2＋v2＝1（u≤0）围成，则

[image: alt]

（在uv平面上D′关于u轴对称）．

（4）将D改写成

[image: alt]

作平移变换u＝x－1/2，v＝y－1/2，则D变成

[image: alt]

在Ouv坐标系中，D′关于u，v轴均对称，于是

[image: alt]

四、交换积分顺序

4．改变下列二重积分的积分顺序：

（1）[image: alt]

解　（1）原式是先对y求积分，改变积分顺序就是要先对x求积分，即要利用内容提要第2段（2）中的公式．为此，我们先画出积分区域D的图形．由所给累次积分的上、下限可看出，积分区域D由x＝0，x＝a，y＝x以及[image: alt]所围成，因而其图形如图8.14所示．（实际上，这里D的两边界线x＝0及x＝a退化为两个点（0，0）及（a，a）.）由图看出，区域D也可看成是由曲线

[image: alt]

[image: alt]反解出）及直线x＝y所围成（0≤y≤a）．因而

[image: alt]

我们也可利用图形来确定累次积分的积分限：从图8.14看出，区域D内所有点的纵坐标y的取值范围是区间［0，a］，所以可确定y的上、下限分别为a，0．又当y在区间［0，a］内每取定一个值时，区域D内对应的点的横坐标x的取值范围是区间[image: alt]（参看图8.14中的横线）．从而x的上、下限分别是[image: alt]

[image: alt]

图　8.14

[image: alt]

图　8.15

（2）现在要求把二重积分改变为先对y求积分．首先，根据所给的积分上、下限可画出积分区域D的图形（见图8.15）．从图看出，D内所有点的横坐标x的取值范围是［-1，8］，且当x在区间［-1，0］中每取定一个值时，y的取值范围是区间[image: alt]而当x在区间［0，8］中每取定一个值时，y的取值范围是区间[image: alt]即当x在不同的区间内取值时，y的积分上、下限也不同，所以先对y求积时，应根据y的上、下限的不同而将原积分分成两部分，即有

[image: alt]

评注

（1）将[image: alt]交换积分顺序的基本方法是：将累次积分表为[image: alt]根据累次积分内外层的积分限确定积分区域D，然后再确定改换积分顺序后的内外层积分限．

（2）若计算某种累次积分难以实现时，常考虑的一种方法是：按上述方法改变积分顺序后再进行计算．

*五、选择变量替换求二重积分

*5．求下列二重积分：

（1）[image: alt]其中D为椭圆：[image: alt]

（2）[image: alt]其中D由曲线x2＝y，x2＝4y，x＝y2及4x＝y2所围．

解　（1）由D与被积函数的特点，我们采用广义极坐标变换：x＝arcosθ，y＝brsinθ，则D′＝｛（r，θ）∣0≤θ≤2π，0≤r≤1｝，雅可比行列式

[image: alt]

（2）D的边界曲线可写成

[image: alt]

于是作变换　　[image: alt]

[image: alt]

再求出雅可比行列式

[image: alt]

在此变换下，区域D变成D′＝｛（u，v）∣1≤u≤4，1≤v≤4｝．于是

[image: alt]

评注　作变换[image: alt]后也可不必解出x与y，直接得：xy＝uv，

[image: alt]

本节小结

怎样求二重积分[image: alt]及简化计算问题？

1．选择积分顺序．图8.2与图8.3类型的区域分别适用于先y后x与先x后y的积分顺序．有时积分区域D既是图8.2类型又是图8.3类型，那么结合被积函数就要选择合适的积分顺序以便于计算．不同的积分顺序可能影响计算繁简，甚至影响能否积得出来．如题1（3），题3（3）的解法1．

2．利用分块积分法．将积分区域D分解成D＝D1∪D2，然后用公式（1.1），这就是分块积分法．以下情形常用分块积分法：区域D的边界是分段表示的（如图8.9）；被积函数是分块表示的（如题3（1））；区域D不是使用公式（1.2）或（1.3）的类型，如题3（3）的解法1中，若要选择先y后x的积分顺序，首先要将D分成三块，然后用分块积分法，那么计算就复杂了．

3．注意利用区域的对称性与被积函数的奇偶性来简化二重积分的计算，如题1（1），题2（2）．

除了内容提要中所提的对称性外，还可利用以下的对称性：

①设D关于原点对称（即（x，y）∈D⇔（-x，-y）∈D），则

[image: alt]

其中D1为D的右半平面部分或上半平面部分．

解题3（1）时，[image: alt]其中D′：-1≤u≤1，-1≤u＋v≤1，用的就是这个性质．

②设D关于直线y＝x对称（即（x，y）∈D⇔（y，x）∈D），则

[image: alt]

将D分成两部分，D＝D1∪D2，其中D1，D2分别是D在直线y＝x的上方与下方部分，则

[image: alt]

解题2（4）时，若用此性质立即可得

[image: alt]

[image: alt]

其中D1是D在y＝x上方部分．

4．注意利用二重积分的几何意义．若积分区域D的面积σ已知，则直接可得[image: alt]其中k为常数，如题3（1），（3）.

5．选择变量替换．除了在直角坐标系中计算二重积分外，还可选择适当的变量替换．选择何种变换，这取决于积分区域D的形状与被积函数f（x，y）的具体情况．常可供选择的有：

①极坐标变换．若被积函数形如

[image: alt]

积分区域D是圆域，环域，扇形，扇形环域（如题2（1），（2）），或者D的边界的极坐标方程还比较简单（如题2（3），（4））等可考虑选用极坐标变换．

②平移变换．若区域D有某种对称性（如D为圆，但圆心不在原点），经平移后变成了关于某坐标轴或坐标原点对称的区域且被积函数变成了有奇偶性时，可考虑选用平移变换．如题3（1），（3）．

*③广义极坐标变换或其他变换．

变换x＝arcosβθ，y＝brsinβθ为广义极坐标变换，它的雅可比行列式J＝abβrsinβ－1θcosβ－1θ，其中a，b，β为正的常数（见题5（1））.

若区域D由两组曲线u（x，y）＝a，u（x，y）＝b，v（x，y）＝α，v（x，y）＝β围成，其中a＜b，α＜β为常数，常可考虑作变换

[image: alt]

（见题5（2））．

练习题8.1

8.1.1　计算下列二重积分，并画出积分区域：

（1）[image: alt]所围成的区域；

（2）[image: alt]其中D是0≤x≤1，0≤y≤1所围成的区域；

（3）[image: alt]其中D是[image: alt]所围成的区域；

（4）[image: alt]D是由y＝x2，y2＝x所围成的区域；

（5）[image: alt]D是x＝2，y＝x和xy＝1围成的区域；

（6）[image: alt]D是x3＋y3＝1与两坐标轴围成的区域；

（7）[image: alt]D是由抛物线x＝y2和直线2x－y－1＝0所围成的区域．

8.1.2　将二重积分[image: alt]化为不同顺序的累次积分，其中D为：

（1）以O（0，0），A（2a，0），B（3a，a），D（a，a）为顶点的平行四边形；

（2）区域x2＋y2≤y；

（3）由y＝x2，y＝4－x2围成；

（4）由y＝2x，2y－x＝0及xy＝2在第一象限中的部分所围成．

8.1.3　改变下列二重积分的积分顺序：

（1）[image: alt]

（3）[image: alt]

8.1.4　计算下列累次积分：

（1）[image: alt]

（3）[image: alt]

8.1.5　将二重积分[image: alt]用极坐标表示为累次积分，其中区域D为：

（1）｛（x，y）∣x2＋y2≤by｝（b＞0）；

（2）由y＝x，y＝0和x＝1围成；

（3）由曲线x2＋y2＝4x，x2＋y2＝8x，x＝y及y＝2x所围成．

8.1.6　利用极坐标计算下列二重积分：

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

所围成的区域；

（3）[image: alt]

（4）[image: alt]在第一象限围成的区域；

（5）[image: alt]其中D是由心脏线r＝a（1＋cosθ）与圆周r＝a所围成的区域（区域不包含极点，a＞0）；

（6）[image: alt]

8.1.7　将二重积分[image: alt]表成定积分．

8.1.8　求下列累次积分：

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

8.1.9　求下列二重积分：

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

*（4）[image: alt]

（5）[image: alt]

§2　三重积分

内容提要

1．三重积分的概念

设函数f（x，y，z）在空间有界闭区域Ω上有定义，将Ω任意分成n个小区域∆vi，同时也用∆vi表示第i块小区域的体积（i＝1，2，…，n）．在每个小区域∆vi上任取一点（xi，yi，zi）（i＝1，2，…，n），若极限

[image: alt]

存在（其中λ是各小区域∆vi（i＝1，2，…，n）直径的最大值），则称此极限值为函数f（x，y，z）在区域Ω上的三重积分，记作

[image: alt]

Ω称为积分区域，dv称为体积元素．

三重积分有与二重积分类似的性质，这里不一一列出了．

在以下讨论三重积分的计算时，我们总假设所讨论的被积函数在积分区域上连续或分块连续．

2．利用直角坐标系计算三重积分

①　设Ω是以曲面z＝z1（x，y）为下底，以曲面z＝z2（x，y）（z2（x，y）≥z1（x，y），当（x，y）∈D时）为上顶的正柱体，它在Oxy平面上的垂直投影为区域D，则三重积分的计算可化为先对z求定积分再对x，y求二重积分，即

[image: alt]

在计算[image: alt]时，把x与y看作常数．

②设区域Ω界于平面z＝a与z＝b（a＜b）之间，且对任一个z0∈［a，b］，平面z＝z0与Ω相交的部分是一平面区域D（z0），则三重积分的计算可化为先对x，y求二重积分再对z求定积分，即

[image: alt]

在计算[image: alt]时，把z看作常数．

3．利用柱坐标计算三重积分

在柱坐标变换x＝rcosθ，y＝rsinθ，z＝z下，三重积分的计算公式是

[image: alt]

其中Ω′＝｛（r，θ，z）∣（rcosθ，rsinθ，z）∈Ω｝，dv＝rdrdθdz为体积元素．

常有以下两种情形：

①设积分区域Ω与“2.①”中的相同，且其下底、上顶分别可用柱坐标方程表为：z＝z1（r，θ）及z＝z2（r，θ），则三重积分可化为先对z求定积分再对r，θ求二重积分．即有

[image: alt]

其中rdθdrdz为体积元素．在求

[image: alt]

时，将（r，θ）看作常数．

②当Ω界于半平面θ＝α与θ＝β（α＜β）之间，且对于任一个θ0∈［α，β］，半平面θ＝θ0与Ω相交的部分为平面区域D（θ0）时，三重积分可化为先对r，z求二重积分，再对θ求定积分，即

[image: alt]

时，将θ看作常数．

根据积分区域Ω的形状的特点，还可采用其他的积分次序．

4．利用球坐标计算三重积分

在球坐标变换x＝ρsinφcosθ，y＝ρsinφsinθ，z＝ρcosφφ下，三重积分的计算公式是

[image: alt]

其中

Ω′＝｛（ρ，φ，θ）∣（ρsinφcosθ，ρsinφsinθ，ρcosφ）∈Ω｝，

dv＝ρ2sinφdρdφdθ是体积元素．

常见以下情形：

①当Ω与“3.②”中所述的相同时，三重积分可化为先对φ，ρ求二重积分，再对θ求定积分，即有

[image: alt]

时，把θ看作常数．

②当Ω的边界由平面θ＝θ1，θ＝θ2（θ1＜θ2），圆锥面φ＝φ1，φ＝φ2（φ1＜φ2）及曲面ρ＝ρ1（θ，φ），ρ＝ρ2（θ，φ）（当θ1≤θ≤θ2，φ1≤φ≤φ2时ρ1（θ，φ）≤ρ2（θ，φ））围成时，三重积分可化为先对ρ再对φ，最后对θ求定积分，即有

[image: alt]

时，将θ，φ看作常数，设积分结果为F（θ，φ），再求[image: alt]时将θ看作常数．

也可根据Ω的形状，采用其他的积分顺序．

5．利用平移变换计算三重积分

在平移变换u＝x－a，v＝y－b，w＝z－c下，三重积分的计算公式是

[image: alt]

其中Ω′＝｛（u，v，w）∣（u＋a，v＋b，w＋c）∈Ω｝．

*6．三重积分的变量替换公式

设f（x，y，z）在有界闭区域Ω连续，作变换

x＝x（u，v，w），y＝y（u，v，w），z＝z（u，v，w），

使满足：

①把直角坐标系O′uvw中的区域Ω′一一对应地变到直角坐标系Oxyz中的区域Ω．

②变换中的函数在Ω′上有连续的一阶偏导数．

③雅可比行列式

[image: alt]

则有公式

[image: alt]

与二重积分的变量替换公式类似，上述条件也可稍放宽．

7．对称性问题

当积分区域Ω关于坐标面Oxy对称时，若被积函数f（x，y，z）关于z是偶函数，即

f（x，y，-z）＝f（x，y，z）

时，则有　　[image: alt]

其中Ω上是区域Ω在Oxy平面之上方的部分，当f（x，y，z）关于z是奇函数，即

f（x，y，-z）＝-f（x，y，z）

时，则　　[image: alt]

当Ω关于其他坐标面对称时，有类似的结论

典型例题分析

一、利用直角坐标系计算三重积分

1．求积分

[image: alt]

其中Ω为由三个坐标平面和平面x＋y＋z＝1所围的区域．

解　Ω的图形见图8.16．它是以平面z＝0及z＝1－x－y分别为下底、上顶的柱体，在Oxy平面上的投影区域D为由坐标轴x＝0，y＝0及直线x＋y＝1所围成的三角形．所以

[image: alt]

2．求[image: alt]xydv，其中Ω是由曲面z＝xy，z＝0，x＋y＝1所围成的区域．

解　Ω的图形不易画出，可以不必画出Ω的图形．只需注意：Ω由上、下曲面z＝xy与z＝0及柱面x＋y＝1围成．z＝xy与Oxy平面的交线是x轴与y轴，于是Ω在Oxy平面的投影区域是

[image: alt]

图　8.16

[image: alt]

图　8.17

D＝｛（x，y）∣x＋y≤1，x≥0，y≥0｝

（图8.17）.Ω可表为

Ω＝｛（x，y，z）∣0≤z≤xy，（x，y）∈D｝.

[image: alt]

3．[image: alt]其中Ω为单位球：x2＋y2＋z2≤1.

解　Ω关于坐标面Oxy对称，且z为奇函数，z2为偶函数，所以

[image: alt]

可用两种不同的积分顺序求积：

先对z求定积分．

[image: alt]

或先对x，y求二重积分：

[image: alt]

由于求二重积分[image: alt]z2dxdy时，将z看作常数，所以被积函数z2可提出积分号之外．又积分区域是以[image: alt]为半径的圆，注意到[image: alt]区域D的面积，有

[image: alt]

注　计算三重积分[image: alt]时，因被积函数与x，y无关，若

Ω｛（x，y，z）∣a≤z≤b，（x，y）∈D（z）｝，

其中D（z）（D（z0）是Ω被平面z＝z0截得的区域）的面积已知，为S（z），于是选用先二后一（即先对xy求二重积分再对z求一重积分）的计算公式是＋分方便的，即

[image: alt]

二、利用柱坐标计算三重积分

4．用柱坐标计算三重积分

[image: alt]

解　由积分限可看出积分区域Ω如图8.18所示．所以

[image: alt]

[image: alt]

图　8.18

[image: alt]

图　8.19

5．[image: alt]其中Ω是由2z＝x2＋y2，z＝2所围成的区域．

解　Ω的图形见图8.19．它在Oxy平面上的投影区域D的边界线是曲面2z＝x2＋y2与z＝2的交线在Oxy平面上的投影，所以D的边界线的方程可由上述两曲面方程中消去z而得到．即为

x2＋y2＝4，z＝0.

我们用柱坐标系进行计算．可按下列两种不同的次序积分：

先对z求定积分再对r，θ求二重积分．

[image: alt]

也可先对r，θ求二重积分，最后对z求定积分．

因为对任意z0∈［0，2］，Ω与平面z＝z0的交是平面区域D（z0）：x2＋y2≤2z0（见图8.20）．所以

[image: alt]

[image: alt]

图　8.20

[image: alt]

图　8.21

6．[image: alt]其中Ω是由x2＋y2≤1，-1≤z≤1所围的区域．

解　积分区域是圆柱体（见图8.21），自然想到用柱坐标系．从下面的计算可看出，采用不同的积分顺序，积分的繁简程度的差别很大．

先对z求定积分：

[image: alt]

[image: alt]

是瑕积分，利用瑕积分的定义以及分部积分法和换元积分法，可算出

[image: alt]

同理可算出

[image: alt]

代入得

[image: alt]

这里计算[image: alt]的过程较长，我们未详细写出．由此看出，采用这个积分顺序的计算量大．但若采用另一个积分顺序，情况就不同了．

先对r，θ求二重积分，最后对z求定积分：

[image: alt]

比较上述两种不同的积分顺序，第二种比第一种简便．由此可看出选择适当的积分顺序的重要性．

还需指出的是，在求累次积分

[image: alt]

时，由于内层积分

[image: alt]

的被积函数与积分上、下限都与θ无关，所以对θ积分时它可提到积分号之外，即有

[image: alt]

评注1　上述计算中用到了积分公式

[image: alt]

评注2　一般说来，当累次积分的所有的积分限都是常数，且被积函数可以分离时，累次积分就等于定积分的乘积，即有

[image: alt]

以及

[image: alt]

这里a，b，c，d，α，β均为常数．

三、利用球坐标计算三重积分

7．[image: alt]其中Ω是区域：

x2＋y2＋z2≤1.

解　积分区域是球体，所以采用球坐标系．与第6题类似，采用不同的积分顺序，计算的繁简程度有很大的差别．

若先对ρ再对φ，θ求积，则

[image: alt]

显然，直接计算这个累次积分是较麻烦的，我们不再往下做了．

从被积函数的表达式看出，若先对φ求积，就较简便．事实上，

[image: alt]

[image: alt]

8．[image: alt]其中Ω为抛物体2az≥x2＋y2（a＞0）与球体x2＋y2＋z2≤3a2的公共部分．

解　Ω的形状如图8.22所示．

[image: alt]

图　8.22

由于Ω关于Oxz平面对称，而xy，yz关于y是奇函数，所以

[image: alt]

又Ω关于Oyz平面也对称，而xz关于x是奇函数，所以有

[image: alt]

利用球坐标系计算．这时两边界曲面的方程分别为[image: alt][image: alt]由这两方程中消去ρ得

[image: alt]

即　　[image: alt]

由此解出[image: alt]这就是两曲面交线上的点必须满足的方程．令φ0＝arccos[image: alt]，则由图8.22看出，当0≤φ≤φ0时，边界面的方程为[image: alt]时，边界面的方程为[image: alt]所以用分块积分法得

[image: alt]

四、选择适当变换求下列三重积分

9．求下列三重积分：

*（1）[image: alt]

*（2）[image: alt]其中Ω由x＝az2，x＝bz2（z＞0，0＜a＜b），x＝αy，x＝βy（0＜α＜β）以及x＝h（＞0）围成；

（3）[image: alt]其中

[image: alt]

解　（1）积分区域为椭球体又被积函数只依赖于[image: alt]故选用广义球坐标变换

x＝aρsinφcosθ，y＝bρsinφsinθ，z＝cρcosφ

比较方便．由于

[image: alt]

相应的Ω′: 0≤ρ≤1，0≤φ≤π，0≤θ≤2π．于是

[image: alt]

（2）积分区域由曲面

[image: alt]

围成，故选用变换

[image: alt]

则Ω变成Ω′: 0≤u≤h，a≤v≤b，α≤w≤β，并易解得

[image: alt]

易求得

[image: alt]

（3）将Ω改写成

[image: alt]

作平移变换[image: alt]则Ω变成

[image: alt]

五、化简三次累次积分

10．化累次积分[image: alt]为定积分．

解　这是三重积分的累次积分，不必画出或想象三重积分的积分区域．只需将它看成是先二后一的积分公式

[image: alt]

D（x）是Oyz平面上的一个区域，见图8.23.

[image: alt]

图　8.23

[image: alt]

图　8.24

先对其中的二重积分改变积分顺序得

[image: alt]

[image: alt]

其中D如图8.24所示，再交换积分顺序得

[image: alt]

评注　若交换积分顺序可以简化三次累次积分时，常可用如下方法：把累次积分看成是三重积分的先一后二或先二后一的积分公式，然后对其中的二重积分进行交换积分顺序．

本节小结

怎样求三重积分[image: alt]及简化计算问题．

与计算二重积分类似要注意以下问题：

1．选择积分顺序．公式（2.1）与公式（2.2）有不同的积分顺序，分别是先一（先求一重积分）后二（后求二重积分）与先二后一的情形．它们所对应的区域Ω分别是柱形长条区域与截面已知的区域．有时积分区域Ω既是柱形长条区域又是截面已知的区域，那么结合被积函数就要选择合适的积分顺序以便于简化计算．见题2，题3和它的“评注”．

2．利用分块积分法．将积分区域Ω分解成Ω＝Ω1∪Ω2，然后用[image: alt]这就是三重积分的分块积分法．使用分块积分法的常见情形与二重积分类似．见题8．该例作了球坐标变换后对应的积分区域的边界是分块表示的情形．因此要用分块积分法．

3．注意利用区域关于坐标平面的对称性或原点的对称性与被积函数的奇偶性来简化三重积分的计算．如题3，题8等．

4．注意利用：[image: alt]的体积．当积分区域Ω的体积已知时，则可直接得[image: alt]的体积，其中k为常数．

5．选择变量替换．除了在直角坐标系中计算三重积分外，还可选择适当的变量替换．常可供选择的有：

①柱坐标变换．若Ω是旋转体，如柱体，锥体，旋转抛物体等，被积函数形如xnymf（x2＋y2），xnzmf（x2＋z2）等等，可考虑选用柱坐标变换，如题4，题5，题6.

②球坐标变换．若Ω是球体，锥体或它们的一部分，被积函数形如xnymzlf（x2＋y2＋z2），可考虑选用球坐标变换，如题7，题8．

③平移变换．若区域Ω有某种对称性（如Ω为球体，球心不在原点），经平移后变成了关于坐标平面对称的区域且被积函数变成有奇偶性时，可考虑选用平移变换，如题9（3）．

④广义球坐标变换或其他变换．

变换x＝aρsinφcosθ，y＝bρsinφsinθ，z＝cρcosφ为广义球坐标变换，它的雅可比行列式J＝abcρ2sinφ，其中a，b，c为正的常数．

若区域Ω由两组曲面u（x，y，z）＝a1，u（x，y，z）＝b1，v（x，y，z）＝a2，v（x，y，z）＝b2，w（x，y，z）＝a3，w（x，y，z）＝b3围成，其中ai＜bi（i＝1，2，3）为常数，常考虑作变换

[image: alt]

在此变换下，Oxyz空间中的区域Ω变成Ouvw空间中的长方体Ω′: a1≤u≤b1，a2≤v≤b2，a3≤w≤b3，并注意

[image: alt]

练习题8.2

8.2.1　求下列三重积分：

[image: alt]所围成的区域；

[image: alt]其中Ω是由z＝xy，y＝x，x＝1，z＝0所围成的区域；

[image: alt]其中Ω是由x2＋y2≤2z，z≤2所围成的区域；

[image: alt]其中Ω是由平面z＝0和椭球面[image: alt]的上半部分所围成的区域．

8.2.2　求下列三重积分：

[image: alt]其中Ω为球体x2＋y2＋z2≤R2和x2＋y2＋z2≤2Rz的公共部分；

[image: alt]Ω是x2＋y2＋z2＝1，x＝0，y＝0，z＝0所围成的区域；

[image: alt]Ω是x2＋y2＝z2，z＝1所围成的区域；

[image: alt]Ω是区域x2＋y2＋z2≤2az；

[image: alt]Ω是区域x2＋y2≤2z，z≤2；

[image: alt]其中Ω是由a2≤x2＋y2＋z2≤b2，z≥0所围成的区域．

8.2.3　求下列三重积分：

[image: alt]1≤x＋y≤2，x≥0，y≥0，0≤z≤3；

[image: alt]Ω由半球面x2＋y2＋z2＝2z（z≥1）与锥面z＝[image: alt]

[image: alt]1围成；

[image: alt]xy＝c，xy＝d，y＝αx，y＝βx围成，其中0＜a＜b，0＜c＜d，0＜α＜β.

8.2.4　求下列累次积分：

[image: alt]

§3　重积分的应用

内容提要

1．重积分的几何应用

（1）平面图形的面积

Oxy平面上区域D的面积

[image: alt]

若D＝｛（x，y）｜a≤x≤b，φ1（x）≤y≤φ2（x）｝，则

[image: alt]

若D的极坐标表示：α≤θ≤β，r1（θ）≤r≤r2（θ），则

[image: alt]

（2）空间区域的体积

Oxyz空间中区域Ω的体积

[image: alt]

若Ω＝｛（x，y，z）｜z1（x，y）≤z≤z2（x，y），（x，y）∈D｝，其中D是Ω在Oxy平面上的投影区域，则

[image: alt]

若Ω＝｛（x，y，z）｜α≤z≤β，（x，y）∈D（z）｝，其中D（z）是过z轴上点z∈［α，β］垂直于z轴的平面与Ω相交所得平面区域，则

[image: alt]

其中S（z）是D（z）的面积．

（3）曲面的面积

设曲面S在Oxy平面上的投影是区域D，S的方程为

z＝f（x，y），（x，y）∈D，

则S的面积可按下列二重积分计算：

[image: alt]

其中f（x，y）在区域D有连续的偏导数．

2．重积分的物理应用

（1）物体的质量与重心坐标

设有一物体，它占据空间区域Ω，在点（x，y，z）处的密度是ρ（x，y，z）．则此物体的重心坐标[image: alt]可由下列三重积分表出：

[image: alt]

其中M为该物体的质量，可按下列三重积分计算：

[image: alt]

（2）物体的转动惯量

设一物体占有空间区域Ω，密度为ρ（x，y，z），则它对原点、各坐标轴及各坐标平面的转动惯量分别为

[image: alt]

（3）物体的引力

设一物体占有空间区域Ω，密度为ρ（x，y，z），则它对位于Ω之外的一点M（x0，y0，z0）处的单位质量的引力F＝｛Fx，Fy，Fz｝可按下列公式计算：

[image: alt]

其中[image: alt]k为常数，Fx，Fy，Fz为向量F的三个分量．

典型例题分析

一、求平面图形的面积与空间区域的体积

1．求心脏线

r＝a（1＋cosθ）　（a＞0，0≤θ≤2π）

所围的面积．

[image: alt]

图　8.25

解　在一元函数中已求过这个面积．现在可用二重积分来求．由二重积分的几何意义可知，平面区域D的面积在数值上等于二重积分[image: alt]所以所求面积为

[image: alt]

其中D为心脏线所围的区域．由于D关于Ox轴对称，被积函数1对y为偶函数，所以

[image: alt]

利用极坐标，有

[image: alt]

2．求由抛物线y2＝10x＋25和y2＝-6x＋9所围成的区域的面积．

解　我们仍用公式

[image: alt]

现在所给区域由两曲线所围成，且关于Ox轴对称（见图8.26）．在Ox轴上方，两曲线相交于点[image: alt]所以

[image: alt]

[image: alt]

图　8.26

[image: alt]

图　8.27

3．求由az＝y2，x2＋y2＝R2，z＝0（a＞0，R＞0）所围立体的体积．

解　所求立体是以曲面[image: alt]为顶，平面z＝0为底的柱体，它在Oxy平面上的投影为圆x2＋y2＝R2（见图8.27）．由二重积分的几何意义知，所求体积

[image: alt]

二、求曲面的面积

4．求由半球面[image: alt]及旋转抛物面x2＋y2＝2az所围成的立体的表面积．

解　所论立体的图形见图8.28，这两曲面的交线是

[image: alt]

于是该立体在Oxy平面上的投影区域D为x2＋y2≤2a2．其表面由半球面及旋转抛物面两部分组成．在球面上，有

[image: alt]

[image: alt]

图　8.28

于是　　[image: alt]

在旋转抛物面上，有

[image: alt]

于是　　[image: alt]

所求表面积为

[image: alt]

5．求锥面[image: alt]被柱面x2＋y2＝2x割下部分的曲面面积．

解　所论曲面在Oxy平面上的投影区域D为

x2＋y2≤2x.

在锥面上，

[image: alt]

[image: alt]

所以所求曲面面积

[image: alt]

（因为D是半径为1的圆，D的面积为π）.

三、求物体的质量与重心

6．求边长为a的正方形薄板的质量与重心．设薄板上每一点的密度与该点到正方形顶点之一的距离成正比，在正方形的中心处，密度为ρ0.

[image: alt]

图　8.29

解　取所论顶点为坐标原点，该顶点的两个邻边分别为x轴及y轴（见图8.29），则正方形内任一点（x，y）处的密度为ρ（x，y）＝[image: alt]又已知当[image: alt]代入上式即可定出[image: alt]于是正方形薄板的质量

[image: alt]

利用极坐标

[image: alt]

所以　　[image: alt]

又

[image: alt]

[image: alt]前面已算出，又

[image: alt]

所以

[image: alt]

于是

[image: alt]

由对称性知：[image: alt]

7．设球体x2＋y2＋z2≤2Rz（R＞0）上任一点处的密度在数量上等于此点到坐标原点之距离的平方，求该球体的重心坐标．

[image: alt]

图　8.30

解　球体的图形见图8.30．由题知体密度

ρ（x，y，z）＝x2＋y2＋z2，

所以

[image: alt]

利用球坐标变换，球面的球坐标方程为ρ＝2Rcosφ，于是，

[image: alt]

[image: alt]

由对称性可看出[image: alt]

[image: alt]

重心坐标为[image: alt]

8．求位于第一卦限中的部分椭球体

[image: alt]

的重心坐标，设椭球体是均匀的．

解　所谓均匀物体，是指物体各处的密度都相等，即ρ（x，y，z）≡ρ0，其中ρ0为常数．

先求Ω的质量．由于Ω的截面面积已知，我们得

[image: alt]

其中D（z）是截面区域：[image: alt]由椭圆面积公式得D（z）的面积

[image: alt]

于是

[image: alt]

同理可求

[image: alt]

由对称性可知

[image: alt]

评注　这里积分区域是椭球体的一部分，所以宜用广义球坐标（ρ，θ，φ）（若熟悉广义球坐标变换的话）．在广义球坐标之下，所给椭球面的方程为

ρ2＝1　即　ρ＝1．

又不难看出，φ与θ的变化范围都是［0，π／2］，所以

[image: alt]

又由于所讨论的物体是均匀的，因而其质量等于其体积乘密度，而椭球的体积为[image: alt]所以所论物体的质量为

[image: alt]

四、求物体的转动惯量

9．求质量为M的均匀椭圆柱体：[image: alt]对各坐标轴的转动惯量．

[image: alt]

图　8.31

解　所给椭圆柱体的体积为πabh，所以其密度为[image: alt]椭圆柱体在Oxy平面上的投影区域D为椭圆[image: alt]（见图8.31）．

[image: alt]

由对称性可知

[image: alt]

[image: alt]

评注　若熟悉广义极坐标变换，该例中先对z积分化为二重积分后，用广义极坐标变换来计算是简单的．令

x＝arcosθ，y＝brsinθ，

则　　　　　　　D＝｛（r，θ）∣0≤θ≤2π，0≤r≤1｝，

于是　　[image: alt]

10．证明等式

[image: alt]

其中Il为物体对轴l的转动惯量，[image: alt]为对平行于l轴并且通过物体重心的轴[image: alt]的转动惯量，d为两轴间的距离，M是物体的质量．

[image: alt]

图　8.32

证　取轴l为Oz轴，并按右手系建立坐标系Oxyz．设物体占有空间位置Ω，物体的重心坐标为[image: alt]（见图8.32），则根据已知条件，有

[image: alt]

这时，物体对轴[image: alt]的转动惯量可表为

[image: alt]

五、质点对物体的引力

11．证明：均匀球体对球外一质点P的引力，等于将该球的全部质量都集中于球心时，球心对该质点的引力．

[image: alt]

图　8.33

证　设球的半径为R，密度为ρ．现以球心为原点建立坐标系Oxyz，并使Oz轴通过质点P（见图8.33）．设P的坐标为（0，0，h），有h＞R．不妨设P为单位质点．由对称性可知Fx＝Fy＝0，而

[image: alt]

这里宜用柱坐标系，且采用先对θ，r求二重积分再对z求定积分的积分顺序，有

[image: alt]

其中区域D（z）为圆域：x2＋y2≤R2－z2，z∈［-R，R］．因而二重积分

[image: alt]

又利用分部积分，有

[image: alt]

又该球体的全部质量为[image: alt]质点到球心的距离为h．所以∣Fz∣等于当全部质量集中于球心时，球心对质点的引力的绝对值，显然，所论两引力的方向也是一致的．
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1．求空间区域的体积的关键是要弄清它的投影区域或截面区域，余下就是套公式．

2．求空间曲面面积的关键也是要弄清投影区域，余下的也是套公式．

3．若曲面由两块不同的曲面组成，为求区域或曲面的投影区域首先必须求两曲面的交线，然后得到投影区域．见题4．

4．利用二重或三重积分解决相应类型物体的质量、重心、转动惯量、对质点的引力等问题，其基本思路是相同的：

①首先知道n个质点组成的质点系的质量、重心、转动惯量、对质点的引力等；

②把相应的物体分割，近似看成n个质点组成的质点系，求出这些量的近似值；

③无限细分，令n→+∞就得到这是量的积分表示式．

这些步骤可以用微元法代替，余下的就是计算相应的积分．

练习题8.3

8.3.1　求椭圆

（y－x）2＋x2＝1

所围区域的面积．

8.3.2　求下列曲面所界的体积：

（1）x2＋y2＋z2＝4，x2＋y2＝3z；

（2）z＝x2＋y2，y＝1，y＝x2，z＝0；

（3）z＝x2＋y2，z＝2x2＋2y2，y＝x，y＝x2；

（4）z＝x＋y，z＝xy，x＋y＝1，x＝0，y＝0；

（5）[image: alt]

（6）x2＋y2＝2ax，z＝αx，z＝βx（a＞0，α＞β＞0）；

（7）2az＝x2＋y2，x2＋y2－z2＝a2，z＝0（a＞0）；

（8）z＝xy，x＋y＋z＝1，及坐标面Oxz与Oyz围成的位于第一卦限中的立体．

8.3.3　求曲面x2＋y2＋z2＝a2在圆柱x2＋y2＝ax内那部分的面积．

8.3.4　求圆柱x2＋y2＝ax在x2＋y2＋z2＝a2内那部分的面积．

8.3.5　求曲面z2＝2xy被平面x＋y＝1，x＝0，y＝0所截下的那部分的面积．

8.3.6　求球面x2＋y2＋z2＝a2为平面[image: alt]所截下部分的曲面面积．

8.3.7　设物体占据空间区域Ω：0≤x≤1，0≤y≤1，0≤z≤1，在点M（x，y，z）处的密度ρ＝x＋y＋z，求物体的质量与重心．

8.3.8　物体呈半球形x2＋y2＋z2≤a2，z≥0，在点（x，y，z）处的密度与该点到球心的距离成正比，求此物体的重心．

8.3.9　求由椭圆抛物面y2＋2z2＝4x与平面x＝2所围成的均匀立体的重心．

8.3.10　求由曲面

[image: alt]

与平面z＝c所围的均匀物体的重心．

8.3.11　薄板占据Oxy平面上的区域D，点（x，y）处的面密度为ρ＝ρ（x，y）．问：垂直于Oxy平面的轴通过Oxy平面上哪一点时，薄板对此轴的转动惯量最小？

8.3.12　求高为h，底面半径为a，密度为ρ的均匀圆锥体关于底面直径的转动惯量．

8.3.13　求均匀椭球体

[image: alt]

对三个坐标面的转动惯量．

8.3.14　求由曲面[image: alt]所围的均匀物体关于Ox轴与Oz轴的转动惯量．

8.3.15　设有一球体，半径为R，质量为M，它在各点处的密度与该点到球心的距离成正比，求它对其直径的转动惯量．

8.3.16　设有一柱壳，它由两个柱面x2＋y2＝4，x2＋y2＝9和两个平面z＝0，z＝4所围成．密度均匀为ρ，求它对位于原点质量为m的质点的引力．

8.3.17　设有一半球壳，它由x2＋y2＋z2＝R2，x2＋y2＋z2＝r2（r＜R）和平面z＝0所围成，密度均匀为ρ，求它对位于原点质量为m的质点的引力．

8.3.18　求高为h，顶角为2α的均匀圆锥体对位于它的顶点具有单位质量的质点的引力．


第九章　曲线积分与格林公式

§1　曲线积分的概念与计算

内容提要

1．第一型曲线积分

（1）第一型曲线积分的概念

设C是Oxy平面上的光滑或分段光滑曲线段，f（x，y）是定义在C上的函数，将C任意分为n段，在第i段上任取一点（ξi，ηi），作和式

[image: alt]

其中∆si为第i段的弧长．令最大的弧长λ趋向于零，若极限

[image: alt]

存在，则称此极限为函数f（x，y）沿曲线C的第一型曲线积分（也称为对弧长的曲线积分），记作

∫cf（x，y）ds，

C称为积分路径，f（x，y）称为被积函数，ds称为弧微分或弧微元．

当曲线C的线密度为ρ（x，y）时，则其质量M可表为第一型曲线积分，即

M＝∫cρ（x，y）ds.

特别，当线密度为1时，∫c1ds＝曲线C的弧长．

（2）可积性与性质

可积性.∫cf（x，y）ds存在，称f（x，y）在C可积．f（x，y）在C可积⇒f（x，y）在C有界．若f（x，y）在C连续（或有界并分段连续），则f（x，y）在C可积．

性质．设f（x，y），g（x，y）在C可积，则

①∫c ［af（x，y）＋bg（x，y）］ds＝a∫cf（x，y）ds＋b∫cg（x，y）ds，其中a，b为任意常数．

②∫cf（x，y）ds＝∫c1f（x，y）ds＋∫c2f（x，y）ds，其中曲线C由C1，C2连接组成．

③第一型曲线积分与积分路径的方向无关．

（3）计算公式

若曲线C的参数方程是

x＝φ（t），　y＝ψ（t）（α≤t≤β），

又φ′（t），ψ′（t）在［α，β］上连续，φ′2（t）＋ψ′2（t）≠0，f（x，y）在C上连续，则第一型曲线积分可按下列公式计算：

[image: alt]

特别地，当曲线C的方程是y＝g（x）（a≤x≤b），且g′（x）在［a，b］上连续时，则

[image: alt]

可以类似地定义三元函数f（x，y，z）沿空间曲线C的第一型曲线积分．设C的参数方程为

x＝φ（t），y＝ψ（t），z＝χ（t）（a≤t≤β）

且φ′（t），ψ′（t），χ′（t）在［a，β］上连续，φ′2（t）＋ψ′2（t）＋χ′2（t）≠0，f（x，y，z）在C连续，则

[image: alt]

2．第二型曲线积分

（1）第二型曲线积分的概念

设分段光滑的有向平面曲线段C以A为起点，B为终点．向量函数

F（x，y）＝P（x，y）i＋Q（x，y）j

定义在曲线C上．设分点Mi（xi，yi，zi）（i＝0，1，…，n）从A到B将C任意分为n个小弧段，在第i段上任取一点（ξi，ηi），作和数

[image: alt]

其中∆xi，∆yi为向量[image: alt]的两个分量．令最大的弧段长λ趋于零，若极限

[image: alt]

存在，则称此极限为向量函数F（x，y）沿曲线C的从A到B的第二型曲线积分（也称为对坐标的曲线积分），记作

[image: alt]

[image: alt]称为积分路径．

变力F（x，y）＝P（x，y）i＋Q（x，y）j沿曲线C从A到B的功W可表成为第二型曲线积分：

[image: alt]

（2）性质

[image: alt]G·ds存在，则

①第二型曲线积分与积分路径的方向有关，当积分路径的方向改变为反方向时，积分值就变号，即有

[image: alt]

②[image: alt]其中a，b为任意常数．

③当积分路径[image: alt]分成两段[image: alt]的方向与[image: alt]的一致时，则有

[image: alt]

（3）计算公式

若有向曲线C的参数方程是x＝φ（t），y＝ψ（t），且当参数t从α变到β时，点（x，y）＝（φ（t），ψ（t））沿C从A变到B，又φ′（t），ψ′（t）在α，β之间连续，φ′2（t）＋ψ′2（t）≠0，P（x，y），Q（x，y）在曲线C上连续，则第二型曲线积分可按下列公式计算：

[image: alt]

注意，在上式中不一定有α＜β，即有时也可能α＞β.

特别当曲线C的方程为y＝y（x），且当x从a到b时，点（x，y（x））沿C从A到B，则

[image: alt]

可以类似地定义空间矢量

F（x，y，z）＝｛P（x，y，z），Q（x，y，z），R（x，y，z）｝

沿空间曲线C从A到B的第二型曲线积分，其计算公式也类似．

当有向曲线[image: alt]的参数方程为

x＝φ（t），y＝ψ（t），z＝ξ（t）

（当t从α变到β时点（x，y，z）＝（φ（t），ψ（t），ξ（t））沿C从A变到B），又φ′（t），ψ′（t），ξ′（t）在α，β间连续，φ′2（t）＋ψ′2（t）＋ξ′2（t）≠0．P（x，y，z），Q（x，y，z），R（x，y，z）在曲线C上连续，则

[image: alt]

3．两类曲线积分的联系

[image: alt]是分段光滑曲线，两类曲线积分有如下关系：

[image: alt]

其中cosα，cosβ是曲线弧[image: alt]沿从A到B方向的切线的方向余弦，P，Q是[image: alt]上的连续函数．对空间曲线有类似公式．

典型例题分析

一、求第一型曲线积分

1．[image: alt]其中C为椭圆周[image: alt]位于第一象限的部分（见图9.1）.

解法1　C的方程为

[image: alt]

所以

[image: alt]

[image: alt]

解法2　C的参数方程为

x＝ acost，y＝bsint（0≤t≤π/2），

[image: alt]

[image: alt]

图　9.1

[image: alt]

图　9.2

2．求[image: alt]其中C为双纽线r2＝a2cos2θ的右面的一瓣（见图9.2）.

解　将θ看作参数，C的参数方程为

x＝r（θ）cosθ，y＝r（θ）sinθ，

[image: alt]

[image: alt]

二、求第二型曲线积分

3．求[image: alt]其中[image: alt]为自点A（2，3，4）到点B（3，5，7）的直线段．

[image: alt]所以直线段[image: alt]的参数方程为

x＝t＋2，y＝2t＋3，z＝3t＋4（0≤t≤1）.

[image: alt]

4．求[image: alt]其中C为圆周x2＋y2＋z2＝a2，y＝xtanα（0＜α＜π/2），从Ox轴的正向看去，圆周沿逆时针方向（见图9.3）.

解　将y＝xtanα代入球面方程，得

[image: alt]

所以C的参数方程为

[image: alt]

[image: alt]

图　9.3

[image: alt]

图　9.4

5．求[image: alt]其中C为球面x2＋y2＋z2＝1在第一卦限部分的边界线，方向为A→B→C→A，其中A＝（1，0，0），B＝（0，1，0），C＝（0，0，1）（见图9.4）.

[image: alt]这三段曲线段组成，因而原积分等于在这三曲线段上的积分之和．

由于[image: alt]是平面Oxy上的曲线段，所以其参数方程为

[image: alt]

[image: alt]

同理可算出在[image: alt]两曲线段上的积分也都等于-4/3，因而原积分等于-4，即

∫C（y2－z2）dx＋（z2－x2）dy＋（x2－y2）dz＝-4.

三、利用曲线的对称性与被积函数的奇偶性计算曲线积分

6．[image: alt]其中C是正方形｜x｜＋｜y｜＝a（a＞0）的边界（见图9.5.当积分路径C是闭曲线时，习惯上将积分号“∫”写成[image: alt]

解　此积分路径C是关于Ox轴（Oy轴）对称的正方形边界（见图9.5），而被积函数f（x，y）＝xy关于y（关于x）为奇函数，与二重积分类似，我们有

[image: alt]

评注　与二重积分类似，当积分路径关于Ox轴（或Oy轴）对称时，若被积函数关于y（或x）是奇函数，则第一型曲线积分为零；若被积函数关于y（或x）是偶函数，则有

∫cf（x，y）ds＝2∫c1f（x，y）ds，

其中曲线段C1是曲线段C在Ox轴上方（或Oy轴的右方）的部分．

题2中，曲线C关于x轴对称，被积函数y关于y为奇函数，于是立即可得

∫c（x＋y）ds＝∫cxds.

[image: alt]

图　9.5

[image: alt]

图　9.6

7．[image: alt]其中C为星形线x2/3＋y2/3＝a2/3（见图9.6）.

解　由于曲线C关于x，y轴均对称，被积函数关于y，x均为偶函数，所以

[image: alt]

其中C1是曲线C在第一象限中的部分．又星形线的参数方程为

x＝acos3t，y＝asin3t　（0≤t≤2π），

由此可算出

ds＝3a｜costsint｜dt.

因而

[image: alt]

8．设有光滑的两平面曲线段

C1: y＝g（x）（0＜a≤x≤b）

及

C2: y＝-g（-x）（-b≤x≤-a），

[image: alt]

图　9.7

它们关于坐标原点对称（见图9.7）．又设连续函数P（x，y），Q（x，y）都是分别关于x，y的偶函数，即有

P（-x，y）＝P（x，y），

P（x，-y）＝P（x，y），

Q（-x，y）＝Q（x，y），

Q（x，-y）＝Q（x，y）.

试证明下式成立：

[image: alt]

这里C1与C2的指向或都沿逆时针方向，或都沿顺时针方向．

证　不妨设C1，C2的指向都沿逆时针方向．于是

[image: alt]

因而（1.1）式成立．

注　题8中所论证的结论也可叙述成：设光滑或分段光滑的有向曲线C关于原点对称，又连续函数P（x，y），Q（x，y）都是分别关于x，y的偶函数，则[image: alt]

9．[image: alt]其中C为单位圆周x2＋y2＝1，取逆时针方向．

解　由于圆周C关于原点对称，又这里P（x，y）＝Q（x，y）＝[image: alt]它们关于x与y都是偶函数．由题8知，

I＝∫cP（x，y）dx＋Q（x，y）dy＝0.

四、曲线积分的应用

10．若椭圆周[image: alt]上任一点（x，y）处的线密度为｜y｜，求椭圆周的质量（其中0＜b＜a）．

解　所求质量

[image: alt]

椭圆周的参数方程为x＝acost，y＝bsint（0≤t≤2π），由此可算出[image: alt]设C1是位于第一象限中的椭圆周的一部分，由对称性知

[image: alt]

[image: alt]

11．求均匀摆线弧x＝a（t－sint），y＝a（1－cost）（0≤t≤π）的重心（见图9.8）．

解　不妨设密度ρ＝1，于是

[image: alt]

又不难求出

[image: alt]

所以重心坐标为

[image: alt]

[image: alt]

图　9.8

[image: alt]

图　9.9

12．椭圆周x＝acost，y＝bsint上每一点M（x，y）处有作用力F（x，y），其方向向着椭圆中心，其模等于从点M到椭圆中心的距离．

（1）求当质点M沿椭圆周在第一象限中的弧从点A（a，0）移动到点B（0，b）时，力F（x，y）所做的功（见图9.9）.

（2）求点M沿椭圆周正向一周时，力F（x，y）所做的功．

解　由于F（x，y）的方向向着原点，因而F＝k｛-x，-y｝，其中常数k＞0．又由[image: alt]可推出k＝1．于是F＝｛-x，-y｝.

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

五、两类曲线积分之间的关系

13．设C是Oxy平面上光滑定向曲线，n是C上任意点的单位法向量，沿C的方向n指向右侧．P，Q是C上连续函数．求证：

∫cPdy－Qdx＝∫c［Pcos〈n，i〉＋Qcos〈n，j〉］ds.

证　由第一、二型曲线积分的关系

∫cPdy－Qdx＝∫c［Pcos〈[image: alt]，i〉－Qcos〈[image: alt]，i〉］ds.

其中[image: alt]是C的切向量，指向曲线方向．

注意：〈[image: alt]，j〉＝〈n，i〉，〈[image: alt]，i〉＝π－〈n，j〉，见图9.10．因此

[image: alt]

[image: alt]

图　9.10

本节小结

1．直接求第一、二型曲线积分的基本方法是：若曲线由参数方程给出，则直接套公式化为定积分，若曲线由其他形式的方程给出，则先求出曲线的参数方程，然后套公式．套公式时，对一型积分要计算[image: alt]对二型积分要计算dx＝x′（t）dt，dy＝y′（t）dt．确定积分限时要确定参数t的变化范围，但要注意，对一型曲线积分，积分下限总是≤积分上限，对二型积分来说，定积分的上、下限分别对应曲线终点与起点的参数值．要利用对称性以简化计算，但要注意：对第一型曲线积分有与二重积分类似的对称，但对二型曲线积分有所不同，见题8．又如平面曲线C关于x轴对称，则

[image: alt]

2．关于第一型线积分有与二、三重积分类似的应用．只要掌握了微元法，就容易把求空间物体的质量、重心、对坐标轴的转动惯量，对质点的引力等公式转变成曲线型物体的质量、重心、对坐标轴的转动惯量，对质点的引力等公式．写出公式后余下的就是曲线积分的计算，并注意利用对称性．

3．第二型线积分的主要应用是求变力所做的功．关键是先求出变力F，只需按题意分别求出力F的大小｜F｜及它的方向l0（｜l0｜＝1）:F＝｜F｜l0．余下的就是计算相应的第二型线积分[image: alt]

练习题9.1

9.1.1　求∫cxyds，其中C是椭圆周[image: alt]位于第一象限中的那部分．

9.1.2　求∫c（x2＋y2）ds，其中C为曲线x＝a（cost＋tsint），y＝a（sint－tcost）（0≤t≤2π）．

9.1.3　求∫c（x＋y）ds，其中C为以O（0，0），A（1，0）和B（0，1）为顶点的三角形的边界．

9.1.4　[image: alt]其中C为圆周x2＋y2＝ax.

9.1.5　求∫cxds，其中C为双曲线xy＝1从点[image: alt]到点（1，1）的一段弧．

9.1.6　求∫c（x1/3＋y1/3）ds，其中C为内摆线x2/3＋y2/3＝a2/3在第一象限的弧．

9.1.7　[image: alt]其中C是螺旋曲线x＝acost，y＝asint，z＝at的第一旋（0≤t≤2π）．

9.1.8　[image: alt]其中C为圆周

x2＋y2＋z2＝a2，x＝y.

9.1.9　若悬链线[image: alt]上每一点处的密度与该点的纵坐标成反比，且在点（0，a）处的密度等于δ，试求曲线在横坐标x1＝0及x2＝a间一段的质量（a＞0）．

9.1.10　求抛物柱体[image: alt]被平面z＝0，x＝0，z＝x，y＝6所围部分的侧面积（提示：区间［x，x＋dx］对应的侧面积为zds＝xds，其中ds为平面曲线的弧长）．

9.1.11　若螺旋线x＝acost，y＝asint，z＝bt上每一点处的密度等于该点的向径长度，求此螺旋线第一圈（即0≤t≤2π对应的线段）的质量．

9.1.12　求∫c2xydx－x2dy的值，其中C沿下列不同路径从原点O（0，0）到终点A（2，1）（见图9.11）：

[image: alt]

图　9.11

（1）直线段[image: alt]

（2）以Oy轴为对称轴的抛物线段[image: alt]

（3）折线OBA；

（4）折线OCA.

9.1.13　求∫c（x2＋y2）dx＋（x2－y）dy，其中C是曲线y＝｜x｜上从点（-1，1）到点（2，2）的一段．

9.1.14　求∫cxdy，其中C是由坐标轴和直线[image: alt]构成的正向三角形闭路．

9.1.15　[image: alt]AB为由点A（0，π）到点B（π，0）的直线段．

9.1.16　∫c（2a－y）dx－（a－y）dy，C为摆线x＝a（t－sint），y＝a（1－cost）的一拱（0≤t≤2π）．

9.1.17　[image: alt]是以点M1（0，-1），M2（2，-1），M3（2，2），M4（0，2）为顶点的正向矩形闭路．

9.1.18　[image: alt]其中C是以A（2，0），B（0，2），C（-2，0），D（0，-2）为顶点的正向正方形闭路．

9.1.19　[image: alt]其中C为双纽线r2＝a2cos2φ的右面的一瓣，沿逆时针方向．

9.1.20　求∫cydx＋xdy＋xyzdz，其中C为曲线x＝2t，y＝t2，z＝t－1上从（0，0，-1）到（2，1，0）的一段．

9.1.21　求∫cydx＋zdy＋xdz，其中C为螺旋线x＝acost，y＝asint，z＝bt沿t值增加的方向的一旋（0≤t≤2π）．

9.1.22　求∫cxydx＋yzdy＋xzdz，其中C为椭圆周x2＋y2＝1，x＋y＋z＝1，逆时针方向．

9.1.23　方向沿纵轴的负方向，大小等于作用点的横坐标平方的力构成一力场，求质量为m的质点沿抛物线1－x＝y2从点（1，0）移动到点（0，1）时力场所做的功．

9.1.24　设在半平面x＞0中有力[image: alt]构成力场，其中k是常量，[image: alt]证明：当质点沿圆周x2＋y2＝a2移动一周时，力场所做之功为零．

9.1.25　一力场中力的大小与作用点到z轴的距离成反比，方向垂直向着该轴．试求当质量为m的质点沿圆周x＝cost，y＝1，z＝sint由点M（1，1，0）依正向移动到点N（0，1，1）时，力场所做的功．

9.1.26　力F的大小与作用点到平面Oxy的距离成反比，方向朝着原点．求质点沿直线x＝at，y＝bt，z＝ct（c≠0）从点（a，b，c）移动到点（2a，2b，2c）时，力F所做的功．

9.1.27　设力场F＝yi－xj＋（x＋y＋z）k，求：

（1）质点沿螺旋线l1由A到B，力F所做的功，其中A（a，0，0），B（a，0，c）．螺旋线l1的方程是：x＝acost，y＝asint，[image: alt]

（2）质点沿直线l2由A到B，力F所做的功．A，B与（1）中的相同．

§2　格林公式及其应用

内容提要

1．格林公式

设平面有界闭区域D的边界曲线C是分段光滑的，函数P（x，y）与Q（x，y）的一阶偏导数在闭区域D上连续，则有格林公式

[image: alt]

上式中的C是区域D的正向边界．

所谓C是区域D的正向边界是指沿C的这个方向前进时区域D总在左侧．如图9.12.

[image: alt]

图　9.12

按规定D的外边界的正向是逆时针方向，内边界的正向是顺时针方向．

2．格林公式的应用

（1）利用曲线积分计算平面区域D的面积

在格林公式中令P＝-y，Q＝x，就有

[image: alt]

于是区域D的面积为

[image: alt]

其中闭曲线C是区域D的正向边界．

（2）计算曲线积分

有时直接计算曲线积分较复杂，利用格林公式可将曲线积分的计算化为二重积分的计算，而后者比前者简便得多．有时可将沿曲线C的积分化为沿另一条较简单的曲线C1的积分．

（3）求二重积分

有时直接计算二重积分较复杂时，可利用格林公式将二重积分的计算化为曲线积分的计算．

典型例题分析

一、用曲线积分计算平面图形的面积

1．用曲线积分求星形曲线x＝acos3t，y＝asin3t所围图形的面积，其中a＞0为常数．

解　这是闭曲线，t的变化范围是t∈［0，2π］．该图形的面积

[image: alt]

二、用格林公式计算曲线积分

2．求[image: alt]其中C是以点A（1，1），B（2，2）和E（1，3）为顶点的三角形的正向边界线（见图9.13）.

解　用格林公式求积分．因为

[image: alt]

设C所围的区域为D，则

[image: alt]

[image: alt]

图　9.13

[image: alt]

图　9.14

3．已知平面区域D＝｛（x，y）｜0≤x≤π，0≤y≤π｝，L为D的正向边界．试证：

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

证明　用格林公式将线积分化为二重积分．

（1）由格林公式，有

[image: alt]

因区域D关于y＝x对称，于是

[image: alt]

因此等式成立．

（2）由（1）的结论有

[image: alt]

4．求I＝∫L（exsiny－m（x＋y）dx＋（excosy－m）dy，其中L为由点A（a，0）到点O（0，0）的上半圆周：x2＋y2＝ax，a＞0，m为常数．

解　若直接计算比较麻烦，一个有效的方法是利用格林公式，但曲线L不封闭，所以要添加辅助线[image: alt]使之构成封闭曲线，以便用格林公式化为二重积分，再减去辅助线上的积分（易计算）即得结果．

作定向辅助线[image: alt]围成区域记为D．它是半径为[image: alt]圆心为[image: alt]的上半圆，见图9.15．记P＝exsiny－m（x＋y），Q＝excosy－m，在D上用格林公式得

[image: alt]

注意到，[image: alt]＝m，于是

[image: alt]

[image: alt]

图　9.15

[image: alt]

图　9.16

5．求[image: alt]其中C为下列闭曲线，沿逆时针方向：

（1）点（1，0）在C所围区域之外；

（2）点（1，0）在C所围区域之内．

解　（1）作区域D，使D包含所给闭曲线C，但不包含点（1，0）（见图9.16）．这时，P，Q在D内有连续的一阶偏导数，且

[image: alt]

因此沿D内任一闭曲线的积分为0，当然也有

[image: alt]

即原式等于零．

[image: alt]

图　9.17

（2）作一以（1，0）为圆心的充分小的圆周C1，使C1包含在C所围的区域内，且C1与C不相交．设C1与C所围的区域为D（见图9.17），则在区域D内P，Q有一阶连续偏导数，由格林公式，有

[image: alt]

其中C＋C1为区域D的正向边界，即C沿逆时针方向，而C1沿顺时针方向．由上式可得

[image: alt]

注意，由于P，Q在（1，0）处不存在一阶偏导数，因而在C1所围的区域内不能用格林公式，可直接求曲线积分．设C1的半径为r，则C1的参数方程为

[image: alt]

[image: alt]

[image: alt]

评注　C1的直角坐标方程为（x－1）2＋y2＝r2，代入被积表达式得

[image: alt]

记C1围成的圆域为D1，此时在D1上可用格林公式得

[image: alt]

注意，因C1取顺时针方向，所以格林公式的二重积分项应添加负号．

三、格林公式的其他应用

6．设C是光滑闭曲线，n为C的单位外法向，l为任意固定的单位向量，l＝｛a，b｝.

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

证　（1）因｜l｜＝1，n＝｛cos〈n，i〉，cos〈n，j〉｝，｜n｜＝1，所以

cos〈l，n〉＝l·n＝acos〈n，i〉＋bcos〈n，j〉，

由§1题13的结论得

[image: alt]

（2）记C围成的区域为D．由格林公式得

[image: alt]

7．设函数f（x，y）在区域D上有二阶连续偏导数，且满足关系式

[image: alt]

证明：（1）等式

[image: alt]

成立，其中曲线C为区域D的边界，n为C的外法线方向．

（2）若f（x，y）在C上恒等于0，则f（x，y）在D内也恒等于0．

证　（1）由方向导数计算公式得

[image: alt]

再由§1题13的结果及格林公式和（2.1）式得

[image: alt]

（2）当f（x，y）＝0（（x，y）∈C时），（2.2）式的左端等于0，于是其右端也等于零，即[image: alt]又因被积函数连续，非负，则必有[image: alt]（（x，y）∈D）．因此f（x，y）在D上为常数，又因f在D的边界上恒为零，于是f（x，y）在D上恒为零．

本节小结

由曲线的参数方程将所求的第二型曲线积分转化为定积分时，有时遇到计算复杂的情形，于是可考虑用格林公式来计算．常有以下情形：

1．直接用格林公式．闭曲线L所围区域为D，若[image: alt]简单，可在D上用格林公式，求∫LPdx＋Qdy转化为求

[image: alt]

2．曲线不封闭，添加辅助线后用格林公式．若L不是封闭曲线，可考虑添加某辅助曲线C，使L与C构成闭曲线，围成区域D．于是求∫LPdx＋Qdy转化为求∫cPdx＋Qdy与[image: alt]当后者易求时，此种方法是有效的．见题4．

3．挖去某区域后再用格林公式．设M0∈D，P（x，y），Q（x，y）在点M0无定义，在D除M0外有连续的一阶偏导数且[image: alt]L是D中环绕M0点的一条闭曲线（逆时针方向），见图9.18，我们不能在L所围的区域D1上用格林公式来求∫LPdx＋Qdy，因为在D1上不满足格林公式成立的条件．但若在D1上作一条环绕M0的闭曲线C（顺时针方向），C与L围成区域D0（即D1挖去了C所围的区域后余下的区域）．在D0上可用格林公式得

[image: alt]

求∫LPdx＋Qdy转化为求∫cPdx＋Qdy．若能取某特殊的闭曲线C使得∫cPdx＋Qdy易求，则此种方法有效．题5就是这种情形．

[image: alt]

图　9.18

练习题9.2

9.2.1　用曲线积分计算下列各闭曲线所围图形的面积：

（1）椭圆周x＝acost，y＝bsint；

（2）星形曲线x＝acos3t，y＝asin3t；

（3）心脏线x＝2acost－acos2t，y＝2asint－asin2t；

（4）双纽线（x2＋y2）2＝a2（x2－y2）．

9.2.2　应用格林公式计算下列积分：

（1）[image: alt]其中C沿逆时针方向绕椭圆[image: alt]的一圈．

（2）[image: alt]其中C沿逆时针方向绕圆x2＋y2＝a2的一圈．

（3）[image: alt]其中C是以A（1，1），B（3，2），C（2，5）为顶点的三角形ABC的正向边界线．

9.2.3　应用格林公式计算下列积分：

（1）I＝∫cex［（1－cosy）dx－（y－siny）dy］，其中C为曲线y＝sinx，依x＝0到x＝π方向；

（2）[image: alt]ax（y≥0），常数a＞0.

9.2.4　计算下列曲线积分：

（1）[image: alt]其中C是以（1，0）为中心，R为半径的圆周（R≠1），取逆时针方向；

（2）[image: alt]其中C是椭圆[image: alt]取逆时针方向．

9.2.5　证明[image: alt]其中f（u）对u有连续的一阶导数，C是光滑曲线．

§3　第二型曲线积分与路径无关问题，Pdx＋Qdy的原函数问题

内容提要

1．曲线积分∫LPdx＋Qdy与路径无关概念以及Pdx＋Qdy的原函数概念

若对D内任意两点A与B，以及以A为起点B为终点的任意两条分段光滑曲线[image: alt]（见图9.19），恒有

[image: alt]

则称曲线积分∫LPdx＋Qdy在区域D与路径无关．

若在区域D上存在函数u（x，y）使得du＝P（x，y）dx＋Q（x，y）dy，则称u（x，y）为Pdx＋Qdy在区域D上的原函数．

2．第二型曲线积分与路径无关的条件

[image: alt]

图　9.19

设P（x，y），Q（x，y）在区域D连续，则曲线积分∫LPdx＋Qdy在区域D内与路径无关⇔沿D内任一分段光滑闭曲线C，[image: alt]＋Qdy＝0⇔Pdx＋Qdy在D内存在原函数．当∫LPdx＋Qdy在D与路径无关时，变终点的积分

[image: alt]　（其中（x0，y0）∈D为任意定点）

是Pdx＋Qdy的原函数．

设P（x，y），Q（x，y）在区域D有连续的偏导数．

若∫LPdx＋Qdy在区域D内与路径无关⇒在D上恒有

[image: alt]

反之，若（3.1）在D恒成立，又D是单连通区域，则则∫LPdx＋Qdy在D内与路径无关．

区域D称为单连通区域，若区域D内任一闭曲线所围的区域都在这个区域D内．否则称为复连通的．如图9.20中的区域D是单连通的，图9.21中的区域D是复连通的（不是单连通的）．

[image: alt]

图　9.20

[image: alt]

图　9.21

3．求Pdx＋Qdy的原函数的方法

判断Pdx＋Qdy是否存在原函数与判断∫LPdx＋Qdy是否与路径无关是等价的．若Pdx＋Qdy在区域D上存在原函数，可用如下三种方法之一求出原函数．

（1）特殊路径积分法

[image: alt]是Pdx＋Qdy的一个原函数，可取从（x0，y0）到（x，y）的一条特殊积分路径来求出u（x，y）．常常取从（x0，y0）到（x，y）的折线（图9.22），分别得

[image: alt]

[image: alt]

[image: alt]

图　9.22

（2）不定积分法

将方程

[image: alt]

的两端对x求积，得

u（x，y）＝Φ（x，y）＋φ（y），

这里Φ（x，y）为已确定的函数[image: alt]φ（y）为待定函数．再由

[image: alt]

定出φ′（y），由此再确定φ（y）．

（3）凑微分法

利用一些已知的全微分公式，将Pdx＋Qdy凑成d（F（x，y））的形式（这里F（x，y）为已知的函数），于是就有

u（x，y）＝F（x，y）＋C.

4．[image: alt]与路径无关时的求法

[image: alt]在区域D内与路径无关，其中P，Q在D连续，则常有如下简便求法：

（1）取A到B的特殊积分路径⊂D，使得易求出[image: alt]

（2）求出Pdx＋Qdy的原函数u（x，y），则

[image: alt]

5．保守力场与势函数

若力场F＝｛P（x，y），Q（x，y）｝满足∫LPdx＋Qdy在区域D与路径无关，则称它为保守力场．这时，Pdx＋Qdy的原函数u（x，y）称为保守力场F的势函数．由上面的讨论知，保守力场所作的功与路径C的形状无关，而只与路径的起点与终点有关，且

[image: alt]

这里A，B的坐标分别为（x1，y1）及（x2，y2）．

判断F＝｛P，Q｝是保守力场等同于判断∫LPdx＋Qdy与路径无关，求保守力场F＝｛P，Q｝的势函数等同于求Pdx＋Qdy的原函数．

典型例题分析

一、判断积分是否与路径无关，求积分与路径无关时的线积分值

1．证明：[image: alt]分别在y＞0与y＜0的区域内与路径无关，并求[image: alt]（沿与Ox轴不相交的路径）．

解　取D＝｛（x，y）｜y＞0｝或D＝｛（x，y）｜y＜｝，分别为单连通区域，P（x，y），Q（x，y）有连续的一阶偏导数，又

[image: alt]

所以在上述的区域D内积分与路径无关．我们取这样的区域D＝｛（x，y）｜y＞0｝，点C＝（1，1）∈D，并取折线ACB为积分路径（见图9.23）．于是

[image: alt]

其中

[image: alt]

[image: alt]

图　9.23

也可用下述方法求曲线积分：因为[image: alt]所以

[image: alt]

2．证明：[image: alt]分别在x＋y＞0与x＋y＜0的区域内与路径无关，并求[image: alt]

解　先用凑微分法求原函数．

[image: alt]

[image: alt]分别在x＋y＞0与x＋y＜0存在原函数u＝[image: alt]因此[image: alt]分别在x＋y＞0与x＋y＜0与路径无关．

[image: alt]

3．问曲线积分

[image: alt]

在指定区域D上是否与路径无关？为什么？

（1）D: y＞0;　　　　（2）D: x2＋y2＞0.

解　（1）这是单连通区域，只需验证[image: alt]是否恒成立．依题设有[image: alt]

[image: alt]

因此，在D（y＞0）上积分与路径无关．

（2）这里D是全平面除去原点，它是非单连通的，仅由[image: alt]（任意（x，y）≠（0，0））得不出积分与路径无关．但可计算

[image: alt]

由此可证：对D中的任意分段光滑闭曲线C，

∫cPdx＋Qdy＝0，

因此积分与路径无关．

我们也可以通过求原函数的方法来证明．由于

[image: alt]

即在D上存在原函数[image: alt]所以积分与路径无关．

二、原函数的存在性与求原函数问题

4．求函数u（x，y），使u（x，y）满足

[image: alt]

所以满足（3.4）式的u（x，y）必存在．

解法1　因为P，Q在全平面上有连续的一阶偏导数，所以u（x，y）可由（3.2）式确定．令（x0，y0）＝（0，0），则

[image: alt]

[image: alt]

图　9.24

上式实际上是沿折线OAB的曲线积分（见图9.24）．若沿折线OCB求曲线积分，就是公式（3.3）．所以求函数u（x，y）时，可以不必死记公式（3.2）或（3.3），只需选择适当的积分路径，就可求出u（x，y）.

解法2　当（3.4）式成立时，有

[image: alt]

[image: alt]求积，得

[image: alt]

因而　　[image: alt]

另一方面，有

[image: alt]

比较上两式得φ′（y）＝0，即φ（y）＝C．因而

[image: alt]

解法3　（3.4）式可写成

[image: alt]

由全微分的性质知

[image: alt]

5．能否确定常数n，使得

[image: alt]

为某函数u＝u（x，y）在区域D内的全微分，若能并求u（x，y），其中：

（1）D: x2＋y2＞0；　　　　（2）D: x＞0．

解　令

[image: alt]

要使[image: alt]必须且只需n＝1．这是Pdx＋Qdy存在原函数的必要条件．当D为区域x＞0时，是单连通区域，也是Pdx＋Qdy存在原函数的充分条件；当D为区域x2＋y2＞0时是全平面除去原点，不是单连通区域，仅由[image: alt]不能保证Pdx＋Qdy存在原函数，还需进一步讨论．

（1）区域D: x2＋y2＞0，不是单连通的．取环绕原点的单位圆周C0: x2＋y2＝1，取逆时针方向，则

[image: alt]

其中D0: x2＋y2≤1．因此∫LPdx＋Qdy在区域D不是与路径无关，Pdx＋Qdy在区域D不存在原函数．

（2）区域D: x＞0，是单连通区域．当n≠1时[image: alt]于是Pdx＋Qdy在区域D不存在原函数．当n＝1时[image: alt][image: alt]于是Pdx＋Qdy在D存在原函数．下面求

[image: alt]

的原函数．

解法1　利用曲线积分求u（x，y）．因[image: alt]在（0，0）处无定义，而在其他点处有连续的一阶偏导数，因而在选择积分路径时，要避开（0，0）这一点．

[image: alt]

图　9.25

因动点（x，y）中的x≠0时，取（x0，y0）＝（0，1），并取折线ABE为积分路径（见图9.25）．于是

[image: alt]

因此，Pdx＋Qdy的全体原函数是[image: alt]

解法2

[image: alt]

由此得

[image: alt]

评注　也可改成：能否确定n使得积分

[image: alt]

在区域D内与路径无关？讨论的方法完全相同．因为∫LPdx＋Qdy与路径无关等价于Pdx＋Qdy存在原函数．

本节小结

设P（x，y），Q（x，y）在区域D连续或有连续的一阶偏导数．

1．由以下方法之一均可断定∫LPdx＋Qdy在区域D不是与路径无关．

①存在一条分段光滑闭曲线C⊂D，[image: alt]（如题5中，D＝｛（x，y）｜x2＋y2＞0｝，n＝1）；

②存在（x，y）∈D，[image: alt]（如题5中n＞1的情形）．

上述也适用于判断Pdx＋Qdy在D不存在原函数．

2．由以下方法之一均可断定∫LPdx＋Qdy在区域D与路径无关．

①求得u（x，y）使得du＝P（x，y）dx＋Q（x，y）dy（任给的（x，y）∈D）（如题2，题3等）；

②若D是单连通的，[image: alt]（任给的（x，y）∈D）（如题1）；

③D＝D0＼｛M0｝，D0是单连通的，点M0∈D0（即D是单连通区域除去一个点）．[image: alt]（任给的（x，y）∈D），又存在一条分段光滑闭曲线C0，它包围点M0，[image: alt]（如题3）.

方法②，③也适于判断Pdx＋Qdy在区域D存在原函数．

关于方法③，在上述条件，只要存在一条环绕M0的分段光滑闭曲线C0，[image: alt]用格林公式易证：对D中任意分段光滑闭曲线C，均有[image: alt]因此积分与路径无关．

练习题9.3

9.3.1　证明下列曲线积分在全平面与积分路径无关，并求积分值：

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

（4）[image: alt]（x4＋4xy3）dx＋（6x2y2－5y4）dy的值，其中A（-2，-1），B（3，[image: alt]为任意的路径．

9.3.2　判断下列曲线积分在指定区域是否与路径无关？为什么？

（1）∫cxln（x2＋y2）dx＋yln（x2＋y2）dy，D＝｛（x，y）｜x2＋y2＞0｝；

（2）[image: alt]D是全平面除去含原点的正x轴．

9.3.3　求函数u＝u（x，y），使得u满足下列各式：

（1）du＝（x2＋2xy－y2）dx＋（x2－2xy－y2）dy；

（2）du＝（2xcosy－y2sinx）dx＋（2ycosx－x2siny）dy．

9.3.4　求下列线积分：

（1）[image: alt]

（2）求[image: alt]其中C是椭圆周[image: alt]的位于第一象限的部分，沿顺时针方向；

（3）[image: alt]（x2＋y）dx＋（x－y2）dy，其中[image: alt]是由A（0，0）至B（1，1）的曲线段y3＝x2．

9.3.5　选取a，b，使得

[image: alt]

为某函数u＝u（x，y）在区域D＝｛（x，y）｜x2＋y2＞0｝的全微分，并求u（x，y）．

9.3.6　在下列指定区域D上是否存在u＝u（x，y），使得

[image: alt]

若存在并求出u（x，y）．

（1）D: x＞0；

（2）D: y＞0；

（3）D: x2＋y2＞0．


第十章　曲面积分，高斯公式与斯托克斯公式

§1　曲面积分的概念与计算

内容提要

1．第一型曲面积分

（1）第一型曲面积分的概念

设f（x，y，z）是定义在分片光滑曲面S上的函数，任意地分S为n小块，第i块的面积记为∆Si，在第i块上任取一点（xi，yi，zi），作和式

[image: alt]

令所有小曲面的最大直径λ趋于零，若极限

[image: alt]

存在，则称此极限为f（x，y，z）沿曲面S的第一型曲面积分，也叫对面积的曲面积分，记作

[image: alt]

其中S称为积分曲面，f（x，y，z）称为被积函数，dS称为曲面微元．

若曲面S的面密度为ρ（x，y，z），则其质量M等于ρ（x，y，z）沿S的第一型曲面积分，即

[image: alt]

（2）第一型曲面积分的性质

[image: alt]存在，则称f（x，y，z）在曲面S可积．

设f（x，y，z），g（x，y，z）在S可积，则

①[image: alt]

其中a，b为任意常数．

②若曲面S由两曲面S1和S2组成，则有

[image: alt]

③[image: alt]与曲面S的定向无关．

（3）计算公式

若曲面S的方程为

z＝z（x，y），　（x，y）∈D，

[image: alt]在区域D上连续，f（x，y，z）在S连续，则可按下列公式将第一型曲面积分的计算化为二重积分的计算：

[image: alt]

2．第二型曲面积分

（1）第二型曲面积分的概念

设S为分片光滑的有向曲面，函数P（x，y，z），Q（x，y，z），R（x，y，z）定义在S上．把S任意分成n块小曲面∆Si（∆Si同时又表示第i块小曲面的面积），i＝1，2，…，n．∆Si在Oyz，Ozx，Oxy平面上的有向投影分别为（∆Si）yz，（∆Si）zx，（∆Si）xy，任意取点（ξi，ηi，ζi）∈∆Si，若当各小块曲面的直径的最大值λ→0时，

[image: alt]

总存在，则称此极限值为向量函数F（x，y，z）＝｛P（x，y，z），Q（x，y，z），R（x，y，z）｝沿定向曲面S上的第二型曲面积分，记为

[image: alt]

这里，P，Q，R称为被积函数，S称为积分曲面．第二型曲面积分又称为对坐标的曲面积分．

设流体的流速v（x，y，z）＝｛P（x，y，z），Q（x，y，z），R（x，y，z）｝，则该流体通过定向曲面S的（体积）流量为

[image: alt]

（2）第二型曲面积分的性质

[image: alt]G·dS均存在，有

①[image: alt]

②若分片光滑曲面S由两分片光滑曲面S1与S2连接而成，则

[image: alt]

③第二型曲面积分与曲面的定向有关；当S的指定一侧改变为另一侧时，第二型曲面积分变号．

（3）第一型与第二型曲面积分的关系

设S是定向分片光滑曲面，则两类曲面积分有如下关系：

[image: alt]

其中n＝（cosα，cosβ，cosγ）是曲面S在点（x，y，z）处单位法向量，P，Q，R在S连续，F＝｛P，Q，R｝．

（4）计算公式

分别投影到Oyz平面，Ozx平面，Oxy平面时求[image: alt][image: alt]的计算公式．

设定向曲面S: x＝x（y，z），（y，z）∈Dyz，x（y，z）在Dyz有连续的偏导数，P（x，y，z）在S上连续，则

[image: alt]

（当S取前侧时公式取“+”号，S取后侧时公式取“-”号）．

类似地有：

定向曲面S: y＝y（z，x），（z，x）∈Dzx，

[image: alt]

（当S取右侧时公式取“+”号，S取左侧时公式取“-”号）．

定向曲面S: z＝z（x，y），（x，y）∈Dxy，

[image: alt]

（当S取上侧时公式取“+”号，S取下侧时公式取“-”号）．

均投影到Oxy平面时[image: alt]的计算公式：

设定向曲面S: z＝z（x，y），（x，y）∈Dxy，z（x，y）在Dxy有连续的偏导数，P，Q，R在S连续，则

[image: alt]

当S取上侧时公式取“+”号，S取下侧时公式取负号．

若均投影到Oyz或Ozx平面时也有类似的公式．

典型例题分析

一、求第一型曲面积分

1．求第一型曲面积分

[image: alt]

其中S为平面x＋y＋z＝1及三个坐标面所围成之四面体的表面（见图10.1）．

[image: alt]

图　10.1

解　设位于三个坐标平面上的表面分别为S1，S2，S3，位于平面x＋y＋z＝1上的表面为S4．则

[image: alt]

因为S1在Oxy平面上的投影区域就是它本身，所以

[image: alt]

[image: alt]

由对称性知，

[image: alt]

在平面S4上，[image: alt]于是

[image: alt]

2．求[image: alt]其中S是上半球面x2＋y2＋z2＝R2，z≥0．

解　由于S为球面x2＋y2＋z2＝R，所以

[image: alt]

记S在Oxy平面上投影区域为D，则D: x2＋y2≤R2，

[image: alt]

3．求[image: alt]为圆锥面[image: alt]被柱面x2＋y2＝2ax所截下部分（a＞0）．

解　曲面S在Oxy平面的投影区域Dxy:（x－a）2＋y2≤a2，S关于Ozx平面对称，被积函数（xy＋yz）对y为奇函数，于是

[image: alt]

因为S上：

[image: alt]

在极坐标变换下，

[image: alt]

评注1　这里用了公式：当n为奇数时

[image: alt]

若不用此公式，也可计算

[image: alt]

评注2　求第一型曲面积分的基本方法是：套公式化为二重积分再化为累次积分．化二重积分时，若曲面S的方程为z＝z（x，y），首先要正确求出[image: alt]及S在Oxy平面上的投影区域Dxy．若有对称性，要利用它简化计算（关于对称性，对第一型曲面积分有与三重积分类似的性质）．若曲面分块表示，则要分块积分．在计算中也要注意利用曲面方程简化被积函数．

二、求第二型曲面积分

4．[image: alt]其中S为由平面x＝0，y＝0，z＝0，x＋y＋z＝a所围四面体的表面外侧（见图10.2）．

[image: alt]

图　10.2

解　设S在平面Oxy，Oyz，Ozx及x＋y＋z＝a上的部分分别为S1，S2，S3，S4，则

[image: alt]

其中S1的方程为z＝0，其法向量n垂直朝下，S1与Oyz平面，Ozx平面均垂直，所以

[image: alt]

设S1在Oxy平面上的投影区域为D1，则有

[image: alt]

由于S1的法方向的指向与Oz轴的相反，所以化为二重积分时要乘一个负号．

同理可看出，

[image: alt]

其中D2，D3分别是S2，S3在Oyz平面及Ozx平面上的投影．

在S4上，n与三个坐标轴的夹角都小于[image: alt]（见图10.2），因而其方向余弦均大于零，且S4在三个坐标面上的投影分别为D1，D2，D3，所以

[image: alt]

不难看出（10.2），（10.3），（10.4）以及（10.5）这四个式子相加为零，因而

[image: alt]

5．[image: alt]其中S为椭球面[image: alt]的外侧（见图10.3）．

[image: alt]

图　10.3

解　从图10.3看出，上半椭球面S1的法向量与Oz轴的夹角小于[image: alt]因而cosγ＞0；而下半椭球面S2的法向量与Oz轴的夹角大于[image: alt]因而cosγ＜0．所以应将S分成两部分S1与S2来考虑．S1与S2的方程分别为

[image: alt]

它们在Oxy平面上的投影是同一个椭圆[image: alt]

[image: alt]

于是

[image: alt]

其中D1是D在第一象限部分．

在直角坐标系与极坐标系中我们选择极坐标系来计算这个二重积分．作极坐标变换x＝rcosθ，y＝rsinθ，得

[image: alt]

评注1　利用广义极坐标：x＝arcosθ，y＝brsinθ，得

D: 0≤θ≤2π，0≤r≤1，

[image: alt]

评注2　若利用高斯公式，第4，5两题的结果可以立即得出．但在这两题中所介绍的直接求第二型曲面积分的方法，同学们是应该掌握的．

6．设定向曲面S为z＝z（x，y），（x，y）∈Dxy，即S在Oxy平面上的投影区域为Dxy，试导出曲面积分计算公式（10.1）．

解　基本思路是：第二型曲面积分转化为第一型曲面积分，再利用曲面的法向量计算公式，将第一型曲面积分化为二重积分

[image: alt]

注意：S上任意点（x，y，z）处的单位法向量

[image: alt]

代入上式并化为二重积分得

[image: alt]

7．求[image: alt]其中S为锥面x2＋y2＝z2被平面z＝0及z＝h所截部分的外侧（见图10.4）．

[image: alt]

图　10.4

解法1　将S分别投影到Oyz，Ozx与Oxy平面来计算．从图10.4看出，当x＞0时，对应的曲面S上的法向量与Ox轴的夹角小[image: alt]而x＜0对应的曲面上的法向量与Ox轴的夹角大于[image: alt]所以要将S分成S1与S2两部分，它们的方程分别为

[image: alt]

它们在Oyz平面上的投影为同一个区域D2: y＝-z，y＝z以及z＝h所围三角形，所以

[image: alt]

由对称性可知，

[image: alt]

将以上三个积分式相加，得

[image: alt]

解法2　均投影到Oxy平面上来计算．S在Oxy平面上的投影区域Dxy: x2＋y2≤h2，在S上

[image: alt]

代入公式（10.1）得

[image: alt]

[image: alt]

这里因S取下侧公式（10.1）中取负号．

评注1　解法2比解法1简单，这说明选择投影方向会影响计算的繁简．

评注2　直接计算第二型曲面积分的基本方法也是套公式化为二重积分，再化为累次积分．化为二重积分时，要注意选择投影方向，确定曲面S的投影区域，并注意由曲面的定向选择公式所带的正负号．注意不同的投影方向所用的公式是不同的．如求[image: alt]若S:x＝x（y，z），（y，z）∈Dyz，投影到Oyz平面上得

[image: alt]

若S: z＝z（x，y），（x，y）∈Dxy，投影到Oxy平面上得

[image: alt]

若S是分块表示的，也要用分块积分法．要注意用以下事实简化计算：

[image: alt]

（若曲面S垂直于Oyz平面即S的法向量始终与Oyz平面平行），

[image: alt]　（若曲面S垂直于Ozx平面），

[image: alt]　（若曲面S垂直于Oxy平面）．

三、求流体的流量

8．设流体的流速v＝x2i＋y2j＋z2k，求流体穿过下列曲面的流量Q：

（1）圆柱x2＋y2≤a2（0≤z≤h）的侧表面的外侧（见图10.5）；

（2）该圆柱的全表面的外侧．

[image: alt]

其中S为上述圆柱的外侧表面．

将S分为两部分S1，S2，它们的方程分别为

[image: alt]

设它们在Oyz平面上的投影区域为D2，则

[image: alt]

由对称性可知

[image: alt]

又因为S与Oxy平面垂直，从而

[image: alt]

将以上三个曲面积分相加，得

[image: alt]

（2）设圆柱的上顶与下底分别为S3，S4（见图10.5）．S3与S4均与Oyz，Ozx平面垂直．于是

[image: alt]

[image: alt]

图　10.5

[image: alt]

图　10.6

9．求流体速度场v＝xyi＋yzj＋xzk穿过在第一卦限中的球面x2＋y2＋z2＝1外侧的流量（见图10.6）．

解　所求的流量为

[image: alt]

其中S为所给球面在第一卦限中的部分，指向外侧．

设S在三个坐标面上的投影区域分别为D1，D2，D3，则

[image: alt]

用极坐标，

[image: alt]

由对称性知，

[image: alt]

所以[image: alt]

本节小结

1．求流体通过定向曲面S的（体积）流量即求流速向量v沿S的第二型曲面积分[image: alt]

2．第一型曲面积分有类似于第一型线积分的应用．已知曲面形物体的面密度求它的质量，重心，对坐标轴的转动惯量等都归结为计算第一型曲面积分．

3．关于第二型曲面积分计算中的对称性问题．

从题8看到：曲面S关于Oyz平面对称，被积函数P（x，y，z）＝x2对x为偶函数，[image: alt]

从题7中看到：曲面S关于Oyz平面对称，被积函数P（x，y，z）＝x时x为奇函数，

[image: alt]

其中S1＝S∩｛x≥0｝．

事实上，这是有一般性的，即若分片光滑曲面S关于Oyz平面对称，则

[image: alt]

其中S1＝S∩｛x≥0｝．

练习题10.1

10.1.1　求[image: alt]dS，S为平面[image: alt]在第一卦限中的部分．

10.1.2　求[image: alt]为上半球面[image: alt]

10.1.3　求[image: alt]为上半球面

[image: alt]

10.1.4　求[image: alt]为曲面[image: alt]及平面z＝1所围之立体的表面．

10.1.5　求[image: alt]为锥面[image: alt]被曲面x2＋y2＝2ax所截之部分．

10.1.6　求抛物面壳[image: alt]的质量，其密度ρ＝z.

10.1.7　求密度为ρ0的均匀球壳x2＋y2＋z2＝a2，z≥0，对于Oz轴的转动惯量．

10.1.8　[image: alt]是球面x2＋y2＋z2＝R2下半部的下侧．

10.1.9　[image: alt]为锥面[image: alt]及平面z＝1，z＝2所围立体之表面外侧．

10.1.10　[image: alt]其中S是由曲面x2＋y2＝R2及平面z＝R，z＝-R围成立体表面的外侧，R＞0.

10.1.11　[image: alt]法方向取外侧．

10.1.12　求向量v＝（x－2z）i＋（x＋3y＋z）j＋（5x＋y）k通过以点A（1，0，0），B（0，1，0），C（0，0，1）为顶点的三角形ABC上侧的流量．

[image: alt]

图　10.7

10.1.13　设F＝｛x2，y2，xyz｝，求[image: alt]其中曲面S如图10.7所示，由S1与S2组成，S1平行于Oxz面，S2平行于Oxy面．

10.1.14　求向量场a＝i－j＋xyzk通过由平面y＝x截球x2＋y2＋z2≤R2所得的圆面S朝x正向一侧的流量．

§2　高斯公式，向量场的通量与散度

内容提要

1．高斯公式

设空间有界闭区域Ω的边界S是分片光滑的．P（x，y，z），Q（x，y，z），R（x，y，z）在Ω上有连续的一阶偏导数，则有高斯公式

[image: alt]

其中S取外侧．

高斯公式建立了三重积分及沿其边界曲面的第二型曲面积分的关系，它是格林公式的一种推广．

2．高斯公式的一个应用——利用高斯公式计算曲面积分

利用高斯公式可把求曲面积分转化为求三重积分或另一简单的曲面积分．

3．向量场的通量与散度，高斯公式的物理意义

设向量场F（x，y，z）＝｛P（x，y，z），Q（x，y，z），R（x，y，z）｝，P，Q，R有连续的偏导数．

向量场F沿定向曲面的通量即

[image: alt]

其中n＝｛cosα，cosβ，cosγ｝是S上任意点（x，y，z）处的单位法向量．

向量场F在点（x，y，z）处的散度即数量

[image: alt]

其中[image: alt]为梯度算符．

通量与散度的关系：

高斯公式可表为

[image: alt]

典型例题分析

一、空间区域的体积用面积分表示

1．证明：由闭曲面S所包围的体积V，可用下列公式计算：

[image: alt]

其中cosα，cosβ，cosγ是曲面S的外法线的方向余弦．

[image: alt]

二、利用高斯公式求曲面积分

2．[image: alt]其中S是圆柱面x2＋y2＝R2与平面x＝0，y＝0，z＝0及z＝h（h＞0）所围的在第一卦限中的立体的表面外侧（见图10.8）．

[image: alt]

图　10.8

解　若直接计算，要把S分成5块，改用高斯公式转化为计算三重积分较为简单．记S围成的区域为Ω，则

[image: alt]

3．用高斯公式求解§1中题7．

解　S不是封闭曲面，要添加辅助面，构成封闭曲面后再用高斯公式．

考虑曲面S3：z＝h（x2＋y2≤h2），指向朝上．显然S＋S3所围的区域Ω是圆锥体x2＋y2≤z2（0≤z≤h）．由高斯公式，有

[image: alt]

4．求下列曲面积分：

（1）[image: alt]其中S是柱面x2＋y2＝1及平面z＝0，z＝3所围立体的全表面之外侧．

（2）[image: alt]其中S是上半球面x2＋y2＋z2＝R2，z≥O取内侧．

解　（1）选用高斯公式方便．记S所围区域为Ω，由高斯公式得

[image: alt]

注意Ω关于Ozx平面对称，[image: alt]

[image: alt]

其中Dxy：x2＋y2≤1．

（2）S不是封闭曲面，添加辅助面S1：z＝0（x2＋y2≤R2），法向量朝上，注意S1与Oyz平面，Ozx平面均垂直，于是

[image: alt]

由S和S1所围区域记为Ω，则在Ω上用高斯公式得

[image: alt]

注意Ω关于Oyz平面，Ozx平面均对称，于是

[image: alt]

用先二后一（先积x，y后积z）的积分顺序得

[image: alt]

这里高斯公式前带上一个负号是因为Ω的边界取内法向．

本节小结

若直接求第二型曲面积分不方便时，可考虑用高斯公式来简化计算．

当闭曲面S围成区域Ω时，用高斯公式把求

[image: alt]

转化为　　[image: alt]

若被积函数简单，此三重积分好求时该方法有效．如题2与题4（1）．当曲面S不封闭时，需添加辅助面S1方可用高斯公式，把求

[image: alt]

Ω是由S与S1围成的区域．若后两个积分好求则方法有效．如题3与题4（2）．注意辅助面S1的取向要与S相匹配构成Ω的外法向或内法向，取内法向时高斯公式的三重积分项要带上负号，见题4（2）．

练习题10.2

10.2.1　利用高斯公式，求

[image: alt]

其中cosα，cosβ，cosγ为S的外法线的方向余弦，S为

（1）部分圆柱面x2＋y2＝a2（O≤z≤h）的外侧；

（2）[image: alt]的全表面的外侧．

10.2.2　利用高斯公式计算下列曲面积分：

（1）[image: alt]其中S是z＝[image: alt]所围成的半球区域的整个边界．

（2）[image: alt]为平面x＝0，y＝0，z＝0，x＝a，y＝a，z＝a所围立体之表面外侧．

（3）[image: alt]S为在Oxy平面上方z＝1－x2－y2的外侧．

10.2.3　求下列第二型曲面积分：

（1）[image: alt]是三个坐标面及平面x＝1，y＝1，z＝1所围立方体之表面外侧．

（2）[image: alt]为柱面x2＋y2＝1被平面z＝0与z＝3所截部分的外侧．

（3）[image: alt]其中S为椭球面[image: alt]的外侧．

10.2.4　[image: alt]其中S是由曲线[image: alt]绕y轴旋转一周而成的旋转面，其法向量与y轴正向夹角大于π/2．

*10.2.5　求

[image: alt]

其中S是[image: alt]取上侧．

10.2.6　[image: alt]其中曲面S为

（1）S：（x－2）2＋y2＋z2＝1，取外侧．

（2）S：x2＋y2＋z2＝1，取外侧．

*（3）[image: alt]取外侧．

§3　斯托克斯公式，向量场的环量与旋度

内容提要

1．斯托克斯公式

设L是分段光滑的有向闭曲线，S是以L为边界的分片光滑有向曲面，S与L按右手法则取定相应的方向．函数P（x，y，z），Q（x，y，z），R（x，y，z）在包含S的一个区域上有一阶连续偏导数，则有斯托克斯公式

[image: alt]

为便于记忆，斯托克斯公式也可形式地写成

[image: alt]

上式右端积分号下是一个三阶行列式，按其第一行展开即得公式（3.1）．

（3.1）式右端的第二型曲面积分也可表成第一型曲面积分

[image: alt]

斯托克斯公式建立了第二型曲面积分及沿其边界曲线的第二型曲线积分之间的关系，是格林公式的另一种推广．

2．斯托克斯公式的一个应用——利用斯托克斯公式计算曲线积分

利用斯托克斯公式可把求空间第一型曲线积分转化为求曲面积分．特别是，若曲面是平面或是某些特殊的曲面，则面积分容易计算．

3．向量场的环量与旋度，斯托克斯公式的物理意义

设向量场F（x，y，z）＝｛P（x，y，z），Q（x，y，z），R（x，y，z）｝，P，Q，R有连续的偏导数．

向量场F沿定向分段光滑闭曲线L的环量（或环流量）为

[image: alt]

其中[image: alt]＝｛cosα，cosβ，cosγ｝是L上任意点（x，y，z）处指向曲线方向的单位切向量．

向量场F在点（x，y，z）处的旋度即向量

[image: alt]

rotF也记为curlF．

环量与旋度的关系：

斯托克斯公式可表为

[image: alt]

4．空间曲线积分[image: alt]与路径无关问题，Pdx＋Qdy＋Rdz的原函数问题

设P（x，y，z），Q（x，y，z），R（x，y，z）在空间区域Ω连续，则

∫LPdx＋Qdy＋Rdz在Ω与路径无关⇔对Ω内任意分段光滑闭曲线C有

[image: alt]

在Ω内存在原函数u，即du＝Pdx＋Qdy＋Rdz．

当∫LPdx＋Qdy＋Rdz在Ω与路径无关时，变终点的积分

[image: alt]　（其中（x0，y0，z0）∈Ω为任意定点）

是Pdx＋Qdy＋Rdz的原函数．若u（x，y，z）是Pdx＋Qdy＋Rdz的一个原函数，则

[image: alt]

设P（x，y，z），Q（x，y，z），R（x，y，z）在Ω有连续的偏导数．

若∫LPdx＋Qdy＋Rdz在区域Ω与路径无关⇒在Ω上恒有

[image: alt]

反之，若（3.2）在Ω上恒成立，又Ω是线单连通的，则∫LPdx＋Qdy＋Rdz在Ω与路径无关．所谓线单连通区域Ω是指：Ω内任意分段光滑闭曲线都是区域Ω内某一张分片光滑曲面的边界．例如，两个同心球面之间的区域是线单连通的．

力场F＝｛P，Q，R｝称为在Ω是保守力场，若曲线积分∫LPdx＋Qdy＋Rdz在Ω与路径无关．Pdx＋Qdy＋Rdz的原函数也称为保守力场F的势函数．

典型例题分析

一、利用斯托克斯公式求曲线积分

1．利用斯托克斯公式求下列曲线积分：

（1）[image: alt]其中C是圆周x2＋y2＋z2＝a2，x＋y＋z＝0，由Oz轴的正向看去，圆周沿反时针方向（见图10.9）；

（2）[image: alt]其中C为椭圆周：

x＝asin2t，y＝2asintcost，z＝acos2t，

C的方向按参数t从0到π的方向．

解　（1）取圆盘：x2＋y2＋z2≤a2，x＋y＋z＝0作为曲线C所围的曲面S，且如图10.9所示取S的法向量，这样，C的方向与S的指向组成右手系．由斯托克斯公式，

[image: alt]

由图10.9看出，S是平面x＋y＋z＝0的一部分，其沿指定一侧的单位法向量为

[image: alt]

[image: alt]

图　10.9

[image: alt]

图　10.10

（2）由所给曲线C的参数方程得

[image: alt]所以C的图形为图10.10所示．曲线C是平面x＋z＝与圆柱面[image: alt]相交成的椭圆周，围成的椭圆面记为S．取S的单位法向n使C的方向与S的指向组成右手系，则有

[image: alt]

因为S在平面x＋z＝a上，其法向量朝下，将此曲面积分化为二重积分得

[image: alt]

其中D是S在Oxy平面上的投影区域（椭圆）．它的面积为[image: alt]（半长轴为a，半短轴为[image: alt]于是

[image: alt]

二、判断向量场是保守力场（判断积分与路径无关），求势函数（求原函数）

2．设矢量场

F（x，y，z）＝（3x2－y＋z2）i＋（－x＋4y3）j＋2xzk，

判断F是否是保守力场？若是，求其势函数u（x，y，z）．

解　令

P＝3x2－y＋z2，Q＝－x＋4y3，R＝2xz．

[image: alt]

所以F是保守力场．

为求势函数u（x，y，z），下列三种方法都可采用．

解法1　因为P，Q，R在全平面内有一阶连续偏导数，因而可选择（0，0，0）作为（x0，y0，z0），于是有

[image: alt]

对任意一点M（x，y，z），取折线OABM为积分路径（见图10.11），有

[image: alt]

[image: alt]

图　10.11

解法2　[image: alt]对x求积分，得

[image: alt]

其中φ（y，z）为待定函数．由此得

[image: alt]

另一方面，应有[image: alt]因而必须有

[image: alt]

[image: alt]

将上式对z求偏导数，得

[image: alt]

再与[image: alt]比较，得[image: alt]（z）＝C．因而

u（x，y，z）＝x3－xy＋xz2＋y4＋C．

解法3

[image: alt]

评注　该例等同于判断∫L（3x2－y＋z2）dx＋（-x＋4y3）dy＋2xzdz是否与路径无关？若是，求被积表达式的原函数．

本节小结

1．若直接求空间的第二型曲线积分不方便时，可考虑用斯托克斯公式将它转化为求曲面积分．特别是，当空间曲线是平面曲线，曲线所围的平面区域的面积易求且向量场的旋度又简单时，要注意由曲线的定向按右手法则确定相应曲面的定向．

2．空间第二型线积分∫LF·ds与路径无关（即F是保守力场）等同于相应的全微分式存在原函数．判断的关键是看rotF是否恒为零．因空间中我们常见的区域Ω是线单连通的．

3．求Pdx＋Qdy＋Rdz的原函数的方法与平面情形类似．

练习题10.3

10.3.1　应用斯托克斯公式计算下列曲线积分：

（1）∫AmB（x2－yz）dx＋（y2－zx）dy＋（z2－xy）dz，AmB是从点A（a，0，0）沿螺线x＝acosφ，y＝asinφ，[image: alt]到点B（a，0，h）的一段；

（2）[image: alt]为用平面[image: alt]切立方体0≤x≤a，0≤y≤a，0≤z≤a的表面所得的切痕，其方向取从x轴正向看去反时针的方向；

（3）[image: alt]其中C为椭圆周x2＋y2＝1，x＋z＝1，沿顺时针方向；

（4）[image: alt]其中C为曲线x＝asint，y＝bcost，z＝a（cost＋sint）（0≤t≤2π），沿t从0到2π的方向．

10.3.2　设[image: alt]r＝｛x，y，z｝，r＝｜r｜．求证：[image: alt]ydy＋zdz）在Ω：x2＋y2＋z2＞0与路径无关．

10.3.3　判断下列向量场在全空间是否保守力场？若是保守力场求其势函数u（x，y，z）．

（1）F＝｛yz（2x＋y＋z），xz（x＋2y＋z），xy（x＋y＋2z）｝；

（2）F＝｛xey＋y，z＋ey，y－2zey｝；

（3）F＝｛ycos（xy），xcos（xy），sinz｝．

10.3.4　求曲线积分：

[image: alt]

其中A（0，0，0），B（1，1，1）．

§4　算子符号∇及其性质，散度与旋度计算

内容提要

1．定义算子符号

[image: alt]

对于数量函数f（x，y，z），

[image: alt]

对于矢量函数F（x，y，z）＝Pi＋Qj＋Rk，

[image: alt]

利用算符∇，高斯公式可写成

[image: alt]

斯托克斯公式可写成

[image: alt]

2．算子符号∇的性质

（1）[image: alt]

（2）∇×（∇f）＝0；

（3）∇·（∇×F）＝O．

3．散度与旋度的性质

（1）div（F＋G）＝divF＋divG，div（uF）＝udivF＋F·gradu，

（∇·（F＋G）＝∇·F＋∇·G），（∇·（uF）＝u∇·F＋F·∇u）

（2）rot（F＋G）＝rotF＋rotG，rot（uF）＝urotF＋gradu×F，

（∇×（F＋G）＝∇×F＋∇×G），（∇×（uF）＝u∇×F＋∇u×F）

典型例题分析

1．设F＝｛P，Q，R｝，其中P，Q，R有二阶连续偏导数，求证：

∇·（∇×F）＝O．

[image: alt]

2．设有数量函数u（x，y，z）与矢量函数

F（x，y，z）＝P（x，y，z）i＋Q（x，y，z）j＋R（x，y，z）k，

证明：∇·（uF）＝∇u·F＋u∇·F．

证

[image: alt]

由上式可推出一个有用的公式：设有数量函数v（x，y，z），将∇v代替上式中的F，则有

[image: alt]

3．设u，v是空间区域Ω上的二阶连续可微函数，Ω的边界为S，证明：

[image: alt]

其中n为S的外法线方向．

证　由方向微商的公式，有

[image: alt]

其中n＝｛cosα，cosβ，cosγ｝为单位法向量．于是

[image: alt]

由高斯公式，有

[image: alt]

由公式（4.1）（交换u，v的位置），上式右端为

[image: alt]

练习题10.4

10.4.1　求矢量场F的散度divF：

（1）F＝xzi＋yzj＋（x＋y＋z）k；

（2）F＝grad（x10y11z12）．

10.4.2　求矢量场F的旋度rotF：

（1）F＝yezi＋（x3－y2＋z3）j＋xyzk；

（2）F＝｛x2y3z3，x3y2z3，x3y3z2｝；

（3）F＝｛xsin（yz），ysinz，sinx｝．

10.4.3　证明任意有连续二阶偏导数的函数f（x，y，z）有

rot（gradf）＝0．

10.4.4　证明：

（1）div（F＋G）＝divF＋divG；

（2）div（uC）＝C·gradu（C是常向量，u是x，y，z的函数）．

10.4.5　求div（gradu）．

10.4.6　证明：

（1）rot（F＋G）＝rotF＋rotG；（2）rot（uF）＝urotF＋gradu×F．

10.4.7　求div（gradf（r）），其中[image: alt]在什么情况下，有

div（gradf（r））＝0．

10.4.8　计算div［f（r）c］，其中c为常向量．

10.4.9　求div［f（r）r］，其中r＝xi＋yj＋zk，在什么情况下，有

div［f（r）r］＝0.


第十一章　无穷级数

§1　级数的基本概念与性质

内容提要

1．级数的基本概念

（1）级数的部分和、收敛、发散与级数的和的概念

将序列u1，u2，…，un，…的各项依次用加号连起来的式子

[image: alt]

叫做无穷级数．上式也可简记作

[image: alt]

第n项un做级数的一般项．

无穷级数（1.1）的前n项之和

Sn＝u1＋u2＋…＋un

称为该级数的部分和．若部分和序列Sn的极限存在，即若

[image: alt]

则称级数（1.1）是收敛的，且收敛到S，或说级数（1.1）的和是S．若Sn的极限不存在，则称级数（1.1）是发散的．

（2）级数的余项

收敛级数的和S与其前n项部分和Sn的差叫做n项后的余项，记作Rn，即

[image: alt]

当以Sn近似代替S时所产生的误差是｜Rn｜．

2．级数的基本性质

①收敛级数可以逐项相加或相减．即若[image: alt]

[image: alt]

②收敛级数乘以常数后仍收敛．即若[image: alt]则对任意常数k，有

[image: alt]

③增添或删掉级数的有限项，级数的敛散性不变．

④收敛级数加括号后所成的级数仍然收敛于原级数的和．

⑤级数收敛的必要条件：

若级数（1.1）收敛，则其一般项un必趋向于零，即[image: alt]因此若一个级数的一般项不趋于零，则该级数是发散的．但un→0并不是级数收敛的充分条件，也就是说，当un→0时级数[image: alt]仍有可能发散．例如调和级数的一般项[image: alt]是发散的．

3．两个重要的级数

等比级数（几何级数）

[image: alt]

p级数

[image: alt]

典型例题分析

一、按定义判断级数是否收敛，按定义求级数的和

1．根据定义判断下列级数是否收敛？若收敛并求其和：

（1）[image: alt]

解　（1）因为所论级数的一般项un可写成为

[image: alt]

因而其前n项的部分和为

[image: alt]

当n→∞时[image: alt]所以级数收敛且和为[image: alt]

（2）[image: alt]

所以级数发散．

2．求级数

[image: alt]

的和．

解　由[image: alt]所以

[image: alt]

评注　按定义判断级数[image: alt]是否收敛就是判断部分和序列[image: alt]是否收敛．按定义求级数[image: alt]的和就是求部分和序列的极限[image: alt]简单而常见的情形之一是：

级数[image: alt]收敛⇔存在极限[image: alt]收敛时和S＝b1－B．因为[image: alt]的部分和序列

[image: alt]

题1与题2均属于这种情形．

二、级数[image: alt]中至少一个发散时，[image: alt]的敛散性

3．讨论下列问题：

（1）若级数[image: alt]收敛，[image: alt]发散，问级数[image: alt]的敛散性如何？并证明之；

（2）若级数[image: alt]发散，问[image: alt]的敛散性如何？其中k为常数；

（3）若两级数[image: alt]都发散，问级数[image: alt]的敛散性如何？

解　（1）级数[image: alt]必发散．我们用反证法证明：若[image: alt]收敛，由于vn＝（un＋vn）－un，根据级数的基本性质①，[image: alt]也必收敛．这与所设条件矛盾．因而[image: alt]不可能收敛．

（2）当k＝0时，[image: alt]收敛；当k≠0时，[image: alt]也发散．（可用与（1）类似的方法证明）．

（3）级数[image: alt]可能收敛也可能发散．例如级数[image: alt]与[image: alt]都发散，但级数[image: alt]是收敛的，而级数[image: alt]是发散的．

三、添加括号后的级数收敛时原级数是否收敛

4．讨论下列问题：

（1）设（u1＋u2）＋（u3＋u4）＋…＋（u2n－1＋u2n）＋…收敛，问[image: alt]是否收敛？并证明之；

（2）设（u1＋u2）＋（u3＋u4）＋…＋（u2n－1＋u2n）＋…收敛且和为S，又[image: alt]是否收敛？若收敛时其和是多少？并证明之．

解　（1）不一定．考察级数

1＋（-1）＋1＋（-1）＋…＋1＋（-1）＋…，

它是发散的，但添加括号后的级数

（1＋（-1））＋（1＋（-1））＋…＋（1＋（-1））＋…

＝0＋0＋…＋0＋…

是收敛的．

（2）记（u1＋u2）＋（u3＋u4）＋…＋（u2n－1＋u2n）＋…的部分和为[image: alt]的部分和为Sn，则按题设

[image: alt]

又S2n－1＝S2n－u2n，于是

[image: alt]

级数[image: alt]收敛其和仍为S．

评注　题4的证明中用到序列的一个结论：

[image: alt]

本节小结

1．题3的结论可用于分解法来判断级数的敛散性．若将un分解为un＝bn＋cn，又[image: alt]均收敛或一个收敛另一个发散，均可对[image: alt]的敛散性得出结论．

2．对于收敛的级数可以任意添加括号，不改变它的收敛性与和数．题4说明反过来则不一定对，但在适当条件下添加括号后的级数收敛，则原级数也收敛且有相同的和．题4（2）就是一种情形，它可用来判断级数的敛散性．

练习题11.1

11.1.1　写出下列级数的前四项：

[image: alt]

11.1.2　写出下列级数的一般项：

[image: alt]

11.1.3　根据定义判断下列级数是否收敛，若收敛求出其和：

[image: alt]

11.1.4　用级数的性质判断下列级数的敛散性：

[image: alt]

11.1.5　设有级数〈A〉: a1＋a2＋a3＋a4＋…＋a2n－1＋a2n＋…收敛，和为S．求证：级数〈A′〉: a2＋a1＋a4＋a3＋…＋a2n＋a2n－1＋…也收敛，和也是S．

§2　级数的收敛性判别法

内容提要

1．正项级数的收敛判别法

[image: alt]的每一项都是非负数，即un≥O（n＝1，2，…）时，则称此级数为正项级数．

（1）正项级数[image: alt]收敛的充要条件

正项级数[image: alt]收敛的⇔部分和[image: alt]有界．

（2）正项级数的比较判别法

比较判别法：若从某个n＝N开始有

0≤un≤vn　（n＝N，N＋1，…），

[image: alt]

这里，称[image: alt]的强级数，而[image: alt]的弱级数．

比较判别法的极限形式为：

若极限[image: alt]

①若0＜l＜+∞，则级数[image: alt]同时收敛或发散；

②若l＝0，[image: alt]收敛，则[image: alt]

③若l＝+∞，[image: alt]

两个常用的比较级数：等比级数与p级数．

（3）正项级数的比值判别法与根值判别法．

比值判别法（达朗贝尔判别法）　设正项级数[image: alt]的后项与前项之比值的极限为ρ，即

[image: alt]

则

①当ρ＜1时级数收敛；

②当[image: alt]时级数发散；

③当ρ＝1时级数可能收敛也可能发散．

根值判别法（柯西判别法）　若正项级数一般项的n次方根的极限存在，即若

[image: alt]

则

①当ρ＜1时级数收敛；

②当ρ＞1时级数发散；

③当ρ＝1时级数可能收敛也可能发散．

*（4）正项级数的积分判别法

设有正项级数[image: alt]若存在一个单调下降的正值函数f（x）（x≥1）使得un＝f（n）（n＝1，2，3，…），则[image: alt]收敛⇔序列[image: alt]收敛⇔[image: alt]收敛．

2．交错级数，莱布尼兹判别法

（1）交错级数

各项的符号正负相间的级数叫交错级数．例如

[image: alt]

（2）莱布尼兹判别法

若交错级数（2.1）满足：

①u1≥u2≥u3≥…；

②[image: alt]

则级数（2.1）收敛，且其和0≤S≤u1，余项Rn的绝对值｜Rn｜≤un＋1．

3．绝对收敛，条件收敛

对于级数（1.1），取其各项的绝对值，得到一个正项级数：

[image: alt]

当级数（2.2）收敛时级数（1.1）必收敛，这时称（1.1）是绝对收敛的．若级数（1.1）收敛但（2.2）发散，则称（1.1）是条件收敛的．

为了研究级数（1.1）的绝对收敛性，可以对级数（2.2）应用正项级数的判别法．

*4．级数[image: alt]的狄利克雷判别法与阿贝尔判别法

狄利克雷判别法　设序列an单调下降趋于零且级数[image: alt]的部分和有界，则级数[image: alt]收敛．

阿贝尔判别法　设序列an单调有界且级数[image: alt]收敛，则[image: alt]收敛．

典型例题分析

一、利用正项级数收敛性判别法则判断正项级数的敛散性

1．判断下列级数是否收敛：

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

（4）[image: alt]

（6）[image: alt]

（7）[image: alt]

解　题（1）～题（6）均为正项级数．

（1）[image: alt]收敛，因而级数[image: alt]也收敛．

（2）[image: alt][image: alt]同时收敛或发散．现已知[image: alt]收敛，因而[image: alt]也收敛．

（3）对任意取定的常数p，用洛必达法则可以证明下列极限式成立：

[image: alt]

因而也有

[image: alt]

因级数[image: alt]发散，由比较判别法的极限形式知级数[image: alt]也发散．

（4）注意当lnlnn＞2时，有

（lnn）lnn＝elnnlnlnn＝nlnlnn＞n2，

[image: alt]

（5）[image: alt]1时，由于[image: alt]而级数[image: alt]收敛，所以这时[image: alt]收敛．

（6）[image: alt]

所以级数[image: alt]

（7）当a＝kπ（k为整数）时，un＝sinna＝0，n＝1，2，…，所以级[image: alt]

当a≠kπ时，可证sinna不趋于零．用反证法．设sinna→0，则也有sin（n＋1）a→0，而

sin（n＋1）a＝sinnacosa＋cosnasina，

由反证法假设，上式左端及右端第一项都趋向于零，因而右端第二项也必趋向于零，由此推出cosna→0．于是有（sin2na＋cos2na）→0，但这与sin2na＋cos2na＝1矛盾．所以sinna不可能趋向于零．从而级数[image: alt]时发散．

2．判别下列级数的敛散性：

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

（4）[image: alt]

解　题（1）～题（6）均为正项级数．

（1）考虑用比值或根值判别法时，因一般项含阶乘，选用比值判别法．

[image: alt]

由比值判别法知[image: alt]收敛．

（2）选用比值判别法时，因

[image: alt]

所以无法作出判断．但用洛必达法则可证

[image: alt]

其中p＞0为常数．于是

[image: alt]

[image: alt]发散，所以级数[image: alt]发散．

（3）注意到[image: alt]故当n充分大后[image: alt]于是

[image: alt]

由[image: alt]收敛可知[image: alt]收敛．

因为一般项含方幂，也可用根值判别法：

[image: alt]

因此，原级数收敛．

（4）注意

[image: alt]

因而级数[image: alt]同时收敛．

（5）若用比值判别法，由于

[image: alt]

故判别法失效．但我们知道[image: alt]单调上升且[image: alt]从而[image: alt]

un＋1＞un＞…＞u1．

这说明n→+∞时un不趋于零，因而级数发散．

（6）按比较判别法我们不必将积分精确算出，只需对积分进行估计即可：

[image: alt]

[image: alt]所以原级数收敛．

3．判别下列级数的敛散性：

（1）[image: alt]

解　当q≤0时均有[image: alt]为某正数．因此这两个级数均发散．

现考察q＞0的情形，比值与根值判别法均失效，与p级数作比较的方法也失效．故选用积分判别法．

（1）令[image: alt]则f（x）是单调下降的正值函数，[image: alt]

[image: alt]

（2）[image: alt]则f（x）是单调下降的正值函数，[image: alt]

[image: alt]

评注　利用收敛性判别法则判别正项级数的敛散性时，首先看通项是否趋于零，若不趋于零，则级数发散；若趋于零，再用比较判别法．当极限易求时则用比较原理的极限形式：即用比值或根值判别法（与几何级数作比较）．若一般项含阶乘项或含方幂项，在比值与根值判别法中分别选用比值或根值判别法．或确定通项关于[image: alt]的阶（与p级数作比较）．有时用适当放大缩小法寻找收敛的强级数或发散的弱级数更为简单．若这些法则均失效时，有时可考虑用积分判别法．

二、判断变号级数的绝对收敛性或条件收敛性

4．判断下列级数是否收敛，绝对收敛还是条件收敛：

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

解　（1）因

[image: alt]

[image: alt]

再看原级数，这是交错级数，因

[image: alt]

即un＋1＜un．又un→0，所以级数收敛．于是原级数条件收敛．

（2）当n＞e2时，

[image: alt]

[image: alt]

再考察原级数，这是交错级数，容易证明，当x＞e时函数[image: alt]单调递减，因而当n＞2时[image: alt]所以原级数收敛．因而原级数条件收敛．

（3）因为

[image: alt]

[image: alt]原级数绝对收敛．

5．判断下列级数是否收敛，绝对收敛还是条件收敛：

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

[image: alt]原级数是交错级数．易知

[image: alt]

为考察[image: alt]的单调性，令

[image: alt]

⇒g（x）在［1，+∞）单调上升⇒f（x）在［1，+∞）单调上升⇒[image: alt]在［1，+∞）单调下降⇒序列[image: alt]单调下降．因此由莱布尼兹法则知[image: alt]

我们也可用阿贝尔判别法来证：

[image: alt]

显然，[image: alt]单调上升且有界，由阿贝尔判别法知[image: alt]因此原级数条件收敛．

（2）由于

[image: alt]

所以p＞1时级数[image: alt]均绝对收敛．

现考察p≤1的情形．原级数不是交错级数，所以我们用狄利克雷判别法．注意

[image: alt]

[image: alt]

又p＞0时[image: alt]单调下降趋于零，所以由狄利克雷判别法知，p＞0，x≠2mπ时，[image: alt]

当0＜p≤1时，

[image: alt]

而级数[image: alt]由比较判别法知[image: alt]（x≠2mπ）条件收敛．同理可证[image: alt]条件收敛．

当x＝2mπ时，显然[image: alt]绝对收敛．[image: alt]（0＜p≤1）发散．

评注

（1）判断级数[image: alt]是绝对收敛还是条件收敛时，若[image: alt]收敛，在书写上应先考察[image: alt]若它收敛，则原级数[image: alt]就绝对收敛．[image: alt]发散的，再考察原级数的敛散性．

（2）用莱布尼兹法则证明交错级数[image: alt]收敛时，常用如下方法证明un单调下降且[image: alt]

①引进函数f（x）使得un＝f（n），然后用微分学方法证明：x充分大时f（x）单调下降且[image: alt]于是可得un单调下降，[image: alt]

②按定义证明un单调下降，即n充分大时，un＋1－un≥0或[image: alt]

③对形如[image: alt]的级数不能用莱布尼兹判别法时可考虑用狄利克雷或阿贝尔判别法，它们可用于判断条件收敛的级数，其作用不可能由正项级数的比较判别法所代替．

三、利用级数的性质判别级数的敛散性

6．判断下列交错级数[image: alt]是条件收敛还是绝对收敛：

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

解　（1）u2n－1＞u2n，序列不单调递减，所以不能用莱布尼兹判别法．将原级数添加括号得级数

[image: alt]

[image: alt]收敛，于是该添加括号后的级数发散，因此由级数的基本性质（4）知原级数发散．

（2）u2n－1＞u2n，序列u1，u2，…，un，…不单调递减，所以不能用莱布尼兹判别法．

因为原级数添加括号后的级数

[image: alt]

的一般项是

[image: alt]

而级数[image: alt]是收敛的，又原级数的一般项趋于零，因而由§1典型例题4（2）的结论知原级数收敛．但

[image: alt]

是发散的．因而原级数条件收敛．

（3）这里虽然un→0（n→+∞），但un不单调，不能用莱布尼兹法则．现在我们将一般项分解

[image: alt]

由莱布尼兹法则知[image: alt]均收敛，又[image: alt]发散，因此原级数发散．

评注　利用级数的性质来判断级数的敛散性时，常用的方法有：①添加括号．如题（1），（2），这时要用到级数的基本性质（4）与§1中题4（2）中的结论．②分解法．如题（3）这时要用到级数的基本性质（1），（2）及§1题3中的有关结论．

四、判断题与证明题

7．下列命题是否正确？请证明你的判断（对的，给出证明，错的举出反例．）：

（1）[image: alt]

（2）设n→+∞时无穷小an～bn，又[image: alt]

（3）设[image: alt]绝对收敛．

解　（1）错！如[image: alt]

（2）错！如[image: alt]

[image: alt]

即　　　　　　an～bn（n→+∞）．

[image: alt]

（3）对！由[image: alt]有界，即｜an｜≤M（n＝1，2，3，…），M＞0为某常数．于是

｜anbn｜≤M｜bn｜．

[image: alt]绝对收敛．

8．设正项级数[image: alt]

证　由收敛的必要条件知an→0（n→∞时），所以当n充分大后an＜1，于是[image: alt]＜an，由比较判别法，[image: alt]

9．[image: alt]为正项级数，下列结论中有一个正确的是（　）．

（A）[image: alt]

（B）若存在非零常数λ使得[image: alt]发散；

（C）若[image: alt]收敛，则[image: alt]

（D）若[image: alt]发散，则存在非零常数λ，使得[image: alt]

解法1　这是正项级数[image: alt]的敛散性与无穷小an的阶的关系问题．结论（B）中，即[image: alt]同阶，故[image: alt]发散．应选（B）．

解法2　举反例说明（A），（C），（D）不正确．

[image: alt]发散，说明（A），（D）不正确，又如[image: alt]收敛，但[image: alt]即（C）不正确．应选（B）．

10．设｛bn｝是单调上升的正值序列．

（1）求证：[image: alt]

（2）求证：[image: alt]收敛的充要条件是｛bn｝有界．

证　（1）考察一般项

[image: alt]

正项级数[image: alt]的部分和

[image: alt]

有界，因而收敛，于是由比较原理知原级数收敛．

（2）考虑级数的一般项．若｛bn｝有界．又由于bn单调上升⇒

[image: alt]

而正项级数[image: alt]的部分和[image: alt]有界⇒原正项级数的部分和也有界，因此收敛．

若｛bn｝无界．由于bn单调上升⇒[image: alt]

[image: alt]

发散，因此原级数发散．

评注　微分学的方法易证：x－1≥lnx（x≥1），于是

[image: alt]

而级数[image: alt]发散⇒原级数发散．

本节小结

1．题7提醒我们要注意正项级数与变号级数的区别．题7中，若加上条件[image: alt]是正项级数，则两个命题均正确．对于正项级数，题7中命题（1）即题8．命题（2）即正项级数比较原理的极限形式的一种情形．

2．题8～题11均是用比较判别法或部分和的有界性来证明有关结论．题10用的是比较原理的极限形式，其余的均是通过适当放大缩小法找到收敛的强级数或发散的弱级数．

练习题11.2

11.2.1　利用已知级数的敛散性，直接回答下列级数的敛散性：

[image: alt]

11.2.2　利用级数的性质判断下列级数的敛散性：

[image: alt]

[image: alt]

11.2.3　利用比值或根值判别法判断下列正项级数的敛散性：

[image: alt]

11.2.4　找收敛的强级数或发散的弱级数判断下列正项级数的敛散性：

[image: alt]

11.2.5　用比较原理的极限形式判断下列正项级数的敛散性：

[image: alt]

11.2.6　确定一般项关于无穷小[image: alt]的阶来判断下列正项级数的敛散性：

[image: alt]

11.2.7　判断下列正项级数的敛散性：

[image: alt]

*11.2.8　用积分判别法讨论级数

[image: alt]

的敛散性．

11.2.9　判断下列级数是否收敛，绝对收敛还是条件收敛：

[image: alt]

[image: alt]

11.2.10　设级数[image: alt]均收敛，且有

an≤un≤bn　（n＝1，2，…）．

求证：[image: alt]收敛．

11.2.11　设正项级数[image: alt]收敛，求证：

[image: alt]

*11.2.12　设[image: alt]收敛．求证：当x＞x0时[image: alt]收敛．

§3　幂级数的收敛域与幂级数的性质

内容提要

1．函数项级数的收敛域

每一项都是自变量x的函数组成的级数

[image: alt]

称为函数项级数．

Sn（x）＝ f1（x）＋f2（x）＋…＋fn（x）

称为级数（3.1）的部分和．使函数项级数（3.1）收敛的全体x的集合，称为级数（3.1）的收敛域．在收敛域内，函数

[image: alt]

称为级数（3.1）的和函数，Rn（x）＝S（x）－Sn（x）称为级数（3.1）的余项．

2．幂级数的收敛区间与收敛域

每一项都是幂函数的级数

[image: alt]

称为幂级数，其中a0，a1，a2，…，an，…都是常数，称为幂级数的系数．

可以证明，对每一个幂级数（3.2），都存在一个非负数R（包括∞），满足下列三点：

①当｜x－x0｜＜R时，幂级数绝对收敛；

②当｜x－x0｜＞R时，幂级数发散；

③当x－x0＝R或x－x0＝-R时，幂级数可能收敛也可能发散．

上述R称为幂级数（3.2）的收敛半径，开区间（x0－R，x0＋R）称收敛区间，使幂级数（3.2）收敛的所有x的集合称为幂级数的收敛域．

每一个幂级数的收敛半径可根据幂级数的系数确定：对于幂级数（3.2），设有

[image: alt]

①若0＜ρ＜∞，则[image: alt]

②若ρ＝0，则R＝∞；

③若ρ＝∞，则R＝0．

3．幂级数的性质

为简便起见，我们以下讨论经过变换后使x0＝0的幂级数

a0＋a1x＋a2x2＋…＋anxn＋…．

设有两个幂级数，收敛半径分别是R1与R2，即设

[image: alt]

则在两个收敛区间的公共部分上，即在区间｜x｜＜R＝min（R1，R2）上，有下列性质：

①两个收敛的幂级数可以逐项相加或相减，即

[image: alt]

②两个收敛的幂级数可以作乘法，即

[image: alt]

又对于幂级数（3.3），在收敛区间｜x｜＜R1上，有性质：

③和函数f（x）任意次可导且其幂级数可以逐项求导，即

[image: alt]

[image: alt]

它们的收敛半径不变，仍为R1．

④收敛的幂级数可以逐项积分，即

[image: alt]

它的收敛半径也不变，仍为R1．

利用幂级数在其收敛区间内可以逐项求导及逐项积分的性质．我们可以通过一些已知的幂级数的和函数，如

[image: alt]

等等，来求另外一些幂级数的和函数．

⑤设[image: alt]的收敛半径为R．若[image: alt]收敛，则

[image: alt]

[image: alt]

⑥幂级数在收敛区间内是绝对收敛的．

典型例题分析

一、求幂级数的收敛区间或收敛域

1．求下列幂级数的收敛区间及收敛域：

（1）[image: alt]

（3）[image: alt]

（4）[image: alt]

（6）[image: alt]

解　先求收敛半径得相应的收敛区间，再讨论幂级数在收敛区间端点的敛散性．

（1）先求收敛半径，因为

[image: alt]

所以收敛半径为R＝2．收敛区间为（-2，2）．

再考虑在收敛区间端点的情况．当x＝2时，级数为[image: alt]，显然发散；当x＝-2时，级数为[image: alt]显然收敛．因此幂级数的收敛域为-2≤x＜2．

（2）[image: alt]

所以[image: alt]故收敛区间为[image: alt]再看端点，当[image: alt]时，级数为[image: alt][image: alt]有相同的敛散性，因而级数

[image: alt]

当x＝-4/3时，级数为

[image: alt]

[image: alt]均收敛，因而原级数收敛．于是幂级数的收敛域为［-4/3，-2/3）．

（3）这里x的偶次方幂的系数全为零，即a2n＝0，于是[image: alt]的极限不存在，也就不能利用公式

[image: alt]

来求R．下面介绍两种求R的方法：

解法1　每项提出公因子x，再令y＝x2，并舍去第一项，得一新的幂级数：

[image: alt]

对这新幂级数，相应的

[image: alt]

所以R＝1，故收敛区间为-1＜y＜1．再看端点，当y＝1时，级数为

[image: alt]

可判断此级数收敛．再考虑原始的变量x，当-1≤x≤1时0≤y≤1，这时级数（3.5）收敛从而原幂级数也收敛，而当｜x｜＞1时｜y｜＞1，这时幂级数发散．所以原幂级数的收敛域为-1≤x≤1．

解法2　将x看作任意取定的一个数，原幂级数就是数项级数

[image: alt]

由达朗贝尔判别法知，当｜x｜＜1时级数（3.6）绝对收敛，当｜x｜＞1时级数（3.6）发散．由此看出原幂级数的收敛半径R＝1，因而收敛区间为-1＜x＜1．当x＝±1时，同前可证级数收敛，因而原幂级数的收敛域为-1≤x≤1．

评注　解法2用得较多．当幂级数[image: alt]的系数an中有无穷多个等于零时，可用解法2求收敛半径．

（4）[image: alt]

[image: alt]

由此看出幂级数的收敛半径为[image: alt]显然发散，当[image: alt]时，级数为[image: alt]也发散．因而幂级数的收敛域为-1/4＜x＜1/4．

（5）令t＝x－2，转化为考察幂级数

[image: alt]

若用公式

[image: alt]

来求收敛半径R，较麻烦．改用公式[image: alt]因为

[image: alt]

于是原级数的收敛区间是[image: alt]

[image: alt]

所以级数发散．当[image: alt]时，同理可证级数发散．所以原幂级数的收敛域为46/27＜x＜62/27．

（6）与上题类似，令t＝x－1，转化为考察幂级数

[image: alt]

于是原幂级数的收敛区间是[image: alt]

[image: alt]级数的一般项

[image: alt]

为考虑an的极限，取对数得

[image: alt]

用洛必达法则可得上式的极限为[image: alt]故级数发散．当[image: alt]时，同理可证级数发散．所以原幂级数的收敛域为[image: alt]

2．求下列幂级数的收敛区间并说明理由：

（1）[image: alt]时该幂级数条件收敛；

（2）[image: alt]的收敛半径R＝3．

解　（1）该幂级数的收敛半径R＝2．因为，若R＜2，则x＝±2时该幂级数发散．若R＞2时，则x＝±2处该幂级数绝对收敛．因此，R＝2，收敛区间为（-2，2）．

（2）[image: alt]由幂级数收敛性特点知，[image: alt]有相同的收敛半径R＝3．因而收敛区间为（-2，4）．

评注　求幂级数[image: alt]的收敛域就是求幂级数的收敛区间再加上收敛的端点．

（1）求收敛区间

求收敛区间等同于求收敛半径R，常用的方法是：

①[image: alt]如题1中的（1），（2），（5），（6）．

②变量替换法．如题1中的（2）和（3）中的解法1．

③[image: alt]当做数项级数来用比值或根值判别法求收敛半径．如题1中（3）中的解法2及（4）．

④利用幂级数的性质．如题2．

（2）考察收敛区间端点的敛散性

这时比值与根值判别法失效．常有以下情形：①级数的一般项不趋于零，级数发散；②是几何级数或p级数的情形；③是交错级数的情形；④用分解法等．

二、求幂级数的和函数

3．利用逐项求导或逐项积分求下列幂级数的和函数并指出公式成立的区间：

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

（4）[image: alt]

解　设幂级数的和函数为F（x），逐项求导，得

[image: alt]

注意到F（0）＝0，得

[image: alt]

即　　[image: alt]

因为幂级数F′（x）与F（x）有相同的收敛半径，又在收敛区间的端点x＝±1时[image: alt]收敛，arctanx在x＝±1时连续，所以上述等式在x＝±1也成立．

（2）设幂级数的和函数为F（x）．逐项求导得

[image: alt]

注意到F（0）＝0得

[image: alt]

（3）设其和函数为F（x）．逐项积分得

[image: alt]

（4）设幂级数的和函数为F（x）．逐项积分得

[image: alt]

再设其和函数为H（x）．即

[image: alt]

再对H（x）逐项积分，得

[image: alt]

[image: alt]

三、数值级数的求和

4．求下列级数的和：

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

解　（1）将数值级数求和转化为幂级数求和，这是常用的一种方法．将原级数改写成

[image: alt]

于是引进幂级数

[image: alt]

只要它的收敛半径[image: alt]

现将S（x）逐项求导得

[image: alt]

注意到S（0）＝0，得

[image: alt]

[image: alt]

（2）所给级数等于幂级数

[image: alt]

在[image: alt]时的值．用逐项积分的方法可求出上式括号内的幂级数的和函数．令

[image: alt]

因而

[image: alt]

本节小结

1．逐项求导或逐项积分是幂级数求和常用的一种方法．

①给了幂级数[image: alt]在其收敛区间内设其和函数为F（x）．若逐项求导后所得的幂级数[image: alt]的和函数为已知，则就可求出F（x）的表达式．事实上，设[image: alt]的表达式为已知），由逐项可导的性质，有F′（x）＝G（x），于是由公式

[image: alt]

就可求出F（x）的表达式．题（1）与题（2）用的就是这种方法．

若逐项积分后的幂级数[image: alt]的和函数为已知，则也可求出F（x）的表达式．事实上，若已知

[image: alt]

则F（x）＝（H（x））′．

②用逐项求导或逐项积分方法求幂级数[image: alt]的和函数F（x）时可不必先考察它的收敛区间，只要逐项求导或逐项积分后的幂级数（常常是几何级数）的收敛区间易求得，就可知原幂级数的收敛区间．因为它们有相同的收敛区间．这几个例子均是如此．

③幂级数逐项求导或积分只保证收敛区间不变，不能保证收敛区间的端点的敛散性不变．因此，求得[image: alt]的收敛区间（-R，R）后还要看x＝±R时此公式是否成立．若x＝R（或-R）时[image: alt]收敛，又F（x）在x＝R（或x＝-R）左（右）连续，则上述公式在x＝R（或x＝-R）也成立．题3中的（1）就是这种情形．题3中的（2）～（4），幂级数在收敛区间的端点均发散．

2．数值级数求和除了按定义求和即求部分和序列的极限外，常用的一种方法是把数值级数求和转化为幂级数求和：数值级数的和是幂级数的和在某点的值．而幂级数求和有更有效的方法．这种方法的关键步骤是引进辅助幂级数，使得它容易求和（易于用逐项求导或逐项积分求和）．

练习题11.3

11.3.1　求下列级数的收敛区间及收敛域：

[image: alt]

11.3.2　利用逐项求导与逐项积分，求下列幂级数的和：

[image: alt]

11.3.3　利用某些幂级数的和函数，求下列级数的和：

[image: alt]

§4　函数的幂级数展开

内容提要

1．基本概念

对于给定的函数f（x），若能找出一个幂级数[image: alt]使该幂级数在其收敛区间I上的和函数正好等于f（x），即有

[image: alt]

我们就说函数f（x）在区间I上能展开为幂级数，并称级数[image: alt]为f（x）的幂级数展开式．

2．函数可展成幂级数的条件

函数f（x）在区间I＝（x0－R，x0＋R）可展成幂级数

[image: alt]

⇔f（x）在区间I上任意次可导且

[image: alt]

上式右端称为f（x）的泰勒级数．

函数f（x）在区间I上可展成泰勒级数⇔在区间I上

[image: alt]

其中余项[image: alt]（ξ在x0与x之间）的余项Rn（x）的极限为零，即有

[image: alt]

由上述结论可知，对于给定的函数f（x），它若能展开成幂级数，则其幂级数的展开式是惟一的，即若f（x）能展开为幂级数[image: alt]则必有

[image: alt]

因而函数的幂级数展开式（若存在的话）就是其泰勒级数．但反过去不一定成立，因为任给函数f（x），只要它有一切阶的导数，就可写出其泰勒级数，但泰勒级数可以不收敛到该函数（即余项Rn（x）不趋于零）．

例如函数

[image: alt]

因为f（n）（0）＝0，n＝1，2，…，所以f（x）在x＝0处的泰勒级数为

0＋0·x＋0·x2＋…＋0·xn＋…，

该级数的收敛域是-∞＜x＜+∞，且和函数恒为0，但当x≠0时f（x）≠0．因此它的和不是f（x），也即不收敛到f（x）．

当x0＝0时，（4.1）变得较简单：

[image: alt]

习惯上称上式中的级数为马克劳林级数．

3．一些初等函数的幂级数展开式

对于一些常见的初等函数，只要适当选择x0，总可把它展开为泰勒级数．下面列出一些常见的基本初等函数的幂级数展开式，这些结果最好能记住，今后常要用到．

（1）ex的马克劳林展开式：

[image: alt]

（2）sinx，cosx的马克劳林展开式：

[image: alt]

（3）ln（1＋x）的马克劳林展开式

[image: alt]

（4）（1＋x）m的马克劳林展开式．其中m为任一常数（不一定是正整数）．

[image: alt]

上式等号右端的级数也称作二项式级数；当m是正整数时，这个级数只有（m＋1）项，上式就成为初等代数里的二项式定理中的公式．当m＝-1时就是我们熟知的等比级数公式．

要把已给函数展开为幂级数，可以直接按公式（4.1）来求．但一般说来，一个函数的n阶导数不容易写出，即使能写出，要判别Rn（x）→0也不容易．根据幂级数展开式的惟一性，我们可以利用以上给出的几个初等函数的展开式，以及幂级数的运算法则，求出一些常见的初等函数的展开式，而不必按公式（4.1）以及验证Rn（x）→0．

4．近似计算

将函数展开成泰勒级数的重要应用之一是近似计算．在一个函数的展开式的收敛区间内，可以用它的部分和多项式（最简单的函数类）来近似代替原来较复杂的函数．误差可由泰勒公式的余项Rn（x）来估计．

典型例题分析

一、求函数的幂级数展开式的方法

1．求下列函数的马克劳林级数展开式及展开式成立的区间：

（1）ax（a＞0）；

（2）sin2x；

（3）[image: alt]

（4）ln（1＋x－2x2）；

（5）arcsinx；

（6）[image: alt]

（7）[image: alt]

解　（1）ax＝elnax＝exlna，令y＝xlna，则ax＝ey．由于

[image: alt]

将y＝xlna代入上式得

[image: alt]

（2）先将sin2x分解成[image: alt]由cost的马克劳林级数展开式，令t＝2x得cos2x的马克劳林级数．将cos2x的马克劳林级数代入可得

[image: alt]

[image: alt]

（3）[image: alt]

[image: alt]

又由（1＋t）m的展开式知

[image: alt]

代入原式，得

[image: alt]

（4）利用对数函数的性质，将对数函数ln（1＋x－2x2）分解成

[image: alt]

其中

[image: alt]

两式相加，得

[image: alt]

成立区间为上述两级数的收敛区域的公共部分，因而是

-1/2＜x≤1/2．

（5）令f（x）＝arcsinx，则

[image: alt]

注意到f（0）＝0，则[image: alt]对上式逐项积分可得

[image: alt]

因为右端幂级数在收敛区间端点x＝±1处收敛（见§3题1（3）），而左端函数在x＝±1处左、右连续，因而展开式在x＝±1处也成立．

（6）令[image: alt]

[image: alt]

注意到[image: alt]由此可得

[image: alt]

因为右端幂级数在收敛区间端点x＝±1处收敛（见§3题1（3）），而左端函数在x＝±1处左、右连续，因而展开式在x＝±1处也成立．

（7）由sinx的马克劳林展开式，得

[image: alt]

2．求下列函数在指定点的幂级数展开式及展开式成立的区间：

（1）cosx，在x＝-π/3处；

（2）ex，在x＝1处；

（3）[image: alt]

解　（1）即要将cosx展成

[image: alt]

的形式．我们仍然不必按公式（4.1）求，而通过作变换以及利用三角函数及幂级数的运算法则及sinx，cosx的马克劳林展开式来求．事实上，令[image: alt]

[image: alt]

（2）令t＝x－1，则

[image: alt]

（3）[image: alt]

从以上过程看出，收敛区间是[image: alt]

[image: alt]

二、求f（n）（x0）的一个方法

3．对下列函数f（x）求f（n）（0）（n＝1，2，3，…）：

（1）[image: alt]

分析　若已知f（x）的幂级数展开式：[image: alt]由幂级数展开式的惟一性及

[image: alt]

于是可求得　　f（n）（x0）＝ann！　（n＝0，1，2，3，…）．

解　（1）题1（5）中已求得

[image: alt]

a1＝1，

于是　　　　　　　　　f（2n）（0）＝0，

f（2n＋1）（0）＝a2n＋1·（2n ＋ 1）！＝（（2n－1）！！）2　（n＝1，2，…），

f（1）（0）＝1．

（2）题1（6）中还求得

[image: alt]

三、利用幂级数展开式求近似值

4．求下列各值的近似值：

（1）π/6，使误差小于0.001；

（2）[image: alt]使误差小于0.0001．

解　（1）在arcsinx的展开式中令[image: alt]

[image: alt]

若取前（n＋1）项作为[image: alt]的近似值，误差

[image: alt]

[image: alt]

要使Rn＜0.001，只要使上式右端小于0.001即可．不难算出当n＝2时即满足要求，因而取前三项即可，即

[image: alt]

（2）数244与35＝243较接近，因而在（243＋x）1/5的展开式中令x＝1就可得到[image: alt]的值．而

[image: alt]

由二项式级数的系数规则知，上式右端括号内是交错级数．所以若取前两项作为[image: alt]的近似值，则所产生的误差小于第三项的绝对值

[image: alt]

这已符合要求，于是

[image: alt]

本节小结

1．求函数幂级数展开的方法：通过各种方法转化为（4.2）～（4.6）中的情形．常用的方法有：

①逐项积分或逐项求导如题1（5），（6），（7）．

②变量替换法：已知展开式[image: alt]通过变量替换可求f（x）在x＝x0处的展开式及f（bx），f（xm）的展开式，其中b为常数，m为自然数．如题1（1），题2．

③分解法．将f（x）分解为f（x）＝f1（x）＋f2（x），若f1（x），f2（x）的展开式会求，则也就会求出f（x）的展开式．

2．利用幂级数展开式求近似值时关键是估计误差以确定展开式的项数．常用的误差估计是：

①交错级数的余项估计如题4中的（2）；

②适当放大后归结为几何级数求和，如题4中的（1）.

练习题11.4

11.4.1　求下列函数的马克劳林级数及其收敛区间：

（1）[image: alt]

（2）1n（a＋x）；

（3）sin3x；

（4）[image: alt]

（5）[image: alt]

（6）[image: alt]

（7）arccosx；

（8）[image: alt]

（9）[image: alt]

（10）（1＋x）e-x；

（11）[image: alt]

（12）[image: alt]

11.4.2　求下列函数在指定点的幂级数展开式及其收敛区间：

（1）lnx，在x＝1处；

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

11.4.3　求f（n）（0）（n＝1，2，3，…）：

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

11.4.4　求下列级数的和：

（1）[image: alt]

11.4.5　[image: alt]的近似值，精确度达到0.001．

§5　傅里叶级数

内容提要

1．三角函数系的正交性

三角函数系

[image: alt]

在［-l，l］上正交，即其中任意两个不同的函数之积在区间［-l，l］上的积分为零．特别是，三角函数系

1，cosx，sinx，cos2x，sin2x，…，cosnx，sinnx，…

在［-π，π］上正交．

2．函数的傅氏系数与傅氏级数

（1）区间［-l，l］上的傅氏系数与傅氏级数

设f（x）以2l为周期或只定义在［-l，l］上，在［-l，l］可积，则

[image: alt]

称为f（x）的傅里叶系数，简称傅氏系数．相应的三角级数

[image: alt]

称为f（x）的傅里叶级数，简称傅氏级数，记作

[image: alt]

特别是当l＝π时，

[image: alt]

其中　　[image: alt]

（2）奇偶函数的傅氏系数与傅氏级数

设f（x）以2l为周期或只定义在［-l，l］上，在［-l，l］可积．

若（x）在［-l，l］为奇函数，则f（x）的傅氏系数

an＝0（n＝0，1，2，3，…），

[image: alt]

其傅氏级数为正弦级数

[image: alt]

若f（x）在［-l，l］为偶函数，则f（x）的傅氏系数

[image: alt]

其傅氏级数为余弦级数

[image: alt]

（3）区间［a，a＋T］上的傅氏系数与傅氏级数

设f（x）以T为周期或只定义在［a，a＋T］上，在［a，a＋T］可积，则f（x）的傅氏系数

[image: alt]

其傅氏级数为

[image: alt]

3．傅氏级数的收敛性

设f（x）在［a，b］上除去有限个第一类间断点之外，处处连续，则称f（x）在［a，b］上分段连续．

设f（x）在［a，b］上只有有限个单调区间，则称f（x）在［a，b］上分段单调．

设f（x）在［-l，l］分段连续且分段单调，则f（x）的傅氏级数对任给的x∈［-l，l］均收敛，记其和函数为S（x），S（x）与f（x）的关系如下：

[image: alt]

[image: alt]

若又有f（x）以2l为周期时，则f（x）的傅氏级数对任意x均收敛，其和函数

[image: alt]

4．函数的傅氏级数展开

若在某区间上，f（x）的傅氏级数收敛到f（x），则称在此区间上，f（x）可展开为傅氏级数，并称此傅氏级数为f（x）的傅氏级数展开式．

设f（x）在［-l，l］分段单调，在（-l，l）连续，又

[image: alt]

[image: alt]

即在（-l，l）上f（x）可展开为傅氏级数．

在同样的条件下又设f（x）在［-l，l］连续且f（-l）＝f（l），则

[image: alt]

即在［-l，l］上f（x）可展开为傅氏级数．

5．傅氏级数的复数形式

设函数f（x）定义在（-∞，+∞）上以T为周期或只定义在［-T/2，T/2］上，在［-T/2，T/2］可积．由

[image: alt]

可得f（x）的以T为周期的傅氏级数的复数形式

[image: alt]

其中ω＝2π/T，

[image: alt]

cn与相应的f（x）的实数形式的以T为周期的傅氏系数an，bn有如下关系：

[image: alt]

6．振幅频谱图与频谱分析

设t为时间变量，函数f（t）以T为周期（代表周期信号），它可展成傅氏级数

[image: alt]

[image: alt]

[image: alt]为圆频率也称为基频，（5.2）式可改写成

[image: alt]

其中[image: alt]n次谐波的振幅，[image: alt]n次谐波的相位．

由（5.3）式可得下表

[image: alt]

此表称为f（t）的振幅频谱表．把它用描点法画出（取横轴为频率轴，纵轴为振幅轴），所得图像称为振幅频谱图，如图11.1所示．

[image: alt]

图　11.1

图11.1所表示的函数是

[image: alt]

的频谱图．图中不同频率上的垂直线段称为谱线，其长度为该频率对应的振幅．振幅为零的频率称为谱线的零点．

求得复数形式的傅氏级数后，求振幅更为方便．因为[image: alt]因此，可用下表代替频谱：

[image: alt]

因为只差一个常数倍数，不影响各谐波之间的振幅比．

典型例题分析

一、给定函数求傅氏系数与傅氏级数

1．求下列函数的傅氏级数：

（1）[image: alt]

（2）f（x）＝ex，x∈［-2，2］，以4为周期．

解　先求傅氏系数然后得傅氏级数．

（1）[image: alt]

因此

[image: alt]

（2）[image: alt]

由此得

[image: alt]

二、给定函数求它的傅氏级数的和函数

2．求题1中函数的傅氏级数的和函数．

解　上述函数在给定区间上均分段单调且连续，由收敛性定理直接可得和函数S（x）．

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

3．对下列函数按要求写出傅氏级数的和函数的值：

（1）[image: alt]以2π为周期的傅氏级数在x＝0，1两点处的值．

（2）[image: alt]其傅氏级数的和函数

[image: alt]

解　（1）f（x）在［-π，π］分段单调，以2π为周期的傅氏级数在［-π，π］处处收敛，记和函数为S（x），x＝1是f（x）的连续点⇒

S（1）＝f（1）＝2．

x＝0是f（x）的间断点⇒

[image: alt]

（2）这里S（x）是f（x）以2为周期的傅氏级数，按题意可认为是f（x）作了偶延拓后的傅氏级数．因S（x）以2为周期且是偶函数⇒

[image: alt]

三、将给定函数展开成傅氏级数

4．设函数f（x）＝x2，x∈［0，π］，将f（x）展开为以2π为周期的傅里叶级数．

分析　这里的函数f（x）定义于区间［0，π］．然而，要求展开为以2π为周期的傅里叶级数，这样就需要将f（x）延拓到［-π，0）上去．由于题目未限定延拓的方式，所以可以采用奇延拓、偶延拓或者其他形式的延拓（比如零延拓）都是可以的．而且延拓方式不同，其展开式也不同．

解法1　作奇延拓，展开为正弦级数．

[image: alt]

则an＝0，n＝0，1，2，…，

[image: alt]

因为g1（x）在［-π，π］分段单调，在（-π，π）连续且g1（x）＝f（x），x∈［0，π），故由展开定理，可知

[image: alt]

（而当x＝π时，该级数收敛于零，展开式不成立）．

解法2　作偶延拓，展开为余弦级数．

令g2（x）＝x2，-π≤x≤π，则bn＝0，n＝1，2，…，

[image: alt]

因为g2（x）在［-π，π］分段单调且连续，g2（-π）＝g（π），又g2（x）＝f（x），x∈［0，π］，故由展开定理，可知

[image: alt]

解法3　作零延拓．

[image: alt]即为零延拓．按常规的办法，可依照前面的公式计算傅里叶系数，不过注意到零延拓与奇、偶延拓的关系，即知

[image: alt]

因此，利用前面结果，就有

[image: alt]

（在x＝π处，该级数收敛于π2/2，展开式不成立）．

5．设f（x）是周期为2的周期函数，且在区间［0，2］上定义为

[image: alt]

求其傅里叶级数展开式，并利用此结果证明等式

[image: alt]

解　使用公式（5.1）计算傅里叶系数，并取a＝0，T＝2，则

[image: alt]

[image: alt]

由收敛性定理，即知：

[image: alt]

而当x＝1时，该级数收敛于1/2．

在上式中，令x＝0，则有

[image: alt]

经整理即得　　[image: alt]

[image: alt]

四、关于复数形式的傅氏级数

6．将以π为周期的矩形波

[image: alt]

展成复数形式的傅氏级数．

解　先求复数形式的傅氏系数

[image: alt]

因此，由收敛性定理得

[image: alt]

五、傅氏系数的性质

7．设f（x）在［-π，π］可积，

[image: alt]

证　只需证：对任意n，

[image: alt]

成立．

考察

[image: alt]

[image: alt]

（以上恒等变形利用了傅氏系数的公式）

由于三角函数系的正交性可得

[image: alt]

因此证得

[image: alt]

令n→+∞即得结论．

8．如何把[image: alt]上的可积函数f（x）延拓到（-π，π）使得f（x）有如下形式的以2π为周期的傅氏级数

[image: alt]

解　设函数f（x）延拓到（-π，π）后为函数F（x）．因为傅氏级数为正弦级数，我们可作f（x）的奇延拓，即取F（x）为奇函数．

进一步考察如何将f（x）从［0，π/2］延拓到（π/2，π），使得

[image: alt]

于是，只需取F（x）满足

F（π－x）＝f（x），x∈［0，π/2］．

因此，我们把函数f（x）开拓到（-π，π）上的函数F（x）取为

[image: alt]

练习题11.5

11.5.1　求下列函数的傅氏级数：

（1）f（x）＝sinax，-π≤x＜π，以2π为周期，其中a＞0为常数；

（2）f（x）＝x2，0≤x＜π，以π为周期．

11.5.2　对下列函数按要求写出傅氏级数的和函数的值：

（1）[image: alt]以2为周期，则f（x）的以2π为周期的傅氏级数在x＝1处收敛于＿＿＿．

（2）[image: alt]-∞＜x＜+∞是f（x）以2为周期的傅氏级数的和函数，其中

[image: alt]

则S（-1/2）＝＿＿＿＿．

（3）[image: alt]以2π为周期的傅氏级数的和函数S（x）＝＿＿＿，x∈［-π，π］．

11.5.3　求下列函数的傅氏级数展开：

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

11.5.4　设f（x）在［-π，π］二阶连续可导，

[image: alt]

an是f（x）的傅氏系数，求证：[image: alt]绝对收敛．

*§6　函数项级数

内容提要

1．函数项级数和它的收敛域

[image: alt]称为函数项级数，其中一般项un（x）（n＝1，2，3，…）是x的函数，有共同的定义域X．

如果x0∈X，级数[image: alt]收敛，称x0为[image: alt]的收敛点，否则称为发散点．[image: alt]所有收敛点构成的集合，称为它的收敛域，所有发散点构成的集合，称为它的发散域．

[image: alt]的收敛域，就是对每个x∈X，判断[image: alt]是否收敛．

常用方法：

①用比值或根值判别法求

[image: alt]

然后解ρ（x）＜1，解集合属于收敛域，再解ρ（x）＝1，进一步判断这个解集合中哪些点是属于收敛域．

②作变量替换转化为幂级数的情形．

③用其他数值级数收敛性判别法．

2．函数项级数的一致收敛性与判别法

（1）一致收敛性定义

设函数序列｛fn（x）｝在区间X上每一点x都收敛到一个函数f（x），若对任给ε＞0，存在自然数N，当n＞N时，对任给x∈X，都有

｜fn（x）－f（x）｜＜ε，

则称函数序列｛fn（x）｝在区间X上一致收敛到f（x）．

设级数[image: alt]在区间X收敛，其和为S（x），若该级数的部分和序列Sn（x）在X上一致收敛到S（x），则称级数[image: alt]在X上一致收敛．

（2）一致收敛性判别法

维尔斯特拉斯判别法（M判别法）　若函数项级数[image: alt]在区间X上满足：

①｜un（x）｜≤an；　　　②正项级数[image: alt]

[image: alt]在X上一致收敛．

柯西准则　函数项级数[image: alt]在区间X上一致收敛的充要条件是：任给ε＞0，存在自然数N，当n＞N时，对任意自然数p及任意x∈X，有

[image: alt]

（3）函数项级数[image: alt]的一致收敛性判别法

狄利克雷判别法　设函数项级数[image: alt]

①对每个固定的x∈X，序列｛an（x）｝单调且函数序列｛an（x）｝在X上一致收敛到零．

②函数项级数[image: alt]的部分和[image: alt]在X上一致有界（即存在常数M＞0，对任给x∈X及任意n有｜Bn（x）｜≤M），则[image: alt]在X上一致收敛．

阿贝尔判别法　设函数项级数[image: alt]

①对每个固定的x∈X，序列｛an（x）｝单调且函数序列｛an（x）｝在X上一致有界，即存在常数M＞0，对任意x∈X及任意n，有

｜an（x）｜≤M；

②级数[image: alt]在X上一致收敛，

则[image: alt]在X上一致收敛．

3．函数项级数的和函数的性质

函数项级数[image: alt]有以下性质：

①设函数项级数[image: alt]中的每一项un（x）（n＝1，2，3，…）在［a，b］连续，且[image: alt]在［a，b］一致收敛，则和函数[image: alt]在［a，b］连续，即

[image: alt]

可逐项取极限，即求极限与求无穷和可交换次序．

②设函数项级数[image: alt]中的每一项un（x）（n＝1，2，3，…）在［a，b］连续，[image: alt]在［a，b］一致收敛，则和函数

[image: alt]

在［a，b］可积，且可逐项积分，即

[image: alt]

即求积分与求无穷和可交换次序．

③设函数项级数[image: alt]满足：在［a，b］上点点收敛，每一项un（x）（n＝1，2，3，…）在［a，b］有连续的导数，级数[image: alt]在［a，b］一致收敛，则[image: alt]的和函数S（x）在［a，b］可导且可逐项求导，即

[image: alt]

且S′（x）在［a，b］连续．即求导与求无穷和可交换次序．

典型例题分析

一、求函数级数的收敛域

1．求下列函数项级数的收敛域：

（1）[image: alt]

解　（1）解法1

[image: alt]

当x＜1时，e1－x＞1，原级数发散；当x＞1时，e1－x＜1，原级数收敛；

[image: alt]

因此该函数项级数的收敛域为（1，+∞）．

解法2　令t＝e-x，化为幂级数[image: alt]

[image: alt]

⇒该幂级数的收敛区间为[image: alt]同前可证：[image: alt]时幂级数发散．回到原问题，注意t＞0，即[image: alt]得x＞1．收敛域为（1，+∞）．

（2）不能用题（1）中的方法，因为对此题来说

[image: alt]

改用其他方法．

当x≤1时，

[image: alt]

[image: alt]发散⇒原级数发散．

当x＞1时与p级数相比，取1＜p＜x．

[image: alt]

[image: alt]

其中[image: alt]

因此，该函数项级数的收敛域为（1，+∞）．

评注　求函数项级数的收敛域，实质上就是选用级数敛散性判别法，对函数级数定义域中的每个x来判断该级数是否收敛．若能通过变量替换转化为幂级数并可通过求收敛半径公式求出收敛区间，余下就是考察收敛区间端点的情形．如题1（1）中解法2．对一般情形，若可用比值或根值判别法求得相应极限

[image: alt]

后，需要进一步考察ρ（x）＝1中的点x是否使级数收敛．

二、利用M判别法证明函数项级数在指定区间上一致收敛

2．利用M判别法证明下列级数在指定区间上一致收敛：

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

解　（1）解法1

用微分学方法求一般项x2e-nx在（0，+∞）上的最大值：

[image: alt]

[image: alt]收敛，由M判别法知[image: alt]一致收敛．

解法2　因f（z）＝z2e-z在［0，+∞）连续，又由[image: alt]⇒f（z）在［0，+∞）有界⇒存在常数M＞0，

0≤f（z）＝z2e-z≤M

[image: alt]

[image: alt]收敛，由M判别法知[image: alt]在（0，+∞）一致收敛．

（2）解法1　直接用不等式：当t＞0时，

0＜ln（1＋t）＜t

[image: alt]

又因级数[image: alt]收敛，由M判别法知[image: alt]在［0，a］一致收敛．

解法2　同上题中解法2．考察[image: alt]则f（z）在（0，+∞）连续．又

[image: alt]

⇒f（z）在（0，+∞）有界，即

[image: alt]

三、利用狄利克雷判别法或阿贝尔判别法证明函数项级数一致收敛

3．利用狄利克雷判别法或阿贝尔判别法证明下列函数项级数在指定区间上一致收敛：

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

证　（1）表成

[image: alt]

[image: alt]

有界（自然就是一致有界）．

[image: alt]

[image: alt]对x∈［0，2π］一致收敛到零．显然，对给定的x ∈［0，2π］，[image: alt]是n的单调序列．由狄利克雷判别法知[image: alt]

（2）证法1

[image: alt]

注意

[image: alt]

因此，对任给的[image: alt]对n单调．

由阿贝尔判别法知，[image: alt]一致收敛．

证法2　[image: alt]

[image: alt]

[image: alt]一致收敛到零．

又对任给的x≥0，

[image: alt]

对n单调下降．因此，由狄利克雷判别法知，[image: alt]［0，+∞）一致收敛．

评注

①用M判别法证明[image: alt]在指定区间X上一致收敛时，关键是要找到收敛的强级数[image: alt]

常用的方法有：

1）用微分学的方法求｜un（x）｜在X上的最大值作为an，如题2（1）的解法1．

2）利用连续函数在一定条件下的有界性知f（x）在（a，+∞）连续，又存在极限[image: alt]则f（x）在（a，+∞）有界．如题2（1）解法2，题2（2）解法2．

3）其他的适当放大法，如利用已知的不等式．如题2（2）解法1．

②在用狄利克雷判别法时，常用如下方法证明函数序列｛an（x）｝对x∈X一致收敛到零：将｜an（x）｜适当放大：

｜an（x）｜≤pn，x∈X，n＝1，2，3，…．

而序列pn满足[image: alt]即可．如题3（1），与题3（2）的证法2．

为证明对任意给定x∈X，an（x）对n单调，常常将离散的变量n改成连续的变量t，然后用微分学的方法证明相应的t的函数对t＞1是单调的即可．

四、讨论和函数的连续性与可微性

4．设[image: alt]

（1）f（x）在［0，+∞）连续；

（2）f（x）在（0，+∞）可导、可逐项求导，且f′（x）连续．

[image: alt]

因此f（x）在［0，+∞）连续．

（2）已证[image: alt]x∈［0，+∞）收敛．显然，un（x）＝[image: alt]在（0，+∞）有连续的导数（n＝1，2，3，…）．对任意的δ＞0，当x∈［δ，+∞）时，

[image: alt]

[image: alt]一致收敛[image: alt]在［δ，+∞）有连续的导数且

[image: alt]

由δ＞0是任意的，因此[image: alt]在（0，+∞）有连续的导数且（6.1）成立．

本节小结

在利用内容提要中给出的充分条件证明函数项级数在指定区间上的连续性，可积性（并可逐项求积）或可微性（并可逐项求导）时，关键步骤是证明相关级数在指定区间上的一致收敛性．若指定区间是开区间时，不必要求在开区间上一致收敛，而只需要求在开区间上是内闭一致收敛．

[image: alt]（x）在（a，b）内的任意有界闭区间上一致收敛，则称[image: alt]在（a，b）内闭一致收敛．对开区间情形，有如下结论：

[image: alt]满足：在（a，b）点点收敛，每一项un（x）（n＝1，2，3，…）在（a，b）有连续的导数，级数[image: alt]在（a，b）内闭一致收敛，则[image: alt]在（a，b）有连续的导数且可逐项求导．

练习题11.6

11.6.1　求下列函数项级数的收敛域：

[image: alt]

11.6.2　证明下列级数在所示区间上的一致收敛性：

[image: alt]

11.6.3　证明下列级数在所示区间上的一致收敛性：

[image: alt]

11.6.4　证明函数[image: alt]在（-∞，+∞）内有连续的导数．

11.6.5　证明级数[image: alt]对x∈（-∞，+∞）一致收敛，但在任何区间内不能逐项求导．

11.6.6　设[image: alt]

（1）f（x）在x≥0连续；　　　（2）f（x）在x＞0有连续的导数．

11.6.7　求证：[image: alt]

[image: alt]


*第十二章　含参变量的积分，傅里叶变换与傅里叶积分

§1　含参变量的常义积分所确定的函数及其性质

内容提要

设f（x，y）是定义在矩形

D＝｛（x，y）｜a≤x≤b，α≤y≤β｝

上的函数，对任给的x∈［a，b］，f（x，y）对y在［α，β］可积．又φ（x），[image: alt]（x）定义于［a，b］且α≤φ（x），[image: alt]（x）≤β，则

[image: alt]

对x∈［a，b］定义了一个函数，J（x）所对应的积分称为含参变量x的积分，简称为参变积分．它的一个特例是：φ（x）＝β，[image: alt]（x）＝α，即

[image: alt]

它们有如下性质：

①设f（x，y）在D连续，φ（x），[image: alt]（x）在［a，b］连续且α≤φ（x），[image: alt]（x）≤β（x∈［a，b］），则J（x）在［a，b］连续（I（x）在［a，b］连续）．

②设f（x，y）在D连续，则I（x）在［a，b］可积且

[image: alt]

（即两个积分顺序可交换）．

③设f（x，y），[image: alt]在D连续，φ（x），[image: alt]（x）在［a，b］可微且

α≤φ（x），[image: alt]（x）≤β　（x∈［a，b］），

则J（x）在［a，b］可微且

[image: alt]

[image: alt]

典型例题分析

一、对参变积分求极限或求导

1．求极限

[image: alt]

解　方法——利用参变积分[image: alt]的连续性．

取

D＝｛（t，x）｜-1≤t≤1，-1≤x≤2｝，

f（t，x）＝（1＋x2＋t2）-1，

则f（t，x）在D连续．又设

φ（t）＝1＋t，　[image: alt]（t）＝t，

则φ（t），[image: alt]（t）在［-1，1］连续且-1≤φ（t），[image: alt]（t）≤2（t∈［-1，1］）．⇒

[image: alt]

由连续性得

[image: alt]

2．[image: alt]

解　方法——利用对[image: alt]的求导法．令

[image: alt]

则f（x，y）在D＝｛（x，y）｜-∞＜x＜+∞，-1≤y≤1｝连续，

[image: alt]

也在D连续，φ（x），[image: alt]（x）在（-∞，+∞）可微且-1≤φ（x），[image: alt]（x）≤1（对任给x∈（-∞，+∞））．于是F（x）在（-∞，+∞）可导且

[image: alt]

[image: alt]

3．设f（x）为连续函数，构造

[image: alt]

求F″（x）．

解　方法——不能直接在积分号下求导，因为条件不够．作变量替换变成变限积分，然后在积分号下求导．

对内层积分令t＝x＋ξ＋η，则

[image: alt]

易验证条件可以在积分号下求导得

[image: alt]

同理，还须分别作变量替换然后再求导．

[image: alt]

评注　题1是用连续性求变限积分的极限，用的是代入法．题2是参变积分的求导，均是用现成的方法与公式，即内容提要中所给出的．用的时候要注意验证条件．题3就不能直接套公式，因为不满足条件．通过作变量替换后转化为可以用参变积分求导公式的情形．

二、用对参数的微分法或积分法求参变积分

4．求参变积分

[image: alt]

解　方法——先求I′（a），然后再积分，求I′（a）时要在积分号下求导．

将I（a）表成

[image: alt]

[image: alt]

则[image: alt]0可以在积分号下求导得

[image: alt]

由于I′（a）在a＝1连续，上式右端在a＝1也连续⇒

[image: alt]

积分得

I（a）＝πln（a＋1）＋C．

令a＝1，

0＝I（1）＝πln2＋C⇒C＝-πln2，

[image: alt]

5．求参变积分

[image: alt]

其中a＞0，b＞0．

解　方法——求[image: alt]把被积函数表成定积分

[image: alt]

然后交换积分次序．

不妨设b＞a＞0．

[image: alt]

补充定义f（0，y）＝0（a≤y≤b），则f（x，y）在

D＝｛（x，y）｜0≤x≤1，a≤y≤b｝

连续，可交换积分顺序得

[image: alt]

解出得

[image: alt]

代入（1.1）得

[image: alt]

练习题12.1

12.1.1　求下列极限：

[image: alt]

12.1.2　求下列函数的导数：

[image: alt]

[image: alt]上可微函数，求F″（x）．

12.1.3　利用积分号下求导数求下列积分：

[image: alt]

12.1.4　利用对参数的积分法求下列积分：

[image: alt]

§2　含参变量的无穷积分的一致收敛性

内容提要

1．一致收敛性概念

对任给x∈X，考察

[image: alt]

若对任给x∈X，无穷积分（2.1）均收敛，称它在X上逐点收敛，简称收敛，此时（2.1）在X上定义了一个函数，记为H（x）．

按定义，任给ε＞0，存在A0＝A0（x，ε）＞0，当A＞A0时

[image: alt]

通常A0＝A0（x，ε）与x及ε有关．

定义　设[image: alt]是区间X上收敛的含参变量的无穷积分．若任给ε＞0，存在A0＝A0（ε）＞α（与x∈X无关），使得当A＞A0，对任给x∈X都有

[image: alt]

则称含参变量的无穷积分[image: alt]在X上一致收敛（或对x∈X一致收敛）．

2．一致收敛判别法

（1）维尔斯特拉斯判别法（M判别法）

设对任给x∈X，任意的A＞α，f（x，y）作为y的函数在［α，A］（黎曼）可积，对任给x∈X，y≥b＞α有

｜f（x，y）｜≤F（y）．

[image: alt]收敛，则[image: alt]对x∈X一致收敛．

（2）柯西准则

[image: alt]对x∈X一致收敛⇔任给ε＞0，存在与x∈X无关的A0＞α，使得当A″＞A′＞A0时，

[image: alt]

对任意x∈X成立．

（3）积分[image: alt]的一致收敛性判别法

狄利克雷判别法　设

①存在常数M＞0，对任意x∈X，A≥α，

[image: alt]

②对任意固定的x∈X，g（x，y）是y∈［α，+∞）的单调函数，y→+∞时g（x，y）对x∈X一致趋于零（即任给ε＞0，∃∆＝∆（ε），当y＞∆时，对任意x∈X有

｜g（x，y）－0｜＝｜g（x，y）｜＜ε），

[image: alt]对x∈X一致收敛．

阿贝尔判别法　设

①[image: alt]

②对任意x∈X，g（x，y）是y∈［α，+∞）的单调函数且存在常数M＞0，对任意x∈X，y∈［α，+∞）有

｜g（x，y）｜≤M，

[image: alt]对x∈X一致收敛．

典型例题分析

一、用M判别法证明含参变量的无穷积分的一致收敛性

1．用M判别法证明下列积分在指定区间上的一致收敛性：

[image: alt]

证　（1）对x≥0，y≥β（β＞0），

[image: alt]

（2）对x≥1，α≥β（β＞0），

[image: alt]

其中[image: alt]有界，即

[image: alt]

[image: alt]一致收敛．

（3）对x≥0，α≥β（β＞0），

[image: alt]

其中[image: alt]在［0，+∞）连续，[image: alt]在［0，+∞）有界，即

[image: alt]

又[image: alt]收敛，因此[image: alt]对α≥β（β＞0）一致收敛．

二、用狄利克雷判别法或阿贝尔判别法证明含参变量的无穷积分的一致收敛性

2．证明下列积分在指定区间上的一致收敛性：

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

证　（1）对任意的A＞1，α∈［a，+∞），

[image: alt]

又[image: alt]在（1，+∞）单调下降，当x→+∞时对α∈［a，+∞）一致趋于零．因此，由狄利克雷判别法，[image: alt]对α∈［a，+∞）（a＞0）一致收敛．

（2）[image: alt]收敛即对p∈［0，+∞）一致收敛．p≥0时[image: alt]x≥0单调且[image: alt]因此，由阿贝尔判别法知[image: alt]一致收敛．

[image: alt]

[image: alt]

本节小结

在讨论无穷积分[image: alt]对x∈X一致收敛时，常常先考虑用M判别法，即寻找F（y），使得

｜h（x，y）｜≤F（y）　（∀x∈X，y≥b≥α）

[image: alt]收敛．找F（y）时常用到适当条件下无穷区间上连续函数的有界性（g（y）在［a，+∞）连续，又存在极限[image: alt]则g（y）在［a，+∞）有界），如题1中的（2）与（3）．在用狄利克雷或阿贝尔判别法时，要将被积函数h（x，y）作适当分解：

h（x，y）＝f（x，y）g（x，y），

使之f（x，y），g（x，y）满足判别法中的条件．

练习题12.2

12.2.1　证明下列积分在指定区间上是一致收敛的：

[image: alt]

12.2.2　证明下列积分在指定区间上是一致收敛的：

[image: alt]

§3　含参变量的无穷积分的性质

内容提要

1．[image: alt]的性质

①设f（x，y）在区域｛（x，y）｜a≤x≤b，α≤y＜+∞｝连续，[image: alt]对x∈［a，b］一致收敛，则H（x）在［a，b］连续．这表明

[image: alt]

其中x0∈［a，b］，即求极限与求无穷积分可交换次序．

②设f（x，y）在区域｛（x，y）｜a≤x≤b，α≤y＜+∞｝连续，[image: alt]对x∈［a，b］一致收敛，则H（x）在［a，b］可积，且

[image: alt]

即两个积分可交换顺序．

③[image: alt]

｛（x，y）｜a≤x≤b，α≤y＜+∞｝

连续，[image: alt]对x∈［a，b］一致收敛，则H（x）在［a，b］有连续的导数且可在积分号下求导

[image: alt]

2．参变积分的计算

除了按积分法则直接计算[image: alt]外，常用的有效方法是：对参数的微分法与积分法．

典型例题分析

一、求含参变量的无穷积分的定义域

1．求出下列函数的定义域：

（1）[image: alt]

解　（1）任意给定x＝α≠0，

[image: alt]

[image: alt]发散．因此F（x）的定义域是：x≠0．

（2）当x≥0时，

[image: alt]

其中用了极限等式：

[image: alt]

因此，F（x）的定义域为［0，+∞）．

评注　求由含参变量无穷积分所定义的函数的定义域，就是对每个给定的参量判断无穷积分的敛散性，用无穷积分收敛性判别法．

二、用对参数的积分法或微分法求参变积分

2．求积分

[image: alt]

解法1　不妨设α＜β，将被积函数表成［α，β］上的定积分：

[image: alt]

然后交换积分顺序，算出结果．要验证交换积分顺序的合理性：

[image: alt]

这里f（x，y）＝e-yxsinmx在｛（x，y）｜0≤x＜+∞，α≤y≤β｝连续，

｜f（x，y）｜≤e-αx（α≤y≤β），

[image: alt]致收敛，因此可交换积分顺序即（3.1）成立．

现计算无穷积分

[image: alt]

[image: alt]

移项解出

[image: alt]

代入（3.1）式⇒

[image: alt]

解法2　以α为参数．原积分记为

[image: alt]

对α在积分号下求导，先求出I′（α）．

[image: alt]

验证对α在积分号下求导的合理性：

[image: alt]

显然[image: alt]对α＞0收敛．对任意给定α0＞0，f（α，x），

[image: alt]

在｛（α，x）｜α0≤α＜+∞，0≤x＜+∞｝连续，这里补充定义f（α，0）＝0．因

[image: alt]

对α∈［α0，+∞）一致收敛．于是，对任意α≥α0，（3.2）式成立．由α0＞0是任意的．因此，对任意α＞0，（3.2）成立．

如同解法1可算出

[image: alt]

代入（3.2）⇒

[image: alt]

积分得

[image: alt]

评注　对参数的积分法求[image: alt]就是先将被积函数表成某个定积分，然后交换积分顺序可求出原积分值．要验证交换积分顺序的合理性．对参数的微分法求[image: alt]就是先求[image: alt]然后再积分求出I（x）．要定出其中的任意常数，必须对某个x＝x0，I（x0）易求出．如解法2中，对考虑的I（α），当α＝β时I（β）＝0．也需要验证积分号下求导的合理性．

三、对已知的积分利用参数微分法求积分

3．[image: alt]为自然数．

[image: alt]

[image: alt]

注意[image: alt]于是将I（α）求导n次得

[image: alt]

代入（3.3）式得

[image: alt]

要验证为什么可以在积分号下求导n次，即（3.3）成立，只需注意，易证

[image: alt]

对α在（0，+∞）的任意有限区间上是一致收敛的．

评注

（1）这里是求参变积分[image: alt]的另一种思路．若某个积分[image: alt]已知，对J（x）通过若干次在积分号下求导可得I（x），即

[image: alt]

于是求I（x），转化为求J（m）（x），当然要验证积分号下求导的合理性．

（2）[image: alt]要得到对x＞a，

[image: alt]

不必要求[image: alt]对x∈（a，+∞）一致收敛，只需要求该积分对x∈［α，β］一致收敛，而［α，β］是（a，+∞）内的任意有界闭区间．因为对任意x＞a，总存在［α，β］⊂（a，+∞）使得x ∈（α，β）．

四、引入含参变量的积分，计算某些定积分

4．求积分[image: alt]

解　不易直接计算，引入参变积分

[image: alt]

则J＝I（1）．

容易知道，对任意a≥0，I（a）收敛且是a的连续函数．

为求I（a），先求I′（a）（可以在积分号下求导）．

[image: alt]

然后积分得

[image: alt]

由于a≥0时I（a）连续，右端也是．上式中令a→0得

[image: alt]

再令a→1得　　　I（1）＝J＝πln2．

五、含参变积分所定义的函数的性质

5．设[image: alt]

（1）y（x）在［0，+∞）连续且[image: alt]

（2）y（x）在（0，+∞）有二阶连续导数且可在积分号下两次求导；

（3）[image: alt]

[image: alt]

①f（x，t）在D＝｛（x，t）｜0≤x＜+∞，0≤t＜+∞｝连续；

②[image: alt]

[image: alt]

因此[image: alt]在［0，+∞）连续．又

[image: alt]

（2）　[image: alt]

在D连续，对任给x0＞0，

[image: alt]

其中M＞0为某常数

[image: alt]

对x≥x0一致收敛⇒

x≥x0＞0时y（x）二次连续可导且可在积分号下求导二次．再由x0＞0的任意性⇒y（x）在（0，+∞）有连续的二阶导数且x∈（0，+∞）时，

[image: alt]

（3）由y（x）表达式及（3.4）⇒x＞0时，

[image: alt]

本节小结

1．求某些不易直接算出的无穷积分[image: alt]的一个方法是引入一个参变积分，如[image: alt]当a为某值，如a＝a1时I（a1）＝J．求I（a）有更多的方法，如对参数a的求导法．

[image: alt]

若I′（a）易求出，再积分可求得I（a）．为定出其中的任意常数，还需对某个a，如a＝a0时I（a0）是易求的．当然也需验证积分号下求导的合理性．

2．证明由参变积分所确定的函数的连续性或可微性，就是要验证有关条件．关键是相应的参变积分的一致收敛性．若证明函数在无穷区间或有限开区间上的连续性或可导性时，只需证相应的参变积分在其中的任意有界闭区间上是一致收敛的即可．

练习题12.3

12.3.1　利用对参数的微分法求下列积分：

[image: alt]

12.3.2　利用对参数的积分法求下列积分：

[image: alt]

12.3.3　求下列积分：

[image: alt]

12.3.4　证明函数

[image: alt]

§4　Γ函数与B函数

内容提要

1．Γ函数

由参变积分[image: alt]所确定的α的函数称为Γ函数（读作Gamma函数），记为Γ（α）．

[image: alt]

其定义域是α＞0．它有以下性质：

①Γ（α）对α＞0有任意阶导数并有

[image: alt]

②递推公式

α＞0时，Γ（α＋1）＝αΓ（α）．特别有α＝n为正整数时，Γ（n＋1）＝n！．

2．B函数

由参变积分[image: alt]所确定的p，q的函数称为B函数（读作Beta函数），记作B（p，q）．

[image: alt]

其定义域是｛（p，q）｜p＞0，q＞0｝．它有以下性质：

①对p＞0，q＞0，B（p，q）是连续的并有任意阶连续偏导数；

②对p＞0，q＞0，B（p，q）＝B（q，p）．

3．B函数与Γ函数的关系

当p＞0，q＞0时，

[image: alt]

特别有当m，n为正整数时，

[image: alt]

典型例题分析

一、求某特殊点的Γ或B函数的函数值

1．求Γ（1/2）与Γ（5/2）．

[image: alt]

由递推公式⇒

[image: alt]

注　由[image: alt]及递推公式可求Γ（n＋1/2）（n＝1，2，3，…）．

2．求B（1/2，3/2）．

解　由B函数与Γ函数的关系式及Γ函数的递推公式⇒

[image: alt]

3．[image: alt]

解　由Γ（x＋1）＝xΓ（x）及x＞0时Γ（x）的连续性⇒

[image: alt]

[image: alt]

评注　由[image: alt]利用Γ函数的递推公式可计算

Γ（n＋1/2）　（n＝1，2，3，…）．

事实上，

[image: alt]

由[image: alt]利用Γ函数与B函数的关系及Γ函数的递推公式可计算

B（m＋1/2，n＋1/2），B（m＋1/2，n），B（m，n＋1/2），

m，n为自然数．如

[image: alt]

二、Γ函数与B函数的其他表示

4．求证：

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

证　（1）由Γ函数定义有

[image: alt]

（2）[image: alt]

三、利用Γ函数或B函数求某些广义积分

5．求下列积分值：

（1）[image: alt]

（3）[image: alt]

[image: alt]

（2）　[image: alt]

（3）　[image: alt]

[image: alt]

本节小结

利用Γ函数的递推公式Γ（α＋1）＝αΓ（α）（α＞0）我们可得出Γ（n＋1）＝n！．通过变量替换将积分变形可得Γ与B函数的其他表示，如题4．

某些广义积分，通过变量替换转化为Γ函数或B函数在某些点值，再通过有关公式求出这些值，如题5．

练习题12.4

12.4.1　作变量替换[image: alt]导出B函数

[image: alt]

的另一表达式．

12.4.2　用B函数或Γ函数表示下列积分：

[image: alt]

12.4.3　用函数或Γ函数求下列积分值：

[image: alt]

§5　傅里叶变换与傅里叶积分的定义，计算傅里叶变换与作频谱图

内容提要

1．傅里叶变换与傅里叶积分的引入

①记fT（t）＝f（t）（t∈［-T/2，T/2］）．设fT（t）可展成以T为周期的傅氏级数

[image: alt]

②T充分大时，

[image: alt]

将（5.2）代入（5.1）

[image: alt]

③令T→+∞，形式地得到

[image: alt]

2．傅里叶变换与傅里叶积分的定义

定义　设f（t）在（-∞，+∞）定义，若积分

[image: alt]

对任意的ω∈（-∞，+∞）均收敛，则称由此参变积分确定的函数F（ω）为f（t）的傅里叶变换，简称为傅氏变换，记为

F（ω）＝[image: alt]［f（t）］　或　　F＝[image: alt]［f］．

而称f（t）为F（ω）的傅里叶逆变换，记为f（t）＝[image: alt]-1［F（ω）］．

定义　含参变量的积分

[image: alt]

（不论它是否收敛）称为f（t）的傅里叶积分，简称为傅氏积分．

定义　若f（t）在（-∞，+∞）的任意有限区间上（黎曼）可积，又积分[image: alt]收敛，称f（t）在（-∞，+∞）绝对可积．

若f（t）在（-∞，+∞）绝对可积，则F（ω）＝[image: alt]［f（t）］存在．

3．频谱函数与频谱分析

以T为周期的周期函数fT（t）的频谱函数

[image: alt]

当T→+∞时谱线距离[image: alt]离散谱变成连续谱，即频谱函数F（ω），

[image: alt]

｜F（ω）｜为振幅频谱，φ（ω）为相位频谱．

一般笼统称频谱是指振幅频谱．

4．傅氏变换表与频谱图

我们把常用的一些函数的傅氏变换及其频谱图列在下表中．

[image: alt]

图　12.1

[image: alt]

图　12.2

[image: alt]

（指数衰减脉冲）

[image: alt]

图　12.3

[image: alt]

[image: alt]

图　12.4

[image: alt]

（单个三角脉冲）

[image: alt]

图　12.5

[image: alt]

[image: alt]

图　12.6

[image: alt]

（钟形脉冲）

[image: alt]

图　12.7

[image: alt]

[image: alt]

图　12.8

典型例题分析

求傅氏变换并作频谱图

1．求下列函数的傅氏变换F（ω）并作频谱图．

（1）单位三角脉冲函数

[image: alt]

（2）[image: alt]

解　（1）由傅氏变换公式得

[image: alt]

[image: alt]

｜F（ω）｜的图形如图12.6所示．

（2）　[image: alt]

｜F（ω）｜的图形如图12.9所示．

[image: alt]

图　12.9

2．求半余弦脉冲

[image: alt]

的傅氏变换并作频谱图，其中E，ω0＞0．

解法1　由傅氏变换公式得

[image: alt]

解法2　由傅里叶变换公式得

[image: alt]

｜F（ω）｜的图形如图12.10所示．

[image: alt]

图　12.10

3．[image: alt]求F（ω）＝[image: alt]［f（t）］．

[image: alt]

[image: alt]

在积分号下求导得

[image: alt]

分部积分得

[image: alt]

改写成已知导数求函数：

[image: alt]

现积分得

[image: alt]

注意　　[image: alt]

对F（ω）可以在积分号下求导，因为

[image: alt]

[image: alt]对ω∈（-∞，+∞）一致收敛．

评注　这里已经算出

[image: alt]

其中a＞0．用同样方法可以求出

[image: alt]

本节小结

按定义计算F（ω）＝[image: alt]［f（t）］，就是计算含参变量ω的参变积分

[image: alt]

或分别计算右端的实部与虚部（若f（t）有奇偶性可简化计算），或直接计算左端的复数形式．对题1与题2是直接用积分法则，对题3，用的是对参数的求导法．

练习题12.5

按定义求下列函数的傅氏变换：

[image: alt]

§6　傅氏积分的收敛性与函数的傅氏积分展开

内容提要

1．傅氏积分的收数性定理

设f（t）在（-∞，+∞）绝对可积，在（-∞，+∞）的任意有限区间上分段单调，则对任意t∈（-∞，+∞），

[image: alt]

特别在f（t）的连续点t处

[image: alt]

又若F（ω）在（-∞，+∞）绝对可积，则

[image: alt]

特别在f（t）的连续点t处

[image: alt]

收敛性定理的实数形式是：

设f（t）在（-∞，+∞）绝对可积，在任意有限区间上分段单调，则对任意t∈（-∞，+∞），

[image: alt]

特别在f（t）的连续点t处

[image: alt]

2．函数的傅氏积分展开

若在t的某区间上（6.2）或（6.4）或（6.6）成立，这些公式称为f（t）的傅氏积分展开式或傅氏变换的反演公式．

典型例题分析

1．求f（t）＝e-｜t｜的傅氏积分展开式．

解　先求

[image: alt]

因F（ω）在（-∞，+∞）绝对可积，f（t）＝e-｜t｜在（-∞，+∞）处处连续，由f（t）的傅氏积分展开定理即公式（6.4）得

[image: alt]

评注1　若分成实部与虚部计算F（ω）得

[image: alt]

虽然利用了奇偶性简化了计算，但还要对上述积分进行二次分部积分才可算出结果．

评注2　我们也可用公式（6.6），这时相当于用注1中的方法求F（ω）．

评注3　由（6.7）我们可得

[image: alt]

2．求f（t）＝Πa（t）的傅氏积分的值．

解　已求得

[image: alt]

由（6.1）得，t≠±a时

[image: alt]

当t＝±a时，上式右端积分为1/2．

因此

[image: alt]

评注　也可用（6.5）来求解，特别是当F（ω）还未求得时．

[image: alt]

同样求得（6.8）．

练习题12.6

12.6.1　求f（t）的傅氏展开式并导出相应的参变积分计算公式：

[image: alt]

12.6.2　求f（t）的傅氏积分并讨论其收敛性：

[image: alt]

§7　傅氏变换的性质

内容提要

以下均设f（t），g（t）在（-∞，+∞）绝对可积．

傅氏变换有以下性质：

性质1（频谱函数的性质）

设F（ω）＝[image: alt]［f（t）］，则｜F（ω）｜在（-∞，+∞）连续，是偶函数且

[image: alt]

性质2（线性性质）

[image: alt]

性质3（平移展缩性质）

[image: alt]

（a＝1时只是平移，b＝0时只是展缩）．

[image: alt]

性质4（对称性质）

设f（t）在（-∞，+∞）绝对可积，满足傅氏积分公式成立的条件，若

[image: alt]

性质5（微商性质）

设[image: alt]［f（t）］＝F（ω）．

时域微商定理　设f（t）在（-∞，+∞）连续，f（t）在（-∞，+∞）的任意有限区间上分段可导，f（t），f′（t）在（-∞，+∞）绝对可积，则

[image: alt]［f′（t）］＝iωF（ω）．

频域微商定理　设f（t），tf（t）在（-∞，+∞）绝对可积，则

[image: alt]［tf（t）］＝iF′（ω）．

性质6（卷积定理）

设f（t），g（t）在（-∞，+∞）定义．若积分

[image: alt]

对任意t均收敛，称它为f（t），g（t）的卷积，记为f（t）*g（t）．

若f（t），g（t）在（-∞，+∞）绝对可积，则存在f（t）*g（t）且f（t）*g（t）在（-∞，+∞）绝对可积．

卷积定理　设f（t），g（t）在（-∞，+∞）绝对可积，又

[image: alt]［f（t）］＝F（ω），[image: alt]［g（t）］＝G（ω），

则　　　　　　　　[image: alt]［f（t）*g（t）］＝F（ω）G（ω）．

性质7（帕斯瓦尔公式）

设f（t），g（t）在（-∞，+∞）平方可积（即｜f（t）｜2，｜g（t）｜2在（-∞，+∞）可积），

[image: alt]［f（t）］＝F（ω），[image: alt]［g（t）］＝G（ω），

[image: alt]

[image: alt]

其中[image: alt]表示z的共轭复数．

典型例题分析

一、证明傅氏变换的某些性质

1．设f（t）在（-∞，+∞）绝对可积，[image: alt]［f（t）］＝F（ω），a≠0，b为实数，求证：

[image: alt]

证　对积分作变量替换[image: alt]

当a＞0时，

[image: alt]

当a＜0时，

[image: alt]

2．设f（t）在（-∞，+∞）连续且绝对可积，又tf（t）在（-∞，+∞）绝对可积，求证：

[image: alt]

分析与证明　实际上是对

[image: alt]

证明可以在积分号下对ω求导．

[image: alt]

即（7.1）成立．

注意：

[image: alt]

对｛（t，ω）｜-∞＜t＜+∞，-∞＜ω＜+∞｝连续，[image: alt]对-∞＜ω＜+∞均收敛．又

[image: alt]　（对任意t与ω）．

由题设[image: alt]收敛⇒[image: alt]对ω∈（-∞，+∞）一致收敛．因此

[image: alt]

同理可证另一式．

二、利用傅氏变换的性质求某些函数的傅氏变换

3．已知

[image: alt]

其中

[image: alt]

对下列给出的f（t），求[image: alt]［f（t）］：

（1）[image: alt]

（3）[image: alt]

解　考察这些f（t）与∏a（t）或Λa（t）的关系．利用[image: alt]［∏a（t）］或[image: alt]［Λa（t）］求得[image: alt]［f（t）］．

（1）[image: alt]

[image: alt]

（2）f（t）的图形如图12.11所示．将f（t）的图形与t轴对称翻转后再平移a单位得aΛa（t），即

[image: alt]

[image: alt]

图　12.11

[image: alt]

图　12.12

（3）Λ1（t）在（-∞，+∞）连续，绝对可积．除t＝0，±1外，[image: alt]它在（-∞，+∞）绝对可积，由性质5

[image: alt]

4．已知[image: alt]其中

[image: alt]

为常数，对下列给出的f（t），求[image: alt]［f（t）］：

（1）f（t）＝e-α｜t｜；

（2）[image: alt]

（3）f（t）＝te-α｜t｜；

（4）[image: alt]

解　（1）f（t）＝Eα（t）＋Eα（-t），由性质2与性质3

[image: alt]

（2）由[image: alt]由对称性质⇒

[image: alt]

再由线性性质⇒

[image: alt]

（3）由频域微商性质⇒

[image: alt]

（4）设

[image: alt]

则

[image: alt]

这里h（t），E1（t）在（-∞，+∞）绝对可积，由卷积定理⇒

[image: alt]

三、用帕斯瓦尔等式计算某些无穷积分

5．求下列无穷积分：

（1）[image: alt]

解（1）令

f（t）＝ ∏1（t），g（t）＝Λ2（t），

由傅氏变换表知

[image: alt]

于是，由帕斯瓦尔等式得

[image: alt]

（2）已知

[image: alt]

由时域微商性质⇒

[image: alt]

于是，由帕斯瓦尔等式⇒

[image: alt]

本节小结

若已知某函数的傅氏变换，可利用傅氏变换的性质容易地求出某些相关函数的傅氏变换．如若函数g（t）可分解成

[image: alt]

又已知[image: alt]［f（t）］＝F（ω），则可求出

[image: alt]［g（t）］＝｜a｜F（aω＋ b）．

若g（t）可分解成g（t）＝Atf（t），又f（t），tf（t）在（-∞，+∞）绝对可积，[image: alt]［f（t）］＝F（ω）已求得，则立即可求出

[image: alt]［Atf（t）］＝ AiF′（ω）．

练习题12.7

已知傅氏变换表：

[image: alt]

求下列函数的傅氏变换：

[image: alt]

利用帕斯瓦尔等式求下列积分：

[image: alt]


第十三章　常微分方程

§1　基本概念

内容提要

含有自变量x与未知函数y（x）及其导函数的方程式

[image: alt]

叫做常微分方程．（1.1）中出现的导数的最高阶数称为常微分方程（1.1）的阶．

把微分方程式（1.1）冠以“常”字，是指其中的未知函数y是一元函数．当未知函数是多元函数时，那么在相应的微分方程中就会出现偏导数，这样的方程就称为偏微分方程．本章只讨论常微分方程．

设函数y＝φ（x）在区间I上连续，有直到n阶的导数．若把y＝φ（x）及其各阶导数代入微分方程（1.1），使之成为一个恒等式，即有

F（x，φ（x），φ′（x），…，φ（n）（x））≡0，x∈I，

则称y＝φ（x）是微分方程（1.1）在区间I上的一个解．

n阶微分方程包含n个独立的任意常数的解φ（x；C1，C2，…，Cn），称为该方程的通解；不包含任意常数的解φ（x），称为方程的特解．若通解y＝φ（x；C1，…，Cn）由隐式φ（x，y，C1，…，Cn）＝0给出，则称它为微分方程的通积分．

需要注意的是，微分方程的通解不一定包含该微分方程的所有的解．见§2题1（3）．

微分方程的解y＝φ（x）的图形，称为该微分方程的积分曲线．

求方程（1.1）的满足下列初始条件：

[image: alt]

（其中x0，y0，y1，…，yn－1是给定的常数）的解叫做求初值问题或柯西问题．求初值问题的一般步骤是：先求出方程（1.1）的通解

y＝φ（x；C1，C2，…，Cn），

将它代入（1.2）得方程组

[image: alt]

由此方程组确定出n个常数[image: alt]就是初值问题的解．

典型例题分析

1．请指出下列微分方程的阶，是线性的还是非线性的？

[image: alt]

2．验证下列函数是否给定的微分方程的解？是什么解（通解或特解或其他）？

（1）函数y＝ln（C＋ex），C为任意常数，方程y′＝ex－y；

（2）[image: alt]

（3）函数y＝C1cos2x＋2C2sin2x－C2，方程y″＋4y＝0．

解　（1）由

y＝ln（C＋ex）⇒ey′＝C＋ex，

两边对x求导⇒eyy′＝ex⇒y′＝ex－y．因此y＝ln（C＋ex）是一阶方程y′＝ex－y的解，又该解含一个任意常数C，因而是通解．

（2）这是由参数式确定的函数，由参数式求导法⇒

[image: alt]

因此该函数是方程（1＋xy）y′＋y2＝0的特解．因该解不含任意常数，是特解．

（3）　　[image: alt]

[image: alt]

因此该函数是二阶方程y″＋4y＝0的解，因该解实质上只含一个独立的任意常数，它不是通解，也不是特解．

练习题13.1

13.1.1　对下列微分方程指出：自变量、未知函数、阶数、线性还是非线性？

[image: alt]

13.1.2　验证下列各题中，左边的函数是否满足右边的微分方程？

[image: alt]

13.1.3　上题中哪些是特解？哪些是通解？如果初始条件给定后，通解中的任意常数是否随初始条件而确定．

§2　一阶微分方程的解法

内容提要

1．基本类型的微分方程

（1）可分离变量的微分方程

形如

[image: alt]

的方程称为可分离变量的方程．当g（y）≠0时，（2.1）可化为

[image: alt]

对上式两端积分，即可得到（2.1）的通积分

[image: alt]

若存在某个y0，使g（y0）＝0，则常数函数y≡y0也是方程（2.1）的一个解．

（2）一阶线性微分方程

形如

[image: alt]

的方程称为一阶线性微分方程（未知函数y（x）及其导数y′都以一次幂的形式出现）．

①当Q（x）≡0时，方程（2.2）为

[image: alt]

方程（2.3）称为一阶齐次线性方程．它也是一个可分离变量的方程，用分离变量法可求出它的通解为

[image: alt]

②当Q（x）≢0时，称（2.4）为非齐次方程，且称（2.3）为（2.2）对应的齐次方程．为求（2.4）的解，可用如下方法：

方法1　积分因子法．方程两边同乘一个已知函数[image: alt]

[image: alt]

方法2　常数变易法．即将其对应的齐次方程（2.3）的通解（2.4）中的C，换成一个新的未知函数z（x），作变换

[image: alt]

将上述y（x）及y′代入方程（2.2），可得关于新未知函数z（x）的方程

[image: alt]

从而解出　　z（x）＝∫Q（x）e∫Pdxdx＋C，

代入（2.5）即得（2.2）的通解

[image: alt]

（3）全微分方程

若方程P（x，y）dx＋Q（x，y）dy＝0的左端是某个函数u（x，y）的全微分，即存在u使得du＝Pdx＋Qdy，则称该方程为全微分方程．

设P（x，y），Q（x，y）具有连续的一阶偏导数．通常在单连通区域内，则P（x，y）dx＋Q（x，y）dy＝0为全微分方程⇔[image: alt]此时这个全微分方程的通解是u（x，y）＝C，C为任意常数，其中u（x，y）是Pdx＋Qdy的原函数．求全微分方程Pdx＋Qdy＝0的通解归结为求Pdx＋Qdy的原函数．求原函数的方法参见第九章§3．

2．可化为基本类型的微分方程

（1）形如y′＝g（ax＋by＋c）（b≠0）的方程

令z＝ax＋by＋c，则z′＝a＋by′，原方程为

[image: alt]

这是关于新未知函数z（x）的可分离变量的方程．

（2）形如[image: alt]的方程

形如y′＝f（x，y）的方程要求f（x，y）为齐次函数，即对参数t，有f（tx，ty）＝f（x，y）称为齐次方程．例如

[image: alt]

就是齐次函数．因为齐次函数总可化成

[image: alt]

于是齐次方程总可写成

[image: alt]

令[image: alt]即y＝xz，于是y′＝z＋xz′．所以原方程为

[image: alt]

（3）伯努利方程

形如

y′＋ P（x）y ＝ Q（x）yα（α≠0，1）

的方程称为伯努利方程．用变换z（x）＝y1－α可把伯努利方程化为关于z（x）的线性方程：

[image: alt]

其中z＝y1－α．

（4）自变量与因变量互换后化为一阶线性方程的情形

以y为自变量，x为因变量，方程

[image: alt]

就化为一阶线性方程

[image: alt]

*（5）积分因子法

当方程

[image: alt]

不是全微分方程时，若存在函数μ（x，y）≠0，使方程

μPdx＋μQdy＝0

成为全微分方程，则称μ（x，y）是方程（2.6）的积分因子．在单连通区域内函数μ（x，y）是（2.6）的积分因子的充要条件是

[image: alt]

在下列两种情形下，积分因子容易求出：

①[image: alt]这里F（x）只是x的函数．这时积分因子也只是x的函数，且可由下式确定：

[image: alt]

②[image: alt]这里G（y）只是y的函数，这时积分因子

[image: alt]

典型例题分析

一、各类一阶方程的求解

1．用分离变量法解下列微分方程：

（1）y′＝xy＋x＋y＋1；

（2）（xy2＋x）dx＋（x2y－y）dy＝0；当x＝0时，y＝1；

（3）ydx＋（x2－4x）dy＝0．

解　（1）原方程可写成为y′＝（x＋1）（y＋1），分离变量得

[image: alt]

又y≡-1也是解，该解可看作上式中令C＝0时的解．因而得通解

[image: alt]

注意，在以上推导过程中，（2.7）式中的常数C不等于零，但特解y≡-1正好可看作（2.7）中的C取零值时的解．因此当去掉“C≠0”的限制时，也就把解y≡-1包含进去了．因而方程的通解可写成（2.8）（它与（2.7）的区别是，C可取任意实数）．为简便起见，今后遇到类似的情况时，不再每次重复上述推理过程，而直接写出结果；又在微分方程通解或通积分中的C，如不对它加以特别的限制，就意味着它是任意常数，即可取任意实数值．

（2）分离变量得

[image: alt]

即　　　　　（x2－1）（y2＋1）＝C．

将x＝0，y＝1代入上式得C＝-2，于是所求特解为

（x2－1）（y2＋1）＝-2．

（3）分离变量得

[image: alt]

这就是通解．若以x为自变量，原方程还有解y＝0．若以y为自变量，原方程还有解x＝0，x＝4．无论任意常数C取何值，通解均不含这几个解．

若把通解改写成[image: alt]这个通解当C＝0时就含有解y＝0，但仍不包含x＝0与x＝4．若又改写成y4（4－x）＝Cx，这个通解当C＝0时就含有解y＝0与x＝4，但不包含x＝0．

2．求下列微分方程的解：

（1）xy′＋y－ex＝0；

（2）（x－2xy－y2）dy＋y2dx＝0．

解　（1）判断类型：这是一阶线性方程，方程可化为

[image: alt]

方法1　积分因子法．因[image: alt]方程两边乘μ（x）＝x即化为

[image: alt]

方法2　常数变易法．原方程对应的齐次方程

[image: alt]

的通解为[image: alt]

用常数变易法求非齐次方程的解．[image: alt]入原方程得

[image: alt]

将z＝xy代入上式，得原方程的通解

[image: alt]

（2）判断类型：这里对x是一次的，将y看作自变量，x看作函数，是一阶线性方程：

[image: alt]

方法1　积分因子法．方程两边同乘

[image: alt]

原方程化为

[image: alt]

[image: alt]

方法2　常数变易法．原方程对应的齐次方程

[image: alt]

的通解为　　　　　　　　x＝Cy2e1/y，

其中C为任意常数．用常数变易法求非齐次方程的解．设

[image: alt]

其中z（y）为新的未知函数，则

[image: alt]

将（2.9）及（2.10）代入原方程，整理得

[image: alt]

由此解出z（y）＝e-1/y＋C．所以原方程的通解为

[image: alt]

3．求下列微分方程的解：

（1）（x2＋y2）dx＝2xydy，当x＝1时y＝0；

（2）[image: alt]

解　（1）原方程可化为

[image: alt]

上式右端为齐次函数，这是齐次方程．令z＝y/x，方程可化为

[image: alt]

分离变量得

[image: alt]

整理得　　　　　　x（1－z2）＝C，

将[image: alt]代入上式得原方程的通积分

x2－y2＝Cx．

将x＝1，y＝0代入上式，得C＝1．所以所求特解为

y2＝x2－x．

（2）原方程可化为

[image: alt]

这也是齐次方程．令z＝y/x，上式化为

[image: alt]

[image: alt]

化简得　　　　　1＋4Cxz－C2x2＝0，C≠0．

将[image: alt]代入，得原方程的通积分为

1＋4Cy－C2x2＝0，C≠0．

4．求下列微分方程的解：

（1）3xy′－y－3xy4lnx＝0；

（2）2xy·y′－y2＋x＝0．

解　（1）原方程可改写为

[image: alt]

这是伯努利方程．以y4除两边，得

[image: alt]

令[image: alt]上述方程可化为

[image: alt]

即

[image: alt]

这是关于z（x）的线性方程，用积分因子法求解．

方程两边同乘[image: alt]

[image: alt]

将z＝1/y3代入上式得原方程的通积分

[image: alt]

（2）方程可改写为

[image: alt]

这也是伯努利方程．令z＝y2，则方程为一阶线性方程，

[image: alt]

用常数变易法求解：对应的齐次方程的通解为

z（x）＝Cx．

设z（x）＝u（x）·x为非齐次方程的解，代入（2.12）得

[image: alt]

由此解出u（x）＝-ln｜x｜＋C．再以[image: alt]代入，得原方程的通积分为

y2＝x（-ln｜x｜＋C）．

5．求下列微分方程的解：

（1）[image: alt]

（2）（x2＋y2＋2x）dx＋2ydy＝0．

解　（1）令

[image: alt]

可算出　　[image: alt]

故是全微分方程．用求原函数的办法不难求出Pdx＋Qdy的原函数

[image: alt]

所以通积分为

[image: alt]

（2）令P＝x2＋y2＋2x，Q＝2y，有

[image: alt]

与y无关，所以积分因子也只与x有关，为

[image: alt]

将原方程两边乘ex，得

（x2＋y2＋2x）exdx＋2yexdy＝0．

上式可写成

（x2＋2x）exdx＋（y2exdx＋2yexdy）＝0，

即　　　　　　　　　d（x2ex）＋ d（y2ex）＝0，

即　　　　　　　　　d（x2ex＋y2ex）＝0．

由此看出原方程的通积分为

（x2＋y2）ex＝C．

二、含变限积分的方程

6．设y（x）在［1，+∞）连续，由曲线y＝y（x），直线x＝1，x＝t（t＞1）与x轴围成的平面图形绕x轴旋转一周所成的旋转体体积为

[image: alt]

求y＝y（x）．

解　由旋转体的体积公式得

[image: alt]

按题意得

[image: alt]

这是含变限积分的方程，将它转化为微分方程．

[image: alt]

注意，由题设[image: alt]对t≥1可导，由（2.13）式⇒y（t）对t≥1可导．因此方程（2.13）与

3y2＝2ty＋t2y′

是等价的．将t换成x，上式改写成

[image: alt]

这是齐次方程，也是伯努利方程．我们按伯努利方程来求解：改写成

[image: alt]

这是以[image: alt]为因变量的线性方程，两边乘

[image: alt]

7．设y（x）连续，求解方程

[image: alt]

解　由题设条件可得y（x）可导．这也是含变限积分的方程，将它转化为微分方程：

[image: alt]

因此，方程（2.14）等价于初值问题

[image: alt]

这是一阶线性方程．两边乘μ（x）＝e∫2dx＝e2x得

[image: alt]

由y（0）＝0⇒C＝1．因此求得解y＝e-2x＋2x－1．

本节小结

1．设法把某些微分方程的求解问题转化为初等函数的积分问题．这是求解一阶微分方程的基本方法——初等积分法．能用初等积分法求解的只能是某些特殊类型的一阶微分方程．运用这种方法时，首先要判断方程的类型，按类型选定求解的方法：

[image: alt]

2．求解一阶微分方程的通解时，只要求得的解中含有一个任意常数即是通解．通解不一定是所有的解．求通解时，可不必补上失去的解．若求所有的解，就必须把失去的解补上．

3．求解含变限积分的方程的基本方法是：通过求导转化为求解微分方程．但必须注意，有的等同于求解微分方程的通解，如题6（当x＝1时，原方程两边相等）．有的则等同于求解微分方程的初值问题．如题7（当x＝0时由方程两边相等得y（0）＝0）．

练习题13.2

13.2.1　求下列微分方程的解：

（1）[image: alt]

（2）y－xy′＝a（y2＋y′）；

（3）[image: alt]

13.2.2　求下列微分方程的解：

（1）（x＋2y）dx＋（2x－3y）dy＝0；

（2）[image: alt]

（3）（x2－y2）dy－2xydx＝0；

（4）[image: alt]

13.2.3　求下列微分方程的解：

（1）[image: alt]

（3）[image: alt]

13.2.4　求下列微分方程的解：

（1）[image: alt]

（2）3xy′－y－3xy4lnx＝0；

（3）[image: alt]

13.2.5　求下列微分方程的解：

（1）（y2－6x）dy＋2ydx＝0；

（2）（sin2y＋xcoty）y′＝1；

（3）[image: alt]

13.2.6　求下列微分方程的解：

（1）eydx＋（xey－2y）dy＝0；

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

13.2.7　求下列微分方程的解：

（1）y′＝（8x＋2y＋1）2；

（2）[image: alt]

13.2.8　求下列微分方程的解：

（1）y（1＋xy）dx－xdy＝0；

（2）（x2＋y2＋2x）dx＋2ydy＝0；

（3）[image: alt]

（4）（xcosy－ysiny）dy＋（xsiny＋ycosy）dx＝0．

13.2.9　求下列微分方程的解：

（1）（4x2＋3xy＋y2）dx＋（4y2＋3xy＋y2）dy＝0；

（2）[image: alt]

（3）（x3－3xy2＋2）dx－（3x2y－y2）dy＝0；

（4）[image: alt]

（5）y2dx－（2xy＋3）dy＝0；

（6）[image: alt]

（7）[image: alt]

13.2.10　求下列微分方程满足初始条件的特解：

（1）[image: alt]

（2）（x2＋y2）dx＝2xydy，当x＝1时，y＝0；

（3）[image: alt]

（4）siny·cosxdy＝cosy·sinxdx，当x＝0时，y＝π/4；

（5）[image: alt]

（6）[image: alt]

13.2.11　求解下列方程：设y（x）连续．

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

§3　二阶线性微分方程

内容提要

1．线性微分方程的标准形式

未知函数y（x）及其各阶导数都以一次幂形式出现的方程

[image: alt]

称为线性微分方程．当f（x）≡0时，方程为

[image: alt]

（3.2）称为齐次方程，f（x）≠0时，（3.1）称为非齐次方程．且（3.2）称为（3.1）对应的齐次方程．

2．线性微分方程解的叠加原理

①设y1（x），y2（x），…，ym（x）是齐次方程（3.2）的m个解，则对任意常数[image: alt]也是（3.2）的解．

②设y0（x）是（3.2）的解，y*（x）是（3.1）的解，则y0（x）＋y*（x）是（3.1）的解．

③更一般地，若y*（x）与[image: alt]分别是（3.1）与

y（n）＋ P1（x）y（n－1）十P2（x）y（n－2）＋…＋Pn（x）y＝g（x）

的解，则[image: alt]是方程

y（n）＋P1（x）y（n－1）＋P2（x）y（n－2）＋ …＋Pn（x）y＝f（x）＋g（x）

的解．

3．线性微分方程解的结构

（1）函数组的线性相关性

n个函数y1（x），y2（x），…，yn（x）称为在区间［a，b］上是线性相关的，如果存在不全为零的n个常数C1，C2，…，Cn，使

C1y1（x）＋C2y2（x）＋…＋Cnyn（x）≡0，a≤x≤b．

否则，称这组函数是线性无关的．

例如，函数组

1，x，x2，…，xn；　ex，xex，…，xn－1ex；　sinx，cosx；

等等都是线性无关的．

（2）齐次线性方程解的结构

若y1（x），y2（x），…，yn（x）是齐次线性方程（3.2）的n个线性无关的解，则它们的线性组合

[image: alt]

（C1，C2，…，Cn为任意常数）也是（3.2）的解．称为（3.2）的通解．且（3.2）的任意一个解都能表成（3.3）的形式．y1（x），y2（x），…，yn（x）称为方程（3.2）的基本解组．

（3）非齐次线性方程解的结构

设y（x）是非齐次线性方程（3.1）的一个特解，而

C1y1（x）＋ C2y2（x）＋…＋Cnyn（x）

是（3.1）对应的齐次方程的通解，则（3.1）的通解可表为

C1y1（x）＋C2y2（x）＋…＋Cnyn（x）＋y（x）．

也就是说，齐次方程的通解加上非齐次方程的一个特解，构成非齐次方程的通解．

对线性方程来说，它的通解包含了它的所有的解．

4．常系数线性齐次方程的求解方法

考虑常系数线性齐次方程

[image: alt]

其中p1，p2，…，pn为常数．其特征方程为

[image: alt]

其中λ为未知量．

若λ1是特征方程（3.5）的单根，则函数y＝eλ1x是微分方程（3.4）的一个解；若λk是特征方程（3.5）的k重根，则

[image: alt]

是（3.4）的k个线性无关的解．

特别对于二阶常系数线性齐次方程

[image: alt]

其中p，q为常数．其特征方程为

[image: alt]

（3.7）的解可归结为下列三种情况：

①当（3.7）有相异实根λ1，λ2时，微分方程（3.6）的通解为

[image: alt]

其中C1，C2为任意常数；

②当（3.7）有重根λ1时，（3.6）的通解为

[image: alt]

其中C1，C2为任意常数；

③当（3.7）有共轭复根λ1，λ2＝α±iβ时，（3.6）的通解为

eαx（C1cosβx＋C2sinβx），

其中C1，C2为任意常数．

5．二阶常系数非齐次线性方程的解法

非齐次线性方程

[image: alt]

的通解为

y＝C1y1（x）＋C2y2（x）＋ y0（x），

其中y0（x）是（3.8）的一个特解，C1y1（x）＋C2y2（x）是（3.8）对应的齐次方程

[image: alt]

的通解．

齐次方程通解的求法前面已讲过，因而现在只需再讲非齐次方程特解的求法．

（1）常数变易法

若已知（3.9）的通解为

C1y1（x）＋C2y2（x），

其中C1，C2为任意常数．将C1，C2换成函数，y1（x），y2（x）保持不变，即令

[image: alt]

是非齐次方程（3.8）的通解，其中C1（x），C2（x）是待定函数．函数C1（x），C2（x）的求法如下：

先由方程组

[image: alt]

[image: alt]再积分就可得出C1（x）与C2（x）．将这样求出的C1（x），C2（x）代入（3.10），即得非齐次方程的解．

（2）待定系数法

当非齐次项f（x）是下列几类函数时，可用待定系数法求特解．

①f（x）＝Aeαx，其中A，α为常数．

当α不是特征方程

[image: alt]

的根时，设非齐次方程的特解为aeαx；当α是（3.11）的单根时，设特解为axeαx；当α是（3.11）的重根时，设特解为ax2eαx，其中a为待定常数．将所设特解代入方程（3.8）就可确定常数a.

②f（x）＝Pn（x）（即x的n次多项式）．

当0不是特征方程（3.11）的根时，设非齐次方程的特解为Qn（x）；当0是（3.11）的单根时，设特解为xQn（x）；当0是（3.11）的重根时，设特解为x2Qn（x）；其中Qn（x）为n次多项式，其系数将由特解代入方程而确定．

③f（x）＝Asinβx＋Bcosβx．

当±βi不是（3.11）的根时，设非齐次方程的特解为acosβx＋bsinβx；当±βi是（3.11）的根时，设特解为x（acosβx＋bsinβx）；其中a，b为待定常数，将由特解代入方程而确定．

④f（x）＝eαx［Pn（x）cosβx＋Qm（x）sinβx］，其中Pn（x），Qm（x）分别为n与m次多项式．

当α±iβ不是（3.11）的根时，设非齐次方程的特解为

eαx［Rk（x）cosβx＋Sk（x）sinβx］；

当α±iβ是（3.11）的根时，设非齐次方程的特解为

xeαx［Rk（x）cosβx＋Sk（x）sinβx］，

其中Rk（x），Sk（x）为待定k次多项式，k＝max｛n，m｝．

实际上，情况①，②，③都是情况④当α，β，Pn，Qm取特定值时的特殊情况．为了应用简便起见，还是分情况将它们一一列出．

*6．欧拉方程及其解法

形如xny（n）＋p1xn－1y（n－1）＋…十pny＝f（x）的特殊的变系数线性方程（其中p1，p2，…，pn为常数）叫做欧拉方程．

当x＞0时作变换x＝et或t＝lnx，将自变量x变成t，欧拉方程就化成线性常系数方程．特别n＝2时，即

[image: alt]

就化成二阶常系数线性方程

[image: alt]

*7．微分方程的幂级数解法

当微分方程的解不能或难以用初等函数表达时，在有些情况下，可以用幂级数解法．

（1）幂级数解法

当微分方程

[image: alt]

的系数函数p（x），q（x）在x0的邻域内能展成幂级数，即

[image: alt]

时，则（3.12）有幂级数解．这时，可设（3.12）的解为

[image: alt]

其中系数Cn待定．将上式代入方程（3.12），并比较方程两端（x－x0）的同次幂的系数，即可确定出Cn（n＝1，2，…）．

（2）广义幂级数解

对于方程

[image: alt]

若A（x0）＝0，则称x0为方程的奇点．在奇点的邻域内，有时可以用广义幂级数求解，有时却不能用，有下述结论：

若微分方程（3.13）以x0为正则奇点，即（3.13）可以改写成

（x－x0）2P（x）y″＋（x－x0）Q（x）y′＋ R（x）y＝0，

其中P（x0）≠0，P（x），Q（x），R（x）在x0的邻域内可展成幂级数，则（3.13）有广义幂级数解

[image: alt]

其中系数Cn与指标ρ可用代入法来确定（n＝1，2，…）．

典型例题分析

一、基本概念

1．判断下列函数组是否线性相关：

（1）x，x－1；

（2）x，x－3，x＋5；

（3）x，x2，x3；

（4）cosx，sinx．

解　（1）x与x－1线性无关．这可用反证法证明：若x与x－1线性相关，则存在不全为零的常数C1，C2，使

C1x ＋C2（x－1）≡0，a≤x≤b．

不妨设C1≠0，上式可化为

[image: alt]

但恒等号右端是常数，左端不是常数，因而不可能相等．于是反证法假设不成立，即x与（x－1）线性无关．

从本题的证明过程可看出，对于由两个函数y1（x）与y2（x）组成的函数组，当

[image: alt]

其中C为常数（包含∞）时，则y1（x）与y2（x）线性相关．当

[image: alt]

其中C为常数时，则y1（x）与y2（x）线性无关．

（2）因为存在一组不全为零的常数

-8，5，3，

使　　（-8）·x＋5·（x－3）＋3·（x＋5）＝0．

因而x，（x－3），（x＋5）线性相关．

（3）因为要使多项式

C1x＋C2x2＋C3x3≡0，　a≤x≤b，

必须C1＝C2＝C3＝0．因而x，x2，x3线性无关．

（4）因为

[image: alt]

因而sinx与cosx线性无关．

2．试组成线性方程，已知它的基本解组如下：

（1）e-2x，e2x；

（2）ex，xex．

解　（1）由已知条件，齐次方程的通解为

y＝C1e-2x＋C2e2x，

对上式求一、二阶导数，得

y′＝-2C1e-2x＋2C2e2x，y″＝4C1e-2x＋4C2e2x．

由上看出有

y″－4y＝0．

这就是所求的微分方程．

（2）齐次方程的通解为

y＝C1ex＋C2xex，

求导得

[image: alt]

由此可得所求的微分方程为

y″－2y′＋y＝0．

该结果不易由观察得到，我们可设该方程为y″＋ay′＋by＝0，其中a，b为待定常数．因

[image: alt]

由于ex，xex线性无关⇒

[image: alt]

3．已知线性齐次微分方程的基本解组为

1，x，

求满足初值条件

y｜x＝1＝1，y′｜x＝1＝2

的特解．

解　方程的通解为

y＝C1＋C2x．

求导得　　　　　　　　y′＝C2．

将初值代入以上两式得

[image: alt]

由此得C1＝-1，C2＝2，所求特解为y＝2x－1．

二、求解二阶常系数线性齐次方程

4．求下列二阶常系数线性齐次方程的通解：

（1）y″－4y′＋3y＝0；

（2）y″－2y′＋y＝0；

（3）y″－6y′＋11y＝0．

解　（1）对应的特征方程为

λ2－4λ＋3＝0，

特征根为λ1＝1，λ2＝3．所以微分方程的通解为

y＝C1ex＋C2e3x．

（2）对应的特征方程为

λ2－2λ＋1＝0，

它有重根λ1，2＝ 1，所以原方程的通解为

y＝C1ex＋C2xex．

（3）对应的特征方程为

λ2－6λ＋11＝0，

特征根为[image: alt]原方程的解为

[image: alt]

5．求下列微分方程的特解：

（1）y″＋n2y＝0，当x＝0时，y＝0，y′＝a；

（2）y″－ay′＝0，当x＝0时，y＝0，y′＝a；

（3）2y″＋3y＝2[image: alt]y′，当x＝0时，y＝0，y′＝1．

解　（1）特征根为

λ1，2＝±ni．

原方程的通解为

y＝C1cosnx＋C2sinnx，

由初值条件得

[image: alt]

由此得C1＝0，[image: alt]所求特解为

[image: alt]

（2）对应的特征方程为

λ2－aλ＝0，

特征根为λ＝0，λ＝a．原方程的通解为

y＝C1＋C2eαx．

由初值条件得

[image: alt]

由此解出C2＝1，C1＝-1，所求特解为

y＝eαx－1．

（3）对应的特征方程为

[image: alt]

有重特征根

[image: alt]

所以微分方程的通解为

[image: alt]

由初值条件可得

[image: alt]

由此得C1＝0，C2＝1，所求特解为

[image: alt]

6．求下列微分方程的通解：

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

解　（1）对应的特征方程为

λ3－1＝0，

特征根为

[image: alt]

（2）对应的特征方程为

λ4－2λ3＋2λ2－2λ＋1＝0，

即　　　　　　　　　　　（λ2＋1）（λ2－2λ＋1）＝0，

因而特征根为

λ1，2＝1，　λ3，4＝±i．

通解为　　　y＝ex（C1＋C2x）＋C3cosx＋C4sinx．

评注

①求二阶常系数线性齐次方程的通解，归结为求相应的特征方程的特征根．按特征根的不同情况得到相应的通解形式．

②求二阶线性常系数齐次方程初值问题的特解的方法是，先求得通解

y＝C1y1（x）＋C2y2（x），

然后由初始条件y（x0）＝y0，y′（x0）＝y1得

[image: alt]

这里[image: alt]总可惟一地解出常数C1与C2，从而得初值问题的特解．

③对于高阶线性常系数齐次方程有类似的解法．当然仅当会求解高次代数方程（相应的特征方程）时，此方法才有效．

三、求解二阶常系数线性非齐次方程

7．求下列非齐次线性方程的通解：

（1）y″－4y＝e2x；

（2）2y″＋5y′＝5x2－2x－1；

（3）y″＋3y′＋2y＝e-xcosx；

（4）y″－4y′＋4y＝sin2x＋e2x；

（5）y″－2y＝2xex（cosx－sinx）；

（6）[image: alt]

解　（1）对应的齐次方程的特征根为λ1，2＝±2，所以齐次方程的通解为

y＝C1e2x＋C2e-2x．

因为2是特征根，所以设非齐次方程的特解为

axe2x，

代入原方程得

4ae2x＝e2x，

由此得[image: alt]因而非齐次方程有特解[image: alt]其通解为

[image: alt]

（2）对应的特征根为0，-5/2．齐次方程的通解为

[image: alt]

因为非齐次项是二次多项式，0是特征根，所以设非齐次方程有特解

x（ax2＋bx＋c），

代入原方程得

15ax2＋（12a＋10b）x＋4b＋5c＝5x2－2x－1．

比较等式两边x同次幂的系数得

[image: alt]

即齐次方程有特解[image: alt]其通解为

[image: alt]

（3）对应的特征根为-1，-2．齐次方程的通解为

C1e-x＋C2e-2x．

由于非齐次项是e-xcosx，-1±i不是特征根，所以设非齐次方程有特解

e-x（acosx＋bsinx），

代入原方程比较等式两端e-xcosx与e-xsinx的系数，可确定出a＝-1/2，b＝1/2．所以非齐次方程的通解为

[image: alt]

（4）对应的特征根为重根2．齐次方程的通解为

（C1＋C2x）e2x．

非齐次项由两项组成，且由于2是重特征根，所以设非齐次方程有特解

y＝acos2x＋bsin2x＋Cx2e2x．

代入原方程比较系数可得a＝1/8，b＝0，C＝1/2．所以非齐次方程的通解为

[image: alt]

（5）对应的特征根为±[image: alt]齐次方程的通解为

[image: alt]

由于非齐次项excosx与exsinx的系数函数都是一次多项式，且1＋i不是特征根，所以设非齐次方程有特解

ex［（ax＋b）cosx＋（cx＋d）sinx］，

代入原方程，可确定出a＝0，b＝1，c＝1，d＝0．于是所设特解为

excosx＋xexsinx．

非齐次方程的通解为

[image: alt]

（6）这是三阶方程．解法与二阶的类似．对应的特征根为-1，2（为二重根）．齐次方程的通解为

C1e-x＋C2e2x＋C3xe2x．

因为0，±i不是特征根．所以设非齐次方程有特解

ax2＋bx＋c＋dcosx＋esinx，

代入原方程可确定出

a＝3，　b＝0，　c＝9/2，　d＝7，　e＝1．

于是所设特解为

3x2＋9/2＋7cosx＋sinx，

非齐次方程的通解为

C1e-x＋C2e2x＋C3xe2x＋3x2＋9/2＋7cosx＋sinx．

8．用常数变易法求下列非齐次方程的通解：

（1）y″＋y＝tanx；

（2）y″－2y′＋y＝ex/x．

解　（1）对应的特征根为±i，齐次方程的通解为

C1cosx＋C2sinx，

其中C1，C2为任意常数．由此设非齐次方程的通解为

[image: alt]

其中C1（x），C2（x）为待定函数．[image: alt]

[image: alt]

由此解出

[image: alt]

将C1（x），C2（x）代入（3.14），得非齐次方程的通解为

[image: alt]

（2）对应的齐次方程有重特征根1．所以齐次方程的通解为

y＝C1ex＋C2xex．

因而设非齐次方程的通解为

[image: alt]

[image: alt]

积分得　　C1（x）＝-x＋C1，　C2（x）＝ln｜x｜＋C2．

代入（3.15），得非齐次方程的通解为

[image: alt]

9．求非齐次方程

y″＋y′－6y＝xe2x

的满足初值条件y（0）＝0，y′（0）＝4/25的特解．

解　对应的特征根为2，-3．设非齐次方程的特解为

x（ax＋b）e2x，

代入原方程可确定出

a＝1/10，　b＝-1/25．

于是非齐次方程有特解

[image: alt]

其通解为　[image: alt]

再代入初值条件，可确定出

C1＝1/25，　C2＝-1/25．

所求特解为

[image: alt]

*四、求解欧拉方程

*10．求解方程

（x－1）2y″＋（x－1）y′＋y＝2cosln（x－1）．

解　显然x－1＞0，作变换s＝x－1后即是欧拉方程

[image: alt]

按欧拉方程的解法，令s＝et，则方程化为

[image: alt]

即二阶常系数线性方程

[image: alt]

它有形如y*＝t（acost＋bsint）的特解，代入方程得a＝0，b＝1，即y*＝tsint，因此通解为

y＝C1cost＋C2sint＋tsint．

因此原方程的通解为

[image: alt]

*五、微分方程的幂级数解法

*11．用广义幂级数解法求n阶贝塞尔（Bessel）方程

[image: alt]

的解．

解　易见x＝0是方程的正则奇点．所以有形如

[image: alt]

的广义幂级数解，其中C0≠0，Ck与ρ为待定常数．将（3.17）代入方程（3.16），比较等式两边x同次幂的系数，得一系列代数方程：

[image: alt]

由于C0≠0，由上述第一个方程可确定ρ＝±n．

当ρ＝n时，将ρ＝n代入（3.18），可得

[image: alt]

从而求出

[image: alt]

[image: alt]

将各Ck代入（3.17），得（3.16）有如下广义幂级数解：

[image: alt]

其中C0为任意常数．

当ρ＝-n时．将ρ＝-n代入（3.18），与上面类似可得C1＝0以及递推公式

[image: alt]

因而当n≠k/2（k＝2，3，…）时，就可确定

C3＝C5＝…＝C2k－1＝0，　k＝2，3，…，

[image: alt]

从而得（3.16）有如下广义幂级数解：

[image: alt]

本节小结

1．求解二阶常系数线性非齐次方程的通解归结为求它的一个特解与相应的齐次方程的通解．

2．当二阶常系数线性非齐次方程的非齐次项

f（x）＝ eαx［Pn（x）cosβx＋Qm（x）sinβx］

或它的各种特殊情形时，根据特征方程的特征根与α，±βi的关系，确定特解的类型，然后由待定系数法求出，其中Pn（x）与Qm（x）分别为n次与m次多项式．对更一般的情形，总可由常数变易法求得．

3．对于一般变系数的二阶线性方程

[image: alt]

由于相应的齐次方程的基本解组不会求，也就得不到它的通解表达式．我们学会两种特殊情形：

①对于欧拉方程通过自变量替换x＝et，转化为常系数情形；

②对于某些变系数方程可求幂级数解或广义幂级数解．

练习题13.3

13.3.1　求下列微分方程的通解：

（1）y″－y′－2y＝0；

（2）[image: alt]

（3）y″－4y′＝0；

（4）y″－2y′＋y＝0；

（5）y″－2y′＋（1－a2）y＝0（a＞0）；

（6）y″－10y′＋34y＝0；

（7）y″－4y′＋5y＝0；

（8）y（4）＋8y″＋16y＝0；

（9）[image: alt]

（10）y（4）－8y′＝0．

13.3.2　求下列微分方程的特解：

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

（4）y″＋2y′＝0，当x＝0时，y＝1，y′＝0；

（5）y″＋π2y＝0，当x＝0时，y＝0；当x＝1/2时，y＝3；

（6）[image: alt]

（7）[image: alt]

13.3.3　求下列微分方程的通解：

（1）y″＋y＝aebx；

（2）y″＋y＝4cosx；

（3）y″＋9y＝5x2；

（4）y″－7y′＋6y＝sinx；

（5）y″－6y′＋9y＝e3x；

（6）y″＋y＝x2＋cosx；

（7）y″＋2y＝x2＋cos3x；

（8）y″＋3y′＋2y＝3xe-x；

（9）y″＋4y＝2xcos2x；

（10）y″－y′＋y＝x3＋6．

13.3.4　对于下列非齐次方程，指出其特解的形式：

（1）y″－4y＝xe2x；

（2）y″＋9y＝sin2x；

（3）y″＋2y′＋9y＝exsinx；

（4）y″－5y′＋6y＝（x2＋1）ex＋xe2x；

（5）y″－2y′＋5y＝xexcos2x－x2exsin2x．

13.3.5　求下列方程的特解：

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

（4）[image: alt]

（5）[image: alt]

（6）[image: alt]

13.3.6　用常数变易法解下列方程：

（1）y″＋y＝cotx；

（2）y″＋2y′＋y＝e-x/x；

（3）[image: alt]

13.3.7　求下列方程的通解：

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）（2x＋1）2y″－2（2x＋1）y′－12y＝6x．

13.3.8　用幂级数解法求解下列微分方程：

（1）y″－xy′＋y＝0；

（2）（1－x）y′＋y＝1＋x，y（0）＝0；

（3）xy″＋y′＋xy＝0，y（0）＝1，y′（0）＝0．

§4　几种特殊类型的高阶微分方程

内容提要

（1）y（n）＝f（x）

直接求n次积分，即可求解，即

[image: alt]

（2）可降阶的方程

①方程不显含y，即

F（x，y′，y″）＝0．

这时令z＝y′，就化为关于z的一阶方程

F（x，z，z′）＝0．

②方程不显含x，即

F（y，y′，y″）＝0．

这时令p＝y′，且把y看作自变量，有

[image: alt]

因而方程化为关于p的一阶方程

[image: alt]

若已解出（4.1）的解p＝G（y），则再对方程

[image: alt]

用分离变量法，就可求出原方程的解．

典型例题分析

1．求初值问题

[image: alt]

的解．

解　所给微分方程不是线性的．因为方程不显含自变量x，所以可令p＝y′，将p看作新的未知函数，y看作新的自变量，有

[image: alt]

由分离变量法可得

1＋p2＝Cy．

由初值条件：y＝1时p＝-1，可得C＝2．因而上式为

p2＝2y－1，

[image: alt]

由分离变量法可得

[image: alt]

再利用初值条件y（1）＝1，可得C1＝2．故所求特解为

[image: alt]

练习题13.4

13.4.1　求下列方程的通解或满足给定条件的特解：

（1）[image: alt]

（2）y″＝x3－x＋y′，y（0）＝3，y′（0）＝0；

（3）y″＝2x（1＋y′2）1/2；

（4）[image: alt]

13.4.2　设f（x）是连续函数，求证：方程y（n）＝f（x）有一个解是

[image: alt]

§5　含有两个未知函数的常系数线性微分方程组

内容提要

设有常系数线性微分方程组

[image: alt]

其中aij（i，j＝1，2）是常数，f（t），g（t）是已知的可导函数．

用消元法转化为求解二阶线性常系数方程式．

方法是，将第一个方程求导得

[image: alt]

将第一个方程乘以a22，第二个方程乘以-a12，然后两式相加得

[image: alt]

其中

[image: alt]

代入（5.1）即得

[image: alt]

这是二阶常系数线性微分方程组．

典型例题分析

1．求微分方程组

[image: alt]

的通解．

解　这里有两个未知函数x（t）及y（t）．我们设法将它化为关于一个未知函数x（t）的二阶微分方程．

将（5.2）两边求导，并利用方程组得

[image: alt]

由（5.2）得[image: alt]，代入上式，有

[image: alt]

可解出方程（5.4）的通解为

x（t）＝C1e3t＋C2e4t，

[image: alt]

原方程的通解可写作

[image: alt]

练习题13.5

13.5.1　求下列微分方程组的解：

（1）[image: alt]

13.5.2　求方程组

[image: alt]

的通解．

§6　微分方程的应用

内容提要

1．把实际问题化为微分方程问题的基本步骤

把实际问题化为微分方程问题的基本步骤是：

①根据实际要求确定要研究的量（物理的或几何的等）；

②找出这些量所满足的规律（物理的或几何的）；

③运用这些规律列出方程．有的物理规律本身直接由微分方程的形式来表达（如牛顿第二定律），这时可直接列出微分方程，有的还须用微元分析法列出微分方程；

④给出初条件．

2．列微分方程使用的手段

利用导数的几何意义列方程；由给出的未知量的变化率满足的规律列方程；用微元法列方程；用牛顿第二定律列方程．

典型例题分析

一、由导数的几何意义列方程

由导数的几何意义可写出曲线y＝f（x）在任意一点处的切线或法线方程，进一步可得切线或法线的截距．常常由这些截距满足一定的条件可得相应的微分方程．

1．求曲线，使在曲线上任意点处的法线在坐标轴之间的线段被该点所平分．

解　曲线上任意一点（x，y）处的切线斜率为y′．因而过该点的法线方程为

[image: alt]

[image: alt]

图　13.1

当Y＝0时，X＝x＋yy′．即法线与x轴的交点A的坐标为（x＋yy′，0）．由图13.1看出，当点M平分法线段[image: alt]时，M点的横坐标等于A点的横坐标之半，即有

[image: alt]

即得微分方程

yy′＝x．

由此可解出所求的曲线方程为

y2＝x2＋C，

其中C为任意常数．

二、利用变化率满足的规律列方程

函数y＝y（x）的导数y′（x）最一般的意义是函数y＝y（x）的变化率，有时可根据具体量的变化率所满足的规律直接列出微分方程．

2．已知物体的冷却速度正比于物体的温度与环境温度之差，求T0度的物体放到保持a度的环境中（T0＞a），物体的温度T与时间t的关系．

解　设t时刻温度为T（t）．按所设条件，有

[image: alt]

分离变量

[image: alt]

积分得　　　　　T（t）＝Ce-kt＋a．

又将初值条件T（0）＝T0代入，得C＝T0－a，所以

T（t）＝（T0－a）e-kt＋a．

3．室温20℃时，一物体由100℃冷却到60℃需经过20分钟，问从100℃冷却到30℃需经过多少分钟？

解　由上题结果知，本题中T（t）的规律为

T（t）＝80e-kt＋20，

其中k为未知常数．由所设条件知T（20）＝60，代入上式，得

60＝80e-k·20＋20，

[image: alt]

再将T（t）＝30代入上式左端，即可求出t＝60．所以从100℃冷却到30℃需经过60分钟．

4．某池塘的规模最多只能供1000尾A类鱼生存，因此A类鱼的尾数的变化率与p（1000－p）成正比，这里p表示A类鱼的尾数．若开始时有A类鱼20尾，当时的尾数的变化率是9.8，求t时刻A类鱼的尾数．

解　设t时刻A类鱼的尾数为p（t）．据题设有

[image: alt]

及初值条件p（0）＝20，[image: alt]

将（6.1）分离变量，积分得

[image: alt]

由p（0）＝20可得[image: alt]因而有

[image: alt]

为求k，将t＝0，p＝20，p′＝9.8代入（6.1），可解出

[image: alt]

代入（6.2）式，整理可得

[image: alt]

三、用微元法列方程

用微元分析法导出y＝y（x）满足的微分方程：考察x区间［x，x十∆x］，得相应的∆y＝y（x＋∆x）－y（x）．关键是写出

∆y≈f（x，y）∆x，

令∆x→0得

[image: alt]

5．有一个30×30×12m3的车间，空气中有1.12％的CO2．现用一台通风能力为每分钟1500m3的鼓风机通入只含0.04％的CO2的新鲜空气，同时把混合后的空气排出（排出去的速度也是每分钟1500m3）．问鼓风机开动10分钟后，车间中CO2的百分比降到多少？

解　设t时刻时CO2的百分比为x（t）．现考虑在一小段时间［t，t＋dt］内CO2含量的改变量．有下列关系式：

减少的量＝通入的量－排出的量．

上述等式的数量表示为

30×30×12·dx＝（1500·0.04％－1500·x）dt，

[image: alt]

上式是线性微分方程式，可解出

[image: alt]

由t＝0时x＝1.12％，可得C＝1.08％，代入上式得

[image: alt]

当t＝10时，

[image: alt]

即鼓风机开动10分钟后，车间中CO2的百分比降到0.3093％．

四、用牛顿第二定律列方程

设质点作直线运动，建立坐标系后，t时刻质点的坐标为x（t），质量为m，受力为[image: alt]则由牛顿第二定律得

[image: alt]

对这类问题，关键是受力分析，写出力的表达式，微分方程也就列出来了．

6．一子弹以速度v0＝200m/s打入一块厚度为10cm的板，穿透板时的速度为v1＝80m/s．设板对子弹的阻力与速度的平方成正比，求子弹穿过板所用的时间．

[image: alt]

图　13.2

解　如图13.2建立坐标系．设t时刻子弹的位移为x（t），则其速度及加速度分别为[image: alt]根据牛顿第二定律

F＝ma

来建立微分方程．现在[image: alt]所以有

[image: alt]

又初值条件为：t＝0时[image: alt]（6.3）不是线性方程．由于方程中不显含未知函数x（t），因而可令[image: alt]使方程化为一阶方程

[image: alt]

上式是可分离变量的方程，由分离变量法，可求出其解为

[image: alt]

再由t＝0时v＝200，可得[image: alt]所以

[image: alt]

由此可得　　[image: alt]

再由x（0）＝0得[image: alt]因而

[image: alt]

这里常数[image: alt]未知．

现在要求的是子弹穿透板的时间．已知的是穿透板时x＝0.1m，[image: alt]将此两数据分别代入（6.4）与（6.5），就可确定出穿透板的时刻并定出常数[image: alt]事实上，有

[image: alt]

由此可解出

[image: alt]

[image: alt]

7．设有一弹簧，上端固定而下端挂一振子，振子质量为m，弹簧的劲度系数为k．现取垂直向下的直线为Ox轴，而振子之平衡点取成原点，如图13.3所示．开始时将振子拉到x0处，然后自由松开（即振子初速为零），并在周期力psinnt作用下，让振子作振动．试求振子运动规律x＝x（t）（忽略振子运动中的阻力）．

[image: alt]

图　13.3

解　振子在t时刻除了受周期力psinnt外，还受弹性力-kx，于是由牛顿第二定律得

[image: alt]

初条件

[image: alt]

对应的特征根为±ωi，齐次方程的通解为

C1cosωt＋C2sinωt．

分下列两种情况进行讨论：

（1）n≠ω时．用待定系数法，设（6.6）的特解为

x（t）＝acosnt＋bsinnt，

代入方程可确定

[image: alt]

于是非齐次方程特解为

[image: alt]

原方程的通解为

[image: alt]

由初条件得[image: alt]相应地得特解．

（2）n＝ω时，设（6.6）的特解为

x（t）＝t（acosnt＋bsinnt）．

代入方程可确定出

[image: alt]

于是非齐次方程特解为

[image: alt]

（6.6）的通解为

[image: alt]

原方程的通解为

[image: alt]

x（t）关于t是无界的．它反映了力学中的共振现象．由初条件得C1＝[image: alt]相应得特解．

练习题13.6

13.6.1　一曲线在任一点的斜率均等于[image: alt]且通过点（1，0），试求此曲线的方程式．

13.6.2　有一直径为2R＝1.8m，高为H＝2.45m的圆柱形水槽．柱轴竖直放着，柱底有一直径为2r＝6cm的小圆孔．问在多长时间内可使全槽中的水经小圆孔全部流尽？（液体从容器中流出的速度等于[image: alt]其中g≈10cm/s2为重力加速度，h为流孔上方水平面的高度．）

13.6.3　放射性物质在30天中衰变原有数量的50％，问经过多长时间将剩下原有数量的1％？（放射性物质的衰变率与现存的这种物质的数量成正比．）

13.6.4　一曲线通过点（2，3），它在两坐标轴间的任意切线线段均被切点所平分，求这曲线方程．

13.6.5　求曲线的方程，此曲线上任一点（x，y）处之切线垂直于此点与原点的连线．

13.6.6　汽艇以（1/0.36）m/s的速度在静水上运动．停止了发动机，经过20秒钟，艇的速度减至（1/0.6）m/s，问发动机停止2min后艇的速度（假定水的阻力与艇速成正比）．

13.6.7　曲线通过点（3，1），其在切点和Ox轴之间的切线段，被切线与Oy轴的交点所平分，求此曲线的方程．

13.6.8　5kg肥皂溶于300L水中后，以每分钟10L的速度向内注入清水同时向外抽出混合均匀之肥皂水，问什么时候余下的肥皂水中只有1kg肥皂？

13.6.9　雪球以正比于它表面积的速度在融化，设开始时体积是V0，求t时刻雪球的体积V．

13.6.10　质量为m的子弹，进入沙箱时的速度为v0，所受之阻力与速度成正比（比例系数k＞0），问能打入多深？

13.6.11　一质量为m的物体从离地面高为H处沿一斜板下滑，斜板与地平面夹角为α，滑动中的摩擦系数为μ，求物体的运动方程．

13.6.12　质量为25g的物体挂在弹簧一端，再将物体拉至离平衡位置4cm处然后放开，让物体作无阻尼自由振动，已知劲度系数k为4×10-3N/cm，求物体的运动规律．

13.6.13　一链条挂在一个无摩擦的钉子上，若运动开始时链自一边垂下8m，自另一边垂下10m，求整个链条滑过钉子所需时间．

13.6.14　如果运动是无阻力的，求出挂在弹簧上质量为m的物体自由振动的周期．

13.6.15　一个质量为m的质点，沿着Ox轴在3mr0力的作用下离开点x＝0，又在4mr1力的作用下接近点x＝1运动，其中r0和r1是质点到这两点的距离．试确定以x（0）＝2，x′（0）＝0为初始条件的质点运动．

13.6.16　火车沿水平直线轨道运动，设火车质量为M，所受重力P＝Mg，机车的牵引力为F，阻力为a＋bv，其中a，b为常数，v是火车的速度，且火车的初位移和初速度均为0，求火车的运动规律．

13.6.17　一质量为m的质点，受常力F作用．设质点由静止开始运动，求质点的运动规律．如果移动一分钟后，在反方向有一常力F1作用，求质点在一分钟以后的运动规律．


练习题答案与提示

第一章　微积分的准备知识

练习题1.1

1.1.1　（1）不同．f（x）的定义域为x≠0，而g（x）的定义域为（0，+∞）；

（2）不同．f（x）的定义域为（-∞，+∞），而g（x）的定义域为［0，+∞）；

（3）不同．f（x）的定义域为x≠±1，而g（x）的定义域为x≠-1．

1.1.2　（1）1≤x≤4；　　　　（2）0＜x＜1．

1.1.3　（1）f（0）＝0，　f（1）＝π/6，　f（-1）＝-π/6，

[image: alt]

（2）[image: alt]

练习题　1.2

1.2.1　提示　令

[image: alt]

[image: alt]

1.2.2　（1）1（利用四则运算法则）；

（2）[image: alt]（约去分子、分母的无穷小量公因子（x－1）后，再用四则运算法则）；

（3）[image: alt]（约去分子、分母的最高次幂x2后再用四则运算法则）；

（4）[image: alt]（约去分子、分母的最低次幂x后再用运算法则）；

（5）[image: alt]（先有理化，将分母、分子同乘[image: alt]及[image: alt]3），再约去分子、分母的公因子（x－4））；

（6）[image: alt]（分子、分母先约去x的最高次幂[image: alt]

（7）[image: alt]

（8）[image: alt]

1.2.3　3．[image: alt]

1.2.4　[image: alt][image: alt]不存在，[image: alt]存在且[image: alt]

1.2.5　[image: alt]可得

[image: alt]

（2）只需证[image: alt]

练习题1.3

1.3.1　（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

1.3.2　（1）x＝0是第一类间断点；

（2）x＝0是可去间断点，x＝kπ（k＝±1，±2，…）是第二类间断点（无穷间断点）；

（3）x＝0是第一类间断点．

1.3.3　a＝13，b＝-12．

1.3.4　（1）｜f（x）｜在（a，b）连续，因为

｜｜f（x）｜－｜f（x0）｜｜≤｜f（x）－f（x0）｜；

（2）f（x）＋g（x）在x0不连续，否则g（x）＝（f（x）＋g（x））－f（x）在x0连续，这就矛盾了．

1.3.5　提示　令F（x）＝f（x）－g（x），对F（x）在［a，b］上用连续函数的中间值定理．

第二章　微商（导数）与微分

练习题2.1

2.1.1　（1）[image: alt]

2.1.2　（a＋b）f′（x0）．（参考典型例题分析中第2题）．

2.1.3　g（a）＝f′（a）．

2.1.4　（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）10xln10；

（4）（1－x）e-x；

（5）[image: alt]

（6）3x-1（lnx）2；

（7）[image: alt]

（8）[image: alt]

（9）-e-x（cos3x＋3sin3x）；

（10）[image: alt]

（11）e2x（2x2＋4x＋3）；

（12）[image: alt]

（13）[image: alt]

（14）[image: alt]

（15）[image: alt]

（16）[image: alt]

（17）[image: alt]

2.1.5　（1）ey/（2－y）；

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

（4）[image: alt]

2.1.6　（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

2.1.7　（1）[image: alt]

（3）[image: alt]

2.1.8　（1）不正确．f′（x0）表示f（x）在x0的导数，它是一个实数值．（f′（x0））′表示对常数函数y＝f′（x0）求导，它取零值．f″（x0）表示f（x）在x0的二阶导数，它不一定取零值．

（2）正确．按定义，f″（x0）是f′（x）在x0的导数．f′（x）在x0可导，表明f′（x）在x0邻域有定义，即f（x）在x0邻域存在一阶导数．

2.1.9　（1）先试算前n阶导数，观察其规律性，总结出一般公式，然后用归纳法证明之．

[image: alt]

[image: alt]由此求导可得

[image: alt]

因此，对任意自然数n，

[image: alt]

（2）用莱布尼兹公式

y（n）＝x2ex＋2nxex＋n（n－1）ex．

（3）先将y分解，然后再求导：

[image: alt]

2.1.10　[image: alt]提示　先将方程变形为[image: alt]再两边求导．注意y＝±x不满足方程，就推出xy′－y≡0；[image: alt]

（2）对x求导，得

[image: alt]

解得　　[image: alt]

对（1）式继续求导，得

[image: alt]

当x＝1时，y＝1，代入（2）式得y′（1）＝-5/8，再代入（3）式得

[image: alt]

2.1.11　（1）　[image: alt]

（2）　[image: alt]

[image: alt]

*2.1.12　两曲线y＝f（x）与y＝g（x）在点x0处相切的充分必要条件是：f（x0）＝g（x0）且f′（x0）＝g′（x0）．

（1）当q＝±2时直线y＝3x＋q是曲线y＝x3的切线．q＝-2时，切点为（1，1），q＝2时切点为（-1，-1）．

（2）｜q｜＜2．

2.1.13.（1＋2x）e2x．

2.1.14．n！［f（x）］n＋1．

2.1.15.[image: alt]

2.1.16.0．

练习题2.2

2.2.1　（1）一阶无穷小；

（2）二阶无穷小；

（3）同阶无穷小；

（4）三阶无穷小；

（5）1/4阶无穷小；

（6）1/2阶无穷小；

（7）5阶无穷小；

（8）三阶无穷小．

2.2.2　（1）成立；　　（2）成立；　　（3）成立；　　（4）不成立．

2.2.3　（1）-1；　　　（2）1．

2.2.4　（1）cscx·secxdx；

（2）2xesinx2cosx2dx；

（3）[image: alt]

2.2.5　（1）adx；　　　（2）0．

2.2.6　（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

2.2.7　考虑函数[image: alt]在x＝0处的微分．

第三章　微分中值定理及其应用

练习题3.1

3.1.1　（1）不满足．因为f（x）在x＝0处不可微，因而在（-2，2）内不可微；

（2）不满足．因为f（x）在x＝2处不可微，因而在[image: alt]内不可微；

（3）不满足．因为f（0）≠f（1）；

（4）满足．f（x）是有理函数，且f（x）及f′（x）的定义域（x≠5）都包含区间［-1，4］，故f（x）在［-1，4］上连续，在（-1，4）内可导，又f（-1）＝f（4）＝0，[image: alt]

3.1.2　（1）ξ＝1；

（2）[image: alt]

3.1.3　[image: alt]

3.1.4　令　f（x）＝ex－2x－2（1－ln2），并对任意取定的x∈（0，+∞），在区间［x，ln2］（当x＜ln2时）或［ln2，x］（当x＞ln2时）上用拉格朗日中值定理．

3.1.5　提示　过点（0，f（0））与（1，f（1））的直线方程为

y＝［f（1）－f（0）］x＋f（0）．

作辅助函数

φ（x）＝f（x）－［f（1）－f（0）］x－f（0），

有　　　　　φ（0）＝φ（c）＝φ（1）＝0．

练习题3.2

3.2.1　成立．

3.2.3　（1）x＝3极小值点，y（3）＝-4；x＝1极大值点，y（1）＝0；

（2）x＝-1极小值点，y（-1）＝-2；x＝-3极大值点，y（-3）＝26；

（3）x＝0极小值点y（0）＝0，x＝2极大值点，y（2）＝4e-2；

（4）x＝0极小值点，y（0）＝1；

（5）x＝e-1极小值点，[image: alt]

（6）x＝1极小值点，y（1）＝1；

（7）x＝5极大值点，y（5）＝3，x＝15极小值点，y（15）＝23；

（8）x＝0极小值点，y（0）＝0；

（9）x＝0极大值点，y（0）＝1；x＝±1极小值点，y（±1）＝0；

（10）[image: alt]是极大值点，极大值[image: alt]是极小值点，极小值[image: alt]其中k＝0，±1，±2，…．

3.2.4　（1）最大值nne-n；　（2）最小值1．

3.2.5　[image: alt]

3.2.6　[image: alt]

3.2.7　铁路与水平河道的夹角为[image: alt]

3.2.8　高度＝圆木直径的[image: alt]宽度＝圆木直径的[image: alt]

3.2.9　宽≈21.8cm，长≈24.6cm．

3.2.10　开始后2小时，达到最近距离[image: alt]

练习题3.3

3.3.1　（1）在区间（-∞，-6）或（0，6）内，曲线是凹的，在区间（-6，0）或（6，+∞）内，曲线是凸的，点（-6，-9/2），（0，0），（6，9/2）是三个拐点；

（2）在区间[image: alt]内，曲线是凸的，在[image: alt]内，曲线是凹的，拐点是[image: alt]

（3）在区间（-∞，0）内曲线是凹的，在（0，+∞）内曲线是凸的，（0，0）是拐点；

（4）在区间（-∞，-3）或（-1，+∞）内，曲线是凹的，在（-3，-1）内曲线是凸的，拐点是[image: alt]

3.3.2　（1）x＝1与x＝3是垂直渐近线，y＝0是水平渐近线，无斜渐近线；

（2）y＝x是斜渐近线，无垂直渐近线与水平渐近线；

（3）x＝-1与x＝1是垂直渐近线，y＝-x是左斜渐近线，y＝x是右斜渐近线，无水平渐近线．

3.3.3　（1）

[image: alt]

极大值为f（0）＝0，极小值为f（2）＝-4，拐点为（1，-2）．与x轴的交点为（0，0），（3，0）．无渐近线．

（2）

[image: alt]

极大值为f（4）＝1，拐点为（5，8/9）．与x轴的交点为（3，0），与y轴的交点为（0，-3）．垂直渐近线：x＝2，水平渐近线：y＝0．

（3）

[image: alt]

极大值为f（-1）＝-4，极小值为f（1）＝4，无拐点．与坐标轴不相交．垂直渐近线：x＝0，斜渐近线：y＝3x．

练习题3.4

3.4.1　1．　　3.4.2　0．　　3.4.3　2．　　3.4.4　e-1．

3.4.5　1．　　3.4.6　1．　　3.4.7　e-2．　3.4.8　1．

3.4.9　[image: alt]阶高（提示　利用典型例题中第3（1）题的结果），而[image: alt]又比xα阶高（提示　令[image: alt]则当x→0＋时y→+∞，并令[image: alt]则当0＜q＜1时，a＞1．再利用典型例题中第3（2）题的结果）．

练习题3.5

3.5.1　（lnx）100＜x50＜ex＜5x＜e30x＜ex2．

3.5.2　（1）－2（x－1）＋2（x－1）2＋（x－1）4；

（2）5－13（x＋1）＋11（x＋1）2－2（x＋1）3．

3.5.3　（1）[image: alt]其中ξ＝1＋θ（x－1），0＜θ＜1；

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

（4）[image: alt]

3.5.4　（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

3.5.5　（1）[image: alt]

3.5.6　[image: alt]

第四章　不定积分

练习题4.1

4.1.1　（1）[image: alt]

4.1.2　[image: alt]

4.1.3　两个等式不矛盾，因为arctanx与[image: alt]相差一个常数．

4.1.4　（1）2ln｜x｜＋C；　（2）arctanx＋1；　（3）sinx；　[image: alt]

4.1.5　v（t）＝4t3＋3cost＋2，s（t）＝t4十3sint＋2t－3．

4.1.6　（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

（4）[image: alt]

4.1.7

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）x－arctanx＋C．

4.1.8　（1）7tanθ＋C；

（2）tanφ－φ＋C；

（3）[image: alt]

（4）[image: alt]

4.1.9　（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

（4）[image: alt]

（5）[image: alt]

练习题4.2

4.2.1　（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

（4）[image: alt]

（5）[image: alt]

（6）[image: alt]

4.2.2　（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

4.2.4　（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

（4）[image: alt]（提示　先用分部积分公式：令u＝x，其余为v′．再用第二换元法，令[image: alt]

（5）[image: alt]（提示　令x＝sint）；

（6）[image: alt]

练习题4.3

[image: alt]

[image: alt]

[image: alt]对第二项用分部积分法；

[image: alt]

[image: alt]

　　提示　[image: alt]第一项用分部积分法，第二项用换元积分法；

[image: alt]

第五章　定　积　分

练习题5.1

5.1.1　（1）10；　（2）π/4；　（3）2＋π/2．

5.1.2　（1）可积，sinx在［a，b］连续；

（2）可积，tanx在［-π/4，π/4］连续；

（3）可积，sgnx在［a，b］有界，至多有一个间断点x＝0；

（4）可积，[image: alt]在［-1，1］有界，只有一个间断点x＝0；

（5）不可积，函数在［-π/2，π/2］无界；

（6）不可积，函数在［0，1］无界．

5.1.3　（1）16；　　（2）2；　　（3）1；　　（4）2/5；

（5）-1；　　（6）2；　　（7）1；　　（8）2ln3．

5.1.4　（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

（4）[image: alt]

（5）[image: alt]

5.1.5　（1）提示　当1≤x≤2时，0≤x2－x≤2；

（2）提示　当0≤x≤π/4时，0≤[image: alt]≤1；

（3）当1≤x≤2，1＋x2≤5，故[image: alt]另一方面，对任意实数x，都有1＋x2－2x≥0，[image: alt]

（4）提示　当0＜x≤1时，[image: alt]

5.1.6　（1）提示　当0≤x≤a时，[image: alt]所以

[image: alt]

再用夹逼定理．

（2）提示　[image: alt]0≤sinnx≤xn．

5.1.7　[image: alt]

练习题5.2

5.2.1　（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

（4）4；

（5）1/2．提示　先令[image: alt]再用分部积分法；

（6）4/3．

5.2.2　（1）＋；　（2）＋．

5.2.3　（2）提示　先证

[image: alt]

5.2.4　（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）5x4cosx10－4x3cosx8；

（4）[image: alt]

5.2.5　（1）π2/4；　　（2）1/6．

5.2.6　利用定义来证．

练习题5.3

5.3.1　9/2．

5.3.2　[image: alt]

[image: alt]

5.3.3　（1）[image: alt]提示　[image: alt]

（2）2π．提示　[image: alt]

5.3.4　[image: alt]

5.3.5　（1）[image: alt]

（2）a2．

5.3.6　（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

5.3.7　4.9J．

5.3.8　17070.816J．

5.3.10　245π×105J．

5.3.11　[image: alt]

5.3.12　（1）π；（2）发散；（3）[image: alt]

5.3.13　（1）收敛；　　（2）收敛；　　（3）收敛；　　（4）发散；　　（5）收敛；（6）收敛．

5.3.14　条件收敛．

第六章　空间解析几何

练习题6.1

6.1.1　16．　　　　6.1.2　（0，0，14/9）．

6.1.3　（1）｛6，10，-2｝；　　　（2）｛1，8，5｝；

（3）｛16，0，-23｝；　　　　（4）｛3m＋2n，5m＋2n，-m＋3n｝．

6.1.4　（1）｛8，-16，0｝；　　　（2）｛0，-1，-1｝；

（3）2；　　　　　　　　　　　（4）｛2，1，21｝．

6.1.5　1．　6.1.6　提示　只需证明（a×b）·c＝0．

练习题6.2

6.2.1　2x＋3y－5z＝0.

6.2.2　距离为[image: alt]

6.2.3　[image: alt]

6.2.4　[image: alt]（提示　设[image: alt]先分别求出O，M在平面上的投影O′，M′，[image: alt]即为所求）

6.2.5　x－y＋z＝0．

6.2.6　x－3y＋z＋2＝0．

6.2.7　2x＋2y－3z＝0．

6.2.8　[image: alt]

6.2.9　7．

6.2.10　[image: alt]

6.2.11　[image: alt]　（2）x2＋y2＝5z2＋6z＋2．

第七章　多元函数微分学

练习题7.1

7.1.1　（1）D＝｛（x，y｜x＞0，x－2y＞0｝∪｛（x，y）｜x＜0，x－2y＜0｝，D为无界开区域，图7.14中阴影部分，不含边界．

[image: alt]

图　7.14

[image: alt]

图　7.15

（2）D＝｛（x，y）｜｜y｜≤1｝，D为无界闭区域，见图7.15中阴影部分，含边界．

（3）[image: alt]D为有界开区域，见图7.16中阴影部分，不含边界．

[image: alt]

图　7.16

[image: alt]

图　7.17

（4）D＝｛（x，y）｜2kπ≤x2＋y2≤（2k＋1）π，k＝0，1，2，…｝为同心环族（图略），D为无界闭区域．

（5）D＝｛（x，y，z）｜z＞x2＋y2｝为旋转抛物面z＝x2＋y2的上方部分，不含边界．见图7.17，D是无界开区域．

（6）D＝｛（x，y，z）｜x2＋y2－z2≤1｝∩｛x2＋y2－z2≥-1｝为单叶双曲面x2＋y2－z2＝1与双叶双曲面x2＋y2－z2＝-1之间的部分，包含边界．D是无界闭区域．

[image: alt]

图　7.18

[image: alt]

图　7.19

7.1.2　（1）等高线方程｜x｜＋y＝C，即x＋y＝C（x≥0），y－x＝C（x≤0）（图7.18）．

（2）等高线方程：ln（y－x2）＝C，即y＝x2＋eC是位于抛物线y＝x2上方的一族抛物线，见图7.19．

（3）等高线方程：yx＝C1（C1＞0），即[image: alt]

[image: alt]

图　7.20

（4）等高线方程：[image: alt]

[image: alt]

与x＝0（（x，y）≠（0，0））．其图形是：y轴及一族圆周，以[image: alt]为圆心，[image: alt]为半径，除去原点（图形略）．

7.1.3　（1）2；　　（2）0；

（3）1（注意：[image: alt]

[image: alt]

（4）0（其中x4＋y2≥2x2｜y｜）．

（5）[image: alt]

（6）2（分母有理化）．

7.1.4　（1）当（x，y）沿y＝kx时函数趋向[image: alt]

（2）[image: alt]分别考察（x，y）沿y＝x与y＝-x＋x2趋于零时[image: alt]的极限．

（3）当（x，y）沿y＝x趋于零时[image: alt]

（4）分别考察（x，y）沿y＝x与y3＝-x3＋x4趋向零时函数的极限．

7.1.5　（1）（x，y）＝（0，0）点．

（2）直线族x＝kπ及直线族y＝kπ，k＝0，±1，±2，…．

（3）曲线y2＝2x．

7.1.6　[image: alt]在有界闭区域D上连续．

练习题7.2

7.2.1　[image: alt]

[image: alt]

7.2.2　（1）[image: alt]

7.2.3　[image: alt]

7.2.4　（1）ysinxcosxlnydx＋ysinx－1sinxdy；

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

（4）[image: alt]

7.2.5　[image: alt]

7.2.6　xy＋[image: alt]＋C．

7.2.7　（1）-xcos（x＋y2）＋sin（x＋y2）＋C（y），C（y）为y的任意函数；（2）x2y＋y2＋1－2x4．

7.2.8　（1）1.0541667；　（2）0.97．

7.2.9　110π克．　　　7.2.10　33.2mm．

7.2.11　0.8％．　　　　7.2.12　7.5853678m．

7.2.13　（1）f（x，y）是二元初等函数，在定义区域上连续．

（2）[image: alt]其余类似．

（3）先求

[image: alt]

易证[image: alt]

（4）[image: alt][image: alt]

7.2.14　（1）[image: alt]

（2）先分别求

[image: alt]

令y＝x，由此可知[image: alt][image: alt]在（0，0）不连续，同理[image: alt]在（0，0）不连续．

（3）[image: alt][image: alt]因[image: alt]为有界变量，[image: alt]时x为无穷小量．

7.2.15　先求

[image: alt]

显然，x≠0时，[image: alt]x＝0时对任意y0，

[image: alt]

[image: alt]

因此，对任意（0，y），[image: alt]也均连续，即[image: alt]全平面连续⇒f（x，y）在全平面可微．

练习题7.3

[image: alt]

7.3.7　2cosα；最大为2，沿方向｛1，0｝；最小为-2，沿方向｛-1，0｝．

7.3.8　｛1，1｝，｛y0，x0｝．

7.3.9　[image: alt]

7.3.10　[image: alt]

练习题7.4

[image: alt]

7.4.4　在变量替换下，u＝u（ξ，η，ζ）．u＝f（x，y，z）是u＝u（ξ，η，ζ）与ξ＝x，η＝y－x，ζ＝z－x的复合函数．

[image: alt]

f（x，y，z）＝F（y－x，z－x）

（即作ξ，η，ζ的函数只依赖于η与ζ）．

[image: alt]

[image: alt]其中dx，dy的系数分[image: alt]

7.4.9　将原方程对x，y求偏导数后分别得

[image: alt]

（利用了原方程），由此易得证．

7.4.10　将F（u2－x2，u2－y2，u2－z2）＝0分别对x，y，z求偏导数（注意u＝u（x，y，z）），再分别乘以[image: alt]最后将它们相加得：

[image: alt]

7.4.11　-cosθcotφ．

7.4.12　[image: alt]

7.4.13　[image: alt]

练习题7.5

[image: alt]

[image: alt]

[image: alt]

7.5.6　只需算出

[image: alt]

7.5.7　（1）由复合函数求导法得

[image: alt]

再由f，g的条件得

[image: alt]

（2）取ω＝xy，[image: alt]

7.5.8　[image: alt]

7.5.9　对方程组求全微分并解出

[image: alt]

7.5.10　[image: alt]为任意常数．

练习题7.6

7.6.1　[image: alt]

7.6.2　[image: alt]

7.6.3　即证：切向量τ＝｛-asinθ，acosθ，b｝与k＝｛0，0，1｝成定角．

7.6.4　[image: alt]

7.6.5　曲线上任意点处的切向量

[image: alt]

M0处曲线的切线方程：[image: alt]法平面方程：

[image: alt]

7.6.6　（1）[image: alt]

[image: alt]

7.6.7　即求该点处椭球面的法向量与k的夹角，[image: alt]

7.6.8　即证两曲面在交点处的法向量垂直即点乘为零．

7.6.9　先求该曲面在任意点处的切平面方程，再求切平面与各坐标轴的交点的坐标．

7.6.10　即分别求出曲面上法向量与i，j，k平行的点．不存在切平面平行于Oxy平面；切平面平行于Ozx平面的切点为（1，±1，0）；切平面平行于Oyz平面的切点为（0，0，0）及（2，0，0）．

7.6.11　π/3．

7.6.12　锥面在点M处的切平面方程为

[image: alt]

由此可证．

7.6.13　令[image: alt]由复合函数求导法先求得gradG．再求得曲面上任意点（x，y，z）处的切平面方程：

[image: alt]

易验证该平面通过点（a，b，c）．

练习题7.7

7.7.1　（1）z（0，0）＝0，极小值；z（1，0）＝0，极小值．

（2）（3，2）为极大值点．

（3）z1（1，1）＝6，极大值；z2（1，1）＝-2，极小值．

（4）不存在驻点，有惟一不可偏导点（0，0），易知（0，0）为极大值点．

7.7.2　z（2，-1）＝13为最大值；z（1，1）＝-1与z（0，-1）＝-1为最小值．

7.7.3　化为无条件最值问题或用拉格朗日乘子法，令

[image: alt]

7.7.4　化为无条件最值问题或用拉格朗日乘子法．令

[image: alt]

当（x，y，z）＝（±a，0，0）时取最大值a2，当（x，y，z）＝（0，0，±c）时取最小值c2，它们的几何意义是：椭球面[image: alt]与原点距离平方最大与最小的点．

7.7.5　令

[image: alt]

解联立方程组：

[image: alt]

得惟一解（x1，…，xn）＝（na，…，na），它是条件最小值点，最小值为[image: alt][image: alt]由f（a1，…，an）≥（na）n得不等式．

7.7.6　令

F（x，y，z，λ，u）＝z＋λ（x2＋y2－2az）＋μ（x2＋xy＋y2－a2）．

求得z坐标的最大值为a，最小值为[image: alt]

7.7.7　过点M（a，b，c）作平面，法向量为（u，v，w），然后求截距，归结为求

[image: alt]

的最小值点，化为解三元一次方程组：

[image: alt]

求出非零解，可得所求平面为[image: alt]

7.7.8　[image: alt]

7.7.9　[image: alt]其中r为半径，h为高．

7.7.10　[image: alt]

练习题7.8

7.8.1　直接计算f（x，y）在（1，-1）处的一、二、三阶偏导数得

[image: alt]

7.8.2　直接计算f（0，0）及f（x，y）在（0，0）处的一、二阶偏导数得

f（x，y）≈1＋x＋xy．

7.8.3　[image: alt]

其中o（y2）＝o（ρ2），xy2，xo（y2）＝o（ρ2）．

[image: alt]

第八章　重　积　分

练习题8.1

8.1.1　（1）（e－1）2；

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

（4）[image: alt]

（5）[image: alt]

（6）[image: alt]

（7）[image: alt]

[image: alt]

[image: alt]

8.1.4　（1）直接计算得[image: alt]

（2）直接计算得9；

（3）先表成二重积分并确定积分区域，然后交换积分顺序并算出结果得[image: alt]

（4）先表成二重积分并确定积分区域，然后交换积分顺序并算出结果得[image: alt]

8.1.5　[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

8.1.6　[image: alt]

（4）[image: alt]

（5）[image: alt]

8.1.7　[image: alt]

8.1.8　（1）表成二重积分，积分区域

[image: alt]

然后用极坐标变换计算得

[image: alt]

（2）表成二重积分，积分区域

[image: alt]

然后用极坐标变换求得[image: alt]

8.1.9　（1）作极坐标变换，[image: alt]

（2）用y＝x2将D分成两块，然后分块积分，[image: alt]

（3）利用对称性与奇偶性，[image: alt]其中D1是D的第一象限部分；

（4）作变换[image: alt]

（5）作极坐标变换．

[image: alt]

练习题8.2

[image: alt]

8.2.3　（1）先z后x，y的积分顺序加上极坐标变换，[image: alt]

（2）利用对称性与奇偶性，作球坐标变换（或先二（x，y）后一（z）的积分顺序），[image: alt]

（3）作变换

[image: alt]

[image: alt]

（4）作广义球坐标变换，I＝4（e－2）πabc．

[image: alt]

选用球坐标变换，[image: alt]

（2）改换积分顺序[image: alt]

练习题8.3

8.3.1　π．

8.3.2　（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

（4）[image: alt]

（5）[image: alt]

（6）πa3（α－β）；

（7）[image: alt]

（8）[image: alt]

8.3.3　2πa2－4a2．

8.3.4　4a2．

8.3.5　[image: alt]

8.3.6　[image: alt]

[image: alt]

8.3.17　kmρπ（R－r）．

8.3.18　｛0，0，2πkρh（1－cosα）｝．

第九章　曲线积分与格林公式

练习题9.1

9.1.1　[image: alt]

9.1.2　2π2a3（1＋2π2）．

9.1.3　[image: alt]

9.1.4　2a2．

9.1.5　[image: alt]

9.1.6　2a4/3．

9.1.7　[image: alt]

9.1.8　2πa2．

9.1.9　aδ．

9.1.10　[image: alt]

9.1.11　[image: alt]

9.1.12　（1）[image: alt]　　（2）0；　　（3）-4；　　（4）4．

9.1.13　[image: alt]

9.1.14　3．

9.1.15　0．

9.1.16　πa2．

9.1.17　6．

9.1.18　0．

9.1.19　0．

9.1.20　[image: alt]

9.1.21　-πa2．

9.1.22　-π．

9.1.23　[image: alt]

9.1.25　[image: alt]

9.1.26　[image: alt]

9.1.27　[image: alt]

练习题9.2

9.2.1　（1）πab；

（2）[image: alt]

（3）6πa2；

（4）双纽线的极坐标方程为r2＝a2cos2θ，再写出它的参数方程，面积为a2．

9.2.2　（1）-2πa；

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

9.2.3　添加辅助线使之成封闭曲线后用格林公式计算．

（1）[image: alt]

9.2.4　均满足[image: alt]（（x，y）≠（0，0），均用挖去某区域后再用格林公式的方法．

（1）[image: alt]逆时针方向；

（2）[image: alt]逆时针方向．

9.2.5　直接用格林公式．

练习题9.3

9.3.1　（1）1；

（2）[image: alt]

（3）eacosb－1；

（4）62．

9.3.2　（1）与路径无关．因为存在原函数，或计算

[image: alt]

但D非单连通，还要验证：

[image: alt]

其中L：x2＋y2＝1．

（2）验证

[image: alt]

D为单连通，故与路径无关．

9.3.3　[image: alt]

9.3.4　均易求出原函数，由原函数的改变量得积分值．

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）1．

9.3.5　记原式为Pdx＋Qdy，由[image: alt]（（x，y）∈D）定出a，b，然后求出u．若用特殊路径积分法求u时，最后还须验证：du＝Pdx＋Qdy），a＝b＝-1，

[image: alt]

9.3.6　3x2－2xy＋3y2＝（x－y）2＋2（x2＋y2）＝0⇔（x，y）＝（0，0）．验证：[image: alt]

（1）D为单连通区域，存在原函数u．

[image: alt]

（2）D为单连通区域，存在原函数．

[image: alt]

（3）D是非单通区域．取C：3x2＋3y2－2xy＝1，它是环绕（0，0）的闭曲线（因为关于直线对称，与y＝x的交点是（1/2，1/2），（-1/2，-1/2）），

∫cPdx＋Qdy＝∫cydx－xdy＝-2．

C所围区域的面积≠0，∫LPdx＋Qdy在D不是与路径无关⇒Pdx＋Qdy在D不存在原函数．

第十章　曲面积分，高斯公式与斯托克斯公式

练习题10.1

[image: alt]

练习题10.2

[image: alt]

10.2.4　曲面S的方程是x2＋z2＝y－1（1≤y≤3），添加辅助面S1：y＝3，x2＋z2≤2，法向量与y轴正向同向．然后用高斯公式，I＝36π．

10.2.5　添加辅助面[image: alt]取下侧．在S与S1围成的区域Ω上利用高斯公式，将辅助面S1上的面积分化为二重积分后用广义极坐标变换求二重积分．

10.2.6　（1）[image: alt]

[image: alt]

直接用高斯公式得I＝0．

（2）化简[image: alt]

（3）在椭球围成的区域内挖掉一个小球域后用高斯公式，转化成

[image: alt]

其中Cε：x2＋y2＋z2＝ε2，取外侧．

练习题10.3

10.3.1　（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）4π；

（4）-πa2．

10.3.2　Ω是单连通的，验证：rotF＝0（（x，y，z）∈Ω），或直接求出全微分式的原函数．

10.3.3　（1）是，u（x，y，z）＝x2yz＋xy2z＋xyz2＋C；

（2）不是（rotF≢0）；　　（3）是，u（x，y，z）＝sin（xy）－cosz＋C．

10.3.4　4．

练习题10.4

10.4.1　（1）1＋2z；　　（2）2x8y9z10（45y2z2＋55x2z2＋66x2y2）．

10.4.2　（1）｛xz－3z2，yez－yz，3x2－ez｝；　（2）｛0，0，0｝；

（3）｛-ycosz，xycos（yz）－cosx，xzcos（yz）｝．

10.4.5　[image: alt]

10.4.7　[image: alt]为任意常数．

10.4.8　[image: alt]

10.4.9　[image: alt]为任意常数．

第十一章　无穷级数

练习题11.1

[image: alt]

[image: alt]

11.1.3　（1）发散；

（2）收敛，和为[image: alt]

（3）收敛，和为[image: alt]

（4）发散（提示　级数相邻中角度之差为[image: alt]考察部分和，先乘以[image: alt]再将每一项分解为两个余弦函数之差）．

[image: alt]

11.1.5　提示　记级数〈A〉与〈A′〉的部分和分别为Sn与Tn，考察S2n与T2n的关系，并注意an→0（n→+∞）．

练习题11.2

11.2.1　（1）收敛；（2）收敛；（3）收敛；（4）发散．

11.2.2　（1）发散[image: alt]

（2）发散[image: alt]

（3）发散（发散级数＋收敛级数）；

（4）[image: alt]

（5）发散．

11.2.3　（1）发散[image: alt]

（2）收敛；

（3）收敛；

（4）收敛；

（5）发散[image: alt]

11.2.4　（1）收敛[image: alt]

（2）收敛[image: alt]

（3）[image: alt]

[image: alt]

11.2.6　（1）收敛（用洛必达法则：

[image: alt]

或由泰勒公式

[image: alt]

（2）[image: alt]时收敛，[image: alt]时发散

[image: alt]

11.2.7　（1）收敛[image: alt]

[image: alt]

（6）发散（注意：n＞lnn，这是正项级数，根值判别法失效．一般项[image: alt][image: alt]

[image: alt]

11.2.8　p＞1或p＝1，q＞1时收敛，p＜1或P＝1，q≤1时发散．

11.2.9　（1）条件收敛　　　　　　　　　（2）条件收敛；

（3）[image: alt]

（4）绝对收敛；　　　　　　　　　　（5）绝对收敛；

（6）p＞1时绝对收敛，0＜p≤1时条件收敛，p≤0时发散；

（7）条件收敛；　　　　　　　　　　（8）条件收敛．

11.2.10　考察0≤un－an≤bn－an（n＝1，2，3，…）．

11.2.11　（1）考察[image: alt]

（2）由[image: alt]存在N，当n＞N时，[image: alt]

*11.2.12　[image: alt]利用阿贝尔判别法．

练习题11.3

11.3.1　（1）（-a，a），［-a，a）；

（2）（-∞，+∞）；

（3）[image: alt]

（4）（0，+∞），（0，+∞）；

（5）[image: alt]（注意：这是缺项幂级数）；

（6）（-3，3），［-3，3）；

（7）（2－e，2＋e），（2－e，2＋e）；

（8）（-1，1），（-1，1）；

（9）记R＝min[image: alt]收敛区间为（-R，R）．a≥b时，收敛域为［-R，R），a＜b时收敛域为［-R，R］．

11.3.2　（1）2xarctanx－ln（1＋x2）；

[image: alt]

11.3.3　（1）3；

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

（4）8．

练习题11.4

[image: alt]

[image: alt]

[image: alt]

交错级数，取前n项，误差[image: alt]

练习题11.5

[image: alt]

[image: alt]

[image: alt]分部积分两次可得估计式[image: alt]M为常数．

练习题11.6

11.6.1　（1）｜a｜＞1时x≠0，｜a｜≤1时处处发散；

[image: alt]

由[image: alt]在（-∞，+∞）有界[image: alt]

[image: alt]

[image: alt]用比值判别法证[image: alt]收敛；

[image: alt]

[image: alt]对任意x＞0，an（x）单调，[image: alt]an（x）对x＞0一致趋于零，[image: alt]对x＞0一致有界．

（2）可证：[image: alt]（见第11章§2题5（2）），[image: alt]

（3）只需注意：an（x）＝（1－x）xn对任意x∈［0，1］是单调序列，

[image: alt]

11.6.4　关键步骤是：

[image: alt]

对x∈（-∞，+∞）一致收敛．

[image: alt]

在任意区间上不是点点收敛的．

[image: alt]对任意给定[image: alt]是单调序列．可证[image: alt]一致收敛；

（2）只需注意对任意

δ＞0，0＜e-nx≤e-nδ（δ≤x＜+∞）

可证：[image: alt]一致收敛．

11.6.7　（1）令un（x）＝xnln2x，补充定义un（0）＝0，n＝1，2，…，则un（x）在［0，1］连续，由求un（x）在［0，1］的最大值证明，[image: alt]

（2）可以逐项积分

[image: alt]

第十二章　含参变量的积分，傅里叶变换与傅里叶积分

练习题12.1

12.1.1　（1）1；

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

12.1.2　（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）当x∈（a，b）时，F″（x）＝2f（x），当x＞b或x＜a时，F″（x）＝0．

12.1.3　（1）注意I（a）为奇函数，I（0）＝0．令

[image: alt]

补充定义[image: alt]则f（x，a）在

[image: alt]

连续，进一步可验证可在积分号下求导并可证：

[image: alt]

再积分并注意I（0）＝0，I（a）为奇函数得

[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）以b为参数引进[image: alt]然后对b求导得

[image: alt]

对上式作[image: alt]积分，注意I（0）＝0，得

[image: alt]

[image: alt]

练习题12.2

[image: alt]

12.2.2　[image: alt]对任意固定的t＞0，

[image: alt]

[image: alt]对x∈［1，+∞）单调，[image: alt]当x→+∞时[image: alt]对t∈（0，+∞）一致趋于零；

（2）[image: alt]对a∈［0，+∞）一致收敛，利用阿贝尔判别法；

（3）注意用分部积分法证明[image: alt]收敛，因而对p≥0一致收敛，由阿贝尔判别法；

（4）用狄利克雷判别法，注意[image: alt]（任意的A≥1，t∈［t0，+∞））．

习题12.3

12.3.1　（1）以b为参数，

[image: alt]

可在积分号下求导，

[image: alt]

积分后再由[image: alt]

（2）可在积分号下求导，

[image: alt]

12.3.2　（1）[image: alt]可交换积分顺序，并注意

[image: alt]

（2）[image: alt]可交换积分顺序，并注意

[image: alt]

12.3.3　（1）以α为参数，

[image: alt]

可在积分号下求导，

[image: alt]

还可在积分号下求导，得

[image: alt]

积分并注意I′（β）＝0⇒

I′（α）＝2ln2α－2ln（α＋β）．

由I（β）＝0⇒

[image: alt]

（2）引入参数a＞0，

[image: alt]

可在积分号下求导，

[image: alt]

12.3.4　令f（x，y）＝[image: alt]．任意取b＞0，f（x，y）及[image: alt]在｛（x，y）｜－b≤x≤b，y≥0｝连续．当x∈［-b，b］时，[image: alt]收敛，

[image: alt]

上式右端函数均在［0，+∞）可积，因而[image: alt]对x∈［-b，b］一致收敛．因此[image: alt]在［-b，b］可导，由b＞0的任意性，[image: alt]在（-∞，+∞）可导．

练习题12.4

[image: alt]

练习题12.5

[image: alt]

练习题12.6

[image: alt]

[image: alt]

练习题12.7

[image: alt]

第十三章　常微分方程

练习题13.1

13.1.1　自变量　未知函数　阶数　线性或非线性

（1）　　　x　　　　y　　　　1　　　非线性

（2）　　　y　　　　x　　　　2　　　线性

（3）　　　x　　　　y　　　　4　　　非线性

（4）　　　x　　　　w　　　　8　　　线性

（5）　　x或y　　　y或x　　　1　　　非线性

13.1.2　（1）是；（2）是；（3）不是；（4）是；（5）是．

13.1.3　（1）特解；

（2）通解，给定初值x（t0）及x′（t0）可确定任意常数C1，C2；

（4）既不是特解（含有任意常数），又不是通解（三阶方程只含两个任意常数）；

（5）特解．

练习题13.2

13.2.1　（1）（1＋x2）（1＋y2）＝Cx2；

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

13.2.2　（1）x2＋4xy－3y2＝C；

（2）1＋4Cz－C2x2＝0；

（3）y＝C（x2＋y2）；

（4）x3＋y3＝Cxy．

13.2.3　（1）[image: alt]

（2）y＝Cx2－2x；

（3）y＝（ex＋C）（x＋1）n．

13.2.4　（1）

[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

13.2.5　（1）y2－2x＝Cy3；

（2）x＝siny（C－cosy）；

（3）[image: alt]

13.2.6　（1）xey－y2＝C；

（2）[image: alt]

（3）tan（xy）－cosx－cosy＝C．

13.2.7　（1）8x＋2y＋1＝2tan（4x＋C）；

（2）[image: alt]

13.2.8　（1）[image: alt]

（2）（x2＋y2）ex＝C；

（3）[image: alt]

（4）（xsiny＋ycosy－siny）ex＝C．

13.2.9　（1）（x＋y）2（x2＋y2）3＝C；

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

（4）[image: alt]

（5）[image: alt]

（6）y＝ex＋Cx；

（7）Cx2yn＋xyn－1＝0．

13.2.10　（1）x2＋4y2＝32；

（2）y2＝x2－x；

（3）1＋4y－4x2＝0；

（4）[image: alt]

（5）y＝x2（ex－e）；

（6）[image: alt]

13.2.11　（1）y＝2ex－1；

（2）y＝e1－cosx＋ 4（cosx－1）．

练习题13.3

13.3.1　（1）y＝C1e-x＋C2e2x；

（2）s＝et（C1cos2t＋C2sin2t）；

（3）y＝C1＋C2e4x；

（4）y＝（C1＋C2x）ex；

（5）y＝C1e（1＋a）x＋C2e（1－a）x（a＞0）；

（6）y＝e5x（C1cos3x＋C2sin3x）；

（7）y＝e2x（C1cosx＋C2sinx）；

（8）y＝（C1＋C2x）cos2x＋（C3＋C4x）sin2x；

（9）y＝C1e-x＋e2x（C2cos3x＋C3sin3x）；

（10）[image: alt]

13.3.2　（1）x＝acosnt；

（2）x＝ent＋e-nt；

（3）x＝e3t（cost＋sint）；

（4）y＝1；

（5）y＝3sinπx；

（6）[image: alt]

（7）y＝x＋x2＋ex．

13.3.3　（1）[image: alt]

（2）y＝C1cosx＋C2sinx＋2xsinx；

（3）[image: alt]

（4）[image: alt]

（5）[image: alt]

（6）[image: alt]

（7）[image: alt]

（8）[image: alt]

（9）[image: alt]

（10）[image: alt]

13.3.4　（1）y＝xe2x（Ax＋B），A，B为待定常数；

（2）y＝Acos2x＋Bsin2x，A，B为待定常数；

（3）y＝ex（Acosx＋Bsinx），A，B为待定常数；

（4）y＝ex（Ax2＋Bx＋C）＋xe2x（Dx＋E），

A，B，C，D，E为待定常数；

（5）y＝xex［（Ax2＋Bx＋C）cos2x＋（Dx2＋Ex＋F）sin2x］，

A，B，C，D，E，F为待定常数．

13.3.5

（1）[image: alt]

（2）s＝sin3t＋cos2t；

（3）[image: alt]

（4）x＝e3tcos2t＋3；

（5）y＝2sin2x；

（6）y＝4－3e-x＋e-2x．

13.3.6　（1）[image: alt]

（2）y＝（C1＋C2x）e-x＋xe-xln｜x｜；

（3）y＝C1cosx＋C2sinx＋xsinx＋cosxln｜cosx｜．

13.3.7　（1）[image: alt]

（2）y＝C1x＋C2xln｜x｜＋xln2｜x｜；

（3）[image: alt]

13.3.8　（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

练习题13.4

13.4.1　（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

（4）y＝x2＋2x＋2．

练习题13.5

13.5.1　（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

13.5.2　先解出[image: alt]然后再消元．通解为

[image: alt]

练习题13.6

13.6.1　2y＝3x2－2x－1．

13.6.2　水平面的高为h（t）；[image: alt]

当[image: alt]

13.6.3　剩下物质的数量[image: alt]0.01x（0）．

13.6.4　xy＝6．

13.6.5　x2＋y2＝C．

13.6.6　v≈12.96cm/s．

13.6.7　[image: alt]

13.6.8　48.282min．

13.6.9　[image: alt]

13.6.10　[image: alt]

13.6.11　[image: alt]

13.6.12　悬挂重物后弹簧的平衡位置为坐标原点，y＝4cos4t．

13.6.13　[image: alt]

13.6.14　[image: alt]

13.6.15　x＝4－2cost．

13.6.16　[image: alt]

13.6.17　[image: alt]
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