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第1章　集　合

自从19世纪末著名的德国数学家康托（1845—1918）为集合论做奠基工作以来，集合论在100多年的时间里，已经成为数学中不可缺少的基本的描述工具，集合已成了现代数学中最重要的基本概念之一．本章主要介绍朴素集合论（也称康托集合论体系）的基本内容，包括集合以及有关子集、空集、全集、补集、幂集等基本概念；集合的基本运算和集合运算的有关公式．

1.1　集合的基本概念

1.1.1　集合的概念

众所周知，概念是数学理论的基础．有些数学概念是可以由其他概念来定义的，例如在平面几何中，正方形可以定义为邻边相等的矩形．其中用到了“矩形”这个概念．也有些概念是无法用其他概念来定义的，例如平面几何中的点、直线等．集合就如同平面几何中的点、直线等概念一样，是一个不能用其他概念来定义的概念，我们只能给出说明性的描述．

定义1.1　直观地说，把一些事物汇集到一起组成的一个整体就叫做集合，而这些事物就是这个集合的元素或成员．

例1　以下是一些集合的例子：

（1）大红鹰职业技术学院全体学生构成一个集合．

（2）26个英文字母构成一个集合．

（3）机场里的飞机的集合．

（4）太阳系行星的集合．

（5）直线上的点的集合．

（6）方程x3－1＝0的实数解构成一个集合．

集合通常用大写的英文字母来标记，而它的元素常用小写的英文字母来标记．例如自然数集合、整数集合、有理数集合、实数集合以及复数集合，我们通常分别用大写字母N、Z、Q、R、C来表示它们．

集合的元素有如下几条性质：

（1）元素的确定性　给定了一个集合，就是确定了这个集合的构造，即这个集合是由哪些元素组成的，并且对任意一个元素都能判定它是否是这个集合的元素．对于一个元素来说，是这个集合的元素，或者不是这个集合的元素，不应模棱两可，两者必居其一，不会有第三种可能．

例如，若a是集合A的元素，我们称a属于A或a在A中，记作a∈A，符号“∈”读作“属于”；若a不是集合A的元素，就称a不属于A或不在A中，记作a∉A．符号“∉”读作“不属于”．例如0∈N，3∈Z，但1．2∉N．

（2）元素的互异性　集合中的元素必须是彼此不相同的，即互异．就是说如果一个元素在集合中多次出现应该认为是一个元素．

例如，集合A＝｛1，1，2，2，3｝和B＝｛1，2，3｝．这两个集合都只有3个元素．即1、2、3，所以这两个集合是相同的集合．

（3）元素的无序性　集合中的元素不规定顺序，即无序．元素相同但次序不同的集合应该视为同一个集合．

例如，集合｛1，2，3｝，｛1，3，2｝，｛3，2，1｝是同一个集合．

（4）元素的任意性　由集合的概念知，集合的元素可以是任何类型的事物．

也就是说，我们不要认为集合的元素只能是实数，这种观点是片面的．实际上，对于元素全是实数的集合我们通常叫做实数集，它只是集合类中的一个集合．

有的集合是一些实物构成的集合，如集合（4）；甚至允许集合包含任何类型的事物，如集合｛0815，中秋节，月亮，嫦娥，广寒宫，兔子｝．

一个集合也可以作为另一个集合的元素．例如，集合A＝｛a，｛b，c｝，d，｛d｝｝．其中a∈A，｛b，c｝∈A，d∈A，｛d｝∈A．但b∉A，c∉A．b是A的元素｛b，c｝的元素，不是A的元素．我们可以用一种示意图把集合和它的元素之间的关系表示出来．把集合作为结点，“引出”它的元素．这样，集合A的示意图如图1-1所示．

[image: alt]

图1-1

另外，对于集合B＝｛｛a｝，｛b，c｝，｛1，2，3｝｝，可以看到它的所有元素都是集合，像这种以集合作为元素构成的集合，常称为集合的集合，也叫作集族．

1.1.2　集合的表示方法

集合的表示方法有多种，这里介绍比较常用的两种表示方法．

（1）列举法　列举法是最直观的表示方法，它是指列举出集合中的所有元素，元素之间用逗号分开，然后用花括号把所有元素括起来．

设A是由1，2，5，6构成的集合，则用列举法可将集合A表示成

A＝｛1，2，5，6｝

设B＝｛火药，指南针，造纸术，印刷术｝，可知5∈A，但自行车∉B．

（2）描述法　描述法是一种非常重要的表示方法．它是指用某个英文字母来统一表示集合的元素，并指出元素的共同特征．

设集合A是由小于5大于1的所有实数构成的集合，用描述法将集合A表示成

A＝｛x｜x是实数，1＜x＜5｝

在上面的表示中，“x”是指集合A的元素，“x是实数，1＜x＜5”是元素x所具有的特征．花括号内的符号“｜”读作“系指”，逗号读作“并且”．

有些集合可以同时用以上两种方法来表示，如集合A＝｛-1，1｝，它还可以用描述法表示成A＝｛x｜x是实数，x2－1＝0｝．

一般来讲，当集合的元素很多时，用列举法表示集合往往显得冗长而复杂；当集合的元素很多且具有某种特征时，用描述法表示就显得更加直观．总之，表示一个集合的方法是很灵活多变的，我们要根据实际情况来选择适当的表示方法，当然，还要讲究准确性和简洁性．

1.1.3　子集与真子集

下面我们研究集合与集合之间的一种特殊关系．如果小强的家庭成员有四个人，分别是爸爸、妈妈、姐姐和自己．我们知道，小强家庭所有成员所构成的集合为A＝｛爸爸，妈妈，姐姐，小强｝，而家庭的子女构成的集合为B＝｛姐姐，小强｝，很明显子女集合B中的元素也都是家庭集合A中的元素．我们称集合B为A的子集．为此，有如下的数学定义：

定义1.2　设A，B为两个集合，如果B中的每个元素都是A中的元素，则称B是A的子集合，简称子集．这时也称B被A包含，或者A包含B．记为B⊆A或A⊇B．

如果B中至少有一个元素不在A中，则B不是A的子集，也称A不包含B或B不被A包含，记作B⊈A．

我们还可以借助于文氏图（Venn Diagram）来理解子集的概念，文氏图的构造方法就是画一些圆（或任何其他的适当的闭曲线），用圆的内部表示集合，不同的圆代表不同的集合．子集的文氏图如图1-2所示．
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图1-2

显然集合B被集合A“包围”着，所以B是A的子集合．

包含的符号化表示为

B⊆A⇔∀x∈B⇒x∈A

例如：N⊆Z⊆Q⊆R⊆C，但Z⊈N．

显然对任何集合S都有S⊆S．

例2　设集合A＝｛1，3，4，5｝，B＝｛1，2，5｝，C＝｛1，5｝．显然，C既是A的子集，C又是B的子集，但B不是A的子集，因为元素2∈B但A；同理A也不是B的子集，因为3∈A但3∉B．

定义1.3　设A，B为集合，如果A⊆B且B⊆A，则称A与B相等，记作A＝B．如果A与B不相等，则记作A≠B．

相等的符号化表示为

A＝B⇔A⊆B且B⊆A

例如：A＝｛2，4，6｝，B＝｛2，4，6｝，C＝｛2，4｝

由于A⊆B且B⊆A，故A＝B；虽然C⊆A，但是A⊆C不成立，所以A≠C．

定义1.4　设A、B为两个集合，如果B⊆A，且B≠A，则称B是的真子集，记作B⊂A．如果B不是A的真子集，则记作B⊄A．

真子集的符号化表示为　B⊂A⇔B⊆A但B≠A．

在例2中，因为C是A的子集，C又是B的子集，并且C≠A，C≠B，所以C也是A的真子集，C又是B的真子集．

又如：N⊂Z⊂Q⊂R⊂C，但由于Q＝Q，故Q⊄Q

若A＝｛a，b，c，d｝，B＝｛b，c｝，则B是A的真子集，但A不是A本身的真子集．

我们已经知道，属于关系“∈”是元素和集合之间的关系；包含关系“⊇”则是集合和集合之间的关系．但由于一个集合可以作为另外一个集合的元素，所以存在着这样的情况，如集合A＝｛a｝，B＝｛a，b，｛a｝｝，集合A的元素只有一个：a；集合B的元素有三个：a，b，｛a｝．所以可以看到，集合A既是B的元素，又是B的子集，即有A⊆B和A∈B同时成立．

判断集合与集合之间的关系，关键要弄清楚集合的构造，即集合由哪几个元素构成．在弄清构造的基础上再判断集合之间的关系．

1.1.4　特殊的集合

1.1.4.1　空集

我们知道，在2004年雅典奥运会上，中国“飞人”刘翔以12秒91平世界纪录的成绩夺得了110米栏的金牌．

下面我们来看看集合A＝｛x｜x是在2004年前110米栏成绩好于12秒91的人｝，显然，由于2004年前还没有人的110米栏成绩好于12秒91，所以集合A中应该没有元素．我们把这种特殊的集合作如下定义．

定义1.5　不含任何元素的集合叫做空集，记作∅．

例如：A＝｛x｜x2＜0，x∈R｝，因为x2≥0，所以此集合为一个空集．

定理1.1　空集是一切集合的子集，即设A为任意集合，则∅⊆A．

由于空集是一切集合的子集，从这个意义上看，可以形象地说：∅是“最小”的集合．

推论1.1　空集是唯一的．

证明　假设存在空集∅1和∅2，则由定理1.1有∅1⊆∅2，且∅2⊆∅1．根据集合相等的定义可得∅1＝∅2．

1.1.4.2　全集

由空集的含义，我们可以把空集形象理解为“最小”的集合，但有没有“最大”的集合呢？回答是否定的，在实际情况中，我们所研究的对象总是限制在一定的范围内．比如，研究宁波市所有学校学生的学习情况时，研究对象可以是宁波大学的学生，也可以是大红鹰学院的学生．但不管怎样，研究的对象总是限制在宁波市学生这个大范围内．所以当讨论某具体问题时，可以定义一个具有相对“最大”的集合．也就是说，在研究问题时，如果所设计的集合都是某个集合的子集，我们称这个集合为全集，通常用E表示．

请注意，全集是有相对性的，全集的选取与所处的范围密切相关．不同的问题有不同的全集．例如，当我们研究人口问题时，全世界的人就构成全集；当我们研究中国人口问题时，全中国的人就构成了全集；当我们讨论［a，b］区间上实数的性质时，可将［a，b］取为全集，当讨论［0，+∞）上实数的性质时，也可将［-1，+∞）区间取成全集．这说明全集是根据具体情况而决定的，因而具有相对性．一般地说，全集取得小一些，问题的描述和处理会简单些．

给定若干集合后，都可以找到包含它们的全集，因而在今后的讨论中，所涉及的集合都可以看成某个全集E的子集．

1.1.4.3　幂集

当一个集合的元素个数有限时，我们称该集合为有限集；而当集合中的元素个数为无限时，称该集合为无限集．

有限集A的元素个数称为有限集A的基，记为｜A｜．例如A＝｛a，b，c｝，则｜A｜＝3．

含有n个元素的集合简称n元集，它的含有m（m≤n）个元素的子集叫做它的m元子集．任给一个n元集，怎样求出它的全部子集呢？举例说明如下．

例3　设A＝｛0，1，2｝，将A的子集归类：

0元子集，也就是空集，只有一个：∅．（1个）

1元子集：｛0｝，｛1｝，｛2｝．（3个）

2元子集：｛0，1｝，｛0，2｝，｛1，2｝．（3个）

3元子集：｛0，1，2｝．（1个）

一般地说，根据排列组合知识，对于n元集A，它的0元子集有[image: alt]个，1元子集有[image: alt]个，…，m元子集有[image: alt]个，…，n元子集有[image: alt]个．子集总数为

[image: alt]

定义1.6　设A为集合，把A的所有子集作为元素构成的集合叫做A的幂集，记作P（A）．即幂集P（A）＝｛S｜S⊆A｝

显然，幂集的所有元素都是集合，它是集族．

对于例3中的集合A有

P（A）＝｛∅，｛0｝，｛1｝，｛2｝，｛1，2｝，｛0，1｝，｛0，2｝，｛0，1，2｝｝

不难看出，若A是n元集，则P（A）有2n个元素，即幂集的基｜P（A）｜＝2n．

由此可见，当集合的基数逐渐增大时，幂集的基数就会以指数形式增大；这样，当集合的基数较大时，写出幂集时非常冗长，而且书写时容易遗漏元素，也不利于计算机的处理．为消除这一缺陷，我们给出另一种书写幂集的方法．

当｜A｜＝n时，｜P（A）｜＝2n，所以P（A）中的元素可以与n位二进制序列00…0～11…1建立一一对应关系，通常把P（A）中的元素写成含有下标的集合Ak，其中k是n位二进制序列．具体方法是：

首先把集合A中的n个元素按顺序排列，如A＝｛a1，a2，…，an｝．规定Ak：当二进制序列k中的第i位为1时，集合Ak含有元素ai，否则集合Ak不含有元素ai．

例如，设A＝｛a1，a2，a3｝，幂集P（A）＝｛A000，A001，A010，A011，A100，A101，A110，A111｝，其中

A000＝∅

A001＝｛a3｝

A010＝｛a2｝

A011＝｛a2，a3｝

A100＝｛a1｝

A101＝｛a1，a3｝

A110＝｛a1，a2｝

A111＝｛a1，a2，a3｝

例4　设集合A＝｛1，2，3，4｝，写出幂集P（A）．

解　把幂集P（A）中的元素表示成下标集，则

P（A）＝｛A0000，A0001，A0010，A0011，A0100，A0101，A0110，A0111，A1000，A1001，A1010，A1100，A1110，A1111｝

　　　＝｛∅，｛4｝，｛3｝，｛3，4｝，｛2｝，｛2，4｝，｛2，3｝，｛2，3，4｝，｛1｝，｛1，4｝，｛1，3｝，｛1，3，4｝，｛1，2｝，｛1，2，4｝，｛1，2，3｝，｛1，2，3，4｝｝

1.1.5　常见错误

（1）对集合的概念理解有所偏差，误以为集合的元素只能是数．事实上，任何事物（包括集合）都可作为集合的元素．

（2）对某些较复杂的集合构造不能理清，导致不能判断元素和集合之间的关系．例如集合A＝｛a，｛a｝｝，它有两个元素：a，｛a｝．所以a∈A，｛a｝∈A；并且还有｛a｝⊆A．又如A＝｛∅，｛∅｝｝，它也有两个元素：∅，｛∅｝．故∅∈A，｛∅｝∈A：还有∅⊆A，｛∅｝⊆A．

（3）对空集∅和实数0的关系理解不清，误以为0∈∅成立．事实上，只能说空集的元素个数为0，即｜∅｜＝0，它并不含有元素0．

习题1.1

1．用列举法表示下列集合：

（1）小于20的素数集合；

（2）｛x｜x是正整数，x2＜50｝；

（3）｛x｜x2－5x＋6＝0｝．

2．用描述法表示下列集合：

（1）｛1，3，5，7，…，99｝；

（2）｛5，10，15，…，100｝；

（3）｛1，4，9，16，25｝．

3．设A，B，C是集合，确定下列命题是否正确，说明理由：

（1）如果A∈B及B⊆C，则A⊆C；

（2）如果A∈B及B⊆C，则A∈C；

（3）如果A⊆B及B∈C，则A∈C；

（4）如果A⊆B及B∈C，则A⊆C．

4．设A、B、C是集合．

（1）如果A∉B且B∉C，是否一定有A∉C；

（2）如果A∈B且B∉C，是否一定有A∉C；

（3）如果A⊂B且B∉C，是否一定有A∉C．

5．判断下列命题是否正确：

（1）0∈∅

（2）∅⊂∅

（3）∅⊆∅

（4）∅∈｛∅，｛∅｝｝

（5）∅⊆｛∅｝

（6）∅⊆P（A）

（7）｛a，b，c｝⊆｛a，b，c，｛a，b｝｝

（8）｛a，b｝∈｛a，b，｛a，b，c｝｝

6．求下列集合的幂集：

（1）｛∅｝

（2）｛1，2，3｝

（3）｛∅，｛∅｝｝

（4）｛1，｛2，3｝｝

1.2　集合的基本运算

给定两个集合A、B，除了关心A、B之间是否有包含或相等的关系外，还要考虑由它们通过运算产生的新的集合．

1.2.1　并和交

定义1.7　设A、B为集合，A与B的并集A∪B，交集A∩B，分别定义如下：

A∪B＝｛x｜x∈A或x∈B｝

A∩B＝｛x｜x∈A且x∈B｝

显然，A∪B由A和B中的元素共同构成，A∩B由A和B中的公共元素构成．

例1　设A＝｛1，2，3｝，B＝｛1，4｝，C＝｛3｝，则有

A∪B＝｛1，2，3，4｝＝B∪A　A∩B＝｛1｝＝B∩A　B∩C＝∅

当两个集合的交集是空集∅时，称它们是不交的，上例中的B和C是不交的．

两个集合的并和交运算可以推广成n个集合的并和交．

A1∪A2∪…∪An＝｛x｜x∈A1或x∈A2或…或x∈An｝

A1∩A2∩…∩An＝｛x｜x∈A1且x∈A2且…且x∈An｝

上述的并和交可以简记为[image: alt]和[image: alt]．即

[image: alt]

并和交运算还可以推广到无穷多个集合的情况：

[image: alt]

例如，（1）[image: alt]，则[image: alt]

　　　（2）Ai＝｛i－1｜i∈Z＋｝,则[image: alt]

1.2.2　补集和对称差

定义1.8　设A、B为集合，由属于A但不属于B的元素构成的集合称为B对A的相对补集，记作A－B，即A－B＝｛x｜x∈A且x∉B｝，也称A与B的差．

例如，对集合A＝｛1，2，3，4｝，B＝｛3，4，5｝，则相对补集A－B＝｛1，2｝，又如A＝｛1，2，3｝，B＝｛5，6，7｝，则相对补集A－B＝｛1，2，3｝．

定义1.9　设A、B为集合，A与B的对称差集记作A⊕B，它也是一个集合，它的元素或属于A，或属于B，但不能既属于A又属于B．为此，我们定义如下：

A⊕B＝（A∪B）－（A∩B）

例2　设A＝｛1，2，3｝，B＝｛1，4｝，则

A⊕B＝（A∪B）－（A∩B）＝｛1，2，3，4｝－｛1｝＝｛2，3，4｝

定义1.10　设E为全集，A⊆E，称A对E的相对补集E－A为A的绝对补集，并将E－A简记为～A，称～为绝对补运算符，～A的符号描述法表示为

～A＝E－A＝｛x｜x∈E且x∉A｝

例如：E＝｛0，1，2，3，…，10｝，A＝｛1，3，5，7，9｝，则

～A＝E－A＝｛0，2，4，6，8，10｝

几个集合之间的关系和运算可以用文氏图给予形象的描述．

由于要涉及全集，先画一个矩形表示全集E（有时为简单起见可将全集省略）．图1-3为一些用来表示集合运算的文氏图．

[image: alt]

图1-3

由文氏图我们很容易看出以下关系成立：

A⊆A∪B，B⊆A∪B

A∩B⊆A，A∩B⊆B

A－B⊆A，A－B⊆～B

这些关系说明文氏图能够帮助我们直观地解释一些问题，这种解释对分析问题有很大的帮助．但文氏图只是起一种示意作用，可以帮助我们发现集合之间的某些内在关系，但不能代替严格的数学逻辑证明．

最后需要说明的是，集合运算中～优先于∪，∩，⊕和－，后几种运算由括号决定先后次序，在括号内的先运算．

例3　设集合A、B、C是自然数集合N的子集，且

A＝｛1，3，5，7｝

B＝｛x｜x2＜50｝

C＝｛x｜x能整除30｝

计算：（1）A∪B　　　　（2）A∪（B∩C）

　　　（3）B－（A∩C）　（4）（A∩B）－（B∩C）

解　（1）因为B是自然数集合N的子集

所以B＝｛x｜x2＜50｝＝｛1，2，3，4，5，6，7｝

所以A∪B＝｛1，3，5，7｝∪｛1，2，3，4，5，6，7｝＝｛1，2，3，4，5，6，7｝

（2）因为C＝｛x｜x能整除30｝＝｛2，3，5，6，10，15，30｝

从而B∩C＝｛1，2，3，4，5，6，7｝∩｛2，3，5，6，10，15，30｝＝｛2，3，5，6｝

所以A∪（B∩C）＝｛1，3，5，7｝∪｛2，3，5，6｝＝｛1，2，3，5，6，7｝

（3）显然A∩C＝｛3，5｝

所以B－（A∩C）＝｛1，2，3，4，5，6，7｝－｛3，5｝＝｛1，2，4，6，7｝

（4）（A∩B）－（B∩C）＝｛1，2，3，4，5，6，7｝－｛2，3，5，6｝＝｛1，4，7｝

上面介绍的集合的基本运算都满足一定的性质，这些性质都是基本的集合恒等式，在集合中均起很重要的作用，用这些基本的集合恒等式可以推导出许多新的集合等式和包含式，下面列出这些性质中最主要的几条．

定理1.2　设E为全集，A、B、C为E的任意子集，则下面列出的运算规律成立：

（1）幂等律　A∪A＝A

　　　　　　　A∩A＝A

（2）结合律　（A∪B）∪C＝A∪（B∪C）

　　　　　　　（A∩B）∩C＝A∩（B∩C）

（3）交换律　A∪B＝B∪A

　　　　　　　A∩B＝B∩A

（4）分配律　A∪（B∩C）＝（A∪B）∩（A∪C）

　　　　　　　A∩（B∪C）＝（A∩B）∪（A∩C）

（5）零律A∪E＝E

　　　　　A∩∅＝∅

（6）同一律　A∪∅＝A

　　　　　　　A∩E＝A

（7）排中律　A∪～A＝E

（8）矛盾律　A∩～A＝∅

（9）吸收律　A∪（A∩B）＝A

　　　　　　A∩（A∪B）＝A

（10）双重否定律　～（～A）＝A

（11）补交转换律　A－B＝A∩～B

（12）德·摩根律　～E＝∅

　　　　　　　　　～∅＝E

　　　　　　　　　～（B∪C）＝～B∩～C

　　　　　　　　　～（B∩C）＝～B∪～C

　　　　　　　　　A－（B∪C）＝（A－B）∩（A－C）

　　　　　　　　　A－（B∩C）＝（A－B）∪（A－C）

下面我们选取其中的两个恒等式，用严格的数学逻辑来证明它们．

例4　（1）证明分配律：A∪（B∩C）＝（A∪B）∩（A∪C）

证明　任取x∈A∪（B∩C）

因为　x∈A∪（B∩C）⇔x∈A或x∈B∩C

　　　　　　　　　　⇔x∈A或（x∈B且x∈C）

　　　　　　　　　　⇔（x∈A或（x∈B）且（x∈A或x∈C）

　　　　　　　　　　⇔x∈A∪B且x∈A∪C

　　　　　　　　　　⇔x∈（A∪B）∩（A∪C）

所以A∪（B∩C）＝（A∪B）∩（A∪C）

（2）证明　德·摩根律：A－（B∪C）＝（A－B）∩（A－C）

证明　由补交转换律有A－（B∪C）＝A∩［～（B∪C）］

又～（B∪C）＝～B∩～C

所以A－（B∪C）＝A∩［～（B∪C）］＝A∩（～B∩～C）＝（A∩～B）∩（A∩～C）＝（A－B）∩（A－C）

例5　证明下列等式

　　　（A－B）∪B＝A∪B

证明　（A－B）∪B＝（A∩～B）∪B＝（A∪B）∩（～B∪B）

　　　　　　　　　＝（A∪B）∩E＝A∪B

我们注意到绝大多数恒等式都是成对出现的，比如我们把分配律A∪（B∩C）＝（A∪B）∩（A∪C）中的∪换成∩，∩换成∪就变为了另一个分配律A∩（B∪C）＝（A∩B）∪（A∩C）．其实，这并不是偶然的，而是一种规律，即集合代数的对偶原理．

定义1.11　设A是一个由集合符号、集合运算符号∪、∩和～组成的集合式，把A中的∪和∩互相交换，E与∅互相交换都得到的集合式成为A的对偶式，记为A*．

显然，（A*）*＝A，A∪B与A∩B互为对偶式，～（A∪∅）与～（A∩E）互为对偶式．

定理1.3（对偶原理）　设S和T是由集合符号、集合运算符号∪、∩和～组成的集合式，则

（1）若S⊆T，那么T*⊆S*

（2）若S＝T，那么S*＝T*

例6　可以看出，德·摩根律

A－（B∪C）＝（A－B）∩（A－C），A－（B∩C）＝（A－B）∪（A－C）也是成对出现，但它们并不能用对偶原理来解释．因为A－（B∪C）与A－（B∩C）并不互为对偶式．实际上，由于

A－（B∪C）＝A∩～（B∪C）

A－（B∩C）＝A∩～（B∩C）

（A－B）∩（A－C）＝（A∩～B）∩（A∩～C）

（A－B）∪（A－C）＝（A∩～B）∪（A∩～C）

所以A－（B∪C）的对偶式应该是A∪～（B∩C），A－（B∩C）的对偶式应是A∪～（B∪C），（A－B）∩（A－C）的对偶式应是（A∪～B）∪（A∪～C），（A－B）∪（A－C）的对偶式应是（A∪～B）（A∪～C）．

1.2.3　常见错误

1．把并集和交集弄混淆，误以为并集是由公共元素构成；交集是由集合中的元素共同构成．

2．证明集合等式时，不能用文氏图来证明，应该用严格的逻辑推理来证明．文氏图只是一种示意图，帮助我们来理解集合等式，而不能用它代替严格的证明．

习题1.2

1．设A＝｛1，3｝，B＝｛3，5，9｝，请计算：

（1）A∪B，A∩B，A⊕B，A－B

（2）P（A）

2．设A＝｛｛∅｝，｛∅，1｝，｛1，1，∅｝｝，B＝｛｛∅，1｝，｛1｝｝，计算A∪B，A∩B，A－B，P（A）．

3．设全集E＝｛1，2，…，12｝，A＝｛1，3，5，7，9，11｝，B＝｛2，3，5，7，11｝，C＝｛2，3，6，12｝，D＝｛2，4，8｝．试求下列集合：

（1）A∪B　　　（2）A∩C　　　（3）（A∪B）∩～C

（4）A－B　　　（5）C－D　　　（6）B⊕D

4．设集合A、B、C、D是正整数集合Z+的子集：

A＝｛x｜x＜12｝；B＝｛x｜x≤8｝；C＝｛x｜x＝2k，k∈Z+｝；D＝｛x｜x＝3k，k∈Z+｝

试用A、B、C、D表达下列集合：

（1）｛2，4，6，8｝

（2）｛1，3，5，7｝

（3）｛3，6，9｝

（4）｛10｝

（5）｛x｜x是大于12的奇数｝

5．证明下列等式：

（1）（A∩～B）∪（B∩～A）∪（A∩B）＝A∪B

（2）（A∪B）－C＝（A－C）∪（B－C）

（3）A∪（B－C）＝（A∪B）－（C－A）

（4）（A∪B）－（A∩B）＝（A－B）∪（B－A）

*6、若A－B＝B，问A，B是什么关系？并说明理由．

*7、说明在下列条件下集合A和B是什么关系，或者A和B是什么集合？

（1）A∩B＝A　　　　（2）A－B＝B－A　　　（3）A⊕B＝A

1.3　有限集合的计数

在实际问题中，有时要计算具有某种性质的元素个数．例如，某单位举办一个外语培训班，开设英语和法语两门课程，试统计学这两门外语的人数，只学英语的人数，只学法语的人数以及没参加学习的人数．为解决这个问题，我们可以引入集合，设E为该单位所有人的集合，A，B分别是学英语、法语的人的集合．那么，学两门外语的人的集合为A∩B，只学英语的人的集合为A－（A∩B），只学法语的人的集合为B－（A∩B），没参加学习的人的集合为E－（A∪B）．这样，此问题就转化为计算集合A∩B，A－（A∩B），B－（A∩B）和E－（A∪B）中的元素个数，即集合的计数问题．

在一些计数问题中，经常遇到间接计算一个集合中具有某些性质的元素个数比起直接计算来得简单．例如，计算1～700之间不能被7整除的整数个数．如果直接计算就相当的困难，采用间接计算就非常容易．先计算1～700之间能被7整除的整数个数为700／7＝100，所以1～700之间不能被7整除的整数个数为700－100＝600．因此，当直接求解受阻或无法达到目的时，应考虑间接求解方法．所谓“曲径通幽”，就是这个道理．

本节的目的就是讨论怎样解决有限集合元素的计数问题，在这里我们介绍两种方法．

1.3.1　包含排斥原理

包含排斥原理也称为容斥原理，它是组合数学中的基本原理之一，在组合计数中有着重要的用途．

当有限集合A和B不相交时，显然有｜A∪B｜＝｜A｜＋｜B｜，对于一般的情形有如下的定理．

定理1.4（包含排斥原理）　设A、B为两个有限集合，则

｜A∪B｜＝｜A｜＋｜B｜－｜A∩B｜

（如图1-4所示）

对于3个有限集合的并的元素的计数公式是：

｜A∪B∪C｜＝｜A｜＋｜B｜＋｜C｜－｜A∩B｜－｜A∩C｜－｜B∩C｜＋｜A∩B∩C｜

（如图1-5所示）

这是因为

[image: alt]

上面给出了2个和3个集合之间的包含排斥原理，用数学归纳法还可以推广到n个有限集合并的元素的计数公式，在这里我们不再详述．
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图1-4
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图1-5

例1　某班有学生38人，其中有20人参加合唱队，有16人参加话剧队，有8人既参加合唱队又参加话剧队．问有多少人既不参加合唱队也不参加话剧队？

解　设A表示参加合唱队学生的集合；B表示参加话剧队学生的集合．

由题设可知：｜A｜＝20，｜B｜＝16，｜A∩B｜＝8．

由包含排斥原理有

｜A∪B｜＝｜A｜＋｜B｜－｜A∩B｜＝20＋16－8＝28

所以，既不参加合唱队又不参加话剧队的学生人数是38－28＝10人．

例2　电视台对200人进行调查的结果是：有95人喜欢电视剧甲，有128人喜欢电视剧乙，有82人喜欢电视剧丙；有61人既喜欢电视剧甲又喜欢电视剧乙，有51人既喜欢电视剧甲又喜欢电视剧丙，有40人既喜欢电视剧乙又喜欢电视剧丙；有30人对这3部电视剧都喜欢．问对这3部电视剧都不喜欢的人数是多少？

解　设A表示喜欢电视剧甲的人的集合；B表示喜欢电视剧乙的人的集合；C表示喜欢电视剧丙的人的集合．

由题意可知：｜A｜＝95，｜B｜＝128，｜C｜＝82，｜A∩B｜＝61，｜A∩C｜＝51，｜B∩C｜＝40，｜A∩B∩C｜＝30．

由包含排斥原理知

[image: alt]

所以，这3部电视剧都不喜欢的人数是200－183＝17．

例3　某班有学生60人，其中有38人学习PASCAL语言，有16人学习C语言，有21人学习COBOL语言；有3人这三种语言都学习，有2人这三种语言都不学习，问仅学习两门语言的学生人数是多少？

解　设A表示学习PASCAL语言的学生的集合；B表示学习C语言的学生的集合；C表示学习COBOL语言的学生的集合．

由题意可知：｜A｜＝38，｜B｜＝16，｜C｜＝21，｜A∩B∩C｜＝3，｜A∪B∪C｜＝60－2＝58．

由包含排斥原理知

｜A∪B∪C｜＝｜A｜＋｜B｜＋｜C｜－｜A∩B｜－｜A∩C｜－｜B∩C｜＋｜A∩B∩C｜

所以　｜A∩B｜＋｜A∩C｜＋｜B∩C｜＝20

请注意，仅学两门语言的人数不是20，因为A∩B∩C⊂A∩B，所以仅学习PASCAL语言和C语言的学生数应是｜A∩B｜－｜A∩B∩C｜＝｜A∩B｜－3．同样，仅学习PASCAL语言和COBOL语言的学生数是｜A∩C｜－｜A∩B∩C｜＝｜A∩C｜－3；仅学习C语言和COBOL语言的学生数是｜B∩C｜－｜A∩B∩C｜＝｜B∩C｜－3，所以仅学习两门语言的学生数应是

｜A∩B｜＋｜A∩C｜＋｜B∩C｜－3｜A∩B∩C｜＝11

1.3.2　待定系数法

用待定系数结合文氏图的方法也可以很方便地解决有限集合的计数问题．

一般方法如下：

（1）首先根据已知的条件把对应的文氏图画出来．

一般地说，每一条性质决定一个集合．有多少条性质，就有多少个集合．如果没有特殊的说明，就把任何两个集合都画成相交的．

（2）然后将已知集合的元素填入表示该集合的区域内．通常从几个集合的交集填起，根据计算的结果将数字逐步填入所有的空白区域．如果交集的数字是未知的，可以设为未知数．

（3）根据题目中的条件，列出一次方程或方程组，就可以求得所需要的结果．

例4　对24名会外语的科技人员进行掌握外语情况的调查，其统计结果如下：会英、日、德和法语的人分别为13，5，10和9人．其中同时会英语和日语的有2人，会英、德和法语中任两种语言的都是4人．已知会日语的人既不懂法语也不懂德语，分别求只会一种语言（英、德、法、日）的人数，和会三种语言的人数．

解　令A、B、C、D分别表示会英、法、德、日语的人集合．根据题意画出文氏图，如图1-6所示．设同时会三种语言的人有x人，只会英、法或德语一种语言的分别为y1、y2和y3人．将y1、y2、y3分别填入图中相应的区域，然后依次填入其他区域的人数．根据题中的已知条件列出方程组如下：
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解得　x＝1，y1＝4，y2＝2，y3＝4

例5　某班有25个学生，其中14人会打篮球，12人会打排球，6人会打篮球和排球，5人会打篮球和网球，还有2人会打这三种球．已知6个会打网球的人都会打篮球或排球．求不会打球的人数．

解　设会打排球、网球、篮球的学生集合分别为A、B、C，根据题意画出文氏图如图1-7所示．

设x是会打排球和网球，但不会打篮球的人数，则有

x＋2＋3＋0＝6

解得　x＝1，又有

y1＋x＋2＋4＝12和y2＋4＋2＋3＝14

其中y1，y2表示只会打排球和只会打篮球的人数，解得y1＝5，y2＝5．

最后由

y1＋y2＋y3＋x＋2＋3＋4＋0＝25

解得y3＝5，所以不会打球的有5人．
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图1-6
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图1-7

以上例4和例5也可用包含排斥原理来求解，我们以例5来作说明．

设A，B，C分别表示会打排球、网球和篮球的学生集合，则由题意可知，｜A｜＝12，｜B｜＝6，｜C｜＝14，｜A∩C｜＝6，｜B∩C｜＝5，｜A∩B∩C｜＝2，｜（A∪C）∩B｜＝6，因为｜（A∪C）∩B｜＝｜（A∩B）∪（B∩C）｜＝｜A∩B｜＋｜B∩C｜－｜A∩B∩C｜＝｜A∩B｜＋5－2＝6，所以｜A∩B｜＝3．于是由包含排斥原理有，｜A∪B∪C｜＝12＋6＋14－6－5－3＋2＝20，故不会打这三种球的共有25－20＝5人．

以上是解决集合计数问题最基本的两种方法，用包含排斥原理需要深刻理解集合表达式所表示的意义．而用待定系数法要求能很准确画出文氏图，弄清文氏图每个区域所代表的含义．

1.3.3　常见错误

用文氏图法解题时，往往对题意理解有偏差，导致在填数时出现错误．例如在例4中，文氏图易错画为如下图形：
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造成以上错误的原因是对题目中“会英、德和法语中任两种语言的都是4人”理解有误．

习题1.3

1．某班有学生72人，其中选学英语的有30人，选学日语的有36人．选学法语的有29人；兼学英语和日语的有12人；三门外语都选学的有5人，仅选法语的有7人．问这3门外语都不学的人数是多少？

2．70名学生参加体育比赛，短跑得奖者31人，投掷得奖者36人，弹跳得奖者29人，3项都得奖者为5人，仅得两项奖的有24人，问一项奖都没有得的有多少人？

3．在1～200（包含1和200）的正整数中：

（1）能被2或3整除的数有多少个？

（2）能被2和3同时整除的数有多少个？

4．在1～300的整数中（包含1和300）分别求满足以下条件的数的个数：

（1）同时能被3，5和7整除；

（2）不能被3和5，也不能被7整除．

复习题

1．用列举法给出下列集合：

（1）小于5的非负整数的集合；

（2）10～20之间的素数的集合；

（3）不超过65的12之正整数倍数的集合．

2．用描述法给出下列集合：

（1）不超过100的自然数的集合；

（2）全体中国人的集合．

3．确定下列集合中有哪些是相等的：

A＝｛x｜x为偶数且x2为奇数｝

B＝∅

C＝｛1，2，3｝

D＝｛1，2，2，3，3，3｝

E＝｛x｜x∈N，x3＝6x2－7x－6＝0｝

4．确定下列关系中哪些是正确的，并简单说明理由：

（1）∅⊆∅

（2）∅∈∅

（3）∅⊆｛∅｝

（4）∅∈｛∅｝

（5）｛a，c｝⊆｛a，b，c，｛a，b，c｝｝

（6）｛a，b｝∈｛a，b，c，｛a，b，c｝｝

（7）｛a，b｝∈｛a，b，c，｛a，b｝｝

（8）｛a，b｝∈｛a，b，c，｛｛a，b｝｝｝

5．指出下列集合的元素且列举出每个集合的所有子集：

（1）｛1，2，3｝

（2）｛1，｛2，3｝｝

（3）｛｛1，｛2，3｝｝｝

（4）｛∅｝

（5）｛∅，｛∅｝｝

（6）｛｛∅，8｝，｛8｝｝

6．给出下列集合的幂集：

（1）｛a，｛b｝｝

（2）｛1，∅｝

（3）｛x，y，z｝

（4）｛∅，a，｛a｝｝

7．设E＝｛1，2，3，4，5｝，A＝｛1，3｝，B＝｛1，4，5｝，C＝｛2，4｝，试求下列集合：

（1）A∩～B

（2）（A∩B）∪～C

（3）～（A∩B）

（4）～A∪～B

（5）（A－B）－C

（6）A－（B－C）

（7）（A⊕B）⊕C

（8）（A⊕B）⊕（B⊕C）

（9）P（A）－P（B）

8．对60个人的调查表明有25人阅读《每周新闻》杂志，26人阅读《时代》杂志，26人阅读《幸运》杂志，9人阅读《每周新闻》和《幸运》杂志，11人阅读《每周新闻》和《时代》杂志，8人阅读《时代》和《幸运》杂志，还有8人什么杂志也不读．

（1）求阅读全部三种杂志的人数．

（2）分别求只阅读《每周新闻》、《时代》和《幸运》杂志的人数．

9．40个学生中有18人爱好音乐，22人爱好美术，15人爱好体育，11人爱好音乐和美术，10人爱好音乐和体育，8人爱好美术和体育，但有10人这三种爱好都没有．试求这三种爱好都有的学生的人数，并用文氏图表示．

10．某学校学生选课的情况如下：260名学生选法语，208人选德语，160人选俄语，76人选法语和德语，48人选法语和俄语，62人选德语和俄语，三门课都选的有30人，三门都没选的有150人，问：

（1）共有多少学生？

（2）有多少学生选法语和德语，而没选俄语？

（3）有多少学生选法语和俄语，而没选德语？

（4）有多少学生选俄语和德语，而没选法语？

（5）有多少学生选法语，而没选德语或俄语？

（6）有多少学生选德语，而没选法语或俄语？

（7）有多少学生选俄语，而没选德语或法语？


第2章　二元关系

“关系”是我们非常熟悉、经常使用的概念．在日常生活中，我们知道父子关系、夫妻关系、兄弟关系、师生关系以及数量的大小关系等．为了用数学的方法来研究和讨论各种关系，我们将用集合论的观点来描述他们．

例如，设集合A＝｛a，b，c，d，e｝，其中a，b，c，d，e是5个男人，他们是我们研究的对象．其中a是b的父亲，c是d的父亲，c又是e的父亲．现将这些事实分别用有序对〈a，b〉，〈c，d〉，〈c，e〉来表示，用这些有序对作为元素构成集合R，即

R＝｛〈a，b〉，〈c，d〉，〈c，e〉｝

显然，集合R完整地描述了集合A中元素的父子关系，我们称R为集合A上的一个关系（父子关系），当然，在集合A上还存在着其他类型的关系．由于有序对仅由A中两个元素组成，所以这种关系成为二元关系．用同样方法还可以定义n元关系．本书只讨论二元关系，所以有关n（n≥3）元关系的内容不再详细叙述．以后我们所提到的关系都是指二元关系．

这里要说明两点，第一，从数学的角度来看，关系是一个集合，它的元素是有序对；第二，在书写有序对时，有序对中的两个元素的顺序是重要的，不可以随意安排，如上面提到的关系R是描述父子关系的，因为a是b的父亲，所以〈a，b〉∈R，而有序对〈b，a〉∉R，它是子父关系．所以除去特殊情况外，有序对〈a，b〉和〈b，a〉的含义是不同的．

在很多情况下，我们还需要讨论两个集合元素之间的关系．

如A＝｛a，b，c，d｝，B＝｛x，y，z｝，假设A中的元素a，b，c，d表示4位大学生，B中元素x，y，z表示3种不同的爱好；如果a，b的爱好是x，c的爱好是y，d的爱好是z，那么有序对：〈a，x〉，〈b，x〉，〈c，y〉，〈d，z〉就表示了这4位大学生和他们的爱好的关系．由这些有序对作为元素所构成的集合R，即R＝｛〈a，x〉，〈b，x〉，〈c，y〉，〈d，z〉｝，称R为从A到B上的二元关系．

在从A到B上的二元关系中，其有序对如〈a，x〉的第一个对象a应属于A，第二个对象x应属于B．

2.1　笛卡儿积与二元关系

2.1.1　有序对与笛卡儿积

前面我们提到了有序对．直观地说，一个有序对就是有顺序的一对客体，其数学定义如下：

定义2.1　由两个元素x和y（允许x＝y）按一定的顺序排列成的二元组叫做一个有序对（也称序偶），记作〈x，y〉，其中x是它的第一元素，y是它的第二元素．

例如平面直角坐标系中的点的坐标就是有序对．例如〈-1，1〉，〈1，-1〉，〈2，0〉，〈1，1〉…都代表坐标系中不同的点．

一般来说，有序对〈x，y〉具有以下性质：

（1）当x≠y时，〈x，y〉≠〈y，x〉

（2）〈x，y〉＝〈u，v〉的充分必要条件是x＝u且y＝v

这些性质是二元集合｛x，y｝所不具备的．例如，当x≠y时，有｛x，y｝＝｛y，x｝原因在于有序对中的元素是有序的，而集合中的元素是无序的．

为了更深入的讨论二元关系，下面引进一个新的概念，即两个集合的笛卡儿积．如有集合A＝｛a，b，c｝，B＝｛x，y｝，其中a，b，c来表示3位大学生，x、y表示两个不同的专业．显然，3位大学生挑选专业就有6种情况，我们用有序对表示：〈a，x〉、〈a，y〉、〈b，x〉、〈b，y〉、〈c，x〉、〈c，y〉．将这6个有序对组成一个集合｛〈a，x〉，〈a，y〉，〈b，x〉，〈b，y〉，〈c，x〉，〈c，y〉｝，这个集合我们称之为集合A到集合B的笛卡儿乘积．

定义2.2　设A，B为集合，称由A中元素为第一元素，B中元素为第二元素的所有有序对组成的集合为A到B的笛卡儿乘积，简称笛卡儿积．记作A×B．即A×B＝｛〈x，y〉｜x∈A且y∈B｝．

显然，笛卡儿积是一个集合，并且它的所有元素都是有序对．

例1　设A＝｛西班牙，角斗士｝，B＝｛公牛，红布，鲜血｝，则

A×B＝｛〈西班牙，公牛〉，〈西班牙，红布〉，〈西班牙，鲜血〉，〈角斗士，公牛〉，〈角斗士，红布〉，〈角斗士，鲜血〉｝

B×A＝｛〈公牛，西班牙〉，〈公牛，角斗士〉，〈红布，西班牙〉，〈红布，角斗士〉，〈鲜血，西班牙〉，〈鲜血，角斗士〉｝

特别地，当A＝B时，A×A称为集合A上的笛卡儿积，简写作A2．

例2　设A＝｛a，b｝，则

A×A＝｛a，b｝×｛a，b｝＝｛〈a，a〉，〈a，b〉，〈b，a〉，〈b，b〉｝

由乘法原理的基本常识不难解释，如果A中有M个元素，B中有N个元素，对于A×B中的有序对〈x，y〉，元素x有M种选择，而对于x的每一种选择，y又都有N种选择．所以A×B中共有MN个有序对．即｜A×B｜＝｜A｜×｜B｜＝MN．

笛卡儿积运算有以下几个常见的性质：

（1）对任意集合A，根据定义有

A×∅＝∅，∅×A＝∅

（2）一般地说，笛卡儿积运算不满足交换律，即

A×B≠B×A（当A≠∅，B≠∅且A≠B时）

（3）笛卡儿积运算不满足结合律，即

（A×B）×C≠A×（B×C）（当A≠∅，B≠∅且C≠∅时）

（4）笛卡儿积运算对并和交运算满足分配律，即

A×（B∪C）＝（A×B）∪（A×C）

（B∪C）×A＝（B×A）∪（C×A）

A×（B∩C）＝（A×B）∩（A×C）

（B∩C）×A＝（B×A）∩（C×A）

（5）设A、B、C、D是集合，则有

A⊆C且B⊆D⇒A×B⊆C×D

注意：性质5的逆命题不为真，换句话说，当A×B⊆C×D时不一定有A⊆C且B⊆D．

例如：A＝∅，B＝｛1｝，C＝｛3｝，D＝｛4｝

这时有A×B＝∅，C×D＝｛〈3，4〉｝，A×B⊆C×D，但B⊈D．

（6）若A≠∅，则A×B⊆A×C，当且仅当B⊆C．

证明　充分性

若A≠∅，B⊆C，根据性质5，有A×B⊆A×C．

必要性（反证法）

假设B⊈C，即存在元素b∈B，但b∉C

又A≠∅，则存在元素a∈A，则有〈a，b〉∈A×B，但〈a，b〉∉A×C，这与A×B⊆A×C矛盾．故有B⊆C成立．

例3　设A、B、C、D为任意集合，判断以下命题是否为真，并说明理由．

（1）A×B＝A×C⇒B＝C

（2）A－（B×C）＝（A－B）×（A－C）⇒B＝C

（3）A＝B且C＝D⇒A×C＝B×D

（4）存在集合A，使得A⊆A×A

解　（1）不一定为真，当A＝∅，B＝｛1｝，C＝｛2｝时有A×B＝∅＝A×C，但B≠C．

（2）不一定为真，当A＝B＝｛1｝，C＝｛2｝时有：

A－（B×C）＝｛1｝－｛〈1，2〉｝＝｛1｝

（A－B）×（A－C）＝∅×｛1｝＝∅

（3）为真，由等量代入原式可知．

（4）为真，当A＝∅时有A⊆A×A成立．

2.1.2　二元关系

在前面的实例中，我们知道集合R＝｛〈a，b〉，〈c，d〉，〈c，e〉｝很好地反映了a，b，c，d，e五个人之间的父子关系：即有序对的第一元素是第二元素的父亲．一般地，我们称这种以有序对作为元素的集合为二元关系．

定义2.3　如果一个集合满足以下条件之一：

（1）集合非空，且它的元素都是有序对．

（2）集合是空集．

则称该集合为一个二元关系，记作R．二元关系也可简称为关系．

对于二元关系R，如果〈x，y〉∈R，可记作xRy，称x与y之间具有关系R，反之若〈x，y〉∉R，称x与y之间不具有关系R，记作x[image: alt]y．

例如，设R1＝｛〈1，2〉，〈a，b〉｝，R2＝｛〈1，2〉，a｝，则R1是二元关系，R2不是二元关系，只是一个集合．根据定义可以写成1R12，aR1b；但1[image: alt]13，2[image: alt]1a．

由于二元关系就是符合某种特定要求的有序对的集合，因此笛卡儿乘积A×B的子集反映了A和B中元素之间的关系．

定义2.4　设A、B为集合，A×B的任何子集所定义的二元关系叫做从A到B的二元关系，特别当A＝B时则叫做A上的二元关系．

例4　（1）设A＝｛1，2，3｝，B＝｛4，5｝，令R＝｛〈1，4〉，〈2，4〉，〈3，5〉｝，则R是A×B的一个子集，因此R是从A到B的一个二元关系．

（2）设A＝｛鸡蛋，奶，玉米｝，B＝｛奶牛，山羊，母鸡｝．我们可以定义由A到B的关系R＝｛〈x，y〉｜x∈A，y∈B且x由y产生｝．

则R＝｛〈鸡蛋，母鸡〉，〈奶，奶牛〉，〈奶，山羊〉｝

（3）假如我们说两个国家相邻是指两个国家具有公共的国境线，那么“相邻”就是国家之间的一个关系R．且

中国R俄罗斯，中国R印度，但是　美国[image: alt]法国，加拿大[image: alt]德国．

（4）考虑平面上直线的集合L，则垂直（⊥）是L上的一个关系．对于任意给定的一对直线a，b．a⊥b或a[image: alt]b两者必居其一．同样，平行（‖）也是L上的一个关系，a‖b或a[image: alt]b两者必居其一．

集合A上的二元关系的数目依赖于A中的元素个数，如果｜A｜＝n，那么｜A×A｜＝n2，A×A的子集就有[image: alt]个，每一个子集代表一个A上的二元关系，所以A上有[image: alt]个不同的二元关系．一般来说，若｜A｜＝m，｜B｜＝n，则｜A×B｜＝m×n，故A×B的子集有2mn个，所以从A到B有2mn个不同的二元关系，例如｜A｜＝3，则A上有[image: alt]个不同的二元关系，｜B｜＝2，则从A到B有23×2＝26＝64个不同的二元关系．

2.1.3　二元关系的表示方法

当二元关系中的元素较多时，二元关系的集合表示将会比较复杂，也不便于研究．下面介绍的二元关系的表示方法有3种：表格表示法、矩阵表示法和图形表示法．它们不仅使二元关系的表示简化，而且使关系的表示更形象、更直观，便于用数学的方法对关系作深入的讨论，也便于二元关系的计算机存储．

2.1.3.1　表格表示法

设集合A＝｛a1，a2，…，an｝，B＝｛b1，b2，…，bn｝，已知｜A×B｜＝n×m．表格表示法的大致步骤如下：

（1）先画一个n行m列的表格．

用A中的元素a1，a2，…，an按顺序标记在竖列的左方，用B中的元素b1，b2，…，bm按顺序标记在横行的上方，则第i行第j列的方格表示有序对〈ai，bj〉，显然n×m个方格恰好表示了A×B中的n×m个有序对．

（2）由于从A到B的二元关系R是A×B的子集，所以当〈ai，bj〉∈R时，在表格的第i行第j列的方格上画上“√”，这种方法就是二元关系的表格表示．

用同样的方法还可表示A上的二元关系，当｜A｜＝n时，表格应为n行和n列．

例如，设A＝｛a1，a2，a3，a4，a5，a6｝，B＝｛b1，b2，b3，b4，b5｝，R是从A到B的二元关系，且

R＝｛〈a1，b2〉，〈a2，b3〉，〈a3，b5〉，〈a4，b1〉，〈a4，b5〉，〈a5，b4〉，〈a6，b2〉｝

则R的表格表示如表2-1所示．

表2-1

[image: alt]

又如，A＝｛a1，a2，a3，a4，a5，a6｝，R是A上的二元关系，且R＝｛〈a1，a1〉，〈a2，a3〉，〈a3，a4〉，〈a5，a6〉，〈a6，a2〉｝，则R的表格表示如表2-2所示．

表2-2

[image: alt]

2.1.3.2　矩阵表示法

我们知道，矩阵实际上是表格的一种数学表示，因此由二元关系的表格表示法很容易得到二元关系的矩阵表示法．

设集合A＝｛a1，a2，…，an｝，B＝｛b1，b2，…，bm｝，R是从A到B的二元关系，R的矩阵表示为一个n×m阶的矩阵，当〈ai，bj〉∈R时，矩阵中的第i行、第j列元素cij取值为1，否则cij取值为0，即

[image: alt]

例如，设A＝｛a1，a2，a3，a4，a5，a6｝，B＝｛b1，b2，b3，b4，b5｝，R是从A到B的二元关系，且

R＝｛〈a1，b1〉，〈a1，b2〉，〈a2，b3〉，〈a3，b3〉，〈a4，b5〉，〈a5，b2〉，〈a6，b4〉，〈a6，b5〉｝

则R的矩阵表示为

[image: alt]

上述矩阵也称为R的关系矩阵，通常记作MR．

当R为A上的二元关系且｜A｜＝n时．则R的关系矩阵为n阶方阵，方阵中的元素cij满足

[image: alt]

例如，设A＝｛a1，a2，a3，a4，a5，a6｝，R是A上的二元关系，且

R＝｛〈a1，a2〉，〈a2，a3〉，〈a2，a4〉，〈a4，a3〉，〈a5，a6〉，〈a6，a1〉，〈a6，a2〉，〈a6，a6〉｝

则R的关系矩阵为

[image: alt]

例5　设A＝｛1，2，3，4，5｝，LA是A上的小于等于关系，试分别用表格和矩阵来表示LA．

解　已知[image: alt]

它的表格表示如表2-3所示．

表2-3

[image: alt]

其关系矩阵为

[image: alt]

这是一个上三角矩阵．

2.1.3.3　图形表示

设集合A＝｛a1，a2，…，an｝，B＝｛b1，b2，…，bm｝，R是从A到B的二元关系．R的图形表示步骤如下：

（1）在平面上画n个点分别表示A中的元素a1，a2，…，an；

（2）再在平面上画m个点分别表示B中的元素b1，b2，…，bm；

（3）当〈ai，bj〉∈R时，从点ai到bj画一条有向边，其箭头指向bj，否则就不画边．

二元关系的图形表示也称为二元关系的关系图．

例如，设A＝｛a1，a2，a3，a4，a5｝，B＝｛b1，b2，b3，b4｝，R是从A到B的二元关系，且R＝｛〈a1，b1〉，〈a2，b3〉，〈a3，b1〉，〈a4，b2〉，〈a5，b4〉｝，则R的关系图如图2-1所示．

[image: alt]

图2-1

当R是A上的二元关系时，采用如下方法画R的关系图：在平面上画n个点分别表示A中的元素a1，a2，…，an，当〈ai，aj〉∈R时，从点ai到aj画一条有向边，箭头指向aj．

例如，设A＝｛a1，a2，a3，a4，a5｝，R是A上的二元关系，且

R＝｛〈a1，a1〉，〈a1，a2〉，〈a2，a3〉，〈a2，a4〉，〈a3，a4〉，〈a5，a3〉，〈a5，a4〉｝

则R的关系图如图2-2所示．

[image: alt]

图2-2

2.1.4　几种特殊的二元关系

对于任何集合A，都有三个特殊的二元关系，其中之一就是空集∅，它是A×A的子集，也是A上的关系，叫做空关系，另外两个就是全域关系EΛ和恒等关系IΛ．

定义2.5　对任意集合A，定义

EA＝｛〈x，y〉｜x∈A且y∈A｝＝A×A

IA＝｛〈x，x〉｜x∈A｝

空关系∅可以形象地看作A上“最小”的二元关系，而全域关系EA可看作A上“最大”的二元关系．

例5　设A＝｛月亮，星星｝，则

EA＝｛〈月亮，月亮〉，〈月亮，星星〉，〈星星，月亮〉，〈星星，星星〉｝

IA＝｛〈月亮，月亮〉，〈星星，星星〉｝

除了以上三种特殊的关系以外，还有一些常用的关系，分别说明如下：

LA＝｛〈x，y〉，x，y∈A且x≤y｝，这里A⊆R．

DB＝｛〈x，y〉，x，y∈B且x｜y｝，这里B⊆N．

其中，LA叫做A上的小于等于关系，A是实数集R的子集．DB叫做B上的整除关系．x｜y表示x可以整除y，也就是说x是y的因子，而B是自然数集N的子集．

例6　设A＝｛1，2，3，4｝，下面各式定义的R都是A上的关系，分别列出R的元素：

（1）R＝｛〈x，y〉｜x是y的倍数｝

（2）R＝｛〈x，y〉｜（x－y）2∈A｝

（3）R＝｛〈x，y〉｜x≠y｝

解　（1）R＝｛〈4，4〉，〈4，2〉，〈4，1〉，〈3，3〉，〈3，1〉，〈2，2〉，〈2，1〉，〈1，1〉｝

（2）R＝｛〈2，1〉，〈3，2〉，〈4，3〉，〈3，1〉，〈4，2〉，〈2，4〉，〈1，3〉，〈3，4〉，〈2，3〉，〈1，2〉｝

（3）R＝EA－IA＝｛〈1，2〉，〈2，1〉，〈1，3〉，〈3，1〉，〈1，4〉，〈4，1〉，〈2，3〉，〈3，2〉，〈2，4〉，〈4，2〉，〈3，4〉，〈4，3〉｝

2.1.5　常见错误

（1）在书写有序对〈x，y〉时，易把它误写为（x，y）．事实上，有序对的两个元素必须用“尖括号”括起来，而不能用“圆括号”括起来．我们在图的方法模块中的图的概念这一节中将会进一步看到它们的区别．

（2）误以为集合∅不是二元关系．

（3）在求从集合A到B的二元关系R的关系矩阵时，误把集合B的元素在矩阵的左边排成一列，集合A的元素在矩阵的上方排成一行；事实上，这样得到的矩阵不是关系R的关系矩阵，而是它的转置矩阵．

习题2.1

1．设A＝｛a，b｝，B＝｛x，y｝，求A×B，B×A，A×A，B×B．

2．证明（A∩B）×C＝（A×C）∩（B×C）

3．证明（A∪B）×C＝（A×C）∪（B×C）

4．设A＝｛a，b｝，B＝｛x，y｝，列出所有从A到B的二元关系．

5．在一个有n个元素的集合上，共有多少种不同的二元关系？

6．设A＝｛1，2，3，4，5｝，R是A上的二元关系，当x，y∈A且x是素数时，〈x，y〉∈R，试写出R的集合表达式．

7．设集合A＝｛a，b，c，d｝，B＝｛1，2，3｝，R＝｛〈a，1〉，〈a，2〉，〈b，2〉，〈c，3〉，〈d，1〉，〈d，3〉｝，写出R的表格表示、关系矩阵和关系图．

8．设A＝｛1，2，3，4，5，6｝，关系R＝｛〈x，y〉｜x，y∈A且｜x－y｜能被4整除｝，试写出R的表格表示、关系矩阵和关系图．

9．设A＝｛a，b，c，d，e，f，g｝，其中a，b，c，d，e，f，g分别表示7个人，且a，b和c都是20岁，d和e都是25岁，f和g都是30岁．R是A上的同龄关系，写出R的表格表示和关系矩阵．

2.2　二元关系的运算

2.2.1　关系的集合运算

我们知道，二元关系也可以看作成集合，所以对关系也可以进行集合的并运算、交运算、对称差运算、相对补和绝对补运算．分别定义如下：

定义2.6　设R1和R2是从集合A到集合B的两个关系，则

R1∪R2＝｛〈a，b〉｜〈a，b〉∈R1或〈a，b〉∈R2｝

R1∩R2＝｛〈a，b〉｜〈a，b〉∈R1且〈a，b〉∈R2｝

R1－R2＝｛〈a，b〉｜〈a，b〉∈R1且〈a，b〉∉R2｝

～R1＝｛〈a，b〉｜〈a，b〉∈A×B且〈a，b〉∉R1｝

R1⊕R2＝（R1－R2）∪（R2－R1）＝（R1∪R2）－（R1∩R2）

例1　设A＝｛1，2，3｝，R1＝｛〈1，1〉，〈1，2〉，〈2，3〉，〈3，1〉，〈3，3〉｝，R2＝｛〈1，1〉，〈1，2〉，〈2，1〉，〈2，2〉，〈3，3〉｝是A上的二元关系，则

[image: alt]

2.2.2　关系的定义域和值域

对于非空的二元关系，它的元素都是有序对．那么所有有序对的第一元素构成的集合称为二元关系的定义域，所有有序对的第二元素构成的集合称为二元关系的值域．它们的数学定义如下：

定义2.7　关系R的定义域记作domR，值域记作ranR，且

domR＝｛x｜∃y（xRy）｝

ranR＝｛y｜∃x（xRy）｝

例2　设R＝｛〈尾子，4〉，〈狗，3〉，〈7，0〉｝，则

domR＝｛尾子，狗，7｝，ranR＝｛4，3，0｝

2.2.3　关系的逆和复合

除了上述的集合运算外，关系还具有另外两种重要的运算：逆运算和复合运算．

定义2.8　设R为二元关系，R的逆关系，简称R的逆，记作R-1．

R-1＝｛〈x，y〉｜yRx｝

定义2.9　设F，G为二元关系，F对G的复合记作F[image: alt]G．

F[image: alt]G＝｛〈x，y〉｜∃t（xFt且tGy）｝

例3　设F＝｛〈3，3〉，〈6，2〉｝，G＝｛〈2，3〉｝，则

[image: alt]

关系的逆是比较好求的，只需把关系R所有有序对中第一元素与第二元素交换就可以了，但复合运算就没这么简单．可以使用一种图解的方法来做．例3中的F[image: alt]G和G[image: alt]F的图示可由图2-3给出．

[image: alt]

图2-3

任给关系R可作出它的图示．把domR中的元素放在左边从上到下的顺序排列，把ranR中的元素放在右边，也可从上到下顺序排列．如果〈x，y〉∈R，就从domR的x到ranR中的y画一条有向边，这样得到的图就是R的图示．为求F[image: alt]G，首先做出F的图示．然后按以下办法将G的图示接到F的右边．如果〈x，y〉∈F，〈y，z〉∈G就将G中代表〈y，z〉的有向边接到F中代表〈x，y〉的有向边的后面．如图2-3F[image: alt]G的图示中，G的〈2，3〉边接到F的〈6，2〉边后面．当所有该连接的边都连完以后检查全图，找出所有从domF到ranG的由两条有向边构成的路径，记下每条路径的始点和终点，每一组始点和终点构成的有序对就属于F[image: alt]G，同样地也可以得到G[image: alt]F．

如果我们把二元关系看作一种作用，〈x，y〉∈R可以解释为x通过R的作用变到y，那么复合F[image: alt]G是两个作用的连续发生，并且是先发生作用F，再发生作用G．

例4　设P是所有人的集合，令

R＝｛〈x，y〉｜x，y∈P且x是y的父亲｝

S＝｛〈x，y〉｜x，y∈P且x是y的母亲｝

（1）说明R[image: alt]R，R-1[image: alt]S-1，R-1[image: alt]S各关系的含义；

（2）用R、S及其逆和复合运算表示以下关系：

｛〈x，y〉｜x，y∈P且y是x的外祖母｝

｛〈x，y〉｜x，y∈P且x是y的祖母｝

解　（1）R[image: alt]R的图示如下

[image: alt]

从图示可看出，x是y的祖父．故R[image: alt]R表示的关系为

｛〈x，y〉｜x，y∈P且x是y的祖父｝

（2）R的图示为　[image: alt]

R-1的图示为　[image: alt]

S的图示为　[image: alt]

S-1的图示为　[image: alt]

则[image: alt]的图示为[image: alt]

故[image: alt]表示的关系为｛〈x，y〉｜x，y∈R且y是x的祖母｝

[image: alt]的图示为[image: alt]

由于一个人不能既为父亲又为母亲，故[image: alt]表示空关系∅．

（2）S-1[image: alt]S-1的图示为[image: alt]

由图示可看出y是x的外祖母．

故｛〈x，y〉｜x，y∈P且y是x的外祖母｝的表达式是[image: alt]

S[image: alt]R的图示为[image: alt]

由图示可看出x是y的祖母．

故｛〈x，y〉｜x，y∈P且x是y的祖母｝的表达式是S[image: alt]R．

下面给出关系运算的性质：

定理2.1　设F，G，H是任意的关系，则有

（1）（F-1）-1＝F

（2）domF-1＝ranF，ranF-1＝domF

（3）（F[image: alt]G）[image: alt]H＝F[image: alt]（G[image: alt]H）

（4）（F[image: alt]G）-1＝G-1[image: alt]F-1

定理2.2　设R为A上的关系，则[image: alt]

定理2.1和2.2给出了关系运算的重要性质．关系的复合满足结合律，而恒等关系和任何关系R的复合就等于关系R．

在复合运算R[image: alt]S中，我们假设关系R和S是同一个关系，即R＝S，也就是说两个相同的关系进行复合，则R[image: alt]S＝R[image: alt]R，在这种情况下，我们称这种复合运算为关系的二次幂运算，我们还可以推广到n次幂运算的情形．

定义2.10　设R为A上的关系，n为自然数，则R的n次幂是

（1）R0＝｛〈x，x〉｜x∈A｝＝IA

（2）Rn＋1＝Rn[image: alt]R

由定义2.10可知，对于A上的关系R1和R2，都有[image: alt]，也就是说，A上任何关系的0次幂都相等，都等于A上的恒等关系IA，此外对于A上的任何关系R都有R1＝R，因为

[image: alt]

给定A上的关系R的自然数n，怎样计算Rn呢？如果R是用集合表达式给出的，可以通过n－1次的复合计算得到Rn．如果R是用关系矩阵M给出的，则Rn的关系矩阵是Mn－n个矩阵M相乘．与普通矩阵运算不同的是，其中的加法是布尔加，即

1＋1＝1，1＋0＝0＋1＝1，0＋0＝0

如果R是用关系图G给出的，考察G的每一个顶点xi，如果从xi出发经过长度为n的路径到达顶点xj，则在Rn的关系图中有一条从xi到xj的边．当把所有这样的边都找到以后，就得到Rn的关系图中所有的边，而Rn关系图的顶点与R关系图的顶点完全一样．

例5　设A＝｛a，b，c，d｝，R＝｛〈a，b〉，〈b，a〉，〈b，c〉，〈c，d〉｝，求R的各次幂．

解　方法一：矩阵法

R的关系矩阵为：

[image: alt]

则R2，R3，R4等的关系矩阵为：

[image: alt]

由此可以得到　R2＝R4＝R6＝…

　　　　　　　R3＝R5＝R7＝…

而R0，即IA的关系矩阵是[image: alt]这是一个单位矩阵．

至此，R各次幂的关系矩阵都得到了．

方法二：关系图法

[image: alt]

图2-4

2.2.4　常见错误

（1）在关系的运算中，易重复书写关系中的有序对．如在例1中，易把R1∪R2写成｛〈1，1〉，〈1，2〉，〈2，3〉，〈3，1〉，〈3，3〉，〈1，1〉，〈1，2〉，〈2，1〉，〈2，2〉，〈3，3〉｝．

（2）易混淆定义域domR与值域ranR．误以为定义域domR是由有序对第二元素构成的集合，值域ranR是由有序对第一元素构成的集合．

（3）关系矩阵的元素只有两种情况：0或1．而[image: alt]，易把它当成普通矩阵的乘法．事实上，其中的加法是布尔加，即1＋1＝1，1＋0＝0＋1＝1，0＋0＝0．

习题2.2

1．设集合A＝｛a1，a2，a3，a4｝，R和S都是A上的二元关系，R＝｛〈a1，a1〉，〈a1，a2〉，〈a3，a3〉，〈a3，a4〉｝，S＝｛〈a1，a2〉，〈a2，a2〉，〈a1，a3〉，〈a4，a4〉｝，求domR，ranS，R[image: alt]S，S[image: alt]R，R2和S2．

2．已知R1＝｛〈a，b〉，〈a，c〉，〈b，c〉｝，R2＝｛〈a，a〉，〈b，b〉，〈c，b〉｝，R3＝｛〈b，b〉｝，证明：

（1）（R1[image: alt]R2）[image: alt]R3＝R1[image: alt]（R2[image: alt]R3）

（2）（R1[image: alt]R2）-1＝R2-1R1-1

（3）domR1＝ranR1-1

3．对于下面的关系矩阵，确定对应的集合｛1，2，3｝上的关系R，并确定关系R2的关系矩阵．

[image: alt]

4．设A＝｛1，2，3｝，B＝｛a，b，c｝，C＝｛x，y，z｝，R是从A到B上的二元关系，S是从B到C上的二元关系，且R＝｛〈1，b〉，〈2，a〉，〈2，c〉｝，S＝｛〈a，y〉，〈b，x〉，〈c，y〉〈c，z〉｝．

（1）求复合关系R[image: alt]S；

（2）求表示关系R，S和R[image: alt]S的关系矩阵MR、MS和MR[image: alt]S并比较MR[image: alt]S与MR[image: alt]MS．

2.3　二元关系的性质与判定

前面我们已经知道，集合A上的二元关系有若干个，其中有些关系具有一定的特殊性，我们可以把这些特殊性划分为五种性质：自反性、反自反性、对称性、反对称性、传递性．下面一一介绍这五种性质．

2.3.1　关系的自反性

定义2.11　设R是A上的二元关系，若对A中的任意元素x，都有〈x，x〉∈R，则称R具有自反性，也称R是A上的自反关系．

例1　设A＝｛5，7，9，11｝，则恒等关系IA＝｛〈5，5〉，〈7，7〉，〈9，9〉，〈11，11〉｝，LA＝｛〈5，5〉，〈5，7〉，〈5，9〉，〈5，11〉，〈7，7〉，〈7，9〉，〈7，11〉，〈9，9〉，〈9，11〉，〈11，11〉｝，R＝｛〈x，y〉｜x，y∈A且x＞y｝＝｛〈7，5〉，〈9，7〉，〈9，5〉，〈11，5〉，〈11，7〉，〈11，9〉｝可看出有序对〈5，5〉，〈7，7〉，〈9，9〉，〈11，11〉都在IA和LA中，所以由自反性的定义知，IA和LA都具有自反性，而R不具有自反性．

A上的全域关系EA、恒等关系IA都具有自反性，但空关系∅不具有自反性．

为了便于理解，我们称第一元素与第二元素相等的有序对为恒元，集合A中每一个元素都对应着一个恒元；所以对于A上的自反关系的定义我们可以简述为：若所有恒元都在关系R中，则R具有自反性．

不难证明，从集合方面看，若有IA⊆R⊆EA，则R一定是A上的自反关系．因为所有恒元构成的集合就是恒等关系IA，所以若IA⊆R，则所有恒元一定都在R中，从而R一定是A上的自反关系．

由此可见，IA是A上最小的自反关系，而EA是A上最大的自反关系，上例中明显有IA⊆IA⊆EA，IA⊆LA⊆EA，而IA⊈R．

例2　设A＝｛1，2，3｝，R1＝｛〈1，1〉，〈2，2〉｝，R2＝｛〈1，1〉，〈2，2〉，〈3，3〉，〈1，2〉｝，R3＝｛〈1，3〉｝，说明R1，R2，R3是否为A上的自反关系．

解　只有R2是A上自反的关系，因为IA⊆R2；而R1和R3都不是A上的自反关系．

例2中关系R2的关系矩阵是[image: alt],关系图如图2-5所示．

[image: alt]

图2-5

可以看到，若从R的矩阵上看，显然当R是A上的自反关系时，MR主对角线上的元素全为1．若从关系图上看则它的每个顶点处都有环．

关系R是否为自反关系是相对集合A来说的，同一个关系在不同的集合上具有不同的性质，如例2中的R1在A＝｛1，2，3｝上不是自反的，但在B＝｛1，2｝上是自反的，因为IB⊆R1．

2.3.2　关系的反自反性

定义2.12　设R是A上的二元关系，若对A中的任意元素x，都有〈x，x〉∉R，则称R具有反自反性，也称R是A上的反自反关系．

例3　设A＝｛a，b，c｝，R＝｛〈a，b〉，〈b，a〉，〈b，c〉，〈c，b〉｝．因为〈a，a〉，〈b，b〉，〈c，c〉都不在R中，所以R是A上的反自反关系．

又如A上的空关系∅具有反自反性．但恒等关系IA和全域关系EA都不是A上的反自反关系．

从上面的原始定义可以知道，若所有恒元都不在R中时，则R具有反自反性．

不难证明，从集合上看，若R∩IA＝∅，则R是A上的反自反关系．因为若R∩IA＝∅，说明在R中不含有任何一个恒元，从而R一定具有反自反性．

A上最小的反自反关系为∅，最大的反自反关系为EA－IA．

从矩阵上看，当R是A上的反自反关系时，MR的主对角线上元素全部为0，从关系图上看则它的每个顶点都没有环．

例4　设A＝｛1，2，3｝，R1＝｛〈1，1〉，〈1，2〉｝，R2＝｛〈1，2〉，〈2，1〉，〈2，2〉｝，R3＝｛〈1，3〉｝．说明R1、R2、R3是否为A上的反自反关系．

解　由反自反性的必要条件R∩IA＝∅可以判定只有R3为A上的反自反关系．R1，R2都不是A上的反自反关系．

根据自反性和反自反性的定义可知，判断自反性和反自反性的关键点在于恒元．它们对恒元的要求都非常“极端”．自反性要求含有所有恒元，而反自反性要求不含有任何一个恒元．所以若R是自反的，则R一定不是反自反的；若R是反自反的，则R一定不是自反的．

另外，一个非自反关系不一定是反自反关系，即存在即非自反又非反自反的关系．

例4中R2的关系矩阵[image: alt]，它的主对角线上的元素有一些为1，有一些为0．R2既不具有自反性，也不具有反自反性．

2.3.3　关系的对称性

定义2.13　设R是A上的二元关系，若当〈x，y〉∈R时，则必有〈y，x〉∈R，则称R具有对称性，也称R是A上的对称关系．

例如，A上的EA与IA都是对称关系，另外空关系∅也是对称关系．

在这里，若我们把有序对〈x，y〉看作一个元，那么可以把〈y，x〉称为〈x，y〉的逆元．则R中的每一个元都对应着一个逆元，不难理解，若R中的每个元的逆元都在R中，则R一定具有对称性．

我们知道，R中的每个元的逆元构成的集合就是R-1，所以从集合上看，当R＝R-1时，R一定是对称的．

从关系矩阵上看，若R是对称关系，则MR是对称矩阵．因为空关系∅的关系矩阵是零矩阵，它也是一个对称矩阵，所以空关系∅也具有对称性．从关系图上看，图中任何两个顶点之间若有有向边，必有两条方向相反的有向边．简称有边必双向．

例5　设A＝｛〈1，2，3〉｝，R1＝｛〈4，1〉，〈1，4〉，〈1，2〉，〈2，1〉｝，R2＝｛〈1，1〉｝，R3＝｛〈2，1〉，〈2，2〉｝．说明R1、R2、R3是否为A上的对称关系．

解　R1、R2都是A上的对称关系，因为有R1＝R1-1，R2＝R2-1，但R3不是A上的对称关系，因为R3-1＝｛〈1，2〉，〈2，2〉｝≠R3．

2.3.4　关系的反对称性

定义2.14　设R是A上的二元关系，当x≠y时，若〈x，y〉∈R，则必有〈y，x〉∉R，称R具有反对称性，也称R是A上的反对称关系．

以上定义我们可以这样理解：除了恒元以外，若R中每个元的逆元都不在R中，则R一定具有反对称性．事实上，恒元是否在R中，不是判断反对称性的关键，关键是看R中非恒元的逆元是否在R中．

例如A上的空关系∅，恒等关系IA都具有反对称性．

另外由定义可知，在集合上，若R∩R-1⊆IA，则R一定是A上的反对称关系．

从关系矩阵上看，如果R是A上的反对称关系，则在MR中，除主对角线元素外，所有关于主对角线对称的两个元素不能同时为1．即当i≠j时，aij×aji＝0．

从关系图上来看，图中任何两个顶点之间若有有向边，则一定只有一条有向边．简称有边必单向．

例6　设A＝｛1，2，3｝，R1＝｛〈1，1〉，〈2，2〉｝，R2＝｛〈1，2〉，〈1，3〉｝，R3＝｛〈1，2〉，〈2，1〉，〈1，1〉｝．说明R1，R2，R3是否为A上的反对称关系．

解　R1，R2为A上的反对称关系，R3不是．因为R1∩R1-1＝R1⊆IA，R2∩R2-1＝∅⊆IA，但是R3∩R3-1＝｛〈1，2〉，〈2，1〉，〈1，1〉｝⊈IA．

同样，对称关系和反对称关系不可以相互否定．也就是说，非对称的二元关系不一定是反对称关系；非反对称的二元关系也不一定是对称关系；存在既是对称的又是反对称的关系．

例如，设A＝｛1，2，3，4｝，R1和R2都是A上的二元关系，且R1＝｛〈1，1〉，〈3，3〉｝，R2＝｛〈1，2〉，〈2，1〉，〈3，4〉｝，其中R1既是对称关系也是反对称关系，R2既不是A上的对称关系，也不是A上的反对称关系．

2.3.5　关系的传递性

2.3.5.1　传递性的概念

定义2.15　设R是A上的二元关系，若当〈x，y〉∈R且〈y，z〉∈R时，则必有〈x，z〉∈R，则称R具有传递性，也称R是A上的传递关系．

注意，定义中的条件是一个假设条件，应该从两方面来理解：（1）当R具备上述条件，且结论成立时，R是传递的；若条件成立，但结论不成立时，R就不是传递的．（2）当R不具备上述条件时，R仍然符合上述定义，此时R也是传递的．

例如，A上的全域关系EA，恒等关系IA，空关系∅等都是传递关系．

整除关系也是传递的，因为当〈x，y〉∈R，〈y，z〉∈R时，即x能整除y，y能整除z时，显然x能整除z，所以必有〈x，z〉∈R．

易证，在集合上，若R[image: alt]R⊆R，则R一定为A上的传递关系，因为当R[image: alt]R＝∅时，R不具备上述条件，此时R是传递的；当R[image: alt]R≠∅时，此时R具备上述条件，而R[image: alt]R⊆R，说明定义中的结论也成立，故R一定为A上的传递关系．

例7　设A＝｛1，2，3｝，A上的二元关系R1＝｛〈1，1〉｝，R2＝｛〈1，2〉，〈2，3〉，〈1，3〉｝，R3＝｛〈1，1〉，〈1，2〉，〈2，3〉｝，R4＝｛〈1，3〉，〈2，3〉｝．说明R1，R2，R3，R4是否为A上传递关系．

解　R1，R2和R4是A上的传递关系，但R3不是．因为R1[image: alt]R1＝R1，R2[image: alt]R2＝〈1，3〉⊆R2，R3[image: alt]R3＝｛〈1，1〉，〈1，2〉，〈1，3〉｝⊈R3，R4[image: alt]R4＝∅⊆R4．

关系的传递性不容易由关系矩阵和关系图直接来判定，往往需要做一些运算和烦琐的检查，具体方法下面作详细介绍．

2.3.5.2　传递关系的判定方法

前面我们已经对除传递性质外的其他四种性质的不同判定方法进行了介绍，下面我们重点介绍传递性质的判定方法．

从集合表达式上，最基本的方法是“逐个检查”，就是把关系中的所有符合〈x，y〉∈R且〈y，z〉∈R的有序对找出来，再检查是否存在〈x，z〉∈R，从而来判定关系R是否具有传递性．

在例7中的R2我们看到，〈1，2〉，〈2，3〉是两个符合条件的有序对，且〈1，3〉也在R2中，所以R2具有传递性，这种判断方法就是“逐个检查”．

下面介绍一种从关系矩阵的角度来判断传递的方法．

设R为集合A上的二元关系，其关系矩阵为MR＝（aij）n×n．设MR中aij＝1，现考察MR中第j行所有元素，如果其中有ajk＝1，说明关系R中存在着〈ai，aj〉和〈aj，ak〉，所以如果〈ai，ak〉∉R，即aik＝0，表明R不是传递关系．如果aik＝1，则应继续考察第j行中其他非零元素，以同样方法分析．所以当aij＝1时，就应将第i行元素与第j行对应元素逐个比较：

ai1，ai2，…，ain

aj1，aj2，…，ajn

如果存在着第j行某个元素为1，而第i行的对应元素为0，则R不是传递关系．否则应继续考察MR中其他非零元素，以同样方法分析，直到考察完MR中所有非零元素．

将第i行元素与第j行元素作比较的过程，也可以转化为：先将这两行元素作逻辑加：ai1＋aj1，ai2＋aj2，…，ain＋ajn

再与第i行元素作比较，如果它们是不相同的，例如aik和aik＋ajk不同，这只有一种可能，即aik＝0，aik＋ajk＝1，这表明aik＝0而ajk＝1，所以R不是传递的；如果这两行对应元素是相同的，即对于任意的k，aik＝aik＋ajk，这表明当ajk＝1时，必有aik＝1．

综上所述，此方法可叙述为：对于关系矩阵MR中每一个非零元素aij＝1，作如下操作：将MR中第j行元素加（布尔加）到第i行元素上去，如果操作后，矩阵无变化，则R是传递关系，否则R不是传递关系．

例8　设A＝｛a1，a2，a3，a4，a5｝，R是A上的二元关系，R＝｛〈a1，a2〉，〈a1，a3〉，〈a2，a3〉，〈a3，a3〉，〈a4，a1〉，〈a4，a2〉，〈a4，a3〉，〈a5，a1〉，〈a5，a2〉，〈a5，a3〉，〈a5，a4〉｝，试判断R是否具有传递性．

解　R的关系矩阵[image: alt]，考察MR中取值为1的元素．

对于a12＝1，把第2行元素加到第1行上去，操作后的矩阵与MR相同．

对于a13＝1，把第3行元素加到第1行上去，操作后的矩阵与MR相同．

对于a23＝1，把第3行元素加到第2行上去，操作后的矩阵与MR相同．

对于a33＝1，把第3行元素加到第3行上去，操作后的矩阵与MR相同．

对于a41，a42，a43，a51，a52，a53，a54，同样的方法可验证，经相同的操作后，所得到的矩阵与MR相同，所以R具有传递性．

例9　试判断图2-6中关系的性质．

[image: alt]

图2-6

解　方法一　集合法

R1＝｛〈1，1〉，〈1，2〉，〈1，3〉，〈2，1〉，〈3，1〉｝

R2＝｛〈2，1〉，〈3，1〉｝

R3＝｛〈1，1〉，〈2，2〉，〈3，3〉，〈2，1〉，〈1，3〉，〈3，2〉｝

IA＝｛〈1，1〉，〈2，2〉，〈3，3〉｝

明显IA⊈R1，IA⊈R2，IA⊆R3．所以R1、R2不具有自反性，R3具有自反性．

又因为R1∩IA＝｛〈1，1〉｝≠∅

R2∩IA＝∅　R3∩IA＝｛〈1，1〉，〈2，2〉，〈3，3〉｝≠∅

所以R1、R3不具有反自反性，R2具有自反性．

因为[image: alt]

所以R1具有对称性，R2、R3不具有自反性．

显然[image: alt]

所以R1不具有反对称性，R2、R3具有对称性．

又[image: alt]

所以R2具有传递性，R1、R3不具有传递性．

方法二　关系图法

（1）该关系是对称的，因为1和2，2和3之间，都是一对方向相反的边；它不是自反的，因为2和3都没有环；它也不是反自反的，因为1上有一个环；同样，它也不是传递的，因为虽然2到1，1到3之间有边，但2到3没有边．

（2）该关系是反对称的，因为2到1和1到3只有单向边；它也是反自反的，因为每个顶点都没有环；它又是传递的，因为不存在顶点x，yz，使得x到y有边，y到z有边，但x到z没有边，其中x，y，z∈｛1，2，3｝．

（3）该关系是自反的，因为每个顶点都有环；它也是反对称的，因为每条边都是单向边；但它不是传递的，因为2到1有边，1到3有边，但2到3没有边．

设R1和R2是A上的关系，它们都具有某些共同的性质，在经过并、交、相对补、求逆或右复合运算以后所得的新关系R1∩R2，R1∪R2，R1－R2，R1-1，R1[image: alt]R2等是否还能保持原来关系的性质呢？我们省去证明，只把有关的结论会在表2-3中，其中的√和×分别表示“能保持”和“不一定能保持”的含义．

表2-3

[image: alt]

2.3.6　常见错误

（1）误以为只要有恒元的关系都是自反的．如A＝｛1，2，3｝，R＝｛〈1，1〉，〈1，3〉｝，R中有恒元〈1，1〉，但R不是自反的．事实上，有所有恒元的关系才是自反的．

（2）误认为只要有恒元的关系都不是反对称的．如A＝｛1，2，3｝，R＝｛〈1，1〉，〈1，2〉｝，R中有恒元〈1，1〉，但R是反对称的．事实上，恒元是否在R中，不是判断反对称性的关键，关键是看R中非恒元的逆元是否在R中．

（3）对传递性的定义理解有偏差，定义是一个假设条件，而不是必须条件．当不满足定义中的假设条件时，R仍然是传递的．如A＝｛1，2，3｝，R＝｛〈1，2〉，〈1，3〉｝不满足定义中的假设条件，它是传递的．

习题2.3

1．设A＝｛a，b，c｝，R是A上的二元关系且R＝｛〈a，a〉，〈b，b〉，〈a，c〉，〈c，a〉｝，试讨论R的性质．

2．设A＝｛1，2，3｝，R是A上的二元关系，且

[image: alt]

写出R的集合表达式，画出R的关系图，并说明R的性质．

3．设A＝｛1，2，…，10｝，A上的二元关系R＝｛〈x，y〉｜x，y∈A且＋y＝10｝，问R具有哪些性质？

4．A＝｛〈a1，a2，a3，a4，a5〉｝，R＝｛〈a1，a2〉，〈a1，a3〉，〈a2，a3〉，〈a4，a2〉，〈a4，a3〉，〈a5，a1〉，〈a5，a2〉，〈a5，a3〉，〈a5，a4〉｝，问：R是传递的吗？

5．设A＝｛a，b，c，d｝

（1）给出A上的一个关系R，要求R既不是自反的，又不是反自反的；

（2）给出A上的一个关系R，要求R既是对称的，又是反对称的；

（3）给出A上的一个关系R，要求R既不是对称的，又不是反对称的；

（4）给出A上的一个关系R，要求R是传递的，但R∪R-1不是传递的．

6．设集合A＝｛1，2，3｝，问：

（1）在A上有多少种不同的自反关系？

（2）在A上有多少种不同的对称关系？

（3）在A上有多少种既是自反的又是对称的二元关系？

7．确定集合A＝｛1，2，3，4，5，6｝上的关系R是否是自反的、反自反的、对称的、反对称的和传递的，其中，〈x，y〉∈R，当且仅当

（1）x＝y2（2）x≥y2（3）x＝y＋1或x＝y－1

2.4　关系的闭包

2.4.1　闭包的概念及构造方法

设R是A上的关系，我们希望R具有某些有用的性质，如自反性．如果R具有自反性，当然符合要求；如果R不具有自反性，我们就需要在R中添加一部分有序对来改造R，得到新的关系R′，使得R′具有自反性．但又不希望R′和R相差太多．本节讨论最小的包含R的关系R′，使它具有自反性．这就是R的自反闭包．通过添加有序对来构造的闭包除自反闭包外，还可以有对称闭包和传递闭包．

定义2.16　设R是非空集合A上的关系，R的自反（对称或传递）闭包是A上的关系R′，且R′满足以下条件：

（1）R′是自反的（对称或传递的）；

（2）R⊆R′；

（3）对A上任何包含R的自反（对称或传递）关系R″有R′⊆R″．

一般将R的自反闭包记作γ（R），对称闭包记作s（R），传递闭包记作t（R）．

构造自反闭包比较简单，就是把所有〈x，x〉∉R的有序对添加到R中．

同样，构造对称闭包也比较简单，当〈a，b〉∈R，而〈b，a〉∉R时，把有序对〈b，a〉添加到R中．

例如，设A＝｛a，b，c｝，R＝｛〈a，a〉，〈a，b〉，〈b，c〉｝为A上的二元关系．则R的自反闭包

r（R）＝｛〈a，a〉，〈a，b〉，〈b，c〉，〈b，b〉，〈c，c〉｝，对称闭包

s（R）＝｛〈a，a〉，〈a，b〉，〈b，c〉，〈b，a〉，〈c，b〉｝

但构造传递闭包就比较复杂了，下面作详细的讨论．

我们首先用“缺什么，补什么”的方法，讨论例1的传递闭包．

例1　设A＝｛a，b，c，d｝，R＝｛〈a，b〉，〈b，c〉，〈c，d〉｝为A上的二元关系．

因为　〈a，b〉∈R、〈b，c〉∈R，但〈a，c〉∉R

〈b，c〉∈R、〈c，d〉∈R，但〈b，d〉∉R

把有序对〈a，c〉和〈b，d〉添加到R中去，使之扩充为R1，即

R1＝｛〈a，b〉，〈b，c〉，〈c，d〉，〈a，c〉，〈b，d〉｝

此时R1仍然不具有传递性，所以R1不是R的传递闭包．

由于〈a，c〉∈R1、〈c，d〉∈R1，而〈a，d〉∉R1，所以在R1中添加〈a，d〉．使之扩充为R2＝｛〈a，b〉，〈b，c〉，〈c，d〉，〈a，c〉，〈b，d〉，〈a，d〉｝．显然R2具有传递性，所以R2就是R的传递闭包．

用上面的“扩充法”可以构造出关系的传递闭包．但可以看到，过程比较烦琐，也容易出错．下面介绍一种有效算法：Warshall算法．

首先，写出R的关系矩阵MR；依次考察MR的每列，在每列中从上到下找出取值为1的元素．对这些元素按顺序作如下操作：若第i行第j列的元素aij＝1，则将矩阵的第j行元素加（布尔加）到第i行上去．对每进行一次操作后得到的矩阵再重复进行上面的操作，最后得到的矩阵就是R的传递闭包的关系矩阵．

例2　设A＝｛a1，a2，a3，a4｝，R＝｛〈a1，a2〉，〈a2，a3〉，〈a3，a1〉，〈a4，a3〉｝，求R的传递闭包．

解　R的关系矩阵[image: alt]

考察第1列元素，有a31＝1，于是把第1行元素加到第3行上去，得

[image: alt]

考察第2列元素，有a12＝1和a32＝1．对于a12＝1，把第2行元素加到第1行上去；对于a32＝1，把第2行元素加到第3行上去，得到

[image: alt]

考察第3列元素，有a13＝1，a23＝1，a33＝1，a43＝1，于是把第3行元素分别加到第1行，第2行，第3行和第4行去，得到

[image: alt]

考察第4列元素，没有取值为1的元素，故操作终止．最后得到的矩阵MR就是传递闭包t（R）的关系矩阵．

另外，还可以用运算的方法得到关系的闭包．

定理2.3　设R为A上的关系，则有

（1）γ（R）＝R∪R0

（2）s（R）＝R∪R-1

（3）t（R）＝R∪R2∪R3∪…

根据定理2.3，我们可以通过R的关系矩阵MR求γ（R），S（R）和t（R）的关系矩阵Mr，Ms，Ml，即

Mr＝MR＋E

Ms＝MR＋MRT

Ml＝MR＋MR2＋MR3＋…

其中，E是和MR同阶的单位矩阵，MRT是MR的转置矩阵．注意在矩阵相加时对应的元素使用布尔加法．

同样，我们也可以给出求γ（R）、S（R）、t（R）的关系图的方法．设A上关系R的关系图为G，γ（R）、S（R）、t（R）的关系图，分别记为Gl，Gs，Gl的方法，如下：

考查G的每一个结点，如果没有环就加上一个环，最终得到的是Gr．

考查G的每一条边，如果有一条xi到xj的单向边，则在G中加一条xj到xi的反方向边，最终将得到Gs．

从G的每一个结点出发，比如说结点为xi，找出从xi出发的所有2步，3步，……，n步长的路径（n为G中的结点数）．设路径的终点为xj1，xj2，…，xjk，从xi依次连边到xj1，xj2，…，xjk，当检查完所有的结点时就得到Gl．

例3　若R的关系图如图2-7所示．

[image: alt]

图2-7

则它的自反闭包、对称闭包的关系图分别为图2-8，图2-9．

[image: alt]

图2-8

[image: alt]

图2-9

2.4.2　常见错误

错用传递闭包的计算公式，易把公式理解为t（R）＝R∪R2∪R3，导致做题时只计算到R3．事实上，理论上我们应该继续对关系R求幂，直到找到R的各次幂之间的联系，结合这种联系来求传递闭包．

习题2.4

1．设集合A＝｛a，b，c，d｝，R＝｛〈a，a〉，〈a，b〉，〈b，c〉，〈c，b〉，〈a，d〉｝，求R的自反闭包、对称闭包和传递闭包．

2．设集合A＝｛a1，a2，a3，a4，a5｝，R是A上的二元关系，且

[image: alt]

求R的自反闭包、对称闭包和传递闭包．

3．设A＝｛1，2，3，4｝，关系R＝｛〈1，2〉，〈1，4〉，〈3，3〉，〈4，1〉｝，求包含R的最小关系使得它具有以下性质：

（1）自反性和传递性；

（2）对称性和传递性；

（3）自反性、对称性和传递性．

2.5　等价关系与划分

在日常生活或者在科学研究中，我们常常需要对一些事物或某个集合上的元素按照某种方式进行分类．比如进行举重比赛时，需要将运动员按重量级别进行分类，每一个运动员必定属于某一个重量级别，而任何一个运动员不能同时属于两个不同的重量级别．又如对一些几何图形构成的集合，按面积相等关系进行分类，即面积相等的几何图形属于一类，这样，每个几何图形必定属于一类，而且不同类没有公共点．这种对某个集合上的元素按照某种方式进行分类就叫做集合的划分，它是一个非常重要而且应用非常广泛的概念．集合的划分与一种重要的二元关系即等价关系密切相关，等价关系具有良好的性质和广泛的应用．

2.5.1　等价关系

定义2.17　设R为非空集合A上的关系，如果R是自反的、对称的和传递的，则称R为A上的等价关系．设R为一个等价关系，若〈x，y〉∈R，称x等价于y，记作x～y．

例如：

（1）在全体中国人组成的集合上定义“同姓”关系，它具有自反性、对称性、传递性，所以它是一个等价关系．

（2）“朋友”关系不是等价关系，因为它不具有传递性．

（3）集合的“小于等于”关系不是等价关系，因为它不是对称的．

注意：因为∅无自反性，所以∅不是A上的等价关系．

例1　设A＝｛1，2，…，8｝，R＝｛〈x，y〉｜x，y∈A且x≡y（mod3）｝其中x≡y（mod3）叫做x与y模3相等，即x－y可以被3整除．通常称R为A上模3同余关系，不难验证R为A上的等价关系，因为

∀x∈A，有x≡x（mod3）；

∀x，y∈A，若x≡y（mod3），则有y≡x（mod3）；

∀x，y，z∈A，若x≡y（mod3），y≡z（mod3），则有x≡z（mod3）．

它的关系图如图2-10所示，其中1～4～7，2～5～8，3～6．
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图2-10

图2-10中的关系图被分隔成三个互不连通的部分，每部分中的数两两都有关系，不同部分的数则没有关系，这种通过等价关系给出的每一部分叫做等价类．

把模的等价关系推广，对任何正整数n可以定义整数集合Z上模n的等价关系．

R＝｛〈x，y〉｜x，y∈A且x≡y（modn）｝

定义2.18　设R为非空集合A上的等价关系，∀x∈A，令

［x］R＝｛y｜y∈A且xRy｝

称［x］R为x关于R的等价类，简称为x的等价类，简记作［x］．

实际上不难看出，等价类［x］R就是由与元素x等价的元素构成的集合．

例1中集合A中元素的等价类是：

［1］＝［4］＝［7］＝｛1，4，7｝

［2］＝［5］＝［8］＝｛2，5，8｝

［3］＝［6］＝｛3，6｝

对于模n的等价关系，可以根据任何整数除以n（n为正整数）所得余数将它们分类：

余数为0的数，其形式为nz，z∈Z

余数为1的数，其形式为nz＋1，z∈Z

……

余数为n－1的数，其形式为nz＋n－1，z∈Z．

以上构成了n个等价类，使用等价类的符号可记为：

［i］＝｛nz＋i｜z∈Z｝，i＝0，1，…，n－1

定理2.4　设R为非空集合A上的等价关系，则

（1）∀x∈A，［x］是A上的非空子集；

（2）∀x，y∈A，如果xRy，则［x］＝［y］；

（3）∀x，y∈A，如果xRy不成立，则［x］与［y］不交；

（4）所有等价类的并集就是A．

例1中的等价类有三个：｛1，4，7｝，｛2，5，8｝，｛3，6｝，它们的两两交集都是空集，并集就是｛1，2，…，8｝＝A．

定义2.19　设R为非空集合A上的等价关系，以R的所有等价类作为元素的集合称为A关于R的商集，记为A／R．即

A／R＝｛［x］R｜x∈A｝

例1中的商集为｛｛1，4，7｝，｛2，5，8｝，｛3，6｝｝．而Z上模n等价关系的商集为

｛｛nz＋i｝｜z∈Z｝｜i＝0，1，…，n－1｝

例2　（1）非空集合A上的全域关系EA是A上的等价关系，对任意x∈A，有［x］＝A，商集A／EA＝｛A｝．

（2）非空集合A上的恒等关系IA是A上的等价关系，对任意x∈A，有［x］＝｛x｝，商集A／IA＝｛｛x｝｜x∈A｝．

例如，设A＝｛1，2｝，则R＝EA＝｛〈1，1〉，〈1，2〉，〈2，2〉，〈2，1〉｝，因为1R1，2R2，故［1］＝｛1，2｝＝A；又因为2R1，2R2，故［2］＝｛1，2｝＝A．

2.5.2　集合的划分

从等价类的定义可以看出，集合A上等价关系R所形成的等价类，它们两两互不相交，并且并集是集合A．这种将集合划分为若干个不相交的子集的并叫做集合的划分．

定义2.20　设A是非空集合，A1，A2，…，Am是它的非空子集，如果它们满足下列条件：

（1）任意两个集合的交集为空集；

（2）所有子集的并集就是A．

则称π＝｛A1，A2，…，Am｝为集合A的一个划分，称π中的元素为A的划分块．

例3　设A＝｛a，b，c，d｝，π1＝｛｛a，b，c｝，｛d｝｝，π2＝｛｛a，b｝，｛c｝，｛d｝｝，π4＝｛｛a，b｝，｛c｝｝，π5＝｛∅，｛a，b｝，｛c，d｝｝，π6＝｛a，｛a｝｝，｛b，c，d｝｝．则π1和π2是A的划分，其他都不是A的划分．因为π3中的子集｛a｝和｛a，b，c，d｝相交，π4的子集之并是｛a，b，c｝≠A，π5中含有∅，π6中的元素｛a，｛a｝｝不是A的子集．

把商集A／R和划分的定义相比较，易见商集就是A的一个划分，并且不同的商集将对应于不同的划分．反之，任给A的一个划分π，如下定义A上的关系R：

R＝｛〈x，y〉｜x，y∈A且x与y在π的同一划分块中｝

则不难证明R为A上的等价关系，且该等价关系的商集就是π．由此可见，A上的等价关系与A的划分是一一对应的．

例4　给出A＝｛1，2，3｝上所有的等价关系．

解　先做出A的所有划分：π1＝｛｛1｝，｛2｝，｛3｝｝，π2＝｛｛1｝，｛2，3｝｝，π3＝｛｛2｝，｛1，3｝｝，π4＝｛｛1，2｝，｛3｝｝，π5＝｛｛1，2，3｝｝

它们所对应的等价关系是：

R1＝｛〈1，1〉，〈2，2〉，〈3，3〉｝

R2＝｛〈1，1〉，〈2，2〉，〈3，3〉，〈2，3〉，〈3，2〉｝

R3＝｛〈1，1〉，〈2，2〉，〈3，3〉，〈1，3〉，〈3，1〉｝

R4＝｛〈1，1〉，〈2，2〉，〈3，3〉，〈1，2〉，〈2，1〉｝

R5＝A×A

2.5.3　常见错误

（1）对等价关系必须具有的三种性质易混淆．

（2）误解了集合划分的含义，以为如果A1∪A2∪…∪An＝A，π＝｛A1，A2，…，An｝是A的一个划分．事实上还要求A1，A2，…，An两两不交．π＝｛A1，A2，…，An｝才是A的一个划分．

习题2.5

1．设A＝｛1，2，3，4，5，6，7，8，9｝，R是A上的模4同余关系，求关系R．

2．对于给定的集合A和其上的二元关系R，判断R是否为等价关系．

（1）A为实数集，∀x，y∈A，xRy且x－y＝2；

（2）A＝｛1，2，3｝，∀x，y∈A，xRy且x＋y≠3；

（3）A为正整数集，∀x，y∈A，xRy且xy是奇数．

3．设A＝｛1，2，3，4，5，6，7，8，9，10｝，R是A上的模4同余关系．证明R是等价关系，写出所有不同的等价类．

4．设A＝｛a，b，c，d｝，对于A上的等价关系

R＝｛〈a，b〉，〈b，a〉，〈c，d〉，〈d，c〉｝∪IA

画出R的关系图，并求出A中各元素关于R的等价类．

5．考虑单词集合A＝｛sheet，last，sky，wash，wind，sit｝．R1和R2分别是由“具有同样多的字母”和“具有相同的开头字母”定义的等价关系．求由R1和R2确定的商集A／R1和A／R2．

6．设集合A＝｛1，2，3，4，5｝，求下列等价关系所对应的划分．

（1）R是A上的全域关系；

（2）R是A上的恒等关系；

（3）R是A上的模2同余关系．

复习题

1．集合A＝｛1，2，…，10｝上的关系R＝｛〈x，y〉｜x＋y＝10，x∈A，y∈A｝，则R的性质为（　　）．

A．自反的

B．对称的

C．传递的，对称的

D．反自反的，传递的

2．设A＝｛a，b，c｝上的关系如下，有传递性的有（　　）．

A．R1＝｛〈a，c〉，〈c，a〉，〈a，b〉，〈b，a〉｝

B．R2＝｛〈a，c〉，〈c，a〉｝

C．R3＝｛〈a，b〉，〈c，c〉，〈b，a〉，〈b，c〉｝

D．R4＝｛a，a｝

3．设集合A＝｛a，b，c｝，R是A上的二元关系，R＝｛〈a，a〉，〈a，b〉，〈a，c〉，〈c，a〉｝，那么R是（　　）．

A．反自反的

B．反对称的

C．可传递的

D．不可传递的

4．设集合A中有2个元素，则A上的不同二元关系的个数为（　　）．

A．11个

B．14个

C．16个

D．17个

5．已知A＝｛∅，｛∅｝｝，求A×P（A）．

6．列出集合A＝｛2，3，4｝上的恒等关系IA，全域关系EA，小于或等于关系，整除关系．

7．设A＝｛0，1，2，3｝，R是A上的关系，且

R＝｛〈0，0〉，〈0，3〉，〈2，0〉，〈2，1〉，〈2，3〉，〈3，2〉｝给出R的关系矩阵和关系图．

8．设A＝｛〈1，2〉，〈2，4〉，〈3，3〉｝，B＝｛〈1，3〉，〈2，4〉，〈4，2〉｝，求A∪B，A∩B，domB，dom（A∪B），ranA，ranB，ran（A∩B），A－B．

9．设A＝｛a，b，c，d｝，R1，R2为A上的关系，其中

R1＝｛〈a，a〉，〈a，b〉，〈b，d〉｝

R2＝｛〈a，d〉，〈b，c〉，〈b，d〉，〈c，b〉｝求R1[image: alt]R2，R2[image: alt]R1，R12[image: alt]R22．

10．对下面集合S＝｛0，1，2，3｝上的关系，写出它们的元素，作出相应的关系图和关系矩阵．

（1）mR1n，定义为m＋n＝3

（2）mR2n，定义为m≡n（mod2）

（3）mR3n，定义为m≤n

（4）mR4n，定义为m＋n≤4

（5）mR5n，定义为max｛m，n｝＝3

11．设A＝｛0，1，2｝，（1）至（9）给出了A上关系R的元素〈m，n〉应满足的条件．写出这些关系中的元素．

（1）m≤n　　　　（2）m＜n　　　　　（3）m＝n

（4）mn＝0　　　　（5）mn＝m　　　　（6）m＋n∈A

（7）m2＋n2＝2　　（8）m2＋n2＝3　　（9）m＝max｛n，1｝

12．设X＝｛1，2，3，4，5，6，7，8，9｝，判定下面是不是X的划分？

（1）｛｛1，3，6｝，｛2，8｝，｛5，7，9｝｝

（2）｛｛1，5，7｝，｛2，4，8，9｝，｛3，5，6｝｝

（3）｛｛2，4，5，8｝，｛1，9｝，｛3，6，7｝｝

（4）｛｛1，2，7｝，｛3，5｝，｛4，6，8，9｝，｛3，5｝｝

13．设A＝｛1，2，3，4｝，R1＝｛〈1，2〉，〈2，3〉，〈3，4〉｝，R2＝｛〈2，2〉，〈3，4〉，〈4，2〉｝，请求出：

（1）R1[image: alt]R2[image: alt]R12；

（2）R1与R2的自反、对称、以及传递闭包．

14．设集合A＝｛0，1，2，3｝，A上的关系

R＝｛〈x，y〉｜x，y∈A，y＝x＋1或y＝[image: alt]｝

S＝｛〈x，y〉｜x，y∈A，x＝y＋2｝试求R[image: alt]S、S[image: alt]R．

15．设R是自然数集N上的二元关系

R＝｛〈x，y〉｜x，y∈N，x＋y是偶数｝

（1）证明R是等价关系；

（2）求关系R的等价类．


附录1　参考答案

第1章

习题1.1

1．（1）｛2，3，5，7，11，13，17，19｝　（2）｛1，2，3，4，5，6，7｝　（3）｛2，3｝

2．（1）｛x｜x是小于100的奇数｝　（2）｛x｜x＝5k，1≤k≤20且k∈Z｝　（3）｛x｜x＝k2，1≤k≤5且k∈Z｝

3．（1）不成立，反例：A＝｛1｝，B＝｛｛1｝，2｝，C＝｛｛1，2｝，3｝

（2）成立

（3）不成立，反例：A＝｛1｝，B＝｛1，2｝，C＝｛｛1，2｝，3｝

（4）不成立，反例：A＝｛1｝，B＝｛1，2｝，C＝｛｛1，2｝，3｝

4．（1）不一定，反例：A＝｛1｝，B＝｛2｝，C＝｛｛1｝，3｝

（2）不一定，反例：A＝｛1｝，B＝｛｛1｝，2｝，C＝｛｛1｝，4｝

（3）不一定，反例：A＝∅，B＝｛1，2｝，C＝｛∅，5｝

5．（1）不成立　　（2）不成立　　（3）成立　　（4）成立　　（5）成立　　（6）成立　　（7）成立　　（8）不成立

6．（1）｛∅，｛∅｝｝　　（2）｛∅，｛1｝，｛2｝，｛3｝，｛1，2｝，｛1，3｝，｛2，3｝，｛1，2，3｝｝　　（3）｛∅，｛∅｝，｛｛∅｝｝，｛∅，｛∅｝｝｝　（4）｛∅，｛1｝，｛｛2，3｝｝，｛1，｛2，3｝｝｝

习题1.2

1．（1）A∪B＝｛1，3，5，9｝　A∩B＝｛3｝　A♁B＝｛1，5，9｝　A－B＝｛1｝

（2）P（A）＝｛∅，｛1｝，｛3｝，｛1，3｝｝

2．A∪B＝｛｛∅｝，｛∅，1｝，｛1｝，｛1，1∅｝｝　A∩B＝｛｛∅，1｝｝　A－B＝｛｛∅｝，｛1，1，∅｝｝　P（A）＝｛∅，｛｛∅｝｝，｛｛∅，1｝｝，｛｛1，1，∅｝｝，｛｛∅｝，｛∅，1｝｝，｛｛∅｝，｛1，1，∅｝｝，｛｛∅，1｝，｛1，1，∅｝｝，｛｛∅｝，｛∅，1｝，｛1，1，∅｝｝｝

3．（1）｛1，2，3，5，7，9，11｝　（2）｛3｝　（3）｛1，5，7，9，11｝　（4）｛1，9｝　（5）｛3，6，12｝　（6）｛3，4，5，7，8，11｝

4．（1）B∩C　（2）B－C　（3）A∩D　（4）A－B　（5）～（A∪C）

5．略

6．A＝B＝∅

7．（1）A⊆B　（2）A＝B　（3）B＝∅

习题1.3

1．11　2．8　3．（1）132　（2）33　4．（1）2　（2）138

复习题

1．（1）｛1，2，3，4｝　（2）｛11，13，17，19｝　（3）｛12，24，36，48，60｝

2．（1）｛x｜x＜100，x∈N｝　（2）｛x｜x是中国人｝

3．A＝B＝E　C＝D

4．（1）对　（2）错　（3）对　（4）对　（5）对　（6）错　（7）对　（8）错

5．（1）元素：1，2，3

子集：∅，｛1｝，｛2｝，｛3｝，｛1，2｝，｛1，3｝，｛2，3｝，｛1，2，3｝

（2）元素：1，｛2，3｝

子集：∅，｛1｝，｛｛2，3｝｝，｛1，｛2，3｝｝

（3）元素：｛1，｛2，3｝｝

子集：∅，｛1，｛2，3｝｝

（4）元素：∅

子集：∅，｛∅｝

（5）元素：∅，｛∅｝

子集：∅，｛∅｝，｛｛∅｝｝，｛∅，｛∅｝｝

（6）元素：｛∅，8｝，｛8｝

子集：∅，｛｛∅，8｝｝，｛｛8｝｝，｛｛∅，8｝，｛8｝｝

6．（1）｛∅，｛a｝，｛｛b｝｝，｛a，｛b｝｝｝　　（2）｛∅，｛1｝，｛∅｝，｛1，∅｝｝　　（3）｛∅，｛x｝，｛y｝，｛z｝，｛x，y｝，｛x，z｝，｛y，z｝，｛x，y，z｝｝　　（4）｛∅，｛∅｝，｛a｝，｛｛a｝｝，｛∅，a｝，｛∅，｛a｝｝，｛a，｛a｝｝，｛∅，a，｛a｝｝｝

7．（1）｛3｝　（2）｛1，3，5｝　（3）｛2，3，4，5｝　（4）｛2，3，4，5｝　（5）｛3｝　（6）｛3｝　（7）｛2，3，5｝　（8）｛1，2，3，4｝　（9）｛｛3｝，｛1，3｝｝

8．（1）3　（2）阅读《每周新闻》有8人；阅读《时代》有10人；阅读《幸运》有12人

9．4

10．（1）622人　（2）76人　（3）48人　（4）62人　（5）166人　（6）100人　（7）80人

第2章

习题2.1

1．A×B＝｛〈a，x〉，〈a，y〉，〈b，x〉，〈b，y〉｝

B×A＝｛〈x，a〉，〈x，b〉，〈y，a〉，〈y，b〉｝

A×A＝｛〈a，a〉，〈a，b〉，〈b，a〉，〈b，b〉｝

B×B＝｛〈x，x〉，〈x，y〉，〈y，x〉，〈y，y〉｝

2．略　　3．略

4．共有16个关系，依次为：∅，｛〈a，x〉｝，｛〈a，y〉｝，｛〈b，x〉｝，｛〈b，y〉｝，｛〈a，x〉，〈a，y〉｝，｛〈a，x〉，〈b，x〉｝，｛〈a，x〉，〈b，y〉｝，｛〈a，y〉，〈b，x〉｝，｛〈a，y〉，〈b，y〉｝，｛〈b，x〉，〈b，y〉｝，｛〈a，x〉，〈a，y〉，〈b，x〉｝，｛〈a，x〉，〈a，y〉，〈b，y〉｝，｛〈a，y〉，〈b，x〉，〈b，y〉｝，｛〈a，x〉，〈b，x〉，〈b，y〉｝，｛〈a，x〉，〈a，y〉，〈b，x〉，〈b，y〉｝

5．[image: alt]

6．R＝｛〈2，1〉，〈2，2〉，〈2，3〉，〈2，4〉，〈2，5〉，〈3，1〉，〈3，2〉，〈3，3〉，〈3，4〉，〈3，5〉，〈5，1〉，〈5，2〉，〈5，3〉，〈5，4〉，〈5，5〉｝

7．R的表格：

[image: alt]

关系矩阵[image: alt]

关系图：

[image: alt]

8．R的表格：

[image: alt]

关系矩阵[image: alt]

关系图：

[image: alt]

9．R的表格：

[image: alt]

关系矩阵[image: alt]

习题2.2

1．domR＝｛a1，a3｝　ranS＝｛a2，a3，a4｝　R[image: alt]S＝｛〈a1，a2〉，〈a1，a3〉，〈a3，a4〉｝　S[image: alt]R＝｛〈a1，a3〉，〈a1，a4〉｝　R2＝｛〈a1，a1〉，〈a1，a2〉｝　S2＝｛〈a1，a2〉｝

2．（1）R＝｛〈1，1〉，〈1，2〉，〈2，2〉，〈2，3〉，〈3，1〉，〈3，3〉｝

[image: alt]

（2）R＝｛〈1，1〉，〈1，3〉，〈2，2〉，〈3，1〉，〈3，3〉｝

[image: alt]

（3）R＝｛〈2，2〉，〈3，1〉｝

[image: alt]

3．略

4．（1）R[image: alt]S＝｛〈1，x〉，〈2，y〉，〈2，z〉｝

（2）[image: alt]

[image: alt]

习题2.3

1．R具有对称性

2．R＝｛〈1，1〉，〈2，1〉，〈2，2〉，〈3，1〉｝　关系图：R具有反对称性和传递性．

3．R具有对称性

4．R是传递的

5．（1）R＝｛〈a，b〉，〈a，c〉，〈a，a〉｝　（2）R＝｛〈a，a〉，〈b，b〉｝　（3）R＝｛〈a，b〉，〈b，a〉，〈a，c〉｝　（4）R＝｛〈a，a〉，〈a，c〉｝

6．（1）64　（2）93　（3）9

7．（1）反对称　（2）反对称　（3）反自反和对称

习题2.4

1．r（R）＝｛〈a，a〉，〈b，b〉，〈c，c〉，〈d，d〉，〈a，b〉，〈b，c〉，〈c，b〉，〈a，d〉｝

　　s（R）＝｛〈a，a〉，〈a，b〉，〈b，a〉，〈b，c〉，〈c，b〉，〈a，d〉，〈d，a〉｝

　　t（R）＝｛〈a，a〉，〈a，b〉，〈b，c〉，〈c，b〉，〈a，d〉，〈a，c〉，〈b，b〉，〈c，c〉｝

2．r（R）＝｛〈a1，a1〉，〈a1，a2〉，〈a1，a4〉，〈a2，a1〉，〈a3，a1〉，〈a3，a3〉，〈a4，a3〉，〈a5，a1〉，〈a5，a3〉，〈a2，a2〉，〈a4，a4〉，〈a5，a5〉｝

　　s（R）＝｛〈a1，a1〉，〈a1，a2〉，〈a1，a4〉，〈a2，a1〉，〈a3，a1〉，〈a3，a3〉，〈a4，a3〉，〈a5，a1〉，〈a5，a3〉，〈a4，a1〉，〈a1，a3〉，〈a3，a4〉，〈a1，a5〉，〈a3，a5〉｝

　　t（R）＝｛〈a1，a1〉，〈a1，a2〉，〈a1，a4〉，〈a2，a1〉，〈a3，a1〉，〈a3，a3〉，〈a4，a3〉，〈a5，a1〉，〈a5，a3〉，〈a1，a3〉，〈a2，a2〉，〈a2，a4〉，〈a3，a2〉，〈a3，a4〉，〈a4，a1〉，〈a5，a2〉，〈a5，a4〉，〈a2，a3〉，〈a4，a2〉，〈a4，a4〉｝

3．（1）｛〈1，2〉，〈1，4〉，〈3，3〉，〈4，1〉，〈1，1〉，〈2，2〉，〈4，4〉｝

（2）｛〈1，2〉，〈1，4〉，〈3，3〉，〈4，1〉，〈2，1〉，〈1，1〉，〈2，2〉，〈4，4〉｝

（3）｛〈1，2〉，〈1，4〉，〈3，3〉，〈4，1〉，〈2，1〉，〈1，1〉，〈2，2〉，〈4，4〉，〈4，2〉，〈2，4〉｝

习题2.5

1．R＝｛〈1，1〉，〈1，5〉，〈1，9〉，〈2，2〉，〈2，6〉，〈3，3〉，〈3，7〉，〈4，4〉，〈4，8〉，〈5，5〉，〈5，1〉，〈5，9〉，〈6，6〉，〈6，2〉，〈7，7〉，〈7，3〉，〈8，8〉，〈8，4〉，〈9，9〉，〈9，1〉，〈9，5〉｝

2．（1）否　（2）是　（3）否

3．证明略

［1］＝［5］＝［9］＝｛1，5，9｝，［2］＝［6］＝［10］＝｛2，6，10｝，［3］＝［7］＝｛3，7｝，［4］＝［8］＝｛4，8｝

4．关系图：

[image: alt]

［a］＝［b］＝｛a，b｝　［c］＝［d］＝｛c，d｝

5．A／R1＝｛｛last, wash, wind｝，｛sky, sit｝｝

A／R2＝｛｛sheet, sky, sit｝，｛wash, wind｝｝

6．（1）π＝｛｛1，2，3，4，5｝｝　（2）π＝｛｛1｝，｛2｝，｛3｝，｛4｝，｛5｝｝　（3）π＝｛｛1，3｝，｛2，4｝，｛5｝｝

复习题

1．B　2．D　3．D　4．C

5．A×P（A）＝｛〈∅，∅〉，〈∅，｛∅｝〉，〈∅，｛｛∅｝｝〉，〈∅，｛∅，｛∅｝｝〉，〈｛∅｝，∅〉，〈｛∅｝，｛∅｝〉，〈｛∅｝，｛｛∅｝｝〉，〈｛∅｝，｛∅，｛∅｝｝〉｝

6．IA＝｛〈2，2〉，〈3，3〉，〈4，4〉｝

　　EA＝｛〈2，2〉，〈2，3〉，〈2，4〉，〈3，2〉，〈3，3〉，〈3，4〉，〈4，2〉，〈4，3〉，〈4，4〉｝

　　LA＝｛〈2，2〉，〈2，3〉，〈2，4〉，〈3，3〉，〈3，4〉，〈4，4〉｝

　　DA＝｛〈2，2〉，〈2，4〉，〈3，3〉，〈4，4〉｝

7．[image: alt]

关系图：

[image: alt]

8．A∪B＝｛〈1，2〉，〈2，4〉，〈3，3〉，〈1，3〉，〈4，2〉｝　A∩B＝｛〈2，4〉｝

domB＝｛1，2，4｝　dom（A∪B）＝｛1，2，3，4｝　ranA＝｛2，3，4｝　ranB＝｛2，3，4｝　ran（A∩B）＝｛4｝　A－B＝｛〈1，2〉，〈3，3〉｝

9．R1[image: alt]R2＝｛〈a，d〉，〈a，c〉｝　R2[image: alt]R1＝｛c，d｝　R12[image: alt]R22＝｛〈a，b〉｝

10．（1）R1＝｛〈0，3〉，〈1，2〉，〈2，1〉，〈3，0〉｝

（2）R2＝｛〈0，0〉，〈0，2〉，〈1，1〉，〈1，3〉，〈2，2〉，〈2，0〉，〈3，3〉，〈3，1〉｝

（3）R3＝｛〈0，0〉，〈0，1〉，〈0，2〉，〈0，3〉，〈1，1〉，〈1，2〉，〈1，3〉，〈2，2〉，〈2，3〉，〈3，3〉｝

（4）R4＝｛〈0，0〉，〈0，1〉，〈0，2〉，〈0，3〉，〈1，0〉，〈1，1〉，〈1，2〉，〈1，3〉，〈2，0〉，〈2，1〉，〈2，2〉，〈3，0〉，〈3，1〉｝

（5）R5＝｛〈0，3〉，〈1，3〉，〈2，3〉，〈3，3〉，〈3，0〉，〈3，1〉，〈3，2〉｝

11．（1）｛〈0，0〉，〈0，1〉，〈0，2〉，〈1，1〉，〈1，2〉，〈2，2〉｝

（2）｛〈0，1〉，〈0，2〉，〈1，2〉｝

（3）｛〈0，0〉，〈1，1〉，〈2，2〉｝

（4）｛〈0，0〉，〈0，1〉，〈0，2〉，〈1，0〉，〈2，0〉｝

（5）｛〈0，0〉，〈0，1〉，〈0，2〉，〈1，1〉，〈2，1〉，〈3，1〉｝

（6）｛〈0，0〉，〈0，1〉，〈0，2〉，〈1，0〉，〈1，1〉，〈2，0〉｝

（7）｛〈1，1〉｝

（8）∅

（9）｛〈1，0〉，〈1，1〉，〈2，2〉｝

12．（1）不是　（2）不是　（3）是　（4）不是

13．（1）｛〈1，4〉，〈3，4〉｝

（2）r（R1）＝｛〈1，1〉，〈2，2〉，〈3，3〉，〈4，4〉，〈1，2〉，〈2，3〉，〈3，4〉｝

　　　s（R1）＝｛〈1，2〉，〈2，1〉，〈2，3〉，〈3，2〉，〈3，4〉，〈4，3〉｝

　　　t（R1）＝｛〈1，2〉，〈2，3〉，〈3，4〉，〈1，3〉，〈2，4〉，〈1，4〉｝

　　　r（R2）＝｛〈1，1〉，〈2，2〉，〈3，3〉，〈4，4〉，〈3，4〉，〈4，2〉｝

　　　s（R2）＝｛〈2，2〉，〈3，4〉，〈4，3〉，〈4，2〉，〈2，4〉｝

　　　t（R2）＝｛〈2，2〉，〈3，4〉，〈4，2〉，〈3，2〉｝

14．R[image: alt]S＝｛〈1，0〉，〈2，1〉｝　S[image: alt]R＝｛〈2，1〉，〈2，0〉，〈3，2〉｝

15．（1）略　（2）｛｛0，2，4，…，｝，｛1，3，5，…｝｝


附录2　阅读材料

康托与集合论

[image: alt]

康托（1845—1918）

康托是19世纪末20世纪初德国伟大的数学家，集合论的创立者，是数学史上最富有想象力，最有争议的人物之一。19世纪末他所从事的关于连续性和无穷的研究从根本上背离了数学中关于无穷的使用和解释的传统，从而引起了人们激烈的争论乃至严厉的谴责。然而数学的发展最终证明康托是正确的。他所创立的集合论被誉为20世纪最伟大的数学创造，集合概念大大扩充了数学的研究领域，给数学结构提供了一个基础，集合论不仅影响了现代数学，而且也深深影响了现代哲学和逻辑。

1．康托的生平

1845年3月3日，乔治·康托生于俄国的一个丹麦—犹太血统的家庭。1856年康托和他的父母一起迁到德国的法兰克福。像许多优秀的数学家一样，他在中学阶段就表现出一种对数学的特殊敏感，并不时地得出令人惊奇的结论。他的父亲力促他学工，因而康托在1863年怀着这个目的进入了柏林大学。这时柏林大学正在成为一个数学教学与研究的中心。康托很早就向往这所由外尔斯托拉斯为首的世界数学中心之一。所以在柏林大学，康托受了外尔斯托拉斯的影响而转到纯粹的数学学习上。1869年他取得在哈勒大学任教的资格，不久后就升为副教授，并在1879年升为正教授。1874年康托在克列勒的《数学杂志》上发表了关于无穷集合理论的第一篇革命性文章。数学史上一般认为这篇文章的发表标志着集合论的诞生。这篇文章的创造性引起人们的注意。在以后的研究中，集合论和超限数成为康托研究的主流，他一直在这方面发表论文。1897年，过度的思维劳累以及强烈的外界刺激曾使康托患了精神分裂症。这一难以消除的病根在他后来30多年间一直断断续续影响着他的生活。1918年1月6日，康托在哈勒大学的精神病院中去世。

2．集合论的背景

为了较清楚地了解康托在集合论上的工作，先介绍一下集合论产生的背景。

集合论在19世纪诞生的基本原因，来自数学分析基础的批判运动。数学分析的发展必然涉及无穷概念。在18世纪，由于无穷概念没有精确的定义，使微积分理论不仅遇到严重的逻辑困难，而且还使实无穷概念在数学中信誉扫地。19世纪上半叶，柯西给出了极限概念的精确描述。在这基础上建立起连续、导数、微分、积分以及无穷级数的理论。正是这19世纪发展起来的极限理论相当完美地解决了微积分理论所遇到的逻辑困难。但是，柯西并没有彻底完成微积分的严密化。柯西思想有一定的模糊性，甚至产生逻辑矛盾。19世纪后期的数学家们发现使柯西产生逻辑矛盾的问题的原因在于奠定微积分基础的极限概念上。严格地说，柯西的极限概念并没有真正地摆脱几何直观，使其建立在纯粹严密的算术的基础上。于是，许多受分析基础危机影响的数学家致力于分析的严格化。在这一过程中，都涉及对微积分的基本研究对象——连续函数的描述。在数与连续性的定义中，有涉及关于无限的理论。因此，无限集合在数学上的存在问题又被提出来了。这自然也就导致寻求无限集合的理论基础的工作。总之，为寻求微积分彻底严密的算术化倾向，成了集合论产生的一个重要原因。

3．集合论的建立

康托在柏林大学的导师是外尔斯托拉斯，库曼和克罗内克。库曼教授是数论专家，他以引进理想数并大大推动费马大定理的研究而举世闻名。克罗内克是一位大数学家，当时许多人都以得到他的赞许为荣。外尔斯托拉斯是一位优秀教师也是一位大数学家。他给数学分析奠定了一个精确而稳定的基础。正是由于这些人的影响，康托对数论较早产生兴趣，并集中精力对高斯所留下的问题作了深入的研究。他的毕业论文就是关于＋＋＝0的素数问题。这是高斯在算术研究中提出而未解决的问题。这篇论文写得相当出色，它足以证明作者具有深刻的洞察力和对优秀数学思想的继承能力。然而，他的超穷集合论的创立，并没有对早期对数论的研究有所帮助。相反，他很快接受了数学家海涅的建议转向了其他领域。海涅鼓励康托研究一个十分有趣，也是较困难的问题：任意函数的三角级数的表达式是否唯一？对康托来说这个问题是促使他建立集合论的最直接原因。函数可用三角级数表示，最早是在1822年由傅立叶提出来的。此后对于间断点的研究，越来越成为分析领域中引人注目的问题，从19世纪30年代起，不少杰出的数学家从事着对不连续函数的研究，并且都在一定程度上与集合这一概念挂起了钩。这就为康托最终建立集合论创造了条件。1870年，海涅证明，如果表示一个函数的三角级数在区间［-π，π］中去掉函数间断点的任意小邻域后剩下的部分上是一致收敛的，那么级数是唯一的。至于间断点的函数情况如何，海涅没有解决。康托开始着手解决这个以如此简洁的方式表达的唯一性问题。于是，他跨出了集合论的第一步。

康托一下子就表现出比海涅更强的研究能力。他决定尽可能多地取消限制，当然这会使问题本身增加难度。为了给出最有普遍性的解，康托引进了一些新的概念。在其后的三年中，康托先后发表了五篇有关这一题目的文章。1872年当康托将海涅提出的一致收敛的条件减弱为函数具有无穷个间断点的情况时，他已经将唯一性结果推广到允许例外值是无穷集的情况。康托1872年的论文是从间断点问题过度到点集论的极为重要的环节，使无穷点集成为明确的研究对象。

集合论里的中心，难点是无穷集合这个概念本身。从希腊时代以来，无穷集合很自然地引起数学家们和哲学家们的注意。而这种集合的本质以及看来是矛盾的性质，很难像有穷集合那样来把握它。所以对这种集合的理解没有任何进展。早在中世纪，人们已经注意到这样的事实：如果从两个同心圆出发画射线，那么射线就在这两个圆的点与点之间建立了一一对应，然而两圆的周长是不一样的。16世纪，伽利略还举例说，可以在两个不同长的线段ab与cd之间建立一一对应，从而想象出它们具有同样多的点。他又注意到正整数可以和它们的平方构成一一对应，只要使每个正整数同它们的平方对应起来就行。但这导致无穷大的不同的“数量级”，伽利略以为这是不可能的。因为所有无穷大都一样大。

不仅是伽利略，在康托之前的数学家大多不赞成在无穷集之间使用一一对应的比较手段，因为它将出现部分等于全体的矛盾。高斯明确表态：“我反对把一个无穷量当作实体，这在数学中是从来不允许的。无穷只是一种说话的方式……”柯西也不承认无穷集合的存在。他不能允许部分同整体构成一一对应这件事。当然，潜无穷在一定条件下是便于使用的，但若把它作为无穷观测是片面的。数学的发展表明，只承认潜无穷，否认实无穷是不行的。康托把时间用到对研究对象的深沉思考中。他要用事实来说明问题，说服大家。康托认为，一个无穷集合能够和它的部分构成一一对应不是什么坏事，它恰恰反映了无穷集合的一个本质特征。对康托来说，如果一个集合能够和它的一部分构成一一对应，它就是无穷的。他定义了基数、可数集合等概念，并且证明了实数集是不可数的，代数数是可数的。康托最初的证明发表在1874年的一篇题为《关于全体实代数数的特征》的文章中，它标志着集合论的诞生。

随着实数不可数性质的确立，康托又提出一个新的、更大胆的问题。1874年，他考虑了能否建立平面上的点和直线上的点之间的一一对应。从直观上说，平面上的点显然要比线上的点要多得多。康托自己起初也是这样认识的。但三年后，康托宣布：不仅平面和直线之间可以建立一一对应，而且一般的n维空间也可以与直线建立一一对应！这一结果是出人意料的。就连康托本人也觉得“简直不能相信”。然而这又是明摆的事实，它说明直观是靠不住的，只有靠理性才能发现真理，避免谬误。

既然维空间与直线具有相同的基数（康托认为可建立一一对应的集合有相同的基数），于是，康托在1879—1884年间集中于线性连续统的研究，相继发表了六篇系列文章，汇集成《关于无穷的线性点集》。前四篇直接建立了集合论的一些重要结果，包括集合论在函数论等方面的应用。其中第五篇发表在1883年，它的篇幅最长，内容也最丰富。它不仅超出了线性点集的研究范围，而且给出了超穷数的一个完全一般的理论，其中借助良序集的序型引进了超穷序数的整个谱系。同时还专门讨论了由集合论产生的哲学问题，包括回答反对者们对康托所采取的实无穷立场的非难。这篇文章对康托是极为重要的。1883年，康托将它以《集合论基础》为题作为专著单独出版。

《集合论基础》的出版，是康托数学研究的里程碑。其主要成果是引进了作为自然数系的独立和系统扩充的超穷数。康托清醒地认识到，他这样做是一种大胆的冒进。“我很了解这样做将使我自己处于某种与数学中关于无穷和自然数性质的传统观念相对立的地位，但我深信，超穷数终将被承认是对数概念最简单、最适当和最自然的扩充”。《集合论基础》是康托关于早期集合理论的系统阐述，也是他做出具有深远影响的特殊贡献的开端。

康托于1895年和1897年先后发表了两篇对超限数理论具有决定意义的论文。在该文中，他改变了早期用公理定义（序）数的方法，采用集合作为基本概念。他给出了超限基数和超限序数的定义，引进了它们的符号；依势的大小把它们排成一个“序列”；规定了它们的加法，乘法和乘方……到此为止，康托所能做的关于超限基数和超限序数理论已臻于完成。但是集合论的内在矛盾开始暴露出来。康托自己首先发现了集合论的内在矛盾。他在1895年的文章中遗留下两个悬而未决的问题：一个是连续统假说；另一个是所有超穷基数的可比较性。他虽然认为无穷基数有最小数而没有最大数，但没有明显叙述其矛盾之处。一直到1903年罗素发表了他的著名悖论。集合论的内在矛盾才突出出来，成为20世纪集合论和数学基础研究的出发点。

4．对康托集合论的不同评价

康托的集合论是数学上最具有革命性的理论。他处理了数学上最棘手的对象——无穷集合。因此，他的发展道路也自然很不平坦。他抛弃了一切经验和直观，用彻底的理论来论证，因此他所得出的结论既高度地令人吃惊、难以置信，又确确实实、毋庸置疑。数学史上没有比康托更大胆的设想和采取的步骤了。因此，它不可避免地遭到了传统思想的反对。

19世纪被普遍承认的关于存在性的证明是构造性的。你要证明什么东西存在，那就要具体地造出来。因此，人只能从具体的数或形出发，一步一步经过有限多步得出结论来。至于“无穷”，许多人更是认为它是一个超乎于人的能力所能认识的世界，不要说去数它，就是它是否存在也难以肯定，而康托竟然“漫无边际地”去数它，去比较它们的大小，去设想没有最大基数的无穷集合的存在，这自然遭到反对和斥责。

集合论最激烈的反对者是克罗内克，他认为只有他研究的数论及代数才最可靠。因为自然数是上帝创造的，其余的是人的工作。他对康托的研究对象和论证手段都表示强烈的反对。由于柏林是当时的数学中心，克罗内克又是柏林学派的领袖人物，所以他对康托及其集合论的发展前途的阻碍作用是非常大的。另一位德国的知觉主义者魏尔认为，康托把无穷分成等级是“雾上之雾”。法国数学界的权威人物庞加莱曾预言：我们的“后一代将把（康托的）集合论当作一种疾病”，等等。由于两千年来无穷概念数学带来的困难，也由于反对派的权威地位，康托的成就不仅没有得到应有的评价，反而受到排斥。1891年，克罗内克去世之后，康托的处境开始好转。

另一方面，许多大数学家支持康托的集合论。除了狄德金以外，瑞典的数学家米大格·列夫勒在自己创办的国际性数学杂志上把康托的集合论的论文用法文转载，从而大大促进了集合论在国际上的传播。1897年在第一次国际数学家大会上，霍尔维次在对解析函数的最新进展进行概括时，就对康托的集合论的贡献进行了阐述。三年后的第二次国际数学大会上，为了捍卫集合论而勇敢战斗的希尔伯特又进一步强调了康托工作的重要性。他把连续统假设列为20世纪有待解决的23个主要数学问题之首。希尔伯特宣称：“没有人能把我们从康托为我们创造的乐园中驱逐出去。”特别自1901年勒贝格积分产生以及勒贝格的测度理论充实了集合论之后，集合论得到了公认，康托的工作获得崇高的评价。当第三次国际数学大会于1904年召开时，“现代数学不能没有集合论”已成为大家的看法。康托的声望得到了举世公认。

5．集合论的意义

集合论是现代数学中重要的基础理论。它的概念和方法已经渗透到代数、拓扑和分析等许多数学分支以及物理学和质点力学等一些自然科学学科，为这些学科提供了奠基的方法，改变了这些学科的面貌。几乎可以说，如果没有集合论的观点，很难对现代数学获得一个深刻的理解。所以集合论的创立不仅对数学基础的研究有重要意义，而且对现代数学的发展也有深远的影响。

康托一生经受磨难。他以及其集合论受到粗暴攻击长达十年。康托虽曾一度对数学失去兴趣，而转向哲学、文学，但始终不能放弃集合论。康托能不顾众多数学家、哲学家甚至神学家的反对，坚定地捍卫超穷集合论，与他的科学家气质和性格是分不开的。康托的个性形成在很大程度上受到他父亲的影响。他的父亲乔治·瓦尔德玛·康托在福音派新教的影响下成长，是一位精明的商人，明智且有天分。他的那种深笃的宗教信仰和强烈的使命感带给康托以勇气和信心。正是这种坚定、乐观的信念使康托义无反顾地走向数学家之路并真正取得了成功。

今天集合论已成为整个数学大厦的基础，康托也因此成为数学史上最伟大的数学家之一。


参考文献

1．徐凤生．离散数学及其应用．北京：机械工业出版社，2006

2．李大友．离散数学．北京：清华大学出版社，2002

3．方景龙，王毅刚．应用离散数学．北京：人民邮电出版社，2005

4．邹阿金．离散数学典型例题与解法．北京：国防科技大学出版社，2003

5．晋良颖．数据结构．北京：人民邮电出版社，2002

6．张忠志．离散数学．北京：高等教育出版社，2000

7．席德勋．离散数学应用教程．北京：科学出版社，2004

8．李俊锋，冯刚．离散数学．北京：清华大学出版社，2006

9．王俊邦，罗振声．趣味离散数学．北京：北京大学出版社，1998

10．王双，刘福荣．离散数学．哈尔滨：哈尔滨工业大学出版社，2006

images/00070.jpeg
& ‘@ o
~ - o
e~ g

Mg =





images/00089.jpeg





images/00083.jpeg





images/00056.jpeg
ZEi






images/00095.jpeg
RdiRd
RdiRd
RdiRd
i
RdindiRs
Rdinding
Rdindins





images/00017.jpeg
[AUBUCI=[AUB UC|
=|AUBI+I[Cl—[AUBNCI
=|A|+|B|—|ANB|+[CI—[(ANOUBNO|
=|Al+|BI+IClI—1ANBI—(ANCI

+IBNCI—lANCNBNCD

=|Al+1BI+ICI=lANBI=|ANC|—=|BNC|+
[ANBNC|





images/00030.jpeg
%






images/00001.jpeg
[(GEEXY X





images/00088.jpeg





images/00040.jpeg
{





images/00047.jpeg
BF





images/00102.jpeg





images/00105.jpeg





images/00026.jpeg





images/00041.jpeg
R, UR,={(1.1).(1.2).(2.3).(3.,1),(3.3).(2.1).(2.2)
RiNR:=1{(1,1),(1,2),(3,3>}
R, —R,={(2,3),(3,1)}
~R; ={(1,3),(2,1),(2,2),(3,2)}
Ri®DR, =R UR)—(RiNR)
=42 AR, 2% A3 45,15}





images/00027.jpeg





images/00104.jpeg





images/00067.jpeg
o ~ o

o o o





images/00071.jpeg
My =[a;]





cover.jpeg





images/00075.jpeg
R,°R,=1{<1,1),(2,2),(3,3),(3,2),(3,1),(1,2),(1,3),(2

3).(2, 1) }ER,
R,°R, <R,
R =161 354216595 48141904 8.3 MER,





images/00059.jpeg





images/00022.jpeg
D)





images/00037.jpeg
NNV

VA EVAEVAEVE IV}






images/00018.jpeg





images/00060.jpeg





images/00099.jpeg
© o o
© ~ o
© o o
BE_= =





images/00076.jpeg
fieik

R

ROES

RER

HR

~

AR

R
R NR.
R, UR,
R —R.

Ri“R;






images/00021.jpeg
mT2d—x) TzT2=13
[y2+2(4—1-)+z=9
ly3+2(4—1)+z:10

wiFsgty 3 —a) Fa=10





images/00085.jpeg





images/00036.jpeg
La=1(1,17,(1,2),(1.3),(1,4)>.(1,5),(2,2),(2,3),
(2,47,(2,5),(3,3),(3,4),(3,5),(4,4),(4,5),
(5.,5%}





images/00050.jpeg





images/00093.jpeg
W

1
0 0 0

1

0 0 0 1
100 0
01
00

1
0
0

0
0

0
1

00 0

0

0 0 0
L

1
0

1






images/00011.jpeg
Uai=AUA U UA,

AA=ANA N NA,






images/00007.jpeg





images/00046.jpeg
BT

RFE





images/00103.jpeg





images/00009.jpeg





images/00066.jpeg
Mg = (Mp)"





images/00031.jpeg





images/00048.jpeg
BT





images/00072.jpeg





images/00025.jpeg





images/00033.jpeg
0 0 0

1





images/00064.jpeg
© © o —~
© © = o
© - o o

- © o o






images/00016.jpeg
E

AUB

&

N
5
=

E

D

o

A—B






images/00057.jpeg





images/00082.jpeg





images/00094.jpeg





images/00020.jpeg
lAUBUCI=IAl+IBI+ICl—|ANBI—|ANCI—|BNC|+
IANBNCI
=95+128+82—61—51—10+30
=183





images/00098.jpeg
- o ~

- o —

M[





images/00077.jpeg





images/00061.jpeg





images/00101.jpeg
1 0 0]
Mg.s=1{0 1 1| Mzs=MzgeMs
0O 0 0)





images/00044.jpeg
3——3

6——2

GoF





images/00005.jpeg
c





images/00013.jpeg
(= liez)






images/00029.jpeg





images/00052.jpeg





images/00087.jpeg





images/00091.jpeg





images/00068.jpeg
© o o
- ~ ©

o o 9
v = 9

My,





images/00100.jpeg





images/00045.jpeg
SR

B3R

=%






images/00058.jpeg
S

B0

L





images/00019.jpeg





images/00074.jpeg
RiNR =R LI,
R,NR, Iy
(YR~ = 81, 15,48, 3 £ 5. 35 1,






images/00023.jpeg
Ca)






images/00035.jpeg
0 0 0 0

i

0

0 0 0 0 0

0

10 00

0 0

1
1

00 0 0 0

0 0 0

%





images/00062.jpeg
© © = o

© - o ©

~ © o ©

© ~ o o
e & o





images/00004.jpeg





images/00012.jpeg
UA=A, UA, U+

AA=ANA,N-





images/00008.jpeg





images/00086.jpeg





images/00049.jpeg





images/00090.jpeg





images/00069.jpeg





images/00053.jpeg





images/00028.jpeg





images/00065.jpeg
GR?





images/00032.jpeg
2 {a;+b;) €R
% s CansBYER





images/00024.jpeg
&





images/00073.jpeg
R, =11,17.(2,17,(3,1).,(1,2),{1,3) } =R,
Ry =029, (1, 3012 R,

$0151) 48,25 E8,8) (1,25 (8,13 ,42,8) | 5R,





images/00079.jpeg
© ~ o ~
-~ © = ©°

© o ~ o
& ri &

My





images/00096.jpeg





images/00055.jpeg





images/00014.jpeg





images/00002.jpeg
a

{h.e}






images/00043.jpeg
F71={(3,3),(2,6)}
FeG=1{(6,2)} GoF=142.,3)}





images/00063.jpeg
~ o o ©

- © o 9
2 2 9

_—
© o = o

© - o o
-~ o o °
o~ 2 9
© o - o

© - o o

-~ © o ©

 WTEra—T— |
-~ o o o

© ~ o o

-~ o o o

e — o 9

o o ~ o

o - o ©

-~ o o ©

o ~ o o
2= 2 o

———
© - o o

-~ o o ©

© - o o

o0 o o o

M=MM=

o - o ©

=
E

M#*2 MM =

— MM

M





images/00034.jpeg
(a;»a;)€R
(@i a,) &R





images/00080.jpeg





images/00010.jpeg





images/00006.jpeg





images/00015.jpeg
UA,={0}U{1}U{2}-+=N

=1





images/00054.jpeg
EF






images/00003.jpeg





images/00097.jpeg





images/00081.jpeg





images/00092.jpeg





images/00051.jpeg
%F






images/00078.jpeg
o ~ o =
-~ © o ©

© ©o ~ o
B2 T &

My





images/00038.jpeg
S
- - ~ o o
-~ - © o o

o o o o o
2 & & B

My





images/00039.jpeg
a;

a b






images/00084.jpeg





images/00042.jpeg





