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0．预备知识

§0.1　集合与映射

谈论任何数学，总是离不开用集合论的符号和术语，集合论主要由George Boole（布尔）（1815—1864）和Georg Cantor（康托尔）（1845—1918）建立起来的，它对20世纪数学的发展有深远的影响。它统一了许多看似没有关联的数学概念，满足逻辑要求的集合论是一个相当复杂的理论，幸运的是它包含的基本概念不多，经过讨论我们可以很快掌握一些在数学上常用的词汇。在本章第一节，我们让大家熟悉一下本书将会采用的与集合有关的一些符号和词汇。

在数学上，一个集合是指一些可确定、可分辨的事物构成的整体，我们常用大写字母来记集合：A，B，C，…，X，Y，Z．下面是一些在本书常看到的一些数集合：

[image: alt]

组成一个集合的成员是这个集合的元素，通常用小写字母来标记：a，b，c，…x，y，z．

定义0.1.1

（1）a∈X表示a是X的一个元素。

（2）a∉X表示a不是X的一个元素。

给出一个集合的方法有两种：

（1）列出集合的所有元素。例如

X＝｛a,e,i,o,u｝

是一个由5个元素组成的有限集合。自然数、正整数和整数分别是

[image: alt]

它们是含有无穷多个元素的无限集合。

（2）给出集合的一切元素所满足的属性。集合

X＝｛x｜P（x）｝

表示X是由满足性质P（x）的全体x构成，如有理数可表为

[image: alt]

又如

[image: alt]

是指全部大于或等于0且小于或等于1的实数。

定义0.1.2　设A，B为集合。如果B中的每一个元素都是A中的元素，则称B为A的子集。这时也称B被A包含或A包含B，记为

B⊂A．

上面提到的数集合有下面包含关系：

[image: alt]

我们称一个不包含任何元素的集合为空集，记为⌀．显然⌀是每一个集合的子集。

定义0.1.3　设A，B为集合，如果A⊂B且B⊂A，称A与B相等．记作

A＝B．

显然A与B相等当且仅当A中的元素和B中的元素完全相同。

设[image: alt]虽然它们表出的形式不一样，但A和B包含的元素是一样的，所以A＝B．集合中元素的重复和次序是不重要的，如｛1,2｝＝｛2,1｝＝｛1,2,1｝．

每一个集合本身也是它自己的一个子集。如果B⊂A并且B≠A，则称B是A的真子集。

从给定的集合，我们可以构造一些新集合。下面是最常用的集合的基本运算：

定义0.1.4　设A，B为集合。

（1）A与B的并集是

A∪B＝｛x｜x∈A或者x∈B｝．

（2）A与B的交集是

A∩B＝｛x｜x∈A并且x∈B｝．

（3）A与B的差集是

A－B＝｛x｜x∈A并且x∉B｝．

（4）若B⊂A，也称A－B为B关于A的补集或余集，记为[image: alt]．

这些运算，可以用图（图0.1）来说明，在习题中，我们将列出一些集合运算的性质。

[image: alt]

图0.1　集合运算

定义0.1.5　设a，b∈[image: alt]，a＜b.

（1）称集合

[image: alt]

为[image: alt]的一个开区间，a和b分别是其左端点和右端点，它们不在集合（a,b）中。

（2）称集合

[image: alt]

为[image: alt]的一个闭区间，a和b分别是其左端点和右端点，它们都在［a,b］中。

（3）称集合

[image: alt]

为[image: alt]的半开半闭区间，a和b分别是左端点和右端点，如图0.2所示。

[image: alt]

图0.2　[image: alt]的区间

（4）引进记号＋∞（读作正无穷大）和－∞（读作负无穷大）如下

[image: alt]

称上面集合为无穷区间，它们只有左端点或者只有右端点。

（5）对于[image: alt]称（a－ε,a＋ε）为a的ε邻域，记作N（a,ε）．如果我们不关心区间的大小，可以将ε略去，称为a的一个邻域，记为N（a）．

积集或Descartes（笛卡儿）积是另外一个构造新集合的方法。

定义0.1.6　设A，B为集合。A与B的积集是

A×B＝｛（x,y）｜x∈A,y∈B｝，

其中（x,y）是一个有序对（也称序偶），即x与y的次序是重要的，先x，后y，两个序偶（x,y）与（x′,y′）相等当且仅当x＝x′，y＝y′，如图0.3所示。

[image: alt]

图0.3　积集

设A＝｛a，b｝，B＝｛α,β,γ｝，则A×B＝｛（a,α）,（a,β）,（a,γ）,（b,α）,（b,β）,（b,γ）｝．

很明显，如果A≠B，则A×B≠B×A．

如果A＝B，则将A×A写成A2．设[image: alt]则A2是一个边长为1的正方形（包括内部）。

取[image: alt]则

[image: alt]

就是我们熟知的平面。

如果取[image: alt]则

[image: alt]

记之为[image: alt]

我们学习的微积分将建立在集合[image: alt]和[image: alt]内，分别称为一维、二维和三维欧氏空间。

一个映射将一个集合X的元素对应于另外一个集合Y的元素，但是这种对应需要满足一些条件。

定义0.1.7　设X，Y为集合。

（1）若对于X中的每个元素x，按照某一法则f，在Y中有唯一确定的元素y（记作y＝f（x））与它对应，则称f为从X到Y内的一个映射，记为

f∶X→Y，

称X为映射f的定义域，Y为映射f的值集。

（2）称与x∈X对应的f（x）∈Y为x在f下的象。若A⊂X，称

f（A）＝｛f（x）｜x∈A｝⊂Y

为A在f下的象。称f（X）为f的值域。

（3）称G＝｛（x,f（x））｜x∈X｝⊂X×Y为映射f的图形。

一个映射由三个部分组成：（1）定义域的集合X；（2）包含值域的值集Y；（3）法则f．两个映射f∶X→Y和g∶A→B相等当且仅当X＝A，Y＝B和对于任何x∈X，f（x）＝g（x）．

在映射的定义中，我们可以这样表达x在f下的象f（x）的唯一性：如果f（x）＝y1和f（x）＝y2，则y1＝y2．

映射的概念可用多种简图来说明。例如在图0.4（a），我们将X和Y看成为点的集合，一个箭头用来表示x∈X是按照法则f与f（x）∈Y对应。另一个简图是将f想象为一部机器（图0.4（b）），当我们将x∈X输入这部机器，输出的是f（x）∈Y．

[image: alt]

图0.4　映射

最常碰到的一些基本映射是：

（1）恒等映射　IX∶X→X，IX（x）＝x．

（2）常值映射　固定y0∈Y．对于任意x∈X，定义f（x）＝y0，则f∶X→Y的值域是f（X）＝｛y0｝．

（3）投影映射　集合X和Y的积集X×Y有两个自然的映射

p1∶X×Y→X；p2∶X×Y→Y，

其中p1（x,y）＝x，p2（x,y）＝y．映射pi将序偶（x,y）投影到第i个坐标，i＝1，2．

在下面定义中，我们列出一些具有“良好”性质的映射：

定义0.1.8　设f∶X→Y是映射。

（1）如果对于任意x1，x2∈X且x1≠x2，有f（x1）≠f（x2），则称f是单射，或称f为一对一的映射。例如图0.5（a）所示。

（2）如果f（X）＝Y，则称f是满射，或者说f是从X到Y上的映射。例如图0.5（b）所示。

（3）如果f同时是单射和满射，则称f是双射，或者说f是一一对应的映射。例如图0.5（c）所示。

[image: alt]

图0.5　有“良好”性质的映射




和一对一等价的条件是：如果f（x1）＝f（x2），则x1＝x2．如果f是一个单射，则对于每一个y∈f（X），只有一个x∈X使得f（x）＝y．如果f是满射，则对于每一个y∈Y都至少存在一个x∈X使得f（x）＝y．如果f是双射，则X和Y的元素的“个数”是相等的。

恒等映射是双射，投影映射是满射。如果f∶X→Y是一常值映射，而且X和Y都有多于一个元素，则f既不是单射，也不是满射。

在适当的条件下，我们可以从已知的映射构造新的映射。

定义0.1.9　设f∶X→Y，g∶Y→Z是映射。f和g的复合[image: alt]是用

[image: alt]

定义的映射。如图0.6．

设f∶X→Y，g∶Y→Z，h∶Z→A是映射，则[image: alt]因此，多个映射的复合满足结合律。

我们可以利用一个双射的一一对应性来构造新映射。

定理0.1.10　设f∶X→Y是双射。用g（y）＝x当且仅当f（x）＝y可以定义一个新映射g∶Y→X，而且g也是一个双射，同时满足：

[image: alt]

证明　（a）因为f是满射，对于任意y∈Y，至少存在一个x∈X使得f（x）＝y．因为f是单射，至多存在一个x∈X使得f（x）＝y．所以g是一个映射。

（b）设g（y1）＝g（y2）＝x．由g的定义知：f（x）＝y1和f（x）＝y2．因为f是映射，有y1＝y2，所以g是单射。

（c）设x∈X．因为f是映射，f（x）∈Y．记y＝f（x），则g（y）＝x．因为x是任意的，所以g（Y）＝X，即g是满射。

（d）由g的定义，g（y）＝x当且仅当f（x）＝y，所以

[image: alt]

定理0.1.10保证下面的定义有意义。


定义0.1.11　设f∶X→Y是双射。称用f-1（y）＝x当且仅当y＝f（x）定义的双射

f-1∶Y→X

为f的逆映射或反映射。

一一对应是一个很强的要求。一般的映射不是双射，因此没有逆映射。但是逆映射的应用比表面看来要广泛得多。如果f∶X→Y不是双射，我们可以将X和Y适当地缩小，使它变成一个双射。具体来说，假设A⊂X而限制于A时f是一对一的。定义一个新映射g∶A→Y，g（x）＝f（x），则g是单射。再定义一个新映射，仍然用g来记这个映射g∶A→g（A），则g是双射，这样我们就可以构造g的逆映射（图0.7）。一般来说，如果A⊂X，B⊂Y，而且f（A）⊂B，我们称

g∶A→B，g（x）＝f（x）

为f∶X→Y在A上的限制映射，也称f为g的延拓映射。

[image: alt]

图0.6　复合映射

[image: alt]

图0.7　逆映射

我们还可以用积集来构造新的映射。例如已知映射f1∶X1→Y1，f2∶X2→Y2，则明显

f1×f2∶X1×X2→Y1×Y2，（f1×f2）（x1，x2）＝（f1（x1），f2（x2））

是定义在积集X1×X2上的映射。又例如已知f1∶X→Y1和f2∶X→Y2，则

（f1，f2）∶X→Y1×Y2，（f1，f2）（x）＝（f1（x），f2（x））

是有意义的映射。

在不同的数学内容里，映射有不同的名称，如函数、映照、变换或算子。在微积分中，我们习惯地称一个从[image: alt]（n＝1,2,3）的一个子集到[image: alt]的一个子集内的映射为函数。在第二节中，我们会看到，复合函数和反函数是构造新函数常用的手段。

§0.2　一元实函数

在这一节里我们主要考虑实函数[image: alt]其中[image: alt]f的图形是

[image: alt]

将它绘在直角坐标系的二维平面上，一个实函数图形的特点是：任何垂直于x-轴的直线和G至多相交于一点，这是因为函数的定义要求对于每一个给定x∈D，f（x）是唯一的。G在x-轴的投影是f的定义域，在y-轴的投影是f的值域（参看图0.8）。

[image: alt]

图0.8　图形的投影

[image: alt]

图0.9　一对一函数的图形




如果任何平行于x-轴的直线和G至多相交于一点，则f是一对一的，如图0.9所示；如果我们将一对一的f限制为f∶D→f（D），则它是一个一一对应的函数的图形。图0.8表示一个不是一对一的函数的图形，因为存在x1≠x2，而f（x1）＝f（x2）．

一个函数的法则，最普遍的是用一个式子来表示，如

[image: alt]

大部分的时候，为了避免不必要的重复和表达的精简性，我们不提函数f的定义域。我们作下面的约定：

如果没有特别指出，一个函数f的定义域是全部使f的定义有意义的实数，称之为自然定义域。

例0.2.1　如果我们只写下函数

[image: alt]

而没有指出f的定义域，我们的理解是f的定义域是［1,2］。因为使[image: alt]有意义的实数满足x－1≥0，使[image: alt]有意义的实数满足2－x≥0，所以全部使f有意义的实数是

［1,＋∞）∩（－∞,2］＝［1,2］．

有些时候，我们在表示一个函数的式子后同时指明这函数的定义域，如

[image: alt]

是指明f的定义域是［－1,1］－｛0｝．

下面6类函数及其性质是我们非常熟悉的：

（1）常值函数　[image: alt]

（2）幂函数　[image: alt]是固定的。

如果α是正整数，则f的定义域是[image: alt]＝（－∞,＋∞）；

如果α是一般实数，规定f的定义域是（0,＋∞）．

（3）指数函数　f（x）＝ax　（a＞0且a≠1）．

（4）对数函数　f（x）＝logax　（a＞0且a≠1）．

其定义域为（0,＋∞）．当a＝e时，称之为自然对数，记为f（x）＝lnx．

（5）三角函数　[image: alt]

（6）反三角函数

[image: alt]

由于反三角映射是三角映射的逆映射，我们也记

arcsin（x）＝sin-1（x），arccos（x）＝cos-1（x）．

arctan（x）＝tan-1（x），arccot（x）＝cot-1（x）．

以上6类函数统称为基本初等函数。

由基本初等函数经过有限次四则运算与复合运算所产生的函数称为初等函数，如多项式[image: alt]有理函数[image: alt]其中P和Q是没有公共因子的多项式；[image: alt]

分段函数是将定义域分割为不相交的子集，而在每一个子集上给出定义的函数。

例0.2.2　符号函数sgn（x）（图0.10）

[image: alt]

图0.10

例0.2.3　“整数部分”函数（图0.11）

f（x）＝［x］＝n，n≤x＜n＋1，n∈[image: alt]．

[image: alt]

图0.11

f（x）＝x－［x］称为非负小数部分函数（图0.12）

[image: alt]

图0.12




前面给出的函数的例子有共同的特点，都具有形式y＝f（x），称为显式函数。通过满足某一方程所确定的变量y和x之间的对应关系，称为隐式函数，这是函数的另一种重要表达形式。

例0.2.4　天体力学中著名的Kepler（开普勒）方程

y＝x＋εsiny，

ε∈（0,1）是一个常数。

任给[image: alt]存在唯一的y满足Kepler方程（存在性可由定理2.4.4证明，唯一性容易验证，留给读者作为练习。）

函数的简单特性

（1）有界性

定义0.2.5　设[image: alt]如果存在常数M使得对任何x∈D，f（x）≤M，则称f有上界，M是f的一个上界；如果存在常数m使得对于任何x∈D，f（x）≥m，则称f有下界，m是f的一个下界；如果f有上界和下界，则称f是有界函数。

当一个函数有上界（或者下界）时，其上界（或者下界）不唯一。事实上，如果M是的一个上界，则任何大于M的数都是f的上界；如果m是f的一个下界，则任何小于m的数都是f的下界。

有界函数的另一个定义是：

“存在A＞0使得对于任何x∈D，｜f（x）｜≤A．”

容易证明：这两个定义是等价的。

（2）单调性

定义0.2.6　设[image: alt]如果对于任意x1，x2∈D，当x1＜x2时成立f（x1）≤f（x2）（或者f（x1）＜f（x2）），则称f是单调增加的（或者严格单调增加的）；如果对于任意x1，x2∈D，当x1＜x2时成立f（x1）≥f（x2）（或者f（x1）＞f（x2）），则称f是单调减少的（或者严格单调减少的）。

例如，f（x）＝ax（a＞1），f（x）＝arctanx在定义域内是严格单调增加的；f（x）＝ax（0＜a＜1），f（x）＝arccotx在定义域内是严格单调减少的；f（x）＝sgn（x），f（x）＝［x］是单调增加，但不是严格单调增加的。

有很多函数在某自然定义域内不是单调的，但在其自然定义域的某些子集内具有单调性，如f（x）＝sinx在其自然定义域[image: alt]内不是单调的，但在[image: alt]上是严格单调增加的，而在[image: alt]上是严格单调减少的。

（3）奇偶性

定义0.2.7　设[image: alt]D关于原点对称，即x∈D时，－x∈D．如果对于任意x∈D，f（－x）＝f（x），则称f是偶函数；如果对于任意x∈D，f（－x）＝－f（x），则称f是奇函数。

如f（x）＝x3，f（x）＝tanx，[image: alt]是奇函数；f（x）＝x2，f（x）＝cosx，f（x）＝｜x｜是偶函数；f（x）＝sinx＋cosx既不是偶函数，也不是奇函数。

（4）周期性

定义0.2.8　设[image: alt]如果存在常数[image: alt]使得对于任意x∈D，x＋c∈D且f（x＋c）＝f（x），则称f是周期函数，c是f的一个周期；如果存在最小的c＞0，使c是f的一个周期，则称c是f的最小正周期。

显然周期不是唯一的，如果c是f的一个周期，则对于任意[image: alt]kc也是f的一个周期。

如f（x）＝sinx，f（x）＝cosx是（－∞,＋∞）上的周期函数，[image: alt]是它们的周期且2π是它们的最小正周期。但并不是每个周期函数都有最小正周期。

例0.2.9　Dirichlet（狄利克雷）函数

[image: alt]

容易验证：D是一个周期函数。任何非零有理数是D的周期，但D不存在最小正周期。

图0.13给出了一些函数特征性质的直观说明。

[image: alt]

图0.13




由定义0.2.6　一个严格单调增加（或者减少）的函数一定是单射，利用定理0.1.10，我们有

定理0.2.10　设f∶D→[image: alt]是严格单调增加（或者减少）函数，则f∶D→f（D）有反函数f-1∶f（D）→D，满足

[image: alt]

而且f-1也是严格单调增加（或者减少）函数。

f-1是由f-1（y）＝x当且仅当f（x）＝y定义的，f和f-1的图形关于直线y＝x对称（图0.14）。

[image: alt]

图0.14

几个常用的不等式

（1）三角不等式　对于任意实数a和b，都有

｜｜a｜－｜b｜｜≤｜a＋b｜≤｜a｜＋｜b｜．

（2）Bernolli（伯努利）不等式　对于任意正整数n和实数a∈［－1,＋∞），有

（1＋a）n≥1＋na．

（3）均值不等式　对于n个正数a1，a2，…an，分别称

[image: alt]

为它们的算术平均值，几何平均值及调和平均值。

我们有不等式

[image: alt]

等号成立当且仅当a1＝a2＝…＝an．

（4）Cauchy（柯西）不等式　对于任意2n个实数a1，a2，…，an；b1，b2，…，bn，有

[image: alt]

等号成立当且仅当存在常数c使a1＝cb1，a2＝cb2，…，an＝cbn．

习题0.1

在1，2题中，判断所给关系的正确与否，并说明理由。

1．A＝｛1｝，B＝｛1,2｝：

（a）A⊂B，（b）A∈B，（c）1∈A，（d）1⊂B．

2．A＝｛1,2｝，B＝｛｛1｝,｛2｝｝，C＝｛｛1｝,｛1,2｝｝，D＝｛｛1｝,｛2｝，｛1,2｝｝：

（a）A＝B，（b）A⊂B，（c）A⊂C，（d）A∈C，（e）A⊂D，（f）B⊂C，（g）B⊂D，（h）B∈D，（i）A∈D．

3．设集合S＝｛1,2,3,4｝列出S的所有子集。

4．设[image: alt]

求A∪B，A－C及A∩D．

5．设[image: alt]求A∪B，A∩B及A－B．

设A，B，C是集合，仅用草图说明6—15题中集合运算的正确性。

6．交换律：A∪B＝B∪A，A∩B＝B∩A．

7．结合律：A∪（B∪C）＝（A∪B）∪C，A∩（B∩C）＝（A∩B）∩C．

8．分配律：A∩（B∪C）＝（A∩B）∪（A∩C），

A∪（B∩C）＝（A∪B）∩（A∪C）．

9．幂等律：A∪A＝A，A∩A＝A．

10．A∪⊘＝A，A∩⊘＝⊘．

11．A∩B⊂A⊂A∪B．

12．A∪（A∩B）＝A，A∩（A∪B）＝A．

13．A－B＝A－（A∩B）＝（A∪B）－B．

14．A∩（B－C）＝（A∩B）－（A∩C）．

15．A－（A－B）＝A∩B．

参考下面例题的证法，证明16－19题。

例题　证明：（A－B）－C＝A－（B∪C）．

证明　先证包含关系：（A－B）－C⊂A－（B∪C）．设x∈（A－B）－C，则x∈A－B且x∉C，所以x∈A，x∉B且x∉C．这推知x∈A且x∉B∪C，此即x∈A－（B∪C）．故（A－B）－C⊂A－（B∪C）．

为证反过来的包含关系，设x∈A－（B∪C），则x∈A且x∉B∪C，所以x∈A且x∉B同时x∉C．这推知x∈A－B且x∉C，即x∈（A－B）－C，故（A－B）－C⊃A－（B∪C）．

从而等式（A－B）－C＝A－（B∪C）成立。　　◇

16．A－（B－C）＝（A－B）∪（A∩C）．

17．De Morgan（德·摩尔根）法则：A－（B∩C）＝（A－B）∪（A－C），

A－（B∪C）＝（A－B）∩（A－C）．

18．（A－B）∩（C－D）＝（A∩C）－（B∪D）．

19．（A∪B）－C＝（A－C）∪（B－C）．

20．等式（A－B）∪C＝A－（B－C）成立的充要条件是什么？

21．设A＝｛1,2,3｝，B＝｛u,υ｝，写出A×B，A2，B2．

22．设[image: alt]写出A3．

下面三个等式指出Descartes积对∪，∩，－都是分配的，试证之。

23．A×（B∪C）＝（A×B）∪（A×C）．

24．A×（B∩C）＝（A×B）∩（A×C）．

25．A×（B－C）＝（A×B）－（A×C）．

26．设A＝｛1,2,3,4｝，B＝｛a,b,c,d,e｝，试问下面哪些法则f定义了从A到B内的一个映射？为什么？

（a）f（1）＝b，f（2）＝c，f（3）＝d．

（b）f（2）＝a，f（3）＝b，f（4）＝c，f（1）＝d，f（2）＝e．

（c）f（2）＝d，f（4）＝a，f（3）＝b，f（1）＝e．

（d）f（1）＝a，f（2）＝a，f（3）＝c，f（4）＝d．

27．设A＝｛x,y,z｝，B＝｛0,1｝，试列出所有的从A到B内的映射，有多少个这种映射？

28．试找出下列f∶A→B映射中的单射、满射、双射。对于双射，试写出其逆映射。

[image: alt]

29．设[image: alt]是正整数全体，A＝｛2,4,6,8,…｝是偶数全体，试作一映射[image: alt]使之成为双射。再作出该映射的逆映射。

30．设[image: alt]是正整数全体，[image: alt]是整数全体，试作一映射[image: alt]使之成为双射。

31．设A，B都是有限集合，且A的元素个数为n，B的元素个数为m，试在下面三种情况下分别确定n与m的大小关系。

（a）存在一个单射f∶A→B．

（b）存在一个满射f∶A→B．

（c）存在一个双射f∶A→B．

32．设A＝B＝C＝｛a,b,c,d｝，f∶A→B，g∶B→C如下：

f（a）＝b，f（b）＝c，f（c）＝d，f（d）＝a；

g（a）＝b，g（b）＝b，g（c）＝c，g（d）＝c，

试写出复合映射[image: alt]∶A→C．

33．设[image: alt]映射f∶A→B及g∶B→C分别定义为f（x）＝x2，[image: alt]试写出复合映射[image: alt]∶A→C．

34．设A，B是两个非空集合，A×B是积集，记p1∶A×B→A，p1（x,y）＝x；p2∶A×B→B，p2（x,y）＝y为两个投影，证明：p1，p2都是满射。问：p1是单射的充要条件是什么？p2是单射的充要条件是什么？

习题0.2

确定1—4题中的函数的定义域。

[image: alt]

[image: alt]

研究5－8题中函数的单调性。

5．f（x）＝2x2，x∈（－∞,0）．

6．f（x）＝x3，[image: alt]

7．[image: alt]

8．f（x）＝x2－2x＋1，x≥1．

研究9—12题中各函数的奇偶性。

9．f（x）＝x2．

10．[image: alt]

11．[image: alt]

12．f（x）＝｜x｜＋x．

在13—16题中，证明所给函数是一对一的，并求所给函数的反函数及反函数的定义域。

13．[image: alt]

14．f（x）＝x2，x∈（－∞,0）．

15．[image: alt]

16．[image: alt]

17．证明：

（a）两个偶函数的乘积是偶函数；

（b）两个奇函数的乘积是偶函数；

（c）一个偶函数与一个奇函数的乘积是奇函数。

18．设f是定义在[image: alt]上的函数，证明

（a）[image: alt]

（b）[image: alt]

（c）f（x）＝F1（x）＋F2（x）．

19．证明在[image: alt]上不存在严格增加的偶函数。

20．研究函数f（x）＝x－｜x｜的周期性。

21．若函数f，g在定义域D上有界，证明f＋g，f－g，fg也在D上有界。

22．是否存在两个无界函数，但它们的乘积是有界函数？

23．证明[image: alt]在区间（0,1）上无界。

24．设f（x）＝x2，g（x）＝2x，求f（g（x））及g（f（x））．

25．设[image: alt]求f（f（x）），f（f（f（x））），[image: alt]

将26—29题中给出的函数分解成基本初等函数的四则运算和复合。

26．f（x）＝cos-1［cos2（ex＋lnx）］．

27．[image: alt]

28．[image: alt]

29．[image: alt]


1．数列的极限

§1.1　数列

极限过程是微积分的核心思想，而数列是分析极限过程的主要工具。

定义1.1.1　定义域是正整数集合[image: alt]的一个函数[image: alt]称为一个数列，记为a1，a2，…，an，…或者｛an｝，其中an＝f（n）称为通项。如果f是有界函数，称｛an｝是有界数列；否则称｛an｝是无界数列。

给出一个数列最常见的方法是给出决定通项的法则或公式，如

[image: alt]

是由[image: alt]决定的数列。

给出数列的另一种方法是用递归公式表示，如

a1＝a2＝1，an＋1＝an＋an－1，n≥2．

它的前几项是

1，1，2，3，5，8，13，21，34．

这是[image: alt]中一个很有名的数列，称为Fibonacci（斐波那契）数列。

我们考虑几个数列的性态：

[image: alt]

当n越来越大时，[image: alt]越来越接近于常数0．

[image: alt]

当n越来越大时，[image: alt]越来越接近于常数1．

显然“越来越大”、“越来越接近于”不是严谨的数学语言。下面我们给出数列收敛的准确定义。

定义1.1.2　设[image: alt]中的一个数列。如果存在[image: alt]使得对于任意ε＞0，存在正整数N，当n≥N时，

｜an－a｜＜ε，

称｛an｝是收敛的并且收敛于a或趋向于a，记为

[image: alt]

这时，称a是｛an｝的极限。如果上述条件不成立，则称｛an｝是发散的或者不收敛。

注1.1.3　（1）在定义1.1.2中，我们要注意ε和N的顺序，ε是先给定的，不管ε多么小，总可以找到充分大的正整数N，使得当n≥N时，an与a的距离小于ε，一般说来，N依赖于ε的选取，如果N对于某个ε是合适的，则任何比N大的整数对于这个ε也是合适的，但是这个N对于一个比ε更小的数不一定合适。

（2）取定c＞0，我们可将定义1.1.2中不等式

｜an－a｜＜ε

换作

｜an－a｜＜cε．

（3）从定义1.1.2可以知道，任意改变数列｛an｝的有限项并不会改变它的收敛性和极限。因此，一个数列的“前面”部分并不重要，重要的是它的“后面”部分。

例1.1.4　数列[image: alt]a＞0，收敛于0．

解　因为

[image: alt]

对于任意ε＞0，可以取到正整数N使[image: alt]此时[image: alt]因此，当n≥N时，

[image: alt]

例1.1.5　数列[image: alt]收敛于1。

解　因为

[image: alt]

对于任意ε＞0，取正整数N使得[image: alt]当n≥N时，

[image: alt]

下面定理给出收敛数列一个几何的解释。

定理1.1.6　数列｛an｝收敛于a当且仅当对于a的任何ε邻域N（a,ε），除了有限多项以外，｛an｝其余的项都包含在N（a,ε）内。

证明　设[image: alt]N（a,ε）是a的ε邻域。对于这个ε，存在N，当n≥N时，

｜an－a｜＜ε，

即an∈N（a,ε）．因此只有a1，a2，…，aN－1可能不在N（a,ε）内。

反过来，假设a的任意ε邻域N（a,ε）包含除了有限多个以外的全部｛an｝的项。对于任意ε＞0，则只有有限多项不在N（a,ε）内，记为[image: alt]取N＝max｛n1,n2,…,nk｝＋1，则当n≥N时，an∈N（a,ε）．

即

｜an－a｜＜ε．

所以

[image: alt]

定理1.1.7　如果数列｛an｝收敛，其极限是唯一的。

证明　设[image: alt]我们要证明a＝b．

如若不然，a≠b，则｜a－b｜＞0。取ε＞0使[image: alt]由[image: alt]知，存在正整数N1，当n≥N1时，

｜an－a｜＜ε；

由[image: alt]知，存在正整数N2，当n≥N2时，

｜an－b｜＜ε．

取N＝max｛N1,N2｝，则当n≥N时，上面两个不等式同时成立。因而

｜a－b｜≤｜a－an｜＋｜an－b｜＜2ε，

与[image: alt]矛盾，从而[image: alt]

定理1.1.8　如果数列｛an｝收敛，则｛an｝有界，即存在M＞0，使得对于所有的n，

｜an｜≤M．

证明　设[image: alt]由定义1.1.2，对于任意取定的正数ε，比如取ε＝1，存在正整数N，当n≥N时，

｜an－a｜＜ε＝1．

此时

｜an｜≤｜an－a｜＋｜a｜＜1＋｜a｜．

取

M＝max｛1＋｜a｜,｜a1｜,｜a2｜,…,｜aN－1｜｝，

则对于任意n≥1，

[image: alt]

由于Fibonacci数列是无界的，因此它是发散的。

定理1.19　设[image: alt]则存在正整数N，使得n≥N时，

b＜an＜c．

证明　取ε＝a－b＞0，对这个ε，存在正整数N1，当n≥N1时，

｜an－a｜＜ε＝a－b，

即

b＝a－ε＜an＜a＋ε＝2a－b．

前一不等式即为

b＜an．

如果取ε＝c－a＞0，对于这个ε，存在正整数N2，当n≥N2时，

｜an－a｜＜ε＝c－a，

即

2a－c＝a－ε＜an＜a＋ε＝c．

后一不等式即为

an＜c．

取N＝max（N1，N2），当n≥N时

[image: alt]

推论1.1.10（保号性）　设[image: alt]则存在正整数N，当n＞N时，

an＞0．

证明　取[image: alt]则a＞b，由定理1.1.9，存在正整数N，当n＞N时，

[image: alt]

定义1.1.11　设｛an｝是[image: alt]中的一个数列，｛nk｝中[image: alt]的无限子集满足

n1＜n2＜…＜nk＜…，

称｛ank｝是｛an｝的一个子数列或子列。

定理1.1.12　数列｛an｝收敛的充要条件是｛an｝的任一子列都收敛且收敛于相同的极限。

证明　由于｛an｝本身是｛an｝的一个子列，所以充分性是显然的。

下面证明必要性。设[image: alt]要证对于任何子列[image: alt]

对于任意ε＞0，由[image: alt]，存在正整数N，当n≥N时，

｜an－a｜＜ε．

由于n1＜n2＜…＜nj＜…，显然有j≤nj对于所有j≥1成立。因此，当k≥N时，nk≥k＞N，

[image: alt]

即

[image: alt]

定理1.1.12常被用来证明数列的发散性：如果我们找到｛an｝的两个子列，一个收敛于a，另一个收敛于b，而且a≠b，则｛an｝必然是发散的。例如[image: alt]｛a4n｝收敛于0，｛a4n＋1｝收敛于1，因此｛an｝是发散的。

定理1.1.13（夹逼定理）　设｛an｝，｛bn｝，｛cn｝是数列，满足an≤bn≤cn，并且

[image: alt]

则｛bn｝也是收敛的，并且[image: alt]

证明　给定ε＞0，因为[image: alt]存在正整数N1，使得当n≥N1时，

｜an－a｜＜ε，

即

－ε＜an－a＜ε．

因为[image: alt]存在正整数N2，使得当n≥N2时，

｜cn－a｜＜ε，

即

－ε＜cn－a＜ε．

记N＝max｛N1,N2｝，则当n≥N时，

－ε＜an－a≤bn－a≤cn－a＜ε，

即

｜bn－a｜＜ε．

所以

[image: alt]

例1.1.14　求[image: alt]

解　注意到

[image: alt]

而

[image: alt]

由夹逼定理得

[image: alt]

例1.1.15　求[image: alt]

解　因为

[image: alt]

用不等式

[image: alt]

和夹逼定理得

[image: alt]

所以

[image: alt]

一般说来，利用定义1.1.2求一个收敛数列的极限是非常不方便的，它要求首先猜出极限值，然后再证明这个值就是数列的极限。为此，我们需要给出一些求极限的方法和公式。

定理1.1.16（四则运算法则）　设｛an｝，｛bn｝为数列，[image: alt]为常数，并且

[image: alt]

则

[image: alt]

证明　在下面的证明中，ε＞0是给定的。

（1）存在正整数N1，N2，使得当n≥N1时，[image: alt]当n≥N2时，[image: alt]取N＝max｛N1,N2｝，则当n≥N时，

｜（an＋bn）－（a＋b）｜≤｜an－a｜＋｜bn－b｜＜ε．

（2）c＝0时，无需证明。设c≠0．存在正整数N，使得当n≥N时，[image: alt]对于这个N，当n≥N时，

[image: alt]

（3）存在正整数N1，N2，使得n≥N1时，[image: alt]当n≥N2时，[image: alt]取N＝max｛N1,N2｝则当n≥N时，

[image: alt]

即　　[image: alt]

利用恒等式

anbn－ab＝（an－a）（bn－b）＋a（bn－b）＋b（an－a）

和上面（1）和（2），得

[image: alt]

所以　　[image: alt]

（4）从（3）知道[image: alt]，因此只需证明

[image: alt]

由条件知存在正整数N1，使得当n≥N1时，[image: alt]因此[image: alt]（因为b≠0）。存在正整数N2，使得当n≥N2时，[image: alt]取N＝max｛N1,N2｝，则当n≥N，

[image: alt]

即[image: alt]

我们先研究一些常用的收敛数列。下面定理的（1）和（2）是用定义来证明的，（3）和（4）是利用极限的性质来证明的。

定理1.1.17

（1）如果α＞0，则[image: alt]

（2）如果｜a｜＜1，则[image: alt]

（3）如果a＞0，则[image: alt]

（4）[image: alt]

证明　（1）见例1.1.4．

（2）a＝0时，无需证明。当0＜｜a｜＜1时，存在δ＞0使得[image: alt]因为

[image: alt]

由夹逼定理，

[image: alt]

（3）先设a＞1．定义[image: alt]，则bn＞0．由二项式展开有

nbn≤（1＋bn）n＝a，

所以

[image: alt]

由夹逼定理，

[image: alt]

由定理1.1.16知

[image: alt]

如果a＝1，结果是明显的。

如果0＜a＜1，则[image: alt]因此

[image: alt]

（4）定义[image: alt]由不等式

[image: alt]

知道

[image: alt]

由夹逼定理

[image: alt]

所以[image: alt]

运用定理1.1.16和定理1.1.17可以计算一些有关类型的极限。

例1.1.18　极限

[image: alt]

例1.1.19　极限

[image: alt]

例1.1.20　极限

[image: alt]

§1.2　确界原理

实数集合[image: alt]和有理数集合[image: alt]有很多类似的性质，如各种运算性质、都可以比较大小等，但它们也有本质的不同。我们知道，任何两个有理数之间存在无理数，也就是说，[image: alt]作为[image: alt]的子集，在实轴上还有很多“洞”。确界原理就是将这些对应于无理数的“洞”填满，它和下一节介绍的Cauchy收敛准则是等价的，称为实数集[image: alt]的完备性公理。完备性公理是我们建立极限理论的基础。

我们先解释什么是上确界。

定义1.2.1　设[image: alt]S非空。

（1）如果存在[image: alt]使得对于全部x∈S，

x≤M（或x≥M）

我们说S有上（下）界，称M为S的一个上（下）界。

（2）[image: alt]是S的上（下）确界，如果

（i）M是S的一个上（下）界，

（ii）任何小（大）于M的实数都不是S的上（下）界。

我们用

supS＝M　（或infS＝M）

来记M是S的上（下）确界。


（3）如果supS（或infS）＝M，而且M∈S，我们称M为S的最大（小）元，记为

maxS＝M　（或minS＝M）．

（4）如果S有上界和下界，我们称S为有界集合，否则称之为无界集合。

注1.2.2　上界不是唯一的。事实上，如果M0是S的上界，则任何M≥M0都是S的上界。但上确界是唯一的。设M1，M2为S的上确界，如果M1≠M2，不妨设M1＜M2．从上确界的定义，知M1不是S的上界，所以M1不是S的上确界，矛盾。

注1.2.3　[image: alt]的有上界的子集S的上确界（supremum）是S的最小的上界。有人也将supS写为lubS，其中lub是least upper bound的缩写。如果S有下界，则S的下确界（infimum）是S的最大的下界。infS也写为glbS，其中glb是greatest lower bound的缩写。以上supremum和infimum是拉丁字。最大元和最小元的符号则分别来源于拉丁字maxmum和minimum．

例1.2.4　设[image: alt]S没有上界，任何M＜0是S的下界，0是S的下确界，但0不是S的最小元，因[image: alt]

例1.2.5　设[image: alt]S是有界集合，任何M1≤－1是S的下界，－1是S的下确界，同时是S的最小元；任何M2≥1是S的上界，1是S的上确界，但1不是S的最大元。

完备公理是一个存在性的公理：

确界原理1.2.6　任何[image: alt]的有上（下）界的非空子集都有上（下）确界。

确界原理说：若S是[image: alt]的非空子集，而且S有上（下）界，则存在[image: alt]使得M＝supS（或M＝infS）．

定义1.2.7　设｛an｝是数列。

（1）如果对于全部n，有an≤an＋1称｛an｝为单调增加数列。

（2）如果对于全部n，有an≥an＋1，称｛an｝为单调减少数列。

我们说数列｛an｝有上界，有下界或有界，分别是指集合

｛a1,a2,…,an,…｝

在[image: alt]有上界，有下界或有界。

定理1.2.8（单调有界定理）　单调数列｛an｝收敛当且仅当｛an｝有界。

证明　定理1.1.8说收敛的数列一定有界，我们只需证明单调有界的数列一定收敛。设｛an｝单调增加并且有界，记a为有界集合S＝｛a1,a2,…,an,…｝的上确界。给定ε＞0，则a－ε不是S的上确界，所以存在整数N使得a－ε＜aN≤a．因为｛an｝单调增加，对于任何n≥N，有

a－ε＜an≤aN＜a．

所以　　an→a．

如果｛an｝单调减少且有界，可以类似证明｛an｝收敛于｛a1,a2,…,an,…｝的下确界。　　□

注1.2.9　（1）要证明单调增加（减少）数列｛an｝收敛，我们只要证明｛an｝有上（下）界，因为a1明显是｛an｝的下（上）界。

（2）定理1.2.8的条件可以减弱。｛an｝不需要从一开始就是单调的，只要存在N使[image: alt]是单调的就可以了。

（3）定理1.2.8是一个存在性定理，它给出极限存在的充分条件，但求出这个极限不一定是容易的。注意实数的确界原理在这个定理的证明中起了决定性的作用。

定理1.2.8是判断一个数列收敛的一种重要手段。

例1.2.10　证明数列｛Sn｝收敛，其中[image: alt]，并且

[image: alt]

证明　显然｛Sn｝是严格单调增加的。由定理1.2.8，只需证明｛Sn｝有上界。

对于n≥2，[image: alt]，因此

[image: alt]

所以｛Sn｝收敛，并且

[image: alt]

例1.2.11　数列[image: alt]收敛，并且

[image: alt]

证明　记[image: alt]我们证明｛an｝严格增加且有上界，单调有界定理保证｛an｝收敛。

用二项式展开，

[image: alt]

（a）将an＋1的展开式写出，并和上面an的展开式逐项比较，立即可看出，对于全部n≥1，有

an＜an＋1．

（b）当n≥2时，从上面最后一个等式得

[image: alt]

所以对于全部n≥2

2＝a1＜an＜3．

由（a）和（b）知，结论成立。　　◇

定理1.2.12

[image: alt]

证明　记

[image: alt]

固定[image: alt]，对于全部n≥k，从例1.2.11证明中的展开式，有

[image: alt]

当n→∞时，得到

[image: alt]

从例1.2.11证明中的（b）部分，知

ak≤Sk，

所以对于全部[image: alt]有

[image: alt]

因此从夹逼定理有

[image: alt]

定义1.2.13　定义Euler（欧拉）数e为

[image: alt]

我们可以用e的定义来计算一些极限。

例1.2.14　[image: alt]

例1.2.15　数列｛an｝是由递归公式

[image: alt]

来定义。试证明｛an｝收敛并求它的极限。

解　（a）用归纳法（或其他方法）容易证明3是｛an｝的上界并且｛an｝单调增加，所以｛an｝收敛。

（b）记｛an｝的极限为a．从[image: alt]得[image: alt]注意到[image: alt]有a2＝3a．因此a＝0或a＝3．但是an≥a1＝1，因此0不可能是｛an｝的极限，所以｛an｝的极限是[image: alt]

例1.2.16　对于[image: alt]证明[image: alt]

解　我们先证明[image: alt]当a＝0时，显然成立。当a≠0时，令[image: alt]则当n≥｜a｜时，

[image: alt]

所以除了开始的有限多项外，｛bn｝单调减少。显然0是｛bn｝的下界，所以｛bn｝收敛，记其极限为b．注意到[image: alt]当n→∞时，得b＝0·b，所以b＝0，即[image: alt]由不等式

[image: alt]

和夹逼定理得　[image: alt]

§1.3　Cauchy（柯西）准则

在数列收敛的定义中，我们要知道（或猜到）这个数列的极限，才能说明其收敛，这在具体应用时非常不方便。有时候我们只关心这个数列是否收敛而不需知道它的极限，事实上，有些收敛数列的极限是无法人工计算的。Cauchy准则则很好地解决了这方面的问题。

定义1.3.1　设｛an｝是[image: alt]中的一个数列。如果对于任意ε＞0，存在正整数N，当m，n≥N时

｜am－an｜＜ε，

则称｛an｝是Cauchy序列。

定理1.3.2（Cauchy准则）　设｛an｝是[image: alt]中的一个数列，则｛an｝是收敛的当且仅当｛an｝是Cauchy序列。

Cauchy准则说：如果m和n充分大时，am和an的距离可以任意小，则｛an｝收敛。它的好处是我们不需要知道｛an｝的极限，只要根据｛an｝自身的特征就可以判断其收敛性。

为了证明定理1.3.2，我们不加证明地引入Bolzano-Weierstrass（波尔查诺-魏尔斯特拉斯）定理（其证明可由确界原理出发得到，在一般的数学分析教材中可以找到）。

定理1.3.3（Bolzano-Weierstrass）　设｛an｝是[image: alt]中的一个有界数列，则｛an｝存在收敛的子列。

定理1.3.2的证明：

设[image: alt]则对于任意ε＞0，存在正整数N，当n≥N时，

[image: alt]

因此，当m，n≥N时，我们同时有

[image: alt]

此时

｜am－an｜≤｜am－a｜＋｜a－an｜＜ε．

即｛an｝是Cauchy序列。

反之，假设｛an｝是Cauchy序列：

（a）我们先证明数列｛an｝是有界的。对于ε＝1，由Cauchy序列的定义，存在正整数N，当m≥N时，

｜am－aN｜＜1．

此时，


｜am｜＜1＋｜aN｜．

取M＝max｛｜a1｜,｜a2｜,…,｜aN－1｜,1＋｜aN｜｝，则对于任意n，

｜an｜≤M．

（b）由定理1.3.3，｛an｝存在收敛的子列｛ank｝，记a为｛ank｝的极限。

（c）我们证明a是数列｛an｝的极限。对于任意ε＞0，由于｛an｝是Cauchy序列，存在正整数N1，当m，n≥N1时，

[image: alt]

因为[image: alt]对于上述ε＞0，存在正整数N2，当k≥N2时，

[image: alt]

取N＝max（N1，N2），当n≥N时，取k≥N，则nk≥k≥N，我们同时有不等式

[image: alt]

因此

｜an－a｜＜｜an－ank｜＋｜ank－a｜＜ε．

所以

[image: alt]

例1.3.4　对于[image: alt]设

[image: alt]

对任意[image: alt]m≥n，有

[image: alt]

给定ε＞0，如果取N满足[image: alt]则对于全部m，n≥N，成立

[image: alt]

这说明｛an｝是Cauchy数列，因此在[image: alt]收敛。可是人工计算｛an｝的极限并不是轻松的事。

例1.3.5　设

[image: alt]

对任意[image: alt]取m＝2n，有

[image: alt]

如果取[image: alt]则不存在整数N，使得对于全部，m，n≥N，有[image: alt]所以｛an｝不是Cauchy序列，因此｛an｝是发散的。

下面定理说明确界原理和Cauchy准则的关系，称之为[image: alt]的完备性。

定理1.3.6　下面两个命题等价

（1）[image: alt]中的有上（下）界的非空集合在[image: alt]中有上（下）确界。

（2）[image: alt]中的Cauchy序列在[image: alt]中收敛。

这个定理的证明超出了本书的范围，这里要指出的是如何合理地将[image: alt]的完备性概念推广到[image: alt]和[image: alt]由于[image: alt]中的任何两个元素可以比较大小，但[image: alt]和[image: alt]中的两个元素无法比较大小，因此确界这个概念在[image: alt]和[image: alt]中是没有意义的。但我们可以在[image: alt]和[image: alt]中定义Cachy序列，因为[image: alt]和[image: alt]中可以定义距离。[image: alt]和[image: alt]中的Cauchy序列是收敛的，这说明了[image: alt]和[image: alt]也具有完备性。

习题1.1

1．若对于无穷多个正数ε，存在正整数N，使当n≥N时，｜an－a｜＜ε，能否断定｛an｝以a为极限？为什么？

2．若对于任意的正整数ε＞0，存在正整数N，使有无穷多个n＞N，｜an－a｜＜ε．能否断定｛an｝以a为极限，为什么？

3．若对于任意的正整数k，存在正整数N，使当n≥N时，[image: alt]能否断定｛an｝以a为极限，为什么？

4．用ε－N的语言完整地叙述，｛an｝不以a为极限。

5．设｛an｝为一个数列。证明an→a的充要条件是an－a→0．

用极限的定义，证明6～11题。

6．[image: alt]

7．[image: alt]

8．[image: alt]

9．[image: alt]

10．[image: alt]

11．[image: alt]

12．按定义证明：若序列an→a≠0，则存在正数δ及正整数N，使当n≥N时，｜an｜＞δ．

13．设数列｛xn｝，｛yn｝收敛，xn→a，yn→b，且a＞b．证明：存在正整数N，当n≥N时，xn＞yn．

14．设[image: alt]并且存在N，当n≥N时，｜pn｜≤an．若[image: alt]证明：[image: alt]

15．证明：若an→a（n→∞），则对任一自然数k，an＋k→a（n→∞）．

16．证明：若an→a，则｜an｜→｜a｜．又反之是否成立？

17．设数列｛xn｝收敛于0，而数列｛yn｝有界。证明：[image: alt]当｛yn｝无界时，情况如何？举出合适的例子说明。

18．证明数列｛2＋（－1）n｝是发散的。

19．设｛an｝为非负数列，且an→a＞0，证明[image: alt]

20．找出数列[image: alt]的一个收敛子列。

21．对序列｛an｝，若a2k→a（k→∞），a2k＋1→a（k→∞）．证明an→a．

22．证明：若存在N，当n≥N时，a≤bn≤an（或者an≤bn≤a），且[image: alt]

23．利用夹逼定理计算下面极限：

[image: alt]

24．利用极限的运算法则计算下面数列的极限：

[image: alt]

25．设｛xn｝，｛yn｝发散，｛xn＋yn｝是否发散？为什么？

26．设｛xn｝，｛yn｝发散，｛xnyn｝是否发散？为什么？

27．设｛xn｝收敛，｛yn｝发散，｛xn＋yn｝是否发散？为什么？

28．设[image: alt]能否推知[image: alt]为什么？

29．设数列｛an｝收敛于a，是否有[image: alt]能否据此推断[image: alt]

30．研究极限[image: alt]的收敛性，其中p，q为正整数，ap≠0，bq≠0．

习题1.2

1．证明下列数列收敛并求其极限：

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]其中c是正常数。

（3）a＞0，[image: alt]［提示：先证[image: alt]］

2．证明下列数列｛an｝收敛：

[image: alt]

[image: alt]c＞1，k为正整数。

3．设｛an｝是单调增加数列，如果存在｛an｝的子列｛ank｝收敛于a，则｛an｝也收敛于a．

4．设｛an｝单调增加，｛bn｝单调减少，且[image: alt]证明｛an｝和｛bn｝收敛且极限相等。

5．（1）证明数列[image: alt]严格单调减少有下界，并求[image: alt]

（2）证明不等式[image: alt]

（3）证明不等式[image: alt]

（4）利用夹逼性证明[image: alt]

（5）利用单调有界准则证明下面极限存在：

[image: alt]

6．设数列un由下式定义[image: alt]试证数列un收敛，并求其极限．

7．求下列极限：

[image: alt]

习题1.3

1．用ε-N的语言完整地叙述：序列｛an｝不是Cauchy序列。

利用Cauchy准则讨论2—5题数列的敛散性：

2．Sn＝a0＋a1q＋a2q2＋…＋anqn，｜q｜＜1，｜an｜≤M．

3．[image: alt]

4．[image: alt]

5．[image: alt]

6．证明：序列｛an｝收敛的充要条件是：对任意正整数k，存在N，当n≥N时，对任意m有[image: alt]

7．证明：有界序列｛an｝如果不收敛，则必存在两个子列[image: alt]而a1≠a2．

8．设｛an｝是一个数列。若对任意n≥1，有[image: alt]证明｛an｝收敛。

9．证明：对数列｛an｝，若存在常数c＞0，使对任何n，有

｜a2－a1｜＋｜a3－a2｜＋…＋｜an＋1－an｜＜c，则｛an｝收敛。

10．证明[image: alt]不存在。

11．设数列｛an｝满足条件｜an＋1－an｜≤cqn（c＞0,0＜q＜1），试证｛an｝收敛．


2．函数的极限与连续性

§2.1　函数的极限

在第一章里，我们介绍了数列的极限，现在我们来讨论另一种更为重要的极限，即函数的极限，它与数列的极限有本质的不同，但又有非常密切的联系。

我们曾以

[image: alt]

表示a的ε邻域，N（a）表示a的某个邻域。以

[image: alt]

表示a的去心ε邻域。如果不关心邻域的大小，以

N0（a）＝N（a）－｛a｝

表示a的某个去心邻域。

定义2.1.1　设[image: alt]D是[image: alt]的子集且包含x0的某个去心邻域。如果存在[image: alt]使得对于任意ε＞0，存在δ＞0，当x∈N0（x0，δ）∩D时，

｜f（x）－A｜＜ε，

则称当x趋向于x0时，f（x）趋向于A，记为

[image: alt]

此时称A是f在x0处的极限。如果不存在满足要求的A，则称f在x0处的极限不存在。

注2.1.2　定义2.1.1中，我们不要求f在x0处有定义。即使f在x0处有定义，极限A也不一定与f（x0）相等。

引进逻辑符号[image: alt]（读为“对于任意的”）和∃（读为“存在”）。函数极限的定义又可表述为

[image: alt]

称之为ε-δ语言。

例2.1.3　设[image: alt]证明：[image: alt]

解　给定ε＞0，取δ＝ε．对于全部x∈（－δ,δ）－｛0｝，f是有定义的，且

[image: alt]

所以

[image: alt]

[image: alt]

图2.1　[image: alt]的图形




例2.1.4　设[image: alt]证明[image: alt]

证明　我们利用不等式（请自证）

[image: alt]

给定ε＞0，取δ＝ε2．对于全部x∈N0（x0，δ）∩（0,＋∞），有

[image: alt]

所以

[image: alt]

定理2.1.5（归结原理）　设[image: alt]D包含x0的某个邻域，则

[image: alt]

的充要条件是：对于任意满足[image: alt]xn≠x0的数列｛xn｝，其对应的函数值数列｛f（xn）｝满足

[image: alt]

证明　必要性　假设[image: alt]｛xn｝是收敛于x0的数列，xn∈D－｛x0｝．∀ε＞0，∃δ＞0，[image: alt]

｜f（x）－A｜＜ε．

因为[image: alt]且xn≠x0，对于上述δ＞0，存在正整数N，当n≥N时，｜xn－x0｜＜δ，即xn∈N0（x0，δ）∩D．因此

｜f（xn）－A｜＜ε．

即

[image: alt]

充分性　用反证法。如果f在x0处不以A为极限，则[image: alt][image: alt]使得

｜f（x）－A｜≥ε0．

取[image: alt]，存在xn∈N0（x0，δn）∩D，使得

｜f（xn）－A｜≥ε0．

我们得到数列｛xn｝满足[image: alt]且xn≠x0，但数列｛f（xn）｝不以A为极限。矛盾。

定理2.1.5经常被用来证明函数在某一点x0的极限不存在。如果在D－｛x0｝内找到两个收敛于x0的数列｛xn｝和[image: alt]使得｛f（xn）｝和[image: alt]收敛于不同的值，则f在x0处的极限不存在。

例2.1.6　考察函数（见图2.2）．

[image: alt]

令

[image: alt]

[image: alt]

图2.2[image: alt]

则｛an｝与｛bn｝都收敛于0。但是｛f（an）｝是恒等于0的常值数列，｛f（bn）｝是恒等于1的常值数列，所以f在点0没有极限。

任何将两个不同的概念联系起来的定理都是好的定理，它就像建立在不同概念之间的桥梁。定理2.1.5揭示了函数极限与数列极限之间的内在联系，将函数的极限归结为数列的极限，因而被称为“归结原理”。它使得我们很自然地把关于数列极限的结果“翻译”为函数极限的情形。

定理2.1.7　函数的极限是唯一的。

证明　设

[image: alt]

任取D－｛x0｝内数列｛xn｝，[image: alt]由定理2.1.5，

[image: alt]

根据数列极限的唯一性[image: alt]

定理2.1.8（四则运算法则）　设[image: alt]且

[image: alt]

则

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]其中[image: alt]是常数。

（3）[image: alt]

（4）如果B≠0，[image: alt]

证明　我们只证明（3），其他的证明与（3）的方法完全相同。

任取D－（x0）中收敛于x0的数列｛xn｝．由定理2.1.5，

[image: alt]

[image: alt]

由定理1.1.16（3），

[image: alt]

再由定理2.1.5，

[image: alt]

由定理1.1.13和定理2.1.5可得

定理2.1.9（夹逼定理）　设f，g，[image: alt]D包含x0的某个去心邻域，而且[image: alt]

f（x）≤g（x）≤h（x）．

如果

[image: alt]

则

[image: alt]

下面我们利用四则运算法则（定理2.1.8）和夹逼定理（定理2.1.9）求一些函数的极限。

例2.1.10　设P（x）＝a0＋a1x＋…＋anxn是[image: alt]上的多项式，an≠0，则对于任何[image: alt]由乘法法则（定理2.1.8（3）），

[image: alt]

再用定理2.1.8（1）（2），得

[image: alt]

由除法法则（定理2.1.8（4）），对于有理函数R定义域内的任何一点x0，有

[image: alt]

例2.1.11　求[image: alt]

解　由于x≠1时，

[image: alt]

所以

[image: alt]

设∠AOB的弧度为x（见图2.3），[image: alt]由于△OAB的面积＜扇形OAB的面积＜△OBC的面积，我们得到，当[image: alt]

[image: alt]

当[image: alt]时，

[image: alt]

即

tanx＜x＜sinx．

因此，当[image: alt]时，

[image: alt]

事实上，对于任何[image: alt]不等式｜sinx｜≤｜x｜成立。因为[image: alt]｜sinx｜≤｜x｜显然成立。

[image: alt]

图2.3

例2.1.12　证明[image: alt]

（2）[image: alt]

证明　（1）当[image: alt]

｜sinx｜≤｜x｜，

[image: alt]

即

－｜x｜≤sinx≤｜x｜，

[image: alt]

由夹逼定理，

[image: alt]

（2）当[image: alt]

[image: alt]

由（1）和夹逼定理，

[image: alt]

定理2.1.13　设[image: alt]A＞B，则∃δ＞0，[image: alt]

f（x）＞g（x）．

证明　取[image: alt]由[image: alt]

[image: alt]

取左边的不等式，

[image: alt]

对于同样的[image: alt]由[image: alt]

[image: alt]

取右边的不等式，

[image: alt]

取δ＝min（δ1，δ2），[image: alt]我们有

[image: alt]

由定理2.1.13，我们得到下面两个推论：

推论2.1.14（局部保号性）　设[image: alt]则∃δ＞0，[image: alt]

f（x）＞0．

证明　取g（x）≡0，由定理2.1.13直接得到。　　□

推论2.1.15　设[image: alt]如果∃ρ＞0，[image: alt]

g（x）≤f（x），

则

B≤A．

证明　反证法。如果B＞A，由定理2.1.13，∃δ1＞0，[image: alt]

g（x）＞f（x）．

取δ＝min（ρ，δ1），则[image: alt]g（x）＞f（x）和g（x）≤f（x）同时成立，矛盾。　　□

收敛的数列一定有界（见定理1.1.8），但在函数极限中只能得到局部的结论。

定理2.1.16　设[image: alt]存在，则∃δ＞0和M＞0，[image: alt]

｜f（x）｜＜M．

证明　设[image: alt]由函数极限的定义，任给ε＞0，如ε＝1，∃δ＞0，[image: alt]

｜f（x）－A｜＜ε＝1．

此时，

｜f（x）｜≤｜f（x）－A｜＋｜A｜＜｜A｜＋1．

取M＝｜A｜＋1＞0，则

[image: alt]

在[image: alt]的定义中，x可以按任意的方式趋向于x0．但有时候，f只在x0的一侧（左侧或者右侧）有定义，或者需要分别研究f在x0两侧的性态。因此有必要引入单侧极限的概念。

定义2.1.17　设[image: alt]

（1）如果D⊃（x0－ρ，x0），ρ＞0，并且[image: alt]

｜f（x）－A｜＜ε，

则称f在x0处有左极限，A是f在x0的左极限，记为

[image: alt]

（2）如果D⊃（x0，x0＋ρ），ρ＞0，并且[image: alt]

｜f（x）－A｜＜ε，

则称f在x0处有右极限，A是f在x0的右极限，记为

[image: alt]

由定义，容易证明f在x0处有极限当且仅当f在x0处的左、右极限都存在并且相等。

[image: alt]

例2.1.18　设[image: alt]

[image: alt]

当x＜0时，｜x｜＝－x．此时，f（x）＝x－1，

[image: alt]

当x＞0时，｜x｜＝x．此时，f（x）＝x＋1．

[image: alt]

f在0处的左、右极限都存在但不相等，所以f在0处没有极限。

当x在一个无穷区间，例如（a,＋∞）内向＋∞变化时，我们也可以定义相应的极限概念。

定义2.1.19　设[image: alt]

（1）如果D⊃（a,＋∞），且[image: alt]

｜f（x）－A｜＜ε，

则称A是f当x趋向于＋∞时的极限，记为

[image: alt]

（2）如果D⊃（－∞,a），且[image: alt]

｜f（x）－A｜＜ε，

则称A是f当x趋向于－∞时的极限，记为

[image: alt]

（3）如果D⊃（－∞,－a）∪（a,＋∞），a＞0，且[image: alt]

｜f（x）－A｜＜ε，

则称A是x趋向于∞时的极限，记为

[image: alt]

显然

[image: alt]

例2.1.20　证明：[image: alt]

证明　[image: alt]，不妨设[image: alt]取[image: alt]由于arctanx是严格单调增加且以[image: alt]为上界的函数，因此，x＞M时，[image: alt]

[image: alt]

所以

[image: alt]

由于arctanx是奇函数，所以

[image: alt]

单侧极限和无穷过程极限与一般极限有类似的性质，这里不再重复，请读者自己叙述和应用。

我们可以用[image: alt]将无穷处的极限改变为普通的在0的左、右极限，

[image: alt]

例2.1.21　求[image: alt]

我们将上面极限变为[image: alt]由例2.1.3知

[image: alt]

定义2.1.22　设｛xn｝是[image: alt]中的一个数列。如果对于任何M＞0，存在正整数N，当n≥N时，

an＞M（或者an＜－M）

称｛xn｝趋向于＋∞（或者－∞），记为

[image: alt]

在第一章第二节，我们用数列极限定义了[image: alt]现在我们证明e也可以用函数的极限来定义。

定理2.1.23

[image: alt]

证明　我们要证明

[image: alt]

（a）利用归结原理和夹逼定理。设｛xk｝是任何一个趋向于＋∞的数列，不妨设xk＞1．对于每一个k，存在唯一的正整数nk，使得nk≤xk＜nk＋1，则｛nk｝趋向于＋∞，因此

[image: alt]

令k→∞得

[image: alt]

因此

[image: alt]

（b）当x→－∞时，t＝－（x＋1）→＋∞，所以

[image: alt]






§2.2　连续函数

连续函数是微积分中的重要研究对象。函数连续性源自对函数图象的直观认识，如f（x）＝x2的图象是一条抛物线，图象上的点“连接”在一起而没有“间断”，形成直观上“连续”的一条曲线。而例0.2.3中所给的“整数部分”函数f（x）＝［x］在整数点处出现了“间断”，直观上看起来“不连续”，见预备知识中的图0.11．

下面给出函数连续的严格定义。

定义2.2.1　设f∶D⊂[image: alt]→[image: alt]，D包含x0的某个邻域。如果

[image: alt]

则称f在x0处连续。

f在x0处连续也可用ε-δ语言表述：[image: alt]

｜f（x）－f（x0）｜＜ε．

设开区间I＝（a,b）或者（a,＋∞）或者（－∞,b）．

定义2.2.2　设f在开区间I上有定义且在I内的每一点都连续，则称f是开区间I内的连续函数。

例2.2.3　函数[image: alt]在区间（0,＋∞）内连续。

证明　对于（0,＋∞）内的任何一点x0，

[image: alt]

函数f在x0处连续。因此，f是（0,＋∞）内的连续函数。　　◇

例2.2.4　函数f（x）＝sinx在[image: alt]上连续。

证明　对于任意[image: alt]

[image: alt]

[image: alt]取δ＝ε，当｜x－x0｜＜δ＝ε时，

｜f（x）－f（x0）｜＝｜sinx－sinx0｜≤｜x－x0｜＜ε＝δ．

因此，函数f（x）＝sinx在[image: alt]上连续。　　◇

例2.2.5　函数f（x）＝lnx在定义域（0,＋∞）内连续。

证明　我们首先证明：[image: alt]

[image: alt]，取δ＝min｛eε－1，1－e-ε｝，当｜t－1｜＜δ且t＞0时，

e-ε－1≤－δ＜t－1＜δ≤eε－1．

因此，

－ε＜lnt＜ε，

即

｜lnt｜＜ε．

对于任何x0∈（0,＋∞），[image: alt]

所以，函数f（x）＝lnx在定义域（0,＋∞）内连续。　　◇

下面几个定理对于我们验证函数的连续性非常有用。

定理2.2.6（四则运算法则）　设函数f和g在x0处连续，则f±g和f·g在x0处连续。如果再设g（x0）≠0，则[image: alt]在x0处连续。

证明　由函数连续的定义及极限的四则运算法则可直接得到。　　□

定理2.2.7（复合函数的连续性）　设y＝f（x）在x0处连续，y0＝f（x0）；z＝g（y）在y0处连续，则复合函数[image: alt]在0处连续。

我们利用ε-δ语言证明而将定义域略去。

证明[image: alt]由z＝g（y）在y0处连续，∃δ＞0，当｜y－y0｜＜δ时，

｜g（y）－g（y0）｜＜ε．

对于上述δ，由y＝f（x）在x0处连续，∃η＞0，当｜x－x0｜＜η时，

｜f（x）－f（x0）｜＜δ．

将y＝f（x），y0＝f（x0）代入得

｜y－y0｜＜δ．

因此，当｜x－x0｜＜η时，

｜g（f（x））－g（f（x0））｜＜ε．

所以复合函数z＝g（f（x））在x0处连续。　　□

为了讨论函数在闭区间上的连续性，我们需要引入单侧连续的概念。

定义2.2.8　如果[image: alt]则称f在x0处右连续；如果[image: alt]则称f在x0处左连续。

定义2.2.9　设[image: alt]，a＜b．如果f在开区间（a,b）内连续，在a处右连续，在b处左连续，则称f在闭区间［a,b］上连续。

有限闭区间上的连续函数具有非常好的性质，我们将在本章第四节介绍。

定理2.2.10（反函数的连续性）　如果f∶［a,b］→[image: alt]是严格单调增加（或者减少）的连续函数，则其反函数f-1∶f（［a,b］）→［a,b］也是严格单调增加（或者减少）的连续函数。

证明　由定理0.2.10，反函数f-1∶f（［a,b］）→［a,b］是存在的。根据本章第四节定理2.4.5′，f（［a,b］）是一个有限闭区间，记之为f（［a,b］）＝［c,d］．

我们只证明f是严格单调增加的情况。

（a）任取y1，y2∈［c,d］，y1＜y2，记f-1（y1）＝x1，f-1（y2）＝x2，由反函数定义，f（x1）＝y1，f（x2）＝y2，因为f是严格单调增加的，由f（x1）＝y1＜y2＝f（x2）知：x1＜x2．所以f-1是严格单调增加的。

（b）利用归结原理（定理2.1.5）证明f-1是［c,d］上的连续函数。对于任意y0∈［c,d］，｛yn是［c,d］内任何一个收敛于y0的数列。记xn＝f-1（yn），x0＝f-1（y0），只要证明xn→x0（n→∞）即可。

如果｛xn｝不收敛于x0，由定理1.1.6，∃ε0＞0使得[image: alt]含有｛xn｝的无限多项。这无限多项构成｛xn｝的一个有界子列。

再由定理1.3.3，上述有界子列存在一个收敛子列｛xnk｝，设[image: alt]由于[image: alt]｜x*－x0｜≥ε0，x*≠x0．因为[image: alt]是｛xn｝的子列，所以[image: alt]是｛yn｝的子列，[image: alt]

由f的连续性和归结原理，[image: alt]另一方面，

[image: alt]

因此，我们有f（x*）＝y0＝f（x0），与f是严格单调矛盾。

所以，f-1∶［c,d］→［a,b］严格单调增加的连续函数。　　□

对于一般区间I上的严格单调连续函数，我们有同样的结果。请读者利用定理2.2.10自证。

定理2.2.11　设[image: alt]是一个区间，[image: alt]是严格单调增加（或者减少）连续函数，则其反函数f-1∶f（I）→I是严格单调增加（或者减少）连续函数。

由例2.2.4、例2.2.5和定理2.2.6、定理2.2.7、定理2.2.9可以得到初等函数的连续性。

（1）对数函数[image: alt]是连续函数。

（2）指数函数bx是logbx的反函数，因此是连续函数。

（3）幂函数[image: alt]是连续函数。

（4）三角函数

[image: alt]

在定义域内是连续函数。

（5）反三角函数是三角函数在严格单调区间上的反函数，因此是连续函数。

初等函数是由以上基本初等函数经过有限次四则运算及复合运算而得，所以有下面结果。

定理2.2.12　初等函数在定义域内是连续函数。

按照连续的定义，f在x0处连续必须满足下面三个条件：

（1）函数f在x0处有定义，即f（x0）取有限值；

（2）函数f在x0处有左极限，且[image: alt]

（3）函数f在x0处有右极限，且[image: alt]

否则，称x0是f的不连续点或间断点。

由上述三个条件，我们可以对间断点进行分类。

定义2.2.13　如果左极限[image: alt]和右极限[image: alt]都存在但不相等，则称x0是f的跳跃间断点。

（1）如果左极限[image: alt]和右极限[image: alt]都存在但f在x0处不连续，则称x0是f的第一类间断点。特别地，如果极限[image: alt]存在，但极限值不等于f（x0）或者f在x0处没有定义，则称x0是f的可去间断点；

（2）如果f在x0处的左极限和右极限至少有一个不存在，则称x0是f的第二类间断点。

在例2.1.3中，[image: alt]f在0处没有定义，因此0是f的可去间断点。

例2.2.14　符号函数（见例0.2.2）

[image: alt]

0是其跳跃间断点，因为[image: alt]左极限和右极限都存在但不相等。

在例2.1.6中，[image: alt]由于f在0点的左极限和右极限都不存在，因此0是f的第二类间断点。

§2.3　无穷小量和无穷大量

定义2.3.1　如果[image: alt]则称f（x）当x→x0时是一个无穷小量。

显然，[image: alt]当且仅当g（x）＝f（x）－A当x→x0时是一个无穷小量。

定义2.3.2　如果[image: alt]有定义并且当x→x0是一个无穷小量，则称f（x）当x→x0时是一个无穷大量。

定义2.3.3　设（x）和g（x）当x→x0时是无穷小量且g（x）≠0．

（1）如果

[image: alt]

则称f（x）是g（x）当x→x0时的高阶的无穷小量，g（x）是比f（x）低阶的无穷小量。

（2）如果

[image: alt]

则称f（x）与g（x）是当x→x0时的同阶无穷小量。

（3）如果

[image: alt]

则称f（x）与g（x）是当x→x0时的等价无穷小量。

例如，当x→0时，x，x2，[image: alt]sinx均是无穷小量，其中x2是比x高阶的无穷小量，[image: alt]是比x低阶的无穷小量，sinx是与x等价的无穷小量（见例2.1.12）。

对于无穷大量，我们也可以进行比较，有相应于定义2.3.3的定义。

定义2.3.4　设（x）和g（x）当x→x0时是无穷大量且g（x）≠0，

（1）如果

[image: alt]

则称f（x）是比g（x）低阶的无穷大量，g（x）是比f（x）高阶的无穷大量。

（2）如果

[image: alt]

则称f（x）与g（x）是同阶无穷大量。

（3）如果

[image: alt]

则称f（x）与g（x）是等价无穷大量。

我们介绍几个常用的记号。

等价无穷小量和等价无穷大量记为～；如果g（x）≠0，[image: alt]记为f（x）＝o（g（x））（x→x0）；如果g（x）＞0且存在常数M＞0，使得[image: alt]（x∈（x0－δ，x0＋δ），δ＞0），记为f（x）＝O（g（x））。特别地，f（x）＝O（1）表示f（x）当x→x0时是一个无穷小量；f（x）＝O（1）表示f（x）当x→x0时是一个有界函数。

注2.3.5　等价无穷小量（或者无穷大量）满足乘法运算关系，但不满足加法运算关系，即如果x→x0时，f（x）～α（x），g（x）～β（x），我们有

f（x）g（x）～α（x）β（x）（x→x0），

但

f（x）＋g（x）～α（x）＋β（x）（x→x0）

不一定成立。如f（x）＝x＋x3，α（x）＝x＋x2，g（x）＝β（x）＝－x，当x→0时，f（x）～α（x），g（x）～β（x），但f（x）＋g（x）～α（x）＋β（x）不成立。

在例2.1.12中，我们证明了：[image: alt]下面我们证明几个重要的极限。

例2.3.6　证明：（1）[image: alt]

[image: alt]

证明　（1）[image: alt]

（2）利用对数函数的连续性，

[image: alt]

令[image: alt]

[image: alt]（见定理2.1.23）。

所以

[image: alt]

（3）令ex－1＝t，则x＝ln（1＋t）且当x→0时，t→0．

所以

[image: alt]

（4）令αln（1＋x）＝t，则x→0时，t→0．

所以

[image: alt]

当x→0时，我们有sinx～x，tanx～x，ln（1＋x）～x，ex－1～x，（1＋x）α－1～αx．

根据下面定理，我们可以利用等价无穷小来简化函数极限的计算，这是一个非常有效的方法。

定理2.3.7　设f，g，α，β当x→x0时是无穷小量，且f～α，g～β．如果[image: alt]存在，则[image: alt]存在，且

[image: alt]

证明　利用

[image: alt]

和极限的乘法法则，

[image: alt]

例2.3.8　求[image: alt]

解　当x→0时

[image: alt]

根据定理2.3.7，

[image: alt]

在计算极限时，加法是不能用等价无穷小量来替代的（见注2.2.5）。

下面的计算是错误的：

[image: alt]

例2.3.9　求[image: alt]a＞1且a≠1．

解　ax－aα＝aα（ax－α－1），令x－α＝t，则

[image: alt]

例2.3.10　[image: alt]

解　令x－1＝t，则x＝1＋t，当x→1时，t→0，

[image: alt]

我们也可以讨论当x→∞时的无穷小量和无穷大量并有类似的性质，请读者自己叙述和应用。

§2.4　有限闭区间上的连续函数

函数连续的概念是按点定义的，可以说是一种局部或微观的性质。如果函数在一个有限闭区间上连续，我们可以得到整体或宏观的信息，它们具有一些非常重要的性质，在理论上有很多应用。

定理2.4.1（有界性定理）　如果f在闭区间［a,b］上连续，则f在［a,b］上有界。

证明　采取反证法。假设f在［a,b］上没有上界，则任取x1∈［a,b］，存在x2∈［a,b］使得f（x2）≥f（x1）＋1．我们可以归纳地选出［a,b］中的数列｛xn｝使得对于每一个n，

f（xn＋1）≥f（xn）＋1．

由于｛xn｝是［a,b］中的数列，因此是有界的。由Bolzano-Weierstrass定理（定理1.3.3），｛xn｝有收敛的子列｛xnk｝，设[image: alt]则x0∈［a,b］．

根据f的连续性，

[image: alt]

但是

f（xnk＋1）－f（xnk）≥nk＋1－nk≥1

｛f（xnk）｝不可能收敛，矛盾。

如果f没有下界，我们可以找到［a,b］中的数列｛xn｝满足

f（xn＋1）≤f（xn）－1．

用类似的方法得到矛盾。

所以f在［a,b］上有界。　　□

我们需要强调的是：有限开区间上的连续函数不一定有界，如[image: alt]在（0,1）上连续，但显然是无界的。

定义2.4.2　设[image: alt]如果存在x0∈D使得对于任何x∈D，

f（x）≤f（x0）（或者f（x）≥f（x0）），

则称f在D上能取到最大（或者最小）值。此时，f（x0）是f在D上的最大（或者最小）值。

定理2.4.3（最值定理）　设函数f在［a,b］上连续，则f在［a,b］上能取到最大值和最小值。

证明　由定理2.4.1，Y＝f（［a,b］）＝｛f（x）｜x∈［a,b］｝是[image: alt]的有界子集。由确界原理，Y有上确界和下确界，记为M＝supY，m＝infY．

由于上确界是最小的上界，对于任何n≥1，[image: alt]不是Y的上界，因此存在xn∈［a,b］使得

[image: alt]

｛xn｝是有界数列，由Bolzan-Weierstrass定理，｛xn｝存在收敛子列｛xnk｝，记[image: alt]则d∈［a,b］．

根据f的连续性，

[image: alt]

而

[image: alt]

令k→＋∞，由夹逼定理，

[image: alt]

所以，存在d∈［a,b］使得f（d）＝M，f在［a,b］上能取到最大值。

利用相同的办法可以证明，存在c∈［a,b］使f（c）＝m，f在［a,b］能取到最小值。

□

定理2.4.3对于开区间不成立，如f（x）＝x在（0,1）上连续，但取不到最大值和最小值。

定理2.4.4（零点定理）　设函数f在［a,b］上连续且f（a）f（b）＜0，则存在ξ∈（a,b）使得f（ξ）＝0．

[image: alt]

图2.4

证明　不妨设f（a）＜0，f（b）＞0．考虑集合

A＝｛x｜x∈［a,b］,f（x）≤0｝．

因为a∈A，A是非空有界集合。根据确界原理，A有上确界，记为ξ＝supA，则ξ∈（a,b）．我们要证明f（ξ）＝0．

假设f（ξ）＜0．由f的连续性，对于ε＝－f（ξ）＞0，存在δ＞0，当x∈N（ξ,δ）时，

｜f（x）－f（ξ）｜＜ε．

即

f（ξ）－ε＜f（x）＜f（ξ）＋ε＝0．

因此，N（ξ,δ）⊂A，与ξ是A的上确界矛盾。

假设f（ξ）＞0．对于ε＝f（ξ）＞0，存有δ＞0，当x∈N（ξ,δ）时，

｜f（x）－f（ξ）｜＜ε，

即

0＝f（ξ）－ε＜f（x）＜f（ξ）＋ε．

因此，N（ξ,δ）∩A＝⌀，与ξ是A的上确界矛盾。　　□

零点定理在直观上很容易理解，就像从海底走到山顶一定要经过水平线。下面的定理说，如果想从二楼走到四楼，则一定要经过三楼。

定理2.4.5（介值定理）　设函数f在［a,b］上连续，则对于任何η∈［m,M］，存在ξ∈［a,b］使得f（ξ）＝η，其中

m＝inf｛f（x）｜x∈［a,b］｝，M＝sup｛f（x）｜x∈［a,b］｝．

证明　如果f是常值函数，结论显然成立。

假设f不是常值函数，则M＞m．由最值定理，存在c，d∈［a,b］使得f（c）＝m，f（d）＝M．

对于任何η∈（m,M），F（x）＝f（x）－η是［c,d］（或者［d,c］）上的连续函数且F（c）＝m－η＜0，F（d）＝M－η＞0，由零点定理，存在ξ∈［c,d］⊂［a,b］，使得[image: alt]

我们还可以得定理2.4.5用另一种形式表述。

定理2.4.5′　设函数f在［a,b］上连续，则f（［a,b］）＝［m,M］是有限闭区间，其中M和m是f在［a,b］上的最大值和最小值。

注2.4.6　定理2.4.5′可以推广到一般区间。设f是区间I上的连续函数，则f（I）也是一个区间。利用介值定理不难证明这个结论，我们留给读者作为练习。

由零点定理（定理2.4.4），我们可以得到一维的不动点定理。

定理2.4.7　设f∶［a,b］→［a,b］是连续函数，则存在c∈［a,b］使得f（c）＝c（称c是f的不动点）。

证明　考虑函数F（x）＝f（x）－x，则

F（a）＝f（a）－a≥0，F（b）＝f（b）－b≤0．

如果F（a）＝0或者F（b）＝0，则定理得证。

假设F（a）＞0且F（b）＜0，由零点定理，存在c∈（a,b）使得F（c）＝0，即[image: alt]

一维的不动点定理在1910左右，由荷兰数学家L. E. Brouwer（布劳威尔）推广到高维方体上，被称为Brouwer不动点定理，它可广泛应用于证明方程解的存在性。随着现代数学的发展，Brouwer不动点定理被推广为更为广泛的情况而得到许多重要的应用，不动点定理成为近代数学的一个重要研究方向。

习题2.1

按定义证明1—13题中极限。

[image: alt]

11．当[image: alt]

12．当[image: alt]

13．设[image: alt]则

（1）[image: alt]

（2）当f（x）＞0，A≥0时，有[image: alt]

求14—25题中极限。

[image: alt]

[image: alt]

求出26—29题中函数所示点的左、右极限。

26．[image: alt]

27．[image: alt]

28．[image: alt]

29．f（x）＝［x］，在x＝n，n为整数。

求30—38题中极限。

[image: alt]

38．[image: alt]

39．试由条件[image: alt]求出常数a和b．

40．如果[image: alt]试求a．

41．如果对于一切正x，恒有[image: alt]试求[image: alt]

42．用夹逼性求：（1）[image: alt]

（2）[image: alt]（ai≥0，且为常数，其中i＝1，2，…，n）．

43．求极限[image: alt]的值．

44．设[image: alt]

45．设[image: alt]且存在δ＞0当x∈N0（x0，δ）∩D时，f（x）＞g（x）．证明：A≥B．等式A＝B是否可能？为什么？

习题2.2

按定义证明1—4题中函数在定义域内连续。

[image: alt]

5．对于无穷多个正数ε＞0，都存在对应的δ＞0，使当｜x－x0｜＜δ时，有｜f（x）－f（x0）｜＜ε，f在x0是否连续？

6．设对于每个形如[image: alt]n＝1，2，…的正数，都有对应的δ＞0，使当｜x－x0｜＜δ时，有｜f（x）－f（x0）｜＜ε，f在x0是否连续？

7．设对于每个δ＞0，都存在ε＞0，使当｜x－x0｜＜δ时，｜f（x）－f（x0）｜＜ε，f在x0是否连续？

8．若f（x）在点x＝a的邻域内有定义，极限[image: alt]问f（x）在点a是否连续．

9．设b＞a，b，a为常数，[image: alt]f（x）在闭区间［a＋δ，b－δ］上连续．问：

（1）f（x）在开区间（a,b）内是否连续；

（2）f（x）在闭区间［a,b］上是否连续．

10．证明：若[image: alt]连续，则[image: alt]｜f｜（x）＝｜f（x）｜连续。反之未必成立。试举例说明。

11．设[image: alt]连续。证明

max（f,g）（x）＝max｛f（x）,g（x）｝及min（f,g）（x）＝min｛f（x）,g（x）｝在D上连续。

12．设[image: alt]是连续函数，证明对任何c＞0，函数

[image: alt]

是连续函数，并绘出该函数的草图。［提示：证明F＝max（min（f,c），－c）．］

13．设[image: alt]f在x0连续，g在x0不连续，问f±g与f·g在x0的连续性如何？

14．若f，g都在x0不连续，问f±g与f·g在x0的连续性如何？

15．以例

[image: alt]

说明：f在x0，g在y0＝f（x0）均不连续，但[image: alt]在x0仍可能连续。

16．设g在y0连续，而[image: alt]

17．验证f（x）＝x－ksinx（0≤k≤1）是否存在有连续的反函数？

18．研究函数

[image: alt]

的连续性。

19．研究函数[image: alt]f（x）＝［x］的连续性。

20．研究分段函数[image: alt]

21．设[image: alt]用“ε－δ”语言叙述f在x0∈D不连续。

22．设[image: alt]x0∈D。证明f在x0连续的充要条件是

[image: alt]

23．设[image: alt]（a为常数），试补充定义f（x）在x＝0与x＝1处的值，使补充定义后的函数在闭区间［0,1］上连续．

24．确定下列各式中的常数a，b，使得函数在定义区间上连续．

[image: alt]

25．构造一个在点x0不连续的函数，使[image: alt]存在，[image: alt]不存在。

26．构造一个在点x0不连续的函数，使[image: alt]与[image: alt]均存在但不相等。

27．构造一个在点x0不连续的函数，使[image: alt]

28．证明Dirichlet函数[image: alt]

[image: alt]

在[image: alt]上每点都不连续。

29．设符号函数[image: alt]研究下列式子在x＝0时的连续性：

（1）sgnx－1

（2）xsgnx

（3）sgn2x

（4）xsgn2x

30．指出下面函数的不连续点并确定其类型：

[image: alt]

31．讨论间断点及其类型

[image: alt]其中a为常数；

[image: alt]

[image: alt]a＞1，a为常数；

（7）f（x）＝xD（x），其中D（x）是Dirichlet函数。

习题2.3

1．证明：有限多个无穷小的和是无穷小．

2．证明：有界函数与无穷小的乘积是无穷小．

3．证明：有限多个无穷小的乘积是无穷小．

证明4—15题中函数的等价关系。

4．x3＋x6～x3，当x→0．

5．[image: alt]当x→0+．

6．[image: alt]当x→0．

7．arcsinx～x，当x→0．

8．arctanx～x，当x→0．

9．[image: alt]当x→0．

10．[image: alt]

11．[image: alt]当x→1．

12．[image: alt]当x→∞．

13．[image: alt]当x→＋∞．

14．x2＋xsinx～x2，当x→∞．

15．[image: alt]当x→＋∞．

16．当x→0时，求下列无穷小关于无穷小x的阶数．

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]k是常数；

（3）ln（1＋x）－ln（1－x）；

（4）[image: alt]

17．选择适当的a，k，使得

[image: alt]

18．试证当x→0时（m，n为正数），有：

（1）o（xm）＋o（xn）＝o（xk），其中k＝min｛m,n｝；

（2）o（xm）·o（xn）＝o（xm＋n）．

试用在一点的等价函数去代换分子或分母或乘积因子的方法计算19—36题的极限。

19．[image: alt]m，n为自然数。

20．[image: alt]

21．[image: alt]

22．[image: alt]

23．[image: alt]

24．[image: alt]

25．[image: alt]

26．[image: alt]

27．[image: alt]

28．[image: alt]n是正整数。

29．[image: alt]

30．[image: alt]

31．[image: alt]

32．[image: alt]

33．[image: alt]

34．[image: alt]

35．[image: alt]

36．[image: alt]

计算37—49题中的极限。

37．[image: alt]

38．[image: alt]

39．[image: alt]

40．[image: alt]［提示：先计算ln（（sinx）tanx）的极限］．

41．[image: alt]

42．[image: alt]

43．[image: alt]0＜a＜π［提示：用ln］．

44．[image: alt]

45．[image: alt]

46．[image: alt]

47．[image: alt]

48．[image: alt]

49．[image: alt]

习题2.4

1．如果f在［a,b］上连续且没有零点，证明f在［a,b］上恒取正值或者恒取负值。

利用零点定理证明2—7题。

2．任何一个奇次的实系数多项式至少有一个实根。

3．方程x·2x＝1在区间［0,1］内有根。

4．试证ax＝tanx（a＞1，a为常数）在区间[image: alt]内至少有一个根。

5．设a＞0，b＞0，则方程x＝asinx＋b至少有一个不大于a＋b的正根。

6．方程x－sin（x＋1）＝0在[image: alt]中有且只有一个根。

7．试证方程[image: alt]在区间（1,2）与区间（2,3）内各有一实根。

8．设f，g在［a,b］上连续，且f（a）＞g（a），f（b）＜g（b），证明：至少存在一点x0∈［a,b］，使得f（x0）＝g（x0）．

9．证明：对于椭圆内任意一点P，存在椭圆过P一条弦，使得P是该条弦的中点。

10．若f（x）在闭区间［0,2a］上连续，且f（0）＝f（2a），则方程f（x）＝f（x＋a）在［0,a］内至少有一个实根。

11．设f（x）在闭区间［a,b］上连续．试证：

（1）若a1，2是满足a1＋a2＝1的正实数，则至少存在一点ξ∈［a,b］，使得

a1f（a）＋a2f（b）＝f（ξ）；

（2）对任意正实数a1，a2，至少存在一点η∈［a,b］，使得

a1f（a）＋a2f（b）＝（a1＋a2）f（η）．

12．如果f在[image: alt]上连续，且对任何x∈[image: alt]，f（x）是有理数，证明f是常值函数。

13．若f（x）在开区间（a,b）上连续，f（x）在x＝a处的右极限与x＝b处的左极限都存在（或无穷大）且异号．试证f（x）＝0在开区间（a,b）内至少有一实根。

14．设f（x）在区间［a,b］上连续，a＜a1＜a2＜…＜an＜b，试证在区间［a1，an］上至少存在一点ξ，使

[image: alt]


3．导数与微分

§3.1　导数的概念

对函数的全局性把握，是建立在对函数局部性的理解之上的。函数的“点点”连续性是一个重要的局部性质。本节将讨论建立在局部变化率基础之上的函数局部性：函数的导数与微分。

考虑函数f在点x0附近的局部变化率（这里我们假定f在x0的某个邻域内有定义）：

[image: alt]

这个变化率在应用中有其实际意义。例如，如果f（t）表示时间t内某个物体运动的路程（这里自变量用t表示，以便与习惯一致，相应地x0改用为t0），则相应的变化率k（t）表示该物体在时间段［t0，t］内的平均速度。又如，对某个非均匀质量分布的竿状物，如果f（x）表示为离指定端点距离为x的这一段的质量，则变化率k（x）为x0到x这一段的平均线密度。对一般的函数，从数学上说，局部变化率k（x）在几何上表示平面上过两点（x0，f（x0））和（x，f（x））的直线（称为过定点（x0，f（x0））的割线）的斜率。

[image: alt]

图3.1　曲线的割线




一般地，局部变化率k（x）仍然具有（相对小的）局部整体性。显然，当x充分接近（但又不同）于x0时，这种整体性的范围逐渐缩小为一点。因此，合理地，我们可以用极限值

[image: alt]

（如果存在的话）定义为f在点x0处的变化率。与此同时，x趋于x0时，过定点（x0，f（x0））的动态割线也趋于稳定。这一稳定的直线，称为曲线C∶y＝f（x）在点（x0，f（x0））处的切线，简称为f在x0处的切线。显然，此切线的斜率为k0且切线与x轴不垂直。

下面我们从另一方面考虑一个具有几何意义的局部性问题：曲线y＝f（x）在（x0，f（x0））附近是否能够“近似地”视为（与x轴不垂直的）直线？我们从正反两方面来考虑。

首先假设这样的直线y＝l（x）存在。显然它应该过点（x0，f（x0）），即l（x0）＝f（x0）．因此可设l（x）＝f（x0）＋k（x－x0），其中k为待定的直线斜率。其次，上述“近似”性度量应该是一个x－x0的高阶小量，即f（x）－l（x）＝o（x－x0），（x→x0）．将l（x）＝f（x0）＋k（x－x0）代入，并令x→x0，则有

[image: alt]

反过来，考虑f在x0处的切线l（x）＝f（x0）＋k0（x－x0）作为这样的候选直线。由k0的定义，容易验证f（x）－l（x）＝o（x－x0），（x→x0）．这说明f在x0处的切线正是这样的直线：曲线y＝f（x）在（x0，f（x0））附近确实能够近似地视为直线y＝l（x），近似度为o（x－x0）．

上述分析的基础是极限（1）存在。这正是如下导数的定义。

定义3.1.1　设函数f在x0的某个邻域内有定义。如果极限

[image: alt]

存在，则称f在x0处可导，x0为f的可导点，k为f在x0处的导数值，并将导数值改记为f′（x0）；当此极限不存在时，则称f在x0处不可导。

导数值还有其他记号：

[image: alt]

根据定义，函数f在x0可导，其首要条件是f在x0的某个邻域内有定义。因此，当我们论述“f在x0可导”时，我们隐含地假定f在x0的某个邻域内有定义，而不关心这个邻域的大小。必要时，我们仍将明确函数的定义域。

显而易见，任何常值函数在任何点都可导，且导数为零。对于一些简单的函数，可以直接根据定义来判断可导性或计算导数值。下面是一个简单的例子。

例3.1.2　考虑f（x）＝x2在x0＝0和x0＝3处的可导性。

解　通过简单计算，可得

[image: alt]

因此f在x0＝0和x0＝3处都可导，且f′（0）＝0，f′（3）＝6．

实际上，f（x）＝x2在任何一点x0处都可导，且[image: alt]

导函数

如果函数[image: alt]在区间（a,b）内的任何一点处均可导，则由x∈（a,b）到导数值f′（x）的对应关系确定一个新的函数[image: alt]我们称其为f在区间（a,b）内的导函数。

导函数也简称为导数。根据定义，对x∈（a,b），

[image: alt]

后一种表示显得简单。请注意：在上述极限过程中，x始终是一个固定的量，尽管在取极限之前或之后，它可以在所在的区间内任意取定。

导函数可有许多不同的表示符号。我们知道可以用不同符号表示同一函数的自变量。当我们明确f的自变量用x表示时，则f的导函数f′也可记为[image: alt]习惯上，常用记号y表示函数f的应变量：y＝f（x）．此时也用[image: alt]y′表示f的导函数。特别地，也用（f（x））′表示关于函数f中的指定变量x求导。因此有如下明确关系：f′（x）＝（f（x））′．

需要注意的是：导数符号[image: alt]是一个整体记号。目前我们暂时不能将其看作是一个商。当引入微分的概念后，我们方能够将其看作是两个微分的商。那时，我们又称导数是微商——微分之商。

例3.1.3　求f（x）＝xα的导数（α≠0）．

解　根据定义，当x≠0时，

[image: alt]

这里我们用到了结论[image: alt]（见例题2.3.6（4）．）　　◇

例3.1.4　求y＝sinx和y＝cosx的导函数。

解　由三角函数的和差化积公式，[image: alt]因此，

[image: alt]

即（sinx）′＝cosx．类似地有

[image: alt]

例3.1.5　求y＝lnx的导函数（x＞0）．

解　因为

[image: alt]

所以[image: alt]

如果f是一个分段表示的函数，x0为定义区间的一个分段点，如

[image: alt]

则应特别注意f的定义区间分段点x0的可导性。通常，f在x0处是否有导数值，应通过定义确定。

例3.1.6　考虑函数

[image: alt]

的可导性。

解　对每个固定的x，如果x＜0，则当｜∆x｜充分小时，也有x＋∆x＜0，于是，

[image: alt]

因此，当x＜0时，f′（x）＝cosx．同理，如果x＞0，则f′（x）＝（cx）′＝c．但是，如果x＝0，则由定义，

[image: alt]

只有当c＝1时，f在x＝0处才可导：[image: alt]即[image: alt]

复杂函数的求导计算，将建立在下一节给出的导数运算法则的基础之上。

可导函数的连续性

根据定义，f在x0处可导意味着f（x）－f（x0）＝o（x－x0），这说明

[image: alt]

即f在x0处连续。这就是下述定理。

定理3.1.7　设f在x0的某个邻域内有定义，则f在x0处可导的必要条件是：f在x0处连续。

不可导的函数

上述定理表明，并非任何函数在所指定点x0处都可导：如果f在x0处不连续，则f在x0处不可导，然而，即使f在某点处连续，f在此点处仍然有可能不可导，下面是一个简单例子。

例3.1.8　函数f（x）＝｜x｜在x＝0处不可导，这是因为极限[image: alt]不存在。

从几何上来看，x＝0所对应的原点（0,0）是曲线y＝｜x｜的一个“尖点”。考查过“尖点”的动态割线。显然，当动点交替地位于“尖点”的两侧趋于该定点时，动态割线在两条固定的直线y＝x和y＝－x摆动，没有“稳定状态”。

函数的不可导性远比上面两种具有几何直观的情形（间断点或“尖点”）要复杂得多。图3.2给出了3个在x＝0处连续但不可导的函数曲线。

[image: alt]

图3.2　在x＝0处连续但不可导的函数

单侧导数

考虑函数f在x0的可导性时，首先要求f在x0的某个邻域内有定义。如果f仅在x0的某一侧有定义（如x0为区间端点），则定义3.1.1不适用。另一方面，类似于例题3.1.8所示的函数，在x0的每个单侧都分别具有很好的性质。为研究这样一类函数的性质，我们退而考虑函数的单侧可导性。

定义3.1.9　设函数f在x0的某个含x0的右邻域［x0，x0＋δ］内有定义。如果右极限

[image: alt]

存在，则称f在x0处右侧可导，k为f在x0处的右导数（值），并记其为f′＋（x0）．类似地定义f在x0处的左导数f′－（x0）．

显然，函数f（x）＝｜x｜在x＝0处的左、右导数者存在，且f′－（0）＝－1，f′＋（0）＝1．

对于图3.2中间所示的函数[image: alt]在x＝0处的左导数不存在：

[image: alt]

但右导数存在：

[image: alt]

读者可以验证：图3.2右侧所示的函数在x＝0处的左、右导数都不存在。

导数与左、右导数之间的下述关系是显而易见的，读者可试着加以证明。

定理3.1.10．　设函数f在x0的某个邻域内有定义。则f在x0处可导，当且仅当f在x0处分别左、右可导，且左、右导数值相等。进一步地，在可导的前提下，

f′－（x0）＝f′（x0）＝f′＋（x0）．

§3.2　导数的四则运算与反函数的导数

常见的初等函数，均是一些简单的基本初等函数通过四则运算、逆运算和复合运算得到。对于一般复杂函数，直接利用极限运算来计算导数值是不理想和复杂的。我们需要建立一些求导规则和一些基本初等函数的导函数，进而简化导函数的计算，或使得计算一些（但非全部）复杂函数的导函数成为可能。本节将分别介绍函数四则运算、反函数下的求导规则，并根据这些规则给出基本初等函数的导函数。复合函数的求导规则将在下节给出。

导数的四则运算

导数的四则运算，是一个约定俗成的称呼，指的是对一个经（某些函数的）四则运算后得到的函数求导所固有的规则。因其简洁性，我们仍然沿用这一在语义上不太准确的俗称。

定理3.2.1（线性性质）　设函数f和g在x0处均可导，α和β为两个常数，则f和g的线性组合函数αf＋βg在x0处也可导，并且

[image: alt]

一般地，如果f和g（在指定的同一区间内）可导，则在此区间内，

（αf＋βg）′＝αf′＋βg′．

即

（αf＋βg）′（x）＝αf′（x）＋βg′（x）．

证明　为简单起见，我们简记x0为x．由于f和g在x处均可导，故下述两个极限均存在：

[image: alt]

由于

[image: alt]

因此，在上述等式两边令∆x→0，借助极限运算的线性性质，我们立即得到

[image: alt]

根据这一性质，我们可以计算“稍微复杂一点”函数的导函数。

例3.2.2　计算函数f（x）＝logax的导函数。

解　通过对数的换底公式将f（x）＝logax改写为

[image: alt]

于是由导数的线性性质和例题3.1.5立即得

[image: alt]

例3.2.3　计算函数f（x）＝1＋2x3－5sinx的导数。

解　[image: alt]

例3.2.4　证明：n次多项式（n＞0）的导函数是一个，n－1次多项式。

这一例题的证明留给读者。

定理3.2.5　设函数f和g在x0处均可导，则积函数fg在x0处也可导，并且

[image: alt]

一般地，如果f和g（在指定的区间内）可导，则

（fg）′（x）＝f′（x）g（x）＋f（x）g′（x），

即

（fg）′＝f′g＋fg′．

证明　将函数值的差表示为

[image: alt]

于是

[image: alt]

不难将定理3.2.5推广到多个可导函数之积的情形，如

（fgh）′（x）＝f′（x）g（x）h（x）＋f（x）g′（x）h（x）＋f（x）g（x）h′（x）．

类似可证明下述定理。

定理3.2.6　设函数f和g在x0处均可导，g（x0）≠0，则商函数[image: alt]在x0处也可导，并且

[image: alt]

一般地，如果f和g（在指定的区间内）可导，且g（x）≠0，则

[image: alt]

即有

[image: alt]

特别地　　（1／g）′＝－g′／g2．

由定理3.2.6可直接得到其他三角函数的导函数：

[image: alt]

类似地，请读者证明：

[image: alt]

[image: alt]

反函数的求导法则

定理3.2.7（反函数求导法则）　设函数f在I＝N（x0）内严格单调，J＝f（I）．g∶J→I为f在I内的反函数。如果f在N（x0）内严格单调、连续，在x0处可导，且f′（x0）≠0，则g在y0＝f（x0）处可导，且

[image: alt]

证明　令∆x＝g（y0＋∆y）－g（y0），则

g（y0＋∆y）＝x0＋∆x，y0＋∆y＝f（x0＋∆x），

于是

∆y＝（y0＋∆y）－y0＝f（x0＋∆x）－f（x0）．

由于f在N（x0）内严格单调、连续，则g必在y0的某邻域f（N（x0））内也严格单调、连续。因此，当∆y≠0时，上述定义的∆x≠0，并且当∆y→0时，此∆x→0．于是，由f在x0的可导性得

[image: alt]

例3.2.8　证明：若｜x｜＜1，则[image: alt]

证明　令y＝arcsinx，｜x｜＜1，则其反函数为x＝siny，[image: alt]根据反函数的求导法则，

[image: alt]

请注意：上式中（arcsinx）′在（siny）′的求导变量是不同的：前者关于变量x，后者关于变量y．初学者应特别注意其区别。可类似地得到其他反三角函数的导数（见下节末的基本初等函数导数公式表）。

例3.2.9　求指数函数y＝ax（a＞0,a≠1）的导函数。

解　y＝ax的反函数为x＝logay　（y＞0）．因此，

[image: alt]

特别地　　[image: alt]

§3.3　复合函数的求导法——链式法则

除了简单的初等函数或经四则运算后得到的函数外，我们还常见一些由初等函数复合所得的函数。本节将考虑复合函数的求导法则。

定理3.3.1（链式法则）　设函数g在x0处可导，f在u0＝g（x0）处可导。则复合函数[image: alt]在x0处也可导，且

[image: alt]

证明　由于f在u0处可导，因此f可表示为

[image: alt]

其中，当u→u0时，α＝α（u）是无穷小量，且α（0）＝0．现取u＝g（x）．由于g在x0处连续，故当x→x0时，u＝g（x）→g（x0）＝u0．因此，

[image: alt]

其中，α＝α（g（x））→0，（x→x0）．从而

[image: alt]

一般地，如果g在区间（a,b）内可导，而f在g的值域内可导，那么在（a,b）内有定义的复合函数[image: alt]在（a,b）内也可导，并且，

[image: alt]

或者表示为

[image: alt]

上述公式常被称为复合函数的链式求导法则。特别需要强调的是：当求得f′（u）后，应将u＝g（x）代入。另外也请注意：f′（g（x））与（f（g（x）））′是不同的，读者应明确无误地区别这两者之间的差异。

通过上述链式求导法则，可以方便地计算更为复杂函数的导函数。

例3.3.2　求幂函数y＝xa（x＞0）的导函数。

解　将y＝xa表示为y＝xa＝ealnx．它可以看作y＝eu与u＝alnx的复合函数。

因此，

[image: alt]

例3.3.3　采用上述类似的方法可以得到函数f（x）＝xx（x＞0）的导函数：

（xx）′＝xx（1＋lnx）．

现在我们再来回顾反函数的求导法。假设函数f∶I→J和g∶J→I互为反函数，其中J＝f（I）．由定义，在J内：f（g（y））≡y．如果f在I内可导，且g在J内可导，那么复合函数[image: alt]在J内可导，且

[image: alt]

另一方面，由于复合函数[image: alt]（y）＝y，故[image: alt]′（y）＝1．从而有

f′（x）g′（y）＝1，x＝g（y）

因此，当f′（x）≠0时，

[image: alt]

在上述分析中，我们直接在（可导函数的）恒等式f（g（y））≡y两边关于y求导得到g′（y）．请注意，g′（y）仍以复合函数的形式出现：g′（y）＝1／f′（x），x＝g（y）．这一方法可用于计算一些由方程确定的“隐”函数的导数。

例3.3.4　考虑由Kepler方程（常数ε∈（0,1））

y－x－εsiny＝0

确定的函数y＝f（x）（见例0.2.4）。将其代入上述方程，得到恒等式

f（x）－x－εsin（f（x））≡0．

以后我们可以用二元函数的隐函数定理证明：该函数y＝f（x）是可导的。因此，在上述恒等式两边关于变量x求导，并整理后得

[image: alt]

这是一个关于f及其导函数的恒等式。由此得到导函数

[image: alt]

它给出了通过自变量和函数来计算导函数的表达式。

对数求导法

利用对数建立函数恒等式，将复杂函数简化。然后通过函数恒等式的求导，建立导函数的关系式，进而解得导函数，这一方法称为“对数求导法”。下面我们以f（x）＝xx（x＞0）为例，来演示对数求导法的基本过程。

首先对函数f（x）＝xx取对数，从而建立一个恒等式lnf（x）＝xlnx．等式左边函数lnf（x）是y＝lnu与u＝f（x）的复合函数。

其次，对此恒等式关于x求导（等式左边通过复合函数求导法；等式右边直接求导）得

[image: alt]

最后解之，得f（x）＝xx的导函数：

f′（x）＝xx（1＋lnx）．

一般地，用对数求导法可以证明：若函数u（x）和υ（x）均可导，且u（x）＞0．则

[image: alt]

建议读者仔细推导这一公式。

对于一些积、商、幂或指数函数，用对数求导法也可以简化求导过程。

例3.3.5　求函数[image: alt]的导函数。

解　两边取对数，得

[image: alt]

对上式关于x求导，注意到lny（x）是复合函数，因此有

[image: alt]

两边乘y（x）并将y（x）的表示式代入，得

[image: alt]

至此，我们已经介绍完全部基本初等函数的导函数和一般函数的求导法则。下面列出了一些基本初等函数的导数公式，以便备查。读者理应熟记这些公式。

基本初等函数的导数公式

1．（C）′＝0，其中C为任一常数。

2．（xa）′＝axa－1，其中a为任一常数。

3．（sinx）′＝cosx，（cosx）′＝－sinx．

4．（tanx）′＝sec2x，（cotx）′＝－csc2x．

5．（secx）′＝secxtanx，（cscx）′＝－cscxcotx．

6．[image: alt]｜x｜＜1．

7．[image: alt]

8．（ax）′＝axlna，（ex）′＝ex．

9．[image: alt]（x≠0）．

§3.4　参数式函数的导数

在xOy-平面上表示平面曲线C的最自由的方式是：分别由两个单变量的函数φ（t）和φ（t）表示变量x和y，

[image: alt]

即C＝｛（x,y）｜x＝φ（t）,y＝φ（t）,t∈（α,β）｝．如果φ（t）和φ（t）都有连续的导函数，并且对任何t∈［α,β］，φ′（t）和φ′（t）不同时为零，则我们称此平面曲线是光滑的。

光滑性要求可以确保参数曲线C上的任何一点（x0，y0）＝（φ（t0），φ（t0））处均有切线。事实上，如果参数曲线C是光滑的，则（φ′（t0），φ′（t0））≠（0,0）．不妨设φ′（t0）≠0．则由φ（t）的连续性，在t0的某个邻域N（t0）（如果t0为区间端点，则为单侧邻域）内φ′（t）非零且保号，从而φ（t）严格单调，并且在x0＝φ（t0）的某个小邻域N（x0）内有反函数t＝φ-1（x）．因此在N（x0）内，y＝φ（φ-1（x））．显然，由y＝φ（φ-1（x））确定的曲线

｛（x,y）｜y＝φ（φ-1（x））,x∈N（x0）｝

与C上的在（x0，y0）附近的局部曲线C0＝｛（x,y）｜x＝φ（t）,y＝φ（t）,t∈N（t0）｝是相同的。根据定理3.6，此函数在x0处可导，

[image: alt]

因而在（x0，y0）处有切线。

一般地，如果在［α,β］内φ′连续且非零，则有反函数φ-1∶［a,b］→［α,β］，其中

a＝min（φ（α）,φ（β）），b＝max（φ（α）,φ（β））．

从而由y＝φ（φ-1（x）），x∈［a,b］确定的曲线即为C．在这个意义下，我们称曲线C的参数函数表示式

[image: alt]

为函数φ°φ-1的参数式，简称参数式函数。

当我们论述“参数式函数的导数”时，意为y＝φ（φ-1（x））的导函数

[image: alt]

此时，导函数仍然可以表示为一个参数式函数：

[image: alt]

例3.4.1　考虑参数表示下的摆线

[image: alt]

（关于x）的导函数[image: alt]

解　由于当t∈（0,2π）时，[image: alt]所以

[image: alt]

§3.5　高阶导函数

给定函数f，如果其在某个区间内可导，则可构造一个新函数：f的导函数f′．进一步，如果函数f′可导，我们可以构造另一个新函数：f′的导函数（f′）′．我们称（f′）′为f的二阶导函数，并简单记为f″，f（2），或[image: alt]我们称[image: alt]为二阶微分算子，它将f映射为f的二阶导函数。形式上它可以表示为[image: alt]即

[image: alt]

一般地，我们用递归的方法定义更高阶的导数。如果已经定义了f的n阶导函数f（n），则当f（n）可导时，称f（n）的导数（f（n））′为f的n＋1阶导函数，记为f（n＋1）．n阶导函数也简称为n阶导数。

如同函数的导函数可能不存在，某个高阶导函数仍然可能不存在。

例3.5.1　计算指数函数f（x）＝ax（a＞0）的n阶导数。

解　首先，f′（x）＝lna·ax＝（lna）f（x）．因此，

f″（x）＝（lna）f′（x）＝（lna）2f（x）．

不难得到

[image: alt]

在上例中，我们建立了零阶导数（函数本身）与一阶导数之间的关系，

f′（x）＝（lna）f（x）

进而由此关系式导出更高阶的导数。一般地，如果能建立低阶导数之间的关系式，那么对于求高阶导数是非常有利的。

例3.5.2　求f（x）＝sinx的n阶导数。

解　如同上例，我们首先建立f′与f之间的关系：

[image: alt]

进而由复合函数求导法，[image: alt]因此，一般地，

[image: alt]

类似地，[image: alt]请读者用类似的方法证明下例。

例3.5.3　若f有n阶导数，则

（f（ax＋b））（n）＝anf（n）（ax＋b）．

请注意等式两边关于求n阶导数在含义上的差异．

例3.5.4　设f（x）＝excosx，求f（2008）（x）．

解　通过计算得到f′（x）＝ex（cosx－sinx）．为建立f′与f之间的关系，我们改写f′（x）：

[image: alt]

进而不难证明：

[image: alt]

因此　[image: alt]

对于乘积型函数的高阶导数，我们有下述Leibniz（莱伯尼兹）公式。

定理3.5.5（Leibniz）　若函数u和υ均n阶可导，则乘积函数uυ也n阶可导，且

[image: alt]

其中[image: alt]为组合数。

Leibniz公式与二项式定理[image: alt]在形式上非常类似。注意这一点有助于牢记Leibniz公式。

我们提醒读者不要盲目使用Leibniz公式。例如，如果对例题3.5.4应用Leibniz公式将会很复杂。一般地说，如果u、υ中有一个是低次多项式，则对其求超过其多项式次数的高阶导数值都为零，从而Leibniz公式中的（非零）项数大为减少。此时，应用Leibniz公式计算高阶导数是值得考虑的方法之一。

例3.5.6　设f（x）＝arctanx，求f（n）（0）．

解　首先求一阶导数：[image: alt]然后移项得恒等式：

（1＋x2）f′（x）≡1．

注意到左端第一个因子是低次多项式，因此对此恒等式两边求n－1阶导数时，可对左端应用Leibniz公式，得

（1＋x2）f（n）（x）＋2nxf（n－1）（x）＋（n－1）（n－2）f（n－2）（x）≡0．

特别地，令x＝0，则fn（0）＋（n－1）（n－2）f（n－2）（0）＝0．由此得到递推式：

f（n）（0）＝－（n－1）（n－2）f（n－2）（0）．

注意到f（0）＝0，f′（0）＝1，最后得

[image: alt]

应特别注意的是复合函数和参数式函数的高阶导数的计算：如果中间变量不代入的话，复合函数的一阶导数仍然是复合函数，因此在计算高阶导数时，应将低阶导数作为复合函数对待。同样，参数式函数的导数仍然是参数式函数。在计算高阶导数时，也应将低阶导数作为参数式函数对待。下面我们用两个例子说明，请读者细加体会。

例3.5.7　设f在［－1,1］上二阶可导，g（x）＝f（sinx）．求g″．

解　根据复合函数求导法得

g′（x）＝f′（sinx）cosx，

其中f′（sinx）仍然是一个复合函数。进而再由复合函数求导法，得

[image: alt]

例3.5.8　求参数式函数

[image: alt]

的二阶导数[image: alt]

解　根据参数式函数的求导法，[image: alt]其仍为参数式函数：

[image: alt]

故再由参数式函数的求导法得

[image: alt]






§3.6　微　分

自变量的微小改变∆x，将导致应变量函数值的改变。如果函数是连续的，那么在函数值上的改变量∆f也应该是微小的。我们将用微分的概念来刻画函数值改变量∆f对自变量改变量∆x的依赖关系。

定义3.6.1　设f在x0的某个邻域内有定义。∆x是自由变量。如果存在常数A（一般由f和x0确定），使得当｜∆x｜充分小时，∆f＝f（x0＋∆x）－f（x0）与A∆x的差为∆x的高阶无穷小，或等价地，

[image: alt]

则称f在x0处可微，又称A∆x为f在x0处的微分，记为df（x0）＝A∆x．

作为特别情形，函数y＝x（在任何x0处）的微分为dx＝∆x．因此我们也将∆x记为dx，又记df（x0）＝Adx．

应该注意的是：f在x0处的微分df（x0）是以∆x为自变量的线性函数。如果将f（x0＋∆x）视为∆x的函数，则可微条件（2）表明：f（x0＋∆x）可以表示为一个关于∆x的线性函数f（x0）＋A∆x与一个∆x的高阶小量之和。我们称f（x0）＋A∆x为f（x0＋∆x）的线性主部。显然，如果f（x0）＋A∆x不是（以∆x为自变量的）零函数，则当｜∆x｜充分小时，f（x0）＋A∆x确实是f（x0＋∆x）的主要部分。

可微条件（2）还有其他解释性说明。首先，在隐去x0后，（2）可以表示为

∆f＝df＋o（∆x），∆x→0．

这表明微分df是函数改变量的线性主部。其次，如果将∆x＝x－x0代入（2）并移项，则

f（x）＝f（x0）＋A（x－x0）＋o（x－x0），x→x0．

即在x0附近，f（x）可以近似地表示为一个线性函数，近似性度量是一个x－x0的高阶无穷小。这一点与我们在讨论函数的可导性或切线存在性的条件是相同的。因此，有下述可导与可微的等价性定理。

定理3.6.2　函数f在x0处可导，当且仅当f在x0处可微。进一步地，在可微时，微分常数A即为f在x0处的导数值f′（x0），即

df（x0）＝f′（x0）dx．

一般地，

[image: alt]

例3.6.3　计算f（x）＝esinx的微分。

解　由于f′（x）＝esinxcosx，所以[image: alt]

微分的基本性质

微分与导数之间这种紧密的关系（3）表明，微分运算具有与求导运算相同的基本性质。读者可以毫无困难地逐一加以验证。

定理3.6.4　假设函数f和g均可微，α和β为常数。则αf＋βg、f·g和f／g（g≠0）也都可微，并且

[image: alt]

定理3.6.5　设函数f和g均可微，且复合函数[image: alt]有定义。则[image: alt]仍可微，且

d（f（g（x））＝f′（g（x））g′（x）dx．

例3.6.6　计算f（x）＝x2ln（1＋x）的微分。

解　将f看作两个函数的乘积，则由微分性质，

[image: alt]

一阶微分的形式不变性

给定一个可微函数y＝f（u），其微分为

dy＝f′（u）du．

另一方面，如果可微函数u＝g（x）可以与y＝f（u）复合，则根据定理3.3.1，复合函数y＝f（g（x））的微分为

dy＝f′（g（x））·g′（x））dx．

由于du＝g′（x）dx为u＝g（x）的微分，因此，复合函数y＝f（g（x））的微分也可表示为

dy＝f′（g（x））·du＝f′（u）du，u＝g（x）．

上述关系式表明了这样一个事实：无论是将y＝f（u）看作是以u为自由变量的函数，还是看作是以u为中间变量的复合函数，其一阶微分dy在形式上都是不变的，均可表示为dy＝f′（u）du．所不同的是：作为自由变量u，du＝∆u；而作为中间变量u，微分du与改变量∆u可能是不同的，其表达式依赖于函数g的选取。

例3.6.7　求函数y＝esinx（1＋sinx）的微分。

解　将原函数视为复合函数：y＝eu（1＋u），u＝sinx．由一阶微分的形式不变性，

[image: alt]

二阶微分

固定自变量∆x，函数y＝f（x）的一阶微分dy＝df（x）＝f′（x）∆x仍然是一个以x为自变量的函数。如果df（x）仍然可微，则我们可以进一步计算df（x）的微分d（df（x）），称其为y＝f（x）的二阶微分，并记为d2y或d2f（x）．根据定义，

d2y＝d（f′（x）∆x）＝f″（x）∆x·∆x＝f″（x）（∆x）2＝f″（x）（dx）2．

与一阶微分不同的是：以u为中间应变量的复合函数y＝f（u）＝f（g（x））与以u为自变量的函数y＝f（u）在计算二阶微分时没有“形式不变性”：如果u为自变量，则

d2y＝f″（u）du2．

如果u＝g（x）为中间应变量，x为自变量，则可以验证，

d2y＝f″（u）du2＋f′（u）d2u，u＝g（x）．

请注意记号上的不同：du2＝（du）2，d2u＝d（du）．前者为一阶微分的平方，而后者表示二阶微分。另外，d（u2）＝2udu．

习题3.1

1．求下列函数的导数：

[image: alt]

2．设y＝cosx，求[image: alt]

3．讨论下列函数在x＝0处的连续性和可导性：

[image: alt]

4．若f′（x0）存在，求下列极限的值（其中a为常数）：

[image: alt]

5．设[image: alt]

试确定a，b，使得f在点x＝1连续且可导。

6．设[image: alt]其中x0为已知常数，试确定常数a，b，使f（x）在点x0处可导．

7．研究函数

[image: alt]

的连续性和可导性。

8．研究函数[image: alt]的连续性和可导性．

9．设f（x）＝（x－a）φ（x），其中函数φ在点x＝a连续，求f′（a）．

10．设f（x）＝｜x－a｜φ（x），其中函数φ在点x＝a连续且φ（a）≠0，证明f在点x＝a不可导。单侧导数f′＋（a）与f′－（a）等于什么？

11．设φ（0）＝φ′（0）＝0，[image: alt]试求f′（0）．

12．若f（x）在x＝a处可导，导数记为f′（a），那么｜f（x）｜在x＝a处是否可导．

13．设f（x）的定义域为（－∞,＋∞），且对于任意的x和h均有

f（x＋h）＝f（x）f（h），f（0）≠0

（1）证明f（0）＝1；

（2）若f′（0）存在，证明f（x）在任一点x均可导，且

f′（x）＝f（x）f′（0）．

14．设[image: alt]又函数f（x）在点x＝0处可导，求函数φ（x）＝f（g（x））在点x＝0处的导数。

习题3.2

1．求下列函数的导数：

[image: alt]

2．求下列函数在指定点处的导数．

（1）f（x）＝x3－5x2＋5x＋1，求f′（0），f′（1）；

（2）[image: alt]求f′（1），f′（2）；

（3）[image: alt]求[image: alt]

（4）f（x）＝x（x－1）（x－2）…（x－100），求f′（0），f′（1）．

3．已知直线y＝x与y＝logax相切，求a的值，及切点的坐标．

4．求过原点且与曲线[image: alt]相切的直线

5．若f在点x0有导数，g在点x0没有导数，证明F（x）＝f（x）＋g（x）在点x0没有导数。

6．若f，g在点x0均没有导数，能否断定它们的和在点x0没有导数？以

[image: alt]

为例说明之。

7．若f，g在点x0均没有导数，能否断定F（x）＝f（x）g（x）在点x0没有导数？以f（x）＝｜x｜，g（x）＝｜x｜为例说明之。

8．若f在点x0有导数，g在点x0没有导数，能否断定F（x）＝f（x）g（x）在点x0没有导数？以f（x）＝x2，g（x）＝｜x｜为例说明之。

习题3.3

1．求下列函数的导数：

[image: alt]

[image: alt]

2．求下列函数的导数：

[image: alt]

3．求下列方程所确定的隐函数y的导数[image: alt]

[image: alt]

4．如果φ（x），φ（x）可导，试求[image: alt]

（1）[image: alt]

（2）y＝φ（x＋φ（x））．

5．若[image: alt]求f′（2）．

6．设f（x），g（x）可导，f2（x）＋g2（x）≠0，求函数[image: alt]的导数。

7．设f（x）可导，求下列函数的导数：

[image: alt]

8．设函数

[image: alt]

问：当实数α满足什么条件时，

（1）f在上点x＝0连续；

（2）f在点x＝0可导；

（3）f可导，且导函数f′在点x＝0连续？

9．在一闭合电路中，若电阻R不变，电流按I＝Imsin（ωt＋φ）而变化（Im，ω，φ为常数），则电压V也随着变化。求电压对电流的变化率，电压对时间的变化率。

习题3.4

1．求下列参数方程所确定的函数的导数[image: alt]

[image: alt]

2．已知[image: alt]求[image: alt]

3．已知[image: alt]求[image: alt]

4．已知星形线的参数方程[image: alt]t∈［0,2π］

（1）求[image: alt]

（2）证明该曲线上任一点的切线夹在两坐标轴间的长为常数．

5．设x＝x（t），y＝y（t）由方程组[image: alt]确定，求[image: alt]

习题3.5

1．求下列函数的二阶导数：

[image: alt]

2．求下列函数的n阶导数：

[image: alt]

3．设ey＋xy＝e，求[image: alt]的值。

4．验证参数方程[image: alt]所确定的函数y满足关系式

[image: alt]

5．已知[image: alt]求f（n）（x）．

6．设f（x）＝sin6x＋cos6x，求f（n）（x）．

7．设x＝acost＋bsint，y＝asint－bcost，证明：

[image: alt]

8．已知f（x）＝xn，证明：

[image: alt]

9．设f（x）＝（x2－1）n（n为正整数）。证明：当k为小于n的正整数时，

f（k）（1）＝f（k）（－1）＝0，且f（n）（1）＝2nn！，f（n）（－1）＝（－2）nn！．

10．设φ（x）在区间（－∞，x0］内二阶可导，应如何选择系数a，b，c才能使

[image: alt]

在（－∞,＋∞）内的二阶导数存在？

11．设y＝arcsinx，证明：

（1）（1－x2）y″－xy′＝0，

（2）（1－x2）y（n＋2）－x（1－2n）y（n＋1）－n2y（n）＝0，

（3）导出递推公式y（n＋2）（0）＝n2y（n）（0），y（0）＝y（0）＝0，y′（0）＝1，并求出

[image: alt]

12．验证：

（1）[image: alt]满足方程[image: alt]

（2）[image: alt]满足方程

（1－x2）T″n（x）－xT′n（x）＋n2Tn（x）＝0（n＝0,1,2,…）．

（3）方程[image: alt]所确定的函数y＝y（x）满足

[image: alt]

13．设勒让德多项式[image: alt]证明：

（1）pn（1）＝1；Pn（－1）＝（－1）n；

（2）（1－x2）P″n（x）－2xP′n（x）＋n（n＋1）Pn（x）＝0．

习题3.6

1．求下列函数的微分：

[image: alt]

2．求下列函数的微分dy：

[image: alt]

3．当｜x｜较小时，证明下列近似公式，近似值度量为o（x）．

[image: alt]

4．利用[image: alt]求[image: alt]的近似值。

5．设f（x）可微，利用一阶微分形式不变性求下列函数的微分dy．

（1）y＝f［f（sinx）］

（2）y＝f［sinf（x）］．

6．利用微分证明近似公式[image: alt]

7．求下列各数的近似值：

[image: alt]

8．已知单摆的振动周期[image: alt]其中g＝980cm/s2，l为摆长。设原摆长为20cm，为使周期T增大0.05s，摆长约需加长多少？

9．一电路中，已知电阻R＝22欧姆，今用电流表测得电流I＝10安培，测量的绝对误差限是0.1安培，问用公式P＝I2R计算电功率P所产生的绝对误差限δP是多少？相对误差限[image: alt]是多少？

10．对一圆柱形钢材试件进行轴向拉伸试验，已知试件直径D＝1厘米，长L＝10厘米，在荷载P＝1570千克的拉伸下，测得伸长l＝0.010厘米，已知测量伸长l的仪器有测量绝对误差限0.0003厘米，问用公式[image: alt]计算弹性模量E时，绝对误差限δE和相对误差限[image: alt]各多少？


4．微分中值定理及导数应用

微分中值定理在微积分学中占据非常重要的地位。微分中值定理由多个相互关联、依存的定理组成。从形式上看，微分中值定理建立了函数值的相对改变量与某点导数值的“等式”关系。相对地，微分仅说明函数值改变量与导数值的局部“近似”关系。从内容上看，微分中值定理建立了函数的整体与局部关系。

§4.1　微分中值定理

极值与Fermat（费尔马）定理

微分中值定理的建立源于函数极值的研究。为此，我们首先介绍极值概念与性质。

定义4.1.1　设函数f在x0的某个邻域内有定义。如果存在δ＞0，使得对任何x∈（x0－δ，x0＋δ），恒有

f（x）≤f（x0），

则称f（x0）为函数f的一个极大值，x0为f的一个极大值点。类似地可以定义f的极小值和极小值点。极大值或极小值统称为极值，而极大值点或极小值点统称为极值点。

显然，“极大”或“极小”仅是一个局部概念，不具有整体性。对给定的函数，极大（小）值点可能不存在，也可能存在多个。同样，同一函数的两个极大值有可能不相等。从定义来看，极值点x0必须是f定义域的内点（需要在x0的两侧比较函数的大小）。如果f仅在x0的一侧有定义，则x0不可能为f的一个极值点。

可微函数的极值点有一个非常容易检验的特点。为说明这一特点，我们假定x0为f的一个极小值点，则当x0充分接近x0时，总有f（x）－f（x0）≥0．于是，由极限的保号性，

[image: alt]

注意到f′－（x0）＝f′＋（x0）＝f′（x0），因此必有f′（x0）＝0．由此我们证明了下述Fermat定理。

定理4.1.2（Fermat定理）　设x0为函数f的极值点。如果f在x0处可微，则

f′（x0）＝0．

Rolle（罗尔）定理

显而易见，如果可微函数f的最大（小）值f（x0）在定义区间的内部取到，则这个最大（小）值必定为f的极值，因此，由Fermat定理，f′（x0）＝0．

有许多不同的条件可以确保f有一个最大或最小值在定义区间的内部取到。Rolle给出了一个简单且容易检验的条件：f在［a,b］上的连续，且f（a）＝f（b）．我们可以分两种情形证明之：

（1）如果f在［a,b］上为常数，则（a,b）内的任何x0都为f的最大（小）值点。

（2）如果f在［a,b］上不为常数，则存在x0∈（a,b），使得f（x0）≠f（a）．不妨设f（x0）＜f（a）．于是f（a）和f（b）都不是f在［a,b］上的最小值，其最小值必定在区间（a,b）的内部取到。因此我们有下述Rolle定理：

定理4.1.3（Rolle定理）　如果f在区间［a,b］上连续，在（a,b）内可导，且f（a）＝f（b），则存在ξ∈（a,b），使得

f′（ξ）＝0．

从上述证明中我们看到，Rolle定理中的介值点ξ可以是一个最大或最小值点。

例4.1.4　设α∈（0,π），f（x）＝（x－α）sinx，则存在ξ∈（0,π），使得f″（ξ）＝0．

证明　显然f二阶可导。因为f（0）＝f（α）＝f（π）＝0，所以根据Rolle定理，在（0,α）和（α,π）内分别存在ξ1和ξ2，使得f′（ξ1）＝f′（ξ2）＝0．易知，f′在［ξ1，ξ2］满足Rolle定理的条件，故对f′再次应用Rolle定理，可知存在ξ∈（ξ1，ξ2）⊂（0,π），使得f″（ξ）＝0．　　□

该例题可以用其他方法证明，但用Rolle定理显得简单、方便。

Lagrange（拉格朗日）定理

Rolle定理的条件“f（a）＝f（b）”意味着连接两点（a，f（a））和（b，f（b））的直线是一条水平线，而结论“f′（ξ）＝0”表明f在点（ξ，f（ξ））处的切线也是一条水平直线。Rolle定理的本质是：连接两点（a，f（a））和（b，f（b））的直线与曲线上某点的切线是平行的，尽管这里的“平行”还有一点点特殊性：水平平行。这一平行的本质特性在条件“f（a）＝f（b）”不能满足时也能保持。下述Lagrange定理说明了这一点。

定理4.1.5（Lagrange定理）　如果f在［a,b］上连续，在（a,b）内可导，则存在ξ∈（a,b），使得

[image: alt]

该定理可以通过构造一个满足Rolle定理条件的函数g来获证。令

g（x）＝f（x）－l（x），

其中[image: alt]是过两点（a，f（a））、（b，f（b））的直线函数。容易验证g（x）满足Rolle定理的三个条件，故g′有一个零点ξ∈（a,b），等价地，

[image: alt]

从而证明了Lagrange定理。

注　拉格朗日中值定理又称微分中值定理。

推论4.1.6　若f′在（a,b）内存在且恒为零，则f在（a,b）内为常数。

证明　这个推论非常明显：对（a,b）内的任何两点x1＜x2，根据Lagrange定理，存在ξ∈（x1，x2），使得

[image: alt]

从而[image: alt]

例4.1.7　证明：在［－1,1］上有恒等式：

[image: alt]

解　直接计算导数，得（arcsinx＋arccosx）′＝0．因此由推论4.1.6，

[image: alt]

其中C为常数。再令[image: alt]即可确定[image: alt]类似地可导出第二个恒等式。

由Rolle定理或Lagrange定理可以推导出一些检验函数单调性的判别方法。我们将在下节详细讨论。

Cauchy（柯西）定理

不难看出，Lagrange定理是Rolle定理的推广。更为一般的结论是下述Cauchy定理。

定理4.1.8（Cauchy定理）　设函数f和g在［a,b］上连续，在（a,b）内可导，且g′在（a,b）内没有零点，则存在ξ∈（a,b），使得

[image: alt]

关于Cauchy定理，我们有这样一些说明：根据Rolle定理的推论，在g′≠0的条件下，必然有g（a）≠g（b）．因而上述等式两边分式的分母非零。然而条件“g′≠0”不是本质的。只要将上式改写为

（f（b）－f（a））g′（ξ）＝（g（b）－g（a））f′（ξ），

那么在去掉“g′≠0”的条件下，上式仍然成立。

有许多方法可以证明Cauchy定理。比较常见的是采用构造一个满足Rolle定理条件的辅助函数，如同证明Lagrange定理的情形。不过我们这里提请读者考虑这样一个问题：是否可以由Lagrange定理直接导出Cauchy定理？

为此，令α＝g（a），β＝g（b）．由于条件“g′＝0”隐含着g严格单调（参见定理4.2.3），故其反函数g-1存在。于是a＝g-1（α），b＝g-1（β），并且

[image: alt]

其中复合函数[image: alt]在定义区间［α,β］上连续（假定α＜β），在其内部可微。另一方面，[image: alt]其中x＝g-1（t）．因此，对[image: alt]在区间［α,β］上应用Lagrange定理，立即得到所需的结论。

上述中值定理的介值点ξ可以表示更为方便的形式：

ξ＝a＋θ（b－a），

其中θ∈（0,1）．

例4.1.9　设b＞a＞0，f在［a,b］上连续，在（a,b）内可导。则存在ξ∈（a,b），使得

[image: alt]

证明　若将与ξ无关的因子移到等式另一边，则所要证明的是：存在ξ∈（a,b），使得

[image: alt]

接下来的证明就非常显然了：令g（x）＝lnx，并应用Cauchy中值定理。请读者完成之。

§4.2　函数单调性

许多函数在一定的定义区间内呈现出单调性。微分中值定理为分析函数的单调性提供了非常有效的手段。

首先，由Lagrange定理，得到下述明显的结论。

定理4.2.1　假设f在［a,b］上连续，在（a,b）内可导。则f在［a,b］上单调增加（减少）的充分必要条件是：

f′（x）≥0　（f′（x）≤0），　x∈（a,b）．

特别地，f在［a,b］上为常数，当且仅当在（a,b）内f′（x）＝0．

证明　充分性可以通过Lagrange定理直接获证。实际上，如果f′（x）≥0，则对［a,b］上的任何两点x1＜x2，由Lagrange定理，存在ξ∈（x1，x2）使得

f（x2）－f（x1）＝f′（ξ）（x2－x1）≥0，

即f（x2）≥f（x1）．从而f在［a,b］上单调增加。

反之，若f在［a,b］上单调增加，则对任何x∈（a,b），

[image: alt]

由导数定义和函数极限的性质知[image: alt]

从上述充分性证明中可得严格单调性的充分条件：f′恒正或恒负。

定理4.2.2　如果f在［a,b］上连续，在（a,b）内可导，f′在（a,b）内恒正（恒负），则f在［a,b］上严格单调增加（减少）。

我们将此证明留作习题。

当f在（a,b）内可导时，“f′在（a,b）内恒正或恒负”等价于“f′在（a,b）内没有零点”。这一等价性证明需要关于导函数的达布定理：导函数在区间上的值域也是区间。有兴趣的读者可参阅相关文献。然而根据Fermat定理，可以直接证明在上述定理中替换了这一等价性条件的相同结果。

定理4.2.3　设f在区间［a,b］上连续，在（a,b）内可导，且f′在（a,b）内没有零点，则f在［a,b］上严格单调。

证明　由于f′在（a,b）内没有零点，根据Fermat定理，f在区间［a,b］上的最小值、最大值只能在端点取到。不妨设f（a）为最小值，f（b）为最大值。从而当x∈（a,b）时，

f（a）＜f（x）＜f（b）．

如果f在［a,b］上非严格单调增加，那么在［a,b］内存在x1＜x2，使得f（x1）≥f（x2）．显然x1≠a．注意到f（x1）≥f（x2）≥f（a），f在［a，x2］上的最大值必可在（a，x2）内取到。因而f在（a，x2）内有一个极大值点ξ．根据Fermat定理，ξ必为f′的零点，从而得出矛盾。因此，f在［a,b］上必定严格单调增加。　　□

“f′没有零点”并不是严格单调的必要的条件。例如，f（x）＝x3严格单调，但其导函数却有一个零点。函数严格单调的充分必要条件，建立在关于导函数零点集的非区间性要求上。

定理4.2.4　假设f在［a,b］上连续，在（a,b）内可导。则f在［a,b］上严格单调增加的充分必要条件是：f′（x）≥0，且f′的任何部分零点都不能构成（非单点）区间。

必要性是显然的，可用反证法证明充分性。有兴趣的读者可尝试证明之。

例4.2.5　考虑函数f（x）＝（2x＋1）e-x的单调性。

由于f′（x）＝（1－2x）e-x，当x＞1/2时，f′（x）＜0；当x＜1/2时，f′（x）＞0．因此，f在（－∞，1/2］内严格单调增加，在［1/2，＋∞）内严格单调减小。

利用函数的单调性，可以简单地证明一些不等式。

例4.2.6　证明不等式[image: alt]

证明　考虑不等式两端的差函数[image: alt]x∈［0,＋∞）．我们只需证明：当x＞0时，f（x）＞0．为此考虑f在［0，∞）的单调性。由于在［0,＋∞）上f连续，在（0,＋∞）内f可导，且

[image: alt]

因此，f在［0,＋∞）严格单调递增，从而当x＞0时[image: alt]

上述这种利用单调性证明不等式的方法，在证明其他一些不等式时，可能需要多次使用。例如在下述例子中我们需要在x＝0的两侧利用函数的单调性。

例4.2.7　证明在当x≠0时总有如下不等式：ex＞1＋x．

证明　令f（x）＝ex－（1＋x）．因为f′（x）＝ex－1．显然，当x＜0时，f′（x）＜0；当x＞0时，f′（x）＞0．因此f在（－∞,0］上严格单调递减，在［0,＋∞）上严格单调递增。于是x≠0时，总有[image: alt]

§4.3　L′Hospital（罗比塔）法则

在讨论函数极限时，我们曾经指出：两个无穷小量α和β趋于0的快慢可能是不一样的。检验两者趋于零的相对快慢的手段之一是考虑两者比值[image: alt]的渐进性态。如果[image: alt]则α是β的高阶无穷小；反之，如果[image: alt]则β是α的高阶无穷小；如果[image: alt]则α与β为等价无穷小。当然，[image: alt]的极限可能为其他常数或不存在。因此，对于两个无穷小量α和β，比值[image: alt]的极限有各种可能的结果，我们无法给出关于统一的定性结论。我们称这种无法定性的极限式为“不定式”。

不定式可以细分为多种类型。两个无穷小量的比式称为“[image: alt]”。类似地有[image: alt]等等。理论上，其他类型的不定式都可化为[image: alt]本节的主要目的是：借助于柯西定理推导出计算[image: alt]不定式的方法：L′Hospital（罗比塔）法则。

定理4.3.1（L′Hospital法则Ⅰ）　设函数f和g在x0的某空心邻域N0（x0）内连续且可导，且g′≠0．如果[image: alt]且极限[image: alt]存在（包括非正常极限∞），

则

[image: alt]

证明　不失一般性，我们重新定义f（x0）＝g（x0）＝0．于是f和g在x0的某邻域N（x0）内连续。根据Cauchy定理，对此邻域N（x0）内每个固定的x≠x0，必定存在介于x0与x之间的ξ＝ξ（x），使得

[image: alt]

由于当x≠x0且x→x0时，必然迫使ξ≠x0，且ξ→x0．从而[image: alt]因此在上式两边令x→x0，立即得到定理的结论。　　□

例4.3.2　计算极限[image: alt]

解　显然当x→0时，[image: alt]为[image: alt]不定式。为应用L′Hospital法则，我们首先需要计算极限

[image: alt]

显然，它仍然为[image: alt]不定式。由于其导数形式的极限存在：

[image: alt]

因此首先由L′Hospital法则，我们断定[image: alt]即[image: alt]进而再次应用L′Hospital法则，得

[image: alt]

在上述例子中，为计算不定式的极限，我们需要多次应用L′Hospital法则。这在计算不定式极限中是常见的。上述严密的推演过程显得有点繁琐。为简单起见，我们允许如下表示：

[image: alt]

在理论上，第一、三个等式成立的前提是最后一个等式成立。我们提醒初学者注意：如果用上述简单表示，在等号上标示[image: alt]是必需的：它表明在应用L′Hospital法则之前，已确认过不定式的类型，对初学者这一步必不可少。

在用L′Hospital法则求极限的过程中，适当运用等价量替换积式或商式中的整个因子，可以简化计算过程。例如，同样对上例，若用tanx的等价无穷小x替代因子tanx，则计算过程简单多了：

[image: alt]

另一方面，如果不定式有非零极限的因子，应在应用L′Hospital法则之前将其从不定式中分离出来。

例4.3.3　计算极限[image: alt]

解　当x→π时，此为[image: alt]不定式。但分母有一个极限存在且非零的因子x，应将其分离。另外，当x→π时，tanx～π－x．故有

[image: alt]

我们在上述两例中，选用两个函数形式极为相似的不定式，其另一个意图是提醒读者不要忽视自变量的极限形式。

对[image: alt]不定式，也有类似的L′Hospital法则。下述定理给出更为一般的结论。

定理4.3.4（L′Hospital法则Ⅱ）　设函数f和g在x0的某空心邻域N0（x0）内连续且可导，且g′≠0．如果[image: alt]且极限[image: alt]存在（包括非正常极限∞），则

[image: alt]

这里我们略去其证明。需要强调的是，上述定理给出了计算更为一般的[image: alt]不定式极限的方法。分子“*”表示可以不考虑分子的极限是否存在或为∞．

例4.3.5　计算极限[image: alt]

解[image: alt]

上例中，实际上是[image: alt]不定式。我们没有检验分子是否为无穷大，是因为不需要，尽管分子确实为无穷大。与此不同，下例中分子确实没有有限极限或为无穷大。

例4.3.6　计算[image: alt]

解　此为[image: alt]不定式。由L′Hospital法则Ⅱ，

[image: alt]

其中用到了[image: alt]（见例题4.3.7）．

对于其他形式的不定式，必须首先转化为上述两种基本形式，然后用L′Hospital法则计算极限值。下面我们用一些例子说明，如何将其他形式的不定式转化为这两种基本形式。

例4.3.7　计算[image: alt]

解[image: alt]

例4.3.8　计算[image: alt]

解[image: alt]

例4.3.9　计算[image: alt]

解[image: alt]

例4.3.10　计算[image: alt]

解[image: alt]

例4.3.11　计算[image: alt]

解

[image: alt]

§4.4　Taylor（泰勒）定理

在固定点x0附近，用切线函数l（x）＝f（x0）＋f′（x0）（x－x0）（一次多项式）近似地替代曲线函数f（x），自然简单易于计算。但对于在x0附近变化较大的函数，用一次多项式逼近是不够的。例如考虑这样的函数f（x）＝x2＋sin3（x）．易知，在x＝0处f的切线函数为y＝0，显然用y＝0去逼近f（x）＝x2－sin3（x）并不理想。在这种情形下，用更高阶多项式去近似表示f是合理的。例如用x2逼近f（x）＝x2＋sin3（x）更为精确。本节中我们介绍Taylor多项式逼近。

假定f在x0的某邻域n－1阶连续可导，在x0处n阶可导。所谓n阶Taylor多项式，是这样一个阶数不超过n的多项式

Tn（x）＝c0＋c1（x－x0）＋c2（x－x0）2＋…＋cn（x－x0）n，

满足

[image: alt]

容易验证多项式Tn（x）满足：[image: alt]（x0）＝ck·k！，因此

[image: alt]

从而可将Tn（x）表示为

[image: alt]

我们称其为f在x0处的n阶Taylor多项式。误差函数

Rn（x）＝f（x）－Tn（x）

称为Taylor余项。根据条件的强弱，Taylor余项有不同的估计或表示形式。

定理4.4.1　设f在x0处n阶可导，则Rn（x）＝o（（x－x0）n），（x→x0），即

[image: alt]

证明　显然，当k≤n－1时，[image: alt]在x0的某邻域内存在，并且

[image: alt]

另一方面，若令Qn（x）＝（x－x0）n．则也有

[image: alt]

于是应用n－1次L′Hospital法则，得

[image: alt]

[image: alt]

因此[image: alt]

我们称Rn（x）＝o（（x－x0）n）为Peano（皮亚诺）型余项。称（5）式为带Peano型余项的Taylor公式。在略强的条件下，我们可以得到Taylor余项的Rn（x）的更为具体的表示形式。

定理4.4.2（Taylor定理）　设函数f在x0的某邻域内n＋1阶可导，则在此邻域内，对每个x，存在ξ＝x0＋θ（x－x0），θ∈（0,1），使得

[image: alt]

证明　由条件（4）知，

[image: alt]

对固定的x≠x0，我们构造一个以t为自变量的函数φ（t），要求除了保持

φ（k）（x0）＝0，k＝0，1，2，…，n

的同时，又能增加一个零点：φ（x）＝0（注意：此处φ（x）为函数φ（t）在固定点t＝x处的函数值）。容易验证，下述定义的函数

[image: alt]

具有这些特点：

[image: alt]

在φ（t）中增加一个异于x0的零点的好处是：我们可以对φ（t）在［x0,x］上应用Rolle定理（假定x＞x0），得到φ′（t）的一个异于x0的零点ξ1，然后对φ′（t）在［x0,ξ1］上应用Rolle定理，得到φ″（t）的一个异于x0的零点ξ2．继续这一重复性的工作，可以断言：存在ξ＝ξn＋1，使得φ（n＋1）（ξ）＝0．显然，ξk，k＝1，2，…，n＋1，单调地靠近x0．注意到

[image: alt]

由φ（n＋1）（ξ）＝0并移项，便可得到定理的结论。　　□

将Taylor多项式Tn（x）和Taylor余项Rn（x）的表达式代入f（x）＝Tn（x）＋Rn（x），可得

[image: alt]

我们称其为f在x0处的n阶Taylor展开式。特别地，当x0＝0时，称其为Maclaurin（麦克劳林）展开式。

对于一些常见的初等函数，可以通过定义计算其Taylor展开式。

例4.4.3　求y＝ex的Maclaurin展开式。

解　由于y（k）（x）＝ex，所以有

[image: alt]

请读者验证：

[image: alt]

请考虑（1＋x）α的Maclaurin展开式。

§4.5　函数极值

从几何直观上看，连续函数从一个单调（递增）区间连续过渡到另一个单调（递减）区间，必将通过一个极值点。因此，借助于函数单调性的判定，可以有利于把握函数的形态和确定极值点。

Fermat定理给出了可微函数极值点的必要条件：f′（x0）＝0．我们称f′的零点为f的稳定点。因此，Fermat定理可以表述为：可微函数的极值点必定是其稳定点。这个条件仅仅是必要而非充分。下面我们考虑可微函数有极值点的充分条件。

假定f在x0的某邻域［x0－δ，x0＋δ］内连续。如果在（x0－δ，x0）内f′（x）≥0，则在［x0－δ，x0］上应用单调性定理4.2.1可知：f在［x0－δ，x0］单调增加。因此，

[image: alt]

另一方面，如果同时在（x0，x0＋δ）内f′（x）≤0，则f在［x0，x0＋δ］单调减少，于是

[image: alt]

这说明了x0是f的极大值点。从而我们实际上证明了下述定理。

定理4.5.1（极值第一判别法）　如果f在x0的某邻域内连续，f′在x0的两侧异号，则x0必定是f的极值点。具体地，

（1）若在x0的左侧邻域内f′（x）≥0，在x0的右侧邻域内f′（x）≤0，则x0是f的极大值点；

（2）若在x0的左侧邻域内f′（x）≤0，在x0的右侧邻域内f′（x）≥0，则x0是f的极小值点。

定理中单侧邻域可以不包括x0，即左、右侧邻域分别是（x0－δ，x0）和（x0，x0＋δ）．

导函数在x0两侧的不同保号性，保证了函数在x0两侧的不同单调性，从而确保了f（x0）的极值性。需要指出的是：函数在极值的两侧并不一定是单调的。例如

f（0）＝0，f（x）＝x2（1＋sin2（1／x）），x≠0．

x＝0为f的极小值点，但对任何小的δ＞0，f在（0,δ）内不单调。请参见图4.1。

[image: alt]

图4.1　函数[image: alt]（x≠0），f（0）＝0




例4.5.2　证明：函数f（x）＝（x－2）ln（x＋1）在区间［0,＋∞）内存在唯一极小值点。

解　求导得[image: alt]由于f′在［0,＋∞）上连续，且f′（0）＜0＜f′（3），因此f′在（0,3）内必有零点x0．进一步，由于

[image: alt]

故f′在（0,＋∞）严格单调增加，从而x∈［0，x0）时，f′（x）＜0，当x＞x0时，f′（x）＞0．根据极值第一判别法，x0为f（x）＝（x－2）ln（x＋1）在［0,＋∞）内的（唯一）极小值点。　◇

如果f′（x0）＝0，为了满足极值第一判别法的条件，我们可以施加条件“f″在x0的某邻域内存在、非零且保号”，来保证f′在x0的某邻域内严格单调。这样，由f′（x0）＝0确保f′在x0的两侧异号。然而这个新给出的条件过强。实际上我们有一个比此弱得多的充分性条件。

为此，请读者注意这样一个事实：函数极值是局部性的。与此相同，带有Peano余项的Taylor展开式也恰恰表示了可微函数在指定点附近的局部性质。如果x0满足极值的必要条件：f′（x0）＝0，则由Taylor展开式，

[image: alt]

这里我们已经将Peano余项o（（x－x0）2）表示成o（（x－x2）2）＝α（x）（x－x0）2，其中α（x）→0（x→x0）．注意到当x≠x0时，（x－x0）2＞0，并且当x→x0时，

[image: alt]

因此如果f″（x0）≠0，则当x充分接近x0时，

[image: alt]

与f″（x0）有完全一致的数值符号，从而x0必定是f的极值点。由此我们证明了下述定理。

定理4.5.3（极值第二判别法）　设f在x0的某邻域内可导，且在x0处二阶可导。如果f′（x0）＝0且f″（x0）≠0，则x0必定是f的极值点。更为具体地，

（1）若f″（x0）＜0，则x0是f的极大值点；

（2）若f″（x0）＞0，则x0是f的极小值点。

容易看出，用极值第二判别法证明例题4.5.2，要比极值第一判别法更容易。

例4.5.4　求f（x）＝4x2＋3ln（1－x2）的极值。

解　首先确定f的稳定点（候选极值点）：因为f′（x）＝8x－6x／（1－x2），故稳定点有三个：[image: alt]

另一方面，[image: alt]因此

f″（x1）＜0，f″（x2）＞0，f″（x3）＜0．

根据极值第二判别法，f（x1）＝f（x3）＝1＋3ln（3／4）为极大值，而f（x2）＝0为极小值。

◇

请读者考虑这样一个问题：如果f′（x0）和f″（x0）同时为零，能否判定x0是极值点？是否需要添加进一步的条件？如何添加所需的条件？

§4.6　函数的凹凸、曲率与渐近线

函数图形的凹向与拐点

单调性、极值性刻画了函数曲线的升降与峰谷形态。然而要比较全面地了解函数曲线，仅仅考虑函数的单调性、极值性是不够的。例如函数y＝1－x2与[image: alt]在（－∞,0）内均严格单调增加，在（0,＋∞）均严格单调减少，同时，x＝0均为这两个函数的唯一极大值点，且极大值也都是1。但两者的整体特性却大相径庭。参见图4.2。

[image: alt]

图4.2　函数y＝1－x2（左）与[image: alt]

对于函数，y＝1－x2，其任何一点x0处的切线[image: alt]（在x0的局部范围内）均在曲线之上。这一特点在[image: alt]上并不总能保持。读者可以验证：如果｜x0｜适当大时，x0处的切线[image: alt]却在曲线[image: alt]之下。

定义4.6.1　如果在区间（a,b）内的任何一点x0处，函数f的切线均在曲线之下，即在x0某个邻域内总有

[image: alt]

则称f在（a,b）内凸（下凹）。类似地，如果在区间（a,b）内的任何一点x0处，函数f的切线均在曲线之上，即在x0某个邻域内总有

[image: alt]

则称f在（a,b）内凹（上凸）。

[image: alt]

图4.3　凸函数（左）与凹函数（右）

如果向函数值增加的方向看，上述凹凸的定义与几何直观一致。

由于仅需要局部地满足（7）或（8），我们可以借助于Taylor展开式来检验。考虑二阶Taylor展开式，

[image: alt]

其中ξ＝x0＋θ（x－x0），θ∈（0,1）．易知，如果f″＞0，则（7）满足；如果f″≤0，则（8）成立。于是我们证明了下述凹凸定理的充分性。

定理4.6.2（凹凸判别法）　设f在区间［a,b］上连续，在（a,b）内二阶可导。那么

（1）f在［a,b］内凸，当且仅当在（a,b）内恒有f″≥0；

（2）f在［a,b］内凹，当且仅当在（a,b）内恒有f″≤0．

定理的必要性证明留给读者。

例4.6.3　求函数[image: alt]的凹凸区间。

解　通过仔细运算得

[image: alt]

当x∈（－1，－1/2）时，f″（x）＜0，从而f在（－1，－1/2］内凹；当x∈（－1/2，1）时，f″（x）＞0，从而f在［－1/2，1）内凸。　　◇

在上述例子中，函数f在x＝－1/2的两侧改变了凹凸性。具有这一特性的点称为拐点。

直接由定理4.6.2可得拐点的必要条件。

定理4.6.4　设f在区间（a,b）内二阶可导，x0∈（a,b）为曲线y＝f（x）的拐点，则

f″（x0）＝0．

如同f′（x0）＝0仅是极值点的必要条件一样，f″（x0）＝0也仅是拐点的必要条件。判定x0是否为拐点还需进一步的条件。有兴趣的读者可以考虑证明下述定理。

定理4.6.5　设f在x0处n阶可导（n≥3），满足

f（k）（x0）＝0，k＝2，…，n－1，f（n）x0≠0．

如果n为奇数，则x0为曲线y＝f（x）的拐点。

下表给出了在f（k）（x0）＝0，k＝2，3，4，f（5）＞0情形下，证明定理4.6.5的步骤示意图。

[image: alt]

例4.6.6　若a＝π／4－2，则x＝π／4是f（x）＝（x－a）sinx的一个拐点。

解　计算f的二阶导数，得

f″（x）＝2cosx－（x－a）sinx．

则f″（π／4）＝0．而三阶（奇数阶）导数f（3）在x＝π／4处非零[image: alt]因此x＝π／4是f的拐点。　　◇

f″在拐点x0处可能不存在，见例题4.6.9。

曲率与曲率圆

在一个半径为R的圆上截取一弧段，其弧长l由半径R与弧段的弧度θ确定：

l＝θR．

考虑动点从弧段的一端移动到另一端，此时动点处的切线的角度也随之改变。容易看到，θ实际上是切线角度的改变量。显然，弧长l或切线角度的改变量θ本身并不决定弧段的弯曲程度：等弧长但不等切线角度的改变量，或等切线角度的改变量但不等弧长的两个弧段，可以有不同的弯曲度。下图给出了这两种情形的对比弧段。

[image: alt]

图4.4




决定弧段的弯曲程度实际上是半径R.R越大，或等价地，1／R越小，弧段的弯曲度越小。即

[image: alt]

决定了弧段的弯曲度。我们称[image: alt]为弧段的平均弯曲度。

一般地，在一个可微函数曲线上点P附近截取一曲线段，记l为此曲线段的弧长，θ为此曲线段起点与终点处两切线的角度的改变量，我们用[image: alt]定义此曲线段的平均弯曲度。

显然，若l越小，则[image: alt]越能准确地反映曲线在P点处的弯曲度。因此，若l趋于零时[image: alt]的极限存在，则我们用此极限值

[image: alt]

定义曲线在P点处的弯曲度，又称其为曲率。

容易验证，半径为R的圆上任何点处的曲率均相同，且为K＝1／R．所以我们又称

R＝1／K

为曲线在P点处的曲率半径。

现在我们推导一般可微函数曲线y＝f（x）的曲率表达式。首先在曲线上任取一固定点P（x，f（x）），然后再取动点M（x＋∆x，f（x＋∆x））．由于P、M两点处的切线与x轴的夹角分别为α（x）＝arctanf′（x）和α（x＋∆x）＝arctanf′（x＋∆x），因此，两点切线角度的改变量为

｜∆α｜＝｜arctanf′（x＋∆x）－arctanf′（x）｜．

另一方面，当｜∆x｜足够小时，P、M两点间曲线弧长可表示为

[image: alt]

（详细推导过程请参见第六章有关弧长计算的部分）因此，点P（x，f（x））处的曲率为

[image: alt]

如果K（x）≠0，则在P（x，f（x））的法线（过P点且与P点切线垂直的直线）上曲线弯曲一侧取一点Q，使其到Q点的距离为P．然后以Q为圆心，以R为半径作圆C．这样的圆具有如下特点：

（1）它与曲线y＝f（x）在P点处相切（即具有相同的切线）。

（2）在此公共的切点，两者有相同曲率。

（3）在此公共的切点，两者有相同的凹凸性。

我们称这样的圆为f在P点处的曲率圆，R（x）＝1／K（x）为曲率圆半径，简称曲率半径。曲线与曲率圆参见图4.5．

[image: alt]

图4.5

例4.6.7　求[image: alt]在x＝1处的曲率K与曲率半径R．

解　因为f′（1）＝1／5，f″（1）＝9／10，所以f在x＝1处的曲率[image: alt]曲率半径

[image: alt]

曲线渐近线

所谓“曲线的渐近线”是这样一条直线：当点P（x,y）沿曲线远离原点时，P（x,y）到此直线的距离趋于0（图4.6）．

[image: alt]

图4.6　渐近线

动点P（x,y）沿曲线远离原点，可分两种情形：（1）x→x0时，f（x）→∞；（2）x→＋∞或x→－∞．

如果x→x0时，f（x）→∞，则直线x＝x0便是曲线y＝f（x）的一条垂直渐近线。这种情形容易确定。

如果x→＋∞，或x→－∞，则可能的渐进线为水平或斜直线，可统一表示为y＝ax＋b．在此情形下，曲线y＝f（x）上的点P（x,y）到此直线的距离为

[image: alt]

因此，如果当x→＋∞时，d（x）→0，则f（x）－ax－b→0．从而[image: alt]也即[image: alt]再由f（x）－ax－b→0，可确定

[image: alt]

反过来，对于这样确定的直线y＝ax＋b，显然有d（x）→0（x→＋∞）．故y＝ax＋b是曲线y＝f（x）的一条渐进线。这样，水平或斜渐近线y＝ax＋b的系数可如下确定：

[image: alt]

可类似地分析x→－∞时的渐近线。

例4.6.8　求函数[image: alt]的渐近线。

解　显然f有垂直渐近线x＝1．另外，由

[image: alt]

f有斜渐近线：y＝x＋3．注意：y＝x＋3实际上是在x→＋∞，x→－∞下的二条重合渐近线。　　◇

函数图形的描绘

比较准确地绘制函数曲线，除了函数的定义域、值域、连续性外，还应考虑曲线的主要特征与特征点。曲线的主要特征应包括：

（1）单调区间；

（2）凸性区间；

（3）特征点，如极值点、拐点、间断点不可导点、曲线与坐标轴的交点等；

（4）渐近线。

通常，一阶导数用于确定单调区间与极值点；二阶导数用于确定凸性区间与拐点。适当地建立一阶导数和二阶导数的信息表，对绘制函数曲线是有帮助的。

例4.6.9　绘制函数[image: alt]的曲线图形。

解　经计算得

[image: alt]

根据三次方程的求根公式，方程x3＋2x2＋8x－2＝0只有一个实根

[image: alt]

其中，[image: alt]因此，f″只有一个零点x0．请注意：f″在x＝0和x＝1时不存在，而x＝0恰恰是一个拐点。f的特征信息见下表所示。

[image: alt]

显然，x＝1是f的一条垂直渐近线。由于x→∞时，[image: alt]因此f没有斜渐近线。同时f也没有极值（图4.7）。　　◇

[image: alt]

图4.7

习题4.1

1．验证下列函数f在指定区间上Rolle定理的正确性，求出中间值ξ，并检验相应的f（ξ）是否f为指定区间上的最大值或最小值。

（1）f（x）＝x3＋4x2－7x－10，［－1,2］；

[image: alt]

2．在指定区间上对下列函数验证Lagrange定理：

[image: alt]

3．验证分段表示的函数

[image: alt]

在区间［0,4］上满足Lagrange定理的条件，并求出中值公式中的中间值ξ．

4．证明不等式[image: alt]（x＞0）．

5．证明方程x3－3x＋1＝0在［0,1］内不含有两个不同的根。

6．证明：若方程a0xn＋a1xn－1＋…＋an－1x＝0存在一个正根x0，则方程

na0xn－1＋（n－1）a1xn－2＋…＋an－1＝0

必有一个小于x0的正根。

7．设函数f（x）在［0,1］上连续，在（0,1）内可导，且有f（1）＝2f（0），证明在（0,1）内至少存在一点ξ，使得（1＋ξ）f′（ξ）＝f（ξ）成立．

8．若f（x）在区间［a,b］上连续，在区间（a,b）内有二阶导数，且f（a）＝f（b）＝0，f（c）＜0（a＜c＜b），则至少存在一点ξ∈（a,b），使得f″（ξ）＞0．

9．若f（x）在区间［a,b］上连续，证明对（a,b）内任意两点x1，x2必存在一个常数L＞0，使得｜f（x1）－f（x2）≤L｜x1－x2｜．

10．函数f（x）在（－∞,∞）内有定义，且存在常数k＞0与α＞1，使得对任意的x1，x2成立

｜f（x1）－f（x2）｜≤k｜x1－x2｜α．

证明f（x）在（－∞,＋∞）内是常量。

11．（1）柯西中值公式能否采用分子f（x）与分母g（x）各自应用拉格朗日中值公式来证明？为什么？

（2）试求函数f（x）＝x2和g（x）＝x3在区间［0,1］上各自使拉格朗日中值公式成立的点ξ1和ξ2，以及使[image: alt]的柯西中值公式成立的点ξ3．

12．试对函数f（x）＝sinx，g（x）＝cosx，[image: alt]写出Cauchy中值定理并求ξ．

13．利用微分中值定理证明：

（1）sin2x＋cos2x≡1；

（2）1＋tan2x≡sec2x．

14．利用微分中值定理证明如下不等式：

（1）｜sinx－siny｜≤｜x－y｜，[image: alt]

（2）如果[image: alt]

习题4.2

1．证明定理4.2.2。

2．判断下列函数的单调性：

（1）f（x）＝arctanx－x；

（2）f（x）＝x－2sinx　（0≤x≤2π）；

（3）f（x）＝x－ln（1＋x）　（x＞0）；

（4）f（x）＝xe-x　（x＜0）．

3．确定下列函数的单调区间：

（1）f（x）＝3x－2x3；

（2）[image: alt]

（3）f（x）＝xαe-x，x＞0；

（4）[image: alt]

4．试用微分中值定理证明下述达布定理：设f在（a,b）内可导，x1，x2∈（a,b）且x1＜x2，则对任何介于f′（x1）和f′（x2）之间的实数η，必存在ξ∈［x1，x2］，使得η＝f′（ξ）．

5．证明如下不等式：

（1）x＞0时，[image: alt]

（2）[image: alt]（x＜1,x≠0）；

（3）当0＜b＜a，n＜1时，nbn－1（a－b）＜an－bn＜nan－1（a－b）．

6．证明：

（1）[image: alt]

（2）利用（tanx）′＝（tanx）2＋1进一步证明：

[image: alt]

（3）是否还有更强的结果？请试之。

习题4.3

1．利用L′Hospital法则求下列极限：

[image: alt]

[image: alt]

2．怎样运用L′Hospital法则求数列的极限[image: alt]并求

[image: alt]

3．验证下列极限存在，但不能用L′Hospital法则。

[image: alt]

习题4.4

1．求下列函数在指定点处和指定阶数的带Lagrange余项的泰勒公式：

[image: alt]

2．利用带Peano余项的Taylor公式求下列极限：

[image: alt]

3．求[image: alt]的一阶Maclaurin公式，并估计近似公式[image: alt]（x＞0）的误差。

4．设f（x）＝x2sinx，求f（99）（0）。

5．求f（x）＝tanx的二阶Maclaurin公式。

6．利用ex的Maclaurin公式来求下列函数的n阶Taylor多项式Pn（x）：

（1）xex；

（2）e-x2．

7．设f（x）＝a0xn＋a1xn－1＋…＋an，且a0≠0，又设f（k）（a）≥0（k＝0,1,…,n），证明f（x）在（a,＋∞）内无零点。

8．设函数f（x）在（－∞,＋∞）内2n阶可导，且f（2n）（x）＞0，当k为偶数时，f（k）（0）＞0，当k为奇数时，f（k）（0）＜0（k＝0,1,2…,2n－1）．证明方程f（x）＝0无负实根。

9．设函数f（x）在［a,b］具有n阶导数，且

f（a）＝f（b）＝f′（b）＝f″（b）＝…＝f（n－1）（b）＝0，

则在（a,b）内至少存在一点ξ，使f（n）（ξ）＝0．

10．设函数f（x）在［0,1］上具有二阶连续导数，且满足f（1）＝f（0）及｜f″（x）｜≤M

（x∈［0,1］），证明对一切x∈［0,1］，[image: alt]

11．设函数f（x）在［a,b］上连续，在（a,b）内二阶可导，且f（a）f（b）＜0及f′（c）＝0，a＜c＜b．证明：当f（c）＞0时，在（a,b）内至少存在一点ξ，使得f″（ξ）＜0．

12．用四阶Taylor公式求下列各式近似值，并估计误差．

（1）[image: alt]

（2）ln（1.1）．

习题4.5

1．求下列函数的极值：

[image: alt]

2．给出函数在指定区间上的最大值和最小值：

[image: alt]

3．利用函数最值证明如下不等式：

[image: alt]

4．讨论函数[image: alt]的极值。

5．试求数列[image: alt]中最大的一项。

6．建造容积为一定的开口圆柱形容器，若底面积每平方米的造价是侧面积每平方米造价的两倍，问底半径与高成怎样的比例，才能使该容器造价最低？

7．电池的输出功率P＝VI－RI2，其中I为电流，若电压V与电阻R为常数，求输出功率为最大的电流值。

8．有甲、乙两城，甲位于一直线形的河岸，乙离岸40公里，而到岸的垂足与甲距50公里，从水厂到甲城及乙城之水管费分别为每公里500元和700元，为使水管费最省，水厂应建在河边何处？

9．求内接于椭圆[image: alt]中面积最大的矩形。

10．在n次试验中，测得量A的n个数据x1，x2，…，xn，问选取怎样的x，使误差平方和[image: alt]达到最小？误差理论中，常以这样的x值来作为量A的近似值。

习题4.6

1．判断下列曲线的凹向，并求其拐点：

[image: alt]

2．利用函数的凹性，证明不等式[image: alt]

3．求下列所给函数的渐近线。

[image: alt]

4．作出下列函数的图形：

[image: alt]

5．证明曲线[image: alt]有位于同一直线上的三个拐点。

6．求抛物线y＝－x2＋4x＋3在其顶点处的曲率。

7．求曲线y＝cosx在点（0,1）处的曲率。

8．设曲线的参数方程为[image: alt]验证曲线的曲率为

[image: alt]

并求椭圆[image: alt]在顶点（a,0），（0,b）处的曲率。

9．过正弦曲线y＝sinx上点M[image: alt]处作一抛物线y＝ax2＋bx＋c，使抛物线与正弦曲线在M点具有相同的曲率与凹向，并写出M点处两曲线的公共曲率圆方程。

10．设曲线y＝f（x）在原点与x轴相切，函数f（x）具有连续的二阶导数，且x≠0时，f′（x）≠0，证明该曲线在原点处的曲率半径为

[image: alt]


5．不定积分

在前面我们学习研究了函数的导数或微分的问题，但在科学技术研究或应用中常常会遇到相反的问题，即已知某个函数的导数或微分，求此函数。下面就讨论这类微分学的相反问题。

§5.1　原函数与不定积分的概念

定义5.1.1　设f是定义在区间E上的函数，如果存在可导函数[image: alt]满足

F′（x）＝f（x），

则称F为f在区间E上的一个原函数。

例如，F（x）＝x2是f（x）＝2x的原函数，F（x）＝cosx是f（x）＝－sinx的原函数，F（x）＝arcsinx是[image: alt]在E＝｛x｜－1＜x＜1｝上的原函数等等。因为若F为f的一个原函数，则F＋C（其中C为任意常数）也为f的一个原函数，所以原函数不唯一，但是，在允许相差一个常数的意义下，原函数是唯一的，请看以下定理。

定理5.1.2　设F，G是函数f（x）在区间E上的两个原函数，则它们之间最多相差一个常数，即存在常数C，使

G（x）＝F（x）＋C．

证明　因为F′（x）＝f（x）和G′（x）＝f（x），x∈E得

［G（x）－F（x）］′＝f（x）－f（x）≡0，x∈E．

所以，由推论4.1.6，G（x）－F（x）在区间E上为常数，即有

[image: alt]

关于原函数的存在性，也即一个函数在什么条件下存在原函数，我们在下一章中将可以得到这样一个充分条件：如果某函数在区间E上连续，则其原函数一定存在。

例5.1.3　某物体在离地面高度为h米处由静止状态自由下落，已知由重力产生的加速度为g米／秒2，试分别求物体在空中下落时，速度和离地面高度关于时间的函数表达式。

解　设物体离地面高度函数为s（t），速度函数为υ（t），则有

υ′（t）＝－g．

显然，－gt满足上式，由定理5.1.2得

υ（t）＝－gt＋C1，

其中C1为常数。因υ（0）＝0，有C1＝0，所以物体速度关于时间的函数表达式为

υ（t）＝－gt．

又因为s′（t）＝υ（t）＝－gt，同理可得

[image: alt]

其中C2为常数。而s（0）＝h，得C2＝h，因此物体离地面高度关于时间的函数表达式为

[image: alt]

例5.1.3就是一个已知函数的导函数表达式，求此函数的问题，即求函数的原函数问题，这样的问题其实就是微分的逆运算问题，以下我们引入不定积分的概念。

定义5.1.4　若函数f在区间E上有一个原函数，则其所有原函数所组成的集合称为f的不定积分．记作[image: alt]即

[image: alt]

或简记为　　[image: alt]

其中[image: alt]称为积分号，x称为积分变量，f称为被积函数，C称为积分常数。

由定义5.1.4知，求某个函数的不定积分函数集合，只要求出该函数的一个原函数即可，所以求不定积分就归结为求函数的一个原函数。

求已知函数f的一个原函数F，在几何上就是求一条曲线y＝F（x），其上点M（x,y）处的切线斜率恰好等于值f（x）．这条曲线称为函数f的积分曲线，因此函数f的不定积分是一族积分曲线。

求一个函数不定积分都是在相应的定义区间上，为简便起见，今后如无特别说明，就默认为在其存在区间上的不定积分，不再注明具体区间。

不定积分的性质

（1）若F是[image: alt]集合中的一个函数，有F′＝f。可用下列表达式来说明这种情况：

[image: alt]

如果把求微分看作是一种运算，称之为微分运算，把求不定积分也看作是一种运算，称之为积分运算，那么，以上性质说明了积分运算与微分运算互为逆运算。

（2）若函数f，g皆存在原函数，k为任意常数，则

[image: alt]

基本积分公式表

由基本初等函数的导数公式，可以得到相应的不定积分公式，列表如下：

[image: alt]

例5.1.5　求[image: alt]

解　由不定积分的性质和基本积分公式表有

[image: alt]

当一个不定积分化为几个不定积分的和时，每个不定积分求出后会有一个积分常数（任意常数），因为有限个任意常数之和仍然是任意常数，所以我们不必在每个不定积分都写上一个任意常数，只要在最后的结果中写上一个积分常数即可。

例5.1.6　求[image: alt]

解　把被积函数化简为可用积分表中公式求出不定积分的形式，有

[image: alt]

例5.1.7　求[image: alt]

解[image: alt]

例5.1.8　设[image: alt]

解　因为函数f在区间（－∞,＋∞）上连续，于是在该区间上f的原函数F存在，有：

当x≤0时，[image: alt]

当x＞0时，[image: alt]

即有[image: alt]

由于F是可导函数，故必连续，所以

[image: alt]

即得C1＝2＋C2，因此所求不定积分为

[image: alt]

其中C2为任意常数。　　◇

§5.2　换元法和分部积分法

利用不定积分性质和基本积分表我们可以求出一些简单的不定积分，但这还是很不够的，还须学会更多的计算原函数的方法和技巧，下面我们介绍换元法和分部积分法。

换元法

前面我们说积分运算和微分运算是逆运算，那么在计算不定积分中，和换元法相联系的是复合函数的求导法则，请先看以下例子。

例5.2.1　求[image: alt]

解　由复合函数求导公式不难看出

[image: alt]

所以[image: alt]

事实上，例5.2.1中，我们是把被积函数作变形

sin2xcosxdx＝（sin2x）（sinx）′dx＝（sin2x）d（sinx）

若令u＝sinx，则上式即为sin2xcosxdx＝u2du，由此可得

[image: alt]

例5.2.2　求[image: alt]

解　因为[image: alt]若令u＝x2，则有

[image: alt]

例5.2.3　求∫（ax＋b）20dx，a≠0．

解　把（ax＋b）20展开再求各项的不定积分，表达式会很繁琐，我们同样可利用复合函数的求导（求微分）公式，有

[image: alt]

令u＝ax＋b，再用基本积分公式得

[image: alt]

从以上例子中可以看出，如果被积函数是两个函数的乘积：一个是某可导函数φ与函数f的复合函数[image: alt]，另一个恰是φ的导函数φ′，则有

[image: alt]

其中u＝φ（x）．如果f的原函数求出，则不定积分[image: alt]也就求出了．上述的这个过程事实上就是一个变量替换的过程，即将积分变量x，通过变量替换u＝φ（x）变成了积分变量u，求出后再回代到积分变量x，这样的不定积分方法称为换元法，或变量替换法。这个方法的关键在于能否找到合适的变量u＝φ（x）作为积分变量，也就是能否找到合适的变量替换的可导函数φ．至于怎么找这个函数φ，就要具体情况具体分析了，很大程度上也取决于你对复合函数求导数（微分）的了解程度，下面我们看几个常见的变量替换的情形。

例5.2.4　求不定积分：

[image: alt]

解

（1）[image: alt]

（2）设[image: alt]t∈（0,＋∞），有x＝t2＋1，dx＝2tdt，代入原不定积分得

[image: alt]

（3）由于被积函数中的根号给计算带来麻烦，为了去掉根号，作变换x＝asint，[image: alt]dx＝acostdt，代入原式，得

[image: alt]

[image: alt]

图5.1

这类三角变换在代回原变量时，可根据变换式x＝asint画出直角三角形示意图（如图5.1），从图中可直接看出所需的角t的三角函数值，如[image: alt]等。

（4）令[image: alt]则[image: alt]dx＝asec2tdt，于是

[image: alt]

[image: alt]

图5.2

[image: alt]

因[image: alt]所以上述不定积分也可写为

[image: alt]

这个不定积分也可用下述方法求得

[image: alt]

因为[image: alt]所以有

[image: alt]

这两个不定积分可作为公式使用。

（6）当x＞a时，令x＝asect，[image: alt]则[image: alt]于是

由（5）可得

[image: alt]

当x＜－a时，令t＝－x＞a，则dx＝－dt，于是

[image: alt]

因此，总有

[image: alt]

从以上例子可以看出，有的不定积分形式比较简单，很容易看出用什么变量替换，并可以通过凑成某个函数的微分的形式得到结果，这种也称之为凑微分法。而有些不定积分却很难直接凑成一个函数的微分形式，就需要通过适当的变量替换来“化简”了。所以用换元法求不定积分，一是要对复合函数的微分形式比较熟悉，二是要通过练习积累较多的经验，熟能生巧。

常用的凑微分公式有：

[image: alt]

例5.2.5　求下列不定积分：

[image: alt]

解[image: alt]

[image: alt]

（4）因为b（acosx＋bsinx）－a（acosx＋bsinx）′＝（b2＋a2）sinx，于是有

[image: alt]

（5）如果将被积函数中因式（3x－5）100用二项式展开，计算会很麻烦，现令t＝3x－5，即[image: alt]代入原式有

[image: alt]

（6）作变量替换[image: alt]代入有

[image: alt]

例5.2.6　求不定积分：

[image: alt]

解　（1）因为[image: alt]，所以

[image: alt]

作变量替换[image: alt]代入有

[image: alt]

（2）这里也可以像（1）那样作变量替换，但因为分母多了一个因子x，从而使得变量替换后仍不能方便地计算出结果，现另作变换[image: alt]代入原式得

[image: alt]

一个不定积分有时可以通过不同的变量替换来计算，如何选择较好的变量替换使计算简单方便，没有统一的规律可循，需具体情况具体分析。从以上例题中，读者可以了解到一些常见类型的被积函数及其所采用的变量替换，希望能通过练习，举一反三。

分部积分法

有些不定积分，用变量替换法进行计算会比较困难，但用以下介绍的分部积分法可以非常方便地计算出来。

设u，v是两个可导函数，由求导法则知

（uv）′＝u′v＋uv′

对等式两边求不定积分有

[image: alt]

等式左边没有加上任意常数C，是因为右边的不定积分中仍包含有任意常数。移项得

[image: alt]

上式称为分部积分公式，简记为

[image: alt]

可以看出，通过分部积分，将被积函数为uv′的不定积分转化为被积函数为uv′的不定积分，因此[image: alt]的计算遇到困难时，可转化成[image: alt]来计算，就有可能较为方便地计算出来。用分部积分法时，关键是把被积函数分解出u与v′两部分，且[image: alt]要容易计算。

例5.2.7　求[image: alt]

解　这里被积函数是x与ex的乘积，但是把其中哪一个作为分部积分公式中的u，哪一个看成是v′是有讲究的。目的是要使u′v作为被积函数的不定积分容易计算。

令u＝x，v′＝ex，可取v＝ex，由分部积分公式，有

[image: alt]

例5.2.7中如果令u＝ex，v′＝x，取[image: alt]则有[image: alt]转化成了比原来不定积分更复杂的不定积分。由此可见，如何把被积函数分成合适的两部分是分部积分的关键，这需从大量的练习中去细心体会。

例5.2.8　求[image: alt]

解　此不定积分可通过连续两次分部积分计算得结果。

[image: alt]

例5.2.9　求[image: alt]

解　令u＝lnx，v′＝1，即可取v＝x．于是由分部积分公式，得

[image: alt]

例5.2.10　求：[image: alt]

解　这两个不定积分在用分部积分法计算时，会出现与原不定积分相同的式子，这时可通过移项得到所求的结果。

[image: alt]

移项得

[image: alt]

移项得

[image: alt]

在有些情况下，被积函数含有一个自然数指标n，这时往往可通过分部积分法得到一个递推公式，从而得到所求的不定积分。

例5.2.11　求：[image: alt]

解　（1）[image: alt]

移项得以下递推公式

[image: alt]

因此，可反复使用此公式，最后将所求不定积分化为计算[image: alt]（当n为偶数时）。

（2）同理可得递推公式

[image: alt]

例如当n＝3时：

[image: alt]

又如当n＝4时：

[image: alt]

（3）由分部积分公式有

[image: alt]

解得[image: alt]可写成递推公式

[image: alt]

重复使用这个递推公式，可把n不断降低，最后转化成不定积分

[image: alt]

的计算，从而得到所需结果。

例如当n＝3时：

[image: alt]

§5.3　一些特殊被积函数的不定积分

一、有理函数的不定积分

定义5.3.1　设两个实系数多项式P和Q没有共同的零点，其商[image: alt]称为有理函数。如果P的次数小于Q的次数，则称R为有理真分式；如果P的次数大于或等于Q的次数，则称R为有理假分式。

对有理假分式，可以通过做除法将其表示成一个多项式和一个有理真分式之和。例如对[image: alt]我们可以化为

[image: alt]

由于多项式的积分是容易求的，所以对有理函数的不定积分我们只须研究如何求有理真分式的不定积分。下面给出一个代数学定理，其证明过程可在复变函数课程中找到，这里从略。

定理5.3.2　设[image: alt]是一个有理真分式，则其分母Q有分解式

Q（x）＝q0（x－a）i…（x－b）j（x2＋px＋q）k…（x2＋sx＋t）ι，

其中q0，a，…b，p，q，…，s，t为实数，且p2－4q＜0，…，s2－4t＜0，i，…，j，k，…ι为自然数，且R可表示成

[image: alt]

其中A1，A2，…，Ai；B1，…，Bj；C1，D1，C2，D2，…，Ck，Dk；E1，F1，E2，F2，…，Eι，Fι都是唯一确定的实数。

定理5.3.2表明，有理真分式可以分解成下列两类分式（称之为部分分式）之和：

[image: alt]其中n为自然数。

因此，求有理函数的不定积分问题就归结为求以上两类部分分式的不定积分问题。当然，在求不定积分之前，需要将有理函数分解成多项式和有理真分式之和，将有理真分式分解成上述两类部分分式之和。

请看以下例题：

例5.3.3　将有理真分式[image: alt]分解为部分分式之和。

解　由定理5.3.2可设

[image: alt]

消去分母得　x2－5＝A（x－2）2＋B（x＋1）（x－2）＋C（x＋1），

则　　x2－5＝（A＋B）x2＋（－4A－B＋C）x＋4A－2B＋C．

比较等式两边x的同次幂系数，有

[image: alt]

解此方程组，得[image: alt]因此所求部分分式之和表示为

[image: alt]

例5.3.4　分解[image: alt]为部分分式之和。

解　首先将分母分解因式得

x3＋x2＋3x＋3＝（x＋1）（x2＋3），

由定理5.3.2设

[image: alt]

去分母得　　x＝A（x2＋3）＋（Bx＋C）（x＋1），

令x＝-1，代入得[image: alt]再代入上式整理得

[image: alt]

比较平方项和常数项的系数即得[image: alt]

因此原有理式可分解为

[image: alt]

例5.3.5　分解[image: alt]为部分分式之和。

解　分母分解因式为x4－3x3＋3x2－x＝x（x－1）3，因此设

[image: alt]

去分母之后可得

x3＋1＝A（x－1）3＋Bx（x－1）2＋Cx（x－1）＋Dx．

若将等式右边展开再合并同类项，再比较等式两边相同幂次的系数，自然可以解得待定系数A、B、C和D，但计算会比较烦一些。下面我们可以通过取x的不同特殊值来方便地得到待定系数的值：

令x＝0有　1＝-A，所以得A＝-1；

令x＝1有　2＝D，所以得D＝2；

令x＝-1和x＝2分别有[image: alt]解得B＝2，C＝1．

因此得分解式为

[image: alt]

下面讨论上述两类部分分式的不定积分。

（一）对于第（1）类部分分式[image: alt]也就是求[image: alt]

当n＝1时，[image: alt]

当n＞1时，[image: alt]

（二）对于第（2）类部分分式[image: alt]（p2－4q＜0）：

[image: alt]

令[image: alt]作变量替换[image: alt]有

[image: alt]

其中第一个不定积分为：

当n＝1时，[image: alt]

当n≥2时，[image: alt]

对第二个不定积分，记[image: alt]由例5.2.11（3）知，可反复利用递推关系：

[image: alt]

将所求不定积分归结为I1的计算，而[image: alt]

综上所述，有理函数的不定积分问题就完全解决了，且可得：一切有理函数的原函数可以用有理函数、对数函数及反正切函数表示出来。

例5.3.6　求不定积分[image: alt]

解　由例5.3.5知

[image: alt]

例5.3.7　求不定积分[image: alt]

解　此不定积分当然可以按照前面所述步骤把它计算出来，但有时适当用点化简技巧可以使计算更加方便，如有

[image: alt]

所以

[image: alt]

虽然有理函数的积分总可以通过将有理函数化成部分分式之和，再对每一个部分分式求不定积分的方法来解决，但此方法往往计算比较复杂，所以在计算时应尽量采用其他更为简便的方法，请看下面例题。

例5.3.8　求[image: alt]

解　若将被积函数分解成部分分式，形式上有10项之多。现作变量替换x－1＝t，有

[image: alt]

例5.3.9　求[image: alt]

解　用分部积分法，得

[image: alt]

[image: alt]

二、可有理化函数的不定积分

有些不定积分中的被积函数本身并不是有理函数，但通过适当的变量替换以后，可以将其化为关于新变量的有理函数不定积分，从而可以用前述方法计算出来。

（1）设R为有理函数，则以ex为变量的有理函数R（ex）的积分[image: alt]可通过变换量替换x＝lnt，化成有理函数的积分[image: alt]

例5.3.10　求不定积分[image: alt]

解　令x＝lnt（t＞0），即t＝ex，则[image: alt]于是

[image: alt]

代入原变量化简得

[image: alt]

（2）三角有理函数的不定积分　我们称形如

[image: alt]

的表达式为x和y的二元多项式，其中aij∈[image: alt]，i＝1，2，…，m；j＝1，2，…，n；称两个二元多项式的商为二元有理函数，记为R（x,y）；称R（sinx,cosx）为三角有理函数，例如[image: alt]均是三角有理函数。下面讨论计算不定积分

[image: alt]

设[image: alt]｜x｜＜π，即x＝2arctant，[image: alt]则由三角恒等式可得以下公式

[image: alt]

所以有

[image: alt]

这就将原三角有理函数的不定积分化成了有理函数的不定积分，而有理函数的不定积分我们已经解决了，因此，变量替换[image: alt]或x＝2arctant被称作“万能变换”。

例5.3.11　求[image: alt]

解　作变量替换[image: alt]有

[image: alt]

由于有理函数的不定积分计算一般比较复杂，所以在计算中也尽量灵活运用其他方法，具体情况具体分析，以便避开繁琐复杂的计算。

例5.3.12　求[image: alt]

解　因为

[image: alt]

对于一些特殊情形的三角函数，我们可采取特殊的方法来计算其不定积分，下面例子中所采用的方法具有一般的意义，请读者细心体会。

例5.3.13　求[image: alt]

解[image: alt]

[image: alt]

[image: alt]

（3）某些无理函数的不定积分　对无理函数的不定积分，有些是可以通过简单的“处理”就能得到解决，有些则要通过一定的变量替换来进行有理化。

例5.3.14　求[image: alt]

解[image: alt]

例5.3.15　求[image: alt]

解　作变量替换[image: alt]即x＝t6，dx＝6t5dt，代入得

[image: alt]

下面我们指出，对形如[image: alt]和[image: alt]的函数，是可以有理化的，前者可通过配方将根号化作形如[image: alt]的函数（其中k为常数），再作三角变量替换便可有理化；对于后者，设a1b2≠b1a2，否则根号里面是一个常数，就不需要有理化了，作变量替换[image: alt][image: alt]这样原不定积分就化成关于t的有理函数的积分。

例5.3.16　求[image: alt]

解　因为[image: alt]作变量替换x－2＝sint，于是

[image: alt]

[image: alt]

又因为[image: alt]

[image: alt]

所以[image: alt]

例5.3.17　求[image: alt]a＜x＜b．

解法一　作变量替换[image: alt]则

[image: alt]

而[image: alt]

因此[image: alt]

解法二　因为有恒等式[image: alt]再考虑到被积函数有根号，所以作变量替换：[image: alt]于是有

[image: alt]

还有许多类型的函数，可以化作有理函数来求不定积分，但处理的方法不尽相同，这里不一一介绍了。

一般，对于一个不定积分，可能会有很多处理方法将其计算出来，但最基本的计算不定积分的方法还是换元法（包括凑微分方法）与分部积分法。当然，要熟练掌握求不定积分的技巧，就要通过不断练习，培养自己分析不同的被积函数，找出相应的处理办法的能力。

这里还需指出，对于某些不定积分，例如：[image: alt]和[image: alt]（0＜k＜1）等等，他们的被积函数虽然是初等函数，但他们的原函数却不是初等函数，在第7章中我们将用其他形式来表示这些函数的原函数。

习题5.1

1．计算下列函数的不定积分：

[image: alt]

2．一曲线经过原点，且曲线上每一点切线的斜率等于6－2x，其中x是该点的横坐标，试求该曲线的方程。

3．已知函数[image: alt]x∈（0,+∞）的积分曲线经过点（4,2），试求f的原函数F．

4．设函数[image: alt]求不定积分[image: alt]

5．求[image: alt]

6．以函数[image: alt]为例说明“区间I上的非连续函数f也可能存在原函数”。

7．证明：在区间I内有第一类间断点的函数f不可能存在原函数。

习题5.2

1．用凑微分法［（1）—（21）］、变量替换法［（22）—（32）］求下列不定积分：

[image: alt]

2．已知[image: alt]求不定积分[image: alt]

3．用分部积分法求下列不定积分：

[image: alt]

[image: alt]

习题5.3

1．求下列不定积分：

[image: alt]

2．求下列不定积分：

[image: alt]

3．求下列不定积分：

[image: alt]


6．定积分及其应用

数学理论的产生和发展往往是有很强的实际背景的，定积分就是这样。为了计算由曲线围成的平面图形的面积、密度不均匀的物体的质量、一些特殊立体的体积和质点在变力作用下位移时力所做的功等等，经过许多数学家长期的努力，创造了积分学。本章介绍定积分的基本理论和计算方法以及定积分的一些应用。

§6.1　定积分的概念

为了引入定积分的概念，先来考虑下面几个问题。

例6.1.1　计算由x＝a，x＝b，y＝0及y＝f（x）（其中f（x）＞0，x∈［a,b］）所围成的平面图形（称为曲边梯形）的面积S，如图6.1所示。

[image: alt]

图6.1

由于以曲线为边的图形不能用古典的方法求出其面积的准确值，所以现采用如下方法：

在区间［a,b］内插入n－1个分点a＝x0＜x1＜x2＜…＜xi－1＜xi＜…＜xn＝b将［a,b］分成n个小区间［xi－1,xi］，小区间的长度记为∆xi＝xi－xi－1，（i＝1,2,…,n）．任取一点ξi∈［xi－1,xi］，那么f（ξi）∆xi（i＝1,2,…,n）表示以xi－1xi为底、以f（ξi）为高的矩形面积。将这些小矩形面积相加得

[image: alt]

为所求曲边梯形面积S的近似值。

可以看出，当每个小区间长度取得越小，所得到的近似值就越准确，如果当每一个小区间的长度都趋向于零，上述和式的极限存在，就可以得到曲边梯形面积的精确值，即

[image: alt]

其中[image: alt]

例6.1.2　一个方向不变，大小为定值的力F，作用于物体使其沿力的方向移动距离d，则力所做的功为F·d．但如果力的方向不变，大小随着物体移动位置的变化而变化，这时如何计算力所做的功呢？也可以说如何来定义变力所做的功W？

假设力F＝F（x），x∈［a,b］将物体从点x＝a沿力的方向直线移动到点x＝b，如图6.2．

[image: alt]

图6.2

与例6.1.1同理，在区间［a,b］内插入n－1个点

a＝x0＜x1＜x2＜…＜xi－1＜xi＜…＜xn＝b，

记∆xi＝xi－xi－1，i＝1，2，…，n，任取一点ξi∈［xi－1,xi］，那么在小区间［xi－1,xi］内可看作力F近似不变，用F（ξi）（i＝1,2,…,n）来表示，所以F（ξi）∆xi就近似表示力F在xi－1xi这一小段上做的功，于是

[image: alt]

近似表示力F在［a,b］上所做的功，同样，如果极限[image: alt]存在，其中[image: alt]我们有理由定义这就是变力F在［a,b］上所做的功W，即

[image: alt]

上述两个问题最后都归结为求同样类型的极限，这样的问题还很多，例如求一根线密度不均匀的细棒的质量也归结为这个类型的极限，这就是定积分的基本思想。这种思想早在古希腊时就用来计算抛物线弓形等图形的面积，称为“穷竭法”。例如求由抛物线y＝x2与直线x＝1，y＝0围成的图形面积S，在［0,1］内插入n－1个分点：

[image: alt]

图6.3

[image: alt]将区间分成n个长度为[image: alt]的小区间，如图6.3所示，所求面积用n个小长方形面积之和来近似，则这n个小长方形面积之和为

[image: alt]

因此，所求面积为

[image: alt]

下面我们给出定积分的定义。

定义6.1.3　设[image: alt]

（1）在［a,b］中任意插入n－1个分点a＝x0＜x1＜x2＜…＜xi－1＜xi＜…＜xn＝b，将［a,b］分成n个子区间［xi－1,xi］，i＝1，2，…，n，称之为闭区间［a,b］的一个分割，记为

P＝［x0,x1,…,xn］；记子区间长度为∆xi＝xi－xi－1，i＝1，2，…，n，称‖P‖＝[image: alt]为P的范数；

（2）任取点ξi∈［xi－1,xi］，i＝1，2，…，n，记ξ＝［ξ1,ξ2,…,ξn］为P的介点，并称

[image: alt]

为f关于分割P和介点ξ的Riemann（黎曼）和。

（3）如果存在常数I，对任意的ε＞0，总存在δ＞0，使得对任何满足‖P‖＜δ的分割P和任意选取的P的介点ξ，都有｜SP（f,ξ）－I｜＜ε成立，则称f在［a,b］上可积，I称为f在［a,b］上的定积分，记作

[image: alt]

其中符号[image: alt]称为积分号，f（x）称为被积函数，x称为积分变量，a与b分别称为积分下限与上限，［a,b］称为积分区间。

由定义6.1.3知，f在［a,b］上可积，即是：对［a,b］上的任意分割和相应的任意介点，只要当小区间的长度都趋向于零时，Riemann和的“极限”皆存在为常数I，即

[image: alt]

但要注意的是，上述“极限”有别于函数极限和数列极限。

有了这个定积分的定义，例6.1.1中的曲边梯形的面积可表示为

[image: alt]

例6.1.2中变力所做的功可表示为

[image: alt]

定积分几何意义是明显的，由例6.1.1知，当在［a,b］上f（x）≥0时，定积分[image: alt]在几何上表示由x＝a，x＝b，y＝0及y＝f（x）围成的曲边梯形的面积；如果在［a,b］上f（x）≤0，这时定积分[image: alt]在几何上表示由x＝a，x＝b，y＝0及y＝f（x）围成的曲边梯形面积的负值，称为负面积；如果在［a,b］上f（x）的值有正有负，这时定积分[image: alt]在几何上表示一些正负面积的代数和，如图6.4．

[image: alt]

图6.4

在定义6.1.3中，我们假设积分的下限小于上限，即a＜b，这对于定积分的计算和应用都会带来不便，所以，我们定义

[image: alt]

§6.2　函数可积的条件与可积函数的性质

从定义6.1.3中去判断函数f是否可积无疑是相当困难的，下面我们给出函数f在闭区间［a,b］上可积的充分条件，其证明可参阅一般的《数学分析》教材。

定理6.2.1　若f在区间［a,b］上连续，则f在［a,b］上可积。

定理6.2.2　若函数f在区间［a,b］上只有有限个间断点，且有界，则f在［a,b］上可积。

定理6.2.3　若f在区间［a,b］上单调，则f在［a,b］上可积。

例6.2.4　求（1）[image: alt]其中k为常数；　（2）[image: alt]

解　（1）对于［a,b］的任何分割P＝［x0,x1,…,xn］和P的任意介点ξ＝［ξ1,ξ2,…,ξn］，记∆xi＝xi－xi－1，则

[image: alt]

所以

[image: alt]

（2）因为函数f（x）＝x，x∈［a,b］连续，所以f在［a,b］上可积。因此，取一个分割（即[image: alt]i＝0,1,2,…,n）

[image: alt]

和介点ξi＝xi－1，i＝1，2…，n，即

[image: alt]

有

[image: alt]

当‖P‖→0时，即n→∞时

[image: alt]

即得[image: alt]

其实，从定积分的几何意义容易计算例6.2.4这两个定积分的值。

下面我们给出可积函数及其定积分的一些性质。

定理6.2.5　设函数f，g在［a,b］上可积，则

[image: alt]其中k为常数；

[image: alt]

读者可利用定义6.1.3自行证明。

定理6.2.6（定积分的可加性）　设f在［a,c］，［c,b］上可积，则f在［a,b］上可积，且

[image: alt]

证略。

显然，如果f在相应区间上可积，则对c＜a或c＞b的情形，上述可加性仍然成立。

定理6.2.7　设函数f在［a,b］上可积，则f在［a,b］上有界。

证明　设f在［a,b］上的定积分值为I，则由定义6.1.3，对ε＝1，存在一个分割P＝［x0,x1,…,xn］和介点ξ＝［ξ1,ξ2，…，ξn］，使

[image: alt]

其中ξi∈［xi－1,xi］，∆xi＝xi－xi－1，i＝1，2，…，n，所以

[image: alt]

从而有

[image: alt]

若固定［xi－1,xi］中的ξi，i＝2，3，…，n，则上述不等式右边为一正常数，且对任意的ξ1∈［x0，x1］都成立

[image: alt]

这就证明了f在［x0,x1］上是有界的。同理可证明f在［xi－1,xi］，i＝2，3，…，n上是有界的，因此，f在［a,b］上有界。　　□

由定理6.2.5知，在积分区间上无界的函数是不可积的，例如设

[image: alt]

则[image: alt]不存在，因为被积函数在积分区间上是无界的。

但是若函数有界也未必可积，例如Dirichlet（狄利克雷）函数

[image: alt]

在任何区间［a,b］上有｜D（x）｜≤1，即有界，但不可积，因为对任何分割P，当介点都取有理数时

[image: alt]

当介点都取无理数时

[image: alt]

由定义6.1.3知，Dirichlet函数在任何区间上不可积。

定理6.2.8　（1）设函数f在［a,b］上可积且非负，则有[image: alt]

（2）设函数f，g在［a,b］上可积，且f（x）≥g（x），x∈［a,b］，则

[image: alt]

（3）设函数f在［a,b］上可积，则[image: alt]

（4）设函数f在［a,b］上连续，非负且不恒等于零，则[image: alt]

证明　（1）、（2）、（3）的证明留给读者自己完成，现证明（4）：

由于f非负且不恒等于零，所以存在x0∈［a,b］，使f（x0）＞0．又由f的连续性可知存在一子区间［x0－δ，x0＋δ］⊂［a,b］，δ＞0，使对一切x∈［x0－δ，x0＋δ］，有

[image: alt]

所以由（1）与定积分的可加性有

[image: alt]

定理6.2.9（积分中值定理）　设f，g在［a,b］上连续，且g在［a,b］上不变号，则至少存在一点ξ∈［a,b］，使得

[image: alt]

证明　若g在［a,b］上恒等于零，则结论显然成立。现不妨假设g在［a,b］上大于等于零且不恒等于零，由定理6.2.8（4）知[image: alt]又由闭区间上连续函数的性质知，f在［a,b］上存在最大值M与最小值m，于是有

m≤f（x）≤M（a≤x≤b）．

从而有

mg（x）≤f（x）g（x）≤Mg（x），（a≤x≤b）

由定理6.2.8（2）知

[image: alt]

即有

[image: alt]

再由连续函数的介值定理，至少存在一点ξ∈［a,b］，使得

[image: alt]

即[image: alt]

特别地，若令定理6.2.9中的g≡1，则可得下面推论。

推论6.2.10　设f在［a,b］上连续，则至少存在一点ξ∈［a,b］，使得

[image: alt]

推论6.2.10有以下简单的几何意义：由连续曲线y＝f（x）（不妨设f（x）≥0），x＝a，x＝b和y＝0围成的曲边梯形面积等于以f（ξ）为高，b－a为底边长的矩形面积，如图6.5所示。即f（ξ）为y＝f（x）在［a,b］上的平均“高度”，因此值[image: alt]也称为函数f在［a,b］上的平均值。

[image: alt]

图6.5

例6.2.11　证明[image: alt]

证明　因为

[image: alt]

所以函数[image: alt]内单调增加，于是有

[image: alt]

由定理6.2.8（2）得

[image: alt]

§6.3　微积分基本定理

从前面可知，用定积分的定义（即求Riemann和的极限）来计算定积分需要很强的技巧和复杂的计算，因此，必须找到一个简单有效的计算方法。

首先我们构造定义一个函数。设f是［a,b］上的连续函数，则对[image: alt]x∈［a,b］，函数f在区间［a,b］上可积，令

[image: alt]

则F是［a,b］上的函数。因其自变量是定积分的上限，所以称[image: alt]为变上限的定积分。

定理6.3.1（微积分第一基本定理）　设函数f在区间［a,b］上连续，则[image: alt]在［a,b］上可导，且F′（x）＝f（x）．

证明　对[image: alt]x∈［a,b］，当增量为∆x，使x＋∆x⊂［a,b］，有

[image: alt]

其中ξ介于x与x＋∆x之间，当∆x→0时ξ→x，又由f的连续性有

[image: alt]

所以[image: alt]在［a,b］上可导，且[image: alt]

这个定理说明：（1）函数[image: alt]是连续函数f的一个原函数。另外，变上限的定积分[image: alt]的下限可以是［a,b］内的任何一点c，显然[image: alt]与[image: alt]只相差一个常数。（2）[image: alt]这表明定积分[image: alt]的值就等于函数F在x＝b点的函数值，从而可知定积分与原函数（不定积分）存在着密切的关系。

假设G为f的一个原函数，则

[image: alt]

其中C0为常数。

令x＝a得C0＝G（a），所以

[image: alt]

再令x＝b得

[image: alt]

定理6.3.2（微积分第二基本定理）　设函数f在区间［a,b］上连续，G是f的任一原函数，则有

[image: alt]

以上公式称为Newton-Leibniz（牛顿-莱布尼兹）公式，常简记为

[image: alt]

定理6.3.1和定理6.3.2称为微积分基本定理，其重要性在于它揭示了积分与微分之间的内在联系，且Newton-Leibniz公式将求连续函数的定积分转化为求原函数（即不定积分）的问题，使定积分的计算变得简单方便，从而使微积分在科学技术中有着非常广泛的应用。

例6.3.3　求[image: alt]的导数。

解　这里可将[image: alt]看成是[image: alt]和u＝x2的复合函数，于是有

[image: alt]

由定理6.3.1得

[image: alt]

所以[image: alt]

例6.3.4　求[image: alt]

解　因为

[image: alt]

其中a∈[image: alt]为常数，所以

[image: alt]

若设[image: alt]其中f为连续函数，请读者自行计算F′（x）．

例6.3.5　求极限[image: alt]

解　这是[image: alt]型未定式的极限，由等价无穷小替换和L＇Hospital法则，有

[image: alt]

例6.3.6　求例6.2.4中的定积分。

解　[image: alt]其中k为常数；

[image: alt]

例6.3.7　求[image: alt]

解[image: alt]

从以上例子中可看出用Newton-Leibniz公式求定积分是相当方便有效的。因为定积分是用和式的极限来定义的，现在有了这个计算定积分的简单方便的方法，我们可以反过来利用其求和式的极限。

例6.3.8　求[image: alt]

[image: alt]

解　（1）设[image: alt]f在［0,1］上连续，所以在［0,1］上可积，取［0,1］的分割和介点：

[image: alt]

则f在区间［0,1］上相应的Riemann和为

[image: alt]

因为[image: alt]所以

[image: alt]

因为

[image: alt]

于是有

[image: alt]

（2）设f（x）＝sinx，f在［0,π］上连续，所以在［0,π］上可积，取［0,π］的分割和介点：

[image: alt]

则f关于分割P和介点ξ的Riemann和为

[image: alt]

而[image: alt]当‖P‖→0，即n→∞时

[image: alt]

因此

[image: alt]






§6.4　定积分的换元法和分部积分法

有了Newton-Leibniz公式，计算定积分的问题便化成了求原函数（不定积分）的问题，而求不定积分在上一章我们介绍了换元法和分部积分法两种基本方法，所以求定积分也相应地有这两种方法。

定积分的换元法

首先我们讨论求定积分的换元法。

定理6.4.1　设函数f在区间I上连续，且a，b∈I，函数φ在［α,β］上有连续的导函数，当φ（［α,β］）⊂I，且φ（α）＝a，φ（β）＝b，则

[image: alt]

证明　由f的连续性知存在原函数，设F为f在［a,b］上的一个原函数，有

[image: alt]

又因为

[image: alt]

由Newton-Leibniz公式得

[image: alt]

所以[image: alt]




在定理6.4.1中，事实上就是通过变量替换x＝φ（t），将定积分[image: alt]计算化成了定积分[image: alt]的计算，从而简化计算求出其值。与不定积分变量替换法对照比较，这里进行变量替换时除了要考虑函数φ的条件外，还要对积分的上、下限进行相应的替换，但另一方面就不必像不定积分的变量替换法那样“代回原变量”了。

例6.4.2　求[image: alt]

解　作变量替换x＝t2，则dx＝2tdt，当t＝1时x＝1；当t＝3时x＝9，由定理6.4.1有

[image: alt]

注　在例6.4.2中对于变换x＝t2，因为当t＝-1时x＝1，当t＝3时x＝9，那么变换后的积分区间可取为［-1,3］，这时也满足定理6.4.1的条件，请读者按此变量替换进行计算。

例6.4.3　求[image: alt]

解　作变量替换x＝asint，当t＝0时x＝0，当[image: alt]时x＝a，dx＝acostdt，所以

[image: alt]

例6.4.4　设函数f在区间［-a,a］上可积，则有

[image: alt]

证明　[image: alt]对右边第一个积分作变量替换x＝-t得

[image: alt]

所以[image: alt]

从例6.4.4可得：

（1）若f是区间［-a,a］上的奇函数且可积，则有[image: alt]

（2）若f是区间［-a,a］上的偶函数且可积，则有[image: alt]

例6.4.5　设f是以T为周期的可积周期函数，则有

[image: alt]其中a为任意常数．

证明　因为

[image: alt]

对等式右边第三个积分，作变量替换x＝t＋T，并由对[image: alt]x，f（x＋T）＝f（x）得

[image: alt]

因此有

[image: alt]

例6.4.5说明了周期函数在任一周期内的定积分值相等。

例6.4.6　设函数f在［0,1］上连续，证明

[image: alt]

并计算定积分[image: alt]

证明　作变量替换x＝π－t，则有

[image: alt]

移项整理即得

[image: alt]

于是有

[image: alt]

例6.4.7　设函数f连续，[image: alt]求F′（x）．

解　作变量替换u＝x－t，有

[image: alt]

由微积分第一基本定理得

[image: alt]

定积分的分部积分法

对在区间［a,b］上具有连续导数的函数u，v，由

udv＝d（uv）＋vdu，

两边从x＝a到x＝b积分得

[image: alt]

或　　[image: alt]

这就是定积分的分部积分公式。从中也可以看出，定积分的分部积分公式在计算过程中是一边计算一边“及时”地在化简，而若先用不定积分的分部积分公式求出原函数后再将上下限代入求值，则往往会繁杂得多。

例6.4.8　计算[image: alt]

解[image: alt]

例6.4.9　求[image: alt]

解　记[image: alt]作变量替换[image: alt]得

[image: alt]

由分部积分公式有

[image: alt]

得递推公式

[image: alt]

因此，当n为偶数时，有

[image: alt]

当n为奇数时，有

[image: alt]

而[image: alt]于是得

[image: alt]

例6.4.10　求[image: alt]

解　由例6.4.4和例6.4.5可知

[image: alt]

再由例6.4.9得

[image: alt]

例6.4.11　设[image: alt]求[image: alt]

解　用分部积分法得

[image: alt]

又因为F（-1）＝0，[image: alt]所以

[image: alt]

§6.5　定积分的应用

根据定积分的思想，利用定积分的定义及其计算方法，我们可以解决一些几何和物理上的具体问题，请读者注意体会下面各应用问题的分析过程和处理方法。

定积分在几何上的应用

定积分在几何上的应用我们主要介绍曲线围成的平面图形的面积、平面上曲线段的长度（曲线弧长）、旋转体的体积及其侧面积等。




一、曲线围成的平面图形的面积

设函数f，g在［a,b］上连续，且对[image: alt]x∈［a,b］有f（x）≥g（x），则由定积分的定义知曲线y＝f（x），y＝g（x）及直线x＝a，x＝b围成的平面图形（如图6.6）面积为

[image: alt]

[image: alt]

图6.6

例6.5.1　求由[image: alt]和直线y＝x围成的图形面积。

解　如图6.7所示，两曲线的交点为

O（0,0）与M（1,1）

所求面积为

[image: alt]

[image: alt]

图6.7

例6.5.2　求x＝4－y2和x－2y－1＝0围成的平面图形面积。

解法一　曲线x＝4－y2和x－2y－1＝0的交点为M（3,1）和N（-5,-3），如图6.8所示。

因此，所求面积为

[image: alt]

[image: alt]

[image: alt]

图6.8

解法二　现将y作为积分变量（自变量），即把［-3,1］作为积分区间，则由定积分的定义同理可得所求面积为

[image: alt]

从例6.5.2可以看出，在直角坐标系中用定积分计算平面图形面积时，可对图形进行“x方向”的分割，也可以对图形在“y方向”进行分割，选择适当的分割（积分变量或积分区间），可使得计算简单方便。

下面我们介绍在极坐标系下利用定积分计算平面图形面积的方法。

首先考察曲线r＝r（θ）与半射线θ＝α，θ＝β所围图形（图6.9）的面积：

[image: alt]

图6.9

设P＝［α＝θ0,θ1,…,θn＝β］是［α,β］的一个分割，ξ＝［ξ1,ξ2,…,ξn］是P的介点，这就将图形分成了n个小块，记∆θi＝θi－θi－1，则第i（i＝1,2,…,n）小块的面积近似为一个扇形面积[image: alt]∆θi，所以，所求面积近似为

[image: alt]

因此所求面积可表示为

[image: alt]

例6.5.3　分别求：（1）心形线r＝a（1＋cosθ）；（2）双纽线（x2＋y2）2＝x2－y2围成的图形面积。

解　（1）如图6.10所示，心形线关于极轴对称，所以心形线围成的图形面积为

[image: alt]

作变量替换[image: alt]

[image: alt]

[image: alt]

图6.10

（2）将双纽线方程改写成极坐标方程为

r2＝cos2θ，

由对称性（如图6.10）可知

[image: alt]

从上例可见，求对于像心形线和双纽线这样的曲线所围成的面积用极坐标计算很方便，但若用直角坐标系计算会比较复杂。




二、平面曲线的弧长

在平面中，一条直线段的长度可以用两端点之间的距离来计算，圆周的长度可以通过求其内接或外切正多边形周长的极限来得到，对一般的光滑曲线段的长度（称之为弧长），我们可以利用定积分的方法来计算。

定义6.5.4　设f∶［a,b］→[image: alt]，图形C＝｛（x,y）∈[image: alt]｜y＝f（x）,x∈［a,b］｝为一平面曲线。

（1）若f连续，则称图形C为连续曲线；（2）若f连续可导，则称图形C为光滑曲线。

下面我们来求曲线C＝｛（x,y）∈[image: alt]｜y＝f（x）,x∈［a,b］｝的弧长：设

P＝［a＝x0,x1,…，xn－1，xn＝b］

是［a,b］的一个分割，则Qi＝（xi，f（xi））∈C，i＝0，1，2，…，n．而直线段QiQi＋1的长度可近似作为Qi，Qi＋1之间的曲线弧长，也就是

[image: alt]

可近似作为所求曲线C的弧长，如图6.11所示。

[image: alt]

图6.11

如果极限

[image: alt]

存在，则L即为C的长度，并称C是可求长的曲线。

当C为光滑曲线时，由Lagrange中值定理知存在ξi∈（xi－1，xi）使

f（xi）－f（xi－1）＝f′（ξi）（xi－xi－1）

所以ξ＝［ξ1,ξ2,…,ξn］为P的一个介点，因此有

[image: alt]

因为[image: alt]在［a,b］上连续，所以在［a,b］上可积，于是由定积分定义得

[image: alt]

例6.5.5　求悬链线

[image: alt]

的曲线弧长。

解　所求弧长为

[image: alt]

这里[image: alt]分别为双曲余弦函数和双曲正弦函数。　　◇

若曲线C由参数方程

[image: alt]

给出，这里函数φ及ψ在区间［α,β］上具有连续的且不同时为零的导数，又端点对应值t＝α和t＝β，则可证明曲线C是可求长的，且其弧长计算公式为

[image: alt]

读者可自己试着完成证明。

例6.5.6　求摆线x＝a（t－sint），y＝a（1－cost）（0≤t≤2π）一拱的弧长．

解　所求弧长为

[image: alt]

若曲线C是由极坐标方程

r＝r（θ），θ1≤θ≤θ2

给出的，且r（θ）在［θ1，θ2］上有连续的导数，这时可取θ作参数，参数方程可写为

[image: alt]

于是得极坐标下的弧长计算公式

[image: alt]

例6.5.7　求Archimedes（阿基米德）螺线r＝eaθ，0≤θ≤2π，a＞0的弧长。

解　由极坐标弧长的计算公式得所求弧长为

[image: alt]




三、旋转体体积和侧面积

对圆柱、圆锥和圆台等规则立体的体积和侧面积，我们可用古典的方法进行计算，但对一些不规则的立体，就不那么容易了。下面我们对一些特殊类型的不规则立体用定积分来计算它们的体积和侧面积。

设立体介于x＝a和x＝b之间，如图6.12所示，其垂直于x轴的截面面积A（x）是x的连续函数，现求此立体体积V：

[image: alt]

图6.12

区间［a,b］的任一分割P＝［a＝x0,x1,…,xn－1,xn＝b］将立体分为n个薄片，当‖P‖很小时，小区间［xi－1，xi］上的薄片可近似看为柱体，所以其体积近似为

A（xi）（xi－xi－1），i＝1，2，…，n．

于是所求体积

[image: alt]

又因为A（x）在［a,b］上连续，所以由定积分的定义得

[image: alt]

由此公式知，如果我们知道了立体在［a,b］上截面面积表达式A（x），则体积可用其定积分求得。另外也表明，如果两个立体在其每一点的截面面积相同，则它们的体积相同，这即为我国古代数学家祖冲之的观点：幂势既同则积不容异。

例6.5.8　设有半径为a的圆柱体，用与底面交成α角，且过底圆直径AB的平面所截，试求截下的楔形体积。

解　如图6.13所示，则底圆方程为

x2＋y2＝a2，

垂直于x轴的截面都是直角三角形，任一x∈［-a,a］处的直角三角形的面积为

[image: alt]

因此所求楔形的体积是

[image: alt]

[image: alt]

图6.13

旋转体的体积

设立体是由非负连续曲线y＝f（x）和直线x＝a，x＝b及x轴围成的平面图形绕x轴旋转一周而成的旋转体（如图6.14），这时每一处x∈［a,b］的截面就是以f（x）为半径的圆，因而截面面积为

A（x）＝πf2（x），

所得旋转体体积公式

[image: alt]

[image: alt]

图6.14

例6.5.9　设D是由抛物线[image: alt]与直线x＝2及x轴围成的图形，试求D分别绕x轴和y轴旋转而成的旋转体体积Vx和Vy。

解　如图6.15所示，D绕x轴旋转而成的旋转体体积为

[image: alt]

D绕y轴旋转而成的旋转体体积为

[image: alt]

[image: alt]

图6.15

[image: alt]

图6.16

在求Vy时，我们也可以采用以下方法：设P＝［0＝x0,x1,…,xn－1,xn＝2］为区间［0,2］的一个分割，将区间［0,2］分割成n个小区间，所求旋转体体积可以用n个以y轴为轴线的同心圆筒体积的和来近似，如图6.16．若ξ＝［ξ1,ξ2,…,ξn］是P的介点，则第i个小区间上的圆筒的体积近似为2πξi·[image: alt]所以所求旋转体体积近似为

[image: alt]

由定积分定义可知，绕y轴旋转而成的旋转体体积为

[image: alt]

这种用n个“套筒”体积来近似旋转体体积的方法，我们可形象地称之为套筒法，有时在计算上会带来方便。　　◇

旋转曲面侧面积

设f是区间［a,b］上具有连续导函数的非负函数，现在求由曲线y＝f（x）（a≤x≤b）绕x轴旋转一周而成的旋转曲面的侧面积S，如图6.17．

对于区间［a,b］的任一分割

P＝［a＝x0,x1,…,xn－1,xn＝b］，

Qi＝（xi，f（xi）），i＝0，1，2，…，n在曲线y＝f（x）（a≤x≤b）上，而直线段QiQi＋1绕x轴旋转一周而成的圆台面的侧面积

[image: alt]

[image: alt]

图6.17

可近似作为Qi，Qi＋1之间的曲线弧长绕x轴旋转一周而成的旋转体的侧面积，由Lagrange中值定理知存在ξi∈（xi－1，xi）使

f（xi）－f（xi－1）＝f′（ξi）（xi－xi－1）

因此有

[image: alt]

由f在［a,b］上的一致连续性可证明

[image: alt]

于是再由f，f′在［a,b］上的连续性及定积分定义可知

[image: alt]

这里需要指出的是，上述推导过程中，旋转体在［xi－1，xi］部分的侧面积不能用以半径为f（ξi）（ξi∈［xi－1，xi］），高为xi－xi－1的圆柱的侧面积来近似，因为这时的误差之和当‖P‖→0时不是一个无穷小量，即极限不等于零。




例6.5.10　求半径为R的球面积。

解　球面可以看成为上半圆弧[image: alt]（-R≤x≤R）绕x轴旋转一周而成的旋转曲面，所以其面积为

[image: alt]

同理容易得到，若曲线由参数方程

[image: alt]

给出，函数φ及ψ在区间［α,β］上具有连续的且不同时为零的导数，且ψ（t）≥0，则其绕x轴旋转一周而成的旋转曲面的侧面积为

[image: alt]

例6.5.11　求摆线[image: alt]（0≤t≤2π）绕x轴旋转一周所得旋转曲面侧面积。

解　由上面的侧面积公式，所求侧面积为

[image: alt]

定积分在物理上的应用

在前面介绍的定积分在几何上应用中，主要方法是首先确定一个积分区间和积分变量，然后对此区间的任一分割，在小区间上写出所求量的近似值表达式（称之为微元），最后写出Riemann和以及相应的定积分表达式，从而计算得所求结果。上述方法最重要的是如何写出小区间上的微元，所以此计算方法也称为微元法。下面我们将用微元法来计算一些物理问题，也就是用定积分来解决一些物理问题。




一、液体的侧压力

物体浸在液体中，其表面所受压力与各点的压强有关，而液体中的压强与液体的深度成正比，因而物体在液体中所受的静压力是液体深度的函数，而且同一深度处的压强相等。

例6.5.12　半径为2米的圆形薄片垂直放置水中，圆心离水面6米，求薄片受到的水压力。

解　取坐标系如图6.18所示，用平行于x轴的直线将圆形薄片分割成一条条窄带，也就是将积分变量y的积分区间［-2,2］进行分割，在小区间［y，y＋∆y］上，窄带的面积近似为

[image: alt]

又因为

压力＝压强×受力面积。

而窄带上每处的压强可以近似看成是相同的，于是窄带上所受的水压力近似为

[image: alt]

其中ω＝1000（千克／米3）为水的比重。∆F即为所求压力的微元，因此有

[image: alt]

[image: alt]

图6.18




二、变力做功

例6.5.13　设有一直径为8米的半球形水池，欲将满池的水全部抽到距池口高10米的水箱上，问至少该做多少功？

解　选取坐标系如图6.19所示，这时水池口圆的方程为

x2＋y2＝16．

因为　　功＝力×位移，

这里的力是水的重力，位移是各处水抽到水箱口的高度差，因为同一水层到水箱口的距离是一样的，于是将池水水平分割成“小薄圆片”，现考察位于区间［x，x＋∆x］⊂［0,4］上一层水抽到水箱口所需的功，得功的微元为

∆W≈ωgπy2·∆x·（x＋10）＝ωgπ（x＋10）（16－x2）∆x，

其中水的密度ω＝1000（千克／米3），所以所求之功为

[image: alt]

[image: alt]

图6.19




三、密度不均匀物体的质量问题

例6.5.14　一长为10米的细杆，其线密度为ρ＝2x＋3（千克／米），其中x为点到细杆一端的距离，求细杆的质量。

解　取细杆的一端为坐标原点，如图6.20，沿x轴方向将细杆分割成若干小段，则位于小区间［x，x＋∆x］⊂［0,10］的一小段质量微元为

∆M≈ρ∆x＝（2x＋3）∆x，

因此所求质量为

[image: alt]

[image: alt]

图6.20

例6.5.15　设有一半径为R的半圆形薄板，其面密度分布是点到圆心距离r的函数ρ（r）＝a＋br，试求此薄板的质量。

解　薄板每一处的密度是其到圆心的距离r的函数，所以在薄板内的小圆上各点密度相同，因此用同心圆将半圆薄板分割成若干个半圆环，如图6.21，考察位于小区间［r，r＋∆r］⊂［0,R］上的半圆环的质量，得质量微元为

∆M≈ρ（r）·πr∆r＝π（a＋br）r∆r，

于是所求质量为

[image: alt]

[image: alt]

图6.21




四、物体间的万有引力问题

例6.5.16　设有一长度为ι，质量为M的匀质细杆，在其中垂线上距细杆为h处有一质量为m的质点，试求细杆对质点的引力。

解　取细杆的中点为坐标原点，且质点落在y轴正向上，如图6.22所示。将细杆分割成若干小段，则位于小区间［x，x＋∆x］⊂[image: alt]上小段细杆（质量为[image: alt]）对质点的引力大小为

[image: alt]

其中K为万有引力常数，这引力的方向是从质点指向这一小段处。因为引力是矢量，所以我们将每一小段的引力分别分解到x轴方向和y轴方向上，然后分别相加。又从细杆与质点的位置的对称性可知，x轴方向分力相互抵消合力为零，所以只需计算y轴方向的分力，因此可得所求引力的微元为

[image: alt]

于是所求细杆对质点的引力大小为

[image: alt]

引力方向为沿y轴负向。　　◇

[image: alt]

图6.22

§6.6　定积分的近似计算

在计算定积分时，当被积函数的原函数不能用初等函数或者分段函数表示时，就无法用Newton-Leibniz得到结果，另外当被积函数很复杂时，计算也会非常困难。而在实际应用中需要的往往只是积分的近似值（满足一定的精度要求），这时可以进行定积分的近似计算。下面以定积分的几何意义为依据介绍几个著名的定积分的近似计算方法。




一、矩形法

定积分[image: alt]的值为曲线y＝f（x）和x＝a，x＝b，y＝0所围成的曲边梯形的代数面积。在区间［a,b］内均匀插入n－1个分点a＝x0＜x1＜x2＜…＜xi－1＜xi＜…＜xn＝b，即将区间［a,b］作n等分，此时每个小区间的长度为[image: alt]（i＝1,2,…,n），而各个小区间端点x0＝a，[image: alt]（i＝1,2,…,n）．如图6.23．

[image: alt]

图6.23

现在用小区间上的n个小矩形面积f（xi－1）∆xi或f（xi）∆xi（i＝1,2,…,n）来近似相应小区间上曲边梯形面积，这n个小矩形面积之和即为［a,b］上的曲边梯形的面积的近似值，所以也为所求定积分的近似值，因此有以下求定积分近似值的公式：

[image: alt]

或

[image: alt]

这两个公式称为矩形公式，用矩形公式来求定积分近似值的方法称为矩形法。

二、梯形法

梯形公式可以看成是矩形公式的一个改进。从图形中可知，一般用小区间上的梯形面积来近似小曲边梯形的面积会更精确，如图6.24，即在小区间［xi－1,xi］（i＝1,2,…,n）上，用

[image: alt]

图6.24

小梯形的面积[image: alt]（i＝1,2,…,n）来近似小曲边梯形的面积，从而得到定积分的近似计算公式：

[image: alt]

此公式称为梯形公式，用梯形公式来求定积分近似值的方法称为梯形法。

三、抛物线法（Simpson（辛普生）法）

事实上，矩形法是在每个小区间［xi－1,xi］（i＝1,2,…,n）上用常值函数

y＝f（xi－1）或y＝f（xi）

来近似函数y＝f（x），x∈［xi－1，xi］进行定积分计算；梯形法则是用一次函数

[image: alt]

来近似函数y＝f（x）,x∈［xi－1,xi］进行定积分计算。

下面，我们考虑在小区间［xi－1,xi］（i＝1,2,…,n）用二次函数（抛物线）

y＝px2＋qx＋r

来近似函数y＝f（x），x∈［xi－1,xi］，如图6.25所示。而确定一条抛物线需三个点，所以我们一次需选取两个小区间［xi－1,xi］和［xi,xi＋1］，（i＝1,2,…,n），其中n须为偶数，这样用通过（xi－1，f（xi－1）），（xi，f（xi）），（xi＋1，f（xi＋1））三点的二次曲线

[image: alt]

[image: alt]

图6.25

来近似y＝f（x），x∈［xi－1，xi＋1］，从而通过积分得近似计算公式

[image: alt]

将上述这[image: alt]个等式相加，并将等式右边的积分计算出来，整理得

[image: alt]

此公式称为抛物线公式（或Simpson公式），用抛物线公式（或Simpson公式）求定积分的近似值的方法称为抛物线法（或Simpson法）。

一般，用上述三个公式计算定积分的近似值时，n取得越大，计算的结果就越精确，当然计算量也相应增大。对于相同的n，用矩形公式所得结果的误差要大于梯形公式所得结果，Simpson公式误差最小。

例6.6.1　用梯形法和抛物线法计算定积分[image: alt]的近似值。其中

[image: alt]

解　现将积分区间［0,1］分成8等分，其分点上的函数值计算如下：

[image: alt]

由梯形公式得

[image: alt]

[image: alt]

由抛物线公式得

[image: alt]

§6.7　广义积分

在本章一开始讨论的定积分中，函数可积有一定的条件，如被积函数有界等，而且一般讨论的积分是在有界闭区间［a,b］上。但在解决一些实际问题时往往会涉及无界函数和积分区间为无穷区间的情形，所以，下面我们引入广义积分的概念。相对于广义积分而言，前面讨论的定积分称为常义积分。




一、无穷区间上的广义积分

定义6.7.1　设f在［a,+∞）上连续，对t∈［a,+∞］，称极限

[image: alt]

为函数f在无穷区间［a,+∞）上的广义积分，记作[image: alt]若上述极限存在，则称广义积分[image: alt]是收敛的，否则称广义积分为发散的。广义积分收敛时，上述极限值即为广义积分的值，即

[image: alt]

例6.7.1　求广义积分[image: alt]的值。

解[image: alt]

为了记号上的方便，有时采用如下记法，正如定积分中的Newton-Leibniz公式那样。设F为f的原函数，则记

[image: alt]

其中[image: alt]例如，[image: alt]

例6.7.2　讨论广义积分[image: alt]的敛散性。

解　当p＝1时，[image: alt]所以广义积分发散；

当p≠1时，[image: alt]

因此，广义积分[image: alt]当p＞1时收敛，当p≤1时发散。　　◇

广义积分[image: alt]称为p-积分。以后常常利用它来比较讨论其他广义积分的收敛性。

在对于无穷区间（-∞,b］和（-∞,+∞）上的广义积分可仿定义6.7.1类似地定义，可以表示为：

[image: alt]

需要指出的是，在（2）中，当右边两个极限都存在时，称广义积分[image: alt]是收敛的。也就是说，当广义积分[image: alt]都收敛时，广义积分[image: alt]才收敛，其中c是任意常数。

例6.7.3　讨论下列广义积分的敛散性，收敛时求出其值：

[image: alt]

解　[image: alt]此广义积分收敛。

[image: alt]

而[image: alt]发散，从而广义积分[image: alt]也发散。

[image: alt]而极限[image: alt]不存在，所以广义积分[image: alt]发散。　　◇

例6.7.4　（1）计算将质量为m的物体从离地面高度为H处垂直发射到无穷远处所做的功；（2）将质量为m的物体从地面向空中垂直发射，问应提供多大的初始速度v0才能使物体脱离地球的引力？

解　（1）以物体起始位置为原点，垂直向上的方向建立数轴，由万有引力定律知，地球对物体的引力大小为

[image: alt]

其中M为地球质量，R为地球的半径，k为引力常数。所以克服地球引力需做的功是

[image: alt]

（2）当从地面发射时，由（1）知使物体脱离地球的引力应做的功为[image: alt]再根据能量守恒定律，有

[image: alt]

解得

[image: alt]

又因为[image: alt]将g＝9.8米／秒2，R＝6.371×106米，代入上式，有

[image: alt]

这个速度称为第二字宙速度。　　◇




二、无界函数的广义积分

定义6.7.5　设函数f在区间［a，b）上连续，且当x→b-时，f（x）→∞，对ε＞0，b－ε＞a，称极限

[image: alt]

为无界函数f在区间［a,b］上的广义积分，记作[image: alt]若上述极限存在，则称广义积分[image: alt]是收敛的，否则称广义积分为发散的。广义积分收敛时，上述极限值即为广义积分的值，即

[image: alt]

称x＝b为函数f的瑕点，因此无界函数的广义积分也称瑕积分。

类似地，可定义瑕点在区间的左端和在内点c∈（a,b）时的瑕积分：

（1）若x＝a为函数f的瑕点，则广义积分

[image: alt]

（2）若c∈（a,b）为函数f的瑕点，则广义积分

[image: alt]

这时当上式右边两个极限都存在时，左边的广义积分才是收敛的。

例6.7.6　讨论下列广义积分的收敛性，收敛时求出其值：

[image: alt]

解　（1）因为[image: alt]所以x＝0是瑕点。

[image: alt]

因此，此广义积分收敛。

这里也可以用如下记号：设F为f的原函数，则

[image: alt]

其中当x＝b为函数f的瑕点时，[image: alt]当x＝a为函数f的瑕点时，[image: alt]

本例（1）[image: alt]

其中[image: alt]

（2）[image: alt]所以此广义积分收敛。

（3）显然x＝0为函数被积函数的瑕点，

[image: alt]

因为[image: alt]所以这瑕积分发散。其实，另一个极限亦为+∞．

粗心的读者容易错误地认为此题是常义积分，从而得出错误的结果：

[image: alt]

例6.7.7　讨论广义积分[image: alt]和[image: alt]的敛散性。

解　先讨论[image: alt]当p＞0时，x＝b为瑕点。

当p≠1时，[image: alt]

当p＝1时，[image: alt]

所以广义积分[image: alt]

同理可得[image: alt]

事实上，若对[image: alt]作变量替换t＝（b＋a）－x，则有

[image: alt]

从下面可以看到，我们经常用例6.7.7中的两个广义积分来比较判别其他广义积分的收敛性。




*三、广义积分敛散性的判别法

1．无穷区间广义积分敛散性判别法

定理6.7.8（比较判别法）　设f，g在［a,+∞）上连续，且对[image: alt]x∈［a,+∞），0≤f（x）≤g（x），则有

（1）若[image: alt]收敛，则[image: alt]必收敛；

（2）若[image: alt]发散，则[image: alt]必发散。

证明　（1）对[image: alt]t∈［a,+∞），设[image: alt]因为F′（t）＝f（t）≥0，故F（t）在［a,+∞）上单调增加。

若[image: alt]收敛，设其值为K，则由0≤f（x）≤g（x），x∈［a,+∞）可知

[image: alt]

即[image: alt]单调增加有上界，从而极限[image: alt]存在，亦即广义积分[image: alt]收敛。

（2）用反证法。假设[image: alt]收敛，由（1）知[image: alt]必定收敛，与题设矛盾。所以若[image: alt]发散，则[image: alt]必发散。　　[image: alt]

由p-积分的收敛性，可得以下定理。

定理6.7.9　设函数f在［a,+∞）上连续，a＞0．

（1）若对p＞1和[image: alt]x∈［a,+∞），有[image: alt]则广义积分[image: alt]收敛；

（2）若对p≤1和[image: alt]x∈［a,+∞），有[image: alt]则广义积分[image: alt]发散。

对定理6.7.9，可给出以下等价的形式定理，用这种极限形式来比较判别往往会更方便。

定理6.7.10　设函数f在［a,+∞）上连续且非负，a＞0，则有

（1）若极限[image: alt]（0＜A＜+∞）存在，即

[image: alt]

则广义积分[image: alt]与[image: alt]同时收敛或同时发散；

（2）若[image: alt]且p＞1，则[image: alt]收敛；

（3）若[image: alt]且p≤1，则[image: alt]发散。

证明请读者自己完成。

对于（-∞,b］上的广义积分有完全类似的结论和判别方法，这里不再赘述。

例6.7.11　判别下列广义积分的敛散性：

[image: alt]

解　（1）在［1,+∞）上有

[image: alt]

且因为[image: alt]所以[image: alt]收敛，所以由定理6.7.8或定理6.7.9知广义积分[image: alt]收敛。

（2）因为

[image: alt]

所以由定理6.7.10（此时p＝2＞1）得广义积分[image: alt]收敛。

事实上，[image: alt]我们可以利用第10章中的二重积分来计算出这个积分的值，此积分称为泊松（Poisson）积分，在概率论中有重要应用。

（3）因为

[image: alt]

所以由定理6.7.10（p＝1）知，广义积分[image: alt]发散。　◇

上述判别定理要求f为非负的，当然对f非正的情形可转化为非负函数g＝-f来考虑相应广义积分的收敛性。而当f在积分区间上有正有负时，我们有下面的判别定理。

定理6.7.12（绝对收敛判别法）　设f在［a,+∞）上连续，若[image: alt]收敛，则[image: alt]也收敛。

证明　因为

0≤f（x）＋｜f（x）｜≤2｜f（x）｜，

又因为[image: alt]收敛，所以由定理6.7.8知[image: alt]收敛，从而广义积分

[image: alt]

也收敛。　　□

当[image: alt]收敛时，称[image: alt]为绝对收敛。定理6.7.12表明区间［a,+∞）上绝对收敛的广义积分必收敛。

例6.7.13　判别广义积分[image: alt]的敛散性．

解　考察广义积分[image: alt]因为在［a,+∞）上有

[image: alt]

由定理6.7.9知[image: alt]收敛，也即[image: alt]绝对收敛，所以再由定理6.7.12知广义积分[image: alt]收敛。　◇

定理6.7.14（Cauchy判别法）　设f在［a,+∞）上连续，则广义积分[image: alt]收敛当且仅当对于任意的ε＞0，存在X∈［a,+∞）使当X2＞X1＞X时恒有

[image: alt]

证略。

例6.7.15　证明广义积分[image: alt]收敛。

证　对任意的X2＞X1＞1，由分部积分有

[image: alt]

所以有

[image: alt]

对[image: alt]ε＞0，取[image: alt]则当X2＞X1＞X时

[image: alt]

因此，由定理6.7.14得，广义积分[image: alt]收敛。　◇

2．无界函数广义积分敛散性判别法

与无穷区间上的广义积分类似，无界函数广义积分的收敛性也有相应的判别方法，且证明方法亦类似。下面以x＝b为瑕点的广义积分[image: alt]的情形给出各个判别定理。

定理6.7.16（比较判别法）　设f，g在［a，b）上连续，[image: alt]且0≤f（x）≤g（x），x∈［a，b），则有

（1）若[image: alt]收敛，则[image: alt]必收敛；

（2）若[image: alt]发散，则[image: alt]必发散。

定理6.7.17　设函数f在［a，b）上连续、非负，且[image: alt]则有

（1）若对p＜1有[image: alt]x∈［a，b），则广义积分[image: alt]收敛；

（2）若对p≥1有[image: alt]x∈［a，b），则广义积分[image: alt]发散。

定理6.7.18　设函数f（x）在［a，b）上连续、非负，且[image: alt]则有

（1）若[image: alt]（0＜A＜+∞）存在，即

[image: alt]

则广义积分[image: alt]与[image: alt]同时收敛或同时发散；

（2）若[image: alt]且p＜1，则[image: alt]收敛；

（3）若[image: alt]且p≥1，则[image: alt]发散。

定理6.7.19　设函数f在区间［a，b）上连续，且[image: alt]则若[image: alt]收敛，广义积分[image: alt]也收敛。

当[image: alt]收敛时称[image: alt]是绝对收敛的。

定理6.7.20（Cauchy判别法）　设f在［a，b）上连续，且[image: alt]则广义积分[image: alt]收敛当且仅当对于任意的ε＞0，存在η＞0，使当[image: alt]时恒有

[image: alt]

这里[image: alt]

例6.7.21　判别[image: alt]的敛散性。

解　显然x＝1是瑕点，由于

[image: alt]

所以[image: alt]与[image: alt]同敛散，而由例6.7.7知[image: alt]收敛，于是广义积分[image: alt]收敛。　　◇

例6.7.22　讨论[image: alt]的收敛性。

解　积分区间是无穷区间，且x＝1又是瑕点，任取a∈（1,+∞），则有

[image: alt]

因为

[image: alt]

且[image: alt]收敛，所以[image: alt]也收敛；又因为

[image: alt]

且[image: alt]发散，所以[image: alt]也发散。

总之，广义积分[image: alt]发散。　　◇

3．Γ函数和B函数

（1）考察积分[image: alt]其中s是一个参数。因为

[image: alt]

所以，对第一个积分[image: alt]当s＜1时，x＝0是瑕点，由于

[image: alt]

因此，当1－s＜1，即s＞0时[image: alt]收敛；对第二个无穷区间的广义积分[image: alt]由于

[image: alt]

因此，由定理6.7.10知，不论s是什么值，广义积分[image: alt]都是收敛的。

总之，广义积分[image: alt]当s＞0时收敛，此时它是参数s的一个函数，称为Γ函数．记作

[image: alt]

Γ函数有下面的递推关系：

Γ（s＋1）＝sΓ（s）．

事实上对s＞0用分部积分有

[image: alt]

由于[image: alt]因此当s为正整数n时，有

Γ（n＋1）＝nΓ（n）＝n（n－1）Γ（n－1）＝…＝n！Γ（1）＝n！，

所以，Γ函数可以看成是阶乘的推广。

利用递推公式，Γ函数的值总可以转化为0＜s＜1之间的Γ（s）函数值来计算。特别有用的是[image: alt]作变换t＝x2，由例6.7.11有

[image: alt]

（2）考察积分[image: alt]的收敛性：

当p＜1时，x＝0是瑕点，q＜1时，x＝1是瑕点。任取a∈（0,1）把积分拆成两个：

[image: alt]

当t→0时，tp－1（1－t）q－1～tp－1，所以当1－p＜1即p＞0时，第一个积分收敛；

当t→1时，tp－1（1－t）q－1～（1－t）q－1，所以当1－q＜1即q＞0时，第二个积分收敛。

因此，积分[image: alt]在p＞0，q＞0时收敛。此积分称为B函数，记为

[image: alt]

B函数也有递推关系：

[image: alt]

且对任何p＞0，q＞0，B函数和Γ函数有以下关系式：

[image: alt]

证明略。

例6.7.23　计算[image: alt]（m＞-1,n＞-1）．

解　令t＝sin2x，则有

[image: alt]

[image: alt]

特别地，当m＝0时，有

[image: alt]

[image: alt]

这个结果在例6.4.9中曾用分部积分法递推得到。　　◇

习题6.1

1．利用定义求下列定积分的值：

[image: alt]

2．利用定积分的几何意义指出下列定积分的值：

[image: alt]

3．用定积分表示下列和式的极限：

[image: alt]

（3）将［a,b］作n等分，分点为[image: alt]i＝1，2，…，n；设a＞0，试用定积分表示（i）[image: alt]（ii）[image: alt]

习题6.2

1．比较下列定积分的大小：

[image: alt]

2．证明下列不等式：

[image: alt]

3．若f在［a,b］上连续，且[image: alt]对一切连续函数g成立，求证：f＝0．

4．设函数f在［0,1］上连续且单调减少，证明当0＜λ＜1时，有

[image: alt]

事实上，若f在［0,1］上可积，上述不等式亦成立，此时如何证明？

5．设函数f在区间［0,1］上可微，且满足[image: alt]证明至少存在一点ξ∈（0,1），使[image: alt]

6．设f在［0,π］上连续，（0,π）内可微，且[image: alt]试证在（0,π）内至少存在一点ξ，使f′（ξ）＝0．

习题6.3

1．求下列变上限积分的导数：

[image: alt]

[image: alt]

2．求下列极限：

[image: alt]

3．证明：[image: alt]

4．设f连续，且有[image: alt]试求f．

5．设f在［a,b］上连续，且恒正，试证曲线[image: alt]在区间［a,b］上向上凹。

6．设函数f及g在［a,b］上连续，证明：

[image: alt]

7．计算下列定积分：

[image: alt]

[image: alt]

8．设在［a,b］上｜f′（x）｜≤M，[image: alt]试证[image: alt]

习题6.4

1．计算下列定积分：

[image: alt]

2．设[image: alt]计算[image: alt]

3．设曲线y＝f（x）关于直线[image: alt]对称，试证

[image: alt]

4．设f是连续的奇函数，试证[image: alt]是偶函数；另外，若f是连续的偶函数，那么，[image: alt]是否为奇函数？

5．设f可微，且f（0）＝0，[image: alt]求[image: alt]

6．设[image: alt]计算定积分[image: alt]

7．证明[image: alt]

8．设f″连续，且[image: alt]求f（0）．

9．（1）求[image: alt]其中p为常数；

（2）设[image: alt]求[image: alt]（0≤x≤2）的表达式。

10．设[image: alt]n为正整数，试证：

（1）f（n＋1）＜f（n）；

（2）[image: alt]（n＞2）；

（3）[image: alt]（n≥2）．

习题6.5

1．计算下列各组曲线围成的平面图形的面积：

（1）y＝16，y＝x4；

（2）y＝lnx，x＝e，y＝0；

（3）y＝x，y＝x＋sin2x（0≤x≤π）；

（4）y2＝2x＋1，y＝x－1；

（5）[image: alt]（两块）；

（6）y＝2x－x2，x＋y＝0；

（7）[image: alt]（a＞0）；

（8）xy＝1，y＝x，y＝2x（第一象限内）；

（9）x＝y2（y－1），x＝0．

2．计算由下列曲线围成的平面图形的面积：

（1）r2＝acos2θ（a＞0）；

（2）r＝2cosθ，r＝2（1－cosθ）（心形线外面部分）．

3．计算下列曲线的弧长：

（1）半径为R的圆周长；

（2）y＝x2，（0≤x≤1）；

（3）[image: alt]（a＞0）全长；

（4）[image: alt]

4．计算曲线y＝ln（1－x2）上自点（0,0）到点[image: alt]的弧长。

5．计算曲线[image: alt]在区间［0,π］上的弧长。

6．试推导球冠的体积公式[image: alt]其中R为球半径，h为球冠的高（如图）。

[image: alt]

7．两个截面半径皆为a的圆柱体垂直贯通，求其公共部分的体积。

8．求下列平面图形绕指定轴旋转一周所得旋转体的体积：

（1）y＝sinx，y＝0（0≤x≤π），分别绕x轴和y轴；

（2）y＝x2，y＝0，x＝1，绕直线x＝2；

（3）x2＋（y－2）2＝1，绕x轴；

（4）[image: alt]分别绕x轴和直线x＝1；

（5）[image: alt]（0≤t≤2π，a＞0），y＝0，分别绕x轴、y轴和直线y＝2a．

9．求曲线[image: alt]y＝0围成的平面图形绕x轴旋转一周所得的旋转体体积。

10．求曲线y＝3－｜x2－1｜与x轴围成的封闭图形绕直线y＝3旋转一周所得的旋转体体积。

11．求下列曲线绕指定轴旋转一周所得旋转曲面的侧面积：

（1）y＝sinx（0≤x≤π），绕x轴；

（2）[image: alt]（0≤x≤1），绕x轴；

（3）x2＝2py＋a（0≤x≤a），分别绕x轴和y轴。

12．求椭圆[image: alt]（0≤b≤a）绕x轴旋转一周所得的旋转曲面的表面积。

13．水闸的门为矩形，宽20米、高16米，垂直立于水中，若其上边与水面相齐，求水对闸门的侧压力。

14．洒水车上的水箱是一个横放的椭圆形柱体，已知截面为水平半轴为1米，垂直半轴为0.75米的椭圆，试求当水箱装满水时椭圆底面所受的压力。

15．若1千克的拉力使弹簧从松弛状态伸长1厘米，求将弹簧从伸长5厘米拉到伸长10厘米克服弹力所做的功。

16．有一横断面为等腰梯形的贮水池，梯形的上底为6米，下底为4米，高为2米，水池长为8米，把满池水全部抽到距水池上方20米的水塔上去，问至少需做多少功？

17．设沙的比重为ρ吨／米3，要堆成一个底面半径为R米，高为h米的圆锥形沙堆，至少需做多少功？

18．一比重为ω吨／米3金属球沉于水中，球心位于水面下H米处，球半径为R米（H＞R），试问将金属球捞出水面至少需做多少功？

19．从h米深的矿井下用铁索提取M千克的物体，若铁索每米重m千克，问需做多少功？

20．用铁锤将铁钉钉入木板，设木板对铁钉的阻力与铁钉进入木板深度成正比，在铁锤击第一次时能将铁钉击入木板内1cm，如果铁锤每次打击铁钉所做之功相等，问铁锤击第二次时能将铁钉击入多深？

21．设有一非均匀的圆柱体，截面半径为R，高为h，其每点的密度与该点到圆柱中心轴的距离的k次方成正比（k＞0），比例常数为p，试求此圆柱体的质量。

22．设有一长度为ι，质量为M的均质细杆，在其延长线上放置一个质量为m的质点，且质点距杆近端距离为a，试求杆与质点间的引力。

23．设有两根长度均为ι，质量均为M的均质细杆，放置在一条直线上，两杆最近两端距离为a，试求两杆之间的引力。

习题6.6

1．分别用矩形公式、梯形公式和抛物线公式计算定积分

[image: alt]

的值并比较各误差。

2．利用[image: alt]计算数π的近似值，精确到小数点后面五位。

3．用抛物线公式（取n＝16）求椭圆[image: alt]周长的近似值。

习题6.7

1．研究下列广义积分的收敛性，若收敛请求其值：

[image: alt]

[image: alt]

2．证明[image: alt]并求其值。

3．已知[image: alt]求a，b的值。

*4．判别下列广义积分的收敛性：

[image: alt]

5．利用Γ函数表示下列积分：

[image: alt]

6．利用Γ函数求下列积分的值：

[image: alt]

7．利用B函数表示下列积分，并求其值：

[image: alt]


7．级　数

§7.1　数项级数

数项级数的概念

给定一无穷数列a1，a2，a3，…，an，…，由此数列作形式上的加法

[image: alt]

称为无穷级数或简称为级数。这里an称为级数的通项。令

[image: alt]

表示级数[image: alt]前n项部分和，称数列｛Sn｝为级数[image: alt]的部分和数列。

定义7.1.1　设｛Sn｝为级数[image: alt]的部分和数列，如果｛Sn｝收敛，则称级数[image: alt]是收敛级数，并把极限[image: alt]称为此级数的和，记为

[image: alt]

如果｛Sn｝不收敛，则称级数[image: alt]是发散级数。

注7.1.2　级数的收敛性是由部分和数列的收敛性来确定的，所以关于数列收敛性的判别法均可用于判断级数的收敛性。

级数和数列之间存在着某种天然的联系：级数[image: alt]的部分和构成了数列｛Sn｝，反之任一数列｛xn｝也可改写成级数

x1＋（x2－x1）＋（x3－x2）＋…＋（xn－xn－1）＋…

的部分和数列：

[image: alt]

下面来看几个熟知的例子：

例7.1.3　考虑几何级数

a＋aq＋aq2＋…＋aqn＋…．

当q≠1时，此几何级数的前n项的和为

[image: alt]

所以，当｜q｜＜1时，几何级数有和（Sn的极限）

[image: alt]

当｜q｜≥1时，｛Sn｝的极限不存在，此时几何级数发散。

例7.1.4　调和级数

[image: alt]

考虑部分和数列｛Sn｝；

[image: alt]

由第一章知道，｛Sn｝的极限为正无穷，故此级数发散至正无穷。

例7.1.5　任何十进制数

c0.c1c2c3…cn…（其中c0为整数，ci为0至9整数，i＝1，2，…）

都可写成如下级数的形式：

[image: alt]

例7.1.6　自然对数的底数e可以写成如下级数的和：

[image: alt]

收敛级数的基本性质

利用级数和数列之间的关系，容易证明以下关于级数的一些定理。

定理7.1.7（级数收敛的必要条件）　若级数[image: alt]收敛，则其通项an收敛于0，即有

[image: alt]

证明　因级数[image: alt]收敛，不妨设其和为S，即[image: alt]从而有

[image: alt]

注意：通项趋于零的级数不一定收敛。如例7.1.4中的调和级数[image: alt]的通项[image: alt]趋于零，但调和级数发散至正无穷。

定理7.1.8（级数的Cauchy收敛准则）　级数[image: alt]收敛的充分必要条件是对任何ε＞0，都存在自然数N，使对一切n＞N及任何自然数p，都有

｜an＋1＋an＋2＋…＋an＋p｜＜ε．

证明　级数[image: alt]收敛的充分必要条件是其部分和数列｛Sn｝收敛。而由数列的Cauchy准则知，数列｛Sn｝收敛的充要条件是[image: alt]ε＞0，∃N，当n＞N时对任何自然数p都有

｜Sn＋p－Sn｜＜ε，

即

[image: alt]

例7.1.9　试证级数[image: alt]收敛。

证明　对于任给的ε＞0，取[image: alt]于是当n＞N时，对任何自然数p，都有

[image: alt]

由Cauchy收敛准则知级数[image: alt]收敛。　　◇

类似于数列极限，收敛级数有以下性质。

定理7.1.10　如果以常数c去乘收敛级数[image: alt]的各项，则新级数[image: alt]也收敛，且有

[image: alt]

定理7.1.11　若级数[image: alt]和[image: alt]都收敛，则[image: alt]也收敛，且有

[image: alt]

值得指出的是，两个发散级数的和也可能是收敛的。请读者思考，收敛级数和发散级数之和可能收敛吗？

§7.2　正项级数收敛性的判别法

通项都是正的级数称为正项级数。对于正项级数[image: alt]作出它的相应部分和数列：

S1＝a1，S2＝a1＋a2，…，Sn＝a1＋a2＋…＋an，…．

由an的正性，有

Sn≤Sn＋1．

从而，｛Sn｝是单调递增数列。由数列的单调收敛定理有以下定理。

定理7.2.1　正项级数[image: alt]收敛的充分必要条件是其部分和数列有界，即有正数M，使对一切自然数n成立

[image: alt]

若部分和无界，则正项级数发散至正无穷。

从定理7.2.1出发，容易证明如下的定理：

定理7.2.2—1（比较判别法）　考虑正项级数[image: alt]和[image: alt]假设存在自然数N，使当n＞N时，总有

an≤bn．

（i）若级数[image: alt]收敛，则级数[image: alt]也收敛；

（ii）若级数[image: alt]发散，则级数[image: alt]也发散。

证明　（i）因为改变级数有限项，不影响原有级数的收敛性，因此不妨设对所有n都有an≤bn，现分别以An和Bn表示级数[image: alt]和[image: alt]的前n项部分和，则

An≤Bn[image: alt]

当[image: alt]收敛时，若令[image: alt]则

[image: alt]

从而对一切n

An≤B．

由定理7.2.1，[image: alt]收敛。

（ii）用反证法。若[image: alt]收敛，由（i）得[image: alt]也收敛。这与[image: alt]发散矛盾，从而得证。　　□

在实际应用时，下面的极限形式往往是方便的。

定理7.2.2—2（比较判别法的极限形式）　考虑正项级数[image: alt]和[image: alt]假设[image: alt]

（i）若0＜ι＜+∞，则两个级数同时敛散；

（ii）若ι＝0，级数[image: alt]收敛，则级数[image: alt]也收敛；

（iii）若ι＝+∞，级数[image: alt]发散，则级数[image: alt]也发散。

证明　（i）当0＜ι＜+∞时，取[image: alt]由条件知存在自然数N，使当n＞N，就有

[image: alt]

这等价于

[image: alt]

再由定理7.2.2—1即知所说的两个级数同时敛散。

（ii）和（iii）的证明是类似的。　　□

注意在（ii）中，即使[image: alt]不收敛，[image: alt]也可能收敛。在（iii）中，即使[image: alt]不发散，[image: alt]也可能发散。

例7.2.3　假设p＞0，讨论级数[image: alt]的敛散性。

解　由上节例7.1.4知，所论级数在p＝1时发散。从而由比较判别法知当0＜p≤1时级数发散。下面讨论当1＜p＜+∞时级数的收敛性，由于p＞1时，

[image: alt]

即｛Sn｝有界。由定理7.2.1知所论级数当p＞1时收敛。　　◇

综上所述，所论级数当p＞1时收敛，而当0＜p≤1时发散。

例7.2.4　判断级数[image: alt]的收敛性。

解　因[image: alt]而级数[image: alt]收敛，所以该级数收敛。　　◇

例7.2.5　判断级数[image: alt]（a＞0）的敛散性。

解　当0＜a≤1时，[image: alt]不趋于零。因而，此时级数发散。当a＞1时，因

[image: alt]

而[image: alt]收敛，从而由比较判别法知级数[image: alt]收敛。　◇

例7.2.6　判断级数[image: alt]的敛散性。

解　由于[image: alt]而由例7.2.3知[image: alt]发散，从而由比较判别法得[image: alt]发散。　　◇

例7.2.7　判断级数[image: alt]的敛散性。

解　因为

[image: alt]

而几何级数[image: alt]收敛，故由比较判别法知级数[image: alt]收敛。　　◇

例7.2.8　设[image: alt]和[image: alt]都是正项级数。若从某一项以后（如n＞N），不等式

[image: alt]

成立，则有

（i）若[image: alt]收敛，则[image: alt]也收敛；

（ii）若[image: alt]发散，则[image: alt]也发散。

证明　不失一般性，可以认为上述不等式对所有n＝1，2，3，…成立，此时易见

[image: alt]

把它们两边各自相乘可得

[image: alt]

由比较判别法即知定理结论成立。　　◇

定理7.2.9—1（D'Alembert（达朗贝尔）判别法，也称为比值判别法）　设[image: alt]是一个正项级数，记[image: alt]n＝1，2，3，…，则有

（i）若存在0＜q＜1及自然数N，使当n≥N时有Dn≤q，则级数[image: alt]收敛；

（ii）若存在自然数N，使当n≥N时Dn≥1，则级数[image: alt]发散。

证明　（i）由假设，当n≥N时Dn≤q，故有

[image: alt]

从而，

[image: alt]

因为0＜q＜1，几何级数[image: alt]收敛，故由比较判别法知级数[image: alt]收敛。

（ii）因为当n≥N时Dn≥1，故当n＞N时有

an≥an－1≥…≥aN＞0．

所以不可能有an→0（n→∞），由上节定理7.1.7知级数[image: alt]发散。　　□

定理7.2.9—2（比值判别法的极限形式）　设[image: alt]是一个正项级数，记[image: alt]n＝1，2，3，…

（i）若[image: alt]则级数[image: alt]收敛；

（ii）若[image: alt]则级数[image: alt]发散。

证明　（i）取[image: alt]因为[image: alt]故有N，使当n＞N时，就有

[image: alt]

由定理7.2.9—1之（i）知级数[image: alt]收敛，即（i）成立。类似可证（ii）成立。　　□

例7.2.10　讨论级数[image: alt]（x＞0）的收敛性。

解　因为

[image: alt]

由定理7.2.9—2，当0＜x＜1时，级数是收敛的；当x＞1时，级数是发散的；当x＝1时，[image: alt]显然，此时级数发散。　◇

定理7.2.11—1（Cauchy判别法，也称为根式判别法）　设[image: alt]是一个正项级数，记[image: alt]n＝1，2，3，…，则有

（i）若存在0＜q＜1及自然数N，使当n≥N时有Cn≤q，则级数[image: alt]收敛；

（ii）若存在自然数列的子列ni，使得Cni≥1，则级数[image: alt]发散。

证明　先证（ii）。当Cni≥1时有ani≥1，故这时级数的通项不能趋于零，级数[image: alt]当然是发散的。

（i）按已知有N，当n＞N时有

[image: alt]

所以有

an≤qn，n≥N．

因几何级数[image: alt]收敛，故由比较判别法知级数[image: alt]收敛。　□

定理7.2.11—2（根式判别法的极限形式）　设[image: alt]是一个正项级数，记[image: alt]n＝1，2，…

（i）若[image: alt]则级数[image: alt]收敛；

（ii）若[image: alt]则级数[image: alt]发散。

按极限定义再利用定理7.2.11—1即可证明（i）和（ii），这里从略。

例7.2.12　判断级数[image: alt]的收敛性。

解　由于

[image: alt]

则由根式判别法知该级数收敛。　　◇

注意　在比值判别法和根式判别法的极限形式中，对r＝1的情形都未论及。实际上，当[image: alt]或[image: alt]时，无法使用这两个判别法来判别敛散性。例如上节中的两个级数[image: alt]和[image: alt]都有

[image: alt]

但前者发散而后者收敛。

注意　定理7.2.9—1和定理7.2.11—1中关于收敛的条件Dn≤q＜1和Cn≤q＜1也不能放宽成Dn＜1和Cn＜1。例如，对于调和级数[image: alt]有

[image: alt]

但级数都是发散的。

我们在例7.2.3中所使用的将级数的部分和化为积分来处理的方法具有一般性，这就是如下的：

定理7.2.13（积分判别法）　设函数f（x）在区间［1,+∞）上恒正且递减，An＝[image: alt]n＝1，2，…，则级数[image: alt]与数列｛An｝同时敛散。

证明　由条件和定积分性质有

[image: alt]

对k从2到n求和，得到

[image: alt]

若记级数[image: alt]的部分和为Sn，则上式化为

Sn－f（1）≤An≤Sn－1．

按定义知级数[image: alt]与数列｛An｝同时敛散。　□

例7.2.14　讨论级数[image: alt]（p＞0）的敛散性。

解　当p＝1时，因为

[image: alt]

故由积分判别法知所论级数发散。再由比较判别法知所论级数于p≤1时发散。

当p＞1时，因为

[image: alt]

所以由积分判别法知所论级数收敛。

综上可知，级数[image: alt]于p＞1时收敛，而于0＜p≤1时发散。　　◇

§7.3　一般数项级数收敛性的判别法

交错级数

在讨论一般级数的收敛性之前，我们先来讨论一类特殊的级数：称级数[image: alt]为交错级数，如果对[image: alt]n＝1，2，…，有anan＋1＜0，即可以写成下面的形式

[image: alt]

或

[image: alt]

其中a1，a2，…都是正数。

定理7.3.1（Leibnitz判别法）　若交错级数[image: alt]满足条件：

（i）an≥an＋1（n＝1,2,3…）（即数列｛an｝单调递减）；

（ii）[image: alt]

则级数[image: alt]收敛，且和S≤a1．

证明　因为[image: alt]故对任给的ε＞0，存在自然数N，使当n＞N时，就有

[image: alt]

又因数列｛an｝递减，所以对任何n，当p为偶数时，有

[image: alt]

当p为奇数时，又有

[image: alt]

于是当n＞N时，对任何自然数p，由（2），（3），（4）都有

[image: alt]

由Cauchy收敛原理知交错级数[image: alt]收敛。设其和为S，则显然[image: alt]

例如，交错级数

[image: alt]

满足条件

[image: alt]

及

[image: alt]

所以它是收敛的，且其和S＜1．

绝对收敛级数与条件收敛级数

现在我们讨论一般的级数

a1＋a2＋…＋an＋…，

它的各项为任意实数，如果级数[image: alt]各项的绝对值所构成的非负数项级数[image: alt]收敛，则称级数[image: alt]为绝对收敛；如果级数[image: alt]收敛，而级数[image: alt]发散，则称级数[image: alt]为条件收敛。容易知道，级数[image: alt]为绝对收敛，而级数[image: alt]为条件收敛。

级数绝对收敛与级数收敛有以下重要关系：

定理7.3.2　如果级数[image: alt]绝对收敛，则级数[image: alt]必定收敛。

证明　设级数[image: alt]收敛，根据级数的Cauchy收敛准则，对任意正数ε，总存在某自然数N，使对任意自然数p，有

｜an＋1｜＋｜an＋2｜＋…＋｜an＋p｜＜ε．

由于

｜an＋1＋an＋2＋…＋an＋p｜≤｜an＋1｜＋｜an＋2｜＋…＋｜an＋p｜＜ε，

从而级数[image: alt]收敛。　□

注意，上述定理的逆定理并不成立。

定理7.3.2说明，对于一般的级数[image: alt]如果我们用正项级数的收敛判别法判定级数[image: alt]收敛，则此级数收敛。这使得一大类级数的收敛性判别问题可转化为正项级数的收敛性判别问题。

例7.3.3　判别级数[image: alt]的收敛性。

解　因为[image: alt]而级数[image: alt]收敛，所以级数[image: alt]也收敛，由定理7.3.2知，级数[image: alt]收敛。　◇

例7.3.4　判别级数[image: alt]的收敛性。

解　由[image: alt]得[image: alt]而[image: alt]可知｜an｜[image: alt]0（n→∞），因此级数[image: alt]发散。　　◇

例7.3.5　假设p＞0，讨论级数[image: alt]的绝对收敛性和条件收敛性。

解　因为当p＞0时，数列[image: alt]递减且趋于0，所以由Leibnitz判别法知交错级数[image: alt]收敛。又因非负项级数[image: alt]当p＞1时收敛而当p≤1时发散，故知级数[image: alt]于p＞1时绝对收敛，而于0＜p≤1时条件收敛。　　◇

下面来介绍适用于一般变号级数的判别法。为此我们先来介绍Abel（阿贝尔）求和法和Abel引理。

关于有限项乘积之和

[image: alt]

Abel给出了一个类似于分部积分法的初等求和法。令

[image: alt]

于是b1＝B1且

[image: alt]

若记B0＝0，则（6）式对k＝1也成立。将（6）代入（5），得

[image: alt]

（7）式称为Abel求和法或Abel求和公式。由此可得到和数S的估计式。

引理7.3.6（Abel引理）　如果有限数列｛a1,a2,…,am｝和｛b1,b2,…,bm｝满足下列条件：

（i）｛ak｝单调；

（ii）[image: alt]j＝1，2，…，m，

则有估计式

[image: alt]

证明　由Abel求和公式（7）有

[image: alt]

由｛ak｝单调，故所有（ak－ak＋1）（k＝1,2,…,m－1）都同号，所以有

[image: alt]

定理7.3.7（Abel判别法）　设级数[image: alt]满足下列条件：

（i）级数[image: alt]收敛；

（ii）数列｛an｝单调有界，

则级数[image: alt]收敛。

证明　由条件（ii）知有M＞0，使得｜an｜≤M，n＝1，2，…．又因级数[image: alt]收敛，故对任何ε＞0，都存在N，使当n＞N时，对任何自然数p，都有

[image: alt]

由（ii）知｛an｝单调，从而由Abel引理知，当n＞N时，有

[image: alt]

由级数的Cauchy收敛准则知级数[image: alt]收敛。　　□

定理7.3.8（Dirichlet判别法）　设级数[image: alt]满足下列条件：

（i）级数[image: alt]的部分和数列｛Bn｝有界；

（ii）数列｛an｝单调趋于0．

则数列[image: alt]收敛。

证明　因｛Bn｝有界，设其界为M，故对任何自然数n和p，都有

｜bn＋1＋bn＋2＋…＋bn＋p｜＝｜Bn＋p－Bn｜≤2M．

又因｛an｝趋于0，故对任给的ε＞0，都有N，使当n＞N时，就有

｜an｜＜ε．

由（ii）知｛an｝单调，从而由Abel引理知，当n＞N时，有

[image: alt]

由级数的Cauchy收敛准则知级数[image: alt]收敛。　　□

例7.3.9　判定级数[image: alt]敛散性。

解　由Leibnitz判别法知级数[image: alt]收敛。因为[image: alt]递增有界，故由Abel判别法知级数[image: alt]收敛。又因｛3－arctann｝递减有界，再由Abel判别法知所论级数收敛。　　◇

例7.3.10　讨论级数[image: alt]（0＜x＜π，p＞0）的绝对收敛性和条件收敛性。

解　首先，当p＞1时，因为

[image: alt]

而级数[image: alt]收敛，所以所讨论级数绝对收敛。

其次，当0＜p＜1时，数列[image: alt]递减且趋于0．对任何x∈（0,π），由三角公式有

[image: alt]

即对任何x∈（0,π），级数[image: alt]的部分和数列有界，从而由Dirichlet判别法知所论级数收敛。

最后，由于｜sinkx｜≤1，故由三角公式有

[image: alt]

像上段一样地可以证明级数[image: alt]收敛。因为级数[image: alt]于0＜p＜1时发散，所以非负项级数[image: alt]发散，从而由比较判别法知[image: alt]也发散。综上可知，所讨论级数当p＞1时绝对收敛，当0＜p≤1时条件收敛。　　◇

绝对收敛级数的性质

绝对收敛级数有很多性质是条件收敛级数所没有的，下面给出关于绝对收敛级数的一个性质。

定理7.3.11　绝对收敛级数任意改变项的位置后构成的级数也绝对收敛，且与原级数有相同的和。

证明　（i）先证定理对于收敛的正项级数是正确的。设级数

u1＋u2＋…＋un＋…

为收敛的正项级数，其部分和为Sn，级数和为S．并设级数[image: alt]为改变项的位置后构成的级数，其部分和为[image: alt]

对于任何n，当它固定后，取m足够大，使[image: alt]各项都出现在Sm＝u1＋u2＋…＋um中，于是得

[image: alt]

所以，变项后所得新级数的部分和数列有界，从而级数[image: alt]收敛，且

[image: alt]

另一方面，如果把原来级数[image: alt]看成是级数[image: alt]改变项的位置以后所成的级数，则应用刚才证得的结论，又有

S≤S*，

从而　　S*＝S．

（ii）再证定理对一般的绝对收敛级数是正确的。

设级数[image: alt]收敛，令

[image: alt]

显然vn≥0且vn≤｜un｜（n＝1,2,…）．由比较判别法得到级数[image: alt]收敛，从而级数[image: alt]也收敛。而un＝2vn－｜un｜，故有

[image: alt]

若级数[image: alt]改变项的位置后的级数为[image: alt]则相应地[image: alt]改变为[image: alt]改变为[image: alt]由（i）证得结论可知

[image: alt]

所以

[image: alt]

值得指出的是，对于条件收敛的级数，这个定理的结论未必成立。事实上，可以证明条件收敛级数适当重排后可得到发散级数，或收敛于任何事先给定的数。






§7.4　幂级数及其和函数

幂级数及其收敛半径

形如

[image: alt]的级数称为幂级数，其中｛an｝是一数列，x视为变量，x0为一常数。为简单起见我们着重讨论x0＝0的情况，即

[image: alt]

对于x0≠0情形，可通过平移变换x′＝x－x0化成上述情形。

首先讨论幂级数的收敛性问题，对任何幂级数[image: alt]来说，它在x＝0处总是收敛的。对常数x0，若数项级数[image: alt]收敛，则称幂级数[image: alt]在x0处收敛。此时也称x0为该幂级数的收敛点。否则，则称该幂级数在x0处发散。对于其他x的收敛状况，我们有如下重要定理。

定理7.4.1（Abel定理）　如果幂级数[image: alt]当x＝x0≠0时收敛，则对于适合不等式｜x｜＜｜x0｜的一切x，幂级数在x处绝对收敛；如果幂级数[image: alt]当x＝x0时发散，则对于适合不等式｜x｜＞｜x0｜的一切x，幂级数在x处发散。

证明　先设x0是幂级数[image: alt]的收敛点，即级数

[image: alt]

收敛。根据级数收敛的必要条件，这时有

[image: alt]

于是存在一个常数M，使得

[image: alt]

这样级数[image: alt]的一般项的绝对值

[image: alt]

因为当｜x｜＜｜x0｜时，等比级数[image: alt]收敛，所以级数[image: alt]收敛，也就是级数[image: alt]绝对收敛。

定理的第二部分可用反证法证明。倘若幂级数当x＝x0时发散而有一个点x1适合｜x1｜＞｜x0｜使级数收敛，则根据本定理的第一部分，级数当x＝x0时应收敛，这与所设矛盾。定理得证。　　□

定理7.4.1告诉我们，如果幂级数在x＝x0处收敛，则对于开区间（-｜x0｜，｜x0｜）内的任何x，幂级数都收敛；如果幂级数在x＝x0处发散，则对于闭区间［-｜x0｜，｜x0｜］外任何x，幂级数都发散。

推论7.4.2　如果幂级数[image: alt]不是仅在x＝0一点收敛，也不是在整个数轴上收敛，则必有一个完全确定的正数R存在，使得

当｜x｜＜R时，幂级数绝对收敛；

当｜x｜＞R时，幂级数发散；

当x＝R与x＝-R时，幂级数可能收敛也可能发散。

正数R通常叫做幂级数[image: alt]的收敛半径。由幂级数在x＝±R处的收敛性就可以决定它在区间（-R,R），［-R,R），（-R,R］或［-R,R］上收敛，这区间叫做幂级数[image: alt]的收敛区间。

如果幂级数[image: alt]只在x＝0处收敛，这时收敛域（即收敛点全体）只有一点x＝0．但为了方便起见，我们规定这时收敛半径R＝0，并说收敛区间只有一点x＝0；如果幂级数[image: alt]对一切x都收敛，则规定收敛半径R＝+∞，这时收敛区间是（-∞,+∞）．

关于幂级数的收敛半径的求法，有下面的定理。

定理7.4.3　对于幂级数[image: alt]如果

[image: alt]

则这个幂级数的收敛半径

[image: alt]

证明　考察幂级数[image: alt]的各项绝对值所成的级数

[image: alt]

这级数相邻两项之比为

[image: alt]

（i）如果[image: alt]（ρ≠0）存在，根据比值判别法，则当ρ｜x｜＜1即[image: alt]时，级数（1）收敛，从而级数[image: alt]绝对收敛；当ρ｜x｜＞1即[image: alt]时，级数（1）发散，并且从某一个n开始

｜an＋1xn＋1｜＞｜anxn｜，

因为一般项｜anxn｜不能趋于零，所以anxn也不能趋于零，从而级数[image: alt]发散。于是收敛半径[image: alt]

（ii）如果ρ＝0，则对任何x≠0有[image: alt]→0（n→∞），所以级数（1）收敛，从而级数[image: alt]绝对收敛。于是收敛半径R＝+∞．

（iii）如果ρ＝+∞，则对于除x＝0外的其他一切x值，级数[image: alt]必发散。于是[image: alt]

定理7.4.4　对于幂级数[image: alt]如果

[image: alt]

则这个幂级数的收敛半径

[image: alt]

证法与定理7.4.3类似，这里略去。

例7.4.5　求幂级数

[image: alt]

的收敛半径与收敛区间。

解　因为

[image: alt]

所以收敛半径

[image: alt]

对于端点x＝1，级数成为交错级数

[image: alt]

级数收敛。

对于端点x＝-1，级数成为

[image: alt]

级数发散。因此，收敛区间是[image: alt]

例7.4.6　求幂级数

[image: alt]

的收敛区间。

解　因为

[image: alt]

所以收敛半径R＝+∞，从而收敛区间是[image: alt]

例7.4.7　求幂级数[image: alt]的收敛半径（记号0！＝1）．

解　因为

[image: alt]

所以收敛半径R＝0，即级数仅在x＝0处收敛。　　◇

例7.4.8　求幂级数[image: alt]的收敛半径。

解　级数缺少奇次幂的项，定理7.4.3不能直接应用。我们根据比值判别法来求收敛半径：

[image: alt]

当4｜x｜2[image: alt]时级数收敛；当4｜x｜2＞1即[image: alt]时级数发散。所以收敛半径[image: alt]

例7.4.9　求幂级数[image: alt]的收敛区间。

解　令t＝x－1，上述级数变为

[image: alt]

因为

[image: alt]

所以收敛半径R＝2．

当t＝2时，级数成为[image: alt]这级数发散；当t＝-2时，级数成为[image: alt]这级数收敛。因此收敛区间为-2≤t＜2，即-2≤x－1＜2或-1≤x＜3，所以原幂级数的收敛区间为[image: alt]

幂级数的性质及运算

假设幂级数[image: alt]的收敛区间为I，则定义I上的函数S：

[image: alt]

并称S为该幂级数的和函数。幂级数的和函数有许多重要性质。

定理7.4.10　设幂级数[image: alt]的收敛区间为I，则它的和函数S（x）在I上连续。

证明　对于任一点x0∈I，我们分两种情形证明S（x）在x0连续。

（i）若x0是I的内点，则存在I的内点a，b，a＜b，使x0∈［a,b］⊂I．令r＝max｛｜a｜,｜b｜｝，由定理7.4.1知[image: alt]绝对收敛。于是对任何ε＞0，总存在自然数N1，当n＞N1时，都有[image: alt]

从而对任意x∈［a,b］有

[image: alt]

当然也有

[image: alt]

取n0＞N1，由于[image: alt]在I上连续，故存在δ＞0，当｜x－x0｜＜δ时，有

[image: alt]

于是

[image: alt]

故S（x）在x0连续。

（ii）若x0是I的边界点，不妨设[image: alt]则x0＞0．由于[image: alt]收敛，故对任何ε＞0，总存在任何自然数N2，当n＞N2时，都有

[image: alt]

又对每个固定的x∈［0，x0］，[image: alt]是单调减数列，于是由阿贝尔引理有

[image: alt]

在上式中令p→∞，我们有

[image: alt]

特别有

[image: alt]

取定n0＞N2之后，可知：存在δ＞0，当x0－x＜δ时，有

[image: alt]

于是由（6），（7），（8）知（5）成立，即S（x）在x0连续。　　□

定理7.4.11　设幂级数[image: alt]的收敛区间为I，则它的和函数S在I的任何有限闭子区间［a,b］上都可积，且有

[image: alt]

特别地，当a＝0，b＝x∈I时，有

[image: alt]

证明　由定理7.4.10知和函数S在I上连续，所以它在I的任何有限闭子区间［a,b］上可积。所以[image: alt]都存在。类似于定理7.4.10的证明知，对任何ε＞0，总存在自然数N，当n＞N时，对一切x∈［a,b］有

[image: alt]

于是

[image: alt]

从而由极限定义有

[image: alt]

定理7.4.12　设幂级数[image: alt]的收敛半径R＞0，和函数为S（x），则在（-R,R）内幂级数可以逐项求导数，即对（-R,R）内任一点x，有

[image: alt]

证明　首先，我们证明逐项求导后所得幂级数[image: alt]在（-R,R）中收敛。任取x∈（-R,R），则存在a，b∈（-R,R），a＜b，使得x∈（a,b）．令r＝max｛｜a｜,｜b｜｝，则[image: alt]由于[image: alt]绝对收敛，故数列｛anrn｝有界，即存在M＞0，使对一切自然数n，有｜anrn－1｜≤M．于是由

[image: alt]

及[image: alt]知，[image: alt]绝对收敛，因而收敛。

其次，我们证明（10）成立。设[image: alt]在（-R,R）中的和函数是φ（x），由定理7.4.11知

[image: alt]

在上式两边求导得[image: alt]即（10）成立。　　□

例7.4.13　利用逐项求导或逐项积分求下列级数的和函数：

[image: alt]

解　（1）当｜x｜＜1时，级数[image: alt]收敛。令[image: alt]则

[image: alt]

两边求导得到

[image: alt]

（2）因为

[image: alt]

所以

[image: alt]

（3）因为

[image: alt]

而

[image: alt]

所以

[image: alt]

§7.5　函数的幂级数展开

Taylor级数

前面讨论了幂级数的收敛域及其和函数的性质。但是在许多应用中，我们遇到的却是相反的问题：给定函数f（x），要考虑它是否能在某个区间内“展开成幂级数”，就是说，是否能找到这样的一个幂级数，它在某区间内收敛，且其和恰好是给定的函数f（x）．如果能找到这样的幂级数，我们就说，函数f（x）在该区间内能展开成幂级数，或简单地说函数f（x）能展开成幂级数，而该幂级数在收敛区间内就表示了函数f（x）．

在第四章第六节我们已经看到，若函数f（x）在点x0的某一邻域内具有直到（n＋1）阶的导数，则在该邻域内f（x）的n阶Taylor公式

[image: alt]

成立，其中Rn（x）为Lagrange型余项：

[image: alt]

ξ是x与x0之间的某个值。这时，在该邻域内f（x）可以用n次多项式

[image: alt]

来近似表达，并且误差等于余项的绝对值｜Rn（x）｜．如果Rn（x）随着n的增大而减小，那么就可以用增加多项式（2）的项数来提高精度。

如果f（x）在点x0的某邻域内具有各阶导数f′（x），f″（x），…，f（n）（x），…，这时我们可以设想多项式（2）的项数趋向无穷而成为幂级数

[image: alt]

[image: alt]

幂级数（3）称为函数f（x）在x0点（或以x0为中心）的Taylor级数。在不引起歧义的情形下，简称为f（x）的Taylor级数。显然，当x＝x0时，f（x）的Taylor级数收敛于f（x0），但除了x＝x0外，它是否一定收敛？如果收敛，它是否一定收敛于f（x）？关于这些问题，有下列定理。

定理7.5.1　设函数f（x）在点x0的某一邻域N（x0）内具有各阶导数，则f（x）在该邻域内能展开成以x0为中心的Taylor级数的充分必要条件是f（x）的Taylor公式中的余项Rn（x）当n→∞时的极限为零，即

[image: alt]

证明　先证必要性。设f（x）在N（x0）内能展开为Taylor级数，即

[image: alt]

对一切x∈N（x0）成立。我们把f（x）的n的阶Taylor公式（1）写成

[image: alt]

其中Sn＋1（x）是f（x）的Taylor级数（3）的前（n＋1）项之和，因为由（4）有

[image: alt]

所以

[image: alt]

这就证明了条件是必要的。

再证充分性，设[image: alt]对一切x∈N（x0）成立。由f（x）的n阶Taylor公式（1）′有

Sn＋1（x）＝f（x）－Rn（x），

令n→∞取上式的极限，得

[image: alt]

即f（x）的Taylor级数（3）在N（x0）内收敛，并且收敛于f（x）．因此条件是充分的。　　□

在（3）式中取x0＝0，得

[image: alt]

级数（5）称为函数f（x）的Maclaurin级数。

函数f（x）的Maclaurin级数是x的幂级数，现在我们证明，如果f（x）能展开成x的幂级数，那么这种展开式是唯一的，它一定与f（x）的Maclaurin级数（5）一致。

事实上，如果f（x）在点x0＝0的某邻域（-R,R）内能展开成x的幂级数，即

[image: alt]

对一切x∈（-R,R）成立，那么根据幂级数在收敛区间内可以逐项求导，有

[image: alt]

把x＝0代入以上各式，得

[image: alt]

这就是所要证明的。

由函数f（x）的展开式的唯一性可知，如果f（x）能展开成x的幂级数，那么这个幂级数就是f（x）的Maclaurin级数。但是，反过来如果f（x）的Maclaurin级数在点x0＝0的某邻域内收敛，它却不一定收敛于f（x）．因此，如果f（x）在x0＝0处具有各阶导数，则f（x）的Maclaurin级数（5）虽能作出来，但这个级数是否能在某个区间内收敛，以及是否收敛于f（x）却需要进一步考察。下面将具体讨论把函数f（x）展开成为x的幂级数的方法。

函数展开成幂级数

要把函数f（x）展开成x的幂级数，可以按照下列步骤进行：

第一步　求出f（x）的各阶导数f′（x），f″（x），…，f（n）（x），…，如果在x＝0处某阶导数不存在，就停止进行。例如在x＝0处，[image: alt]的三阶导数不存在，它就不能展开为x的幂级数。

第二步　求函数及其各阶导数在x＝0处的值：

f（0），f′（0），f″（0），…，f（n）（0），…．

第三步　写出幂级数

[image: alt]

并求出收敛半径R．

第四步　考察当x在区间（-R,R）内时余项Rn（x）的极限

[image: alt]

是否为零，如果为零，则函数f（x）在区间（-R,R）内的幂级数展开式为

[image: alt]

例7.5.2　将函数f（x）＝ex展开成x的幂级数。

解　所给级数的各阶导数为f（n）（x）＝ex（n＝1,2,3,…），因此f（n）（0）＝1（n＝1,2,3,…），f（0）＝1．于是得到级数

[image: alt]

它的收敛半径R＝+∞．

对于任何有限的数x，ξ（ξ在0与x之间），余项的绝对值

[image: alt]

因e｜x｜有限，而[image: alt]是收敛级数[image: alt]的一般项，所以当n→∞时，[image: alt]即当n→∞时，有｜Rn（x）｜→0．于是得展开式

[image: alt]

例7.5.3　将函数f（x）＝sinx展开成x的幂级数。

解　所给函数的各阶导数为

[image: alt]

f（n）（0）依次循环地取0，1，0，-1，…（n＝0,1,2,3,…），于是得级数

[image: alt]

它的收敛半径R＝+∞．

对于任何有限数x，ξ（ξ在0与x之间），余项的绝对值当n→∞时的极限为零：

[image: alt]

因此得展开式

[image: alt]

以上将函数展开成幂级数的方法，是直接按公式[image: alt]计算幂级数的系数，最后考察余项Rn（x）是否趋于零。这种直接展开的方法计算量较大，而且研究余项是否趋零即使在初等函数中也不是一件容易的事。下面，我们用间接展开的方法，即利用一些已知的函数展开式、幂级数的运算（如四则运算，逐项求导，逐项积分）以及变量代换等，将所给函数展开成幂级数。这样做不但计算简单，而且可以避免研究余项。

例7.5.4　将函数cosx展开成x的幂级数。

解　本题与例7.5.3相仿，当然可以应用直接展开方法，但是如果应用间接方法，则比较简便。事实上，对展开式（8）逐项求导就得

[image: alt]

例7.5.5　将函数[image: alt]展开成x的幂级数。

解　因为

[image: alt]

将x换成-x2，得

[image: alt]

必须指出，假定函数f（x）在开区间（-R,R）内的展开式

[image: alt]

已经得到，如果上式的幂级数在该区间的端点x＝R（或x＝-R）仍收敛，而函数f（x）在x＝R（或x＝-R）处有定义且连续，那么根据幂级数的和函数的连续性，该展开式对x＝R（或x＝-R）也成立。

例7.5.6　将函数f（x）＝ln（1＋x）展开成x的幂级数。

解　因为[image: alt]而

[image: alt]

所以将上式从0到x逐项积分，得

[image: alt]

上述展开式对x＝1也成立，这是因为上式右端的幂级数当x＝1时收敛，而ln（1＋x）在x＝1处有定义且连续。

例7.5.7　将函数f（x）＝（1＋x）m展开成x的幂级数，其中m为任意常数。

解　f（x）的各阶导数为

f′（x）＝m（1＋x）m－1，

f″（x）＝m（m－1）（1＋x）m－2，

…

f（n）（x）＝m（m－1）（m－2）…（m－n＋1）（1＋x）m－n，

…

所以

f（0）＝1，f′（0）＝m，f″（0）＝m（m－1），…，

f（n）（0）＝m（m－1）…（m－n＋1），…．

于是得到级数

[image: alt]

这级数相邻两项的系数之比的绝对值

[image: alt]

因此，对于任意常数m，这级数在开区间（-1,1）内收敛。

为了避免直接研究余项，设这级数在开区间（-1,1）内收敛到F（x）：

[image: alt]

我们来证明F（x）＝（1＋x）m，（-1＜x＜1）．

对（*）式逐项求导，得

[image: alt]

两边各乘以（1＋x），并把含xn（n＝1,2,…）的两项合并起来。根据恒等式

[image: alt]

我们有

[image: alt]

现在令[image: alt]于是φ（0）＝F（0）＝1，且

[image: alt]

所以φ（x）＝c（c是常数），但是φ（0）＝1，从而φ（x）＝1，即

F（x）＝（1＋x）m．

因此在区间（-1,1）内，我们有展开式

[image: alt]

在区间的端点，展开式是否成立，依m的数值而定。

公式（11）叫做二项展开式。特殊地，当m为正整数时，级数为x的m次多项式，这就是代数中的二项式定理。

对应于[image: alt]时（1＋x）m的二项展开式分别为

[image: alt]

以后可以直接引用函数[image: alt]ex，sinx，cosx，ln（1＋x）和（1＋x）m的幂级数展开式，将其他相关函数展开成幂级数。

最后再举两个用间接法将函数在x0处展开成幂级数的例子。

例7.5.8　将函数sinx在[image: alt]处展开成幂级数。

解　因为

[image: alt]

而

[image: alt]

所以

[image: alt]

例7.5.9　将函数[image: alt]展开成（x－1）的幂级数。

解　因为

[image: alt]

而

[image: alt]

所以

[image: alt]






§7.6　幂级数的应用

函数值的近似计算

运用幂级数展开可以近似计算许多初等函数在某点的近似函数值，如三角函数、根式函数、对数函数等，而且利用余项Rn（x）可以估计出近似值的误差。以下举几个例子。

例7.6.1　计算[image: alt]的近似值，要求误差不超过0.0001。

解　因为

[image: alt]

所以在二项展开式中取[image: alt]即得

[image: alt]

这个级数收敛很快，取前两项的和作为[image: alt]的近似值，其误差（也叫截断误差）为

[image: alt]

于是取近似值为

[image: alt]

例7.6.2　计算ln2的近似值，要求误差不超过0.0001．

解　在上节例7.5.6中，令x＝1可得

[image: alt]

如果取这级数前n项的和作为ln2的近似值，其误差为

[image: alt]

为了保证误差不超过10-4，需要取级数的前10000项进行计算。这样做计算量太大了，我们必须用收敛较快的级数来代替它。

把展开式

[image: alt]

把x换成-x，得

[image: alt]

两式相减，得到不含有偶次幂的展开式：

[image: alt]

令[image: alt]解出[image: alt]以[image: alt]代入最后一个展开式，得

[image: alt]

如果取前四项和作为ln2的近似值，则误差为

[image: alt]

于是取　　[image: alt]

积分的近似计算

利用幂级数不仅可以计算一些函数值的近似值，而且可以计算一些定积分的近似值。具体地说，如果被积函数在积分区间上能展开成幂级数，则把这个幂级数逐项积分，用积分后的级数就可算出定积分的近似值。

例7.6.3　计算定积分

[image: alt]

近似值，要求误差不超过0.0001（取[image: alt]）．

解　将ex的幂级数展开式中的x换成-x2，就得到被积函数的幂级数展开式

[image: alt]

于是，根据幂级数在收敛区间内逐项可积性，得

[image: alt]

取前四项的和作为近似值，其误差为

[image: alt]

所以

[image: alt]

例7.6.4　计算积分

[image: alt]

的近似值，要求误差不超过0.0001．

解　由于[image: alt]因此所给积分不是广义积分。如果定义被积函数在x＝0处的值为1，则它在积分区间［0,1］上连续。

展开被积函数，有

[image: alt]

在区间［0,1］上逐项积分，得

[image: alt]

因为第四项[image: alt]所以取前三项的和作为积分的近似值：

[image: alt]

§7.7*　函数项级数与一致收敛

函数项级数的基本概念

设｛un（x）｝是定义在数集E上的一个函数列，和式

u1（x）＋u2（x）＋…＋un（x）＋…

称为定义在数集E上的函数项级数。称

[image: alt]

为函数项级数的前n项的部分和。若x0∈E，且数项级数

u1（x0）＋u2（x0）＋…＋un（x0）＋…

收敛，则称函数项级数在点x0收敛，称x0为收敛点。如果该函数项级数在E的某一子集D上的每点都收敛，则称此函数项级数在D上收敛。全体收敛点的集合称为收敛域。在收敛域上，每一点x都有和数S（x），则称S（x）为函数项级数的和函数。

例7.7.1　几何级数

1＋x＋x2＋…＋xn＋…

对任何x≠1，前n项和

[image: alt]

于是当｜x｜＜1时，

[image: alt]

即几何级数[image: alt]在｜x｜＜1时收敛于和函数[image: alt]而当｜x｜≥1时，该级数是发散的，故该级数的收敛域是（-1,1）。

函数项级数的一致收敛概念

设函数项级数

u1（x）＋u2（x）＋…＋un（x）＋…

在区间I上收敛于S（x）．也就是对于区间I上的每一个值x0，数项级数[image: alt]（x0）收敛于S（x0），即级数的部分和所成的数列

[image: alt]

按数列极限的定义，对于任意给定的正数ε，以及区间I上的每一个值x0，都存在着一个自然数N，使得当n＞N时，有不等式

｜S（x0）－Sn（x0）｜＜ε．

即

[image: alt]

这个数N一般来说不仅依赖于ε，而且也依赖于x0。下面我们考虑一种更强的收敛性概念。其定义中的N不依赖于x0，仅依赖于ε．

定义7.7.2　给定区间I上的函数列｛Sn｝及函数S，如果对于任意给定的正数ε，存在自然数N，使当n≥N时，对一切x∈I，都有

｜Sn（x）－S（x）｜＜ε

成立，则称｛Sn｝在I上一致收敛于S。特别地，若｛Sn｝为函数项级数[image: alt]的部分和数列，S为其和函数，I为其收敛区间，且｛Sn｝在I上一致收敛于S，则称函数项级数[image: alt]在I上一致收敛于S（x）。

注意到定义中的N是对所有x∈I都适合的。从定义可知，若函数项级数在I上一致收敛，则必在I上每点都收敛。反之则不一定，如下面的例子。

例7.7.3　讨论函数项级数[image: alt]在区间（-1,1）上的一致收敛性。

解　从例7.7.1中得到函数项级数[image: alt]在（-1,1）上收敛，且有

[image: alt]

于是[image: alt]对任意ε＞0，例如ε＝1，是否存在N，当n＞N时，[image: alt]对一切x∈（-1,1）成立。事实上这不可能，对任何N，取[image: alt]则x0∈（-1,1），而

[image: alt]

这说明函数项级数[image: alt]在（-1,1）上不一致收敛。

函数项级数一致收敛的判别法

判别函数项级数是否一致收敛有许多种办法，以下介绍其中常见的几种。

定理7.7.4（函数项级数一致收敛的Cauchy准则）　函数项级数[image: alt]在区间I上一致收敛的充分必要条件是对任意给定的ε＞0，总存在自然数N，使当n＞N时，对一切x∈I和一切自然数p，都有

｜un＋1（x）＋un＋2（x）＋…＋un＋p（x）｜＜ε．

证明　必要性　设[image: alt]在I上一致收敛于S（x），则对任给ε＞0，存在N，使当n＞N，对一切x∈I，都有

[image: alt]

于是对一切p

[image: alt]

充分性　若对任意ε＞0，存在自然数N，当n＞N时，对一切x∈I和自然数p，都有

[image: alt]

即对一切x∈I和自然数p有

[image: alt]

由数列收敛的Cauchy准则，对一切x∈I，Sn（x）都收敛，其极限记为S（x），在

[image: alt]

中令p趋于+∞，于是当n＞N时，对一切x∈I都有

[image: alt]

由一致收敛定义知道，函数项级数[image: alt]在I上一致收敛。　　□

在判断函数项级数是否一致收敛时，有更简单和有效的判别法。

定理7.7.5（Weierstrass判别法）　给定区间I上的函数项级数[image: alt]若存在正项级数[image: alt]使得

（i）[image: alt]x∈I，有｜un（x）｜≤an，n＝1，2，3，…；

（ii）正项级数[image: alt]收敛。

则函数项级数[image: alt]在区间I上一致收敛。

证明　由条件（ii），对任意给定的ε＞0，根据级数的Cauchy收敛准则，存在自然数N，当n＞N时，对任意的自然数p，都有

an＋1＋an＋2＋…＋an＋p＜ε．

由条件（i），任何x∈I，都有

[image: alt]

由定理7.7.4，得到函数项级数[image: alt]在区间I上一致收敛。

例7.7.6　判断函数项级数[image: alt]与[image: alt]在（-∞,+∞）上的一致收敛性。

解　因为对一切x∈（-∞,+∞），都有

[image: alt]

而正项级数[image: alt]收敛。从而由定理7.7.5，[image: alt]在（-∞,+∞）上一致收敛。

最后介绍两种关于函数项级数一致收敛的比较有效的判别法。考虑在区间I上有定义的如下形式的函数项级数

[image: alt]

它可看作两个函数项序列的对应项乘积之和。

定理7.7.7（Abel判别法）　若函数项级数[image: alt]满足下列条件：

（i）[image: alt]在区间I上一致收敛；

（ii）对于每个x∈I，｛vn（x）｝是单调的；

（iii）｛vn（x）｝在I上一致有界，即存在正数M，使得对一切x∈I和自然数，n，有

｜vn（x）｜＜M，

则函数项级数[image: alt]在I上一致收敛。

定理7.7.8（Dirichlet判别法）　设函数项级数[image: alt]满足下列条件：

（i）[image: alt]的部分和函数列

[image: alt]

在I上一致有界；

（ii）对每个x∈I，｛un（x）｝是单调的；

（iii）在I上，｛vn（x）｝一致趋于零；

则级数[image: alt]在I上一致收敛。

作为这两个定理的应用，我们来看下面的两个例子。

例7.7.9　证明函数项级数[image: alt]在［0,1］上一致收敛。

证明　令[image: alt]则可验证所讨论函数项级数满足定理7.7.7的条件，从而所讨论函数项级数在I＝［0,1］上一致收敛。

例7.7.10　若数列｛an｝单调，且收敛于0，求证级数[image: alt]在［α，2π－α］（0＜α＜π）上一致收敛。

证明　可以验证在闭区间［α，2π－α］上有

[image: alt]

令un（x）＝sinnx，un（x）＝an，由定理7.7.4，可得[image: alt]在［α，2π－α］上一致收敛。

一致收敛级数的性质

一致收敛级数有许多性质，以下讨论其中几个常用的性质。

定理7.7.11　如果函数项级数[image: alt]的各项un（x）在区间I上都连续，且[image: alt]在区间上一致收敛于S（x），则S（x）在I上也连续。

证明　设x0，x为I上任意两点，则

[image: alt]

因为级数[image: alt]一致收敛于S（x），所以对任意给定的正数ε，必有自然数N＝N（ε），使当n＞N，对I上的一切x，都有

[image: alt]

当然，也有[image: alt]取n0＞N，[image: alt]是有限项连续函数之和，故[image: alt]在点x0连续，从而必须存在δ＞0，当｜x－x0｜＜δ时，总有

[image: alt]

由（1），（2），（3）式可见，对任给ε＞0，必存在δ＞0，当｜x－x0｜＜δ时，有

｜S（x）－S（x0）｜＜ε．

所以S（x）在点x0处连续，而x0在I上是任意的，因此S（x）在I上连续。

这个定理指出：在一致收敛的条件下，

[image: alt]

即函数项级数中求和与极限运算可以交换次序。　　□

定理7.7.12　如果函数项级数[image: alt]的各项un（x）在区间I上连续，且[image: alt]在I上一致收敛于S（x），则级数[image: alt]在I上可以逐项积分，即

[image: alt]

其中x0，x∈I，并且上式右端的函数项级数在I上一致收敛。

证明　因级数[image: alt]在I上一致收敛，由定理7.7.5，S（x）－Sn（x）在I上都连续，所以积分[image: alt]都存在，从而有

[image: alt]

又由函数项级数的一致收敛性，对任给的ε＞0，都存在N＝N（ε），使当n＞N时，对I上的一切x，都有

[image: alt]（其中a，b为I的左右端点）．

于是当n＞N时，有

[image: alt]

根据极限定义，有

[image: alt]

即

[image: alt]

由于N只依赖于ε而与x0，x无关，所以函数项级数[image: alt]在I上一致收敛。□

定理7.7.13　如果函数项级数[image: alt]在区间I上收敛于和S（x），它的各项un（x）都具有连续导数[image: alt]并且函数项级数[image: alt]在I上一致收敛，则函数项级数[image: alt]在I上一致收敛，且可逐项求导，即

[image: alt]

证明　先证等式（5）．由于[image: alt]在I上一致收敛，设其和为φ（x），即[image: alt]可逐项积分，故有

[image: alt]

而

[image: alt]

故

[image: alt]

从而有

[image: alt]

其中a≤x0≤x≤b，a，b为I的左右端点。上式两端求导，即得关系式

φ（x）＝S′（x）．

再证函数项级数[image: alt]在I上也一致收敛。由定理7.7.6，函数项级数[image: alt]在I一致收敛，而

[image: alt]

所以

[image: alt]

由此即得所要证的结论。　　□

必须注意，函数项级数一致收敛并不保证可以逐项求导。例如，可以证明函数项级数

[image: alt]

在任何区间I上都是一致收敛的，但逐项求导后的级数

cosx＋cos22x＋…＋cosn2x＋…，

其一般项不趋于零，所以对任意值x都是发散的，因此原函数项级数不可以逐项求导。






§7.8　函数的Fourier（傅里叶）级数展开

本节我们讨论由三角函数组成的函数项级数，即所谓三角级数，着重研究如何把函数展开成三角级数。

三角级数、三角函数系的正交性

在中学里，我们学过周期函数的概念，周期函数反映了客观世界中的周期运动。

正弦函数是一种常见而简单的周期函数。例如描述简谐振动的函数

y＝Asin（ωt＋φ）

就是一个以[image: alt]为周期的正弦函数。其中y表示动点的位置，t表示时间，A为振幅，ω为角频率，φ为初相。

在实际问题中，除了正弦函数外，还会遇到非正弦的周期函数，它们反映了较复杂的周期运动。如电子技术中常用的周期为T的矩形波，就是一个非正弦周期函数的例子。

如何深入研究非正弦周期函数呢？联系到前面介绍过的用函数的幂级数展开式表示来讨论函数，我们也想将周期函数展开成由简单的周期函数例如三角函数组成的级数。具体地说，将周期为[image: alt]的周期函数用一系列以T为周期的正弦函数Ansin（nωt＋φn）组成的级数表示，记为

[image: alt]

其中A0，An，φn（n＝1,2,3,…）都是常数。

将周期函数按上述方式展开，它的物理意义是很明显的，这就是把一个比较复杂的周期运动看成是许多不同频率的简谐振动的叠加。在电工学中，这种展开称为谐波分析。其中常项A0称为f（x）的直流分量；A1sin（ωt＋φ）称为一次谐波（又叫做基波）；而A2sin（2ωt＋φ2），A3sin（3ωt＋φ3），…，依次称为二次谐波，三次谐波，等等。

为了以后讨论方便起见，我们将正弦函数Ansin（nωt＋φn）按三角公式变形，得

Ansin（nωt＋φn）＝Ansinφncosnωt＋Ancosφnsinnωt，

并且令[image: alt]an＝Ansinφn，bn＝Ancosφn，ωt＝x，则（1）式右端的级数可以改写成

[image: alt]

一般地，形如（2）的级数叫做三角级数，其中a0，an，bn（n＝1,2,3…）都是常数。

如同讨论幂级数时一样，我们必须讨论三角级数（2）的收敛问题，以及给定周期为2π的周期函数如何把它展开成三角级数（2）。为此，我们首先介绍三角函数系的正交性。

所谓三角函数系

[image: alt]

在区间［-π,π］上正交，就是指在三角函数系（3）中任何不同的两个函数的乘积在区间［-π,π］上的积分等于零，即

[image: alt]

以上等式，都可以通过计算定积分来验证，现将第四式验证如下。

利用三角学中积化和差的公式

[image: alt]

当k≠n时，有

[image: alt]

其余等式请读者自行验证。

在三角函数系（3）中，两个相同函数的乘积在区间［-π,π］上的积分不等于零，即

[image: alt]

函数展开成Fourier级数

设f（x）是周期为2π的周期函数，且能展开成三角级数：

[image: alt]

我们自然要问：系数a0，a1，b1，…与函数f（x）之间存在着怎样的关系？换句话说，如何利用f（x）把a0，a1，b1，…表达出来？为此，我们进一步假设级数（4）可以逐项积分。

先求a0，对（4）式从-π到π逐项积分：

[image: alt]

根据三角函数系（3）的正交性，等式右端除第一项外，其余各项均为零，所以

[image: alt]

于是得

[image: alt]

其次求an．用cosnx乘（4）式两端，再从-π到π逐项积分，我们得到

[image: alt]

根据三角函数系（3）的正交性，等左右端除k＝n的一项外，其余各项均为零，所以

[image: alt]

于是得

[image: alt]

类似地，用sinnx乘（4）式的两端，再从-π到π逐项积分，可得

[image: alt]

由于当n＝0时an的表达式正好给出a0，因此，已得结果可以合并写成

[image: alt]

如果公式（5）的积分都存在，这时它们定出的系数a0，a1，b1，…叫做函数f（x）的Fourier系数，将这些系数代入（4）式右端，所得的三角级数

[image: alt]

叫做函数f（x）的Fourier级数。

一个定义在（-∞,+∞）上周期为2π的函数f（x），如果它在一个周期上可积，则一定可以作出f（x）的Fourier级数。然而，函数f（x）的Fourier级数是否一定收敛？如果它收敛，它是否一定收敛于函数f（x）？一般说来，这两个问题的答案都不是肯定的。那么，f（x）在怎样的条件下，它的Fourier级数不仅收敛，而且收敛于f（x）？也就是说，f（x）满足什么条件可以展开成Fourier级数？

下面我们叙述一个收敛定理（不加证明），它给出关于上述问题的一个重要结论。

定理7.8.1（收敛定理，Dirichlet充分条件）　设f（x）是周期为2π的周期函数，如果它满足：

（i）在一个周期内连续或只有有限个第一类间断点；

（ii）在一个周期内至多只有有限个极值点，

则f（x）的傅里叶级数收敛，并且

当x是f（x）的连续点时，级数收敛于f（x）；

当x是f（x）的间断点时，级数收敛于

[image: alt]

收敛定理告诉我们：只要函数在［-π,π］上至多有限个第一类间断点，并且不作无限次振动，函数的Fourier级数在连续点处就收敛于该点的函数值，在间断点处收敛于该点左极限与右极限的平均值。可见，函数展开成Fourier级数的条件比展开成幂级数的条件低得多。

例7.8.2　设f（x）是周期为2π的周期函数，它在［-π,π］上的表达式为

[image: alt]

将f（x）展开成Fourier级数。

解　所给函数满足收敛定理的条件，它在点x＝kπ（k＝0,±1,±2,…）处不连续，在其他点连续，从而由收敛定理知道f（x）的Fourier级数收敛，并且当x＝kπ时，级数收敛于

[image: alt]

当x≠kπ时，级数收敛于f（x）．计算Fourier级数系数如下：

[image: alt]

将求得的系数代入（6）式就得到f（x）的Fourier级数展开式为

[image: alt]

（-∞＜x＜+∞;x≠0,±π,±2π,…）．

例7.8.3　设f（x）是周期为2π的周期函数，它在［-π,π）上的表达式为

[image: alt]

将f（x）展开成Fourier级数。

解　所给函数满足收敛条件，它在点x＝（2k＋1）π（k＝0,±1,±2,…）处不连续，因此，f（x）的Fourier级数在x＝（2k＋1）π处收敛于

[image: alt]

在连续点x（x≠（2k＋1）π）处收敛于f（x）．

计算Fourier系数如下：

[image: alt]

将求得的系数代入（6），得到f（x）的Fourier级数展开式为

[image: alt]

应该注意，如果函数f（x）只在区间［-π,π］上有定义，并且满足收敛定理的条件，那么f（x）也可以展开成Fourier级数。事实上，我们可以在［-π,π）或（-π,π］外补充函数f（x）的定义，使它拓广成周期为2π的周期函数F（x）．按这种方式扩展函数的定义域的过程称为周期延拓。再将F（x）展开成Fourier级数。最后限制x在（-π,π）内，此时F（x）≡f（x），这样便得到f（x）的Fourier级数展开式。根据收敛定理，这级数在区间端点x＝±π处收敛于［f（π－0）＋f（－π＋0）］／2．

例7.8.4　将函数

[image: alt]

展开成Fourier级数。

解　所给函数函数在区间［-π,π］上满足收敛定理的条件，并且拓广为周期函数，它在每一点x处都连续，如图7.1

[image: alt]

图7.1

因此拓广的周期函数的Fourier级数在［-π,π］上收敛于f（x）．

计算Fourier系数如下：

[image: alt]

将求得的系数代入（6）式，得到f（x）的Fourier级数展开式为

[image: alt]

奇函数和偶函数的Fourier级数

一般说来，一个函数的Fourier级数既含有正弦项，又含有余弦项，如例7.8.3。但是，也有一些函数的Fourier级数只含有正弦项，如例7.8.2。或者只含有常数项和余弦项，如例7.8.4。这些情况与所给函数f（x）的奇偶性有密切关系。

定理7.8.5　设f（x）是周期为2π的函数，在一个周期上可积，则

（i）当f（x）为奇函数时，它的Fourier系数为

[image: alt]

（ii）当f（x）为偶函数时，它的Fourier系数为

[image: alt]

这个定理的正确性在几何上是很明显的，证明留给读者。

这个定理说明了：如果f（x）为奇函数，那么它的Fourier级数是含只有正弦项的正弦级数

[image: alt]

如果f（x）为偶函数，那么它的Fourier级数是只含常数项和余弦项的余弦级数

[image: alt]

例7.8.6　设f（x）是周期为2π的周期函数，它在［-π,π）上的表达式为f（x）＝x．将f（x）展开成Fourier级数。

解　首先，所给函数满足收敛定理的条件，它在点x＝（2k＋1）π（k＝0,±1,±2,…）处不连续，因此f（x）的Fourier级数在点x＝（2k＋1）π处收敛于

[image: alt]

在连续点x（x≠（2k＋1）π）处收敛于f（x）。如图7.2

[image: alt]

图7.2

其次，若不计x＝（2k＋1）π（k＝0,±1,±2,…），则f（x）是周期为2π的奇函数。显然此时（7）式仍成立。按公式（7）有an＝0（n＝0,1,2,…），而

[image: alt]

将求得的bn代入正弦级数（9），得f（x）的Fourier级数展开式为

[image: alt]

例7.8.7　将周期函数

[image: alt]

展开成Fourier级数，其中E是正的常数。

解　所给级数满足收敛定理的条件，在整个数轴上连续，因此u（t）的Fourier级数处处收敛于u（t）．

因为u（t）是周期为2π的偶函数，所以按公式（8）有bn＝0，而

[image: alt]

（n＝0,1,2,…）．

将求得的an代入余弦级数（10），得u（t）的Fourier级数展开式为

[image: alt]

函数展开成正弦级数或余弦级数

在实际应用（如研究某种波动问题，热的传导，扩散问题）中，有时还需要把定义在区间［0,π］上的函数f（x）展开成正弦级数或余弦级数。

根据前面讨论的结果，这类展开问题可以按以下的方法解决：设函数f（x）定义在区间［0,π］上并且满足收敛的条件，我们在开区间（-π,0）内补充函数f（x）的定义，得到定义在（-π,π］上的函数F（x），使它在（-π,π）上成为奇函数（若f（0）≠0，规定F（0）＝0）或偶数。按这种方式拓广函数定义域的过程称为奇延拓或偶延拓。然后将奇延拓（偶延拓）后的函数展开成Fourier级数，这个级数必定是正弦级数（余弦级数）。再限制x在（0,π］上，此时F（x）≡f（x），这样便得到f（x）的正弦级数（余弦级数）展开式。

例7.8.8　将函数f（x）＝x＋1（0≤x≤π）分别展开成正弦级数和余弦级数。

解　先求正弦级数。为此对函数f（x）进行奇延拓，如图7.3（1）．

[image: alt]

图7.3

按公式（7）有

[image: alt]

将求得的bn代入正弦级数（9），得

[image: alt]

在端点x＝0及x＝π处，级数的和显然为零，它不代表原来函数f（x）的值。

再求余弦级数。为此对f（x）进行偶延拓，如图7.3（2），按公式（8）有

[image: alt]

将求得的an代入余弦级数（10），得

[image: alt]

习题7.1

1．已知级数[image: alt]

（1）写出此级数的前四项a1，a2，a3，a4；

（2）计算部分和S1，S2，S3，S4；

（3）计算第n个部分和Sn；

（4）用级数收敛定义验证这个级数是收敛的，并求此级数的和。

2．写出下列级数的部分和Sn，并按级数收敛与发散的定义，考察他们是否收敛，若收敛，试求其和。

[image: alt]

3．已知下列级数的部分和，写出该级数，并求其和。

[image: alt]

4．判断下列级数的敛散性：

（1）1－1＋1－1＋…＋（－1）n－1＋…；

[image: alt]

5．考察下列级数是否收敛，若收敛，并求其和

[image: alt]

6．（1）试证（i）若[image: alt]收敛，则[image: alt]也收敛；（ii）当un≥0（n＝1,2,…），若[image: alt]收敛，则[image: alt]也收敛。

（2）举例说明：一般情况下，当[image: alt]收敛时，[image: alt]未必收敛。

（3）若[image: alt]收敛，且[image: alt]则[image: alt]收敛。

7．求曲线y＝e-xsinx的x≥0部分与x轴围成图形的面积。

习题7.2

1．用比较判别法或其极限形式判别下列级数的收敛性。

[image: alt]

2．（1）证明[image: alt]收敛。

（2）设0＜a1＜a2＜…＜an＜…，证明级数[image: alt]收敛当且仅当级数[image: alt]收敛。

（3）试证由等差级数各项的倒数组成的级数[image: alt]是发散的。

3．用根值法或积分法判别下列级数的收敛性：

[image: alt]

4．判别下列级数的收敛性：

[image: alt]

5．对下列通项含参数的级数讨论其收敛性：

[image: alt]

6．设un＞0，[image: alt]收敛，试证：

（1）[image: alt]发散；

（2）[image: alt]收敛；

（3）[image: alt]当[image: alt]时收敛．

7．设un≥0，vn≥0，[image: alt]与[image: alt]都收敛，试证：

（1）[image: alt]

（2）[image: alt]

（3）[image: alt]

（4）[image: alt]（a＞0）；都收敛，举例说明[image: alt]不一定收敛。

8．设f（x）为单调不增加的正值函数。证明：若级数[image: alt]收敛，则对于其余项[image: alt]有以下估计

[image: alt]

习题7.3

1．判断下列级数是否收敛。若是收敛的，是绝对收敛还是条件收敛？

[image: alt]

2．判断级数[image: alt]的收敛性。

3．证明级数

[image: alt]

在区间（0,π）内不绝对收敛。

4．若级数[image: alt]收敛，并且[image: alt]能否断定[image: alt]也收敛？

5．讨论级数[image: alt]（p＞1）的收敛性。若收敛，则进一步指出是条件收敛还是绝对收敛。

9．证明：若[image: alt]收敛，那么当x＞x0时，[image: alt]也收敛。

10．若｛nan｝收敛，[image: alt]收敛，则[image: alt]也收敛。

习题7.4

1．求下列幂级数的收敛区间：

[image: alt]

2．利用幂级数的逐项微分或逐项积分的性质，求下列幂级数的和函数：

[image: alt]

3．求幂级数[image: alt]在其收敛区间上的和函数。

4．验证下列数项级数收敛，并求其和

[image: alt]

5．求级数[image: alt]的收敛域及和函数。

习题7.5

1．求函数[image: alt]的Maclaurin展开式。并求此展开式成立的范围。

2．将[image: alt]展开为Maclaurin级数并求级数[image: alt]的和。

3．把下列函数展开为x的幂级数，并求其收敛区间：

[image: alt]

4．求函数[image: alt]的幂级数展开式的收敛区间：

（1）依x的乘幂展开；

（2）依二项式x－5的乘幂展开。

5．将下列函数在指定点展开为幂级数。

（1）[image: alt]在x0＝3处；

（2）f（x）＝ln（－x2－2x），在x0＝-1处；

（3）[image: alt]在x0＝-2处。

6．将f（x）＝lnx展开为（x－2）的幂级数。

7．设f（x）＝cosx8，求f（16）（0）的值．

习题7.6

1．利用函数的幂级数展开式求下列各数的近似值：

（1）sin18°（误差不超过0.00001）；

（2）ln1.25（误差不超过0.00001）．

2．利用函数的幂级数展开，计算下列极限：

（1）[image: alt]

（2）设[image: alt]求常数a，b．

3．利用被积函数的幂级数展开式求下列定积分的近似值：

[image: alt]（准确到0.001）；

[image: alt]（准确到0.001）．

4．利用函数的幂级数展开，求下列积分：

[image: alt]

5．利用[image: alt]近似计算[image: alt]（准确到0.0001）。

6．利用函数的幂级数展开，求下列各题的近似值，误差不超过10-4。

[image: alt]

习题7.7*

1．求下列函数项级数的收敛域：

[image: alt]

2．已知级数[image: alt]在（-∞,+∞）上收敛，

（1）求出该级数的和；

（2）问N（ε,x）取多大，能使n＞N时，级数的余项rn的绝对值小于正数ε；

（3）分别讨论级数在区间［0,1］，[image: alt]上的一致收敛性。

3．讨论[image: alt]（0＜x＜+∞）的一致收敛性。

4．讨论[image: alt]的一致收敛性：

（1）0≤x≤1；

（2）1＜x＜+∞．

5．利用Weierstrass判别法证明下列级数在给定区间上的一致收敛性：

[image: alt]

6．利用Abel或Dirichlet判别法讨论下列级数的一致收敛性：

[image: alt]

7．判别下列级数在给定区间上的一致收敛性：

[image: alt]

8．证明：若级数[image: alt]在［a,b］上一致收敛，则级数[image: alt]在［a,b］上也一致收敛。

9．设函数序列[image: alt]x∈［0,1］，验证（1）[image: alt]；（2）证明｛fn（x）｝在［0,1］上不一致收敛．

10．设函数序列[image: alt]

（1）当x≥0时，讨论｛fn（x）｝的收敛性；

（2）证明当0≤x≤1时该序列的收敛是一致的；

（3）计算[image: alt]

11．证明下列级数在区间（-∞,+∞）上可以逐项求导：

[image: alt]

习题7.8

1．下列周期函数f（x）的周期为2π，试将f（x）展开成Fourier级数。如果f（x）在［-π,π］上的表述式为：

[image: alt]

2．将f（x）＝sin4x展开成Fourier级数。

3．将下列函数分别展开为正弦级数和余弦级数。

[image: alt]

4．试用f（x）＝π2－x2，x∈［-π,π］的傅里叶展开式求级数[image: alt]的和。

5．试将f（x）＝x3，x∈［0,π］展开为余弦级数，并求级数[image: alt]的和。

6．将函数[image: alt]在［0,π］上展成以2π为周期的正弦级数。并在［-2π，2π］上画出和函数S（x）的图形，并求[image: alt]处的值。

7．试证以2π为周期的三角多项式[image: alt]的Fourier级数就是它本身。
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